Skript Analysis I - III

Wintersemester 2001/2002 - Wintersemester 2002/2003

a5

TECHNISCHE UNIVERSITAT
CHEMNITZ

ETEX
Jens Rckert 2004




Vorlesungsskript zu den Grundvorlesungen Analysis I - 11
Vorlesender: Prof. Dr. Schneider

TU-Chemnitz
Fakultit fiir Mathematik
Wintersemester 2002/2003

GeTgXt von Jens Riickert.......... jens.rueckert@mathematik.tu-chemnitz.de

Uberarbeitet und gesetzt von Dr. Helmut Harbrecht .. ............ ...,
PP helmut.harbrecht@mathematik.tu-chemnitz.de



Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen

1.1

1.2
1.3

Elementare Aussagenlogik . . . . .. ... ... ... ... ... .. ...
1.1.1  Logische Operation . . . . . . . . . . . . .. .. ...
1.L1.2  Quantoren. . . . . . . . . . . . . e e e e
Mengenlehre . . . . . . . ...

Funktionen . . . . . . . . . .

2 Reelle Zahlen

2.1
2.2
23
24
2.5
2.6
2.7

Algebraische Grundbegriffe und Kérper . . . . . . ... ... ... ... ....
Geordnete Mengen . . . . . . ... e e
Geordnete Korper . . . . . . . . .. L
Natiirliche Zahlen . . . . . . . .. . ...
Komplexe Zahlen . . . . . . . . .. .
Euklidische Rdume . . . . . .. .. ... .. .

Zusatz: Dedekindsche Schnitte . . . . . . . . . ... ... .

3 Einfiihrung in die Topologie

3.1
3.2
33
3.4

Metrische Rdume . . . . . . . . . . ... L
Kompakte Mengen . . . . . . . . . . . . ..
Perfekte Mengen . . . . . . . . ..

Zusatz: Relative Offenheit und Kompaktheit . . . . . . . .. .. ... ... ...

3

12
12
16



Folgen und Reihen

4.1 Allgemeine Zahlenfolgen . . . . . .. ... ......
4.2 Reelle Zahlenfolgen . . . . . . .. .. ... .. ....
43 Cauchy-Folgen . .. ... ... .. ... .......
44 Reithen. . ... ... ... ..o
4.5 Das Wurzel- und Quotientenkriterium . . . . . . . . .
4.6 Alternierende Reithen . . . . . .. .. ... ... ...
47  Summen und Produkte von Reihen . . . . . . . .. ..
4.8 UmordnenvonReithen . ... ... ... .......
4.9 Potenzrethen . . ... ... ... ... ... . ...

Stetige Funktionen

5.1
5.2
5.3
54
5.5

Funktionsgrenzwerte . . . . ... ... ... .....
Stetigkeit von Funktionen . . . . . . . ... ... ...
Einseitiger Grenzwert und Stetigkeit . . . . . . . . ..
Zusammenhingende Mengen und Stetigkeit . . . . . .

Stetigkeit und Kompaktheit . . . . . . ... ... ...

Differentiation von Funktionen einer Verianderlichen

6.1
6.2
6.3

Differenzenquotient und Differentialquotient . . . . . .
Mittelwertsédtze . . . . . ... ... ... ... ....

Die I’'Hospitalsche Regel . . . . ... ... ... ...

Integration von Funktionen

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

Das unbestimmte Integral . . . . . .. ... ... ...
Integration gebrochen rationaler Funktionen . . . . . .
Das Riemann-Stieltjes-Integral . . . . . . .. ... ..
Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integral . . . . .

Integration und Differentiation . . . . . ... ... ..

INHALTSVERZEICHNIS



INHALTSVERZEICHNIS

10

11

7.6 Rektifizierbare Kurven . . . . . . .. ... L oL
7.7 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . ... ... ... ... .. .. ...
Folgen und Reihen von Funktionen
8.1 GleichméBige Konvergenz . . . . . ... ... ... ... .. .. ........
8.2 Potenzrethen . . . . . . .. ..
83 Fourier-Rethen . . . . . .. . ...
8.4 Gleichgradige Stetigkeit . . . . . .. .. ...
8.5 Der Approximationssatz von Weierstrall . . . . . . . .. ...,
Mehrdimensionale Differentiation
9.1 (Partielle) Ableitungen und Richtungsableitungen . . . . . . .. ... ... ...
9.2 Hohere (partielle) Ableitungen . . . . . . . . . ... L oL
9.3 Nichtlineare Gleichungen . . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
9.4 Extremalwertprobleme . . . . . . ... . ... ..o
Integration im R"
10.1 Grundlagen . . . . . . . . . . . . e
10.2 Die Substitutionsregel imR™ . . . . . . .. ..o Lo
Differentialformen
11.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . . . . . .. ... ... ... .......
11.2 Volumen- und Oberfldchenintegrale . . . . .. ... ... ... .........
11.3 Differentialformenkalkdl . . . . . .. . ... oL oo
11.3.1 Elementare Eigenschaften . . . . . ... ... ... .. .........
11.3.2 Normaldarstellungen . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
11.3.3 AuBere Multiplikation . . . . .. ... ... ... .. .. ........
11.3.4 AuBere Differentiation . . . . . . ... ... ... ... .........
11.3.5 Substitution . . . . . . . .. oL

11.4 Simplizesund Ketten . . . . . . .. .. .. ... ... ... .. ... .. ...

121
123

125
125
134
145
155
158

161
161
171
176
184

195
195
202



6 INHALTSVERZEICHNIS
11.5 Der Satzvon Stokes . . . . . . . . . . L 235
11.6 Anwendungen des Satzes von Stokes . . . . . . .. ... oL L L. 239

12 MabBtheorie 245
12.1 Ringe und AlgebrenvonMengen . . . . . . . .. ... L. 245
12.2 Mengenfunktionen . . . . . . . . . . . ... 248
12.3 Inhalt, Mall und KonstuktionvonMallen . . . . . . . .. ... ... ....... 253
12.4 Messbare Funktionen . . . . . . .. ... ... L Lo 265

12.4.1 Definitionen und Eigenschaften . . . . ... ... ... ... ...... 265
12.4.2 Konvergenzsitze . . . . . . . . . ot vt i 270
12.5 Das Lebesgue-Integral . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... ... ... 272
12.6 Grenzwertsitze fiir Integrale . . . . . . . . .. .. oL 0oL 2717
12.7 Vergleich des Lebesgue-Integrals mit dem Riemann-Integral . . . . . . . . . .. 280
12.8 LP-RAume . . . . . . . . . . 283
12.9 Integration in Produktrdumen . . . . . . . . . . ... .. L. 287
129.1 ProduktmaBe . . . . .. .. ... .. ... 287

12.10Zusatz:Zerlegung von Mengenfunktionen . . . . .. ... ... ... ... ... 293



Einleitung

Gegenstidnde der Analysis sind im wesentlichen Funktionen. Eine Funktion ist ein mathemati-
sches Konstrukt, das zu einem gegebenen Input einen eindeutig definierten Output liefert:

Input M Output

(wir werden das spidter noch genauer definieren. Normalerweise sind die Inputdaten Zahlen =
und zu jeder dieser Zahlen x liefert eine Funktion f eine eindeutige Zahl f(x). Daher verlangt
die Analysis zuerst

e als Fundament die Einfiihrung von Zahlen

e sowie eine klare Definition des Konzeptes einer Funktion.

Die natiirlichen Zahlen gehoren, abgesehen von zwei- und dreidimensionalen geometrischen Ge-
bilden, im Grunde zu den ganz wenigen Objekten der Mathematik, die unserer allgemeinen und
natiirlichen Anschauung zugénglich sind.

Um aber in Bereiche vorzustoBen, die unserer Anschauung schwer zugénglich sind, bediirfen
wir einer besonders strengen Methodik. Ausgehend von ganz wenigen Gesetzmaéssigkeiten, so-
genannte Axiomen, die wir postulieren miissen, versuchen wir durch ganz strenge Logik in Di-
mensionen vorzudringen, die sich unserer Vorstellung vollkommen entziehen.

’ Axiome + Definitionen + Voraussetzungen ‘

(Beweis)

’Lemma (Hilfssatz) + Proposition (kleiner Satz, Bemerkung) ‘

(Beweis)

’ Theorem (Satz) ‘

(Beweis)

’ Korollar (Folgerung) ‘

7



8 INHALTSVERZEICHNIS

Diese ideale Vorstellung, dass wir von wenigen Axiome ausgehen und daraus mittels logischen
SchluBlfolgerungen alle weiteren Aussagen beweisen entspricht aber auch nicht ganz der Realitiit.
In Wirklichkeit gleicht die Mathematik mehr einem Baum (Russel): oberhalb der Erde entfaltet
sich die Baumkrone als ein verdsteltes und kompliziertes Gebilde, (das wir studieren wollen).
Wenn man allerdings nach den Grundlagen forscht, so stofst man unter der Erde ebenfalls auf
ein filigranes Wurzelwerk.

Wir konnen in einer einfiihrenden Veranstaltung die Grundlegung der Mathematik lediglich bis
zu einer gewissen Stufe betreiben. Wir werden beginnen mit der Aussagenlogik, um uns einen
strengen und formalen Rahmen zu schaffen. Die Mengenlehre erlaubt uns die Einbeziehung
vielfiltigster Objekte und ermoglicht eine grole Allgemeinheit, die uns von dem engen Rah-
men der Zahlen befreit. Den Begriff einer Funktion werden wir mengentheoretisch definieren.
Wesentlich ist, dass sie uns dabei im Umgang mit dem so strapazierten Begriff des Unendli-
chen enorm hilfreich ist. Die Begriffe wie Approximation und Konvergenz sind von geradezu
fundamentaler Bedeutung fiir die Analysis. Hierzu behandeln wir ausfiihrlich das Kapitel iiber
Metriken, bevor wir uns konkret Folgen und stetigen Funktionen einer rellen Variablen zuwen-
den.

Zitat (Jospeh Fourier: Die analytische Theorie der Wirme, 1807). Die Analysis ist genauso
allumfassend wie die Natur selbst. Sie betrifft unsere sdmtlichen Sinneserscheinungen, die Zeit
ebenso wie die Ldngen, Krdfte oder Temperaturen. Dies ist eine schwierige Wissenschaftsdis-
ziplin, die nur langsam Fortschritte macht, bei der aber andererseits jedes einmal gewonnene
Grundprinzip Bestand hat.

Das Hauptmerkmal der Analysis ist ihre Klarheit; fiir nebulose Fromulierungen ldfst diese Spra-
che keinen Raum. Sie verkniipft hochst unterschiedliche Erscheinungen und zeigt dadurch ge-
meinsame Analogien auf. Die Analysis kann sogar Erscheinungen beschreiben, die wie Luft oder
Raum fliichtig sind, oder von Korpern, die fern im Weltraum schweben, sie kann helfen, Himmels-
erscheinungen zu verschiedenen, oft viele Jahrhunderte getrennten Epochen zu erkennen, oder
auch die Schwerkraft und oder Wiirme tief im Erdinneren, die uns niemals zugdnglich sind. All
diese Erscheinungen macht die Analysis erfassbar und messbar. Sie ist wohl eine Fihigkeit des
menschlichen Geistes, die diesem mitgegeben wurde, um sein kurzes Leben und seine unvollkom-
mene Sinneswahrnehmung zu ergdnzen. Noch bemerkenswerter ist, dass bei der Untersuchung
samtlicher Erscheinungen prinzipiell das gleiche Vorgehen moglich ist. Sie alle werden in der
gleichen Sprache beschrieben, als wollte die Analysis die Einheit und Einfachheit des Weltpla-
nes aufzeigen . ...



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 [Elementare Aussagenlogik

Eine Aussage im Sinne der Aussagenlogik ist eine sprachliche Aussage, bei der klar entschieden
werden kann, ob sie wahr oder falsch ist. Fiir die Aussagenlogik spielt der Inhalt keine Rolle
sondern lediglich der Wahrheitswert “wahr” oder “falsch”.

Beispiel 1.1.1.

1. 1 plus I ist 2.
2. I plus1ist 1.

3. 1 plus 1 ist nicht gleich 0.

Keine Aussagen sind dagegen Sitze wie “morgen regnet es”, “Gehen Sie bitte zur Seite!”, oder
auch widerspriichliche Sitze, sogenannte Antinomien, wie z.B. “Minos, der Konig von Kreta,
sagt, dass alle Kreter liigen”.

1.1.1 Logische Operation

Negation: Sei A eine Aussage, so heilit =A (“nicht” A) die Negation von A. Der Sachverhalt
wird durch eine Wahrheitstafel dargestellt:

A \ -A
w (“wahr”) | f
f (“falsch™) | w
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Verkniipfung ‘“und”: Sind A und B Aussagen, so ist “A und B” (mathematisch AA B) ebenfalls
eine Aussage. Wir definieren: A A B, gelesen A und B, ist genau dann wahr, falls die Aussagen
A und B beide wahr sind. Wahrheitstafel:

A B|AANB
woow w
w ff
frwl f
fFrlf

Verkniipfung “oder”: Sind A und B Aussagen, so ist AV B, gelesen “A oder B”, ebenfalls eine
Aussage. Diese ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen A oder B wahr
ist. Wahrheitstafel:

A B|AVB
woow w
w f w
f w w
frlf

Aquivalenz: Zwei Aussagen A und B heifen #dquivalent, wenn der Wahrheitswert iiberein-
stimmt. Wir schreiben in diesem Fall A < B. Wahrheitstafel:

A B|A&sB
wow w
w o f f
fow f
[ w
Satz 1.1.2. Seien A, B und C Aussagen. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen:
Doppelte Negation -(-m4) & A
2.  Kommutativgesetze ANB < BAA
AVB & BVA
3. Assoziativgesetze AN(BAC) & (ANB)AC
AvV(Bv(C) & (AvB)vC
4. Distributivgesetze AN(BVC) & (AANB)V(AANC)
AV (BANC) & (AVB)AN(AVCO)
5. De Morgansche Regeln -(AANB) < (mA)V(—-B)
-(AVB) & (mA)A(—B)
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Beweis. Man beweist alle Aussagen mittels Wahrheitstafeln, z.B. gilt bzgl. der Negation

A | =A | ~(=4)
w| f w
flw f
Rest als Ubung. O

Bemerkung 1.1.3. Man vergleiche die Regeln (2) bis (4) mit analogen Regeln der Arithmetik
<+7 )

Implikation: Sind A und B Aussagen, so ist A = B, gelesen “A impliziert B”, dquivalent zur
Aussage B V (—A). Wahrheitstafel:

A B|A=DB
woow w
wf f
f w w
f7 w

Satz 1.1.4. Seien A, B und C Aussagen. Dann gilt:
(A=B)AN(B=A) & (A< B)

Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 1.1.5.

1. Eine Aussage A < B beweist man mit Hilfe von Satz 1.1.4. Man zeigt zuerst A impliziert
B und dann B impliziert A.

2. Falls A falsch ist, so ist A = B immer wahr (“e falso quod libet”).
Satz 1.1.6. Fiir beliebige Aussagen A und B gilt:

1. bejahende Abtrennungsregel (AN(A=B)) = B

2. verneinende Abtrennungsregel (=B A (A = B)) = -A

3. Regel vom indirekten Beweis (A= B) & (-B=-A)
4.  Regel vom Kettenschluss (A=B)AN(B=C) = (A=10)

Beweis. Die erste Formel folgt aus
(AN(A=B)) < AN(-AV DB)
< ((AN-A)V (AANB))
< (f V(AN B))
& ANB = B.
Rest als Ubung. ]
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1.1.2 Quantoren

Sei A;, j € J, eine Menge von Aussagen, z.B. A;, A,,.... Dann definieren wir V,c; A;, ge-
lesen “fiir alle A; mit j aus J”, als genau dann wahr, falls jede Aussage A;, j € J, wahr ist.
Falls J = {1,..., N} endlich ist, dann konnen wir diese Aussage durch endlich viele “und”-
Verkniipfungen ausdriicken

VJ'GJA]'@v;v:lAj@(Al/\Ag/\.../\AN).

“V”” heilit der Allquantor.

Demgegeniiber definieren wir 3,c; A;, gelesen “es existiert ein A; mit j aus J”, als genau dann
wahr, falls eine wahre Aussage A; fiir mindestens ein j € J existiert. Fiir endlich viele A;, d.h.
J=A{1,...,N},gilt

HJGJA]'<:>E|§y:1Aj<:>A1VA2V...\/AN.

“J” hei3t der Existenzquantor.

Beachte: Die Reihenfolge der Quantoren darf im allgemeinen nicht vertauscht werden, d.h.
(Vjes Jier Aij) & (Jier Vies Aij).

Die erste Aussage heilit “fiir alle j € J gibt es ein ¢ € I mit A, ;” wihrend die zweite Aussage
lautet “es existiert ein ¢ € [ fiir das fiir alle j € J gilt A, ;”.

Beispiel 1.1.7. Man vergleiche die Aussagen “fiir alle Studenten gibt es einen Studentenausweis”
und “es gibt ein Einwohnermeldeamt fiir alle Bewohner der Stadt”.

Satz 1.1.8. Seien A;, j € J, Aussagen. Dann gelten die de Morganschen Regeln

~(Vjes 4j) <= (Jjes 04)),
~(Fjes 4j) = (Vjes ~4y).

1.2 Mengenlehre

Neben der Methodik der Logik ist die Sprache der Mengenlehre fiir die moderne Mathematik
unerldBlich. Den Begriff einer Menge werden wir uns ganz naiv gegeniiberstellen.

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten unserer Anschauung.

Diese Objekte nennen wir die Elemente der Menge. Dies bedeutet, dass wir eine Menge ge-
nau dann kennen, wenn uns gesagt wird, welche Elemente sie enthilt. Zum Beispiel sind M =
{a,,10} oder auch A = {1,2, —1} Mengen. Dabei ist zu beachten, dass die Reihenfolge, in
welcher die Elemente aufgezihlt werden, unerheblich ist.
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Zumeist sind Mengen iiber Aussageformen A(z) definiert, wie z.B. A(x): “z ist griin”. Wir
schreiben kurz

M ={z: A(x)}
fiir die Menge aller z fiir die die Aussage A(x) wahr ist.

Gleichheit von Mengen: Wir schreiben 2 € M falls = ein Element von M ist. Fir =(z € M)
schreiben wir x ¢ M. Zwei Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen
Elemente haben.

Teilmengen: Einge Menge N heil3it eine Teilmenge von einer Menge M, kurz N C M, falls aus
x € N stets folgt x € M, kurz

NCM < Vyeyzr € M.
Wir schreiben fiir =(A C B) abkiirzend A Z B.

Satz 1.2.1 (Transsitivitit von “C”). Seien A, B und C' Mengen mit A C B und B C C, so gilt
auch A C C.

Beweis. Sei x € A beliebig, dann ist z € B wegen A C B. Wegen z € B und B C C gilt auch
zeC. O

Durchschnitt von Mengen: Die Menge
ANB={z:(r € A)AN(z € B)}

heif3t die Schnittmenge von A und B oder einfach “A geschnitten B”. Eine anschauliche Darstel-
lung dieses Begriffes liefert das sogenannte “Venn—-Diagramm”.

—ANB

P —
s

Vereinigung von Mengen: Seien A und B Mengen. Dann ist
AUB={z:(r € A)V(z € B)}

die Vereinigungsmenge von A und B, oder kurz “A vereinigt B”.
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—AUB

A/B

Komplementirmengen: Sei A und B Mengen, so ist die Menge {x € B : = ¢ A} ebenfalls
eine Menge, die wir mit B \ A, gelesen “B ohne A” oder auch “B minus A”, bezeichen. Falls
A C B, soheiBt B\ A das Komplement von A in der Menge B.

B\ A

Leere Menge: Sei F'(x) eine Aussageform, die fiir jedes € A falsch ist. Dann enthilt die
Menge M := {z € A : F(x)} kein einziges Element. Eine solche Menge, die keine Elemente
enthdilt, heifit leer.

Bemerkung 1.2.2. Sei () eine leere Menge.
1. Die Aussage x € () ist immer falsch.
2. Es gilt ) C A fiir jede Menge A.

Proposition 1.2.3. Sind A und B beides leere Mengen, so ist A = B. Folglich ist die leere Menge
eindeutig. Sie wird mit () bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen A C Bund B C A. A C B ist dquivalent zur Aussage Vr : © € A = x €
B. Da die Aussage x € A immer falsch ist, ist die obige Implikation richtig. Analog zeigt man
B C A. ]

Disjunkte Menge: Zwei Mengen A und B heiBen disjunkt, falls der Durchschnitt AN B = ().
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Satz 1.2.4. Seien A, B und C' Teilmengen einer Menge X.

15

Dann gelten:

1. Doppeltes Komplement X \ (X \A) = A
2. Kommutativgesetze AUB = BUA
ANB = BNA
3. Assoziativgesetze (AUB)UC = AU(BUCQC)
(ANB)NC = An(BNCQC)
4. Distributivgesetze AUu(BnNnC) = (AUB)N(AUC)
AN(BUC) = (AnNB)U(ANCOC)
5. Dominanzgesetze AUl = A
AND = 0
6. De Morgansche Regeln X \ (ANB) = (X\A)U(X\B)
X\(AUB) = (X\4)n(X\B)

Beweis. Die erste Behauptung beweist man wie folgt. Per Definition ist X \ (X \ A) = {z €
X:x¢ (X\A)} Firz € X giltnun z € X \ A genau dann, wenn = ¢ A. Durch Negation
folgt hieraus x € A.Da A C X ist X \ (X \ 4) = A.

Der Beweis der restlichen Behauptungen sei als Ubung iiberlassen. O

Beliebige Vereinigungen und Durchschnitte: Sei {A; : j € J} eine Familie von Mengen, dann
ist

UAj = {ZEZHJ‘GJCL’EA]‘}

jeJ
die Vereinigung der Mengen A;, j € J, bzw.

ﬂAj I:{[EZVJ‘EJZEEAJ'}

jes
die Schnittmenge aller Mengen A;, j € J.

Produktmenge: Seien a« € A und b € B, so heibt (a,b) ein geordnetes Paar. Dabei beachte
man, dass (a,b) # (b, a). Die Menge

Ax B={(a,b) :a€ Aund b € B}

heilt die Paarmenge von A und B bzw. das kartesische Produkt von A und B. Wir sagen hierfiir
auch “A kreuz B”.

Potenzmenge: Sei A eine Menge, so heifit die Menge aller Teilmengen von A
P(A)={B:BC A}

die Potenzmenge von A.
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Bemerkung 1.2.5. Es gelten die in der nachstehenden Tabelle aufgefiihrten Analogien zwischen

der Aussagenlogik und der Mengenlehre.

KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Aussagenalgebra

Mengenalgebra

Aussagen A, B
Verkniipfung A
Verkniipfung VvV

Mengen A, B
Durchschnitt N
Vereinigung U

Negation — Komplement X \ A
Kontradiktion Leere Menge ()
Tautologie Grundmenge X

Implikation A = B | Teilmenge A C B
Aquivalenz A < B | Gleichheit A = B

1.3 Funktionen

Eine Funktion f : X — Y ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X einer Menge X ein und
auch nur ein Element f(x) € Y zuordnet.

f [ ]
.)><

\

Definition 1.3.1. Seien X,Y # () beliebige Mengen und G C X x Y.
1. Das Tripel (G,X,Y) heifit eine Relation zwischen den Mengen X und Y .

2. Eine Relation (G, X,Y') zwischen den Mengen X und Y heif3t Funktion [ : X — Y/, falls
(a) fiiralle v € X einy = f(x) existiert mit (x,y) € G, kurz

vaX EIyGY : (‘rvy) S G7

(b) fiiralle x € X und y,y' € Y aus (x,y),(x,y’) € G folgt, dass y = y' eindeutig ist,
kurz
Voexyyey(z,9) €GN (2,)) €G) = y=y).

Funktionen nennt man auch oftmals Abbildungen.

Beispiel 1.3.2.
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1. Wiihlen wir X =Y = N, so ist durch G = {(z,y) € X XY : & > y} eine Relation

gegeben.

2. Fiir X =Y # 0istdurch G = {(z,y) € X XY : 2 =y} eine Funktion definiert.

Y

Ist f = (G, X,Y) so schreiben wir f : X — Y und nennen X den Definitionsbreich und Y den
Bildbereich von f. Die Menge G = {(z,y) : y = f(x),x € X} heiit der Graph von f und es
gilty = f(z) & (z,y) € G. Zur prizisen Angabe einer Funktion gehort immer auch die Angabe
des Definitionsbereiches und des Bildbereiches. Zwei Funktionen f : X — Yundg: A — B
sind genau dann gleich, falls A = X und B =Y istund f(x) = g(z) fir alle x € X gilt.

Definition 1.3.3. Sei A eine Teilmenge des Definitionsbereiches A C X. Dann heift die Menge
flA)={yeY :y=f(x),x € A} CY das Bild von A unter der Funktion f. Sei B C'Y, so
heif3t die Menge

fiB)={re X f(z)=y,yec B} C X

das Urbild der Menge B unter f.

Definition 1.3.4. Eine Funktion f : X — Y heifit
1. injektiv, falls fiir alle y € f(X) und x,x' € X mit f(x) = f(2') = y folgt v = 2';
2. surjektiv, falls f(X) =Y ist;
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3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Sei f : X — Y eine bijektive Funktion. Dann existiert zu jedem y € Y genau ein x € X mit
y = f(z). Die Funktion ¢ : Y — X mit g(y) = = < f(x) = y heiBt Umkehrfunktion. Wir
schreiben hierfiir f~! :==¢g:Y — X.

Zwei Mengen X und Y haben die gleiche Kardinalitdit, wir schreiben card(X') = card(Y), falls
eine bijektive Abbbildung f : X — Y zwischen beiden Mengen existiert.

Satz 1.3.5. Sei N = {1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Produktmenge N? :=
N x N hat die gleiche Kardinalitdit wie N.

Beweis. Seien p,q € N und somit (p, q¢) € N? beliebig. Wir definieren das “Cantorsches Diago-
nalverfahren” mittels der Funktion

(p+q—1)(p+q—2)

f(p,q) = 5 + p.

Die Namensgebung dieser Funktion ist motiviert durch folgendes Rechteckschema:

1 2 3 4 1 2 3 4
1A, 1,2) (1,3) (1.4 11 2 4 7
212D (22 23) 213 5 8
313, (32) 316 9
4| @0 4110

Fiir n € N seien M, = {(1,n),(2,n —1),...,(n —1,2),(n, 1)}, Teilmengen in N2. Wir sehen
aus dem obigen Schema, dass die Mengen M, paarweise disjunkt sind und dass ( J,,.y M, = = N2

Seien ferner N, := {= 1 + 1, ("_21)" +2,... e 1)" + n} Teilmengen in N. Aufgrund der
(n— 1)

Beziehung +n= "(";1) ersehen wir, dass dle Mengen N,, ebenfalls paarweise disjunkt
sind und dass gllt UneN N,, = N. Wie man unschwer sieht bildet f : M, — N, die beiden
Mengen M,, und N,, bijektiv aufeinander ab. [

Definition 1.3.6. Eine Menge A heifit (hochstens) abzahlbar, falls A endlich ist, d.h. aus endlich
viele Elementen besteht, oder aber falls card(A) = card(N) gilt.

Korollar 1.3.7.

1. Die Menge der ganzen Zahlen
Z={..,-2,-1,012,,...}
ist abzdhlbar.

2. Die Menge aller positiven Briiche hat die gleiche Mdichtigkeit wie N.
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3. Die Menge der rationalen Zahlen
p
Q= {5 RS Z}

ist abzdhlbar.

Bemerkung 1.3.8. Mengen A und B mit endlich vielen Elementen haben gleiche Kardinalitiit
genau dann, wenn sie gleichviele Elemente enthalten, d.h. card(A) = card(B).
Die folgende Aussage ist fiir Mengen mit endlich vielen Elementen trivial, im allgemeinen Fall

aber ein tiefliegendes Resultat.

Satz 1.3.9 (Cantor und Russell). Sei X eine beliebige Menge. Dann existiert

1. keine surjektive Funktion

f: X —P(X);
2. Kkeine injektive Funktion
g:P(X)— X.
Beweis. 1. Sei f : X — P(X) eine beliebige Funktion. Wir zeigen, dass es immer ein

Element Y € P(X) gibt mit Y ¢ f(X), d.h. das nicht im Bild von f liegt. Wir bemerken,
dass fiir jedes x € X das Bild f(x) € P(X) eine Teilmenge von X ist, f(z) C X, und
definieren die Menge

A={zeX zd&f(x)} € P(X).
Wir fiihren den Beweis indirekt und dazu nehmen folgendes wir an,

es existiert ein x € X mit f(z) = A.

Dann gibt es gibt nur zwei Moglichkeiten fiir beliebiges z € X:

(a) x € f(z),dann ist aber x ¢ A. Somitist f(x) Z A, d.h. keine Teilmenge von A, und
damit f(z) # A.

(b) Oder aber = ¢ f(x) und somitist z € A. Aufgrund von = & f(z)ist A € f(x) keine
Teilmenge von f(z). In diesem Fall ist ebenfalls f(z) # A.

Somit haben wir die obige Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt.

2. Wir beweisen den zweiten Teil dhnlich wie Teil eins. Angenommen, es gebe eine injektive
Abbildung g : P(X) — X. Wir definieren die Menge

B:={g(Y): Y eP(X)undg(Y)¢ Y} CX.

Dann gibt es gibt nur zwei Moglichkeiten:
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(a) g(B) € B, dann ist existiert Y C X mit g(B) = ¢(Y). Andererseits ist aber
g(B) € B und aufgrund der Definition von B auch B # Y. In diesem Fall liegt
ein Widerspruch zur Annahme der Injektivitét vor.

(b) g(B) ¢ B, ist ein Widerspruch in sich, da aus g(B) ¢ B € P(X) folgt g(B) € B.

O
Korollar 1.3.10. Die Potenzmenge P(N) der natiirlichen Zahlen ist iiberabzdihlbar.

Satz 1.3.11 (Bernsteinscher Aquivalenzsatz). Falls die Funktionen f : X — Y und g :Y —
X beide injektiv sind, so gilt card(X) = card(Y"), d.h. es existiert eine bijektive Funktion

F: X =Y.

Beweis. Wir nennen einu € f~1(Y) C X (bzw. v € g~ '(X) C X) einen Vorgdinger vony € Y’
(bzw. von z € X), falls f(u) = y (bzw. g(v) = x). Ein Element a € X U Y heilit ein Vorfahre
von x € X UY, falls es endlich viele Vorgéinger a;, 7 = 0,1, ..., n gibt mit ay = a, a,, = b und
a; Vorgéanger von a1 ist.

Xop € X sei die Menge der Elemente in X mit einer geraden oder ungeraden Anzahl von Vor-
fahren. Weiter sei X; C X die Menge aller x € X mit einer ungeraden Anzahl von Vorfahren
und Y, C Y bestehe aus allen y € Y mit einer geraden Anzahl von Vorfahren. Dann gilt erstens
X1 N X, = () und zweitens ist g : Y5 — X eine bijektive Funktion, d.h. es existiert v : X; — Y5
mit v(g(y)) =y, y € Yo, und g(7(x)) = z, € X;. Wir setzen

F(x):{f(x)’ x € Xo,
v(z), =€ Xj.

Die Funktion F' ist injektiv und F'(X,) C Y ist die Menge der Elemente y € Y mit einer
ungeraden Anzahl oder unendlichen Anzahl von Vorfahren. Somit ist Y die disjunkte Vereini-
gung Y = Y5 U F(X)). Hierbei beachte man, dass jedes Element a € X U Y mindestens einen
Vorfahren hat. []

Sei f : X — Y eine injektive Funktion, dann existiert ¢ : ¥ — X mit g( f (ac)) = x fir
jedes x € X (Linksinverse). Somit ist die Funktion f : X — f(X) bijektiv, d.h. es existiert
g: f(X)— Xmitg(f(z)) =2 FallsY\ f(X) = 0 haben wir g konstruiert. Falls Y'\ f(z) # 0,
wihlen wir ein beliebiges a € X und setzen

_Jaly), ye f(X),
g(y)_{a, yey\ f(X)

Es stellt sich die Frage, ob sich nun fiir jede surjektive Funktion f : X — Y ebenfalls eine
Funktion g : Y — X mit f(g(y)) = v,y € Y, konstruieren ldsst. Da Y = f(X), muss man dazu
zu jedem y € Y in der Urbildmenge der Funktion f~!({y}) C X ein Element g(y) auswihlen.
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Die Frage, ob dies auch fiir unendliche Mengen f~'({y}) immer méoglich ist, kann leider nicht
direkt beantwortet werden. Wir werden diese Moglichkeit in dem sogenannten Auswahlaxiom
postulieren.

Axiom 1.3.12 (Auswahlaxiom). Zu jeder surjektiven Funktion f : X — Y existiert eine Funk-
tion g:Y — X mit f(g(y)) =y fiir alle y € Y (Rechtsinverse).

Das Auswahlaxiom ist ein wichtiges, aber auch umstrittenes, Hilfsmittel, z.B. in der Funktio-
nalanalysis etc. Im Rahmen der Analysis-Grundvorlesungen werden wir es kaum verwenden
mussen.

Bemerkung 1.3.13. Die “naive Mengenlehre” hat ihre Grenzen. Wir betrachten die sogenannte
“universelle Menge”
U ={X : X ist eine Menge}.

Dann ist P(U) ebenfalls eine Menge. Aber P(U) C U, da U ja alle Mengen enthdilt. Es gibt
aber immer eine injektive Abbildung p : U — P(U), nimlich p(U) := {U} fiir alle U € U, und
eine ebenfalls injektive Funktion g : P(U) — U, namlich g(U) = U fiir alle U € P(U). Somit
ist card P(U) = cardU. Dies steht im Widerspruch zum Satz von Cantor und Russell 1.3.9.
Damit sehen wir, dass man den naiv eingefiihrten Begriff einer Menge, insbesondere Mengen
von Mengen, i.a. etwas vorsichtig behandeln muf3.

Ein dhnliches Beispiel ist die Russellsche Antinomie: Sei B die Menge aller Mengen, die sich
nicht selbst enthalten. Eine solche Formulierung ist natiirlich in sich widerspriichlich.

Die Entdeckung dieser Widerspriiche fiihrte zur Entwicklung der “Axiomatischen Mengenleh-
re”, deren eingehende Behandlung in einer einfiihrenden Veranstaltung allerdings zu weit gehen
wiirde.
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Kapitel 2

Reelle Zahlen

2.1 Algebraische Grundbegriffe und Korper

Definition 2.1.1. Sei M +# () eine Menge. Jede Funktion f : M x M — M heift eine (bindire,
innere) Verkniipfung oder eine Operation auf M. Wir schreiben fiir (a,b) € M x M,a xb =
f(a,b) € M. Dabei kann das Zeichen * jeweils durch o, +, - oder dhnlichem ersetzt werden.

Beispiel 2.1.2.
1. Essei M =N, M = Q oder M = R. Die Addition auf M
a,be M: (a,b)—a+beM
ist eine Verkniipfung.

2. Auf Q sind durch
a* b = max{a, b}

und )
aob:E(a—i—b)

ebenfalls Verkniipfungen bzw. Operationen definiert.

Versehen wir eine Menge M mit einer Operation *, so reden wir von einer algebraischen Struktur
(M, *).

Bemerkung 2.1.3. Da vorausgesetzt wurde, dass - x - - M x M — M eine Funktion ist, folgt
fiir eine Operation x auf M stets

a,be M = axbe M.

Definition 2.1.4. Sei (M, x) eine algebraische Struktur.
23
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(G1) Kommutativitit: Fiir alle a,b € M gilt

axb=">bxa.

(G2) Assoziativitit: Fiir alle a,b,c € M gilt

(axb)xc=ax(bx*c).

(G3) Neutrales Element oder Einselement: Es existiert ein Element ¢ € M, so dass fiir alle
a € M gilt
a*xe=exa=a.

(G4) Inverses Element: Zu jedem a € M existiert ein a=' € M mit

axa '=alxa=c.

Ist eine algebraische Struktur (M, x) assoziativ, d.h. ist (G2) erfiillt, so nennen wir (M, *) eine
Halbgruppe. Eine Halbgruppe mit Einselement (M, *, e) heifst auch Monoid. Sind die Eigen-
schaften (G2),(G3) und (G4) erfiillt, so heifst (M, ) eine Gruppe. Falls zusditzlich auch (G1)
gilt, so reden wir von einer kommutativen oder abelschen Gruppe.

Beispiel 2.1.5.

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N versehen mit der Multiplikation - ist eine Halbgruppe
mit dem neutralen Element e = 1.

2. Die Mengen Ny = N U {0} versehen mit der Addition + ist eine Halbgruppe mit dem
neutralen Element e = (.

3. (Z\ {0}, ) ist eine Halbgruppe.
4. Sowohl (Z,+) als auch (Q\{0}, -) sind abelsche Gruppen.

5. Sei X eine Menge und G = {f : X — X : f bijektiv} die Menge der bijektiven Funktion
von X nach X. G versehen mit der Komposition o : x — (f o g)(z) = f(g(z)), = €
X, ist ebenfalls eine Gruppe. Das neutrale Element ist hierbei die identische Abbildung
id : X — X gegeben durch id(z) := =z fiir alle + € X. Das inverse Element zu f
ist die Umkehrfunktion f~' zu f. Man beachte allerdings, dass diese Gruppe i.a. nicht
kommutativ ist.

Satz 2.1.6.
1. Sei (M, x) eine Halbgruppe mit Einselement, dann gibt es hiichstens ein neutrales Element.

2. Sei (M, x) eine Halbgruppe mit Einselement, dann gibt es zu jedem x € M hdochstens ein

inverses Element x .
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3. Sei (M, x) eine Gruppe, dann gilt fiir alle x,y,z € M

TxYy=x*2 S Y=z

4. Sei (M, x) eine Gruppe, dann folgt fiir alle v,y € M mit x xy = x dass y = e.
5. In einer Gruppe (M, *) gilt fiir alle x € G

e =

Beweis. 1. Seien e, ¢’ € M neutrale Elemente. Dann gelten fiir alle z € M die Gleichungen
Trxe=exr =21
und
rxe =€ xx =1

Wir setzen in die erste Gleichung = := ¢’ und in die zweite x := e ein und erhalten durch
Gleichsetzen

2. Sei x € M beliebig und seien y, 3y’ € M, sofern sie existieren, beides inverse Elemente zu
xz, d.h.
yxr=xxy=xxy =1y *xx=c.

Wir verwenden das Assoziativgesetz (G2)
y=yxe=yx*x(xxy)=(yxx)xy =exy =19.

3. Wir zeigen zunichst die Implikation “<”. Aus y = z folgt durch Einsetzen z x y = z * 2.
Um “=-" zu zeigen, bemerken wir zuerst, dass zu jedem z € M das inverse Element
x~t € M exisitiert. Hiermit folgt dann

lx(rxz) =@ xa) k2 =exz =2

y:e*y:(m’l*x)*y:x’l*(x*y):
x

4. Die Behauptung folgt aus Punkt 3 mit z = e.

5. Per Definition gilt

]

Definition 2.1.7 (Korper). Eine Menge M versehen mit zwei Operationen + und - heif3t ein
Korper (M, +, ), wenn

1. (M, +) eine kommutative Gruppe ist, d.h. fiir alle a,b,c € M gelten
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(Al) a+b=b+a,
(A2) a+(b+c)=(a+b)+¢
(A3) a+0=a (0istdas neutrale Element beziiglich der Addition),
(A4)  a+(—a)=0 (—aistdas inverse Element zu a beziiglich der Addition),
2. (M \ {0}, ) ebenfalls eine kommutative Gruppe ist, d.h. fiir alle a,b,c € M \ {0} gelten
(MI) a-b=0b-a
(M2) a-(b-c)=(a-b)-c
(M3) a-1=a (1istdas neutrale Element beziiglich der Multiplikation),
(M4) a- % =1 (s L ist das inverse Element beziiglich der Multiplikation),

3. es gilt das Distributivgesetz, d.h. fiir alle a,b,c € M gilt

(D)

(a+b)-c=(a-c)+(b-c)=ta-c+b-c

Beispiel 2.1.8.

1. (Q,+,:) ist ein Korper.

2. M = {0, 1} versehen mit der folgenden Addition und Multiplikation

a|lbla+bd albla-b
00 0 00| O
01 1 01| O
110 1 110 0
111 0 111 1

ist ebenfalls ein Korper.

Satz 2.1.9. Sei (K, +,-) ein Korper, dann gelten fiir beliebige x,y € K die folgenden Aussagen.
1. Es gilt —(—z) = x und —0 = 0.

N

A NS

6. Esist (—

Beweis.

Fiirallex € K gilt0-z =2 -0=0.
Fiir alle x,y € K mit x # 0 und y # 0 folgt x - y # 0.
Aus der Gleichung x -y = 0 folgt x = 0 oder y = (.

Falls gilt vy = xz = listy = z.

r)y = —(zy).
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1. Diese Eigenschaft folgt aus der Eindeutigkeit des neutralen und inversen Elementes einer
Gruppe, vgl. Satz 2.1.6.

2. Es gilt
0-24+0-2=(0+4+0)-2=0-2=0-2+4+0

und wegen Satz 2.1.6, Punkt 4, folgt hieraus 0 - x = 0.

3. Die Aussage beweisen wir indirekt. Wir nehmen an, dass x - y = 0. Dann existieren die
inversen Elemente ', 4! € K und es ist

l=(z-27)-(y-y ="y ) @y="y") 0=0
Aus diesem Widerspruch folgt die Behauptung.
4. Folgt aus 3. durch Negation.
5. Ausz -y = x - z = 1 folgt x # 0. Somit existiert ! und es folgt wie gehabt

-1

x)y=at (wy)=at (z-2)=(2) 2=1-2=2.

(—2)-y+z-y=(@—2) y=0-y=0.

Falls (K, +, -) ein Korper ist, so schreiben wir 22 := z - .

Proposition 2.1.10. In einem Korper gelten

I.Vee K:(-1) -z =—x,
2. (-1)?=1und

3. Vre K:(—x)* =22
Beweis. Ubung. [

Wir werden im folgenden einfachheitshalber kurz xy statt = - y schreiben.
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2.2 Geordnete Mengen

Definition 2.2.1. Sei M eine Menge. Eine Ordnung auf M ist eine Relation, iiblicherweise mit
“<” bezeichnet, mit den beiden folgenden Eigenschaften:

(O1) Fiir beliebige x,y € M gilt genau eine (!) der folgenden Eigenschaften

r<y, x=y oder x>1.
(02) Sind x,y,z € M, so folgt aus x < y und y < z dass auch x < z gilt (Transitivitdt).

Die Aussage “z < y” wird als “z kleiner als y” bzw. “x > y” als “z groBer als y” gelesen.
“r < y” bedeutet “z < y oder x = y”. Eine geordnete M, kurz (M, <), ist eine Menge M auf
der eine Ordnung “<” definiert ist.

Beispiel 2.2.2. Sowohl die natiirlichen Zahlen N, die ganzen Zahlen 7 als auch die rationalen
Zahlen Q bilden geordnete Mengen. Die Aussage “r < s” ist gleichbedeutend mit s — r ist
PpOSitiv.

Definition 2.2.3. Sei (M, <) eine geordnete Menge und N C M. Falls ein y € M existiert mit
x < y fiir alle x € N, so heiit N nach oben beschriankt und y eine obere Schranke von N.
Untere Schranken werden analog definiert.

Definition 2.2.4. Sei M eine geordnete Menge und N C M eine nach oben beschriinkte Teil-
menge von M. Falls ein Element y € M derart existiert, dass

1. y ist eine obere Schranke von N,

2. fiir alle x € M mit x < y ist x keine obere Schranke von N,

das heifst, y ist die kleinste obere Schranke von N, dann heifst y das Supremum von N, kurz
y = sup V.

In der gleichen Art und Weise definiert man das Infimum y = inf N einer nach unten beschrdnk-
ten Menge N, als die grofite untere Schranke von N.

Bemerkung 2.2.5. Das Infimum bzw. das Supremum von N, sofern es existiert, muss selbst kein
Element von N sein.

Beispiel 2.2.6. Sei M = Q:
1. A={1,2,31} supA=2€ A, infA=1ecA

’y 99 92J)

2. B={+:neN}, supB=1¢€ Baberinf B=0¢ B.
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3. C={x € Q:a?<2}: Cistbeschrinkt, aber es existiert in M = Q weder ein Infimum
noch ein Supremum.

Definition 2.2.7. Eine geordnete Menge M besitzt die Supremumseigenschaft, falls zu jeder
nichtleeren und nach oben beschrdinkten Teilmenge N C M ein Supremum y = sup N € M
existiert.

Satz 2.2.8. Sei M eine geordnete Menge mit der Supremumseigenschaft und sei N C M nach
unten beschrdnkt. Sei U C M die Menge aller unteren Schranken von N, d.h.

U={ye M :y<czfirallex € N}.

Dann existiert y = inf N und es gilt y = supU € U.

Beweis. Da N nach unten beschrinkt ist, ist U # (). Andererseits ist U C M nach oben be-
schrinkt, denn jedes = € N ist eine obere Schranke von U. Infolge der Supremumseigenschaft
existiert

y =supU.

Sei z < y beliebig, dann ist z keine obere Schranke von U, d.h. z ¢ N und folglich gilt z < x
fiir alle x € N. Daraus folgt y < z fiir alle x € N und somit y € U nach Definition von U. Aber
es existiert wegen y = sup U kein z > y mit z < z fiir alle x € N. Das heil3t, y ist die grofite
untere Schranke, also das Infimum von N. ]

2.3 Geordnete Korper

Definition 2.3.1. Sei K ein Kirper und zugleich eine geordnete Menge (K, <). K heifit ein
geordneter Korper, falls die Ordnungsrelation den folgenden Bedingungen geniigt:

(03) Fiirz,y,z € Kmitx < yfolgtx+ 2z <y—+ z.

(O4) Fiiralle v,y € K mitx > Qundy > 0 folgt x -y > 0.

Ist z > 0, so heilit x positiv, falls x < 0 heilit x negativ. Es folgen einige wichtige Regeln zur
Behandlung von Ungleichungen.

Satz 2.3.2. In einem geordneten Korper gelten folgende Aussagen fiir x,y, z € K:

1. Ist x > 0, so ist —x < 0 und umgekehrt.
2. Istx >0undy < z,sogiltx -y < x - 2.
3. Istx < Qundy < z, sofolgtx-y>x- =z

4. Istx # 0, so ist x* > 0. Insbesondere ist 1 > 0.
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5. Ist0 <z <y, sofolgt 0 < i <

8 =

Beweis.

1. Ausz > 0folgt0 = —x+2x > —z+ 0 = —z, d.h. —z < 0. Die Umkehrung beweist man
analog.

2. Ausz > yfolgtz—y >y —y=0undsomitz - (z —y) > 0,alsox -z —x -y > 0 bzw.
T-2>x.

3. Aus z > yund —x > O folgt (—z) - (z —y) >0,dh.x-y—z-2>0bzw.z -y > z - 2.

4. Istz > 0,s0 folgt 2 =z -z > 0. Istz < 0, dann ist —z > O und z? = (—x) - (—z) > 0.

5. Angenommen es ist - < (. Daraus folgt der Widerspruch 1 = =z - % < 0. Damit gilt

%, i > ( und % . i > (. Hieraus schlieit man aus z < y dass

8=

1

S A
x-y T
O

Definition 2.3.3. Wir definieren die reellen Zahlen als einen geordneten Korper mit der Supre-
munmseigenschaft. Dies bedeutet, eine Menge R, die

1. die Korperaxiome (Al) — (A4), (M1) — (M4), sowie (D) erfiillt, d.h. (R, +,.) ist ein Kérper,
2. den Ordnungsaxiomen (O1) — (0O4) geniigt, d.h. (R, +, -, <) ist ein geordneter Korper,

3. die Supremumseigenschaft aus Definition 2.2.7 besitzt,

bezeichnen wir als reelle Zahlen R.

2.4 Natiirliche Zahlen

Haben wir die reellen Zahlen axiomatisch eingefiihrt miissen wir darauf aufbauend die natiirli-
chen Zahlen definieren. Die ganzen und die rationalen Zahlen folgen dann unmittelbar aus dieser
Definition.

Definition 2.4.1. Eine Teilmenge N C R heifit eine induktive Menge, falls
1. 1e N

2. ausa € N folgta+ 1€ N.
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Der Durchschnitt aller induktiven Mengen heif3t die Menge der natiirlichen Zahlen, die mit N
bezeichnet wird.

Satz 2.4.2 (Archimedische Eigenschaft). Seien x,y € R mit x > 0, so existiert eine natiirliche
Zahln € N, so daf
nr > 1.

Beweis. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Sei A = {n -z : n € N}. Angenommen die
Behauptung sei falsch, dann ist A beschridnkt und y eine obere Schranke von A. Wegen der
Supremumseigenschaft existiert « = sup A. Daz > 0 gilt « — x < «, also ist & — x keine obere
Schranke von A, d.h. es existiert m € N mit « — x < ma € A. Dann ist aber a« < (m + 1)x.
Folglich « ist keine obere Schranke. Dies steht im Widerspruch zur Annahme und daher ist die
Menge A unbeschrinkt. O

Satz 2.4.3. Sei M C N eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Dann besitzt M ein Minimum,
d.h. es existiert m € M, so dass fiir alle n € M gilt m < n. Dieses Minimum wird mit m =
min M bezeichnet und es gilt min M = inf M.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass M C N nach unten durch 1 beschrinkt ist, folglich ein
Infimum besitzt. Sei n = inf M € R. Angenommen es gelte n ¢ M, dann existert ein m € M
mit n < m < n + 1. Nun ist entweder m = min M und somit m = inf M im Widerspruch
zu n < m oder es existiert ein [ € M mit [ < m. Dann ist aber auch m — 1 € M, was im
Widerspruch stethtzum <n+1&m -1 <n. []

Satz 2.4.4 (Dichtheit von Q). Seien x,y € R mit x < y, so existiert ¢ € Qmitx < q < y.

Beweis. Aus x < y folgt y — x > 0. Wegen der Archimedischen Eigenschaft gibt es eine
natiirliche Zahl n mit n(y — z) > 1. Desweiteren folgt aus dem gleichen Grund, dass m € N
existiert mit

nr < m.

Aufgrund von Satz 2.4.3 existiert eine kleinste derartige natiirliche Zahl m. Diese erfiillt dann
sogar
m—1<nxr<m.

Somit gilt
nr<m<14+nxr <ny,

und hieraus erhalten wir m

r< — <y.
n

]

Die Menge N ist natiirlich wieder eine induktive Menge. Eine wichtige Anwendung induktiver
Mengen ist das Prinzip der vollstindigen Induktion, das wir vielfach als Beweismethode verwen-
den werden. Der Beweis durch vollstindige Induktion beruht auf dem Nachweis, dass diejenigen
Zahlen n, fiir die A(n) richtig ist eine induktive Menge bilden.
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Satz 2.4.5. Seien A(n), n € N, Aussagen, dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent
(i) VnenA(n),
(ii) A(1) und VyenA(n) = A(n + 1).
Beweis. Die Implikation “(i) = (i1)” ist klar, d.h. wir miissen nur noch “(i) <= (i1)” zeigen. Dazu
sei X :={n e€N:An)}lundY := N\ X. Aus (ii) folgt 1  Yundn+1e€Y =neV.

Wir nehmen an, dass Y # (). Wegen Satz 2.4.3 besitzt die Menge Y C N ein Minimum 7 mit
m > 1. Damit ist aber auch m — 1 € Y, was im Widerspruch zu m = min Y steht. ]

Um das Induktionsprinzip zu demonstrieren beweisen wir die Bernoullische Ungleichung.
Lemma 2.4.6 (Bernoullische Ungleichung). Fiir beliebige n € N und v > —1 gilt
(14+2)" > 1+ nx.

Dabei gilt die strenge Ungleichung nur fiir n > 1 und x # 0.

Beweis.

(i) Induktionsverankerung: Fiir n = 1 lautet die Behauptung
l4+z=1+z,
was fiir alle z € R richtig ist.
(i1) Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, dass fiir ein festes n € N gilt
(1+2)">14+nx Vor>-L.

Wir miissen nun die Behauptung fiir n + 1 zeigen. Diese folgt aus der fiir alle x > —1
giiltigen Ungleichungskette

14+2)"" =0 +2)"1+2)> (1 +nz)(l+2)>1+nz + 2+ na?
> 14+ (n+1).

Den zweiten Teil der Aussage iiberpriift man analog mit der Induktionsverankerung n = 2. [

Satz 2.4.7. Zu jeder reellen Zahl x > 0, x € R und jeder natiirlichen Zahl n € N existiert genau
eine positive reelle Zahl y mit

y" = x.
Wir schreiben hierfiir y = /x oder y = T
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Beweis. Fiir 0 < y; < y, folgt 0 < yi' < y4. Hieraus ersehen wir sofort, dass es hochstens ein
y > 0 geben kann mit y™ = x. Damit ist die Eindeutigkeit von y bewiesen.

Wir zeigen nun die Existenz. Sei £ = {t : t" < x}. Firt = 7 gilt 0 < ¢t < min{l,z}.
Hieraus folgt 0 < t" < t < x, somit¢ € F und E # (). Die Supremumseigenschaft sichert
die Existenz von y := sup £ € R. Es bleibt zu zeigen, dass hierfiir y” = x gilt. Dies geschieht
indirekt indem wir die Annahmen y" < z, y" > x beide ad absurdum fiihren. Wir verwenden
hierzu die folgende Identitét

V' —a" = (b—a) b+ 0" %0+ .. +ba" 2 a" ), Q.1
woraus fiir 0 < a < b folgt

b —a" < (b—a)nb™ . (2.2)

1. Seiy™ < x angenommen. Wir wihlen ein h mit 0 < h < 1 und

n

r—y
= —F—>0.
n(y + 1)»t
Wir setzen in (2.1) a = y und b = y + h. Dann gilt wegen (2.2)
(y+h)"—y" <hn(y+h)" " <hn(y+1)"'<z—y"

also (y + h)" < z,d.h.y+ h € E. Wegen y + h > y liegt ein Widerspruch zu y = sup £
VO,

2. Im Falle y™ > z setzen wir

p=Y 7

> 0.
nyn—l

Dannist 0 < k£ < y und fiir beliebiges t <y — k > 0, also t < y, gilt
Yyt <y — (y — k)" < kny" ! =y — .

Somit gilt t* > z und ¢t ¢ E und folglich ist y — k eine obere Schranke zu E. Wegen
y — k < y = sup E liegt hier ebenfalls ein Widerspruch vor.

Korollar 2.4.8. Fiirz,y € R, x,y > 0, und n € N gilt

1
n

3=
S=

(og)F = ot -y,
Beweis. Setze a := z» und b := yw. Dann giltz - y = a" - b" = (a - b)". Wegen der Eindeutig-
keitsaussage im letzten Satz folgt (z - y)» = ab = zwyn. O
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Sei A = {ay,as,...,ay}. Die Summe aller Zahlen aus A bezeichnen wir abkiirzend mit

N
Zai::a1+a2+...+a]\f

i=1

und das Produkt aller Zahlen aus A mit

N
Hai::a1~a2~...~aN.
i=1

Insbesondere schreiben wir im Falle a; = 1, as = 2, ...axy = N auch

=2

N!::1-2-...-N:Hi.

=1
Dabei wird N! als Fakultit von N bezeichnet.

Definition 2.4.9. Seien n, k € N natiirliche Zahlen. Wir definieren fiir n > k die Binomialkoef-

fizienten durch
n Py— n [y—
o) \n) 7

ny n-n—1)-...-(n—k+1) b n+1-—i n!
(k)'_ 1-2-...-k _H i kl(n—k)

Proposition 2.4.10. Es gelten die Rechenregeln

() () =G

Beweis. Der Beweis beruht auf vollstandiger Induktion, wir verzichten allerdings auf ihn. Man
beachte, dass sich beide Formeln durch das Pascalsche Dreieck motivieren lassen.

und

und

n=0: 1
/ AN
n=1: 1 1
/ AN / AN
n=2 1 2 1
/ AN / AN / AN
n=3: 1 3 3 1 — k
k=20 k=1 k=2 k=3
!
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Satz 2.4.11 (Binomischer Satz). Seien a,b € R und n € N, dann gilt
(a+b)" = i (n) a" ",
k=0 k

Beweis. Wir beweisen diesen Satz mittels vollstandiger Induktion.

(1) Induktionsverankerung: Fiir n = 1 ist die Behauptung
(a+b) = (a+b) = 21: (1) aFb
k=0 k
offensichtlich richtig.

(i1) Induktionsschritt n — n + 1: Wir nehmen an, dass fiir n die Behauptung richtig ist. Dann
folgt mit Proposition 2.4.10

(a+b)"™ = (a+b)"(a+0)

k=0 k=0
n—1 n—1
— gt gopntl n kt1pn—k n k+1pn—k
a4 +Z<k) +Z(k+l)a
Ll
— n+1 anrl k+1in—k
a3 (H 1)
k=0
n+1
_ Z n+1 kpn+1—k
k

2.5 Komplexe Zahlen

Wir betrachten die Menge
C=RxR
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versehen mit der folgenden Addition und Multiplikation: Fiir z = (a,b),w = (¢,d) € C soll
z4+w:=(a+c,b+d) eC

und
2w := (ac —bd,ad + be) € C

gelten.

Satz 2.5.1. Die Menge C versehen mit der obigen Addition und Multiplikation bildet den Korper
(C, +,-) der komplexen Zahlen mit dem Nullelement (0, 0) und Einselement (1, 0).

Beweis. Wir zeigen die Korperaxiome. Zunichst bemerken wir, dass sowohl die Addition als
auch die Multiplikation fiir alle komplexen Zahlen definiert ist und immer eine komplexe Zahl
liefert. Im folgenden bezeichnen z = (a, b), w = (b,d) und v = (e, f) stets komplexe Zahlen.
(Al) Die Addition ist kommutativ,da z + w = (a + ¢, b +d) = (c+a,d+ b) = w + z.
(A2) Die Addition ist assoziativ, da

(z+w)+v=(atcbt+d)+(ef)=(at+(cte)b+(d+f))

= (a,b) + ((c+e€),(d+ f)) = 2+ (w +v).

(A3)  (0,0) ist das Nullelement, da z + (0,0) = (a + 0,b + 0) = (a,b) = 2.
(A4) Setze —z = (—a,—b), dann gilt z + (—2) = (a — a,b — b) = (0,0).

(M1) Die Multipliaktion ist kommutativ, da z-w = (ac—bd, ad+bc) = (ca—db, da+cb) = w-z
(M2) Die Multipliaktion ist assoziativ, da
(z-w)-v=(ac—bd,ad + bc) - (e, f)

= (ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc)e)

= (a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df))

— (a,8) - (ce — df,cf +de)

=z (w-v)
(M3) Wegen (1,0) - (a,b) = (a,b) = zist (1,0) das Einselement.
(M4) Aus z # (0,0) folgt a # 0 oder b # 0 und damit ist a® + b* > 0. Wir definieren

2_1_1_< a —b >
oz \a24+02 a2+ 02/

Nachrechnen ergibt
a —b
a? + b a? + b?

1
Z —
z

— (a,0) - ( ) =10

und analog 1 - z = (1,0).
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(D) Das Distributivgesetz folgt mittels

Z'(w+U):(CL,b)'(C+€,d+f)
= (ac+ ae — bd — bf,ad + af + bc + be)
= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be)

=z-w-+2z-0.

]

Definition 2.5.2. Wir setzen i = (0, 1). i bezeichnet die imginére Einheit. Ferner identifizieren
eine reelle Zahl a € R mit der komplexen Zahl (a,0) € C.

Satz 2.5.3. Es gilt fiir alle a,c € R
I i*=1i-i=(-1,0)=—1,
2. w=(a,b) =a+ib.

Beweis. Die erste Aussage ergibt sich aus 2 = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1 wihrend die zweite
Aussage aus a + tb = (a,0) + (0,1) - (b,0) = (a, b) folgt. O

Anstelle von z = (a, b), a,b € R, schreiben wir meist z = a+ib € C. Wenn man die Konvention

i> = —1 und die obige Schreibweise benutzt, kann man mit den iiblichen Arithmetiken + bzw.

- die komplexe Addition bzw. Multiplikation auch folgendermallen schreiben. Seien z = a +
ib,w =c+1d € Cmita,b,c,d € R, dann ist

z+w=(a+1ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
und
z-w = (a+id)- (c+id) = ac+ ibc + iad + i*bd = (ac — bd) + i - (bc + ad).

Definition 2.5.4. Sei z = a + ib € C, a,b € R, eine komplexe Zahl. Dann heifit a der Realteil
und b der Imaginirteil von z, kurz

a = Rez, b=1Imz,
und zZ = a — b die zu z konjugiert komplexe Zahl.

Satz 2.5.5. Seien z,w € C, dann gelten die Rechenregeln

l. z+w=Z+wundz w=72-w,
2. Rez=3(2+7z)undImz = 5 (z — %),

3. das Produkt z - Z ist reell und positiv falls z # 0.
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Beweis. Sei z = a + itb und w = c + id dann {iberpriift man die ersten beiden Aussagen leicht
durch Nachrechnen. Die dritte Aussage folgt aus

2Z = (a+ib) - (a+1ib) = a® — (i*) - b* = a® + b*> > 0,
falls z # 0. [
Definition 2.5.6. Sei z € C, so heifst
2| =Vz-z2=(2-2) = Va® + 1?
der Absolutbetrag von 2.

Bemerkung 2.5.7. Diese Definition ist konsistent mit dem Absolutbetrag einer reellen Zahl a,
da|a| = Va2 > 0.

Satz 2.5.8. Seien z,w € C komplexe Zahlen. Dann gilt
|z| > 0 fiir z # 0 und |0] = 0,

~

-l =12

>

-z wl = [z wl,

. Rez,Imz < |z

1

2
3
4
5. |z4+w| < |z|+ |w| (Dreiecks-Ungleichung),
6. 2] = fw]| <]z —wl.

7.

[2llw] < 3(2* + [w]?).

Beweis. Die Aussagen 1,2 und 4 sind trivial. Die dritte Aussage folgt aus |z-w|? = z-w-Z -
z-Z-w-w = |z]?|w|* Die fiinfte Aussage ergibt sich aus

g
|

2+ wl* = (2 + w)(z + w)
= 2Z + 2W + wz + ww
= |2|* + 2Re(w?) + |w|?
< |22 + 2Jw||2] + Jw]®
= (J2] + [wl).

Die sechste Aussage verbleibt als Ubung. Aussage 7 ergibt sich mit 0 < (|z| — |w|)? = |z]? —
22| [w] + fw]*. O

Als Abschluss dieses Abschnittes geben wir noch zwei bedeutende Sétze an, deren Beweis al-
lerdings unsere bisherigen Moglichkeiten iibersteigt. Die Beweise werden wir an spiterer Stelle
nachreichen.
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Satz 2.5.9 (Eulersche Formel). Sei ¢ € R, dann gilt die sogenannte Eulersche Formel
€'’ = cos p + isin .

Satz 2.5.10 (Funsamentalsatz der Algebra). Seien ag,aq,...,a,_1 € C. Dann hat die Glei-
chung
Mty 4+ az+ay =0

genau n nicht notwendigerweise verschiedene komplexe Losungen.

2.6 Euklidische Raume

Definition 2.6.1. Sei n € N, dann definieren wir das n-Tupel
x = (z1,%9,...,2,) € R"

mit r1, s, ..., T, € R. Die Elemente in R" nennen wir Vektoren oder Punkte im R". Fiir diese
definieren wir die folgende Operation der Addition 4+ : R™ x R" — R",

X+y:(l’l‘l—yl,l'g—f—yg,...,l'n—f—yn), X:ye]Rna
und die Multiplikation mit einem Skalar - : R" x R — R"
ax = (axy, axy, ...,ar,), XER" aeR.

Desweiteren fiihren wir ein inneres Produkt
n
X,y ER" = (x,y) := > _a,
i=1

sowie die Norm von x,

Il = Gt = (Z)

i=1
Die so definierte Struktur eines Vektorraumes mit einem inneren Produkt heifjt ein n-dimensionaler
Euklidischer Raum.

Satz 2.6.2. Es seien X,y,z € R" und o € R.

1. Kommutativitit: (x,y) = (y,X).
2. Linearitit: (x +y,z) = (x,2z) + (y, z) und (ax,y) = a(x,y).
3. Esist ||x|| > 0 genau dann wenn x # 0 = (0,0,...,0). Im Falle x = 0 gilt ||x|| = 0.

4. Homogenitdt: Es gilt ||ax|| = |a|||x]|.
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5. Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung: Es gilt |(x,y)| < [|x]| - [|y¥]|-

6. Dreiecksungleichung: Es gilt |x +y| < |Ix|| + [ly]l-

Beweis.

1. Beweis erfolgt durch Nachrechnen.
2. Beweis erfolgt durch Nachrechnen.

3. trivial

4. lox|* =300 (ai)® = o2 300 27 = o?|[x]|?

5. Offensichtlich ist die Behauptung richtig im Falle y = 0. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit sei nun y # 0. Fiir beliebiges o € R gilt

0 < [lx+ay|?
= (x+ay,x+ ay)
= [Ix/|* 4 2a(x, y) + o*|ly]]*.

Wir withlen o = _||<yx|’|¥> und erhalten

(x,y)? N (x,y)?
y|I? [yl

0 < [Ix|* -2 7.

ly

Wegen ||y|| > 0 folgt daraus

0 < [Ix[IPllyll* — 2(x,3)* + (x, )" = (Ix]| - [yl)* — [{x. 3) I

6. Unter Zuhilfenahme der dritten Aussage finden wir

Ix+yl*=(x+y,x+y)

= (x,x) +2(x,y) + (¥, ¥)
< x|+ 2(x][ly [l + lyll?
= (

Il + Iy [1)*.
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2.7 Zusatz: Dedekindsche Schnitte

Wir haben die reellen Zahlen rein axiomatisch als einen geordneten Korper mit der Supremums-
eigenschaft eingefiihrt, d.h. wir definieren sie allein aus den Korperaxiomen (A1) — (A4), (M1)
— (M4) und (D), den Ordnungsaxiomen (O1) — (O4), sowie der Supremumseigenschaft aus De-
finition 2.2.7, die wir als letztes Axiom dazugenommen haben. Diese axiomatische Einfiihrung
ist zwar mathematisch streng und exakt, aber im Grunde doch recht abstrakt.

Anschaulich wiirden nur die natiirlichen Zahlen axiomatisch eingefiihrt, und mittels des Um-
weges liber die rationalen Zahlen wiirden dann die reellen Zahlen hergeleitet werden. Dadurch
wird der Stoff allerdings nicht einfacher, sondern nur ldnger. Fiir diejenigen, die sich damit zu-
frieden geben, dass man die rationalen Zahlen schon definiert hat, sei ein Weg aufgezeigt, wie
man streng mathematisch die reellen Zahlen R aus den rationalen Zahlen entwickeln kann. Es
sei darauf hingewiesen, dass der anscheinend einfachste Weg iiber die Dezimaldarstellungen
der reellen Zahlen nicht ganz ohne Tiicken ist. Dies kann man beispielsweise daran erkennen,
dass 2 = 2.0 = 1.9, d.h. die Dezimaldarstellung ist nicht eindeutig. Historisch gesehen gibt
es im wesentlichen die Konstruktion von Kantor mittels Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen
(Cauchyfolgen werden wir erst etwas spéter kennenlernen) und die Konstruktion von Dedekind,
die an dieser Stelle kurz vorgestellt werden soll.

Satz 2.7.1 (Dedekindsche Schnitte). Es gibt einen geordneten Korper R, der den Korper der
rationalen Zahlen enthdlt und die Supremumseigenschaft besitzt.

Der Beweis dieses Satz erfordert einige Vorbereitungen.

Definition 2.7.2 (Dedekindsche Schnitte). Eine Teilmenge o C Q heifst ein (Dedekindscher)
Schnitt, falls gilt:

1. « # O ist nicht leer und o # Q.
2. Istp € a, so folgt fiir alle ¢ € Q mit g < p dass q € c.
3. Zu jedem p € « existiert einr € amitp < 7.

Bemerkung 2.7.3. Punkt 3 ist gleichbedeutend damit, dass o kein grofites Element enthdilt.
Punkt 2 impliziert die beiden folgenden Eigenschaften: Erstens, aus p € « und q ¢ « folgt
p < q, und zweitens, aus v & cund r < s folgt s & .

Wir werden spiter die Schnitte mit Elementen von R identifizieren. Man iiberzeugt sich leicht,
dass fiir ¢ € Q die Menge ¢* = {p € Q : p < ¢} einen Schnitt definiert. Wir wollen nun die
Menge der Schnitte R niher betrachten.

Bemerkung 2.7.4. Wir konnen uns diesen Sachverhalt wie folgt veranschaulichen. Wir identifi-
zieren eine rationale Zahl a mit der Menge {r € R : © < a}.
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| [
| L R

Beachte, dass dies blofs eine Vorstellung ist, da wir weder die reelle Zahlengerade noch R defi-
niert haben. Wenn wir die reellen Zahlen streng axiomatisch einfiihren, miissten wir die natiirli-
chen Zahlen N (bzw. die ganzen Zahlen 7. und die rationalen Zahlen Q) definieren. Dennoch
erleichtern Vorstellungen vielfach das Denken, Verstindnis und die Beweise.

Wir definieren eine Ordnung auf der Menge R aller Schnitte durch
a < f: «istechte Teilmenge von /3.
Wir zeigen zuerst, dass “<” eine Ordnung auf R definiert.

Lemma 2.7.5. Die Relation “<” definiert eine Ordnung auf der Menge der Schnitte R.

Beweis. Seien o, 3 € R. Angenommen es gilt nicht « < 3, d.h. « ist keine Teilmenge von (3
(und echt verschieden von /). Dann existiert ein p € Q mit p € aaber p ¢ (. Fiir jedes ¢ € [ gilt
wegen Punkt 2 aus Definition 2.7.2 ¢ < p und aus dem gleichen Grund folgt ¢ € «, d.h. § C «
bzw. # < «. Da die Rollen von « und 3 austauschbar sind, ist das Lemma hiermit bewiesen. [

Das néchste Lemma sichert die Supremumseigenschaft.

Lemma 2.7.6. Die geordnete Menge (R, <) besitzt die Supremumseigenschafft.

Beweis. Sei A C R eine nichtleere Teilmenge, die eine obere Schranke 3 € R besitzt. Wir bilden
7 = Uueq @ als die Vereinigung aller Schnitte v € A. Wir zeigen zunichst, dass 7 ein Schnitt
ist. Da A nicht leer und nach oben durch 3 beschrinkt ist, ist v nicht leer und ebenfalls nach oben
beschrinkt. In der Tat ist 5 auch eine obere Schranke fiir . Insbesondere gilt v # Q.

Fiir p € ~ gibt es ein & € A mit p € a. Da « ein Schnitt ist, gilt fiir jedes ¢ € Q mit ¢ < p dass
q € « und somit auch ¢ € . Analog existiert zu beliebigen p € v ein @ mit p € « und damit
auch ein » € abzw. r € v mit p < r. Die Tatsache, dass 7 eine obere Schranke ist, ist klar, da

jedes B C v =Jyeq

Wir zeigen, dass v die kleinste obere Schranke ist. Angenommen, es gebe eine kleinere obere
Schranke ¢ mit 6 < ~. Dies bedeutet, dass ¢ eine echte Teilmenge von + ist. Folglich existiert
p € ymitp & 0. Dap € v existiert « € A mit p € a. Dann gilt, § < «, d.h. ¢ ist keine obere
Schranke fiir A im Widerspruch zur Annahme. ]

Wir definieren nun die Operation “+” auf R durch a« + 3 = {p+ ¢ : p € a,q € [} und
0* ={p € Q:p < 0} sowie —a = 0* — «. Zunichst ist zu zeigen, dass « + 3 ebenfalls ein
Schnitt ist.
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Lemma 2.7.7. Aus o, 3 € R folgt a« + 3 € R.

Beweis. « + (3 ist nicht leer und o + 3 # Q.

Zujedem p € o + [ existiert ein a € v und ein b € § mit p = a + b. Fiir jedes ¢ € Q mit ¢ < p
giltqg—b<p—b=a.Alsoistq—b€ aund (¢g—b)+b=qg€ a+ 0.

Zu p = a + bexistieren ¢; € a mit ¢; > a und g2 €  mit ¢ > b. Damitist ¢; + ¢» € o+ (f und
G +q@>a+q>a+b. O

Die Definition der Multiplikation ist etwas subtiler. Wir beschrénken uns zunichst auf die posi-
tiven reellen “Zahlen”. Seien o, # € Rt := {a € R : 0* < «}, dann ist

a-B:={p-qeQ:peaqep}

und 1* = {q € Q : ¢ < 1}. Ferner definieren wir
a-0":=0"
Wir vervollstandigen die Definition durch die Festlegung
5 —[(—a)- 4] fallsa <0, 6> 0
a-f=
(—a) - (=p) fallsa, < 0*.

Lemma 2.7.8. Aus o, 3 € R folgt o - § € R.
Beweis. Wir betrachten zunéchst nur «v, 5 € R* := {a € R : a > 0*}. Hierfiir erfolgt der
Beweis analog zur Addition. Man erhilt hieraus sogar, dass aus «, 3 > 0* folgt o - 3 > 0*. Die
verbleibenden Fille o, 5 € R kann man mittels der Defintion auf den obigen Fall o, 5 € R*
zuriickspielen. O
Nun sind die “Korperaxiome” zu priifen. Nun gilt es die Korpereigenschaften alle zu priifen.
Lemma 2.7.9. Die Menge R* mit den Operationen “+” und “-” ist ein geordneter Korper.
Beweis. Da die Beweise der einzelnen Eigenschaften alle dhnlich verlaufen, wollen wir hier nur

einige dieser Eigenschaften beispielshaft und ganz knapp behandeln. Der vollstandige Beweis
verbleibt als Ubungsaufgabe.

Multiplikation: Man zeigt beispielsweise die Gruppen-Axiome (M1) — (M4) erst fiir (R, -). Den
allgemeinen Fall erhilt man hieraus vermittels der Definition der Multiplikation auf ganz R unter
Verwendung der Beziehung —(—a) = «.

Den Nachweis des Distributivgesetzes fiihren wir lediglich fiir den Fall, dass o, 3 < 0* und
B+~ > 0*. Dann ist
v=0+0)+(=6) >0
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und
a-y=a (B+7)+a (=0).
Wegen a - (—f) = —(« - ) folgt
a-(B+7y)=a-f+a-7.
In analoger Art und Weise behandelt man die anderen Fille, was zugegebenermassen sehr auf-
wendig ist. [
Damit ist in etwas abgekiirzter Form gezeigt, dass die oben definierte Menge R versehen mit

einer Addition und einer Multiplikation ein geordneter Korper ist (R, +, -) bzw. (R, +, -, >).

Jeder rationalen Zahl r € Q ist durch die Definition des Schnittes die Menge aller rationalen
Zahlen p € Qmitp < r,d.h.r* = {p € Q : p < r}, ein-eindeutig zugeordnet.

Lemma 2.7.10. Fiir alle rationalen Zahlen r, s € Q gilt
1. r"+s"=(r+s)* R

2.8 = (r-s)* €R,

3. r* < s* gilt genau dann wenn r < s.

Beweis. 1. Seip € r* + s* dann existieren, u,v € Q mitu < r, v < sund p = u + v, somit
istp € (r+ s)*. Sei nun umgekehrt p € (r + s)*, dann gilt p < r 4+ s. Wir wihlen ¢t € Q
so, dass

2t=r+s—p
und setzen

r'=r—t, §:=s5—t

Dannsind 7’ € r*, s’ € s*und p =’ + ¢/, d.h.esist p € r* + s*.
2. Die Aussage beweist man analog zum vorherigen Punkt.

3. Istr < s, s0giltr € s* aber r & r*, also haben wir r* < s*. Umgekehrt folgt aus r* < s*
die Exisitenz von p € s* mit p € r* und hieraus » < p < s, also auch r < s.

]

Wir haben somit gezeigt, dass die Menge R alle Axiome bzw. alle erforderlichen Eigenschaf-
ten der reellen Zahlen besitzt, und dass die rationalen Zahlen @Q mit einer Teilmenge der so
definierten Menge R identifiziert werden konnen. Streng genommen existiert eine injektive Ab-
bildung ¢ : Q — R mit ¢(q) = ¢*, die vertriglich mit den Operationen “+” und “-” ist, d.h.
o(p+q) = (p+ q)* = p* + ¢ und analog fiir die Multiplikation, und p < ¢ gilt genau dann
wenn p* < ¢*. Die Abbildung ¢ ist damit eine Bijektion von ¢ : Q — ¢(Q) C R.

Die schon vorher nachgewiesene Dichtheit von Q in R zeigt, dass R quasi die Vervollstindigung
von Q unter der Hinzunahme der Supremumseigenschaft darstellt.



Kapitel 3

Einfiihrung in die Topologie

3.1 Metrische Raume

Definition 3.1.1. Sei X eine Menge, dann heif3it eine Funktion d : X x X — R eine Metrik auf
X falls fiir alle x,y,z € X gilt

1. d(z,y) > Ound d(z,y) =0< x =1y (Definitheit),
2. d(xz,y) =d(y,x) (Symmetrie),

3. d(z,z) <d(x,y)+d(y,z) (Dreiecksungleichung).

Eine Metrik d wird mitunter auch als Distanzfunktion bezeichnet. Eine Menge X versehen mit
einer Metrik d(-,-) nennen wir einen metrischen Raum (X, d). Die Elemente © € X werden
dann manchmal Punkte genannt.

Beispiel 3.1.2.
1. Der Vektorraum R", n € N, versehen mit der Euklidischen Norm als Metrik
dx,y) = [x-yl, xyeR"
bildet einen metrischen Raum.

2. Im R" bildet

-]
d = v
oY) = T =yl

ebenfalls eine Metrik.

45
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3. Sei X eine beliebige Menge, dann wird durch

A y) = 1, falls x # v,
)= 0, fallsx =0,

eine Metrik auf X erkldrt.

Das erste Beispiel legt folgende Verallgemeinerung von || - || nahe.

Definition 3.1.3. Eine Funktion || - || : R™ — R heifit eine Norm auf R", falls fiir beliebige
X,y,z € R" und o € R gilt

1. ||x|| > Ound ||x|| =0« x =0 (Definitheit),

2. ||ax|| = |af||x||  (Homogenitdit),

3. |lx+yll < |||+ |lyll (Dreiecksungleichung).
Beispiel 3.1.4.

1. Der Vektorraum R", n € N, versehen mit der Euklidischen Norm

Ix = yll2 =

bildet einen metrischen Raum.
2. In R"™ definieren

Hx_ylez‘xl_yl’a X,yGRn,
=1

und
[ =¥l = ggg;lxi —vil, xy€eR",
ebenfalls Normen.
Definition 3.1.5 (Intervalle). Unter einem offenen bzw. abgeschlossenem Intervall (a,b) C R,
bzw. [a,b] C R, a < b, verstehen wir die Menge

(a,b) :={z €R:a<x<b}

bzw.
la,b] :={x e R:a <z < b}
Gelegentlich verwenden wir auch halb offene Intervalle
[a,b) :={z € R:a < x < b},
(a,b] :={r € R:a <z < b},
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sowie unbeschriinkte Intervalle

(a,00) :={zx €R:a <z},
la,00) :=={z €eR:a <z}

Definition 3.1.6.
1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und r > 0, © € X. Dann heifst eine Menge
Ur(z) ={r e X dz,y) <r}C X
eine r-Umgebung des Punktes z, auch offene Kugel mit Radius r genannt.

2. In R™ heifit fiir r > 0 und x € R" die Menge K,.(x) = {y € R" : ||x —y|| < r} eine
offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius r.

3. Eine Menge 2 C R" heifst konvex, falls fiir alle x,y € F und 0 < \ < 1 stets folgt
Ax+ (1—- Ny € E.

Beispiel 3.1.7. Kugeln K, (x) sind konvexe Mengen. Denn fiir y,z € K,.(x) gilt |x —y| < r
und ||x — z|| < r. Daraus folgt nun fiir A € (0,1)

Ix =y + (1 = Nz)[| = [Ax + (1 = Nz = Ay = (1 = A)z|
< [Ax = Ayl + (1 = A)(x - 2)|
= Allx =yl + 1 =A)x -z
<Ar+(1=XNr=r.

Definition 3.1.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum und E C X.

1. Ein Punkt p € X heifst Hiaufungspunkt der Menge E, falls in jeder r-Umgebung U, (p)
stets ein q € FE existiert mit p # q, das heif3t

U(p)N(E\{z}) #0 Vr>0.

2. Istp € E kein Haufungspunkt von E, dann heifit p ein isolierter Punkt von F.

3. Die Menge E heifst abgeschlossen in X, wenn jeder Hdufungspunkt von E selbst in E
liegt.

4. Die Menge o
E = EU{p € X : pist Hiufungspunkt von E}
heifst der Abschluss oder die AbschlieBung von E.

5. Ein Punkt p € E heifit ein innerer Punkt von E, falls es eine Umgebung U,.(p), r > 0,
gibt mit U,.(p) C E.
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6. Die Menge E heift offen in X, falls jeder Punkt p € E ein innerer Punkt von E ist.
7. Die Menge E° := {p € E : p ist innerer Punkt von E} heifit das Innere von E.

8. Die Menge OE := E N X \ E heifit der Rand von E. Dies bedeutet, jede r-Umgebung
U,(p) C X enthiilt sowohl innere Punkte q € E° als auch “dufSere” Punkte q € (X \ E)°.

9. Die Menge E heifit beschrinkt, falls r > 0 und p € E existieren, so dass E C U,.(p).

10. Die Menge E heifit eine in X dichte Menge, falls jeder Punkt p € X ein Hdufungspunkt
von F ist, das heifst, wenn gilt F) = X.

Satz 3.1.9. Jede r-Umgebung ist eine offene Menge.

Beweis. Sei U.(p), r > 0, eine Umgebung um p € X und ¢ € U,(p) ein beliebiger Punkt
darin. Dann existiert ein & > 0 mit d(p, q) = r — h < r. Somit gilt fiir beliebige Punkte x mit
d(q,x) < h, das heiBt x € Uy(q), dass

d(p,z) < d(p,q) +d(¢,z) <r —h+h=r.
Folglich ist g ist ein innerer Punkt von U,.(q). O

Satz 3.1.10. Eine Menge E C X ist genau dann offen, wenn ihr Komplement X \ E abgeschlos-
sen in X ist.

Beweis. “<="Sei X \ E abgeschlossen und x € F beliebig. Dann ist z ¢ X \ F und somit kein
Hiufungspunkt dieser Menge. Das heifit, es existiert eine Umgebung U,.(x) mit U, (z) (X \
E) = (. Damit ist U,(z) C E und somit 2 € E ein innerer Punkt von E.

“—" Sei F offen und z ein Hiaufungspunkt von X \ FE. Dann liegt in jeder Umgebung U, (z)
einy € X \ F mitz # y. In diesem Fall ist z kein innerer Punkt von E. Da E offen ist, d.h. nur
aus inneren Punkten besteht, gilt z € X \ E. ]

Korollar 3.1.11. Das Komplement einer Menge E ist genau dann offen, wenn F abgeschlossen
ist.

Proposition 3.1.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Falls x € X ein Hdufungspunkt der Menge
E C X ist, so enthdilt jede Umgebung U, (x) unendlich viele Elemente von E.

Beweis. Angenommen es existiert eine Umgebung U,.(x), die endlich viele Elemente p1, ps, . . ., pp #
x von E enthilt. Dann ist 7* := minj<;<,, d(z,p;) > 0und U,«(z) N E = {z} im Widerspruch
zur Annahme z ist Hiufungspunkt von £. O

Korollar 3.1.13. Jede endliche Menge ist abgeschlossen.

Satz 3.1.14. Sei (X, d) ein metrischer Raum.
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1. Sei {G; : i € I} eine Familie in X offener Mengen, dann ist die Vereinigungsmenge
U, Gi ebenfalls offen in X.

2. Fiir jede Familie {F; : i € I} in X abgeschlossener Mengen ist die Schnittmenge (), F;
wieder abgeschlossen in X.

3. Fiir jede endliche Familie {G; : i = 1,2,...,N} in X offener Mengen ist (1, G; =
GiNGyN...NGy offenin X.

4. Fiir jede endliche Familie {F; : i = 1,2,..., N} in X abgeschlossener Mengen ist die
Vereinigung vazl F, = FyUF,U...UFy ebenfalls abgeschlossen in X.

Beweis. 1. Sei G = J,; G;. Zu jedem z € G existiert ein Index s € [ mitz € G;. Daz € G;
ein innerer Punkt in G; C (G ist, ist z ebenfalls innerer Punkt in G. Somit besteht G nur
aus inneren Punkten und ist daher offen.

2. Wir wenden die De Morgenschen Regeln an. Dazu setzen wir X \ F; := ;. Da fiir alle
i € I die Menge G; offen ist, folgt dass X \ (,c; Fi = U,;(X \ F;) ebenfalls offen ist,

d.h. F = (,_; F; ist nach Satz 3.1.10 bzw. Korollar 3.1.11 abgeschlossen.

3. SeiG = ﬂfil G;und z € G beliebig. Dafiirallei = 1,..., N giltdass x € G, existieren

Radienr; mitU,,(z) C G;,i = 1,2,..., N.Wirsetzenr = min{ry,r,...,ry} > 0, dann
ist U, (z) C U, () fiir alle 7. Somit folgt schlieBlich U,(z) C N, Uy, (z) € N, Gi =
G.

4. Folgt durch Komplementbildung aus Punkt 3.
]

Bemerkung 3.1.15. Die Voraussetzung “die Indexmenge ist endlich” ist fiir die dritte und vierte
Aussage wesentlich. In den ersten beiden Aussagen kann dagegen die Indexmenge I beliebig
gewdhlt werden, insbesondere darf I iiberabzdhlbar unendlich sein.

Beispiel 3.1.16. Fiir k € N sei Gy, das offene Intervall ( — %, %) Offensichtlich ist jedes G, eine

offene Menge in R und G = | J,cy G = (—1, 1) ist offen in R. Aber die Menge F' = (, . Fi. =
{0} ist nicht offen sondern abgeschlossen in R.

Satz 3.1.17. Ist (X, d) ein metrischer und E, F,G C X, dann gelten die folgenden Aussagen.
1. Aus E C FfolgtE C F.

2. Ist F eine in X abgeschlossene Menge und E C F, so gilt auch E C F.
3. Die Menge F ist abgeschlossen in X.

4. Esist E = FE genau dann, wenn E abgeschlossen ist.

5

. E ist die kleinste abgeschlossene Menge aus X, die E enthiilt.
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Beweis. 1. Esseix € E beliebig, aber fest. Dann ist entweder « € E oder z ist ein Haufungs-
punkt von E. Im ersten Fall gilt v € F, also auch 2 € E. Sei nun also x ein Hiufungspunkt
von E. Dann ist fiir alle -Umgebungen von x der Schnitt U,.(z) N (£ \ {z}) nicht leer.
Wegen £ C @ ist aber auch der Schnitt U,(z) N (F'\ {z}) nicht leer. Folglich ist x ein
Hiufungspunkt von F und damit = € F.

2. Die Behauptung folgt aus der ersten Aussage mit F' = F.

3. Eine Menge ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist. Also geniigt es
zu zeigen, dass X \ E eine in X offene Menge ist. Sei hierzu z € X \ F beliebig gewihlt.
Zuerst bemerken wir, dass ¢ E und somit kein Hiufungspunkt von E ist. Es existiert
also eine r-Umegbung von = mit U,(z) N E = (), dh. £ C X \ U,(z). Da U,(z) in X
offen ist, ist X \ U,(z) in X abgeschlossen, woraus mit der zweiten Aussage folgt, dass
E C X\ U.(x), also auch U,(r) C X \ E. Demnach ist x ein innerer Punkt von X \ £
und folglich ist X \ E offen.

4. Firz ¢ Fistr ¢ Eund somit ist  auch kein Haufungspunkt von £. Damit existiert eine
Umgebung U, () mit U, (x) N E = (). Daher ist z fiir alle + € X \ E ein innerer Punkt von
X \ E. Also ist die Menge X \ F offen und daher E abgeschlossen.

5. Die Behauptung folgt unvermittels aus der zweiten und dritten Aussage.

3.2 Kompakte Mengen

Definition 3.2.1. Unter einer offenen Uberdeckung einer Menge E in einem metrischen Raum
X verstehen wir eine Familie offener Mengen {G; : i € I,G; C X offen}, so dass

EQU@.
el

Definition 3.2.2. Eine Teilmenge K eines metrischen Raumes heifst kompakt, falls jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Teilmenge besitzt, die selbst wieder eine offene Uberdeckung
von K ist. In anderen Worten, zu jeder offenen Uberdeckung {G, : o € I} existieren Indizes
ay,Qa, ..., ay € I mit

N
K C UG%.
=1

Beispiel 3.2.3. Jede endliche Teilmenge ist kompakt.

Satz 3.2.4. Sei K C X eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d). Dann ist K
beschrinkt und abgeschlossen.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass K beschrénkt ist. Zu jedem x € K definieren wir eine Um-
gebung U, := Uj(z) = {y € Y : d(x,y) < 1}. Dann wird K von den Mengen U,, = € K,
tiberdeckt,

K C UUJE.

zeK
Aufgrund der Kompaktheit von K existiert eine endliche Teiliiberdeckung {U,, : i = 1,...,n}
mit K C (J;, U,,. Wir wihlen y € K und definieren

p:=max{d(z;,y) :i=1,...,n} < oc.

Dann ist U,, C U,41(y) fiir jedes z;, ¢ = 1, ..., n. Hieraus folgt wegen

K | JUs, CUpialy)
i=1

die Behauptung.

Als nichstes zeigen wir die Abgeschlossenheit von K, indem wir beweisen, dass X \ K eine in X
offene Menge ist. Sei y € X \ K ein beliebiges Element im Komplement von K. Zu jedem z € X
definieren wir zwei Umgebungen, mit V,, = U,.(y) und W, = U,(z) mit r = r, := %d(m, ).
Dann gilt y € V,, und x € W,. Somit wird K von den Mengen W, x € K, iiberdeckt

K C UWm.

rzeK

Die Kompaktheit sichert die Existenz endlich vieler x;, 7 = 1, ..., n mit
n
K c| W,
i=1

Wir definieren nun € := min{r; = 3d(z;,y) : 1 <i <n}und V := U.(y). Dann gilt VN W, =

Qfiralle: =1,...,n. Wegen VNK C VNJ;_; W = 0 isty ein innerer Punkt von X \ K. [

Satz 3.2.5. Jede abgeschlossene Teilmenge A C K einer kompakten Menge ist selbst kompakt.

Beweis. Sei {V,, a € I} eine beliebige offene Uberdeckung von A, d.h. A C |J,; Va. Wegen
der Abgeschlossenheit von A ist mit Satz 3.1.10 die Komplementirmenge X \ A ist offen in X.
Dann liefern (X \ A) UU,c; Va = Uaer(Va U X\ A) offene Uberdeckungen der kompakten
Menge K. Die Menge K kann wegen ihrer Kompaktheit mit endlich vielen G, := (Vai U(X\
A)),i=1,...,n iiberdeckt werden,

n

K C OG% =J (Vo u(x\ 4)).

i=1
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Wegen A C K gilt

A:AmK:AmOGai:AHO((V%U(X\A))

i=1 i=1

o - an(,
=1

=1

und damit ist A C |J!"_, Vi, Folglich haben wir eine endliche Teiliiberdeckung von A gefunden.
O

Korollar 3.2.6. Sei K C X eine kompakte und A C X eine in X abgeschlossene Menge. Dann
ist AN K kompakt.

Beweis. Wegen Satz 3.2.4 ist K und damit nach Satz 3.1.14 auch A N K abgeschlossen. Da
AN K C K ist diese Menge nach Satz 3.2.5 ebenfalls kompakt. ]

Satz 3.2.7 (Zentriertes System kompakter Mengen). Sei {K,, : a € I} eine Familie kompak-
ter Mengen derart, dass zu jeder endlichen Teilfamilie {K,, : i = 1,...,n} der Durchschnitt
Ni_, Ko, # 0. Dann ist ebenfalls (,,c; Ko # 0.

Beweis. Sei K, € {K, : « € I} beliebig gewihlt. Dann sind G, := X \ K, firallea € I’ :=
I'\ {1} nach Satz 3.1.10 offene Mengen. Wir nehmen nun an, dass

KlmﬂKa:@.

ael’

Dann gilt
Kng\ﬂKa: U(X\Koc>: UGO‘

acl’ acl’ acl’

dh. {G, : a € I'} ist eine offene Uberdeckung von K;. Da K; kompakt ist, existiert eine
endliche Teiliiberdeckung {G,, : ¢ = 1,...,n} mit K C |J;_, G,,. Wir wenden jetzt die de
Morganschen Regeln an und erhalten

n

Q):Klﬂ(X\UGai)

Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass jeder endliche Durchschnitt nichtleer ist. [
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Korollar 3.2.8. Seien ) # K, C X kompakte Mengen mit K,,,, C K,, n € N, dann ist
ﬂneN K” 7£ (Z)

Satz 3.2.9 (Cantor). Sei E C K eine unendliche Teilmenge einer kompakten Menge K, dann
besitzt I/ mindestens einen Hdufungspunkt in K.

Beweis. Angenommen es existiert kein Haufungspunkt x € K von E. Dann existiert zu jedem
Punkt € E eine Umgebung U, = U,(z), r = r, > 0, derart, dass U, N E = {x}. Ferner
existiert zu jedem Punkt x € K \ E eine Umgebung U, = U,(x), r = r, > 0, derart, dass
U,NE = (. Dann bildet wegen K C J,_,; U, die Familie/ := {U,,z € K} eine Uberdeckung
von K. Jeder Punkt z € F liegt in genau einer Umgebung U, € U. Daher kann U/ keine endliche
Teiliiberdeckung besizen, da £ unendlich ist. Dies widerspricht natiirlich der Kompaktheit von
K. []

Definition 3.2.10. Seien —o0 < a; < b; < o0, @ = 1,..., k, dann heiflen die Produktmengen

I = [l bi] = [ar, ba] x [az, bs] x -+ X [ay, by]

i=1
={x=(21,...,2%) 1 a; <x; <bj,i=1,...,k} CR"

k—Zellen.

Lemma 3.2.11.

1. Seien ) # I, := [a;,b)] C R, I € N, abgeschlossene Intervalle mit 1,1 C I,. Dann ist
021 I; # O nichileer.

2. Seien I, = Hle[a,-7l,bi,l] C R* | € N, abgeschlossene k—Zellen mit I, C I,. Dann ist

m;i1 I # 0.
Beweis.

1. Sei M := {a;,l € N}, dann ist M nach oben beschrinkt durch alle b;, | € N. Somit ist
a; < a :=sup M < b fiir alle [ € N. Dies impliziert a € ("), oy |ax, bi]-

2. Analog definieren wir zu jedem ¢ = 1,....k a; := sup{a;;,! € N}. Dann ist a =
(a1,...,ax) € I fiir alle | € N auch im Schnitta € (2, I'.

Lemma 3.2.12.

1. Jedes abgeschlossene und beschrinkte Intervall [a,b] mit —oco < a < b < oo ist kompakt.

2. Jede nichtleere, beschrinkte k—Zelle ist kompakt.
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Beweis. 1. Sei 0 := b — a die Linge des Intervalls. Dann gilt fiir alle z,y € I = [a, b] dass
|z — y| < 4. Wir nehmen nun an, dass / = I, = [a, b] nicht kompakt sei. Dann gibt es
eine Uberdeckung {G,,, € J} von I, die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Wir
zerlegen [ in zwei gleichgrof3e Teilintervalle

b b
I():[(l,b]: a,a+ U @t ,b ::IllU]lr-
2 2 k) k)
Nun existiert, sagen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, zu /; := I;; keine end-

liche Teiliiberdeckung. Wir teilen nun /; wiederum in zwei gleichgroe Teilintervalle
I = I,; U I, und finden unter diesen ein I C I;, zu dem ebenfalls keine endliche
Teiliiberdeckung existiert. Diese Vorgehensweise setzen wir fort und erhalten damit eine
Familie abgeschlossener Teilintervalle /;, | € Ny, mit den folgenden Eigenschaften:

° [l+1 - [l - [0 fiir alle [ € NO.
e Esgilt |z —y| < 27§ fiiralle z,y € I,.
e Die Intervalle [; besitzen alle keine endliche Teiliiberdeckung.
Aufgrund von Lemma 3.2.11 existiert ein z* € I mit 2* € (1,2, [;. In der Uberdeckung

{G, : a € J} existiert eine offene Menge G, mit z* € G,. Nun ist G, offen und somit
ist * ein innerer Punkt von G, das heifit, es existiert ein r > 0 mit U,.(z) C G,.

Wir wihlen n € N, so dass 27"¢ < r ist. Da aufgrund unserer Konstruktion die Intervalle
I, die Linge 27" - § haben, gilt fiir alle z,y € I,
lz —y| <275 <1

Wegen z* € [, ist [, C G,. Dies bedeutet I,, wird von einer einzigen offenen Menge
iiberdeckt. Dies steht aber im Widerspruch zur Konstruktion der Intervalle 7,,, da diese alle
keine endliche Teiliiberdeckung besitzen.

2. Im k—dimensionalen Fall fiihren wir den Beweis analog. Dazu benotigen wir nur die fol-
gende Modifikation. Wir setzen

k 2
8= <Z |b; — ai|2> :
=1

so dass ||x — y||o < 0 fiir beliebige Vektoren x,y € I gilt. Wir zerteilen [ in 2" Teilzellen,
wie zum Beispiel [, ; = Hle [ai, ‘“;b"}. Dann folgt die Behauptung mittels der gleichen
Argumentation wie in oben.

[
Satz 3.2.13 (Heine-Borel). Sei ) # E C R* und d(-,-) die kanonische Metrik in R,

d(x,y) =[x =yl

Dann sind die drei folgenden Eigenschaften alle dquivalent:
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1. E ist abgeschlossen und beschrdnkt.
2. F ist kompakt.

3. Jede unendliche Teilmenge A C E von E hat einen Héufungspunkt in E.

Beweis. 1.=>2.: Zu F existiert aufgrund der Beschrinktheit eine Kugel Ur(x) mit £ C Ug(x)
und somit wiederum eine Zelle [ mit £ C Ug(x) C I. Lemma 3.2.12 besagt, dass / kompakt
ist. Da E/ C I abgeschlossen in R* ist, ist wegen Satz 3.2.5 E kompakt.

2. = 3.: Dies ist die Aussage von Satz 3.2.9.

3. —= 1.

e Wir nehmen an, dass £ nicht beschrinkt sei. In diesem Fall existieren x,, € FE mit
|x.|| > n, n € N. Die Mengen M = {x, : n € N} ist unendlich und besitzt keinen
Héufungspunkt. Denn in keiner endlichen Umgebung liegen unendlich viele Punkte von
M.

e Angenommen, es sei F nicht abgeschlossen. Dann existiert ein Hiufungspunkt x € R\ E.
Damit gibt es fiir jedes n € N ein x,, € E mit ||x — x,|| < +. Die Menge M := {x,, :
n € N} C E ist eine unendliche Teilmenge von F, die wegen der Voraussetzung einen
Hiufungspunkt x* € FE besitzt. Sei nun n € N so gewihlt, dass 1 < I|x — x*|| gilt.

Hieraus folgt fiir alls [ > n

Il = x| > [[lx = x| =[x — ]l

1
I = x| = =

>
- l

1
> —|lx—x*|| >0
> x— x|
im Widerspruch zur Definition x* ist Hiufungspunkt von M.

]

Bemerkung 3.2.14. Die Voraussetzung, dass die Dimension des Raumes X = RF endlich ist,
ist wesentlich fiir die Aquivalenz “K abgeschlossen und beschrinkt <= K ist kompakt”. In
allgemeinen metrischen Riumen (X, d) folgt nicht, dass jede abgeschlossene und beschriinkte
Menge auch kompakt ist. Der Nachweis der Kompaktheit ist dann i.a. schwieriger.

Als Korollar konnen wir jetzt den Satz von Bolzano—Weierstrall formulieren.

Satz 3.2.15 (Bolzano—WeierstraB). Jede beschrinkte und unendliche Teilmenge E des (R*, d)
besitzt mindestens einen Hdiufungspunkt in R,

Beweis. Zu E existiert eine hinreichend grofle £—Zelle I mit £/ C I. Da I kompakt ist, folgt die
Aussage unmittelbar aus Satz 3.2.13. ]
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3.3 Perfekte Mengen

Definition 3.3.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Menge P C X heifsit perfekt, falls P in
X abgeschlossen ist und jeder Punkt von P ein Hdufungspunkt von P ist.

Satz 3.3.2. Sei () # P C R* eine perfekte Menge. Dann ist P iiberabzdiihlbar.

Beweis. Wir bemerken, da P Hiufungspunkte besitzt, muss P unendlich sein. Angenommen,
P sei abzdhlbar, d.h. P = {x,, : n € N} mit x,, # X,,, n # m. Weil alle Elemente x einer
perfekten Menge Haufungspunkte sind, existieren Umgebungen V,, = U, (x,,) mit

1' Vn+1 g Vn7
2. Xn Q Vn+1»

3. V.41 N P ist nichtleer.

Wir setzen K,, := V,, N P.DaV, abgeschlossen und beschrinkt ist, sind vV, und K, kompakt.
Dax,, ¢ K,1, liegt kein Punkt von P in ()~ , K,,. Wegen K,, C P ist daher ()~ K,, = 0 im
Widerspruch zu Korollar 3.2.8. [

Korollar 3.3.3. Jedes Intervall [a,b] mit a < b ist iiberabzdhlbar.

Beweis. Die Menge [ := [a, b] ist perfekt. O

3.4 Zusatz: Relative Offenheit und Kompaktheit

Definition 3.4.1. Es sei £ C Y C X und (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge E heifit
relativ offen in Y, falls zu jedem Punkt p € X ein r > 0 existiert mit

{yeY  dpy) <r} CE

Beispiel 3.4.2. Fiir a,b € R ist das Intervall I = (a,b) eine offene Menge in R, aber I = {z €
C:z=z+1i-0,2 € (a,b)} ist nicht offen in C.

Satz 3.4.3. Sei Y C X. Eine Teilmenge E C Y ist genau dann relativ offen in Y, wenn eine
offene Menge G C'Y existiert mit
E=YNdG.

Beweis. Sei E relativ offen in Y. Dann existiert zu jedem x € E ein r, > 0 mit

{yeY  d(z,y) <r,} CE.
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Wir definieren die offenen Kugeln
K,={ye X :d(z,y) <r}.

Es gilt wegen Satz 3.1.14, dass die Menge G = |
gilt K, NY C E, woraus sich

+cp I offen ist. Aufgrund der Voraussetzung

ynG=vyn|JK,=JVnK,)CE

zelR zeFE

ergibt. Da fiir jedes x € £ C Y giltx € K, ist
ECGnYy.

Sei nun umgekehrt GG eine offene Menge in X mit £ = Y NG, so besitzt jedes z € E eine offene
Umgebung U, C G und es gilt weiter

U,NYCYNG=F
d.h. F ist relativ offen. ]

Definition 3.4.4. Es sei E C Y C X und (X,d) ein metrischer Raum. Die Menge E heifit
relativ kompakt in Y, falls jede in'Y relativ offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

Satz 3.4.5. Sei K CY C X. Dann ist die Menge K genau dann kompakt in X, wenn sie relativ
kompakt in'Y ist.

Beweis. Sei K C X eine kompakte Menge. Zu jeder beliebigen offenen Uberdeckung {U,, :
« € [} existiert eine endliche Teiliiberdeckung

KCUy,U...UU,..

Wir setzen V,,, = Y NU,, bzw. V,, = Y N U,. Da diese Mengen in Y relativ offen sind, erhalten
wir wegen K C Y die Aussage, dass zu jeder Uberdeckung {V,, : a € I} ebenfalls {V,, } eine
Uberdeckung ist

KCVy,, U...UV,..

Sei K C Y relativ kompakt in Y und {G,, : « € I} eine in Y relativ offene Uberdeckung mit

endlicher Teiliiberdeckung GG, . . . , G,,,. Dann existieren aufgrund von Satz 3.4.3 zu jedem G,
eine in X offene Menge mit V, = Y N G,. Und wegen V,, C G, gilt K = Uf\il Vi, - O
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Kapitel 4

Folgen und Reihen

4.1 Allgemeine Zahlenfolgen

Definition 4.1.1. Eine Folge (ay)ren in X ist eine Abbildung f : N — X mit ay, := f(k).

Definition 4.1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum, dann heif3t die Folge (ay,)ren konvergent, falls
ein Grenzelement oder Grenzwert a € X existiert, so dass fiir alle ¢ > 0 ein Ny € N gibt mit

d(a,ar) <e V k> Nj.

Mit anderen Worten, es gilt a,, € U.(a) fiir alle k > Ny. Wir schreiben dann a = limy,_,, ay.
Eine Folge, die nicht konvergent ist, nennen wir divergent. Eine Folge ist beschrankt, falls

{ak :

k € N} eine beschriinkte Menge in (X, d) ist.

Beispiel 4.1.3. Sei X = R.

1.

Die stationcire Folge (ay)ken mit ar, = a € R ist konvergent mit Grenzwert limy,_,, a, = a.
Man beachte: a ist kein Hiiufungspunkt der Menge {ay, : k € N} = {a}.

Die Folge (ay,)ren mit ay, = k ist unbeschrdinkt und folglich divergent.

Sei a;, = % dann ist (ay,)ren konvergent mit limy,_.. ax = 0. Denn sei € > 0 beliebig aber
fest gewdhlt. Nach der Archimedischen Eigenschaft (Satz 2.4.2) existiert ein Ny € N mit
No > 1/e. Somit gilt fiir alle k > Ny

0<|ax—0]= E.

1

< —<
k. Ny
In diesem Fall ist 0 der einzige Hdufungspunkt der Menge {ay, : k € N}.

Fiir a, = (—1)¥(1 — 3) ist die Folge (ay)ren divergent. Die Menge {ay, : k € N} besitzt
allerdings zwei Hdaufungspunkte, namlich +1 und —1.

59
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Satz 4.1.4. Jede konvergente Folge (ay)ren, ar € (X, d), ist auch beschrinkt.

Beweis. Sei a das Grenzelement und ¢ = 1, dann existiert ein Ny so dass d(a,a) < ¢ = 1 fiir
alle £ > Nj gilt. Setzen wir

R =max ({d(ag,a) : k=1,...,No} U{1})
so folgt d(ag,a) < R+ 1firalle k € N, d.h. {ag : k € N} C Ugyi(a). O
Satz 4.1.5. Sei (ay)nen eine Folge in (X, d).

1. Die Folge (ay)ken konvergiert genau dann gegen a € X, wenn auf3erhalb jeder Umgebung
Uc.(a) nur endlich viele Folgenglieder ay, liegen.

2. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

3. Sei E C X und a € X ein Hdufungspunkt von E, dann existiert eine konvergente Folge
(ax)keny mit a # ay, € F fiir alle k € N und limy,_., ar, = a.

Bewelis.

1. “="1st klar.
“<": Sei U, (a) eine beliebige Umgebung von a. Nun sei Ny = max{k € N : ay, & U.(a)}.
Dann gilt fiir alle £ > Ny, dass d(a, ax) < €.

2. Seien a und a’ zwei Grenzwerte einer konvergenten Folge (a)ren. Angenommen es gelte
a # a', dannist ¢ = d(a,a’) > 0 und es existiert ein Ny € N, so dass sowohl d(ax,a) < §
als auch d(a’, ay,) < § gilt fiir alle k > Ny. Damit folgt aber der Widerspruch

e =d(a,d") <d(a,ar) +d(ag,a’) <

+ - =c.

DN ™

3. Sei a ein Haufungspunkt von F, dann existiert zu jedem & € Nein ap € E \ {a} mit
ar € Uyi(a), d.h. d(a,a;) < % Die hierdurch definierte Folge (a)ren konvergiert gegen
a. Denn zu jedem £ > 0 existiert ein Ny € N mit Ny > 1/¢ und damit gilt fiir alle £ > N,
dass |d(a, ay)| < 1 < NLO <e.

]

Definition 4.1.6. Seien p;, € N, k € N, beliebig gewdhlt mit p;, < pyy1. Dann heifit (a,, )ren
eine Teilfolge von (ay.)ren.

Es ist klar, dass fiir konvergente Folgen mit Grenzelement a auch alle Teilfolgen gegen das
gleiche Grenzelement konvergieren. Umgekehrt kann eine divergente Folge jedoch konvergente
Teilfolgen haben, man betrachte beispielsweise die Folge (ay,)yen mit ay = (—1)F(1 — ). Falls
alle Teilfolgen einer Folge gegen das gleiche Grenzelement a konvergieren, ist die Folge selbst
konvergent gegen a.
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4.2 Reelle Zahlenfolgen

Satz 4.2.1 (Dreifolgensatz). Seien ay, xy, by, k € N, reelle Zahlen mit
ap < xp < by fiiralle k € N,
und seien die Folgen (ay,)en und (by)ken beide konvergent mit

lim a; = lim b, = .
k—oo k—o0

Dann konvergiert die Folge (xy)ren ebenfalls gegen .

Beweis. Seic > 0 beliebig aber fest gewéhlt. Dann gibt es ein Ny € Nmit d(x, ay) = |z —ag| <
eund |x — by| < e fiir alle k > Nj. Es gilt also

—e<ap—x<g, —E<b—r<e.
fiir alle £ > Ny. Wegen a;, < z < by, folgt hieraus
—e<ap—xrx<zTp—x<b—2x<e6,
d.h. |z — x| < e fiir alle £ > No. O

Definition 4.2.2. Eine reelle Folge (ay)ren heifit monoton wachsend, falls ay, < ay. 1 fiir alle
k € N gilt. Sie heif3st monoton fallend, falls a1 < ay fiir alle k € N gilt. Man spricht von
strenger Monotonie, falls jeweils die strenge Ungleichung gilt.

Satz 4.2.3 (Monotoniekriterium). Eine monotone und beschrdnkte reelle Folge (ay,) ey ist kon-
vergent.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei (ay)xeny monoton wachsend. Da die Menge
M = {a; : k € N} nach Voraussetzung eine beschrinkte Teilmenge in R ist, existiert a :=
sup M. Wir zeigen, dass a = limy_., a.

Aufgrund der Definition des Supremums existiert fiir beliebiges ¢ > 0 ein ay, € M mit
a—e¢e<an, <a.
Wegen der Monotonie folgt hieraus fiir alle £ > Ny, dass a; < a und
a—e<an, <arp<a
fir alle k > No bzw. |a; — a| < e. O

Satz 4.2.4 (Limesregeln). Seien (ay)ren und (b ) ey konvergente reelle Folgen mit limy, ., ay, =
a und limy,_, o, by = b. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:
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1. Die Folge (ay, + by)ren ist ebenfalls konvergent mit
klim (ak + bk) = khm ap + khm bk =a+ b.
2. Fiir beliebige o, 5 € R konvergieren (ay, + )ren und (Say)ren mit
klim(ak—i—oz) =a+a

und

lim (Bay) = fa.

k—o00
3. Die Folge (ay, - by,) konvergiert gegen

lim ap - by, = lim a - lim b, = a - b.

k—oo k—oo k—oo

4. Existiert ein ¢ > 0, so dass |ay,| > c fiir alle k € N, so konvergiert die Folge (i)keN gegen

Bewelis.

1. Zu jedem ¢ > 0 gibtes ein Ny € N mit |a;, —a| < §und |by, —b| < § fiir alle & > Ny. Aus
der Dreiecksungleichung folgt

€

7~ °

lar + b — (a +0)| < |ap —al + by — b < §+
fiir alle £ > Nj.
2. Diese Aussage ist trivial.
3. Wir zerlegen

arbry — ab = aipby, — apb + apb — ab

= ak(bk - b) + (ak — a)b
Die Folge ((ax — a)b), ., konvergiert infolge von Punkt 1 und 2 gegen 0. Wir zeigen nun
limy_ o ag (b, — b) = 0. Sei hierzu € > 0 beliebig aber fest gewihlt. Dann existiert ein
N € N, mit

lax — a| < e,

d.h. |ag| < |a| + € =: C, fiir alle K > N. Ferner, gibt es ein M € N mit
€
C
fir alle £ > M. Setzen wir Ny = max{M, N}, so gilt demnach

‘b—bk| <

|ak(bk—b)—0|§0-%<5.
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4. Wir bemerken zuerst, dass a # 0, denn sonst haben wir fiir alle 0 < € < ¢ den Widerspruch

fiir alle £ € N.

lay — al = |ag| > c > ¢

Wir wihlen nun ein M € N derart, dass fiir alle £ > M gilt

1
la — ai| < §|a|.

Dann folgt |a;| > |a|/2 fiir alle k > M. Ferner existiert zu beliebigen ¢ > 0 ein N € N

mit

1
jax — a] < Slaf’s

fir alle & > N. Wihlen wir nun Ny = max{M, N}, so erhalten wir fiir k£ > N, die

Abschitzung
1
a
Satz 4.2.5. 1. Fiiralle p > 0 gilt

2. Fiiralle p > 0 gilt

3. Es gilt

4. Fiiralle p > 0 und o € R ist

5. Fiir alle x € R mit |x| < 1 ist

Beweis.

1] |ax—a elal?

a aay, 20ag|la] =
lim — —
kl—>r£10 kp 0

1. Sei e > 0 beliebig aber fest. Dann existiert ein Ny € N mit Ny > (é)% und deshalb folgt

fiir alle £ > N, dass

1
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2. Im Falle p = 1 ist die Folge stationir und es ist nichts zu zeigen. Sei nun p > 1, dann

betrachten wir x, := {/p — 1. Die Bernoullische Ungleichung (Lemma 2.4.6) liefert die
Abschitzung
1+ kay < (L+2)" =p.
Somit gilt
O< o < ]%

Da lim;_. p%l = (p—1)limy_ % = 0 folgt mit dem Dreifolgensatz 4.2.1 limy, ., x =
0 und hieraus die Behauptung.

Falls p < 1, so setzen wir q := }—17 > 1 und mit dem eben bewiesenen Resultat erhalten wir

1
= 1 ke = 1 ks —_——= 1 F -1
L= fim JELV; (Jim /p)

. Wir setzen zj, := VE—1 > 0 und wenden den binomischen Satz 2.4.11 an

(k_l)'k 2

k

Hieraus erhalten wir die Ungleichung 0 < z;, </ % fiiralle £ > 1. Dalimy_ .. 4/ % =
0, folgt limy_,~, zx = 0 mit Hilfe des Dreifolgensatzes 4.2.1.

. Wir wihlen ein m € N derart, dass @ < m. Aus dem binomischen Satz 2.4.11 folgt fiir

alle £ > 2m die Abschitzung

K k(k—1)...(k—m+1) h
(1+p) _<m>p 1-2.-. . -m p >2mm!p
Hieraus erhalten wir o 9|
0< L < m.k‘(a_m)-
(1+p) pm
Wegen k(a—m) — 0 fiirk — o0 gilt
2m
lim =" gla=m)

und damit die Behauptung.

5. Diese Aussage folgt aus der vierten Aussage mit o = 0.

Beispiel 4.2.6.
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1. Sei
N ik k(3 + 1)
TR 2k 4 K22+ 2+ %)
Dann ist
im ==
koo E limy oo (2 + 2 —i—%) 2
2. Sei
k —VEk)(VE+1 k
o= VEFT - Vi = WEE I VRRE T4 V)
VE+ 1+ vk
1
CVE+ 1+ VE
dann folgt

lim a; = lim

k—oo k—>oo1/k+ _|_\/_

Seien a; € R fiir alle £ € N. Wir schreiben a;, — oo fiir K — oo, falls zu jedem R > 0 ein
Ny € N existiert mit a;, > R fii alle £ > N,. Analog definieren wir a;, — —oo.

Definition 4.2.7. Sei (ay,)ren eine reelle Folge und sei E die Menge aller Teilfolgengrenzwerte.
Dann heif3t

5 =sup F := lim sup ay
k—o0

der Limes superior und

s = inf £ =: lim inf ay
k—o0

der Limes inferior von (ay)ken-

Beispiel 4.2.8. Fiir k € N sei a;, = (—1)*(1 — 1), dann ist E = {—1,1} und besteht aus den
Hdiufungspunkten von {ay, : k € N}. Es gilt

s=limsupa, =1

k—o00
und
s = liin infa, = —1.
Satz 4.2.9. Sei R" versehen mit der Euklidischen Norm || - || = || - ||2. Ferner seien (ay)gen und
(bi)ken zwei Folgen in R", d.h. a = (ap1,ak2,-..,0kn) bzw. by = (bg1, bk, ..., by,) mit

@, bip € R fiir alle i,k € N. Dann gilt:

1. Die Folge (ay)ren konvergiert genau dann gegen a = (ay, as, ..., a,) € R", falls fiir alle
i =1,2,...,n die Komponentenfolge (a; )ren gegen a; konvergiert.
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2. Ist die Folge (ay)gen kovergent mit limy_.., a;, = a und ist ferner durch (oy)gen eine
konvergente reelle Zahlenfolge mit Grenzwert o gegeben, dann folgt

lim aga, = aa.
k—o0

3. Sind die Folgen (ay)xen und (by)ren beide konvergent mit

lim i — a, lim bk = b,

k—o00 k—o00
so gilt
khm (ak + bk) =a-+ b,
khm (ak, bk> = (a, b>
Beweis.

1. “=". Die Konvergenz der einzelnen Komponentenfolgen (a; x ) ey folgt aus der Abschitzung

n
la; — aikl> <Y la; — aigl® = [la — ag||*.
1=1

“«<". Sei € > 0 beliebig aber fest gewéhlt und Ny € N so dass
laie — a;| < %7 k> Ny

firalle: = 1,2,...,n. Dann gilt

n
9
law —all = | [ D laws —af? | < —=- V==

2. Die Behauptung folgt aus der ersten Aussage und den Limesregeln (Satz 4.2.4).

3. Die Behauptung folgt ebenfalls aus der ersten Aussage und den Limesregeln.

4.3 Cauchy-Folgen

Definition 4.3.1. Sei (ay)en eine Folge in einem metrischen Raum (X, d), d.h. ay, € X fiir alle
k € N. Dann heifst die Folge eine Cauchy-Folge in X, falls zu jedem ¢ > 0 ein Ny € N existiert
derart, dass fiir beliebige m,n > Ny gilt

d(am,a,) < e.
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Satz 4.3.2. Jede konvergente Folge (ay,)en ist eine Cauchy—Folge.
Beweis. Sei a € X der Grenzwert von (ag)ken, d-h. limy_. ar, = a. Zu beliebigem ¢ > 0

existiert ein Ny € N mit
d(a,a,) <

DO | ™

fiir alle n > N. Folglich gilt fiir alle m,n > N

d(am, an) < d(am,a) +d(a,a,) < g + % = .

O]
Bemerkung 4.3.3. Man beachte, dass eine Cauchy—Folge (ay)ren nicht konvergent sein muss.

Sei beispielsweise (ay,)ren mit a, € Q eine Folge mit lim,, ., = V2. Dann ist (ay,)ren eine
Cauchy-Folge in (Q, | - |), die jedoch in Q nicht konvergiert.

Definition 4.3.4. Ein metrischer Raum (X, d) heifst vollstandig, wenn jede Cauchy—Folge (ay.)ren
aus X einen Grenzwert in X besitzt.

Satz 4.3.5. Sei (X, d) ein vollstindiger, metrischer Raum und sei K C X eine abgeschlossene
Teilmenge in X. Dann ist K (bzw. (K, d)) ebenfalls vollstindig.

Beweis. Sei a;, € K fiir alle k € N und (a)ren eine Cauchy—Folge in K’ C X. Dann existiert
das Grenzelement ¢ € X, da X vollstdandig ist. Nun ist aber a ein Haufungspunkt der Menge
M = {ar : k € N} C K. Vorausgesetzt M ist unendlich, was wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen diirfen, ist ¢ auch ein Haufungspunkt von K. Da K abgeschlossen ist,
liegt a in K. ]

Definition 4.3.6. Seien (X, d) ein metrischer Raum und E C X eine beschrdnkte Menge, dann

heif3t das Supremum
diam E := sup{d(z,y) : z,y € E}

der Durchmesser von E.

Lemma 4.3.7. Seien (X, d) ein metrischer Raum und E der Abschluf einer beschrinkten Menge
E C X. Dann gilt
diam E = diam E.

Beweis. Aus E C E folgt direkt B
diam F < diam F.

Sei nun € > 0 beliebig aber fest. Wir wihlen zwei Punkte =,y € E. Zu diesen gibt es ein
2y € E mit d(z,2') < ¢ und d(y,y’) < e. Wir verwenden die Dreiecksungleichung um
d(x,y) abzuschéutzen

d(z,y) < d(z,2") +d(2',y) +d(y',y) < 2e + diam E.
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Hieraus folgt
diam E < 2¢ + diam E

fiir alle € > 0, und durch Grenziibergang ¢ — 0 erhalten wir die Behauptung. ]

Lemma 4.3.8. Seien (X, d) ein metrischer Raum und K,, C X, n € N, kompakte Mengen mit
K11 C K,, und limy,_, ., diam K,, = 0. Dann besteht ﬂzozl K, aus genau einem Punkt.

Beweis. Nach dem Satz iiber das zentrierte System kompakter Mengen 3.2.7 folgt K := (), K,, #
(). Enthélt K mehr als einen Punkt, so ist diam K > 0. Wegen K D K, D K, gilt aber

0 < diam K < diam K,, < diam K,,,; — 0

fir n — oo. ]

Satz 4.3.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge. Die Fol-
ge (pr)ren sei eine Cauchy—Folge in K. Dann konvergiert (py)ren gegen ein Element in K,
d.h. kompakte metrische Riume (K, d) sind vollstindig.

Beweis. Sei (py)ren eine Cauchy-Folge und P, = {px : k£ > n}, dann gilt P,,; C P, und
wegen diam P, = diam P, gilt diam P,, — 0fiirn — oo.Die Mengen P,, C K sind beschrinkt
und abgeschlossen, also nach Satz 3.2.5 auch kompakt. Wegen diam P,, — 0 fiir n — oo besteht
nach Lemma 4.3.8 P := (), .y P,, aus genau einem Element p € K. Wir miissen noch zeigen,
dass (px)ren gegen p konvergiert. Sei € > 0, dann existiert ein Ny € N mit diam FNO < e.Da
p € P, fiir alle n € N, erhalten wir d(p, px) < € fiir alle &£ > Nj. O

Satz 4.3.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum und (py)ren eine Cauchy—Folge in X. Dann ist die
Folge (pi)ren in (X, d) beschrinkt.

Beweis. Wie im vorigen Satz definieren wir die Menge P, = {p; : k£ > n}. Wie wir schon
bemerkt haben, folgt fiir eine Cauchy—Folge (pr)ken dann diam P, — 0 fir n — oo, d.h. es
existiert ein Ny € N derart, dass diam P,, < 1 fiir alle n > N,. Setzen wir nun

R =1+ max{d(pn,pn,) :n=0,1,...,No},
dann gilt d(p,, pn,) < R fiir alle p,,, n € N. O

Satz 4.3.11. Die Euklidischen Riume R" versehen mit der kanonischen Metrik sind vollstdindig.

Beweis. Sei (py)ren eine beliebige Cauchy—Folge in R™. Dann ist sie aufgrund des lezten Satzes
auch beschrinkt. Folglich existiert eine abgeschlossene und beschrinkte Menge KX C R"™ mit
pr € K fiir alle £ € N. Aufgrund des Satzes von Heine-Borel 3.2.13 ist die Menge K auch
kompakt. Nach Satz 4.3.9 konvergiert daher die Cauchy—Folge gegen ein Grenzelement p €
K CR™ []
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Satz 4.3.12. Eine Menge K C R™ ist genau dann kompakt, falls jede Folge (ay)ren mit ay € K
eine in K konvergente Teilfolge (a,, )ren enthdlt, d.h. limy_. a, =a € K.

Beweis. “=": Sei K kompakt, so besitzt jede unendliche Teilmenge £ einen Hiufungspunkt in
K (Satz von Cantor 3.2.9). Sei E = {a;, : k € N} und a € K ein Hiaufungspunkt von E. Dann
existiert zu jedem k € N ein a,, € F mit ||a,, — a|| < . Folglich konvergiert (a,, )cn gegen a.

“<": Falls jede Folge eine konvergente Teilfolge besitzt, so ist i beschrinkt. Denn anderenfalls
existieren a; € K mit ||ag||2 > k. Und diese Folge kann keine konvergente Teilfolge besitzen.

K ist aber auch abgeschlossen. Nun sei a ein Haufungspunkt von /', dann existieren a; € K

mit ||a — a;|| < % Hieraus folgt, dass lim; .., a; = a in K liegt. Mit dem Satz von Heine-

Borel 3.2.13 folgt die Kompaktheit der Menge K. ]

Bemerkung 4.3.13. Die Aussage gilt sogar in allgemeinen metrischen Rdumen. Allerdings ist
der Beweis aufwendiger.

Korollar 4.3.14 (Satz von WeierstraB). Jede beschrinkte Folge (ay)ren mit a;, € R™ besitzt
eine konvergente Teilfolge.

4.4 Reihen

Definition 4.4.1. Sei (ay)yen eine Folge und n € N. Dann heif3t

n
Sp = E Q.
k=1

die Partialsummenfolge von (a)ren. Falls die Folge (s,,)nen konvergiert mit s = lim,,_, Sp,

so definieren wir
o0 n
E ap ;= s = lim E a,
n—oo
k=1 k=1

und sprechen von der konvergenten Reihe ° | a;. Falls die Folge der Partialsummen (s,,)nen
divergiert, so heifit die Reihe .- | ay, diveregent. Wir schreiben oft kurz Y ay fiir die obige
Reihe.

Das Cauchy-Kriterium (Satz 4.3.2) kann hierfiir folgendermallen formuliert werden.

Satz 4.4.2. Die Reihe Y a;, konvergiert genau dann, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine natiirliche Zahl
Ny existiert, so dass fiir alle m > n > Ny gilt

m
> a
k=n

<E.
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Beweis. Fiir die Partialsummenfolge (s, ),en gilt

m
Sm — Sp—1 = E ag.
k=n

Somit folgt die Aussage unmittelbar aus Satz 4.3.2. [

Satz 4.4.3. Falls die Reihe ) ay, konvergiert, so gilt limy,_,, a; = 0.

Beweis. Zu jedem € > 0 exisitert nach Satz 4.4.2 ein Ny € N, so dass

[S$n — Sn_1| = |an] < €
fiir alle n > Nj. Das heiBt, die Folge (ay)ren konvergiert gegen 0. O
Die Bedingung a;, — 0 ist also notwendig fiir die Konvergenz der Reihe ) ay. Allerdings ist sie

nicht hinreichend. Wie wir sehen werden, divergiert die Reihe Y_.° | 4, genauer > ,_,  — 00
fiir n — oo.

Satz 4.4.4. Seien ay, > 0 fiir alle k € N, so konvergiert die Reihe ) ay, genau dann, wenn die
Partialsummenfolge (s,) = (3_,_, ax),, oy beschrinkt ist.

Beweis. Die Partialsummenfolge ist hier monoton wachsend, da s, 11 — s, = a,4+1 > 0 fiir alle
n € Nist. Damit folgt die Behauptung aus dem Monotoniekriterium (Satz 4.2.3). O

Satz 4.4.5 (Majoranten—/Minorantenkriterium).

1. Falls |ay| < ¢ fiir alle k € N gilt, und die Reihe ¢, (Majorante) konvergiert, so kon-
vergiert auch . a.

2. Falls 0 < dy < ag, k € N ist und die Reihe ) di, (Minorante) divergiert, so divergiert
auch ) a.

Beweis. 1. Seie > 0, so gibt es nach Satz 4.4.2 ein Ny € N, so dass fiiralle m > n > N gilt

woraus die Konvergenz folgt.
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2. Angenommen ) ay ist konvergent, so folgt wegen der Aussage auch die Konvergenz von
> dj, im Widerspruch zur Voraussetzung.

[]

Satz 4.4.6 (Geometrische Reihe). Die geometrische Reihe > .° x* ist fiir |z| < 1 konvergent
und fiir |x| > 1 divergent. Falls |z| < 1ist Y . o = .

1—x

Beweis. Fiir v = £1 ist die Reihe divergent. Fiir z # 1 gilt

n+1

n— LSy = E z* E ok =1— "t

k=1

dh. s, = 11$—n+ Demnach divergiert (s,,) fiir [z| > 1. Im Falle |x| < 1 erhalten wir wegen
lim,,_,. 2! = 0 das Resultat

o0

1
g ¥ = lim s, = .
n—o0 l1—=z

]

Satz 4.4.7 (Verdichtungskriterium). Sei 0 < ay1 < ay fiir alle k € N. Dann konvergiert die
Reihe Y aj, genau dann, wenn Y -, 28 ay konvergiert.

Beweis. Es geniigt wegen Satz 4.4.4 die Beschrinktheit der Partialsummenfolgen
sn:a1+a2+...+an:Zak

und

t, = a1+ 2as +4as+ ...+ 2"y, = ZQ ok

zu untersuchen. Fiir n < 2F+1 folgt wegen a; > a;.1, | € N, dass
Sp<ap+ (aa+az)+ (ag+as+ag+ar)+ ...+ (agr + ... + agrsi_q)
§a1+2a2+4a4+...+2ka2k :tk

Ist die Folge (¢ )ken beschrinkt, so ist demnach auch (s,,),en beschrinkt. Andererseits gilt fiir
n > 2k dass

Sp > a; +as+ (az 4+ aq) + ... 4 (Ggr-141 + ...+ agr)

1 1
> 5@1 4+ a9+ 2a4+ ...+ 2k_1a2k = §tk7

d.h. 2s,, > t;, fiir n > 2F. Ist also (#;)ren unbeschrinkt, so ist dies auch (s, ),cy und umgekehrt,
womit der Satz bewiesen ist. ]
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Proposition 4.4.8. Die Reihe >, , k% a € R, ist divergent im Falle o < 1 und konvergent im
Falle o < 1.

Beweis. Fiir o < 0Oistag > 1 und es ist nichts zu zeigen. Sei also o > 0, dann gilt 0 < ax.1 < ay
und wir konnen das Verdichtungskriterium anwenden. Es ergibt sich

oo oo k‘ o0
> 2ay =) (227>a => Uk,
k=1 k=1 k=1

also eine geometrische Reihe. Diese ist nach Satz 4.4.6 genau dann konvergent, wenn 201-%) < 1,
d.h. wenn o > 1. ]

Bemerkung 4.4.9. Insbesondere erhalten wir im Falle o = 1 die Aussage, dass die sogenannte
harmonische Reihe > ° | 1 =1+ 3 + & + ... divergiert.

Proposition 4.4.10. Die Reihe >, a];—]f konvergiert fiir alle x € R.

Beweis. Zu jedem z € R existiert ein Ny € N mit Ny! > (|z| + 1)™°. Ferner ist fiir alle & > N

_ =l "
ol = = ey
mit0 < ¢ := (m‘ﬁn < 1. Dadie Reihe ) ¢; nach Staz 4.4.6 konvergent ist, folgt die Konvergenz
von » >, fc—’,c aus dem Majorantenkriterium 4.4.5. [

Definition 4.4.11. Die Zahl
=1
k=0
heifst die Eulersche Zahl.
Satz 4.4.12. Die Zahl e ist irrational.

Beweis. Angenommen e ist rational, dann exisiteren teilerfremde natiirliche Zahlen p, ¢ € N mit
e =2 Seis, =Y 0 gilt
1 1 1
mr ) T a2l T3
< ; (1 + + ! + .. ) .
~ (n+1)! (n+1)  (n+41)2
Wihlen wir nun n = ¢, so folgt hieraus die Ungleichung
1 1 1

(@+1)! 1——5  q-q"

O<e—s, =

!+...

O<e—s,<

Da q's, = q!(1 + % + % + ...+ %) und ¢!e natiirliche Zahl sind mit ¢le < g¢!s,, ist auch
q!(e — s,) € Nim Widerspruch zu ¢!(e — s,,) < é <L O
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4.5 Das Wurzel- und Quotientenkriterium

Satz 4.5.1 (Wurzelkriterium). Seien a;, € R, k € N, und Ezozl ay, die zugehorige Reihe. Sei

ferner
q = lim sup v/|ag|.
k—o00

Dann gilt:
1. Falls q < 1, konvergieren die Reihen »  ay und »_ |ay|.

2. Falls q > 1, divergiert die Reihe ) ay.

Beweis. 1. Sei ¢ < 1, dann existiert ein 7 € Rmit ¢ < r < 1 und es gilt {/|ax| < r,
d.h. |ay| < r¥, fiir alle &k > Ny. Die Reihe >~ (¥ = L ist damit eine konvergierende
Majorante von -, ai. Es folgt somit die Konvergenz.

2. Falls ¢ > 1 existiert ein 7 € R mit 1 < r < ¢ und eine Teilfolge (a,) von (ay), so dass
rkn < |ay, | fiir alle n > Ny € N gilt. Somit ist a;, kein Nullfolge und somit die Reihe
> re | a divergent.

]

Bemerkung 4.5.2. Im Fall ¢ = limy,_., sup {/|ax| = 1 lift sich keine Aussage iiber Konvergenz
machen, wie man am Beispiel der Reihe k%, a > 0, sieht.

Satz 4.5.3 (Quotientenkriterium).

Ok+41
ag

1. Falls limj,_,., sup < 1, so konvergieren die Reihen »  ay und > |ay|.

2. Falls es ein Ny € N gibt, so dass
Ag+1
ag

fiir alle k > Ny ist, so divergiert die Reihe ay.

>1

“] <7 < 1 mit einem geeignetem r € R, dann existiert

Beweis. 1. Sei ¢ = limy_,, sup

ein Ny € N mit , fiir alle & > Ny. Somit ist |az| < r¥|ay,|

Ak+1
ag

< r,dh |ag] < rlag

fiir alle k > Mo und )2 \ 7" eine konvergente Majorante.

2. Falls “12—21‘ > 1 fiir alle & > Ny, so folgt |agr1| > |ag| > |an,| > 1 und limy_ ax # 0,
falls dieser Grenwert iiberhaupt exisitert. Somit ist in diesem Fall die Reihe divergent.

[]
Das Quotienten— und das Wurzelkriterium sind duflerst hilfreiche Instrumente zur Priifung der

Konvergenz einer Reihe. Das Quotientenkriterium 146t sich zumeist leichter anwenden. Demge-
geniiber besitzt das Wurzelkriterium einen grof3eren Wirkungsbereich.
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4.6 Alternierende Reihen

Definition 4.6.1. Eine Reihe ), c; mit ¢, € R nennen wir alternierend, falls jeweils die
Vorzeichen aufeinander folgender cj, verschieden sind, d.h., ¢, - c;1 < 0 fiir alle k € N.

Fiir alternierende Reihen ist der Nachweis von Konvergenz sehr einfach mittels des Leibniz—
Kriteriums durchzufiihren. Um dieses allerdings beweisen zu konnen, bendtigen wir zuerst zwei
Lemmeta.

Lemma 4.6.2. Seien ay, b, € R fiir alle k € Ny. Setze

n
A, = g ag
k=0

fiirmn > 0und A_y := 0. Dann gilt fiir M > m € Ny

M M—-1
Z anbn = AMbM - Amflbm + Z An(bn - bn+1>-
Beweis. Es ist
M M
Z a'nbn = Z(An - An—l)bn
- & M-1
- Z Anbn - Z Anbn+1
n=m n=m-—1
M—-1
= AMbM - Am—lbm + Z An(bn - bn—‘rl)-

Lemma 4.6.3 (Dirichlet—Kriterium). Seien ay, b, € R fiir alle k € Ny und es gelte:

1. Es gibtein R > 0mit A, :=|Y_;_, ax| < R fiir alle n € N

2. Die Folge (by)ken ist monoton fallend mit limy,_, o, by, = 0.

Dann konvergiert die Reihe . ayby.

Beweis. Wegen b, — 0 fiir k — oo, existiert zu beliebigem ¢ > 0 ein Ny € N, so dass
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b < by, < 53 furalle & > Ny. Seien ¢ > p > Np, so gilt mit Hilfe des obigen Lemmas

q
§ by,
n=p

< |Aqbq - Ap—lbp| +

q—1
Z An(bn - bn—i—l)
n=p

q—1
<R (bp +bg+ Y (bn — bn+1)>

n=p

= R(b, + b, + b, — b,)

19
<2R— < e.
pR ©

Hieraus folgt die Konvergenz nach dem Cauchy-Kriterium (Satz 4.4.2). ]

Satz 4.6.4 (Leibniz—Kriterium). Es sei Z;ozl ci, mit ¢, € R eine alternierende Reihe. Es gelte:

1. Die Folge (|ck|)ken ist monoton fallend.
2. limk_,oo Cr, — 0.

Dann konvergiert die Reihe ), cy.

Beweis. Es gelte ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢; > 0. Dann ist

D o= (—1)el.
k=1 k=1
Setzen wir a; = (—1)*! und b, = |c;| in Lemma 4.6.3, so folgt damit die Behauptung. O
Beispiel 4.6.5. Die Reihe >~ +(—1)" ist konvergent, obwohl Y, + divergiert.
k=1 k=1

Definition 4.6.6. Eine Reihe ) a; heifit absolut konvergent, falls die Reihe »_ |ax| (also die
Reihe der Absolutbetrdge) konvergiert.

Proposition 4.6.7. Ist die Reihe >, a;, absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Der Beweis dieser Proposition ist trivial. Aber man beachte, dass die Umkehrung im allgemeinen
nicht gilt, siehe Beispiel 4.6.5.

4.7 Summen und Produkte von Reihen

Satz 4.7.1. Konvergieren die beiden Reihen A = %, ja, und A = >/, by, so konvergiert
auch deren Summe A+ B =Y 7~ (ay + by).
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Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Limesregeln fiir Folgen (Satz 4.2.4). [l
Definition 4.7.2. Zu den beiden Reihen Y ;. aj und Y -, by definieren wir das Cauchy—
Produkt )" ¢, durch
Cp — Z akbn_k.
k=0

Satz 4.7.3. Konvergieren die beiden Reihen A = ", a, und B = Y ;~ by beide absolut,
dann konvergiert auch das Cauchy—Produkt

Z c,=A-B.
n=0
Beweis. Wir setzen A, = > ;_ ay, B, =Y ,_ by und C,, = Z ¢, und (8, = B, — B. Dann

gilt
Cy, = apbo + (agby + arbg) + - -+ + (agby, + - -+ + aybo)
=ayB,+a1B, 1+ -+ a,By
=ag(B + Bn) + a1(B + Bu1) + -+ an(B — 5)
= A, B+ apfB, + a1fn1+ -+ anfo.
Ferner setzen wir vy,, = aof3,+a10,_1+- - -+a,Bound o = Z;O:o |ax|. Aufgrund der Konvergenz
der Reihe Z;OZD by gilt lim,, ., B, = 0. Sei nun € > 0 beliebig aber fest. Dann kénnen wir ein
Ny € N so wihlen, dass |3, | < ¢ fiir alle n > N gilt. Hieraus folgt
¥l < [Bo@n + -+ + Brgan—no| + |Bn+1an-N—1 + - - + Bpao|
< |Boan + -+ + Bnan—n| + .
Fiir festes Ny gilt nun aber lim sup,,_, . 7. < ea, da ay — 0 fiir & — oco. Dies impliziert

lim,, o0 ¥» = 0 und damit
C=limC, = hmA B+ hm%—AB

n—oo

Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist wichtig, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 4.7.4. Sei a;, = b, = E/_% Die beiden Reihen " ay, und >, by, konvergieren nach dem

Leibniz—Kriterium, aber sie sind nicht absolut konvergent. Nun gilt fiir

n

anzakb”_k_ Z\/n_k+1)(k+ 1)

k=0

und

1 1
ea] > =2t
k:0n+1 n+1

Das heifit > ¢y, ist divergent.
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4.8 Umordnen von Reihen

Definition 4.8.1. Sei s : N — N eine bijektive Abbildung. Dann heifit (a.s(n))nen eine Umord-
nung der Folge (a,,)nen und Y, as(n) eine Umordnung der Reihe ) a,,.

Satz 4.8.2 (Umordnungssatz). Jede Umordnung Zfbozl s(n) einer absoluten konvergenten Rei-
he > | ay, konvergiert ebenfalls absolut und es gilt Y ", = > 0" | Qs(n).-

n=1

Beweis. Wir bezeichnen die Teilsummen von Y a,, und > ay(,) mit s,, = > " a, und ¢,,, =

Yo, Gs(n)- Zu vorgegebenen € > 0 gibt es ein Ny € N derart, dass |an,1] + |ang+o| + -+ +

|any+m| < € ist fiir beliebiges m € N. Demnachist ) \ | |a,| < e. Wir wihlen nun M > N,
so groB, dass unter den Zahlen s(1), s(2),...,s(M) alle Zahlen 1,2, ..., Ny vorkommen.

Fiir alle n > M heben sich dann in der Differenz s,, — t,, alle Glieder a;, mit einem Index k& < M
auf, da diese sowohl in s,, als auch in ¢,, erscheinen, d.h. es gilt also

lsn — tn] < e.

Damit ist gezeigt dass (s, —t,)nen eine Nullfolge ist mit lim,, o S, = lim,, oo £, bZW. Y | a, =
Y oo 1 @s(n)- Diese Schlussweise 148t sich auch auf die Reihe )" 7, |a,| anwenden, womit der
Satz bewiesen ist. O]

Problematisch wird die Situation allerdings, falls > a,, konvergiert, aber nicht absolut konver-
giert. Beispielsweise ist nach dem Leibniz—Kriterium die Reihe Zle(—l)”% konvergent, aber

D15 — Yoieo g divergent. In R gilt sogar folgender Sachverhalt.

Satz 4.8.3 (Riemann). Sei Y7 | a,, konvergent, aber nicht absolut konvergent. Zu beliebigen
—o0 < a < < +o0 existiert eine Umordnung s(n) derart, dass

N
lim inf As(n) = @
N—oo
n=1
und
N
lim sup Qs(n) = [
Beweis. Wir setzen
_ |an‘+an o |an’_an
p?’l - 2 bl Q’n - 2

fiir alle n € N. Dann ist p, — g, = a,, und p,, + g, = |a,|, sowie p,, ¢, > 0.

Da > p, + g, = Y_ |a,| divergiert, muss mindestens eine der beiden Reihen ) p,, bzw. > ¢,
divergieren. Angenommen Y | g, wire konvergent, so miisste auch » p, = > a, + > ¢, kon-
vergieren. Hieraus folgt, dass beide Reihen ) p,, und ) _ ¢,, divergent sind.
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Seien P, i € N, nun die nichtnegativen Glieder von (ay)ren und Q;, i € N, die Absolutbetrige
der negativen Glieder. Die Reihen > p,, und ) g,, unterscheiden sich von | P, und > @, nur
durch Nullglieder und sind daher ebenfalls beide divergent.

Wir wihlen konvergente reelle Zahlenfolgen (o, ),eny und (5,)neny mit lim, . o, = « und
lim,, .., 3, = . Seien m; und k; die kleinsten ganzen Zahlen derart, dass

By :Zpi>ﬁ1

=1

und .
A = ZPZ —ZQZ < .
i=1 i=1

Nun definieren wir ms und k- also die kleinsten ganzen Zahlen mit

mi k1 mo
BQIZZB‘—ZQH' Z P> (3,
=1 =1

1=mi1+1
und

m1 k1 ma ko
Ay 1:23‘—2@1‘4' Z R‘—ZQi<a2~

i=mi+1 i=k1

Aufgrund der Divergenz der Reihen ) P; und > ); 1dBt sich diese Konstruktion beliebig fort-
setzen, und es gilt die Abschitzung

|Bn - ﬁn| S Pmn

und

fiir alle n € N. Wegen der Konvergenz von »_ a,, folgt P, — 0 und @, — 0 fir n — oc.
Daher konvergieren die Partialsummen B, bzw. A, nach [ bzw. «, also 220:1 B, = [ und
Y re i A, = a. Wie man leicht sieht handelt es sich bei den beiden konstruierten Reihen um
Umordnungen der Reihe ) a,. O

4.9 Potenzreihen

Definition 4.9.1. Sei (ay)ren eine komplexe Zahlenfolge. Dann nennen wir die Reihe

o0
E apz®, zeC
k=0
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eine Potenzreihe und a;, die Koeffizienten der Potenzreihe. Die Zahl

-1
R = (lim sup +/ ]akl)
k—o0
heif3t der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Satz 4.9.2. Sei Y -, a,z* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann konvergiert diese
Reihe fiir alle |z| < R absolut und divergiert fiir |z| > R.

Beweis. Wir setzen ¢, = a;2* und wenden das Wurzelkriterium an

i suap /el = lim sup ] - [2] = 2

k—oo k—oo

Beispiel 4.9.3.
1. Die Reihe Y -, k*z* hat den Konvergenzradius R = 0.

2. Die Reihen

oo Zk

Z_§

‘- k!
k=0

und
) o L 22k+1 e . Z2k:
SIIIZ:Z(—l) m, COSZ:Z(—1> (2]{;)"
k=0 k=0

haben den Konvergenzradius R = oc.

3. Die Reihe ;- 2k = ﬁ hat den Konvergenzradius R = 1 (geometrischer Reihe).

4. Die Reihen ) -, % und Y02, z—z haben beide den Konvergenzradius R = 1. Allerdings
divergiert die erste Reihe fiir |z| = 1 wéiihrend die zweite Reihe fiir alle |z| < 1 konvergiert.

Bemerkung 4.9.4. Fiir den Fuall |z| = R ist im allgemeinen keine Aussage moglich.
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Kapitel 5

Stetige Funktionen

5.1 Funktionsgrenzwerte

Definition 5.1.1. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Desweiteren seien E eine Teil-
menge von X, f : E — Y eine Funktion und p ein Hdufungspunkt der Menge E. Wir sagen f
hat den Funktionsgrenzwert y an der Stelle p, kurz f(x) — y fiir v — p bzw. lim,_,,, f(z) =y,
falls einy €'Y existiert, so dass es zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 gibt derart, dass

dY(f(x)ay) <E
fiiralle v € {z € E:0 < dx(z,p) <6} = (Us(p) \ {p}) N E.

Satz 5.1.2. Es gilt f(x) — vy fiir x — p genau dann, wenn fiir jede Folge (xy)ren aus E \ {p}
mit limy,_ oz = p gilt imy_., f(z) = v.

Beweis. “=": Falls lim,_., f (x) = y, so folgt nach Definition fiir beliebiges ¢ > 0, dass ein
6 > 0 existiert mit dy (f(z),y) < e fiir alle z € (Us(p) \ {p}) N E. Falls die Folge (z)en fiir
k — oo gegen p konvergiert, gibt es ein Ns € Nmit 0 < dx(x,p) < 0 fiir alle & > Ns. Die
bedeutet 2, € (Us(p) \ {p}) N E und folglich gilt dy (f (1), y) < ¢ fiir alle k > Nj.

“«<": Angenommen, es gilt f(z) /4 y fiir + — p. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass fiir jedes
6 > Oeinz € E\ {p} existiert mit dy (f(z),y) > €, aber 0 < dx(z,p) < 6. Wir setzen
0 =9, = % und nehmen einen zugehorigen Punkt z,, = z. Dann gilt x,, — z fiir n — oo,
aber dy ( f (xn),y) > ¢ > 0 fiir alle n € N. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung

f(zn) —v. O

Korollar 5.1.3. Hat eine Funktion f an der Stelle p einen Funktionsgrenzwert, so ist dieser
eindeutig.

Die Limesregeln (Satz 4.2.4) iibertragen sich analog auf die Funktionsgrenzwerte.
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Satz 5.1.4. Sei R™ und R", m,n € N, versehen mit der Euklidischen Norm. Desweiteren seien
E C R™ und p ein Hiufungspunkt der Menge E. Dann gilt fiir die Funktionen f : E — R",
g ' — R" und beliebigen a € R" und o € R, dass

ggﬁﬁﬂﬂﬁnzhmﬂ@+hmﬂﬁ,

lim ( ) = hm f(x
X—Pp
lim (af ):ahmfx
X—p X—Pp
T (), 9(x)) = {Jim (), lim g(x)).
Beweis. Der Beweis bleibt dem Leser als Ubung iiberlassen. [

5.2 Stetigkeit von Funktionen

Definition 5.2.1. Sei £ C X und f : E — Y eine Funktion sowie vq € E. Die Funktion
f heift stetig an der Stelle v € E, falls es zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 gibt derart, dass
dy(f(z), f(z0)) < € fiir alle d,(z,x0) < & gilt. Die Funktion f heift stetig in E, falls f in
jedem Punkt v € E stetig ist.

Bemerkung 5.2.2. In einem isolierten Punkt vo € FE ist jede Funktion stetig, wie man leicht
sieht.

Satz 5.2.3. Unter der Voraussetzung des vorigen Satzes gilt in einem Hdufungspunkt xq von E,
dass f dort genau dann stetig ist, falls

lim f(z) = f(zo)

T—x0

ist.

Beweis. Vergleiche beide Definitionen! [

Satz 5.2.4. Es seien (X,dx), (Y,dy) und (Z,dz) metrische Riume. Fiir E C X seien durch
f:E— f(E)CYundg: f(E) — Z Abbildungen gegeben und h = go f : E — Z bezeichne
ihre Komposition. Falls f in xo € E und g in f(xo) beide stetig sind, so ist h an der Stelle x
ebenfalls stetig.

Beweis. Da g an der Stelle f(zy) € X stetig ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein v > 0 mit
dz(9(y), 9(f(z0)) < e firalley € Y mit dy(y, f(z0)) < 7. Aufgrund der Stetigkeit von f
in 7o € E existiert zu diesem v > 0 ein § > 0 mit dy (f(z), f(zo)) < 7 fiir alle z € E mit
dx(x,x0) < §. Dies bedeutet, es gilt

dz(g(f(x)),9(f(x0))) = dz(h(z), h(z)) < &

fir alle x € E mit dx (z,z¢) < 0. O
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Satz 5.2.5. Die Abbildung f : X — Y ist genau stetig auf X, falls fiir jede offene Menge W CY
das Urbild f~(W) eine offene Teilmenge in X ist.

Beweis. “=": Sei f stetig auf X und W C Y eine offene Teilmenge von Y. Wir zeigen, dass
jeder Punkt p € f~'(W) ein innerer Punkt der Menge f~!(W) ist. Sei p € X mit f(p) € W.
Dann ist f(p) ein innerer Punkt in W, d.h. es existiert ¢ > 0 mit U, (f(p)) C W. Aufgrund der
Stetigkeit existiert ein § > 0 mit f(x) € U.(f(p)) fiir alle z mit dx (z, p) < §. Damit gilt fiir alle
v € Us(p) dass f(x) € U-(f(p)) € f(W),dh.z € f~ (W) bzw. Us(p) € f~'(W). Da Us(p)
eine offene Umgebung von p definiert, ist dieser Teil des Satzes bewiesen.

“<": Sei f~1(W) eine offene Menge in X fiir jede offene Menge W C Y. Zu xy € X und
beliebigem ¢ > 0 sei W := {y €Y :dy (y, f(xo)) < 5}. Da W eine offene Teilmenge in Y,
ist U = f~1(W) C X ebenfalls offen und zy € W ist ein innerer Punkt von U. Das heiBt, es
existiert eine offene Umgebung

Us(xg) ={r € X : dx(x,x0) <0} C W.
Somit gilt fiir alle = € Us(zo), das heiBt dx (z, z9) < §, dass dx (f(z), f(zo)) < € ist. O

Satz 5.2.6. Seien f und g : X — C (bzw. R) stetige Funktionen, dann sind ebenfalls f + g und
f - g stetig. Falls g(x) # 0 fiir alle x € X, dann ist sogar f /g eine stetig Funktion.

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Anwendung der Limesregeln fiir Folgen. ]

Satz 5.2.7. Seien f1, fo,..., fn : X — R stetige Funktionen, dann ist £ = (fi, fo,..., fn) :
X — R" stetig. Sei g : X — R" ebenfalls stetig, so gilt dies auch fiir die Funktionen f + g :
X - R"und (f,g) : X — R.

Beweis. Der erste Teil des Beweises folgt aus der Ungleichung

|fi(w) = fixo)| < [[£(z) — £(zo)ll
Der Rest verbleibt dem Leser als Ubung. [l
Beispiel 5.2.8. 1. Sei f : R — R ein Polynom, so ist [ stetig.

2. Sei f : R — R gegeben durch

+1, x>0,
f(z) =sgn(z) =4 0, =0,
-1, =<0,

so ist f in x = 0 nicht stetig, aber in R \ {0} stetig.
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3. Sei

1 0
f(sc):{g;’ e

so ist f in x = 0 nicht stetig, aber in R \ {0}.

4. Die Funktion

ist in © = 0 nicht stetig, aber in R \ {0}.

5. Die Funktion

ist in R stetig.

5.3 Einseitiger Grenzwert und Stetigkeit

Sei E C Rund f : EF — Y eine Funktion. Haufig treten Grenzwerte auf, bei denen = von rechts
oder von links gegen z strebt, bei denen also E ein Intervall (xg, ¢ + a) bzw. (xg, 29 — a)
mit ¢ > 0 ist. Man spricht dann von einem rechtsseitigen bzw. linksseitigen Grenzwert und
verwendet zu seiner Kennzeichnung das Symbol x — x¢+ bzw. v — z,— (gelegentlich auch
x — x9 + 0 bzw. z — x — 0). Es existiert also zum Beispiel y = lim,_.,,+ f(z), wenn es zu
jedeme > Oein § > 0 gibt, so dass fiir alle 7o < x < xo+9 stets die Ungleichung | f(z) —y| < ¢
besteht. Diese Begriffe werden auch dann benutzt, wenn f in einer vollen Umgebung von z
definiert ist, aber der Grenzwert lim,_.,, f(z) nicht existiert. Man iiberzeugt sich leicht, dass
genau dann lim,_.,, f(x) = y existiert, wenn lim, ., f(x) = lim,_ ..+ f(z) = y ist.

Analog ist die einseitige Stetigkeit definiert. Eine Funktion ist linksseitig stetig, wenn
Jlimf(2) = f(x0),

bzw. rechtsseitig stetig, wenn

lim f(z) = f(xo).

a—wo+
Wenn f in einer vollen Umgebung von z definiert ist, so besteht ein dhnlicher Zusammenhang
wie beim Grenzwert, kurz “rechtsseitig stetig und linksseitig stetig <> stetig”.

Beispiel 5.3.1. Fiir die Signumfunktion aus Beispiel 5.2.8 gilt
lim sgn(z) = —1, lim sgn(z) = +1.

z—0— z—0+

Insbesondere ist sie rechtseitig stetig im Nullpunkt (aber nicht linkseitig stetig, denn dies wiirde
Jja Stetigkeit bedeuten).
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5.4 Zusammenhingende Mengen und Stetigkeit

Definition 5.4.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum und A, B C X. Die beiden Mengen A und B
heiflen getrennt, falls - o
ANB=0 und ANB=1{.

Insbesondere ist somit die leere Menge von jeder anderen Menge getrennt.

Eine Menge M C X heifst z7usammenhingend, wenn sie nicht als Vereinigung zweier nichtlee-
rer getrennter Mengen geschrieben werden kann.

Beispiel 5.4.2.
1. Die beiden Mengen A = (0,1) und B = (1,2) sind getrennt.

2. Die beiden Mengen A = [0, 1] und B = (1,2) sind zwar disjunkt, aber nicht getrennt.

Satz 5.4.3. Eine Teilmenge M C R ist genau dann zusammenhdingend, falls fiir alle x,y € M
mit x < y jedes z € (x,y) auch z € M ist.

Beweis. “=":Seienx,y € M mitx < yund z € (z,y) mit z ¢ M. Wir setzen
A:=(—00,2)NM, B:=(z,00)NM.

Dann gilt M/ = AUBund ANB = () sowie ANB = (), das heiBt M ist nicht zusammenhzngend.
Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung.

“<": Sei M nicht zusammenhéngend. Dann existieren zwei getrennte Mengen A und B mit
M = AU B. Seiz € Aund y € B. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte © < y. Wir
setzen

z :=sup(AN(x,y)).

Dann ist z € A, aber wegen der Getrenntheit z ¢ B. Falls z ¢ A, so gilt z < z < yund z ¢ M.
Falls z € A, so existiert wegen z ¢ B ein weiteres 2z’ ¢ B mit z < 2z’ < y. Das heifit 2’ ¢ Aund
somit 2" & M. O

Satz 5.4.4. Sei f : X — Y eine auf X stetige Funktion. Zu jeder zusammenhdngenden Menge
M C X ist auch f(M) CY eine zusammenhdngende Teilmenge von'Y .

Beweis. Angenommen, f (M) sei nicht zusammenhingend, d.h. f(M) = AU B mit geeigneten,
getrennten Mengen A, B C Y. Wir definieren

G=f"ANM#0 und H:=fYB)NM#0.

Dann gilt M = GU H,da M C f~'(A)U f~'(B). Aufgrund der Stetigkeit von f ist f~'(A)
in X abgeschlossen und es gilt G C f~'(A), somit f(G) C A. Da f(H) = B, folgt aus

ANB = (0auch GN H = (. Analog zeigt man G N H = (), d.h. die Menge M ist nicht
zusammenhingend. [
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Beispiel 5.4.5. Sei f : R — R definiert durch
sini, z+#£0,
T) = r
/(@) {O, xz=0.

Dann ist f in x¢ = 0 nicht stetig. Dennoch wird jede zusammenhdngende Menge M wieder auf
eine zusammenhdngende Menge abgebildet.

Satz 5.4.6 (Zwischenwertsatz). Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b). Dann
existiert zu jedem ¢ € R mit f(a) < ¢ < f(b) ein x € (a,b) mit f(x) = c.
Beweis. Da das Intervall [a, b] nach Satz 5.4.3 zusammenhingend ist, ist auch f([a, b]) eine zu-

sammenhingende Menge, d.h. f([a,b]) = [f(a), f(D)]. O

Definition 5.4.7. Eine Funktion f : [a,b] — R heifst monoton wachsend bzw. monoton fallend
falls f(z) < f(y) bzw. f(x) > f(y). Wir sprechen von strenger Monotonie falls die strenge
Ungleichung gilt.

Korollar 5.4.8. Sei f : [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig, dann ist
[ la, 0] — [f(a), f(b)]

bijektiv.

5.5 Stetigkeit und Kompaktheit

Satz 5.5.1. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Riume und die Menge K C X kompakt. Ist
f: K —Y eine stetige Abbildung, dann ist f(K) CY kompakt.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige offene Uberdeckung {V,}e; von f(K). Aufgrund von
Satz 5.2.5 sind die Mengen f~'(V,) fiir alle o € I offen in X. Wegen f(K) C J,; Vo gilt
K CUuer (Vo). dh {f71(V,) : a € I} bildet eine offene Uberdeckung von X. Infolge der

Kompaktheit von K existiert eine endliche Teiliiberdeckung X C Uf\;l f~Y(V4,). Damit gilt

) U s va)) = U Ve

Die bedeutet, dass {V,,,7 = 1, ..., N} eine endliche Teiliiberdeckung von f(K) bildet. O

Definition 5.5.2. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und E C X. Die Abbildung f -
E — Y heifst beschrinkt, falls R > 0 und yo € Y existieren mit dy (f(a:), yo) < R fiir alle
x e L.
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Satz 5.5.3. Seien (X, dx ) und (Y, dy ) metrische Riume und die Menge K C X kompakt. Sei fer-
ner [ : K — Y eine stetige Funktion, dann ist f(K) CY eine abgeschlossene und beschrdinkte
Menge, d.h. f ist eine beschrinkte Funktion.

Beweis. Wegen Satz 5.5.1 ist f(K) C Y kompakt. Folglich ist f(/) auch beschrinkt und abge-
schlossen, vergleiche Satz 3.2.4. ]

Satz 5.5.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum, K C X eine kompakte Menge und f : K — R
eine stetige Funktion. Ferner seien m := inf,cx f(x) und M := sup,.y f(x). Dann existieren
p,q € X mit f(p) =mund f(q) = M.

Beweis. Nach Satz 5.5.3 ist f(z) C R eine abgeschlossene und beschrinkte Menge. Somit gilt
m, M € f(K), d.h. es existieren p,q € X mit f(p) = mund f(q) = M. O

Satz 5.5.5. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Riume und die Menge K C X kompakt. Die
Funktion f : K — Y sei stetig und bijektiv. Dann ist die inverse Abbildung ' : Y — X
ebenfalls stetig auf'Y .

Beweis. Wegen Satz 5.2.5 geniigt es zu zeigen, dass die Bildmenge f(1') einer offenen Menge
V C K in Y offen ist. Nun ist das Komplement von V' in K, d.h. K \ V, abgeschlossen in
X. Eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist wieder kompakt (Satz 3.2.5) und
infolge Satz 5.5.1 ist daher f(K \ V) C Y kompakt und somit abgeschlossen in Y. Wegen der
Bijektivitit gilt

YASEAV) = f(V)
und daher ist die Menge f(V) offen. O

Definition 5.5.6. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume. Eine Funktion f : X — Y heifst
gleichmiiBig stetig, falls zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert derart, dass fiir alle x,y € X mit
dx(z,y) < gilt

dY(f(x)v f(y)) <E.

Bemerkung 5.5.7. Die gleichmdpflige Stetigkeit ist eine globale Eigenschaft. Die Funktion [ :
(0,00) — R gegeben durch f(z) = L ist in allen Punkten v € (0,00) stetig, aber nicht
gleichmdflig stetig.

Satz 5.5.8. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Riume und die Menge K C X kompakt. Ist die
Funktion f : K — 'Y stetig, so ist f auch gleichmdifig stetig auf K.

Beweis. Seie > ( beliebig aber fest gewdhlt. Wegen der Stetigkeit gibt es zu jedem z( € X eine
Zahl 6, > 0 mit dy (f (), f(z0)) < £ firalle z € K mit dy(z,z9) < 0. Wir betrachten die
Mengen V,,,, 7y € K, definiert durch

Oz
Ve = {x € X tdx(x,x0) < 70}
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Dann ist {V,, : 9 € K} eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K

existiert eine endliche Teiliiberdeckung {V,, : @ = 1,...,N}. Sei nun § := min{d,, : i =
1,..., N}, dann gibt es zu jedem =,y € K mit dx(z,y) < ¢ einen Index m € {1,..., N} mit

dx(x, ) < Oy,

und
dx (Y, Tm) < Oy, -

Somit gilt

dy (f(z), f(y)) < dy (f(2), f(zm)) +dy (f(zm), f(y)) <e.



Kapitel 6

Differentiation von Funktionen einer
Veranderlichen

6.1 Differenzenquotient und Differentialquotient

Motivation: Sei ein Graph G der Funktion f : (a,b) — R gegeben. Gesucht ist die Gleichung
der Tangente an G in dem Punkt P (z, f(zo)) mit zo € (a,b).

Der Anstieg der Sekante durch die Punkte (o, f(20)) und (z, f(z)) ist durch den Differenzen-
quotienten von f an der Stelle x(, gegeben

Av _ f(x) — f(xo)

Ay T — xg
Definition 6.1.1. 1. Die Funktion f : (a,b) — R heifst an der Stelle x, € (a, b) differenzier-
bar, wenn der Grenzwert lim,,_,,, %ﬁé‘m) =: f'(xy) € R existiert (Differentialquotient

%). Die Zahl f'(xo) heifit die erste Ableitung von [ an der Stelle x,.

2. Die Funktion heif3t differenzierbar auf (a,b), wenn f an jeder Stelle x( € (a,b) diffe-
renzierbar ist. In diesem Fall ordnen wir x eindeutig f'(xo) zu. Wir erhalten damit eine
Funktion f': (a,b) — R, genannt die erste Ableitung von f auf (a,b).

Satz 6.1.2. Die Funktion f : (a,b) — R ist genau dann an der Stelle x € (a,b) differenzierbar
wenn eine Zahl A € R sowie eine Funktion ¢ : (a,b) — R mit lim,_,, p(z) = 0 existieren, so
dass

f@) = f(wo) + (A+p(2))(z — x0)
fiir alle x € (a,b).

Beweis. “=": Sei [ differenzierbar in x(, d.h. es existiert lim,_,,, f@)=fz0) _. A Wir setzen

T—x0

89



90 KAPITEL 6. DIFFERENTIATION VON FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

nun ¢ : (a,b) — R wie folgt

xr) =
#() 0, T = Ig.

f@)—flzo) _
{W A, # 2o,

Fiir alle  # 1z ist dann in der Tat f(z) — f(xo) = (A + ¢(z))(x — x¢). Natiirlich gilt auch
lim, ., ¢(z) = 0 und somit die Behauptung auch fiir x = .

“<": Es gilt

lim M: lim (A+¢(z)) =A+0=A,

T—T0 r — 29 T—T0

also f'(zg) = A. O

Bemerkung 6.1.3. Die Funktiont : R — Rmitt(x) = f(xo)+ f'(w0)(x — x0) ist die Gleichung
der Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt (xo, f(zo)).

Satz 6.1.4. Wenn die Funktion f : (a,b) — R an der Stelle x, € (a,b) differenzierbar ist, dann
ist sie stetig in x.

Beweis. Da z, Haufungspunkt von (a, b) ist, so gilt

lim f(z) = lim (f(x0) + (A + p(2)) (& — 20)) = (o).

T—x0 T—x0

Somit folgt gemél Satz 5.2.3, dass f stetig in x ist. [

Bemerkung 6.1.5. Die Umkehrung dieses Satzes gilt i.a. nicht, vergleiche f(x) = |z| im Falle
To = 0.

Satz 6.1.6. Wenn die Funktionen f : (a,b) — Rund g : (a,b) — R an einer Stelle xy € (a,b)
differenzierbar sind, so sind auch die Funktionen f + g, f - g, o - f mit o € R differenzierbar
in xg. Ist g(zo) # 0, so ist ferner auch § differenzierbar in xo. Dabei gelten die folgenden
Rechenregeln:

1. (f +9)(x0) = f'(x0) + g'(20),
2 (@ f(x0))" = - f'(xo),

3. (f-9)(x0) = f(x0)g(xo) + ¢'(x0) f(x0) (Produktregel),
4 (f)/(xo) _ f'(0)g(x0) — f(20)g'(20)

(Quotientenregel).
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Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind trivial. Der Beweis der Produktregel ergibt sich aus

(g-f)(x) = (g9 )xo) _ [
7@

F()g(x) = f(zo)g(wo)|

f(x (2)g(x0) + f(2)g(0) — (z0)g(wo))|
= f(z )M +g(xo)M

T — To T — To

r — X I—ZL'O

$—ZL‘0

T—T0
— f(=

0)9'(z0) + g(z0) f'(20)-
SchlieBlich zeigen wir die Quotientenregel. Da g(xo) # 0, ist g in g stetig, d.h. es existiert ein
€ > 0, so0dass g(x) # 0 firalle z € (xg — €,29 + €) C (a,b). Damit existiert die Funktion

q:= 3 (20— €20+ €) — Rmit g(x) = 1. Wir betrachten

q(z) —q(zo) 1 [ 1 ]
T — Zo r—x9lg(xr)  g(wo)
_ 1 [9(370) — 9(33)]

r—xol g(x)g(xo)

g*(x)’
dh. ¢(z) = —g¢'(x)/g*(x). Seinun h : (zg — €, z0 + €) — R gegeben durch h(z) = % =
f(z) - q(z), dann folgt die Behauptung mit Hilfe der Produktregel. O

Satz 6.1.7 (Kettenregel). Seien f : (a,b) — (c,d) und g : (¢,d) — R Funktionen und h :
(a,b) — R gegeben durch h(z) = g(f(x)), dh. h = g o f. Ist die Funktion f an der Stelle
xo € (a,b) und die Funktion g an der Stelle yo = f(xo) differenzierbar, so ist die Funktion h
ebenfalls an der Stelle x differenzierbar und es gilt

W (x0) = g'(yo) - f'(w0) = g’ (f(w0)) - f'(x0)-
[z =h(x) = g(f(x)y=fl2) = £ =% ¢

Beweis. Aus der Differenzierbarkeit folgt die Existenz von Funktionen ¢ : (a,b) — R und
Y (¢,d) — Rmitlim,_,,, p(x) = lim,_,, ¢(z) = 0 und

f(xo) + [f'(z0) + p(x)](x — x0), fiiralle z € (a,b),
9(y) = 9(wo) +19'(wo) + W)y —wo), firalley € (c,d).

=
8

~—
I
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Somit ist
h(z) = h(zo) = g(f(2)) — g(f(x0))
[ "(y0) + (W)Y — vo)
= [¢'(f(20)) + 2 (f(20)][f'(x0) + ¢ (2)}(x — o).
Beim Grenziibergang © — x( gilt nun wegen der Stetigkeit von f dass y = f(z) — f(z¢) = o
und somit ¢ ( f(z)) — Ound ¢(x) — O fiir 2 — 2. Demnach folgt LZS”O) 7 (F(zo)f (x0)
fiir v — x. L]
Ableitungen wichtiger Funktionen
f f
¢ Oéx'ail
sinx CcoS I
cos T —sinx
1
tanx
cos? x
1
cotx —
sin®
. 1
arcsin x - -
V1—2?
1
arccos —_—
V1—2?
1
arctan x
1+ 2?2
t 1
arccot x
1+ 22
e’ e
a® (a > 0) a®Ina
1
Inx -
x
1
log, = (a>0,a #1)
rlna

Satz 6.1.8 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : [a,b] — [c, d] eine bijektive Funktion, die
in o € [a, b] differenzierbar ist. Dann ist die inverse Funktion ) : [c,d] — [a,b] an der Stelle
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yo := f(xo) differenzierbar und es gilt

Y ) = 77

P (D (o))

Beweis. Die Stetigkeit von f impliziert gemél Satz 5.5.5 die Stetigkeit der Umkehrfunktion
. Damit gilt fiir eine beliebige Folge (1,,) mity,, — yoauchz, := f(y,) — f(yo) =:
xo fiir n — oo. Daher gilt

f(_l) (y'fl) - f(_l) (?/0) . Ty — Xg n—00 1
= — IR
Yn — Yo f(@n) = f(zo) f'(o)
womit die Behauptung bewiesen ist. [

Beispiel 6.1.9. Die Umkehrkunktion der Exponentialfunktion y = f(x) = e” ist der Logarith-
mus fV(y) = logy. Wir finden f'(x) = e® und somit fiir die Ableitung des Logarithmus
(fCDY(y) = (logy)' = 1/e” = 1/y.

6.2 Mittelwertsiatze

Definition 6.2.1. Sei f : X — R stetig. Diese Funktion hat an der Stelle x ein lokales Mini-
mum, falls ein 0 > 0 existiert, so dass f(x) > f(xo) fiir alle v € X mit dx(z,z¢) < 0. Analog
definiert man ein lokales Maximum.

Satz 6.2.2 (Fermat). Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b]. Falls f an der Stelle xo € (a,b) ein
lokales Minimum bzw. Maximum besitzt und f in x differenzierbar ist, so gilt f'(zq) = 0.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung existiert ein 6 < Omita < zg—d < x < 2o+ < b
und f(z) > f(xzo) fiir alle x € (zo — 0,29 + 0). Fiir beliebiges zp < = < xy + 0 ist somit
f@)=f(@0) > 0. Andererseits ist fiir beliebiges zp — § < = < x( aber f@)—/(z0) < 0. Dies

r—x0 T—x0

bedeutet, dass fiir = — x( wegen Differenzierbarkeit folgt Lﬁ“) = 0. ]

Satz 6.2.3 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f,g : [a,b] — R stetig auf [a,b] und in
allen Punkten x € (a,b) differenzierbar, dann existiert ein xo € (a,b) mit [f(a) — f(b)]g'(xo) =

lg(a) = g(b)]f" (o).

Beweis. Wir betrachten die Funktion h(z) := [f(a) — f(b)]g(x) — [g(a) — g(b)]f(x). Diese
Funktion ist stetig auf [a, b] und differenzierbar in allen Punkten x € (a,b). Ferner folgt aus

h(a) = g(b)f(a) — f(b)g(a) und h(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a), dass h(a) = h(b).

Ist i konstant, dann ist nichts zu zeigen. Sei also & nicht konstant. Dann gibt es ein y € (a, b) mit
h(y) # h(a). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass h(y) > h(a).
Nach Satz 5.5.4 nimmt / ihr Maximum M := max,¢[qs) h(2) fiir ein 2o € [a, b] an. Da aber
h(a) = h(b) < h(y) < M gilt sogar g € (a,b). Insbesondere gilt h'(zy) = 0, woraus die
Behauptung folgt. O
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Korollar 6.2.4 (Mittelwertsatz). Sei f : [a.b] — R stetig und in allen Punkten x € (a,b)
differenzierbar, so existiert eine Zwischenstelle § € (a,b) mit f(a) — f(b) = (a —b) f'(&).

Beweis. Setze g(x) := x, so folgt die Aussage direkt aus Satz 6.2.3. O

Satz 6.2.5. Sei [ : [a,b] — R differenzierbar und sei A € R beliebig mit f'(a) < A\ < f'(b),
dann gibt es ein xy € (a,b) mit f'(xo) = A\

Beweis. Sei g(z) := f(z) — Az, dann ist g ebenfalls differenzierbar auf [a, b] und es gilt ¢'(a) =
f(a) — A < 0. Daher existiert ein a < z < b mit g(a) > g(x). Andererseits gilt ¢'(b) =
f'(b) — A > 0 und somit gibt es ein a < T < bmit g(T) < g(b). Dag : [a,b] — R auf [a, b] nach
Satz 6.1.4 stetig ist, existiert ein z¢ € (a,b) mit g(xo) < g(z) fir alle z € (a,b), d.h. g nimmt
an der Stelle x( sein Minimum an. Damit liegt an dieser Stelle ein lokales Minimum vor. Wegen
Satz 6.2.2 gilt ¢’'(z9) = 0, d.h. 0 = ¢'(z9) = f'(x0) — A und somit f'(xq) = A. O

Definition 6.2.6. Sei f : [a,b] — R und es existiere in allen x € [a,b] die erste Ableitung
f'(z). Falls die Funktion x — f'(z) ebenfalls in xo € |a,b| differenzierbar ist, dann heifit der

Grenzwert
lim f'(x) — f'(w0)
T—z0 T — To

—. f//(J:O)

die zweite Ableitung der Funktion an der Stelle xo. Analog definieren wir die hoheren Ableitun-

gen f"(x), f(x),..., fO().

Falls die Funktion f%*)(x) fiir alle v € |a,b] existiert und ebenfalls stetig ist, dann heift die
Funktion f k-mal stetig differenzierbar auf [a, b]. Wir schreiben hierfiir kurz f € C*([a,b])
bzw. f € C®([a,b],R). Dabei bezeichnet f € C*([a,b]) bzw. C*)(]a,b],R) die Menge (der
Raum) der £-mal stetig differenzierbaren Funktion.

Satz 6.2.7 (Satz von Taylor). Sei f € C*'([a,b]) und f* existiere in allen x € [a,b]. Zu
xy € (a,b) definieren wir das Taylor-Polynom Ty, (x) = Ty f(x, o) via

k—1

Ti1(x) := f(20) + f'(z0)(x — 20) + f"(0) - % (= @) A

(x — z9)
(Taylorentwicklung um den Entwicklungspunkt xy der Ordnung k — 1). Dann gibt es zu jedem
x € [a,b] eine Zwischenstelle & € (xo, x) bzw. € (x,x0) mit x # x derart, dass

T — X k
F(@) = Tia () + E220 g0y

Beweis. Seien x und z beliebig, aber fest. Ohne Beschriankung der der Allgemeinheit sei © >
0. Dann sei A € R so gewihlt, dass f(z) — Tp_1(z) = A(z — x0)*, also A := LT iy

(z—z0)k *
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definieren g : [a,b] — R durch g(t) = f(t) — Tx_1(t) — A(t — z0)". Dann gelten

F®(z0) = T, (0),

und

0¥ (o) = fP () — kA, g®(z) = O (z) — KX
Da weiterhin gilt g(zo) = 0 und g(z) = f(z) — Tp_1(z) — Mz — 0)* = 0, existiert aufgrund
des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung ein &; € (z, x) mit ¢’(&;) = 0.
Nun ist aber auch ¢'(zo) = f'(x¢) — T} _,(z0) — Mk(z — 29)*~1 = 0. Die Anwendung des
Mittelwertsatzes auf die Funktion ¢’ liefert die Existenz einer Zwischenstelle £, € (x¢, ;) mit
9"(&) = 0.
Da wiederum ¢”(x) = f"(z¢) — T} ,(70) = 0 und allgemein ¢()(xo) = 0 fiir alle [ =
1,2,...,k—1sind, finden wir nach diesem Konstruktionsprinzip Zwischenstellen §; € (z9,&-1),
1=1,2,...,kmit g¥(&) = 0.
Wir setzen schlieBlich ¢ = &, und folgern aus 0 = ¢ (¢) = f®(¢) — k!X die Beziehung
A= % Die Behauptung folgt dann aus g(z) = 0 = f(z) — Tx_1(z) — %(m —xz)*. O

Beispiel 6.2.8.

Taylorentwicklung von f(x) = x> an der Stelle x9 =1

Py (x)
. B (x)
2
Fy(x)
2 ] 4 1 2 x
Sf(x)=P3(x) =
Fy(x)=1: Konstante
F(x)=3x-2: Gerade (Tangente)

Py(x)= 3x2—3x+1: Parabel

Py(x)=x>: kubische Funktion
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6.3 Die ’Hospitalsche Regel

Der folgende Satz ist of hilfreich bei der Berechnung von Grenzwerten.

Satz 6.3.1 (I’Hospitalsche Regel). Seien f und g reell und differenzierbar in (a,b) mit —oo <
a < b < +oo. Ferner sei g'(x) # 0 fiir alle x € (a,b) und es gelte

/!
lim f/(:zc) =C,
a—a g'(x)
wobei C' = 00 zugelassen sei. Vorausgesetzt dass
lim f(z) =0 wund limg(x) =0 (6.1)
oder
lim f(x) = o0 wund lim g(z) = £oo, (6.2)
so gilt
lim @ =C.

a—a g(x)

Beweis. Wir nehmEn an es geltE (6.1). Zunéchst b(irachten wir den Fall —oco < C' < +o00. Wir
wihlen eine Zahl C' mit C' < C und ein ¢ € (C, ). Nach Voraussetzung gibt es einen Punkt
T € (a,b), so dass fiir x € (a,T) stets

folgt. Fir a < x < y < 7 erhidlt man nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz 6.2.3 eine
Zwischenstelle £ € (z, y) mit

fl@)—fly) _ ')
g (6)

<c.

Folglich ergibt sich
i L&) =) _ ()
a—a g(z) —gly)  9(y)

fir alle y € (a, 7). Damit ist die Behauptung bewiesen im Falle C' = —co. Im Falle —oo < C' <
+00 findet man auf analoge Weise zu einem C' < C einen Punkt z € (a, b) so, dass

Ly)>0

9ly)

§C<U

fiir alle y € (a,2). Da C und C beliebig gewihlt werden konnen, ist somit die Behauptung fiir
alle —oo < C' < 400 bewiesen.



6.3. DIE L’HOSPITALSCHE REGEL 97

Wir miissen den Satz noch im Falle von Voraussetzung (6.2) beweisen. Dabei gelte ohne Ein-
schriankung der Allgemeinheitlim, ., g(z) = +oc. Zunéchst nehmen wir wieder an, dass —oo <
C' < +o0. Wie oben finden wir zu C' > C'und ¢ € (C,C) ein T € (a, b), so dass

f'(x)
g ()

<c

fiir alle « € (a, ) und demnach
f@) = fy)
9(x) = 9(y)
fir alle « < x < y < Z. Wir wollen dabei y so wihlen, dass g(z) > ¢(y) und g(x) > 0 fiir
alle = € (a,y). Dann erhalten wir aus der letzten Beziehung durch Multiplikation mit (g(z) —

g(y))/g(m) > ( dass

<c

flx) = fly)  g(x)—g(y)

<c
9(x) 9(x)
bzw.
flo) o) f)
9(x) g(x)  glz)
Da lim,_, g(x) = +o0 finden wir ein T € (a,y) mit
fla) _
(JE
fiir alle x € (a,7). Damit ist die Behauptung im Falle C' = —oo schon gezeigt. Falls —oo <
C' < 40 findet man analog zu einem C' < C' einen Punkt z € (a, b) so, dass
@
9(x)
fiir alle « € (a, x). Daraus folgt wieder die Behauptung. O
Bemerkung 6.3.2.

1. Die analoge Aussage ist natiirlich auch wahr fiir x — b.

2. Hiiufig tritt bei der Anwendung dieser Regel der Fall ein, dass auch lim,_., f'(z)/q' (x)
vom Typus “0/0” bzw. “o0o/o0” ist. Man wendet dann die Regel von I’Hospital nochmals
an, das heifst man betrachtet den Grenzwert lim,_., f"(x)/g"(x). Gegebenenfalls muss
das Verfahren weiter fortgesetzt werden. Allerdings kann es durchaus vorkommen, dass
alle Ableitungen vom unbestimmten Typus sind, wie das Beispiele f(x) = sinh(x) und
g(x) = cosh(x) im Falle x — +o00 zeigen.
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Kapitel 7

Integration von Funktionen einer reellen
Variablen

7.1 Das unbestimmte Integral

Sei im folgenden [ eine zusammenhingende Teilmenge von R, d.h. I = [a, ], (a,b), (—o0, b],
etc.

Definition 7.1.1. Sei f : [ — R. Wenn eine Funktion F' : I — R in I differenzierbar ist, dann
heifpt ' Stammfunktion von f, falls F'(x) = f(x) fiir alle x € 1 gilt.

Proposition 7.1.2. Sei F' — R eine Stammfunktion von f, dann gilt:

1. Fiir jedes beliebiges C € R ist die Funktion x — F(x) + C ebenfalls eine Stammfunktion
von f.

2. Sei G eine weitere Stammfunktion von f, dann existiert ein C € R mit G(z) = F(z) + C.

Beweis.
1. Es gilt (F(2) +C) = F'(z) + 0 = f(x).
2. Sei G eine weitere Stammfunkion von f. Wir betrachten F' — GG und finden
(F(z) = G(x)" = F'(z) - G'(x) = f(x) = f(z) =0,
dh. F(z) — G(x) = C firein C € R.
[

Definition 7.1.3. Die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f bezeichnen wir als das unbe-
stimmte Integral von f, kurz [ fdx = [ f(x)dz = F(z) + C mit C' € R beliebig.

99
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Bemerkung 7.1.4. Sei f € C'(I), dann ist die Operation D := %, f = D(f) :== [ nicht
injektiv. Aber die (inverse) Operation D™ := [ - dx, f — D~ := F (F Stammfunktion von f)
ist die Rechtsinverse zu D, da D(D7)(f) = D(F) = F' = f.

Satz 7.1.5. Seien f,g : I — R zwei Funktionen mit den Stammfunktionen F und G, d.h. F' = f
bzw. G' = g, und a € R.

1. Es gilt

/af(x)dx — a-/f(x)dm.
/(f+g)dx: /fda:+/gdx.

3. Seien f, g differenzierbar, dann gilt

/fg’d:czf-g—/f’gd:v

4. Sei p : J — I differenzierbar und bijektiv, dann gilt

2. Es gilt

(partielle Integration).

[ o) s = Fe@y +0, Cer

(Substitutionsregel).

Bewelis.
1. Esgilt (a- [ f(z)dz)" = aF'(z) = af(x) = ([ af(v)dz)".

2. Die Behauptung folgt aus

( [raes | gdas)' — Fl(2) + G'(2) = f(x) + 9(z) = ( + 9)(a)

- (/(erg)dx)/.

3. Mit der Produktregel folgt

(f-9)=Ffg+fd= (/f’gdx)/+ (/fg’dx)/ = (/f'gder/fg'dx)l.
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4. Mit der Kettenregel folgt

(Flot) +C) =

Grundintegrale

1
o — a+1 -1
/;E dx = ari? +C (a#-1)
/sinxdmz—cosx—i—c

/cosxdx =sinz +C

/édlen\xH—C (x #0)

/emdx:e“c—kC

x _a:t
/adx—lna (a>0,a#1)

a-+x

+C

1 1
/—az_Ide: %ln

1
/sin2 xdx = Q(x —sinzcosz) + C

a—x

/tanxdz = —In|cosz|+C
/hq:rdx:xlnx—x—l—C

o
dr = arcsin — + C
a

|

/ de =tanz + C / d = arctanz 4+ C
cos? 1+ 22
/ de =—cotx+C d =arcsinz +C (|z] < 1)
sin?z V1—22
Weitere Integrale (a > 0)
! !/
f(x)d =In|f(z)|+C %da}:amtanﬂx}—k(f

1 1
/—dx = —arctanE +C
a? + 2 a a

/coszxdaz: %(m+sinxcosx)+0
/Cotxdx:1n|sina:\+0
/%dw-—m-i—C
/\/mdx—ln|x+\/m|+0

2
/\/@2 — 22dy = g\/cﬁ — 2+ %arcsinf%—c
a
2
/\/a2+:r2d:£: g\/az—l—$2+%ln|x+\/a2+x2|+0

Bemerkung 7.1.6.

1. Der natiirliche Logarithmus v — In x ist die Umkehrfunktion zu x — e*.

101
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2. Die Funktion x — arcsinz, v € (—1,1), ist die Umkehrfunktion zu x +— sinx mit x €
(=%, %) (Hauptteil des arcsin).

)

3. Die Funktion x — arctan x mit v € R ist die Umkehrfunktion zu v — tanz, x € (-7,

vl

7.2 Integration gebrochen rationaler Funktionen

Definition 7.2.1. Eine Funktion der Form x — p(x)/q(x), wobei p und q Polynome bezeichnen
und der Grad von p kleiner dem Grad von q ist, heifit echt gebrochen rational.

Wir betrachten zunichst komplexe Funktionen z — f(z) = p(z)/q(z) mit z € C.

Satz 7.2.2. Jede echt gebrochen rationale Funktion f = §, p und q Polynome, ldsst sich in der
folgenden Form eindeutig darstellen

[

k l;
sz
= E ., k’,lZ GN, CLi7j,ZZ'€C,
: Z - Zz
=1 j5=1

wobei z;, v =1, ...k, die Nullstellen des Nennerpolynoms q darstellen.

Beweis. Wir fiihren den Existenzbeweis induktiv beziiglich dem Polynomgrad n des Nennerpo-
lynoms ¢ durch. Wir bemerken, der Fundamentalsatz der Algebra lautet

g2)=(z—2)" . (z—2)%, L+.. .+l =n,

d.h. jede Funktion hat soviele Nullstellen, wie ihr Grad betrigt.

(i) Induktionsverankerung n = 1: Esist f(z) = folglich z; = —bund a;; = a.

el
(i1) Induktionsschritt n — n 4+ 1: Wir gehen davon aus, dass die Aussage fir Gradq = n
bewiesen ist. Sei z; eine beliebige Nullstelle von ¢ mit Vielfachheit /1, d.h. ¢(z) = (2 —
21)"7(2) mit einem Polynom 7(z) vom Grad 7(2) = n — [; und 7(2;) # 0. Nun ist
p(z)  plz1) _ p(2)r(z1) —p(z)r(z) _ (2 —21)"s(z)

r(z) (=) r(z)r(z1) r(z)

mit einem Polynom s mit Grad ¢ < n — ;. Damit haben wir

p(2) pe)  s(2)

9(z) = (z—z2)l'r(2)  (z—z)hr(z)  (z—21)htr(z)

Nach der Induktionsvoraussetzung existiert die Partialbruchzerlegung von g(z), d.h.

flay = A gy 4 22

(z — z)Pr(z2) (z — z1)hr(z)

ist Partialbruchzerlegung von f.
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Um die Eindeutigkeit dieser Zerlegung zu zeigen, nehmen wir an, f(z) erlaube eine weitere Par-
tialbruchzerlegung mit Koeffizienten b; ;. Wir substrahieren die beiden Zerlegungen und erhalten

Fiir beliebiges 1 < m < k fiihrt Multiplikation dieser Gleichung mit (z — 2,,)" und Einsetzen
von z := 2, auf ay,;,, = by, . Beriicksichtigt man dies, liefert die Multiplikation der Gleichung
mit (z — 2,,,)' ! und Einsetzen von z := z,, auf a,,1,, 1 = by, 1. So fortfahrend schlieBt man
auf die Identitét aller Koeffizienten, d.h. die Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung. ]

Korollar 7 2.3 (Reelle Partialbruchzerlegung). Jede echt gebrochene rationale reelle Funktion
f(z) = q(x) ) besitzt eine Partialbruchzerlegung

E ’
i l;

L a; zx+cz
:Z l‘—fL‘Z +ZZ a:2+]ozx+]@)

=1 j=1 i=1 j=1

k?;/f/Ji% eN, a;;, b ¢ a0 €R.

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung kann man nun Integrale beliebiger rationaler Funktionen
f(z) = p(x)/q(x) mit Polynomen p und g bestimmen. Falls Gradp > Grad g erhdlt man
mittels Polynomdivision die Darstellung

f(x) = p()/q(x) = r(x) + s(z)/t(x),

wobei nun Grad s < Gradt. Dann berechnet man beziiglich s(z)/t(z) die Partialbruchzerle-
gung. Unter Beachtung der Stammfunktionen [(z —a) 'dx =In|z —a|+ C, [(z —a)dzx =
1/(1 =)z —a)' ]+ C (G #1)und

1 2a —b b
/%d ln|:c +bx+c|+4—arctan—+ 4c —b* > 0,
c

kann man nun das Integral [ f(z)dx berechnen falls I = 1 fiir alle 1 < ¢ < &/, d.h. Terme der
Form (z + a) /(2 + bz + ¢)? fiir j > 1 nicht auftreten. Es sei jedoch angemerkt, dass letztere mit
Hilfe partieller Integration ebenfalls berechenbar sind.

Beispiel 7.2.4. Wir betrachten die rationale Funktion

=2t 2 — 2P+ + 1
(24 1)(x —1)?

Da der Polynomgrad des Ziihlers grofier ist als der Polynomgrad des Nenners, fiihren wir zurest
eine Polynomdivision mit Rest aus

fx) =
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Nun miissen wir vom echt gebrochenen Anteil die Partialbruchzerlegung bestimmen. Der Nen-
ner hat die doppelte Nullstelle 1 und die (konjugiert) komplexen Nullstellen +i. Gemdyf; Korol-
lar 7.2.3 machen wir den Ansatz

1 _Aac+B+ C . D
(224 1)(zr—1)2  224+1  a-1 (z-1)%

Bringen wir nun die rechte Seite der Gleichung auf den Hauptnenner ergibt sich

1
(22 +1)(x—1)2
(Az+ B)(zx — 12+ C(2?* + 1)(z — 1) + D(2* + 1)
(24 1)(x —1)?
2} (A+C)+a*(—2A+B—-2C+ D)+ 2(A-2B+C)+(B—C+ D)

(22 +1)(z —1)2

Die Polynome der Ziihler der linken und rechten Seite miissen gleich sein, das heisst, die Koeffi-
zienten miissen iibereinstimmen. Dies fiihrt uns auf die vier (linearen) Gleichungen

A+C =0,
“9A+B-C+D=0,
A—2B+C =0,
B-C+D=1.

Lisen wir dieses lineare (4 x 4)-Gleichungssystem erhalten wir
A=1/2, B=0, C=-1/2, D=1/2,

das heifst
x 1 1

22 +1) 2w@—1)  2@-1)p

Damit ergibt sich fiir f die Stammfunktion

flz)=x+

221 1 1
de ="+ -In|e®+ 1| — ~Infe — 1| - ——— + C.
/fg’j y Pyl =g je == ormy +

7.3 Das Riemann-Stieltjes-Integral

Wir behandeln die Integration von (reellen) Funktionen einer reellen Variablen iiber einem In-
tervall I = [a, b]. Die Behandlung der Integration iiber Mengen werden wir erst spéter in einem
allgemeineren Zusammenhang kennenlernen.
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Definition 7.3.1. Gegeben sei das Intervall I = [a,b]. Unter einer Zerlegung bzw. Partition
von I verstehen wir eine endliche Menge von Punkten

Z={rp=a<x;<--<z;<---<z,=b} C I
Wir schreiben Ax; = x; — x;_1 und setzen fiir beschrinkte Funktionen f : I — R

m; = inf  f(¢), M,;:= sup f(t),

te[xiflvxi} tE[l‘i_l,xi}

Sei ¢ : I — R eine monotone wachsende Funktion und Ap; == p(z;) — ©(x;_1). Wir definieren
fiir eine Zerlegung 7 die Untersumme durch

s(Z, f,) ZmlA%

bzw. die Obersumme durch

S(Z, fe) ZMA%

Hiermit definieren wir

b b
/fdso =if S(Z, f,¢), /fdso =sups(Z, f,»),
a Ja_ Z

wobei das Infimum bzw. das Supremum iiber alle moglichen (endlichen) Zerlegungen Z von I zu

nehmen ist.
b b
/ Jdp = / fdy

ist, heifit [ beziiglich o Riemann-Stieltjes-integrierbar, kurz; f € R(p, 1) = R(p) und

/bfdso = ffdsﬁz/ibfdso

heifit das Riemann-Stieltjes-Integral.

[ sae= [ s

und wir sprechen von einem Riemann-Integral. Die Funktion ist dann Riemann-integrierbar,
kurz f € R(I).

Falls

Im Sonderfall p(x) = x ist
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Bemerkung 7.3.2. Wir bemerken, dass f_; fdy und fab fdy definiert sind. Aus der Beschriinktheit

von [ folgt fiir ein hinreichend grof3es R > 0, dassﬁ(m)\ < R fiir alle x € I ist. Somit gilt fiir
eine beliebige Zerlegung 7

S(Z, f, ) ZMA% < ZRA% = RiA% = Ri@(mi) — o(xi_1)
= R( () — so(xo)) = R(p(0) :;(a)) -
und analog
SZ.1.9) 2 ~RY) Agi = ~R{e(b) - (0)).
Damit folgt .

—R(p(b) — pla)) < s(Z, f,0) < S(Z, f,¢) < R(p(b) — p(a)),

d.h. die Mengen {S(Z, f,p) : Z ist Zerlegung} bzw. {s(Z, f,¢) : Z ist Zerlegung} sind be-
schrdankt und besitzen somit Infimum und Supremum.

Definition 7.3.3. Eine Zerlegung Z* von I = [a, b| heifst eine Verfeinerung der Zerlegung Z von
1, falls Z7* O Z.

Proposition 7.3.4. Sei Z* eine Verfeinerung von Z, d.h. Z C Z*, dann gilt

S(Z, f.0) 2 5(Z%, f, )

und
s(Z, f, ) < s(Z%, f, ).

Beweis. Zunichst betrachten wir Z* = Z U {z*} mit ;| < 2* < x; fiir ein gewisses 7. Dann
ist

sup  f(H)Ap; = sup  f(t)(@(x) — o(z*) 4+ o(z¥) — (1))

zi—1<t<z; zi—1<t<z;
= M;((z:) — (x%)) + Mi(p(z*) — p(2i1))
> sup  f(HAp; + sup  f(H)Ag],

Ti—1<t<z* *<t<z;—1

das heif3t
S(Z. f.0) =Y MAp; > > M{Ag: = S(Z%, f,¢).

Analog zeigt man

S(Z,f.o0) =) milg; <> miAgt =s(Z%, f, ).

Den allgemeinen Fall erhalten wir hieraus durch vollstindige Induktion. ]
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/Lbfdwéffdsa

Beweis. Seien Z; und Z; Zerlegungen, dann betrachten wir eine gemeinsame Verfeinerung Z* =
Zy U Zy,dh. 2y, Zy O Z*. Wie wir eben gezeigt haben, gilt dann

S(Zlaf730) < S(Z*afvsp) SS(Z*,]C,()O) SS(Z%fvsD)

Proposition 7.3.5. Es gilt

Folglich ist
s(Zy, fo0) < S(Zs, f, ).

Lisst man nun Z; fest und nimmt das Supremum tiber alle Z;, so folgt nun

b
/ fdo < S(Zs, f.0).

Nimmt man nun das Infimum iiber alle 75, so folgt die Behauptung. ]

Satz 7.3.6. Fiir eine beschrinkte Funktion f gilt f € R(y, [a,b]) genau dann, wenn zu jedem
€ > 0 eine Zerlegung Z existiert mit

S(Z,f, @) —s(Z, f,p) <e.

Beweis. “<":Zu beliebigen € > ( existiere eine Zerlegung Z mit

S<va790) _S(Zaf>90) <Eé.
Nach Proposition 7.3.4 gilt
b b
sz < [ gap < [ rdp<52.10)

und folglich o
b b
os/fdso—/fdso35<z,f,so>—s<z,f,so><s-

Damit folgt aber sofort

OI/abfdw—/ibfdso

“=":Essei f € R(p, |a, b]). Dann existieren zu jedem ¢ > 0 Zerlegungen Z; und Z, mit

und somit f € R(y, [a,b]).

DO | ™

b b
St - [ rde<5 [ fdo-sZafie) <
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Fiir eine gemeinsame Verfeinerung Z* von Z; und Z; gilt dann

b
S(Z%, f,0) < S(Zy, frp) < §+/ fdo <e+5(Zy, fop) <e+s(Z7 frp),

also
O<S(Z*7f7()0)_8(Z*7f7()0) <ée

Satz 7.3.7. 1. Gilt
S(Z,f,g&) _S(Zafa()O) <é€

fiir ein Zerlegung Z von |a, b), so gilt dies auch fiir jede Verfeinerung.

2. Sei
S(vaaw)_8<zaf7(p)<5

fiir Z = {xo,...,x,}, dann gilt
Z |f(ti si)|Ap; < e

fiir beliebige Zwischenwerte s;,t; € [x;_1,x;].

3. Sei
S(Z7fa90)_8(27fa90)<5

fiir Z =A{xo,...,x,}, dann gilt

<e&.

f g [ fdo

fiir beliebige Zwischenwerte t; € [x;_1, x;.
Bewelis. 1. Die erste Aussage folgt direkt aus Proposition 7.3.4.
2. Fiir bliebig gewihlte s;,t; € [x;_1, x;] gilt
|f(t:) = f(sa)] < M; —m.

Damit folgt die Behauptung gemif

0<Z|f |A¢z<ZM mi)Ap; = S(Z, f,¢) —s(Z, f,¢) <&

=1
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3. Wir erinnern uns zunichst, dass fiir jede Zerlegung gilt

S(Z,f.9) < / fdo < S(Z, f,).

Ferner ist offensichtlich, dass
s(Z,1,0) <Y F(t)Ap < S(Z, f,)
i=1
fiir beliebige ¢; € [x;_1, z;]. Hieraus folgt

[ 1= 3 s

SS(Z,f,gO)—S(Z,f,(,O)<€.

Satz 7.3.8. Sei f € C([a,b]), dann ist f € R(y, [a,b)).

Beweis. Seie > 0 beliebig und n > 0 so gewdhlt, dass

@(b) — p(a)

Wir bemerken, da [a, b] kompakt ist, ist f gleichméBig stetig auf [a, b], folglich existiert zu > 0
ein 6 > 0 mit |f(z) — f(y)| < nfiralle z,y € [a,b] mit |z — y| < . Wir wihlen nun eine
Zerlegung derart, dass Ax; < 0 fiiralle: = 1,...,n. Dann gilt

M;—m; = sup |f(z)— f(y)| <n.

z,y€[Ti1,34]

Damit erhalten wir

n

i=1 =1
Nach Satz 7.3.6 gilt daher f € R(y, [a,b]). O

Satz 7.3.9. Ist ¢ stetig und  monoton auf |a, b, dann ist f € R(yp, [a,b)]).

Beweis. Seie > ( beliebig und Z eine Zerlegung derart, dass

o0) — pla)

Ap; = p(z;) — p(ri1) = n



110 KAPITEL 7. INTEGRATION VON FUNKTIONEN

Eine derartige Zerlegung existiert aufgrund des Zwischenwertsatzes. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei nun f monoton wachsend angenommen. Es folgt dann fiir hinreichend grof3es
n € N dass

n

S(Zafa 90) - S(Z> fa 90) = Z(Mz _ml)Agpz

]

Satz 7.3.10. Sei f auf [a,b] eine beschrinkte Funktion, die bis auf endlich viele Unstetigkeits-
stellen yx, k = 1,...,m, stetig ist. Ist p an den Stellen y, stetig, dann ist f € R(¢p, [a,b]).

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ in den Punkten y; existieren Intervalle 1), := (ay, by),

k=1,...,m, mity, € I und
€
br) — < —.
plbe) = plar) < —

Da
K = [a,0]\ | J I

kompakt ist, ist f : K — R eine gleichmaBig stetige Funktion auf K. Daher existiert ein 6 > 0
mit |f(z) — f(y)| < e firalle z,y € K mit |x — y| <.

Wir konstruieren nun eine Zerlegung Z = {x,...,x,} von [a,b] wie folgt. Es gelte {ay, by, :
k=1,...,m} C Zundfiirjedesk € {1,...,m} gebeeseini € {1,...,n},sodass [z;_1,2;] =
lag, bg], d.h. x; & |J Iy firallei = 1, ..., n. Ferner gelte Ax; < ¢ falls [z;_1, x;] C K. Aufgrund
der Beschrinktheit von f existiert ein M > 0 mit |f(z)| < M fiir alle z € [a, b]. Daher gilt
zunichst

M; —m;= sup f(t)— inf f(t)<2M

tE[CEi_l,mi} te[xiflaxi}

fiurallei € 1,...,n. Im Falle [x;_,2;] C K folgt sogar aufgrund der gleichméBigen Setigkeit
von f dass

[f(s) = f()] <&

fir alle s,t € [x;_1, z;] und daher
M; —m; < e.
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Nach Konstruktion der Zerlegung Z erhalten wir nun die Abschitzung

S(Z, ) = s(Z, f,9) < Y (Mi —my) Ap;

i=1
< eZAgpi + 22]\/[5 = e(p(b) — ¢(a) +2mM).
i=1 k=1

Nach Satz 7.3.6 folgt damit f € R(yp, [a,b]).

Satz 7.3.11. Sei f € R(p,[a,b]) und f([a,b]) C [m, M]. Desweiteren sei g : [m,M] —
stetig auf [a,b]. Dann folgt fiir die Komposition h : |a,b] — R definiert durch h(z) = g(f(x)
ebenfalls h € R(yp, [a,b]).

< U

N~—

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass g : [m, M] — R gleichmiBig stetig ist. Somit existiert zu
jedem ¢ > 0 mit |g(s) — g(t)| < ¢ fiir alle s,t € [m, M] mit |s — ¢| < 0. Wir diirfen dabei ¢ so
wihlen, dass ¢ < ¢ gilt.

Da f € R(yp,[a,b]), existiert zu diesem § > 0 eine Zerlegung Z = {zy, ..., z,} von [a, b] mit
S<Zaf7§0) _3<Zaf,(,0) < (52.

Wir schreiben
M;:= sup f(t), m:= inf f(t),

te[azi_hxi] t€lwi—1,%i]
und
M} = sup h(t), m; = inf h(¢).
tG[.Z‘i_l,.Z’i] t€[zi—1,%i]

Wir zerlegen nun Z = V U W, so dass gilt z; € V' genau dann, wenn M; —m; < d,und z; € W
genau dann, wenn M; — m; > ¢. Insbesondere gilt dann V NW = ().

Fiir ein beliebiges x; € Z gilt dann entweder
M:—m; <e,
niamlich wenn z; € V, oder aber

M —m; <2 sup |g(f(t)| =2 sup |g(t)] =: 2K,
tela,b] t€[m,M]

namlich wenn z; € W.

Wir konnen nun abschitzen

n

S(Z.f,0) = s(Z. f.9) = D (M7 =m)) Ay

1=1
= (M - m)Ag Y (M7 - mi)Ag,

z, €V z,EW

<e(p(d) — p(a)) + 2K Y Ag.
z, €W
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Nun gilt aber
0)  Ap; <> (M —m—i)Ap; < 6° < de

r, €W r, €W
aufgrund der Wahl der Zerlegung 7, und damit haben wir

S(Z,f,¢) = s(Z, f.¢) <e(p(b) — pla) + 2K).

Nach Satz 7.3.6 folgt die Behauptung. ]

7.4 Eigenschaften des Riemann-Stieltjes-Integral

Satz 7.4.1.
1. Seien f1, fo € R(p,[a,b]) und c € R, so gilt f1 + fo € R(p, |a,b]) und cfy € R(yp,|a,b])

mit
/ (ot g = / fdg+ [ e

b b
/ cfidp = c/ fidep.

2. Gilt f1(z) < fo(z) fiir alle x € [a,b], so folgt

/abfldSD < /abfzdSD-

3. Fiir f € R(p,[a,b]) und c € [a,b] gilt

/acfdsovL/cbfdsD:/abfds@-

4. Sei f € R(¢1,|a,b]) und f € R(p2,[a,b]), dann ist f € R(¢1 + @2, [a, b]) mit

/a " fd(or + ) = / " fdgr + / ' fdgn

Beweis. Wir wollen uns auf den Beweis des ersten Teils der ersten Aussage beschrinken, da die
Beweise der verbleibenden Aussagen dhnlich sind.

Wir bemerken zuerst, dass fiir jede beliege Zerlegung 7 gilt

8(27 f17§0> +S(Zv f27§0) < S(Zv fl +f27()0)
< S(Z, fi+ fasp) S S(Z, fr.90) + S(Z, fas ) (7.1)
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Seien nun fi, fo € R(¢p, [a,b]) und € > 0 vorgegeben. Es existieren Zerlegungen Z; und Z, mit

S(Zl,f,QO)_S(Zl,f,(P) <€/27 S(ZQ,f,QO)—S<ZQ,f,(,0) <5/2'

Dies gilt auch fiir jede gemeinsame Verfeinerung Z von Z; und Z,

S<Za fl,%o) - S(Z7 fla@) < 8/27 S(Z7 f27()0> - S(Za fQ,SO) < 8/2
Aufgrund von (7.1) folgt damit

S(Z, [i+ f20) = s(Z, [r + f2.9)
< S(Z7f1’90) +S(Z,f2,§0) _S(val’gp) - S(va%(p) <E.

GemilB Satz 7.3.6 schlieBen wir f1 + fo € R(yp, [a,b]).
Es verbleibt noch die Gleichung

/ab(fl + f2)dp = /abfldSOJr/abfzdSO

zu zeigen. Fiir die Zerlegung Z gelten die Ungleichungen

S(Z, f1,¢ /fldgo—l—a S(Z, fa, ) /f2d<p+€

d.h. nach (7.1)

b b b
/(f1+f2)dg0§S(Z,f1—|—f2)</ f1dg0+/ fadp + 2¢.

Da ¢ beliebig ist folgt hieraus

/ (ot g < / fdg+ / ’ fude.

Ersetzt man in dieser Ungleichung f; durch — f; und f> durch — f5, so erhalten wir die Umkeh-
rung dieser Ungleichung. Damit haben wir die gewiinschte Gleichheit bewiesen. [l

Satz 7.4.2. Fiir f,g € R(yp, |a,b]) folgt

1. [-g€ R(p,la,bl).
b b
/ fdso‘ < / Fld.

Bewelis. 1. Da y +— g stetig auf R ist und f € R(y, [a,b]), gilt nach Satz 7.3.11, dass
f? € R(yp,a,b]). Folglich ist auch (f + ¢)%, (f — g)*> € R(y, [a,b]) und damit auch
(f+9)?+ (f — 9)* € R(p, [a,b]). Aus der Parallelogrammidentitit

Afg=(f+9)°—(f—9)’

2. |fl € R(e, [a,b]) und

folgt dann f - g € R(¢, [a,b]).
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2. Day +— |y| auf R stetig ist, folgt aus Satz Satz 7.3.11, dass |f| € R(¢, [a,b]). Sei c = £1
derart, dass ¢ f; fdp > 0, dann ist

abfdsz?‘ =c/abfds0/abcfds0§ /abmdso

wegen cf (z) < |f(z)| und Satz 7.4.1.

]

Unter gewissen Bedingungen ldsst sich das allgemeine Riemann-Stieltjes-Integral auf ein einfa-
ches Riemann-Integral zuriickfiihren.

Satz 7.4.3. Sei ¢ : [a,b] — R monoton wachsend mit ¢’ € R([a,b]). Sei ferner f eine be-
schréinkte Funktion auf [a,b]. Dann ist f € R(yp, |a,b]) genau dann, falls f - ¢' € R([a,b]) und

es gilt
b b
/fdsOI/ f'da.

Beweis. Da ¢’ € R([a,b]), gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Zerlegung Z = {zy,...,z,} von
la,b] mit S(Z,¢") — s(Z,¢") < e. Aufgrund des Mittelwertsatzes existieren Zwischenstellen
ti € (x;—1, z;) mit
o(wi) — p(i1) o Ayp;

Ty — Ti—1 N Az;

¢'(t:) =

Fiir beliebiges s; € [z;_1, x;] folgt nun

Zk@ (t)|Az; < S(Z,¢) — s(Z,¢) < e

Setzen wir M := sup,|, ) | f(7)| und beachten

n n

> fsi)Api = f(si)¢ () Az,

i=1 =1

ergibt sich hieraus

)A@; — Zfsl si)Az;| < Z|f )l (s:) — ' ()| Az; < Me.

Da die s; beheblg gewihlt werden konnen, folgt hieraus

S(Z, f,¢) <Zfsl si)Az; + Me < S(Z, f - ') + Me,

S(Z, f-¢) Zf VA + Me < S(Z, f, ) + Me,
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das heisst
|S<Z, f,(P,) - S<Z7 f, (,0)| < Me.

Alle Schritte bleiben bei jeder Verfeinerung von Z wahr, so dass folgt

ffdso - Zfso’dw
ffdso = Zf@’dx'
/Lbfdso = /ibfso’dzr,

woraus nun die Behauptung folgt. ]

< Me

und somit

Analog zeigt man, dass

Definition 7.4.4. Die sogenannte Heavysidefunktion H : R — R ist definiert durch

0, =<0,
H(x):{l >0,

Lemma 7.4.5. Sei f : [a,b] — R beschrdnkt und stetig in s € [a, b], dann gilt mit p(x) : H(x—s)
dass

/ab fdp = / FdH(- = 5) = ().

Beweis. Betrachte die Zerlegung Z = {a = x¢, x1, 3, 3 = b} mit z; = s. Es gilt
3

S(Z, f,p) = Z sup  f(t)AH; = sup f(t)-1=: M,

i—1 te|zi—1,2] te|z1,x2]

und
3

s(Z, f,p) = Z inf  f(t)AH; = inf f(t)-1=:ms.

= t€[wi—1,2;) t€([zy 2]

Da f an der Stelle z; = s stetig ist, gilt My — f(s) und mqy — f(s) fiir 25 — 1, dies bedeutet

/Lbfdw = deso = f(s),

also die Behauptung. ]
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Satz 7.4.6. Seien c;, > 0 fiir alle k € N mit

oo
E cp < 00,
k=1

{sy} eine Folge verschiedener Punkte auf [a,b] und f : [a,b] — R stetig auf [a,b]. Dann gilt fiir
die monoton wachsende Stufenfunktion

o0

o(z) = chH(x — Sk)

k=1

dass

b )
/ fdo =" flsk)ex.
a k=1

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Reihe Y .- | ¢ H(z — s;) infolge des Majorantenkrite-
riums fiir jedes = € [a, b] absolut konvergent ist. Die Funktion () ist offensichtlich monoton
und es gilt ¢(a) = 0und ¢(b) = > "7, ck.

Zu ¢ > ( beliebig, existiert ein N € N mit der Eigenschaft

[e.9]

Z . < €.
k=N-+1
Wir definieren N
p1 =Y aH(z - sp), pri= Y cH(z — ).
k=1 k=N-+1

Dann gilt nach Lemma 7.4.5

b N
/ fdp, = Z Ckf(sk)'
a k=1

Da aus der Stetigkeit von der Funktion f deren Beschrénktheit folgt

M = sup [f(z)| < o0,
z€la,b]

/ab fdes

Wegen ¢ = 1 + (o ist, folgt aus Satz 7.4.1 dass

b N
/ fdp — Z Ckf(sk)
a k=1

Fiir N — oo bzw. ¢ — 0 ergibt dies die Aussage. [

erhalten wir
< Me.

< Me.
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Satz 7.4.7 (Substitutionsregel). Sei v : [A, B] — [a,b] streng monoton wachsend und stetig.
Ferner sei ¢ : [a,b] — R monoton wachsend und f € R(yp, [a,b]). Setzen wir

V) =e(r(W),  9ly) = f(r ),

dann ist g € R(1, [a,b]) und es gilt
B b
[ oo = [ s
A a

Beweis. Wir bemerken, dass aufgrund der strengen Monotonie die Funktion 7y : [A, B] — [a, 0]
bijektiv ist. Somit gehort zu jeder Zerlegung Z = {xy,...,x,} von [a, b] eine Zerlegung W =
{yo, ..., yn} von [A, B] gegeben durch y; = v~ !(z;). Ferner gibt es zu jedem y € [y;_1, ;] ein
x € [v;-1, 7] mit g(y) = f(z). Damit gilt S(W, g,) = S(Z, f, ) und s(W, f,¥) = s(Z, f, ¢).

Wegen f € R(yp, |a,b]) existiert zu jedem € > 0 eine Zerlegung Z mit

b b
S(Z,f.0) < / fdote,  S(Z 1) > / fdp—e.

Daraus folgt aber
B B
S(vv,g,ws/ gdip + ¢, s(W,g,ws/ g — ¢,

A A

d.h. die Behauptung. ]

Bemerkung 7.4.8. Fiir die Wahl ¢ = x ist ) = . Ist nun ' € R([A, B]), so folgt die “bekann-
te” Substitutionsregel

[ o= [ 6w

7.5 Integration und Differentiation

Satz 7.5.1. Sei f € R([a,b]), dann ist die Funktion x — F(x) := [ f(t)dt stetig auf [a,b]. Ist
[ an der Stelle x( € [a,b] stetig, so ist F' dort differenzierbar mit F'(xo) = f(x).

Beweis. Wegen f € R([a,b]) ist M := sup;¢(, 4 |f(t)| < co. Somit folgt fiir beliebige a < z <
y < b dass

F(x) - Fy)| = / " Fth)dt < M(y— ).

Sei ¢ > 0 beliebig aber fest. Wir wihlen 0 < § < /M und erhalten fiir alle |x — y| < J, dass
|F(z) — F(y)| < eist, d.h. Fist auf [a, b] (gleichmiBig) stetig.
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Falls f an der Stelle x, stetig ist, wihlen wir zu € > 0 ein § > 0 derart, dass | f(z) — f(zo)| < ¢
firalle |z —y| < J.Seinunzy— 0 < s < xy <t < o+ 0, dann gilt

Fit)—F
‘<> () _ f(z0) :‘ /f Fzo)du| < e,
t—s t—s
also insbesondere fiir s = zq
F(t) — F(xo)
‘ P— flzo)| <€
Daraus folgt aber sofort
Fit)—F
F'(z0) = lim ) (z0) = [ (o)
l—xo t—xg

]

Satz 7.5.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f € R([a,b]|) und F'(z) =
[ f(x)dz + C eine Stammfunktion von f, d.h. F'(x) = f(x) fiir alle x € [a, b]. Dann gilt

/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Beweis. Seie > ( beliebig und Z eine Zerlegung mit

S(Z,f)—s(Z,f) <e

Nach dem Mittewertsatz der Differentialrechnung existieren fiir alle 7 = 1, ..., n Zwischenstel-
lent; € [x;_1, z;] mit

F(x;) — F(xio1) = F'(t;) Az = f(ti)Ax.

Daraus folgt

n

Z ft)Ax; = (F(;) — Flwio1)) = F(b) — F(a).

=1

‘F(b) _ Fla) — /  Ha)de

Aus Satz 7.3.6 folgt daher

< €.

]

Aus dem Mittelwertsatzes der Differentialrechnung folgt mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung sofort der Mittelwertsatzes der Integralrechnung.
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Korollar 7.5.3 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f € R([a, b)) stetig, so gibt es ein
¢ € (a,b) mit
b
| #aria == arr©).

Wir kénnen nun die folgende Variante des Satzes von Taylor beweisen.

Satz 7.5.4 (Lagrange-Darstellung des Restgliedes). Sei f : [ = [a,b] — Rund f € C™"([a, b)),
dann gilt beliebiges fiir o € (a,b)

f(@) = T, w0) + B (2, 20)

mit dem Taylorpolynom

xxo Zf Ji—wo)k

k=0
und dem Lagrangeschen Restglied

z p(mt1)
Rm(x,xo)—/ S O

!
R

Beweis. Wir fiihren den Beweis mittels vollstindiger Induktion.

Fiir m = 0 erhalten wir die Aussage

f(2) = flxo) + / " poye

die dquivalent ist zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir m € N gilt, und zeigen, dass sie dann auch fiir
m + 1 folgt. Es gelte also
f(x) =Tz, x0) + Rp(x, 20).

Definieren wir

F(t) = (T::_ 1()? (z —t)™*!
dann folgt | e Fom+2) (1) - FmED) () m
F<t):E<t_(m+1)|( A

und daher ist

F(z) — Fw) = / " Pt

) 1"(; f (m+2) (t) _— T f(m+1)(t) o
= | G- /T(x £t
) —

= Ry1(x,z9) — R (x, 20).
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Es ergibt sich demnach die Beziehung
Ry (z,20) = Rini1(, o) + F(0)-
Diese eingesetzt in die Induktionsvoraussetzung liefert

f(m+1)(130)
(m+1)!

= T (2, 20) + Ryppr (, o).

f(x) =T (x, 20) + (z — 20)™ " + Rypia (2, 20)

]

Korollar 7.5.5 (Partielle Integration). Seien F' und G auf [a, b] differenzierbare Funktionen mit
F'=fund G' = gund f,g € R([a,b]). Dann gilt

/ F(z)g(z)dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — / f(z)G(x)dx.

Beweis. Setzen wir H(xz) = F(x)G(z), dann folgt die Behauptung direkt aus dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung

F)G(b) — F(a)Gl(a) = H(b) — H(a) = / H'(2)dz
_ / Fl)g(x)dz + / F@)G(x)de.

]

Definition 7.5.6. Seien fi, fo, ..., fn : [a,b] = Rund f = (f1,..., fn) : [a,b] — R" sowie ¢ :
la, b] — R monoton wachsend. Wir schreibenf € R(p, [a,b]), falls alle f, ..., f, € R(p,|a,b]).

In diesem Fall gilt
b b b
[ tao=( [ fido.. [ ).

Aus dem Eindimensionalen erhalten wir unmittelbar die folgende Proposition.

Proposition 7.5.7. Seien die Funktionen £, F : [a,b] — R" und f € R([a,b]) mit ¥’ = £, dann
gilt
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7.6 Rektifizierbare Kurven

Definition 7.6.1. Eine stetige Funktion vy : [a,b] — R* heifst Kurve auf dem Parameterintervall
la, b]. Falls  injektiv ist, heifsit die Kurve ein Bogen. Falls ~y(a) = ~(b) gilt, dann heift die Kurve
geschlossen.

Bemerkung 7.6.2. Wir haben hier absichtlich Kurven als Abbildungen und nicht als Punktmen-
gen definiert. Zwei Kurven ~y; und -5 konnen verschieden sein, jedoch den selben Bildbereich
(€ R¥) besitzen.

Definition 7.6.3. Sei Z = {xq, x1, ..., x,} eine Zerlegung von [a, b), dann definieren wir N\(Z,~) :=
Yo (@) — y(@ic)|l, doh. A(Z, ) ist die Linge des Polygonzuges durch die Punkte ~(x;).
Wir nennen die Kurve rektifizierbar, falls gilt

A(y) =supA(Z,7) < o0
Z

Die Grifie A() heifst Bogenlénge der Kurve 7.

Satz 7.6.4. Der Tangentenvektor an die Kurve 7y gegeben durch ~' : [a,b] — R" sei stetig auf
la, b], kurz v € C([a, b]; R™). Dann ist ~y rektifizierbar und es gilt

b
AG) = [ I
Beweis. Wir zeigen zunichst, dass gilt

b
A0 < [ IV @l
Hierzu bezeichne Z = {t,,...,t,} eine beliebige Zerlegung von [a, b] mit
a:t0<t1<...<ti_1<ti<...<tn:b.

Es gilt
t; t;
e =l = | [ voar < [*
ti1 li—1

i—

und daher A(Z,v) < fab ||/ (t)]|dt durch aufaddieren iiber alle Teilintervalle. Damit folgt aber

supA(Z7) =A0) < [ Iyl

Wir zeigen nun, dass auch die Ungleichung

b
sz/uwmw
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gilt. Wir bemerken zunéchst, dass 7' gleichmiBig stetig ist auf [a, b]. Demnach existiert zu jedem
g > 0eind > 0 mit

17/ (t) = (s)l < ¢

fiir alle s,t € [a, b] mit
|s —t] < 6.

Wihlen wir nun eine Zerlegung Z = {t, ..., t,} mit der Eigenschaft A; < §, dann gilt

IV @O < (1 ()l + e

fir alle t € [t;_1,t;]. Daraus folgt

[ mena< [ e+

= / 7( H + eAt;
_ / (t) — (¢ ))dt” +eAL
(oL e
<|[ [ vwa]+ [ 1) o e
t;
< (tz)l Y(tica)|| +25Ati-
Summieren wir nun wider iiber ¢ = 1, ..., n, d.h. {iber alle Teilintervalle, erhalten wir
JCCLE Zuv tin) |+ 226 — a) = A(Z,7) +22(0 )

gA( ) +2¢(b — a)

fiir beliebiges ¢ > 0. Daraus folgt

b
/ I (0)lldt < A).

Beispiel 7.6.5. Der Einheitskreis in R? kann als Kurve vermittels der Abbildung

0, 27] — R,
v =

t — (cost,sint)T,
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beschrieben werden. Aus v'(t) = (—sint, cost)? folgt

I (1) = Vsin®t + cos2t = 1

und daher
27 2
Aly) = / I/ (0)lldt = / dt = 2.
0 0

7.7 Uneigentliche Integrale

Das Riemann-Stieljes-Integral f; f(z)dp(x) wurde entwickelt unter der doppelten Vorausset-
zung, dass sowohl die zu integrierende Funktion f als auch das Integrationsintervall [a, b] be-
schrinkt sind. Lésst man eine dieser beiden Voraussetzung fallen, verliert das Integral zunichst
seinen Sinn. Es liegt jedoch auf der Hand, auch fiir unendliche Intervalle das Integral durch einen
entsprechenden Grenziibergang zu definieren, etwa fiir beschrinktes f, aber einem unbeschrank-

ten Intervall
o) )
| raeto) = tim [ @)

Entsprechend wird verfahren, wenn das Intervall I = [a, b] zwar beschrinkt ist, die Funktion f
jedoch unbeschrinkt ist auf [a, b]. Nehmen wir an, dass f im Punkt ¢ € [a, b] unbeschrénkt ist,
dann erhalten wir

/fdso /fdw /fdso

:lim/ f(z)dep(x +11m f()()

e—0+ e

Beispiel 7.7.1. Wir betrachten das Integral foa x®dz fiir beliebiges a > 0 und o € R. Wir finden

/ 2%dx = lim x%dx
0

e—=0+ /.
_ hm (Oé + 1)71(aa+1 . 6a+1>’ a 7& -1
e=0+ | Ina — Ineg, a=—1,

a+1
_ e a>-1
00, a < —1.
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Hingegen kehrt sich die Situation fiir das Integral f;o x*dx um

0o y
/ z%dx = lim z%dx

y—oo J,
~ m (Oé + 1)71(ya+1 _ anrl)’ a 7& -1
y— |lny —Ina, a=—1,

a+1
B __c;H’ a < —1,
00, yoo > —1.



Kapitel 8

Folgen und Reihen von Funktionen

8.1 GleichmaBige Konvergenz

Definition 8.1.1. Sei (f,,),en eine Folge von Funktionen, die auf der Menge D definiert sind.
Ferner konvergiere die Zahlenfolge (fn(x))neN fiir jedes x € D. Dann definiert

ebenfalls eine Funktion auf D. Wir sagen, die Funktionsfolge (f,)nen konvergiert punktweise
gegen die Grenzwerte von f.

Konvergiert die Reihe y " | f,(x) fiir jedes x € D, so definieren wir analog

F(a) =Y fal@)
n=1
und nennen die Funktion I’ die Summe der Reihe ) | fn.

Die Frage ist nun, wieweit sich Eigenschaften wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrier-
barkeit der einzelnen Funktionen auf die Grenzfunktion iibertragen lassen. Dass man hierbei
vorsichtig sein muB3, zeigen folgende Beispiele:

Beispiel 8.1.2. . Sei

Fiir alle m € N gilt

dass heift,
lim ( lim smm) = 0.

m—00 n—od

125
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Aber fiir alle n € N gilt
) m
lim =1,
m—oo M + N

dass heift,
lim < lim sm7n> =1.

n—oo m—00

Die Reihenfolge von Grenzprozessen diirfen wir im allgemeinen also nicht vertauschen.

2. Wir betrachten fiir n € Ny die Funktionen

[)32

und betrachten
oo
= Ty
n:O + x

Fiir x # 0 erhalten wir

- 1
— g2 _ 2
Z +.CE2 A =1+4+2z".

n:O 1—z2

Da jedoch f,(0) = 0 fiir alle n € Ny gilt

0, xz =0,
F(z) = )
14+2°, x#0,

dass heifit F' ist nicht stetig in x = 0.

3. Fiir m € Ny sei

fin(x) := lim (cos m!am)>".
Ist x irrational, so folgt m\x & 7, und somit | cos(m!lxm)| < 1, also f,,(x) = 0. Dagegen
gilt fiir rationales x, sagen wir x = § mitp € Zund q € N, dass f,,(x) = 1 fiirallem > q

da m!§ € 7. Dies bedeutet

lim fon(x) = {; z;gj

Es sei angemerkt, dass diese Funktion nicht Riemann-integrierbar ist.

Definition 8.1.3. Sei (f,),en eine Folge von Funktionen f, : D — R bzw. f,, : D — C. Auf D
heifit diese Folge gleichméBig konvergent gegen f : D — R bzw. f : D — C, falls zu jedem
e > 0ein N = N(¢) € N existiert, so dass gilt

[fn(z) = fz)| <

fiir alle n > N und alle Stellen x € D.
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Proposition 8.1.4. Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert genau dann gleichmdiffig gegen f,
falls die Zahlenfolge
ansup|fn($)—f(x)|, neN,

zeD

eine Nullfolge ist, also gilt
lim sup |fa(z) = f(2)] = 0.

n— zeD

Satz 8.1.5 (Cauchy-Kriterium fiir gleichméBige Konvergenz). Sei (f,,),cn eine Folge von
Funktionen f, : D — R bzw. f, : D — C. Die Folge (f,)nen konvergiert genau dann
gleichmapfig gegen f : D — R bzw. f : D — C, falls zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert,
so dass gilt

(@) = fm(2)] <€

fiir alle n,m > N und fiir alle x € D.

Beweis. “ =": Wegen f,, — [ gleichmiBig, existiert zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so dass fiir alle
x € D und fiir alle n, m > N gilt

@) = @l <5 @) = ful@)] <3,
Somit gilt aber auch

|fm(@) = fu(@)] < [fml@) = fl2)[ + [f(2) = falz)| <€
firallex € Dundn,m > N.

“ <. Fiir beliebiges x € D folgt aus der Cauchy-Bedingung, dass die reelle bzw. komplexe
Zahlenfolge ( fn(x))n <y eine Cauchy-Folge ist. Da R bzw. C ein vollstandiger metrischer Raum
ist, existiert ein f(z) € Rbzw. f(z) € Cmit f(z) = lim,,_ f(x). Damit gilt fiir ein gegebenes
€ > 0 und einem geeignetem N € N dass

(@) = fm(2)] <€

fir alle x € Dund n,m > N.

Halten wir n < m fest und betrachten den Grenziibergang m — oo, dann geht f,,,(x) in f(x)
iber und aus der obigen Ungleichung folgt

|fn(x) - f($)| <e.
[l

In vollstindiger Analogie zu Zahlenreihen, wird die Definition der gleichmifBigen Konvergenz
von Reihen iiber die gleichmifBige Konvergenz der Partialsummenfolgen definiert.
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Definition 8.1.6. Wir sagen, dass die Funktionenreihe » - | f,(x) gleichmiiig auf D konver-
giert, wenn ihre Partialsummenfolge

sul0) = 3 fula)

gleichmdfig auf D konvergiert.

Korollar 8.1.7 (Majorantensatz von WeierstraB). Sei M, = sup,.p |f.(z)|- Falls die Reihe
> M, gegenein M € R konvergiert, so konvergiert die Funktionenreihe y . | f, gleichmdifiig
gegen eine Grenzfunktion.

Beweis. Sei ¢ > 0 beliebig, dann existiert aufgrund des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen ein NV €
N mit

firalle N <n <m.

Hieraus folgt nun fiir alle x € D dass

> fulw)

k=n+1

< R@)< ) My <e,

[sm(%) = s ()] =

Die Partialsummenfolge s, (z) erfiillt also das Cauchy-Kriterium aus Satz 8.1.5. O]

Satz 8.1.8. 1. Sei (f,)nen eine gegen f gleichmdfig konvergierende Funktionenfolge von auf
D stetigen Funktionen, dann ist f ebenfalls stetig.

2. Sei x ein Hiufungspunkt von D und fiir alle n € N konvergiere lim,_., f,(t) =: A,. Sei
fn(z) gleichmiifSig konvergent gegen f und A,, — A fiir n — oo, dann gilt

%im f(t) = lim A, = A,
oder anders ausgedriickt,

lim( lim fn(t)) = lim (lim fn(t)>

t—x \ n—oo n—oo \ t—zx

Beweis. Wir zeigen nur die zweite Aussage, da diese die erste nach sich zieht.

Sei € > 0 beliebig, dann existiert ein N € N derart, dass

Fal) = £ <
und .
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fir allet € D und n > N. Wegen lim,,_., f,(t) = A, existiert eine Umgebung U, von x, so
dass

3
1alt) = Aul < 2
firallet € U, N D und n > N. Damit ergibt sich schlieBlich

() = AL S 1) = Ful®)] + 1alt) = Aul + |4y — Al < S+ S 4+ 2 ==
[]

Definition 8.1.9. Die Menge aller stetigen und beschrinkten Funktionen f : D — R bzw.
[+ D — C bezeichnen wir mit C(D;R) bzw. C(D; C), kurz mit C(D). Wir definieren auf dieser
Menge die Supremumsnorm vermittels

LFI = sup [ f(2)].
xeD

Satz 8.1.10. Die Menge C (D) versehen mit der Supremumsnorm || - || bildet einen normierten
Vektorraum mit der Metrik d(f, g) := || f — ¢||-

Beweis. Seien f,g € C(D)und o, 5 € Rbzw. a, f € C,dann ist of + Bg € C(D), d.h. C(D)
ist ein linearer Raum.

Da die Funktionen aus C'(D) beschrinkt sind, gilt
0 < [[f|l = sup |f(x)] < oo
xeD

fir alle f € C(D). Aus
0= |[f]l = sup [ f(x)]
€D

folgt sofort, dass f = 0 sein muss, also die Nullfunktion ist. Damit ist die Norm definit. Die
Norm ist ebenfalls homogen, da fiir jedes o € R bzw. o € C gilt

lacf [} = sup |cf ()] = || sup | f(z)] = [ - [ ]]-
zeD z€D
Ferner gilt die Dreiecksungleichung, denn fiir beliebiges f, g € C'(D) folgt
If + gl = sup |f () + g(x)]
TE
< sup (| f(2)| + [g(2)])
zeD
< sup|f(x)] +sup|g(z)]
xzeD zeD

=[£I+ llgll

Dies zeigt, dass die Supremumsnorm eine Norm auf C'(D) definiert. Somit ist d(f, g) = || f — ¢/
eine Metrik. [
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Satz 8.1.11. Der Raum C(D) versehen mit der obigen Metrik ist ein vollstindiger Raum.

Beweis. Sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in C'(D), d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so
dass fiir alle n,m > N gilt

d(fr, fm) = | fo — [l <e.
Dies bedeutet, dass
’fn(x) - fm(x)‘ <e€

fiir alle z € D. Aus Korollar 8.1.7 folgt, dass (f,,)nen gegen die Grenzwertfunktion f konver-
giert, dass heil3t

lim [, — £ = 0.
Satz 8.1.8 garantiert, dass f stetig auf D ist. Aus || f,, — f|| < 1 fiir hinreichend groBes n folgt
1Al < 14 [ full < oo,
d.h. f ist beschriankt und damit gilt fiir die Grenzfunktion f € C(D). O

Satz 8.1.12. Sei ¢ : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion und fiir alle n € N gelte
fn € Ry, [a,b]). Falls f, — f gleichmdfiig konvergiert, dann ist f € R(p, [a,b]) und es gilt

lim fndso /fdcp

n—oo

Beweis. Setzen wir

en = |[fo = fll = sup [fulz) — f(2)

z€a,b]

dann gilt
fu(@) —en < flz) < fulo) +en

fir alle x € [a, b]. Somit folgen die Ungleichungen

/ab<fn )y < K fdo < ff o= /ab e 2l = ele)

und daher

0< ffdw - /Lbfdso < /ab Jndo +en(0(b) — p(a)) — /ab(fn —&n)dyp

n—oo

< 22, (p(b) — p(a)) = 0,

/L"fd@ _ Zfdsa _ /ab fdg

dass heif3t



8.1. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ 131

und somit f € R(y, [a, b]).

Der zweite Teil der Behauptung folgt nun aus

/abfdso—/abfnd¢‘= /ab(f—fn)dso' S/ab’f_fn‘dwﬁ&L/abd(p

= () — p(a) X 0.

Dieser Satz tibertrédgt sich natiirlich direkt auf gleichmiBig konvergente Funktionenreihen.

Korollar 8.1.13. Sei ¢ : [a,b] — R eine monoton wachsende Funktion und fiir alle n € N gelte
fn € R(p,[a,b)). Ist F = "> | f, gleichmdifig konvergent, dann ist F' € R(y,[a,b]) und es

gilt
by oo b
[ (X r)ae=3 [ e
a n=1 n=172

Satz 8.1.14. Sei (f,,)nen eine Folge von auf [a, b) differenzierbaren Funktionen, so dass ( fn(ajo))neN
fiir einen Punkt xo € [a, b] konvergiert. Konvergiert (f!)nen gleichmdifig auf [a, b, dann konver-
giert die Folge (f,,)nen selbst gleichmdfig auf [a, b] gegen eine Funktion f und es gilt

lim f;(z) = f'(z)
fiir alle © € [a, b).
Beweis. Sei € > 0, beliebig, dann nehmen wir ein N € N derart, dass fiir alle n,mm > N und

t € [a,b] gilt
|fn(x0) - fm(x0)| <é (81)

und
€

‘() — L)) < =——.
140) = Fl0)) < 55—
Wenden nun den Mittelwertsatz auf die Funktion f,, — f,, an, dann gilt fiir beliebiges x € [a, b]

et —z| e

20 —a) <3 (8.2)

|(fal@) = fn(@)) = (fu(t) = f()) | = [(fr = L)t — 2] < 5

Aus der Ungleichung

(@) = fu(@)] < [(fal@) = fn(@)) = (Fult) = Fin ()| + [ £a(t) = f(D)]
folgt nun durch die spezielle Wahl ¢ = 2y mit Hilfe von (8.1) und (8.2) dass

|fou(®) — frm(2)] < €/24+¢/2=¢
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fir alle x € [a, b]. Damit ist das Cauchy-Kriterium fiir die gleichmifige Konvergenz der Funktio-
nenfolge ( f,,),en nachgewiesen und daher konvergiert f,, gleichméBig gegen eine Grenzfunktion

f.
Fiir festes = € [a, b] betrachten wir nun die Funktionen

Sn(t) = fn(x)

t—x

1) = ()

t—x

pn(t) = () =

Da f,(t) gegen f(t) konvergiert, folgern wir dass ¢, (t) gegen ¢(t) fiir n — oo. Insbesondere
ergibt sich aus (8.2), dass

(0) ~ Fule) = (50— )| e
t—x ~2(b—a)’

[on(t) = pm (1) =

das heif3t ¢,, konvergiert sogar gleichmiBig auf [a, ] \ {z} gegen ¢.
Nun gilt aber auch
lim ¢y, (t) = f,,()

t—x

fiir alle n € N. Nach Satz 8.1.8 folgt damit

lim f/(z) = lim lim ¢, (t) = lim lim ¢, (t) = limp(t) = f'(z),

n—oo n—oo t—x t—x n—oo t—zx

was zu zeigen war. []

Satz 8.1.15. Es existiert eine Funktion [ : R — R, die stetig auf R ist, aber an keiner Stelle
x € R differenzierbar ist.

Beweis. Wir definieren die 2-periodische Funktion ¢ : R — R durch
o(x) = |z|, -1<z <1,
und der Forderung, dass
p(x) =z +2).

Dann gilt
lell = sup |(x)] =1
x€R

und wegen
o(z) = o(t)] < [t — ] (8.3)

fiir alle ¢, x € R ist ¢ stetig auf R.

Wir setzen nun
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Wegen ||p(4™z)|| = 1 finden wir

O

n=0

<> () et =3 (3)" < e

n=0
dass heif3t, die obige Reihe konvergiert gleichm@Big gegen f. Da alle Partialsummen stetig auf R
sind, ist f eine auf ganz R stetige Funktion.

Seien x € Rund m € N beliebig gewihlt. Wir zeigen, dass f an der Stelle = nicht differenzierbar
ist. Dazu nehmen wir

1
O = E£=-47"",
2
wobei das Vorzeichen so gewihlt sei, dass zwischen 4™z und 4™ (x + ¢,,,) keine ganze Zahl liegt.
Dies ist moglich, da 4™(4,,| = 1/2.

Wir definieren

4,0(4”(x + 5m)) — p(4™x)
5 )

Tn =

Fir n > m ist 4"),, = +1/2 - 4" ™ eine gerade ganzzahlige Zahl. Wir erinnern uns, dass
f(z +2) = f(x) ist. Somit gilt wegen der Periodizitéit von ¢ dass v, = 0 fiir alle n > m. Fiir
0 < n < m folgt aus (8.3), dass |y, | < 4" gilt.

Da insbesondere |v,,| = 4™ ist, folgern wir

o) = 1) | S0 ()"l +6) = T2 ()"l
m ) ni:o (§l>n¢(4n(x+5g£;go(4nx)
- Z ()"
> -3 |3
> 3" — mz:l 3"
_ -1

Fiir m — oo gilt §,, — 0. Es folgt daher, dass f an der Stelle x € R nicht differenzierbar ist. [
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8.2 Potenzreihen

In diesem Abschnitt werden wir einige Eigenschaften von Funktionen betrachten, die durch Po-
tenzreihen dagestellt werden konnen, d.h. Funktionen der Form

f(x) = Z cpx®
k=0

oder allgemeiner der Form

flz)=) ez —a)t

k=0
mit a, ¢, € R oder a, ¢, € C.

Satz 8.2.1. Fulls die Reihe f(x) = > 1o, cxa® fiir alle v € (—R, R) konvergiert, dann konver-
giert fiir jedes ¢ > 0 diese Reihe gleichmiifSig auf [—R + ¢, R — €| gegen eine stetige Funktion.
Fiir alle v € (—R, R) ist [ differenzierbar mit f'(z) = ;- kega* 1.

Beweis. Es gilt fiir alle in z € [-R + ¢, R — ¢] die Abschitzung
|exa®] < e (R — ).
Aufgrund der Voraussetzung ist

o0
> lellR—e*
k=0

konvergent. Mit Korollar 8.1.7 folgt, dass die Reihe gleichmiBig stetig ist. Wegen

lim Vk =1

k—o00

lim sup v/k|ci| = lim sup v/|ckl,
k—o0 k—o0

d.h. die Reihen 3~ c;2* und 3~ kepax®~! haben den gleichen Konvergenzradius. Da die Reihe
3" kepx®tin [e— R, R—e] gleichmiBig konvergiert, folgt die letzte Aussage mit Satz 8.1.14. [

erhalten wir

Korollar 8.2.2. Sei f(x) = > 1, cxx” in (—R, R) konvergent, dann ist f unendlich oft differen-
zierbar in diesem Intervall, d.h. f € C*((—R, R)) fiir alle k € Ny, kurz f € C*((—R, R)). Es
gilt

k=n
und f™(0) = nle,.

Beweis. Diese Aussage folgt durch wiederholte Anwendung des vorhergehenden Satzes. ]
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Bemerkung 8.2.3.  [. Die Aussagen beziiglich der gleichmdfigen Konvergenz iibertragen sich
auch ins Komplexe. Dabei werden die Intervalle (— R, R) bzw. [— R+¢, R—¢] ersetzt durch
die Kreisscheiben {z € C : |z| < R} bzw. {z € C: |z2| < R —¢}.

2. Wir haben gesehen, dass Potenzreihen in C*° (1) sind, wobei I ein geeignetes Intervall
bezeichne. Umgekehrt gibt es aber Funktionen f € C°°(I), die sich nicht durch Potenz-
reihen darstellen lassen. Funktionen, die sich in Potenzreihen entwickeln lassen, heifsen
analytisch.

Lemma 8.2.4. Seien a;; € R bzw. a;; € C mit Z;io la; ;| =: b und > b; < oo konvergent,

dann gilt
Z bl = ( Z OJZ'J‘) .
i=0

Jj=0

Beweis. Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge (z,)nen mit z,, — xq fiir n — oo. Auf der Menge
E :={x, : n € Ny} definieren wir fiir ; € N die Funktionen

fz(xn> = Zai’j’ n c N,

7=0
und -
fl<l’0) = Z ai,j.
7=0

Ferner sei firx € F

Der Punkt x ist der einzige Hiufungspunkt von £. Weil

mh_ffglc() fi(rn) = fi(zo)
gilt, sind die Funktionen f; fiir alle i € N auf F stetig. Da | f;(x)| < b; fiir alle z € E gilt und
> b; konvergiert, konvergiert nach Korollar 8.1.7 auch die Reihe > .-, f;(z) gleichmiBig gegen
g. Nach Satz 8.1.8 ist somit g ebenfalls stetig auf £ und die Grenzprozesse sind vertauschbar. [
Satz 8.2.5 (Taylor-Reihe). Sei

o0

@) = 3 st

k=0
konvergent fiir alle |x| < R und sei |to| < R. Dann kann f im Punkt xo ebenfalls in eine
Taylor-Reihe

£ (2,
f) = 3 T

entwickelt werden. Diese Entwicklung ist konvergent fiir alle v € {x € R : |x — x¢| < R — |xo] }.
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Beweis. Wir bemerken zuerst, dass

i i e @) x5 ! (x — z0)’| = i i |ck] (i) |72 — 2ol

k=0 j=0 k=0 j=0
oo
=D lexl(o] + |z — o])*
k=0

fir alle x € {z : |x — xo| + |zo| < R} konvergiert. Daher konnen wir Lemma 8.2.4 benutzen,
um die Summationsreihe zu vertauschen und die gewiinschte Umentwicklung zu erhalten

fla) = kf% o = kf% cel(z -+ 70) — 20)F = kf% i) o (;“) 27 (1 — o)

Es sei angemerkt, dass wir hier

{(k,j) eNy:0<k <o00,0<j<k}
={(k,j) ENg: 0< j <o0,j <k<oo}
={(k,j) eNg:0<j <k}

benutzt haben. Gemaf Korollar 8.2.2 gilt nun

f(]) (370) 1 > . k—i > k! k—
= — k(k—1 k — 1 )= ——xy
A ek (ke D = ) e
=j J
= Ck ( ) 'xlgijy
k=3 J
womit dann die Behaptung folgt. ]

Satz 8.2.6 (Identitiitssatz fiir Potenzreihen). Seien die Funktionen

fl)y=>Y_fd*,  gla) =) gua*,
k=0 k=0

konvergentin S = {z : || < R} und sei E := {x € S : f(x) = g(x)}. Falls ein Hdufungspunkt
zvon E in S liegt, dann gilt S C {x : f(x) = g(x)} und fr = gy fiir alle k € Ny

Beweis. Wir setzen hy, := f;, — gy fiir alle £ € Ny und betrachten fiir z € S die Funktion

o

hz) = b = (fi — gi)a* = f(x) = g(@).

k=0
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Sei H die Menge aller Hiufungspunkte von £ in S. Dann ist H abgeschlossen und B := S \ H
offen. Falls wir zeigen konnen, dass H auch eine offene Menge ist, dann sind H und B getrennte
Mengen. Allerdings ist S = BU H = {z : |z| < R} zusammenhéngend. Folglich ist H # (),
d.h. B = (), und somit H = S. Hierdurch haben wir die Behauptung bewiesen, falls wir zeigen,
dass H offen ist.

Sei zg € H C S beliebig, dann gilt nach Satz 8.2.5, dass h(z) = > ;2 hy(z — x0)" diejenige
Reihe ist, in die sich h an der Stelle x( entwickeln ldsst fiir [z — 29| < J mit 6 > 0 geeignet.
Ferner gilt nach Voraussetzung h(z,) = 0.

Angenommen, es gibt ein h;, # 0, dann sei j = min{k € Ny : by, # 0}, d.h. es gilt
W) =) hi(a — 20)* = (x — 20)b(x)
k=j

mit
h(z)

Die Funktion b ist stetig in =, und wegen b(z() = h; # 0 existiert ein 6 > 0 mit b(z) # 0 fiir
alle |x — x| < . Daraus folgt h(z) = (z — z0)’b(x) # 0 fiir alle 0 < |z — x| < J. Dies ist ein
Widerspruch zu der Tatsache, dass z ist Haufungspunkt von £.

Somit gilt ~; = 0 fiir alle j € N und folglich h(x) = 0 fiir alle |z — x| < J, d.h. fiir alle x €
Us(xo) N E. Folglich ist xz ein innerer Punkt von E. Wir haben also tatséichlich nachgewiesen,
dass H offen ist. O

Definition 8.2.7. Die Funktion z — e definiert durch

=D 7
k=0
heif3t Exponentialfunktion.

Satz 8.2.8.
1. Es gilt

fiir alle z,w € C.

2. Es gilt

fiir alle x € R und
/exdx =e 4+ C.
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3. Es gilt e > 0 fiir alle x € R und x — €” ist eine streng monoton wachsende Funktion.

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Definition 8.2.9. Da die (reelle) Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist, ist die Ab-

bildung
R — R,
4

T +— e’

bijektiv. Die Umkehrabbildung f~' : Rt — R ist die Logarithmusfunktion oder der natiirli-
che Logarithmus

f~H (@) = log(x) = In(x).
Satz 8.2.10.

1. Fiiralle x,y > 0 gilt
logz +logy = log(x - y).

2. Es gilt die Umrechnungsformel

a® = e:cloga
fiir alle a > 0.
3. Es gelten
d 1
—logx = —
dx &
bzw.

d
/—x:10g|x|—|—0.
T

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]
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Definition 8.2.11. Fiir z € C definieren wir den Cosinushyperbolikus via
1 _
cosh z = 5(62 +e7?),
den Sinushyperbolikus via
. 1 _
sinh z = §(ez —e ),

und die trigonometrischen Funktionen vermittels

1 . .
cos z = 5(6” + e %),

: (2 iz
smz—%(e e %),

sin z

tanz = , z2#kr+7w/2, ke,
cos z
cos z

cotz = ——, 2z # km, ke Z.
sin z

Bemerkung 8.2.12. Setzen wir die Potenzreihe der Exponentialfunktion in die Definition des
Cosinus bzw. Sinus ein, erhalten wir die Identitiiten

B o (_1)kz2k . B > (_1)kz2k+1
COSZ—ZW7 San—Zm.
k=0 k=0

Analog folgen fiir Cosinushyperbolikus und Sinushyperbolikus die Reihenentwicklungen

00 00
ZQk Z?k+1

COShZ:Z@, SiHhZIZm.

k=0 k=0
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Vergleicht man diese Potenzreihen miteinander, so ergibt dies die Beziehung

cos z = cosh iz, sin z = —sinhiz.
7

Korollar 8.2.13.
1. Fiir alle v € R gilt die Eulersche Formel

e =cosx +isinz.

2. Fiir alle z € C gilt die Identitdit
cos? z +sin? z = 1.

3. Fiir alle z,w € C gelten die folgenden Additionstheoreme

sin(z + w) = sin z cos w + sin w cos z,

cos(z + w) = sin z cosw — sin w cos z.

4. Fiir x € R gilt die Moivresche Formel

(cosx +isinz)" = cosnx + isinnx.

5. Fiiralle x € R gilt

(sinz) = disinx = +cosz,
T
d

(cosx) = S C0ST = — sin .
T

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]
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Bemerkung 8.2.14. Aus den ersten zwei Aussagen des Satzes folgt
|2 = ¢™eir = (cosx +isinx)(cosx — isinx) = cos®x +sin’z = 1,
d.h. || = 1 fiir alle x € R.

Definition 8.2.15.
1. Die Funktion

f3 [_573] - [_171]7
T — sinz,
ist streng monoton wachsend und somit bijektiv. Die Umkehrfunktion f=* : [—1,1] —

[—%, 2] ist der Arcussinus

f(z) = arcsinz.

2. Die Funktion

f, [O,W] - [—1,1],
| 2~ cosa,
ist streng monoton fallend und somit bijektiv. Die Umkehrfunktion f=' : [-1,1] — [0, 7]

ist der Arcuscosinus
f'(z) = arccos z.

3. Die Funktion

T — tanz,

f {(_%’%) — R,

ist streng monoton steigend und somit bijektiv. Die Umkehrfunktion f~! : R — (—5,5)
ist der Arcustangens
f1(z) = arctan z.
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4. Die Funktion

f:{(w)ﬁR,

T — cotx,

ist streng monoton fallend und somit bijektiv. Die Umkehrfunktion f~! : R — (0, 7) ist

der Arcuscotangens
f'(x) = arccot z.
A
+r/2
arcsin(z)
_11 T T E—i_l

"""""""""""""" 2
............................... T2
""""""""""""""" | larctan(z)

T _11 f+1 T - .
"""""""""""""""" |==/2 .t +1

Satz 8.2.16. Es gilt fiir alle |z| < 1

1
. /
arcsinx) = ——,
( ) —
bzw.

/ d ing + C

————— = arcsinz
Va7 '

und fiir alle v € R

1
tanz) = ——
(arctan x) =t

bzw. J
/ % _ arctanz +C,
1+ 22

1
V1— 22

(arccosz) = —

/ —dv +C

————— = arccosx

V1—22 ’
1

tr) = ———
(arccot z) T2

—d
/ Y _ arccotx +C,
14 2?
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Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Satz 8.2.17 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Zu jeder komplexen Zahl z € C gibt es
genau ein € [0,27] mit z = |z|e™.

Beweis. Sei z = x + iy mit ,y € R. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei |z| =
V2?2 +y? = 1 mit x > 0. Damit folgt 0 < z < 1 und y?> = 1 — 2?2 folgt. Setzen wir nun
= arccos z, dann gilt in der Tat

|z]€"? = 1. €"®% = cos(arccos x) + i sin(arccos )
=z +iy/1 — cos?(arccos ) = x + ivV1 — 22
=z +1y ==z
Den Beweis der Eindeutigkeit der Polardarstellung verbleibt dem Leser als Ubung. [

Geometrisch kann man sich die Aussage dieses Satzes wie folgt veranschaulichen:

A
Im 2

Rez

Satz 8.2.18 (Fundamentalsatz der Algebra). Seien ag,...,a, € C mita, # Oundn € N
beliebig. Sei

p(z) = Zakzk =ap+amz+ ...+ anz"”
k=0

ein komplexes Polynom vom Grade n. Dann existiert ein z* € C mit P(z*) = 0.

Beweis. Sei a := inf ¢ |P(2)|. Wegen

"

|p(2)| = |Zn||a'n + an_lz_l + ...+ a()Z_

gilt |p(z)| — oo fiir z — oo. Daraus folgt, dass R > 0 und C' > 0 existieren mit a < |p(z)| < C
fiir alle |z| < Rund |p(z)| > a fiir |z] > R.
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Nun ist die Funktion z — |p(z)| stetig auf der kompakten Menge D = {z € C : |z| < R}. Nach
Satz 5.5.4 nehmen stetige Funktionen auf einer kompakten Menge ihre Extremalwerte an, d.h. es

existiert ein z* € D mit

[p(")| = @ = min |P()[.

Angenommen, es gilt nun o = |p(z*)| > 0. Wir benutzen z.B. die Taylorentwicklung von p(z)

um das Polynom um z* zu entwickeln

n ) (o
p(z) = ZP k(! )(Z_Z*)k
— () + 3 (e — 2
n—l
= p(z) + (2 — 2% Zpk_l(z — )P
k=0

mit gewissen Koeffizienten p; € C. Dabei ist [ € N die kleinste Zahl mit p; # 0.

Wir betrachten nun das Polynom
p(z + 2%)
q(2) = ———=.
) p(z")

Offensichtlich ist ¢(0) = 1 und |¢(2)| > 1 fiir alle z € D. Weiter gilt

R GO R vy e
27) = p(z*)

n—l P
k—1
l Zk

“— p(z*)

n—l
=1+ 2 Z qkzk
k=0

=1+z

mit gewissen Koeffizienten ¢, € C.

Nach Satz 8.2.17 existiert ein ¢ € [0,27] mit ¢y = —|qo|e’?. Dann gilt fiir z := re~*/! mit
r < v/|qo| dass

11+ qo'| = ’1 — \q0|ei“"rle’i‘p’ =1 — |qo|".
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Wir schitzen nun fiir dieses spezielle z die GroBe |¢(z)| ab

n—l

o) = [+ 0+ Y
k=1

n—I
Zl Z G2t
k=1

n—I

<1 —lgolr' +7' ) laxlr*
k=1

=1~ {laol = A(r)}r'

mit A(r) — 0 fiir » — 0. Fiir 7 < ¢ hinreichend klein gilt |go| — A(r) > 0 und daher |¢(2)| < 1
fiir alle |z| < 6 mit z # z*. Dies ist aber ein Widerspruch zu |¢(z)| > 1. O

<1—|glr' +

Korollar 8.2.19. Sei p(z) = >_,_, arz" mit a,, # 0. Dann existieren genau n, nicht notwendi-
gerweise verschiedene, Nullstellen z1, . . ., z, € C.

Beweis. Wegen Satz 8.2.18 existiert ein z; € C mit p(z;) = 0. Dann ist ¢(z) = p(2)/(z — 21)
ein Polynom vom Grad n — 1. Wenden wir Satz 8.2.18 auf ¢(z) an, finden wir ein zo € C mit

p(z2) = 0. Danun ¢(2)/(z — z2) ein Polynom vom Grad n — 2 ist, erhalten wir so fortfahrend
die Behauptung. [

8.3 Fourier-Reihen

Wir betrachten zunéchst trigonometrische Polynome. Diese sind Funktionen der Form

N
pn(z) = % + Zak cos kx + by, sin kx
k=1

mit z € R und Koeffizienten ay, b;, € C. Diese trigonometrischen Polynome sind 27-periodische
Funktionen, d.h. es gilt py(z) = py(z + 27) fiir alle k € Z.

Wir konnen mit Hilfe der Eulerschen Formel py auch folgendermallen darstellen

N
pN(Qf) _ Z Ckeikx
k=—N

mit Koeffizienten ¢, € C, was in den meisten Fillen zweckmiBiger ist. Wegen der Beziehung

T To+27 _
/ e*rdy = / ey = 2m, k=0,
- o0 0, keZ\{0},
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erhalten wir fiirm € N

1 " —imx 1 " = i(k—m)x
— [ py(x)e"™dr = — Z Cre dx

2r ). 2m J_,
k=—N
N
1 ™
_ = i(k—m)z
= Z Ck27T _We dx
=—N
Cm, |m| <N,
0, sonst

Definition 8.3.1. Sei (¢,,)nen eine Folge komplexer Funktionen auf [a,b], so dass

[ i =0

fiir alle k # k'. Dann nennt man (¢, )nen ein orthogonales Funktionensystem auf [a, b]. Gilt
dariiberhinaus auch

b
/WWWMZL

fiir alle k € N, so wird (¢, )nen als orthonormal bezeichnet. Ein orthonormales Funktionensy-
stem heif3t kurz Orthonormalsystem.

Bemerkung 8.3.2. Schreiben wir fiir zwei komplexwertige Funktionen f und g auf [a, b] abkiirzend

(1) = [ f)glords

und benutzten wir das Kroneckersymbol

1, k=Fk
5k,k:’ = {

0, sonst,

so ldsst sich ein Orthonormalssystem kurz durch

<30k, @k/) = 5k,k'
charakterisieren.

Es sei angemerkt, dass fiir die Abbildung (-, ) folgende Eigenschaften gelten:

Lo (f+g.h)=(fh)+(g,N)
2. Aaf,g9) = alf,qg) fiiralle « € C,

3' <fag>:<gvf>;
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4. (f, f) = 0, wobei fiir stetiges f genau dann gilt (f, f) = 0, wenn f = 0.

Mit Hilfe dieser Schreibweise liese sich nachfolgend vieles eleganter schreiben, aber um den
Leser nicht zu verwirren, verzichten wir lieber darauf.

Zum Beispiel bilden die Funktionen e¢***/1/2r fiir k € N ein Orthonormalsystem auf [, 7],
denn es gilt in der Tat

1 i 1 T
T 1 Lt
o R ik — - k=KD gy — Ok k-
- T ) .

Das gleiche gilt fiir die reellen Funktionen

1 cosx sinx cos2x sin2x
/—277\/%7\/%7 ﬁ’ ﬁ’

Definition 8.3.3. Ist (¢,,)nen ein Orthonormalsystem auf [a, b] und ist

b
o= [ faonlaids,  neN, (8.4)

so nennt man c,, den n-ten Fourier-Koeffizienten von f beziiglich (¢,,)nen. Wir schreiben

F@) ~ > cnpn(), (8.5)
n=1

und nennen diese Reihe die Fourier-Reihe von f beziiglich (,,)nen-

Man beachte, dass das Symbol “~” in (8.5) nichts iiber die Konvergenz der Fourier-Reihe aus-
sagt, sondern wir meinen lediglich, dass die Koeffizienten durch (8.4) gegeben sind.

Die folgenden Sitze zeigen, dass die Partialsummen der Fourier-Reihe von f eine bestimmte
Minimaleigenschaft haben. Wir setzen hier und im verbleibenden Teil dieses Abschnitts f &
R([a, b]) voraus, obwohl diese Voraussetzung abgeschwicht werden kann.

Satz 8.3.4 (Approximationssatz fiir Fourier-Reihen). Sei (¢,,),cn ein Orthonormalsystem auf
la, b] und sei

Sp(T) = Z Cror()

die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f. Dann gilt fiir jede beliebige Summe

to(z) = Z Vipr (),
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die Abschdtzung
/b |f — s,]2dw < /b |f — ta|*dw, (8.6)
wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn
Ck = Yk, k=1,...,n.

Dies bedeutet, unter allen Funktionen t,, ermdglicht s,, die bestmogliche Approximation von f
im quadratischen Mittel, d.h. im Sinne von (8.6).

Beweis. Es gilt nach Definition der Fourier-Koeffizienten ¢

/f d:c—/ (Zwk )dw—z%/ I
/rt Ptz = [ 1@ /a(zwk )(va)dzmr

da (¢, )nen orthonormal ist. Somit folgt

/|f S |dx—/ o |dx—/f dx—/abtn(x)v)dwfabytn(x)ﬁdx

S [ e SRS I,
@ k=1 k=1 k=1
b n n

:/ ’f($)|2d$—2\ck’2+2|%—Ck|27
a k=1 k=1

und dieser Ausdruck ist genau dann minimal, wenn v, = ¢ gilt. [

n

x)dx = ch%

k=1

Korollar 8.3.5. Seien (,,)nen ein Orthonormalsystem auf |a, b| und

T) ~ Z Cror(T)

Dann gilt die Besselsche Ungleichung

oo b
Slal < [ If@)ds
k=1 a

Insbesondere folgt hieraus c;, — 0 fiir k — oc.
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Beweis. Es gilt

/ab |f(x) = sp(x)Pdz = /ab |f(z)dz — /abf(x)sn(x)dx — /ab sn(@) f(z)dx + /ab |50 (2)|2dz
_ /ab 1 (2)|2dx — Zn: a2,

und daher wegen fab |f(x) — sn(x)|*dz > 0 die Abschitzung

n b
el < [ [f(2)Pda
Dl ]

fiir alle n € N. Hieraus erhalten wir durch den Grenzprozess n — oo die Behauptung. ]

Von nun an spezifizieren wir uns ausschlielich auf trigonometrische Systeme. Wir betrachten
Funktionen f mit der Periode 2, die Riemann-integrierbar auf [—, 7] sind. Die Fourier-Reihe
von f ist dann die Reihe

f(z) ~ Z cre™ r € R,

k=—0oc0
mit den Koeffizienten
= [ st
Cp = — x)e x.
"o o
Die N-te Partialsumme der Fourier-Reihe von f ist gegeben durch
N
sn(x) = sn(f;x) = Z cre’™”.

k=—N

Die Besselsche Ungleichung lautet nun

N
1 " 2 2 1 " 2
| ox@Par= 3t < g [ 1P
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Wir sehen uns die Darstellung der Partialsumme sy nun etwas detailierter an

N

sny(z) = Z cpek?

k=—N

N 1 /7
_ Z o /_7r f(t)efiktdt . ik
k=—N

_ 1 " a tk(z—t)
=50 |10 DL
1 ™
1 ™
- /W D (t)f(x — t)dt

mit dem sogenannten Dirichlet-Kern

k=—N
Wegen
N N+1 N
(eim . 1)DN(Z£> _ Z <€i(k+1)x _ eikx) _ Z eikr _ Z etkr — ei(N+1):E _ o iNz
k=-N k=—N+1 k=—N
gilt die Beziehung

sin(N + 3)x
sin 5@
Wir beweisen nun einen Satz iiber die punktweise Konvergenz von Fourier-Reihen.

Satz 8.3.6. Sei f : R — C eine auf R stetige, 2m-periodische Funktion. Existiert fiir x € [—m, 7|
ein & > 0 und eine Konstante L > 0 mit

[f(x+1) = f(2)] < Lt (8.7)

fiir alle t € (—6,0), dann konvergiert die Partialsumme sy (x) gegen f(x) fiir N — oc.

Beweis. Sei
sin(t/2)
dann gilt wegen
1 /7 R 1 L
— Dy(t)dt = — kg = — =1
2 ), w(t) 2 ) . ‘ QWZ/WG
k=—N k=—N
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die folgenden Umformungen

sw(@) = f(@) = 5= [ Fle = 0)Dx0) ~ f() D)
= % ' g(t)sin(N +1/2)t dt
= % ' g(t)(cos(t/2) sin Nt + sin(t/2) cos Nt)dt
L

(g(t) cos(t/2)) sin Ntdt + % /7r (9(t)sin(t/2)) cos Ntdt.

:% B

Aufgrund von (8.7) sind g(t) cos(t/2) und g(t)sin(¢/2) beschrinkt und Riemann-integrierbar.
Wegen Korollar 8.3.5 folgt daher

1 [7 —00
Py (9(t) cos(t/2)) sin Ntdt i}

™ —T

1 T . N—o0
By (9(t)sin(t/2)) cos Ntdt —=" 0,

T™J_n

das heif3t
lim sy(x) — f(z) =0.

N—oo

[]

Bemerkung 8.3.7. Die Bedingung (8.7) ist diquivalent zur Lipschitz-Stetigkeit von f auf (v —
0,z + §): Eine Funktion f : X — Y heifst Lipschitz-stetig auf X, falls eine Konstante L > 0
existiert, so dass

dy (f(z), f(y)) < Ldx(x,y)

fiir alle x,y € X. Die Lipschitz-Stetigkeit von f impliziert Stetigkeit, ja sogar gleichmdpfige
Stetigkeit, von f auf X.

Korollar 8.3.8. Sei f € C(R;C) eine 2m-periodische Funktion und sei f(x) = 0 fiir alle x €
(a,b), d.h. f(x) = 0 auf (a,b). Dann konvergiert fiir alle v € (a,b) die Fourier-Reihe von f
gegen (.

Bemerkung 8.3.9. Eine weitere Formulierung dieses Korollars lautet:

Seien f,g € C(R;C) zwei 2m-periodische Funktionen und sei f(x) = g(x) auf (a,b), dann gilt

N—o0

sn(fiz) —sn(g;z) = sn(f —g;2) — 0.

Dies wird gewohnlich Lokalisierungssatz genannt. Er zeigt, dass das Verhalten von (5 ~(f; x)) e’
was die Konvergenz anbelangt, nur von den Werten von f in einer beliebig kleinen Umgebung
von x abhdngt. Zwei Fourier-Reihen konnen sich somit in einem Intervall gleich verhalten, in
einem anderen Intervall jedoch kann ihr Verhalten vollig verschieden sein. Wir bemerken, dass
aufgrund des Ildentitditssatzes ein solches Verhalten fiir Potenzreihen nicht moglich ist.
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Der “natiirliche” Raum der Fourier-Reihen ist der Raum L?  ([—, 7]). Diesen Raum konnen wir
wie folgt definieren.

Definition 8.3.10. Mit Lf)er([ , T|) bezeichnen wir den metrischen Raum von 27 -periodischen

Funktionen f : R — C versehen mit der Metrik

d(fg) = If —glla = / (@) — g(o)Pde,

—T

in dem die trigonometrischen Polynome

{pzv(a:) = i ce™ e, €C, N EN}

k=—N

dicht liegen.

Zum konkreten Verstindnis des Raumes L?_ ([—, 7|) bendtigt man die Lebesguesche Integrati-

per
onstheorie, die spiter eingefiihrt wird. Wir begniigen uns an dieser Stelle damit, die Existenz des

Raumes aus dem Vervollstindigungsprinzip abzuleiten.

Satz 8.3.11 (VervollstandlgungsprmZIp) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann existiert ein
vollstindiger metrischer Raum (X d) und eine Isometrie, d.h. eine Abbildung ® : X — X mit
a/l\(q)(x),q)( )) = d(z,y) derart, dass ®(X) dicht in (X,d) liegt. Die Isometrie ® wird auch
Einbettung genannt.

Beweis. Seien (x,,)neny und (¥, )nen Cauchy-Folgen in (X, d). Dann definiert die Relation

(:En)néN ~ (yn)nEN <~ lim d(xnv yn) =0

n—oo

eine Aquivalenzrelation in (X, d). Wir erhalten nun zu einer Cauchy-Folge (z,,)en aus (X, d)
die Aquivalenzklassen

T = 3(($n)n€N) = {(yn)nEN : (yn)nGN ~ (xn)nEN}
und (,,)nen heiBt Reprisentant von 7.

Den Raum aller Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit X
X = {Z =2((@n)nen) : (zy)nen ist Cauchy-Folge in (X, d)}.

Hierauf definieren wir nun die Funktion c? : )? X )? — R vermittels

=

(7,y) = lim d(xn, yn)-
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-~

Dann lésst sich leicht zeigen, dass d(Z, ) unabhéngig von der Wahl der Reprisentanten (z,,),en
bzw. (Y, )nen ist und dass d eine Metrik auf X definiert. AuBerdem ist der metrische Raum (X, d)
vollstindig: Sei (Ty)ken mit

so folgt

Folglich ist ()A( : c/l\) vollstindig.

Wir definieren nun @ : X — X durch ®(z) = (2,,)nen mit z,, = x fiir alle n € N, d.h. ®(x) ist
eine stationdre Folge. Dann ist

d(®(x), D(y)) = d(x,y).
Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass ®(X) dicht in X liegt. Sei
% = 3((wg)nen) € X

beliebig gewihlt. Da (xy),en eine Cauchy-Folge in (X, d) ist, existiert zu jedem ¢ > 0 ein
N € N mit
d(zp,xy,) <ce

fiir alle n > m > N. Fiir ®(2,,) € X gilt nun
d(T, () < e,
und somit auch dieser letzte Schritt gezeigt. [

Bemerkung 8.3.12. Die Einbettung ® ist bis auf Isometrien eindeutig. Das Vervollstindigungs-
prinzip kann auch verwendet werden, um R als Vervollstindigung von Q zu definieren. Obwohl
das Prinzip sehr allgemein ist, ist es leider sehr unanschaulich.

Satz 8.3.13 (Parseval). Seien f,g € L?_([—m,]) mit den Fourier-Reihen

per

o fe® g~y gret,

k€EZ kEZ

dann gilt

1. die Parsevalsche Identitdit

3 | @@= Y fan

k=—o00
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2. die Normdquivalenz

z)|*de = Z | fel?,

k=—o00

3. und die Fourier-Reihe konvergiert in der L7 .([—m, m|)-Norm

N
. ikx
g | 3 e
k=—N 2

Beweis. Die Menge aller trigonometrischen Polynome liegt dicht in L2 .([—, 7]). Daher ist die
erste Aussage nur fiir beliebige trigonometrische Polynome zu zeigen. Seien daher

N

N
In@@)= D" fe®™ gy(e) = D> g™
k=N

k=—N

Dann gilt
1 N
ikx ilx
| fN() /7T E Jee™ E gie™*dx
k=—N I=—N

1 T
/ elkx . eleacdx
[

ME
M=
g
o

k=—NIl=—N
N
= Z VAT
=N

Fiir N — oo folgt die Behauptung.

Die zweite Aussage folgt direkt aus der ersten ¢ = f. Die dritte Aussage folgt aus Satz 8.3.6
aufgrund der Dichtheit der trigonometrischen Polynome im Lper([ 7, 7). Ol

Bemerkung 8.3.14. Der Raum Lper([ ) ist ein vollstiindiger normierter Raum mit

[fll2 =V {f, ) = ) Pdx

mit (-, -) aus Bemerkung 8.3.2. Insbesondere gilt nun fiir alle f,g,h € L2 ([-7,7]):
Lo {f+g,h) = (f, )+ {g, ),
2. Aaf,g) = a(f,g) fiiralle o € C,
3. (f9) =9, [)
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4. (f,f) =0, wobei (f, f) = 0 genau fiir f = 0.

Dies bedeutet, (-, -) definiert ein Skalarprodukt im L? _([—7,7]).

per

Einen vollstindigen normierten Raum nennt man Banachraum. Wird die Norm durch ein Skalar-
produkt induziert, so spricht man von einem Hilbertraum. Der Raum Lger([—w, 71]) ist demanch
ein (sehr wichtiger) Vetreter eines Hilbertraumes.

Man kann auch zeigen, dass alle 27-periodischen Riemann-integrierbaren dicht in L2 ([—, 7])

liegt. Die Fourier-Reihen und die damit verbundenen Fragestellungen haben die moderne Ma-
thematik wesentlich geprigt.

Fourier-Reihen, Fourier-Transformationen, und Fourier-Analysis spielen in der E-Technik, in der
Maschinendynamik, in der Informations- und Signalverarbeitung eine zentrale Rolle.

Beispiel 8.3.15.

f@=t|, —n<t<rm 4
periodisch fortgesetzt
3
2
1
approximiert durch 43 2 407 % 34
trigonometrische Polynome
z T 4
et — ——COos¢?
2 2 =
47 4
3 3
2] 2
14 1
43T P /R % 34
T 4 cos 3t T 4 cos3t  cos5t
———(cost+—5—) —=—(cost+——+—
2 =z 3 2 n 3 5
4 4
3 3
2 2
1 1
VIR T A 273 4 R RE R B g 34
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8.4 Gleichgradige Stetigkeit

Definition 8.4.1. Gegeben sei eine Folge von Funktionen ( f,,)nen mit f, : D — Rbzw. f, : D —
C fiir n € N. Die Folge heifst punktweise beschrinkt, falls zu jedem v € D ein R = R(x) > 0
existiert mit |f,(z)| < R fiir alle n € N. Die Folge heifit gleichmiBig beschrinkt, falls ein
R > 0 existiert, so dass | f,(x)| < R fiir alle x € D und n € N.

Beispiel 8.4.2. Seien f,, : R — R definiert durch

2

Jalw) = 22+ (1 — nx)?

Es gilt f,(x) < 1 fiir alle x € R, also ist die Folge ( f,,)nen gleichmdifig beschrinkt auf R.
Weiter ist f,, € C(R) fiir jedes n € N und es gilt f,,(x) — 0 fiir n — oc. Aber fiir x,, := 1/n gilt

n—00 - 1/n2

d.h. die Folge (f,,)nen konvergiert nicht gleichmdifig auf R. Es gibt, wie man aus obiger Uberle-
gung ersieht, auch keine gleichmdfsig konvergente Teilfolge.

Definition 8.4.3. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und D C X. Eine Folge (f,,)nen von Funk-
tionen f,, : D — R bzw. f,, : D — C heifst gleichgradig stetig, falls zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
existiert, mit

|fn(x) - fn(y)| <ée
fiirallen € Nund x,y € D mitd(x,y) < 0.

Bemerkung 8.4.4. Sei die Folge ( f,,)nen gleichgradig stetig, dann ist jede Funktion f,, : D — R
bzw f, : D — C gleichmdfig stetig. Man beachte aber, dass die Umkehrung im allgemeinen
nicht gilt.

Satz 8.4.5 (Satz von Arzela-Ascoli, Teil 1). Sei (X, d) ein metrischer Raum und K C X kom-
pakt. Seien f, : K — Rbzw. f, : K — C auf K stetig und (f,,)nen eine gleichmdifig konver-
gente Folge von Funktionen. Dann ist die Folge ( f,,)nen auch gleichgradig stetig.

Beweis. Seie > 0 beliebig. Dann existiert nach dem Cauchy-Kriterium ein N € N derart, dass
fiir alle n > N gilt

sup [ fn(z) = fu(z)] <2/3.

zeK

Da fy eine stetige Funktion auf der kompakten Menge K ist, ist fy gleichmiBig stetig, d.h. es
existiert ein § = §(N) > 0 mit

|fn(z) = fn(y)] <e/3
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fiir alle d(x, y) < 6. SchlieBlich folgt fiir alle n > N und 2,y € K mitd(x,y) < 6 dass

|fa(@) = fo()] < [fulz) = [n(@)| + [fn(z) = In@)] + | fn(y) = fa(y)]
<e/3+¢e/3+¢e/3=¢.

]

Lemma 8.4.6. Sei £ = {x; : i € N} eine abzihlbare Menge und f, : E — R punktweise be-
schrénkt. Dann besitzt die Folge ( f,,)nen eine Teilfolge ( f., ken, die fiir jedes x € E konvergiert,
d.h. f,, (x) konvergiert fiir jedes x € E und k — oc.

Beweis. Wir wenden das Diagonalfolgenprinzip an:

Fiir r; € Fist ( fr (wl))keN beschrinkt. Aufgrund des Satzes von Weierstral} 4.3.14 existiert eine
konvergente Teilfolge, die wir mit ( f1 ) vy Dezeichen wollen, mit f (1) — w1 fiir k — oo.

Da ( fl,k(@)) reN ebenfalls beschrinkt ist, existiert wiederum eine konvergente Teilfolge, die
wir mit mit (f5x)ren bezeichnen, mit fo 4 (z2) — yo und insbesondere auch foj(z1) — y; fiir
k — oc.

So fortfahrend erhalten wir Folgen S,, = (f,, x)ken, die wir im folgenden Schema darstellen:

Sy f1,1 f1,2 f1,3 f1,4
Sy f2,1 f2,2 f2,3 f2,4
Ss f3,1 f3,2 f3,3 f3,4

Fiir jedes n € N gilt erstens, dass .S,, Teilfolge von .S,,_; ist, und zweitens, dass fiiralle 1 <[ <n
gilt f,, x(x;) — y, fiir k — oo. Wir setzen gy, := fi ;. Dann ist (gy)ren eine Teilfolge von ( £, )nen
und fiir ein beliebiges x,, € F gilt

l}g{)lo gr(Tn) = kh_{f)lo Jrn(n) = l}iff)lo fage(Tn) = yn-

[]

Satz 8.4.7 (Satz von Arzela-Ascoli, Teil 2). Sei K kompakt und (f,)nen eine gleichgradig
stetige Folge von Funktionen auf K. Ferner sei fiir alle f, : K — R bzw f, : K — C stetig und
punktweise beschrinkt. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. (fn)nen ist gleichmdifig beschrinkt auf K.

2. Es existiert eine konvergente Teilfolge (f,, )ren, welche auf K gleichmdifiig konvergiert.

Beweis. 1. Sei e > 0 beliebig aber fest. Da ( f,,)nen gleichgradig stetig, existiert ein § > 0
mit

[fn(z) = fuy)] < e
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fir alle x,y € K mit d(z,y) < ¢ und fiir alle n € N.

Da ferner K kompakt ist, existiert zu diesem 6 > 0 eine endliche Menge von Punkten
{1, 9, ..., 2} derart, dass

k
K Q U U(;(l‘l).
=1

Aufgrund der punktweisen Beschrinktheit von ( f,,),en existieren Zahlen M; > 0, so dass
| fu(z)| < M, fiir alle n € N. Setzen wir

M = maX{Ml, MQ, c ,Mk} < 00,
dann gilt
|[fula)| < M

firallen € Nund1 <[ <k.

SchlieBlich gibt es nun zu beliebigem y € K einen Punkt z; mit d(x;,y) < ¢ und daher
gilt

o] < 1 fay) = falz)| + | fal2)] < e+ M.
Wir zeigen zuerst, dass aufgrund der Kompakheit von K eine abzihlbare Menge £ =

{x, : n € N} existiert, die dicht in K liegt. Denn zu j € Nund r; = 277 existieren jeweils
endlich viele Punkte x;;, 1 < k < n;, derart dass

nj

K c U, (zn).

=1

Dann ist zum Beispiel die Menge
E:{xj,k:lgkgnj,jEN}

eine in K dichte Teilmenge.

Nach Lemma 8.4.6 besitzt die Folge (f,)nen eine Teilfolge (f,, )ken, so dass fiir jedes
x € E die Folge f,, (x) konvergiert fiir &k — co. Wir schreiben im weiteren vereinfachend
gr = [fn, und beweisen nun, dass (g;)xen gleichmaBig auf ganz K konvergiert.

Sei € > 0 beliebig, dann existiert wie in ersten Teil des Beweises ein § > 0 mit

[fnlz) = fuly)l <e

fiir alle z,y € K mitd(z,y) < ¢ und fiir alle n € N.

Da FE dicht in K ist und K kompakt ist, gibt es zu diesem 6 > 0 endlich viele Punkte
Yy € F mit

K C UUé(yl)~

=1
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Da (gx(y)) . fiir jedes y € E konvergiert, gibt es ein N' € N, so dass

|9m (1) — gn(ur)| < €

fiir alle m,n > N und fiiralle 1 <[ < k.

SchlieBlich gibt es nun zu beliebigem y € K einen dieser Punkte y; mit d(y;,y) < 6 und
daher

19n(y) = gn(y)] < €
fiir alle n € N. Somit gilt fiiralle y € K

19m (Y) = 9 (W] < 19m(Y) — g (WO + 19m (W) — gn(W)] + |gn(y1) — gn(y)| < 3e.

Damit ist der Beweis vollstindig.

8.5 Der Approximationssatz von Weierstraf3

Satz 8.5.1 (Approximationssatz von WeierstraB}). Sei f : [a,b] — R bzw. f : [a,b] — C stetig.
Dann existiert eine Folge von Polynomen p,,, die auf [a, b] gleichmdifig gegen f konvergiert. Falls
f reellwertig ist, konnen auch die p,, reell gewdhlt werden.

Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei [a,b] = [0, 1]. Wir kénnen annehmen, dass
f(0) = f(1) = 0. Ist namlich der Satz in diesem Fall bewiesen, so betrachten wir die Funktion

g(z) = f() = f(0) —2(f(1) = f(0)), O<a<L

Hierfiir gilt g(0) = 0 = ¢(1) und wenn g sich als Grenzwert einer gleichmiBig konvergenten
Folge von Polynomen darstellen lidsst, so gilt offensichtlich dasselbe auch fiir f, da f — g ein
Polynom ist.

Wir definieren ferner f(x) = 0 auBerhalb [0, 1], d.h. f : [a,b] — R bzw. f : [a,b] — C mit

f(x):{f(fv), r€0,1]

0, sonst.

Wir definieren fiir jedes n € N

mit
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/_11 qn(x)dx = 1.

Mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung

d.h. es gilt

(1—2*)">1—na? lz] <1,

konnen wir ¢,, abschétzen

1 1 1 1/v/n
— = / (1—2*)"dx = 2/ (1 —a2*)"dx > 2/ (1 —2*)"dx
- 0 0

Cn 1
1/vn 2 om 4 1
> 9 1 —neddr = — — — >
22 [ e = - g = 5
dies bedeutet
cn < V/n (8.8)

Fir 0 < § < |z| <1 gilt somit
g (1) < cp(1— 8" < /(1 — 6%,
dies bedeutet, ¢,, konvergiert gleichméBig gegen 0 auf {z : § < |z| < 1}.

Wir betrachten nun

pn(I)Z/Rf(x—l—t)qn(t)dt:/o f(t)qn(t — z)dt.

Offensichtlich ist p,, ein Polynom vom Grade 2n, insbesondere ist p,, () reell, falls f reellwertig
ist.

Wir setzen M := sup,¢o | f(2)| < oo und sei ¢ > 0 beliebig. Da [0, 1] C R kompakt ist, ist
f:[0,1] — R gleichméBig stetig. Daher existiert ein § > 0 mit

[f(x) = f(y)| <e/2
fiir alle | — y| < . Wegen ¢,,(z) > 0 auf [0, 1] folgt fiir jedes = € [0, 1] die Abschitzung

o) = 51 = | [ (e +0) = @)anta

g[]ﬂx+w—ﬂwMﬁMt

>
<AMV(L = 8"+ < e

-4 d 1
§2M/ qn(t)dt+f/ qn(t)dt+2M/ G (t)dt
-1 4 [

fiir hinreichend groBes n. [



Kapitel 9

Differentiation von Funktionen mehrerer
Veranderlicher

9.1 (Partielle) Ableitungen und Richtungsableitungen

Sei D C R” offen und f : D — R. Mit e; bezeichnen wir den Einheitsvektor beziiglich
der i — ten Koordinate des R". Fir x = (zy,...,2,)7 € D schreiben wir kurz f(x) =
f(z1,...,2)T) = f(a1,...,2,). Wir betrachten fiir ein x € D die Funktion g : (—¢,e) — R
definiert durch

g(t) = f(x1, ..., xi1,m +t, T4, ..., Ty).

Es gilt

J(t) = %@) ~ lim g(t+h2—g(t)_

Angenommen, g ist in ¢ = 0 differenzierbar, d.h. ¢’(0) existiert, dann definieren wir

g/(O) _ }ILH% f(x17‘.'7:r/‘l’—17xi +h,xi+}i,...,$n) — f(xlw'-"rn)

als die partielle Ableitung von f nach z;, kurz %(x) oder auch f,,(x).
Wir fassen diese Aussage in folgender Definition zusammen.

Definition 9.1.1. Sei f : D — R™ und x € D, dann heifst f an der Stelle x partiell differen-
zierbar nach x;, falls

of (x) = lim f(x+ he;) — f(x)

ox; h—0 h

= fu (X)
existiert.

Beispiel 9.1.2.
161
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1. Sei f:R* — R gegeben durch f(x1,xs) = x12, dann ist
fxl(xlaxZ) :€I27 fxz(mlan) :wleIQ-

2. Fiir f : R" — R definiert durch

gilt im Falle x # 0
21’1‘ €T;

f:m(X) - 9 ZZ:1 xz = ”XH

Die Funktion f ist stetig auf R", aber nicht partiell differenzierbar in xy = 0.

Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt i.a. nicht die Stetigkeit.
Beispiel 9.1.3. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
x T 2
Diese Funktion ist in O nicht stetig, denn es ist
f(t,0) = 0= f(0,1)

fiir alle t € R, aber auch
fltt)=1/2
fiir alle t € R\ {0}.

Andererseits existieren jedoch die partiellen Ableitung im Nullpunkt

f(h,0) — f(0,0)

,(0,0) = lim =2 ~0.

Definition 9.1.4. Sei n € R" mit ||n|| = 1 ein Richtungsvektor und x € D. Dann heifit die
Funktion f : D — R™ an der Stelle x (Gateaux-) differenzierbar in Richtung von n oder
einfach nur differenzierbar in Richtung von n, falls

d _ o fx+hn) - f(x)
%f(x +tn) t=0 }lgr(l) h

existiert. Die Funktion f heifit Gateaux-differenzierbar in x € D, falls f an der Stelle x € D
in alle Richtungen n € R"™ mit ||n|| = 1 differenzierbar ist.
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Selbst diese Forderung ist nicht hinreichend fiir die Stetigkeit von f, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 9.1.5. Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
T 2
o ﬁa (ij>T ERQ\{O}7
f(1;7 y) - T
0, (x,y)" =0.
Diese Funktion ist in O nicht stetig, denn es ist
f(t,0) =0= f(0,t)
fiir alle t € R, aber auch
f2t)=1/2
fiir alle t € R\ {0}.
Fiir eine beliebige Richtung n = (ny,ny) mit ||n|| = 1 gilt

d o tng - (tng)? _d tmn}
=0 dt (tn))? + (tng)tli=0  dt n? + t2n}

d

)0,  fallsni =0,
=0 Z—%, falls ny # 0,

d.h. f ist im Nullpunkt in jede Richtung differenzierbar.

Definition 9.1.6. Seien X und Y normierte Vektorrdume mit den Normen || - || x und || - ||y iiber
einen Korper K.

1. Eine Abbildung A : X — Y heif3t linear, falls fiir alle o, 3 € Kund x,y € X gilt
A(ax + fy) = aAx + [fAy.

2. Die Menge aller stetigen, linearen Abbildungen A : X — Y bezeichnen wir L(X,Y).
3. Sei A € L(X,Y), dann definieren wir die Operatornorm
[A[]:= sup [[Ax]]y.

X Xil

Proposition 9.1.7. Sei X = R", dh. dim X = n < oo, und sei die Abbildung A : X — Y
linear. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Esgilt ||A]| < oo.

2. Die Abbildung A : X — 'Y ist gleichmdpflig stetig und sogar Lipschitz-stetig.

Beweis. 1. Seix = (z1,...,2,)" € R"mit||x|x = 1. Danngiltx = Y | z;e; mit |z;| <1
firalles = 1,...,n. Aus der Linearitit von A folgt nun

n
E xiAe,-
=1

| Ax]ly =

n n
< Jal Aeilly <) [[Ae]ly < oo.
Y i=1 i=1
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2. Seix € X \ {0}, dann ist n = x/||x||x € X mit ||n|x = 1. Aus [[An|jy < ||A] folgt
[Ax]y/x]lx < A und somit

|Ax|ly < [|A|l [|x]|x-

Bemerkung 9.1.8. Fiir die Operatornorm einer linearen Abbildung A : X — 'Y gilt

[Ax]ly

Al = :
xeX\{0} ||X”X

Proposition 9.1.9.

1. L(X,Y) ist ein Vektorraum iiber den Kiorper K. Die Operatornorm definiert eine Norm
auf L(X,Y).

2. Sei A e LIX,Y)und B € L(Y,Z), dann ist B- A € L(X, Z) mit

1B - All < B} - [[A]-

Beweis.
1. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung.
2. Sei ||x||x = 1, dann gilt

IB - Ax[|z < |[BJ| [[Ax[ly <|[BJ| [[A]],

dass heil3t
IB-Al = sup [B-Ax|z <|[B] [|Af.

x| x=1
[]

Definition 9.1.10. Sei D C X offen und f : D — Y. Dann heifst f an der Stelle x, € D
(Fréchet-) differenzierbar, falls eine Abbildung A € L(X,Y") existiert, mit

o 1569 = £0x0) = AGe—x0)lly _

X% 1% = o]l x

Die lineare Abbildung A heifst Fréchet-Ableitung an der Stelle xo, kurz A = f'(xg).

Aus dieser Definition erhalten wir offensichtlich folgende Proposition.
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Proposition 9.1.11. Sei D C R" offen und f : D — R™. Die Funktion f ist an der Stelle
xog € D differenzierbar, falls A = f'(x¢) € L(R",R™), d.h. A ist eine (m x n)-Matrix, und
eine Funktion r : Us(0) — R™ mit

DICILI(I) r(x)=0

existiert, so dass
F(x) = f(x0) + A(x — x) + r(x — xg)[|x — x0]|

fiir alle x € Us(xq).

Proposition 9.1.12. Unter den obigen Voraussetzungen sei f an der Stelle xq € D differenzier-
bar. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Die Ableitung A = f'(xq) ist eindeutig.

2. Die Funktion f ist stetig an der Stelle x,.

Beweis. 1. Seien A, Ay € R™*", Setzen wir B := A; — A, € R™*", dann gilt fiir beliebi-
ges x € D mit h := x — x, dass

IBh[| = | f(x) = f(x0) + Ath — Ash — f(x) + f(xo)]|
< [[f(x) = f(x0) — Aih|[ + | f(x) — f(x0) — Az
= [lr ()| - [[b]| + [[r2(R)[ - []]
und daher
|Bh||
[l

fiir h — 0. Wihlen wir nun h # 0 beliebig aber fest, so gilt

= [lra (W) + [Jr2(h) [} — O

B .. [t - [|Bh] _ [[Bh]
0 =lim ——— = lim = ,
=0 |¢h]l =0 [t} - [Ih]]  [h]

d.h. ||Bh|| = 0 fiir alle h € R™. Somit ist B = 0 die Nullmatrix und daher A; = A,.
2. Seix € Us(xo), dann gilt
f(x) = f(x0) + f'(x0) (x = %0) + 7(x = x0)|x — Xo|| = f(%o)

fiir x — xg. Dies bedeutet

lim f(x) = f(xo),

X—X0

d.h. f ist stetig an der Stelle x.
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Definition 9.1.13. Gegeben sei die Funktion f : D C R" — R™, d.h. fiir x € D ist f(x) =

(f1(%),-- s fm (X))T ein m-dimensionaler, reeller Vektor. Die Matrix

) ) )
g—;(x) g—;(x) S ﬁ(x)

of; S2(x) Z2(x) ... £2(x

360 = |0 A T s U

Oz, 1<i<m, 1<j<n : : :
Ofm Ofm Ifm
Pt e . P

heifit Funktionalmatrix oder Jakobi-Matrix.

Istm=1,dh f(z1,...,2,) € R, dann ist

Jr(x) = [for (%), fon (%)]
ein Zeilenvektor. Wir nennen den Spaltenvektor
Vfx):=Jx)" € R™
den Gradienten von f an der Stelle x.

Satz 9.1.14. Sei f : D C R™ — R™ an der Stelle xy € D differenzierbar, dann ist f an dieser
Stelle partiell nach allen Variablen und in allen Richtungen n € R™ mit ||n|| = 1 differenzierbar.
Insbesondere gilt

F(x0) = Jy(x0) = [af" x

()
Ox; 1<i<m, 1<j<n

und p
Zfxo+tm)| = f/(xo)n.

Beweis. Fiir 1 < j < n setzen wir h := x — X, := he;, dann gilt mit (9.1.11)

f(x0 + hej) — f(x0) I

3 = fl(Xo) . Ej + T(hej)T — f/(Xo) . e]-
fiir h — 0. Dies bedeutet
dfi _ fi(xo + he;) — fi(xo)
g (x0) = lim - ~ [/ xo)lis
Den Beweis beziiglich der Richtungsableitung fiihrt man analog. ]

Bemerkung 9.1.15. Wir betrachten den Spezialfall m = 1. Es ist

F'(x0) = (Vf(x0))"
und

d
oo +t)| = (Vf(xo).m).

t=0
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fiir jede Richtung n € R™ mit ||n|| = 1. Insebsondere folgt somit aus der Cauchy-Schwartzschen
Ungleichung

d
S0+ tm)| <195l

In dieser Ungleichung erhalten wir Gleichheit genau dann, wenn V f(Xo) und n parallel sind,
d.h. der Gradient zeigt in die Richtung des steilsten Anstieges.

Fassen wir fiir x € R™ und y € R den Vektor (x,y) als Punkt im R™ ! auf, dann definiert die
Ebene

E;:%waeRH%y@wzf@@+f@w@—xw}

die Tangentialebene im Punkt x, an den Graphen von f. Da diese Ebene die Dimension n
besitzt, handelt es sich um eine Hyperebene. Speziell im Falle n = 2 erhalten wir mit x = (z,y)
und xo = (0, Yo) die Tangentialebene

E={x=(z,y,2)" €R®: 2(z,y) = f(z0,y0) + [o(T0,90)(x — o) + [y (0, Y0) (¥ — v0)}-

Satz 9.1.16 (Mittelwertsatz). Sei D C R” offen und sei xo,x € D derart, dass die Verbin-
dungslinie beider Punkte
G:={tx+(1—t)xg:te0,1]}

in D enthalten ist. Die Funktion f : D — R™ sei differenzierbar auf G. Dann existiert eine
Zwischenstelle & := X + to(x — X¢) mit ty € (0, 1), so dass

I£(x) = £(xo)l| < [I£'(€)(x — x| 9.1
Beweis. Wir definieren die Funktion g : [0, 1] — R durch

g(t) := (f(x0 + t(x — x0)),n)

mit einem beliebigen (normierten) Richtungsvektor n € R™. Die Ableitung dieser Funktion an
der Stelle ¢ € [0, 1] ist gegeben durch

9(t) — 9(to)

re N s
g(to) = lim ===
i <f(x0 +t(x— XO)),n) — <f(x0 + to(x — XO)),n)
s t—to
_ (lim f(xo + t(x — x0)) — £(x0 + to(x — x0)) n)
t—to t—1g

= (£ (x0 + to(x — x0)) (x —X0), m).

Hieraus folgt, ¢ ist in [0, 1] differenzierbar und es gilt mit dem Mittelwertsatz 6.2.4, dass ein
to € (0, 1) existiert, mit

(f(x) = f(x0),m) = g(1) — 9(0) = ¢'(to) = (F'(§)(x — x0),m).
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Wihlen wir nun speziell

dann folgt

(f(x) — f(x0), f(x) — £(x0))

() — £(x0)| = [|£(x) — £(x0) || = (F'(€)(x — x0),m) < ||f'(&)(x — x0)]|.

O

Bemerkung 9.1.17. Die Ungleichung (9.1) kann im allgemeinen nicht durch eine Gleichung wie
im eindimensionalen Mittelwertsatz 6.2.4 ersetzt werden, wie folgendes Beispiel zeigt.

Fiir f : R — R? definiert durch
f(t) = (cost,sint)”,

gilt
£(0) = f(27) = (1,0)".
Aus
f'(t) = (—sint, cost)

folgt ||f'(t)||*> = sin®t + cos®t = 1 fiir alle t € R. Damit erhalten wir
0= [[f(2m) — £(0)]| < [I£"(&)(2m — 0)]| = 27.

Satz 9.1.18 (Kettenregel). Seien f : E CR" — Rund g : D C R™ — E mit D und F offen.
Seien g in xo € D differenzierbar und f in g(xo) differenzierbar, dann isth = fog: D — R
ebenfalls differenzierbar mit

K (x0) = f'(9(x0)) ¢’ (%0)

bzw.

o) = - 2 g0x0) - 22 ).

Beweis. Es gilt fiir | x — x¢|| < ¢ hinreichend klein

9(x) = g(x0) + ¢'(x0) (x = X0) + 74(x = x0)[[x — 0|

und fiir yo = g(xo) € Eund |ly — yo| < &

f(y) = f(yo) + ' (yo)(y — yo) + m¢(y — yo)lly — yoll

mit
lim r,(x —x0) =0, lim 74(y —yo) = 0.

X—X0 Y—Yo
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Wir setzen y = ¢g(x) und erhalten
fl9(x)) = f(g(x0)) + ' (9(x0)) (9(x) = 9(x0)) + 7 (9(x) = 9(x0)) [ 9(x) — g(x0)
= f(9(x0)) + f'(9(x0)) g (x0) (x — xq)
{00 =00+ 7o) — o) LI Y

1% = o

= f(9(x0)) + £ (9(x0)) g (x0) (x = x0) + 7(x — x0) [Ix — %].
Hierbei gilt
lg() = gGo)ll < llg' (x0) I [Ix = Xoll + Irg(x = x0)| [Ix = 0[] < ¢f|x =0,

und damit insbesondere auch

lim r;(g(x) — g(x0)) = 0.

X—X0

Beachten wir schlieBlich noch

£ (9(x0)) 9 (x = x0) || < [|f (9(x0)) ] |75 (x = x0)| =0,
so folgt

lim r(x —x0) = 0.

X—X0

Wir kommen nun zu einem wichtigen hinreichenden Kriterium zur Differenzierbarkeit.

Satz 9.1.19. Es sei D C R" offen und f : D — R. Falls zu einem xq € D eine Umgebung

Us(xo) C D existiert, so dass alle partiellen Ableitungen % = for it = 1,...,n, in Us(xo)

existieren und stetig in xo € D sind, dann ist f in x differenzierbar mit

F'(%0) = [far (X0), -+ fan (%0)].

Insbesondere ist somit f stetig an der Stelle x,.

Beweis. Wir setzen x := Xg = (1,...,7,)  undseih = (hy, ..., h,)T C Us(0),d.h. ||h|| < 4.
Bezeichnen e;, 7 = 1, ..., n, die kanonischen Basisvektoren des R", dann ist

i=1

Wir definieren hy ;= OQund firk=1,....,n

k
h, =) he; C Us(0)
1=1
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Dann gilt die Identitt

n—1

fx+h) = f(x) = f(x+hy) = f(x+ho) =Y (f(x+hep) — f(x+hy)).

k=0

Da
X +hp =x+hy + hppepq,

unterscheiden sich x + hy und x + hy; nur in der (k + 1)-ten Variablen. Daher gilt

f(x+hg) — f(x+h) = (x + hy + tphggi€pq1) i

OTj41

fiir ein gewisses ¢ € (0, 1), und insgesamt
f(x+h) - f(x)

1 @l’k

of — of of hy

—(x)h h tk_1h — — ¢||h

o+ 3 { (s e - 5069 ) i

= [for (), fo, () D+ r(R)|[h|.

Hierin gilt aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen limy, .o 7(h) = 0 und da

f'(x) = [for (%), fo,(x)] € LR™,R)

ist damit f in x differenzierbar. ]

M

(X—i-hk 1 —f—tk 1hkek)h

Sl

k
k

Definition 9.1.20. Wir nennen die Funktion f : D C R™ — R mit D offen stetig differenzierbar
inxog € D, falls diese Funktion in einer geeigneten Umgebung Us(xo) C D differenzierbar ist
und die Ableitung ['(x) € L(R"™,R) in xq stetig ist. Falls f fiir alle x € D stetig differenzierbar
ist, so heifit f stetig differenzierbar auf D. Wir schreiben hierfiir kurz f € C*(D,R) = C1(D).

Korollar 9.1.21. Es sei D C R" offen und f : D — R. Die Funktion f ist genau dann stetzg
differenzierbar auf D, d.h. f € CY(D), falls auf D alle partiellen Ableitungen f = fo, t =
1,...,n, existieren und stetig sind.

Beweis. Da D offen, ist jeder Punkt x € D ein innerer Punkt von D, d.h. es existiert ein 6 > 0
mit Us(x) C D. Es sind daher die Voraussetzungen von Satz 9.1.19 erfiillt, womit die Differen-
zierbarkeit von f auf D folgt. Insbesondere gilt nach Satz 9.1.14, dass

f/(X) = [fm(x)v SR ’fﬂﬁn(X)]

auf D. Die Stetigkeit der partiellen Ableitungen auf D implizieren nun direkt die Stetigkeit von
f"auf D.
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Sei f nun stetig differenzierbar auf D. Nach Satz 9.1.14 existieren die partiellen Ableitungen fiir
alle x € D und es ist

f/(X) = [fm(x)? SR 7f$n(x)i|

Aus der Stetigkeit von f’ auf D folgt wieder direkt die Stetigkeit der partiellen Ableitungen auf
D. []

9.2 Hohere (partielle) Ableitungen

Seien f : D C R" — R™und f,,,7 = 1,...,n, die partiellen Ableitungen. Falls die Funktio-
nen wieder partiell nach den Variablen x; abgeleitet werden konnen, lassen sich die partiellen
Ableitungen zweiter oder hoherer Ordnung definieren, z.B.

02 f
frlrl - (frl)m - 8_1:%’
02 f
f-TICUQ - (f«Tl)CUQ - 81’181’2’
o0 f
fCC1503 - (f:c1)x3 - axlaxg, [

Beispiel 9.2.1. Betrachten wir die Funktion
fl,y) = ze¥ +y°

dann gilt
fx(xay)zeya fy(aj,y):wey+2y,

und somit
fw@/(xay) = fyx(xay) =eY.

Es zeigt sich, dass unter hinreichenden Voraussetzungen die Reihenfolge der partiellen Ableitun-
gen unwesentlich ist.

Satz 9.2.2 (Satz von Schwarz). Es sei f : D C R? — R mit D offen. Fiir xo = (xq,y0) € D
seien die Funktionen f, f., f, und f,, in einer geeigneten Umgebung Us(x), definiert und stetig.
Dann existiert auch f,,(Xo) und es gilt

Jay(X0) = fyz(0).

Beweis. Seixq = (z9,10) € D undr > 0 so gewiihlt, dass

I:=[zg—r,m0+7] X [yo — 7,90 + 7] C Us(xo).
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Fiir | k| < r beliebig aber fest, definieren wir

g(x) = f(x,90) — fw,y0 + k),

wobei gilt g € C'([zg — r, ¢ + r]). Damit folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung

zo+h zo+h
mm+hwm@w=/’ d@ﬂu=/ (ot g0) — Folus o + K)) s

zo Zo

fiir alle |h| < r. Wegen der Stetigkeit von f,,, folgt

Yyo+k
EWWNMO—hwwdz/‘ fo (s, 0}l

Yo

und somit

f(xo+h,yo + k) — f(zo+ h,y0) — f(xo, Yo + k) + f(z0,0)
= g(xo + h) — g(wo)

zo+h
_/ (falu,y0) = folu, yo + k))du

zo
zo+h  ryo+k
= / / fay(w, v)dvdu.
o Yo

Fiir eine Nullfolge (k;) en, d.-h. k; — 0 fiir j — oo, mit |k;| < r, folgt hieraus

f(xo + h,yo + k]i;) — f(@o+h.yo)  f(@o,yo + k;{;) — fl@o,50) _ /IOM F;(u)du,
j i o

wobei

Sei u € [xg — r, o + 7], dann gilt

Yo+k; yo+k;
B = fowm) = i [ faten) = [ fade
J YYo J

Yo

1 yo+k;
< — |fﬂcy(uvv) _fxy(u7y0)|dv'

B kj Yo
Da die Funktion f,, stetig auf I ist und / kompakt ist, ist sie dort auch gleichmiBig stetig. Zu
jedem ¢ > 0 existiert daher ein § > 0, so dass aus ||x — x¢|| < 6 folgt | fo,, (x) — fx, (Z0, %0)| < €.
Somit gibt es einen Index N € N, so dass fiir alle ;7 > N gilt

1 yo+k; 1
2 [ ) = fatewlde < 42k =<,
J Yo

J
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Dies bedeutet, dass die Funktionsfolge (F});en auf I gleichmidBig gegen f,, (-, yo) konvergiert.
Somit erhalten wir fiir 7 — oo dass

fy(l'[) + h7 yO) - fy(x07 3/0)
— lim f(@o+hoyo+ ki) — flzo+hyyo)  [(@o,y0 + k) — [0, %)
Jj—0o0 kj k’j
zo+h
= lim Fj(u)du

J—00

o

zo+h
= / f:lfy(uay())du‘

o

Folglich gilt aufgrund des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung die Identitét
im fy(xﬂ + h> yO) - fy(an yO) — lim /m0+h

fyac(xO;yO) =1 fmy(ua yO)du = f;vy(x07 yO)'

h—0 h h—0 o

Definition 9.2.3. Ein Vektor a = (1, . . ., o) € NI heifit ein Multi-index. Wir definieren

fe% ::a1+a2+...+an:Zak,

o! ::al-aQ-...-an:Hak.

Falls | geniigend oft partiell differenzierbar ist, dann schreiben wir

oxf o g o f

oxe " Oxt 0xs? Qaon ™

Satz 9.2.4 (Satz von Taylor im R"). Sei D C R" offen und f : D — R mit f € C™"(D,R).
Seien x,xo € D, so dass ihre Verbindungslinie

G={y=tx+(1—-1t)xo:t€0,1]}

D*f =

in D enthalten ist. Dann gilt
f(x) = Tin(%,%0) + R (X, X0)
mit dem Taylor-Polynom
- D f(x
T (x,%0) = kZ:O ()L'Z:k #(x —Xg)*
und dem Lagrangeschen Restglied

Ry (x,%0) = /0 M Z Daf(xo +t(x — XO)) (x — x0)%dt.

m!
|a|=m+1
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Beweis. Wir setzen'y := (y1,...,Yyn)’ := x — X¢ und betrachten die Funktionen ¢ : [0,1] — R
gegeben durch

g(t) == f(xo +ty).
Aufgrund der Kettenregel folgt g € C™ ([0, 1]) mit
" 0f(x0+ ty
J=3 Qy

i=1 Oz,

poyy Bty
197

== O0x;0x;

und allgemein

k!
= Z —Df(x0 + ty)y®
a!

|a|=k

Mit der Taylor-Formel aus Satz 7.5.4 folgt dann

m ) L (m+1)
g(1) —g(0) = > 7 k!(0)+/0 g—(t)(l—t)mdt

p m)!
m D 1 _+\m

S P [0S el
k=1 |a|=k : 0 ’ lot|=m—+1

= Tn(x,%X0) + Rin(x,X0)

]

Beispiel 9.2.5. Wir betrachten als wichtige Anwendung das Newton-Verfahren zur Losung der
nichtlinearen Gleichung

f(x) =0,

wobei f : R" — R" eine differenzierbare Funktion sei.

Bezeichnen wir die Losung dieser Gleichung mit x* und ist xq € D ein Ndahrerungswert an diese
Losung, dann approximieren wir

f(x7) =0~ f(xo) + ['(%0) (X" = Xo).
Falls (f’(xo))_1 € R™*" existiert, so folgt
x* ~ X — (f’(xo))flf(xo).

Setzten wir
1

X1 = Xg — (f/(X)o) f(x0)

so ist x; moglicherweise eine bessere Niherung an X*, das heifjt

1" = x| < [l = xo]|-
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Dies ist in einer geeigneten Umgebung von x* sicherlich der Fall. Daher ist es naheliegend das
folgende Iterationsverfahren

-1

f(xx)

zum Auffinden einer Nullstelle zu verwenden. Dies ist das bekannte Newton-Verfahren. Wann und
wie schnell dieses Verfahren konvergiert, konnen wir an dieser Stelle nicht diskutieren.

Bemerkung 9.2.6. Fiirh = (hy,hy, ..., h,) und f : R™ — R gilt formal

"9 "9 !
W) = (g )= high = Y Sipone
i=1 ¢ i=1 )

X1 = Xk — (f/<xk))

2

|x|=1
0\’ i 9% f 2l
h 20 . — . — Do he
s = (Shgy) o 3 it = 3 D
und allgemein
k' . o
V)" f(x) = Y —D*f(x)h
|ax|=k

Daher konnen wir schreiben

Tpe) = 30 @96

k!
k=1
1 m
Ron(x,h) = / o 9y o,

und fiir die Taylor-Reihe bekommen wir schlief3lich zumindest formal
f(x+h) =MV f(x).
Beispiel 9.2.7. Im Falle m = 2 lautet die Taylor-Entwicklung

f(x) = f(x0) + f'(%0)(x — %0) + %(X — xo) " Hy(x0)(x — x0) + Ra(x,X0)

mit der ersten Ableitung
f,(XO) = |:f581 (Xo), ER) le (XTZ)} € R"
und der Hesse-Matrix

forey(X0)  farzs(X0) oo friz, (X0)

Hf(XO) _ [fxlz] (XO)}ijl _ fa:2:(:1 (XO) f:I:g:z:Q (XO) - fIQCL‘n (XO) .

Fre(X%0) fona(X0) o frrm (%0)

Fiir f € C?(D,R) ist nach dem Satz von Schwarz die Hesse-Matrix von f symmetrisch
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9.3 Nichtlineare Gleichungen

Definition 9.3.1. Sei D C (X, d) eine abgeschlossene Menge und ¢ eine Selbstabbildung von
D, dh. ¢ : D — D. Ein Punkt x* € D heif3t ein Fixpunkt von o, falls dieser der Gleichung

*

a* = p(a)
genligt.

Satz 9.3.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und D C
X abgeschlossen. Ferner sei o eine kontrahierende Selbstabbildung von D, d.h. es existiert ein
L € (0,1), so dass

d((x),¢(y)) < Ld(z,y)
fiir alle x,y € D. Dann existiert genau ein Fixpunkt x* € D und fiir jeden Startwert vy € D
konvergiert die durch die Iterationsvorschrift

Tnt1 = p(Tn)
definierte Folge (z,,)nen, gegen diesen Fixpunkt. Ferner gelten die folgenden Fehlabschditzungen

L "
o I —— <
d(x,, ) d(xp, Tp1) < T 7

d(x1,xg).

Beweis. Sei xy € D beliebig. Wir zeigen zuerst, dass die Folge (xy)xen, eine Cauchy-Folge ist.
Da p(z) € D fiir beliebige x € D ist, gilt x,, € D fiir alle n € Ny. Fiir beliebiges j € N folgt
die Abschitzung

d($j+1,$j): dsﬁ(%‘ )790(13‘—1))

Eingesetzt in die Dreiecksungleichung

n—1
d(wnaxm) S d($j+17$j)
j=m
liefert dies
n—1 n—1 n—m—1
d(xp, ) < Lid(xy,20) = d(zy,m0) Y L7 = d(zy,20) L™ Z L
j=m j=m k=0
L™ mow
S d([lfl,l‘o) — 0
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Dies bedeutet, zu jedem € > 0 existiert ein NV € N, so dass fiirallen > m > N
d(xp, xmy) < e.

Demnach ist (x,,),en, eine Cauchy-Folge. Da D C X selbst vollstindig ist, existiert das Grenz-
element
" = lim z, € D.

n—oo

Da ¢ nach Voraussetzung Lipschitz-stetig, also insbesondere stetig, auf D ist, folgt

¥ = lim x,,; = lim p(z,) = gp( lim xn) = p(x),

n—oo

d.h. z* € D ist Fixpunkt von ¢. Sei £ € D ein weiterer Fixpunkt von ¢, dann gilt

0 < d(§,2%) = d(p(€)), p(z")) < Ld(& %),
und daher d(§, x*) = 0, d.h. der Fixpunkt ist eindeutig.

Um die Fehlerabschitzung zu zeigen, betrachten wir
0 <d(z,,z*)= d(gp(xn_l),x*) < Ld(z_1,z,) + Ld(x,, )

Hieraus folgt

N« <
d(xn7$ ) - 1— Ld<$n7xn—1) >~

IN

d(xn—% $n—1)

Wir benétigen das folgende Hilfsmittel aus der Linearen Algebra.

Lemma 9.3.3. Sei A € L(R",R"™), dann ist A genau dann invertierbar, falls ein ¢ > 0 existiert,
so dass gilt | Ax|| > c||x|| fiir alle x € R". In diesem Fall kann ¢ = 1/||A~Y|| gewdihlt werden.

Beweis. Falls ||Ax|| > c|x|| fir alle x € R", dann ist A : R — R™ injektiv. Denn sei x €
ker(A), dann ist ||Ax|| = 0 und wegen ||Ax|| > c[|x|| folgt x = 0. Mit dem Rangsatz

dim (im(A)) = n — dim (ker(A)) =n

folgt A : R® — R" ist auch surjektiv und somit bijektiv. Daher existiert A= : R® — R",

Umgekehrt folgt aus
1A= Il < (AT - Dyl

Wir setzten x := A ™'y und folgern die Ungleichung
x| < [ATH] [|Ax]| = [|Ax] /e,

mite = 1/||A7]. O
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Satz 9.3.4 (Satz von der inversen Funktion). Sei D C R" offen und f : D — R" mit
f € CYD,R"). Im Punkt xo € D sei f'(xo) € L(R™,R") eine nichtsinguliire Matrix, d.h.
det ( 1 (Xo)) # 0. Dann existieren offene Mengen U C D und V' C R" derart, dass die folgen-
den Aussagen gelten:

1. Die Restriktion von [ auf U, d.h. f ‘U : U — V, ist bijektiv.

2. Die Umkehrfunktion g := ( f!U)fl : V. — U ist stetig differenzierbar auf V' und fiir alle
x € Uundy = f(x) gilt g'(y) = (f'(x)) .

3. Esgiltdet (¢'(y)) # 0 fiir alley € V und det (f'(x)) # 0 fiir allex € U.

Beweis. 1. Da f': D — R™" stetig in xo € D ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 derart,
dass

1F/(x) = f'(xo)ll <&
fiir alle x € U := Us(x). Hierbei sei € > 0 hinreihend klein gewihlt.
Wir wollen nun fiir ein beliebiges, festes y € V' := f(U) die Gleichung

y = f(x)
iterativ 16sen. Dazu definieren wir ¢ = ¢, : U — R" vermittels
-1
p(x) ==x— (f'(x0))  (f(x) =),

Es gilt f(x) = y genau dann, wenn x Fixpunkt von ¢ ist.

Aufgrund der Kettenregel ist ¢ differenzierbar auf U mit

P'(x) =T~ (f'(x0)) " F'(x) = (f'(x0)) " (f'(x0) — f'(x)) € R™™.

Hierbei gilt

-1

' G < |[(F'(x0)) ™| - 1F (x0) = f'(x)]| < Me

mit M := || (f’(:xo))_lH. Sei ¢ > 0 nun so gewihlt, dass L := Me < 1 gilt. Wir betonen
an dieser Stelle, dass L nicht von der Wahl von y € V abhingt. Der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung liefert die Abschitzung

lp() = (NI < ' (€)(x = x| < [le" (€] lIx = x| < Llx = x|

fiir alle x, x’ € U, d.h. ¢ ist kontrahierend auf U.

Wir betrachten die Funktion f|y : U — f(U) = V, die per Definition surjektiv ist. Sie ist
aber auch aus folgendem Grund injektiv, d.h. bijektiv. Seien x,x’ € U mit f(x) = f(x/),
SO ist

p(x) — p(x) = x —x' — (f'(x0)) " (f(x) = (X)) =x — X,
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Wegen
Ix = x|l = [le(x) — e(x)[| < Lfx — x|

und wegen der strengen Ungleichung L < 1 folgt ||x — x/|| = 0, d.h. x = x'.

Wir zeigen nun, dass V' C R™ eine offene Menge ist. Sei y’ € V beliebig. Wegen der
Bijektivitit von f ‘U existiert ein x’ € U mit f(x') = f|y(x') = y’. Da U offen ist, gibt
es ein r > 0 mit U,(x') C U. Wir setzen 0 < " := r(1 — L)/M und zeigen, dass
Un(y') €V, dh. y'ist innerer Punkt von V. Hierzu sei y € U, (y’) beliebig aber fest,
dann gilt fiir ¢ = ¢, die Abschitzung

lo(x) = X[ < [le(x) — (x| + o) — x|
< Lllx = x| + {1 (x0) " (f(x) = ¥l
< Le+ [ f(zo) 7 - Iy =l
=Lr+Mr=r

fir alle x € U,(x'), d.h. ¢ : U.(x') — U,(x’) ist eine kontrahierende Selbstabbildung.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert genau ein Fixpunkt x* € U,.(x') C U.
GemiB der Definition von ¢ erfiillt dieser Punkt f(x*) = y. Folglichisty € V, d.h. y’ ist
innerer Punkt von V' und somit ist V" offen. Dies beweist die erste Aussage des Satzes.

2. Nun kommen wir zum Beweis der zweiten Aussage. Da f|y : U — V bijektiv ist, folgt
zunichst die Existenz der Umkehrfunktion g : V' — U.

Ferner ist g Lipschitz-stetig, d.h. es existiert ein L' > 0 mit

lg(y) —g(¥)II < L'lly = ¥'ll

fiir alle y =,y’ € V. Denn betrachten wir zu beliebigen y = f(x),y’ = f(x) € V bzw.
x = ¢(y),x' = g(y') € U die Abbildungen ¢y und ¢y, so konnen wir mit Hilfe der
Beziehungen

abschitzen

lg(y) = g(¥)II = IIx = X|
= [ley(x) — @y (X)|
< oy (%) = oy (XN + lley (X)) = oy (X))
< Lllx = x| + {1/~ (x0)(y = ¥l
< Llx =x'||+ Mlly = y'll.
Dies bedeutet
(1=L)x—x| <My -y
beziehungsweise

M
lg(y) =9I = lix = x| < 7= Iy = ¥'ll.
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dh L' = M/(1 - L).

Seien x € U und z € R" beliebig, dann gilt wegen der unteren Dreicksungleichung und

Izl = [](f(x0)) " ' (x0)z]| < M ' (x0)z

die Abschitzung

1F' o)zl = £ (xo)zll — || (f'(x) — f(x0))z]|
> |l2ll/M = [1f'(x) = f'(xo)l |12
>

(1/M = ¢e)|z].

Fiir ¢ > 0 hinreichend klein ist ¢ := 1/M — ¢ positiv und infolge Lemma 9.3.3 existiert

(f’(x))_1 fiir alle x € U. Insbesondere ist (f’(x))_1 stetig auf U, d.h. (f’ (g(y))) ist
stetig auf V.

Es verbleibt die Identitit

firalley = f(x) € V zu zeigen. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von g folgt fiir beliebige
y=f(x),y =f)eV,dh.x=g(y),x =g(y') € U, dass

l9(y") — g(y) — (f(x) (' = )|

Iy’ =yl
= x = () () — )X =]
x =] Iy’ =l
) (e = %) = F6) + FE)] laly) — 9l
%" —x|| |y’ =¥l
jgwmﬂ—ﬂ@—ﬂﬁw—wwy

= ML'r(x' —x) Y=y 0,

da aus der Differenzierbarkeit von f an der Stelle x folgt lim, . 7(x' —x) = 0. Aus dieser
Abschitzung schlieen wir, dass g an der Stelle y differenzierbar ist mit

Jy)=(f'(x) " € LER"R.

. Aus der Existenz von ( 1 (x))_1 in Verbindung mit der soeben bewiesenen Eigenschaft

folgt unmittelbar die dritte Aussage des Satzes.

]
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Bemerkung 9.3.5. Es sei angemerkt, dass das Iterationsverfahren aus diesem Beweis

X1 = 9(%n) = %0 — (f(x0)) " (F(x0) = ¥),

das vereinfachte Newton-Verfahren zum Lisen der Gleichung f(x) =y entspricht. Im Gegensatz

zum Newton-Verfahren wird die Matrix ( 1 (XO))fl nur fiir den Startwert x, berechnet. Dies
entspricht der approximierten Losung der Gleichung

y = f(x) = f(x0) + f'(%0)(x — %)

Beispiel 9.3.6. Die Aussagen des Satzes sind lokal, d.h. im allgemeinen konnen wir nicht auf die
globale Invertierbarkeit von [ schlief3en.

Betrachten wir beispielsweise die Funktion f : [1,00] x R — R? gegeben durch
_|cosyp
f(ra 90) =T |:SlIlg0:| )
so ist f nicht invertierbar aufgrund der Periodizitdit des Sinus und Cosinus.

Fiir die Ableitung

£ g) = {cgsg@ —Tsmgp} c R2%?
sing  rcosg

gilt det f'(r,p) = r > 1, d.h. die Matrix f'(r, ) ist iiberall invertierbar. Daher existiert lokal
die Umkehrfunktion von f.

Wir fiihren nun die folgende Notation ein. Sei x € R”,y € R™und f : D C R"" — R", Wir
schreiben

X n-r—m
(x,y) == [y] = (xl,_..,:cn,yl,...,ym)TGR +

und
f(X’y) = f(xh"wxnvyla"'aym)-

Sei A : R*"™ — R" linear, dann schreiben wir

11 QAr2 *++ Qip | AQinpnt1l 0 Qlntm
Q21 Q22 -+ QA2pn | G2p41 *°° A2 n4m
_ _ 5 5 5 ) 3 n><(n+m)
A=[ALA)] = , eR
Qp1 Ap2 * Qpn | Gpu+l *°° Apndm

und

A m — [Ay, Ay] [;‘ — A+ Ayy.
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Lemma 9.3.7. Sei A = [A,, A,] € R™™+™) mjt det(A,) # 0, dann existiert zu jedemy € R™

ein x € R™ mit
A ﬁ —0.
y

x=-AAy.

Hierbei gilt

Beweis. Sei (x,y) € R"™™ mit
X
A [y] =Ax+Ayy=0.

Dann gilt Ayx = —Ayy und daherist x = —A'Ay.. O
Beispiel 9.3.8. Wir betrachten die Funktion f : R'™! — R definiert durch

flzy) =2 +y* = 1.

Die Menge {(z,y) : f(x,y) = 0} ist der Einheitskreis. Falls x > 0 vorausgesetzt ist, kann
f(z,y) = 2% + y* — 1 = 0 nach x aufgeldst werden gemdif3

r=V1-y? = g(y)

mit g : U;(0) — R.

Fiir lineare Abbildungen ist das Auflosen nach einer oder mehreren Variablen unter den Voraus-
setzung des Banachschen Fixpunktsatzes moglich.

Satz 9.3.9 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei D C R"™™ offen und f : D — R" mit
f € CY(D,R"). Fiir einen Punkt (xq,yo) € D gelte f(xq,yo) = 0 und

ot (xa,0) = det (S, 30) #0,

d.h. fl(xo,y0) ist invertierbar. Dann existieren offene Mengen U C D und W C R™ mit
(x0,¥0) € U und yo € W und eine Funktion g : W — R"™ derart, dass (g(y),y) e U
und f(g(y), y) = 0 fiir alle y € W. Die Funktion g ist stetig differenzierbar in W, d.h. g €
CHW,R™), mit

9/(}’0) = _(f;I((XOaYO>) lf;(Xoﬂo) = —<f)/<(9(}’0)>}’0))_1f; (g(}’o)>}’0)-

Beweis. Wir definieren eine Abbildung ' : D C R"™™ — R" durch
[ fl <X7 y) 1

f(x, y)} _ fn(;c, y)

F(x,y)Z(f(XaY)vy): [ y (%

L Ym
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Wegen der Kettenregel ist F € C''(D, R™™™) mit
' _ [ f(xo0,¥0) | _ fx(%0,¥0) f;(XOJ’o)
F (X07y0) - 0 I } - |: 0 I
[ fl,xl fl,xg CIE fl,xn fl,y1 fl,yz s fl,ym i
fZ,ml fZ,ml cee f2,xn f2,y1 f2,y2 v fQ,ym

fn,ﬂfl fn,ﬂfl e fn,zn fn,y1 fn,yg e fn,ym

0 0O ... O 1 0O ... O
0 0o ... O 0 1
0 0 0 0 1

Da nach Voraussetzung gilt

det [ FX0:¥0) Ty X0 YO _ e (10, y0)) - det(T) = det( (xa. 0)) # 0,

ist F” an der Stelle (xo,yo) invertierbar. Infolge dem Satz von der inversen Funktion existieren
offene Mengen U C D und V' C R™""™ derart, dass I’ : U — V bijektiv ist. Wir setzen

W:={yeR":(0,y) e V} CR™.

Fiir (x0,y0) € U gilt F(x0,y0) = (f(xg,yo),yo) = (0,y0) € V, d.h. yo € W. Wir bemerken,
die Offenheit von V' impliziert dass auch W C R™ offen ist.

Sei y € W beliebig, dann gibt es zu (0,y) € V nach dem Satz von der inversen Funktion ein
z € Umit F(z) = (0,y) = (f(z),y).Daz € U,istz von der Form z = (x,y),dh. zuy € W
existiert ein x € R" mit (x,y) € U und f(x,y) = 0 sowie F'(x,y) = (0, y). Dieses x ist sogar
eindeutig wie man folgendermaBen einsieht: sei x’ € R" mit (x',y) € U ein weiteres Element
mit f(x’,y) = 0, dann gilt

FX\y)=(fX,y).y) =(0,y) = (f(x,y),y) = F(x,y).
Da F': U — V injektiv ist, folgt x’ = x.

Wir definieren g : W — R" durch g(y) = x fiir y € W. Es gilt aufgrund dieser Definition
f(9(y),y) =0Ofiralley € W.

Sei G : V — U die Umkehrfunktion zu F'. Nach dem Satz von der inversen Funktion ist G €
CY(V,R™™) und G(0,y) = (9(y),y) fiiralle y € W. Folglich ist auch g € C*(W,R"). Um
die Ableitung von G zu berechnen, definieren wir i : W — R™™™ mit

W) = (9(y),y) = {f’(”} |

y
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Damit ist (f o h)(y) = f(g(y),y) = Ofiiralley € W, d.h. f o h = 0, und mit der Kettenregel
folgt

0= (foh)(y)=f(h(y)h'(y) = f(9(y).y) - [g/(ly)] = fe(93).¥)d' (¥) + £, (9(y).¥)-

Hieraus folgt nach Lemma 9.3.7

9.4 Extremalwertprobleme

Gegeben sei ein normierter Raum (V/, || - ||). Wir wollen im folgenden die Extremwerte fiir die
auf einer Menge D C V definierte Funktion J : D — R untersuchen.

Definition 9.4.1. Eine Stelle u € D heif3t Minimum bzw. ein striktes Minimum, falls fiir alle
ve D\ A{u} gilt J(u) < J(v) bzw. J(u) < J(v).

Eine Stelle w € D heifit lokales Minimum oder auch relatives Minimum von J, falls eine
offene Umgebung U := Us(u) existiert, so dass J(u) < J(v) fiir alle v € U N D gilt. Das lokale
Mimimum ist strikt, falls sogar J(u) < J(v) gilt.

Ersetzen wir “ <" bzw. “ <" durch “ >" bzw. “ >", so sprechen wir entsprechend von (strikten)
Maxima und (strikten) lokalen Maxima.

Satz 9.4.2 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extremstellen). Sei D C V' C R" offen und sei
die Funktion J : D — R stetig. Falls die Funktion J in u € D ein lokales Extrema besitzt und

inu € D differenzierbar ist, so gilt
J'(u) = 0. 9.2)

Beweis. Sei v € V beliebig mit ||v|| = 1. Dann existiert ein § > 0, so dass die Funktion
f(t) = J(u+ tv) fir alle t € [—6, 6] wohldefiniert ist, das heift u + tv € D.
Aufgrund der Kettenregel ist f an der Stelle ¢ = 0 differenzierbar. Es gilt

f1(0) = J'(u)v

mit J'(u) € R™". Da J an der Stelle ein relatives Extremum besitzt, so ist t = 0 eine relative
Extremstelle von f. Nach dem Satz von Fermat 6.2.2 gilt

f1(0) =0=J(u)v,

fiir jedes v € V, das heil3it
J'(u)=10,...,0] € L(V,R).
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Bemerkung 9.4.3.  [. Die Bedingung J'(u) = 0 € R " bedeutet fiir den Gradienten
8J(u)
oz
0J(u)
VJu) =| % | =o0.

Dies sind n Gleichungen fiir u = (uy, ..., u,)’ € R,

2. Wie wir im Beweis gesehen haben, geniigt die Gateaux-Differentierbarkeit von .J in allen
Richtungen v € V mit ||v|| = 1. Die notwendige Bedingung (9.2) lautet dann

J'(u)v=0 9.3)
fiir alle v € V.

3. Die Gleichung (9.2) heifst Eulersche Gleichung. Gleichung (9.3) ist die schwache Formu-
lierung der Eulerschen Gleichung.

4. Die Stellen u € D mit J'(u) = 0 heiffen die stationdiren Punkte von u. Ein stationdirer
Punkt muss jedoch im allgemeinen keine Extremstelle sein.

Wir wollen zuerst auf das folgende Resultat aus der linearen Algebra iiber symmetrische Matri-
zen aufmerksam machen.

Bemerkung 9.4.4. Eine symmetrische Matrix H € R™"™ besitzt n nicht notwendigerweise ver-
schiedene reelle Eigenwerte \; und eine zugehorige orthonormale Eigenbasis w;. Folglich kann
jeder Vektor w € R" in der Eigenbasis ausgedriickt werden

n
w = E W5, a; € R
i=1

und daher gilt
n n
(AJTH(.U = Z )\iaiajwjrwi = Z )\ZO./,L2
ij=1 i=1
Hieraus folgt sofort, dass die Matrix H genau dann positiv semidefinit ist, das heifst \; > 0 fiir

alle 1, falls
w Hw >0

fiir alle w € R™.

Gilt nun \; > 0 fiir alle i, so gilt offensichtlich sogar

n
w"Hw > min{\;}|w]?
i
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das heifit die Matrix H ist genau dann positiv definit, falls ein v > 0 existiert so dass
w'Hw > 7[w]?
fiir alle w € R™.
Entsprechende Resultate lassen sich natiirlich auch im negativ (semi-) definiten Fall formulieren.

Satz 9.4.5. Sei D C R" offen und J € C*(D,R). Desweiteren existiere u € D mit J"(u) €
R™ ™. Falls J an der Stelle u € D ein lokales Minimum hat, so ist w™ J"(u)w > 0 fiir alle w €
R"™, mit anderen Worten, die Hessematrix ist in einem lokalen Minimum u positiv semidefinit.

Beweis. Zu gegebenem w ist fiir hinreichend kleines ¢ > 0 sowohl der Punkt u 4 tw € D als
auch die Verbindungslinie [u,u + tw] := {u + stw : s € [0,1]} in D enthalten. Nach dem
Taylorschen Satz fiir die Funktion f definiert durch f(¢) := J(u + tw) existiert nun zu jedem ¢
eine Zwischenstelle A € (0, 1), so dass gilt

1
J(u+tw)=J(u)+tJ' (0)w + EthTJ”(u + Mw)w.
Da fiir ein Minimum gilt J(u + tw) > J(u) und J'(u) = 0, folgt weiter
1
0< §t2wTJ”(u + Mw)w,

das heif3t
0 <wlJ'(u+ Mw)w.

Lassen wir nun ¢ gegen Null streben, so folgt die Behauptung. [

Proposition 9.4.6. Sei D C R" offen, J € C*(D,R) und J'(u) = 0. Existiert ein vy > 0 derart,
dass fiir alle w € R" gilt
w T (Ww > 7w, 9.4)

so besitzt J an der Stelle u € D ein striktes lokales Minimum. Mit anderen Worten, gilt J'(u) =
0 und ist die Hessematrix J" () positiv definit, so ist die Stelle u ein striktes lokales Minimum.

Beweis. Sei 0 # w € R" beliebig aber fest. Wegen der Stetigkeit von .J” in der Stelle u folgt,
dass zu gegebenem £ > 0 ein § > 0 existiert mit

|J"(n) — J"(u+tw)|| <e
fiir alle |[tw]|| < 0. Da J” eine symmetrische Matrix ist, ist diese Gleichung dquivalent zu
w'(J"(a) = J"(u+ tw))w < eljw]?

und daher
J'(u+tw) > W' J (w)w — el|lw|]? > (v — &) |lw]%.
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Wie im vorhergehenden Beweis, erhalten wir aus dem Taylorschen Satz die Gleichung
Ju+tw) = Ju) +tJ (0)w + %tszJ”(u + Mw)w

mit A € (0, 1) und ¢ hinreichend klein. Mit J'(u) = 0 ergibt sich schlieBlich

1 1
J(u+tw) — J(u) = §t2wTJ"(u + Mw)w > §t2(’7 —&)|wl* >0,

das heif3t die Stelle u ist ein striktes Minimum. ]

In der folgenden Proposition iibertragen wir die letzten beiden Ergebnisse auf Maxima.
Proposition 9.4.7. Fualls J € C*(D) und fiir alle w € R™ gilt
w'J(W)w <0
dann besitzt J in u ein lokales Maximum. Gilt sogar
W T (Ww < A|w|l

fiir ein v > 0, so ist das Maximum sogar strikt.

Die niéchsten Definitionen und Sitzen beschiftigen sich mit Extremalstellen unter Nebenbedin-
gungen.

Definition 9.4.8. Sei D C R"*" und ¢ : D — R™. Fiir u € R""™ schreiben wir u = (x,y) mit
x € R" undy € R™. Durch die Menge

M :={(x,y) € D:p(x,y) =0}
ist eine Teilmenge von D gegeben, die wir zuldssige Menge nennen.
Eine Stelle u = (x,y) € M heifst lokales Minimum von .J unter den Nebenbedingungen
w(x,y) = 0, falls eine offene Umgebung
U .= U(g(u) g D

um u existiert und

J(u) < J(v)

fiir alle v € U N M gilt.

Analog wird das lokale Maximum von J unter den Nebenbedingungen o (x,y) = 0 definiert.
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Satz 9.4.9 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei D C R"™™ offen und ¢ : D — R" stetig an der
Stelle u € M stetig differenzierbar mit

¢'(u) = [ (), ¢} (u)].

Sei det (go;(u)) # Qund J : D — R stetig und in u € M ebenfalls differenzierbar. Falls u
ein relatives Extremum von J unter den Nebenbedingungen p(u) = 0 ist, so existiert A\ € R"
derart, dass

J'() + AT/ (u) =0 € L(D,R). (9.5)

Beweis. Aufgrund des Satzes iiber implizite Funktionen existieren offene Umgebungen U C D
und W C R™, und eine stetig differenzierbare Funktion g : W — R™ mit (g(y),y) = O fiir
alle y € W. Demnach gilt

MnNU = {(g(y),y) [y € W}
und mit u = (g(y), y) folgt
() = —(#(w) g (w).
Wir definieren nun die Funktion G : W — R durch

Gly) == J(9(y).y)

fiir alle y € IW. Eine Stelle u = (g(y), y) € M ist genau dann ein relatives Extremum unter den
Nebenbedingungen ¢(u) = 0, wenn G an der Stelle y ein relatives Minimum besitzt. In diesem
Falle folgt nach Satz 9.4.2, da nach der Kettenregel G stetig differenzierbar auf I ist, dass

0=_G'y)=Ji(9(y).y)d(y)+ J5(9(y).y) = Je(u)g (y) + Jy (u),

und somit 1
0= J,(u) — JL(w)(e(n) ¥, (u).
Setzen wir
AT = —JL(w) (¢l(u))
dann ist

T
Jy(u) + A7 ¢ (u) = 0.
Andererseits gilt die Identitit
-1
Je(u) = Ji(u) (px(1)) @ () = =Xpx(u).

Zusammengefasst ergibt sich schlielich

T () + AT, (u)
Jy(u) + )\Tgp'y(u)

?

0
0,

das heif3t die Behauptung. ]
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Bemerkung 9.4.10. Definieren wir die sogenannte Lagrange-Funktion
L:(DxR")—R

definiert durch
L(u,\) := J(u) + Xp(u),

dann sind die Nebenbedingung u € M und (9.5) dquivalent zu L'(u, X) = 0.

Beispiel 9.4.11. Sei D = R? und
J(z,y) =x+y.

Die Nebenbedingung x> + y? = 1 fiihrt zur zuliissigen Menge
M ={(z.y) : p(z,y) = 2" +y* — 1 =0}
Die zugehorige Lagrange-Funktion lautet
L(z,y,\) =z +y+ Mz +y*> — 1).
Wegen
0=L,=1+2\,

0=L,=1+2\y,

OéLA:ﬁ—i—yz—l,
erhalten wir die zwei Punkte (12, y1/2, M j2) = (£1/v/2,£1/v/2, F1/v/2) als mogliche Kan-
didaten einer Extremstelle. Da J : M — R eine stetige Funktion auf der kompakten Menge M

ist, miissen Maximum und Minimum existieren. Es gilt J(x1,vy1) = V2 und J(x2,y) = —V/2,
daher ist (x1,y,) die Maximalstelle und (o, y2) die Minimalstelle.

Wir wollen nun den Begriff der konvexen Menge und konvexen Funktion definieren.

Definition 9.4.12. Sei (V|| - ||) ein normierter Vektorraum. Die Menge K C V heifit konvex,
falls zu jedem u,v € K auch alle Konvexkombination {(1 — t)u +tv : ¢t € [0,1]} in K
enthalten sind. Eine auf der konvexen Menge K definierte Funktion J : K — R heifit konvex,
falls fiir alleu,v € K und t € [0, 1] gilt

(L=t)J(u)+tJ(v) > J((1 —t)hu+tv).

Die Funktion J heifst strikt konvex, falls strikte Ungleichheit fiir u # v gilt.
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J((1—=t)u+tv) A

| | | >
T T T

u (1 —tu+tv v

Bei einer eindimensionalen konvexen Funktion liegt die Verbindungslinie zweier Punkte
oberhalb des Graphen.

Satz 9.4.13 (Notwendiges Kriterium fiir Minima bei konvexen Mengen). Sei K C V eine
konvexe Menge und J : K — R. Ist u € K ein lokales Minimum von J und J in u differenzier-
bar, so gilt fiir alle v die Variationsungleichung

J'(u)(v —u) > 0.

Beweis. Betrachten wir zu v € K die Funktion f : [0, 1] — R definiert durch
f@) =J((1-thu+tv).
Da u ein lokales Minimum ist, gilt
0<J((1—thu+tv) —J(u)=tJ'(u)(v—u)+tr(t)
mit |r(t)| — O fiir ¢ — 0. Hieraus folgt
0 < J'(u)(v—u)+r),
das heift fiir ¢ — 0 die Behauptung. ]

Bemerkung 9.4.14. Dieser Satz gilt auch fiir abgeschlossene konvexe Mengen, die vorigen Siitze
dagegen nur fiir offene Mengen.

Satz 9.4.15 (Konvexititskriterien). Sei J € C'(D,R) und K C D konvex.

1. Die Funktion J : K — R ist genau dann konvex, wenn fiir alle u,v € K gilt

J(v) = J(u) > J'(u)(v—u).



9.4. EXTREMALWERTPROBLEME 191

2. Die Funktion J : K — R ist genau dann strikt konvex, wenn fiir alle u,v € K gilt

J(v) = J(w) > J(u)(v - ),

3. Falls J € C*(D,R) mit D C R" ist, so ist J : K — R genau dann konvex, wenn fiir alle
u € K und fiir alle w € R" gilt

wl'J"(w)w > 0.

Beweis. 1. “=":Seit € [0,1] und J : K — R konvex, dann gilt fiir beliebige u, v € K die
Ungleichung
J(1=tu+tv) <(1—=t)J(u)+tJ(v),
das heif3t
J(u+t(v—u))—J(u)
t
Lassen wir nun ¢ gegen Null streben, so ergibt sich

< J(v) = J(u).

J'(u)(v—u) < J(v)—J(u).

“<": Seien u, v € K beliebig aber fest. Da die Menge K konvex ist, ist fiir jedes ¢ € [0, 1]
auch w := (1 —t)u+tv in K enthalten. Nach Voraussetzung gelten fiir ein solches w die
Ungleichungen

J'(w)(v
J'(w)(u

w) < J(v) = J(w),
w) < J(u) — J(w).

Addieren wir nun das ¢-fache der ersten Ungleichung zum (1 — ¢)-fachen der zweiten, so
erhalten wir

0=JW)(L—thu+tv—w) < (1—t)J(u)+tJ(v)— J(w),
was gleichbedeutend ist mit

J(1=tu+tv) <(1—t)J(u)+tJ(v).

2. Die Behauptung folgt analog zur vorherigen, indem wir “<” durch “<” ersetzen.

3. Die letzte Aussage verbleibt dem Leser als Ubung.

Satz 9.4.16. Sei K C R" konvex und J : K — R eine konvexe Funktion, dann gilt:

1. Falls u € K ein relatives Minimum von J ist, so ist u ein globales Minimum, das heifit es
gilt
J(u) < J(v)

fiir alle v € K.
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2. Falls J € CY(K,R), dann hat J inu € K ein globales Minimum, wenn fiir alle v.€ K
gilt
J'(u)(v—u) >0.

Beweis. 1. Sei v € K beliebig, dann gilt fiir ¢ hinreichend klein
0<J((1=thu+tv)—J(u) < (1—1t)J(u)+tJ(v) — J(u)
das heifit 0 < J(v) — J(u) fiir beliebiges v € K.
2. Die Voraussetzung impliziert zusammen mit den Konvexititskriterien
0<J'(u)(v—u)<J(u)—J(v)

fiir alle v € K, das heilit u ist in der Tat ein globales Minimum.

]

AbschlieBend wollen wir noch folgenden wichtigen Satz beweisen, der uns in einem metrischen
Raum (X, d) fiir eine Funktion J : X — R die Existenz eines globalen Minumums liefert ohne
die Differenzierbarkeit von .J vorauszusetzen.

Satz 9.4.17. Sei (X, d) ein metrischer Raum und J : X — R. Falls fiir alle o € R die Mengen
K, ={veX:Jv)<a}

kompakt sind, dann existiert ein globales Minumum u € X.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass ein u € X existiert, so dass J(u) < J(v) firalle v € X.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass o* := infycx J(Vv) > —oo. Dann existiert eine streng
monoton fallende Folge (v, )nen mit lim,, o , = *. Die Mengen

K, =K, ={veX:JKV) <a,}

sind nichtleer, geschachtelt K, C K, und aufgrund der Voraussetzung kompakt. Aufgrund
des Satzes iiber zentrierte Systeme kompakter Mengen 3.2.7 ist

K= K, #0.
n=1

Sei u € K*, dann gilt fiir alle « > o*, dass ein n € N existiert mit « > «,, > «*. Wir zeigen,
dass nun J(u) = o* = inf o, gelten muss.

Hierzu sei zuerst angenommen, dass J(u) > a*. Dann existiert ein n € N mit o, > J(u) >
i1, das heiftu € K, und u € K, 1. Demnach gilt u ¢ ﬂzo:l K, = K*, was im Widerspruch
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zu u € K* steht. Andererseits kann aber auch nicht J(u) < o* gelten, denn dann ist o* #
infyex J(v). Folglich gilt also J(u) = a*.

Sei nun v € X beliebig, dann existiert ein n € N, so dass J(v) > a,, > o* = J(u), oder es gilt
v € K*. Im letzten Fall gilt dann aber J(v) = o* = J(u).

Im Fall o* = —oo betrachten wir eine bestimmt divergente, streng monoton fallende Folge
(tn)nen mit oy, — —oo fiir n — oo. Die gleiche Argumentation wie oben sichert das

K*:(an;é(Z).

Fiir beliebiges u € K* gilt J(u) < «, fiir alle n € N, was im Widerspruch steht zu J(u) €
R. [
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Kapitel 10

Integration im R"

10.1 Grundlagen

Wir haben bisher Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktion nur auf offenen Mengen des R™
betrachtet. Da wir diese Begriffe nun ebenfalls auf abgeschlossenen Mengen benétigen, treffen
wir die folgende Vereinbarung.

Eine Funktion f : R™ — R™ nennen wir stetig bzw. differenzierbar auf der abgeschlossenen
Menge D C R", falls eine offene Umgebung E von D existiert, auf der f stetig bzw. diffe-
renzierbar ist. Entsprechend sagen wir f € C*(D,R"), falls f € C*(E,R") fiir eine offene
Umgebung £ von D.

Definition 10.1.1. Sei

I”:{XER"azgxlgbl,lgzgn}:®[a“bz]
=1

eine n-Zelle bzw. ein n-Quader und sei f : I"

Funktionen

— R stetig. Fiir k = 1,2,...,n seien die

fe:I" >R
rekursiv gegeben durch

folxe, .o xy) = f(x, ..., x),

bn
fn—l(xh'"uxn—l) = f(xlw-'uxn—laxn)dxna

und allgemein

by

Joo1 (@1, ) = fe(zr, .o e, ) day.
ag

195
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Das Integral von f iiber I™ definieren wir vermittels

b1

f(x)dx = flz, ... xp)dey - - - day, = f1(zy)dz.
n n

Die n-Zelle I heifit das Integrationsgebiet.
Beispiel 10.1.2. Sei f(x) = 1, dann ist

/ 1dx=(bn—an)/ 1dxy---dr,_1
in Jn—1
= (bn - an)<bn71 - anl)/ 1 dxl the dxan

n—2
== — @)
i=1

das Volumen der n-Zelle I™.

Satz 10.1.3. Sei [" C R" eine n-Zelle und f : [" — R stetig.
1. Es gilt die Ungleichung

‘ f(x) dx
ITL

< [ [fx)]dx.
In

2. Fiir jedes o € R gilt
/ af(x)dx=a [ f(x)dx.
m m

3. Ist g : I" — R eine weiter stetige Funktion, so gilt
£+ 90x) dx = [ 1) dx+ [ glx) dx
m m m
4. Fiir jede n-Zelle J" C I"™ gilt

f(x) dx = f(x) dx + / f(x) dx.
m an m\Jn

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Satz 10.1.4 (Approximationssatz von Weierstrall im R"). Es sei I" C R" eine n-Zelle. Die
Menge aller Polynome

l € N, liegt dicht im Raum C(I",R).
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Beweis. Wir fiihren den Beweis des Satzes mit vollstindiger Induktion beziiglich der Raumdi-
mension n. Fiirn = 1 entspricht die Aussage Satz 8.5.1 und ist folglich wahr. Wir nehmen im fol-
genden also an, dass die Aussage fiir alle Funktionen f € C'(I"!, R) gilt. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit sei hierzu /™ = [0, 1]” angenommen.

Setzen wir fiir eine beliebige stetige Funktion f : [0,1]" — R
9(5171a$27 ... 7'In) = f(xly'er cee axn)

— (1= 2)f(0, 29,23, ...,2,) — 21 f(1, 29, 23, ..., 2y)

— (1 —x9)f(x1,0,23,...,2,) — x2f (21,1, 23,...,2,)

—(I=x)f(z1, T2, Tp1,0) — zpf(x1, .o, Tpo, Tpy1, 1),

dann gilt g(0I™) = 0. Dafiirallei € {1,...,n} die Funktionen f(xy,...,2;-1,0,Zi11,...,2y)
und f(xy,...,2;1,0,Zi11,...,2,) Funktionen auf [0,1]""! sind, kénnen diese nach Indukti-
onsvoraussetzung beliebig genau vermittels Multiploynomen approximiert werden. Zeigen wir
nun die Behauptung fiir g, so gilt diese folglich auch fiir f.

Vorbereitend betrachten wir fiir beliebiges [ € N die Polynome

a(x) = ()" ][] (1 —=})

=1

= (/_11(1 — x2)”dx) _1.

Dann ist ¢; ein Polynom vom Grade (20)", das auf [—1, 1| nichtnegativ ist. Ferner gilt aufgrund

der Normierung
/ q(x)dx =1
[_1,1]n

und wegen ¢; < V/1 (vgl. (8.8)) folgt offensichtlich

mit

a(x) < ()" < Vir

fiir alle x € [—1, 1]™.

Fiir x ¢ [—0, 0]™ finden wir zumindest eine Koordinate xy, so dass z; & [—9, §]. Daher folgt fiir
x € [—1,1)"\ [, 0] die Abschitzung

ax)=(a)"(1-ap) [ Q-ad)<a-e)vi,
——

das heif3t ¢, konvergiert fiir jedes > 0 gleichmiBig gegen 0 aufierhalb von [—4, §]™.
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Nun betrachten wir
px) = [ gl tat) dt
Es gilt

m(x) = / glxy+t, ..oy t)q(ty, ... ty) dty, -+ - dty
]Rn

1
:/ / g(l’l—|—t1,...,l’n,1+tn,1,tn>ql<t1,...,tnfl,tn—In) dtndtl
Rn-1 J0

1 1
:/ / / g(xl+t17--~7$n—2+tn—27tn—1>tn)
Rn—2 0 0

. Cﬂ(h, Ce 7tn—27tn_1 — xn_htn — {L’n) dtn . dtl

=/ g(t)q(t —x) dt,
[071]n

dies bedeutet, p; ist ebenfalls ein Polynom vom Grade (27)".

Es sei angemerkt, dass im R" der Wiirfel [0, 6]" in der Kugel K5 /;(0) enthalten ist. Da g stetig
ist, konnen wir daher zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 so bestimmen, dass

lg(x +t) —g(x)| <

fir alle t € [—0,0]" und x € [—1, 1]™. Ferner gibt es einen Index Ny, so dass |¢(t)| < ¢ fiir alle
t € [-1,1]" \ [<6,0] und [ > Ny. Das Maximum von g auf [—1, 1]" bezeichnen wir mit

M:= sup g(x).

x€[—1,1]"

Wir kommen schlieBlich zur entscheidenden Abschétzung
)=l =| [ (axr )= gttty
,171 n
< /[ 1760 = Felalt)as
_1’1 n

< 2M q(t)dt + s/ q(t)dt
[—171]"\[—5’6]71 [_676}’”

<2M2' +¢e=¢(2"""M + 1),
woraus die Behauptung folgt. [
Korollar 10.1.5. Die Menge aller Funktionen vom Typ

J
F&) = hia(@) - hin(wn) (10.1)

mit J € Nund h;j, € C([ag, bg], R) liegt dicht in C(I™,R).
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Beweis. Polynome im R" sind Funktionen vom Typ (10.1). Da diese nach dem Weierstral3schen
Approximationssatz selbst schon dicht in C'(I", R) liegen, folgt die Behauptung. O

Beispiel 10.1.6. Die Funktion
2

F(x) = elXl? = Xl = H@%
i=1

kann als Produkt von eindimensionalen Funktionen geschieben werden, wohingegen

F(x) = elXl = evEitiat

nicht in eindimensionale Funktionen zerfdllt.

Satz 10.1.7. Die Funktion f : R™ — R sei stetig und I™ C R" eine n-Zelle. Die Permutation T
vertausche die Variablen x; und x;, das heif3t

T(x1, .. Tiy oy Ty oy ) = (T4, Ty Ty oo, Ty).

Wir setzen f(x) := f(T(x)) und mit [ := T(I,), bezeichnen wir die n-Zelle, die durch ent-
sprechendes Vertauschen der Variablen entsteht. Dann gilt

o~

(x) dx = - f(x) dx,

In

mit anderen Worten, die Reihenfolge der Integration ist beliebig.

Beweis. Fiir jedes € > 0 existiert nach dem Approximationssatz von Weierstrall 10.1.4 ein Poly-
nom ¢;(x) mit
|ql — f’ < E.

Nun ist

l n

QI(X) = Z H hzk(l‘k)

i=1 k=1

Bezeichnen wir mit V' (I™) = [];_, (bx — ai) das Volumen der n-Zelle I"™, dann gilt folglich

[ a0 = 1) x

< [ Jax) = £60] de < V(7).

Daher geniigt es, die Aussage fiir das Polynom ¢; zu zeigen.

Da fiir eine stetige Funktion i : ™ — R mit

h(x) = hy(z1) - ho(za) - - hp(xy)
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die Aussage

gilt, folgt sofort dass

[]

Definition 10.1.8. Im eindimensionalen Fall ist eine Menge D C R ein Normalbereich, falls
D = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall ist. Im hdherdimensionalen Fall, das heifst n > 1,
nennen wir eine kompakte Menge D C R"™ Normalbereich beziiglich der x,-Achse, falls ein
Normalbereich E C R"™! (beziiglich der x,_,-Achse) und zwei stetige Funktionen G, H : E —
R derart existieren, so dass gilt

D = {X: [¥]eR":G(X) <z, < H(x), ¥ EE}.

Ist D C R™ Normalbereich beziiglich aller Achsen, so sprechen wir kurz von einem Normalbe-
reich im R".

Beispiel 10.1.9.  [. Der Einheitskreis
D={xeR*: x| <1}
ist ein Normalbereich im R?, denn es gilt sowohl
D:{(x,y)ERQ:—MSySM, —1§x§1}.
als auch

D={(z,y) eR*: —y/1 -2 <2 </1-y% —-1<y<1hL

2. Die Menge
A" = {(xh... Tp) ER™ 1y >0Vi € {1,...,n}, ing 1}
i=1

ist ein Normalbereich im R". Die Menge /\" wird (Referenz-) n-Simplex genannt.

Satz 10.1.10. Sei D C R" ein Normalbereich, das heifst wir haben

D = {X: [¥]eR":G(X) <z, < HX), X'EE}
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mit einem Normalbereich E C R"~! und zwei stetigen Funktionen G, H : E — R. Ferner sei
1" C R" eine n-Zelle die eine offene Umgebung U C D von D enthdlt. Dann ist das Integral
einer stetigen Funktion f : U — R iiber D gegeben durch

/D F(x) dx = /E [ /G [:()) ) dy | X

Beweis. Fiir § > 0 geniigend klein und x’ € E beliebig setzen wir

1 G(x') <z, < HX),
) 1— 216D g (x) < @, < HX) 46,
yTn) = x')—x
1 - 95 G(x!) — 6 <z, < G(X),

0

?

/

X3 (X

sonst.

9

Dann gilt

bn H(x)
f(xl7 In)Xﬁ(X/y xn) dl‘n = / f(X/, xn) d.Tn + R(X/, (5)
Qan G(X’)

fiir alle x’ € E, wobei

R(x.0) < [

G(x')—6

G(x') H(x'+4)

F(< ) dan + / () iy < 26 sup |f(x)

H(x') xeln
gleichmiBig beziiglich x” € E. Dies bedeutet

bn H(x')
(X' x,) - xs(X, ) dayy, — F(X) := / f(X' x,)dx,
an G(x')

gleichméBig auf £. Die Aussage folgt nun durch Induktion nach n. ]

Beispiel 10.1.11. Sei der Normalbereich D C R? gegeben durch
D={(z,y):2*<y<z,0<z<1}

und f : D — R mit f(x,y) = 1. Dann ist

/Df(a:,y) d(a:,y):/Dld(x,y):/Ol U;my] dx:/ol vl | d:v:/ol(a:—xQ) d:p:é.

Es sei angemerkt, das diese Grofie dem Flicheninhalt von D entspricht.

Korollar 10.1.12. Es sei K C R" eine kompakte Menge und f € C(K,R). Ferner seien Nor-
malbereiche D; CR", i =1,..., N, gegeben, deren Inneres paarweise disjunkt ist, das heif3t

D; N D; = 0, i j.
Falls gilt K = Uf\il D; C R"™ dann haben wir

Kof(x) dX:Z/Df(X) dx.
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Definition 10.1.13. Sei £ C R" und f : E — R. Die Menge

supp f == {x € R : f(x) # 0}

heif3it Trager oder Support der Funktion f.

Besitzt die Funktion f € C(R",R) einen kompaktem Tréiger, das heifst supp f ist kompakt, dann
sei I" eine n-Zelle die den Triger von f enthdlt. Wir definieren

f(x)dx:= [ f(x)dx.
R® In

Das so definierte Integral ist unabhingig von der Wahl von /", vorausgesetzt lediglich, dass /"
den Triager von f enthilt. Ist die kompakte Menge supp f sogar ein Normalbereich, so folgt
offensichtlich

X) dx = X) dx.
ROCSY NG

10.2 Die Substitutionsregel im R"

Um die Substitutionsregel im R™ beweisen zu konnen, benotigen wir zuerst einige vorbereitende
Uberlegungen.

Definition 10.2.1. Eine Funktion F : D C R" — R" heifst primitiv, falls

I
F1 (wla wrn) L1
F(x) = = Z rvie; + f(x)e, = | f(x)
Fn<x17 wxn) ZE{.l;Z‘"n} Tm41
L T .

mit f: D — R.

Wie man leicht iiberpriift gilt fiir eine primitive Funktion F : D C R" — R" die Gleichung

F(x) = (f(x) = zm)emn + Z%‘ei-
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Aus F € C*(D,R") folgt f € C'(D,R), und fiir x € D finden wir

F'(x) =en(f'(x) —en) +1

I 0

= fxl(x) e frmq(XO) frm (XO) f:]cm+1(x0) e fmn (XO)

0 I

Da offensichtlich gilt
det F'(x) = f,,, (x),

ist F(x) genau dann invertierbar in einer Umgebung von x, falls f,, (x) # 0 ist.

Definition 10.2.2. Die lineare Abbildung P,,, : R" — R"™ mit m < n definiert durch

P,.(x)=P,- (inei) =P, [xl, e ,xn}T = Za:iei = [ml,...,xm,(), . .,O}T
i=1 i=1
heif3t kanonischer Projektor des R" auf den R™.

Die Matrix P,, des kanonischen Projektors ist gegeben durch

Tmxm omx (n—m)

Pm: O(nfm)xn O(nfm)x(nfm)

Natiirlich ist der kanonische Projektor P,, die Identitdt auf dem R”. Ferner gilt offensichtlich

Definition 10.2.3. Die lineare Abbildung T; ; : R" — R" definiert durch
T T
Tm(x):TLW[xl,...,xi,...,xj,...,xn] :[:1:1,...,xj,...,xi,...,xn] ,

welche die zwei Variablen x; und x; miteinander vertauscht, nennen wir einen Permutations-
operator.
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Als Matrix T ; ist dieser Permutationsoperator wie folgt gegeben

1

0 1 «— i-te Zeile

1 0 «— j-te Zeile

1

Selbstverstindlich folgt T'; ; = I und, wie man leicht iiberpriift, gilt die Beziehung
Tij = Ti,j . Ti,j = I

Lemma 10.2.4. Sei U C R" eine offene Umgebung von 0. Die Funktion F = [F(x),..., F,(x)]T €
CHU,R"™) erfiille
F(0) =0

und det F'(0) # 0. Ferner gelte
Pm_lF(X) = Pm_lx

wobei P, die kanonische Projektion auf den R™ bezeichne.

Dann existieren Umgebungen V.W C U mit 0 € V. W und eine invertierbare primitive Ab-
bildung G € C'(V,W) mit G(0) = 0, so so dass fiir eine Permutaionsmatrix T die Funktion
H : W — R" definiert durch

H(x) = T(F 0 G 1)(x)

die Gleichung
P,H(x) =P,x

auf W erfiillt.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung besitzt F die Darstellung

m—1 n
F(x) = Z zie; + Z Fi(x)e;.
i=1 i=m
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Es gilt

Txm Omx(nfm)

B =1 )
i £ (x) l
Da F’(0) invertierbar ist, gilt
0+#F'(0
7 zﬂ; 8xm

Somit existiert ein Index k& > m derart, dass

OFy

axm( ) # 0.

Es bezeichne T = T, ; diejenige Permutationsmatrix, die die Variablen z,, und z;, vertauscht.
Setzen wir F = (Fy, ..., F,) := TF, dann folgt

so ist G primitiv. Folglich ergibt sich
é(x) =TG(x) = (]3 (X) = T ) € + Zy@leZ

und es gilt

~

oF,

Da gilt G(0) = O existieren offene infolge des Satzes iiber inverse Funktionen Umgebungen
VW C Umit0 € V,/W und W C R" derart, dass G : V' — W bijektiv ist mit G}
ct(w,v).

det G'(0) = det G/(0) =

Firy € V seix = G™!(y) € V, dann definieren wir die Funktion H : W — R™ vermittels

H(y) := T(Fo G™)(y) = TF(x).
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Dann gilt
P, H(y) = P, TF(x)
=P, |P,_1x+ ﬁm(x)em + Z E(X)el}
>m

=P,_1x+ F.(x)e,, + 0

=P, x+ (Fk(x) — xm)em

=P,,G(x),
dies bedeutet P,,H = P,, auf V. O

Satz 10.2.5. Sei 0 € U C R" offen. Die Funktion F € C*(U, R") erfiille

F(0)=0
und
det F'(0) # 0.
Dann existieren Permutationsmatrizen T+, ..., T, _1 und primitive Abbildungen G+, ..., G, €

CY(V,R™) mit einer geeigneten offenen Menge V- C U mit O € V mit folgenden Eigenschaften:
1. die Abbildungen G; sind injektiv auf V mit G;(0) =0, € {1,...,n},

2. es giltdet GL(0) #0,i €{1,...,n}, und
3. die Funktion ¥ besitzt fiir alle x € V die Darstellung
F(x)=(T;---T,-1)(Gpo---0Gy)(x).
Beweis. Nach Lemma 10.2.4 gibt es offene Umgebungen Uy, V), C U mit 0 € Uy, Vi, und eine

invertierbare primitive Funktion G, € C*(V, U;) mit G1(0) = 0 und det G/ (0) # 0 sowie eine
Permutationsmatrix T, so dass F; € C' (U, R™) definiert durch

Fi(x) = T1(F o Gy ')(x)
die Gleichungen F;(0) = 0, det F/;(0) # 0 und
P F(x) = x, x € Uy,
erfiillt. Da T? = I folgt die Identitit
F(x) = T1(F; 0 Gy)(x).

Wenden wir nun Lemma 10.2.4 auf F'; an, so finden wir wieder offene Umgebungen U,, Vo, C U,
mit 0 € Uy, V5, und eine invertierbare primitive Funktion G, € C'(V3, Uy) mit G»(0) = 0 und
det G4 (0) # 0 sowie eine Permutationsmatrix T, so dass Fy € C'(Uy, R™) definiert durch

Fy(x) = Ty(F1 0 Gy 1) (x)
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die Gleichungen F5(0) = 0, det F,(0) # 0 und
PoF,(x) = x, x € Uy,
erfiillt. Bisher haben wir also auf U, die Identiit
F(x) = T1T2(F3 0 Gy o Gy)(x).

Wiederholtes Anwenden von Lemma 10.2.4 liefert uns mit G,, := F,,_; also eine Umgebung
V = U, C U, fiir die offensichtlich das Behauptete gilt. ]

Satz 10.2.6 (Zerlegung der Eins). Sei K C R" kompakt und {V;} eine endliche Uberdeckung
von K. Dann existieren 11, . .., € C(K,R) mit den folgenden Eigenschaften:

1. Zu jedem 1); existiert ein V; mit supp v; C V.

2. Fiir jedes x € K gilt
0 <y(x) <1, 1=1,...,L,

und
L
D hi(x) = 1.
i=1
Beweis. Zu jedem x € K gibt es einen Index j € {1,...,n} mit x € V;. Ferner existiert eine
offene Umgebung U (x) mit x € U(x) und U(x) C V. Es folgt
Kc |JU®).
xeK
Da K kompakt ist, existieren x1, . ..,x; € K mit

L
Kc|JUx).
i=1
Wir definieren zunichst zu jedem x; eine Funktion ¢; € C'(R", R) mit

1, xeU Xi),
pi(x) = )
07 X g‘/p
und 0 < ¢;(x) < 1firx € V; \ U(x;). Fiir jedes ¢ € {1,..., L} setzen wir nun

(x) = —%(X) )
V=

Da alle Funktionen ¢; auf der Menge K nichtnegativ sind und fiir beliebiges x € K ein Index
i€ {1,..., L} existiert mit x € U(x;), ist 3.1, ¢;(x) > 0 und daher gilt

0 <y(x) <1
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und
L L
Cwi(x
i=1 Zz’:l gpl(x)
Ferner ist ¢; € C(K,R) fiir jedesi € {1,..., L}. O

Satz 10.2.7 (Substitutionsregel fiir n-dimensionale Integration). Sei ® : D — E injektiv mit
det ®'(x) # 0 auf D. Ist f : R™ — R eine stetige Funktion, deren Triiger kompakt ist und in
®(D) liegt, dann gilt

o f(y)dy = /n [(®(x))| det ' (x)|dx.

Beweis. 1. Beachten wir im Falle n = 1 die Gleichung
| det &'(x)| = [@'(x)]

und die Reihenfolge der Grenzen, dann entspricht die Aussage der eindimensionalen Sub-
stitutionsregel (Satz 7.4.7).

2. Falls ®(x) = T(x) eine Permutation ist, so folgt die Aussage unmittelbar aus Satz 10.1.7.

3. Falls
P(x)=G(x)=[r1,. , Tm-1, Gn(X), Trns1, - - - ,xn]T

eine primitive Funktion ist, dann kann man zuerst die Integration iiber die Variablen x;,

1 # m, ausfiihren. Ubrig bleibt ein eindimensionales Integral und hierfiir ist die Aussage

bewiesen, denn es gilt

0G,,

0xm

|det G'(x)| =

(x)].

4. Bezeichnen ® und ¥ Permutationen oder primitive Abbildungen, dann finden wir auf-
grund der Kettenregel

det @' (x) = det(© o W) (x) = det <@/(\IJ(X))\IJ'(X)> = det @ (¥(x)) det ¥'(x).
Mit den letzten beiden Fillen ergibt sich daher die Behauptung
[ twan= [ (@) dee ) dy
_ / 1(©((x)) )| det © (@ ()| det ¥'(x)| dx
= [ 5@ det @) .
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5. Fiir jeden Punkt x, € supp f existiert eine geeignete offene Umgebung U(xg) in der ®
gemdB Satz 10.2.5 die Darstellung

D(x) - P(x0) =T - T)-1(Gr 0 0Gy)(x)
besitzt, mit anderen Worten
@(X) = Tl s Tn71<Gn O:+++0 Gl)(X — Xo),

wobei T, ..., T,_; Permutationsmatrizen und G, . . ., G,, primitiven Abbildungen sind.

Da nach Voraussetzung die Menge K := supp f kompakt ist, existieren {xy,...,xy/} C
K, so dass Uf\il U(x;) 2 K eine Uberdeckung von K ist. Nach Satz 10.2.6 existiert eine
zugehorige Zerlegung der Eins ¢4, ..., ¢ € C(R™, R). Dann gilt ¢, - f € C(R",R) mit
supp(¢; - f) C U(x;) und f = 37, 4; - f. Somit folgt mit dem bereits Bewiesenen

[ rwray =3 [ @ nmdy

= Z/n(wi ) (®(x))| det @' (x)| dx
= /n f(®(x))| det ' (x)|dx.

Bemerkung 10.2.8. Die Determinante det ®'(x) heif3t auch Jakobi-Determinante.

Beispiel 10.2.9. . Zwei linear unabhiingige Vektoren u,v € R? definieren ein Parallelo-
gramm E via
E={au+pv:0<a,p <1}

dessen Fiiche V (E) gegeben ist durch
V(E) = / dx = | det([u, v])|.
B

2. Fiir drei linear unabhdingige Vektoren u, v, w € R? definiert
E={ou+pv+yweR*:0<a, 3,7 < 1}

einen Spat. Sein Volumen V (E) ist gegeben durch

V(E) = /de = | det([u, v, w])|.
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3. Wir betrachten Polarkoordinaten in R?, das heifit ® ist definiert durch

- -

Y rsin ¢

mit 0 < r < oound( < ¢ < 2. Wie man leicht nachrechnet gilt

det ®(r, p) =

cosp —rsing
sing  rcose

fiiralle 0 < r < cound 0 < ¢ < 2m. Allerdings ist die Abbildung ®(r, ¢) nicht mehr
injektiv fiirr = 0, da ®(0, ¢) = 0. Ferner gilt auch ®(r,0) = &(r, 27) fiiralle 0 < r < oc.
Daher konnen wir Satz 10.2.7 im allgemeinen nur mittels eines Grenzpozesses anwenden.

Sei
D={(r,p):0<r<R, 0<¢<2r}

dann ist
E:=®(D)={(zy): 2 +y* < R*}
die Kreisscheibe mit Radius R.

Nach der Substitutionsregel im R" ergibt sich

V(E):/EdX:/D|det<I'/(T,go)|dr dp
R

27—0
= lim lim | det ®'(r, ) dgp]] dr
e—0 c _6—»0 0
RT 2 —0
= lim lim r dgp} dr
e—0 c _6—>0 0
R 2r—06
= lim lim ry } dr
e—0 c _5—»0 0
R
= lim 2mr dr
e—0
2R
=lim2r—| = 7R2
e—0 I3

Bemerkung 10.2.10. Man beachte die Gleichheit

/Df(@(x)ﬂdet P’ (x)|dx = f(x)dx.

&(D)



Kapitel 11

Differentialformen

11.1 Grundlegende Definitionen

Definition 11.1.1. Sei £ C R" eine offene Menge und D C R* eine kompakte Menge. Ist
® € CY(D, E), dann nennen wir (®, D) eine k-Fliche in E.

Die Menge D nennen wir den Parameterbereich von ®. Die Funktion ® wird Parametrisie-
rung der Menge ®(D) genannt.

Bemerkung 11.1.2. Die Parametrisierung einer Menge ® (D) ist nicht eindeutig. Denn betrach-
ten wir eine Selbstabbildung ¥ € C'(D, D), dann ist

(PoW)(D) = <I>(\II(D)) =®(D).

Beispiel 11.1.3. Ist ® € C*([0,1], R®), dann definiert die Einsfléiiche (®,[0,1]) eine Kurve im
R3. Ist & € C(I*,R3) mit I" = [ay,b1] X [az, bs] C R?, dann definiert die 2-Fléiiche (®, ) ein
gekriimmtes Flichenstiick im R3.

Definition 11.1.4. Sei ¥ C R" offen. Eine Differentialform der Ordnung k > 1 in E oder kurz
k-Form in E ist ein Funktional w, das symbolisch durch die Summe

n

w= Z iy (X) diy NN dy,
dargestellt wird, das jeder k-Fliche (®, D) in E eine Zahl

w(@)—Aw:—/DZail...ik(@(u)) det (H(u)) du (11.1)

zuordnet. Hierbei bezeichnen a;,..;, : E — R stetige Funktionen. Gilt w = a(x) mit einer
stetigen Funktion a : E — R", so sprechen wir von einer Nullform.

211
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Bemerkung 11.1.5. Sind @4, ..., P, die Komponenten von ® und ist die Funktion ) definiert

vermittels
(I)il (u)

(Dik (u)
so ist die in (11.1) auftretende Determinate gegeben durch
det | =————"—%(u) | = det ()| =det ® (u).
<8(u1,...,uk)( ) 3(u1,...,uk)( ) (u)

Beispiel 11.1.6. Es sei k = n = 1 und E = R, dann ist w = a(x)dz mit a € C(E,R) eine
Einsform in R. Ist D := [a,b] C R und ist die Funktion ® : D — FE stetig differenzierbar und
injektiv, dann gilt

®(b)

() = /@ o(2)dz = /D o(®(2)) ' (2)dz = / a(y)dy.

®(a)

11.2 Volumen- und Oberflachenintegrale

Wir geben nun eine Reihe von Beispielen an, die in den Anwendungen des mehrdimensionalen
Integrationskalkiils bedeutend sind und die unsere spiteren Untersuchungen motivieren sollen.

Beispiel 11.2.1 (Kurvenintegrale im R®). Es sei k = 1 und n = 3 sowie D = [a,b] und E = R>.
Fiir eine stetige Funktion f = [f1, f2, f3]7 : R3 — R? definiert w gegeben durch

w = fi(x)dz + fo(x)dy + f3(x)dz
eine Einsform in R3,

Ist die Funktion ® = [®,®y, ®3]7 : D — R? stetig differenzierbar und injektiv, dann ist
' := ®(D) ein Kurvenstiick im R3.
Durch die Menge
T ={®(ty) + ®'(to)(t —to) : t € R} C R?

ist die Tangente T' an I" im Punkt ®(t,) gegeben. Der Vektor

P (to)

T(to) = ®'(to) = | P5(t0)
®5(to)

definiert den Tangentenvektor in ®(ty) an die Kurve I'. Normieren wir diesen Vektor, erhalten
wir den der Tangenteneinheitsvektor an dieser Stelle

T(to)
T (to)ll

t(to) =
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Wegen )
x(t) Dy (2)
x(t) = |y(t)| = [D2(t)| = ®(1)
2t)] [ Ps(t)
gilt ) .
ox(t) ggg A Eg _ oe()
ot %@) % ) ot
und daher folgt

=Lw=/ﬁ®M+ﬁ®@+h®M
= [ (@000 + £2(B0)05(0) + (@ (0) (1)
i@(ﬂ»@%w
- [ #@®). eIl

Fiihren wir das Bogenlingenelement
ds := ||®'(t)||dt

ein, so ldsst sich vereinfacht schreiben
mwszwﬂww.
r

Wihlen wir in diesem Beispiel speziell f(x) := t(x) auf I', dann ist

o(@) = [ (6, @—/w@|m /u@|w

die Bogenlange des Kurvenstiicks I'.

Wie wir gesehen haben ist das Kurvenintegral

/(f(x),t(x))ds = / fix)dx + fo(x)dy + f3(x)dz
r @
ein Integral iiber eine spezielle Einsform.

Solche Kurvenintegrale sind in der Physik von groBer Bedeutung. Sei zum Beispiel f : R?* — R3
ein Kraftfeld, das heiit f(x) beschreibt die Krafteinwirkung, die auf einen Massepunkt m an
einer Stelle x € R wirkt. Bewegt man diesen Massepunkt entlang einem Kurvenstiick I', dann
ist

E = /F<f(x),t(x))d$

die aufgewandte Arbeit bzw. Energie, die hierzu benétigt wird.
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Beispiel 11.2.2 (spezielle Einsformen im R?).
1. Wir betrachten den Fall k = 1, n = 2 und E = R2. Die Differentialform

wy = xdy

ist von der Ordnung 1. Betrachten wir ®(t) : D := [0, 27| — E definiert durch

rsint

B(t) = {

T COS t}

dann ist
[ =®&(D)={(z,y) € R? : 2* +¢* =1?}

eine Kreislinie. Aufgrund von

rcost

P/(t) = {

—7rsin t}

Sfinden wir

27 2w
w1 (®) = / wy = / xdy = / (r cost)?dt = r2/ cos2 tdt = Lp2
L P 0 0 2

Dagegen gilt fiir die Differentialform der Ordnung 1 gegeben durch
wy 1= ydx

die Gleichung

27 2
wy () = / Wy = / ydx = —/ (rsint)’dt = —r2/ sin? tdt = — 2,
@ o 0 0 2

Zusammengefasst bedeutet dies, dass die Differentialform

1 1

w= (w1 —wy) = 5(zdy — ydr)

2 2
die Grofe w(®) = mr? der eingeschlossenen Kreisfliiche ergibt.
Wie im ersten Fall sei k = 1,n = 2und E = R2. Ferner sei ® = [®1, ®y]" : D := [a,b] —
E beliebig, aber stetig differenzierbar auf [a, b] und injektiv auf [a, b), und w = xdy+ydz.
Dann gilt

w(®) = / xdy + ydx
®

[ a2 + a0 0y

/ b (D1(t) - Do(t)) at
Oy (b)D1(b) — Py(a)Pa(a).
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Gilt (a) = ®(b), das heift ist O(D) eine geschlossene Kurve, so folgt offensichtlich

/xdy—l—ydw =0.
)

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass auch fiir allgemeinere geschlossene doppelpunktfreie
Kurven die Zweiform

1
F:—/mdy—ydx
2 Ja

der von der Kurve eingeschlossene Flidcheninhalt ist (dies ist die Sektorformel) wihrend

1

0= —/ xdy + ydx.
2Js

gilt.

Beispiel 11.2.3 (Volumenintegrale im R?). Es sei nun k = 2, n = 2 und E = R?, dann definiert
w := dx A dy eine Differentialform der Ordnung 2 in R%. Fiir ® : D = [0, R] x [0,27] — R?
definiert durch

B(r,t) = {

ist ®(D) der Kreis mit Radius R und es gilt

R p2m
w(®) = / de Ndy = / / rdtdr = TR
@ o Jo

Die Zweiform dx A dy ist das Volumenelement im R? und liefert den Flicheninhalt von ®(D).

rcost
rsint

Fiir w := a(x,y)dx A dy gilt

w(®) = [ba(a:,y)dx Ady = /Da(CP(r, ¢)) det ®'(r, ¢)d(r, ¢).

Bis auf das Vorzeichen entspricht dies der Substitutionsregel.

Beispiel 11.2.4 (Oberfliichenintegrale im R?). Sei k = 2, n = 3und £ = [f1, fo, f3]T : R? —
R3 stetig. Wir betrachten die folgende Zweiform

w= fi(x) dy AN dz + fo(x) dz A dx + f5(x) dz A dy.

Sei ® = (@), Dy, P3]7 : D C R? — R3 eine Zweifliiche, dann ist T := ®(D) ein Fléichenstiick
im R3. Schreiben wir u = (u,v) € D und x = (x,y, 2), so hat ein Punkt x € T die Darstellung

x(u,v) ®; (u,v)
X(“) = y(“? U) = (DQ(u? ?)) = (I)(u)
z(u,v) O3 (u,v)
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Ferner gilt
0y 2) g &
dy A dz = det B, v) ~d(u,v) = B&Z BZ_{)} ~d(u,v),
Iz, 1) 905 9P
dz N\ dx = det . v) ~d(u,v) = 8&31 %:1 - d(u,v),
o(x,y) 9 o
dx A\ dy = det . v) ~d(u,v) = 83% % - d(u,v),
und, wie man leicht nachrechnet, gilt die Identitdt
9(y,2)
det ggum;
det 5275 | (u,v) = (P, x @) (u,v) =: N(u,v).
det agx,y;

O(u,v)
Gemdf} Bemerkung 9.1.15 spannen die beiden Vektoren

q)l,u(u7 U) L) (I)l,v<u7 U)
u,v) = | Pou(u,v) |, D, (u,v) = a—(u,v) = [ Doy(u,v) |,
(I)S,u(uv U) v (1)3,1) (u7 ?})

die Tangentialebene an die Fliche ®(D) im Punkt x(u,v) = ®(u,v) auf. Da der Vektor
N(u,v) = ®,(u,v) X ®,(u,v) senkrecht zu dieser Tangentialebene steht, sprechen wir vom
Normalenvektor an das Flichenstiick I im Punkt x(u,v) = ®(u,v). Normieren wir diesen
Normalenvektor, so erhalten wir den Normaleneinheitsvektor n := N/||N||. Da —n ebenfalls
die Norm 1 besitzt und senkrecht auf V(D steht, wird durch unsere Definition eine Orientierung
von I eingefiihrt wird. Bis auf die Richtung ist n unabhdngig von der jeweiligen Parametrisie-
rung von I

By(u0) = S

Es ergibt sich nun

w(®) = L fix)dy A dz + fa(x)dz A dz + f3(x)dx A dy
= /D {fl (@(u, U)) det gég’ 3

9(z,y) Oy, )
+ fg(q)(u,v)) det A, v) + fg(CIJ(u, U)) det A v) d(u,v)

:/D<f(<I>(u,v)),N(u,v)}d(u,v)
:/D<(fo<I>)(u,v),n(u,v)>HN(u,v)Hd(u,v).

Fiihren wir das OberflichenmaB im R? vermittels do = ||N(u,v)||d(u,v) ein, dann lisst sich
vereinfacht schreiben

w(®) = [I) fi(x)dy A dz + fa(x)dz A dx + f3(x)dx A dy = /F((f(x), n(x))do.
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Diese Grofie wird Oberflichenfluss genannt.

Schlief3lich sei angemerkt, dass die spezielle Wahl £ = n, das heift

w(®) = [ (0. n00)do = [ do.

T

den Flicheninhalt des Fldchenstiickes 1" liefert.

Gegeben sei eine k-Fliche im R”

®=[d,,...,,]" : DCRF - R".

Fiir jede Stelle u = (uy, ..., u;) € D wollen wir abkiirzend im folgenden schreiben
0P
D, = e R".
(W)= 52w

Wir definieren fiir
gij(u) = <q)ui<u)7q)uj<u)>7 1< i,j < k,

die Matrix
gu() -+ gu(u)
Gu)=| :
gr(a) -+ gre(a)
Dann ist die Matrix G = G(u) symmetrisch und, falls ® injektiv ist, auch positiv definit (der
Beweis verbleibt dem Leser als Ubung). Sie wird erster Fundamentaltensor der Differential-
geometrie genannt. Folglich ist

g(u) := det G(u)

reell und positiv.

Definition 11.2.5. Sei ® : D C R* — R" eine injektive k-Fliche im R™ und I" := ®(D), wobei
n > k > 0 beliebig sei. Bezeichne ferner g(u) := det((®,, ®.,)) die Determinante des ersten
Fundamentaltensors der Differentialgeometrie. Dann nennen wir die Grofie

do := +/g(u)du
das Oberflachenelement oder das Oberflichenmaf.

Fiir f : I' — R definieren wir das Oberflichenintegral vermittels

[ 1o = [ (@) atw)du

Im Spezialfall f = 1 definiert das Integral

/Fdo::/[)\/mdu

den Flacheninhalt der k-Fliche I := ®(D).
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Der Vorteil dieser Definition ist, dass sie fiir beliebige Dimensionen n > k giiltig ist. In der Tat
ist das unabhingig von der jeweiligen Parametrisierung von I'.

Satz 11.2.6. Seien ® : D — R" und W : E — R™ injektive Funktionen mitI' = ®(D) = U (E).
Ferner seien g(u) = det((®,,, ®y,)) und h(v) = det((¥,,, W,,)) die zugehorigen ersten
Fundamentaltensoren der Differentialgeometrie. Dann gilt

[ Pexido= [ F(@(w)Vafda= [ Fum)Viav.

Beweis. Die Abbildungen ® : D — ['und W : EF — I sind bijektiv. Daher ist die Funktion
E: D — E gegeben durch 2 := ¥ ! o & ebenfalls bijektiv und nach dem Satz iiber inverse

Funktionen auch stetig differenzierbar. Die Behauptung folgt nun mit Hilfe der Substitutionsregel
im R, [

Wir wollen im Falle n = 3 die zwei Spezialfille £ = 1 und £ = 2 niher betrachten, da gerade
diese in den Anwendungen sehr wichtig sind und sich die obige Definition des Oberflachen-
males wesentlich vereinfacht. Wie wir ebenfalls sehen, stimmt die allgemeine Definition des
Oberflachenmafles mit den bereits betrachteten Beispielen iiberein.

Wie wir bereits wissen, definiert die Einsfliche ® : [a, b] — R? eine Kurve I'. Wir finden
G = (2, 2) = ||T|
und folglich gilt
do = ||T(u)|*d(u).

Gemal Beispiel 11.2.1 wird im Fall £ = 1 das Oberflichenmal} do auch als Bogenlédngenelement
ds bezeichnet.

Durch die Zweifliche ® : R? — R? ist ein Flidchenstiick ' = ®(D) gegeben. Wie man leicht

nachrechnet gilt hier
g(u) - <(I)ua (I)u><(bv7 @v> - <(I)u7 ¢v>2~

Andererseits ergibt sich aber auch aufgrund der Identitiit von Lagrange
IN|? = (®, x ®,, @, X ®,) = (P, ®,) (P, ®,) — (P, P,)".

Dies bedeutet die Gleichung
do = ||N(u)|[*d(u),

welche mit Beispiel 11.2.4 {ibereinstimmt.

Beispiel 11.2.7. 1. Wirwollen die Grifie der Oberfliche einer Kugel mit Radius r bestimmen.
Dazu verwenden wir Kugelkoordinaten, das heif3it es sei

z(u,v) rcosusinv
x(u) = |y(u,v)| = |rsinusinv | = ®&(u). (11.2)
z(u, v) T COSV
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Fiir D := {(u,v) € R? : u € [0,27], v € [0, 7]} ist dann
I'=®(D):={(z,y,2) = ®(u,v) : (u,v) € D}
die Oberfliche der Kugel.

Es gilt
—sinusinv COS U COS VU
®,(u,v) =r| cosusinv|, ®,(u,v) =7 |sinucosv |,
0 —sinwv
und somit folgt

Vg(u,v) = ||®,(u,v) x ®,(u,v)|| = rsinwv.

Damit erhalten wir die sicherlich bekannte Grofle der Kugeloberfiiche

2T ™
/do = / Vg(u,v)d(u,v) = / / r?sin vdvdu = r*2m(— cos "U)|g = 4,
r D o Jo

Falls gilt v € [0y,6,] C [0,27], das heifst T ist nur ein Stiick der Kugeloberfliche, dann
erhalten wir analog

do = 271*(cos Oy — cos O1).
r

2. Es bezeichne & C R? die Kugel vom Radius R und w = dx A\ dy A dz das Volumenelement.
Wie oben verwenden wir Kugelkoordinaten gemdf3 (11.2). Fiir D := {(r,u,v) € R3 : r €
0, R], uw e [0,2x], v € [0,7]} ist dann E = ®(D). Es gilt

o cosu sSin v sinu sin v COS v
4 (z,y,2) oo ) ,
et —2—~ = | —rsinusinv rcosusinv 0 = r°sinv
a(r,u,v) . .
rCOSUCOSY TsSinucosv —rsinv

/w—/dw/\dy/\dz

= / det Md(r u,v)

a(r, u,v)

27
/ / / r? sin vdvdudr

= §7TR3.

und daher folgt

Neben den bisher verwendeten impliziten Parametrisierungen wollen wir nun die natiirliche ex-
plizite Parametrisierung cines Flichenstiickes I" betrachten. Dies bedeutet, dass das Flachenstiick
I beschrieben ist durch

T
I' = graph f = y €ER?: (z,y) €D
f(@,y)
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mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : D — R.

Wir parametrisieren I nun mit Hilfe einer Zweifliche ® : D — R3. Hierzu definieren wir die
Parametrisierung ® gemal

x(u,v) u
x(u) = |y(w,v)| =] v | =2(v)
z(u,v) f(u,v)

Diese implizite Parametrisierung ist offensichtlich dquivalent zur obigen expliziten Parametrisie-
rung. Wegen

1 0
P, (u,v) = 0 , D, (u,v) = 1 ,
Julu,v) Jfo(u,v)

folgern wir, wie man durch Nachrechnen leicht bestitigt, dass

V(u,0) = |4 (u,0) x @, (u,0)|| = 1+ [ fulu,0)] + [ fo(u, 0)2,
dies bedeutet do = /1 + | fu(u, v)|2 + | fo(u, v)[2d(u,v).

Bemerkung 11.2.8. 1. Wir haben die Differentialform w durch ihre Implementierung als In-
tegral zu k-Fldchen ® definiert. Die Differentialform selbst ist unabhdingig von der jewei-
ligen k-Fldche, das heifit, sie ist in diesem Sinne universell.

2. Gemdf; unserer Definition unterscheiden wir zwischen der k-Fliche ® : D — R", das
heifit, der Parametrisierung, welche eine Funktion ist, und ihrer Bildmenge I' = ®(D).

3. Die bisher eingefiihrten Kurven-, Oberflichen- und Volumenintegrale sind unabhdngig von
der jeweiligen Parametrisierung definiert.

11.3 Differentialformenkalkiil

11.3.1 Elementare Eigenschaften

Definition 11.3.1. Seien w und ) zwei k-Formen iiber E C R", dann heifien sie gleich (kurz
w = ), falls fiir alle k-Flichen ® € C'(Dg, E) gilt

oo

Insbesondere ist w = 0, falls fiir alle k-Flichen ® € C'(Dg, E) gilt

/w:().
F
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Unter der k-Form w + 1 verstehen wir diejenige k-Form, fiir die fiir beliebige k-Fldchen ® <

C(Da, E) gilt
Jwri= o+ [w

Analog ist fiir ¢ € R die k-Form cw definiert durch

/cw:c/w
@ ®

fiir beliebige k-Flichen ® € C*(Dg, E).

Es sei w = f(x) dx;, A ... A dz;, eine k-Form und es bezeichne @ die k-Form, die sich aus
w durch Vertauschen des Indexpaares i, und i,, m # n, ergibt. Aus der Tatsache, dass eine
Determinante ihr Vorzeichen dndert, wenn zwei ihrer Zeilen vertauscht werden, wird ersichtlich,
dass

w=—w.

Es ergibt sich folglich Antikommutativitit

und daher der Spezialfall

11.3.2 Normaldarstellungen
Definition 11.3.2. Ein n-Tupel I = (iy, ... i) mit 1 < iy < iy < --- < i, < n heifit wachsen-
der k-Index. Wir schreiben kurz

dxr = dx;, N ... \Ndz;,.

Jede k-Form kann durch Permutationen auf die Gestalt
w= Z bi(x)dx;
I

mit wachsenden k-Indizes transformiert werden. Diese Darstellung heifst Normaldarstellung
von w.

Man iiberlegt sich leicht, dass die Normaldarstellung einer k-Form eindeutig ist, das heil3t, es
gibt genau eine Normaldarstellung.
Beispiel 11.3.3. Die Normaldarstellung der Zweiform

w=uzadr Ndy+dy \Ndz —dz Ndy + dy N dx

lautet
w=(r—1)deANdy+2dyAdz.
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Satz 11.3.4. Sei w = >, b;(x)dx; eine k-Form in Normaldarstellung iiber E C R". Dann ist
w = 0 genau dann, wenn b;(x) = 0 gilt fiir alle x € E und wachsenden Indizes I.

Beweis. Sind alle b;(x) = 0 fiir alle x € F und Indizes /, dann gilt offensichtlich w = 0. Sei
umgekehrt w = (0. Angenommen, es existiert ein x € FE und ein wachsender k-Index [ mit
b;(x) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei b;(x) > 0. Da b; € C'(FE,R) ist, existiert

eine offene Umgebung Us(x), so dass b(y) > 0 fiir alle y € Us(x).

Fiir gentigend kleines € > 0 definieren wir zu [ = (i, .. .,

ix) die k-Zelle

D = {UZ(U1,--.,uk):|ul|<s, lzl,...,k}.

Weiterhin sei ® : D — FE eine k-Flache definiert durch

®(u) =x+ (ure;, +---+ure;,) =x+ Zuleil e R"

mit ®(D) C Us(x). Dann gilt

0Py,
0
a(milw-wxik) _ I.Ll
det Do) |
3(u1, R ,uk) B‘I’ik
Ouy

wihrend fiir alle anderen wachsenden Indizes J = (jy, . ..

8(xj1, e ,J]jk)

a(ula R 7uk)

det

Folglich erhalten wir

k

=1
8<I>/L-1
Ouy
: = 17
a«mk
6uk
Jk) # 1 gilt

=0.

o:Aw:/Db,(qa(u>)du>o.

Da ®(u) € Us(x) ist, liegt ein Widerspruch zu [, w = 0 vor.

11.3.3 AuBere Multiplikation

Definition 11.3.5. Seien dxp und dxg mit

dxp =dry N ... Ndx;,, dxg =

eine p- bzw. q-Form mit wachsenden Indizes P, (), dann definieren wir das auBere Produkt

vermittels

dxp N dxg = dx; N... Ndxg, Ndxy A ... Ndxj,.
Dies ist eine (p + q)-Form. Mit [P, Q)] bezeichnen wir den wachsenden (p + q)-Index aus der

Menge {iy, ... ip,J1,.--,Jq} TN

dle /\.../\d.’ﬂjq
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Satz 11.3.6. Sei « die Anzahl der Paarungen 1., js mit js < i,, dann gilt

dxp N\ dXQ = (—1)adX[p’Q].

Beweis. Gilt j; < i,, dann miissen wir die Variablen j; und 7, vertauschen. Insgesamt benotigen
wir o Vertauschungen um die Indizes in aufsteigender Reihenfolge zu ordnen. Jede Vertauschung
liefert wegen der Antikommutativitit 11.3 den Faktor —1. ]

Definition 11.3.7. Seien w eine k-Form und )\ eine m-Form mit Normaldarstellungen
w = ZGIXI, A= Z bsxy,
I J

dann definiert w N\ X die (k + m)-Form gegeben durch
WA M= ZZa[deX[ Adx
T

Satz 11.3.8. Es sei EE C R" eine offene Menge und k, m,p < n. Fiir beliebige k-, m- bzw. p-
Formen w, \ bzw. p in E gelten

1. das Assoziativgesetz
(WAXNAp=wA (XA p),

2. das Distributivgesetz
WAAF+p)= (WA + (wAp)

vorausgesetzt p = m, sowie
3. das Antikommutativgesetz
WA X=(=1)F"(AAw).
Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. O

Bemerkung 11.3.9. Ist f eine Nullform und w eine k-Form, so schreiben wir

fAw=f w.

Fiir w = dx; gilt beispielsweise

fAw= fdx;

wéhrend fiir w =), ardx; gilt
fAw= Z fardx;.
I
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11.3.4 AuBere Differentiation

Definition 11.3.10. Es sei k < n und E C R" offen. Ist f € C*(E,R) eine Nullform in E, dann
definieren wir die duBBere Ableitung als Einsform in E

af del
df == . 3, (x)dz; = f'(x)

dx,

Ist w = ), fidz; eine k-Form in E in Normaldarstellung, dann definieren wir die duBere
Ableitung dw als folgende (k + 1)-Form in E

dw = d(z ffdxf) = df; ANdx.
I I

Gilt f; € C'(E,R) fiir alle wachsenden Indizes I, dann heifft w = Y, f1dx; eine k-Form der
Klasse C' in E.

Satz 11.3.11. Es sei 2 C R" eine offene Menge und k,m < n.
1. Seien w = ), a;dx; eine k-Form und \ = ) ;b;dx; eine m-Form in E, dann gilt die
Produktregel
dwAN) =dw AN+ (=1)w AdA.
2. Seiw =), ardxy eine k-Form der Klasse C?%in E, dann gilt
d*w = d(dw) = 0.
Bewelis. 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit haben w und A die Normaldarstellungen
W = a[dX] und \ = deXJ. Es gllt
WA= CL[deX[/\dXJ

und somit folgt

CL[ bJ = dxj:bJ/\daJ—l—aIde.

by(x)dz; + Z 0y (x) 222X

Wegen
ardby Adx; = ay dby Ndxy, A ... Adx;, = (—1)* dx; A ardby

folgt
d(w A X) =d(asby dx; N dxy)
=d(arby) Ndx; Ndxy
= (byda; + a;dby) N\ dxy A dx;
= bydar A dx; A dxy+ (=1)Fdx; A ardby A dx;
= day A\ dx; Abydxy + (—1)Fdx; A ardby A dx;
=dw A X+ (=1)Fw A d.
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2. Seiw = f € C?*(E,R) eine Nullform, dann ist

dw = ; or, dr; = ; fo,dz;

und weiter

d(dw) = d(i fxidxi) = Zn: d(fe,) Ndx; = Zn: Zn: %Zx dz; A dx;
i—1 i—1 j

i=1 j=1

1,j=1

Da f € C*(E,R), gilt mit nach dem Satz von Schwarz frix; = fuz;- Aufgrund der Antikom-
mutativitét

gilt daher
fxixjdwj A\ dmz = fx]xldxz A dl’j,
und folglich ergibt sich

d(dw) = foua,da; Ad; = 0.

i.j=1

]

Beispiel 11.3.12. Sei f € C(E,R) eine Nullform im R3. Fiir stetig differenzierbares ® =
(@1, Py, D3)7 : [a,b] — R® mir ®(a) = ®(b) ist I = ®([a,b]) eine geschlossene Kurve. Es
gilt

Ldf—[bzgidxi—/ Zgj: (@(t))q);(t)dt—/ (f o ®)'(t)dt
= f(e() )) =0.

) — f(®(a

11.3.5 Substitution

Definition 11.3.13. Seien D C R™ und E C R" offen und t = [t1,...,t,|7 € CY(D,E).
Desweiteren sei w die k-Form in E mit der Normaldarstellung

W= ZGI(Y)CZYI

I
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mity = [y1,...,yn|T € E. Fiirx = [z1,...,2,]" € Disty = t(x) € E, es ist also y; = t;(x)
fiirallei =1,..., n. Ferner gilt

dyi:dtizz_

Offenbar ist jedes dt; eine Einsform in D.
Die Abbildung t iiberfiihrt die k-Form w in E in eine k-Form wy in D, die wie folgt definiert ist

Wy 1= Zal(t(x))dtl = Za;(t(x)) dti, N...Ndt;,.

1 I

Die Abbildung w — w¢ nennen wir Substitution. Die k-Form wy wird auch Pullback von w
genannt.

Satz 11.3.14. Sei D, E und t wie oben definiert und w und \ k-Formen bzw. [-Formen in E.
Dann gilt

1. die Beziehung
(w A >\)t = Wt VAN /\t7

2. im Falle k = [ die Gleichung
(w+/\)t:wt+)\t

und

3. d(wy) = (dw)y, falls t € C*(D, E) und w der Klasse C* angehort.

Beweis. 1. Die Behauptung ist offensichtlich, wenn man eingesehen hat, dass
auch dann gilt, wenn (7y, . . ., i;) nicht wéchst. Denn auf jeder Seite von (11.4) ist dieselbe

Anzahl von Minuszeichen notig, um eine wachsende Anordnung zu erzeugen.
2. Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Substitution.

3. Istw = f eine Nullform in £ der Klasse C'!, dann ist
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Nach der Kettenregel folgt

d(fi) = Zm; %(X)dx]
AL
DR S
:§;Z@Qde:wm.

Istdy; = dy;, A...N\dy;,,dannist (dy;)s = dt;, A...Adt;, . Gemah der zweiten Aussage
von Satz 11.3.11 folgt nun d((dy;);) = 0,dat € C*(D, E).

Sei nun w = f(y)dy;, dann ist w; = f;(x)(dy;): und mit der obigen Uberlegung ergibt
sich

d(we) = d(fe) A (dyr)e + (1) fe A d((dYI>t)
= (df)s A (dy 1)t
= (df Ndyr)t = (dw)y.

Aus der zweiten Aussage folgt nun direkt die Behauptung fiir den allgemeinen Fall von w.
]

Satz 11.3.15. Seien D C R™, E C R" und F' C RP? offene Mengen, sowie t : D — FE und
s: E — F zwei C'-Abbildungen. Fiir eine gegebene k-Form w in F ist wg eine k-Form in E und
wsot eine k-Form in D, und es gilt

(Ws)t = Wsot - (115)

Beweis. Sind w, A Formen in F', so folgt mit Satz 11.3.14

(WA N)s), = (Ws Ads)e = (ws)e A (As)e

und
(W A A)sot = Wsot N )\sot~

Somit gilt die Behauptung (11.5) fiir w A A\, wenn sie fiir w und A Giiltigkeit hat. Da jede Form
aus Nullformen und Einsformen durch Addition und Multiplikation aufgebaut werden kann, und
da (11.5) fiir Nullformen trivial ist, geniigt es, (11.5) fiir w = dz,, ¢ = 1, ..., p, zu beweisen.

= [t(x),..., tm(x)]T
s(t(x)) = (sot)(x) =

Seienx € D,y =t(x) € Fundz = s(y) € Gmity = [y1,...,ym|"
und z = [21,...,2)7 = [s1(y),...,s,(y)]", dann gilt z = s(y) =

[r1(x), ..., mp(x)]7.
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Fiir w = dz, gilt

ws = dsq = Z asq

8y]

Daraus ergibt sich mit der Kettenregel

j=1 6%
. “ &Sq i (3152
Za—y]( ( ));axi(x)d%

das heif}t, die Behauptung. ]

Wir wollen an dieser Stelle die allgemeine Definition der Determinante wiederholen. Hierzu sei
(q1,---,qx) ein k-Tupel ganzer Zahlen aus der Menge {1, 2, ..., k}. Ferner bezeichne

stg, - a) = ] sen(an— am) (11.6)

1<m<n<k

die Signatur bzw. Charakteristik des k-Tupels (q1, - . ., qx). Ist das k-Tupel (¢i, . . ., qx) eine Per-
mutation des k-Tupels (1,. .., k), so gilt s(q, ..., qr) = (—1)", wenn N die Anzahl der Vertau-
schungen zéhlt, die benétigt werden, um von (g1, ..., qx) zu (1,..., k) zu gelangen.

Zu einer gegebenen (k x k)-Matrix A = [a,;]¥;_, ist die Determinante definiert durch
k
det A = Z S(Q1s - s Qi) 01,g Q1 gy Cengy -
Dies ist der Leibnitzsche Entwicklungssatz fiir Determinaten.

Satz 11.3.16. Sei w eine k-Form in der offenen Menge E C R" und ® : D C R¥ — FE eine
k-Fliiche in E (k < n). Desweiteren sei W : D — RF, definiert durch ¥ (u) = u fiir alleu € D

eine k-Fliche in R¥, dann gilt
/ w = / W .-
® v
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Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei w = f(x)dx;, A ... Ady;, mitl < i <

- <ip <n.Firu € Distx = ®(u) = [®;(u),...,P,(u)]” € E. Nach Definition gilt
we = f(®(n))d®;, A...AdD;,.

Definieren wir uns

0 G193 L5 8@1,,@
J(u) ::dethdet (P k),
(9(u1,...,uk) 8(u1,...,uk)
so folgt der Satz, wenn wir zeigen konnen, dass
Ao, N ... ANdD;, = J(u)duy A ... A dug, (11.7)

denn diese Gleichung impliziert

[+ o

Lff@)( W (u)du A A du

:[P(focb)(u)d@h/\.../\fbikprwqw

Nun zum Beweis von (11.7). Firalle p € {1,..., k} gilt

dd, = Z pduq,

woraus sich das duflere Produkt

0%, 00, 0,
>

. . " du A du
_, Oug, Oug, Oug, o q’“

dd;, A ... AdD;, =
q1

ergibt. Es gilt
dug, A ... Ndug, = s(qu, ..., q) dug A ... A duy

und weiter

0, 00, 0O,

‘L Oug, 8uq2 Oug,

dd; N ... NdD;, = s(qiy -, qr) dug A ... A duy.
q

15259

Nun gilt aber nach dem Leibnitzschen Entwicklungssatz fiir Determinaten

00, 0%, 0%,

_, Oug,  Oug auqk

Damit erhalten wir die Aussage (11.7) und schlieBlich die Behauptung. ]
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Satz 11.3.17. Seien E C R™ und ' C R" offene Mengen und t € CI(E, F). Fiir eine eine
k-Form w in F' und eine k-Fliche ® : D — FE in E gilt

/ w:/wt.
tod® o]

Beweis. Esistt o ® € C'(D, F) eine k-Fliche in F und w; eine k-Form in E. Mit der Identitéit
W : D — D definiert durch ¥(u) = u gilt nach den letzten beiden Sétzen

11.4 Simplizes und Ketten

Definition 11.4.1. Seien X und Y Vektorrdume. Eine Abbildung £ : X — Y heifit affin genau
dann, wenn f — £(0) linear ist, das heifst

f(x) =£(0) + Ax

mit A € L(X,Y).

Eine affine Abbildung f : R* — R" ist folglich eindeutig gegeben durch f(0) und f(e;), i =
1,..., k. Wie iiblich bezeichne dabei die Menge {e, ..., e} die Standardbasis im R”.

Definition 11.4.2. Das Referenzsimplex /A" C R ist die Menge
k k
AF = {u:Zaiei eRF: >0, Zai < 1}.
i=1 i=1

Seien py, . . ., Pr. Punkte von R™. Das orientierte affine k-Simplex o = [py, p1,...,pr] C RF
sei definiert als die k-Fldche im R"™, die durch die affine Abbildung

k k
J(Zaiei) = Ppo + Z Oéz'(Pz' - po)
i=1 i=1

aus dem Referenzsimplex /\* entsteht.

Die affinie Abbildung o : A* — o = [py, ..., px] ist festgelegt durch ¢(0) = py und o(e;) =
pi, wobei p;, @ = 1,..., k, die Ecken des k-Simplex o sind. Folglich ist

o(u) =po+ Au
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mit der Matrix

A=[pi—po|pP2—Po| - |Pe—po | € R
Dabei ist natiirlich die Reihenfolge der Eckpunkte py, ..., pr wichtig. Daher nennen wir das
k-Simplex o orientiert, um hervorzuheben, dass die Reihenfolge der Ecken beriicksichtigt wird.
Dies rechtfertigt unsere Notation o = [py, . . ., Px)-

Eine Permutation der Reihenfolge der Ecken ergibt ein geédndertes k-Simplex o mit einer anderen
Orientierung. Bezeichnet gedf (11.6) s(i, .. ., i) die Signatur der Permutation (4o, . .., ) des
k-Tuples (0, ..., k), so schreiben wir fiir

0= [pioapilv S aplk]
einfach kurz @ := s(ig, . . ., %) - 0. Demnach ist @ = +0, je nachdem ob s = 1 oder s = —1 gilt.

Gilt £ = n, so ist die Orientierung berechenbar. Denn sind p; — po, ..., P» — Po linear un-
abhingig, so folgt det A # 0. Die Orientierung von o ist folglich sgn(det A). Das Referenzsim-
plex A* C R¥ ist immer positiv orientiert.

Definition 11.4.3. Das Nullsimplex definieren wir als einen Punkt py € R" zusammen mit
einem Vorzeichen. Wir schreiben ¢ = +pg oder 0 = —py. Ist 0 = epo mit € = 1, und f eine
Nullform im R™, das heifit f € C'(R",R), so definieren wir

/J f = ef(po).

Satz 11.4.4. Sei o ein affiner, orientierter k-Simplex in einer offenen Menge E C R" und o = eo

(e = 1), dann gilt
/w:e/w

fiir jede k-Form w in E.

Beweis. Wir zeigen zuerst

N Tiyy vy T4y)
w= Qi .. + Au) det ! ——— ¥ du.
/ Ak Z ot Po ) 8(%1, .. Uk)

Fir £ = 0 stimmt diese Gleichung mit der obigen Definition iiberein. Sei also £ > 0 und
o = [Do,....Pr] = Po+Aumit A = [p; — po, ..., Pk — Po] € R™™.

Wir nehmen an, dass fiirein 1 < 5 < k das k-Simplex & aus dem k-Simplex o durch Vertauschen
von pg und p; entsteht, das heilt

o= [pj)pla"‘7pj—17p07pj+17"'7pk] :p]+Bu
mit
B = [pl—pj,po—pj,---,ijl—pjapo—pjapjﬂ—Pja---,pk—Pj]-
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Schreiben wir x; := Ae;, so gilt

B= [Xl—Xj,...,Xj_l—Xj7—Xj,Xj+1—Xj7...,Xk—Xj].

Subtrahieren wir jetzt die j-te Spalte von B von den anderen Spalte, so wird keine der Determi-
nanten von (11.1) veridndert und wir erhalten die neuen Spalten

[Xl, ey X1, X5, X1, e ,Xk].

Diese Matrix unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen der j-tem Spalte von A. Also gilt die
Behauptung in diesem Fall.

Nun sei 1 < ¢ < 7 < k und 7 entstehe aus o durch Vertauschen von p; und p;, das heit
o = po + Cu mit

C= [P1 — Po,---,Pi-1 — Po, P; — Po; Pi+1 — Po,
..»Pj—1 — Po, Pi — Po, Pj+1 — Po; - - -, Pk — Po)-

Es sind folglich im Vergleich zu A zwei Spalten vertauscht, das heifit e = —1, und folglich ergibt
sich die Behauptung.

Der allgemeine Fall folgt nun aufgrund der Tatsache, dass sich jede Permutation aus den obigen
Spezialfillen erzeugen lisst. Bendtigen wir N Vertauschungen, um (4o, . . . , i) tiberzufiihren in
(1,...,k),sogilte = (=1)N = s(ig, ..., ix). O

Definition 11.4.5. Eine affine k-Kette I in einer offenen Menge E C R" ist eine Famile endlich
vieller orientierter affiner k-Simplizes o1, ..., 0, in E. Diese miissen nicht notwendig voneinan-
der verschieden sein, das heifit, ein Simplex darf in I mehrfach vorkommen.

Ist T eine solche affinie k-Kette und ist w eine k-Form in F, dann definieren wir

/W:Z/ w. (11.8)
r i=1 Y i

Bemerkung 11.4.6. Mann kann eine k-Fdche ® in E als eine Funktion ansehen, deren Defini-
tionsbereich die Familie aller k-Formen in E ist und die der Differentialform w die Zahl | s W
zuordnet. Da reellwertige Funktionen addiert werden konnen, liegt es nahe, die Schreibweise

F:01+02+...+0T:Zm (11.9)
=1

zu verwenden, um die Tatsache auszudriicken, dass (11.8) fiir jede k-Form w in E gilt.

Wir hatten o als eine affine Abbildung des Referenzsimplex /\* definiert. Wir weisen an dieser
Stelle ausdriicklich darauf hin, dass die Summe auf der linken Seite von (11.9) nicht als Funktion
o : A¥ — R definiert durch

r

o(u) =) oi(u)

=1
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zu verstehen ist.

Ist zum Beispiel 01 = —o09, das heifdst o1 und o5 bilden den selben Bildbereich, sind aber ent-
gegengesetzt orientiert, und ist I' = o1 + 09, dann ist frw = 0 fiir alle w, was wir durch die
Schreibweise I' = 0 bzw. 01 + 09 = 0 ausdriicken. Dies bedeutet aber nicht, dass o,(u) + oa(u)
identisch dem Nullvektor im R"™ ist.

Definition 11.4.7. Sei o ein affines orientierter k-Simplex und k > 1. Dann ist die (k — 1)-Kette

k

do = Z(_l)J{p()? e 7pj717pj+17 ce 7pk]
7=0

der Rand von o.

Beispiel 11.4.8. Fiir die Punkte py, p1, p2 € R? definiert das Zweisimplex ¢ = [po, p1, P2) eine
Abbildung
o &%= A([3],[5],[9]) = A(po, p1,p2) € R™.

Sein Rand ist gegeben durch die Einskette
do = [p1, P2| — [Po, P2] + [Po, P1] = [P1, P2] + [P2; Po + [Po, P1l-

Definition 11.4.9. Seien £ C R™ und F C R" offene Mengen und T € C*(E, F). Ferner sei
o = [po, - - -, Pk| ein orientiertes affines k-Simplex in F, das heifst es gilt po, ..., pr € E und

k
0(“) = 0(“17 ce 7uk) =Ppo + Zuz(pz - pO)

fiir alle

k
uEAk:{u:[ul,...,uk]TERk:uiEO,izl,.‘.,kj, Zuigl}.

=1

Dann ist ® = T o o eine k-Fliche in F mit Parameterbereich \*. Wir schreiben hierfiir auch
auch kurz ® = To und nennen ® ein orientiertes k-Simplex der Klasse C? bzw. ein differen-
zierbares Simplex.

Eine endliche Familie ¥ von orientierten Simplizes ®1, ..., ®y heifit eine k-Kette der Klasse
C?. Ist w ein k-Form in F, dann definieren wir

fe=2 )

und verwenden formal die Schreibweise ¥ = Zf\; P,
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Ist ' = Zfil o, eine dffine k-Kette und ist fiir jedes 1 = 1,...,n das Simplex ®; = T o o;
differenzierbar, so schreiben wir

N N
\P:TOFZZ@:ZTOQ.
=1 =1

Der Rand O® des orientierten k-Simplex ® = T o o sei als die (k — 1)-Kette
0® =Todo
definiert.

Beispiel 11.4.10. 1. Schreiben wir abkiirzend

1
1:= |:1:| = e + e,

dann sind

g1 = [anl7e2]7 09 = [17627e1]

affine orientierte 2-Simplizes, wobei o, dem orientierten Referenzsimplex entspricht. Fiir
u = (uy,up) € A? gilt

o= o} (] = o)) ool = B)) = B - )

Wir bemerken, dass o1 + o5 = [0,1]? =: (L

Per Definition ist der Rand von o1 bzw. 0, eine Einskette. Wir finden

Oy := [e1,eq] + (—=1)'0,eq] + (—1)%[0,e1] =+ey, eq] + [e2,0] + [0, e1],
Doy = [ea,e1] + (—1)'[1,e1] + (—1)*[1, es] =—le1, 2] + [e1,1]

+

?
@

>

Somit folgt nach obiger Konvention

o) = (‘301 + 80'2 = [0,61] + [el, 1] + [1792] + [62,0].

2. Sei ®: Q) =0,7] x [0,27] — R3 definiert durch

COsS v SInu
®(u,v) := |sinvsinu | ,
CoS U
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dann ist ® () ist die Oberfliiche der Einheitskugel. Dann ist der Rand von ® die Einskette
OP =y, + 7o + 3+ vy mit

[sint
y.(t)=1 0 fiirt =wu e [0,7), v=0,
 cost

Yo(t) =1 0 fiirt =v €10,2n], u=r,

v5(t) = 0 fiirt=m—ue€[0,7], v="2m,

~,(t) =10 fiirt =2m —v € |0,27], u=0.

Wir sehen, dass hierbei insbesondere ~4(t) = ~,(m — t) gilt. Ferner sind ~, und =,
konstant, so dass v,(t) = ~/,(t) = 0.

Ist w eine beliebige Einsform im R3, dann gilt

/w:_/ o

Y3 Y1
/w:/w+/w+/w+/w:/w+/w20
0P Y1 Yo s Y4 Y1 Y3

fiir alle Einsformen im R3.

Somit folgt

11.5 Der Satz von Stokes

Wir beweisen nun den Satz von Stokes, den wir als ultimative n-dimensionale Version des Haupt-
satzes der Integralrechnung ansehen konnen, denn im eindimensionalen Fall entspricht er dem
Hauptsatz der Integralrechnung.

Satz 11.5.1 (Satz von Stokes). Sei W eine k-Kette der Klasse C* in der offenen Menge V' C R™.
Sei weiterhin w eine (k — 1)-Form der Klasse C* in' V. Dann gilt

/ w:/dw.
ow N7
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Beweis. Da gilt ¥ = Efvzl ®, mit differenzierbaren orientierten k-Simplizes ®; und da 0¥ =
ZZ'N:1 O®; eine (k — 1)-Kette ist, geniigt es, den Fall N = 1 zu betrachten, das heifit ¥ = ®.

Sei o = [0,ey,...,e,| das Referenzsimplex, das heifit
o: 0Ny — A, o(u)=u.

fiir alle

k
ue AF = {(ul,...,uk)TE]Rk:uiz(),izl,...,k, Zuig}.
=1

Da AF C R* abgeschlossen ist und V' C R™ offen ist, gibt es wegen ® € C?(AF V) eine
offene Menge D C R* mit A* C D und ® € C?(D,V). Folglich existiert eine Abbildung
t € C*(D,V) mit ® = t o 0. Mit den Sitzen 11.3.14 und 11.3.17 gilt dann

fiom [ foo [

Wegen 0® = J(t o o) = t(do) ist

[o=] w=[u
oP t(0o) 0o

Da wy eine (k — 1)-Form in F ist, miissen wir folglich lediglich die Beziehung

/UA:/UdA

fiir das Referenzsimplex o = [0, eq, . .., e,] und beliebige (k — 1)-Formen X zeigen.

Fiir f € C'(D, R) sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit
A= f(x)dxy Ao . ANdxe_y Ndxeq AL AN dag,

das heiBt dz, fehlt fiir ein festes » € {1,..., k}. Der positiv orientierte Rand des Referenzsim-
plex o ist per Definition die (k — 1)-Kette

do =ler,...,er] + Z(—l)iﬂ'

mit
T = [0,81, e, €1,€50 1, ... ,ek].
Definieren wir

To:=[€r,€e1,...,€_1,€11,...,€xl,
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dann gilt [ey, ..., e;] = (—1)""'7; und daher

k
0o = (—1)" "'+ > (~1)Fr.
=1

237

Dabei besitzt jedes 7; den Parameterbereich AF=1. Fiir gegebenes u = [uq, ... ,uk_l]T e Ak-1

ist x = 79(u) € R* gegeben durch

k

r—1
X =e,+ Zui(ei — er) + Z Uifl[ei - er];
i=1

i=r+1

beziehungsweise

u
$j: 1—(U1+...+Uk_1),

Uj—1,

Jj=m,
Firi=1,...,kistx = 7;(u) gegeben durch

i—1 k
X = E ue; + E Ug—1€,
=1

i+1
beziehungsweise

Uy, j: PN
=20,  j=i
U]’_l, j:Z+1,7k

Folglich gilt fiir: = 0,1,... .k

8(x1, ..

<y Lp—15 Lrgly - -

.,l’k)
(9(u1,...,uk) (

Jr,(u) := det

u) =<1

s Jg=1...,r—1,

j=r+1,... k.

(11.10)

(11.11)

1 =0,
1=,

sonst,

da wir in den ersten beiden Fillen die Determinante der Einheitsmatrix bilden wihrend wir im
letzten Fall die Determinante einer Matrix mit Nullzeile bilden. Es gilt folglich

/n A= /M_1 f(7i(u))du =0
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fiir  # 0 und ¢ # r, und daher folgt

/f:(‘”r_l/m“é(‘”i/f
= [y [
- =[]
= [ ) T ) = £ (5 () T ()]
= (=) /A (W) = (7 ()] du. (11.12)

Andererseits gilt

k
o
d/\:Z—fdxi/\darl/\.../\dxr_l/\dxrﬂ/\.../\da:k
=1

(9951-
of
= 67dxr/\dxlA...Adxr_lAdxr+1A...Adxk
= (—1)’"135 dry A ... ANdx,_y ANdx, Ndx, 1 A ... Ndxy
af
= (=1)"'d
(-1 L ax
das heif3t of
d\ = (—-1)"! dx.
/a ( ) /Ak axr *
Wir setzen
u=[uy,.. w1 =m0, Ty, a] € AT

und berechnen letzteres Integral, indem wir beziiglich z,. iliber das Intervall

k
0,1 —(z1+- 4z +Tp ++ap)| = [0,1—2%]

i=1

integrieren,

[

=Y gy
e (Upy ooy U1y Ty Uy ooy Up—1)dT, | du
Ak—1 0 r

- [f(ul,...,ur_l,l — (uy +-~-+uk_1),ur,...,uk_1)

— flug, ooyt 1, 0,0y, . ,uk,l)}du.
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GemiB (11.10) und (11.11) ergibt sich hieraus

[iv= [ 1) = () au

Vergleichen wir diesen ausdruck mit (11.12) erhalten wir

/)\:/d)\
oo o

und damit die Behauptung. ]

11.6 Anwendungen des Satzes von Stokes

Definition 11.6.1. Sei D C R? eine offene Menge und £ = [f1, fo, f3]T : D — R3 ein Vektorfeld.
Zu F definieren wir die Rotation von f vermittels

Ofs  0f ofi  0fs of2  Ofi
f = f g —_— _— _—
rot VX el{al’g 81’3} +82{8I3 8x1 } +63{8x1 81’2}

und die Divergenz von f vermittels

Ofr | 0fr  0Ofs

divf:=V . .f= :
e 8x1 +8x2 +8x3

Satz 11.6.2 (Integralsatz von Stokes). Sei E C R? eine offene Menge und f : C'(E,R3) ein
gegebenes Vektorfeld. Sei ® : D C R? — R3 eine Zweifliiche der Klasse C? in E. Wir setzen
[' := ®(D), wobei OI" den Rand von T bezeichne. Es gilt

/F<rot f,n) do = /8F<f,t> ds.

Beweis. Fiir f = [f1, fo, f3]7 € C'(E,R?) definieren wir in E die Einsform
e = fi(x)dx + fo(x)dy + f3(x)dz.
Ferner definieren wir in E fiir g = [g1, g2, g3]7 := rot f € C(E,R?) die Zweiform
wg = g1(x) dy A\ dz + g2(x) dz A dz + g3(x) dx A dy.

Wie man leicht nachpriift gilt dann d\¢ = wg und somit ergibt sich einerseits

L%ZL@MW
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/% e = /8F<f, t)ds

Nach dem Satz von Stokes folgt daher
/(rotf,n)ds = / Wg = / d\¢ = / Af = / (f,t)ds
r P % 0% or
O

Satz 11.6.3 (Integralsatz von GauB). Es sei £ C R? offen und Q C FE eine abgeschlossene
Menge mit orientierbaren Rand T := 9. Fiir f € C'(E,R) gilt dann

/divf dx = /(f,n) do
Q r

Beweis. Wir schreiben f = [fy, f, f3]7 und betrachten die Zweiform

wr := f1(x) dy Ndz + fo(x) dz N dx + f3(x) dx A dy.

Andereseits gilt aber auch

Es gilt
dwe = %—fd /\dy/\dz—kﬁd Adz /\dm—kﬁdz/\dx/\dy
dy
N N )
_{8x+< 1)? 8y+< 1)? 5, dz A dy N dz

=divfdz Ndy Ndz.
Nach dem Satz von Stokes folgt fiir ® : ) — R? schlieBlich

/ (f,n>d0:/ wf:/dwf:/divfdx.
o0 0% @ Q
O

Satz 11.6.4 (Integralsatz von Green). Es sei £ C R? offen und Q C E eine abgeschlossene
Menge mit orientierbaren Rand T := 0. Fiir f,g € C'(E,R) gilt dann die Vektorgleichung

[ ¥a-5+9-Vix= [ ggndo

Beweis. Wir beweisen die obige Gleichung komponentenweise. Fiir die Zweiformen

dy N\ dz
A= f(x)g(x) |dz A dx
dz N dy
gilt
dX\ = (gVf+ fVg)(dx Ndy Ndz).
Somit folgt die Aussage sofort mit Hilfe des Satzes von Stokes. [
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die beiden letzten Siitze analog im R? gelten.

Definition 11.6.5. Sei £ C R" eine offene Menge, dann heifit E sternformig, falls ein xo € E
existiert, so dass fiir alle x € F auch die Verbindungstrecke von x und x, ganz in E liegt, mit

anderen Worten
{y=tx+(1—-t)xg:t€[0,1]} CE.

Den Punkt x, € E nennen wir Sternpunkt.
Beispiel 11.6.6. Sei I konvex, dann ist E auch sternformig.

Lemma 11.6.7. Sei E C R" eine offene und sternformige Menge. Fiir f € C*'(E,R) gelte mit
einem festen p € {1,...,n}, dass

of
——(x)=20 <j< 11.13
8wj(><) , p<j<nm, (11.13)
fiir alle x € E. Dann existiert eine Funktion g € C'(E, R) mit
dg
fx) = 8—%(X)~

Beweis. Wir schreiben x = (x/,z,,x") € Emitx’ = (z1,...,2,-1) und X" = (Tp41, ..., Tp).
Den Sternpunkt von £ bezeichnen wir mit x¢ = (X{, 2.0, X()-

Betrachten wir die Mengen
U :={(x',z,) € R”: es existiert x" € R" P mitx = (x, z,,x") € E},
V= {x" € R"?: esexistiert (x',z,) € R’ mitx = (X, z,,x") € E},

so stellen wir fest, dass beide sternformig sind mit den Sternpunkten (xg, x,0) € U bzw. x( € V.
Denn sei beispielsweise x” € V' gegeben, dann existiert (x', z,) € R mitx = (x/,2,,x") € E
und damit liegt auch die Verbindungsgerade von x und X in £, das heil3t

txg+ (1 —t)x € E, t €10,1],
und folglich auch tx{] + (1 — ¢)x” € U fiiralle t € [0, 1].

Da V sternformig ist, folgt aus dem Mittelwertsatz aufgrund der Voraussetzung (11.13), dass die
Funktion f nicht von x” abhingt. Dies bedeutet, es existiert eine Funktion ¢ € C''(U, R) mit

f(x) = o(x', 1)

fiir alle x = (x/, 7, x") € E. Definieren wir nun g € C''(E,R) vermittels

Zp
g(x',z,, x") ::/ (X', t)dt,

Tp,0

. dg / "\ __ /
dann sehen wir, dass 8—%()( Ty, X)) = (X, ). O
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Definition 11.6.8. Sei w eine k-Form in einer offenen Menge E C R". Falls w in der Klasse C"*
liegt und dw = 0 gilt, dann heif3t w geschlossene k-Form. Die k-Form w heiflt exakt, falls eine
(k — 1)-Form \ aus der Klasse C" in E existiert, so dass w = d\ gilt.

Satz 11.6.9. Sei w eine k-Form in einer offenen Menge E C R"™. Falls die k-Form w exakt ist, so
ist w auch geschlossen.

Beweis. Sei w = d ) eine exakte k-Form, so folgt aus der zweiten Aussage von Satz 11.3.11
dw = d(d\) = d*) = 0.
[

Satz 11.6.10 (Lemma von Poincaré). Sei £ C R" eine offene und konvexe Menge und sei
w eine geschlossene k-Form der Klasse C' in E. Dann ist w exakt, das heift, es existiert eine
(k — 1)-Form X\ in E der Klasse C mit w = d\.

Beweis. Fiir festes p € {1,...,n} bezeichne M, die Menge aller k-Formen der Klasse C' in E,
in deren Normaldarstellung

w=Y_ fi(x)dx (11.14)
I
die GroBen dxp 1, . . ., dz, nicht auftreten. Mit anderen Worten, die wachsendenden k-Indizes /
sind Tupel von Zahlen aus der Menge {1, ..., p}.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach p. Sei zunéchst w € Y, das heiit w = f(x)dx;.
Nach Voraussetzung gilt

dw = Za—m](x) drj Ndzy =0
j=1

und folglich %(x) = Ofiirallex € Fund 1 < j < n. Nach Lemma 11.6.7 existiert ein
g € C'(E,R), so dass fiir alle x € F gilt %(x) = f(x) und %(X) =0 fiir 1 < j < n. Somit
eriillt die Nullform A = ¢ die Gleichung

0
d\ = 8_:1i(x)dxl = f(x)dz; = w.

Sei nun p > 1 und die Induktionsvoraussetzung laute: Jede geschlossene k-Form aus M),_; ist
exaktin E.

Wir wihlen nun ein w € M, mit dw = 0, dann gilt geméB (11.14)

dw = Zza—mj(x) dxj A dxp

I j=1
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Wir betrachten nun ein festgewéhltes j € {p,...,n}. Da jeder wachsende k-Index [ in der
Summe in (11.14) genau einmal vorkommt und dieser nur Zahlen aus der Menge {1,...,p}
enthilt, gilt dz; A dx; # 0 und wir schlieBen

afl()=0, x €L, p<j<n. (11.15)

Wir fassen nun diejenigen Glieder aus (11.14) zusammen, die dx, enthalten zusammen und
schreiben w um in der Form

w:a—f—Zf(JJ,) dxj A dxp,
J

wobei o € M,,_; gilt und jeder wachsende (k — 1)-Index .J ein Tupel von Zahlen aus der Menge
{1,...,p— 1} ist. Nach Lemma 11.6.7 und (11.15) existieren zu f;,) Funktionen g, mit

0
fop(x) = g(Jp)( ), x €k,

Oz,
und 5
g;’j’)(x)zo, xe kb, p<j<n.
Definieren wir nun die (k — 1)-Form
5= gupdxs
J

und setzen 7y := w — (—1)*"1d3, dann gilt

V=W klzz ajp) dx; \dx;

J j=1
—w—zz 8 de/\de
J =1
_a+Zf(Jp dxy A dz, — Zzang dx; A dz;
J j=1
—a—zzag;]p dx; N\ dz;.
J =1 J

Dies bedeutet y € M,,_; und wegen dw = 0 und d?3 = 0 ist dy = 0. Also ist y eine geschlossene
k-Form in M,,_; und nach der Induktionsvorschrift exakt, das heifit, es existiert eine (k—1)-Form
A mit v = d\. Eingesetzt in die Definition von ~y liefert dies

w=d\+ (-1)ds=d(\+ (-1)*'3)

womit wir gezeigt haben, dass w € M, exakt ist. [
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Beispiel 11.6.11. Sei E = R?\ {0} und w := (xzdy — ydz)/(x* + y*) eine Einsform, dann gilt
dw = 0, das heifst w ist geschlossen.

Fiir ein festes v > 0 sei v : [0, 27] — R? definiert durch mit y(t) = [r cost,rsint]”. Dann ist
~([0, 27]) eine geschlossene Kurve und es gilt

/w:/Q“Tcost~7“cost—|—7’(2—sint)-r(—sint)dt:/2’Tldt:2w7£0.
~ 0 r 0

Proposition 11.6.12. Sei die Menge E C R? offen und konvex, und sei f € C'(E,R3. Gilt
rot f(x) =0
fiir alle x € E, dann existiert eine Funktion g € C*(E,R) mit

f(x) = Vg(x).
Gilt
div f(x) = 0

fiir alle x € E, dann existiert eine Funktion h € C*(E,R) mit

f(x) = rot h(x).

Beweis. Schreiben wir f = [fy, fo, f3]7, dann folgt der Beweis unmittelbar aus dem Lemma von
Poincaré mit
we = f1(x) dy N dz + fa(x) dz A dx + f5(x) dz A dy

beziehungsweise
Ar = fi(x)dx + fo(x)dy + f3(x)dz.
[]

Korollar 11.6.13. Sei £ C R" eine offene Menge in der jede geschlossene k-Form auch exakt
ist. Sei U C R" ebenfalls offen und t € C*(E,U) bijektiv mit t=* € C?*(U, E). Dann ist jede
geschlossene k-Form w in U ebenfalls exakt.

Beweis. Sei w eine geschlossene k-Form in U, das heil3t es gilt dw = 0, und w die zugehorige
Pullback-£-Form in £. Dann gilt
du)t == (du))t = O,

das heifit, wy ist geschlossen und es existiert ein A mit wy = d\. Daher gilt
W = Wtot—1 — (Wt)tfl = (d)\)tfl = dAtfl

mit dem Pullback A¢-1, der eine (k — 1)-Form in U definiert. Folglich ist w ist exakt. Ol



Kapitel 12

Mabtheorie

12.1 Ringe und Algebren von Mengen

Definition 12.1.1. Sei X # 0 eine beliebige Menge und M ein nichtleeres System von Teilmen-
gen der Menge X, das heifst M C P(X).

1. Das Mengensystem M heifst Semiring oder auch zerlegbares Mengensystem in X, wenn
gilt
(a) D e M,
(b) aus A, B € M folgt AN B € M, und
(c) zu jedem Paar A, B € M existieren paarweise disjunkte Mengen A4, ..., A,, € M
mit A\ B =", A
2. Das Mengensystem M heifst Ring in X, wenn fiir alle A, B € M gilt
(a) AUB € M und
(b) A\ B e M.

3. Das Mengensystem M heifit Algebra in X, wenn gilt
(a) AU B € M fiiralle A, B € M und

(b) aus A € M folgt X \ A € M.

4. Ein Ring bzw. eine Algebra M heif3t o-Ring bzw. o-Algebra, wenn aus A, € M, n € N,
folgt

[j A, e M. (12.1)

n=1

5. Das Mengensystem M heifst monoton, wenn gilt

245
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(a) aus Ay C Ay C A3 C...mit A, € M, n €N, folgt
U A, e M

n=1

und
(b) aus Ay O Ay D A3 D ... mit A, € M, n €N, folgt

ﬁAneM.

n=1

Beispiel 12.1.2. 1. Essei X = R, dann ist
M = {(a,b] : a < b beliebig reell} U {0}
ein Semiring.
2. Sei X eine (unendliche) Menge und
M={AC X : Aoder X \ A endlich},
so ist M eine Algebra.
3. Sei X eine (iiberabzihlbare) Menge, dann ist

M ={AC X : Aoder X \ A hochstens abzdiihlbar}

ist eine o-Algebra.

Dabei zeigt man die Beziehung (12.1) wie folgt. Seien A, € M, n € N, beliebige Men-
gen aus M. Sind alle A,, hichstens abzdihlbar, so folgt, dass auch \ ), A, héchstens
abzdhlbar ist. Sei nun etwa Ay iiberabzdiihlbar, so ist X \ Ay héchstens abzdhlbar. Aus

A::X\OAn:ﬁ(X\An)gX\Al.

ergibt sich, dass A hichstens abzdihlbar ist und weiterhin X \ A = J,~; A, € M.
Satz 12.1.3. Es sei T eine Indexmenge, dann ist der Durchschnitt beliebig vieler Ringe R, t € T,

(0-Ringe, Algebren, o-Algebren, monotone Systeme) in X wieder ein solches System.

Beweis. Das Mengensystem R; bezeichne fiir jedes ¢ € T einen Ring. Fiir A, B € R gilt auch
A, B € R, fiir alle t € T. Daher ist aber auch AU B, A\ B € R, fiir alle t € T und folglich
AUB,A\ B€R.

Betreff den anderen algebraischen Strukturen fiihrt man den Beweis analog. ]
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Definition 12.1.4. Seien X eine beliebige nichtleere Menge und M C P(X) ein beliebiges
nichtleeres Mengensystem. Die Durchschnittsmenge aller Ringe (o-Ringe, Algebren, o-Algebren,
monotonen Systeme), die M umfassen, heifit der (die, das) von M erzeugte Ring R(M) (o-
Ring R,(M), Algebra A(M), o-Algebra A,(M), monotone System m(M)).

Bemerkung 12.1.5.  [. Da die Potenzmenge P(X) jedes Mengensystem M von Teilmengen
X umfasst und P(X) ein o-Ring, eine Algebra, eine o-Algebra und ein monotones System
ist, ist die obige Definition korrekt.

2. Der von M erzeute Ring R(M) ist beziiglich der Inklusion der kleinste Ring, der das
Mengensystem M umfasst.

3. Die zu M erzeute o-Algebra A,(M) wird auch Borelsche Erweiterung o (M) von M
genannt.

Lemma 12.1.6. Seien M, und M nichtleere Mengensysteme von Teilmengen von X mit
My CR(M,), My CR(M,).

Dann gilt
R(M;) = R(My)

Beweis. Aus M; C R(Ms,) folgt sofort R(M;) C R(My). Anolog findet man R(My) C
R(My). O

Satz 12.1.7. Der von einem Semiring S erzeugte Ring R(S) besteht aus dem System V aller
endlichen Vereinigungen paarweise disjunkter Mengen aus S.

Beweis. Firi = 1,...,m gelte A; € Smit A, N A; = 0 fir i # j. Weil S C R(S), ist
A=, A € R(S), das heifit V C R(S).

Andererseits folgt mit Hilfe von Lemma 12.1.6 aus S C V C R(S) dass R(S) = R(V). Wir
zeigen, dass V ein Ring ist, so dass gilt V = R(V) = R(S). Fir k = 1,...,n seien By € S mit
B, N B, = ( fiir k # lund B = |J;_, By. Es gilt

AnD = (OA)m(UB) :QQMmBk).

k=

Da die Mengen A; N By, € S paarweise disjunkt sind, folgt A N B € V. Wir zeigen nun, dass
auch A\ B € V. Fiir festes k sind die Mengen A; \ By, paarweise disjunkt und lassen sich als
eine endliche Vereinigung von Mengen aus S schreiben. Somit folgt

m

A\ By = J(A4i\ By eV

i=1
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und weiter
n

A\B:A\OBk:ﬂ(A\Bk)eV

k=1
nach dem bereits Bewiesenen, das heifit A\ B € V.

Zu zeigen bleibt schlieBlich noch, dass A U B € V. Dies folgt aber sofort aus der Gleichung
AUB=(A\B)UB,
wenn wir bedenken, dass die Mengen A \ B und B paarweise disjunkt sind. ]

Satz 12.1.8. Ist A eine Algebra, so gilt

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. [

12.2 Mengenfunktionen

Es bezeichne R = R U {400} U {—o00} das erweiterte System aller Zahlen, wobei wir folgendes
festlegen.

1. FiirxeR,seixj:oo:j:ooundﬁ =0.
2. Fiirz € R\ {0} sei - (£00) = +sgn(x) - oo und 0 - (00) = 0.
3. Wir definieren | 4+ oco| = | — oo| = +o0.
4. Es sei 00 + (£o00) = 00 und 00 — (Foo) = +oo.
5. Essei (£00) - (£00) = +oo und (£00) - (Foo) = —o0.
Definition 12.2.1. Sei M e¢in nichtleeres Mengensystem von Teilmengen der Menge X +# ().
1. Eine eindeutige Abbildung ¢ : M — R heif3t eine auf M definierte Mengenfunktion.

2. Die Mengenfunktion ¢ : M — R heift additiv auf M, wenn zum Wertevorat von ¢
hdchstens eines der uneigentlichen Elemente +00 gehort und wenn aus A, B,AUB € M
mit AN B = () stets folgt

P(AU B) = p(A) + ¢(B). (12.2)

3. Die additive Mengenfunktion ¢ : M — R heifst volladditiv, wenn aus A, € M, n € N,
mit A; N A; = 0 fiir i # j und | J, .y An € M folgt

so( U An) = o(A,). (12.3)

neN neN
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4. Die additive Mengenfunktion o : M — R heifit subvolladditiv, wenn aus A, A, € M,
n €N, mit A C |, oy An folgt

P(A) <Y p(An).

Bemerkung 12.2.2. . Wenn die Reihe in (12.3) in R konvergiert, dann ist sie auch absolut
konvergent. Denn die linke Seite darf beliebig umgeordnet werden ohne die zugrundelie-
gende Menge zu verdndern. Daher darf auch die rechte beliebig umgeordnet werden ohne
ihren Wert zu verdndern, was nach dem Riemannschen Umordnungssatz die absolute Kon-
vergenz bedeutet.

2. Wir betrachten im folgenden nur Mengenfunktionen % +oc.
Beispiel 12.2.3.  [. Sei X eine unendliche Menge und M = P(X), so ist die Mengenfunktion
0, wenn A endlich,
p(A) = {

+o0o  wenn A unendlich,
additiv, aber nicht volladditiv oder subvolladditiv.

2. Sei X = Rund M = {(n,n+ 1] : n € Ng}. Die Mengenfunktion

0, wenn n gerade,
n,n+1|) =
SO(( ]) { 1, wenn n ungerade,

ist trivialerweise additiv, da die Vereinigung aus M herausfiihrt.

3. Sei X = R" und M = P(X). Die héichstens abzihlbar Menge X = {x1,x5,...} C R"
besitze keinen Hdufungspunkt in R™. Ferner sei f : X — R, eine beliebige Funktion.
Dann ist die Mengenfunktion

o(A) = fx)

T, €A
volladditiv.

4. Sei X = R und
M ={(a,b] : a < b beliebig reell} U {(}}

Weiter sei h : R — R monoton wachsend. Setzen wir
o((a,b]) = h(b+) — h(a+), (@) =0,

dann ist p volladditiv.
Beispielsweise gilt go((a, b]) = b — afiir h(z) = x wihrend

1, wenn0 € (a,b,
pla) = { (o0
0, sonst,
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falls
1, >0,

Wz) = {o r<0.

Sei X iiberabziihlbar und M = {A C X : A oder X \ A hichsten abzdhlbar}, so ist

(4) = 0, falls A hochstens abzdhlbar,
[ 1, falls X \ A hochstens abzdihlbar,

volladditiv. Denn seien A,, € M, n € N, mit A;UA; = 0 fiiri # j. Da M eine o-Algebra
ist, folgt

A=|JA, eM.
n=1
Es ergeben sich zwei Fille. Erstens, dass alle A,, hochstens abzdihlbar sind. Dann folgt
aber, dass A auch nur héchstens abzdhlbar ist und somit gilt p(A) = 0 = Y« o(Ay).
Zweitens, dass ohne Beschrdankung der Allgemeinheit A, tiberabzdihlbar ist. Folglich ist A
iiberabzdiihlbar und daher X \ A abzihlbar. Da fiirn > 2 gilt A, C X \ Ay, sind fiirn > 2
alle Mengen A,, abzdhlbar. Daraus ergibt sich

P(A) =1= (A1) + > p(An).

Satz 12.2.4 (Eigenschaften von Mengenfunktionen). Sei R ein Mengenring und ¢ : R — R
additiv.

1. Fiiri=1,...,ngelte A; € R mit A; N\ A; = 0 fiir i # j. Dann folgt

SO(QAz‘) = 12:;90(140-

2. Fiir zwei Mengen A, B € R mit B C A und |¢(B)| < oo gilt

o(A\ B) = p(A) — p(B).

~—

3. Wennein A € R mit |¢p(A)| < oo existiert, so gilt p(0)) = 0.

4. Fiir A, B € R gilt

P(AUB) + p(ANB) = p(A) + ¢(B)

5. Seien A, B € R mit B C Aund ¢(C) > 0 fiir alle C € R, dann folgt

p(B) < p(A).



12.2. MENGENFUNKTIONEN 251

6. Seien A, B € R beliebig und ¢(C) > 0 fiir alle C' € R, dann gilt

(AU B) < ¢(A) + ¢(B).
7. Gilt (C) > 0 fiir alle C € R, so ist ¢ genau dann volladditiv, wenn ¢ subvolladditiv ist.

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Satz 12.2.5. Sei ¢ : R — R eine additive Mengenfunktion auf dem Ring R. Dann ist @ genau
dann volladditiv, falls aus A,, € R, n € N, mit

AlgA?ggAngAn-l-lg

und A = J_ | A, € R folgt
lim p(A,) = ¢(A).

n—oo

Beweis. “=>" Sei ¢ volladditiv. Definieren wir

Bz‘ _ Al) Z = 17
A\ Ay, i> 1,

so sind die Mengen B; paarweise disjunkt. Ferner gilt

i=1
fiir alle n € N und .
i=1

Somit folgt

o) = (UB) =3 et = fim 3 o(B) = lim ()

i€EN

“«<": Es gelte
Tim p(A4,) = ¢(A).

Fiir beliebige paarweise disjunkte Mengen B; € R, ¢ € N, definieren wir

und erhalten
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und . .
A=JAi=JB R
i=1 i=1
Damit folgt
p(A) = @(U Ai> = lim ¢(4,) = lim sO(U Bi) = lim > o(B) =) ¢(B).
=1 i=1 i=1 i=1
dies bedeutet, ¢ ist volladditiv. O

Satz 12.2.6. Sei ¢ eine auf dem Ring R volladditive Mengenfunktion. Gilt fiir die Mengen B; €
R, i € N, mit
Bi2By2...2B;2Biy12...,

dass |o(B1)| < oo und
B=()B;€R,

i=1
dann folgt
p(B) = lim o(By).

Beweis. Fiir jedes i € N setzen wir A; := B; \ B;. Es gilt dann A; € R und
A CAC...CA, CAp1C....
Mit der Definition A := By \ B = B \ (ﬂ;’il Bi) € R folgt wegen B C B einerseits
p(A) = ¢(B1) — ¢(B).
Andereseits gilt aber nach Satz 12.2.5 auch

p(A) = lim o(A,) = lim o(Bi\ By) = ¢(B1) — lim o(By),

n—oo n—oo

das heifit lim,, ..., ¢(B,) = ¢(B). O

Satz 12.2.7. Sei ¢ eine endliche und additive Mengenfunktion auf dem Ring R. Gilt fiir jede
Folge von Mengen B; € 'R, 1 € N, mit

BiD2ByD...2B;2Biy12...

und

=

Y

s
n=1

dass lim,, .., p(B,) = 0, so ist p volladditiv.
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Beweis. Seien A; € R, i € N, paarweise disjunkte Mengen und A := | J;°, A; € R. Definieren

WIr
B,:=A\{J4A = |J 4,
=1

i=n+1

fiir jedes n € N, dann gilt
BiDBy2...2B;2Biy12...

und
n

ﬁBn:A\(UAn) =

i=1

=

Aufgrund der Voraussetzung schlieen wir
0= lim ¢(B,) = lim {¢(A)\ (UAn>} = lim {@(A) - ZAl}
= p(A) = > oA,
=1

das hei3t die Behauptung. ]

12.3 Imnhalt, MaBl und Konstuktion von Maflen

Definition 12.3.1. Eine additive Mengenfunktion ¢ auf dem Ring R heifit Inhalt, falls gilt
©(0) = 0und p(A) > 0 fiir alle A € R. Ein volladditiver Inhalt , definiert auf einer o-Algebra
A, heifst MaB.

Bemerkung 12.3.2. Fiir die Maftheorie ist die algebraische Struktur o-Algebra und die Defini-
tion eines Mafses auf dieser von zentraler Bedeutung.

Definition 12.3.3. Seien M| und My zwei Mengensysteme in X mit M; C My und seien
©0; © M; — R, i = 1,2, Mengenfunktionen. Die mengenfunktion p, heifit Fortsetzung von
o1 auf Mo, falls po(A) = p1(A) fiir alle A € M. In diesem Falle nennen wir ¢, auch die
Einschrankung von ¢, auf M.

Satz 12.3.4. Sei S ein Semiring. Jede additive Mengenfunktion o : S — R ldsst sich in einer
eindeutigen Art und Weise fortsetzen zu einer additiven Mengenfunktion @ auf R(S). Ist ¢ sub-
volladditiv und nichmegativ mit () = 0, so definiert $ sogar einen subvolladditiven Inhalt auf

R(S).
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Beweis. Sei A € R(S) beliebig. Nach Satz 12.1.7 existieren paarweise disjunkte Mengen Sy, ..., .S, €
S mit A = J;_, S;. Wir definieren nun die Mengenfunktion & vermittels

BA) =3 ¢(S).

Zuerst stellen wir fest, dass ¢(A) nicht von der Zerlegung A = J!_, S; abhingt. Denn seien
St,... S0, € Smit A = J;_, S, paarweise disjunkte Mengen, dann gilt

&zSﬂM&a&ﬂ(USQ:Lﬂ&HSL 1<k<n,

1=1 i=1

und folglich
S lS) :Zso(usms;)) _ ¢(5k05£)=290<U(5m5£))
k=1 k=1 =1 k=1 =1 =1 k=1

m

P(ANS) = (S) = §(A).

1 =1

VL

(2

Trivialerweise ist  eine Fortsetzung von ¢ auf R(S).

Wir zeigen nun, dass ¢ ebenfalls additiv ist. Seien hierzu A, B € R(S) mit AN B = (). Dann
existieren paarweise disjunkte Mengen S1,...,S, € Sund Ry, ..., R, € S, so dass

A=Js., B=|JR:
~ e
Wegen AN B = () gilt auch S; N R; =  fiir alle 7 und j und daher ergibt sich

AUB =3 ¢(8)+ ) o) = 3(A) + §(B),

7=1
das heif3t © ist additiv.

Zum Beweis der Eindeutigkeit von ¢ sei ¢ : R(S) — R ebenfalls eine additive Fortsetzung von
. Dann gilt aber fiir beliebige A = J;_, S; € R(S) aufgrund der Addititivitit

Y(A) = w(Us) _ Z o(5) = F(A).

Es verbleibt, den zweiten Teil des Satzes zu beweisen. Aus ¢(()) = 0 folgt natiirlich sofort p(0)) =
0. Ferner impliziert p(A) > 0 fiir alle A € S auch ¢(A) > 0 fiir alle A € R(S). Zum Beweis
der Subvolladditivitidt von ¢ seien zunichst A, A,, € R(S) (n € Nymit A = J)~ | A,,, das heift
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A, C Afirallen € N. Zu A bzw. A,, gibt es paarweise disjunkte Mengen Si,...,S5,, € S
bzw. Sf"), . Sr(:()n) € S mit

m m(m)

A=Js, A=) s
i =1

Nun sind die Mengen S; N SJ(-") eSfirallel <i:<mundl1l<j < m(™ ebenfalls paarweise
disjunkt mit

m m(™)

A, =AnA=JJsns

i=1 j=1

Da fiir jedes 1 < < m gilt

oo m(m)

=l Usns).

n=1 j=1
liefert die Subvolladditivitit von ¢ auf S die Ungleichung

Folglich erhalten wir

m m

AA) =D e(S) <D DD e8NS =ZZZ@(5§”)H&)=Z¢(A

i=1 i=1 n=1 j=1 n=1

Es gelte nun im Gegensatz zu oben nur A C [ J 7, A,. Mit dem eben Gezeigten fiihrt uns dann
die Zerlegung B, := A, N Aund C,, := A, \ A zum Ziel

<> @B, sz (Cn) = B(An).
n=1 n=1 n=1
Damit ist der Beweis des Satzes vollstindig. [
Beispiel 12.3.5. 1. Fiir festes n € N definiert die Menge
k=1
einen Semiring. Die Mengenfunktion
H k— ak
k=1

ist ein Inhalt auf R(S).
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2. M ="P(R), dann ist ¢ gegeben durch
)1, 0€e ACR,
?~ Vo, 0¢gACR,

ein Maf3. Dieses Maf3 nennt man auch das Dirac-Maf} konzentriert im Punkt 0 oder mit
dem Trdgerpunkt 0.

Definition 12.3.6. Sei i* : P(X) — R nichtnegativ, dann heifit ;i* iuBeres MaB, falls folgende
Aussagen gelten:

1. Es gilt p*(0) = 0.
2. Die Mengenfunktion p* ist monoton, das heifpst aus A C B C X folgt p*(A) < p*(B).

3. Fiir A, C X, n € N, erfiillt die Mengenfunktion p* die Ungleichung

u*( U An> <) u(A). (12.4)
n=1 n=1

Beispiel 12.3.7. Sei X = [0, 1], dann setzen wir fiir A C X
sup A, A#0,
*(A) = .
/’I’ ( ) {07 A — ®,

Die Mengenfunktion 1v* ist ein dufseres Maf3, denn die Giiltigkeit der ersten beiden Aussagen der
Definition ist direkt einsichtig, wahrend man die dritte Aussage wie folgt zeigt. Seien die Mengen
A, € X, n € N, beliebig und A = UneN A,. Es gelte s := Z;’ozl sup A,, < 0o, ansonsten
sind wir wegen sup A < sup X = 1 fertig. Nun folgt aus der Definition des Supremums, dass zu
jedem e > 0 ein x. € A existiert mit

sup A <z, +e.
Folglich existiert ein n. mit v. € A,_ und daher gilt
sup A <supA,, +¢.

Fiir ¢ — 0 ergibt sich die Behauptung

pr(A) =sup A<D sup A, =D pr(Ay).

neN neN

Satz 12.3.8. Es bezeichne y den Inhalt auf dem Ring R C P(X). Zu jeder Menge E C X
bezeichne

Mg = {{Un :neN}:EC U U, und U, € R fiir alle n € N}. (12.5)
n=1
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die Menge aller Uberdeckungen von E. Dann definiert die Mengenfunktion

(B = {inf (3% w(U,) : {U, :n €N}y € Mg}, falls My # 0, 126

+00, falls Mg =0,

ein dufleres Mays.

Beweis. Da p Inhalt vom Ring R ist, folgt *(E) > 0 und p*(@) = 0. Wir zeigen nun die
Monotonie. Dazu seien £y C Ey C X beliebig gewihlt. Offensichtlich gilt Mg, C Mg,, denn
jede Uberdeckung von Ej ist wegen £, C E, auch Uberdeckung von E. Folglich gilt

pr(Ey) < pt(Es).

Um (12.4) zu zeigen, betrachten wir beliebige Mengen E, C X, k € N. Falls ein Index [ € N
existiert mit u*(E;) = oo, dann ist die Aussage trivial. Sei also p*(Ey) < oo fiir alle k£ € N. Zu
jedem ¢ > 0 existieren Uberdeckungen {U,(lk) :n € N} € Mg, von Ej, so dass

o0 ) e
S HUW) < (B + o

n=1

fiir alle £ € N. Da jedoch {Uék) : n, k € N} eine Uberdeckung von | J;-, E. ist, folgt

. [e.e] o o0 o0 . c o .
1 ( U Ek:) <> WUy <y {u (Ex) + 27} —c+ Y p(Ey).
k=1 k=1 n=1 k=1 —1
Durch den Grenziibergang € — 0 erhalten wir hieraus (12.4). ]

Satz 12.3.9. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes ist das durch (12.5) und (12.6) de-
finierte dufsere Maf3 p* genau dann Fortsetzung von p auf P(X), falls v auf R subvolladditiv
ist.

Beweis. “=": Es gelte y*(A) = pu(A) fir A € R. Fiir beliebige A, € R, n € N, mit A =
U.—, A, € R gilt

p(A) = pr(A) = M*< U An) < ZM*(An) = ZN*(An>7

das heil3t ;4 ist subvolladditiv.

“«<": Sei p subvolladditiv und A € R beliebig. Definieren wir A; = Aund A,, = ) firn > 1,
so gilt A =, .y An und {4, : n € N} ist eine Uberdeckung von A. Somit gilt

(A4) <30 (A = p(A) + 3 u(0) = p(A).
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Umgekehrt existiert zu jedem ¢ > 0 eine Uberdeckung {4,, : n € N} € M4 von A mit

o0

p(A) < 3 (A e

n=1

Folglich ist
) < u( Uas) £ o ul) < )+
n=1 n=1

Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert schlieflich zusammen mit dem vorigen Resultat p(A) =
p*(A). O

Satz 12.3.10. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 12.3.8, zusdtzlich sei jedoch . subvollad-
ditiv auf dem Ring R. Dann gilt fiir jedes A C R und beliebigen E C X

p(E) = p (ANE) + p*(E\ A).

Beweis. GemilB dem vorigen Satz ist das duBere MaB p* eine Fortsetzung von p auf P(X).
Aufgrund der Identitit £ = (AN E) U (E'\ A) folgt daher

p(E) < (AN E) 4+ p(E\ A).

Falls ;/*(E) = oo ist, dann gilt trivialerweise auch p*(A N E) + p*(E '\ A) < p*(E). Sei also
angenommen, dass *(E) < oo. Zu jedem ¢ > 0 existiert dann eine Uberdeckung {U, : n €
N} € Mg von E mit

p(E) +2 > 3 plU).

Definieren wir
V,:=ANU,, W, :=U,\ A, n €N,

dann gilt V,,, W,, € R sowie U,, = V;, UW,, und V,, N W,, = () fiir alle n € N. Ferner gilt

AmEgAmGUn:GVn, E\AQ(GUn)\A:GWn,
n=1 n=1 n=1

n=1

sowie p(Uy,) = (V) + w(W,,) wegen der Additivitit des Inhaltes 4. Fassen wir zusammen, so
ergibt sich

W(E) 2 > gu(Un) - gum) +n§;u(Wn) > M(GV> +u(gwn)

> p(ENA)+p (BN A).
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Definition 12.3.11 (Caratheodory). Sei p* dufseres Maf3 auf X. Dann heif3t die Teilmenge B C
X p*-messbar, falls *(E) = p*(E N B) + p*(E \ B) fiir alle E C X gilt. Die Menge aller
p*-messbaren Mengen in X bezeichnen wir mit A~ (X).

Proposition 12.3.12. Sei A C X mit p*(A) = 0, dann ist A € A,«(X), das heifit A ist j*-
messbar.

Beweis. Sei E C X beliebig, dannist £ N A C A und wegen der Monotonie gilt
0<p(ENA)<p (A4) =0,
dies bedeudet p*(E N A) = 0. Wegen E \ A C F folgt aus (12.4)
pH(E) < p (ENA)+ p(E\A) <0+ p*(E),

beziehungsweise
W (E) = i (E 0 A) + 15 (E\ A).

O

Proposition 12.3.13. Gilt A € A,-(X), dann ist die Komplementdrmenge X \ A ebenfalls i*-
messbar.

Beweis. Fiir beliebiges £ C X gilt E\A=FEN(X\A)und ENA=FE)\(X)\A). Damit
folgt aber schon die Behauptung gemif3

07 (E) = 1 (B0 A) + (B A) = 1 (B (X \ 4)) + (BN (X \ 4)).
[
Satz 12.3.14. Sei ;* ein dufleres Maf3 auf X. Dann ist A,-(X) eine o-Algebra und ;i* ein Mafs
auf A, (X)

Beweis. Aus den beiden vorhergehenden Propositionen folgt, dass () und X in A, (X') enthalten
sind. Wir zeigen nun, dass aus A, B € A,,.(X) auch AN B € A,-(X) folgt. Einfachheitshalber
schreiben wir kurz A anstelle von X \ A fiir das Komplement einer Menge A C X. Sei £ C X
beliebig gewihlt, dann gilt

P (EN(ANB)) +p* (EN(ANDB)) =p (ENANB)+ p (EN(ANB))N (AU A)).
Aufgrund der p*-Messbarkeit von A gilt nun

(EN(ANB))N(AUA) =p (EN(AUB)NA)+p (EN(AUB)NA)
= (ENANB) +p (ENA),
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und folglich
W(EN(ANB)) +p (EN(ANDB)) = (ENANDB)+p (ENANB) + p*(ENA).
Wegen B € A,-(X) gilt jedoch
p(ENA) =p(ENANB)+p (ENANB)
und insgesamt
W (EN(ANDB)) +p (EN(ANB)) = p*(ENA)+ p*(ENA) = p*(E),

mit anderen Worten, es gilt AN B € A,.(X). Daaus A € A,.(X) gemiB Proposition 12.3.13
auch A € A, (X) folgt, liefert die Identitéit

AUB=ANB

dass A, B € A,+(X)auch AU B € A, (X) impliziert. Somit ist A, (X)) eine Algebra.

Wir zeigen nun, dass A,«(X) eine o-Algebra ist. Seien zunichst A, € A,+(X), ¢ € N, paar-
weise disjunkte Mengen. Dann folgt aus der Messbarkeit mit Hilfe der vollstdndigen Induktion

Ui, Ai € A« (X) und
(Ua) = w

=1 =1

Seinun £ C X beliebig, dann gilt aufgrund der Monotonie fiir alle n € N
pH(E) = (E nUJ Ai) + (E nUJ Ai)
=1 =1
> u*(U(EnAﬂ) +u*<Em UAi>
i=1 i=1

— Zﬂ*(EmA,-) +M(Em UAi)'
i=1 =1

Fiir n — oo folgt hieraus

w(E) = ZM*(E NA;) +w* (E N U Az-)-

Andererseits impliziert aber (12.4) auch

i=1 i=1 i=1 i=1
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Dies bedeutet

p(E) = p* (E mQAi) +M(E ﬂ@)

bzw. ;o Ai € Ay (X).

Seien nun fiir ¢ € N die Mengen A; € A, (X) beliebig. Definieren wir die Mengen

Ala L= 17
Bi = i—1 .
Ai\Uj:lAjv i>1,

dann gilt B; € A,«(X)und | J;_, A, = J._, B; fiiralle i € N sowie B;NB; = () fiiri # j. Nach
dem oben bewiesenen ergibt sich J;=, C; € A,.(X) und folglich auch [ J;2; 4; € A,«(X).
Somit ist A« (X) ist eine o-Algebra.

Wir zeigen nun, dass p* ein Mal} auf der o-Algebra A, (X) ist. Seien fiir ¢ € N die Mengen
A; € A,«(X) paarweise disjunkt. Wegen | J;~, A; € A, (X) folgt aus der Gleichung

(Ua) =L
i=1 i=1
fiir n — oo auch - o
(Ua) = Tw
i=1 i=1
Somit ist ;1* volladditiv und damit ein Maf} auf A, (X). O

Satz 12.3.15 (Fortsetzungssatz von Hahn). Sei ¢ eine nichtnegative additive Mengenfunktion
auf einen Semiring S. Das durch (12.5) und (12.6) eingefiihrte Maf3 1~ ist genau dann eine
Fortsetzung von ¢ auf die o-Algebra A,-(X), wenn ¢ subvolladditiv auf S ist.

Beweis. Aus den Sitzen 12.3.4 und 12.3.9 folgt, dass ¢ genau dann als duflers MaB auf P(X)
fortgesetzt werden kann, wenn ¢ auf S subvolladditiv ist. Nach Satz 12.3.10ist R(S) C A (X))
und ;* definiert nach Satz 12.3.14 sogar ein Mal} auf A, (X). O

Definition 12.3.16. Sei M C P(X), dann heif3t die Mengenfunktion ¢ : M — R c-endlich,
falls zu jedem A € M abzdiihlbar viele paarweise disjunkte Mengen A,, existieren mit |p(A,)| <

oo fiir alle n € N und
A={]JA.
n=1

Satz 12.3.17 (Erginzung zum Fortsetzungssatz von Hahn). Sei ¢ eine nichtnegative, subvol-
ladditive und o-endliche Mengenfunktion auf einem Semiring S C P(X). Ferner existiere zu
X eine abzdihlbare Uberdeckung aus Mengen von S, dass heift M x # (. Dann ist ;1* definiert
vermittels (12.5) und (12.6) ein o-endliches Mafs auf der o-Algebra A, (X).
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Beweis. Aus dem Fortsetzungssatz von Hahn folgt, dass ;1* eine Fortsetzung von ¢ auf A, (X)
ist. Ist ¢ o-endlich auf S, so ist p* offensichtlich auch o-endlich auf R(S). Es sei nun A €
A,«(X) beliebig. Wir miissen zeigen, dass paarweise disjunkte Mengen A, € A,(X) mit
pr(A,) < oo, n € N, existieren, so dass A = (J;°; A, und p*(A) = Y2, p*(A,). Nun gibt es
aber nach Voraussetzung zu X eine Uberdeckung {U, : n € N} aus Mengen von S C R(S),
das heiBit es gilt X = J 7, U,. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit diirfen wir die Mengen
U,,n € N, als paarweise disjunkt annehmen, denn sonst betrachten die Uberdeckung

Ul, n = 1,
VTL = n—1
U \Ui—; Vi, n>1

Wegen der o-Endlichkeit von R(S) lésst sich jedes U,, darstellen als abzdhlbare Vereinigung
paarweise disjunkter Mengen V;"™ mit 12(V;"™) < 0o und U,, = U, V™ beziehungsweise

x=yJun”
n=1i=1

Damit erhalten wir aber auch

A= JUm

n=11i=1

und folglich die Behauptung wegen u*(Vl-(n) NA) < ,u*(Vi(")). O
Definition 12.3.18. Ein Maf; ii* auf einer o-Algebra A heifst vollstandig, falls aus p*(A) = 0
fiir A € Afolgt, dass jede Teilmenge B C A ebenfalls in A enthalten ist (und folglich u*(B) = 0

gilt).
Satz 12.3.19. Sei A,.(X) C P(X) eine o-Algebra mit dem Mafs 11*, dann ist das Mengensystem
Anr(X)={AUN: A€ A (X)und N C X ist Teilmenge einer Menge vom Mafe 0}
eine vollstindige o-Algebra mit dem Maf3
FF(AU N) = u*(A).

Dabei wird 1i* Vervollstindigung von p* genannt.

Beweis. Man zeigt leicht das A« (X) eine o-Algebra ist. Sei A € A,«(X) mit *(A) = 0. Fiir
beliebiges B C A gilt dann gilt wegen der Monotonie

0 <p*(B) < p(A) =0,

dies bedeutet p*(B) = 0. Hieraus folgt mit Proposition 12.3.13, dass B p*-messbar ist, dies
bedeutet B € A, (X). O
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Definition 12.3.20. Sei X = R" und sei I" .= {x = (x1,...,2p) 1 a; < z; < b;, i1 =1,...,n}.
Dann ist S = {I} ein Semiring. Der von S erzeugte Ring

£=R(S)

heif3t Ring der Elementarmengen. Wir definieren den Inhalt von 1™ durch

n

o(I") = [ [ (b — @)

i=1
als subvolladditiven Inhalt auf den Semiring.

Die gemdf3 dem Fortsetzungssatz von Hahn und dessen Ergdnzung definierte o-Algebra aller 11*-
messbaren Mengen L = A,«(X) = A,«(X) heifst o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.
Eine Menge A € L heifit Lebesgue-messbar und das Maf; 1i* heifit das Lebesgue-MaB.

Satz 12.3.21. Bezeichne p* das Lebesgue-Mafs. Ist A C R" Lebesgue-messbar, dann existieren
zu jedem € > 0 eine abgeschlossene Menge F' und eine offene Menge G mit F C A C G, so
dass *(A\ F) < eund p*(G\ A) < e.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei A eine beschrinkte Menge. Denn ande-
renfalls kann man A zerlegen in eine abzéhlbare Vereinigung A = (J;-, Ax mit beschréinkten
Mengen Aj. Da daher A beschrankt angenommen werden kann, gilt

w(A) < oo.

Nach der Definition von y* existiert zu jedem ¢ > 0 eine abzihlbare Uberdeckung E), € &,
ke N,mit AC|J;_, E; und

S (A) 2 3 (B,

Wegen Ej, € £ existiert zu jedem Ej, = |J*, [ l(k) mit paarweise disjunkten Zellen / l(k) und daher
o N k:
e+ (A) >3 ().
k=1 I=1

Da hierin die Summe iiber abzihlbar viele Zellen gebildet wird, diirfen wir vereinfachend schrei-
ben

e+ p(A) > Z I.
k=1
Es existieren nun offene Zellen

Jk::{xeR”:ai<xi<bi+(5k,izl,...,n}
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mit 9, > 0 geeignet, so dass

£
(k) < pt(Ix) + oR keN.

Setzen wir GG := UkeN Ji, dann ist G offen und es gilt

:U*<Ujk) ZM (Jr) <e Zlk Z (Ix) <5+ZM (Ix)
< ,u*(/f)i 2e. - -
Wegen 1*(G) = p*(A) + p*(G \ A) folgt hieraus der erste Teil der Behauptung
p(G\A) = p(G) — p*(A) < 2e.

Der zweite Teil der Behauptung ergibt sich wie folgt. Ist A Lebesgue-messbar, dann ist X \ A
ebenfalls Lebesgue-messbar und es existiert eine offene Menge G mit X \ A C G und p* (G \
(X\A)) =p*(GNA) <e Nunist F:= X \ G C Aabgeschlossenund A\ F' = G N A4, dies
bedeutet u*(A\ F) < e. O

Definition 12.3.22. Die Vereinigung F, abzdhlbar vieler abgeschlossener Mengen F,,, n € N,
bzw. der Schnitt G5 abzdhlbar vieler offener Mengen G, n € N, heifst Borel-Menge. Die Familie
B(X) aller Borel-Mengen ist damit die kleinste o-Algebra, die alle offenen Teilmengen von X
enthdilt.

Korollar 12.3.23. Sei A C R" Lebesgue-messbar, dann existieren Borel-Mengen F, und Gy, so
dass

PENA), G\ A) =0,

Beweis. Gemial dem letzen Satz existieren fiir jedes n € N eine abgeschlossen Menge F;, O A
mit *(A \ F,,) < 1/n und eine offene Menge GG,, C A mit p*(G,, \ A) < 1/n. Setzen wir

G5 = ﬁ Gn, F(7 = [OJ Fn,
n=1 n=1
dann gilt

n—oo n—oo

W (Gs\ A) = hm,u(ﬂG \A)<hm,u(G \A)=0.

und analog p*(A\ F,) = 0. O

Bemerkung 12.3.24. . Wir haben gesehen, dass jede Lebesgue-messbare Menge A zerlegt
werden kann in die disjunkte Vereinigung einer Borel-Menge B und einer Nullmenge N
vom Maf 0, das heifst A = B U N. Umgekehrt ist jede Borel-Menge 11*-messbar.

2. Abzdhlbare Teilmengen N C R"™ haben das Lebesgue-Maf3 0. Es gibt aber auch tiberabzdhl-
bare Nullmengen, beispielsweise die Cantor-Menge.
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12.4 Messbare Funktionen

12.4.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 12.4.1. Sei X eine beliebige Menge und M C P(X) eine o-Algebra mit dem May3
. Dann heifit (X, M) messbarer Raum iiber X. Desweiteren heifsit die Menge A C X genau
dann messbar, falls sie in der o-Algebra enthalten ist, d.h. A € M. Das Tripel (X, M, i) heif3t
MabBraum. Wir schreiben auch kurz M statt (X, M) und (M, p) statt (X, M, ).

Im folgenden werden wir immer einen MaBraum (X, M, i) zugrundelegen, auch wenn dies
nicht immer explizit angegeben wird.

Definition 12.4.2 (Messbare Funktionen).
1. Seien (X, M) und (Y, N') zwei messbare Rciume, dann heift eine Funktion
f: X—=Y

genau dann messbar, falls fiir alle B € N gilt f~'(B) € M, dies bedeutet, das Urbild
jeder in'Y messbaren Menge ist in X messbar.

2. Sei f: X — R, dann heifit f messbar, falls die Menge
X(f2a)={r€X: f(z)>a}
fiir jedes a € R messbar ist.

Bemerkung 12.4.3. In dieser Definition impliziert der erste Punkt den zweiten, falls wir R mit
dem Lebesgue-Maf3 versehen.

Beispiel 12.4.4. Die Funktion

oo, x=0,

1z, x#0,
-1
ist messbar beziiglich der o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen.
Satz 12.4.5. Sei f : R" — R stetig und X = R". Sei weiterhin M die o-Algebra der Lebesgue-
messbaren Mengen, dann ist f messbar.

Beweis. Der einfache Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Satz 12.4.6. Sei (X, M) ein messbarer Raum und f : X — R, dann ist | genau dann messbar,
falls eine der folgenden Voraussetzungen erfiillt ist:

1. Die Menge X (f > a) = {x € X : f(x) > a} ist fiir alle a € R messbar.
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2. Die Menge X (f > a) ={z € X : f(z) > a} ist fiir alle a € R messbar.
3. Die Menge X (f < a) ={x € X : f(z) < a} ist fiir alle a € R messbar.

4. Die Menge X(f < a) ={x € X : f(x) < a} ist fiir alle a € R messbar.

Beweis. Der Beweis verbleibt dem Leser als Ubung. ]

Satz 12.4.7. Sei f messbar, dann ist auch die Funktion | f| messbar.

Beweis. Wir betrachten die Menge
X(Ifl > a) = X(f > a) UX(f < —a).

Da f messbar ist, sind die beiden letzten Mengen messbar, das heif3t sie sind in der o-Algebra A
enthalten. Da M eine o-Algebra ist, ist auch X (| f| > a) € M. O

Bemerkung 12.4.8. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht wie folgendes Ge-
genbeispiel zeigt: Fiir A C X mit A ¢ M, d.h. A ist nicht messbar, definieren wir

] A
J(x) = {Z i iAj

Dann gilt |f(z)| = 1, also ist die Menge X (|f| > a) messbar, jedoch ist X(f > 0) = A nach
Voraussetzung nicht messbar.

Satz 12.4.9. Seien fiir alle n € N die Funktionen f, : X — R messbar. Dann sind auch die
Funktionen g, h : X — R definiert durch

g(x) = sup fulz),  h(z) = inf f,(z),

neN neN

sowie die Funktionen p,q : X — R definiert durch

p(zx) := lim sup f,(z), q(z) := lim inf f,(z),

n—o00 n—0oo

messbar.

Beweis. Es gilt

X(g>a):{:p€X:g(:L‘)>a}:ﬂX(fn>a).

Aus der Messbarkeit der Funktionen f,, folgt X (f,, > a) € M. Da M eine o-Algebra ist, ist der
abzihlbare Schnitt (), X(f, > a) ebenfalls in M. Folglich ist g messbar. Analog zeigt man,
dass i messbar ist.
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Aus
p(z) = lim sup f,(x) = inf sup fx(z)

n—00 neN p>p

folgt die Messbarkeit von p analog zum obigen Beweis aus der Messbarkeit von g und /. Analog
zeigt man fiir

q(z) = sup inf fi(z)

neN n2k

die Messbarkeit. O

Lemma 12.4.10. Jede offene Teilmenge G C R"™ ldsst sich schreiben als abzihlbare Vereinigun-
gen offener n-Zellen

I = {X c R"™: a; < x; < bz} = ®(a“bl)

i=1

Beweis. Ist G C X offen, so existiert zu jedem Punkt x = (z1,...,2,) € G einr; € Q und
m € N, so dass die n-Zelle

1 1
]Q:{yE]R”:ri——<yi<7’,-—|——}§G
m m

den Punkt x enthilt. Dabei ist die Gesamtheit aller n-Zellen [} abzihlbar. Wegen [} C G gilt
einerseits | J, . Iy € G, und andererseits folgt aus x € I} auch G C J, . I}, dies bedeutet

eG x>
wegen der Abzéhlbarkeit
¢=JrnuJr
xeG i=1

mit gewissen x; € G. O

Satz 12.4.11. Seien (X, M, p1) ein Maf3raum und f,g : X — R messbare Funktionen. Ist die
Funktion F : R* — R stetig, dann ist die Funktion h : X — R definiert vermittels h(z) =
F(f(x),g(x)) ebenfalls messbar.

Beweis. Sei a € R beliebig und
Gq = {(u,v) € R?: F(u,v) > a}, H, =X(h>a)={ve€ X :h(z)>a}.

Da das Intervall (a, 0o) offen ist, folgt aus der Stetigkeit von F' : R? — R, dass G, = F~!((a, 00))
ebenfalls offen ist. Nach dem oben stehenden Lemma existieren folglich Zweizellen

I7 = (ag, br) @ (e, di) = {(u,v) s ap, < u < by, ¢ <v<dy}

mit G =, I%.
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Nunist (f(z), g(x)) € I, genau dann, wenn a;, < f(x) < b und ¢, < g(z) < dj. Hieraus folgt
H, = {r € X : (f(2).(x)) € Gu}

= U {zeX:(f(z),9(x) €L}
k=1

:G{IEX:ak<f($)<bk, cr < g(x) < di}
k=1

U X (@) > ) 0 X (@) < be) A X (g() > ) N X (gx) < di)] € M.

]

Korollar 12.4.12. Seien f,g : X — R messbare Funktionen, dann sind die Funktionen f + g,
f-gundc- f fiir jedes c € R, sowie

fila) = max{f(2),0},  f-(z) = —min{f(x),0}, (12.7)

ebenfalls messbar.

Beweis. Die Behauptung ist im Falle f - g und ¢ - f trivial, wihrend die Messbarkeit von f + g
folgt aus dem letzen Satz mit F'(u,v) = u-+v. Die Messbarkeit von f, (x) bzw. f_(x) ergibt sich
unmittelbar aus der Identitiit f, (z) = 3 (f(z) + |f(z)]) bzw. f_(z) = (| f(z)| — f(z)). O

Bemerkung 12.4.13. Es gilt f(x), f-(x) > O und f(x) = fi(x) — f_(x) fiir alle v € X. Die
Funktion f. heifst positiver Anteil von f wdihrend f_ negativer Anteil von [ gennant wird.

Definition 12.4.14. Eine Funktion ¢ : X — R heifit Treppenfunktion, falls ihre Bildmenge
Im(¢) = {y € R : es existieren x € X mit p(x) = y}
endlich ist.
Sei E C X, dann heifst die spezielle Treppenfunktion xg : X — R mit
1, zek,
xe(r) = {0, v ¢ E,
die charakteristische Funktion von E.

Proposition 12.4.15. Sei ¢ : X — R eine Treppenfunktion mit den paarweise verschiedenen
Funktionswerten c; € R, i = 1,...,n, dann existieren Teilmengen E; C R mit

E.NE; =0, i # 7,

und
n

p(r) = ZCiXEi(IL’), rz € X.

=1
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Beweis. Setzen wir E; := {x € X : p(x) = ¢}, 1 = 1,...,n, dann erhalten wir sofort die
Behauptung. [
Satz 12.4.16. Eine Treppenfunktion ¢ : X — R mit

n

p(z) = cixe, (@)

i=1

ist genau dann eine messbare Funktion, falls fiir alle i = 1, ..., n die Mengen E; messbar sind,
d.h. B; € M.
Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit gelte ¢; < ¢; 4 firallet =1,...,n.Seia € R

beliebig gewihlt, dann gibt es einen Index ¢ € N, so dass ¢; < a < ¢;41. Folglich ist
J
=1

genau dann messbar, falls fiiralle: = 1, ..., 5 gilt £; € M. O]

Satz 12.4.17. Sei f : X — R eine messbare Funktion, dann existiert eine Folge von messbaren
Treppenfunktionen ,, n € N, derart, dass lim,,_,, @, () = f(x) fiir alle x € X. Falls gilt
f(z) > 0 fiir ein x € X, dann ist die Folge (gpn(x)) nicht monoton fallend. Ist f beschrinkt, so
konvergiert die Folge (p,,) sogar gleichmdfig gegen f.

Beweis. Fiir jedes n € N definieren wir

| . .
EW .= {xGXzzzn gf(x)<21n}, i=1,...,n-2"

und
F,={reX: f(x)>n}

Aufgrund der Zerlegung f = f, — f_ mit f,, f_ > 0, konnen wir nun ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit annehmen, dass f > 0. Wegen der Messbarkeit von f sind dann die Mengen E
und £, alle messbar und fiir ein festes n € N gilt

o
X=F,ulJE}.

i=1
Wir definieren die Treppenfunktion ¢,, geméal
n2" .

onle) = S0 e o) e, (o)

Nach dem vorhergehenden Satz sind die Funktionen ¢,, fiir alle € N messbar.
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Wir zeigen nun die punktweise Konvergenz. Sei z € X mit f(z) = oo, dann ist x € F,, fiir alle

n € Nund es gilt lim,, o ¢, (z) = 0o. Sei x € X mit f(z) < oo, dann existiert fiir alle n € N
einIndex 1 <7 < n-2" mit
1—1 1

_ <

fa) = < o

Hieraus folgt schlieBlich die punktweise Konvergenz

{ 1

1 n—oo

(@) = pal@)] < 52 =5 0.

Die Monotonie der Folge (¢, (z)) fiir festes z € X ist Klar.

Sei f nun beschriankt und € > 0 beliebig. Wir wihlen n € N so, dass sowohl f < n als auch
1/2™ < e gilt. Wir bemerken, dass dann F' = () gilt. Folglich existiert zu jedem 2 € X ein Index
1 <1< n-2"mitx € F; und es folgt

1
£(@) = pula)] < 5= <,
das heifit ¢,, konvergiert gleichmiBig gegen f. ]

Definition 12.4.18. Eine Aussage A(x), die von x € E € M abhiingt, heif3t fast iiberall auf £
oder fiir fast alle x € F giiltig, falls eine Teilmenge B C M existiert mit ji(B) = 0, so dass die
Aussage A(x) giiltig ist fiir alle x € E \ B.

12.4.2 Konvergenzsitze

Satz 12.4.19. Sei das Maf3 i volistindig und die Funktionen f, : X — R, n € N, messbar. Gilt
fiir f : X — Rdass lim,,_., f,(x) = f(x) fast iiberall auf X, so ist f messbar.

Beweis. Sei A = {x € X : lim, o fn(z) # f(x)}. Dann gilt nach Voraussetzung p(A) = 0
und A € M. Da p vollstindig ist, ist jede Teilmenge B C A messbar mit ;(B) = 0. Damit ist
aber f : A — R messbar. Da gilt lim,, .., f,,(z) = f(z) fiiralle x € X \ A, folgt aus Satz 12.4.9
dass f auch messbar ist auf X \ A. O

Bemerkung 12.4.20. Man beachte, dass die Vollstindigkeit des Mafles v im allgemeinen erfor-
derlich ist.

Definition 12.4.21. Die Funktionen f, : X — R, n € N, und f : X — R seien messbar und
fast iiberall endlich. Falls fiir jedes ¢ > 0 gilt

lim (X (|fu = fl <¢)) =0,

so heifit die Folge (f,) konvergent gegen f auf X dem MaBe nach bzw. konvergent auf X
beziiglich des MaBes i, kurz f, = f auf X.
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Satz 12.4.22 (Lebesgue). Sei (X, M, ) ein Mafiraum mit j1(X) < oo und p ein vollstindiges
Map. Desweiteren seien fiir alle n € N die Funtionen f, : X — Rund f : X — R messbar und
fast iiberall endlich. Falls f,(x) — f(z) fiir fast alle v € X konvergiert, so gilt f,, = f, das
heifit die Folge ( f,,) konvergiert beziiglich des MafSes 1. gegen f.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f > 0. Nach Satz 12.4.19 ist f messbar. Wir
setzen A :={z € X : f(x) =oc}und A, := {x € X : f,(z) = oo} fiir alle n € N. Ferner sei
B:={z e X :lim, . fn(x) # f(x)}. Dann gilt fiir

Q::GAnUAUB

n=1

offenbar 1(Q)) = 0. Fiir alle n € N definieren wir nun

Ey(e) ={r € X :|fule) = fl@)l 2}, Rule) =] Eule),

k=n
und setzen

M(e) := [ Ru(e).

Die Mengen M, E,(¢) und R, (¢), n € N, sind messbar und es gilt R;(g) 2
Folge 11(R,(¢)) ist somit monoton fallend beziiglich n und wegen R, () C
n € N beschrinkt. Folglich gilt nach Satz 12.2.6

lim p(R,(e)) = pu(M(e)).

n—o0o

Ry() D ---. Die
X ist R, fiir alle

Wir zeigen nun M C (). Wir betrachten hierzu ein beliebiges festes xy ¢ (). Nach Konstruktion
gilt f(zg) < oound f,(xg) < oo fiir alle n € N sowie lim,,_,o fn(z0) = f(20). Zu jedem € > 0
existiert nun ein Index ny € Nmit g € R, (¢) und ¢ € R,,+1(¢), dies bedeutet o ¢ M (<)
bzw. M(e) C Q. Da p vollstandig und M(g) € M, folgt u(M(e)) = p(Q) = 0. Damit haben
wir

lim p(R,(g)) = p(M(e)) =0

und da E,, C R, ergibt sich
lim p(E,(e)) = 0.

n—oo

]

Bemerkung 12.4.23. . Die Umkehrung der Aussage dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht,
wie folgendes Gegenbeispiel zeigt. Sei X = [0, 1) versehen mit dem Lebesgue-Maf3 . Fiir
1 <i<kundk € N setzen wir

i 1—1 1 i
B =) 0@ = e
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Fiir 0 < e < 1 gilt dann fiir alle 1 <1 < k
p(X(I£7 > e) :N({T,E>) =7

und folglich f,j) = 0 fiir k — oc. Fiir ein beliebiges o € [0, 1) existiert zu jedem k € N
Jedoch ein Index i), mit xy € E,(;). Wir schlief3en flil’“)(xo) = 1 fiir alle iy, dies bedeutet
f,glk)(aco) — 1 fiir k — oo.

2. Die Vorraussetzung, dass das Mafs j1(X) < oo ist, ist ebenfalls wesentlich. Denn sei X =
[0, 00) versehen mit dem Lebesgue-Maf$ und f,,(x) := (x + +)? und f(x) = x?, dann gilt
lim, oo fu(z) = f(2) fiir alle x € X , aber auch

p(X(f = ful =€) =u<{x€X:%x+%28}) = 0.

3. Falls p nicht vollstindig ist, muss f als messbar vorausgesetzt werden.

12.5 Das Lebesgue-Integral

Definition 12.5.1. Sei (X, M, i) ein Mafraum und sei f : E C M — R eine messhare
nichtnegative Funktion. Desweiteren sei

Tf:{g0:ZciXEi:n€N, ¢ €ERY, Eigj\/lmitgogf} (12.9)

i=1

die Menge aller Treppenfunktionen, die punktweise kleiner oder gleich der Funktion f sind.
Dann heif3t

/Efdu = sup ici,u(E NE;)

Py i1
das Lebesgue-Integral der Funktion f auf F.
Falls f beschrinkt ist, das heiit —oo < m := inf,cp f(z) und M := sup,.p f(z) < oo, dann
ist die folgende Definition dquivalent zur vorherigen.

Zur Zerlegung Z = {uy1,...,y,} des Intervalls [m, M mitm = y; < yp < ... < Yy, = M
definieren wir die Mengen

Ez:{xeXylgf(x)<yl+l}7 i:17"'7n_1a

und
E,={xeX: f(x)=y,= M}
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Dann gilt fiir das Lebesgue-Integral

/ fdp=sup " yin(E),
E i=1

wobei das Supremum tiber alle endlichen Zerlegungen zu nehmen ist.

Bemerkung 12.5.2. Das Lebesgue-Integral einer Funktion f : X — Rmit f > 0 kann den Wert
+00 annehmen.

Definition 12.5.3. Sei f : E — R messbar, dann definieren wir

/Efdu :z/Ef+du—/Efdu,

wobei f.. definiert ist gemdifs (12.7), falls fE frdp < cooder fE fodu < oo. Falls beide Integrale
endlich sind, das heift [ g J+dp < oo und / » J-du < oo, dann nennen wir [ summierbar auf
E beziiglich pu.

Die Menge der summierbaren Funktionen auf E beziiglich y bezeichnen wir mit L(E, ).
Beispiel 12.5.4. Sei X = R und E = [0, 1] versehen mit dem Lebesgue-May3 y. Fiir

f(w) = {(1) e

| rau=o.

Denn sei Z = {y1,...,yny mit0 = y; < yo < ... <y, = 1 (n > 2) eine Zerlegung von [0, 1],
dann ist

gilt

Ei={ze0,1] :y; < f(x) <yiz1} =0

fiiri=2,...,n— 1 wdhrend
Ei={zeE:0< f(x) <y} =[0,1]\Q, E,={zx € FE: f(x)=1}=1[0,1]NQ.
Insbesondere ist E,, abzihlbar, das heifit 1( E,,) = 0, und folglich
p(Er) = p((0,1]) = p(Q) = L.

Somit ergibt sich fiir jede Zerlegung

> vl Er) = yip(Er) + yop(Ep) =014 1-0=0.

=1
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Proposition 12.5.5. Sei ¢, = >\ | ¢;xp, : E — R eine Treppenfunktion, dann gilt

[Egpndu = Z (BN E;).

=1
Satz 12.5.6 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals).
1. Giltm < f(x) < M fiir alle x € E, dann folgt

mu(E) < /Efdu < Mu(E).

2. Seien f,g € L(E,pu) und c € R, dannist f + g,cf € L(E, ) und es gilt

Juradu= [ aus [oan [ erin=c | sin

3. Sei A C E messbar, dann folgt fiir f > 0

/A fdu < /E fdp.

4. Aus 0 < f(z) < g(x) fiir alle © € E folgt

og/fdus/gdu.
E E

5. Ist f >0, so gilt [, fdu = 0 genau dann, wenn f(x) = 0 fast iiberall auf E.

Beweis. Wir beweisen nur die fiinfte Aussage. Die leichten Beweise der anderen Aussagen ver-
bleiben dem Leser als Ubung.

Wir definieren ' := {z € E : f(z) > 0} und firn € N

B, = {xEE:f(m)>%}.

Dann gilt £, C E, 4, firallen € Nund F' = |J,,_;~ E,. Wegen der Monotonie von 4 folgen
hieraus die Beziehungen p(E,) < p(E,41) < F firalle n € N und lim, o p(E,) = p(F).
Nehmen wir (F') > 0 an, so existiert zu jedem € > 0 ein n € N mit u(E,,) > ¢. Aufgrund von
f(z) > 1/n fir alle x € E, folgt hieraus

1 1
0= / fdu > fdu > —u(E,) > —e > 0.
E E,. n n

Dieser Widerspruch bedeutet, dass p(Fy) = 0 gelten muss. Die Umkehrung der Aussage ist
trivial, so dass die Aquivalenz bewiesen ist. ]
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Satz 12.5.7. Sei (X, M, u) ein Mafsraum.

1. Ist f + X — R messbar mit f > 0 auf X, dann ist die Mengenfunktion v : M — R
definiert durch

v(A) = / fdu, Ae M,
A
volladditiv.

2. Falls f € L(X, ), dann ist v(A) ebenfalls volladditiv.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung ist v(A) > 0 fiir alle A € M. Sei A € M beliebig und seien
A,,n € N, paarweise disjunkt mit A = [ J 7, A,. Fiir alle ¢ € Ty gemiB (12.9) ist

o= [ (Z coxe (o) ) i = gcmm NE) = Z M(p (A0 E))

=1

=YD anlAn N E) = Z/A pdp <Y [ fdu. (12.10)
m=1 m

m=1 i=1 m=1" Am

Nehmen wir das Supremum {iber alle ¢ € T, so erhalten wir

V(A) = /Afdu < i:/Am fdu < iv(Amx

dies bedeutet dass v subvolladditiv ist.

Wir zeigen nun, dass aus A; N Ay = () folgt

A1UA, A Az

Die obige Uberlegung impliziert v(A; U Ay) < v(A;) + v(A,). Umgekehrt existieren aber auch
zu jedem € > 0 zwei Treppenfunktionen 1, o € T mit

fduz/ prdp + €, fduz/ Padp + €.
Aq Ay As Az

Nun sei ¢(x) = max{y;(z), p2(x)}, dann ist ¢ € Ty messbar. Nach (12.10) gilt

V(A1) +v(Ay) < /

godu—i—/ god,u+25:/ wdp + 2¢
Ay Az A1UAs

S/ fdu+2e = v(A; U Ay) + 2e.
A1UA5

Fiir ¢ — 0 bedeutet dies
Z/(Al) + V(AQ) < I/(Al U AQ)
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beziehungsweise zusammengefasst
I/(Al U AQ) = I/(Al) + I/(Ag)

Aufgrund der siebten Aussage von Satz 12.2.4 folgt hieraus die Behauptung.

2. Wir zerlegen f = f, — f_, dann gilt wegen [ € L(X, ) [, fedp < oo fiir alle E € M.
Somit folgt die Behauptung aus der vorherigen Aussage. ]

Korollar 12.5.8. Seien A, B € M mit B C Aund ji(A\ B) = 0und f : A — R eine messbaren
Funktion. Gilt fiir eines der Integrale fA fdup < oo oder fB fdu < oo, so gilt dies auch fiir das
zweite Integral und es folgt

/Afdu:/deu<oo.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit f > 0, dann folgt aus p(A \ B) = 0 die

Behauptung
[ gau= [ s+ [ gin= [ san
A B A\B B

]

Definition 12.5.9. Seien E € M und f,q : E — R messbar, dann schreiben wir f L g, falls
u{x € E: f(x) # g(x)}) =0, das heifst f und g stimmen fast iiberall auf E iiberein.

Bemerkung 12.5.10.

1. Die Relation “~" ist eine Aquivalentrelation

2. Falls f,g € L(X, ) und R g, so gilt

/Efduz/Egdu-

3. Falls f € L(X, ), dann ist f fast iiberall endlich.

Satz 12.5.11. Seien g,h : E — R messbar, E € M mit |g(z)| < h(z) fiir alle x € E. Falls
h € L(E, ), soistauch g € L(E, ) und es gilt

[ gdu< [ han
FE FE

Beweis. Sei ohne Einschriankung der Allgemeinheit g > 0, dann folgt die Behauptung sofort aus
T, C T, [

Satz 12.5.12. Es gilt f € L(FE, ) genau dann, wenn |f| € L(E, ).
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Beweis. Wir zerlegen f = f, — f_, dann gilt

f-i-(m)? $€A7

[fl(z) = fr(2) + f-(2) = {f(m), r€E\A,

mit A := {z € X : f(z) > 0}. Aufgrund von Satz 12.5.7 folgt, dass

[Elfldlt:/Af#dqu E\Af_duz/Eﬁdm/Ef_dﬂ

genau dann definiert und endlich ist, falls f1 € L(X, u) bzw. f € L(X, u). O

12.6 Grenzwertsatze fiir Integrale

Satz 12.6.1 (Satz von Bepo Levi iiber monotone Konvergenz). Sei & € M und fiir allen € N
seien f, : E — R messbare Funktionen mit 0 < fi(x) < fo(x) < ... fiir alle x € E. Dann gilt

lim fnd,u:/ lim f,dpu.
E E']’L*)OO

n—oo

Beweis. Sei ohne Einschriinkung der Allgemeinheit | g fndp < C < oo fiir alle n € N. Die
Funktion f : E — R definiert vermittels f(z) := lim,_. f, () fiir alle € E erfiillt f > 0 und
ist nach Satz 12.4.9 messbar. Setzen wir «,, := fE fodp firallen € Nysogilt 0 < oy < ap <
... < Cu(FE). Demnach existiert « := lim,,_., a;, und ist endlich. Wegen f,,(x) < f(z) fiir alle

r € I folgt
o < / fdpu.
E

Um die Ungleichung andersherum zu zeigen, definieren wir fiir beliebige aber feste ¢ € (0, 1)
und ¢ € Ty die Mengen

E,=E,(¢,Tf) ={x € E: f,(x) > cp(x)}, n e N.

Es gilt £, € Mund E,, C E,,; C F fiirallen € N. Wegen f > ¢ auf F, existiert zu jedem
x € Eeinn € Nmit f,(x) > cp(z). Hieraus folgt

E:Um
n=1
und wir schlielen

/ fndp > fndp > c/ wdj
E En, n
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fiir alle ¢ € Ty und ¢ € (0, 1). Fiir ¢ — 1 ergibt sich

/fndMZ fnduz/ edp.
E Ey, n

Bilden wir nun das Supremum {iber alle ¢ € T, so folgt

lim [ fodp > / fdu.
]

Satz 12.6.2 (Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz). Sei £ € M und fiir alle n € N
seien f, : E — R messbare Funktionen mit fi(x) < fo(x) < ... fiir alle v € E. Gibt es ein
m € Nmit f,, € L(E, i), dann ist f(x) :=lim,, . fn(z) € L(E, 1) und es gilt

/fd,u— lim fndpt.
—*JE

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei m = 1, das heift f; € L(E, u), dann ist
f1 fast iiberall endlich auf E. Es sei f; sogar endlich angenommen, da wir zu jeder fast iiberall
endlichen Funktion g € L(F, ;1) eine iiberall endliche Funktion g € L(E, ;1) finden kdnnen mit

G X g. Wir definieren die Funktionen gn(z) := fu(z) — fi(z) fir alle z € E. Fir allen € N
ist g, messbar mit 0 < g, (z) < gpy1(x), z € E. Sei g(z) := lim,_ g,(z), dann folgt wegen
g(x) = f(x) — fi(z) aus dem Satz von Beppo Levi

/E(f—fl)dMZ/Egdu

= / lim g,du
E n—oo
E n—oo
— tin ([ e~ [ ).
das heif3t die Behauptung. ]

Korollar 12.6.3. Sei E € M und fiir alle n € N seien f, : E — R messbare Funktionen mit
fi(z) < fo(x) < ... fiiralle x € E. Falls f,, € L(E, i) fiir allen € N, so ist [, fodp < C fiir
allen € Nund es gilt f € L(E, ).

Satz 12.6.4 (Lemma von Fatou). Sei £ € M und fiir alle n € N seien f, : E — R messbare
Funktionen.
1. Falls f,, > 0 fiir alle n € N gilt
/hmmf fndu < hmmf/ fndpe.
E

n—oo
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2. falls f,, <0 fiir allen € N gilt

/ limsup f,dp > lim sup/ frndpt.
E E

n—oo n—oo

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage da der Beweis der zweiten vollkommen analog gefiihrt
wird. Definieren wir g,,(z) := infy>,, fx(z) fiir alle n € N, dann sind die Funktionen g,, messbar
und es gilt 0 < ¢g; < g9 < .... Ferner schlieen wir g, < f,, fiir alle n € N und somit

/%ws/nw
FE FE

lim [ g,dp <lim inf/ fndps.
E e JE

n—oo

beziehungsweise fiir n — oo

Wenden wir nun auf die Folge (g,,) den Satz von Beppo Levi an, so ergibt sich wegen
liminf f,(x) = lim g,(z)

die Behauptung

/liminffndp:/ lim g,dp = lim /gnd,u < liminf/ frndp.
O

Satz 12.6.5 (Satz von Lebesgue iiber dominante Konvergenz). Seien (f,) eine Folge messba-
rer Funktionen f, : E — R mit f,, — [ auf E. Falls eine Funktion g € L(FE, 1) existiert, so
dass fiir alle n € N gilt | f,,(x)| < g(z) fiir alle v € E, dann gilt f € L(E, j) mit

/Efd/LS/E\f\dﬂé/Egdu
/Efd“:JEBO/Ef"d“'

Beweis. Offenbar gilt wegen 0 < |f,| < g firalle n € Nauch 0 < |f| < g, so dass aus
Satz 12.5.11 folgt f, f,, € L(E, 1). Nach dem Lemma von Fatou gelten

und

lim sup/E(fn —g)dp < / lim sup(f, — g)dp = /E(f —g)du

n—oo E n—oo

und umgekehrt

/(f + g)dp = / lim inf(f, + g)dp < liminf/(fn + g)du = / gdp +liminf/ fndpt.
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Zusammengefasst folgt hieraus

limsup/ fndp < / fd,ugliminf/ frdu

E n—oo E

bzw.

12.7 Vergleich des Lebesgue-Integrals mit dem Riemann-Integral

Sei (R, M, 1) ein Lebesgue’scher MaBraum und E = [a, b], a < b, endlich. Fiir f : [a,b] — R
bezeichne (R) ff fdz das Riemann-Integral und (L) ff fdx das Lebesgue-Integral von f.

Satz 12.7.1. 1. Wenn f auf |a, b] Riemann-integrierbar ist, so ist f € L([a,b], ) und
b b
(L) / fdz = (R) / fdz.

2. Sei f beschrinkt, dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn f fast iiberall stetig
auf [a, b] ist.

Beweis. 1. Sei (7)., eine Folge von Zerlegungen des Intervalls [a,b] mit Zx,; 2 Z; und
A(Zy) — 0fiir k — oco. Da f Riemann-integrierbar ist, ist f beschriankt auf [a, b]. Wir definieren
fiir alle £ € N die Treppenfunktionen Uy und Ly vermittels Uy (a) = Li(a) = f(a) und

Uk(l’) = MZ = Supxe[a:ifl,xi] f(ZL') ..
. fiir r € ((L’z‘_l, IZ]
Li(z) = m; = infoep, 2 f(2)

Es gilt dann

b k
(L)/ Updx = ZMZ(% —xi-1) = S(Z, ),
“ i=1 (12.11)

k
(L) /b Lidr =Y mi(ws — wi1) = (P, f).
a =1
Wegen Z;. .1 O Zj erhalten wir
Ui(z) > Us(z) > ... > f(z) > ... > La(x) > Lyi(2)
fiir alle © € [a, b]. Wir setzen

U(z) := lim Ug(z), L(z) := lim Ly(z).

k—oo k—o0
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Ist f Riemann-integrierbar, so folgt aus A(Z) — 0, dass

b
klim s(Zk, f) = (R)/ fdx = klim S(Zk, ). (12.12)

Da Uy, und L; messbare Treppenfunktionen sind, folgt aus dem Satz von Lebesgue iiber domi-
nante Konvergenz dass

b b b b
lim (L) / Updz = (L) / Ude,  lim () / Ludz = (L) / Ldz. (12.13)

— —
k—o0 k—o0 a a

Hieraus folgt mit (12.11) und (12.12)

(L)/adex:(R)/abfda;:(L)/abUda:.

Weiter ergibt sich wegen L(z) < f(x) < U(z) und (L) f:(U — L)dz =0dass U(x) = f(z) =
L(z) fast tiberall auf [a, b], das heiit f € L([a, b], ) und

(L) /abfdx: (R) /abfdx.

2.Sei Z = |J;2, Zy, dann gilt u(Z) = 0, da Z abzihlbar ist. Wir zeigen zuerst, dass f genau
dann stetig im Punkt z € [a,b] \ Z ist, falls U(zo) = L(zo) gilt.

Sei f also zunichst stetig in z(, angenommen, dann existiert fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0 mit
|f(z) — f(zo)] < /2 fiir alle x mit |z — x| < 0. Wegen A(Zy) — 0 existiert ein K € N, so
dass A(Zy) < ¢ fiir alle k > K. Folglich gilt

Uk(l'()> — Lk(l’o> = ]\4Z —m; = (Mz - f(l’o)) + (f(ZL‘()) - mz) < 8/2 + 8/2 =g,
mit anderen Worten U (zo) = L(z).

Sei umgekehrt nun L(xq) = U(xg) und € > 0 beliebig. Es gilt dann L(xq) = f(z9) = U(zo)
und daher existiert ein K € N mit

Uk(wo) — f(zo) < /2, flwo) — Li(w) < /2,
Setzen wir 6 = min{|zg — x| : © € Zk }, dann gilt fiir alle |x — x¢| < 0
Lk (zo) < f(z) < Uk (o).
Daraus folgt | f(z) — f(z0)| < & und folglich ist f stetig in x.

Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann folgt aus dem ersten Teil des Satzes, dass U(z) = L(z)
fast iiberall auf [a, b] gilt, das heifit f ist fast iiberall stetig auf [a, b]. Ist umgekehrt f fast iiberall
stetig auf [a, b], dann gilt U(z) = f(x) = L(x) fast tiberall auf [a, b] und folglich

(L) / Ve (L) / dea:,
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woraus sich nach (12.11) und (12.13) S(Py, f) — s(Pr, f) ey ergibt, das heifit f ist Riemann-
integrierbar. ]

Beispiel 12.7.2.  [. Sei[a,b] = [0, 1] und

fx) =

2%, xirrational,
sinz, x rational.

Dann gilt

(L) /0 fdz = (L) /[0 . fdz + /[O e fdz = (R) /0 22dr = 1/3.

2. Sei die Funktion f : R™ — R definiert durch f(x) = sinx/x. Es gilt

/ sing ,_ /2,
0

X

aber wegen (L) [ |sinz/x|dx = +o0 existiert das Integral (L) [ sinx/xdx nich.

3. Sei f > 0auf[0,00) mit f € R([0, A]) fiir alle A > 0. Setzen wir

flz), 0<z<nm,

Ful@) = { 0, n <z,

dann gilt 0 < f; < fo < ... und
(L) fndx = (L)/ fdx = (R)/ fdzr < oo.
[0,00) 0 0
Mit der Tatsache, dass f, — [ fiir n — oo gilt, folgt aus dem Satz von Beppo Levi

(L) fdx = (L)/ lim f,dx

[0,00) [0,00) "

= lim (L) fndx

oo [0,00)

— lim (R) /0 " fda

n—oo

= hén fdx.

das heifit f € L([0,00), ).
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12.8 L’-Raume

Definition 12.8.1. Sei f € L(X, ). Wir bezeichnen mit [f]| :=={g : ¢ X f} die Restklassen zu f

beziiglich der Aquivalenzrelation “X» Wir definieren fiir 1 < p < oo vermittels

Hprr—-<L[;|fVTw)du>1“)

LP(X, ) = A[f] = ([ f]lp < oo}

Bemerkung 12.8.2. 1. Es gilt [g] = [f] genau dann, wenn f = g fast iiberall auf X,
d.h p({z € X : f(z) # g(x)}) = 0.

2. Das Supremum aller Hiufungspunkte der Menge {f(z) € R : x € X} bezeichnen wir mit
lim ess,cx f(z). Es wird das essentielle Supremum genannt. Mit diesem gilt dann die
Beziehung

die Funktionenrdume

1 flloe = lim ess | f(2)]p(X).

Lemma 12.8.3. Seien a,b > 0, dann gilt fiir 1 < p,q < oo mit

die Ungleichung

al/? . pl/a < a + é

p g

Beweis. Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢ := a/b > 1. Wir konnen die obige Unglei-
chung vermittels Division durch b umformen in

e < E + 1

P q
Setzen wir ; .
g(t) =17, h(t)i= 4 -,
P q

so miissen wir zeigen ¢(t) < h(t) fiiralle ¢ > 1. Fiir ¢ = 1 folgt g(1) = 1 = h(1). Weiter gilt fiir
alle t > 1 dass t~+/7 < 1 und somit

1 1 1
Jgt) =~ -t/r1 = —+ Vi< R (t) = -
p p p

Hieraus folgt in der Tat g(t) < h(t) fiir alle ¢ > 1, das heift die Behauptung O

h
Satz 12.84. Es sei 1 < p,q < ocomit 1/p+ 1/q = 1, wobei p = 1 und q = oo ebenfalls
zugelassen sei.
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1. Seien f,g: X — R messbar mit || f||,, ||gll, < oo, dann gilt die Hélder-Ungleichung

[ 15 glaw < 111 gl
b
Insbesondere folgt f - g € L(X, ).
2. Seien || flp, llgll, < oo, dannist |f+g| € LP(X, ) und es gilt die Minkowski-Ungleichung

1F+gllo < 1 fllp + llglla-

Beweis. 1. Zuerst betrachten wir den Fall 1 < p, ¢ < co. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
seien || f||,, ||g]l, # O, denn anderenfalls ist f(x) - g(z) = O fast iiberall auf X. Wir setzen

a:= (IF@I/IfI)" o= (la@)/llglla)",

dann folgt aus dem vorhergehenden Lemma

e e @I @] _ 1 (@I 1 lg@)]\?
0= V= el = <||f||p) * (ngnq)

fiir alle z € X. Wir integrieren nun iiber X

1 / 1 1
S / Pdu + / gl7du
17T gl Jx PITE a7 s

1
—— I+ =gl
MWV allqll?
11
= 4+-=1
P q

Hieraus folgt die Holder-Ungleichung.
Im Falle p = 1 und ¢ = oo ergibt sich die Holder-Ungleichung aus der Abschitzung

[ 15 gldn <t s £@)] [ Jolau = 17l
X zeX X

2. Es sei p > 1, dann gilt fiir alle x € X die Abschitzung

(@) +g(@)P < [f@)] - 1(f +9) @)~ +g(@)] - [(f +g) (=)

Integration iiber X liefert

I+ gl = / 1+ gPdu < / L1+ 9Pt + / gl - |f + gPdu
X X X
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Hieraus ergibt sich fiir ¢ = p/(p — 1) mit Hilfe der Holder-Ungleichung
1f +ally < Wfllp - NG+ 9P o + gl 1+ 9)7 g

1/q
— (Ifl, + ||g||p>( / |f+g|(p‘”qdu)

1/q
(U1l + ||g||p>( / |f+g|pdﬂ)

(£l + Ngllp)1f + gl
(L£ 1l + gl f + gl
das heiBt || f+gll, < || f]l,+lgll,- Der Fall p = 1 und ¢ = oo verbleibt dem Leser als Ubung. [

Satz 12.8.5. Fiir 1 < p < oo bildet die Menge L”(X, ) einen linearen Raum, d.h. einen Vektor-
raum, mit der Norm || - ||,.

Beweis. Seien [f],[g] € L*(X, ), das heibt || f||,, ||g]|, < oo, dann folgt mit der Minkowski-
Ingleichung || f + gll, < [l f[l, + llgll, < oo, das heiBt [f + g] € LP(X, ).

Fiir [f] € alleLP(X, u1), das heift || f||, < oo, und fiir o« € R gilt

lor- £z = /X o~ fPdu = oI, (12.14)

dies bedeutet ||a - f||, = |a|||f]l, < oo und somit [« - f] € LP(X, u). Damit ist L”(X, ) ein
Vektorraum.

Wir miissen noch zeigen, dass || - ||, eine Norm definiert. Offensichtlich gilt || f||, > 0 fiir alle
f e LP(X, j1), wobei aus | f||, = 0 folgt [ |f[Pdu = 0, das heiBt | f(x)| = 0 bzw. f(x) = 0 fast
tiberall auf X und folglich f X 0. Die Homogenitit von Homogenitit || - ||, haben wir in (12.14)
gezeigt. SchlieBlich entspricht die Dreiecksungleichung der Minkowski-Ungleichung. [

Satz 12.8.6. Die normierten Riume LP(X, 1), 1 < p < oo, sind vollstindig und folglich Ba-
nachrdaume.

Beweis. Sei f, € LP(X, ), n € N, eine Cauchy-Folge in LP(X, 1), das heiit zu jedem n € N
existiert ein N € N mit

1
I fe — fm||§ < 220 =€
fir alle k,m > N. Wir definieren via g, := fx die Teilfolge (g,)nen von (fy)nen. Die Be-
hauptung folgt, wenn wir zeigen g := lim,, .o g, € LP(X,p). FurY,, = {x € X : |gp1(2) —
gn(z)|P > 277} gilt

Y, 1
plln) / Low< [ guna(@) - galo)Pdu < / g (@) — gu(2) Pdp
2 Y, 2 Y, X

1
= [[gnt+1 — 9n||£ < 921’
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das heiit p(Y;,) < 2. Setzen wir nun Z,, = | J,_ Y}, so folgt Z; D Z5 D ... und weiter

1(Zy) = u( U Yk) <> p(yr) =) 2F <2t

Somit ergibt sich fiir Z = (), Z, dass
p(Z) = lim p(Zy) =0,

n—oo

dies bedeutet, Z ist eine Menge vom Mal3 Null. Wir setzen nun

o(z) = {glm + 5 (g0 (0) — 9a(@), T EX\Z
0, x € Z.

Aufgrund der Tatsache, dass fiir alle v € X \ Zy gilt

1
e (@) —ge(@)PP < 5 k2N,
folgt aus der Identitiit
(@) = g1(2) + 3 (gus1(2) = gu(2)),
n=1

dass

1 1 m—o0
sup x—nx”SE ntl —Gnl” <) = —0

n=m

Folglich konvergiert die Folge (g, )nen gleichmidBig und absolut gegen g auf X \ Z,,, das heilit
gn — g beziiglich des MaBes p und auch fast iiberall. Folglich ist g messbar. Aus ||gx — g ||h <
7= ergibt sich schlieBlich

| |
o= gmlly < Tonsup lgw = gmlly < 53,75 < o0

und folglich f 19 = gm|Pdp < 2727/ und mit dem Lebesgue’schen Satz iiber dominante Kon-
vergenz folgt |g — g, [P € L(X, i) beziehungsweise [g — g,,] € LP(X, ). Wegen g,,, € LP(X, )
folgt hieraus nach Satz 12.8.5, dass g € LP(X, p).

Der Fall p = oo verbleibt als Ubung. O

Satz 12.8.7. Im Falle p = 2 induziert die Abbildung (-,-) : L*(X, p) x L*(X,u) — R gegeben
durch

(f.g) = /X fodu,  fog€ L(X,p),

ein Skalarprodukt. Es gilt
[fll2 = /CF f)-

Der Raum L?*(X, i) versehen mit (-, -) bildet einen Hilbertraum.
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12.9 Integration in Produktriumen

12.9.1 ProduktmaBe

Definition 12.9.1. Seien (X1, My, 1) und (Xo, Mo, ps) zwei Mafiriume. Die kleinste o-Algebra
in X = X1 X Xy, die die Menge

M1XM2:{A1><AQIA1€M17 AQGMQ}
enthdlt, definieren wir als das Produkt M; ® M der beiden o-Algebren.

Lemma 12.9.2. Das Mengensystem My X My ist ein Semiring und R(M; X My) ist eine
Algebra.

Beweis. Wegen ) € M;und ) € M, giltauch ) = 0 x ) € M; x M,. Weiter gilt fiir alle
A=A XAQ,B:Bl X By € My x My auch

ANB= (Al XAQ)Q(Bl X BQ) = (AlﬂBl) X (AQQBQ) EMl XMQ
SchlieBlich folgt aus

A\ B = (A1 x A2) \ (B X By) = ((Al\Bl) X A%) U ((AlﬂBl) X (AQ\BQZ)
EMix M €My xMa

wegen

((A1\ Bi) x A9) N (A1 N By) x (A \ By)) =0,

dass wir A\ B in eine endliche Vereinigung paarweise disjunkter Mengen aus M x M, zerlegen
konnen. Folglich ist M; x M, ein Semiring.

Um zu zeigen, dass R(M; x M) eine Algebra ist, geniigt es zu zeigen, dass X; x X, €
R(M; x My) gilt. Wegen X; € M; und X, € M, folgt dies aber sofort aus X = X; x X, €
Ml X Mz. ]

Lemma 12.9.3. Seien (X1,M17 p1) und (Xo, Mo, 11o) zwei Mafiriume mit o-endlichen Mafien.
Dann ist ¢ : My x My — R definiert durch

p(Ar x Ag) = p(Ar) - p(Az)

eine nichtnegative, additive und subvolladditive Mengenfunktionen mit () = 0, falls wir im
obigen Produkt vereinbaren () - 0o = 0o - ) = oo.

Beweis. Es gilt
p(0) = (0 x 0) = p1 (D) - pa(0) = 0.
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Im nédchsten Schritt zeigen wir die Additivitdt. Seien hierzu A = A; X Ay, B = By X By €
M x My mit B C A, das heiBt es gelte By C A; und By C A,, dann folgt

( ) ﬂl(Al)/Q( )
= p1(Br)p2(Az) + p1 (A1 \ Br)pa(Az)
= M1(31)M2(Bz) + 1 (Br)p2(Az \ Ba) + p1(Ar \ By)pa(Az)
Sind B = By x Byund C' = (4 x (5 disjunkt mit B U C' € M; x M,. Dann gilt entweder
By = Cy, ByNCy = () oder By N Cy = (), By = C3. Nehmen wir ohne Beschriinkung der
Allgemeinheit zweiteres an und setzen A := B U C = (B; U () x (s, dann folgt aus obiger

Gleichung
p(A) = 0(B) + ¢(Cy x D) + ¢(C1 x Cy) = ©(B) + ¢(C),
dies bedeutet
p(BUC) = ¢(B) + ¢(C).

Es verbleibt, die Subvolladditivitit zu zeigen. Seien A™ = A x A7 AW e M, neN.
Desweiteren seien
YAMY Xy x Xy = R, (21, 25) — x(21, 22)

die charakteristische Funktionen von A™ und z; — x ,m (;) entsprechend.
Dann gilt: Z
Xaw (#1,22) = X 400 (T1) - X g0 (€2)

Sei A= [J°, A™, dann gilt:

< n - n . n
X1, @2) <) xaon (@1,22) = Y X 40 (1) - X ye0 (2)

n=1 n=1

Die Integration beziiglich yi- liefert dann

/A(n) Xa(z1,22)dpp = X4 (1) - /(Agn))($2)dﬂ2
= X 00 (1) - pa(ASY) und
/< )(/< >XA<”)d“2)dﬂ2 = 11 (A7) 2(AS”) und
Aln A2n

u(A) = / Xadp < / X atm dpdpy
A n=1 Al

o0 oo

<Y (A ) ASY) =3 p(A™)

n=1 n=1
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Satz 12.9.4. Seien y; o-endlich, dann existiert ein eindeutig bestimmtes Maf}
JYn Ml (29 M2 — R
auf der o-Algebra My @ M.
Dies gilt auch fiir die Vollstindigkeit.
Beweis. Der Beweis ist eine unmittelbare Folgerung aus den Ergebnissen und dem Satz von

Hahn. O

Beispiel 12.9.5. Sei X; = R", X, = R™ versehen mit dem Lebesquie-Maf3 |11, |12, dann ist
das Produktmapf3 jn mit x1 X xo = R""™ ebenfalls das Lebesquie-Maf3 auf R™*™ und das Produkt
der o-Algebren die Mengen aller Lebesquie-messbaren Mengen.

Beweis. Ay = [[1,[ai,bi] € My, Ay = [[,[ai,b;] € Myund A = [["[a;, b;] = A; x
Ay O
2.) Funktionen auf Produktnormen

Definition 12.9.6. Sei A C X, x Xs, dann definieren wir die sogenannten Schnitte von A wie
folgt:

A(.Z'l) = {1’2 € X2 : (1'1,1'2) € A} g X2
A(xg) :={x1 € X7 : (x1,29) € A}
Satz 12.9.7. Sei A € M ® Mo, dann gilt:

A(zy) € Mg und A(xs) € My

Beweis. Wir betrachten die Menge N = {A C X x X5 : A(x1) € My A A(xs) € calMy}.
Zu zeigen ist, dass IV eine o-Algebra, die M| ® M enthiilt.
Sei A C X1 x X5, x1 € X; beliebig aber fest. Desweiteren sei A € N, dann gilt:

(X\ A)(21) = X5\ A1) € My

Seien A™ C X; x X,, A®™ € N, dann gilt:

[e.o]

(J A" (@ UA (z1) € My,

n=1

d.h. die Komplementenbildung und die abzihlbare Vereinigung fiihren nicht aus N heraus, d.h.
N ist eine o-Algebra und M; ® My C N. O

Satz 12.9.8. Sei A € My @ My und f : X1 x Xy — R eine messbare Funktion, dann sind fiir
alle x1 € X die Funktion f(x1,-) : Xo — R ebenfalls messbar.
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Beweis. Sei a > 0 beliebig, dann ist

A(f > a)(xg) = {(x1,22) : f(x1,22) > a, z, beliebig}
= A(z2)(f > a) = {(z1,32) : 3 fest, f(z1,22) > a}

Da A(f > a) messbar und nach Satz A(f > a)(x2) ebenfalls messbar ist, ist

A2)(f > a) = A(22)(f (- 72) > a)
ebenfalls messbar, d.h. f(-, z5) ist messbar. O

Satz 12.9.9. Seien ; endliche Maf3e auf X;.
Fiir A € My ® M, definieren wir:

o) = pa(A(w))
§alw) = M1(A(x2))}me”bar

und es gilt:

/ (o) dpy = / nalen)dpn

Beweis. Sei A=Ay x Ay, AeM;, i=1,2,dannist

Ea(za) = 1 (A(za)) = (A1) xa(z2)

eine Treppenfunktion und messbar.
Analog 714 und es gilt:

/ Ea(za)dps = M1(A1)/ xadp = i1 (Ay)pa(Az)

Da das MaB . volltstindig ist, gilt die Gleichheit auf r(M; @ My).
Fobini: Sei f € L(X x Xo, p) = f(-,x2) € L(X1,p)  f(z1,-) und

/A (f sy ()= /A (f saminn ()= /A L

Bemerkung 12.9.10. Sei f € L(X; X Xy, p).
Die Summierbarkeit in A1 X Ag impliziert die Existenz der iterierten Integrale (*).
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Satz 12.9.11 (Zusatz zu Satz ). Sind die ji; (i = 1,2) o-endlich, dann bleibt Satz in folgender
Form richtig:
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1. Sei

D(&4) :={x2 € Xo: pu1(A(xs)) < +00} und
D(na) == {z1 € Xi : pa(A(z1)) < 400}

Dann ist € 4 (bzw. na) fast iiberall auf D(€4) (bzw. D(n4)) definiert und messbar.

§a € L(D(Ea), p2) < na € L(D(na), p1)

Die Gleichung aus Satz gilt genau dann, wenn eine dieser Bedingungen erfiillt ist.

Satz 12.9.12. Seien p; o-endliche Mafe iiber M; (i = 1,2), dann gilt fiir A € M; @ My :

) = o ) = § a0 = o e vemn s € E(D(0) )

00 ;. sonst

Beweis. ohne Beweis ]

Satz 12.9.13. Sei A € M1 ®@ My mit i(A) = (1 X p2)(A) < +oo und x 4(x1, x2) die charak-
teristische Funktion von A. Dann gilt:

Xa(s,22) € L(Xy, py) fiir fast alle o € X, beziiglich pus
xa(z1,-) € L(Xa, uo) fiir fast alle x1 € X, beziiglich

/XMXQ Xad(pa X p2) = /XQ{/XI 3 (e ) dpin Yelpia
/xl{/XQ Xa(xy, ) dpaydpn

Beweis. Wegen Satz gilt:

(11 X p12)(A) < +00 & €4 € L+, p2) € na € L(+, 1)

= &4 ist fiir fast alle x5 € X, und 4 fiir fast alle x; € X definiert.
Wegen der Definition von £ 4 und 74 gilt:

fA(xz) = Ml(A(xz)) = / XA(-,xz)dul und

X1

na(zr) = ps(Aler) = / e, g

X2



292 KAPITEL 12. MASSTHEORIE

= Behauptung (1) und aus Satz folgt:

/X . Xad(pn X p2) = (p1 X po2)(A) = Ealas)dus

X2
= / { xal,z2)dp}dps
Xo X1

Analog geht der Beweis fiir die andere Gleichung Ol
Satz 12.9.14 (Fubini). Seien p; (i = 1,2) auf M; und f € L(X; X Xo, p1 X ps). Dann gilt:

1. f(-,z2) € L(Xy, p1) fiir fast alle x4 € X5 beziiglich iy und le f( xe)duy € L(Xa, p2)
analog
f(x1,-) € L(Xo, uo) fiir fast alle x1 € X, beziiglich yu; und sz [z, )dus € L(X7, p1)

2 fX1XX2 fd(p X pa) sz {fX1 L2 dul}d/@ fX {fx2 (21, - du2}du1

Beweis. Sei f > 0. Nach Satz existieren monoton wachsende Folgen {¢,, } nichtnegativer Trep-
penfunktionen mit ¢,, — f.
Da
¥n = Z e XE;
endlich
gilt nach Satz die Behauptung fiir jeden Summanden von ¢,, und damit auch fiir ¢,, selbst, also

/Xlx)@ Pnd(pn X pig) = /X2 {/Xl son(-,xz)dm} dus (+)

g

@

Wegen
/ P, (22)dps = / Pnd(p X pi2) < / fd(p % p2) < +00
X2 X1xXo X1xXo

folgt aus Satz die Folgerung
lim &, € L(Xy, u2) (**x) = lim P, ist fast iiberall endlich auf X,

und
lim D, (z2)dps = / (lim ®,,)dus
X X

n—oo n—oo

Da lim ©n(+, x2)dpy < +oo fiir fast alle zo € X5

n—oo Xl

= lim @, (-, 22) = f(-,22) € L(X7, ) fiir fast alle o € X5

n—oo

= lim on(s, z2)dpy = F( xe)duy () fiir fast alle 25 € X,
X1

n—oo Xl
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Nun lassen wir in (x) n — oo laufen:

/ fd(pn X pg) = lim ond(p1 X po) = lim [ @, (23)dpuy
X1><X2

n—00 [y v« X, n—oo fy,

:/ {lim/ @n(',xz)dlﬁl}dlﬁz
X, "X,
Z/ { (',ﬁz)dﬂl}dm

x, UUx,

und aus (x*), (* % %) = [y f(-,22)d € L(Xa, o)

Die andere Beziehung kann man analog zeigen. [
Satz 12.9.15. Sind die MafSe p; o-endlich und vollstindig, dann gilt Satz auch fiir f € L(X; X
X27 (Ml X MZ))

Bemerkung 12.9.16. 1. Ist f : X; x X, — R, M; @ My-messbar und ist | f(-,x2)| €
L( X1, p) fiir fast alle z5 € X, sowie

‘f(?‘m?)‘d:ul € E(X27,u2)7
X1

soist f € L(X) X Xo, 1 X muy).

2. Aus der Existenz des Doppelintegrals folgt die Existenz der iterierten Integrale und deren
Gleichheit. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

12.10 Zusatz:Zerlegung von Mengenfunktionen

Definition 12.10.1. Sei (X, M) ein mefbarer Raum. Das Mengensystem M¥ bezeichne das
System aller mef3baren Teilmengen von E.

Satz 12.10.2. Sei 1) eine beliebige volladditive Mengenfunktion auf M mit n((0) = 0, dann ist die
Mengenfunktion

n"(E) = sup n(e), Ee M,
ee ME

ein auf M definiertes Maf3. Ist zuscitzlich n(A) < oo fiir alle A € M, so ist das Maf3 n™ endlich.

Beweis. 1.Da () C F fiir alle E € M folgt 0 = n()) < n™(E), das heit ™ ist eine nichtnega-
tive Mengenfunktion.

2. Wir zeigen nun die Volladditivitdt von n*: Sei £ = |J,—, E, mit E,, € Mund E; N E; = ()
fiir alle 7 # j. Wir betrachten eine beliebige Menge ¢ € M¥. Setzen wir e, := E, Ne C E,, so
folgte = |J,~, e, und e; Ne; = ( fiir alle i # j. Dies bedeutet

n(e) => nlen) <Y 0™ (En).
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Da e € MZE beliebig gewihlt war, folgt hieraus
nH(E) <Y 0t (En). (12.15)
n=1

Wir miissen nun auch die entgegengesetzte Ungleichung zeigen. Wenn n*(E) = oo ist, dann
folgt aus (12.15) die Behauptung. Sei also 7 (E,) < oco. Angenommen, es existiert ein m € N
mit n*(E,,) = co. Aus der Definition von 7" folgt, dass dann fiir jedes n € N ein ¢,, € MEm
existiert mit n(e,) > n. Wegen e¢,, C E,, C E folgt e, € MF fiir alle n € N und damit
nT(E) = oo, was im Widerspruch zur Annahme steht. Folglich muss n*(F,) < oo fiir alle
n € N gelten.

Sei nun € > 0 beliebig. Aus der Definition von 1" folgt, dass fiir jedes n € N ein e,, € MEr
existiert mit n(e,) > n*(E,) — ¢/2". Wir setzen ¢ := | J°~, e, C F, das heiBt ¢ € MF, und

n=1

wegen E; N E; = () fiir i # j folgt auch e; Ne; =  fiir ¢ # 5. Folglich gilt

nH(E) Zn(e) =) nle) > Y 0t (En) e,

dies bedeutet fiir ¢ — 0 dass .
77+(E> > Z 77+(En)'
n=1

Zusammen mit (12.15) folgt die Behauptung.

3. Wir zeigen zuletzt, dass unter der Voraussetzung n(A) < oo fiir alle A € M folgt ™ ist
o-endlich. Dazu setzen wir fiir £ € M

ME = {e e M” :n(e) > n}.

Sei nun E € M mit n*(E) = oo, dann folgt ME £ () fiir alle n € N. Wir zeigen, dass bei
festem n ein e € MY existiert mit n*(e) = oo.

Dazu nehmen wir an, dass eine solche Menge nicht existiert, dies bedeutet fiir alle e € Mf
gilt n™(e) < oo. Sei etwa E; eine solche Menge. Wir setzen E; := E \ Ej, das heiit co =
nt(E) = n*t(E)) + n*(E)) und folglich n*(E,) = co. Wegen E; C F gilt fiir alle e € ME
dass n*(e) < oo. Sei etwa E, eine solche Menge, dann ergibt sich wie eben fiir £y := F; \ E
dass 't (Fg) = oo. Ferner gilt E; N By = (). Setzen wir dieses Verfahren fort, liefert es uns eine
Folge {E} C M mit E; N E; = () fiir ¢ # j und n(Ey) > n fiir alle k = 1,2,. ... Daraus folgt
wegen der Volladditivitét von

n(DE) =gn<Ek> > gnzoq

was im Widerspruch steht zu 7(A) < oo fiir alle A € M. Folglich schlieBen wir, dass fiir jedes
feste n € Nein e € MY existiert mit n*(e) = oo.
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Um die o-Endlichkeit von ™ zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass ™ (X) < oo ist. Dazu nehmen
wir an, dass " (X) = oo gilt. Dann existiert aber ein A; € M mitn(A;) > 1und n™(A4;) = cc.
Folglich existiert ein Ay € M mit Ay C Ay n(Ay) > 2 und 7 (Az) = oo. Dieses Verfahren
fortgesetzt liefert eine Folge {A,} € M mit A, C A,, n(A,) > nund n*(A4,) = oo fir
alle n € N. Nun setzen wir A := [~ | A, € M.Dan < n(4,) < oo gilt, ist n(A,) endlich
fiir alle n € N. Dann folgt aus Satz 12.2.6, dass lim,,_., 7(A,) = n(A) = oo ist. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme und daher gilt

n(X) < oo
0

Proposition 12.10.3 (Jordanscher Zerlegungssatz). Jede auf einer o-Algebra M definierte
volladditive Mengenfunktion n ldft sich als Differenz zweier Mafle darstellen, wobei eines der
beiden Mafie endlich ist.

Beweis. Wir setzen
N (E):=n"(E)-n(E), EecM.

Dann ist 7~ volladditiv und wegen 7(E) < n*(FE) nichtnegativ, also ist ~ eine MaB. Da 7
nur einen der beiden uneigentlichen Werte 00 annimmt, folgt die letzte Behauptung aus dem
vorhergehenden Satz. Ol

Definition 12.10.4. Die Funktionen n*,n~ bzw. |n| := n* + n~ heiffen positive Variation,
negative Variation bzw. Totalvariation oder Betrag von 1.

Bemerkung 12.10.5.

1. Die negative Variation n~ kann auch folgerndermaf3en definiert werden

n (F):=— inf n(e), E e M.
ee ME

2. Esgilt \n(E)| < [n|(E) fiiralle E € M.

Satz 12.10.6 (Hahn). Sei (X, M) ein mefSbarer Raum und 1 eine volladditive Mengenfunktion
auf M. Dann existieren Mengen X, X~ € M so dass

XtTNnX =0, XTUuX =X,

und
n(E)=nENX"), 5y (E)=nENX"),

fiir alle E € M.
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Beweis. Da n nur einen der uneigentlichen Werte +0o0 annehmen kann, sei der Bestimmtheit
halber n(A) < +oo fiir alle A € M angenommen. Nach Satz 12.10.2 ist dann n*(X) < +oc.
Deswegen existiert fiir alle & = N ein £, € M mit n(E;) > n*(X) — 1/2*. Setzen wir
A, = U, Ek, dann folgt A, O E, und

7 (A) = 0" (E) 2 n(E,) > 0™ (X) - 1/2%.
Seinun Xt =, A,, dann gilt einerseits wegen A, O A, und n*(A4,) < oo dass
" (XT) = lim 7" (An) =77 (X).
Andererseits gilt aber aufgrund von n™ > 0 und X+ C X dass
N (XT) <0t (X).
Beide Abschitzungen zusammengefasst ergeben
7" (XT) =" (X).

Weiterhin folgt aus

0 (Ex) =0 (Bp) —n(By) <n*(X) — (77*(X) - %) - zik

dass . -
0<n (A) <3 n (B <Y o < oo
k=n k=n
Wegen A, O A, 1 und n~(A,) < oo folgt hieraus
(X)) = lim 5~ (A,) =0,

dies impliziert
77 (X) =" (XT) =n"(XT) =~ (XT) = n(X7).

Seinun E € M beliebig und £ = X \ E. Dann gilt
NENXT) <qg™(E), nENXT) <y (E).
Die Annahme n(E N X 1) < nt(FE) fiihrt wegen

nH(E)+nT(E)>nENXN)+nEnNXT)=n((ENXT)U((ENXT))
=n(XTNX)=nX")=n"(X)
=n*(E) +n"(E)
zum Widerspruch. Mit anderen Worten, es gilt

n(ENXT) =n"(E)
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fiir alle £ € M.
Wir setzen nun X~ := X \ X und zeigen
n (B) = —n(EnX7).

Es gilt
N (E) =n"(E) —=n(E) =n(ENX") —n(E).

Dan(ENX*) <oound EN X+ C E folgt
n(E)=-nE—-(ENX"))=-nENX-X"))=-nENX").

Proposition 12.10.7. Fiir alle A € M gilt

nANXT) >0,  pANX") <0,
und
>0, EeMX,
<0, Ee MY .
Nun wollen wir einen weiteren Zerlegungssatz vorbereiten.

Definition 12.10.8. Sei (X, M, 1) ein Mafsraum. Eine auf M definierte Mengenfunktion n heif3t
absolut stetig beziiglich des Mafes j1, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert so dass |n(E)| < €
fiir alle E € M mit u(E) < 0.

Satz 12.10.9. Wenn p ein o-endliches Maf3 ist und 1 eine additive, beziiglich . absolut stetige
Mengenfunktion auf M ist, dann ist n) volladditiv auf M.

Beweis. Sei E = | J,-, Ex mit E;, € M und E, N E; = ( fiir alle k& # . Setzen wir A,, :=
Uit B, so folgt E = A, UJ;_, E, das heiBt

n(E) =n(A) + > n(Ey).

Wegen p(E) = > 7, n(Ey) < oo ergibt sich hieraus

wAn) = Y n(Epy) = 0.
k=n-+1

Die Absolutstetigkeit von 7 liefert 7(A,,) “— 0, das heift

n(E) = lim > n(Ey) =) n(Ep).
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Satz 12.10.10. Sein eine volladditive Mengenfunktion auf M. Wenn 1 absolut stetig ist beziiglich
u, dann sind es auch die Variationen n™,n~ und |n)|.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass n™ absolut stetig ist. Sei also ¢ > 0 beliebig aber fest. Da
7 absolut stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit |n(E)| < ¢ fir alle £ € M mit u(E) < J. Dies
impliziert p(e) < § und damit |n(e)| < e fiir alle e € MF. Hieraus ergibt sich

0<n"(E) < sup nle) <e
eeEME

fiir alle £ € M mit p(F) < 4. O
Bemerkung 12.10.11. Wenn |n| oder n* und n~ absolut stetig beziiglich yu sind, so auch 1.
Satz 12.10.12. Sei n eine auf M endliche und volladditive Mengenfunktion. n ist genau dann
absolut stetig beziiglich p, wenn fiir alle E € M aus j1(E) = 0 stets n(E) = 0 folgt.

Beweis. “=": Sei n absolut stetig und £ > 0 beliebig, dann folgt fiir alle £ € M mit u(E) =
0 < d dass |n(FE)| < e. Fiir e — 0 ergibt sich daraus n(E) = 0.

“«<": Wegen Proposition 12.10.3 und dem vorhergehenden Satz konnen wir ohne Beschriankung
der Allgemeinheit 7 als nichtnegativ annehmen.

Angenommen, 7 ist nicht absolut stetig. Das heif3t, es existiert ein € > 0, so dass fiir alle k € N
ein B, € M existiert mit u(Ey) < 1/2% und n(E}) > «.

Fiir n € N setzen wir A, := ;. Exund A := (", A,. Dann gilt A,, D A, firallen € N
und folglich

Hieraus ergibt sich

dies bedeutet nach Voraussetzung n(A) = 0.

Andererseits folgt aber aus F,, C A, fiir alle n € N dass n(A,,) > n(E,) > . Da n endlich ist,
ergibt sich
n(A) = lim n(A,) >¢e>0.

n—oo

Dies ist ein Widerspruch. [

Proposition 12.10.13. Sei f € L(X, u). Dann ist die Mengenfunktion

U(E)Z/Efdu, E e M,

auf M absolut stetig beziiglich .
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Beweis. n ist endlich und nach Satz 12.5.7 volladditiv. Weiterhin gilt [ » fdp = 0 genau dann,
wenn p(E) = 0. O

Definition 12.10.14. Sei (X, M, 1) ein Mafraum. Die auf M volladditive Mengenfunktion 7
heif3t singulér beziiglich i, wenn ein N € M existiert mit u(N) = 0 und

N(AN(X\N)) =0
fiir alle A € M.
Bemerkung 12.10.15.
1. Man sagt, dass 1 auf N konzentriert ist, wenn n(A NX\N )) =0 ist.

2. Wenn n ein Maf3 auf M ist, so ist auch u beziiglich 1 singuldr, da offenbar p auf X \ N
konzentriert ist.

3. Wenn n gleichzeitig absolut stetig und singuldr beziiglich p ist, dann ist n = 0.

Satz 12.10.16 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz). Sei (X, M, i) ein Mafraum mit p(X) <
0o. Jede auf M endliche, volladditive Mengenfunktion 1 ldsst sich eindeutig als Summe einer
beziiglich | absolut stetigen Mengenfunktion 1, und einer singuldren Funktion ns darstellen,
dies bedeutet

1(A) = 1a(A) +1s(A)
fiir alle A € M.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung. Sei etwa = 7/, + 7.
eine weitere Darstellung, dann folgt n, — 1, = ns — 1, = 0, das heifit n, = 1/, und 1, = 7.

Nun konstruieren wir die Mengenfunktionen 7, und 7. Ohne Beschriankung der Algemeinheit
sei 17 ein MaB. Dann ist ¢ = 11+ 7 ebenfalls ein Mal auf M. Wir betrachten H := Lo(X, M, ),
einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(f.9) = / fgdo.
X
Wir definieren ein Funktional L : H — R durch
L) = [ sn.
X

Dieses Funktional ist offenbar linear und mit einer geeigneten Konstante ¢ € R gilt

L(f)I? = dn)* < p(X) - dn <e- 2d il
L() !/Xf 0 < u(X) /Xm n<e /Xm o<cIfI%
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Folglich ist L ein lineares, stetiges Funktionel iiber /7. Nach dem Darstellungssatz von Riesz
existiert ein h € H mit L(f) = (f, h) fir alle f € H, das heifit

| fin= [ sua
X D'
fiir alle f € H. Hieraus folgt

/Xf(l—h)dn:/den—/thdn:/thdgo—/xf-hdnz/thd,u. (12.16)

Setzen wir f := y 4 mit beliebigem A € M, so ist

n(A)Z/Adnz/Ahdso

/ F(1— hydn = / fhdp. 1217
A A

und daher

Im néchsten Schritt zeigen wir nun 0 < h < 1 fast iiberall auf X beziiglich ¢. Fir A := X (h >
1) ergibt sich

n(4) = / hdp > / 1o = (A) = 5(A) + p(A),

dies bedeutet wegen der Nichtnegativitit von y, dass gilt ;i(A) = 0 und weiter

o) = [ hladn) = [

Wir wollen nun 7(A) > 0 annehmen und setzen A,, := X (h > 1 + 1/n) fiir alle n € N. Dann
gilt Ay C Ay C...und A =J 7, A,, woraus folgt

lim n(A,) =n(A4) > 0.

n—oo

Somit existiert ein m € N mit n(A,,) > 0. Wegen A C A,, ergibt sich 0 < u(A,,) < pu(A) =0,
das heif3t

n(A,) = / hdy = / hdn > (14 1/n)n(A,)

Dies ist aber ein Widerspruch, weshalb insgesamt folgt

Seinun B = X (h < 0), dann gilt

0<0(B) = [ hdp<0-4(B) =0,
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das heifit h = 0 fast tiberall auf B beziiglich ¢. Mit anderen Worten, ¢(B) = 0 oder 0 < h < 1
fast tiberall auf B beziiglich ¢. Fiir alle n € N gilt folglich

/X (h")?dy < o(X) < oo,

das heifit h" € Lo( X, go).
Seinun N = X (h ), dann liefert (12.16) die Gleichung

/d,u /hd,u /xthu /XXN(I—h)dn:/N(l—h)dn:O.

Definieren wir nun 7,(A) := n(A N N) fiir alle A € M, dann ist 7, ist ein MaB, das wegen
B(AN (X \N)) = n(ANN (X \N)) =n(4) =0

beziiglich ;. singuldr ist. Weiter setzen wir

;- Sor_oh® auf X\ N,
"o auf N,

und erhalten aus (12.16)

0< /anhdu = /an(l — h)dn = /X(l — h"hYdn < n(X) < co.

Insbesondere gilt f1h < foh < ...

Setzen wir g(z) = lim,_...(f.h)(x), so folgt aus Satz 12.6.2 g € L(X, u). Weiter folgt mit
(12.17) fiir beliebige A € M, dass

Fohdi = [ fu(1 = )dy = / (1= W)y,
A\N AN

A\N

Da A" — 0 auf A\ N, ergibt sich fiir n — oo hieraus

/A\Ngdu = /A\Ndn =n(A\N).
Wegen p(N) = 0 ist
oA\ = [ g = ()
absolut stetig beziiglich ;. und folglich gilt

N(A) =n(A\N) +n(ANN) = na(A) + ns(A).
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Bemerkung 12.10.17. Der Satz bleibt richtig, wenn p und n o-endlich sind.

Satz 12.10.18 (Radon-Nikodym). Sei (X, M, 11) ein Mafiraum mit dem o-endlichem Maf3 1 und
n eine auf M endliche, volladditive, beziiglich . absolut stetige Mengenfunktion. Dann existiert
ein f € L(X, ), so dafs gilt

oE) = [ i

fiir alle E € M. Dabei ist f bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Beweis. Nach dem Lebegueschen Zerlegungssatz existiert ein f € L(X, p) mit

n(E) = /Efdu +ns(E).

Da 17 selbst schon absolut stetig ist, folgt n,(E) = 0 fiir alle £ € M. Die Eindeutigkeit fon f
sieht man wie folgt ein. Sei etwa g € L(X, ;1) ebenfalls eine Funktion mit

n(E) = / gd,
E
dann folgt
/ (f —g)dn=0
E
fiir alle £ € M, dies bedeutet f — g = 0 fast iiberall auf E. [

Bemerkung 12.10.19.
1. Der Satz gilt auch fiir eine o-endliche Mengenfunktion ).

2. Die Bedingung [ € L(X, u) impliziert die o-Endlichkeit von n.

3. Die Funktion f kann so gewdhlt werden, dass alle Funktionswerte f(x) endlich sind.

Definition 12.10.20. Sei f messbar auf dem MafSraum (X, M, ) und es existiere das Integral
) « fdu. Die Mengenfunktion

n(A) = /A fdu,  AeM,

heifit unbestimmtes Integral der Funktion f und f heif3t Ableitung von n nach p, kurz

Satz 12.10.21 (Variablensubstitution). Sei (X, M) ein messbarer Raum mit den o-endlichen
Mafen 1 und v. Wenn v beziiglich 1w absolut stetig ist, so gilt fiir jede auf X messbare Funktion

f die Gleichung
d
/fdu:/f—ydu, AeM,
A A" dp

sofern eines der Integrale existiert.
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Beweis. Da v beziiglich 4 absolut stetig ist, so existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym eine
messbare Funktion g > 0 mit g—/‘: =g.

Ist f > 0 eine messbare Treppenfunktion, etwa
i=1

dann gilt
dl/ m m m
roan= [ foan=3" [ fon=3c[ gdu= cvtina
/A dp A ; E;nA ; EiNA ; ( )

=Aﬁm

das hei3t die Behauptung.

Sei nun f > 0 beliebig. Dann existieren messbare, nichtnegative und monoton wachsende Trep-
penfunktionen { f,, },eny mit f,(z) — f(z) fiir alle x € X. Aus dem vorher gezeigten folgt

(Amsznw

und da g > 0 folgt weiter 0 < f,g < f,11g fiir alle n € N. Nach dem Satz von Bepo-Levi gilt

dann
| toin =t [ fugdn =t [ foav

Fiir beliebiges Funktionen f wenden folgt die Behauptung durch Betrachten von f* an. ]



