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§0 Etwas Logik
Aussage: entweder wahr (w) oder falsch (f)
(zweiwertige Logik ; tertium non datur)
Grobschema: Subjekt - Pradikat - Objekt
Sprache: nattirliche und kiinstliche Regelung zur Bildung von Aussagen;
zugelassene Subjekte, Pradikate und Objekte;
logische Struktur: nicht, und, oder, dann, genau dann; fiir alle,
es existiert,...
a) Aussagenlogik
Seien P, Q und R (Bezeichnungen fiir irgendwelche) Aussagen (in einer Sprache):
Folgende Verbindungsregeln sollen gelten:

J1) Negation ,nicht P“ (in Zeichen: —P) Negation von P

Regel: —P ist genau dann wahr, wenn P falsch ist.

Tafel: P W f
J2)  Konjunktion: »Pund Q“ (in Zeichen: P A Q) Konjunktion von P und Q

Regel: P A Q ist genau dann wahr, wenn P wahr und Q wahr ist.

Tafel:

P w w f f

Q w f w f

PAQ w f f f

J3) Adjunktion: »P oder Q” (in Zeichen: P v Q) Adjunktion von P und Q

Regel: Pv Q ist genau dann wahr, wenn P oder Q wahr ist.

Tafel:

P w w f f
Q w f w f
PAQ w w w f




J4)  Subjunktion (Implikation):

Implikation von P nach Q; aus P folgt Q; P hinreichend fiir Q

»wenn P, dann Q” (in Zeichen: P= Q)

Regel: ,P=Q" ist genau dann wahr, wenn P falsch ist oder wenn P wahr und Q

wabhr ist.
Tafel:
P w w f f
Q w f w f
P=Q w f w w

P: Pramisse, Hypothese, Voraussetzung, hinreichende Bedingung fiir Q
Q: Konklusion, Behauptung, notwendige Bedingung fiir P

J5 Bijunktion: , P genau dann, wenn Q“ (in Zeichen: P < Q)

Aquivalenz von P und Q; P dann und nur dann, wenn Q;
P notwendige und hinreichende Bedingung fiir Q.

Regel: ,P < Q" ist genau dann wahr, wenn (P wahr und Q wahr) oder (P falsch und

Q falsch)
Tafel:
P w w f f
Q w f w f
P=Q w f f w

Klammern: zum Zusammenfassen von Aussagen;

sparen:
starke

Junktoren <>,=,Vv,A,— von links nach rechts zunehmende Bindungs-

AusJ1 - J5 kénnen (z.B. formal mit Tafeln) folgende Tautologien (synonym: all-
gemeingiiltige Aussagen, aussagenlogische Sétze) abgeleitet werden:

Satz vom ausgeschlossenen Dritten:
Satz vom Widerspruch:

Pv (—|P)
Satz von der doppelten Verneinung: —(—P)< P

Gesetze von de Morgan: —(PAQ)<=—-Pv-Q

—(PvQ)< -PA-Q
Kontrapositionsgesetz: (P=Q)<(-Q=-P)
Gesetz zum modus ponens: PA(P=Q)=Q
Idempotenz: PAP& P

PvP< P
Kommutativgesetze: PAQ< QAP

PvQeQVvP
Assoziativgesetze: PAQAR)<= (PAQ)AR

PvQVvR)< (PVvQ)VR



Distributivgesetze: PAQVR)< (PAQ)V(PAR)
Pv(QAR)< (PvQ)A(PVR)
Transitiviit der Subjunktion: (P=Q)AQ@=R)=(P=R)

Beispiele von Ableitungen von Tautologien mittels Tafeln:

1)

P w f

2) Pv(=P) |w w

P w f

PA(=P) f f
3)

P w f

—(=P)oP |w w
)
P w w f f
Q w f w f
P=Q w f w W
-Q f w f w
—-P f f w w
P=0Q < w w w w
(=Q=(=P)

b) Quantorenlogik  (Kurzfassung)

Jede Sprache hat Namen fiir die in dieser Sprache zugelassenen Objekte unseres
Denkens:

Bonn ist ein Dorf.
5ist eine Primzahl.
6 multipliziert mit 11 ergibt 66.



Aussageformen mit Variablen:

X ist ein Dorf.
X ist eine Primzah.
X multipliziert mit y ergibt z.

Variable X, Y,z sind Zeichen in Aussageteilen, die durch dafiir zugelassene Namen
a,b,c ersetzt werden sollen, z.B.

Aussageform P(X,Y,z) -»—— Substitution von Namen —»—— Aussage P(a,b,c)

Quantifizierung der erlaubten Substitution in einer Aussageform:

a) Fuir alle x gilt P(x). In Zeichen: Vxgilt P(x).
b) Es existiert (mindestens) ein X, fiir das P(x) gilt.

In Zeichen: 3 xmit P(x)
c) Es existiert genau ein x, fur das P(x) gilt.

In Zeichen: 3, x mit P(x)
d) Es existiert kein x, fur das P(x) gilt.

In Zeichen: A X mit P(x)
Gemischte Quantierungen:

1) Fur alle x existiert ein y mit P(X,Y).

In Zeichen: Vx 3y mit P(x,y).
2) Es existiert ein X, so dass P(X,y) fiir alle y gilt:

In Zeichen: 3 x Vy gilt P(X,y).

Dabei sind Formulierungen , es gilt P“ oder , mit P* dquivalent zu , P ist wahr”.

Beispiel:

aund b seien alle zur Substitution zugelassene Namen.
Dann gilt (,, offensichtlich”):

i) P(a) = P(a) v P(b)
i) P(@) AP(b) = P(a)
i) Vx gilt P(x) :< P(a) A P(b)
iv) 3 x mit P(x) ;< P(a)v P(b)

Wenn man die durch iii) und iv) definierten quantifizierten Aussagen verneint, so
erhdlt man mit den de Morgan’schen Gesetzen:



—(vx gilt P(x)) < —(P(a) A P(b)) < —P(a) v —=P(b) < 3 x mit (—=P(x))
—(3 x mit P(x)) < —(P(a) v P(b)) © —P(a) A=P(b) < Vx gilt (=P(X))

Auch fiir , beliebig viele” zugelassene Aussagen sollen diese Regeln gelten:

Implikationsregeln: azugelassen A Vx gilt P(x) = P(a) gilt
azugelassen A P(a) gilt = 3 xmit P(x)

Verneinungsregeln: —(Vx gilt P(x)) < 3 x mit (—=P(x))
—(3 x mit (P(x)) < Vx gilt (=P (x))

Daraus werden weitere Denkregeln durch Verbindung von quantifizierten und un-
quantifizierten (aussagenlogischen) Denkregeln abgeleitet. Dies fiihrt stufenweise zu
immer komplexeren Regeln.

c¢) Theorien
Identititsbegriff: (Leibniz)

Zwei Objekte xund y unseres Denkens sind - im Rahmen einer Betrachtungsweise -
identisch  (in Zeichen: x=Y),

wenn - im Rahmen dieser Betrachtungsweise - fiir Xxjede Aussage wahr ist, die fiir y
wabhr ist und fiir y jede Aussage wahr ist, die fiir X wahr ist.

Der Identitédtsbegriff , hat” die folgenden Eigenschaften:

VX ist X = X (Reflexivitit)
VX Vy mity=x giltx=y (Symmetrie)
VX Vy Vzmitx=y Ay=zgiltx=z (Transitivitait)

Bisher haben wir nur Regeln zur Verbindung von Aussagen behandelt, nichts aber
tiber deren Inhalte gesagt.

Theorie:
Inhalte von Aussagen werden in einer Theorie betrachtet.

Begriffe in Aussagen werden inhaltlich prazisiert und durch logische Regeln
relativiert.

primitive Begriffe: wenige, intuitiv verstandlich
definierte Begriffe: durch eine logische Aussage A tiber primitive oder bereits

definierte Begriffe wird ein neuer Begriff B definiert.
In Zeichen: B:< A oder B:=A



mathematische Theorie:

Axiome: (moglichst wenige) Aussagen iiber primitive Begriffe, die als
wahr betrachtet werden.

Sitze: Aus Axiomen mit Hilfe von logischen Regeln abgeleitete
Aussagen. (Satz synonym mit Theorem)

Beweise: diese Ableitungen

Ziel: Eine mathematische Theorie soll moglichst widerspruchsfrei
sein. Verschiedene mathematische Theorien sollen (im
hierarchischen Sinne) moglichst vertréglich sein.

Mathematisierung einer nichtmathematischen Theorie:
1) Experiment:

Untersuchung eines Phanomens oder eines Prozesses deterministischer oder
stochastischer Art.

z.B.: Bewegung eines Pendels;
Untersuchung eines Spektrums;
Zuverldssigkeit eines Kernkraftwerkes;
biologische Evolution;
Aktienkursverlauf;

Mirkte; etc.

Diese Untersuchung geschieht tiblicherweise mit einer fachspezifischen Theorie.
2) Axiomatisierung
Interpretation fachlicher Begriffe durch mathematische Begriffe.

z.B.: Geschwindigkeit als Ableitung des Ortes nach der Zeit;
Spektrallinie als Eigenwert eines Differentialoperators;
zufdllige Ereignisse als Mengen und Wahrscheinlichkeiten als
o —additive Mengenfunktion;

Mutation und Selektion als Ubergangswahrscheinlichkeiten;
Kursverlauf als Zeitreihe oder Markov-Prozess;
Marktgleichgewicht als Martingale;

Die Relationen dieser Begriffe werden durch Axiome beschrieben.

3) Anwendung (anderer) mathematischer Theorien darauf.
4) Ergebnisse in Form mathematischer Sitze
5) Interpretation der aus der mathematischen Theorie gewonnen Sitze:
zur Weiterentwicklung der fachspez. Theorie, stets begleitet von fachl. Kritik.



§1 Natiirliche Zahlen und vollstindige Induktion

Zahlbegriff mindestens seit der Jungsteinzeit:
fiir kultische und praktische Zwecke

afrikanische Buschminner:
Eins (a), zwei (0a), drei = viele (oaa), vier (oa oa)

Sumerer, Inder, Babylonier:
tur kaufménnische, architektonische und kultisch-astrologische Zwecke;
Sechsersystem

Agypter:  auch zur Landvermessung
Griechen: auch fiir naturwissenschaftliche Untersuchungen;
Aristoteles, Diophant, Pythagoras, Thales, Archimedes, Euklid

und viele andere.

Romer: L 1L 100, 1V, Vv, VI, VII, VIILIX, X, XL, XI,...,L,...C,...M
Kalender; Abacus (Rechenbrett).

Germanen: “Zahl”= Einschnitt im Kerbholz
Maya und Azteken:

tur astrologische und dynastische Zwecke;
Zwanzigersystem; Briiche, negative Zahlen

Araber:
Muhammed Alchwarizmi (820, Rechenbuch; vgl. ,, Algorithmus®™)
Dezimalpositionssystem, Null; — Kloster Salem.

Indisch-arabisches Dezimalpositionssystem seit dem 8.Jahrhundert in Europa.
Adam Riese: Rechenbiicher 1518, 1525 und 1530; Stellenrechnen.

Zahlsysteme: 2 (Computer); 5und 10 (Hand);
6 und 60 (Babylonisch und Zeit- und Winkelsystem)
12 (z.B. Dutzend); 20 (Maya und Azteken)

Kronecker (1823):
,Die nattirlichen Zahlen sind vom lieben Gott gemacht.”

Dedekind, Frege und Russell:
Die nattirlichen Zahlen sind Menschenwerk und ein Teil der Logik.

Peano (1889):
Axiomatische Theorie der natiirlichen Zahlen.



Axiomatische Theorie der natiirlichen Zahlen

undefinierte Begriffe:

natiirliche Zahl,

Eins (in Zeichen: 1)

Nachfolgerbeziehung: xist Nachfolger von y;in Zeichen x=y".
Gleichheit

Axiome P1 - P5:

P1: Eins ist eine natiirliche Zahl.

P2:  Zujeder natiirlichen Zahl y existiert genau eine nattirliche Zahl x, welche
Nachfolger von Y ist.

P3:  Fiir jede nattirliche Zahl ist ihr Nachfolger ungleich Eins.
P4:  Ungleiche nattiirliche Zahlen haben ungleiche Nachfolger.
P5: (Induktionsaxiom)

Fiir jede Aussageform P(x) fiir natiirliche Zahlen gilt:
Gilt P(1) und folgt P(x") aus P(x), so gilt P(y) fiir jede natiirliche Zahl y.

Definition:
2:=1",3=2"4=3",..
Definition der Addition: (rekursiv mit P5)

1+1:=1"(=2),
Xx+1:=x",

X+y i =(x+y)
Definition der Multiplikation: (rekursiv mit P5)

X-1:=X
X-y = (X-y)+ X

Definition der Ordnung;:

"x ist kleiner als y" genau dann, wenn eine natiirliche Zahl z existiert

mit X+ 2z =Y. [in Zeichen: X< Yy:< 3z nat. Zahl mitx+z=y]



Definition der Halbordnung:
X<y Xx=yoderx<y
Damit kann man (mit etwas Miihe) beweisen:

Satz 1.1:

Seien X,y und z natiirliche Zahlen. Dann gilt:

aA)X+y=y+X (Kommutativitdt der Addition)

b) (X+Yy)+z=Xx+(y+12) (Assoziativitdt der Addition)
C)X-y=y-X (Kommutativitdt der Multiplikation)
d) (x-y)-z=x-(y-2) (Assoziativitdat der Multiplikation)
e)X-(y+z)=X-y+Xx-2z (Distributivitéat)

f) Ausx <y folgtx+z<y+z
[in Zeichen: X<y = x+z<y+1z]
g)X<Yy = X-2<Yy-Z (hier ist z eine nattirliche Zahl !)

Anderer Zugang zu den natiirlichen Zahlen:

Im Rahmen der Mengenlehre kann man nattirliche Zahlen so definieren, dass man
die (hier postulierten) Eigenschaften P1 - P5 als Satz erhiilt.

Auch Addition und Multiplikation kann man in diesem Rahmen so definieren, dass
man den obigen Satz erhalt.

Man kann dann (und erst dann) von der Menge N der nattirlichen Zahlen sprechen.

Die Methode des Beweises durch vollstindige Induktion

~Nach Adam Riese” (1518) gilt fiir jede nattirliche Zahl:
ZkzM bei D ki=1+2+3+..+n
k=1 2 k=1

Eine Verfikation dieser Formel ist nur fiir einige n moglich, nie aber fur alle:

n Zk n(n+1)

k=1 2
1 1 1 w
2 3 3 w
3 6 6 w
4 10 10 w




Beweis durch vollstindige Induktion:

Aussageform: P(n) = Z n(n - l) zugelassen fiir jede natiirliche Zahl n.
k=1

Wir wollen zeigen, dass P(n) fiir alle nattirlichen Zahlen n wahr ist.

Induktionsanfang: P(1) ist wahr. (vgl. oben)
Induktionsvoraussetzung: P(n) sei wahr fiir n.

Nach Axiom P5 ist zu zeigen, dass dann auch P(n+1) wahr ist.
(Esist n" =n+1 der Nachfolger von n.)

Induktionsschluss von nauf n+1:

Induktionsvoraussetzung

:iik Zk+(n+1) = ”(”2+1)+(n+1) (n+1)( gj:w

Also ist P(n+1) wabhr.

Nach dem Induktionsaxiom gilt:

P(n) ist wahr fiir alle natiirlichen Zahlen n.

Achtung:  Beim Beweis durch vollstandige Induktion den Induktionsanfang nicht

vergessen !
Warnung:

Es existieren Aussageformen P(n) fiir nattirliche Zahlen nmit der Eigenschaft:
(P(n) = P(n+1)) 5 Vn natiirliche Zahl gilt P(n)

In Worten: Aus "P(n) = P(n+1)" folgt nicht, dass P(n) fiir jede nattirliche Zahl
n gilt.

Beispiel: P(n):="n+1<n"



§2 Mengen, Abbildungen und Ordnungen

2.1 Zur Mengenlehre

Georg Cantor (1848 - 1915):
Arbeiten: 1874 (Crelle’s Journal), 1895 und 1897 (Math. Annalen)

Cantors Definition der Menge:

Unter einer ,Menge” verstehen wir jede Zusammenfasssung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens.

Antinomien:

Cantor (1895): Menge aller Ordinalzahlen; Menge aller Mengen

Burali - Forti: .

Russell (1901): Menge A der Mengen X, die nicht Element von sich sind.
populir: Allmacht, Barbier

Auswege:

1) Russell 1908 und Russell - Whitehead: Typentheorie
(Prazisierung der Sprache, stufenweise Mengenbildung)

2) Zermelo (1908); Hausdorff (1914); Frankel (1919):
axiomatische Mengenlehre

3) von Neumann (1925); Bernays (1937); Godel (1940); Bernays - Frankel (1958):
endliches Axiomensystem (Klassen: Mengen und Untermengen)

Grundsitzlich:

Bis heute kein Beweis der Widerspruchsfreiheit von 2) und 3)
Nur ,relative Widerspruchsfreiheit”: z.B. Godel (1940)

Im Folgenden:

a) Sehr naiver Zugang zur Mengenlehre.

b) Naiver Zugang zur Mengenlehre (nur in den Ubungen ausfiihrlicher):
Axiomensystem von Zermelo - Frankel
Die Begriffe ,Menge” und , Element” werden nicht definiert.
Die Beziehung dieser undefinierten Begriffe wird beschrieben.

Sehr naiver Zugang zur Mengenlehre

Undefinierte Begriffe:
Menge
Elementbeziehung: X ist Element der Menge A; in Zeichen: x € A



Gleichheit: A ist gleich B;in Zeichen: A=B
reflexiv (A= A), transitiv (A=BundB=C = A=C)
und symmetrisch (A=B = B=A)

ZF1: Extensionalititsaxiom

Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.

ZF 2: Aussonderungsaxiom

Zu jeder Menge A und zu jeder Aussageform P(x) gibt es eine Menge B, deren
Elemente genau jene y aus A sind, fiir die P(y) wahr ist.

ZF3: Paarbildungsaxiom
Zu je zwei Mengen gibt es stets eine Menge, die jene beiden als Elemente enthalt.
ZF4: Vereinigunsaxiom

Zu jeder Menge A gibt es eine Menge B, die fiir jedes Element z von A, welches
eine Menge ist, jedes Element X von z enthalt.

Definition:

Seien A und B Mengen. A heifdt Teilmenge von B (in Zeichen: Ac B), wenn

jedes Element von A Element von B ist.

Satz 2.1.1:

Seien A, B und C Mengen. Dann gilt (fiir die Teilmengenrelation "c"):

a) AcA (Reflexivitat)

b) st AcBundBcC,soist AcC. (Transitivitat)
c)IstAcBund Bc A soist A=B. (Antisymmetrie)
Definition:

Die Menge, die keine Elemente enthilt, heifit die leere Menge (Nullmenge).
Sie wird mit & bezeichnet.

Definition:

Sei U eine Menge von Mengen (d.h. jedes Element von 2l ist eine Menge).

Dann heifst die Menge C, die jedes Element enhilt, das mindestens zu einer Menge
A aus 2 gehort, die Vereinigung von ..

U2 = JA={x:3AeA mitxe A}:=C

Acd



Definition:

Seien A und B Mengen. Dann heifSen:

a) AUB:={x:xe Aoder x e B} die Vereinigung von A und B.

b) AnB:={x:x e Aund x € B} der Durchschnitt von A und B.

c) A\B:={x:xe Aund x ¢ B} das Komplement von B beziiglich A
d) Bei An B = heiflen A und B diskunkt.

Warnung:

A\B im Allgemeinen ungleich B\ A.

Zeichnungen:

A\ B
t 1 B\A

Satz 2.1.2:

Seien A, B und C Mengen. Dann gilt:

a)Aud=A b) AN =0
AUB=BUA ANB=BnNnA
Au(BuC)=(AuB)uC ANn(BNnC)=(AnB)nC
AUA=A ANnA=A
AcB< AuB=B AcB< AnB=A

c) Distributivgesetze:
An(BuC)=(AnB)U(ANC)
Au(BNnC)=(AuB)n(AuC)

d) De Morgan'sche Gesetze:
A\(BLC) = (A\B)n(A\C)
A\(BNC) =(A\B) U (A\C)



Definition.

Sei 2 # & eine Menge von Mengen und U2 die Vereinigung von 2.
N2 = ﬂ i={xeUA:VAe A ist x e A} heifit der Durchschnitt von 2.

Ac

2.2. Produktmengen, Relationen und Abbildungen

Definition:

Seien A und B Mengen und a€ Aund b € B.
a) {a,b} heifit das ungeordnete Paar von a und b.
b) (a,b):= {{a},{a, b}} heifit das geordnete Paar mit der 1. Koordinate a
und der 2. Koordinate b.
c)AxB:={z:3aeA3beB mitz=(a,h)}
={(a,b):a € A und b e B} heifit das Produkt der Mengen A und B.

Anmerkung:

In der Sprache der Mengenlehre sind ,rechts” und , links” nicht zugelassen. Das
wird durch die obige Methode , ersetzt”. Diese ,aufwendige” Methode kann man
dann aber sofort wieder vergessen und mit ,rechts” und , links” operieren.

Definition:

Seien A und B Mengen und (a,b) e AxB und (e, ) € Ax B. Dann gilt:
(a,b)=(a,p) ©@ a=aundb=p

Definition:

Seien X und Y Mengen und Q c X xY. Q heifst Relation von X nach Y.

Eine Relation Q von X nach Y heifst Korrespondenz von X nach Y, wenn gilt:
vxe X ist {(z,y)eQ:z=x}=J

Eine Teilmenge R von X x X heifst Relation in X.

Eine Relation R in X heifst:

reflexiv: < Vxe X ist (X,X) eR

symmetrisch: & Vxe X Vye X mit (X,y) eR ist (y,x) eR

antisymmetrisch: < Vxe X Vye X mit (X,y)eR und (y,x) e Ristx=y.
transitiv: < Vxe X Vye X Vze X mit (X,y)e R und (y,z) e Rist (x,2) e R.



Beispiele 1:

a) X := Menge der natiirliche Zahlen, R := {(x,y) [ X< y; X,y nat. Zahlen} =
={(11).(12),(1,3),...(2,2),...} heifit <-Relation
b) X := Menge aller Menschen, R := {(X, y): X ist Vater von y}

Zeichnungen: Relation und Korrespondenz

o /
Y

Definition:

Sei X eine Menge und R eine Relation in X.
a) R heifst Ordnung (synonym: teilweise Ordnung; Halbordnung) auf X,
wenn R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
b) Sei R eine Ordnung auf X. Wir schreiben:
X<y (x,¥)eR
X<y (X, y)eRundx=y
Wir sagen: X ist beztiglich R (oder: <) geordnet (auch: teilweise geordnet,
halbgeordnet).
) Eine Ordnung auf X heifst total (synonym: linear; vollstindig), wenn gilt:
Vxe X Vye X ist (X,y) € R oder (y,x) eR.
d) Sei X geordnet beziiglich <, ye X und Ac X.
y kleinstes Elementin A:<> ye Aund Vxe Aisty < Xx.
y grofites Element in Ai<> ye Aund Vxe Aistx<y.
y untere Schranke von A:< Vxe Aisty <X.
y obere Schranke von A< Vxe Aistx<y.

Satz 2.2.1:

Sei X teilweise geordnet und Ac X.

Dann gibt es hochstens ein kleinstes bzw. grofites Element in A.



Definition:

Sei X bzgl. < teilweise geordnet, Ac X undy e X.

a) Y heifst Supremum (synonym: kleinste obere Schranke) von A
[in Zeichen: y =sup A], wenn gilt:
i) Vxe Aistx<y
) VZze X mitx<z Vxe Aisty<z

b) y heifst Infimum (synonym: grofite untere Schranke) von A
[in Zeichen: y =inf A], wenn gilt:
i) Vxe Aisty < x
) VzeX mitz<x Vxe Aistz<y

Warnung: Weder sup A noch inf A brauchen zu existieren.

A= {X eR:—/2<x< \/5} hat Supremum und Infimum in R.
Aber: B:= AnQ hat kein Supremum/Infimum in Q.

Satz 2.2.2:

Sei X eine teilweise geordnete Menge und A c X. Dann gilt:
a) Es gibt hochstens ein Supremum bzw. Infimum von A
b) Falls sup A bzw. inf A existiert, ist sup A bzw. inf A das kleinste

bzw. das grofite Elemente in der Menge der oberen bzw. unteren
Schranken von A.

Definition:

Seien X und Y Mengen.

Eine Menge f mit f < X xY heifst Abbildung von X nach Y

[in Zeichen: f : X =Y mit x> f(x)], wenn gilt:

Fiir jedes x € X existiert genau einy €Y mit (x,y) € f.

X heifst der Definitionsbereich und Y der Wertebereich von f.

Seien X e X undy €Y mit (X,y) € f. (Dannisty durch X und f eindeutig bestimmt.)
f (x) ==y heifst der Wert von f in x (oder: an der Stelle x).

Fiur Ac X heifst f[A]:= f(A):= { f(x):xe A} das Bild von A unter f.

Fiir B Y heilt f *(B):={xe X : f(x) € B} das Urbild von B unter f.



Anmerkung;:

Wenn man f als ,Zuordnung” interpretiert:

graph(f):= f heifst der Graph von f

Unter dem Graphen von f ,versteht” man dann das ,Bild”, das die Teilmenge f
in der Produktmenge X xY , darstellt”.

Definition:

Seien X und Y Mengenund f : X - Y mit x> f(x) eine Abbildung.
a) f surjektiv:e f(X)=Y
b) f injektiv:e VX e X VX, e X mit f(x,) = f(X,) ist X, =X,

c) f bijektiv:< f surjektiv und injektiv
Beispiele:

a) f:R— R mitx+> x° ist bijektiv
b) f :N— N mit x — X° ist injektiv, nicht aber surjektiv
c) +:RxR — R mit (X, y) = X+ Y ist surjektiv, aber nicht injektiv

d) f:RxR—> RxR mit (X,y)— (y, 1 L j ist injektiv, aber nicht surjektiv
_l_

eX

Zeichnungen: surjektiv(links); injektiv (Mitte); bijektiv (rechts)

Bemerkung:

Seien f : X - Y mitx f(x) und Y, > Z mity+ g(y) Abbildungen
und f(X)cY,. Dannistge f: X —Z mitXx+> go f(x):=g(f(x)) eine
Abbildung von X nach Z.

Definition:

go f : X — Z aus der vorangehenden Bemerkung heifit Hintereinander-

schaltung (Komposition) von f und g.



Definition:

Seien f : X ->Y und g:Y — X Abbildungen.

g heifit inverse Abbildung (Umkehrabbildung) zu f, wenn gilt:
Vxe X istg(f(x))=xund VyeY ist f(g(y))=y.

Definition:

Seien X bzw.Y beziiglich <, bzw. <, teilweise geordnet und

f : X =Y eine Abbildung. Dann heifstf : X =Y (bzgl. <, und <, ):
a) isoton: (synonym: monoton wachsend)
> VX € X VX, e X mitx <, X, ist f(x)<, f(X,)
b) antiton: (synonym: monoton fallend)
> VX € X VX, e X mitx <, X, ist f(x,) <, f(X)
¢) streng isoton: (synonym: streng monoton wachsend)
= VX € X VX, € X mitx <, X, ist f(Xx)<, f(x,)
d) streng antiton: (synonym: streng monoton fallend)

> VX € X VX, e X mitx <, X, ist f(X,) <, f(x)

Satz:

Die Kompostion zweier (streng) isotoner (bzw. (streng) antitoner) Abbildungen ist
(streng) isoton (bzw. (streng) antiton).



§3 Die reellen Zahlen

Man kann axiomatisch fordern oder mit viel Miihe (ausgehend von der
Mengenlehre) beweisen, dass gilt:

Es existiert eine Menge R, welche die Menge der reellen Zahlen genannt wird und es
existieren die Abbildungen

Addition +: RxR—>R mit (X,y)—> x+Yy und

Multiplikation - : Rx R — R mit (X, y) = xy mit im Folgenden angegebenen
Eigenschaften:

RA1: (Assoziativitdt der Add.): x+(y+z)=(x+y)+z VX Vy,ze R
RA2: (Kommutativitit der Add.): x+y=y+x Vx,ye R

RA3: (Nullelement): 30 € R mit x+0=x VxeR

RA4: (inverses Element der Add.) VxeR 3y eR mit x+y=0

Definition:

Seien X,y € R mit.Xx+ Yy =0.Dann heifst — X =y das Negative von x. X+ 2z und
X—2:=X+(-2) bei z € R heifsen Summe bzw. Differenz von x und z.

RM1: (Assoziativitat der Mult.): x(yz) =(xy)z VX, y,zeR.
RM2: (Kommutativitdat der Mult.): xy = yx vx,y eR.

RM3: (Einselement): 31 R mit Ix=x VxeR.

RM4: (inverses Element der Mult.): ¥x e R \ {0} 3z eR mit xz =1

Definition:

Seien x eR \ {0} und z € R mit xz=1. Dann heifit x*:=z das Inverse von X.
Fir yeR sei yx':=yz.

RD: (Distributivgesetz): x(y+2z)=xy+xz VX, y,zeR.

Anmerkung;:

RA1-RA4, RM1-RM4 und RD machen (R,+,) zu einem kommutativen Kérper.
RA1-RA4 machen (R,+) , RM1-RM4 machen (R,-) zu kommutativen Gruppen.

RO1: (Existenz positiver reeller Zahlen): IR+ R ¥xeR \ {0} gilt entweder

xeR+ oder —xeR*.



RO2: vx,y e R+ gilt x+yeR* und xy e R+.
Definition:

a) R+ aus ROTheifst die Menge der positiven reellen Zahlen.
b) Ro+:=R+uU {0} heifit die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

c¢) Seien x,yeR. x<y:=y-xeRot
X<y y-xelR+*

(< definiert eine lineare Ordnung auf R)

d) Sei M cR.
M nach oben beschrinkt: <> 3ce R Vxe M gilt x<c

M nach unten beschriankt: < 3ce R Vxe M gilt c<x
M beschriankt: < M nach oben und nach unten beschrankt.

RV (Vollstandigkeit): V& # M < R mit M nach oben beschréankt 3¢ € R mit
VxeMist x<c und VyeR mit x<yvxeM gilt ¢ <y.(d.h.jede nichtleere und

nach oben beschrédnkte Teilmenge von R besitzt in R eine kleinste obere Schranke
(Supremum))

Anmerkung;:

Alle obigen Axiome zusammen machen (R,+,-, <)zu einem vollstindigen
angeordneten kommutativen Korper.

Aus RAT-RA4 folgt:

Satz 1:

a) Das Nullelement ist eindeutig bestimmt: Ist y € R und gilt x + y = x fiir alle
xeR, soist y=0.

b) Fiir jedes x € R ist — x eindeutig bestimmt. Sind y,z € R und
X+y=0=x+z2 =y=1Z

c) 0=-0

d) Vy,zeR I xeR mit Xx+y=z.Esist x=z-Y.

e) VxelRist —(—x)=x

f) Vx,yeRist -(x+y)=-x-yV.

Aus RAT-RA4, RM1-RM4 und RD folgt:



Satz 2:

a) Das Einselement ist eindeutig bestimmt:
Ist y eR und gilt xy = xfiiralle xeR, soist y =1.

b) Fiir jedes x eR \ {0} ist das Inverse x™ eindeutig bestimmt:
Sind y,zeRund xy=1=x2 =y=2.

c) Es gibt einen kommutativen Korper, der nur zwei Elemente enthlt.
d) vyeR \ {0} vzeR 3,xcRmit xy =z Esist x=zy™
e)Vx,y,zeRist (X+Yy)z=xz+Vyz.

f) Vvxe Rist x-0=0.

g)Vx,y € Rmit xy =0 ist (x=0)v(y=0)

h)Vvx,y e Rist (-x)y =—(xy).

i) Vx eR ist (-1)x =—x

j) VX, y e Rist (—x)(-y) = xy

k) VxeR \ {0} ist (x*) " =x

1) vx,yeR \ {0}ist (xy)" =x"y™.

Definition:

N:=NUA bei A:={Aec R:1e Aund Vxe Aist x+1e A}
Z:=NU{0}U {-n: ne N} Menge der ganzen Zahlen

No:= NU {0} Menge der nichtnegativen Zahlen.

Q:={xy™":xe Zund yeZ\ {0}} Menge der rationalen Zahlen

Q*:=R+NQ
J:= R\ Q Menge der irrationalen Zahlen

Offensichtlich gilt:

Satz 3:

a) N =1{1,2,3,...}c Rtistdie Menge der nattirlichen Zahlen.



b)1,0 eNoc QcR.

Bemerkung 1:

Das oben definierte N erfiillt mit 1 als Einselement und der Nachfolgerdefinition
X" :=x+1 die Axiome P1 - P5 von Peano und ist darum zu N aus §1 isomorph. Wir

verwenden darum die gleiche Bezeichnung und nennen diese Menge N die Menge
der nattirlichen Zahlen. Streng genommen haben wir ein neues Modell der
nattirlichen Zahlen.

Definition: (endliche Summen und Produkte)

Bei ne Nund x, eR fiir i € N:={k e N: 1<k <n} definieren wir rekursiv:

n n-1
X=X und > X =D X +X, fir n>1

1) in =0, » X

0 1
i=1 i=1 i=1 i=1

Auferdem sei ) X, = i X; .

ieN i=1

1

2) f[xi =1, [[x =1und ﬁxi :=(

i=1

n

-1
x.jxn fir n>1
=1

Durch vollstindige Induktion beweist man mit RA1-RA4, RM1-RM4 und RD,
dass gilt:

Satz4:

Seien n,meNmit m<n,x; eR fir ie N:i={fke N: 1<k <n}undp: N—>N eine
bijektive Abbildung. Dann gilt:

n m n—-m
a) Allgemeine Assoziativgesetze: Z X; = Z X; + z X

i=1 i=1 i=1

m+i

n m n—m
Hxi :Hxi +me+i
i=1 i=1

i=1

b) Allgemeine Kommutativgesetze: z X; = Z X (i)

i=1 i=1

n n
H X = H Xp(i)
i=1 i=1



m m
c) Allgemeines Distributivgesetz: Z Xi ) Xopyi = Z X; X
] i-1 j-1

Folgerung:

Seien n,me N und X;; € Rfiri=1..,mund j=1..,n.Dann gilt:
Z[ lxijJ:Z(;Xijj und H[Hxijjzn{nxijj'
i= =\ i= =\ i=

i=1 j= i=1 j=1

Definition: (Potenzen)

Bei neN und xeRseien x°:=1, X" =]]xbei X, :=x und x" := (x”)_l bei x #0.
i=1
Durch vollstindige Induktion zeigt man folgende Rechenregeln fiir Potenzen:

Satz 5:

Seien nnmeZ und X,y eR \ {O} Dann gilt:
a) anm _ Xn+m b) (Xn)m _ Xnm C) Xnyn _ (Xy)n )
Definition:

a) Sei X eine Menge, Y c R und f: X —» Y eine Abbildung. Dann heifst f: X —Y
eine (reellwertige) Funktion.

b) Fiir ne No hei3it die Funktion R — R mit x - x" die Parabel n-ter Ordnung
durch (0,0).

c¢) Fir ne N heiflt die Funktion R \ {0} - R mit x> x ™" die Hyperbel n-ter

Ordnung (mit Pol(0,0)).
37
. 5.0
1 ]
] S 257
|||||||||@_|||||||||| . F'—f,f’
1 :I 1 3 ||||||||hh:||||||||||
] 2 = 1 1 2
17 257
_2_3 -5.0;
3] 2159
—_— flx)="11 I fla)=x
fl)=1h )=



Definition:

a) FirneNowerde nl:= H I als n-Fakultit bezeichnet.

i=1

X n —j
b) Fiir x e R und ne No werde (n) = HM als ,,x tiber n” bezeichnet.

i-1 !
Durch vollstandige Definition beweist man damit folgende Rechenregeln:
Satz 6:

Seien n,m € Nound X,y € x € R. Dann gilt:

n! .
fir 0<m<n

n (mI(n—m)!)
)(a)-

0 fir m>n

o (oo

n/n) . )
¢) Binomialentwicklung: (x+Y)" = Z(_jx'y”"

Aus ROT-RO2 folgen:

Satz 7:
Fir x,y,a,b,&,v e R gilt:

a) XeR* ©0<x< -x<0

b) Transitivitit: X<y und y<z = x<z
X<yund y<z =>x<z2

¢) Reflexivitit: x < x
d) Antisymmetrie: X<y und y<x = x=y

e) Translationsinvarianz: X<y = Xx+a<y+a

f) x<yund {<v = x+&E<y+v.



g) Linearitit: X<y oder y <x

h) x<y und aeR* = xa<ya
i) X<y und —aeR+ = xa>ya

) R

k) x20<0<x?
) 0<xe0<x™
m) Xx<0< x <0

p) x=x><(x=1)v(x=0)

Q) e
r) Ungleichung von Bernoulli:  (1+x)" >1+nx bei x> -1

Definition:
a) Fir x,y eR sei max(x, y) :=sup{x, y} und min(x, y) := inf{x, y}
b) Fiir xe R sei x* :=max(0, x) der Positivteil,

X~ :=max(0,—x) der Negativteil und
X := max(x*,x”) der Absolutbetrag von x.

¢) Die Funktion | : |:[R — R mit X+ |X| heifst Betragsfunktion.

Es gilt der Satz:

Satz 8:

Seien X,y € R. Dann gilt:

a) [, x*,x” eRo* und x=X"—Xx"

b) x=0<|x=0

o) [~/ =

d) [xy] =[x|-y

e) postiv homogen: |ax| = a|X| bei o € Ro*

f) ‘xy‘l‘ = |x|~|y|71 bei y %0



g) Dreiecksungleichung:  |x + y|<|x|+|y|
B) [~y <[x+y] und [x| —|y] <}X+]y]
i)
1
max(X, y) :E(x+ y +[x— y|)

min(x, y) =%(x+ y—[x-y))

) M=yl e yl<x<]y
M <[y] = -y <x <]y

Satz 9:

Fir neNund x;,y, eR fur i =1,...,ngilt:

l\j:

a) Verallgemeinerte Dreiecksungleichung:

i=1

n 2 2,4 2
b) Ungleichung von Cauchy: (Z X; yij < (Z Xij (z yij
i=1 i i

Definition:
1 fir O<x

Fir x eR sei sign(x):=1 0 fir x=0
-1 fir x<0

Die Funktion sign: R — R mit X > sign(x) heifst die Vorzeichenfunktion.

Satz 10:

Seien X,y € R. Dann gilt:

a) x=|x-sign(x)  b) sign(xy) = sign(x)-sign(y)



Satz 11:
a) Wohlordnung von N:

Jede nichtleere Teilmenge M von N besitzt ein minimales Element, d.h. N ist
beziiglich < wohlgeordnet.

b) Aquivalenz der Wohlordnung und des Induktionsaxioms:

Axiom P5 und die Wohlordnung von N beziiglich < sind dquivalent.

Aus RV und den vorangehenden Axiomen und Sitzen folgt:

Satz 12:
a) RV & VI # M c R nach unten beschrinkt 3inf M eR

b) M c R nach oben beschrinkt < {~ x : x € M } nach unten beschrankt

¢) V& # M c Z nach oben beschrinkt [bzw. nach unten] beschrankt 3x € M maximal
[bzw. minimal]

d) VxeRist{yeR: y<x}#J

e) 0 =inf Ro*=inf R+ = inf {l:neN }
n

f) Satz von Archimedes:

vx e R3neN mit x<n (also: R und N sind nicht nach oben beschrankt)

g) Archimedisches Axiom:

VX, y e R*adne N mit nx > y

h) beRmitbh>1 = VzeR* I3neN mit z<b"
ij)aecRmit0<a<l =VeeR*IneNmita"<e
j) VX, yeRmit x<y I3zeQ mit x<z<y

k) VxeRistsup{zeQ: z<x}=x=inf{zeQ: x<z}



Bemerkung 2:

Wegen Satz b.12 (b,c, und f) gilt: VxeR FzeZmit z<x<z+1
Definition:

Fur x e R sei entier(x) :=[x]:=sup{zeZ: z<x}.
Die Abbildung entier: R —Z mit x > entier(x) heifdt die entier-Funktion.

Zeichnung;

(o]

o
| FENRINERANENERE

-2

I 2

[NNEN!
=

1
2

Bemerkung 3:

Sei y € R. Nach Satz b.7 k hat die Gleichung x? =y hochstens dann eine Losung x in
R, wenn Yy >0ist.

Satz 13: (Existenz und Eindeutigkeit der Quadratwurzel)
VyeR; I xeR; mit x2=y

Definition:

1
x aus Satz b.13 heifit die positive Quadratwurzel von y und wird mit \/V ﬁ oder y?
bezeichnet.

Satz 14:
Fir x,y e Ry X,y e R gilt:
a) 0<x<yeJx< ﬁ
-1
B = (45)

o) xy =Vx-\Jy



d) V2e3=R\Q

Satz 15 (Existenz und Eindeutigkeit der m-ten Wurzel):
VmeN VyeR;3, xeR; mit X" =y.
Definition:

Seien meNund X,y e Ry mit X" =y.

1
m/_ = y™ heifst die m-te Wurzel von y.

Satz 16:

FirnmeNund x,y e R, gilt:
a)O£x<yc>T/;<m/V
b) ¥’ =(¥x) " beix>0

o) Wy =¥x-gy



§4 Folgen und Reihen

Die wichtigsten Eigenschaften der natiirlichen, rationalen und reellen Zahlen sind im
§1 und im §3 zusammengestellt.

Seien
N:={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen
N, =NuU{0}

R die Menge der reellen Zahlen mit der tiblichen Addition und Multiplikation
< die "tibliche" Ordnung auf R

(dh.x<y<y-xeRy)

R§ =={xeR: x>0} die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
R :={xeR:x>0} die Menge der positiven reellen Zahlen

|X| der "tibliche" Betrag von x € R, d.h.

|X| '= X bei x e Ry und |x| ‘= —X sonst.
Esist| - |:R— R mitx+> |x| eine Abbildung. Sie hat folgende Eigenschaften:
|x| >0 VVxeR

X|=0<x=0
lax|=a-|x| VaeR, VxeR (positiv homogen)

x+y[<|x|+]y] (Dreiecksungleichung)
und

x| =1yl <[x+],
[l =[yl] =[x+

1
max(x,y)zg(x+ y+[x—y])
. 1
m|n(x,y):§(x+y—|x—y|) und
X|<|y|e-|y]<x<|y] vxyeR
@S:Ru{ﬁ-oo,—oo}mit—oo<x<+oo vxeR
Definition:

Sei X eine Menge, N die Menge der nattirlichen Zahlen und
X:N—> X mitn— X, :=%(n) eine Abbildung.

% heiBt Folge in X und wird auch mit (X, :n e N) oder kiirzer (x,) bezeichnet.
X, heifst das n-te Glied der Folge X.



Das Bild #(N) von Nunter ® wird auch mit {x, : n € N} bezeichnet.

Beispiel 1: Iterationsverfahren fiir die Berechnung von \/y— firyeR".

X
X, ’=amitaeR" und x,, :=Tn firneN

Es gilt: X, >y furn—+oo;y=Ilimx,.

n—oo

Seiy=4; \Jy =2

Xl
== 2280 2006007
1640
Xy = cerenieninines =2,0000005
X, =2
2.a=2alsBeginn: X, =X, =...= X, =2

3.a=20: x,=20, x, =10,1, x, =5,2480135,
X; = 3,0051058, x, = 2,168, x; = 2,006, x; = 2,0000010

Beispiel 2: Approximative Bestimmung von krummlinig begrenzten Flachen durch
Bildung von Unter- und Obersummen.

Beispiel 3: Geometrische Reihe

furneN, seis, = 22‘k; die s, bilden eine Folge:
k=0

S, =1 51:1+%=§ s, =1+

NG IEN

N |~
_|_
AP



Verschiedene Interpretationen:

1) Population nimmt bei jeder (Wachstums-)periode um 2™ zu.
Frage: Wie verhadlt sich das Wachstum dieser Population ?

2) Schrittweite 27¢. Wie weit kommt man ?

Durch vollstindige Induktion: s, =2-2"
Wohin strebt s, ?
2">0,5,=2-2">2

e

Sei nun X mit einer Halbordnung versehen; (X,<). Fiir
X, ¥ € X mit X <y schreiben wir auch y > x. Auf N und R betrachten wir immer die

tibliche Ordnung; d.h. :

n<m:<m-neN; bzw. (m-n)eR;
n<m:i<m-neN bzw. (m-n)eR*
Definition:

Seien (X,<) halbgeordnet und X :=(x, :n e N) eine Folge in X. Dann heifit X

beschrankt < Jy,zeX mity<x,<z VneN
isoton < X <X, VneN

streng isoton & X, <X, VneN

antiton & X, 2X,, VneN

streng antiton & X, >X,;, VneN

(vgl. §3)

Beispiele 4:

Sei % :=(x, :neN) eine Folge in X.

1) Sei R bzw. Q die Menge der reellen Zahlen bzw. rationalen Zahlen
Bei X :=R heifst X eine Folge von reellen Zahlen.

Bei X := Q heifit X eine Folge von rationalen Zahlen.

Wegen Q c R nennen wir eine Folge in Q auch eine Folge in R.

2)R* ist die Menge aller Abbildungen f: R — R.
Bei X :=R" ist X eine Folge von Abbildungen X, : R — R mit t — X, (t).



Definition:

Seien X := (X, :neN) eine Folgeund k:N — N mitn — k(n)
eine streng isotone Abbildung. Dann heifst die Folge
%ok :N— X mitn— %(k(n)) eine Teilfolge von ¥ und wird mit

(Xk(n) ‘ne N) oder (xkn ‘ne N) bezeichnet.

§4.a Folgen in R
Im folgenden seien X:=(x,:neN) und y:=(y,:neN) Folgenin R und x,y e R.

Beispiele a.1:
1) ze R mit (x,:neN), x, =2VneN konstante Folge

2) x,==n,neN

{ z fiir ngerade
3) zeR, X, =

alternierende Folge
—z fiir nungerade 8

4) x, ::i Nullfolge
n

5) x,=2" ; x,=2"

Definition:

a) (x,:neN) konvergiert gegen x € R, in Zeichen:
X, = X flirn—o
x=lmx, x=limx,

n—o neN

> VeeR' 3meNVneNmitn>mgilt [x,—x|<e
b) (x, :neN) konvergiertin R:<> 3y e R mity =limx,

¢) (x,:neN) divergiert := (x,:neN) konvergiert nicht in R

d) Es konvergiere (X, :n e N)gegen x € R. Dann heifit x Limes

(synonym: Grenzwert) von (X, :neN)

e) (x, :n eN) heiflt Nullfolge :< (X, :n e N) konvergiert gegen 0



Satz a.1:

Der Limes einer konvergenten Folge in R ist eindeutig bestimmt.

Beispiele a.2:

1) x,=z2VneN; (x,)>z
2) X, :=n divergiert
3) X, = (-1)"" -z divergiert, falls z =0

4) %, = % ~» 0 (Nullfolge)

'=2"— 0 (Nullfolge)
'=2" divergiert
Y, =(-1)".2" -0 alternierende Nullfolge
7) ¥, i= X,y Teilfolge von (x,) mit x, := (—1)”+1 -z
y, = Z, aber x, 47

Satz a.2:

a)x=limx, < lim|x,—x|=0

n—oo n—o

b) 0=limy, und 3meN VneN mitn>m gilt [x, - X<y,

= x=Ilimx,

n—oo

o) x=limx, = |x|:rl]i_r)[10|xn|

n—oo

d) x=Ilimx, und y=limy, und 3ImeN Vvne N mitn>m giltx, <y,

n—w

= X<y

=

e) Xx=limx, und y=limy, und o, R

n—oo

= ax+ py =lim(ax, +B8Y,)
=

f)0=x=1limx, = ImeN VneN mitn>m gilt |xn|2%|x|

n—oo

= VneN mitn>m existiert x, ™

g)x=limx, und x,™ und x™ existieren = x " =limx,

nN—o0 nN—o0



Warnung:

Aus x, <y, VneN folgt nicht limx, <limy, :

n—o n—w

Seiz.B.x,:=0VneNundy, = 1
n

X, <Y, VneN,aber limx, =limy, =0

nN—oo n—oo

Satz a.3:

a) (x, :n eN) isoton [bzw. antiton]

= {X, :n € N} nach unten [bzw. nach oben] beschrankt
Warnung: isoton 5 nach oben beschrznkt

b) (x, :neN) beschrankt und (y, :neN) Nullfolge

= (X,Y, : n €N) Nullfolge

c) (x,:neN) konvergent = (X, :neN) beschrankt

=

d)x=Ilimx, undy=Ilimy, = xy=Ilimx,y,
=

e)xn¢0¢x:l!ilpoxn undy:!my” = Yo jim)

X n—ow Xn

=

f) (an ‘ne N) Teilfolge von (x,:neN) und

i) (x,) nach oben beschrankt = (an ) nach oben beschrankt

=

ii) (x,) nach unten beschrénkt = (an ) nach unten beschrénkt

=

iii) (x,) konvergent = (an) konvergent
=
iv) (x,) konvergent gegen x = (an) konvergent gegen x

=

g) (X,:neN) Nullfolge mitx, #0 = (xn‘1 ‘neN ) nicht beschrankt

=



Satz a.4

Sei (x,:neN ) isoton [bzw. antiton] und nach oben [bzw. nach unten] beschrankt.
Dann gilt:
a) (x, :neN) ist konvergent in R

b) limx, =sup{x, :n e N} [bzw. inf{x, :neN|]

n—oo

Warnung: , Isoton” und ,nach oben/unten beschrankt” sind wesentlich in Satz a.4.

Definition:
x € R heifit Haufungspunkt der Folge (x,:neN)

= VeeR'VneN3dmeNmitm>nund [x,-X/<e

Satz a.5:

a) x Haufungspunkt von (x, :neN) <

3 Teilfolge (Xk n eN) von (X,:neN) mit x = lim x,

n

b) x=limx, = X ist einziger Hiufungspunkt von (x,:neN)
=

Beispiele a.3:

1) x, :=n kein Haufungspunkt

2) x, :=(-1)" -1,+1 Haufungspunkte

3) x, :=(-1)" +% -1,+1 Haufungspunkte

4) X,, =nund x,, , :% 0 einziger Haufungspunkt
5) Diagonalabzdhlungsverfahren von Q

Satz a.6 (Bolzano-Weierstraf3)

Jede beschréankte Folge in R hat mindestens einen Haufungspunkt.

Definition:

(X, :n e N) heit Cauchyfolge : <
VeeR" FkeNVneNmitn>k Vme N mitm=>k gilt |x, - X,|<e



Satz a.7:

a) (x,:neN) konvergiertin R = (x,:neN) ist Cauchyfolge
b) (x,:neN) Cauchyfolge = (X,:neN) beschrankt

Satz a.8: (Cauchysches Konvergenzkriterium)
(x, :neN) konvergiertin R < (X,:neN) ist Cauchyfolge
Definition:

(x, :n e N) konvergiert uneigentlich gegen +o bzw. -0

[in Zeichen: lim x, =+ bzw. —©) <

n—oo

VzeR 3ImeN VneNmitn>m giltz < x, [bzw. X, < Z]

Beispiele a.4:

1) x,:=n limx, =40

n—o0

2) X, :=—n limx, =—o0

n—oo
Definition:

lim(sup{x :n<k eN})

n—oo

a) X:=limsupx, =limx, =
neN n—o

x heiflt limes superior von (x, :neN)

b) y :=liminf x, :=lim x, = lim(inf {x, :n <k e N})

neN n—oo n—o

y heiBt limes inferior von (X,:neN)

Anmerkung: lim(sup{x, :n<k e N})=inf {sup{x, :n<k eN}:neN]}

nN—oo

Beispiele a.5:

1) x, =(-1)" +%; -1=liminf (x,),+1=limsup(x, )

2) X, =n; lim sup(x, )=lim inf(x, ) =lim(x, ) = +o
3) x=lim(x,) = liminf(x,)=Ilimsup(x,)
=
1 1 1
4) X, ::1+E;X2 =0;X, = —1+§;x4 ::1+Z usw.

{-1, 0,1} sind Haufungspunke (Xn); liminf x, =-1; limsup=1



Satz a.9:

a) limsupx, e R und liminf x, e R sind eindeutig bestimmt.
b) liminf x, = —limsup(-x,)
C)X= Iirgsupxn und XeR <
ne
VeeR" dmeN Vne N mitn>m gilt x, <X+ & und
VeeR" VmeNIne N mitn>m gilt x—& < x, und

d) Ist limsupx, €R bzw. liminf x, R, so ist (x, :neN) nach oben
bzw. nach unten beschrinkt und

limsupx, der grofite und liminf x, der kleinste Haufungspunkt von (X, :neN)

neN neN

i i < limi < limi : -1
e) liminf x, +liminf y, —H!Q'nf(xﬁyn)—'n'!g'”f X, +limsup y, _Inlergsup(anryn)

<limsupx, +limsupy,
neN neN

§4.b Reihen
Definition:

Sei (x, :n e N) eine Folge reeller Zahlen

a) Bein e N heifit s, == > x die n-te Partialsumme zu (X, :n e N)
i=1

b) Die Folge (s, :neN) heifit die Folge der Partialsummen zu (X, :n € N) oder auch
die von (x,:neN) gebildete Reihe und wird auch mit ) (x,:neN)
c) Es konvergiere Z(Xn :neN)in R oder uneigentlich gegen + o oder —co. Dann heif3t

Z X, = z X, =lim s die Summe dieser Reihe.
neN n=1 nel

Beispiele b.1:

1) Jede endliche Summe kann als "unendliche Summe" einer Reihe dargestellt werden.

2) Jede Folge reeller Zahlen kann als Reihe dargestellt werden.
3)x,:=0 VneN = > x =0

neN

n
4)aeR" unda<x, VneN = n-a<s =) X =) X =+»
i=1 neN



5)acR" und —a>x, VneN = > x =-w
neN
6) x,:=(-1)" = >.(x,:neN) divergiert (d.h. konvergiert nicht in R),
neN
konvergiert nicht uneigentlich

7) X, = ! =£—L=... = 5, 1= > X L
nn+l) n n+1 = n+1
8) geometrische Reihe:
(q . qn+1)
n 1 1
Beix, =q" mitqeRist Y x =1 (1-q) beiq
. n bei q=1

Also gilt:

i) Bei [g <Tist 3" =
neN l_q

ii) Bei g >1ist ) q" =+oo

neN

iii) Bei q < -1ist Z q" divergent und nicht uneigentlich konvergent

neN

Satz b.1:

a) Z:(Xn :n eN) konvergiertin R = (X, :neN) ist eine Nullfolge

> (zB Zl, vgl. Beispiel 2)
neN
b) Sei k € N. Dann gilt:
Z(Xn :n e N) konvergiert in R bzw. uneigentlich <

Z(ka :n e N) konvergiert in R bzw. uneigentlich

C) Z:(xn ‘neN) ude‘(yn :n eN) konvergierenin R und «,f €R
= Z:(czxn + By, :n eN) konvergiert in R und
D (ax, + By, neN)=ad x, + By,
neN neN neN
d) Beix, 20 Vn e N gilt:
Z(Xn :neN) konvergiertin R < Z(Xn :n € N) nach oben beschrankt
e) Z:(Xn :neN) konvergiertinR = 0= Inierlg ;;Xk :=|nier£ an+k—1

keN

Beispiel b.2: Harmonische Reihe ZE = +00

neN n



Definition:

a) Z(Xn :n e N) konvergiert absolut < Z(| Xn| :n e N) konvergiert in R

b) Sei 7: N — N eine bijektive Abbildung. Dann heifst Z(Xr(n) :neN) eine
Umordnung von Z(Xn ‘neN).

C) Z:(Xn :n e N) konvergiert unbedingt: < Jede Umordnung von Z:(Xn ‘neN)

konvergiert in R.

Beispiele b.3:
Bei x, := (Dl gilt:
n
D)
i) Z:(xn :n € N) konvergiert nicht absolut (vgl. harmonische Reihe)

ii) Z:(xn :n € N) konvergiert in R (vgl. unten: alternierende harm. Reihe)

2) Bei —1<q<1list ) (q":neN) absolut konvergent.

Satz b.2:

a) Z:(xn :n e N) konvergiert absolut < Sup(Z‘xi‘ ‘ne Nj <0
i=1

b) Kommutativgesetz fiir Reihen: Z:(Xn :n eN) konvergiert absolut =

DX =2 %" =D %, =D Xy, fiir jede Umordnung

neN neN neN neN

) Assoziativgesetz fiir Reihen:

Z:(Xn :n e N) konvergiert absolut und N = U N, mit N, "N, = fur
keN

k #1 (N, paarweise disjunkt) =

Z X, ist nach Satz b.2.b wohldefinierbar und aus R undr

neNy

2%=2 2%

neN keN neNy

d) Dreiecksungleichung fiir Reihen:
k k

D x| <D< x| VkeN;

n=1

n=1 neN
falls Z:(xn :neN) konvergiert, gilt:

2%

neN

< Z|xn| = an+ +an‘

neN neN neN




e) Sind Y (x,:neN)und Y (Y, :neN) absolut konvergent, so ist
Z( X,y _:n,meN) im Sinne von Satz b.2.b wohldefiniert und es gilt:

2 %Y =[ZXJ(Z ymj

n,meN neN meN

Warnung: In Satz b.2.b und c ist ,absolut” wesentlich.

Folgerung b.2.1:

Seien ) (x,:neN) und ) (Y, :neN) absolut konvergent und ¢:N— NxN mit

n— @(n) = (¢,(n),p,(n)) und y : N - NxN mit y(n) = (y,(n),y,(n)) bijektive
Abbildungen. Dann gilt :

Z(X%(n)y(pz(n) ‘ne N) und Z(X%(n)y%(n) ‘ne N) konvergieren absolut in R und

(Z an(z ynj =D X Youtn :Z\: XYoo =5 2 Xa¥m =2, 2 %o

neN neN neN (n,m)eNxN neN meN

Satz b.3 (Riemann)

a) Z:(Xn :n e N) konvergiert in R und Z(|Xn| ‘neN ) divergiert. Dann:

va,b € R mit a <b 3 eine Umordnung Z(Xr(n) ‘ne N) von ) (X, :neN)
neN

n n
mit a =liminf > x_,, und b :Iirqupr,(i)
i=1 ne i—L

b) > (x,:n eN) konvergiert absolut < Y (x,:neN) konvergiert unbedingt

Satz b.4 (Cauchy-Produkt von Reihen)

Y (x,:neN;) und ) (y, :neN,) konvergieren absolut und Zn:=zn: X, Y furneN; .

k=0

Dann konvergiert » (z,:neN,) absolutund )’ z, :( > Xn][ > yn]

neNg neN, neNy

Warnung: , absolut” in Satz b.4 ist wesentlich.

Schema: ....



§4.c Konvergenzkriterien fiir Reihen

Satz c.1: (Cauchykriterium)

> (%, :neN) konvergiertinR < (Z X:neN j ist eine Cauchyfolge

i=1
Satz c.2: (Vergleichskriterium)

a) Majorantenkriterium

|X,| <, fiir schlieflich alle n e N und ) (y, :n € N) konvergiert in R
= Y (x, :n e N) konvergiert (auch: absolut) in R

b) 0<y, <X, fur (schlieSlich) allen e N und z Y, = +©

neN
= DX, =+

Beispiele c.1:

Bei k € N mitk >2 und x, :=n™" gilt: Z:(n'k :n eN) konvergiert in R.

Denn: 0<x, =n"<n?< und Beispiel b.1.7 nach Satz c.2.a

n(n+1)

Satz c.3 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen)

(x, :n e N) antitone Nullfolge und x, >0 = Z((-l)n X ine N) konvergiert in R

Warnung: ,antiton” und x, >0 wesentlich. Beispiel: x, = (—1)n 1
n
Beispiel c.2: alternierende harmonische Reihe
X, :=(-1)" 1. (x, :n eN) konvergiert in R (nicht absolut)
n

spéter: Z(—l)nl% =1In(2)

neN



Satz c.4 (Wurzelkriterium)

a)3g eRmit 0<q<13meN VYneNmitn>m gilt x| <q
= Y (x, :n e N) konvergiert (auch: absolut) in R
b) 3meN VneNmitn2m gilt x| 21 = >(x, :neN) divergiert

Beispiele c.3:

BeipeZ,qeR und x, :=n"q" gilt:
Z(Xn :n e N) konvergiert, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
i) |q| <1. Denn:

oflx,| = an[ql. We. lim&/n =1 gilt: x| <[q|(L+2), V2>0vn2N, eN.

Also ist Q/m <a fiir ein a € (0,1). Mit dem Wurzelkriterium folgt, dass Z(Xn :neN)
konvergiert

ii)g=-lundp<-1

Sei x, = (—1)n n’. Aus dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen folgt, dass

Y (x, :neN) konvergiert, falls p < 1.

iii)g=1lund p<-2

Mit dem Majorantenkriterium: z.Z. ist nur die Kovergenz fiir p = -2,

Sei also X, = n—12 Nach Beispiel c.1 konvergiert » (X, :neN).

Ansonsten divergiert > (X, :neN).

Satz c.5 (Quotientenkriterium)

a)3dqg eRmit0<g<13ImeN Vne N mitn>m beix, #0 und

Xn +1

X

n

<q = Z(Xn :n e N) konvergiert (auch: absolut) in R

Xn+l
X

n

b) 3Ime N Vn e N mitn>m bei x, #0 und >1

= Y (x, :neN) divergiert



Beispiel c.4:

k
Beice R mit 1< ¢, k e N und X, ;= — gilt mit dem Quotientenkriterium:
C

Xpa| |(N+DF " 1[n+1) 1

n+l -
x| | c cl n c
Beispiel c.5:

n

Die Exponentialreihe Z(a—' ‘neN j konvergiertin R Va e R.
n:

mit Quotientenkriterium:

a=0: trivial

n+l 1
ax0: X Mg I e g
(n+1)! « n+1
Definition:
0 az a3
Fir o e R sei exp(a) = 1+ +—+—+..
) %(n D)1 Z 2 6

Die Abbildung exp: R — R mit a — exp(a) heifst die Exponentialfunktion.

Graph der Exponentialfunktion:

1001
75
50-_
25
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 0 2 4
alpha
—_— explalpha)

Bemerkung c.1: lim (1+£J =exp(l)=e (e~2.718281...)
n—oo n

vgl. auch §6 (Potenzreihen)



Satz c.6 (Verdichtungskriterium)

Seien (X, :neN) antiton mit x, e Rj und f : N — N streng isoton. Dann gilt:

a) inf { f in(-i_)l) ‘ne N} >1und ) (x,:neN) konvergiert in R
n

= Z( f(n) X;m:ne N) konvergiert in R

b) sup{ f Ecn(:)l) ‘ne N} <o und Y (X, :neN) divergiert

= Z( f(n) X;m:ne N) divergiert
Folgerung c.6.1: (Cauchysches Verdichtungskriterium)

Sei (X, :n e N) eine antitone (oder isotone) Folge mit X, € R;.

Dann hat die Reihe Z(Xn :n e N) das gleiche Konvergenzverhalten wie die Reihe

Z(anzn ‘nNe N)
Beispiele c.6:

1)Bei2<peNundx, =n ° gilt > (X, :neN) konvergiert in R.
q

2) Beip,qe N und x, := ne gilt:
> (x, :neN) konvergiert < ¢> p



§5 Stetige Funktionen auf R

§5.a Offene und abgeschlossene Mengen in R

Seien R die Menge der reellen Zahlen,
R:=Ru {—oo, +oo},
R*:={xeR:x>0} und Rj:={xeR: x>0}
Q die Menge der rationalen Zahlen
| - |:R—>R; die Betragsfunktion

Definition:

a) Seien x € R und ¢ e R". Dann heiflen
K(x,£)=(x—&x+¢&)={yeR:ix—e<y<x+ej={yeR:|x-y|<z}
die offene ¢-Umgebung von x und
K(x,e):=[x-&x+e]={yeR:ix-e<y<x+e}={yeR:|x-y|<e]

die abgeschlossene s-Umgebung von X

b) Seien T c R und ¢, e R" Vx eT. Dann heif3t

G:= U (X —&,, X+ ¢,) eine offene Teilmenge von R.

xeT

c) Sei G c R eine offene Teilmenge von R (kurz: offen in R). Dann heifst

A:=R\G eine abgeschlossene Teilmenge von R (kurz: abgeschlossen in R).

d) Seien a,b e R mit a < b. Dann heif3t

(a,b):= {X eR:a<x< b} ein offenes Intervall von R.

Bei a,b € R heifst

[a , b] = {X eR:asx< b} ein abgeschlossenes Intervall in R.

Beia e RU{-} und b e R heifit

(a , b] = {X eR:a<x< b} ein links offenes und rechts abgeschlossenes Intervall in R;

[b, a) analog
Bemerkung a.1:

Seien a,b e R mit a < b. Dann gilt:
a) (a, b) ist offen
[a, b] ist abgeschlossen (beia,b €R).



b) R und & sind offen und abgeschlossen.
03D < (a,b)nQundVyeD 35, eQ =R' nQmit (a, b)=J(y-¢,y+¢,)

yeD
Da die Menge der rationalen Zahlen abzéhlbar ist (mit dem Diagonalverfahren kann
man zeigen, dass eine surjektive Abbildung f :N — Q existiert), ist damit jedes

offene Intervall und damit auch jede offene Teilmenge als eine Vereinigung einer
Menge von abzdhlbar vielen Intervallen mit rationalen Endpunkten darstellbar.
Wegen der Abzéhlbarkeit von Q ist die Menge der Intervalle mit abzdhlbaren
Endpunkten selbst abzéhlbar.

d) b=sup[a, b]=sup(a,b)=sup[a, b)=sup(a,b]
a=inf[a, b]=inf(a,b)=inf[a,b)=inf(a,b]

Definition:

Seien X < R. Dann heifst
X = {x e R:3 Folge (x,:neN) in X mitx = lim xn} der Abschluss von X

oder die abgeschlossene Hiille von X.
Anmerkung:

)X cX
2) X ist abgeschlossen; vgl. Satz c.1.a unten

3) X ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von R, die X enthilt.
4) X =R\GmitG=J(y-¢,y+¢,)

yeH
beiH ={yeR:3s eR' mit (y-&,y+z,) cR\X}
5) Aus der Definition von X folgt sofort:
X ={xeR: VeeR" Ix, mitx, e K(x,&)}=

={X€RZ vneN3dx eX mitxneK[x,lj}=
n

= Menge aller Limites von Folgen in X =

= Menge aller Hiufungspunkte von Folgen in X



§5.b Stetige reelle Funktionen
Definition:

Seien X c R und x € X.

a) Eine Abbildung f : X — R heifst reelle Funktion mit dem Definitionsbereich X
und dem Wertebereich f (X):={f(x):xe X},

b) Eine Funktion f : X — R heift stetig in X :<>

VeeR"35eR" Vye X mit |y-x/ <& gilt |f(y)- f(x)|<e.

c) f: X >R heifit stetigauf X ;= f: X > Riststetiginy Vye X

d) Eine stetige Funktion auf R heifst (iiberall) stetig.

Satz b.1 (Stetigkeit = Folgenstetigkeit)

Seien X c R, xe X und f : X - R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

a) f: X — R ist stetig in X.
b) V Folge (X,:neN) in X mitx= IirQ X, ist f(x)= IinR’I\ f(x,)

Beispiele b.1: stetige und unstetige Funktionen
1) Stetige Funktionen

a) konstante Funktion: R > X+ ¢ mit c e R fest.

b) identische Funktion: R 5> X - id (X) == X

c) Betragsfunktion: R 5 X - |X|

d) Parabelfunktion: R > X - X" mitne N fest

e) Hyperbelfunktion: R\ {0} x = x™" mitneN fest

f) Wurzelfunktion: R} 5 X - U/x mit n e N fest

g) Exponentialfunktion: R 5 X — exp(X) (vgl. §6 Potenzreihen)
h) Sinus, Cosinus, Tangens: ... (vgl. §6 Potenzreihen)
i) Arcsin, Arccos, Arctan: ... (vgl. §6 Potenzreihen)

j) Sdgezahnfunktion: ...

2) Unstetige Funktionen:

a) Vorzeichenfunktion: R 5 X - sign(x)
Unstetig in 0; sonst stetig.
b) Entier-Funktion: R > x - entier(x)

Unstetig in jedem z € Z; sonst stetig.



¢) Indikatorfunktionen von Intervallen: ]‘[a,b] ,l(a'b] ,l(a’b) ,l[a’b)

1 fira<x<hb

mitR>x—1 X) =
[a‘b]( ) {0 sonst

unstetig in a und b; sonst stetig
d) Treppenfunktionen: R 3 X - Zai 1, beig,eRundC, cR
i=1

1firxe@Q

e) Indikatorfunktion von Q: R > X 1,(x) == {
0 sonst

Jedes x € R ist Unstetigkeitsstelle.
f) R> x> 1id (X) 1,(x) : stetig in 0; unstetig sonst.

Satz b.2: (Zwischenwertsatz)

Seiena,beR mita<bundf :[a, b] > R stetig mit (0.E.d.A) f(a)< f(b).
Dann gilt: Vy e(f(a) , f(b)) 3xe(a,b) mitf(x)=y.

Warnung: Die Stetigkeit in Satz b.2 ist wesentlich.

Beispiele b.2:

1) f:[1/2, 1]:[0, 1] >R nicht stetig; f ([0, 1])={0, 1}
2) f:[a,b]>Rstetig = f([a,b])c[f(a),f(D)];

Skizze zu 2) : rot [f(a), f(b)]; blau: f([a,b])

f(b)
f(a)

Bemerkung:

Intervallschachtelungsmethode des Beweises von Satz b.2 liefert approximatives
Verfahren zur Losung von Gleichungen y = f(X) bei stetigem f.



Satz b.3:

a) Seien X, € X cR und f : X — R stetig mit f (X,) > 0. Dann gilt:
JeeR" Vxe K(x;e)n X gilt f(x)>0

b) Seienx, € X cR, e R und f,g: X — R stetig in X,. Dann gilt:
f+g:X >Rmitx— (f+g)(x)=f(x)+g(x) ist stetig in X,
f-g:X>Rmitx>(f-g)(x):=f(x) g(x) ist stetig in X,

af : X > Rmitxt— af(X):=af(X) ist stetig in X,

und bei Y :={xe X : g(x) #0} und x, €Y ist

i:Y — R mit X (1](x) = f(x) stetig in X,.
g g g9(x)

c)Seien f: X > Rund g:Y — R stetig mit f(x) =Y. Dann ist auch die Funktion
gef: X >Rmitxr go f(x)=g(f(x)) stetig.

Definition:

go f aus Satz b.3.c heifit die Hintereinanderschaltung oder die Kompositon von f und g.
Warnung: Die Stetigkeit von f ist wesentlich in Satz b.3.a.

Beispiel b.3: R> x> g(x) = —|X| +1{0}(X)

§5.c Gleichmiflig stetige Funktionen, Vollstindigkeit und
Folgenkompaktheit

Definition:

Sei X cR.

a) f : X = R heifst gleichméfig stetig (in X) : &

VeeR"35eR" VX, ye X mit [x-y|< 5 gilt [f(x)- f(y)|<e

b) X heift folgenkompakt : <

Jede Folge (x,:neN) in X hat eine gegen ein x € X konvergente Teilfolge.
c) X heifst vollstandig : <

Jede Cauchyfolge (x,:neN) in X konvergiert gegen ein x € X.

Beispiele c.1:

1) R > x> x gleichmé&Big stetig. R; > X > Jx gleichmaéfig stetig
2) R > x> x* nicht gleichmiBig stetig auf R; [-2, 2]> x> x* gleichméfig stetig



3) R vollstandig; Q und Qn[-2, 3] nicht vollstindig:
3 (q,)eQmitq, >v2¢Q
4) R und N nicht folgenkompakt;
[-2, 3] folgenkompakt z.B. nach Bolzano-Weierstraf (oder Heine-Borel).
5) Bei x, — x fiir n —> o0 ist X :={x, :ne N}U{x}

abgeschlossen, beschrankt, vollstandig, folgenkompakt.

Satz c.1:

Sei X < R. Dann gilt:

a) X abgeschlossenin R < V Folge (X,:neN) in X mit limx, =xeR
istxe X, d.h. X =X.

b) X vollstandig <> X abgeschlossen in R

¢) Satz von Heine-Borel:

X folgenkompakt < X abgeschlossen in R und beschrankt
<> X vollstindig und beschrankt

Satz c.2:

Seien J # X < R folgenkompakt und f : X — R stetig. Dann gilt:
a) f: X — R ist gleichmaflig stetig.

b) 3x,, € X und 3x, € X mit
f(Xy)=sup{f(x):xeX}=max{f(x):xe X}=nx1;axx f(x)
f(x,)=inf{f(x):xeX}=min{f(x):xe X}:rpeixn f(x)

c) f(X) ist folgenkompakt

Definition:

In der Situation von Satz c.2.b heifst x,, eine Maximalstelle und X, eine
Minimalstelle von f.

Beispiele c.2:

1) id : R — R stetig, id (R) nicht beschrankt
(0, 1) > x > x stetig, beschrénkt, keine Maximal- und Minimalstelle

(0, 1] > x> x stetig, beschrénkt, keine Minimalstelle, Maximalstelle 1



[—JE , \/E } N Q> x> X stetig, beschrankt, keine Maximal- und Minimalstelle

)R = (O , + oo) IX L stetig, nicht beschréankt, keine Maximal- und Minimalstelle
X

(0,1]>x+ 1 stetig, nicht beschrénkt, keine Maximalstelle, Minimalstelle 1
X

0 beix=0

3) [O , 1] 3IXH<1 . nicht stetig, unbeschrankt, Minimalstelle 0, keine Maximalstelle
~  sons
X

4) R > X X gleichmiflig stetig, unbeschréankt, keine Maximal- und Minimalstelle

5) R 5> x - x* nicht gleichméBig stetig; [0, 1]> x> x* gleichméRig stetig

§5.d GleichmifSige Konvergenz
Definition:
Seien X =R, (f,:neN) eine Folge von Funktionen f,: X - R und f : X — R eine Funktion

a) (f,:neN) konvergiert punktweise gegen f (i.Z.: f = limf,, f,—>f, f, W 5 )i

vxe X ist f(x)=limf,(x), d.h. vxe X VeeR"3Im , eNVneNmitn>m, gilt|f - f|<e

b) (f, :neN) konvergiert gleichmifig gegen f (i.Z.: f, - f, f 9" 5f)e
VeeR Im eNVneNmitn>m, vxe X gilt |f - f|<e
(VeeR"3m, eNVneNmitnxm, giltsup{/f,(x)- f(x):xeX}<¢)

Skizze: .
" it E-"Wurst"

Anmerkungen:

) f 9 5 f — f 2%
2) Fiir jedes x € X existiere Iirlrwl f, inR. Bei f(x): Iirg f.(x) ist

f: X > R mitx+ f(x) dann eine Funktion; vgl. §4, Satz a.1 (Eindeutigkeit des Limes)



Beispiele d.1:

1) X :=Rund f (x):= x+= und f(x):=x VxeX.
n
f, und f stetig; f, konvergiert punktweise, aber nicht gleichmifig gegen f.
2)Y :=[0,1] (oder: Y :=(0, 1)) und f, und f wie oben;
g,:=f,|Y und g:= f |Y die Einschrankung auf Y.
(9, :n e N) konvergiert gleichmaBig (und damit auch punktweise) gegen g

1
1- flir0<x<=
3 X :=[0,1]; f:= 1 und f (x):= e Hro =X n f, stetig auf X; f unstetig in 0;
0 sonst

(f,:neN) konvergiert punktweise, aber nicht gleichmifig gegen f.

Satz d.1:

Sei ( f,:neN) eine Folge von Funktionen mit X < R. Dann gilt:
a)3f: X >Rund f,—" > f <

VeeR" ImeN vk, I eN mitk,I >m vxe X gilt |f (x)- f(X)|<e
b) f —¥ 5 f und f : X — R stetig [in x e X] fiirallen e N

= f : X - R stetig [in X € X]

Satz d.2: (Dini)

Sei X c R folgenkompakt und seien f,: X - R und f : X — R stetig.
Weiter sei fiir jedes x € X die Folge (f,(x):neN) isoton und f (x) = IirIQ f (x).

Dann gilt: f,—2" f

Warnung:
Jede der Voraussetzungen , X folgenkompakt” und , f stetig” in Satz d.2 ist
wesentlich.

Beispiele d.2:

1) X =R nicht folgenkompakt: Beispiel d.1.1
2) f =1 nicht stetig: Beispiel d.1.3



Satz d.3 (Weierstrafscher Approximationssatz)

Sei X :=[a, b] mita,beR und a <b (also ein folgenkompaktes Intervall) und
f : X = R stetig. Dann gilt:

vneN 3 Polynom p, : X — R mit sup{| f (x) - p,(x)|: xe X}<%.

Es gilt also: p, —¥™— f

Warnung: Die (Folgen-)Kompaktheit von X in Satz d.3 ist wesentlich.

Beispiele d.3:

1) Bei X =R gilt fiir jedes Polynom p: R — R mit x > p(x) :=a,+aX+...+a,X" ndmlich
limp(x) e {-o0,+0} bein>1unda, 0 oder p(x)=a€R VxeR bein=0.

Es gibt aber nichtkonstante stetige Funktionen (z.B. sin(x)). Also ist bei X :=R nicht
jede stetige Funktion durch eine Folge von Polynomen gleichméfiig approximierbar
(wohl aber punktweise).

2)BeiX :=(0, 1) ist f : X > R mitx> f(x)::1 stetig auf X.
X

Jedes Polynom p auf X ist stetig zu einem Polynom p auf [0, 1] fortsetzbar.
Esist p auf [0, 1] und damit p auf (0, 1) beschrénkt.

Wegen f(x) — +oo fiir x - 0 ist f auf X nicht durch Polynome gleichméfiig approximierbar.
Hinweis:

vgl. §11 Taylor- und Fourierreihen, Satz von Fejér:

Approximation stetiger (period.) Funktionen durch gemittelte Fourier-

Partialsummen = Approximation durch ,trigonometrische Polynome”.

Weierstrafsscher Approximationssatz folgt z.B. aus dem Satz von Fejér.



§6 Potenzreihen
§6.a Allgemeine Eigenschaften

Fiir eine Folge (a, :n e N,) reeller Zahlen a, € R seien die Partialsummen

n—o0

s, =>4 und die Reihe Y (a,:neN,):=(s, :neN;) und gegebenenfalls > a,:=lims,.
i=0

neNg
Definition:

Sei (a,:neN,) eine Folge reeller Zahlen.
a) Die AbbildungR> x> Y ax" = (ax":neN;) eR™

neNg

heifdt die zu dieser Folge von Koeffizienten a, gehorige (formale) Potenzreihe.

Falls fiir x e R die Reihe Z(anxn ‘ne NO) in R oder uneigentlich konvergiert,

wird ihre Summe auch mit ) a x" (e R := R U {~w,+w}) bezeichnet.

neN,
BeiK:K(a,:neN,):= {y eR: Z:(anyn ‘ne NO) konvergiert in R} heifdt die Abbildung

K>xi > ax" eR die zu dieser Folge gehorige konvergente Potenzreihe mit dem

neNg

Konvergenzbereich K.

b) Bei Ll und L —0heiftr= r(a,:neN;):= IimsupL
0 00 n—e0 n|an|

der zugehorige Konvergenzradius.

Beispiele a.0:

1) a,:=0furneN,: r=o0; zugehorige Potenzreihe ist Polynom
2) a,:=1VneN,: r=l; zugehorige Potenzreihe ist die geometrische Reihe
3)Firx:=0ist » ax"=a,

neN,

Satz a.1: (Hadamard)

Sei Z a,X" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r. Dann:
neN,

a) Z‘(anxn ‘ne NO) konvergiert absolut fiir [X| <.

b) Z:(anxn ‘ne NO) divergiert fiir x> .

Warnung: Fiir X=+r oder x =—r ist im allgemeinen keine Konvergenzaussage
moglich.



Beispiele a.1:

1) > x" hat den Konvergenzbereich -1<Xx<+1

neN,

2) z 1 X" hat den Konvergenzbereich 1< x < +1

neN,

3 > iz x" hat den Konvergenzbereich 1< x < +1

neNg

Satz a.2:

Sei Z a,X" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r. Dann:
neN,

a) Beia, #0 fur allene N, gilt:
an
a

a,
a

liminf

n—ow

<r<limsup

n—oo

n+1 n+1

b) Gleichmafige Konvergenz:
Fir [x|<rist ) ax" eRund fiiralle 0< p <r gilt:

neNg

lim sup{ Dax"— Y ax|x|< p} =0

M= n=0 neN,

c) Stetigkeit:

Die Funktion f : (—r , ) > Rmitx f(x):= Z a,X" ist stetig.

neNg

Beispiele a.2:

1) exp(x):= Z X—I hat den Konvergenzradius r =«

neNy ''-
2) Warnung:

Im allgemeinen liegt in (—r , r) keine gleichméfige Konvergenz vor, d.h p<r in

Satz a.2.b ist wesentlich.
Beispiel:
Fir D x"istr=1.

neNg

sup{ i X" S|X|<1}=oo
n=m+1

3) Wegen 1) und Satz a.2.cist exp: R — R stetig.



Satz a.3

Seien )" a,x" und »_ b x" Potenzreihen mit dem Konvergenzradius r bzw R. Dann gilt:

neNy neNg

a) Identitatssatz:
Sei (X, : k € N) eine Folge in R mit 0<|x,|< min(r,R),
0= Lm X, und Z a, X, :Z b.x " fir alle k e N.

neN, neN,

Dannist a, =b, fur alleneN,.

b) Cauchy-Produkt:

n
Beic, = Zal b, fiir n e N; konvergiert Z c, X" fiir |X| <min(r,R)
1=0 neNg

und 3 ¢ =[z J(z bJ

neNg neN, neNg

Beispiele a.3:

Fir |x|<1ist ﬁ:[z xnj[z xn]: > (n+1)x"

neN, neN, neN,

Satz 4: (Abel)

Sei Z a,X" eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 0 < r < . Dann gilt:
neNg

a) Konvergiert Z(anr” ‘ne NO) in R, so gilt:

lim dax'=>ar

neNg neNg

b) Konvergiert Z(an (-nN":ne NO) in R, so gilt:

lim > ax"=> a(-n"

neN, neNy

Warnung:

Aus der Existenz von Iim Z a,x" folgt nicht die Konvergenz von Z(anr” ‘ne NO) .
xir

neNg
Beispiel: &, :=(-1)". Nach Satza.2.aistr=1.

. . , R R |
Z(anr .neNo) divergiert, aber: n%:o(—l) X Ty ol >



Beispiele a.4:

a, = %, vgl. Beispiel a.1.2: konvergiert fiir —1< x <1,

1
%H( —lem§nx nach Satz a.4.b
X:=+1: Z——+oo I|m Z—x =9
neN neNn

§6.b Exponential- und Logarithmusfunktion

Wir betrachten im folgenden eine spezielle Potenzreihe, namlich die

Exponentialfunktion (vgl. §4.c und §6.a) exp:R — R mit X = exp(x) = z X—I und

neNg

deren Umkehrfunktion, die Logarithmusfunktion.
Satz b.1:

a) exp hat den Konvergenzradius r =«

b) exp:R — R ist stetig.

c) exp(x+y)=exp(x)-exp(y) Vx,yeR
d)1+x<exp(x) VxeR

e) exp:R — R ist streng isoton und damit injektiv.
f) Xlimw exp(x) =0 und exp(0) =1 und XILTO exp(x) =+

g) exp(R) =R" (und damit ist exp(x) >0 Vx € R).
h) lim exp(x)

X—>+00 X
i) exp:R — R ist streng konvex, d.h. VX, y e R Ve R mit 0 < $<1list
exp(Ix+ (1—9)y) < Fexp(x) + (1—F)exp(y)

=+ Vn e N (d.h. exp wichst schneller als jede Potenzfunktion)

Zeichnung;

—_— fix)=exp(x)
—  aeed




Definition

Die Umkehrfunktion (vgl. §2.2 und Satz b.1.e und b.1.g oben)

log:R" - R mit x - log(x) der Exponentialfunktion heifsit die (nattirliche)
Logarithmusfunktion. Inx:=In(x) :=log(x) heifst der natiirliche Logarithmus von
xeR".

Anmerkung: exp(log(y))=y VyeR" undx=Ilog(exp(x)) vxeR
Satz b.2:

a) log:R" — R ist stetig.

b) log(xy) =log(x) +log(y) Vx,y eR" (vgl. Rechenschieber)
) log(x) < x-1 vxeR"

d) log:R" — R ist streng isoton, injektiv und surjektiv.

e) leirg log(x) = —o0 und log(1) =0 und xIlrpoolog(x) = o0,

f) lim [Io\é(; )j =+, d.h. log wichst langsamer als jede n-te Wurzel
X—>+0 X

g) log:R" — R ist streng konkav; d.h. Vx,y e R" Ve R mit 0< 3 <1ist
log(9x+(1-93)y) > Slog(x) + S*log(y)

Zeichnung;:

Anmerkung: (Spiegelung an Hauptdiagonale D := {(x y)eR?:x= y}
graph(log) = [T(graph(exp)) bei [T:R* - R? mit (x,y) > [1(x,y) = (y,X)



Satz b.3 (Charakterisierungen)

a) f :R—> R" stetig [monoton] und f(x+y)= f(x)- f(y) vVX,yeR
= Ja e R mit f(x) =exp(ax) VxeR.

b) g :R" — R stetig [monoton] und g(xy) =g(x)+9g(y) vx,yeR"
= 34 e R mit g(x) = Alog(x) VxeR".

Definition: e :=exp(l) (e heist Eulersche Zahl. e ~ 2.71828183...)

Satz b.4:
. w1 1Y
a) e:=exp(l) = zm = I|m(1+ﬁj

n—oo
n=0 """

b) Restgliedabschatzung:

0< Zi:e— 1 1! umen
ne— nl! —=n' m m!

c)eeR\Q, d.h. e ist irrational

Definition:

SeiaeR".

a) Fiir x e R sei a” ;= exp, (x) :=exp(x-log(a)).

Es heifsen a die Basis und x der Exponent von a”™.

b) Die Funktion exp, : R — R" mit x > exp, (x) heiit die Exponentialfunktion zur Basis a.

Satz b.5.
a) Vertraglichkeit (vgl. §3.b): Fiir n e N gilt:

x" :=exp(n-log(x)) = ﬁexp(log(xi)) = f[ X; bei X, ==X

i=1 i=1

X" = exp [% Iog(x)j = {/exp(log(x)) = Ux

b)ya’=lund1*=1 VaeR" und VxeR
c) exp(x) =e* =exp,(x) VxeR

d) (a)" = exp(y - log(a)) = exp(y - log(exp(x-log(a)))) = exp(yx-log(a)) = a*
e) exp,(x) =exp(x-log(a)) = iw VxeR VaeR"
n=0 n!

f) FuraeR" gilt:

1) exp, : R — R ist stetig.

2) exp,(x+y) =exp,(x)-exp,(y) Vx,yeR
isoton flirl<a

3) exp, : R — R ist streng )
antiton fiir a <1



0 fir 1<a

4) Jim, exp, ()= {+oo fuira<1

exp, (0) =1

+o0 fiir 1<a

0 furax<l

lim expa(x):{

Zeichnung;:

e:=exp(l) und log(e) =1
e’ =exp(x) = exp(x-log(e)) = exp,(X) 2" =exp,(x) =exp(x-log(2))
10* := exp,,(X) == exp(x - log(10)) 1"=1 WVxeR

0.1" :=exp,,(x) :=exp(x-log (%)) =exp(—x-log(10))
[%}X = expl(x) =exp(x-log G)) = exp(—x)

0.5" := exp,5(x) := exp(x - log (%j) =exp(—x-log(2))



Definition:

Die Umkehrfunktion log, : R* — R mit X — log, (x) der Exponentialfunktion
exp, : R —» R" zur Basis a heifdt die Logarithmusfunktion zur Basis a.

log, (x) Logarithmus von X zur Basis a.

In(x) :=log(x) =log,(x); lg(x):=1log,,(x)

Vorsicht: Uneinheitlicher Gebrauch dieser Bezeichnungen !
Manchmal z.B. auch log(x) :=log,(x) oder log(x) = lg(X).

log(x
Bemerkung: log, (x) = 90x)
log(a)
Zeichnung;
--------- log2(x)
--------- I
log 10(x)
lng(1/10)()
log(1/2)0)
4 —_— 0%
i — expix)
| R — %
34 e 2%
] L e log2(x)
% 45;:::’”'”” _______________ InGq
T T T T T T T T T |O T _,-—1j'_‘|_ T T T T T T T
50 25 qo s 25 5.0 log 00y
x = JJ‘I:rJI = = D
-ztlr,'rr
it




§6.c Trigonometrische Funktionen

| |2n+1

FirxeR gllt Z ﬁ < exp(|X|)
neN, -
> | |2n <exp(X))
neNg (2 )'

Definition:

. X2n+1
a) Fiir x e R heifdt sin(x) := -1)"
) © ) %( ) ani)
sin: R — R mit X > sin(x) heifst die Sinusfunktion.
2n

der Sinus von X;

b) Fiir x e R heifit cos(x):= > (-1)" 2n)

cos: R — R mit X > cos(x) heifst die Kosinusfunktion.

der Kosinus von X;

Satz c.1:

a) sin und cos haben den Konvergenzradius r = +.
b) sin:R — R und cos:R — R sind stetig.

¢) sin(0) =0 und cos(0) =1

d) sin(—x) =-sin(x) und cos(—x) =cos(x) VxeR

e | sm(x) “1und lim 1-cos(x) 1
0¢x40 X 0-x—0 X 2

2
f) Additionssatz:
sin(x + y) = cos(x)-sin(y) +sin(x) - cos(y)
cos(x+y) =cos(x)-cos(y)—sin(x)-sin(y) Vx,yeR
g) (Pythagoras, Winkelinterpretation):
(sin(x))’ +(cos(x))’ =1 vxeR

h) [sin(x)| <1 und [cos(x)| <1

i) Restgliedabschdtzung: Fiir || <1und me N ist

2n+l | 1

. < n X
sin(x) = nz_:;(_l) (2n +1)]] : (2m+2)(2m + 2)!

| 1
cos(x) - nZ;( )(2n)l\ 2m(2m)!

j) 3y (0, 2) mit cos(y)=0

Definition: 7 =Iinf {X eR*:cos (gj} heif3t die Kreiszahl.



Anmerkung;: cos [%) =0 und 7 = 3.141592653... e R\ Q

Satz c.2:
a) sin: {—% , %} — R ist streng isoton

b) sin(x+%j:cos(x) und cos(x+%)=—sin(x) vxeR

) sin(x+ ) =-sin(x) und cos(x+7)=-cos(x) VxeR
d) sin(x +27) =sin(x) und cos(x+2x)=cos(x) VxeR
e) {xeR:sin(x)=0}={zzr:zeZ} und

{XERZCOS(X)ZO}Z{(Z+%jﬂ'ZZGZ}

Zeichnung;
= sinfx)
B, <. e o 0 cos(x)
0.5
0.0
ully
.05
¥ ]
1.0
S sindx) v
................ 5'”(){;2) -
= 1.0 =
|||.'-_.||| T 1T T 1T T ]
10 ER ] 10
x




— slinfx] =

O e e

s cosix)
............... COS(Q}()

T il

N N I o |

Definition:\
a) FirxeT ::R\{yeR:cos(y)zo}z{yeR: y¢(z+%)n mitZGZ} heifdt

tan(x) = z:)r;ﬁ der Tangens von x; tan:T — R mit X > tan(x) heifdt die Tangensfunktion.

(X)
b) FirxeC:=R\{y eR:sin(y)=0}={yeR:y+#zz mitzeZ} heifit

cot(x) := %((X)) der Kotangens von x; cot:C — R mit x — cot(x) heifst die Kotangensfunktion.
in(x

Satz c.3:

a) tan: T — R ist stetig.
b) tan(0) =0 und tan(x+ ) =tan(x) VxeT



) tan: (—% , %) — R ist streng isoton.

d) Iirr)rtan(x)=—oo und limtan(x) = +o

x-= x =
2 2

Zeichnung;

—_— tan(x)

—_— cot(x)
Anmerkung: (etwas Latein)

a) sinus: Rundung, Bogen,...

b) co- abgeleitet von ,,cum”, vgl.: Komilitone, Kooperation,...;
c) tangere: beriihren (vgl. Tangente (an einen Kreis))

d) arcus: Bogen, Kreisbogen (vgl. Architekt; tectum: Dach)

Definition:
a) arcsin:[-1, 1] » [—% , %} sei die Umkehrfunktion zu sin: {—% , %} —[-1,1].
Sie heifst (die) Arcussinusfunktion.

b) arccos:[-1,1]—[0, 7] sei die Umkehrfunktion zu cos:[0, 7] > [-1, 1].

Sie heifst (die) Arcuscosinusfunktion.
c) arctan: R — (—% , %j sei die Umkehrfunktion zu tan: (—% , %) - R.

Sie heifst (die) Arcustangensfunktion.
d) arccot: R — (0, 7) sei die Umkehrfunktion zu cot: (0, 7) > R.

Sie heifst (die) Arcuscotangensfunktion.



Zeichnung;

arcsin(x)

]
|

................. EIFCCOSI[)(]I
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|
=
n
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- SeS—— arctan(x)
0 e arccot(x)
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§7 Differentiation
Definition:

Seienxe Ec DcR,aeR, (x,:neN) eine gegen x konvergente Folge in D
und g:D — R eine Funktion mit limg(x,) =a.

limg(y) =a :< Fiir jede gegen x konvergente Folge (y,:neN) inE gilt:
y—>x

yeE
limg(y,)=a
Bei E:={yeD:x<y} bzw.E:={yeD:y<x} schreiben wir:

Ijm a(y) bzw. I}m g(y) anstelle von limg(y).
(yyeXD) (yyeXD) ¥:EX

Definition:

Seien Dc R und f : D = R eine Funktion. f heif$t differenzierbar in X € D,

wenn f'(x) :=£(X) = f(x) = lim Te)=1(y) in R existiert.
dx y—X -y
yeD\{x}
f '(x) heifst dann der Differentialquotient oder die Ableitung von f in x.
-1 heifst Differenzenquotient.
X-y

f heifdt differenzierbar in D, wenn f differenzierbar ist fiir jedes x € D.
Sei f in D differenzierbar und f': D — R mit x — f '(x) die Ableitung von f.
d

Anstelle von f '(z) bei z € D schreiben wir auch g—f(z) und anstelle von f' auch 3—f oder i f.
X X X

Skizze zum Differenzenquotient:

FO)—T(y)
X—y
(x, F(x)), (y, f(y)).Bei y — x wird
Sekante zur Tangente. Bei Existenz ist die
Funktion in X differenzierbar.

Steigung der Sekante durch




Satz 1:

SeienXe D cR und f : D — R. Dann gilt:

a) f ist differenzierbar inx = f ist stetig in x

b) f ist differenzierbar inx < lim Fx+h)-1(x)

existiert in R.
0£h—0 h

c) f ist differenzierbarinx < IceRund3 ¢:D —> R mit lim M=0

y—X —X
yeD\{x} y

und f(y)=f(X)+c(y—x)+e(y) VyeD

Interpretation: ,fist in x linear approximierbar”
.f(x) Steigung der Tangente in (x,f(x))”

Beispiele 1:

Df:R>Rmitx— f(x):=ax+b mita,beR. f'(x)=a VxeR
2) f:R>Rmitx= f(x):=x" f'(X)=2x VxeR

3) f:R\{0} > R mitxi> f (x) :=§. f'(x):—xi vx e R\ {0}

2
4) f:R>Rmitx— f(x):=exp(x). f'(x)=exp(x) VxeR
5 f:R—> R mitx+ f(x):=sin(x). f'(x)=cos(x) VxeR
6) f:R—> R mitx+— f(x):=cos(x). f'(x)=-sin(x) VxeR
7) f:R>Rmitx— f(x):= 1[0 , 1](x). f nicht differenzierbar in x =0 und x =1,
wohl aber dort von rechts und von links differenzierbar. Fiir x ¢ {0,1} ist
f differenzierbar mit f'(x) =0
8)f:R>Rmitxr f(x):= |x| f ist nicht differenzierbar in x = 0;
wohl aber in x = 0 von rechts und von links differenzierbar.

f istin x e R\ {0} differenzierbar mit f '(x) = sign(x).

Definition:

SeietnXxe D cR und f:D— R. f heif$t von rechts bzw. von links differenzierbar in X, wenn

f, (x):= IimM bzw. f_(X):= IimM in R existieren.
yix X—Yy yTx X—-y

f, (x) bzw. f_(x) heiflen rechtsseitige Ableitung bzw. linksseitige Ableitung von f in x.



Anmerkung:

f differenzierbarinxe DcR <« f (x):= lim
yx

f(X)_ f(y) und f_‘(X) = lim f(X)_ f(y)
X—y yTx X—Yy
existierenin R und f, (x) = f_(x)

Genauer: Falls f in X von links differenzierbar bzw. von rechts differenzierbar bzw.
differenzierbar ist, sind f, (x) bzw. f (x) bzw. f'(x) reelle Zahlen. (Dann existieren
Folgen (x,:neN) mitx, T x bzw. (y, :neN) mity, ¥ x bzw. z, — x in D). Im Falle
der Differenzierbarkeit von f gilt dann: f'(x) = f,'(x) oder f'(x)= f_'(X).

Ist f inX von links und rechts differenzierbar und gilt f, (x)= f (x),soist f inx
auch differenzierbar und f'(x) = f, (x)= f_(x).

Satz 2:

Seienxe Dc R, f :D—> R und g:D — R in x differenzierbar und «,5 € R.
Dann gilt:

a)f +g, af und f -g sind in x differenzierbar
b) Beig(y) #0 VyeD ist i: D — R in x differenzierbar
g

¢) Linearitdt der Differentiation: (af + £9)'(X) =a- f'(X)+ £-9'(x)
d) Produktregel: (f - g)'(x) = f'(x)-g(x)+ f(x)-g9'(x)

e) Quotientenregel: (ij(x) _ -9 - fz(x) -9'(x)
g (9(x)

Beispiele 2:

Df:R>Rmitxr f(x):=x"beineN. f'(x)=n-x"" ¥xeR (Aus Satz 2.d, vollst. Induktion)
2) f:R\{0} >R mitx+> f(x):=x"beineN. f'(x)=-n-x""" vxeR (Aus Satz 2.e, vollst. Ind.)
3) f: R\{(Zz +1)%: Ze Z} — R mit x = f(x):=tan(x).

1
cos®(X)
4) f:R\{zr:z2e€Z}— R mitx+> f(x):=cot(x)

_1
sin®(x)

sin(x)

f'(x)= VX e R\{(Zz +l)%: Ze Z} (tan(x) :F(x)’ Satz 2.e)

f'(x)=- vxeR\{zr:z€Z}



Satz 3: (Ableitung der Umkehrfunktion)

Seien D c R,E c R, f:D — E eine bijektive Funktion und ¢ : E — D mit
p(y)=f~ ({ y}) deren Umkehrfunktion. Dann gilt:
Ist f in x € D differenzierbar mit f '(x) #0 und ist ¢ : E — D iny := f(X) stetig,

so ist ¢ in y differenzierbar und

, d d 1 1 1
0= = () =g —= o)
y y —() ey oLy
dx dx
dx 1
Salopp: d_y:g
dx
Beispiele 3:

1) log:R" — R mity + log(y) ist die Umkehrfunktion von exp: R — R".

Sie ist stetig und dlﬂ(y) _1 VyeR"
dy y

2) arcsin:[-1, 1] > [—% : % } mit y - arcsin(y) ist die Umkehrfunktion von

sin : [—E  Z } —[-1, 1] mit x> sin(x). Sie ist stetig und d arcsin (y)= L
2 2 dy Ja-y?)
3) arccos:[-1, 1]—>[0, = ] mity > arccos(y) ist die Umkehrfunktion von

cos:[0, 7 |—>[-1, 1] mit x > cos(x). Sie ist stetig und d%(;cos(y) :_ﬁ

4) arctan:R — (—% : %} mit y - arctan(y) ist die Umkehrfunktion von

tan : (_ﬁ , fj — R mit x - tan(x). Sie ist stetig und d arctan (y)= L 2
2 ' 2 dy 1+y

5) arccot: R — (0, z) mity > arccot(y) ist die Umkehrfunktion von

d arccot 1

dy ) "1y y?

cot: (0, 7)— R mit X > cot(x). Sie ist stetig und

Satz 4: (Kettenregel)

Seien f :D — R und ¢ : E - R Funktionen mit f (D) c E.
Ist f inxe D und g iny = f(x) € E differenzierbar, soistge f :D > R
f

in X differenzierbar und M(X) = (d_g( f(x)) d—(X)) =g'(f(x))- f'(x)
dx dx dx



Beispiele 4:

1) Sei g : R — R differenzierbar in X e R. Dannistbeia,beR und f :R—>R
mit X — f(x):=ax+b die Funktiongo f :R > R mitXx+> go f(x):=g(f(x))

dgof _dg(ax+b),
dx ()= dx (=2

differenzierbar in X e R und

d9 (ax+b)
dx

2)Bei a eR sei R 3 x = x* :=exp(a - log(x)) € R. Dann ist ox

X)=ax**
dx() a

Satz 5:

Seien a,beR mita<h.
a) Notwendige Bedingung fiir Extremwertstelle:

Die Funktion f :(a, b) — R besitze eine Maximal- (bzw. Minimal-)stelle x, € (a , b).
Ist f differenzierbar, so gilt: f'(x)=0
b) Satz von Rolle:

Sei f :[a, b] > R eine stetige Funktion mit f(a)=0= f (b)

Ist f injedem x e(a, b) differenzierbar, so gibt es einx, €(a , b) mit f'(x,)=0

Geometrische Interpretation:

c) Erster Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:
Ist f:[a, b] > R stetig und in jedem x € (a , b) differenzierbar, so

f(b)—f(a)

existiert ein x, € (a , b) mit f'(x,) = n
—a

Geometrische Interpretation:




d) Zweiter Mittelwertsatz der Differentialrechnung;:

Sind f :[a, b] >R und g:[a, b] > R stetige Funktionen, die beide
injedem x € (a , b) differenzierbar sind, so existiert ein x, € (a , b)
mit (f(b)-f(a))-9'(x,) =(g(b)—g(a))- f'(x,) und bei g'(x,) #0
flb)-f(@) _f I(Xo).

g(b)-g(a) 9'(x)

dann auch

Warnung zu Satz 5.a:

1) "(a, b)" im Satz 5.a ist wesentlich. Beispiel: [0, 1]> x > f(x) =X
f hat Maximalstelle 1; f istin [0, 1] differenzierbar; aber f'(x)=1 vxe[0, 1].
2) "f'(x,) =0" ist nur eine notwendige, nicht aber eine hinreichende Bedingung fiir eine

Extremalstelle. Beispiel: (-1, 1)> x> f(x):= x*. £'(0) =0, aber x = 0 keine Extremalstelle.

Definition:

SeienxeD, f:D—>R und f?(x):= f(x)
Ist f in x differenzierbar, so sei f (x) == g—f(x).
X

Existiert f®(y) fiir alle y € (X—¢&,x+¢) mit £ e R", so kann man den Differenzenquotienten

@ _ £ 2 @ £
- 17(y) betrachten. Existiert f ®(x):= f "(X) :=g:= lim o) f (y), so heifst
X — y X X£Y—X X — y

f zweimal in x differenzierbar und f®(x) die zweite Ableitung von f in x.
(Interpretation: Anderung der Steigung f' von f inx)

Analog sei fiir k > 2 induktiv definiert:

k (k-1) £ (kD)
£09(x):= 9T ()= Jim =TT Y
dx X#Y—X X—y

(im Fall der Existenz)

die k-te Ableitung von f inx; f ®©) heiflt dann k-te Ableitung von f.

Definition:

Eine Funktion f : D — R heifst k-mal differenzierbar, wenn die k-te Ableitung

f® von f fiir alle x € D existiert. Sie heifit k-mal stetig differenzierbar in D, wenn

zusitzlich die k-te Ableitung f® : D — R stetig ist.



Motivation: .....

Polynome - Potenzreihen - Approximation stetiger oder differenzierbarer
Funktionen durch Polynome: Satz von Weierstraf (§5) - Taylorreihen (§11) -
Fourierreihen (§11)

Satz 6: (Taylorformel)

Sei f :[a, b] > R n-mal stetig differenzierbar und in (a , b) n+1-mal differenzierbar.
Weiter seien X, €[a , b] und h e R\ {0} mit (X, +h) e[a, b]. Dann ist

n v)
f (X, +h) :(Zf—('xo) hV]+ R

v=0 v:

wobei das Restglied R folgende Gestalt hat:

(1_?/)71 f(n+1)(xo +7/h) hn+l
n!
f (n+l)(X0 + ﬂ“h) hn+l
(n+1)!

a) Cauchy: 3y e R" mit0<y<lundR=

b) Lagrange: 31 e R" mit0<A<lundR =

¢) Taylor-Schlémilch:
Seig:[a, b] > R stetigund in (a , b) differenzierbar mit
g(X,) # g(X, +h) und g'(x,) =0 VX mit x, < X< X, +h.

Dann existiert ein $e R* mit 0< 9<lundR = 9(% +N) = 9(%) (A-=9) h"f "9 (x, + Sh)
g'(X, + %) n!

Anmerkung: 7,4 und ¢ hdngen auch von h ab !

Zeichnung: Taylorentwicklung der Exponentialfunktion im Entwicklungspunkt 0 bis
einschliefdlich fiinfter Ordnung

10.0
7.5
5.04

255

-
-

fatil]
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=3 -2 -1 0 1 2 3



§8 Einige Anwendungen der Differentialrechnung
a) Extrema

Aus dem ersten Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 5.b in §7) folgt:

Satz a.1:

Seien | c R ein beliebiges Intervall und f : | — R stetig. Im Inneren I (=(a, b)

mit geeigneten a,b e R) von | sei f differenzierbar. Dann gilt:
a) f'(x)=20vxe | = f istisoton auf |

b) f'(x)<0Vxel = f istantiton aufl
Weiter gilt:

a) f'(x)>0Vxe | = f ist streng isoton auf |

p) F'(x)<0Vxe | = fist streng antiton auf |

Nach Satz 5.a in §7 ist f '(X,) =0 notwendig fiir eine lokale Extremalstelle x, €(a , b)
einer differenzierbaren Funktion f :(a, b) > R. Diese Bedingung ist aber nicht
hinreichend (vgl. f(x):=x*); Warnung zu Satz 5.a in §7). Es muss gepriift werden, ob
fiir eine differenzierbare Funktion f : (a , b) — R mit f'(x,) =0 auch wirklich eine

Extremalstelle vorliegt. Der nachfolgende Satz folgt aus Satz a.1:

Satz a.2:

Seienx, €(a, b),eeR", f (X, —& X% +¢&)— R differenzierbar und f'(x,) =0.
Dann gilt:

a) F'(X)>0 Vxmitx,—e<x<x,undf'(X)<0 Vxmitx,<X<X,+¢&

= X, ist eine lokale Maximalstelle

b) f'(x)<0 VXxmitx,—e<Xx<X,und f'(x)>0 VXmitx,<X<X,+¢&

= X, ist eine lokale Minimalstelle

Existiert f" undist f" stetig, so gilt:

c) f"(x,)<0 = X, ist eine lokale Maximalstelle
d) f"(x,)>0 = X, ist eine lokale Minimalstelle
Warnung:

Die obigen Bedingungen sind nur hinreichend, nicht aber notwendig.
Beispiel: f:R— R mitx> f(x):=x*; f hat Minimalstelle x, = 0.
aber: f"(x,)=0.



b) Einige physikalische Anwendungen:

I) Ableitung des Brechungsgesetzes und des Reflexionsgesetzes aus dem
Fermatschen Prinzip

Fermatsches Prinzip: (Pierre de Fermat, 1601-1665)

Ein Lichstrahl, der von einem Punkt P, zu einem Punkt P, geht (oder unter

bestimmten Nebenbedingungen gehen soll), schldgt immer den Weg ein, der die
kiirzeste oder die langste Zeit erfordert; im allgemeinen ist das erstere der Fall.

1) Ableitung des Reflexionsgesetzes:

Ein Lichtstrahl soll von P,:=(0, h)) nach P,:=(a, h,) gelangen, indem er zuerst an

der x— Achse reflektiert wird.
Zeichnung;

1 a = Einfallswinkel (Winkel vom Strahl zum Lot der Reflexionsgerade)
S = Ausfallswinkel
B ) X := X —Koordinate des Reflexionspunktes P := (x,0)

Annahme:

Von P, nach P und von P nach P, verlduft der Strahl in einem Medium mit
tibereinstimmender und konstanter Lichtgeschwindigkeit c.

Die Lange des Weges von P, nach P und von P nach P, ist

L(x):= X2 +h? + \/((a ~x)?+h,?)

Wird die Liange des Weges extremal, so wird auch die benétigte Zeit extremal. Nach
dem Fermat’schen Prinzip wird gesucht: x, € R mit L(X,) extremal.

Der direkte Weg von P, nach P, wire zeitmaximal. Aber hier soll der Strahl an der
X —Achse reflektiert werden. Offensichtlich kann L(x) beliebig grof$ werden. Also
ist hier eine Extremalstelle der differenzierbaren Funktion L:R — R mit X > L(X)
stets eine Minimalstelle.



X a—x

L'(x):= - .
JO+n?) J(@-07+h?)
Nach Satz 5.a in §7 muss fiir eine Extremalstelle x, gelten:  L'(x,)=0

Also: X = a-% (*)

Jo+hE)  J(@-x)2+h?)

Es ist weiter:

sin(a) = ———2—  und sin(f) = ————"a

(%2 +h?) \/((a— x)2 +h,?)

Damit folgt aus (*) dann: sin(e) =sin(f5). Wegen
L(x) > L(&) fiir X, 2[0, a] und £€[0, a] gilt: osa,ﬁs%.

Damit folgt aus sin(a) =sin(f) auch a= 4.
Reflexionsgesetz:

Bei der Reflexion ist der Einfallswinkel o gleich dem Ausfallswinkel 2.
2) Ableitung des Brechungsgesetzes:

Ein Lichtstrahl soll von P,:=(0, h)) nach P,:=(a, h,) gelangen, indem er zunéchst
von P, nach P :=(x,0) in der oberen Halbebene in einem Medium konstanter
Lichtgeschwindigkeit ¢, und dann von P nach P, in der unteren Halbebene in

einem Medium konstanter Lichtgeschwindigkeit ¢, verlduft.

Zeichnung: o = Einfallswinkel (Winkel von Strahl zum Lot zur Trennungsgerade)
S = Ausfallswinkel
X := X —Koordinate des Reflexionspunktes P := (x,0)

Die Zeit, die der Lichtstrahl von P, nach P und dann von P nach P, benétigt, ist
[(x? +h? (@a—x)>+h)?
Cl CZ

Nach dem Fermatschen Prinzip wird gesucht: X, € R mit T(x,) extremal.




Auch hier ist eine Extremalstelle stets eine Minimalstelle.

T'(x) = X a—x

(cl,/(x2 + hf)) ) [CZ\/((a —X)? + hj)} |

Nach Satz 5.a in §7 muss fiir eine Extremalstelle x; gelten: T'(X,)=0;

Also: lsin(oc) =isin(ﬂ)
C C,

1
Brechungsgesetz: (1621; Willebrordus Snellius 1580-1626)

Das Verhiltnis des Sinus des Einfallswinkels ¢ zum Sinus des Ausfallswinkels
sin(a) ¢

p ist konstant, ndmlich & ; d.h

c,” T sin(B)

IT) Ableitung des Wienschen Verschiebungsgesetzes aus dem Planckschen
Strahlungsgesetz

Plancksche Strahlungsgesetz:
(1900; Max Planck, 1858-1947; Nobelpreis fiir Physik 1918)

Das Emissionsvermogen eines schwarzen Korpers wird durch
2¢’h

A° (exp (ChJ -1
KAT

A die Wellenldnge

E(1) =

j gegeben, wobei

T die absolute Temperatur des Korpers

¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
h das Plancksche Wirkungsquantum ( = 6,625 10 J s)
k die Boltzmann-Konstante (=1, 3804 10273/ K)

ist.

Frage: Bei welcher Wellenldnge 4, ist bei (festem T ) das Emissionsvermogen

maximal ?

Nach Satz 5.a in §7 muss fiir eine Maximalstelle 4, der differenzierbaren Funktion
E:R" > R gelten: E'(4,)=0

-1
E'(4) =... = —2ch® (—xexp(x) +5(exp(x) —1))(/16 (exp(x) —1)2)

ch

bei x:=——
kAT



Man erhilt als einzige positive Nullstelle von E'(1) z.B. mit Hilfe des

Intervallschachtelungsverfahren 4, = L
KT -4,9651
und damit AT = _ch konst e R
k-4,9651

Dies ist das Wiensche Verschiebungsgesetz (1893/1894).
(Wilhelm Wien, 1864-1928; Nobelpreis fiir Physik 1911; LMU Miinchen).

c) Regel von L"Hospital

Seien | c R ein Intervallund a e I.
Gegeben: f: I >R undg: |l — R mit lim f(x) =0=1limg(x)

Gesucht: Iimﬂ =71
X—>a g(x)

Satz c.1 (G.F.A Marquis de L'Hospital; 1641-1704)

Seien | :=(a, b)c R mita,be R := R U {-o0,+00} und

f:l >R undg: | — R differenzierbar mit g'(x) #0 Vxel
Auflerdem gelte eine der folgenden Eigenschaften:

) legl f(x)= lew g(x)=0

i) 1im g(x) =+ oder = -

Dann gilt: Iimm = Iimm, falls der rechte Limes existiert.
xla xla '
9(x) g'(x)
Analoges gilt fiir x T b.

Anmerkung: Eventuelle mehrfache Hintereinanderschaltung der Regel von
L'Hospital.

Warnung:

Die Regel von L'Hospital fiihrt nicht immer zum Erfolg, wenn
lim f (x) = +o0 =lim g(x). Beispiele:

X—a X
X eX
1) lim—= = lim—=7
X—0 @ Satlz_‘c.l x—» 2@
X —X X —X
2) limE =2 = imE 8
x>0 " 4@ Sat‘;‘c_lx»ooe —e



Beispiele c.1:

1) Bei ar > 0 gilt: 1im P _

X—0 X

2) Bei o, >0 gilt: lim

X—00

Xﬁ
3) Sei > 0 und p(x) ein Polynom:

log(ax) _

a

0

4) Bei o > 0 gilt: lim
X—>00 X
9) lim L0 _ 1
x—0 X 2

exp(ax) _ o

5) Bei o, > 0 gilt:

6) limx* =1

x—>0"

lim p(x)exp(-ax) =0

7) lim 3N 4
x—0 X
8) lim (1—cos(x)) _

x—0 X

lim

X—

0

X

log(arx)” _

a

0



§9 Das Riemann-Integral  (Bernhard Riemann; 1826-1866)
Definition:

Seiena,beR mita<bund f :[a, b] > R eine beschrédnkte Funktion.

a)BeineNund a=:X, <X <..<X,; <X, =bheift 3:={x,,... X, }

eine Zerlegung von [a , b] der Feinheit £(8) = max{x, - x_, :i=1....n}.

Bei & €[, X | nennen wir &3 :=(&,,....&,) einen 8-Vektor.
b) Bei 3 und &; wie oben heifsit R(f,3,&;) = i f(&)(x, —X,_,) eine

Riemann-Summe der Feinheit £(3) zu 8 undifs.

c) f heiflt Riemann-integriebar iiber [a , b], wenn gilt:

Es existiert ein « € R, so dass fiir jede Folge (3, :neN) von Zerlegungen
3, von [a, b] mit !]m £(8,) =0 und fiir jede Folge (§8n ‘ne N) von
B,-Vektoren &; gilt: o= I!m R(f,8,&3)-

b
Ist f Riemann-integrierbar, so heifst .[ f (x)dx := a das Riemann-Integral

a

von f tber [a, b].

Beispiele 1:

1) Riemann-integrierbar: f,:=1, , und f,:= iZl:l[ai ]

2) nicht Riemann-integrierbar: f, := l[a ] 1,

Bemerkung:

Seien a,be R mita<bund f :[a, b] > R beschrinkt. Weiter sei 3(a , b)
die Menge aller Zerlegungen von [a , b].

a) Fiir die Riemannsche Obersumme:
R(F:8)= Ysup{ ()1 & e [x %]} (% =)
und die Rii:mannsche Untersumme
R(f:8)= ginf (1) & elxux ]} (6 —%.)

und die Riemannsche Summe R(f, 3, 53) zu einer Zerlegung 3 = {XO, . Xn}

aus 3(a, b) gilt: R(f;8) <R(f,8,&)<R(f;3).



b
b) Fiir das Riemann-Oberintegral [ *f (x)dx := inf {ﬁ(f .8):8<38(a, b)|
b
und das Riemann-Unterintegral I f (x)dx := sup{B( f.8):8e3(a. b)}
b b :
ist j CfF(x)dx < j “f (x)dx.

b b
c) f ist Riemann-integriebar <« j* f(x)dx = I " f (x)dx

< Ve>0 38e8(a, b) mit R(f,8)-R(f,B)<e
< Ve>035V8e3(a, b) mit &)< ist R(f,8)-R(f,8)<e.

Zeichnung;:

Satz 1:

Seien f :[a, b]>Rundg:[a, b] > R. Dann gilt:

a) Linearitdt: «,f R und f,g Riemann-integrierbar =
b

j(af (X) + Bg(x))dx = ai f(x)dx + ,B.T g(x)dx

b) Monotonie: f,g Riemann-integrierbar und f(x)<g(x) Vxe[a, b] =
b

j f(x)dx < ig(x)dx

c) f ist R-integrierbar = f7, f‘,| f| sind R-integrierbar und
b

j— f~(x)dx sjb' f (x)dx ST f*(x)dx und

a

b

j f (x)dx

a

b

< [| £ ()] dx

a

d) f,g sind R-integrierbar = f -g ist R-integrierbar
e) f ist R-integrierbar und g(x) = f (x) vxe[a, b]\{x,... X,} mitmeN

b b
= g ist R-integrierbar und [ g(x)dx =| f (x)dx



f) f:[a, b]—> R ist beschrénkt und stiickweise stetig (d.h. stetig fiir x €[a ,

mitmeN) = f ist R-integrierbar

g)f :[a, b] ist monoton = f ist R-integrierbar

Warnungen:

1) |f| Riemann-integrierbar = f ist Riemann-integrierbar
Beispiel: f:=1, , (1Q —1R\Q)
b b b
2) j f(x)g(x)dx = j f (x)dx- j g(x)dx im allg.
Beispiel: a:=0, b:=2, f(x):=9g(x):=1
3) "meN" in e) ist wesentlich.
Beispiel: f :=0und g:=1,; Q:={q,:neN} Abzihlung
Beispiele 2:

b

1) |1, ,00dx = j 1, 5 (dx = j 1, 5 (X)dx

z)jxdx_,,mz( j('b (i-1)- b] 0 lim L — b fim n(gntl)zb?z

n—oo n n—oo =1 n n—oo
b 3
L(b-i) b (n? +n)(2n+1) b
3 =lim —=b*lim=>Yi? =b*lim
) 'c[ " mZ( ) n n>e Z n— 6n° 3
Definition:

j“ f(x)dx = —i f(x)dx und '? f(x)dx:=0

Satz 2:

a)Sind 0< ¢, <b und f R-integrierbar tiber [a , b], soist f

R-integrierbar iiber Teilintervalle von [a , b] und

j‘ f(x)dx = T f (x)dx +f f (x)dx +JkZ f (x)dx
a a B

a

b)Sinda<eg, <f, <bmita=Ilimg, und b=Ilimg, und f beschrankt

n—o nN—o0

und iiber [¢,, B,] R-integrierbar fiir jedes n € N. Dann gilt:

b By
f iiber [a, b] R-integrierbar und [ f (x)dx = lim [ f (x)dx



Satz 3:

Seien | — R ein (offenes, halboffenes oder abgeschlossenes) Intervall und

f : 1 - R eine Funktion, die tiber jedem Intervall [a, b] c | R-integrierbar ist.

Weiter seien X, € | und F : | - R mit x— F(X) := '[ f (&) d&. Dann gilt:

a) F: 1 - R ist stetig.
b) Haupsatz der Integralrechnung;:
Ist f stetigin x e |, soist F differenzierbar in x und F'(x) = f (X)

Warnung:
"f stetigin x" in Satz 3.b ist wesentlich.

Beispiel 3:
Beia:=X%,:=0,b:=2, = 1[1 2] ist F = (X —1)ZI.ll 2] in 1 nicht differenzierbar.

Definition:

Sind | und f wieinSatz3 und G: 1 — R auf | differenzierbar und G'(x) = f(x) Vxel,

s0 heifst G eine Stammfunktion von f auf I.

Satz 4:

Mit | und f wie in Satz 3 gilt:
a) Ist F : 1 > R eine Stammfunktion von f und G: 1 — R eine Funktion,
so gilt: G ist eine Stammfunktion von f < 3JceR mit F(x)-G(x)=c Vxell

b) Ist f : 1 - R stetig und F : | - R eine Stammfunktion von f, so gilt:
b

[ f()dx=F(0)-F(a)=F(x)], vabel

a

Definition:

Seien | und f wie oben. J. f)dx:=J(f)={F: 1 >RmitF'(x)=f(x) vxel}
heifit das unbestimmte Integral von f tiber I.

Salopp: [ f(x)dx=F mit F eJ(f).
Anmerkung:

aj f (x)dx +/3j f(x)dx :={aF +G:F'=f, G'=g}=j(af(x)+ﬂg(x))dx



Beispiel 4:

» aeN: | =R
1) [ x“dx = X [ jeeZmita<2i | =(=0,0) oder | =(0,+)
_I_
“ aeR\Z: == (0, +)

2) j% dx =log(|x|) bei I =(-,0) oder I =(0,+)
3) '[sin(x) dx =—cos(x) beil =R
4) j cos(x) dx =sin(x) beil =R

1
RN

1 .
6) -[1+x2 dx =arctan(x) beil =R

dx =arcsin(x) beil =(-1, 1)

dx =tan(x) beil = [%+ kﬂ',%+ kﬂ} mitk € Z

1
) -[ cos®(X)
8) J'exp(x) dx =exp(x) beil =R

Satz 5: (Substitutionsregel)

Seien | c R ein (beliebiges) Intervall und f : 1 — R stetig. Weiter seien

a,bel mita<bund ¢:[a, b]— | eine stetig differenzierbare Funktion.

b »(b)
Dann gilt: j f(p(t)) @'(t) dt = j f (x)dx
a »(a)

Salopp: fopde =1 dx; x=¢(t) und dx = ¢'(t) dt

Beispiele 5:

1)if(t+c) dt:thc f (x)dx

a+c

2) T f (ct) dc =%bj f (x)dx

3) 'th(tz):%k]f F (x)dx

aZ

b
4) [—— dt=—Ja-p") +\1-a)) bei ~l<a<b<+1

Ja-t)
S)E\/(xxfl) dx:(Z (x-1 +%(\/ﬂ)3ﬂ




6) Bei ¢ :[a , b] > R stetig differenzierbar mit ¢(t) #0 Vte[a , b] gilt:

J-(p ® 4t log ( |(P(t)|)]:

7) j tan(t) dt = log(cos(t))]  bei [a , b]c (—%%j

Satz 6: (partielle Integration)
Seien f :[a, b]>Rund g:[a, b] > R stetig differenzierbar. Dann:

[ 100 9°00 dx= 1) gL, — [g(x) f(x) dx

Beispiele 6:

b

1) jb'x log(x) =%xzilog(x)—%ﬂ fir [a, b]cR"

a

2)J,:=|(log(x))" dx=e-n-J,, firneNbeid,:=e-1

I—"-—;CD

3) 'Tlog(x) dx = x(log(x) —1)]: fira,b>0

dx :%Iog(1+ X)
jarctan(x) dx = x arctan(x) —%Iog(1+ x?)
5) [ x arcsin(x) dx = j% dx = — /(1= x?)
(1-x%)
jarcsin(x) dx = x arcsin(x) ++/(1— x?)

Satz 7: (Partialbruchzerlegung)

Zerlegung rationaler Funktionen, d.h. Funktionen der Form

r(x) = p(( )) ftr q(x) #0; p,q sind Polynome

Jede rationale Funktion ldsst sich in Haupteile und einen Polynomrest zerlegen.

Jede rationale Funktion mit reellen Koeffizienten kann mittels rationaler Funktionen
sowie des Logarithmus und des Arcustangens integriert werden.

Weiterfiihrende Literatur: Konigsberger, Analysis I, S.35f. und S5.204
Heuser, Lehrbuch der Analysis, 5.398ff.

Erwe, Differential- und Integralrechnung I



Satz 8: (Mittelwertsitze der Integralrechnung)

Seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:

a) Erster Mittelwertsatz:
b
f:[a, b]>Rstetig = Ix,e(a, b) mitjf(x)dx: f(x,)-(b—a)

Zeichnung;

b) Erweiterter erster Mittelwertsatz:

f:[a, b] > Rstetigund g:[a, b] > R R-integriebar (bzw. stetig)
b b
= 3x,¢e[a, b] (bzw.x, (a, b)) mit j f(x)g(x) dx = f(xo)jg(x) dx

c) Zweiter Mittelwertsatz:

f :[a, b] > R monoton und stetig differenzierbar und g :[a , b] > R stetig.
b Xo b

Dann gilt: 3%, e(a, b) mit j f(x)g(x) dx = f(a).jg(x)dx +f (b)J' g(x)dx

Xo

Warnungen und Beispiele:

1) In Satz 8.a ist "f stetig" wesentlich
Beispiel: a:=0, b:=1, f:= 1[0'5 =
2) In Satz 8.bist "g([a , b]) = R; (oder: R;) wesentlich.
3) In Satz 8.c ist "f monoton" wesentlich.

Beispiel: a:=-1, b:i=+1, f(x):=-x"+1, g:=1

4) In Satz 8.c ist "g stetig" wesentlich.

Definition:

Sei | ein beliebiges Intervall, also | =(a , b] oder | =[a , b) usw. mit —0<a <b < +o.
Weiter sei f : | - R eine Funktion, die auf jedem Intervall [, 8] < | mit a,f e R

Riemann-integrierbar ist.



Dann heifit f uneigentlich Riemann-quasi-integrierbar tiber I, wenn gilt:
3y eR =RU{-m,+0} ¥(a, :neN) Folgein R mita < a, und a=lima,

V(p,:neN) Folge in R mit 8, <b und b=1lim 2,
ﬂn
gilt:  y=lim j f (x)dx.

b
In diesem Fall heifst I f (x)dx := y das uneigentliche Riemann-Integral von f {tiber I.

a

b
Ist y € R, so heifst f iiber | uneigentlich Riemann-integrierbar und J‘ f (x)dx konvergent.

a

Anmerkung: vgl. Satz 2.b.

Beispiele 9:

L +oo bei o0=-1 o +o0 bei o=-1
1) [x7dx =4 +o0 bei o<1 2) [ x7dx={ -+ beio>-1

0

bei o > -1 - bei o< -1
(c+1) (c+1)
1
dx =2

-([\/1 X

j- 1 7 und Jl- 1 _z

oy )2 (1-x? 2

+o00 1
5) _£1+x2 dx =7



§10 Anwendungen der Differential- und Integralrechnung

1) Aufstellung von Differenzengleichungen

2) Differentialgleichung aus Differenzengleichung durch Grenziibergang
3) Losung der Differentialgleichung und deren Eindeutigkeit

Beispiel Al: Der radioaktive Zerfall

Es soll ein Gesetz fiir den Zerfall radioaktiver Substanzen gefunden werden.

1) Aufstellen der Differenzengleichung

Sei Q(t) die Masse des zur Zeit t vorhandenen radioaktiven Stoffes. Wir vergleichen
dazu Q(t) mit Q(7) mitt <z fiir ein kleines Zeitintervall 7 —t.

Beobachtungen zeigen:

Die zwischen den Zeitpunkten t und 7 zerfallende Masse des Stoffes Q(t) —Q(z) ist
fiir kleines 7 —t anndhernd proportional zu Q(t) und z-t.
Der Proportionalitdtsfaktor sei 4; es ist A > 0 stoffspezifisch. Also:

Q) -Q(z) =4-Q(1)-(r 1)

oder:
(QW-Q) )
IO )

Eine solche Gleichung nennt man Differenzengleichung, vgl. Differenzenquotient.

2) Ableitung einer Differentialgleichung aus einer Differenzengleichung durch
Grenziibergang:

Falls Q in t differenzierbar ist - und dies nehmen wir hier an !! - ergibt sich bei
7 —> 1t aus (*):

Q'(t) = -4Q(t) (**)

Eine solche Gleichung nennt man eine Differentialgleichung. (**) ist die
Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls.

Gesucht ist eine oder alle differenzierbaren Funktionen, die die Gleichung (**)
erftillen.

3) Losung der Differentialgleichung:
Oft gibt es verschiedene Methoden, eine solche Differentialgleichung zu l6sen.

Manchmal - eventuell unter zusitzlichen Annahmen - ist ihre Losung eindeutig
bestimmt.



a) Losung durch Antidifferenzieren:

Man suche oder errate eine Funktion Q, die (**) erfiillt. Fiir die Exponentialfunktion

R >t exp(at) mit o € R gilt nach §7: % = aexp(at).

Bei Q,(t) :=exp(-At) gilt darum:  Q,'(t) = -AQ,(t).
Also ist Q, eine Losung von (**). Mit Q, ist aber auch Q,(t) :=a-Q,(t) eine Losung
von (**) fuir jedes aeR:

Q,'(t)=a-Q,'(t) =a-(-4Q,(t)) = —4Q,(t).

b) Losung durch Trennen der Variablen und Integrieren:

Bei Q'(t) = % folgt aus (**) etwas salopp:

dQ =-4Q dt
oder wegen Q >0:

é dQ=-4dt (,Trennung der Variablen”)
Durch Integration erhélt man daraus:

1

—dQ=|-4dt (***)

L 00-]

Mit Beispiel 4.2 bzw. 2.1 in §9 erhilt man:
| % dQ =1log(Q) +C, und

[-4dt=-4t+C, mitC,C.eR

damit folgt aus (***):

log(Q) =-At+C, mitC,eR

oder:

Q. (t) =exp(-At+C,) = Cexp(-At) bei C :=exp(C,)

Dass diese ,, Rechnung” tatsdchlich fiir jedes C € R zu einer Losung Q. von (**) fiihrt,
tiberpriift man durch Nachrechnen, d.h. Differenzieren.

c) Eindeutigkeit der Losung bei dem Anfangswert Q(0):= A :

Wenn wir annehmen, dass zur Zeit t =0 der radioaktive Stoff die Masse
Q(0) := A mit A> 0 hatte, bleibt von all den obigen Losungen von (**) - wegen

exp(—4-0) =1 nur die Losung Q,(t) = A-exp(—At).

Da wir angenommen haben, dass Q differenzierbar ist, ist Q auch stetig fiir jede
Losung von (**). Wegen der Gestalt von (**) ist dann auch Q'(t) stetig.

Nach dem Haupsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 3 und 4 in §9) hat
jede Stammfunktion £ von Q' die Gestalt

Q(t)=Q(t)+D mitDeR.



Damit ist die Losung (****) von (**) mit Q(0) = A und Q'(t) =C -exp(-At) eindeutig
bestimmt

Es konnte allerdings sein, dass es neben der Losung (****) von (**) mit Q(0) = A noch

weitere Losungen von (**)
mit Q(0) = A, aber mit Q'(t) # C -exp(—At) gibt. Wir werden aber spéter sehen (z.B.
Satz von Picard-Lindelof), dass dies nicht der Fall ist.

Also ist (****) die durch die Anfangsbedingung Q(0) = A eindeutig bestimmte
Massengleichung des radioaktiven Zerfalls.

Beispiele A2: Die barometrische Hohenformel

Es soll ein moglichst einfaches Gesetz fiir den Verlauf des Druckes in der
Atmosphére gefunden werden.

1) Aufstellen der Differenzengleichung:

Bei einer Beschrankung auf ein kleines Beobachtungsgebiet konnen wir annehmen:
Ist x die Hohe (tiber dem Meeresspiegel in cm), so gilt:
p = p(x), d.h. der Druck hdngt nur von der Hohe ab.

p = p(X), d.h. die spezifische Dichte hdngt nur von der Hohe ab.
V =V (x), d.h. das spezifische Volumen hangt nur von der Hohe ab.
T =T(x), d.h. die Temperatur hangt nur von der Hohe ab.

Sei 0 < ¢ < x. Es folgt aus der Physik:

Ist G(&,x) das Gewicht einer vertikalen Luftsidule vom Querschnitt 1 cm* zwischen
den Hohen & und x, so gilt:

G(&,x) = p(&) - p(x). Ist x=¢& , klein”, soist p(y) in dieser Luftsdule anndhernd
gleich p(x). Also gilt: G(&,x) =9 p(X)-(Xx—¢) und damit:

p(&)—p(X) = g-p(x)-(x-¢), wobei

g = g(x) die (von der Hohe) unabhingige) Erdbeschleunigung ist.

Damit gilt:
(PE&)-p(¥) .
S p(X) (+)

barometrische Differenzengleichung

2) Ableitung einer Differentialgleichung aus der Differenzengleichung durch
Grenziibergang:

Falls pin x differenzierbar ist - und dies nehmen wir an !!- so ergibt sich bei & — x
aus (+):

P'(x)=-9-p(x) (++)
barometrische Differentialgleichung



Weitere , physikalische” Annahmen:

Wir betrachten die Luft als ideales Gas.
Ist M ihr Molekulargewicht und
R eine Konstante (R =8,31...J K™ mol™, Gaskonstante),
so folgt aus der theoretischen Physik:
p(X) V(X) _ p(X) _ R T(X)
p(X) M

Damit folgt aus (++):

iy -9 M
P )= (R-T(x))

barometrische Differentialgleichung fiir ein ideales Gas

(++4)

Aus (++) und aus (+++) kann p(x) bestimmt werden und zwar eindeutig bei

gegebener Anfangsbedingung. Wir stellen spater Losungsverfahren fiir solche
Differentialgleichungen bereit. Zur Vereinfachung machen wir jetzt die zusdatzliche
Annahme:

T(x) =T €R, d.h. die Temperatur ist unabhéngig von der Héhe x.

Dann erhalten wir aus (+++) die uns (aus Beispiel A1) bekannte Differentialgleichung
P00 =-23 p(x) *)

barometrische Differentialgleichung fiir ein ideales Gas bei konstanter Temperatur

3) Losung der Differentialgleichung (#):

a) Losung durch Antidifferenzieren oder Trennung der Variablen:

Wie in Beispiel A1 erhalten wir:

g-M- xj
R-T
ist fir jedes a € R eine Losung von (#)

0, () = a-exp(—

b) Eindeutigkeit der Losung bei Anfangswert p(0) = A:

Wie in Beispiel Al folgt:
p,(x) wie oben sind alle Losungen von (#).

Unter der zusidtzlichen Annahme: p(0)=A mit A aus R folgt wieder wie in
Beispiel Al:



AL _g-M-x _ . _g-M-x
PA(X):=A exp( R_T) p(0) exp( R.T)

eindeutig bestimmte Losung von (#) mit dem Anfangswert p(0) = A
barometrische Hohenformel fiir ein ideales Gas bei konstanter Temperatur

Beispiel A3: Die Abkiihlung eines heifen Korpes
Beispiel A4: Eine Populationsgleichung
Beispiel A5: Die chemische Reaktion erster Ordnung

Beispiel A6: Die chemische Reaktion zweiter Ordnung



§11 Taylor- und Fourierreihen

a) Vertauschung von Limesbildung und Differentiation bzw. Integration bei
Funktionenfolgen

Erinnerung an Beispiel d.1 in §5:

1-nx ft'1r0<x<i
X::[O,l];f:zl{o} und f (x):= T

0 sonst
(f,:neN) konvergiert punktweise, aber nicht gleichmiBig gegen f.
f, stetig auf X Vn eN; aber: f unstetig in 0;

Erinnerung an Satz d.1 in §5:
Bei f —9" 5 f und f, stetigVneN = f stetig
Beispiel a.1:

sin(nx)

f (x):= dn 5 f(x)=0 VxeR;

f, und f stetig differenzierbar auf R; f, =cos(nx); aber: 1=Ilim f '(0) = f'(0)=0

Beispiele a.2:

1) f,(x):=n-1;,,,(x) —B® 5 f(x)=0Vxe[0, 1]; f, und f Riemann-integrierbar;
1 1

aber: j f (x) dx =1¢0=j f (x)dx
0 0

1
n’x fir0<x<=
n

2) g :[0,1] - R mit g, (x) > | 2n —n? fiir %<xs%

0 sonst

stetig mit g, (x) —2"—> g(x)=0 VxeR; g, R-integrierbar tiber [0 , 1];

1 1
aber: Ign(x) dx=1+0= I g(x)dx
0 0
3)h, h:R— R mith (x):= 1 1[0 n](X) und h(x) =0 VxeR; h,,h uneigentlich R-integrierbar tiber R;
, n

+o0 1
h, —2™ 5 h; aber: jhn(x)zl;tozjh(x)dx
—o0 0



4) Seien QN [0,1] ={q, : n € N} eine Abzdhlung und k, (x) := Zl{qi}
i=1

k,(x) = k(x) :=1,(x) ¥x€[0,1]; k, R-integrierbar, nicht k.
Satz a.1.

Seiena,beR, f,:[a,b] > R stetig fiirallene N und f :[a,b] > R eine Funktion.
Es konvergiere die Folge ( f.:neN ) gleichméfiig gegen f auf [a, b].
Dann gilt:

a) f ist stetig und damit Riemann-integrierbar
b

b) | f(x)dx:!mi f (x) dx

a

Beispiele a.3:

n i o i

1) g,(x):= Z% 9 exp(x) = Z% auf [a,b] mita,beR;

Jklgn(x) dx — Texp(x) dx

2) analog wie in 1) sin(x) und cos(x); vgl. §6
Beispiele a.4:

"f —9m 5 f" in Satz a.1 hinreichend, aber nicht notwendig;
f,(x):=x" und f(x):=1,(x) mit x €[0,1].

Satz a.2:

Seien a,beR und ( f,:neN) eine Folge von auf [a,b] stetig differenzierbaren Funktionen
f,:[a.b] > R.

Es existiere ein X, €[a,b], fiir welches die Folge ( f,(X,):neN) in R konvergiert.

AuBerdem existiere eine Funktion g :[a,b] - R, so dass die Folge ( f,":neN) der Ableitungen
f," vonf, gleichméBig auf [a,b] gegen g konvergiert.

Dann gilt:

a) Es existiert eine Funktion f :[a,b] > R, so dass (f,:neN)—" f auf [a,b].

b) f :[a,b] > R ist auf [a,b] stetig differenzierbar und

£1(x) = lim f,'(x) fiir alle x €[a, b]



Beispiele a.5:

1) f (x) _i)l(—ll —a" 5 exp(X) :2—;auf [a,b] mita,beR;
£ (%) —Z(Xiiy £,(x) —2" 5 exp(x) auf [a,b];

also nach Satz a.2: exp'(x) = lim f_'(x) =exp(x) (vgl. §7)

2) analog mit sin(x) und cos(x); vgl. §6

Folgerung a.2.1:

Sei f(x):= Zan (x—X,)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0.
n=0

Dann gilt:  f'(X)=>_na,(x—x,)"" fiiralle x e (X, — 1, X, +r).

n=1

Folgerung a.2.2:
Seir>0und f(x):=) a,(x—X,)" konvergiere in | := (X, — I, X, +T).
n=0

Dannist f : 1 — R beliebig oft differenzierbar und a, = % f™(x,) fiir allen e N.

Beispiel a.6:

i} . asx d(lj
Fir [x|<lgilt: > nx"=x > X" =x-—2—=x. 1=x)__X .
n=1 n=1 —

b) Taylorreihen
Erinnerung an Taylorentwicklungen in §7 (Satz 6)
Satz b.1 (Taylorentwicklung mit Integralrestglied):

Seien | — R ein beliebiges Intervall und f : 1 — R eine (n +1)-mal stetig

differenzierbare Funktion. Fiir x, x, € | gilt dann:

10030 gy 1 R 000)

i=0

mit R,,, === [ (x—1)" £0(1) e
nly



Folgerung b.1.1:

Sei f:1 — R (n+1)-mal stetig differenzierbar mit f"*(x) =0 fiir allex  I.

k (|)
Dann ist f ein Polynom p(x) := (X ) (x—%,)' vom Grad k <n.
i= 0, "
*a(xo)

Folgerung b.1.2:

Sei f :1 > R (n+1)-mal stetig differenzierbar in X, € |I. Dann existiert
eine Funktion p: 1 — R mit

n (i)
limp(x)=0und f(x)= z f _(XO) (X, —X,) + p(x) Vxell.
X—=% =0 i!
Definition:

Seien | c R ein Intervall, x, € | und f : | - R in X, beliebig oft (stetig)
differenzierbar.

0 (n)
a) Die Potenzreihe Z%(X —X,)" heilit die Taylorreihe zu f in X,

n=0
oder auch die Taylorentwicklung von f in x,.

b) Wir sagen "f ldsst sich als Taylorreihe um X, in | darstellen", wenn gilt:

f(x)= %(x X,)" Vxel.

n=0

Beispiele b.1:

1) f Potenzreihe. Dann ist die zu f gehorige Taylorreihe die Funktion f selbst.
2) Eine Taylorreihe zu f konvergiert nicht notwendig gegen f.
1

Beispiel: Sei f : R — R die Funktion f(x):= {e <, fallsx#0

0, fallsx=0
f ist beliebig oft differenzierbar und f™(0)=0 VneN
Die Taylorreihe zu f im Entwicklungspunkt 0 ist identisch Null.
aber: f (x) = 0 fiir alle x e R\ {0}.

Beispiele b.2:

o0

1) exp(x) = z v Taylorrelhe zu exp(x) um 0; f™(0)=exp(0)=1

n=0
2) sin und cos analog



3) In(1+x) = i(—l)””)(?n firxe(-1, 1]

2n+1

4) arctan(x)zi(—l)n X

firxe[-1, 1]
2n+1

5) Binomische Reihe:

Fiir ¢ eR sei [a} = HM
n ey k

o0

(1+x)* :Z[zj x" furxe(-1,1)

n=0

Satz b.2:

Seien | c R ein Intervall, x, € I, f:1 — R beliebig oft differenzierbar

und R, (X;X,) das Restglied aus der Taylorentwicklung zu f (z.B. aus

Satz b.1). Dann gilt:

a) f lasst sich genau dann in | als Taylorreihe um x, darstellen, wenn gilt:
!l_TO R,(X,X,)=0 Vxel

b) Existiert ein y € R mit sup sup ‘f(”)(x)‘ <y,soldsstsich f inl als

neNy  xel

Taylorreihe um X, darstellen.

c) Fourierreihen

Seien X eine Menge, N :=N oder N :=N;und (g, :n€N) eine Folge von Funktionen
g,: X >R

Fiir jedes x e X betrachten wird die Reihe ) (g,(x):ne N), d.h. die Folge
(f,(x):neN) der Partialsummen f (x):=)_g,(X).

ieN
i<n

Definition:

a) Die Abbildung X > X > (g,(x):neN) heiflt die zu (g, :neN)
gehorige (formale) Funktionenreihe.
Falls fiir x € X die Reihe Z:(gn (X):neN ) in R oder uneigentlich konvergiert,

wird ihre Summe mit Z g,(X) bezeichnet.

neN

b) Die Abbildung K :={xe X : 3"(g,(x):n e N) konvergiert in R}> x> " g,(X)

neN

heilt die zu (g, :n e N) gehorige konvergente Funktionenreihe mit dem Konvergenzbereich K.



Definition:

Seien (a,:neN;) und (b, :neN,;) Folgen reeller Zahlen und X :=[0,27]
oder X : =R. Die Funktionenreihe ) (g, :neN;) mit

g,(x):=a, cos(nx)+b, sin(nx)

heif$t trigonometrische Reihe auf X; a, und b, heiffen die Koeffizienten

dieser trigonometrischen Reihe. (b, :=0 0.E.d.A)

Bild 1: Sinuskurven
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Bild 2: Kosinuskurven
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2r 2
Es ist I cos(nx) dx = I sin(nx) dx=0 firne N

0 0
cos(nx) = cos(n(x + 2kz)) und sin(nx) =sin(n(x+ 2kz)) VneN, Vk e Z
Interpretation:

a, und b, beschreibt die , Amplitude” des ,Schwingungsanteils”
cos(nx) bzw. sin(nx) und ndie ,Frequenz”.

Eine , beliebige Schwingung” kann als Superposition von Kosinus- und Sinus-
Schwingungen , gedacht” werden.



Mechanische, elektrische und elektromanische Schwingungen; Warmeleitung;
Zeitreihen.

Beziehung zu Taylorreihen und komplexen Polynomen (vgl. auch §12, komplexe
Zahlen) tiber die Darstellung eine komplexen Zahl

z=|z|exp(i ¢,) =|z|(cos(4,) +i sin(4,))  bei ¢, :=arg(z)
und ihrer Potenzen z" =|z" exp(i n 4,) =|z[" (cos(n-¢,) +i sin(n-4,))

Spdter: Die trigonometrischen Funktionen sin(nx) und cos(mx) bilden ein
vollstandiges Orthonormalsystem im Hilbertraum der (Aquivalenz der)
quadratintegrierbaren Funktionen. Die Partialsummen von trigonometrischen
Reihen werden auch trigonometrische Polynome genannt.

Satz c.1:

Sei Z:(gn :n e Nj) eine trigonometrische Reihe auf R mit den Koeffizientenfolgen
(a,:neN,) und (b, :neN,) und dem Konvergenzbereich K.
Weiter seien f : K > R mitx+— f(x):= z g,(x) und

neN,

f: X >R mitx— f (X) ::Zn:gi(x)

i=0

Dann gilt:
a) Mit x e K istauch x+ k27 €K fur allek € Z.
b) f(x)= f(x+k2r) fir allek € Z.
c) Konvergiert Z(|an|+|bn| ‘ne NO) inR,soistK =R und Z:(gn ‘neN,)
konvergiert gleichmiflig gegen f.
d) Konvergiert Z(gn :neN,;) gleichméfiig auf | R gegen f, so gilt:
i) f:I >R iststetig.

ii) Bei | :=[a,b] ist Mrj f (x) dx :i f(x) dx

2z
i) Bei | :=[0,27] ist a, =i£ (x) dx
e) Firnme N, gilt:
. 27 bein=m=0
jcos(mx) cos(nx) dx=< 7z bein=m=0
0 0 beinzm

2z
[ cos(mx) sin(nx) dx =0
0

. 0 bein=m=0
Isin(mx) sin(nx) dx=<97 bein=m=0
0 0 beinzm



Die Orthogonalitdtsrelationen aus Satz c.1.e zeigt man am einfachsten tiber:
1 ix —ix H 1 ix —ix

COSX=—(e"+€ ), SInX=—(e" —¢
(e +e™) (e —e™)

Satz c.2: (Riemann)

Seien a,beR und f :[a,b] > R Riemann-integrierbar. Dann gilt (bei z € R):

b b
lim jf(x) cos(zx) dx =0 = lim jf(x) sin(zx) dx

Definition:

Sei f :[0,27] —> R Riemann-integrierbar. Dann heifien

2z
a, ::% I f(x) dx und b, =0,

0

2z 2
a, ::l'[ f (x) cos(nx) dx und b, ::lj f (x) sin(nx) dx fiirneN
4 0 4 0

die Fourierkoeffizienten von f und ) (g, :neN;) mitg,(x) = a, cos(nx) + b, sin(nx)

die formale Fourierreihe zu f.
Bemerkung;:

In der komplexen Darstellung lautet die Fourierreihe zu einer Funktion f :R — C
mit Periode 27, welche stiickweise stetig differenzierbar ist:

k=+o0 ) ] k=n . ) o 1 2z )
f(x)= > ce“=lim > ¢e"™ mitden Koeffizienten ¢, := 2—.[ f(t) e™ dt
Koo n—oo Ken T 0

Fragen: 1) Fiir welche x konvergiert die Fourierreihe Z:(gn ‘neNg)zu f ?
2) Wannist f(x)= ZQH(X) ?
n=0
3) Wie schnell ist die Konvergenz ?

Beispiele und Warnungen:

1) Es existiert eine konvergente trigonometrische Reihe, die nicht Fourierreihe einer
Riemann-integrierbaren Funktion ist.

2) Es existiert eine stetige Funktion f, deren Fourierreihe fiir ,, viele” xnicht gegen
f (x) konvergiert.



Satz c.3: (Dirichlet)

Sei f :R — R Riemann-integrierbar auf [0, 27r] und periodisch mit der Periode 27.

Weiter sei ( f,:neN,) die Folge der Partialsummen der Fourierreihe zu f.
Dann gilt fir x e R:

2) fn(x):gi(f(x+2t)+ f(x—2t)) K (1) dt.
Ty 2
sin((2n +1)t) fir 0<t< ™
wobei K_(t) = sin(t) -2

2n+1 furt=0
der Dirichlet'sche Kern heifst.
b) Darstellung des Restes:

F.(x):= f.(x)= f(x) :%T(f(x+2t)+ f(x—2t)—2f(x)) K, (t) dt

o limf (x)=yeR < |im1f(f(x+2t)+f(x—zt)—zf(x)) K, (t)=0
n—o ”—>°07Z'0

Anmerkung:
_ H
L sm((_2n +D1) 0 s on+l 2) J‘Kn(t) dt="
sin(t) 0 2
Satz c.4:

Seien f :R — R Riemann-integrierbar tiber [O, 27[] und periodisch mit der Periode 27
und X, €[0,27] derart, dass in R folgende Limites existieren:

f(x,"):= Iiim f(x) (rechtsseitiger Limes)
xbxo
f(x,):= IiTm f(x) (linksseitiger Limes)

f (%)= lim )00

I (rechtsseitige verallgemeinerte Ableitung)
X¥Xo X=X,

f'(x, )= IiTm T00-10%) (linksseitige verallgemeinerte Ableitung)
XX X=X,

Dann gilt:

a) Die Fourierreihe zu f konvergiert in X, gegen 4 )Z (%)
b) Ist zusitzlich f in x, stetig (also f (X,") = f(X,)), so konvergiert

die Fourierreihe zu f in x, gegen f(X,).




Beispiel:

1 fur0<x<
Man betrachte die periodische Funktion f :R — R mit f(X):= { o "

-1 furr<x<2rx
Bilder:

Als Fourier-Partialsummen zu f ergeben sich:

sin 3x

Sl(x):%sin X; Sg(x):%(sinx+ j;SS(x)zg(sinx+

4( . sin3x sin5x  sin 7xj
S,(X)=—|sinx+ + +
T 3 5 7

sin3x  sin 5X)
+

5

05

D T Y

Satz c.5

Sei f : R — R periodisch mit der Periode 27. Dann gilt:

a) Sind x, € R, f Riemann-integrierbar in [0,27] und

| F (X +2t) + F (%, +28) =2 (x
t

so konvergiert die Fourierreihe zu f in X, und hat die Summe f (x,).

J = 0)| dt <o

O v | N



b) Holder-Bedingung:
Existieren o € (0,1) und y € R zu f mit
[ (x)— f(x)|<y[x=x]" ¥x,x'eRmit [x—x|<7z

so konvergiert die Fourierreihe zu f injedem Punkt x, € R und hat die Summe f (X,)
Anmerkung:

Selbst fiir stetiges f :[0,27] —> R braucht die Folge ( f, :n € N, ) der Partialsummen

der Fourierreihe zu f nicht gegen f(x) in X zu konvergieren, falls sie iberhaupt
n-1

konvergiert. Aber die Mittel h, := EZ f, tun dies - und zwar gleichmaflig, wie der
i=0

folgende Satz zeigt.
Satzc.6: (Fejér)

Sei f:R — R stetig und periodisch mit der Periode 27.
Weiter sei (f, :neN;) die Folge der Partialsummen der Fourierreihe zu f.

Dann gilt:
1 n-1
f(X)——Z fi‘ =0
[ R

lim sup

n—oo xeR

Anmerkung.
sin(nt) )’
Fiir den Fejér-Kern F, (t) == sin(t) flir0<t< % gilt:
n® firt=0

n

SE e AR

F (t) dt:%r und F, () —2% 5 n?

Folgerung c.6.1:

Mit dem Satz von Fejér, der Darstellung der trigonometrischen Funktionen als
Potenzreihen und dem Satz tiber die gleichmafSige (vgl. §6) kann man den Satz von
Weierstrafs tiber die gleichmifiige Approximation von stetigen Funktionen durch
Polynome (vgl. §5) beweisen.

R s A e E E E  E  x

Warnung: (du Bois-Reymond, 1872)

Die Fourierreihe zu einer stetigen Funktionen kann divergieren.



Beispiel: (Fejér)

SINKY) g f o= D at, , mitp, = 2K g = 2¢

keN

q
Bei t, () = 2sin(px)> |
k=1

und ¢, = ra ist f stetig, aber die Fourierreihe zu f konvergiert nicht in 0.

Zum Beweis vgl. z.B. Edwards, Vol.I, 5.161 {.; Zygmund, Vol.I, 5.298ff.;
Dort auch weitere Beispiele und Sitze:

i) Es existiert eine stetige Funktion, deren Fourierreihe iiberall konvergiert, nicht aber
gleichmaflig.

ii) Ist f stetig (und damit iiber [0,27] quadratintegrierbar), so folgt aus dem unten

zitierten Satz von Carleson, dass die Fourierreihe zu f fast tiberall gegen f
konvergiert.

iii) Es existiert eine stetige Funktion derart, dass jede Teilfolge der Folge der
Partialsummen der Fourierreihe zu f an irgendeinem Punkt divergiert.

(Men’show, 1947)

Aus Folgerung 6.1 (und dem Dichtliegen von C[0,27] in L, [0,27]) folgt:

Satz c.7 (vollstindiges Orthonormalsystem)

1 1 . 1
B:={——cos(n ):neN:J{—=sin(n ):neNJ{—" ist ein vollstindiges Ortho-
{ﬁ()e}{&()e}{ﬁz} 8

normalsystem in C[0,27] und damit auch in L,[0,27] mit (f,g) ::J‘ f(x)-g(x) dx.

Wegen der (abstrakten) Fourierreihenentwicklung in Prahilbertrdumen beziiglich
vollstandiger Orthonormalsysteme folgt damit:

Satz c.8 (Quadratmittelkonvergenz der Fourierreihe)

Ist f :[0,27] - R quadratintegrierbar, so konvergiert die Fourierreihe zu f

im quadratischen Mittel gegen f.

Satz c.9 (Carleson, 1966)

Ist f :[0,27] —> R quadratintegrierbar, so konvergiert die Fourierreihe zu f

fast tiberall gegen f.



Warnung: (Kolmogorov, 1926)

Es existiert eine integrierbare Funktion f :[0,27] — R, deren Fourierreihe iiberall

divergiert. (Konstruktiv schwieriger Beweis; vgl. z.B. Bary, 5.455-464 oder
Zygmund, I, S.310 £f.)

R A E  E E  x

Satz c.10: (Abtasttheorem; Whittaker - Kotelnikov - Nyquist - Shannon)

Sei f :[0,27] > R mitx > f(x):=> (a, cos(kx)+b, sin(kx)) beineN.

k=0
Dann ist f durch seine Werte an 2n +1 verschiedenen Stellen x [O, 27[)

eindeutig bestimmt.
Definition:

a) n in Satz c.10 heifst Grenzfrequenz.

b) Sei N € N und x,, :=2Wﬁ. Dann hei8t {k x, :k =0,1,...N -1} eine (gleichabstindige)

Abstastung von [0,27] der Léange X,,.
N heifst Abtastfrequenz dieser Abtastung.

Anmerkung:

Satz c.10 sagt, dass ein trigonometrisches Polynom mit der Grenzfrequenz n durch
eine Abtastung mit einer Abtastfrequenz N eindeutig bestimmt ist, die mehr als
zweimal so grofs ist wie seine Grenzfrequenz: N >2n+1.



§12 Die komplexen Zahlen

Sei (R, +,) der Korper der reellen Zahlen mit der gewdhnlichen Addition ,,+“ und
der gewohnlichen Multiplikation ,, -“, der Null 0 und der Eins 1.

Problem: x*+1=0 hat keine Lésung in R.
Losung: Konstruktion der komplexen Zahlen.

Definition:

a) C:=RxR={(x,y):xeR undyeR} heifit die Menge der komplexen Zahlen.
b) +:CxC— Cmit (X,Y,)+(X,,Y,) = (X +X,, ¥, + Y,) heit die Addition komplexer Zahlen.

€) :CxC—o>Cmit (X,Y;) (X, ¥,)i=(X X, — Vi Y, X+ ¥, + X, - y;) heifit die Multiplikation

komplexer Zahlen.

Anmerkung;:

Die Additionen +:R xR — R und +:CxC — C sind vorldufig ganz verschieden; vgl.
Satz 2 samt Anmerkung. Gleiches gilt fiir die Multiplikationen.

Satz 1: ((C,+,) ist ein kommutativer Korper)

Sei (C,+,)) mit C, + und - wie oben. Dann sind +: CxC — C und

- CxC — C Abbildungen und es gilt:

a) (C,+) ist eine kommutative Gruppe; d.h. es gelten CA1 - CA4 analog

zu RA1 - RA4 in §3. Null (= das neutrale Element bzgl. +) ist (0,0).

b) (C\{(0,0)}, -) ist eine kommutative Gruppe; d.h. es gelten CM1 - CM4
analog zu RM1 - RM4 in §3. Die Eins (=das neutrale Element bzgl. -) ist (1,0).
c) Es gilt das Distributivgesetz; d.h. es gilt CD analog zu RD in §3.

Definition:

a) (C, +,-) heifst der Korper der komplexen Zahlen.
0. :=(0,0) heifit die komplexe Null.
1. :=(1,0) heifst die komplexe Eins.
z:=(X,y) € C heifit komplexe Zahl.



b) Sei z:= (X, y) € C. Dann heifSen
Re(z) := Rez:= X der Realteil und Im(z) :=Imz:=y der Imaginérteil von z,

X -y
X2+y2 ' x2+y

~7:=(-X,~Y) das Negative und z " := [ zj beiz # 0. das Inverse von z.

Satz 2: (Einbettung von (R,+,-)in (C,+,-))

Sei (R, +,-) der Korper der reellen Zahlen und (C, +,-) der Korper der komplexen Zahlen.
Die Abbildung ¢: (R,+,:) = (C,+,-) mit X = ¢(X) := (x,0) ist injektiv. Fiir sie gilt.

a) p(X +X%,) = (X)) +9(X,) VX, X, eR

b) p(X, %) = (X)) - 9(X,) VX, X, €eR

) 9(0)=0=0; und ¢(1)=(10) =1;

Anmerkung:

1) ¢: (R,+) = (C,+) und ¢: (R\{0},-) > (C\{0},") sind Gruppenhomomorphismen.

2) ¢p:(R,+,) > (C,+,) ist ein Kérperhomomorphismus.

3) Wir identifizieren (R, +,-) mit (¢(R),+,-) und fassen R als Teilmenge von C
und (R, +,-) als Unterkorper von (C, +,-) auf.

Definition:

a) Seii:=(0,1).
b) Fiir x,y e R seien iy := (0,y), x +1iy :=(x,y) und (X,0).
¢) Endliche Summen und Produkte und Potenzen seien fiir komplexe

Zahlen analog definiert fiir reelle Zahlen.
d)z:=(x,y)eC\R = zeC\p(R)={(x,y,)eC:y, #0}

Satz 3:

a)ie C\R und i’ =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = p(-1) = -1, d.h. i = v-1.
b)z=Re(z)+i-Im(z)=x+iy Vz=(X,y)eC

Definition:

Seienz=(X,y) eCmitx,ye R und z = x +1y.

Ja sei die nichtnegative Wurzel der nichtnegativen reellen Zahl .
a) Z:=X—iy = (x,—y) heift die zu z konjugierte komplexe Zahl.

b) |7|:= \/m heifit der Betrag (die Lange, Norm) von z.

¢) | - |:C— Rg mit z—|z| heifit die Betragsfunktion.



Satz 4:

Seiz=x+1y e CmitX,y e R und ¢:R — C gemif Satz 2. Dann gilt:
a)z=7 © IM(2)=0 < zep(R)=R
b)z-2=(x+iy)-(x—iy) = (x* —i%y?,0) = p(x* + y?) =|7|° und |z|=\£\.

c) Bei a e R und az := (ax,ay) = ¢(a) - z gilt: |az| = |a|

z

,d.h. | - |:C— Ry ist postiv homogen.
d) Dreiecksungleichung: |zl + 22| < |21| + |22| vz,,z, €C.

€) |z, 2,|=|z||z,| vz.z,eC.

Hinweis auf den Fundamentalsatz der Algebra:

Eine Aussageform fiir z € C der Art
P(z):=) az" mitneN, a eC firk=0,.,nunda, #0
k=0
heifst Polynom tiber C vom Grad nmit den Koeffizienten a, € C.

Fundamentalsatz der Algebra (Gaufs, 1799):

Jedes Polynom P(z) tiber C vom Grad n >1 hat mindestens eine Nullstelle in C;
d.h.3zeC mit P(z) =0.

(verschiedene Beweise: z.B. mit Hilfe der Funktionentheorie; vgl. auch Gerd Fischer,
Lineare Algebra, 5.217 £.)

Graphische Darstellung der komplexen Zahlen: Gaufische Ebene

Zeichnung: Addition komlexer Zahlen: Vektoraddition
Z+w
imagindre Achse
Y /
Z
z=x+y
W
o
x reele Achse

z:=(x,y) e C=R xR als Vektor der Linge |Z|

arg(z) := Winkel zwischen der x — Achse und der Gerade von 0. nach z
Re(z) = x =|z|cos(arg(z)) und Im(z) = y = z|sin(arg(z))

z =|z|cos(arg(z)) +i|zsin(arg(z))



Bei e := exp(ia) = (cos(a),sin(a)) = cos(ax) +i -sin(a) fiir a e R gilt:

7= |Z|eiarg(z)

Multiplikation mit einer komplexen Zahl z:
Drehung um arg(z) und Streckung um |z|

Zeichnung;

o = fi?ﬁel(W)

P+ [y




§13 Metrische und normierte Riume
a) Metriken und Normen
Definition:

Sei X eine Menge und d : X x X — R}, eine Abbildung mit

M1)d(x,y)=d(y,x) Vx,ye X (Symmetrie)
M2)d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) VX, y,ze X (Dreiecksungleichung)
M3)d(x,y)=0 < x=y (Trennung)

d heifst Metrik auf X (oder: Distanzfunktion); (X,d) heifst metrischer Raum.
Beispiele a.1:

0 beix=
1) diskrete Metrik: X bel. Menge und d (X, y) := e1. X=Y
1 beix#y

2) gewohnliche Metrik (Betragsmetrik) auf R: X :=R und d(X, y) = |X - y|

3) euklidische Metrik auf R":neN; X :=R", x:=(X,...,X,) € R" und d(X,y) = (i(xi = yi)zj
=

4) Tschebyscheff-Metrik: n e N; X :=R";x,y € R" und d(x, y) := max{|x, - y;|:i =1...,n}

Definition:

Seien (X,d) ein metrischer Raum, x € X und £ e R".
a) Ky(x,&) =K(x,&):={y e X :d(x,y) < ¢} heift offene d — Kugel um x mit Radius &.
Ka(x,&) = K(x,£)={y e X :d(x,y) <&} heiit abgeschlossene d —Kugel um x mit Radius &.

b) Eine Folge (X, :n eN) konvergiert in (X,d) gegen x € X
in Zeichen: x=d —limx,; x=d -limx, ; X, —%—> X, wenn gilt:

VeeR"IN eNmitd(x,x,)<e Vn>N

c) Sei auch (Y, o) ein metrischer Raum. Dann heifst: f : (X,d) — (Y,0) stetigin x € X,
wenn f(x)=0-limf(x,) aus x=d —limx, folgt.
f heifdt stetig, wenn f stetig in x € X ist fiir jedes x € X.

d) Sei Y < X. Dann heifst Y abgeschlossen in (X,d), wenn gilt:
V(x,:neN) FolgeinY mitx=d —limx, istxeY.
Y heifit offen, wenn X\ Y abgeschlossen ist.



Beispiele a.2:

1) euklidische Metrik auf R":
n =1: offene Kugel <> offenes Intervall

geschlossene Kugel <> geschlossenes Intervall
n=2: offene Kugel <> offener Kreis

geschlossene Kugel <> geschlossener Kreis
n =3: offene Kugel <> offene Kugel im Sinne der analyt. Geometrie
geschlossene Kugel <> geschlossene Kugel im Sinne der analyt. Geometrie

2) Tschebyscheff-Metrik auf R":

n =1: offene Kugel <> offenes Intervall

geschlossene Kugel <> geschlossenes Intervall
n =2: offene Kugel <> offenes Quadrat

geschlossene Kugel <> abgeschlossenes Quadrat
n = 3: offene Kugel <> offener Wiirfel

geschlossene Kugel <> abgeschlossener Wiirfel

Zeichnung;:

1
p -Normen fir p=1,2,% im B? mit |x], ‘= (iwj" und [x], = max{[i] o]} (vl
i=1

unten, ,Normen”) fiir x e R".

A
A4

Satz a.1:

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:

a)xe K (x,&) Vxe X VeeR"
b) {x}=[)Ks(x1/n)=[)Kas(x1/n) Vxe X

neN neN
c) Hausdorffsche Trennungseigenschaft:

Vx,ye X mitx =y 3 eeR" mitK,(x;¢) nK, (y;¢) =D



d) Eindeutigkeit des Limes:
x=d-limx, =y =>x=y

e) Sei auch (Y, o) ein metrischer Raum und f : (X,d) — (Y, 0) stetig.
Ist G, eine offene Teilmenge von (Y,5), so ist f (G, ) eine offene Teilmenge von (X,d).

Ist A, eine abgeschlossene Teilmenge von (Y,5), so ist f (A, ) eine abgeschlossene

Teilmenge von (X,d).

f) Fiir jedes x € X istd(X,): X > R stetig und damit K, (x;¢) in (X,d) offen und Ka(x, )

abgeschlossen.

g) Seien (X,d,),(Y,d,) und (Z,d,) metrische Rdume und f :(X,d,)—(Y,d,)
und g:(Y,dy) = (Z,d,) stetig. Dann istauch g~ f : (X,d,) = (Z,d,) stetig.

Definition:

Sei (X,d) ein metrischer Raum.

a) Eine Folge (X, :neN) in X heiit d — Cauchyfolge, wenn gilt:

VeeR" IN eNmitd(x,,X,)<& ¥vn,m> N,

b) (X,d) heifst vollstindig, wenn jede d — Cauchyfolge in (X,d) gegen ein x € X konvergiert.

Beispiele a.3:

1) R ist mit der Betragsmetrik (=euklidische Metrik=Tschebyscheff-Metrik) vollstandig.
Vgl. §4, Satz a.8.

2) Q ist mit der Betragsmetrik nicht vollstandig.

3) R ist mit der Arcustangens-Metrik d : R xR — R mit (X, y) = d(X,y) = |arctan X —arctan y|
nicht vollstandig.

Satz a.2:

Seien (X,d) ein metrischer Raum, Y < X und d, :Y xY - R,
mit (y,, Y,) — d, (Y, Y,) =d(y,,Y,) die Einschrankung von d auf Y.
Dann gilt:

a) (Y,d,) ist ein metrischer Raum.

b) Jede gegen ein x € X in (X,d) konvergente Folge (x,:neN) in X
ist eine d — Cauchyfolge.



c) Ist (Y,d, ) vollstandig, so ist Y abgeschlossen in (X,d).
d) Ist (X,d) vollstandig und Y in (X,d) abgeschlossen, so ist (Y,d, ) vollstindig.

Definition:

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Menge Z c X heifst folgenkompakt in (X,d),
wenn jede Folge (X, :neN) in Z eine gegen einz e Z in (X,d) konvergente
Teilfolge hat.

Definition:

Sei (X,d) ein metrischer Raum, Z c X.

a) Unter einer offenen Uberdeckung von Z versteht man eine Familie (U, )

von offenen Teilmengen U, c X mitZ c UUi.
iel

Dabei ist | eine endliche oder unendliche Indexmenge.

b) Z = X heift kompakt, wenn es zu jeder offenen Uberdeckung (U;). . vonZ

iel
eine endliche Teilmenge J — | von indizes gibt, so dass Z UU i
jed
Bemerkung;:

Sei (X,d) ein metrischer Raum.

Dann sind fiir jede Teilmenge Z — X folgende Eigenschaften dquivalent:

i) Z ist folgenkompakt, d.h. jede Folge (x, :n e N) besitzt eine gegen ein
z € Z konvergente Teilfolge.

ii) Z hat die offene Uberdeckungseigenschaft, d.h. aus Z UUi , wobei |

iel

eine beliebige Indexmenge und U, ¢ X Vi e | offen ist, folgt, dass eine endliche

eine endliche Indexmenge J c | mitZ UU ; existiert.
jed
iii) Z hat die endliche Durchschnittseigenschaft, d.h. aus ﬂZi =,
iel

wobei | eine beliebige Indexmenge und Z, = Z Vi e | abgeschlossen im metrischen Raum

(Z,d) ist, folgt, dass eine endliche Indexmenge J — | mit ﬂ Z= I existiert.

jel
Satz a.3:

Sei (X,d) ein metrischer Raum, Y ¢ X und d, :Y xY — R die Einschrankung
von d auf Y. Dann gilt:

Ist Y folgenkompaktin (X,d), soistY abgeschlossen in (X,d) und (Y,d, ) vollstandig.



Definition:

Seien (X,d) und (Y, o) metrische Raume.

a) Eine Abbildung f : (X,d) — (Y,0) heifit gleichméfig stetig, wenn gilt:

VeeR" I3 neR" VX, X, e X mitd(x,Xx,) <7 gilt 5(f(x,), f(x,)) <e.

b) Sei Z eine Menge. Eine Folge ( f, :n e N) von Abbildungen f,:Z — (Y,6)
konvergiert gleichmifiig gegen eine Abbildung gegen eine Abbildung
f:Z—(Y,0), wenn gilt:

lim sup{s(f,(z), f(z)):zeZ}=0

Satz a.4:

Seien (X,d) und (Y, ) metrische Rdume, & # X folgenkompakt und
f:(X,d)—(Y,0) stetig. Dann gilt:
a) f:(X,d)—(Y,0) ist gleichméfig stetig.
b) f(X) ist folgenkompakt in (Y,9).
c)IstY =R und ¢ die gewohnliche Betragsmetrik, so gilt:
Es existieren X, X,, € X mit f(x,)=inf{f(x):xe X} und f(x,)=sup{f(x):xe X}

Satz a.5:

Seien (X,d) und (Y, ) metrische Riume und ( f, :n € N) eine Folge von stetigen Abbildungen

f,:(X,d) > (Y,0), die gleichmaflig gegen eine Abbildung f : X =Y konvergieren. Dann ist
f:(X,d)—>(Y,0) stetig.

Definition:

a) Sei K gleich R oder C. (Skalarenkorper)

b) Sei X ein K-linearer Raum (d.h. ein Vektorraum tiber K).

Eine Abbildung || . || X >R mitx+— ||X|| heifst Norm auf X, wenn gilt.
N1) ||ax|| = |a| ||X|| VaeK Vxe X (positiv homogen)
N2) [x+y|<|x|+]y] vx yeX (Dreiecksungleichung)
N3) ||X|| =0 < x=0 (Trennung)
c) Sei X ein K-linearer Raum und || : || : X > R; eine Norm auf X.

Dann heifst (X ,|| . ||) ein normierter Raum.



d) Sei (X || . ||) ein normierter Raum. Eine Menge Z — X bzw. eine

eine Funktion f :Y — X mit f(Y) = Z heifsen normbeschrinkt, wenn

sup{z]:zeZ} <.

Beispiele a.4 normierte Raume:

1) R mit dem Betrag 2) C mit dem (C—Betrag

3) R" mit der euklidischen Norm ||X|| = (z X; j fur X:= (X,...,X,) e R"

4) R" mit der Tschebyscheff-Norm ||x||w = max {|Xi| =1, n} fur X = (x,...,X,) € R"
5) Sei X eine Menge, (Y,|| . ||) ein normierter R-linearer Raum,

: || -beschrankten Funktionen f : X — Y. § ist mit der punkt-

weisen Addition (f +g)(X):= f(X)+ g(x) und der punktweisen Skalarenmulti-
plikation (& f )(X) := & f (X) ein R-linearer Raum. Mit der Tschebyscheff-Norm

H| f |” = Sup{” f (X)|| XxeX } ist 3§ ein normierter Raum.

Definition:

Sei (X ,|| . ||) ein K-linearer Raum. || . || induziert eine Metrik
d(x,y)=|x-y| auf X.
(X ,|| : ||) heifst Banachraum wenn (X, d) vollstandig ist.

Anmerkung: d(x,y):= ||X - y|| = ||(X +2)—(y+ Z)|| ist translationsinvariant.
Beispiele a.5: Banach-Riume

1) R mit dem Betrag 2) C mit dem C-Betrag
3) R" mit der euklidischen norm

)
)
4) R" mit der Tschebyscheff-Norm
)

5) X Menge, (Y || . ||) ein Banach-Raum, § Menge der || . ||-beschrénkten Funktionen f : X Y.
mit der Tschebyscheff-Norm ist § ein Banach-Raum.

b) Der euklidische Raum R*

Seien k e N und R* := {0 %) i X e R fir i =1,...,k}. R¥ ist auffassbar

als R-linearer Raum:



ax:=(ax,..,ax,) bei « e R und x:= (X,,..., X, ) € R¥

X+ Y= (X + Yy, X + Y, ) beix,y e R

Eine algebraische Basis des R-linearen Raumes ist z.B.

10,...,0); (0,1,0,...,0);....;(0,...,0,1). Seine algebraische Dimension ist K.

Auf dem R-linearen Raum R* kann man mehrere Normen betrachten, z.B. die

Tschebyscheff-Norm: ||x||oo ‘= max {|xi| =1, k}
1
N
euklidische Norm: X[ := ( f]z
i=1
Kk
L,-Norm: X[, =[] fir X := (X,,..., X, ) € R".
i=1

Diese Normen induzieren translationsinvariante Metriken, namlich die
Tschebyscheff-Metrik: D(x,y) = ||x — y||oo

euklidische Metrik: d(x,y)=d (x-y)=[x-Y|

L -Metrik: 5(x,y) =[x-y]|,

Anmerkung: Offensichtlich sind all diese Metriken dquivalent.
Konventionen:

a) Im folgenden werden wir auf R* ( - wenn nichts anderes gesagt wird - )
mit || : || stets die euklidische Norm bezeichnen und die dadurch induzierte
euklidische Metrik d bezeichnen.

b) Fiir eine in (R¥, d) gegen ein x € R* konvergente Folge (x, :n e N) schreiben
wir X =limx, anstelle von X =d —limx.

c) Die gewohnliche Metrik auf R soll die euklidische Metrik d sein.
Unter einer Cauchyfolge verstehen wir immer eine d — Cauchyfolge
und unter vollstandig stets d — vollstandig.

d) Eine Abbildung f :R* - R' (mit | € N) heifle stetig bzw. gleichmagig stetig,
wenn f:(R*,d,) = (R',5) stetig bzw. f :(R*,d,) > (R',5,) gleichmifig stetig
ist, wobei d, bzw. &, die euklidische Metrik auf R* bzw. R' ist.



Satz b.1:

Seien (X, :n e N) eine Folge in R* mit X, :=(X{,...,X;) e R* und
X = (X X, ) € R¥. Dann gilt:
a) limx,=x < limx'=x Vi=1..,k

b) (x, € N) Cauchyfolge < (xi" ‘ne N) Cauchyfolge Vi=1,..,k
Definition: G(R*,R') = {f ‘R* > R' stetig}

Satz b.2:

Mit der punktweisen Skalrenmultiplikation und der punktweisen Addition

(vgl. Beispiel a.5.6) ist €(R",R') ein R-linearer Raum.
Definition:

a) X c R* heif3t beschrankt, wenn sup{||x|| txe X } < o0,
b) x e R* heifit Haufungspunkt einer Folge (x, :neN) in R¥,
wenn gilt: VeeR" VN eN In>N mitx, e K(x;é&).

Satz b.3:

a) Sei (X, :n eN) eine gegen ein x € R* konvergente Folge in R*.
Dann ist {x, :neN}uU{x} folgenkompakt.
b) R ist vollstandig.

¢) Satz von Weierstrafs:
Ist X = R* beschrénkt, so besitzt jede Folge (X, :n € N) mindestens

einen Haufungspunkt x € R¥.

d) Satz von Heine-Borel:

X c R" folgenkompakt <> X beschrinkt und abgeschlossen



§14 Partielle Differentiation

Sei k e N und R* aufgefasst als R -linearer Raum.

Xl
x:=| i |eR" als Spaltenvektor (d.h. k -zeilige und 1-spaltige Matrix).
Xk
Eine algebraische Basis von R* ist
1 0
0 :
8IS L [ 8 s , 6=
0 1

k

Alsoist x = Z X;e ; X ist die i —te Koordinate von x; x; € R.
i=1

Schreibweise fiir Matrizen, vgl. Vorlesung M I B:

T

X" = (X,.... X ) ist die Transponierte zu X.

k
R“xR*5 (x,y) > (X, ¥)=x"y:=> %Y, euklidisches Skalarprodukt.

i=1
Bei X,y € R* mity =0 ist G(x;p) = {x +1y:t e R} die Gerade durch xin Richtung y
und G(X;p)>z=x+ty—>teR eine bijektive und stetige Abbildung, deren
Umkehrabbildung auch stetig ist.

Allgemeine Voraussetzung: Sei G — R* offen und f :G — R eine Abbildung.
Bez.: f heifst auch Funktion von k Variablen.
Anmerkung: xeG und G offen = Jg eR" mitx+tyeG V |t| <§,

Definition:

a) Seien x € G und y € R*. Dann heif}t bei x +t) € G und t # 0
f(x+ty)— f(x)
t

Differenzenquotient.

Im Falle seiner Existenz heifst

%(X) =D(f, %)= lim Flx+ U)t) — ) Differentialquotient oder

partielle Ableitung von f in Richtung y.



b) Beii e {l k} heifst (im Falle seiner Existenz) D(f, x;¢;) die

partielle Ableitung von f in x nach ;. Es sind die folgenden Schreibweisen {tiblich:

2L(9:= 1,00:= D, F(0:= D, f(x):= D(F xe)

c) f:G — R heifit partiell differenzierbar, wenn gilt:

aa—f(x) existiert Vx e G Vie{l,... k}
X

d) f : G — R heifdt stetig partiell differenzierbar, wenn gilt:
f :G — R ist partiell diffferenzierbar und

a . G—)ertXl—)S—(x) ist stetig fur i =1,...,k
X

OX:

Interpretation der partiellen Ableitung:

“__it

1) partielles Differenzieren bzgl. der i-ten Koordinatenrichtung X gewohnliches

Differenzieren bzgl. der i-ten Koordinate x; und Festhalten der anderen
Koordinaten.

2) D(f;x,y) = ,Steigung” von f in xin Richtung Y.
z.B. R?: grafische Darstellung durch Niveaulinien N (a)={zeG: f(z) =}

)Qﬁ/
0

ﬂ

o
[

I N T T

Satz 1:

Fiir die partielle Differentiation nach x; (ifest) gelten die Regeln fiir die

eindimensionale Differentiation aus §7 (Differentiation), z.B. die Produkt-,
Quotienten- und Kettenregel.
Dabei werden x; als eindimensionale Variable und x; fiir j#1i als Konstante

betrachtet.



Beispiele 1:

1) f(x)=yreR VxeG
D(f,x;9)=0 VxeG VyeR"

2)k =2 und f(xl,xz) = f,(x) f,(x,) mit f, : R —> R differenzierbar.
of

== 100)- 1(x) VK= (%, %,) €G

| l

3) f:R —>Rm1tX|—>||X|| Dann: —(X)

Zeichnungen zu 3): Bei k = 2. Niveaulinien sind Sphéren

4) Beik 22 sei f:R* - R mitx:=(X,...x)" — f(x) mit f(0):=0

ﬁxi

f(x):=-2 ist tiberall partiell differenzierbar nach x; fiir i =1,..,k

x|
TTx  2k-x*[]x
j# _ j#
o Y 2K 2k+2
S I X~

fiir x 20

0 fiirx=0

Aber f ist nicht stetig in 0:= (0,...,0)".

Partielle Ableitungen sind unbeschrankt.

Warnung: Bei k > 2 folgt aus " f partiell differenzierbar" nicht, dass f stetig ist.



Definition:

a) Induktiv definiert man:
f :G —» R 1-mal partiell differenzierbar & f partiell differenzierbar

Sein>2: f:G— R n-mal partiell differenzierbar <

Y (igy.omiy 1) € {1,000 K]

" st fi..i -G — R partiell differenzierbar, wobei

(0=, (D, (0, N.N0=]]D,

(i min-1)
b) analog: n-mal stetig differenzierbar
c) Folgende Schreibweisen sind tiblich:
o'f T . T

gemischte partielle Ableitungen
fon =[]D,f beiij=i firj=1..n
i j=1

n —te partielle Ableitung nach x;

Beispiel 2: (f zweimal partiell differenzierbar, aber nicht stetig p. differenzierbar)

X, - X,
Beik =2, G:=R? und f (x,,X,) := X+ X,
0 fiir (x,%,)" =0

fiir (x,,%,)" #0

ist f tiberall zweimal differenzierbar, aber in (0,0)" sind die gemischten zweiten
Ableitungen nicht stetig.

Satz 2:

Seien x € G, f : G — R partiell differenzierbar und es existiere ein ¢ e R*,
so dass ﬂ,...,i auf K(x;¢) beschrankt sind.
oX,  OX,

Dann ist f in X stetig.

Satz 3:

Sei f :G — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt:

2 2
of __of vxeG Vi, je{l.. k}
OXOX;  OX,;0X;




Folgerung 3.1:

Sei f :G — R n—mal stetig differenzierbar. Dann gilt:

[1D: f()=[[D,,f(x) ¥xeG Vre&(n)
j=1

=1

&(n):={y :{L...n} > {1,...,n} bijektiv}; 7 € &(n) Permutation.
Definition:

a) Sei f :G — R partiell differenzierbar.
grad f(x):=(D,f(x),...,D, f(x)) Gradient von f in X
Vi :=grad f :G —» R* mit x> grad f (x) Gradient von f
V:=(D,,...,D,)" Nabla-Operator

b) Eine Abbildung V : G — R* mit x -V (x) heif}t Vektorfeld.
V (X) = (Vy(X),...,v, (X))" stets mit v, := pr oV :G — R"

c) Ein Vektorfeld V : G — R* mit X =V (X) := (v,(X),...,V, (X))" heifdt

partiell differenzierbar, wenn v, partiell differenzierbar ist fiir jedes i {1, . k}

d) Sei V :G — R mit x =V (X) = (V,(X),...,v, (X))" ein partiell differenzierbares Vektorfeld.

k
div V(x) = Z D,v;(x) Divergenz von V in X
=
Kk
<V,V> = > DV,(x):G >R Divergenz von V
i=1
e) Sei V : G — R® wie in d).
rot V (x) = (D,v, — D,v,, D,v, — D\v,,D,v, — D,v,)"
Rotation von V in X.

VxV :=rot V:G — R* mit x > rot V (x) Rotationsfeld von V.

f) Sei f :G — R zweimal stetig partiell differenzierbar.

A f(X) :=ZDi D, f(x):zgxfz(x)

i=1 i

A Laplace-Operator



g) Sei f :G — R zweimal stetig partiell differenzierbar und g:G — R

eine (z.B. stetige) Abbildung.
A f =0 Potentialgleichung; eine Losung heifst harmonische Funktion.

A f = g Poisson-Gleichung

h) Sei | c R ein Intervall und u: G x I — R mit (X,t) = u(x,t). Fiir jedes t € | sei
u( - ,t):G > R zweimal stetig partiell differenzierbar und fiir jedes x € G sei

u(x, - ): 1 > R nacht einmal bzw. zweimal stetig differenzierbar.

2

(S))

U_Au Wellengleichung

2

=AU Waérmeleitungsgleichung

| ON|,_\
2 @

(c ~ Wellenausbreitungsgeschwindigkeit; k ~ Temperaturleitfadhigkeit)

Satz 4:
a)Sind f :G —- R und g:G — R partiell differenzierbar, so gilt:

grad (f-g)=g-grad f + f-grad g
b) Sind f :U — R (total) differenzierbar und g : G — U c R* partiell differenzierbar, so gilt:

OX;
c) Sei f :G — R partiell differenzierbar in Richtung y fiir alle y € R".

(Dies ist der Fall, wenn f total differenzierbar ist.) Fiir y € R* und x € G gilt dann:

20 _ g0 %(x) und grad (f og) (x) = f '(g(x)) grad g(x)

%(X) = <grad f (x), I)> und damit wegen der Schwarzschen Ungleichung;:

<[grad f bei [y <1

of
‘a—n‘”

d) Sind f : G — R partiell differenzierbar und V : G — R ein partiell
differenzierbares Vektorfeld, so gilt:

div (f V)=(grad f, V)+ f divV

e) Ist f :G — R zweimal stetig partiell differenzierbar, so gilt:

A f =div grad f

f) Beik =3 und f wie in e) gilt:
rot (grad f)=0



Beispiel 3:

T
o255 g 1)<

2) Sei G wiein 1) und f :U — R differenzierbar mit U c R offen. Dann:

grad 1 (x]) = f '<||X")'(||X71||""’"X7k"T

3) Sei G wie in 1). Dann:  div = X~1
X1 I
Beispiel 4  Laplace-Operator angewandt auf rotationsymmetrische Funktion;

Newtonsches und logarithmisches Potential

Seien G = Rk\{ﬁ}, U :=R\{0} und f :U - R zweimal stetig differenzierbar.

Dannistg:G —> R mitx+ g(x):=f (”X”) eine rotationsymmetrische Funktion.
Nach Beispiel 3.2 ist grad g(x) = f (||x||)ﬁ

Damit gilt nach Satz 4.e und 4.d, der Produktregel und Beispiel 3.3:

AT ()= 1 "<||x||>+ﬁ~ f(Jx)

Bei f(z):= = und k >3 bzw. f(z):=In(z) und k = 2 ergibt sich:
W =0 Newtonsches Potential

A ln (||X||) =0 Logarithmisches Potential

Beispiel 5: Schwingende Seite

Anwendung der Methode der Fourierreihen und der Methode der Trennung der
Variablen zur Losung einer , eindimensionalen” Wellengleichung mit ,, Rand- und
Anfangsbedingungen” :

Physikalische Situation:

Eine in der x —y-Ebene schwingende homogene Saite ist eingespannt in (0,0) und
(7,0). y:=u(x,t) seidie Auslenkung der Saite an der Stelle x zur Zeit t.
Aus der Physik (z.B. Gerthsen: Physik. Seite 105 f) folgt:

2 2
OU_2%U  pejaeR »~Wellengleichung”

1 _
(1) ot? ox?



Anmerkung: u(x,t)=0 VXx,t ist eine triviale Losung von (1).
Die Einspannung der Saite bewirkt :

(2) u(0,t)=0 vVteR, ~Randbedingungen”
3) u(z,t)=0 VteR,

Wir betrachten eine Saite, die am Anfang (t = 0) ausgelenkt wird gemaf3:
(@)  u(x,0)=f(x) bei f:[0,7] >R vorgegeben

und bei t =0 aus der Ruhelage losgelassen wird :
(5) %J(X,O) =0 vxe[0,7]

(4) und (5) heifien ,Anfangsbedingungen”

Mathematisches Problem:

Gesucht ist eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion, die (1) - (5) erfiillt.
a) Methode der Trennung der Variablen :

Ansatz: u(x,t)=X(x)-T(t) Vxe[0,7z] VteR,

mit X :[0,7] > R und T : Rj — R zweimal differenzierbar

Durch Einsetzen in (1) erhdlt man :

X(x) = A cos(ux) + B sin(ux)
T(t)=C cos(u at) + D sin(ux at) mitAB,C,DeR

Aus den Randbedingungen (2) und (3) folgt:

A=0 und ueN

Aus der Anfangsbedingung (5) folgt :

D=0

Die Bedingungen (1) - (3) und (5) werden folgenden Funktionen erfullt :

u(x,t) =y sin(ux) cos(u at) mit yeRund geN



b) Linearkombinationen und gleichmifiige Konvergenz :

Wegen der Linearitédt von (1) - (3) und (5) erfiillt dann auch

U, (X,t):=> 7 sin(zx) cos(u at) mity, eR,u eN,neN

i=1

diese Bedingungen. Wegen der gleichmafiigen Konvergenz der zweiten partiellen
Ableitungen (nach t bzw. x) bei Z|yn| 1#° <o ist nach Satz a.2 in §11 (Taylor- und

neN
Fourierreihen) dann auch u(x,t) :=limu,(x,t) zweimal stetig partiell differenzierbar.
n—oo

Wegen der Linearitdt von (1) - (3) und (5) ist dann auch
u(x,t) eine Losung von (1) - (3) und (5).

c) Anfangsbedingung und Fourierreihenentwicklung von f:

Aus der Anfangsbedingung (4) folgt fiir die Losung

(#) u(x,t):=>7,sin(g,x) cos(u,at)  mit Y |y, |’ <o, y,eR, g, €N

neN neN

von (1) - (3) und (5) dann:

u(x,0) =Y y,sin(u,x) = f(x) ¥xe[0,7]

neN

Fiirein f dieser Gestalt ist also ein derartiges u eine Losung von (1) - (5).

Ist f ,geeignet gutartig” im Sinne der Sitze c.4 oder c.5 in §11, so ldsst sich f als
Fourierreihe entwickeln. Da f(0)=0 und f(7)=0 wegen (2) - (4) ist, hat die
Fourierreihe zu f die Gestalt :

f(x)=>_y,sin(nx)

neN

Ist > 7, <o und Y |y,[n? <oo, soist u(x,t):= > y,sin(nx) cos(n at)

neN neN neN

eine Losung von (1)-(5). Man kann die Eindeutigkeit der Losung des Problems (1) -
(5) zeigen

Anmerkung:

1 €N sind die , Eigenwerte” des Problems (1) - (3) und (5),

sin(ux) cos(u at) in (#) sind die ,Eigenschwingungen des Problems.
sin(x) cos(at) zu =1 heifst ,Grundschwingung”.

sin(2x) cos(2at) zu =2 heifdt , erste Oktav”..



Fiir x> 4 heifSen sin(ux) cos(u at) ,,hohere harmonische Schwingungen” oder
,Obertone”.

N =Menge der Eigenwerte heifst das ,Spektrum”.
4 €N beschreibt die , Eigenfrequenzen”.

Beispiel 6: Wairmeleitung in einem Stab

Wiederum Anwendung der Methode der Fourierreihen und der Methode der
Trennung der Variablen zur Losung einer , eindimensionalen” Warmeleitungs-
Gleichung mit ,Rand- und Anfangsbedingungen®:

Physikalische Situation:

Ein homogener Stab ist zwischen X =0 und X = 7 eingespannt.

Er sei vollig isoliert im Bereich 0< X <7 und an den Endpunkten x=0 und x=7r

auf konstanter Temperatur (z.B. =0) gehalten.

u(x,t) sei die Temperatur an der Stelle x zur Zeit t

0<x<rzmundteR,

Aus der physikalischen Theorie der Warmeleitung folgt :

2
1) ‘Z_l: =32 2_u beiacR +Wirmeleitungsgleichung”
X

2

Das betrachtete System hat die Randbedingungen :

(2) u(0t)=0 VteR, »Randbedingungen”
(3) u(rzt)=0 VteR,

Auflerdem soll der Stab am Anfang (t =0) eine vorgegebene Warme f(x) am Ort x
zur Zeit t =0 haben, was zu der Anfangsbedingung

@) u(x,0)=f(x) beif:[0,z] >R mit f(0)=0= f(x) vorgegeben
Mathematisches Problem:

Gesucht ist einmal stetig nach t und zweimal stetig nach X partiell differenzierbare
Funktion u: [O,;z] xRy — R mit (x,t) - u(x,t), die die Bedingungen (1) - (4) erfiillt.

Wie im Beispiel 5 wird f als ,geeignet gutartig” vorausgesetzt. Wie im Beispiel 5
gelangt man auch hier mit der Methode der Trennung der Variablen zur Losung;:



Ansatz: u(x,t)=X(x) T(t) Vvxe[0,7] und VteRj
mit X :[0,7] - R zweimal differenzierbar

und T :R; > R einmal differenzierbar

ergibt: X TT =-1* mit 1eR
X aT
Analog wie im Beispiel 5 zeigt man damit:

Jede nichttriviale Losung von (1) in faktorisierter Form, welche (2) und (3) erfillt, hat
die Form:

y sin(nx) exp(-n“a’t) mityeRundneN
Mit den gleichen Konvergenziiberlegungen und mit (4) zeigt man:

Ist f ,geeignet gutartig” (wie in Beispiel 5 prazisiert), so existiert eine Losung

u(x,t):=>_7,sin(nx) exp(-n°a’) des Problems (1) - (4), wobei y, die Fourier-
neN
koeffizienten zu u(x,0) = f(x) = z;/n sin(nx) sind.

neN

Beispiel 72 Wirmeleitung - Gaufiverteilung

Warmeverteilung in einem Stab zu verschiedenen Zeitpunkten

Welrmeesinwirkung

T T T T T
-2 -1 0 1 2

schwarz=t[0], rot=t[1], orange=t[2]

k 2
X —[x
Sei ke N und u:R“xR; — R mit (x,t) — u(x,t) =t ZeXp(_!lt” J

Dannist u (und a-u fiir @ € R) eine Losung der Warmeleitungsgleichung:

d.h. @zAX u
ot



Beweis:

ou(x.t) _ k. 5t exp[ X[ ] t_g M,exp{_Mj
ot 2 4t? 4t
Ix* ( )
ol B (21

2
Seii={l,..,k}. Beachte ||X||2 =X’ +..+ X7, also 0 || =2X:

OX: '

oulxt) u(x,t):t—g (—ﬁ exp —M =—£t_g X, -eXp —M
ox, 2t At 2 At
Fuet) 1k (K (__ij N ||
o' 2t P TN ) TR
[n f ][ o]
2t

K A2 ko 2 k k
A, u(x,t) = Za UX(X t)_;t 2 exp[—%]- iniz—Zl q.ed.

i=1




§15 Totale Differentiation

Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen von §14; insbesondere ist k € N,

G c R*offen, f :G — R* und D f = Dxif ::ﬂ.

OX:

k
Es ist <X, y> = <X, y>k = ZXi y, das Skalarprodukt von X :=(X,,...,X)" € R* und

i=1

1
Y=Yy ¥,)" €R* und [x|:=({x,x))? die Norm von x.
Definition:

Sei f :G — R" eine Funktion und x € G. Dann heif3t f (total) differenzierbar in x, wenn gilt:
3 ¢ e R* und 3 Funktion ¢ :U — R mit x eU = G offen mit

) e(x)=lime(y)=0

i) ()= F00+(cy-x)+|y-x] p(y) vyeU

Anmerkung: vgl.Satz 1.c in §7

a) f wird approximiert durch die affine Funktion y - f(x)+ <c, y— X>
b) Die Funktion R* 5 y - A(y) :=(c,y—X), €R ist linear und stetig mit A(x)=0
Darum sind dann auch
R'5z2:=(y,r)— 7z, (2) =y eR"
R 5 2:= (y,1) > 7(2) == A7 (2) = A(y) € R
R“'5z:=(y,r)— ,,(2):=reR und

R 5 2i= (y,1) > £(2) = 7,.(2) A7, (2) € R
stetige lineare Funktionen;

also existiert ein z € R mit &(z) = <2, z>k+l fiir alle z e R,
{z eR" 1 g(z) = O} ist eine Hyperebene in R*"*
{zeR" 1 e(2) = £} ={(y, f(X)+ A(y)) e R : y e R} ist eine affine Hyperebene
in R**.
c) k=2: {( y, f(x)+(c,y-x))eR’:ye RZ} ist die Tangentialebene im Punkt
(x, f(x)) an Flache {(y,f(y))eR®:yeR?}

Beispiel 1:

Partiell differenzierbare, aber nicht stetige, nicht stetig partiell differenzierbare und
nicht total differenzierbare Funktion:



Xy
2,y

R*>(x,y) = f(x,y) =1 X'+
0 fur (x,y)=(0,0)

fur (x,y) # (0,0)

Satz 1:

Ist f :G — R (total) differenzierbar, so gilt:

a) Es existieren alle partiellen Ableitungen von f in X.
Bei ¢, := D, f (x) erfiillt ¢ :=(c,,...,c,)" die Eigenschaft der Definition.
Esistc=grad f (x)

b) f istin jeder Richtungy e R* differenzierbar und es gilt:
of
—(x) =(grad f(x),
an( )=(grad f(x),y)

c) Lokale Lipschitz-Stetigkeit:
dxeU cG offenund 3 y e R” |f(x)— f(y)|£}/||x— y|| VyeU

Satz 2:

Ist f:G—>RinxeG (total) differenzierbar, soist f stetigin x.
Satz 3:

Ist f :G — R partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen D, f (x) in X stetig,

soist f in x (total) differenzierbar.
Definition:

Seien k,l € N, x, € G c R* offen. Weiter sei V : G — R' ein Vektorfeld mit
XV () = (40,4, (0)
Dann heifst V (total) differenzierbar in x, € G, wenn alle v, : G — R in X,

(total) differenzierbar sind.
Satz 4:

Seien k,l e N, x e G = R¥ offen. Weiter sei V : G — R' ein Vektorefeld mit
£V (&) 1= (4(8),-, (). Dann gilt:

a) V (total) differenzierbar in X <
31 xk Matrix A:= ( a; ) und eine Abbildung ® :U — R' in einer offenen Umgebung
U von X in G mit lim®(y) = ®(x) =0 und
y—X

V(y)=V(X)+A(y-x)+|y-x| ®(y) vyeU



b) Ist V = (v,,...,v,)" (total) differenzierbar in X, so gilt:
Zuv, 3xeU, <G offen, ¢’ e R* und ¢, :U; > R geeignet mit

Vi(y) = v () +(c”,y = x)+ |y - x| e.(y) vy eU,

|
vyeU:=(U; Vie{l..l}und fir A= (aij) und @ aus a) gilt:

(aij) =D,v;(x) und @ = (¢,,..., )

(i ist Zeilenindex; j ist Spaltenindex)

Definition:

SeiV:R5G — R' mit X:=(X,...,% )~V (X) = (v,(X),....v, (X))
(total) differenzierbar. Dann heifst:

OV Vi), o (Divj (x))-:

v, _ .
5 0=DV(0=3,00 = O(Xyy oo X, ) Tk

die Jacobische Funktionalmatrix; sie wird auch als das (totale) Differential von V in X

bezeichnet.

(i ist Zeilenindex; j ist Spaltenindex)

Bei k =1 heiflt die Determinante det(J, (x)) vonJ, (x) die Jacobische Funktional-

determinante.

Beispiel 2: Polarkoordinatentransformationen; vgl. Ubungen

Satz5: (Kettenregel)

Seien k,I,meN, U c R und V c R'. Weiter seien g:U — R' und
f:V > R"™ Abbildungen mitg(U)cV.

Istg inxeU und f iny:=g(x) differenzierbar, soist f cg:U — R"™ in X
differenzierbar und es gilt:

929 4y =9 (g(x)). 99
B 0= g (900

wobei "-" die Matrizenmultiplikation ist.



Folgerung 5.1:

Seim=1und g:U - R' mit x> g(x):=(g,(x),...g,(x))" und f:V >R
mit g(U) cV wie oben.

Ist ginxeU und f iny:=g(x) differenzierbar, soisth:= f og:U —> R in X
differenzierbar und es gilt:

dh & o ag,
a—Xi(X) = JZ_QE(Q(X)) a_xi(x) und

dh oh oh
&(X) = (a—xl(x)v-wa(x)j

Satz 6: (Mittelwertsatz)

Seien G — R* offen und X, y € G und es liege die Verbindungsstrecke
X_y = {X +a(y—-x):0<a< 1} von X nach y ganz in G. Dann gilt:
a)Ist f :G —» R in ganz G differenzierbar, so existiert ein 9 (0,1) mit

f(y)— f(x)={(grad (f(x+3(y—x)),y-X)
und es ist

f(y)- f(x):<J1'grad (f(x+a(y-x)) da,y—x>

0

b) Ist F:G — R' mit x = F(x) = (f,(X),..., f,(X))" in ganz G differenzierbar, so ist
1

F(y)-F = [ T (xaly-x) da - (y-x)

0
Dabei werden Integrale tiber matrix-wertige Funktionen:

Definition:

Seien G « R* und n e N. Die Abbildung f :G — R heifdt n-mal stetig differenzierbar

[in X € G], wenn sie n —mal stetig partiell differenzierbar [in x € G] ist.

Anmerkung: vgl. Satz 1.a und Satz 3.



Bemerkung;:

f :G — R ist genau dann 1- mal stetig differenzierbar, wenn fiir jedes y € R*

die Richtungsableitung % existiert und stetig ist.

Erinnerung an Taylorformel (Satz 6.b in §7): ....

Satz7: (Taylorformel)

Seien G  R* offen, X := (X,,.., X)) undy = (y,
und xy = {x+t(y-x):0<t<1} cG.
a) Bei ¢:[0,1] > R mit t > o(t) := f(x+t(y - X)) gilt:
¢(0) = f(x) und ¢(1) = f(y).
b) Ist f :G — R (n+1) —mal stetig differenzierbar, so ist ¢ : [0,1] —->R

..... y,)' aus G mitx =y

(n+1) — mal stetig differenzierbar und es gilt nach der Taylorformel (§7, Satz 6.b):
Es existiert ein 9 € (0,1) mit

_ c ¢(V)(O) v 1 (n+1) n+l
(T1) ¢(1)—¢(0)+VZ:;, L * i’ (9) 1

c)Firse[0,1] und 1<v<n+1ist

¢(v)(s): Z 8Vf(x+s(y—x)) ll_[(yiﬂ_x )

(iy ey el ) OX ++-0X;,

L

- Y (ﬁth,fJ(xﬁus(y—x» 10, -x)
k)’

(R 1=t u=l pu=1

=[(y-x)-grad f] (x+s(y—x)) und damit

_ n [(Y—X).grad f]v(x) [(y—X)-grad f]m—l
(1= f(X)+vZ=1: v " (n+1)!

(X +3(y - x))
Definition:

Seienk e Nund z:=(z,,...,z,)" € R. Fiir @ = (a,,....,) € N,* seien

k k k k a
o :=>a , a=[ ("), z*=]]z“ und D* =] [ (D, )* bei (D,)“ :=D,...D, = 0
i=1 i=1 i=1 i=1

NN A
a;—mal




Folgerung 7.1:

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 7 gilt:

o (s)= % D*f (x+s(y—x))-(y—x)* =[(y—x)-grad f] (x+s(y—x))
aeNg* mit |af=v :
und damit

(T3) f(y)zf(x)_i_i z %.(y_x)a n Z D“f(X+19(y_X)).(y_X)a

al

v=l  aeNg* mit|oj=v . aeNy* mit |af=v

Spezialfdlle: n=1undn=2
Rechenbeispiel:

Berechnen Sie fiir
f: (0, oo) (O oo) — R mit f(x,y)= XY die Taylorentwicklung im Punkt (1,1)
X+Yy
bis einschliefSlich der Glieder 2.0rdnung.

Es gibt ein J€(0,1), so dass (X, y) €(0,0)x(0,)

: 1 0% ( o=
fluy)=tdD+ : ( f@ 1)} (x=1)(y -1 +
VZ:; (al,az%oxl\lo o, ! a, 1 ox™ ay

mit oy +a,=v

a(x,y)

al az 1 _1
" Z 1 6 6(1 f +19 X (X_l)aq(y_laz
(ay,0)eNgxN, G !az! x| oy 1 y-1

mit o +a,=3

a(x, y)-—(ll) (x- 1)+5(11) (x- 1)+3 a—(11) (x-1)? +§ @Y (x-1(y-1)+
1 az
5 A @D (o
of 2y 4y o f o 4x
e TR = Gy o Y Gy
of . =2x 82f _2(x-y)
ey ey Y T vy

Auswertung dieser Funktionen an (1,1) fuhrt zu:

1, 1,
X, Y)=X—-y——X"+—
a(x,y) Y=g X 7Y



Definition:

o’ f

=Lk X0X;

(x) Hesse'sche Matrix von f in x.

koo f
Anmerkung:

8 i21:<9xiaxj
j=1

(= X)(Y; = %) = (H . (y =), (y=x))



§16 Anwendung: lokale Extrema

Der Einfachheit wegen: k = 2
X
E=(xy) = (yj, 1:=(u,v)" € R? Spaltenvektoren mit X, y,u,v e R und

1
euklidischer Norm [&]:= (x* + y?)2 und euklidischem Skalarprodukt (&,7):=&"n = Xu + yv.
Totale Differenzierbarkeit:

Seien G c R xR offen, 77:= (u,v)" €G und f :G — R mit £:=(X,y)" > (&)
eine reelwertige Funktion auf der offenen Teilmenge G von R xR.

Dann heifst f in 7 (total) differenzierbar, wenn gilt:

Es existieren eine (kleine) Umgebung U von 0:=(0,0)" e RxR, eine (durch eine
zweizeilige und einspaltige 2 x1Matrix mit reellen Koeffizienten b, darstellbare)
lineare Abbildung B:R xR — R und eine Funktion y:U — R mit

M—)Ofl'irf):téeU und ||§||—>6und (D1)

H
F(7+8)= 1) +B(S) +y(S) (D2)
Anmerkungen:

a) Fir &#0ist |£]#0
b)U, =n+U:= {77+§: & eU} ist eine Umgebung von 7.
c) {£eRxR:||&|< &} offene Kreisscheibe um 0 mit Radius st fiir jedes &> 0 eine

Umgebung von 0.

d) Wir schreiben hier der Bequemlichkeit halber Vektoren als transponierte Zeilen-
vektoren.

e) Eine 2 x1Matrix B mit reellen Koeffizienten ist ein Vektor

B:=(b,b,)" eRxR. EsistalsoB=/=(b,b,)".
f) (D1) bedeutet:

y(S)
<1
g) Vergleich mit §15 (mit z,1 und ¢ statt den dortigen X,y und ¢):

k=2z=n9=n+¢ (c,p—1)=B(&) und p()|p—z| =y (&)

<e firr £eU mit £#0 und ¢ < 5.

Fiir alle ¢ > 0 existiert ein & > 0 mit




Interpretation:

Der Graph der Funktion f ist eine (eventuell gekriimmte) , Fliche” {iber dem
Definitionsbereich G von f.

Die Funktion g:U, - R mit &+ g(&) = f () + B(S —n) stellt eine Tangentialebene an

die durch f definierte Fldche im ,Punkt f () tiber n” (genauer: in
(n, f(n) e (RxR)xR)) dar.

g ist ein Polynom ersten Grades in xund y mit einem konstanten Term f (7).

Totale Differenzierbarkeit von f in einem Punkt 7 bedeutet, dass die durch f
definierte Flache im Punkt f(7) auf der Fldche (iiber 77) lokal durch eine Ebene
approximiert werden kann. Diese approximierende ebene Fldche wird die durch g
beschriebene affine Ebene gegeben.

Die Funktion y beschreibt den Fehler der Approximation von f in der Umgebung
U, von n durch g. Die Bedingung (D1) sagt, dass dieser Fehler schneller als |£|
gegen Null geht.

Fur & =0 ist B(£) =0 und damit g(7) = f(r7). Wegen (D2) ist dann auch y(&) =0.

Die lokale Approximation einer total differenzierbaren Funktion auf (einer
Teilmenge von) R xR durch eine Ebene entspricht der lokalen Approximation einer
differenzierbaren Funktion auf R durch eine Gerade. Eine Gerade wird durch ein
Polynom ersten Grades beschrieben.

Ditferenzierbarkeit hat etwas mit Glattheit zu tun. Ist eine Funktion sogar zweifach
differenzierbar, so ist sie noch glatter. Je glatter eine Funktion ist, desto besser ldsst
sie sich durch Polynome approximieren.

Eine zweimal differenzierbare Funktion auf R kann man nicht nur durch eine
Gerade, sondern durch eine Parabel (Polynom zweiten Grades) lokal approximieren.
Diese lokale Approximation mit einer Parabel kann besser gemacht werden, d.h. der
Fehler kann kleiner sein, also schneller gegen Null gehen.

Die approximierende Parabel kann man mit Hilfe der Taylorentwicklung (fiir
Funktionen auf R) finden.

Analog ist das fiir auf RxR definierte Funktionen; vgl. Hilfssatz 2.



Extremwerte:

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass xlokaler Extremwert einer differen-
zierbaren reelwertigen Funktion g:U — R auf einer offenen Teilmenge U von R

ist, ist das Verschwinden der Ableitung in x, d.h. g'(x) =0. Diese Bedingung ist aber
bekanntlich nicht hinreichend. Ist g sogar zweimal stetig differenzierbar, so kann
man durch Ausrechnen der zweiten Ableitung von gin X feststellen, ob gin X ein
lokales Maximum (bei g"(x) <0) oder ein lokales Minimum (bei g "(x) > 0) hat.

(Bei g"(x) =0) ist keine Aussage tiber Extrema méglich: g(x):=+x*hatin 0
Minimum bzw. Maximum; g(x) := x* hat in 0 einen Wendepunkt und kein
Extremum.

Ganz analog ist dies bei einer reellwertigen Funktion f auf einer offenen Teilmenge
U von R*. Auch hier sei der Einfachheit wegen wieder k = 2.

Sei U c RxR offenund f :U — R eine Funktion. Die Funktion f hatin £€U ein
lokales Maximum, wenn eine offene Umgebung V mit £ eV cU existiert mit
f (&)= f(n) fur alle 7€V . Analog ist ein lokales Minimum definiert.

Hat f in & €U ein solches lokales Extremum und gilt “ f (&) = f () nur fir = ¢ fir
alle 7 eW fiir eine offene Umgebung W mit { eW <V “,so hat f in ¢ ein isoliertes
lokales Extremum.

Zunichst gilt in Verallgemeinerung von Satz a.2., Teil a und b in §8 bei (partieller)
Ditferenzierbarkeit von f tiber eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum
von f :

Satz 1:

Sei U c RxR offen und f :U — R (nur) partiell differenzierbar.

Hat f in £ €U ein lokales Extremum, so gilt:

grad f (&) =0
Beweis:

Zundchst existiert wegen der Offenheit von U ein ¢ >0 mit K(&;¢) cU.

Wegen der partiellen Differenzierbarkeit von f ist fiir i=1,2 und den i —ten
Einheitsvektor e, dann

g, :(—&,+¢) > Rmitt g,(t) = f (& +t g) differenzierbar und (*) g;'(0) = D, f (£).
Hat f in & ein lokales Extremum, so hat g;in 0 ein lokales Extremum.

Nach Satz a.2 in §8 gilt dann g;'(0) =0

Also gilt wegen (*): grad f (&) = 0.



Diese notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum wird in enger Analogie zum
Fall von auf R definierten Funktionen auch im Fall von den hier betrachteten
Funktionen von mehreren Veranderlichen ergdnzt durch ein hinreichendes Kri-
terium. Wie im Satz a.2, Teil c und d, in §8 wird auch hier dazu im nachfolgenden
Satz 2 die zweimalige (stetige totale) Differenzierbarkeit gebraucht.

Seien G < R xR offen und

f:G—>Rmit&=(xYy) = f(£) zweimal stetig differenzierbar.

Die partiellen Ableitungen von f nach X bzw. nachy in & = (X, y)" werden mit
f.(&) bzw. f (&) bezeichnet.

Da f zweimal stetig differenzierbar ist, ist f in £ € G zweimal stetig partiell differenzierbar
und es gilt f, (&)= f,,(S) furalle £ €G.

(&) 14 (S)

vag::Hessf(gf)::(f @ £

] die Hessesche Matrix von f in &.

Wegen (1) ist die Hessesche Matrix von f in { symmetrisch fur alle £€G.

Eine 2x2—Matrix A mit reellen Koeffizienten a; fur i, j =1,2 heifst symmetrisch,

wenn gilt: a; =a; furi, j=12.

Eine symmetrische 2 x2 —Matrix A mit reellen Koeffizienten a; furi, j=1,2 heifst
positiv definit (bzw. negativ definit), wenn gilt:

(&,A&))>0 (bzw. (&, A(£))<0) fir alle £ e Rx R mit & 0.

Dabei ist A(E) = AE = (a,X+a,Y , ayX+a,Y) e RxR

(Die Multiplikation der 2x2—Matrix A und der 2x1—Matrix ¢ ist wie tiblich als
»~Addition: Zeile mal Spalte” auszufiihren.)

Eine solche Matrix A heifst indefinit, wenn gilt:

A ist nicht positiv definit und nicht negativ definit; d.h.
3 & eRxR mit (&,A(£))>0und 3 7eR xR mit (17, A(7)) <0

Hilfssatz 1:

Eine symmetrische reelle 2 x2—Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn eine
der folgenden Eigenschaften gilt:

a) Alle (wegen der Symmetrie bekanntlich reelle) Eigenwerte 4, und 4, von A

sind positiv. 4)
b) Hurwitz-Kriterium:
a,;, >0 und det A>0, wobei det A=a,a,, —a,,a, )

Beweis: a) z.B. G.Fischer, Lineare Algebra, Kor.6.7.2, 5.214
a) und b): F.E.Hohn, Elementary Matrix Algebra, Sec. 9.14, 5.256 ff.

(1)
(2)



Hilfssatz 2:

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f existiert zu jedem 7€ G

eine (kleine) Umgebung U von 0= (0,0)" € R xR und eine Funktion

91U >R mit ﬁéﬁ) S0 far £#(0,0)" und [ -0 ©)
und
(7+6) = ) +{@ &)+ (6 M) +0(0) )

wobei o = grad f (n):=(f,(n), f, (7)) e RxR der Gradient von f in 77 und
A= Hess f (17) die Hessesche Matrix von f in 7 sind.

Dieser Hilfssatz folgt aus der Taylor-Entwicklung von f um 7 (Satz 7, §15).

Interpretation:
a im Hilfssatz 2 ist das B aus der Definition der totalen Differenzierbarkeit.

Das y aus der Definition der totalen Differenzierbarkeit ist hier wahlbar als:
1
w(S) = 5(& A(E))+ (&)
Durch Ausrechnen erkennt man:
E=(xy) > PE)=fm)+(aé) +%<§, A(&)) ist ein Polynom zweiten Grades in

x undy. P beschreibt eine zweidimensionale Parabelfliche, die im Punkt f (7) iiber
n die durch f gegebene Fliche ,tangential” beriihrt.

Die Aussage (7) des Hilfssatzes 2 besagt, dass die zweimal stetig differenzierbare
Funktion f in 7 durch das Polynom P (mit einem konstanten Term f (7))

approximiert wird.

Die Approximation von f in 7 durch P hat den Fehler ¢ aus (6) im Hilfssatz 2.
Dieser Fehler geht schneller als ||§||2 gegen Null. Damit geht dieser Fehler schneller

gegen Null als der Fehler i in der Definition der totalen Differenzierbarkeit, der nur
schneller als ||£] gegen Null geht.

Der mit Hilfe der zweiten partiellen Ableitungen gebildete Term
E=(xYy) - %(5 : A(§)> bringt also eine (lokale) Verbesserung der Approximation
von f in 7.

Mit dem auf der Taylorentwicklung beruhenden Hilfssatz 2 und einigen weiteren
(im Beweis hervorgehobenen) Sdtzen kann man nun den folgenden Satz beweisen:



Satz 2:

Seien G c R xR offen, f :G — R zweimal stetig differenzierbar, 7 € G und

grad f (;7) = 0. Dann gilt:
a) Ist Hess f (77) positiv definit (bzw. negativ definit), so hat f in 7 ein
isoliertes lokales Minimum (bzw. Maximum)

b) Ist Hess f (77) indefinit, so besitzt f in 7 kein lokales Extremum.
Beweis von a):

Wegen grad f (77) = (0,0)" =0 gilt <grad f(n), §> =0 und damit nach dem
Hilfssatz 2 mit den dortigen Bezeichnungen:

Es existieren eine Umgebung U von 0= (0,0)" und eine Funktion

¢:U > R mit Té? — 0 fiir £ #(0,0)" und || —0 (6*) und

[(7+6) = F0)+5 (£ A@) +0(0) 7
Wegen (6*) gilt:

Zujedem ¢ > 0 exisitiert ein & > 0 mit |p(&)| < &[¢[ fur €] < 5. (8)
Sei A:= Hess f (r7) positiv definit. Wir zeigen nun die Existenz eines
lokalen Minimums. (Andernfalls betrachte man die Funktion — f

anstelle der Funktion f. Ein Minimum fiir — f ist ein Maximum fiir f.
Hess (—f)(n) =—Hess f (n).)

1) Die Sphdre S := {5 eRxR: ||§|| = 1} mit Radius 1 um 0 in R xR
ist abgeschlossen und beschrankt und damit nach dem Satz von Heine-Borel
(Satz b.3.d, §13) auch (folgen-)kompakt.
Auf einer (folgen-)kompakten Menge nimmt jede stetige reelle Funktion ihr
Minimum (und ihr Maximum) an (Satz a.4.c, §13). Da die Funktion:
S5 & (& A(E)) e R wegen (&, A(E)) = X(ayX +ay,Y) + Y(ayX+a,Y) mit &:=(X,y)"
stetig ist, nimmt diese auf S ihr Minimum an, d.h.

es existiert ein x € S mit ¢ := (i, A(x)) = inf {(£, A(£)): £eS}. (9)

Da A positiv definit und 0:=(0,0)" ¢, ist <§, A(f)) >0 fiir alle & € S.
Wegen (9) gilt dann:
c>0 (10



2) Wir zeigen: (£,A(&))2cé| firalle SeRxR (1)
Fall: "¢ =(0,0)"" klar (beide Seiten von (11) sind 0)
Fall: "& #(0,0)" ": (Dann ist ||§|| #0)

Seien k := 1 und o :=k&. Dann ist o € S. Wegen (10) und (9) gilt dann:

H
<0', A(O‘)> >C
Damit folgt (A ist linear, <, > ist bilinear):
@ﬂMGD=W§kA@»=kWéA@»=&%KéA@»

Also gilt (11).

3) Wir setzen nun ¢ := % Dann folgt aus (8) die Existenz eines ¢ > 0 mit

()] <l fur £ mit [¢] <5
Aus (7*) und (11) folgt:

Hn+@2f0ﬁ+%MW

Wegen ¢ >0 nach 1) und ||§||2 >0 ist auch %”5”2 >0 und damit

f(n+<&)> f(n) fur alle £ mit 0< ||§|| <o (12
4) Aus (12) in 3) folgt, dass f in 7 ein isoliertes lokales Minimum hat; q.e.d.

Beweis von b):

Sei A:= Hess f (7) indefinit. Zu zeigen:

Ve>03 &, e RxR mit ||§—77||<8 und ||§—§||<€ und (&)< f(n)< ()
Aus A indefinit folgt: 3 0+ x e RxR mit <1<, A(K)> =a>0

Wegen (7*) gilt dann:

f(n+tx)=f(n)+ %<tk‘, A(tK’)> +p(tx) VteR
t2
= f(n)+ a? + o(tx)
2
Wegen (6%) oder (8) gilt fiir t gentigend klein: ¢(tx) < at?
Also: f(n+tx)> f(n) V 0<|t|<5
Ebenso:
Aus A indefinit folgt: 3 0# 4 € RxR mit (1, A(1))=: <0
Und damit: f(n+tl)< f(n) V 0< |t| <0 g.ed



Rechenbeispiele:
a) Paraboloid f(x,y):=C+x*+y?

F(xy)=2x, f,(xy)=2y;

also: grad f (x,y) = (f,(x,y), f,(x, y)' =0 = x=0, y=0

f00Y) =2, (% y) =0= (6 Y), f,,(x ) =2

also: Hess f (0,0) hat nur den (zweifachen) positiven Eigenwert 2
(auch: det (Hess f (0,0)) =4);

Hess f (0,0) ist positiv definit; also (lokales) Minimum in (0,0).

b) f(X,y)=x>+y> —xy—-2x+Vy:

f (X y)=2x-y-2,f,(x,y)=2y-x+

also: grad f(x,y)=0 = x=1y=0;

fu (X y)=2, f (X y)=-1=f, (xy). f,(x,y)=2
Hurwitz-Kriterium: f, (1,0) >0, det(Hess f(1,0)) =3;

Hess f (1,0) ist positiv definit, also lokales Minimum in (1,0).

Q) F(X,yY)=x+y*+xXy—2X+Y:

f(xy)=2x+y-2f,(x,y)=2y+x+1

also: grad f(x,y)=0 = x=5/3,y=-4/3;

Fa(Xy) =2, f,(xy)=1=f,(xy) f,(x y)=2

Hurwitz-Kriterium: f (1,0) >0, det(Hess f (1,0)) =3;

Hess f (5/3,-4/3) ist positiv definit, also lokales Minimum in (5/3,—-4/3).

d) Sattelfliche f(x,y):=C+x*—y’:

f (X y)=2x, f,(x,y) =-2y;

also: grad f(x,y)=0 = x=0, y=0;

fu (X y) =2, f, (X y) =0=f,(x,y), f, (X, y)=-2

also: Hess f (0,0) hat positiven und negativen Eigenwert: 2,-2
(auch: det(Hess f (0,0) = —4);

Hess f (0,0) ist indefinit, also kein Extremum in (0, 0).

Zeichnungen: (a) (b)

(d)




§17 Satz iiber implizite Funktionen

Seien k,l e N, xeU < R¥, yeV cR' und f:UxV >R und f,:UxV — R firi=1,..., | Funktionen.

Es geht im folgenden um Gleichungen

f(x,y)=0
oder um Systeme von Gleichungen
f,(x,y)=0
fi(x,y)=0

und ihre Losbarkeit; d.h. es geht um Fragen der Art:

1) Existieren (X, y) eU xV mit f(x,y)=0 ?

2) Existiert zu jedem x €U einy €V mit f(x,y)=0 ?

3) Unter welchen Bedingungen existiert zu jedem x eU genau einy eV
(oder aus V <V mit f(x,y)=0); d.h. wann existiert eine Abbildung
g:U >V mit f(x,g(x))=0 ?

und um Eigenschaften solcher "Losungsfunktionen g":

4) Eindeutigkeit

5) Stetigkeit

6) Differenzierbarkeit

Zeichnung;:

o
schwarz in U x¥ : {(x,y): f(x,y) =0}

Beispiel 1:

f(x,y):= Ax—y =0 mitx e R*, Alxk-Matrix, y e R'
a) Rang von A gleich | und k =1:

Fiir jedes y e R' genau eine Losung X.
b) Rang von A kleiner | und k =1

fir y e A(R*) viele Losungen; sonst: keine

c) Rang von A gleich | und | <k:.....



Beispiel 2:

f(x,y)=x-e"=0
a) Fiir jedes x e R 19sbar.
b) Fiir kein x e R\R" in R 16sbar.

Beispiel 3:

a) f,(x,y)=x>+y*-1=0; f,(X,y) =2x*+2y*-3=0
Keine Losung in R xR.
b) f(x,y):=x"+1=0

Keine Losung in R xR.
Beispiel 4:

f(x,y)=x*-y*=0
a) Fiir x =0 nur Lésung y =0.
b) Fiir x e R\{0}: Losungen sind z.B. g,(X) = X*, g,(X) :=—x*, g;(x) = x|, g,(x) :=—x|x|

und stiickweise Kombinationen dieser Funktionen.

Satz 1: (Hauptsatz iiber implizite Funktionen)

Seien xeU cR* und yeV cR' mitU c R* und V = R' offen und
F:UxV - R mit (x,y) = F(X,y) = (f(X,Y),.... f,(x,¥))
mit folgenden Eigenschaften:

1) F ist stetig differenzierbar

i) F(x,y)=0

of, —— L .

i) A= —-(x,y) ist invertierbar.
ay' i=1,..1

i i=L,...,
j=1,...1

Dann ist die Gleichung F(x,y) =0 lokal in x nach y auflosbar, d.h.

3 xeU, cU offen und y eV, cV offen und 3 stetige Abbildung
g:U, >V, mit F(x,9(x))=0 VxeU,.

Zusétzlich konnen U, und V, so gewahlt werden, dass gilt:

Ist (x,y) €U, xV, mit F(x,y) =0, soisty = g(x).



Zeichnung;

Zusatz zu Satz 1:

In der Situation von Satz 1 gilt:

a) Es existieren eine offene Menge U, mit x eU, —U, und eine offene Menge V,

mit y eV, <V, mit g(U,) <V, und de{sy—f‘(x, y)J

]

#0 VxelU, VyeV,

I_=l ..... |

b) g aus Satz 1 ist stetig differenzierbar in U, und es gilt:
-1

(oF C(oF
:,—(E(x,g(x))] : (&(x,g(x»j

Definition:

Fiir F:U xV — R' in der Situation von Satz 1 seien

oF [ éf, oF _[ of

— == und — =

OX axj i=1,..| oy 83’1 =1,
j=1,...k =Ll

Anwendungen: lokale Umkehrbarkeit
Lagrange-Multiplikatoren
Optimierung unter Nebenbedingungen



§18 Optimierung unter Nebenbedingungen

Seienk e N, G cR* und f : G — R eine Funktion. Weiter seien m e N und

g:G — R" eine Funktion und N := {X eG:g(x)= 6}
Definition:

a) f hatiny eG ein lokales Maximum unter der Nebenbedingung g =0, wenn gilt:
JyeN und 3U cR* offen mityeU c G und f (x) < f(y) YxeU N

b) analog: lokales Minimum unter Nebenbedingungen; Extremum

Satz 1: (Lagrange - Multiplikatoren)

SeienkeN, yeG c R offen, m<Kk, f :G — R differenzierbar und
g:G — R" mit x> g(X) = (9,(X),--, 9,,(X))" € R" stetig differenzierbar.

Weiter sei % die Jacobische Funktionalmatrix zu g. Dann gilt:
X
Besitzt f iny ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0

und ist rg (%(y)j =m, so existiert ein A :=(4,,...,4,) € R" mit

() 2/1 —“(y) 0 fir x=1,...,k

Bezeichnung: 4,,...,4, heiflen Lagrange - Multiplikatoren

Spezialfall: m=1; grad f(y)=—-4 grad g(y)

Langrange - Verfahren zur Optimierung unter Nebenbedingungen:

1) Sei (X )= (xl,... X Ayseer Ay )’ e R“™ eine Losung des Gleichungssystems
() Z/I ”(X) 0 firx=1,..,k

gﬂ(X) —0 furﬂ—l,...,m

Nach Satz 1 ist dann x ein Kandidat fiir ein lokales Extremum von f
unter der Nebenbedingung g = 0, wenn rg (%(X)j =m ist.

Fiir alle solche x priife man, ob ein lokales Extremum vorliegt.



2) Schliefllich bestimme man alle die x € R* mit rg (%(X)j <m und
X

priife, ob fiir ein jedes dieser ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung

g = 0 vorliegt.
Anmerkung 1:

Man erhdlt das obige Gleichungssystem, wenn man die Funktion
F(x,A)=f(x)+>.4,09,(X)
=1

nach X,..., %, 4,.... 4, partiell differenziert und gleich 0 setzt.

Anmerkung 2:

Lésst sich das Gleichungssystem

g(x) =0, d.h.g,(x)=0 fir g=1,...m

mit ¢,,...,¢, z.B. global nach xauflésen (vgl. Beweis von Satz 1), so ldsst sich das
Problem der Optimierung von f unter der Nebenbedingung g =0 auf das
gewohnliche Optimierungsproblem (ohne Nebenbedingung; vgl. §16) fiir
h:R"™ 5G,32:=(X_pr %) = N(2) = T(@(2),...0,(2),2)

reduzieren und mit den Methoden von §16 16sen.

Beispiel 1: (Optimierung mit Lagrange - Verfahren; beachte Anmerkung 2)

k=3undm=1:
Bestimme denjenigen Punkt auf der Ebene E := {(xl, X,, %) € R¥:x + X, = X3} , der vom
Punkt (1,0,0) den geringsten Abstand hat.

Das fiihrt zur Aufgabe der Minimierung von
fiR® - R mit f(X,X,,Xs) = (X —1)° + %%+ X,°
unter der Nebenbedingung g(X;, X,,X;) =X +X, =X, =0 (#)

Zunéchst gilt:
Es gibt kein lokales oder globales Maximum.
Es gibt eine globale Minimalstelle von f unter der Nebenbedingung (#).

(Dies folgt aus der Stetigkeit von f und aus der Kompaktheit der nichtleeren Menge
E m{(xl, X,, %) € R 1 (X, = 1) +X,° + %, < 100}.)

Esist rg [%(y)) =m=1 firalley e R®.



Losung von

N+ 29 (x)=0 fir k=1,2,3

OX, OX,

g(x)=0

dh. 2(x,-1)+1=0 2x,-A=0
2X, + A1 =0 X +X, =X =0

ergibt als Kandidat fiir eine Extremalstelle unter der Nebenbedingung
l 3 ! 2 3 ! 3 3

Also ist (3 : —géj die globale Minimalstelle und damit der gesuchte Punkt.



§19 M1 Mengensysteme

Sei Q eine Menge und U eine Teilmenge der Potenzmenge P(Q2) von Q.
Fiir AcPB(Q) sei A= Q\A

a) Mengenalgebren und o — Algebren

Definition:

a) A heifst Mengenalgebra tiber 2, wenn gilt:
NA=D

ii)Acd = Ae¥
ii)ABed = AuBedl

b) A heifst o — Algebra tiber Q2, wenn gilt:
i) A=
i)Acd = Ae¥
iii)A eAfirneN = [ JA e
neN

c) A heifit () —stabil, wenn gilt: ABed = AnBe¥

Anmerkung a.1:

1) & Mengenalgebra = J,Qe¥
2) A o —Algebra = A Mengenalgebra

=

Beispiel:
Q=N, A= {A —Q:Aoder A endlich} ist eine Mengenalgebra, aber keine o — Algebra:
Setze A =={2n, neN}; A e¥ firalleneN, aber | JA ¢%

neN

3) P(Q) und {F,Q} sind o — Algebren.
HAed = {@, A, Z\,Q} kleinste o — Algebra, die A enthdlt.

5) A Mengenalgebra, A e furi=1..,n = UA e, ﬂA e
i=1 i=1

6) A o —Algebra, A e firieN = analog.



Bemerkung a.1:

Zu A c P(Q) existiert eine kleinste Mengenalgebra B mit A = B
und eine kleinste o — Algebra € mit %A — €.

A i=B={D:D < P(Q) Mengenalgebra mit ¥ « B}
TU:="A:=C={D:DcP(Q) o— Algebra mit ¥ = €}

Definition:

A9 bzw. 7Y heifit die von A erzeugte Mengen- bzw. o — Algebra.
U heifdt ihr Erzeuger.

Anmerkung a.2: G(AQI) =79 = A("QI);....
Bemerkung a.2:
Seien € c P(Q) und €, = {Ac Q:Ac@ oder A e CSE} und

@2::{ A,imeN, A eG, fﬁrlSySm}
=1

i

Dann ist A@:{UA:nGN, Ae@zfﬁrlﬁvﬁn}

v=l

Anmerkung a.3:

Ein dhnliches Konstruktionsverfahren ist fiir ° € nur mittels transfiniter Induktion
moglich.

Definition:

Sei n e N und @ die Menge der offenen Teilmengen von R".

Dann heifit 8, :=B(R") = & die o — Algebra der Borelschen Teilmengen von R".

Bemerkung 3:

Sein =1und ¥ die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von R. Weiter seien
9, ={(a,b]:a,beR}, §, ={[a,b):a,beR} und §} :={[a,b):a,beQ}.
Danngilt: 8,= = 79, = 79, = 0@9



Definition:

Seien (X,¥) und (Y,B) Messrdume und f : X - Y eine Abbildung.
f (X, ) - (Y,9) heiit messbar, wenn gilt: f*(B):={f*(B):BeB}c .

Lemma:
Seien f : X —Y eine Abbildung und & = $(Y). Dann gilt: f (") = 7(f *(€)).
Anmerkung a.4:

Essei f : X > Y eine Abbildung, & eine o — Algebra tiber X und B eine o — Algebra tiber Y.
a) f7(B):={f(B):B e} ist eine o — Algebra.

b) f(A):={f(A): Ac¥} istia.keine o - Algebra.

c) C:= {B cY:f*(B)e 2[} ist eine o — Algebra.

d)IstX =Y und A=B und f eine bijektive Abbildung, so isti.A. A = f(A) = f *(A) = A

Satz a.1:

Seien Y eine Menge, ((X,,2;):i € |) eine nichtleere Menge von Messraumen und
f,:X; =Y und g, :Y — X, Abbildungen fiir i € |. Dann gilt:
a) Es gibt genau eine grofste o — Algebra  tiber Y derart, dass

f, 1 (X, 4,) > (Y, ) fur jedes i € | messbar ist.

Es gilt: F=[)3; bei  ={B<Y:f'(B)ed,|

iel
& heifst Final-o — Algebra bzgl. (f,: (X;,%,)>Y :iel).
b) Sei § wie in a), (Z,3) ein Messraum und h:Y — Z eine Abbildung. Dann:
h:(Y,&) — (Z,8) messbar < hof :(X;,%,) > (Z,3) messbar Viel.
c) Es gibt eine kleinste o — Algebra J tiber Y derart, dass g, : (Y,J) = (X,,¥;)
fiir jedes i€ | messbar ist.

Esgilt: J= G(Ugi‘l(%i)}

iel
J heifst die Initial-o — Algebra bzgl. (g,:Y — (X, ¥,):il).
d) Seien J wie in ¢), (Z,3) ein Messraum und k: Z — Y eine Abbildung. Dann:
k:(Z,8) > (Y,J) messbar < g, °k:(Z,8) > (X;,U,) messbar Vie l.

e) Bei I wie in ¢) gilt: VK € § 3 I, = | abzéhlbar mit K e (U gi‘l(%i)]

iely



b) Dynkinsysteme
Definition:

Sei D = P(Q2). D heifit ein Dynkinsystem iiber Q, wenn gilt:
D1) QeD
D2) DLEe®undDcE = E\De®D

D3)D, e® firneNund D,nD, =@ firn=m = | JD,

neN

Anmerkung b.1:

1. Ein Mengensystem D c (€2) mit den Eigenschaften D1) und D3) ist genau dann

ein Dynkinsystem, wenn es die Eigenschaft

D2)De®=D €D besitzt.

Bemerkung b.1:

1) Ein Dynkinsystem D ist genau dann eine o — Algebra, wenn gilt:
DEe® = DnEe®D (d.h. D istendlich durchschnittstabil)
2) Sei €  PB(Q2). Dann existiert ein kleinstes Dynkinsystem D tiber Q2 mit D > €.

Es gilt: (|{%: & ist Dynkinsystem mit ¥ > &}
Definition:

Seien €  P(Q) und D das kleinste Dynkinsystem mit D > €. *€:=D
heift das von € erzeugte Dynkinsystem. € heifit der Erzeuger des Dynkinsystems ° @.

Satz b.1:

Seien € c B(Q2) endlich durchschnittstabil. Dann gilt: €= "6.



§20 M2 Inhalte und Mafie

Seien ¥ eine Mengenalgebra iiber Q und Ro = {xeR:x>0}U{o} mit a+ow:=o fiir o e Ro.
Definition:

a)u: - Ro heifit (endlich additiver) Inhalt, wenn gilt:

i) u() =0

i) u(AUB)=u(A)+u(B) fiir ABed mitAnB=4.
b) Sei p: A — Ro ein Inhalt. 4 heifst o —additiv, wenn gilt:
,u(UA]J:Z,u(Ah) fir A, eAmitA NA =D firnzmund [ JA e

neN neN neN

u:A—> Ro heifit Maf3, wenn 2 eine o — Algebra und y ein o —additiver Inhalt ist.

d) Sei p: A — Ro ein Inhalt. 1 heifst unendlich, finit bzw. normiert, wenn
1(Q) =0, u(Q) <o bzw. u(Q)=1ist.

e) Ein Inhalt z2:2 — Ro heifit o — finit, wenn eine Folge (A, :neN) existiert mit A, € 2,
UA1 =Q und y(A) <o ftirneN.

neN

f) Anstelle von p: 2 — R, schreiben wir auch apie

g) Ist u: A > Ro ein MafR auf der o — Algebra %, so heifdt (Q, 2, 1) ein Mafiraum.

Beispiele: 1)-6)

2) Sei 2 eine o — Algebra tiber X, X € X.
0, fallsx g A
u(Ay=] S NE fiir Ac 2l
1, fallsxe A
ist ein (normiertes) Mafs. x heifit das in x konzentrierte und normierte
Dirac-Mafs.
3) Sei U eine o — Algebra tiber X.
L. Anzahl der Elemente von A, falls A endlich
pA— Ry mit p(A) = .
+o0, falls A unendlich
ist ein o —additives Maf3. Bei 20 :=B(X): u o —finit (bzw. finit) <
X hat hochstens abzdhlbar viele Elemente
(bzw. endlich viele Elemente)

4 heifst Zdhlmaf.



4)X =R und A:={AcR: A oder A abzihlbar|
2l ist eine o — Algebra.

A — Ry mit g(A) =0 bei A abzédhlbar und x(A) =1 bei A abzihlbar ist ein
(normiertes) Maf3.

5) X =Nund 2 = {Ac N: Aoder A endlich}
2 ist eine Mengenalgebra, aber keine o — Algebra.

A — Ry mit g(A) =0 bei A endlich und x(A) =1 bei A endlich ist ein
(normierter) Inhalt, additiv, aber nicht o —additiv:

Ac={n}, JA =Ne;u(A)=0 ; 0=Zu(ﬁ)¢u(Uﬂj=u(X)=l

neN neN neN
0 furA=9Y

+oo  sonst

u ist ein Maf$ auf (X). Bei X #J: u nicht o —finit.

6) X Menge, u:P(X)—> Rg mit u(A) :={

Bemerkung 1:

Seien y:2A — R, ein Inhalt, ne N und A /A, B € 2. Dann gilt:

1) u(A) + u(B) = u(AU B) + u(ANB)

2) Isotonie: Ac B = u(A) < u(B)

3) Subtraktivitit: Ac B und y(A) <o = u(B\A) = u(B) - u(A).

4) Subadditivitat: ,u(zn: A] < Zn: u(A)

5 BeiA NA, =D firnzmund [ JA e giltzz;z(msﬂ[UAJ

neN neN neN

6) Ist 1 o —additiv, so gilt bei U A €2 auch: ,u(U Ah] < Zy(ﬁ)

neN neN neN

7) Ist (1, : n € N) eine Folge von Inhalten z, |2 und (¢, : n € N) eine Folge in
R, soist auch p = Z a, 4, ein Inhalt auf 2.

neN



Bemerkung 2:

Sei 1|2 ein Inhalt. Dann gilt:
a) 4|2 o—additiv & 4|2 o -subadditiv, d.h.

y(UAJ:Zy(AJ fir A e A mit A NA = firn=mund [ JA e

=
y(Uﬁ]szy(ﬁ)furﬁemund JA €2

b) Warnung: | | A e /Z{/“(U AJSZ,U(AM)

neN neN neN

vgl. Beispiel 5 zu Inhalten und Mafien.

Satz 1:

Fiir einen Inhalt x|2(auf einer Mengenalgebra 2l betrachte man die folgenden
Eigenschaften:
S 1) Stetigkeit von unten:

V Folge (A, :neN) inA mitA = A, und [ J A e gilt:

neN
lim 4(A,) Zﬂ(U qu
neN
S J) Stetigkeit von oben:
V Folge (A, :neN)inA mitA o> A, #(A)<ound ﬂ A e gilt:

neN

lim y(m=u[ﬂ /%]

&S) Nullstetigkeit:
V Folge (A :neN)in A mit A > A, u(A)<wund (A =2 gilt:

neN
lim u(A)=0

Dann gilt:

a) u o—additiv < S 7T)
b)ST) = si) = @9)
c) Ist u finit, so gilt: ¢ o—additiv < S M < sl) < @9)



Warnung:

"u(A)<o"in S J) und @S) ist wesentlich.
Beispiel: X =N, = {Ac N: Aoder A endlich} Mengenalgebra
p#|A ZahlmaB. A =N\{1..,n}> A, >... und ﬂ A=0

neN

ggrgu(ﬂh)=+w¢0=u(ﬂ AJ

neN

Warnung:
" u finit" in ¢) ist wesentlich.

Beispiel eines J-stetigen und nicht o —additiven Inhalts:
X =Nund = {Ac X : A oder A endlich} und
0 fur Aendlich

+oo fiir A endlich

H#(A) 1={



§21 M3 Fortsetzung von Mafsen

Sei X eine Menge (,Grundmenge”). Es gelten die Bezeichnungen der §§ M1, M2.

Ziel: 1) Fortsetzung von einem (o —additiven) Inhalt x| 2 zu einem Maf ; | 8.
2) Vervollstandigung von .

Methode: Carathéodory, Uni Miinchen.
Bemerkung 1:

Seien 2 eine Mengenalgebra tiber X und 4%l ein Inhalt. Weiter seien B

eine o — Algebra tiber X mit 2 < 8B und ,Zz | B mit ,zAz(A) =u(A) VAel.
Dann ist 4|2 o —additiv.

Anmerkung 1:

X ={12}; A={D, X} ; w(@)=0; u(X):=1
A="A="2A=P(X)

i (11):=1= an(2) e (121) = 0= 1 ()

Furi=12 4 |P(X) Malle mit g, # g1, ; g | A= p|2A
Definition:

Sei (X, ) ein Mafsraum.
a) B € B heifst eine 4 —B Nullmenge < u(B)=0
b) N € B(X) heifst eine £ —Nullmenge < IBeB mit N < B und x(B)=0.
) N(w) = {N ePB(X): N ,u—Nullmenge}
d) |3 heifdt vollstindig < N(u) =B
(X,B, 1) heifst vollstandig < u|B ist vollstandig

Anmerkung 2:

DiA R(u)zB

2) Sei y:=0, | B das in X konzentrierte und normierte Dirac-Mafs.
Bei x € B ist R(u) = {AeP(X): x & A} und “(BUR()) = P(X).
o, |B (fir jedes B) auf P(X) eindeutig fortsetzbar.

3) Bei u(B):=0 fiir B=< und u(B) = fiir B # O ist N(u) =D
T(BUR(u)) =B >R(K)

4) Eine abzdhlbare Vereinigung von x-Nullmengen ist wieder eine x-Nullmenge.



Satz 1: (Vervollstindigung eines Mafies)

Sei 1 |B ein Mafi. Dann gilt:

1) BB URN(u) ={BUN: BeBund N eR(x) mitBAN =} = B"

2) w8 > Ry, mitC:=BUN > 1(C) = u(B) ist ein vollstandiges Mafs.
3) Fiir jedes Maf v|8" mit v(B) = u(B) VBeBist v|B = u|B".

Definition:

Seien u |8 ein Maf3 und " und ;l | B" wie in Satz 1. Dann heifit 8"

die Vervollstindigung von 8B bzgl. 1z und | B”" die Vervollstandigung von .
Definition:

Die Abbildung 4 : (X) —» R, heifdt dulleres Maf3, wenn gilt:
aml) A(J)=0
dm?2) o —Subadditivitat:

AA) <Y AA) VAA SBX)mitAc | A

neN neN

ama3) Isotonie: A(A) < A(B) fir Ac B
Definition:

Sei A :B(X) > R, ein dulleres MaR.
a) M e P(X) heilt 2 —messbar := A(A) = A(ANM)+A(ANM) VAeP(X)
b) (1) :={M eB(X): M A —messbar}

Definition:
Sei 1: 20 —> Ry ein Inhalt. Dann heifit die Abbildung x" : B(X) - R,

mit B~ x*(B) == inf {Zy(m ‘A e, BcJ Aq} das duflere  — MaR.

neN neN
Anmerkung 3:

Sei 1|2 ein Inhalt. Dann:
1) 2l Mengenalgebra = Bc X e = inf aus Definition stets definiert, 0< y" <

2) Bemerkung 1.5 aus M2: 2 u(A) < ,u[U A]j bei A, disjunkt, U A in 2 (Subadditivitait)

neN neN neN

1 (A) < u(A) VAed



Bemerkung 2:

a) Ist 1|2 ein Inhalt, so ist das dulere 4z —Mafd 1" : B(X) - R,
ein dufseres Mafs mit 2l < &(x") und 1 (A) < u(A) VAe .

b) Ist |2 ein o —additiver Inhalt, so gilt: 4 (A) = u(A) VAe .

c) Ist 4|2 ein Mag, so gilt: 4" (B) =inf {u(A):Bc AeA}

Satz 2: (Carathéodory-Vervollstindigung)

Sei 1:P(X) > R, ein dufleres Mafl und &(1) die Menge der A — messbaren
Teilmengen von X. Dann gilt:
a) {(4) ist eine o — Algebra.
b) Die Einschrinkung 4 : (1) — R mit A A(A) = A(A) von A |B(X)
auf 8(4) ist ein vollstandiges Mafs.

Satz 3 (Fortsetzung; Carathéodory)

Seien 1|2 ein o —additiver Inhalt und B := ®*2. Dann existiert mindestens

ein Maf8 1|8 mit u(A) = u(A) VAe .

Satz 4: (Eindeutigkeit)

Seien 1| B und v|B Mafie und € ein durchschnittstabiler Erzeuger von 3.
Weiter sei (E, :neN) eine Folge in € mitE, cE,,, vneNund  JE, = X.

neN

SchlieSlich sei 4(E) =v(E) VE €@ und u(E,) <» VneN.
Dann gilt: x(B)=v(B) VBeS.

Anmerkung: Aus u(E ) <o und X = U E, folgt: x und v sind o —finit.

neN

Warnung: "E , cE,,; VneNund U E, = X" ist wesentlich.

neN
Beispiel: B:={J,X}, €:={} n-stabiler Erzeuger von B:="§
u(X)=1, v(X)=2:v=2u+ L.
aber: v(9)=0= u(9), d.h. u(E)=v(E) VE€E



Warnung: " u(E,) < VneN" ist wesentlich.

Beispiel: X =N, u|PB(X) Zdhlmaf3
vi=2u#pu; C={E(k) keN} mit E(k):=N\{1..,k} n-stabiler Erzeuger von $(X)
mitE =E,=NVneN; y(E)=0=v(E) VE €@ Es gilt nicht: 4(E,) <o

Warnung; Satz 4 gilt nicht mit " <" anstelle von "=".

Satz 5: (Maflerweiterungssatz)

Seien y| 2 ein o - finiter und o —additiver Inhalt und 8B := *2. Dann gilt:
a) Es existiert genau ein Maf3 ;_1 | B mit ;(A) =u(A) VAel.
b) Fiir das duflere z—Maf z* |B(X) und das duBere x—MaB z |B(X) gilt
#'(B)= 4 (B) VB eP(X) und damit L(u’) = 2(u ).
¢) Sei u: (") — R} die Einschrinkung von x| B(X) auf (x"). Dann:
1| Q) ist die Vervollstandigung von 2|%B und %; =(u").

Warnung: Die Voraussetzung "o —finit" in Satz 5.a und 5.c ist wesentlich.



§22 M4 Das Lebesguesche Mafs
a) Das eindimensionale Lebesgue - Borel - Maf3

Sei &, die (vom Betrag induzierte) gewohnliche Topologie auf R. Weiter sei
B, :=B(R) = 7T, erzeugte o — Algebra; sie heift die o — Algebra der
Borelschen Teilmengen von R.

Anmerkung 1:

a) Ge¥, = 3 abzdhlbar viele disjunkte offene Intervalle I, :=(«,, 3,)

mit a,, B, € R:=R U {00} bei &, < f, und G = J I,

b) Zu (@, B) 3 a, mit (a,8) = J[a,. B)- )

neN

Seien J = {[a,ﬂ):a,ﬂeRmit asﬂ} und
Ay S - R mitl=[a, f) > (1) =f-a

Bemerkung a.1:

a) Ay ist endlich additiv.
b) J ist beztiglich endlicher Durchschnitte stabil.

) J ist Erzeuger von 3,.

Seien ¥, = {(a,ﬂ):a,ﬂef@}u{[a,ﬂ]:a,ﬂeR}u%

®:="g,, die von J, erzeugte Mengenalgebra.

Bemerkung a.2:

a)@= Ay, = {U l,:neN, I, ey, paarweise disjunkt} und ‘G =°"J=3,

i=1
b) A :® - Ro mit G=|JI, > 44(G):=> (5 ~ )
i=1 i=1
mit |, := (e, 5), | :=[e, B,) oder |, ;= e, ;] mit den iiblichen Konventionen
(d.h. g —(—o) :=+0 etc.) ist endlich additiv, also ein Inhalt.
C) Ay | ® ist o — finit.

Ziel:

Wir zeigen, dass Ay |® o —additivist. (vgl. Satz a.1)



Nach dem Maflerweiterungssatz ldsst sich dann der o —finite und o —additive
Inhalt Ay |® zu genau einem Maf$ 1|8, fortsetzen.

2|98, lisst sich nach dem Vervollstindigungssatz zu genau einem Maf8 1| fort-

setzen, wobei {:= B: die Vervollstindigung von B, beziiglich A ist.

Definition:

Nach dem oben Gesagten und dem nachfolgenden Satz a.1 existenten und eindeutig
bestimmten Fortsetzungen 4:8, - R; und 2:2— R} heiflen das eindimensionale

Lebesgue-Borel-Mafs bzw. das Lebesguesche Mafs; & heifst die o — Algebra der
Lebesgueschen Teilmengen von R.

Weg:
1) Wir zerlegen Ay |® in eine Summe von abzdhlbar vielen endlichen Inhalten 4,.

2) Wir zeigen, dass jeder dieser endlichen Inhalte A, o —additiv ist.
Dies geschieht durch den Nachweis der Nullstetigkeit; dazu:

a) Approximation durch Kompakta von innen.
f) Nullstetigkeit mit endlicher Durchschnittseigenschaft.

Bemerkung a.3:

a)BeizeZ und 4,:® - R; mit G 4,(G) =44 (G N [z,2+1))
ist A, ein endlich additiver und finiter Inhalt.

b) Sind die Inhalte A, alle o —additiv, so ist auch 4 := 2/12 |® o —additiv.

zeZ
Auflerdem gilt: 1@ = g | .
)BeiT,:R—>Rmitx>T,(X):=X+2zist 4,(G) =14,0T,(G) = 4,(T,(G))
VG e®.
d) Fiir jedes | €y, und jedes & > 0 existiert ein Kompaktum I, € J, mit
l, =1 n[0,1) und A (I\I,) <e.
e) Da eine endliche Vereinigung von Kompakta kompakt ist, gilt:
VG e® Ve>03 K e® kompakt mit K < Gn[0,1) und 4 (G\K) <e.



Satza.l: 4,|® ist o —additiv (und damit auch 4y |®).

Wir betrachten nun einige Eigenschaften des Lebesgue-Borelschen Maf3es:

Satz a.2: Ist Ac R abzihlbar, soist Ae B, und A(A)=0.

Warnung: Cantorsches Diskontinuum D ist tiberabzdhlbar und A(D)=0

Anmerkung 2:

1) card (®B,) = card(R)
2) 58, und L= B,
3yBe < 4,(B)=17(B)

Satz a.3:

Seien , f e R mit « #0 und T : R — R mit X — T(X) := ax + £. Dann gilt:
1)T*(B)eB, & BeB, & T(B)eB,
2) A(T(B)) =|a|A(B) VBeB,
3) Aus 1) und 2) und der Definition von 4" und 4, folgt:
a)THL)e < Lef < T(L)eg
) A(T(A) = |a| A.(A) und 2"(T (A)) =|a
speziell: A(T(A))=|a|A(A) VAeQ

A7(A) VAe B(R)

Anmerkung 3:

1) Translationsinvarianz und o — Finitheit von 4 und A.
2) Haarsches Mafs
3) Zahlmaf translationsinvariant, aber nicht o — finit.

Problem: {=P(R) oder {=P(R) ?

Antwort: Hangt von den Axiomen der Mengenlehre ab.

Literaturhinweise:

Keisler-Tarski: Fundamenta Mathematicae L III (1964)

Solovay: Annals of Mathematics 92 (1970)

Benedetto: Real Variable and Integration. Teubner: Stuttgart, 1976



Satz a.4: (Vitali, 1905)

In einem Zermelo-Frankel-Modell der Mengenlehre mit dem Auswahlaxiom gilt:

L= P(R).

Beispiel: (Sierpinski, 1920)

Bemerkung a.4:

a) VLe &mit A(L)>0und Va mit 0< ¢ <13 P =G e F, mit A(LNG) > aiA(G)
b) VLeQmit A(L)>03Ge¥, mit0eGundGcL-L={x-y:x,yel}
Satz a.5:

Seien x e R\Q und A, :={y+2x:y,zeZ}. Dannist A dichtinR.



§23 M5 Messbare Funktionen

Seien (X,2) ein Messraum, A= X \A fir Ac X, neN, R bzw. R" versehen mit der

gewohnlichen Topologie ¥, bzw. ‘an und B, = (IR”,X]Rn ) die von SRH erzeugte
o —Algebra der Borelschen Teilmengen von (R", iRn ).

T, bzw. T, ist die Menge der offenen Teilmengen von R bzw. R" und damit die

Menge der Vereinigung von offenen Intervallen bzw. Kugeln.

Waeiter seien R = Ru{—oo,Jroo} und B = ° (531 u{{—oo},{+oo}}) die o — Algebra der

Borelschen Teilmengen von R (z.B. aufgefasst als Zweipunktkompaktifizierung).
Erinnerung: (§19 M1)
1) ¢:(X,2A) > (Y,B) messbar: < ¢*(B)={p"(B):BeB}c
2) : (X, ) > (Y, B) und w: (Y,8B) > (Z,€) messbar = wop:(X,A)—> (Z,€) messbar
3) Sei ¢: X =Y eine Abbildung und € — (Y ). Nach Lemma 1, §19 M1:

(@) =¢7("6)

Definition:

a) Eine messbare Abbildung f : (X,) — (R,B,) heifst messbare (reelle)
Funktion. Wir schreiben dann kiirzer: f : (X,2) - R messbar.

b) Eine messbare Abbildung f : (X,2) —» (I?I@, %1) heifst messbare numerische
Funktion. Wir schreiben dann kiirzer: f : (X,2) —> R messbar.

1 furxeB

c) Sei B € B(X). Die Abbildung 1, : X — R mit x - 1;(X) :=
0 fir x¢B

heifdt die Indikatorfunktion der Menge B.

Bemerkung 1:

Seien A, B, A € B(X). Dann gilt:
1)AcB < 1,<1, 2) L\a=1-1,

3) 1Uf\ =supl, 4) 10/* =infl,

iel iel

5)1,7(8,) = {Q A A, X} 6) 1,:(X,2) > (R,8B,) messbar < Ae



Bemerkung 2:

Folgende Aussagen sind dquivalent:

)
1) f:(X,A) > R ist eine messbare (numerische) Funktion

2) {XeX:f(X)Za}te VaeR
3) {XeX:f(X)>a}eQ[ VaeR
4) {XeX:f(X)Sa}efll VaeR
5) {XeX:f(X)<a}e‘21 VaelR
Satz 1:

Seien f,g:(X,2) > R messbare numerische Funktionen und « € R. Dann:
a) {xeX:f(x)=g(x)}eA

{xeX:f(x)>g(x)}ed

{xeX: f(x)=g(x)}je

{xeX: f(x)=g(x)je

b) Falls die numerischen Funktionen f +g, f —g, of, f-qg, t

(punktweise definiert; z.B. mit den Konventionen 1 =0= i 0-(£x):=0, % = o0)
o0 —00

wohldefiniert sind, sind auch diese messbare numerische Funktionen.
Anmerkung:

Sei F(X,2) die Menge der reellen messbaren Funktionen f : (X,2) - R.
Versehen mit der punktweisen Addition und der punktweisen Skalaren-

multiplikation ist F(X, ) ein reeller Vektorraum.

Satz 2:

Sei ( f, :neN) eine Folge messbarer numerischer Funktionen f, : (X, 2) — R.
Dann sind auch die (punktweise definierten) numerischen Funktionen

sup f,, ingI f., limsup f, und Iimli\lnf f, messbare numerische Funktionen auf (X,%).
neN ne neN ne

Existiert Iirlg in R fiir jedes x € X, so ist auch diese Funktion messbar.

Warnung: Dies braucht nicht bei iiberabzéhlbaren Familien ( f;:i e 1) zu gelten.
Beispiel: X :=[0,1]; A:={Ac X : A oder X \A abz&hlbar}
1{X} :(X,2) > R messbar fiir alle x e X. Aber: sup 1{X =1[

xe[0,1/2]

\ nicht messbar.

01/2]



Anmerkung und Definition:

F(X,2l) ist ein Vektorverband, d.h. mit f,g e F(X,2) ist auch sup(f,g) und inf(f,Qq)
in F(X,20).

f " :=sup(f,0) Positivteil, ™ :=—inf(f,0) Negativteil und | f | = f"+f~ Betrag von f.

f

f messbar = f*, f~,|f| messbar.

Warnung: Mit |f| braucht nicht auch f messbar zu sein.

Satz 3:

Sei ( f, :neN) eine Folge messbarer numerischer Funktionen f, :(X,2)— R.
Dann gilt:

{xe X :lim f (x) =40} e A

{xe X :limf (x) = -0}

{xe X :lim f (x) existiert in R} e 2

{X e X :lim f (x) existiert nicht in R} e 2

{

{

x e X :lim f, (x) existiert in I@} e

x e X :lim f,(x) existiert nicht in ]ﬁ} e

Bezeichnung:

{f>a}={xeX:f(X)>a}, {f £9}={xeX:f(x)=g(x)}, {f eB}:={xeX: f(x)eB] etc.

Satz 4:

Sei f: (X,2)—> R eine messbare numerische Funktion. Dann gilt:

a) Punktweise Approximation durch endliche Treppenfunktionen:

Bei f:=-nl,  +R/+R7+nl . mit
n 2" k
Ri=)>-—1
n kz=1: on {—k/2“sf<—(k—1)/2”}
n2",
Ri=> k=1

- on {(k—l)/2"§f<k/2”}

S

gilt: IirIQ f.(X)=f(x) Vxe X und f,(X)cR VneN.

Ist f(X)<Ro, sogilt f,(x)< f ,(x)< f(x) VxeX VneN,
Ist f beschrankt, so gilt IinR? sup |fn(x)— f(x)| =
ne xeX



b) Gleichmiflige Approximation durch unendliche Treppenfunktionen:

Bei g, :=—0 1,  + R + Ry, + 1., mit

k
2_n 1{—k/2“sf<—(k—1)/z“}
k=1,

=i on {(k—l)/2“sf<k/2"}

R;m =

< 1M

[EEN

o
Rn,oo T

gilt: lim sup |9,(x)— f(x)|=0und

xeX

9,(X) < g,.(X) < f(x) ¥xe X VneN.
Ist f(X)cR, soistauchg,(x) cR.



§24 M6 Das p - Integral

a) Das p - Integral von elementaren Funktionen

Seien X eine Menge, 2 eine Mengenalgebra tiber X und x| ein Inhalt.

Definition:

a)BeineNund ¢, eR und A e fur i =1,...,n heifst die Abbildung
u: X > R mitx— u(x):= Zn:ail (x)
eine elementare FunktionlFfreppenfunktion) auf (X, ).

b) Beiu wieina) mit A N A = fiiri= jund X :UA heifst u eine
i=1

eine elementare Funktion in Normalform.
c) £:=&E(X,A):= Menge der elementaren Funktion auf (X,%).

d) £ =E7(X,A)={ue&(X,A):u=0}
Beispiele a.1:

1) X :=[0,1] und 2:=8,[0,1]:={BN[0,1]:BeB,}
1 furxeQn[0,1]

u: X —>Rmitu(x)::{
0 sonst

V(X) =1y oy + 014, o Normalform von u; u und v elementare Funktionen.

2) X und 2 wie oben. v: X — R mit X - v(X) = X ist keine elementare Funktion.

Anmerkung a.1:

Duel(X,A) = u(X) endlich und u(x) = Z al,_, Normalform.

aeu(X)
2) (X,2() Messraum, also  eine o — Algebra. u e (X,2) = ueF(X,2A)

Menge der messbaren reellen Funktionen auf (X,2).

Bemerkung a.1:

Seien u,v € £(X,2) und « € R. Dann gilt:

1) a-ue&(X,2A) 2)u+vel(X,2A)
3u-ve&(X,A)

4) sup(u,v) e £(X,2A) 5)inf(u,v) e £(X,2A)

6) U* :=sup(u,0), u” = —inf(u,0), [ul:==u"+u e &(X,A)



Bemerkung a.1*:

Mit der punktweisen Skalarenmultiplikation, Addition und Halbordnung ist £(X,%)
ein R -linearer Vektorverband.

Bemerkung a.2:

n

m
Fiir zwei Normalformen u = Zai 1, = Z Bl einer elementaren Funktion
]
i1 1

ue & (X, ) gilt: > au(A) =2 Biu(B)
i=1 j=1
Definition:
a) Fur ue £7(X,2) in der Normalform u = Zai 1, heift
i=1

J‘X udu:= Zai,u(A) das u —Integral von u tiber X.

i=1
b) Bei u e £(X,2) mit jx u* du<oound jx U™ du < oo heifit u y-integrabel
und .[xu dy::J-x u® dy—jx u” du das u—Integral von u tiber X.
) I(X, 2, u)= {u e&E(X,2A):u ist,u—integrabel}

Bemerkung a.3:

Seien u,ve £ (X,A), a e R; und Ae . Dann gilt:
1) jx 1, du= pu(A) und 1, ist genau dann x —integrabel, wenn z(A) < oo

2)]X audu:ajx udy
3) J.X(u+v)d,u:jxu dy+'|.xvdy
Hu<sv = undyéj-xvdu

Bemerkung a.3.1:

Istu= Zai 1, eine beliebige Darstellung eines u € £7(X, %), so gilt:
i=1

[ udu=3 auA)



Bemerkung a.3*:

Mit der punktweisen Skalarenmultiplikation, Addition und Halbordnung ist
Z(X,2U, ) ein R - linearer Vektorverband.

Die Abbildung | : Z(X,2, ¢) > R mitu I(u) := J-X u du ist eine positive Linear-

form.

Bemerkung a.4:

Seien (X,%, ) ein MafSraum und (X, A", ;1) seine Vervollstindigung. Dann:
YueZ(X, A", 1) Juy,u, € T(X, A, 1) mitu, <u<u,, p({y #u,})=0und
J'Xul dy:Ixu d,Zz:.[Xu2 d

b) Das p-Integral nichtnegativer messbarer Funktionen

Sei (X, 1) ein Mafiraum. Es gelten die Konventionen:
0-(x0):=0; a+(+w):=10 VaeR; a-(+©):=10 VaeR".

Anmerkung b.1:

1) (u,:neN) Folge in £(X,2) und v e £*(X,A) mitu, <v, so gilt:

supjxun d’”SIxV du.

neN

2) Beiu, € £7(X,2A) ist supu, : (X,A) > R, messbar.

neN

3) ...
Bemerkung b.1:

Sei (u,:neN) eine isotone Folge in £*(X,2). Dann gilt:

1) supjX u, d/,z:IniErQIX u, du

neN

2) Firve &'(X,2) mitv <supu, gilt: jxv d,uSSUpIX u, du

neN neN

3) Fiir zwei isotone Folgen (u, :neN) und (v, :neN) in £ (X, 2) mit

supu, <supv, gilt: supJ'X u, dﬂSSUp.[x v, du.

neN neN neN neN

Anmerkung b.2:...



Definition:

ET =" (X, AR) = {supu, 1u, € £°(X, ) mitu, <u,, VneN}

n+l

g = (X, AR) = { f (X, 2A)> R, messbar}
Anmerkung b.3:

1) E¥(X, A R) =F (X, A;R) o £7(X,2A)
2) Beiu, € £7(X,2;R) ist supu, e E™(X,A;R)

neN
Definition:

Fiir f € £*(X,2;R) mit f =supu, beiu, €& (X,2) beiu, <u

neN

vVneN

n+l

heifst J‘X fdu= SupJ.X u, du das u—Integral von f tiber X.

neN
Bemerkung b.2:
Fur f,g eS”(X,Ql;I@) und a € R} gilt:

1) af €E7(X,2AR) 2)f +ge&7(X,AR)
3) sup(f,g)eEX(X,A4R)  4) inf(f,g)e &7 (X, 2AR)

Bemerkung b.3:

Fiir f,ge&"(X,%R) und a eRy gilt:
1).[xaf dy=ajxfdy

2) [ (f+o)du=] fdu+] gdu

3 f<g = jxf dyﬁjxgdu

Bemerkung b.3*:

Die Abbildung 1" : £7(X A R) >R mit f o 1°(f):= J'x f du ist positiv-homogen,

additiv und isoton.

Satz b.1: (isotone Konvergenz I; B.Levi)

Sei (f,:neN) eine Folge in E7(X,2:R) mit f <f
jxsup f, d,u:supjX f.du

neN neN

vn e N. Dann gilt:

n+l



Anmerkung: hier ist sup f, = IirIQ f,
neN ne

Warnung:

fo> foa [ inf £, du=inf [ 1, du
Beispiel: X =N, 2A:=B(N), x#|B(N):=Zihlmas; f, = 1{m€N:mZn} >f ,—>f=0
jx f, du=p({meN:m>n})= o, aberjxing f dyzjxf du=0

Folgerung b.1.1:

Sei (f,:neN) eine Folge in £*(X,2;R). Dann gilt:

S fodu=[ >t du
neN neN

c¢) Die p-Integrierbarkeit und elementare Eigenschaften des p-Integrals

Sei (X,%, x) ein MafSraum. Sei f: X — R eine numerische Funktion. Dann heifit
f*:=sup(0, f) der Positivteil,

f~:=—inf(f,0)=(-f)" der Negativteil und

|f|:== f*+ f~ der Betrag von f.

Esist f*>0, f >0und f=f"—f .Fir f>0ist f"=f und f =0.

Definition:

a) Eine messbare numerische Funktion f : (X,%) — R heifit u-integrierbar
(u-integrabel), wenn gilt: IX f*"du<oo und jx frdu<oo.

b) Eine messbare numerische Funktion f : (X,2) — R heifit y-quasi-integrierbar,
wenn gilt: J.Xf+dy<oomj‘xf_dy<oo.

c) Ist f p-integrierbar oder x-quasi-integrierbar, so heifst:
jx fdu= IX fr dy—jx f~ du das u-Integral von f tiber X

(gegebenenfalls mit (+0) — & := +0 und a — (+©) = —o fiir € R).

Wir sagen, dass das u-Integral eigentlich bzw. uneigentlich existiert,
wenn J‘X f du eR bzw. '[X f du e{-o,+0} ist.
Andere Schreibweise: I 3 f(x) p(dx) = I 3 fdu

d) & =8, (1) =8,(X, 2%, p)={f :(X,A) >R p-integrierbar}



Satz c.1:

Sei f 1 (X,2) - R eine messbare numerische Funktion.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) f ist y-integrierbar

2) f* und f~ sind p-integrierbar.

)
)
3) Es existieren u-integrierbare numerische Funktionen u,v>0 mit f =u—-v
4) Es existiert eine u-integrierbare Funktion g mit | f | <g.

)

5) |f| ist u-integrierbar.
Satz c.2:

Seien f,g: (X, 2A) >R u-integrierbare messbare numerische Funktionen und o € R. Dann:
1) af, sup(f,q), inf(f,g) und f +g (falls definiert; eventuell mit Konvention)

sind p-integrierbar.
2) jxaf dy:ajxf du
3) [[(f+a)du=[ fdu+[ gdu
9 f<g = jxf d,uSIng,u
)

5) [, fdu<[ || du
Satz c.2*:

Mit der punktweisen Skalarenmultiplikation, Addition und Halbordnung ist
2, (X, 1, ) ein R - linearer Vektorverband.

Die Abbildung I ,:&,(X,2l,x) > R mit f =1 (f):= J‘X f du ist eine positive (d.h.

isotone) Linearform.
Bemerkung c.1: Ist f :(X,2)— R u-integrierbar, so gilt ,u({| f|= oo}) =0.
Definition:

Seien f :(X,2) > R eine messbare numerische Funktion und A e 2.

f heifst y-integrierbar tiber A bzw. u-quasiintegrierbar tiber A, wenn 1, f

p-integrierbar bzw. u-quasiintegrierbar ist. Dann sei J-A fdu= J.X 1,f du

Anmerkung; ....



Bemerkung c.2:
BeineNund A e A mit A NA = fiiri # j gilt fiir B:=_JA
i=1
und p-quasi-integrierbares f : IB fdu=) I A fdu
i=1

Definition:
Eine durch eine Menge A € 2 beschriebene Eigenschaft P gilt x-fast tiberall

(kurz: p-f.i.), wenn pu(X\A) =0 gilt.
Eine Eigenschaft P ist durch A beschreibbar, wenn A = {X e X :P(x) ist wahr}.

Bemerkung c.3:

Seien f,g:(X,A) > R messbare numerische Funktionen und A € 2. Dann:
a) Bei f =g u-fasttiberall ist f genau dann u-(quasi-)-integrierbar tiber A,

wenn g u-(quasi-)-integrierbar tiber A ist.
Im Falle der Existenz gilt dann: _[ R fdu= '[A gdu

b) Bei f <g u-fast tiberall gilt fiir -quasi-integrierbares f und g:
[,1 dw<] 04

c) Ist g p-integrierbar iiber A und | f | < g u-fast tiberall, so ist auch f
u-integrierbar tiber A und _[A fdu< IA g dsu.

Bemerkung c.4:

Seien f,g:(X,2)—> R messbare numerische Funktionen und A € (. Dann:

a) f =0 u-fast tiberall i\ J.X fdu=0

b) Bei f >0 u-fast iiberall gilt: jx fdu=0 = f =0 u-f.i.

Of =0 pfii. < jAf du=0VAe

d) Sind f und g p-integrierbar, so gilt:
f=gufii o jAf dy:IAg du VA

e) Sind f und g p-quasi-integrierbar und gilt .[A fdu= I 9 du VAe,
so braucht nicht f = g u-f.i. zu gelten.



Bemerkung c.5:

Sei f u-integrierbar und A:={x e X : f(x) #0}. Dann ist das Maf s, : 2 - R}
mit B — x,(B) := u(An B) o —finit.

§25 Zu M6, §24: §24.d Bildmafie und Integraltransformationen

Seien (X,2() und (Y,B) Messrdume und T : (X,2A) — (Y,B) eine messbare Abbildung.

d) Bildmaf$e und Einschrinkungen von Mafien.

Bemerkung d.1:

Sei y: 2 — R} ein Maf8. Dann ist auch poT " :8 - R;
mit B x0T (B):= x(T(B)) ein Maf. Ist : 2 — R} o —finit,

so braucht goT " : 8 — R} nicht auch o — finit zu sein.

Definition:

In der Situation von Bemerkung d.1 heifit zoT " :8 — R} das Bildmaf} von
ubeziiglich T.

Satz d.1: (Integraltransformationssatz)

Seien (X, u) ein Mafsraum, T : (X,2) — (Y,B) eine messbare Abbildung
und f :(Y,8) > R eine messbare numerische Funktion. Dann gilt:

a) Ist f nichtnegativ, so gilt: [ f dueT™* =], foTdu VBe®.

T(B)

b) f ist genau dann poT ™ integrierbar, wenn f oT p-integrierbar ist.

Ist dies der Fall, so gilt: jBf dyoT‘lz.[f foT du VBe$.

T(B)



§26 M7 Integralkonvergenzsitze (Teil 1)

Seien (X,2, ) ein Mafsraum und f,, f,h:(X,A) —> R messbare numerische
Funktionen.

Frage: Wann folgt aus " f, — f" auch J-X f,du— IX fdu?
Beispiel 1:
X =N, A:=P(N), x| mit 4 ({x})=2" ¥xeX,

Esist u(X) = 1 (normiertes Maf). Seif, :=2"1

geometr.Reihe 1

f,()—2 F(x) =0 ¥xe X, aber [ f, dyzzn-ﬂ({n})=174jx fdu=0

) und f =0;

Bemerkung;:

Seien (X, 2, ) ein finiter MaBraum (d.h. x#(X) <) und ( f, :neN) eine
gleichmaéfiig gegen f konvergente Folge von u-integrierbaren Funktionen f,.
Dann ist auch f wg-integrierbar und lim IX f,du= IX fdu

Warnung:

Ist (X, 2, ) nicht finit, so gilt die Behauptung aus Bemerkung 1 i.A. nicht.
Beispiel 2:
a) X =N, A:=P(N) und » A mit x({x})=2" VxeX.

g, =1, f, ::;2‘ g, und f:=>g,-2";0<f e&(X, ) und f =lim f, =sup f,

neN neN
0<>27"g,[<> 2" <0 = f I f
neN neN

aber: IX f, du= ZIXZ"’QV du=nund _[X f dyzsupjx f, dy=+0

neN
b) X :=N, 2 :=R(N) und 2|2 Zahlmag, f, ::% 1, f=0;f —9m 5§
aber: | f, dy=+oo74jxf du=0.

1
enauso beig, ==—-1
g gn n {1,...n}

Anmerkung: ...



Satz1: (monotone Konvergenz; B.Levi)

Es konvergiere die Folge (f, :neN) u—fast tiberall gegen f bei

f. < f, ., fir n e N und es existiere ein k € N mit jx fo du<oo.

Dann gilt: |imjX f dy:IX fdu

n—oo

Warnung:
“isoton” ist wesentlich; bei antitoner Folge braucht die Aussage des Satzes nicht zu
gelten.

Folgerung 1.1:

Bei f, >0 u-fast tiberall fiir alle n e N gilt:

J‘Xéfn dﬂzzjx fdu

neN

Folgerung 1.2:

Seien f >0 y-f.ii, A eAmitA NA firnzmund A=A

neN

Danngilt: [ fdu=3[ fdu

neN
Lemma von Fatou:

Bei f, 20 p-f.i. Vne N gilt:
[ liminf f, dg < liminf [ f, du.

n—w n—oo
Satz2: (majorisierte Konvergenz I, Lebesgue)

Es existiere ein y —integrierbares h mit | fn| <h p-f.i. Vn e N. Dann gilt:

a) liminf f, und limsup f, sind x-integrierbar.

n—oo

b) [ liminf f, du<liminf [ f, du<limsup| f, du<{ limsupf, du

n—oo n—oo

c) Es konvergiere die Folge ( f,:neN) u-fast iiberall gegen f
[oder nach Ma8 x-(n.M.i.) fiir i {1,2,3]].

Dannist f u-integrierbar und IimJ‘X fodu= IX f dg.
Anmerkung; ...

Warnung;: | fn| <h" und "h p-integrierbar" sind wesentlich.



Folgerung 2.1:

Seien f p-integrierbar, A, e A mitA N A, firn=mund A:= U A.

neN

Dann gilt: .[Af d,u=Z‘Lh f, du

neN

Folgerung 2.2:

Sei Z| fn| pu-integrierbar (d.h. wegen Folgerung 1.1 ZJ.X | fn| du < o).

neN neN

Dann ist auch ) f, u-integrierbar und ) [ f, du=[ > f, du
neN

neN neN

Bemerkung 2: (o — Additivitat des u-Integrals)

Seien f p-quasi-integrierbar, A, e A mitA N A, firn=mund A:= U A.

neN

Dann gilt: J.Af dﬂzzj% f .

neN

Folgerung 2.3: (Stetigkeit des Parameterintegrals)

Sei T eine Menge mit Folgenkonvergenz und t; € T.
Weiter sei f : X xT — R bei (X,t) = f(X,t) eine Abbildung mit

i) f(,t):(X,2A) > R messbar VteT

i) 3g el (X, 2, x) mit |f(~,t)| <gu-fiu vteT

iii) 3N e mit #(N) =0, sodass f(x,): T — R folgenstetig ist Vx € X\N
Dann ist fiir jedes A2l die Abbildung

;T >R mittes 1,(t) = jA f (x,t) z(dx) folgenstetig in t,.



Folgerung 2.4: (Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration)

Seien T c R mitt,;eT und f : X xT — R mit (x,t) > f(x,t) eine Abbildung mit
Nf(t) e (X, A u vteT.

i) 3N e mit #(N) =0, so dass g—];(x,to) existiert VX € X \N.

iii) 3 eeR" und 3 he & (X, 1) mit einer der beiden Eigenschaften:

NGO EIGS]
Ol

<h p-fi Vi, #telty—et,+€]NT

(**) 3 g—:(-,t) und

of
E(nt)

(d.h. T beit, lokal ein Intervall).
Dann ist fiir jedes A€ 2 die Abbildung

<h p-fi Vte[ty—ety+e] und [t,— ety +e]<T

@, T > Rmitt ¢,(t) = J.A f (x,t) p(dx) in t, nach t differenzierbar
(gegebenfalls einseitig) und es gilt:

d ot
EJ.A f (X,to) ,U(dX) = J.AE(X'tO) ,U(dX)

d | { of
Beispiel: fiir — | f(x,t) dx #| —(x,t) dx
eispiel: fir dtJ; (x,1) .!;at( )
X :=[0,1], A:=B,N[0,1], u= A, Lebesguesches Ma8.
3 2
f(x,1) :=t—2exp{—t—j fir xe(0,1] und =0 fiirx=0 VteR.
X X

Erfiillt i) und ii) von Folgerung 2.4:

1 2 !
i) f(-,t) Vt e R integrierbar: ¢, (1) :I f(x,t)=t exp(—%ﬂ =t exp(-t?)
0 0

ii) f(x,-) Vxe[0,1] differenzierbar nach t:

2 ¢t
Firx=0: ﬂ(x,t): exp[—t—j(SX2 -2 )
ot X

auf [O,l] integrierbar

Fiir x=0: %(O,t) =0 VteR;auf [0,1] integrierbar

@, auf R differenzierbar: %(t) e (1-2t%)

1

1
Aber: j%(x,O) dx = [0 dx =0¢1=%(O)
0 0



§27 M8 R, - und L - Rdume

Sei (X,%, u) ein MafSraum.
Bemerkung 1:

Sei f:(X,)—> R eine messbare numerische Funktion und p € R". Dann gilt:

1) f° und |f|p sind messbar;

f |p ist y-quasi-integrierbar.

2) Ist f p-integrierbar, so braucht | f |p und damit f * nicht integrierbar zu sein.
Beispiel 1:

Seil< p<oo, X =N; A=P(X); u({n})=n"% f(n)=n.
Dann: J‘X|f| d,u:Z:n-n_p_lzz:n_p <o, wg. 1< p.

neN neN
Aber: [ [f|" du="n"-n""" = n" =0 (harmonische Reihe).
neN neN

Definition:

Sei f :(X,2) > R eine messbare numerische Funktion und p € R. Es sei

I, (], 171 da)"” betos® o0 und ® oo
Beispiel 2:

peR™ X ={12}; A=P(X); u({1})=0, u({2})=1
f(X):=xund g =2. Dann: ||f —g||p =0; aber: f #g

Satz 1:

Seien f,g:(X,2) - R messbare numerische Funktionen und p € R.
Dann gilt:

2) 0<||f] <o
b) positiv homogen: | f ||p =|a|| f ||p VaeR.
c) Holdersche Ungleichung;:

Beil< p <o und g€ R mit %—i—%:lgﬂt:

It ol <[t lal,



d) Minkowskische Ungleichung;:
Bei 1< p < und (u-fast) tiberall definiertem f + g gilt:
[ +al, <[], +lel,

e) Seien |f ||p < oo und ||g||p <. Bei 1< p< oo gilt:
||sup(f,g)||p < oo und ||inf(f,g)||p < oo,

Insbesondere gilt: || f ||p <o & ‘ fr

<o und Hf’” <®
p p

Zusatz zu Satz 1:

Fir 0< p<lund qeR mit l+1=1(und damit q < 0) gilt:
P Q

1) "umgedrehte Ungleichung von Holder":
Fir f e, (X, u)={he® (X, u):h>0p-fi} undgel, (X, u)
mit gf, =0 gilt: | gf, =[], o,
2) "umgedrehte Ungleichung von Minkowski":
Fir f e "(X, 2, ) und qe 8 (X, 2, p) gilt:
[*+al=[ ¢, +lel,

Definition 2:

Seil<pelR"
a) Eine messbare Funktion f : (X,) - R mit || f ||p < o heifst p-fach p-integrierbar.
|| f ||p heifst "p-Norm" von f.

b) (X, 2, 1) =2, (1) :={f :(X,2) >R p-fach u-integrierbar}

Satz 1*:

Mit der punktweisen Skalarenmultiplikation und Addition und mit der
Halbnorm || . ||p ist 8 (X, %, p) fiir 1< p ein R-linearer halbnormierter

Vektorverband.

Definition 3:

a) Die Konvergenz in & (X, %, ) heifit Konvergenz im p — ten Mittel.
b) Beip=2: f € ®,(X,, ) heist quadratisch integrierbar beztiglich .
Die Konvergenz heifit Quadratmittelkonvergenz.



Bemerkung 2:

1) Seien p,q € R\ {0}. Dann gilt:
1

1
SrgTh e pra=pa e p=pa-q < (p-1(G-)=1

2) Firl< p<owound qeR" mit l+1:1folgt:
P q

Jee = (el =( )™

3) Beip =2 folgt q =2 aus 1 + 1 1. Dann: Holder = Cauchy-Schwarz.
P q

Satz 2:

a)Seien 1< p<oound geR" und l+1:1.
P qQ

Bei f €& (X,2, 1) und g e & (X, p)istf g e (X, p)

b) Bei p(X) <o und 1< p <r <o gilt:
(X2, 1) D 8 (X2, 1) o 8 (X, A, p)

c)SeienpeR", f e (X,2, ) und g:(X,2A) - R beschriankt. Dann ist
f-gel, (X, p).

Warnung:

Bei 1(X) = und 1< p <o folgt im allgemeinen werder &, () > & (1)
noch &, () c 8 (u).

Beispiel :

1

X =N; 2= B(N); z({n}) :=%; f(n):T

1
—=+400; f & &, (X, A, 1)
neN\/H \/_ %

p+1
Aber: .[X|f|p d,u=2(\/ﬁj 2£ j <o wg. p>1lund p;_1>1.

neN neN

Dann: Jx|f| du=




Bemerkung 3:

Sei v: 2 — R; ein weiteres Mafs. Dann gilt: &, (u+v)=2,(x) "L, (v).

Satz 3: (majorisierte Konvergenz II, Lebesgue)

Seien 1< p <o, (f,:neN) eine u-fast-iiberall konvergente Folge von
messbaren Funktionen f :(X,) >R und g € & (X, 2, x) mit |fn| <g
u-f.1. vn eN. Dann gilt:

1) f, e, (X, 2, ) und 3f €8 (X, A, ) mit f —» f p-fi

2) [f,~f], >0 fiirn—oo.

Bemerkung 4:

Firl<p<ound 0<g, €8 (X, u) ist

2.9,

neN

<2 [9.l,-

p neN

Satz 4: (Fischer - Riesz)

Seien 1< p < oo und (f, :n e N) eine Cauchyfolge in (8 p(X,Ql,,u),” . ||p)
Dann gilt:

a)3f eﬁp(X,Ql,,u) mit ||fn — f||p — 0 fiirn— o

b) 3 Teilfolge (f,:meM) von (f,:neN) mit f, ———f u-fi.
Insbesondere ist (ﬁp(X,Ql, ,u),|| . ||p) vollstandig.

Warnung:

) |f,-f], >0 =f, > f ufi
2) f, > f p-ti. = |f,—f| -0



Beispiele:

1) X :=[01]; A:=B,N[01]; u:= Aoy f,:=1, (mitA wie in Zeichnung unten)
[ fodu=2(A)—>0
also (Stetigkeit der Wurzelfunktion): || f, ||p —0

aber: f 4f =0.
2) X,U, uwieoben, f =n-1 ;fo— =0 (u-f.u)

(01/m] * 'n

IX f,du=1VneN, also: ||fn— f|| #40.
p

Zeichnung;:

Satz 5:

Seien 1< p<oo, pu(X)<oound f, f el (X,2A x) mit ||fn— f||p—>0.
Dann gilt: f , f €, (X,2, ) und || f, - f||l—>0.

Warnung:

"u(X) <" ist wesentlich in Satz 5. Beispiel !



§28 M9 Markov-Kerne und der verallgemeinerte Satz von Fubini

Seien R die Menge der reellen Zahlen, R := R U {+o0,—00} und B (bzw. B) die

o — Algebra der Borelschen Teilmengen von R bzw. R, welches die kleinste
o — Algebra ist, die alle offenen Intervalle enthilt.

Weiter seien Q eine nichtleere Menge, & eine o — Algebra auf Q, p:& —[0,1] ein

normiertes Malfs.

Schliefslich seine fiir i =1,2:
Q, eine nichtleere Menge,

pr:Q, xQ, - Q mit o= (@, ®,) = pr, = o, die kanonische Projektion von
Q, xQ,auf Q,,
R, eine o — Algebra auf Q und
2
ROK,:=° (U pl’il(ﬁi)j die Produkt- o — Algebra auf Q, xQ2,, welche von den
i=1
messbaren Rechtecken K, x K, mit K; € &, erzeugt wird.
2

!, X &, die Produktmengenalgebra auf Q, xQ,, welche von (U pr(K, j erzeugt
i=1
wird.

Bemerkung 1:

ﬁlmf{L”JwaAzV:Ave@i, (Avazv)m(mxAz,,)wfurvw}

V=

:{V

Definition 1:

N

-

O(AlvaZy):Ake‘@i; A.NA, =D fur k # 4; uvéneN}

=1

fuN

a) Seien A eine Teilmenge von Q, xQ, und @, € Q.
Die Menge A, :={w, €Q, : (»,,) € A} heifit der e —Schnitt von A
b) Seien f : Q, xQ, —> R eine Abbildung und @, € Q,.
Die Abbildung f, 1 Q, - R mit o, - f (o, ®,) heifit der @, —Schnitt von f.



Zeichnung;

QZ
i Q1 Aml /
@
Satz 1:

Seien Ac &, ®&,, @, €Q, und f:(Q, xQ, & ®K,) - (R,B) messbar. Dann gilt:
a) Aa)le'QZ

b) f, :(Q,&,) > (R,B) ist messbar.

Definition 2:

Die Abbildung P: Q, x&, — [0,1] heifit Markov-Kern (oder: Ubergangs-
wahrscheinlichkeit) von (€2, &,) nach (Q2,,&,) wenn gilt:

i) P(,-) : &, —[0,1] ist ein normiertes MaS8 fiir jedes @, € Q.

ii) P(-,K,): (©,,&,) —>[0,1] ist messbar fiir jedes K, € & .

Beispiele:

a) Seien (Q2,,8,) ein Messraum und (€2,,&,, p,) ein normierter MafSraum.
Dannist: P:Q,x&, —[0,1] mit (@, K,) - P(o,K,) = p,(K,) ein Markov-
Kern, der nicht von @, abhingt.

b) Seien O, :={1,...,n;}, & =P(Q), a:Q, > Q, eine Abbildung und
p,: &, —[0.1] ein normiertes Maf mit p, ({e,})> 0 fiir alle @, € Q,.

Auf folgende Weise konnen wir einen Markov-Kern definieren:

. pl(a_l(KZ)m{a)l}) _ -1
Plak) ==y e talial)




Interpretation:

P(w,, K,) ist die Wahrscheinlichkeit, von @ nach K, durch die Abbildung a zu
gelangen.

Satz 2: (Verallgemeinerter Satz von Fubini)

Seien P: Q, x & , - [0,1] ein Markov-Kern von (Q,,&,) nach (Q,,8,),

f:(QxQ,8 ®8,) > (R,B) eine messbare Funktion mit f* :=max(f,0)
und p: &, —[0,1] ein normiertes MaB. Dann gilt:

a) Es existiert genau ein normiertes Ma8 P: &, ® & , —[0,1] mit

P(K, xK,) = jKl P(w,K,) p(dw,) fiir alle K, € &, und K, € &,.

b) 9:(Q,&,) > (HNQ’%) mit @ - g(w,) = IQ (f+)wl(a)2) P(e,dw,)

ist messbar.

) Joo FdP=]  0(@)pdem)

(beide Integrale sind gleichzeitig endlich oder unendlich)

Wenn f beziiglich P integrierbar ist, so gilt:
d) Es existiert ein N € &, mit p(N) =0, so dass

o 0 firwm eN
h:(©,8,) > (R,8B) mit @, - h(e) =

'[Qz f, (@) P(e,do,) sonst
eine messbare Funktion ist.

Q) [, o f AP = [ h(w) pde)

Anmerkung;:

Anstelle von J-K P(w,K,) p (dw) benutzen wir auch die folgende Notation
J, PG K;) dp



Bemerkung 2:

Sei ® eine Mengenalgebra tiber 2 und € c ® mit
i)ABe€@ = AnBe@

ii)@z{UA:neN,AmAj:®fﬁri¢j,Ae@}

i=1
und z: € — R} additiv. Dann:
3, Inhalt : ® — R mit x(E) = u(E) VE € &; u ist endlich.

Korollar 2.1:

Seien (Q;,&,, 1) und (Q,,8,, 1,) o —finite Mafirdaume. Dann existiert genau ein Mafs
U8, QO8, - Ry mit u(K, xK,)=2(K)-1,(K,) VK e& VK, e&,

Definition:

Das Mafs 4| &, ® &, aus Korollar 2.1 wird das Produktmaf} der Mafse
| &, und 4, | ], genannt und mit g4 x 1, oder g ® i, bezeichnet.

Warnung:

"o —finit" in Korollar 2.1 ist wesentlich. (Sonst mit anderen Methode nur noch
Existenz, aber keine Eindeutigkeit.)

Korollar 2.2: (Satz von Fubini)

Seien (Q2;,8&,,14) und (Q,,8,, 1,) o —finite Mafirdume und f : Q, xQ, > R
eine 4, ® u, —integrierbare Funktion. Dann gilt:

a) Fir u,-fastalle , €Q, ist f, 1 Q, - R bzgl. 1, integrierbar.
Analog: f,

b) Die g4 -fast tiberall definierte Funktion o, - '[Qz f(o,m,) 1,(dw,) ist
bzgl. 1, integrierbar. Ebenso: 1> 2.

c) Es gilt:

J.lefzz Fdum®u, :J.QlJ.QZ Ny @) 1(dw,) 14(dey) :J.sz.Ql flo, @) w(dew) w(dw,)
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