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1 Zahlen

1.1 Die natiirlichen Zahlen N
1.1.1 Zahldarstellungen

Es gibt viele verschiedene Darstellungen natiirlicher Zahlen. Jedoch sind nicht
alle auch gleich gut zum Rechnen geeignet. Historisch sind vor allem folgende

Zahldarstellungen von Bedeutung:

e Die Strichzahlen, bei denen die Anzahl der Striche der natiirlichen Zahl
entspricht, sind wenig niitzlich zur Darstellung groflerer Zahlen und zum

Rechnen. Bsp: ||| entspricht der Zahl drei.

e Die antiken Romer verwendeten die Symbole I, V, X, L, C, D und M,
um auch grofle Zahlen darstellen zu zu kénnen. So bezeichnet z.B.
MDCLXVII die gleiche Zahl wie 1667 im Dezimalsystem. Allerdings ist

auch diese Zahldarstellung kaum zum Rechnen geeignet

e In Positionszahldarstellungen représentiert eine k- stellige Zahl,
geschrieben als s;_18k_2 ... Sg, die Summe Zf;ol b*, wobei b die Basis
des Positionszahlsystems ist und die Faktoren sg_1, Skx_2,...Sp aus
einem Vorrat von b Ziffern sind.

Von Mayas und Kelten wurde die Basis 20 verwendet; die Sumerer
rechneten mit der Basis 60. Relikte dieser Konvention finden sich noch
heute in der Zeit- und der Winkelmessung.

Im alltéglichen Gebrauch ist heute die Basis 10 (Dezimalsystem) iiblich;
in der Informationstechnik werden vor allem die Basen 2

(Binidrdarstellung) und 16 (Hexadezimaldarstellung) verwendet.

1.1.2 Das Axiomensystem von Peano

Definition 1.1 (Axiome der natiirlichen Zahlen nach Peano').
Sei N eine Menge und n +— n’ eine Abbildung von N auf sich mit den

Eigenschaften
(1) Die Abbildung n — n’ ist injektiv, d.h. n'=m’ = n=m.
(2) Es gibt ein ausgezeichnetes Element 1 € N, fiir das gilt:

(21) ' #1 VneN

L Giuseppe Peano (1858-1932)



(2.2) (Axiom der vollstédndigen Induktion):

Ist 7 eine Teilmenge von N mit

ler und

ner = ner,
so ist 7 = N.
!

Die Elemente einer solchen Menge N heiflen natiirliche Zahlen. Die Zahl n

ist der Nachfolger der Zahl n. Diese wiederum heifft Vorgéinger von n'.
Bemerkung. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist durch obiges
Axiomensystem eindeutig bestimmt (bis auf Isomorphie).
1.1.3 Operationen mit natiirlichen Zahlen
Die Addition natiirlicher Zahlen ist eine Abbildung N x N — N, definert durch
m+1=m'
m+(n)=(m+n)

Auch die Multiplikation natiirlicher Zahlen ist eine Abbildung N x N — N.
Sie wird definiert durch

m-1=m
m-(n)=m-n+m

Bemerkung. Aus diesen Definitionen lassen sich Rechengesetze ableiten
(Ubungsaufgabe 7):

e Das Assoziativgesetz der Addition und Multiplikation:
(k+m)+n=k+(m+n) und (km)n=*k(mn) Vk,m,néeN

e Das Kommutativgesetz der Addition und Multiplikation:

m+n=n+m und mn=nm Vkm,néeN
e Das Distributivgesetz: (k+m)n =kn+mn VYk,m,neN

Definition 1.2. Sei n € N. Die Menge {m € N | m < n} heifit

n-ter Abschnitt von N.

Eine Menge heifit endlich, wenn sie leer ist oder sie sich bijektiv (umkehrbar
eindeutig) auf einen Abschnitt von N abbilden 14ft.

Jede nicht endliche Menge ist unendlich.

Eine Menge, welche sich bijektiv auf die Menge N der natiirlichen Zahlen
abbilden 148t, heifit abzidhlbar unendlich.



CANTOR? bemerkte, da8 die These, ein Teil konne nicht so grofl sein, wie das

Ganze, fiir unendliche Mengen aufgegeben werden muf.

Dies illustriert HILBERTs® Hotel: In einem Hotel mit abzdhlbar unendlich
vielen Zimmern seien alle Zimmer belegt. Kommt nun ein neuer Gast, so
erhélt er dennoch ein Zimmer; jeder der Géste zieht ein Zimmer weiter und
der neue Gast bekommt das erste.

Bei k neuen Gésten zieht jeder Gast k& Zimmer weiter und die neuen Géste
beziehen die ersten k Zimmer.

Wollen abzéhlbar unendlich viele Géste ein Zimmer in dem voll belegten
Hotel, so zieht der Gast mit der Zimmernummer n in das 2n-te Zimmer und

die neuen Géste erhalten die Zimmer mit ungeraden Nummern.

CANTOR stellte weiterhin fest, dafl es Mengen gibt, die noch gréfler als N sind.
So ist zum Beispiel die Menge aller Teilmengen von N {iberabzdhlbar.
1.1.4 Ordnungsrelation

Definition 1.3. Seien m,n € N. Hat die Gleichung m + x = n eine Lésung
x € N, so heifit m kleiner als n: m < n.

Es ist m < n genau dann, wenn m < n oder m = n.
Eigenschaften dieser Ordnungsrelation sind

1. Fiir je zwei Zahlen m,n € N gilt genau eine der drei Relationen

m <n, m=mn oder m>n
2. Aus m < n und n < k folgt m < k (Transitivitéit)
3. m<n = m+4k<n+k
4. m<n = mk<nk

Satz 1.1 (Wohlordnung der natiirlichen Zahlen). Jede nichtleere Menge

nattrlicher Zahlen enthdlt ein kleinstes Element.

1.1.5 Vollstindige Induktion

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion folgt aus den Axiomen der

natiirlichen Zahlen.

2Georg Cantor (1845-1918)

3nach David Hilbert (1862-1943)



Satz 1.2 (Induktionsbeweis). Zu jedem n € N sei die Aussage A(n)
gegeben. Alle Aussagen A(n) sind wahr, wenn gilt

(1) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)
(2) A(n+ 1) ist wahr, falls A(n) wahr ist. (Induktionsschritt)
Beispiel.
1+2+3+. +n_Zz_n7+l

Beweis. Induktionsanfang: Fir n = 1 ist die Behauptung offenbar wahr.
Induktionsschritt: Die Behauptung sei wahr fiir n, d.h. Y7 i = "("H).

Dann ist Y75 = S0 i+ (n+ 1) = 2055 4 (4 1) = w .

Bemerkung. GAUB* hatte als Kind die Idee, die Zahlen von 1 bis 100
folgendermaflen aufzusummieren:
14+24...4100=(1+100)+ (2+99) + ...+ (50 + 51) = 50 - 101 = 5050.
Beispiel. Fir z # 1 gilt:

n+1

l+z+22+2°8+... Zx 1"
1—1‘

Beweis. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist die Behauptung offenbar wahr.

Induktionsschritt: Die Behauptung sei wahr fiir n. Dann gilt
n+2 1 ,I_n+2

n+l 4 n i nt+l _ 1— 'r"*l n+l _ R o A _ 11—z
Do T =2t 1z ¢ -z =g U

Bemerkung. Das Prinzip der vollstéindigen Induktion 148t sich noch
verallgemeinern. Die Aussage A(n) ist wahr fiir alle n > nq, falls A(ny) wahr
ist und A(n + 1) aus A(n) fiir alle n > ny folgt.

Definition 1.4 (Rekursion). Eine Abbildung f: N — X ist rekursiv
definiert durch

(1) Angabe von f(1)

(2) Eine Vorschrift, die es erlaubt, f(n + 1) aus f(1), f(2),... f(n) zu

gewinnen.
Beispiel. Die n-te Potenz m” einer Zahl m wird definiert durch
(1) m*=m
(2) m" Tt =m.-m"

Analog zu diesem Beispiel kann die Multiplikation auf die Addition und diese

wiederum auf die Nachfolgeoperation n +— n’ zuriickgefiihrt werden.

4 Carl Friedrich Gauf (1777-1855)



1.1.6 Fakultit und Binomialkoeffizient

Definition 1.5. Die Fakultit einer natiirlichen Zahl nist n! :=1-2-3...n.
Die rekursive Definition lautet
=1 (n+DI=n+1n!

Bemerkung. Die Definition der Fakultit wird erweitert auf 0 durch 0! := 1.
Definition 1.6. Seien k,n € N. Der Binomialkoeffizient (Z) ist

ny n! m—k+1)- (n—k+2)-...-n
( ) Tkl (n—k)! k!

Satz 1.3. Die Anzahl aller méglichen Anordnungen von n paarweise

verschiedenen Elementen ist n!.

Beispiel. Die Zahlen 1,2 lassen sich auf 2! = 2 Arten anordnen:
(1,2) und (2,1).

Die Zahlen 1,2, 3 lassen sich auf 3! = 6 Arten anordnen:
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1).

Satz 1.4. Die Anzahl der k- elementigen Teilmengen einer nichtleeren Menge

mit n Elementen ist (Z)

Beweis: Ubungsaufgabe 8.

Beispiel. Im Lotto ,,6 aus 49* sind (469) = 13983816 verschiedene Tipps

moglich.

Satz 1.5 (Binomialentwicklung). Fiir alle n € N gilt

n_ [T n n\ o n\ .,
(1+x)——(0>—F(1>x4—<2)x +.“—%<n)x =
Bemerkung. Es gilt
n\ n
k) \n—k
sowie die Rekursionsformel

n+1\ (n n n
k+1)  \k k+1
Beuweis der Rekursionsformel. (}) + (kil) = nln=1)(nkt+l) | ne—b)-(n—k)

-

Il
=]

(5)

7

&l AICES))
_ (k+14n—k)n(n—1)---(n—k+1) _ (n+1)n---(n—k+1) _ (n+1 ]
- (k+1)! - (k+1)! - (k:+1)



Die Rekursionsformel fiir Binomialkoeffizienten veranschaulicht das
PascALsche Dreieck®. Dabei ist die (k + 1)-te Zahl der (n + 1)-ten Zeile der
Wert des Binomialkoeffizienten (Z) Gemif der Rekursionsformel ergibt sich

jede Zahl im Inneren als Summe der beiden jeweils dariiberstehenden.

1.2 Die ganzen Zahlen Z und die rationalen Zahlen Q
1.2.1 Die ganzen Zahlen Z

Man betrachte die Menge N x N aller Paare natiirlicher Zahlen und definiere
auf dieser eine Aquivalenzrelation ~ derart, daf
(a,b)~(c,d) & at+d=b+c.

Definition 1.7. Die Aquivalenzklassen dieser Relation heiBen ganze Zahlen.
Die Menge der ganzen Zahlen wird mit Z bezeichnet.
Fiir die ganze Zahl [(a,b)] schreibt man a — b. Die Zahl [a, a] wird mit 0

bezeichnet. Anstelle von 0 — a schreibt man auch —a.

Die Operationen mit natiirlichen Zahlen lassen sich auf die ganze Zahlen
erweitern. Auch die Ordnungsrelation 148t sich iibertragen.
Zusétzlich ist die Subtraktion, Umkehroperation der Addition, stets erklirt:

Fiir m,n € Z hat die Gleichung m + x = n stets eine Losung x € Z.
Satz 1.6. Sind a,b € Z, so auch a+b und a - b.

Satz 1.7. Die Menge der ganzen Zahlen ist abzdhlbar.

n .
3 fiir n gerade

Lon fiir n ungerade

Beweisidee. Die Abbildung f: N — Z mitf(n) = {
2

ist eine Bijektion von N auf Z, womit beide Mengen gleichméchtig sind. O

Bemerkung. Obgleich N und Z gleichméchtig sind, ist die Menge der

natiirlichen Zahlen eine echte Teilmenge der ganzen Zahlen.

Suntersucht von Blaise Pascal (1623-1662)



1.2.2 Die rationalen Zahlen Q

Man betrachte nun die Aquivalenzrelation ~ auf Z x Z\{0} mit

(a,b) ~ (c,d) & ad = be.

Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind die rationalen Zahlen. Das Paar
(a,b) € Z x Z\{0} wird geschrieben als Bruch . Statt ¢ schreibt man a.

Um eine rationale Zahl eindeutig als Bruch darstellen zu kénnen, wird der
Reprisentant der Klasse, bei dem Zéahler und Nenner teilerfremd sind und der
Nenner positiv ist, fiir die Darstellung verwendet.

Die rationalen Zahlen sind abgeschlossen unter den 4 Grundoperationen, die in

bekannter Weise erkléirt werden.
Satz 1.8. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist eine echte Teilmenge der
rationalen Zahlen, daher ist ) mindestens so méchtig, wie N.

Fiir die umgekehrte Relation konstruiere man ein Abzéhlverfahren, welches
jeder rationalen Zahl eine natiirliche zuordnet. Dazu betrachte man die

folgende Tabelle aller positiven Briiche:

1 2 _, 3 4
1 1 1 1
L/ / /!
1 2 3
2 2 2
/ /
1 2
3 3
L/
1
4

Alle Briiche einer Zeile haben den gleichen Nenner; Briiche dersselben Spalte
haben den gleichen Zéhler.

Die Tabelle wird in skizzierter Reihenfolge durchlaufen, wobei die Briiche,
deren Zahler und Nenner teilerfremd sind, in dieser Reihenfolge aufgeschrieben
werden: (1, %, 2,3, %, i, %, %,4, .. )

Damit erhilt man eine Bijektion A : N — Q.

Setzt man g(n) = h(n), sowie g(—n) = —h(n) fir n € N und ¢(0) = 0, dann ist
g : Z — Q auch eine bijektive Abbildung. Z ist abzahlbar, d.h. es gibt eine
Bijektion f: N — Z. Somit ist go f : N — Q eine Abzéhlung von Q. O



1.3 Die reellen Zahlen R
1.3.1 Die Entdeckung der Existenz irrationaler Zahlen

Die Pythagorier waren der Ansicht, alle Groflen lieflen sich in ganzen Zahlen
ausdriicken; bis einer ihrer Schiiler, Hippasus von Metapont, im 5. Jhd. v. Chr.
inkommensurable Strecken, d.h. solche ohne gemeinsames Maf}, im

Ordenssymbol der Pytagorder, dem Pentagramm, entdeckte.

Eine Strecke wird gemessen, indem man ein Maf§ der Linge e n-mal auf die
Strecke legt, die dann n - e lang ist.

Zwei Strecken a und b haben dann ein gemeinsames Maf} e, wenn es natiirliche
m und n gibt, sodafl a = me und b = ne, also 7> rational ist.

Ein gemeinsames Mafl zweier kommensurabler Strecken a und b 148t sich mit
dem EUKLIDischen Algorithmus® finden:

Die kleinere Strecke b wird sooft wie moglich auf a abgetragen; dabei bleibt ein
Rest r, d.h. a=b-g+r mit r < b fiir ein g € N.

Nun wird das Verfahren mit b und r fortgesetzt, d.h. r wird auf b abgetragen,
wobei wieder ein Rest 7 bleiben kann.

Sind a und b kommensurabel, so mufl das Verfahren in endlich vielen Schritten
zum Ende kommen. Der letzte Rest ungleich 0 ist dann das gréfite gemeinsame
MasB.

Im reguléren Fiinfeck (siehe Figur) betrigt der Zentriwinkel iiber einer Seite
36500 = 72°. Dementsprechend sind die Innenwinkel 180° — 72° = 108°. Der
obere Peripheriewinkel iiber einer Sehne ist halb so grofi wie der Zentriwinkel
iiber der gleichen Sehne; daher ist z.B. /ZADB = %720 =36°, /BDC = 36°
und ZECD = 36°. Somit gilt /DJC = 180° — 3-36° =72° = LADC, d.h.

ADJC ist gleichschenklig, also |C'J| = a1, wenn a; die Linge einer Seite ist.

Analoges gilt fiir entsprechende Strecken, die von anderen Ecken des reguléren
Fiinfecks ausgehen.

Sei ag die Lange der Diagonalen. Damit wird |W| =ap — aj := as.

Esist /ZEJD =180° — /DJC = 108°, d.h. ADEJ und AECD sind beide

gleichschenklig, wobei die beiden gleichlangen Seiten einen Winkel von 108°

Snach Buklid von Alevandria (ca. 325 v.Chr. - ca. 265 v.Chr.)

10



. . o . . . - EC ED
einschlielen. Damit sind die beiden Dreiecke dhnlich, woraus % = ﬁ, also
G — 41— 4 fhet

aq a1 —ap az :

Die Schnittpunkte der Diagonalen bilden nun wieder ein reguléres Fiinfeck
(FGHJK), welches die Seitenlinge |K.J| = ag — 2a2 = a; — ag := a3 hat.

|[EH| _ |BF| _ ay iy T7F BA .
Wegen 56 = 75 = o st HF parallel zu BC', woraus mit dem Strahlensatz
ao _ |EC| _ |EH| _ _al o T yignl . .
o = |CB| = |TF — THF folgt. Die Linge |HF| der Diagonalen des kleinen

Fiinfeck ist dami’lc Z—(‘)al = %al = as.

Alle reguléren Fiinfecke sind &#hnlich zueinander; insbesondere ist das
Verhiiltnis von Diagonalen- und Seitenléinge stets gleich. Fiir die betrachteten
Fiinfecke ABCDE und FGHJK bedeutet dies £ = 2L = 22.

Auf FGHJK und das durch seine Diagonalenschnittpunkte entstehende
regelméBige Fiinfeck lassen sich obige Uberlegungen ebenfalls anwenden.

Allgemein gilt also: Sind ag, a; die Diagonalen- bzw. Seitenldnge eines

regelméaBigen Fiinfecks und a;42 = a; — a;41 fiir i =0,1,2,. .., so sind alle
Verhiltnisse 442 gleich: % = 4 — %2 —
a; al az as

Wendet man den EUKLIDischen Algorithmus auf ag und a; and, so erhélt man
mit ag > a1 und ag < 2a1 (Dreiecksungleichung fiir AECD):
aozl-a1+(a0—a1):a1 + a2

a1:1-a2+(a1—a2):a2+ag

Das Verfahren endet nicht, da alle % gleich und demzufolge alle Reste

a; # 0 sind.

Diagonale und Seite eines regelméfligen Fiinfecks sind somit inkommensurabel.
Thr Verhéltnis Z—‘l’ = —%_ gt als ,,Goldener Schnitt“ bekannt.

aj]—aop

1.3.2 Die reellen Zahlen als Dedekindsche Schnitte

Eine weitere nicht rationale Zahl ist v/2. Sie existiert, da sie die Lénge der
Diagonalen eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks mit der
Kathetenléinge 1 darstellt.

Beweis, daf /2 irrational. Man nehme an, v/2 sei rational. Dann hat hat sie
eine Darstellung als % mit p,q € N, wobei 0.B.d.A. p und ¢ als teilerfremd
angenommen werden kénnen.

= 2¢% = p?. Somit ist p? und folglich auch p durch 2 teilbar, d.h. p = 2r fiir
ein r € N.

= ¢®> = 2r%, womit auch ¢? durch 2 teilbar ist, was jedoch der

Teilerfremdheit von p und ¢ widerspricht. O

11



Dieses Beispiel zeigt nochmals, dafl es Zahlen gibt, die nicht in Q liegen; die

rationalen Zahlen sind nicht vollstdndig. Dennoch 148t sich bemerken:

Bemerkung. Die rationalen Zahlen liegen dicht, d.h. zu je zwei Zahlen a,b € Q
mit a < b gibt es stets eine Zahl ¢ € Q, sodafl a < ¢ < b. Zum Beispiel ist

c= ‘17“’ eine solche.

Durch Vervollstdndigung mittels DEDEKINDscher Schnitte soll nun eine

erweiterte Menge von Zahlen konstruiert werden.

Definition 1.8. Sei M eine Menge mit Ordnungsrelation. Ein Paar (a, 3) von
Teilmengen heit Dedekindscher Schnitt” in M, wenn gilt:

(1) Jedes Element von M gehort einer der beiden Teilmengen an.
(2) Keine der beiden Teilmengen ist leer.
(3) Wenn a € a,b € 3, so ist a < b.
(4) B besitzt kein kleinstes Element.
a heifit Untermenge; 5 heifit Obermenge.

Definition 1.9. Ein DEDEKINDscher Schnitt in Q heifit reelle Zahl. Die
Menge aller DEDEKINDschen Schnitte in Q ist R.

Bemerkung. Jeder Schnitt («, §) ist durch eine der beiden Teilmengen
eindeutig bestimmt. Im folgenden kann er daher ohne Einschrankung mit der

Obermenge [ identifiziert werden.

Bemerkung. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist in R enthalten. Der
rationalen Zahl s entspricht der Schnitt mit der Obermenge {r € Q : r > s}
und der Untermenge {r € Q: r < s}.

Ein Schnitt ist genau dann rational, wenn die Untermenge ein grofites Element
besitzt.

Nicht alle Schnitte sind rational.

Beispiel. /2 entspricht dem Schnitt mit der Obermenge

B={reQ: m”>2 A r>0}

Dies ist ein DEDEKINDscher Schnitt in Q, denn die Eigenschaften (1) — (3) aus
Definition 1.8 sind offensichtlich erfiillt und fiir den Nachweis von (4) 148t sich

folgende Uberlegung anstellen: Sei r € (. Dann ist s := % > 0.
AuBerdem gilt 52 — 2 = 22((;1'21))22 — 22: 2(217_2)22 > 0; da r? > 2 ist; damit
folgt s? > 2. SchlieBlich ist r —s = * +2T7:22’”*2 = TT;; > 0 und folglich r > s.

"nach Richard Dedekind (1831-1916)

12



Somit gibt es zu jedem r € 8 noch ein s € 3, das kleiner ist als r; 5 hat kein

kleinstes Element.

Bemerkung. Die in Q definierten Operationen +, - und deren Umkehrungen,
sowie die Ordnungsrelation lassen sich auf R iibertragen. Es gelten die gleichen

Rechengesetze.

Bemerkung. R ist vollstindig im Gegensatz zu Q. Die Untermenge eines
DEDEKINDschen Schnittes in R besitzt stets ein grofites Element. Wird also

der Vervollstandigungsprozel auf R angewant, so liefert er wieder R.

Bemerkung. Die konstruktive Definition von R ist auch moéglich mittels
e Intervallschachtelung
e Fundamentalfolgen (CAUCHY- Folgen)
e Prinzip der oberen Grenze
e Dezimalbruchentwicklung
Satz 1.9. Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Beweis. (CANTORsches Diagonalverfahren). Man nehme an, R sei abzéhlbar.
Dann ist auch das Intervall (0,1) abzéhlbar, d.h. es existiert eine Folge
Z1,%9,xs, ... reeller Zahlen, sodafl (0,1) = {z,, | n € N}. Zu jeder Zahl z,
betrachte man eine Darstellung dieser als Dezimalbruch 0, a,10n20,3004 - - -
r1 = 0[211] arsai3aiy - . .

Ty = 0, a21[022 aszasy . ..

x3 = 0,a31a32[233 az4 . ..

T4 = 0, a41a42a43[—a_@ NN

Nun definiere man eine Zahl ¢ € (0,1) mit der Dezimalbruchdarstellung

4 falls agp =5
0,cicac3 ... so, dafl cr =
5 falls apr #5

Dann ist ¢ # x,, Vn € N, denn: ¢ und z,, unterscheiden sich in mindestens
einer Dezimalstelle, d.h. 3k € N: ¢ # ank. Sei k der kleinste Index mit
dieser Eigenschaft. Mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung fiir
unendliche Reihen, die in Abschnitt 2.8 hergeleitet werden soll, und dem
Grenzwert der geometrischen Reihe aus 2.7 ist

o =l = [ 232,107 (e; = ang)| 2 107¥|ex — @] = [£5041 1077 (¢ — any)
>107F =302 107 e — apy| > 107F = 53772 1077 = §107% > 0

Somit kommt ¢ in obiger Aufzidhlung nicht vor. Folglich ist das Intervall (0, 1)
und mithin ganz R nicht abzéhlbar. O
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Bemerkung. Die Darstellung einer Zahl als Dezimalbruch ist im allgemeinen
nicht eindeutig. So ist z.B. 0.7 = 0.6999. ..

Bemerkung. Jedes nichtleere Intervall (a,b) von R ist iiberabzihlbar, denn
bildet (a,b) bijektiv auf (0,1) ab, womit beide Mengen gleichméchtig

X —

sind.

r—a
b—

Lemma 1.10. R\Q ist nicht abzihlbar.

Beweis. R =R\Q U Q. Wire also R\Q abzihlbar, dann wiire R die
Vereinigung zweier abzidhlbarer Mengen und somit selber abzidhlbar, was nicht
der Fall ist.

1.3.3 Axiomatik der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen werden charakterisiert durch

e die Koérperaxiome,

e die Anordnungsaxiome

e und das Vollstandigkeitsaxiom

O

Definition 1.10. Eine Menge M bildet zusammen mit zwei Operationen ,,+*

und ,,-“ einen Ko6rper, wenn fiir alle a,b,c € M gilt:
(A1) (a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz der Addition)
(A2) a+b=b+a (Kommutativgesetz der Addition)
(A3) 3 0eM: a+0=a (Existenz der Null)
(Ad) VaeM 3 (—a)eM: a+(—a)=0 (Existenz des additiv Inversen)
M1) (a-b)-c=a-(b-c) (Assoziativgesetz der Multiplikation)
(M2) a-b=b-a (Kommutativgesetz der Multiplikation)
(M3) 31eM: a-1=a (Existenz der Eins)
(M4) VaeM 3 (a)eM: a-(a=!)=1 (Existenz des multiplikativ Inversen)
(D) (a+b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetz)

Bemerkung. Sowohl QQ als auch R sind Korper.

Definition 1.11. Sei M ein Korper. Es gebe eine Teilmenge 7 C M, deren

Elemente als positiv ausgezeichnet sind: x > 0 Vz € 7. Dann ist M ein

angeordneter Korper, wenn gilt:

(O1) Fiir alle a € M gilt genau eine der drei Beziehungen
a>0,a=0,—a>0.

(02) a>0Ab>0 = a+b>0
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(03) a>0Ab>0 = ab>0

Definition 1.12. Ein Kérper M heifit archimedisch angeordnet, falls er
angeordnet ist und zudem Va,b € M mit b >0 3 neN: nb—a>0.
Vollstindigkeitsaxiom (Supremumseigenschaft).

(V) Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge 7 von M besitzt eine

kleinste obere Schranke, das Supremum von 7.

Definition 1.13. Eine nichtleere Teilmenge 7 von M heifit nach oben
beschrankt, falls es ein kK € M gibt, sodal a < k Va € 7.
7 heift nach unten beschrinkt, falls es ein k € M gibt, sodafl a > k Va € 7.

Definition 1.14. Ein k € M heifit kleinste obere Schranke (Supremum)
einer nichtleeren Menge 7 C M, wenn k obere Schranke von 7 ist und es keine
kleinere obere Schranke von 7 gibt.

Die grofite untere Schranke, das Infimum, wird analog definiert.

Bemerkung. Die Menge M, welche die Koérper-, die Anordnungs- und das
Vollstiandigkeitsaxiom erfiillt, ist eindeutig bestimmt (bis auf Isomorphie) und

heifit Menge R der reellen Zahlen. R ist ein archimedisch angeordneter Korper.

Bemerkung. Die Axiome der DEDEKINDschen Schnitte sind gleichwertig mit

dem archimedischen und dem Vollstandigkeitsaxiom.

Im Folgenden werden Regeln aufgelistet, die sich aus den Anordnungsaxiomen

ableiten lassen. Dabei wird a > b anstelle von a — b > 0 geschrieben.
l.a>bb>c = a>c (Transitivitét)

2.a>b>0 = 1c

Sl

3.a>b = a+c>b+c

4. a>b,c>0 = ac>bc

5. a>b,c<0 = ac<bc

6.a>b,a>03 = at+a>b+p
7.a>b>0,a>p4>0 = aa>bs
8. a#0 = a>>0

9. BERNOULLI- Ungleichung:®

reR,z>-1,neN = (QA+z)">14+nx

(Beweis mittels vollstindiger Induktion, vgl. Ubungsaufgabe 21a)

8nach Jakob Bernoulli (1654-1705)
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Definition 1.15. Sei a € R. Der Absolutbetrag von a ist
1l { a fallsa >0
al =

—a fallsa <0
Es gilt:
|ab] = |a] - |b]
la + b| < |a|] + || (Dreiecksungleichung)
lla] = [b]] <fa —b]

Satz 1.11. Seib € R und b > 1. Dann existiert zu jedem k € R ein n € N,
sodaf$ b > k ist.

Beweis. R ist ein archimedisch angeordneter Korper, d.h. zu b—1 und k — 1
existiert ein n € Nmit n(b—1) > k — 1.

Aus der BERNOULLI- Ungleichung folgt fiir dieses n:
=1+0G-1)">1+nb-1) >k O

Lemma 1.12. Ist0<b< 1, dann gilt: V ¢ >0 dneN: b" <e.

Beweis. b<1 = % > 1. Nach Satz 1.11 existiert ein n € N mit (%)n > %
Fiir dieses n folgt dann ™ < . O

2 Folgen und Reihen

In diesem Abschnitt sollen Grenzprozesse und Grenzwerte untersucht werden.
FEin Beispiel dafiir ist die Berechnung des Umfanges 7 eines Kreises mit dem
Durchmesser 1. Der Kreisumfang wird dabei durch den Umfang ihm um- und
einbeschriebener regelméfliger Polygone approximiert. Je mehr Ecken diese
Polygone haben, um so genauer kann der Wert von 7 angegeben werden. So
erhélt man z.B. fiir 96- Ecke die Abschétzung 3% <m< 3%

Ein weiteres Beispiel fiir Grenzprozesse ist das Babylonische Wurzelziehen: Sei
a >0, 21 =1 und z,41 errechnet sich aus x,, durch z,41 = % (xn + ﬁ) Die
Werte von z,, kommen mit zunehmenden n der y/a immer niher. Fiir a = 2
beispielsweise ist o = 1.5, x3 = 1.416, x4 = 1.414215686...

Siehe dazu: Ubungsaufgabe 12, Programmieraufgabe 3.

2.1 Folgen und Grenzwerte

Definition 2.1. Eine Abbildung N — R, die jedem n € N ein a,, € R
zuordnet, heifit Folge reeller Zahlen (Folge in R). Sie wird bezeichnet mit

(an)neny oder (aj,as,as,...).
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Allgemeiner ist, wenn ng € Z, auch (ay)n>n, eine Folge, da es eine Bijektion
von {n €Z: n >ng} auf N gibt.
Eine Folge wird héufig durch ein Bildungsgesetz beschrieben.

Beispiel. (1) an = a, a € R liefert die konstante Folge (a, a,a, .. .).

(2) an = (—1)" stellt eine alternierende Folge (—1,1,—1,...) dar.

win

4) an == . (L3230
(5) an:%7 (%a%a%aia-“)

(6) Die Folge (an)nen, rekursiv definiert durch a; =1, as =1,
(pi2 = Any1 + ay besteht aus den FIBoNAcCcI®- Zahlen:
(1,1,2,3,5,8,13,21,...)

() bER, a, =b""1 : (1,b,0%,1%,...)
Definition 2.2. Eine Folge (a,)nen heifit konvergent gegen a € R, falls
Ve>0 INeN: Ja,—a|<e Vn>N

Die Zahl a ist der Grenzwert (Limes) der Folge (ap)nen @ a = lim (ap)nen-
Us(a) ={x € R: |z —a| < e} heifit e- Umgebung von a.
In dieser liegen fast alle, d.h. alle bis auf endlich viele, Glieder der Folge.

Definition 2.3. Die Folge (a,)nen ist divergent, wenn sie gegen keine reelle

Zahl konvergiert.
Satz 2.1. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Man nehme an, es gébe eine Folge (a;,)nen mit zwei Grenzwerten
a # a/. Dann existieren zu € = @ Indizes N und N’ mit

la, —a|l<e Vn>Nund |a, —d|<e Vn>N'.

Fiir alle n > max (N, N') gilt dann:

la —d'| =la—an+an —d| <l|an —a| + |an — /| < Z|a —d|,

was nicht sein kann. O

Nun sollen die Beispiele fiir Folgen auf Konvergenz untersucht werden.

(1) Die konstante Folge (an)nen mit a, = a hat den Grenzwert a, denn fiir

alle € >0ist |[a, —a|=0<e Vn>1.

9 Leonardo Pisano (Fibonacci) (1170-1250)
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(2) (an)nen mit a,, = (—1)™ ist divergent.

Beweis. Angenommen, (a,) sei konvergent gegen ein a € R. Dann gibt es
zue=1ein N €N, sodaf |a, —a| <1 Vn>N.
=  2=lapt1 — an| <lany1 —al+la, —a| <1+1=2

was offenbar falsch ist. O
(3) Fiir a, = = ist lim (a,) = 0, denn |a, — 0| = + < ¢ fiir allen > L.
Definition 2.4. Eine gegen 0 konvergente Folge heifit Nullfolge.
n

(4) Sei a,, = ;%5 Dann ist lim (a,,) = 1, denn |

_ 1 1

n
n+1
(5) Mittels vollstéindiger Induktion 148t sich n? < 2 fiir n > 4 zeigen.

Daher gilt V € > 0 und Vn > max (%,4):

n|_ n 1 =
27‘—2n§n<€,d.h.an—

5w ist eine Nullfolge.

Definition 2.5. Die Folge (a;,)nen heifit nach oben (unten) beschrinkt,
wenn es ein k € R gibt, sodal a,, < k (bzw. a, > k) Vn € N.

(an)nen heifit beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten beschriinkt
ist,dh. AIM >0: |a,| <M VneN.

Satz 2.2. Jede konvergente Folge ist auch beschrinkt.

Beweis. Sei (an)nen eine Folge mit lim (a,) = a. Fiir ein N € N gilt dann
la, —al <1 Vn>N = |a,| <|a|+ 1 fiir n > N und somit

lan| < max (|a1], |az], .-, |lan—1],]a| + 1) fir alle n € N. O

Bemerkung. Die Umkehrung von Satz 2.2 gilt nicht, z.B. ist a,, = (—1)"

beschrinkt, aber divergent.

(6) Die Folge der FIBONACCI- Zahlen, definiert durch a, 42 = an+1 + a, und

a1 =1 ag =1, ist divergent, denn a,, > (n — 1) Vn.

(7) Man betrachte die Folge (b™)nen.
1. Fall: || < 1. = lim(b") =0, denn nach Lemma 1.12 existiert ein
N € N mit [b|V < & und somit ist [b|" < [b|N <& Vn > N.
2. Fall:b=1 = b'=1 = lLm(@b") =1
3. Fall: b=—-1 = (b") divergiert; siche Beispiel (2).
4. Fall: b >1 = Die Folge (b™) divergiert, da sie nach Satz 1.11

unbeschrankt ist.
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2.2 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Satz 2.3. Seien (an)nen und (by)nen 2wei konvergente Folgen mit

lim (ap)neny = a und lim (b, )pen = b. Dann ist auch (¢,)nen konvergent mit
a) ¢p = an+b, und lim(c,) =a+b
b) ¢n =an — b, und lim(c,) =a—10
¢) ¢y =ap b, und lim(c,) =a-b
d) ¢, = §* und lim(c,) = § fir b,b, #0
e) cn = Aay und lim (¢,,) = Aa fir alle A € R.

Beweis. zu a) Sei & > 0. Dann existieren Ny, Ny € N, sodafl
lan —al < § ¥n > Ny und |b, —b| < § ¥n > N, da (a,) und (by)
konvergent sind.
Vn > max (N1, N2) gilt dann
l(an +bpn) — (a4 D)| <lan, —a| + |b, — b| < e.

zu ¢) (ap) und (b,) sind beschrinkt, d.h.
3K, K": |an| <K', |by| < K" Vn. Sei K = max (K’, K") und
e > 0 beliebig. Aufgrund der Konvergenz von (a,) und (b,) gibt es
N1, Np mit |a, —a| < 5% ¥n > Ny und |b, —b| < 5% Vn > Na.
Fiir séimtliche n > max (N1, Ny) folgt daraus
lan - by — ab| = |an(by, — b) + ba, —a)| <
anl (b = B)]+ Bl [(an — )] < K yig + K 55 = <.
Dabei gilt die Abschétzung |b| < K wegen Satz 2.6.

zu e) Sei (by,) die konstante Folge mit b, = A. Dann folgt aus b) die
Behauptung.

zu b) Nach e) konvergiert (—by,)nen gegen —b und aus a) folgt damit, dafl
(an + (—bn))nen gegen a — b konvergiert.

zu d) Zunichst soll die Folge (’Tl")neN betrachtet werden.
(bn) hat den Grenzwert b, daher gibt es ein Ny € N mit
|b, —b] < @ Vn>Ny = |by]> % fiir diese n.
Weiterhin existiert ein No € N mit |b, — b| < # Vn > Ns.
ot | = | b — bl < 2 BE =2

Vn > N := maz(Ny, N»), d.h. lim (bi) =1

sy s 1 1
Somit ist 'E -3

Mit ¢) folgt daraus die Konvergenz von Z—") gegen ¢.
"/ neN
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Sn:2t123n _ % .

Es ist lim (%) = 0, woraus li;n (#) = lim (%) - lim (%) =0 und
lim (1) = 13- lim (1) = 0 folgt.

= lmB3+¥)=3 lim(1-5%)=1

= lim(c,) = 3.

Beispiel. ¢, =

Bemerkung. Sind A\, p € R und a,, — a, b, — b, dann folgt aus Satz 2.3

(a) und €)): Aa, + b, — Aa + pb, d.h. die konvergenten Folgen in R bilden
einen Vektorraum iiber R und lim : (ap)nen — lim (an)nen  ist eine lineare
Abbildung.

Bemerkung. Die Summe zweier divergenter Folgen kann konvergent sein.

Bemerkung. Das Produkt einer Nullfolge und einer beschrankten Folge ist eine
Nullfolge (Ubungsaufgabe 19).

Bemerkung. Arithmetische, geometrische und harmonische Mittelbildungen

von konvergenten Folgen sind wieder konvergent.

Satz 2.4. Sind (an)nen und (bp)nen zwei Folgen mit a, < b, VYn, so gilt
auch lim (a,) < lim (by,).

Beweis. Sei a = lim (a,,) und b = lim (b,). Annahme: a > b.

Dann gibt es zu € := %b Indizes N1, No mit |a, —a| <& Vn > Ny und

la, —al <e Vn > Nj.

Somit ist a — e < a,, < b, < b+ ¢ fiir alle n > max (N7, N2), was jedoch
a=b _ atb _p 4 ab

a—e=a— 5 =9 5~ =b+¢, also a — e = b+ ¢ widerspricht. [

Bemerkung. Aus a, < b, Vn folgt nicht lim (a,) < lim (b,), wie das Beispiel

a, =0, b, = % zeigt.

Satz 2.5. Sind (an)nen und (by)nen zwei konvergente Folgen mit dem
Grenzwert a und es gilt a, < ¢, < b, fir fast alle n, so konvergiert auch die

Folge (¢n)nen gegen a.

Satz 2.6. Ist (ap)nen konvergent und A < a,, < B fiir fast alle n, so ist auch
A <lim(ay) < B.

Beweis von Satz 2.5 und 2.6: Ubungsaufgabe 20.

2.3 Bestimmte Divergenz

Definition 2.6. Eine Folge (a,)nen heiit bestimmt divergent (oder

uneigentlich konvergent) gegen oo (—o00), wenn

VKeRINEN: a,>K (baw.a, < K) Vn> N
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Man schreibt: lim (a,,) = co (bzw. lim (a,) = —o0)

Beispiel. Die Folge a,, = n divergiert bestimmt gegen oo.
(—2")pen hat den uneigentlichen Grenzwert —oo.

Die Folge a,, = (—1)" divergiert, jedoch nicht bestimmt.

Bemerkung. +00 und —oo sind Symbole, keine reellen Zahlen.

So sind z.B. die Operationen oo — oo, 000, 22 nicht definiert. Dies ist
schnell einzusehen, wenn man die Folgen a,, =n, b, =1, ¢, = a, + b, =n+1
betrachtet. Es ist lim (a,) = oo, lim (b,,) = 1, lim (¢, ) = 0o, woraus, wére co
eine reelle Zahl, co = co 4+ 1 und 0 = 1 folgen wiirde.

Jedoch 1a8t sich co -2 =00, £ =0, Vz € Rund ooz = oo fiir z > 0
formulieren.

In der Nichtstandard-Analysis wird R kompaktifiziert und R = R U {+00, —oo}
betrachtet.

Satz 2.7. Ist (ap)nen bestimmt divergent gegen +oo, so
dng € N: a, #0 Vn > ng und (al ) N ist eine Nullfolge.
12N

n

Beweis. Sei lim (a,) = co. Dann existiert ein ng € N, soda8 a,, > 0 Vn > ng.
Uberdies 3IN € N: a, > é Vn > N. Damit ist ‘ai‘ < ¢ fiir diese n. O

Satz 2.8. Ist (an)nen eine Nullfolge und a,, > 0 Vn, so divergiert ai gegen oo.

2.4 Monotone Folgen

Definition 2.7. Eine Folge (ay,)nen heift monoton wachsend (fallend),
wenn a, < ap+1 (bzw. a, > an41) fiir alle n gilt.
(an)nen ist streng monoton wachsend (fallend),

falls ap, < apt1 (bzw. an > apy1) gilt.
Satz 2.9. Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Sei (an)neny monoton wachsend und beschrinkt.
Dann gibt es ein v = sup (a,, ). Dieses hat die Eigenschaft, dafl
V e>03dng: ap, >7v—¢.

Aus der Monotonie folgt damit a,, > v — ¢ ¥n > ng, also

lan, — 7] < e fiir fast alle n.

Der Beweis fiir monoton fallende Folgen verlauft analog. O

Beispiel. (1) Fiir 0 <z < 1 ist a,, = 2™ monoton fallend und durch 0 nach

unten beschrankt, also konvergent.
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2 .
(2) Ist ap, =300, %, so gilt an41 — a, = #ﬂ + 2n1+2 - % < 0, d.h. auch

diese Folge ist monoton fallend und beschriinkt und folglich konvergent.

Definition 2.8. Ein Paar ((a), (b,)) von Folgen heifit
Intervallschachtelung, wenn (a,) monoton wéchst, (b,) monoton fillt und
(an — by) eine Nullfolge ist.

Beispiel. Bei der fortgesetzten Halbierung ergibt sich das Intervall [a,41,bp41]

an+bn]
2

durch [an41,bn+1] = [an, oder [ant1,bny1] = [““TH’",bn].

Hier gilt |a, — by| = gn=t|a1 — b1| — 0.
Fiir eine Intervallschachtelung, bezeichnet mit (a,|b,), ist offensichtlich

an < by, VY, m. Es gilt das

Intervallschachtelungsprinzip.
(ISP)  Zu jeder Intervallschachtelung (a,|b,) in R gibt es eine Zahl,

die in allen Intervallen [a,, b,] liegt.

Das Intervallschachtelungsprinzip ist dquivalent zum Vollsténdigkeitsaxiom.

Beweis. (V) = (ISP): Die Menge A = {a1,az,...} ist durch alle b,, nach
oben beschrinkt. Fiir s = sup A gilt also a, < s <b, Vn, d.h. s € [a,,b,] Vn.
(ISP) = (V): Zu einer nichtleeren, nach oben beschrinkten Menge M
konstruiere man rekursiv eine Intervallschachtelung (a, b,) in der folgenden
Weise. Sei by irgend eine obere Schranke von M und a; eine reelle Zahl, die
keine obere Schranke von M ist. Das Intervall [a;,41, bn+1] ergibt sich aus
[an,by] durch die Vorschrift

(@, %5n]  falls “atbe obere Schranke von M ist
(@1, buga] = { [4ntba b,]  sonst
Dann ist die Zahl s, die allen Intervallen [a,, b,] angehért, eine obere Schranke
von M, denn andernfalls géibe es ein m € M, sodafl m > s ist, womit jedes
Intervall von einer Lénge < m — s die Zahl m nicht enthielte, was der
FEigenschaft der b,, obere Schranken von M zu sein, widerspréche.
s ist auch die kleinste obere Schranke, denn fiir jede Zahl r mit r < s existiert
ein n € N, sodaB r & [an, by], d.h. r < a,, ist. Nach Konstruktion der

Intervallschachtelung jedoch ist kein a,, obere Schranke von M. O

Bemerkung. Die Zahl g, die in allen Intervallen [a,, b,] einer
Intervallschachtelung (a,|b,) liegt, ist eindeutig bestimmt, denn fiir alle h # ¢
liegt h nicht in den Intervallen von einer Linge < |g — hl.

g ist der gemeinsame Grenzwert der Folgen (an)neny und (by)nen:

g =lim (an) = lim (b,) = (") [an, bn

n=1

22



2.5 Cauchy- Folgen

Satz 2.10 (Cauchy- Kriterium!'®). Eine Folge (a,)nen ist

konvergent <<

Ve>0 INeN: |ay—ayl <e Ym,n > N (1)
Definition 2.9. (a,)neny mit der Eigenschaft (1) heift Cauchy-Folge.

Bemerkung. Die Richtung ,,=“ von von 2.10 bedeutet, daf} jede konvergente
Folge eine CAUCHY- Folge ist. Die Umkehrung (,In R konvergiert jede
CaucHY- Folge“) a8t sich als alternatives Axiom zum Vollstindigkeitsaxiom
verwenden. Zu einem spéteren Zeitpunkt soll gezeigt werden, daf3 sie auch aus

dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASR folgt.

Beweis ,=“ von Satz 2.10.  Sei a der Grenzwert der Folge (an)nen , d.h.
Ve>03I NeN: |a,—a]<5 Vn> N
= |an —am| = [(an —a) + (@ —ap)| <lap —al+la—an| < 5+5=¢ O

1
1+an,

denn: Offensichtlich gilt % <a, <1 V n. Damit ist fiir beliebige n,k > 0 :

Beispiel.  Die Folge (an)nenutoy mit ap =1 und a,41 = ist konvergent,

|a _a | = 1 1 _ an—anik _ [antr—an]
n+k+1 U T T ane  Than | | OFan) (At antr) | (tan) (It antr)

S ﬁ |an+k _an| - % |an+k - an‘
2

Nimmt man diese Ungleichung im Fall n = 0 als Induktionsanfang und

|@ntrk — an| < (3)" |ar — ao| als Induktionsvoraussetzung, so folgt:
+1 .

|@ntrt1 — Gni1] < %|an+k —an| < (%)n |ax — ap| und damit
|antr — an| < (%)n lak — ap| < 2 (%)n YV n.
Weil nun (2 (%)n)n N eine Nullfolge ist, wird damit
|@ntk — an| = |am — an| < € fiir beliebig kleine £ und entsprechend groie m, n.
Somit ist (a,) eine CAUCHY- Folge, also konvergent.
Es sei bemerkt, dafi der Grenzwert a der rekursiv definierten Folge (a,,) die

1

Fixpunktgleichung erfiillt: a = Tra-

2.6 Der Satz von Bolzano-Weierstraf3

Definition 2.10. Eine Zahl h heifit Hiufungspunkt (oder: Hiufungswert)

der Folge (an)nen, wenn ¥V € >0: |a, —h| <e fiir unendlich viele n.

Beispiel. e (a,) = (—1)™ hat die 2 Haufungswerte 1 und —1.

Onach Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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e Ist ein Folge konvergent, so ist der Grenwert wegen dessen Eindeutigkeit

der einzige Haufungswert.
e (a,) = n hat keinen Haufungswert.

Definition 2.11. Sei (a,)nen eine Folge und (ng)reny mit n; < nj fir i <j
eine Folge aufsteigender natiirlicher Zahlen. Dann heif3t

(any ) peny = (@ny, @ny, - . .) eine Teilfolge von (ay,)nen-

Folgerung. Ist (a,)nen eine konvergente Folge mit lima,, = a, dann

konvergiert auch jede Teilfolge von (an)nen gegen a.

Satz 2.11. Ist h ein Hiufungswert einer Folge (ay,)nen, dann existiert eine

Teilfolge (an, ), die gegen h konvergiert.

Beweis. Es soll gezeigt werden, daf es moglich ist, eine Teilfolge (a,, ) mit der
Eigenschaft )
|ank—h|<E vV keN (2)

zu konstruieren. Dann ist |a,, —h| < 1 <& V k> 1 und somit (a,,) eine
Teilfolge, die gegen h konvergiert.

Fiir den Beweis der Existenz einer solchen Konstruktion wird auf das Prinzip
der vollstdndigen Induktion zuriickgegriffen.

Induktionsanfang: Weil h Haufungswert sein sollte, gibt es mindestens ein nq,

sodaf (2) erfiillt ist.

Induktionsschritt: Es seien k Folgenglieder mit der Eigenschaft (2) gefunden.
Nun ist h Haufungswert, d.h. |a, — h| < ¢ := k%s—l fiir unendlich viele n. Diese
konnen nicht alle < nj sein, da es nur endlich viele natiirliche Zahlen < ny

gibt. Also 3 ng41 > ng mit |ag4 — h| < %H =

Satz 2.12 (Bolzano-Weierstraf3'!). Jede beschrinkte Folge besitzt

mindestens einen Hdufungswert.

Beweis. Sei (an)nen €ine beschrinkte Folge, d.h. IMy, Ng mit My < N und
My <a, <Ny V n.

Man nehme das Intervall [My, No| als Startwert und konstruiere daraus durch
fortgesetzte Halbierung eine Intervallschachtelung (M| Ny ) mit der
Eigenschaft, dal Vk: M < a, < N fiir unendlich viele a,,. Dies wird
moglich, indem der Prozess der Halbierung stets mit einem Intervall, welches
unendlich viele a,, enthélt, fortgesezt wird.

Es sei h die durch eine solche Intervallschachtelung bestimmte Zahl. Sie ist der

nach Bernard Bolzano (1781-1848) und Karl Weierstraf (1815-1897)
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gemeinsame Grenzwert der Folgen (M}) und (Ny).

= Ve>03dK: h—e<Mg<Ng<h+e,

d.h. h—e<a, <h-+¢e fir unendlich viele a,.

= h ist der gesuchte Haufungswert. O

Folgerung 2.12. FEine Zahl ist Hiufungswert einer Folge dann und nur dann,

wenn sie auch Grenzwert einer konvergenten Teilfolge ist.

Folgerung 2.12 (Alternative Formulierung von Satz 2.12). Jede

beschrinkte Folge enthdlt eine konvergente Teilfolge.

Nun soll wie angekiindigt die Richtung ,,<*“ von Satz 2.10 (CAUCHY-
Kriterium), d.h. ,Jede CAUCHY- Folge ist konvergent“ mit Hilfe von Satz 2.12

bewiesen werden.

Beweis. Sei ¢ >0 und |a, —a,|<e YV n,m>N.

Insbesondere gilt |a, —an|<e Vn>N = Ja,| <l|any|+e

Folglich ist die grofiere der beiden Zahlen |ay| 4 ¢ und max, <y |a,| eine
Schranke fiir (a,,). Nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASB hat (a,) damit
mindestens einen Haufungswert h, d.h. |ap — h| < € fiir unendlich viele k.

Es sei ein solches k > N fest gewéahlt.

= an, —h| <lan, —ag| + |ag — h| < 2¢ Yn > N

Also ist h auch Grenzwert. O

Zusammenfassung. Bisher wurden folgende Implikationen bewiesen:
(1)  Vollstéindigkeistaxiom
)
(2) Intervallschachtelungsprinzip
I
(3) Satz von BOLZANO-WEIERSTRAR
4
(4) CaucHy- Kriterium
AuBlerdem lia83t sich das Intervallschachtelungsprinzip (2) aus dem CAUCHY-
Kriterium (4) folgern. Es ergibt sich der Ringschlul (2) = (3) = (4) = (2);
damit sind alle vier Aussagen dquivalent. Sie formulieren jeweils die
Vollstédndigkeit der reellen Zahlen.
Die Anordnungsaxiome und die Vollstandigkeit von R zusammen sind
wiederum gleichwertig mit der Konstruktion der reellen Zahlen iiber
DEDEKINDsche Schnitte.
Zur Begriindung der letzten Aussage betrachte man zunéchst zu einer

gegebenen Intervallschachtelung (a,|b,) den DEDEKINDschen Schitt in Q mit
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der Obermenge 3 = |J,,cn ((bn,o0) N Q). Er reprisentiert die reelle Zahl,
welche allen [ay,, b,] gemeinsam ist.
Sei andererseits zu einem DEDEKINDschen Schnitt S = («, 8) in Q die

Intervallschachtelung (a,|b,) gegeben durch a; € «, by € 8 beliebig und

[@nt1,bnt1] = [an,anTHM] falls % €
n+1; On+ [“”Tﬂ’",bn] falls % € a

Dann ist die durch S représentierte Zahl in allen [a,, b,] enthalten.

Im Folgenden soll noch die oben erwéhnte Implikation: CAUCHY-Kriterium

= Intervallschachtelungsprinzip bewiesen werden:

Beweis. Sei (a,|by) eine Intervallschachtelung.

= Ve>03I N: |by—an|<e

Wegen a,,, a, € [an,by] ¥V n,m > N ist auch |a, — an| < &.

= (ay) ist CAUCHY- Folge. Somit existiert ¢ := lim(ay,).

(ay) ist nach Definition der Intervallschachtelung monoton wachsend.
=  a, < g Vn. Uberdies ist a, < b, ¥n.

= b, >g>a, Vn,dh. gliegt in allen Intervallen. O

Satz 2.13 (Cauchyscher Grenzwertsatz). Ist (ap)nen eine konvergente

Folge mit dem Grenzwert a, so konvergiert auch die Folge

. RS
(bn)nEN mit bn = ﬁ z; Q; gegen  a.
1=

Beweis: Ubungsaufgabe 17.

Beispiel. (a,) = (%) ist eine Nullfolge, daher ist auch lim (X 3" | 1) =0;
wohingegen (31", 1) o nicht beschriinkt ist, was im néchsten Abschnitt

gezeigt werden soll.

2.7 Reihen und Konvergenz

Definition 2.12. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen. Dann heifit die Folge
(s$p) mit s, =Y., a; die Summenfolge von (a,).
Die zugeordnete unendliche Reihe ist Ausdruck Y .-, a;.

Sy, sind die Partialsummen der Reihe.

Definition 2.13. Die Reihe Z;ﬁl a; heifit konvergent mit der
Summe s, genau dann wenn (s, ) gegen s konvergiert.

Im Falle der Konvergenz schreibt man
oo n
=Y a= i Y
i=1 i=1
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Analog zu Folgen kénnen die Indizes auch bei einer natiirlichen Zahl k # 1

beginnen. Y .2, a; ist auch eine unendliche Reihe.

Bemerkung. Aus einer gegebenen Summenfolge (s,,) ist die Folge (a,)nen
ihrer Summanden in der folgenden Weise rekonstruierbar:
a; = 81

Qp = Sp — Sn—1

In diesem Sinne sind Folgen und Reihen &dquivalent.

Beispiel. e Die geometrische Reihe > 02 2% = ﬁ konvergiert fiir |x| < 1,
denn fiir die zugeordnete Summenfolge (s,) gilt:
n 1—g"t!

e Die harmonische Reihe Y 2, % hingegen ist bestimmt divergent gegen
o0, denn die Summenfolge (s,,) ist monoton wachsend und V n = 2F ist
sn=1+3+3+...+2
=143+ G+ + G+ D+ (At )
>1+3+2b 442kt =14 &

d.h. (s,,) wichst iiber alle Schranken.

2.8 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit klassischen Techniken, Folgen auf
Konvergenz zu untersuchen. Alle Konvergenzkriterien fiir Folgen kénnen
selbstversténdlich auf die Partialsummen von Reihen angewendet werden.

Unter Benutzung von Satz 2.10 erhélt man

Satz 2.14 (Cauchy- Kriterium fiir Reihen). Die Reihe > o=, a;

konvergiert dann und nur dann, wenn

n

>

i=m-+1

Ve>03 NeN: |s, —sy|= <eVn>m>N

Folgerung. e FEine Reihe konvergiert nur (hichstens) dann, wenn die

Folge ihrer Glieder eine Nullfolge ist.

e Die Abdnderung endlich vieler Summanden einer Reihe verdndert die

Konvergenz bzw. Divergenz nicht.

Satz 2.15 (Leibniz- Kriterium!?). Ist (a,), eine monoton fallende

Nullfolge, so konvergiert die alternierende Reihe Y oo (—1)"ay,.

n=0

2nach Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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k

neo (—1)"ay die Partialsummen der Reihe

Beweis. Seien s =
> o (=1)™ay. Die Summenfolge wird zunéchst in zwei Teilfolgen (sax)x und
(S2k+1)k zerlegt.

Aufgrund der Monotonie von (a,,) ist

Sok+2 — Sok = —Q2k+1 + Aokq2 <0 VK,

d.h. die Teilfolge (s2x)x ist monoton fallend.

Analog dazu ist Sogy3 — Sak+1 = Aok+2 — Aok+3 > 0 Vk,

womit die Teilfolge (s25+1)r monoton wachsend ist.

Zudem gilt sop 1 — So), = —agp11 <0 = S > Sopq1 = 81 VE

und sg > Sor > Sop41 Vk.

Also ist (S2r)r nach unten und (Sax4+1)x nach oben beschrinkt.

=  s:=limsg und s’ := lim sgx41 existieren.

Es bleibt zu zeigen, dafl die Grenzwerte der beiden Teilfolgen gleich sein
miissen. s — s’ = lim s9p — lim sop11 = lim o — Sop41 = limasyi1

Letzteres ist nach Voraussetzung 0 und somit gilt s = s'.

Damit konvergiert auch die gesamte Summenfolge:

Ve>03 Ni,No:  |sop—s| <e Vk>Ny, |sopt1—s|<e Vk> No.

= |sp,—s/<e V n>N:=max(2N1,2N; +1) O

Beispiel. e Die LEIBNIZ- Rethe Y02 ( (—1)"5:h5 =1—3+¢ —+...

konvergiert. Die Summe ist 7, was in einem spéteren Kapitel noch

gezeigt werden soll.

e Auch die alternierende harmonische Reihe
S (=)l =114 1 — . ist nach Satz 2.15 konvergent.

n=1

Satz 2.16 (Majoranten- Kriterium). Sind (an)neny und (cp)nen 2wei

Folgen mit |a,| < |cn| Vn > p und 3707 |en| konvergiert, dann gilt
1.3 0 an  und 3007 lag|  sind konvergent.

2' ’Z'Zo:p an S Z;.Lo:p |Cn|’

Beweis. Da die Reihe Zio:p |cn| geméB Voraussetzung konvergent ist, erfiillt

sie das CAUCHY- Kriterium und es gilt

v €> 0 El N : |ZZ:m+l ak‘ S EZ:m+1 ‘ak‘ S ZZ:m+1 ‘Ck| <e
Vn>m>N,dh 37 a, und 3377 |a,| erfiillen ebenfalls das CAuCHY-
Kriterium und sind somit konvergent.

Ferner ist

‘Z;;, ak‘ = limp o0 \zg:p ak‘ < limyp oo Y0_ [oxl = 22 Jek] 0

Definition 2.14. Eine solche Reihe Zzo:p ¢y, heilt Majorante zu fo:p .
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Satz 2.17. Eine Reihe Y., a, mit a, > 0 Vn konvergiert genau dann, wenn

die Folge (sy,) ihrer Partialsummen beschrinkt ist.

Beweis. Die Folge (s,) wichst monoton, da nach Voraussetzung a,, > 0 gilt.
Ist sie zudem beschriankt, so mufl auch Konvergenz vorliegen. Ist in der

anderen Richtung (s,,) konvergent, so folgt die Beschrénktheit direkt. O

Definition 2.15 (Absolute Konvergenz). Die Reihe Y77 | a, heifit

n=1

absolut konvergent, wenn »_° | |a,| konvergiert.

Die Konvergenz von Reihen dieser Gestalt ist also nicht von mdoglichen

Aufhebungen von Summengliedern abhéngig.

Folgerung. e FEine Reihe fozl an konvergiert auf jeden Fall, wenn sie
absolut konvergiert, da sie dann Y |a,| als Majorante hat. Die
Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel der alternierenden harmonischen

Reihe zeigt.

e Fiir absolut konvergente Reihen lifit sich mit dem 2. Teil von Satz 2.16
(Majoranten- Kriterium) eine verallgemeinerte Dreiecksungleichung

formulieren:

) o)
D an| <D lanl
n=1 n=1

Satz 2.18 (Wurzelkriterium). Sei L :=limsup {/|a,|. Dann ist Y .- | an

e absolut konvergent fir L < 1;
e divergent fir L > 1.

Satz 2.19 (Quotientenkriterium). Ist > 7, a, eine Reihe, fir die
an #0 Vn und

Ap+1
QAnp

dNeN, JeR mit 0<9<1: <Y9Vn>N

gilt, so ist sie absolut konvergent.

Beweis. Die Abanderung endlich vieler Summanden veréndert die Konvergenz
bzw. Divergenz nicht. Sei also 0.B.d.A. ’%‘ <9<1lVneN

Durch vollstéindige Induktion iiber n wird suniichst lan| < la1[9"~t ¥n gezeigt.
Der Induktionsanfang (n = 1) ist trivial; ist nun |a,| < |a;|9" !, so folgt

an+1an‘ < ﬁlanl < ‘alwm—l.

Qn

|an+l| =

Daher ist |a,| < |a1|9"~! Vn. Mit der absoluten Konvergenz der
geometrischen Reihe Y °7 | |ai[¢9" 7! (fiir 0 < ¥ < 1) folgt, daB Y07 | |aq[9"~!

. o0 . . o0 .
Majorante zu ) -, a, ist, womit >, a,, konvergiert. O
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Beispiel. Y02 n’ konvergiert, da fiir n > 3 gilt:

n=1 27

ancy (D720 () 114 1) <L) =8
1) <

an n22n+1 2n2 2

Bemerkung. Das Quotientenkriterium ist einfach anzuwenden, jedoch

schwicher als das Wurzelkriterium.
Beispiel. Sei Y > jap =1+a*+a>+a®+a*+a" +... mit
a1 fiir n ungerade
a, = und a < 1.
a™t!  fiir n gerade
Das Wurzelkriterium liefert den Nachweis der Konvergenz, denn:

limsup {/]an| =a <1
Das Quotientenkriterium hingegen 148t sich nicht anwenden, da

alternierend a® und ¢~!, d.h. nicht stets < 9 < 1 ist.

An+1
a

n

2.9 Rechnen mit Reihen

Es stellt sich die Frage nach der Konvergenz von Reihen, die aus bekannten

durch Anwenden der Grundoperationen konstruiert wurden.

Satz 2.20 (Linearitt). Seien o, 3 € R. Sind Y.~ an, und Y oo, by
> (aay, + Bby) und es gilt

n=1

Z(aan+ﬁbn):a2an+62bn
n=1 n=1 n=1

Das Assoziativ- und das Kommutativgesetz lassen sich nicht ohne Weiteres auf

konvergent, so auch

unendliche Reihen iibertragen.

Beispiel. Wiirde das Assoziativgesetz gelten, so liefle sich

S (-1 '=1—1+1-—1+1—...schreiben als
Yoo ,(1-1)=(1-1)+(1-1)+...=0und
1+ (-1+1)=1+(-1+41)+(-1+1)+... =1, was nicht sein kann.

Man nehme jetzt an, das Kommutativgesetz liefle sich auf alle Reihen
anwenden und betrachte die alternierende harmonische Reihe
s=Y o (=)= -2+ 4G -+

Durch Kommutieren der Summanden ergibt sich

t=14 (=D b (=Dt (- k)

Wegen (qu . i) = % (ﬁ — ﬁ) gilt fiir die Partialsummenfolgen
(t,) und (s, ) die Beziehung ts3,, = %szm.

Da nun (s,,) und mithin die Teilfolge (s2,,) gegen s konvergiert und iiberdies
|t3m+1 — t3m| = ﬁ und |t3m+2 — t3m| = ﬁ — ﬁ beheblg klein fir
geniigend grofie m sind, gilt ¥ m > N hinreichend grof3:

ltam — 35| < |tam — 552m| + 3|52m — 8| = §lsom — 5[ < e
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ltsms1 — 38| < tam — 38|+ [tame1 — tam| <€
[t3m+2 — %S| < |tzm — %S| + [tamyo — tam| <€
Demnach konvergiert die gesamte Folge (t,) gegen s und mit s > 0 folgt

daraus s # t; das Kommutativgesetz gilt in diesem Beispiel nicht.

Bemerkung. Fiir absolut konvergente Reihen bleibt das Kommutativgesetz

jedoch giiltig.

Satz 2.21 (Groler Umordnungssatz). Ist eine Reihe Y . | a, absolut
konvergent und eine Zerlequng der Reihe in endlich oder unendlich viele
Teilreihen hat die Eigenschaft, daf jedes Glied der Folge (ay) in genau einer

Teilreihe als Summand auftritt, so gilt:
1. Jede dieser Teilreihen konvergiert absolut

2. Sind s1,83,... die Summen der Teilreihen, dann konvergiert auch _ s;

absolut und Y s; =Y 0", ay.

Beweis der 1. Behauptung. Sei ay; das i-te Glied der k-ten Teilreihe. Nun ist
jede endliche Summe von absoluten Gliedern |a,| durch s, = >"°° | |a,| nach
oben beschrinkt. Somit ist auch jede endliche Summe von absoluten Gliedern
|ax;| der k-ten Teilreihe durch s, beschrinkt. Mit der Monotonie der
Partialsummenfolgen (37", |ax|),, ergibt sich daraus die absolute Konvergenz
jeder Teilreihe. O

Damit kann das Assoziativgesetz auf absolut konvergente Reihen ausgeweitet

werden:

Satz 2.22 (Umordnungssatz). Jede aus Umordnung einer absolut
konvergenten Reihe mit der Summe s hervorgegangene Reihe ist ebenfalls

absolut konvergent mit der Summe s.

Eine Anwendung findet der groe Umordnungssatz u.a. bei Doppelreihen.

Ist Z;Ok:o a;r, eine solche, dann heifit
o z; =Y o ai die i-te Zeilensumme,
o sp =, a die k-te Spaltensumme,
e D, = ZHk:n il = Z?:o ai(n—s) die n-te Diagonalensumme .

Satz 2.23 (Doppelreihensatz). Fir eine Reihe Y 75 _aix sei die Menge

aller endlicher Summen von absoluten Gliedern |a;| beschrinkt. Sei ferner

o0 o0
2i = D peg Qiks Sk = D mo @ik und Dy =37 Q.

Dann gilt
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1. 3020 % 2o Sk und Y02 Dy, konvergieren absolut.

2. Zfio 2 = Z;O:O Sk = ZZO:O D,

Beweis. Die Mengen der Indizes {i} = NU {0} und {k} = NU {0} sind
abzihlbar, also auch die Menge der Doppelindizes (i, k) € Ng x Ny, d.h. es gibt
eine bijektive Abbildung (i, k) — (m), m € N.

Somit 148t sich Z;‘;:O a;, auch als einfache Summe Y °_, a,, schreiben.
Diese Reihe ist absolut konvergent aufgrund von Monotonie und
Beschranktheit.

Nach dem groflen Umordnungssatz konvergieren damit auch alle Teilreihen

absolut, also insbesondere alle z;, s, und D,, und es ist

D=1 @m =3 2320 % = 259 Sk = Yo Dn- -
Beispiel. Es ist Z?}:z (%) = 1. Dagu sei zunéchst bemerkt, daf} alle

Summanden positiv sind. Desweiteren ist

£ (1) =25 (52 (1)) - (34 - ) =

Doppelsummen treten auch bei der Multiplikation von Reihen auf.

Definition 2.16. Es heifit Z;Ck:o (a;by) das Produkt (die Produktreihe) von
Yoo a; und Y opo o by.

Satz 2.24. Das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen mit den Summen

a und b ist ebenfalls absolut konvergent und hat den Wert ab.

Definition 2.17. Sind ) ;2 a;, > peq bk zwei Reihen und
Dy =4 pep @iby, dann heifit >0 o Dy das Cauchy- Produkt der beiden
Reihen.

Satz 2.25. Konvergieren Y .o, a; und Y, b absolut, so auch ihr
CAUCHY- Produkt. Sein Wert ist (300 a:i) (O peo bk)-

Beweis. Aus der absoluten Konvergenz von » .o a; und > p-, by folgt, daB
jede endliche Summe von |a;b;| durch >"5° a;| > pe |br| beschrénkt ist.
Esist D, =)
Z;{;ﬁ:o a;b.
Nach dem Doppelreihensatz ist also Y, D,, absolut konvergent und
YoneoDn = Zﬁ:o aiby.

Mit Satz 2.24 folgt daraus der zweite Teil der Behauptung. O

i+ ken @ibx die n-te Diagonalensumme der Doppelreihe

Beispiel. Die geometrische Reihe konvergiert fiir |x| < 1. In dem Fall gilt

1—x

2
( L ) = (1+az+2%+...)% Das CAUCHY- Produkt der beiden Faktoren ist
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1+22 4322+ 423 +...=> 0 na" L
2
Nach Satz 2.25 ist also > oo na" ! = (#>

1—x

Satz 2.26 (Satz von Mertens'?®). Ist eine Reihe absolut konvergent und
eine weitere (nicht notwendigerweise absolut) konvergent, so konvergiert auch

ithr CAUCHY- Produkt.
Satz 2.27 (Abel'*). Konvergiert von zwei konvergenten Reihen mit den
Summen a und b auch das Cauchy- Produkt, so ist dessen Wert gleich ab.

2.10 Potenzreihen

Definition 2.18. Eine Reihe der Form
o0
Pxr) = Zanx” =ag+ a1z + aga® + . ..
n=0

heifit Potenzreihe.

Es stellt sich die Frage, fiir welche Argumente z eine solche Potenzreihe

konvergiert.

Lemma 2.28. Konvergiert eine Potenzreihe P(x) = > 7 ap,x™ in
xo € R\{0}, dann konvergiert P(x) auch absolut in jedem Punkt x € R mit

] < [o].

Beweis. 35 : |ap,zo™| < S

n
n T J— n X
anTo (;0> ‘ = |@n$0 | (g)

q= ‘( )’ < 1. Daher hat P(z) die geometrische Reihe S 7, ¢™ als

-z
Zo

n
< §¢" mit

Damit ist |a,2"| =

Majorante und ist folglich absolut konvergent. O

Satz 2.29. Ist P(x) eine Potenzreihe und
R(z) =sup {r e R | P(r)konvergiert}, so konvergiert P(x) absolut ¥ x mit
|z| < R; fiir |x| > R divergiert P(x).

Dies fiithrt zur folgenden Definition:

Definition 2.19. Eine reelle Zahl R heifit Konvergenzradius einer
Potenzreihe P(x) genau dann, wenn P(z) konvergiert fiir |z| < P(x) und

divergiert fiir |z| > P(x).

13 Franz Mertens (1840-1927)

4 Niels Henrik Abel (1802-1829)
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Beispiel. Bekanntermaflen hat die geometrische Reihe ZZOZO ™ den

Konvergenzradius 1.

Bemerkung. Aus dem Wurzel- und dem Quotientenkriterium folgen
Moglichkeiten, den Konvergenzradius fiir Potenzreihen zu berechnen
(vgl. Ubungsaufgabe 31):

1 15
e R=————— CAUCHY - HADAMARD
limsup V/|an] ( )
¢ R=——=+— sofern lim |2 | existiert. (EULER!)
lim ‘ e | an

Im Folgenden sollen drei wichtige Potenzreihen aufgefiihrt werden.

e Die Exponentialreihe ist definiert als

=z z 22
n=0

Ihr Konvergenzradius ist co, da lim w =lim(n+1) = co.

e Die Logarithmusreihe

> (_1)n—1 72 3

hat den Konvergenzradius 1.

e Fiir den Exponenten s ist die Binomialreihe

B,(z) = i (Z) "

n=0

Dabei ist der Binomialkoeffizient (fl) firneZ, seR:

s(s—l).AT.L(!s—n—&-l) firn >0
(:L) =31 firn=0-

0 firn <0
Ist s € N, so ist (3) =0, falls n > s und By(x) wird zu der endlichen
Reihe >0 o (3)2™ mit der Summe (1 + z)*.

Fiir s ¢ Ny hat By(x) den Konvergenzradius 1, denn

s
n+1

15 Jacques Hadamard (1865-1963)

16 Leonhard Euler (1707-1783)
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Bemerkung. Aus dem Multiplikationssatz folgen direkt Additionstheoreme fiir

bestimmte Funktionen.

Beispiel. exp(zx) ist absolut konvergent Va € R. Daher ist

exp(r) exp(y) = (L2 z.) (Siot)

= Z] o( i=0 Z.(J” l),> (CaucHY- Produkt)

=S50 4 (T Q)riyr ) = £ Hlw + )l
= exp(z +y)

In der Praxis werden Funktionen hiufig dadurch approximiert, dafl von
Potenzreihen, die gegen den gesuchten Funktionswert konvergieren, nur

endliche viele Glieder aufsummiert werden:

iakx Zakx + R, ( Zakx
k=0

Die restliche Reihe, das Restglied R, (z) = ;- a,z®, welches nicht
berechnet wird, stellt einen Fehler dar, fiir den es eine Abschétzung zu finden

gilt.
Satz 2.30. Y7, arz® habe den Konvergenzradius R > 0. Dann folgt
Vr<R,r>0 3C: |R,(x)] < Cplz|” fur x| <.

Fillt dberdies (ax)r monoton, so ist R >1 und

|z["
1 — [z

Beweis. Fiir |z| <r < Rist Y ;- apz”® und mithin R, (z) absolut konvergent.

|Ry(z)| < |ag] fur |z| < 1L

Die verallgemeinerte Dreiecksungleichung ergibt
B ()] = [ 2252, ana®| < 35502, lax|l]*.

Mit dem Majorantenkriterium ist aulerdem
D law |z < ] 32502, lag ="

und folglich |R,,(z)| < Cpla[™ mit Gy = 372 [any|r.

Ist nun (ay)r auch monoton fallend, so ist die geometrische Reihe
lao|> - pe |z|F Majorante fiir Yo, apz”.

Damit folgt R > 1 und

|Bo(@)] < lan] 52, |21F = lan|le® S5 2]F = lanl {25

Beispiel. Sei |z| < 1 und |s| < 1. Man betrachte die lineare Ndherung 1 + sz
fir (14+2)* =37, (;)2" =1+ sz + Ra(z).
Wegen |s| < 1 ist ‘k+1‘ < 1 und mit (kjl) k+1( ) folgt, daB (|(} )Dk

O
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monoton fallend ist.

Nach Satz 2.30 148t sich das Restglied abschétzen durch
S(S | lz|?

|R2( )‘ < 1—|z]
Beispiel. exp(z) =Y _ é “;;, R, (z). Das Restglied soll mit einer

geometrischen Re1he abgeschétzt werden:

m x| ||*
|R ( )‘ < Zk n ,IT (1 + n+1 t..F (n+1)(n+2).. (n+k) ’ )
|$\ =l |90| ™ 1 =™ +1
= (H nrl Tt Grr +) RCIEL el G D

Fiir den Fall |z] <1+ "T_l vereinfacht sich dies zu | R, (z)| < %

3 Reelle Funktionen

3.1 Grundlagen

Im vorangegangenen Abschnitt wurden Folgen, d.h. Abbildungen der Menge N
auf R betrachtet. Nun sollen allgemeiner Abbildungen einer beliebigen Menge

auf die Menge der reellen Zahlen R betrachtet werden.

Definition 3.1. Eine reelle Funktion auf der Menge X ist eine Abbildung
f: X — R, die jedem z € X eindeutig eine reelle Zahl f(z) zuordnet.

Es heifit X der Definitionsbereich von f.

Die Menge f(X) ={f(z) € R | z € X} ist der Wertebereich (das Bild) von
f.

Definition 3.2. Die Menge G(f) = {(z, f(z)) | = € X} C X x R heift der
Graph von f.

Durch Visualisierung des Graphen kénnen einige Funktionen veranschaulicht
werden.

Beispiel. Der Graph der Sidgezahnfunktion f(r) =z — [z], wobei |z] die
grofite ganze Zahl < x ist, hat z.B. die Darstellung

a1 0 1 2
Bemerkung. Der Graph muf} nicht zusammenhéngend sein.

1 firze@Q
Beispiel. f(x) = 1éBt sich nicht zeichnen.
0 firzeR\Q
Bemerkung. Ist der Definitionsbereich einer Funktion die Menge der

natiirlichen Zahlen, so ist diese Funktion auch eine Folge.
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Dementsprechend konnen einige Definitionen, die sich auf Folgen beziehen, auf

reelle Funktionen iibertragen werden.

Definition 3.3. Ist X C R, so heifit f: X — R monoton wachsend, wenn
Vi, e € X mit z1 < zo gilt: f(x1) < f(x2).
f heiflt monoton fallend, wenn V1,25 € X mit x1 < xo gilt: f(z1) > f(z2)

Analog konnen die Definitionen der strengen Monotonie, der Schranke, des

Infimums und des Supremums von Folgen iibertragen werden.

Definition 3.4. ¢ € X heifit Nullstelle einer Funktion f: X — R,
wenn f(xzg) = 0 ist.

f verschwindet identisch auf dem Intervall I, wenn f(z) =0 Vz € I.
Die Funktion f heift konstante Funktion, wenn f(x) = const.

Ist X C R, so heifit f: X — R mit f(z) =2 Vo € X die identische

Funktion, in Zeichen: idx.

Definition 3.5. Haben zwei Funktionen f und g den gleichen
Definitionsbereich, so ist

(f £ 9)() = f(x) + g(),

(f-9)(x) = f(z) - g(z),

(5) () = J;Eg fiir g(z) # 0.

Definition 3.6. Seien f: X — R und ¢g: Y — R zwei Funktionen mit

f(X) C Y. Dann ist die zusammengesetzte Funktion go f : X — R mit
(go f)(x) = g(f(x)).

Definition 3.7. Ist f: X — R injektiv und X C R, so heifit g: f(X) — R
mit (go f)(z) =2 Vo € X die inverse Funktion (die Umkehrfunktion)

von f.
Bemerkung. Streng monotone Funktionen sind stets injektiv und haben somit
auch eine Inverse.

Bemerkung. Ist g die inverse Funktion von f, so ist der Graph von g:
G(f)={(f(x),z) | * € X} der an der Geraden {(x,z) | = € R} gespiegelte
Graph von f.

3.2 Polynome und rationale Funktionen

Definition 3.8. Eine Funktion p: R — R mit p(z) = Y./, a;2* und a; € R
heiflit Polynom iiber R in der Unbekannten .

Die Zahlen a; sind die Koeffizienten des Polynoms p.
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Sind alle Koeffizienten 0, dann ist p das Nullpolynom: p = 0.

Die grofite ganze Zahl n > 0, fiir die der Koeflizient a,, # 0 ist, heift Grad des
Polynoms p : n = grad(p). Der Grad des Nullpolynoms wird als —oo definiert.
Mit LT(p) wird der Leitterm agmd(p)zgmd(p) des Polynoms p bezeichnet.

Bei der Schreibweise eines Polynoms als Y ;- a;2" soll 0.B.d.A. a,, # 0 sei.

Bemerkunyg. e Zwei Polynome sind gleich, wenn sie koeflizientenweise

iibereinstimmen (algebraische Gleichheit).

e Zwei Polynome p und p sind auch gleich, wenn p(z) = p(z) Va € R
(analytische Gleichheit).

e Der Vektorraum der Polynome iiber R vom Grad n ist isomorph zum
R-Vektorraum R™+1.

Bemerkunyg. e Die Menge der Polynome ist abgeschlossen unter Addition,
Subtraktion und Multiplikation.

e Die Summe zweier Polynome vom Grad m und n hat einen Grad

< max (m,n).
e Das Produkt zweier Polynome vom Grad m und n hat den Grad m + n.
Satz 3.1. Jedes Polynom p # 0 vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Induktionsanfang: Das konstante Polynom p(x) = a, a # 0 hat den
Grad 0 und keine Nullstelle.

Induktionsschritt: Die Behauptung sei wahr fiir den Grad n — 1. Wegen der
Identitéat

m—1

™ — ym — (l‘ _ y) Z xiym—l—i
=0

ist p(z) — p(zo) = Digai(z® — zf) = (z — z9)po(x), wobei po(x) ein Polynom
vom Grad (n-1) ist.

Sei nun z( eine Nullstelle von p. Damit ist p(z) = (z — zo)po(z). Dieses
Produkt kann wegen der Korpereigenschaften von R nur verschwinden, wenn
einer der Faktoren verschwindet. (z — x¢) hat die eine Nullstelle 2y und po hat
nach Induktionsvoraussetzung maximal n — 1 Nullstellen. Somit verschwindet

p liber hochstens n Argumenten. O
Bemerkung. Es gibt nichtkonstante Polynome, die keine Nullstelle in R haben.
Beispiel. 2 +1

Definition 3.9. Sind p(z) und ¢(x) mit ¢ # 0 Polynome, so ist R(z) = %

eine rationale Funktion. An den Nullstellen von ¢ ist sie nicht definiert.
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Bemerkung. Analog zur Definition der rationalen Zahlen lassen sich rationale
Funktionen durch Paare von Polynomen charakterisieren, die in

Aquivalenzklassen zerlegt werden koénnen.

Bemerkung. Die Menge der rationalen Funktionen ist abgeschlossen unter den

Operationen aus Definition 3.5.

Satz 3.2 (Polynomdivision). Fliir jede rationale Funktion %, wobet
p(z) =Yg aix’ und q(z) = > bz’ Polynome in der Unbekannten x sind,
gibt es Polynome g(x) und r(x), sodafi grad(r) < grad(q) oder r =0 und

P T
P4t 3
p . (3)

Beweis. Der Beweis gelingt durch Angabe eines Divisionsalgorithmus, welcher
die Darstellung (3) als Ergebnis liefert.
Ist grad(p) < grad(q), dann sind g = 0 und r = p die gesuchten Polynome.
Ist grad(p) > grad(q), so wird im ersten Schritt
r=p— ‘Z—Z"xm_"q gebildet, womit
a

p=qiq+r1 mit g = Ly
by

m—n

ist. Fiir 7, = 0 oder grad(ry) < grad(q) liefern g = g; und r = r; die

gewiinschte Darstellung.

LT(r1)
b-,L:E"’ q

Im anderen Falle wird der Algorithmus mit der Bildung von ro = rq —

fortgefithrt. Damit ist p = g1¢ + 71 = (gl + L;Si)> q+re2=g2+r2.

Sei allgemein p = g;q + r; die Darstellung von p nach dem i-ten

Divisionsschritt. Fiir den Fall r; # 0 und grad(r;) > grad(q) besteht der
LT(’I“I)

(i 4+ 1)-te Schritt dann aus der Bildung von r;41 = r; — oo

q, was eine
Darstellung von p als

byx™

p= <!]z‘ + ) q+Tit1 = 9i+1q + Tit1
liefert. Dabei ist stets entweder r;11 = 0 oder grad(r;1+1) < grad(r;), da sich
bei der Bildung von r;41 der LT(r;) und LT(T")LT(q) aufheben.

an"

Der Grad der Reste r; verringert sich also in jedem Schritt, d.h. nach endlich
vielen Schritten erhélt man eine Darstellung

p=gq+r mit r=0 oder grad(r)< grad(q) O
Bemerkung. Die Polynome g und r aus Gleichung (3) sind eindeutig bestimmt.

Definition 3.10. Ist in p = gq fiir ein Polynom g, so heifit p teilbar durch q.
q heifit trivialer Teiler von p, wenn grad(q) € {grad(p),0, —oc}; andernfalls

ist g ein echter Teiler von p.
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Definition 3.11. Ein Polynom ohne echten Teiler heifit irreduzibel

(oder: prim).

Bemerkung. Jedes reduzible Polynom 1483t sich eindeutig bis auf konstante

Vielfache in irreduzible Faktoren zerlegen.

Mit dem EukLiDischen Algorithmus 148t sich der grofite gemeinsame Teiler
zweier Polynome p; (z) und pa(z) bestimmen:

Man starte mit p; und ps und dividiere nach dem Algorithmus aus dem
Beweis von Satz 3.2 in jedem Schritt p; durch p;;1, um als Rest das Polynom
Dj+2 zu erhalten: p; = q;pj+1 + pj+o-

Dieses ist entweder 0 oder hat einen kleineren Grad als p;41.

Somit ist nach endlich vielen Schritten ein pgio = 0, d.h. pr = qrpr41 fiir zwei
Polynome py, und pg41 aus obiger Konstruktion.

Pr+1 ist nun der gesuchte grofite gemeinsame Teiler von p; und ps, da der ggT'
zum einen jedes der p; und damit auch pyy; teilt und zum anderen wegen

Dk = QxPr+1 und p; = q;p;j+1 + p;+2 alle Polynome p;, also insbesondere p;

und pe, durch pgy1 teilbar sind.

Satz 3.3. Ist g(z) der grifite gemeinsame Teiler zweier Polynome p1(x) und

p2(x), dann gibt es Polynome A(x) und B(x), sodafi
g = Ap1 + Bps

Sind speziell py(x) und p2(x) teilerfremd, so gibt es A(x) und B(x) mit
1= Ap: + Bpa

Definition 3.12. Sind p und ¢ Polynome mit grad(p) < grad(q), wobei ¢
irreduzibel und nichtkonstant ist, dann heif3t q% mit k£ € N Partialbruch.

Satz 3.4. Jede rationale Funktion ist darstellbar als Summe von

Partialbriichen und eines Polynoms.

3.3 Stetigkeit von Funktionen

Definition 3.13. Die Funktion f: X — R heiflt stetig an der Stelle o € X

genau dann, wenn
Ve>03 5> 0: |f(zx)— flzo) <e fur |z —mzo| <90, z€X

Weiterhin heifit f stetig in X, wenn f in allen Punkten x € X stetig ist.
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Definition 3.14. Eine Funktion f: X — R heifit stetig in zg € X, wenn es
zu jeder Umgebung V' von f(xg) eine Umgebung U von zq gibt, sodaf}
Vee UNX gilt: f(x) eV,dh. f(UNX)CV.

Bemerkung. Definition 3.13 und 3.14 sind dquivalent. 3.13 folgt aus 3.14, denn:
Ist f: X — R stetig in g, so gibt es fiir jede Umgebung U, von f(x() eine
Umgebung Us von zg so, dal f(Us N X) C Ue, d.h. |f(z) — f(xo)| < € fiir

|z — o] < 0.

Beuspiel. e Polynome und rationale Funktionen sind stetig in jedem Punkt

ihres Definitionsbereiches.

e sgn(x) ist unstetig fiir z = 0 und stetig fiir alle x # 0.

|| ist stetig.
e |z| ist unstetig fiir x € Z und stetig fiir alle iibrigen z.

1 firozce
o f(z)= { h ist fiir kein x € R stetig, denn:
0 firzeR\Q

Sei 2o € R beliebig. Jede Umgebung Us(xg) enthiilt sowohl rationale als
auch irrationale Punkte und somit auch ein z € R, sodafl

|f(z) — f(xo)| =1 ist. Fiir € < 1 gibt es damit aber kein ¢, soda8

f(x) € Ue(f(z0)) V€ Us(xo)

Satz 3.5 (Folgenkriterium). Fine Funktion f: X — R ist stetig in xg € X
dann und nur dann, wenn fir jede Folge (x,)n in X, die gegen xg konvergiert,

die Folge (f(xn))n gegen f(xo) konvergiert.

Beweis. Sei lim (f(zy)) = f(zo) fir jede Folge (z,,) in X mit lim (x,) = zo.
Man nehme an, es gébe ein € > 0, sodaf kein § mit der Eigenschaft

|f(z) = f(zo)] <e Va mit |z —xo| < 0 existiert.

Dann miifite es eine Folge (), so geben, da8 |z, — x| < % und

|f(zn) — f(zo)| > € ist. Diese Folge hat den Grenzwert xg, aber (f(zn))n
konvergiert nicht gegen f(zo).

Sei nun f stetig in ¢ im Sinne von Definition 3.14, d.h.

YV e>03U(xg), sodaB |f(z) — f(xo)| < € fiir x € U. Hat die Folge (z,), in X
den Grenzwert xg, so liegen fast alle x,, in U. Und mit |f(z,) — f(z0)| < € fiir

diese x,, ist die Folge (f(x,)), konvergent gegen f(xo). O

Definition 3.15. Ist f: X — R eine Funktion und X C X, dann heift
flg: X — R Einschrénkung von f auf X.

Bemerkung. Ist f stetig, so auch f|¢. Die Umkehrung gilt nicht, wie das
Beispiel f(z) = sgn(z), X =R, X = Rt zeigt.
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Satz 3.6. Sind f,g: X — R in z¢g € X stetig, dann auch f+ g und f - g.

Ist ferner g(xg) # 0, so ist auch 5 stetig in xg.

Beweis. Sei (z,,) eine Folge in X, die gegen xo konvergiert.

Mit der Stetigkeit von f und g und Satz 3.5 folgt

lim (f(2a)) = f(wo) wnd Tim (g(z,)) = g(xo).

Damit ist lim ((f + g)(zy)) = lim (f(z,) £ g(x,)) =

lim (f(zy,)) £ lim (g(zy)) = f(xo) £ g(z0) = (f £ g)(z0) und analog

lim ((fg)(xn)) = fg(xo), d.h. f+ g und fg sind stetig nach dem
Folgenkriterium.

Fiir g(xzo) # 0 gibt es eine Umgebung von zy, in der g keine Nullstelle hat. In
dieser liegen fast alle Glieder der Folge (z,,), da diese gegen zy konvergieren

sollte. Somit existiert lim (5(%‘)) und lim (ﬁ(mn)) = % = g(xo)

O

Bemerkung. Aus dem vorangegangenen Beweis bleibt noch zu zeigen, dafi es
fiir eine in xg stetige Funktion g mit g(z¢) # 0 eine Umgebung U von xzq gibt,
sodaf} g in U keine Nullstelle hat.

Dazu betrachte man eine Umgebung U von xg, fiir die

l9(x) — g(z0)| < € := %|g(wo)| Yz € U ist. Diese muf existieren, weil g stetig
ist. Mit der Dreicksungleichung folgt

l9(x)] > |g(z0)| — 19(x) — g(x0)| > [g(x0)| — & = lg(x0)| >0 Yz eU,dh
g(x) 0 Yo € U und U ist die gesuchte Umgebung.

Satz 3.7. Sind f: X R und g: Y — R, wobei f(X) CY, zwei in xg € X
bzw. f(xg) €Y stetige Funktionen, so ist auch go f stetig in xg.

Beweis. Sei (x,,)n eine gegen xg konvergente Folge in X. Dann ist (f(zy))n

wegen der Stetigkeit von f eine Folge in Y mit dem Grenzwert f(zp). Und da
auch g stetig ist, konvergiert (g(f(xn))),, gegen g(f(zo)). O

Bemerkung. Aus Satz 3.7 folgt direkt, dafl | f| an einer Stelle stetig ist, wenn
dies fiir f gilt.

Satz 3.8. Sei f: [a,b] — R streng monoton und stetig. Dann existiert die

Umkehrfunktion und sie ist stetig.
Beweis: Ubungsaufgabe 36.

Satz 3.9 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion.
Dann existiert fir jedes v € [f(a), f(b)] ein ¢ € [a,b], sodafs f(c) =y ist.

Beweis. Sei 0.B.d.A. f(a) <~y < f(b). Zu der nichtleeren, nach oben
beschrénkten Menge M = {t € [a,b] | f(t) <~} gibt es nach dem
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Vollsténdigkeitsaxiom ein ¢ = sup (M) € [a, b].

Fiir eine Folge (t,) in M, die gegen ¢ konvergiert, mufi mit dem
Folgenkriterium lim (¢,) = f(c) <« gelten.

Nun ist f(z) > v Vx € [¢,b] nach Definition von c. Somit gilt fiir eine Folge
(zp) in [e,b] mit lim (z,) = ¢ : lim (f(z,)) = f(c) > 7.

Also ist f(c) =~ fiir ein ¢ € [a, b]. O

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz ist Grundlage zahlreicher Existenzbeweise

der Analysis.

Folgerung. e Das Polynom p(x) = z™ — a hat fir allen € N und a > 0
eine positive Nullstelle, da zum einen p(0) = —a < 0 und mit der

BERNOULLI- Ungleichung zum anderen p(1 + a) > 0 ist.

o Allgemein lifit sich die Existenz von Nullstellen in einigen Fillen mit

Hilfe des Zwischenwertsatzes zeigen.

e Jedes reelle Polynom p(x) mit ungeradem Grad hat mindestens eine
Nullstelle.

Beweis. Sei 0.B.d.A. p(x) = 2" + q(z) mit q(z) = a1z 1 + ... + a,.

Sei weiterhin b = 1+ |a1] + ... + |ay|. Damit ist

lq(£D)| < aro"t+.. . +lan| < (Jar| + ...+ |an|) b7t = (b—1)p" "1 < b»
Mit der Voraussetzung n ist ungerade erhélt man schlieflich

p(b) > b"—g(b)] >0 und p(=b) < —b"+|g(—b)| < 0 und die Existenz

einer Nullstelle im Intervall [—b, b] nach dem Zwischenwertsatz. O

Satz 3.10 (Minimum und Maximum). Jede in einem abgeschlossenen und
beschrinkten Intervall [a,b] stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrinkt und

nimmt ihr Mazimum und Minimum an, d.h. 3 &,& € [a,b] mit

f(&1) = sup{f(2),x € [a,b]} und f(&2) = inf {f(z),z € [a,b]}.

Beweis. Der Beweis soll fiir das Maximum gefiihrt werden. Die Betrachtung
von — f liefert den Beweis fiir das Minimum.

Sei A :=sup{f(x),x € [a,b]}. Dabei soll vorldufig auch A = oo zugelassen
werden.

Dann existiert eine Folge (x,), in [a,b], sodal lim,,_, f(z,) = A gilt.
Diese hat aufgrund ihrer Beschrianktheit durch a und b nach dem Satz von
BoOLZANO-WEIERSTRAB mindestens einen Haufungswert und daher gibt es
eine gegen &; € [a, b] konvergente Teilfolge (2, ).

Wegen der Stetigkeit von f mufl damit A = lim (f(z,,)) = f(&1) sein, d.h. f

ist nach oben beschrinkt und nimmt ihr Maximum an. O

43



Bemerkung. Satz 3.10 gilt nicht fiir offene oder halboffene Intervalle.

Beispiel. e Die reelle Funktion f(z) = % ist im Intervall (0, 1] zwar stetig,

jedoch nicht beschrinkt.

e Die Funktion f: (0,1) — R mit f(z) = x ist beschrénkt, nimmt aber

weder ihr Minimum noch ihr Maximum an.

Definition 3.16. Eine Teilmenge K von R heifit kompakt, wenn jede Folge

von Punkten in K eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K enthélt.
Beispiel. e Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.
e Offene, nichtleere Intervalle sind nicht kompakt.

Satz. Die Vereinigung endlich vieler und der Durchschnitt beliebig vieler

kompakter Mengen sind wieder kompakt.

Siehe dazu auch Ubungsaufgabe 38.

Beispiel. Die Konstruktion des CANTORschen Diskontinuums beginnt mit dem
Intervall Cy := [0,1] € R. Dieses wird gedrittelt und die beiden dufleren
Teilintervalle werden einschliefllich der Rédnder zu der Menge Cy := Cp\ (%, %)
vereinigt.

Die Menge C5 entsteht durch Drittelung der beiden Intervalle von C; in
gleicher Weise: Cs := C1\ ((%, %) U (g, %)). Allgemein entsteht C; durch
Drittelung der Intervalle von Cj_;.

Jede der Mengen C; ist dann die Vereinigung endlich vieler kompakter

Mengen. Daher ist auch C' := () C; kompakt.

Definition 3.17. f: X — R heifit gleichméflig stetig auf X, wenn
Ve>03 5> 0: |f(x)—f(@)|<e Vo, 2€X mit |v—Z| <0

Bemerkung. GleichméBige Stetigkeit impliziert normale Stetigkeit nach
Definition 3.13 im gesamten Definitionsbereich.

Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel. Man betrachte die Funktion f : (0,1) — R, wobei f(z) = L ist.
Sei nun 7 € (0,1) und & > 0. Mit § = min (%, 5325) gilt

2

Vo € (0,1) mit r—F <é: Z—az<|z—F[<i = =z>1I
Undsomitist|f(x)—f(£)|:|%—%|:‘i;;’<@<§—2§6,

d.h. f ist stetig in allen T € (0,1).
Jedoch liegt keine gleichméfige Stetigkeit vor, da beispielsweise fiir e = 1 zu
jedem & > 0 ein n € N existiert, sodaf einerseits |l - i| < 4 und

andererseits |f (%) —f (ﬁ)f =n > ¢ ist.
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Die Lage kann sich dndern, wenn der Definitionsbereich ein anderer ist:

Beispiel. Die reelle Funktion f(x) = % ist gleichmiBig stetig auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] (a > 0), denn fiir alle ¢ > 0 gilt Vz, % € [a,b]
mit |z — Z| < := a’e: fx)—f@)| =2 - L= |EE|< & ==

x

Satz 3.11. Jede stetige Funktion f: K — R mit kompaktem
Definitionsbereich K ist auch gleichmdfig stetig.

Beweis. Wire f nicht gleichméfig stetig, dann géibe es ein € > 0, sodaf stets
zwel T, &, € K existieren, fiir die |z, — &,| < £ und |f(2,) — f(Z,)| > € gilt.
Die Folge (x,, ), enthilt nach Definition der Kompaktheit eine gegen & € K
konvergente Teilfolge (2, )r. Und weil |2, — Zp,| < é ist, konvergiert auch
(Zn, )k gegen .

f ist stetig nach Voraussetzung; daher gilt aufgrund des Folgenkriteriums

limg o (f(Tny) = f(Zny,)) = limg oo (f (20, ) — limg—oo (f(Zn,)) =

f(&) — f(Z) =0, was jedoch einen Widerspruch zu der Annahme

|f(zn,) — f(Zn,)| =€ Van,,Tn, darstellt. O

Eine Folgerung aus der gleichméfigen Stetigkeit einer Funktion ist die

Approximierbarkeit dieser mittels stiickweise konstanter Funktionen:

Satz 3.12. Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig, so gibt es zu jedem & >0
Treppenfunktionen @, : [a,b] — R mit () < f(z) und Y(x) > f(z), sodaf
lp(x) — (@) <e Va€la,b].

Beweis. Zunichst sei bemerkt, dafl f wegen der Kompaktheit von [a,b] auch
gleichméBig stetig ist, d.h. zu dem gegebenen & >0

36> 0: |[f(x)—f(@)| <5 Va,T €la,b mit [z —Z| <J.
b—a

Nun wird [a, b] in n dquidistante Teilintervalle der Lange > zerlegt, wobei n
so grofl gewahlt wird, dal die Gitterweite b_T“ < 4 ist.

Die Zahlen t;, = a + kb;—a, k=0...n sind dann die Rénder der
Teilintervalle. Sei fiir 1 <z <t @(z) = f(tx) + § und ¥(z) = f(tx) — 5.
Die so definierten Treppenfunktionen erfiillen offensichtlich |p(z) — ¢ (x)| < e.
Uberdies ist ¢(x) = 9(z) = f(x), wenn & = a = to und fiir die iibrigen = aus
einem Intervall (t5_1,tx] gilt |z — t| < 0 und damit

—5<fl@)—flt) <5 = @) =Ff(t)-5<[flx)<flr)+5=1v() O
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Definition 3.18. Eine Menge X C R heif}t offen, falls
VeeX 3e>0: Ulr)CcX

Eine Menge X heifit abgeschlossen, wenn jede CAUCHY-Folge in X einen

Grenzwert in X besitzt.
Beispiel. Sind a,b € R und ist a < b, so ist

e das offene Intervall (a,b) offen,

e das abgeschlossene Intervall [a, b] abgeschlossen

e und das halboffene Intervall (a,b] weder offen noch abgeschlossen.
() und R sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

Satz 3.13. Die Menge X C R ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr
Komplement R\X offen ist.

Beweis: Ubungsaufgabe 38a.

Satz 3.14. FEine Menge K C R ist genau dann kompakt, wenn sie

abgeschlossen und beschrinkt ist.

Beweis. Sei K abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist auch jede Folge (z,,)n
aus K beschrinkt. Diese mufl nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRAR und
Satz 2.11 eine konvergente Teilfolge (2, ); enthalten, deren Grenzwert nach
Definition der Abgeschlossenheit in K liegt, d.h. K ist kompakt.

In der umgekehrten Richtung soll die Kontraposition der zu zeigenden Aussage
bewiesen werden, d.h. ist K nicht abgeschlossen oder nicht beschrinkt, dann
auch nicht kompakt.

Sei zunéchst K nicht beschrénkt. Dann gibt es eine Folge (z,,) in K, sodaf}
|z, | > n ist. Fiir jede Teilfolge (zy,)r ist dann auch |z, | > ng, d.h. jede
Teilfolge divergiert. Also besitzt nicht jede Folge in K eine konvergente
Teilfolge; K ist nicht kompakt.

Sei schliellich K nicht abgeschlossen. Dann existiert eine CAUCHY- Folge (z,,)
in K, deren Grenzwert g nicht in K liegt. Jede Teilfolge von (z,,) hat auch den
Grenzwert g ¢ K. Somit ist K nicht kompakt. O
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Bemerkung. Neben der Folgenkompaktheit von Definition 3.16 gibt es noch
die Uberdeckungskompaktheit. Der Uberdeckungssatz von HEINE-BOREL'”

besagt, dafl in R beide dquivalent zueinander sind.

Satz 3.15 (Verallgemeinerung von 3.10). Jede iber einer nichtleeren,
kompakten Menge stetige reelle Funktion ist beschrinkt und nimmt ihr

Minimum und Mazimum an.

Beweis. Wie jener von Satz 3.10, wobei die Existenz der konvergenten
Teilfolge durch die Kompaktheit gesichert wird. O

3.4 Funktionenfolgen und -reihen

Man betrachte die Folge (f,)nen von Funktionen f, : X — R.

Definition 3.19. Die Funktionenfolge ( f,) konvergiert punktweise gegen
die Funktion f: X — R, wenn Vz € X gilt: lim, . fn(z) = f(2).

In diesem Falle schreibt man f, — f.

Beispiel. Sei (f,) eine Folge von Funktionen mit dem Definitionsbereich [0, 1]

und f,(x) = ™.
1

0 1

0 firz<l1

1 firx=1

Die einzelnen f, sind stetig, nicht jedoch f. Die punktweise Konvergenz der

Sie konvergiert gegen f(x) = {

Folge impliziert also nicht die Stetigkeit des Grenzwertes.

Definition 3.20. Die Funktionenfolge (f)nen konvergiert gleichmiflig in
X, fallsV e >0 3 NeN, sodaBVn > N und Vz € X gilt: |f(z) — fu(z)| <e.

Dann schreibt man f,, = f.

Im Unterschied zur punktweisen Konvergenz ist bei der gleichméfligen
Konvergenz das N, fir das |f,(2) — f(x)] <& Vn > N, nicht vom Argument x
abhéngig.

Analog dazu wurde definiert, dal eine Funktion f stetig in X ist, wenn

Vee X, Ve>03 §> 0, sodal

VyeX: [z—y[<d = |f(z)-fly)l<e

Y7 Eduard Heine (1821-1881), Emile Borel (1871-1956)
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und f ist gleichméBig stetig, wenn
Ve>03 > 0,sodaBVr,ye X: |z—yl<d = |f(z)—fly)l<e.
Bei gleichmiéfiger Stetigkeit ist also das d aus obiger Definition nicht vom

Argument z abhiingig.

Satz 3.16. Sind die Funktionen f, : X — R stetig und die Folge (fn)n
konvergiert gleichmdj$ig gegen f, so ist auch f stetig.

Beweis. Sei x € X und € > 0.

Sei iiberdies N so grof8 gewihlt, daB Vy € X : [fn(y) — f(y)] < &.

Dies ist moglich wegen der gleichmiifiigen Konvergenz von (fy,)n-

Weiterhin 188t sich aufgrund der Stetigkeit von fy ein 6 > 0 finden, sodafl
Ifn(y) — fr(z)] < § Vye X mit [z —y| <d.

Damit folgt fiir alle y € X mit |z — y| < 0:

[f(@) = fWI < [f(@) = fn(@)| + [ fa(z) = In@)]+ 1N (y) = F)] <e. O

Satz 3.17. Ist (f,) eine gleichmdfig konvergente Folge gleichmifSig stetiger

Funktionen, dann ist auch ihr Grenzwert [ gleichmdf$ig stetig.
Beweis. Wie Satz 3.16. O
Analoge Sitze lassen sich fiir Funktionenreihen formulieren.

Definition 3.21. Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine
Abbildung || - || : V — R, fiir die gilt:

a) [Jv]] >0 Vv € V. Gleichheit gilt nur fiir v = 0.
b) Vv eV, ceR ist ||ev]| = || ||v]].
c) Va,y € V ist ||[v+wl|| <||v|]| + ||w|| (Dreiecksungleichung)

Beispiel. e Der Betrag | - | einer reellen Zahl ist eine Norm auf dem reellen
Vektorraum R.

e Die cuklidische Norm auf R™ ist definiert als

((z1,. . 20)| =27+ 23 + ... +22.

Definition 3.22. Sei X C R. Der R-Vektorraum der stetigen Funktionen auf
X wird bezeichnet mit CO(X) = {f: X — R | f ist stetig auf X}.
Sei ||+ ||x : C%(X) — RU{oo,—0c0} eine Abbildung mit

1fllx = sup{|f(z)], z € X}
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Lemma 3.18. Ist K eine nichtleere, kompakte Teilmenge von R, so ist || - ||k

wie in Definition 3.22 eine Norm auf C°(X). Insbesondere ist

|| fllx # oo V f € COX).

Beweis. Ist f stetig, so auch |f| nach Satz 3.7. Mit Satz 3.15 nimmt |f| ihr
Minimum und Maximum auf K an, ist also beschrinkt und

|l # £00 ¥V f € CO(X).

Die iibrigen Eigenschaften einer Norm kénnen durch Nachrechnen verifiziert

werden. ]

Bemerkung. Ist X nicht kompakt, dann ist || f||x = oo fiir einige f € C°.

Damit ist eine Umformulierung der gleichméfligen Konvergenz von
Funktionenfolgen moglich: (f,,) heifit gleichméBig konvergent, wenn

[|fr — fllx — O fir n — oo.

Satz 3.19 (Weierstra3sches Konvergenzkriterium). Sei X C R und
fn: X =R Falls Y07, || fal|x eaistiert, dann konvergiert > ", f, absolut
und gleichmdfig.

Beweis. Esist Yo" || fu]|x eine Majorante zu jeder Reihe > | f,(z), denn
|fn(z)] < ||fnllx per definitionem, d.h. "7 | f,, konvergiert punktweise
absolut. Sei f der Grenzwert: f(z) = > .7 fu(x).

Weil >°° || fnl|x konvergiert, gibt es V & > 0 ein N € N, sodaB fir M > N
gilt: -7 11 [ fallx < e. Damit und mit der verallgemeinerten
Dreiecksungleichung fiir absolut konvergente Reihen ergibt sich

£ (@) = nls fal@)] = [ 20 ari fa(@)] < X0l pr fal@)]

< Yoo vii I fnllx < e Dies gilt Vo € X; daher ist Y7, f, gleichmiBig

konvergent. O

Satz 3.20. Sei P(x) =>_,° a,z™ eine Potenzreihe mit dem

Konvergenzradius R. Dann ist P|_g gy stetig.

Beweis. Seir € (0,R), K =[—r,r]und f, : K — R mit f,(z) = a,z™.

Fiir jedes x € X gilt |fn(2)| = |anz™| < ||fnllx = |anr™]-

Nach Satz 2.29 konvergiert P in r absolut, also auch >~ || fu|| k-

Mit dem WEIERSTRABschen Konvergenzkriterium folgt, daB > fn
gleichméBig gegen eine Funktion f konvergiert. Diese ist stetig nach Satz 3.16,
da alle f,, und somit auch alle endlichen Summen von f,, stetig sind.

Damit ist P|[_,., stetig fiir alle r € (0, R), d.h. P|_g g) ist stetig. O

Folgerung. exp(x) ist stetig auf R.
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3.5 Grenzwerte von Funktionen

Definition 3.23. Eine Zahl g € R heifit Haufungspunkt einer Menge X,

wenn jede Umgebung von xy unendlich viele Punkte von X enthélt.
Beispiel. e Die Menge der Hiufungspunkte von (a,b) ist [a, b].
e Die Menge der Haufungspunkte von Q ist R.
e Der einzige Haufungspunkt von {1} ist 0.

Definition 3.24. Sei f: X — R und zg € R. Eine in x( stetige Funktion,
welche auf X\{zo} mit f iibereinstimmt, heifit stetige Fortsetzung

von f in xq.

Bemerkung. Der Begriff der stetigen Fortsetzung ist nur dann interessant,
wenn o ein Hiufungspunkt von X ist, da sonst jede Funktion, die auf X\{zo}
mit f iibereinstimmt und in z( irgendeinen Wert hat, eine stetige Fortsetzung

von f ist.

Satz 3.21. Ist g Hiufungspunkt von X, so hat jede Funktion f auf X\{xo}

hochstens eine stetige Fortsetzung in xg.

Definition 3.25. Die Funktion f: X — R hat im Haufungspunkt zy von X
den Grenzwert a, wenn es zu jedem ¢ >0ein § > 0 gibt, sodafl
|f(z) —a] < e fir alle z € X\{zo} mit |x — x0| < 9.

In diesem Fall schreibt man lim,_,,, f(z) = a oder f(x) — a fiir z — .

Bemerkunyg. e Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten die iiblichen
Rechenregeln: wenn f(z) — a und g(z) — b, so gilt
f(z) £g(x) —a=£b,
f(x) - g(x) — ab und

[ — & falls b # 0.

e Wenn f(z) — a fiir £ — xy und die Funktion g in a stetig ist, so geht

(g0 f)(x) = g(a) fir z — .

e Aus f < g folgt limy ., f(x) < limg ., g(x), falls die Grenzwerte
existieren.
Satz 3.22 (Folgenkriterium). Die Funktion f: X — R hat in xg den
Grenzwert a, wenn fir jede Folge (x,,) in X\{xo} mit (z,) — xo gilt:

limg .z, f(zn) = a.
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Satz 3.23 (Cauchy-Kriterium fiir Funktionen). f: X — R ist
konvergent in xo genau dann, wenn ¥V e >0 3 U*(x), sodaf
|f(z) = f(2")]| <e Va,2' € U*(xg) N X, wobei U*(xq) eine Umgebung U(xo)

ohne den Punkt xq ist.

Definition 3.26. Die Funktion f: X — R hat in 2y den linksseitigen
(rechtsseitigen) Grenzwert a, wennV ¢ >0 3 6> 0: |f(z)—al<e
fiir alle x € X N (g — §,20) (bzw. x € X N (9,20 + 0)).

Fiir den linksseitigen Grenzwert schreibt man a = lim, ~, f(z) und fiir den

rechtsseitigen a = limg~ 4, f().

Beispiel. Die Funktion f(x) = |z| hat in g € Z den linksseitigen Grenzwert
g — 1 und den rechtsseitigen Grenzwert g. Daraus folgt insbesondere, daf} f
unstetig in allen g € 7Z ist.

Bemerkung. Die Rechenregeln und Existenzkriterien fiir beidseitige

Grenzwerte gelten analog auch fiir einseitige.

Definition 3.27. Sei f: X — R und X nicht nach oben beschrénkt. Dann
heifit a Grenzwert von f bei co, wennV ¢ >0 3 N € R, sodafl

|f(z) —a] <e Vo € X mit 2 > N. In Zeichen: a = lim, .« f(z) oder

f(z) — a fiir x — oo.

Analog 148t sich der Grenzwert von f bei —oo definieren.

Bemerkung. Der Grenzwert einer Funktion bei co verallgemeinert den Begriff

des Grenzwertes einer Folge, denn die Folge (ap,)nen ist eine Funktion N — R.
Beispiel. lim, o0 (\/x +1 —\f) =0, denn fiir x > N = é > 0 gilt
Vot 1-Vo = 7o < g5 <o

Bemerkung. Auch fiir die Grenzwerte von Funktionen bei +oo bleiben die

Rechenregeln und Konvergenzkriterien erhalten.

Definition 3.28. Die Funktion f: X — R hat in 20 € R = RU {00, —0o} den
uneigentlichen Grenzwert co (—o0), falls VK € R 3 U*(xg), sodall
f(x) > K (bzw. f(z) < K) fir alle z € U*(z) N X.

Die Schreibweise ist lim, ., f(z) = cc.

3.6 Spezielle Funktionen

Satz 3.24. Die Exponentialfunktion exp(z) =Y " L7 " hat den

Wertebereich RT. exp : R — RY ist bijektiv und streng monoton wachsend.

Beweis. Fiir x > 0 ist exp(z) = Y~ o %5 "~ > 0. Mit
1 = exp(0) = exp(z — z) = exp(x) exp(—=z) folgt auch exp(—z) > 0, also
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besteht der Wertebereich von exp(z) nur aus positiven reellen Zahlen.

Sei £ > x. Dann 1483t sich & schreiben als x + h, wobei i > 0. Wegen letzterem
ist exp(h) > 1 und somit exp(Z) = exp(z + h) = exp(x) exp(h) > exp(z), d.h.
exp(z) ist streng monoton wachsend und mithin injektiv.

Weiterhin gilt exp(z) > 1 + z fiir £ > 0 und damit lim,_, . exp(z) = oo, und

mit exp(—z) = Zgggg folgt lim, .o exp(z) = lim, m =0.
Zusammen mit dem Zwischenwertsatz liefert dies die Surjektivitdt von
exp(z) : R — RT. O

Definition 3.29. Die Umkehrfunktion von exp(z) heifit der natiirliche
Logarithmus In: RT — R.

Satz 3.25 (Funktionalgleichung des Logarithmus). Fir zy > 0 gilt
In(zy) = In(z) + In(y).

Beweis. Sei £ =1In(x) und 7 = In(y), d.h. exp(§) = z und exp(n) = y.
= In(zy) = In(exp(§) exp(n)) = In(exp(§ + 7)) =& +n=1In(z) +In(y) O

Bisher wurden Potenzen a® erklirt fiir a € R und

natiirliche Exponenten b € N durch a® =a-a...a,

fiir ganzzahlige Exponenten b € Z unter Zuhilfenahme von a=° = (ab)f1 = =
und fiir rationale Exponenten b = % € Q durch a® = ¥ar.

Aufgrund des Additionstheorems fiir die Exponentialfunktion ist auflerdem

ed = exp(L) mit e = exp(1).
Definition 3.30. Fiir x € R und a € RT ist a® = exp(z In(a))

Man betrachte die Exponentialfunktion exp (z) = 3.°°  Z7. Es ist

n=0 n!"
lim SR =L
z—0 xT ’
denn exp(z) =1+ z + Ra(z) mit |Ra(z)| < 2|§!|2 = |z|%.

= |exp(z)—z—1]<|z]? = e’(p(xﬁfl‘ < |z|, woraus die

Behauptung folgt.

Weiterhin gilt



Satz 3.26. Vn € N st limy .o CX;’T(L””) =00 und limg_,_ C’;p_(,f) =0, d.h.
fiir x — oo wdchst die Exponentialfunktion schneller als jede positive
Potenzfunktion und fiir x — —oo fdllt sie schneller als jede negative

Potenzfunktion.

Beweis. Wegen exp(z) =Y., %L gilt fiir z > 0:

eXp(a:) > (:)LWT-T)' = CX;.)T(L:I:) > ﬁ und somit hmx_wo CX;)T(Lm) = Q0.
Die Substitution y = —x liefert zudem

limzﬁioo e);l:i(:) = llmy*)m m = 0

Satz 3.27.

. In(x)

d.h. der Logarithmus wdchst schwicher als jede Wurzelfunktion.

:O)

Definition 3.31. Die EULERsche Zahl ist

e:=exp(l) = 1;):” = nhﬁn;o <1 + i)
Fiir die schnelle Berechnung von e® wird das Argument getrennt:
xz=|z|+ (z— |z]) =g+, wobei g eine ganze und ¥ eine positive Zahl
kleiner 1 ist.

Damit wird e = e%¢”. Potenzen mit ganzzahligen Exponenten lassen sich
schnell berechnen, wenn die Basis e gegeben ist, und fiir

exp(9) = > 1, ”,”; + Rn+1( ) gilt die Restgliedabschitzung

[Rusr (0)] < 267575 < Gy
den ersten fehlenden Summanden bestimmt und féllt iiberdies sehr schnell.

Beispiel. Bei der Berechnung von e mittels der Exponentialreihe ist das

Restghed |Rnt1| < . Somit ergibt sich z.B. fiir n = 10

n+1
R < 11! ~6- 10_8, d.h. eine Genauigkeit von etwa 8 Dezimalstellen.
Bemerkung. Die Berechnung von e mit Hilfe der Exponentialreihe hat
gegeniiber der mittels der Folge (1 + l)n den Vorteil einer sehr schnellen
Konvergenz. Die Reihe konvergiert in der GréBenordnung L, die Folge mit %

nl

Siehe auch Programmieraufgabe 2.

Eine weitere Anwendung der Restgliedabschétzung ist der folgende Satz.
Satz 3.28. e ist irrational.

Beweis. Wire e rational, so géibe es teilerfremde p € Z und ¢ € N mit e = %.
AufBlerdem ist dann ¢ > 2, da e offensichtlich nicht ganzzahlig ist.
= e-q! € Z und somit auch q'(e—l—f—i—..‘—7> =q!Ry41 €Z.
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Dabei ist RqH das entsprechende Restglied der Reihe, fiir welches jedoch

Ret1 < 0t gilt, also ¢! Rq11 <z 2 <1, was q!Ry+1 € Z widerspricht. O

q+1)

Im Folgenden sollen noch einige Grenzwerte von speziellen Funktionen

angegeben werden.

(1) limg— oo a® = { ,
0 firz<0
denn a® = exp(zIn(a)) wichst fiir z > 0 monoton und der Wertebereich

oo firaxz >0

ist nicht nach oben beschrinkt.

Fiir z < 0 ist ” = L mit —z =y > 0, also limg—oc a” =0

0 fii >0
(2) limg_oa® = { b

oo firz <0

(3) limg_ 00 (@) — 0 fiir 2 > 0, denn In € N : L <2, womit ab a > 1 gilt:

0< h;(f) < m{l(/%) und nach Satz 3.27 geht ln(a) — 0.

(4) limg—a®In(a) = 0 fiir > 0.

3

(5) limg—oo (1+ g)x = e mit c € R.
Zur Begriindung wird der Folgengrenzwert lim,, (1 + %)n =e
verallgemeinert:
limy oo (1 + g)w =lim¢_o (1 + c{)% = lim¢ o exp (%)
Und weil die Exponentialfunktion stetig in R ist, ist dies gleich
exp (hmg_,o '2 C) = exp (c limy_.o 'H’) = exp(c).
Dabei ist ( = ; und y = c(.

Satz 3.29. Vs e R, z € (—1,1) gilt

(14 2)* Z() ”1+sx+<;>x2+...

und el (_l)n—l 72 3 4
m(l4a)=S 2 gn_p T T T
n(l+z) nz::l — T = + 3 1 +

Bemerkung. Die Logarithmusreihe divergiert fiir > 1, obgleich die
Logarithmusfunktion dort definiert ist.

Im Falle x = 1 konvergiert sie und demnach ist

() =y, EV g 11

n

GREGORY'® fand 1668 eine Moglichkeit, Logarithmen fiir beliebige y > 0 zu
berechnen: Die Reihen fiir In(1 — z) und In(1 + x) konvergieren absolut fiir

- . Somit ist
1(+ac ) 2n—1 23 25
ln( >:1n(1+ z)—In(l—2)=2% " 2— Q(x—i—g—k?—i—...).

18 James Gregory (1638-1675)
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Beispiel. 2 = ié = In(2) :2(%+% (%)3+)
3

Dabei liefern 6 Summanden bereits ca. 6 Dezimalstellen.
Bisher wurden Folgen und Reihen in R betrachtet. Die Uberlegungen dazu

lassen sich weitgehend auf die komplexen Zahlen C iibertragen.

Definition 3.32. Die Menge R x R zusammen mit den

Verkniipfungen + und -, definiert durch
(a,b) + (c,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

heiBft Menge der komplexen Zahlen C. Anstelle von (a,b) schreibt man

a + ib, wobei a, b € R sind.

Re (a + ib) = a ist der Realteil, Im (a + ib) = b der Imaginérteil von a + ib.
Z = a — ib ist die zu z = a + ib konjugiert komplexe Zahl.

Der Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib wird definiert als

|z| := V2Z = VaZ + b2.

Bemerkung. C bildet einen nicht anordnenbaren Korper
(vel. Ubungsaufgabe 15).

Der Betrag einer komplexen Zahl ist eine Norm auf C.

Komplexe Zahlen lassen sich mit der GAUfschen Zahlenebene
veranschaulichen. Dabei reprisentiert ein Punkt (a,b) der Ebene R? die
komplexe Zahl a + ib. Der Betrag der Zahl entspricht dem Abstand des
Punktes zum Ursprung.

atib
b +

a
Die Summe zweier Zahlen z = a + ib und w = ¢ + id ist dann der vom
Ursprung verschiedene Endpunkt einer Diagonalen des Parallelogramms,

welches von (a,b), (c,d) € R? aufgespannt wird:
z+w

Zur Interpretation der Multiplikation zweier komplexer Zahlen z und w
betrachte man die Polarkoordinaten (71, ¢) und (re,v) von z bzw. w.
Das Produkt zw hat dann die Koordinaten (r172, ¢ + ).
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Definition 3.33. Sei z € R. Dann ist

exp(iz) + exp(—ix)
2

cos(x) := Re (exp(iz)) =

exp(ir) — exp(—ix)
2i

sin(x) := Im (exp(iz)) =
Aus der Definition folgt
exp(iz) = cos(z) + isin(x)

Sodann ergeben sich Additionstheoreme fiir den Sinus und Cosinus:
cos(z 4+ y) +isin(z 4+ y) = exp(i(z + y)) = exp(iz) exp(iy) =
(cos(z) 4 isin(x))(cos(y) + isin(y)) =

(cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y)) + i(sin(x) cos(y) + sin(y) cos(z))

= cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x 4+ y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)

Uberdies sind Sinus- und Cosinusfunktion periodisch ( Ubungsaufgabe 45):
cos(x + 27) = cos(x) und sin(z + 27) = sin(x)
Weiterhin gilt cos(—z) = cos(xr) und sin(—z) = —sin(x)

und damit
1 = cos(0) = cos(x — x) = cos(z) cos(—x) — sin(x) sin(—x) = cos®(x) + sin®(z)

Die Reihendarstellung von Sinus und Cosinus erhélt man aus der

Exponentialreihe. Nach dem grofien Umordnungssatz ist

exp(lm) _ Zoo (iz)" _ Zoo (iz)%" + Z (lx)27LJr1 _
n?r? n! n=0 (2n) 2'n+1 n=0 (2n+1)‘
Zn:O (_1)n (gn)' + iano (_ )n (§n+1)! .
& 2n 2 4
x x
= cos(z Z =1- o + T
) 0 n x2n+1 I’B IZ’S
Sm(z):;(’” ETES YR TR

Bemerkung. Die Sinus- und die Cosinusreihe konvergieren absolut fiir Vz € R.
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Mit Hilfe der Exponentialreihe erhélt man eine Abschéitzung fiir die
Restglieder:
n k CDQk . ‘:t|2"+2 .

cos(x) = > p—o (—1)" 7 + Ranz(w) mit |Ronyo(x)] < 5y fiir

|z] < 2n+ 3 und

i n k_a?k ! ; |23 L
sin(z) = > 7, (—1) Grrr T Ropi3(z) mit |Ropis(x)] < eTE= fiir

|z| < 2n+4

Bemerkung. Diese Restgliedabschitzung gilt sogar fiir alle x € R, was spéter

gezeigt werden soll.

Folgerung 3.30.
sin(z)

lim

x—0 xT

=1

Beweis. sin(x) = 2 + Ry(w) mit |Ra(a)| < 5
= |sin(z) -2 < 28
- 2oy

||

und mit lim, . 5~ = 0 folgt die Behauptung.

Definition 3.34. Fiir x € R\{F + krm, k € Z} ist tan(z) = %g))
Fiir 2 € R\{kr, k € Z} ist cot(z) = )

sin(z) *

Die Cosinusfunktion ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend, bildet also

dieses Intervall bijektiv auf [—1,1] ab.

s

Die Sinusfunktion ist in [—g, 5] monoton wachsend und bildet das Intervall

bijektiv auf [—1,1] ab.

tan(z) wiichst streng monoton in (=%, %) und lim, 1= tan(z) = foc.

SchlieBlich ist der Cotangens monoton fallend in (O, 5) und
lim,,_,q cot(z) = oo, sowie lim,_,, cot(z) = —oo.

Somit lassen sich die Umkehrfunktionen definieren.
Definition 3.35. Die Umkehrfunktion des
e cos ist arccos: [—1,1] = R (Arcuscosinus)
e sin ist arcsin: [—1,1] = R (Arcussinus)
e tan ist arctan: R — R (Arcustangens)
e cot ist arccot : R — R (Arcuscotangens)
Definition 3.36 (Hyperbelfunktionen). Sei € R. Dann ist

o cosh(z) = 5(e* + e~ %) (Cosinus hyperbolicus)

(SIS

e sinh(z) = 5(e” — e *) (Sinus hyperbolicus)

N|—=
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o tanh(z) = 2@ _ e’—e * (Tupgens hyperbolicus)

cosh(z) = eT+e

o coth(z) = Smh(®) — e*—e® ‘p)jg 2 £ 0 (Cotangens hyperbolicus)

cosh(z) = e®+e~T?

Die Inversen der Hyperbelfunktionen sind arsinh (Areasinus hyperbolicus),

arcosh, artanh und arcoth.

4 Differentialrechnung

Eine klassische Fragestellung der Differentialrechnung ist das
Tangentenproblem. Dabei wird zu einer gegebenen Funktion die Tangente an
deren Graphen in einem Punkt gesucht.

Optimierungsprobleme konnen héufig dadurch gelost werden, dal mit Hilfe der
Differentialrechnung Extremwerte von Funktionen gefunden werden.

Ferner ist die Differentialrechnung Grundlage fiir Differentialgleichungen,

welche zahlreiche Sachverhalte der Naturwissenschaft und Technik modellieren.

4.1 Differentiation

Definition 4.1. Sei X C R und f: X — R eine reelle Funktion. f heifit
differenzierbar in zy € X, wenn der Grenzwert

(o) s= i {DZT0)
existiert. Er heift Differentialquotient (oder Ableitung) von f an der
Stelle xg. Statt f’(xg) schreibt man auch %(mo) oder Df(xg).

f heiit differenzierbar in X, wenn f differenzierbar in allen x € X ist.

Alternativ dazu 148t sich auch f/(x¢) = limp_¢ %H(IO) formulieren.

Die geometrische Interpretation der Ableitung erschliefit sich durch
Betrachtung der Funktion s(x) = f(zo) + M(x — xp). Ihr Graph ist
die Sekante des Graphen von f durch die Punkte (zo, f(x¢)) und

(xo + h, f(zo + h)). Ist f differenzierbar in zg, so geht mit A — 0 die Steigung
M von s(x) gegen die der Tangenten an den Graphen von f im

Punkt (zo, f(z0)).

Tangente

£(X)

f(0)
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Beispiel, ° f(;[') =c = f (iUo) — 11mx~>zo zc—c =0

Zo

o f@)=cx = f'(xo)=limy s, G52 =c

e flz)=2" = f(x0)=limpro 7@0—%)”_%” =

Hmhﬂo EZ;S (Z)xokhn—k—l (n 1)370” 1 — m(;()”_l

¢« f@) =1 = fe) =lmof (- &) = e FEE =
im0 5Ty = ~ 507

e f@)=% = f@)=7k

o« f@)=In(@) = f(@)=limpe BEHIIE) iy, POEE)
2 limp 0 = 1;%) = % w

o exp/(z) = exp(x)

Bemerkung. Die Exponentialfunktion ist invariant unter Differentiation.

e f(x)=sin(x) = f'(z)=1limy_o w —
cos( 2Zth) sin( & sin
limp, .o w = limj, ¢ cos (z + ﬁ) limy, .o —2* = cos(z),

denn  sin(z) — sin(y) = sin (%5 + 25¥) —sin (42 — L5¥) =
2 cos (’”+y) sin ( )

o f(z)=cos(z) = f'(x)=—sin(z)

e abs(x) = |z| ist in O nicht differenzierbar, denn:

Sei hj, = (—1)"1. Dann ist lim (h,) = 0. Die Folge

Qn = WCLM = (—1)" besitzt jedoch keinen Grenzwert, d.h. abs ist in

n

0 nicht differenzierbar.

Definition 4.2. Die Funktion f: X — R heif}t in zy von links
differenzierbar, wenn der Grenzwert f’ (zg) = lim, -4, %ﬁro) existiert.
Analog dazu heifit f von rechts differenzierbar, falls

fjr(xO) = limw\zo %ﬁéxo) existiert.

Bemerkung. Die Absolutfunktion ist in 0 von rechts und von links
differenzierbar. So ist abs’, (0) = 1 und abs’ (0) = —1.

Satz 4.1. Seia € X und es existiere eine Folge (xp)nen in X\{a} mit
lim (z,) = a. Dann ist f : X — R genau dann differenzierbar in a, wenn
JeeR: f(z)= f(a)+c(z —a)+ @(z) mit lim,_,, i(fi =0.

Es ist dann ¢ = f'(a).
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Bemerkung. Die Differenzierbarkeit einer Funktion f an der Stelle xg ist
gleichbedeutend mit der Approximierbarkeit durch eine lineare Funktion,

welche die Tangente an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) beschreibt.

Satz 4.2. Ist die Funktion f: X — R differenzierbar in a € X, so ist sie dort

auch stetig.

Beweis. Nach Satz 4.1 FceR: f(z) = f(a)+ c(z — a) + ¢(z) mit

lim, ., 2% = 0.
= limgq f(2) = f(a) + limg—q c(x — a) + lim,—q (x — a) i(_mi =
fla) +lim,_, (x — a) - lim % = f(a), d.h. f ist stetig in a. O

Satz 4.3. Sind f,g: X — R differenzierbar in x € X und ist A € R, dann
sind auch f+ g, \f, fg: X — R, sowie g : X = R mit g(z) #0

differenzierbar an der Stelle x und es gilt:
(1) (f £9)'(x) = f'(z) £ g'(x)
(2) (A\f)(z) = Af'(x)
(3) (f9)'(z) = f'()g(x) + f(2)g'(x) (Produktregel)

! 4 xr xTr)— xr ! xT .
(4) (5) (z) = T )9([;(90)];2 )g' (@) (Quotientenregel)

Beweis. Die Behauptungen (1) und (2) folgen direkt aus den Rechenregeln fiir

Grenzwerte.

Zu (3) (fg)’(x) — lithO f($+h)9(I+hh)—f($)9($) —

limy,_o f(x-&-h)(g(ﬂz-&-h)—g(x)) T limy, o w _
F (@) timy g L= g (0 iy, o LEH=I)
g'(@)f(x) + g(x) f'(x)

zu (4) g ist stetig in 2 und g(x) # 0; somit gibt es eine Umgebung U, (z) mit
g(y) #0 Yy € U.. Fiir |h| < e folgt
/

1 . 1 1 1

g(w)—z(ﬂc+h) limy, o —g'(x)

X 1 —
limy,_q g(xz)g(z+h) — [g(x)]?

/ 7 ’
Mit (3) folgt daraus (g) () = ! (@g([”;)(;ﬁgw)g @

Beispiel. o fulz)=2" = fl(x)=nz""!, denn fiir n = 0 ist dies
offenbar wahr und aus f,_;(z) = (n — 1)2" =2 folgt
fu(@) = (farf1) (@) = (n = D)a" 2w+ 2"t = na""

e Fiir f(x) = -1 folgt aus der Quotientenregel f'(x) = % = — =T

g
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. f(ﬂ?) _ tan(a:) _ sin(z) N f/(l') _ cosz(z)—i-sinz(x) _ 1

cos(x) cos?(z) cos2(z)

oder f'(x) = cos? (@ dsin(e) _q 4 tan?(z)

cos?(z)

Satz 4.4 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei X C R abgeschlossen und
f: X — R stetig und streng monoton.

Weiterhin sei ¢ : f(X) — R die Umkehrfunktion von f. Ist dann f
differenzierbar in x und f'(x) # 0, so auch ¢ und es gilt ¢'(y) = 7T l(y)).

Beispiel. e In ist die Umkehrfunktion von exp. Mit Satz 4.4 folgt daraus

4 _ 1 _ 1
In (I) ~ exp/(In(z)) ~ z°

1 _ 1 _ 1
cos(arcsin(z)) ~ \/1fsin2(arcsin(m)) T Vi-a?

e arcsin’(x) =

e arctan’(x) =

1 _ 1

1+tan?(arctan(z)) ~ 14z?

Satz 4.5 (Kettenregel). Ist f : X — R differenzierbar in x € X und

g: Y =R mit f(X) CY differenzierbar in f(x), so ist go f differenzierbar in

z und es gilt (go f)(z) = g'(f(2)) - f'(x).

Beispiel. e Wenn f: R — R differenzierbar und F(z) = f(ax + b), dann
ist F'(x) = a- f(ax + b)

e Sei @ € Rund z € RT. Mit 2* = exp(«aIn(z)) folgt

% = exp(aln(z)) (al) =22 = az*~! fiir beliebige o € R.

e Mit Hilfe der Kettenregel 1483t sich die Quotientenregel herleiten:
i

Ist g : X — R differenzierbar in z, dann gilt (%) (x) = —W -g'(x)
! ! ’
und somit (%) (z) = ! <””>9<[”;>(;)J;§I>9 (@) aufgrund der Produktregel.

e (logarithmische Ableitung) Ist f : [a,b] — R in [a, b] differenzierbar und
hat dort keine Nullstelle, so ist In|f| differenzierbar in (a,b) mit
r_
(n|fl) = &
Beispiel. (Incosh)’ = S — tanh

cosh

Seien f1, fa,..., fn in (a,b) differenzierbar und dort ohne Nullstelle.

Fiir F = |f1|™]f2]*2 ... |fn]® mit a1, a9,...,a, € R gilt dann
F’ fi f3 n
— =a15 tax;+...+ a7,
F fi P " fn

denn % = (In|F|) = (a1 In|f1]| + agn|fo| + ...+ anln|f,])".
Wegen F' = % F lassen sich mit dieser Regel Produkte ableiten.
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Beispiel. F(z) = /322 wobei |z| < 1 gelten soll.

1—22>
F(z) = (1+2%)3(1 —a?)72
F’ 1 2 1 2 2
= F@)=31ie Tite T @)
2
= F'(2) = gra)=en o

Definition 4.3. Sei f differenzierbar. Ist auch f’ differenzierbar, dann heifit
% = f"(x) := (f'(x)) die zweite Ableitung von f nach z.

Analog dazu ist die k-te Ableitung (k € N) von f, sofern sie existiert,
rekursiv definiert durch f*(z) = dzgf) = % (d’;;f_(f)) und f° = f.

f heiBt k mal stetig differenzierbar, falls die k-te Ableitung von f existiert

und stetig ist.

4.2 Extrema und Mittelwertsitze

Definition 4.4. Die Funktion f: X — R hat in 2y € X ein globales
Maximum, wenn f(z) < f(xo) Va € X.

f hat in z( ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung U (xg) gibt,
sodaB f(z) < f(xg) Ve eUNX

Lokales und globales Minimum werden analog definiert.

Bemerkung. Jede auf einer nichtleeren, kompakten Menge stetige Funktion

hat dort nach Satz 3.15 stets ein globales Minimum und Maximum.

Satz 4.6. Ist f: (a,b) — R differenzierbar in x € (a,b) und hat dort ein
lokales Extremum, so folgt f'(x) = 0.

Beweis. Sei x eine lokale Minimumsstelle. Dann 3 ¢ > 0 :

(x7€,$+€) - (avb) und f(g) Z f(SC) vf € (177571’4»5)'

Da nun f differenzierbar in x ist, folgt f} (z) = f.(x) = f'(x) und damit

f'(x) =0. O

Bemerkunyg. e Mit vorangegangenem Satz ist die notwendige Bedingung
f'(z) = 0 fiir ein lokales Extremum in = gegeben. Sie ist nicht
hinreichend, wie das Beispiel f(z) = 2® zeigt; es ist f/(0) = 0, jedoch hat

f kein lokales Extremum.

e Ist der Definitionsbereich der Funktion f ein kompaktes Intervall, so
besitzt f immer ein Extremum. Liegt dieses am Rand, so muf} die
Ableitung dort nicht 0 sein.

Beispiel.
[0, =R, flx)=2x = [f(z)<f(1) Vzel0,1], f(1)=1
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Satz 4.7 (Satz von Rolle'®). Ist f[a,b] — R stetig in [a,b], differenzierbar
in (a,b) und es gilt f(a) = f(b), dann

3¢ (a,b): f1(§) =0

Beweis. Ist f konstant, so ist f/(£) =0 V& € (a,b).
Falls f nicht konstant ist, so nimmt sie in einem £ € (a, b) ihr Maximum oder
Minimum an. Nach Satz 4.6 ist f/(£) = 0 fiir dieses &. O

Bemerkung. Insbesondere folgt aus dem Satz von ROLLE, dafl zwischen zwei
Nullstellen einer differenzierbaren Funktion stets eine Nullstelle der Ableitung

liegt.

Satz 4.8 (Mittelwertsatz). Ist f [a,b] — R stetig in [a,b] und
differenzierbar in (a,b), dann
fla) = f(b)

3¢ € (a,b): Tab = f'(§)

Beweis. Die Hilfsfunktion F': [a,b] — R sei definiert durch

F(z) = f(x) — W(I — a). Sie ist ebenso wie f stetig in [a, b] und
differenzierbar in (a, b).

AuBerdem gilt F(a) = F(b) = f(a). Damit folgt aus dem Satz von ROLLE die

Existenz eines £ € (a,b), fiir das F'(§) = f/(§) — w =0, also

L@I®) — fr(g) ist. O
a ¢ b

Als Folgerung ergibt sich

Satz 4.9 (Monotoniekriterium). Sei f : (a,b) — R differenzierbar in
(a,b). Wenn f'(x) >0 Yz € (a,b), so ist f monoton wachsend in (a,b).
f wichst streng monoton, falls f'(x) >0 Vx gilt.

Wenn f'(x) <0 (f'(x) <0) Vz € (a,b) gilt, dann fallt f in (a,b) (streng)

monoton.

Ynach Michel Rolle (1652-1719)
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Bemerkung. Fiir eine in (a, b) differenzierbare Funktion, die aulerdem in a

und b stetig ist, gilt Satz 4.9 auch im abgeschlossenen Intervall [a, b].

Satz 4.10. Sei f: (a,b) — R differenzierbar in (a,b) und f'(xo) =0 fir ein
xo € (a,b).

Dann hat f in xg ein lokales Minimum, wenn es eine Umgebung (a, ) von xg
gibt, sodaf f'(x) <0 Vz € (a,2z0) und f'(x) >0 Ya € (xo,3) ist.

Analog hat f in xo ein lokales Mazimum, falls es eine Umgebung (o, ) von xg
gibt, sodafl f'(x) >0 Vz € (o,x0) und f'(x) <0 Va € (xg, 5) ist.

Satz 4.11. Fine Funktion f: (a,b) — R sei zweimal stetig differenzierbar und
fir zg € (a,b) sei f'(xg) =0.
Dann besitzt f in xo ein lokales Minimum (Mazimum), wenn f"(xg) > 0

(f"(x0) < 0) ist.

Beweis. Da f” stetig ist, existiert fiir den Fall f”/(z() > 0 eine Umgebung
(a, B) von xg, in der f”(x) > 0 ist. Also ist f’ nach Satz 4.9 streng wonoton
wachsend in (o, 8). Mit der Voraussetzung f'(xg) = 0 und Satz 4.10 folgt, dafl
f in zg ein lokales Minimum hat.

Wenn f”(zg) < 0 ist, dann existiert eine Umgebung (o, 3) von zg, in der
f"(x) <0 ist, womit f’ streng monoton fillt und f ein lokales Maximum

in zg hat. O

Das Kriterium f’(x) =0, f”(x) # 0 fiir ein lokales Extremum von f in x ist

hinreichend, jedoch nicht notwendig.

Beispiel. f(z) = x* hat in 0 ein lokales Minimum und es ist f”(z) = 0.
Eine weitere Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist

Satz 4.12. Sei f : [a,b] — R stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Ist die
Ableitung von f beschrinkt, d.h. 3m, M € R mit m < f'(§) < M V¢ € (a,b),
dann gilt V,y € [a,b]) mitx <y: my—z) < fly) — f(z) < M(y —z).

Fiir M = m = 0 ergibt sich

Folgerung 4.13. Ist f : [a,b] — R stetig in [a,b], differenzierbar in (a,b) und
f'(x) =0 Yz € (a,b), so ist f eine konstante Funktion.

Damit 148t sich die Exponentialfunktion durch eine Differentialgleichung

charakterisieren:

Satz 4.14. Ist f: R — R dberall differenzierbar, ¢ € R und es gilt
f'(x) =c- f(x) Yz, dann folgt f(x) = Ae“® mit A = f(0).
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Beweis. Sei F(x) = f(x)e™°*.

= Fl(z)=f(x)e” —cf(x)e™™ = e7(f'(x) —cf(x)) = 0

Also ist F' wegen Folgerung 4.13 eine konstante Funktion.

= F(z)=F(0)=f(0)=A, dh. f(z) kann héchstens Ae® sein.
Einsetzen von f(x) = Ae®® in die Differentialgleichung ergibt, dafl dieses f

auch wirklich eine Lésung ist. O

Beispiel (Methode der kleinsten Quadrate). Zu gegebenen aq,as,...a, € R
wird ein a € R gesucht, sodal >, (a — a;)* minimal ist, d.h. es ist dasjenige
Argument von f(z) = (z —a1)? + (x —a2)? + ... + (z — a,)? zu finden, in dem
f ein Minimum hat.

flla)=2((x —a1)* + ...+ (z—az)?) =0 = a=utebeti 4} das
arithmetische Mittel a = w der a; ist die einzige potentielle (lokale)

Extremstelle. f”(a) = 2n > 0 zeigt, dafl f in a tatséchlich ein Minimum hat.

Satz 4.15 (Erweiterter Mittelwertsatz). Seien f,g: [a,b] — R stetig im
Definitionsbereich und differenzierbar in (a,b). Sei iberdies
g(x) #0 YV € (a,b). Dann ist g(a) # g(b) und 3¢ € (a,b) mit
fla) = £) _ £(©)
gla)—g(b) ¢
Beweis. Es ist g(a) # g(b), da es andernfalls ein ¢ € (a,b) mit f(£) = 0 gibe,

was laut Voraussetzung nicht der Fall ist.
Sei mun F(x) = f(x) — L9=L0 (g(x) - g(a)).

g(a)—g(b)
F ist stetig in [a,b] und differenzierbar in (a,b). Es gilt F(a) = F(b) = f(a),
daher 3¢ € (a,b) mit F'(€) = f/(§) - L=10 () = o, =

Der folgende Satz ist eine Anwendung des erweiterten Mittelwertsatzes.

Satz 4.16 (Regel von de ’'Héspital?’). Sind f,g: (a,b) = R
differenzierbar, ¢'(x) #0 Y € (a,b) und es gilt

limy\ o f(z) = limg\ o g(x) =0 oder limg~ 4 f(x) = limg\ o g(z) = 00, so

folgt: Wenn limg~ o existiert, dann auch limg\ 9(2) und

g'(x)
im L)y L)

= lim
wN\a g(z)  2\a ¢'(x)

In(z)

1
=

1
= llmL\o —=— =0
2

Beispiel. limg~ o z1In(z) = limg~ o

x

Bemerkung. In einigen Fallen 148t sich der Grenzwert einer Funktion erst

durch mehrmaliges Anwenden der Regel von DE L’HOSPITAL bestimmen.

20 GQuillaume de I’Héspital (1661-1704)
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4.3 Taylorpolynome

Wegen Satz 4.1 148t sich eine in a € X differenzierbare Funktion f: X — R
durch die Funktion L(z) = f(a) 4+ f'(a)(z — a) linear approximieren, wobei fiir
den Fehler R(z) = f(x) — L(z) gilt: lim,_.q I(wa) = 0. Es ist auflerdem

L(a) = f(a) und L'(a) = f'(a).

Sei nun f eine in @ n mal differenzierbare Funktion. Gesucht wird ein Polynom
T mit T(a) = f(a), T'(a) = f'(a),...T™(a) = f)(a).

Der Ansatz T(z) = 3_p_ ar(z — a)* liefert mit 7™ (a) = apk! = f®(a) die
£ (a)
2

Koeffizienten a; =

Definition 4.5. Sei f: X — R eine in a € X n-mal differenzierbare
Funktion. Dann heif3t

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f"(a)
2!

Tof(z,a) := f(a) + (r—a)+ (x—a)?+...+

(x—a)"

das n-te Taylorpolynom?! von f in a.
f(x)
T5f(x,0)
T, f(x,0)

T, f(%,0)

Fiir eine Funktion f mit der Darstellung f(z) = > p—, ax(z — a)* ist das n-te

Taylorpolynom die n-te Partialsumme der Reihe.

Satz 4.17 (Lagrange-Form des Restgliedes??). Sei f : [a,b] — R eine in
(a,b) n+1 mal differenzierbare und in [a,b] n mal stetig differenzierbare

Funktion. Dann gibt es zu jedem x € (a,b] ein & € (a,x), sodaf gilt

f(n+1) (g) (Q? _ a)n-{—l

Rpi(z) := f(z) = Tnf(2,a) = (n+1)!

Beweis. Sei g: [a,b] = R deﬁniert durch

o) = F(x) =1 ()= H =) - L2 0=y ...~ Lo 0y —m i
mit der Konstanten m = R,,11(x )%

Diese Funktion ist stetig in [a, b] und differenzierbar in (a,b), da f in diesen
Intervallen n mal stetig differenzierbar bzw. n+1 mal differenzierbar ist.

7w =) - (5@ -y - L) - (252 @ - ) + L5 - v)?)

(4) " (4)
_ (f 3!(?;) (a: ) 31‘ (y)( y)2> o (_4f 4!(?4) (a: ) + 1@ (y)( y)4)

2Inach Brook Taylor (1685-1731)

22nach Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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(n+1) (n) _o\n
- _ (f ,(y)(:v—y)"—nf n!(y)(m_y)n—l) +m(9c y)

n! n!
(n+1) T
W (g — gy 4 m%
) (z—a)™*?

Es gilt g(z) = 0 und g(a) = Rp11(x) —m o = 0.
Nach dem Satz von ROLLE existiert daher ein £ zwischen a und z, sodafl
g€ = —M(a: — O+ mE=9" — 0, also m = fFD(€) ist. Mit der

n! n!

Definition von m folgt daraus die Behauptung. O

Beispiel. Der Cosinus hat eine Darstellung als

oo ’I,'Zk n J:2k
cosT =3, (_1)km = k=0 (_1)km + Rony2
Aus dem vorangegangenen Satz folgt fiir das Restglied

cos2m ) () 2n42
|Ran2| = WMQ”H < glﬁz)!

Als weitere Anwendung von Satz 4.17 148t sich Satz 4.11 verallgemeinern:

Beispiel. Sei f n mal stetig differenzierbar und es seien

f'(a), f"(a),... f®D(a) = 0, sowie f(a) # 0.
Dann hat f in a

(i) ein lokales Minimum, falls 7 gerade und f(™(a) > 0 ist, denn ist U eine
Umgebung von a, in der £ (z) > 0 ist, so gilt
'(a (n=1) (4 o (n) N
@) =fo+HPe-a+. + e+ e o =
fla)+ fT,(E)(x —a)"> fla) Ve €U

(ii) ein lokales Maximum, falls n gerade und £ (a) < 0 ist.

(iii) kein Extremum, falls n ungerade ist, denn:

Sei £(™ () > 0 in einer Umgebung von a. Dort ist dann

R, (z) = %(x —a)" >0 fir z > a und R,(z) < 0 fir z < a, d.h.

f(z) = f(a) + Rp(z) > f(a), falls x > a und f(z) < f(a) fir z < a.
Folgerung 4.18 (Qualitative Taylorformel). Ist f: I — R n mal stetig
differenzierbar auf dem Intervall I, so gibt es eine auf I stetige Funktion r mit
r(a) =0 und

f(x) =Thf(z,a) + (x —a)"r(z)

Beweis. Nach Satz 4.17 existiert ein & zwischen a und z, sodaf3
fl@)—Th-1f(z,a) = %(m —a)™ ist. Mit

™) (x n
r(@) = H(FOE) ~ (@) = e (@) = Tuor f(@,0) = L5 (@ — a)r)
= m(f(x) — T, f(x,a)) ergibt sich f(x) =T, f(z,a) + (x — a)"r(z) und da

() stetig ist und & zwischen a und x liegt, gilt zudem lim,_., r(z) = 0. O
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Definition 4.6. Ist f: X — R eine in a € X beliebig oft differenzierbare

Funktion, dann heifit die Potenzreihe

Tf(z,a):=

Taylorreihe von f in a.
Konvergiert T'f(x,a) gegen f(z) fiir alle  aus einer Umgebung U von a, so

besitzt f in U eine Taylorentwicklung mit Entwicklungspunkt a.

Bemerkunyg. e Hat die Funktion f eine Darstellung als Potenzreihe

f(x) = > 5oy ar(z —a)k, so ist dies die Taylorreihe von f in a.

e Die Taylorreihe T'f(x, a) kann fiir z # a divergieren. Auch muf} im

Konvergenzfall der Grenzwert nicht mit f(x) iibereinstimmen.

e~z firz >0

Beispiel. f(z) = {
0 firz <0
ist in 0 unendlich oft differenzierbar, T'f(z,0) = 0 Vz und

f(x)#0 Yz > 0.

Definition 4.7. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit analytisch in x¢ € [a, b],
wenn es ein § > 0 und eine Potenzreihe mit Konvergenzradius > § gibt,
sodaB f(z) = > peyax(z —a)f Va € Us(zo).

f ist analytisch in [a,b], wenn f analytisch in allen x € [a, b] ist.

Bemerkung. Ist f eine analytische Funktion, so ist f € C*°. Die Umkehrung

gilt nicht; es gibt unendlich oft differenzierbare, nichtanalytische Funktionen.

4.4 Konvexitit

Definition 4.8. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit konvex, falls
Vai,29 € [a,b], A € (0,1) gilt:

FAzy + (1= Nag) < Af(21) + (1= A) f(22)
f heifit konkav, wenn — f konvex ist.

Geometrisch interpretiert bedeutet die Konvexitét einer Funktion, dafl ihr

Graph in jedem Intervall [z1, 2] unterhalb der Sekante durch (x1, f(x1)) und
(2, f(x2)) liegt.
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k|

X AX+@A-AY Y

Bemerkung. Wird in Definition 4.8 die Gleichheit ausgeschlossen, dann heifit

die Funktion streng konvex (bzw. streng konkav).

Bemerkung. Konvexitét einer Funktion impliziert nicht die Differenzierbarkeit

dieser.

Beispiel. f(x) = |z| ist konvex, in 0 jedoch nicht differenzierbar.

Satz 4.19. Ist die Funktion f : (a,b) — R zweimal differenzierbar in (a,b), so

ist sie genau dann konverx, wenn f"(x) >0 Vz € (a,b) ist.

Beweis. ,<*“: Sei f"(x) >0 Va € (a,b).

Dann folgt aus Satz 4.9, dafl f’ auf (a,b) monoton wachsend ist.

Seien nun z1, 22 € (a,b), wobei 0.B.d.A. 1 < x5 ist, sowie A € (0,1) und
x=Ax1 + (1 — A)za.

Nach dem Mittelwertsatz 3&; € (21,x), & € (x,x2), sodall

Hg o) = (&) < f'(6) = 2=t

Mit ¢ —z1 = (1 — A) (22 — z1) und z9 — x = A(z2 — 21) ergibt sich
f(m)lif)\(ml) < f(xz))\_f(w) = f(z) < Af(z1)+ (1= N)f(xe), d.h. f ist konvex.
»=“: Sei nun f konvex. Man nehme an, es giibe ein z( € (a,b) mit
f"(x0) < 0. Die Funktion p(z) := f(x) — f'(xo)(x — z¢) ist zweimal
differenzierbar und ¢’'(x¢) = 0, ¢”(z¢) = f"(x0) < 0.

Ahnlich wie im Beweis von Satz 4.11 148t sich zeigen, daB ¢ in x( ein isoliertes
Maximum hat, d.h. 3U(z0) : v\ {20} < ©(20).

Sei nun h > 0 so gewihlt, dal zg + h, 2o — h € U also p(xg — h) < ¢(xg) und
@(xo +h) < p(xo) sind (z.B. h = 5).

Damit folgt:

f@o) = @(w0) > 5 (p(zo — h) + @(x0 + h)) = 5 (f(zo — k) + f(x0 + 1))

Setzt man schlieBlich 77 = zg — 2, 2o = x¢ + % und \ = %, so erhilt man

2
FM(z1) + (1 = M) (z2)) > Af(x1) + (1 = N) f(x2) im Widerspruch zur

Konvexitit von f. O

Definition 4.9. Sei f: (a,b) — R stetig. (2o, f(x0)) heiit Wendepunkt von
f, wenn es Intervalle (o, xp) und (xg, 8) gibt, sodafl f
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(1) in (o, zp) konvex und in (zg,3) konkav
oder

(2) konvex in (zg, 8) und konkav in (o, ) ist.

Bemerkung. Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f ist Forderung (1)
aus Definition 4.9 dquivalent zu

f'(x) >0 Ve (a,zo) AN f'(x) <0 Vaz e (xg, )

Analog ist dazu ist Forderung (2) aus Definition 4.9 fiir zweimal
differenzierbare f dquivalent zu

f"(x) <0 Vz € (a,zg) AN f'(x) >0 Va € (xg, ), d.h.

(20, f(x0)) ist Wendepunkt von f, wenn f’ ein lokales Extremum in x hat.
Eine notwendige Bedingung dafiir ist f”(x¢) = 0.

Ist f in einer Umgebung von z(y dreimal stetig differenzierbar, dann ist

" (xg) =0, f"(z0) # 0 eine hinreichende Bedingung fiir einen Wendepunkt
(vgl Satz 4.11).

Mit dem Begriff der Konvexitét lassen sich einige wichtige Ungleichungen

formulieren.

Satz 4.20 (Jensensche Ungleichung?®). Sei f eine im Intervall I konveze
Funktion und fiir Ay, Xz, ... A\, € RT gelte >~ \; = 1. Dann gilt

Vai,z9,...2, €1:
f(>\1x1 + >\21'2 +...+ Anmn) S Alf(xl) + )\2f(x2) + .+ Anf(xn)
Ist f auch streng konvex, dann tritt Gleichheit nur fir x1 = x9 = ... =z, ein.

Der Beweis kann mittels vollstdndiger Induktion iiber n gefithrt werden.
Beispiel. Die Funktion f(z) = In(z) ist konkav, denn f”(z) = -4 <0 Vaz.
Somit gilt wegen der JENSENschen Ungleichung fiir 1, xo, ...z, € RT und

A, Az, Ay € R mit 30,0 =1:

In(A1x1 + Aeza + ... + Apxy) > A1 ln(zr) + Ao ln(ze) + ... + Ay In(zy,)

Die Exponentialfunktion ist iiberall streng monoton wachsend, daher folgt
A2y + Aoxa + ...+ Ay > exp(Ag In(x)) exp(Ae In(zg)) - . . . - exp(A, In(zy,)) =

A2 An

1Mo 2, M, also die Ungleichung zwischen dem gewichteten

geometrischen und artithetischen Mittel:
1‘1)\1562)\2 - In)\" < Mz1+ Moo+ ...+ /\nxn

Setzt man alle A\; = +, so erhéilt man den Spezialfall

1+ 22+ ...+,
YT1To ... Ty <

n

23nach Johan Jensen (1859-1925)
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Bemerkung. Gleichheit tritt nur fiir 1 = 29 = ... = z,, ein, da der In streng

konkav ist.

Folgerung 4.21 (Youngsche Ungleichung ?*). Seien a,b >0, p,q > 1 und
1,1 _ -
s+t,=1 Dann gilt , )
ab < —aP + =9
p q

Definition 4.10. Sei p € R™ und (x1, z2,...x,) € R". Dann heifit

lzllp = {

n
D lail?
i=1
die p-Norm von z.
|20 = max ;]
heifit Maximumsnorm (oder Supremumsnorm) von z.

Die Euklidische Norm ist nach dieser Bezeichnung die 2-Norm.

Bemerkung. Es ist limg_.oo ||2]]p = ||2]]co-

Beweis: Ubungsaufgabe 57.

[|z|], ist eine Norm auf R™ gem#f Definition 3.21, denn
o lall, 20 wnd ol =0 & 2=0
o llcally = Il - llall, mit c € R.
e Die Dreiecksungleichung gilt (Satz 4.24).

Satz 4.22 (Holdersche Ungleichung®). Seien p,q > 1 mit 5 + ¢ =1 oder
p=1,q =o00. Seien weiter z,y € R™. Dann gilt

|z e ylls < [lzllp - [lyllq
wobei x oy das Skalarprodukt von x und y bezeichnet.

Beweis. Fiir p=1,q = oo ist die Behauptung trivial, ebenso fiir

x =0 oder y = 0. Sei nun also ||z||,||y]|; # 0.
llzoyll1 S B2

lzllplyllq =1 [[z][plyllq
p a .
<y L w74 11’ (Younasche Ungleichung)
=1 pllzll; * qllzllg
_alml w11y O
p_|lz[lp” q |lz|[g p ' q

24nach William Young (1863-1942)

25nach Otto Holder (1859-1937)
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Setzt man p = ¢ = 2, so erhélt man

Folgerung 4.23 (Cauchy-Schwarz?°sche Ungleichung).

|z e ylls < lzll2 - [lyll2

Satz 4.24 (Minkowski-Ungleichung?”). Seip > 1 oder p = oo und
z,y € R™. Dann folgt
lz +yllp < llllp + Iyl

Beweis. Fiir p =1 und p = oo ergibt sich die Dreiecksungleichung in R.
Seinun p > 1 und ¢ = %. Dann gilt ]% + % = 1. Damit ist

||$+Z/||§ =2z +uil? = 3 |z + wil - o 4+ walP!

<Yl i+ gl P+ 3 il - e+ g

Aufgrung der HOLDERsche Ungleichung ist dies

< (Slail")? (Slas + 5l @07 + ([P (S las + el @00) 7

= (llally + llglly) Iz + w1

Letzteres folgt aus (p — 1)g = p.

Fiir ||z + y||, = 0 ist die Behauptung trivial; fiir die ibrigen Félle liefert die

P
Division durch ||z + y]|:

p_B
e +yllp = llz+yllp * <lllp +lyllp H
Bemerkung. Die Ungleichungen koénnen auf Reihen und Funktionen

verallgemeinert werden. (Integralnormen)

5 Integralrechnung

Im Folgenden soll das Problem der Bestimmung von Flidcheninhalten
behandelt werden.

Die Fléche eines Dreiecks (A = %, wenn g die Grundseite und h die Hohe ist)
oder eines Rechtecks (A = a - b, wobei a und b die Seitenlédngen sind) 148t sich
relativ einfach einfach berechnen.

Anders verhilt es sich beispielsweise mit der Fliache eines Kreises. Diese kann
durch den Fldcheninhalt vieler einfacher Figuren approximiert werden; in der
Hoffnung, dafl die Abweichung vom tatséchlichen Wert kleiner wird, je feiner

die Approximation ist.

26 Herman Schwarz (1843-1921)

2"nach Hermann Minkowski (1864-1909)
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Um diese Idee zu verallgemeinern und analytisch umzusetzen, wird nun der
Inhalt der Fldche, die von dem Graphen einer Funktion, der Abszisse und zwei

zur Ordinate parallelen Geraden eingeschlossen wird, betrachtet.

5.1 Treppenfunktionen

Definition 5.1. Sei a < b. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R heifit
Treppenfunktion, falls es eine Unterteilung von [a, b] in endlich viele Punkte
ro=a<x <...<zxNy_1 <N =D gibt, sodall ¢ auf jedem Intervall
(xj—1,2;) mit i = 1,... N konstant ist.

Die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b] ist

T(a,b) :={t: [a,b] — R : t istTreppenfunktion}

Satz 5.1. T'(a,b) ist ein R-Vektorraum.

Beweis. Seien t1,ts € T(a,b) zu den Unterteilungen 1,21, ...z} und

22, 23,...22. Dann ist t; + t5 eine Treppenfunktion zu der Unterteilung mit
den Punkten {z}} U {z?}.
Die tibrigen Eigenschaften eines Vektorraums lassen sich ebenso leicht

tiberpriifen. O

Definition 5.2. Z: T'(a,b) — R ist die Abbildung mit

I(t) = z": (i — @) - t (W) :

i=1
falls xg,1,...x, eine Unterteilung zu ¢ ist.
Z(t) heifit Integral der Treppenfunktion ¢ iiber [a, b].

Z(t) ist der Flicheninhalt unter der Treppenfunktion t.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dafl Z(t) wohldefiniert, d.h. unabhéngig von
der Unterteilung zu ¢ ist.

Dazu seien x1, xs, ... xy und y1, ¥, . ..yx Unterteilungen zu ¢.

Dann ist auch {z;} = {z;} U {y;} eine Unterteilung zu ¢.

Seien nun 0 = jg < j1 < ... < ju = K so gewdhlt, daB8 x; = z;, fiir alle 7 ist.

Dann gilt: "M (2 — 251) ¢ (%)
= S (0 = ) (B ) = 0 (i - 2) (2
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Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil ¢ in jedem Intervall (z;_1, ;) konstant

ist. Mit analoger Argumentation folgt
N i1ty K 142

Zi:l (i —yi—1) t (%) = Zj:l (Zj—l - Zj) t (%) also
N i i M i i

S =) ¢ (M) = S, (- ) £ ().

Bemerkung. Die Funktionswerte einer Treppenfunktion ¢ an den

Unterteilungsstellen sind unerheblich fiir Z(¢).

Satz 5.2. Die Abbildung Z : T'(a,b) — R ist linear und monoton, d.h.
t1 < to = I(tl) SI(tg).

5.2 Das Riemann-Integral

Definition 5.3. Sei f : [a,b] — R eine beschriinkte Funktion. Dann heifit

" fl@)dz :=inf{Z(t): t€T(a,b),t> f}

a

das Oberintegral und

b
/ f(x)dz :=sup{Z(t): t € T(a,b), t < [}
das Unterintegral von f iiber [a,b].

Abkiirzend wird im Folgenden auch [* f anstelle von fab " f(z)dz und [ f
statt f:* f(x)dz geschrieben

Satz 5.3. Seien f,g: [a,b] — R beschrinkt und A € R. Dann gilt
(a) ["(f+9)<["f+["g
O) [(f+9)= [ [+ ]9
(c) ["Af=X["F, falls A >0
(d) [ Af=A[,f, falls x>0
(e) [“ANf=X[_f, falls \<0
N

Beweis. (a) Zu & >0 gibt es ¢,¢ € T(a,b) mit ¢ > f, ¥ > g,
I(o) < [ f+eund I(¥) < [Tg+e.

= e+v=f+g

= [+ <Ile+v)=Z(p) +IW) < [ f+ [Tg +2¢
Diese Relation bleibt fiir € — 0 erhalten.
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= [+ <[ f+[7g

(c) Zu e >0 existiert ¢ € T(a,b), sodaB ¢ > fund Z(p) < [* f +¢ ist.
Damit ist auch Ap > Af, denn A > 0 nach Voraussetzung.

= [TM<IOQ) =MT(0) <A[Tf+ e

Fiir € — 0 ergibt sich daraus [“Af <\ [ f.

Die Behauptung ist trivial fiir A = 0; andernfalls gibt es ein 1 € T'(a, b) mit
P> Afund Z() < ["Af+e. = zb::%zf

= A[TFSME)=T0W) =I@E) < ["Af+e.

Fiir e — 0 folgt [“Af > A [7 f und schlieflich [“Af =X [ f.

Mit [ f = — ["(—f) folgen die Behauptungen (b), (d) und (e).

(f) ist eine direkte Folgerung aus der Monotonie von Z. O

Beispiel. Sei f: [0,1] — R definiert durch f(z) = x2.
Zu N € N betrachte man die dquidistante Unterteilung des Intervalls [0, 1] mit

den Punkten z; = %, i =0... N und die Treppenfunktion ¢ € 7(0,1) mit

N
tN|(xi71,zi] = f(xl)

1

0 1
f wichst streng monoton, daher ist t5 > f.

Ti+Ti— 7 2
I(tn) = Sy (2 — 2im1) ty (7@ 1) =Y % (%)
o ﬁzi\il Z.Q _ N(N+1)(2N+1)

Somit ist lmpy_ e I(tN) 3 L und damit fo x < %
Analog 148t sich fol . z2dx > 1 5 zeigen.
Mit Satz 5.3 (f) folgt fol* r?de = fol “a?de =1

1 firze@Q

0 firzeR\Q

Q liegt dicht in R, daher gilt fiir jedes t € T'(0,1) mit ¢ > f :

t(z) > 1 fur alle z, bis auf die Unterteilungsstellen zu ¢.

= fo x)dx > 1

Zudem ist to = 1 eine Treppenfunktion mit der Eigenschaft ¢y > f und
Ilt) =1 = [y “fla )dx—1

In dhnlicher Weise folgt fo z)dz = 0.

Dieses Beispiel zeigt, dafl Ober- und Unterintegral einer Funktion im

Beispiel. Sei f: [0,1] = R mit f(z) = {

allgemeinen nicht iibereinstimmen miissen.
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Definition 5.4. Sei f: [a,b] — R beschrinkt. f heifit
Riemann-integrierbar,?® falls f;* f(x)dz = f; * f(z)dx ist. Der Wert

b b b *
/ f(z)dz ::/ f(z)dz = f(z)dz
heifit Riemann-Integral von f iiber [a,b)].

Satz 5.4. Die Menge V = {f: [a,b] = R, fist RIEMANN — integrierbar}
bildet einen reellen Vektorraum. Das RIEMANN-Integral ist eine Linearform
auf V' (eine lineare Abbildung V' — R) und monoton, d.h.

(a) f,LgeV = f4+geV und
J2 f@)da + [P g(a)de = [7(f(2) + g())dz

() fEV, XeR = A eV und [ M(z)dz =\ [’ f(z)da

b b
(c) f.geV, f<g = [, fl@)dz < [ g(x)de
Der Beweis erfolgt mit Satz 5.3.

Im Folgenden wird auch ,integrierbar® anstelle von ,, RIEMANN-integrierbar*

geschrieben.
Satz 5.5. Ist die Funktion f : [a,b] — R stetig, so ist sie auch integrierbar.

Beweis. Nach Satz 3.12 gibt zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen

w0, € T(a,b) mit p < f <Y und P —p <e.

Damit wird fab * f(x)de — f{f LSf(@)de <Z() —I(¢) =Z(v — ¢) < (b—a)e.
Fiir € — 0 hat dies den Grenzwert 0, woraus f: * f(x)dx = f: , f(x)dz, dh.
die Integrierbarkeit von f folgt. O

Satz 5.6. Ist f : [a,b] — R monoton, dann ist f auch integrierbar.

Beweis. O.B.d.A. sei f monoton wachsend.
Die Treppenfunktionen t¢,,t* € T'(a,b) zu der Unterteilung mit den Punkten
T = i(bjga), N e N seien durch t|(g, , 2 = f(zi—1) und |, 2 = f(23)
definiert. Dann gilt t, < f < t¢* und somit
[P fe)dz — [0, fla)de < T(¢°) — T(t.) = T(t* —t.)
=25 w (@) = fximn) = 5 (F(0) = f(0))
Fiir N — oo bleibt die Relation erhalten, d.h.
b * b .
S, f@)de — [, f(z)de <limy—oo 5 (f(b) — f(a)) =0
= [P f@)dz = [0, f(z)da O

28 Bernhard Riemann (1826-1866)
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Definition 5.5. Sei f: [a,b] — R eine reelle Funktion,
a=1xy <z <...<xy =b eine Unterteilung von [a, b] und
& € la,b], i=1...N Stiitzstellen. Dann heif}t

N
(2 — 2i-1) (&)
i=1
die Riemannsche Summe von f beziiglich der Unterteilung
a=x9 <z <...<zy =Dbund der Stiitzstellen &;,...&nN.
Die Zahl n := max{|z; — z;—1|, i =1... N} heifit Feinheit der Unterteilung.

Satz 5.7. f: [a,b] — R sei RIEMANN-integrierbar.
Dann existiert zu jedem € > 0 ein n > 0, sodaf$ fir jede Unterteilung
a=1x9<...xy =b der Feinheit < n und jede Wahl von Stiitzstellen

& € w1, 4] gilt:

b N
/ fla)dz =Y (zi —zim1)f(&)| < e

i=1

Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung ist f integrierbar, d.h.

o, ¥ € T(a,b) mit < f <Y und Z(Y — ¢) < 5.

Seia=1yy <y <...<yy =b die gemeinsame Unterteilung zu ¢ und .
Es ist —B < ), sowie ¢ < B, wobei B = || f|[[4,5]-

Nun wihle man 1 := g7

Zu einer Unterteilung a = zo < ... < xy = b von [a, b] der Feinheit < und

Stiitzstellen &; € [x;—1, 2] sei t € T(a,b) die Treppenfunktion der
dazugehorigen RIEMANN- Summe, d.h. [, | ) = f(&).
Dannist p —2B< —-B<t<B<vy+2B

Falls [z;_1, ;] C (yj—1,y;) ist, dann gilt sogar

p(x) <t(z) <P(a) Va € [z, @i

Sei eine weitere Treppenfunktion s € T'(a,b) definiert durch

s(z) = {O falls 34,7 : 2z € (xi—1,2;) und [i—1,2;) C (y;-1,v;)

2B sonst
Es folgt ¢ —s <t <1+ s.

Uberdies gibt es maximal 2M Intervalle [z;_1, x;], auf denen s = 2B ist.
Damit wird

J2 fa)de <T(p)+5 <T(p—s)+5+n-(2M)-(2B) =TL(p—s) +e < I(t) +e
und [ f(a)de > T() — 5 > T(+5) — = I(t) —¢,

also ‘f; flz) —Z(t)dz| < O

o

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung von Satz 5.7 (vgl. Ubungsaufgabe 60).
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Beispiel. Fiir a > 0 soll [ cos(x)dz bestimmt werden.
Die Riemann-Summe bzgl. der dquidistanten Unterteilung von [0, a] mit den
Punkten x; = % und der Stiitzstellen & = xy ist s, = Z:l = cos (k“)

Lemma. Istt € R kein ganzzahliges Vielfaches von 2w, dann gilt Vn € N:
1 " sin (t (n + l))
-+ Zcos(kt) = —tQ
2 — 2sin (5)
Beuweis. coskt =1 (el + e~1).

1 n _ 1w ikt _ 1 _—intN\"2n ikt _ 1 _—int1—e®ntDit
= g+ pgcos(kt) =35> e =ge ko€ = g€ T_eit

1 —e—it (e7int — e(nDit) g PA(nt3)t _ mi(nt3)t gip (t(n+1))

9 —em15 (1 — eit) 2 els — i3 2sin (%)

Damit ist

Zusammen mit lim,,_, . ﬁ =1 liefert dies
2n

/ cos(z)dx = lim s, = sin(a)
0

n—oo

Definition 5.6. Sei f: X — R eine reelle Funktion. Dann ist

foo= {f(as) falls f(z) >0

0 sonst

o= {—f(x) falls f(z) <0

0 sonst
Bs gilt f=fi —f_, sowie [f| = fo + /.
Satz 5.8. Sind f,¢g: [a,b] — R integrierbar, dann folgt
o f. und f_ sind integrierbar
e Vp e [l,00) ist |f|P integrierbar.
e fg: [a,b] — R ist integrierbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es V € > 0 Treppenfunktionen ¢, € T'(a,b)

mit ¢ < f < ¢ und [} (¢ — ¢)(x)de <e.
Also sind ¢4, 1 Treppenfunktionen mit ¢ < fi <4 und

fab (pr —Yy)(z)de < f: (p —)(x)dz < e, d.h. fi ist integrierbar.
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Entsprechend folgt die Integrierbarkeit von f_.

Wegen Satz 5.4 und |f| = f4 + f— ist damit auch |f| integrierbar.
Insbesondere ist | f| beschrankt auf [a,b]. Nun soll gezeigt werden, dafl | f|P
integrierbar ist. Sei dazu zunéchst 0 < [|f]|jq,4 < 1.

|f| ist integrierbar, d.h. V ¢ >0 Jp, 9 € T(a,b) mit 0 < ¢ < |f| <9 und
Jo = 9)) do < &,

Dann sind ¢P, P Treppenfunktionen mit ¢? < |f|P < ¢P.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 3¢ € [p(z), 1 (x)], sodaB
(w(izi’;:gzg))p — (%a”) (&) =pert ist.

= PP —pP <p(Y—¢)

= [P —oP)(x) dz <p [’ (- ¢)(x) dz <&, dh. |[f|P ist integrierbar.
Fiir den Fall || f][(q,s > 1 sei f:= ity f- Dann ist ey < 1.
Somit ist |f|” und nach Satz 5.4 auch |f|P = |\f||fa,b] - |f|? integrierbar.

SchlieBlich folgt aus obigem, dafl auch

fo==[(f+9)?%-(f—9)?]

A~ =

integrierbar ist. U
Man beachte, dafl im allgemeinen f: f(x)g(z)dx # fab f(z)dx f;g(x)dx ist.
Satz 5.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind f,¢: [a,b] — R

stetig und ist p > 0, so existiert ein & € [a,b] mit

/ ' fap()d = £(© / ’ p(a)da

Fiir den Spezialfall ¢ = 1 ergibt sich

b
/ f@)dz = F(E)(b - a)

Beweis. Sei m = inf{f(z): x € [a,b]} und M = sup{f(x): = € [a,b]}.

Dann ist me < fo < M.

Mit Satz 5.4 folgt daraus mf; o(z)dx < fab f(@)p(z)de < Mffw(x)dx.
Daher existiert ein  p € [m, M| mit fab f(@)p(z)de = /Lf(:) o(z)dz.

Und nach dem Zwischenwertsatz ist p = f(€) fiir ein £ € [a, b]. O

Satz 5.10. Seia <b<c. f: [a,c] — R ist dann und nur dann integrierbar,
wenn fliap) und fip, dies sind und [ f(z)dz = f; f(@)dz + [} f(z) gilt.

Der Beweis kann unter Verwendung von Treppenfunktionen und der Definition

des Integrals erfolgen.
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5.3 Der Hauptsatz der Differential- und

Integralrechnung

An dieser Stelle sei nocheinmal herausgestellt, dafl es sich bei der
Differenzierbarkeit einer Funktion um eine lokale Eigenschaft handelt; daher
ist die Ableitung einer Funktion in natiirlicher Weise wieder eine Funktion.
Das Integral hingegen ist iiber einem Intervall des Definitionsbereiches, also
global definiert. Es ist ein reeller Wert, welcher der Funktion und dem Intervall

zugeordnet ist, 148t sich also als Funktion von der oberen Integrationsgrenze
auffassen: F(z) = [7 f(x

Satz 5.11. Ist f: I — R stetig auf dem Intervall I und a € I, dann ist
F:1—Rmit F(x f f(@®)dt differenzierbar auf I und es gilt F' = f.

- . . x —_ x x h
Beweis. Fiir h # 0 ist %:%(IJF tydt — [ f(t) )
=4 (fff (dt + [T fyde — [7 f(t)dt) = L[ ().

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein Eh € [z, z + h]
(bzw. &, € [z + h, ], falls b < 0), sodaB f(&x)-h= ["T" f(t)dt ist.
Mit der Stetigkeit von f folgt daraus

F'(z) = limp g w = limp—o f(&n) = f(2) O

Definition 5.7. Eine Funktion F' : I — R hei3t Stammfunktion von
f: I — R, falls sie differenzierbar und F’ = f ist.

Satz 5.12. Ist F : I — R eine Stammfunktion von f: I — R, so ist

G : I — R genau dann Stammfunktion von f, wenn F — G konstant ist.

Beweis. Zunéchst seil F'— G = c fiir ein ¢ € R.
= G =(F-¢ =F =f, dh. G ist eine Stammfunktion von f.
Die Umkehrung folgt aus Satz 4.13:
=f=F = G -F =0 = G-F =const. O

Satz 5.13 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei
[ I — R stetig und F eine Stammfunktion von f. Dann gilt Va,b € I:

b
/ f(@)dz = F(b) — F(a)

Statt F(b) — F(a) wird auch F(x)|% geschrieben.

Beweis. Nach Satz 5.11 ist Fy: T — R, Fy(x f f(t)dt eine
Stammfunktion von f. Es ist Fy(a) = 0 und Fo = fa f()d

Fiir jede weitere Stammfunktion F von f gibt es ein c€ R mit FF— Fy =c.

= F(b) = F(a) = Fo(b) — = [ f®) O
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Anstelle von f; f(z)dz = F(z)|% schreibt man auch [ f(z)dz = F(z).

$S+1

Beispiel. e Fiir s € R, s #£ —1 ist ff z® do = I3 2.
Dabei sind die Integationsgrenzen fiir s € N beliebig, fiir s € Z, s < —2

miissen entweder a,b > 0 oder a,b < 0 sein und fiir s € Z miissen a,b > 0

o [sin(z) dz = —cos(z), [cos(z) dz = sin(z)
o [exp(z) do = exp(z)

o [ ﬁ dz = arctan(x)

5.4 Integrationsregeln

Zusammen mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ergeben
sich aus den Differentiationsregeln Moglichkeiten, Integrale umzuformen bzw.

zu 10sen.

Satz 5.14 (Partielle Integration). Sind f,g: [a,b] — R stetig

differenzierbar, so ist

b b
/ @) (@) dz = f@)g(@) - / f(@)g(x) dz

Beweis. Fiir F' = f - g gilt aufgrund der Produktregel

Fl(z) = f'(z)g(x) + f(z)g ()
Und mit dem Hauptsatz folgt daraus

12 f(@)g () da + [ f(2)g(z) da = F(2)|, = f(z)g(@)]; O

Satz 5.15 (Substitutionsregel). Ist f: [ — R stetig, ¢ : [a,b] — R stetig
differenzierbar und ¢([a,b]) C I, dann ist

b »(b)

[ reoe® = [ ) do

a »(a)
Beweis. Sei F': I — R eine Stammfunktion von f.
= (Fog)(t) = F'(p(t)e'(t) = fe)e'(t)
= L fle)g () dt = F(o(b)) - F(p(a) = [ f(x) da 0

Mit dp(t) = ¢'(t)dt schreibt sich obige Substitutionsregel als
b b

Jo £o(®) do = [50) f(a) da.

Beispiel. Zur Substitutionsregel:

o [Vflct+d)dt="1["T"f(z)de

Hier wurde ct + d = ¢(t) substituiert.
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. f 2tf(t?) dt = faz f(z) dr mit der Substitution 2 = ¢(t)

b
’f 1a22\}dm— ~Vz i, a2— —Vi-t g

1 Vi—2
mltle—tz.

Zur partiellen Integration:

o [Yln(z) do = [’1-In(z) dz = zIn(z)]% — [/ 1 dz = z(In(z) — 1|}

. ff arcsin(z) dor = x arcsin(z)[% — fab A du
= (zaresin(z) + V1 —22) |}

Beispiel. Sei I, = [sin™ x dz. Durch partielle Integration ergibt sich fiir
m>2: I,=—coszsin™ 'z + (m—1) [cos?zsin™ ?z dz

= —coszsin™ 'z + (m—1) [ (1 —sin’z)sin™ *x dz

= —coszsin™ 'z + (m—1)Tm_o — In)

Es folgt die Rekursionsformel

1, = f% coszsin™ 'z + mT_lIm_Q mit Ip=x und I[; = —cosz.

Setzt man die Integrationsgrenzen 0 und 7 ein, so ergibt sich fiir

z . . . —
A, = f02 sin” x dz die Rekursion A4,, = mTlAm_Q, Ag=735, A1 =1,
2n(2n—2)...4-2

iy _ (2n—-1)(2n—3)...3-1 ¢ _
somit ist  Ag, = 2n(2n_2)..42 27 Aony1 = CniD(2n—1)..3°
Fiir z € [0, %] ist sin®" ™ 2 <sin*"*' 2 < sin®" z und folglich

Azn Azn
Aonyo < Agpgr < Agpp. = 2 <L
N Aoy, .
Mit limy, 0o Z552 = limy, o EZE =1 folgt daraus

: Aznt1 _1: 2n-2n...4-4-2-2 2
limy, 0o = = limy, o0 (@nt1)(2n—1)..5331 7 1

o0
T 4n?
= — =
2 H 4n2 —
n=1

Dieser als WaLLIssches?? Produkt bekannte Ausdruck ist nach dem

VieTAschen Produkt3® die zweite bekannt gewordene analytische Darstellung
fiir die Zahl .

Satz 5.16. Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar und
= f: f(z)sinkx dz, k€ R. Dann ist limy o F(k) = 0.

Beweis. Fiir k # 0 liefert partielle Integration
= [? f(x)sinkz do = —f(z) stz |’ 1 L " /() cos ka da
Nach Voraussetzung sind f und f’ stetig auf [a, ].

2%nach John Wallis (1616-1703)

3%nach Frangois Viéte (1540-1603)
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= IMeR: |f(@)|<M, |f(x)| <M Ve [a,b]
Uberdies ist [coskz| < 1. = |F(k)| < % + |%‘/fl(b —a)

Beispiel. Fiir 0 < x < 27 ist

i sin k‘x T—x
k b
k=1

denn: Mit % = f: cos kt dt und der in 5.2 bewiesenen Beziehung

- 1
> op_q coskt = w — 3 folgt
ink x . x
Sn =2k MR = [ gmagsin ((n+5) 8) di = [0 5 di
Und nach vorangegangenem Satz ist lim, oo S, = — f; % dt = 55%.

Eine weitere Anwendung der partiellen Integration ist die Trapezregel.

Satz 5.17 (Trapezregel). Ist f: [0,1] — R zweimal stetig differenzierbar, so
Jeelo,1]:

| #a) o= 5 (70)+ £0) = 3576

1

Beweis. Fiir die Hilfsfunktion ¢(z) := 2z(1 —z) gilt ¢ > 0 Vz € [0,1],

¢ (z)=13%—z und ¢’ =—1.

Zweimalige partielle Integration von f fiihrt zu

fo ) da = — folso” f<>dx——¢<> Ié+f01so’(fc>f’(x)dw

(f( )+f( )) fo e(@)f"(x
= % (f( fo 90 f”
Und nach dem Mlttelwertsatz der Integralrechnung 3¢ el0,1]:
Jo ¢@)f" (@) dz = £(€) [y o(@) de = 5"(). 0

Damit gelangt man zu einer einfachen numerischen Quadraturformel mit

Fehlerabschatzung:

Satz 5.18. Sei f : [a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und k = |[f"||a.5)-
Weiter sei h = b_T‘ﬂ n € N die Linge eines Teilintervalls der dqidistanten

Unterteilung von [a,b] mit den Punkten a +ih, i =0,...,n. Dann ist

/nf )dz=h < +§:f +m—%f(0
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mit |R| < & (b—a)h?, d.h. der Fehler |R| nimmt quadratisch mit der Anzahl
der Gitterpunkte ab.

Beweis. Fiir jedes i =0,...,n —1sei g; : [0,1] — R definiert durch
gi(z) = f(a+ih + hz).
gi ist zweimal stetig differenzierbar; g/ (z) = h%f”(a + ih + hx).
AuBlerdem gilt g;(0) = f(a +ih) und ¢;(1) = f(a + (i + 1)h).
Nach Satz 5.17 3¢ € [0,1] mit fo gi(x) dz = 5 (9:(0) + g:(1)) — 1597 (&)
=1 (f(a+ih)+ fla+ (i+1)h)) — ?—;f”(é), wobei & = a + ih + h&;, also
& € la+ih, a—l—(i+1)h] ist.
= If= f‘ff;“ = h [} gi(z) da
=4 <f<a+m> +f(a+ (i + D)h) = 5 1"(E)
= [ f(@) de = i L = (3£(@)+ 315 fla+in) +3f(0)) + R
mit R = — 12 Z f”(fz) fiir das gilt:
|R| < 2Z”Ik—h—nk—%(b—a)h2 O

Dies ist ein Beispiel fiir eine Quadraturformel des Typs I, f = > "1 vi f ().

5.5 Uneigentliche Integrale

In den vorangegangenen Abschnitten wurden stets Integrale von beschrinkten
Funktionen iiber endlichen Intervallen betrachtet.

Nun werden Fille betrachtet, in denen die Funktion im Integrationsgebiet
teilweise unbeschrénkt ist oder in denen iiber einem unendlichen Intervall

integriert werden soll.

Definition 5.8. Ist f : [a,00) — R iiber jedem Intervall [a, R] integrierbar
und es existiert limp_. oo faR f(z) dz, dann heifit f:o f(z) dz konvergent und

/aoo flx) dz = Igijrlm/aRf(x) dx

Das uneigentliche Integral ffoo f(z) dx wird analog definiert.

Beispiel. floo mi dx konvergiert fir s > 1 und divergiert falls s <1 ist, denn:
. . B 1 R
Fiir s # 1 ist dx—m‘l—sl( )ImFalles>1lst

limpg_. o0 ﬁ =0, also fl % dzr = &_% Fir s <1 15t hmR_,(><> W = o0.

1a:S

Das Integral divergiert auch, wenn s = 1: 1R df = In(R).
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Definition 5.9. Ist f: (a,b] — R iiber jedem Intervall [a + £, b] mit
0 < e < b—a integrierbar und es existiert lim.\ o ff+€ f(z) dz, dann heifit
f; f(z) dz konvergent und

/f o i= lim " S da

a+e

Beispiel. fo =t dx konverglert fiir s < 1 und divergiert, wenn s > 1 ist, denn:
flldx* (1 —e'79%), falls s # 1. Fiir s < 1 ist

e x° (1- ~;)(7"é 1)| -
lime\ o el=% =0, also fo = dx = 15 Im Fall s > 1 ergibt sich

S

lim~oe!™® =o00. s=1 liefert fl d; = —1In(e) und lim._¢ —In(e) = cc.

Definition 5.10. f: (a,b) —» R mit a € RU{—o0}, b € RU {00} sei iiber
jedem Intervall [ov, 8] C (a,b) integrierbar. Falls lima~q [ f(2) dz und
limg ff f(x) dz existieren, wobei ¢ € (a, b) beliebig ist, so ist fab f(z) dz
konvergent und hat den Wert

b c B
/af(m)dxzoltl\rrz/a f(z) dm—i—[lBi;r%)/c f(z) dz

dx

. 1 . 0 . -
Beispiel. e [ \/% = limo [, \/% +limeo fy A=
= —lim.\ g arcsin (¢ — 1) + lim\garcsin (1 —¢) =7

o de  _ 7; 0 dx : R 4z
* f—oo 1+x2 — hmRHOO f—R 1422 + hmR"OO fO 1+z2
= limp_, o arctan (—R) + limpg_, o arctan (R) = 7

° fo wg L divergiert Vs € R, denn fiir s # 1 ist

R doe _ 1 d R da _ 1— 1 1
.fs xswife 3:59:+.f Swi (176 S)+s—1(17R5*1)
Der erste Summand konverglert nur fiir s < 1, in diesem Fall aber

divergiert der zweite Summand. Letzterer konvergiert, falls s > 1 ist;
dann jedoch divergiert der erste Summand.

Fiir s = 1 divergiert sowohl f 9z als auch [} . 2.

Definition 5.11. Ist f : [a,b]\{c} — R mit ¢ € (a,d) iiber jedem Intervall
[a,c—¢], 0<e<c—aund [c+¢,b], 0<e<b— cintegrierbar und es

existiert limewo [0 ° f(z) dz, sowie lim.\ o fchrE f(z) dz, dann ist

b c—e b
/ f(z) dz := lim f(z) daz + lim f(z) da

eNo0 J, eNo0 c+e

In einigen Fiéllen kann durch Betrachtung uneigentlicher Integrale eine

Aussage iiber die Konvergenz einer unendlichen Reihe gemacht werden:

Satz 5.19 (Integralkriterium). Ist f: [1,00) — R monoton fallend, so

konvergiert Yo", f(n) dann und nur dann, wenn [;° f(z) dz konvergiert.
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Beweis. Nach Voraussetzung fillt f monoton; damit folgt f > 0, wenn

[7° f(z) dz oder 307 f(n) konvergiert.

Firn—1<z<nist f(n) < f(z) < f(n—1).

= f(héflﬂ)dx<ﬂn*U

= Y 2f )< [ @) de < 3205 F (), d

falls fl ) dz konverglert dann ist Z 1 fln ) beschrankt und wegen f > 0
monoton Wauchsend7 also konvergent.

Ist andererseits ZnN:1 f(n) konvergent, so ist le f(z) dx beschrankt und

monoton wachsend. O

Beispiel. >.>° konvergiert fiir s > 1 und divergiert, falls s < 1 ist.

nlnb

5.6 Weitere Anwendungen der Integralrechnung

In Abschnitt 4.3 wurde eine n mal differenzierbare Funktionen f: I — R als
Summe eines Taylorpolynoms

— fw) fm 2 " (a) n
T, f(z,a) = f(a) + (x —a)+ (r—a)+.. .+ 3% (@ —a)", acl
und eines Rebtghedes Rn+1( )= f( ) — T, f(x,a) dargestellt.
Fiir n+1 mal stetig differenzierbare Funktionen ergab sich die LAGRANGEsche
Form des Restgliedes: R, y1(x) = %( — a)™*1 mit ¢ zwischen a und z.
Nun soll eine weitere Restgliedform vorgestellt werden.

Satz 5.20 (Integralform des Restgliedes). Sei f: I — R n+1 mal stetig
differenzierbar auf I und a € I. Dann gilt fir olle x € I:

Rus(&) = 1)~ Tuf o) = 4 [ (o =070 ar

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber n.
Fiir n = 0 ist nach Satz 5.13 Ry = f(z) — f(a) = [ f(t) dt
Die Behauptung sei wahr fiir n — 1, d.h.
f(x) = Tho1f(x,a) = ﬁ [2 (@ =t)nt (e dt
Durch partielle Integation ergibt sich daraus
f(@) = T 1f(x a) = —Mﬂm( A A CE L AR OR
F (q o o
=+ ) @ +1><>olt
= flz) - foa mf )" frt () de 0

Die Ungleichungen fiir Normen aus 4.4 lassen sich auf Integralnormen
erweitern. Im Folgenden wird dies am Beispiel der HOLDERschen Ungleichung

dargestellt.
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Definition 5.12. Sei f : [a,b] — R RIEMANN-integrierbar und p > 1. Die
p-Norm von f beziiglich [a, b] ist

) :
|Uhf:</f@ﬂp®>

Die so definierte p-Norm erfiillt die Bedingungen von Definition 3.21.

Satz 5.21 (Holdersche Ungleichung). Sind f,g: [a,b] — R integrierbar
und p,q > 0 mit 1% + %, so gilt

|umh—/Wf )] dz < |11l - lglla

Beweis. Man betrachte eine dquidistante Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle
der Lange h, , n € N und beliebige Stiitzstellen

& € [a+zh",a+(z+1)hn], i=0,...,n—1.

Fiir die dazugehorigen RIEMANN-Summen wurde die HOLDERsche

(rhse0) (naten)|

(e (ot

Nach Satz 5.7 ist hrnnﬂOO (Zk Ll | F(&R)IP f |f(z)]P dz und
limy, oo (35— Bn |g(&x)|? f lg(z)|? dz. Damlt folgt die Behauptung. [

Ungleichung schon gezeigt (Satz 4.22).

n

PN BIEDD
k=1

k=1

10
Q=

h: f(&) higten)|

IN

5

k=1

(5

k=1

3=
Q=

5.7 Integation und Grenziibergang

Satz 5.22. Sei I ein endliches Intervall und (fn)nen eine Folge stetiger
Funktionen f, : I — R, die gleichmdf$ig gegen eine Funktion f konvergiert.
Weiterhin sei F,, eine Stammfunktion von f, und fir ein xo € I existiere
lim,, 00 Fr(z0). Dann konvergiert (F,)nen gleichmdfig gegen eine
Stammfunktion F von f. Interpretation: Va,b € I :

limy, 00 f fo(z) do = F|b = f; flx)dx = ff lim,, o fn(x) do

Beweis. L moge die Lange des Intervalls I bezeichnen.
Man setze F(z) := lim, o Fp(zo) + f;o f(t) dt. Dann ist F eine

Stammfunktion von f und es bleibt noch F,, — F' zu zeigen.
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Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist

IFula) — ()| = |Fa(o) + [7, fult) dt — Flao) — [ £0) d]

< |Fu(@0) = F(zo)| + | [ (falt) = £(2)) dt] < |Fu(wo) — F(xo)| + Lllfu — fls
Da (fy)n gleichméBig gegen f konvergiert, existiert zu jedem & > 0 ein
NeN: |[fu—fll1 <35z Yn>N.

AuBlerdem gibt es nach Voraussetzung ein

N'"eN: |Fy(x9) — F(x)| < § Vn>N".

= Vn>max(N,N'): Vzel: |F,(z)— F(z)| <e. O

Bemerkung. Die Konvergenz von (F),) in einem Punkt zy 148t sich immer
erreichen:

Ist G, eine Stammfunktion von f,, dann auch F,(z) = G, (x) — G, (x0) und
fiir F, gilt F,,(z9) =0 Vn, d.h. lim, . F, existiert.

Bemerkung. Bei Reihen vertauschen Integration und Grenzwertbildung in

analoger Weise.

Eine mogliche Anwendung von Satz 5.22 ist die gliedweisen Integration

gleichméfig konvergenter Reihen.

Beispiel. €* =>>7 “+. Im Beweis von Satz 3.20 wurde gezeigt, dafl

n=0
Potenzreihen innerhalb des Konvergenzradius gleichméflig konvergieren.
= [etda= nOf dz = Zoilmn—r;:e”—l

Satz 5.23. Ist (fn)nen eine Folge RIEMANN-integrierbarer Funktionen,
welche gleichmdfig gegen eine Funktion f konvergiert, so ist die Folge
(f falz dx) konvergent und

lim,, o0 fa fo(z)de = f{f lim,, o0 frn(z)dz = fab f(x)dz.

Beispiel. Fiir |t| < 1 betrachte man (1 — )72 = %) 1)me2n,

Diese Reihe ist in jedem kompakten Telhntervall von [ 1,1] glelchmaﬁlg
1
7)(=1

)0 fy e

Mit ( " ) = (—1)"M ergibt sich daraus eine Darstellung von arcsin x

27 n!
a0 T gt 1-3-5...2n—1) _9on+1
als Reihe: [] m—arcsmx—m—i—zn | i) & n+

konvergent. Fiir |z| < 1 gilt somit: [’ \/ﬁ =300 (5

Bemerkung (Satz von ARZELA- OSGOOD31). Konvergiert (f,,)nen punktweise
gegen eine Funktion f, so ist ( f fulx dx) konvergent, wenn (||fxl]),,

beschriinkt ist. In diesem Fall gilt lim,, . fa fu(z)dz = f: f(x)dz

31 Cesare Arzela (1847-1912), William Osgood (1864-1943)
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6 Fourier-Reihen

Analytische Funktionen sind dadurch charakterisiert, daf} sie sich mit Hilfe von
Potenzreihen darstellen lassen. Eine weitere Moglichkeit der Darstellung von

Funktionen als Reihe bieten die trigonometrischen Reihen.

6.1 Trigonometrische Polynome und Fourier-Reihen

Definition 6.1.

n

T(x) = Z crelr®

k=—n

mit ¢ € C und = € R heif}t trigonometrisches Polynom vom Grad n.

Bemerkung. Summen und Produkte trigonometrischer Polynome sind wieder

trigonometrische Polynome.

Aus der Beziehung e** = cos kz + isin kx ergibt sich eine alternative

Darstellung trigonometrischer Polynome:

agp

5 +Zakcoskx+bksinkx

k=1

T(x)

mit ag=2co, ar =cp+c—g, b =1i(cp —c_g)
bzw. ¢ = %(ak — ibk), C_p = %((Lk + ibk)
Es besteht die Orthogonalitétsrelation
1 2 . .
— eMfe iy = 4§
2 0 v
Damit ist ¢, = o= [77 T(x)e #*dz und die Koeffizienten ¢; sind fiir
gegebenes T'(z) eindeutig bestimmyt.

T'(z) ist reell, wenn ¢ = c_y, ist, d.h. alle ax und by, reell sind.

Definition 6.2.
oo
Z ckeikx
k=—oc0
mit ¢ € C und z € R heifit trigonometrische Reihe. Sie konvergiert, wenn

. n Fy
limy, oo Yo, cre®

existiert.

Hat die Funktion f eine Darstellung als trigonometrische Reihe Y ;0 cpelk®

und kann diese gliedweise integriert werden, was nach Satz 5.23 z.B. bei
gleichméfliger Konvergenz der Fall ist, so gilt

1 27

Ck (z)e *Fedy

:%0
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denn wegen der Orthogonalitdtsrelation ist
02Tr flx)e kedy =520 fozﬂ cnetme i = 2mey

Es folgt ay = %foh f(x)coskr dz und b = %f(fﬂ f(x)sin kz da.

Bemerkung. Bei der Bestimmung der Koeffizienten kann iiber ein beliebiges

Intervall der Lange 27 integriert werden, da die Integranden 27-periodisch

sind. Ist f eine gerade Funktion, so ist by = 0 V k; fiir ungerade Funktionen

sind alle a = 0.

Somit sind die Koeffizienten einer trigonometrischen Reihe eindeutig bestimmt,

wenn diese punktweise konvergiert und gliedweise integriert werden darf.

Satz 6.1. Konvergiert > - cn absolut, dann ist die Funktion

n=—oo

f(z) =37 cne'™ stetig und 2m-periodisch. Die Darstellung von f als

S cne™ st eindeutig.

n=—oo

Beweis. Fiir jedes nichtleere, abgeschlossene Intervall I C R ist

llcnei™||; = |cn]. Mit dem WEIERSTRABschen Konvergenzkriterium folgt, daf
> el gleichmiBig konvergiert. Wegen Satz 3.16 ist die Grenzfunktion
f damit stetig.

Uberdies ist die Reihe gliedweise integrierbar, d.h. die Koeffizienten ¢, sind
nach obigen Betrachtungen eindeutig bestimmt.

f ist 27m-periodisch, weil jedes ei”® dies ist. O
Beispiel. Fiir s > 1sind f(z) = > 07, “2% und g(x) = Y~ | ©1E stetige

Funktionen mit der Periode 2.

Es stellt sich nun nicht mehr allein die Frage, ob die Reihe Zzozfoo ceth®

konvergiert, sondern ob sie auch gegen die gegebene Funktion f konvergiert,

. . . 2w —i
wenn sich die Koeffizienten ¢ aus ¢ = i o flx)e k2 qg ergeben, d.h.

inwiefern f durch eine trigonometrische Reihe dargestellt werden kann.

Definition 6.3. Ist die Funktion f 2m-periodisch und es existiert

02” f(z)e"**dz, so sind die Zahlen ¢ = 5= f027r f(x)e~**dz die

Fourier-Koeffizienten?? von f.

Definition 6.4. Sind ¢; die FOURIER-Koeffizienten der 27-periodischen
Funktion f, dann heifit > 72 cxe'*® die zu f gehérige Fourier-Reihe.

—z+5 firz<nw
Beispiel. Sei f: [0,27] = R mit f(x) = { 3

r—gm firz >

und g(z) = % 4+ > | a, cosna + isinnz die zu f gehdrige FOURIER-Reihe.
f ist gerade, daher sind die Koeffizienten b,, = 0.

32nach Joseph Fourier (1768-1830)
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4y =L [T (x4 T) cosnax dz + L [*7 (z — 37) cosna dz
= ao = 0 und fiir n > 1 ergibt sich mittels partieller Integration
ay = Wn? (1 _ (_1)11)7 d.h. g(x) 4 (COS$ + cosB:c + cosS:c + . )

g ist stetig, da > "7, %_21)” absolut konverglert.

Beispiel. Man betrachte die an den Stellen (2k + 1) - 7, k € Z unstetige
T — 27 — 7 firzx 2k + ), ke Z
Funktion f(x) = { L] # )

0 fir x = 2k + )7
VA WA

Diese Funktion ist ungerade, daher hat die zugehorige FOURIER-Reihe die

. . qyn+1
Form Y7 | b, sinnz. b, = 2 [7_wsinnz do = %;
damit ist 2 (sinm — % + % - .. ) die FOURIER-Reihe von f.

Sie konvergiert punktweise gegen die gegebene Funktion.

Beispiel. Sei f(z) =In(2cos (£)). f ist gerade und die uneigentlichen

Integrale a,, = + f In (2 cos (2)) cosnx dxr sind absolut konvergent:
( 1)n+1

cosy — o8 4 o852 - Sije divergiert fiir z = (2k + 1)7 k € Z.

apn = . Die zu f gehorige FOURIER-Reihe ist somit

Die Frage nach der Darstellbarkeit einer Funktion durch ihre FOURIER-Reihe
ist auch Gegenstand des folgenden Abschnitts.

6.2 Der Satz von Fejér

Definition 6.5. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit Regelfunktion, wenn es
eine Folge von Treppenfunktionen g, € T'(a,b) gibt, die gleichméBig gegen f

konvergiert.

Bemerkung. f: [a,b] — R ist genau dann eine Regelfunktion, wenn sie in a
einen rechtsseitigen, in b einen linksseitigen und in jedem x € (a,b) einen

rechts- und linksseitigen Grenzwert hat.

Satz 6.2 (Satz von Fejér). 33 Sei f eine 2m-periodische Regelfunktion und
fir alle zo gelte  f(z0) = & (limy gy f(2) + limg~ o, f(z)). Weiter seien

Cp = % OQW f(x)e *edy | sp(z) =3, cre™ und

on(x) = %(so(x) +s1(z)+ ...+ sn_1(2)).

Dann konvergiert o, punktweise gegen f und (||on||)nen ist beschrinkt.

Beweis. Zunichst soll eine Integraldarstellung fiir o, (x) hergeleitet werden.
sm(®) = TR (€05 [T e () dt) = L7 (S, €O f(1) dt

33 Lipot Fejér (1880-1959)
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Die Substitution z — ¢t = y fiihrt zu sy, (z) = &= [7_ (i, e*f(z +y)) dy

—T
Die Summe im Integranden 148t sich zusammenfassen:

m iky _ \~m o iky mik(—y) _ 1 _ 1—elv(mtD 1—e lv(m+D)
k=—m € " = Z;_gzo € ka:o e _1 = T i—ew T 1w
_ (emvgenimy) (el imi DY) (g emiv) 4o 1 — cosmy—cos (mt1)y

- 2—(elv4e—1v) - 1—cosy

Damit wird s,,(z) = = [ cosmy—cos mt )y (5 4 y) dy

27 J—=x l—cosy

-1

Der Integrand ist in 0 nicht definiert; das Integral jedoch konvergiert.
Es folgt  0,(2) = 5 [T 12981 £ 4 y) dy

2mn 7w l—cosy

und mit cos2a = 1 — 2sin®a ist

. (I)ZL Q <Sinnzy>2f(x+y) dy
n 2mn ), \ sin}
Definition 6.6. oy 2
-2 (23)

heif}t n-ter Fejérscher Kern.

Die FEJERschen Kerne haben einige niitzliche Eigenschaften:
o K, >0
e K,(y) = Kn(—y), d.h. die Kerne sind gerade Funktionen.
o [T Kuly)dy=1

e Fiir alle 0 > 0 konvergiert (K, |[—x,—s)u[s,x )nen gleichmiBig gegen 0.

-t

Mit dieser Definition schreibt sich o, (z) als ["_ K, (y)f(z —y) dy,

_ —~ K,(z) firaxe€[-m 7]
d.h. o, ist das Faltungsprodukt von f und K, (z) :=
0 sonst

Mit der Voraussetzung f(z) = 3 (f(z4+) + f(z_)), wobei f(z) = limz, f(2)
und f(z_) = limz ~, f(x) ist, folgt

f@) =3 |7 Ku(y)(f(24) + f(2-)) dy

AuBerdem gilt wegen K, (y) = K,,(—y):

on(r) =5 [2 Kn(@)(f(z +y) + fz —y)) dy.
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Hiernach ist o, (z) = [T Kng(y) dy mit

9(y) = L@ +y) + f(fc —y) — flas) — fla)).

Nun wird die punktweise Konvergenz von o,, gezeigt.

Die Funktion g ist stetig in 0 und verschwindet dort, daher existiert V e > 0
ein (von x abhéngiges) ¢ > 0,sodaBVy: |y|<d = |g(y)| <e.
Zusammen mit K, > 0 1iefert dies die Abschétzung

‘f Ko ( W)lg(y)| dy
sz_éKn )dy<sf_ﬂKn (y)dy =¢

Fiir die beiden anderen Teile des Integrals fiir o, nutze man

Kn(y) < 5% - =17, was direkt aus der Definition der Fejérschen Kerne folgt
2

— 27n

4
und lg(y)| < 201711 |7, Kagly) dyl < 220 | [T Kagly) dyl < 2 2%
= |ow(z) = flz)| <e+ L. 2

n  sin?g

Somit 1d8t sich fiir alle z und £ > 0 ein N € N mit

lon(z) — f(z)| <€ Vn >N finden, d.h. (0,) konvergiert punktweise gegen f.
Mithin ist (||on||)nen beschrinkt:

llonll =11 /=, Kn()f (@ —y) dyll < [I£1] J7, Kuly) dy = |If]] B

Bemerkung. Ist die Funktion f stetig und 2mw-periodisch, so ist sie auch
gleichméfig stetig. Damit 148t sich ¢ in vorangegangenem Beweis unabhéngig
von x wahlen, womit o,, gleichméBig gegen f konvergiert. Demzufolge kann
jede stetige, periodische Funktion gleichméfiig durch trigonometrische

Polynome approximiert werden.

6.3 Konvergenz in der Hilbert-Norm

Bemerkung. Die komplexwertigen Regelfunktionen der Periode 27 bilden einen

Vektorraum iiber C.

Definition 6.7. Seien f,g: R — C Regelfunktionen. Dann heif3t

27

(f.9) = ; f(2)g(x) dz
Skalarprodukt von f und g.
Bemerkung. Fir (-,-) gilt
e (f,g) =g, f). Sind f und g reell, so ist (f, g) reell und (f,g) = (g, f)
e (-,-) ist linear in der ersten Kompoente, d.h.

(fi+ f2r9) = (f1,9) + (f2,9) and (Af,g) =X(f,9) mit AeC
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und konjugiert linear in der zweiten Komponente, d.h.
<f7gl+92>:<fagl>+<fa92> und <f7)‘g>:X<fvg> mit A € C

e Fiir stetige f ist (-, -) positiv definit, d.h. (f, f) > 0 und
(LHh=0 « [f=0

o (f,9){f gy <{f,[){g,9) (Cavucny-ScuwARzsche Ungleichung)

(+,-) induziert eine Norm auf dem Vektorraum der komplexwertigen

2m-periodischen Regelfunktionen.

1112 = VTF.0) = /0”|f<x>|2 da

heifit Hilbert-Norm von f.

f und g heiflen orthogonal zueinander, wenn (f, g) = 0 ist.

Definition 6.8.

Definition 6.9. Sei A eine beliebige Indexmenge. (fy)aca heilit
Orthonormalsystem, falls (f,, f3) = dap gilt.

Beispiel. (# ei"’”) ist ein Orthonormalsystem.
P Vors nez Y

Bemerkung. Jedem f sind beziiglich eines Orthonormalsystems (fu)aca

eindeutig Zahlen ¢, = (f, fo) zugeordnet. Sie heiflen FOURIER-Koeffizienten
von f ngl' (fa)aeA-

Satz 6.3. Sei (fo)aca ein Orthonormalsystem und E eine endliche Teilmenge
von A. Dann wird die HILBERT-Norm ||f — > c p uafall2 mit uq € C

minimal, wenn u, die FOURIER-Koeffizienten, also uy = co = ([, fo) sind.

Beweis. Hf*ZaeEUafa”%: <f72aeEuozfaa ffzaeEuafa>

= <f7 - ZaeE ua<fon f> - ZaeE%Oﬂy fa> + <ZaeE Ua fo s ZQGE uafa>
Die f, bilden ein Orthonormalsystem; folglich ist

<ZaeE Ua fo s ZaeEuafa> = ZaeE U U,
= =D uakal3 =B =D leal? + D lea —ual® (%)

ackE acE aclk

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn der letzte Term verschwindet. O

Bemerkung. Aus () ergibt sich die Ungleichung 0 < || f]13 — >, cx lcal?

=|f- ZaeE CafaH% <|If- ZaeE uafa”% mit ¢4, uq Wie oben.

Es folgt weiter
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Satz 6.4 (Besselsche Ungleichung?®!). Fiir jede Teilmenge B C A ist

Yaep lcal® konvergent und 3, g |cal® < [If]13.

Definition 6.10. Eine Funktionenfolge (g, )nen konvergiert in der

Hilbert-Norm gegen f, wenn lim,_ ||f — gnll2 = 0.

Es stellt sich nun die Frage, ob fiir ein gegebenes Orthonormalsystem (f,)aca
die Summe 4 (f, fo)fa gegen f konvergiert.
Wegen ||f =Y cpcafall3 =If113 — X ack lcal? aus (x) ist dies dquivalent

zu Hf”% = ZaeA |Ca|2-

Definition 6.11. Ein Orthonormalsystem (f,)aca heiit vollstéindig, falls
fiir alle f gilt: [|f][3 = e q [(f, fa)l*.

Bemerkung. Ist (fa)aca ein vollstindiges Orthonormalsystem, so gilt fiir alle
f, g die PARSEVALsche Gleichung3®

<fvg> = Z <fa fa><gafa>

acA

Beispiel. (# ei"””) ist ein vollstandiges Orthonormalsystem.
’4 Von el g Yy

Dies soll als Satz formuliert werden:

Satz 6.5. Ist f eine Regelfunktion der Periode 2w, dann konvergiert die
FOURIER-Reihe von f in der HILBERT-Norm gegen f, d.h.
1f =50 onei®@lla =0 mit cp = A= [T f(£)e I dt.
Das Orthonormalsystem (\/% eim”) ist vollstandig, d.h.

o ) - ) neZ
Jo @) de =300 e

Beweis. Sei s, (r) =Y r__, cke*® und o,41(z) = %H(SO(CE) + ...+ sp(2)).
Nach Satz 6.2 konvergiert (o,,), punktweise gegen f und (||op]||)n ist
beschrinkt, woraus mit dem Satz von ARZELA-OSGOOD

My oo || f = ongillz = 7, limy oo | f(#) — 0ngr(2)]? dz =0 folgt.

Nach Satz 6.3 gilt aulerdem 0 < ||f — s,|]3 <||f — 0pt1]|3 ; somit ist auch

lim,, o0 ||f — onll2 = 0. O

6.4 Ausblick: Punktweise Konvergenz

Satz 6.6. Sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen, s, = a1 +as+ ...+ a,
und o, = %(51—&-524—...—&—5”).

34nach Wilhelm Bessel (1784-1846)

35nach Marc-Antoine Parseval (1755-1836)
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Konwvergiert o, gegen eine Zahl s und |a,| < = Vn, so konvergiert auch

(Sn)nen gegen s.
Mit dem Satz von FEJER folgt daraus

Satz 6.7. Ist [ eine Regelfunktion der Periode 27, ¢i die FOURIER-
Koeffizienten von f und es existiert ein ¢ > 0, mit |¢x| < ﬁ Vk e Z\{0},
dann konvergiert die FOURIER-Reihe Zii_oo cre*® punktweise gegen f.

Dies ist z.B. der Fall, wenn f eine stetig differenzierbare Funktion ist, denn
dann gilt fiir k #0: [ f(t)e™ ™ dt = f(t)%e_i’”[7r — LT f(t)e ™ dt
=—L [ f(t)e % dt, also |cx| < %

Auch 27-periodische Treppenfunktionen erfiillen die Voraussetzung von Satz
6.7. Ist —m =29 <z <...<x, =7 eine Zerlegung von [—7, 7] und

g € T(—m,7) mit gz, ,2,) =% % €EC, i=12,...n, dann sind die
FoURIER- Koeffizienten von g

= i 25:1 :i_l ~je ikt dt = ﬁi ;:1 O G

= el < gl ok Sy (et — emibei)

[K]

Satz 6.8. Jede stiickweise stetig differenzierbare 2mw-periodische Funktion wird

durch ihre FOURIER-Reihe dargestellt.
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