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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die Axiome der natiirlichen Zahlen

1,2=1+1,3=2+1 ...

Kardinalzahlen: Anzahbestimmung
Ordinalzahlen: Dinge werden durch Numerieren geordnet.

Hier werden priméar Ordinalzahlen behandelt.
Standpunkt: A priori gegeben ist eine Menge N, genannt natiirliche Zahlen, mit
folgenden Eigenschaften:

Axiom 1) 1 ist eine natiirliche Zahl, d.h. N enth&lt mindestens ein Argument,
nadmlich die 1.

Axiom 2) (Arithmetisches Axiom) Jedem Paar m,n von natiirlichen Zahlen sind
zwel weitere natiirliche Zahlen m+n (Summe) und m-n (Produkt)zugeordnet,
und fiir die Verkniipfungen (Addition/Multiplikation) gelten die folgenden
Regeln:
1.1=1:
fiir beliebige nat. Zahlen gilt:

i)y m+(n+r)=(m+n)+r
i) m-n=n-m
iv) m(nr)=(mn)r

v) m(n4r)=mn+mr

)
Axiom 3) (Anordnungsaxiom)

i) Fiir zwei beliebige vorgegebene nat. Zahlen mn gilt genau eine der
folgenden Alternativen
m<n,m=mnoderm>n

i) Fiir alle nat. Zahlen n gilt n > 1



Axiom 4) (vollstdndige Induktion)
Sei M eine Menge von natiirlichen Zahlen mit
i) 1 gehort zu M
il) mit n gehdrt auch n+1 zu M

Dann ist M=N, d.h. M enthélt alle nat. Zahlen.

Bezeichnung: Gilt m=n+r, so schreibt man m > n (,m ist grofer als n“) oder
auch n < m. Entsprechend soll m > n (bzw. m < n) fiir folgende Alternativen
gelten: Entweder ist m > n (bzw. m < n) oder m = n.

Problem 1) Gibt es natiirliche Zahlen, d.h. haben sie eine reale Existenz au-
Berhalb unseres Bewufseins?
Kronecker (1823-1891) ,Natiirliche Zahlen sind von Gott gemacht.“
Dedekind (1831-1916) , Natiirliche Zahlen sind reines Menschenwerk.“
Standpunkt der modernen Mathematik: Die Frage nach der Existenz der
nat. Zahlen ist unsinnig und unendscheidbar. Sinnvolle mathematische

Aussagen betreffen nur die Beziehungen, die zwischen nat. Zahlen bestehen
und die Regeln, nach denen man expiriert.

Problem 2) Es konnte a priori passieren, dafl man beim Umgang mit den
Regeln auf Widerspriiche stofit. Kann man die Widerspruchsfreiheit der
Axiome 1-4 beweisen? Hieran wird seit ca. 100 Jahren gearbeitet.

Problem 3) Braucht man wirklich die umfangreichen Axiome 1-47
Nein, es reichen die sogenannten “Peano-Axiome”.

Satz:
Hhm<nundn<p=m<p

i)y m<nbzw.m=nbzw.m>n=>m+p<n+pbzw. m+p=n—+p
bzw. m+p > n+ p.

iii) Ist m > n, so hat die Gleichung m = n 4 r genau eine Losung r, die man
die Differenz von m und n nennt, r = m — n.

iv) Gilt m > n und p > ¢, so folgt
m+p>n—+gq

vim>n=>m>n+1

vi) m>n bzw. m =n bzw. m <n
= mp > np bzw. mp = np bzw. mp < np

vil) m > nund p > ¢ = mp > ng
Beweis:

i) Es gilt nach Definition
m<nsn=m-+r
Genauson < p<&p=n-+s
Esgitp=n+s=(m+r)+s=m+(r+s)
dh.m<p qed.



il) Wir zeigen z.B.
mn=>m+p<n+p
Wegen m <ngiltn=m+r

= n+p=(m+r)+p=p+(m+r)=(p+m)+r=(m+p)+r qed.

Die Umkehrung der Aussagen ergibt sich daraus, dafl die Félle m < n,m =
n,m > n sich gegenseitig ausschlieen (Axiom 3)

v) m>nheilt m=n+r>n+1, weil » > 1 nach 3.2

1.2 Beweis durch vollstindige Induktion. Defi-
nition durch Induktion

Satz:
Fiir jede nat. Zahl n sei eine Aussage s,, gegeben. Es gelte

i) sp sei richtig.

ii) Unter der Annahme, daf} s, richtig ist, kann man die Richtigkeit von s, 41
beweisen.

Dann ist s, richtig fiir jede nat. Zahl.

Beweis:

Sei M die Menge der nat. Zahlen, fiir die s, richtig ist. Nach Voraussetzung gilt
dann 1 € M, und mit n in M gilt auch n+1 in M. Daher gilt nach Axiom 4),
dafl M=N, das heif}t, s, ist richtig fiir alle nat. Zahlen.

Beispiel: Es gilt n -1 = n fiir alle nat. Zahlen n.

Induktionsanfang:

n=1.
Es gilt 1 -1 =1 nach Axiom 1), also ist s; wahr.
Induktionsbehauptung:

sp 1st wahr, dh.n-1=mn
Induktionsschlufi:

zu zeigen fir spy1: (n+1)-1=n+1
Esgilt: (n+1) - 1=n-1+1-1=n+1-1=n+1
Daher ist nach Satz die Behauptung richtig fiir alle nat. Zahlen n.

Unter , Definition durch Induktion® versteht man folgendes:
Fiir jede nat. Zahl n wird ein Element f(n) einer Menge X definiert durch

i) Angabe von f(1)

ii) Angabe einer Vorschrift, die es gestattet, fiir jede nat. Zahl n f(n+1) aus
f(1),f(2), ... f(n) zu erhalten

lda die Induktionsbehauptung wahr ist



DaB solch eine Definition sinnvoll ist, besagt der ,Rekursionssatz® (wird hier

nicht bewiesen).

Beispiel: Sei a nat. Zahl. Dann definiert man die Potenzen a” (n nat. Zahl)

durch a!' = a, a®t' =a - a”.

Beispiel zum Induktionsbewelis:

Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt
n2+1>2-n

Induktionsanfang:

n=1: 1241>2-1

S 2>2

Induktionsbehauptung:

n2+1>2-n

Induktionsschluf:

(n+1)2+1>2(n+ 1) ist zu zeigen

Esgilt:(n+1)2+1=(n*+2n+1)+1
=m*+1)+2n+1>%22n+2n+1

>3+ 1+1=2n+2=2(n+1) qed.

1.3 Mengen. Abbildungen von Mengen

Arbeitshypothese (nach Canter, 1845 -1918, Begriinder der Mengenlehre)
Die Menge ist die Zusammmenfassung von wohlunterschiedenen Objekten

des Denkens oder der Sachwelt zu eilnem Ganzen.

Notationen:

i) Sei M eine Menge von Objekten a, b. Dann sagt man, dafi a Element von
M ist (im Zeichen a € M). Man schreibt auch M={a,b, ... }.
Oft wird eine Menge durch gewisse Eigenschaften ihrer Objekte definiert,
z. B. M bestehe aus genau den Elementen einer Menge My, fiir die die

Eigenschaften Eq, Es, ... gelten, dann schreibt man:
M = {z]x € My , x hat die Eigenschaften Ey, Es, ..

1.

ii) Die Menge, die kein Element enthélt, heifit leere Menge (im Zeichen @).
Vorsicht! Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Element
enthalten. Frage: Entalt M sich selbst (Rund‘sche Axiome)?

Definition i) Sind alle Elemente der Menge M auch Elemente der Menge
M, so heifit M* Teilmenge von M (M C M, M D M*). Zwei Mengen

heiflen gleich, wenn M C M‘und M C M.

i) Gilt M C M, M # M, so heifit M‘ echte Teilmenge von M.

iii) Seien A B Mengen. Dann setzt man:
AN B :={z|x € Aund # € B} (Durchschnitt)
AUB := {z|z € A oder x € B} (Vereinigung)

A\ B :={z|z € A« ¢ B} (Differenz von A und B)

?nach Induktionsvoraussetzung
3denn 2n > 1 nach Axiom



Entsprechendes gilt fiir beliebig viele Mengen.

Definition Seien A,B Mengen, a € A,b € B. Dann definiert man das geordnete
Paar (a,b) als die Menge M = {{a}, {a,b}}.
Man beachte: Fiir a = b gilt (a, @) = {{a}}. (Dies ist formal etwas anderes
als a oder { a }.)

Es gilt: (a,b)=(a’,b’) genau dann (<), wenn a = a’, b = ¥'.
Sei (a,b) = (a',b’). Dann gilt also
Hat {a,b}} = {{a'}, {d',b'}}.

1) {a}={d'} < a=d und
{a,b} = {d', b’} also b=V

Ndat={d WV} =a=d=b=1%
Man nennt A x B = {(a,b)|a € A,b € B} das kartesische Podukt von A und B.

Definition Seien A; (i=1, ... ,n) Mengen, a; € A;.
Dann definiert man das geordnete n-Tupel (ai, as,...,a,) als das Paar
((a1,...,an-1),an). (Induktive Definition) Entsprechend definiert man
Ay x Aa x - x Ap. Es gilt (ag, ... an) = (@15, ..., an)
Sa=a'Vi=1,...,n [V = fir alle]

Definition Seien A, B Mengen. Dann nennt man eine Teilmenge R C A x B
eine Relation zwischen A und B.

Definition Seien A B Mengen. Dann versteht man unter einer Abbildung von
A nach B ein Tripel f=(A,B,R), wobei R eine Relation zwischen A und
B ist mit der Eigenschaft, daf fiir jedes ¢ € A ein eindeutig bestimmtes
Element b € B existiert mit (a,b) € R.* Statt f=(A,B,R) schreibt man
f: A= B,a— f(a).

Mit anderen Worten: Eine Abbildung f : A — B,a +— f(a) ist eine Voschrift,

die jedem a € A ein eindeutig bestimmtes Element b = f(a) in B zuordnet.

Beispiel:
A=1{1,3,5} B=1{2,5,11,30,33}
FA=B f(1)=2,f3)=11,f(5) =2

Man beachte:
Zwei Abbildungen f: A— B,a— f(a) und g : A° = B, a‘ — g(a‘) sind genau
dann gleich, wenn A=A‘, B=B‘ und f(a) = g(a) Va € A gilt.

Definition Man nennt A den Definitionsbereich von fund f(A) := {f(a)|a € A}.

Beispiel:
wie oben {1, 3,5} ist Definitionsbereich von f und f(A4) = {2,11}.

Definition Sei f : A — B,a — f(a) Abbildung. Sei A’ C A. Dann heifit
flar : A" = B, flar(a) = f(a) (a € A) die Einschrankung von f auf A*.

4Man schreibt b=f(a) und nennt b das Bild von a unter f.



Beispiel:
wie oben

A= {1} fla: A = B; fla(l) =2

Definition Sei f : A — B Abbildung. Dann heifit f surjektiv, falls f(A)=B.
Man nennt f injektiv, falls gilt:f(a) = f(a‘) = a = a* (d.h. verschiedene
Elemente haben verschiedene Bilder). Man nennt f bijektiv, falls f surjek-
tiv und injektiv ist (d.h. fiir jedes b € B existiert genau ein ¢ € A mit

fa) =b).

oo o/

1Y surjektiv, nicht injektiv
[ N )

oo [ J A

1 injektiv, nicht surjektiv
oo o o [

[ I J [ J A

1Y weder surjektiv, noch injektiv
eeoeoe B

[ I J [ J A

P4 bijektiv

oo o B

Definition i) Sei A eine Menge. Dann nennt man id4 : A = A, a — a die
identische Abbildung (Identitdt) der Menge A.

ii) Seien f: A = B, g : B — C Abbildungen. Dann heifit go f : A — C,
(go f)(a) :=g(f(a)) die Komposition von f und g.

Satz Sei f : A — B bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung ¢ : B = A
mit go f = id| 4. Diese nennt man die inverse Abbildung von { und schreibt

g=/""t

Beweis: Sei b € B. Da f bijektiv ist, existiert genau ein ¢ € A mit f(a) = b.
Man setze g : B — A, g(b) = a. Dann gilt (g o f)(a)= g(f(a))= g(b) = a.
Es ist klar, dafl g eindeutig bestimmt ist durch die Eigenschaft go f = id4.
Zusatz: Es gilt auch fog = idp, denn (fog)(b)< f(g(b)) = fla) = b.
f~1 ist auch bijektiv.

Definition Zwei Mengen A und B heifien gleichmichtig, falls eine bijektive
Abbildung f : A — B existiert (A ~ B).

Satz 2 Es gilt
i) A~A
i) A~B =>B~A
i) A~B, B~C = A~C



Beweis: i) ida, A — A, bijektiv

ii) f: A — B bijektiv = f~1: B — A bijektiv

iii) Seien f : A —» B, ¢ : B — C bijektiv. Dann ist go f: A= C
bijektiv, denn g o f ist injektiv.
(g0 f)(a) =(gof)(a)
= g(f(a)) = g(f(a')) =° f(a) = f(a)
=0 a=a
Also ist g o f injektiv. Der Beweis fiir g o f surjektiv ist dhnlich.

1.4 Endliche Mengen

Eine Menge M heifit endlich, wenn sie entweder leer ist oder gleichméchtig zu
einem ,, Abschnitt® A, := {k € N|1 < k < n} (fir ein n € N) ist.

Wir wollen zeigen, daf} obiges n eindeutig bestimmt ist. In anderen Worten:

Satz1 A, ~A,<m=n

Beweis: <« klar!
= Beweis durch Widerspruch
Sei Ay ~ Ap. Angenommen m # n. Dann gilt m > n oder m < n. Daher
geniigt es zu zeigen: Fiir m > n existiert keine bijektive Abbildung von
A,, nach A,,.
Beweis durch vollstdndige Induktion nach n
n=1. Dann Ay = {1}, A,, D {m, 1}, m # 1, denn m > 1. Aber es existiert
keine bijektive Abb. f: A; — A,,.
n — n + 1 Angenommen, es gibt eine bijektive Abb. f : A1 — An
mit m > n + 1. Dann existiert ¢ € A,41 mit f({) = m. Man betrachte
gla, + An = Ap. Die Abbildung & : A, — An:, h(k) := g(k) ist nach
Konstruktion bijektiv. Daher hat man einen Widersruch zur Induktions-
behauptung, denn m* > n.

Definition Sei M # 0, M endlich, M ~ A,. Dann heifit n die Kardinalitat
n=#M =|M|.

Satz 2 Es gilt

i) Sind M,M* endlich, M ~ M, so gilt #M=#M".

ii) Teilmengen endlicher Mengen sind endlich; gilt M C M, so folgt
#M < #M mit Gleichheit genau dann, wenn M=M".

Beweis: Ubungsaufgaben

5¢ injektiv
6f injektiv
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1.5 Abzihlbare Mengen. Nichtabzihlbare Men-
gen

Intuitiv ist klar, daff N unendlich (d.h. nicht endlich) ist (ist n €N, so sind
n, n+1,n+42, ... alle voneinander verschieden). Dies ist auch formal beweisbar:
wéare I endlich, also N~ A, fiir ein n € N, so folgt:

wegen A1 C N (1.4 Satz 2ii) gilt

n+1=#An41 < # N=#A, =n  Widerspruch!

Standpunkt: N ist die ,einfachste“ unendliche Menge.
Definition Eine Menge M heifit abzédhlbar, falls M ~ N.
Beispiel: {2n|n € N} ist abzihlbar.

Definition Eine Folge ay,as,... von Elementen einer Menge M ist eine Ab-
bildung a :N— M, n — a(n). Statt a(n) schreibt man a,. Statt aj, as, ...
schreibt man (a”)neN .

Beispiele:
i) 2,4,6,...,d.h. ap =2n (n € N)
i) 1,2,1,2, ... d.h.

N n ungerade
=12 n gerade

Offenbar 1st M genau dann abzdhlbar, wenn es eine Folge (a”)neN von Ele-
menten aus M gibt, so dafl jedes Element von M genau einmal als Folgenglied
auftritt. Dann kann man M abz&hlbar nennen.

Satz 1 Unendliche Teilmengen abzidhlbarer Mengen sind abzdhlbar.
Zum Beweis wird benutzt:

Satz 2 Jede nicht leere Teilmenge M C N hat ein kleinstes Element, d.h. es
gibt ng € M mit ng < m Vm € M. Dieses ng ist eindeutig bestimmdt.

Beweis von Satz 2: Sei A, :={ne€ Nln<mVmée& M}. Esgilt 1 € A, denn
1 < m sogar Vm € N (Axiom 3). Wéare mit jedem n in A auch n+1 in A,
so folgte A =N nach Axiom 4. Aber M enthilt mindestens ein Element m.
Also folgte m+1€ A, also m + 1 < m Widerspruch
Also existiert ng € A mit ng+1 ¢ A. Dann ist ng kleinstes Element in M,
denn wegen ng € A ist ng < mVme M.
Wegen ng + 1 ¢ A gibt es mg € M mit np + 1 > mg, d.h. ng > mg. Aber
mg > ng wegen mg € M = ng=mg € M.
Sind ng, ng* zwel kleinste Elemente in M, so gilt nach Def. ng < ng* < nyg.
Daher ng‘ = ng. Daher ist Satz 2 bewiesen.

Beweis von Satz 1: Es geniigt zu zeigen, dafl jede Teilmenge M von N abz&hl-
bar ist. Sei m das kleinste Element von M (s. Satz 2), ms das kleinste Ele-
ment von M\{m }, ms das kleinste Element von M\{m1, ms} usw. Dieser
Prozefl kann nicht abbrechen, denn M ist unendlich. Dann ist (m“)MEN

11



eine Abzéhlung von M. Es gilt m, # m, (v # p)nach Konstruktion. Au-

Berdem tritt jedes m € M als Folgeglied auf, denn sonst gibe es m € M

mit

my < mg < mg < --- < m (sukzessive), also ware {mU}ueN C A, also
N———

~N
ware N endlich.  Widerspruch!

Satz 3 N x N ist abzahlbar.

Beweis: Das folgende Schema ist eine Abzahlung fiir NxIN :

(1,1) > (1,2)  (1,3)...
vd '
(2,1) > (2,2) (2,3)...

v
(3,1) « (3,2)  (3,3)...

Korollar (Folgerung): My, Ma, ..., M, abzihlbar
= M7 x My x --- x M, abzdhlbar.

Beweis : Durch vollstindige Induktion
My x (Ma x -+ x Mp) ~Nx N ~ N.

Satz3

Satz 4 Die Menge aller Folgen f :N— {0,1} ist iiberabzéihlbar, d.h. weder
endlich noch abzdhlbar.

Beweis M ist unendlich, denn die Folgen f; mit fx : 0,0,0,... 0,1,0 ...
N——
k—te Stelle

sind alle paarweise verschieden. Angenommen M wére abzahlbar. Sei f1, fa, . ..

eine Abzahlung mit f, = (Z’m)neN' Man setze
f= (Z”)neN mit

{1 , Znn =0
Zp 1=

0 , zpn=1

Dann f € M, aber f # fi fiir jedes k €N. Also ist M nicht abzéhlbar.

= ,,Cantor‘sches Diagonalverfahren®

12



Kapitel 2

Die reellen Zahlen

2.1 Einfithrende Bemerkungen

Per Definition kann man in N addieren und multiplizieren. Umkehrungen dieser
Operationen fiihren zu Problemen.

x+a=b nur in N lésbar fiir b > a.
Lésung: Einfiihrung von 0,-1,-2 ...

Geometrisch: Zahlengerade (gerade orientierte ,, Linie®)

Zeichne Punkte von 0 aus. Sei s ,,Urmeter”, d.h. s ist Strecke der Lange r. Man
trage s sukzessive nach rechts, ausgehend von 0, ab. Die rechten Endpunkte der
entstehenden Intervalle heiflen 1,2,3, ...
Die Einfiithrung der negativen natiirlichen Zahlen entspricht dem Wunsch, s
auch von 0 aus nach links abzutragen und den Endpunkten der entstehenden
Intervalle Namen zu geben.
Umkehrung der Multiplikation (Division):

g-x=p (¢,p€N)
Geometrisch: Man nehme (von 0 aus) den g-ten Teil des p-fachen der Strecke s.
= Erfindung der rationalen Zahlen durch die alten Griechen.
Hier: Wir denken uns die rationalen Zahlen. 2—’ (p,q€Zg#07=1...,-2,-1,—,1,2,...})
(wie oben auf der Zahlgeraden dargestellt):
Beobachtung: Die rationalen Zahlen @ liegen ,,dicht“ auf der Zahlengeraden,
denn in jedem vorgegebenen Intervall kann man eine rationale Zahl durch ge-
eigneten Teilungsprozefl finden.
Frage: Fiillt Q die Zahlengerade génzlich aus?
Pythagoras (ca. 600 v.Chr.): Es gibt Strecken, die von 0 aus abgetragen, keine

13



rationale Zahl als Endpunkt haben. Man betrachte ein gleichschenkliges, recht-
winkliges Dreieck mit Kathetenldnge 1.
Satz des Pythagoras: h> = 12 4+ 12 = 2 also ,h = /2 “.

Behauptung: h ist nicht rational.

Beweis durch Widerspruch. Angenommen h ist rational, also h = %(q,p €
N). (Wir benutzen jetzt, daf jede natiirliche Zahl sich eindeutig bis auf
die Reihenfolge als Produkt von Primzahlen darstellen 1a8t.)

Nach Kiirzen von gemeinsamen Faktoren kann man erreichen, dafi p und
q teilerfremd sind.

Es gilt : 2 = h? = L = 2¢> = p?

Es folgt: 2 teilt p?, also p=2u. Daher:

297 = (2u)? = 4u? = ¢% = 2u® = ¢ = 2v Widerspruch zur Teiler-
fremdheit von p und q.

Daher ist h nicht rational.

Die Zahlengerade enthalt also ,,Liicken®, die nicht von Q@ ausgefiillt werden.
Eudoxos (408-355 v.Chr.) Man ,stopfe“ die ,,Locher® durch Einfilhrung einer
neuen Art von Zahlen, ,irrationale Zahlen“ genannt.

Cantor, Dedekind (1872): strenger Aufbau einer Theorie der irrationalen Zahlen.
R =reelle Zahlen und ,irrationale“ Zahlen

Man kann ausgehend von N und seinen Axiomen die ganzen Zahlen 7, die
rationalen Zahlen @@ und schliefilich R (streng logisch) konstruieren. (siche auch
Springer: ,,Zahlen®)

2.2 Die Axiome der reellen Zahlen

Wir denken uns a priori gegeben eine Menge R, reelle Zahlen genannt, die eine
Reihe von Axiomen erfiillen:

A) Algebraische Axiome

C

)

B) Anordnungsaxiome
) Axiom iiber die Einbettung von N in R
)

D

Axiom von der monotonen Folge

Zu A) Es gibt Abbildungen R x R — R (a,b) — a + b (Addition), R x R — R,
(a,b) — a/b (oder auch a - b) (Multiplikation) mit folgenden Regeln:
Hat+(b+e)=(a+b)+¢ (Va, b, c € R) (Assoziativitit)
i) a+b=b+a (Va, b € R) (Kommutativitit)

iil) es gibt ein eindeutig bestimmtes Element 0 (,,die Null“), so dal a +
0=a (Va e R)

iv) zu jedem a € R existiert ein eindeutig bestimmtes Element b € R mit
a4+ b =0 (man schreibt & = —a) und nennt —a das Negative von a.

L Gleiches Argument wie vorher
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v) a(be) = (ab)e (Va,b,c € R)
vi)a-b=1b-a (Va,b € R)

vii) es existiert ein eindeutig bestimmtes Element e € R, e # 0, mit a-e =

a (Va € R)

viil) zu jedem a € R, a # 0 existiert ein eindeutig bestimmtes b € R, b # 0
mit @ - b = e (man schreibt b = a~! und nennt a~! das Inverse von
a).
ix) a(b+c¢) = ab+ ac (Va,b,c € R)

Zu B) Wir fordern, dafl auch in R eine Ordnungsrelation ,, < “ gegeben ist, d.h.
es gibt eine Relation R C R x R auf R (statt (a,b) € R schreibt man
a < b) mit den Eigenschaften:

i) fir je zwei Elemente a,b € R gilt genau eine der Alternativen a <
bya=1b,a>b(a> b bedeutet b < a)

i) a <bund b < ¢ = a<c (Transitivitit)
i) a<b=at+e<b+e Ya,b,c € R
iv)a>0und b>0=a-0>0

Zu C) Wir verlangen, dafl N eine Teilmenge von R ist, derart daf die alge-
braische Eins e mit der natiirlichen Zahl 1 zusammenfallt und dafl die
Addition, die Multiplikation und Ordnungsrelation ,, < “ von N C R
mit den fritherdefinierten Addition, Multiplikation und Ordnungsrelation
zusammenfallt.

Zu D) Um D) zu formulieren, bendtigen wir Definitionen

i) Unter einer Zahlenfolge(ay), .jy versteht man eine Folge von reellen
Zahlen, d.h. ¢, e R Vn > 1.

ii) Eine Zahlenfolge (ay ),y heiBit beschréankt, wenn es K € IR gibt mit
an < K Vn €N. Ein solches K heifit obere Schranke von (a")neN'
Eine Zahlenfolge (ay ), .y heifit nach unten beschrénkt, wenn 3K € R
mit K < a, Vn € N. (3 =es gibt) Ein solches K heifit untere
Schranke von (a”)neN'

iii) Man nennt K € IR kleinste obere Schranke von (a;),py, wenn K
erstens obere Schranke von (a”)neN ist und zweitens keine Schran-
ke von (a”)neN echt kleiner als K existiert. Entsprechend wird der
Begriff groite obere Schranke definiert.

iv) Eine Zahlenfolge (a”)neN heifft monoton wachsend, falls a, < an,41 Vn €
I¥ gilt. Sie heifit streng monoton wachsend, falls a, < apy1 Vn € N.
Entsprechend wird monoton fallend (a, > an41 Vn € N) und
streng monoton fallend (a, > a,41 Vn € N) definiert.

Beispiele:
1) an:% (VneN): 1,11

IR EREE
Diese Folge ist beschrinkt und streng monoton fallend (0 < % <1,

1 1. . .
und a1 < formaler Beweis spater)
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2) a, =n? (VneN): 14,9, ...
Diese Folge ist nach unten beschréankt, nicht nach oben beschrankt
und streng monoton wachsend (formaler Beweis spéter).

3) ap=(-1)" (VneN):-11,-1,...

beschrankt und nicht monoton fallend

Zu D) Jede monoton wachsende (bzw. monoton fallende) beschrankte Zahlen-
folge besitzt eine kleinste obere (bzw. grofite untere) Schranke.
Dieses Axiom impliziert: ,,Die Zahlengerade hat keine Locher.

Man kann Axiom D) dazu benutzen, zu zeigen, dafl die Zahlengerade keine
Locher hat. Genauer: Seien a, b € R, a < b,dann heifit 7 = [a,b] = {# € Rla < 2z < b}
kompaktes Intervall mit Endpunkten a und b.

Satz Sel (I”)neN eine Folge von kompakten Intervallen mit I,,11 < I,, (Vn €
N). Man sagt, die Intervalle sind geschachtelt.

,_
—1
—1
[ i}
[ i}
[ i}

Dann 3s € R mit s € [, Vn e N

Bemerkung: Der Satz ist ,interessant®, falls die Linge “b, — a,” gegen
Null geht, fiir ,n — co®.

Beweis: Sei I, = [a,, b,] mit a, < b,.
Es gilt nach Voraussetzung

Iy C I Ym >n
Das heif3t:

an < am < by, < by, Ym > n (2.1)

Hieraus folgt:

an < by, VYm,n € N

A < by, Ym > n

Statt m schreibe n.
Statt n schreibe m.

an < by, Vn>m

D.h. (an), 1y ist nach oben beschriankt, und jedes by, (m € IN) ist obere
Schranke. Mit m = n+ 1 in (2.1) folgt ap < apy1 Vn € N, d.h. (a”)neN
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ist monoton wachsend.

Nach Axiom D) hat (a”)neN eine kleinste obere Schranke, sei diese s. Da s
obere Schranke ist, gilt a, <'s, Vn € N. Da s kleinste obere Schranke und
(a”)neN durch b, (m € N) nach oben beschrankt ist, gilt nach Definition
der kleinsten oberen Schranke s < b, Vn € N, also s <b,,, Vn € N. Daher
folgt ap, <s<b, VneN alsosel, VneN q.ed

2.3 Folgerungen aus den algebraischen Axiomen
Notationen: a — b = a+ (=b), Va,b e R

%:wb_l Va,beR, b#0

Ny =NuU {0}
7Z =Ny U (=N) = Die Menge der ganzen Zahlen
—N:={z €Rlx = —n} firein n € N

Q = Die Menge der rationalen Zahlen = {B lp,q € Z,q# 0}
q

Satz 1 i) Fiir ¢,b € R hat die Gleichung # + ¢ = b genau eine Losung,
namlich z = b — a.

i) Fiir a,b € R,a # 0 hat a - = b genau eine Losung namlich # = g

Beweis i) Sei # = b — a. Dann gilt:
r+a=0b-a)+a=(b+(—a))+a=b+ ((—a)+a) =b+0=1"5 nach Axiom D)
Sei x irgendeine Losung von « 4+ @ = b. Dann gilt
b—a=(zx+a)—a=a+(a—a) =2+ 0=z nach Axiom D) q.ed
ii) genauso

Satz 2 i) =0 =0, a=—(—a) Ya € R
i) a-0=0-a=0 Va e R
i) —a=(-1)-a

Beweis i) Es gilt

ferner
a+(—a)=0=a=—(—a)

wegen der Eindeutigkeit des negativen Elements.
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ii)
a-0+0)=a-0+a-0 = a-0=0

N —— .
a0 Satz 1 1)

i)
0=a¢-0=a(l-1)=a-14a-(-1)=a+(-1)-a= —a=(-1)a
Satz 3: (Vorzeichenregel)

Es gilt (—a)(—=b) = a - b und (—a)(b) = a(—b) = —(ab) Va,b € R, ferner
(ma)"'=—a"! YaeR,a#0

Beweis Man benutze Satz 2 iii)
z.B.

—(ab) = (=1)(ab) = ((-1)a)b = (—a)b usw. q.ed
Satz 4 Es gelte a-6=10 (a,b e R)
Dann folgt @ = 0 oder b = 0.

Beweis Ist a = 0, so ist nichts zu zeigen.
Sei a # 0. Dann Ja~!, und es folgt aus a-b = 0, daB a=*(ab) =a=1-0=0
= a Yab) = (¢7ta)b=1b=b=0 q.ed.

Definition (Summe, Produktzeichen)

Seien ai, asg, ... reelle Zahlen. Man definiert
n ay Jallsm =1
_ n—1
Zav— (Zal,)—l—an alls n > 1
v=t v=1
Ferner setzt man
n ay Jallsn =1
H a, = n—1
] v (H al,)~an gallsn > 1
v= v=1

Man kann die ,iiblichen® Regeln schreiben, z.B. gilt
i)

Z(au +b1/) = Zay + Zbu
v=1 v=1 v=1
ii)
a Y a, = Zn:aal,
v=1 v=1



Definition (Potenzen)
Sel a €R. Fir n € N setzt man

n [ oat ,n=1
@ T gt n>1

Es gilt dann @™ - a™ = a™*" (¢ € R,a # 0,n,m € Z). Fiir a # 0 setzt man
a® := 1 (Manchmal setzt man auch 0° := 1, Vorsicht!).

Satz 5 (Rechnen mit Briichen)

a ¢ ad + cb

E‘i’g— bd (vaabacadER’b’d;éo)
a ¢ a-c
2 114 (Va,b,c,d € R, b,d # 0)

Beweis Ubungsaufgaben

2.4 Fakultit, Binomialkoeffizienten

Definition Sei n € N. Dann setzt man

nl 1 ,n=1
Tl (n=1Dln ;n>1
Ferner 0! = 1.

Man kann zeigen, es gibt genau n! bijektive Abbildungen von {1,2,... n} auf
sich.

Definition Sein € N v € Ny, v < n, dann setzt man
Beispiel

Satz 1 i)
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ii)

" + " = ntl O0<vr<n-1
v v+1 v+1 - =

Hieraus folgt induktiv, da (7) € .

iii) (Z) ist die Anzahl der r-elementigen Teillmengen einer n-elementigen
Menge.

Beweis i) klar!

ii)
(Z)Jr(yL) = y!(nn—!u)!+(1/+1)!(Z!—y—1)!

B n! 1 n 1
a vim—v—-DI\n—v v+1

B n! . v+1l+n—v
C vin—v=1)! (n-v)(v+1)
B n! . n+1
ovln—v=1! (n—v)(v+1)
B (n+ 1)!

v+ D=

_ n+1
o v+1

iii) LaBt sich mit Hilfe des ,Pascal‘schen Dreiecks® veranschaulichen.

(o) =1).

q.e.d.

1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=5H

Satz 2 (Binomischer Lehrsatz)
Fiir a,b € R und n €N gilt:

i =35 (M)

=0
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Beweis durch vollstandige Induktion nach n
Induktionanfang: n =1

Linke Seite: (a +b0)! =a+b
Rechte Seite:(é)albo + (1)a0b1 =a+b V4

Induktionsschlufi: Unter der Annahme der Behauptung fiir n zeige man
die Behauptung fiir n 4+ 1. Es gelte also:

wrr =3 (1)

Dann folgt:
@+ = (a+b)atd)
- n n—viy
= (a+b) (Z(V)a b)
Induktions- v=0
anfang

_ ;()H_W+Z<)%WH

Setze p=v+1

— Z( ) n41-— Vbu_i_ri—:l( ) LS AT
v=0

Setze wieder pt = v

— n+1 Vv &= n+1—1/ v
Z 2, b
v=0

n

_ n+1 n n+l—vv . n n+l—vv
= a + (V)a b —|—Z<V_1)a b+

O-ter Term ¥=! v=1

ST (G MAS SRS

— n+1 n+ n+1— l/bl/ bn+1
+;< y ) +

n+1
— Z n+1 an+1—ubu
14

=0
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2.5 Rechnen mit Ungleichungen, Absolutbetrag

Ry :={x € Rlx > 0} = die Menge der positiven reellen Zahlen

Satz 1 a>0,6>0=a-b>0
i) a<0,b>0=a-b<0
i) <0, b<0=a-6>0

Beweis i) ist Axiom B iv)
i) a<0 = a+(—a)<0+(—a),dh 0<—a
Axiom B
genauso 0 < —b
Nach i) folgt daher 0 < (—a)(—b) = ab

—
2.3 Satz 3iii)

Satz 2 Ja<bunde>0=a-c<b-c
ii)a<bunde<0=a-c>b-c¢

Beweis i) a<hb = 0<b—a
Axiom B iii)
= 0< (b—a)e=bc—ac
~——————
Satz 1i)
= ac<bc q.ed
ii) &hnlich

Satz 3 0<1

Beweis Es gilt 1 = ¢ # 0 (nach C und A viii) ). Nach B) gilt also entweder
1< 0oder1>0.
Angenommen 1 < 0
Dann folgte 1 = 1-1 > 0 nach Satz 1 iii), also wére 1 > 0 als auch 1 <0
Widerspruch!!
Also ist die Annahme 1 < 0 nicht wahr, also gilt 1 > 0. q.e.d.

Korollar Vn € N gilt n > 0.
Beweis Esist n>1>0.

Satz 4

1 1
I<a<b=0< =< —
b a

Beweis Esgilt a% = 1. Wegen 1 > 0und e > 0 folgt % > 0, sonst Widerspruch
zu Satz 1. Genauso % > 0. Daher folgt aus a < b

Q| o

1 b
Za<Z dh 1
a a<a < \:E'/

Satz 2
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Satzb5 1) a>0,a">b"firemnneN =a>b
i) a>0,6>0,a" =b"fiireinneN = a=5b
Beweis i) Angenommen, es ist nicht ¢ > b. Dann gilt ¢ < b.
Gilt a = 0, so folgt 0 < b also 0 < b7, d.h. a™ < ™. Widerspruch zur
Voraussetzung

Sei @ > 0. Dann folgt aus a < b
a? < ba < b? (Satz 2), also a? < b?. Dann folgt a® < ab? < b3 usw.
Widerspruch zur Voraussetzung q.e.d.

ii) Angenommen a # b. Dann ist a > b oder a < b. Es folgt hieraus wie
unter i), dal @™ > b" oder b” > a”. Widerspruch zur Voraussetzung
= a="0

Definition Sei ¢ € R. Dann setzt man

. a ,fallsa >0
Jaf = —a , fallsa <0

Sprich ,,a absolut*.

Setze
1 ,fallsa>0
sign (a) := 0 ,fallsa=0
—1,fallsa <0
,, Vorzeichen von a“
Lemma i) |a| = a-sign (a)
i) [0]=0, |a] > 0fiira#0
i) | — al = o
iv) a? = |al?
v) —la] < a < |al
| | | | | .
T T T T T >
a 0

|a| = Abstand von zum Nullpunkt

1) Sei a > 0. Dann ist
la| = a, asign(a) =a-1=a q.ed.

Sel ¢ = 0. Dann ist
[0]=0, 0-sign-0=0 q.e.d.

Sel a < 0. Dann ist
la| = —a, a-sign(a) =a-(—1) = —a q.ed.

Beweis: ii),iii),iv) klar!
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5) Fallunterscheidung
a=0
a>0: —la|<a<al
S —a<a<adenma<aVaeR

und —a<a=2a>05a>0
a<0: —la|<a<la
& —(—a)<a<—a, a<a< —a

richtig, denn a < 0

Satz 6
2)
3)

1) la| >0, |a|=0a=0
|a- b = |af |b]
la +b] <la|+1b] (,Dreiecksungleichung®)

Man sagt, daB | - | eine Norm auf R definiert.

Bewels

2)

Korollar

2)

Bewels

2)

Satz 7
2)

Bewels

1) s.Lemma
B gilt (b)) = (ab)? = @ = |of?[b[? = (Jal b}

Lemma 1v

Daher folgt aus Satz bii) wegen |ab| > 0, |a||b] > 0, dafB |a| |b] = |ab]
la+b]? = (a+b)? = a?+2ab+b* = |a|* + 2ab+ [b]*? < la|? +
—

Lemma v
2Jab| + [b] = |a|* + 2|a] b+ [b]* = (Ja] + [b])".
Daher folgt |a + b < |a] + |b] q.e.d.

1) Seien ay,as,...,ay, € R. Dann gilt

n
< Z |al,|
v=1

n

Zau

v=1

[laf = 18] < |a —b]

1) durch vollstindige Induktion nach n
la+b+cl=(a+b)+c| <|a+bl+ |e| < la|+ [b] + |¢]
la| = [(a — b) + b < |a — b] + |b] (,,Dreiecksungleichung®)
b = 1(b—a) +al < |b—a|+|a] = [a — b+ |a|

& |a[ = [b] < |a—b|

— (la] = o) <o —b]

= [la[ = [o]] < |a —b|

1) Jzg|<e —e<a<e
|z —ag| <eorp—e<a<agte

1) Sei |#| < €. Nach Lemma V gilt —|z| < & < |#|. Aus |z] < € (oder
—|z| > —e¢) folgt also

< —fe[<a< <

Sel —e < # < €. Sei & > 0. Dann ist || = #, also folgt || < €. Sei
z < 0. Dann ist || = —& dann folgt aus —e < z, dafl —& < ¢, d.h.
|| < e q.ed.
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2) In i) ersetze man « durch # — zg. Dann ist also nach i) |z — 2| < €
dquivalent zu —e <z —xp < e wg—e< v <mg+¢€ q.e.d.

To— € o xo+ € 0

Definition Seien z,y € R. Dann heifit |z — y| = |y — | der Abstand von # und
v.
Satz8 1) jx—y|>0, |[z—y|=02=y
2) |z —yl=ly— =l
3) |e—yl <l —z+|z -yl

Beweis i)-+ii) folgt aus Satz 6
fife -yl = (2 —2) + G-l <Je—zl+l: -yl qed

Definition Seien a,b€ R mit ¢ < b. Dann heiflen die Mengen

(a,b) ={z€Rla< z < b}

[a,b] ;= {z € Rla <z < b}

(a,b] .= {z e Rla <z < b}

[a,0) = {zeRla <z < b}

Intervalle mit Endpunkten a und b. Genauer heift (a, b) offen,[a, b] abge-
schlossen (bzw. kompaktes) Intervall. Ferner nennt man (a, b], [a, b) halb-
offene Intervalle.

a atb b

Mittelpunkt

Definition Sei 2o € R, e€ R, ¢ > 0. Dann heifit
Ue(wg) := {z€R||x — 29| < ¢} eUmgebung von xy. Bemerkung: Es
ist Uc(wg) = {xo — €, xg + €} Satz 7, also Uc(xg) offenes Intervall mit
Endpunkten g — €, zg + € und Mittelpunkt 2y und ,Linge“ 2e.

Satz 9 Sei z € R. Es gelte |¢] < e Ye€ R, ¢ > 0. Dann ist = 0.

Beweis Angenommen z # 0. Dann ist || > 0. Setze ¢ := 1/2|x|. Nach Vor-
aussetzung gilt dann

1
|z < % = 1< 5= 2 <1 Widerspruch
wegen |z| >0

Also mufl gelten + = 0. q.ed.
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2.6 Einige niitzliche Ungleichungen

Satz 1 (Bernoulli-Ungleichung)
SeineN,n > 2. Sel a€ R mit a > 0 oder —1 < @ < 0. Dann gilt:
(I+a)*>14n-a

Beweis Fiir a > 0 folgt dies aus dem binomischen Lehrsatz, denn

(1+a)" = Zn:c)cﬂw—y]

=0

- (g)a0+ (T)al-I-VZZ:Z(Z)a”: 1—|—n~a+é (Z)a”

> 14+ na wegena>0

Im allgemeinen Fall Beweis durch Induktion nach n

Induktionsanfang: n =2 (1+a)? =1+ 2a+a” > 1+ 2a wegen a # 0
Induktionsschluff auf n + 1: Es gelte also (1 +a)” > 1+ na

Dann gilt:

1+a)*"* = (A+a)(1+a)” > (1+a)(l+na)
Wegen 1 + a > 0 nach Voraussetzung
= l+na+a+na®=1+(n+1)a+ na?
> 14+ (n+1)a qed.

Satz 2 Sein(0,1).Danngilt1—|—q—|—q2—|—~~~—|—q”<ﬁ—q VneN

Beweis Setze s, :=14+q¢+¢>+---+¢"
Dann gilt ¢s, = ¢+ ¢> +3 4+ -+ ¢* + ¢* 1!
Daher

Sn(l_Q) = Sn —(S8pn :1_qn+1
1—gnt! 1
=5, = g < denn
1—g¢ 1—g¢

1—¢"tt <1 o 0< ¢! richtig, denn ¢ > 0

Satz 3 Firne N n> 2 gilt

1 n—1 1 n
(e l) ™ < (142) <5
n—1 n

Bemerkung: Die Folge (a,), ¢ py mit a, := (1+ %)n ist also (streng) monoton
wachsend und beschrénkt. Nach Axiom D) hat also (an),, c v eine kleinste obere
Schranke, etwa e. (Wir werden ,,e“ spater auf etwas andere Weise einfiihren).
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Bewels

1
)< (+3)
n
)n—l <n+1)n
= <
n
)n—l <n+1)n
= <
1 n
n )n (n—l—l)n
= <
n—1 n
-1 ntl)"
. S
n n
(=)
n—1 (nz—l)n
& < -
n n
1 1\"
. 1 (1e)
n n
(x) ist richtig, denn setzt man in Satz 1 a = — -5, so folgt
1\" 1
LY
n n

Daher (wegen ,, & ) ist auch i) richtig. ii) z.z.

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:
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1\" " /n 1 n 1 n\ 1 L\ 1
14 = R R - —
(en) = 20)w=0) w () S0

=0
" /n\ 1
= 9 -
+VZ_:2<1/)71V
Es gilt
n I nan-1)--(n-v+1) 1
v) n v! nv
_onn=1)---(n—-v+1) 1
a nv v!
_on o n—1 n-2 n—wv-1) 1
T oon n n n v!
— 1(1_1) (1_2)...(1_1/_1) i
n n n v!
1
< 1-1--1.===
- vl !
1 1
= < > 2
2.3y = w1 (=2
o ny 1 < 1
v/ nY — 21/—1
Daher folgt:
n n n n—1
1 n\ 1 1 1 1 1 1
1+=-) =2 — <2 =24 = — 24— =24+1=3 e.
<+n) +22<y)nv— +222v—1 Tl S\</ MR S a-e
= = = atZQ

mit ¢=1

Satz 4 (,Schwarz’sche Ungleichung“)
Fiir zwei n-Tupel reeller Zahlen (a1, ...,a, = und (by,...,b,) gilt stets

() < () (5]

n n

A= Zalz,, B = Zal,bl,, C’::Zn:bz
v=1

v= r=1

Bewels Sel

—_

Fiir t € R gilt:

0< Y (a+1tb)? = (al + 2tayb, +°b2) = A+ 2B +°C (x)
v=1

v=1

Fallunterscheidung

1) € =0,dannist b, = 0 Vv, also ist auch B = 0, und die zu beweisende
Ungleichung ist trivialerweise richtig.
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2) C#0.1In (x) setze t = =£. Dann folgt:

= 0
= B?

IA

IA A

_B —B\?
A+2( =2V (=2) ¢
* ((J) +<0>
29B2 B2
o T ©
BZ
A_F |-C  ( beachte C' > 0)
AC — B?

AC q.e.d.

A=
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Kapitel 3

Folgen, Reihen und Mengen
reeller Zahlen

3.1 Der Satz von Eudoxox-Archimedes

Satz Sei a€ R. Dann dn € N mit n > a.

Beweis Angenommen, dies ist nicht richtig. Dann da € R mit n < a Vn € N.
daher ist die Folge (an)nE Iy mit @, = n beschrénkt. Da die Folge ay,
monoton wachsend ist, hat sie nach Axiom D eine kleinste obere Schranke
b. Wegen 0 < 1 gilt b — 1 < b. Daher ist b — 1 keine obere Schanke von
(an), e py- Daher 3k € Nmit b—1 < k. Es folgt b < k+1€ N, daher kann
b nicht obere Schranke von (ay), e Iy sein. Widerspruch. Daher ist unsere
Annahme falsch und es gilt die Behauptung des Satzes.

Korollar Sei ee R, ¢ > 0. Dann AN € N, sodaBVn > N, n€ N gilt % < e

Bewels Im Satz setze man a := % Nach Satz 3N € N mit % <N<n((VneN
mit n > N). q.e.d.

3.2 Grenzwertbegriff. Konvergente und diver-
gente Folgen

Definition Eine Zahlenfolge (an)nE 1y heifit konvergent, wenn es eine reelle
Zahl a gibt mit folgender Eigenschaft: zu jedem e € R) € > 0 gibt es eine
natiirliche Zahl N = N (e) derart, daf

lan, —al<e VYVneNmitn>N

Aquivalent dazu ist: in jeder e-Umgebung U.(a) (¢ > 0) liegen ,fast alle“
(d.h. alle bis auf endlich viele) Glieder der Folge (an), ¢ fy- Man sagt
dann, daf (a,), ¢ 1y gegen den Limes (Grenzwert) a konvergiert (strebt),

mm Zeichen lim a, = a.
(o)

n—
Man sagt auch, lim a, existiert, wenn obiger Sachverhalt vorliegt.
n—od
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Definition Ist die Zahlenfolge (ay),, ¢ Iy nicht konvergent, heifit sie divergent.
Gilt lim a, =0, so heifit (a,), c N Nullfolge.
n—od

Beispiele 1) a. = % Die Folge (an), ¢ 1y ist Nullfolge, d.h. lim a, =0, wie
n—r 00
aus dem Korollar zum Satz 3.1.

1 1
lan —al=|-|=—<e¢ Vn>N
n' n

n+1
n

a4y = Behauptung: lim a, =1
n—od
Beweis: Sei € > 0 vorgegeben. Nach Korollar zu Satz 3.1, 3N € N
derart, daf % <e€
Vnée N, n> N. Dann folgt:

an = (—1)" Behauptung: (a,), ¢ 1y ist divergent.

Denn: Angenommen lim a, = a existiert. Sei e = % Dann existiert
n—od
also N € N mit

1
(%) |an—a|<§ Yn>N

Es gilt

lany2 —anyi| = |(ant2 —a) + (a—any1)]

1 1
< |(aN+2—a|—|—|aN+1—a|<§—|—§:1 wegen ()

Andererseits gilt:

lanyz —ang1| = |-V — (=)
= )Y (D7 +1) = [(=D)N]-2]=2

Also folgt 2 < 1 Widerspruch!! Daher divergiert (a,), ¢ -
Satz Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.

Beweis Sei ¢ = lim a,, b = lim a,
n—r 00 n

—00
7.z a = b. Sei € > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung existieren Ny, No mit
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Sei N := max{Ny, No}.
Dann folgt

|la —b] (@ = an) + (an = b)]|
€
< |an—a|—|—|an—b|<§+

firn>N

€

2

Also gilt |a — b] < ¢ Ve > 0. Daher folgt @ — b = 0, d.h. a = b nach Satz
2.5.8. q.ed.

3.3 Rechenregeln fiir konvergente Folgen

Satz 1 (,,Notwendige Konvergenzbegingung®)
Eine konvergente Folge ist beschrankt.

Beweis Sei a = lim a,. Sei ¢ = 1. Dann existiert N € N, so daf}
n—od

lan, —a| < 1 Vo > N
Es folgt:
lan] = [(an —a) +a| < |an — af + |a
< 1+4]al fiir n > N
Setze K := max{|ai|, |az|,...,|an]|, 1+ |a|}. Dann gilt:

lan] < K VneN q.ed.

Satz 2 Seien (an), cyund (by), ¢ py konvergent. Dann gilt:

i) Die Folgen (an + by,),, eI (an — by), eI (an - bn), c pyund (lanl),, cN

sind konvergent und es gilt:

lim(a, +b,) = lima, + limb,
lim(a, — b,) = lima, — limb,
lim(a, - b,) = lima, -limb,
lim(|an|) = |limay,|

ii) Ist A € IR, so konvergiert auch (a, + M), ¢
A) = lima, + A, lim(ay, - A) = (limay,) - A
iil) Ist @, 20 Vné€ N und lima, # 0, so gilt:

lim—= " ud lim (b—”) _ limb,

(an - A), ¢ und lim(a,+

a, lima, a, /) lima,
Beweis Sei a:= lim a, und b6 = lim b,. Sei € > 0 vorgegeben.
n—od

n—od
Dann 3N; € N mit |a, —a| <5 (VYn> Np)
und IN; € N mit [b, —b] < & (Vn > Na)

Sei N :=max{Ny, Nz}. Dann folgt fiir n > N
€

2

=€

[(@n 4+ ) = (a+b)] < lan —al + [bn — b < 5 +
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D.h.ay, +b, — a+b(n = o0) qed.
Genauso lim(a, — b,) = lima, — limb,.

Es gilt:
anby — ab = (a, —a)b+ (b, — b)ay
Nach Satz 1 3K > 0, so daB |a,| < K Vné& N Daher folgt Vne N:

lanb, —abl < |an — al[b] + [by — b| |an]
< lan, — al |b]+ |b, — b|K

Sei € > 0. Wegen limb, = b IN, € N, so daB [b, — b] < 5 Vn > Ny.

Wegen lima, = ¢ IN: €N, so daB |a, — a|] < %2“)' Vn > Ny. Sel
N := max{Ny, Ns}. Dann folgt fiir n > N
€ €
by —ab] < ———— b - K
Ja abl < gt ag K
€ |b] +€ <
2 T+ T2
——
<1
SchlieBlich gilt
[an| = lal| < lan — a| = |an| = |a|

ii) folgt aus i) mit b, := A (YneN), limb, = A
iii) Da a # 0, 3N, € N mit |a,| > % VYn > Np. Denn:
Setze € 1= % > 0. Dann gilt mit geeignetem N1 € N Vn > N;
[anl =lal[ < lan —a| <€
& —e < an| =] <€
|a]

jan > Jal—c = S (Yn> M)

Daher gilt fiir n > Ny (L < Z)

la]

1 1l Je—as| |ap—a
an, al an-a | |ap-a
1 1
< e an—al < —la, —
lan| |al |al

2

Sei ¢ > 0. Dann 3 N5 € N mit |a, — a|] < %'6 Vn > Ny Sei N =
max{ Ny, Ny}. Dann gilt also fiir n > N
1 1

———| <
an, a

2 | < 2 Jal? d
— |y — A —_—— s — €= € .€.
a2 " a2 b

2. Aussage in iii) folgt aus i) und dem gerade Bewiesenen.

Satz 3 Es gelte lima, = 0 und 3K > 0 mit |[b,| < K ¥Yn > N. Dann folgt
lima,b, = 0.
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Beweis Sei ¢ > 0. Dann AN € N mit
€
lan| < % n>
Daher folgt:
lap - by| = |an] [bn| < — - K = ¢ Vn> N
K

Daher lima,, b, = 0.
Satz 4 Es gelte lima,, = a, limb, = b und a,, < b, fiir fast alle n € N. Dann
gilt a < b.
Beweis Angenommen a > b.
lim(a, —b,) =lima, —limb, =a—56>0

. Setze € := a;b > 0. Dann 3N € N, so daf

[(an —bp) —(@a—b)] < ¢ Vn>N

=
a—b
0< 5 = a—b—e<a,—b,<(a—0)+¢
Daher folgte a, — b, > 0, d.h. a, > b, Vné&N Widerspruch. Also gilt
a < b.

3.4 Der Satz von der monotonen Folge

Satz FEine monotone, beschriankte Zahlenfolge ist konvergent.

Beweis Seiz.B. (a,), ¢y monoton wachsend und beschrinkt. Nach Axiom D)
hat (an), ¢ eine kleinste obere Schranke. Sei diese a. Sei € > 0 vorgege-
ben. Dann 3N € N mit a —e < ay, denn sonst wére a nicht kleinste obere
Schranke. Wegen a, < apy1 VRneNfolgt ¢ —e < any < a, <a<a+e,
alsoa — e < a, < a-+e¢, d.h.

lan, —al < e Vn>N

Zusatz Wir haben gezeigt: eine monoton wachsende, beschrankte Zahlenfolge
konvergiert gegen ihre kleinste obere Schranke.

Nachtrag zu Kapitel 3.3

Definition: Eine Folge (bp)p c 1 heifit Umordnung einer anderen Folge (an),, ¢
wenn es eine bijektive Abbildung p — n, von N auf sich selbst gibt derart,
daf b, = a,, ist Vpe I

Definition: Eine Folge (bp)pE py heit Teilfolge von (an), ¢, Wenn es eine
Abbildung p — n, von N nach N gibt, derart dal ny < ns < ns... und
by = an, Vpe€ Nist.
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Beispiel: a, = %, 1, %, %% ... danm ist (b,), ¢y Mit by = % Teilfolge von

(an)n EN"

Satz 5: Sei lim @, = a. Dann konvergiert auch jede Umordnung und jede
n—in fty

Teilfolge von (an), v gegen a.
Satz 6: Fine monotone, beschriankte Zahlenfolge konvergiert.
Beispiele

1) Ap = qn
Behauptung: Fir |¢| < 1 gilt lima,, =0
Beweis: Fiir eine beliebige Folge (¢, ), ¢y gilt lime, = 0 & lim|e,| = 0.
Daher geniigt es, den Fall 0 < ¢ < 1 zu betrachten. Dann gilt

0<¢"t <¢" VYneN

Daher ist (an), ¢y beschrankt und monoton fallend, also existiert nach
Satz lima, = a. Es gilt

Ap 41 = g-an
= a = lima,41 =limg-a, =¢-a
= a(¢g—1) = 0 =a=0 denng#1 qed

2) an =1l4+qg+¢+---+¢" (0<g¢<1)
Offenbar gilt any1 = an + ¢ tL also ap41 > @n Vn€N. Ferner gilt
an < ﬁ—q VneN (Kapitel 2.6 Satz 2). Daher ist (ay), o5y monoton
wachsend und beschrankt, also 3 lima, = a. Es gilt

n e

(1-q)a, = 1—¢"*
1 n+1
oo, = T
1—gq
14+¢"t 14 limgnt? 1
~ 4 = lima, =lim-+¢— _1Ftmme’
1—gq 1—¢ 1—gq

|

!

N

3 an=14+Ff+5+m=
=0

Es gilt ap41 = ap, + m, also ist (ay),, ¢y monoton wachsend. Ferner
1 1 1
- - <
n! 2.3...n — 2771
= S T C LI
an —_ —_— PR _—
1
< l4+——=1+2=3
< [ _1
2

Also ist (an), ¢n auch beschréankt, also existiert

n

1
e:= lim a, = lim Z

n—oo n—oo v!
r=0

e heifit Eulersche Zahl, L. Euler (1707-1783)
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Bemerkung: Der Satz von der monotonen Folge ist iiber dem Kérper @ nicht
richtig, d.h. nicht jede Folge (ay),, .y mit a, € Q, die beschriankt und monoton
ist, hat auch ihren Limis in Q.

n e

Beispiel: a, =), _, 5 €Q, aber e ¢ Q.

Fiir jedes n € N schreibe

e:an—i_ﬁn
mit
n 1 k+n 1
v=0 v=n+1
Es gilt:
%L l = ! [1-1- ! + 1 4+t 1
vt () n+2  (n+2)(n+3) (n+2)---(n+k)
< ! 1+ -+ -—++ + !
- (n4+1)! 2-3 2.3...k
1
-1
< Gxge
Daher folgt
n+k
1 e—1 2
/ kliﬁloygl ASmrD S )

( Kapitel 3.2, Satz 4 und wegen e < 3)

2
0 o< — <1
= <nlg <n+1_

d.h. 0 < n!f, < 1. Es gilt nla,, € N. Daher ist

nle =nla, +n!p, ¢ NVne N
n-e¢ NVnelN =edgd Q qed

3.5 Intervallschachtelung. Wurzeln

Unter einer Intervallschachtelung versteht man eine Folge von kompakten Inter-
vallen (1), ens In = [an, bp] mit a, < b, derart, daBB I,, D I,41 Yn€ N und

nli}rrgo(bn —an) =0.

Beispiel: [, =[1— 1 1+ 1]

Satz 1: Sei (/,), ¢y Intervallschachtelung. Dann existiert genau eine reelle
Zahl se Rmit s €1, VneN.
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Beweis: Dafl 3s¢€ R mit s € I, wurde schon frither bewiesen, wird hier erneut
anders gezeigt.
Wegen I, D In41 VneN gilt

Ap S Ap 41 S bn+1 S bn VHEN

Daher ist (ay), ¢y monoton wachsend und beschrénkt und (b,),, ¢ mo-
noton fallend und beschrankt. Also 3a = lima,, b = limb, und

an <a, by, >b YneN

Ferner gilt a, < b, Vn€N = a <b. Dh.a, <a<b<b, VneN also
a,be I, Vyne N.
Sei s,8' € I, Vn€ N. Es gilt

|s —&'| < |bp — an| YneN
= [s—§|= lim|s—s'| = lim |[b, — a,| = 0
n—o0 n—o0 N~

Nach Def. der
Intervallschachtelung

= s=5¢
Zusatz: Wir haben mitbewiesen:
Es gilt s = lima,, = limb,.
Die Bedeutung der Intervallschachtelung soll am Beispiel von Wurzeln
erldutert werden.

Satz 2: Sei b€ R, b > 0. Dann existiert auch ein a € R, @ > 0 mit > = b (man
schreibt a = /b oder a = b3).
Beweis: Eindeutigkeit:

a?=b=a" a,a’ >0 = a=d
e
Satz
Eristenz: Man wihle beliebige by € R, bg > 0 und setze ag := %. Man definiere
induktiv Folgen (a,),, EN (bn),, cn durch
an + by, b
bpi1 = ntl = =0,1,2,...
+1 5 An+1 b+ 1 (n )
Es gilt a, > 0,6, > 0 (Vn e N).
Beweis durch Induktion nach n
n=1: b1:%>0,denna020,bo>0
% = ay Z 0
n—n-+1
an + by
b
Ap41 = Z 0
bn+1

Wir zeigen jetzt: ap < apy1 <bpy1 <b, VrneN
b b by bn

Un4l = 77— = 77 = an -
bn+1 bn bn+1

bn+1
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Ferner gilt

also folgt

anb b2
n41 = bn Do ntl

< (n=0,1,2,3,...)
n+1 bn+1

Daher

an + b
an§n2n
N——’
brg1

<b, (n=1,2,3,...

Wegen b, 41 < b, gilt 1 < bbil. Daher folgt

bn
bn+1

Ap41 = Qn * Z Ap

Sei I = [an,b,]. Dann gilt also I, D I,41Vne N. Wegen b,y = a";b" =
Mittelpunkt von [, muf} gelten

1
|brt1 — anq1| < §|bn — an|
= [br, — an| < 27" bo — ag| YneE N
——’ —=
induktiv

= lim |b, —ap|= lim 27"|by — apg| =0
n— 00 n—00

denn lim (1) =0
n—oo \ 2

Daher ist (1), ¢y eine Intervallschachtelung, die nach Satz 1 genau ein reelles

s umfafit. Es gilt
s =limb, = lima,
Daher folgt

b
bn+1

Ap41 - bn+1 = : bn+1 =b

= s? =b. Setze s = a. Wegen a,, > 0 gilt s > 0 O

3.6 Hiufungspunkte. Der Satz von Bolzano-Weierstrafl

Definition: Eine reelle Zahl a heifit Haufungspunkt der Zahlenfolge (@), ¢
wenn in jeder e-Umgebung U.(a) von a unendlich viele Glieder von (an),
liegen.
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Beispiele:
1) (%)n ¢ hat 0 als Haufungspunk®.
2) ((=1)"),, ¢n hat genau 2 Haufungspunkte, 1 und -1.

3) (n), ¢n hat keinen Haugungspunkt.

Satz 1: Sei a Hdufungspunkt von (a,), - Dann hat (a,), . eine gegen a
konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir konstruieren (np)p ¢ Iy von natiirlichen Zahlen derart, dafi ny <
ny < n3 <...und

1
la —an,| < - VneN
p

Nach Voraussetzung In; € N mit |a —a,,,| < 1. Seien bereits ny < ny < -+ < ng
konstruiert,so dafl

1
la —an,| < = firp=1,2,...k
P

gilt. Die Umgebung Uﬁ (a) von a enthélt unendlich viele Glieder von (an),, ¢ x

nach Voraussetzung, also auch von an, ., tn, ., - - .. Sei ng41 die kleinste natiirli-
che Zahl mit ng41 > ng und |a — ap, | < ﬁ Dies definiert uns induktiv die

Folge <a”P)p€ ny- Es gilt

. 1
lim |a — ap,| < lim — =0
p—00 — p—oop

= pliglo an, = a O
Satz 2: (Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrankte Zahlenfolge hat wenigstens einen Haufungspunkt.

Beweis: Es gelte |a,| < K Vn€ N. Sei [ := [- K, K]. Man unterteile [ in zwei
gleichlange Teilintervalle. Mindestens eins davon mufl unendlich viele Glieder
von (an)n eN enthalten. Wir wahlen ein solches aus und nennen es I. Man
unterteile T in zwei gleichlange Teilintervalle, von denen mindestens eins (I
genannt) unendlich viele Glieder von (ay,), . enthalten muf.

Man erhélt induktiv eine Folge von Intervallen (/,,),, c Iy mit [y D Ipy1 und
Liange von I, = 27™%!. K derart, daf I,,, unendlich viele Glieder von (ay), eN
enthélt. Die Folge (1,,,),, ¢ Iy 1st Intervallschachtelung und umfafit daher nach
Satz genau eine reelle Zahl a.

Sei I, = [m, Bm] und ¢, = % + max{a — @, Bm — a}. Dann gilt ¢, > 0
und €, — 0(m — oo), denn o — a, By — a,% — 0(m — o). Ferner
gilt I, C Ue,,(a). Da I, unendlich viele Gleider von (ay),, ¢ enthélt, enthalt
auch Ue,, (a) unendlich viele Glieder von (a,), ¢n. Wegen €, — 0(m — o)
enthalt daher auch jede e-Umgebung U, _(a) C Uc(a) unendlich viele Glieder

von (a”)neN' .

Korollar: Jede beschrinkte Zahlenfolge hat eine konvergente Teilfolge.
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3.7 Das Cauchy’sche Konvergenzkriterium

Satz: Eine Zahlenfolge (ay), oy konvergiert genau dann, wenn gilt: zu jedem
€ > 0 existiert N = N(¢) € N, so daB

lan —am| <e VYn,m>N (3.1)
Bemerkung: Das Kriterium ist wichtig, da es ohne den Begriff des Grenzwerts
auskommt.
Beweis:

1)

Bemerkung: Zahlenfolgen (a,)

Sei (an), ¢y konvergent, lima, = a. Sei ¢ > 0. Dann 3N € I, so daf}
lan, — a| < § Vn € N. Daher folgt fiir n,m > N

€

2

€
|an —am| = [(an — a) + (¢ = am)| <fan —al +|am —al < 5+ 5 =€

Daher gilt 3.1.

Die Folge (an), ¢ erfiille 3.1. Wir zeigen zunichst, dafl (an), ¢ be-
schrankt ist.
Nach Voraussetzung mit e = 1 INy € N, so daB

lan, — am| < 1Vn,m> N
Insbesondere gilt fiir n > Ny
lan, —an 41| < 1
Fir n > Ny folgt daher
|an| = |(an — ang41) + angt1| < lan — angg1] 4 lane 41| < 1+ [ang 4]
Setze K := max{|ay|, |az|,. .., |an, |, 14|any+1|}. Dann gilt |a,| < K Vn € N,
also 1ist (an)n eN beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl hat

daher (an), ¢ einen Haufungspunkt. Wir wollen zeigen lima, = a.

Sei € > 0. Nach 3.1 AN € N, so daf
lan — am]| < % Yn,m> N

Da a Haufungspunkt von (ay),, ¢ ist, ist @ auch Haufungspunkt der Folge
UN41,0N42, . ... Daher existiert k€ N, k > N mit [a—ax| < §. Firn > N
gilt daher

€

2

€
|a = an| = |(a = ar) + (ar = an)| < la = ar] +]ax —an] < 5+ 5 =c

Daher gilt lima, = a T

neno die 3.1 erfiillen, heiflen Cauchy-Folgen

oder Fundamentalfolgen. Cauchy-Folgen sind also genau die konvergenten Fol-
gen. Hierfilir sagt man auch, dal R vollstandig ist.
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Beispiel:

an :1+1+1++l
2 3 n
. Dann ist (ay), ¢y nicht konvergent. Denn
1 1 1 1 1
P A TR T

Also ist das Cauchy’sche Konvergenzkriterium nicht erfiilt.

|a2n - an| ==

Satz: Sei M C R, M # (), M nach oben beschrinkt. Dann hat M eine kleinste
obere Schranke (Diese ist offenbar eindeutig bestimmt).

Beweis: Wir wihlen a,b€ Rmita € M und M < b (d.h. x < b Ve € M). Man
definiere induktiv zwei Folgen (ay), ¢ und (b, ), ¢ 5 wie folgt: a; :=a, by :=b.
Seien schon a, und b, definiert durch a, € M und M < b,. Setze

e 1= % (Mittelpunkt des Intervalls [ay, b,])

Dann gilt entweder
1) M < ¢y, oder
2) Jcl, € M mit ¢, < .

Man setze

um Fall ii)

{cn im Fall i)
bn+1 =

{an im Fall i)
Ap41 =

b, im Fall ii)
Dann gilt a1 € M und M < by41. Ferner gilt
Ap S Ap 41 S bn+1 S b, VneN

1
lans+1 — bnt1] < §|an —b,| VneN

In der Tat:
a1 < bpgp1 wegen any1 € MM < byiq. Es gilt ap < apqq im Fall 1),
denn dann ist @, = ap41. Im Fall ii) gilt auch a, < apy1, denn dann ist

an, < e¢p = % < ¢}, = any1. Genauso zeigt man b, 11 < by,. Ahnlich folgt aus
den Definitionen, daB |an41 — bpt1] < Llan — by

Also gilt: ([an, bn]),, ¢ 5 bilden eine Intervallschachtelung (insbesondere gilt Lange
[an, bn] = 0(n — o0)). Diese umfafit nach Satz genau eine reelle Zahl c.
Behauptung: Dieses ¢ ist kleinste obere Schranke von M.

Wegen b, > M Vne N gilt limb, = ¢ = ¢ = limb, > M, also ist ¢ obere
Schranke von M.

Sei K irgendeine obere Schranke von M. Wegen a, € M Vn € N und ¢ = lima,
gilt dann ¢ < K, also ist ¢ wirklich kleinste obere Schranke von M.

Korollar: Sei M C R, M # (), M nach unten beschriankt, dann hat M eine
grofite untere Schranke (Man wende den Satz auf —M = {z € R| — 2 € M}
an).
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3.8 Supremum und Infimum sowie HAufungs-
punkte von Mengen

Definition: Sei M C R, M # @. Dann heifit M nach oben beschrankt (bzw.
nach unten), wenn es ¢ € R gibt mit « < a Yo € M (bzw. # > a V& € M). Ein
solches a heifit dann obere (bzw. untere)Schranke von M. Man schreibt auch
M < a (bzw. a < M). Ein solches a heift kleinste obere Schranke von M, wenn
M < a und wenn aus M < a' folgt a < a'. Entsprechend wird ,,gréfite obere
Schranke® definiert. Eine Menge M C R, M # { heifit beschrinkt, wenn sie
nach oben und unten beschrinkt ist.

Definition:

1) Sei M C R, M # §, M nach oben beschrankt. Dann nennt man die kleinste
obere Schranke das Supremum von M (im Zeichen sup M)

2) Sei M C B, M # (, M nach unten beschrankt. Dann heifit die grofite
untere Schranke von M das Infimum von M (im Zeichen inf M).

Beispiel:
1) R, ist nach unten aber nicht nach oben beschrankt. inf Ry =0
2) Kompakte Intervalle sind beschriankt; supla, b) = b, sup[a, b] = b.

Definition: FEine reelle Zahl a heifit Haufungspunkt der Menge M C R, wenn
in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Elemente aus M liegen.

Beispiele:

1) Jede reelle Zahl ist Haufungspunkt von R.

2) 0 ist Haufungspunkt der Menge {1 |n € IN}.

3) eine endliche Menge M C R hat keinen Haufungspunkt.

)
)
)
4) Ein Haufungspunkt einer Folge (ay), ¢ braucht nicht Haufungspunkt
der Menge {a,}, ¢ 1y zu sein (Beispiel: a, = (=1)").

3.9 Uneigentliche Konvergenz. Limes superior
und limes inferior

Man erweitert R durch die Einfiithrung zweier Symbole —oo, 400 und setzt

R := RU{—00,00}. Man erweitert die Ordnungsrelation auf R durch —co <
z < 0o Yz € R. Man kann formal Additon in R definieren, z.B.

at+o=00+a=o0c0 (Va€R)
04 o0=00,a—00=—00=—00+a (Va€R)
—00 — 00 = —00 (Achtung: oo — oo ist nicht definiert)
a-c0o=00-a=00 (Vae R a>0)
a-00=—-00 (Va€R,a<0) usw.
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Definition: Sei (a,), ¢n Zahlenfolge. Dann sagt man, daf a, nach oo strebt
(im Zeichen lim a, = c0), wenn es zu jedem K € R, K > 0 ein N € N gibt, so
n—od
dal a, > K Vn > N. Analog definiert man lim a, = —oco.
n—od
Sei (@n), ¢ eine beschriankte Zahlenfolge. Sei M die Menge ihrer Haufungs-

punkte. Dann ist M # () (Bolzano-Weierstrafl), und M ist beschriankt. In der
obigen Situation setzt man

lim supa, :=sup M (limes superior)
n—r 00

lim infa, :=infM (limes inferior)
n—r 00

Definition: Sei (ay), cn Zahlenfolge. Man setzt lim supa, = oo, wenn es

n—r 00
zu jedem K € R K > 0 unendlich viele n € N gibt mit a, > K. Man setzt
lim infa, = —oco, wenn zu jedem K € R, K > 0 unendlich viele n € N mit
n—r 00
a, < —K existieren.
3.10 Unendliche Reihen
Problem: Man ordne unendlich viele Zahlen aq, as, as, ... in sinnvoller Weise
einer unendlichen Summe a; + as + as + ... (oder kiirzer Y7, a,) zu. Dies
bedarf einer prézisen Definition, denn die Sume (1 — 1)+ (1 = 1)+ --- =0
schreiben wir sowie als I+ (1 - 1)+ (1=1)+---=1.

Definition: Sei (a,), oy eine Zahlenfolge. Dann versteht man unter der un-
endlichen Reihe a1 + as + ... (oder kiirzer Y .., a,) die Folge (s,), ey der
Partialsummen

n
Sn ::ZGV:al‘i‘aZ‘i‘""i‘an
r=1
Man nennt s, die n-te Partialsumme und «a,, das n-te Glied der Reihe Z;ozl ay.

Definition: Eine unendliche Reihe Y7 a, heifit konvergent, wenn die Folge
der Partialsummen konvergiert.

Definition: Seil Z;o_l a, konvergent. Dann nennt man s := lim s,, die Summe
- n—r 00
der Reihe und schreibt s =577  a,.
Satz 1: (Cauchy’sches Konvergenzkriterium)
(o]
Z a, konvergiert & zu jedem ¢ > 03N = N(¢) € N,
n=1

so daB [@nt1 + dnyo + - F Gngp| < eVn >N, Vpe N

Bewels:

(o]
Z a, konvergent & (sn), oy konvergent
v=1 Def.
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= zu jedem € > 0 AN = N(e) € N so daf

Cauchy’sche Konvergenz-
kriterium fiir Folgen

[$ntp — 5n| < €eVn > N, VpeN
Es gilt sp1p — Sn = g1 + Ang2 + -+ Angp. O

Satz 2: (Notwendige Konvergenzbedingung)

(o)
Z a, konvergent = lima, =0
n—r 00

n=1
Beweis: In Satz 1 wihle insbesondere p = 1. Dann folgt ap1 — 0(n — o0).
Beispiel:

1) >2°° L ist divergent, wie schon friiher gezeigt. Also Bedingung aus Satz

n=1n
2 1st nicht hinreichend.

2) 307, & konvergiert mit Summe e.

3) (,Geometrische Reihe®)
> 04" konvergiert und hat die Summe 1i—q fir0<p<l1.

Satz 3: Sei a, > 0 Vn€N. Dann ist > .-, a, konvergent genau dann, wenn
AK€ R, K >0, s0 daB Y0_ a, < K YN € V.

Beweis: Wegen a, > 0 ist die Folge (sy), ¢, monoton wachsend. Daher ist
(8n), ey genau dann konvergent, wenn (s ), ¢ beschrinkt ist, d.h. IK € R

mit ZnN:1 a, <K T

Definition: Eine Reihe der Form Zzo:l(—l)”"'l “ap, = a; — as +asz — ... mit
0 < apy1 < a, ¥n € N heifit alternierende Reihe.

Satz 4: (Leibniz)
Eine alternierende Reihe >~°7 | (—=1)"T!a, ist genau dann konvergent, wenn ihre
Glieder a, eine Nullfolge bilden.

Bewels:

1 3 —1)**lq, konvergiert = —-1)**a, =0,
) £ =

Satz 2
also auch a, — 0 (n = o).

2) Sei (an), cn eine Nullfolge. Es gilt so,, = (ay —as) + (ag —aq) + - +
(azm—1— aam), daher 0 < s, < S242 Vm € N, denn nach Voraussetzung
a1 > as > az > .... Es gilt

Soam+41 = A1 — (Clz - 03) - (Cl4 - Cls) — (Clzm - Clzm+1)
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daher samis < samy1 < ay (m=0,1,2,...). Ferner ist sop < Sam41. Es
folgt 0 < s9; < 241 < ay. Insgesamt folgt (s2,m), € und (s2m41),, €
sind monotone, beschrankte Zahlenfolgen. Daher existiert lim ss,, und
m—00
lim sam41. Es gilt

m—00

Samt1 — S2m = Gam41 — 0 (m — 00)
Nach Grenzwertrechenregeln folgt daher

0= lim (s2m — S2m41) = lim sgp — lim sapmy1

lim s2;, = lim Sopm4a
m—00 m—00

Nach Ubungsaufgabe (Blatt 4) folgt lim s, existiert. Alsoist Y207 (—1)"* a,
m— 00
konvergent. O

Beispiel: 1— % + % — % + ... ist konvergent.
Satz 5: (Rechenregeln)

1) Sind .7 | @, und 5.7, b, konvergent, so konvergieren auch > 7 (a, &
by) und Y07 c-a, (c€ R fest) und es gilt

pDCTIRESD S it
n=1 n=1 n=1
Sem=e Y
n=1 n=1
2) Aus einer konvergenten Reihe a; +as +as ... erhilt man durch beliebeige

Klammerung z.B. (a1 + a2+ -+ apn, ) + (@ny41 + -+ @ny) + ... wieder
eine konvergente Reihe mit derselben Summe.

Beweis:
1) folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen

2) Wenn man Klammern in der angegebenen Weise setzt, so betrachtet man
statt (sn), ¢ eine Teilfolge von (s,), ¢n (némlich (sn, ), c 1y) und nach
Ubungsaufgage ist jede Teilfolge einer konvergenten Folge wieder konver-
gent mit demselben Grenzwert.

Definition: Eine Reihe 7 | b, heiit Umordung einer anderen Reihe Y7 ay,
wenn (by,),, ¢ eine Umordnung der Folge (ay),, ¢ ist.

Bemerkung:

1) Wir wissen, dafi eine Umordnung eine konvergenten Folge wiederum kon-
vergiert mit demselben Limes.
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2) Wenn man einer konvergenten Reihe unendlich viele Glieder umordnet, so
kann es passieren, dafl die erhaltene Reihe nicht mehr konvergiert.

Definition: Eine unendliche Reihe heifit ungedingt konvergent, wenn jede Um-
ordnung dieser Reihe wiederum konvergiert und die gleiche Summe hat. An-
dernfalls heifit sie bedingt konvergent.

Frage: 3 ein einfaches Kriterium zu entscheiden, wann eine Reihe unbedingt
konvergiert?

Definition: FEine Reihe Y 7 a, heifit absolut konvergent, wenn > 7, |a,]|
konvergiert.

Bemerkung: Ist Y 7 a, absolut konvergent, so konvergiert > >~ | a, auch
im gewdhnlichen Sinne (Beweis nach Cauchy, denn |an41+- -+ anyp| < |ang1|+
ot fangp|)

Satz 6: (Dericklet)
Eine Reihe ) 77  a, ist genau dann ungedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergiert.

zu Satz 3: 3 7, |an| konvergent & Jk € Ry mit ZnN:1 lan,| < K VN € N.

Beweis : (zu Satz 6)

1) Sei> .7 | a, absoulut konvergent. Sei > .7 | a,, eine Umordung von Y ", a,.

Seien s, und s/, die Partialsummen der beiden Reihen. Sei ¢ > 0. Da
>or? i lan] nach Voraussetzung konvergiert, existiert insbesondere nach
dem Cauchykriterium ein m € N, so dafl

|ams1] + |amyz| + -+ |amyp| < e VpEN (3.2)

Man bestimme N € N so grof, dal {1,2,...m} C {vi,vs,...,vn}. Fir
N > N (= n > m) heben sich dann in dem Ausdruck s/, — s,, alle Terme
ai,as,...,a, weg. Daher ist s/, — s, eine endliche Summe von Zahlen
aus der Menge {+amt1,*amya...}. Daher gilt wegen 3.2 |s], — s,| <

fg) |am41] < €, wobei p(n) eine geeignete natiirliche Zahl ist. Also ist
(sn = sn), ¢ vy eine Nullfolge. Man schreibe sj, = (s}, — sn) + s,. Wegen
st — s, = 0und s, — s:= Y .~ a, folgt daher s, — s (n — o0). Daher
ist > 07 | a,, konvergent gegen s. |

2) 7zu zeigen: Sei > .-, a,, unbedingt konvergent. Dann ist } . a,, absolut
konvergent.
Es geniigt zu zeigen: Ist ) -, a, konvergent, > >, |a,| nicht konvergent,
so existiert eine Umordnung, die gegen oo strebt. Man setzte

0 sonst

I {an falls a, > 0

0 falls a, > 0
Cp =
—a, fallsa, <0
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Dann gilt b, > 0,¢, > 0 Vne N.
Behauptung:

(Zn:bl,) — 00, (Zn:cl,) — 00 (n — )
v=1 nE N v=1 n€e N

Angenommen, dies wiire nicht der Fall. Seiz.B. (3_)_, b,), 1y beschrankt.Dann
wire wegen der Monotonie diese Folge konvergent, d.h. )"~ | b, wére kon-
vergent. Dann ware aber auch

oQ oQ

ZCV:_ZGV—i—ZbV
v=1 v

v=1 = =1

konvergent, denn ) ? | a, konvergiert nach Voraussetzung. Dann wire
aber auch

oQ oQ

Z(CV +b,) = Z |ay |

v=1 v=1

konvergent. Widerspruch zur Voraussetzung. Genauso fiithrt man zum Wi-
derspruch, daB (3" _; ), c Ty nicht beschrénkt ist. Man definiere induk-
tiv ri, 79, ..., 7y, ..., derart, dafl

bi+bo+- - +b, >nt+eit+eat - Fep (3.3)

Dies funktioniert wegen obiger bewiesener Behauptung. Man betrachte
bi+bo+ - 4by —c1+b g1+ b2+ by, —co+ b1+ ... (Man
streiche auftretende Nullen). Dies ist eine Umordnung von Y, a,, und
ithre Partialsummen gehen wegen 3.3 nach oco.

Im folgenden einige niitzliche Konvergenzkriterien:

Definition: Eine Reihe > 7, b, heifit Majorante von 7, a,, wenn b, >
0 Vn€ N und |a,| < b, Vn € N. Sie heiit Minorante, von Y .. a,, wenn b, >
0VneNund by, < |ay| Vne N.

Satz 7: Eine Reihe ist absolut konvergent, wenn sie eine konvergente Majorante
hat.

Beweis: Folgt aus dem Cauchykriterium wegen
|angal +- -+ langp| <bngr+- -+ bnyy

Satz 8: Eine Reihe ist nicht absolut konvergent, wenn sie eine divergente
Minorante hat.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt:

n n
o0 Z b, < Z |a,| = Behauptung
v=l v=l Satz 3
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Beispiele:

1)

Es gelte |an,| < ¢¢” Vn €N, wobei ¢ > 0 fest und ¢ € (0,1). Dann ist
Yoo cq™ eine konvergente Majorante (,geometrische Reihe®), also kon-
vergiert 22021 a, absolut. ¢" — oo fiir ¢ > 1, denn ¢” — 0 fiir 0 < ¢ < 1.
(,,Quotientenkriterium®)
Gilt

An41

——| < ¢ VneNfirein ¢ € (0,1)
an

so ist > -7 | a,, absolut konvergent (Hierbei wird vorausgesetzt, daff a,, #

0 Vne N). Es gilt:
|ang1] < g lan] < ¢Plan1] < -+ < "y
Daher kann man i) anwenden.

(, Wurzelkriterium®) Gilt {/|a,| < ¢ ¥n € N, wobei ¢ € (0, 1), so konver-
giert -7 | a, absolut. Aus {/|a,| < ¢ folgt |a,| < ¢" Vn € N, also kann

man i) anwenden.

Quotienten- und Wurzelkriterium funktionieren nicht immer.
Beispiel:

i 1
E Ap; Ap = ——
b) n2

n=1

1 2
_tr _ ot
> _(n+1)2_(1+l)2_>1(n_>00)

An41
QAn

|>~

n

also ist ii) nicht anwendbar. iii) ist auch nicht anwendbar, denn

Es gilt
N N N
1 1 1
— =1 — <1
2=l m St e
n=1 n==2 =2
N
1 1 1 1
b nz_zn_r; Sltl-g=2og <>

Fast, alle Terme heben
sich gegenseitig auf

Nach Satz 3 ist 02, -5 konvergent.

n=1 n2

Weitere spezielle Bewspiele:
Yoreo & (z € R) ist absoulut konvergent, denn

|x|n+1

1 (ntD)! _ 1
(z#0) an L Dzt o n4+1 0 a4+l 2

_ et nl e |]
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fiir n grof. Also ist ii) anwendbar.

2

%]
n=1

(

_n_
n+1

2

n
) konvergiert nach iii).
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Kapitel 4

Grenzwerte reeller
Funktionen

4.1 Beispiele reeller Funktionen

Definition: Unter einer reellen Funktion versteht man eine Abbildung f :
M — R, wobei M C R, M # (. Jedem solchen f ordnet man seinen Graphen
G(f) ={(z, f(x)) eER* |z €M} pu. y= f(x) s €M

Beispiele:

Abbildung 4.1:4idp : R = R,z =z
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Abbildung 4.2: f(z) = |z|,z — |z| (v € R)

Abbildung 4.3:  ~ sign(z)!
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Abbildung 4.4: ,, Zackenfunktion“?

Abbildung 4.5: Charakteristische Funktion einer Menge N C R, N = [a, b]3

Der Graph von XQ kann nicht in verniinftiger Weise aufgezeichnet werden.

6) Polynome: Seien ag, ay, ..., a, € R fest vorgegeben. Dann heifit p : R —

R, p(x) = ag + a1z + .. .apae™ Polynom. Wenn a, # 0, so heifit n Grad
von p.

7) Gebrochen rationale Funktionen

p(z)
f(x) =
q(x)
22(1’) _ 4 _% szs i z(@ + 1) := z(x) (Periodizititsforderung)
T l2- 4z iSwS% ’ o 8
1 z€N
xwv(e) = {0 z¢ N
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(p, q Polynome, z € R, x ¢ { Nullstellen von ¢}).

8) Lineare Funktionen: f(z) := az(a fest).
Affin Lineare Funktionen: f(z) :=az + b (a,b fest)

9) Definition von Funktionen durch algebraische Operationen: Seien f g :
M — R Abbildungen. Dann definiert man

f+g: M—->R, (f+9)(=)=f(z)+g(x) ,Summe”
und f-g: M —= R (f-9)(x) = f(z) - g(x) ,Produkt®

Ist A € R fest, so setzt man
Af(e) =(Af)(x), Af M- R

Ist M’ :={x € M|g(x)# 0}, so setzt man

10) Definition von Funktionen durch Grenzprozesse. Seien f, : M — R (n € N).
Seien Yz € M die Folgen (fs(z)), ¢y konvergent. Dann wird durch f :
M —= R, f(z) := lim f,(x) eine neue Funktion auf M definiert.
n—r 00

Beispuel:

fa  R= R fo(e) = ﬁ Dann ist
0, |z|>1
Tim fofe) = 43, Jel=1
1, |z|<1

4.2 Grenzwerte von Funktionen

Definition: Sei f: M — IR eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung xon
2o € R mit eventuell von zg selbst definiert ist, d.h. {x e R|0 < |& —zo| < r} C
M. Man sagt dann, dafi der Limes von f(z) fiir « gegen xg existiert, wenn es
a € R gibt, so daf fiir jede Folge (), oy mit 0 < |2, —20| < r und nli}rrgoxn = zq

ne
gilt lim f(x,) = a. Hierfiir schreibt man auch lim f(z) = «. (Entsprechend
n—od r—To
kann man auch @ = +00 zulasen und lim f(x) = +oo definieren).
r—=To
Beispiel:
23 —1
= 1
o =2l g

Sei ®g = 1. Sei (zy), cn Zahlenfolge x, #1Vne N, lim z, = 1. Es gilt
n—o00

3
x, —1

=zl +z,+1—=3(n— )
x, — 1

flaen) =
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wegen lim z, = 1. Also gilt lim f(x) = 3.
n—r 00 Tr—To

Satz 1: Fiir eine auf {# € R|0 < |z — xg| < r} definierte Funktion gilt:
lim f(x) existiert < Fiir jede Folge (xy), cy mit 0 < [z, — 20| < r und
r—=To

lim x, = o konvergiert (f(zn)), cn-

n—od

Bewels:

i)
ii)

»= klar!

»<=" Seien (xn),, ¢y und (yn), ¢ zwei Folgen mit 0 < |z, —xo| <7, 0 <
|9n — wo| <1, lim 2, = @p, lim yo = 2o und (f(22)), cns (F(¥n))nen

selen konvergent. Wir zeigen dann:
lim f(xy) = lim f(yn) (=: a)

Man betrachte die ,, gemischte Folge“ x1,y1, ®2,y2, 23, ..., d.h. die Folge
(2n), e gegeben durch

29k—1 ‘= Tk 22k ‘= Yk

Dann gilt lim z, = zo. Nach Voraussetzung konvergiert daher (f(2,)), ¢y
Da Teilfolgen konvergenter Folgen konvergent mit demselben Grenzwert
sind, folgt

Jim f(z) = lm f(z0) = Lim f(ye)

i (o) = Jim fGaict) = fim f(oe)

Also gilt

lim f(zn) = lim f(yn)

Satz 2: Fiir eine auf {x € R|0 < |# — x¢| < r} definierte reelle Funktion gilt
lim f(z) = a€ R < zu jedem € > 0 existiert ein § > 0 derart, daf |f(z) —a| <

T—Tg

e Ve e R mit 0 < |z — ag] < § (Hier wird stillschweigend vorrausgesetzt, dafi
J<r).

Bewels:

i)

ii)

»<=%“: Sel also das ,¢ — §-Kriterium* erfiillt, sei € > 0. Dann 3§ > 0 mit
|f(x) —a| < efiir alle € R mit 0 < |2 — x| < 6. Sei (), 5 Folge
mit 0 < |@, — ¢,| < r, imz, = zq. Wegen lima,, = 2 existiert dann ein
N e N,sodaBVn > N gilt |#,—xo| < d. Daher gilt fiir n > N |f(zn)—a] <
¢. Dies bedeutet aber nlgrgof(xn) =a.

»=“ Sei lim f(x) = a. Angenommen, das ,e — §-Kriterium® ist nicht
r—=To

erfiillt. Dann existiert also ¢ > 0, so daf} sich kein § > 0 finden 1488t derart,

daB [f(z) —a] < e mit 0 < |2 — ®o| < &. Sei (dn), ¢ eine Nullfolge
positiver Zahlen (z.B. d, = L). Zu jedem n € N existiert dann ein z, € R

n
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mit 0 < |z, — x| < dp, aber |f(x,) — a| > €. Dann gilt aber limx,, = o,
denn (dy), ¢y ist Nullfolge. Andererseits kann nicht lim f(z,) = a sein,
n—r 00

denn |f(z,) — a| > €¥n Widerspruch zur Voraussetzung lim f(z) = a.
r—=To

Daher muf} das ,,¢ — §“-Kriterium gelten.

Definition: Sei feine auf {r € R|wg <2 <ag+r}bzw. {z € R|lag—r<a <
zq pdefinierte Funktion. Man sagt dann, dafi Limes von f(z) fiir # bei rechts-
bzw. linksseitiger Anndherung von & gegen z( existiert, wenn es a € R gibt, so
daf fiir jede Folge (%), ¢y mit z0 < ¥p, < xo + 7 bzw. 2o —r < x, < 7o gilt
lim f(x,) = a. Man schreibt hierfiir auch

lim f(z) = lim f(z) =

r—xo+0 r—xg—0

Beispiel: Funktion s(z). lim s(z) = 1, lim s(z) = 0. Aber lim s(z) exi-
r—0+ r—0— r—0
stiert nicht.

Definition: Sei f : M — R reelle Funktion, sei 2y € R Haufungspunkt von
M. Man sagt dann, daf§ der Limes von f(z) fiir  gegen g existiert, wenn
da € R, so dafB fir jede Folge (x”)neN mit z,, € M, 2, # xo, lima,, = 2y gilt
nlgrgof(xn) = a. Man schreibt xlgrxlu flz) = a.

Satz 2’: Es gilt lim f(z) = ¢ mit a€ R &< zu jedem ¢ > 0 3§ > 0, so daB
r—=To

|[f(z) —a]l < eVee M mit 0< |z —xg| <J (,e — I-Kriterium*).

Definition: Sei f eine auf {x € R|e < @ < oo} (¢ fest) definierte Funktion.

Man sagt, der Limes von f(z) fiir x gegen xy existiert, wenn es a € R gibt,
derart daf fiir jede Folge (a:n)n eN mit ¢ < x,, < oo und hm 0 2y = 00 die Folge

(f(xn)), en gegen a konvergiert (n — oo). Man schreibt hm f( ) = a (Entspre-

chend definiert man lim f(x) = a. Man kann auch smngemaﬁ a = 00,a=—00

r—r—00
zulassen).
Beispiel:

x
= -1
fo)= == a#

Man untersuche, ob lim f(z) existiert. Sei hierzu (x,), ¢, Folge mit z, > 0

r—r 00
und lim 2, = co. Dann gilt

n—o00
Tn o 1
e +1 1+ L

flen) =

= 1(n = o0)
denn - — 0 wegen z, — 0o (n — o0). Daher ist lim f(x) =
n r—0oQ

Satz 3: (,, Rechenregeln®)
Seien f1,fo : M — R, M C R, M # 0,29 Haufungspunkt von M. Es gelte
lim fi(z) = a1, lim fa(2) = as mit a1, az € R. Dann gilt
r—To T—=To
i) Es existiert lim (f1(#) £ f2(2)) und ist gleich a1 + as, es existiert lim c¢-
r—To T—=To
fi(x) und ist gleich ¢ - a; (c € R fest).
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i) Es existiert xli}rrxl fi(z) - fa(x) und ist gleich ay - az. Ist fo(x) #0Ve € M

und as # 0, so existiert xlgrxlu %(% und ist gleich Z*.

iii) Es existiert xlgrxlu | f1(2)| und ist gleich |ay|.

iv) Wenn es eine Folge (xy), ey gibt mit z, € Mz, # 29,2, — 2o und
filen) < fa(an) Yn e N, so gilt a1 < as.

Beweis: folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen
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Kapitel 5

Stetigkeit reeller
Funktionen

5.1 Stetigkeit in einem Punkt

Definition: Sei M C R, M #§,f: M — R. Sei zop € M. Dann heift f stetig
in xg, wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, derart dafl

|f(z) = flwo)] < e Ve € M mit |z — xg| <4

Offenbar gibt es fiir zo folgende zwel Alternativen:

Entweder ist g € M ,,isolierter Punkt von M“, d.h. 3r-Umgebung U, (x¢) von
zg, so daB U, (o) N M = {xg}. Dann ist jede Funktion f: M — R in z stetig.
(Man wahle 0 < § < r und wende die Definition mit diesem ¢ an.)

Oder in jeder §-Umgebung Us(xg) von zg liegt ein Punkt aus M, der von zg
verschieden ist. Dann ist ¢ Haufungspunkt von M, und es gilt:

f(z) ist stetig in x¢ & xlgrxl f(x) existiert und ist gleich f(zy) < fir jede Folge
(Tn), ey Mit &, — w0 gilt fx,) = f(@o).

Das folgt unmittelbar aus Kapitel 4.2, Satz 2’, Seite 55. Man beachte: Das ¢, 4-
Kriterium ist hier fiir x = zg automatisch erfiillt, denn fiir x = zg ist # — 29 =0
und f(z) — f(xo) = 0. Genauso gilt hier: Die Aussage ,,Fiir jede Folge (2n), ¢
mit , € M, # ®o,2n — zo gilt f(x,) — f(wg)“ ist Aquivalent zur Aussage
,»Fiir jede Folge (), ¢y mit 2, € M, 2, — xo gilt fr,) — f(wo)*.

Beispiele:

i) Polynome p(z) = ap+ a12 + .. .anz (x € R) sind in jedem Punkt zp € R
stetig.

i) Die Zackenfunktion z(z) ist stetig in allen zg € R.
iii) Die Sprungfunktion s(z) (x € R) ist nicht stetig in zg = 0.

Ist f stetig in g, so nennt man xq Stetigkeitsstelle. Ist f nicht stetig in g, so
heifit f unstetig in g und xzy Unstetigkeitsstelle.
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Beuspiele fiir Unstetigkeitsstellen
Sei I C R Intervall.

Zusatz: Sei I C R Intervall, das nicht nur aus einem Punkt besteht. Dann ist
jedes zy € I Haufungspunkt von I, also gilt f : I — R ist stetig in 29 € [ &
lim () = flro).

i) Hebbare Unstetigkeitsstellen
Sei f: I — R. lim f(x) existiere, sei aber verschieden von f(zg). Dann
r—=To

ist f nicht stetig in 2, aber die Ersatzfunktion g : I — R gegeben durch

C[f@) @)
g(x) = lim f(z) (x=x0)

T—Tg

st in zg stetig.
Beispiel:

Es gilt il_}mlf( z)=lim(x 4+ 1) =2.

r—1
Setze

i) Sprungstellen
Sei f: 1 — R, I offen, 9 € I. Dann heifit zy Sprungstelle von f, wenn

lim f(z) und lim f(#) existieren und voneinander verschieden sind.
r—xo+0 T—=To—

(Beispiel: zg = 0 ist Sprungstelle von s(z).

iii) Oszillatorisches Verhalten
Die Funktion

hat oszillatorisches Verhalten bei g = 0, d.h. in jeder noch so kleinen
J-Umgebung von zg = 0 nimmt f(x) alle Werte von —1 und 1 an.

iv) Unendlichkeitsstelle
Die Funktion

f<x>:={f1—2 o

hat in 2y = 0 eine Unendlichkeitsstelle, d.h. lim f(z) = .

z—0

0
0
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Satz 1: Seien f,g: M — B, M C R, M # 0. Seien f und g stetig in ¢ € M.
Dann sind auch f 4+ ¢ und f - g in g stetig. Ferner ist Af(A € R fest) in ag
stetig.

Beweis: Folgt aus den Rechenregeln fiir ,, lim “, Kapitel 4.2, Satz 3, 55.
T—xo

Lemma: Sei f: M — Rin xy stetig. Es gelte f(xo) # 0. Dann 30 > 0, so daf§
fx) #01in M N Us(xg).

Beweis: Sei € := %|f(x0)| > 0. Da f stetig in xg ist, 36 > 0, so daB |f(z) —
flzo)| < e Ve € M NUs(xg). Fiir @ € M NUs(xo) gilt daher

|f(z)] = [fzo) = (f(zo — f(2))]
> |f(zo)| = |f(x0) = f(z)| > 2 —e=¢>0

Satz 2: Seien f,¢: M — R in 29 € M stetig. Es gelte g(xg) # 0. Dann ist 5
in Us(x0) N M fiir ein geeignetes (kleines) d > 0 definiert und in xq stetig.

Beweis: Folgt aus dem Lemma

Satz3: Seif: M > R g: N> R(M,NCRMNF0)und f(M) C N.Sei
finxg € M stetig und g in yop = f(xo) stetig. Dann ist auch go f (Komposition)
in zq stetig. (Genauer miifite man statt g o f die Abbildung g o f* betrachten,
wobei f* 1 M — N; f*(z) = f(z).

Beweis: Sei € > 0. Dann existiert 7 > 0, so daB |g(y) — ¢(x0)| < € Yy € N mit
ly — yo| < 7m. Zu 5 > 0 existiert § > 0, so dafl |f(z) — f(zo)| < n Y& € M mit
| — p| < 4. Daher gilt

lgo flz) —go flzo)l = lg (f(z)) —g (flxo)) | <€
—_—— N——

Yy Yo

fiir & € M mit | — zo| < 4. O

5.2 Stetigkeit auf einem kompakten Intervall

Definition: Sei f: M — R. Sei My C M. Dann heifit f auf M, stetig, wenn
f in jedem Punkt zy € My stetig ist.

Im folgenden: Wir untersuchen die Abbildung f : I — R, die auf I stetig ist,
wobei I C R ein Intervall ist.

Satz 1: Sei f : [a,b] = R auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig. Es gelte
fla) <0 < f(b) (bzw. f(a) > 0> f(b)). Dann existiert £ € (a,b) mit f(£) = 0.

Zum Beweis benétigen wir ein Lemma:

Sei f: M — R in xg stetig. Es gelte f(zq) > a (bzw. f(x0) < a). fiir ein a € R.
Dann 30 > 0, so daB f(z) > a (f(z) < a) Ve € M NUs(xg).

Beweis des Lemmas:

Es gelte f(zg) > a. Sei € := f(xg) —a > 0. Da f in zg stetig ist, 30 > 0, so dafl
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|f(x) — flxo)] < e (dh. —e< f(2) — f(wo) < e Ve € M NUs(xy). Daher gilt fiir
z € MnNUs(xg)

(&) > f(zo) —e= f(zo) = (f(zo) —a) =a g

Beweis von Satz 1:

Es gelte f(a) <0< f(b). Sei M := {x € [a,b] | f(x) < 0}. Dann ist a € M, also
ist M # #. AuBlerdem ist M nach oben beschriankt (b ist obere Schranke). Also
existiert £ = sup M. Wegen f(b) > 0 und dem Lemma ist f(z) > 0 V& € [a,b]N
Us(b) fiir geeignetes & > 0, also ist £ < b. Nach Konstruktion des Supremums
existieren Folgen (zy), ey und (Un), ey mit z, € MVReN, z, < zp41 <
Unt1 < Yn (Vn€ N Intervallschachtelung) und limz, = & = limy,. Wegen
zn € M ist f(xy) < 0. Wegen & < b und limy, = £ gilt y, < b fiir fast alle n.
Wegen y, > x, € M gilt auch y,, > a. Also ist y, € [a,b] fir fast alle n, und
somit ist f(y,) definiert und f(y,) > 0 (wegen y, ¢ M fiir fast alle n.) Da f in
¢ stetig ist, gilt wegen limz, = ¢ = limy,

J(©) =lim f(a,) <0, f(§) =lim[f(yn) >0 & f(§) =0

Es gilt @ < £, denn & = sup M. Wiare a = &, so folgte f(a) = f(§) = 0
Widerspruch zu f(a) < 0. Also gilt auch & € (a, b). O

Satz 2: (Zwischenwertsatz)

Sei f:[a,b] = R eine auf dem kompakten Intervall [a, b] stetige Funktion. Sei
¢ eine reelle Zahl mit f(a) < ¢ < f(b) (bzw. f(a) > ¢ > f(b)). Dann existiert
& € (a,b) mit f(&) =c.

Beweis: Setze g(z) := f(x) — ¢ fiir # € [a,b]. Es gelte f(a) < ¢ < f(b). Dann
folgt g(a) < 0 < ¢(b). Die Funktion g ist auf [a, b] stetig. Nach Satz 1 existiert
&€ (a,b) mit g(€) =0, d.h. f(&) =c. O

Anwendung: Sei p(x) = 2" —a mit n€ N, o > 0.
Behauptung: p(z) hat eine positive Nullstelle.
Beweis: Es gilt p(0) = —a < 0. Es gilt

pla+1)=(a+1)"—a>(1+a-n)— « Bernoullische Ungleichung
=l4+anrn-1)>1>0

Also p(0) < 0 < p(a+ 1). p ist auch auf ganz R stetig. Nach dem Zwischen-
wertsatz 3¢ € (0,0 4+ 1) mit p(¢§) =0, d.h. £" = a.

Definition: Sei f: M — R, M C R, M # (.

i) Dann heifit f auf M nach oben (bzw. nach unten) beschrankt, wenn f(M)
nach oben (bzw. nach unten) beschrankt ist, d.h. IK € Ry mit f(z) <
K Ve e M (bzw. —K < f(x) Yo € M). Man nennt f auf M beschrinkt,
wenn f(M) nach oben und nach unten beschrankt ist, d.h. 3K € Ry mit
|f(z)| < K Ve e M.

ii) Man sagt, daf f auf M ihr Maximum annimmt, wenn f(M) nach oben
beschrankt ist und es g € M gibt mit f(xg) = sup f(M), d.h. f(zg) >
flz) Ve € M.
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Man sagt, dafi f auf M ihr Minimum annimmt, wenn f(M) nach unten
beschrankt ist und es zg € M gibt mit f(xzg) = inf f(M), d.h. f(ze) <
flz) Ve € M.

Satz 3: Sei f : [a,b] & R eine auf dem kompakten Intervall [a,b] stetige
Funktion. Dann ist f auf [a,b] beschrankt und nimmt auf [a, ] ithr Maximum
und ihr Minimum an, d.h. Jzy, 25 € [a, b] mit f(z1) < f(z) < f(x2) Vo € M.

Bemerkung: Sei fla,b] = R, f(x) := % fiir « € (0,1]. Dann ist f auf (0, 1]
stetig, aber nicht auf (0, 1] beschrankt. Daher ist der Satz fiir nicht kompakte
Intervalle im algemeinen falsch.

Beweis: Wir zeigen nur, dafi f auf [a, b] nach oben beschrankt ist und auf [a, b]
thr Maximum annimmt. Den Rest der Behauptung zeigt man dhnlich.
Angenommen f wire auf [a, b] nicht nach oben beschriankt. Dann existiert fiir
jedes n€ N ein x, € [a,b] mit f(x,) > n. Die Folge (x,), ¢, ist beschrinkt.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert 2o € R und eine Teilfolge
(l‘np)pe Iy von (n), ey Mit 2, — 2o (p = o0). Wegen a < z,, < b gilt auch
a < xg = limz,, < b, dh. zy € [a,b]. Nach Voraussetzung ist f stetig in xo,
also (mit € = 1) existiert § > 0, so daB |f(z) — f(xo)| < 1Va € [a,b] N Us(zo).
Wegen x,, = 2o (p — o0) gilt z,,, € [a,b] N Us(xo) fiir fast alle p. Also gilt fiir
fast alle p

[f(@n, )| = [ (2o)| < [f(2n,) = flzo)| <1

00 4= nyp < fxn,) <|f(2n,)] <1+ [f(xo)]

fiir fast alle p. Widerspruch! Also ist f nach oben beschriankt.

Da f([a,b]) nicht leer und nach oben beschrinkt ist, existiert & = sup f([a, b]).
Nach Konstruktion 3 Folge (f(21)), ¢n mit 2, € [a,b] und f(z,) = & (n — o0).
Wie oben (Bolzano-Weierstraf) folgt die Existens eines Punktes zy € [a, b] und
einer Teilfolge <Z"p)pe N mit z,, — z0. Da f in zo stetig ist, gilt f(z,,) —

J(z0) (p = 00). Wegen f(z,,) — & folgt f(z,) =¢&. O

Korollar: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist das Bild f([a,b]) wiederum ein
kompaktes Intervall.

flza) =: y2 Vo € [a,b]. Also gilt f([a,b]) € [y1,y2]. Sei ¢ € (y1,y=2). Dann 3 nach
c. Daher gilt f([a,b]) = [y1, y2].

Definition: Sei V/p ein Vektorraum iiber IR. Eine Abbildung V' — R, v — ||v||
(,Norm von v*) heifit Norm auf V' wenn gilt

Beweis: Nach Satz 3 existieren 1,22 € [a,b] mit y; = f(x1) < f(x) <
1,

dem Zwischenwertsatz & € (z1,z2) mit f(&)

) o[ >0Vv eV, v =0ev=0
i) I\l = Mol YAE B, Vo € V
i) [[v + wl|| < ||vf| + [Jw]| Vv, w e V

Mann nennt (V|| - ||) normierten linearen Raum.
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Beispiele:

i

(R, [, 2,

euklidische Norm

ii) Sei I C R kompaktes Intervallund C%(I) := {f : [ — R| f ist auf I stetig }.
Dann ist C°(I) Vektorraum iiber R unter den Operationen (f,g) —
F+a9, (N f) = M. Fiir f e C1I) setze man |- |7 := sup{|f(z)|,z € I}
(sprich: ,Supremumsnorm von f auf 7). Dann ist |- |; eine Norm auf

CO(I) (siche Ubungsaufgabe).
iti) Sei allgemeiner M C B, M # $ und B(M) := {f : M — R| [ ist auf

M beschrankt}. Dann ist (B(M),| - |ar) normierter linearer Raum, wenn
|flar :=supq{|f(z)||x € M}.Ist I kompaktes Intervall, so ist C°(I) linea-
rer Unterraum von B(7).

Satz 4: Sei f : [a,b] — R stetig und injektiv. Sei f([a,b]) = [a, F] (s. Korollar
zu Satz 3). Sei g : [, 8] = R die Umkehrfunktion zu f. Dann ist ¢ auf [a, 3]
stetig.

Beweis: Sei yy € [o, 8] und y, € [a, 8] mit limy, = yo. Sei z, 1= g(yn) €
[a,b]. Sei (l‘np)pe 1y irgendeine Teilfolge von (Tn), en- Dann ist (l‘np)pe N

beschréankt, also 3z € R und eine Teilfolge (xnpq) mit Tn,, = %0 (¢ —
q

€EN
oo) nach Bolzano-WeierstraB. Es gilt zg € [a,b]. Da f in g stetig ist, gilt

Yny, = fxn,,) = f(20)
=yo = f(xo) denn y, = yo
)

=y = g(yo) Also Tn,, — g(yo)

Wir haben also gezeigt: Die Folge (xn), ¢y hat folgende Eigenschaft: es gibt
a € IR (ndmlich a = g(yo)) derart, dal man aus jeder Teilfolge von (x,),, ¢ eine
weitere Teilfolge auswihlen kann die gegen a konvergiert. Nach Ubungsaufgabe
gilt dann z, — a. Also gilt g(yn) = xn = g(y0), also ist ¢ in yy stetig.

Beispiel: Sei f:[0,00) = R, f(z) = 2" (n € N). Dann ist f stetig und injektiv,
also ist auch  — ¥z (2 € [0, 00)) stetig.

Um Satz 4 formal anwenden zu konnen, beschrinke man f auf [0, ¢] fiir jedes
¢ > 0 ein).

5.3 Gleichmiflige Stetigkeit

Definition: Sei M C R, M # {, f : M — R. Dann heifit f auf M gleichméaBig
stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § = d(¢) > 0 (nur von e abhingig) existiert,
derart dafl

|f(z) — f(2")| < eVz,2' € M mit |z —2'| < §
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Offenbar ist jede Funktion f : M — R, die auf M gleichmafig stetig ist, in
jedem Punkt zq € M stetig. Der Unterschied zur Definition der Stetigkeit von
f in xo besteht darin, daB man bei gleichméafiger Stetigkeit das fiir jedes g
existierende § > 0 (bei vorgegebenem ¢ > 0) unabhingig von #y wihlen kann.

Beispiele:
i) f(zr)=2? =1, z € (0,1]. Dann gilt
[f(2) = F(@)| = [a® = 2| = o = 2'|]a + 2| < 20— &'| Vo, 2’ € (0, 1]
Sei € > 0. Setze J := 5. Dann gilt also
|f(z) = f(a")] < eVa,2' € (0,1] mit [# — 2’| < §

= f ist gleichmiBig stetig auf (0, 1].

i) f(z) =1, x€(0,1]. Sei &p, = £, 2], = 5= Dann gilt
|2y, — 2| = i—>0(n—>oo)
2n

aber

[f(n) = flap)l =n =00
Hieraus folgt, da8 f auf (0, 1] nicht gleichmifig stetig ist.

Satz 1: Sei I C R kompaktes Intervall, f : I — IR auf I stetig. Dann ist f auf
I gleichméfig stetig.

Beweis: Angenommen f wire nicht gleichméBig stetig auf /. Dann existiert
ein € > 0, zu dem sich kein § > 0 finden 148t mit

|f(z) — f(&')| < eVo,z’ € I mit |z — 2’| < §

Also existieren zwei Folgen (z,),, ¢y, (2},),, ¢y Mit 24, 2, € Tund |z, -2, | < %,
aber |f(zn) — f(x])] > €. Nach Bolzano-Weierstrafi 3z € R und eine Teilfolge
(l‘np)pe N mit z,, = xo (p — 00). Wegen x,,, € I und I kompakt gilt xo € I.
Wegen |z,, — ], | < L —0(p = oo) gilt auch y,, — o (p — 00). Da [ stetig

ist in zo, folgt f(2n,) — f(xo), f(27,,) = fl2o) (p = 00). = [f(2n,)—f(2},)| —
0. Wegen [f(2n, — f(z7,, )| > € folgt also 0 > e. Widerspruch. O

Definition: Sei I C R kompaktes Intervall. Sei I = [a,b] mit a < b. Ei-
ne Funktion f : I — IR heiffit Treppenfunktion auf I, wenn es eine Zerle-
gung Z von I gibt (d.h. ein (n + 1)-Tupel (ag,a1,...,a,) € R*"™) mit a =
ag < a; < as < -+ < an_1 < ap = b derart, dafl f auf jedem der n of-
fenen Teilintervalle (ay_1,a,) (v = 1,...,n) konstant ist, d.h. Je, € R mit
flx) = ¢, Yo € (ap_1,a,) (v = 1,...,n). (Man beachte, daf in den Teilungs-
punkten a, selbst nichts gefordert ist.)

Satz 2: Sei I = [a, b] kompaktes Intervall mit a < b. Sei f : I — R auf I stetig.
Sei ¢ > 0. Dann gibt es genau eine Treppenfunktion ¢ : I — R mit |f —t|; < ¢
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(dohe |f(z) — t(x)] < € Yo € I).

Beweis: Sei ¢ > 0. Da f auf [ stetig und I kompakt ist, ist f auf I gleichméBig
stetig nach Satz 1. Zu dem gegebenem ¢ > 0 gibt es ein 6 > 0, so daf§ |f(z) —
f(a')| < € Ve, 2’ € I mit |z — 2’| < §. Wihle n € Nmit n > 5%, Man betrachte
die ,aquidistante Zerlegung “ 2 = {a = ag < a1 < -+ < ap_1 < a, = 0} mit
a, :a—|—1/~b;—a (v =0,...,n). Man definiere ¢t : I — R durch

t(ay) = flay) (v=0,...,n)
t(x) = flay) Ve € (ap,ap41) (v =0,...,n— 1)

Sei @ € (ay,ay41). Dann ist [z — a,| < =2 < 4, also gilt |f(z) — f(a,) | < ¢,
———r
:t(l‘)

also gilt |f(z) —t(x)| < e Ve € I. =

Satz 2 ist wichtig fiir spétere Integrationstheorie.

5.4 Folgen bzw. Reihen von Funktionen und Ste-
tigkeit

Definition: Sei M C B, M # (. Sei f, : M — RVne& N. Dann heifit die

Funktionenfolge (f,), en auf M punktweise konvergent , wenn fiir jedes x €

M die Folge (fn(z)), cn konvergiert. Die durch f(x) := lim f,(x) definierte
n—r 00

Funktion f : M — IR heifit Grenzfunktion der Folge (fy), ¢n- Man schreibt
fa = f(n— 0).

Beobachung: Die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge stetiger
Funktionen braucht i.a. nicht mehr stetig zu sein.

Beispiel: f,,(z) = 2", « € [0, 1]. Es gilt

L
0, 0<z<1

r=1

flz) = lim fo(z) : {

Definition: Sei M C B, M # §. Sei f, : M — R (Vn € N). Dann heifit die
Folge (fn), ¢y auf M gleichmifig konvergent, wenn es f : M — R gibt mit
fn — f derart, daf fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dafl

|[fo(z) — f(z)| <eVYn>NVee M

Man schreibt f, = f (n — oo) (auf M).

Satz 1:(,,Cauchy-Kriterium®)

Die Folge (fn), ¢ fn @ M — Rist auf M gleichméfig konvergent genau dann,
wenn zu jedem € > 0 ien N € N existiert, so dafl |f,,(#) — fim (2)] < € Vn,m >
N,Ve e M.

Bewels:

i) Sei f, gleichmifBig konvergent auf M gegen f. Sei € > 0. Dann existiert
nach Definition ein N € NN, so daB |f,(x) — f(z)] < §Vn > N, V& € M.
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Daher gilt fiir n,m > N und Ve € M

[Fal@) = fnl@)] < |fal@) = F@)|+ (@) = @) < 5+5=¢ O

ii) Es gelte die Bedingung des Satzes. Sei ¢ > 0. Dann ist insbesondere
(fu(2)), ¢y fiir jedes x € M eine Cauchyfolge, also existiert nach dem
Cauchy’schen Konvergenzkriterium fiir Folgen der Grenzwert

f(z) == lim f,(x), also f, = f
n—od
Dann gibt es nach Voraussetzung N € N, so dafl
|[fo(z) — (@) <eVn,m> N Ve e M (5.1)

Sei m > N fest, sel € M fest. Man nehme in 5.1 den Limes fiir n — co.
Dann folgt

|f(x) = fn (@) = lim | f(2) = frn(2)] < €
Also gilt f, = .

Satz 2: Sei f, : M = R (ne€ N). Es gelte f,, = f auf M. Auflerdem sei jedes
fn in g € M stetig. Dann 1st auch f in z( stetig.

Beweis: Sei € > 0. Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge (fs), ¢y
gibt es n € N, so daf3

Fal@) = F@) < 5 Ve €M
Da f, in 2o € M stetig ist, existiert § > 0, so daB
€
[fn(x) = fu(zo)| < 3 ¥ € Us(xo) N M

Fir » € Us(xg) N M gilt daher

[f () = f(zo)| < 1f(2) = ful@)] + [ fn(2) — f (o)
< |f(e) = fal@) + [fa (@) = falzo)| + [ fu(20) = f(z0)]
<§+§+§:€ 1

Man kann die entsprechenden Konvergenzbegriffe leicht auf Reihen von Funk-
tionen {ibertragen. Genauer:

Definition: Sei f, : M — R (Vn€ N). Dann versteht man unter der Reihe
fi+ fot--=>07, f, die Folge der Partialsummen (s,),, en-

sn(x) = fu(x) (x € M)

Die Reihe 5°°7 | f, heifit punktweise konvergent auf M (bzw. gleichmiBig ko-
nergent auf M), falls (s, ),, ¢y die entsprechenden Eigenschaften hat. Die Reihe
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>oo2 [ heifit absolut konvergent auf M, falls >~ | | f, | auf M punktweise kon-
vergiert. Sie heifit absoulut gleichméaBig konvergent auf M, falls Y7 | |f,| auf
M gleichmifig konvergent ist.

Man zeigt leicht:

Satz 3: (, Cauchy-Kriterium*)

S, fn ist auf M gleichméBig konvergent < Ve > 03N € N, so dai Vne€ N
und Vpe N und Ve € M gilt

|[fati(z) + -+ fagp(x)] <€

Satz 4: Ist Y0 f, auf M gleichméafig konvergent gegen f und sind alle f,
in &g € M stetig, so ist auch f in zg stetig.

Satz 5: Blatt 10, Aufgabe Nr. 4
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Kapitel 6

Grundlagen der
Integralrechnung

6.1 Vorbemerkung

Aufgabe der Integralrechnung (klassisch): Berechnung des Flacheninhalts ebener
Figuren. Sei z.B. f : I — R stetige Funktion auf I = [a, ] mit f(z) > 0 Ve € I.
Man betrachte die Figur im R?, die berandet wird vom Graphen G(f) und von
den Geradenstiicken {(z,0) |z € I}, {(a,y) |0 <y < f(a)} und {(b,y) |0 <y <
f(b)}. Anschaulich besitzt die Figur den Flacheninhalt I(f) (,,das Integral zwi-
schen den Grenzen a und 6“), den man offenbar annihernd wie folgt berechnen
kann: Man approximiere zunichst f ,,hinreichend gut “ durch eine Treppenfunk-
tion ¢ auf 7. Der entsprechende Fliacheninhalt 7(¢) ist eine endliche Summe von
Flacheninhalten von Rechtecken und kann daher leicht errechnet werden. Es ist
klar, daBl I(¢) und I(f) nur um weniges differieren.

Man approximiere f beliebig genau durch eine Folge von Treppenfunktionen
(tn), en- Dann sollte I(t,) gegen I(f) konvergieren (n — o0).

Moderne Mathematik:

Anschauung oft zweifelhaft, Existenz des Flacheninhalts 7(f) keineswegs a prio-
ri klar! Man sollte I(f) exakt definieren durch einen Grenzprozefl, und zwar so,
daf} diese Definition dann moglichst gut mit der Anschauung vertréglich ist.

6.2 Das Integral einer Treppenfunktion
Konvention in diesem Kapitel: I = [a,b] C R kompaktes Intervall a < b.

Definition: Sei ¢ : I — R Treppenfunktion bzgl. der Zerlegung 7 = {a = a¢ <
ap < - < ap, = b} von I, mit t(z) = ¢, V& € (ap-1,a,), ¥ = 1,...n. Dann
setzt man

n

Iz(t) = ch(al, —ap_1)

v=1
Satz 1: Seit: I — R Treppenfunktion bzgl. der Zerlegungen Z und Z’. Dann
gllt Iz(t) = IZ’ (t)
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Beweis: Wir betrachten zunichst die Zerlegung 71 = {a = ap < a1 < -+ <
ag < w < ageq < -+ < ap = b} die aus Z durch Hinzunahme eines weiteren
Punktes w entsteht. Es gilt t(2) = cx41 V& € (ag, agy1), also t(x) = cpy1 Vo €
(ai, w), Vo € (w,agpy1). Es gilt

Iz.(t)=ci(ar —ag) + -+ eppr(w—ap) + cepr(ap + 1 —w) + -+ enlan — an_1)

Daher ist Iz, (t) = Iz(t). Ist daher 7 eine Verfeinerung von Z (d.h. entsteht
aus Z durch Hinzunahme von endlich vielen Punkten), so gilt (per Induktion),
I;(t) = Iz(t). Man betrachte jetzt die Verfeinerung Z V Z’, die aus Z durch
Hinzunahme aller (nicht in Z enthaltenen) Punkte aus Z’ entsteht. Nach Kon-
struktion ist dann Z V Z’' auch Verfeinerung von Z’. Daher gilt

Iz(t) = Izvz(t) = I2:(t) O

Definition: Die jeder Treppenfunktion f : I — R zugeorndete Zahl I(t) =
Iz(t) heifit das Integral von ¢ iiber I.

Satz 1: Sei T(I) :={t : I — R |t ist Treppenfunktion auf /}. Dann gilt
i) T(I) ist linearer Unterraum von B(I) und die Abbildung T(I) — Rt —
I(t) ist linear, d.h.
Ity +t2) = 1(¢1) + I(t2), I(at) = al(t) (o € R)
i) Fiir alle t € Z(I) gilt

O] < [tlr - (b —a)

iil) Ist ¢ > 0 (d.h. t(x) > 0 Ve € I), soist I(t) > 0.
iv) Mit ¢ € T(I) ist auch [t| € T'(I) (Jt|(z) := [t(x)|) und es gilt |I()| < I(|t]).
Beweis:

i) T(I) C B(I) ist klar.

Seien t1,ty € T'(I) Treppenfunktionen, t; bzgl. der Zerlegung 77, 5 bzgl.
der Zerlegung Z» von I. Sei 7 := 71V Z» die gemeinsame Verfeinerung 7,
und Z5. Dann ist {1, Treppenfunktion bzgl. Z. Sei 7 := {a = ap < a1 <
o< ap = b}t (x) = e, ta(e) = dy Ve € (ay-1,a,),v = 1,...n. Dann
ist (t1 +t2)(x) = t1(x) +t2(x) = cp +dy Yo € (ap_1,ay), also ist 11 + 15
Treppenfunktion bzgl. Z. Also ist t; +t2 € T(I). Dafl at € T'(I) ist klar.
DaB die Abbildung I : T(I) — R linear ist, ist klar, denn es gilt z.B.

n

Ity +1t2) = Iz,vz, (1) = Z(CV +d))(ay —ap_q)

v=1

= ch(al, — Cly_l) + Z dl/(al/ - al/—l)
v=1 v=1

=Iz,vz,(t1) + Iz,vz,(t2) = I(t2) + I(t2)
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i) Es gilt
[1(6)] < Z levl(ay — av-1) < Z [tlr(a, — av=1)
v=1 v=1

nach Definition der Sup-Norm

n

= [tlr Y (av — ay_1) = |t|1(b - a)

r=1
iil) +iv) klar!

Definition: Sei R(I) := {f € B(I)| es gibt eine Folge(t,), ¢ von Trep-
penfunktionen ¢, € T(I) mit lim|f — ¢,|;r = 0}. Funktionen aus R(I) heifilen
Regelfunktionen.

Bemerkung:

i) Man beachte, daf§ nli}H;o|f —t,|r = 0 dquivalent zu ¢, = f auf I ist, denn
|f = tnlr = sup{[f(z) —tn(z)| |2 € I} & [f(x) —tn(z)| < eV €1

ii) R(I) ist ein linearer Unterraum von B(7).
iii) Man kann zeigen: Eine Funktion f € B([) liegt in R(I) genau denn, wenn

fiir jedes zg € I der linksseitige Grenzwert lim f(z) und der rechtseitige
T—ro—

Grenzwert lim f(z) existiert.
r—=ro+

Satz 2: Es gilt C°(I) C R(I).

Beweis: schon bewiesen in Kapitel 5.3.

6.3 Das Integral einer Regelfunktion

Satz:

i) Sei (t,), ¢ eine Folge von Treppenfunktionen ¢, € T'(/) mit der folgen-
den Eigenschaft: zu jedem ¢ > 03N € N, so daB |t,, — tn|r < €Vn,m > N
(d.h. (tn), ¢y ist Cauchyfolgein T'(1)). Dannist die Zahlenfolge (I(tn)),, ¢y
konvergent.

i) Sei f € R(I) und es gelte
lim |f—t,]r =0, lim|f—¢t]r=0
n—00 n—00

fiir Folgen von Treppenfunktionen (t,), .y und (t}), .y auf I. Dann
konvergiert (I(t,)), ¢y und (I(t)), ¢y und lim I(t,) = Ilim (tr):
n—od — 00
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Bewels:

i) Sei e > 0 Man bestimme N € N, so daB} [t, =t |7 < = VYn,m > N. Dann
gilt

€

[ (tn) = 1(tm)]
S

[(tn = tm)| < ta —tmlr- (b= a) <

= b_a~(b—a):€
atz 2.1

Vn,m > N. Also ist (I(tn)), ¢ Cauchyfolge, also konvergent.
i) Es gilt
|tn _tm|1 < |f_tn|1+ |f_tm|1

(denn | - | ist Norm, also gilt die Dreiecksungleichung). Wegen lim |f —
n—o0

tn|r = Oist also (t,), ¢ v éine Cauchyfolge, nach i) konvergiert (I(ty)), N
Genauso: (I(t})), ¢y konvergiert.

Wegen [t, — 51 < [f —talr + |f =651 = 0 st ([t —t}]1), ¢y cine
Nullfolge. Daher gilt

[1(tn) — It = [L(tn — )| < [tn —tn # [1(b—a) = 0
Aslo ist im I(¢,) = lim I(¢).

Definition: Sei f € R(]). Dann ordnet man f eine wohlbestimmte Zahl I(f)
wie folgt zu: man wahlt ein Folge (t,),, ey Mitt, € T(I) mit lim |f—1t,|]; =0
n—r 00

und setzt I(f) := li_}rn I(ty) (s. Satz). Die Zahl I(f) heifit das Intergral von f

iiber I, man schreibt

1= ) da

(nach Leibniz). Man nennt z die Integrationsvariable.

6.4 Berechnung des Integrals einer stetigen Funk-
tion durch Riemann’sche Summen

Sei Z ={a=ag < a; << a, = b} eine Zerlegung von I. Man nennt dann

d(z) := max Aa,, wobei Aay, = a,—a,—1 (v = 1,...n) die Lange des Intervalls
1<v<n

(ay_1,a,) ist, die Feinheit von Z. Sei f € C°(I). Dann heifit die Summe der
Form

§ = Zn: FE)Aq,
v=1

wobei die ¢#) (v = 1,...n) Zwischenpunkte ¢ € [a,_1,a,] sind, Riemannsche
Summe fiir f zur Zerlegung 7.

Satz: Sei f € C°(I): Sei (2m),, € v €ine Folge von Zerlegungen 2, von I mit
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3(zm) = 0 (m — 00). Sei (s;m),, c Iy eine Folge von Riemannschen Summen fiir
f, wobei s, zu z, gehoére. Dann gilt

m— 00

b
/ flz)de = lim sy

Beweis: Sei z, = {a = a(()m) < a(lm) << aﬁfﬁl) =b}, e e [al(,nj)l, al(,m)],
Aal™ = o™ —al(,nj)l, Sm =y (5£m))Aa(J”). Fiir m € N definiere t,, € T'(I)
durch

() = f(e0™),
() == f(al™),
Nach Definition ist sy, = I(ty, ). Man zeigt jetzt, dal lim |f — ¢, |1 = 0 (genauso

wie der Beweis von Kapitel 5.3, Satz 2, man benutzt §(z,,) — 0). Nach Definition
gilt dann also

t(x) = f
t(x) = f

xr
xr

b
/ flz)de = lim sy
a m—00
Beispiele:
i) f(x) =1, z € I. Dann ist
b b
/ ldx):/ dx:[(f) :1(b—a):b—a

(Man beachte f € T'(])).

i) fle)=w,zel
Berechnung von f; z dz liber Riemannsche Summen. Man nehme die Zer-

legungen z,, = {a = a(()m) < a(lm) < o<a = b} mit a™ =
a—|—1/~b_7a(1/: 0,...,m). Man nehme ferner E’l(,m) = o™ (v=1,...,m).
Es gilt d(zp) = =% — 0 (m — o). Daher gilt nach Satz

b
zdx = lim s,
a m—00

r=1
S el - )

r=1

" b—a b—a b—a b—a\’
:;(a—l—ym) =m-a- p- —|—<m);1/
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(b—a)? . m(m+1)

—a(b—a) +
:a(b—a)+(b_2a)2 : (1+%)

6.5 Eigenschaften des Integrals
Satz:

i) Vf, g € R(I) gilt

/ab (f(z) +g(x))dz = /abf(x) dl‘-l-/abg(x)dx

VfeR(),Ya € R gilt

/abaf(x)dx:a/abf(x)dx

(d.h. die Abbildung R(I) —» R, f — f; f(z) da ist linear)

/a b (o) dz

i) Aus f >0 folgt [ f(x)de > 0.

[ swrde < [ ot a

v) Ist f € R(I) und my < f < mgy (mq, ma € R fest), so folgt

ii) Vf € R(I) gilt

<|flr-(b—a)

iv) Aus f < g folgt

mib=a) < [ fa)de < ma(b - a)

vi) Ist f € R(I), so folgt

S/ablf(x)ldr

/a b f(z) dz
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Bewels:

i) Seilim|f —ta]r = 0,lim|g = t'n]; = 0 fiir ¢, € T(1), ¢, € T(I). Dann gilt
lm|(f 4+ ¢) — (tn +t'5)|r = 0, also folgt

/ (f(x)—i—g(x)) de = lim I(t, +¢,) = lim (I(tn)—i—f(t/n))

n—r00 n—00
:nli_{r;ol( )+nll_>ngof /f dx—l—/ g(x)dx
Genauso zeigt man die zweite Behauptung in i).
ii) Seit, € T(I) mit nh—>ngo|f_t”|1 = 0. Dadie Abbildung B(I) = R, g — |91
eine Norm ist, gilt Vg, h € B(I) | |91 — |hl1] < |g — h|1. Inbesondere gilt
[ lr = ltaltl < 1f = talr = 0(n = 20) = Jtalr = [f]r (n = 0)
Daher

/a b (o) dz

iii) Sei lim |f —t,|r = 0. Dann gilt auch |t,| = |f| = f auf I (denn Ve, d€ R
n—oQ

gilt ||e| = |d|| < |e = d]). Es gilt t,, = f nach Voraussetzung, d.h. Ve >
03dN € N derart, dafl

(@) =t (@)] [ < 1f(2) = ta(2)]
Daher [t,| = |f| & |f|] € R(I). Daher

) =1 Tim I(t,)] = lim [[(#)] < Vi ftalr- (b —a) = [flr- (b —a)

b
/ f(z)dz = HILH;OI(H”D >0 (VneN)

iv) folgt aus i) und iii), denn f < g<g—f >0
v) folgt aus iv) wegen f; dr = b—a. Denn

m1<f<:> m1<f( yVeel
m1>0

j/ )yda >0
;»/a f(x)dx—/a mldx:/abf(a:)dx—ml/ab da

:/ fle)de —my(b—a) >0

b
:>/ flz)de > my(b— a)
Rest genauso.

vi) Sei t, = f auf I. Dann gilt |t,| = |f] auf I (schon gezeigt). Daher

/a b (o) dz

b
= |t 7(t,)] = Jim [1(t)] < limm 1(0tal) = [ 1f(0)]do

73



6.6 Vertauschung von Integral und Grenzprozef}

Satz:
i) Seien f, € R(I) (n € N) mit f, = f € R(I) auf I. Dann gilt
b b

/abf () dw = / (Jim fa(2))de = lim | fo(e)da

n—od a

ii) Sei > >7, f, eine Reihe von Regelfunktionen f, € R(I), die auf I gleichméBig
gegen die Grenzfunktion f € R(I) konvergiert. Dann gilt

/abf(a:)dx:/ab (> r@) dng/abfy(x)dx

Bewels:

ii) folgt sofort aus i)

i) Es gilt
b b b
[t [ pe)de =| [ (70) - @) de| <1 = ulit ) 5 0
(n — 00) denn nlgrgo|f — falr = 0 nach Voraussetzung. O

Bemerkung: Die Aussage des Satzes wird i.a. falsch, wenn man die Voraus-
setzung iiber gleichmiflige Konvergenz fallen lafit.
Beispiel I =[0,1], fn: I — R.

falz) =

0
z
z

o =3 o
3= © 8
3=

IA A

<

<

Dann gilt lim f,(#) =0, f(#) = 0Vx € I. Daher f; f(z) de = 0. Offenbar gilt
n—r 00

fo€T(D) und [ fo(z)de =n(: —0)+0=1

6.7 Erweiterung der Integraldefinition. Additi-
vitat des Integrals

Definition: Sei I = [a,b] mit @ < b. Seien ¢,d € I mit d < ¢. Sei f € R(I).

Dann setzt man
d c
de = — d
[ fwydri== [ fa)da

/:f(x)dx =0
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Satz: Sei I = [a,b],a < b. Dann gilt fiir beliebige ¢,d,e € T und Vf € R(J)

/cdf(x) dx—l—/def(x) dx:/:f(x)dx (6.1)

Beweis: Man unterscheidet die verschiedenen Fille ¢ < d < e;d < ¢ < ¢
(ingesamt 6 = 3! Falle). Man beachte, daf§ 6.1 dquivalent ist zu

/cdf(x)dx—i—/def(x)dx+/:f(x)dx:

Korollar: Sei I = [a,b],a < b. Sei f € R(I). Dann gilt fiir beliebige Punkte
Co,Cl, ..., Cn €T

Z Mf( dx—/ e

6.8 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz: Sei I =[a,b],a<b. Sei f € C°(I). Dann gibt es & € I, so daB

/ fe)de = F(€)(b - a)

Beweis: Da f: I — R auf dem kompakten Intervall stetig ist, nimmt f auf
thr Maximum ms und ihr Minimum my an. Daher gilt m; < f < mas. nach 6.5
Satz gilt daher

b
mib—a) < [ fa)de < ma(t—a)
Daher folgt

z)de < msy

Nach dem Zwischenwertsatz folgt daher die Existenz eines & € I mit

(6.2)

(streng genommen braucht man den Zwischenwertsatz nur im Fall m; < — fa flx)de < ma,
in den anderen Fillen ist die Existenz 6.2 klar, denn 321 € T mit my = f(z1)
und Jzg € T mit mg = f(x2).)
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Kapitel 7

Grundlagen der
Differentialrechnung

7.1 Differenzierbarkeit

Motivation: Sei f : I — R eine auf dem offenen Intervall I definierte reel-
le Funktion, deren Graph G(f) im R? eine Kurve beschreibt. Man bilde den
Differenzenquotienten

f(z™) = f(=)
T —z
Dieser ist gleich der Steigung tan « der Sekante durch die Punkte p = (2, f(x)), p*
(z*, f(x*)). LaBt man =* gegen x gehen, so geht bei einer stetigen Funktion f
der Punkt p* gegen p. Besitzt dann der Differenzenquotient einen Grenzwert
F/(x), so heifit dies, daf sich die Sekante einer Grenzlage nédhert, die man dann

die Tangente der Kurve in p nennt und f’(z) ist dann die Steigung der Tangente.

Definition: Sei f eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung eines Punk-
tes zg € R definiert ist, d.h. U, (o) ist im Definitionsbereich von f enthalten.
Dann heifit f differenzierbar in xp, wenn der Differenzenquotient %ﬁx”)

x gegen xgy einen Limes hat. Man setzt dann
_ h) —
(o) := lim J(x) = J(wo) = lim f(@o+h) = f(2o)
T—To r — Tg h—0 h
Die Zahl f'(xq) heifit Ableitung von f in xg. Statt f'(xg) schreibt man auch

3—’;(1‘0) oder D f(xy).

fiir

Beispiele:
i) f(z) = ¢ konstant (z € R). Dann ist

. fleoth) = flwo) _c—ec 0 _ "oy
%1_1}1(1) A = —h—Oif(xo)_OVxOER

ii) f(z) = 2% (z € R). Dann
Jlxo+h) — flxo) (o + h)? — 22 _ Qxoh + h2

h h h
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= f/(l‘o) = 21‘0 Vl‘o eR

Definition: Sei f eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung von zy € R
definiert ist. Man sagt dann auch, daf§ f ein Differential in zy besitzt, wenn es

A€ Rund €: U, (0) = R mit %in}) e(h) = €(0) = 0 gibt, derart dafi Vh € R mit
—
[h] < r gilt
fleo+h) = fleo)+ A-h+e(h)-h (7.1)

Durch h — Ah wird dann eine lineare Abbildung R — R definiert, die man das
Differential von f in z¢ nennt und mit df(xy) bezeichnet.

Satz: Seil f in einer r-Umgebung von zq definiert. Dann ist f in zq diff’bar
genau dann, wenn f in zg ein Differential besitzt. Dieses ist eindeutig bestimmt
— sofern es existiert — und es gilt

df (zo)(h) = f'(x0) - h
(i.aW. A= f'(x))
Beweis:
i) Es gelte 7.1 VA€ R mit |h| < r, wobel € : Up(29) — R mit %1_1}% e(h) =
€(0) = 0. Fiir 0 < |h| < r folgt dann aus 7.1

flzo + h) — f(zo)
h

— A=¢(h)

‘f(l‘o +h) = flxo)

- —A‘:|e(h)|—>0(h—>oo)

also ist f in ¢ diff’bar und es gilt A = f/(z0). Es gilt also (df(zo)(h) =
Ah = f'(zo)h.

i) Sei fin zp diff’bar. Man definiere ¢ : U, (0) — R durch

(h) = {;(Li‘”“) — f'(x0) (Ezoj o|)h |<7)

Dann gilt %in}) €(h) = €(0) = 0 (denn f ist ja in x¢ diffbar). Ferner gilt
—
Vh € Rmit [h] <7

flxo+h) = f(zo) + f'(x0) -h+e(h) - T
Korollar: Sei fin U, (zq) definiert. Sei f in zq diff’bar. Dann ist f in xg stetig.
Beweis: Folgt aus 7.1.

Bemerkung: Man beachte, dal die Umkehrung i.a. falsch ist. Es gibt Funktio-
nen f: R — R, die in jedem Punkt von R stetig sind, aber in keinem diff’bar.
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Definition: Eine in {& € R |z < & < xo + 7} definierte reelle Funktion heifit
in xg rechtsseitig diff’bar, falls der rechtsseitige Limes

L &0+ h) = flo)
h—0+ h

= Dy f(xo)

existiert. Man nennt Dy f(zg) die rechtsseitige Ableitung von f in zg. Ahnlich
nennt man eine in {& € R|zg —r < @ < 2¢} definierte reelle Funktion in zg

linksseitig diff’bar, falls

D_ f(xg) := lim flwo + h}z — f(=0)

existiert. Man nennt dann D_ f(#zq) linksseitige Ableitung von f in zg.

Beispiele:
i) () = Je] (x € B), 20 = 0. Dy £(0) = 1, D_f(0) = —1
ii) Eine Funktion ist in #¢ diff’bar genau dann, wenn Dy f(xzo) und D_ f(zg)
existieren und tibereinstimmen.

Definition: (,, Diffbarkeit auf einem Intervall®)
Sei I C R mit a,b Endpunkten (—oo < a < b < o0). Eine Funktion f: ] — R
heif3t diff’bar auf I, wenn

i) in jedem inneren Punkt von [ ist f diff’bar

ii) Falls a oder b oder a,b zu I gehoren, soll Dy f(a) oder D_ f(a) oder beide
existieren. Man setzt dann f'(a) = Dy f(a) und f'(b) = D_f(b).

In diesem Fall heifit die Funktion
I—- R
z = f(x)

Bemerkung: Fiir den Fall ¢ € I gelten obige Eigenschaften mit der Fin-
schrankung, da die Funktion auf {# € R|0 < z < r} definiert ist und es
gilt

1) fla+h)=f(a)+ Ah+€e(h)-h (0<h<7)

i) h1—1>%1+ e(h) =¢€(0)=0

die Ableitung von f.

Definition: (hohere Ableitungen®)

Sei f: I — R eine diff’bare Funktion. Dann heifit f zweimal diff’bar auf 7,
wenn f' : I — R diff’bar ist. Man setzt f”(z) := (f') (z) (zweite Ableitung
von f). Analog definiert man rekursiv hohere Ableitungen von einer Funktion
f 1 — R héhere Diff’'barkeitsordnung und

i) ist f stetig, so setzt man f(0) = f
ii) Fiir k€ N heift f k-mal dif’bar, wenn f*=1Y . T — R diff’bar ist. Man

setzt dann
FE @) = (FF1) ()

Definition: Eine diff’bare Funktion f: 1 — R heifit stetig diff’bar, wenn die
Ableitung von f’ von f stetig ist.
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7.2 [Eigenschaften der Ableitung

Satz 1: Seien f,g: Uy(x9) = R(r > 0) in 2y diff’bare Funktionen. Dann sind
die Funktionen f+g,c- f(c € R), f - ¢ diff’bar in zy, und es gilt

(f +9) (z0) = ['(x0) + g’ (x0), (¢~ ) (x0) = ¢ ['(20)
(f - 9)(x0) = f'(z0) - g(x0) + fzo) - ¢’ (x0) Produktregel

Gilt dariiberhinaus g(z¢) # 0, so sind die Funktionen é und 5 in xg diff’bar
und es gilt

(j)/ (10) = J'(w0)g(wo) — f(x0)g' (w0)

g g(x0)?
Beweis: Fiir 0 < |h| < r gilt

Tot = eJ0) iy L0 XM =) ey = (epyen)

Iim =c
h—0 h h—0
Vealeot W= 0)lo) _ S x W= Jlto) gy gy A0 EW Z000) gy

Gilt g(zg) # 0,g ist in xg diff’bar, insbesondere stetig, dann existiert eine 4-
Umgebung Us(x¢) C Uy (zg) auf der g keine Nullstelle besitzt. Man betrachte

also die Funktion

{Ug(xo) >R
1
r —r M
Fir 0 < |h| < §
1 1
g(woth) — glwo) _ _ 1 gz + h) = g(x0)
h g(zo + h) - g(x0) h

5 =f- é Produktregel anwenden.

Satz 3: Sei I C IR ein Intervall mit Endpunkten ¢ und b, a < b. Sei f: ] - R
auf I stetig und auf (e, b) diff’bar. Dann gilt:

1) Gilt f'(z) > 0 bzw. f'(2) > 0V € (a,b), soist f auf I monoton wachsend
bzw. streng monoton wachsend (d.h. ist z,y € [ und z < y = f(z) <

fie<y = fx) < fy).
i) Ist f auf I monoton wachsend, so gilt f'(z) > 0 Vz € (a,b).
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Bewels:

i) Seien x1,22 € I mit #; < z3. Nach dem MWS gibt es dann & € (zy, 22)
mit f(z2) — f(x1) = f/(§)(z2 — 1) > 0 oder > 0 je nachdem ob f/(£) >0
oder f/(§) > 0 Vo € (a,b). Also gilt f(x2) > f(x1) oder f(z2) > f(x1)
Ve € (a,b). ]

i) Sei # € (a,b) und h £ 0. Fiir h > Oist dann z < z+h = f(z) < f(z+h).
Firh<Oist e+ h <z = f(x+h) < f(z). In jedem Fall ist also

Sz 4+ h) = f(x)

. >0 = flr)>0 o

h—0

7.3 Der Satz iiber die inverse Funktion

Satz: Sei I = [a,b] C R kompaktes Intervall mit a < b. Sei f: I — R eine auf
I stetige, injektive Abbildung, die auf (a, ) diff’bar ist und f'(z) > 0 V& € (a,bd)
erfilllt. Sei f([a,b]) = [, 5]. (Siehe Kapitel 5.2). Sei g : [a, 8] = R, die zu f
inverse Abbildung. Dann ist auch g auf (o, 5) diff’bar, und es gilt

1
/
g\y) =
W= e
Beweis: Sei yy € (a,3). Sei zy := g(yo). Dann gilt zy € (a,b) In der Tat,
angenommen z.B. 2y = a. Dann ist also yo = f(a). Sei # € I mit ¢ < =.

Nach Voraussetzung ist f/'(w) > 0 Vw € (a,b), also ist f auf I streng monoton
wachsend. Also yo = f(a) < f(x), daher folgte f([a,b]) < [yo, 3], Widerspruch
zur Surjektivitdt von f, da o < yg. Genauso widerlegt man die Annahme zy = b.
Sei (Yn), ¢y eine Folge mit y, — yo,yn # Yo,yn € [a, F]. Sei x, = g(yn). Da
g stetig auf [, §], folgt &, — 20 = g(yo) (n = oo) (Kapitel 5.2). Da g injektiv,
folgt aus y, # yo, daB x, # z¢. Daher

9(yn) —glyo)  Tn — o 1

pomw @) =) Flaw)
da fin xg diff’bar und f’(xg) # 0 ist. O

Beispiel: f(z) = 2% f/(z) = 42° > 0 Vz > 0, f ist stetig und fiir = > 0
diff’bar. Anwendung des Satzes auf [0,5], denn f ist injektiv.

9=y(y>0)

1 1

) = :
T = Pey) T Hymt A

7.4 Zusammenhang zwischen Differential- und
Integralrechnung

Generalvoraussetzung: I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall mit a < b.

Definition: Eine Funktion ® : I — R heifit Stammfunktion einer vorgegebenen
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Funktion f: I — R, wenn ® auf I diff’bar ist und &' = f ist.

Satz 1: Sei f: 1 — IR vorgegeben. Ist dann @y eine Stammfunktion von f, so
148t sich jede weitere Stammfunktion von f schreiben als

o = q)o +c
(d.h. ®(z) = ®g(z) + ¢ Vo € I), wobei ¢ eine Konstante ist.

Beweis: Es gilt ' = &) + ¢/ = &) = f, also ist jedes solche & eine Stamm-
funktion von f. Seien umgekehrt ®; und &5 zwer Stammfunktionen von f. Es
gilt dann

(P =) =@ =B, =f—f=0

Da ®; — & auf I diff’bar ist, ist auch ®; — &4 stetgi auf I (siche Korollar zu
Satz 1, Kapitel 7.1, die Aussage wurde dort nur fiir Punkte zq € (a, b) bewiesen,
der Beweis funktioniert aber genauso V& € I). Daher gilt (Kapitel 7.3, Korollar
zu Satz 2) ¢1 — ¢ = ¢ konstant.

Satz 2: (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Sei f € C°(I). Sei ¢ € I fest. Dann ist die durch F : [ — R, F(z) := fox fv)dv
definierte Funktion stetig diff’bar auf I und F'(x) = f(z) Vo € I, i.aW. das

Integral einer stetigen Funktion f : I — IR, als Funktion der oberen Grenze,
liegert eine Stammfunktion von f.

Beweis: Sei z,z+h € I,h #0. Dann gilt

Fz+h)— F(x) = /CM Fv)dv — / F(v)dv

_ / fw)dv + / e = / ) dv

Es gilt ferner

Daher gilt

!
||

- f(=)

‘F(x +h) - F(x)
h

r+h
/ (F(v) — f(x)) dv

Sei € > 0. Da f auf I stetig ist und I kompakt, ist f auf I gleichmiBig stetig.
Also existiert § > 0, so daBl |f(u) — f(v)] < e mit |u—v| < J. Sei 0 < |h| < 4.

Dann folgt also
1 r+h
/ edv

1
~ [n]

r+h
@ <l [ 1) - sl

~ [n]

‘F(x +h) - F(x)
h
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(denn v liegt zwischen z und z + h, also gilt |v — z| < 0)

1
= —-¢ele+h—z|=c¢

|
Daher gilt

i FEED = F@) _

h—0 h

also ist F' diff’bar und F'(z) = f(z).

Satz 3: Sei f € CY(I) und sei ® : F — R irgendeine Stammfunktion von f.
Dann gilt

[ ) de=0(0) - oa) = 2(2)]

Beweis: Die Funktion ®q(z) := fax f(v) dv ist nach Satz 2 eine Stammfunktion
von f. Nach Satz 1 existiert daher ¢ € R, so dafl ® = &y + ¢. Es gilt also

/ f(z)de = $g(b) = Do(b) — Pg(a)
wegen Pg(a) = 0). AuBerdem
(@o(b) +¢) = (Ro(a) +¢) = @o(b) —Do(a) [

Definition: Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f : I — IR heifit
das unbestimmte Integral von f und wir mit [ f(x)da bezeichnet.

Beispiel:

b
1 1
kg _ k4lph _ k41 k1
de = —— = ——"" -
/ax v= g 4 k—i—l( a

k k

(k€ N, denn z — ﬁx +1 ist Stammfunktion von z*.

7.5 Partielle Integration. Substitution

Satz 1: (Partielle Integration)
Seien f,g € C1(I). Dann gilt

b b
[ r@e)de = sl - [ o5 o
Beweis: Nach der Produktregel ist

(fo) =Ffa+4d'f (7.2)

Ferner ist
/ (o) (2) de = F()g(@)]:
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Man integriert beide Seiten von 7.2

Satz 2: (Substitution)
Seien I = [, 8] und I* = [a, b] zwei kompakte Intervall in R, o < 8,a < b. Sei
J € C°I*). Es gebe ¢ € CY(I) mit ¢(I) C I*. Dann gilt

w(b) 8
z)dxr = o' (v) dv
L e / Few)e' v)

Beweis: Sei @ : [* — R eine Stammfunktion von f : /* — R. Dann gilt

%@(so(V)) =¥ (p(v)) - ¢'(v) = flp(v))¢ (v)

Daher gilt nach Satz

E
/ Fle)e' (v) dv = @(p())I7, = ©(#(8)) — ©(p(a))

©(B)
) flx)dx ]

(o

= ¥ = [
)

1. Anwendungsmoglichkeit: Es soll f(i f(z) dz berechnet werden. Wenn man
eine Funktion f € C°(I*), ein ¢ € CH(I) mit o(I) C I* finden kann, so daf
9(v) = f(p(r))¢' (v), so gilt

/a ’ gv)dv = /w fj) f(z) dz

2. Anwendungsmoglichkeit: (,, Variablentransformation®)

Es soll f; f(z) dx berechnet werden. Wenn man eine bijektive Abbildung ¢ €
CY(I) mit ¢(I) C I* finden kann und ¢ : I* — I die inverse Abbildung zu ¢
ist, so gilt

b P(b)
[ swae= [ e war
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