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Kapitel 1Einleitung1.1 Die Axiome der nat�urlichen Zahlen1,2=1+1,3=2+1 : : :Kardinalzahlen: AnzahbestimmungOrdinalzahlen: Dinge werden durch Numerieren geordnet.Hier werden prim�ar Ordinalzahlen behandelt.Standpunkt: A priori gegeben ist eine Menge N, genannt nat�urliche Zahlen, mitfolgenden Eigenschaften:Axiom 1) 1 ist eine nat�urliche Zahl, d.h. N enth�alt mindestens ein Argument,n�amlich die 1.Axiom 2) (Arithmetisches Axiom) Jedem Paar m,n von nat�urlichen Zahlen sindzwei weitere nat�urliche Zahlen m+n (Summe) und m�n (Produkt)zugeordnet,und f�ur die Verkn�upfungen (Addition/Multiplikation) gelten die folgendenRegeln:1 � 1 = 1;f�ur beliebige nat. Zahlen gilt:i) m + n = n+mii) m + (n + r) = (m + n) + riii) m � n = n �miv) m(nr)=(mn)rv) m(n+r)=mn+mrAxiom 3) (Anordnungsaxiom)i) F�ur zwei beliebige vorgegebene nat. Zahlen m,n gilt genau eine derfolgenden Alternativenm < n ,m = n oder m > nii) F�ur alle nat. Zahlen n gilt n � 14



Axiom 4) (vollst�andige Induktion)Sei M eine Menge von nat�urlichen Zahlen miti) 1 geh�ort zu Mii) mit n geh�ort auch n+1 zu MDann ist M=N, d.h. M enth�alt alle nat. Zahlen.Bezeichnung: Gilt m=n+r, so schreibt man m > n ("m ist gr�o�er als n\) oderauch n < m. Entsprechend soll m � n (bzw. m � n) f�ur folgende Alternativengelten: Entweder ist m > n (bzw. m < n) oder m = n:Problem 1) Gibt es nat�urliche Zahlen, d.h. haben sie eine reale Existenz au-�erhalb unseres Bewu�seins?Kronecker (1823{1891) "Nat�urliche Zahlen sind von Gott gemacht.\Dedekind (1831{1916) "Nat�urliche Zahlen sind reines Menschenwerk.\Standpunkt der modernen Mathematik: Die Frage nach der Existenz dernat. Zahlen ist unsinnig und unendscheidbar. Sinnvolle mathematischeAussagen betre�en nur die Beziehungen, die zwischen nat. Zahlen bestehenund die Regeln, nach denen man expiriert.Problem 2) Es k�onnte a priori passieren, da� man beim Umgang mit denRegeln auf Widerspr�uche st�o�t. Kann man die Widerspruchsfreiheit derAxiome 1{4 beweisen? Hieran wird seit ca. 100 Jahren gearbeitet.Problem 3) Braucht man wirklich die umfangreichen Axiome 1{4?Nein, es reichen die sogenannten \Peano-Axiome".Satz:i) m < n und n < p ) m < pii) m < n bzw. m = n bzw. m > n ) m + p < n + p bzw. m + p = n + pbzw. m+ p > n+ p.iii) Ist m > n, so hat die Gleichung m = n+ r genau eine L�osung r, die mandie Di�erenz von m und n nennt, r = m� n.iv) Gilt m > n und p > q, so folgtm+ p > n+ qv) m > n ) m � n + 1vi) m > n bzw. m = n bzw. m < n) mp > np bzw. mp = np bzw. mp < npvii) m > n und p > q ) mp > nqBeweis:i) Es gilt nach De�nitionm < n , n = m + rGenauso n < p , p = n+ sEs gilt p = n+ s = (m + r) + s = m+ (r + s)d.h. m < p q.e.d. 5



ii) Wir zeigen z.B.m < n) m + p < n + pWegen m < n gilt n = m + r) n+ p = (m+ r) + p = p+ (m+ r) = (p+m) + r = (m+ p) + r q.e.d.Die Umkehrung der Aussagen ergibt sich daraus, da� die F�allem < n;m =n;m > n sich gegenseitig ausschlie�en (Axiom 3)v) m > n hei�t m = n+ r � n+ 1 , weil r � 1 nach 3.21.2 Beweis durch vollst�andige Induktion. De�-nition durch InduktionSatz:F�ur jede nat. Zahl n sei eine Aussage sn gegeben. Es geltei) s1 sei richtig.ii) Unter der Annahme, da� sn richtig ist, kann man die Richtigkeit von sn+1beweisen.Dann ist sn richtig f�ur jede nat. Zahl.Beweis:Sei M die Menge der nat. Zahlen, f�ur die sn richtig ist. Nach Voraussetzung giltdann 1 2 M , und mit n in M gilt auch n+1 in M. Daher gilt nach Axiom 4),da� M=N, das hei�t, sn ist richtig f�ur alle nat. Zahlen.Beispiel: Es gilt n � 1 = n f�ur alle nat. Zahlen n.Induktionsanfang:n = 1.Es gilt 1 � 1 = 1 nach Axiom 1), also ist s1 wahr.Induktionsbehauptung:sn ist wahr, d.h. n � 1 = nInduktionsschlu�:zu zeigen f�ur sn+1: (n+ 1) � 1 = n+ 1Es gilt: (n+ 1) � 1 = n � 1 + 1 � 1 = 1n + 1 � 1 = n+ 1Daher ist nach Satz die Behauptung richtig f�ur alle nat. Zahlen n.Unter "De�nition durch Induktion\ versteht man folgendes:F�ur jede nat. Zahl n wird ein Element f(n) einer Menge X de�niert durchi) Angabe von f(1)ii) Angabe einer Vorschrift, die es gestattet, f�ur jede nat. Zahl n f(n+1) ausf(1),f(2), : : : ,f(n) zu erhalten1da die Induktionsbehauptung wahr ist 6



Da� solch eine De�nition sinnvoll ist, besagt der "Rekursionssatz\ (wird hiernicht bewiesen).Beispiel: Sei a nat. Zahl. Dann de�niert man die Potenzen an (n nat. Zahl)durch a1 = a; an+1 = a � an.Beispiel zum Induktionsbeweis:F�ur alle nat�urlichen Zahlen n giltn2 + 1 � 2 � nInduktionsanfang:n = 1 : 12 + 1 � 2 � 1, 2 � 2Induktionsbehauptung:n2 + 1 � 2 � nInduktionsschlu�:(n+ 1)2 + 1 � 2(n+ 1) ist zu zeigenEs gilt:(n+ 1)2 + 1 = (n2 + 2n+ 1) + 1= (n2 + 1) + 2n+ 1 � 2 2n+ 2n+ 1� 3 2n+ 1 + 1 = 2n+ 2 = 2(n+ 1) q.e.d.1.3 Mengen. Abbildungen von MengenArbeitshypothese (nach Canter, 1845 -1918, Begr�under der Mengenlehre)Die Menge ist die Zusammmenfassung von wohlunterschiedenen Objektendes Denkens oder der Sachwelt zu einem Ganzen.Notationen:i) Sei M eine Menge von Objekten a, b. Dann sagt man, da� a Element vonM ist (im Zeichen a 2M ). Man schreibt auch M=fa,b, : : : g.Oft wird eine Menge durch gewisse Eigenschaften ihrer Objekte de�niert,z. B. M bestehe aus genau den Elementen einer Menge M0, f�ur die dieEigenschaften E1; E2; : : : gelten, dann schreibt man:M = fxjx 2M0 , x hat die Eigenschaften E1; E2; : : :g.ii) Die Menge, die kein Element enth�alt, hei�t leere Menge (im Zeichen �).Vorsicht! Sei M die Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Elemententhalten. Frage: Ent�alt M sich selbst (Rund`sche Axiome)?De�nition i) Sind alle Elemente der Menge M` auch Elemente der MengeM, so hei�t M` Teilmenge von M (M ` � M;M � M `). Zwei Mengenhei�en gleich, wenn M � M ` und M ` �M .ii) Gilt M ` �M;M 6=M `, so hei�t M` echte Teilmenge von M.iii) Seien A,B Mengen. Dann setzt man:A \B := fxjx 2 A und x 2 Bg (Durchschnitt)A [B := fxjx 2 A oder x 2 Bg (Vereinigung)A nB := fxjx 2 A; x 62 Bg (Di�erenz von A und B)2nach Induktionsvoraussetzung3denn 2n � 1 nach Axiom 7



Entsprechendes gilt f�ur beliebig viele Mengen.De�nition Seien A,B Mengen, a 2 A; b 2 B. Dann de�niert man das geordnetePaar (a,b) als die Menge M = ffag; fa; bgg.Man beachte: F�ur a = b gilt (a; a) = ffagg. (Dies ist formal etwas anderesals a oder f a g.)Es gilt: (a,b)=(a',b') genau dann (,), wenn a = a0; b = b0.Sei (a; b) = (a0; b0). Dann gilt alsoffag; fa; bgg= ffa0g; fa0; b0gg.1) fag = fa0g , a = a0 undfa; bg = fa0; b0g also b = b02) fag = fa0; b0g ) a = a0 = b0 = bMan nennt A�B = f(a; b)ja 2 A; b 2 Bg das kartesische Podukt von A und B.De�nition Seien Ai (i=1, : : : ,n) Mengen, ai 2 Ai:Dann de�niert man das geordnete n-Tupel (a1; a2; : : : ; an) als das Paar((a1; : : : ; an�1); an). (Induktive De�nition) Entsprechend de�niert manA1 �A2 � � � � � An: Es gilt (a1; : : : ; an) = (a1`; : : : ; an`), ai = ai` 8i = 1; : : : ; n [8 = "f�ur alle\]De�nition Seien A, B Mengen. Dann nennt man eine Teilmenge R � A � Beine Relation zwischen A und B.De�nition Seien A,B Mengen. Dann versteht man unter einer Abbildung vonA nach B ein Tripel f=(A,B,R), wobei R eine Relation zwischen A undB ist mit der Eigenschaft, da� f�ur jedes a 2 A ein eindeutig bestimmtesElement b 2 B existiert mit (a; b) 2 R:4 Statt f=(A,B,R) schreibt manf : A! B; a 7! f(a).Mit anderen Worten: Eine Abbildung f : A ! B; a 7! f(a) ist eine Voschrift,die jedem a 2 A ein eindeutig bestimmtes Element b = f(a) in B zuordnet.Beispiel:A = f1; 3; 5g B = f2; 5; 11; 30;33gf : A! B; f(1) = 2; f(3) = 11; f(5) = 2Man beachte:Zwei Abbildungen f : A! B; a 7! f(a) und g : A`! B`; a` 7! g(a`) sind genaudann gleich, wenn A=A`, B=B` und f(a) = g(a) 8a 2 A gilt.De�nition Man nennt A den De�nitionsbereich von f und f(A) := ff(a)ja 2 Ag.Beispiel:wie oben f1; 3; 5g ist De�nitionsbereich von f und f(A) = f2; 11g.De�nition Sei f : A ! B; a 7! f(a) Abbildung. Sei A0 � A. Dann hei�tf jA0 : A0 ! B; f jA0 (a) = f(a) (a 2 A0) die Einschr�ankung von f auf A`.4Man schreibt b=f(a) und nennt b das Bild von a unter f.8



Beispiel:wie obenA` = f1g f jA` : A`! B; f jA`(1) = 2.De�nition Sei f : A ! B Abbildung. Dann hei�t f surjektiv, falls f(A)=B.Man nennt f injektiv, falls gilt:f(a) = f(a`)) a = a` (d.h. verschiedeneElemente haben verschiedene Bilder). Man nennt f bijektiv, falls f surjek-tiv und injektiv ist (d.h. f�ur jedes b 2 B existiert genau ein a 2 A mitf(a) = b).� � � A# # . surjektiv, nicht injektiv� �� � � A# # # injektiv, nicht surjektiv� � � � B� � � A# # . weder surjektiv, noch injektiv� � � � B� � � A# # # bijektiv� � � BDe�nition i) Sei A eine Menge. Dann nennt man idA : A ! A; a 7! a dieidentische Abbildung (Identit�at) der Menge A.ii) Seien f : A! B; g : B ! C Abbildungen. Dann hei�t g � f : A! C,(g � f)(a) := g(f(a)) die Komposition von f und g.Satz Sei f : A ! B bijektiv. Dann existiert genau eine Abbildung g : B ! Amit g�f = idjA. Diese nennt man die inverse Abbildung von f und schreibtg = f�1:Beweis: Sei b 2 B: Da f bijektiv ist, existiert genau ein a 2 A mit f(a) = b.Man setze g : B ! A, g(b) = a: Dann gilt (g � f)(a)= g(f(a))= g(b) = a.Es ist klar, da� g eindeutig bestimmt ist durch die Eigenschaft g�f = idA.Zusatz: Es gilt auch f � g = idB, denn (f � g)(b), f(g(b)) = f(a) = b.f�1 ist auch bijektiv.De�nition Zwei Mengen A und B hei�en gleichm�achtig, falls eine bijektiveAbbildung f : A! B existiert (A � B).Satz 2 Es gilti) A � Aii) A � B ) B � Aiii) A � B; B � C ) A � C 9



Beweis: i) idA; A! A, bijektivii) f : A! B bijektiv ) f�1 : B ! A bijektiviii) Seien f : A ! B; g : B ! C bijektiv. Dann ist g � f : A! Cbijektiv, denn g � f ist injektiv.(g � f)(a) = (g � f)(a`)) g(f(a)) = g(f(a`)) )5 f(a) = f(a`))6 a = a`Also ist g � f injektiv. Der Beweis f�ur g � f surjektiv ist �ahnlich.1.4 Endliche MengenEine Menge M hei�t endlich, wenn sie entweder leer ist oder gleichm�achtig zueinem "Abschnitt\ An := fk 2 Nj1 � k � ng (f�ur ein n 2 N) ist.Wir wollen zeigen, da� obiges n eindeutig bestimmt ist. In anderen Worten:Satz 1 An � Am , m = nBeweis: ( klar!) Beweis durch WiderspruchSei Am � An. Angenommen m 6= n. Dann gilt m > n oder m < n. Dahergen�ugt es zu zeigen: F�ur m > n existiert keine bijektive Abbildung vonAm nach An.Beweis durch vollst�andige Induktion nach nn=1. Dann A1 = f1g; Am � fm; 1g; m 6= 1, denn m > 1. Aber es existiertkeine bijektive Abb. f : A1 ! Am.n ! n + 1 Angenommen, es gibt eine bijektive Abb. f : An+1 ! Ammit m > n + 1. Dann existiert i 2 An+1 mit f(i) = m. Man betrachtegjAn : An ! Am: Die Abbildung h : An ! Am`; h(k) := g(k) ist nachKonstruktion bijektiv. Daher hat man einen Widersruch zur Induktions-behauptung, denn m` > n.De�nition Sei M 6= 0, M endlich, M � An. Dann hei�t n die Kardinalit�atn = #M = jM j:Satz 2 Es gilti) Sind M,M` endlich, M � M `, so gilt #M=#M`.ii) Teilmengen endlicher Mengen sind endlich; gilt M ` � M , so folgt#M ` � #M mit Gleichheit genau dann, wenn M=M`.Beweis: �Ubungsaufgaben5g injektiv6f injektiv 10



1.5 Abz�ahlbare Mengen. Nichtabz�ahlbare Men-genIntuitiv ist klar, da� N unendlich (d.h. nicht endlich) ist (ist n 2N, so sindn, n+1,n+2, : : : alle voneinander verschieden). Dies ist auch formal beweisbar:w�are N endlich, also N� An f�ur ein n 2 N, so folgt:wegen An+1 � N (1.4 Satz 2ii) giltn+1=#An+1 � # N= #An = n Widerspruch!Standpunkt: N ist die "einfachste\ unendliche Menge.De�nition Eine Menge M hei�t abz�ahlbar, falls M � N.Beispiel: f2njn 2 Ng ist abz�ahlbar.De�nition Eine Folge a1; a2; : : : von Elementen einer Menge M ist eine Ab-bildung a :N!M; n! a(n). Statt a(n) schreibt man an. Statt a1; a2; : : :schreibt man (an)n2N .Beispiele:i) 2,4,6, : : : , d.h. an = 2n (n 2 N)ii) 1,2,1,2, : : : d.h. an = � 1 : n ungerade2 : n geradeO�enbar ist M genau dann abz�ahlbar, wenn es eine Folge (an)n2N von Ele-menten aus M gibt, so da� jedes Element von M genau einmal als Folgengliedauftritt. Dann kann man M abz�ahlbar nennen.Satz 1 Unendliche Teilmengen abz�ahlbarer Mengen sind abz�ahlbar.Zum Beweis wird benutzt:Satz 2 Jede nicht leere Teilmenge M � N hat ein kleinstes Element, d.h. esgibt n0 2M mit n0 � m 8m 2M: Dieses n0 ist eindeutig bestimmt.Beweis von Satz 2: Sei An := fn 2 Njn � m 8m 2Mg. Es gilt 1 2 A, denn1 � m sogar 8m 2 N (Axiom 3). W�are mit jedem n in A auch n+1 in A,so folgte A =N nach Axiom 4. Aber M enth�alt mindestens ein Element m.Also folgte m+12 A, also m + 1 � m WiderspruchAlso existiert n0 2 A mit n0+1 =2 A. Dann ist n0 kleinstes Element in M,denn wegen n0 2 A ist n0 � m 8m 2M .Wegen n0 + 1 =2 A gibt es m0 2M mit n0 + 1 > m0, d.h. n0 � m0: Aberm0 � n0 wegen m0 2M ) n0 = m0 2M .Sind n0; n0` zwei kleinste Elemente in M, so gilt nach Def. n0 � n0` � n0.Daher n0` = n0. Daher ist Satz 2 bewiesen.Beweis von Satz 1: Es gen�ugt zu zeigen, da� jede TeilmengeM vonN abz�ahl-bar ist. Sei m das kleinste Element von M (s. Satz 2), m2 das kleinste Ele-ment vonMnfm1g; m3 das kleinste Element vonMnfm1;m2g usw. DieserProze� kann nicht abbrechen, denn M ist unendlich. Dann ist (m�)�2N11



eine Abz�ahlung von M. Es gilt mu 6= m�(u 6= �)nach Konstruktion. Au-�erdem tritt jedes m 2 M als Folgeglied auf, denn sonst g�abe es m 2 Mmitm1 < m2 < m3 < � � � < m (sukzessive), also w�are fmugu2N| {z }�N � Am, alsow�are N endlich. Widerspruch!Satz 3 N� N ist abz�ahlbar.Beweis: Das folgende Schema ist eine Abz�ahlung f�ur N�N :(1; 1)! (1; 2) (1; 3) : : :. % #(2; 1)! (2; 2) (2; 3) : : :.(3; 1) (3; 2) (3; 3) : : :� � �� � �� � �Korollar (Folgerung): M1;M2; : : : ; Mn abz�ahlbar)M1 �M2 � � � � �Mn abz�ahlbar.Beweis : Durch vollst�andige InduktionM1 � (M2 � � � � �Mn) �N� N �|{z}Satz3N.Satz 4 Die Menge aller Folgen f :N! f0; 1g ist �uberabz�ahlbar, d.h. wederendlich noch abz�ahlbar.Beweis M ist unendlich, denn die Folgen fk mit fk : 0; 0; 0; : : : 0; 1; 0| {z }k�te Stelle; : : :sind alle paarweise verschieden. AngenommenMw�are abz�ahlbar. Sei f1; f2; : : :eine Abz�ahlung mit fk = (zkn)n2N. Man setzef = (zn)n2N mit zn := � 1 ; znn = 00 ; znn = 1Dann f 2M , aber f 6= fk f�ur jedes k 2N. Also ist M nicht abz�ahlbar.) "Cantor`sches Diagonalverfahren\
12



Kapitel 2Die reellen Zahlen2.1 Einf�uhrende BemerkungenPer De�nition kann man in N addieren und multiplizieren. Umkehrungen dieserOperationen f�uhren zu Problemen.x+a=b nur in N l�osbar f�ur b > a.L�osung: Einf�uhrung von 0,-1,-2 : : :Geometrisch: Zahlengerade (gerade orientierte "Linie\) --2 -1 0 1 2 : : :1=qZeichne Punkte von 0 aus. Sei s "Urmeter\, d.h. s ist Strecke der L�ange r. Mantrage s sukzessive nach rechts, ausgehend von 0, ab. Die rechten Endpunkte derentstehenden Intervalle hei�en 1,2,3, : : :Die Einf�uhrung der negativen nat�urlichen Zahlen entspricht dem Wunsch, sauch von 0 aus nach links abzutragen und den Endpunkten der entstehendenIntervalle Namen zu geben.Umkehrung der Multiplikation (Division):q � x = p (q; p 2N)Geometrisch: Man nehme (von 0 aus) den q-ten Teil des p-fachen der Strecke s.) Er�ndung der rationalen Zahlen durch die alten Griechen.Hier: Wir denken uns die rationalen Zahlen. pq (p; q 2Z,q 6= 0,Z= f: : : ;�2;�1;�; 1; 2; : : :g)(wie oben auf der Zahlgeraden dargestellt):Beobachtung: Die rationalen Zahlen Q liegen "dicht\ auf der Zahlengeraden,denn in jedem vorgegebenen Intervall kann man eine rationale Zahl durch ge-eigneten Teilungsproze� �nden.Frage: F�ullt Q die Zahlengerade g�anzlich aus?Pythagoras (ca. 600 v.Chr.): Es gibt Strecken, die von 0 aus abgetragen, keine13



rationale Zahl als Endpunkt haben. Man betrachte ein gleichschenkliges, recht-winkliges Dreieck mit Kathetenl�ange 1.Satz des Pythagoras: h2 = 12 + 12 = 2 also "h = p2 \.Behauptung: h ist nicht rational.Beweis durch Widerspruch. Angenommen h ist rational, also h = qp (q; p 2N). (Wir benutzen jetzt, da� jede nat�urliche Zahl sich eindeutig bis aufdie Reihenfolge als Produkt von Primzahlen darstellen l�a�t.)Nach K�urzen von gemeinsamen Faktoren kann man erreichen, da� p undq teilerfremd sind.Es gilt : 2 = h2 = p2q2 ) 2q2 = p2Es folgt: 2 teilt p2, also p=2u. Daher:2q2 = (2u)2 = 4u2 ) q2 = 2u2 )1 q = 2v Widerspruch zur Teiler-fremdheit von p und q.Daher ist h nicht rational.Die Zahlengerade enth�alt also "L�ucken\, die nicht von Q ausgef�ullt werden.Eudoxos (408-355 v.Chr.) Man "stopfe\ die "L�ocher\ durch Einf�uhrung einerneuen Art von Zahlen, "irrationale Zahlen\ genannt.Cantor, Dedekind (1872): strenger Aufbau einer Theorie der irrationalen Zahlen.R=reelle Zahlen und "irrationale\ ZahlenMan kann ausgehend von N und seinen Axiomen die ganzen Zahlen Z, dierationalen Zahlen Q und schlie�lich R (streng logisch) konstruieren. (siehe auchSpringer: "Zahlen\)2.2 Die Axiome der reellen ZahlenWir denken uns a priori gegeben eine Menge R, reelle Zahlen genannt, die eineReihe von Axiomen erf�ullen:A) Algebraische AxiomeB) AnordnungsaxiomeC) Axiom �uber die Einbettung von N in RD) Axiom von der monotonen FolgeZu A) Es gibt Abbildungen R�R! R,(a; b) 7! a + b (Addition), R�R! R;(a; b) 7! a=b (oder auch a � b) (Multiplikation) mit folgenden Regeln:i) a+ (b+ c) = (a+ b) + c (8a; b; c 2 R) (Assoziativit�at)ii) a+ b = b+ a (8a; b 2 R) (Kommutativit�at)iii) es gibt ein eindeutig bestimmtes Element 0 ("die Null\), so da� a +0 = a (8a 2 R)iv) zu jedem a 2 Rexistiert ein eindeutig bestimmtes Element b 2 Rmita+ b = 0 (man schreibt b = �a) und nennt �a das Negative von a.1Gleiches Argument wie vorher 14



v) a(bc) = (ab)c (8a; b; c 2 R)vi) a � b = b � a (8a; b 2 R)vii) es existiert ein eindeutig bestimmtes Element e 2 R; e 6= 0, mit a �e =a (8a 2 R)viii) zu jedem a 2 R; a 6= 0 existiert ein eindeutig bestimmtes b 2 R; b 6= 0mit a � b = e (man schreibt b = a�1 und nennt a�1 das Inverse vona).ix) a(b+ c) = ab+ ac (8a; b; c 2 R)Zu B) Wir fordern, da� auch in R eine Ordnungsrelation " < \ gegeben ist, d.h.es gibt eine Relation R � R� R auf R (statt (a; b) 2 R schreibt mana < b) mit den Eigenschaften:i) f�ur je zwei Elemente a; b 2 R gilt genau eine der Alternativen a <b; a = b; a > b (a > b bedeutet b < a)ii) a < b und b < c) a < c (Transitivit�at)iii) a < b) a+ c < b+ c 8a; b; c 2 Riv) a > 0 und b > 0) a � b > 0Zu C) Wir verlangen, da� N eine Teilmenge von R ist, derart da� die alge-braische Eins e mit der nat�urlichen Zahl 1 zusammenf�allt und da� dieAddition, die Multiplikation und Ordnungsrelation " < \ von N � Rmit den fr�uherde�nierten Addition, Multiplikation und Ordnungsrelationzusammenf�allt.Zu D) Um D) zu formulieren, ben�otigen wir De�nitioneni) Unter einer Zahlenfolge(an)n2N versteht man eine Folge von reellenZahlen, d.h. an 2 R 8n � 1.ii) Eine Zahlenfolge (an)n2N hei�t beschr�ankt, wenn es K 2 R gibt mitan � K 8n 2 N. Ein solches K hei�t obere Schranke von (an)n2N.Eine Zahlenfolge (an)n2N hei�t nach unten beschr�ankt, wenn 9K 2 Rmit K � an 8n 2 N. (9 =es gibt) Ein solches K hei�t untereSchranke von (an)n2N.iii) Man nennt K 2 R kleinste obere Schranke von (an)n2N, wenn Kerstens obere Schranke von (an)n2N ist und zweitens keine Schran-ke von (an)n2N echt kleiner als K existiert. Entsprechend wird derBegri� gr�o�te obere Schranke de�niert.iv) Eine Zahlenfolge (an)n2N hei�t monoton wachsend, falls an � an+1 8n 2N gilt. Sie hei�t streng monoton wachsend, falls an < an+1 8n 2 N.Entsprechend wird monoton fallend (an � an+1 8n 2 N) undstreng monoton fallend (an > an+1 8n 2 N) de�niert.Beispiele:1) an = 1n (8n 2 N): 1; 12 ; 13 ; : : :Diese Folge ist beschr�ankt und streng monoton fallend (0 < 1n � 1,und 1n+1 < 1n ; formaler Beweis sp�ater)15



2) an = n2 (8n 2 N): 1,4,9, : : :Diese Folge ist nach unten beschr�ankt, nicht nach oben beschr�anktund streng monoton wachsend (formaler Beweis sp�ater).3) an = (�1)n (8n 2 N): -1,1,-1, : : :beschr�ankt und nicht monoton fallendZu D) Jede monoton wachsende (bzw. monoton fallende) beschr�ankte Zahlen-folge besitzt eine kleinste obere (bzw. gr�o�te untere) Schranke.Dieses Axiom impliziert: "Die Zahlengerade hat keine L�ocher.\Man kann Axiom D) dazu benutzen, zu zeigen, da� die Zahlengerade keineL�ocher hat. Genauer: Seien a; b 2 R, a � b, dann hei�t I = [a; b] = fx 2 Rja � x � bgkompaktes Intervall mit Endpunkten a und b.Satz Sei (In)n2N eine Folge von kompakten Intervallen mit In+1 < In (8n 2N). Man sagt, die Intervalle sind geschachtelt. -[ [ [I1 I2 I3 ] ] ]Dann 9 s 2 Rmit s 2 In 8n 2 NBemerkung: Der Satz ist "interessant\, falls die L�ange \bn � an" gegenNull geht, f�ur "n!1\.Beweis: Sei In = [an; bn] mit an � bn.Es gilt nach VoraussetzungIm � In 8m � nDas hei�t: an � am � bm � bn 8m � n (2.1)Hieraus folgt: an � bm 8m;n 2 Nam � bn 8m � nStatt m schreibe n.Statt n schreibe m. an � bm 8n � mD.h. (an)n2N ist nach oben beschr�ankt, und jedes bm (m 2 N) ist obereSchranke. Mit m = n+ 1 in (2.1) folgt an � an+1 8n 2 N, d.h. (an)n2N16



ist monoton wachsend.Nach AxiomD) hat (an)n2N eine kleinste obere Schranke, sei diese s. Da sobere Schranke ist, gilt an � s; 8n 2 N. Da s kleinste obere Schranke und(an)n2N durch bm(m 2 N) nach oben beschr�ankt ist, gilt nach De�nitionder kleinsten oberen Schranke s � bn 8n 2 N, also s � bn; 8n 2 N. Daherfolgt an � s � bn 8n 2 N, also s 2 In 8n 2 N q.e.d2.3 Folgerungen aus den algebraischen AxiomenNotationen: a� b = a+ (�b); 8a; b 2 Rab = a � b�1 8a; b 2 R; b 6= 0N0 = N[ f0gZ= N0 [ (�N) = Die Menge der ganzen Zahlen�N := fx 2 Rjx = �ng f�ur ein n 2 NQ= Die Menge der rationalen Zahlen = fpq j p; q 2Z; q 6= 0gSatz 1 i) F�ur a; b 2 R hat die Gleichung x + a = b genau eine L�osung,n�amlich x = b� a.ii) F�ur a; b 2 R,a 6= 0 hat a � x = b genau eine L�osung n�amlich x = baBeweis i) Sei x = b� a. Dann gilt:x+ a = (b� a) + a = (b+ (�a)) + a = b+ ((�a) + a) = b+ 0 = b nach Axiom D)Sei x irgendeine L�osung von x+ a = b. Dann giltb� a = (x+ a)� a = x+ (a� a) = x+ 0 = x nach Axiom D) q.e.dii) genausoSatz 2 i) �0 = 0; a = �(�a) 8a 2 Rii) a � 0 = 0 � a = 0 8a 2 Riii) �a = (�1) � aBeweis i) Es gilt 0 + 0 = 00 + (�0) = 0ferner a+ (�a) = 0) a = �(�a)wegen der Eindeutigkeit des negativen Elements.17



ii) a � (0 + 0)| {z }a�0 = a � 0 + a � 0 )|{z}Satz 1 i)a � 0 = 0iii) 0 = a � 0 = a(1� 1) = a � 1 + a � (�1) = a+ (�1) � a)�a = (�1)aSatz 3: (Vorzeichenregel)Es gilt (�a)(�b) = a � b und (�a)(b) = a(�b) = �(ab) 8a; b 2 R, ferner(�a)�1 = �a�1 8a 2 R; a 6= 0Beweis Man benutze Satz 2 iii)z.B. �(ab) = (�1)(ab) = ((�1)a)b = (�a)b usw. q.e.dSatz 4 Es gelte a � b = 0 (a; b 2 R)Dann folgt a = 0 oder b = 0.Beweis Ist a = 0, so ist nichts zu zeigen.Sei a 6= 0. Dann 9a�1, und es folgt aus a � b = 0, da� a�1(ab) = a�1 �0 = 0) a�1(ab) = (a�1a)b = 1b = b = 0 q.e.d.De�nition (Summe, Produktzeichen)Seien a1; a2; : : : reelle Zahlen. Man de�niertnX�=i a� = 8<: a1 ; falls n = 1�n�1P�=1 a��+ an ; falls n > 1Ferner setzt man nY�=1a� = 8<: a1 ; falls n = 1�n�1Q�=1 a�� � an ; falls n > 1Man kann die "�ublichen\ Regeln schreiben, z.B. gilti) nX�=1(a� + b�) = nX�=1 a� + nX�=1 b�ii) a nX�=1 a� = nX�=1aa�iii)  nX�=1 a�! mX�=1 b�! = X�=1;::: ;n�=1;:::;m a�b� = nX�=1 mX�=1 a�b�! = mX�=1 nX�=1a�b�!18



De�nition (Potenzen)Sei a 2R. F�ur n 2 N setzt manan := � a ; n = 1an�1a ; n > 1a�n := � a�1 ; n = 1a�(n�1)a�1 ; n > 1Es gilt dann am � an = am+n(a 2 R; a 6= 0; n;m 2Z). F�ur a 6= 0 setzt mana0 := 1 (Manchmal setzt man auch 00 := 1, Vorsicht!).Satz 5 (Rechnen mit Br�uchen)ab + cd = ad+ cbbd (8a; b; c; d 2 R; b; d 6= 0)ab � cd = a � cb � d (8a; b; c; d 2 R; b; d 6= 0)Beweis �Ubungsaufgaben2.4 Fakult�at, Binomialkoe�zientenDe�nition Sei n 2 N. Dann setzt mann! := � 1 ; n = 1(n� 1)!n ; n > 1Ferner 0! = 1.Man kann zeigen, es gibt genau n! bijektive Abbildungen von f1; 2; : : : ; ng aufsich.De�nition Sei n 2 N; � 2 N0; � � n, dann setzt man�n�� := n!�!(n� �)!Beispiel �n0� = 1 �n1� = nSatz 1 i) �n�� = � nn� ��19



ii) �n��+ � n� + 1� = �n+ 1� + 1� 0 � � � n� 1Hieraus folgt induktiv, da� �n�� 2 N.iii) �n�� ist die Anzahl der r-elementigen Teilmengen einer n-elementigenMenge.Beweis i) klar!ii) �n��+� n� + 1� = n!�!(n� �)! + n!(� + 1)!(n� � � 1)!= n!�!(n� � � 1)! � 1n � � + 1� + 1�= n!�!(n� � � 1)! � � + 1 + n� �(n� �)(� + 1)= n!�!(n� � � 1)! � n+ 1(n� �)(� + 1)= (n+ 1)!(� + 1)!(n� �)!= �n+ 1� + 1� q.e.d.iii) L�a�t sich mit Hilfe des "Pascal`schen Dreiecks\ veranschaulichen.��00� := 1�. 1 n=01 1 n=11 2 1 n=21 3 3 1 n=31 4 6 4 1 n=41 5 10 10 5 1 n=5Satz 2 (Binomischer Lehrsatz)F�ur a; b 2 R und n 2N gilt:(a+ b)n = nX�=0�n��an��b�20



Beweis durch vollst�andige Induktion nach nInduktionanfang: n = 1Linke Seite: (a + b)1 = a+ bRechte Seite:�10�a1b0 + �11�a0b1 = a+ b pInduktionsschlu�: Unter der Annahme der Behauptung f�ur n zeige mandie Behauptung f�ur n+ 1. Es gelte also:(a+ b)n = nX�=0�n��an��b�Dann folgt:(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n=|{z}Induktions-anfang (a+ b) nX�=0�n��an��b�!= nX�=0�n��an+1��b� + nX�=0�n��an��b�+1Setze � = � + 1= nX�=0�n��an+1��b� + n+1X�=1� n�� 1�an+1��b�Setze wieder � = �= nX�=0�n��an+1��b� + n+1X�=1� n� � 1�an+1��b�= an+1| {z }0-ter Term+ nX�=1�n��an+1��b� + nX�=1� n� � 1�an+1��b� + bn+1|{z}(n+ 1)-ter Term= an+1 + nX�=1���n��+� n� + 1�� an+1��b��+ bn+1= an+1 + nX�=1�n+ 1� �an+1��b� + bn+1= n+1X�=0�n+ 1� �an+1��b� q.e.d21



2.5 Rechnen mit Ungleichungen, AbsolutbetragR+ := fx 2 Rjx > 0g = die Menge der positiven reellen ZahlenSatz 1 i) a > 0; b > 0) a � b > 0ii) a < 0; b > 0) a � b < 0iii) a < 0; b < 0) a � b > 0Beweis i) ist Axiom B iv)iii) a < 0 )|{z}Axiom B a+ (�a) < 0 + (�a) , d.h. 0 < �agenauso 0 < �bNach i) folgt daher 0 < (�a)(�b) =|{z}2.3 Satz 3iii)abSatz 2 i) a < b und c > 0) a � c < b � cii) a < b und c < 0) a � c > b � cBeweis i) a < b )|{z}Axiom B iii) 0 < b� a) 0 < (b� a)c| {z }Satz 1i) = bc� ac) ac < bc q.e.d.ii) �ahnlichSatz 3 0 < 1Beweis Es gilt 1 = e 6= 0 (nach C und A viii) ). Nach B) gilt also entweder1 < 0 oder 1 > 0.Angenommen 1 < 0Dann folgte 1 = 1 � 1 > 0 nach Satz 1 iii), also w�are 1 > 0 als auch 1 < 0Widerspruch!!Also ist die Annahme 1 < 0 nicht wahr, also gilt 1 > 0. q.e.d.Korollar 8n 2 N gilt n > 0.Beweis Es ist n � 1 > 0.Satz 4 0 < a < b) 0 < 1b < 1aBeweis Es gilt a� 1a = 1.Wegen 1 > 0 und a > 0 folgt 1a > 0, sonst Widerspruchzu Satz 1. Genauso 1b > 0. Daher folgt aus a < b1a � a < ba d.h. 1 < ba )|{z}Satz 2 1b < 1b � ba = 1a q.e.d.22



Satz 5 i) a � 0; an � bn f�ur ein n2 N ) a � bii) a � 0; b � 0; an = bn f�ur ein n2 N ) a = bBeweis i) Angenommen, es ist nicht a � b. Dann gilt a < b.Gilt a = 0, so folgt 0 < b also 0 < bn, d.h. an < bn. Widerspruch zurVoraussetzungSei a > 0. Dann folgt aus a < ba2 < ba < b2 (Satz 2), also a2 < b2. Dann folgt a3 < ab2 < b3 usw.Widerspruch zur Voraussetzung q.e.d.ii) Angenommen a 6= b. Dann ist a > b oder a < b. Es folgt hieraus wieunter i), da� an > bn oder bn > an. Widerspruch zur Voraussetzung) a = b.De�nition Sei a2 R. Dann setzt manjaj := � a , falls a � 0�a , falls a � 0Sprich "a absolut\.Setze sign (a) :=8<: 1 , falls a > 00 , falls a = 0�1 , falls a < 0"Vorzeichen von a\Lemma i) jaj = a � sign (a)ii) j0j = 0; jaj > 0 f�ur a 6= 0iii) j � aj = jajiv) a2 = jaj2v) �jaj � a � jaj -a 0jaj = Abstand von zum Nullpunkt1) Sei a > 0. Dann istjaj = a; a sign(a) = a � 1 = a q.e.d.Sei a = 0. Dann istj0j = 0; 0 � sign � 0 = 0 q.e.d.Sei a < 0. Dann istjaj = �a; a � sign(a) = a � (�1) = �a q.e.d.Beweis: ii),iii),iv) klar! 23



5) Fallunterscheidunga = 0 pa > 0 : �jaj � a � jaj, �a � a � a denn a � a 8a 2 Rund �a � a, 2a � 0, a > 0a < 0 : �jaj � a � jaj, �(�a) � a � �a; a � a � �arichtig, denn a < 0Satz 6 1) jaj � 0; jaj = 0, a = 02) ja � bj = jaj jbj3) ja+ bj � jaj+ jbj ("Dreiecksungleichung\)Man sagt, da� j � j eine Norm auf R de�niert.Beweis 1) s.Lemma2) Es gilt (jabj)2 =|{z}Lemma iv(ab)2 = a2b2 = jaj2jbj2 = (jaj jbj)2Daher folgt aus Satz 5ii) wegen jabj � 0; jaj jbj � 0, da� jaj jbj = jabj3) ja+ bj2 = (a+ b)2 = a2+ 2ab+ b2 = jaj2+ 2ab+ jbj2 �|{z}Lemma v jaj2+2jabj+ jbj2 = jaj2 + 2jaj jbj+ jbj2 = (jaj+ jbj)2.Daher folgt ja+ bj � jaj+ jbj q.e.d.Korollar 1) Seien a1; a2; : : : ; an2 R. Dann gilt����� nX�=1 a������ � nX�=1 ja�j2) jjaj � jbjj � ja� bjBeweis 1) durch vollst�andige Induktion nach nja+ b+ cj = j(a+ b) + cj � ja+ bj+ jcj � jaj+ jbj+ jcj2) jaj = j(a� b) + bj � ja� bj+ jbj ("Dreiecksungleichung\)jbj = j(b� a) + aj � jb� aj+ jaj = ja� bj+ jaj, jaj � jbj � ja� bj� (jaj � jbj) � ja� bj) jjaj � jbjj � ja� bjSatz 7 1) jxj < �,�� < x < �2) jx� x0j < �, x0 � � < x < x0 + �Beweis 1) Sei jxj < �. Nach Lemma V gilt �jxj � x � jxj. Aus jxj < � (oder�jxj > ��) folgt also�� < �jxj � x � jxj < �Sei �� < x < �: Sei x > 0. Dann ist jxj = x, also folgt jxj < �. Seix < 0. Dann ist jxj = �x dann folgt aus �� < x, da� �x < �, d.h.jxj < � q.e.d. 24



2) In i) ersetze man x durch x� x0. Dann ist also nach i) jx� x0j < ��aquivalent zu �� < x� x0 < �, x0 � � < x < x0 + � q.e.d.-x0 � � x0 x0 + � 0De�nition Seien x; y2 R. Dann hei�t jx� yj = jy�xj der Abstand von x undy.Satz 8 1) jx� yj � 0; jx� yj = 0, x = y2) jx� yj = jy � xj3) jx� yj � jx� zj+ jz � yjBeweis i)+ii) folgt aus Satz 6iii)jx� yj = j(x� z) + (z � y)j � jx� zj+ jz � yj q.e.d.De�nition Seien a; b2 Rmit a � b. Dann hei�en die Mengen(a; b) := fx2 Rj a < x < bg[a; b] := fx2 Rja � x � bg(a; b] := fx2 Rja < x � bg[a; b) := fx2 Rja � x < bgIntervalle mit Endpunkten a und b. Genauer hei�t (a; b) o�en,[a; b] abge-schlossen (bzw. kompaktes) Intervall. Ferner nennt man (a; b]; [a; b) halb-o�ene Intervalle. -a a+b2 bMittelpunktDe�nition Sei x02 R; �2 R; � > 0. Dann hei�tU�(x0) := fx2 Rj jx � x0j < �g �-Umgebung von x0. Bemerkung: Esist U�(x0) = fx0 � �; x0 + �g Satz 7, also U�(x0) o�enes Intervall mitEndpunkten x0 � �; x0 + � und Mittelpunkt x0 und "L�ange\ 2�.Satz 9 Sei x2 R. Es gelte jxj � � 8�2 R; � > 0. Dann ist x = 0.Beweis Angenommen x 6= 0. Dann ist jxj > 0. Setze � := 1=2jxj. Nach Vor-aussetzung gilt dannjxj � jxj2 )|{z}wegen jxj > 0 1 � 12 ) 2 � 1 WiderspruchAlso mu� gelten x = 0. q.e.d. 25



2.6 Einige n�utzliche UngleichungenSatz 1 (Bernoulli-Ungleichung)Sei n2 N; n � 2. Sei a2 R mit a > 0 oder �1 < a < 0. Dann gilt:(1 + a)n > 1 + n � aBeweis F�ur a > 0 folgt dies aus dem binomischen Lehrsatz, denn(1 + a)n = nX�=0�n��a�[1n��]= �n0�a0 +�n1�a1 + nX�=2�n��a� = 1 + n � a+ nX�=2�n��a�> 1 + na wegen a > 0Im allgemeinen Fall Beweis durch Induktion nach nInduktionsanfang: n = 2 (1 + a)2 = 1 + 2a+ a2 > 1 + 2a wegen a 6= 0Induktionsschlu� auf n+ 1: Es gelte also (1 + a)n > 1 + naDann gilt:(1 + a)n+1 = (1 + a)(1 + a)n > (1 + a)(1 + na)Wegen 1 + a > 0 nach Voraussetzung= 1 + na+ a + na2 = 1 + (n + 1)a+ na2> 1 + (n+ 1)a q.e.d.Satz 2 Sei q 2 (0; 1). Dann gilt 1 + q + q2 + � � �+ qn < 11�q 8n2 NBeweis Setze sn := 1 + q + q2 + � � �+ qnDann gilt qsn = q + q2 +3 + � � �+ qn + qn+1Daher sn(1� q) = sn � qsn = 1� qn+1) sn = 1� qn+11� q < 11� q denn1� qn+1 < 1 , 0 < qn+1 richtig, denn q > 0Satz 3 F�ur n2 N; n � 2 gilt�1 + 1n� 1�n�1 < �1 + 1n�n < 3Bemerkung: Die Folge (an)n2 N mit an := �1 + 1n�n ist also (streng) monotonwachsend und beschr�ankt. Nach AxiomD) hat also (an)n2 N eine kleinste obereSchranke, etwa e. (Wir werden "e\ sp�ater auf etwas andere Weise einf�uhren).26



Beweis �1 + 1n� 1�n�1 < �1 + 1n�n (n � 2), � nn� 1�n�1 < �n+ 1n �n, n� 1n � nn � 1 �� nn+ 1�n�1 < �n+ 1n �n, n� 1n �� nn� 1�n < �n+ 1n �n, n� 1n < �n+1n �n� nn�1�n =  n+1nnn�1!n, n� 1n < �n2 � 1n2 �n, 1� 1n < �1� 1n2�n (�)(�) ist richtig, denn setzt man in Satz 1 a = � 1n2 , so folgt�1� 1n2�n > 1� 1nDaher (wegen ", \) ist auch i) richtig. ii) z.z.�1 + 1n�n < 3Nach dem binomischen Lehrsatz gilt:
27



�1 + 1n�n = nX�=0�n�� � 1n� = �n0� � 1n0 + �n1� � 1n + nX�=2�n�� 1n�= 2 + nX�=2�n�� 1n�Es gilt�n�� � 1n� = n(n� 1) � � � (n� � + 1)v! � 1n�= n(n� 1) � � � (n� � + 1)n� � 1v!= nn � n� 1n � n � 2n � � � n� (� � 1)n � 1�!= 1�1� 1n� �1� 2n� � � ��1� � � 1n � � 1�!� 1 � 1 � � �1 � 1�! = 1�!= 12 � 3 � � �� � 12��1 (� � 2), �n�� 1n� � 12��1Daher folgt:�1 + 1n�n = 2 + nX�=2�n�� 1n� � 2 + nX�=2 12��1 = 2 + 12 n�1X�=0 12� <|{z}Satz 2mit q=12 2 + 12 � 11� 12 = 2 + 1 = 3 q.e.d.Satz 4 ("Schwarz'sche Ungleichung\)F�ur zwei n-Tupel reeller Zahlen (a1; : : : ; an = und (b1; : : : ; bn) gilt stets nX�=1a�b�! �  nX�=1 a2�! nX�=1 b2�!Beweis Sei A := nX�=1a2� ; B := nX�=1 a�b� ; C := nX�=1 b2�F�ur t2 R gilt:0 � nX�=1 (a� + tb�)2 = nX�=1(a2� + 2ta�b� + t2b2�) = A+ 2tB + t2C (�)Fallunterscheidung1) C = 0, dann ist b� = 0 8�, also ist auch B = 0, und die zu beweisendeUngleichung ist trivialerweise richtig.28



2) C 6= 0. In (�) setze t = �BC . Dann folgt:0 � A + 2��BC �B +��BC �2 �C= A � 2B2C + B2C2 �C= A � B2C j �C ( beachte C > 0)) 0 � AC � B2) B2 � AC q.e.d.
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Kapitel 3Folgen, Reihen und Mengenreeller Zahlen3.1 Der Satz von Eudoxox-ArchimedesSatz Sei a2 R. Dann 9n2 N mit n > a.Beweis Angenommen, dies ist nicht richtig. Dann 9a2 Rmit n � a 8n2 N.daher ist die Folge (an)n2 N mit an := n beschr�ankt. Da die Folge anmonoton wachsend ist, hat sie nach Axiom D eine kleinste obere Schrankeb. Wegen 0 < 1 gilt b � 1 < b. Daher ist b � 1 keine obere Schanke von(an)n2 N : Daher 9k2 Nmit b�1 < k. Es folgt b < k+12 N, daher kannb nicht obere Schranke von (an)n2 N sein. Widerspruch. Daher ist unsereAnnahme falsch und es gilt die Behauptung des Satzes.Korollar Sei �2 R; � > 0. Dann 9N 2 N, so da� 8n > N; n2 N gilt 1n < �.Beweis Im Satz setze man a := 1� . Nach Satz 9N 2 N mit 1� < N < n (8n2 Nmit n > N ). q.e.d.3.2 Grenzwertbegri�. Konvergente und diver-gente FolgenDe�nition Eine Zahlenfolge (an)n2 N hei�t konvergent, wenn es eine reelleZahl a gibt mit folgender Eigenschaft: zu jedem �2 R; � > 0 gibt es einenat�urliche Zahl N = N (�) derart, da�jan � aj < � 8n2 N mit n > N�Aquivalent dazu ist: in jeder �-Umgebung U�(a) (� > 0) liegen "fast alle\(d.h. alle bis auf endlich viele) Glieder der Folge (an)n2 N. Man sagtdann, da� (an)n2 N gegen den Limes (Grenzwert) a konvergiert (strebt),im Zeichen limn!1an = a.Man sagt auch, limn!1 an existiert, wenn obiger Sachverhalt vorliegt.30



De�nition Ist die Zahlenfolge (an)n2 N nicht konvergent, hei�t sie divergent.Gilt limn!1 an = 0, so hei�t (an)n2 N Nullfolge.Beispiele 1) a: = 1n . Die Folge (an)n2 N ist Nullfolge, d.h. limn!1an = 0, wieaus dem Korollar zum Satz 3.1.jan � aj = j 1n j = 1n < � 8n > N2) an = n+ 1n Behauptung: limn!1 an = 1Beweis: Sei � > 0 vorgegeben. Nach Korollar zu Satz 3.1, 9N 2 Nderart, da� 1n < �8n2 N; n > N . Dann folgt:����n+ 1n � 1���� = ���� 1n ���� < � 8n > N3) an := (�1)n Behauptung: (an)n2 N ist divergent.Denn: Angenommen limn!1 an = a existiert. Sei � = 12 . Dann existiertalso N 2 N mit (�) jan � aj < 12 8n > NEs giltjaN+2 � aN+1j = j(aN+2 � a) + (a� aN+1)j� j(aN+2 � aj+ jaN+1 � aj < 12 + 12 = 1 wegen (�)Andererseits gilt:jaN+2 � aN+1j = j(�1)N+2 � (�1)N+1j= j(�1)N � �(�1)2 + 1� j = j(�1)N j � j2j = 2Also folgt 2 < 1 Widerspruch!! Daher divergiert (an)n2 N.Satz Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.Beweis Sei a = limn!1 an; b = limn!1anz.z a = b. Sei � > 0 vorgegeben. Nach Voraussetzung existieren N1; N2 mitjan � aj < �2 ; jan � bj < �28n < N1 8n > N231



Sei N := maxfN1; N2g.Dann folgt ja� bj = j(a� an) + (an � b)j� jan � aj+ jan � bj < �2 + �2f�ur n > NAlso gilt ja� bj < � 8 � > 0. Daher folgt a � b = 0, d.h. a = b nach Satz2.5.8. q.e.d.3.3 Rechenregeln f�ur konvergente FolgenSatz 1 ("Notwendige Konvergenzbegingung\)Eine konvergente Folge ist beschr�ankt.Beweis Sei a = limn!1an. Sei � = 1. Dann existiert N 2 N, so da�jan � aj < 1 8n > NEs folgt: janj = j(an � a) + aj � jan � aj+ jaj< 1 + jaj f�ur n > NSetze K := maxfja1j; ja2j; : : : ; jaN j; 1 + jajg. Dann gilt:janj � K 8n2 N q.e.d.Satz 2 Seien (an)n2Nund (bn)n2 N konvergent. Dann gilt:i) Die Folgen (an + bn)n2 N ; (an � bn)n2 N ; (an � bn)n2 N und (janj)n2 Nsind konvergent und es gilt:lim(an + bn) = liman + limbnlim(an � bn) = liman � limbnlim(an � bn) = liman � limbnlim(janj) = j limanjii) Ist �2 R, so konvergiert auch (an + �)n2N ; (an � �)n2N und lim(an+�) = liman + �; lim(an � �) = (liman) � �iii) Ist an 6= 0 8n2 N und liman 6= 0, so gilt:lim 1an = 1liman und lim� bnan� = limbnlimanBeweis Sei a := limn!1 an und b = limn!1 bn. Sei � > 0 vorgegeben.Dann 9N1 2 N mit jan � aj < �2 (8n > N1)und 9N2 2 N mit jbn � bj < �2 (8n > N2)Sei N := maxfN1; N2g. Dann folgt f�ur n > Nj(an + bn)� (a+ b)j � jan � aj+ jbn � bj < �2 + �2 = �32



D.h. an + bn �! a+ b(n!1) q.e.d.Genauso lim(an � bn) = liman � limbn:Es gilt: anbn � ab = (an � a)b+ (bn � b)anNach Satz 1 9K > 0, so da� janj � K 8n2 N Daher folgt 8n2 N:janbn � abj � jan � aj jbj+ jbn � bj janj� jan � aj jbj+ jbn � bjKSei � > 0. Wegen limbn = b 9N1 2 N, so da� jbn � bj < �2K 8n > N1.Wegen liman = a 9N2 2 N; so da� jan � aj < �2+2jbj 8n > N2. SeiN := maxfN1; N2g. Dann folgt f�ur n > Njanbn � abj � �2 + 2jbj � jbj+ �2K �K= �2 � jbj1 + jbj| {z }<1 + �2 < �Schlie�lich gilt j janj � jaj j � jan � aj ) janj = jajii) folgt aus i) mit bn := � (8n2 N); limbn = �iii) Da a 6= 0; 9N1 2 N mit janj > jaj2 8n > N1. Denn:Setze � := jaj2 > 0. Dann gilt mit geeignetem N1 2 N 8n > N1j janj � jaj j � jan � aj < �,�� < janj � jaj < �janj > jaj � � = jaj2 (8n > N1)Daher gilt f�ur n > N1( 1an < 2jaj)���� 1an � 1a ���� = ����a� anan � a ���� = ����an � aan � a ����< 1janj � 1jaj � jan � aj < 2jaj2 jan � ajSei � > 0. Dann 9N2 2 N mit jan � aj < jaj22 � � 8n > N2 Sei N :=maxfN1; N2g. Dann gilt also f�ur n > N���� 1an � 1a ���� < 2jaj2 jan � aj < 2jaj2 � jaj22 � � = � q.e.d2. Aussage in iii) folgt aus i) und dem gerade Bewiesenen.Satz 3 Es gelte liman = 0 und 9K > 0 mit jbnj � K 8n > N . Dann folgtlimanbn = 0. 33



Beweis Sei � > 0. Dann 9N 2 N mitjanj < �K 8n > NDaher folgt: jan � bnj = janj jbnj < �K �K = � 8n > NDaher liman bn = 0.Satz 4 Es gelte liman = a; limbn = b und an � bn f�ur fast alle n2 N. Danngilt a � b.Beweis Angenommen a > b.lim(an � bn) = liman � limbn = a� b > 0. Setze � := a�b2 > 0: Dann 9N 2 N, so da�j(an � bn)� (a� b)j < � 8n > N)0 < a� b2 = a � b� � < an � bn < (a� b) + �Daher folgte an � bn > 0, d.h. an > bn 8n2 N Widerspruch. Also gilta � b.3.4 Der Satz von der monotonen FolgeSatz Eine monotone, beschr�ankte Zahlenfolge ist konvergent.Beweis Sei z.B. (an)n2N monoton wachsend und beschr�ankt. Nach AxiomD)hat (an)n2N eine kleinste obere Schranke. Sei diese a. Sei � > 0 vorgege-ben. Dann 9N 2 Nmit a�� < aN , denn sonst w�are a nicht kleinste obereSchranke. Wegen an � an+1 8n2 N folgt a � � < aN � an � a < a + �,also a� � < an < a+ �, d.h.jan � aj < � 8n > NZusatz Wir haben gezeigt: eine monoton wachsende, beschr�ankte Zahlenfolgekonvergiert gegen ihre kleinste obere Schranke.Nachtrag zu Kapitel 3.3De�nition: Eine Folge (bp)p2 N hei�tUmordnung einer anderen Folge (an)n2N ,wenn es eine bijektive Abbildung p! np von N auf sich selbst gibt derart,da� bp = anp ist 8 p2 N.De�nition: Eine Folge (bp)p2 N hei�t Teilfolge von (an)n2N , wenn es eineAbbildung p! np von N nach N gibt, derart da� n1 < n2 < n2 : : : undbp = anp 8 p2 N ist. 34



Beispiel: an = 1n ; 1; 12 ; 13 14 : : : dann ist (bn)n2N mit bn = 12n Teilfolge von(an)n2N .Satz 5: Sei limn!infty an = a. Dann konvergiert auch jede Umordnung und jedeTeilfolge von (an)n2N gegen a.Satz 6: Eine monotone, beschr�ankte Zahlenfolge konvergiert.Beispiele1) an = qnBehauptung: F�ur jqj < 1 gilt liman = 0Beweis: F�ur eine beliebige Folge (cn)n2N gilt limcn = 0, lim jcnj = 0.Daher gen�ugt es, den Fall 0 � q < 1 zu betrachten. Dann gilt0 � qn+1 < qn 8n2 NDaher ist (an)n2N beschr�ankt und monoton fallend, also existiert nachSatz liman = a. Es giltan+1 = q � an) a = liman+1 = limq � an = q � a) a(q � 1) = 0 ) a = 0 denn q 6= 1 q.e.d2) an := 1 + q + q2 + � � �+ qn (0 � q < 1)O�enbar gilt an+1 = an + qn+1, also an+1 � an 8n2 N. Ferner giltan � 11�q 8n2 N (Kapitel 2.6 Satz 2). Daher ist (an)n2N monotonwachsend und beschr�ankt, also 9 liman = a. Es gilt(1� q)an = 1� qn+1) an = 1 + qn+11� q) a = liman = lim 1 + qn+11� q = 1 + limqn+11� q = 11� q3) an = 1 + 11! + 12! + � � � 1n! = nP�=0 1�!Es gilt an+1 = an + 1(n+1)! , also ist (an)n2N monoton wachsend. Ferner1n! = 12 � 3 � � �n � 12n�1) an � 1 + (1 + 12 + 122 + � � �+ 12n�1� 1 + 11� 12 = 1 + 2 = 3Also ist (an)n2N auch beschr�ankt, also existierte := limn!1 an = limn!1 nX�=0 1�!e hei�t Eulersche Zahl, L. Euler (1707-1783)35



Bemerkung: Der Satz von der monotonen Folge ist �uber dem K�orper Q nichtrichtig, d.h. nicht jede Folge (an)n2N mit an2 Q, die beschr�ankt und monotonist, hat auch ihren Limis in Q.Beispiel: an =Pn�=0 1�! 2 Q, aber e =2 Q.F�ur jedes n2 N schreibe e = �n + �nmit �n = nX�=0 1�! ; �n = limk!1 k+nX�=n+1 1�!Es gilt:k+nX�=n+1 1�! = 1(n + 1)! � �1 + 1n+ 2 + 1(n+ 2)(n+ 3) + � � �+ 1(n + 2) � � � (n + k)�� 1(n + 1)! � �1 + 12 + 12 � 3 + � � �+ 12 � 3 � � �k�< 1(n + 1)! [e � 1]Daher folgt �n = limk!1 n+kX�=n+1 1�! � e � 1(n + 1)! < 2(n+ 1)!( Kapitel 3.2, Satz 4 und wegen e < 3)) 0 < n!�n < 2n+ 1 � 1d.h. 0 < n!�n < 1. Es gilt n!�n2 N. Daher istn!e = n!�n+ n!�n =2 N 8n2 Nn � e =2 N 8n2 N ) e =2 Q q.e.d.3.5 Intervallschachtelung. WurzelnUnter einer Intervallschachtelung versteht man eine Folge von kompakten Inter-vallen (In)n2N , In = [an; bn] mit an � bn derart, da� In � In+1 8n2 N undlimn!1(bn � an) = 0.Beispiel: In = [1� 1n ; 1 + 1n ]Satz 1: Sei (In)n2N Intervallschachtelung. Dann existiert genau eine reelleZahl s2 Rmit s 2 In 8n2 N. 36



Beweis: Da� 9 s2 Rmit s 2 In wurde schon fr�uher bewiesen, wird hier erneutanders gezeigt.Wegen In � In+1 8n2 N giltan � an+1 � bn+1 � bn 8n2 NDaher ist (an)n2N monoton wachsend und beschr�ankt und (bn)n2N mo-noton fallend und beschr�ankt. Also 9 a = liman; b = limbn undan � a; bn � b 8n2 NFerner gilt an � bn 8n2 N ) a � b. D.h. an � a � b � bn 8n2 N alsoa; b 2 In 8n2 N.Sei s; s0 2 In 8n2 N. Es giltjs� s0j � jbn � anj 8n2 N) js� s0j = limn!1js� s0j = limn!1jbn � anj =|{z}Nach Def. derIntervallschachtelung 0) s = s0Zusatz: Wir haben mitbewiesen:Es gilt s = liman = limbn.Die Bedeutung der Intervallschachtelung soll am Beispiel von Wurzelnerl�autert werden.Satz 2: Sei b2 R; b � 0. Dann existiert auch ein a2 R; a � 0 mit a2 = b (manschreibt a = pb oder a = b 12 ).Beweis: Eindeutigkeit:a2 = b = a02 a; a0 � 0 )|{z}Satz a = a0Existenz: Man w�ahle beliebige b0 2 R; b0 > 0 und setze a0 := bb0 . Man de�niereinduktiv Folgen (an)n2N , (bn)n2N durchbn+1 := an + bn2 an+1 := bbn + 1 (n = 0; 1; 2; : : :)Es gilt an � 0; bn � 0 (8n2 N).Beweis durch Induktion nach nn = 1 : b1 = a0+b02 > 0, denn a0 � 0; b0 > 0bb1 = a1 � 0n! n + 1 bn+1 = an + bn2 > 0an+1 = bbn+1 � 0Wir zeigen jetzt: an � an+1 � bn+1 � bn 8n2 Nan+1 = bbn+1 = bbn � bnbn+1 = an � bnbn+137



Ferner gilt an � bn � �an + bn2 �2 = b2n+1also folgt an+1 = anbnbn+1 � b2n+1bn+1 (n = 0; 1; 2; 3; : : :)Daher an � an + bn2| {z }bn+1 � bn (n = 1; 2; 3; : : :Wegen bn+1 � bn gilt 1 < bnbn+1 . Daher folgtan+1 = an � bnbn+1 � anSei I = [an; bn]. Dann gilt also In � In+18n2 N. Wegen bn+1 = an+bn2 =Mittelpunkt von In mu� geltenjbn+1 � an+1j � 12 jbn � anj)|{z}induktiv jbn � anj � 2�njb0 � a0j 8n2 N) limn!1jbn � anj = limn!12�njb0 � a0j = 0denn limn!1�12�n = 0Daher ist (In)n2N eine Intervallschachtelung, die nach Satz 1 genau ein reelless umfa�t. Es gilt s = limbn = limanDaher folgt an+1 � bn+1 = bbn+1 � bn+1 = b) s2 = b. Setze s = a. Wegen an � 0 gilt s � 03.6 H�aufungspunkte. Der Satz von Bolzano-Weierstra�De�nition: Eine reelle Zahl a hei�t H�aufungspunkt der Zahlenfolge (an)n2N ,wenn in jeder �-Umgebung U�(a) von a unendlich viele Glieder von (an)n2Nliegen. 38



Beispiele:1) � 1n�n2N hat 0 als H�aufungspunkt.2) ((�1)n)n2N hat genau 2 H�aufungspunkte, 1 und -1.3) (n)n2N hat keinen H�augungspunkt.Satz 1: Sei a H�aufungspunkt von (an)n2N . Dann hat (an)n2N eine gegen akonvergente Teilfolge.Beweis: Wir konstruieren (np)p2 N von nat�urlichen Zahlen derart, da� n1 <n2 < n3 < : : : und ja� anp j < 1p 8n2 NNach Voraussetzung 9n1 2 Nmit ja�an1j < 1. Seien bereits n1 < n2 < � � � < nkkonstruiert,so da� ja� anp j < 1p f�ur p = 1; 2; : : : ; kgilt. Die Umgebung U 1k+1 (a) von a enth�alt unendlich viele Glieder von (an)n2Nnach Voraussetzung, also auch von ank+1 ; ank+2 ; : : : . Sei nk+1 die kleinste nat�urli-che Zahl mit nk+1 > nk und ja� ank+1 j < 1k+1 . Dies de�niert uns induktiv dieFolge �anp�p2 N. Es gilt limp!1ja� anp j � limp!11p = 0) limp!1anp = aSatz 2: (Bolzano-Weierstra�)Jede beschr�ankte Zahlenfolge hat wenigstens einen H�aufungspunkt.Beweis: Es gelte janj < K 8n2 N. Sei I := [�K;K]. Man unterteile I in zweigleichlange Teilintervalle. Mindestens eins davon mu� unendlich viele Gliedervon (an)n2N enthalten. Wir w�ahlen ein solches aus und nennen es I. Manunterteile I in zwei gleichlange Teilintervalle, von denen mindestens eins (I2genannt) unendlich viele Glieder von (an)n2N enthalten mu�.Man erh�alt induktiv eine Folge von Intervallen (Im)m2 N mit Im � Im+1 undL�ange von Im = 2�m+1 �K derart, da� Im unendlich viele Glieder von (an)n2Nenth�alt. Die Folge (Im)m2 N ist Intervallschachtelung und umfa�t daher nachSatz genau eine reelle Zahl a.Sei Im = [�m; �m] und �m = 1m + maxfa � �m; �m � ag. Dann gilt �m > 0und �m ! 0(m ! 1), denn �m ! a; �m ! a; 1m ! 0(m ! 1). Fernergilt Im � U�m(a). Da Im unendlich viele Gleider von (an)n2N enth�alt, enth�altauch U�m (a) unendlich viele Glieder von (an)n2N . Wegen �m ! 0(m ! 1)enth�alt daher auch jede �-Umgebung U�m(a) � U�(a) unendlich viele Gliedervon (an)n2N .Korollar: Jede beschr�ankte Zahlenfolge hat eine konvergente Teilfolge.39



3.7 Das Cauchy'sche KonvergenzkriteriumSatz: Eine Zahlenfolge (an)n2N konvergiert genau dann, wenn gilt: zu jedem� > 0 existiert N = N (�)2 N, so da�jan � amj < � 8n;m > N (3.1)Bemerkung: Das Kriterium ist wichtig, da es ohne den Begri� des Grenzwertsauskommt.Beweis:1) Sei (an)n2N konvergent, liman = a. Sei � > 0. Dann 9N 2 N, so da�jan � aj < �2 8n2 N. Daher folgt f�ur n;m > Njan � amj = j(an � a) + (a� am)j � jan � aj+ jam � aj < �2 + �2 = �Daher gilt 3.1.2) Die Folge (an)n2N erf�ulle 3.1. Wir zeigen zun�achst, da� (an)n2N be-schr�ankt ist.Nach Voraussetzung mit � = 1 9N0 2 N, so da�jan � amj < 1 8n;m > NInsbesondere gilt f�ur n > N0jan � aN0+1j < 1F�ur n > N0 folgt daherjanj = j(an � aN0+1) + aN0+1j � jan � aN0+1j+ jaN0+1j < 1 + jaN0+1jSetze K := maxfja1j; ja2j; : : : ; jaN0 j; 1+jaN0+1jg. Dann gilt janj � K 8n2 N,also ist (an)n2N beschr�ankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra� hatdaher (an)n2N einen H�aufungspunkt. Wir wollen zeigen liman = a.Sei � > 0: Nach 3.1 9N 2 N, so da�jan � amj < �2 8n;m > NDa a H�aufungspunkt von (an)n2N ist, ist a auch H�aufungspunkt der FolgeaN+1; aN+2; : : : . Daher existiert k2 N; k > N mit ja�akj < �2 . F�ur n > Ngilt daherja� anj = j(a� ak) + (ak � an)j � ja� akj+ jak � anj < �2 + �2 = �Daher gilt liman = a .Bemerkung: Zahlenfolgen (an)n2N , die 3.1 erf�ullen, hei�en Cauchy-Folgenoder Fundamentalfolgen. Cauchy-Folgen sind also genau die konvergenten Fol-gen. Hierf�ur sagt man auch, da� R vollst�andig ist.40



Beispiel: an := 1 + 12 + 13 + � � �+ 1n. Dann ist (an)n2N nicht konvergent. Dennja2n � anj = 1n+ 1 + 1n+ 2 + � � �+ 12n > n � 12n = 12Also ist das Cauchy'sche Konvergenzkriterium nicht erf�ult.Satz: Sei M � R;M 6= ;;M nach oben beschr�ankt. Dann hat M eine kleinsteobere Schranke (Diese ist o�enbar eindeutig bestimmt).Beweis: Wir w�ahlen a; b2 Rmit a 2M undM < b (d.h. x < b 8x 2M ). Mande�niere induktiv zwei Folgen (an)n2N und (bn)n2N wie folgt: a1 := a; b1 := b.Seien schon an und bn de�niert durch an 2M und M < bn. Setzecn := an + bn2 (Mittelpunkt des Intervalls [an; bn])Dann gilt entweder1) M < cn oder2) 9c0n 2M mit cn � c0n.Man setze an+1 := (an im Fall i)c0n um Fall ii)bn+1 := (cn im Fall i)bn im Fall ii)Dann gilt an+1 2M und M < bn+1. Ferner giltan � an+1 � bn+1 � bn 8n2 Njan+1 � bn+1j � 12 jan � bnj 8n2 NIn der Tat:an+1 � bn+1 wegen an+1 2 M;M < bn+1. Es gilt an � an+1 im Fall i),denn dann ist an = an+1. Im Fall ii) gilt auch an � an+1, denn dann istan � cn = an+bn2 � c0n = an+1. Genauso zeigt man bn+1 � bn. �Ahnlich folgt ausden De�nitionen, da� jan+1 � bn+1j � 12 jan � bnj.Also gilt: ([an; bn])n2N bilden eine Intervallschachtelung (insbesondere gilt L�ange[an; bn]! 0(n!1)). Diese umfa�t nach Satz genau eine reelle Zahl c.Behauptung: Dieses c ist kleinste obere Schranke von M .Wegen bn > M 8n2 N gilt limbn = c ) c = limbn � M , also ist c obereSchranke von M .Sei K irgendeine obere Schranke von M . Wegen an 2M 8n2 N und c = limangilt dann c � K, also ist c wirklich kleinste obere Schranke von M .Korollar: Sei M � R;M 6= ;, M nach unten beschr�ankt, dann hat M einegr�o�te untere Schranke (Man wende den Satz auf �M := fx2 Rj � x 2 Mgan). 41



3.8 Supremum und In�mum sowie H�aufungs-punkte von MengenDe�nition: Sei M � R;M 6= ;: Dann hei�t M nach oben beschr�ankt (bzw.nach unten), wenn es a2 R gibt mit x � a 8x 2M (bzw. x � a 8x 2M ). Einsolches a hei�t dann obere (bzw. untere)Schranke von M . Man schreibt auchM � a (bzw. a �M ). Ein solches a hei�t kleinste obere Schranke von M , wennM � a und wenn aus M � a0 folgt a � a0. Entsprechend wird "gr�o�te obereSchranke\ de�niert. Eine Menge M � R;M 6= ; hei�t beschr�ankt, wenn sienach oben und unten beschr�ankt ist.De�nition:1) SeiM � R;M 6= ;;M nach oben beschr�ankt. Dann nennt man die kleinsteobere Schranke das Supremum von M (im Zeichen supM )2) Sei M � R;M 6= ;, M nach unten beschr�ankt. Dann hei�t die gr�o�teuntere Schranke von M das In�mum von M (im Zeichen infM ).Beispiel:1) R+ ist nach unten aber nicht nach oben beschr�ankt. inf R+ = 02) Kompakte Intervalle sind beschr�ankt; sup[a; b) = b; sup[a; b] = b.De�nition: Eine reelle Zahl a hei�t H�aufungspunkt der Menge M � R, wennin jeder �-Umgebung von a unendlich viele Elemente aus M liegen.Beispiele:1) Jede reelle Zahl ist H�aufungspunkt von R.2) 0 ist H�aufungspunkt der Menge f 1n jn2 Ng.3) eine endliche Menge M � R hat keinen H�aufungspunkt.4) Ein H�aufungspunkt einer Folge (an)n2N braucht nicht H�aufungspunktder Menge fangn2 N zu sein (Beispiel: an = (�1)n).3.9 Uneigentliche Konvergenz. Limes superiorund limes inferiorMan erweitert R durch die Einf�uhrung zweier Symbole �1;+1 und setzt�R := R[ f�1;1g. Man erweitert die Ordnungsrelation auf R durch �1 <x <1 8x2 R. Man kann formal Additon in �R de�nieren, z.B.a +1 =1+ a =1 (8a2 R)1+1 =1; a�1 = �1 = �1+ a (8a2 R)�1�1 = �1 (Achtung: 1�1 ist nicht de�niert)a � 1 =1 � a =1 (8a2 R; a > 0)a � 1 = �1 (8a2 R; a < 0) u.s.w.42



De�nition: Sei (an)n2N Zahlenfolge. Dann sagt man, da� an nach 1 strebt(im Zeichen limn!1an = 1), wenn es zu jedem K 2 R;K > 0 ein N 2 N gibt, soda� an > K 8n > N . Analog de�niert man limn!1an = �1.Sei (an)n2N eine beschr�ankte Zahlenfolge. Sei M die Menge ihrer H�aufungs-punkte. Dann ist M 6= ; (Bolzano-Weierstra�), und M ist beschr�ankt. In derobigen Situation setzt manlimn!1 sup an := supM (limes superior)limn!1 inf an := infM (limes inferior)De�nition: Sei (an)n2N Zahlenfolge. Man setzt limn!1 sup an = 1, wenn eszu jedem K 2 R;K > 0 unendlich viele n2 N gibt mit an > K. Man setztlimn!1 inf an = �1, wenn zu jedem K 2 R;K > 0 unendlich viele n2 N mitan < �K existieren.3.10 Unendliche ReihenProblem: Man ordne unendlich viele Zahlen a1; a2; a3; : : : in sinnvoller Weiseeiner unendlichen Summe a1 + a2 + a3 + : : : (oder k�urzer P1n=1 an) zu. Diesbedarf einer pr�azisen De�nition, denn die Sume (1 � 1) + (1 � 1) + � � � = 0schreiben wir sowie als 1 + (1� 1) + (1� 1) + � � � = 1.De�nition: Sei (an)n2N eine Zahlenfolge. Dann versteht man unter der un-endlichen Reihe a1 + a2 + : : : (oder k�urzer P1n=1 an) die Folge (sn)n2N derPartialsummen sn := nX�=1a� = a1 + a2 + � � �+ anMan nennt sn die n-te Partialsumme und an das n-te Glied der ReiheP1�=1 a� .De�nition: Eine unendliche Reihe P1�=0 a� hei�t konvergent, wenn die Folgeder Partialsummen konvergiert.De�nition: SeiP1�=1 a� konvergent. Dann nennt man s := limn!1sn die Summeder Reihe und schreibt s =P1�=1 a�.Satz 1: (Cauchy'sches Konvergenzkriterium)1Xn=1an konvergiert , zu jedem � > 0 9N = N (�)2 N;so da� jan+1 + an+2 + � � �+ an+pj < � 8n > N; 8p2 NBeweis: 1X�=1 a� konvergent ,|{z}Def. (sn)n2N konvergent43



,|{z}Cauchy'sche Konvergenz-kriterium f�ur Folgen zu jedem � > 0 9N = N (�)2 N so da�jsn+p � snj < � 8n > N; 8p2 NEs gilt sn+p � sn = an+1 + an+2 + � � �+ an+p.Satz 2: (Notwendige Konvergenzbedingung)1Xn=1 an konvergent ) limn!1an = 0Beweis: In Satz 1 w�ahle insbesondere p = 1. Dann folgt an+1 ! 0(n!1).Beispiel:1) P1n=1 1n ist divergent, wie schon fr�uher gezeigt. Also Bedingung aus Satz2 ist nicht hinreichend.2) P1n=0 1n! konvergiert mit Summe e.3) ("Geometrische Reihe\)P1n=0 qn konvergiert und hat die Summe 11�q f�ur 0 � p < 1.Satz 3: Sei an � 0 8n2 N. Dann ist P1n=1 an konvergent genau dann, wenn9K 2 R;K > 0, so da� PNn=1 an � K 8N 2 N.Beweis: Wegen an � 0 ist die Folge (sn)n2N monoton wachsend. Daher ist(sn)n2N genau dann konvergent, wenn (sn)n2N beschr�ankt ist, d.h. 9K 2 RmitPNn=1 an � K .De�nition: Eine Reihe der FormP1n=1(�1)n+1 � an = a1 � a2 + a3 � : : : mit0 � an+1 � an 8n2 N hei�t alternierende Reihe.Satz 4: (Leibniz)Eine alternierende ReiheP1n=1(�1)n+1an ist genau dann konvergent, wenn ihreGlieder an eine Nullfolge bilden.Beweis:1) 1Pn=1(�1)n+1an konvergiert )|{z}Satz 2 (�1)n+1an ! 0,also auch an ! 0 (n!1).2) Sei (an)n2N eine Nullfolge. Es gilt s2m = (a1 � a2) + (a3 � a4) + � � �+(a2m�1�a2m), daher 0 � s2m � s2m+2 8m2 N, denn nach Voraussetzunga1 � a2 � a3 � : : : . Es gilts2m+1 = a1 � (a2 � a3)� (a4 � a5)� � � � � (a2m � a2m+1)44



daher s2m+3 � s2m+1 � a1 (m = 0; 1; 2; : : :). Ferner ist s2m � s2m+1. Esfolgt 0 � s2m � s2m+1 � a1. Insgesamt folgt (s2m)m2 N und (s2m+1)m2 Nsind monotone, beschr�ankte Zahlenfolgen. Daher existiert limm!1s2m undlimm!1s2m+1. Es gilts2m+1 � s2m = a2m+1 ! 0 (m!1)Nach Grenzwertrechenregeln folgt daher0 = limm!1(s2m � s2m+1) = limm!1s2m � limn!1s2m+1limm!1s2m = limm!1s2m+1Nach �Ubungsaufgabe (Blatt 4) folgt limm!1sm existiert. Also istP1n=1(�1)n+1ankonvergent.Beispiel: 1� 12 + 13 � 14 + : : : ist konvergent.Satz 5: (Rechenregeln)1) SindP1n=1 an undP1n=1 bn konvergent, so konvergieren auchP1n=1(an�bn) und P1n=1 c � an (c2 R fest) und es gilt1Xn=1(an � bn) = 1Xn=1an � 1Xn=1 bn1Xn=1 c � an = c � 1Xn=1an2) Aus einer konvergenten Reihe a1+a2+a3 : : : erh�alt man durch beliebeigeKlammerung z.B. (a1 + a2 + � � �+ an1) + (an1+1 + � � �+ an2) + : : : wiedereine konvergente Reihe mit derselben Summe.Beweis:1) folgt aus den Rechenregeln f�ur Folgen2) Wenn man Klammern in der angegebenen Weise setzt, so betrachtet manstatt (sn)n2N eine Teilfolge von (sn)n2N (n�amlich (sn� )�2 N) und nach�Ubungsaufgage ist jede Teilfolge einer konvergenten Folge wieder konver-gent mit demselben Grenzwert.De�nition: Eine ReiheP1n=1 bn hei�t Umordung einer anderen ReiheP1n=1 an,wenn (bn)n2N eine Umordnung der Folge (an)n2N ist.Bemerkung:1) Wir wissen, da� eine Umordnung eine konvergenten Folge wiederum kon-vergiert mit demselben Limes. 45



2) Wenn man einer konvergenten Reihe unendlich viele Glieder umordnet, sokann es passieren, da� die erhaltene Reihe nicht mehr konvergiert.De�nition: Eine unendliche Reihe hei�t ungedingt konvergent , wenn jede Um-ordnung dieser Reihe wiederum konvergiert und die gleiche Summe hat. An-dernfalls hei�t sie bedingt konvergent.Frage: 9 ein einfaches Kriterium zu entscheiden, wann eine Reihe unbedingtkonvergiert?De�nition: Eine Reihe P1n=1 an hei�t absolut konvergent, wenn P1n=1 janjkonvergiert.Bemerkung: Ist P1n=1 an absolut konvergent, so konvergiert P1n=1 an auchim gew�ohnlichen Sinne (Beweis nach Cauchy, denn jan+1+� � �+an+pj � jan+1j+� � �+ jan+pj)Satz 6: (Dericklet)Eine Reihe P1n=1 an ist genau dann ungedingt konvergent, wenn sie absolutkonvergiert.zu Satz 3 :P1n=1 janj konvergent , 9k2 R+ mitPNn=1 janj � K 8N 2 N.Beweis : (zu Satz 6)1) SeiP1n=1 an absoulut konvergent. SeiP1n=1 a�n eine Umordung vonP1n=1 an.Seien sn und s0n die Partialsummen der beiden Reihen. Sei � > 0. DaP1n=1 janj nach Voraussetzung konvergiert, existiert insbesondere nachdem Cauchykriterium ein m2 N, so da�jam+1j+ jam+2j+ � � �+ jam+pj < � 8p2 N (3.2)Man bestimme N 2 N so gro�, da� f1; 2; : : :mg � f�1; �2; : : : ; �Ng. F�urN > N () n > m) heben sich dann in dem Ausdruck s0n � sn alle Termea1; a2; : : : ; an weg. Daher ist s0n � sn eine endliche Summe von Zahlenaus der Menge f�am+1;�am+2 : : :g. Daher gilt wegen 3.2 js0n � snj �Pp(n)l=1 jam+lj < �, wobei p(n) eine geeignete nat�urliche Zahl ist. Also ist(s0n � sn)n2 N eine Nullfolge. Man schreibe s0n = (s0n � sn) + sn. Wegens0n � sn ! 0 und sn ! s :=P1�=1 a� folgt daher s0n ! s (n!1). Daherist P1n=1 a�n konvergent gegen s.2) zu zeigen: Sei P1n=1 an unbedingt konvergent. Dann ist P1n=1 an absolutkonvergent.Es gen�ugt zu zeigen: IstP1n=1 an konvergent,P1n=1 janj nicht konvergent,so existiert eine Umordnung, die gegen 1 strebt. Man setztebn := (an falls an � 00 sonstcn := (0 falls an � 0�an falls an < 046



Dann gilt bn � 0; cn � 0 8n2 N:Behauptung: nX�=1 b�!n2 N!1;  nX�=1 c�!n2 N!1 (n!1)Angenommen,dies w�are nicht der Fall. Sei z.B. (Pn�=1 b�)n2 N beschr�ankt.Dannw�are wegen der Monotonie diese Folge konvergent, d.h.P1�=1 b� w�are kon-vergent. Dann w�are aber auch1X�=1 c� = � 1X�=1a� + 1X�=1 b�konvergent, denn P1�=1 a� konvergiert nach Voraussetzung. Dann w�areaber auch 1X�=1(c� + b�) = 1X�=1 ja�jkonvergent. Widerspruch zur Voraussetzung. Genauso f�uhrt man zumWi-derspruch, da� (Pn�=1 c�)n2 N nicht beschr�ankt ist. Man de�niere induk-tiv r1; r2; : : : ; rn; : : : , derart, da�b1 + b2 + � � �+ brn > n+ c1 + c2 + � � �+ cn (3.3)Dies funktioniert wegen obiger bewiesener Behauptung. Man betrachteb1+ b2+ � � �+ br1 � c1 + br1+1 + br1+2 + � � �+ br2 � c2 + br2+1 + : : : (Manstreiche auftretende Nullen). Dies ist eine Umordnung von P1�=1 a�, undihre Partialsummen gehen wegen 3.3 nach 1.Im folgenden einige n�utzliche Konvergenzkriterien:De�nition: Eine Reihe P1n=1 bn hei�t Majorante von P1n=1 an, wenn bn �0 8n2 N und janj � bn 8n2 N. Sie hei�t Minorante, von P1n=1 an, wenn bn �0 8n2 N und bn � janj 8n2 N:Satz 7: Eine Reihe ist absolut konvergent, wenn sie eine konvergente Majorantehat.Beweis: Folgt aus dem Cauchykriterium wegenjan+1j+ � � �+ jan+pj � bn+1 + � � �+ bn+pSatz 8: Eine Reihe ist nicht absolut konvergent, wenn sie eine divergenteMinorante hat.Beweis: Nach Voraussetzung gilt:1 nX�=1 b� � nX�=1 ja�j )|{z}Satz 3 Behauptung47



Beispiele:1) Es gelte janj � cqn 8n2 N, wobei c > 0 fest und q 2 (0; 1): Dann istP1n=1 cqn eine konvergente Majorante ("geometrische Reihe\), also kon-vergiert P1n=1 an absolut. qn !1 f�ur q > 1, denn qn ! 0 f�ur 0 < q < 1.2) ("Quotientenkriterium\)Gilt ����an+1an ���� � q 8n2 N f�ur ein q 2 (0; 1)so istP1n=1 an absolut konvergent (Hierbei wird vorausgesetzt, da� an 6=0 8n2 N). Es gilt:jan+1j � q � janj � q2jan�1j � � � � � qnja1jDaher kann man i) anwenden.3) ("Wurzelkriterium\) Gilt npjanj � q 8n2 N, wobei q 2 (0; 1), so konver-giert P1n=1 an absolut. Aus npjanj � q folgt janj � qn 8n2 N, also kannman i) anwenden.4) Quotienten- und Wurzelkriterium funktionieren nicht immer.Beispiel: 1Xn=1 an; an = 1n2����an+1an ���� = 1(n+1)21n2 = n2(n+ 1)2 = 1(1 + 1n )2 ! 1 (n!1)also ist ii) nicht anwendbar. iii) ist auch nicht anwendbar, dennnpjanj = 1npn2 ! 1 (n!1)Es gilt NXn=1 1n2 = 1 + NXn=2 1n2 � 1 + NXn=2 1n(n � 1)1 + NXn=2 1n� 1 � 1n| {z }Fast alle Terme hebensich gegenseitig auf = 1 + 1� 1N = 2� 1N <1Nach Satz 3 ist P1n=1 1n2 konvergent.Weitere spezielle Beispiele:P1n=0 xnn! (x2 R) ist absoulut konvergent, denn(x 6= 0) an+1an = jxjn+1(n+1)!jxjnn! = jxjn+1 � n!(n+ 1)!jxjn = jxjn+ 1 = jxjn+ 1 < 1248



f�ur n gro�. Also ist ii) anwendbar.P1n=1 � nn+1�n2 konvergiert nach iii).
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Kapitel 4Grenzwerte reellerFunktionen4.1 Beispiele reeller FunktionenDe�nition: Unter einer reellen Funktion versteht man eine Abbildung f :M ! R, wobei M � R;M 6= ;. Jedem solchen f ordnet man seinen GraphenG(f) := f(x; f(x))2 R2 jx 2Mg zu. y = f(x) x 2MBeispiele: Abbildung 4.1: idR : R! R; x 7! x -6
�������������

��
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Abbildung 4.2: f(x) = jxj; x 7! jxj (x2 R) -6@@@@@@@@��������
Abbildung 4.3: x 7! sign(x)1 -6r

1sign(x) = 8><>:1 x > 00 x = 0�1 x < 0 51



Abbildung 4.4: "Zackenfunktion\2 -6AAAAAAAAAAAA������������AAAAAAAAAAAAAbbildung 4.5: Charakteristische Funktion einer Menge N � R; N = [a; b]3-6 a b
Der Graph von �Q kann nicht in vern�unftiger Weise aufgezeichnet werden.6) Polynome: Seien a0; a1; : : : ; an2 R fest vorgegeben. Dann hei�t p : R!R; p(x) = a0 + a1x + : : : anxn Polynom. Wenn an 6= 0, so hei�t n Gradvon p.7) Gebrochen rationale Funktionenf(x) := p(x)q(x)2z(x) := (4x � 14 � x � 142� 4x 14 � x � 34 ; z(x+ 1) := z(x) (Periodizit�atsforderung)3�N(x) := (1 x 2 N0 x =2 N 52



(p; q Polynome, x2 R, x =2 f Nullstellen von qg).8) Lineare Funktionen: f(x) := ax(a fest).A�n Lineare Funktionen: f(x) := ax+ b (a; b fest)9) De�nition von Funktionen durch algebraische Operationen: Seien f; g :M ! RAbbildungen. Dann de�niert manf + g :M ! R; (f + g)(x) = f(x) + g(x) "Summe\und f � g :M ! R; (f � g)(x) = f(x) � g(x) "Produkt\Ist �2 R fest, so setzt man�f(x) = (�f)(x); �f :M ! RIst M 0 := fx 2M j g(x) 6= 0g, so setzt manfg :M 0 ! R; fg (x) = f(x)g(x)10) De�nition von Funktionen durch Grenzprozesse. Seien fn :M ! R(n2 N).Seien 8x 2 M die Folgen (fn(x))n2N konvergent. Dann wird durch f :M ! R, f(x) := limn!1fn(x) eine neue Funktion auf M de�niert.Beispiel:fn : R! R; fn(x) = 11+x2n . Dann istlimn!1fn(x) = 8><>:0; jxj > 112 ; jxj = 11; jxj < 14.2 Grenzwerte von FunktionenDe�nition: Sei f :M ! R eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung xonx02 Rmit eventuell von x0 selbst de�niert ist, d.h. fx2 Rj 0 < jx�x0j < rg �M . Man sagt dann, da� der Limes von f(x) f�ur x gegen x0 existiert, wenn esa2 Rgibt, so da� f�ur jede Folge (xn)n2N mit 0 < jxn�x0j < r und limn!1xn = x0gilt limn!1f(xn) = a. Hierf�ur schreibt man auch limx!x0 f(x) = a. (Entsprechendkann man auch a = �1 zulasen und limx!x0 f(x) = �1 de�nieren).Beispiel: f(x) = x3 � 1x� 1 (x 6= 1)Sei x0 = 1. Sei (xn)n2N Zahlenfolge xn 6= 1 8n2 N; limn!1xn = 1. Es giltf(xn) = x3n � 1xn � 1 = x2n + xn + 1! 3 (n!1)53



wegen limn!1xn = 1. Also gilt limx!x0 f(x) = 3.Satz 1: F�ur eine auf fx2 Rj 0 < jx � x0j < rg de�nierte Funktion gilt:limx!x0 f(x) existiert , F�ur jede Folge (xn)n2N mit 0 < jxn � x0j < r undlimn!1xn = x0 konvergiert (f(xn))n2N .Beweis:i) ")\ klar!ii) "(\ Seien (xn)n2N und (yn)n2N zwei Folgen mit 0 < jxn�x0j < r; 0 <jyn � x0j < r; limn!1xn = x0; limn!1yn = x0 und (f(xn))n2N , (f(yn))n2Nseien konvergent. Wir zeigen dann:limf(xn) = limf(yn) (=: a)Man betrachte die "gemischte Folge\ x1; y1; x2; y2; x3; : : : , d.h. die Folge(zn)n2N gegeben durch z2k�1 := xk z2k := ykDann gilt limzn = x0. Nach Voraussetzung konvergiert daher (f(zn))n2N .Da Teilfolgen konvergenter Folgen konvergent mit demselben Grenzwertsind, folgt limn!1f(zn) = limk!1f(z2k) = limk!1f(yk)limn!1f(zn) = limk!1f(z2k�1) = limk!1f(xk)Also gilt limf(xn) = limf(yn)Satz 2: F�ur eine auf fx2 Rj 0 < jx� x0j < rg de�nierte reelle Funktion giltlimx!x0 f(x) = a2 R, zu jedem � > 0 existiert ein � > 0 derart, da� jf(x)�aj <� 8x2 R mit 0 < jx � x0j < � (Hier wird stillschweigend vorrausgesetzt, da�� < r).Beweis:i) "(\: Sei also das "� � �-Kriterium\ erf�ullt, sei � > 0. Dann 9 � > 0 mitjf(x) � aj < � f�ur alle x2 R mit 0 < jx � x0j < �. Sei (xn)n2N Folgemit 0 < jxn � xoj < r; limxn = x0. Wegen limxn = x0 existiert dann einN 2 N, so da� 8n > N gilt jxn�x0j < �. Daher gilt f�ur n > N jf(xn)�aj <�. Dies bedeutet aber limn!1f(xn) = a.ii) ")\: Sei limx!x0 f(x) = a. Angenommen, das "� � �-Kriterium\ ist nichterf�ullt. Dann existiert also � > 0, so da� sich kein � > 0 �nden l�a�t derart,da� jf(x) � aj < � mit 0 < jx � x0j < �. Sei (�n)n2N eine Nullfolgepositiver Zahlen (z.B. �n = 1n). Zu jedem n2 N existiert dann ein xn2 R54



mit 0 < jxn � x0j < �n, aber jf(xn) � aj � �. Dann gilt aber limxn = x0,denn (�n)n2N ist Nullfolge. Andererseits kann nicht limn!1f(xn) = a sein,denn jf(xn) � aj � � 8n Widerspruch zur Voraussetzung limx!x0 f(x) = a.Daher mu� das "�� �\-Kriterium gelten.De�nition: Sei f eine auf fx2 Rjx0 < x < x0+rg bzw. fx 2 Rjx0�r < x <x0gde�nierte Funktion. Man sagt dann, da� Limes von f(x) f�ur x bei rechts-bzw. linksseitiger Ann�aherung von x gegen x0 existiert, wenn es a2 R gibt, soda� f�ur jede Folge (xn)n2N mit x0 < xn < x0 + r bzw. x0 � r < xn < x0 giltlimf(xn) = a. Man schreibt hierf�ur auchlimx!x0+0 f(x) = a limx!x0�0 f(x) = aBeispiel: Funktion s(x). limx!0+ s(x) = 1; limx!0� s(x) = 0. Aber limx!0 s(x) exi-stiert nicht.De�nition: Sei f : M ! R reelle Funktion, sei x02 R H�aufungspunkt vonM . Man sagt dann, da� der Limes von f(x) f�ur x gegen x0 existiert, wenn9a2 R, so da� f�ur jede Folge (xn)n2N mit xn 2 M; xn 6= x0; limxn = x0 giltlimn!1f(xn) = a. Man schreibt limx!x0 f(x) = a.Satz 2': Es gilt limx!x0 f(x) = a mit a2 R, zu jedem � > 0 9 � > 0, so da�jf(x) � aj < � 8x 2M mit 0 < jx� x0j < � ("�� �-Kriterium\).De�nition: Sei f eine auf fx2 Rj c < x < 1g (c fest) de�nierte Funktion.Man sagt, der Limes von f(x) f�ur x gegen x0 existiert, wenn es a2 R gibt,derart da� f�ur jede Folge (xn)n2N mit c < xn <1 und limn!1xn =1 die Folge(f(xn))n2N gegen a konvergiert (n!1). Man schreibt limx!1f(x) = a (Entspre-chend de�niert man limx!�1 f(x) = a. Man kann auch sinngem�a� a =1; a = �1zulassen).Beispiel: f(x) = xx+ 1 x 6= �1Man untersuche, ob limx!1f(x) existiert. Sei hierzu (xn)n2N Folge mit xn > 0und limn!1xn =1. Dann giltf(xn) = xnxn + 1 = 11 + 1xn ! 1(n!1)denn 1xn ! 0 wegen xn !1 (n!1). Daher ist limx!1f(x) = 1.Satz 3: ("Rechenregeln\)Seien f1; f2 : M ! R;M � R;M 6= 0; x0 H�aufungspunkt von M . Es geltelimx!x0 f1(x) = a1; limx!x0 f2(x) = a2 mit a1; a22 R. Dann gilti) Es existiert limx!x0(f1(x)� f2(x)) und ist gleich a1� a2, es existiert limx!x0 c �f1(x) und ist gleich c � a1 (c2 R fest).55



ii) Es existiert limx!x0 f1(x) � f2(x) und ist gleich a1 � a2. Ist f2(x) 6= 0 8x 2Mund a2 6= 0, so existiert limx!x0 f1(x)f2(x) und ist gleich a1a2 .iii) Es existiert limx!x0 jf1(x)j und ist gleich ja1j.iv) Wenn es eine Folge (xn)n2N gibt mit xn 2 M;xn 6= x0; xn ! x0 undf1(xn) � f2(xn) 8n2 N, so gilt a1 � a2.Beweis: folgt aus den Rechenregeln f�ur Folgen
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Kapitel 5Stetigkeit reellerFunktionen5.1 Stetigkeit in einem PunktDe�nition: Sei M � R;M 6= ;; f : M ! R. Sei x0 2M . Dann hei�t f stetigin x0, wenn zu jedem � > 0 ein � > 0 existiert, derart da�jf(x) � f(x0)j < � 8x 2M mit jx� x0j < �O�enbar gibt es f�ur x0 folgende zwei Alternativen:Entweder ist x0 2M "isolierter Punkt von M\, d.h. 9 r-Umgebung Ur(x0) vonx0, so da� Ur(x0)\M = fx0g. Dann ist jede Funktion f :M ! R in x0 stetig.(Man w�ahle 0 < � < r und wende die De�nition mit diesem � an.)Oder in jeder �-Umgebung U�(x0) von x0 liegt ein Punkt aus M , der von x0verschieden ist. Dann ist x0 H�aufungspunkt von M , und es gilt:f(x) ist stetig in x0 , limx!x0 f(x) existiert und ist gleich f(x0) , f�ur jede Folge(xn)n2N mit xn! x0 gilt f(xn)! f(x0).Das folgt unmittelbar aus Kapitel 4.2, Satz 2', Seite 55. Man beachte: Das �; �-Kriterium ist hier f�ur x = x0 automatisch erf�ullt, denn f�ur x = x0 ist x�x0 = 0und f(x)� f(x0) = 0. Genauso gilt hier: Die Aussage "F�ur jede Folge (xn)n2Nmit xn 2 M;xn 6= x0; xn ! x0 gilt f(xn) ! f(x0)\ ist �aquivalent zur Aussage"F�ur jede Folge (xn)n2N mit xn 2M;xn ! x0 gilt f(xn)! f(x0)\.Beispiele:i) Polynome p(x) = a0 + a1x + : : :anx (x2 R) sind in jedem Punkt x02 Rstetig.ii) Die Zackenfunktion z(x) ist stetig in allen x02 R.iii) Die Sprungfunktion s(x) (x2 R) ist nicht stetig in x0 = 0.Ist f stetig in x0, so nennt man x0 Stetigkeitsstelle. Ist f nicht stetig in x0, sohei�t f unstetig in x0 und x0 Unstetigkeitsstelle.57



Beispiele f�ur UnstetigkeitsstellenSei I � R Intervall.Zusatz: Sei I � R Intervall, das nicht nur aus einem Punkt besteht. Dann istjedes x0 2 I H�aufungspunkt von I, also gilt f : I ! R ist stetig in x0 2 I ,limx!x0 f(x) = f(x0).i) Hebbare UnstetigkeitsstellenSei f : I ! R. limx!x0 f(x) existiere, sei aber verschieden von f(x0). Dannist f nicht stetig in x0, aber die Ersatzfunktion g : I ! R gegeben durchg(x) := (f(x) (x 6= xo)limx!x0 f(x) (x = x0)ist in x0 stetig.Beispiel: f(x) := (x2�1x�1 (x 6= 1)0 (x = 1)Es gilt limx!1f(x) = limx!1(x+ 1) = 2.Setze g(x) := (x2�1x�1 (x 6= 1)2 (x = 1)ii) SprungstellenSei f : I ! R, I o�en, x0 2 I. Dann hei�t x0 Sprungstelle von f , wennlimx!x0+0 f(x) und limx!x0� f(x) existieren und voneinander verschieden sind.(Beispiel: x0 = 0 ist Sprungstelle von s(x).iii) Oszillatorisches VerhaltenDie Funktion f(x) := (z( 1x ) (x 6= 0)0 (x = 0)hat oszillatorisches Verhalten bei x0 = 0, d.h. in jeder noch so kleinen�-Umgebung von x0 = 0 nimmt f(x) alle Werte von �1 und 1 an.iv) UnendlichkeitsstelleDie Funktion f(x) := ( 1x2 (x 6= 0)0 (x = 0)hat in x0 = 0 eine Unendlichkeitsstelle, d.h. limx!0f(x) =1.58



Satz 1: Seien f; g : M ! R, M � R;M 6= 0. Seien f und g stetig in x0 2M .Dann sind auch f � g und f � g in x0 stetig. Ferner ist �f(� 2 R fest) in x0stetig.Beweis: Folgt aus den Rechenregeln f�ur " limx!x0\, Kapitel 4.2, Satz 3, 55.Lemma: Sei f :M ! R in x0 stetig. Es gelte f(x0) 6= 0. Dann 9� > 0, so da�f(x) 6= 0 in M \ U�(x0).Beweis: Sei � := 12 jf(x0)j > 0. Da f stetig in x0 ist, 9� > 0, so da� jf(x) �f(x0)j < � 8x 2M \U�(x0). F�ur x 2M \ U�(x0) gilt daherjf(x)j = jf(x0) � (f(x0 � f(x))j� jf(x0)j � jf(x0)� f(x)j > 2�� � = � > 0Satz 2: Seien f; g : M ! R in x0 2 M stetig. Es gelte g(x0) 6= 0. Dann ist fgin U�(x0) \M f�ur ein geeignetes (kleines) � > 0 de�niert und in x0 stetig.Beweis: Folgt aus dem LemmaSatz 3: Sei f :M ! R; g : N ! R (M;N � R;M;N 6= 0) und f(M ) � N . Seif in x0 2M stetig und g in y0 = f(x0) stetig. Dann ist auch g�f (Komposition)in x0 stetig. (Genauer m�u�te man statt g � f die Abbildung g � f� betrachten,wobei f� :M ! N ; f�(x) = f(x).Beweis: Sei � > 0. Dann existiert � > 0, so da� jg(y)� g(x0)j < � 8y 2 N mitjy � y0j < �: Zu � > 0 existiert � > 0, so da� jf(x) � f(x0)j < � 8x 2 M mitjx� x0j < �: Daher giltjg � f(x) � g � f(x0)j = jg (f(x))| {z }y �g (f(x0))| {z }y0 j < �f�ur x 2M mit jx� x0j < �.5.2 Stetigkeit auf einem kompakten IntervallDe�nition: Sei f : M ! R. Sei M0 � M . Dann hei�t f auf M0 stetig, wennf in jedem Punkt x0 2M0 stetig ist.Im folgenden: Wir untersuchen die Abbildung f : I ! R, die auf I stetig ist,wobei I � R ein Intervall ist.Satz 1: Sei f : [a; b]! R auf dem kompakten Intervall [a; b] stetig. Es geltef(a) < 0 < f(b) (bzw. f(a) > 0 > f(b)). Dann existiert � 2 (a; b) mit f(�) = 0.Zum Beweis ben�otigen wir ein Lemma:Sei f :M ! R in x0 stetig. Es gelte f(x0) > a (bzw. f(x0) < a). f�ur ein a 2 R.Dann 9� > 0, so da� f(x) > a (f(x) < a) 8x 2M \ U�(x0).Beweis des Lemmas:Es gelte f(x0) > a: Sei � := f(x0)� a > 0. Da f in x0 stetig ist, 9� > 0, so da�59



jf(x)� f(x0)j < � (d.h. �� < f(x)� f(x0) < � 8x 2M \U�(x0). Daher gilt f�urx 2M \ U�(x0)f(x) > f(x0) � � = f(x0)� (f(x0)� a) = aBeweis von Satz 1:Es gelte f(a) < 0 < f(b). Sei M := fx 2 [a; b] j f(x) � 0g. Dann ist a 2M , alsoist M 6= ;. Au�erdem ist M nach oben beschr�ankt (b ist obere Schranke). Alsoexistiert � = supM . Wegen f(b) > 0 und dem Lemma ist f(x) > 0 8x 2 [a; b]\U�(b) f�ur geeignetes � > 0, also ist � < b. Nach Konstruktion des Supremumsexistieren Folgen (xn)n2N und (yn)n2N mit xn 2 M; 8n2 N; xn � xn+1 �yn+1 � yn (8n2 N Intervallschachtelung) und limxn = � = limyn: Wegenxn 2 M ist f(xn) � 0: Wegen � < b und limyn = � gilt yn < b f�ur fast alle n.Wegen yn � xn 2 M gilt auch yn � a. Also ist yn 2 [a; b] f�ur fast alle n, undsomit ist f(yn) de�niert und f(yn) > 0 (wegen yn =2M f�ur fast alle n.) Da f in� stetig ist, gilt wegen limxn = � = limynf(�) = limf(xn) � 0; f(�) = limf(yn) � 0 , f(�) = 0Es gilt a � �, denn � = supM . W�are a = �, so folgte f(a) = f(�) = 0Widerspruch zu f(a) < 0. Also gilt auch � 2 (a; b).Satz 2: (Zwischenwertsatz)Sei f : [a; b]! R eine auf dem kompakten Intervall [a; b] stetige Funktion. Seic eine reelle Zahl mit f(a) < c < f(b) (bzw. f(a) > c > f(b)). Dann existiert� 2 (a; b) mit f(�) = c.Beweis: Setze g(x) := f(x) � c f�ur x 2 [a; b]. Es gelte f(a) < c < f(b). Dannfolgt g(a) < 0 < g(b). Die Funktion g ist auf [a; b] stetig. Nach Satz 1 existiert� 2 (a; b) mit g(�) = 0, d.h. f(�) = c.Anwendung: Sei p(x) = xn � � mit n2 N; � > 0.Behauptung: p(x) hat eine positive Nullstelle.Beweis: Es gilt p(0) = �� < 0. Es giltp(�+ 1) = (�+ 1)n � � � (1 + � � n)� � Bernoullische Ungleichung= 1 + �(n� 1) � 1 > 0Also p(0) < 0 < p(� + 1). p ist auch auf ganz R stetig. Nach dem Zwischen-wertsatz 9� 2 (0; �+ 1) mit p(�) = 0, d.h. �n = �:De�nition: Sei f :M ! R, M � R, M 6= ;.i) Dann hei�t f aufM nach oben (bzw. nach unten) beschr�ankt, wenn f(M )nach oben (bzw. nach unten) beschr�ankt ist, d.h. 9K 2 R+ mit f(x) �K 8x 2M (bzw. �K � f(x) 8x 2 M ). Man nennt f auf M beschr�ankt,wenn f(M ) nach oben und nach unten beschr�ankt ist, d.h. 9K 2 R+ mitjf(x)j � K 8x 2M .ii) Man sagt, da� f auf M ihr Maximum annimmt, wenn f(M ) nach obenbeschr�ankt ist und es x0 2 M gibt mit f(x0) = sup f(M ), d.h. f(x0) �f(x) 8x 2M . 60



Man sagt, da� f auf M ihr Minimum annimmt, wenn f(M ) nach untenbeschr�ankt ist und es x0 2 M gibt mit f(x0) = inf f(M ), d.h. f(x0) �f(x) 8x 2M .Satz 3: Sei f : [a; b] ! R eine auf dem kompakten Intervall [a; b] stetigeFunktion. Dann ist f auf [a; b] beschr�ankt und nimmt auf [a; b] ihr Maximumund ihr Minimum an, d.h. 9x1; x2 2 [a; b] mit f(x1) � f(x) � f(x2) 8x 2M .Bemerkung: Sei f [a; b] ! R; f(x) := 1x f�ur x 2 (0; 1]. Dann ist f auf (0; 1]stetig, aber nicht auf (0; 1] beschr�ankt. Daher ist der Satz f�ur nicht kompakteIntervalle im algemeinen falsch.Beweis: Wir zeigen nur, da� f auf [a; b] nach oben beschr�ankt ist und auf [a; b]ihr Maximum annimmt. Den Rest der Behauptung zeigt man �ahnlich.Angenommen f w�are auf [a; b] nicht nach oben beschr�ankt. Dann existiert f�urjedes n2 N ein xn 2 [a; b] mit f(xn) > n. Die Folge (xn)n2N ist beschr�ankt.Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra� existiert x0 2 R und eine Teilfolge�xnp�p2 N von (xn)n2N mit xnp ! x0 (p!1). Wegen a � xnp � b gilt aucha � x0 = limxnp � b, d.h. x0 2 [a; b]. Nach Voraussetzung ist f stetig in x0,also (mit � = 1) existiert � > 0, so da� jf(x) � f(x0)j < 1 8x 2 [a; b] \ U�(x0).Wegen xnp ! x0 (p!1) gilt xnp 2 [a; b]\ U�(x0) f�ur fast alle p. Also gilt f�urfast alle p jf(xnp)j � jf(x0)j � jf(xnp) � f(x0)j < 11 np < f(xnp ) � jf(xnp )j < 1 + jf(x0)jf�ur fast alle p. Widerspruch! Also ist f nach oben beschr�ankt.Da f([a; b]) nicht leer und nach oben beschr�ankt ist, existiert � = sup f([a; b]).Nach Konstruktion 9 Folge (f(zn))n2N mit zn 2 [a; b] und f(zn)! � (n!1).Wie oben (Bolzano-Weierstra�) folgt die Existens eines Punktes z0 2 [a; b] undeiner Teilfolge �znp�p2 N mit znp ! z0. Da f in z0 stetig ist, gilt f(znp ) !f(zo) (p!1). Wegen f(znp )! � folgt f(zo) = �.Korollar: Sei f : [a; b] ! R stetig. Dann ist das Bild f([a; b]) wiederum einkompaktes Intervall.Beweis: Nach Satz 3 existieren x1; x2 2 [a; b] mit y1 := f(x1) � f(x) �f(x2) =: y2 8x 2 [a; b]. Also gilt f([a; b]) 2 [y1; y2]: Sei c 2 (y1; y2). Dann 9 nachdem Zwischenwertsatz � 2 (x1; x2) mit f(�) = c. Daher gilt f([a; b]) = [y1; y2].De�nition: Sei V=Rein Vektorraum �uber R. Eine Abbildung V ! R; v ! kvk("Norm von v\) hei�t Norm auf V wenn gilti) kvk � 0 8v 2 V; kvk = 0, v = 0ii) k�vk = j�j kvk 8�2 R; 8v 2 Viii) kv + wk � kvk+ kwk 8v; w 2 VMann nennt (V; k � k) normierten linearen Raum.61



Beispiele:i) (Rn; k � k); k(x1; x2; : : : ; xn)k =vuut nX�=1x2�euklidische Normii) Sei I � Rkompaktes Intervall und C0(I) := ff : I ! Rj f ist auf I stetig g.Dann ist C0(I) Vektorraum �uber R unter den Operationen (f; g) !f + g; (�; f) ! �f . F�ur f 2 C0(I) setze man j � jI := supfjf(x)j; x 2 Ig(sprich: "Supremumsnorm von f auf I\). Dann ist j � jI eine Norm aufC0(I) (siehe �Ubungsaufgabe).iii) Sei allgemeiner M � R;M 6= ; und B(M ) := ff : M ! Rj f ist aufM beschr�anktg. Dann ist (B(M ); j � jM ) normierter linearer Raum, wennjf jM := supfjf(x)j jx 2Mg. Ist I kompaktes Intervall, so ist C0(I) linea-rer Unterraum von B(I).Satz 4: Sei f : [a; b]! R stetig und injektiv. Sei f([a; b]) = [�; �] (s. Korollarzu Satz 3). Sei g : [�; �] ! R die Umkehrfunktion zu f . Dann ist g auf [�; �]stetig.Beweis: Sei y0 2 [�; �] und yn 2 [�; �] mit limyn = y0. Sei xn := g(yn) 2[a; b]. Sei �xnp�p2 N irgendeine Teilfolge von (xn)n2N . Dann ist �xnp�p2 Nbeschr�ankt, also 9x0 2 R und eine Teilfolge �xnpq�q2 N mit xnpq ! x0 (q !1) nach Bolzano-Weierstra�. Es gilt x0 2 [a; b]. Da f in x0 stetig ist, giltynpq = f(xnpq )! f(x0))y0 = f(x0) denn yn ! y0)x0 = g(y0) Also xnpq ! g(y0)Wir haben also gezeigt: Die Folge (xn)n2N hat folgende Eigenschaft: es gibta2 R (n�amlich a = g(y0)) derart, da� man aus jeder Teilfolge von (xn)n2N eineweitere Teilfolge ausw�ahlen kann ,die gegen a konvergiert. Nach �Ubungsaufgabegilt dann xn! a. Also gilt g(yn) = xn ! g(y0), also ist g in y0 stetig.Beispiel: Sei f : [0;1)! R; f(x) = xn(n2 N). Dann ist f stetig und injektiv,also ist auch x! 2px (x 2 [0;1)) stetig.Um Satz 4 formal anwenden zu k�onnen, beschr�anke man f auf [0; c] f�ur jedesc > 0 ein).5.3 Gleichm�a�ige StetigkeitDe�nition: Sei M � R;M 6= ;; f :M ! R. Dann hei�t f auf M gleichm�a�igstetig, wenn zu jedem � > 0 ein � = �(�) > 0 (nur von � abh�angig) existiert,derart da� jf(x) � f(x0)j < � 8x; x0 2M mit jx� x0j < �62



O�enbar ist jede Funktion f : M ! R, die auf M gleichm�a�ig stetig ist, injedem Punkt x0 2 M stetig. Der Unterschied zur De�nition der Stetigkeit vonf in x0 besteht darin, da� man bei gleichm�a�iger Stetigkeit das f�ur jedes x0existierende � > 0 (bei vorgegebenem � > 0) unabh�angig von x0 w�ahlen kann.Beispiele:i) f(x) = x2 � 1; x 2 (0; 1]. Dann giltjf(x) � f(x0)j = jx2 � x02j = jx� x0jjx+ x0j � 2jx� x0j 8x; x0 2 (0; 1]Sei � > 0. Setze � := �2 . Dann gilt alsojf(x)� f(x0)j < � 8x; x0 2 (0; 1] mit jx� x0j < �) f ist gleichm�a�ig stetig auf (0; 1].ii) f(x) = 1x ; x 2 (0; 1]: Sei xn = 1n ; x0n = 12n . Dann giltjxn � x0nj = 12n ! 0 (n!1)aber jf(xn) � f(x0n)j = n!1Hieraus folgt, da� f auf (0; 1] nicht gleichm�a�ig stetig ist.Satz 1: Sei I � R kompaktes Intervall, f : I ! R auf I stetig. Dann ist f aufI gleichm�a�ig stetig.Beweis: Angenommen f w�are nicht gleichm�a�ig stetig auf I. Dann existiertein � > 0, zu dem sich kein � > 0 �nden l�a�t mitjf(x) � f(x0)j < � 8x; x0 2 I mit jx� x0j < �Also existieren zwei Folgen (xn)n2N , (x0n)n2N mit xn; x0n 2 I und jxn�x0nj < 1n ,aber jf(xn) � f(x0n)j � �. Nach Bolzano-Weierstra� 9x0 2 R und eine Teilfolge�xnp�p2 N mit xnp ! x0 (p!1). Wegen xnp 2 I und I kompakt gilt x0 2 I.Wegen jxnp �x0np j < 1np ! 0 (p!1) gilt auch x0np ! x0 (p!1). Da f stetigist in x0, folgt f(xnp)! f(x0); f(x0np)! f(x0) (p!1):) jf(xnp)�f(x0np)j !0. Wegen jf(xnp � f(x0np )j > � folgt also 0 � �. Widerspruch.De�nition: Sei I � R kompaktes Intervall. Sei I = [a; b] mit a < b. Ei-ne Funktion f : I ! R hei�t Treppenfunktion auf I, wenn es eine Zerle-gung Z von I gibt (d.h. ein (n + 1)-Tupel (a0; a1; : : : ; an) 2 Rn+1) mit a =a0 < a1 < a2 < � � � < an�1 < an = b derart, da� f auf jedem der n of-fenen Teilintervalle (a��1; a�) (� = 1; : : : ; n) konstant ist, d.h. 9c� 2 R mitf(x) = c� 8x 2 (a��1; a�) (� = 1; : : : ; n). (Man beachte, da� in den Teilungs-punkten a� selbst nichts gefordert ist.)Satz 2: Sei I = [a; b] kompaktes Intervall mit a < b. Sei f : I ! Rauf I stetig.Sei � > 0. Dann gibt es genau eine Treppenfunktion t : I ! Rmit jf � tjI < �63



(d.h. jf(x) � t(x)j � � 8x 2 I).Beweis: Sei � > 0. Da f auf I stetig und I kompakt ist, ist f auf I gleichm�a�igstetig nach Satz 1. Zu dem gegebenem � > 0 gibt es ein � > 0, so da� jf(x) �f(x0)j < � 8x; x0 2 I mit jx�x0j < �. W�ahle n2 Nmit n > b�a� . Man betrachtedie "�aquidistante Zerlegung \ z = fa = a0 < a1 < � � � < an�1 < an = 0g mita� = a+ � � b�an (� = 0; : : : ; n). Man de�niere t : I ! R durcht(a�) = f(a�) (� = 0; : : : ; n)t(x) := f(a� ) 8x 2 (a� ; a�+1) (� = 0; : : : ; n� 1)Sei x 2 (a� ; a�+1). Dann ist jx � a� j < b�an < �, also gilt jf(x) � f(a� )| {z }=t(x) j < �,also gilt jf(x) � t(x)j < � 8x 2 I.Satz 2 ist wichtig f�ur sp�atere Integrationstheorie.5.4 Folgen bzw. Reihen von Funktionen und Ste-tigkeitDe�nition: Sei M � R;M 6= ;. Sei fn : M ! R8n2 N. Dann hei�t dieFunktionenfolge (fn)n2N auf M punktweise konvergent , wenn f�ur jedes x 2M die Folge (fn(x))n2N konvergiert. Die durch f(x) := limn!1fn(x) de�nierteFunktion f : M ! R hei�t Grenzfunktion der Folge (fn)n2N . Man schreibtfn ! f (n!1).Beobachung: Die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Folge stetigerFunktionen braucht i.a. nicht mehr stetig zu sein.Beispiel: fn(x) = xn; x 2 [0; 1]: Es giltf(x) = limn!1fn(x) : (1; x = 10; 0 � x < 1De�nition: Sei M � R;M 6= ;. Sei fn : M ! R(8n2 N). Dann hei�t dieFolge (fn)n2N auf M gleichm�a�ig konvergent, wenn es f : M ! R gibt mitfn ! f derart, da� f�ur jedes � > 0 ein N 2 N existiert, so da�jfn(x)� f(x)j < � 8n > N; 8x 2MMan schreibt fn � f (n!1) (auf M ).Satz 1:("Cauchy-Kriterium\)Die Folge (fn)n2N , fn :M ! R ist auf M gleichm�a�ig konvergent genau dann,wenn zu jedem � > 0 ien N 2 N existiert, so da� jfn(x) � fm(x)j < � 8n;m >N; 8x 2M .Beweis:i) Sei fn gleichm�a�ig konvergent auf M gegen f . Sei � > 0. Dann existiertnach De�nition ein N 2 N, so da� jfn(x) � f(x)j < �2 8n > N; 8x 2 M:64



Daher gilt f�ur n;m > N und 8x 2Mjfn(x)� fm(x)j � jfn(x)� f(x)j+ jfm(x) � f(x)j < �2 + �2 = �ii) Es gelte die Bedingung des Satzes. Sei � > 0. Dann ist insbesondere(fn(x))n2N f�ur jedes x 2 M eine Cauchyfolge, also existiert nach demCauchy'schen Konvergenzkriterium f�ur Folgen der Grenzwertf(x) := limn!1fn(x); also fn ! fDann gibt es nach Voraussetzung N 2 N, so da�jfn(x) � fm(x)j < � 8n;m > N; 8x 2M (5.1)Sei m > N fest, sei x 2M fest. Man nehme in 5.1 den Limes f�ur n!1.Dann folgt jf(x) � fm(x)j = lim jfn(x)� fm(x)j � �Also gilt fn � f .Satz 2: Sei fn : M ! R (n2 N). Es gelte fn � f auf M . Au�erdem sei jedesfn in x0 2M stetig. Dann ist auch f in x0 stetig.Beweis: Sei � > 0. Wegen der gleichm�a�igen Konvergenz der Folge (fn)n2Ngibt es n2 N, so da� jfn(x)� f(x)j < �3 8x 2MDa fn in x0 2M stetig ist, existiert � > 0, so da�jfn(x)� fn(x0)j < �3 8x 2 U�(x0) \MF�ur x 2 U�(x0) \M gilt daherjf(x)� f(x0)j � jf(x) � fn(x)j+ jfn(x)� f(x0)j� jf(x) � fn(x)j+ jfn(x)� fn(x0)j+ jfn(x0) � f(x0)j< �3 + �3 + �3 = �Man kann die entsprechenden Konvergenzbegri�e leicht auf Reihen von Funk-tionen �ubertragen. Genauer:De�nition: Sei fn : M ! R (8n2 N). Dann versteht man unter der Reihef1 + f2 + � � � =P1�=1 f� die Folge der Partialsummen (sn)n2N .sn(x) := nX�=1f�(x) (x 2M )Die Reihe P1�=1 f� hei�t punktweise konvergent auf M (bzw. gleichm�a�ig ko-nergent aufM ), falls (sn)n2N die entsprechenden Eigenschaften hat. Die Reihe65



P1�=1 f� hei�t absolut konvergent aufM , fallsP1�=1 jf� j aufM punktweise kon-vergiert. Sie hei�t absoulut gleichm�a�ig konvergent auf M , falls P1�=1 jf�j aufM gleichm�a�ig konvergent ist.Man zeigt leicht:Satz 3: ("Cauchy-Kriterium\)P1n=1 fn ist auf M gleichm�a�ig konvergent , 8� > 0 9N 2 N, so da� 8n2 Nund 8p2 N und 8x 2M giltjfn+1(x) + � � �+ fn+p(x)j < �Satz 4: Ist P1n=1 fn auf M gleichm�a�ig konvergent gegen f und sind alle fnin x0 2M stetig, so ist auch f in x0 stetig.Satz 5: Blatt 10, Aufgabe Nr. 4
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Kapitel 6Grundlagen derIntegralrechnung6.1 VorbemerkungAufgabe der Integralrechnung (klassisch): Berechnung des Fl�acheninhalts ebenerFiguren. Sei z.B. f : I ! R stetige Funktion auf I = [a; b] mit f(x) > 0 8x 2 I.Man betrachte die Figur im R2, die berandet wird vom Graphen G(f) und vonden Geradenst�ucken f(x; 0) jx 2 Ig, f(a; y) j 0 � y � f(a)g und f(b; y) j 0 � y �f(b)g. Anschaulich besitzt die Figur den Fl�acheninhalt I(f) ("das Integral zwi-schen den Grenzen a und b\), den man o�enbar ann�ahernd wie folgt berechnenkann: Man approximiere zun�achst f "hinreichend gut \ durch eine Treppenfunk-tion t auf I. Der entsprechende Fl�acheninhalt I(t) ist eine endliche Summe vonFl�acheninhalten von Rechtecken und kann daher leicht errechnet werden. Es istklar, da� I(t) und I(f) nur um weniges di�erieren.Man approximiere f beliebig genau durch eine Folge von Treppenfunktionen(tn)n2N . Dann sollte I(tn) gegen I(f) konvergieren (n!1).Moderne Mathematik:Anschauung oft zweifelhaft, Existenz des Fl�acheninhalts I(f) keineswegs a prio-ri klar! Man sollte I(f) exakt de�nieren durch einen Grenzproze�, und zwar so,da� diese De�nition dann m�oglichst gut mit der Anschauung vertr�aglich ist.6.2 Das Integral einer TreppenfunktionKonvention in diesem Kapitel: I = [a; b] � R kompaktes Intervall a < b.De�nition: Sei t : I ! RTreppenfunktion bzgl. der Zerlegung Z = fa = a0 <a1 < � � � < an = bg von I, mit t(x) = c� 8x 2 (a��1; a�); � = 1; : : :n. Dannsetzt man IZ(t) := nX�=1 c�(a� � a��1)Satz 1: Sei t : I ! RTreppenfunktion bzgl. der Zerlegungen Z und Z 0. Danngilt IZ(t) = IZ0 (t). 67



Beweis: Wir betrachten zun�achst die Zerlegung Z1 = fa = a0 < a1 < � � � <ak < w < ak+1 < � � � < an = bg die aus Z durch Hinzunahme eines weiterenPunktes w entsteht. Es gilt t(x) = ck+1 8x 2 (ak; ak+1), also t(x) = ck+1 8x 2(ak; w); 8x 2 (w; ak+1). Es giltIZ1(t) = c1(a1 � a0) + � � �+ ck+1(w � ak) + ck+1(ak + 1� w) + � � �+ cn(an � an�1)Daher ist IZ1(t) = IZ(t). Ist daher ~Z eine Verfeinerung von Z (d.h. entstehtaus Z durch Hinzunahme von endlich vielen Punkten), so gilt (per Induktion),I ~Z(t) = IZ(t). Man betrachte jetzt die Verfeinerung Z _ Z0, die aus Z durchHinzunahme aller (nicht in Z enthaltenen) Punkte aus Z 0 entsteht. Nach Kon-struktion ist dann Z _ Z0 auch Verfeinerung von Z 0. Daher giltIZ(t) = IZ_Z0(t) = IZ0(t)De�nition: Die jeder Treppenfunktion f : I ! R zugeorndete Zahl I(t) =IZ(t) hei�t das Integral von t �uber I.Satz 1: Sei T (I) := ft : I ! Rj t ist Treppenfunktion auf Ig. Dann gilti) T (I) ist linearer Unterraum von B(I) und die Abbildung T (I) ! R; t!I(t) ist linear, d.h.I(t1 + t2) = I(t1) + I(t2); I(�t) = �I(t) (� 2 R)ii) F�ur alle t 2 Z(I) gilt jI(t)j � jtjI � (b� a)iii) Ist t � 0 (d.h. t(x) � 0 8x 2 I), so ist I(t) � 0.iv) Mit t 2 T (I) ist auch jtj 2 T (I) (jtj(x) := jt(x)j) und es gilt jI(t)j � I(jtj).Beweis:i) T (I) � B(I) ist klar.Seien t1; t2 2 T (I) Treppenfunktionen, t1 bzgl. der Zerlegung Z1, t2 bzgl.der Zerlegung Z2 von I. Sei Z := Z1_Z2 die gemeinsame Verfeinerung Z1und Z2. Dann ist t1; t2 Treppenfunktion bzgl. Z. Sei Z := fa = a0 < a1 <� � � < an = bg; t1(x) = c� ; t2(x) = d� 8x 2 (a��1; a�); � = 1; : : :n. Dannist (t1 + t2)(x) = t1(x) + t2(x) = c� + d� 8x 2 (a��1; a�), also ist t1 + t2Treppenfunktion bzgl. Z. Also ist t1 + t2 2 T (I). Da� �t 2 T (I) ist klar.Da� die Abbildung I : T (I)! R linear ist, ist klar, denn es gilt z.B.I(t1 + t2) = IZ1_Z2(t) = nX�=1(c� + d�)(a� � a��1)= nX�=1 c�(a� � a��1) + nX�=1 d�(a� � a��1)= IZ1_Z2(t1) + IZ1_Z2(t2) = I(t2) + I(t2)68



ii) Es gilt jI(t)j � nX�=1 jc�j(a� � a��1) � nX�=1 jtjI(a� � a�=1)nach De�nition der Sup-Norm= jtjI nX�=1(a� � a��1) = jtjI(b � a)iii) +iv) klar!De�nition: Sei R(I) := ff 2 B(I) j es gibt eine Folge (tn)n2N von Trep-penfunktionen tn 2 T (I) mit lim jf � tnjI = 0g. Funktionen aus R(I) hei�enRegelfunktionen.Bemerkung:i) Man beachte, da� limn!1jf � tnjI = 0 �aquivalent zu tn � f auf I ist, dennjf � tnjI = supfjf(x)� tn(x)j jx 2 Ig , jf(x) � tn(x)j � � 8x 2 Iii) R(I) ist ein linearer Unterraum von B(I).iii) Man kann zeigen: Eine Funktion f 2 B(I) liegt in R(I) genau denn, wennf�ur jedes x0 2 I der linksseitige Grenzwert limx!x0� f(x) und der rechtseitigeGrenzwert limx!x0+ f(x) existiert.Satz 2: Es gilt C0(I) � R(I).Beweis: schon bewiesen in Kapitel 5.3.6.3 Das Integral einer RegelfunktionSatz:i) Sei (tn)n2N eine Folge von Treppenfunktionen tn 2 T (I) mit der folgen-den Eigenschaft: zu jedem � > 0 9N 2 N, so da� jtn� tmjI < � 8n;m > N(d.h. (tn)n2N ist Cauchyfolge in T (I)). Dann ist die Zahlenfolge (I(tn))n2Nkonvergent.ii) Sei f 2 R(I) und es geltelimn!1jf � tnjI = 0; limn!1jf � t�njI = 0f�ur Folgen von Treppenfunktionen (tn)n2N und (t�n)n2N auf I. Dannkonvergiert (I(tn))n2N und (I(t�n))n2N und limn!1I(tn) = limI!1(t�n):69



Beweis:i) Sei � > 0 Man bestimme N 2 N, so da� jtn�tmjI < �b�a 8n;m > N . DanngiltjI(tn)� I(tm)j =|{z}Satz 2:1 jI(tn � tm)j � jtn � tmjI � (b� a) < �b� a � (b� a) = �8n;m > N . Also ist (I(tn))n2N Cauchyfolge, also konvergent.ii) Es gilt jtn � tmjI � jf � tnjI + jf � tmjI(denn j � jI ist Norm, also gilt die Dreiecksungleichung). Wegen limn!1jf �tnjI = 0 ist also (tn)n2N eine Cauchyfolge, nach i) konvergiert (I(tn))n2N .Genauso: (I(t�n))n2N konvergiert.Wegen jtn � t�njI � jf � tnjI + jf � t�njI ! 0 ist (jtn � t�njI)n2N eineNullfolge. Daher giltjI(tn)� I(t�n)j = jI(tn � t�n)j � jtn � tn � jI(b� a)! 0Aslo ist limI(tn) = limI(t�n).De�nition: Sei f 2 R(I). Dann ordnet man f eine wohlbestimmte Zahl I(f)wie folgt zu: man w�ahlt ein Folge (tn)n2N mit tn 2 T (I) mit limn!1jf � tnjI = 0und setzt I(f) := limn!1I(tn) (s. Satz). Die Zahl I(f) hei�t das Intergral von f�uber I, man schreibt I(f) = Z ba f(x) dx(nach Leibniz). Man nennt x die Integrationsvariable.6.4 Berechnung des Integrals einer stetigen Funk-tion durch Riemann'sche SummenSei Z = fa = a0 < a1 < � � � < an = bg eine Zerlegung von I. Man nennt dann�(z) := max1���n�a�, wobei �a� = a��a��1 (� = 1; : : :n) die L�ange des Intervalls(a��1; a�) ist, die Feinheit von Z. Sei f 2 C0(I). Dann hei�t die Summe derForm � = nX�=1f(�(�))�a�wobei die �(�) (� = 1; : : :n) Zwischenpunkte � 2 [a��1; a�] sind, RiemannscheSumme f�ur f zur Zerlegung Z.Satz: Sei f 2 C0(I): Sei (zm)m2 N eine Folge von Zerlegungen zm von I mit70



�(zm)! 0 (m!1). Sei (sm)m2 N eine Folge von Riemannschen Summen f�urf , wobei sm zu zm geh�ore. Dann giltZ ba f(x) dx = limm!1smBeweis: Sei zm = fa = a(m)0 < a(m)1 < � � � < a(m)nm = bg , �(m)� 2 [a(m)��1; a(m)� ];�a(m)� = a(m)� �a(m)��1, sm =Pnm�=1 f(�(m)� )�a(m)� . F�ur m2 N de�niere tm 2 T (I)durch t(x) := f(�(m)� ); x 2 (a(m)��1; a(m)� ); (� = 1; : : : ;m)t(x) := f(a(m)� ); x = a(m)� ; (� = 1; : : : ;m)Nach De�nition ist sm = I(tm). Man zeigt jetzt, da� lim jf � tmjI = 0 (genausowie der Beweis von Kapitel 5.3, Satz 2, man benutzt �(zm)! 0). Nach De�nitiongilt dann also Z ba f(x) dx = limm!1smBeispiele:i) f(x) = 1; x 2 I. Dann istZ ba 1dx) = Z ba dx = I(f) = 1(b� a) = b� a(Man beachte f 2 T (I)).ii) f(x) = x; x 2 IBerechnung von R ba xdx �uber Riemannsche Summen. Man nehme die Zer-legungen zm = fa = a(m)0 < a(m)1 < � � � < a(m)m = bg mit a(m)� =a+ � � b�am (� = 0; : : : ;m). Man nehme ferner �(m)� = a(m)� (� = 1; : : : ;m).Es gilt �(zm) = b�am ! 0 (m!1). Daher gilt nach SatzZ ba xdx = limm!1smwobeism = mX�=1 f(�(m)� )�a(m)�= mX�=1 a(m)� (a(m)� � a(m)��1)= mX�=1(a+ � b� am )b � am = m � a � b� am + �b� am �2 mX�=1�71



= a(b� a) + (b � a)2m2 � m(m + 1)2= a(b� a) + (b � a)22 ��1 + 1m�! a(b� a) + (b� a)22 (m!1)= 12(b2 � a2)6.5 Eigenschaften des IntegralsSatz:i) 8f; g 2 R(I) giltZ ba �f(x) + g(x)� dx = Z ba f(x) dx+ Z ba g(x) dx8f 2 R(I); 8� 2 R giltZ ba �f(x) dx = � Z ba f(x) dx(d.h. die Abbildung R(I)! R; f 7! R ba f(x) dx ist linear)ii) 8f 2 R(I) gilt �����Z ba f(x) dx����� � jf jI � (b � a)iii) Aus f � 0 folgt R ba f(x) dx � 0.iv) Aus f � g folgt Z ba f(x) dx � Z ba g(x) dxv) Ist f 2 R(I) und m1 � f � m2 (m1;m22 R fest), so folgtm1(b� a) � Z ba f(x) dx � m2(b� a)vi) Ist f 2 R(I), so folgt �����Z ba f(x) dx����� � Z ba jf(x)j dx72



Beweis:i) Sei lim jf � tnjI = 0; lim jg� t0njI = 0 f�ur tn 2 T (I); t0n 2 T (I). Dann giltlim j(f + g)� (tn + t0n)jI = 0, also folgtZ ba �f(x) + g(x)� dx = limn!1I(tn + t0n) = limn!1�I(tn) + I(t0n)�= limn!1I(tn) + limn!1I(t0n) = Z ba f(x) dx+ Z ba g(x) dxGenauso zeigt man die zweite Behauptung in i).ii) Sei tn 2 T (I) mit limn!1jf�tnjI = 0. Da die Abbildung B(I)! R; g 7! jgjIeine Norm ist, gilt 8g; h 2 B(I) j jgjI � jhjIj � jg � hjI. Inbesondere giltj jf jI � jtnjI j � jf � tnjI ! 0 (n!1) ) jtnjI ! jf jI (n!1)Daher�����Z ba f(x) dx�����)j = j limn!1I(tn)j = limn!1jI(tn)j � limn!1jtnjI � (b � a) = jf jI � (b � a)iii) Sei limn!1jf � tnjI = 0. Dann gilt auch jtnj� jf j = f auf I (denn 8c; d2 Rgilt j jcj � jdj j � jc � dj). Es gilt tn � f nach Voraussetzung, d.h. 8� >0 9N 2 N derart, da�j jf(x)j � jtn(x)j j � jf(x)� tn(x)jDaher jtnj� jf j , jf j 2 R(I). DaherZ ba f(x) dx = limn!1I(jtnj) � 0 (8n2 N)iv) folgt aus i) und iii), denn f � g , g � f � 0v) folgt aus iv) wegen R ba dx = b� a: Dennm1 � f , m1 � f(x) 8x 2 I,f(x) �m1 � 0)Z ba �f(x) �m1� dx � 0)Z ba f(x) dx� Z ba m1 dx = Z ba f(x) dx�m1 Z ba dx= Z ba f(x) dx�m1(b� a) � 0)Z ba f(x) dx � m1(b� a)Rest genauso.vi) Sei tn � f auf I. Dann gilt jtnj� jf j auf I (schon gezeigt). Daher�����Z ba f(x) dx����� = j limn!1I(tn)j = limn!1jI(tn)j � limn!1I(jtnj) = Z ba jf(x)j dx73



6.6 Vertauschung von Integral und Grenzproze�Satz:i) Seien fn 2 R(I) (n2 N) mit fn � f 2 R(I) auf I. Dann giltZ ba f(x) dx = Z ba ( limn!1fn(x)) dx = limn!1 Z ba fn(x) dxii) SeiP1�=1 f� eine Reihe von Regelfunktionen f� 2 R(I), die auf I gleichm�a�iggegen die Grenzfunktion f 2 R(I) konvergiert. Dann giltZ ba f(x) dx = Z ba �X f�(x)� dx = 1X�=1 Z ba f�(x) dxBeweis:ii) folgt sofort aus i)i) Es gilt�����Z ba f(x) dx� Z ba fn(x) dx����� = �����Z ba (f(x) � fn(x)) dx����� � jf � fnjI(b� a)! 0(n!1) denn limn!1jf � fnjI = 0 nach Voraussetzung.Bemerkung: Die Aussage des Satzes wird i.a. falsch, wenn man die Voraus-setzung �uber gleichm�a�ige Konvergenz fallen la�t.Beispiel I = [0; 1]; fn : I ! R.fn(x) :=8><>:0 x = 0n 0 < x < 1n0 1n � x � 1Dann gilt limn!1fn(x) = 0; f(x) = 0 8x 2 I. Daher R ba f(x) dx = 0: O�enbar giltfn 2 T (I) und R ba fn(x) dx = n( 1n � 0) + 0 = 16.7 Erweiterung der Integralde�nition. Additi-vit�at des IntegralsDe�nition: Sei I = [a; b] mit a < b. Seien c; d 2 I mit d < c. Sei f 2 R(I).Dann setzt man Z dc f(x) dx := � Z cd f(x) dxZ cc f(x) dx := 074



Satz: Sei I = [a; b]; a < b. Dann gilt f�ur beliebige c; d; e 2 I und 8f 2 R(I)Z dc f(x) dx+ Z ed f(x) dx = Z ec f(x) dx (6.1)Beweis: Man unterscheidet die verschiedenen F�alle c � d � e; d � c � e(ingesamt 6 = 3! F�alle). Man beachte, da� 6.1 �aquivalent ist zuZ dc f(x) dx+ Z ed f(x) dx+ Z ce f(x) dx = 0Korollar: Sei I = [a; b]; a < b. Sei f 2 R(I). Dann gilt f�ur beliebige Punktec0; c1; : : : ; cn 2 I nX�=1 Z c�c��1 f(x) dx = Z cnc0 f(x) dx6.8 Mittelwertsatz der IntegralrechnungSatz: Sei I = [a; b]; a < b. Sei f 2 C0(I). Dann gibt es � 2 I, so da�Z ba f(x) dx = f(�)(b � a)Beweis: Da f : I ! R auf dem kompakten Intervall stetig ist, nimmt f auf Iihr Maximum m2 und ihr Minimum m1 an. Daher gilt m1 � f � m2. nach 6.5Satz gilt daher m1(b� a) � Z ba f(x) dx � m2(b� a)Daher folgt m1 � 1b� a Z ba f(x) dx � m2Nach dem Zwischenwertsatz folgt daher die Existenz eines � 2 I mitf(�) = 1b� a Z ba f(x) dx (6.2)(streng genommenbraucht man den Zwischenwertsatz nur imFallm1 < 1b�a R ba f(x) dx < m2,in den anderen F�allen ist die Existenz 6.2 klar, denn 9x1 2 I mit m1 = f(x1)und 9x2 2 I mit m2 = f(x2).) 75



Kapitel 7Grundlagen derDi�erentialrechnung7.1 Di�erenzierbarkeitMotivation: Sei f : I ! R eine auf dem o�enen Intervall I de�nierte reel-le Funktion, deren Graph G(f) im R2 eine Kurve beschreibt. Man bilde denDi�erenzenquotienten f(x�)� f(x)x� � xDieser ist gleich der Steigung tan� der Sekante durch die Punkte p = (x; f(x)); p� =(x�; f(x�)). L�a�t man x� gegen x gehen, so geht bei einer stetigen Funktion fder Punkt p� gegen p. Besitzt dann der Di�erenzenquotient einen Grenzwertf 0(x), so hei�t dies, da� sich die Sekante einer Grenzlage n�ahert, die man danndie Tangente der Kurve in p nennt und f 0(x) ist dann die Steigung der Tangente.De�nition: Sei f eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung eines Punk-tes x0 2 R de�niert ist, d.h. Ur(x0) ist im De�nitionsbereich von f enthalten.Dann hei�t f di�erenzierbar in x0, wenn der Di�erenzenquotient f(x)�f(x0)x�x0 f�urx gegen x0 einen Limes hat. Man setzt dannf 0(x0) := limx!x0 f(x) � f(x0)x� x0 = limh!0 f(x0 + h)� f(x0)hDie Zahl f 0(x0) hei�t Ableitung von f in x0. Statt f 0(x0) schreibt man auchdfdx (x0) oder Df(x0).Beispiele:i) f(x) = c konstant (x2 R). Dann istlimh!0 f(x0 + h)� f(x0)h = c � ch = 0h = 0) f 0(x0) = 0 8x0 2 Rii) f(x) = x2 (x 2 R). Dannf(x0 + h)� f(x0)h = (x0 + h)2 � x20h = 2x0h+ h2h = 2x0 + h! 2x0 (h! 0)76



) f 0(x0) = 2x0 8x0 2 RDe�nition: Sei f eine reelle Funktion, die in einer r-Umgebung von x02 Rde�niert ist. Man sagt dann auch, da� f ein Di�erential in x0 besitzt, wenn esA 2 R und � : Ur(0)! Rmit limh!0 �(h) = �(0) = 0 gibt, derart da� 8h2 Rmitjhj < r gilt f(x0 + h) = f(x0) + A � h+ �(h) � h (7.1)Durch h! Ah wird dann eine lineare Abbildung R! Rde�niert, die man dasDi�erential von f in x0 nennt und mit df(x0) bezeichnet.Satz: Sei f in einer r-Umgebung von x0 de�niert. Dann ist f in x0 di�'bargenau dann, wenn f in x0 ein Di�erential besitzt. Dieses ist eindeutig bestimmt| sofern es existiert | und es giltdf(x0)(h) = f 0(x0) � h(i.a.W. A = f 0(x0))Beweis:i) Es gelte 7.1 8h2 R mit jhj < r, wobei � : Ur(x0) ! R mit limh!0 �(h) =�(0) = 0. F�ur 0 < jhj < r folgt dann aus 7.1f(x0 + h)� f(x0)h � A = �(h)����f(x0 + h) � f(x0)h �A���� = j�(h)j ! 0 (h!1)also ist f in x0 di�'bar und es gilt A = f 0(x0). Es gilt also (df(x0)(h) =Ah = f 0(x0)h.ii) Sei f in x0 di�'bar. Man de�niere � : Ur(0)! R durch�(h) := ( f(x0+h)�f(x0)h � f 0(x0) (0 < jhj < r)0 (h = 0)Dann gilt limh!0 �(h) = �(0) = 0 (denn f ist ja in x0 di�bar). Ferner gilt8h 2 Rmit jhj < rf(x0 + h) = f(x0) + f 0(x0) � h + �(h) � hKorollar: Sei f in Ur(x0) de�niert. Sei f in x0 di�'bar. Dann ist f in x0 stetig.Beweis: Folgt aus 7.1.Bemerkung: Man beachte, da� die Umkehrung i.a. falsch ist. Es gibt Funktio-nen f : R! R, die in jedem Punkt von R stetig sind, aber in keinem di�'bar.77



De�nition: Eine in fx 2 Rjx0 � x < x0 + rg de�nierte reelle Funktion hei�tin x0 rechtsseitig di�'bar, falls der rechtsseitige Limeslimh!0+ f(x0 + h)� f(x0)h := D+f(x0)existiert. Man nennt D+f(x0) die rechtsseitige Ableitung von f in x0. �Ahnlichnennt man eine in fx 2 Rjx0 � r < x � x0g de�nierte reelle Funktion in x0linksseitig di�'bar, fallsD�f(x0) := limh!0 f(x0 + h) � f(x0)hexistiert. Man nennt dann D�f(x0) linksseitige Ableitung von f in x0.Beispiele:i) f(x) = jxj (x 2 R); x0 = 0. D+f(0) = 1; D�f(0) = �1ii) Eine Funktion ist in x0 di�'bar genau dann, wenn D+f(x0) und D�f(x0)existieren und �ubereinstimmen.De�nition: ("Di�barkeit auf einem Intervall\)Sei I � Rmit a; b Endpunkten (�1 � a < b � 1). Eine Funktion f : I ! Rhei�t di�'bar auf I, wenni) in jedem inneren Punkt von I ist f di�'barii) Falls a oder b oder a; b zu I geh�oren, soll D+f(a) oder D�f(a) oder beideexistieren. Man setzt dann f 0(a) = D+f(a) und f 0(b) = D�f(b).In diesem Fall hei�t die Funktion(I ! Rx 7! f 0(x)die Ableitung von f .Bemerkung: F�ur den Fall a 2 I gelten obige Eigenschaften mit der Ein-schr�ankung, da� die Funktion auf fx 2 Rj 0 � x < rg de�niert ist und esgilti) f(a + h) = f(a) + Ah+ �(h) � h (0 � h < r)ii) limh!0+ �(h) = �(0) = 0De�nition: (h�ohere Ableitungen\)Sei f : I ! R eine di�'bare Funktion. Dann hei�t f zweimal di�'bar auf I,wenn f 0 : I ! R di�'bar ist. Man setzt f 00(x) := (f 0)0(x) (zweite Ableitungvon f). Analog de�niert man rekursiv h�ohere Ableitungen von einer Funktionf : I ! R h�ohere Di�'barkeitsordnung undi) ist f stetig, so setzt man f (0) = fii) F�ur k2 N hei�t f k-mal di�'bar, wenn f (k�1) : I ! R di�'bar ist. Mansetzt dann f (k)(x) := (f (k�1))0(x)De�nition: Eine di�'bare Funktion f : I ! R hei�t stetig di�'bar, wenn dieAbleitung von f 0 von f stetig ist. 78



7.2 Eigenschaften der AbleitungSatz 1: Seien f; g : Ur(x0)! R(r > 0) in x0 di�'bare Funktionen. Dann sinddie Funktionen f + g; c � f (c 2 R); f � g di�'bar in x0, und es gilt(f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0); (c � f)0(x0) = c � f 0(x0)(f � g)(x0) = f 0(x0) � g(x0) + f(x0) � g0(x0) ProduktregelGilt dar�uberhinaus g(x0) 6= 0, so sind die Funktionen 1g und fg in x0 di�'barund es gilt �1g�0 (x0) = � g0(x0)g(x0)2�fg�0 (x0) = f 0(x0)g(x0)� f(x0)g0(x0)g(x0)2Beweis: F�ur 0 < jhj < r giltlimh!0 cf(x0 + h)� cf(x0)h = c limh!0 f(x0 + h)� f(x0)h = c � f 0(x0) = (cf)0(x0)(f � g)(x0 + h)� (f � g)(x0)h = f(x0 + h)� f(x0)h � g(x0 + h) + g(x0 + h)� g(x0)h � f(x0)Gilt g(x0) 6= 0; g ist in x0 di�'bar, insbesondere stetig, dann existiert eine �-Umgebung U�(x0) � Ur(x0) auf der g keine Nullstelle besitzt. Man betrachtealso die Funktion (U�(x0)! Rx! 1g(x)F�ur 0 < jhj < �1g(x0+h) � 1g(x0)h = � 1g(x0 + h) � g(x0) � g(x0 + h)� g(x0)h) �1g�0 (x0) = � g0(x0)f(x0)2fg = f � 1g Produktregel anwenden.Satz 3: Sei I � R ein Intervall mit Endpunkten a und b, a < b. Sei f : I ! Rauf I stetig und auf (a; b) di�'bar. Dann gilt:i) Gilt f 0(x) � 0 bzw. f 0(x) > 0 8x 2 (a; b), so ist f auf I monoton wachsendbzw. streng monoton wachsend (d.h. ist x; y 2 I und x � y ) f(x) �f(y); x < y ) f(x) < f(y)).ii) Ist f auf I monoton wachsend, so gilt f 0(x) � 0 8x 2 (a; b).79



Beweis:i) Seien x1; x2 2 I mit x1 < x2. Nach dem MWS gibt es dann � 2 (x1; x2)mit f(x2)� f(x1) = f 0(�)(x2� x1) � 0 oder > 0 je nachdem ob f 0(�) � 0oder f 0(�) > 0 8x 2 (a; b). Also gilt f(x2) � f(x1) oder f(x2) > f(x1)8x 2 (a; b).ii) Sei x 2 (a; b) und h 6= 0. F�ur h > 0 ist dann x < x+h) f(x) � f(x+h).F�ur h < 0 ist x+ h < x ) f(x + h) � f(x). In jedem Fall ist alsof(x + h) � f(x)h � 0 )|{z}h!0 f 0(x) � 07.3 Der Satz �uber die inverse FunktionSatz: Sei I = [a; b] � R kompaktes Intervall mit a < b. Sei f : I ! R eine aufI stetige, injektive Abbildung, die auf (a; b) di�'bar ist und f 0(x) > 0 8x 2 (a; b)erf�ullt. Sei f([a; b]) = [�; �]. (Siehe Kapitel 5.2). Sei g : [�; �] ! R , die zu finverse Abbildung. Dann ist auch g auf (�; �) di�'bar, und es giltg0(y) = 1f 0(g(y))Beweis: Sei y0 2 (�; �). Sei x0 := g(y0). Dann gilt x0 2 (a; b) In der Tat,angenommen z.B. x0 = a. Dann ist also y0 = f(a). Sei x 2 I mit a < x.Nach Voraussetzung ist f 0(w) > 0 8w 2 (a; b), also ist f auf I streng monotonwachsend. Also y0 = f(a) < f(x), daher folgte f([a; b]) < [y0; �], Widerspruchzur Surjektivit�at von f , da � < y0. Genauso widerlegt man die Annahme x0 = b.Sei (yn)n2N eine Folge mit yn ! y0; yn 6= y0; yn 2 [�; �]. Sei xn = g(yn). Dag stetig auf [�; �], folgt xn ! x0 = g(y0) (n !1) (Kapitel 5.2). Da g injektiv,folgt aus yn 6= y0, da� xn 6= x0. Daherg(yn) � g(y0)yn � y0 = xn � x0f(xn) � f(x0) ! 1f 0(g(y0))da f in x0 di�'bar und f 0(x0) 6= 0 ist.Beispiel: f(x) = x4; f 0(x) = 4x3 > 0 8x > 0, f ist stetig und f�ur x > 0di�'bar. Anwendung des Satzes auf [0; b], denn f ist injektiv.g = 4py (y > 0)g0(y) = 1f 0(g(y)) = 14( 4py)4�1 = 14y 14�17.4 Zusammenhang zwischen Di�erential- undIntegralrechnungGeneralvoraussetzung: I = [a; b]� R ein kompaktes Intervall mit a < b.De�nition: Eine Funktion � : I ! Rhei�t Stammfunktion einer vorgegebenen80



Funktion f : I ! R, wenn � auf I di�'bar ist und �0 = f ist.Satz 1: Sei f : I ! R vorgegeben. Ist dann �0 eine Stammfunktion von f , sol�a�t sich jede weitere Stammfunktion von f schreiben als� = �0 + c(d.h. �(x) = �0(x) + c 8x 2 I), wobei c eine Konstante ist.Beweis: Es gilt �0 = �00 + c0 = �00 = f , also ist jedes solche � eine Stamm-funktion von f . Seien umgekehrt �1 und �2 zwei Stammfunktionen von f . Esgilt dann (�1 ��2)0 = �01 ��02 = f � f = 0Da �1 � �2 auf I di�'bar ist, ist auch �1 � �2 stetgi auf I (siehe Korollar zuSatz 1, Kapitel 7.1, die Aussage wurde dort nur f�ur Punkte x0 2 (a; b) bewiesen,der Beweis funktioniert aber genauso 8x 2 I). Daher gilt (Kapitel 7.3, Korollarzu Satz 2) �1 � �2 = c konstant.Satz 2: (Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung)Sei f 2 C0(I). Sei c 2 I fest. Dann ist die durch F : I ! R; F (x) := R x0 f(�) d�de�nierte Funktion stetig di�'bar auf I und F 0(x) = f(x) 8x 2 I, i.a.W. dasIntegral einer stetigen Funktion f : I ! R, als Funktion der oberen Grenze,liegert eine Stammfunktion von f .Beweis: Sei x; x+ h 2 I; h 6= 0. Dann giltF (x+ h)� F (x) = Z x+hc f(�) d� � Z xc f(�) d�= Z cx f(�) d� + Z x+hc f(�) d� = Z x+hx f(�) d�Es gilt ferner f(x) = 1h Z x+hx f(x) d�Daher gilt ����F (x+ h)� F (x)h � f(x)���� = 1jhj �����Z x+hx (f(�)� f(x)) d������Sei � > 0: Da f auf I stetig ist und I kompakt, ist f auf I gleichm�a�ig stetig.Also existiert � > 0, so da� jf(u) � f(�)j < � mit ju� �j < �. Sei 0 < jhj < �.Dann folgt also����F (x+ h)� F (x)h � f(x)���� � 1jhj �����Z x+hx jf(�)� f(x)j d������ � 1jhj �����Z x+hx � d������81



(denn � liegt zwischen x und x+ h, also gilt j� � xj < �)= 1jhj � �jx+ h� xj = �Daher gilt limh!0 F (x+ h)� F (x)h = f(x)also ist F di�'bar und F 0(x) = f(x).Satz 3: Sei f 2 C0(I) und sei � : F ! R irgendeine Stammfunktion von f .Dann gilt Z ba f(x) dx = �(b)� �(a) =: �(x)jbaBeweis: Die Funktion �0(x) := R xa f(�) d� ist nach Satz 2 eine Stammfunktionvon f . Nach Satz 1 existiert daher c 2 R, so da� � = �0 + c. Es gilt alsoZ ba f(x) dx = �0(b) = �0(b)� �0(a)wegen �0(a) = 0). Au�erdem(�0(b) + c)� (�0(a) + c) = �0(b) ��0(a)De�nition: Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f : I ! Rhei�tdas unbestimmte Integral von f und wir mit R f(x) dx bezeichnet.Beispiel: Z ba xk dx = 1k + 1xk+1jba = 1k + 1(bk+1 � ak+1(k2 N, denn x 7! 1k+1xk+1 ist Stammfunktion von xk.7.5 Partielle Integration. SubstitutionSatz 1: (Partielle Integration)Seien f; g 2 C1(I). Dann giltZ ba f 0(x)g(x) dx = f(x)g(x)jba � Z ba g0(x)f(x) dxBeweis: Nach der Produktregel ist(fg)0 = f 0g + g0f (7.2)Ferner ist Z ba (fg)0(x) dx = f(x)g(x)jba82



Man integriert beide Seiten von 7.2Satz 2: (Substitution)Seien I = [�; �] und I� = [a; b] zwei kompakte Intervall in R, � < �; a < b. Seif 2 C0(I�): Es gebe ' 2 C1(I) mit '(I) � I�. Dann giltZ '(b)'(a) f(x) dx = Z �� f('(�))'0(�) d�Beweis: Sei � : I� ! R eine Stammfunktion von f : I� ! R. Dann giltdd��('(�)) = �0('(�)) � '0(�) = f('(�))'0(�)Daher gilt nach SatzZ �� f('(�))'0(�) d� = �('(�))j�� = �('(�)) ��('(�))= �(x)j'(�)'(alpha) = Z '(�)'(�) f(x) dx1. Anwendungsm�oglichkeit:Es soll R �1 f(x) dx berechnet werden. Wenn maneine Funktion f 2 C0(I�), ein ' 2 C1(I) mit '(I) � I� �nden kann, so da�g(�) = f('(�))'0(�), so giltZ �� g(�) d� = Z '(�)'(�) f(x) dx2. Anwendungsm�oglichkeit: ("Variablentransformation\)Es soll R ba f(x) dx berechnet werden. Wenn man eine bijektive Abbildung ' 2C1(I) mit '(I) � I� �nden kann und  : I� ! I die inverse Abbildung zu 'ist, so gilt Z ba f(x) dx = Z  (b) (a) f('(�))'0(�) d�
83
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