Analysis 11

gehort bei Prof. Dr. M. Griebel

Sommersemester 2001

Inhaltsverzeichnis

1 Topologie des R™

1.1 Skalarprodukt. Norm. Abstand . . . . . . ... ... ... ....
1.2 Folgen. Reihen. Konvergenz in R™ . . . . .. .. ... ... ...
1.3 Offene Mengen . . . .. .. . ... ... ...
1.4 Kompaktheit . . . . .. ... oo

1.5 Konvexe Mengen . . . . ... ... ... ... . ... ...

Stetige Abbildungen R" — R™

2.1 Stetigkeit . . . ...
2.2 Rechenregeln . . .. ... .. ... L.
2.3 Stetige Abbildungen auf kompakten Mengen . . . . . . . ... ..
2.4  Gleichméfige Konvergenz . . . . . . . ... ... ... ... ..
2.5 Allgemeinere Konvergenz und Stetigkeit . . . . . ... ... ...

2.6 PEANO-HILBERT-Kurve . .. ... ... ... .. ... ......

Differentiation von f: R" — R™

3.1 Differenzierbarkeit . . . . . . .. ...
3.2 Rechenregeln . . ... .. ... ... ... L.
3.3 Mittelwertsatz . . . . . . .. ...
3.4 Hohere Ableitungen. TAYLORscher Satz . . . . . ... ... ...
3.5 Zweite Ableitungen . . . . . ... oo
3.6 Lineare Differentialoperatoren . . . . . . . . ... ... L.
3.7 Maximumprinzipien . . . . ... .. L L0 oo
3.8 Nablakalkiil . . . ... ... . ... .. .
3.9 Fixpunktsatz von BANACH . . . . . ... ... ... .......

3.10 Umkehrsatz. Implizite Funktionen . . . . .. .. ... ... ...

10
14
16

17
19
20
21
22
23
26



4 Gewdhnliche Differentialgleichungen 75

4.1 Problemstellung. Klassifikation . . . .. .. ... ... ... ... 75

4.2 Existenz. Eindeutigkeit . . . .. ... ... ... ... . ... 80

4.3 Losungsmethoden fir GDGL . . . . . ... ... ... ... ... 82
5 Variationsrechnung (Ausblick) 96
Einfiihrung

Die Betrachtungen von ANALYSIS I blieben im wesentlichen auf Funktionen f
von R nach R beschrinkt.

Die reellen Zahlen erfiillen die Axiome eines vollstandigen, geordneten Korpers.
Als Korper ist R Vektorraum iiber sich selbst: eindimensionaler R-Vektorraum,
iiblicherweise dargestellt als «Zahlengerade». Dies rechtfertigt die gleichwertigen
Schreibweisen:

f:R—R und f:R!—R.

Ziel der Vorlesung

o Differential- und Integralrechnung in mehreren Variablen
e FEinfiihrung in gewthnliche und partielle Differentialgleichungen

e Variationsrechnung (Ausblick)

Hierzu werden die kommenden Betrachtungen auf Abbildungen f von endlich-
dimensionalen R-Vektorrdumen R" in endlichdimensionale R-Vektorraume R™
erweitert, in Zeichen (i.Z.)

fR* = R™ mit 1<n<oo,l1<m<oo, n,méeN.

Es zeigt sich, dafs die im Eindimensionalen gewonnenen Ergebnisse vielfach auf
n-dimensionale Betrachtungen «analog» {ibertragen und verallgemeinert werden
kénnen. In vielen Bereichen kommt es jedoch zu neuartigen Fragestellungen,
gegeniiber deren Antworten bisherige Ergebnisse zu Spezialfillen werden oder
sich als Vereinfachungen erweisen.

Es ist zweckmifig, zu n- Tupeln (Vektoren) und im weiteren auch zu Matrizen
iiberzugehen, was u.a. die Einflihrung von Normen erfordert, die an die Stelle
des Betrages |x| einer Zahl x treten. Letzterer wird zum Spezialfall.

Wo moglich und geboten, werden Vektorrdume iiber dem Koérper C in die Be-
trachtungen einbezogen.
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Bemerkungen zur Notation

Im Schriftbild werden Abbildungen und Funktionen (als Bezeichnung vorrangig
gebréduchlich fiir Abbildungen in die Zielmenge R) oder n- Tupel (Vektoren) und
Zahlen (Skalare) nicht unterschieden; Ausnahme: Kapitel 3.8 Nablakalkiil.

Erinnerung

Eine nichtleere Menge V heifst Vektorraum oder linearer Roum iiber dem Kérper
K, wenn auf V die beiden Verkniipfungen (Operationen)

der Addition der Elemente z € V: fiir je zwei Elemente xz,y € V gibt es
ein Element z € V mit z = x + y, ihre Summe,

der Multiplikation mit Elementen c € K: fiir jedes z € V und jedes c € K
gibt es ein y € V mit y = cx, das Produkt aus x und dem Skalar c,

erklart und dabei die Vektorraumaziome (vgl. Vorlesung LINEARE ALGEBRA 1)
erfiillt sind. V heifst reeller bzw. komplexer Vektorraum, wenn K der Koérper
R der reellen bzw. der Kérper C der komplexen Zahlen ist. Die Elemente von
V heifen Punkte (Vektoren). Sie werden als n-Tupel x € V mit

x:=(21,...,2n), x; € K, i,n €N

dargestellt.
Sei V:=R" K: =R,z €V mit z:=(z1,...,2,),2; € R und ¢ € R. Gelten

1.

2.

die Vektoraddition x +y = (x1 +y1,...,Zn + yn) und

die Skalarmultiplikation cx = (cx1,. .., cx,),

so wird R™ zum R- oder reellen Vektorraum.

Mit 0 := (0, ...,0) ist - wie iiblich - der Nullvektor bezeichnet.



1 Topologie des R”

1.1 Skalarprodukt. Norm. Abstand
Sei R™ Vektorraum iiber R, 2,y € R” und ¢ € R.

Definition 1.1 (Skalarprodukt)
Die Funktion (, ) : R™ x R™ — R, definiert durch

(ffyil/) = <x7y> = leyza
i=1

heilt Skalarprodukt von x und y, i.Z. auch (|),z -y, zy.

Bemerkung

x,y heilen orthogonal (i.Z. xLy), falls (z,y) = 0.

Definition 1.2 (Norm auf R")
Eine Funktion N : R™ — R mit den Eigenschaften
(1) N(z)>0, fallsz #0
(2) N (cx) =[N (z)
B) N(z+y) <N(z)+N(y)

heift Norm auf R™, i.Z. auch ||z|| oder |-||.

Bemerkung

Fir n = 1 sind alle Normen mit N(z) = c|z| mit beliebigem ¢ > 0
beschrieben.

Fiir n > 1 gibt es viele Moglichkeiten, Def. 1.2 zu erfiillen.

Da Normen im Endlichdimensionalen einander dquivalent sind (vgl. Def. 1.6
und Satz 1.9), kommt es auf eine geschickte Auswahl fiir die jeweilige Fra-
gestellung an.

Beispiele
llz||ly == +/(x, ) EUKLIDische Norm
1
=], == (Jz1|” + - + |za”)*  p—Norm
|zl :=max {|z1],...,]|z,|} Maximumsnorm
Bemerkung

7 lzlly < Nzl < llzlly bzw. 2l < ll2ll, < vallzll, -

Definition 1.3 (EUKLIDischer Abstand)
Sei R™ versehen mit der EUKLIDischen Norm.
d(z,y) = [l =yl

heifst EUKLIDischer Abstand, i.Z. auch dist(z,y), i.W. auch Distanz, Ent-
fernung.



Bemerkung

Zur Verallgemeinerung von Abstand zu Metrik auf einer Menge X siehe
Def. nach Satz1.4.

Satz 1.1 (FEigenschaften des Skalarprodukts)

Das Skalarprodukt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform:

(x,z)y > 0 positiv definit
(r,z) = 0 & =0
(x,y) = (y,x symmetrisch
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Satz 1.2 (Figenschaften der EUKLIDischen Norm,)
Die EUKLIDische Norm ||z||, := +/(z,z) hat die Eigenschaften
]l 0, 2], =0 & 2=0

>
lexlly, = lef [z,
lz+yll, < ||ly+lyll, Dreiecksungleichung

Satz 1.3 (ScHwARZsche Ungleichung. Lineare Abhangigkeit)
Mit der Notation fiir die EUKLIDische Norm gilt

2 2 2
(Zy)” < =zl lyll;
sowie

(,y) = ||z[ly lyll, < «undysind linear abhingig.

Beweis von Satz 1.3 (SCHWARZsche Ungleichung)
Die ScuwARzsche Ungleichung ist fiir x = 0 oder y = 0 offensichtlich richtig.
Sei jetzt y # 0,c € R. Wegen der Eigenschaften des Skalarproduktes ist

0 <

x4+ cy,x+ cy)

z,z+ cy) + {cy,x + cy)
) + (z,cy) + ey, ) + (cy, cy)
) 4 2¢ (x,y) + ¢ (y, )

= il +2¢(z,y) + ¢ yll3 -

(
(
(z,
{z,

Mit ¢ = — T‘ H2> wird

(, >

0 < | ||2
lyl3
2 2
0 < Ilzll3llyl; — (z,9)°,
2 201 112
(,9)" < =l llyll-



Beweis von Satz 1.3 (Lineare Abhdngigkeit)
Lineare Abhdngigkeit = Gleichheit. Sei x = cy. Dann gilt

2 2
(,9)" = (cy,9)
2 4
= c lyll,
2 2
eyl Nyl

2 12
1l 1yl -

Gleichheit = lineare Abhingigkeit. Sei (z,y)> = ||$H; ||yH§ und y # 0. Dann

gibt es ein ¢ = mﬁ, so daf z = cy. Denn
JI2

o cpa ) = <x @,y <x,y>y>

o 2 v 2
yll 1yll
2 112 2
_ =l llylly = [z, y)l
= 2
lyll2
= 0.
O
Beweis der Dreiecksungleichung mit Hilfe der SCHWARZschen Ungleichung
Fiir die EuKLIDischen Norm gilt
lz+yl; = (z+yao+y)
2 2
= llzlly +2 @y + llyll;
2 2
< el + 210l [yl + [yl
2
= llzlly +llyllal”-
O

Bemerkung

Lineare Abhangigkeit, Gleichheit in der SCHWARZschen Ungleichung und
Gleichheit in der Dreiecksungleichung sind dquivalent.

2 2 2
r=cy < (o) =zl [yl
&l +ylly = llzlly +llyll,-

Satz 1.4 (Figenschaften des Abstandes)

d(z,y) > 0

dz,y) = 0 z=y
d(z,y) = d(y,z)

d(z,y) < d(z,2)+d(zy)



Metrik

Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R mit den Eigenschaften
des Abstandes nach Satz 1.4 heift Metrik auf X.

Bezeichnungen

o (R™;(,)) heillt EUKLIDischer Vektorraum
o (R™;||]]) heifit normierter Vektorraum

e (R™;d(,)) heifist metrischer Vektorraum

1.2 Folgen. Reihen. Konvergenz in R"

Fiir Folgen, Reihen und Konvergenz lassen sich die in R! notierten Definitionen
im wesentlichen durch Ersetzen des absoluten Betrages |-| durch die Norm ||-||,
hier zunéchst die Maximumsnorm ||-|| ., auf R™ iibertragen.

Definition 1.4 (konvergente Folge)

Sei zk = (T1,ky - - -, Tn,k) € R™ Folgenglied. Die Folge (xy) heilit konvergent
gegen a = (ay,...,a,), wenn

lim ||z — af| o, =0, i.Z. limzx = a.

Satz 1.5
Die Folge () konvergiert < Jede Komponentenfolge (z;1),i=1,...,n
konvergiert.
Bemerkung (Beweisansatz) Vi=1,...,n:
ik —ai| < |lze —all
lzr —all < lzip—arl+.. + [Tk —an

Satz 1.6 (CaAucHYsches Konvergenzkriterium in R™).

Die Folge (x1) konvergiert < Es gilt das CAUCHYsches Konvergenzkrite-
rium
Ve >03koVk > koVp >0 |lzpgp — il <e.

Beweis

analog Beweis zu ANALYSIS I Satz 2.10 fiir erste Komponentenfolge mit ¢ = 1
in R! und sukzessiver Hinzunahme der Komponentenfolgen mit i = 2,...,n. O

Bemerkung

Die Rechenregeln fiir konvergente Folgen in R! kénnen auf R” iibertragen
werdern.



Definition 1.5 (beschrinkte Folge)
Die Folge (x1) heillt beschrinkt, wenn

Jee RVEeN o], <c

Satz 1.7 (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS in R™)

Jede beschriinkte Folge (z) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis

Satz 1.7 gelte in R! als bewiesen. Betrachte Komponentenfolgen (@;%). Diese
sind fir alle ¢ = 1,...,n beschrinkt.

1.Schritt: Fiir i = 1 besitat (z1,5) eine konvergente Teilfolge (z1,4). Gehe fiir
() zu dieser bzgl. k iiber: (xy).
2.Schritt: Fiir ¢ = 2 besitzt (z2,) eine konvergente Teilfolge (z2 ). Gehe fiir
(zr) 7u dieser bzgl. k iiber: (xj»).

Nach n Schritten ergibt sich (xm)) mit der Eigenschaft, dak jede Komponen-
tenfolge konvergiert = () ) konvergiert. O

Mit der Verwendung der Maximumsnorm ||| ist die Reduktion auf Eigen-
schaften der Komponentenfolgen einfach méglich. Dies bedeutet aber keine
Auszeichnung dieser Norm:

Satz 1.8
Sei N eine Norm auf R™. Dann gilt VN Ja,b > 0:

i) N(z) <allz]
i) [lzll < bN(z)

Beweis zu i)

Sei = (21, ...,x,) dargestellt als Linearkombination = z1e1 + ... + z,€p.

N(z) = N(zie1+...+xzpep)
<@ N(xie1)+...+ N (zpen)
=@ |1 N(er)+...+|zal N (en)
< ol (N(ex) + ...+ Nen)) -

Dabei bedeutet (3) die Eigenschaft (3) der Norm nach Def. 1.2, (2) entspre-
chend. Mit a := N(e1) + ...+ N(e,) folgt die Aussage i). O

Beweis zu ii) (indirekt): Annahme —3b > 0.

Dann kann man zu jedem b € N jeweils ein zj, finden mit ||zx| . < kN (zx) und

wegen der Eigenschaft (2) der Norm = N (“’7") <t

[E[

Mit yp, = und N(yx) < # ergibt sich daraus ein Widerspruch.

Tk
[ETH
Denn wegen ||yx||, = 1 ist (yx) beschrankt = 3 eine konvergente Teilfolge (2)
mit Grenzwert z bzw. limy ||z, — 2|, = 0.



Mit 1) N (2 — 2) < allzx — 2||, ergibt sich

N(z) N(z — 2z + 2)
N(z = 2zx) + N(z1)

<
< allz = zkllo + N (k)

Zudem folgt aus N(yx) < £, daR fiir die Teilfolge (z) gilt:
limp N(2,) =0= N(2) =0= 2=0.
Andererseits gilt: z = z + (2 — 2),

Izl =1 = 1 < 2]l + |2k — 2]l = [12]] = 1 = 2 # 0. Widerspruch O
Definition 1.6 (Aquivalenz von Normen)
Eine Norm N’ heifit dquivalent zu einer Norm N (i. Z. N’ ~ N), falls
Jda,b > 0Vz € R aN(x) < N'(z) < bN(z)
Beachte: a,b dieser Def. sind unabhéngig von den a,b in Satz 1.8!

Satz 1.9 (Aquivalenz von Normen)

Je zwei Normen auf R™ mit n < oo sind dquivalent.

Beweis
Nach Def. 1.6 und Satz 1.8 gilt: N ~ ||-|| AN'~ |||, = N ~ N'.

Noch zu zeigen, daR Aquivalenzrelation gegeben, d.h. Reflexivitit, Symmetrie
und Transitivitét:

e Jede Norm ist zu sich selbst dquivalent.
e aN(z) < N'(z) <bN(z) = ;N'(z) < N(z) < IN'(x).
e (aN(z) < N'(z) <bN(z)) A (’/N'(z) < N'(z) <V N'(z))
= aa’N(z) < N"(z) < bV N(z). O

Definition 1.7 (Reihe. Reihensumme)

Eine Folge von Teilsummen

k
(s1) = | D=
j=1
heiltt (unendliche) Reihe. Wenn existent, wird der Grenzwert
o0
lim s =s= x

als Reihensumme bezeichnet.



Satz 1.10

Die Reihe > 7% x; konvergiert

& Jede ihrer Komponentenreihen Y ;0| z;;,4 = 1,...,n konvergiert.
Definition 1.8 (absolute Konvergenz. Norm-Konvergenz)

Die Reihe Zjoil x; heiflt absolut konvergent (Norm-konvergent), wenn die
Reihe »°77 ||| konvergiert.

Bemerkung
Wegen
k+p k+p
o oa| < Y gl
j=k+1 j=k+1

und CAvucHYschem Konvergenzkriterium gilt:

absolut konvergent = konvergent.

Bemerkung

absolut konvergente Reihe < n Komponentenreihen absolut konvergent.

1.3 Offene Mengen
Definition 1.9 (e-Umgebung)
Sei € > 0,25 € R™.
Ue (z0) :={x [ |lz — xol| <&}

heifst e-Umgebung von xg.
Beispiele

o U. (x0) :={z | |z — x|y < €} e-Umgebung von x bzgl. der EUKLIDischen
Norm: «Kugel». Diese Norm bewirkt eine Umgebung, die nach allen Rich-
tungen hin <«isotropy ist.

o W.(zo) :={z ||z — ol <ce}e-Umgebung von xy bzgl. der Maximums-
norm: «Wiirfel».

Bemerkung
Wﬁ (LC()) C Us (LC()) C WE (1’0)
Bemerkung
Norm in Umgebungsdefinition beliebig wéhlbar: Umgebung ist immer kon-
vew.
Definition 1.10 (Umngebung)

U = U (zo) heifst Umgebung von xg < Es gibt eine e-Umgebung mit
U. (1‘0) cU (:L‘U)

10



Definition 1.11 (offene Umgebung. abgeschlossene Umgebung)
U C R" heift offen < U ist Umgebung eines jeden Punktes x € U.
M C R™ heilt abgeschlossen < M© =R™\ M ist offen.

Beispiele

o U, (z0),We (x0) sind offen

o {x| ||z — x| < e} ist nicht offen, aber abgeschlossen

Satz 1.11

() ist offen und abgeschlossen.

R™ ist offen und abgeschlossen.

Sei Uy, i € I Familie von offenen Mengen, dann ist U = | J,.; U; offen.
Sind U,V offen, dann ist U NV offen.

(Gilt analog fiir beliebige Schnitte und fiir endliche Vereinigungen abge-
schlossener Mengen.)

icl

Topologie. Topologischer Raum

Sei X eine Menge, 7 eine Menge von Teilmengen von X mit den Eigen-
schaften von Satz 1.11., d.h.

e ), XeT,
e Vereinigung beliebig vieler Mengen von 7 gehoren zu 7,

e Durchschnitt endlich vieler Mengen von 7 gehoren zu 7.

Dann heifst (X;7) topologischer Raum und 7 als Menge der offenen Men-
gen von X heift Topologie.

Das System der offenen Mengen des metrischen Vektorraumes R”™ ist eine To-
pologie. Da jeder metrische Raum ein HAUSDORFF-Raum ist, gilt der nachste-
hende

Satz 1.12 (Trennungssatz)
Sei = # y, dann existieren stets Umgebungen U (z), V (y) mit UNV = ().

Folgerung

{z} ist abgeschlossen.

Definition 1.12 (abgeschlossene Hille. Inneres. Rand)
Sei M C R™. Dann heift
M =N {M'| M’ abgeschlossen, M’ > M} abgeschlossene Hiille von M,
Me =U{U | Uoften,U C M} Inneres von M,
M\ M° =bM = OM Rand von M (b wie «boundary»).

11



Bemerkung

Es gilt M° C M C M mit M° offen, M abgeschlossen.
Beispiel 1 e-Umgebung U. (zo) = {z | ||z — x|y < €}

o UZ (x0) = U (w0),
o Uc(zo) = {z | lz — woll, < e},

o U: (xo) = {z [ [l& — zoll, = }-

Beispiel 2 x-Achse M = {(z,0) | z € R} C R?

o M° =),
° M:M,
e OM = M.

Beispiel 3 M = Q"

o MO =1,
o M =R",
e OM =R".

Definition 1.13 (Hdufungspunkt. Limes)

i) xo heilt Héaufungspunkt der Folge (x;) :< In jeder Umgebung von zg
liegen unendlich viele x;.

ii) o heilt Limes der Folge (z;), 1.Z. limz; = x¢ < In jeder Umgebung
von xg liegen fast alle x;.

Bemerkung

e Limites eindeutig bestimmt

o (x;) konvergiert < (x;) ist beschrankt und hat genau einen Haufungs-
punkt (vgl. CaucHY-Folgen)

e Rechenregeln

lim(z; +y;) = lima;+limy;
limer; = climz;
lim (z;,y;) = (limz;,limy;)

Satz 1.13

Folgende Aussagen sind dquivalent:

12



1. M abgeschlossen

2. M =M

3.OMCM

4. Jeder Haufungspunkt von M liegt in M.

Satz 1.14 (Abgeschlossene Hiille)
M = M° U OM = MU{Hiufungspunkte von M}.

Beweis (zu Satz1.13)
1. =2: M CM={MC M | M abgeschlossen} C M.
2. =3:0MCM=M.

3. = 4.: OM C M = jeder Haufungspunkt (HP) von M liegt in M.
Beweis in zwei Schritten.
a) (indirekt) Sei x9 HP von M. Z.z. 2o € M.
Annahme: 29 ¢ M = 2o € M°®.
M abgeschlossen = M€ offen = 3U(x) C M°.
Wegen M C M folgt U(xg) C M°€.

U(xo) enthélt also keine Punkte aus M, also kann x¢ kein HP sein, d.h.

xg € M.
b) Sei 9M C M und z¢o HP von M.
Wegen a) xg € M ist M UOM = M UOM = M.

4. = 1.: Sei xg € M°©.
Dann ist wegen 4. xy kein HP.
Also 3U (zp) mit maximal endlich vielen Punkten Z € M.
Verkleinere U auf U’ := U N B: (20) mit € := mingey (z,)nn [0 — 2.
¢ > 0, da maximal endlich viele Z und o ¢ M.
Also ist U’ Umgebung von zg.
U’ offen = M¢ offen = M abgeschlossen. (]

Definition 1.14 (innerer Punkt)
o heiltt innerer Punkt von M < x¢ € MP°.

Definition 1.15 (dichte Menge. iiberall dichte Menge)
N C M heift dicht in M < N > M.
N dberall dicht & N dicht in R"™.

Satz 1.15
Q™ diberall dicht (bzw. Q™ dicht in R™).

Bemerkung

Q™ ist abzahlbar.

13



1.4 Kompaktheit

Definition 1.16 (Uberdeckungen)
Sei M eine Menge, I, J Indexmengen.
Die Familie von Mengen 90t von M heifit Uberdeckung von M, falls

M = {M;,i € I} mit UMi > M.
i€l

Die Familie von Mengen 9t von M heit offene Uberdeckung von M, falls

M = {M;,i € I} mit | JM; > M, M;offen Vi € I.
i€l

Die Familie von Mengen 9’ von M heift Teiliberdeckung von M, falls
M ={M;,ieJ JCI}.
Die Familie von Mengen 9% von M heifit endliche Uberdeckung von M,
falls I endlich ist.
Beispiel Sei M C R™

e mit M; = R" wird 9 = {M;} eine endliche Uberdeckung.
e mit M; =R",i=1,2,3,... wird 9 = {M;,i € N} eine unendliche Uber-
deckung.

Definition 1.17 (beschrinkte Menge)
Sei M C R™. M heift beschrinkt < IR >0Vx € M ||z|| < R.

Definition 1.18 (folgenkompakt)

Sei K C R™ eine Menge. K heift folgenkompakt, wenn jede Folge in K
eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K besitzt:

V(zk) 3(xj,) lim(zj,) € K mitz, € K.

Definition 1.19 (uberdeckungskompakt)

Sei K C R™ eine Menge. K heilt aberdeckungskompakt, wenn jede offene
Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Der nun folgende Satz 1.16 spielt eine ganz wesentliche Rolle bei der Topologie
metrischer Rdume.

Satz 1.16

Sei K C R”™ eine Menge. Dann sind dquivalent

1. K ist folgenkompakt.
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2. K ist iiberdeckungskompakt.
3. K ist beschrinkt und abgeschlossen.

4. Jede unendliche Menge M C K hat mindestens einen Hiufungspunkt
in K.

Beweis

Der Beweis von Satz 1.16 wurde iiber folgenden Ringschluf: (2) = (4) = (1)
= (3) = (2) durchgefiihrt.

(2) = (4): (indirekt) Annahme: M C K hat keinen HP = M endlich. Wider-
spruch.

(4) = (1): Beweis iiber Fallunterscheidungen {z,, | n € N} endlich bzw. unend-
lich.

(1) = (3): Beweis durch Kontraposition. K nicht beschrankt A K nicht abge-
schlossen = K nicht folgenkompakt.

(3) = (2): (indirekt) Annahme: Zur offenen Uberdeckung von K gibt es keine
endliche Teiliiberdeckung. Mit Hilfe einer Intervallschachtelung durch sukzessive
Konstruktion von Wiirfeln Wy in R” geméfs Annahme gelangt man iiber W7 D
Wi D ...zu Nyey We = {20} mit limp_.o, = xo. Als Folgerung hieraus ergibt
sich der Widerspruch zur Annahme, also deren Negation. (I

Bemerkung

Fiir andere Rdume als R™ kann es durchaus sein, dafs zwischen Folgen-
kompaktheit und Uberdeckungskompaktheit keine Aquivalenz besteht.

Satz 1.17 (HEINE-BOREL-Eigenschaft)
Sei M C R™. M ist kompakt < M ist beschrinkt und abgeschlossen.

Bemerkung
Satz 1.17 entspricht der Aquivalenz 1. < 3. aus Satz 1.16.

Satz 1.18

Sei K,M C R"™. K ist kompakt A M ist abgeschlossen = K N M ist
kompakt.

Beweis

i) K ist kompakt = K ist beschrinkt = K N M ist beschrinkt.

i) K ist kompakt = K ist abgeschlossen = K N M ist abgeschlossen.

iii) K N M ist beschrankt A K N M ist abgeschlossen = K N M ist kompakt. O

Satz 1.19

Sei K; C R" eine Familie von Mengen, I eine beliebige Indexmenge. Dann
gilt

1. Vi € I mit I beliebig

K; ist kompakt = [,.; K; ist kompakt,

icl
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2. Vi € I mit I endlich

K; ist kompakt = J,.; K; ist kompakt.

icl
Bemerkung

Satz 1.18 und Satz 1.19 beschreiben die Vererbbarkeit der Kompaktheit;
sie erschaffen damit ein starkes Instrument fiir die Konstruktion kompak-
ter Mengen von hoherer Komplexitét.

1.5 Konvexe Mengen

Beispiele fiir konvexe Teilmengen des R™ sind

e die Gerade c=p+tamitt € R,a#0
e die Hyperebene x = b+ tia1 + ... +tp—10,n—1 mit t1,...,t,—1 € R und

linear unabhéngigen Vektoren aq,...,a,—1.

Definition 1.20 (konveze Menge)
Sei M C R™, t € R. M heilst konvex, wenn

Vo,y € MYt €[0,1] tx+(1—1t)y € M.

Bemerkung vgl. Def. 3.10 (konvexe Funktion).

Satz 1.20

Sei K; C R" eine Familie konvexer Mengen, I eine beliebige Indexmenge.

K; ist konvex = (o, K ist konvex.

Beispiele

e Alle Hyperebenen sind konvex.
o Alle affinen Unterrdume in R™ sind konvex (Schnitte von Hyperebenen).
e Halbrdume des R™ sind konvex, z.B. {z | c;x1 + ...+ cpa, > b}.

e «Normkugeln» {z | N(x) < r} mit r > 0 sind konvex.
Satz 1.21 (Normfunktionen und kompakte konvere Mengen)

1. Fir beliebige Norm N ist die durch N (z —a) <r, r > 0 gegebene Menge
von Punkten eine kompakte konvexe Menge, die symmetrisch bzgl. a ist.
Im Fall » > 0 hat die Menge innere Punkte.

2. Zu jeder beliebigen kompakten konvexen und bzgl. 0 symmetrischen Teil-
menge K C R" mit inneren Punkten existiert genau eine Norm N mit

K={z|N(x) <1}.
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Beweis
Betrachte Halbgerade H von 0 durch beliebigen Punkt = # 0.
HNOK = {«'} ist der H und K gemeinsame Randpunkt.

Fiir diesen gilt 2’ = f(z)z, wenn f(z) = sup {A € R} | \z € K} gesetzt und
damit zu dem Parameterwert von H wird, der zum Randpunkt z’ gehort.

Ve #£0 f(x) >0, da 0 innerer Punkt von K.

Nun soll N(z) auf den Randpunkten 2’ von K den Wert 1 annehmen, d.h.
1= N(2') = f(x)N(z) bzw. fir z # 0 N(z) = ﬁ

Es gibt somit zu K hochstens eine Norm, fiir die K Einheitskugel ist.

Bleibt zu zeigen, dafy N(z) = ﬁ fiir z # 0 bzw. = 0 fiir x = 0 wirklich eine

Norm ist, d.h. die Eigenschaften nach Def. 1.2 erfiillt. O
Die durch K bestimmte Norm N (z) muf nicht analytisch darstellbar sein; den
Rand von K nennt man auch FEichfliche bzw. FEichkurve, da durch sie die
Vektornorm und damit die Lange von Strecken festgelegt ist.

2 Stetige Abbildungen R" — R™

Stetigkeit in mehrdimensionalen Rdumen bedeutet, die Definitionen fiir Stetig-
keit, die den Begriff der offenen Menge voraussetzen, auf die Dimensionen n
bzw. m zu verallgemeinern. Dabei ist es gleich, ob man mit Hilfe des Abstands
in metrischen Raumen (R ist ein metrischer Raum) iiber e-Umgebungen zum
Begriff der offenen Menge gelangt oder ob man den Begriff der offenen Menge
bzw. den der Umgebung axiomatisch in topologischen Raumen erklirt (R ist
ein topologischer Raum).

Wir kennen schon als Beispiele fiir Abbildungen zwischen Rdumen verschiedener
Dimension

e die Norm N : R" — R definiert durch x — ||z|| oder kurz: die Norm N (z)

e die Folge f: N\ {0} — R" definiert durch n — f(n) = z,, oder kurz: die
Folge (zn)

Es wird sich als zweckmiifsig erweisen, fiir eine Abbildung allgemeiner von einer
Definitionsmenge D C R"™ auszugehen. Von dieser werden hiufig die Eigen-
schaften einer offenen oder einer kompakten Menge verlangt werden. Damit ist
folgende Darstellungsweise gegeben:

f:DCR"—R™
fi(z)
x— flx)= : eR™

fm(2)
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und die Komponentenschreibweise

Y1 = fl(xla"'awn)

ym = fm(xlv"'7xn>
Spezialfall 1
Lineare Abbildungen mit den Abbildungsgleichungen

yi = anzi+--+amz, = fi(z,...,20)

Ym = Gm1T1 + -t amney, = .fm(xh e 7xn)

lassen sich auch schreiben als y = Az mit der m x n-Matrix A, die selbst als
Abbildung mit dem Definitionsbereich R™ aufgefakt werden kann. A ist injektiv
nur dann, wenn dim(Bild(A)) = n, hierzu muf die notwendige Bedingung n < m
erfillt sein. Zur Bijektivitat von A ist mindestens notwendig n = m, notwendig
und hinreichend ist det A # 0.

Spezialfall 2
Mit n > 1, m = 1 fiihrt die vorstehende allgemeine Darstellung zu
f:DCR"—-R
x—y=f(z)=f(x1,...,zn) ER

und damit zu reellwertigen Funktionen mit n reellwertigen Argumenten. Zu
deren graphischen Darstellung wird R"*! verwendet, in welchem die Funkti-
onswerte «ilibery den entsprechenden Stellen x € D C R" «aufgetrageny wer-
den. Beispiel: Darstellung der EUkLIDischen Einheitskugel (Halbkugel) mit

x? + 23 < 1 durch die Gleichung y = \/1 — 2% — 23 im R3.

Definition 2.1 (Niveaumenge)
Sei ¢ € R. Die Menge {z | f () = ¢} heifit Niveaumenge.

Spezialfall 8

Mit n = 1,m > 1 fiihrt die vorstehende allgemeine Darstellung zu

f:DCR—-R™

fi(z)
v f@=| 1 |err
fm ()
und die Komponentenschreibweise
v = fi(@)
Ym = J[m (-'17)
Dies entspricht einer «Parameterdarstellungy (f1(x), ..., fm(x)) einer Kurve im

R™.
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2.1 Stetigkeit

Definition 2.2 (stetig im Punkt)
Sei D CR”, f: D — R™
o f heilst stetig im Punkt a € D, wenn Ve > 036 > 0Vz € D mit
|z — al| < ¢ gilt
If (z) = f(a)]| <e.
(wegen Norméiquivalenz ist Norm beliebig)

o f heiltt stetig im Punkt a € D, wenn es zu jeder Umgebung V des
Punktes f (a) eine Umgebung U des Punktes a gibt mit f (U N D) C
V. (Formulierung mit Umgebungsbegriff.)

o f heilit stetig im Punkt o € D, wenn lim,_, f () = f (a). (Formu-
lierung mit Grenzwertbegriff.)

Alle drei Definitionen sind dquivalent.

Definition 2.3 (stetige Abbildung)
Ve € D f stetig & f heillt stetig in D oder: f ist stetig.

Beispiele
o f:R"\{0} — R™\ {0}, erkldrt durch f (z) = W -z mit x # 0 ist stetig.

e Obere Halbkugel y = /1 — 2?2 — 23 mit 2% + 23 < 1 ist stetig.

_J 0 fallsz e Q™ . . .
o f(z)= { 1 const ist nicht stetig.

2zy fH‘ 2 2
o f(x,y) = { sz fallse®+y7 >0 ist stetig in allen (z,y) # (0,0),

0 fallsx =0,y =0
nicht stetig in (0,0), obwohl eine Priifung auf Stetigkeit in Form einer
«partielleny Stetigkeit iiber die Geraden x = 0 bzw. y = 0 letzteres
nicht zeigt. Eine Niherung an (0,0) iiber die Diagonale ergibt aber, daf§
f(z,z) =1 fir x # 0. Daher:

Warnung! partielle Stetigkeit z Stetigkeit

Satz 2.1
f: D — R™ stetig, M C D beliebig = f|u stetig.
Satz 2.2
f= (fl,...,fm)T stetigin a € D < f1,..., fm in a stetig.

Beweis

Mit Abschitzung

|fi() = fila)l 1f(z) = f(@)ll

|f1(1') - fl(a)| +.F |fm(x) - fm(a)|

IAIA

19



Satz 2.3
Sei D C R™ offen.

f stetig < Das Urbild jeder offenen Teilmenge des R™ ist eine offene
Teilmenge des R™.

Beweis
«=» Betrachte Urbild A = f~!(B) irgendeiner offenen Teilmenge B von R™.
Fiir jedes a € A ist f in a stetig.

Nach Def. 2.2 (Formulierung mit Umgebungsbegriff) gibt es zu jeder Umgebung
V von f(a) eine offene Umgebung U von a mit f(UND) C V.

Wegen a € UN D und U N D offen ist A offen.

«<» Betrachte beliebige offene Umgebung V eines beliebigen Punktes b = f(a).
Dann ist U = f~!(V) offene Teilmenge von R™.

Fiir diese Umgebung U von a gilt U C D und f(U) C V, d.h. f ist stetig in a.
Weil a € D beliebig war, ist f stetig in D. O

2.2 Rechenregeln

Satz 2.4
Sei f:D—R™ g: D —R™ f gstetig und c € R.

f+g und cf sind stetig

Beweis

Punktweise fiir beliebige a € D.

I(f +9) (@) = (f + 9)(a)l

1f(2) = fla) + g(x) — g(a)]|

< lf @) = fla)ll + llg(z) — g(a)] -
[(cf)(@) = (el = lelllf(z) = fla)l.
Dies entspricht jeweils der Definition der Stetigkeit fiir f und g. O

Satz 2.5

Sei f:DCR®—=R,g:DCR"”—R, f,g stetig.

Dann sind fg stetig, % stetig in Punkten a mit g (a) # 0.
Satz 2.6

Sei (, ) Skalarprodukt in R™, D C R”, f,g: D — R™ stetig.

Dann ist (f,g) : D — R stetig.
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Beweis

Mit Satz 2.2 und Satz 2.4 ergibt sich die Stetigkeit unter Benutzung der Ein-
heitsvektoren aus

<Z fzeuzg]ej> = Z 62,€j> figj'

4.J
O
Satz 2.7
Sei D C R, ECR™, f:D — E stetig, g : E — R” stetig.
Dann ist go f : D — RF stetig.
Beweis (mit Folgenkriterium) Sei x,, — 0.
(gof)(wo) = g(f(lim zy))
= g(lim f(z,))
— Im g(f(x)
= lim (go f)(zn).
O

2.3 Stetige Abbildungen auf kompakten Mengen

Definition 2.4 (gleichmafig stetig)
Sei D C R™. f: D — R™ heifst gleichmaf$ig stetig in D, wenn

Ve>036>0Va,ye D |z—vyl|<d=|f(z)— fly)| <e.

Bemerkung

Unterschied zur normalen Stetigkeit: 6 von x unabhdngig.
Satz 2.8

Sei D C R™ kompakt, f: D — R™ stetig.

Dann ist f gleichmifig stetig.

Beweis

1. Beweismoglichkeit wie zu Satz 3.11 aus Vorlesung ANALYSTS 1.

2. Beweismoglichkeit: Sei e > 0.

Wihle zu x € D ein §, > 050, daf Vy € D ||z —y|| < . = || f(z) — f()| < 5-

Setze fiir D als offene Uberdeckung 9 := {

existiert endliche Teiliiberdeckung 9 := {B s (2') | 2" € D’} mit D' C D
endlich. ’

L(x) |z € D} Da D kompakt,

N\%
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Setze § := min {5% | 2’ € D’} > 0. Seien nun z,y € D mit ||z — y|| < 4.

M tberdeckt D = J2’ € D' ||z — 2'| < 6%.

Wegen [|2" —y|| < [[2" — || + [z — yl| <. + 6 < &y folgt

1) = FWI < F (@) = F )+ @) - fWll <5+5=e O

Satz 2.9
Sei D C R™ kompakt, f: D — R™ stetig.
Dann ist f(D) kompakt.

Beweis:
1. Beweismoglichkeit wie Satz 3.10 und Satz 3.15 aus Vorlesung ANALYSIS 1.
2. Beweisméglichkeit: Sei 9 = {M; | i € I} offene Uberdeckung von f(D).

Zui € I,x € f~1(M;) existiert eine offene Menge U, ; mit z € U, so, daf
f(Um’Z N D) C M;.

Setze M; := Uxeffl(Mi) Uz, und somit f(]\~4Z N D) C M.

M := {M; | i € I'} ist dann offene Uberdeckung von D.

Wegen der Kompaktheit von D gibt es eine endliche Teiliiberdeckung

M’ = {M; | j € J} mit J C I endlich und hierzu die endliche Teiliiberdeckung
M ={M; |jeJ}, dh. f(D) ist kompakt. O

Korollar 2.10

Stetige reellwertige Funktionen f : D — R auf kompakten Mengen sind
beschrankt und nehmen Minimum und Maximum an.

2.4 Gleichmiftige Konvergenz

Definition 2.5 (punktweise Konvergenz. gleichmdfige Konvergenz)
Sei D C R", f, fn: D — R™, (f,) Folge von Abbildungen.

o (fn) konvergiert in D punktweise gegen f, 1.Z. f, — f,lim f,, = f
&Ve>0Ve e DINVR >N ||fo(z) — f(2)] <€

o (fn) konvergiert in D gleichmdpig gegen f, 1.Z. f, = f
©Ve>03INVz e DVn > N | fu(z) — f(z)l| <e

Bemerkung

Bei punktweiser Konvergenz ist IV abhéngig von z, bei gleichméfiger Kon-
vergenz nicht.

Definition (Menge aller beschrinkten Abbildungen)

B(D,R™):={f:D — R™| fbeschrankt}
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Bemerkung
B(D,R™) ist mit der auf ihr erklirten (Abbildungs-) Norm

[flloe == sup {|If(2)|| | = € D}

ein normierter R- Vektorraum.
Satz 2.11
Sei f, fn € B(D,R™). Dann gilt

fﬂ/ = f A ”fn - f”oo — 0.

fn heifit auch normkonvergent gegen f.
Satz 2.12 (CAucHYsches Konvergenzkriterium)

Sei f, € B(D,R™). Dann

3f € BID,R™) fo = f
=
Ve >03IN e NVYm,n >N | fo — fmll, <e.

In B(D,R™) konvergiert jede CAUCHY-Folge.

Beweis:

«=» Nach Satz 2.11 gilt ||f,, — f||,, — 0. Mit hinreichend grofen m,n gilt die
Abschitzung

[fn = Fmlloe < 1fn = fllao + If = finlloo < 5+ 5 =€ >0

«=» Ve € D ||fu(z) — fr(@)]] < ||fn — [l ergibt die in x gleichméRige Ste-
tigkeit der CaucHY-Folge (f(2))nen im R™, d.h. 3f (fn(x) — f) gleichméfig
inz,dh. f, = f. a

Satz 2.13
Sei f, fn € B(D,R™), f, stetig, fn = f.
Dann ist f stetig in D.

Beweis

wie in Vorlesung ANALYSTS [
Bemerkung

Entsprechend fiir Reihen, WEIERSTRASSsches Konvergenzkriterium o.4.
2.5 Allgemeinere Konvergenz und Stetigkeit

Konvergenz wurde bisher fiir Folgen (z,) in R™ {iber die Norm erklért
Ty — 2o & || — 20l — 0

bzw. fir Abbildungsfolgen (f,) als punktweise bzw. gleichmifige Konvergenz
mit Hilfe der Maximumsnorm.
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Verallgemeinerung der «Konvergenz»

Der Begriff der Konvergenz 1afst sich verallgemeinern, wenn ein normierter R-
Vektorraum (V; N) versehen mit der Normfunktion N : V — R betrachtet
wird.

Definition 2.6 (Normkonvergenz)

Sei (V; N) ein R-Vektorraum mit der Norm N : V — R, (v,) mit n € N
eine Folge aus V.

Up =N Vg & N (v, —vg) — 0

wird als Normkonvergenz der Folge (v,,) beztiglich N bezeichnet und eine
beziiglich N normkonvergente CAUCHY-Folge wird erkldrt mit

Ve > 03N e NVm,n >N N (v, —vp) <E€.

Beispiel
Sei V = C°([0,1)), N(v) = Jy [v(®)] dt,

0 falls t < %
vp(t) =4 n(t—3) falls $<t<i++
1 falls t>1t+1

(vy) ist CaucHY-Folge beziiglich N, denn N (v, — vy,) <

— min(m,n) "

Aber (v,) konvergiert nicht, d.h. =3v € C°([0,1]) mit N (v, —v) — 0, denn es
miifsten v|[07%] =0 und v|[%,1] = 1 sein.

Es handelt sich also um eine CAucHY-Folge, die nicht konvergiert!

Definition 2.7 (BANACH-Raum)

(V; N) heifit wvollstindig, falls jede CAUuCHY-Folge in V bzgl. N in V
konvergiert.

Ein wollstindiger normierter Raum heifst BANACH- Raum.

Beispiel 1

(B(D,R™) ) ist BANACH-Raum.

Ml
Beispiel 2

(R™, [I"llbetiebig) ist BANACH-Raum.

Weitere Verallgemeinerung der «Konvergenz»
Der Begriff der Konvergenz 1afst sich weiter verallgemeinern, wenn z.B. ein metri-

scher R-Vektorraum (V;d) versehen mit der Metrik d(v,w) anstelle der Norm
N (v — w) betrachtet wird.
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Allgemein versteht man unter einem metrischen Raum (M;d) eine beliebige
Menge M zusammen mit einer Distanzfunktion d : M x M — R, die die Ei-
genschaften des Abstandes nach Satz 1.4 hat. Jede beliebige Menge M kann zu
einem metrischen Raum gemacht werden, z.B. mit der «trivialeny Distanzfunk-

tion
] 0 falls z=y
d(@,y) = { 1 falls z#vy

Ein metrischer Raum ist vollstdndig, falls jede CAUCHY-Folge in ihm konvergiert.

Bemerkung

Ein Skalarprodukt (,) induziert eine Norm N iiber N(v) := +/(v,v).
Eine Norm N induziert eine Metrik d iiber d(v,w) := N(v — w). Das
Umgekehrte gilt nicht.

Noch weitere Verallgemeinerung der «Konvergenz»

Der Begriff der Konvergenz 1afit sich noch weiter verallgemeinern, wenn ein
topologischer Raum (X;T) versehen mit der Topologie T betrachtet wird:

Definition

Sei (zy,) Folge in (X;7). Dann wird erklért

T, wx:=VU eT
mit

reUdN eNVn>N z,cU.
Bemerkung
CAaucHY-Kriterium ist nicht mehr formulierbar.

Warnung!

Im allgemeinen ist Grenzwert nicht eindeutig.

Beispiel
Sei X beliebig mit mindestens 2 Elementen, 7 := {X,0}. Jede Folge (x,)

konvergiert gegen jedes x € X.
Entsprechende Verallgemeinerungen der «Stetigkeit»

e Zwischen metrischen Raumen (V7;dy), (Va; d2) durch das e — 6-Kriterium:
f Vi — Vs ist stetig in v € V] genau dann, wenn

YVe>030>0Vw eV di(v,w) <= do(f(v), f(w)) <e.

e Zwischen topologischen Rdumen (X1;771), (X2;72): f: X1 — Xo ist stetig
in x € X; genau dann, wenn

VYU, € 75 mit f(]‘) €Uy U, € Ty mitx € Uy f(U1) C Us.
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e oder dquivalent hierzu iiber das Folgenkriterium unter Nutzung des Kon-
vergenzbegriffs von Folgen fiir konvergente Folgen (z,,)

S (Jim o) € tim 1Go)

UBERSICHT
Raum I Raum
\% mit / . mit
N+ CF BANACH — HILBERT (,)+CF
1 l
N normierter ~ «— prd — HILBERT (,)
l
d metrischer Y\ 1
1
T topologischer linearer

mit «es gelteny CF Cauchykriterium, (, ) Skalarprodukt, N Normfunktion, d
Distanzfunktion, 7 Topologie (offene Mengen). Die Pfeile sind als Implikationen
zu verstehen.

2.6 PEANO-HILBERT-Kurve

Konstruktion einer stetigen und surjektiven, aber nicht injektiven Abbildung
f 0,1 — [0,1] x [0,1] = [0,1)% bzw. f : I — Q. GIUSEPPE PEANO hat
im Jahr 1890 einen Existenzbeweis vertffentlicht: Mathematische Annalen 36
(1890) S.157-160, DaviD HILBERT diesen durch die Angabe eines Verfahrens
erginzt: Mathematische Annalen 38 (1891) S.455-460.

Vorgehensweise

e Schritt 1: Unterteile I = [0,1] in 4 gleichgrofte Intervalle Iy,...,I;. Un-
terteile @ = [0, 1]2 in 4 gleichgrofe Quadrate Q1,...,Q4. Definiere die
stetige Abbildung f1 : I — Q mit f1(Ix) C Qk.

e Schritt 2: Unterteile jedes I; in 4 gleichgrofte Intervalle Iy, , ..., I,. Un-
terteile jedes Q) in 4 gleichgrofe Quadrate Qy,,...,Qk,. Definiere die
stetige Abbildung fo : I — Q mit fo(Tgyky) C Qkyiky-

e Schritt n: Unterteile jedes Ik-l...k(n,l) in 4 gleichgrofie Intervalle Ikln-k(nfnl ,
ey Ikl...km,%- Unterteile jedes le,,.k(%l) in 4 gleichgroke Quadrate
le"'k("—l)l ey lemk(n_%. Definiere die stetige Abbildung f, : I — @

mit fr,(Iey. k,) C Qky. k.-

Dies fiihrt zur Folge von Funktionen (f,), d.h. Zerlegungen von I und Q.

Satz 2.14
f=limf, : I — Q existiert und ist stetig.
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Beweis

1. Stetigkeit von f.

Zu € > 0 wihle n € N so, daf 27" < e.

Zu x € I existiert ein Quadrat Qk, .k, 2 fn(z).

Wegen der Schachtelung gilt Vm € N f, 1. (2) € Qk,. .k, -

Qk, ...k, hat Kantenldnge 27", d.h. ||foim(z) — fu(2)| <277 <e.
(fn(z)) ist daher CaucHY-Folge.

Da n unabhiingig von x ist, ist (f,,(z)) gleichm#Rig konvergent und nach Satz 2.13
ist f = lim f,, stetig.

2. Surjektivitit von f.
Sei y € Q, dann ki koks ... so, dab Vn e Ny € Qp, ..k, -

Die Intervallfolge (I, ...k, ),y bildet eine Intervallschachtelung und legt so z € I
fest.

Da f stetig, gilt f(z) = y. O
Bemerkung
Es gibt auch bijektive, allerdings keine stetige und bijektive Abbildungen
I— Q.
Anwendungen

Existenz und Verfahren zur Anwendung solcher Abbildungen erlaubt eine «Di-
mensionsreduktiony. Anwendungsbereiche sind

e Datenbanken
e Geometrisches Suchen und Sortieren

e Lastbalancierung beim parallelen Behandeln von FE-Netzen.

3 Differentiation von f: R" — R™

Die Idee der Differenzierbarkeit im Eindimensionalen besteht in der Approxima-
tion einer Funktion in einer Umgebung eines festen Punktes durch eine lineare
Funktion.

3.1 Differenzierbarkeit

Definition 3.1 (Differenzierbarkeit)

Sei U C R" offen. Die Abbildung f : U — R™ heilt differenzierbar in
a € U, wenn es eine lineare Abbildung T : R™ — R™ und eine in a stetige
Abbildung r : U — R™ gibt derart, dafs

f@)=f()+T@—-a)+r(@)|z—al, vVeelU
und 7 (a) = 0.
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Bemerkung

Nach dieser Definition ist f in a differenzierbar, wenn eine solche lineare
Abbildung T angegeben werden kann, dafs mit ihr fiir die Abbildung

f(z) = fla) =T(x—a)

[l — all

r(z):=

mit * # a

lim r(z) = 0.

Hierbei ist r(z) eindeutig bzgl T und der Limes hingt nicht von der Wahl
der Norm ab.

Satz 3.1
Es kann hochstens eine solche lineare Abbildung 7" geben.

Beweis

(indirekt) Mit zwei linearen Abbildungen 77 und 75 und den ihnen zugehérigen
stetigen Abbildungen r; und ry gilt wegen

f@) = f@)+Ti (& —a)+ 71 (2) o — af| und
f(x)=f(a) + T2 (z —a) + 72 () ||z — a| die Gleichung

(Th — ) (x—a) = (ra —r) (x) | — al| sowie

lim, 4 71 (x) =0 und lim,_, ro(z) = 0.

Mit beliebigem h und geniigend kleinem ¢ > 0 kann gesetzt werden: x —a =: th.
Hieraus ergeben sich

(Ty = To)h = (ro(a + th) — r1i(a + th)) ||h]| und wegen

lim;,o(r2(a +th) —ri(a+th)) =0

(Ty — To)h = 0 fiir h € R™, d.h. Ty = T. O

Definition 3.2 (Ableitung)

Sei fin a € U C R” differenzierbar. Die lineare Abbildung T heifst dann
Ableitung von f an der Stelle a,1.Z. T = f' (a).

Mit h € R™ wird der Vektor f’(a)h € R™ auch mit f'(a,h) bzw. Th
bezeichnet.

Definition 3.3 (Gradient)
Sei U C R™, f: U — R eine reellwertige differenzierbare Funktion.
T = f'(a) = gradf (a) heikt Gradient von f an der Stelle a und es gilt

f/(a7 h) = <gradf(a)v h) , VheR"

Bem.: Weitere Schreibweise fiir grad ist V.

28



Bemerkung
Nach Def. gilt f(a+h) — f(a) = (gradf (), h) + 7 (a + h) |[2]

mit limp, o7 (a+h) =0.
Geometrische Interpretation:

e Fiir hinreichend kleines ||k ist der Zuwachs f (a+ h) — f (a) durch das
Skalarprodukt (gradf (a),h) gut wiedergegeben. Geometrisch gedeutet
zeigt gradf(a) in die Richtung des grofiten Zuwachses der Funktion f an
der Stelle a, da (gradf (a),h) seinen grokten Wert als Funktion von h
annimmt, wenn h und gradf(a) gleichgerichtet sind, d.h. h ein positives
Vielfaches von gradf(a) ist.

e Betrachtet man die Niveaumengen von f, d.h. f(z) = ¢ (Niveauhyperfls-
chen), so schmiegen sich die h, wenn h L gradf(a), an die Niveaulinien
an. Sie spannen die Tangentialhyperebene an die Niveauhyperfliche durch
den Punkt a auf, der Vektor gradf(a) € R™ steht senkrecht auf dieser und
damit senkrecht auf der Niveauhyperfliche.

e Betrachtet man den Graph von f als Hyperfliche im Raum (z1,...,Zn,y)

mit y = f(x1,...,2,), dann wird die Hyperebene (Tangentialhyperebene)
approximiert mit y = f(a) 4+ (gradf(a),z — a). —graff(a) ) € R*t!

ist Normalenvektor der Tangentialhyperebene und damit der Normalen-
vektor der Hyperfliche in (a, f(a)).

Bestimmung von T = f(a)
Es gilt nach Def. 3.1

f@)=f@+T@x—-a)+r(x)]||z—a|, Vzel.

Sei v1,...,v, sei eine Basis des R", zu der die Bildvektoren der linearen Abbil-
dung f’(a) gesucht werden. Bestimmt man zunéchst fiir einen beliebigen Vektor
v den Vektor f’(a,v) und setzt hierzu = a + tv mit t € R;t # 0 in die Def.
ein, so wird

flatt) = fa)+ ['(a,tv) +r(at o) | o]
flaw) = HEEE oot o]
also

flla,) = iy, Letto)=f(@)

Definition 3.4 (Richtungsableitung)

D, f (a) heift Richtungsableitung von f an der Stelle a beziiglich eines
Basisvektors v. Es gilt

t—0 t
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Bemerkung
f'(a) ist durch die Richtungsableitungen bzgl. der Basisvektoren vy, ..., v,
des R™ festgelegt.

Definition 3.5 (partielle Ableitungen)

D;f (a) := D,, f (a) sind die Richtungsableitungen von f an der Stelle a
bzgl. der Standardbasisvektoren e; des R™. Sie heifen partielle Ableitun-

gen. Es gilt
le(a) _ hm f(al,...,mi,...,an) ff(al,...,ai,...,an)'
T;—a4 i — a;
Andere Schreibweisen fiir partielle Ableitungen sind a% bzw. fu,
Bemerkung

Damit ist die Bestimmung der Ableitung auf die Differentialrechnung im
Eindimensionalen zuriickgefiihrt.

Bemerkung

Limites nach Def. 3.5 kénnen existieren, ohne dal f insgesamt differen-
zierbar ist:

partiell differenzierbar Zi differenzierbar.

Ist f differenzierbar, so existieren alle partiellen Ableitungen und es gilt mit
h=3"0 hiei

f'ah) =" f(a,e)h; =Y Dif(a)hi.
i=1 =1

Die weitere Darstellung der D, f(a) mittels der Standardbasis des R™, d.h. die
weitere Zerlegung von f in die Komponenten fi,..., f;, fiihrt zur Darstellung
von f’(a) als m X n-Matrix

Definition 3.6 (JAcoBI-Matriz)

Die Darstellung der partiellen Ableitungen als m x n-Matrix

Dyfi(a) Dafi(a) ... Dpfi(a)

) Difa(a) Dafa(a) ... Dypfa(a)
fia) = : : :

lem (a) Dme (a) anm (a)

heikt JACOBI-Matriz der differenzierbaren Abbildung f an der Stelle a.

Priifung auf Differenzierbarkeit

(%) f(2) = f(a) +T(x—a)+r(z)|z—a

Vorgehensweise
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e Untersuche, ob die D; f;(a) existieren. Existenz ist notwendige Bedingung.
e Priife mit der Matrix T' = f’(a) = (D; f;(a)), ob

lim r(h) = lim fla+h) = fla) =Th

fiy fio 7l =0

Beispiel 1
Sei f:R? — R? gegeben durch fi(z1,22) = 23 — 23 und fo(z1, 2) = 221 72.
Ist f an der Stelle a differenzierbar, dann existiert die JACOBI-Matrix, hier
2(11 72(12
2@2 2CL1 '
Mit

Tl(h) _ ((11 + h1)2 — ((12 + h2)2 ”(;:J% — a%) — (2a1h1 — 2(12}12) _ h¥|h||h%’ und

2(0,1 —+ hl)(ag + hg) — 20,10,2 — (2a2h1 —+ 2a1h2) _ 2h1h2

2] 2]
werden unter Verwendung der Maximumsnorm | A ||, = max{|h1], |ho|} die Ab-
schitzungen |ri(h)| < 2|k, und |r2(h)| < 2|h|, erhalten. Somit ist

r2(h) =

li h)y=1i h) = 0.
}L1—>H10 Tl( ) hl—>InO 7”2( )
f ist also in a differenzierbar mit f’(a) = der vorstehenden JAacoBI-Matrix.

Beispiel 2

Fiir eine affine Abbildung f : R” — R™ gilt f(z) = Az +cmit A: R" — R™
linear und ¢ € R™ konstant. Dann ist

fla+h)=A(a+h)+c=Aa+ Ah+c= Aa+ c+ Ah = f(a) + Ah.

Daraus folgt r(h) = 0 fiir Vh € R, d.h. f ist differenzierbar an allen Stellen
a € R" und f'(a) = A.

Beispiel 3

f:R? — R sei erkliirt durch

0 fir (z1,x2) = (0,0)
f(@1,22) = \/% fir (z1,22) # (0,0)

Obgleich an a = (0, 0) die partiellen Ableitungen existieren, ist f an dieser Stelle
nicht differenzierbar.

Wegen Vz; € R f(21,0) = 0 und Vag € R f(0,22) = 0 existieren D; f(0) = 0
und Dy f(0) = 0.

Unter der Annahme der Differenzierbarkeit von f an a = 0 ist T die Nullabbil-
dung und man erhilt mit f(a) =0 und Th =0

hihs 1

NaET
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mit der Bedingung limy_o7(h) = 0.

Ohne Einschrénkung kann ||h|| = ||h]|,, der EUKLIDischen Norm, gesetzt werden.
Dann wird r(h) = h}%fig und mit hy = hy zu r(h) = %, d.h. lim,_or(h) # 0.
Beispiel 4

f:R? — R sei erklirt durch

s _
f(ﬂcl,:cQ):{ zgg iir (21, 72) = (0,0)

OIS
P sonst

Es existieren an der Stelle a = 0 alle Richtungsableitungen (mit dem Wert 0);
trotzdem ist f in a nicht differenzierbar (nicht einmal stetig).

h1h§ 1

27,0
hi+hs \/h2+h2

Unter Verwendung der EUKLIDischen Norm wird r(h) = und mit

z.B. hqy =13, hy =t erhilt man

¢ 1 1
r(t*t) = ————— = =

V16 112 20t 1+ 1%

Somit erweist sich r in keiner Umgebung der Stelle a als beschrénkt.

Bemerkung

Die Existenz von Richtungsableitungen ist weder fiir Stetigkeit, noch fiir
Differenzierbarkeit hinreichend.

Satz 3.2
fist in (an der Stelle) a differenzierbar = f ist in a stetig.

Beweis

f@) = fla+T(z—a)+r(@)|z—a
= fl@)+f(e,z—a)+r@)|z—a.

Es gilt daher die Abschitzung

1f (@) = f(@)ll < [If" (@)l & = all + Ir ()| = — o] -

Wegen Differenzierbarkeit gilt lim,_,, 7(z) = 0, und es wird

1f () = fla)l < If" (@)l |z —al-

Bei geeigneter Wahl einer Konstanten ¢ mit ¢ ||z — a|| entspricht die vorstehende
Ungleichung der Definition fiir Stetigkeit nach Def. 2.2. O
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Bemerkung zum Gradienten

f'(a,h) = (gradf(a),h), VheR"
Der Vektor gradf(a) ist dadurch eindeutig in R™.

Bisher wurde das Skalarprodukt in R™ als positiv definite symmetrische Biline-
arform (vgl. Satz1.1) betrachtet, was an (kanonischen) Schreibweisen erlaubt:

D: f(a) oL for
gradf(a) = = = =V f(a).
Dy f(a) &L fen

Dies fiihrt zur Anwendung des sog. Nabla-Operators V als «formaleny Vektor
(vektorwertigen Differentialoperator) im Nabla-Kalkiil (vgl. Kapitel 3.8). Fiir
die Einheitsvektoren der Standardbasis, z.B. des R?, gilt die Matrix

(<6i,€‘7‘>) = Diag(L 1, 1).

Dagegen wird ein «Skalarprodukty als nicht ausgeartete (nicht entartete) sym-
metrische Bilinearform als MINKOWSKI-Form (MINKOWsKImetrik) in der allge-
meinen Relativitdtstheorie verwendet. Hier gilt fiir die entsprechende Basis des
R* die Matrix

(<eia ej>]V[> = Dlag(la 13 1) 71)

und fiir den Gradienten

e,

grady fla) = | 4

_f:m

3.2 Rechenregeln

Um Beweisfithrungen zuginglicher zu machen, ist es zweckmafig, die Differen-
zierbarkeitsdefinition aus Def. 3.1

(%) f(@)=f(a)+ T (z—a)+r(zx)|z—al
mit ilg}lr(x) =0
in die Form
(xx) f(a+h) = f(a)+ f (a,h) +7(a+h) R
mit }lbii%r(a—i—h):()

umzuschreiben.
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Satz 3.3

Sei f:U —>R™,g:U — R™ mit U C R” offen in a € U differenzierbar,
ceR.

Dann sind auch f 4 g und cf differenzierbar in ¢ und es gilt

(f+g)j(a) = f'(a)+¢ (a)
(cf) (a) = cf'(a)

Satz 3.4 (Produktregel fiir reellwertige Funktion)
Sei f:U—R,g:U — R mit UCR"” offen in a € U differenzierbar.

Dann ist auch fg differenzierbar in a und es gilt
(f9)"(a;h) = f (a) ¢’ (a,h) + f" (a,h) g (a).

Beweis

Multiplizieren von f und g in der Form (xx) ergibt

(fg)(a+h) = [ (a)

)7y (a, h) [|A]

) 7q (a,h) |||
) IR

+ o+ 4+

Abschiitzung von |f' (a,h) g’ (a,h)| < c||h||?, Zusammenfassung der letzten
sechs Summanden (letzten vier Zeilen der Gleichung) zu r (h) h mit limj, o7 (h) =
0 und Ubernahme der Schreibweise aus dem Satz ergibt,

(fg) (a+h) = (fg) (a,h) + (fg)' (a,h) +r (k) h.

Bemerkung

Die Produktregel fiir reellwertige Funktion 14t sich auch schreiben als
gradfg (a) = f (a) gradg (a) + g (a) gradf (a).

Satz 3.4 bezieht sich auf rellwertige Funktionen und es ist moglich, dies zu mo-
difizieren; dazu zwei Fille:

Fall 1

Produkt reellwertiger Funktion f : U C R"™ — R mit vektorwertiger Abbildung
g:UCR" - R™.

Bei komponentenweiser Multiplikation ergibt sich die Regel
(f9) (a,h) = f (a) g (a,h) + f' (a,h) g (a).

Fall 2
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Produkt vektorwertiger Abbildungen f: U C R® - RP und g : U C R" — RY.

An die Stelle des Produkts zweier reellwertiger Funktionen tritt als bilineare
Abbildung [, ] : R? x R? — R™ als Produkt

[f.9) (a,h) = [f (a) ¢ (a, )] + [f' (a, h) , g (a)].

Es ist auf die Reihenfolge zu achten, da die bilineare Abbildung nicht unbedingt
symmetrisch ist.

Satz 3.5
Sei f: U CR™ — R mit U offen in a € U differenzierbar mit f (a) # 0.
Dann ist
1\’ 1 ,
(f) (a,h) = — <(f(a))2> 1 (a,h).
Bemerkung

Diese Regel 1éfst sich auch schreiben als

1 1
grad (f) (a) = — ((f(a))2> gradf (a).

!

Die Regel fiir (%) (a, h) erhilt man {iber den Ansatz g (a) (%) (a) und

Anwendung der Produktregel.

Bemerkung

Satz 3.6 (Kettenregel)

Sei f:U CR™ —R™, U offen, g: V C R™ — RP, V offen, in a € U bzw.
in b € V differenzierbare Abbildungen und f(U) C V und b = f (a).

Dann gilt
1. go f: U — RP ist differenzierbar in a
2. (g0 f) (a) =g (f () f'(a) baw. (go ) (a,h) = ¢ (f (a), f' (a,h))

Fir die JAcoBI-Matrizen von Abbildungen f, g und ihrer Verkettung H = go f
gilt

DlHl(a) N DnHl (a)

DiH,(a) ... DnH,(a)
Dlgl(b) N Dmgl (b) D1f1 (a) . anl (a)
Digy® .. Dmgy® ) \ Difm(a) ... Dpfm(a)

somit wird
m

DiHj(a) = Z Dkg](b) . szk(a)
k=1
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Ist g reellwertig, d.h. p =1, wird auch H reellwertig und

DiH(@@) = . Dyg(b)D;fila)
k=1

= Zka )Dyg(b), d.h.
gradH = (D;fx(b )) gradg.

Fir die Ableitung der Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung gilt wegen
der Kettenregel

g o f = id]Rn = g ( )f ( ) ianXn7 d.h.
g (f@) = (fa)”
Vorausgesetzt ist, dafl f : U — R"™ eine Umkehrabbildung g : V. — R", V offen,
besitzt und dak f in a € U und g in b = f (a) differenzierbar sind.

Das Ergebnis der Anwendung der Kettenregel auf die Ableitung der Umkehr-
abbildung besteht schon, wenn ¢ in b = f (a) lediglich stetig ist, weil daraus die
Differenzierbarkeit folgt:

Satz 3.7

Sei U,V C R" offen, f : U — R" eine in a € U differenzierbare Abbildung,
g:V — R" ihre in b = f(a) stetige Umkehrabbildung und f’ (a) die
JAcoBI-Matrix.

Ist die JAcoBI-Determinante det f' (a) # 0, so ist g in b differenzierbar

und ¢’ (b) = (f' (@)™

Beweis
O.B.d.A. gelte a =0, f(a) =
Nach Voraussetzung ist f in 0 differenzierbar.

Es gibt dann (analog der Form (xx) fiir die Darstellung der Differenzierbarkeits-
definition) fiir f eine Darstellung

fx)=F(zr)z mit lim, .oF (x)=f"(0) ,

wobel F(z) linear und in z = 0 stetig ist, d.h. F(0) = f'(0).

Wegen der Voraussetzung det F'(0) = det f/(0) # 0 gibt es in einer geeigneten
Umgebung W C V von 0 die inversen linearen Abbildungen (F (z)) "

Die Berechnung der inversen Matrix mit Determinanten (CRAMERsche Regel)
zeigt, daf lim,_o (F (z)) ™" = (f/(0))""

Aus y = F (2) z mit © € W gewinnt man die dquivalente Gleichung

z=(F(x) 'y
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Durch Einsetzen von z = g(y) und Erklirung der dadurch entstehenden

erhilt man g(y) = G (y) y mit lim,_o G (y) = (f’ (0))~" als Darstellung fiir die

Umkehrabbildung g fiir y € W, wobei die Stetigkeit von ¢ in 0 verwendet ist.
Somit ist ¢ in y = 0 differenzierbar und es ist ¢’(0) = (' (0))™". O

Bemerkung (andere Formulierung von Satz 3.7)
/!

f71 (total) diff’bar A (f71) = (f) 'o f7t = f1 stetig diff’bar.
Dabei sind (f/) " und f~! jeweils stetig

3.3 Mittelwertsatz

Im Falle des Eindimensionalen postuliert der Mittelwertsatz zu gegebenen Punk-
ten a und b die Existenz eines zwischen a und b liegenden Punktes ¢ mit gewissen
Eigenschaften. Setzt man im Mehrdimensionalen voraus, dafs die Definitions-
menge D einer Abbildung konvez ist, dann ist sichergestellt, daf falls ein ¢ auf
der Verbindungsstrecke von a und b liegt, ¢ € D gilt. Der Mittelwertsatz lautet
dann:

Satz 3.8 (Mittelwertsatz)
Sei U C R™ konvex, f: U — R differenzierbar.

Geeab fO)—fla)=F (eb—a).

Beweis

Die Verbindungsstrecke wird durch v (t) = a+ ¢ (b — a) mit 0 <t < 1 beschrie-
ben.

Diese differenzierbare Abbildung hat die konstante Ableitung +'(t) = b — a.

Fiir die Funktion F' : [0,1] — R, definiert durch F(t) = f(~(t)) gibt es bei
Anwendung des «gewdhnlichen» Mittelwertsatzes eine Stelle ¢ € 10, 1] so, daf
F(1) — F(0) = F'(9).

Mit der Kettenregel erhdlt man F'(t) = f' (v (¢), (¢)).
Wegen F(0) = f(a), F(1) = f(b) ist F' (¥) = f(b) — f(a) die linke Seite,

mit ¢ := ¢ und 7 (¢) =: ¢ als Punkt der Verbindungsstrecke ist v/ (¢) = b —a
und f’ (v (¢),7 (¢)) wird zur rechten Seite der Behauptung. O

Bemerkung

Ersetzt man die Verbindungsstrecke durch einen beliebigen in U verlaufen-
den differenzierbaren Weg, so erhilt man f (b) — f (a) = f' (v (9),~ ()
mit 0 < ¢ < 1. b — a ist also durch v/ () ersetzt.
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Bemerkung

Allgemeiner bedeutet das Betrachten einer in U C R" erklirten reellwer-
tigen Funktion f ldngs eines in U verlaufenden Weges v das Betrachten
der Verkettung F := foy von 7 : [a,b] — U mit f: U — R. Sind v und f
differenzierbar, so gilt

Fi(t) = f" (v (£),7" (1)) = (gradf (v (£)) .7 (1)) -

Bemerkung

Umbenennungen fiihren zu einer anderen Darstellung des Mittelwertsat-

zes:
flx+h)—f(x)=f (z+0h,h) mit 0<I<I1.

Fiir Abschdtzungen des Zuwachses von f (x4 h) — f () ist z.B. die Kenntnis
eines Zwischenpunktes nicht unbedingt erforderlich. Eine solche Abschitzung
erhdlt man unter den Bedingungen des folgenden Satzes:

Satz 3.9 (Schrankensatz)

Sei U C R™ konvex, f : U — R differenzierbar. Ist gradf auf der Strecke
von x nach x + h beschrankt, dann gilt

[f(+h) = f(x) <ShAl,

mit S < ||gradf (x + th)|| fiir alle 0 < ¢ < 1.

Beweis
Aus f(x+h)— f(x) = f (x +9h,h) = (grad f(z + ¥h),h) mit 0 < ¥ < 1 folgt
wegen |f (x + h) — f (2)] < ||gradf(x 4+ 9h)|| ||| das Behauptete. O

Bemerkung vgl. Satz 3.29

Satz 3.10 (Charakterisierung der konstanten Funktion)
Sei U C R™ offen und wegzusammenhingend, f : U — R differenzierbar.

Die Bedingung
Vee UVh e R" f'(z,h)=0

ist notwendig und hinreichend dafiir, dafs f konstant ist, d.h.

ff(x,h)=0% f(x)=c.

Beweis:
«<» (notwendig) offensichtlich.

«=» (hinreichend):

Seien zwei Punkte a, b durch einen Streckenzug a = ag, a1, ...,a5—1,ar = b ver-
bunden. Anwendung des Mittelwertsatzes auf Strecken ajyi,a; fithrt unter
Beachtung von f’(cj,a;41 — a;) = 0 zu den Gleichungen f(a;y1) = f(a;) fiir
j=0,1,....,k—=1,dh. f(b) = f(a).
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Bemerkung

f'(x,h)=0% Dif(x) =0,...,D,f(z) =0 & gradf(z) =0

Bekanntlich ist es fiir die Differenzierbarkeit einer Abbildung f an einer Stelle
a nicht hinreichend, daf in a alle partiellen Ableitungen existieren. Sind diese
jedoch stetig, dann folgt daraus die Differenzierbarkeit von f in a. Da sich die
Eigenschaft der Stetigkeit relativ leicht priifen 1&ft, ist eine solche Aussage tiber
die Differenzierbarkeit fiir Anwendungen wichtig.

Satz 3.11 (Stetigkeit und Differenzierbarkeit)
SeiU C R™, f: U — R besitze sdmtliche partiellen Ableitungen D1 f,..., D, f.
Samtliche D; f sind in a stetig = f ist in a differenzierbar.

Beweis

Zu zeigen ist

1o fa+h) — f(a) = f'(a,h)

=0.
h—0 7]

Setze fiir die Ableitung f’ (a,h) = D1 f (a) h1+---+ D, f (a) h,, die Unterteilung
von a,a + h an mit

ap = a,
ay—apg = hies,
az —a1 = hgey,

Ay — Qp—1 = hpen,.

Entwickle f(a+h)— f(a) als Teleskopsumme und wende jeweils den Mittelwert-
satz auf die «Einzelsummanden» an, d.h. zu jeder «Strecke» @;_1, a; gehore der
Zwischenwert c;:

fla+h) — flan)

+ f(anfl) - f(an72)
+ f(an72) - f(anf?))
Tofa) - fa)
Cn Cn—1 Cn—2 AN C1
Dann ist
flat+h)—fla) = 37_,D;if(cj)hy
fla+h)=fla)=f (a,h) = Y7 Dif(c;)hj— f (a,h)
= Y1 (Djf(c;)hj = Djf (a) hy)
|fla+h) = fla) = f (e, h)] < 375, ID;jf (¢j) by — D;f (a) hyl
- < IR 2Z521 D f (ej) — Djf (a)
|f(a+h)_}|(|§:‘)_f (a,h)| S 2?21 |DJf (C]) _ DJf (a)|
Wegen der Stetigkeit von D1 f, ..., D, f folgt die Behauptung. (]
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Bemerkung

Die Satze 3.8 bis 3.11 sind von reellwertigen Funktionen f : U — R
auf vektorwertige Abbildungen f : U — R™ iibertragbar, da sie fiir jede
Einzelkomponente f; von f gelten. Als lediglich technische Schwierig-
keit erweist sich, daf beziiglich des Mittelwertsatzes die Zwischenstellen
fiir die Einzelkomponenten im allgemeinen nicht dieselben sind. Ist der
Schrankensatz anwendbar, 14t sich ein S z.B. als S = max{Sy,..., S5}
oder als S = 51 + ...+ S,, bilden, wenn man in R™ die Maximumsnorm
oder die [;-Norm verwendet. Man bekommt als Normabschétzung fiir den
Zuwachsvektor:

1f(z+h) = f@)]| < S|All.

Folgerung (vgl. Satz3.10)

Ist U C R"™ der differenzierbaren f : U — R™ wegzusammenhéngend,

dann gilt
Ve e UVh € R"  f'(x,h) = 0= f konstant.
Satz 3.12
Sei U C R* , f : U — R stetig differenzierbar, K C U kompakt und
konvex.
Ve > 035 > 0Ve,y € Kmit ||y — z|| < dgilt
[f () = f(x) = (gradf (z),y —2)| <elly — .
Beweis

Nach dem Mittelwertsatz, der SCHWARZschen Ungleichung und weil grad f auf
der kompakten Menge K gleichmiifiig stetig ist, gilt

[f(y) = f(z) = (gradf (z) ,y —x)| = [({gradf (2),y —z) — (gradf (z) ,y — z)|
< llgradf(z) — gradf ()| [ly — |,

wobei z ein Punkt der Verbindungsstrecke T,y ist. O

3.4 Hohere Ableitungen. TAYLORscher Satz

Die Ableitung f’ einer differenzierbaren Abbildung f kann in zweierlei Weisen
aufgefafst werden:

1. Ist f an allen Stellen z € U C R" differenzierbar, so erhilt man die
Ableitung f’ von f als Abbildung von U

U — LR, R™) definiert durch
z = f(x).
Dabei ist £ die Menge der linearen Abbildungen L : R® — R™. Eine
direkte Einfiihrung einer zweiten Ableitung f” bietet sich unmittelbar an
mit
=" und daher
[ U — L(R™, L(R™,R™))

(Dieser Weg wird zunéchst nicht weiter verfolgt).
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2. Ist f an allen Stellen x € U C R" differenzierbar, so erhilt man die
Ableitung f’ von f als Abbildung von U x R

f' U xR* — R™ definiert durch
(@, h) — f'(2)h.

Dabei ist f linear in der Variablen h. Ergebnis ist ein «Ableitungsvektor»
f'(x)h des R™, der auch (wie bisher) mit f’(x,h) bezeichnet wird. Eine
Einfiihrung einer zweiten Ableitung f” kann geschehen mit
" (x, h,k) :== g, (x,k)  und daher
f7:U xR x R" — R™
Dazu wird fiir festes h € R™ die Abbildung g5, : U — R™ mit gp(z) =
f'(x, h) erklart. Ist dieses gj, fur jedes h € R™ differenzierbar, so heifst

f zweimal differenzierbar. Diese Betrachtungsweise fiihrt Ableitungen als
multilineare Abbildungen ein, d.h. linear, bilinear usw.

Bemerkung

f" ist fiir jedes x € U eine bilineare Abbildung, d.h. insbesondere
f//('rah1+h27k) = f//(xahlak)+f//(‘rah2ak)7

f,/ (x7 Ch7 k) = Cf” ('r’ h? k) '
Bei Verwendung der Standardbasis von R™ mit & und k als Richtungsvek-
toren gilt
fh) = S Dif (@)
(@, h k) = Zn 1Dgn(22 1 Dif (z )hZ)
Z] 1 Z? 1 D D f ( )
Bemerkung

Existiert f”, dann existieren auch die partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung D;D; f(x). Schreibweisen sind

9,
DlDfa(azf,;) O*f
e 81‘]‘ 781']8$2

= frlrj = fij

Betrachtet man h und k als Parameter, dann wird in Anwendung der Def. 3.1
auf die Ableitung von g; die definierende Bedingung fiir die zweite Ableitung
von f zu

f'(@+kh)—f(z,h) = f" (z,h k) + Ry (h, k) |||

mit limg_o Rz (h, k) = 0 und R, linear in h.

Satz 3.13 (Satz von SCHWARZ)
Sei U C R™, f:U — R™ zweimal differenzierbar. Dann ist
Vk,h e R"  f"(x,h,k) = f"(z,k,h),

d.h. daf die bilineare Abbildung (h, k) — f” (x, h, k) symmetrisch ist.

41



Beweis
Beweisidee: f(z+h+k)— f(x+h) — f(x+k)+ f(z)ist ein Ndherungswert
fiir f” (z,h, k). Zu zeigen ist

L f et sh sk) = f (o sh) = f (2 sk) + £ (@)
1m 3
s\.0 S

:f”(xahak)'

Da die linke Seite bei Vertauschung von h und k sich nicht dndert, folgt die
Behauptung der Symmetrie unmittelbar.

0.B.d.A. geniigt es, den Beweis fiir reellwertiges f zu fithren.
Schritt 1:
Esgiltmit 0 <9 <1

(%) f+h+k)—f(z+h)—fz+k)+f(2)
= " (x,h,k) + Ry (h,Oh + k) |9 + k|| — Ry (h, Oh) |0h]|.

Mit 0 <t <1 fur die Hilfsfunktion
F(t):=f(x+th+k)— f(x+1th)

fiir die beiden ersten Glieder der linken Seite von (%) gelten

F'(t) = f'(x+th+kh)—f (x+thh),

F1)—F0) = fx+h+k)—f(z+h)—f(z+k)+f(z).
Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer reellen Variablen gilt
F(1)—F(0)=F'(9) mit 0<9<1.

Mit «Einschiebens von f'(z,h) wird dann

Jfl+h+k)—f@+h)—f@+Ek)+ f(z)
= (f'(x+9h+k,h)— f (x,h) = (f (x+Ih,h)— f'(z,h)).

Mit Hilfe der definierenden Bedingung fiir die zweite Ableitung (vgl. Bemerkung

vor Satz) konnen die Differenzen der rechten Seite umgeformt werden zu

f(x+9h+kh)—f (z,h) = f"(x,h,9h+k)+ R, (h,Oh+k)|9h+kK|,
' (x+9hh)— f (xz,h) = f"(z,h,9h) + Ry (h,Oh)|Ih] .

Wegen f” (z,h,9h + k)— f" (z,h,9h) = " (x,h, k) folgt bei Ausfiihrung der

Differenz der rechten Seite die Gleichung (x).

Schritt 2:

Mit Substitution von h durch sh, von k durch sk mit s > 0 und da R, nach
Voraussetzung in h linear ist wird der Zahler des lim-Ausdrucks fiir reellwertiges

f zu

f(x +sh+sk) = f(z+sh) = f (z + sk) + f(x)
= $2(f"(x,h, k) + Ry (h,s(9h + k)) |9 + k| — Ry (h, s9h) [[9h]]) .

Wegen limg_.g Ry (b, s(9h + k)) = 0 und lims_,¢ R, (h, s¥h) = 0 folgt die Be-
hauptung. O

42



Folgerung
Ist f zweimal differenzierbar, dann gilt D;D; f(z) = D, D; f(x).

Bemerkung

Entsprechend Satz 3.11 bzw. seiner Verallgemeinerung auf R™ kann aus-
gesagt werden: Existieren alle zweiten partiellen Ableitungen von f und
sind sie stetig, dann ist f zweimal differenzierbar.

Hohere oder p-te Ableitungen werden in Verfolg der zweiten Auffassung gesehen
als
f® U xR x--- x R* - R™
—_——

p—mal
(.50, b)) o ) (2,5, )

Bei festem x besteht eine totalsymmetrische p-fach lineare Abbildung.

Bemerkung
Ist f(P) stetig, dann heift f p-mal stetig differenzierbar. Gilt Vp € N 3f (),
so heillt f unendlich oft differenzierbar.

Satz 3.14 (TAvyLORsche Formel)

Sei U C R" |, f:U — R (p+ 1)-mal differenzierbar, die Verbindungs-
strecke x,x + h C U.

Dann gilt

Fth) = F @)+ @)+ 3 f b )+

1
+od S P (@b h) + Ry (2,h)
p! =
p—mal

wobei das Restglied R, mit 0 < ¥ < 1 geschrieben werden kann als

1

Ry(x,h) = W

f(PJrl)(x +9h, hy,...,h).
N——

(p+1)—mal

Beweis
Beweisidee analog der des Mittelwertsatzes. Setze v (t) = v +th mit 0 <t < 1.

Wende auf F' = f o+ den (eindimensionalen) TAYLORschen Satz an:

F(1) = F(0) + F'(0) + %F”(O) +.F 2%F@(O) + mF“’*”(ﬁ).
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Die Ableitungen von F sind

F'(t) = S@®).,Y @) = [f(@),h),
F"(t) = f”( (t),h,y () = f"(v(t),h,h),
}:(p)(t) — = f(P) (v(t),h,...,h),
p—mal
Feth@)y = .. = fPtU(y(t), h,...,h).
——
(p+1)—mal
Mit v(0) = z und (1) = = + h folgt das Behauptete. O

Bemerkung

Unter der Voraussetzung, dafs f (p+1)-mal stetig differenzierbar ist, erhélt
man eine Integraldarstellung des Restgliedes

1/t
R,(z,h) = o) (1 —t)PFPH) (1)t
1 1
= S/ — )P fPt (x4 th, h,..., h)dt.
p, 0 H,—/

(p+1)—mal

Bemerkung

Entsprechend dem Mittelwertsatz ist auch fiir die TAYLOR-Formel die
Ubertragung auf vektorwertige Abbildungen méglich.

3.5 Zweite Ableitungen

Die zweite Ableitung n-dimensionaler reellwertiger Funktionen ist sehr wichtig
wegen ihrer Rolle in physikalisch-mathematischen Modellen, wie Wellenausbrei-
tung, Warmediffusion, Stromungen u.a.

Die zweite Ableitung ist eine symmetrische Bilinearform. f” (z,h,h) mit h € R
ist die zugehorige quadratische Form und heifst auch HESSE-Form von f an der
Stelle x.

Definition 3.7 (HESSE-Form bzgl. Standardbasis)
Die HESSE-Form hat beziiglich der Standardbasis die Darstellung

" (@, by h) ZZf” ) hih; =h"Hh

=1 j5=1

mit fi; () = D;D;f (), h =) hse; und der HESSE-Matriz H;; = (fij;).

Erinnerung (Lineare Algebra)
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Eine quadratische Form @ : R™ — R in z hat die Gestalt

Qz) = Xn:iaijmixj =z Az

i=1 j=1

mit = (21, 22,...,2,)  und der (reellen quadratischen) symmetrischen Ma-
trix A = (a;;). Sie 148t sich nach den Eigenwerten A, die sie annehmen kann,
klassifizieren (hier: Eigenwert(e) A der Matrix A abgekiirzt mit EWe)

i) positiv definit Ve£0Q(z) >0 < alleEWe >0
ii) negativ definit Ve£0Q(z) <0 < alleEWe <0
ili) positiv semidefinit Ve#0Q(z) >0 <« alleEWe >0
iv) negativ semidefinit Ve£0Q(z) <0 & alleEWe <0
v) indefinit 21 Q(z1) >0 < FEWe>0

und Jzs Q (22) < 0 und IEWe < 0

Im Falle n = 2 erhalt man als einfaches Kriterium mit A = < Z I; >

) positiv definit det A>0Aa>0
) negativ definit det A>0Aa<0

iii) positivsemidefinit detA>0Aa >0
) negativsemidefinit det A>0Aa <0
) indefinit det A <0

Quadriken

Die Funktion f : U — R sei in einer Umgebung von a € U zweimal differenzier-
bar, f”(a, h, k) sei nicht die Nullmatrix.

Definition 3.8 (Quadrik)
Die quadratische Gleichung

o1 = F(a) + F (a) (z — a) + % (w—a)" /" (a) (z — a)

beschreibt eine Quadrik (Fliche 2.0rdnung) im R"*!.

Bemerkung

Man spricht in diesem Falle auch von der Schmiegequadrik an den Gra-
phen von f in (a, f(a)). Im Falle n = 2 kann man durch geeignete affine
Koordinatentransformation jede beliebige Schmiegequadrik auf eine der
folgenden Normalformen bringen

2z =x(x% +y?) elliptisches Paraboloi

E +(2? 2 lliptisches Paraboloid
2=z —y yperbolisches Paraboloi

H 2 2 h bolisches Paraboloid

(P) 2= +a? parabolischer Zylinder
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Bemerkung
Zweimal differenzierbare Abbildungen f konnen klassifiziert werden:
Der Graph von f heift in einem Punkt (a, f(a))

elliptisch < f"(a)ist positiv oder negativ definit
hyperbolisch < f”(a) ist nicht singulér und indefinit
parabolisch < f”(a) singuldr und ungleich der Nullmatrix
flach < f"(a)ist gleich der Nullmatrix

Ein hyperbolischer Punkt heifit Sattelpunkt.

Beispiel
Die Funktion f(z,y) = 3z%y — y> hat die HESSE-Matrix

Dyy Dy, y x
f//xvy:( ’ J)f z,Y :6< )
N G L ] G
Sie ist an der Stelle (z,y) = (0,0), d.h. im Nullpunkt, wegen

roo=o(g )

flach, ansonsten wegen

T

" _ Yy
det f (m,y)—36‘ r —y

‘ = —36(y° +2%) <0 V(x,y) # (0,0)

indefinit und damit hyperbolisch.

Lokale Minima und Maxima

Zur Charakterisierung lokaler Extrema bei n-dimensionalen Funktionen bedarf
es der Entwicklung entsprechender Bedingungen, denen f : U — R geniigen
muf.

Definition 3.9 (kritische Stelle)
Sei U C R" offen, f: U — R differenzierbar, a € U.
a heifit kritische Stelle von f, wenn Yh € R™  f'(a,h) = 0.

Bemerkung

VheR" f'(a,h) =0« Dif(a)=...=D,f(a) =0 < gradf(a) =0.
Satz 3.15

Sei U C R” offen, f: U — R differenzierbar, a € U.

a ist lokales Extremum einer differenzierbaren Funktion f = a ist kritische
Stelle von f.
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Beweis (fiir Maximum, Minimum analog)
Voraussetzung mit V Umgebung: 3V Ve e V' f(z) < f(a).
Wahle h # 0 so, dak a + h,a —h € V.

Betrachte f auf der Verbindungsstrecke a — h,a + h, d.h. die Funktion F(t) :=
fla+th) mit —1 <t <1.

Da F(t) < F(0) und F differenzierbar, folgt F'(0) =0 = f'(a, h).

Wegen der Linearitiit von f’ beziiglich h gilt dies nicht nur fiir ein h = 0 € R",
sondern fiir alle h € R™. O

Die Vorgehensweise zur Bestimmung von Extremalstellen einer differenzierbaren
rellwertigen Funktion f von n Variablen besteht daher in zwei Schritten

1. Ermittle zunéchst alle kritischen Stellen von f

2. Priife die kritischen Stellen einzeln auf ihre Extremaleigenschaft.

Satz 3.16

Sei U C R, f: U — R zweimal stetig differenzierbar, a € U kritische
Stelle.

Ist die quadratische Form f”(a, h, h) positiv definit, so ist a Minimum von
f, ist sie negativ definit, so ist a Mazimum von f, und ist sie indefinit, so
ist a keine Extremalstelle von f , sondern Sattelpunkt.

Beweis

f(@) = fla)+ flla,x—a)+ 3 f"(a+ Iz —a),r —a,x —a) mit 0 < ¥ <1
(TayLor-Formel). f'(a,z — a) = 0 nach Voraussetzung. Das weitere Verhalten
von f hingt daher von f”, genauer von dem (eigentlichen) Restglied ab. Wegen
der Stetigkeit der zweiten Ableitung ist

fa+9@x—a)z—ax—a)=f"(a,x —a,x —a) + )|z —al
mit lim, ., r(z) = 0.
Fall 1: f"(a, h,h) positiv definit.

3¢ > 0 fa,h,h) > c¢||h|?, denn das Minimum ¢ der quadratischen Form ist auf
der Einheitskugel ||h|| = 1 positiv nach Voraussetzung. Bei Wahl von ||z — al|
so klein, daf |r(z)| < §, wird

1

f@) = fla) = 3

5 (f”(a, r—a,x—a)+r(z)||r— a||2)

und daraus die Abschitzung
c
fl@) = fla) 2 7 lla— al®,
d.h. a ist lokales Minimum fiir f.

Fall 2: f”(a,h,h) negativ definit.
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Beweisfiihrung analog.
Fall 3: f"(a, h, h) indefinit.
Hho Hho” = l,f”(a,ho,ho) > 0 und Hko ||:Z€0|| = 17f”(0,, ko,ko) < O

Betrachte die beiden Geraden durch a mit den Richtungen hy und ko: fiir ein
geniigend kleines ||z — a|| wird f(z)— f (a) positiv bzw. negativ. D.h. a ist kein
lokales Extremum. (]

Bemerkung

Wenn die quadratische Form f”(a, h,h) positiv semidefinit bzw. negativ
semidefinit ist, so ist dies fiir ein lokales Extremum notwendig, aber nicht
hinreichend.

Beispiel

f(z,y) = 22 + y3. Setze gradf(z,y) = (2x,3y?) = (0,0). Dann ist (0,0) der
einzige kritische Punkt.

" 2 0 2 0
roo=(34),,~ (0 0)

ist positiv semidefinit, aber (0,0) ist kein Extremum.
UBERSICHT

Ist (z0,yo) kritische Stelle von f: U C R? — R und notiert man

(2 5)-()
fye  fyy b c
- Zitat: SCHWARZ bringt Symmetrie! - dann ist

a>0 ac—0b®>>0 hinreichend fiir Minimum
a<0 ac—0b?>>0 hinreichend fiir Maximum
a>0 ac—b%>>0 notwendigfiir Minimum
a<0 ac—b2>0 notwendig fiir Maximum

ac —b? < 0 hinreichend fiir kein Extremum

Konvexe Funktionen

Definition 3.10 (konveze Funktion)
Sei U C R” offen und konvex. f:U — R heifst konvez, wenn

V$1,$2 eUux #IQ/\VI&E [0,1]
fA =ty +tze) < (1 —t) f(21) +tf (22).

Fiir t € ]0,1[ und mit «<» heiflt f streng konvez.

Konkav und streng konkav analog < — f konvex bzw. streng konvex.

Bemerkung
vgl. Def. 1.20 (konvezre Menge)
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Satz 3.17
Sei U C R™ konvex, f: U — R differenzierbar.

f ist streng konvex genau dann, wenn
Va,z €eUx #a f(z)> f(a)+ f'(a,z — a).

Satz 3.18 (Konvexititskriterium)
Sei U C R™ konvex, f: U — R zweimal differenzierbar.

Ist f” {iberall in U positiv definit, dann ist f streng konvex.

Beweis

Mit der Voraussetzung, daf f in U zweimal differenzierbar ist, gilt mit der
TAYLOR-Formel

F(#) = @)+ Faz —a) + 3@+ 9 —a) — 0,2~ a)
mit 0 <9 < 1. Nach Satz 3.17 gilt fiir strenge Konvexitat
f(@) = fla) = f'(a,x — a) > 0.
Dies bedeutet, dak fiir z # a
f"(a+9(x —a),xr —a,x—a)>0.
Hieraus folgt als hinreichende Bedingung fiir die strenge Konvexitét:

Yye UVh eR™ f"(y,h,h) > 0.

Bemerkung

Hinreichende Bedingung fiir Konvexitit zweimal differenzierbarer Funktionen
ist, dafs alle HESSE-Formen positiv semidefinit sind. Aber

streng konvex = Hj positiv semidefinit
strengkonvex 7 Hy positiv definit
3.6 Lineare Differentialoperatoren

Sofern nicht anders angegeben, erfolgen die nachstehenden Notationen auf der
Grundlage eines R-Vektorraumes mit den entsprechenden Einheitsvektoren, die
die Standardbasis bilden.
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Definition 3.11 (linearer Differentialoperator)

Werden in dem multivariaten Polynom

P(z) = ap k2t - ai

die z; durch die (partiellen) Ableitungsoperatoren D; ersetzt, so entsteht
ein sog. linearer Differentialoperator P (D) mit konstanten Koeffizienten.

Hat P den Grad k mit k = max {k; +---+ ky}, so ist P (D) die lineare
Abbildung
P(D):C*(U) —C(U)

und
P(D)f:=)_ak,. D" ---Di"f,

wobei D? bedeutet, D; p-mal anzuwenden.

LAPLACE-Operator

Setzt man die Koeffizienten ay, .., gleich Null mit Ausnahme von
a0,....0 = 00,2,....0 = "' =0g,,..2 =1,

dann erhélt man fiir P(D) den LAPLACE-Operator:

A:=D?4+ D3+ ---+ D?

n?

d.h. mit der EUKLIDischen Metrik auf R™ wird {iber die zugehorige quadratische
Form
Qz)=a3 422+ - 422

dieser Differentialoperator induziert.

Alternativ wird der LAPLACE-Operator A iiber die Spur (=Summe der Diago-
naleintrige) der HESSE-Matrix einer zweimal differenzierbaren Funktion

spurHy(z) = Zn: D?f = Af(x)

i=1

hergeleitet.

Die Bedeutung dieses Operators - insbesondere fiir die theoretische Physik -
ergibt sich aus seiner zentralen Eigenschaft der Drehinvarianz.

Satz 3.19
Fiir jede Orthonormalbasis (ONB) vy, ..., v, des EUKLIDischen R" gilt

Af=D2f+...+D: f.
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Beweis

Allgemein ist
D,.D., f(x) = v} Hy()u.

Mit der Orthogonalmatrix V := (v,) wird
DviD’z)Jf(x) = evTHf(x)ez

mit H(x) = VT H;V (Transformation auf Standardbasis).
Da V orthogonal, wird

Z D?)Lf = spurH,

i=1

d.h. H und H haben gleiche Spur. O

Bemerkung
Sei D C R™ offen, f: D — R. Der LAPLACE-Operator A mit

n 2

0
Af;zzaiz];:spuer

i=1 "1

ist invariant unter orthogonalen Koordinatentransformationen, einer wich-
tigen Eigenschaft zur Modellierung physikalischer Ph&nomene in isotropen
Medien. Unter allen linearen Differentialoperatoren zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten sind cA + d mit ¢,d € R die einzigen Diffe-
rentialoperatoren mit dieser Eigenschaft. (Zweiter Ordnung heifit: das
zugehorige Polynom hat den Grad 2.)

Beispiel 1 Potentialgleichung

e homogene Potentialgleichung Au = 0, wichtig z.B. in RIEMANN-Theorie
der komplex differenzierbaren Funktionen. So kann man zeigen, daf jede
komplex differenzierbare Funktion (reell) Af = 0 erfiillt.

e inhomogene Potentialgleichung Au = f mit f als fest gegebener Funktion,
wichtig z.B. in Gravitationstheorie, allgemeiner «Potentialtheoriey.

Definition 3.12 (harmonische Funktion)

Die Losungen u der homogenen Potentialgleichung Au = 0 heiken harmo-
nische Funktionen.

Beispiel 2 Wellen- und Schwingungsgleichung
1
Agp = Cjwtt

mit ¢ # 0 fiir Funktionen ¥(x,t) mit «Orty x € R™, «Zeit» ¢t € R und

n
82

A, =S
2
€=

i:laz
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beschreibt, Dynamik elektrischer oder magnetischer Felder, ...

Beispiel 3 Wiarmeleitungsgleichung

1

mit k£ > 0 beschreibt Dynamik bei der Warmeausbreitung.

3.7 Maximumprinzipien

Satz 3.20

Sei D C R" offen und beschrénkt, f : D — R zweimal differenzierbar in
D und stetig auf D. f geniige der Differentialgleichung Af > 0 in D.

Dann nimmt f ihr Maximum auf dem Rand 9D an.

Beweis

Definiere M := max {f(z),z € D} ,m := max{f(z),z € dD}. Diese Maxima
existieren, da D und 0D kompakt. Immer gilt m < M. Zu zeigen: m = M.

Annahme: m < M.
Definiere g(z) := >, z7. Dann «LAPLACE-g» Ag = 2n > 0.

— M—
Setze € := m > 0.

Definiere h := f + £g. Dann gelten h > f und Ah = Af 4+ eAg > 0 sowie

M—m

M.
5 <

max {h(z),z € 0D} < m+ emax {g(z),z € ID} =m +

Daraus folgt: h nimmt Maximum in zo € D an. Notwendig fiir Maximum ist
Hp,(x0) negativ semidefinit.

Wegen Ah(xo) >0 =3k € {1,...,n} mit %(mn) > 0.

Aber 327'2’(:60) = e} Hp(zo)er, < 0. Widerspruch, d.-h. m = M. O
k

Korollar 3.21

Sei D C R" offen und beschréinkt, f : D — R zweimal differenzierbar in
D und stetig auf D. f sei in D harmonisch, d.h. Af = 0.

Dann nimmt f ihr Minimum und ihr Maximum auf dem Rand 0D an.
(«Strikty-werden der Differentialgleichung.)

Beweis
Af>0,A(=f) > 0 =wegen3.20 f,(—f) nehmen Maximum auf 9D an. O
Anwendung auf DIRICHLET-Problem fiir inhomogene Potentialgleichungen:

Finde u : D — R, D offen, beschrinkt, u in D zweimal differenzierbar, auf D
stetig mit Au= f in D, ulsgp = g.

(Anm.: f ist vorgegeben, ulgp bedeutet «eingeschrankt auf Rands.)

52



Satz 3.22

Falls eine Losung u des DIRICHLETschen Problems existiert, dann ist sie
eindeutig.

Beweis
Seien uq,us Losungen. Bilde u := u; — ug. Dann gilt in D:
Au=Auy — Aus = f— f =0,
ebenso
ulpp = uilop — uz2lop =g —g = 0.

Mit Korollar 3.21 (u anstelle von f) nimmt « Minimum und Maximum auf Rand
an, d.h. ulsgpp =0=u=0= u; = us. O

Bemerkung

Existenzaussagen sind wesentlich schwieriger.

Literatur

Protter; Weinberger: Mazimum Principles in Differential Equations.

3.8 Nablakalkiil

Rechnungen und Schreibweisen gestalten sich oft leichter mit Hilfe des Nab-
lakalkiils unter Benutzung des Nablaoperators V (auch a%) als symbolischen
Vektor.

Sei a,b: R" =R, f,g: R" — R™,

v,w: R" — R" («Vektorfeldy).

Gradient (Symbol grada = Va, Verkniipfung Va)
Vektorgradient (Symbol gradf, Verkniipfung V f)

aft aft 1
o o grad]
V= (63}) = 2 : :
37/ 45 af™ of™ m
i o grad f

was der JAcOBI-Matrix von f entspricht.

Divergenz (Symbol dive, Verkniipfung V -v = (V,v))

0 1
n (“)vi oz v
V-v::E 3 = : :
i=1 v 9 o

o,
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Rotation (nur fiir n = 3) (Symbol rotv = curlv, Verkniipfung V x v)

o’ BU
o 81) 81) _
V xwv:= T az =
3 1
a$1 - 612
9 1 9 1
751 o oo
_ 2 _
— aa X v3 =det| ey 352 )
ox v 63 81’3 v

Es ist zumeist praktisch, Vektoren als Spaltenvektoren, Gradienten als Zeilen-
vektoren zu notieren. Dann 1ifst sich z.B. die TAYLOR-Entwicklung schreiben

a(z) = a(zo) + Va(zg) (z—z0) -i-1 x — o) Hy(z)(z — a) + Rest,

5(

Zeilenvektor Spaltenvektor

manchmal mit H, = V2a = VVa, eigentlich V(V,)".

Es gilt fiir die Beziehung zwischen Nablaoperator und LAPLACE-Operator

"9 da " 9%
V-Va=V (8331) Z Ox; Ox; P (973012 = Aa

Weitere Regeln

e VV .a ist nicht definiert

V(af) =aVf+ fVa

V- (aw) =aV - -v+ (Va)
V-wxw)=(Vxv)w—(Vxw)v

e V.- Vxv=0

V x (V x v) = rot rotv = grad dive — Av

Rechenregeln fiir den Nablaoperator (Vektordifferentiation)

Der Nablakalkiil {ibersetzt Vektoranalysis in Vektoralgebra und umgekehrt.

Nutzung der Schreibweisen und Regeln aus der Vektoralgebra mit den Vektoren
a, b und ¢ sowie o € R

e ab fir das Skalarprodukt mit

ab = Dba,
alab) = («ca)b,
ab+c) = ab+ac,
o> = aa=|a)
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a x b fir das Vektorprodukt mit

axb = —(bxa),
alexb) = (aa)xb,
ax(b+ec) = (axb)+(axc),
axa = 0

(abe) fiir das Spatprodukt mit
(abe) := (a x b)c

Entwicklungssatz

a x (bxc)="blac) — c(ad)

Identitat von LAGRANGE
(a xb)(c xd) = (ac)(bd) — (bc)(ad)
und Nutzung der Basis e;,es,e3 ergibt als Schreibweisen fiir Nablaoperator,

Gradient, Divergenz und Rotation

Vi=e i+e iJre 9
o 16.1?1 28372 30373

gradf =V f, divv =Vv, rotv =V xv

«Textersetzungsregeln des Nablakalkiils»

1. Schreibe den gewiinschten Ausdruck als «formalesy Produkt mittels V.

2. Multipliziere eine Linearkombinationen von Funktionen oder Vektoren
X,Y mit o, 8 € R «formal» aus

V(aX + pY) = aVX + VY.

3. Schreibe ein Produkt V(XY') mit der «Produktregels als
V(XY)=V(XY)+V(XY),
wobei der Querstrich jeweils den zu differenzierenden Faktor bezeichnet.

4. Forme V(XY) und V(XY) streng nach den Regeln der Vektoralgebra
um und zwar so, daf alle Grofsen ohne Querstrich links von V und alle
Grofen mit Querstrich unmittelbar rechts von V stehen. Behandle dabei
V als Vektor. Stehen als Ergebnis alle zu differenzierenden Faktoren rechts
von V, dann kann dieser wieder zum Differentialoperator werden:

5. Schreibe die so gewonnenen «formaleny Produkte mit V wieder als Aus-
driicke der Vektoranalysis und lasse den Querstrich, weil jetzt entbehrliche
Hilfskennzeichnung, weg, z.B.

i1 V x rot W.

<
X
<
X
3
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Beispiel 1
grad (UV) = V({UV)
= VOV)+Vv(UV)
= V(VU)+U(VV)

= VgradU + UgradV
Beispiel 2
diviv xw) = V(vxw)
= V@ xw)+V(vxw)
= w(Vx7)—v(Vxw)
= wrotv —vrotw
Beispiel 3

grad (vw) = V(vw)
= V(tw)+ V(vw)
= (WwV)s+wx (Vx7)
+(@V)w 4+ v x (V x )
= (wgrad)v +w x rotv
+(vgrad)w + v X rot w

3.9 Fixpunktsatz von BANACH

Definition (Kontraktion)

Ein Operator (eine Abbildung) K : B — B heifit kontrahierend oder eine
Kontraktion, wenn

dee[0,1[Va,ye B d(K(x),K (y)) <cd(z,y).

Schreibweise als Operator Kz, als Abbildung K (z).

Erinnerung

BANACH-Raum heifst ein vollstdndiger, normierter Raum, d.h. ein normierter
Raum, in dem jede Fundamentalfolge (CAUCHY-Folge) konvergiert.

Satz 3.23 (Fizpunktsalz von BANACH)
Sei B ein BANACH-Raum mit Metrik d(, ), K : B — B eine Kontraktion.

Dann existiert genau ein Fixpunkt z von K, d.h. K (2) = 2.

Beweis
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Schreibe K"z := Ko K o---0 Kx. Dann gilt mit ¢ < 1 die Abschitzung (n-
—_—

n—mal
malige Kontraktion)

d(K"z, K" k) cd(K" o, K"HE=1g)

d(z, K*x)
™ (d(z, Kz) + d(Kz, Kk:v)

(d(x, Kz) + d(Kz, K?z) + - + d(K* 'z, K*z))
" (1+c+02+...+ck_1) d(z, Kx)

c" <Z cld(x, Kx))

= 1C_ Cd(x,K:L')‘

(VAN VAN VAN VANSE VAN VAN VA

Daraus folgt, daf (K"x),en fir jeden beliebigen Startwert € B eine CAUCHY-
Folge ist. Da B als BANACH-Raum vollstandig ist, konvergiert sie gegen ein
z € B. Wegen der Stetigkeit von K gilt insgesamt

K(z) = K(lim K"z) = lim K" (z) = z,

d.h. z ist Fixpunkt.

Die Eindeutigkeit wird gepriift durch Annahme 3z, 2’ mit Kz = z und K2’ =
2. Dann gilt
d(z,2') = d(Kz, Kz') < cd(z,2") = 2 = 2

wegen ¢ < 1. (]
Bemerkung Vorsicht

o d(Kz,Ky) < d(x,y) ist nicht hinreichend fiir Existenz, nur fiir Eindeutig-

keit, z.B.
1

T— x4+ —.
T

o d(Kuxz,Ky) < d(z,y) ist nicht hinreichend fiir Eindeutigkeit, z.B.
z—x+ 1
Bemerkung
Der Fixpunktsatz gilt allgemein in vollstdndigen metrischen Rdumen. Die
Vektorraum-Struktur war zur Beweisflihrung nicht bendtigt worden.

Anwendungsbereich

e als Methode fiir Beweis von Existenz und Eindeutigkeit in der Analysis:
« vor Losung deren Existenz und Eindeutigkeit nachweisen»
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e als numerisches Verfahren, denn aus

Cn

d(K"z, K" Fz) < . d(z, Kx)

folgt mit
liind (K"z, K""Fg) = d (K"z, z)

die apriori-Abschatzung fiir Fehler nach n Tterationen

Y22

d(K"x,z) < 1 d(z, Kx).

— C

Es handelt sich also um eine «saubere» Konvergenz, die die Fehlerabschat-
zung mitliefert. Das Verfahren kann mit beliebigem x starten, doch ist es
in der Praxis sinnvoll, ein x moglichst nahe dem Fixpunkt zu wihlen. Die
Folge (K™z) konvergiert mindestens so schnell gegen den Fixpunkt z wie

die geometrische Folge y¢" — 0 mit 7 = %, c<1.

Nullstellenbestimmung

Eine wichtige Anwendung des Fixpunktsatzes von BANACH besteht in der Be-
stimmung von Nullstellen einer Abbildung:

Finde fiir f: U — R™, U C R" diejenigen x € U, fiir die f(z) = 0 gilt.

Hierzu ist es notwendig, die Suche nach Nullstellen
e Nullstellengleichung der Form f(x) =0

auf dquivalente Weise als Suche nach Fizpunkten
e Fixpunktgleichung der Form z = ¢(x)

zu formulieren.

Bestimme die Fixpunkte der Abbildung
K:U—-R"

erklart durch
K(z) =z — A(x) f(x).

Hierbei ist A(z) eine jedem z € U zugeordnete umkehrbare lineare Abbildung,
die freigewihlt werden kann: «frei» bis auf eine Kontraktionszahl ¢, damit K (z)
eine Kontraktion ist.

In der Praxis wihlt man A unabhingig von x. Ist f differenzierbar, so auch K
und man erhélt als Ableitung

K'(x) =idgn — Ao f'(x).
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Mittels der Norm |[|f|| = supy, = [|f(2)[| 1dkt sich die Kontraktionsforderung
fiir K ausdriicken als
lidgn — Ao f(z)|| <c< 1.

Wird U als konvex vorausgesetzt, ergibt sich der Beweis hierfiir direkt aus dem
Schrankensatz (Satz 3.9):

K@)~ K| < sup | K'(2)] 1= ]

Finde nun die kompakte Teilmenge M von U mit K : M — M.

Ist ein a schon beinahe Nullstelle, d.h. sein ||f(a)|| klein, dann ist er auch
beinahe ein Fixpunkt von K, da aus K(z) — x = —A(x) f(z) die Abschitzung

1K (a) — al < [|A]l ][ f(a)]

folgt.

Eine kleine Kugel um a sollte durch K in sich abgebildet werden, da K kontra-
hierend ist.

Dies ist, der Fall, wenn als Radius der Kugel

A (a)l
1—c¢

gewihlt wird, denn dann gilt fiir ||z — a|| < r die Abschétzung

K () — all [1K(x) — K(a)|| +[|K(a) — all

<
< cllz —all+ [[A[ ] f(a)]]
< ea+(l-¢gr=r

Somit ist der Fixpunktsatz von BANACH anwendbar: in der Kugel ||z —al| < r
hat K genau einen Fizpunkt und daher f genau eine Nullstelle.

Diese Uberlegungen zur Nullstellenbestimmung werden zusammengefaft in

Satz 3.24
Sei U C R", f: U — R™ differenzierbar, A eine umkehrbare lineare Abbil-
dung. Es gelte fir ||z — a|| < r die Kontraktionseigenschaft (Abschétzung)
idgn — Ao f' (z)|| <ec< 1.

Gilt nun i )
r(l—c
[f(a)]l < AT

so hat f genau eine Nullstelle z in der Kugel ||z — a|| < r. Diese Nullstelle
z ist Grenzwert jeder Folge (z1), die bei beliebig gewahltem Startwert xg

mit ||xg — a|| < r rekursiv durch zy11 = 2, — Af(xr) gegeben ist. Es gilt
die Fehlerabschatzung

k

c
— <—|A .
Iz = zill < 37— 1Al llf (ol

59



Bemerkung

Spielraum fiir die Wahl der umkehrbaren linearen Abbildung A

e A = (f'(a))”! im modifiziertem NEWTON-Verfahren mit linearer
Konvergenz, wobei A unabhéngig von z ist

A = (f'(x))~! im allgemeinen NEWTON-Verfahren mit (lokal) qua-
dratischer Konvergenz.

Vorgehensweise

1. Wihle a nahe bei der (vermuteten) Nullstelle.

2. Wihle A, z.B. A = (f'(a))~!, doch mit einem a so, daf det f’(a) # 0, da
sonst ||idgs — Ao f' (z)]| = 0.

3. Finde fiir stetiges f’ eine Kugelumgebung ||z — al| < r so, daft
idgn — Ao f' (z)]| <c< 1
mit fiir eine schnelle Konvergenz hinreichend kleinem ¢, z.B. ¢ < %
4. Priife, ob

r(l—c)

erfiillt ist. Wenn nicht, wihle besseres a.
Beispiel (nach Barner;Flohr: Analysis II. S.151 )
f= < g > mit f(z,y) =22 —y?> —1=0und g(z,y) =22y —1 =0

V2+1 _ \/5—1)
5 .

(Anmerkung: Die expliziten exakten Losungen sind zo = Yo = 5

1. Wihle als Ausgangspunkt a = (1,3). Es ist dann [|f(a)|l, = ; und die

JacoB-Matrix an der Stelle (1, 3) ist < ? _21 )
) mit

2
5

SIS

2. Als A bietet sich die Inverse zur JACOBI-Matrix an: (
1
det A =3z

1
5

3. Die Priifung der Bedingung ||ian — Ao f'(z)|| < c¢< 1 fithrt auf

1 — fac —£ —gx + y)
w—;gj) 1—gx—%y)
Der rechnerische Aufwand fiir die EUKLIDische Norm wird verringert bei
Verwendung einer Abschétzung

55l

die auf die Bedingung (z — 1)® + (y — ) < 2¢? fiihrt, aus der r = c\/g
als Radius um a = (1, 3) folgt.

<c

2

< Vo2 + 52472 462,

60



4. Aus der noch zu erfiillenden Bedingung || f(a)| [|A]| < (1 — ¢) wird mit
[ f(a)ll, = % und ||A], = \@fﬁr die Kontraktionskonstante % < c(l—c).

Dem wird z.B. mit ¢ = % genligt, woraus sich ein Kreis um (1, %) mit

= c\/g = \/% ergibt.

Dieser Kreis wird mit der Kontraktionskonstante % durch die kontrahierende

Abbildung K = < K, ) mit
K,

Ki(z,y) =2 — %Iz— %xy—k %yz+%

in sich abgebildet.

Die a-priori-Abschétzung fiir Fehler in der n-ten Iteration ergibt mit dem Term
k n n
= 141111 (ol mach Satz3.24 2 [ All, |1 (all, = ¥5 (3)"-

1—

Normen fiir Abbildungen

Die anldflich der Definitionen der punktweisen und der gleichmifigen Kon-
vergenz von Abbildungsfolgen (vgl. Def.2.5) sowie der Normkonvergenz (vgl.
Satz 2.11) gebrauchte Abbildungsnorm bezieht sich auf die Menge der beschrank-
ten Abbildungen

B(D,R™):={f|f:D — R™A fbeschrinkt},
die mit der auf ihr erkldrten Abbildungsnorm
[flloo :=sup{[|f(x)[l | z € D} auchgeschricbenals ||f|| :=sup,ep [/ (2)]

ein normierter R-Vektorraum ist. Diese Norm ist insbesondere fiir alle stetigen
Abbildungen mit kompakter Definitionsmenge D erklirt, in welchem Falle auch

I£1I'-= max |Lf ()]

gesetzt werden kann.

Der in der Definition erkennbare Ansatz lautet: Die Vektornorm || f(z)| indu-
ziert die Abbildungsnorm (Operatornorm) || f].

Rechenregeln fiir die Norm in B(D,R™)
(D) Ifl =0= f(x) =0 fiir alle z € D

(2) llefll = lel [I£1]
G I +gll=1£11+ gl
Problem

Da die lineare Abbildung f : R® — R™, sofern sie nicht die Nullabbildung ist,
nicht beschrankt ist, ist fiir sie eine Norm, wie vorstehend definiert, nicht erklart.
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Trotzdem ist es zweckmifig, auch hierfiir eine Norm einzufithren. Wegen der
Homogenitat von f, d.h.

FQxy, Ao, ..., Azy) = ANf (21,22, ..., Zn)

fiir beliebige A, ist f durch die Werte auf der Einheitskugel ||z|| = 1 schon
festgelegt. Die Einschrinkung auf diese kompakte Menge ist stetig, sodak hierfiir
eine Norm im obigen Sinne existiert:

111 i= sup (@) = sup LI

lzlj=1 a#0 |||l

mit fj|z=1. Mit ¢ := A kann man allen Abbildungen, fiir die mit = # 0,¢ # 0
die Funktionalgleichung

1f (cx) | = lel” 1 f ()l

gilt, eine Norm zuordnen mit

1] = sup [|f(@)] = sup LN
il P

und fiir alle x # 0 gilt die (zentrale) Abschitzung

If@)l < |Ifl Edly
<~ —~—
Operatornorm Vektornorm
Spezialfall
Homogene Funktionen, die aus total-symmetrischen p-fach linearen Funktionen
g(x1,22,...,xp) dadurch entstehen, dafl x1 = 2 = - -z, = 2. Dann heift
f(x) =g(z,...,x)
———
p—mal

eine Form p-ter Ordnung und es gilt fiir sie mit ¢ € R die Funktionalgleichung

flex) = & f(a),

z.B. kubische (p = 3) und quadratische (p = 2) Formen (vgl. z.B. Def. 3.8
Quadriken).

Satz 3.25
Sei f,g € L(R™,R™), d.h. lineare Abbildungen des R™ in den R™. Dann
gilt
(1) I/l > 0 fiir f # 0
(2) llefll = lel [Lfl mit ¢ € R
@3) M +gl < I+ lgll
@) @I < A= itz e R™
B) MNfeogll < Nfl gl fir R» = R™
Bemerkung

e in (4) ist ||f|| Operatornorm, ||x| Vektornorm.
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e Der Vektorraum L£(R™,R™) aller linearen Abbildungen von R™ in R™ ist
nach (1), (2) und (3) ein normierter Vektorraum.

e Der Vektorraum L(R™,R™) aller linearen Abbildungen von R™ in R™ ist
nach (1), (2), (3) und (5) eine normierte Algebra.

Beweis (zu Satz 3.25)
der Teilsétze (1), (2) und (4) direkt mit der Definition der Norm,
fiir (3) wird die fiir beliebiges € R™ geltende Abschiitzung

I+ 9) @) = 1F (@) + @) < [If @) + llgC) < (L1 + Mgl ]l -

Beispiel

Sei f: R™ — R" eine lineare Abbildung, A die zugehorige Matrix.

Dann gilt fiir die EUKLIDische Abbildungsnorm | f||y: 2], = /3, 7.
Man kommt zu einer dieser entsprechenden Matriznorm auf folgende Weise:
A = (a;;) € R™ "™ sei symmetrisch.

Dann gibt es n Eigenvektoren v; mit Eigenwerten \; € R, die orthogonal sind,
d.h. es gilt Av; = \;u; mit v;rvj =0 fiir 7 # j.

In dem durch die Eigenvektoren aufgespannten R"™ ist x darstellbar als z =
> civ; mit ¢; € R.

Dann ist die Operatornorm (hier: Spektralnorm)
[Ally = supy,,=1 Az,

sup [|A Y vl
sup ||>° cidivil|,

sup \/(Z edv) (2 CjAjV5)

= sup v/ 2\ v; Orthogonalitt

< sup/yL 22l v

= sup [Amax| VY v v; mit /Y v, v; = ||zfl, =1
= |>\max| wobei |)\max| = max ‘)\z|

Alsoist | Ally < [Amax|- Zur Abschétzung nach unten wird der spezielle, zu Amax
gehorende Eigenvektor x = vy, eingesetzt

Ax A
g, > 147l Pomactlly L a,
el Tl
HAHQ = [Amax| -

Entsprechend werden gewonnen (und gelten auch mit A € R™ x R™):

e die Spaltensummennorm ||A||; = sup,._o % = maxy y_, |aik|
1
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e die Zeilensummennorm [|All, = sup, o % =max; y _, |aix]

Prazxis

Im Vektorraum L£(R™,R™) aller linearen Abbildungen von R™ in R™ sind alle
Normen dquivalent, man verwendet deshalb mdglichst einfache Normen obiger
Art oder auch

(ANl aps = D22y D |aij|
IAllg == />0, X5y a?;  nach FROBENIUS

Weitere Beziehungen sind

max [azk| < [|A] < vnmmax |ap|
1 K3

sowie

[ABlaps < [[Allapg I Bllabs
[ABllg < [|Allg Bl
[Az] o < [[Allaps 1]l
[Azlly < [[Allg flz]l,

Definition 3.13 (Homogenitdit)
Sei V, W R-Vektorraume. f:V — W heifit

e homogen vom Grad 1, falls

YVoeVVeeR f(cw)=cf(v)

e positiv homogen vom Grad s € R, falls

YoeVVe>0 f(ew)=cf(v)

Fazit
Sei V, W normierte Rdume und f : V' — W positiv homogen vom Grad s.

Definiere Operatornorm

Wy 2= sup w0
veV ||UHV ol =1

Besonders wichtig: [ : V' — W linear, also positiv homogen vom Grad 1
mit Norm
)llw _

lly oy = = sup |[[I(v)]ly
vev o]l l[vlly=1

und der wichtigen Abschitzung

1Ll < lelly—w [0l .
li(v1) = lw2)llyy < llUlly—w llor = v2lly,  Linearitét

A
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Verallgemeinerung auf nichtlineare Abbildungen

Definition 3.14 (LIPSCHITZ-stetig)
Sei V,W metrische Riume, V' C V.
f: V' — W heift LIPSCHITZ-stetig, falls

JL € RVuy,va € V' || f (v1) = f (v2)lly < L1 — vally, bzw.
dL e val,’vg S V/ dW (f (Ul),f (Uz)) < Ldv (Ul,vg) .

Bemerkung

L heifst L1PSCHITZ- Konstante. In geometrischer Interpretation ist L grof-
ter Dehnungskoeffizient.

Beispiel 1

Gegeben sei f: R — R mit f(z) =2z + 3.

Dann ist [ f(x) — f(y)| = |(22+3) — (29 +3)| < L]a — |
Somit ist f LIPSCHITZ-stetig mit L = 2.

Beispiel 2

Gegeben sei f : V — W mit f Kontraktion, d.h. dw (f(v1), f(v2)) < cdy (v1,v2)
mit ¢ < 1.

Der kontrahierende Operator f ist LIPSCHITZ-stetig mit L = c.
Beispiel 3
Gegeben sei [ : V — W mit [ linear.

Dann gilt: [ ist LipScHITZ-stetig mit L = ||I||;,_,};» genau dann, wenn die Ope-
ratornorm ||l||,,_,, endlich ist.

Beispiel 4

Gegeben sei |- : V — R mit ||-|| Normfunktion.

Dann ist [[v1]ly, = llvr — v2 + v < Jlvr — vl + [|vz]l.
Hieraus folgen ||v1|| — ||vz|| < ||lv1 — v2|| (und umgekehrt)
sowie |||v1|| = ||Jv2]|]| < |lvi — v2|| (und umgekehrt).

D.h. Normfunktionen (Normen) sind LiPsCHITZ-stetig (L-stetig) mit L = 1.
Beispiel 5

Gegeben sei f: R — R mit f(z) = 2.

Dann ist |/(z) — f@)] = |+ — 7] = |z +yl ]z — 9]
Nach Definition miifite gelten |z + y| < L.

Dies ist wegen z,y € R fiir beliebige x, y nicht erfiillbar:
f ist nicht LIPSCHITZ-stetig.

Aber:
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Definition 3.15 (lokal LIPSCHITZ-stetig)
Sei V, W metrische Raume, V' C V.

f V' — W heifit lokal LiPSCHITZ-stetig, falls Vv € V' eine Umgebung
V" von v mit V" C V' existiert, so dal f|y» L-stetig. Dabei hingt die
LipscHITz-Konstante i.allg. von der Umgebung V" ab.

Beispiel 5 (nochmals)
Zuv e V' C R wihle V' =]—|v| — 1, |v| + 1].
Dann ist Va,y € V"
f(@) =)l = [2° =7
[z +yllz -yl

< (=] + lyl) [z — 9]
< 2(jvl+ D]z —yl.

Daraus ergibt sich die lokale L1PSCHITZ-Stetigkeit mit L = 2 (Jv] 4 1).

Bemerkung

Globale L-Stetigkeit impliziert lokale L-Stetigkeit, aber nicht umgekehrt.

Beispiel 6
Gegeben sei f: R — R mit f(z) = /||

Dann ist | f(z) — £(0)] = |v/[al| = e o

Nach Definition miifite gelten W < L, was nicht erfiillbar ist, d.h., f ist nicht

lokal L-stetig.

Bemerkung

Stetigkeit allein impliziert nicht lokale L-Stetigkeit.

Satz 3.26
Sei V,W metrische Riume, V' C V.
Ist f: V' — W lokal LIPSCHITZ-stetig, dann ist f stetig.

Beweis

Sei v e V.

Wiéhle V" so, da f|y~ L-stetig ist mit der LIPSCHITZ-Konstanten L.
Zu einem gegebenen € > 0 wihle § = 757 > 0.

Dann ist V0 € V' mit d(v,0) < ¢

dw (f(v),v(?)) < Ldy(v,0) < L6 < (L+1)d =¢
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Satz 3.27
Sei V., W normierte Rdume.

Die lineare Abbildung [ : V' — W ist stetig < [ ist LIPSCHITZ-stetig.

Beweis

«<» L-Stetigkeit = lokale L-Stetigkeit = Stetigkeit.

«=» [ ist stetig in 0.

Zue=136>0,sodak Vv € V mit |Jv]| < ¢ gilt: ||I(v)|| <e=1.

Setze L := %. Fiir Yup, vy € V ist dann

[l(v1) = lL(v2)ll = [i(v1 —v2)l
o 2]Jv — v J
- 5 "\ 2o — oo %)
2 [Jv1 — el
< =1
- 1)
= Liv — 2.

Beispiel (Gegenbeispiel)

Sei V = CY([0,1]) = {f | f:[0,1] — Rstetigdifferenzierbar}, || f| := max|f|,
W=R,1:V =R, I(f)= f'(0) linear.

Betrachte Funktionenfolge (f,) mit f,(z) = X sin(nz), f/(0) = 1.
Es gilt || f.|l — 0, d.h. f, — 0.

Andererseits ist {(f,) = 1 aber 1(0) = 0.

Es ergibt sich Unstetigkeit nach dem Folgenkriterium.

Satz 3.28
Seien V., W normierte Raume, [ : V — W linear.

Ist dim V < oo, d.h. V endlichdimensional, dann ist [ stetig.

Beweis

Setze n :=dimV < oco. Wahle Basis b1,...,b, € V.

VveVde eR v:Zcibi.

i=1

Definiere zweite Norm auf V: [jv]|" := 31 |c;).

Wegen Norméquivalenz in endlichdimensionalen Riumen (vgl. Satz1.9) gilt

FkeR ] <kl
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Setze M := max ||I(b;)||;;,- Dann gilt
@l < > leal 1)l
i=1

MY el
i=1

M o]
ME (o],

IN

IN

d.h. [ ist stetig. ]

Satz 3.29

Sei D C R™ konvex, f: D — R™ differenzierbar, |||, eine Norm auf R",
||-||, eine Norm auf R™.

Dann gilt
Ik eR((VEED [If (Ollymp < k)= (Vo,y € D [[f(x) = W), < kllz —yll,)) -

Bemerkung vgl. Satz 3.9 (Schrankensatz)
Beweis
Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3.8)
telo 1 flz)—fly) = f@+ty—2),(y—2),
d.h.

If@) = f@ll, = [If (@ +ty— =),y —2)l,
1 (2 4ty — @) oy ly — 2
klly — x|l

[VANVAN

Korollar 3.30
Sei D C R™ offen, f: D — R™ stetig differenzierbar.
Dann ist f lokal LipsCHITZ-stetig.

3.10 Umkehrsatz. Implizite Funktionen
Gegeben seien die Matrix A € R"*", die lineare Abbildung [ : R™ — R" mit

l(x) = Az . Umkehrbarkeit von [ ist dquivalent der Regularitit von A, d.h.
det A # 0.
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Bemerkung

I'=A.

Ist f:R™ — R"™ in a € R™ differenzierbar, dann 1ifst sich f lokal um a «gut»
durch lineare Funktionen approximieren. Dies verbindet sich mit der Hoffnung,
daR det f'(a) # 0 hinreichend fiir die lokale Umkehrbarkeit von f ist. Globale
Umkehrbarkeit ist nicht zu erwarten.

Satz 3.31 (Umkehrsatz)

Sei D C R™ eine offene Menge, f : D — R" eine in a € D mit det f/(a) # 0
stetig differenzierbare Abbildung.

Dann existieren eine offene Menge D’ C D mit a € D’ und eine offene
Menge E C R™ mit f (a) € E, sodak f|p- : D' — FE bijektiv und die
Umkehrabbildung f~!: E — D’ stetig differenzierbar ist.

Bemerkung vgl. Satz3.7.
Danach ist (f~1)'(f(z)) = (f)~"!(z) mit = € D.

Beweis

0.B.d.A.seia =0, f(a) =0, f (a) = idg+. Ansonsten Ubergang von f (z) zu
f~Ha) (f (v +a) - £ (a)).

Definiere zu y € R™ die Abbildung K, : D — R"mitz — = — f (z) + y.

Es gilt K (0) = idgn — f' (0) = 0.

[ stetig differenzierbar = K, stetig = Operatornorm héngt stetig von = ab =
Je >0 |zl <2 = |Kj(@)] < 3.

Auferdem sei € so klein, dak Bo.(0) C D. Fiir z € By.(0) und y € B.(0) gilt

1K, @) = llz—f(@@) +yl
< o= f @)+ lyl
= 1Ko () — Ko (0)]) + 1]
e —of + 1yl
< 5 X )
< 12 +
< 25 15
= 2,

womit die Abbildung K, : Ba. (0) — Ba. (0) zu einer Abbildung in sich wird.

Wegen K, = K gilt |K]|| = ||K{| < & = K, ist eine Kontraktion mit
Kontraktionszahl %

Bs. (0) ist vollsténdiger metrischer Raum.

Mit Fixpunktsatz von BANACH (vgl. Satz3.23) folgt Vy € B. (0) 312 € By, (0)



Zu zeigen: Stetigkeit von f~!
Sei y,5 € B (0), z:= f~' (y), & := [ (7) -

Dann gilt
le =&l = Ko@)+ f () ~ Ko (@)~ £ (@)
< 1Ko () — Ko @) + 117 (@) ~ £ (@)]
< Sle=#l+1f @ - F @I
Somit gilt

o=zl <2 f (@)= F@I = [ -2yl
= [ liststetig.

7u zeigen: Differenzierbarkeit von f~1
Sei f stetig =39 >0 =z € Bs(0) = f(x) € B: (0),
D' :=Bs(0) C Bo. (0) C D, E:= f(D') = f: D' — E bijektiv.

E ist offen, denn F ist Urbild der offenen Menge D’ unter der stetigen Abbildung
f~L. D.h. f~!ist stetig differenzierbar.

(vgl. hierzu auch Satz 2.3 und Satz3.7) O

Satz 3.32 (Implizite Funktionen)

Sei D C R? x R™ offen, f : D — R™ stetig differenzierbar, f (ug, o) =0
mit (ug,zg) € D, es gelte

of o 0f;
det - (uo, o) = det (axi)(uom -

Dann existieren offene Mengen D,, C RP mit uy € D,, D, C R™ mit
o € D, sowie eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : D,, — D, sodaf

Yu € Dy,z € D, f(u,z) =0 2=g(u).

Beweis
Definiere F' : D — R? x R", F' (u,z) = (u, f (u,z)). Dann gilt
idge 0 0
F':( £ af )7detF’(u0,xO):det&];(uo,wo);éo.
ou ox

Nach Umkehrsatz 3D’ C RP x R™ mit (ug, zg) € D’ offen, IE C RP x R™ offen,
sodaR F': D' — E bijektiv und F~!: E — D’ stetig differenzierbar.

Wihle eine offene Produktmenge E, x E, C E mit F (ug, o) € E, X E,.
Setze D" := F~' (E, x E,). Da F stetig ist, ist nach Satz 2.3 D" offen.
Schreibe F~! block-komponentenweise F~! = (F; 1, F; ).
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Setze D)/ :={u € RP |z € R" (u,x) € D"}.
Definiere g := D! — R", g (u) = F, ! (u,0). Dies ist wohldefiniert, denn
we D! = 3z (uz)eD”

= F(u,z)=(u,y) € E, X Ey
= (u,O)EEuXEy,

also ist F; ! anwendbar.

Schrinke D" weiter ein und wihle eine offene Produktmenge D, x D, C D"
mit ug € Dy, x9 € D,.

Setze E' :== F (D, x D,). E' ist offen, da F~! stetig.

Dann gilt
Yu € Dy,z € D, f(u,2) =0 < F(u,z)=(u,0)
s F7'(u,0) = (u,2)
& r=F " (u,0)=g(u)

Beispiel 1

Ebene Kurven in R? definiert durch f (z,y) = 0. Gilt nun z.B. f, (zo,y0) # 0
und f (zg,y0) = 0, dann 1a6t sich die Kurve lokal durch y = ¢ (x) beschreiben.

Es gilt .9)
’ _ _fm x,y

Die Tangentengleichung im Punkt (z,y) mit eigenen lokalen Koordinaten &, 7
bestimmt sich dann zu

bzw. in symmetrischer Form zu f; (z,y) (£ — z) + fy (z,y) (n —y) = 0.
Entsprechend fiir Hyperflichen mit f (z1,...,z,) = 0. Mit gradf # 0 ist

(gradf (z),§ —2) =0
die Gleichung der Tangentialhyperebene mit den Koordinaten & = (&1,...,&,) -
Beispiel 2

Eine Raumkurve in R3 13t sich i.allg. als Durchschnitt zweier Flichen f(z,y, 2) =
0 und g(z,y, 2z) = 0 bestimmen. Dies lafst sich lokal mittels Satz 3.32 (Implizite
Funktionen) zeigen durch die JACOBI-Matrix

<fac Iy fz)
9z Gy 9z )
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Ist frgy — fyg. an einer Stelle mit f = g = 0 von 0 verschieden, dann ist in einer
Umgebung dieser Stelle (z,y) eine Darstellung von z als stetig differenzierbare
Funktion mit z = ¢(2),y = ¥(z) moglich. Damit erhilt man

-1 fy9=—Ff=9,
. ; Jz9z —Jx 9=
() 9z Gy - S

Analoges Resultat erzielbar unter Anwendung der Kettenregel aus

f(‘p(z)7¢(z)>z):0 }:5{ fm@/+fywl+fz:0
9(p(2),%(2),2) =0 Gop' + g0 +9. =0

und Auflésen wie oben.

Extrema unter Nebenbedingungen

Beispiel
Betrachtet wird die Ellipse ax? + 2bzy + cy?> = 1 bzw.
g(z,y) = ax® + 2bzy +cy* —1=0

mit a > 0, ac — b > 0. Finde Punkte der Ellipse, die von (0,0) maximales bzw.
minimales Abstandsquadrat (Quadrat des EUKLIDischen Abstandes) haben, d.h.

e finde Extrema «Abstandy,
hier von f(z,y) = 2% + 42,
e unter der Nebenbedingung «Ellipsey,

hier von g(z.y) = ax? + 2bxy + cy?> — 1 = 0.

Bemerkung

Das Minimum von f in (0,0) erfillt nicht die Nebenbedingung.

Naives, nichtdestotrotz richtiges, wenngleich aufwendiges Vorgehen:

Erfiille g(z,y) = 0 durch Parameterdarstellung x = ¢(t), y = 1 (t) und bestimme
die Extremalstellen von F'(t) = f(p(t),4(t)). Erweist sich als miithsam.

Einfacher: Kritische Stellen von F' gentigen (vgl. Def. 3.9, Bem. zu Def. 3.9 und
Satz3.15) bei Anwendung der Kettenregel bei parametrischer Darstellung der
Gleichung

F'(t) = D1f(p(t), ¥ ()¢’ () + D2 f((t), ¥ (£))¢'(t) = 0
und wegen Nebenbedingung g(p(t), ¥ (t)) = 0 gilt Vt
Dig(e(t), ()" (t) + D2g(p(t), ¥(1)d' (t) = 0.

Fiir jede kritische Stelle von F' sind die Vektoren (D1 f, Dof) und (D1g, D2g)
linear abhingig. D.h.

A Dy f(x,y) = AD1g(z,y) = 0 und Da f(z,y) — AD2g(z,y) = 0 und g(z,y) = 0.

Parameterdarstellung ist verschwunden.
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Fazit

Kritische Stellen von F < kritische Stellen von G = f — A\g in R? mit
9(z,y) = 0.

Im Beispiel der Ellipse ist Dif(x,y) — AD1g(z,y) = 2z — 2A(ax + by) = 0
bzw. Dsf(x,y) — ADag(x,y) = 2y — 2A(bx + cy) = 0, d.h. es ist das lineare
Gleichungssystem zu 16sen mit (1 — Aa)x — Aby = 0 und —Abz + (1 — Ac)y =0
sowie g(0,0) = —1. Nur nichttriviale Losungen sind zu betrachten.

A mufs geniigen

1—Xa —Xb

b 1 | =0E 0N = (1= Aa)(1 - Ae) =0.

Die Aufgabe, Extremwertprobleme unter Nebenbedingungen zu 1ésen, kann in
allgemeiner Form mit Hilfe der LAGRANGEschen Multiplikatoren A angegeben
werden:

Satz 3.33

Sei U C R", f: U — R stetig differenzierbar, g = (g1, ..., g,) mit (min-
destens) in U erklérten stetig differenzierbaren reellwertigen Funktionen
g1,y 9r, M C U erklirt durch g1(z) = 0,...,¢g.(x) = 0, die Ableitung
von g von U in R" habe iiberall den Rang r, d.h. M sei eine (n — r)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R".

Hat dann die Einschrinkung f|y; in a € M ein lokales Extremum, dann
existieren A1, ..., A 80, daf a eine kritische Stelle ist fiir die in U erklarte
Funktion

G:=f—=Mg1—..— \Gr,

dh. f'(a) =>1_; Nigi(a) bzw. gradf(a)=>,_, Migradg;(a).

in R” bzw. unter Zugrundelegung der Standardbasis in R™.

Beweis

Die Untermannigfaltigkeit M kann in einer Umgebung von a mittels Parame-
terdarstellung beschrieben werden als ¢ : V — R" mit V C RPund p=n —r.

Die Verkettung F' = fop mufl im Urbild b € V von «a eine kritische Stelle haben,
da F in b ein lokales Extremum hat, wie auch f|.

Demzufolge hat man
() F'(bk) = f'(a,¢'(b,k)) =0
fiir alle k € RP, und wegen g;(¢(u)) = 0 fiir alle w € V hat man

(%) gi(a,¢'(b,k)) =0

fir alle k € RP.
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Zu zeigen ist, dafb es A1, ...\, gibt, fir die
(ex%)  f(a,h) = > Nigi(a,h) =0
i=1

fir alle h € R™ ist.

Aus den Bedingungen (x) und (x*) folgt, daft fiir die h, die im Tangentialraum
in @ an M liegen, d.h. fiir ¢'(b, k) mit beliebigem k € R?, die Gleichung (* * )
fiir alle Aq,..., A\, erfiillt ist.

Die Gleichung (x x ) gilt sogar fiir alle h € R™. Denn bei Wahl des Komple-
mentarraumes W zum Tangentialraum in a mit dim(W) = r, wird dieser von
wy, ..., w, aufgespannt. Dann lassen sich die A1,..., A, , weil nach Vorausset-
zung fiir beliebiges h € R"

gi(a,wi) ... gp(a,wy)
rang : =r
gi(a,w.) ... gi(a,w,)
ist, bestimmen aus dem linearen Gleichungssystem
fla,w1) = Mgi(a,wi) — ... = Argp(a,w1) =0
flla,wr) = Mgi(a,wy) — ..o = Avgr(a,wy) = 0.

Da jedes beliebige h € R™ dargestellt werden kann als h = ¢'(b, k) + cyw; +
...+ crwy, ist die Gleichung (x x %) fiir alle h € R™ erfiillt.

Also hat G := f—Aig1 — ... — \g, fiir geeignete \; in a eine kritische Stelle. [J

Vorgehensweise zur Bestimmung lokaler Extrema von f unter den Nebenbedin-
gungen g1 =0,...,g, =0

1. Wahle den Ansatz G := f — A\1¢g1 — ... — \.g, und bestimme hierfiir die
kritischen Stellen von G, die die Nebenbedingungen erfiillen.
2. Ermittle die x1,...,2,, A1, ..., A, aus den n + r Gleichungen
Dif(z) = MDigi(w)+ ...+ A\-Digr()
an((E) = )\angl (ZC) +...+ )\angr(x)
gz) = 0
gr(z) = 0

3. Priife auf Vorliegen von wirklichen Extrema (Minima, Maxima) oder Sat-
telpunkten.
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Anwendung

Bestimmung der Extrema einer quadratischen Form als Bestimmung der Eigen-
werte

Sei A eine symmetrische n x n-Matrix.
Esist f(r) = 2" Az mit z € R".

Finde das Maximum von f auf Einheitssphire S®~!, d.h. unter den Nebenbe-
dingungen g(z) = (z,z) —1=2"2 —1=0.

Da S™~! kompakt ist, hat f ihr Maximum m an einer Stelle v € S~ 1.

Mit ¢'(z) = 227 # 0 fiir alle z € S™~! folgt IN f'(x) = A\¢g/(z), d.h. mit
20T A =2\ das Eigenwertproblem Av = \v.

Weiterhin gilt fir viv=1: A= v =v" Av =4¢t f(V) =det M.

Fazit

Jede Maximalstelle v von f auf S"~! ist ein Eigenvektor von A und das
Maximum m = f(v) ist der Eigenwert zu v.

Verallgemeinerung:

Satz 3.34 (Hauptachsentransformation)

Die symmetrische reelle n x n-Matrix A besitzt Eigenvektoren vy,..., v,
und Eigenwerte \1,..., A, mit folgenden Eigenschaften:

® v1,...,V, sind paarweise senkrecht,

e die Eigenwerte )\, zu vy sind Maxima von f auf S"~'N Hy_; mit der
orthogonalen Zerlegung Hy := R", Hy, = [vy,.. ., vk]L

4 GewoOhnliche Differentialgleichungen

4.1 Problemstellung. Klassifikation
Differentialgleichung (DGL) wird eine Gleichung genannt, in der neben einer
oder mehreren unabhéngigen Verdnderlichen und einer oder mehreren Funktio-

nen dieser Verdnderlichen auch noch die Ableitungen dieser Funktionen nach
den unabhéngigen Verdnderlichen auftreten.

Klassifikation

Nach der Anzahl der in ihnen enthaltenen unabhingigen Verinderlichen (Va-
riablen) werden unterschieden

e gewdhnliche Differentialgleichungen (GDGL) als Funktionen einer Varia-
blen,
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e partielle Differentialgleichungen als Funktionen mehrerer Variablen.

Im folgenden werden GDGL betrachtet. Mit G ist ein Gebiet bezeichnet, also
eine offene und zusammenhdingende Teilmenge des R™, im Falle des R sind die
zusammenhingenden Teilrdume genau die Intervalle 1.

Definition 4.1 (explizite DGL 1.Ordnung. Lisung)
Sei G C R xR, f:G — R stetig, I C R ein Intervall.

Dann

o heiflt v’ = f (z,y) (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung,
o heifit eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R Lésung in I mit Graph

Ip={(z,9) eIxRly=9p(@)}CC
und mit
¢ (x) = f(z,¢0(x), Vzel
Beispiel (trivial)
y' = f(x) fithrt nach direkter Integration zu p(z) = ¢+ f;; f(t)dt.
Geometrische Interpretation

Die Differentialgleichung 3’ = f (z,y) wird geometrisch interpretiert als Rich-
tungsfeld auf G C R?. In jedem Punkt (z,y) € G wird die Steigung gegeben
mit y' = f (x,y). Die Aufgabe lautet dann:

Finde eine differenzierbare Funktion ¢(z), deren Graph in jedem Punkt in f die
vorgegebene Steigung hat (Integralkurve des Richtungsfeldes).

Definition 4.2 (System von n DGL 1.0rdnung. Lisung)
Sei G CR xR, f:G— R” stetig, I C R ein Intervall.

Dann

e heillt y' = f(x,y) System von n Differentialgleichungen erster Ord-

nung,
e heif’t eine differenzierbare Abbildung ¢ : I — R™ Lésung in I mit
Graph
Ly ={(z,y) e IxR" [y=p(2)} CCG
und mit

¢ (@)= f(z,9(z), Voel
Das Gleichungssystem y' = f (z,y) in Komponentenschreibweise:

yll :f1($>y17---7yn)
yé = f2($7y1a"'7yn)

y;z = fn(xvyh" 7y’n)
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Definition 4.3 (explizite DGL n-ter Ordnung. Lisung)
Sei G CR xR, f:G— R” stetig, I C R ein Intervall.

Dann

o heift y™ = f (z,y,y’, e ,y(”fl)) explizite Differentialgleichung n-
ter Ordnung,

e heifit eine n-mal differenzierbare Funktion ¢ : I — R Lésung in I
mit Graph

Fcp = {(xvy(hyl»"'ay(n—l)) €l xR"” ‘ Yi :@(l) (»L),Oﬁzgn—l} CcG
und mit

o™ (z) = f (Jc, o), (@),..., o0 (33)) , Vrel.

Bemerkung

Eine implizite Darstellung ist f'(x,y, y,...,y™) =0 fir G c R**? und
mit f: G — R.

Eine speziellere, abstrakte Sichtweise ergibt sich, wenn Integralkurven auf Vek-
torfeldern betrachtet werden:

Definition 4.4 (Vektorfeld)

Ein Vektorfeld v auf G C R"™ ist eine Abbildung v : G — R", die jedem
Punkt = € G einen Vektor v (z) € R™ zuordnet.

Interpretation

Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Strémung.

Definition 4.5 (Integralkurve auf einem Vektorfeld)

Eine Integralkurve auf einem Vektorfeld v : G — R™ ist eine differenzier-
bare Kurve ¢ : [ — G mit ¢ (t) = v (¢ (1)).

Interpretation

Mit der Zeit t versehene Bahnkurve eines in der Stromung v mitgefithrten Par-
tikels.

Beispiel
Rotationsfeld v(z,y) = (—y, z).

Die Bedingung fiir die Integralkurve lautet 1 = —po und $o = 1, d.h. o =ip
fiir o = 1 +ipo. Die Losung lautet: ¢(t) = ce'’ mit ¢ € C,t € R.

Eine spezielle Interpretation eines Systems von n Differentialgleichungen erster
Ordnung nach Def. 4.2 ergibt sich - in der Sache veranlasst durch physikali-
sche Fragestellungen - in der Betrachtung zeitabhéngiger Vektorfelder, was zum
Begriff des dynamischen Systems fiihrt.
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Definition 4.6 (dynamisches System. Ldsung)
Sei G C R x R™ offen, (t,y) € G, t «Zeity.

Dann

e heifst die stetige Abbildung F' : G — R" dynamisches System,

e heifit die differenzierbare Kurve ¢ : I — R"™ Ldsung bzw. Integral-
kurve des dynamischen Systems F' mit (¢, ¢ (t)) € G und

pt)=F(t,p(t) < y="F(y), Vtel.

Bemerkung

Die Definition gilt analog fiir C mit G CRxC", F: G —-C", o : I - C"
mit I C R.

Bisher wurden nur allgemeine Lésungen oder allgemeine Integrale betrachtet,
die noch willkiirliche Konstanten ¢y, ..., ¢, enthalten, die durch zuséitzliche Be-
dingungen bestimmt werden kénnen. Man kommt so zu den partikuldren Lo-
sungen bzw. Integralen. Betreffen die Vorgaben nur eine Stelle des Definiti-
onsbereiches, spricht man von einer Anfangswertaufgabe, sonst von einer Rand-
wertaufgabe.

Definition 4.7 (Anfangswertproblem)
Sei (to,yo) € G als Anfangswert gegeben.

Als Anfangswertproblem (Anfangswertaufgabe) wird bezeichnet die Be-
stimmung der Lisung ¢ mit

L. ¢ (to) = Yo,
2. y=F(ty) und
3. y(to) = vo-

Die Untersuchung des Anfangswertproblems bezieht sich zun#chst im wesent-
lichen auf die Priifung von Existenz und Eindeutigkeit von Losungen. Bevor
hierzu etwas ausgesagt wird, wird gezeigt, dalt man sich bei der Betrachtung
dieser oder dhnlicher Fragestellungen auf die Untersuchung von Systemen von
DGL 1.0rdnung beschrinken kann, denn

Satz 4.1 (Reduktion)

Jede Differentialgleichung n-ter Ordung 14fst sich auf ein System von Dif-
ferentialgleichungen 1.0rdnung zuriickfithren.

Beweis

Es ist zu zeigen, daf man zu einer beliebigen DGL n-ter Ordnung ein System
von DGL 1.0rdnung aufstellen kann und eine Ldsung des Systems von DGL
1.0rdnung auch eine Losung der DGL n-ter Ordnung ist.

1. Sei G C R f: G — R,y = f(x,y,y’,y”,...7y(”_1)).
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2. Schreibe die DGL n-ter Ordnung 4™ um als System von DGL 1.0rdnung

Yo Yo Yo = un
Y1 Y Y1 =
Y=|: F (2 Y)=1 =Y'=]: :
Yn—2 y;hz yéfz = Yn-1
Yn—1 Yn—1 Yn-1 = Yn

3. Ist ¢ : I — R eine Losung von y™ | dann gilt

o™ (1) = f (2,0 (@),¢' (@), 0"V (@)

Setzt man
®o @o () = ¢(x)
©1 ©1 (33) = ¢ (3?)
o= mit | : :
Pn—2 pna(@) = o2 (2)
Pn—1 Pn—1 (LII) = @(n_l) (l‘)

dann ist @ eine Losung von Y/ = F (z,Y).

4. Sei umgekehrt ® : I — R” eine Losung des Systems von DGL 1.0rd-
nung Y’ = F(z,Y). Dann ist die erste Komponente von ®, d.h. ¢ :=
wo : I — R Losung der DGL n-ter Ordnung. Ist ndmlich ¢,_; einmal
differenzierbar, so folgt aus dem «Riickwirtsgang» durch die n — 1 DGL
1.0rdnung, daf ¢ selbst n-mal differenzierbar ist und man bekommt als
n-te Gleichung ™ (z) = f (z.0(x), ¢ (@),..., =1 ().

Bemerkung

Somit bedarf es auch nur einer Theorie fiir Systeme von DGL 1.0rdnung.

Beispiel
Bewegung eines Massenpunktes nach dem Zweiten NEWTONschen Gesetz.

Sei z := x (t) der Ort, & := fl—f die Geschwindigkeit und # := ZZT? die Beschleu-

nigung eines Massenpunktes.

Mit m als Masse und mit F' als Kraft gilt m& = F (t,z, %), d.h. ein System von
drei DGL 2.0rdnung mit « = (1, 2, x3).

Mit der Geschwindigkeit v = (v1,v2,v3) gewinnt man das System von sechs
DGL 1.0rdnung durch & := v und v = #F (t,z,v).
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4.2 Existenz. Eindeutigkeit

Betrachtet wird das Anfangswertproblem fiir ein System von gewthnlichen DGL
1.0rdnung
y'=F(x,y) und y(zo) = yo.

Definition 4.8 (Vektorraum C ([xg — 0,z + 4]))

Vektorraum oder Raum C ([xg — d, 29 + d]) ist die Bezeichnung fiir die
Menge der in dem Intervall [zg — d, 29 + ] stetigen vektorwertigen Ab-
bildungen mit der Operatornorm

= ma. x .
lolle =, max g @)

Bemerkung
C ([xo — 9, o + J]) ist normierter vollstindiger Vektorraum oder Funktio-
nenraum.

Satz 4.2 (Satz von PICARD-LINDELOF)

Sei g € I mit Intervall I C R, F : I x R® — R stetig und erfiille die
LipscHITZ-Bedingung

Vo€ IVy,z €R" ||F(e,y) — F(2,2)ll < Ly -2l -

Dann gibt es zu jedem Anfangswert yg € R™ genau eine stetig differen-
zierbare Abbildung ¢ : I — R™ mit ¢’ (x) = F (z,¢ (z)) und ¢ (29) = yo.

Bewers

Angenommen, das Anfangswertproblem habe die Losung ¢. Geméfs dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung gilt dann die Fixpunktgleichung (In-
tegralgleichung)

x

%) @@ =0+ / F(t,p (1) dt = (@ (9)) (),

Zo

d.h. ¢ ist Fixelement der Abbildung ® des Raumes aller in I stetigen vektor-
wertigen Funktionen in sich, die durch (%) beschrieben ist.

Wir zeigen zunichst, daf fiir € [zg — 6,z + 6] die Abbildung ® erstens Ab-
bildung von C ([zg — d, ¢ + d]) in sich (Selbstabbildung) ist, was unmittelbar
aus (x) folgt, und zweitens kontrahierend ist. Dies wird erreicht durch Fixieren
von ¢ so, dafs ® kontrahierend wird. Hierzu wird betrachtet

(@ (¥) (z) = (2 (p)) (z) = /m (F' (8,9 (1) = F (&, ¢(1))) dt.

[¢]

Mit der Abschétzung

(@ () () = (2 () (2) ]| < sign (z — o) /z 1 (&4 () = F (8 (1))l o dt
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erhilt man unter Beachtung der LipscHITZ-Bedingung
1E (¢, (1) = F (£, 0 (D)l oo < LIt (8) — ¢ (Bl

und durch Ubergang von Vektornorm auf Abbildungsnorm (Operatornorm)

xo+9
H‘I’(”l/))*@(sﬁ)llcﬁ/ B Ll = ¢lledt =20L [y —¢ll -

Zo

Wahlt man 6 < i, so ist die Abbildung ® kontrahierend.

Gemifs dem Fixpunktsatz von BANACH gilt (wegen Selbstabbildung und Kon-
traktion)

€T

31 € C ([0 — 6,20 + 8)) SO(QC)Z?JOJF/ F(t, o () dt.

xo

Da F stetig ist, gilt ¢’ (x) = F (z,¢ (z)), d.h. die Anfangsbedingung ¢ (xg) =
Yo ist erfiillt. Somit gibt es genau eine Lésung ¢ fir das AWP im Intervall
| — xo] < 0.

Dieses Ergebnis kann nun iterativ auf das AWP an den Stellen (Randpunkten)
2o — 0 und xg + 6 mit den AW ¢ (z9 — 0) und ¢ (o + 0) angewandt werden und
fithrt zu einer eindeutigen Losung im doppelt so grofien Intervall |x — x| < 20.
Durch Fortsetzen dieses Verfahrens auf die entsprechend gew#hlten Randpunkte
der jeweils betrachteten Intervalle kann die zunéchst fiir das Intervall |2 — xo| <
0 giiltige Existenz- und Eindeutigkeitsaussage auf das gesamte Intervall I C R
erweitert werden. O

Bemerkung

Die an den Beweisanfang gestellte Integralversion mittels des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung ist eine dquivalente Formulierung
zur DGL. D.h.

o I': G — R" stetig auf G C R x R" offen,
e p: I — R” stetig auf I mit (z,p(x)) € G, Vz,

16st das AWP

Z/(x:o)F:(my?f) } ¢ (2) = ¢ (r0) + /:F (t,p(t)dt Vael

Dies ist von Vorteil bei der Betrachtung von Grenzprozessen, da die Inte-
gralversion es erlaubt, mit stetigen statt mit differenzierbaren Funktionen
 zu arbeiten.

Bemerkung

Existieren alle partiellen Ableitungen D1 f (x,y),..., Dy f (z,y) und sind
diese beschrinkt, so erfiillt F' die LipScHITZ-Bedingung des Satzes von
P1CARD-LINDELOF.
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Bemerkung

Im Satz von PICARD-LINDELOF wird vorausgesetzt, daf f bzgl. aller
Variablen stetig ist und bzgl. der y-Variablen der LipSCHITZ-Bedingung
geniigt. Aus der Giiltigkeit der LipscHITZ-Bedingung folgt, dafs f bzgl.
der y-Variablen gleichmdfig stetig ist.

(Anm.: Aus der LipscHITz-Bedingung allein folgt nicht, daff f insgesamt
stetig ist.)

Bewers

Gemaifs der Dreiecksungleichung und der LipSCHITZ-Bedingung hat man

||f (xay) - f (x()vyo)Hoo Hf (xvy) - f (xvyo)Hoo + ”f (xvyo) - f (x()vy())”oo

<
< Ly —wollo + I1f (=,90) — f (20, ¥0) || o -

Sei £ > 0 vorgegeben. Sei § > 0 so bestimmt, dak fiir |« — z¢| < 0 gilt

||f(37»y0) - f(anyO)Hoo <e.
Dann gilt V (2,y) mit |z — 20| <6 bzw. [y —yol < £

IS
|‘f(];7y) - f(Iano)Hoo < LZ +e= 287

d.h. fist in (zg,yo) stetig. O

4.3 Losungsmethoden fiir GDGL

Die Losung ¢ (z) einer gegebenen allgemeinen DGL ist nicht in jedem Falle ex-
plizit angebbar. Allerdings gibt es fiir bestimmte Klassen gewohnlicher DGL Lo-
sungstechniken. Solche vorzustellen, ist Aufgabe des gegenwirtigen Abschnitts.

Analytische Losungsverfahren

o [terationsverfahren nach PICARD-LINDELOF
e Methode der Trennung der Variablen v’ = f (z,y)) = g (z) h (x)

e Methode der Variation der Konstanten (fiir homogene bzw. nichthomoge-
ne lineare DGL)

e fiir DGL hoherer Ordnung sog. «Tricksy, abhingig vom Typ

Energietrick
Trick der inversen Funktion
EULER-LAGRANGEsche Gleichung

Beriihrungstransformation (LEGENDRE, LIE et al.)

AR A

LAPLACE-Transformation
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6. u.a.m.

Fiihren analytische Losungsverfahren nicht zum Ziele, verbleiben die Verfahren
numerischer Approximation. Hierzu wird eine Theorie der Numerik gewShnli-
cher DGL benoétigt. Vorstehender Sachverhalt gilt grundsétzlich auch fiir par-
tielle DGL.

Iterationsverfahren nach PICARD-LINDELOF

Dieses Iterationsverfahren (Fixpunktiteration) beruht auf der Integraldarstel-
lung des AWP. Hierzu definiert man die Abbildungen ¢y, : I — R" k € N durch
die Rekursion

wo(z) = o
e (@) = yot / £t on (0) d.

Durch vollstdndige Induktion und mit Anwendung des Majorantenkriteriums
lafst sich zeigen, daf die Folge (pr) gleichmifig gegen die Losung des AWP

¢ (x) = 1yo +/zf(t,gp(t))d,t.

konvergiert. Manchmal kann so die Lésung eines AWP direkt berechnet werden.
Beispiel

In R xR wird zu der DGL ¢’ = 2zy die Losung ¢ () gesucht, die der Bedingung
© (0) = yo geniigt. Dann lautet die Rekursionsgleichung

x

pun(2)=w+2 [ ton (O

zo

Die ersten drei Glieder der Funktionenfolge sind

vo(r) = wo .
p1(x) = yo+ 2y [y tdt = yo(1+2?)

4
r(0) = wraofit(i+R)d = w144+ %)

Durch vollstandige Induktion kann man zeigen

) 24 26 22k
(pk(JC):yo(l—FJJ +2'+3'++k'>
Hieraus erhélt man

> I2k 2
p(x) = lim g (v) = yokz_%ﬂ = yoe" .

Die Probe durch Einsetzen ergibt

1. Yy = 2zy ©yoe® 2z = 2rye®
2. y(0)=¢(0) : yoe” = yo
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Methode der Trennung der Variablen

Die Methode der Trennung der Variablen beruht auf nachstehenden Definition
und Satz.

Definition 4.9 (DGL mit getrennten Variablen)
Seien I,J C Roffen, f: I —R,g:J — R stetig, g (y) #0Vy € J.
Dann ist ¥’ = f (x) g (y) eine Differentialgleichung mit getrennten Varia-
blen.
Satz 4.3 (Lésung von DGL mit getrennten Variablen)
Seien I,J C R offen, (xg,y0) € I x J, F(x) = f;:)f(t)dt, Gy) =
yo g(t) dt.
Ist fir I’ C I mit a9 € I', F(I ) C G(J), dann existiert genau eine
)

Losung ¢ : I' — R von ¢y’ = f( ) g (y) mit ¢ (zg) = yo. Die Losung erfiillt
G(p(x)=F(x) Ve el

Beweis
«Eindeutigkeit» Zu zeigen:

Ist ¢ : I’ — R irgendeine Losung von 3’ = f (x) g (y) mit ¢ (z¢) = yo, dann gilt

Gp(x)=F(x) Vaxel.

Denn
dw =) = [ e /f
() du
=u= p(t) /y /f
G(p(x )

Wegen G’ (y) = ﬁ # 0 ist G streng monoton. Somit existiert eine stetig
differenzierbare Umkehrfunktion H : G (y) — R und damit

p(x)=H(F(z)) Vel

d.h. die Losung, falls sie iiberhaupt existiert, ist durch die Anfangsbedingung
eindeutig bestimmt.

«Existenz»
p:I' = Rmit ¢ (z) := H(F (z)) ist stetig differenzierbar.
Wegen F (z¢) = 0= G (yo) ist

@ (wo) = H (F (x0)) = H (0) = yo.
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Weiterhin gilt G (¢ (x)) = F (x) und somit
/ / _ ¥ (@) —F'(x)= f(z

Daraus folgt ¢’ () = f (z) g (¢ (x)) und ¢ existiert.
Es gibt somit genau eine Lésung. t

Vorgehensweise (vereinfacht)

y = f@)g(x)

I
dy = X X

/gci?;/) = /f(x)dx—i—const.

Auflésung der Schlufgleichung nach y = ¢ ().
Beispiel

In R? wird zu der DGL 3/ = y? die Losung ¢ (z) gesucht, die der Bedingung
©(0) = yo geniigt. Da die LipscHITZ-Bedingung erfiillt ist, existiert eine ein-
deutige Losung.

Fall 1 yo =0

Ansatz ¢ () = 0, V& € R. Probe durch Einsetzen in DGL und Bedingung
ergibt, dafy diese erfiillt sind. D.h. ¢ () = 0 ist einzige Losung.

Fall 2 yo >0

Sei ¢ : I — R irgendeine Losung des AWP iiber I, das den Nullpunkt enthélt.
Dann ist ¢ (x) > 0, Vo € I. Denn sonst gibe es ein x1 € I mit ¢ (z1) = 0 und
daher ¢ (z) = 0, Vo € I, was im Widerspruch zur Annahme steht. Man kann
also die Betrachtung auf 3’ = 3? in R x {z € R | > 0} beschriinken.

Es wird ¢’ = y? dann zur DGL mit getrennten Variablen v’ = y? - 1 durch die
Notationen

fPR—=R mit f(z)=1
g:{zreR|z>0} =R mit g(y) =1y
sowie .
F(z) = ny ldz = =
Gy) = fyo Hdt = iﬂ - %

> Yo Yo
vall mit F(I') C G ({x € R | = > 0}). Mit Satz 4.3 wird dann

1 1 Yo ( 1>
—_—— =TI = xT) = y r<< — .
v  ¢(x) » (@) 1 —yox Yo

Fall 3 yo < 0 analog mit

o ][ R wd o) =i (o> ).

Y
Wegen G ({x e R |z >0}) = } —00, = [ ist I' := } —00, = [ das maximale Inter-
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Methode der Variation der Konstanten

Die mit «Variation der Konstanten» bezeichnete Losungstechnik erstreckt sich
auf homogene bzw. nichthomogene lineare DGL.

Definition 4.10 (homogene, inhomogene lineare DGL 1.0rdnung)
Sei I C R Intervall, a,b: I — R stetige Funktionen.

Y =a(@)y+b(z)
heifst im Falle b = 0 homogene, im Falle b # 0 inhomogene lineare Diffe-
rentialgleichung 1.0rdnung.

Satz 4.4

Sei I C R Intervall, xg € I,y0 € R, ¢ : I — R Losung der homoge-
nen linearen Differentialgleichung 1.0rdnung 3’ = a () y mit Anfangswert

¢ (z0) = Yo-
Es gibt genau eine Losung ¢ : I — R mit

¢ () = yoexp (/ﬂ:ﬂt)ﬁ).

Beweis

1. Die Losung ¢ () = yoexp (f;o a(t) dt) erfillt ¥’ = a(z)y mit ¢’ (z) =
a(z) ¢ (z) und ¢ (z0) = yo-

2. Da die Funktion a (x)y in I x R stetig partiell nach y differenzierbar ist,
ist die LipscHITZ-Bedingung lokal erfiillt. Mit Satz 4.2 folgt daraus die
Eindeutigkeit.

O

Im Falle der inhomogenen linearen DGL 1.0rdnung y' = a(z)y + b(z) mit
Anfangswert ¢ (xg) = yo existiert unter Voraussetzung der LIPSCHITZ-Stetigkeit
nach dem Satz von PICARD-LINDELOF ebenfalls genau eine Losung ¢ ().

Lose zuerst die homogene lineare DGL 1.0rdnung v’ = a (x) y zum Anfangswert

¢ (z9) =1, d.h. i
o (2) = 1-exp (/Ioa(t)dt).

Es gilt Vo ¢ (x) # 0. Definiere
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Dann

a(z)e(@)u(r)+b(z) = Z,(x))w(chb(x)
= (p(@)u(@)
= ¢ (@)u(@)+e@) (z)
= a(x)e(@)u(@)+e(x)u ()
= b(z) = ¢(x)u(2)
= v = 5E
= u(z) = u(xo)+ [ u(t)dt
= yo—&-j;z%dt
= v(z) = ¢(@)u(z)
= ¢(x) (yo+f’” Aot
= l-eXp(wa ()dt) y0+fmgz(?dt).

Beispiel
Sei y/ = 2zy + 22 und y (0) = yo. Dann ist

o) = 1-exp (/jztdt)

e

(z) = p@)u(z)
= & (yo + / et2t3dt)
0
Mit Substitution s = ¢ und partieller Integration erhilt man
2y 1) 6_12)

ac +1).

w(x):em( c- 5

= (wey)e-
Satz 4.5

Sei I C R Intervall, a,b : I — R stetige Funktionen, o € I,y € R
beliebig.

N"H /\

Es gibt genau eine Losung i : I — R der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung 1.0rdnung

Y =a@)y+b)
mit ¢ (z9) = yo :
b (@)= ¢ () (yo+[w<t>1b<t>dt> miw(x>:eXp(£a<t)dt).

L0
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Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Hier ist die Losung dquivalent zu der Berechnung der Nullstellen eines Poly-
noms n-ten Grades. Die homogene lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten a; € R bzw. a; € C kann geschrieben werden

—any™ = agy + ary’ +agy” + ...+ an_1y" Y
-~
aoy + a1y’ + azy” + ...+ an_1y" 7Y 4+ any™ =0
<~
aoy” + a1y + azy® + ..+ a1y +any™ =0

Wihlt man fiir die y(9 = % = dfi,;y den Operator T anstelle %i, so wird der
Term

d
dx

v d"! i
QoY + a1y + anary + ot 1 e Y + On ey

d d2 dnfl dr
ataig Tagz+ .. T an_1mT T angm | Y

(aoTO +ar T+ aT?+ ... +ap_ 1T+ anT") Y

P(T)y

Dann kann die homogene lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten a; € R bzw. a; € C geschrieben werden als

aoy + a1y’ +ay’ + ...+ an_1y™ Y +a,y™ =0
=

P(T)y=P (%) y=>1, a;y) = 0.
Fazit

Der lineare Differentialoperator n-ter Ordnung P (T') wird betrachtet als Po-
lynom n-ten Grades eines Differentialoperators %, d.h. in der Unbekannten

- d
T=.

Die lineare DGL n-ter Ordnung wird betrachtet als die Anwendung von P (T')
auf y (x).

Rechenregeln fiir Polynome von Differentialoperatoren

Sei P1 (T) ,PQ (T) S ]P(T)
Addition

P(T) = Py (T) + P2 (T)

Sei y : I — C geniigend oft differenzierbar, dann

d d d
P(daa>ypl(dx)y*P2(dx)y'
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Multiplikation
Q(T) =P (T) P (T)

Sei y : I — C geniigend oft differenzierbar, dann
d d d
— =P |— | |P|— .
(i) r=r () (» () 1)
Mit konstanten Koeffizienten a; € R bzw. a; € C gilt Kommutativitdt
d d d d
Pl—|Pl—|=FR|—|P|—).
(dm) (dw) (dw) (dw)

Wegen der Produktregel fiir Ableitungen gilt dies nicht im Falle nichtkon-
stanter Koeflizienten a; ().

Bemerkung

Betrachtet sei nun die Anwendung P (T) = P (1) auf

y(z) = e bzw. % =\,

Lemma 4.6

VP (T)eP(T) YA eC P ((Z) M =P (\) e,

Beweis

Sei P(T) € P(T) mit P(T)= > ,a;T". Dann

d Ar - dl Ax
P(m)e = Za,dﬂ,e

=0
= Zai)\ie)‘“
=0
= P(\)eM
(]
Folgerung
Ist A eine Nullstelle P (\) = 0, dann ist ¢ () = e* eine Losung von
P (%) y=0.
Satz 4.7
Sei P(T) € P(T) mit P(T) = Y. ya;T" und a, = 1, P(T) besitze n
paarweise verschiedene Nullstellen Aq1,..., A, € C.
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Dann hat die Differentialgleichung

d
Pl—)y=
()v=0

ein Fundamentalsystem von Lésungen oy : I — C

>\k$
)

ok (z) =¢
mit k=1,...,n.
Mit Lemma 4.6 ist klar, daf die ¢ Losungen sind. Als Elemente eines Fun-

damentalsystems miissen sie auch linear unabhdngig sein, d.h. ihre WRONSKI-
Determinante

o1 () @2 () ©n ()
1 () w5 () o, ()
W(x) = . : #0
oY (@) o (@) o (@)
Wegen 4
o) (x) = M
wird
©1 (O) ®2 (0) Pn (O) 1 1 1
@ (0) % (0) ¢!, (0) A X An
W(0)=|. : . =
R (1) I Gl 1) B (1) ot L et

zur VANDERMONDE-Determinante, und damit

W (©0) =TT =) #0,

p>q
da Ap, \q paarweise verschieden sind. Dies bedeutet die lineare Unabhéngigkeit
der ¢y.
Beispiel

Fiir die DGL 3" — y"" — 2y’ = 0 wird das Polynom zu T2 — T? — 27" = 0 mit
den Nullstellen A\ =0, o = —1, A3 = 2.

() = 1
p2(x) = e "
p3(x) = e

bilden das Fundamentalsystem von Lésungen; die Losung lautet mit ¢ (z) =
api (z) + Bz (x) + o3 (z)

Y=t B + e,

was sich durch Probe bestatigen laft.
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Bemerkung

Die Funktionen ¢ spannen einen Losungsraum auf, in dem jede L&sung eine
Linearkombination der ¢; darstellt. Dies verschafft z.B. die Moglichkeit eines
Basiswechsels, falls ein Fundamentalsystem aus komplexen Funktionen besteht
und ein reelles Fundamentalsystem gewonnen werden soll.

Beispiel

Fiir die DGL 3" + c?y = 0 wird das Polynom zu T2 4 ¢?> = 0 mit den Nullstellen
A1 = ic, Ay = —ic, d.h. ¢ (x) = €' o (x) = e ", Letztere sind eine kom-
plexe Basis des Fundamentalsystems. Dieses kann z.B. transformiert werden in
eine reelle Basis des Fundamentalsystems geméfs

Yi(@) = F(p1(x)+a(x)) = cos(c)
Y2 (@) = 5 (p1(2) —p2(2)) = sin(cw)

Bemerkung

Bei mehrfachen Nullstellen ist das Polynom P (T') € P

P(T)=T" 4 ap 1 T" ' +... +a1T +ag

zerlegbar in Linearfaktoren
P(T)= (T = )" (T = X))k .. (T = \)*

mit A; € C paarweise verschieden, k; > 1 Vielfachheit der Nullstellen und

Zj kj =n.

Lemma 4.8
Sei A € C,k € N, I € R k-mal differenzierbar.
Dann gilt

(di - >\> k (y(z) ) = y®) (z) e

Lemma 4.9.
Sei P(T) eP(T),AeC,P(X) #£0.
Ist g : R — C Polynomfunktion vom Grad k, so gilt

: (di) (9@ e) =h(a)e

mit h: R — C, und h ist wieder Polynom vom Grad k.

Satz 4.10

Sei P(T) € P(T) mit P(T) = > ya;T" und a, = 1, P(T) besitze
paarweise verschiedene Nullstellen \; € C mit Vielfachheiten k;,1 < j <.
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Dann hat die Differentialgleichung

d
P(g) =0

ein Fundamentalsystem von Lisungen («Basis») @jm 1 I — C mit
fim () = 27N

mit 1 <j<rund 0<m < k; —1.

Prinzipielle Vorgehensweise zur Gewinnung von Lésungen

Sei P(T) =" ya;T% a; € C,a, =1, b: I — C stetig.
Betrachte die inhomogene DGL

Dann ist die Vorgehensweise
1. Bestimme gemaf Satz 4.10 ein Fundamentalsystem von Losungen der ho-

mogenen DGL
d
Pl—]y=0.
(&)

2. Fiihre die inhomogene DGL zuriick auf ein System von DGL 1.0rdnung.

3. Bestimme eine Losung der inhomogenen DGL durch Variation der Kon-
stanten geméafs Satz 4.5

Das Vorgehen vereinfacht sich erheblich im Spezialfall
P y—ers pec, P £0
2p |y =¢"neC.P(u) #0.

Dann ist

Losung, denn

Satz 4.11

Sei P(T) € P(T) mit P(T) = Y. ya;T" und a, = 1, b : R — C mit
b(z) = f(x)e* mit f Polynom in z vom Grad m, komplex, u € C
Nullstelle k-ter Ordnung (k > 0) von P (T).
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Dann hat die Differentialgleichung
d .
P (dx) y=7Fl@e”

eine spezielle Losung ¢ : R — C mit

mit i Polynom vom Grad m + k.

Beweis

Nach Voraussetzung ist

r()-o(d) (2

mit @ Polynom mit @ (u) # 0. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion
nach dem Grad m des Polynoms f (x) gefiihrt.

Zwischenbemerkung
e gemiif Satz 4.6 gilt P (L) e** = P (\) el
e gemil Satz 4.8 gilt (% - )\)k (y (z) ) = y®) (z) A

e gemiif Satz 4.9 gilt P (1) (g(z)e*) = h(z) e mit g, h Polynom-
funktionen vom Grad k.

Induktionsanfang m = 0. Lose P (%) y = cel”.

Spezielle Losung ist
c

oIy

xk:ep,a:,

da mit Satz 4.6 und Satz 4.8
i k px _ i i, ’ rFerk
P(g) e = e(g) (& n) e
d
= — let®
Q(dm)we )

= KIQ(n) et

Induktionsschritt (m — 1) — m. Mit Satz 4.8 und Satz 4.9 gilt

P(5)@en) = o) <ddm—u)k(xm+ke#k)

d (m+k)' m T
= ) (M)

= glaen
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mit g (x) Polynom vom Grad m. Fiir ein geeignetes ¢ € C ist f1 (z) := f (x) —
¢g (z) ein Polynom vom Grad m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
dann ein Polynom hq () vom Grad m — 1 + k mit

P <CZC> (hy (z) ") = f1 (z) em®.

Mit h (z) := hy (x) + cx™T* gilt

d oy e
P(daz> (h(z)e"™) = (fi(x)+ecg(x))e
= fla)er.

Systeme von linearen DGL mit konstanten Koeffizienten

Die Betrachtung von Systemen von linearen DGL mit konstanten Koeffizienten
ist eng verkniipft mit der Eigenwerttheorie von Matrizen. Infolgedessen be-
steht die explizite Bestimmung eines Fundamentalsystems von Lésungen in der
Transformation der Matrix des Systems auf die Normalform.

Satz 4.12
Sei A € C"*"™ a € C™ Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C.

Die Abbildung ¢ : R — C", definiert durch ¢ (v) := ae*® ist Lisung der
Differentialgleichung vy’ = Ay.

Beweis
¢ (z) = are® = A (ae™®) = Ap (z). O
Satz 4.13

Sei A € C"*" aq,...,a, € C" eine Basis von Eigenvektoren von A zu den

Eigenwerten A1,..., A, € C.

Die Abbildungen ¢ : R — C", definiert durch ¢ (z) := age**® mit
k=1,...,n bilden ein Fundamentalsystem von Ldésungen der Differenti-
algleichung y' = Ay.

Transformationen

Eine Matrix A € C™*" besitzt genau dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn
es eine invertierbare Matrix S gibt, sodafl die Matrix

B=S"1tAS

Diagonalgestalt hat. Die Spalten von S sind dann die Eigenvektoren mit den
Diagonalelementen von B als den zugehdrigen Eigenwerten. Allerdings ist es
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nicht immer mdglich, eine Matrix A in dieser Weise auf Diagonalgestalt zu
bringen.

In diesem Falle hilft der Umstand weiter, daf es stets eine invertierbare Matrix
S gibt, sodak die Matrix
B=S"1AS

Dreiecksgestalt hat.

Lemma 4.14
Sei A e C"*" S e GL(n,C). Dann gilt

p:R—C" Loésung der DGL y = Ay
~
1 :=8"1p:R— C" Losungdertransformierten DGL 2 = S71ASz.

Beweis

y = Ay & Sy
=S5"1Ay
— 51455y
=,_5-1, =S5 'ASz=2

O

Gemif Lemma 4.14 146t sich das System von linearen DGL y' = Ay durch
eine geeignete Transformation auf die Form 2z’ = Bz mit Dreiecksgestalt von B
bringen

2 bir b2 ... b1(n-1) bin 21
zh bao ... ba(n—1) ban, Z9
Zn_1 bin—1)(n-1) Om—1)n Zp—1

Zur vorgegebenen Anfangsbedingung v (z) = yo 1dft sich durch «Riickwérts-
substitution» analog dem GAUSS-Verfahren die vollstindige Losung ermitteln:

Nach der letzten Zeile fiihrt z/, = by, 2, zu einer Losung der Form
U (x) _ anebnnw

mit o, so, dak ¥, (z) = a, "% = yg,. Fiir die vorletze Zeile wird dann

!

Zn_1 = bn—1)(n-1)Zn—1 = b(n_1)n¥n (),

deren Losung mit Lemma 4.11 zu ermiteln ist. So fortsetzend gelangt man
schliefslich zur vollstdndigen Losung.
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5 Variationsrechnung (Ausblick)

Aufgabenstellung

Erinnerung
Extremstellen von f € C! () mit  offene Teilmengen des R™.
Notwendig: xg kritischer Punkt von f, d.h.

a n— n
Vf (.”L’()) =0 S feci(n) 87'2 (ac) =0, Vaels" Ler™

Nun: Analoge Bedingungen fiir die stationéren Stellen eines Funktionals

F:M—->R

mit M Teilmenge eines Funktionenraumes. § ist Integral, das auf den Funktio-
nenraum gebildet wird.

Beispiel

Sei M die Menge aller differenzierbaren Kurven X : I — R3, deren Spur auf
einer Fliche & in R? liegt und die zwei gegebene Punkte P, Q € & verbinden.
Die Frage nach der kiirzesten Verbindung von P und ) unter allen Kurven
X € M fithrt auf die notwendige Bedingung, der ein Minimierer der Bogenlange
in M geniigen mufs

L(X):/I]X(t)(dt firzB. X () = < . 8 )

Beispiel

Schwingungen einer Saite. Minimiere die elastische Energie
1 []o)2
D(X):f/‘X‘ dt,
2 Jr

d.h. bestimme eine Kurve X : I — R? aller C!-Verbindungskurven zweier
Punkte P, Q € R3.

Formalisierung der Aufgabenstellung

o Wihle «erweiterten Phasenraumy U als Gebiet in R2*t! := R x R™ x R”
mit der LAGRANGE-Funktion F : U — R, F € C!.

e Betrachte die Abbildungen u € C! (I,R™),I = [a,b], deren 1-graph in U
liegt. Dabei ist
1 — graphu := {(z,u (z) v (z))}
Punkt in € I. F(z,u(z),u (z)) ist dann wohldefiniert und stetig auf
1.
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e Bilde Funktional (Variationsintegral)

b
T (u) = / F(z,u(x),u (v))dz
auf der Menge

Ci (I,U) :={ueC" (I,R") |1 —graphu C U} .

e Wihle zwei Punkte P, Q € R™ verschieden und definiere Menge

M:={uelC (I,U)|u(a)=Pu®) =Q}.
e Minimiere § auf M: § (u) — min in M.

Zur Losung dieses Minimierungsproblems ist zu untersuchen, wie sich § (u) én-
dert, wenn die Abbildung u variiert wird:

e Wihle Vektorfeld
o €CH(I,R™).
e Bilde Kurvenschar h (-, &) mit Scharparameter € € |—&g,ep[,£0 > 0 und
mit
h(z,e);=u(x) +ep(x),z e, le| < eo.
Die Kurve v ist in die Kurvenschar h eingebettet.

e Betrachte Funktion

O :|—ep,e0] @ R definiertals @ (¢) :=F (u+ep).
o Bilde Ableitung an Stelle ¢ =0

. d
$(0) = —-F (u+2¢) 0.

Definition 5.1 (FErste Variation)

Als erste Variation von § an der Stelle w in Richtung ¢ wird der Ausdruck
33 (u, ) :=  (0)

bezeichnet.

Bemerkung

05 (u, ) ist fiir Variationsintegral § : M — R das Analogon zur Rich-
tungsableitung der Funktion f: Q — R

%f (o) = %f (xo +ea) = V[ (x0)a.

Die Einschrinkung a € S"~! ist irrelevant, da V f (7¢) a linear in a ist.
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Weiterhin gilt
/ —F (z,u(z) +ep(z),u (z) +e¢’ () da.

Betrachtet man die LAGRANGE-Funktion in der Form F (z,z,p) mit z € R,z €
R™ p € R", dann ergibt sich nach der Kettenregel

& F (2,u (@) +ep (2) 0/ (2) + e’ () do
= F(z,u(@) +ep(n),u (2) +e¢’ (2)) ¢ (2)
+ Fp(z,u(@) +ep(a),u () +e¢’ (2)) ¢ () .

Damit wird
0§ (u0) = [ (Fe(z,ul2),v (@)@ (@) + Fy (2,u(2) o ()¢ (z) do
bzw. in Koordinatenschreibweise
0F(u,0) = 10 (P (u(@) o (2) @) (@) + By, (2,u (), (2)) ¢ (2)) da

Lemma 5.1
Sei F eC'(U),F, €C(u,R").

Dann 148t sich die erste Variation

6% (u, ), Yu€C*(I,R")

schreiben als

0% (u, / Z (F z,u(z) ' (z) — %ij (z,u(x), o (x))) ; (z) da
D By, (wu (@) (@) g5 ()],
j=1

Definition 5.2 (Funktionenklasse)

Mit C} (1°, R") wird die Klasse der Funktionen ¢ € C! (I,R"), die «nahe
am Rand von I verschwinden», bezeichnet. Ist also ¢ € C! (I°,R™) und
I = [a, b], so gibt es Zahlen a, 8 mit a < a < B < b, sodak

o(x)=0, Vzd¢lag|.

Satz 5.2 (Fundamentalsatz der Variationsrechnung)
Sei f € C°(I,R"),I = [a,b]. Dann gilt

/f r)dr =0 YocCl(I°,R") = f(z)=0 VYeel.

Beweis

Literatur
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Satz 5.3 (System der EULER-LAGRANGE-Gleichungen auf I)
Sei F,F,,,...,F, €C'(U),ucC?(,R").

1. Dann gilt

63 (u,0) =0, Ve ell(I°,R")

= %ij (z,u(x),u (x)) = F., (z,u(x),u (), i<j<n.
2. Dann gilt

0% (u,) =0, YepeC'(I,R")
= %ij (z,u(z),u (2) = F,, (z,u(x),u (x), i<j<n.

und zusdtzlich die sog. «natiirlichen Randbedingungeny fir ¢ = a,b

F;D (x,u(x),u'(:v)):(), 1<5<n.

5
Definition 5.3 (EULERsches Vektorfeld. EULERscher Operator)
Lp (u): I — R™ mit

heift EULERsches Vektorfeld oder EULERscher Operator.

Anwendung in der Physik

Variationelle Ableitung von § nach w:

0%

%(u) =Lp (u).

Mit Lemma 5.1 wird

’ 63 1 n
B = [ wed veecrE)
§

- (Fw.e)

bei Auffassung des Integrals als Skalarprodukt im Funktionenraum. Dies erklért
die Analogie zur Richtungsableitung

o z0) = V1 (zo) 0

Abkiirzungen fiir EULER-LAGRANGE-Gleichungssystem von n gewShnlichen DGL

2.0rdnung fir v :
Lrp(u)=0 bw. %5 (u)=0
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Definition 5.4 (Fztremale)
Jede Losung u € C (I,R™) der EULER-LAGRANGE-Gleichung Lp mit

Lr=0

heifst Extremale von F oder F-Extremale.

Definition 5.5 (LAGRANGE-Funktion)

F (z,y,p) mit F, F, € C! heift Null-LAGRANGEsche, wenn jede Abbildung
u: I — R"™ € C? eine F-Extremale ist, d.h. Lr (u) = 0.

Satz 5.4

Sei F (z,y,p) Null-LAGRANGEsche und h € C? mit h : [a,b] x [0,1] — R"
mit festen Endpunkten P und @, d.h.

h(a,e) = P,h(be)=Q, Vee[0,1],
dann gilt fiir das F' zugeordnete Funktional
F(h(-,e)) =const., Vee[0,1].

Bemerkung

Voraussetzungen sind abschwéchbar

e F (! fiir F(x,z,p) linear in p.

e h mub nur aus C' sein.

Bemerkung

Fiir jede Funktion S (z, z) ist die LAGRANGE-Funktion
G (l‘, z,p) =5, (l‘, Z) + 5. (l‘, Z)p

eine Null-LAGRANGEsche.

Bemerkung
Umeichen (umdefinieren) eines Variationsintegrals:

Addieren einer Null-LAGRANGEschen zum Integranden fndert die Extre-
male nicht.

Die EULER-LAGRANGE-DGL Lp (u) = 0 ist notwendige Bedingung dafiir, daf
ein u € C? ein lokales Minimum des Funktionals

T (u) = /IF(CL‘,U(CE) Ju () de, I =a,b]

bei festen (wihlbaren) oder freien (parametrisierbaren) Randbedingungen lie-
fert.

Setze voraus: F (z,z,p),F, (z,2,p) € C!,
Sei M :={ueC (I,U)]|u(a)=Pu()=Q},
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Satz 5.5
Sei u € M lokaler Minimierer (entspr. Minimum) von § in M.
D.h. 3r > 0, sodak

Fu) <F(v), Yve Mmitsuplu—v|<r
I

= 05 (u,0) =0, VYoel'(I,R") mity(a)= ¢ (b) =0.
Ist zudem u € C?, so ist u eine Extremale. Es gilt fiir a < z < b

9B (e (a) o (1)) = 0.

F, (z,u(z),u (z)) — -

Satz 5.6
Sei u € C! (I,R™) lokaler Minimierer von § in C* (I, R").
D.h. 3r > 0, sodaf
S <F), Yve ct (I,R™) mit sup |[u —v| <
I
= 0% (u,p) =0, YpeC'(I,R").

Ist zudem u € C? auf |a, b|, so gelten

d

F, (z,u(x),u (z)) — e

F, (z,u(z),u (z))=0

und zusétzlich die natiirlichen Randbedingungen fiir x = a,x = b

F, (z,u(z),u (z)) =0.

HAMILTON-Prinzip

Betrachte Funktional 2 := fttf L(x(t),(t))dt mit LAGRANGE-Funktion L (z,v) =
T (z,v) =V (z), wobei
1 1
T (z,v) = 3 (v, A(z)v) = 5 Z aj (x) vjug
jk=1

eine positiv definite quadratische Form in v = (v1, ..., vy,) ist mit Koeffizienten
a;i (x), die von = (1, ..., 2,) abhingen.

o A (z) positiv definit und symmetrisch

e T'(z,v) kinetische Energie im Phasenraum, (x,v)-Raum

e V (x) potentielle Energie

o E(z,v) =T (z,v) +V (x) Gesamtenergie

Dies entspricht einem System von N Massenpunkten mit
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e Bewegung der Teilchen z (t) = (21 (t),...,zy (t)) € R3V="
e Geschwindigkeit der Teilchen & () = (i1 (t),...,2x (t)) € R3N="

Das HAMILTONsche Prinzip besagt:

Dem System von N Massenpunkten ist die LAGRANGE-Funktion L (z,v)
zugeordnet mit

L(w,v)z%(u,A(m)v)—V(x).

Interpretation

Unter allen denkbaren Bewegungen z (¢) des Systems aus C! sind die physikalisch
moglichen daduch gekennzeichnet, daf sie das «Wirkintegral»

to
A () :/ L(z,2) dt
t1
stationdr machen, d.h.
0A(z,0) =0

Vo : [t1,ta] — R™, o € Ct, die nahe an t,t5 verschwinden.

Wegen L (z,v) = 5 (v, A(z)v) — V (z) gibt es sogar Losungen aus C?, d.h. die
EULER-LAGRANGE-Form

d . . :
%Lv (x,%) = Ly (z,2) & — [A(x) 2] = =V, (z).

Mit Kraftfeld K := —grad,V = —V, entspricht dies den NEWTONschen Bewe-
gungsgleichungen fiir ein konservatives Kraftfeld

A (z) =diag (mq,...,mpy)
mit mszKj(x),j: ].,,N
Mit der EULER-Beziehung (Vektorfeld) ergibt sich

Ty (z,v) = 2T (z,v)

und mit

folgt
¢ (z,v) :=vl, (x,v) — L(z,v) =T (z,v) +V (z),

d.h. ¢ ~ Gesamtenergie lings jeder Extremalen (Losung) x (¢) des Funktionals
2 konstant: Energieerhaltung.
Anwendung LEGENDRE-Transformation, die durch L erzeugt wird:

Kanonische Impulse y zu einem Punkt z

y:= L, (z,v) = A(z)v.
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Mit A (z) > 0= 347! (z) =

B(z) =v=DB(z)y.

Die zugehdrige HAMILTON-Funktion H (x,y) mit z Ort und y Impuls ist

H (z,y)

wobei sich die letzte Gleichung aus A symmetrisch, dh. A = AT, B = BT

A~1, ergibt.

[yv —L (:L’, v)}u:B(m)y
[UL’U ('ra U) —L (.13, v)]v:B(a:)y
o (ZC, U) ‘UZB(-T)ZJ

1

2
1

2

(v, A(x)v) +V (2)
v=B(z)y

(y, B(z)y) +V (z),

Fazit der LEGENDRE-Transformation

mit y = A (z)v und v = B (z) y mit v Geschwindigkeit und y Tmpuls gilt

L(z,v)+ H (z,y) = yv

mit

LAGRANGE — Funktion

HAMILTON — Funktion

Liz,v) = 5 {0, A(x)v) ~ V (2)
H (w,y) = 5 {0, B@)y) +V (2).

(t,2,v) — (t,z,y)
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