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Vorwort 5Vorwort zur 1. Au
ageDies ist eine ni
htautorisierte Mits
hrift der Vorlesung "Analysis 2\, die Prof. Dr. Kohnenim WS 1996/97 gehalten hat, f�ur den Inhalt dieser Mits
hrift kann ni
ht gehaftet werden.Prof. Dr. Kohnen hielt vom SS 96 bis zum SS 97 in Heidelberg die Vorlesungen "Analysis 1-3\.Der Aufbau dieser Vorlesungen war so gut, da� wir uns ents
hlossen haben, unsere Mits
hriftder Vorlesung in geTEXte Form zu bringen. Nat�urli
h kann und soll ein Skript nie den Besu
hund die eigenh�andige Mits
hrift einer Vorlesung ersetzen, es kann h�o
hstens als Erg�anzung beimLernen dienen.In dieser Mits
hrift fehlt das Kapitel 6: "Gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungen { eine Einf�uhrung\.I
h habe dies bewu�t ausgespart und m�o
hte den Leser hier auf weiterf�uhrende Literatur, bzw.das von Herrn Kohnen gehaltene Seminar im SS 97 verweisen.Zum S
hriftsatz m�o
hte i
h anmerken, da� i
h versu
ht habe, mi
h so gut wie m�ogli
h andie S
hreibweise der Vorlesung zu halten. Komponenten von Funktionen und Vektoren werdendur
h ho
hgesetzte Zi�ern gekennzei
hnet, z.B. x = �x(1); x(2); : : : ; x(n)� 2 Rn , was unweigerli
hzu Komplikationen z.B. mit der S
hreibweise der n-ten Ableitung f�ur Funktionen f�uhrt, i
hvertraue hier auf den S
harfsinn des Lesers.Diese Mits
hrift wird mit Si
herheit no
h Tipfehler aber u.U. au
h inhaltli
he Fehler enthal-ten. I
h m�o
hte mi
h daf�ur ents
huldigen und kann nur jedem raten, alles anhand der eigenenMits
hrift oder anderer Literatur genau zu pr�ufen. F�ur Hinweise zur Verbesserung bzw. Beri
h-tigung bin i
h immer dankbar.Dieses File ist in aktuellster Form immer �uber die Skriptensammlung der Fa
hs
haft MathPhyszu beziehen: http://MathPhys.fsk.uni-heidelberg.de/skripteUm ein Dur
heinander zu verhindern, ist auf dem Internet nur die Posts
ript-Version erh�altli
h,i
h werde mi
h bem�uhen, �Anderungen s
hnellstm�ogli
h vorzunehmen.Es bleibt mir no
h "Danke\ zu sagen:Danke, Herr Kohnen, f�ur die M�uhe, die sie in Ihre Vorlesungen geste
kt haben!Danke, Oli, f�ur gute �Ubungsbl�atter, faire Klausuren und eine gute Betreuung!Danke, Andrea und Max, f�ur gute �Ubungsgruppen!Danke, Petra, f�ur das TEXen von Ana 1 und Ana 3!Danke, Gerhard, f�ur das TEXen der S�atze aus Ana 2!Danke, Dir, f�ur viele s
h�one Stunden, die wir in diesem Sommer zusammen verbra
ht haben!Heidelberg, 10.11.97 Hans BoieVorwort zur Version 1.1In der Zwis
henzeit wurden no
h ein paar S
hreibfehler verbessert. Ansonsten freue i
h mi
hweiterhin �uber Anmerkungen und Verbesserungsvors
hl�age.Heidelberg, 20.10.2000 Hans BoieeMail: hboie�ix.urz.uni-heidelberg.de
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ErinnerungWi
htige S�atze aus der Di�erentialre
hnung, Zusammenhang zwis
hen Di�enrential- und Inte-gralre
hnung:De�nition 1:Sei f :M ! R;M � R mitUr(x0) = �x 2 R��jx� x0j < r	 �M f�ur r > 0Dann hei�t f di�erenzierbar in x0, fallslimx!x0 f(x)� f(x0)x� x0 =: f 0(x0)existiertSatz 1: f di�erenzierbar in x0 =) f stetig in x0Satz 2 ("Re
henregeln\):Seien f und g in x0 di�erenzierbar, dann gilt:(i) f + g, 
f(
 2 R) und fg sind in x0 di�erenzierbar und es gilt(f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0)(
f)0(x0) = 
f 0(x0)(fg)0(x0) = f 0(x0)g(x0) + f(x0)g0(x0)(ii) Ist zus�atzli
h g(x0) 6= 0, so ist au
h fg in x0 di�erenzierbar und es gilt:�fg�0(x0) = f 0(x0)g(x0)� f(x0)g0(x0)g2(x0)Satz 3 ("Kettenregel\):Seien I, I� zwei Intervalle, die ni
ht nur aus einem Punkt bestehen. Seien f : I ! R, g : I� ! Rmit f(I) � I�. Seien f in x0 2 I und g in y0 = f(x0) di�erenzierbar. Dann ist au
h g Æ f in x0di�erenzierbar, und es gilt: (g Æ f)0(x0) = g0�f(x0)�f 0(x0)7



8 ErinnerungSatz 4 ("Mittelwertsatz\):Sei I = [a; b℄ mit a < b. Sei f : I ! R auf I stetig und auf (a; b) di�erenzierbar, dann existiert� 2 (a; b), so da� f(b)� f(a) = f 0(�)(b� a)Korollar 1:Gilt zus�atzli
h no
h f 0(x) = 0 8x 2 (a; b), so ist f konstant.Satz 5:Sei I = [a; b℄ mit a < b. Sei f : I ! R stetig und injektiv, es sei f auf (a; b) di�erenzierbar mitf 0(x) > 0 8x 2 (a; b). Sei f([a; b℄) = [�; �℄ und sei g : [�; �℄ ! R eine zu f inverse Funktion.Dann ist g auf (�; �) di�erenzierbar und es gilt:g0(x) = 1f 0�g(y)� 8y 2 (�; �)Satz 6 ("Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung\):Sei I = [a; b℄ mit a < b. Sei f 2 C0(I). Sei 
 2 I. Dann ist die dur
hF (x) = xZ
 f(n)dn (x 2 I)de�nierte Funktion F : I ! R stetig di�erenzierbar auf I, und es gilt:F 0(x) = f(x) 8x 2 I(d.h. F ist eine Stammfunktion von f)Korollar 2:Sei I = [a; b℄ mit a < b, f 2 C0(I). Dann gilt:bZa f(x)dx = �(b)� �(a) =: �(x)��bawobei � irgendeine Stammfunktion von f auf I ist.Satz 7 ("Partielle Integration\):Seien f; g 2 C1(I). Dann gilt:bZa f 0(x)g(x)dx = f(x)g(x)��ba � bZa f(x)g0(x)dxSatz 8 ("Variablentransformation\):Seien I bzw. I� Intervalle mit den Endpunkten �; � bzw. a; b und � 6= �, a 6= b. Sei f 2 C0(I�)und ' 2 C1(I) mit '(I) � I�. Dann gilt:'(�)Z'(�) f(x)dx = �Z� f�'(n)�'0(n)dn(etwas unpr�azieser: x = '(n), dx = d'(n) = '0(n)dn)



Kapitel 1Spezielle FunktionenZiel: Einf�uhrung der sogenannten elementaren Funktionen, Untersu
hung ihrer wi
htigen Ei-gens
haften.x1 Bogenl�angeDe�nition 1:Sei I = [a; b℄ mit a < b a; b 2 R ein kompaktes Intervall. Sei f 2 C1(I). Dann setzt manL(f) := bZa q1 + jf 0(x)j2dxDie Zahl L(f) hei�t Bogenl�ange des Graphen G(f) von f .Motivation: 6
-

y
xq����������qP1 P2d(P1; P2)Ist P1 = (x1; y1), P2 = (x2; y2), so ist der euklidis
he Abstand von P1 zu P2 de�niert als:d(P1; P2) :=p(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2 (Satz des Pythagoras)allgemeiner: Seien P0; P1; : : : ; Pn n + 1 Punkte in R2 , P� = (x�; y�) (� = 0; 1; : : : ; n); manverbinde P��1 mit P� dur
h ein Geradenst�u
k (� = 1; 2; : : : ; n), so erh�alt man einen sogenannten9



10 Kapitel 1: Spezielle Funktionen"Polygonzug\ mit E
kpunkten P0; P1; : : : ; Pn.Man de�niert dessen L�ange als: nX�=1 d(P��1; P�)= nX�=1p(x� � x��1)2 + (y� � y��1)2Sei f 2 C1(I). Sei �Zn�n2N eine Folge von ZerlegungenZn = �a = x(n)0 < x(n)1 < � � � < x(n)mn = b	von [a; b℄ mit Feinheit Æ(Zn) = max1���mn�x(n)� n!1����! 0 mit �x(n)� = x(n)� � x(n)��1.Man betra
hte den "inG(f) einbes
hriebenen\ Polygonzug Pn mit E
kpunkten P (n)� = (x(n)� ; y(n)� ),wobei y(n)� = f(x(n)� ) (� = 0; 1; : : : ; mn).Die L�ange von Pn ist dann glei
h: L(Pn) = mnX�=1 �S(n)�wobei �S(n)� :=q��x(n)� �2 + ��y(n)� �2Na
h dem Mittelwertsatz gibt es �(n)� 2 (x(n)��1; x(n)� ) 8� mit:f�x(n)� �� f�x(n)��1� = f 0��(n)� ��x(n)� � x(n)��1�L(Pn) = mnX�=1q1 + f 0��(n)� �2 ��x(n)�In anderen Worten: L(P) ist eine Riemann's
he Summe zum Integral p1 + f 0(x)2.(Analysis 1, Kap. 6, x4)Da Æ(Zn) n!1����! 0 gilt, existiert es na
h Satzlimn!1L(Pn) = bZa p1 + f 0(x)2dxDies re
htfertigt den Namen "Bogenl�ange\ f�urL(f) = bZa q1 + jf 0(x)j2dx



x1 Bogenl�ange 11Beispiel 1 (Viertelkreis):V = �(x; y) 2 R2 ��x2 + y2 = 1; 0 < x � 1; 0 � y < 1	

-
y6

x
1

1Der Viertelkreis kann als Graph der Funktiony 7! g(y) =p1� y2 (0 � y < 1)aufgefa�t werden.F�ur P = (x; y) 2 V setze man !(P ) = aZb q1 + jg0(u)j2dud.h. !(P ) ist die L�ange des Bogens zwis
hen P0(1; 0) und P .Es gilt: g0(y) = �2y2p1� y2 = �yp1� y2a + jg0(y)j2 = 1 + y21� y2 = 11� y2Daher: !(P ) = yZ0 dup1� u2Ziel: De�nition der trigonometris
hen Funktionen Sinus und Cosinus derart, da� f�ur P =(x; y) 2 V und ! = !(P ) gilt:x = 
os! y = sin!



12 Kapitel 1: Spezielle Funktionenx2 Die trigonometris
hen Funktionen und ihre Umkehr-funktionenF�ur jyj < 1 setze man A(y) = yZ0 dup1� u2Na
h dem Hauptsatz der Di�ertial- und Integralre
hnung ist A(y) eine stetig di�erenzierbarFunktion und es gilt: A0(y) = 1p1� y2 > 0 (jyj < 1)Daher ist A(y) streng monoton wa
hsend.Es gilt: A(�y) = �A(y)d.h. A ist "ungerade\, denn:A(�y) = �yZ0 dup1� u2 =(u=�v) yZ0 d(�v)p1� (�v)2= � yZ0 dvp1� v2 = �A(y)Wir setzen A(y) zu einer stetigen Funktion auf [�1; 1℄ fort dur
h:A(�1) := limy!�1+A(y)A(1) := limy!1�A(y)Behauptung: Die Limites existierenBeweis:Wegen A(�y) = �A(y) gen�ugt es zu zeigen, da� limy!1�A(y) existiert.Man s
hreibe: A(y) = 12Z0 dup1� u2 + yZ12 dup1� u2



x2 Die trigonometris
hen Funktionen 13daher rei
ht es, das zweite Integral zu betra
hten, es gilt:yZ12 dup1� u2 =(v=p1�u2) p1�y2Z12p3 1v � �vp1� v2dv= � p1�y2Z12p3 dvp1� v2Daher gilt: limy!1�A(y) = 12Z0 dup1� u2 + 12p3Z0 dup1� u2=) Limes existiert!De�nition 1:Man setzte: � := 2A(1)(d.h. 2� ist der Umfang des Einheitskreises.)Unter Anwendung des Zwis
henwertsatzes haben wir also gezeigt: Die Funktion A ist einestreng monoton wa
hsende, bijektive Abbildung von [�1; 1℄ auf [��2 ; �2 ℄, wel
he von der KlasseC0�[�1; 1℄� \ C1�(�1; 1)� ist; sie ist ungerade und erf�ullt:A(�1) = �A(1) = ��2 A(0) = 0 A(1) = �2Man setze: B(x) := (A(p1� x2) f�ur 0 � x � 1� � A(p1� x2) f�ur �1 � x < 0Dann ist B auf [�1; 1℄ stetig (!) und f�ur 0 < jxj < 1 stetig di�erenzierbar mit der Ableitung:B0(x) = sign(x)A0(p1� x2) � �xp1� x2 = sign(x) 1q1� (p1� x2)2 � �xp1� x2= sign(x) 1qjxj2 � �xp1� x2 = �1p1� x2 < 0 (denn xjxj = sign(x))Daher ist B streng monoton fallend.Es gilt: B(�1) = � B(1) = 0



14 Kapitel 1: Spezielle Funktionen

- x
6y�2

��2 1-1
Abbildung 1.1: Die Funktion A (ar
sin(x))

- x

6y
�2
�

1-1Abbildung 1.2: Die Funktion B (ar

os(x))



x2 Die trigonometris
hen Funktionen 15Lemma 1:Sei f stetig auf Ur(x0) und di�erenzierbar auf Ur(x0) n �x0	. Es gelte limx!x0f 0(x) = 
 existiert,dann ist f au
h in x0 di�erenzierbar und f 0(x0) = 
.Beweis:�Ubungsaufgabe!(Entspre
hendes gilt au
h, wenn f nur in einer einseitigen Umgebung von x0 de�niert ist.)Man wende das Lemma auf B und x0 = 0 an. Es gilt:limx!0B0(x) = �1also ist B au
h in x0 = 0 di�erenzierbar und B0(0) = 1.Also: B ist eine streng monoton fallende, bijekitve Abbildung von [�1; 1℄ auf [0; �℄ der KlasseC0�[�1; 1℄� \ C1�(�1; 1)�. Es gilt: B0(x) = � 1p1� x2und: B(�1) = � B(0) = �2 B(1) = 0Seien: S := A�1 C := B�1die Umkehrabbildungen von A bzw. B.Na
h dem Satz �uber inverse Funktionen gilt:S 2 C0�[��2 ; �2 ℄� \ C1�(��2 ; �2 )�C 2 C0�[0; �℄� \ C1�(0; �)�Ferner ist S streng monoton wa
hsend mitS(��2 ) = �1 S(0) = 0 S(�2 ) = 1C ist streng monoton fallend mitC(0) = 1 C(�2 ) = 0 C(�) = �1Ferne ist S ungerade.Beweis:Es gilt:S Æ A(y) = y =) S(A(�y)) = �y =) �y = S(�A(y)) (denn A ist ungerade)=) �S(A(y)) = S(�A(y)) d.h. � S(!) = S(�!) 8!



16 Kapitel 1: Spezielle Funktionen

- x
6y1

-1
��2 �2

Abbildung 1.3: Die Funktion S (sin(x))

- x
6y1

-1
��2

Abbildung 1.4: Die Funktion C (
os(x))



x2 Die trigonometris
hen Funktionen 17Ferner gilt: S2(!) + C2(!) = 1 8! 2 [0; �2 ℄Beweis:F�ur 0 � x � 1 ist B(x) = A(p1� x2). Daher gilt:S(B(x)) = S(A(p1� x2) = p1� x2=) 1 = x2 + S(B(x))2Setze ! = B(x), also x = C(!), dann folgt:1 = C2(!) + S2(!)Sei 0 < ! < �2 . Mit x = C(!), y = S(!) gilt na
h dem Satz �uber die inverse Funktion:S 0(!) = 1A0(y) = 11p1�y2 =p1� S2(!)= C(!) denn: S2(!) + C2(!) = 1 und C(!) > 0C 0(!) = 1B0(x) = 1� 1p1�x2 =p1� C2(!) = �S(!)Bemerkung:Im Satz �uber die inverse Funktion kann man nat�urli
h die Voraussetzung f 0(x) > 0 8x dur
hf 0(x) < 0 8x ersetzen. Zum Beweis ersetze man f dur
h �f und bea
hte:g����f(x)�� = xDie Formel g0(y) = 1f 0(g(y))bleibt also korrekt.Eine entspre
hende Grenzwertbetra
htung (s. Lemma 1, S. 15) zeigt, da� S und C au
h in 0und �2 di�erenzierbar sind und obige Formel au
h dort korrekt bleibt.Wie werden jetzt in 4 S
hritten Funktionen s; 
 2 C1(R) konstruieren (ausgehend von S, C)derart, da� s0 = 
, 
0 = s ist, s ungerade, 
 gerade gilt und s,
 die Periode 2� haben:s(x + 2�) = s(x) 
(x+ 2�) = 
(x) 8x 2 R



18 Kapitel 1: Spezielle Funktionen(i) Sei 0 � ! � �2 . Man setze:
(!) := C(!) s(!) := S(!)Na
h dem oben Bewiesenen gilt dann:s0(!) = 
(!) 
0(!) = �s(!) 8! 2 [0; �2 ℄(ii) Sei �2 � ! � �. Man setze dann:
(!) := C(!) s(!) :=p1� C2(!)Sei �2 � ! < �, dann gilt:
0(!) = C 0(!) = �p1� C2(!) (wie oben bere
hnet)= �s(!)Ferner ist:s0(!) = 12p1� C2(!) � (�2C(!)C 0(!)) = 1s(!) � (�
(!)(�s(!))) = 
(!)Dur
h eine Grenzwertbetra
htung (s. Lemma 1, S. 15) folgt, da� s und 
 au
h in �di�erenzierbar sind und die obigen Formeln au
h dort gelten.(iii) Sei �� � ! � 0. Dann setze man:s(!) := �s(�!) 
(!) := 
(�!)Es gilt: s0(!) = �(�1)s0(�!) = s0(�!) = 
(�!) = 
(!)
0(!) = �
0(�!) = s(�!) = �s(!)Bisher wurde gezeigt: Existenz von s; 
 auf [��; �) mit s0 = 
, 
0 = �s, s ungerade, 
gerade unds(��) = s(�) = 0 s0(��) = s0(�) = �1 
(��) = 
(�) = �1 
0(��) = 
0(�) = 0Ferner: s(0) = 0 und 
(0) = 1(iv) F�ur ! = � + 2�k mit � 2 [��; �℄ und k 2 Z setzt man:s(!) := s(�) 
(!) := 
(�)Man veri�ziert dann sofort, da� alle gew�uns
hten Eigens
haften f�ur s und 
 gelten.Man bea
hte: s(x) = 0 () x = �k mit k 2 Z
(x) = 0 () x = �2 + �k mit k 2 Z



x2 Die trigonometris
hen Funktionen 19Satz 1:Seien s; 
 2 C1(R) mit s0 = 
, 
0 = �s und s(0) = 0, 
(0) = 1. Dann sind s und 
 eindeutigbestimmt, und es gilt: s2(x) + 
2(x) = 1 8x 2 RFerner ist s ungerade, 
 gerade, und es gelten die Additionstheoreme:s(x+ y) = s(x)
(y) + s(y)
(x)
(x+ y) = 
(x)
(y)� s(x)s(y)Beweis:�Ubungsaufgabe!Man setze f�ur x 2 R: sinx := s(x) 
os x := 
(x)Dann gilt: ddx sinx = 
os x ddx 
os x = � sinxsin2 x+ 
os2 x = 1 : : : et
.Man setze:Tangens: tanx := sin x
os x (x 2 R; x 6= �2 + �k; k 2 Z)Kotangens: 
ot x := 
os xsin x (x 2 R; x 6= �k; k 2 Z)F�ur die Ableitungen gilt:tan0 x = sin0 x 
os x� 
os0 x sinx
os2 x = 
os2 x+ sin2 x
os2 x = 1
os2 x = 1 + tan2 x
ot0 x = � 1sin2 xMan nennt die Funktionen:ar
sinx := A(x) ar

os x := B(x) x 2 [�1; 1℄den "Hauptzweig\ der "Funktionen\ Ar
us Sinus bzw. Ar
us Cosinus.Dann gilt also: ar
sin = �sin ��[��2 ;�2 ℄��1ar

os = �
os ��[0;�℄��1



20 Kapitel 1: Spezielle FunktionenGenauer gesagt, besitzt die Eins
hr�ankung von sin auf jedes Intervall [��2 + �k; �2 + �k℄ eineUmkehrfunktion, wel
he man einen "Zweig\ von Ar
us Sinus nennt. �Ahnli
hes gilt f�ur denCosinus. F�ur die Hauptzweige gilt (x 2 (�1; 1))ddx ar
sinx = 1p1� x2ddx ar

os x = � 1p1� x2Genauso kann man "Zweige\ und Umkehrfunktionen f�ur Tangens und Kotangens de�nieren.Man de�niert die Hauptzweige dur
h:ar
tan := �tan ��[��2 ;�2 ℄��1ar

ot := �
ot ��[0;�℄��1Setzt man y = ar
tan x, x = tan x, so gilt:tan0 y = 1
os2 y = sin2 y 
os2 y
os2 y = sin2 y
os2 y + 1 = tan2 y + 1 = 1 + x2F�ur die Ableitungen folgt dann also:ddx ar
tan x = 1tan0 y = 11 + x2ddx ar

ot x = � 11 + x2x3 Expontential- und LogarithmusfunktionDe�nition 1 (Logarithmusfunktion):F�ur x > 0 setze man: log x := xZ1 duuDie Funktion log : R+ ! R hei�t Logarithmusfunktion (zuweilen au
h "Logarithmus natu-ralis\, in Zei
hen: lnx). O�enbar gilt: log 1 = 0



x3 Expontential- und Logarithmusfunktion 21Satz 1:Die Funktion log x (x > 0) ist unendli
h oft di�erenzierbar, und es gilt:ddx log x = 1xFerner ist das unbestimmte Integral von 1x (x 6= 0), d.h. die Menge aller Stammfunktionenglei
h: Z dxx = log jxj+ 
onst:Beweis:Na
h dem Hauptsatz der Di�ertial- und Integralre
hnung ist:log0 x = 1xDie zweite Aussage ist f�ur x > 0 klar, denn dann ist jxj = x. Sei x < 0, dann ist jxj = �x, also:log jxj = log(�x)daher: ddx log jxj = 1�x � (�1) = 1xSatz 2 (Additionstheorem):F�ur a; b 2 R+ gilt: log(ab) = log a + log bBeweis:Es gilt: log(ab) = abZ1 duu = aZ1 duu + abZa duuIm zweiten Integral substituiert man:u = va 1 � v � balso: v = ua , dudv = a, daher: abZa duu = bZ1 a dvva = bZ1 dvv = log b=) log(ab) = aZ1 duu + abZa duu = aZ1 duu + bZ1 duu = log a+ log b



22 Kapitel 1: Spezielle FunktionenKorollar 1:(i) log(a1 � a2 � : : : � an) = log a1 + log a2 + : : : log an (ai > 0 8i = 1; 2; : : : ; n)(ii) logx� = � log x (x > 0; � 2 Q)Beweis:(i) klar dur
h Induktion!(ii) na
h (i) gilt logxn = n logx (n 2 N).Ferner gilt logx + log 1x = log(x 1x) = log 1 = 0, also: log 1x = � logx.Daher gilt f�ur n 2 N :logx�n = log (1x � : : : � 1x)| {z }n-mal = n log 1x = �n log xF�ur n 2 Z, n 6= 0 gilt:logx = log(x 1n )n = n logx 1n =) logx 1n = 1n log xHieraus folgt die Behauptung!Satz 3:Die Logarithmusfunktion ist streng monoton wa
hsend (insbesondere also injektiv)Es gilt: logR+ = R und:limx!1 log x =1 limx!0 log x = �1Beweis:Wegen log0 x = 1x > 0 gilt: Die Funktion log ist streng monoton wa
hsend. Daher istlog 2 > log 1 = 0=) log 2n = n log 2 n!1����! 1Wegen der Monotonie folgt also: limx!1 logx =1F�ur x!1 gilt 1x ! 0 und umgekehrt, ferner ist log 1x = � log x =) limx!0 logx = �1.Wende den Zwis
henwertsatz an, so folgt s
hlie�li
h:logR+ = R



x3 Expontential- und Logarithmusfunktion 23De�nition 2 (Exponentialfunktion):Die Umkehrfunktion log�1 : R ! R+ � Rzur Logarithmusfunktion hei�t Exponentialfunktion und wird mit exp bezei
hnet.Satz 4:(i) exp ist unendli
h oft di�erenzierbar streng monoton wa
hsend, und es gilt:ddx exp = exp exp x8><>:> 1 f�ur x > 0= 1 f�ur x = 0< 1 f�ur x < 0(ii) exp(x + y) = exp x � exp y(iii) exp(�x) = (exp x)� f�ur � 2 Q(iv) exp 1 = e ("Euler's
he Zahl\)Beweis:(i) ddx exp x = 1log0(exp x) = 11expx = exp xDie �ubrigen Aussagen unter (i) folgen aus den entspre
henden Aussagen �uber log.(z.B. exp x > 1() log(exp x) > 0() x > 0 : : : et
.)(ii) Sei a = exp x, b = exp y, dann gilt:x + y = log a+ log b = log(ab)=) exp(x+ y) = exp�log(ab)� = ab = exp x exp y(iii) Sei a = exp x. Es gilt log a� = � log a = �x (Kor. 1 zu Satz 2, S. 22)=) exp(�x) = exp�log a�� = a� = (exp x)�(iv) F�ur x > 0 gilt: 1x = log0 x = limh!0 log(x+ h)� log xh



24 Kapitel 1: Spezielle FunktionenSpeziell mit x = 1 und hn = 1n (n 2 N) gilt also:1 = limn!1 log(1 + 1n)� log 11n= limn!1n log(1 + 1n) = limn!1 log(1 + 1n)nNa
h De�nition ist: e = limn!1(1 + 1n)n (s. Analysis 1)Da log stetig, folgt also: 1 = log e =) exp 1 = eBemerkung:Na
h (iii) und (iv) gilt f�ur � 2 Q :exp � = exp(� � 1) = (exp 1)� = e�Daher ist folgende De�nition sinnvoll:De�nition 3: ex := exp x (x 2 R)Insbesondere gilt also:ex+y = ex ey (ex)� = e�x 8� 2 QDe�nition 4:F�ur 
 > 0, x 2 R setzt man: 
x := ex log 
Bemerkung:(i) Diese De�nition von 
x stimmt f�ur x 2 Q mit der alten De�nition 
x �uberein:
� = exp(log 
�) = exp(� log 
) = e� log 
(ii) Sei x 2 R und sei ��n�n2N eine Folge rationaler Zahlen mitlimn!1�n = x(s. Analysis 1, �Ubungsblatt 9, Aufg. 4) Dann gilt:ex log 
 = e limn!1�n log 
 =(Stetigkeit) limn!1 e�n log 




x3 Expontential- und Logarithmusfunktion 25na
h log x� = � logx f�ur � 2 Q gilt also:ex log 
 = limn!1 elog 
�n=) 
x = ex log 
 = limn!1
�nMan kann daher die "allgemeine Potenz\ als Grenzwert einer Folge rationaler Potenzendeuten.Satz 5:(i) 
x+y = 
x
y 8x; y 2 R(ii) (
x)y = 
xy 8x; y 2 R(iii) log 
x = x log 
 8x 2 R(iv) Die Funktion x 7! 
x ist unendli
h oft di�erenzierbar und es gilt:ddx
x = 
x log 
Beweis:(i) ex+y = e(x+y) log 
 = ex log 
+y log 
 = ex log 
+ey log 
 = 
x
y(ii) Sei ��n�n2N eine Folge rationaler Zahlen mitlimn!1�n = yDann gilt:(
x)y = limn!1(
x)�n = limn!1(ex log 
)�n = limn!1 e�nx log 
 =(Stetigkeit) exy log 
 = 
xy(iii) log 
x = log ex log 
 = x log 
, denn exp und log sind zueinander inverse Funktionen.(iv) ex = ex log 
 =) ddx
x = ex log 
 log 
 = 
x log 
Bemerkung:Sei 
 > 0. F�ur 
 6= 1 hat dann x 7! 
x eine Umkehrfunktion (denn ddx
x = 
x log 
 ist positiv f�ur
 > 1 und negativ f�ur 
 < 1). Diese nennt man den "Logarithmus zur Basis 
\, in Zei
henlog
 x.Satz 6:Sei a 2 R, dann ist die Abbildung x 7! xa (x > 0) di�erenzierbar, und es gilt:ddxxa = axa�1



26 Kapitel 1: Spezielle FunktionenBeweis:Na
h De�nition ist: xa = ea log x, daher gilt:ddxxa =(Kettenregel) ea log x a1x = axa 1x = axa�1Satz 7:Sei f 2 C1(I) mit I = [a; b℄ mit a < b. Sei f(x) > 0 8x 2 I, dann ist au
h x 7! log f(x) vonder Klasse C1(I), und ddx log f(x) = f 0(x)f(x)Beweis:�UbungsaufgabeKorollar 2:Sei f 2 C1(I) mit I = [a; b℄ mit a < b. Sei f(x) 6= 0 8x 2 I, dann gilt:Z f 0(x)f(x) dx = log jf(x)j+ 
onst:Beweis:�UbungsaufgabeSatz 8:(i) ex = limh!0(1 + hx) 1h (x 2 R)(ii) log a = limh!0ah�1h (a 2 R+)Beweis:(i) Es gilt (ohne Eins
hr�ankung x 6= 0):1u log(1 + u) = log(1 + u)� log 1u u!0����! log0 1 = 1Setze: u = hx, dann folgt:(1 + hx) 1h = elog(1+hx) 1h = e 1h log(1+hx) = ex 1u log(1+u) h!0����! ex�1 = ex(ii) ah � 1h = ah � a0h h!0����! ddxax����x=0=(Satz 5, (iv))�ax log a�����x=0 = a0 log a = log a



x4 Die Hyperbel-Funktionen 27x4 Die Hyperbel-FunktionenDe�nition 1:F�ur x 2 R setze man:Sinus hyperboli
us: sinh x := ex � e�x2Cosinus hyperboli
us: 
osh x := ex + e�x2Eine einfa
he Re
hnung zeigt, da� gilt:
osh2 x� sinh2 x = 1d.h. diese Funktionen parametrisieren die Hyperbel.Weiter gilt: sinh0 x = 
osh x 
osh0 x = sinhxBeweis:�Ubungsaufgabe!



28 Kapitel 1: Spezielle Funktionen



Kapitel 2Weiterer Ausbau derIn�nitesimalre
hnung einer reellenFunktion einer reellen Variablen
x1 Die Regel von de l' HospitalZiel: Untersu
hung von "unbestimmten Ausdr�u
ken der Form 11 oder 00\ (z.B. Grenzwertver-halten von xlog x f�ur x!1) mit Hilfe der Ableitung.Satz 1 (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes):Seien a; b 2 R mit a < b. Seien f; g zwei Funktionen, die auf [a; b℄ stetig und auf (a; b) di�eren-zierbar sind. Es gelte g0(x) 6= 0 8x 2 (a; b). Dann gilt g(b)� g(a) 6= 0 und es existiert � 2 (a; b),so da�: f(b)� f(a)g(b)� g(a) = f 0(�)g0(�)Beweis:Na
h dem Mittelwertsatz angewandt auf g gilt:9 �1 2 (a; b) mit g(b)� g(a) = g0(�1)(b� a)Wegen g0(x) 6= 0 8x 2 (a; b) gilt daher: g(b)� g(a) 6= 0Man betra
hte die Hilfsfunktion:h(x) := f(x)� f(a)� f(b)� f(a)g(b)� g(a) �g(x)� g(a)� (x 2 [a; b℄)Dann ist h auf [a; b℄ stetig und auf (a; b) di�erenzierbar. Es gilt ferner h(a) = 0, h(b) = 0Na
h dem Satz von Rolle (Analysis 1) gibt es � 2 (a; b) mit h0(�) = 0. Das hei�t:0 = f 0(�)� f(b)� f(a)g(b)� g(a) g0(�)Daher folgt die Behauptung. 29



30 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungSatz 2 (de l' Hospital):Seien a; b 2 R(= R [ �1;�1	) mit a < b. Seien f; g auf (a; b) di�erenzierbare Funktionenmit g0(x) 6= 0 8x 2 (a; b).Es gelte entweder:f(x) x!a����! 0 ^ g(x) x!a����! 0 (�)oder: f(x) x!a����! 1 ^ g(x) x!a����! 1 (��)Dann gilt folgende Aussage:Wenn der Grenzwert limx!a+ f 0(x)g0(x)existiert, so existiert au
h der Grenzwert limx!a+ f(x)g(x)und es gilt: limx!a+ f(x)g(x) = limx!a+ f 0(x)g0(x)Bemerkung:Entspre
hende Aussagen gelten au
h f�ur x! b und obige Limites d�urfen au
h als verallgemei-nerte Grenzwerte interpretiert werden.Beweis:(i) Es gelte (�). Sei a > �1. Wegen f(x) x!a����! 0 und g(x) x!a����! 0 kann man dur
hdie Forderung f(a) := 0, g(a) := 0 die Funktionen f und g zu stetigen Funktionen auf[a; b) fortsetzen. Sei x 2 (a; b). Wendet man Satz 1 (S. 29) auf f bzw. g einges
hr�anktauf [a; x℄ an, so folgt die Existenz eines � = �(x) 2 (a; x) mit:f 0(�)g0(�) = f(x)� f(a)g(x)� g(a) = f(x)g(x)Es gilt � = �(x) x!a����! a, also folgt die Behauptung.Sei a = �1. Man substituiere t = � 1x . Unter dieser Substitution wird (�1; b) abgebil-det auf (0;�1b ) (ohne Eins
hr�ankung kann man voraussetzen, da� b < 0). F�ur 0 < t < �1bsetze man: '(t) := f(�1t )  (t) := g(�1t )Dann sind ' und  di�erenzierbar mit:'0(t) = f 0(�1t )t�2  0(t) = g0(�1t )t�2



x1 Die Regel von de l' Hospital 31Insbesondere ist  0(t) 6= 0 8t (denn g0(x) 6= 0 8x na
h Voraussetzung). Es gilt ferner:'(t) t!0+����! 0  (t) t!0+����! 0Ferner existiert na
h Voraussetzung:limt!0+ '0(t) 0(t) = limt!0+ f 0(�1t )t�2g0(�1t )t�2 = limx!�1 f 0(x)g0(x)Na
h dem s
hon Bewiesenen (angewandt auf a = 0, ' und  ) folgt daher die Existenzvon limt!0+ '(t) (t)und es gilt: limt!0+ '(t) (t) = limt!0+ '0(t) 0(t)Wegen limt!0+ '(t) (t) = limx!�1 f(x)g(x)gilt daher: limx!�1 f(x)g(x) = limx!�1 f 0(x)g0(x)(ii) Es gelte (��). Man setze: A := limx!a+ f 0(x)g0(x)Wir setzen (der Einfa
hheit halber) voraus, da� A 2 R.Wegen f(x) x!a����! 1, g(x) x!a����! 1 und der Existenz von A gibt es 
0 mit 
0 2 (a; b),so da� f(x) > 0; g(x) > 0 8x mit a < x < 
0 ist und����f 0(x)g0(x) ���� = ����f 0(x)g0(x) � A+ A���� � ����f 0(x)g0(x) � A���� + jAj � 1 + jAj 8x mit a < x < 
0Sei " > 0. Wegen der Existenz von A gibt es dann 
 = 
(") mit a < 
 < 
0, so da�:����A� f 0(x)g0(x) ���� < "2 8x mit a < x < 
Es gilt ferner: 1� g(
)g(x)1� f(
)f(x) x!a����! 1



32 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungda g(
) = 
onst: und g(x) x!a����! 1, also existiert x0 = x0(") mit a < x0 < 
, so da������1� g(
)g(x)1� f(
)f(x) � 1����� < "2(1 + jAj) 8x mit a < x < x0na
h dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 1, S. 29) gibt es f�ur x 2 (a; 
) ein� 2 (x; 
) mit f 0(�)g0(�) = f(x)� f(
)g(x)� g(
) = f(x)g(x) � 1� f(
)f(x)1� g(
)g(x)F�ur a < x < x0 (< 
 < 
0) gilt daher:����A� f(x)g(x) ���� = �����A� f 0(�)g0(�) � 1� g(
)g(x)1� f(
)f(x) ����� = �����A� f 0(�)g0(�)�1� g(
)g(x)1� f(
)f(x) � 1�� f 0(�)g0(�) ������ �����f 0(�)g0(�) ���� � �����1� g(
)g(x)1� f(
)f(x) � 1�����+ ����A� f 0(�)g0(�) ���� � (1 + jAj) "2(1 + jAj) + "2 = "
Beispiel 2: limx!1 xlog x = limx!111x = limx!1x =1Beispiel 3:Ausdr�u
ke der Form "0 � 1\ s
hreibt man um in "110 = 11\, z.B.:limx!0+x log x = � limx!0+ � log x1a = � limx!0+ � 1x� 1x2 = � limx!0+x = 0Beispiel 4:Ausdr�u
ke der Form "1�1\ s
hreibt man um in10 � 10 = 1 � 0� 1 � 00 � 0 = 00z.B.: limx!0+( 1sin x � 1x) = limx!0+ x� sinxx sinx = limx!0+ 1� 
os xsinx+ x 
os x= limx!0+ sinx
os x+ 
os x� x sinx = 02 = 0



x2 Der Satz von Taylor 33x2 Der Satz von TaylorSei x0 2 R, Æ > 0 und sei f : UÆ(x0)! R eine auf UÆ(x0) n-mal stetig di�erenzierbare Funktion,wobei n 2 N0Approximationsproblem: Gibt es ein Polynom pn(x) vom Grad � n derart, da�f(x)� pn(x)(x� x0)n x!x0����! 0 (�)Wenn ja, ist pn eindeutig bestimmt?Wir ma
hen f�ur pn probeweise den Ansatzpn(x) = a0 + a1(x� x0) + a2(x� x0)2 + � � �+ an(x� x0)nmit no
h zu bestimmenden KoeÆzienten a0; a1; : : : ; an.Man de�niere: F : (UÆ(0)! RF (h) = f(x0 + h)� pn(x0 + h)Dann ist F auf UÆ(0) n-mal stetig di�erenzierbar. Es gilt:F (h) = f(x0 + h)� pn(x0 + h)hn hn h!0����! 0wegen (�) und n 2 N0 . Da F stetig, folgt F (0) = 0. Sei n � 1. Dann gilt:F (h)h = f(x0 + h)� pn(x0 + h)hn hn�1 h!0����! 0wegen (�) und n� 1 � 0. Andererseits gilt na
h dem Mittelwertsatz:F (h)h = F (h)� F (0)h = 8><>:F (h)� F (0)h (h > 0)F (0)� F (h)�h (h < 0)= F 0(h1)mit h1 2 (0; h) f�ur h > 0 und h1 2 (h; 0) f�ur h < 0.Mit h! 0 (also au
h h1 ! 0) folgt also F 0(0) = 0, denn F 0 ist stetig.Sei jetzt n � 2. Wie oben zeigt man dann F (h)h2 h!0����! 0. Andererseits gilt na
h dem verallge-meinerten Mittelwertsatz mit 0 < jh2j < jh1j < jhj:F (h)h2 = F (h)� F (0)h2 � 0 = F 0(h1)2h1 = 12 F 0(h1)� F 0(0)h1 = 12F 00(h2)Daher folgt mit h! 0, da� F 00(0) = 0. Man f�ahrt so sukzessive fort und erh�alt:F (�)(0) = 0 8�; 0 � � � n



34 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungd.h.: f (�)(x0) = p(�)n (x0) = �! a� =) a� = f (�)(x0)�!De�nition 1 (Taylorpolynom):Das Polynom pn(x) := nX�=0 f (�)(x0)�! (x� x0)� (+)hei�t das n-Taylorpolynom zu f gebildet an der Stelle x0.Satz 1:Wenn ein Polynom mit (�) existiert, dann ist es eindeutig bestimmt und glei
h (+)Bemerkung:Ist f selbst ein Polynom vom Grad � n, so gilt f = pn; insbesondere l�a�t si
h also jedesPolynom vom Grad � n in der Form nX�=0 b�(x� x0)ns
hreiben, f�ur jedes x0 2 R, wobei die b� 's von x0 abh�angen.Beweis:Setze q := f � pn. Dann ist q ein Polynom vom Grad � n, und es gilt:q(�)(x0) = 0 f�ur � = 0; 1; : : : ; n (++)Sei q(x) = nX�=0 
�x�Man fasse (++) als lineares Glei
hungssystem f�ur die KoeÆzienten 
0; 
1; : : : ; 
n auf.Genauer ist (++) �aquivalent zu:0BBBBB�0! x0 x20 � � � xn00 1! 2x0 � � � nxn�100 0 2! � � � n(n� 1)xn�20... ... � � � . . . ...0 0 0 � � � n!
1CCCCCA0BBBBB�
0
1
2...
n

1CCCCCA = 0BBBBB�000...0
1CCCCCADie Determinante der Matrix links (obere Dreie
ksmatrix) ist glei
h:nY�=0 �! 6= 0



x2 Der Satz von Taylor 35also ist die Matrix invertierbar, also folgt:
0 = 
1 = � � � = 
n = 0direkt: aus der letzten Zeile folt: n! 
n = 0 =) 
n = 0, daraus folgt sukzessive:
n = 
n�1 = � � � = 
0 = 0Satz 2 (Taylor):Sei x0 2 R, Æ > 0 und f : UÆ(x0)! R (n+1)-mal di�erenzierbar auf UÆ(x0), wobei n 2 N0 festvorgegeben. Dann gilt: f(x) = pn(x) +Rn(x� x0) (jx� x0j < Æ)wobei pn(x) := nX�=0 f (�)(x0)�! (x� x0)�das n-te Taylorpolynom von f gebildet an der Stelle x0 ist und dasRestglied Rn(x�x0)dur
hLagrange: Rn(x� x0) = f (n+1)(�)(n+ 1)! (x� x0)n+1mit � = x0 + #h, h = x� x0 und # = #x 2 (0; 1), gegeben wird. (Form von Lagrange)Gilt also z. B.: ����f (n+1)(y)(n+ 1)! ���� �M f�ur ein M > 0; 8y 2 UÆ(x0)so folgt insbesondere: f(x)� pn(x)(x� x0)n x!x0����! 0(denn Rn(x� x0) = f(x)� pn(x)), also l�ost pn tats�a
hli
h (�)F�ur das Restglied hat man ferner die Darstellung:Cau
hy: Rn(x� x0) = Rn(h) = hn+1n! (1� �)n f (n+1)(x0 + �h)mit h = x� x0, � = �x 2 (0; 1). (Cau
hy-Form)Gilt zudem f 2 Cn+1(UÆ(x0)), so kann man das Restglied au
h in folgender Form darstellen:Rn(x� x0) = Rn(h) = 1Z0 (1� t)nn! f (n+1)(x0 + th)hn+1dt



36 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungBeweis:(i) Man setze: Rn(h) := f(x0 + h)� pn(x0 + h) jhj < ÆDann gilt:R(�)n (0) = f (�)(x0)� p(�)n (x0) = f (�)(x0)� �! f (�)(x0)�! = 0 � = 0; 1; : : : ; nEs gilt: R(n+1)n (h) = f (n+1)(x0 + h)denn pn hat Grad � n, also ist p(n+1)n (h) = 0. Unter Benutzung des verallgemeinertenMittelwertsatzes �ndet man na
heinander h1; h2; : : : ; hn+1 mit0 < hn+1 < hn < � � � < h1 < h f�ur h > 0bzw. h < ha < h2 < � � � < hn+1 < 0 f�ur h > 0so da�: Rn(h)hn+1 = Rn(h)� Rn(0)hn+1 � 0 = 1n+ 1 � R0n(h1)hn1 = 1n+ 1 � R0n(h1)�R0n(0)hn1 � 0= 1n(n+ 1) � R00n(h2)hn�12 = � � � = 1n + 1! � R(n+1)n (hn+1)h0n+1= 1n+ 1! R(n+1)n (hn+1) = f (n+1)(x0 + hn+1)(n + 1)!Man s
hreibe hn+1 = #h mit # 2 (0; 1).Dann folgt also: Rn(h) = f (n+1)(x0 + #h)(n+ 1)! hn+1Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes.(ii) Sei jetzt f 2 Cn+1(UÆ(x0)). Mit h = x� x0 fest setze man:F (t) := f(x0 + th) t 2 [0; 1℄



x2 Der Satz von Taylor 37Man s
hreibe:F (1)� F (0) = 1Z0 F 0(t)dt (Hauptsatz)na
h partieller Integration (u = (t� 1) =) u0 = 1 und v = F 0(t) =) v0 = F 00(t)):= (t� 1)F 0(t)����10 � 1Z0 (t� 1)F 00(t)dt = F 0(0) + 1Z0 (1� t)F 00(t)dtna
h paritieller Integration (u = (1� t)22! =) u0 = (1� t) und v = F 00(t) =) v0 = F 000(t)):= F 0(0) + (1� t)22! F 00(t)����10 � 1Z0 (1� t)22 F 000(t)dtDur
h vollst�andige Induktion ergibt si
h:F (1)� F (0) = F 0(0) + F 00(0)2! + � � �+ F (n)(0)n! + 1Z0 (1� t)nn! F (n+1)(t)dtEs gilt:F (1) = f(x0 + h) = f(x) F (0) = f(x0)F (�)(0) = f (�)(x0)h� da F (�)(h) = f (�)(x0 + th)h� (0 � � � n+ 1)Daher ergibt si
h die Integralform des Restgliedes mit:f(x) = f(x0) + f 0(x0)1! (x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + : : :� � �+ f (n)(x0)n! (x� x0)n + 1Z0 (1� t)nn! f (n+1)(x0 + th)hn+1dt(iii) Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz der Integralre
hnung (Ana. 1, Kap. 3,x8) an, so ergibt si
h:1Z0 (1� t)nn! f (n+1)(x0 + th)hn+1dt = (1� 0)(1� �)nn! f (n+1)(x0 + �h)hn+1= (1� �)nn! f (n+1)(x0 + �h)hn+1wobei � = �x 2 (0; 1). Dies ist die Cau
hy-Form des Restgliedes.(Anmerkung: Die Cau
hy-Form des Restgliedes wird hier ni
ht ohne die Voraussetzungf 2 Cn+1(UÆ(x0)) bewiesen, sie ist jedo
h au
h ohne diese g�ultig.)
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hnung
De�nition 2:Sei I ein Intervall. Dann sei C1(I) = \n2NCn(I)der Raum der beliebig oft stetig di�erenzierbar Funktionen f : I ! RSei f 2 C1(UÆ(x0)). Dann kannpn(x) = nX�=0 f (�)(x0)�! (x� x0)�f�ur jedes n 2 N gebildet werden. Man kann o�enbar pn(x) als n-te Partialsumme der unendli
henReihe 1X�=0 f (�)(x0)�! (x� x0)�au�assen.De�nition 3 (Taylorreihe):Die Reihe 1X�=0 f (�)(x0)�! (x� x0)�hei�t Taylorreihe von f gebildet an der Stelle x0.Probleme:(i) F�ur wel
he x ist die Taylorreihe konvergent?(ii) Konvergiert sie gegen den Funktionswert f(x)?Hierzu mu� man f(x)� pn(x) = Rn(x� x0) f�ur n!1betra
hten.Beispiel 5:Sei f(x) := ex (x 2 R) und x0 = 0. Dann ist f (�)(x) = ex, also gilt na
h Taylor:ex = 1 + x1! + x22! + � � �+ xnn! + e#x(n+ 1)! xn+1



x2 Der Satz von Taylor 39mit # = #x;n 2 (0; 1). Es gilt:jRn(x)j = jxjn+1(n+ 1)! e#x � jxjn+1n+ 1! ejxj n!1����! 0denn 1P�=0x��! konvergiert 8x 2 R (Quotientenkriterium, Analysis 1).Daraus folgt, da� gilt: x��! �!1����! 0.Die Taylorreihe von ex gebildet an der Stelle x0 = 0 konvergiert also 8x 2 R und ist glei
hdem Funktionswert ex.Insbesondere gilt mit x = 1: e = 1X�=0 1�!Bemerkung:Dies zeigt, da� die De�nition von e als e = limn!1(1 + 1n)n (Analysis 1, Kap. 2, x6, Bem. zu Satz3) ("oÆzielle De�nition\) und von e als e = 1P�=0 1�! (Analysis 1, Kap. 3, x4, Bem. zu Bsp. iii)�ubereinstimmen.Beispiel 6:Sei f(x) = sin x (x 2 R) und x0 = 0. Wegen sin0 x = 
os x, 
os0 x = � sinx und sin 0 = 0,
os 0 = 1 �ndet man f�ur die Taylorreihe von sinx um x0 = 0 den Ausdru
k:x� x33! + x55! � x77! � : : :Wegen jsinxj � 1, j
os xj � 1 8x 2 R �ndet man �ahnli
h wie in Beispiel 5, da�sin x = x� x33! + x55! � x77! � : : : (x 2 R)Genauso erh�alt man 
os x = 1� x22! + x44! � x66! � : : : (x 2 R)Beispiel 7:Sei f : R ! R gegeben dur
h: f(x) := (e� 1x2 x 6= 00 x = 0Man kann zeigen (�Ubungsaufgabe), da� f von der Klasse C1(R) ist, und da�f (�)(0) = 0 8� 2 N0Daher ist dieTaylorreihe von f in x0 = 0 identis
h Null, konvergiert also insbesondere 8x 2 R.Aber f(x) 6= 0 8x 6= 0, also konvergiert die Taylorreihe nur im Entwi
klungspunkt x0 = 0gegen den Funktionswert f(x).



40 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungSatz 3:Sei f 2 C1(UÆ(x0)). Es gebe ein 
 > 0, so da�1�! jf (�)(x)j � 
Æ� 8� 2 N0 und 8x 2 UÆ(x0)dann ist die Taylorreihe von f gebildet in x0 konvergent gegen f(x) 8x 2 UÆ(x0).Beweis:Na
h dem Satz von Taylor gilt f�ur das Restglied:jRn(x� x0)j = f (n+1)�x0 + #(x� x0)�(n+ 1)! jx� x0jn+1 8n 2 N0Na
h Voraussetzung gilt:jRn(x� x0)j � 
Æn+1 jx� x0jn+1 = 
� jx� x0jÆ �n+1 n!1����! 0denn f�ur x 2 UÆ(x0) gilt jx�x0jÆ < 1.x3 PotenzreihenDe�nition 1 (Potenzreihe):Eine unendli
he Reihe der Form 1X�=0 a�(x� x0)�hei�t Potenzreihe mit Entwi
klungspunkt x0. Die Zahlen a� hei�en KoeÆzienten der Reihe.Die Menge der x 2 R, f�ur die die Reihe konvergiert hei�t Konvergenzberei
h.Beispiele:(i) geometris
he Reihe 1Pn=0xn(ii) TaylorreiheLemma 1:Konvergiert die Reihe 1X�=0a�(x� x0)�f�ur x = x1 und setzt man r1 := jx1 � x0j, dann konvergiert die Reihe f�ur alle x 2 Ur1(x0).Ferner konvergiert die Reihe sogar glei
hm�a�ig absolut f�ur jx� x0j � � < r1, f�ur jedes � < r1.



x3 Potenzreihen 41Beweis:Da 1P�=0a�(x1 � x0)� na
h Voraussetzung konvergiert, bilden die Glieder der Reihe notwendiger-weise eine Nullfolge, also insbesondere eine bes
hr�ankte Folge.Es gibt also 
 > 0, so da� ja�j � r�1 = ja�(x1 � x0)�j � 
 8� 2 N0d.h. also ja�j � 
 � r��1 8� 2 N0Sei x 2 R mit jx� x0j � � < r1. Dann gilt:ja�(x� x0)�j = ja�j � jx� x0j� � 
 � r��1 � �� = 
� �r1�� = 
 � q� 8� 2 N0wobei q := �r1 2 [0; 1).Daher ist die geometris
he Reihe 
 1P�=0q� eine Majorante f�ur 1P�=0a�(x � x0)�, daher folgt dieBehauptung (Analysis 1, Kap. 4, x4, Satz 3).Korollar 1:Wenn 1P�=0a�(x� x0)� in x = x1 ni
ht absolut konvergiert, so divergiert die Reihe f�ur alle x mitjx� x0j > jx0 � x1jBeweis:klar!Satz 1:Zu jeder vorgegebenen Potenzreihe 1Xn=0an(x� x0)nexistiert genau ein r 2 R mit 0 � r � 1, Konvergenzradius genannt, so da� gilt:(i) Die Reihe ist glei
hm�a�ig absolut konvergent f�ur jx� x0j � � < r f�ur jedes � < r.(ii) Die Reihe divergiert f�ur jx� x0j > r.(iii) Der Konvergenzradius r bere
hnet si
h aus den KoeÆzienten der Reihe als:Formel von Cau
hy-Hadamar: r = 1lim supn!1 npjanj



42 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungErinnerung: Ist �bn�n2N eine folge reeller Zahlen mit bn � 0 8n 2 N , und ist �bn�n2N na
hoben bes
hr�ankt, so setzt man: lim supn!1 bn = supMwobei M die Menge der H�aufungspunkte von �bn�n2N bezei
hnet.Ist �bn�n2N ni
ht na
h oben bes
hr�ankt, so setzt man:lim supn!1 bn =1Ist lim supn!1 npjanj glei
h 0 oder1, so hat man die Formel als r =1 bzw. r = 0 zu interpretieren.Im ersten Fall konvergiert die Reihe 8x 2 R, im zweiten Fall nur f�ur x = x0. F�ur 0 < r <1 istder Konvergenzberei
h ein Intervall mit Mittelpunkt x0und der L�ange 2r. Ob die Endpunktex0 + r oder x0 � r zum Konvergenzberei
h geh�oren, mu� in jedem Fall gesondert untersu
htwerden.Beweis:(i) folgt aus dem Lemma(ii) folgt aus dem Lemma(iii) Sei r dur
h r := 1lim supn!1 npjanjde�niert.1. Fall: 0 < r <1, r0 < rSei r0 beliebig mit 0 < r0 < r, dann gilt:lim supn!1 npjanj = 1r < 1r0Na
h De�nition des Limes Superior bzw. des H�aufungspunktes gibt es dann N 2 N ,so da�: janj 1n < 1r0 8n > NAlso gilt: janj < 1rn0 = r�n0 8n > NDaher gilt:jan(x� x0)nj < � jx� x0jr0 �n < 1 8n > 0, f�ur jx� x0j < r0



x3 Potenzreihen 43Also konvergiert die Reihe 1Xn=0an(x� x0)nf�ur jx� x0j < r0. (Majorantenkriterium und Verglei
h mit der geometris
hen Rei-he), da 0 < r0 < r, folgt die Konvergenz f�ur jx� x0j < r.2. Fall 0 � r <1, r < r0Sei r < r0 <1, also 1r0 < 1r = lim supn!1 npjanjNa
h De�nition des Limes superior und des H�aufungspunktes existiert daher eineFolge n1 < n2 < n3 < : : : , so da�1r0 < janpj 1np 8p 2 Nd.h.: janpj > r�np0Sei jetzt jx� x0j > r0. Dann folgtjanp(x� x0)npj = janpj � jx� x0jnp � r�np0 rnp0 = 1 8p 2 NDaher k�onnen die Glieder der Potenzreihe 1Pn=0an(x � x0)n keine Nullfolge bilden,also ist die Reihe divergent.Da r0 beliebig mit r < r0 <1, divergiert die Reihe also f�ur jx� x0j > r.Bemerkung:Wenn �bn�n2N konvergiert, so gilt: lim supn!1 bn = limn!1bnBeispiel 8:Die Reihe 1Pn=0nnxn hat den Konvergenzradius r = 0, denn1lim supn!1 npjanj = 1lim supn!1 n = 11 = 0



44 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungBeispiel 9:Jede der Reihen 1Xn=0xn 1Xn=0xnn 1Xn=0xnn2hat r = 1, denn npn n!1����! 1. Die erste Reihe ist in keinem der Randpunkte +1;�1 konvergent(allgemeines Glied keine Nullfolge), die zweite Reihe ist in +1 divergent ("harmonis
he Reihe\),in �1 konvergent ("alternierende Reihe\), die dritte konvergiert sowohl in +1, als au
h in �1.Beispiel 10:Wir haben s
hon gezeigt, da� 1Xn=0xnn!8x 2 R konvergiert (na
h dem Quotientenkriterium), also hat diese Reihe einen Konvergenzra-dius r =1.Also gilt: 1 = 1lim supn!1 nq 1n! = lim supn!1 npn!Es gilt also: 1lim supn!1 npn! = 0Daher hat 1Pn=0n! xn den Konvergenzradius r = 0.Beispiel 11:Hat 1Xn=0an(x� x0)nden Konvergenzradius r, so hat au
h die gliedweise di�erenzierte Potenzreihe1Xn=0n � an(x� x0)n�1den Konvergenzradius r.Denn 1Pn=0n � an(x� x0)n hat den Konvergenzradius r, denn npn n!1����! 1, und 1Xn=0n � an(x� x0)n�1! (x� x0) = 1Xn=0n � an(x� x0)nDaher konvergiert die linke Reihe genau dann, wenn die re
hte Reihe konvergiert.



x3 Potenzreihen 45Satz 2 (Vertaus
hung von Di�erentiation und Grenzwert):Sei I � R ein Intervall, dann gilt:(i) Sei �fn�n2N eine Folge von Funktionen, fn 2 C1(I) mit fn ! f (n ! 1) auf I undf 0n � g (n!1) auf I (glei
hm�a�ige Konvergenz). Dann ist f 2 C1(I) und f 0 = g.(ii) Sei �hn�n2N eine Funktionenfolge mit hn 2 C1(I) derart, da� die unendli
he Reihe1Xn=1 hn(x)auf I konvergiert, w�ahrend die Reihe der Ableitungen1Xn=1 h0n(x)auf I sogar glei
hm�a�ig konvergiert, so ist die Funktionx 7! 1Xn=1 hn(x)von der Klasse C1(I) und es gilt:ddx  1Xn=1 hn(x)! = 1Xn=1 h0n(x) (x 2 I)Beweis:(i) Da f 0n 2 C0(I), und wegen der glei
hm�a�igen Konvergenz f 0n � g (n ! 1) auf I folgtg 2 C0(I) (Analysis 1, Kap. 5, x4, Satz 2). Seien 
; x 2 I mit 
 fest. Dann gilt fernerwegen der glei
hm�a�igen Konvergenz: (Analysis 1, Kap. 5, x6)limn!1 xZ
 f 0n(t)dt = xZ
 limn!1f 0n(t)dt = xZ
 g(t)dtNa
h dem Hauptsatz der Di�ertial- und Integralre
hnung gilt:xZ
 f 0n(t)dt = fn(x)� fn(
)Wegen fn ! f (n!1) folgt daher:f(x) = f(
) + xZ
 g(t)dtNa
h dem Hauptsatz der Di�ertial- und Integralre
hnung folgt also:f 2 C1(I) und f 0(x) = g(x)(ii) folgt aus (i).



46 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungSatz 3:Sei 1Pn=0an(x� x0)n eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und seif(x) := 1Xn=0an(x� x0)ndie dur
h die Potenzreihe dargestellte Funktion (x 2 Ur(x0)). Dann ist f 2 C1�Ur(x0)� und dieAbleitungen f 0; f 00; : : : werden dur
h Potenzreihen mit Konvergenzradius r dargestellt, n�amli
hdur
h die dur
h gliedweise Di�erentiation gewonnene Potenzreihef 0(x) = 1Xn=1 n � an(x� x0)n�1f 00(x) = 1Xn=2 n(n� 1) � an(x� x0)n�2...f (�)(x) = 1Xn=0n(n� 1) � : : : � (n� �) � an(x� x0)n��Insbesondere ist: an = f (n)(x0)n!Beweis:Na
h Beispiel 8 (S. 43) hat 1Xn=1 n � an(x� x0)n�1wieder den Konvergenzradius r, und na
h dem Lemma 1 (S. 40) ist sie f�ur jx� x0j � � < rsogar glei
hm�a�ig konvergent.Na
h Satz 2 (ii) (S. 45) mit hn = an(x� x0)n folgt daher:f 2 C1(Ur(x0)) und f 0(x) = 1Xn=1 n � an(x� x0)n�1Man iteriere obigen S
hlu� bliebig oft, so folgt die Behauptung. Die Formel f�ur an folgt, indemman in dem Ausdru
k f�ur f (�) x = x0 setzt:f (�)(x0) = 1Xn=0n(n� 1) � : : : � (n� �) � an � 0n��=) f (�)(x0) = �! � an =) an = f (�)(x0)�!



x3 Potenzreihen 47Satz 4 (Identit�atssatz f�ur Potenzreihen):Seien 1P�=0a�(x� x0)� und 1P�=0b�(x� x0)� zwei Potenzreihen mit Konvergenzradius r > 0.Sei �xn�n2N eine Folge von Zahlen mit xn 6= x0 8n 2 N, xn n!1����! x0. Es gelte:1X�=0a�(xn � x0)� = 1X�=0b�(xn � x0)� 8n 2 NDann gilt: a� = b� 8� 2 N0In anderen Worten: Stimmen zwei Potenzreihen auf einer Punktmenge M �uberein, die x0 alsH�aufungspunkt hat, so sind sie identis
h.Beweis:Angenommen es gibt � 2 N0 mit a� 6= b� . Sei m das kleinste � mit dieser Eigens
haft. Danngilt also a� = b� f�ur 0 � � � m� 1, am 6= bm. Aus der Voraussetzung folgt dann:1X�=m a�(xn � x0)� = 1X�=m b�(xn � x0)� 8n 2 Nwegen xn 6= x0 8n ergibt si
h:1X�=m a�(xn � x0)��m = 1X�=m b�(xn � x0)��m (�)Na
h Lemma 1 (S. 40) bzw. Satz 1 (S. 41) konvergieren 1P�=0a�(x�x0)� und 1P�=0b�(x�x0)� f�ur xnahe bei x0 glei
hm�a�ig und bei glei
hm�a�ig konvergenten Reihen d�urfen Limes und Summationvertaus
ht werden. Daher folgt aus (�) mit n!1, wegen limn!1xn = x0, da�am = bm \.Widerspru
h!



48 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungSatz 5 (Umordnungssatz):Sei �aik�i;k2N eine Doppelfolge reeller Zahlen (d. h.: a : N � N ! R). Es gebe K > 0, so da�:nXi;k=1 jaikj � K 8n 2 N (�)Dann gilt:(i) Es gibt s 2 R, so da� f�ur jede bijektive Abbildung t : N ! N � N die Reihe1Xn=1 at(n)(absolut) konvergiert und die Summe s hat. Hierf�ur s
hreibt man einfa
h:s = 1Xi;k=1 aikwobei die Terme der Doppelreihe in irgendeiner Weise anzuordnen sind.(ii) Die "Zeilensummen\ und die "Spaltensummen\Zeilensummen: 1Xk=1 aik (i 2 N)Spaltensummen: 1Xi=1 aik (k 2 N)sind (absolut) konvergente Reihen. F�ur die Summen:zi := 1Xk=1 aik (i 2 N) sk := 1Xi=1 aik (k 2 N)gilt: s = 1Xi=1 zi = 1Xk=1 skBeweis:(i) Sei t0 : N ! N�N eine Bijektion. Dann ist mit (�) die Reihe 1Pn=1at0(n) absolut konvergent,ihr Grenzwert sei s 2 R.Sei t : N ! N�N eine weitere Bijektion. Dann ist au
h 1Pn=1at(n) eine absolut konvergenteReihe und eine Umordnung von 1Pn=1at0(n) bzgl. der Bijektion� : (N ! N� := t�10 Æ t



x3 Potenzreihen 49Na
h Satz aus der Analysis 1 gilt dann:s = 1Xn=1 at(n)(ii) Analog wie in (i) zeigt man, da� die Zeilen- und Spaltensummen absolut konvergieren:zi := 1Xk=1 aik (i 2 N) sk := 1Xi=1 aik (k 2 N)Man setze: �n := nXi;k=1 aik �n := nXi;k=1 jaikj (n 2 N)Aus (i) folgt, da� ��n�n2N konvergent mit dem Grenzwert s ist, aus (�) folgt, da� ��n�n2Neine monoton wa
hsende bes
hr�ankte Folge ist, also konvergent.Behauptung: s = 1Xn=1 zn = limN!1 NXn=1 znSei " > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein N 2 N , so da� f�ur N < l < m(m; l 2 N) gilt: �l � �m = Xi;k�mi>l ^ k>l jaikj < "
6

-
k

i
����������������lm
l mF�ur sol
he m; l gilt nun����� lXi=n mXk=1 aik � �m����� � Xl<i�m1�k�m jaikj � �m � �l < "



50 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungF�ur m!1 erh�alt man:�����X i = 1l 1Xk=1 aik!� s����� � " =) ���X i = 1lzi � s��� � " 8l 2 N mit l > NAlso gilt die Behauptung.F�ur l < m gilt:lXi=1 ����� mXk=1 aik����� � Xi;k�m jaikj � K =) lXi=1 jzij � KHieraus folgt die absolute Konvergenz von 1Pi=1zi.Analog f�ur die Spaltensummen.Satz 6 (Multiplikation unendli
her Reihen):Sind 1Pi=1ai, 1Pi=1bi absolut konvergente Reihen, so erf�ullt die Doppelfolge �aibk�(i;k)2N�N die Vor-aussetzungen von Satz 5 (S. 48). Folgli
h konvergiert die Doppelreihe1Xi;k=1aibkabsolut und es gilt: 1Xi;k=1aibk =  1Xi=1ai! 1Xk=1bk! = 1Xn=1 nXm=1ambn�m!Cau
hy-ProduktBeweis:Es gilt f�ur n 2 N : nXi;k=1jaibkj =  nXi=1 jaij! nXk=1jbkj! �  1Xi=1 jaij! 1Xk=1jbkj!| {z }KDer Rest folgt aus Satz 5.Satz 7:Sind 1Pn=0an(x�x0)n, 1Pn=0bn(x�x0)n zwei f�ur 0 � jx� x0j < r konvergente Potenzreihen (r > 0)mit Summen f(x) und g(x), so gilt:1Xn=0 mXn=0ambn�m! (x� x0)nist eine in Ur(x0) konvergente Potenzreihe mit Summe f(x)g(x).



x3 Potenzreihen 51Beweis:Folgt aus Satz 1 (S. 41) und Satz 6 (S. 50).Satz 8 (Abel's
her Grenzwertsatz):Die Potenzreihe 1Pn=0an(x� x0)n habe den Konvergenzradius r > 0 und sei im Punkt x = x0 + rno
h konvergent, dann gilt: die Funktionf(x) = 1Xn=0an(x� x0)n (x0 � r < x � x0 + r)ist stetig und es gilt: limx!x0+r� f(x) = f(x0 + r)Beispiel 12:Es gilt: ar
tan x = x� x33 + x55 � : : : (jxj < 1)Hier konvergiert die re
hte Seite f�ur x = 1 und na
h Satz 8 folgt:ar
tan 1 = 1� 13 + 15 � � � � = �4Beweis (von Satz 8):Man kann ohne Eins
hr�ankung x0 = 0 und r = 1 annehmen, ansonsten betra
hte man:g(x) := f(xr + x0) = 1Xn=0anrnxn (�1 < x � 1)Sei also x0 = 0, r = 1 und 1Pn=0an konvergent.Man setze sn := 1Xk=n ak (n 2 N0)Es gilt:(i) limn!1sn = 0 =) 9 
 > 0 8n 2 N0 mit jsnj � 
(ii) s0 = 1Pn=0an(iii) sn+1 � sn = �an (n 2 N0)



52 Kapitel 2: Ausbau der In�nitesimalre
hnungBehauptung: limx!1� f(x) = s0 = f(1)Die Potenzreihe 1Pn=0sn+1xn konvergiert f�ur jxj < 1, da jsnj bes
hr�ankt ist.F�ur jxj < 1 gilt:(1� x) 1Xn=0sn+1xn = 1Xn=0sn+1xn � 1Xn=0sn+1xn+1 = 1Xn=0sn+1xn � 1Xn=0snxn + s0= s0 + 1Xn=0(sn+1 � sn)xn = f(1)� 1Xn=0anxn = f(1)� f(x)Sei " > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein N 2 N , so da� jsnj � "2 8n > NMan setze: Æ := min�1; "2
N �dann gilt f�ur 1� Æ < x < 1:jf(1)� f(x)j � (1� x) N�1Xn=0 jsn+1j � xn + (1� x) 1Xn=N jsn+1j � xn� (1� x)| {z }<Æ 
N + (1� x)"2 1Xn=N xn� "2 + "2(1� x) 1Xn=0xn| {z }geometris
he Reihe1Pn=0xn= 11�x = "
Daraus folgt die Behauptung.



Kapitel 3R n als topologis
her Raum
x1 Grundlegende topologis
he Begri�e im R nDie Menge Rn der n-Tupel reeller Zahlen ist ein Vektorraum �uber R unter der Addition:(x1; x2; : : : ; xn) + (y1; y2; : : : ; yn) = (x1 + y1; x2 + y2; : : : ; xn + yn)und der Skalarmultiplikation:�(x1; x2; : : : ; xn) = (�x1; �x2; : : : ; �xn) � 2 R(siehe Lineare Algebra 1)De�nition 1:(i) Seien x = (x1; x2; : : : ; xn); y = (y1; y2; : : : ; yn) 2 Rn , dann setzt man:xy := nX�=1x�y�Man nennt xy das "Skalarprodukt\ von x und y.(ii) Sei x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn , dann setzt mankxk := pxx =vuut nX�=1x2�Man nennt kxk die "Euklidis
he Norm\ von x6

-
x2

x1q�����qx ykx� yk R2
53



54 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumSatz 1:(i) Die Abbildung Rn � Rn ! R, (x; y) 7! xy ist ein Skalarprodukt auf Rn , d.h.:a) xy = yx 8x; y 2 Rn (Symmetrie)b) x(y + z) = xy + xz 8x; y; z 2 Rnx(�y) = �(xy) 8x; y 2 Rn 8� 2 R (Linearit�at)
) xx � 0 8x 2 Rnxx = 0() x = 0 8x 2 Rn (positiv De�nitheit)Bea
hte: Aus a) und b) folgt au
h, da� das Skalarprodukt linksseitig linear ist.(ii) Die Abbildung Rn ! R, x 7! kxk ist eine Norm auf Rn , d.h.:a) kxk � 0 8x 2 Rnkxk = 0() x = 0 8x 2 Rnb) k�xk = j�j � kxk 8x 2 Rn ; 8� 2 R
) kx + yk � kxk + kyk 8x; y 2 Rn (Dreie
ksunglei
hung)(iii) Es gilt: jxyj � kxk � kyk 8x; y 2 Rn(Cau
hy's
he Unglei
hung)Beweis:(i) Klar, na
h elementaren Re
henregeln f�ur reelle Zahlen.(ii) a) klar!b) klar!
) Es gilt:kx + yk2 = (x + y)(x+ y) =na
h (i) xx + xy + yx+ yy = kxk2 + 2(xy) + kyk2Daher:kx+ yk2 � kxk2 + 2jxyj+ kyk2 �na
h (iii) kxk2 + 2kxk � kyk+ kyk2 = (kxk+ kyk)2(iii) Wurde s
hon gezeigt. (Analysis 1, Kap. 2, x6, Satz 4)De�nition 2:Sei x0 2 Rn , sei Æ > 0. Dann verstehen wir unter der Æ-Umgebung von x0 die Menge:UÆ(x0) := �x 2 Rn ��kx� x0k < Æ	



x1 Grundlegende topologis
he Begri�e im Rn 55Beispiel 13:Im R2 ist UÆ(x0) o�enbar das "Innere\ einer Kreiss
heibe mit dem Mittelpunkt x0 und demRadius Æ 6 -
x2

x1&%'$qx0���Æ UÆ(x0)R2
De�nition 3:Sei A � Rn(i) x0 2 Rn hei�t innerer Punkt von A, falls es eine Æ-Umgebung UÆ(x0) von x0 gibt, soda� UÆ(x0) � A(ii) x0 2 Rn hei�t �au�erer Punkt von A, falls es eine Æ-Umgebung UÆ(x0) von x0 gibt, soda� UÆ(x0) � A
(A
 := Rn n A hei�t "das Komplement von A\)(iii) x0 2 Rn hei�t Randpunkt von A, falls in jeder Æ-Umgebung UÆ(x0) von x0 sowohl einPunkt von A als au
h ein Punkt von A
 liegt.De�nition 4:Sei A � Rn . Die Menge aller inneren Punkte von A hei�t das Innere von A und wird mitintA bezei
hnet.Die Menge aller Randpunkte von A hei�t der Rand von A und wird oft mit �A bezei
hnet.Die Menge A [ �A hei�t der Abs
hlu� von A und wird mit A oder dA bezei
hnet.Beispiel 14:Betra
hte A = Rn , dann istintRn = Rn �Rn = ; Rn = RnBeispiel 15:Betra
hte A = UÆ(x0), es ist intUÆ(x0) = UÆ(x0), denn: Sei x 2 UÆ(x0). Dann ist kx� x0k < Æ,also ist r := Æ � kx� x0k > 0. Sei y 2 Ur(x). Dann gilt:ky � x0k = k(y � x) + (x� x0)k � ky � xk+ kx� x0k � r + kx� x0k = ÆAlso ist y 2 UÆ(x0) =) Ur(x) � UÆ(x0)



56 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumBeispiel 16:Betra
hte A = �x 2 Rn ��kx� x0k � Æ	, dann istintA = UÆ(x0) �A = �x 2 Rn ��kx� x0k = Æ	 (Sph�are)De�nition 5:Eine Teilmenge A � Rn hei�t o�en, falls A = intA.(d.h. jeder Punkt von A ist innerer Punkt von A)Beispiele: ;, Rn , UÆ(x0) sind o�ene Mengen.Satz 2:(i) Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist wieder o�en.(ii) Der Dur
hs
hnitt endli
h vieler o�ener Mengen ist wieder o�en.Beweis:(i) Sei A� � Rn o�en (� 2 I, Indexmenge). SeiA := [�2IA�Sei x 2 A. Dann gibt es � 2 I mit x 2 A�. Da A� o�en ist, existiert eine Æ-UmgebungUÆ(x) mit UÆ(x) � A� . Daher folgt UÆ(x) � A.(ii) Seien A1; A2; : : : ; Am � Rn o�en. Sei A := m\�=1A�Sei x 2 A. Dann ist x 2 A� 8� = 1; 2; : : : ; m. Da A� o�en, gibt es eine Æ�-UmgebungUÆ�(x) mit UÆ�(x) � A� 8� = 1; 2; : : : ; m.Sei Æ := minfÆ1; Æ2; : : : ; Æmg. Dann ist Æ > 0 und UÆ(x) � A� 8� = 1; 2; : : : ; m, dennUÆ(x) � UÆ�(x) 8�. Daher gilt UÆ(x) � A, also ist A o�en.Warnung: Der Dur
hs
hnitt beliebig vieler o�ener Mengen brau
ht im allgemeinen ni
ht mehro�en zu sein.z.B. ist [m2NU 1m (x0) = �x0	 ni
ht o�en!De�nition 6:Eine Teilmenge A � Rn hei�t abges
hlossen, falls A
 = Rn n A o�en ist.Satz 3:(i) Der Dur
hs
hnitt beliebig vieler abges
hlossener Mengen ist wieder abges
hlossen.(ii) Die Vereinigung endli
h vieler abges
hlossener Mengen ist wieder abges
hlossen.



x2 Folgen im Rn 57Beweis:Folgt direkt aus Satz 2 und den Formeln:� \�2IA��
 = [�2IA
� � [�2IA��
 = \�2IA
�
x2 Folgen im R nDe�nition 1:Eine Folge �xm�m2N mit xm 2 Rn hei�t konvergent gegen x0 2 Rn , wenn zu jedem " > 0 einN = N(") 2 N existiert, so da�: kxm � x0k < " 8m > NSatz 1:(i) Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.(ii) Gilt limm!1xm = x0 und limm!1ym = y0so sind au
h die Folgen �xm + ym�m2N , ��xm�m2N (� 2 R fest), �xmym�m2N konvergentund es gilt:limm!1(xm + ym) = x0 + y0 limm!1�xm = �x0 limm!1xmym = x0y0Beweis:�Ahnli
h wie f�ur n = 1 in Analysis 1 unter Benutzung der Norm-Eigens
haften von kxk.(Anmerkung: s
hreibe xmym � x0y0 = (xm � x0)y0 + (ym � y0)xm)Satz 1 kann au
h mit dem folgenden Satz bewiesen werden.Satz 2:Sei xm = �x(1)m ; x(2)m ; : : : ; x(n)m �, x0 = �x(1)0 ; x(2)0 ; : : : ; x(n)0 �. Dann gilt:limm!1xm = x0 () limm!1x(�)m = x(�)0 8� = 1; 2; : : : ; nBeweis:F�ur jeden Vektor h = �h(1); h(2); : : : ; h(n)� 2 Rn gilt:khk � ��h(�)�� 8� = 1; 2; : : : ; n (�)khk � nX�=1��h(�)�� (��)



58 Kapitel 3: Rn als topologis
her Raum(Beweis dur
h Quadrieren, denn khk2 = nP�=1(h(�))2 � � nP�=1jh(�)j�2)Insbesondere gilt dies f�ur f = xm � x0.Sei limm!1xm = x0. Sei " > 0, dann existiert also ein N 2 N mitkxm � x0k < " 8m > NNa
h (�) folgt daher: ���x(�)m � x(�)0 ��� < " 8m > Nf�ur jede � = 1; 2; : : : ; n. Daher gilt: limm!1x(�)m = x(�)0 8�Umgekehrt: Sei limm!1x(�)m = x(�)0 8�. Sei " > 0. Dann existiert f�ur jedes � ein N� 2 N , so da����x(�)m � x(�)0 ��� < "n 8m > N�Sei N := max(N1; N2; : : : ; Nn). Wegen (��) gilt dann:kxm � x0k < "n + "n + � � �+ "n| {z }n-mal = " 8m > NDaher gilt na
h De�nition: limm!1xm = x0De�nition 2:Eine Folge �xm�m2N mit xm 2 Rn hei�t Cau
hy-Folge falls zu jedem " > 0 ein N = N(") 2 Nexistiert so da�: kxm � xlk < " 8m; l > NSatz 3:Rn ist vollst�andig, d.h. eine Folge ist genau dann Cau
hy-Folge, wenn sie konvergiert.Beweis:Sei limm!1xm = x0. Sei " > 0. Dann existiert also ein N 2 N , so da�kxm � x0k < "2 8m > NDaher gilt f�ur m; l > N :kxm � xlk � kxm � x0k+ kxl � x0k < "2 + "2 = "Daher ist �xm�m2N eine Cau
hy-Folge.Umgekehrt: Sei �xm�m2N ein Cau
hy-Folge. Na
h (�) im Beweis von Satz 2 folgt, da� �x(�)m �m2Nf�ur jedes � = 1; 2; : : : ; n eine Cau
hy-Folge ist. Da R vollst�andig ist (s. Analysis 1), existiertalso limm!1x(�)m f�ur jedes � und es gilt limm!1x(�)m = x(�)0 . Na
h Satz 2 gilt daher limm!1xm = x0, alsoist �xm�m2N konvergent.



x3 Limites und Stetigkeit 59x3 Limites und StetigkeitDe�nition 1:Sei x0 2 Rn . Sei D � Rn . Es gelte�x 2 Rn ��0 < kx� x0k < Æ1	 � Df�ur ein Æ1 > 0, d.h. D enthalte die in x0 gelo
hte Æ1-Umgebung von x0.Sei f : D ! Rm . Man sagt, da� der Limes von f(x) f�ur x gegen x0 existiert wenn es A 2 Rmgibt, so da� f�ur jede Folge �xl�l2N mit xl 2 D und liml!1xl = x0 gilt:liml!1f(xl) = AIn Zei
hen: limx!x0f(x) = ASatz 1:Es gilt: limx!x0f(x) = Agenau dann, wenn zu jedem " > 0 ein Æ > 0 existiert, so da�kf(x)� Ak < " f�ur 0 < kx� x0k < Æ(Bea
hte: links steht die Norm im Rm , re
hts die Norm im Rn)Beweis:Genauso wie im Fall n = m = 1Satz 2:Es gelte limx!x0f(x) = A, limx!x0g(x) = B. Dann gilt au
h:limx!x0�f(x) + g(x)� = A+Blimx!x0�f(x) = �A (� 2 R)limx!x0f(x)g(x) = ABBeweis:Folgt aus x2 Satz 1 (S. 57).Satz 3:Es gilt limx!x0f(x) = A genau dann, wennlimx!x0f (�)(x) = A(�) 8� = 1; 2; : : : ; mwobei f = (f (1); f (2); : : : ; f (m)), A = (A(1); A(2); : : : ; A(m)).



60 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumBeweis:Folgt aus x2 Satz 2 (S. 57).De�nition 2:Sei x0 2 Rn . Sei D � Rn mit UÆ1(x0) � D f�ur ein Æ1 > 0. Sei f : D ! Rm . Dann hei�t fstetig in x0, falls limx!x0f(x) existiert und glei
h f(x0) ist, also:limx!x0f(x) = f(x0)Na
h De�nition und dem Bewiesenen gilt:f(x) ist stetig in x0() f�ur jede Folge �xm�m2N mit xm 2 D, limm!1xm = x0 gilt: limm!1f(xm) = f(x0)() 8" > 0 9 Æ > 0, so da�: kf(x)� f(x0)k < " f�ur kx� x0k < Æ() Jede Komponentenfunktion f (�) von f , (� = 1; 2; : : : ; m) ist in x(�)0 stetig.Beispiel 17:Jedes Polynom p : Rn ! R in n Variablenp(x) = X0��1�r1... ... ...0��n�rna�1;�2;:::;�n � x(�1)1 � x(�2)2 � : : : � x(�n)n a�1;�2;:::;�n 2 R
ist stetig in jedem Punkt x0 2 Rn . (Grenzwertre
henregeln)Beispiel 18:Sei f : R2 ! R gegeben mit f(x; y) = ( x2x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)0 (x; y) = (0; 0)Sei (xm; ym) = ( 1m ; 0). Dann giltlimm!1(xm; ym) = (0; 0) und f(xm; ym) = 1 =) limm!1f(xm; ym) = 1Sei (xm; ym) = (0; 1m). Dann giltlimm!1(xm; ym) = (0; 0) aber f(xm; ym) = 0 =) limm!1f(xm; ym) = 0Daher ist f in x0 = (0; 0) ni
ht stetig.



x4 Topologis
he R�aume 61Beispiel 19:Wenn limx!x0f(x) = A, so ist au
hlimt!0t2Rf(x0 + tv) = A f�ur jeden Vektor v 2 Rn , v 6= 0(da tm m!1�����! 0 gilt, gilt x0 + tmv m!1�����! x0)Man bea
hte, da� die Punkte x0 + tv (t 2 R) auf der Geraden dur
h x0 und x0 + v liegen.Bemerkung:Die Umkehrung des obigen Sa
hverhaltes ist im allgemeinen ni
ht wahr!Beispiel 20:Sei f : R2 n �(0; 0)	! R gegeben dur
hf(x; y) = (y2 � x)2y4 + x2Sei x0 = (0; 0). Sei v = t(h; k), (h; k) 6= (0; 0). Dann istf(th; tk) = (t2k2 � th)2t4k4 + t2h2 =h6=0 (tk2 � h)2t2k4 + h2 t!0���! h2h2 = 1=h=0 t2k4t2k4 = 1 t!0���! 1Andererseits gilt f(t2; t) = 0 also limt!0f(t2; t) = 0.x4 Topologis
he R�aumeDe�nition 1:Sei X eine Menge. F�ur jedes x 2 X sei eine Familie F von Teilmengen von X, Umgebungenvon x genannt, gegeben mit den folgenden Eigens
haften:(i) Jedes x 2 X hat mindestens eine Umgebung.(ii) Jede Umgebung von x enth�alt x.(iii) Sind U1; U2 Umgebungen von x, so gibt es eine Umgebung U3 von x mit U3 � U1 \ U2.(iv) Ist U Umgebung von x und ist y 2 U , so gibt es eine Umgebung V von y mit V � U .Man nennt dann X (zusammen mit dem System von Umgebungen �Fx	x2X) einen topologi-s
hen Raum.Topologie (=w�ortli
h "Ortskunde\) Studium topologis
her R�aum und stetiger Abbildungen.Bemerkung (zur Notation):Was hier "Umgebung\ hei�t, wird oft au
h als "Fundamentalumgebung\ bezei
hnet. Dann hei�teine Teilmenge von X, die eine Fundamentalumgebung enth�alt, "Umgebung\.



62 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumBeispiel 21:Sei X = Rn , die Umgebungen von x 2 X seien die Æ-UmgebungenUÆ(x) = �y 2 Rn ��ky � xk < Æ	von x (Æ > 0). Na
hpr�ufen von (i) bis (iv):(i) + (ii) klar!(iii) UÆ1(x) \ UÆ2(x) = UÆ3(x) mit Æ3 = min(Æ1; Æ2)(iv) wurde in x1, Beispiel 14 gezeigt.Beispiel 22:Sei X eine Menge. Jedes x besitze genau eine Umgebung, n�amli
h X. (sogenannte "Klum-pentopologie\, uninteressant)Beispiel 23:Sei X eine Menge. Jedes x besitze genau eine Umgebung, n�amli
h �x	. (sogenannte "diskreteTopologie\)Beispiel 24:Sei X ein normierter Vektorraum �uber R mit der Norm k:k. F�ur jedes x 2 X besitze alsUmgebungen die Mengen UÆ(x) := �x 2 X��ky � xk < Æ	 (Æ > 0)Beispiel 25:Jeder metris
he Raum (s. �Ubungsaufgaben) ist in nat�urli
her Weise ein topologis
her Raum.Beispiel 26:Sei X ein topologis
her Raum und A � X. F�ur jedes x 2 A de�niere man als Umgebung von xgenau die Menge A\U , wobei U alle Umgebungen von x bzgl. der Topologie von X dur
hl�auft.Dann ist A ein topologis
her Raum mit der sogenannten "induzierten Topologie\.(klar! z.B. gilt (iii), denn (A \ U1) \ (A \ U2) � A \ U3 wenn U1 \ U2 � U3.)In jedem topologis
hen Raum kann man innere Punkte, �au�ere Punkte und Randpunkte(bzgl. einer vorgegebener TeilmengenA � X) de�nieren, genauso wie im FalleX = Rn . Genausokann man von o�enen bzw. abges
hlossenen Mengen spre
hen:z.B. hei�t ein Punkt x 2 X innerer Punkt von A , wenn es eine Umgebung U von x gibtmit U � A.Eine Teilmenge A � X hei�t o�en, wenn jeder Punkt x 2 A innerer Punkt von A ist.A hei�t abges
hlossen, wenn A
 = X n A o�en ist.Genauso wie in x1 (f�ur Fall X = Rn) zeigt man, da� die Vereinigung beliebig vieler o�enerMengen und der Dur
hs
hnitt endli
h vieler o�ener Mengen wieder o�en ist.Beispiel 27:X habe die diskrete Topologie (s. Bsp. 23). Dann ist jede Teilmenge A � X o�en.



x4 Topologis
he R�aume 63Beispiel 28:X habe die Klumpentopologie (s. Bsp. 22). Dann sind die o�enen Mengen genau ; und X.Beispiel 29:Sei X ein topologis
her Raum, x0 2 X, dann folgt aus Axiom (iv) der Topologie, da� jedeUmgebung U von x0 o�en ist.Beispiel 30:Sei X ein topologis
her Raum, A � X mit der induzierten Topologie (s. Bsp. 26). Dann sinddie (bzgl. der induzierten Topologie von A) o�enen Teilmengen von A genau die Mengen A\B,wobei B � X o�en (bzgl. der Topologie von X).De�nition 2:Seien X und Y topologis
he R�aume. Sei f : X ! Y eine Abbildung und x0 2 X, dann hei�t fstetig in x0, wenn zu jeder Umgebung V von f(x0) eine Umgebung U von x0 mit f(U) � Vexistiert.Die Abbildung f hei�t stetig, wenn sie in jedem Punkt x0 2 X stetig ist.Beispiel 31:Sei X � Rn o�en. Dann stimmt obige De�nition der Stetigkeit f�ur Y = Rm mit der in x3gegebenen "-Æ-De�nition �uberein, denn:V = �y 2 Rm ��ky � f(x0)k < "	 (" > 0)U = �x 2 X��kx� x0k < Æ	 (Æ > 0)f(U) � V bedeutet dann kf(x)� f(x0)k < " f�ur kx� x0k < ÆBeispiel 32:Sei X topologis
her Raum mit der diskreten Topologie, Y topologis
her Raum. Dann ist jedeAbbildung f : X ! Y stetig.Satz 1:Seien X und Y topologis
he R�aume und f : X ! Y eine Abbildung. Dann ist f stetig genaudann, wenn das Urbild f�1(B) f�ur jede o�ene Menge B � Y o�en ist.Beweis:\)\: Sei f stetig. Sei B � Y o�en. Z.z: dann ist f�1(B) o�en. Sei x 2 f�1(B) also istf(x) 2 B. Die Abbildung f ist na
h Voraussetzung in x stetig, also existiert zu jedervorgegebenen Umgebung V von f(x) eine Umgebung U von x mit f(U) � V . Da B na
hVoraussetzung o�en und f(x) 2 B, existiert ein sol
hes V � B, also gilt f(U) � V , alsoU � f�1(V ) � f�1(B). Also ist f�1(B) o�en.\(\: Es gelte: das Urbild jeder o�enen Menge ist o�en. Z.z: f ist stetig in jedem Punktx 2 X. Sei V Umgebung von f(x). Dann ist V o�en na
h De�nition und Axiom (iv) derTopologie. Daher ist na
h Voraussetzung au
h f�1(V ) o�en. Es gilt x 2 f�1(V ), dennf(x) 2 V . Also ist x innerer Punkt von f�1(V ) also existiert eine Umgebung U von x mitU � f�1(V ), also f(U) � V . Also ist f in x stetig. Da x beliebig war, ist also f stetig.



64 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumKorollar 1:Sei f : X ! R, X topologis
her Raum, f stetig. Sei 
 2 R. Dann sind die Mengen�x 2 X��f(x) < 
	 �x 2 X��f(x) > 
	o�en und die Mengen�x 2 X��f(x) � 
	 �x 2 X��f(x) � 
	 (�)abges
hlossen.Beweis:Es gilt �x 2 X��f(x) < 
	 = f�1�(�1; 
)�Das Intervall (�1; 
) ist o�en in R, da f stetig ist, ist also f�1�(�1; 
)� o�en.(�ahnli
h f�ur �x 2 X��f(x) > 
	)Die Aussagen (�) folgen dur
h Komplementbildung, denn eine Teilmenge A � X ist genaudann abges
hlossen, wenn A
 o�en ist.�x 2 X��f(x) � 
	
 = �x 2 X��f(x) > 
	�x 2 X��f(x) � 
	
 = �x 2 X��f(x) < 
	Satz 2:Seien X; Y; Z topologis
he R�aume und f : X ! Y , g : Y ! Z Abbildungen. Es sei f in x0 2 Xstetig und g in y0 = f(x0) stetig. Dann ist au
h die Komposition g Æ f : X ! Z in x0 stetig.Beweis:Sei V eine Umgebung von g Æ f(x0) = g�f(x0)� = g(y0). Da g in y0 stetig ist, gibt es eineUmgebung U von y0 mit g(U) � V . Da f in x0 stetig ist, existiert eine Umgebung W von x0mit f(W ) � U . Daher folgt g Æ f(W ) = g�f(W )� � g(U) � V . Daher ist g Æ f stetig in x0.De�nition 3:Seien X; Y topologis
he R�aume und f : X ! Y . Dann hei�t f Hom�oomorphismus, wenn fbijektiv und sowohl f als au
h f�1 stetig sind.Bemerkung:Ist f bijektiv und f stetig, so brau
ht f kein Hom�oomorphismus zu sein (s. �Ubungsaufgabe).



x5 Zusammenh�angende topologis
he R�aume 65x5 Zusammenh�angende topologis
he R�aumeIntuitiv sollte ein "zusammenh�angender\ topologis
her Raum "aus einem St�u
k\ bestehen.De�nition 1:Sei X topologis
her Raum, dann hei�t X zusammenh�angend, falls es ni
ht m�ogli
h ist zus
hreiben: X = A [Bwobei A und B o�ene Teilmengen von X sind mitA 6= ; B 6= ; A \B = ;Eine Teilmenge S � X hei�t zusammenh�angend, falls S mit der induzierten Topologie zusam-menh�angend ist.Beispiel 33:Man kann zeigen, da� die zusammenh�angenden Teilmengen S � R genau die Intervalle sind.Satz 1:Sei f : X ! Y stetig. Ist dann X zusammenh�angend, so ist au
h f(X) zusammenh�angend.Beweis:Annahme: f(X) ist ni
ht zusammenh�angend.Dann kann man na
h De�nition s
hreiben: f(X) = P [ Q mit P;Q � f(X) o�en (bzgl. derinduzierten Topologie), P 6= ;, Q 6= ;, P \ Q = ;. Da f stetig, ist au
h die Abbildungg : X ! f(X), g(x) := f(x) stetig (klar na
h De�nition!). Na
h Satz 1, x4 (S. 63) sind daher:A = g�1(P ) = f�1(P ) B = g�1(Q) = f�1(Q)o�en. Ferner gilt A 6= ;, B 6= ;, denn f(X) = P [ Q und P 6= ;, Q 6= ;. Wegen P \ Q = ;gilt A \ B = ;. Ferner folgt aus f(X) = P [ Q, da� X = f�1(P ) [ f�1(Q) = A [ B. Daherfolgt, da� X ni
ht zusammenh�angend ist. \.Widerspru
h! zur Voraussetzung. Daher ist f(X)zusammenh�angend.De�nition 2:Sei X topologis
her Raum, x; y 2 X. Dann versteht man unter einem Weg von x na
h y (inX) eine stetige Abbildunga : [0; 1℄! X mit a(0) = x, a(1) = yDe�nition 3:Ein topologis
her Raum X hei�t wegzusammenh�angend, falls je zwei Punkte x; y 2 X dur
heinen Weg verbunden werden k�onnen.Satz 2:Es gilt X ist wegzusammenh�angend =) X ist zusammenh�angend



66 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumBeweis:�UbungsaufgabeBemerkung:Umkehrung gilt im allgemeinen ni
ht!x6 Kompakte topologis
he R�aumeWir betra
hten zun�a
hst Teilmengen A 2 Rn .De�nition 1:(i) Eine Teilmenge A � Rn hei�t bes
hr�ankt, falls es C > 0 gibt mit kxk � C 8x 2 A.(ii) Sei A � Rn , x0 2 Rn . Dann hei�t x0 H�aufungspunkt von A, falls jede Umgebung Uvon x0 unendli
h viele Punkte aus A enth�alt.Lemma 1 (Cantor):Sei A1 � A2 � A3 � : : : eine Folge von abges
hlossenen ni
ht-leeren Teilmengen in Rn mitdiamAm := sup�kx� yk��x; y 2 Am	 diamAm m!1�����! 0Dann besteht \m2NAm aus genau einem Punkt x0Beweis:Sei xm 2 Am. Sei " > 0. Wegen diamAm m!1�����! 0 existiert N 2 N , so da� diamAN < ".Seien l; m 2 N mit l; m > N , dann ist xm; xl 2 AN , denn Am; Al � AN .Daher folgt kxm � xlk < ".Na
h De�nition ist daher �xm�m2N eine Cau
hy-Folge. Da Rn vollst�andig ist (s. x1), existiertalso x0 = limm!1xm.Sei l fest. F�ur m � l ist dann xm 2 Al, also folgtx0 = limm!1xm 2 Al = Alda Al abges
hlossen (s. �Ubungsaufgabe).Daher gilt also: x0 2 \l2NAl.Sei x 2 \l2NAl. Dann giltkx� x0k � diamAl l!1����!(na
h Voraus.) 0 =) x = x0Dies beweist das Lemma.Satz 1 (Bolzano-Weierstra�):Jede unendli
he, bes
hr�ankte Teilmenge A � Rn hat mindestens einen H�aufungspunkt.



x6 Kompakte topologis
he R�aume 67Beweis:�Ahnli
h wie im Fall n = 1 dur
h "Intervalls
ha
htelung\:Da A bes
hr�ankt ist, ist A enthalten in einem n-dimensionalen, abges
hlossenen W�urfel A1. Manunterteile diesen W�urfel in 2n n-dimensionale, kongruente abges
hlossene Unterw�urfel. Da Aunendli
h, enth�alt mindestens einer dieser Unterw�urfel unendli
h viele Elemente aus A. Diesersei A2. Man verfahre induktiv fort und erh�alt auf diese Weise eine Folge A1 � A2 � A3 � : : :von abges
hlossenen, ni
ht-leeren Teilmengen von Rn mit:diamAm m!1�����! 0Die Behauptung des Satzes folgt daher aus Lemma 1.De�nition 2:Eine Teilmenge A von Rn hei�t kompakt, falls jede unendli
he Teilmenge S � A mindestenseinen H�aufungspunkt x0 in A besitzt.Satz 2:Eine Teilmenge A � Rn ist kompakt genau dann, wenn sie abges
hlossen und bes
hr�ankt ist.Beweis:\)\: Sei A abges
hlossen und bes
hr�ankt. Z.z:A ist kompakt.Sei S � A unendli
he Teilmenge von A. Da A bes
hr�ankt ist, ist au
h S bes
hr�ankt. Na
hSatz 1 hat also S einen H�aufungspunkt x0.Annahme: x0 ist ni
ht Element von A (x0 =2 A). Dann gilt x0 2 A
. Da A abges
hlossen,ist A
 o�en, also ist x0 innerer Punkt von A
, d.h. es existiert eine Umgebung U vonx0 mit U � A
. Also ist A \ U = ;, insbesondere S \ U = ; \.Widerspru
h! da x0 jaH�aufungspunkt von S ist.Also gilt x0 2 A. Demna
h ist A kompakt.\(\: Sei A kompakt.Annahme: A ist ni
ht bes
hr�ankt. Dann existiert f�ur jedes m 2 N ein xm 2 A mitkxmk � m. Sei S = �x1; x2; : : :	. Dann ist S unendli
h. Aber S hat keinen H�aufungspunkt,insbesondere keinen sol
hen in A \.Widerspru
h! zur Kompaktheit von A. Daraus folgt:A ist bes
hr�ankt.Annahme: A ist ni
ht abges
hlossen. Dann ist also A
 ni
ht o�en, also ni
ht jeder Punktaus A
 ist innerer Punkt von A
. Also gibt es x0 2 A
 und zu jedemm 2 N ein xm 2 A mitkxm � x0k < 1m . Sei S = �x1; x2; : : :	. Dann ist S unendli
h, denn x0 =2 A. Andererseitshat S genau einen H�aufungspunkt, n�amli
h x0. Aber x0 =2 A \.Widerspru
h! Daher ist Aabges
hlossen.Wir geben im Folgenden eine Charakterisierung von Kompaktheit in Termen von "o�enen�Uberde
kungen\.



68 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumDe�nition 3:Sei X topologis
her Raum, A � X.(i) Eine Familie F = �Ui	i2I (I Indexmenge) von Teilmengen Ui � X hei�t �Uberde
kungvon A, falls A � [i2IUi.(ii) Ist F �Uberde
kung von A und F 0 �Uberde
kung von A mit F 0 � F , so nennt man F 0Teil�uberde
kung von F .(iii) Ist F = �Ui	i2I �Uberde
kung von A und sind alle Ui (i 2 I) o�en, so nennt man Feine o�ene �Uberde
kung von A.Satz 3 (Heine-Borel):A � Rn ist kompakt genau dann, wenn jede o�ene �Uberde
kung von A eine endli
he Teil�uber-de
kung (von A) enth�alt.Beweis:\)\: Sei A kompakt. Sei F eine o�ene �Uberde
kung von A.Annahme: Es gibt keine Teilfamilie F 0 � F , die ganz A �uberde
kt. Wir konstruiereninduktiv eine Folge A1 � A2 � : : : von kompakten Teilmengen des Rn mitdiamAl l!1����! 0derart da� keine endli
he Teilfamilie F 0 � F die Menge Al �uberde
kt, f�ur jedes l 2 N .Man setze A1 := A. Da A kompakt ist, ist A bes
hr�ankt na
h Satz 2 (S. 67). Also ist Aenthalten in einem abges
hlossenen n-dimensionalen W�urfel I1. Man unterteile I1 in 2nn-dimensionale, abes
hlossene, kongruente Unterw�urfel I11; I12; : : : ; I1m mit m = 2n. Mansetze A1� := A1 \ I1� (� = 1; 2; : : : ; m). Dann ist A1� kompakt na
h Satz 2 (, denn A1und I1� sind bes
hr�ankt und abges
hlossen, also gilt dies au
h f�ur den Dur
hs
hnitt.)Wenn f�ur jedes �, 1 � � � m eine endli
he Teilfamilie F 0� � F existierte, die ganz A1��uberde
kt, so w�are n[�=1F 0� � Feine endli
he Teilfamilie von F , die na
h Konstruktion ganz A �uberde
ken w�urde. Dieskann na
h Annahme ni
ht sein. \.Widerspru
h!Also existiert mindestens ein �, 1 � � � m mit der Eigens
haft, da� keine endli
heTeilfamilie F 0 � F ganz A1� �uberde
kt. Man setze A2 := A�. Dann ist A2 kompakt, : : :Induktiv erh�alt man dann die gemis
hte Folge A1 � A2 � : : : Na
h Konstruktion sindalle Al ni
htleer. (Die leere Menge wird von jedem U 2 F �uberde
kt.) Na
h dem Lemma1 (S. 66) enth�alt A1 \ A2 \ : : : genau einen Punkt, n�amli
h x0.Insbesondere ist x0 2 A1 = A. Da F eine �Uberde
kung von A ist, gilt x0 2 U f�ur U 2 F .Da F eine o�ene �Uberde
kung ist, ist U o�en. Also ist x0 innerer Punkt von U , also



x6 Kompakte topologis
he R�aume 69existiert eine Umgebung V von x0 mit V � U . Wegen diamAl l!1����! 0 sind daheralle Al mit l gen�ugend gro� in V enthalten, also au
h in U enthalten. \.Widerspru
h! daU o�en und Al � U (l gro�) ist also �U	 � F eine endli
he Teil�uberde
kung von Al,\.Widerspru
h! zur Konstruktion der Al's.Daher ist die urspr�ungli
he Annahme fals
h, d.h. es existiert eine endli
he TeilfamilieF 0 � F die ganz A �uberde
kt.\(\: Es gelte: Jede o�ene �Uberde
kung von A enth�alt eine endli
he Teil�uberde
kung. Z.z: Aist kompakt.Na
h Satz 2 ist also zu zeigen, da� A abges
hlossen und bes
hr�ankt ist.Annahme: A ist ni
ht bes
hr�ankt. Dann istF = �Um(0)	m2N �Um(0) := �x 2 Rn ��kxk < m	�eine o�ene �Uberde
kung von A, die keine endli
he Teil�uberde
kung von A enth�alt.\.Widerspru
h!Annahme: A ist ni
ht abges
hlossen. Dann w�are also A
 ni
ht o�en, also g�abe es x0 2 A
und f�ur jedes m 2 N einen Punkt xm 2 A mit kxm � x0k < 1m .Sei Um := �x 2 Rn ��kx� xmk > 1m	 f�ur jedes m 2 N . Dann ist Um o�en.Sei F = �Um	m2N . Dann ist F eine o�ene �Uberde
kung von A (denn F �uberde
kt ja sogar�x 2 Rn ��x 6= x0	 und x0 =2 A), die keine endli
he Teil�uberde
kung von A enth�alt (,dennna
h Konstruktion existieren ja Punkte aus A beliebig nahe an x0). \.Widerspru
h!De�nition 4:Sei X topologis
her Raum, sei A � X. Dann hei�t A kompakt, wenn jede o�ene �Uberde
kungvon A eine endli
he Teil�uberde
kung enth�alt.De�nition 5:Man nennt A � X (X topologis
her Raum) folgenkompakt, wenn jede unendli
he TeilmengeS � A mindestens einen H�aufungspunkt in A hat.Satz 4:Es gilt: Kompaktheit =) FolgenkompaktheitBeweis:Wird hier ni
ht ausgef�uhrt.Bemerkung:Die Umkehrung gilt im allgemeinen ni
ht!Bemerkung:Was hier also "kompakt\ bezei
hnet wird, wird in der Literatur au
h "quasi-kompakt\ genannt.



70 Kapitel 3: Rn als topologis
her RaumSatz 5:Seien X; Y topologis
he R�aume und f : X ! Y eine stetig Abbildung. Sei X kompakt. Dannist au
h f(X) kompakt.Beweis:Sei F = �Ui	i2I (I Indexmenge) eine o�ene �Uberde
kung von F (X), d.h. f(X) � [i2IUi undjedes Ui (i 2 I) ist o�en.Es gilt daher X � f�1� [i2IUi� = [i2If�1UiDa f stetig und Ui o�en, ist au
h f�1(Ui) o�en. Daher ist also �f�1(Ui)	i2I eine o�ene �Uber-de
kung von X. Da X kompakt, �f�1(Ui)	i2I eine endli
he Teil�uberde
kung, d.h.X � f�1(Ui1) [ f�1(Ui2) [ � � � [ f�1(Uim)f�ur gewisse, endli
h viele Indizes i1; i2; : : : ; im. Also giltf(X) � Ui1 [ Ui2 [ � � � [ UimAlso ist �Ui1 ; Ui2 ; : : : ; Uim	 eine endli
he Teil�uberde
kung. Daher ist f(X) kompakt.Korollar 1:Sei X topologis
her Raum, X kompakt und f : X ! R stetig. Dann nimmt f auf X ihrMaximum und ihr Minimum an.Beweis:Na
h Satz 5 (S. 70) ist f(X) kompakt, also abges
hlossen und bes
hr�ankt (Satz 2). Daher hatf(X) ein In�mum a und ein Supremum b (Bes
hr�anktheit). Na
h Konstruktion (s. Analysis 1)gibt es Folgen �an�n2N und �bn�n2N mit an; bn 2 X 8n 2 N und limn!1an = a und limn!1bn = b.Da f(X) abges
hlossen ist, gilt a; b 2 f(X) (w�are z.B. a =2 f(X), so w�are a 2 �f(X)�
, aber�f(X)�
 ist o�en, wegen f(X) abges
hlossen, also existiert eine Æ-Umgebung von a, die ganzin �f(X)�
 enthalten ist, \.Widerspru
h! zu limn!1an = a und an 2 f(X) 8n) Dies bewei�t dieBehauptung.



Kapitel 4Di�erenzierbarkeit reeller Funktionenmehrerer Variabler
x1 Ri
htungsableitungen, parielle AbleitungenIst I 2 R ein o�enes Intervall, x0 2 I und f : I ! R, so de�niert man die Ableitung von f inx0 als f 0(x) = limh!0f(x0 + h)� f(x0)hvorausgesetzt dieser Limes existiert. Ist f eine Funktion mehrerer Variabler, so ist h 2 Rn einVektor und obiger Ausdru
k ma
ht keinen Sinn. (Division dur
h Vektoren ma
ht keinen Sinn.)Ziel: akzeptabler ErsatzDe�nition 1:Ein Einheitsvektor v 2 Rn (d.h. kvk = 1) hei�t Ri
htung im Rn .Ist x0 2 Rn und v eine Ri
htung im Rn , so hei�t die Gerade dur
h x0 und x0 + v, d.h. dieMenge �x0 + tv��t 2 R	die Gerade dur
h x0 in Ri
htung v.Bemerkung:Die Ri
htungen im Rn sind also die Punkte der "(n � 1)-dimensionalen Sph�are\, wel
he die"n-dimensionale abges
hlossene Einheitskugel\�x 2 Rn ��kxk � 1	berandet. (Bsp.: Einheitskreis im R2)

71



72 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDe�nition 2:Sei D � Rn und x0 2 D ein innerer Punkt von D. Sei f : D! R. Sei v eine Ri
htung im Rn .Dann hei�t limt!0t2R f(x0 + tv)� f(x0)tdie Ri
htungsableitung von f in x0 in Ri
htung v.Da x0 innerer Punkt von D ist, gibt es eine Æ-Umgebung UÆ(x0) von x0 die ganz in D enthaltenist.F�ur jtj < Æ ist x0 + tv 2 D, dennk(x0 + tv)� x0k = ktvk = jtj � kvk = jtj < ÆF�ur jtj < Æ setze man '(t) := f(x0 + tv)Dann ist f(x0 + tv)� f(x0)t = '(t)� '(0)tdamit ist die Existenz der Ri
htungsableitung von f in x0 in Ri
htung v �aquivalent zur Di�e-rentiation von '(t) in t = 0Beispiel 34:Sei D = R2 und f : R2 ! R gegeben dur
hf(x; y) := ( 2xyx2+y2 f�ur (x; y) 6= (0; 0)1 f�ur (x; y) = (0; 0)Man untersu
he f auf Existenz der Ri
htungsableitungen in (0; 0).Sei v = (
os#; sin#) mit 0 � # < 2� eine Ri
htung im R2 . Dann gilt f�ur t 6= 0:'(t) = f(tv) = f�t(
os#; sin#)� = 2t2 
os# sin#t2(
os2 # + sin2 #)= 2 
os# sin# =(Additionstheoreme) sin 2#Ferner ist: '(0) = f�(0; 0)� = 1Gilt also sin 2# = 1 (d.h. # = �4 ^ # = 54�), so ist '(t) die konstante Funktion mit Wert 1. Indiesem Fall ist also ' in t = 0 di�erenzierbar und '0(0) = 0Ist sin 2# 6= 1, so ist ' wegen '(0) = 1 in t = 0 ni
ht stetig, also erst re
ht ni
ht di�erenzierbar.Daher existiert die Ri
htungsableitung von f in (0; 0) in Ri
htung v = (
os#; sin#) genau dann,wenn v = (12p2; 12p2) oder v = (�12p2;�12p2) ist.



x2 Di�erenzierbarkeit 73Wir bezei
hnet mit ei = (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : :"i-te Stelle ; 0) 2 Rnden i-ten Einheitsvektor im Rn . Man bea
hte, da� keik = 1 und da� �e1; e2; : : : ; en	 eineBasis des Rn ist.De�nition 3:Sei D � Rn , x0 2 D ein innerer Punkt von D und f : D ! R. Dann nennt man die Ri
h-tungsableitung von f in x0 in Ri
htung ei (i = 1; 2; : : : ; n) die i-te partielle Ableitung vonf in x0, vorausgesetzt diese Ri
htungsableitung existiert. Man s
hreibt hierf�ur:�f�xi (x0) oder fi(x0)Na
h De�nition gilt alsofi(x0) = limt!0 f�(x(1)0 ; x(2)0 ; : : : ; x(i�1)0 ; x(i)0 + t; x(i+1)0 ; : : : ; x(n)0 )�� f(x0)tsofern dieser Limes existiert.Bemerkung:Grob gespro
hen erh�alt man die i-te partielle Ableitung von f in x0, indem man alle Variablenvon f au�er der i-ten als konstant ansieht und na
h der i-ten Variablen di�erenziert.Beispiel 35:Sei f : R3 ! R gegeben dur
h f(x; y; z) = x2 + y + 
os(yz)Dann ist �f�x (x; y; z) = f1(x; y; z) = 2x�f�y (x; y; z) = f2(x; y; z) = 1� z sin(yz)�f�z (x; y; z) = f3(x; y; z) = �y sin(yz)De�nition 4:f hei�t partiell di�erenzierbar in x0, wenn alle partiellen Ableitungen fi (i = 1; 2; : : : ; n)von f in x0 existieren.x2 Di�erenzierbarkeitBei Funktionen einer Variablen bedeutet Di�erenzierbarkeit geometris
h die Existenz der Tan-gente. Bei reellen Funktionen mehrerer Variablen wollen wir Di�erenzierbarkeit so de�nieren,da� es geometris
h die Existenz der Tangentialhyperebene bedeutet.Dies ist im allgemeinen eine viel s
h�arfere Aussage als nur die Existenz der partiellen Ableitung.



74 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDe�nition 1:Sei D � Rn , x0 2 D innerer Punkt von D und f : D ! R. Dann hei�t f di�erenzierbar inx0 (oder au
h total di�erenzierbar), falls es eine lineare Abbildung L : Rn ! R (abh�angig vonx0) gibt, so da� limh!0 f(x0 + h)� f(x0)� L(h)khk = 0Erinnerung: Eine Abbildung L : Rn ! R hei�t linear, falls giltL(x + y) = L(x) + L(y) 8x; y 2 RnL(�x) = �L(x) 8x 2 Rn 8� 2 RMan bea
hte: Eine Abbildung L : Rn ! R ist genau dann linear, falls es a1; a2; : : : ; an 2 R gibt,so da� L(x) = a1x(1) + a2x(2) + � � �+ anx(n) 8x = �x(1); x(2); : : : ; x(n)� 2 RnIn der Tat: Jede sol
he Abbildung ist linear. Umgekehrt: Sei L : Rn ! R linear. Man s
hreibex = �x(1); x(2); : : : ; x(n)� = e1x(1) + e2x(2) + � � �+ enx(n)Dann folgt wegen der Linearit�at von L:L(x) = L�e1x(1) + e2x(2) + � � �+ enx(n)� = L�e1x(1)�+ L�e2x(2)�+ � � �+ L�enx(n)�= L(e1)| {z }a1 x(1) + L(e2)| {z }a2 x(2) + � � �+ L(en)| {z }an x(n)Satz 1:Sei f di�erenzierbar in x0. Dann gilt:(i) Die Ri
htungsableitungen von f in x0 in jede Ri
htung v existieren. Insbesondere ist fin x0 partiell di�erenzierbar.(ii) Es gilt L(h) = nXi=1 fi(x0)h(i) 8h = �h(1); h(2); : : : ; h(n)�Insbesonder ist L eindeutig (dur
h f und x0) bestimmt.Beweis:(i) Na
h Voraussetzung gilt 0 = limh!0f(x0 + h)� f(x0)� L(h)khk (�)



x2 Di�erenzierbarkeit 75Man w�ahle f�ur h = tv mit t 2 R, t! 0, t 6= 0. Es folgt dann:0 = limt!0����f(x0 + tv)� f(x0)� L(tv)ktvk ���� =(wegen kvk = 1) limt!0����f(x0 + tv)� f(x0)� L(tv)jtj ����= limt!0����f(x0 + tv)� f(x0)� tL(v)t ���� = limt!0����f(x0 + tv)� f(x0)t � L(v)����also gilt: L(v) = limt!0f(x0 + tv)� f(x0)td.h. die Ri
htungsableitung von f in x0 in Ri
htung v existiert (und ist glei
h L(v)).Insbesondere gilt: L(ei) = fi(x0)(ii) Es gilt na
h (i):L(h) = L�h(1)e1 + h(2)e2 + : : : h(n)en� = h(1)L(e1) + h(2)L(e2) + � � �+ h(n)L(en)= h(1)f1(x0) + h(2)f2(x0) + � � �+ h(n)fn(x0)De�nition 2:Sei f di�erenzierbar in x0.(i) Die dur
h f und x0 na
h Satz 1 (i) eindeutig bestimmte lineare Abbildung L hei�t dasDi�erential von f in x0 und wird mit df(x0) oder dfx0 bezei
hnet.(ii) Der Vektor �f1(x0); f2(x0); : : : ; fn(x0)� 2 Rn hei�t Gradient ("Steigungsvektor\) vonf in x0 und wird mit grad f(x0) abgek�urzt.Man bea
hte: df(x0)(h) = grad f(x0) � h (Skalarprodukt)Bemerkung:(i) Ist f di�erenzierbar in x0, so liefert das Di�erential df(x0) von f in x0 eine lineareApproximation df(x0)(x� x0) an f(x)� f(x0) f�ur x nahe bei x0.Der Fehler dieser Approximation ist glei
hf(x)� f(x0)� df(x0)(x� x0)d.h. glei
h dem Z�ahler von (�). Dieser Fehler ist klein im Verh�altnis zu kx� x0k, wennx nahe bei x0 ist.Geometris
h bedeutet Di�erenzierbarkeit von f in x0, da� die Hyperebene im Rn+1gegeben dur
h die Glei
hungz = f(x0) + grad f(x0)(x� x0)



76 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller Funktionenim Punkt �x0; f(x0)� tangential an den Graphen von f ist."Hyperebenen\ werden hier als "aÆn\ verstanden, d.h. aus dem Nullpunkt translatiert.Vers
hiebt man zur�u
k in den Ursprung, so erh�alt man also einen linearen Unterraumvon Rn+1 der Kodimension (dimV � dimU).(De�nition: Sei V ein endli
h dimensionaler Vektorraum, U � V ein Unterraum, dannnennt man dimV � dimU die Kodimension von U (in V ).)(ii) Formal kann man die Hyperebenenglei
hungz = f(x0) + �f1(x0); f2(x0); : : : ; fn(x0)�(x� x0)aufs
hreiben, s
hon dann, wenn f in x0 nur partiell di�erenzierbar ist. Diese "ber�uhrt\jedo
h im allgemeinen dann ni
ht in �x0; f(x0)�, egal wie si
h x an x0 ann�ahert.Inbesondere impliziert im allgemeinen die Existenz der Ri
htungsableitungen von f inx0 f�ur alle Ri
htungen ni
ht die Di�erenzierbarkeit von f in x0, wie Beispiel 38 zeigt.Beispiel 36:Ist n = 1, so stimmt die De�nition der Di�erenzierbarkeit mit der aus Analysis 1 �uberein.Beispiel 37:Ist D � Rn o�en und f : D ! R auf ganz D partiell di�erenzierbar und sind zus�atzli
h allepartiellen Ableitungen f1(x); f2(x); : : : ; fn(x) auf D stetig, so kann man zeigen (s. sp�ater), da�f auf ganz D di�erenzierbar ist.Beispiel 38:Sei f : R2 ! R gegeben dur
hf(x; y) := ( 2xy2x2+y4 f�ur (x; y) 6= (0; 0)0 f�ur (x; y) = (0; 0)Sei v = (
os#; sin#) (0 � # < 2�) eine Ri
htung im R2 . Dann gilt (mit x0 = (0; 0)):f(x0 + tv)� f(x0)t = f(tv)t = 2t3 
os# sin2 #t(t2 
os2 # + t4 sin4 #)= 2 
os# sin2 #
os2 #+ t2 sin4 # t!0���! (2 sin2 #
os# f�ur 
os# 6= 00 f�ur 
os# = 0Also existiert die Ri
htungsableitung von f in x0 = (0; 0) in jede Ri
htung v.Aber f ist ni
ht stetig in x0 = (0; 0), denn f(y2; y) = 1, also au
h limy!0f(y2; y) = 1 6= 0 = f(x0),also au
h in x0 ni
ht di�erenzierbar, wie Satz 2 zeigt.Satz 2:Ist f di�erenzierbar in x0, so ist f in x0 stetig.Beweis:Na
h Voraussetzung gilt: 0 = limh!0f(x0 + h)� f(x0)� df(x0)(h)khk



x2 Di�erenzierbarkeit 77Na
h der De�nition des Limes (mit " = 1) gibt es also ein Æ0 > 0, so da�����f(x0 + h)� f(x0)� df(x0)(h)khk ���� < 1f�ur 0 < khk < Æ0. Daher giltjf(x0 + h)� f(x0)� df(x0)(h)j < khk f�ur khk < Æ0Es gilt (na
h der Cau
hy-S
hwarz's
hen Unglei
hung):df(x0)(h) = grad f(x0) � h jdf(x0)(h)j = jgrad f(x0) � hj � kgrad f(x0)k � khkDaher gilt f�ur khk < Æ0:jf(x0 + h)� f(x0)j = jf(x0 + h)� f(x0)� df(x0)(h) + df(x0)(h)j� jf(x0 + h)� f(x0)� df(x0)(h)j+ jdf(x0)(h)j� khk+ kgrad f(x0)k � khk = Ckhk mit C := 1 + kgrad f(x0)kSei " > 0 frei gew�ahlt. Sei Æ = min(Æ0; "C ). F�ur khk < Æ gilt dannkf(x0 + h)� f(x0)k � "Also ist f in x0 stetig.Lemma 1:Sei D � Rn , x0 2 D, f : D! R. Seien h 2 Rn , t0 2 R fest, derart da� x0 + t0h innerer Punktvon D ist (man bea
hte, da� x0 + t0h auf der Geraden dur
h x0 und x0 + h liegt). Ist dann fin x0 + t0h di�erenzierbar, so ist au
h'(t) := f(x0 + th) (t nahe bei t0)in t = t0 di�erenzierbar und es gilt:'0(t0) = df(x0 + t0h)(h) = grad f(x0 + t0h)hBeweis:Ist h = 0, so ist '(t) = f(x0) konstant, also gilt '0(t0) = 0, also ist die Behauptung trivialerweiseri
htig.Sei h 6= 0. Da f in x0 + t0h di�erenzierbar ist, gilt0 = lim�!0f(x0 + t0h+ �)� f(x0 + t0h)� df(x0 + t0h)(�)k�kMan w�ahle speziell � = th mit t 2 R, t! 0. Dann folgt0 = limt!0����f(x0 + t0h+ th)� f(x0 + t0h)� df(x0 + t0h)(th)kthk ����= 1khk limt!0����f(x0 + (t0 + t)h)� f(x0 + t0h)� t � df(x0 + t0h)(h)t ����=) 0 = limt!0�f(x0 + (t0 + t)h)� f(x0 + t0h)t � df(x0 + t0h)(h)�= limt!0�'(t+ t0)� '(t0)t � df(x0 + t0h)(h)�Dies ist gerade die Behauptung.



78 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenSatz 3 (Mittelwertsatz in mehreren Variablen):Sei D � Rn o�en. Sei x0 2 D. Sei h 2 Rn fest, derart da� das Geradenst�u
k zwis
hen x0 undx0 + h ganz in D enthalten ist: �x0 + th��0 � t � 1	 � DSei f : D ! R in jedem Punkt des Geradenst�u
ks di�erenzierbar. Dann gibt es s 2 (0; 1), soda�: f(x0 + h)� f(x0) = df(x0 + sh)(h)Beweis:Sei '(t) := f(x0 + th) (0 � t � 1). Da f in jedem Punkt des Geradenst�u
ks di�erenzierbarist, ist f dort au
h stetig (Satz 2), also ist au
h '(t) (0 � t � 1) stetig, denn die Kompositionstetiger Abbildungen ist wiederum stetig.Na
h dem Lemma 1 ist ' auf (0; 1) di�erenzierbar, und'0(t) = df(x0 + th)(h)Na
h dem Mittelwertsatz f�ur Funktionen einer Variablen folgt also die Existenz eines s 2 (0; 1)mit '(1)� '(0) = '0(s) � (1� 0) = '0(s)Also gilt: f(x0 + h)� f(x0) = df(x0 + sh)(h)De�nition 3:Sei f : D ! R und A � int(D). Ist dann f in jedem Punkt von A di�erenzierbar, so nenntman f auf A di�erenzierbar. Ist D o�en und f : D ! R auf D di�erenzierbar, so nenntman f eine di�erenzierbare Funktion (auf D).De�nition 4:Eine Teilmenge K � Rn hei�t konvex, falls die Verbindungsgerade je zweier Punkte aus Kganz in K enthalten ist, d.h.:x; y 2 K =) tx + (1� t)y 2 K 8t 2 [0; 1℄Satz 4:Sei D � Rn und f : D ! R. Sei K � D konvex derart, da� f auf K di�erenzierbar ist. Esgebe C � 0, so da�: kgrad f(x)k � C 8x 2 KDann gilt: jf(x)� f(y)j � Ckx� yk 8x; y 2 K



x2 Di�erenzierbarkeit 79Beweis:Na
h dem Mittelwertsatz (Satz 3) gibt es (zu vorgegebenen x; y 2 K) ein s 2 (0; 1) mitf(x)� f(y) = df�y + s(x� y)�(x� y)Daher folgt na
h der Cau
hy-S
hwarz's
hen Unglei
hung:jf(x)� f(y)j = jgrad f�y + s(x� y)�(x� y)j � kgrad f(�y + s(x� y)�k � kx� ykda y + s(x� y) 2 K und kgrad f(x)k � C 8x 2 K gilt:jf(x)� f(y)j � Ckx� ykKorollar 1:Sei D � Rn o�en und zusammenh�angend. Sei f : D! R di�erenzierbar und es gelte:df(x) = 0 8x 2 D bzw. grad f(x) = 0 8x 2 DDann ist f konstant.Beweis:Ohne Eins
hr�ankung sei D 6= ;. Sei x0 2 D. SeiD1 := �x 2 D��f(x) = f(x0)	Dann ist D1 6= ;. Sei x 2 D1. Da D o�en, ist x innerer Punkt von D, also existiert eineUmgebung U von x mit U � D. Da aber U konvex ist (Æ-Umgebungen sind konvexe Mengen),folgt aus df(x) = 0 8x 2 D und aus Satz 4 (mit C=0), da�f(y) = f(x) = f(x0) 8y 2 UDaher gilt U 2 D1, also ist D1 o�en.Es giltD nD1 = �x 2 D��f(x) 6= f(x0)	 = �x 2 D��f(x) > f(x0)	 [ �x 2 D��f(x) < f(x0)	also ist D nD1 als Vereinigung zweier o�ener Mengen wieder o�en (man bea
hte, da� f stetigist) na
h Kap. 3, x4, Kor. 1 (S. 64).W�are also D nD1 ni
ht-leer, so w�are D die Vereinigung zweier ni
ht-leerer, o�ener, disjunkterTeilmengen, also w�are D ni
ht zusammenh�angend. (bea
hte: da D o�en ist, ist eine Teilmengevon D in der induzierten Topologie genau dann o�en, wenn sie als Teilmenge von Rn o�en ist.)\.Widerspru
h! zur Voraussetzung D zusammenh�angend.Daraus folgt das Korollar.



80 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller Funktionenx3 Funktionen der Klasse CqDe�nition 1:Sei D � Rn o�en. Sei f : D ! R. Ist f auf D stetig, so nennt man f von der Klasse C0 (aufD).Ist f auf D partiell di�erenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen f1(x); f2(x); : : : ; fn(x)auf D stetig, so nennt man f von der Klasse C1 (auf D).Satz 1:Sei D � Rn o�en, f : D! R von der Klasse C1 auf D. Dann ist f auf D di�erenzierbar.Beweis:dur
h vollst�andige Induktion �uber n.n = 1: klar!Sei n � 2 und sei die Aussage s
hon f�ur n � 1 gezeigt. Sei x0 2 D. Da D o�en, gibt es Æ0 > 0mit UÆ0(x0) 2 D.Wir bezei
hnen mit x̂ = �x(1); x(2); : : : x(n�1)� 2 Rn�1 Koordinaten im Rn�1 , also gilt x =�x̂; x(n)� 2 Rn . Speziell setzen wirx̂0 = �x(1)0 ; x(2)0 ; : : : ; x(n�1)0 � und x0 = �x̂0; x(n)0 �F�ur x̂ 2 UÆ0(x̂0) ist �x̂; x(n)0 � 2 UÆ0(x0), da k�x̂; x(n)0 �k = kx̂� x̂0k.Man de�niere ' : (UÆ0(x̂0)! R'(x̂) := f�x̂; x(n)0 �Na
h Voraussetzung existieren f1; f2; : : : ; fn, also ist au
h ' paritell di�erenzierbar und es gilt'i(x̂) = fi�x̂; x(n)0 � i = 1; 2; : : : ; n� 1Na
h Vorraussetzung sind f1; f2; : : : ; fn stetig, also ist au
h '1; '2; : : : ; 'n�1 stetig. Also ist 'von der Klasse C1 auf UÆ0(x̂0). Na
h Induktionsvoraussetzung ist daher ' in x̂0 di�erenzierbar.Sei " > 0. Dann existiert also ein Æ1, 0 < Æ1 < Æ0 mit�����'(x̂0 + ĥ)� '(x̂0)� n�1Xi=1'i(x̂0)hi����� � "2kĥk f�ur kĥk < Æ1 (�)Da fn in x0 stetig ist, gibt es Æ2, 0 < Æ2 < Æ0, so da�jfn(y)� fn(x0)j � "2 f�ur ky � x0k � Æ2 (��)Sei Æ := min(Æ1; Æ2) und im folgenden h 2 Rn mit khk � ÆDie Funktion t 7! f(x̂0 + ĥ; t)



x3 Funktionen der Klasse Cq 81ist f�ur t 2 �x(n)0 ; x(n)0 + h(n)� de�niert (denn f�ur sol
he t gilt �x(n)0 ; x(n)0 + h(n)� 2 UÆ(x0)), auf�x(n)0 ; x(n)0 + h(n)� stetig und auf �x(n)0 ; x(n)0 + h(n)� di�erenzierbar na
h Voraussetzung �uber f .Na
h dem Mittelwertsatz f�ur eine Variable existiert also s 2 (0; 1), mitf(x0 + h)� '�x̂0 + ĥ� = f�x̂0 + ĥ; x(n)0 + h(n)�� f�x̂0 + ĥ; x(n)0 �= fn�x̂0 + ĥ; x(n)0 + sh(n)�h(n)Sei y = �x̂0 + ĥ; x(n)0 + sh(n)�, dann gilt:ky � x0k = k�x̂0 + ĥ; x(n)0 + sh(n)�� x0k= k�ĥ; sh(n)�k �(wegen s 2 (0; 1)) khk � Æ � Æ2Also gilt na
h (��): jfn(y)� fn(x0)j � "2Es gilt f(x0 + h)� f(x0) = �f(x0 + h)� '(x̂0 + ĥ)�+ �'(x̂0 + ĥ)� f(x0)�= �f(x0 + h)� '(x̂0 + ĥ)�+ �'(x̂0 + ĥ)� '(x0)�Also ist �����f(x0 + h)� f(x0)� nXi=1 fi(x0)hi�����=������f(x0 + h)� '(x̂0 + ĥ)� fn(x0)hn�+ �'(x̂0 + ĥ)� '(x̂0)� n�1Xi=1'i(x̂0)hi�������jfn(y)hn � fn(x0)hnj+ �����'(x̂0 + ĥ)� '(x̂0)� n�1Xi=1'i(x̂0)hi������ "2 jhnjna
h (��) + "2kĥkna
h (�) �wegen h = �ĥ; h(n)� "2khk+ "2khk = "khkf�ur h � Æ.Daraus folgt: limh!0f(x0 + h)� f(x0)� nPi=1fi(x0)hikhk = 0Also ist f auf D di�erenzierbar.



82 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDie partiellen Ableitungen von f nennt man partielle Ableitungen erster Ordnung vonf . Hat fi eine j-te partielle Ableitung, so nennt man diese eine partielle Ableitung zweiterOrdnung von f , man s
hreibt:fij(x) oder �2f�xj�xiBeispiel 39:Sei f gegeben dur
h: f(x; y) = x2y3 so gilt f�ur die partiellen Ableitungen erster und zweiterOrdnung:f1(x; y) = 2xy3 f11(x; y) = 2y3 f2(x; y) = 3x2y2 f21(x; y) = 6xy2f12(x; y) = 6xy2 f22(x; y) = 6x2yEntspre
hend werden die partiellen Ableitungen von f h�oherer Ordnung q = 3; 4; : : : de�niert,sofern sie existieren.Man s
hreibt: fi1i2:::iq(x) (1 � il � n, 1 � l � q)f�ur partielle Ableitungen von f in x zun�a
hst in Ri
htung ei1 , dann in Ri
htung ei2 ,: : :De�nition 2:Sei D � Rn , f : D ! R. Dann hei�t f von der Klasse Cq auf D, falls alle partiellenAbleitungen q-ter Ordnung fi1i2:::iq(x) (1 � il � n,1 � l � q) 8x 2 D existieren und auf Dstetig sind.Satz 2:Sei D � Rn o�en, f : D ! R. Ist dann f von der Klasse Cq (q � 1), so ist f au
h von derKlasse Cq�1.Beweis:Na
h Voraussetzung existieren fi1i2:::iq�1�(x) (� = 1; 2; : : : ; n) 8x 2 D und sind auf D stetig.Na
h Satz 1 (S. 80) (mit f ersetzt dur
h fi1i2:::iq�1) ist daher fi1i2:::iq�1 auf D di�erenzierbar,also au
h auf D stetig (x2, Satz 2 S. 76).Daher ist f von der Klasse Cq�1.Warnung: Es kann passieren, da� fij und fji (i 6= j) beide existieren, aber voneinander ver-s
hieden sind.Beispiel 40:Sei f : R2 ! R gegeben dur
hf(x; y) = (xy(x2�y2)x2+y2 (x; y) 6= (0; 0)0 (x; y) = (0; 0)Mann kann zeigen, da� f12(0; 0) und f21(0; 0) beide existieren, aber da� gilt: f12(0; 0) 6= f21(0; 0)



x3 Funktionen der Klasse Cq 83In "guten\ Situationen (z.B. f von der Klasse C2 auf einer o�enen Menge D) gilt jedo
h in derRegel fij = fji.Satz 3:Sei D � Rn o�en, f : D ! R von der Klasse C1. Existieren dann fij und fji auf D und sindin x0 2 D stetig, so gilt fij(x0) = fji(x0)Beweis:Wir werden dies zun�a
hst f�ur n = 2 beweisen. Wir m�ussen also zeigen, da� unter der Voraus-setzung, da� f12 und f21 in (x0; y0) 2 D stetig sind, giltf12(x0; y0) = f21(x0; y0)Da D o�en, gibt es Æ0 > 0 mit UÆ0�(x0; y0)� � D.F�ur 0 < u < 1p2Æ0 setze man:A(u) := 1u2�f(x0 + u; y0 + u)� f(x0; y0 + u)� f(x0 + u; y0) + f(x0; y0)�("Di�erenzenquotient zweiter Ordnung\)(Man bea
hte, da� die Punkte (x0 + u; y0+ u), (x0; y0+ u), : : : in UÆ0�(x0; y0)� liegen, z.B. giltk(x0 + u; y0 + u)� (x0; y0)k = k(u; u)k = pu2 + u2 = up2 < p2 Æ0p2 = Æ0)F�ur festes u und x 2 [x0; x0 + u℄ setze mang(x) := f(x; x0 + u)� f(x; x0)Dann ist g auf [x0; x0 + u℄ stetig und auf (x0; x0 + u) di�erenzierbar.Dann gilt: g0(x) = f1(x; y0 + u)� f1(x; y0)Es gilt dann ferner A(u) = 1u2 �g(x0 + u)� g(x0)�Na
h dem Mittelwertsatz existiert ein � mit � = �(u) 2 (x0; x0 + u), so da� giltA(u) := 1u2g0(�)(u) = 1u�f1(�; y0 + u)� f1(�; y0)�F�ur y 2 [y0; y0 + u℄ setze man: h(y) := f1(�; y)



84 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDann ist h auf [y0; y0+u℄ stetig und auf (y0; y0+u) di�erenzierbar und es gilt na
h Voraussetzung�uber f : h0(y) = f12(�; y)Es gilt dann weiter f�ur A(u):A(u) = 1u�f1(�; y0 + u)� f1(�; y0)� = 1u�h(y0 + u)� h(y0)�Na
h dem Mittelwertsatz existiert dann ein � mit � = �(u) 2 (y0; y0 + u), so da� gilt:A(u) = 1uh0(�)u = h0(�) = f12(�; �)Vertaus
ht man die Rollen von x und y und argumentiert genauso, so �ndet man in der selbenWeise ein �� = ��(u) 2 (x0; x0 + u) und �� = ��(u) 2 (y0; y0 + u), so da� gilt:A(u) = f21(��; ��)Sei " > 0, da f12 und f21 in (x0; y0) stetig sind, gibt es ein Æ, 0 < Æ < Æ0, so da�jf12(x; y)� f12(x0; y0)j < "und jf21(x; y)� f21(x0; y0)j < " f�ur k(x; y)� (x0; y0)k < ÆEs gilt, falls 0 < u < Æp2k(�; �)� (x0; y0)k � pu2 + u2 = up2 < p2 Æp2 = ÆGenauso gilt f�ur 0 < u < Æp2 k(��; ��)� (x0; y0)k < ÆDaher gilt:jf12(�; �)� f12(x0; y0)j < " =) jA(u)� f12(x0; y0)j < "Genauso: jf21(��; ��)� f21(x0; y0)j < " =) jA(u)� f21(x0; y0)j < "Dies bedeutet na
h De�nition, da�limu!0+A(u) = f12(x0; y0) und limu!0+A(u) = f21(x0; y0)Daher gilt: f12(x0; y0) = f21(x0; y0)



x3 Funktionen der Klasse Cq 85Sei n � 2 und i < j.Sei x0 = �x(1)0 ; x(2)0 ; : : : ; x(n)0 �. Man setze'(x; y) = f�(x(1)0 ; x(2)0 ; : : : ; x(i�1)0 ; x; x(i+1)0 ;"i-te Stelle : : : ; x(j�1)0 ; y; x(j+1)0 ;"j-te Stelle : : : ; x(n)0 )�(f�ur (x; y) nahe bei (x(i)0 ; x(j)0 )).Dann gilt: fij(x0) = '12�x(i)0 ; x(j)0 � =(Fall n = 2) '21�x(i)0 ; x(j)0 � = fji(x0)Satz 4 (Satz von Taylor):Sei x0 2 Rn , sei Æ > 0 und f : UÆ(x0) ! R von der Klasse Cq+1 auf UÆ(x0), wobei q 2 N0 .Dann gilt f�ur alle x 2 UÆ(x0) die Darstellung (mit h = x� x0):f(x) = f(x0) + nXi=1 fi(x0)h(i) + 12! nXi;j=1fij(x0)h(i)h(j) + : : :� � �+ 1q! nXi1;i2;:::;iq=1fi1i2:::iq(x0)h(i1)h(i2) � � �h(iq) +Rq+1(x)wobei der Rest Rq+1(x) dur
hRq+1(x) = 1(q + 1)! nXi1;i2;:::;iq+1=1fi1i2:::iq+1(x0 + sh)h(i1)h(i2) � � �h(iq+1)mit s = s(x) 2 (0; 1) gegeben ist.Beweis:Sei x 2 UÆ(x0) fest gew�ahlt und h = x� x0. Ist h = 0, so ist ni
hts zu zeigen. Sei daher h 6= 0und Æ0 := Ækhk . Dann ist Æ0 > 1, denn x 2 UÆ(x0).Sei t 2 (�Æ0; Æ0). Dann giltk(x0 + th)� x0k = kthk = jtj � khk < Æ0khk = ÆAlso gilt x0 + th 2 UÆ(x0).F�ur t 2 (�Æ0; Æ0) setze man '(t) := f(x0 + th)Na
h Voraussetzung ist f von der Klasse C1 auf UÆ(x0), also auf UÆ(x0) di�erenzierbar. Na
hx2 Lemma 1 (S. 77) ist daher au
h ' di�erenzierbar und es gilt:'0(t) = df(x0 + th)(h) = nXi=1 fi(x0 + th)h(i)



86 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDa f von der Klasse Cq+1 ist, kann man das Lemma 1 sukzessive auf fi (i = 1; 2; : : : ; n), dannauf fij (i; j = 1; 2; : : : ; n) anwenden und erh�alt:'00(t) = nXi=1  nXj=1fij(x0 + th)h(j)!h(i)= nXi;j=1fij(x0 + th)h(i)h(j)...'(q+1)(t) = nXi1;i2;:::;iq+1=1fi1i2:::iq+1(x0 + th)h(i1)h(i2) � � �h(iq+1)Wendet man den Satz von Taylor f�ur Funktionen einer Variablen auf '(t) an, indem man umt0 = 0 entwi
kelt und in t = 1 auswertet (in alter Notation ist also x0 = 0 und x = 1), so erh�altman (man bea
hte da� Æ0 > 1 also 1 2 (�Æ0; Æ0))'(1) = '(0) + '0(0) + 12! '00(0) + � � �+ 1q! '(q)(0) + 1(q + 1)! '(q+1)(0 + s(1� 0))mit s 2 (0; 1).Es gilt aber: '(1) = f(x0 + h) = f(x) '(0) = f(x0)'0(0) = nXi=1 fi(x0)h(i)...Beispiel 41:Sei f : R2 ! R gegeben dur
h f(x; y) = x2y. Man entwi
kle um (x0; y0) = (1;�1):f1(x; y) = 2xy f2(x; y) = x2f11(x; y) = 2y f12(x; y) = f21(x; y) = 2x f22(x; y) = 0f111(x; y) = 0 f112(x; y) = f121(x; y) = f211(x; y) = 2Alle �ubrigen partiellen Ableitungen sind Null. Insbesondere ist R4(x; y) = 0 und man erh�alt:f(x; y) =f(1;�1) + f1(1;�1)(x� 1) + f2(1;�1)(y + 1)+ 12�f11(1;�1)(x� 1)2 + 2f12(1;�1)(x� 1)(y + 1)�+ 16�3f112(1;�1)(x� 1)2(y + 1)�=� 1� 2(x� 1) + (y + 1)� (x� 1)2 + 2(x� 1)(y + 1) + (x� 1)2(y + 1) = x2y



x4 Relative Extrema 87x4 Relative ExtremaDe�nition 1:Sei D � Rn o�en, x0 2 D, f : D! R. Gibt es eine Umgebung U von x0 mit U � D derart, da�f(x) � f(x0) 8x 2 U (bzw. f(x) � f(x0) 8x 2 U), so nennt man x0 ein relatives Minimum(bzw. relatives Maximum) von f .Gilt f(x) > f(x0) 8x 2 U , x 6= x0 (bzw. f(x) < f(x0) 8x 2 U , x 6= x0), so hei�t x0 einstriktes relatives Minimum (bzw. striktes relatives Maximum) von f .Das Wort "Extremum\ steht synonym f�ur Minimum oder Maximum.De�nition 2:Sei D � Rn o�en, x0 2 D, f : D ! R in x0 di�erenzierbar. Gilt dann df(x0) = 0 (d.h.f1(x0) = 0; f2(x0) = 0; : : : ; fn(x0) = 0), so hei�t x0 kritis
her Punkt von f .Satz 1:Sei D � Rn o�en, x0 2 D, f : D! R in x0 di�erenzierbar. Ist dann x0 ein relatives Extremumvon f , so ist notwendigerweise x0 ein kritis
her Punkt.Beweis:Es habe f z.B. in x0 ein relatives Minimum. Sei i 2 �1; 2; : : : ; n	. Sei'(t) := f(x0 + tei) (t 2 R, nahe bei 0)Da f in x0 ein relatives Minimum hat, hat '(t) in t = 0 ebenfalls ein relatives Minimum, d.h.:'(t)� '(0) = f(x0 + tei)� f(x0) � 0 (f�ur t nahe bei 0)Es gilt also: '(t)� '(0)t � 0 f�ur t nahe bei 0, t > 0 (�)'(t)� '(0)t � 0 f�ur t nahe bei 0, t < 0 (��)Es gilt aber: '0(0) = limt!0'(t)� '(0)t = fi(x0)Wegen (�) gilt also '0(0) � 0, wegen (��) gilt '0(0) � 0, also folgt:fi(x0) = '0(0) = 0



88 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenDe�nition 3:Sei aij 2 R (i; j = 1; 2; : : : ; n) mit aij = aji, d.h. die Matrix A = (aij)1�i;j�n ist symmetris
h.Dann hei�t die Abbildung Q : 8<:Rn ! RQ(h) := nPi;j=1aijh(i)h(j)eine quadratis
he Form (in den KoeÆzienten aij)Bemerkung:(i) Es gilt Q(h) = nXi=1aiih(i)2 + 2 X1�i<j�n aijh(i)h(j)Man kann also Q als quadratis
hes Polynom au�assen. Dieses ist homogen vom Grad 2,d.h. es gilt: Q(�h) = �2Q(h) 8h 2 Rn ; 8� 2 R(ii) Die Matrix A hei�t Matrix von Q. Es giltQ(h) = �h(1); h(2); : : : ; h(n)�A0BBB�h(1)h(2)...h(n)1CCCA 8h 2 Rndenn: h = h(1)e1 + h(2)e2 + � � �+ h(n)en, also gilt:�h(1); h(2); : : : ; h(n)�A0BBB�h(1)h(2)...h(n)1CCCA=(h(1)e1 + h(2)e2 + � � �+ h(n)en) � A � (h(1)et1 + h(2)et2 + � � �+ h(n)etn)= nXi;j=1h(i)h(j)eiAetjund man hat:eiAetj = eiA0BBBBB�0...1...0
1CCCCCA i-te Stelle = ei0BBB�a1ja2j...anj

1CCCA j-te Spalte von A = aij



x4 Relative Extrema 89Daraus folgt: �h(1); h(2); : : : ; h(n)�A0BBB�h(1)h(2)...h(n)1CCCA = nXi;j=1aijh(i)h(j)De�nition 4:Eine quadratis
he Form Q hei�t positiv semi-de�nit (bzw. negativ semi-de�nit), fallsQ(h) � 0 8h 2 Rn (bzw. Q(h) � 0 8h 2 Rn). Sie hei�t positiv de�nit (bzw. negativde�nit), falls Q(h) > 0 8h 2 Rn , h 6= 0 (bzw. Q(h) < 0 8h 2 Rn , h 6= 0). Ist Q weder positivde�nit no
h negativ de�nit, so nennt man Q inde�nit. Ist Q positiv de�nit (bzw. negativde�nit), so s
hreibt man Q > 0 oder A > 0 (bzw. Q < 0 oder A < 0).Beispiel 42:Sei n = 2. Dann sieht Q folgenderma�en aus:Q(h; k) = ah2 + bhk + bkh + 
k2= ah2 + 2bhk + 
k2mit a; b; 
 2 R fest.Mit Hilfe quadratis
her Erg�anzung zeigt man lei
ht (�Ubungsaufgabe):Q > 0 () a > 0 und detA > 0Q < 0 () a < 0 und detA > 0mit A = �a bb 
�De�nition 5:Sei D � Rn o�en und f : D ! R von der Klasse C2 auf D. Sei x0 2 D. Dann hei�t diequadratis
he Form Q(x0; :)8<:Rn ! RQ(x0; h) := nPi;j=1fij(x0)h(i)h(j)Hesse-Form von f in x0.Die zugeh�orige Matrix �fij(x0)�1�i;j�nhei�t Hesse-Matrix von f in x0.Man bea
hte, da� fij(x0) = fji(x0) na
h x3 Satz 3 (S. 83).



90 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller FunktionenSatz 2:Sei f : D ! R von der Klasse C2 auf der o�enen Menge D � Rn . Sei x0 2 D ein kritis
herPunkt von f . Dann gilt:(i) f hat in x0 ein relatives Minimum=) Q(x0; :) � 0 d.h. die Hesse-Form von f in x0 ist positiv semi-de�nit(ii) f hat in x0 ein relatives Maximum=) Q(x0; :) � 0 d.h. die Hesse-Form von f in x0 ist negativ semi-de�nit(iii) Q(x0; :) > 0, d.h. die Hesse-Form von f in x0 ist positiv de�nit.=) f hat in x0 ein striktes relatives Minimum(iv) Q(x0; :) < 0, d.h. die Hesse-Form von f in x0 ist negativ de�nit.=) f hat in x0 ein striktes relatives MaximumBeweis:(i) Sei x0 ein relatives Minimum von f , d.h. es gibt eine Umgebung U von x0, U � D mitf(x) � f(x0) 8x 2 U . Man wende den Satz von Taylor (x3 Satz 4 S. 85) mit q = 1 an.Es gilt also 8x 2 U die Darstellungf(x) = f(x0) + nXi=1 fi(x0)h(i) + 12 nXi;j=1fij(x0 + sh)h(i)h(j) mit h = x� x0, s = s(x) 2 (0; 1)= f(x0) + 12Q(x0 + sh; h)denn x0 ist kritis
her Punkt.Wegen f(x) � f(x0) folgt alsoQ(x0 + sh; h) � 0 8x 2 U (�)Annahme: Es gibt h0 2 Rn mit Q(x0; h0) < 0Da f von der Klasse C2 auf D ist, ist fij(x) auf D stetig, also existiert eine UmgebungU1 von x0, U1 � U mit der Eigens
haft:Q(y; h0) < 0 8y 2 U1(Anm.: Da fij(x) auf D stetig ist, gilt au
h x 7! Q(x; h0) ist stetig auf D.)



x4 Relative Extrema 91In der Tat, die Menge �x 2 D��Q(x; h0) < 0	 ist o�en (Kap. 3 x4 Kor. 1 S. 64) und x0liegt darin.W�ahle x = x0 + 
h0 mit 
 2 R, 
 6= 0, 
 so klein, da� x 2 U1. Setze y = x0 + sh. Da yauf der Verbindungsgeraden zwis
hen x0 und x liegt (Merke: h = x�x0) und U1 konvexist, gilt au
h y 2 U1, also hat man Q(y; h0) < 0Es folgt: Q(x0 + sh; h) = Q(y; 
h0) = 
2Q(y; h0) < 0 \.Widerspru
h! zu (�)Also gilt: Q(x0; h0) � 0 8h0 2 Rn(ii) folgt aus (i), wenn man f dur
h �f ersetzt.(iii) Sei also Q(x0; :) > 0. Da fij na
h Voraussetzung in x0 stetig ist, kann man unter Benut-zung von �Ubungsblatt 11, Aufg. 4, Teil ii eine Umgebung U von x0, U � D �nden, soda� Q(y; :) > 0 8y 2 UNa
h Taylor (wie in (i)) und da x0 kritis
her Punkt ist, folgt 8x 2 Uf(x) = f(x0) + 12Q(x0 + sh; h) mit h = x� x0, s = s(x) 2 (0; 1)Da x0; x 2 U , gilt au
h y = x0+sh 2 U , also Q(x0+sh; h) > 0, falls h 6= 0 (d.h. x 6= x0),also gilt f(x) > f(x0) 8x 2 U; x 6= x0d.h. f hat in x0 ein striktes relatives Minimum.(iv) folt aus (iii), ersetze f dur
h �f .Beispiel 43:n = 2. Es gilt Q(x0; y0; h; k) = f11(x0; y0)h2 + 2f12(x0; y0)hk + f22(x0; y0)k2Unter den Voraussetzungen von Satz 2 (n = 2) erh�alt man das folgende hinrei
hende Kriterium(s. �Ubungsblatt 11, Aufg. 1):Sei (x0; y0) ein kritis
her Punkt von f , d.h. f1(x0; y0) = 0, f2(x0; y0) = 0. Dann gilt:



92 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller Funktionen(i) f11(x0; y0) > 0 und f11(x0; y0)f22(x0; y0)� f 212(x0; y0) > 0=) f hat ein striktes relatives Minimum in (x0; y0)(ii) f11(x0; y0) < 0 und f11(x0; y0)f22(x0; y0)� f 212(x0; y0) > 0=) f hat ein striktes relatives Maximum in (x0; y0)Ist (x0; y0) ein kritis
her Punkt von f und giltf11(x0; y0)f22(x0; y0)� f 212(x0; y0) < 0so nennt man (x0; y0) einen Sattelpunkt von f .Beispiel 44:n = 2. Sei f : R2 ! R gegeben dur
h:f(x; y) = 2y2 � x(x� 1)2So gilt: f1(x; y) = �(x� 1)(3x� 1) f2(x; y) = 4yAlso hat f genau zwei kritis
he Punkte n�amli
h(x0; y0) = (1; 0) (x0; y0) = (13 ; 0)Es gilt:f11(x; y) = �6x + 4 f22(x; y) = 4 f12(x; y) = 0 f11(x; y)f22(x; y)� f 212(x; y) = 16� 24xMan �ndet:(x0; y0) = (1; 0) ist ein relatives Minimum (x0; y0) = (13 ; 0) ist ein SattelpunktSatz 3 (Hurwitz):Sei A = (aij)1�i;j�n eine symmetris
he reelle n � n-Matrix. Dann sind folgende Aussagen�aquivalent(i) A > 0, d.h. A ist positiv de�nit(ii) det(A�) > 0 8� = 1; 2; : : : ; n, wobei A� = (aij)1�i;j��.(Man nennt A� den �-ten Hauptminor von A bzw. die �-te Hauptabs
hnittsmatrixvon A.)(iii) A = U tU , wobei U eine invertierbare obere Dreie
ksmatrix der Gr�o�e n ist.



x4 Relative Extrema 93Beweis:(i) =) (ii): Sei A > 0. Sei
x = 0BBBBBBBBB�

x(1)x(2)...x(�)0...0
1CCCCCCCCCA x 6= 0

Dann gilt: xtAx > 0 da A > 0
xtAx = (x(1); x(2); : : : ; x(�); 0; : : : ; 0)A0BBBBBBBBB�

x(1)x(2)...x(�)0...0
1CCCCCCCCCAalso gilt: A > 0Es gen�ugt also zu zeigen, da� aus A > 0 folgt detA > 0. Na
h der Linearen Algebra gilt:detA = nY�=1��wobei �1; �2; : : : ; �n die Eigenwerte von A sind.Sei � 2 C ein Eigenwert von A und x 2 C (n;1) ein zugeh�origer Eigenvektor, d.h. x isteine komplexe n-Spalte, x 6= 0 und Ax = �x. Es folgt:xtAx = �xtxMan hat xtAx = xtAx = xtAx =(da xtAx 2 C ) (xtAx)t = xtAtx =(A symmetris
h) xtAxAlso ist xtAx invariant unter komplexer Konjugation, also reell. Wegen� = xtAxxtxfolgt: � 2 R. Daher kann man x reell w�ahlen: � = xtAxxtx . Da A > 0 na
h Voraussetzunggilt: xtAx > 0 wegen x 6= 0. Daher folgt detA > 0.



94 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller Funktionen(ii) =) (iii) Induktion �uber n:n = 1: Dann ist A = a 2 R, detA = a > 0, setze U = u = pa.n! n + 1: Es gelte also: detA1 > 0; detA2 > 0; : : : ; detAn > 0; detAn+1 > 0Man wende die Induktionsannahme f�ur An an, also existiert eine Obere Dreie
ksmatrixUn, invertierbar, der Gr�o�e n mit An = U tnUn. Man s
hreibe:A = �An bbt 
� wobei b n-Spalte, 
 2 RA = Ct�An 00 
� btA�1n b�C wobei C = �En A�1n b0 1 �, En die n� n-EinheitsmatrixWie man dur
h einfa
hes Re
hnen sieht:Ct�An 00 
� btA�1n b�C = � En 0(A�1n b)t 1��An 00 
� btA�1n b��En A�1n b0 1 �=� En 0bt(A�1n )t 1��An b0 
� btA�1n b� =(A�1n symmetris
h) � En 0btA�1n 1��An b0 
� btA�1n b�=�An bbt btA�1n b+ 
� btA�1n b� = �An bbt 
� = AEs folgt also insbesonderedetA = detCt det�An 00 d� detC mit d := 
� btA�1n bDa C eine obere Dreie
ksmatrix mit 1 auf der Hauptdiagonalen ist, gilt detC = 1 undsomit: detA = d detAn =) d > 0 da detA > 0 und detAn > 0Es gilt also: A = Ct�U tnUn 00 pdpd�C = Ct �U tn 00 pd��Un 00 pd�CDaraus folgt: A = U tn+1Un+1 mit Un+1 := �Un 00 pd�CUn+1 ist obere invertierbare Dreie
ksmatrix, denn das glei
he gilt f�ur Un und C.(iii) =) (i) Es gelte also A = U tUSei x 2 R(n;1) , x 6= 0. Dann gilt:xtAx = xtU tUx = (Ux)t(Ux) = yty = nXi=1 y2i > 0 mit y := Uxdenn y 6= 0, wegen x 6= 0 und U invertierbar. Also gilt A > 0.



x4 Relative Extrema 95Anmerkung: Mitbewiesen beim Beweis von Satz 3, (i) =) (ii):Eine reelle symmetris
he Matrix hat nur reelle Eigenwerte.Satz 4:Sei A eine reelle symmetris
he Matrix. Dann gilt:A > 0 =) alle Eigenwerte von A sind positivBeweis:Siehe Lineare Algebra.(Man zeigt, da� zu A eine orthogonale Matrix U existiert (d.h. U tU = En), so da� U�1AU eineDiagonalmatrix ist.)



96 Kapitel 4: Di�erenzierbarkeit reeller Funktionen



Kapitel 5Di�erenzierbarkeit vektorwertigerFunktionen mehrerer Variabler
x1 Lineare AbbildungenErinnerung: Seien r; n 2 N . Dann sei L(Rr ;Rn) die Menge der Linearen Abbildungen L :Rr ! Rn . Diese wird zu einem reellen Vektorraum unter der Addition:(L1 + L2)(t) := L1(t) + L2(t) 8t 2 Rrund dem Skalarprodukt: (�L)(t) := �L(t) 8� 2 R, 8t 2 RrSei "1; "2; : : : ; "r die Standartbasis des Rr und e1; e2; : : : ; en die Standartbasis des Rn .S
hreibt man f�ur L 2 L(Rr ;Rn):L("j) = nXi=1aijei mit aij 2 Rso hei�t A = �aij�1�i�n1�j�rdie Matrix von L (bzgl. der genannten Basen).Die Spalten von A sind gerade die Komponenten von L("j) (j = 1; 2; : : : ; r), die Zeilen von Asind "die Komponenten\ von L(i) (i = 1; 2; : : : ; n), wobei L = (L(1); L(2); : : : ; L(n)).Unter "Komponenten\ einer linearen Abbildung � : Rr ! R verstehen wir dabei das r-Tupel�b(1); b(2); : : : ; b(r)�, wenn �(x) = b(1)x(1) + b(2)x(2) + � � �+ b(r)x(r).Bemerkung:L(Rr ;Rn) �= R(n;r) , L 7! A, also gilt: dimL(Rr ;Rn) = n � r97



98 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenJede lineare Abbildung L : Rr ! Rn ist stetig, denn s
hreibt manL = �L(1); L(2); : : : ; L(n)�so ist L(i) : Rr ! R als lineare Abbildung stetig, also au
h L. (s. Kap. 3 x3).Die Abbildung Rn ! R x 7! kxk =vuut nXi=1x2iist stetig, also au
h die AbbildungRr ! R t 7! kL(t)k(Komposition stetiger Abbildungen)Da reellwertige stetige Abbildungen auf kompakten Mengen ihr Maximum annehmen (s. Kap.3 x6 Kor. 1 S. 70) und �t 2 Rr ��ktk � 1	 kompakt ist (abges
hlossen und bes
hr�ankt), existiertalso: kLk := maxktk�1kL(t)kOperatornorm genannt.Satz 1:(i) Die Abbildung L(Rr ;Rn)! R L 7! kLk = maxktk�1kL(t)kist eine Norm auf L(Rr ;Rn).(ii) Es gilt: kL(t)k � kLk � ktk 8L 2 L(Rr ;Rn), 8t 2 Rr(iii) Es gilt: kM Æ Lk � kMk � kLk 8L;M 2 L(Rr ;Rn)Beweis:(i) Man mu� die Eigens
haften einer Norm veri�zieren. Da� kLk > 0 und kLk = 0 f�urL = 0, ist klar. Sei umgekehrt kLk = 0. Dann gilt also kL(t)k = 0 8t 2 Rr , ktk � 1. Seit 2 Rr , t 6= 0, dann ist L(t) = L�ktk tktk� = ktk � L� tktk� = 0



x2 Di�erenzierbarkeit 99denn k tktkk = 1. Also ist L = 0.Ferner gilt:k�Lk = maxktk�1k(�L)(t)k = maxktk�1j�j � kL(t)k = j�j �maxktk�1kL(t)k = j�j � kLkDreie
ksunglei
hung: Sei ktk � 1, dann giltk(L1 + L2)(t)k = kL1(t) + L2(t)k � kL1(t)k+ kL2(t)k � kL1k+ kL2kDaraus folgt dann: kL1 + L2k = maxktk�1k(L1 + L2)(t)k � kL1k+ kL2k(ii) Sei ohne Eins
hr�ankung t 6= 0. Dann ist k tktkk = 1, also giltkL� tktk�k �(na
h Def.) kLk =)(da L linear) kL(t)k � kLk � ktk(iii) �Ubungsaufgabe
x2 Di�erenzierbarkeitDe�nition 1:Sei � � Rr und t0 2 � ein innerer Punkt von �. Sei g : �! Rn . Dann hei�t g di�erenzier-bar in t0, wenn es eine lineare Abbildung L : Rr ! Rn gibt, so da�limk!0g(t0 + k)� g(t0)� L(k)kkk = 0Bemerkung:Ist n = 1, also g reellwertig, so stimmt die obige De�nition mit der in Kap. 4 gegebenen �uberein.Satz 1:Sei g = (g(1); g(2); : : : ; g(n)).(i) Es giltg ist di�erenzierbar in t0 () g(i) ist di�erenzierbar in t0 8i = 1; 2; : : : ; n(ii) Ist g di�erenzierbar in t0, so ist die Matrix A von L glei
hA = �g(i)j (t0)�1�i�n1�j�rwobei g(i)j (t0) die j-te partielle Ableitung der i-ten Komponentenfunktion g(i) ausgewertetin t0 ist.Insbesondere ist L (dur
h t0 und g) eindeutig bestimmt.



100 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenBeweis:(i) Sei L = �L(1); L(2); : : : ; L(n)�. Sei'(k) := g(t0 + k)� g(t0)� L(k)kkk k kleinDann sind die Komponentenfunktionen von ' glei
h'(i)(k) = g(i)(t0 + k)� g(i)(t0)� L(i)(k)kkkund es gilt na
h Kap. 3 x3'(k) k!0����! 0 () '(i) k!0����! 0 8i = 1; 2; : : : ; nDies beweist (i).(ii) Die Zeilen der Matrix A von L sind gerade die Komponenten von L(i) (i = 1; 2; : : : ; n),na
h dem Beweis von (i), also gerade die Vektoren grad g(i)(t0) (i = 1; 2; : : : ; n). Diesbeweist (ii). (s. Kap. 4 x2 Satz 2 S. 76)De�nition 2:Sei � � Rr , t0 2 � ein innerer Punkt von �, g : �! Rn . Dann hei�tgj(t0) := lims!0s2R g(t0 + s"j)� g(t0)s (j = 1; 2; : : : ; r)die j-te partielle Ableitung von g in t0, sofern diese existiert.Bemerkung:Man zeigt lei
ht:g ist di�erenzierbar in t0 =) g ist partiell di�erenzierbar in t0Dann sind die Spalten der Matrix A von L gerade die Vektoren gj(t0) (j = 1; 2; : : : ; r).De�nition 3:Sei g : �! Rn in t0 2 � di�erenzierbar. Dann hei�t die Matrix�g(i)j (t0)�1�i�n1�j�rvon L die Ja
obi-Matrix von g in t0.Die lineare-Abbildung L selbst hei�t das Di�erential von g in t0 und wird mit Dg(t0) bezei
h-net.



x2 Di�erenzierbarkeit 101De�nition 4:Im Falle r = n hei�t die Determinante der linearen Abbildung L = Dg(t0) die Ja
obi-Determinante von g in t0 und wird mit Jg(t0)notiert.(Man
hmal au
h mit: �(g(1);g(2);:::;g(n))�(t(1)0 ;t(2)0 ;:::;t(n)0 ) )Beispiel 45:n = r = 2. Sei g : R2 ! R2 gegeben mitg(s; t) = (s2 + t2; 2st)Behauptung: Es gilt: g(R2) = Q := �(x; y) 2 R2 ��� x � y � x	6
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S
hreibt man x = s2 + t2 y = 2stso gilt: x+ y = (s+ t)2 > 0 x� y = (s� t)2 > 0Also gilt: g(R2) � QUmgekehrt: Sei C der Kreis in der (s; t)-Ebene vom Radius q > 0 mit Mittelpunkt (0; 0). Dieserwird dur
h die Punkte (a 
os'; a sin') 0 � ' � 2�



102 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger Funktionengegeben. Es gilt:g(a 
os'; a sin') = �a2(
os2 '+ sin2 '); 2a2 
os' sin'� = �a2; a2 sin(2')�Das Bild g(C) ist also glei
h der Verbindungsgeraden zwis
hen (a2;�a2) und (a2; a2).L�a�t man daher a alle positiven reellen Zahlen dur
hlaufen und bea
htet man g(0; 0) = (0; 0),so sieht man g(R2) = Q.O�enbar ist g in jedem Punkt (s; t) di�erenzierbar, denn dies ist wahr f�ur die Komponenten-funktionen: g(1)(s; t) = s2 + t2 g(2)(s; t) = 2stDie Ja
obi-Matrix von g in (s; t) ist glei
h�2s 2t2t 2s�die Ja
obi-Determinante ist glei
h: 4s2 � 4t2De�nition 5:Sei � � Rr o�en und g : �! Rn .(i) Sind alle Komponentenfunktionen g(i) (i = 1; 2; : : : ; n) von der Klasse Cq (q 2 N0) auf�, so nennt man g von der Klasse Cq auf �.(ii) Ist g in jedem Punkt von � di�erenzierbar, so hei�t g auf � di�erenzierbar.Satz 2:(i) Ist g von der Klasse C1 auf �, so ist g au
h von der Klasse C0 auf �.(ii) Ist g von der Klasse Cq auf � (q 2 N), so au
h von der Klasse Cq�1 auf �.Beweis:Folgt aus Satz 1 (i) (S. 99) und den entspre
henden Aussagen �uber reellwertige Funktionen (s.Kap. 4 x2 Satz 2 S. 76 und x3 S. 80).Lemma 1:Sei � � Rr und t0 2 � innerer Punkt von �. Sei g : �! Rn in t0 di�erenzierbar. Sei " > 0.Dann gibt es eine Umgebung �0 von t0, �0 � �, so da�kg(t)� g(t0)k � �kDg(t0)k+ "�kt� t0k 8t 2 �0Beweis:Sei L := Dg(t0) und ~g(t) := g(t)� L(t) (t 2 �). Dann ist ~g in t0 di�erenzierbar und es giltD~g(t0) = Dg(t0)�DL(t0) = L� L = 0 (Nullmatrix)



x2 Di�erenzierbarkeit 103Na
h De�nition der Di�erzierbarkeit (angewandt auf ~g) existiert daher zu dem vorgegebenen" > 0 eine Umgebung �0 von t0 mitk~g(t)� ~g(t0)k � "kt� t0k 8t 2 �0Es folgt:kg(t)� g(t0)k = k�L(t)� L(t0)�+ �~g(t)� ~g(t0)�k� kL(t)� L(t0)k+ k~g(t)� ~g(t0)k = kL(t� t0)k+ k~g(t)� ~g(t0)k� kLk � kt� t0k+ "kt� t0k = �kDg(t0)k+ "�kt� t0kLemma 2:� � Rr o�en, t0 2 �. Sei g : �! Rn von der Klasse C1 auf �. Sei " > 0. Dann gibt es eineUmgebung �0 von t0, �0 � � mitkg(s)� g(t)k � �kDg(t0)k+ "�ks� tk 8s; t 2 �0Beweis:Seien die Notationen wie im Beweis von Lemma 1, also ~g = g � L, L = Dg(t0).Wegen D~g(t0) = 0 (Nullmatrix), gilt danngrad ~g(i)(t0) = 0 8i = 1; 2; : : : ; nNa
h Voraussetzung sind alle partiellen Ableitungen von g stetig, also sind au
h die Funktionent 7! grad ~g(i)(t) i = 1; 2; : : : ; nin t0 stetig. Daher existiert zu dem vorgegebenen " > 0 eine Umgebung �0 von t0, �0 � �mit: kgrad ~g(i)(t)k < "n 8i = 1; 2; : : : ; n 8t 2 �0Die Umgebung �0 von t0 ist konvex. Na
h Kap. 4 x2 Satz 4 (S. 78) gilt daher:j~g(i)(s)� ~g(i)(t)j � "nks� tk (�)Es gilt: k~g(s)� ~g(t)k = k�~g(1)(s)� ~g(1)(t); ~g(2)(s)� ~g(2)(t); : : : ~g(n)(s)� ~g(n)(t)�k� nXi=1 j~g(i)(s)� ~g(i)(t)jNa
h (�) gilt also: k~g(s)� ~g(t)k � "ks� tkMan f�ahrt dann fort genauso, wie im Beweis von Lemma 1 und erh�alt die Behauptung.



104 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenLemma 3:Sei r = n. Sei � � Rn o�en und g : � ! Rn von der Klasse C1 auf �. Sei t0 2 �. Sei dasDi�erential Dg(t0) invertierbar. Sei " > 0. Dann gibt es eine Umgebung �0 von t0, �0 � �,so da�: kg(s)� g(t)k � (
� ")ks� tk 8s; t 2 �0Wobei: 
 := 1kDg�1(t0)k > 0Bemerkung:Es gilt: Dg(t0) invertierbar () Jg(t0) = detDg(t0) 6= 0Beweis:Sei L := Dg(t0) 2 GL(Rn) bzw. 2 End(Rn). Dann gilt f�ur s; t 2 Rn :ks� tk = k(L�1 Æ L)(s� t)k = kL�1�L(s)� L(t)�k � kL�1k � kL(s)� L(t)kDaraus folgt: kL(s)� L(t)k � 1kL�1kks� tk = 
ks� tk (�)Setze ~g(t) := g(t)� L(t) (t 2 �), dann gilt (s. Beweis Lemma 1) wieder D~g(t0) = 0.Na
h Lemma 2 angewandt auf ~g gilt: zu jedem " > 0 existiert eine Umgebung �0 von t0,�0 � �, so da� gilt:k~g(s)� ~g(t)k � �kD~g(t0)k+ "�ks� tk = "ks� tk 8s; t 2 �0Dann gilt f�ur s; t 2 �0:kL(s)� L(t)k = k�g(s)� g(t)�� �~g(s)� ~g(t)�k� kg(s)� g(t)k+ k~g(s)� ~g(t)k� kg(s)� g(t)k+ "ks� tkAus (�) folgt dann: 
ks� tk � kL(s)� L(t)k � kg(s)� g(t)k+ "ks� tkDaraus folgt dann: kg(s)� g(t)k � (
� ")ks� tkBemerkung:In dieser Situation ist g���0 injektiv.Beweis:Seien s; t 2 �0 mit g(s) = g(t), dann gilt:0 = k0k = kg(s)� g(t)k � (
� ")ks� tk =) 0 � ks� tk � 0 =) s = t



x3 Komposition von Funktionen und Kettenregel 105x3 Komposition von Funktionen und KettenregelSatz 1 (Kettenregel):Sei � � Rr o�en, g : � ! Rn eine Abbildung. D � Rn o�en, f : D ! Rp eine Abbildungmit g(�) � D. Sind g in t0 2 � di�erenzierbar und f in x0 = g(t0) 2 D di�erenzierbar, danngilt:(i) Die Komposition F := f Æ g ist in t0 di�erenzierbar.(ii) DF (t0) = Df�g(t0)� ÆDg(t0)� D � Rn
Rp

-��������R ?F = f Æ g
g f Rr Rn

Rp
-��������R ?

Dg(t0) Df(x0)DF (t0)= Df(x0) ÆDg(t0)Beweis:Na
h der De�nition der Di�erenzierbarkeit (S. 99) gilt:g(t0 + h) = g(t0) +Dg(t0)(h) + khk'(h) 8h 2 U"(0) 2 Rr , mit limh!0'(h) = 0f(x0 + k) = f(x0) +Df(x0)(k) + kkk (h) 8k 2 U"(0) 2 Rn , mit limk!0 (k) = 0Zu zeigen: limh!0F (t0 + h)� F (t0)�DF (t0)(h)khk = 0Es gilt:F (t0 + h) = f�g(t0 + h)� = f�g(t0)|{z}x0 +Dg(t0)(h) + khk'(h)| {z }k �=f(x0) +Df(x0)(k) + kkk (k)=f(x0) +Df(x0)�Dg(t0)(h) + khk'(h)�+ kDg(t0)(h) + khk'(h)k �  �Dg(t0)(h) + khk'(h)�=f(x0) +Df(x0)�Dg(t0)(h)�+ �(h)mit: �(h) = khkDf(x0)�'(h)�+ kDg(t0)(h) + khk'(h)k �  �Dg(t0)(h) + khk'(h)�Es gilt: F (t0 + h)� F (t0)� �Df(x0) ÆDg(t0)�(h)khk = �(h)khk



106 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenEs gilt aber:k�(h)k � khk � kDf(x0)�'(h)�k+ kDg(t0)(h) + khk'(h)k � 

 �Dg(t0)(h) + khk'(h)�

� khk � kDf(x0)�'(h)�k+ �khk � kDg(t0)k+ khk � k'(h)k� � 

 �Dg(t0)(h) + khk'(h)�

=) 



�(h)khk 



 � kDf(x0)�'(h)�k+ �kDg(t0)k+ k'(h)k� � 

 �Dg(t0)(h) + khk'(h)�

Es gilt aber:(i) kDf(x0)�'(h)�k h!0����! 0 da '(h) h!0����! 0(ii) �kDg(t0)k+ k'(h)k� ist bes
hr�ankt(iii) 

 �Dg(t0)(h) + khk'(h)�

 h!0����! 0, da  stetig an der Stelle 0 undDg(t0)(h) + khk'(h) h!0����! 0Daraus folgt: limh!0�(h)khk = 0Bemerkung:Die Ja
obi-Matrix von DF (t0) bere
hnet si
h dur
h entspre
hende Multiplikation der Ja
obi-Matrizen von Df(x0) und Dg(t0), d.h.0BBB�gradF (1)(t0)gradF (2)(t0)...gradF (p)(t0)
1CCCA = 0BBB�grad f (1)(x0)grad f (2)(x0)...grad f (p)(x0)

1CCCA �0BBB�grad g(1)(t0)grad g(2)(t0)...grad g(n)(t0)
1CCCABzw. na
h der Formel:F (i)j (t0) = nXk=1f (i)k �g(t0)�g(k)j (t0) 1 � i � q, 1 � j � rKorollar 1:Sei p = 1 (d.h. f bzw. F reellwertig) und F = f Æ g:Fj = nXi=1 fi�g(t0)�g(i)j (t0)Korollar 2:Sei r = 1 und F = f Æ g: F 0(t0) = Df�g(t0)�g0(t0)



x4 Der Satz �uber die inverse Funktion 107Korollar 3:Sind f und g von der Klasse Cq (q � 1), so au
h F = f Æ g.Beweis:Dies liest man ab von der Glei
hung:F (i)j (t0) = nXk=1f (i)k �g(t0)�g(k)j (t0)(formal: Induktion)Beispiel 46:Sei f 2 C2(R2), h 2 C2(R) und g gegeben mitg : R ! R2 g(t) = �t; h(t)� =) g(1)(t) = t g(2)(t) = h(t)Betra
htet man F (t) = (f Æ g)(t), so erh�alt man:F 0(t) = f1�t; h(t)�+ f2�t; h(t)�h0(t)F 00(t) = f11�t; h(t)�+ 2f12�t; h(t)�h0(t) + f2�t; h(t)�h00(t) + f22�t; h(t)��h0(t)�2Korollar 4:Sei n = r = p, dann gilt: Jf Æ g(t0) = Jf�g(t0)� � Jg(t0)Beweis:Wende auf die Beziehung DF (t0) = Df�g(t0)� ÆDg(t0)den Determinantenmultiplikationssatz an (Lineare Algebra).x4 Der Satz �uber die inverse FunktionSatz 1:Sei � � Rn o�en und g : �! Rn von der Klasse Cq auf �, wobei q � 1. Es gelte:Jg(t) = det�g(i)j (t)�1�i;j�n 6= 0 8t 2 �Sei t0 2 �. Dann gibt es eine Umgebung U von t0, U � �, mit folgenden Eigens
haften:(i) Die Eins
hr�ankung g��U von g auf U ist injektiv(ii) Das Bild V := g(U) von U unter g ist o�en(iii) Die inverse Abbildung f von g��U ist von der Klasse Cq auf V



108 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenBeweis:(i) Na
h x2 Lemma 3 gibt es zu vorgegebenem " > 0 eine Umgebung �0 von t0, �0 � �derart, da� gilt kg(s)� g(t)k � (
� ")ks� tk 8s; t 2 �0wobei: 
 = 1kDg�1(t0)kW�ahle " := 
2 und setze U := �0, dann gilt also:kg(s)� g(t)k � ( 
2)ks� tk 8s; t 2 �0Ist g(s) = g(t) f�ur s; t 2 U , so folgt also s = t, also ist g��U injektiv.(ii) z.z.: V := g(U) ist o�en, d.h. zu jedem x1 2 V gibt es eine Umgebung V1 von x1 mitV1 � U .Na
h (i) gilt x1 = g(t1) f�ur genau ein t1 2 U . Man w�ahle eine Umgebung U1 von t1,deren Abs
hlu� U1 ganz in U enthalten ist. Sei �1 = �U1, der Rand von U1.Es gilt x1 =2 g(�1), wegen der Injektivit�at von g��U . (W�are x1 = g(s) mit s 2 �1, alsog(t1) = g(s), so folgt t1 = s \.Widerspru
h! da t1 =2 �1.)Die stetige Funktion x 7! kx� x1k nimmt auf der kompakten Menge g(�1) ihr Minimumm an. (Man bea
hte: �1 ist kompakt, da g na
h Voraussetzung von der Klasse C1 ist,ist g stetig, also ist au
h g(�) kompakt, Kap. 3 x6 Satz 5 S. 70.)Es gilt m > 0, denn sonst w�are x1 2 g(�1). Sei �1 := m2 > 0 und sei V1 die Umgebungvon x1 mit Radius �1. Wir wollen zeigen, da� V1 � V .Sei x 2 V1 fest. F�ur t 2 �1 gilt na
h De�nition von m:2�1 = m � kx1 � g(t)k = k(x1 � x) + (x� g(t))k� kx1 � xk + kx� g(t)k <x2V1 �1 + kx� g(t)k=) �1 < kx� g(t)k 8t 2 �1Die stetige Funktion  : U1 ! R gegeben dur
h: (t) := kx� g(t)k2 = nXi=1 �x(i) � g(i)(t)�2nimmt auf der kompakten Menge U1 ihr Minimum an. Es gilt aber: (t1) = kx� g(t1)k2 = kx� x1k2 < �21und  (t) = kx� g(t)k2 > �21 8t 2 �1



x4 Der Satz �uber die inverse Funktion 109Daher ist dieses Minimum e
ht kleiner als �21 und kann ni
ht in einem Punkt aus �1angenommen werden, in anderen Worten das Minimum wird in einem Punkt t2 2 U1angenommen.Die Funktion  ��U ist na
h Voraussetzung di�erenzierbar, denn g ist na
h Voraussetzungmindestens von der Klasse C1, also ist au
h  ��U von der Klasse C1 (x3 Kor. 3 S. 107),also au
h di�erenzierbar. Daher ist t2 ein kritis
her Punkt von  , d.h. d (t2) = 0 (Kap.4 x4 Satz 1 S. 87).Na
h der Kettenregel gilt:d (t) = �2 nXi=1 �x(i) � g(i)(t)�dg(i)(t)Also gilt: 0 = nXi=1 
idg(i)(t2) wobei: 
i = x(i) � g(i)(t2)Da na
h Voraussetzung Jg(t2) 6= 0 gilt, sind die Zeilenvektorendg(1)(t2); dg(2)(t2); : : : ; dg(n)(t2)linear unabh�angig, also folgt 
i = 0 8i = 1; 2; : : : ; n.Daher gilt: x = g(t2)Also gilt x 2 g(U1) � g(U) = VDaher ist V o�en.(iii) Wir m�ussen zeigen, da� f auf V von der Klasse Cq ist. Sei x1 2 V und x1 = g(t1),t1 2 U , wie unter (ii), also t1 = f(x1). Sei L1 := Dg(t1).Wir wollen zun�a
hst zeigen, da� f in x1 di�erenzierbar ist und Df(x1) = L�11 ist.Sei 
1 := 1kL�11 k , sei " > 0. Da g in t1 di�erenzierbar ist, gibt es eine Umgebung U2 vont1, U2 � U derart, da� giltkg(t)� g(t1)� L1(t� t1)k � "
1
2 kt� t1k 8t 2 U2 (1)wobei 
 wie unter (i) gew�ahlt ist, d.h. alsokg(s)� g(t)k � 
2ks� tk 8s; t 2 U (�)Wendet man die s
hon bewiesenen Aussagen (i), (ii) an mit � ersetzt dur
h U2, g ersetztdur
h g��U2 und t0 ersetzt dur
h t1, so folgt also die Existenz einer Umgebung W von t1,



110 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenW � U2, so da� g(W ) o�en ist. Wegen x1 2 g(W ) gibt es also eine Umgebung V2 vonx1 mit V2 � g(W ) � g(U2).Sei x 2 V2. Dann gilt also: x = g(t) mit t 2 U2Na
h (�) gilt: 
2kt� t1k � kg(t)� g(t1)k = kx� x1k (2)Ferner gilt: L1�f(x)� f(x1)� L�11 (x� x1)� = L1�f(x)� f(x1)�� (x� x1)=L1(t� t1)� �g(t)� g(t1)� = ���g(t)� g(t1)�� L1(t� t1)� (3)Ferner gilt 8� 2 Rn : k�k = kL�11 �L1(�)�k � kL�11 k � kL1(�)kalso gilt (mit 
1 = 1kL�11 k): 
1k�k � kL1(�)k (4)Setzt man � = f(x)� f(x1)� L�11 (x� x1), dann folgt:
1k�k = 
1kf(x)� f(x1)� L�11 (x� x1)k(wegen (4)) � kL1�f(x)� f(x1)� L�11 (x� x1)�k(wegen (3)) = kg(t)� g(t1)� L1(t� t1)k(wegen (1)) � "
1
2 kt� t1k(wegen (2)) � "
1kx� x1kNa
h Division mit 
1 erh�alt man:kf(x)� f(x1)� L�11 (x� x1)k � "kx� x1k 8x 2 V2Daher ist f in x1 di�erenzierbar und Df(x1) = L�11 .Wir haben also gezeigt, da� f auf V di�erenzierbar ist und da� giltDf(x) = Dg�1�f(x)�Da f di�erenzierbar ist, ist f stetig. Da g(i)j na
h Voraussetzung stetig ist, ist au
hg(i)j �f(x)� stetig. Die Eintr�age der zu Dg�f(x)� geh�origen Matrix haben also stetigeKomponenten. Ist A eine invertierbare reelle Matrix, so gilt:A�1 = 1detAAad



x4 Der Satz �uber die inverse Funktion 111wobei Aad die "adjungierte Matrix\ zu A ist, die Komponenten von Aad sind dabeiPolynome in den Komponenten von A.Wenden wir obige Situation mit A = Dg�f(x)� an, so folgt also die Stetigkeit von f (i)j (x).Daher ist f von der Klasse C1. Induktiv folgt dann S
hritt f�ur S
hritt, da� f von derKlasse Cq ist, falls g dies ist.Bemerkung:Wir haben mitbewiesen: �f(x) = 1�g�f(x)�(folgt aus Df(x) = Dg�1�f(x)�)Korollar 1:Es m�ogen die Voraussetzungen des Satzes gelten. Dann ist g o�en, d.h. das Bild g(B) jedero�enen Menge B � � ist wieder o�en.Beweis:Sei B � � o�en. Sei x0 2 g(B). Man s
hreibe x0 = g(t0) mit t0 2 B. Man wende den Satzauf g��B an. Dann existiert also eine Umgebung U von t0, so da� U � B und insbesondere g(U)o�en ist. Wegen x0 2 g(U) gibt es eine Umgebung V von x0 mit V � g(U) � g(B).Beispiel 47:n = 2. Sei � = �(s; t) 2 R2 ��s > 0	 und g gegeben dur
hg : �! R2 g(s; t) = (
osh s 
os t; sinh s sin t)(Erinnerung: 
osh s = es+e�s2 , sinh s = es� e�s2 )O�enbar ist g von der Klasse Cq, 8q > 1. Es gilt g(1)1 g(1)2g(2)1 g(2)2 ! = �sinh s 
os t � 
osh s sin t
osh s sin t sinh s 
os t �Jg(s; t) = sinh2 s 
os2 t + 
osh2 s sin2 t = sinh2 s 
os2 t+ (1 + sinh2 s) sin2 t= sinh2 s+ sin2 t 6= 0denn f�ur s > 0 ist sinh s > 0.Also sind die Voraussetzungen des Satzes erf�ullt, die Funktion ist also "lokal invertierbar\, d.h.zu jedem (s0; t0) 2 � existiert eine Umgebung U von (s0; t0), so da� (i), (ii), (iii) gelten.A
htung!:Die Abbildung g : � ! R2 besitzt kein Inverses, denn es gilt g(s; t + 2�) = g(s; t),wegen der Periodizit�at von 
os und sin, also ist g (auf �) ni
ht injektiv!



112 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger Funktionenx5 Der Satz �uber die implizite FunktionZiel: Gegeben sei eine Glei
hung: ��x1; x2; : : : ; xn� = 0unter wel
hen Voraussetzungen kann dann eine der Variablen x1; x2; : : : ; xn als Funktion der�ubrigen n� 1 Variablen ausgedr�u
kt werden?Allgemeiner: Gegeben sei ein Glei
hungssystem:�(1)(x) = 0;�(2)(x) = 0; : : : ;�(m)(x) = 0 x = (x1; x2; : : : ; xn); 1 � m < nunter wel
hen Voraussetzungen k�onnen dann m der Variablen x1; x2; : : : ; xn als Funktion der�ubrigen Variablen ausgedr�u
kt werden?Man setze r = n�m und s
hreibe:x̂ = (x1; x2; : : : ; xr) x = (x1; x2; : : : ; xn)Ist � = (�(1);�(2); : : : ;�(m)) : � ! Rm , wobei � � Rn o�en, mindestens von der Klasse C1auf �, so s
hreiben wir �(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x)f�ur die Determinante derjenigen Matrix, die gerade aus den letzten m Spalten der Ja
obi-Matrix von � in x besteht.Satz 1:Sei � � Rn o�en und x0 2 �. Sei 1 � m < n und r = n�m. Sei� = (�(1);�(2); : : : ;�(m)) : �! Rmvon der Klasse Cq auf �, wobei q � 1. Sei �(x0) = 0 und�(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x0) 6= 0Dann gibt es eine Umgebung U von x0, eine o�ene Menge V � Rr und eine Funktion ' =('(1); '(2); : : : ; '(m)) : V ! Rm derart, da� gilt:(i) �(�(1) ;�(2);:::;�(m))�(xr+1;:::;xn) (x) 6= 0 8x 2 U(ii) �x 2 U ���(x) = 0	 = ��x̂; '(x̂)���x̂ 2 V 	Beweis:Da � mindestens von der Klasse C1 auf � ist, ist die Determinante�(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x)



x5 Der Satz �uber die implizite Funktion 113stetig auf �. Wegen �(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x0) 6= 0gibt es eine Umgebung U0 von x0, so da� diese Determinate 6= 0 ist, f�ur alle x 2 U0.Sei f : U0 ! Rnf(x1; x2; : : : ; xn) = �x1; x2; : : : ; xr;�(1)(x);�(2)(x); : : : ;�(m)(x)� = �x̂;�(x)�Dann ist f von der Klasse Cq auf U0.Es gilt:
�f (i)j �1�i;j�n =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 � � � 0 0 � � � 00 1 � � � 0 0 � � � 0... ... . . . ... ... ...0 0 � � � 1 0 � � � 0�(1)1 �(1)2 � � � �(1)r �(1)r+1 � � � �(1)n�(2)1 �(2)2 � � � �(2)r �(2)r+1 � � � �(2)n... ... . . . ... ... ...�(m)1 �(m)2 � � � �(m)r �(m)r+1 � � � �(m)n

1CCCCCCCCCCCCANa
h dem Lapla
e's
hen Entwi
klungsatz folgt:Jf(x) = det0BBB��(1)r+1 �(1)r+2 � � � �(1)n�(2)r+1 �(2)r+2 � � � �(2)n... ... . . . ...�(m)r+1 �(m)r+2 � � � �(m)n
1CCCA = �(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x) 6= 0 8x 2 U0wie s
hon gezeigt. Na
h dem Satz �uber inverse Funktionen (x4 Satz 1 S. 107) angewandt auff gibt es also eine Umgebung U von x0, so da� f ��U injektiv, f(U) o�en ist und die inverseAbbildung g von f ��U auf f(U) von der Klasse Cq. (Man bea
hte, da� in den Notationen imVerglei
h zu x4 die Rollen von f und g vertaus
ht sind.)Wegen f Æ g(y) = y und f (1)(x) = x1; f (2)(x) = x2; : : : ; f (r)(x) = xr gilt au
h g(1)(y) =y1; g(2)(y) = y2; : : : ; g(r)(y) = yr. SeiV := �x̂ 2 Rr ��(x̂; 0) 2 f(U)	(Anm: (x̂; 0) = (x1; x2; : : : ; xr; 0; : : : ; 0)) Es gilt x̂0 2 V , denn (x̂0; 0) = �x̂0;�(x0)� = f(x0) undx0 2 U . Ferner ist V o�en, denn V ist das Urbild der o�enen Menge f(U) unter der stetigenAbbildung x̂ 7! (x̂; 0).F�ur x̂ 2 V setze man '(l)(x̂) = g(r+l)�(x̂; 0)� l = 1; 2; : : : ; m



114 Kapitel 5: Di�erenzierbarkeit vektorwertiger FunktionenEs gilt dann ' = �'(1); '(2); : : : ; '(m)� : V ! Rm ist von der Klasse Cq auf V . Ferner giltx 2 U , �(x) = 0 () x̂ 2 V , f(x) = (x̂; 0)\(\: �(x) = 0 klar, wegen der De�nition von f .f(x) = (x̂; 0) =) g Æ f(x) = g�(x̂; 0)� =) x = g�(x̂; 0)� 2 Uwegen der De�nition von g.Daraus ergibt si
h:x 2 U; �(x) = 0 () x̂ 2 V; f(x) = (x̂; 0)() x̂ 2 V; x = g Æ f(x) = g�(x̂; 0)�x = �x̂; '(x̂)�Bemerkung (Na
htrag zum Satz �uber die implizite Funktion):Die Voraussetzung �(�(1);�(2); : : : ;�(m))�(xr+1; : : : ; xn) (x0) 6= 0(r = n�m), d.h. die letzten m Spalten der Matrix D�(x0) sind linear unabh�angig, kann mandur
h die Voraussetzung, da� D�(x0) maximalen Rang (also Rang m) hat, ersetzen.Haben dann die m linear unabh�angigen Spalten die Indizes j1; j2; : : : ; jm mit j1 < j2 < � � � < jmund ist �1; 2; : : : ; n	 n �j1; j2; : : : ; jm	 = �i1; i2; : : : ; ir	mit i1 < i2 < � � � < ir, so zeigt man wie vorher die Existenz von U , V und � mit(i) �(�(1);�(2);:::;�(m))�(xj1 ;xj2 ;:::;xjm ) (x) 6= 0 8x 2 U(ii) �x 2 U ���(x) = 0	= �x���xi1 ; xi2 ; : : : ; xir� 2 V; xjl = '(l)�xi1 ; xi2 ; : : : ; xir� 8l = 1; 2; : : : ; m	
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