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Vorwort 5

Vorwort zur 1. Auflage

Dies ist eine nichtautorisierte Mitschrift der Vorlesung ,, Analysis 2, die Prof. Dr. Kohnen
im WS 1996/97 gehalten hat, fiir den Inhalt dieser Mitschrift kann nicht gehaftet werden.

Prof. Dr. Kohnen hielt vom SS 96 bis zum SS 97 in Heidelberg die Vorlesungen ,, Analysis 1-3“.
Der Aufbau dieser Vorlesungen war so gut, dal wir uns entschlossen haben, unsere Mitschrift
der Vorlesung in geTEXte Form zu bringen. Natiirlich kann und soll ein Skript nie den Besuch
und die eigenhéndige Mitschrift einer Vorlesung ersetzen, es kann hiochstens als Ergdnzung beim
Lernen dienen.

In dieser Mitschrift fehlt das Kapitel 6: ,, Gewohnliche Differentialgleichungen — eine Einfiihrung*.
Ich habe dies bewuf}t ausgespart und mochte den Leser hier auf weiterfithrende Literatur, bzw.
das von Herrn Kohnen gehaltene Seminar im SS 97 verweisen.

Zum Schriftsatz mochte ich anmerken, daf§ ich versucht habe, mich so gut wie moglich an
die Schreibweise der Vorlesung zu halten. Komponenten von Funktionen und Vektoren werden
durch hochgesetzte Ziffern gekennzeichnet, z.B. z = (2, 2@, ... (") € R", was unweigerlich
zu Komplikationen z.B. mit der Schreibweise der n-ten Ableitung fiir Funktionen fiihrt, ich
vertraue hier auf den Scharfsinn des Lesers.

Diese Mitschrift wird mit Sicherheit noch Tipfehler aber u.U. auch inhaltliche Fehler enthal-
ten. Ich mochte mich dafiir entschuldigen und kann nur jedem raten, alles anhand der eigenen
Mitschrift oder anderer Literatur genau zu priifen. Fiir Hinweise zur Verbesserung bzw. Berich-
tigung bin ich immer dankbar.

Dieses File ist in aktuellster Form immer iiber die Skriptensammlung der Fachschaft MathPhys
zu beziehen: http://MathPhys.fsk.uni-heidelberg.de /skripte

Um ein Durcheinander zu verhindern, ist auf dem Internet nur die Postscript-Version erhéltlich,
ich werde mich bemiihen, Anderungen schnellstmoglich vorzunehmen.

Es bleibt mir noch ,,Danke® zu sagen:

Danke, Herr Kohnen, fiir die Miihe, die sie in Ihre Vorlesungen gesteckt haben!

Danke, Oli, fiir gute Ubungsbliitter, faire Klausuren und eine gute Betreuung!

Danke, Andrea und Max, fiir gute Ubungsgruppen!

Danke, Petra, fiir das TgXen von Ana 1 und Ana 3!

Danke, Gerhard, fiir das TgXen der Sitze aus Ana 2!

Danke, Dir, fiir viele schone Stunden, die wir in diesem Sommer zusammen verbracht haben!

Heidelberg, 10.11.97 Hans Boie

Vorwort zur Version 1.1

In der Zwischenzeit wurden noch ein paar Schreibfehler verbessert. Ansonsten freue ich mich
weiterhin iiber Anmerkungen und Verbesserungsvorschlige.

Heidelberg, 20.10.2000 Hans Boie

eMail: hboie®@ix.urz.uni-heidelberg.de






Erinnerung

Wichtige Sétze aus der Differentialrechnung, Zusammenhang zwischen Diffenrential- und Inte-
gralrechnung:

Definition 1:
Sei f: M — R M CR mit

Up(zg) = {z €R||[z — x| <r} C M firr >0
Dann heifit f differenzierbar in xq, falls
L F@) = fo)

e v — 1y = f,(fo)
ezistiert
Satz 1:

f differenzierbar in vy = f stetig in x

Satz 2 (,,Rechenregeln®):
Seien f und g in xq differenzierbar, dann gilt:

(i) f+g, cflc €R) und fg sind in xq differenzierbar und es gilt

(f +9)'(x0) = f'(w0) + g'(w0)
(Cf)l(%) = Cf’(xo)
(f9)'(20) = f'(z0)g(20) + f(20)g' (20)

(1) Ist zusdtzlich g(xg) # 0, so ist auch / in xo differenzierbar und es gilt:
g

' L Flxo)g(zo) — flxo)g (20)

- (I’U) - D)

g 9%(o)
Satz 3 (,,Kettenregel“):
Seien I, I'* zwei Intervalle, die nicht nur aus einem Punkt bestehen. Seien f : I - R, g: I* - R
mit f(I) C I*. Seien fin xo € I und g in yo = f(xo) differenzierbar. Dann ist auch go f in x,
differenzierbar, und es gilt:

(g0 f)(x0) = g'(f(w0)) ' (z0)



8 Erinnerung

Satz 4 (,,Mittelwertsatz*):
Sei I = [a,b] mit a <b. Sei f: I — R auf I stetig und auf (a,b) differenzierbar, dann existiert
¢ € (a,b), so dafs

f(b) = f(a) = f(§)(b—a)

Korollar 1:
Gilt zusdtzlich noch f'(x) =0 Va € (a,b), so ist f konstant.

Satz 5:

Sei I = [a,b] mit a < b. Sei f: I — R stetig und injektiv, es sei f auf (a,b) differenzierbar mit
f'(x) > 0Vz € (a,b). Sei f([a,b]) = |, 5] und sei g : [a, 5] = R eine zu f inverse Funktion.
Dann ist g auf («, 8) differenzierbar und es gilt:

1
!/

7() f'(9(y))
Satz 6 (,,Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung*):
Sei I = [a,b] mit a <b. Sei f € C°(I). Sei c € I. Dann ist die durch

Yy € (a, B)

F(:r;):/f(n)dn (xel)

definierte Funktion F : I — R stetig differenzierbar auf I, und es gilt:
F'(z) = f(x) Vo el
(d.h. F ist eine Stammfunktion von f)

Korollar 2:
Sei I =[a,b] mita <b, f € C°I). Dann gilt:

/f(:c)d:c = ®(b) — D(a) =: D(z)|,

wobei ® irgendeine Stammfunktion von f auf I ist.

Satz 7 (,,Partielle Integration*):
Seien f,g € C(I). Dann gilt:

/ F(@)g(@)dz = f(2)g(x)|" — / F(2)g/ (2)da

Satz 8 (,,Variablentransformation*):
Seien I bzw. I* Intervalle mit den Endpunkten o, 8 bzw. a,b und oo # 3, a # b. Sei f € C°(I*)
und ¢ € CY(I) mit o(I) C I*. Dann gilt:

©(B) B

o(a) o

(etwas unprdzieser: v = p(n), der = dp(n) = ¢'(n)dn)



Kapitel 1

Spezielle Funktionen

Ziel: Einfiihrung der sogenannten elementaren Funktionen, Untersuchung ihrer wichtigen Ei-
genschaften.

81 Bogenliange

Definition 1:
Sei I = [a,b] mit a <b a,b € R ein kompaktes Intervall. Sei f € C'(I). Dann setzt man

L) = V1417 P

Die Zahl L(f) heifit Bogenlinge des Graphen G(f) von f.

Motivation:

P d(Py, Py)

X

Ist P, = (x1,y1), Po = (22,92), so ist der euklidische Abstand von P; zu P, definiert als:

d(Py, Py) = /(z1 — 2)> + (y1 — 12)?

(Satz des PYTHAGORAS)

allgemeiner: Seien Py, Pi,...,P, n + 1 Punkte in R?, P, = (x,,y,) (v = 0,1,...,n); man
verbinde P, ; mit P, durch ein Geradenstiick (v = 1,2,...,n), so erhiilt man einen sogenannten

9
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wPolygonzug® mit Eckpunkten Py, P,..., P,.
Man definiert dessen Lénge als:

id(Pv—laPu)
—Z\/ v — Ty— 1 (yu—yu71)2

Sei f € C'(I). Sei (Z,)

ey fine Folge von Zerlegungen

Zn:{a:xgn)<x§n)<---<x("zzb}

m

von [a, b] mit Feinheit §(Z,) = max Az{" 2225 0 mit Azl = 20" — 2

1<v<mp

Man betrachte den ,,in G(f) einbeschriebenen® Polygonzug P, mit Eckpunkten P\™ = (2, y{™),
wobei yi" = f(z{") (v=0,1,...,mp).
Die Lénge von P, ist dann gleich:

= i AS(™
v=1

wobei ASY" = \/(A:c,(,n))2 + (Ay&n)f

Nach dem Mittelwertsatz gibt es & € (2, 2”) Vv mit:

f(") = f(xff‘_)o =76 (@) - )

Z\/l—i-f’ Az

In anderen Worten: L(P) ist eine RIEMANN’sche Summe zum Integral /1 + f’(x)2.
(Analysis 1, Kap. 6, §4)

n—o0

Da 6(Z,) ——— 0 gilt, existiert es nach Satz

lim L(P, /\/l—i-f )2dx

n—o0
a

Dies rechtfertigt den Namen ,,Bogenldnge® fiir

— [Vi+lr@) e
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Beispiel 1 (Viertelkreis):

V={(z,y) eR|2*+y"=10<2<1,0<y <1}

y

A

Der Viertelkreis kann als Graph der Funktion

y—gly)=vV1-y> (0<y<1)

aufgefaflt werden.

Fiir P = (z,y) € V setze man

o(P) = [ V1419wl du

d.h. w(P) ist die Lange des Bogens zwischen Py(1,0) und P.
Es gilt:

O e R —
2y/1 — 12 V31—
2
2 Yy 1

Daher:

- [

X

Ziel: Definition der trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus derart, daf fiir P =

(z,y) € V und w = w(P) gilt:

r = Ccosw Yy = sinw
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82 Die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehr-
funktionen

Fiir |y| < 1 setze man

mw:j¢§%§

Nach dem Hauptsatz der Differtial- und Integralrechnung ist A(y) eine stetig differenzierbar
Funktion und es gilt:

1
Ay =—7=—=>0 (bl<1)
1 —y?
Daher ist A(y) streng monoton wachsend.
Es gilt:
A(=y) = —A(y)

d.h. A ist ,ungerade®, denn:

du .

A(—y)—/ﬁ (u—_mo/\/ld(%é—)v)2

0

j¢§ﬂﬂmw

Wir setzen A(y) zu einer stetigen Funktion auf [—1, 1] fort durch:

A(=1):= lim A(y)

y——1+
A1) = lim A(y)
Behauptung: Die Limites existieren
Beweis:
Wegen A(—y) = —A(y) geniigt es zu zeigen, dafl lir{l A(y) existiert.
y—1-

Man schreibe:

3 y
du du
A(y)zo/ ,71_u2+1/ —
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daher reicht es, das zweite Integral zu betrachten, es gilt:
y 1-y?
/ du / 1 —v p
= - v
V1 —u? (v=vi—u?) voy1— 02
3 V3
1—y2
. / dv
V1—o?
3V3
Daher gilt:
3 ; 3V3 ;
u u
lim A(y) = | —+ —
y—1- v) V1 —u? V1—u?
0 0
— Limes existiert! O

Definition 1:
Man setzte:

7= 2A(1)
(d.h. 2m ist der Umfang des Einheitskreises.)

Unter Anwendung des Zwischenwertsatzes haben wir also gezeigt: Die Funktion A ist eine

™

streng monoton wachsende, bijektive Abbildung von [—1, 1] auf [—Z, Z], welche von der Klasse

272

CO([-1,1]) N C*((—1,1)) ist; sie ist ungerade und erfiillt:

Man setze:

B(x) A(V1 —2?) fir0 <z <1
x) =
T—AW1—2%) fir-1<z<0

Dann ist B auf [—1, 1] stetig (!) und fiir 0 < |z| < 1 stetig differenzierbar mit der Ableitung:

—T —T

Sln .
1—1‘2 & \/1_ —3722 \/1—1‘2
1 —

T
= sign(x \/| : Vip \/1 = :U2 <0 (denn i = sign(x))
T

B'(z) = sign(z)A' (V1 — 2?) -

Daher ist B streng monoton fallend.
Es gilt:

B(-1)=r B(1)=0
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1
3
t X
-1 1
—
Abbildung 1.1: Die Funktion A (arcsin(z))
1
7r <
%
t X
-1 1

Abbildung 1.2: Die Funktion B (arccos(x))
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Lemma 1:
Sei f stetig auf U, (o) und differenzierbar auf U,(zo) \ {zo}. Es gelte lim f'(x) = c emistiert,
T—T0

dann ist [ auch in xq differenzierbar und f'(xq) = c.

Beweis:
Ubungsaufgabe!

(Entsprechendes gilt auch, wenn f nur in einer einseitigen Umgebung von z, definiert ist.)

Man wende das Lemma auf B und xy = 0 an. Es gilt:

lim B'(z) = —1

r—0

also ist B auch in xy = 0 differenzierbar und B’(0) = 1.

Also: B ist eine streng monoton fallende, bijekitve Abbildung von [—1, 1] auf [0, 7] der Klasse
C°([-1,1]) nC'((—1,1)). Es gilt:

1
B'(z) = —
(z) G
und:
B(-1)=r B(0) = g B(1) =0
Seien:
S = A_l C = _B_1

die Umkehrabbildungen von A bzw. B.

Nach dem Satz iiber inverse Funktionen gilt:

Se o“([-%,g

Ce CO([O,W]) N Cl((O,W))

e ((—3.3)

Ferner ist S streng monoton wachsend mit

i i
S(—g)——l S(0)=0 5(5)—1

C' ist streng monoton fallend mit
C(0) =1 0(5) =0 O(r) = —1

Ferne ist S ungerade.

Beweis:

Es gilt:

SoAly)=y = SA(-y)=—-y = —-y=5(—Ay)) (denn A ist ungerade)

—  —S(A(y)) = S(~A(y)) dh - Sw)=S(-w) Yw
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1
1 1
t X
-3
-1
Abbildung 1.3: Die Funktion S (sin(z))
y
1
X
5 T
1k

Abbildung 1.4: Die Funktion C' (cos(z))
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Ferner gilt:
SHw)+C*w) =1 Ywe o]

Beweis:
Fir 0 <z < 1ist B(z) = A(V1 — 22). Daher gilt:

S(B(z)) = S(AWT = 22) = V1 — 22
— 1 =2+ S(B(z))?

Setze w = B(x), also z = C'(w), dann folgt:
1= C*w) + S*(w)
Sei 0 < w < 5. Mit z = C(w), y = S(w) gilt nach dem Satz iiber die inverse Funktion:
1 1
S'(w) = = —— =V1-5%w)

AW 7
= C(w) denn: S?*(w) + C*(w) =1 und C(w) > 0

C'(w) = B,l(x) - i) = -Sw)

0

Bemerkung:
Im Satz iiber die inverse Funktion kann man natiirlich die Voraussetzung f’(z) > 0 Vz durch
f'(x) < 0 Vz ersetzen. Zum Beweis ersetze man f durch —f und beachte:

g(—(—f(fr))) =

Die Formel

bleibt also korrekt.

Eine entsprechende Grenzwertbetrachtung (s. Lemma 1, S. 15) zeigt, dafi S und C auch in 0
und 7 differenzierbar sind und obige Formel auch dort korrekt bleibt.

Wie werden jetzt in 4 Schritten Funktionen s,c¢ € C''(R) konstruieren (ausgehend von S, C)
derart, dafl s’ = ¢, ¢/ = s ist, s ungerade, ¢ gerade gilt und s,c¢ die Periode 27 haben:

s(x +2m) = s(x) c(z +2m) = c(x) Vr e R
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(i) Sei 0 <w < 7. Man setze:
c(w) :=C(w) s(w) := S(w)

Nach dem oben Bewiesenen gilt dann:

§ () = ofw) ¢w) = —s(w) Vo € [0, ]
(ii) Sei T <w < 7. Man setze dann:
c(w) = O(w) s(w) = V1= ()
Sei T < w <, dann gilt:
d(w) = c'((w)): —/1—=C?w) (wie oben berechnet)
Ferner ist:
I(W) = e - (~20()C()) = —— - (—e(w) (~5(w))) = e(w)

s(w)

- 2/1-C%(w)

Durch eine Grenzwertbetrachtung (s. Lemma 1, S. 15) folgt, da s und ¢ auch in 7
differenzierbar sind und die obigen Formeln auch dort gelten.

(iii) Sei —7 < w < 0. Dann setze man:

s(w) := —s(—w) c(w) == e(—w)

Es gilt:

§'(w) = =(-1)s'(-w) = §'(-w) = ¢(-w) = ¢(w)

dw) = —d(~w) = s(~w) = —s(w)
Bisher wurde gezeigt: Existenz von s, c auf [—m,7) mit s’ = ¢, ¢ = —s, s ungerade, ¢
gerade und

s(—m)=s(m) =0 §(—-m)=5(r)=-1 c(-m)=c(r)=-1 d(—7)=d(r)=0
Ferner: s(0) = 0 und ¢(0) =1
(iv) Fiir w = 0 4 27k mit 6 € [—m, 7| und k € Z setzt man:
s(w) = s(0) c(w) := ¢(0)

Man verifiziert dann sofort, daf alle gewiinschten Eigenschaften fiir s und ¢ gelten.
Man beachte:

0 = =7k mit k € Z
0 = T = g + 7k mit k € Z
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Satz 1:
Seien s,c € C'(R) mit s’ = ¢, ¢ = —s und s(0) = 0, ¢(0) = 1. Dann sind s und c eindeutig

bestimmt, und es gilt:
s*(x) + () =1 Vz e R

Ferner ist s ungerade, ¢ gerade, und es gelten die Additionstheoreme:
s(x +y) = s(x)e(y) + s(y)e(r)
c(x +y) = c(z)e(y) — s(z)s(y)

Beweis:
Ubungsaufgabe!

Man setze fiir z € R:

sinz := s(x) cosx := c(x)
Dann gilt:
—sinx = cosx —CcosSyr = —sinw
dx dx
sinz +coslz=1 ... etc.
Man setze:
sin x ™
Tangens: tanr ;= (reRz# - +7k kel
CcoST 2
COS T
Kotangens: cot 1= — (r eRx # 7k, k € Z)
sinx

Fiir die Ableitungen gilt:

, sin‘zcosz —cos' xsinx  cos?z +sin’zx 1 5
tan z = 5 = 5 = 5 =1+tan“z
cos? x cos? x cos? x
, 1
cot' v = ———
sin® z

Man nennt die Funktionen:
arcsinz := A(x) arccos r := B(x) xz € [—1,1]

den ,,Hauptzweig® der ,Funktionen“ Arcus Sinus bzw. Arcus Cosinus.

Dann gilt also:

arcsin = (sin ‘[_1 x]
2072

~1
[O,Tr]>

arccos = (COS



20 Kapitel 1: Spezielle Funktionen

Genauer gesagt, besitzt die Einschrinkung von sin auf jedes Intervall [—5 + 7k, § + 7k] eine
Umkehrfunktion, welche man einen ,,Zweig* von Arcus Sinus nennt. Ahnliches gilt fiir den
Cosinus. Fiir die Hauptzweige gilt (z € (—1,1))

d ) 1

% arcsin r = ﬁ
d 1
— arccosr = —

dx V31— 22

Genauso kann man ,,Zweige” und Umkehrfunktionen fiir Tangens und Kotangens definieren.
Man definiert die Hauptzweige durch:

-1
arctan :— (tan ‘[*1 I}>
272

arccot := (cot ‘[0 ﬂ)

Setzt man y = arctanx, * = tan x, so gilt:

-1

1 sinycos’y  sin’y

tan’y = +1l=tan’y+1=1+2°

cos?y cos?y cos?y

Fiir die Ableitungen folgt dann also:

1 1
—arctanz = =
dx tan’y 1+ 22
— arccotxr = —
dx 1+ 22

83 Expontential- und Logarithmusfunktion

Definition 1 (Logarithmusfunktion):
Fiir x > 0 setze man:

du
logzx := [ —
u

1

Die Funktion log : R, — R heiffit Logarithmusfunktion (zuweilen auch ,Logarithmus natu-
ralis, in Zeichen: Inx). Offenbar gilt:

logl =0
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Satz 1:

Die Funktion logxz (x > 0) ist unendlich oft differenzierbar, und es gilt:
d 1 1
—logz = —
dz & x

Ferner ist das unbestimmte Integral von % (x # 0), d.h. die Menge aller Stammfunktionen
gleich:

dz
— = log|z| + const.
T

Beweis:
Nach dem Hauptsatz der Differtial- und Integralrechnung ist:

log' v = —
T
Die zweite Aussage ist fiir > 0 klar, denn dann ist |z| = x. Sei x < 0, dann ist |z| = —=z, also:
log |z| = log(—7)

daher:

d 1 1
1 - . (—1)= =
Tlogle| = — - (1) = -

Satz 2 (Additionstheorem):
Fir a,b e Ry gilt:

log(ab) = loga + logb

Beweis:
Es gilt:

ab a ab
du du du
log(ab):/;:/ZwL o
1 1 a

Im zweiten Integral substituiert man:

u=va 1<v<h
also: v = 2, Z—Z:a, daher:
ab b b
/du /adv /dv
— = = [ — =logb
u va v
a 1 1
ad abd ad bd
= log(ab):/—u+/—u=/—u+/—uzloga+logb
u u u u
1 a 1 1
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Korollar 1:
(i) log(ay -ay - ...-a,) =loga; +logay +...loga, (a; >0Vi=1,2,...,n)
(i1) logz? = plogx (x> 0,p € Q)

Beweis:
(i) klar durch Induktion!

(ii) nach (i) gilt logz™ = nlogz (n € N).
Ferner gilt logz + log £ =log(z+) =log1 = 0, also: log = = —logx.
Daher gilt fiir n € N:
_ 1
logz™ = log ( )=nlog— = —nlogz
~——— x

n-mal

8| =
8| =

Fiir n € Z, n # 0 gilt:
logx = log(x%)" = nlog:r% — log:r% = —logx
n

Hieraus folgt die Behauptung!

Satz 3:
Die Logarithmusfunktion ist streng monoton wachsend (insbesondere also injektiv)
Es gilt: logR, = R und:

lim logx = o limlogx = —o0
T—00 z—0

Beweis:
Wegen log' 7 = % > ( gilt: Die Funktion log ist streng monoton wachsend. Daher ist

log2 >logl =0
= log2" =nlog2 —=5 o
Wegen der Monotonie folgt also:

lim logx = o0
T—r00

Fiir z — oo gilt % — 0 und umgekehrt, ferner ist log% =—logr = lir% logr = —o0.
T—

Wende den Zwischenwertsatz an, so folgt schlief3lich:

logR, =R
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Definition 2 (Exponentialfunktion):
Die Umkehrfunktion

log':R—-R, CR
zur Logarithmusfunktion heifit Exponentialfunktion und wird mit exp bezeichnet.
Satz 4:

(1) exp ist unendlich oft differenzierbar streng monoton wachsend, und es gilt:

p >1 firx>0
@exp:exp expr=1 firxz=0
<1 firx<0

(1i) exp(z +y) = expz-expy
(111) exp(pz) = (exp x)” fir pe Q
(iv) expl =e (»EULER’sche Zahl“)
Beweis:
()

d 1 1
—expr = = =expa
dz P log’(exp z) L P

exp T

Die iibrigen Aussagen unter (i) folgen aus den entsprechenden Aussagen iiber log.

(z.B.expx > 1 <= log(expz) >0<= x>0 ... etc.)
(ii) Sei a = expx, b = expy, dann gilt:

z +y =loga+ logb = log(ab)
— exp(z + y) = exp (log(ab)) =ab=exprexpy

(iii) Sei a = expz. Es gilt

loga” = ploga = px (Kor. 1 zu Satz 2, S. 22)
— exp(pz) = exp(loga’) = a” = (expz)”

(iv) Fiir z > 0 gilt:

. log(z+h) —logx
im

1
—=log'z =1
T 08 T h—0 h
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Speziell mit 2 =1 und h, = = (n € N) gilt also:

log(1+ +) —log1
]

n

1 = lim
n—oo

1 1
= limnlog(l+ —) = lim log(1 + —)"
n

n—00 n n—00

Nach Definition ist:

1
e= lim (14 —)" (s. Analysis 1)
n—00 n

Da log stetig, folgt also:

1 =loge — expl=e

Bemerkung:
Nach (iii) und (iv) gilt fiir p € Q

expp =exp(p-1) = (expl)” = e
Daher ist folgende Definition sinnvoll:

Definition 3:

Insbesondere gilt also:
e” TV =% Y (e")F = e® VpeQ

Definition 4:
Fiir ¢ > 0, x € R setzt man:

Bemerkung:

(i) Diese Definition von ¢” stimmt fiir z € Q mit der alten Definition ¢” iiberein:

¢® = exp(log ¢’) = exp(plogc) = er'oe¢

(ii) Sei z € R und sei (pn)neN eine Folge rationaler Zahlen mit

limp, =«
n—o0

(s. Analysis 1, Ubungsblatt 9, Aufg. 4) Dann gilt:

— o niRpmloBe lim e’
(Stetigkeit) n—o0

zloge log e

e



§3 Expontential- und Logarithmusfunktion 25

nach logz? = plogz fiir p € Q gilt also:

. P n
exlogc — lim elogc
n—00
— T = "% = lim ¢

n— 00

4

Man kann daher die ,allgemeine Potenz*
deuten.

als Grenzwert einer Folge rationaler Potenzen

Satz 5:
(1) "V = c*c¥ Vo,y € R
(it) (¢")Y =™ Vz,y € R
(iii) logc® = xloge Ve €R

(iv) Die Funktion x — ¢ ist unendlich oft differenzierbar und es gilt:

—c" =c"logc
dx
Beweis:

(i)

ex+y — e(z+y) loge __ exlog ctyloge _ e log ¢ + eylogc — Y

(ii) Sei (pn)neN eine Folge rationaler Zahlen mit
limp, =y
n—oo
Dann gilt:

(Cx)y = lim (Cx)p” = lim (eZElOgC)pn — lim epnzlogc _ exylogc — Ay
oo n—oo n—00 (Stetigkeit)

(iii) logc® = loge®!°6¢ = xlogc, denn exp und log sind zueinander inverse Funktionen.

(iv) e* = e8¢ = L v = e7l8Cog e = (" logc

O

Bemerkung:
Sei ¢ > 0. Fiir ¢ # 1 hat dann = — ¢* eine Umkehrfunktion (denn %cx = ¢ log c ist positiv fiir
¢ > 1 und negativ fiir ¢ < 1). Diese nennt man den ,,Logarithmus zur Basis c“, in Zeichen

log, x.

Satz 6:
Sei a € R, dann ist die Abbildung x — x® (x > 0) differenzierbar, und es gilt:
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Beweis:
Nach Definition ist: 2¢ = e®!°6? daher gilt:
ixa — ealogzal — axal — axafl
dx (Kettenregel) x X
O
Satz 7:

Sei f € CYI) mit I = [a,b] mit a <b. Sei f(x) >0V € I, dann ist auch x — log f(x) von
der Klasse C'(I), und

f'(x)

f(z)

d
%logf(x) =

Beweis:
Ubungsaufgabe

Korollar 2:
Sei f € CYI) mit I =[a,b] mit a <b. Sei f(x) # 0 Vz € I, dann gilt:

fl(x) = 10 X cons
[ Fian = 10g1 @)1+ const

Beweis:
Ubungsaufgabe
Satz 8:

(i) e =lim(1 +hz)t  (z €R)
h—0

.. BT M
(ii) loga—}lll_r)r(l) - (a e Ry)
Beweis:
(i) Es gilt (ohne Einschrinkung x # 0):

_log(1+u) —logl w0
u

1
—log(1 + u) > log'1=1
u

Setze: u = hx, dann folgt:

1 * 1 1 h—0 :
(1 + hLL‘)h — elog(l-i—hx)h — oh log(1+hz) _ e%y log(1+4u) o? 1 o?

(i)

ah—l ah—a h—0 d
\
— 7

h h dz”

x

=0

=a’loga =loga
z=0

s, iy (& 198
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84 Die Hyperbel-Funktionen

Definition 1:
Fir x € R setze man:

Sinus hyperbolicus: sinh g = < _26
Cosinus hyperbolicus: coshzx := ¢ +26$
Eine einfache Rechnung zeigt, daf} gilt:
cosh? z — sinh?z = 1
d.h. diese Funktionen parametrisieren die Hyperbel.
Weiter gilt:
sinh’ z = cosh x cosh’ z = sinh x

Beweis:
Ubungsaufgabe!
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Kapitel 2

Weiterer Ausbau der
Infinitesimalrechnung einer reellen
Funktion einer reellen Variablen

81 Die Regel von DE I’ HOSPITAL

Ziel: Untersuchung von ,unbestimmten Ausdriicken der Form 22 oder %“ (z.B. Grenzwertver-

halten von == fiir # — oo) mit Hilfe der Ableitung.

Satz 1 (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes):

Seien a,b € R mit a < b. Seien f, g zwei Funktionen, die auf [a,b] stetig und auf (a,b) differen-
zierbar sind. Es gelte g'(x) # 0V € (a,b). Dann gilt g(b) — g(a) # 0 und es existiert £ € (a,b),
so daf:

f() = fla) _ ['(§)
g(b) —gla)  g'(&)

Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz angewandt auf g gilt:

3 & € (a,0) mit g(b) — g(a) = ¢'(§)(b — a)
Wegen ¢'(x) # 0 Vx € (a,b) gilt daher: g(b) — g(a) # 0
Man betrachte die Hilfsfunktion:
o) = (0) = @) - LT (0 g()) e fat)
Dann ist h auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Es gilt ferner h(a) = 0, h(b) =0
Nach dem Satz von ROLLE (Analysis 1) gibt es £ € (a, b) mit h'(£) = 0. Das heifit:

0= 71 - L= g

Daher folgt die Behauptung. O

29
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Satz 2 (DE I’ HOSPITAL):
Seien a,b € R(= RU {oo, —c0}) mit a < b. Seien f,g auf (a,b) differenzierbare Funktionen
mit ¢'(z) # 0 Vz € (a,b).

Es gelte entweder:

flz) =5 0 A glx) —— 0 (%)
oder: flz) —5 A g(z) = oo (%)

Dann gilt folgende Aussage:

Wenn der Grenzwert

f'(@)
r—a+ g’({L‘)
existiert, so existiert auch der Grenzwert
lim _f(:r)
r—a+ g(gj‘)
und es qilt:
!/
lim _f(:r) = lim f'(z)
r—a+ g(gj‘) r—a+ g’(gj‘)
Bemerkung:

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir x — b und obige Limites diirfen auch als verallgemei-
nerte Grenzwerte interpretiert werden.
Beweis:

r—ra r—ra

(i) Es gelte (). Sei a > —oo. Wegen f(r) ——— 0 und g(z) —— 0 kann man durch
die Forderung f(a) := 0, g(a) := 0 die Funktionen f und ¢ zu stetigen Funktionen auf
la, b) fortsetzen. Sei x € (a,b). Wendet man Satz 1 (S. 29) auf f bzw. g eingeschréinkt
auf [a, z] an, so folgt die Existenz eines £ = £(z) € (a, r) mit:

€ _ flx) = fla) _ flx)
g g(@)—gla) g(z)

Es gilt ¢ = &(z) —2» a, also folgt die Behauptung.

Sei a = —oo. Man substituiere ¢ = —X. Unter dieser Substitution wird (—oo,b) abgebil-
det auf (0, —3) (ohne Einschréinkung kann man voraussetzen, daff b < 0). Fiir 0 <t < —¢
setze man:
1 1

olt) = f(-7) o) = g(-7)
Dann sind ¢ und ¢ differenzierbar mit:

! ! 1 -2 ! ! 1 -2

pt) = fi=)t Vi) =4g'(=)t
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Insbesondere ist ¢'(t) # 0 Vt (denn ¢'(z) # 0 Vx nach Voraussetzung). Es gilt ferner:

p(t) 2 0 W (t)

Ferner existiert nach Voraussetzung:

P _ S

1
t
=0+ ) () t=0+ g’(—%

t—0+

_ f'(z)
=2 w00 g'(x)

0

Nach dem schon Bewiesenen (angewandt auf a = 0, ¢ und ) folgt daher die Existenz

von
()
HBL b
und es gilt:
_e) ()
SR w8 v
Wegen
pt) . flz)
T L N
gilt daher:

lim M: lim f()

=00 g(x)  a=-00 g'(1)

(ii) Es gelte (xx). Man setze:

A:= lim f'(z)

r—a+ g’(gj‘)

Wir setzen (der Einfachheit halber) voraus, dafi A € R.

Wegen f(z) —2+ o0, g(z) —% oo und der Existenz von A gibt es ¢, mit ¢y € (a, b),

so da f(z) >0, g(x) > 0 Ve mit a < x < ¢ ist und

f'@)| _ | f'(=) f'(x)
g'(v) g () g ()

—A+A‘ <

Sei £ > 0. Wegen der Existenz von A gibt es dann ¢ = ¢(g) mit a < ¢ < ¢, so daf}:

!
A—f(aﬂ)<E Vrmita<z<c
g'(x)| 2
Es gilt ferner:
_ 9o
1 g(z) Ta 1
1— f(c) ’

-

—~
8

-

—A‘+|A|§1+|A| Vo mit a <z < ¢
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da g(c) = const. und g(x) —= o0, also existiert zy = zo(¢) mit a < 74 < ¢, so daB

9(c)
@) g & .
1 _ 1@ 1<2(1+|A|) Vo mit a < x < x

f(@)
nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 1, S. 29) gibt es fir z € (a,c) ein
€ € (z,c) mit

! 1 - f
&) _ fl) = fle) _ fla) e
g  glx)—gle) glx) 1— Z(_;))

Fiir a < z < zp (< ¢ < ¢) gilt daher:

f(z) £ 1- 5 £ (1~ 5 ) £1(€)
A-L = A- : =|A— —1) -
‘ 9(x) g 1-19 g \1 - 19 q'(&)
f(z) f(z)
—ﬂﬂ]f%—1kyf@‘1 PN
el i e = W e e
]
Beispiel 2:
lim v :limT: limz = oo
:E%oologaj‘ p—00 T—300

Beispiel 3:
Ausdriicke der Form ,,0 - co* schreibt man um in ,& = 2% z.B.:
0

) . —logz .=
lim zlogz = — lim T T
z—0+ z—0+ . z—0+ - z—0+

Beispiel 4:
Ausdriicke der Form ,,00 — 00 schreibt man um in

1 1_1-0—1-0_0
o 0  0-0 0
7.B.:
. . x —sinzx . 1—-cosz
lim (= -—-)=lm —— = lim ——
=0+ 'sinxy =0+ xsinz z—0+ Sinx + T cosx
. sin x 0
= lim =—-=0

r—0+ COST + COsSx — xsinzx 2
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82 Der Satz von TAYLOR

Sei g € R, § > 0 und sei f : Us(xg) — R eine auf Us(zy) n-mal stetig differenzierbare Funktion,
wobei n € Ny

Approzimationsproblem: Gibt es ein Polynom p,(x) vom Grad < n derart, daf

f(!L‘) B pn(l‘) T—=To 0 (*)

(x — x0)" ’

Wenn ja, ist p, eindeutig bestimmt?

Wir machen fiir p, probeweise den Ansatz

() = ag + a1 (x — 29) + ag(x — 20)? 4+ -+ + a,(x — 20)"
mit noch zu bestimmenden Koeffizienten ag, a4, ..., a,.
Man definiere:

. {U5(0) SR
| F(R) = f(zg + h) — pa(zo + h)

Dann ist F' auf Us(0) n-mal stetig differenzierbar. Es gilt:
f(xo+h) — pu(zo + h)
hn
wegen (%) und n € Ny. Da F stetig, folgt F'(0) = 0. Sei n > 1. Dann gilt:

F(h) f(xO + h) - pn(xO + h) hn_l h—0
ho I 0

wegen (x) und n — 1 > 0. Andererseits gilt nach dem Mittelwertsatz:
F(h) = F(0)
F(h) F(h)—F(0) _ - (h > 0)
- — ) F(0)— F(h
h h ( )_h W) <o)

h—0

h" s 0

F(h) =

= F'(h)

mit hy € (0,h) fiir h > 0 und hy € (h,0) fiir h < 0.
Mit A — 0 (also auch hy — 0) folgt also F’(0) = 0, denn F” ist stetig.

Sei jetzt n > 2. Wie oben zeigt man dann Fh(é’ ) 120, . Andererseits gilt nach dem verallge-

meinerten Mittelwertsatz mit 0 < |hs| < |hy| < |A:
Py F()—F(©)  F(h) 1F(h)—F(0) 1

_ _ — :_Fllh
h2 hZ — 0 2h, 2 hy 2 (ha)

Daher folgt mit A — 0, dal F”(0) = 0. Man fihrt so sukzessive fort und erhélt:

FY0)=0 Vv, 0<v<n
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d.h.:
) v) F (o)
¥ zo) = p(x9) = va, — a, = '
V!
Definition 1 (TAYLORpolynom):
Das Polynom
n ) (g )
pale) = ST +)
v=0 ’

heifit das n-TAYLORpolynom zu f gebildet an der Stelle z,.

Satz 1:
Wenn ein Polynom mit (x) existiert, dann ist es eindeutig bestimmt und gleich (+)

Bemerkung:
Ist f selbst ein Polynom vom Grad < n, so gilt f = p,; insbesondere 1483t sich also jedes
Polynom vom Grad < n in der Form

Z by(x — z9)"
v=0

schreiben, fiir jedes zy € R, wobei die b,’s von x, abhéngen.

Beweis:
Setze q := f — p,. Dann ist ¢ ein Polynom vom Grad < n, und es gilt:

¢ (rg) =0  firv=0,1,...,n (++)
Sei
n
q(z) = Z e’
v=0
Man fasse (++) als lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢y, ¢y, .. ., ¢, auf.

Genauer ist (++) dquivalent zu:

o z =z --- xg o 0
0o 1! 2z --- na:g_l 1 0
0 0 20 v nn—122 || =]0
o 0o o --- n! Cn 0

Die Determinante der Matrix links (obere Dreiecksmatrix) ist gleich:

n

HV! #0

v=0
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also ist die Matrix invertierbar, also folgt:
co=c=-=¢, =0
direkt: aus der letzten Zeile folt: nlc, =0 = ¢, =0, daraus folgt sukzessive:

Cpn=Cp1=-"-=¢p=0

Satz 2 (TAYLOR):
Seixzg €R, 6 >0 und f: Us(xg) = R (n+ 1)-mal differenzierbar auf Us(zy), wobein € Ny fest
vorgegeben. Dann gilt:

f(z) = pu(z) + Ru(x — x0) (| — zo| < 9)

wobei

(x — x0)”

o

das n-te TAYLORpolynom von f gebildet an der Stelle x ist und das Restglied R, (z—x)
durch

()

(n-+_1)! )n+1

LAGRANGE: R,(x — xzp) = (x —xo

mit & = xo+ Oh, h =2 — x5 und 9 =19, € (0,1), gegeben wird. (Form von LAGRANGE)
Gilt also z. B.:

S (y)

CE <M  firen M >0, Yy € Us(xo)

so folgt insbesondere:
f(@) = pn(®) _amsa
(x — zo)"
(denn R, (x — xo) = f(z) — pu(2)), also lGst p, tatsdchlich (x)

Fiir das Restglied hat man ferner die Darstellung:

> 0

hn+1

CAUCHY: R.(x — x0) = Rn(h) = (1 —0)" f+ (24 + 6h)

n!
mit h =x — x9, 0 =60, € (0,1). (CAUCHY-Form))
Gilt zudem f € C" " (Us(xo)), so kann man das Restglied auch in folgender Form darstellen:

1
R,(x —zo) = /
0

£ (2 + th) Rt
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Beweis:
(i) Man setze:

Rn(h) = f(l‘0+h) —pn(l‘0+h) |h| )

Dann gilt:
) ) ) ) ") (o)
Rn (0)_f (xo)_pn (xo)_f (‘TO)_V' ! =0 UZO,L y
Es gilt:
Rsanrl)(h) — f(n+1)(l‘0 + h)

denn p, hat Grad < n, also ist pslnﬂ)(h) = 0. Unter Benutzung des verallgemeinerten
Mittelwertsatzes findet man nacheinander hq, ho, ..., by mit

O0<hpii<h,<:--+<h <h fir h >0
bzw. h<hg<hy<---<hy <0 fir h >0
so daB:

By(h) _ Ru(h) = Ra(0) _ 1 Ry(h) _ 1 R,(m) - R,(0)

hntl — pntl n+1  hy n+1 h7 —0
L Rih) 1 RMV(h)
n(n+1) Ay ? n+ 1! ho .4
= ;R(n-l—l)(hn-i-l) = FOD (20 + his)
n+1 " (n+1)!

Man schreibe h,, 11 = Yh mit ¥ € (0,1).
Dann folgt also:

FOD (24 4 9h)

n+1
(n+1)! h

Rn(h) =

Dies ist die LAGRANGE-Form des Restgliedes.
(i) Sei jetzt f € C" ™ (Us(xg)). Mit h = z — x fest setze man:

F(t):= f(xo+th)  te]0,1]
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Man schreibe:

1

F(1) - F(0) = /F'(t)dt (Hauptsatz)
0
nach partieller Integration (u = (t —1)= v =1undv="F'(t) = v = F"(t)):
1
(
0

— (t— 1) F'(¢) 1 — ) F"()dt

1
/ (t — V) F"(t)dt = F'(0) +
0

2
nach paritieller Integration (u = (- 5 ) —u' =(1—t)und v = F"(t) =o' = F"(1)):

[0ty

1
— [ ——=—F"(t)dt
[R5

0

= F'(0) + a ;!t)QF”(t)

Durch vollstédndige Induktion ergibt sich:

F(1) = F(0) = F'(0) + F0) +-- Fo) +/ 1= t)nF("“)(t)dt

2! n! n!
Es gilt
F(1) = f(zo+ h) = f(z) F(0) = f(zo)
FW(0) = f@)(x0)h” da FU(h) = fW(zg +th)h”  (0<v<n+1)

Daher ergibt sich die Integralform des Restgliedes mit:

f/ (L‘O f//
i! )(x_xO) 2(! -

1
(n)
--+f (o x—x0"+/
0

(l‘ — ZL’O)Q +.

FOH) (g 4 th)h"+dt

n!

(iii)) Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz der Integralrechnung (Ana. 1, Kap. 3,
§8) an, so ergibt sich:
1 0
1—¢)" 1—-0)"
/7( , S ps) (g 4 iyttt = (1 — 0) L= ' )
n! n!

0

FU (o + OB A"

1-6)"
— ( ’ ) f(n+1) («To + eh)hn+1
n!
wobei 6 = 0, € (0,1). Dies ist die CAUCHY-Form des Restgliedes.

(Anmerkung: Die CAUCHY-Form des Restgliedes wird hier nicht ohne die Voraussetzung
f € C"(Us(xy)) bewiesen, sie ist jedoch auch ohne diese giiltig.)
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Definition 2:
Sei I ein Intervall. Dann sei

Cx(1) = (")

neN

der Raum der beliebig oft stetig differenzierbar Funktionen f: I — R

Sei f € C*®(Us(zp)). Dann kann

po(7) =

(x — x0)”

v=

o

O

fiir jedes n € N gebildet werden. Man kann offenbar p, (x) als n-te Partialsumme der unendlichen

Reihe

auffassen.

Definition 3 (TAYLORreihe):
Die Reihe

) (14
Sy

v=0

—

W) (5,
Z 1/(! )(x—xo)”

v=0

—

heifst TAYLORreihe von f gebildet an der Stelle xq.

Probleme:

(i) Fiir welche z ist die TAYLORreihe konvergent?

(ii) Konvergiert sie gegen den Funktionswert f(x)?

Hierzu mufl man

f(x) = pn(z) = Ry — 20)

betrachten.

Beispiel 5:

Sei f(z) :=e” (z € R) und xp = 0. Dann ist f®)(x) = e7, also gilt nach TAYLOR:

- r T
=14 T+t
n.

fiir n - oo

2 " ez?:r

(n+1)!

xn+1
2!
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mit J = vJ,, € (0,1). Es gilt:

o e o

I N
(n+1)! ST

| R ()] =

o0
denn 2:0111—,” konvergiert Vo € R (Quotientenkriterium, Analysis 1).
=

v v—00
£ 0

Daraus folgt, dafl gilt: =+

Die TAYLORreihe von e” gebildet an der Stelle xy = 0 konvergiert also Vx € R und ist gleich
dem Funktionswert e”.

Insbesondere gilt mit x = 1:

v=0
Bemerkung:
Dies zeigt, dafl die Definition von e als e = lim (1 + %)" (Analysis 1, Kap. 2, §6, Bem. zu Satz
n—oo
3) (,offizielle Definition“) und von e als e = > - (Analysis 1, Kap. 3, §4, Bem. zu Bsp. iii)
v=0
iibereinstimmen.

Beispiel 6:
Sei f(z) = sinz (z € R) und zy = 0. Wegen sin'z = cosz, cos’z = —sinz und sin0 = 0,
cos0 = 1 findet man fiir die TAYLORreihe von sinxz um zy = 0 den Ausdruck:

A

Wegen [sinz| < 1, |[cosz| < 1 Vz € R findet man dhnlich wie in Beispiel 5, daf§

. x4
s1nx:x—3—!+5—!—ﬁi... (r € R)
Genauso erhilt man
x2 ozt 2
cosx:1—§+ﬂ—6—!i... (r € R)

Beispiel 7:
Sei f: R — R gegeben durch:

0 z=0
Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), da f von der Klasse C*(R) ist, und daf
fM0)=0 WreN

Daher ist die TAYLORreihe von f in 2y = 0 identisch Null, konvergiert also insbesondere Vx € R.
Aber f(z) # 0 Vx # 0, also konvergiert die TAYLORreihe nur im Entwicklungspunkt zo = 0
gegen den Funktionswert f(z).
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Satz 3:
Sei f € C®(Us(xy)). Es gebe ein ¢ > 0, so daff

1
1/_'|f(u>(x)| < 5_0}/ Vv € Ny und Vo € Us(zo)

dann ist die TAYLORreihe von f gebildet in xy konvergent gegen f(x) Va € Us(zo).

Beweis:
Nach dem Satz von TAYLOR gilt fiir das Restglied:

Ot (mg + I(z — z0))
(n+1)!

|R,(z — x0)| = |z —z[""" VneN,

Nach Voraussetzung gilt:

[Ru(w = 20)| < gl — 20" = C(

|ZE' - l'0| i n— 00
— 5n+1 0

J

denn fiir z € Us(xo) gilt @ < 1. O

83 Potenzreihen

Definition 1 (Potenzreihe):
FEine unendliche Reihe der Form

(o0}
Z a,(r — xg)”
v=0

heifst Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo. Die Zahlen a, heiffen Koeffizienten der Reihe.
Die Menge der x € R, fiir die die Reihe konvergiert heiffit Konvergenzbereich.

Beispiele:

(i) geometrische Reihe ) z"

n=0
(ii) TAYLORreihe
Lemma 1:
Konvergiert die Reihe
o0
Za,,(:r — x9)”
v=0
fir x = x1 und setzt man ry = |x; — 0|, dann konvergiert die Reihe fir alle x € U, (zo).

Ferner konvergiert die Reihe sogar gleichmaflig absolut fiir |x — xo| < p < rq, fir jedes p < rq.



§3 Potenzreihen 41

BeweiS'

Da Za,,(:cl — x9)” nach Voraussetzung konvergiert, bilden die Glieder der Reihe notwendiger-

Welse elne Nullfolge, also insbesondere eine beschrinkte Folge.

Es gibt also ¢ > 0, so daf§
la,| -7 =ay(x; —20)"| < ¢  VveN,
d.h. also
lay| <c-r7¥ WreN

Sei € R mit |z — z¢| < p < r1. Dann gilt:
14
a,(r — xg =la,|l-|lT—x9| <C-Ty - =c|— =c-q v e Ny
v U< 11/ pu Tpl v v N

wobei ¢ := £ € [0,1).

Daher ist die geometrische Reihe ch eine Majorante fiir Za,j($ — x9)”, daher folgt die
v=0
Behauptung (Analysis 1, Kap. 4, §4 Satz 3). O

Korollglor 1:

Wenn Y a,(x — x)” in x = x1 nicht absolut konvergiert, so divergiert die Reihe fir alle x mit
|z — zo| > |z0 — 24|

Beweis:
klar!

Satz 1
Zu jeder vorgegebenen Potenzreihe

)
E (7% LL‘—I‘O
n=0

existiert genau ein r € R mit 0 < r < oo, Konvergenzradius genannt, so daf8 gilt:

(i) Die Reihe ist gleichmdfig absolut konvergent fir |x — xo| < p < r fir jedes p < r.
(i1) Die Reihe divergiert fir |x — xo| > 7.
(iii) Der Konvergenzradius r berechnet sich aus den Koeffizienten der Reihe als:

1

lim sup {/|a,|

n—oo

Formel von CAUCHY-HADAMAR: r =
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Erinnerung: Ist (b")neN eine folge reeller Zahlen mit b, > 0 Vn € N, und ist (b")neN nach
oben beschrinkt, so setzt man:

limsupb,, = sup M

n—0o0

wobei M die Menge der Haufungspunkte von (bn)n N bezeichnet.

Ist (bn)neN nicht nach oben beschrinkt, so setzt man:

lim sup b, = o0
n— 00
Ist lim sup {/|a,,| gleich 0 oder 0o, so hat man die Formel als = oo bzw. r = 0 zu interpretieren.

Im e?s?gil Fall konvergiert die Reihe Vz € R, im zweiten Fall nur fiir z = x,. Fiir 0 < r < oo ist
der Konvergenzbereich ein Intervall mit Mittelpunkt xgund der Linge 2r. Ob die Endpunkte
xo + r oder xy — r zum Konvergenzbereich gehoren, mufl in jedem Fall gesondert untersucht
werden.
Beweis:

(i) folgt aus dem Lemma
(ii) folgt aus dem Lemma

(iii) Sei r durch

1
 limsup /|an|

n— 00

definiert.

1. Fall: 0<r<oo,rg<r
Sei ro beliebig mit 0 < ry < r, dann gilt:

limsup\/|a,| = — < —

n— 00

Nach Definition des Limes Superior bzw. des Haufungspunktes gibt es dann N € N,

so dafi:

1 1

lan|™ < — Vn > N
To

Also gilt:

1 _

| < —==1ry"  VYn>N

o

Daher gilt:

n
lan (2 — 20)"| < <|:rr7xg|> <1 Vn > 0, fiir |z — 20| < 1o
0
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Also konvergiert die Reihe

o0

Zan(a: —x9)"

n=0

fiir |z — x| < ro. (Majorantenkriterium und Vergleich mit der geometrischen Rei-
he), da 0 < ry < r, folgt die Konvergenz fiir |x — zo| < r.
2. Fall 0<r<oo,r<ry

Sei r < ry < 00, also

1 1
lim sup {/ |a,|

— < - =
To r n—00

Nach Definition des Limes superior und des Haufungspunktes existiert daher eine
Folge n; <my <ng < ..., so daB

1 L
— < |y, |™ VpeN
To

d.h.:

|an,| > ro "

Sei jetzt |x — x9| > ro. Dann folgt

|an, (2 — 20)" | = |ayn, | - |z — zo|™" > 1y "ry” = 1 VpeN

Daher konnen die Glieder der Potenzreihe > a,(x — )™ keine Nullfolge bilden,
n=0
also ist die Reihe divergent.

Da ry beliebig mit r < ry < oo, divergiert die Reihe also fiir |x — x| > 7.

Bemerkung:
Wenn (b")neN konvergiert, so gilt:

limsup b, = lim b,
n—00 n—00

Beispiel 8:
o0
Die Reihe ) n™z" hat den Konvergenzradius r = 0, denn

n=0

1 1 1
= ; = — = 0
limsup{/la,| limsupn oo
n

n—00 —00
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Beispiel 9:
Jede der Reihen

o0 oo n [e.e] n
x x
> " > -
2
n=0 n=0 n n=0 n
hat 7 = 1, denn /n —>= 1. Die erste Reihe ist in keinem der Randpunkte +1, —1 konvergent

(allgemeines Glied keine Nullfolge), die zweite Reihe ist in 41 divergent (,harmonische Reihe®),
in —1 konvergent (,alternierende Reihe®), die dritte konvergiert sowohl in +1, als auch in —1.

Beispiel 10:
Wir haben schon gezeigt, dafl

Vz € R konvergiert (nach dem Quotientenkriterium), also hat diese Reihe einen Konvergenzra-
dius r = oo.

Also gilt:
= lim sup v/n!

1
lim sup ¢/ Y nroo
n.
n—o0

o0 =

Es gilt also:

1
B ——
lim sup v/n!
n—o0
Daher hat ) n!2" den Konvergenzradius r = 0.
n=0
Beispiel 11:
Hat
o @]
Zan(x — xo)"
n=0

den Konvergenzradius r, so hat auch die gliedweise differenzierte Potenzreihe

o0
Zn cap(x — xp)" "
n=0

den Konvergenzradius r.

o0
. —
Denn S n-a,(z — 2o)" hat den Konvergenzradius r, denn {/n ——>- 1, und
n=0

(Zn cay(x — :1:0)"1> (x —x0) = Zn “ap (z — x0)"

Daher konvergiert die linke Reihe genau dann, wenn die rechte Reihe konvergiert.
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Satz 2 (Vertauschung von Differentiation und Grenzwert):
Sei I C R ein Intervall, dann gilt:

(i) Sei (f")neN eine Folge von Funktionen, f, € C'(I) mit f, — f (n — o0) auf I und
fl =g (n— o) auf I (gleichmdfige Konvergenz). Dann ist f € CY(I) und f' = g.

(ii) Sei (hn)neN eine Funktionenfolge mit h, € C'(I) derart, daf§ die unendliche Reihe

Zhn(x)

auf I konvergiert, wihrend die Reihe der Ableitungen

> h()

auf I sogar gleichmdj$ig konvergiert, so ist die Funktion

T Zhn(x)

von der Klasse C1(I) und es gilt:

: (Z hn(x>> =S @) @e)

n=1

Beweis:

(i) Da f! € C%(I), und wegen der gleichméBigen Konvergenz f! = g (n — oo) auf I folgt
g € C°(I) (Analysis 1, Kap. 5, §4, Satz 2). Seien ¢,z € I mit c¢ fest. Dann gilt ferner
wegen der gleichméfBiigen Konvergenz: (Analysis 1, Kap. 5, §6)

T T

ILm fr(t)dt = / ILm fr(t)dt = / g(t)dt

c c c

Nach dem Hauptsatz der Differtial- und Integralrechnung gilt:

/ﬂmﬁznm—n@

Wegen f, — f (n — o0) folgt daher:
fla) = £(0)+ [ ott)at

Nach dem Hauptsatz der Differtial- und Integralrechnung folgt also:
f e und f'(x) = g(x)
(ii) folgt aus (i). O
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Satz 3:
Sei > an(x — z9)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0 und sei
n=0
o @]
f(z) = Zan(a: —x9)"
n=0

die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion (v € Uy(x0)). Dann ist f € C*(Uy(x0)) und die
Ableitungen f', f",... werden durch Potenzreihen mit Konvergenzradius r dargestellt, ndamlich
durch die durch gliedweise Differentiation gewonnene Potenzreihe

oo

f'(z) = Zn cap(x — zp)" "
f(z) = n(n —1) - a,(x — 20)" 2

FO() =300 = 1)+ (0= v) - an(w = 20)" "

Insbesondere ist:

Beweis:
Nach Beispiel 8 (S. 43) hat

o
Z n-ap(e — xo)" "
n=1

wieder den Konvergenzradius r, und nach dem Lemma 1 (S. 40) ist sie fiir |z —xo| < p < r
sogar gleichméfig konvergent.

Nach Satz 2 (ii) (S. 45) mit h,, = a,(x — xy)" folgt daher:

fe C’l(Ur(xo)) und f'(z) = Zn (T — l,o)n—l

Man iteriere obigen Schlufl bliebig oft, so folgt die Behauptung. Die Formel fiir a,, folgt, indem
man in dem Ausdruck fir f®) 2 = x, setzt:

f(u)(xO) :Zn(n—l)-...-(n—y).an.on—V
f(”)(%)

= F(xo) = 1! - ay — ap = |
V!
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Satz 4 (Identltatssatz fur Potenzreihen):

Seien Za,j(x — x0)” und Zb (x — x0)"” zwei Potenzreihen mit Konvergenzradius r > 0.
v=0

Sei (xn)neN eine Folge von Zahlen mit x, # xq Vn € N, x, 2 4. Es gelte:
Za,,(xn — x9)” Zb — x9)” Vn €N
v=0

Dann gilt:

a, =b, YvreN

In anderen Worten: Stimmen zwei Potenzreihen auf einer Punktmenge M 1iberein, die xqy als
Hdiufungspunkt hat, so sind sie identisch.

Beweis:
Angenommen es gibt v € Ny mit a, # b,. Sei m das kleinste v mit dieser Eigenschaft. Dann
gilt also a, = b, fir 0 <v <m — 1, a, # by. Aus der Voraussetzung folgt dann:

o0

ZGV(.T”—.TO Zb n— Zo)” Vn €N

v=m
wegen x, # gy Vn ergibt sich:

o0

Z ay (T, — xo)” Z by (2, — mo)” (%)
Nach Lemma 1 (S. 40) bzw. Satz 1 (S. 41) konvergieren Zay(x To)” und Zb (v —mo)” fiir
nahe bei zy gleichméflig und bei gleichméfig konvergenten Relhen diirfen L1mes und Summation

vertauscht werden. Daher folgt aus (x) mit n — oo, wegen lim z,, = xy, daf
n— 00

Am = by, §Widersprueh!
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Satz 5 (Umordnungssatz):

Sei (aik)z. ey €ine Doppelfolge reeller Zahlen (d. h.: a : N x N — R). Es gebe K > 0, so daf:
> lax| <K VneN (%)
ik=1

Dann gilt:

(i)

(i)

Es gibt s € R, so dafs fiir jede bijektive Abbildungt: N — N x N die Reihe

o0

Z t(n)

n=1
(absolut) konvergiert und die Summe s hat. Hierfiir schreibt man einfach:

oo

S = E Qi

i,k=1

wobei die Terme der Doppelreihe in irgendeiner Weise anzuordnen sind.

Die ,,Zeilensummen* und die ,,Spaltensummen*

Zeilensummen: Z ik (i € N)
k=1

Spaltensummen: Z ik (ke N)
i=1

sind (absolut) konvergente Reihen. Fiir die Summen:

% :Za““ (1 € N) sk::Zazk (k € N)
k=1 =1
qilt:
Y
=1 k=1
Beweis:

()

o0

Sei g : N = NxN eine Bijektion. Dann ist mit () die Reihe ) a;,(») absolut konvergent,
n=1

ihr Grenzwert sei s € R.

o0
Seit : N = Nx N eine weitere Bijektion. Dann ist auch ) a,(,) eine absolut konvergente
n=1

Reihe und eine Umordnung von ) ay(n) bzgl. der Bijektion

n=1

{N%N
T .

T::talot
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Nach Satz aus der Analysis 1 gilt dann:

o0

S = Z at(n)

n=1

(ii) Analog wie in (i) zeigt man, daf die Zeilen- und Spaltensummen absolut konvergieren:

o) o)
Z2; = Zaik (Z € N) S 1= Zaik (k € N)
k=1 i=1
Man setze:
n n
Op = Z Qi Q, ‘= Z |aik| (n € N)
ik=1 ik=1

Aus (i) folgt, daB (Un)nEN konvergent mit dem Grenzwert s ist, aus (x) folgt, dafl (an)n
eine monoton wachsende beschrinkte Folge ist, also konvergent.

eN

Behauptung:
9] N
s=) = lim ) 2
n=1 n=1

Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein N € N, so daf} fir N < < m
(m,l € N) gilt:

Qp — Qp = Z law] < e

i,k<m
>0 A k>
k
m
[
1
[ m

Fiir solche m, [ gilt nun

l m
E E Qi — Om

i=n k=1

< Z laik] < am—ap <e

I<i<m
1<k<m
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Fiir m — oo erhilt man:

di=1 (iak) — 5

k=1

<e Vie Nmit [ > N

<eg = ‘Zizllzi—s

Also gilt die Behauptung.
Fiir [ < m gilt:

3

i=1

m
g Qi

k=1

I
< Z|aik|§K — Z|Z¢|SK
i=1

i,k<m

o0
Hieraus folgt die absolute Konvergenz von »_ z;.
i=1

Analog fiir die Spaltensummen. O

Satz 6 (Multlpllkatlon unendlicher Reihen):

Sind Zaz, Zb absolut konvergente Reihen, so erfillt die Doppelfolge (a bk)( K)eNx N die Vor-
i=1 i=1

aussetzungen von Satz 5 (S. 48). Folglich konvergiert die Doppelreihe
>
ik=1

absolut und es gilt:

o () (£ £

i,k=1 n=1 \m=1

CAucHY-Produkt
Beweis:
Es gilt fiir n € N:

= (3m) () = (35m0) ()

-~

K

Der Rest folgt aus Satz 5. O

Satz 7:
Sind Y an(x—x0)", Y. bp(x —20)" 2wei fir 0 < |x — xo| < r konvergente Potenzreihen (r > 0)

n=0 n=0
mit Summen f(x) und g(x), so gilt:

Z <Zambnm> (x — xo)"

n=0 n=0

ist eine in U, (xy) konvergente Potenzreihe mit Summe f(x)g(x).
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Beweis:
Folgt aus Satz 1 (S. 41) und Satz 6 (S. 50).

Satz 8 (ABEL’scher Grenzwertsatz):
Die Potenzreihe > a,(x — x9)™ habe den Konvergenzradius r > 0 und sei im Punkt © = xq +r

n=0
noch konvergent, dann gilt: die Funktion

o
f(x):Zan(x—xg)" (g —r <x<xo+T7)

n=0

ist stetig und es gilt:
,im (@) = f(zo+7)
Beispiel 12:
Es gilt:
3 5
arctanx:x—%—l-%i... (lz] < 1)

Hier konvergiert die rechte Seite fiir x = 1 und nach Satz 8 folgt:

fanl=1— 4Lz z
arctanl =1— -+ -+.-- = —
3 5 4
Beweis (von Satz 8):
Man kann ohne Einschréinkung zy = 0 und r = 1 annehmen, ansonsten betrachte man:

o @]
T N0,
g@y_f¢+x@_2;ﬁr (-1<z<1)

[o¢]
Sei also o =0, 7 =1 und ) a, konvergent.

n=0
Man setze

Sp ::Zak (n € Ny)
k=n

Es gilt:

(i) lims, =0 = Jc>0Vn €Ny mit |s,| < ¢

n—o0
.o m
(i) so= > ay
n=0

(iil) Spy1 — Sn = —a, (n€Ny)
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Behauptung:

lim f(z) = so = f(1)

rz—1—

o0
Die Potenzreihe Y s, 112" konvergiert fiir |z| < 1, da |s,| beschriankt ist.
n=0

Fiir 2] < 1 gilt:

o0 o0 [o¢] o0 o0
n __ n n+1 __ n n
(1—:6')5 Spprx” = 5 Sy — 5 Sppx" T = 5 Spy1x” — g Spx™ + S
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

=50+ 3 (Sns1— 5)2" = f(1) = > _ana™ = f(1) — f(x)

n=0

Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Dann existiert ein N € N, so daf} |s,| < 5 Vn > N

Man setze:
€
) := mi (1,—)
min {1, o
dann gilt fiir 1 —d <x < 1:
N—-1 9]
) = f@) < (0 =2) ) lsnal 2"+ (1 =2) Y [snya] - 2"
n=0 n=N
< (l—x)cN—i-(l—x)EZx"
2n—N
<6 =
£ € =
< 5—1—5(1—:6) ;x =¢
——

geometrische Reihe
[
1

"=
1—
=0 ®

n

Daraus folgt die Behauptung. O



Kapitel 3

R" als topologischer Raum

81 Grundlegende topologische Begriffe im R”

Die Menge R™ der n-Tupel reeller Zahlen ist ein Vektorraum iiber R unter der Addition:
(T, @2, ) + (Y1, Y2, -5 Un) = (B0 + Y1, T2+ Y20, T+ Yn)
und der Skalarmultiplikation:
Mz1, 2o, .y xy) = (A1, AT, ..., ATy) AER
(sieche Lineare Algebra 1)

Definition 1:

(i) Seien x = (z1,%9,...,Tn),y = (Y1,Y2,--.,Yn) € R, dann setzt man:

Ty = Zl‘yyy
v=1

Man nennt xy das ,,Skalarprodukt® von x und y.

(i1) Seix = (x1,29,...,%,) € R, dann setzt man

Man nennt ||z|| die ,,EukLIDische Norm* von z

T2

[l = yll

T

93
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Satz 1:
(i) Die Abbildung R* x R* — R, (x,y) — zy ist ein Skalarprodukt auf R", d.h.:

a) vy =yr Y,y € R? (Symmetrie)
b) x(y+2) =xy+zz Vz,y,2 € R?

z(Ay) = A(zy) Vr,y e R®* VA € R (Linearitét)
c) zx >0 Vr e R

1r=0<=2=0 Ve € R* (positiv Definitheit)

Beachte: Aus a) und b) folgt auch, dafi das Skalarprodukt linksseitig linear ist.
(ii) Die Abbildung R* — R, x — ||z|| ist eine Norm auf R*, d.h.:

a) ||z|| >0 Vr e R
|z]| =0 <= 2=0 Vr e R

b) [Mz|| =M\ ||z]| VzeR*, VAeR
c) |z +yll < =] + ||yl Vi,y € R (Dreiecksungleichung)
(iii) FEs gilt:
jwy| < llzfl - [lyll  Vx,y €R?
(CaucHY’sche Ungleichung)

Beweis:
(i) Klar, nach elementaren Rechenregeln fiir reelle Zahlen.
(ii) a) klar!
b) klar!
c) Es gilt:

le+yl* = (@ +y)e+y) = wrtay+yr+yy= |zl +2(2y) + [yl

nach (i)
Daher:

2 2 2 2 2 2
[z +yll” < llzlI” + 2wy + ly]” < ) )™+ 2l - [yl + lylI” = (=]l + lly]l)

nac! 11

(iii) Wurde schon gezeigt. (Analysis 1, Kap. 2, §6, Satz 4)

Definition 2:
Sei xyg € R", ser 0 > 0. Dann verstehen wir unter der d-Umgebung von xo die Menge:

Us(zo) := {z € R"|[Jx — m|| < 6}
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Beispiel 13:
Im R? ist Us(xq) offenbar das ,Innere“ einer Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt o und dem
Radius 0

T2
R2

Ug(!L‘g)

T
Definition 3:
Sei A CR"
(i) xy € R heifit innerer Punkt von A, falls es eine §-Umgebung Us(xg) von o gibt, so
dafs

U(s(l‘o) Cc A

(ii) xg € R heifit &uBBerer Punkt von A, falls es eine §-Umgebung Us (o) von xq gibt, so
dafs

Ug(l’g) C A°
(A°:=R" \ A heifit ,das Komplement von A“)

(1i1) xo € R" heifft Randpunkt von A, falls in jeder 6-Umgebung Us(xq) von x¢ sowohl ein
Punkt von A als auch ein Punkt von A€ liegt.

Definition 4:
Sei A C R*. Die Menge aller inneren Punkte von A heifst das Innere von A und wird mit
int A bezeichnet.

Die Menge aller Randpunkte von A heifit der Rand von A und wird oft mit A bezeichnet.
Die Menge AU OA heifit der Abschlul von A und wird mit A oder dA bezeichnet.

Beispiel 14:
Betrachte A = R", dann ist

intR* =R" OR" = () R» =R"

Beispiel 15:
Betrachte A = Us(xg), es ist int Us(xg) = Us(o), denn: Sei x € Us(x). Dann ist ||z — x| < 6,
also ist r := 0 — ||z — xo|| > 0. Sei y € U,(z). Dann gilt:

ly = ol = Iy — =) + (= = 2o)l| < [ly — 2l + [lz = woll <7+ [l2 — 2ol =0

Also ist y € Us(xg) = U,(x) C Us(xo)
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Beispiel 16:
Betrachte A = {z € R"|||z — x|| < 0}, dann ist

int A = Us(xo) 0A = {z € R"|||x — x| =6} (Sphiire)

Definition 5:
Eine Teilmenge A C R" heifit offen, falls A = int A.
(d.h. jeder Punkt von A ist innerer Punkt von A)

Beispiele: (), R", Us(xp) sind offene Mengen.
Satz 2:
(i) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen ist wieder offen.
(i) Der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist wieder offen.
Beweis:
(i) Sei A, C R offen (i € I, Indexmenge). Sei
A:=UA,

nel

Sei x € A. Dann gibt es v € [ mit x € A,. Da A, offen ist, existiert eine -Umgebung
Us(x) mit Us(z) C A,. Daher folgt Us(x) C A.

(ii) Seien Aq, As, ..., A, C R™ offen. Sei

Sei x € A. Dann ist x € A, Vi = 1,2,...,m. Da A, offen, gibt es eine §,-Umgebung
Us, (w) mit Uy, (v) C A, Vu=1,2,...,m.

Sei 0 := min{dy,da,...,0n}. Dann ist § > 0 und Us(z) C A, Vpu = 1,2,...,m, denn
Us(x) C Us, (x) Y. Daher gilt Us(x) C A, also ist A offen.

O

Warnung: Der Durchschnitt beliebig vieler offener Mengen braucht im allgemeinen nicht mehr
offen zu sein.

z.B. ist mLeJNU% (z0) = {xo} nicht offen!

Definition 6:
Fine Teilmenge A C R™ heifst abgeschlossen, falls A° =R" \ A offen ist.

Satz 3:
(i) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen.

(ii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen.
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Beweis:
Folgt direkt aus Satz 2 und den Formeln:

c c
NnA = UAS UA = N AS
<u€] #> nel " <u€] #> nel H

82 Folgen im R"

Definition 1:
FEine Folge (:L'm)meN mit T, € R* heifit konvergent gegen xy € R", wenn zu jedem € > 0 ein
N = N(e) € N ezistiert, so dajs:

|Xm — o] < e VYm > N
Satz 1:
(i) Der Limes einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmit.
(i1) Gilt

lim z,, = %o und lim y,, = yo
m— 00 m—0o0

so sind auch die Folgen (:L‘m + ym)meN, (Axm)meN (A € R fest), (xmym)meN konvergent
und es gilt:

lim (2., + Ym) = To + Yo lim \z,, = \zg lim 2, Ym = ToYo
m—00 m—0o0 m—00

Beweis:
Ahnlich wie fiir n = 1 in Analysis 1 unter Benutzung der Norm-Eigenschaften von [|z]|.

(Anmerkung: schreibe =,y — ZoYo = (Tm — 20)Yo + (Ym — Yo)Tm)

Satz 1 kann auch mit dem folgenden Satz bewiesen werden.

Satz 2:

Sei T, = (x,(}l),x,(%), e ,x,(:f)), Ty = (x(()l), xéQ), . ,x(()n)). Dann gilt:
limz, =2y <= limx%):ajgj) Yv=1,2,...,n
m—»00 m—00

Beweis:

Fiir jeden Vektor b = (b, h®, ... hM) € R gilt:

|h]| > ‘h(”)‘ Vv=1,2,...,n (%)

I ()
p=1



58 Kapitel 3: R" als topologischer Raum

(Beweis durch Quadrieren, denn ||h||2 = Y (hm)? < (Z |h(”)|)2)
u=1 n=1
Insbesondere gilt dies fiir f = z,, — xo.

Sei lim z,, = . Sei € > 0, dann existiert also ein N € N mit
m—0o0

|Tm —x0l| < Vm >N
Nach (x) folgt daher:

‘x%’;) —2W<e  VYm>N
fiir jede v = 1,2,...,n. Daher gilt: lim :c,(f{) = a:(()'j) Yv
m—>00

Umgekehrt: Sei lim x%) = :L*gj) Yv. Sei € > 0. Dann existiert fiir jedes v ein N, € N, so daf}

m—00

2 — o

< £ VYm > N,
n
Sei N :=max(Ny, Ny, ..., N,). Wegen (xx) gilt dann:

e € £
|Tm — 20| <—+=+--+==¢  Vm>N
n o n n

N S

TV
n-mal

Daher gilt nach Definition: lim x,, = x, ]
m—00

Definition 2:
Eine Folge (:cm)meN mit =, € R" heifft CAUCHY-Folge falls zu jedem ¢ > 0 ein N = N(g) € N
existiert so dajs:

|Xm — x| <e vm,l > N

Satz 3:
R™ st vollstindig, d.h. eine Folge ist genau dann CAUCHY-Folge, wenn sie konvergiert.
Beweis:
Sei lim z,, = . Sei € > 0. Dann existiert also ein N € N, so daf
m— 00

2 — o|| < % Vm > N
Daher gilt fiir m,l > N:

g 9
lm = 2l < llzm = 2]l + llz0 = 20l < 5 +5 = 2

Daher ist (xm)meN eine CAUCHY-Folge.
(v)

Umgekehrt: Sei (xm)meN ein CAUCHY-Folge. Nach (x) im Beweis von Satz 2 folgt, daB (zm, )meN

fiir jedes v = 1,2,...,n eine CAUCHY-Folge ist. Da R vollsténdig ist (s. Analysis 1), existiert

also lim 2% fiir jedes v und es gilt lim ) = :Ug'). Nach Satz 2 gilt daher lim z,, = x, also
m—00 m—00 m—r00

ist (:rm)meN konvergent. O
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83 Limites und Stetigkeit

Definition 1:
Sei xg € R*. Sei D C R". FEs gelte

{zeR0< ||z —mz| <&} CD

fiir ein 61 > 0, d.h. D enthalte die in xq gelochte 61-Umgebung von xg.

Sei f: D — R™. Man sagt, daf der Limes von f(x) fir x gegen xq existiert wenn es A € R™
gibt, so daf$ fiir jede Folge (xl)leN mit x; € D und llimxl =1y gilt:
—00

lim f(z;) = A
=00

In Zeichen:
lim f(z) = A
T—TQ

Satz 1:

Es gilt:
lim f(z) = A
T—TQ

genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein & > 0 existiert, so daf
|f(x) — Al <e fir 0 < ||z — x| <6
(Beachte: links steht die Norm im R™, rechts die Norm im R")

Beweis:
Genauso wieim Falln =m =1

Satz 2:
Es gelte lim f(z) = A, lim g(z) = B. Dann gilt auch:
T—T0 T—T0o
xligclo(f(x) +g(z))=A+B
lim A\ f(z) = A\A (A €R)
T—TQ
lim f(z)g(x) = AB
T—rTQ
Beweis:

Folgt aus §2 Satz 1 (S. 57).
Satz 3:

Es gilt lim f(x) = A genau dann, wenn
T—T0

limf(”)(a:) = AW YVv=1,2,...,m

T—rTQ

wobei f = (fN, f@, ..., fm), A= (AW A@) AM),
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Beweis:
Folgt aus §2 Satz 2 (S. 57).

Definition 2:
Sei xy € R*. Sei D C R* mit Us,(xg) C D fiir ein §; > 0. Sei f : D — R™. Dann heifit f

stetig in x¢, falls lim f(x) existiert und gleich f(xo) ist, also:
T—rTQ

lim f(x) = f(x0)

T—T0

Nach Definition und dem Bewiesenen gilt:

f(z) ist stetig in x

<= fiir jede Folge (iL‘m)mE

y Mit Ty € D, lim x, = 3 gilt:  lim f(2,,) = f(70)
m— o0 m—00
< Ve>035>0,s0daf: | f(x)— f(xo)|| <e fir|x— x| <O

<= Jede Komponentenfunktion ") von f, (v =1,2,...,m) ist in x(()u) stetig.

Beispiel 17:
Jedes Polynom p : R® — R in n Variablen

_ () () y

@)= Gy, 22 a0, €R
0<v1<ry
0<vn<ryp

ist stetig in jedem Punkt 24 € R™. (Grenzwertrechenregeln)

Beispiel 18:
Sei f: R? — R gegeben mit

Sei (&m, Ym) = (+,0). Dann gilt

lim (xmﬂym) = (07 0) und f(xmaym) =1 = lim (xm;ym) =1

m—00 m—00

Sei (Tm, ym) = (0, =). Dann gilt

lim (2, ym) = (0,0) aber f(@m,Ym) =0 = li_r)n [ (Zm, Ym) =0

m—o0

Daher ist f in zyp = (0,0) nicht stetig.
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Beispiel 19:
Wenn lim f(z) = A, so ist auch

T—T0

limf(zo + tv) = A fiir jeden Vektor v € R*, v # 0
tek
(da tp, B0 0 gilt, gilt zp + fpy ——s o)
Man beachte, daf die Punkte x¢ + tv (¢t € R) auf der Geraden durch x4 und zy + v liegen.

Bemerkung:
Die Umkehrung des obigen Sachverhaltes ist im allgemeinen nicht wahr!

Beispiel 20:
Sei f:R*\ {(0,0)} — R gegeben durch

(y* —x)°
y4 —|—ZU2

Sei zg = (0,0). Sei v = t(h, k), (h, k) # (0,0). Dann ist

fo,y) =

(t°k* —th)*  (tk* = h)> 150 B*

th,tk) = = — =1
f(th, tk) tAkY + t2h2 hzo 2k4 + h2 h?

o t2k4 -1 t—0 1

h=0 £2k%

Andererseits gilt f(¢%,¢) = 0 also %ir%f(tZ,t) =0.
—

84 Topologische Riume

Definition 1:
Sei X eine Menge. Fiir jedes x € X sei eine Familie F von Teilmengen von X, Umgebungen
von x genannt, gegeben mit den folgenden Figenschaften:

(i) Jedes x € X hat mindestens eine Umgebung.
(i1) Jede Umgebung von x enthdlt x.
(111) Sind Uy, Uy Umgebungen von x, so gibt es eine Umgebung Us von x mit Uy C Uy N Us.

(iv) Ist U Umgebung von x und ist y € U, so gibt es eine Umgebung V' von y mit V C U.

Man nennt dann X (zusammen mit dem System von Umgebungen {fx}xEX) einen topologi-
schen Raum.

Topologie (=wortlich ,,Ortskunde”) Studium topologischer Rdum und stetiger Abbildungen.

Bemerkung (zur Notation):
Was hier ,Umgebung® heifit, wird oft auch als ,Fundamentalumgebung® bezeichnet. Dann heif}t
eine Teilmenge von X, die eine Fundamentalumgebung enthélt, ,Umgebung*.
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Beispiel 21:
Sei X = R", die Umgebungen von x € X seien die §-Umgebungen

Us(z) = {y e R*||ly — || < &}
von z (6 > 0). Nachpriifen von (i) bis (iv):

(i) + (ii) Klar!
(iii) Us, () NUs,(z) = Us,(z)  mit 63 = min(dy, d2)
(iv) wurde in §1, Beispiel 14 gezeigt.

Beispiel 22:

Sei X eine Menge. Jedes z besitze genau eine Umgebung, ndmlich X. (sogenannte ,Klum-
pentopologie®, uninteressant,)

Beispiel 23:

Sei X eine Menge. Jedes x besitze genau eine Umgebung, nimlich {x} (sogenannte , diskrete
Topologie*)

Beispiel 24:

Sei X ein normierter Vektorraum iiber R mit der Norm [|.|. Fiir jedes x € X besitze als
Umgebungen die Mengen

Us(z) :={z e X||ly—z|| <}  (5>0)

Beispiel 25:

Jeder metrische Raum (s. Ubungsaufgaben) ist in natiirlicher Weise ein topologischer Raum.
Beispiel 26:

Sei X ein topologischer Raum und A C X. Fiir jedes x € A definiere man als Umgebung von z
genau die Menge ANU, wobei U alle Umgebungen von z bzgl. der Topologie von X durchléuft.
Dann ist A ein topologischer Raum mit der sogenannten ,,induzierten Topologie*.

(klar! 7.B. gllt (111), denn (A N Ul) N (A N U2) DAN U3 wenn U1 N U2 D) U3)
In jedem topologischen Raum kann man innere Punkte, duflere Punkte und Randpunkte

(bzgl. einer vorgegebener Teilmengen A C X)) definieren, genauso wie im Falle X = R". Genauso
kann man von offenen bzw. abgeschlossenen Mengen sprechen:

z.B. heif}t ein Punkt x € X innerer Punkt von A , wenn es eine Umgebung U von x gibt
mit U C A.

Eine Teilmenge A C X heifit offen, wenn jeder Punkt x € A innerer Punkt von A ist.
A heifit abgeschlossen, wenn A° = X \ A offen ist.

Genauso wie in §1 (fiir Fall X = R") zeigt man, daf} die Vereinigung beliebig vieler offener
Mengen und der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen wieder offen ist.

Beispiel 27:

X habe die diskrete Topologie (s. Bsp. 23). Dann ist jede Teilmenge A C X offen.
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Beispiel 28:

X habe die Klumpentopologie (s. Bsp. 22). Dann sind die offenen Mengen genau () und X.
Beispiel 29:

Sei X ein topologischer Raum, z, € X, dann folgt aus Axiom (iv) der Topologie, daf} jede
Umgebung U von xg offen ist.

Beispiel 30:

Sei X ein topologischer Raum, A C X mit der induzierten Topologie (s. Bsp. 26). Dann sind
die (bzgl. der induzierten Topologie von A) offenen Teilmengen von A genau die Mengen AN B,
wobei B C X offen (bzgl. der Topologie von X).

Definition 2:

Seien X und Y topologische Riume. Sei f : X — 'Y eine Abbildung und o € X, dann heifit f
stetig in xg, wenn zu jeder Umgebung V' von f(xy) eine Umgebung U von xq mit f(U) C V
existiert.

Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt xo € X stetig ist.

Beispiel 31:
Sei X C R” offen. Dann stimmt obige Definition der Stetigkeit fiir ¥ = R™ mit der in §3
gegebenen e-0-Definition iiberein, denn:

V= {yERm‘Hy—f(:ro)H <5} (e >0)
U:{xEX‘||x—:1:0||<5} (0 >0)

f(U) C V bedeutet dann
1f(2) = flzo)ll <& fiir |z — zol| <0

Beispiel 32:
Sei X topologischer Raum mit der diskreten Topologie, Y topologischer Raum. Dann ist jede
Abbildung f : X — Y stetig.

Satz 1:
Seien X und Y topologische Raume und f : X — Y eine Abbildung. Dann ist f stetig genau
dann, wenn das Urbild f~'(B) fiir jede offene Menge B C'Y offen ist.

Beweis:

“=«: Sei f stetig. Sei B C Y offen. Z.z: dann ist f '(B) offen. Sei = € f (B) also ist
f(z) € B. Die Abbildung f ist nach Voraussetzung in x stetig, also existiert zu jeder
vorgegebenen Umgebung V' von f(z) eine Umgebung U von x mit f(U) C V. Da B nach
Voraussetzung offen und f(z) € B, existiert ein solches V' C B, also gilt f(U) C V, also
Uc fYV)c fYB). Also ist f~(B) offen.

“e=¢“: Es gelte: das Urbild jeder offenen Menge ist offen. Z.z: f ist stetig in jedem Punkt
z € X. Sei V Umgebung von f(z). Dann ist V' offen nach Definition und Axiom (iv) der
Topologie. Daher ist nach Voraussetzung auch f~}(V) offen. Es gilt z € f~1(V), denn
f(x) € V. Also ist = innerer Punkt von f~!(V) also existiert eine Umgebung U von = mit
Uc fY(V),also f(U) C V. Also ist f in x stetig. Da x beliebig war, ist also f stetig.
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]

Korollar 1:
Sei f: X = R, X topologischer Raum, f stetig. Sei ¢ € R. Dann sind die Mengen

{z € X|f(x) <c} {zeX|f(x)>c}
offen und die Mengen

{z e X|f(x) <c} {z € X|f(x) > ¢} (%)
abgeschlossen.
Beweis:
Es gilt

{z e X|f(x) <c} =" ((—o00,0))
Das Intervall (—oo, ¢) ist offen in R, da f stetig ist, ist also f‘l((—oo, c)) offen.
(#hnlich fir {z € X|f(z) > c})

Die Aussagen () folgen durch Komplementbildung, denn eine Teilmenge A C X ist genau
dann abgeschlossen, wenn A€ offen ist.

{x EX‘f(x)
{z EX‘f(:r)

€ X|f(z)>c}

<c}'=
>} = z € X|f(z) <c}

(ot Wt

O

Satz 2:
Seien X, Y, Z topologische Riume und f: X —Y, g:Y — Z Abbildungen. Es sei f inxy € X
stetig und g in yo = f(xo) stetig. Dann ist auch die Komposition go f : X — Z in x, stetig.

Beweis:

Sei V' eine Umgebung von g o f(zy) = g(f(z0)) = g(yo). Da g in yo stetig ist, gibt es eine
Umgebung U von yo mit g(U) C V. Da f in zq stetig ist, existiert eine Umgebung W von
mit f(W) C U. Daher folgt go f(W) = g(f(W)) C g(U) C V. Daher ist go f stetig in zo. O

Definition 3:
Seien X,Y topologische Riume und f : X — Y. Dann heifit f Hombéomorphismus, wenn f
bijektiv und sowohl f als auch f~1 stetig sind.

Bemerkung: )
Ist f bijektiv und f stetig, so braucht f kein Homéomorphismus zu sein (s. Ubungsaufgabe).
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85 Zusammenhingende topologische Riume

Intuitiv sollte ein ,zusammenhingender” topologischer Raum ,,aus einem Stiick“ bestehen.

Definition 1:
Sei X topologischer Raum, dann heifft X zusammenhingend, falls es nicht méglich ist zu
schreiben:

X=AUB
wobei A und B offene Teilmengen von X sind mit

A#0D B#0 ANB=10

FEine Teilmenge S C X heifit zusammenhdngend, falls S mit der induzierten Topologie zusam-
menhdngend ist.

Beispiel 33:
Man kann zeigen, dafl die zusammenhéngenden Teilmengen S C R genau die Intervalle sind.

Satz 1:
Sei f: X =Y stetig. Ist dann X zusammenhdngend, so ist auch f(X) zusammenhdngend.

Beweis:
Annahme: f(X) ist nicht zusammenhéngend.

Dann kann man nach Definition schreiben: f(X) = PU Q@ mit P,Q C f(X) offen (bzgl. der
induzierten Topologie), P # 0, Q@ # 0, PN Q = 0. Da f stetig, ist auch die Abbildung
g: X — f(X), g(x) := f(x) stetig (klar nach Definition!). Nach Satz 1, §4 (S. 63) sind daher:

A=g'(P)= f1(P) B=g¢'Q) =f(Q)

offen. Ferner gilt A # 0, B # (), denn f(X) = PUQ und P # 0, Q # (). Wegen PN Q =0
gilt AN B = (. Ferner folgt aus f(X) = PUQ, daB X = f~'(P)uU f~(Q) = AU B. Daher
folgt, daBl X nicht zusammenhéngend ist. éWiderspruch! zur Voraussetzung. Daher ist f(X)
zusammenhéngend. O

Definition 2:
Sei X topologischer Raum, x,y € X. Dann versteht man unter einem Weg von x nach y (in
X ) eine stetige Abbildung

a:[0,1] - X mit a(0) =z, a(l) =y
Definition 3:

FEin topologischer Raum X heifit wegzusammenhingend, falls je zwei Punkte x,y € X durch
einen Weg verbunden werden kinnen.

Satz 2:
Es gilt

X ist wegzusammenhdngend = X ist zusammenhdngend
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Beweis:
Ubungsaufgabe

Bemerkung:
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

§6 Kompakte topologische Riume

Wir betrachten zunichst Teilmengen A € R™.

Definition 1:
(i) Eine Teilmenge A C R™ heifit beschrinkt, falls es C' > 0 gibt mit ||z|| < C Vz € A.
(i) Sei A CR", g € R". Dann heifit o Hiufungspunkt von A, falls jede Umgebung U

von xg unendlich viele Punkte aus A enthdlt.

Lemma 1 (CANTOR):
Sei A1 D Ay D A3 D ... eine Folge von abgeschlossenen nicht-leeren Teilmengen in R™ mit

diam A,, := sup{ ||z — y[||z,y € 4} diam A,, = 0

Dann besteht ﬁNAm aus genau einem Punkt x
me

Beweis:
Sei Z, € Ap. Sei e > 0. Wegen diam A,, ——— 0 existiert N € N, so daf diam Ay < .

Seien [,m € N mit [,m > N, dann ist z,,, 2, € Ay, denn A,,, A; C Ay.
Dabher folgt ||z, — =] < e.

Nach Definition ist daher (:r;m)m .

also xg = lim z,,.
m—0o0

Sei [ fest. Fiir m > [ ist dann x,, € A;, also folgt

y eine CAuCcHY-Folge. Da R" vollstindig ist (s. §1), existiert

Ty = limmeE:Al
m—00

da A; abgeschlossen (s. Ubungsaufgabe).
Daher gilt also: xqg € N A;.
IEN

Sei x € N A;. Dann gilt
leN

|z — zo|| < diam A, e — T = X

(nach Voraus.)

Dies beweist das Lemma. O

Satz 1 (BOLZANO-WEIERSTRASS):
Jede unendliche, beschrinkte Teilmenge A C R" hat mindestens einen Hdaufungspunkt.
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Beweis:
Ahnlich wie im Fall n = 1 durch , Intervallschachtelung*:

Da A beschrankt ist, ist A enthalten in einem n-dimensionalen, abgeschlossenen Wiirfel A;. Man
unterteile diesen Wiirfel in 2" n-dimensionale, kongruente abgeschlossene Unterwiirfel. Da A
unendlich, enthilt mindestens einer dieser Unterwiirfel unendlich viele Elemente aus A. Dieser
sei Ay. Man verfahre induktiv fort und erhélt auf diese Weise eine Folge A; D Ay D A3 D ...
von abgeschlossenen, nicht-leeren Teilmengen von R” mit:

diam A4,, "2+ 0
Die Behauptung des Satzes folgt daher aus Lemma 1. O

Definition 2:
Fine Teilmenge A von R™ heifit kompakt, falls jede unendliche Teilmenge S C A mindestens
einen Haufungspunkt xq in A besitzt.

Satz 2:
Fine Teilmenge A C R"™ ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und beschrdinkt ist.

Beweis:

“=%: Sei A abgeschlossen und beschrinkt. Z.z: A ist kompakt.

Sei S C A unendliche Teilmenge von A. Da A beschrénkt ist, ist auch S beschrénkt. Nach
Satz 1 hat also S einen Haufungspunkt xy.

Annahme: xq ist nicht Element von A (zo ¢ A). Dann gilt xy € A°. Da A abgeschlossen,
ist A¢ offen, also ist z( innerer Punkt von A€ d.h. es existiert eine Umgebung U von
xo mit U C A°. Also ist ANU = (), insbesondere SNU = () éWiderspruch! da xq ja
Haufungspunkt von S ist.

Also gilt zy € A. Demnach ist A kompakt.

“e=¢“: Sei A kompakt.
Annahme: A ist nicht beschrankt. Dann existiert fiir jedes m € N ein z,, € A mit
||| > m. Sei S = {x1,zs,...}. Dann ist S unendlich. Aber S hat keinen Hiufungspunkt,

insbesondere keinen solchen in A §Widerspruch! zur Kompaktheit von A. Daraus folgt:
A ist beschrinkt.

Annahme: A ist nicht abgeschlossen. Dann ist also A° nicht offen, also nicht jeder Punkt
aus A¢ist innerer Punkt von A°. Also gibt es g € A° und zu jedem m € N ein z,,, € A mit
|Zm — 2ol < L. Sei S = {z1,25,...}. Dann ist S unendlich, denn zy ¢ A. Andererseits
hat S genau einen Haufungspunkt, ndmlich z,. Aber z, ¢ A éWiderspruch! Daher ist A
abgeschlossen.

O

Wir geben im Folgenden eine Charakterisierung von Kompaktheit in Termen von ,offenen
Uberdeckungen®.
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Definition 3:
Sei X topologischer Raum, A C X.

(i) Eine Familie F = {Ui}ief (I Indezmenge) von Teilmengen U; C X heift Uberdeckung
von A, falls A C _UIUi.
S

(ii) Ist F Uberdeckung von A und F' Uberdeckung von A mit F' C F, so nennt man F'
Teiliiberdeckung von F.

(iii) Ist F = {Ui}iel Uberdeckung von A und sind alle U; (i € I) offen, so nennt man F
eine offene Uberdeckung von A.

Satz 3 (HEINE-BOREL): )
A C R" ist kompakt genau dann, wenn jede offene Uberdeckung von A eine endliche Teiliiber-
deckung (von A) enthdlt.

Beweis:

“=: Sei A kompakt. Sei F eine offene Uberdeckung von A.

Annahme: Es gibt keine Teilfamilie 7/ C F, die ganz A iiberdeckt. Wir konstruieren
induktiv eine Folge A; D A, D ... von kompakten Teilmengen des R" mit

[—00

diam A, —— 0

derart daf keine endliche Teilfamilie 7' C F die Menge A; iiberdeckt, fiir jedes [ € N.
Man setze A, := A. Da A kompakt ist, ist A beschrinkt nach Satz 2 (S. 67). Also ist A
enthalten in einem abgeschlossenen n-dimensionalen Wiirfel I;. Man unterteile I; in 27
n-dimensionale, abeschlossene, kongruente Unterwiirfel 111, I1o, ..., I1,, mit m = 2". Man
setze Ay, == AiNTL, (v =1,2,...,m). Dann ist A;, kompakt nach Satz 2 (, denn A
und I, sind beschrinkt und abgeschlossen, also gilt dies auch fiir den Durchschnitt.)

Wenn fiir jedes v, 1 < v < m eine endliche Teilfamilie F, C F existierte, die ganz A,
iiberdeckt, so wire

OF, cF
eine endliche Teilfamilie von F, die nach Konstruktion ganz A iiberdecken wiirde. Dies

kann nach Annahme nicht sein. éWiderspruch!

Also existiert mindestens ein g, 1 < g < m mit der Eigenschaft, dafl keine endliche
Teilfamilie 7' C F ganz A, iiberdeckt. Man setze Ay := A,. Dann ist A, kompakt, . ..

Induktiv erhélt man dann die gemischte Folge A; D Ay D ... Nach Konstruktion sind
alle A; nichtleer. (Die leere Menge wird von jedem U € F iiberdeckt.) Nach dem Lemma
1 (S. 66) enthilt A; N A, N ... genau einen Punkt, ndmlich z.

Insbesondere ist zo € A1 = A. Da F eine Uberdeckung von A ist, gilt =, € U fiir U € F.
Da F eine offene Uberdeckung ist, ist U offen. Also ist zy innerer Punkt von U, also
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[—00

existiert eine Umgebung V' von zy mit V' C U. Wegen diam Ay ——— 0 sind daher
alle A; mit [ geniigend grofl in V' enthalten, also auch in U enthalten. éWiderspruch! da
U offen und A; C U (I groB) ist also {U} C F eine endliche Teiliiberdeckung von A,
éWiderspruch! zur Konstruktion der A;’s.

Daher ist die urspriingliche Annahme falsch, d.h. es existiert eine endliche Teilfamilie
F' C F die ganz A iiberdeckt.

Es gelte: Jede offene Uberdeckung von A enthilt eine endliche Teiliiberdeckung. Z.z: A
ist kompakt.

Nach Satz 2 ist also zu zeigen, dafl A abgeschlossen und beschrankt ist.

Annahme: A ist nicht beschrankt. Dann ist
F = {Um(O)}meN (Um(O) = {x € R"‘Hx” < m})

eine offene Uberdeckung von A, die keine endliche Teiliiberdeckung von A enthiilt.
§ Widerspruch!

Annahme: A ist nicht abgeschlossen. Dann wére also A, nicht offen, also géibe es zy € A,
und fiir jedes m € N einen Punkt z,, € A mit [|zp, — zo|| < +.

Sei Uy, := {z € R*|||z — 25| > L} fiir jedes m € N. Dann ist U, offen.

Sei F = {Um}meN. Dann ist F eine offene Uberdeckung von A (denn F iiberdeckt ja sogar
{z € R"|z # 20} und zo ¢ A), die keine endliche Teiliiberdeckung von A enthélt (,denn

nach Konstruktion existieren ja Punkte aus A beliebig nahe an x). §Widersprueh!

O

Definition 4: )
Sei X topologischer Raum, sei A C X. Dann heifit A kompakt, wenn jede offene Uberdeckung
von A eine endliche Teiliiberdeckung enthdlt.

Definition 5:
Man nennt A C X (X topologischer Raum) folgenkompakt, wenn jede unendliche Teilmenge
S C A mindestens einen Hdufungspunkt in A hat.

Satz 4:
Es gilt:

Kompaktheit == Folgenkompaktheit

Beweis:
Wird hier nicht ausgefiihrt.

Bemerkung:
Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!

Bemerkung:
Was hier also ,kompakt“ bezeichnet wird, wird in der Literatur auch ,,quasi-kompakt® genannt.
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Satz 5:
Seien X, Y topologische Riume und f : X — Y eine stetig Abbildung. Sei X kompakt. Dann
ist auch f(X) kompakt.

Beweis:

Sei F = {Ui}'ef (I Tndexmenge) eine offene Uberdeckung von F(X), d.h. f(X) C UIUi und
i 1€

jedes U; (i € I) ist offen.

Es gilt daher

XY e gu) = gf

Da f stetig und U; offen, ist auch f~!(U;) offen. Daher ist also { f~'(U;)}._, eine offene Uber-

el

deckung von X. Da X kompakt, {f_l(Ui)}iez eine endliche Teiliiberdeckung, d.h.
XcCf N U) U (Uy,)u---Uf(U,,)
fiir gewisse, endlich viele Indizes iy, 4o, ..., i,. Also gilt
f[(X)cU,UU,U---Ul;

Also ist {U;,, U; U;,.} eine endliche Teiliiberdeckung. Daher ist f(X) kompak®. O

2%

Korollar 1:
Sei X topologischer Raum, X kompakt und f : X — R stetig. Dann nimmt f auf X thr
Mazimum und thr Minimum an.

Beweis:

Nach Satz 5 (S. 70) ist f(X) kompakt, also abgeschlossen und beschrinkt (Satz 2). Daher hat
f(X) ein Infimum @ und ein Supremum b (Beschrinktheit). Nach Konstruktion (s. Analysis 1)
gibt es Folgen (an)neN und (b")neN mit a,,b, € X Vn € Nund lima, = a und lim b, = b.

n—oo n—oo
Da f(X) abgeschlossen ist, gilt a,b € f(X) (wire z.B. a ¢ f(X), so wiire a € (f(X))", aber
(f(X))c ist offen, wegen f(X) abgeschlossen, also existiert eine §-Umgebung von a, die ganz
in (f(X))" enthalten ist, §Widerspruch! zu lim a, = a und a, € f(X) Vn) Dies beweifit die
Behauptung. o O



Kapitel 4

Differenzierbarkeit reeller Funktionen
mehrerer Variabler

81 Richtungsableitungen, parielle Ableitungen

Ist I € R ein offenes Intervall, o € I und f : I — R, so definiert man die Ableitung von f in
o als

o) — i @0 W) = F(20)

h—0 h

vorausgesetzt dieser Limes existiert. Ist f eine Funktion mehrerer Variabler, so ist A € R" ein
Vektor und obiger Ausdruck macht keinen Sinn. (Division durch Vektoren macht keinen Sinn.)

Ziel: akzeptabler Ersatz

Definition 1:
Ein Einheitsvektor v € R* (d.h. ||v|| = 1) heifit Richtung im R".

Ist o € R" und v eine Richtung im R", so heifit die Gerade durch xo und xq + v, d.h. die
Menge

{xo —l—tv‘t € R}

die Gerade durch z; in Richtung v.

Bemerkung:
Die Richtungen im R" sind also die Punkte der ,,(n — 1)-dimensionalen Sphire“, welche die
,n-dimensionale abgeschlossene Einheitskugel“

{z e R[] <1}

berandet. (Bsp.: Einheitskreis im R?)

71
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Definition 2:
Sei D C R" und xg € D ein innerer Punkt von D. Sei f: D — R. Sei v eine Richtung im R".
Dann heifit

im f(zo + tv) — f(z0)

t—0 t
teR

die Richtungsableitung von f in z, in Richtung v.

Da x innerer Punkt von D ist, gibt es eine §-Umgebung Us(xg) von x, die ganz in D enthalten
ist.
Fiir [t| < § ist xg + tv € D, denn
[(zo +tv) — zol| = [[tv]| = [¢] - [[o]l = |t] <0
Fiir |t| < ¢ setze man
p(t) = flao +tv)
Dann ist

f(xo+tv) — fwo) _ o(t) — ¢(0)
t t

damit ist die Existenz der Richtungsableitung von f in z, in Richtung v dquivalent zur Diffe-
rentiation von () int =0

Beispiel 34:

Sei D =TR? und f : R?> — R gegeben durch

ity fiir (2,y)

f(r,y) = {I " fiir (2y) = (0,0)

e
—~
=

=)
~

Man untersuche f auf Existenz der Richtungsableitungen in (0, 0).
Sei v = (cos ¥, sin¥) mit 0 < ¥ < 27 eine Richtung im R?. Dann gilt fiir ¢ # 0:

. 2t% cos ¥ sin ¥
p(t) = f(tv) = f(t(cos,sind)) = £2(cos? ¥ + sin? )

= 2cosYsindd = sin 29

(Additionstheoreme)

Ferner ist: ¢(0) = f((0,0)) =1

Gilt also sin29 = 1 (d.h. 9 = Z A9 = 27), so ist ¢(t) die konstante Funktion mit Wert 1. In
diesem Fall ist also ¢ in ¢ = 0 differenzierbar und ¢'(0) =0

Ist sin 29 # 1, so ist ¢ wegen ¢(0) = 1 in ¢ = 0 nicht stetig, also erst recht nicht differenzierbar.

Dabher existiert die Richtungsableitung von f in (0, 0) in Richtung v = (cos ¥, sin 1) genau dann,
wenn v = ($v/2,1v/2) oder v = (—1v2, —$V/2) ist.
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Wir bezeichnet mit
e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) € R"
i-te Stelle
den i-ten Einheitsvektor im R". Man beachte, da$ ||e;]| = 1 und daB {e;,es,...,e,} eine
Basis des R" ist.

Definition 3:
Sei D C R", xy € D ein innerer Punkt von D und f : D — R. Dann nennt man die Rich-

tungsableitung von f in xq in Richtung e; (i = 1,2,...,n) die i-te partielle Ableitung von
f in xq, vorausgesetzt diese Richtungsableitung existiert. Man schreibt hierfir:
of
d .
o (70) oder fi(xo)

Nach Definition gilt also

D .2 i—1) (i it n
oy — tiag LG8 a0l a7, al)) = )
o _t%() t

sofern dieser Limes existiert.

Bemerkung:

Grob gesprochen erhélt man die i-te partielle Ableitung von f in x(, indem man alle Variablen
von f aufler der i-ten als konstant ansieht und nach der i-ten Variablen differenziert.
Beispiel 35:

Sei f : R* — R gegeben durch

f(@,y,2) = a® +y + cos(y2)

Dann ist
g—i(x,y,z) = fi(z,y,2) = 2%
g_gjj(x, y,2) = fa(x,y,2) =1 — zsin(yz)
g_ﬁ(x,y,z) = f3(z,y,2) = —ysin(yz)

Definition 4:
f heifit partiell differenzierbar in z,, wenn alle partiellen Ableitungen f; (i = 1,2,...,n)
von [ in xy existieren.

82 Differenzierbarkeit

Bei Funktionen einer Variablen bedeutet Differenzierbarkeit geometrisch die Existenz der Tan-
gente. Bei reellen Funktionen mehrerer Variablen wollen wir Differenzierbarkeit so definieren,
dafl es geometrisch die Existenz der Tangentialhyperebene bedeutet.

Dies ist im allgemeinen eine viel schirfere Aussage als nur die Existenz der partiellen Ableitung.
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Definition 1:

Sei D C R*, xyg € D innerer Punkt von D und f: D — R. Dann heifit f differenzierbar in
xo (oder auch total differenzierbar), falls es eine lineare Abbildung L : R* — R (abhdngig von
xo) gibt, so dafs

g £ @0+ 1) = (o) = L(B)

=0
h—0 1Al

Erinnerung: Eine Abbildung L : R* — R heif}t linear, falls gilt

L(z+y) = L(z) + L(y) Vz,y € R"
L(Az) = AL(x) Ve R" VA eR

Man beachte: Eine Abbildung L : R® — R ist genau dann linear, falls es a1, as, ..., a, € R gibt,
so dafl

L(z) = a;2V 4 a2® + - - - + a,2™ Vo = (:1:(1), z® ,x(”)) eR"
In der Tat: Jede solche Abbildung ist linear. Umgekehrt: Sei L : R* — R linear. Man schreibe
T = (:U(l), z? . ,x(")) = ez 4+ e9z® + - 4 e, 2™

Dann folgt wegen der Linearitit von L:

L(z) = L(eye® + e32® + - - 4 €,2M) = L(ey2D) + L(ea2®) + - - - + L{e,a™)
= L(e) 2 + L(eg) #® + -+ L(en) 2
e —~

Satz 1:
Sei [ differenzierbar in xq. Dann gilt:

(i) Die Richtungsableitungen von f in xzq in jede Richtung v existieren. Insbesondere ist f
in xo partiell differenzierbar.

(ii) Es gilt

L) =Y filwo)h®  Vh= (B, 52, ... B

i=1
Insbesonder ist L eindeutig (durch f und xq) bestimmit.
Beweis:

(i) Nach Voraussetzung gilt

i) — ) — 1) *
0= |im ] *)
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Man wihle fiir h = tv mit ¢t € R, t — 0, ¢ # 0. Es folgt dann:

0 = lim|f B0 H ) = Flwo) = L) [ e + ) — flzo) = Lto)
=0 |tv]] (wegen [Jof] = 1) t-30 ]
_ lﬁ% f(xo + tv) —f(:cg) — tL(v) _ 15% f(zo + tvt) — (@) L)
also gilt:
e

d.h. die Richtungsableitung von f in zy in Richtung v existiert (und ist gleich L(v)).
Insbesondere gilt: L(e;) = fi(xo)
(ii) Es gilt nach (i):
L(h) = L(hWWe; + hPey + ... hMe,) = hV L(er) + AP Les) + -+ hM L(e,)
= WV fi(wo) + h® fo(o) + -+ + B fo (o)

Definition 2:
Sei f differenzierbar in xg.

(i) Die durch f und xo nach Satz 1 (i) eindeutig bestimmite lineare Abbildung L heifst das
Differential von f in xy und wird mit df (xq) oder df,, bezeichnet.

(ii) Der Vektor (fi(zo), f2(0), ..., fa(z0)) € R* heift Gradient (,Steigungsvektor) von
[ in xo und wird mit grad f(xq) abgekiirzt.

Man beachte:
df (zo)(h) = grad f(zo) - h (Skalarprodukt)
Bemerkung:

(i) Ist f differenzierbar in xg, so liefert das Differential df (z) von f in xy eine lineare
Approximation df (xy)(z — xy) an f(x) — f(zp) fiir £ nahe bei x,.

Der Fehler dieser Approximation ist gleich

f(x) = f(xo) — df (wo) (x — )

d.h. gleich dem Zahler von (x). Dieser Fehler ist klein im Verhéltnis zu ||z — x|, wenn
x nahe bei x; ist.

Geometrisch bedeutet Differenzierbarkeit von f in zy, da die Hyperebene im RP*!
gegeben durch die Gleichung

z = f(mo) + grad f(wo)(z — x0)
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im Punkt (xg, f(a:o)) tangential an den Graphen von f ist.

,Hyperebenen“ werden hier als ,,affin“ verstanden, d.h. aus dem Nullpunkt translatiert.
Verschiebt man zuriick in den Ursprung, so erhélt man also einen linearen Unterraum
von R"*! der Kodimension (dim V' — dim U).

(Definition: Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum, U C V' ein Unterraum, dann
nennt man dim V' — dimU die Kodimension von U (in V).)

(ii) Formal kann man die Hyperebenengleichung

z = f(xo) + (fl(fo), foo), ..., fn(ﬁo))(ﬁ — 7p)

aufschreiben, schon dann, wenn f in xy nur partiell differenzierbar ist. Diese , beriihrt*
jedoch im allgemeinen dann nicht in (zo, f(zo)), egal wie sich = an x, annihert.

Inbesondere impliziert im allgemeinen die Existenz der Richtungsableitungen von f in
xg fiir alle Richtungen nicht die Differenzierbarkeit von f in x(, wie Beispiel 38 zeigt.

Beispiel 36:

Ist n =1, so stimmt die Definition der Differenzierbarkeit mit der aus Analysis 1 iiberein.
Beispiel 37:

Ist D C R” offen und f : D — R auf ganz D partiell differenzierbar und sind zusétzlich alle
partiellen Ableitungen fi(z), fo(z), ..., fo(z) auf D stetig, so kann man zeigen (s. spéter), dafl
f auf ganz D differenzierbar ist.

Beispiel 38:

Sei f: R? — R gegeben durch

2 i () # 0,0)
flw,y) = {0 7t () = (0,0

Sei v = (cosJ,sin?)) (0 < ¥ < 27) eine Richtung im R%. Dann gilt (mit 2o = (0, 0)):

f(@o+tv) — f(xo)  f(tv)  2t3cos?sin® Y
t ot t(t2cos2d) + tdsin? ¥)
B 2 cos 1 sin? ¥ -0 % fiir cosv # 0
 cos2 i) + t2sint ¥ "o fiir cos =0

Also existiert die Richtungsableitung von f in 25 = (0,0) in jede Richtung v.

Aber f ist nicht stetig in zy = (0,0), denn f(y? y) = 1, also auch lin(l]f(yQ, y) =1+#0= f(x),
Yy—

also auch in z( nicht differenzierbar, wie Satz 2 zeigt.

Satz 2:
Ist f differenzierbar in xq, so ist f in xy stetig.

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt:

0= imf(xo +h) — f(xo) — df (o) (h)
h—50 || ]]
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Nach der Definition des Limes (mit ¢ = 1) gibt es also ein ¢y > 0, so daf}

f(xo+h) — f(xo) — df (x0)(h)

<1
7]

fiir 0 < ||h]| < do. Daher gilt
| (zo +h) = f(wo) — df (xo) (h)| < |R]|  fiir [[A]] < do
Es gilt (nach der CAUCHY-SCHWARZ’schen Ungleichung):
df (xo)(h) = grad f(xo) - h |df (o) (h)| = lgrad f(xo) - h| < [[grad f(zo)]| - [[l]
Daher gilt fiir ||h|| < do:
|f (@0 + h) = f(zo)| = [f (o + h) = f(x0) — df (x0)(h) + df (x0) ()]

< |f (o +h) — f(z0) — df (20) ()] + |df (o) (h)]|

< [|pll + llgrad f(zo) || - [[A]] = Cl[n]l  mit C":= 1+ |lgrad f (o)
Sei ¢ > 0 frei gewiihlt. Sei § = min(dy, &). Fiir ||2|| < § gilt dann

1f (zo 4+ h) = f(zo)l| < &
Also ist f in x( stetig. O

Lemma 1:

Sei D CR", xge D, f: D — R. Seien h € R", ty € R fest, derart daf$ xq+ toh innerer Punkt
von D ist (man beachte, daf$ xo + toh auf der Geraden durch xo und xy + h liegt). Ist dann f
in xy + toh differenzierbar, so ist auch

o(t) :== f(xo + th) (t nahe bei ty)
in t =ty differenzierbar und es gilt:
¢'(to) = df (zo + toh)(h) = grad f(zo + toh)h
Beweis:
Ist h = 0,s0ist p(t) = f(xo) konstant, also gilt ¢'(to) = 0, also ist die Behauptung trivialerweise
richtig.
Sei h # 0. Da f in x( + toh differenzierbar ist, gilt
0= hmf(l‘o + tgh + 77) - f(!L‘g + toh) — df(l‘o + toh) (77)
n—0 [l
Man wihle speziell n = th mit ¢t € R, ¢t — 0. Dann folgt

f(l‘g + toh + th) — f(l’g + toh) - df(l‘o + toh) (th)

0 =lim
=0 izl
_ 1 lim f(SUU + (to + t)h) — f(l“o + toh) —t- df(SUU + toh)(h) ‘
[[p]]t=0 t
— 0= lg% (f(xO + (tU +t)iz) — f(x() +t0h) . df(l’o +t0h)(h)>
_ 15% (W(t + toi — p(to) — df (zy + tgh)(h)>

Dies ist gerade die Behauptung. O
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Satz 3 (Mittelwertsatz in mehreren Variablen):
Sei D C R" offen. Sei xy € D. Sei h € R" fest, derart daf$ das Geradenstiick zwischen xy und
o + h ganz in D enthalten ist:

{zo+thl0 <t <1} C D

Sei f: D — R in jedem Punkt des Geradenstiicks differenzierbar. Dann gibt es s € (0,1), so
dafs:
f(zo+h) — fxo) = df (xo + sh)(h)

Beweis:

Sei ¢(t) := f(xo +th) (0 <t < 1). Da f in jedem Punkt des Geradenstiicks differenzierbar
ist, ist f dort auch stetig (Satz 2), also ist auch ¢(t) (0 <t < 1) stetig, denn die Komposition
stetiger Abbildungen ist wiederum stetig.

Nach dem Lemma 1 ist ¢ auf (0, 1) differenzierbar, und
¢'(t) = df (zo + th)(h)
Nach dem Mittelwertsatz fiir Funktionen einer Variablen folgt also die Existenz eines s € (0,1)
mit
p(1) = (0) = ¢'(s) - (1 = 0) = ¢(s)
Also gilt:
f(zo+ h) = f(x0) = df (x0 + sh)(h)

Definition 3:

Sei f: D — R und A C int(D). Ist dann f in jedem Punkt von A differenzierbar, so nennt
man [ auf A differenzierbar. Ist D offen und f : D — R auf D differenzierbar, so nennt
man f eine differenzierbare Funktion (auf D).

Definition 4:
Fine Teilmenge K C R™ heifit konvex, falls die Verbindungsgerade je zweier Punkte aus K
ganz in K enthalten ist, d.h.:

z,y € K — tr+(1—t)ye K Vtel0,1]

Satz 4:
Set D CR" und f: D — R. Sei K C D konvex derart, daff f auf K differenzierbar ist. Es
gebe C' >0, so dafs:

lgrad f(z)|| < C  VreK

Dann gilt:

[f(@) = fW) < Cllz =yl Vo,ye K
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Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz (Satz 3) gibt es (zu vorgegebenen z,y € K) ein s € (0,1) mit

f@) = fy) =df (y+ sz —y)) (@ —y)

Daher folgt nach der CAUCHY-SCHWARZ’schen Ungleichung:

(@) = f(y)| = lgrad f (y + s(z — y)) (z — y)| < llgrad f((y + s(z =) - Iz — ¥

da y+ s(z —y) € K und ||grad f(z)|| < C Vx € K gilt:

[f(x) = f(y)l < Cllz =yl

Korollar 1:
Seir D C R" offen und zusammenhdingend. Sei f : D — R differenzierbar und es gelte:

df(x)=0 Vze€D bzw. grad f(z) =0 Vx e D

Dann ist f konstant.

Beweis:
Ohne Einschrinkung sei D # (). Sei xyp € D. Sei

Dy :={z € D|f(x) = f(x0)}

Dann ist D; # 0. Sei x € D,. Da D offen, ist x innerer Punkt von D, also existiert eine
Umgebung U von z mit U C D. Da aber U konvex ist (§-Umgebungen sind konvexe Mengen),
folgt aus df () = 0 Vo € D und aus Satz 4 (mit C=0), dafl

fly)=[f(x) = flzo) VyelU

Daher gilt U € Dy, also ist D; offen.
Es gilt

D\ D, = {SU € D‘f(ff) e f(xo)} = {:c € D‘f(:r) > f(«’fo)} U {:c € D‘f(a:) < f(xo)}

also ist D\ D als Vereinigung zweier offener Mengen wieder offen (man beachte, dafi f stetig
ist) nach Kap. 3, §4, Kor. 1 (S. 64).

Wiire also D\ D; nicht-leer, so wire D die Vereinigung zweier nicht-leerer, offener, disjunkter
Teilmengen, also wire D nicht zusammenhéngend. (beachte: da D offen ist, ist eine Teilmenge
von D in der induzierten Topologie genau dann offen, wenn sie als Teilmenge von R offen ist.)
§Widerspruch! zur Voraussetzung D zusammenhéngend.

Daraus folgt das Korollar. O
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83 Funktionen der Klasse ("

Definition 1:

Sei D C R™ offen. Sei f: D — R. Ist f auf D stetig, so nennt man f von der Klasse C° (auf
D).

Ist f auf D partiell differenzierbar und sind alle partiellen Ableitungen fi(x), fa(x), ..., fu(x)
auf D stetig, so nennt man f von der Klasse C* (auf D).

Satz 1:
Sei D C R" offen, f: D — R von der Klasse C' auf D. Dann ist f auf D differenzierbar.

Beweis:

durch vollstindige Induktion tiber n.

n = 1: klar!

Sei n > 2 und sei die Aussage schon fiir n — 1 gezeigt. Sei xqg € D. Da D offen, gibt es 6y > 0
mit U50($0) e D.

Wir bezeichnen mit & = (2(V, 2@, .. z(""D) € R*! Koordinaten im R*"!, also gilt z =
(:1?, :1:(")) € R™. Speziell setzen wir

To = (:L'gl), x(()Q), e ,;z;g”‘”) und Ty = (fo, xg"))
Fiir & € Us, () ist (2, 2(") € Usy(wo), da || (&, 25")]| = ||& — 2o]l-

Man definiere

_ {U(;O(fo) SR
@) = £ (3, a8Y)

Nach Voraussetzung existieren fi, fo, ..., f,, also ist auch ¢ paritell differenzierbar und es gilt

Nach Vorraussetzung sind fi, fo, ..., f, stetig, also ist auch 1, @9, ..., ¢, 1 stetig. Also ist ¢
von der Klasse C' auf Us, (7). Nach Induktionsvoraussetzung ist daher ¢ in ' differenzierbar.
Sei ¢ > 0. Dann existiert also ein d;, 0 < §; < dp mit

n—1

el +h) = o(d0) = Y _wi(do)hs| < SlIAIl fiir [|A] <4 (+)

=1

Da f, in xq stetig ist, gibt es d2, 0 < dy < dp, so daB

Sei ¢ := min(dy, d2) und im folgenden h € R” mit ||| < §
Die Funktion

fir ly — o] < 6 (s5)

Do | ™

t s f(do + h,t)
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ist fiir t € [:r;gn),:r;gn) + h™] definiert (denn fiir solche ¢ gilt (x(()"),x(()") + h™) € Us(xo)), auf
[:L‘én), 2 h™] stetig und auf (xgn), 2 4 h™)) differenzierbar nach Voraussetzung iiber f.

Nach dem Mittelwertsatz fiir eine Variable existiert also s € (0, 1), mit

Fro-+ 1) = g+ ) = £ (s + haf?) + ) — 1z + 7
= fo (0 + By 2{” + sh™) B

Sei y = (2o + h, :cgn) + sh(™), dann gilt:
ly — woll = | (g0 + By 2" + sh™) — x|

= ||(h, sh™) < k]| <6 <6,
)

|| (wegen s € (0,1)

Also gilt nach (#x):

[Fay) = Falawo) | < 5
Es gilt
f(zo +h) — f(x0) = (f(xo‘i‘h)—SO( Yo+ h)) + (@(«TAOWLA) —f(ffo))
= (f(l’o-i'h)—so( Ao-i-iz)) + (go xo-i-iz) — @(xp)
Also ist

f(wg+h) = f(xg) — Zfi(xo)hi

n—1
_ (f(:vo )l +B) - fn(xo>hn) i (mfo T h) — ) - Zgoi(fom) ‘
=1
n—1
=1
<Shhal + SIRL < Sfl+ Sl =<l

= (h, h(™
nach (x%)  nach (%) wegen h = (h, h("))

fiir h <.
Daraus folgt:

fxo+h) — f(wo) — i_f:lfi(fo)hi

lim =0

h=0 171l

Also ist f auf D differenzierbar. O
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Die partiellen Ableitungen von f nennt man partielle Ableitungen erster Ordnung von
f. Hat f; eine j-te partielle Ableitung, so nennt man diese eine partielle Ableitung zweiter
Ordnung von f, man schreibt:

02 f
81']'6371'

fij(x) oder

Beispiel 39:
Sei f gegeben durch: f(z,y) = 2%y so gilt fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter
Ordnung;:

fi(z,y) = 2zy° fu(z,y) =2y° fo(x,y) = 327y for(z,y) = 6xy®
f12(«Ta y) = 6«’1792 f22(fU; y) = 65523/

Entsprechend werden die partiellen Ableitungen von f héherer Ordnung ¢ = 3,4, ... definiert,
sofern sie existieren.

Man schreibt:
fivisig(®) (1< <n, 1<1<gq)

fiir partielle Ableitungen von f in x zunéchst in Richtung e;,, dann in Richtung e,,,. ..

Definition 2:

Sei D C R*, f : D — R. Dann heifit f von der Klasse C? auf D, falls alle partiellen
Ableitungen q-ter Ordnung fi,..i,(z) (1 <4 < n,1 <1 < q) Vo € D existieren und auf D
stetig sind.

Satz 2:
Sei D C R* offen, f: D — R. Ist dann f von der Klasse C? (¢ > 1), so ist f auch von der
Klasse C971.

Beweis:

Nach Voraussetzung existieren f; i, ,_,»(z) (v = 1,2,...,n) Vo € D und sind auf D stetig.
Nach Satz 1 (S. 80) (mit f ersetzt durch f;;,. ,_,) ist daher f;,, ;._, auf D differenzierbar,
also auch auf D stetig (§2, Satz 2 S. 76).

Daher ist f von der Klasse C7 1. O
Warnung: Es kann passieren, da8 f;; und f;; (i # j) beide existieren, aber voneinander ver-
schieden sind.

Beispiel 40:
Sei f: R? — R gegeben durch

oSSR ey £ 0,0)
flen = {0 (z,y) = (0,0)

Mann kann zeigen, daB8 f12(0,0) und fo1(0,0) beide existieren, aber daf gilt: fi2(0,0) # f21(0,0)



§3 Funktionen der Klasse ('? 83

In ,guten* Situationen (z.B. f von der Klasse C? auf einer offenen Menge D) gilt jedoch in der
Regel fij = fﬂ

Satz 3:
Sei D C R™ offen, f : D — R von der Klasse C'. Egistieren dann fi; und f;; auf D und sind
in xog € D stetig, so gilt

fij (o) = fji(wo)

Beweis:
Wir werden dies zunéchst fiir n = 2 beweisen. Wir miissen also zeigen, dafl unter der Voraus-
setzung, dal fi» und fo; in (zo,y0) € D stetig sind, gilt

fr2(z0, y0) = fa1 (0, o)

Da D offen, gibt es §p > 0 mit U(;O((xg,yg)) c D.

Fir 0 <u < %50 setze man:

1

Alu) == 7 <f(:c0 +u,yo +u) — f(wo,y0 +u) — f(2o +u,90) + f(x07y0)>

(,, Differenzenquotient zweiter Ordnung®)

(Man beachte, da die Punkte (o + u, yo +u), (Zo, Yo + ), ... in Us, (o, y0)) liegen, z.B. gilt
(o + 1w, yo + 1) = (20, yo) || = l(u, ) || = VU2 +u? = uv/2 < V2% = &)

Fiir festes u und z € [xg, ¢ + u] setze man

g(x) == f(x,z0 +u) — f(x,x0)

Dann ist ¢ auf [zg, zy + u] stetig und auf (zq, zo + u) differenzierbar.

Dann gilt:
9'(x) = filz,yo +u) — fi(z,y0)
Es gilt dann ferner
1
A(u) = — (g0 + u) = g(20))

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & mit £ = &(u) € (xo, o + u), so daf} gilt

Alu) = %gl(f)(u) = %(ﬁ(fayo +u) — fl(fayo))

Fiir y € [0, Yo + u] setze man:

h(y) == fi(& y)
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Dann ist h auf [yo, yo-+u] stetig und auf (yy, yo+u) differenzierbar und es gilt nach Voraussetzung
iiber f:

W(y) = fi2(& )

Es gilt dann weiter fiir A(u):

Alu) = %(ﬁ(fayo +u) — fl(fayo)) = %(h(yo +u) — h(yo))

Nach dem Mittelwertsatz existiert dann ein n mit n = n(u) € (yo, yo + u), so daf} gilt:

A(w) = W) = () = fulE,)

Vertauscht man die Rollen von x und y und argumentiert genauso, so findet man in der selben
Weise ein £* = £*(u) € (zg,x9 + u) und n* = n*(u) € (o, yo + u), so daf gilt:

Au) = (€ 77)
Sei e > 0, da f12 und for in (z0,yo) stetig sind, gibt es ein §, 0 < § < dp, so daB

| fiz(x,y) — fr2(zo, y0)| < €
und | for (2, y) — far (w0, 90)| < € fiir [|(z,y) — (20, 0)|| <

: s
Es gilt, falls 0 < u < 7

1€, 7) — (20, y0)|| < Va2 + 02 = uv/2 < \/i% s

. . 6
Genauso gilt fiir 0 < u < 7

16", 7") — (zo, )|l <6

Daher gilt:

| f12(&m) = fi2(mo, 50)| < ¢ — |A(u) = fiz(zo,y0)| < e
Genauso:

f21(67,17) = far (o, yo)| < & —= |A(u) = far(z0,90)| < &

Dies bedeutet nach Definition, daf
lim A(u) = fia(o, yo) und lim A(u) = for (w0, yo)

u—0+ u—0+

Daher gilt:

fr2(w0, v0) = fa1 (0, 1o)
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Sein>2und i < j.

Sei xg = (x(()l), S ,x(()")). Man setze

@(xa y) = f((‘rg]l)a 1‘(()2)7 s 7xg]i_1)7 T, l‘(()i—i—l)a s 7xg]j_1)7 Y, l‘(gj+1)7 s 71‘(()n)))
i-te gtelle j-te gtelle
(fiir (x,y) nahe bei (:cgi),:rgj))).
Dann gilt:

fl] (1‘0) = Q1o (l‘(()z), .T(])) (Falli: 2) Va1 (l‘(()Z), l‘(J)) = fjl(l‘o)

Satz 4 (Satz von TAYLOR):
Sei zg € R, sei § > 0 und f : Us(xg) — R von der Klasse C' auf Us(zo), wobei ¢ € Ny.
Dann gilt fir alle x € Us(xg) die Darstellung (mit h = x — x):

f(@) = flzo) + i;fi(%)h(i) + %Zfij(%)h(i)h(j) +

ij=1

wobei der Rest R,y1(x) durch

n

1 i . i
Rpa() = (or 20 Fatuein (30 + s)ACIR ol

01,825eee, ’iq+1:1

mit s = s(x) € (0,1) gegeben ist.

Beweis:
Sei o € Us(zp) fest gewéhlt und h = x — xg. Ist h = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei daher h # 0
und §g := ﬁ. Dann ist 49 > 1, denn x € Us(xy).

Sei t € (—dyg, dp). Dann gilt
(2o + th) — xol| = [[thl] = [¢] - [|n[] < dol|A]l =&
Also gilt zg + th € Us(zy).

Fiir ¢ € (—dy, dy) setze man

p(t) == f(zo +th)

Nach Voraussetzung ist f von der Klasse C'* auf Us(x), also auf Us(xg) differenzierbar. Nach
§2 Lemma 1 (S. 77) ist daher auch ¢ differenzierbar und es gilt:

(0 = df o + 1)(H) = 3o + RO



86 Kapitel 4: Differenzierbarkeit reeller Funktionen

Da f von der Klasse C™! ist, kann man das Lemma 1 sukzessive auf f; (i = 1,2,...,n), dann
auf f;; (1,7 =1,2,...,n) anwenden und erhélt:
ZOEDY (Zfij (0 + th)h“)) o
i=1 \j=1
=Y fijlwo + th)hOhW)
i,7=1
PTVE) = D" fuiniges (w0 + th)hCIRE) ol

01,02, iq+1:1

Wendet man den Satz von TAYLOR fiir Funktionen einer Variablen auf ¢(¢) an, indem man um
to = 0 entwickelt und in ¢ = 1 auswertet (in alter Notation ist also xy = 0 und = = 1), so erhlt
man (man beachte dal §y > 1 also 1 € (—do, dp))

A1) = 0) + (0 + 50+ (0 + V0 + 5(1-0)
mit s € (0,1).
Es gilt aber:
o(1) = f(wo +h) = £(a) £(0) = F(x0)
#0) = 3 filea)h

Beispiel 41:
Sei f: R* — R gegeben durch f(z,y) = z*y. Man entwickle um (zg,y0) = (1, —1):

file,y) = 2xy faz,y) = 2°
fn(x,y) =2y f12(50;y):f21(50,y):2«’17 f22($;y):0
fi(z,y) =0 fua(z,y) = fiai(@,y) = fon(z,y) =2

Alle iibrigen partiellen Ableitungen sind Null. Insbesondere ist Ry(x,y) = 0 und man erhilt:

fzy) =f(1,-1) + fi(1, -1)(z = 1) + fo(1, -1)(y + 1)
+ %(fu(l, —1)(z = 1) +2f12(1, -1)(z — 1) (y + 1))

+ 5 (3l —1) = 1)y + 1)
=—1-20—-1)+@w+1)—(z—-1)2+2-D(y+1)+(@—-1)*(y+1)=2%
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84 Relative Extrema

Definition 1:

Sei D C R™ offen, xog € D, f: D — R. Gibt es eine Umgebung U von xq mit U C D derart, dafs
f(x) > f(xo) Ve € U (bzw. f(z) < f(zo) Yz € U), so nennt man z, ein relatives Minimum
(bzw. relatives Maximum) von f.

Gilt f(z) > f(xo) Yo € U, x # xy (bzw. f(x) < f(wo) Vo € U, © # x), so heifst xq ein
striktes relatives Minimum (bzw. striktes relatives Maximum) von f.

Das Wort ,Extremum® steht synonym fir Minimum oder Mazximum.

Definition 2:
Sei D C R™ offen, ©o € D, f : D — R in xzy differenzierbar. Gilt dann df (xo) = 0 (d.h.
fi(zo) =0, fo(zo) = 0,..., fu(xo) =0), so heifft xy kritischer Punkt von f.

Satz 1:
Sei D C R™ offen, xg € D, f : D — R in xy differenzierbar. Ist dann xq ein relatives Extremum
von f, so ist notwendigerweise xq ein kritischer Punkt.

Beweis:
Es habe f z.B. in x4 ein relatives Minimum. Sei ¢ € {1, 2,..., n} Sei

o(t) :== fxo + te;) (t € R, nahe bei 0)
Da f in xj ein relatives Minimum hat, hat ¢(¢) in ¢ = 0 ebenfalls ein relatives Minimum, d.h.:
o(t) —(0) = f(xo +te;) — f(xg) >0 (fiir ¢ nahe bei 0)

Es gilt also:

t) — (0
w()tw()zo fiir # nahe bei 0, ¢ > 0 (*)
p(t) ; #(0) <0 fiir ¢ nahe bei 0, £ < 0 (*%)
Es gilt aber:
oy — 1 PO = e0)
#(0) = lim=——""= = f;(xo)

Wegen (x) gilt also ¢'(0) > 0, wegen (xx) gilt ¢'(0) < 0, also folgt:

fi(zo) = ¢'(0) =0
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Definition 3:
Seia; € R (1,7 =1,2,...,n) mit a;j = aj;, d.h. die Matriz A = (a;)1<ij<n ist symmetrisch.

Dann heifit die Abbildung

R* - R
Q(h) == Y a;jhhl)

ig=1

Q:

eine quadratische Form (in den Koeffizienten a;;)

Bemerkung:

(i) Es gilt
o) =Y aih +2 3" ayh@pV)
i=1 1<i<j<n

Man kann also Q als quadratisches Polynom auffassen. Dieses ist homogen vom Grad 2,
d.h. es gilt:

Q(\h) =A*Q(h) VheER'VAER

(ii) Die Matrix A heift Matrix von Q. Es gilt

A
h2)
Qh) = (hV,h®, . )y A | " Vh € R"
h(.n)
denn: h = h(Ve; + hPey + - - + hMe,, also gilt:
A
(2)
(h(l), h?, . ,h(”)) A h_
h(n)
:(h(l)el + h(2)62 4+t h(")en) A (h(l)etl + h(2)eg 4+t h(")ez)
:Zh(i)h(j)eiAeg-
i,5=1

und man hat:

: a
eiAeg- =eA | 1|+ iteStelle=¢; | .7 | < j-te Spalte von A = a;;
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Daraus folgt:

A1)

h® " o
(RO, @ Ry Al | = Zaijh(l)h(y)

h(.") b=t

Definition 4:

FEine quadratische Form Q heifit positiv semi-definit (bzw. negativ semi-definit), falls
Q(h) > 0 Vh € R" (bzw. Q(h) < 0 Vh € R"). Sie heifit positiv definit (bzw. negativ
definit ), falls Q(h) >0 Vh € R, h #0 (bzw. Q(h) < 0Vh € R*, h # 0). Ist Q weder positiv
definit noch negativ definit, so nennt man Q indefinit. Ist Q positiv definit (bzw. negativ
definit), so schreibt man Q > 0 oder A >0 (bzw. Q@ < 0 oder A <0).

Beispiel 42:
Sei n = 2. Dann sieht Q folgendermaflen aus:

Q(h, k) = ah® + bhk + bkh + ck®
= ah® + 2bhk + ck?

mit a, b, c € R fest.
Mit Hilfe quadratischer Ergéinzung zeigt man leicht (Ubungsaufgabe):

Q>0 = a>0unddetA >0
Q<0 “— a<0unddetA >0

. a b
m1tA-<b c)

Definition 5:
Sei D C R® offen und f : D — R wvon der Klasse C? auf D. Sei xy € D. Dann heifit die
quadratische Form

R* - R
Zo, - " N
Q00 Q. h) o= 32 fiy )0
i,5=1
HEesse-Form von f in xy.
Die zugehérige Matrix
(fid(0)) 1< j<n

heifit HESSE-Matrix von f in xy.
Man beachte, daf$ f;j(xo) = fji(xo) nach §3 Satz 3 (S. 83).
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Satz 2:
Sei f : D — R von der Klasse C? auf der offenen Menge D C R". Sei xo € D ein kritischer
Punkt von f. Dann gilt:

(i) [ hat in zq ein relatives Minimum

= Q(xg,.) >0  d.h. die HESSE-Form von f in xq ist positiv semi-definit

(ii) f hat in xq ein relatives Mazimum

— Q(zo,.) <0  d.h. die HESSE-Form von [ in xq ist negativ semi-definit

(iii) Q(zo,.) >0, d.h. die HESSE-Form von f in xq ist positiv definit.

= f hat in xy ein striktes relatives Minimum

(iv) Q(zo,.) <0, d.h. die HESSE-Form von f in xy ist negativ definit.
== f hat in xq ein striktes relatives Mazimum

Beweis:

(i) Sei zy ein relatives Minimum von f, d.h. es gibt eine Umgebung U von zo, U C D mit
f(z) > f(xy) Vo € U. Man wende den Satz von TAYLOR (§3 Satz 4 S. 85) mit ¢ = 1 an.
Es gilt also Vo € U die Darstellung

f(x) = f(wo) + ;fi(:ro)h(i) + %Zfij(xo + sh)h DR mit h =z — x9, s = s(z) € (0,1)

ij=1

= f(l‘o) + %Q(l‘o + Sh, h)

denn x ist kritischer Punkt.

Wegen f(z) > f(xo) folgt also
Qo+ sh,h) >0 Ve e U (%)
Annahme: Es gibt hy € R” mit
Q(zg, hg) <0

Da f von der Klasse C? auf D ist, ist f;;(z) auf D stetig, also existiert eine Umgebung
U, von xy, Uy C U mit der Eigenschaft:

Ay, he) <0 Vyel,

(Anm.: Da f;;(z) auf D stetig ist, gilt auch z — Q(z, hy) ist stetig auf D.)
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In der Tat, die Menge {z € D|Q(x, hy) < 0} ist offen (Kap. 3 §4 Kor. 1 S. 64) und z
liegt darin.

Wihle © = xg 4+ chy mit ¢ € R, ¢ # 0, ¢ so klein, dafl x € U;. Setze y = xy + sh. Da y
auf der Verbindungsgeraden zwischen zy und x liegt (Merke: h = x — xy) und U; konvex
ist, gilt auch y € Uy, also hat man

Oy, hg) <0
Es folgt:
Q(xo + sh, h) = Q(y, chy) = > Q(y, hg) < 0 éWiderspruch! zu (%)
Also gilt:

Q(l‘o, hg) Z 0 Vho e R

(ii) folgt aus (i), wenn man f durch —f ersetzt.

(iii) Sei also Q(xy,.) > 0. Da f;; nach Voraussetzung in z, stetig ist, kann man unter Benut-

zung von Ubungsblatt 11, Aufg. 4, Teil ii eine Umgebung U von zy, U C D finden, so
dafl

Ay,.) >0 Yy e U

Nach TAYLOR (wie in (i)) und da x, kritischer Punkt ist, folgt Vo € U
1
f(z) = f(xo) + §Q(x0 + sh, h) mit h =z — xq, s = s(z) € (0,1)

Da xg,x € U, gilt auch y = zg+sh € U, also Q(xg+sh, h) > 0, falls h # 0 (d.h. x # x),
also gilt

f(z) > f(zo) Ve e U,z # o
d.h. f hat in x ein striktes relatives Minimum.

(iv) folt aus (iii), ersetze f durch —f.

Beispiel 43:
n = 2. Es gilt

Q(zo, Yo, h, k) = f11(zo, yo)h2 + 2 f12(x0, yo) hk + faz(zo, ?Jo)k2

Unter den Voraussetzungen von Satz 2 (n = 2) erhélt man das folgende hinreichende Kriterium
(s. Ubungsblatt 11, Aufg. 1):

Sei (g, yo) ein kritischer Punkt von f, d.h. fi(xo,40) = 0, fa(zo,%0) = 0. Dann gilt:
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(i) fi1(zo,y0) > 0 und f11(x0, yo) fo2(Z0, Yo) — f122(«’170ay0) >0

— [ hat ein striktes relatives Minimum in (xg, 3o)

(i) fi1(zo,90) < 0 und fiy (o, yo) foz (0, o) — fia(20,40) > 0

= f hat ein striktes relatives Maximum in (g, yo)

Ist (o, yo) ein kritischer Punkt von f und gilt

f11(zo, 90) fo2 (0, o) — fa(20, y0) < O

so nennt man (g, yo) einen Sattelpunkt von f.

Beispiel 44:
n=2.Sei f:R?® — R gegeben durch:

fla,y) =2y —ax(z —1)°

So gilt:

fl(l‘ay):_(l‘_l)(gl‘_l) f2(1',y):4y

Also hat f genau zwei kritische Punkte ndmlich

(on,yo) = (170) (%,yo) = (170)

3
Es gilt:
fu(x,y) = —6x+4 f22(37,y) =4 f12(37,y) =0 f11(95,y)f22($;y) - f122(«’17ay) =16 — 24x

Man findet:

1
(%0, y0) = (1,0) ist ein relatives Minimum (%o, yo) = (g, 0) ist ein Sattelpunkt

Satz 3 (HURWITZ):
Sei A = (aij)1<ij<n eine symmetrische reelle n x n-Matriz. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent

(i) A>0, d.h. A ist positiv definit

(ZZ) det(A,,) >0 Vv = 1, 2, e, n, wobet A,, = (aij)lgi’jgy.
(Man nennt A, den v-ten Hauptminor von A bzw. die v-te Hauptabschnittsmatrix
von A.)

(iii) A=U'U, wobei U eine invertierbare obere Dreiecksmatriz der Grife n ist.
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Beweis:

(i) = (ii): Sei A > 0. Sei

20
c))
r= |2 x#0
0
0
Dann gilt:
r'Az >0 daA>0
2

also gilt: A >0

Es geniigt also zu zeigen, dafl aus A > 0 folgt det A > 0. Nach der Linearen Algebra gilt:

det A = H Al
n=1
wobei Ay, Ag, ..., A\, die Eigenwerte von A sind.

Sei A € C ein Eigenwert von A und 2 € C™ ein zugehoriger Eigenvektor, d.h. z ist
eine komplexe n-Spalte, z # 0 und Ax = Ax. Es folgt:

T Ax = \olo
Man hat

T Az = 2" AT = 2" AT = (' A7) = 7' A2 = 7' Ax
(da zt AT € C) (A symmetrisch)

Also ist Tt Ax invariant unter komplexer Konjugation, also reell. Wegen

Tt Ax
A==
Tlx

xt Az

folgt: A € R. Daher kann man x reell wihlen: A = £7%. Da A > 0 nach Voraussetzung
gilt: 2 Az > 0 wegen x # 0. Daher folgt det A > 0.
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(ii)

(i)

— (iii) Induktion iiber n:
n=1:Dannist A=a € R, det A =a >0, setze U = u = \/a.
n — n + 1: Es gelte also: det A; > 0,det Ay >0,...,det A, > 0,det A,,1 >0

Man wende die Induktionsannahme fiir A,, an, also existiert eine Obere Dreiecksmatrix
U,, invertierbar, der GroéBe n mit A,, = ULU,,. Man schreibe:

A= <12f g) wobei b n-Spalte, ¢ € R
-1
A=C" (%" .l bgA_1b> C' wobei C' = <%” ATi b), E, die n x n-Einheitsmatrix

Wie man durch einfaches Rechnen sieht:

ot (A 0 o—( En 0\ (A 0 E, A-'b
0 c—bA)~  \(A4,'0)" 1)\ 0 c=0bA'D/\0 1
[ E, 0\ [A, b B E, 0\ (A, b
(AN 1 0 c—bA') (a7 symmetriscny \D'4," 1 0 c—0b'A

_ (4 b _ (A DY _
AW VAT +e—bAD) T\ b )

Es folgt also insbesondere

_ t
det A =det C det(0 J

An 0> detC  mitd:=c—bA"b

Da C' eine obere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Hauptdiagonalen ist, gilt det C' = 1 und
somit:

det A=ddet4, — d>0 dadetA>0unddetA, >0
Es gilt also:

U't, 0 ut o U, 0
_ it n-n _ it n n
A—C< 0 mm)o—o <0 m)(o m)o
Daraus folgt:

. U, 0
A= U£+1Un+1 mit Un+1 = < 0 \/8) C

U,+1 ist obere invertierbare Dreiecksmatrix, denn das gleiche gilt fiir U, und C.
— (i) Es gelte also

A=UU
Sei z € R™Y |z #£ 0. Dann gilt:

v'Ar = 2'U'"Ux = (Uz)" (Ux) = y'y = ny >0 mit y :=Ux

i=1

denn y # 0, wegen x # 0 und U invertierbar. Also gilt A > 0. O
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Anmerkung: Mitbewiesen beim Beweis von Satz 3, (i) = (ii):

Eine reelle symmetrische Matrix hat nur reelle Eigenwerte.

Satz 4:
Sei A eine reelle symmetrische Matriz. Dann gilt:

A>0 = alle Figenwerte von A sind positiv

Beweis:
Siehe Lineare Algebra.

(Man zeigt, dafl zu A eine orthogonale Matrix U existiert (d.h. U'U = E,,), so dal U ' AU eine
Diagonalmatrix ist.)
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Kapitel 5

Differenzierbarkeit vektorwertiger
Funktionen mehrerer Variabler

81 Lineare Abbildungen

Erinnerung: Seien r,n € N. Dann sei L(R",R") die Menge der Linearen Abbildungen L :
R" — R". Diese wird zu einem reellen Vektorraum unter der Addition:

und dem Skalarprodukt:
(AL)(t) :== AL(t) VAER, VteR"

Sei €1, €9, ...,&, die Standartbasis des R" und ey, es, ..., e, die Standartbasis des R".
Schreibt man fiir L € L(R",R"):

n
L(Sj) = Zaijei mit a;; € R
=1

so heif3t
A= (Clz'j)1<i§n

1<j<r

die Matrix von L (bzgl. der genannten Basen).

Die Spalten von A sind gerade die Komponenten von L(e;) (j =1,2,...,r), die Zeilen von A
sind ,,die Komponenten® von L® (i =1,2,...,n), wobei L = (L"), L®) .. LM),

Unter ,Komponenten® einer linearen Abbildung A : R" — R verstehen wir dabei das r-Tupel
(bW, 6@, b™), wenn A(z) = bWz + 5@ z® 4 ... 4 pr)g™),

Bemerkung:
LR, R") 2 R™D L A, also gilt: dim L(R",R") =n-r

97
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Jede lineare Abbildung L : R" — R" ist stetig, denn schreibt man
L= <L<1>,L<2>, .. .,L(”)>

so ist L) : R" — R als lineare Abbildung stetig, also auch L. (s. Kap. 3 §3).
Die Abbildung

R* - R r—||z]| =

ist stetig, also auch die Abbildung
R" — R t— || L(t)||

(Komposition stetiger Abbildungen)

Da reellwertige stetige Abbildungen auf kompakten Mengen ihr Maximum annehmen (s. Kap.
3 §6 Kor. 1 S. 70) und {¢ € R"|||¢|| < 1} kompakt ist (abgeschlossen und beschréinkt), existiert
also:

1] := max| (o)
Operatornorm genannt.
Satz 1:
(i) Die Abbildung
LR, R") - R L — ||L|| = max||L(t)||

lltfl<1
ist eine Norm auf L(R",R").
(ii) Es gilt:
LN <L -[lell YL e LR, R), Vi € R
(iii) FEs gilt:
Mo LI < |[M|-[[L]| VL, M e L(R",R")
Beweis:

(i) Man muf} die Eigenschaften einer Norm verifizieren. Daf§ ||L|| > 0 und ||L|| = 0 fiir
L =0, ist klar. Sei umgekehrt ||L|| = 0. Dann gilt also ||L(¢)|| = 0 Vt € R", ||t|| < 1. Sei
t € R, t #0, dann ist

t

) =

L(t) = L(ntnﬁ) — 1l L
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denn ||ﬁ|| =1. Alsoist L = 0.
Ferner gilt:

IAL[l = max[[(AL)(#)[| = max|A[ - [[L(#)[| = [A] - max|[L(#)]| = [A] - [|L]]

lltlI<1 lltfl<1 lltlI<1

Dreiecksungleichung: Sei ||t|| < 1, dann gilt
(L1 + L) ()] = [1La(#) + La(®) | < (Lo (] + [[ L2 < N Lol + [ L |
Daraus folgt dann:

L1 + Lof| = ﬁ?g”(h + L) ()| < [[La ]| + | L]l

(ii) Sei ohne Einschréinkung ¢ # 0. Dann ist ||| = 1, also gilt
t
||L(m)|| o IL] = L@ < 1L - 2]

nach Def.) (da L linear)

(iii) Ubungsaufgabe

§2 Differenzierbarkeit

Definition 1:
Sei A C R und ty € A ein innerer Punkt von A. Sei g : A — R". Dann heifit g differenzier-
bar in ty, wenn es eine lineare Abbildung L : R" — R™ ¢ibt, so dafs
limg(to + k) — g(to) — L(k)
k—0 II%]|

=0

Bemerkung:
Ist n = 1, also g reellwertig, so stimmt die obige Definition mit der in Kap. 4 gegebenen iiberein.

Satz 1:
Sei g = (9", 9?,...,¢™).
(1) Es gilt
g st differenzierbar in tg — ¢ ist differenzierbar in to Vi =1,2,...,n

(11) Ist g differenzierbar in to, so ist die Matriz A von L gleich

A= <g](1) (t0)> 1<i<n

1<j<r

wober g( )(t[)) die j-te partielle Ableitung der i-ten Komponentenfunktion ¢ ausgewertet

i
. . j
m Ty 18t.

Insbesondere ist L (durch ty und g) eindeutig bestimmdt.
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Beweis:

(i) Sei L = (LW, L™ ... LM). Sei

(k) = g(to + k) — g(to) — L(k)
' 1%l

k klein

Dann sind die Komponentenfunktionen von ¢ gleich

9D (to + k) — gD (to) — LD (k)

) () =
o (k) =
1%l
und es gilt nach Kap. 3 §3
k—0 (4) k—0 -
plk) —— 0 = oV — 0 Vi=1,2,...

Dies beweist (i).

, n

(ii) Die Zeilen der Matrix A von L sind gerade die Komponenten von L™ (i = 1,2,...,n),

nach dem Beweis von (i), also gerade die Vektoren grad ¢ (o) (i = 1,2,...,n). Dies
beweist (ii). (s. Kap. 4 §2 Satz 2 S. 76)
O
Definition 2:
Sei A CR", ty € A ein innerer Punkt von A, g : A — R". Dann heifit
) to +sg5) —g(t .
gj(to) == hrng( 0 i) = 9(to) Gj=1,2,...,7)
5—0 S
sER
die j-te partielle Ableitung von ¢ in t,, sofern diese existiert.
Bemerkung:
Man zeigt leicht:
g ist differenzierbar in ¢, == g ist partiell differenzierbar in %,

Dann sind die Spalten der Matrix A von L gerade die Vektoren g;(ty) (j =1,2,...

Definition 3:
Sei g: A = R" in ty € A differenzierbar. Dann heifst die Matriz

<gj(l) (t0)> 1<i<n

1<5<r

von L die JACOBI-Matrix von ¢ in t.

,T).

Die lineare-Abbildung L selbst heifit das Differential von ¢ in tq und wird mit Dg(t,) bezeich-

net.
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Definition 4:

Im Falle r = n heifit die Determinante der linearen Abbildung L = Dg(t,) die JACOBI-

Determinante von ¢ in ty und wird mit
Jg(to)

notiert.

(gW,g?,..., g(”)))

Manchmal auch mit: =L 0
( oSt P, tbmy

Beispiel 45:
n=r=2.Seig: R — R? gegeben mit

g(s,t) = (s* + 1%, 2st)
Behauptung: Es gilt:

JR)=Q:={(z,y) eR*| -z <y <=}

y
a’ -
/ X
Q

_a/2 _

Schreibt man

T = 52 + t2 Yy = 2st
so gilt:
r+y=(s+1t)?2>>0 r—y=(s—1)?>0

Also gilt: g(R?) C Q

Umgekehrt: Sei C' der Kreis in der (s, t)-Ebene vom Radius ¢ > 0 mit Mittelpunkt (0, 0). Dieser

wird durch die Punkte

(acos p,asin @) 0<p<2r
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gegeben. Es gilt:
glacosp,asinp) = (a’(cos® ¢ + sin® p), 2a” cos psin ) = (@, a”sin(2¢))

Das Bild ¢(C) ist also gleich der Verbindungsgeraden zwischen (a?, —a?) und (a?, a?).

LaBt man daher a alle positiven reellen Zahlen durchlaufen und beachtet man ¢(0,0) = (0, 0),
so sieht man ¢(R?) = Q.

Offenbar ist g in jedem Punkt (s,t¢) differenzierbar, denn dies ist wahr fiir die Komponenten-
funktionen:

gD (s, t) = 52 + 1 gD (s,t) = 2st

Die JACOBI-Matrix von g in (s,t) ist gleich

2s 2t
2t 2s

die JACOBI-Determinante ist gleich: 452 — 42

Definition 5:
Sei A C R" offen und g : A — R™.

(i) Sind alle Komponentenfunktionen g0 (i =1,2,...,n) von der Klasse C? (q € Ny) auf
A, so nennt man g von der Klasse C? auf A.

(i1) Ist g in jedem Punkt von A differenzierbar, so heifit g auf A differenzierbar.
Satz 2:

(i) Ist g von der Klasse C* auf A, so ist g auch von der Klasse C° auf A.

(ii) Ist g von der Klasse C? auf A (q € N), so auch von der Klasse C17" auf A.

Beweis:
Folgt aus Satz 1 (i) (S. 99) und den entsprechenden Aussagen iiber reellwertige Funktionen (s.
Kap. 4 §2 Satz 2 S. 76 und §3 S. 80).

Lemma 1:
Sei A C R" und tqg € A innerer Punkt von A. Sei g : A — R" in ty differenzierbar. Sei ¢ > 0.
Dann gibt es eine Umgebung Ay von tg, Ag C A, so dafs

lg(t) = g(to)ll < (IDg(to)ll +e)lIt —toll YVt € Ag

Beweis:
Sei L := Dg(ty) und g(t) := g(t) — L(¢) (t € A). Dann ist § in ¢, differenzierbar und es gilt

Dg(ty) = Dg(to) — DL(ty) = L — L =0 (Nullmatrix)
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Nach Definition der Differzierbarkeit (angewandt auf §) existiert daher zu dem vorgegebenen
e > 0 eine Umgebung A, von ty mit

19() = gto)ll <ellt —toll Vi€ Ao
Es folgt:

lg(®) = g(to)ll = I (L(t) — L(to)) + (9(t) — 3(to))l
<L) = Lt + lg(t) = g(to)ll = [I1L(E = to) | + llg(t) — g(to)]
< LI 1t = toll + it = toll = (I1Dg(to) | + €)1t — tol]

O

Lemma 2:
A C R offen, tg € A. Sei g : A — R" von der Klasse C' auf A. Sei e > 0. Dann gibt es eine
Umgebung Ag von tg, Ag C A mit

lg(s) =gl < (IDg(to)ll +e)lls =t Vs, t € Ao

Beweis:
Seien die Notationen wie im Beweis von Lemma 1, also g = ¢ — L, L = Dg(t).

Wegen Dg(ty) = 0 (Nullmatrix), gilt dann
grad gD (t) =0  Vi=1,2,...,n

Nach Voraussetzung sind alle partiellen Ableitungen von g stetig, also sind auch die Funktionen
t — grad g9 (t) i=1,2,...,n

in t; stetig. Daher existiert zu dem vorgegebenen £ > 0 eine Umgebung Ay von ¢y, Ay C A
mit:

lerad GO0 < S Vi=1,2,...,nVte A,
n
Die Umgebung Ay von ¢, ist konvex. Nach Kap. 4 §2 Satz 4 (S. 78) gilt daher:
~(i ~(i €
159 (s) = g9 ()] < s =1 ()

Es gilt:

Nach (x) gilt also:

19(s) = gl < ells — ¢l

Man fihrt dann fort genauso, wie im Beweis von Lemma 1 und erhilt die Behauptung. O
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Lemma 3:

Seir =mn. Sei A C R" offen und g : A — R™ von der Klasse C' auf A. Seity € A. Sei das
Differential Dg(ty) invertierbar. Sei e > 0. Dann gibt es eine Umgebung Ay von ty, Ag C A,
so daf:

lg(s) =g@)] = (c =e)lls =t Vs,t € Ao

Wobei:

1 >0

c:=

1Dg=" (to)l
Bemerkung:
Es gilt:

Dy(to) invertierbar = Jg(ty) = det Dg(to) # 0

Beweis:

Sei L := Dg(ty) € GL(R") bzw. € End(R"). Dann gilt fiir s,¢ € R":
ls =l = I(Z"" o L)(s = H)ll = 171 (L(s) = LI < [IL7] - [1E(s) = LA

Daraus folgt:
1
I1L(s) = L(B)]| = ls =t = cl[s — ] ()
1=

Setze g(t) := g(t) — L(t) (t € A), dann gilt (s. Beweis Lemma 1) wieder Dg(ty) = 0.

Nach Lemma 2 angewandt auf ¢ gilt: zu jedem ¢ > 0 existiert eine Umgebung A, von t,
Ay C A, so daf} gilt:

19(s) = a@®)|l < (I1Dg(to)ll +e)lls =t =ells =t Vs,t € Ag
Dann gilt fiir s, € Ay:
IL(s) = L) = [I(9(s) — 9(1)) = (a(s) = a(1))
<|lg(s) —g@Il +llg(s) — g(®)]
) )

< llg(s) = g(@®)ll +&lls — ]
Aus (x) folgt dann:
clls =] < |IL(s) = LI < llg(s) = g(@)[| +=l[s = 1]

Daraus folgt dann:

l9(s) =g = (¢ =)l — 1]

Bemerkung:
In dieser Situation ist g‘AO injektiv.

Beweis:
Seien s,t € Ay mit g(s) = g(t), dann gilt:

0 =10l =llg(s) =gl = (e =e)ls =t = 0<[ls—t]|<0 = s=1
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83 Komposition von Funktionen und Kettenregel

Satz 1 (Kettenregel):

Sei A C R" offen, g : A — R" eine Abbildung. D C R™ offen, f : D — RP eine Abbildung
mit g(A) C D. Sind g in ty € A differenzierbar und f in xy = g(to) € D differenzierbar, dann
qgilt:

(1) Die Komposition F := f o g ist in ty differenzierbar.

(ii) DF(ty) = Df(g(ts)) o Dg(to)

g Dg(to)
A DCR R" R
Fefog f DF(to) Df(%)
= Df(x0) o Dg(to)

RP RP

Beweis:
Nach der Definition der Differenzierbarkeit (S. 99) gilt:

g(to + h) = g(to) + Dg(to)(h) + ||h]|e(h) Vh € U.(0) € R, mit }lliir(l)cp(h) =0
f(xo+ k) = f(xo) + Df(xo) (k) + ||k]|v(h) Vk € U.(0) € R", mit Ilclil'(l)w(k) =0
Zu zeigen:
. F(ty+h) — F(ty) — DF(t,)(h)
lim =0
h—0 1Al
Es gilt:
F(to+h) = f(g(to+h)) = f(@*'pg(to)(h)j 12llo(R))

=f(wo) + D f(wo) (k) + K[| (k)
=f(w0) + Df(z0) (Dg(to) (h) + [|hlle(h)) + [|Dg(to) (h) + [|hll()]] - ¥ (Dg(to) (h) + lIRllo(R))
=f(w0) + Df(w0)(Dy(to) (h)) + ®(h)

mit: ®(h) = [[A]| D f(z0) (¢ (h)) + | Dg(to)(h) + lIklle(R)]| - ¥ (Dg(to)(h) + [Ihllo(h))
Es gilt:

F(ty+h) — F(to) — (D f(w0) o Dg(to)) (h) _ 2(h)
1A]] Al
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Es gilt aber:

18| < [IB] - 1DF (o) (9(W) ]| + 1 Dgto) () + Bl o] - [ (Dot >< +||h||<,o N
< 1A - 1D £ (o) (o (W) + (1] - 1 Dgto) ]| + ] - o) - | Datto)(h) + [l o(h))]
:\\%Hsnwmx )11+ (IDg ) + o) - [[(Dlto) () + [hllo() |

Es gilt aber:

(D) 1Df (o) (p(h)]| =% 0da p(h) = 0
(i) ([IDg(to)| + ll(h)]l) ist beschréinkt

(iii) ||1(Dg(to)(R) + [|hlle(h))]| L2050, da 4 stetig an der Stelle 0 und

Dy(to)(h) + |hllo(h) 2 0

Daraus folgt:

lim 2
h—0 ||h||

0

Bemerkung:
Die JACOBI-Matrix von DF (t) berechnet sich durch entsprechende Multiplikation der JACOBI-
Matrizen von D f(x¢) und Dg(ty), d

grad F(D(ty) grad f)(z) grad g (to)
grad F@(ty) grad f? (z) grad g (to)
grad F(®) (to) grad f® () grad g™ (to)

Bzw. nach der Formel:
FO(to) = [P (9(te)g (ty)  1<i<q1<j<r

Korollar 1:
Seip=1 (d.h. f bzw. F reellwertig) und F = fog:

Iy = Zfz‘ (g(to))gj('i) (to)

Korollar 2:
Seir=1und FF= fog:

F'(tg) = Df(g(to))g'(to)
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Korollar 3:
Sind f und g von der Klasse C? (q > 1), so auch F' = fog.
Beweis:
Dies liest man ab von der Gleichung:

FP (1) = Y11 (g(t0)) 9" (o)

k=1
(formal: Induktion)
Beispiel 46:
Sei f € C*(R?), h € C*(R) und g gegeben mit
g:R—->R g(t) = (t.h(t)) = gVt =1 9@ (1) = h(t)
Betrachtet man F(t) = (f o g)(¢), so erhilt man:
F'(t) = fi(t, h(t)) + fo(t, h(t)) R (t)
F"(t) = fur (6, h(1)) + 212 (1, R ()R (E) + fo (b, ()R (E) + far (8, b (1)) (B (1))

Korollar 4:
Sein =1 =p, dann gilt:

Jfog(te) = Jf(g(to)) - Jg(to)
Beweis:
Wende auf die Beziehung

DF(to) = Df(g(to)) o Dg(to)
den Determinantenmultiplikationssatz an (Lineare Algebra). O

84 Der Satz iiber die inverse Funktion

Satz 1:
Sei A C R" offen und g : A — R von der Klasse C? auf A, wobei g > 1. Es gelte:

Jg(t) = det <gj(.i)(t)> #0 Vie A
1<i,5<n,

Sei tyg € A. Dann gibt es eine Umgebung U von ty, U C A, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Einschrinkung g‘U von g auf U ist injektiv
(11) Das Bild V := g(U) von U unter g ist offen

(111) Die inverse Abbildung f von g‘U st von der Klasse C'? auf V
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Beweis:

(i) Nach §2 Lemma 3 gibt es zu vorgegebenem £ > 0 eine Umgebung Ag von t5, Ay C A
derart, daf} gilt

l9(s) =gl = (e =e)lls =l Vs,t € Ao

. 1
wobei: ¢ = =———
[IDg="(to)]]

Wihle € := 5 und setze U := A, dann gilt also:
c
lg(s) =gl = Glls =t Vs, 2 € Ao

Ist g(s) = g(t) fiir s,t € U, so folgt also s = ¢, also ist g‘U injektiv.
(ii) z.z.: V := g(U) ist offen, d.h. zu jedem z; € V gibt es eine Umgebung V; von x; mit
icU.

Nach (i) gilt #1 = g(t) fiir genau ein #; € U. Man wihle eine Umgebung U, von #,
deren Abschlufl U; ganz in U enthalten ist. Sei I'y = 9U;, der Rand von Uj.

Es gilt z1 ¢ ¢(I'y), wegen der Injektivitéit von g‘U. (Wire x; = g(s) mit s € Ty, also
g(t1) = g(s), so folgt t; = s §Widerspruch! dat, ¢T.)

Die stetige Funktion z — ||z — z1|| nimmt auf der kompakten Menge ¢(I';) ihr Minimum
m an. (Man beachte: I'; ist kompakt, da g nach Voraussetzung von der Klasse C" ist,
ist g stetig, also ist auch ¢(T") kompakt, Kap. 3 §6 Satz 5 S. 70.)

Es gilt m > 0, denn sonst wére 2, € g(I'1). Sei oy := F > 0 und sei V; die Umgebung
von x; mit Radius o;. Wir wollen zeigen, da3 V;, C V.

Sei x € V; fest. Fiir t € 'y gilt nach Definition von m:

200 =m < lzy = g(t)|| = [(z1 — ) + (z = g())]
<l —all +lle =gl < o1+ [lz =g @]

— o1 < ||z = g(t)]] Vie Iy

Die stetige Funktion ¢ : U; — R gegeben durch:

- i i 2
W)= e — g7 =Y (=9 = g9 (1))
i=1
nimmt auf der kompakten Menge U, ihr Minimum an. Es gilt aber:
v(t) = lle = gW)II° = llz — a1 < of

und

Y(t) =z — g’ > 07 Vel
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(iii)

Daher ist dieses Minimum echt kleiner als o} und kann nicht in einem Punkt aus T’

angenommen werden, in anderen Worten das Minimum wird in einem Punkt t, € U,
angenommen.

Die Funktion 1/;‘(] ist nach Voraussetzung differenzierbar, denn ¢ ist nach Voraussetzung
mindestens von der Klasse C"', also ist auch 1|, von der Klasse C* (§3 Kor. 3 S. 107),
also auch differenzierbar. Daher ist t5 ein kritischer Punkt von v, d.h. di(t5) = 0 (Kap.
464 Satz 1 S. 87).

Nach der Kettenregel gilt:

n

dip(t) = =2 (a9 — g (1))dg (1)

i=1

Also gilt:
0= cidg(t2) wobei: & = 2 — g(ty)
=1

Da nach Voraussetzung Jg(ts) # 0 gilt, sind die Zeilenvektoren
dgM(t2),dg® (t2), . .., dg"™ (t2)
linear unabhéngig, also folgt ¢; =0Vi=1,2,...,n.
Daher gilt:
x = g(ta)
Also gilt
z€g(lUh) CcglU)=V
Daher ist V' offen.

Wir miissen zeigen, da f auf V' von der Klasse C7 ist. Sei 1 € V und z; = g(t1),
t1 € U, wie unter (ii), also t; = f(1). Sei Ly := Dg(t).

Wir wollen zunichst zeigen, daf f in z, differenzierbar ist und Df(z;) = L7 ist.

Sei ¢y = ﬁ, sei € > 0. Da ¢ in t; differenzierbar ist, gibt es eine Umgebung U, von
1

t1, Uy C U derart, daf gilt
lg(#) = g(t1) — Lot — 1)|| < %Ht —hl Vel (1)
wobei ¢ wie unter (i) gewéhlt ist, d.h. also
lg(s) = g(®)]] > g||3 —tl  VsteU (+)

Wendet man die schon bewiesenen Aussagen (i), (ii) an mit A ersetzt durch Us, g ersetzt
durch ¢ U, und %, ersetzt durch ¢;, so folgt also die Existenz einer Umgebung W von t;,
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W C U,, so da3 g(WW) offen ist. Wegen x; € g(W) gibt es also eine Umgebung V5 von
zy mit Vo C g(W) C g(Uy).

Sei z € Vj. Dann gilt also:
r=g(t) mit ¢t € Uy
Nach (x) gilt:
§||t—t1|| < lg(®) = g(t)|l = llz — ]| (2)
Ferner gilt:
Li(f(2) = flz1) = L'z = 21)) = Lo (f(2) = f(21)) = (@ = 21)
=Li(t—t1) = (9(t) — g(tr)) = — <(9(t) —g(t)) = Lt - t1)> (3)
Ferner gilt V7 € R":
17l = Ly (Lo ()< L 1L ()]
also gilt (mit ¢; = HL%H):
cllrll < [[La () (4)
Setzt man 7 = f(z) — f(21) — L; }(z — 21), dann folgt:

cllrll = ellf (@) — fle) — Li @ — )]
wegen (4)) < |ILy(f(2) — f(a1) — L'z —21)]
wegen (3)) = [|g(t) — g(t2) — Li(t — t1)]]
(1) <2t —n
)

(
(
(wegen 5
(wegen (2 <ecy||lx — x|
Nach Division mit ¢; erhdlt man:

1f(@) = flz1) = L' (z —a)|| Sellz —m]] Vo el

Daher ist f in z; differenzierbar und Df(z;) = L.
Wir haben also gezeigt, dal f auf V' differenzierbar ist und daf} gilt

Df(z)=Dg " (f(z))

Da f differenzierbar ist, ist f stetig. Da g](.i)
gj(-i) (f(x)) stetig. Die Eintrdge der zu Dg(f(a:)) gehorigen Matrix haben also stetige
Komponenten. Ist A eine invertierbare reelle Matrix, so gilt:

nach Voraussetzung stetig ist, ist auch

1
-1 _ Aad
det A
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wobei A% die ,adjungierte Matrix“ zu A ist, die Komponenten von A% sind dabei
Polynome in den Komponenten von A.

Wenden wir obige Situation mit A = Dg(f(x)) an, so folgt also die Stetigkeit von f;i) (x).
Daher ist f von der Klasse C'. Induktiv folgt dann Schritt fiir Schritt, dafi f von der
Klasse C'? ist, falls ¢ dies ist.

Bemerkung:
Wir haben mitbewiesen:

(folgt aus Df(z) = Dg~*(f(x)))

Korollar 1:
Es mégen die Voraussetzungen des Satzes gelten. Dann ist g offen, d.h. das Bild g(B) jeder
offenen Menge B C A ist wieder offen.

Beweis:

Sei B C A offen. Sei xy € g(B). Man schreibe xy = g(to) mit to € B. Man wende den Satz
auf g‘B an. Dann existiert also eine Umgebung U von tg, so dal U C B und insbesondere ¢(U)
offen ist. Wegen x4 € ¢g(U) gibt es eine Umgebung V' von xy mit V' C g(U) C g(B). O

Beispiel 47:
n=2.Sei A ={(s,t) € R?|s >0} und g gegeben durch

g: A — R g(s,t) = (cosh s cost,sinh ssint)

e’ —e

e fe~S . _ —3
, sinh s = ©=*—)

2
Offenbar ist g von der Klasse C'?, Vg > 1. Es gilt

951) gél) _ (sinhscost —coshssint
¢'? ¢ ] 7 \coshssint sinhscost

(Erinnerung: cosh s =

Jg(s,t) = sinh® s cos® t 4 cosh? ssin? t = sinh® s cos> ¢ 4 (1 + sinh? s) sin® ¢

= sinh®s +sin?t £ 0

denn fiir s > 0 ist sinh s > 0.
Also sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, die Funktion ist also ,lokal invertierbar®, d.h.
zu jedem (sg,ty) € A existiert eine Umgebung U von (s, t), so daf§ (i), (ii), (iii) gelten.

Achtung!:Die Abbildung g : A — R? besitzt kein Inverses, denn es gilt g(s,t + 27) = g(s,1),
wegen der Periodizitéit von cos und sin, also ist g (auf A) nicht injektiv!
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85 Der Satz iiber die implizite Funktion

Ziel: Gegeben sei eine Gleichung:
@(SI}'I,ZC’Q, c. ,xn) =0

unter welchen Voraussetzungen kann dann eine der Variablen i, x,,...,z, als Funktion der
iibrigen n — 1 Variablen ausgedriickt werden?

Allgemeiner: Gegeben sei ein Gleichungssystem:
M (z) =0, (z) =0,...,0™(z) =0 r=(r1,29,...,0,), 1 <m<n

unter welchen Voraussetzungen konnen dann m der Variablen xy,xs,..., 2, als Funktion der
iibrigen Variablen ausgedriickt werden?

Man setze r = n — m und schreibe:
T = (21,22, ...,2,) T = (21,29, ...,Tp)

Ist ® = (&M, d@, . &™) : A - R™, wobei A C R offen, mindestens von der Klasse C'
auf A, so schreiben wir

oW, d@ . o)

O Tpsty-evy )

()

fiir die Determinante derjenigen Matrix, die gerade aus den letzten m Spalten der JACOBI-
Matrix von @ in x besteht.

Satz 1:
Sei A CR" offen und xqg € A. Sei 1 < m <n undr =n—m. Sei

o= (W, d® . dM). A 5 R”

Y

von der Klasse C9 auf A, wobei ¢ > 1. Sei ®(xy) =0 und
oW, d@ . olm)

3(xr+1, Ce ,xn)

(z0) #0

Dann gibt es eine Umgebung U von xq, eine offene Menge V. C R" und eine Funktion ¢ =

(M, @ oMYV — R™ derart, daff gilt:

(i) 8(q>(1>,<1>(2>,...,q>(m>)(x) £0 Vo el

O(Tr41yeenyTn)
(i) {z € U|®(x) =0} = {(2, ¢(2))

Beweis:
Da ® mindestens von der Klasse C! auf A ist, ist die Determinante

TeV}

oW, d@ . olm)

O Tpity vy Tn)

()
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stetig auf A. Wegen

(@M, 2 . dlm)

O TpityevyTn)

(z0) #0

gibt es eine Umgebung Uy, von xy, so dafl diese Determinate # 0 ist, fiir alle x € Uj.
Sei f : UO — R”

f(z1,20,. .. 2,) = (a:l,:cg,...,a:r,@(l)(a:),cbm(a:),...,<I>(m)(:c)) = (:E,Cb(sc))

Dann ist f von der Klasse C'? auf Uj.

Es gilt:
0 1 0 0 0
<f(z')> 0 0 - 1 0 - 0
: = (1) (1) (1) (1) (1)
| igissn (I)é) <I>%2) (I)Ez) <I>E,2+)1 (I)?z)
q)l ®2 CI)T (bf‘-l—l q)n
B im) o o B

Nach dem LAPLACE’schen Entwicklungsatz folgt:

1 1 1
T5() = det | Tt e et w0 wen,
o) o) o ol

wie schon gezeigt. Nach dem Satz iiber inverse Funktionen (§4 Satz 1 S. 107) angewandt auf
f gibt es also eine Umgebung U von xj, so dafl f‘U injektiv, f(U) offen ist und die inverse
Abbildung ¢ von f‘U auf f(U) von der Klasse C'?. (Man beachte, daf§ in den Notationen im
Vergleich zu §4 die Rollen von f und ¢ vertauscht sind.)

Wegen fog(y) = y und fN(2) = 2, f&(2) = 29,..., fO(2) = z, gilt auch ¢ (y) =
y1,99W) = v2,- -, 9" (y) = yr. Sei

Vi={ieR|(%0) e f(U)}
(Anm: (2,0) = (21,22, ...,2,,0,...,0)) Es gilt £y € V, denn (&, 0) = (&, ®(x9)) = f(zo) und

zo € U. Ferner ist V offen, denn V ist das Urbild der offenen Menge f(U) unter der stetigen
Abbildung & — (%, 0).

Fir £ € V setze man
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Es gilt dann ¢ = (o, @, ... o™) : V — R™ ist von der Klasse C? auf V. Ferner gilt
relU,d(z)=0 = zeV, f(x)=(z,0)
“<=“ ®(x) = 0 klar, wegen der Definition von f.
@) =(00) = gof@) =g((1,0) = z=g((0) e

wegen der Definition von g.

Daraus ergibt sich:

relU ®(x)=0 = z eV, f(x)=(%,0)
=

Bemerkung (Nachtrag zum Satz iiber die implizite Funktion):
Die Voraussetzung

(z0) #0

3(xr+1, Ce ,xn)

(r =n —m), d.h. die letzten m Spalten der Matrix D®(x,) sind linear unabhéngig, kann man
durch die Voraussetzung, dal D®(z,) maximalen Rang (also Rang m) hat, ersetzen.

Haben dann die m linear unabhéngigen Spalten die Indizes ji, jo, ..., Jm mit j1 < jo < -+ < Jm
und ist

{1,2,... 003\ {1, gos- - Gim} = {insin, ..o in )}

mit 7; < iy < - -+ < i, SO zeigt man wie vorher die Existenz von U, V und ® mit

(i a(dW &> <p‘(m>) (z) £ 0 Ve e U

ATy T oy serTipm )

(ii) {z € U|®(z) =0}
= {x‘(xil,xh,...,x”) e V,x; = go(l)(xil,xiz,...,xir) Vi = 1,2,...,m}
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