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Zu diesem Skript:Im Rahmen einer Theorie der Elektrodynamik ist es, systematisch gesehen, naheliegend, alsAusgangspunkt der Theorie mit den Maxwell-Gleichungen anzufangen. Das ist auch insofernsinnvoll, als die Maxwell-Gleichungen schon im Grundkurs \Experimentalphysik" ausf�uhrlichbehandelt werden | wenn auch meist einfach nur als formelhafte Zusammenfassung experi-menteller Fakten.Dennoch soll gerade in diesem Kurs auf eine `Begr�undung' der Maxwell-Gleichungen nichtverzichtet werden, und zwar aus einem didaktischen wie aus einem theoretischen Grund:1. in didaktischer Hinsicht erscheint es ungeschickt, \mit der T�ur ins Haus zu fallen".Nicht nur sind die Maxwell-Gleichungen historisch in der Tat aus einer F�ulle von Ein-zelerkenntnissen heraus `gewachsen' | angefangen mit der Entdeckung elektrischerLadungen selbst, sondern es sollte auch nie au�er Acht bleiben, da� selbst eine soformale Theorie wie die (elektrodynamische) Feldtheorie ihre eigentliche Begr�undung,ja: Existenzberechtigung aus den Ph�anomenen erh�alt, die sie beschreiben will | dieTheorie lebt vom Experiment!2. theoretisch gesehen ist es lohnend, nachzuvollziehen, wie sich diese Gleichungen ausnur wenigen (allerdings grundlegenden) Erfahrungstatsachen ergeben. Versucht mann�amlich, ein solches System von Gleichungen zu falsi�zieren, so ist es nat�urlich einfa-cher, die Allgemeing�ultigkeit dieser Erfahrungstatsachen selber zu �uberpr�ufen als eineVielzahl von Einzelkonsequenzen aus einem Gleichungssystem 1.

1Ein besonders deutliches Beispiel dieses Zusammenhangs ist die Frage der Existenz von magnetischenMonopolen | vgl. die Fu�note auf S. 14 . ii



VorbemerkungNomenklatorisch wird unterschieden zwischen den \mikroskopischen" Maxwell-Gleichungen(manchmal auch \Vakuum-Maxwell-Gleichungen" genannt):rot ~B � "0�0@ ~E@t = �0 �~�div ~E = �"0 rot ~E + @ ~B@t = ~0div ~B = 0und den \makroskopischen" Maxwell-Gleichungen (manchmal auch \Maxwell-Gleichungenin Materie" genannt):rot ~H � @ ~D@t = �0 �~�div ~D = � rot ~E + @ ~B@t = ~0div ~B = 0 :Die Namen \Vakuum-Gleichungen" bzw. \Maxwell-Gleichungen in Materie" sind insofernganz irref�uhrend (und sollten vermieden werden!), als die \mikroskopischen" Gleichungendurchaus auch bei Vorhandensein von Ladungen und Str�omen g�ultig sind | also auch beiVorhandensein von Materie, denn Ladungen (und damit auch Str�ome) sind nach heutigerKenntnis immer an Materie gebunden.Eine bessere Nomenklatur ist \fundamentale" bzw. \ph�anomenologische" Maxwell-Gleich-ungen, denn die \makroskopischen" Gleichungen { in denen die Felder ~D und ~H ja durchph�anomenologische sogenannte `Materialkonstanten' wie Suszepibilit�at und Permeabilit�at ge-kennzeichnet sind { lassen sich, wie wir in einem weiteren Skript 2. aus den mikroskopischenMaxwell-Gleichungen herleiten.Wir werden in diesem Skript ausschlie�lich mit den mikroskopischen Maxwell-Gleichun-gen zu tun haben.
2\II. Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen" iii
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1A Die elektrische LadungDie Grundlage aller elektrischen { und, wie wir sehen werden, auch magnetischen { Erschei-nungen ist die Existenz von elektrischen Ladungen. Die elektrische Ladung ist durch diefolgenden Eigenschaften charakterisiert:� Sie ist eine Eigenschaft von Materie | es gibt keine Ladungen, die nicht in irgend-einer Weise an (Elementar-)Teilchen gebunden sind 3.� Sie ist eine \extensive" skalare Gr�o�e. Dabei bedeutetextensiv: es handelt sich um eine additive Gr�o�e 4: die Gesamtladung zweier Subsys-teme mit den Ladungen q1 und q2 ist q = q1 + q2 ,skalar: die Ladung ist nicht abh�angig von dem Koordinatensystem, in dem sie gemes-sen wird. Anders gesagt: die Ladung eines Systems, das sich (in einem gegebenenKoordinatensystem) mit der Geschwindigkeit ~v bewegt, ist die gleiche wie die, dieman mi�t, wenn das System ruht. Die Ladung ist aber auch sonst unabh�angig vonder Umgebung: z.B. ist die Ladung im Vakuum die gleiche wie die im Schwerefeld.� Sie kommt in zwei Vorzeichenvarianten vor. Das bedeutet: es gibt elektrisch neutra-le Systeme, die aus geladenen Subsystemen bestehen (einfaches Beispiel: das elektrischgeladene Wassersto�atom besteht aus einem \positiv" geladenen Kern (dem Proton)und einem \negativ" geladenen Elektron).Die konkrete Wahl des Vorzeichens (das Elektron hat \negative" Ladung) ist eine hi-storisch bedingte, rein willk�urliche Festlegung | auch wenn sie in der Physik universellgebr�auchlich ist.� Sie ist eine universelle Erhaltungsgr�o�e. Das bedeutet: elektrische Ladung kannnicht einfach `entstehen' oder `verschwinden' | sie kann lediglich von einem Ort zueinem andern transportiert werden. Mathematisch ausgedr�uckt hei�t das 5�ddt ZV � d� = ZS~� d~� ;3Eine wichtige Erkenntnis der Elementarteilchenphysik ist es, da� es neben Teilchen mit Masse (z.B.Elektron, Proton, Neutron) auch masselose Teilchen gibt (z.B. Photon, Neutrino, Gluon). Und bemerkens-werterweise k�onnen nur massive Teilchen geladen sein | masselose Teilchen sind immer elektrisch neutral.Die Frage, warum das so ist, ist bis heute v�ollig ungekl�art.Das Ph�anomen (elektrische Ladung kommt nur an massive Teilchen gebunden vor) ist umso verwunder-licher, als heute in der sogenannten \starken Wechselwirkung" ein zur Ladung (und damit zur gesamtenElektrodynamik!) sehr analoges Ph�anomen auftritt, n�amlich eine (willk�urlich so getaufte) \Farbladung" {mit einer zugeh�origen Theorie namens \Chromodynamik" {, deren Tr�ager, die \gluonen", masselos sind!Es gibt also noch viel Unverstandenes in der Physik : : :4Allgemein bezeichnet man in der Physik Gr�o�en mit dieser Additivit�atseigenschaft, die also `Mengen'charakterisieren, als \extensive Gr�o�en". Im Gegensatz dazu stehen \intensive Gr�o�en"; f�ur sie gilt: habenzwei Subsystemen die Me�werte x1 = x2 der Gr�o�e \X", so ist der Me�wert von X f�ur das Gesamtsystemx = x1 = x2 . Ein wichtiges Beispiel einer intensiven Gr�o�e ist die Temperatur.5Wir benutzen in diesem Skript wie �ublich als Notation f�ur das Di�erential einer Volumenintegrationdas Symbol d� , f�ur das Di�erential eines Ober�achenintegrals d~� (der Vektor d~� weist in Richtung derFl�achennormale; bei einer geschlossenen Ober�ache nach au�en.Manchmal wird das Volumenintegral auch mit d3~r geschrieben (besonders dann, wenn das Volumenintegralals Dreifach-Integral berechnet werden soll.



2 hierbei ist 6 V ein vorgegebenes Volumen,S dessen Ober�ache;d� das Di�erential der Volumenintegration,d~� das Di�erential der Ober�achenintegration,� die elektrische Ladungsdichte im Innern von V;~� die elektrische Stromdichte auf der Ober�ache vonV;und wie �ublich ist das Ober�achendi�erential positiv nach au�en de�niert.In Worten hei�t das nichts anderes als: die Ladung im Inneren eines festen Volumenskann nur dadurch abnehmen, da� die entsprechende Menge aus dem Volumen nachau�en abie�t.Nimmt man f�ur V das Volumen des Universums, so folgt wegen ~� = 0 auf der Ober-�ache (wohin k�onnte auf der Ober�ache des Universums irgendetwas ie�en?), da� dieGesamtladung des Universums zeitlich konstant ist.L�a�t man umgekehrt das betrachtete Volumen gegen Null gehen, so ergibt sich (mitHilfe des Gau�-schen Satzes): @�@t + div~� = 0 ; (1)die \Kontinuit�atsgleichung", die also nichts anderes als der mathematische Ausdruckf�ur die Erhaltung der Ladung 7 ist.� Sie ist quantisiert. Das bedeutet: jede Messung der elektrischen Ladung hat alsErgebnis ein ganzzahliges Vielfaches einer kleinsten Ladungsmenge, der sogenannten\Elementarladung", die gleich (dem Negativen) der Ladung des Elektrons ist 8.Da die Elementarladung also eine physikalisch vorgegebene Konstante ist, liegt es nahe,sie zur Basiszahl eines Einheitensystems zu machen. In der Tat ist im SI-System die6Eine genaue De�nition des Begri�s \Stromdichte" �ndet sich im Abschn. D 1 .7Die Kontinuit�atsgleichung ist in�nitesimal formuliert, in ihr kommen daher nicht Ladung und Stromselbst, sondern Ladungs- und Stromdichte vor. Man spricht daher oft von der Kontinuit�atsgleichung als derGleichung, die die \Stromerhaltung" (statt \Ladungserhaltung") ausdr�uckt. Beides besagt physikalisch dasgleiche.In der Hydrodynamik steht die Kontinuit�atsgleichung entsprechend f�ur die Erhaltung der Fl�ussigkeitsmenge.8Diese an sich erstaunliche Tatsache ist { obwohl schon fr�uher vermutet { empirisch zum ersten Mal imber�uhmten Millikan-Versuch (1909) zweifelsfrei nachgewiesen worden, lange vor der Entwicklung der Quan-tenphysik. Es ist aber logisch gesehen klar, da�, wenn die Ladung denn an Masse gekn�upft ist, aus derQuantisierung der elektrischen Ladung sofort auch die Quantisierung der Masse folgt | also der Begri� desElementarteilchens.In der schon erw�ahnten Theorie der starken Wechselwirkungen { der Quantenchromodynamik { tretenTeilchen (die \quarks") auf, die nur ein Drittel der Elementarladung tragen. Nach der ersten Formulierung derquark-Theorie im Jahr 1964 haben Experimentalphysiker lange und gr�undlich nach drittelzahligen Ladungenin der Natur gesucht; es wurden aber keine gefunden.Inzwischen glaubt man zu verstehen, da� (und warum) quarks { obwohl sie als die elementaren Bausteineder Materie anzusehen sind { nicht als freie Teilchen vorkommen k�onnen, sondern immer nur in gebundenenZust�anden, die insgesamt ganzzahlige Ladung aufweisen. quarks k�onnen also nicht als Elementarteilchen im`klassischen' Sinne gelten.



3Einheit der Ladung als1 Coulomb := 1 Amp�ere-Sekunde =: �(6:241460 � 1018qede�niert, das Coulomb also durch die Elementarladung (und nicht umgekehrt).In logiger Hinsicht w�are es nat�urlich systematischer gewesen, als `Einheit der Ladung'gleich die Ladung des Elektrons selbst zu w�ahlen; das h�atte aber zur Folge gehabt, da�makroskopische Ladungsmengen unhandlich gro�e Me�zahlen bekommen h�atten.MERKE: Dimensionsbehaftete `Naturkonstanten' sind, was ihren Zahlenwert angeht,vom benutzten Ma�system abh�angig, ihre Ma�zahlen haben also allenfalls in Rela-tion zu anderen Ma�zahlen im gleichen Ma�system eine physikalische Bedeutung!Echte Naturkonstanten { die Skalen (=Gr�o�enordungen) setzen { sind immer di-mensionslos.



4 B PUNKTLADUNGEN | DIE \�-FUNKTION"B Punktladungen | die \�-Funktion"Nach heutiger Kenntnis sind Elektronen, die elementaren Tr�ager (negativer) elektrischerLadung, Teilchen ohne innere Struktur, also auch ohne r�aumliche Ausdehnung; sie habenkein `Volumen'. Die Frage, wie die elektrische Ladung auf einem Elektron `verteilt' seink�onnte, stellt sich also nicht: damit verbundene anschaulich-materielle Vorstellungen habenin der Quantentheorie keinen Platz. �Ahnliches gilt auch f�ur die quarks und ihre Ladungen:auch sie sind als punktf�ormig anzusehen 9. Ladungen sind also physikalisch immer etwasdiskretes.Eine solche Vorstellung von in mathematischen Punkten konzentrierten physikalischenObjekten ist nicht neu. Bereits Newton hat seine Theorie der Gravitation mit Hilfe von\Massenpunkten" oder \Punktmassen" formuliert, auch wenn schon damals klar war, da�die Sonne und die Planeten ausgedehnte Objekte sind, die Newton-schen Massenpunkte alsoallenfalls eine praktisch brauchbare N�aherung sein konnten 10.Im Rahmen einer Feldtheorie reicht jedoch die Newton-sche Vorstellung von Kr�aftenzwischen (Massen)punkten nicht mehr aus; man braucht Feldgr�o�en, d.h. Gr�o�en, die alskontinuierliche Funktionen von Raum und Zeit beschrieben werden k�onnen. Eine solcheFunktion ist die Ladungsdichte �(t; ~r ), die man so de�nieren kann:�(t; ~r ) ist eine zu jeder Zeit t und an jedem Ort ~r de�nierte di�erenzierbareFunktion mit der EigenschaftZV �(t; ~r ) d� ist die (zur Zeit t) im Volumen V eingeschlossene Ladung.Man sieht an dieser De�nition sofort, da� man Schwierigkeiten bei der Beschreibungeiner Punktladung durch eine entprechende Ladungsdichte bekommt. Denn ist z.B. am Ort~r = 0 eine Punktladung q vorhanden, so m�u�te die zugeordnete Ladungsdichte �(~r ) diemathematischen Eigenschaften(1) �(~r ) = 0 8~r 6= ~0 ;(2) ZV �(~r ) d� = q f�ur jedes Volumen V , das den Ursprung einschlie�tbesitzen. Da aber nach den S�atzen der Integralrechnung das Integral einer Funktion, dienur an einem isolierten Punkt 11 ungleich Null ist, stets verschwindet, kann es keine solcheFunktion geben.P.A.M. Dirac hat sich in genialer Weise �uber diesen Satz hinweggesetzt und ein mathe-matisches Instrument erfunden, das sich in der gesamten Theoretischen Physik als ungeheuer9Dieses Konzept ist nat�urlich immer eine Idealisierung, die experimentell wegen des endlichen Auf-l�osungsverm�ogens jeder Messung nicht veri�zierbar ist. Rein experimentell kann man nur sagen: Elektronenund quarks haben eine Ausdehung, die jedenfalls kleiner als etwa 10�17 cm ist.Ein im mathematischen Sinne streng als punktf�ormiges Teilchen beschriebenes Elektron macht nat�urlichgewisse mathematische Schwierigkeiten. Man hat deshalb lange (schon im vorigen Jahrhundert!) versucht, eineTheorie der Elektrodynamik aufzubauen, in der das Elektron eine nichtverschwindende Ausdehnung besitzt(sogen. \klassischer Elektronenradius"). Aber all diese Theorien haben sich entweder als im Widerspruch zumExperiment oder aber in sich inkonsistent erwiesen.Es ist deshalb richtig zu sagen: aus heutiger Sicht sind die Tr�ager der elektrischen Ladung punktf�ormig.10Warum diese N�aherung so gut funktioniert, werden wir anhand der \Multipolentwicklung" besser verste-hen lernen.11Mathematiker sagen: \auf einer Menge vom Ma� 0" .



B 1 Die Dirac-sche �-Funktion 5brauchbar erwiesen hat. Er hat n�amlich erkannt, da� die Funktion mit den geforderten Ei-genschaften (wenn es sie denn g�abe) die schlichte Verallgemeinerung des Kronecker-Symbols�ik von diskreten Indizes auf `kontinuierliche Indizes' ist, und da� man deshalb mit einemsolchen Objekt praktisch genauso gut m�usse rechnen k�onnen, gleich ob man eine stringentemathematische De�nition angeben kann oder nicht 12.B 1 Die Dirac-sche �-FunktionWir wollen hier in knappster Form die wichtigsten Eigenschaften der �-Funktion zusammen-stellen:De�nition 1 :(1) �(x� x0) = 0 8 x 6= x0 ;(2) Z x0+ax0�a f(x) �(x� x0) dx = f(x0) f�ur a > 0 und jede im Intervall[x0 � a; x0 + a] integrierbare (und bei x0stetige) Funktion f(x):Man vergleiche dies mit der De�nition des Kronecker-Symbols, um die Analogie zu verstehen:De�nition 2 :(1) �ik = 0 8 i 6= k ;(2) Xk fk �ik = fi , falls i in der Indexmenge der k enthalten ist,�uber die summiert wird :Die wichtigste `Rechenregel' ergibt sich aus dem De�nitionszusammenhang: die Ein-f�uhrung der �-Funktion ist ein Trick, um diskrete Verteilungsfunktionen (wie die einer Punkt-ladung) formal wie eine stetige Verteilung schreiben zu k�onnen. Daraus folgt, da� die �-Funktion eigentlich immer nur als Argument in einem Integral einen Sinn hat. Andersausgedr�uckt: Endergebnisse von Rechnungen, in deren Verlauf �-Funktionen vorkommen,haben erst einen (experimentell brauchbaren) Sinn, wenn alle Integrale, die �-Funktionenenthalten, tats�achlich ausgef�uhrt sind. Was damit gemeint ist, wird unten am Beispiel desFourier-Integrals noch deutlicher werden.Weitere praktisch wichtige `Rechenregeln' ergeben sich unmittelbar aus elementaren Re-geln der Integralrechnung:a) Z +a�a �(x) dx = 1 f�ur a > 0Das ist sozusagen ein Korollar der De�nition von �(x) . Man beachte aber immer,da� das Argument x im Innern des Integrationsintervalls liegen mu� | R +a0 �(x) dx istnicht de�niert!12Viele Jahre sp�ater hat der Mathematiker L. Schwartz eine mathematische Theorie entwickelt, in der dieDirac-sche \�-Funktion" ihren legitimen Platz hat: die Theorie der Distributionen. F�ur fast alle Anwendungenin der Theoretischen Physik braucht man aber die Theorie der Distributionen nicht zu kennen; es langt dieKenntnis der Dirac-schen `Rechenregeln'.



6 B PUNKTLADUNGEN | DIE \�-FUNKTION"b) �(x) ist eine gerade Funktion: �(�x) = �(x)c) �(x) ist nicht linear! Es gilt vielmehr�(cx) = 1jcj �(x)d) f(x) �(x� x0) = f(x0) � �(x� x0) (Mittelwertsatz der Integralrechnung)Im dreidimensionalen Fall de�niert man ganz analog:De�nition 3 :(1) �(~r � ~r 0) = 0 8~r 6= ~r 0 ;(2) ZV f(~r ) �(~r � ~r 0) d~r = f(~r 0) , wenn ~r 0 im Innern des Volumens V liegt.B 2 Fourier-TransformationDie Bedeutung der Dirac-schen �-Funktion kann man besonders gut bei ihrer Anwendung inder Fourier-Transformation sehen. Die Fourier-Transformation kann (im Dreidimensionalen)geschrieben werden in der Form 13f(x) = 1p2� Z +1�1 dk ~f(k) eikx~f(k) = 1p2� Z +1�1 dx f(x) e�ikx :Setzt man den zweiten Ausdruck in den ersten ein, so erh�alt manf(x) = 1p2� Z +1�1 dk 1p2� Z +1�1 dx0 f(x0) e�ikx0 eikx= 12� Z +1�1 dk Z +1�1 dx0 f(x0) eik(x�x0) ;Vertauschung der beiden Integrationen 14 ergibtf(x) = Z 1�1 dx0 � 12� Z +1�1 dk eik(x�x0)� f(x0) :13Die symmetrische Aufteilung des `Normierungsfaktors' 12� auf die beiden Integrale ist willk�urlich, aber inder Theoretischen Physik allgemein �ublich.Wir lassen in dem heuristischen Zusammenhang, in dem wir uns hier mit der Fourier-Transformationbefassen, jede Diskussion der Voraussetzungen dieses Entwicklungssatzes weg; s. hierzu die mathematischeLiteratur.14Auch hier lassen wir alle mathematische Strenge beiseite (es ist ja nicht von vorneherein klar, unterwelchen Voraussetzungen diese Vertauschung erlaubt ist!).



B 2 Fourier-Transformation 7An dieser Form liest man nun eine n�utzliche `Darstellung' der �-Funktion ab, n�amlich�(x� x0) = 12� Z +1�1 eik(x�x0) dk :Man kann diese Formel als `kontinuierlichen limes' der (leicht zu beweisenden) diskretenFormel �n;n0 = 12� Z +��� ei(n�n0)x dkansehen, womit noch einmal die Analogie zwischen dem { diskreten { Kronecker-Symbol undder { kontinuierlichen { �-Funktion deutlich wird.Die Verallgemeinerung des obigen Ausdruck f�ur den dreidimensionalen Fall lautet ent-sprechend �3(~r ) = 1(2�)3 Z d3~k ei~k (~r�~r 0) :Es gibt noch viele andere solche `Darstellungen' der �-Funktion, die oft beim Umformenvon Integralen recht n�utzlich sein k�onnen. Ein besonders anschauliches Beispiel ist�(x) = lim�!0 1p2��2 e� x22�2 ;das ist einfach eine normierte Gau�-Funktion mit verschwindender Streuung!Mit Hilfe der �-Funktion k�onnen wir nun schlie�lich auch die Ladungsdichte �(~r ) einerAnsammlung von Punktladungen systematisch und bequem beschreiben: wenn sich an denOrten ~r i (i = 1; : : : ; N) jeweils die Punktladungen qi be�nden, so ist die Ladungsdichte �(~r )im ganzen Raum einfach durch �(~r ) = Xi qi �3(~r � ~r i)gegeben. Die gesamte im Volumen V enthaltene Ladung ergibt sich dann zuq = ZV �(~r ) d� = Xi qi ZV �3(~r � ~r i) d3~r = Xi2V qi ;wie das sein soll.In der Elektrostatik betrachten wir nur den statischen Fall, d.h. wir gehen davon aus, da�die Ladungsverteilung im Raum, die wir gerade untersuchen, sich zeitlich nicht �andert, kurzgesagt: da� �(t; (~r )) als Funktion der Zeit t konstant ist: @�@t = 0 ist.In der Elektrostatik gilt also { gewisserma�en als De�nition dieses Begri�s { immer_� = 0 : (2)



8 C ELEKTROSTATIKC ElektrostatikC 1 Das Coulomb-GesetzWir wollen zun�achst das Coulomb-Gesetz auf wenige, grundlegende Prinzipien zur�uckf�uh-ren15. Dazu betrachten wir Punktladungen q1, q2 und q3, die sich an den Orten ~r 1, ~r 2bzw. ~r 3 be�nden, und fragen nach den Eigenschaften der Kr�afte, die sie aufeinander aus�uben.Wir fordern, da� diese Kr�afte den folgenden Forderungen gen�ugen sollen:(1) Die Kr�afte h�angen von keinen `externen' Gr�o�en ab. Wir betrachten also dasSystem der Ladungen als abgeschlossen und verlangen dar�uber hinaus, da� es durch diegegebenen Parameter (also die Ladungen und die Orte, an denen diese sich be�nden)vollst�andig beschrieben werden kann 16.(2) Kr�afte sind Vektoren. Das ist das \2. Newton-sche Axiom". Die Diskussion derphysikalischen Bedeutung dieser Forderung wird hier als bekannt vorausgesetzt.(3) Die Kraft zwischen jeweils 2 Ladungen ist unabh�angig von den �ubrigenLadungen (`Zweik�orper-Kr�afte'). Konkret hei�t das, da� die Kraft ~F , die die Ladungq1 auf die Ladung q2 aus�ubt, weder von q3 noch von ~r 3 abh�angt, sondern nur von q1; ~r 1und q2; ~r 2 : ~F 1!2 = ~F (q1; ~r 1; q2; ~r 2)oder kurz ~F 1!2 = ~F (1; 2) :Auch diese Forderung ist ausschlie�lich durch ihre Einfachheit begr�undet 17.(4) Ladungen skalar und additiv. (wurde schon in Abschn.A ausf�uhrlich behandelt).(5) Kr�afte addieren sich linear (Superpositionsprinzip). In Formeln hei�t das :~F (1;2)!3 = ~F (1; 3)+ ~F (2; 3) :(6) Die Kr�afte sind reziprok (\3. Newton-sches Axiom"):~F 2!1 = � ~F 1!2 ;also ~F (2; 1) = � ~F (1; 2) :15Die folgenden �Uberlegungen kann man nat�urlich ganz analog schon beim Gravitationsgesetz anstellen; ja,einige der Prinzipien sind nichts anderes als die von Newton selbst aufgestellten `Axiome'.16Diese Forderungen sind erkenntnistheoretisch keinesfalls trivial! Z.B. gibt es keinen logisch zwingendenGrund zur Annahme, da� die Kr�afte nicht von der Geschichte des Systems abh�angen k�onnten, oder von derGr�o�e des Weltalls, oder, oder : : :Noch viel naheliegender w�are die Hypothese, die Kr�afte k�onnten von den Geschwindigkeiten abh�angen, mitdenen sich die Ladungen bewegen.Die Annahme der Abgeschlossenheit des Systems und der Vollst�andigkeit der Parameter Ort und Ladungist also nur durch ihre Einfachheit zu begr�unden. Eine m�oglichst einfache Theorie zu �nden ist eines dertragenden Motive aller Theoretischen Physik!17Tats�achlich ist heute in der Physik kein Beispiel bekannt, in dem die Einf�uhrung echter Dreik�orperkr�afte{ die man oft genug versucht hat { zu einer besseren (d.h. entweder einfacheren oder die Experimente besserbeschreibenden) Theorie gef�uhrt h�atte.



C 1 Das Coulomb-Gesetz 9Aus den Forderungen (1) bis 6) folgen nun eine Reihe erheblicher Einschr�ankungen f�urdie m�ogliche funktionale Abh�angigkeit der Kraft ~F von ihren Parametern.Die erste (und vielleicht wichtigste!) Konsequenz aus der Forderung nach Abgeschlossen-heit (1) ist die, da� die Kr�afte nicht vom gew�ahlten Koordinatensystem abh�angig sein d�urfen| eine Konsequenz, die im Grunde schon von Galilei stammt und dann von Newton sehrbewu�t formuliert wurde, obwohl sie damals erkenntnistheoretisch geradezu `anst�o�ig' war.Da man seit Newton also den Koordinatenursprung frei verschieben `darf', k�onnen dieKr�afte nur von der Di�erenz der Koordinatenvektoren abh�angen 18:~F (1; 2) = ~F (q1; q2; ~r ) mit ~r := ~r 2 � ~r 1 :Es gibt in dem System also nur einen Vektor, von dem ~F abh�angen kann. Mit der Forderung(2) folgt dann ~F (1; 2) = F (q1; q2; r) � r̂ mit r := j~r j; r̂ := ~rr ;wobei F (q1; q2; r) eine skalare Funktion ihrer 3 (skalaren) Argumente ist.Aus der Additivit�at der Ladung (4) und dem Superpositionsprinzip (5) folgt nun weiter,dass F (q1; q2; r) eine lineare Funktion der beiden Ladungen q1 und q2 ist. Denn wenn sicham Ort ~r 1 zwei Ladungen q11 und q12 be�nden, so folgtF (q11; q2; r) + F (q12; q2; r) = F (q11 + q12; q2; r) ;F (q1; q2; r) ist also linear in q1. Aus (6) folgt aberF (q2; q1; r) = F (q1; q2; r)(man beachte ~r 12 = �~r 21 ! ), so da� F (q1; q2; r) auch in q2 linear ist.F mu� als Funktion von q1 also die Form F = c�q1+d haben. Weil aber die Kraft nat�urlichbei verschwindender Ladung selbst verschwinden mu� (sonst w�are die Abgeschlossenheit (1)nicht gegeben!), mu� d = 0, F also homogen sein. Es folgt schlie�lich insgesamtF = q1 � q2 � f(r)oder ~F 1!2 = ~F (q1; ~r 1; q2; ~r 2) = q1 � q2 � f(r) � ~rr ;es bleibt nur noch eine skalare Funktion f einer skalaren Variablen r zu bestimmen, derenForm sich aus den obigen Postulaten (1) bis (6) allerdings noch nicht ergibt.18 Das gleiche Argument gilt aber auch f�ur den zeitlichen Koordinatenursprung; die Kraft zwischen denLadungen q1 und q2 kann also allenfalls von der Zeitdi�erenz (t2 � t1) abh�angen, also der Di�erenz zwischender Zeit t1, zu der die Ladung q1 ihre Kraft auf q2 aus�ubt, und der Zeit t2, zu der die Ladung q2 diese Kraftsp�urt.Newton hat wie selbstverst�andlich angenommen, da� diese `Kraft�ubertragung' instantan geschieht, diebeschriebene Zeitdi�erenz also immer Null ist. Mit dieser zus�atzlichen Annahme sind alle Kr�afte zu statischen,d.h. zeitunabh�angigen Kr�aften geworden.Erst mit der Relativit�atstheorie Einsteins ist klargeworden, da� diese Annahme Newtons inkonsistent istund fallengelassen werden mu�, und zwar sowohl in der Eletrodynamik wie in der Gravitationstheorie | mitder Folge, da� die gesamten Vorstellungen Newtons zu Zeit, Raum und Kr�aften unhaltbar wurden.Wir werden diese Zusammenh�ange im Verlauf des Kurses noch im Detail zu untersuchen haben. Hier seivorerst nur festgehalten, da� das Coulomb-Gesetz auf wesentliche Weise von dieser Annahme einer instantanenKraftwirkung abh�angt; wir werden also auch das Coulomb-Gesetz sp�ater zu revidieren haben.



10 C ELEKTROSTATIKWir greifen daher an diesem Punkt unmittelbar auf das Experiment zur�uck, in dem manf(r) ja direkt ausmessen kann. Aus solchen Experimenten ergibt sich dann 19 das vollst�andigeCoulomb-Gesetz: ~F (1; 2) = (Ma�systemkonstante) � q1q2 � 1r2 � r̂ : (3)Man beachte, da� dieser Ausdruck das entgegengesetzte Vorzeichen hat als das Gravitati-onsgesetz; es ist Ausdruck der empirischen Erfahrung, da� \gleichnamige" Ladungen sichabsto�en.)Da, wie oben schon bemerkt, die Festlegung der Einheit der elektrischen Ladung willk�ur-lich ist, gilt das gleiche von der Verkn�upfung der Einheit der Ladung mit der Einheit derKraft: man erh�alt eine Ma�systemkonstante, der keinerlei echte physikalische Bedeutungzukommt. In SI-Einheiten hat diese Konstante den Wert14�"0 ;Theoretiker benutzen oft { zwecks Ersparung von Schreibarbeit! { ein Ma�system, in demderartige Ma�systemkonstanten ohne echte physikalische Bedeutung den numerischen Wert 1haben.Um der Klarheit willen bleiben wir in diesem Kurs systematisch bei SI-Einheiten.C 2 Die Di�erentialgleichungen der ElektrostatikIm Grunde enth�alt das Coulomb-Gesetz alle physikalischen Aussagen der Elektrostatik. Je-doch geht dieses Gesetz, wie ja aus seiner `Herleitung' im letzten Abschnitt ganz deutlichwurde, von einem mechanischen Standpunkt aus, der (instantane!) Kr�afte zwischen Punkt-ladungen zu seinem Gegenstand macht 20.Begri�ich im Gegensatz dazu { wenn auch physikalisch zun�achst �aquivalent { steht derGedanke einer elektrischen Feldtheorie, in der die Ladungen an dem Zeit- und Raumpunkt, andem sie sich be�nden, eine Kraft `sp�uren', deren Ursache ein `Zustand' des Raumes an diesemZeit- und Raumpunkt ist, eben das elektrische Feld. In bewu�ter Unsymmetrie schreibt mandas Kraftgesetz in der Form 21 ~F (~r ; q) = q � ~E (~r ) ; (4)d.h. in Worten: die Kraft, die auf eine Ladung q wirkt, die sich zur Zeit t am Ort ~r be�ndet,ist gegeben durch das elektrische Feld ~E (t; ~r ) an eben diesem Raum- und Zeitpunkt.Die Konsistenz mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts erfordert dann, zu sagen, da�die Quellen (also: Ursachen) dieses elektrischen Feldes die elektrischen Ladungen sind, und19Es ist bemerkenswert, da� im Fall des Gravitationsgesetzes Newton das entsprechende Ergebnis nichtmittels einer unmittelbaren Kraftmessung (die ihm ja nicht m�oglich war) erzielt hat, sondern mit einer weite-ren theoretischen �Uberlegung, n�amlich der \R�uckw�arts-Analyse" der Planetenbahnen (d.h. der Kepler-schenGesetze).20In der Sprache der Geschichte und Philosophie der Naturwissenschaften wird das meist der \Fernwir-kungsstandpunkt" genannt.21bzw. { f�ur eine kontiniuierliche Ladungsverteilung {d ~F (~r ; q)d� = �(~r ) d� � ~E (~r ) :



C 2 Die Di�erentialgleichungen der Elektrostatik 11zwar eben gerade so, da� eine Ladung q am Ort ~r 0 (dem \Quellpunkt") ein Feld am Ort ~r(dem \Aufpunkt") erzeugt, das durch~E (~r ) = 14�"0 qj~r � ~r 0 j2 ~r � ~r 0j~r � ~r 0 j (5)gegeben ist 22.Mit den Ergebnissen von Abschn. B kann man dies nun o�enbar in einer dem Feldbegri�angemessenen (n�amlich kontinuierlichen) Sprache so schreiben:~E (~r ) = 14�"0 Z �(~r 0 ) ~r � ~r 0j~r � ~r 0 j3 d� 0 : (6)C 2.1 Das elektrische Potential (\Skalarpotential")Schon aus der Mechanik wissen wir, da� ein Feld der Form (5) bzw. (6) rotationsfrei ist:rot ~E = ~0 ; (7)es l�a�t sich also immer in der Form 23~E (~r ) = � grad�(~r )oder �(~r ) = � Z ~E (~r 0) � d~r 0 + const.schreiben.. �Ubung: Nachrechnen!Im Coulomb-Fall hat man�(~r ) = 14�"0 Z d3~r 0 �(~r 0 )j~r � ~r 0 j : (8)und damit ~E = � grad�~r :. �Ubung: Nachrechnen!22Wir haben wieder { im Rahmen der hier zu behandelnden Elektrostatik { alle Zeitabh�angigkeiten wegge-lassen. Siehe hierzu jedoch noch einmal die Fu�note auf S.9!23Das Minuszeichen ist Konvention; es hat zu tun mit der Konvention, da� Elektronen negative Ladungtragen.



12 C ELEKTROSTATIKC 2.2 Die Quellen des elektrischen FeldesUm zu sehen, da� hinter der invers-quadratischen Abstandsabh�angigkeit der Coulomb-Kraftmehr steckt als nur eine Art Zuf�alligkeit der Naturgesetze, berechnen wir auch die Divergenzdes elektrischen Feldes. Der Einfachheit halber betrachten wir zun�achst eine Punktladung qim Ursprung. Das elektrische Feld ist dann~E = 14�"0 q ~rr3und damit 24 div ~E = 14�"0 q 3Xk=1 dk �xkr3�= 14�"0 " 1r3 � 3 + 3Xk=1 xk � �� 32� 1r5 � 2xk#= 0 f�ur r 6= 0 ;w�ahrend das Ergebnis dieser Rechnung f�ur r = 0 unde�niert ist. Den n�otigen Grenz�ubergangf�ur r! 0 macht man hier am besten anhand der De�nition der Divergenz selbst [als Volumennehmen wir eine Kugel K um den Ursprung; S ist dann deren Ober�ache]:div ~E ���r=0 = limK!0 1K ZS ~E � d~�= 14�"0 limr!0 qr2 � 1K ZS ~rr d~� = 14�"0 limr!0 qK � 1r2 � 4�r2= 14�"0 limr!0 4� qK = 1"0 q limr!0 1K ;so da� also limr!0 ZK div ~E d� = 1"0 q limr!0 ZK 1K d� = 1"0 qbleibt.Vergleicht man das mit der Ladungsdichte der betrachteten Punktladung:�(~r ) = q � �3(~r ) ;so erh�alt man schlie�lich div ~E (~r ) = ���(~r ) = �(~r )"0 ; (9)das \Gau�-sche Gesetz der Elektrostatik".Es zeigt sich also, da� in einem sehr w�ortlichen Sinne die Ladungen die Quellen deselektrischen Feldes sind: die Divergenz (das Ma� f�ur die `Quellst�arke') am Ort ~r h�angt24Wir schreiben dk als Kurzschrift f�ur die �ubliche Schreibweise ( @@k ) der partiellen Ableitung (zur Systematikdieser Notation vgl. C.C. Noack: Tensoranalysis; Skriptum Univ. Bremen 1994 .



C 2 Die Di�erentialgleichungen der Elektrostatik 13von der Ladungsdichte in ~r ab und von sonst garnichts | das quadratische Anwachsen derOber�ache, durch die das Feld im Abstand r von der Quelle `durchstr�omt', wird gerade durchdie invers-quadratische Abstandsabh�angigkeit der Coulomb-Kraft genau kompensiert.Keine andere Abh�angigkeit vom Abstand als die invers-quadratische hat diese (im Gau�-Gesetz zum Ausdruck kommende) Eigenschaft!Schlie�lich l�a�t sich zeigen da� die beiden aus dem Coulomb-Gesetz deduzierten Di�eren-tialgleichungen div ~E = �"0rot ~E = ~0 ; (7)die auch als Grundgleichungen der Elektrostatik bezeichnet werden, als L�osung einfach~E (~r ) = 14�"0 Z �(~r 0 ) (~r � ~r 0 )j~r � ~r 0 j3 d3~r 0haben.Die Grundgleichungen der Elektrostatik sind also in ihrem physikalischen Gehalt �aquiva-lent zum Coulomb-Gesetz.



14 D MAGNETOSTATIKD MagnetostatikD 1 Elektrische Str�ome als Ursache des MagnetismusEntsprechend dem Vorgehen im vorigen Abschnitt m�ochte man nun auch die magnetischenPh�anomene theoretisch systematisieren. Dabei k�onnte man zun�achst auf den Gedankenkommen, analog zu den Kr�aften zwischen elektrischen Ladungen nun die Kr�afte zwischenPermanentmagneten zu analysieren. Das f�uhrt jedoch deshalb nicht recht weiter, weil derPermanentmagnetismus nicht eine fundamentale Eigenschaft aller Materie ist wie die La-dung, sondern in Wahrheit ein recht kompliziertes Ph�anomen der Festk�orperphysik, dessengr�undliches Verst�andnis �uberdies wesentliche Aspekte der Quantentheorie erfordert 25.Ein einfacherer Zugang liegt in der Erkenntnis, da� magnetische Kr�afte Kr�afte zwischenelektrischen Str�omen sind, Kr�afte also zwischen bewegten Ladungen (\Lorentz-Kraft").Was aber ist ein elektrischer \Strom"? Bei einer Punktladung ist das ziemlich einfach zude�nieren: in Analogie zum mechanischen Impuls 26 mv wird man darunter das Produkt vonLadung und der Geschwindigkeit verstehen, mit der die Ladung sich bewegt, alsoelektrischer Strom := q � ~v (~r ) :Entsprechend dem Kontinuumsansatz der Feldtheorie brauchen wir aber wieder eine Dich-te, die \Stromdichte ~� ", die sich dann v�ollig analog aus der Ladungsdichte ergibt:~� (~r ) := �(~r ) � ~v (~r ) :F�ur eine Menge von bewegten Punktladungen qk h�atten wir dann�(~r ) = Xk qk � �3(~r � ~r k)und daraus ~� (~r ) = Xk qk � ~v (~r k)�3(~r � ~r k) = Xk qk � ~v (~r )�3(~r � ~r k) :. �Ubung: Man �uberzeuge sich im einzelnen von der Konsistenz dieser De�nitionen mitdenen im Abschn. B!Im Rahmen der Magnetostatik lassen wir wieder alle Zeitabh�angigkeiten weg, d.h. wirbesch�aftigen uns hier nur mit station�aren Str�omen. Das soll hei�en: zwar bewegen sich25 Auch eine theoretische Abstraktion wie die von \magnetischen Monopolen", d.h. von Objekten, die analogzu elektrischen Punktladungen in zwei Varianten (etwa \N" und \S") auftreten w�urden, hilft nicht weiter,weil eine solche Vorstellung in grundlegendem Widerspruch zu allen experimentellen Befunden steht.In j�ungster Zeit sind allerdings im Zusammenhang des Versuchs, eine einheitliche (Quanten-)Theorie allerNaturkr�afte zu scha�en, auch immer wieder �uber die Maxwell-Theorie hinausgehende Theorien der Elektro-dynamik vorgeschlagen worden, die das Auftreten von magnetischen Monopolen erlauben w�urden, und inder Folge wird auch immer wieder experimentell nach solchen Monopolen gesucht. Weder Theorien nochExperimente haben jedoch bisher nennenswerte Erfolge gezeitigt.(Eine knappe, aber sehr lesbare Darstellung der einfachsten \Monopol-Theorien" { und ihrer wundersamenKonsequenzen! { �ndet sich in Jackson: Classical Elektrodynamics, New York 1975).26Newton hat ja bekanntlich den Impuls sehr pr�agnant \Gr�o�e der Bewegung" genannt, ein Begri�, derausdr�uckt, da� der Impuls einen `extensiven' Aspekt (die Masse) und einen `intensiven' Aspekt (die Ge-schwindigkeit) hat.Ganz entsprechend beschreibt der elektrische Strom die \Gr�o�e der elektrischen Bewegung".



D 1 Elektrische Str�ome als Ursache des Magnetismus 15die Ladungen, aber deren Geschwindigkeiten (und damit die Str�ome) sind als nicht explizitzeitabh�angig vorausgesetzt: an einem gegebenen Ort bleibt der Strom zeitlich immer gleich27.In der reinen Magnetostatik haben wir es au�erdem nur mit Str�omen zu tun; eine statischeLadungsdichte bleibt ganz au�er Betracht { sie ist daher a fortiori zeitlich konstant. Aus derKontinuit�atsgleichung Gl. 1 (die { als Satz von der Ladungserhaltung { immer gilt!) folgtdann div~� = 0 : (8)Man kann diese Gleichung { analog zu Gl. 2 f�ur die Elektrostatik { als De�nition des Begri�s\Magnetostatik" ansehen.Die oben de�nierte Stromdichte ~� (~r ) hat, wie man leicht abliest, die Dimension `Ladungpro Zeit und Stromquerschnitt', also etwa A=cm2 . Ein Integral dieser Stromdichte �uberden Querschnitt eines Leiters m�u�te also die gew�ohnliche \elektrotechnische" Stromst�arke Jergeben. Das kann man auch f�ur eine einzelne Punktladung q leicht nachvollziehen, wenn mansich deren Stromdichte ~� (~r ) �uber ein in�nitesimales Volumenelement (um die Punktladung)integriert denkt:~� (~r ) d� = limV!0 ZV ~� (~r ) d� = q � d~sdt = dqdt � d~s =: d ~J = J d~s ; (9)hier ist J := dj ~J jds = dqdt in der Tat einfach die \Stromst�arke", n�amlich die in der Zeiteinheitdurch einen Querschnitt ie�ende Ladung.. �Ubung: Man mache sich diesen Zusammenhang zwischen Stromdichte und Stromst�arkeauch direkt aus deren De�nitionen { ohne Bezug auf eine Punktladung { klar.Mit dieser Konstruktion von d ~J haben wir ein \in�nitesimales Stromelement" erhalten, dasgewisserma�en als Analogon zu einer Punktladung dienen kann, wenn wir nun die Kr�aftezwischen Str�omen weiter analysieren wollen 28.
27Auch in diesem Zusammenhang ist wieder ein Verweis auf die Fu�note auf S.9 am Platze!28Dabei mu� man allerdings immer im Auge behalten, da� das \in�nitesimale Stromelement" anders alsdie Punktladung ein mathematisches Konstrukt ist. Denn aus der Ladungserhaltung (vgl. Abschn. A) folgtja, da� die Stromst�arke J l�angs eines gesamten stromdurchossenen Leiters �uberall konstant ist | einemin�nitesimalen Stromelement kommt deshalb keine unmittelbare physikalische Bedeutung zu, sondern es sindimmer nur Linienintegrale �uber geschlossene Leiterschleifen physikalisch relevant!



16 D MAGNETOSTATIKWir betrachten also jetzt zwei stromdurchossene Leiter:
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��� �� �� �� �� �� �� ��: �� �� �� �� �� �� ����� ��d ~J 1 d ~J 2~R ~R := ~r 2 � ~r 1und wollen analog zu unserem Vorgehen im Fall des Coulomb-Gesetzes (Abschn. C 1) eindi�erentielles Kraftgesetz herleiten.Unsere Grundpostulate sind sinngem�a� die gleichen wie dort:(1) Abgeschlossenheit und Vollst�andigkeit der Parameter 29;(2) Kr�afte sind Vektoren;(3) Die Kraft zwischen jeweils 2 Stromelementen ist unabh�angig von den �ubri-gen Stromelementen 30;(4) Stromst�arken sind skalar, Stromdichten also Vektoren. Beide sind additiv;(5) Kr�afte gen�ugen dem Superpositionsprinzip;(6) 3. Newton-sches Axiom.Die Analyse der mathematischen Folgen dieser Postulate ist hier deutlich komplizierter,weil drei Vektoren, d ~J 1, d ~J 2 und ~R im Spiel sind 31, von denen die Kraft { die nach (2)selbst ein Vektor ist { abh�angen kann.Ber�ucksichtigen wir gleich die Linearit�at in d ~J 1 und d ~J 2 [ die sich ganz analog wie imCoulomb-Fall aus (4) und (5) ergibt ], so erhalten wir die folgende Liste von M�oglichkeiten,wie man die gegebenen Vektoren zu einem Vektor zusammensetzen kann (Jeder der Vektorenin dieser Liste ist dann jeweils noch mit einer { wie im Coulomb-Fall durch (1) bis (6) nochnicht festgelegten { skalaren Funktion von R zu multiplizieren):29Bei genauerer Analyse erweist sich dieses Postulat hier als in sich problematisch. Die in unserem sta-tion�aren Ansatz implizit enthaltene Annahme einer instantanen Wechselwirkung auch zwischen Str�omen istnicht konsistent mit deren (zeitlichem) \ie�en".Diese begri�ichen Schwierigkeiten manifestieren sich allerdings erst beim Versuch, eine solche \Fern-Wechselwirkung" relativistisch korrekt zu formulieren. Diese Schwierigkeiten (die hier nur angedeutet werdenk�onnen) sind einer der Gr�unde, warum man in einer relativistisch korrekten Theorie geradezu gezwungen ist,zum Feldstandpunkt �uberzugehen!30Auch hier sieht man, da� diese Annahme weit weniger einleuchtend erscheint als im Fall von Kr�aftenzwischen punktf�ormigen Objekten!31Aus den gleichen Gr�unden wie im Coulomb-Fall kann die Kraft nur von der Di�erenz ~R := ~r 2 � ~r 1abh�angen.



D 1 Elektrische Str�ome als Ursache des Magnetismus 17(d ~J 1 � d ~J 2) ~R(~R � d ~J 2) d ~J 1(~R � d ~J 1) d ~J 2~R � (d ~J 1 � d ~J 2)d ~J 1 � (~R � d ~J 2)d ~J 2 � (~R � d ~J 1) :. �Ubung: Einfache Kreuzprodukte { z.B. die Kombinatiion d ~J 1 � d ~J 2 { k�onnen nichtvorkommen. Warum nicht?Die drei letzten Ausdr�ucke (doppelte Kreuzprodukte) k�onnen wir au�er Acht lassen: sielassen sich alle als Linarkombinationen der ersten drei schreiben.. �Ubung: Nachrechnen!Wir machen also f�ur die (in�nitesimale) Kraft d~F , die von dem Stromelement d ~J 1 aufdas Stromelement d ~J 2 ausge�ubt wird, den Ansatz 32:d~F = �k � hf1(R2) � (d ~J 1 � d ~J 2) ~R + f2(R2) � (~R � d ~J 2) d ~J 1 + f3(R2) � (~R � d ~J 1) d ~J 2i ;wobei f1; f2; f3 noch festzulegende skalare Funktionen von R2 sind.Wie bestimmen sich diese Funktionen? Zun�achst ist zu beachten, da� (wie schon obenbemerkt) nicht d~F selbst, sondern nur das Integral �uber diese in�nitesimale Kraft { undzwar �uber beide geschlossenen Stromkreise { physikalisch relevant ist.Nun ist aberf2(R2) � ~R = grad ��2(R2)� mit �2 := 12 Z f2(R2) d(R2) ;also f2(R2) � ~R � d ~J 2� = �grad ��(R2)� � d ~J 2� ;daraus aber folgtZJ1 ZJ2 f2(R2) � ~R � d ~J 2� d ~J 1 = ZJ1 ZJ2 �grad�2 � d ~J 2� d ~J 1 = 0 ;weil das RJ2 ein geschlossenes Linienintegral eines Gradienten ist; entsprechendes gilt analogauch f�ur f3. Der zweite und der dritte Term in ~F tragen also makroskopisch nichts bei |sie k�onnen beliebig gew�ahlt werden!32�k ist eine nur der sp�ateren Bequemlichkeit wegen schon hier herausgezogene Gesamtkonstante.



18 D MAGNETOSTATIKD 2 Das Amp�ere-sche GesetzAm einfachsten ist es nat�urlich, f2 = f3 = 0 zu setzen. Man erh�alt dannd~F = �k � f1(R2) � �d ~J 1 � d ~J 2� ~R ;experimentell �ndet man auch hier (ganz analog zum Coulomb-Fall) f1 = 1=R3, oderd~F = �k � �d ~J 1 � d ~J 2�R2 � ~RR = �k � J1J2R2 � (d~s 1 � d~s 2) � ~RR ;gewisserma�en eine vektorielle Form des Coulomb-Gesetzes. Dies ist das \Amp�ere-scheGesetz".Das Vorzeichen der Konstanten k ist positiv: d~F ist die Kraft auf d ~J 2, und paralleleStr�ome ziehen sich an (man beachte ~R := ~r 2 � ~r 1).Im �ubrigen ist �k eine willk�urliche (vom Ma�system abh�angige) Konstante 33.D 3 Das Gesetz von Biot und SavartDas Amp�ere-sche Gesetz ist nicht wie das Coulomb-Gesetz in der Elektrostatik zum Aufbaueiner Feldtheorie geeignet. Denn anders als dort, wo die Trennung in `Quelle' und davonerzeugtes `Feld' einfach durch die multiplikative Schreibweise ~F = q � ~E geleistet wird, k�onnenwir hier das Skalarprodukt �d ~J 1 � d ~J 2� nicht ohne weiteres in zwei unabh�angige Faktorenseparieren.Wir k�onnen �ahnliches aber erreichen, wenn wir die Freiheit in der Wahl der Funktionenf2 und f3 (die wir oben ja nur der Einfachheit halber zu Null gesetzt haben) geschickterausnutzen. Wir setzen jetzt { bewu�t unsymmetrisch {f2 = �f1 ; f3 = 0und erhalten so d~F = ��04� 1R3 h�d ~J 1 � d ~J 2� ~R � �~R � d ~J 2� d ~J 1i= ��04� 1R3 d ~J 2 � � ~R � d ~J 1�= +d ~J 2 � �04� d ~J 1 � ~RR3 ;in dieser Form hei�t das Kraftgesetz \Biot-Savart-sches Gesetz". 3433In SI-Einheiten wird durch die Setzung �04� := k =: 10�7 NA2das Amp�ere (A) als Einheit der Stromst�arke de�niert [ 1N : 1 Newton ] .34Wie aus der ganzen Konstruktion hervorgeht, unterscheiden sich die Gesetze von Amp�ere und Biot-Savart makroskopisch nicht ; das bedeutet, da� man sie auch experimentell nicht unterscheiden kann: sie sind�aquivalente Formulierungen desselben Sachverhalts.Mikroskopisch dagegen besteht sehr wohl ein wichtiger Unterschied. Er l�a�t sich besonders deutlich daranablesen, da� wir durch die unsymetrische Behandlung von d ~J 1 und d ~J 2 unter der Hand das 3. Newton-sche



D 4 Die Di�erentialgleichungen der Magnetostatik 19D 4 Die Di�erentialgleichungen der MagnetostatikDer Einf�uhrung des Begri� (statisches) \Magnetfeld" steht nun nichts mehr im Wege | manschreibt f�ur die Kraft am Ort ~r 2 d~F (~r 2) = d ~J 2 � ~B (~r 2)mit ~B (~r 2) := �04�d ~J 1 � (~r 2 � ~r 1)j~r 2 � ~r 1j3als dem \magnetischen Feld", das am Ort ~r 2 von dem Stromelement d ~J 1 erzeugt wird.Um den �Ubergang zu einer Feldformulierung zu vervollst�andigen, m�ussen wir nun nurnoch das Konstrukt der `in�nitesimalen Stromelemente' durch die Stromdichte ersetzen, diein einer Feldtheorie ihren legitimen Platz hat. Wir benutzen dazu den schon oben in Gl. 9benutzten Zusammenhang: d ~J = ZV ~� (~r ) d� ;damit erh�alt man { in deutlicher Analogie zur Elektrostatik (Gl. 6)~B (~r ) = �04� ZV ~� (~r 0 )� ~r � ~r 0j~r � ~r 0 j3 d� 0 : : (10)und 35 d~F (~r ) =~� (~r ) d� � ~B (~r ) : (11)Man beachte hier besonders den Transformationscharakter des Magnetfeldes: als Kreuz-produkt zweier Vektoren ist das Magnetfeld kein Vektor, sondern vielmehr ein antisymme-trischer Tensor 2. Stufe! 36Axiom eingb�u�t haben! Es gilt f�ur das Biot-Savart-sche Kraftgesetz nicht mehrd ~F 1!2 + d ~F 2!1 = 0 :Da aber die Summe aller Kr�afte in einem abgeschlossenen System verschwinden mu� (sonst w�are auchsein Gesamtimpuls keine Erhaltungsgr�o�e mehr!), mu� man folgern, da� ein System aus zwei in�nitesimalenStromelementen kein abgeschlossenes System dargestellt.Dieser Sachverhalt macht noch einmal die Tatsache deutlich, die schon oben betont wurde: die \in�nitesi-malen Stromelemente" sind ein mathematisches Konstrukt, denen keine unmittelbare physikalische Bedeutungzukommt.35bzw. { f�ur eine (bewegte) Punktladung {~F (~r ; q) = q ~v � ~B (~r ) :36Da� ein solcher antisymmetrischer Tensor im dreidimensionalen Raum wie ein Vektor gerade auch nursoviele Komponenten hat wie der Raum Dimensionen, so da� eine Verwechslung mit einem Vektor �uberhauptvorkommen kann, mag man als `zuf�allig' ansehen; es ist jedenfalls eine spezielle Eigenschaft des R3.Genaueres zu diesem Thema �ndet sich in C.C. Noack: Tensoranalysis; Skriptum Univ. Bremen 1994, oderauch (sehr anschaulich!) in den Feynman Lectures, Bd. I .



20 D MAGNETOSTATIKD 4.1 Das magnetische Potential (\Vektorpotential")Analog zum Vorgehen in Abschn. C 2.1, in dem wir die Wirbelfreiheit des (statischen) elek-trischen Feldes als Konsequenz des Coulomb-Gesetzes festgestellt haben, k�onnen wir nunaus der Form Gl. 10 ableiten, da� aus dem Biot-Savart-schen Gesetz die Quellenfreiheit desmagnetischen Felds folgt. Wir tun dies, indem wir den Ausdruck in Gl. 10 explizit in derForm ~B (~r ) =: rot ~A (~r ) (12)schreiben. Wir ben�utzen dazu die bereits im Coulomb-Fall benutzte Identit�at�grad� 1R��m � dm� 1j~r � ~r 0 j� = �xm � x0mj~r � ~r 0 j3 ;mit ihr k�onnen wir Gl. 10 explizit (in Komponenten) schreiben alsBi(~r ) = ��04� 3Xk;m=1 "ikm ZV �k(~r 0 ) dm� 1j~r � ~r 0 j�d� 0oder ~B (~r ) = ��04� ZV ~� (~r 0 )� grad� 1R�d� 0 :Da aber ~� (~r 0 ) nicht von ~r abh�angt, ist einfach�~� (~r 0 )� grad� 1R� = +grad� 1R��~� (~r 0 ) = + rot�~� (~r 0 )R � ;wir k�onnen also schreiben ~B (~r ) = rot ~A (~r )mit ~A (~r ) := �04� ZV ~� (~r 0 )j~r � ~r 0 j d3~r 0 : (13)~A ist ein polares Vektorfeld; es tr�agt den { naheliegenden { Namen \Vektorpotential".Das (statische) 37 Magnetfeld ~B hat also keine Quellen:div ~B = ~0 ; (14)oder: Es gibt keine magnetischen Pole.37Anders als beim elektrischen Feld (das nur im statischen Fall wirbelfrei ist), gilt die Quellenfreiheit desMagnetfelds allgemein, vgl. Abschn. F.



D 4 Die Di�erentialgleichungen der Magnetostatik 21D 4.2 Die Wirbel des magnetischen FeldesDie schon hier deutlichen Parallelen zur Elektrostatik legen nahe, nun auch rot ~B zu berech-nen. Es ist zun�achst rot ~B = rot rot ~A = graddiv ~A �� ~A ;f�ur div ~A �ndet man��04���1 div ~A = ZV 3Xk=1 dk� �k(~r 0 )R �d� 0 = ZV 3Xk=1 �k(~r 0 ) dk� 1R�d� 0= � ZV 3Xk=1 �k(~r 0 ) dk0� 1R�d� 0 [ beachte ~R = ~r � ~r 0 ! ]= � ZV 3Xk=1 �dk 0��k(~r 0 )R �� 1R dk0�k(~r 0 )�d� 0 :Der zweite Term im letzten Ausdruck verschwindet, weil div~� = dk�k = 0 in der Magneto-statik; der erste Term l�a�t sich mit dem Gau�-schen Satz umformen:� ZV 3Xk=1 dk 0��k(~r 0 )R �d� 0 = � ZS ~� (~r 0 )R d�0und verschwindet ebenfalls, weil ~� auf der Ober�ache (des gesamten Raums) verschwindenmu�. Wir haben also div ~A = 0 :Auch das Vektorpotential hat also keine Quellen.Mit 38 �� 1R� = �4� �3(~R )erhalten wir so�� ~A = ��04� ZV ~� ��� 1R�d� 0 = +�0 ZV ~� � �3(~r � ~r 0 )d� 0 = �0~� (~r ) ;und damit schlie�lich f�ur die Rotation des Magnetfelds:rot ~B = �0~� (~r ) : (15)Auch hier l�a�t sich zeigen, da� die beiden aus dem Biot-Savart-Gesetz deduzierten Di�e-rentialgleichungen rot ~B = �0 �~� (~r )div ~B = 0 ; (13)38Vgl. die zu Gl. 9 f�uhrende Rechnung in Abschn. C 2.2.



22 D MAGNETOSTATIKdie als Grundgleichungen der Magnetostatik bezeichnet werden, als L�osung einfach~B (~r ) = �04� Z ~� (~r 0 )� (~r � ~r 0 )j~r � ~r 0 j3 d� 0haben.Die Grundgleichungen der Magnetostatik sind also in ihrem physikalischen Gehalt �aquiva-lent zum Biot-Savart-Gesetz.



23E Zusammenfassung der statischen GleichungenDie Ergebnisse der vorigen Abschnitte sollen hier noch einmal tabellarisch zusammengefa�twerden, vor allem, um die Analogien und Symmetrien zwischen dem elektrischen und demmagnetischen Fall herauszuarbeiten:Elektrostatik MagnetostatikDie unter diesen Begri�en beschriebenen physikalischen Ph�anomenen sind charakterisiertdurch @�@t = 0 div~� = 0 :Daraus folgt die Kontinuit�atsgleichung@�@t + div~� = 0(die aber auch allgemein { f�ur zeitabh�angige Ladungs- und Stromdichten { ihre G�ultigkeitbeh�alt).Die Felder werden de�niert �uber die Kraftwirkung, die sie aufLadungen Str�omeaus�uben: die Kraft auf eine Punktladung, dieCoulomb-Kraft, Lorentz-Kraft,ist ~F (~r ) = q � ~E (~r ) ~F (~r ) = q ~v � ~B (~r ) ;oder (in kontinuierlicher Schreibweise)d~F (~r ) = �(~r ) d� � ~E (~r ) d~F (~r ) =~� (~r ) d� � ~B (~r ) ;dabei ist das Feld gegeben durch~E (~r ) = 14�"0 Z �(~r 0 ) (~r � ~r 0 )j~r � ~r 0 j3 d� 0 ~B (~r ) = �04� Z ~� (~r 0 )� (~r � ~r 0 )j~r � ~r 0 j3 d� 0



24 E ZUSAMMENFASSUNG DER STATISCHEN GLEICHUNGENEs gilt die { homogene { Di�erentialgleichungrot ~E = ~0 div ~B = 0Aufgrund dieser Di�erentialgleichung kann man das Feld als Ableitung eines Potentialsschreiben in der Form~E (~r ) = � grad�(~r ) ~B (~r ) = rot ~A (~r ) :Das Potential ist einskalares Feld , Vektorfeld ,das gegeben ist durch�(~r ) = 14�"0 Z �(~r 0 )j~r � ~r 0 jd� 0 ~A (~r ) = �04� Z ~� (~r 0 )j~r � ~r 0 jd� 0 :Das daraus abgeleitete Feld ~E bzw. ~B ist daher einVektorfeld Tensorfeld .Das Potential gen�ugt der Di�erentialgleichung��(~r ) = ��(~r )"0 � ~A (~r ) = �0 �~� (~r ) ;das Feld ~E bzw. ~B der { inhomogenen { Di�erentialgleichungdiv ~E = �(~r )"0 rot ~B = �0 �~� (~r ) .



25F Die Maxwell-GleichungenWir betrachten nun die volle Dynamik der elektrischen und magnetischen Erscheinungen,d.h. zeitabh�angige Felder.Zun�achst bemerken wir, da� f�ur den Fall einer zeitabh�angigen Ladungsdichte auchdiv~� 6= 0ist, denn die Ladungserhaltung erfordert ja die G�ultigkeit der Kontinuit�atsgleichung@�@t + div~� = 0auch f�ur zeitabh�angige Felder.Daraus folgt aber sofort, da� die bisher aufgestellten Di�erentialgleichungen der Statikabge�andert werden m�ussen; denn aus rot ~B = �0 �~�w�urde folgen 0 � div rot ~B = �0 � div~� = ��0 � @�@t ;im Widerspruch zur Voraussetzung einer zeitabh�angigen Ladungsdichte.Wir setzen deshalb in Ab�anderung der statischen Gleichung an:rot ~B = �0 �~� + @ ~X@t ;mit einem noch zu bestimmenden Feld ~X { dabei stellt die Einf�uhrung der Zeitableitung von~X (und nicht von ~X selber) 39 sicher, da� die Magnetostatik unver�andert bleibt. Es folgt0 = div rot ~B = �0 � div~� + div @ ~X@t = @@t ���0 � �+ div ~X � : (14)Wie steht es mit der anderen inhomogenen Gleichung, dem Gau�-Gesetz,div ~E = �"0 ;das den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld ~E und seinen Quellen beschreibt?Es gibt zwei Gr�unde, zu versuchen, diese Gleichung unabge�andert zu lassen. Der ersteist allgemein das Prinzip der Einfachheit der Theorie, das wir schon fr�uher als durchausproduktiv erkannt haben. Noch wichtiger aber ist der zweite Grund: im Abschn. C 2.2haben wir gesehen, wie das Gau�-Gesetz die Ladungen in einem sehr w�ortlichen Sinne als dieQuellen des elektrischen Feldes identi�ziert. Dieses Prinzip erscheint zu fundamental, um esohne Not aufzugeben.Diese Argumentation gilt in gleicher Weise f�ur die Gleichungdiv ~B = 0 ;39Das ist im �ubrigen mathematisch keine Einschr�ankung der Allgemeinheit.



26 F DIE MAXWELL-GLEICHUNGENdie die Nichtexistenz von magnetischen Monopolen zum Ausdruck bringt. Wir wollen daheran beiden auch f�ur den zeitabh�angigen Fall festhalten.Mit dem Gau�-Gesetz k�onnen wir in Gl. 14 die Ladungsdichte durch das elektrische Feldersetzen: 0 = div rot ~B = div @@t � ~X � "0�0 ~E � :Diese Bedingung l�a�t sich am einfachsten erf�ullen, wenn man mit Maxwell setzt~X := "0�0 ~E ;die statische Gleichung rot ~B = �0 �~� also ersetzt durchrot ~B = �0 �~� + "0�0@ ~E@toder (die Felder auf die linke, die `Quellterme' als Inhomogenit�aten auf die rechte Seite) :rot ~B � "0�0 @ ~E@t = �0 �~� ; (15)Es bleibt noch die letzte Gleichung zu diskutieren: rot ~E = 0. Die Analogie zu oben(mehr noch aber die ohnehin schon au��allige Symmetrie des Systems dieser Gleichungen!)legt es nahe, in Ab�anderung der statischen Gleichung anzusetzenrot ~E = @~Y@t ;wobei wir vermuten, da� ~Y proportional zu ~B sein k�onnte.In der Tat folgt zun�achst aus div rot � 0, da�@@t div ~Y = 0sein mu�; da aber wir bereits div ~B = 0 haben, ist die Gleichungrot ~E = �@ ~B@toder (wieder systematischer geschrieben) :rot ~E + @ ~B@t = ~0 ; (16)mit allen bisherigen �Uberlegungen vertr�aglich, wobei das Vorzeichen von @ ~B@t in (16) durchunsere Symmetrie�uberlegungen nicht festgelegt wird, sondern hier als empirisches Faktum zugelten hat 40.40Im Verlauf des Kurses (bei der relativistischen Behandlung) wird sich herausstellen, da� die schon andieser Stelle bemerkenswerte Symmetrie der Maxwell-Gleichungen noch sehr viel weiter geht und tiefer liegt,als dies hier erkennbar wird.Durch diese weitergehende Symmetrie ist auch das Vorzeichen in Gl. 16 eindeutig festgelegt.



27Wir erhalten so schlie�lich das folgende System von gekopppelten partiellen Di�erential-gleichungen:rot ~B (~r ; t)� "0�0@ ~E (~r ; t)@t= �0 �~� (~r ; t)div ~E (~r ; t) = �(~r ; t)"0 rot ~E (~r ; t) + @ ~B (~r ; t)@t = ~0div ~B (~r ; t) = 0Das sind die \Maxwellgleichungen".Man kann die Gleichungen (�asthetisierend) noch etwas umschreiben, indem man die Ma�-systemkonstanten in den inhomogenen Gleichungen etwas eleganter verteilt:rot ~B�0 � "0 @ ~E@t = ~�div "0 ~E = � rot ~E + @ ~B@t = ~0div ~B = 0Zus�atzlich kann man dann noch (wenn man will) in den inhomogenen Gleichungen neueBuchstaben einf�uhren 41: ~D := "0 ~E~H := ~B�0 :so da� man Gleichungen ohne jede Konstanten 42 erh�alt:rot ~H � @ ~D@t = ~�div ~D = � rot ~E + @ ~B@t = ~0div ~B = 041Das bedeutet nicht, da� ~D und ~H neue physikalische Felder w�aren! Es handelt sich hier vielmehr umeine pure Notationsvereinbarung.In der makroskopischen Maxwell-Theorie allerdings werden ~D und ~H in der Tat zu neuen (gemittelten)physikalischen Feldern. Siehe hierzu das Skript \II. Die `ph�anomenologischen' Maxwell-Gleichungen".42Noch einfacher ist es nat�urlich, von vorneherein ein Ma�system zu benutzen, in dem "0 = �0 = 1 ist : : :



28 G DIE LORENTZKRAFTG Die LorentzkraftDie Maxwellgleichungen sind gekoppelte partielle Di�erentialgleichungen 2. Ordnung; durchsie sind elektrisches und magnetisches Feld bestimmt, wenn die Ladungsdichte �(~r ; t) unddie Stromdichte ~� (~r ; t) gegeben sind.Umgekehrt �uben aber die Felder auch Kr�afte auf die Ladungen aus ; das haben wir schonbei Einf�uhrung der Felder ausf�uhrlich diskutiert.F�ur die Kraft auf eine Punktladung q (\Coulomb-Kraft") hatten wir (Gl. 4)~F (~r ) = q � ~E (~r ) :Ist eine kontinuierliche Ladungsverteilung �(~r ; t) gegeben, so ist o�enbar die entsprechendeKraftdichte gegeben durch d~F (~r ; t)d� = �(~r ; t) � ~E (~r ; t) :Ganz entsprechend hat man f�ur die Kraftdichte, mit der ein Magnetfeld auf eine Strom-dichte wirkt (\Lorentz-Kraft", Gl. 11)d~F (~r ; t)d� =~� (~r ; t)� ~B (~r ; t) :F�ur eine Punktladung q, die sich mit der Geschwindigkeit ~v bewegt, ist ~� = q � ~v , undentsprechend hat man ~F (~r ; t) = q ~v � ~B (~r ; t) :Insgesamt ist also die Kraft auf bewegte Ladungen gegeben durchd~F (~r ; t)d� = �(~r ; t) � ~E (~r ; t) +~� (~r ; t)� ~B (~r ; t) (17)bzw. ~F (~r ; t) = q � h ~E (~r ; t) + ~v � ~B (~r ; t)i ; (18)Wenn nicht explizit zwischen elektrischer und magnetischer Kraft unterschieden werden muss,wird auch die Gesamtkraft der elektromagnetischen Felder (Gl. 17 bzw. Gl. 18) oft kurz \dieLorentzkraft" genannt.


