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Vorbemerkungen

Voraussetzungen und Zielsetzungen:

Die Vorlesung wendet sich an Lehramtskandidaten nach der Zwischenpriifung und
an Studenten mit dem Wahlfach Physik. Vorausgesetzt werden Grundkenntnisse in
Analysis (Differential- und Integralrechnung) und in linearer Algebra (Vektor- und
Tensorrechnung). Die Vorlesung umfafit eine Einfithrung in die klassische Elektro-
dynamik und die Quantenmechanik. Dabei sollen eine systematische Orientierung
geboten, methodische Vorgehensweisen erlernt und grundlegende physikalische In-
halte vermittelt werden.

Skriptum zur Vorlesung: Das Skriptum ist im Kopierraum der Bibliothek der
Physikalischen Institute und im Internet unter

http://llp.ilt.thg.de

zuginglich. Ausdrucke sind auf eigene Kosten vorzunehmen.

Literaturhinweise: Begleitend zur Vorlesung werden folgende Lehrbiicher empfoh-
len:

1. T. FlieBbach: Elektrodynamik u. Quantenmechanik (Spektrum Akademischer
Verlag, Heidelberg, 1995-1997)

2. Feynman Lectures on Physics II u. III (Addison-Wesley, New York, 1963)

3. L.D. Landau, E.M. Lifschitz: Lehrbuch der Theoretischen Physik IT, ITT u. VIII
(Akademie-Verlag, Berlin, 1981)

4. J.J. Sakurai: Modern Quantum Mechanics (Addison-Wesley, New York, 1994)
5. J.D. Jackson: Classical Electrodynamics (John Wiley, New York, 1962)

6. S. GroBmann: Mathematischer Einfithrungskurs fiir die Physik (Teubner Stu-
dienbiicher Physik, Stuttgart, 1991)
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Tabelle 1: Physikalische Konstanten

Gravitationskonstante
Fallbeschleunigung
Erdradius

Erdmasse

Sonnenradius

Sonnenmasse
Lichtgeschwindigkeit
Elektrische Feldkonstante
Magnetische Feldkonstante
Elektrische Elementarladung
Elektronenruhemasse
Protonenruhemasse
Boltzmann-Konstante
Stefan-Boltzmann-Konstante
Plancksches Wirkungsquantum
Bohrscher Radius

G =6.67 x 107" m3/kg s?

g=9.81 m/s? (bei 50 Grad geogr. Breite)

" fguator = 6378 km

MErde = 5, 97 x 10%* kg

T'Sonne = 095300 km

Msomme = 1,99 x 10% kg

c=2.997(9) x 10® m/sec

€0 = 107/(4mc?) = 8.854(1) x 10712 Asec/(Vm)
po = 1/(epc?) = 41 x 1077 = 1.256(6) x 107® Vsec/(Am)
e =1.602(1) x 10712 As

me = 9.109(5) x 1073 kg

m, = 1.672(6) x 102" kg

kp = 1.380(6) x 102 J/K

o = 5.670(5) x 108 W/(K*m?)

h = 6.626(1) x 1073 = 27 - 1.054(5) x 10~% Jsec
ao = 0.529(1) x 1071 m

Tabelle 2: Zehnerpotenzen

103 Milli (m)  10° Kilo (k)
107¢  Mikro (u) 10°  Mega (M)
1072  Nano (n) 10°  Giga (G)
1072 Piko (p) 10" Tera (T)
1071 Femto (f) 10" Peta (P)
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Teil 1

Elektrodynamik



Kapitel 1

Einleitung

Gegenstand der Elektrodynamik ist die elektromagnetische Wechselwirkung elektri-
scher Ladungen. In der klassischen Elektrodynamik wird diese Wechselwirkung durch
ein elektromagnetisches Feld beschrieben. Das elektromagnetische Feld wird durch
die Mazwell-Gleichungen bestimmt.

Die Elektrodynamik beinhaltet als Spezialfille die Elektrostatik und die Magnetosta-
tik. Im Rahmen der Elektrodynamik werden die elektrische und magnetische Wech-
selwirkung zu einer Theorie der elektromagnetischen Wechselwirkung zusammenge-
faBlt. Es ist naheliegend zu vermuten, daf sich weitere Wechselwirkungen in diesem
Sinne vereinheitlichen lassen. Die Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung ver-
einheitlicht bereits die elektromagnetische und die schwache Wechselwirkung. Am
Ende dieser Entwicklung kénnte eine einheitliche Feldtheorie aller bekannten funda-
mentalen Wechselwirkungen der Physik stehen, die auch die starke Wechselwirkung
und die Gravitation einschlieft.

Die Elektrodynamik zeitabhéngiger Felder beschreibt die Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen. Nach dem Finsteinschen Relativitatsprinzip breiten sich elek-
tromagnetische Wellen im Vakuum in jedem Inertialsystem mit Lichtgeschwindig-
keit aus. Die Elektrodynamik sollte dem Einsteinschen Relativitéitsprinzip geniigen.
Tatséchlich sind die Maxwell-Gleichungen lorentzinvariant und somit auch im Rah-
men der speziellen Relativitédtstheorie giiltig.

Die quantentheoretische Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung
wird als Quantenelektrodynamik (QED) bezeichnet. Die QED fiihrt Photonen als
Quanten des Strahlungsfeldes ein. Das grundlegende Problem der QED ist die Wech-
selwirkung von Photonen mit Elektronen und Positronen. Die Wechselwirkung des
Elektrons mit seinem eigenen Strahlungsfeld modifiziert z.B. seine Wechselwirkung
mit einem dufleren Magnetfeld (anomales magnetisches Moment) oder mit dem elek-
trischen Feld eines Atomkerns (Lambshift). QED Korrekturen konnten in einigen
Féllen mit sehr hoher Genauigkeit berechnet und durch Experimente bestétigt wer-
den.



Im Rahmen dieser Vorlesung befassen wir uns mit der klassischen Elektrodynamik,
insbesondere mit den Teilgebieten Elektrostatik, Magnetostatik und mit elektroma-
gnetischen Wellen.

1.1 Elektrische Ladungen

Es gibt positive und negative elektrische Ladungen, die sich als ganzzahlige Vielfache
der Elementarladung e darstellen lassen,

Q=2Ze, Z=0,41,42,43,---.

Die Ladungszahl Z gibt die Ladung in Einheiten der Elementarladung an. Die be-
kannten Elementarteilchen haben die Ladungszahlen Z = +1 (Proton), Z = —1
(Elektron) oder Z = 0 (Neutron). In Atomkernen wird die abstoende Coulombkraft
der Protonen durch die anziehende Kernkraft kompensiert. Daher sind auch Atom-
kerne mit grofler Ladungszahl moglich. Diese positiven Ladungen werden im Atom
durch die Elektronenhiille neutralisiert. Ionen sind geladene Teilchen, die weniger
oder mehr Elektronen besitzen als das entsprechende neutrale Teilchen. Geladene
Leiter oder ionisierte Gase (Plasmen) besitzen freie Elektronen mit makroskopischen
Ladungszahlen, bei denen die Quantennatur der Ladung meist vernachléssigbar ist.

Fiir die Ladung gilt ein Erhaltungssatz: Die Ladung eines abgeschlossenen Systems
von Teilchen bleibt erhalten. Dies gilt auch dann, wenn es zu Umladungen oder
zu Teilchenumwandlungen kommt. Beispiele hierfiir sind die Photoionisation eines
Atoms, A+ v — AT + e oder der Betazerfall eines Neutrons, n — p + e + v. In
beiden Féllen entstehen aus dem neutralen Anfangszustand geladene Teilchen mit
der Gesamtladung Null.

1.2 Elektrische und magnetische Felder

Die elektrische Feldstirke E wird durch die Kraft auf eine ruhende Probeladung ¢
definiert,
F =q4E. (1.1)

Die elektrische Feldstérke bezeichnet somit die Kraft pro Ladungseinheit. Sie ist von
der Anwesenheit der Probeladung unabhéngig.

Eine Probeladung ist streng genommen eine Idealisierung. Vernachléssigt wird hier-
bei die endliche Ausdehnung der Ladung sowie die Riickwirkung der Ladung auf das
elektrische Feld. Eine solche Riickwirkung kann durch die BeeinfluBung der restli-
chen Ladungen oder durch die Selbstwechselwirkung der Ladung mit dem eigenen
Strahlungsfeld zustande kommen. Diese Effekte sind aber meist vernachléssighar



klein, so daf} die Annahme punktférmiger Ladungen in einem vorgegeben dufleren
Feld eine gute Naherung darstellt.
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Verschiebt man die Probeladung, so kann man jedem Ortsvektor r einen Vektor der
elektrischen Feldstérke E(r) zuordnen. Eine Zuordnung,

r — A(r) (1.2)

die an jedem Punkt eines Gebietes den Wert einer Grofle A definiert, nennt man ein
Feld. Da FE ein Vektor ist, nennt man E(r) ein Vektorfeld. Der Begriff des Vektorfel-
des ist grundlegend fiir die Elektrodynamik. Vektorfelder spielen hier eine dhnliche
Rolle, wie die Teilchenkoordinaten (g;,p;) in der Mechanik. Im Gegensatz zu dem
diskreten Teilchenindex ¢ ist der Ortsvektor r hier aber eine kontinuierliche Varia-
ble. Im allgemeinen kénnen Felder auch zeitabhéngig sein, was durch ein zusétzliches
Argument, E(r,t), angedeutet wird.

Fiir ein System von ruhenden Punktladungen 148t sich die Kraftwirkung auf jede La-
dung mit Hilfe des Coulomb-Gesetzes und des Superpositionsprinzips angeben. Dies
soll kurz erldutert werden, obwohl dies nicht der geeignete Weg ist, elektromagneti-
sche Felder im allgemeinen zu berechnen. Zwischen zwei ruhenden Punktladungen
und j wirkt die Coulomb-Kraft,

r, — 'T'j

F;; = qq; m, Fj; =—F,. (1.3)
Hierbei bezeichnet F;; die Kraft, die von der Ladung j auf die Ladung 7 ausgeiibt
und F';; ist die entgegengesetzt gerichtete gleich grofle Gegenkraft, die die Ladung ¢
auf die Ladung j ausiibt.



Abbildung 1.2: Richtung der Coulomb-
kraft zwischen zwei Ladungen ¢;, go mit
entgegengesetztem Vorzeichen.

v

Die Coulomb-Kraft ist entlang der Verbindungslinie der Ladungen gerichtet und um-
gekehrt proportional zum Quadrat des Abstandes zwischen den Ladungen. Ladungen
gleichen Vorzeichens stoflen sich ab, Ladungen entgegengesetzten Vorzeichens ziehen
sich an. Das elektrische Feld am Ort der Ladung ¢;, das von der Ladung ¢; erzeugt
wird, ist somit

(1.4)

Wirken auf eine Ladung ¢; die elektrischen Felder von mehreren Ladungen g;, so
gilt fiir das resultierende elektrische Feld ebenso wie fiir die resultierende Kraft das
Superpositionsprinzip,

E; = ZEija F,=qFE; = Z%’Ezj = ZFU . (1-5>
J J J

Wir erhalten somit die Kraft auf die Ladung 7, indem wir die Coulomb-Kréfte, die
von allen anderen Teilchen auf die Ladung 7 ausgeiibt werden, addieren.

Neben der elektrischen Kraft gibt es auch eine magnetische Kraft, die auf beweg-
te Ladungen wirkt. Die magnetische Feldstiarke B wird durch die Kraft auf eine
Probeladung ¢ definiert, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt,

F:%va. (1.6)
Hierbei bezeichnet ¢ die Lichtgeschwindigkeit. Die magnetische Kraft unterscheidet
sich von der elektrischen durch ihre Geschwindigkeitsabhingigkeit. Sie steht senk-
recht auf der Bewegungsrichtung und verschwindet fiir eine ruhende Ladung. Die
magnetische Feldstérke bildet ebenfalls ein Vektorfeld B(r), dessen Eigenschaften
unabhéngig sind von der Anwesenheit der Probeladung.

Die allgemeine Form der Kraft auf eine Ladung in einem &dufleren elektrischen und



magnetischen Feld ist

F:q(E—i—%va). (1.7)

Sie wird als Lorentz-Kraft bezeichnet.

Die Bewegung einer Ladung in einem orts- und zeitabhingigen elektromagnetischen
Feld erhélt man durch die Losung der Bewegungsgleichung,

d
E’f’ = ?,
(1.8)
d 1
gp = 1 (B L oxB),

mit dem relativistischen Impuls

p = myv, =
K ! V1—=v?/c?

Fiir kleine Geschwindigkeiten, v < ¢, gilt die Newtonsche Bewegungsgleichung mit
p = mv.

1.3 Ladungs- und Stromdichte

Es ist naheliegend auch die Ladungen und deren Stréome durch Felder zu beschrei-
ben. Hierzu definieren wir zunéchst eine Dichte fz(7,v) im Phasenraum mit der
Eigenschaft, dal fz(r,v) d®rd3v die Anzahl der Ladungen mit der Ladungszahl
Z darstellt, die sich am Punkt (7,v) im Volumenelement d®rd®v befinden. Damit
konnen die Ladungsdichte o(r) und die Stromdichte j(7) auf folgende Weise darge-
stellt werden

o(r) = ZZe/d% fz(r,v),
(1.9)
jlr) = ZZe/d?’v vfz(r,v).

Aus diesen Definitionen folgt unmittelbar,

dQ = o(r)dV,  dI =37 -da. (1.10)




Hierbei bezeichnet d@) die Ladung des Volumenelements dV' und dI den Strom, der
durch ein Flachenelement da in Richtung der Flichennormalen hindurchtritt. Man
beachte, daf3

da - vdt fz(r,v)d*v

die Anzahl der Ladungen der Sorte Z darstellt, die mit der Geschwindigkeit v im
Zeitintervall dt durch die Fldche hindurchtreten. Da das Volumenelement da - vdt
geschwindigkeitsabhéingig ist, wird es mit der Dichte fz(7,v)d?v der Teilchen mit
der Geschwindigkeit v multipliziert.

v Abbildung 1.3: Volumenelement da -
i vdt, aus dem die Teilchen mit der Ge-

da schwindigkeit v wéhrend der Zeit dt

durch das Oberflichenelement da aus-

/ treten.

vdt

.

Mit Hilfe der Dichten konnen Summationen {iber Ladungen durch Integrationen
ersetzt werden. Hierzu verwenden wir die Substitutionsregeln,

S ah(r) / 4V o(r)h(r),
i (1.11)
Z%"Uz‘h(’rz’) — /de(’r)h(r),

eV Vv

wobei h(r) eine beliebige Funktion bezeichnet. Beispielsweise erhélt man fiir die Ge-
samtladung () innerhalb eines Volumes oder fiir die Gesamtkraft F' auf die Ladungen
des Volumens die Ausdriicke,

Q= /dV ofr), F= /dV (QE—l— %j x B) . (1.12)

1% \%




Fiir einzelne Punktladungen definiert man die Dichten mit Hilfe der Diracschen
Deltafunktion. Sie besitzt definitionsgeméfl die Eigenschaft

0 fir r; aulerhalb V

/ dV o(r —ri)h(r) = { h(r)  fir ; innerhalb V (1.13)
1%

Im mathematischen Sinne ist die Deltafunktion eine Distribution, die der Funkti-
on h(r) den Funktionswert h(r;) an der Stelle r; zuordnet. Die Schreibweise als
Funktion hat nur symbolische Bedeutung, da es keine gewdhnliche Funktion mit der
Eigenschaft (1.13) gibt. Unter Verwendung der Deltafunktion erhdlt man fiir die
Ladungsdichte bzw. die Stromdichte eines Systems von N Punktladungen,

o(r) = Z%‘5("“—"°i)

(1.14)

jlr) = quié(r - 7).

1.4 Maxwell-Gleichungen

Es stellt sich nun die Frage, welches elektromagnetische Feld von einer vorgegebenen
Ladungsdichte o(r,t) bzw. Stromdichte j(r,t) erzeugt wird. Die Antwort hierauf
geben die Mazwell-Gleichungen,

VxB = %@E—f—%j (1.15)
V-B = 0 (1.16)
VxE = —%@B (1.17)
V-E = 4np (1.18)

Diese Gleichungen bestimmen das elektromagnetische Feld zu vorgegebenen
Ladungs- und Stromdichten. In der Vektoranalysis lernt man genauer wie Vektorfel-
der durch die Angabe sogenannter Quellen und Wirbel fiir verschiedene Randwert-
probleme bestimmt werden kénnen. Die Maxwell-Gleichungen geben eine inhaltliche
Ausdeutung dieser Sdtze. Da es sich um physikalische Naturgesetze handelt, ist die
inhaltliche Bedeutung nicht beweisbar. Im Rahmen der Elektrodynamik lernt man
mit diesen Gleichungen umzugehen und sie auf unterschiedliche Fragestellungen an-
zuwenden.



1.5 Einheitensysteme

Gauflsches System: Die Ladung kann in unterschiedlichen Einheiten angegeben
werden. Diesem Skriptum liegt das Gaulsche Mafisystem mit den Einheiten cm, g, s
(cgs-System) zugrunde. Die Einheit der Ladung ist hier die FElektrostatische Einheit
ESE. Die Definition der elektrostatischen Einheit wird durch das Coulomb-Gesetz
festgelegt: Zwei Ladungen der Gréfle 1 ESE im Abstand von 1 cm ergeben eine Kraft

von 1 dyn,
(1ESE)?

ldyn = - (1.19)
Die elektrostatische Einheit ist daher
3/2,1/2
IESE = —= 8 (1.20)
S

Die Elementarladung ist e = 4.803 x 107!% ESE. Das Gaufische System hat den
Vorteil, dal das elektrische und das magnetische Feld die gleiche Dimension besit-
zen und sie sich daher ohne zuséitzliche Konstanten zum elektromagnetischen Feld
zusammenfassen lassen.

SI-System: Das SI-System verwendet die Einheiten m, kg, s, A. Die Einheit der
Ladung ist das Coulomb (C). Das Coulomb wird durch die Einheit der Stromstérke,
das Ampere (A), als 1 C = 1 As festgelegt. Fiir praktische Rechnungen empfiehlt
sich das international eingefiihrte SI-System. Die Elementarladung besitzt hier den
Wert e = 1.602 x 1071°C.

Umrechnungsformeln: Einige Umrechnungsformeln zwischen diesen Mafsyste-
men sind in Tabelle 1.1 angegeben, wobei die Grofien im SI-System durch * gekenn-
zeichnet sind. Im SI-System lautet die Coulomb- bzw. die Lorentz-Kraft,

1 414
47'('60 |’l"1 - T‘2|2’

F =

F = ¢ (E"+vxBY).

Die Maxwell-Gleichungen lauten im SI-System

1
A’V x B* = 9,E*+ —j* (1.21)
€o
V-B* = 0 (1.22)
VxE' = —9,B (1.23)
1
V-E* = —o". (1.24)

€o



Tabelle 1.1: Umrechnungstabelle

SI-Grofle SI-Einheit cgs-Grofle
Ladung: ¢* 1C] = 1]A - L
adung: q [C] [As] q Jireo
St tarke: I* 1[A I=
romstérke [V] T
Elektrische Feldstérke: E* 1[—] E = Vineg "
m
V
Magnetische Induktion: B* | 1[T] = 1[—3] B = cv/4megB* = /47 /1o B
m

Elektrische Feldkonstante:
As

Vm'’ Amegy

€ = 8,8543 - 10712

- N Vm
:c2><107pz9><109E

Magnetische Feldkonstante:

v 1
o = 4m-1077 2 =

Am  ¢yc?

Lichtgeschwindigkeit: ¢ = 2.9979 - 108 %




Kapitel 2

Vektoranalysis

Die Maxwell-Gleichungen sind ein System partieller Differentialgleichungen fiir Vek-
torfelder. Die Differentiation und Integration von Vektorfeldern ist Gegenstand der
Vektoranalysis. Besondere Bedeutung fiir die Elektrodynamik haben der vektorielle
Differentialoperator Nabla, die Integralsdtze von Gauf$ und Stokes, sowie der Helm-
holtzsche Hauptsatz der Vektoranalysis.

2.1 Vektoren

In der Physik verwendet man Vektoren gewdhnlich als koordinatenunabhéingige
Groflen im dreidimensionalen physikalischen Raum, die einen Betrag und eine Rich-
tung haben. Die Eigenschaften dieser Vektoren konnen durch die algebraische Defini-
tion des Vektorraumes verallgemeinert werden. Wir bedienen uns hier des einfachen
Bildes dreidimensionaler Gréflen, da wir uns in der Darstellung der Vektoranalysis
auf dreidimensionale Vektorfelder beschranken.

Man kann einen Vektor a als eine geradlinige Verschiebung eines Punktes auffassen
und graphisch durch einen Verschiebungspfeil darstellen. Durch ein Skalarprodukt
(Inneres Produkt) wird der Betrag (die Norm) eines Vektors und der von zwei Vek-
toren eingeschlossene Winkel definiert,

a=|la|| =va-a, a-b=ab cosyp . (2.1)

Ein Vektor, der vom Koordinatenursprung O zu einem beliebigen Punkt M gerichtet
ist, wird als Ortsvektor r,; bezeichnet. Vektoren konnen addiert und mit Skalaren
multipliziert werden, d.h. eine Linearkombination von Vektoren ist wieder ein Vek-
tor. Die Addition zweier Vektoren ist bildlich durch zwei nacheinander ausgefiihrte
Verschiebungen darstellbar. Verschiebt man zuerst von O nach P und danach von
P nach @), so entspricht dies einer direkten Verschiebung von O nach (). Sei a die

11
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Verschiebung von P nach @, so gilt
ro=rp+a. (2.2)

Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar ist durch die Multiplikation des
Betrags des Vektors mit dem Skalar definiert.

Orthonormalbasis: In einem kartesischen Koordinatensystem mit den Koordina-
ten x; (i = 1,2,3) konnen Einheitsvektoren e; entlang der Koordinatenachsen ein-
gefiihrt werden. Diese Einheitsvektoren bilden ein Orthonormalsystem, d.h. sie sind
auf die Lange eins normiert und stehen paarweise senkrecht aufeinander,

0; 1# ]

Jeder Vektor kann dann als Summe von Verschiebungen entlang der Einheitsvekto-
ren dargestellt werden,

a= Z a;e; a; = a-e; . (2.4)

Man sagt, der Vektor a kann nach der Basis {e;} entwickelt werden und bezeich-
net die Entwicklungskoeffizienten a; als die Vektorkomponenten von a oder als die
Darstellung von a beziiglich der Basis {e;}. Fiir das Skalarprodukt von 2 Vektoren
a, b erhilt man in Komponentenschreibweise,

a-b= <Z a,-ei) . <Z bjej) = Zaib]’ €;*€; = Zazbl . (25)
i J %, i

Orthogonale Transformationen: Transformationen von einem Orthonormalsy-
stem {e;} zu einem zweiten Orthonormalsystem {e}} werden als orthogonale Trans-
formationen bezeichnet. Man erhélt eine orthogonale Transformation durch eine
Drehung oder Spiegelng der Koordinatenachsen. Orthogonale Transformationen er-
halten die Orthonormalitéitseigenschaft der Basis, d.h. es gilt auch in der neuen
Basis

Entwickelt man jeweils einen Basisvektor der einen Basis nach der anderen Basis,
so ergeben sich die Transformationsgleichungen,

e = Z@ikek, (2.7)
k

e = Zakie;c, (2.8)
k

mit
! /
Al — ei-ek, AL — ek-ei.
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Aus der Bedingung fiir die Orthonormalitéit der Basisvektoren erhélt man die Rela-
tionen

/ !/ /
ei-ej = E aikek-ej = E QO = 5@' (29)
k k
§ : / 2 :
€;-€e; = A€ €5 = Qi Qg = 51‘]’ (210)
k k

Die Zeilen und Spalten von «;; sind also jeweils paarweise orhogonal zueinander.
Die Umkehrmatrix einer orthogonalen Matrix « ist die transponierte Matrix,

at=al. (2.11)

Durch das Transformationsverhalten bei orthogonalen Transformationen unterschei-
det man zwischen Skalaren, Vektoren und Tensoren. Die Komponenten eines Vektors
transformieren sich wie,

ag = a-e; = Zaika-ek = Z QGieAr . (212)
k k

Diese Transformationsgesetz unterscheidet die Darstellung eines Vektors von einem
beliebigen Zahlentripel. Man definiert daher Vektoren durch das Transformations-
gesetz (2.12). Skalare sind Zahlen, die invariant sind gegeniiber orthogonalen Trans-
formationen. Zum Beispiel ist das Skalarprodukt a - b ein Skalar, denn es gilt,

Z a; b/ Z OészéZlCLkbl Z 5klakbl - Z akbk (213)
k,l k

i,k,l

Allgemeiner definiert man Tensoren n-ter Stufe als n-fach indizierte Gréien Tjjy...
mit dem Transformationsverhalten

z]k Z O‘zlazmam,—Tlmn (2 14)

Immn---

Ein Vektor ist also ein Tensor 1-ter Stufe. Ein Skalar, d.h. eine nichtindizierte inva-
riante Grofle, ein Tensor 0-ter Stufe. Einen Tensor 2-ter Stufe erhélt man z.B. durch
das direkte Produkt zweier Vektoren, T;; = a;b;. Skalare, Vektoren und Tensoren
kénnen vom Ort und von der Zeit abhéngen. Man spricht dann von einem skala-
ren Feld (z.B. Temperaturfeld) , einem Vektorfeld (z.B. Geschwindigkeitsfeld), bzw.
einem Tensorfeld.
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2.2 Differentiation von Vektorfeldern

Bei der Differentiation von Vektorfeldern ergeben sich zwei Fragestellungen. Erstens
muf} man kldaren, wie Funktionen von mehreren unabhéngigen Variablen differenziert
werden und zweitens welche Ableitungen eines Vektorfeldes wieder ein Vektorfeld
darstellen.

Wir betrachten zuerst ein skalares Feld f(r). Die Funktion f(r) ist an der Stelle a
differenzierbar, falls ihre Anderung in einer Umgebung von a durch eine lineare Ab-
bildung approximiert werden kann. In Koordinatendarstellung besitzt diese lineare

Abbildung die Form

0 0 0
df = f(a1 + dxy,as + dxy, a3 + dzs) — f(ag, az,a3) = _éh;f dxy + _83{ dxy + —&ZC dzs .
1 2 3

(2.15)
Man nennt df das totale Differential der Funktion f und

of _ 4t

Oy dxy dwa=0,dz3=0

die partielle Ableitung von f nach der Koordinate x;. Die partielle Ableitung be-
zeichnet also die Ableitung nach einer Koordinate x; bei festgehaltenen Werten
der restlichen Koordinaten. Fiir partielle Ableitungen gibt es viele unterschiedliche
Schreibweisen, z.B. auch

azifa alfu friv f7i .

Differenziert man die partielle Ableitung nach z; noch einmal partiell nach xy, so
erhdlt man eine zweite partielle Ableitung. Dabei konnen z; und xj gleiche oder
verschiedene Koordinaten bezeichnen. Analog definiert man die n-te partielle Ablei-
tungen,

o f 0 0

. (2.16)

Partielle Ableitungen besitzen i.a. bei orthogonalen Transformationen keinen Ten-
sorcharakter. Die partielle Ableitung eines skalaren Feldes ist z.B. kein skalares Feld:

f/(xlayla Z/) = f(l',y, 2)7 aber ax’f/(x/7ylzl) 7é a"vf(xa Y, Z) . (217)

Groflen wie 0, f(z,y, z) sind vom speziellen Koordinatensystem abhéngig und da-
her fiir die Formulierung physikalischer Gesetze ungeeignet. Man kann jedoch die
partiellen Ableitungen eines skalaren Feldes als Komponenten eines Vektorfeldes

3

_ of
Vf= izleia—% (2.18)
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zusammenfassen. Dieses Vektorfeld wird als der Gradient von f bezeichnet. Die
Vektoreigenschaft des Gradienten folgt aus der Invarianz des totalen Differentials
(2.15), das nun vektoriell als Skalarprodukt zweier Vektoren,

df =V f-dr (2.19)
geschrieben werden kann. Die Anderung df ist am groften, wenn die Spanne dr in
Richtung des Gradienten weist.

Explizit zeigt man die Vektoreigenschaft des Gradienten durch eine orthogonale
Transformation der Koordinaten,

/ /
T, = E Qi Tk, Tk = E Qi Ty
k i

of'(x;) _ Of (xk) Oy _ Of (xx)
Do 2o oal 2 g

(2

Die Komponenten des Gradienten transformieren sich hierbei wie Vektorkomponen-
ten. Allgemeiner kann man die drei partiellen Ableitungen eines Tensorfeldes n-ter
Stufe T}jy;... als ein Tensorfeld (n+1)-ter Stufe mit den Komponenten 0,, Tjy,... auffas-
sen. Auch hier gilt das richtige Transformationsgesetz fiir die Tensorkomponenten

oT!,,(zh) OT,s(z,) Ox
Jg—l/ Z%aksalt % 8_9;
Z; qrst ZLq 7
T4 (x
= Zaiqajrozksalt % ) (2.20)
qrst Zq

Da sich die partiellen Ableitungen unabhéngig von der speziellen Funktion auf welche
sie wirken wie ein Vektor transformieren, fait man sie zum vektoriellen Differential-
operator Nabla zusammen. Dieser wird definiert als

0
V= Z € 5o (2.21)

Bei der Anwendung des Nablaoperators miissen gleichzeitig die Regeln der Diffe-
rentiation und der Vektormultiplikation beachtet werden. In Verbindung mit der
Skalar-Multiplikation mit einem skalaren Feld f oder dem Skalarprodukt bzw. Vek-
torprodukt mit einem Vektorfeld A erhélt man die folgenden Ableitungsoperatio-
nen. Sie werden hier koordinatenabhéngig formuliert. Thre koordinatenunabhéngige
Bedeutung wird spéter durch die Integralsidtze deutlich.

Gradient:

Vf= Ze g—i. (2.22)



Orthogonale Transformationen

Basisvektoren:

! . _ !
e, =Y ey, Qi =€} ey

k
_ -1 _7. -1 _ !
e, = zk:o% €y Oy =€ €, =y

Orthonormalitatsbedingungen:

/ !/ ! J—
e e = zk:a““ek e = Zk: ik = 0;

_ / _ _
€€ =) ki€ - €5 = ) OpiCtpj = Oy
k

k
e;-(exxe3)=+1; e (e x e} =det|a| ==+l

+ : Rechtssystem (Drehung)
- : Linkssystem (Spiegelung)

Skalare:
S"=S
Vektoren:

K3 3

a,=a-€e => apa-e, =) aay
k k

_ — /I /
G, =a-€ =) pa-e, =Y a, o
k ks

Tensoren:
z/jk = Z Oéz'majn-”akonn...o
mn...o
Nabla:
I / 8Ik _
J"k - Z xiazka a7’ O[Zk;

16
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Divergenz:
0A;
V-A= -, 2.23
e (223)
Rotation: 94 54
k k
VXA:Z a—xjejxek:ZEijka—%ei (2.24)
Jk ijk
Die Komponenten des Kreuzproduktes werden durch die Werte des Epsilon-
Tensors
1, 1ijk ist zyklische Vertauschung von 123
ek = e;(ejxXep) =< —1, ijkist antizyklische Vertauschung von 123
0, sonst
bestimmt.

Zweite Ableitungen:
o2
V(Vf)=Af, Af = Z 2 Laplace-Operator
— 0T,

VXx(Vf)=0, V(VXxA)=0
VX(VxA)=V(V-A) - AA

2.3 Integration von Vektorfeldern

Im folgenden werden der Gradient, die Divergenz und die Rotation koordinatenun-
abhéngig definiert. Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar Integralséitze
fiir diese Ableitungsoperationen.

2.3.1 Gradient

Die Differenz eines skalaren Feldes f(r) in zwei Punkten r; und r, ist unabhingig
vom Koordinatensystem,

Af = fra) = f(ry). (2.25)

Wir wéhlen nun ein spezielles Koordinatensystem und dicht benachbarte Punkte
mit den Koordinatendifferenzen Ax;. In linearer Approximation erhélt man dann,

Af = flai+ Azy) — f(z;) = Z Az, f (x;) (2.26)
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Setzt man nun koordinatenunabhéngig ro — r; = As t mit einem Einheitsvektor
t entlang des Wegelementes, so erhélt man die koordinatenunabhéngige Definition
des Gradienten,

t-Vf:Alim ﬂ

im (2.27)

Der Gradient ist also die Ableitung des Feldes in Richtung seiner stirksten Ande-
rung.

Kurvenintegral iiber Gradientenfelder: Summiert man die infinitesimalen
Anderungen der Funktion f vom Anfangspunkt 1 bis zum Endpunkt 2 einer Kurve,
so erhélt man das Kurvenintegral

/ V[ = / df = f(rs) — f(r1) - 2.2%)

Das Kurvenintegral eines Gradientenfeldes ist gleich der Differenz der Werte des
Feldes in den Endpunkten der Kurve. Es ist unabhéngig von der Form des Weges
zwischen den Endpunkten und es verschwindet fiir eine geschlossene Kurve.

Wiéhlt man eine Parameterdarstellung r(s) der Kurve mit der Weglinge s als Kur-
venparameter, so kann das Linienintegral als gewthnliches eindimensionales Integral
der Tangentialkomponente des Vektorfeldes dargestellt werden

dr(s)

f(2)—f(1):/08 (V) ds, ds=Virdr, t=="". (2.29)

Wihlt man kartesische Koordinaten, so erfolgt die Integration entlang der Koordi-
natenachsen,

Zi,2 a
-5 =% [ L an, (2.30)

2.3.2 Divergenz

Der Fluf3 eines Vektorfeldes A durch eine Oberflache S wird durch das Oberflachen-
integral

i) :/SA-df (2.31)

definiert. Das vektorielle Oberflichenelement df hat den Betrag des skalaren
Flachenelementes und die Richtung der nach auflen gerichteten Oberflaichennorma-
len.
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A A A Z(Z+ DZ)
Dz
A (X) P A (X+Dx) Abbildung 2.1: FluB von A(r) durch
> I > die Oberflache eines Volumenelementes
./ N AxAyAz.
DX/ Dy
Az(2)

Wir betrachten zunéchst den Flu3 durch die Oberfliche eines Volumenelementes

AV = AzAyAz eines kartesischen Koordinatensystems. Die sechs Seitenflichen des
Quaders ergeben zum Fluf} die Beitrige

AP = P (r+ Az) — D (x) +

+

D, (y + Ay) — Dy (y)
)

Q. (2 4+ Az) —P,(2 (2.32)

wobei
¢, = A, AyAz, &, =AAzAy, D, =A,AzAy . (2.33)
gesetzt wurde. Entwickelt man die Funktionen ®;(x; + Ax;) bis zur ersten Ordnung

in AQ?Z',
Qi(z; + Aw;) = Oi(w;) 4 Oy, Ps(23) Ay (2.34)

so erhélt man aus (2.32) und (2.33)

= 0, Ax; = (Z axiAi> AV = (V-A) AV . (2.35)

Die Divergenz eines Vektorfeldes kann damit koordinatenunabhéingig definiert wer-
den,

AP

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist gleich der Dichte des Flules durch die Oberfléche
eines Volumenelementes.
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Integralsatz von Gauf}: Durch Integration von (2.35) iiber ein endliches Volumen
V' mit der Oberfliche S folgt der Integralsatz von Gauf,

/VdV V-A:/Sdf-A. (2.37)

Bei der Integration des Flufles addieren sich die Beitrige von den Flichen der Volu-
menelemente innerhalb des Volumens zu Null und es bleibt nur noch die Integration
iiber die Oberflache des Volumens iibrig.

Integralsitze von Green: Die Integralsétze von Green sind einfache Folgerun-
gen aus dem Gaufischen Satz. Fiir zwei Funktionen ¢(r) und ¢ (r) gilt nach der
Produktregel,

V- (oVY) = VoV + oAy (2.38)
V- (oVY) — V- (Vo) = pAy —pAg. (2.39)

Integriert man (2.39) iiber ein Volumen V' so folgt mit (2.37) der erste Greensche
Satz,

/V AV (pA — hAG) = /S df- (6V4 — V) (2.40)

Entsprechend erhélt man mit (2.38) den zweiten Greenschen Satz,

[av wav) == [ av (vo-vi)+ [ af- @90, (2.41)

Die Numerierung der Greenschen Sétze entspricht der historischen Reihenfolge in
der diese Sétze gefunden wurden. Der erste Greensche Satz wird zur Losung von
Randwertproblemen in Abschnitt (2.4.3), der zweite Greensche Satz zum Eindeu-
tigkeitsbeweis in Abschnitt (2.4.1) bendtigt.

2.3.3 Rotation

Die Zirkulation eines Vektorfeldes A um eine Fléche S wird durch das Linienintegral

C = ]{A-dr (2.42)

entlang der geschlossenen Randkurve I' der Fliache definiert.
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Ax(y+Dy)

Abbildung 2.2: Zirkulation von A(r)
Ay(x)/h Dy |V Ay(X+DX) entlang dem Umfang eines Fliachenele-
mentes ArAy

v

Wir betrachten zunéchst die Zirkulation um ein Flachenelement AS = AzAy, des-
sen Normalenrichtung in z-Richtung orientiert sei. Die vier Seiten der Flédche ergeben
zur Zirkulation die Beitriage

AC = Culy) — Coly +Ay) +
Cy(z + Azx) — Cy(z) +
(2.43)

mit
C, = A, Ax | C,=A,Ay . (2.44)
Entwickelt man die Funktionen C;j(x; + Az;) bis zur ersten Ordnung in Ax;,
Ci(z; + Azj) = Ci(x)) + 0y, Ci(w;) Ay (2.45)
so erhélt man aus (2.43) und (2.44)
AC = (0,4, — 0,A,)AS = (VX A)nAS . (2.46)

Hierbei bezeichnet n den Einheitsvektor in Richtung der Fldchennormalen. Die ko-
ordinatenunabhéngige Definition der Rotation ist daher

. AD . 1

Dies entspricht der Flachendichte der Zirkulation um ein Flachenelement. Die Ro-
tation zeigt in Richtung der Fldchennormale des Fldchenelementes mit der grofiten
Zirkulation.
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Integralsatz von Stokes: Durch Integration von (2.46) iiber eine endliche Fléiche
S mit der Randkurve I" folgt der Integralsatz von Stokes,

/Sdf-(VxA) - jgdr-A. (2.48)

Bei der Integration der Zirkulation addieren sich die Beitrdge von den Seiten der
Flachenelemente innerhalb der Fldche zu Null und es bleibt nur noch die Integration
iiber den Rand der Fléche iibrig.

2.4 Potentiale von Vektorfeldern

Vektorfelder lassen sich durch ein skalares Potential und ein Vektorpotential darstel-
len. Diese Potentiale konnen als Integrale iiber die Quellen- und Wirbelverteilungen
des Vektorfeldes ausgedriickt werden.

2.4.1 Randwertprobleme

Um die rdumliche Anderung eines Vektorfeldes F(r) anzugeben, verwendet man in
der Physik hédufig die koordinatenunabhéngigen Felder,

V-F = por),
VxF = w(r). (2.49)

Das Skalarfeld o(r) wird die Quellenverteilung, das Vektorfeld w(r) die Wirbelver-
teilung von F'(r) genannt. Kann man Vektorfelder aus ihren Quellen und Wirbeln
bestimmen? Es stellt sich heraus, dafl diese Aufgabe dann eindeutig l6sbar ist, wenn
man zusitzlich geeignete Randbedingungen fiir F'(r) vorgibt.

Eindeutigkeitssatz fiir endliche Gebiete: Sei GG ein einfach zusammenhéngendes
endliches Gebiet, das von nur einer Randfliche 0G umschlossen wird. Innerhalb
von G seien die Quellen und Wirbel gemé8 (2.49) vorgegeben. Auf dem Rand 0G
sei entweder die Normalkomponente F,, oder die Tangentialkomponente F; von F
vorgegeben. Dann ist das Randwertproblem eindeutig losbar.

Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir an es gidbe zwei Losungen F' und F’ des
Randwertproblems. Dann erfiillt 6 F = F' — F das Randwertproblem

V.0F =0, Vx6F=0, G
0F, =0 oder 0F, =0 auf 0G. (2.50)
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Da 0F wirbelfrei ist, kann es wie eine konservative Kraft aus einem Potential
in der Form 0F = —V1) abgeleitet werden. Da dF auch quellenfrei ist geniigt das
Potential der Laplace-Gleichung

Ay =0. (2.51)

Setzt man im 2. Greenschen Satz (2.41) ¢ = v und beriicksichtigt (2.51), so folgt

/dV5F2 = —/df - (YOF) (2.52)

Fiir die Randbedingung 0F,, = 0 verschwindet das Oberflachenintegral. Fiir die
Randbedingung 0 F; = 0 gilt ¢ = const auf 0G. Dann veschwindet das Oberflichen-
integral ebenfalls wegen

/df (YOF) = const/df OF = const/dV V.-6F =0. (2.53)
Somit gilt fiir beide Randbedingungen
/dV5F2 =0 — §F = 0. (2.54)

Damit ist gezeigt, daf3 die Losung eindeutig ist, d.h. F = F".

Eindeutigkeitssatz fiir unendliches Gebiet: Der obige Beweis kann leicht fiir
den Fall modifiziert werden, in dem das Gebiet bis ins Unendliche reicht und das
Potential fiir r — oo wie = abfillt. Mit ¢ ~ 7% V.1 ~ r~*! ergibt sich
fiir das Oberflichenintegral die Abschitzung ~ r~2¢~1*2 Es verschwindet also fiir
a > 1/2. Damit ist das Randwertproblem eindeutig l6sbar, wenn das Feld schneller
als r=3/2 abfallt. Sind die Quellen und Wirbel innerhalb eines endlichen Raumgebiets
vorgegeben, so fallen die Felder fiir » — oo wie das Coulomb-Feld, d.h. ~ r~2, ab.
Dies ist hinreichend fiir die Eindeutigkeit der Losung. Die Eindeutigkeit der Losung
148t sich auch unter der wesentlich schwécheren Voraussetzung zeigen, dafl das Feld
hochstens wie Inr ansteigt und an einer Stelle einen vorgegeben Wert besitzt (siehe

S. Grofimann, S.299).

2.4.2 Helmholtzscher Hauptsatz der Vektoranalysis

Unter der Voraussetzung ¢ — 0 und w — 0 fiir r — oo gilt fiir die Losung von
(2.49) im unendlich ausgedehnten Raum der Satz von Helmholtz:

Das Vektorfeld F' 1483t sich stets additiv zerlegen in einen wirbelfreien Anteil F, und
einen quellenfreien Anteil F,,,
F=F,+F,. (2.55)

Dabei ist

F,= i/d%’ or)ir—r). (2.56)

47 lr — /|3
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und

1 w(r') x (r—17r')
F,=— [d% : 2.
@ 47T/dr lr —r']3 (2.57)

Der Satz gilt in leicht modifizierter Form auch unter schwécheren Voraussetzungen
an den Feldabfall (siehe S. Grofimann).

Die Zerlegungseigenschaft (2.55) ergibt sich, wenn man F, durch die Quellen und
F, durch die Wirbel von F' definiert,

V-F, = p, V x F,=0,

V-F, = 0, VX F,=uw.
Die Summe der Felder F, 4 F,, geniigt dann den Bestimmungsgleichungen des Vek-
torfeldes F'. Es bleibt nun zu zeigen, dafl man ein wirbelfreies Feld aus seinen Quellen
und ein quellenfreies Feld aus seinen Wirbeln in der angegebenen Form bestimmen
kann. Dieselben Problemstellungen kehren bei den Randwertproblemen der Elektro-

statik und der Magnetostatik wieder, so daf sich die Miihe lohnt, sie in den folgenden
beiden Abschnitten zu untersuchen.

2.4.3 Wirbelfreie Vektorfelder:

Wir setzen im folgenden voraus, dafl das Vektorfeld F' in einem einfach zusam-
menhédngenden Gebiet definiert und dort iiberall wirbelfrei ist,

V-F=p, VxF=0. (2.58)

Dann ist F' durch ein skalares Potential ® in der Form

F=-V¢ (2.59)

darstellbar. Das Potential ist nur bis auf eine Konstante bestimmt, da das Potential
¢ = ¢ + C das gleiche Vektorfeld definiert.

Dies 148t sich auf folgende Weise zeigen: Aus dem Stokeschen Satz folgt, daf fiir ein
rotationsfreies Feld jedes geschlossene Kurvenintegral verschwindet. Dann ist das
Integral

(s

O(r) = —/dr’ - F(r') (2.60)

T0

unabhéngig vom Integrationsweg. Bei festgehaltenem Anfangspunkt héngt ®(r) nur
vom Endpunkt 7 ab. Fiir diese Funktion gilt,

dd =V .dr =—F -dr. (2.61)
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Der Vektor V& + F' ist orthogonal zu jeder beliebigen Richtung von dr und stellt
daher den Nullvektor dar. Somit gilt (2.59).

Das Potential ¢ kann nun durch das Randwertproblem

Ap=—p (2.62)

mit einer der folgenden Randbedingungen,

o = f auf 0G, Dirichlet-Randbedingung
oo = g auf 0G, Neumann-Randbedingung
¢ ~ 1t fir r — o0

bestimmt werden. Hierbei bezeichnet 0,, die Normalenableitung.

Zur Losung dieser Aufgabe verwenden wir die Methode der Greenschen Funktion, die
auch fiir viele andere Randwertaufgaben der Physik anwendbar ist. Die Greensche
Funktion wird definiert durch ein Randwertproblem fiir eine Punktquelle,

ANG(r,r") = —4xd(r — '), (2.63)

mit einer der folgenden Randbedingungen

G(r,7) = 0 fiir " auf G, Dirichlet-Greensche Funktion
O G(r,r') = —4rApg fiir v auf 0G, Neumann-Greensche Funktion
G(r,r') ~ o7t fir 7 — oo .

Die Normalenableitung auf dem Rand wird als konstant angenommen und so nor-
miert, dafl der Flul von 0,,G(r,r’) durch die Randfliche den durch die Gleichung
(2.63) vorgeschriebenen Wert besitzt. Hierbei bezeichnet Ar den Flécheninhalt der
Randfléache.

Im folgenden wird nur die Greensche Funktion fiir den unendlich ausgedehnten Raum
benotigt. Sie besitzt die Form,

1

Sl

G(r,r") (2.64)

Dazu ist zu zeigen, daf fiir eine Testfunktion h(r) die Eigenschaft der Delta-
Funktion,
1 .
/ &' h(r') A { 0 fiir » auBerhalb V
1%

—47h(r) fiir » innerhalb V' (2.65)

r—r]
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erfiillt wird. Hier bedeutet eine gestrichene Grofle, dafl sie mit den gestrichenen
Koordinaten auszuwerten ist. Sei zunéchst R = |r — /| # 0. Mit der Darstellung
des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten erhélt man,

1 1 1 1

Daher erhélt man nur einen Beitrag zum Integral, wenn r innerhalb des Integra-
tionsgbietes liegt und der Grenziibergang R — 0 vollzogen wird. Dazu kann man
ein beliebig kleines Kugelvolumen mit Radius R = ¢ um den Punkt r herausgreifen
und dort die stetige Funktion h(7') durch den konstanten Wert h(r) ersetzen. Das
verbleibende Integral ergibt nach dem Gaufischen Satz

h(r)/v &' V' - (V’|r,1_r|) = h(r) /Sda’- (—653) — —4rh(r). (2.67)

Der Ausgangspunkt zur Bestimmung des Potential mit der Greenschen Funktion ist
der erste Greensche Satz (2.40). Identifiziert man darin ¢ mit der gesuchten Losung
von (2.62) und ¢ mit der Greenschen Funktion, so folgt

/ *r’ (YANG(r, ) — ' A¢) = / dd" (f'0,G(r,rv)—G(r,v")g").  (2.68)
1% S
Mit den Quellen von ¢ und G folgt fiir die verschiedenen Randbedingungen,

- [ydd 0, G(r, ") [

¢(7'):%/d37”/ Glr.r)o +3 ¢+ & [qdd G(r,7')g (2.69)
v

0

Die Konstante ¢y wird durch die Randbedingung bestimmt. Das Vektorfeld selbst
ist unabhéngig von dieser Konstanten. Die Darstellung zeigt, dafl das Potential
¢(r) durch seine Quellen und durch die Randwerte fiir ¢ bzw. 0,¢ bestimmt wird.
Die Losung des Randwertproblems ist damit auf die Bestimmung der Greenschen
Funktion und eine Integration zuriickgefiihrt.

Verwendet man die Greensche Funktion (2.64) in (2.69) und vernachléssigt den
Oberflachenbeitrag fiir r — oo, so erhélt man fiir das skalare Potential eines wirbel-
freien Feldes die Darstellung

(1) = — /V a4 (2.70)

T 4r lr— 7|

Das zugehorige Vektorfeld F' = —V ¢ wird durch (2.56) angegeben.
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2.4.4 Quellenfreie Vektorfelder

Sei F' nun ein quellenfreies Vektorfeld dessen Wirbel in einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet vorgegeben sind,

VXxF=w, V-F=0. (2.71)

Die Wirbelverteilung mufl nach der ersten Gleichung die Bedingung V -w = 0
erfiillen.

Quellenfreie Felder lassen sich durch ein Vektorpotential A(r) in der Form

F=VxA (2.72)

darstellen. Diese Darstellung ist nicht eindeutig, da A’ = A + Vx das gleiche Vek-
torfeld bestimmt. Eine Zusatzbedingung an das Gradientenfeld, wie z.B. V- A = 0,
nennt man eine Eichung von A.

Abbildung 2.3: FluB durch ei-
ne geschlossene Oberfliche S und
durch die beiden von einer ge-
schlossene Kurve C' berandeten
e Teilflachen S; und S;. Fiir ein
quellenfreies Feld hiangt der Fluf3
durch eine Teilfliche nur von der
Lage der Randkurve C ab.

(@)

NG

Das Vektorfeld (2.72) ist sicher quellenfrei. Die Umkehrung, daf sich ein quellenfreies
Vektorfeld durch (2.72) darstellen l&8t, mufi noch gezeigt werden. Wir machen dazu
eine analoge Uberlegung wie im Fall des skalaren Potentials. Aus der Quellenfreiheit
folgt mit dem Gaufischen Satz, dafi der Flufl von F' durch eine beliebige geschlossene
Oberflache verschwindet. Unterteilt man die geschlossene Oberfliche entlang einer
Kurve C' in zwei Hélften S; und s, so gilt

/ da1 -F = dag . F, dal’z = *da. (273)
Sl S2
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Der Flufl
Oc = /da - F (2.74)
s

durch eine von der Kurve C berandete Flidche S héngt also nur von der Lage der
Randkurve aber nicht von der Form der Fldche in dem von der Kurve umschlossenen
Gebiet ab. Daher kann man diesen Flul auch als ein Kurvenintegral entlang des
Randes

bo = 7€de (2.75)

mit einem neuen Vektorfeld A schreiben. Mit dem Stokeschen Satz folgt fiir ein
beliebiges Fléachenelement
da-VxA=da-F. (2.76)

Da die Richtung von da beliebig gewéhlt werden kann, folgt daraus die Behauptung
(2.72).

Setzt man (2.72) in (2.71) ein, so ergibt sich fiir das Vektorpotential die Bestim-
mungsgleichung,

VX(VXxA)=V(V-A)-AN=w. (2.77)
Wihlt man die Eichung V - A = 0, so vereinfacht sich diese Gleichung zu,
AA = —w. (2.78)

Jede Komponente von A erfiillt dieselbe Gleichung, wie das skalare Potential in
(2.62). Wir konnen daher die Losung dieser Gleichung tibernehmen und erhalten fiir
das Vektorpotential eines quellenfreien Feldes die Darstellung

1 /
A / e (2.79)

T in lr — |

Diese Losung erfiillt wegen V « w = 0 bereits die Eichung von A,

1 1
V-A = —[|[d"w - V——
47 |r — 7|
—1 1
- d3/ A v
4 " lr — 7|
1 5, V!
4 v — 7| (2.80)

Das zugehorige Vektorfeld ergibt sich durch Bildung der Rotation,

F VXA:i/dBr’V L Xw'
A7 |r — /|
! _ !
— i/d?’r’ M (2.81)
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Wirbelfreie Vektorfelder: Gilt V X F=0, V .- F — 0 fiir r — oo so kann
F' durch seine Quellen mit Hilfe eines skalaren Potentials ¢ dargestellt werden:

Pove. oo b [a0 ToEE)

4 lr — /|

Quellenfreie Vektorfelder: Gilt V - F =0, V X F— 0, fiir r — 0o so kann
F' durch seine Wirbel mit Hilfe eines Vektorpotentials A dargestellt werden,

1 "x F(r'
F-VxA, A:—/dST’—VX ()
A lr — 7/

Allgemeines Vektorfeld: Gilt V- F — 0, V X F— 0, fiir r — oo so lafit
sich F' in die Summe aus einem wirbelfreien Feld F'; und einem quellenfreien
Feld F'5 zerlegen:

F:Fl—l—Fg, Flz—VCI), VQZVXA.

2.5 Taylor-Reihe einer Funktion mit mehreren
unabhingigen Variablen

Sei f = f(z;) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion der unabhéngigen Varia-

blen x;, 1 =1,2,3,---. Fiir ; — 0 kann die Funktion nach Potenzen der Variablen
x; entwickelt werden. Bis zur quadratischen Ordnung lautet diese Entwicklung
9f(0) 1 0*£(0)
Fz:) = f(0) + Zx 5. 3 Ej::cxj 5.0, +O(a?) . (2.82)

Beweis: Eine allgemeine Entwicklung der Funktion f nach Potenzen von z; lautet,
1
i %,

Die Entwicklungskoeffizienten ¢, ¢;, ¢;; stellen noch zu bestimmende Konstanten
dar. Die Matrix ¢;; kann ohne Einschréankung symmetrisch (¢;; = ¢;;) gewéhlt wer-
den, da der antisymmetrische Anteil bei der Summation iiber die symmetrische
Matrix z;x; verschwindet. Die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von (2.83)
sind

1
- = Ck—i‘ Ezckjl’j +Cjkl’j+0($?) = Ck+Zij$j+O(ZI}?) s
J J
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Aus (2.83) und (2.84) ergeben sich die Entwicklungskoeffizienten

c= f(0), cl-:m, Cij:%

2.
5 (2.85)

in Ubereinstimmung mit der Reihenentwicklung (2.82).

2.6 Distributionen

Die Delta-Funktion ist ein Beispiel einer Distribution. Distributionen sind keine
gewohnlichen Funktionen. Einige Eigenschaften von Distributionen werden im fol-
genden zusammengefafit.

Funktionale: Eine Abbildung G, die einer Funktion f(z) eine reelle Zahl G(f)
zuordnet, wird als Funktional bezeichnet. Distributionen sind definiert als lineare
stetige Funktionale.

Funktionale, die durch Funktionen darstellbar sind: Sei G(x) eine gewohnli-
che Funktion. Dann wird dieser Funktion durch das Integral

G(h = [ e G)fa) (2.56)

eine Distribution G(f) zugeordnet. Hierbei wird angenommen, daf§ das Integral fiir
alle Funktionen f des Definitionsgebietes von G konvergiert.

Delta-Distribution: Es gibt jedoch auch Distributionen, die sich nicht durch
gewoOhnliche Funktionen darstellen lassen. Die Delta-Distribution sei definiert durch
die Abbildung,

0a(f) = f(a), (2.87)

d.h. sie ordnet der Funktion f(z) ihren Funktionswert an der Stelle x = a zu.
Symbolisch schreibt man auch diese Distribution als Integral

do(f) = /_+OO dz §(z — a) f(x). (2.88)

o0

Die hierdurch definierte Delta-Funktion wurde von Dirac eingefiihrt. Sie ist keine
gewohnliche Funktion. Ausfiihrlicher ist damit ein Grenziibergang

+oo
do(f) = lim dz 6c(x —a)f(x) (2.89)

—
0/

gemeint, wobei man eine Funktion d.(x) mit dieser Eigenschaft als Darstellung der
Delta-Funktion bezeichnet. Wichtig ist, dafl der Grenziibergang ¢ — 0 erst nach der
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Integration ausgefiihrt wird. Beispiele fiir Darstellungen der é-Funktion sind:

b lx) = {?’ 2| >

P |$‘<

€

oo |m

S(r) = —— (2.90)

V2T €

Theta-Funktion: Das Integral iiber die Delta-Funktion
o, 1 fiir x>a
0(x a)—/oodx5(x a)—{o fir 7 <a

wird als Theta-Funktion bezeichnet. Umgekehrt kann man die Delta-Funktion als
Ableitung der Theta-Funktion auffassen.

Variablensubstitution: Die Delta-Funktion besitzt folgende Eigenschaften, die
man durch Variablensubstitution beweisen kann.

0(—x) = d(x)
d(ax) = |%|5(27)
Sz — x;)

Sp(x) = D s (@) =0 () £0
In der letzten Formel ist die Funktion ¢(x) eine Funktion, die nur einfache Nullstellen
an den Stellen z = x; besitzt.

Mehrdimensionale Delta-Funktion: Die Delta-Funktion 1&8t sich auf eine belie-
bige Anzahl von Dimensionen erweitern. Bei Verwendung kartesischer Koordinaten
in drei Dimensionen gilt

dx—a)=0(x—2")oy—1v)d(z—2") (2.91)

Distributionen als Losungen von Differentialgleichungen: Distributionen tre-
ten haufig als Losungen von Differentialgleichungen auf. Die Ableitung einer Distri-
bution wird definiert als

G'(f)=-G(). (2.92)
Diese Definition ergibt sich auch, wenn man die Distributionen, die von einer
gewohnliche Funktion G(z) und deren Ableitung G () erzeugt werden, mitein-
ander vergleicht:

“+00 “+o00

G(f) = / dz G '(2)f(z) = — / Qe G@)f ()= —G(f ). (2.93)

—0o0 — 00
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Fiir die Ableitung (2.92) einer Distribution braucht jedoch die Ableitung G'(z) nicht
zu existieren.

Ein Beispiel einer Distributionslosung ist die Greensche Funktion

1

]

AG(r —7') = —4xd(r — ') , Gr—7r') =

(2.94)

Sie ist im Punkt » = ' nicht differenzierbar. Der Gradient bestimmt das Vektorfeld,

r—r

F(r)=-VG(r -7 = (2.95)

r =7

Die Divergenz des Vektorfeldes bestimmt die Punktquelle. Fait man beide Seiten
der Gleichung als Distributionen auf, so kénnen diese auf eine regulidre Funktion u
angewandt werden und man erhélt

/d?’r'u(r')A'G(r' —r) = —Ar /dgr’ u(r’) o(r' —r)

/dBT/G(TI —r)A'u(r’) = —dru(r) .
ur) = ;—; $r GO — ) Au(r) . (2.96)

Sei nun u die gesuchte Losung der Poisson-Gleichung (3.21) zu einer stetigen La-
dungsdichte . Dann erhélt man fiir diese Losung mit (2.96) die Integraldarstellung

u(r) = i /dgr' G(r' —r) o(r') . (2.97)

Fiir die Integraldarstellung der Losung u geniigt es, dafl die Greensche Funktion als
Distribution existiert.



Kapitel 3

Elektrostatik

Von ruhenden Ladungen werden zeitunabhéngige elektrische Felder hervorgerufen.
Die Grundgesetze der Elektrostatik bestimmen das elektrische Feld zu einer beliebi-
gen vorgegebenen Ladungsverteilung. Fiir makroskopische Korper sind zusétzliche
Annahmen erforderlich, da die genaue Verteilung der Ladungen hier nicht bekannt
ist. Man unterscheidet hierbei grundséitzlich zwischen der Elektrostatik von Leitern
und der von Nichtleitern. Letztere werden auch als Dielektrika bezeichnet.

3.1 Grundgleichungen der Elektrostatik

3.1.1 Elektrostatisches Feld

Punktladungen: Eine Punktladung ¢; am Ort r; erzeugt im Punkt r das elektrische
Feld

Er)=q¢——m (3.1)

Das elektrostatische Feld, welches von N Punktladungen ¢;, die sich an den Orten 7;
befinden, in einem Punkt r erzeugt wird, ergibt sich durch die vektorielle Addition
der Felder der einzelnen Ladungen,

N N

E(r) =Y Bi(r) = Zqﬁ . (3.2)

=1 =1

Dieses Gesetz wird als Superpositionsprinzip bezeichnet. Zusammen mit dem
Coulomb-Gesetz bestimmt es das elektrostatische Feld einer beliebigen vorgegebenen
Anordnung von Ladungen.

Ladungsdichte: Ladungsverteilungen im Raum koénnen durch eine Ladungsdichte
angegeben werden. Die Ladungsdichte o(r) wird definiert durch die Ladung o(r)d®r

33
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in einem Volumenelement d®r am Ort r. Fiir makroskopische Systeme wird die La-
dungsdichte eine stetige Funktion des Ortes, da die Schwankungen der Teilchenzahl
benachbarter Volumenelemente mit wachsender Teilchenzahl rasch abnehmen. Die
Summation iiber Ladungen kann durch die Substitution,

Z q:f(rs) —>/V a*r’o(r') f(r') | (3.3)

ersetzt werden.

Feld einer stetigen Ladungsverteilung: Das elektrische Feld einer vorgegebenen
Ladungsdichte erhélt man aus (3.2) und (3.3) zu,

mm:/}ﬂwwalﬁa (3.4)
v r—r[?

Dieses Ergebnis gilt zunéchst fiir Punkte 7 aulerhalb der Ladungsverteilung. Liegt
der Aufpunkt r innerhalb der Ladungsverteilung, so mufl noch gezeigt werden, daf
die Umgebung des Punktes keinen Beitrag zum Gesamtfeld ergibt, da die Kraft auf
eine punktformige Probeladung im Punkt  im Prinzip nur durch die Ladungen
auflerhalb dieses Punktes erzeugt werden darf. Betrachtet man eine Kugel K mit
einem beliebig kleinen Radius € um den Punkt 7' = r, so erhélt man fiir eine stetige
Ladungsdichte im Grenzfall ¢ — 0 die Abschéitzung,

r—1r
d3/ /
Jotra

Da dieser Beitrag verschwindet, gilt (3.4) fiir alle Punkte innerhalb und auflerhalb
der Ladungsverteilung.

gmmmllwam (3.5)

3.1.2 Elektrostatisches Potential

Um ein Teilchen gegen eine Kraft F' von a nach b zu bewegen, mufl die Arbeit

b
W = —/ F(r)-dr (3.6)

verrichtet werden. Im allgemeinen hingt die Arbeit vom Weg ab. Nur fiir konser-
vative Kréfte ist Sie wegunabhéngig. Wir betrachten nun die Arbeit, die notwendig
ist, um eine Ladung ¢ in einem elektrostatischen Feld aus dem Unendlichen an den
Ort 7 zu bringen.

Punktladung bei » = 0: Wird das elektrostatische Feld durch eine Punktladung
g1 am Ort 7y = 0 erzeugt, dann gilt fiir die an ¢ verrichtete Arbeit

r r-dr "odr
W _/ gqredr _ _qql/ L), )= % (3.7)

r3 o T
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Die Funktion ®(7) wird als elektrostatisches Potential der Punktladung bezeichnet.
Das elektrische Feld ergibt sich aus diesem Potential durch Gradientenbildung,

E=-V¢. (3.8)

Die Coulombkraft ist daher konservativ.

Punktladung bei r = r;: Das Potential einer Punktladung ¢; am Ort r; erhélt
man durch eine Verschiebung des Koordinatenursprungs,

_ q1
[r—m|

O(r) (3.9)

System von Punktladungen: Wegen der linearen Beziehung (3.8), gilt das Su-
perpositionsprinzip entsprechend fiir das elektrostatische Potential:

ym:z: i (3.10)

r =il

Stetige Ladungsverteilung: Ersetzt man die Summation iiber Ladungen wieder-
um durch eine Integration iiber das Volumen so erhéilt man

Mﬂ=£}W’Mﬂ E(r) = —Vo(r). (3.11)

=

Mit Hilfe des Potentials (3.11) kann das elektrische Feld durch nur eine Integra-
tion (und 3 anschlieBende Differentiationen) berechnet werden. Dieser Weg ist in
der Regel einfacher als die direkte Ausfithrung der drei Integrationen (3.4) fiir die
Komponenten des elektrischen Feldes.

3.1.3 Feldgleichungen

Réumliche Vektorfelder konnen durch die Angabe ihrer Quellen (Divergenz) und
Wirbel (Rotation) bestimmt werden. Die entsprechenden Differentialgleichungen
werden als Feldgleichungen bezeichnet.

Feldgleichungen fiir eine Punktladung: Wir betrachten zuerst die Rotation und
die Divergenz des elektrischen Feldes

E= % (3.12)

einer Punktladung ¢ bei » = 0. Da die Rotation eines radialsymmetrischen Feldes
f(r)r verschwindet, gilt fiir (3.12)

VXE =0. (3.13)
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Hierfiir ist nur die Symmetrie des Feldes, nicht die Abstandsabhéngigkeit wesentlich.

Die Divergenz kann leicht mit Hilfe des Gaufischen Satzes berechnet werden.
Zunéchst betrachten wir ein Volumenelement in Kugelkoordinaten um einen Punkt
r # 0. Der Flufl von E durch die Oberfliche des Volumenelementes verschwindet,
da der FluB nur in radialer Richtung auftritt und das Fldchenelement der Kugel-
oberfliche 72dQ2 die zur Coulomb-Kraft reziproke Abstandsabhingigkeit besitzt,

/df-E—/dQ r2E

Damit ist die Divergenz des Coulomb-Feldes (3.12) auflerhalb des Koordinatenur-
sprungs iiberall Null. Die Divergenz im Koordinatenursprung ergibt sich, indem man
den GauBlschen Satz auf ein Kugelvolumen V' (r) um den Koordinatenursprung an-
wendet und danach den Kugelradius r gegen Null gehen la8t. Der Flu3 durch die
Kugeloberfléche ist

r+dr
= 0. (3.14)

T

/df-E - /dQ L —drq. (3.15)
r
Die Divergenz des Feldes bei 7 = 0 ist demnach
o Amg
V-E = l% ok dmq 6(r). (3.16)

Die Ladungsdichte der Punktladung wird hier mit Hilfe der Diracschen Delta-
Funktion angegeben. Sie besitzt die Eigenschaften

d(r)=0; r#0,
lim [ d°ré(r)=1, (3.17)

e—0 r<e

[ s s -1 = g
Die Ladungsdichte eines Systems von Punktladungen ist entsprechend
o(r) = Z @d(r—mr;) . (3.18)
Die Integration iiber das Volumen ergibt auch hier die Gesamtladung,

/ dro(r) = Z " / Ero(r —r;) = Z G - (3.19)

Feldgleichungen einer Ladungsverteilung: Aus den Feldgleichungen fiir eine
Punktladung ergeben sich mit Hilfe des Superpositionsprinzips die allgemeinen Feld-
gleichungen der Elektrostatik

VXE =0, V-E = 4mo(r) . (3.20)
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Die erste der beiden Gleichung wird durch die Einfithrung des Potentials (3.8) gelost.
Die Bestimmung des elektrischen Feldes fiir eine gegebene Ladungsverteilung ist
damit auf das Potentialproblem

AD = —4mo(r) , E=-Vo (3.21)

zuriickgefiihrt. Die homogene Gleichung (o(r) = 0) wird als Laplace-Gleichung, die
inhomogene (o(r) # 0) als Poisson-Gleichung bezeichnet.

3.2 Elektrostatik vorgegebener Ladungverteilun-
gen

3.2.1 Radialsymmetrische Felder

Symmetrische Ladungsverteilungen besitzen i.a. besonders einfache symmetrische
Losungen. Im folgenden betrachten wir radialsymmetrische elektrische Felder deren
Potential und Ladungsdichte nur vom Abstand vom Koordinatenursprung abhéngt.

Ladungsdichte: Wir betrachten eine homogene ebene Schicht, einen homogenen
Zylinder und eine homogene Kugel, deren Ladungsdichten einheitlich in der Form,

p = pb(R—r), (3.22)
Ebene Schicht (n=1): r= Va2
Zylinder (n=2): r= \/m
Kugel (n=3): r= a2+ + 22

dargestellt werden konnen. Aus der konstanten Ladungsdichte gy erhdlt man die
Gesamtladung @ der Kugel, die Ladung pro Léngeneinheit A des Zylinders und die
Ladung pro Fliacheneinheit o der ebenen Schicht geméafl

Q = poFRY fir n=3,
AN = pomR? fir n=2,
o = po2R fir n=1.

Elektrisches Feld: Das elektrische Feld besitzt aus Symmetriegriinden nur eine
vom Abstand abhéngige radiale Komponente E(r), die durch die Poisson-Gleichung
1 n—1
V-E=——20.(""FE)=4np

yn—1 r



bestimmt wird. Als Losung fiir E(r) erhalten wir

r>R:

r<R:

" E(r)

" E(r)

= R'E(R);

_ 47rp0R _
n

47Tp0/ dr' r™ ! = 47rpor—;
0 n

Blr) = ()
2rg;  fir n=
20\/R; fir n=
Q/R?% fir n=

Potential: Das zugehorige Potential ist dann fiir

n=2: &(R) =0

E(R) 5 (55— 1)
B S 0- T
~RE(R) (% ~1)
~E(R) 5 (1~ T)
ML= )
_RE(R) / T/R%
_RE(R) In(%)
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n=3: B(R = o0) = 0

r/R
r<R: O(r) = Q/R—RE(R)/ dx x

1 2

= Q/R—RE(R); (45— 1)
Q3 r?
= oo

r/

r>R: O(r) = —RE(R)/ Ri—f

1
= —RE(R)"
_ @
N r

3.2.2 Dipole

Zwei Punktladungen ¢, g2 an den Orten 7y, 7, mit dem relativen Abstand d =
r; —ry und der Gesamtladung ¢; +¢2 = 0 (¢ > 0) erzeugen am Ort r das Potential
eines physikalischen Dipols

_ q1 n q2
lr —ry|  |r— 7y

O(r)

In sehr grofier Entfernung (r >> 7 5)

|7‘ — T1’2’2 = 7”2 + 7“%72 —2r- T1,2
r-r
r— 1o = r(1- r“% r=rf
1 1 o
o (1+ r 7‘1,2)
7 — 79| r r

ergibt sich das Potential eines mathematischen Dipols

@ +q  (ri+@rs)- 7 p-r
) = = 3.23
(r) —+ = 3 (3.23)

mit dem Dipolmoment

P=qT1 + @ro=q(ri —ry) .
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Neutrale Atome besitzen wegen ihrer Spiegelsymmetrie kein permanentes Dipolmo-
ment. Nichtspiegelsymmetrische Molekiile konnen ein permanentes Dipolmoment
besitzen (polare Molekiile). Zum Beispiel besitzt das Wassermolekiil ein permanen-
tes Dipolmoment. Die H-Atome sind unter einem Winkel von etwa 108° an das
O-Atom gebunden.

Aquipotentialflichen: Wenn die Dipolrichtung als Polarachse gewéhlt wird, ist

das Dipolpotential
o Peos ©

r2
und die Aquipotentialflichen des Dipols kénnen aus der Gleichung 72 = % be-
stimmt werden.

Feldstirke: Fiir die zugehorige elektrische Feldstérke gilt

p 1
E(r) = —V@z—ﬁ_p.,avﬁ
(p-r)r p

- 3 L
TS 7’3

(3.24)
Wegen der Rotationssymmetrie des Feldes um die Dipolachse kann das Feld in zwei
Komponenten zerlegt werden. Die Komponenten des elektrischen Feldes senkrecht
und parallel zum Dipol lauten:

Osin ©
E, = 3p% (3.25)
r
cos?O — 1
B o= 3t (3.26)

Potentielle Energie: Ein Dipol in einem dufleren Potential ® besitzt die potentielle
Energie

U = q@®(r) + @®(r:) = q[®(d) — ¢(0) (3.27)
= qd- Vo (3.28)
- p-E (3.29)

Der Zustand minimaler Energie entspricht der Parallelorientierung von Dipol und
Feld.

Drehmoment: Im Feld E erfihrt der Dipol p ein Drehmoment

T = 1 X Q1E + ro X QQE (330)
= ql(’f’l — 7‘2) x FE (331)
= px E (3.32)

Wenn p und E = Fe, in der xy-Ebene liegen, ist die z—Komponente des Drehmo-
ments

ou
T, = —pyF = —pEsina = “Sa
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Das Drehmoment versucht, den Dipol paralell zum Feld auszurichten.

Kraft im inhomogenen Feld: Im Gegensatz zum homogenen Feld erfiahrt ein
Dipol in einem inhomogenen Feld eine Kraft,

F = qE(r)+q@E(r)
n(d-V)E
— p.VE. (3.33)

Mit der Identitét
0=px(VXE)=V(p-E)—p-VE
kann man die Kraft auch als Ableitung der potentiellen Energie des Dipols schreiben,

F=V(p-E)=-VU.

3.2.3 Multipolentwicklung

Wir betrachten das Potential in einem Punkt P am Ort r auflerhalb einer um
den Koordinatenursprung lokalisierten Ladungsverteilung. R sei der Abstand des
Aufpunktes P von einem Quellpunkt P’ am Ort 7’ innerhalb der Ladungsverteilung;:

(I)(r):/d?’r’%, R=r—7v, R= [> (;—a))> (3.34)

i

Entwicklung von +: Fiir groBe Abstéinde von der Ladungsverteilung (r >> )
kann die Funktion }% beziiglich der Koordinaten z/ des Quellpunktes in eine Taylor-
reihe entwickelt werden:

—c—i—Zch—i— chjx':v’—i—O 2. (3.35)

Die Entwicklungskoeffizienten lauten:

_ 1 _ 1 (3.36)
c= 5 T :
0 1 B 0 1 B 01
= Or; R |pr_, Ox; R ) pr_ Ox; r
1 Z; Z;
= =)= == 3.37
( 7’2> r r3 (3:37)
. 0% 1 10 (_xz)
v 0x 0z} R |pr_, Ox;j0x; v Ox; 73
iy 0y
= gl %y (3.38)
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Die Matrix ¢;; ist spurfrei:

;Cii:Al }%

1 322 1

=0 p

Multipolentwicklung: Setzt man (3.35) in (3.34) ein, so ergibt sich eine Entwick-
lung des Potentials nach Multipolen der Ladungsverteilung

O(r) = Do(r)+ Py(r) + Po(r) + - - - (3.40)
Oy(r) = c/dgr’ o(r’)

®,,(r) ist von der Ordnung =™+ Die ersten drei Multipolordnungen ergeben die
folgenden Beitrage:

Monopol
Q 1
) == - 3.41
=" o (3.41)
Gesamtladung:
Q= /dST o(r) (3.42)
Dipol:
p-r 1
Oy(r) = = x 3 (3.43)
Dipolmoment:

p= / &’r o(r)r (3.44)

Das Dipolmoment héngt i.a. vom Ursprung des Koordinatensystems ab. Bei einer
Verschiebung des Koordinatenursprungs r = 7 + a transformiert sich das Dipolmo-
ment geméaf
p=p+ Qa.
Verschwindet die Gesamtladung, so ist das Dipolmoment unabhingig vom Koordi-
natenursprung:
p=0p fir @ = 0.

Quadrupol:
1 T; T
12
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Quadrupolmoment:
Qij = /dST (3 Tij — 7“261") g(r) (346)

Der Quadrupolmomenttensor ist symmetrisch und spurfrei. Er besitzt daher i.a.
nur 5 unabhéngige Elemente. W&ahlt man als Koordinatensystem das Hauptach-
sensystem des symmetrischen Tensors, so sind von den 3 Diagonalelementen nur 2
voneinander unabhéngig.

Beweis: Den Tensor des Quadrupolmoments ();; erhilt man aus den Entwicklungs-
koeffizienten c¢;;, indem man ausnutzt, daf ¢;; spurfrei ist:

1
(I)Q = 5 ZEJ cl-j/dgrl .Z'ZLC; Q("',)
= 15 cii | &r' | 2 '-—17"251-- o(r’)
2 = J 17 3 J

1 1
= 52 ijg@ij-

i,J

(3.47)

Da die Spur ), Q;; des Quadrupolmoments verschwindet, folgt
1 X (51']‘ 1
R (TR e

1 Tk

3.2.4 Elektrostatische Energie

Punktladung im &ufleren Potential: Um die Punktladung ¢ aus dem Unendli-
chen an den Ort r zu bringen, mufl gegen das elektrostatische Feld die Arbeit

U=—q / E dr = q®(r) (3.48)

aufgebracht werden.

Ladungsverteilung im #uBeren Potential: Beim Ubergang zu einer kontinuier-
lichen Ladungsverteilung erhélt man entsprechend:

U:/ﬁ%@ﬂ@@» (3.49)
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N Punktladungen im eigenen Feld: Die elektrostatische Energie eines Systems
von N Punktladungen kann man berechnen, indem man die Ladungen ¢; nachein-
ander aus dem Unendlichen an die Orte r; bringt. Fiir die i-te Ladung ist dann die

Arbeit
i—1 i—1

q; 44,
Ui(ri) = %Z ’T—j = Z Uij; Uiy = —— (3.50)

‘= |7 — 7]

N N -1 1
i=2 i=2 j=1 i#j

Ladungsverteilung im eigenen Feld: Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung
kann man die Doppelsumme durch ein Doppelintegral ersetzen:

_ 1 3, 3,/ o(r)o(r’) _ 1 3 oy r
U—2/d /d —|r—fr’] 2/d o(r) d(r). (3.52)

Feldenergie: Der elektrostatischen Energie (3.52) der Ladungsverteilung p(r) ent-
spricht eine Feldenergie des elektrostatischen Feldes E = —V®. Wegen & — 0 fiir
r — oo gilt:

1 1 1 1 1
U = —/d3r—(V-E)(I>:—/d3r—V-(<I>E)+8—/d3rE2

2 47 2 4 s
1
= /d% — E2. (3.53)
8T
Energiedichte des elektrischen Feldes:
L po (3.54)
U= — .
8T

3.3 Elektrostatik von Leitern

In Leitern gibt es frei bewegliche Elektronen, die einen Strom hervorrufen koénnen.
Im Gleichgewicht verteilen sich die Elektronen so, dafl das elektrische Feld innerhalb
des Leiters verschwindet und kein Strom fliet. Aufgrund der Poisson-Gleichung ver-
schwindet auch die Ladungsdichte innerhalb des Leiters, das Potential nimmt einen
konstanten Wert an. Die Ladungen, die das Feld im Inneren des Leiters zum Ver-
schwinden bringen, miissen an dessen Oberflidche verteilt sein. Die Aufgabe besteht
in der Bestimmung des elektrostatischen Feldes auflerhalb des Leiters und der La-
dungsverteilung auf der Oberfliiche des Leiters.
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Randbedingungen: An der Leiteroberfliche gelten fiir die Normalenkomponente
E - n und die Tangentialkomponente E - t die Randbedingungen

E-t=0, E-n=4i10. (3.55)

Hierbei bezeichnet t einen Tangentialvektor, m den Normalenvektor und o die
Flachenladungsdichte eines Flachenelementes auf der Oberfliche des Leiters. Die
erste Bedingung folgt mit dem Stokeschen Satz aus V X E = 0. Die zweite Bedin-
gung folgt mit dem Gaufischen Satz aus V - E = 4.

3.3.1 Randwertprobleme der Potentialtheorie

Gesucht wird das elektrostatische Potential, das von N geladenen Leitern mit Ober-
flachen R; im ladungsfreien Raum erzeugt wird. Auf den Leiteroberflichen sind ent-
weder die Potentiale oder die Flachenladungsdichten vorgegeben. Fiir das gesuchte
Potential ® ergeben sich daher die beiden Randwertprobleme:
i) vorgegebene Potentiale:
Ad = 0
o = P, auf R; (Dirichlet-Randbedingung) (3.56)

ii) vorgegebene Ladungen:

AP = 0
0,9, = —dmno; auf R; (von Neumann-Randbedingung) (3.57)

Eindeutigkeit der Losung: Fiir eine beliebige Funktion 1 gilt die Identitét
(1. Greenscher Satz):

/dvv-(ww) = /dV wAer/dV (Vy)?

14 %4 \%4

_ / df (O} (3.58)

ov

Sei ¢ = ®M — & fiir zwei Losungen &M, d3):

Z/dfi (On) ¥ = /dv (V)2 =0 (3.59)

Daher muf8 Vi = 0, 1) = const. gesetzt werden. Fiir die Dirichlet-Randbedingung
gilt ¢ = 0 auf R; und damit auch ¢ = 0 in V. Die Losung fiir £ = —V® ist fiir
beide Randbedingungen eindeutig.
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Kapazitiatskoeffizienten:

o, = ZP” Q; (Superpositionsprinzip) (3.60)

j
Qi = ZOU ¥ (Umkehrfunktion) (3.61)
J

Ladungen héngen nur von den Potentialen ®; und geometrischen Koeffizienten Cj;
ab. Die elektrostatische Energie der Leiter kann mit (3.52) und (3.61) durch die
Beziehung

1 1

dargestellt werden.

3.3.2 Bildladungen

Ein metallischer Leiter in einem elektrischen Feld kann in einigen Féllen durch ei-
ne Konfiguration von Punktladungen ersetzt werden, die innerhalb des vom Leiter
eingenommenen Volumens verteilt ist. Diese Ladungen werden als Bildladungen be-
zeichnet, da sie bei einem Leiter mit einer ebenen Oberfliche als Spiegelbilder der
wahren Ladungen im AuBlenraum darstellbar sind. Die Methode der Bildladungen
erfordert lediglich, daB eine Aquipotentialfliche der Ladungsverteilung, bestehend
aus den wahren Ladungen und den Bildladungen, mit der Leiteroberfliche zusam-
menféllt.

Im einfachsten Fall einer einzigen Punktladung @ sind die Aquipotentialflichen Ku-
geln. Die Aquipotentialfliche » = R kann daher auch als Oberfliche einer metalli-
schen Kugel mit Radius R angesehen werden, die die Gesamtladung () besitzt. Im
Auflenraum r > R ist das Feld der Kugel identisch mit dem Feld der Punktladung.

Im Fall von zwei Punktladungen erhilt man ein Dipolfeld, dessen Aquipotential-
flichen ebenso als Leiteroberflaichen gewéhlt werden konnen. Eine Ladung des Di-
pols liegt dann im Innenraum des Leiters und stellt somit eine Bildladung dar. Die
zweite Ladung ist eine wahre Ladung im Auflenraum des Leiters.

Punktladung vor einer leitenden Platte: Ein einfacher Spezialfall liegt vor,
wenn die Symmetrieebene senkrecht zur Dipolachse als Leiteroberfliche gewé&hlt
wird. Die wahre Ladung ¢ befinde sich auf der x-Achse im Abstand a von der Ebene
x = 0. Die Bildladung ¢’ = —q befinde sich spiegelbildlich zur Ebene x = 0 an der
Stelle x = —a. In einem beliebigen Punkt P mit dem Abstand r zur Ladung ¢ und
r’ zu Bildladung ¢’ wird das Dipolfeld durch,

o = 19 po@oat P=(@ta’+d (363
T T

gegeben, wobei p den Abstand des Punktes P von der x-Achse bezeichnet.
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Randbedingungen: Auf der Oberfliche bei x = 0 gilt » = 7’. Daher erfiillt (3.63)
die Randbedingung ® = 0 fiir z = 0.

Influenzladung: Die Ladung q ruft auf der Oberfliche des ungeladenen Leiters
Ladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen hervor. Diese werden Influenzladungen
genannt. Zur Berechnung der Flichenladungsdichte auf der Platte bilden wir die
Normalenableitung des Potentials bei x = 0:

0P 2a

En = - — = — _—_—
or o0 q (CL2 + Q2>3/2

(3.64)

Hierbei wurden die Beziehungen

2rdr = 2(x —a)dr, 27 dr' =2(x + a)dx

01 10r x—a 01_:E+a

“oxr  r?ox ¥ oxr’ 1B
verwendet. Aus (3.64) ergibt sich die Fldchenladungsdichte

E, q a
O=—=——"—"————+.
4 21 (a? + p?)3/?
Bildkraft: Durch die Platte wird eine Kraft auf die Ladung q ausgeiibt, die durch
das elektrische Feld am Ort der Ladung bestimmt wird:

e
F=gqF=——"-
T 2ap
Diese Kraft entspricht der Coulomb-Kraft, welche die Bildladung ¢’, im Abstand 2a
auf die Ladung ¢ ausiibt.

Potentielle Energie: Eine Ladung vor einer Metalloberfliche wird von der Bild-
kraft angezogen. Bewegt sich die Ladung zur Metalloberfliche, so nimmt ihre po-
tentielle Energie ab. Setzt man U(oo) = 0, so ist die potentielle Energie im Abstand
a vor der Platte

3.3.3 Komplexe Potentiale

Zweidimensionale Randwertprobleme:

O = P(z,vy)
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Komplexe Potentiale:
z2=x+1y

W =U(z,y) +iV(z,y) = f(2)

Analytische Funktionen: Eine analytische Funktion f(z) geniigt der Laplace-
Gleichung:
AW =0 & AU=AV =0

Cauchy-Riemannsche Beziehungen: Zum Beweis betrachten wir die partiellen

Ableitungen:
o5 _of _ou ov
or 0z Oz Ox
of of oU oV
—_— = —_— = — + 9 —
Jy dz Oy Jy
Multipliziert man die zweite Gleichung mit —i und vergleicht dann die Real- und
Imaginérteile beider Gleichungen, so erhélt man die Cauchy-Riemannschen Bezie-

hungen:
ou_ v o __ov
oxr Oy’ oy Oz
Mit Hilfe dieser Beziehungen ergibt sich die Behauptung;:
U + 05U =0
2V + 2V =0
Die Linien U = const und V' = const bilden ein orthogonales Koordinatennetz:

Quav  dU IV

o e S VV =
6x8x+8y8y 0 = VU -V 0

Ist U(x,y) die Losung eines Potentialproblems, so steht E = —VU senkrecht auf
den Aquipotentiallinien U = const. Die Koordinatenlinien V = const stellen dann
die Feldlinien des elektrischen Feldes dar. Umgekehrt kann man auch V' fiir das
Potential und U fiir die Feldlinien wéhlen.

Beispiel: Als einfaches Beispiel betrachten wir das komplexe Potential W = 2™
r=x+iy=re?
W=2"=7r"e"™ =U+iV
U=r"cosny; V =r"sinnp

Die Bedingung V = 0 ergibt die Aquipotentiallinien:
p=0: sinny =0

p=0: sinnﬁéO; n=

e
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Das Potential ® = a V' beschreibt daher ein mogliches Feld zwischen zwei Leiter-
platten, die den Winkel 3 bilden:

E, = o = —a% 75 sin %gp
a@ ™ m_q v
sz—@_— Brﬁ cosﬁgp
E — a m_
om0 = 2'; ST

3.3.4 Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator bestehe aus zwei ebenen parallelen metallischen Platten, die
im Abstand d zueinander angeordnet sind und jeweils die Ladung ) und —() tragen.
Die Plattenfldche A sei so groff, dafl Randeffekte vernachléssigt werden kénnen. Die
Ladungsdichte der Platten ist,

p=0c{d(z)—0(x—d)}, o= Q/A.
Aus der Poisson-Gleichung 0, F = 4mp erhilt man das elektrische Feld
E =4ro {+0(z) —0(z —d)}

Daraus ergibt sich das Potential

0 z <0
' =—F; d=¢ —Fx O<z<d
—Ed x>d

Spannung: Die Spannung wird definiert als die Potentialdifferenz zwischen der
positiv und der negativ geladenen Platte:
d
V=00)—P(d)=FEd= 47TZQ

Kapazitiat: Die Ladung des Kondensators ist proportional zur angelegten Span-
nung. Die Proportionalitdtskonstante wird als Kapazitiat des Kondensators bezeich-
net: A

=CV; = —
@ ’ 4md
Kraft auf Platte bei x =0
Eigenfeld:

(3.65)

E, =4no(0(z) — %)
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Restfeld:
E,=F — E;=+210 — 4nwob(x — d)
Kraft: g £ B g
oby=Q2m0 =Q5 =40 5 =45,

Fiir jedes Flachenelement eines Leiters wird die Kraft durch die Ladung des Flachen-
elements und die Hélfte der Normalkomponente des elektrischen Feldes an der Lei-
teroberfliche bestimmt.

Aufladungsarbeit:

AW = dQ ®; + (—dQ)®, = dQ V

Mit (3.65) folgt:
1 I PP _l 9
dW—CQdQ, W—2CQ—2CV

Feldenergie: Ersetzt man die Kapazitdt und das Potential durch

A

= — = Fd
drd v

so ergibt sich
1 E?
W=-0V?*=_" Ad
2 8
Die Aufladungsarbeit kann daher auch als eine im elektrischen Feld gespeicherte

Energie mit der Dichte
w 1

w=— = —F*

d 8rm
ausgedriickt werden.

Anderung des Plattenabstandes bei konstanter Aufladung: % = const = E = const.

dx 8 2 4r 2

3.4 Elektrostatik von Dielektrika

Leiter sind Stoffe, die aufgrund freier Ladungstriager den elektrischen Strom leiten.
Im elektrostatischen Gleichgewicht sind die Ladungen so an der Oberfliche verteilt,
dafl das elektrische Feld im Leiter verschwindet.

Nichtleiter sind dagegen alle Stoffe, in denen die Ladungstrager an feste Plétze
(Atom, Elementarzelle, Molekiil) gebunden sind, so dafl kein Strom flieflen kann. Sie
werden auch Isolatoren oder Dielektrika genannt. In Nichtleitern kénnen elektrostati-
sche Felder auftreten. Diese kénnen durch kleine Verschiebungen der Ladungstrager



51

Dipolmomente induzieren (elektronische Polarisation), oder vorhandene Dipolmo-
mente ausrichten (Orientierungspolarisation). Die Polarisation des Dielektrikums
muf} bei der Bestimmung des elektrostatischen Feldes beriicksichtigt werden.

Der Effekt der Polarisation wurde von Faraday entdeckt, der beobachtete daf} sich die
Kapazitét eines Plattenkondensators dndert, wenn man in den Raum zwischen den
Platten ein Dielektrikum einbringt. Die Kapazitéit mit Dielektrikum kann empirisch
durch ein Gesetz A

= € m,
angegeben werden, wobei € eine Materialkonstante darstellt, die von der Platten-
flache A und vom Plattenabstand d unabhéngig ist. Sie wird als Dielektrizitéatskon-
stante bezeichnet. Dieser Kapazitéit entspricht bei einer festen Kondensatorladung
@ ein elektrisches Feld

Q dmo Q

C (3.66)

E =

cd- ¢ 7 A

im Kondensator. Einer Erhchung der Kapazitit um einen Faktor ¢ > 1 entspricht
damit eine Erniedrigung des elektrischen Feldes und der Flachenladung um einen
Faktor 1/e. Die Ladung auf den Platten wird durch entgegengesetzte Polarisations-
ladungen auf den Oberflichen des Dielektrikums teilweise abgeschirmt.

Luft 1,0005
Petrolium 2,1
Glas 5-8
Wasser 81

Tabelle 3.1: € bei 20° C und Normaldruck

3.4.1 Polarisation

Oberflichenpolarisation: Bei der Polarisation eines Nichtleiters treten an dessen
Oberflache Polarisationsladungen auf. Die Ladungsmenge, die durch ein festes Ober-
flichenelement d f=ndf in Richtung der Oberflichennormalen n hindurchtritt, ist
eine skalare Grofle. Sie kann daher als Skalarprodukt P-df mit einem Vektor P
geschrieben werden. Der so definierte Vektor P heifit dielektrische Polarisation oder
Polarisationsvektor. Die Komponente P, = n - P in Richtung der Flachennormalen
gibt die Flachenladungsdichte der Polarisationsladungen an,

o, =P, . (3.67)

Volumenpolarisation: Betrachtet man eine beliebige geschlossene Oberflidche in-
nerhalb eines Dielektrikums, so tritt durch dessen Oberflache die Ladungsmenge

Q:/df-P:/dVV-P (3.68)
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hindurch. Die Ladung innerhalb des Volumens hat dabei um —@ abgenommen. Da
das Volumen beliebig gewihlt werden kann, ergibt sich in jedem Volumenelement
eine Ladungsdichte

op=—-V: P (3.69)

der Polarisationsladungen. Fiir eine konstante Polarisation ist V - P= 0. Alle Pola-
risationsladungen befinden sich dann an der Oberfliache.

Dichte des Dipolmoments: Besitzt ein Dielektrikum in jedem Volumenelement
ein mittleres Dipolmoment

Pdv (3.70)

so wird dadurch eine Polarisation P = P erzeugt. Der Polarisationsvektor kann
damit auch als mittlere Dipolmomentdichte physikalisch gedeuted werden. Um dies
zu zeigen, betrachtet man das Potential, welches durch das Dipolmoment in d3r’
erzeugt wird,

a3

ﬁ(r’)-(’r—r’) 3 - ro 1
d°r =P -
rorp Y
- 1 "P(r
= V. [ P(r) 43y — V—(T) a3
=] =]
1 —V'"-P(r)
+
lr — 7| lr — /|

dd(r)

= /df-ﬁ(r’) 43 (3.71)
Im letzten Schritt wurde die Definition der Divergenz als Flufl durch die Ober-
flache des Volumenelemenl:es verwendet. Dieses Potential ist da§ einer Polarisations-
ladungsdichte opp = —V - P innerhalb des Volumens und op = P, auf der Oberfliche
des Volumenelements.

Homogene Polarisation einer ebenen Schicht: Verschiebt man in einer homo-
genen ebenen Schicht 0 < z < d die Ladungsdichte o™ der positiven Ladungen um
eine kleine Strecke § gegeniiber der Ladungsdichte o~ = —p™ der negativen Ladun-
gen, so tritt durch jede feste Querschnittsfliche A die Ladung p*d A. Die Polarisation
ist definitionsgemif die Flachenladungsdichte

P=0"0.

Da die Polarisation homogen ist, treten innerhalb der Schicht keine Polarisati-
onsladungen auf. Die Polarisationsladungen an den Oberflichen werden durch die
Flichenladungsdichten ¢ = P bei x = d und 0~ = —P bei 2 = § = 0 bestimmt.

Das durch die Polarisationsladungen im Innern der Schicht erzeugte elektrische Feld
erhélt man nach dem Superpositionsprinzip aus den Feldern der positiven und ne-
gativen Ladungsdichten,

E = E"+E =—4719"§ = —4nP , (3.72)
Et =dnot(x —6—d/2), d<x<d+9¢
E™ =4nwo (x —d/2) , O<z<d
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Homogene Polarisation einer Kugel: Verschiebt man in einer homogenen Kugel
0 < r < R die Ladungsdichte ot der positiven Ladungen um einen kleinen Vektor
0 gegeniiber der Ladungsdichte o~ = —p" der negativen Ladungen, so tritt durch
jedes Fliachenelement die Ladung o™ d-df. Der Polarisationsvektor ist daher

P=y6.

Es treten auch hier keine Volumenladungen auf. Die Oberflaichenladung eines
Flachenelementes mit Normalenrichtung n» am Rand der Kugel ist

oc=P,=0"8-n=PcosO

Sie hangt vom Winkel © ab, den der Polarisationsvektor mit der Flachennormalen
bildet. Der Betrag der Fliachenladung ist in der Polarisationsrichtung maximal und
verschwindet in den dazu senkrechten Richtungen.

Addiert man die von den positiven und negativen Ladungsdichten erzeugten Felder,
so erhélt man im Innern der Kugel das elektrische Feld

4 4
E = E++E‘:—§ gﬂSz—%P, (3.73)
4
E+:§Q+(r—5), 0<|r—96|<R
4
E_:?Wg’r, 0<r<R

Das Feld ist homogen. Wegen der richtungsabhéngigen Oberflichenladung ist das
Feld jedoch gegeniiber (3.72) um den Faktor 1/3 reduziert.

3.4.2 Feldgleichungen
Addiert man die Polarisatiosladungsdichte g, zur Ladungsdichte ¢ so folgt,
V- E=47n(0,+ 0) . (3.74)

Ersetzt man die Polarisatiosladungsdichte mit (3.69) durch den Polarisationsvektor,
so erhélt man die Feldgleichungen fiir Dielektrika in der Form

V-D = 4np, D=FE+4nP ,
VXE = 0. (3.75)

Der hierdurch definierte Vektor D wird als dielektrische Verschiebung bezeichnet.

Dielektrizitidtskonstante: Fiir hinreichend kleine elektrische Felder kann die Po-
larisation als lineare Funktion des elektrischen Feldes angenommen werden. Nimmt
man auflerdem ein isotropes Medium an, so ist der Polarisationsvektor in Richtung
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des elektrischen Feldes gerichtet. Mit diesen Nédherungen ergeben sich die linearen
Beziehungen,

P = YE, D =¢E, e=1+4nyx . (3.76)

Man nennt y die elektrische Suszeptibilitdt und e die Dielektrizitétskonstante.

Homogenes Dielektrikum: Fiir ein homogenes Dielektrikum (e = konst) lauten
die Feldgleichungen

VXE=0, V-E=4r2 (3.77)

€
Die Ladungsdichten im homogenen Dielektrikum sind um den Faktor 1/e reduziert.
Dies erklart die oben beschriebene Felderniedrigung bzw. Kapazitdtserh6hung im
Plattenkondensator mit eingeschobenen Dielektrikum.

Randbedingungen: An Grenzflichen zwischen zwei Dielektrika gelten die Rand-
bedingungen

(E2 — El)'t =0 s (DQ — Dl)-n =4dno . (378)

Hierbei bezeichnet m den Normalenvektor, t einen Tangentenvektor und o die
Flachenladungsdichte der Grenzflache. Der Normalenvektor ist senkrecht zur Grenz-
fliche vom Medium 1 zum Medium 2 gerichtet.

3.4.3 Polarisierbarkeit von Atomen und Molekiilen

Elektronische Polarisation: Ein elektrisches Feld kann durch Ladungsverschie-
bungen Dipolmomente induzieren und damit eine Polarisation des Mediums be-
wirken. Das mittlere induzierte Dipolmoment eines Teilchens kann in vielen Fallen
proportional zum elektrischen Feld,

p=aFE, (3.79)

angenommen werden. Die Proportionalitdtskonstante a wird als atomare Polarisier-
barkeit bezeichnet. Sie hat die Dimension eines Volumens und die Gréflenordnung
des Atomvolumens. Wihlt man den Bohrschen Radius ap als atomare Léngenein-
heit, so erhélt man

2

a=cay ap = ——5 = 0.5 x 10~%cm (3.80)

wobei ¢ eine dimensionslose Konstante von der GroBlenordnung 1 darstellt. Die Pola-
risation, die Suszeptibilitdt und die Dielektrizitdtskonstante kénnen durch die Teil-
chendichte und die Polarisierbarkeit in folgender Weise ausgedriickt werden:

P = np=naE, xy=na, e=1+4ry=1+4mna. (3.81)
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Ein ideales Gas besitzt unter Normalbedingungen (0°C, 1 Atmosphére) eine Teil-
chendichte von n = 2.7x 10" cm~3. Die Abweichungen der Dielektrizitéitskonstanten
vom Vakuumwert 1 sind dann relativ klein,

e—1=cx04x107*. (3.82)

Dies stimmt mit dem gemessenen Wert fiir Luft (¢ = 1.0005) grofienordnungsméBig
iiberein. Die Konstante ¢ mufl quantenmechanisch berechnet werden.

Orientierungspolarisation: Die permanenten Dipolmomente polarer Molekiile
(z.B. Hy0) konnen durch ein elektrisches Feld ausgerichtet werden und dadurch
eine Polarisation des Mediums bewirken. Fiir die mittlere Dichte der Dipole, die bei
der Temperatur 7' mit dem Feld den Winkel © bilden, nehmen wir eine Boltzmann-
Verteilung

n(f) = Z—;e_U(@WkBT : U©)=—-p-E=—pFcosO (3.83)
mit der Boltzmann-Konstante kg an. In der statistischen Physik wird gezeigt, dafl
diese Verteilung vorliegt, wenn sich ein System mit der potentiellen Energie U(O)
mit einem Wérmebad der Temperatur 7" im Gleichgewicht befindet. Mittelt man
die Komponente des Dipolmomentes pcos© in der Feldrichtung iiber die Boltz-
mannverteilung, so ergibt sich fiir kleine Wechselwirkungsenergien, U << kgT', die
Polarisation

P = /dQ n(©)pcos O ~

E
/dQ Z—O (1 +p—cos®) pcos© =
T

kgT
22:0 /:1 dcos© p—i:; © pcos© =
235325 /:1 dcos©® cos©? = ?:Zf; E. (3.84)
Die Suszeptibilitat )
X = ;:’5 — (3.85)

ist umgekehrt proportional zur Temperatur (Curie-Gesetz). Bei hohen Temperaturen
iiberwiegt die elektronische Polarisation, bei niedrigen Temperaturen dominiert bei
polaren Molekiilen die Orientierungspolarisation. Die Dielektrizitédtskonstante lautet
entsprechend

A nop?

_14+r .
=ty LT

(3.86)

Polarisation in nichtpolaren Fliissigkeiten: In dichten Medien miissen bei der
Berechnung der Polarisierbarkeit Lokalfeldeffekte beriicksichtigt werden. Das lokale



o6

elektrische Feld E welches in der Umgebung eines Atoms fiir dessen Polarisation
wirksam ist, unterscheidet sich von dem mittleren elektrischen Feld E im Medium.
Fiir isotrope Fliissigkeiten kann das Lokalfeld ndherungsweise durch das Feld inner-
halb eines sphérischen Hohlraums im Dielektrikum mit der Polarisation P ersetzt
werden. Das lokale Feld des Hohlraums E; muf}, nach dem Superpositionsprinzip,
zusammen mit dem Feld einer homogen polarisierten Kugel Ex das mittlere Feld
im Dielektrikum ergeben,

4
E=E;+Eg, EK:—?WP. (3.87)
Damit folgt fiir das lokale Feld
4
Aus der Gleichung
4
P =np =naE, =na(E + %P) (3.89)
ergibt sich die Polarisation zu
Pp=-—" FE (3.90)
1= na

Fiir die Dielektrizitédtskonstante ergibt sich damit die Clausius-Mossotti-Gleichung:

4 -1 4
e ‘ = e (3.91)

1—%”7104’ e+ 2 3

e = 1+




Kapitel 4

Magnetostatik

Die Magnetostatik behandelt die Eigenschaften zeitunabhdngiger Magnetfelder.
Ebenso wie statische elektrische Felder werden statische magnetische Felder durch
die Angabe ihrer Quellen und Wirbel bestimmt. Die entsprechenden Grundgleichun-
gen der Magnetostatik lauten

V-B = 0, (4.1)

VxB = 4—7Tj. (4.2)
c

Hierbei bezeichnet 3 die Stromdichte und c die Lichtgeschwindigkeit. Das Verhélt-
nis j/c besitzt die Dimension einer Ladungsdichte. Damit besitzt B in dem hier
verwendeten Gaufischen Mafisystem dieselbe Dimension wie E.

4.1 Interpretation der Grundgleichungen

Die Aussage der ersten Gleichung (4.1) ist, dal Magnetfelder grundsétzlich quellen-
frei sind. Dies entspricht der Erfahrungstatsache, dafl magnetische Monopole nicht
beobachtet werden. Diese Gleichung gilt nicht nur im Rahmen der Magnetostatik
sondern auch allgemein fiir zeitabhéngige Magnetfelder.

Als quellenfreie Felder, besitzen magnetische Feldlinien keine Anfangs- oder End-
punkte: Aufgrund der Definition der Divergenz verschwindet der magnetische Fluf3
durch die Oberfliche eines beliebigen infinitesimalen Volumenelementes. Ein Ma-
gnetfeld besitzt daher keine Punkte, in deren Nachbarschaft alle Feldlinien radial
nach auflen oder radial nach innen gerichtet sind.

Zur Veranschaulichng quellenfreier Felder ist es hilfreich, den Flufl zu betrachten,
der durch eine gegebene Querschnittsfliche hindurchtritt. Die Feldlinien, die vom
Rand dieser Fliache ausgehen, bilden eine sogenannte Flufsréhre, deren Mantel wird
als magnetische Oberfliche bezeichnet. Durch eine bliebige Querschnittsfliche der

57
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Fluirchre tritt immer derselbe magnetische Fluf§ hindurch: Dies folgt aus Gl.(4.1),
wenn man diese iiber das Volumen einer Flufirohre integriert, die von zwei Quer-
schnittsflichen S; und Sy begrenzt wird. Die Flachennormale der Querschnitts-
flachen sei in jedem Punkt parallel zum Magnetfeld gerichtet. Die Fléchennormale
der magnetischen Oberflache ist definitionsgeméf iiberall senkrecht zum Magnetfeld.
Nach dem Gaufischen Satz gilt dann,

/dVV-B: iS-B — dSQB—/dSlB:O. (4.3)
|4 oV Sa S1

Eine wichtige Klasse von Magnetfeldern besitzt Flufiréhren, die in sich selbst ge-
schlossen sind. Die magnetische Oberflache einer in sich geschlossenen Flufrohre
bildet einen Torus. Magnetische Feldlinien, die auf dem Torus umlaufen kénnen
entweder geschlossen oder offen sein. Im ersten Fall kehrt eine Feldlinie nach einer
endlichen Anzahl von Uml&dufen um den Torus zu ihrem Ausgangspunkt zuriick. Im
allgemeinen Fall sind die Feldlinien offen und iiberdecken die gesamte Torusfléche.

S

'/ da,
S

N

Abbildung  4.1:  Feldlinien  einer Abbildung 4.2: Feldlinien auf einem To-
FluBirohre rus

Die zweite Grundgleichung (4.2) der Magnetostatik beinhaltet das Ampéresche Ge-
setz fiir das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters. Die Stromdichte eines
entlang der z-Achse gerichteten unendlich diinnen Leiters besitzt die Form

g = 16(x)o(y)e. (4.4)

wobel
[:/dS-j:/dxdij (4.5)

den Strom durch die Querschnittsfliche des Leiters darstellt. Dieser Strom erzeugt
ein zylindersymmetrisches Feld, das nur vom Abstand r vom Leiter abhéngt und
in azimuthaler Richtung gerichtet ist. Integriert man (4.2) iiber eine Kreisfliche
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senkrecht zur Zylinderachse, so folgt durch Anwendung des Stokeschen Satzes,

/dS-(VxB) = 4—7T/dS-j,

C
omrB —
C
or
B = = 4.6
- (4.6)

@@ Abbildung 4.3: Magnetfeldlinien

B eines stromdurchflossenen Leiters

Der Gliltigkeitsbereich der Magnetostatik beschrinkt sich auf quellenfreie Stromdich-
ten,

V.j=0. (4.7)

Diese Nebenbedingung ergibt sich wegen V - (V x B) = 0 aus der Divergenz von
GL (4.2). Quellen in der Stromdichte fithren zu Anderungen der Ladungsdichte, die
eine zeitabhingige Behandlung erfordern.

Die Grundgesetze der Magnetostatik sind nicht unabhéngig von denen der Elek-
trostatik, da Strom- und Ladungsdichten bezugssystemabhéngig sind. Die Trans-
formationsgesetze fiir Ladungs- und Stromdichten konnen aus der speziellen Rela-
tivitdtstheorie abgeleitet werden. Dazu betrachten wir ein Volumenelement, das in
seinem Ruhesystem die Ladungsdichte 7y besitzt. Die Ruheladungsdichte ist ein ko-
ordinatenunabhéngiger Skalar, &hnlich wie z.B. die Ruhemasse oder die Eigenzeit. In
einem Inertialsystem S, in dem sich das Volumenelement mit einer Geschwindigkeit
u bewegt, ist seine Vierergeschwindigkeit

1
ut = vy, (c,w), mit Yy = —F—— (4.8)

Aus der Vierergeschwindigkeit v* und dem Skalar 7y kann man einen neuen Vierer-
vektor bilden, der als Viererstromdichte bezeichnet wird,

gt = mut = (c1,7). (4.9)

Hierbei bezeichnen 7 = 77y die Ladungsdichte und 3 = 7w die gewohnliche Strom-
dichte des Volumenelementes in S. Ladungs- und Stromdichten transformieren sich
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dementsprechend wie die Komponenten eines Vierervektors. Betrachtet man ein In-
ertialsystem S’, welches sich in S mit der Geschwindigkeit v entlang der z-Achse
bewegt, so erhélt man die transformierten Dichten durch die Lorentztransformation

T = (T —vj/?), (4.10)
J. = V(jz_vT)a (4'11>

mit v =1/4/1 —v2?/c2

S S Tv

j 4 t=0 J 4 t'=-vjlc2
\Y
- | e
e —
CPTFS S~ | = F

Abbildung 4.4: Transformation vom Laborsystem ins Ruhesystem der Ladung

Wir betrachten nun eine Probeladung ¢ im Feld eines stromdurchflossenen Leiters
der entlang der z-Achse gerichtet ist (Abb.4.4). Im Laborsystem S sei der Leiter
ungeladen (7 = 0) und es flieBe der Strom I = [dS j. Die Probeladung befinde
sich im Abstand r vom Leiter und bewege sich mit einer Geschwindigkeit v in z-
Richtung. Aufgrund des Magnetfeldes (4.6) wirkt auf die bewegte Probeladung eine

Kraft
2qul

rc?

F=-%4yp=— (4.12)
&

in radialer Richtung. Wir betrachten nun denselben Vorgang im Ruhesystem S’ der
Probeladung. Da die Geschwindigkeit der Probeladung hier verschwindet, {ibt das
Magnetfeld keine Kraftwirkung aus. Stattdessen wirkt auf die ruhende Ladung das
elektrostatische Feld eines geladenen Drahtes. Im Rahmen der nichtrelativistischen
Mechanik ist v ~ 1. Damit ergibt sich die Ladung des Drahtes pro Léngeneinheit
aus (4.10) mit 7 =0 zu

A= /dS S (4.13)
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Die elektrostatische Kraft im Ruhesystem der Ladung ist daher ebenfalls,

200 2qul
F=qp="2_ T
T rc

(4.14)

Das durch das Amperesche Gesetz bestimmte Magnetfeld eines stromdurchflosse-
nen Drahtes ist somit konsistent mit dem durch die Poisson-Gleichung bestimmten
elektrostatischen Feld eines geladenen Drahtes.

Wie in der Elektrostatik ist es hilfreich von den magnetischen Eigenschaften vorge-
gebener Stromdichten auszugehen und kompliziertere Erscheinungen, wie etwa den
Magnetismus in Materie, durch die Superposition sehr vieler elementarer Felder zu
deuten. Im folgenden werden die Magnetfelder einiger elementarer Stromverteilun-
gen betrachtet.

4.2 Magnetfelder stationirer Strome

Mit den Grundgleichungen der Magnetostatik konnen Magnetfelder vorgegebener
stationdrer Stromdichten berechnet werden. Ein Beispiel ist das Magnetfeld einer
ebenen unendlich diimnen Schicht mit einer Stromdichte

Jj=1td(z)e.. (4.15)

Hierbei bezeichnet ¢ den Strom, der in y-Richtung pro Léngeneinheit durch die
Querschnittsfliche der Schicht flieft. Aus Symmetriegriinden hiangt das Magnetfeld
nur von der x-Richtung ab und die z-Komponente der Gl.(4.2) lautet,

4
0,B, = — 1 6(x). (4.16)
c
Daraus ergibt sich beim Durchgang durch die Schicht ein Sprung der y-Komponente

des Magnetfeldes:
[B,] = dn- . (4.17)
c

Auf beiden Seiten der Schicht ist das Magnetfeld homogen. Wihlt man zwei parallele
Schichten mit entgegengesetzten Stromrichtungen ¢ und —¢, so kann man die Rand-
bedigung erfiillen, dafl das Magnetfeld im Auflenraum verschwindet. Die Losung im
Innenraum, d.h. im Gebiet zwischen den Schichten, ist dann gerade das Magnetfeld
(4.17). Eine solche Doppelschicht stellt ein einfaches Modell fiir das Magnetfeld im
Innern einer Spule dar. Fiir eine Spule mit n Windungen pro Langeneinheit, die von
einem Strom [ durchflossen wird ist « = nl. Das Magnetfeld im Innern einer Spule

ist demnach /
B=dr". (4.18)

C
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Il _TJ#B ;

Abbildung  4.5: Magnetfeld einer Abbildung 4.6: Magnetfeld zwischen
stromfiithrenden Schicht zwei stromfithrenden Schichten

Fiir das Magnetfeld einer allgemeinen Stromverteilung 148t sich eine Integraldarstel-
lung angeben, die auf der Integraldarstellung des Vektorpotentials eines quellenfreien
Vektorfeldes beruht. Definiert man B iiber das Vektorpotential A als

B=VxA (4.19)
mit der Coulomb-Eichung V - A = 0, so gilt
4
AA = -1, (4.20)
c
1 (7'
A= - /d%' i) (4.21)
c lr —7/|

Einsetzen von (4.20) in (4.19) ergibt fiir das Magnetfeld die Integraldarstellung

for (Vza) <6

/d3’l“/ j(r/> X (’l" — T,) ) (422)

|r — 7|3

B =

Al Ol

Fiir einen Leiter mit vernachlédssigharem Querschnitt kann die Integration iiber die
Querschnittsfliche ndherungsweise bei konstantem |r — 7’| durchgefiihrt werden.
Setzt man

j(r")d*r' = Ids, (4.23)

wobei ds die Anderung des Ortsvektors entlang des Leiters darstellt, so ergibt sich
fiir das Magnetfeld eines beliebig geformten Leiters das Gesetz von Biot-Savart,

B:£ / M (4.24)

c lr —s|3

Im Mittelpunkt (r = 0) eines kreisférmigen Leiters mit Radius s ergibt das Biot-
Savart-Gesetz das Magnetfeld B = 271 /(cs).



63

4.3 Magnetisches Dipolmoment

Das Magnetfeld in groBem Abstand von der Stromdichteverteilung kann analog zur
Elektrostatik durch eine Multipolentwicklung angegeben werden. Da keine magne-
tischen Monopole existieren, beginnt die Entwicklung mit dem Dipolfeld.

Fiir die Multipolentwicklung wird der folgende Hilfssatz fiir die Stromdichte
benotigt: Sei 7 quellenfrei und nur innerhalb eines Volumens V' ungleich Null. Dann
gilt fiir jede kartesische Komponente i, k:

/dV Ji=0 und /dV Tijr = —/dV Trji - (4.25)

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden beiden Oberflichenintegralen, die jeweils
verschwinden, da die Stromdichte nach Voraussetzung auf der Oberfliche 0V des
Volumens verschwindet:

/df-ja:i = /V-(a:ij):/jizo, (4.26)

oV 1%
v v %
Unter Verwendung der Reihenentwicklung
1 1 , 1 1 rr
_ - )V 4= 4.28
P — 7| F TV o P (4.28)

erhélt man fiir das Vektorpotential (4.20) bis zur Ordnung O(r'/r),

1 1
A = — dS/-/ _/dS/-//. 4.99
o R CORE S TCO P (4.29)
Der erste Term verschwindet wegen (4.26). Der zweite Term kann wegen (4.27) zu
einem doppelten Kreuzprodukt ergénzt werden,

A= 5 [@r e -G )
= o [ G <)

Definiert man das magnetische Dipolmoment

1

m:%

/d3r r x j(r) (4.30)
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so erhélt man das Dipolfeld

r(r-m)—r’m

A= . B-vVxa-"> (4.31)

75

Bei der Berechnung der Rotation in Gl.(4.31) wurden folgende Umformungen ver-
wendet:

X = r/r*
V-X =0, mx(VxX)=V(m-X)—-m-VX =0
Vx(mxX) = mV-X-m - VX =-V(m-X). (4.32)

Fiir einen Ringstrom mit der Stromstérke I, der eine Flache A umschlieft, erhélt
man mit (4.23) das magnetische Moment
IA

1
m= sxds:Tn (4.33)

wobei n den Einheitvektor in Richtung der Fldchennormale darstellt.

Fiir eine starr rotierende Ladungsverteilung ist das magnetische Moment proportio-
nal zum Drehimpuls
m =L (4.34)

wobei v als gyromagnetisches Verhéltnis bezeichnet wird. Macht man den Ansatz
gnw fiir die Stromdichte und mnw fiir die Impulsdichte so folgt,

m = L [ dVnrx v, L = m/anr X v, v = € (4.35)

2c © 2me
Fiir das magnetische Moment von Elementarteilchen schreibt man das gyromagne-
tische Verhéltnis in der Form,

v=-1yg (4.36)

2mec
wobei der g-Faktor fiir unterschiedliche Elementarteilchen verschiedene Werte an-
nehmen kann, z.B. g = 2 fiir Elektronen, g = 2.79 fiir Protonen und g = —1.91 fiir
Neutronen.

Auf ein magnetisches Dipolmoment wirkt in einem konstanten Magnetfeld ein Dreh-
moment

T=mx B (4.37)

und in einem inhomogenen Magnetfeld eine Kraft

F=-VU mit U=-m-B (4.38)
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Diese Formeln sind analog zu denen eines elektrischen Dipols.

Zur Herleitung von (4.37) berechnen wir das Gesamtdrehmoment auf eine Strom-
dichteverteilung,

T = %/der(ij)
_2% AV 7% (j x B)—j x (r x B)
= o [avir B —(r §)B-G-Bjr+(i-r)B
:2% AV B x (j x 1)
— mxB (4.39)

In der zweiten Zeile wurde (4.25) ausgeniitzt, in der letzten Zeile wurde das Ma-
gnetfeld als konstant angenommen.

Als Beispiel berechnen wir das Drehmoment auf einen rechteckigen stromdurchflos-
senen Leiter mit den Seitenldngen a und b. Das Rechteck sei um eine Achse drehbar,
die parallel zur Seite b durch die Mitte der Seite a geht und senkrecht zum Magnetfeld
B gerichtet ist. Die Flachennormale bilde mit dem Magnetfeld den Winkel . Auf
die beiden achsenparallelen Seiten des Rechtecks wirken die Kréfte [} o = i%] bB
und damit die Drehmomente 7} 5 = £(a/2)F; 2 sind). Das gesamte Drehmoment ist
demnach T'=T; + 15 = %abIB sin = mBsinJ.

Zur Herleitung von (4.38) berechnen wir die Gesamtkraft auf eine Stromdichtever-
teilung in einer Umgebung des Ortes r und entwickeln das Magnetfeld B(r’) am
Ort 7' bis zur linearen Ordnung in r — 7/,

F = /dV’ j(r') x B(r")

/dV’ jr)yx B(r)+j(r') x (r' —r) - VB(r).

Ol= ol

Unter Verwendung von (4.25) erhélt man daraus

Fo_ / AV’ () - V) — P (§(r) - V)] x B(r)

/dV’ [V x (j(r") x )] x B(r)
xV)xB=V(m-B)-m(V-B)=V(m-B).

3 ¥l- ¥l



Kapitel 5

Maxwell-Gleichungen

Die allgemeinen Grundgleichungen des elektromagnetischen Feldes sind die Maxwell-
Gleichungen. Sie beschreiben neben der Elektrostatik und Magnetostatik auch
zeitabhéngige Felder, die z.B. bei der Induktion von Strémen durch Magnetfelder
und bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen auftreten. Da sich elektroma-
gnetische Wellen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, gelten die Maxwellgleichun-
gen auch in der relativistischen Physik. Auf die Grenzen der klassischen Elektro-
dynamik stiel man zuerst bei der Behandlung des Strahlungsgleichgewichts. Die
spektrale Energieverteilung konnte von Planck nur unter Einfithrung des Planck-
schen Wirkungsquantums erklért werden. Damit wurde in der Physik der Ubergang
zur Quantenmechanik vollzogen.

5.1 Zeitentwicklung elektromagnetischer Felder

Zur Vervollstdndigung der Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld benotigt
man Terme, die die Zeitentwicklung der Felder angeben. Nimmt man an, dafi die
Zeitentwicklung der Felder bereits durch ihren Anfangswert festgelegt ist, so geniigt
es ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung,

OE = oVxB- 47”3') (5.1)

B = BVXE (5.2)

anzugeben. Die Form der rechten Seite ergibt sich aus den naheliegenden Annah-
men, daf (i) das Superpositionsprinzip giiltig bleibt (Linearitit), (ii) im Grenzfall
zeitunabhéngiger Felder daraus die statischen Vektorgleichungen resultieren und (iii)
die Zeitentwicklung von E und B miteinander gekoppelt ist. Durch Vergleich mit
bekannten Gesetzen, z.B. fiir die Ladungserhaltung und die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit von Lichtwellen im Vakuum, erhélt man o = —f = c.

66
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Die Gleichungen, die die Quellen der Felder angeben bleiben ungeéndert,

V-B=0, V-E-4r0=0. (5.3)

Die erste Gleichung wird als allgemeingiiltig vorausgesetzt, da keine magnetischen
Monopole existieren. Die zweite Gleichung konnte unter den gemachten Annahmen
nur an V - ;B ankoppeln, was ebenfalls verschwindet.

Zusammenfassend schreiben wir die vollstandigen Maxwell-Gleichungen in der Form

1 47

VxE —%@B (5.5)
V-B = 0, (5.6)
V-E 4. (5.7)

Die Gleichungen (5.4), (5.5) werden als Entwicklungsgleichugen, die Gleichungen
(5.6), (5.7) als Zwangsbedingungen bezeichnet. Jede Losung der Entwicklungsglei-
chungen erfiillt die Zwangsbedingugen fiir alle Zeiten, wenn diese von den Anfangs-
bedingungen erfiillt wurden. Dies zeigt man, indem man die Divergenz der Entwick-
lungsgleichungen bildet und die Kontinuitatsgleichung fiir die Ladungserhaltung,

verwendet,
1 4 1
V. (-0,E+—25) = ~8,(V-E —4rp) =0,
c c c
1 1

5.2 Induktionsgesetz

Nach dem Ampereschen Gesetz kénnen Strome Magnetfelder erzeugen. Umgekehrt
konnen auch Magnetfelder Strome induzieren. Dabei mufl man zwei Félle unterschei-
den, die Induktion eines Stromes in einem bewegten Leiter im statischen Magnetfeld
und die Induktion eines Stromes in einem ruhenden Leiter im zeitlich verdnderlichen
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Magnetfeld. Beide Félle konnen durch dasselbe Faradaysche Induktionsgesetz,

o 1 d¢ o / / _
oS S

beschrieben werden. Hierbei bezeichnet V' die in einem Drahtring induzierte Span-
nung, E’ das elektrische Feld im momentanen Ruhesystem des Drahtelements ds’
und ¢ den magnetischen Flufl durch die Querschnittsflache des Ringes. Die induzier-
te Spannung hingt nur von der zeitlichen Anderung des magnetischen Flufles ab,
unabhéngig davon, ob der Draht oder der Magnet bewegt wird.

A B(t) A

S

Abbildung 5.1: Induzierte Spannung an einer Leiterschleife im Magnetfeld

Zur Herleitung des Induktionsgesetzes berechnen wir die zeitliche Anderung des
magnetischen Flufles,
do _ do L do

dt N dt | S=const dt B:const7
wobei im ersten Term die Flidche im zweiten das Magnetfeld konstant gehalten wer-
den. Der erste Term ergibt mit der Maxwellgleichung (5.5) das Induktionsgesetz
eines ruhenden Leiters,

@ —/da-atB——c/da-(VxE)——c]{ds-E. (5.12)

dt | S=const
S S a5

(5.11)

Bewegt sich das Drahtelement am Ort s mit der Geschwindigkeit v, so ergibt sich
im Zeitintervall d¢ an dieser Stelle eine Flédchenénderung

da = dt v x ds. (5.13)

Aufgrund dieser Bewegung ergibt sich eine Fluanderung

dé :f(vxds).B:—j{ds-(va). (5.14)

dt B=const
oS oS
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Die gesamte FluBanderung (5.11) ist demnach,

do |
E——cfds-(E—IrvaB) (5.15)
oS

Fiir den Ubergang vom Laborsystem ins bewegte Ruhesystem des Drahtelementes
beschranken wir uns auf den nichtrelativistischen Grenzfall. Hier gelten die Trans-
formationsgesetze ds’ = ds und E' = E + %'v x B. Damit folgt aus (5.15) das
Induktionsgesetz (5.10).

Als Beispiel fiir die Induktion eines Stromes in einem bewegten Leiter betrachten
wir ein Rechteck in einem homogenen Magnetfeld B = Be,, dessen untere linke
Ecke im Koordinatenursprung liegt und dessen obere rechte Ecke (x,y) sich mit der
Geschwindigkeit (v, v,) bewegt (Abb.5.2). Aufgrund der Bewegung des Leiters wirkt
auf eine Ladung ¢ die Lorentzkraft v x B. Bei einem Umlauf um die Drahtschleife
verrichtet die Lorentzkraft an der Ladung die Arbeit

v = g]{ds-('uxB)

c
y 0

= % /dy(—va)—i-/(vyB)
0 x

q qd¢

- 1 B=_127

c (ny+vy$) c dta

mit dem magnetischen Flufl ¢ = zyB.

N (ONONNO;
y © vy
®©@ ® @ © _ .
v Abbildung 5.2: Rechteckige
®©@ © ® Ol Drahtschleife mit bewegten
Seiten im konstanten Ma-
© 60 6 6 ‘ gnetfeld
® @ ® Ox

5.3 Erhaltungssatze

Die Maxwell-Gleichungen beinhalten Erhaltungssétze fiir die Ladung, die Energie
und den Impuls.
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5.3.1 Ladungserhaltung

Die Ladungserhaltung einer Ladungsdichte kann durch eine integrale Bilanzgleichung
fiir ein beliebiges Volumen V/,

jt v o(r,t) = /da-j(r,t), (5.16)

%4 )%

ausgedriickt werden. Die zeitliche Anderung der Ladung des Volumes ist gleich dem
Strom durch dessen Oberflache, wobei ein positiver Strom einer Abnahme der La-
dung entspricht. Mit dem Gauflschen Satz erhélt man daraus

/ AV [Do(r,t) +V - j(r, )] = 0. (5.17)

v

Da V' beliebig ist, mufl der Integrand verschwinden. Die Ladungserhaltung kann
daher auch lokal durch die Kontinuititsgleichung

Owo(r,t) +V - jg(r,t) =0 (5.18)

formuliert werden.

Die vollstédndigen Maxwellgleichungen beinhalten die Ladungserhaltung. Bildet man
die Divergenz von (5.4) und die Zeitableitung von (5.7), so folgt die Kontinuitéts-
gleichung,

1 . .

Von Maxwell wurde der sogenannte Verschiebugsstrom 0, E in Gleichung (5.4) ein-
gefiihrt, der zur Ladungserhaltung fiihrt. Die Pra-Maxwell-Gleichungen, ohne Ver-
schiebungsstrom, gelten nur fiir quellenfreie Strome.

5.3.2 Energieerhaltung

Die Arbeitsleistung des elektromagnetischen Feldes an den Ladungen ist

P=> F-v = Zqu—klvsz qusz /dVgE (5.20)

Das Magnetfeld verrichtet keine Arbeit, die Dichte der Arbeitsleistung des elektri-
schen Feldes ist 3 - E. FEiner Zunahme der Energie der Ladungen muf eine gleich
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grofle Abnahme der Energie des elektromagnetischen Feldes entsprechen. Aufgrund
von (5.4) erhélt man

c 1
—j-E=——E- - (VxB)+0,(— E*). 5.21
B B (VxB)+o (g B) (5.21)
Diese Gleichung enthélt im letzten Term die Energiedichte des elektrischen Feldes.

Eine entsprechende Gleichung mit der Energiedichte des magnetischen Feldes folgt
aus (5.5),

c 1
— B- E)+09,| — B*) =0. 5.22
BV xE) (g ) (5.22)
Durch Addition beider Gleichungen folgt der
Energiesatz
OW+V-S=—j-E (5.23) 1 =
2 2
= (E*+ B?)

Hierbei bezeichnet W die Energiedichte und

S die Energiestromdichte des elektroma- - (E x B)
gnetischen Feldes. Man nennt S auch den am
Poynting-Vektor und bezeichnet (5.23) als
Poynting-Theorem.
Die Bilanzgleichung der Feldenergie eines Volumens V' ist

d .

7 dVW:—/da-S—/dVJ-E (5.24)

Vv ov |4

Der erste Term stellt den Energiestrom durch die Oberfliche dar, der zweite die
Arbeitsleistung an den Ladungen des Volumens.

5.3.3 Impulserhaltung

Die Ladungen im elektromagnetischen Feld erfahren eine Impulsdnderung durch die
Lorentzkraft,

dP 1 1.
E:;%(E—FEUXB):/C“/ (QE‘FEJXB)‘ (5.25)



Mit (5.4)-(5.7) erhalt man fir die Kraftdichte die Ausdriicke,

ingE = (V-E)E=V.(EE)- (E-V)E

1

= V-(EE—EEQI)%—EX(VXE)

1

1
= V.- (EE - 5E?I) — ~E x 0,B,
C

—Jix B = (VxB—latE)xB
C

= —Bx(VxB)—latExB
c

1

1
= V- (BB — EBzI) — —3tE X B7
C

72

(5.26)

wobei I den Einheitstensor und EE das Tensorprodukt mit den Komponenten E; F;

bezeichnet.
Die Summe dieser Beitréige ergibt den
Impulserhaltungssatz

Hierbei bezeichnet II die Impulsdichte
des elektromagnetischen Feldes, f die
Kraftdichte auf die Ladungen und T
wird als Maxwellscher Spannungsten-
sor bezeichnet.

Die integrale Impulsbilanz fiir ein Vo-
lumen V' lautet

d
Ypyfavnl = [da-T
dt +/ /”’

14 ov
(5.28)

1
_(E

e
T

1 1
— |EFE +BB — —
47 + 2

IM=S/c* =

x B)

(E* + B%)
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5.4 Elektromagnetische Wellen

5.4.1 Wellen im Vakuum

In der Abwesenheit von Ladungs- und Stromdichten vereinfachen sich die Maxwell-
Gleichungen zu

1
VxB = 0B (5.29)
1
V.-B = 0, (5.31)
V-E = 0. (5.32)

Die Felder sind quellenfrei, sie besitzen jedoch Wirbel, die durch zeitliche Ande-
rungen der Felder hervorgerufen werden. Dadurch sind Losungen moglich, die die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum beschreiben.

Als Losungsansatz betrachten wir ebene Wellen in komplexer Darstellung,

E = Ejexp(ik-r —iwt)
B = Byexp(ik-r —iwt).
Fiir jede komplexe Losung bilden auch die konjugiert komplexen Felder eine Losung

der Gleichungen (5.29)-(5.32). Daher kénnen auch Real- und Imaginérteil der kom-
plexen Losung als relle Losungen gewéahlt werden.

Mit diesem Ansatz erhélt man aus den partiellen Differentialgleichungen ein System
von algebraischen Gleichungen

kxB = —kE, k-B=0,
kxE = kB, k-E=0,

mit ky = w/c. Der Wellenvektor k steht senkrecht auf E und B . Man spricht von
einer Transversalwelle, da die Schwingungen der Felder in einer Ebene senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung erfolgen.

Wiéhlt man ein Koordinatensystem mit
k=1(0,0,k), E = (F,0,0), B = (0,B,0), (5.33)

so folgt aus (5.33) das einfache Gleichungssystem

(_]ZO _:O><§):<8) (5.34)
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Abbildung 5.3: Linear polarisierte Welle im Vakuum

Fiir eine nichtverschwindende Losung muf3 die Determinante der Koeffizientenmatrix
verschwinden,

K =k} = k = =k, > w=clk| | (5.35)

Diese Beziechung wird als Dispersionsrelation bezeichnet. Fiir eine vorgegebene Fre-
quenz w > 0 kann k entweder positiv oder negativ sein, entsprechend der Aus-
breitung der Welle in +z oder —z Richtung. Die Feldkomponenten E und B sind
betragsméfig gleich grofl und bilden zusammen mit & ein rechthéndiges System,

B=+E, fir k=tky. (5.36)

Ein Punkt konstanter Phase, kz — wt = const bewegt sich mit der Phasengschwin-
digkeit
dz dz w
== — = — = +ec. .
k iy 0 = iy c (5.37)
Elektromagnetische Wellen werden nach ihrer Wellenldnge A\ = 27 /k in unterschied-
liche Spektralbereiche eingeteilt:
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Wellenlénge | Spektralbereich

< 0.1 nm Rontgenstrahlung (X)

0.1-30 nm Ultraweiche Rontgenstrahlung (XUV)
30-185 nm | Vakuumultraviolett (VUV)
185-400nm | Nahes Ultraviolett (NUV)

400-800nm | Sichtbares Licht

800nm-1mm | Infrarot (IR)

Inm-lcm Mikrowellen

lem-100km | Radiowellen

Die Energiedichte einer elekromagnetischen Welle kann mit dem allgemeinen Aus-
druck (5.23) fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes berechnet werden.
Da es sich hierbei um eine quadratische Funktion handelt mufl man die reellen Felder

B=%RE), B =R(B) (5.38)
einsetzen,

Lo 2
W= o (&2 + 8B (5.39)
Mittelt man die Energiedichte iiber eine Schwingungsperiode, so erhélt man eine zei-
tunabhéngige Energiedichte, die als Wellenenergiedichte bezeichnet wird. Das Zeit-
mittel eines Produktes ebener Wellen kann wieder in einfacher Weise durch die

komplexen Amplituden ausgedriickt werden,

1
<AB> = L <(A+A)(B+B)>= <(AB+A'B'+ AB"+ A'B) >

| =

_ %éR(AB*). (5.40)

Hierbei wurde verwendet, daf§ die Produkte AB und A*B* mit der doppelten Fre-
quenz schwingen und sich daher zu Null mitteln, wiahrend AB* und A*B zeitun-
abhéngig sind. Wegen |E| = |B| ergibt die Mittelung von (5.39),

1 /1 1 1
— — [ ZIE2+ ZIBI2) = —|E% A1
<w = o (GlEP + 3181 ) = -1 (5.41)
Fiir den Poynting Vektor einer elektromagnetischen Welle ergibt sich der Ausdruck
c c c -
= — = k = — &% 42
S 47r(8 x B) o Ex(kxE) ym Ek, (5.42)

wobei k = kok gesetzt wurde und k den Einheitsvektor in Ausbreitungsrichtung der
Welle bezeichnet. Der Betrag des zeitgemittelten Poynting-Vektors wird als Inten-
sitdt der elektromagnetischen Welle bezeichnet. Sie gibt die mittlere Energie an, die
pro Zeit und Flacheneinheit durch eine Fldche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
hindurchtritt und wird {iblicherweise in W /cm? gemessen. Die Mittelung von (5.42)
ergibt fiir die Intensitét

C C
I=— <& >=_—_|EPP=c<W>. 5.43
4m 87r| | ¢ ( )
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5.4.2 Wellen in Materie

Bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie werden die Elektro-
nen zu erzwungenen Schwingungen angeregt, die eine zeitabhéngige makroskopische
Polarisation P erzeugen. Die resultierende Stromdichte mufl bei der Losung der
Maxwellschen Gleichungen beriicksichtigt werden. Fiir eine monochromatische Wel-
le besitzt das anregende elektrische Feld die Form,

E(r,t) = Ey(r,w) exp(—iwt). (5.44)

Fiir hinreichend kleine Auslenkungen der Elektronen sind die Polarisation P, die
dielektrische Verschiebung D = FE + 47 P und die Stromdichte 5 = P jeweils
proportional zum elektrischen Feld,

P = X(’l",w)E,
D = ¢(r,w)E, (5.45)
j = o(r,w)E.

Die Proportionalitdtskonstanten sind i.a. orts- und frequenzabhéngig und geniigen

den Relationen

. Ao
o= —iwy, e=14+4dnx=1+—. (5.46)

—iw
Hierbei wurde vorausgesetzt, daf§ die anregende Welle monochromatisch ist und die
Proportionalitédt lokal giiltig ist. Aulerdem wurde ein isotropes Medium angenom-
men, bei dem die im Medium erzeugten Felder parallel zum elektrischen Feld sind.
Fiir anisotrope Medien miissen die Skalare durch Tensoren ersetzt werden. Die di-
elektrische Funktion e(r,w) ist im allgemeinen komplexwertig. Sie beschreibt die

optischen Materialeigenschaften.

Mit den Ansétzen (5.44) und (5.45) vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen zu,

VxB = —ik(eE), (5.47)
VxE = ikB, (5.48)
V.-B = 0, (5.49)
V- (eE) = 0. (5.50)

Eliminiert man das Magnetfeld aus den ersten beiden Gleichungen, so folgt fiir das
elektrische Feld die Wellengleichung

AE —-V(V-E)+k; ¢E =0. (5.51)

In einem homogenen Medium mit einer rdumlich konstanten Dielektrizitétskonstante
konnen die Losungen immer noch in der Form ebener transversaler Wellen,

E = Eyexp(ik - r — iwt), k-E=0, B=k'kx E (5.52)
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gesucht werden. Aus der Wellengleichung (5.51) erhélt man nun fir die Wellenzahl
im Medium die Dispersionsrelation

k? = k2e — k = kon, mit  n=n, +in; = e (5.53)

Das Verhéltnis n = k/ko wird als Brechungsindex bezeichnet. Der Realteil n, be-
stimmt die Phasengeschwindigkeit v,;, = ¢/n, der Welle im Medium. Der Ima-
ginérteil n; bestimmt die Amplitudenénderung exp(—n;kos) bei der Ausbreitung
der Welle entlang eines Weges der Lénge s.

Wesentliche Eigenschaften der Dielektrizitdtsfunktion und des zugehérigen Bre-
chungsindexes konnen im Rahmen des sogenannten Lorentzmodells verstanden wer-
den. Nimmt man an, dafl alle Dipolmomente unabhéngig voneinander schwingen, so
geniigen sie in linearer Naherung einer harmonischen Schwingungsgleichung,

o 2

d+%d:%E. (5.54)

Die spezielle Losung dieser Gleichung, die proportional ist zum anregenden Feld,
lautet,

d(t) = a(w) E(t). (5.55)
mit der Polarisierbarkeit 2/
q°/m
- ) 5.56
o) = 5 (5.50)

Falls die Dipole mit einer Dichte n(r) rdumlich verteilt sind, ergibt sich die Polari-
sation P = n(r)d(t). Daraus folgt die Dielektrizitétsfunktion

2

_ _ “p 2 _
€(w)=1+4mna=1+ s w, = . (5.57)

Hierbei ist wy die Eigenfrequenz der gebundenen Elektronen, w die Lichtfrequenz und
w, wird als Plasmafrequenz bezeichnet. Fiir niegrige Frequenzen, w < wy, ist die Di-
elektrizitatskonstante grofer als 1 und nimmt, ausgehend vom statischen Grenzwert
€(0) = 1+ w?/w§, quadratisch mit der Frequenz zu,

w2
e —e(0) + =& W (5.58)
“o

Bei hohen Frequenzen, w >> wy, erhilt man die Dielektrizitdtskonstante freier Elek-

tronen,

w?

e—1— w—g, (5.59)

die sich asymptotisch dem Vakuumwert 1 von unten her annéhert. Von besonderem
Interessse sind die Resonanzstellen und die Nullstellen der Dielektrizitdtsfunktion.
Im vorliegenden Modell tritt eine Resonanz bei der Eigenfrequenz wy und eine Null-
stelle bei der Plasmafrequenz w, auf. Das Verhalten nahe der Resonanzfrequenz wird
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hier nur unvollsténdig wiedergegeben, da die Breite und Hohe der Resonanz durch
die vernachléssigte Dampfung der Schwingungen bestimmt werden. In der Regel
tritt an Resonanzstellen auch eine verstirkte Absorption auf. Die Nullstellen der
Dielektrizitatsfunktion entsprechen Punkten an denen Reflexion auftritt, da sich die
Wellen geméf (5.53) in Gebiete mit € < 0 nicht ausbreiten konnen.

5.4.3 Reflexion an einer ebenen Grenzfliche

An der Grenzflache zwischen zwei Medien mit unterschiedlichen Dielektrizitétskon-
stanten €; und €3 wird eine einfallende Welle teilweise reflektiert und teilweise trans-
mitiert. Wir betrachten eine ebene Grenzfliche, die durch einen Sprung in der Di-
elektrizitatsfunktion an der Stelle z = 0,

. €1 2z <0
€(z) = { 6 250 (5.60)
dargestellt wird. Dieses Stufenmodell ist anwendbar, falls die Dicke der Grenzschicht

sehr viel kleiner ist als die Wellenlénge.

Bei senkrechtem FEinfall kann das elektrische Feld der Welle in x-Richtung gewéhlt
werden. Setzt man
E = (E.(2),0,0) exp(—iwt), (5.61)

so vereinfacht sich die allgemeine Wellengleichung (5.51) zu

0’FE,
022

+ ki e(2)E, = 0. (5.62)

Diese Gleichung kann zunéchst abschnittweise in den beiden Halbrdumen geldst
werden. Nimmt man an, dafl die eingestrahlte Welle im Halbraum z < 0 einlauft, so
erhéalt man
A exp(ik1z) + rexp(—ikiz) ] ;2<0
E, = (5.63)
A texp(ikaz) ;2 >0
mit ki = koy/€r2. Hierbei bezeichnet A die Amplitude der einlaufenden, rA die

Amplitude der reflektierten und tA die Amplitude der transmittierten Welle.

Um eine Losung der Differentialgleichung (5.62) vom linken Halbraum in den rechten
Halbraum fortsetzen zu koénnen, benttigt man Anschlufbedingungen fiir die Funk-
tion E, und ihre Ableitung 0. F, an der Stelle z = 0. Dazu integrieren wir (5.62)
iiber eine beliebig diinne Schicht von 0— nach 0+ und erhalten,

0+
0.E,] = 0. B, (04) — 0. Ey(0—) = —k2 / dz (B (2) > 0. (5.64)

0—
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Im Grenziibergang strebt das Integral gegen Null, da der Integrand beschrinkt
bleibt. Mit der Stetigkeit der Ableitung ist auch die Funktion selbst stetig,

[E,]=0, [0.E,]=0. (5.65)

Durch Einsetzen von (5.63) in (5.65) erhélt man Bestimmungsgleichungen fiir die
Koeffizienten r und t,

14+r = ¢,
]{1(1—7") = k’gt. (566)

r . 1 kl—k’g
(Yf)_lﬂ—i—/m( 2k, ) (5.67)

Das Reflexionsvermégen R der Grenzflache wird durch das Verhéltnis der Intensitét
der reflektierten zur Intensitét der einfallenden Welle definiert. Da sich beide Wellen
im selben Medium ausbreiten, kénnen die Intensitdten durch die Betragsquadrate
der Amplituden ersetzt werden,

Deren Auflosung ergibt

2 2
ny —ng

n1 + ng

ki1 — ko
ky + ko

R=|r]*=

(5.68)

Vollsténdige Reflexion erhélt man z.B. fiir eine Grenzflache bei der n; reell und ny
rein imaginér ist. Im Zahler und Nenner von (5.71) stehen dann konjugiert komplexe
Zahlen, deren Betrag gleich grof3 ist.

Ahnlich kann man auch das Reflexionsvermogen bei schriigem Einfall behandeln. In
diesem Fall wird durch den Wellenvektor der einfallenden Welle und den Normalen-
vektor der Grenzflaiche eine Ebene definiert, die man als Einfallsebene bezeichnet.
Wir wahlen die yz-Ebene als Einfallsebene. Man mufi nun zwischen zwei unter-
schiedlichen Polarisationsrichtungen unterscheiden, je nachdem ob das elektrische
Feld senkrecht oder parallel zur Einfallsebene steht. Mit s-Polarisation bezeichnet
man die Ausrichtung des elektrischen Feldes senkrecht, mit p-Polarisation die Aus-
richtung parallel zur Einfallsebene. Die entsprechenden Feldkomponenten sind,

s-Polarisation: E = (E,(2),0,0) exp(ik,y — iwt),
B = (0, By(z), B.(2)) exp(ikyy — iwt)
(5.69)
p-Polarisation: (0, Ey(2), E.(2)) exp(ikyy — iwt),

FE =
B = (B,,0,0) exp(ik,y — iwt)

Fiir s-Polarisation erfiillt die Komponente F, des elektrischen Feldes die Wellenglei-
chung
O*E,
02?2

+KkE, =0, K=k e(z)— k2. (5.70)

Y
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Dies entspricht Gleichung (5.62), wenn man dort die Wellenzahl & durch die Kom-
ponente k, ersetzt. Mit der entsprechenden Substitution erhélt man aus (5.68) das
Reflexionsvermogen fiir den schréagen Einfall von s-polarisiertem Licht,

2
kz,l - kz,2

5.71
kz,l + kz,? ( )

Fiir p-Polarisation kann man die Komponente B, betrachten, die in den beiden
Halbrdaumen ebenfalls die Gleichung (5.70) erfiillt, jedoch bei z = 0 anderen Stetig-
keitsbedingungen geniigt. Wegen der Stetigkeit der Tangentialkomponenten

1
B, E,=——0,B, 5.72
v 1koe ( )
sind in diesem Fall B, und 0,B, /¢ stetig. Die Losung fiir B, besitzt dieselbe Form
wie (5.63) wihrend die Stetigkeitsbedingung fiir die Ableitung einen zusitzlichen
Faktor e enthélt. Man kann daher die entsprechenden Formeln durch die Substitution
k., — k. /e erhalten. Damit ergibt sich fiir p-Polarisation das Reflexionsvermégen

2

kz,l _ kz,Q 2
R, = €1 €2 _ Eka,l - Elkz,2 (5 73)
L kz 1 kz 2 k: k !
=+ €2Rz1 T €1Rz 2

Die Formeln fiir das Reflexionsvermogen werden auch Fresnelsche Formeln genannt.

kz,l
ky
q]_ \/ [
q o, 4
W
"zl I(2,2

Abbildung 5.4: Reflexion und Brechung an einer Oberflache
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5.4.4 Strahlung im thermischen Gleichgewicht

In einem Hohlraum, dessen Winde sich auf einer konstanten Temperatur 1" befinden,
stellt sich durch viele Absorptions- und Emissionsprozesse ein charakteristisches
Strahlungsgleichgewicht ein. Die Herleitung des Strahlungsgleichgewichtes basiert
auf zwei grundlegenden Annahmen:

Plancksches Quantenpostulat: Die Energie einer monochromatischen Welle
kann nur die diskreten Werte,

E, = nhw, mit n=123,--- (5.74)

annehmen. Die Energieeinheit hiw = hv bezeichnet die Energie eines Photons
der Frequenz w = 27v. Nach Max Planck, der dieses Postulat fiir die Emission
und Absorption von Licht eingefiihrt hat, nennt man h = 27wh das Plancksche
Wirkungsquantum.

Kanonische Energieverteilung: Die Wahrscheinlichkeit n Photonen der Fre-
quenz w mit der Energie F, zu messen, wird durch die kanonische Verteilung

P, = % exp(=8E,), B=-— Z =Y exp(-BE,) | (5.75)

n=1

beschrieben. Die Zustandssume Z normiert die Verteilung,

n=0

Der Parameter 3 bestimmt den Zusammenhang der mittleren Energie des
Systems mit der Temperatur. Die kanonische Verteilung kann aus allgemeinen
Postulaten der statistischen Physik abgeleitet werden.

Das Strahlungsgleichgewicht wird durch seine spektrale Energiedichte u(v) charak-
terisiert. Diese bezeichnet die mittlere Energie des Strahlungsfeldes pro Volumen-
einheit und pro Frequenzintervall dv. Bezeichnet man mit 7(v) die mittlere Anzahl
der Photonen mit der Energie hv und mit N'(v) die Anzahl der Moden pro Volu-
meneinheit und Frequenzintervall, so gilt

u(v) =N(v) hv 7(v). (5.76)

Die spektrale Modendichte des Hohlraums kann berechnet werden, indem man ein
endliches Volumen V', z.B. einen Wiirfel mit der Kantenldnge L betrachtet. Wihlt
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man periodische Randbedingungen, E;(x; + L) = E;(z;), so sind die Schwingungs-
moden des Hohlraums die ebenen Wellen

E = Ey, exp(ik - r — iwt) (5.77)

wobei die moglichen Frequenzen und Wellenvektoren durch die Dispersionsrelation
und die Randbedingungen zu
2
w = ck, k= %(nx,ny,nz)

bestimmt werden. Hierbei bezeichnen n,, n, und n, ganze Zahlen und o = 1,2
die beiden unabhéngigen Polarisationsvektoren in der Ebene senkrecht zu k. Im
k-Raum ist demnach das spezifische Volumen pro Mode (27)%/V. Die Anzahl der
Moden innerhalb einer Kugelschale der Breite dk ist

4k dk

AN = 2——— 5.78

]V 79
wobei der Faktor 2 die beiden Polarisationsrichtungen pro Wellenvektor beriicksich-
tigt. Substituiert man k& = 27v/c und dividiert durch V', so folgt fiir die spektrale
Modendichte,

dN 2
= 8. (5.79)

N =g, =873

Abbildung 5.5: Hohlraumstrahler Abbildung 5.6: Abzéhlen der Moden

Fiir ein System von Photonen mit Energien F,, = nhv lautet die kanonische Vertei-

lung,

mit
> 1
q=¢€ ) E q 1—¢

n=0
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Die mittlere Anzahl der Photonen mit der Energie hv im thermischen Gleichgewicht
bei der Temperatur 7" wird durch die Bose-Einstein Verteilung

— 1
Z exp (Bhr) —1 (5:81)

n=0

bestimmt. Die Bose-Einstein Verteilung wird in der statistischen Physik allgemeiner
fiir ein ideales Gas von Bosonen hergeleitet. Das darin auftretende chemische Poten-
tial ist im Falle von Photonen Null, da die Photonenzahl nicht von auflen vorgegeben
wird.

Zur Ableitung von (5.81) machen wir die Substitution ng"~! = dq"/dq und erhalten
damit

Eap— . (5.82)

Z 1 - dq _qdz qZ? q
J— n - =
T dq - Zdg Z 1—gq

n=

Mit der Modendichte (5.79) und der mittleren Photonenzahl(5.81) folgt fiir die spek-
trale Energiedichte das Plancksche Strahlungsgesetz,

hv? 1

ulv) = 8 A exp(Bhr) —1°

(5.83)

Im Grenzfall kleiner Frequenzen folgt aus dem Planckschen Gesetz das Strahlungs-
gesetz von Rayleigh-Jeans

u(v) = N()kgT, fiir hv < kgT. (5.84)

Es ist unabhéngig von der Planckschen Konstante und stellt daher ein klassisches
Gesetz dar. Nach diesem Gesetz werden pro Schwingungsmode zwei Freiheitsgrade
mit einer mittleren Energie von kg7 /2 angeregt. Im Grenzfall grofier Frequenzen
fithrt das Rayleigh-Jeans Gesetz zu einer unbeschrinkten Zunahme der Energie mit
2. Diese Divergenz wurde durch die Quantenhypothese von Planck vermieden. Die
Plancksche Formel geht fiir grofle Frequenzen in die Wiensche Strahlungsformel iiber,

hys
u(v) = SWC—Z exp(—phv), fir — hv > kgT. (5.85)

Das Maximum der Planckschen Verteilung liegt bei hv = 2.82kgT. Die entsprechen-
de mittlere Photonenzahl ist 7 = 0.06.
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Kapitel 6

Grundkonzepte der
Quantenmechanik

Die Grundbegriffe der Quantenmechanik, wie “Zustandsvektoren”, “Operatoren”,
“Projektionsamplituden” und “Projektionswahrscheinlichkeiten”, werden im folgen-
den am Beispiel von Elektronenspins in einem Magnetfeld eingefiihrt. Der Spin eines
Elektrons in einem Magnetfeld stellt ein besonders einfaches Quantensystem mit
zwei diskreten Energiezustdnden (2-Niveau-System) dar. Fiir den Elektronenspin
gibt es keine klassische Interpretation, so dafl die Notwendigkeit der quantenmecha-
nischen Betrachtungsweise hier besonders deutlich wird.

6.1 Messung physikalischer Gréflen in der Quan-
tenmechanik

In der Quantenmechanik werden bei der Messung physikalischer Grofien die folgen-
den grundlegenden Sachverhalte beobachtet:

e MefBiwerte sind oft quantisiert, d.h. bei jeder Einzelmessung kénnen nur be-
stimmte diskrete Werte auftreten. Kontinuierliche MefSwerte konnen als Grenz-
fall diskreter MeBwerte aufgefait werden, die unendlich dicht liegen.

e Bei vielen Messungen an gleichartigen Systemen kann das Auftreten eines be-
stimmten Mefiwertes nur statistisch mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
vorhergesagt werden. Der Fall, daf§ ein Mefiwert mit Sicherheit eintritt, ent-
spricht hierbei der Wahrscheinlichkeit 1.

Als Beispiel betrachten wir ein Experiment zur Bestimmung des Elektronenspins
(Stern, Gerlach, 1926).

85
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6.1.1 Stern-Gerlach-Versuch

Ein monoenergetischer Strahl aus Silberatomen passiert ein inhomogenes Magnet-
feld B ~ B(z)e,. Man beobachtet dabei eine Aufspaltung des Atomstrahls in zwei
Teilstrahlen, deren Intensitdten hinter dem Magneten mit einem Detektor nachge-
wiesen werden konnen.

_ Abbildung 6.1: Prinzipieller
Aufbau des Stern-Gerlach
Experiments zur Bestim-
mung des Elektronenspins.
— tve = oD Ein Strahl aus unpolarisier-

| = ten Silberatomen wird in ei-
nem inhomogenen Magnet-
feld in zwei Teilstrahlen auf-
= gespalten.

Der Stern-Gerlach-Versuch kann durch die Einfithrung des Elektronenspins wie folgt
gedeutet werden (Uhlenbeck, Goudsmit, 1929):

e Die Silberatome besitzen ein magnetisches Moment p, auf das im inhomogenen
Magnetfeld eine Kraft

F=V(u-B)~=p,0.B, e,

wirkt. Klassisch erwartet man, daf§ die Richtungen der magnetischen Momente
beliebig verteilt sind und die Komponente p, = p cos © daher einen kontinuier-
lichen Wertebereich durchlauft. Dies wiirde zu einer Verbreiterung des Strahls
aber nicht zur beobachteten Aufspaltung fithren.

e Die Silberatome besitzen eine abgeschlossene Elektronenschale ohne Drehim-
puls und dariiber ein Valenzelektron im 5s-Zustand. Das magnetische Moment
wird proportional zum Eigendrehimpuls (Spin) S des Valenzelektrons ange-

nommen,
q
n=7S, v=95 -, 9=2.
mce
Das gyromagnetische Verhéltnis v der Eigenrotation ist doppelt so grofl wie
das der Umlaufbewegung. Diese Besonderheit des Elektronenspins wird durch

den Landé-Faktor g beriicksichtigt.
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e Die Spinkomponente S, in z-Richtung ist eine quantisierte Grofle, die nur zwei

diskrete Werte,

h
z::l:_7
S 2

annehmen kann. Entsprechend gibt es nur 2 Werte fiir die Komponente u, des
magnetischen Moments und fiir die Energie W

eh

= , W=—-u-B==ugB, .
2mc

I
pe = £ 5 = Ths KB

6.1.2 Messung einer Grofle

Bei der Messung des Elektronenspins im Stern-Gerlach Versuch wird jedes einzelne
Atom immer nur in einem der beiden Teilstrahlen nachgewiesen. Durch viele aufein-
anderfolgende Einzelmessungen ergibt sich die beobachtete Intensitétsverteilung der
Teilstrahlen. Diese Beobachtung 148t sich verallgemeinern. Mifit man an einem physi-
kalischen System eine beliebige quantisierte Grofle A, so treten bestimmte MefSwerte
an, n = 1,2,3,--+ mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten p(a,) auf. Das physikali-
sche System wird hierbei nach den méglichen Werten der Grofle A analysiert. Eine
entsprechende Mefapparatur wird als Analysator bezeichnet (Abb. 6.2).

Abbildung 6.2: Schema-
tische Darstellung eines
Analysators. Die mogli-

— A S chen MeBwerte a, der

— Grofle A treten mit Wahr-
P@n < scheinlichkeiten p(a,) im
physikalischen System auf.

p(@a;) «——

Blockiert man bei einem Analysator alle Ausgangskanéle bis auf einen, so befindet
sich das System nach der Messung in einem Zustand, in dem die Gréfle A einen
bestimmten Wert annimmt. Die entsprechende Meflapparatur wird als Projektor

bezeichnet (Abb. 6.3).

Fiir den Elektronenspin besteht ein Projektor aus einer Stern-Gerlach-Anordnung,
bei der ein Teilstrahl ausgeblendet wird. Blockiert man den Teilstrahl der Atome
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Abbildung 6.3: Schemati-
sche Darstellung eines Pro-
jektors. Die Messung se-
P e lektiert einen Zustand, der
einen bestimmten Mef3wert
der GroBle A liefert. Andere

Zustande werden blockiert.

p(@;) «——

[TT11

mit S, = —%h so erhélt man einen Strahl von Atomen, die mit Sicherheit den Spin
S, = —l—%h besitzen. Dies 1488t sich iiberpriifen, indem man den Strahl mit einem
zweiten Stern-Gerlach-Versuch analysiert. Dabei stellt man fest, dal der Mefwert
S, = —%h die Wahrscheinlichkeit Null besitzt (Abb. 6.4).

+z +Z
1 2
Sz Sz &
-Z -Z
0 2 =l

Abbildung 6.4: Zweimalige Messung von S,. Die bei der ersten Messung selektierten
Atome mit S, = +%h besitzen bei der zweiten Messung mit Sicherheit denselben
MefBiwert. Durch die erste Messung wird ein Zustand prépariert, in dem das System
einen bestimmten Mefwert besitzt.

6.1.3 Messung mehrerer Groéfien

Neben der Spinkomponente S, kann man auch die Spinkomponenten S, oder S,
messen, indem man das Magnetfeld entsprechend in x- oder y-Richtung orientiert.
Es stellt sich nun die Frage, ob zwei Spinkomponenten gleichzeitig bestimmte Werte
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1 +X +z
7 <
Sx S; [«—
1 -X -Z
2 S M

Abbildung 6.5: Messung von S, an Spins mit S, = +%h . Beide Spinzustiande S, =
—|—%FL und S, = —%h treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.

annehmen koénnen. Dazu betrachten wir zuerst eine Messung von .S,. An den Atomen
mit Spin S, = —i—%h wird danach eine Messung von S, vorgenommen. Wegen der
axialen Symmetrie des Ausgangszustandes, treten die Spinkomponenten S, = j:%h
mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf (Abb. 6.5). Wird an den Atomen mit Spin S, =
—l—%h nochmals S, gemessen, so beobachtet man, daf§ gleich viele Atome den Spin
+%h und —%h in z-Richtung besitzen. Die Messung von S, hat den Spinzustand so
gedndert, dal die Messung von S, ein unbestimmtes Meflergebnis liefert (Abb. 6.6).
Mifit man nacheinander fiir eine Gréfle A den Wert a und fiir eine Grole B den Wert
b so konnen i.a. folgende Félle auftreten:

1 +Z +X +z
2 S
S, Sy S; ——
1 -Z -X -Z
5 — —

Abbildung 6.6: Messung zweier inkompatibler Groflen. S, und S, konnen nicht
gleichzeitig bestimmte Werte annehmen.
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Kompatible Gréflen: Eine nachfolgende Messung von A ergibt wieder a, d.h. die
Messung von B hatte keinen Einflufl auf die Messung von A. In diesem Fall werden
die Groflen kompatibel genannt. Kompatible Grofien konnen gleichzeitig bestimmte
Werte annehmen.

Inkompatible Grof3en: Eine nachfolgende Meflung von A ergibt ein unbestimmtes
Ergebnis, d.h. die Messung von B hat den Zustand des Systems geédndert. In diesem
Fall werden die Groflen inkompatibel genannt. Inkompatible Groflen kénnen nicht
gleichzeitig bestimmte Werte annehmen.

6.1.4 Messung von polarisiertem Licht

Die bei der Messung des Elektronenspins gemachten Beobachtungen gelten genauso
fiir andere Mefligrofien. In der klassischen Physik stellt z.B. die Polarisationsrichtung
einer Lichtwelle,

E = Becllkz —wt) €e=1 (6.1)

Y

eine analoge zweiwertige Mefligrofie dar. Mit doppelbrechenden Kristallen 148t sich
ein unpolarisierter Lichtstrahl in zwei senkrecht zueinander linear polarisierte Anteile
aufspalten. Linear polarisiertes Licht einer bestimmten Polarisationsrichtung kann
man mit Polarisatoren herstellen. Somit stehen fiir die Messung Analysatoren und
Projektoren zur Verfiigung.

Der Polarisationszustand wird in der Optik durch den i.a. komplexen Polarisations-
vektor € beschrieben. Durch einen Polarisator in x-Richtung, tritt nur die Kompo-
nente e,-FE des Feldvektors hindurch. Der Bruchteil der durchgelassenen Intensitét
ist

p=le,e*. (6.2)
Ein allgemeiner Polarisationsvektor kann als Linearkombination von zwei orthogo-
nalen Basisvektoren dargestellt werden. Einem Analysator in xy-Richtung entspricht
eine Darstellung des Polarisationszustandes,

€ =y, + ey, (6.3)

durch die Basisvektoren e, und e,. Dreht man den Analysator um 45° so wird der
Polarisationszustand entsprechend durch die Basisvektoren

1
e =—(e,+e,), e =— (e, —e,) . 6.4
©= 75 ( v) V=7 ( v) (6.4)
dargestellt. Der um 45° gedrehte x’y’-Analysator spaltet einen x- bzw. y-polarisierten
Strahl in zwei Teilstrahlen mit gleicher Intensitit auf, da z.B.
1

ehoealt = lefre,f = 5 (6.5)
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gilt. Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, linear polarisiertes Licht in zwei Teilstrah-
len gleicher Intensitat aufzuspalten. Rechts- und linkszirkular polarisiertes Licht wird
durch die komplexen Polarisationsvektoren

: 1 ,
er = 7 (e, +iey) , e; = 7 (e, —iey) (6.6)
dargestellt. Die Betragsquadrate der Skalarprodukte von er; mit e, , bzw. e,
sind wiederum gleich 1/2.

Die Analysatoren fiir die Polarisationszustinde zy, x'y’ und RL sind somit vollig
analog zu den Analysatoren fiir die Spinkomponenten S, S; und Sy. Es liegt daher
nahe auch die Spinzustdnde durch Vektoren in einem zweidimensionalen linearen
Raum mit komplexen Koeffizienten darzustellen. Tatséchlich basiert die Quanten-
mechanik auf dem Postulat, dafl jeder quantenmechanische Zustand eines physika-
lischen Systems durch einen Zustandsvektor in einem abstrakten komplexen Vek-
torraum dargestellt wird. Die “Projektionswahrscheinlichkeit” fiir ein Meflergebnis
wird analog zu (6.2) durch das Betragsquadrat einer komplexen “Projektionsampli-
tude” berechnet. Die Dimension des Vektorraums héngt vom betrachteten System
ab. Die Postulate der Quantenmechanik und deren physikalische Interpretation wer-
den im néchsten Kapitel vorgestellt. Zuvor werden in den folgenden Abschnitten
einige mathematische Grundlagen iiber Vektorrdume zusammengefafit.

6.2 Zustandsvektoren

6.2.1 Vektorraum

Der quantenmechanische Zustandsraum ist ein Vektorraum dessen Elemente mit
| « >, I} >, } ¥ >, - -+ bezeichnet werden. Die Vektoren kénnen addiert und mit kom-
plexen Zahlen multipliziert werden. Eine Linearkombination von Vektoren ist wieder
ein Vektor,

”y> = c‘ a> + d| 16} >; ¢, d komplex. (6.7)

Eine Menge von Vektoren {| a; )}, i =1,--- N heiBt linear unabhéngig, falls der
Nullvektor nur die triviale Darstellung als Linearkombination zulafit, d.h. aus

N
Zci‘ai> =0 (6.8)
i=1

folgt, ¢y = --- = ¢y = 0. Ein Vektorraum heifit N-dimensional, wenn maximal

N linear unabhéngige Vektoren existieren. Existieren unendlich viele linear un-
abhéngige Vektoren (z.B. orthogonale Funktionen), so ist der Vektorraum unendlich-
dimensional.
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6.2.2 Skalarprodukt

Ein komplexer Vektorraum, in dem ein Skalarprodukt definiert ist, wird ein unitérer
Raum genannt.

Ein Skalarprodukt ist eine Zuordnung, die je zwei Vektoren | Q@ >, 6] > eine komplexe
Zahl 3(| Q >, | 16} >) = <a | 16} > zuordnet und folgende Eigenschaften erfiillt:

(i) (Bla)=(alB)
(17) <a|a>20,
<oz|oz>:0:>‘a>20 (6.9)
(vii) 5(‘a>,c 6>):c<a‘6>,
s(la),|B)+|v)) = (alB)+(a]7)
Gilt <a|ﬁ> = 0, so werden die Vektoren ’oc> und |ﬁ> orthogonal genannt.

Dualraum: Durch das Skalarprodukt wird jedem Vektor ’ a> ein lineares Funktio-

nal zugeordnet:
o) = (a]=s(|a),-). (6.10)

Dieses bildet einen beliebigen Vektor ‘ I} > auf die komplexe Zahl <a | ﬁ> ab. Die
Funktionale <oz |, < I} |, <7 }, -+ bilden einen Vektorraum, den Dualraum. Nach
Dirac bezeichnet man die Funktionale als “Bra” und die Vektoren als “Ket”. Die
Anwendung eines “Bra” auf ein “Ket” ergibt ein “Bracket” (englischer Ausdruck fiir
Klammer):

(af - [8) = (a|B)
bra c¢ ket bracket

Norm: Das Skalarprodukt definiert eine Norm durch

laf| = /(a|a). (6.11)

Die Norm ist geméf§ der Definition des Skalarproduktes reell und positiv definit.
Ungleichung von Schwarz-Bunyakowski: Fiir je zwei Vektoren ‘a> und ‘ I} >
gilt die Ungleichung
[Ca| B < lladl 1181] - (6.12)
Beweis: Ist ‘ 04> linear abhingig von | I} >, so gilt
(B]a
(8]8)
Ist ‘ a> linear unabhéngig von ‘ I} >, so gibt es einen Vektor ‘ 'y> = | « > + )\‘ 15} >, der
orthogonal zu } 6> ist und das Lot von | a> auf | ﬂ> darstellt. Wegen
(B18)v17) = (B18){(ala)+ X (Bla)y+x(al8)+N(8]8)}
= (B|B)(ala)—I(a|B)>0 (6.13)

~—

la)+A[B)=0, (Bla)+MB|B)=0, A=-
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folgt hieraus (6.12). Das Gleichheitszeichen gilt, wenn <fy ‘ 'y> = 0. Dies ist genau
dann erfiillt, wenn die Vektoren linear abhéngig sind.

6.2.3 Orthonormalsysteme

Ein Orthonormalsystem besteht aus einer Menge von Basisvektoren {‘ n >}, die auf
1 normiert und paarweise orthogonal zueinander sind,

(n|n')y=bum . (6.14)

Entwicklung nach einem Orthonormalsystem: Bras und Kets, die von den
Basisvektoren linear abhéngig sind, konnen als Linearkombinationen

o) =S awluy. (8] =S (w

dargestellt werden. Multipliziert man von links mit <n | bzw. von rechts mit | n >,
so ergeben sich wegen (6.14) fiir die Entwicklungskoeffizienten die Skalarprodukte

an=(nla), B =(8]n)=(n[B)"

Die Entwicklung 148t sich damit auch auf folgende Weise schreiben

2) = Slw)ala) = (Slnnl) fa)

/6*
n/

(6.15)

(5] = Z<ﬁ|n><n|=<m-(2|n><n|) |

n

Vollstandigkeitsrelation: Ein Orthonormalsystem nennt man vollstéandig, wenn
sich jeder Bra bzw. Ket nach der Basis entwickeln 148t, d.h. die Beziehung (6.15)
gilt fiir beliebige ’ Q@ >, <5 . Der in Klammern stehende Ausdruck mufl dann gleich

dem Einheitsoperator sein,
> n)(n|=1. (6.16)

Wegen dieser Identitét, kann ein vollstdndiges Basissystem an beliebigen Stellen
zwischen einem Bra und einem Ket eingeschoben werden:

(i) <a’a>zz<a‘n><n}a>zzmn\2, (6.17)
(ii) <ﬁ’a>zz<ﬁ‘n><n‘a>:Zﬁ;an. (6.18)
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Darstellungen: Die Entwicklungskoeffizienten eines Vektors beziiglich eines
vollsténdigen Basissystems nennt man eine Darstellung des Vektors. Fait man die
Entwicklungskoeffizienten fiir Kets als Spaltenvektor und fiir Bras als Zeilenvektor
zusammen,

Qg
lay=| - | . {B|=0 B, (6.19)
an

so gelten fiir die Berechnung des Skalarproduktes (6.17) die {iblichen Regeln der
Matrizenmultiplikation.

6.3 Operatoren

Physikalische Gréflen, wie z.B. die Spinkomponente S,, werden in der Quantenme-
chanik durch Operatoren dargestellt, die auf Zustandsvektoren wirken. Im folgenden
werden nur lineare Operatoren betrachtet.

6.3.1 Lineare Operatoren

Eine Funktion A wird als linearer Operator bezeichnet, wenn sie jeden Vektor ‘ a>
eines Vektorraumes in einen Vektor ‘fy> = A(‘ a>) = A} a> desselben Raumes
abbildet und wenn dabei

A(‘a>+‘ﬁ>):A‘a>+A’5>, A(c‘a>):cA‘a> (6.20)

gilt.

6.3.2 Matrizendarstellung

Die Abbildung | ) = A|a) kann beziiglich einer Orthonormalbasis {|n )} in der

Form
[8)=2_[n)(n]8)=>_[n){n|Ala)=> |n){n|Aln"){n'[a) (621)
geschrieben werden. Der Operator A besitzt hier die Entwicklung

A:Z‘n><n‘A‘n’><n’|. (6.22)
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Die Entwicklungskoeffizienten
A = (n|A|n") (6.23)

werden als Matrix von A beziiglich der Basis {| n )} bezeichnet. Die Entwicklungs-
koeffizienten [3,, von ’ I} > erhélt man aus den Entwicklungskoeffizienten «,, von ‘ a>
durch die Matrizenmultiplikation

Bo = Apnon . (6.24)

6.3.3 Operatorprodukte
Sei ‘6> :A‘a> und ‘7> :B‘6> so gilt
|v)=B|3)=DBA|a) . (6.25)

Der Operator BA wird als Operatorprodukt von B mit A bezeichnet. Operatorpro-
dukte sind i.a. nicht kommutativ,

AB|a) # |7v) - (6.26)

Der Operator
[A,B]| = AB — BA (6.27)

wird als Kommutator von A und B bezeichnet.

6.3.4 Adjungierter Operator

Einem Operator A des Vektorraumes ist im Dualraum ein Operator A* zugeordnet,
den man adjungierten Operator nennt. Gilt im Vektorraum ‘ 16 > = A‘ o >, so gilt im
Dualraum

(Bl=(alA". (6.28)

Ein Operator wirkt auf einen Bra immer von rechts, auf einen Ket von links. Der
adjungierte Operator besitzt die Eigenschaften

i) (aA+bB)T =a*AT +0*BT,
(ii) (AB)t = BTA™ | (6.29)
(iii) (AT =A.
Wegen <n ’A+| m> = <m }A| n >* gilt in Matrixschreibweise,
A;rm = A;m . (6.30)

Die Matrix des adjungierten Operators A" ist die konjugiert komplexe transponierte
Matrix von A.
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6.3.5 Hermitescher Operator

Der Ket A| o > und der Bra <a ‘A sind i.a. nicht dual zueinander, da A™ # A. Einen
Operator nennt man hermitesch, falls

AT =A. (6.31)
Die Diagonalelemente hermitescher Operatoren sind reell, da

At = Ay = AL

6.3.6 AuBeres Produkt

Die Bedeutung von Produkten von Bras und Kets ist von deren Reihenfolge
abhéngig. Das innere Produkt <a ’ . ! 16} > = <a ’ 16} > ist das Skalarprodukt und stellt
eine komplexe Zahl dar. Das &uflere Produkt ‘ 15} > . <Oz} = ‘ I} >< a| stellt dagegen

einen Operator dar:
(18)al) 17y =18)alr).

Der dazu adjungierte Operator wird durch die dualen Bras und Kets gebildet,

(18)al) =la)(s]

Beweis:

(al ) (8] =(va)B] = (x| (la)B]) -

6.3.7 Projektoren

Der Operator
Py=|a) af, lla|| =1 (6.32)

wird als Projektor bezeichnet. Angewandt auf einen Vektor ‘ I} > liefert er die ortho-
gonale Projektion auf ! « >:

Pa| 8) =]a)(alB) .
Projektoren haben die Eigenschaft, dafl
Fe=la)(ala)(a|=]a)(a]=F,

gilt. Die Vollsténdigkeitsrelation (6.16) stellt eine Summe von Projektoren auf die
Basiszusténde dar.
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6.3.8 Unitire Operatoren
Einen Operator U nennt man unitér, falls
UtU =1. (6.33)

Unitére Operatoren haben die wichtige Eigenschaft, dal Skalarprodukte bei unitéren
Transformationen invariant bleiben. Sei ! o > =U } a> und ‘ o4 > =U ’ 16 >, so gilt

<a"ﬁ’>:<a’U+U|ﬁ>:<a{ﬁ>. (6.34)

Die Transformation einer Orthonormalbasis {| a,, )} in eine andere Orthonormalbasis
{| b )} ist unitér. Der Operator fiir diese Transformation ist

U=>|bn){an] . (6.35)

Es gilt

O Ulan) = Xt ) o o) = )

i)  UTU=>|an){bu|bw){aw|=T1.

Die Darstellungen eines Vektors | « > und eines Operators A transformieren sich wie
folgt:

a)

b ) =

(i) <bn’a>zzl<bn‘an/><an/ a>:Z/U:n/<an/
(i) <bn\A\bm>_Z<bn\an,><an,
/2:/ Urjn, <an/

A| Ay >< oy

A‘ Ay > Ui -

6.3.9 Eigenvektoren und Eigenwerte

Die Eigenvektoren {|a )} und die Eigenwerte a eines Operators A werden durch die
Losungen von

A|a>:a‘a> (6.36)
definiert. Das zugeordnete duale Eigenwertproblem lautet
(a|AT =a*(a]. (6.37)

Eigenwertprobleme fiir hermitesche Operatoren sind in der Quantenmechanik von
besonderer Bedeutung. Hier gilt: (i) Alle Eigenwerte sind reell und (ii) die Eigen-
vektoren zu verschiedenen Figenwerten a # @’ sind orthogonal.
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Beweis:

0={(a (A" = A)|a)=(a"—a){d |a) . (6.38)
Fiir @’ = a folgt hieraus a* = a, d.h. a ist reell. Fiir a’ # a folgt <a’ ‘ a> =0, d.h.
die Eigenvektoren sind orthogonal.

Eigenwerte, zu denen mehrere Eigenvektoren existieren nennt man entartet. Die
Eigenvektoren eines hermiteschen Operators konnen orthonormal gewéhlt werden
und man erhélt dann ein Orthonormalsystem {‘ a, s >} Der Index s nummeriert die
Basisvektoren im Unterraum eines entarteten Eigenwerts. Beziiglich dieser Ortho-
normalbasis ist die Darstellung des Operators eine Diagonalmatix,

<a,s}A|a’,s> = a’<a,s‘a’,s>:a5aa/553/. (6.39)

Der Operator besitzt die Entwicklung,

A= Z ‘a,s><a,s’A‘a’,s’><a’,s" :Za}a,sxa,s‘ ) (6.40)

asa’s’ as



Kapitel 7

Postulate der Quantenmechanik

7.1 Quantenzustand und Observablen

Die grundlegenden Annahmen der Quantenmechanik bestehen in den folgenden Po-
stulaten:

e Der Quantenzustand eines physikalischen Systems wird durch einen Zustands-
vektor }a> in einem komplexen Vektorraum definiert. Der Quantenzustand
beschreibt das physikalische System vollstandig.

Zustand «— Vektor ‘ ). (7.1)

e Eine physikalische Observable wird durch eine Mefvorschrift definiert und
durch einen hermiteschen Operator im Zustandsraum dargestellt. Die Eigen-
vektoren von Observablen bilden vollstdndige Orthonormalsysteme des Zu-
standsraums.

Mefgrofle «— Hermitescher Operator A. (7.2)

e Die moglichen Mefiwerte einer Observablen sind die Eigenwerte des Operators.
Die Eigenwerte sind reell, da Observablen durch hermitesche Operatoren dar-
gestellt werden. Die Eigenwerte konnen diskret oder kontinuierlich sein. Falls
nicht anders angegeben, werden im folgenden diskrete Eigenwerte angenom-
men.

99
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Mefiwerte «— Eigenwerte a von A . (7.3)

e Sei a ein g-fach entarteter Eigenwert der Observablen A und {|a,s)} eine
Orthonormalbasis im Unterraum der entarteten Zustdnde. Die Wahrschein-
lichkeit fiir den MeBwert a in einem Zustand | o) mit ||o|| = 1 ist

p(a)zz [(a,s|a)*. (7.4)

Man nennt p(a) Projektionswahrscheinlichkeit und (a, s | o) Projektionsam-
plitude. Es gilt

p@)20, 3 pla)=(ala) =1

a

e Nach der Messung des MeBwerts a befindet sich das System in einem Zustand,
den man durch die Projektion des Ausgangszustandes auf den Unterraum der
Eigenzustinde zum Eigenwert a und erneute Normierung auf 1 erhélt:

1

’a>:az’s ‘a,s><a,s’o¢> — \/M ; ’a,s><a,s|a>. (7.5)

Erwartungswert: Tritt bei N Messungen an Systemen im gleichen Quantenzu-
stand ’oz> der MeBwert a N, mal auf, so erhidlt man fiir den Mittelwert der Mes-

sungen
_ N,
A:Za:ﬁa:%:p(a)a. (7.6)
Der Erwartungswert einer Observable A wird definiert als

(A)=(a|A|a). (7.7)
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Abbildung 7.1: Messung

einer Observablen A im
%
a Quantenzustand ‘ Q > Nach
a A Pk der Messung des Eigenwerts
la> e—— a befindet sich das System
— in einem Eigenzustand zum
Figenwert a.

Der Erwartungswert <A> ist gleich dem Mittelwert der MeSwerte A:
(4) = (afAla)=> (a]A]a;s)(as|a)=
Za<a|a,3><a,s ‘ a) = ZaKa,s ‘ a)? = Z ap(a) = A. (7.8)

a,s a,s a

Standardabweichung: Abweichungen der Einzelmessungen vom Mittelwert nennt
man Schwankungen oder Unschérfen. Ein Maf fiir die Schwankungen ist die Stan-
dardabweichung A A, die als Wurzel des mittleren Schwankungsquadrats

AA? = ((A—(A)?) = (A2 —2(A)A+(A)) =
(A2)—(A)* (7.9)

definiert ist.

7.2 Elektronenspin

Die Postulate werden nun auf Spin—%—Teilchen angewandt.

7.2.1 Spinobservablen

Die Observablen des Elektronenspins sind die Spinkomponenten S, Sy, S.. Da je-
weils nur zwei Mewerte £h/2 gemessen werden, entsprechen den Spinkomponenten
Operatoren in einem zweidimensionalen Vektorraum. Die zugehorigen Eigenwert-
gleichungen

Si]ii>:ig|iz’>, i=x,y, 2 (7.10)
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definieren jeweils eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren {| +i),| —i)}. Die
Darstellung (6.40) der Operatoren beziiglich dieser Basis lautet,
h : . . ,
Si=5 ([ +i)(+i[ =] =i)( i) - (7.11)
7.2.2 Basistransformationen
Verwendet man als Basissystem die Eigenvektoren {‘ +z >, | -z >}, so kann man

jeden Eigenvektor ‘ e> aus {| +u >, +y >} nach dieser z-Basis entwickeln,

le)=ca| +2)+e| —2). (7.12)

Die Projektionswahrscheinlichkeit eines Eigenvektors einer Spinkomponente i auf
einen Eigenvektor einer anderen dazu orthogonalen Spinkomponente j ist aus Sym-
metriegriinden

(i| £5)P =2 Fa)P=5.  i#7 (7.13)

Fordert man daher |( + z|e)[> = 1/2, so reduziert sich der Ansatz (7.12) auf

eia )
e)y=— (| +2)+eP —2)) , 7.14
)= (426 -2)) an
wobei a und 3 beliebige Phasen darstellen. Die absolute Phase eines Zustandsvektors
ist keine beobachtbare Grofle. Man kann die Zustandsvektoren | e > daher so wéhlen,
daB a = 0. Die Phase von | — z> kann so gewédhlt werden, daf§ fiir den Vektor

|e> = ‘ + x> auch g = 0 gilt. Fiir den dazu orthogonalen Vektor ‘ — x> ist dann
e’ = —1. Die Transformation der Basisvektoren | + :1:> lautet damit

1
V2
Die Basisvektoren ‘ + y ) besitzen ebenfalls die Form (7.14). Die Phase 8 muB dabei

aber so gewihlt werden, dafl auch die Bedingung |< +x ’ +vy >|2 = 1/2 erfiillt wird.
Dies Forderung ergibt das Transformationsgesetz

1
V2

Die Eigenvektoren von S, S, und S, entsprechen somit vollsténdig den Polarisati-
onsvektoren aus Abschnitt 6.1.4:

| ta)y=—(]+2)£| —2)). (7.15)

| ty)=—F%2 (| +2)xi] —2)). (7.16)

€y <—>‘ :I:z>7 €y y <—>| j:x>, eR7L<—>| :|:y>. (7.17)
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7.2.3 Matrizendarstellung

Matrizen fiir die Basistransformationen:

Die unitére Transformation von der z- in die x-Basis besitzt die Matrixdarstellung
< +z| + a:> < +z

vemo= (T T) - A )

Die unitédre Transformation von der z- in die y-Basis besitzt die Matrixdarstellung

)-5( ) o

Spinmatrizen fiir die x,y,z-Richtungen:

<—|—z

U(z—>y)=<<_

+y> <—|—z
+y> <—z

In der z-Darstellung ergeben sich fiir die Spinoperatoren die Matrizen,

(Y )2
Sz = (Efigj iii §f2§§ _Z§)=§<? (1)) (7.20)
oo (RS )0 )

Spinmatrix fiir beliebige Richtungen:

Die Observable fiir eine Spinmessung in einer beliebigen Raumrichtung ist der Ope-
rator
Sp,=8n=_5;sinOcosp+ 5,sinOsinp + 5, cosO . (7.21)

wobei der Einheitsvektor n in Kugelkoordinaten (Abb. 7.2) durch
n = (sin © cos ¢, sin O sin ¢, cos O)

gegeben ist.

In der z-Darstellung erhélt man fiir S,, die Matrix,

h cos® sinOe ¥
Sn = 2 ( sin ®e¥ —cos© ) (7.22)
Die Eigenwertgleichung
Sn‘)\>:)\‘)\> (7.23)

ergibt die Eigenzustidnde
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Z A
n
|
e I
I Abbildung 7.2: Einheitsvek-
' R tor fiir beliebige Spinrich-
~ T Ll
S o I y tungen.
~
¢ N JI\

o —it 9. it
| +n) = 005(5) e 2 |—|—z>—|—sin(§) e2|—2)
(7.24)
¥ @

| —n) = —sin(g) e 2 ‘+z>+cos(g) ¢ 2 | —2)
zu den Eigenwerten A\ = +h/2.
Kommutator:
Beispiel:

h h
SeSy = Sl +a)(—z[+[ =) (+2) -5 (| —2)(+z[=[+2)( -=])

2 N

S e e Y )

h h

SySe = ig (| —z) (2= +2)(—z]) S ([+2)( —z[+] —2)(+2])

1 R
iT ([ =2)( === +2)(+z]) =55

Sy, S,] = ihS. .
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7.3 Interferenz

7.3.1 Projektionswahrscheinlichkeit bei zwei Alternativen

Bei der Berechnung von Projektionswahrscheinlichkeiten kénnen Projektionsampli-
tuden miteinander interferieren. Dies kann an den in Abb. 7.3 gezeigten drei Bei-
spielen deutlich gemacht werden.

L Sz N Sx S| Sz [
Vi a— — —
hea Al

. S S, N Sy S S; j[e—
i < (—
=z X <z

S, Sx S; [¢e—
0 «—2 — X =

Abbildung 7.3: Elektronenspins im Zustand | +z > werden im Zustand | —z > nach-
gewiesen, nachdem sie einen (4x)-Projektor (oben), einen (-x)-Projektor (Mitte),
bzw. einen x-Analysator ohne Auswirkung auf den Strahl (unten) passiert haben. Die
Projektionswahrscheinlichkeit héngt davon ab, ob eine Messung von S, tatséchlich
stattgefunden hat.

Beispiel 1: Ein Strahl von Spin-i-Teilchen im Zustand | + z> passiert zunéchst
einen Projektor auf den Zustand f—{— x> und danach einen Projektor auf den Zu-
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stand ‘ —z > Die Projektionsamplitude M; und die zugehorige Projektionswahr-
scheinlichkeit p; fiir diesen Weg sind jeweils,

1 1
M1:<—z‘+x><+l“+2>:§, P1:|M1|2:Z- (7.26)

Beispiel 2: Ein Strahl von Spin-2-Teilchen im Zustand | + z> passiert zunéchst
einen Projektor auf den Zustand | — x> und danach einen Projektor auf den Zu-
stand ‘ —z > Die Projektionsamplitude M, und die zugehorige Projektionswahr-
scheinlichkeit po fiir diesen Weg sind jeweils,

1 1
M2:<—Z}—$><—x}+z>:—§, p2:’M2‘2:z_1. (727)
Beispiel 3: Lafit man beide Wege aus 1 und 2 offen, d.h. es findet keine Auswahl
der Atome in x-Richtung statt, dann erhéilt man

Ms = M+ M,
= <—z‘+x><+x|+z>+<—z}—x><—x|+z>
= (—z|+2)=0

p3 = |M1+M2|2:|M1|2+|M2|2+M1M§+M1*M2
= 1+1 L 1—0 (7.28)
44 04 4T '

Das Ergebnis in Beispiel 3 erscheint paradox, wenn man annimmt, dafl die Ato-
me auch ohne Messung von S, entweder eine Spinkomponente S, = +h/2 oder
Sy = —h/2 besitzen miissen. Man wiirde dann erwarten, daf sich die Wahrschein-
lichkeiten aus Beispiel 1 und 2 im Beispiel 3 addieren. Stattdessen ist die Projek-
tionswahrscheinlichkeit in Beispiel 3 Null. Quantenmechanisch betrachtet ist dieses
Ergebnis einfach verstandlich, da die Darstellung des ‘ +z > Zustandes in der ‘ +x >
Basis den Zustand nicht d&ndert und die Projektion auf den orthogonalen Zustand
| — z> daher Null ergibt. Bei der Berechnung der Projektionswahrscheinlichkeit ist
offensichtlich die feste Phasenbeziehung der beiden Amplituden M; und M, wesent-
lich. In Analogie zur Optik spricht man von Interferenz. Die “klassische” Denkweise
der Addition von Wahrscheinlichkeiten, die nicht tatséchlich durch eine Messung
bestimmt wurden, ist in der Quantenmechanik nicht zuléssig.

7.3.2 Regeln fiir Projektionswahrscheinlichkeiten
Gibt es vom Anfangszustand |a> zum Endzustand ‘e> mehrere Wege iiber ver-

schiedene Zwischenzustédnde ‘ n >, so gelten fiir die Berechnung der Projektionswahr-
scheinlichkeit die Regeln:
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(i) Die Projektionsamplitude entlang eines Weges ist gleich dem Produkt der Am-
plituden fiir die einzelnen Schritte des Weges:

Mn:<e}n><n|a>.

(ii)) Die gesamte Projektionsamplitude fiir mehrere alternative Wege ist gleich der
Summe der Amplituden der einzelnen Wege:

M:ZMn.

(iii) Die Projektionswahrscheinlichkeit ist gleich dem Betragsquadrat der gesamten
Projektionsamplitude:
pla—¢) = M .

7.4 Kompatible Observablen

Zwei Observablen A und B nennt man kompatibel, falls

[A,B] = AB— BA=0. (7.29)

7.4.1 Eigenzustinde
Fiir kompatible Observablen existiert ein gemeinsames Orthonormalsystem von Ei-
genzustinden {‘ a,b >}

A|a,b>:a|a,b>, B{a,b>:b‘a,b>.
Beweis: Sei {} a >} eine Orthonormalbasis von Eigenzustédnden der Observablen A:

A! a> = a‘ a> .

Wegen [A, B] = 0 gilt

A(B|a))=AB|a)=BA|a)=a(B|a)) .
Der Vektor B | a> ist daher ein Eigenzustand der Observablen A zum Eigenwert
a. Falls a nicht entartet ist, gibt es nur einen Eigenzustand, der dann gleichzeitig
Eigenzustand zu B ist

Bla,b) =b|a,b) .

Falls a g-fach entartet ist, gibt es eine Orthonormalbasis {‘ a,b >} von Eigen-
zustédnden zum Operator B im Unterraum der entarteten Zusténde, so dafl

Bla,b)y =bla,b) ; b="by, b, .
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7.4.2 Gleichzeitige Mef3barkeit

Da fiir kompatible Observablen ein gemeinsames Basissystem existiert, konnen die
zugehorigen physikalischen Groflen gleichzeitig bestimmte Werte annehmen. Im Ei-
genzustand ‘a,b> wird mit Sicherheit fiir A der Wert a und fiir B der Wert b
gemessen.

7.4.3 Vollstindiger Satz kompatibler Observablen

Der Zustand eines physikalischen Systems kann durch die Messung eines vollstandi-
gen Satz kompatibler Observablen A, B, C, - - - eindeutig festgelegt werden. Werden
bei diesen Messungen die Werte a, b, ¢, --- gemessen, so befindet sich das System
im Zustand ! a,b,c,--- > Ist der Satz der Observablen vollstindig, so ist dieser Zu-
stand eindeutig bestimmt. Andernfalls gibe es eine weitere Observable, durch deren
Messung der Zustand weiter unterschieden werden kann.

7.5 Inkompatible Observablen

Zwei Observablen A und B nennt man inkompatibel, falls

[A,B] #0. (7.30)

7.5.1 Unschéarferelation

In einem Quantenzustand }7> gilt fiir die Standardabweichungen zweier hermite-
scher Operatoren A, B die Unschérferelation

AAAB > %|< (A, B])| (7.31)

Folgerung: In einem Zustand, in dem der Erwartungswert des Kommutators nicht
verschwindet, konnen A und B nicht gleichzeitig bestimmte Werte annehmen.

Beweis der Unschéirferelation:
(i) Der Erwartungswert eines hermiteschen Operatores, AT = A, ist reell:

(A7) =(a|A|a) = (a|A]a) = (ala]a)

(ii) Der Erwartungswert eines antihermiteschen Operators, CT = —(C, ist ima-
ginér:

(€)= {alc*|a) = (alcla) = ~(a]C|a).
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(iii) Jeder Operator O kann in einen hermiteschen Anteil O, und antihermiteschen
Anteil O, zerlegt werden:

1 1
O=0,+0,, Oh:5(0+0+), Oa25(0_0+)

(iv) Sei A = A—(A), B= B—(B),|a)= A ), |8) = B‘ 7). Die Ungleichung
(6.12) von Schwarz-Bunyakowski lautet fiir die Vektoren } a> und ‘ I} >:

lalP 1817 > [(a|B)? <= AAAB*>[(AB)P.

Der adjungierte Operator zu AB ist (AB)+ = BT At = BA. Zerlegt man AB
in den hermiteschen und antihermiteschen Anteil so folgt,

AAAB > |L(1A.B]) + L ({4 B))P

wobei {A, B} = AB + BA den Antikommutator bezeichnet. Da der Erwar-
tungswert des Kommutators imaginér, der des Antikommutators reell ist, gilt

AAPAB? > | (1A, B + [5({A BY) = 15(14. B

Beispiel: Die Vertauschungsrelationen fiir den Orts- und den Impulsoperator lau-
ten [X, P| = i¢hl (Abschnitt 7.6.4 ). Damit erhdlt man fiir die Orts- und Impuls-
unschérfen die Heisenbergsche Unschérferelation

h
AXAP > 5 (7.32)
Der Ort und der Impuls eines Teilchens kénnen nicht gleichzeitig bestimmte Werte

annehmen. Diese Aussage gilt fiir eine grofle Zahl von Messungen von X und P an
einem Ensemble von Systemen, die sich alle im gleichen Quantenzustand befinden.

7.6 Ort und Impuls

7.6.1 Ortsoperator

Die quantenmechanische Observable fiir die Ortskoordinaten eines Teilchens ist der
Ortsoperator X . Wie der Spin ist dies ein Vektor, dessen Komponenten Operatoren
darstellen:

3
X =Xe, +Ye,+Ze.=Y Xe;. (7.33)
i=1
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Die Eigenwertgleichungen fiir die Komponenten des Ortsoperators sind
X‘x>:x|x>, Y‘y>:y|y>, Z|z>:z’z>. (7.34)

Die Eigenwerte z, y, z stellen die gemessenen Koordinaten des Teilchens dar. Diese
sind gleichzeitig bestimmbar. Daher vertauschen die Komponenten des Ortsopera-

tors miteinander,
[XivXj] =0,

und es kann ein gemeinsames System von Eigenvektoren {| x,, z> = ! T >} gewahlt
werden. Die Eigenwertgleichung kann daher auch vektoriell

X|z)=x|z) (7.35)

angegeben werden.

7.6.2 Ortsdarstellung

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten diskreten Eigenwerten sind die Eigenwer-
te des Ortsoperators kontinuierlich. Man mufl daher bei der Summation iiber die
Eigenvektoren zu einer Integration iibergehen. Die Vollstandigkeitsrelation fiir die

Ortseigenzusténde lautet,
/d3x|m><m\ =1, (7.36)

wobei die Integration iiber den gesamten Raum zu erstrecken ist.

Die Entwicklung eines Zustands | a> nach dieser Basis ergibt,

|a>:/d3x\m><mya> (7.37)
Die Ortsdarstellung des Zustands wird als Wellenfunktion
a(z)=(x|a) (7.38)

bezeichnet.

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion bestimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
des Teilchens in einem Volumenelement d*z am Ort x,

| {x|a) P &’z =] a(x) | dz. (7.39)

Die Orthonormalitat der kontinuierlichen Basisvektoren wird durch die Dirac-
Deltafunktion dargestellt:
(w|x') =0*(x — ) (7.40)
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Damit erhélt man in der Entwicklung (7.37) gerade den Koeffizienten von | ' ) wenn
man von links mit <a:’ | multipliziert.

Das Skalarprodukt 148t sich in der Ortsdarstellung als Integral

<a\g>:/d3x<a\w><m|g>:/d3m*(m)g(m> (7.41)

berechnen.

Der Ortsoperator kann in der Ortsdarstellung durch eine gewchnliche Multiplikation
ersetzt werden:

8) = X|a) = (2] 8) = (2| X|a) = a(z|a) (1.42

7.6.3 Impulsoperator

Infinitesimale Translationen:

|z + dx >=T(dx)|z > (7.43)

Der Operator T'(dzx) besitzt die Eigenschaften
(i)
TH(dx)T(dz) =1
T'(dx) ist unitér, d.h. bei der Translation bleibt die Norm des Zustandsvektors
erhalten: < & + dx|x + de >=< z|T* (dz)T (dx)|x >= 1.

(i)
T(dx" + dx') = T'(dx")T(dx")
Die Hintereinanderausfithrung von zwei Translationen um da’ und dx” ergibt
eine Translation um da” + dx’.

(iii)
T(—dx) = T(dx)™*
FEine Translation um da ist umkehrbar, indem man eine Translation um —dx
ausfiihrt.

(iv)
T(0) = I

Eine Translation um den Nullvektor ergibt die identische Abbildung.
Die Eigenschaften (i)-(iv) werden erfiillt durch

T(dw) =1 —iK-dv, K'=K. (7.44)

Der hermitesche Operator K ist eine Observable mit der Dimension eines Wellen-
vektors. Nach de Broglie kann ein Teilchen mit dem Impuls p quantenmechanisch
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durch eine Welle mit dem Wellenvektor k beschrieben werden, wobei p = hk gilt.
In Analogie zu dieser Beziehung kann der Impulsoperator durch

P =hK (7.45)

definiert werden. Der Impulsoperator ist damit der Erzeuger einer infinitesimalen
Translation.
7.6.4 Vertauschungsrelationen

Die algebraischen Eigenschaften der Operatoren X und P werden durch die Ver-
tauschungsrelationen

(Xi, X;]=0, [P,P]=0, [X;P]=1ihd; (7.46)

definiert. Man kann die Giiltigkeit dieser Vertauschungsrelationen als Postulat for-
dern. Alternativ kann man den Impulsoperator durch (7.45) definieren. Dann erge-
ben sich die Vertauschungsrelationen mit dem Ortsoperator auf folgende Weise:

(i) XT(dw)|z)=X|x+dr)=(x+dr)x+ds)
(i) T(dz)X|x)=T(dx)z|z)==x|x+dx)
= [X,T(dx)]|z)=dz|x+de)~de|z) .
Da } @ ) beliebig ist, erhdlt man mit (7.44), (7.45)
X (—%) P-dx + <%) P.dxX = dx . (7.47)

Wahlt man dex = dz;e; und X = Xje;, so ergibt sich daraus die Vertauschungsre-
lation in (7.46).

7.6.5 Ortsdarstellung des Impulsoperators

Die Ortsdarstellung von

T*(dx)| o) = (1 + %dw-P) | o) (7.48)

ergibt sich aus der Definition (7.43) des Translationsoperators und der Definition
(6.28) des adjungierten Operators zu
(x|TT(de)|a)=(x+dx|a)~(xz|a)+de - V(z|a) (7.49)

Durch Vergleich von (7.48) und (7.49) folgt fiir den Impulsoperator die Ortsdarstel-
lung
(x|P|a)=—inV(x|a). (7.50)
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7.6.6 Impulsdarstellung

Impulseigenzustinde: Ein Teilchen mit festem Impuls p befindet sich in einem
Eigenzustand des Impulsoperators

P|p)=p|p) . (7.51)

Die Impulseigenzustéinde bilden, wie die Ortseigenzustédnde, ein vollstandiges Or-
thonormalsystem:

[dlp)pl =1, (p]p) =@ -p). (7.52)

Die Impulsdarstellung eines Zustandes ‘ « >,

a(p) = (p|a) (7.53)

nennt man entsprechend die Wellenfunktion im Impulsraum. Die Wahrscheinlichkeit
ein Teilchen mit Impuls p im Volumenelement d®p zu finden ist

|a(p)[*d’p . (7.54)

Ortsdarstellung der Impulseigenzustinde: Die Ortsdarstellung der Eigenwert-
gleichung (7.51) ist

—ihV{xz|p)=p{z|p) . (7.55)
Die Losungen sind ebene Wellen mit dem Wellenvektor k = p/h,

?

<w}p>:Aehp-m, (7.56)
deren Amplitude A der Normierungsbedingung
’p—p) = <p|p’>=/ Pa(p|z)(z|p') (7.57)
geniigen muf}. Mit der Darstellung
5k — k') = (2;)3 / B ik —K)-x (7.58)

der Delta-Funktion findet man daraus

1 \%2
— - @p-az
(z|p) (m) e

(7.59)

(p|lz) = (ﬁ)me_lp'“’ .
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Transformation zwischen Orts- und Impulsdarstellung: Die ebenen Wellen
(7.59) beschreiben die unitére Transformation von der Orts- in die Impulsdarstellung
und umgekehrt:

(ela) = [ @ (a|p)(p|a)

(7.60)
(pla) = [ d (pla)(ala)

Diese Transformation entspricht einer Fouriertransformation. Diese erhélt man in
der iiblichen Form, wenn man den Impuls p = hk durch den Wellenvektor k substi-
tuiert.



Kapitel 8

Zeitentwicklung von
Quantensystemen

8.1 Zeitabhingige Zustandsvektoren

8.1.1 Spinprizession im Magnetfeld

Auf ein klassisches magnetisches Moment g wirkt in einem konstanten Magnetfeld
B = Be, ein Drehmoment T' = p x B. Nimmt man an, daf§ das magnetische
Moment proportional ist zum Drehimpuls, u = ~L, so gilt die klassische Bewe-

gungsgleichung,
L _ T=~L X B (8.1)
a7 '
Die z-Komponente des Drehimpulses ist zeitunabhéngig. Dem entspricht die Erhal-

tung der Energie
E=-u-B=—yBL,. (8.2)

Die Komponente senkrecht zum Magnetfeld dreht sich auf einer Kreisbahn in der
xy-Ebene. Der gesamte Drehimpulsvektor beschreibt eine Bewegung auf einer Ke-
gelfliche um die Magnetfeldrichtung, die als Prézession bezeichnet wird.

In Analogie zum klassischen Fall wollen wir nun die Prézession eines Elektronenspins
untersuchen, der quantenmechanisch durch einen Spinzustand

|a>:cl‘+z>—|—02|—z> (8.3)

beschrieben wird. Dem klassischen Drehimuls entspricht der Erwartungswert des
Spinoperators. Die Berechnung der Erwartungswerte von S;, S, und S, in der z-

115
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Darstellung ergibt,

%<Sm> = <a| +2)( —z|a)+(a| —z) +z}oz>:c’{02+0301:2§)‘ﬁ(0103),

%(Sy> = —i(a| +2){ —z|a)+i{a] —2)( +z|a)=—idie +icser = —2(c1c}),

2(5.) = (a] +=)(+=a)~{a] =)~z [a) = |~ e’

Wir fordern nun, dafl die quantenmechanischen Erwartungswerte die klassische
Préazessionsbewegung ausfithren und nehmen zur Vereinfachung an, dafl diese in
der zy-Ebene liegt,

(S, )= g cos(wt), (S,) = g sin(wt), (S.)=0. (8.5)

GemésB der klassischen Bewegungsgleichung (8.1) wird die Prézessionsfrequenz durch
w=—B (8.6)

definiert. Setzt man
Cl2 =T12 eXP(—i901,2)7 (8-7>

so ergibt der Vergleich von (8.4) mit (8.5),

211719 exp(—ifp1 — pa]) = exp(—iwt), i —7r3 =0. (8.8)
Daraus folgt,
1
1 2 \/i Y1 P2 ( )

Bis auf eine unbestimmte absolute Phase konnen wir die Zeitentwicklung des Spin-
zustandes nun in der Form,

la(t) ) = % [ | + z>exp(—z’%t) + | - Z>exp(+igt) } (8.10)

zusammenfassen. Die klassische Prézessionsbewegung des Spinerwartungswertes ist
also vollig dquivalent zu einer Superposition von den beiden Spinzustinden | + z>
mit zeitabhéngigen Phasen.

8.1.2 Stationire Zustiande

Wir wollen nun die allgemeine Bedeutung dieses Beispiels fiir die Zeitentwicklung
von konservativen Systemen hervorheben. Ein System ist konservativ, wenn sei-
ne Energie eine Erhaltungsgrofie ist. Quantenmechanisch wird die Energie durch
einen Energieoperator, den Hamiltonoperator H dargestellt, der im konservativen

(8.4)
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Fall zeitunabhéngig ist. Fiir das Spinsystem ist der Hamiltonoperator durch den

Spinoperator definiert,
H=-S-B, ~=-"". (8.11)
mc
Die Zeitunabhéngigkeit von H ergibt sich hier aus der Annahme der Zeitunabhéngig-
keit des dufleren Magnetfeldes. Nimmt man an, daf§ das Magnetfeld in z-Richtung

orientiert ist, so folgt in der z-Darstellung die Diagonalmatrix,

o
H:w&:(é m). (8.12)

2

Die Quantenzustiande | n> zu den moglichen Energiewerten E,, des Systems werden
allgemein durch die Eigenwertgleichung

H|n)=E,|n) (8.13)

definiert. Sie wird als zeitunabhdngige Schridinger-Gleichung bezeichnet. Mit einem
geeigneten Hamiltonoperator bestimmt sie z.B. die Energieniveaus eines Wasserstof-
fatoms. Im vorliegenden Fall besitzt das Eigenwertproblem die einfache Lésung

1) = |42, B=F
12) = | —2), Ea=-——. (8.14)

Die Energieeigenzustéinde sind hier gerade die Spinzusténde in Richtung des Ma-
gnetfeldes. Befindet sich ein System im Eigenzustand ’n> zum Energieeigenwert
E,,, so muf} es sich auch zu einem spéateren Zeitpunkt noch in diesem Zustand befin-
den: Wegen der Erhaltung der Energie ergibt eine spatere Messung mit Sicherheit
wieder den Energieeigenwert E,,. Der Zustand zur Zeit ¢ kann sich vom Anfangs-
zustand also nur durch einen Phasenfaktor unterscheiden. Der Vergleich mit dem
Spinzustand (8.10) zeigt, daff die Phase durch den Energiecigenwert bestimmt wird.
Allgemein schreiben wir die Zeitentwicklung der Energieeigenzusténde eines konser-
vativen Systems daher in der Form,

|E.)=|n) exp(—i%t). (8.15)

Die Eigenzustdnde von H werden auch als stationédre Zustédnde bezeichnet. In einem
stationdren Zustand sind alle Erwartungswerte von Observablen zeitunabhéngig.
Daher koénnen sich die physikalischen Eigenschaften des Systems zeitlich nicht
andern.
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8.1.3 Superpositionsprinzip quantenmechanischer Zustéinde

Die Zeitentwicklung eines beliebigen Quantenzustandes in einem konservativen Sy-
stem ergibt sich aus dem Superpositionsprinzip: Seien |¢1 (t)> und |1/12(t)> zwei
Quantenzustdnde mit den Anfangswerten ‘ 2/11,0> und ‘ Yo >, dann ist auch die Li-
nearkombination | (t)) = ¢i|¥1(t)) + 2| ¢a(t) ) ein méglicher Quantenzustand
zum Anfangswert ‘¢0> = 01‘ @/)1,0> + 02‘ 2.0 > Da der Quantenzustand zu einem
Anfangszeitpunkt die Entwicklung des Systems eindeutig festlegt, ist dies auch der
einzige Quantenzustand zu diesen Anfangsbedingungen. Aufgrund des Superpositi-
onsprinzips kann man die Zeitentwicklung eines beliebigen Quantenzustandes durch
eine Entwicklung nach Energieeigenzustinden mit zeitunabhédngigen Entwicklungs-
koeffizienten C,, = <n ‘ Yo > = <En } »(t) > beschreiben,

[0)) =D B )(Ea| () =3 | En){n]¥0)

|v(t)) = Z In) C, exp(—i%t). (8.16)

Der Spinzustand (8.10) ist ein Beispiel fiir eine solche Superposition. Das Zeitverhal-
ten eines solchen Systems wird durch die relativen Phasen der beteiligten stationéren
Zustédnde bestimmt. Die Prézessionsfrequenz des Spins ergibt sich dementsprechend
aus der Energiedifferenz £ — Fy = hw.

8.2 Grundgleichungen der Zeitentwicklung

Der zeitabhéngige Quantenzustand (8.16) bezieht sich auf das spezielle Basissystem
der stationdren Zustédnde. Im folgenden soll die darstellungsunabhéngige Form der
Zeitentwicklung gefunden werden, die auch fiir zeitabhéngige Systeme giiltig ist.

8.2.1 Schrédingergleichung

Die Ableitung des Zustandsvektors (8.16) nach der Zeit ergibt,
L d . d
ih= ) = ZCMFLE\En>=ZCnEn}En>=H|w>. (8.17)

Im ersten Schritt wurde die Zeitabhéngigkeit (8.15) der stationdren Zusténde, im
zweiten Schritt deren Eigenwertgleichung (8.13) verwendet. Das Ergebnis ist dar-
stellungsunabhéngig und 148t sich nun als ein allgemeines Postulat fiir die Zeitent-
wicklung des Zustandsvektors im Hilbertraum fordern: Ist H der Hamiltonoperator
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eines Quantensystems, so wird die Zeitentwicklung des Zustandsvektors durch die
Schridingergleichung

m— |lv)=H|v) (8.18)

bestimmt. Die Schrodingergleichung gilt auch fiir zeitabhéngige Systeme mit H =
H(t). Sie stellt die Grundgleichung der nichtrelativistischen Quantenmechanik dar.
Sie entspricht den Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik fiir die Bewegung
eines Teilchensystems im Phasenraum. Die Schrodingergleichung ist linear. Daher
gilt fiir Zustandsvektoren das Superpositionsprinzip. Sie ist aulerdem eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung beziiglich der Zeit. Daher wird der Quantenzustand
zur Zeit t eindeutig durch den Anfangszustand bestimmt. Die Zeitentwicklung des
Zustandsvektors ist auch in der Quantenmechanik deterministisch.

Fiir die Schrodingergleichung gibt es unterschiedliche Darstellungen. Sei {} >} ein
Orthonormalsystem, so gilt fiir die Darstellung <z ’ w> von } w>

zh—(z]m Z(i{H|j><]’|¢>. (8.19)

Wiéhlt man speziell das Orthonormalsystem {| >} der Eigenzustande zu H, so ist die
Matrix < ’H | > diagonal und die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung bestimmt
gerade die Zeitabhingigkeit der stationdren Zustidnde (8.15),

ih%<n|¢(t)> = (n|H|Y(t)) =E{n|e@))

(n | () = C, exp(—i%t) .

8.2.2 Zeitentwicklungsoperator

Die Zeitentwicklung kann durch einen Operator dargestellt werden, der dem An-
fangszustand ‘ W (to) > zur Zeit ty den Endzustand ‘ WP(t > zur Zeit t zugeordnet,

| 0(t) ) = Ult, to)| ¥ (to) ). (8.20)

Der Zeitentwicklungsoperator U(t, ) besitzt die folgenden allgemeinen Eigenschaf-
ten:

Ulta, to) = Ulta, t1)U(t1, to)
U(to,to) =17
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Wegen (1) wird der Endzustand vollsténdig durch einen Zustand zu einem fritheren
Zeitpunkt bestimmt. Wegen (2) erhilt man fiir ¢ = ¢y den Anfangszustand. Wegen
(3) ist die Zeitentwicklung reversibel. Wegen (4) ist U unitér. Damit bleibt die Norm
des Zustandsvektors erhalten,

()| 0(t) ) = (W(to) [UTU|¥(te) ) = (¥(to) | (to) )

Diese Eigenschaften bestimmen die formale Struktur der Schrodingergleichung. Fiir
ein kleines Zeitintervall ¢ — ¢ + dt gilt mit (2)

Ut +dt,t) = I —iQdt + O(dt?), mit dU(t,t)/dt = —i. (8.21)
Fiir ein endliches Zeitintervall ¢y — ¢ + dt folgt daraus mit (1)
Ut +dt,ty) = U(t+dt,t)U(t ty) =[L —iQdt|U(t, to)
Aus der Unitaritétsbedingung (4) folgt, dal der Operator € hermitesch ist,

Ut(t+dt, Ut +dt,t) = 1+i[Q—QF]dt+0(dt®) =1,
Qf = Q.

Identifiziert man physikalisch A2 mit H, so erhélt man

L dU(t, to)

h =H U(t,ty). .22
i Ut to) (322)

Diese Gleichung ist dquivalent zur Schrodingergleichung (8.18). Multipliziert man
von rechts mit dem zeitunabhéngigen Anfangszustand W(to) >, so erhilt man die
Schrodingergleichung fiir den zeitabhéingigen Zustandsvektor (8.20).

Fiir zeitunabhéngige Hamiltonoperatoren kann der Zeitentwicklungsoperator expli-
zit angegeben werden. Durch wiederholte Anwendung von (8.22) erhilt man die n-te
Ableitung

dr i "

L —(-tm . 2

e Uttt = (—31) Ule.n (5.23)
Entwickelt man U (t,ty) um ¢t = ¢y so folgt mit U(tg,ty) = I

Ut to) = Z% [—%H(t - to)r. (8.24)

n

Da dies die Potenzreihe der Exponentialfunktion darstellt, schreibt man kurz

Ut 1) = exp[—%H(t —to)] (8.25)

Operatorfunktionen werden allgemein durch ihre Potenzreihe definiert.
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8.2.3 Schrodingerbild

Die Darstellung der Zeitentwicklung durch einen zeitabhéngigen Zustandsvektor
wird als Schrodingerbild bezeichnet. In diesem Bild sind die Observablen zeitun-
abhéngig. Die Zeitabhingigkeit des Erwartungswertes einer Observablen A wird
durch die Zustandsdnderung beschrieben,

(A)(®) = (vt)[A|v()) (8.26)

Im Schrodingerbild kénnen Observablen zusétzlich eine explizite Zeitabhéangigkeit
besitzen, wenn am System von auBen Anderungen hervorgerufen werden. Wird
z.B. beim Stern-Gerlach-Versuch das Magnetfeld zeitlich verdndert, so wird der
Hamilton-Operator explizit zeitabhéngig.

8.2.4 Heisenbergbild

Die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswertes kann in &dquivalenter Weise durch
zeitabhingige Observablen und zeitunabhéngige Zustédnde

At) = Ut (o) At)U(t to) . [¥) = [¥(to)) (8.27)

beschrieben werden. Diese Darstellung wird als Heisenbergbild bezeichnet. Die Aqui-
valenz der beiden Darstellungen folgt aus der Invarianz des Skalarproduktes ge-
geniiber einer unitdren Transformation,

(A)®) = (@) |Alv@)

() ‘U(ta to) U™ (t,t0) AU (t, 1)U (2, t0)| Y(t) >
(to) ‘U+(ta to)AU(t, t0)| U(to) )

|A(t)] ) .

(v
= <¢
(v

8.2.5 Zeitentwicklung von Erwartungswerten

Der Erwartungswert <A> einer Observablen A geniigt der Gleichung,

d 1
£<A>:E<[A’H]>+<atf4>a (8.28)

wobei der letzte Term eine explizite Zeitabhédngigkeit von A beriicksichtigt. Im Hei-
senbergbild sind die Zustéinde zeitunabhéngig, so daf der Erwartungswert in (8.28)
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auf beiden Seiten auch weggelassen werden kann. Die zeitabhéingigen Operatoren
geniigen dann der Heisenbergschen Bewegungsgleichung,

d
A= m [A, H] + 0,A. (8.29)

Zum Beweis von (8.28) berechnen wir die zeitliche Anderung des Erwartungswertes
im Schrodingerbild auf folgende Weise,

inglolale) = (G l)Alw)+ (vlaw (ngle)) +
(V|8 A| )
= —(e[HAW|v) + (v [AOH|) +
zh ¢|8tA|¢
= (e[l H|v) +in(v[2Al4)

Als einfache Folgerung aus dieser Gleichung kann man zeigen, dafi die Norm des
Zustandsvektors erhalten ist. Setzt man A = I so gilt wegen [I, H] = 0,

<¢\¢>— <1>——<1H>:0. (8.30)

Als weiteres Beispiel betrachten wir dle zeitliche Anderung des Spinerwartungswer-
tes in einem konstanten Magnetfeld,

d
E<Sz> = E<[Sia_N'B]>

C(s) = —Bx(S)=1(S)xB

Hierbei wurde die Vertauschungsrelation (7.25) der Spinkomponenten verwendet.
Der Erwartungswert geniigt in diesem speziellen Fall exakt der klassischen Bewe-
gungsgleichung (8.1).

8.3 Einteilchen-Schrédingergleichung

Die Bewegung eines Teilchens mit der Masse m in einem Potential V(x) wird quan-
tenmechanisch durch die Schrodingergleichung (8.18) mit dem Hamiltonoperator
P2
H=_——+V(X) (8.31)

2m
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beschrieben. Der klassische Impulsvektor des Teilchens wird durch den Impulsope-
rator P =}, Pje;, der Ortsvektor durch den Ortsoperator X =}, Xe; ersetzt.
Diese erfiillen die kanonischen Vertauschungsrelationen

(X, Pj] = ihoy; . (8.32)

8.3.1 Orstdarstellung der Schrédingergleichung
Die Ortsdarstellung der Schrodingergleichung ist eine partielle Differentialgleichung

fiir die Wellenfunktion ( @ ’ Y(t) ) = (e, t). Man erhilt diese Darstellung durch die
Projektion von (8.18) auf die Basisvektoren | @ ). Mit den einzelnen Termen,

(x |zhi| Y(t)) = ih2¢(m, t)

dt ot
p? h?
<w‘%|¢(t)> = 5. A(x, 1)

(z[V(X)|v@) = Viz)(x.t),

findet man insgesamt,

ih%w(w,t) = (_2h_m A+ V(a:)) P(x, t). (8.33)

Die Ortsdarstellung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung ist entsprechend

(—h—Q A+ V(m)) Un(x) = Eibp(x). (8.34)

2m

8.3.2 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit des Quantenzustandes kann in der Ortsdar-
stellung lokal durch eine Kontinuitéatsgleichung fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
ausgedriickt werden. Diese lautet

Bo+V-5=0 (8.35)

mit

o= WP, =Ry (~ihV)U}.
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Zum Beweis substituiert man die Zeitableitung der Wellenfunktion durch die
Schrodingergleichung,

—h?
o0 = w*atwwatw*:; (A0 — AY")

h
= V.V — V) = -V - j.

Schreibt man die komplexe Wellenfunktion in der Polardarstellung (x) =
A(z) exp(iS(x)), so siecht man, da§ die Wahrscheinlichkeitsdichte durch den Betrag
A und der Wahrscheinlichkeitsstrom durch den Gradient der Phase S bestimmt
werden,

; AV .S
o=A4A% j=o0o——. (8.36)
m

8.3.3 Ehrenfest-Theorem

Die Erwartungswerte des Orts- und Impulsoperators beschreiben die mittlere Bewe-
gung des Teilchens. Die Bewegungsgleichungen dieser Erwartungswerte haben eine
gewisse Ahnlichkeit mit den klassischen Bewegungsgleichungen. Fiir ein Teilchen mit
dem Hamiltonoperator (8.31) gilt hierfiir das Ehrenfesttheorem,

%XF%UW %ﬂwﬂﬂm» (8.37)

wobei der Operator der Kraft durch die Operatorfunktion,
F(X)=-VV(x)|,_x (8.38)

definiert wird. Im allgemeinen kann der Erwartungswert der Kraft nicht oder nur
ndherungsweise durch die Kraft am mittleren Ort des Teilchens,

(F(X))#F(X)), (8.39)

ausgedriickt werden. Darin besteht der Unterschied zur klassischen Bewegungsglei-
chung. Im Fall einer konstanten Kraft oder eines harmonischen Oszillators geniigen
die Erwartungswerte des Ehrenfesttheorems den klassischen Bewegungsgleichungen.

Zur Herleitung von (8.37) verwenden wir die allgemeine Bewegungsgleichung (8.28)
fiir ein Teilchen mit dem Hamiltonoperator (8.31),

d 1 P?
G(X) = G X =
d 1 1
Euwzlﬂpm hwya»
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Fiir Funktionen F' und G, die durch Potenzreihenentwicklungen definiert sind, gelten
die Formeln,

OF L 0G

X, F(P)] = ih

Diese konnen in der Ortsdarstellung oder darstellungsfrei durch Potenzreihenent-
wicklung bewiesen werden. Damit folgt unmittelbar (8.37).

8.4 Schrodingergleichung des freien Teilchens

Ein freies Teilchen stellt ein besonders einfaches quantenmechanisches System dar,
das durch den Hamiltonoperator

1
H=_— P?% (8.40)

2m

dargestellt wird. Wir untersuchen an diesem Beispiel die stationdren Zustdande, die
bestimmten Werten der Energie entsprechen und zeitabhéngige Zustinde, die durch
eine bestimmte Anfangsbedingung fiir die Wellenfunktion definiert werden.

8.4.1 Stationire Zustande

Die stationéren Zustdnde geniigen der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung. Da
der Hamiltonoperator mit dem Impulsoperator vertauscht, gibt es zu beiden Ope-
ratoren ein gemeinsames System von Eigenzustidnden,

Plp)=p|p), H|p)=E([)|p). (8.41)
In einem Eigenzustand ‘ p> besitzt das Teilchen den Impuls p und die Energie

2
E(p) = —. 8.42
(b) =5 (542
Die Energieeigenwerte sind positiv und kontinuierlich verteilt. Sie sind auflerdem
unendlichfach entartet, da sie nur vom Betrag aber nicht von der Richtung des Im-
pulses abhéngen. Da die Eigenzustdnde zum Hamiltonoperator stationdre Zustéande
darstellen, besitzen sie die Zeitabhingigkeit

|E(p) =|p)exp (—ZE(;’ “) . (8.43)
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Die Ortsdarstellung der Impulseigenzustéinde sind ebene Wellen

(@] E®) = s v 92— B}, (8.44)

deren Wellenvektor k und Frequenz w jeweils durch
k=p/h,  w=Ep)/h, (8.45)

definiert werden. Befindet sich ein Teilchen in einem stationéren Zustand, so ergibt
eine Messung des Impulses mit Sicherheit p, eine Messung der Energie mit Sicher-
heit E(p). In Ubereinstimmung mit der Unschérferelation ist jedoch der Ort des
Teilchens vollig unbestimmt. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |( « } E(p) )[*d*z ist
ortsunabhéingig. Klassisch kann man sich den stationdren Zustand durch ein En-
semble von Teilchen reprisentiert denken, die alle denselben Impuls aber zufillige
Anfangsorte besitzen.

8.4.2 Interferenz ebener Wellen

Um ein Teilchen mit einer endlichen Unschérfe Az lokalisieren zu kénnen, benétigt
man eine Superposition von stationdren Zustdnden mit einer endlichen Impul-
sunschérfe Ap. Als einfaches Beispiel wihlen wir die Superposition von zwei ebenen
Wellen, die sich in z-Richtung ausbreiten,

1 1 )
= exp — (p1x — Eit) + exp —(pox — Eot)| . 8.46

Definiert man,

Ak — P1—p2’ v:p1+p2,
h 2m

so ergibt sich daraus die Aufenthaltswahrscheinlichkeit

2 = 5 1+ cos{Ak(z — vt)}]. (8.47)

Der Zustand zur Zeit ¢t = 0 kann als Anfangsbedingung frei gewdhlt werden. In
diesem Fall ist die Anfangsbedingung eine periodische Anordnung von Wellenpa-
keten, die jeweils auf ein Teilchen pro Wellenpaket normiert sind. Die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit hidngt von der relativen Phase der beiden Wellen ab. Die
Maxima entstehen an Orten konstruktiver Interferenz, wenn beide Wellen in Pha-
se sind, kiz — kox = 2mn. Die Minima entstehen an Orten destruktiver Interfe-
renz, wenn beide Wellen entgegengesetzte Phasen besitzen: kyx — kox = (2n 4+ 1)7
(n=0,+1,£2,---). Die Breite Ax = 27/Ak eines Wellenpaketes und die Impuls-
differenz Ap = hAE erfiillen eine Unschérferelation, AxrAp = 2xh. Die Konstante
ist von der hier gewéhlten Definition der Orts- und Impulsunschérfe abhéngig.
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Fiir Zeiten t > 0 bewegt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte mit der Geschwindigkeit
v entlang der x-Achse. Diese Geschwindigkeit ist die Geschwindigkeit eines Punktes,
in dem die beiden Amplituden eine konstante relative Phase ¢y zueinander besitzen,

1
d¢0 = ﬁ(pldx — pgd.ﬁlﬁ' — Eldt + Egdt) = O,

s _ v _Ei-BE 1 (pi-p) _ptp
dt pi—p2  2m (p1—p2) om

Uberlagert man allgemeiner Wellen aus einem kontinuierlichen Intervall dk um eine
Wellenzahl kg, so definiert man die entsprechende Geschwindigkeit

Ug dp m ) ( )

Pp=Ppo

als die Gruppengeschwindigkeit dieser Wellen. Die Gruppengeschwindigkeit be-
stimmt die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Maximums eines Wellenpaketes. Sie
entspricht der klassischen Teilchengeschwindigkeit. Eine Besonderheit des Beispiels
besteht darin, daf sich alle Punkte des Wellenpaketes mit der gleichen Geschwin-
digkeit ausbreiten. Dies ist im allgemeinen nicht der Fall.

8.4.3 Ausbreitung von Wellenpaketen

Die Zeitentwicklung des Wellenpaketes eines freien Teilchens kann besonders einfach
im Impulsraum gelost werden. Zur Zeit ¢t = t; sei die Wellenfunktion im Ortsraum
durch ¢ (z,ty) = <x ‘ ¥ (to) > vorgegeben. Die zugehorige Wellenfunktion im Impuls-
raum ist,

(p]vt0)) = [ do (o] )] vlto). (5.49)

Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion erhélt man durch eine Entwicklung nach
den stationédren Zusténden (8.43),

(elu®) = [ do (o] B0 EG)|0(0)
- /dp (2| @) )p|bits))
= /dp/dm’ <:U|E(p)><p‘a:’><x”w(to)>. (8.50)
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Die Wellenfunktion zur Zeit ¢ ergibt sich daher aus der Wellenfunktion zur Zeit ¢y
durch ein Integral,

U(x,t) = /dx' K(z,t; 2" to) (2, to), (8.51)

B(p)(t —t)

—). (852

K(z,t;2',t") = /dp (x |p><p|x’>exp(—i
Der Integralkern K (x,t; ', ') stellt eine Ubergangsamplitude vom Punkt (2, ¢) zum
Punkt (z,t) dar. Man bezeichnet ihn daher als Propagator. Eine explizite Berech-
nung ergibt

o m im(x —a')?
K(x,t;2't') = iRt — 1) exp [ SRt 1) } (8.53)

8.4.4 Kohirente Zustiande

Von besonderem Interesse sind Wellenpakete deren Orts- und Impulsunschérfen den
minimalen, durch die Unschérferelation vorgegebenen Wert

AxAp = g (8.54)

besitzen und diesen auch bei ihrer Ausbreitung beibehalten. Im Gegensatz zu den
stationdren Zusténden werden diese Zusténde als kohérente Zustédnde bezeichnet.
Die Bewegung eines kohdrenten Wellenpaketes kommt der klassischen Bewegung
eines Teilchens sehr nahe.

Die Wellenfunktion eines freien Teilchens sei zur Anfangszeit t = 0

Yo(a) = ——— exp {i@—x—w : (8.55)

(8.56)

Die Schwankungsquadrate AzZ = 02/2 und Ap3 = h?/(20?) erfiillen hierbei die
Bedingung (8.54).

Die Zeitentwicklung dieses Wellenpaketes erhilt man aus (8.50) und (8.56). Mit der
Substitution p’ = p — po folgt

1 [ o o’a )
N o= o dv/ W, B WAV A
zb(':l:7 ) \/ﬁ ﬁh / D €Xp |: 2h2p + Fl,xp +ZSO
ht
! (pox — E(po)t) .

St =

a=1+i—7p, r=xr——, Sy =
mo m
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Dieses Integral kann durch quadratische Ergdnzung auf ein Gau-Integral zuriick-
gefithrt werden. Die Integration ergibt,

1

x/2 x/th
e — SR 1S+ ————— — /2 8.57
vt Jrolal eXp[ 202\042}6}(1”{ "t omotlap ¥/ } (8:57)

wobei tan¢ = ht/(mo?) gesetzt wurde. Die resultierende Aufenthaltswahrschein-
lichkeit besitzt wieder die Form einer Gau-Funktion,

S _a?(t)
[z, )" = ST (1) p< 0’2@))

mit den zeitabhéngigen Parametern

Die Breite o'(t) der Verteilung wichst, da die einzelnen Wellen unterschiedliche
Phasengeschwindigkeiten (Dispersion) besitzen. Das Unschérfeprodukt (8.54) bleibt
aber erhalten, da die Wellenfunktion mit wachsender Ortsunschérfe eine entspre-
chend kleinere Impulsunschérfe besitzt,

Az =d'(t)/V2,  Ap=h/(V2(t)). (8.58)

Das Maximum der Verteilung verschiebt sich mit der Geschwindigkeit py/m. Dies
ist die Gruppengeschwindigkeit im Maximum der Impulsverteilung. Man sieht hier
auch, dafl das Ehrenfest Theorem (8.37) gilt: Der Ortserwartungswert <x> = pot/m
bewegt sich mit der mittleren Geschwindigkeit <p> /m = po/m. Die mittlere Ge-
schwindigkeit ist zeitunabhéngig, da auf das freie Teilchen keine Kraft einwirkt.

8.5 Stufenpotentiale

Wir untersuchen nun einige eindimensionale Potentialmodelle. Im eindimensionalen
Fall lautet die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

h? 2y B
—o— S+ V(@) v =By (8.59)

Die allgemeine Form dieser Gleichung ist die einer homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit einem variablen Koeffizienten,
42 _V/2m(E - V(2))

T2 +k*(z) ¢ =0, k(x) -

(8.60)
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Dieselbe Gleichung beschreibt in (5.62) die Ausbreitung elektromagnetischer Wel-
len in einem inhomogenen Medium. Daher gibt es in der Quantenmechanik viele
Analogien zur Optik.

Die Losungen der Differentialgleichung (8.60) sind besonders einfach, wenn V(z)
abschnittweise konstant ist und seinen Wert nur an einzelnen Sprungstellen unstetig
andert. Solche Potentiale bezeichnen wir als Stufenpotentiale. In einem Intervall
a < x < b, in dem das Potential den konstanten Wert V|, besitzt, lautet die allgemeine
Losung,

2m(E — VW
1 = Aexplikor) + Bexp(—ikoz), ko = m(h 0) . (8.61)

Das qualitative Verhalten dieser Losung hiangt davon ab, ob die Energie E grofier
oder kleiner ist als die Potentialhohe V. Fir E > Vj ist kg eine reelle Wellenzahl.
Die Wellenfunktion breitet sich als ebene Welle aus. Die Wellenzahl kg entspricht
hierbei dem Impuls py = hkq eines Teilchens mit der kinetischen Energie

Fir £ < Vy wird die Wellenzahl imaginér, ky = ik9. Die Wellen klingen nun in
Ausbreitungsrichtung exponentiell ab

2m(Vo — E)
- |

1 = Aexp(—kox) + Bexp(kor), Ko = (8.62)
Im Unterschied zur klassischen Mechanik gibt es eine exponentiell kleine Aufent-
haltswahrscheinlichkeit des Teilchens in einem Gebiet in dem die Energie kleiner ist
als das Potential. Dies ist eine Welleneigenschaft, die z.B. ebenso bei der Reflexion
einer elektromagnetischen Welle an einem undurchléssigen Medium auftritt.

An den Sprungstellen des Potentials gelten, ebenso wie in (5.65), die Stetigkeitsbe-
dingungen,

dip

-0 -

[v]-0, [%

Hierbei wird vorausgesetzt, dafl das Potential an der Sprungstelle beschrénkt bleibt.

Die Sprungbedingungen erlauben es die Losungen fiir konstante Potentiale von einem
Interval zum néchsten fortzusetzen.

| =o. (8.63)

8.5.1 Reflexion an einer Stufe

Als einfaches Beispiel untersuchen wir die Reflexion einer ebenen Welle an einer

Stufe
Vi z <0

V(z) = { " oo (8.64)
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Wir nehmen an, dafl im linken Halbraum ein Teilchenstrom mit einer Energie £ > V;
einlauft und normieren die Wahrscheinlichkeitsdichte der einlaufenden Welle auf ein
Teilchen pro Volumeneinheit. Bezeichnet man die Amplituden der reflektierten Welle
mit 7, die der transmittierten mit ¢ und die Wellenzahlen in den Halbrdumen mit
ki bzw. ks so erhélt man wie in Abschnitt (5.4.3) die Wellenfunktion

[ exp(ikyz) + rexp(—ikiz) ; <0
v= { t exp(ikqx) ;x> 0. (8.65)
mit
ki — ko 2k 2m(E - ‘/172)
r= ) =T > k1o = .
kl + kQ k’l + kz ’ h
E 4 E 4
| Abbildung 8.1: Reflexion
y 1 \Y | und Transmission an einer
. Potentialstufe mit £ > V.
X X Die stehende Welle besitzt
Mam? rt an der Stufe ein Maximum
bei einem Potentialanstieg
2 . .. ..
(2-Ir]) und ein Minimum bei einem
. R Potentialabfall.
X X

Zur Diskussion dieses Ergebnisses unterscheiden wir die Fille £ > V5 und E < V5.
Fir £ > Vj; ist die Stufe fiir den Teilchenstrom partiell durchlissig. Es existiert eine
transmitterte Welle mit einer reellen Wellenzahl k,. Die Aufenthaltswahrscheinlich-
keit besitzt die Form,

Q_{1+r2+2rcos(2k1x) ;o x<0

12 ox > 0. (8.66)

Sie ist zeitunabhéngig, da es sich um einen stationdren Zustand handelt. Durch
die Reflexion der einlaufenden Welle bildet sich im linken Halbraum eine stehen-
de Welle, deren Wellenlédnge halb so grof ist wie die der einlaufenden Welle. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit besitzt bei x = 0 den Wert

0(0) = (1+7)* =1,
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der entweder ein Maximum (r > 0) oder ein Minimum (r < 0) der stehenden Welle
darstellt. Fiur » > 0 ist Vo > Vi, so daf} die Teilchen an der Stufe abgebremst
und verdichtet werden. Umgekehrt ist Vo < Vj fiir » < 0. Die Teilchen werden an
der Stufe beschleunigt, so dafl eine Verdiinnung eintritt. In beiden Féllen ist die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei z = 0 stetig und fiir > 0 konstant.

Wir untersuchen nun den Fall £ < V5. Hier ist die Stufe undurchlissig und der

einfallende Teilchenstrom wird vollstandig reflektiert. Setzt man ks = iks so kann

die Amplitude r durch eine komplexe Zahl auf dem Einheitskreis dargestellt werden,
k‘l — ’i/iQ

K
= L exp(—2i tan ¢ = —.
T, — OP(=2ig),  tang =

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist

deos?(kyz+¢) ;3 <0
0= (8.67)
[t|? exp(—2koz) ; x> 0.

Im linken Halbraum ergibt sich eine stehende Welle mit der Phase ¢ bei z = 0.
Die Phase ¢ variiert hier zwischen 0 fiir ko, — 0 und /2 fiir kK3 — oo. Im rechten
Halbraum klingt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit exponentiell ab. Im Fall einer
unendlich hohen Stufe besitzt die Wellenfunktion eine Nullstelle (Knoten) bei z = 0
und verschwindet im rechten Halbraum.

Abbildung 8.2: Reflexion an

einer undurchléssigen Po-

£ [_ E 1_ tentialstufe mit V; < F <
i V5. Die Phase der ste-

\ y__ henden Welle wird durch

X vy die Stufenhohe bestimmt.
r r Die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit hinter der Stufe
M \ / / \ / \ nimmt exponentiell ab. Fiir
_ R eine unendlich hohe Stufe
X X ergibt sich ein Knoten an
der Stufe.

A

Im Gegensatz zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte im gesamten Raum konstant. Dies folgt fiir eine stationére eindimensionale
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Dichte unmittelbar aus der Kontinuitétsgleichung (8.35). Die explizite Berechnung
der Stromdichte fiir die Wellenfunktion (8.65) ergibt den Ausdruck

itk

5= ey = PR e ), (5.63)

m
Der Wahrscheinlichkeitsstrom ist immer reell. Die Wellenzahl k; ist nach Vorausset-
zung reell. Die Wellenzahl k5 ist fiir £ > V5 reell und fiir £ < V5 rein imaginér. Im
ersten Fall verschwindet der ortsabhéingige Exponent, im zweiten Fall der gesamte
Strom der transmittierten Welle.

Normiert man die Stromdichte auf die Stromdichte der einfallenden Welle, so 143t
sich diese Gleichung auch in der Form

R{k
R+T=1, R=|r), T= %m?. (8.69)
1

darstellen. Man bezeichnet R als das Reflexionsvermogen und 7" als das Transmis-
sionsvermogen der Stufe.

8.5.2 Potentialtopf

Ein zweites einfaches Stufenpotential ist ein rechteckiger Potentialtopf mit unendlich
hohen Winden,

V() =

{0 O<zxz<L (8.70)

—+00 r <0, x>1L

Im Gegensatz zu den bisher betrachteten Zustédnden freier Teilchen treten hier
Zustande gebundener Teilchen auf. Diese existieren nur fiir bestimmte diskrete Ener-
gieeigenwerte.

Da die Wellenfunktion an einer unendlich hohen Potentialstufe einen Knoten besitzt,
miissen die Eigenfunktionen bei # = 0 und x = L verschwinden. Die allgemeine
Losung (8.61) fiir das Intervall 0 < z < L mufl daher die Bedingungen

A+B=0, Al — kLY — 0, k=+V2mE/h

erfiillen. Diese Randbedingungen bestimmen die moglichen Wellenzahlen und Ener-
gieeigenwerte,

n=1,23,-. (8.71)




134

Abbildung 8.3: Schematische Darstel-
lung der Eigenfunktionen 1, (x) eines
unendlich hohen rechteckigen Potenti-
altopfes fiir die Quantenzahlen n =
1,2,3. Die Kurven sind in vertikaler
Richtung gegeneinander verschoben.

v

Die natiirlichen Zahlen n werden als Quantenzahlen der Zusténde bezeichnet. In
diesem Fall wichst die Energie quadratisch mit der Quantenzahl. Normiert man die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf eins, so lauten die zugehorigen Eigenfunktionen

Y = \/%sin(knx) : (8.72)

Diese stationdren Zustédnde stellen stehende Wellen dar, die innerhalb des Topfes
n Extrema bzw. n — 1 Knoten besitzen. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |, [?Ax
in einem vorgegebenen Intervall Az variiert je nach Lage und Grofle des Intervalls
zwischen 0 und 2Az/L. Fiir Zustdnde mit hohen Quantenzahlen fallen in ein ge-
gebenes Meflintervall Ax viele Oszillationen der stehenden Welle. Die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit ndhert sich dann dem Mittelwert Az/L, den man auch klassisch
fiir ein Teilchenensemble mit zufilligen Orten erwarten wiirde.

8.6 Harmonischer Oszillator

In vielen Systemen konnen kleine Schwingungen um eine Gleichgewichtslage zumin-
dest ndherungsweise durch harmonische Oszillatoren beschrieben werden. Daher ist
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der harmonische Oszillator ein besonders wichtiges Modellsystem. Auflerdem kann
das Eigenwertproblem des harmonischen Oszillators mit darstellungsunabhingigen
Operatoren und Vektoren exakt gelost werden. Es ist daher auch von prinzipiellem
methodischem Interesse.

Ein harmonisch gebundenes Teilchen besitzt in der klassischen Mechanik die Energie

Pl
E=X2 4= _ .
o + 5w (8.73)
Hierbei ist m die Masse des Teilchens, w = \/f/m die Frequenz der Schwingung
und f die Federkonstante der Riickstellkraft F' = —fz. Der quantenmechanische
harmonische Oszillator wird durch den entsprechenden Hamiltonoperator definiert,

wobei der Orts- und Impulsoperator die kanonische Vertauschungsrelation erfiillen,

1
H=—+ -—mw?X? X,P|=1h. .74
2m+2mw : X, P| =ih (8.74)

Es ist hilfreich mit Hilfe der Konstanten m, w und A zu dimensionslosen Variablen
iiberzugehen,

1

h mhw hw
Damit folgt die dimensionslose Darstellung,
N . -
=3 (P2 n XZ) . X, Pl=i. (8.75)

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch Einfithrung der Operatoren

1 .- B
a= 7 (X +1iP), at = 7 (X —iP) . (8.76)

Diese Operatoren sind nicht hermitesch. Der zu a adjungierte Operator ist der Ope-
rator a®. Die Umkehrung dieser Transformation lautet

(a® +a), P= _ (a* —a) . (8.77)

X= V2

Sl

Im klassischen System entspricht diese Transformation dem Ubergang von den reel-
len Schwingungsvariablen

i = V2E cos(wt), p=—V2E sin(wt),
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zu komplexen Schwingungsamplituden,

L 5 —iwt | P 5 tiwt
a = — (T+1 :\/Ee wt af=— (T—1 :\/Ee+w.8.78
7 (% +ip) 7 (Z —ip) (8.78)
Die komplexe Amplitude ist so normiert, dafl ihr Betrag die Energie des Teilchens
angibt,
-1
E=3 (P> +2%) = |af* .
Die klassische Analogie darf aber nicht mifiverstanden werden. Im Unterschied zu
den klassischen Amplituden sind a und a™ Operatoren, die andere algebraische Ei-

genschaften besitzen. Diese werden im folgenden hergeleitet und dann zur Berech-
nung des Energiespektrums angewandt.

8.6.1 Stationire Zustinde

Ersetzt man in (8.75) die Operatoren X P durch a und a™, so folgt

1
H=N + 5 N =a'ta, la,at]=1. (8.79)

Diese Beziehungen ergeben sich unmittelbar durch Berechnung der Produkte

1
ata = §(X—iP)(X—|—iP):H—|—%[X,P]:H—§,

O
aat = §(X+z'P)(X—z'P):H—%[X,P]:H+§.

Die Operatoren H und N besitzen ein gemeinsames System von Eigenzustdnden,

N|n)=n|n), F[‘n>:E~n‘n>, En:n+%. (8.80)

Dieses Eigenwertproblem bestimmt die stationédren Zusténde des harmonischen Os-
zillators.

Wir untersuchen nun die Wirkung der Operatoren a und a* auf die Eigenzustinde
| n > Dazu berechnen wir zuerst die Kommutatoren,

[N,a] = (a*a)a — a(ata) = (aTa — aa)a = —[a,a™]a = —a,
[N,a™] = (aTa)a® —a*(ata) = a*(aa™ —ata) = at[a,at] =aT .

Damit 148t sich zeigen, dafl der Vektor a’ n> ein Eigenzustand zu N mit dem Ei-
genwert n — 1 ist,

Na|n)=(aN —a)|n)=(n—1)a|n) .
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Ebnenso folgt, daf3 a*’ n> ein Eigenzustand zu N mit dem Eigenwert n + 1 ist,
Na®|n)=(a*N+a")|n)=(n+1a*|n).

Wegen dieser Eigenschaft nennt man a Absteigeoperator und a™ Aufsteigeoperator.

Die moglichen Eigenwerte n werden dadurch eingeschriankt, daf§ die Eigenvektoren,
die man durch mehrfache Anwendung des Absteigeoperators a erhélt alle normierbar
sein miissen. Fiir die Norm des Zustandes ’ w> = a‘ n> gilt,

(v|v)=(nlaTa|n)=n{n|n)>0.

Daher ist n entweder positiv oder Null. Fiir n = 0 ist ‘ ¢> der Nullvektor, d.h. es
gilt

al0) = 0. (8.81)
Ausgehend von einem beliebigen positiven n konnte man durch p-malige Anwendung
von a einen Kigenvektor zu einem negativen Eigenwert n —p < 0 erhalten. Dies wére
im Widerspruch zur Normierbarkeitsbedingung n — p > 0. Daher kann n nur eine
nicht-negative ganze Zahl sein. Die Folge der Eigenvektoren bricht dann ab, da fiir

n —p = 0 die Bedingung (8.81) gilt. Die Eigenwerte des Harmonischen Oszillators
sind daher

1
En:hw(n+§), n=0,1,23-. (8.82)

Der Zustand mit der Quantenzahl n = 0 besitzt die niedrigste Energie Ey = hw/2.
Er wird Grundzustand genannt. Die Energien der angeregten Zusténde erhélt man
durch Addition eines ganzahligen Vielfaches der Energie hw.

Die diskreten Zusténde ’ n> kénnen auf 1 normiert werden. Die Wirkung der Auf-
und Absteigeoperatoren auf diese normierten Zusténde ist dann

aln)=+/n|n—-1), atn)y=vn+1|n+1). (8.83)

Die Faktoren auf der rechten Seite sind so gewéhlt, dafl sich die richtige Norm fiir
diese Zusténde ergibt,

(nl|a*a|n)=n, (nlaa™|n)=(nlata+1|n)=n+1.

Die Matrixdarstellung der Auf- und Absteigeoperatoren beziiglich der Energieeigen-
zusténde ist

<m‘a+|n>:\/n+15m7n+1, <m‘a‘n>:\/ﬁ(5m7n_1 (8.84)
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Abbildung 8.4: Ostzilla-
torpotential und Energie-
niveaus der stationdren
Zustdnde. Im  Grundzu-
stand besitzt der Oszillator
die Energie fw/2. Die Ener-
gieniveaus der angeregten
Zusténde sind &quidistant
um jeweils hw nach oben
verschoben.

Ausgehend vom Grundzustand konnen alle Zusténde durch die mehrfache Anwen-
dung des Aufsteigeoperators erzeugt werden,

1)
12)

[n)

-5
RRCHRAE
= L(cfr)”|()>.

Vn!

8.6.2 Ortsdarstellung

(a+)2} 0>>

Die Wellenfunktionen der stationédren Zustdnde des harmonischen Oszillators erhélt
man aus den Zustandsvektoren ’n> durch den Ubergang zur Ortsdarstellung. Als

Ergebnis findet man fiir die Wellenfunktion zum Energiceigenwert E, = n + 1 /2,

1

VAT 20!

H,(z) exp(——) .

~2
x
8.85

Sie ist proportional zum Produkt einer Gauffunktion mit dem Hermiteschen Poly-
nom n-ter Ordnung H, (). Die Hermiteschen Polynome der 4 niedrigsten Ordnungen

sind z.B.,

Hy =1,

H, = 27,

H, = 43% — 2,

Hy =833 — 127 .
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Das n-te Polynom besitzt n reelle Nullstellen und die Symmetrieeigenschaft,
H,(—=%)=(-1)" H,(7) .

Daher hat die Wellenfunktion im n-ten Zustand genau n Knoten. Die definieren-
den Eigenschaften der Hermiteschen Polynome werden im folgenden abgeleitet. Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die Zustdnde n = 0, n = 1, und n = 10 zeigt
Abbildung (8.5). Im Grundzustand besitzt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ein
Maximum bei £ = 0. Bei den héher angeregten Zusténden liegen die hochsten Ma-
xima auflerhalb des Ursprungs. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit steigt im Mittel
vom Ursprung bis zu den Umkehrpunkten der klassischen Schwingung an.

Kehrt man zu den urspriinglichen dimensionsbehafteten Gréflen zuriick, so lautet
die Losung des Eigenwertproblems des harmonischen Oszillators,

E, =hvE, =ho(n+1),
n=0,1,2,3,-- (8.86)
Unlw) = (52)" o (\/522).

Hierbei wurde verwendet, daf die Aufenthaltswahrscheinlichkeit |, |2 dz = |4, |*dE
als dimensionslose Grofle invariant ist.

u\yo\z Ay 2

>

P
—
/
[
5
4
1
.

Abbildung 8.5: Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir die Oszillatorzustdnde n = 0,
n = 1 und n = 10. Zum Vergleich ist die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eingezeichnet, die an den Umkehrpunkten jeweils eine Asymptote besitzt.

Zur Herleitung von (8.85) beginnen wir mit dem Grundzustand. Der Zustandsvek-
tor | 0) wird durch (8.81) definiert. Multipliziert man diese Gleichung von links mit
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<3~:} und verwendet die Definition des Absteigeoperators (8.76), so folgt eine Be-
stimmungsgleichung fiir die Orstdarstellung zﬂo(i’) = <9Z’ ’ O> des Grundzustandes,

. 1 e = 1 ood\ 5
(2la]0) = = ((2]%+iP[0)) = (x%—%) Jol@) = 0.
Die Integration dieser Gleichung ergibt

- 1 ~ 1
= — / dzr T, log 1)y = —=%* + const, o = cexp(—=7?).
o 2 2

Die Integrationskonstante ¢ kann reell gewédhlt und durch Normierung bestimmt
werden,

+o0 +00
/ dz |1o|? = ¢ / di exp(—i%) = ?ym = 1.

Die Wellenfunktion des Grundzustandes ist somit die Gauflfunktion,

dol#) = —7 exp(—) (3.57)

Der erste angeregte Zustand wird durch } 1 > = a*‘ 0> definiert. Die Orstdarstellung
dieser Gleichung ergibt die Wellenfunktion

121=<:E}1>:<9:~]a+|0>=%<f](X—iﬁ))|o>=%(:z—d%>%:%2wo.

Dieses Verfahren kann fortgesetzt werden. Wir zeigen nun, daf§ die Wellenfunktion
des n-ten stationdren Zustandes die Form

- 1 -
Yn = Nom H,\(Z) o, (8.88)

bsitzt. Fiir die Wellenfunktion des (n + 1)-ten stationiren Zustandes gilt
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(A S B U
\/n—+1<$‘a ’n>_\/n——|—lﬁ (JZ—%)@%- (8.89)

Mit dem Losungsansatz (8.88) und mit der Operatoridentitét

?Zn+1:<fi’n+1>:

d 2 d s
G 2 T w2

dz dz
ergibt (8.89),

. d - d .
fd 3;2/2 T — — —$2/2 ) — 2 _IZ )
H,.,=e (w di) (e H, —e” = <e H,) .

Die Losung dieser Rekursionsformel zu der Anfangsbedingung Hy = 1 ist,

n = (— efz}ie_#) = (=1)" " — d —e 7, (8.90)

dzm

Dies ist eine allgemeine Darstellung der Hermiteschen Polynome.

Die Hermiteschen Polynome besitzen eine Orthogonalitéitseigenschaft, die aus der
Orthogonalitét der normierten Eigenfunktionen folgt,

(n|m) = /di<n|£><i‘m>—2nn'\/_/ o H,H,,

/ di e~ * H,H,, = 2"n\\/T 6pm

— 00

Die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit soll jetzt noch mit der ent-
sprechenden klassischen Aufenthaltswahrscheinlichkeit verglichen werden. Dazu be-
trachten wir ein Ensemble von klassischen Teilchen, die alle dieselbe Energie E,
besitzen aber ansonsten zuféllig im Phasenraum verteilt sind. Dieses Ensemble be-
sitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte
1 1

5 E 2 ~2
= 8B = [ + ),
wobei Z eine Normierungskonstante darstellt. Die Normierung der Wahrscheinlich-
keit auf eins ergibt

Z:/dﬁdié(ﬁn—%[p + 7] /d¢>/ () (EO—%Z)ZQW.

w(p, T) =
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Zur Integration wurden die kartesischen Koordinaten , p durch Polarkoordinaten r,
¢ ersetzt. Die Normierungskonstante zeigt, daf§ die Phasen der Oszillatoren zufillig
im Intervall [0, 27] verteilt sind.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte W (z) im Ortsraum erhélt man durch Integration tiber
den Impulsraum,

+o0
. . 1 /> . = 1. . .
W(z) = /dpw(p,x)Z;/o dpé(En—i[szer])
Lo o(E,—E) 1
7 Jo VOE — 7  nV2E, —i*

Hierbei wurde die Integrationsvariable p durch E = (p* + 7%)/2 substituiert. Die
klassische Aufenthaltswahrscheinlickeitsdichte besitzt ein Minimum bei £ = 0 und
Asymptoten an den Umkehrpunkten # = ++/2FE, = ++v/2n + 1. Abbildung (8.5)
zeigt schematisch den Vergleich der quantenmechanischen und der klassischen Wahr-
scheinlichkeitsdichten.

8.6.3 Erwartungswerte

Befindet sich ein harmonischer Oszillator in einen stationédren Zustand } n >, so gilt

(X) = (P)=0,

2 P2 1~
(£) = (5)=3En
AX = AP=\/E,, (8.91)

AXAP =

Die Erwartungswerte von Ort und Impuls verschwinden, die Erwartungswerte der
kinetischen und potentiellen Energien sind gleichverteilt und jeweils gleich der hal-
ben Gesamtenergie. Daraus ergeben sich die Orts- und Impulsunschérfen. Dieses
Ergebnis wiirde man auch von einem klassischen Ensemble mit zufélligen Phasen
erwarten.

Die Diagonalelemente der Auf- und Absteigeoperatoren sind Null. Daher verschwin-
den die Erwartungswerte der Orts- und Impulsoperatoren

v 1 + _
<X>:E<n|a +a’n>—0,
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<P>:£<n|a+—a‘n>:0

Bei der Berechnung der Erwartungswert von X2 und P2 gibt es nichtverschwindente
Beitrige von den Diagonalelementen von N = a*a,

(X2) =3 (@ +ap|n) = (n| =22 n) = (0|5 ) =0+ .
(P*) =5 (nl@” =P n) = (n| =52 n) = (0| 255 n) = nt 5.

8.6.4 Kohirente Zustiande

Stationdre Zusténde sind zur Beschreibung der Grundzustandseigenschaften von
Atomen oder Festkorpern besonders ausgezeichnet. Systeme im Grundzustand be-
finden sich definitionsgeméf in einem stationédren Zustand. Bei angeregten Syste-
men spielen dagegen zeitabhéngige Zustdnde eine wichtige Rolle, die durch ihre
Anfangsbedingungen bestimmt sind. Von besonderem Interesse sind quasiklassische
Zustdnde deren Erwartungswerte die klassische Bewegung eines Teilchens approxi-
mieren und dabei im Phasenraum minimale quantenmechanische Unschérfen besit-
zen. Solche Zustédnde werden als kohdrente Zusténde bezeichnet. Fiir ein freies Teil-
chen sind die kohérenten Zusténde gaufiformige Wellenpakete. Im folgenden werden
die kohérenten Zustédnde des harmonischen Oszillators untersucht.

Der Unterschied zwischen einem stationdren Zustand }n> und einem kohérenten
Zustand ! a> des harmonischen Oszillators wird besonders deutlich, wenn man die
Erwartungswerte der Operatoren a und a™a miteinander vergleicht. Fiir den stati-
ondren Zustand gilt

<a>=<n‘a}n>=0, <a+a>:<n‘a+a‘n>:n.

Aufgrund der Definition (8.76) der Operatoren a und a™ sollten diese Erwartungs-
werte im klassischen Grenzfall in die komplexe Amplitude o der Schwingung und
deren Betragsquadrat |a|? iibergehen. Dies ist aber fiir den stationdren Zustand of-
fensichtlich nicht der Fall. Daher stellt sich die Frage ob es Zustinde gibt, die die
gewiinschte Eigenschaft

(a)=(alala)=aq, (ata)=(ala"ala)=|af (8.92)

besitzen. Aus dieser Forderung kann man eine einfache Definition der kohéarenten
Zusténde ableiten. Setzt man | #) = a|a) und (a|a) =1, dann folgt aus (8.92)

(ata)—[(a)P = (ala)(8]8)~|(a|8)} =0
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Nach der Schwarzschen Ungleichung ist dieser Ausdruck genau dann Null, wenn
die Vektoren }oz> und }ﬁ > linear abhiingig sind. Der Zustand ‘oz> ist daher ein
Eigenzustand des Absteigeoperator a zum Eigenwert a,

a’a>:a’a>, (8.93)

Da der Operator a nicht hermitesch ist, sind die Eigenwerte a komplex. Glei-
chung (8.93) kann als Definition des kohérenten Zustandes verstanden werden: Ein
kohérenter Zustand ‘oz> des harmonischen Ostzillators ist ein Eigenzustand von a
zum komplexen Eigenwert a.

Die Losung der Eigenwertgleichung kann man sowohl in der Energiedarstellung al-
sauch in der Ortsdarstellung gewinnen. Wir beginnen mit der Energiedarstellung,

§O<n|a\m><m>a> = a(n]a)
ViFi(n+1]a) = a(n]a)

(07

(nla) = = (n=1a)
= (ola)

Die Normierungsbedingung fiir ‘ a> ergibt

(ala) =3 (aln)(nla) = Kol m)F 3 BT~ ooy oo =1

Wiéhlt man die Normierungskonstante reell, so erhélt man fiir die Entwicklug des
kohérenten Zustandes nach stationéren Zustanden die Reihe

o

o) = e~lol/? Z \(j—% In). (8.94)

n=0

Befindet sich ein harmonischer Oszillator in einem kohérenten Zustand, so ist die
Quantenzahl n und damit auch die Energie unscharf. Die Wahrscheinlichkeit mit der
die Quantenzahl n in einem kohérenten Zustand bei einer Energiemessung auftritt,
erhdlt man aus (8.94),
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p(n)

0,05

70 80

Abbildung 8.6: Poissonverteilung zu den Mittelwerten 7 = 10, 20 und 50. Die Breite
der Verteilung ist An = V7. Die relative Breite An /7 nimmt mit wachsendem 7
ab.

2n =N ,—N
po=[(nla) =t |O;L|! = (8.95)

Dies ist eine Poissonverteilung mit dem Mittelwert 7 = |a]? (Abb.8.6). Um ein MaB
der Energicunschérfe zu finden, berechnen wir das mittlere Schwankungsquadrat
An?,

n

An?

<a+aa+a>—<a+a>2 = <a+(a+a+1)a> —<a+a>2 =

Die relative Schwankung um den Mittelwert ist

% = \/1% . (8.96)

Im Grenzfall groler Quantenzahlen wird die relative Energieunschérfe sehr klein, so

dafl man solche Zusténde hinreichend genau durch ihre mittlere Energie beschreiben
kann.
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Die Zeitentwicklung der kohérenten Zustdnde kann ebenfalls aus der Darstel-
lung (8.94) abgelesen werden. Mit der bekannten Zeitabhingigkeit der stationédren
Zustande folgt

S~ n ,—i(nt+1/2)wt )
‘a(t)> _ 6—\04(0)|2/2 Z Oé<0) 6\/_' ‘n> _ e—zwt/2| a(o)efiwt> (897)
n—0 n:

Bis auf einen Phasenfaktor wird die Zeitentwicklung der kohérenten Zusténde durch
den zeitabhéngigen Eigenwert

a(t) = a(0)e ™, a(t)* = |a(0)[* (8.98)

bestimmt. Damit 148t sich die Zeitentwicklung der Erwartungswerte in einem
kohirenten Zustand angeben. Setzt man «(0) = ag € mit einer reelllen Ampli-
tude aq so folgt,

a> = <a ‘a| a> = a = ape @t=9)

<X>— (alat +ala a) =7 (o + ) = V2aq cos(wt — )
(8.99)
<P>— (alat —a|a >—f(a*—a):—\/§aosin(wt—g0).

(H)=(alata+s]a)=laf*+3

Diese Erwartungswerte verhalten sich genauso, wie die entsprechenden Variablen des
klassischen harmonischen Oszillators. Nur der Zusammenhang zwischen der Energie
und der komplexen Amplitude ist etwas anders. Fiir grofle Quantenzahlen erhélt
man aber auch hier ndherungsweise die klassische Beziehung <H > = |a?.

Die Eigenwertgleichung der kohérenten Zustdnde kann auch in der Ortsdarstellung
gelost werden. Man erhélt so eine Bestimmungsgleichung fiir die Wellenfunktion
Va(Z) = (& | ') der kohérenten Zusténde:

(Zla[a) = o(Z]a)
¥ <x+_)% = () +i(P))

In der zweiten Zeile wurde a durch die Orts- und Impulsoperatoren und o durch
deren Erwartungswerte substituiert. Die Integration und anschlieSende Normierung
ergibt die Wellenfunktion
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Abbildung 8.7: Schematischer Vergleich der Phasenraumaufenthaltswahrscheinlich-
keit des harmonischen Oszillators fiir den Grundzustand g, den kohérenten Zustand

1, und die klassische Schwingungsamplitude o = |ale

—iwt

VYo =

1

T1/4

<i<15>:z—

1
2

@ (5)2).

(8.100)

Das schwingende Teilchen wird hier durch die an den Ort <)~( > verschobene Wellen-
funktion des Grundzustandes beschrieben. Das Maximum des Wellenpaketes fiihrt
die klassische Schwingungsbewegung aus. Durch Vergleich mit dem Gauf3schen Wel-
lenpaket (8.55) eines freien Teilchens sieht man, dafl die zugehorigen Orts- und Im-
pulsschwankungen hier zeitunabhéingig sind und die Bedingung minimaler Unschérfe

erfiillen,

AX:AP:i-

7

AXAﬁ_%.

(8.101)

Die kohédrenten Zusténde des harmonischen Oszillators stellen somit ein instruktives
Beispiel dafiir dar, wie die Bewegung eines klassischen Teilchens im Grenzfall hoher
Quantenzahlen aus der Quantenmechanik abgeleitet werden kann.
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