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Einf�uhrung in die Elektrodynamik0.1 Elektrische LadungW�ahrend in der Mechanik die Eigenschaft Masse im Vordergrund steht, ist die Ladungvon Massenpunkten Ausgangspunkt der Elektrodynamik. Sie besitzt eine Reihe von fun-damentalen Eigenschaften, die durch vielf�altige experimentelle Messungen gesichert sind:1.) Es gibt 2 Sorten von Ladungen: positive und negative. Ladungen gleichen Vorzeichenssto�en sich ab, Ladungen verschiedenen Vorzeichens ziehen sich an.2.) Die Gesamtladung eines Systems von Massenpunkten ist die algebraische Summe derEinzelladungen; die Ladung ist ein Skalar.3.) Die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant und ihr Zahlenwertunabh�angig vom Bewegungszustand des Systems.4.) Ladung kommt nur als Vielfaches einer Elementarladung e (eines Elektrons) vor,q = ne; n = 0;�1;�2;�3; :::Klassischer Nachweis f�ur diese Quantisierung der Ladung ist der Millikan-Versuch.Den Elementarteilchen Quarks ordnet man zwar drittelzahlige Ladungen zu, d.h. q =�1=3e bzw. q = �2=3e, jedoch sind diese Quarks im uns hier interessierenden Energiebe-reich nicht als freie Teilchen beobachtbar.0.2 ElektrostatikDas einfachste Problem der Elektrodynamik ist der Fall ruhender Ladungen, den wir mitElektrostatik bezeichnen. Bringt man in die Umgebung einer (oder mehrerer) r�aumlich�xierter Punktladungen eine Probeladung q, so wirkt auf diese Probeladung eine Kraft K,welche im allgemeinen vom Ort r der Probeladung abh�angt:K = K(r):Ersetzt man q durch eine andere Probeladung q0, so �ndet man f�ur die auf q0 wirkendeKraft K0: K0=q0 = K=q:Diese Erfahrung legt es nahe, den Begri� des elektrischen FeldesE(r) = 1qK(r)einzuf�uhren. Dieses von den ruhenden Punktladungen erzeugte Feld ordnet jedem Raum-punkt r ein Tripel reeller Zahlen zu, welches sich wie ein Vektor transformiert.Aufgabe der Elektrostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang von Ladungsvertei-lung �(r) und elektrischen Feld E(r) zu �nden und daraus bei gegebener Ladungsvertei-lung (z.B. einer homogenen r�aumlichen Kugel) das Feld zu berechnen.6



0.3 MagnetostatikBewegte Ladungen in Form station�arer Str�ome sind der Ursprung magnetostatischer Fel-der, die wir in Analogie zu den elektrostatischen Feldern einf�uhren wollen. Wir gehen vonfolgender experimenteller Erfahrung aus: Bringt man in die Umgebung eines von einemstation�aren Strom durch
ossenen Leiters eine Probeladung q, so kann die auf q am Ort rwirkende Kraft geschrieben werden alsK(r) = q(v �B(r)):Dabei ist v die Geschwindigkeit der Probeladung und B(r) ein (von v unabh�angiges)Vektorfeld, hervorgerufen durch den vorgegebenen station�aren Strom.Aufgabe der Magnetostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang zwischen einerstation�aren Stromverteilung j(r) und dem magnetischen Feld B(r) zu �nden und darausbei gegebener Stromverteilung (z.B. f�ur einen station�aren Kreisstrom) das Feld zu berech-nen.0.4 Konzept des elektromagnetischen FeldesNach den bisherigen Ausf�uhrungen k�onnte der Eindruck entstehen, als seien das elektri-sche und das magnetische Feld von einander unabh�angige Gr�o�en. Da� dies nicht der Fallist, zeigen folgende einfache �Uberlegungen:1.) Wenn eine Punktladung Q in einem Inertialsystem � ruht, so mi�t (�uber die auf eineProbeladung q wirkende Kraft) ein Beobachter in � ein elektrisches Feld E 6= 0, jedochkein Magnetfeld. F�ur einen anderen Beobachter in einem gegen�uber � bewegten Inertial-system �0 ist die Ladung bewegt. Der Beobachter in �0 mi�t daher sowohl ein elektrischesFeld E0 6= 0 als auch ein magnetisches Feld B0 6= 0. Die Wechselwirkung zwischen derbetrachteten Ladung und einer Probeladung q w�urde also von einem Beobachter in �als rein elektrische Wechselwirkung (vermittelt durch das Feld E) beschrieben, w�ahrendein Beobachter in �0 sowohl elektrische als auch magnetische Wechselwirkung feststellenw�urde (vermittelt durch die Felder E0 und B0). Diese Betrachtung zeigt, da� man elek-trisches und magnetisches Feld als eine Einheit ansehen mu�, als elektromagnetischesFeld.Anmerkung: F�ur den in 0.3 diskutierten Fall eines von einem station�aren Strom durch-
ossenen Leiters tritt kein elektrisches Feld auf, da bei einem station�aren Strom im Leiterkein Ladungsstau auftritt, so da� sich die im Leiter be�ndlichen positiven und negativenLadungstr�ager (Gitterbausteine und Leitungselektronen) nach au�en hin kompensieren.2.) Die wechselseitige Abh�angigkeit von elektrischem und magnetischem Feld tritt unver-meidbar dann zu Tage, wenn wir beliebige Ladungs- und Stromverteilungen �(r) undj(r) zulassen. Die Forderung der Ladungserhaltung ergibt dann eine Verkn�upfung von �und j, da die Ladung in einem bestimmten Volumen V nur ab(zu)-nehmen kann, indemein entsprechender Strom durch die Ober
�ache von V hinaus(hinein)-
ie�t. Dann k�onnenaber E und B nicht mehr unabh�angig voneinander berechnet werden.
7



0.5 Maxwell'sche GleichungenDen allgemeinen Zusammenhang zwischen E;B und den Ladungen (den Quellen deselektromagnetischen Feldes) beschreiben die Maxwell-Gleichungen. Folgende Aufgabeergibt sich:1.) die Maxwell-Gleichungen zu formulieren und experimentell zu begr�unden,2.) ihre Invarianzeigenschaften zu untersuchen, woraus sich direkt der Zugang zur spe-ziellen Relativit�atstheorie ergibt. Die Untersuchung wird zeigen, da� der �Ubergang voneinem Inertialsystem zu einem anderen durch eine Lorentz-Transformation beschrie-ben werden mu�, d.h. f�ur alle Inertialbeobachter die gleiche Physik gilt.3.) Energie-, Impuls- und Drehimpuls-Bilanz f�ur ein System geladener Massenpunkte imelektromagnetischen Feld werden dazu f�uhren, dem elektromagnetischen Feld Energie,Impuls und Drehimpuls zuzuordnen. Daraus werden sich dann Begri�e wie Strahlungs-druck und die Einf�uhrung von Photonen ergeben.4.) L�osungstheorie der Maxwell-Gleichungen. Beispiele sind die Ausbreitung elektromag-netischer Wellen oder die Strahlung eines schwingenden elektrischen Dipols.0.6 Materie im elektromagnetischen FeldDie Maxwell-Gleichungen bestimmen im Prinzip die Felder E(r; t) und B(r; t) vollst�andig,wenn die Ladungsverteilung �(r; t) und die Stromverteilung j(r; t) bekannt sind. In derPraxis treten dabei folgende Probleme auf:1.) F�ur ein System von N geladenen Massenpunkten m�u�te man die Newton'schen Bewe-gungsgleichungen l�osen, um �(r; t) und j(r; t) mikroskopisch berechnen zu k�onnen. F�urein St�uck Materie von makroskopischen Dimensionen (z.B. das Dielektrikum zwischenden Platten eines Kondensators oder dem Eisenkern einer stromdurch
ossenen Spule)haben wir es mit 1020 � 1025 Massenpunkten zu tun!2.) Die mikroskopisch berechneten Funktionen �(r; t) und j(r; t) werden im allgemeinenstarke Schwankungen �uber kleine r�aumliche und zeitliche Distanzen aufweisen. Die L�osungvon Maxwell-Gleichungen (mehrdimensionale Integrationen) w�are dann praktisch nichtdurchf�uhrbar bzw. un�okonomisch!Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet der folgende Kompromi�: Wir verzich-ten auf die Kenntnis des elektromagnetischen Feldes in mikroskopischen Dimensionen(Volumina von 10�24cm3, Zeiten von 10�8sec) und geben uns mit Mittelwerten (10�6cm3; 10�3sec) zufrieden. Anstelle von �(r; t), j(r; t), E(r; t) und B(r; t) treten dann Mit-telwerte der Form < �(r; t) >= 1�V�t Z d�d� �(r+ �; t+ �)und entsprechend f�ur < j(r; t) >, < E(r; t) > und < B(r; t) >. Aus den Maxwell-Gleichungen der mikroskopischen Felder ergeben sich dann Gleichungen �ahnlicher Struk-tur f�ur das makroskopische elektromagnetische Feld. Die darin auftretenden Verteilungen< � > und < j > werden dann durch den experimentellen Aufbau de�niert bzw. einge-stellt. 8



Es hat sich in diesem Zusammenhang als zweckm�a�ig erwiesen, zu den Mittelwertender fundamentalen Felder, der elektrischen Feldst�arke E und der magnetischen In-duktion B, noch zwei weitere Vektorfelder als Hilfsgr�o�en einzuf�uhren: die dielektrischeVerschiebung D und die magnetische Feldst�arke H. Die dann zus�atzlich ben�otigtenBestimmungsgleichungen gewinnt man durch Annahme eines linearen Zusammenhangesvon E und D bzw. B und H, charakterisiert durch die Dielektrizit�atskonstante � unddie Permeabilit�at �. H�au�g ist die makroskopische Stromverteilung nicht von au�envorgebbar, sondern noch von den zu berechnenden Feldern abh�angig. Im einfachsten Fall(Ohm'sches Gesetz) setzt man einen linearen Zusammenhang zwischen makroskopischemStrom und elektrischer Feldst�arke an, womit (als Proportionalit�atskonstante) eine weitereMaterialkonstante ins Spiel kommt: die elektrische Leitf�ahigkeit �. Die Berechnungdieser Materialkonstanten (�; �; �) aus der atomaren Struktur der Materie geh�ort in denBereich der Atom- und Festk�orperphysik und benutzt Methoden der statistischen Mecha-nik.Damit ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:1.) �Ubergang von den mikroskopischen zu den makroskopischen Maxwell-Gleichungen.2.) Einf�uhrung von Materialkonstanten und ihre Berechnung aus der atomaren Strukturder Materie f�ur einfache Modelle.3.) Verhalten der Felder an Grenz
�achen zwischen verschiedenen Medien. Beispiel: DasRe
exions- und Brechungs-Gesetz der Optik.
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Kapitel 1Coulomb'sches Gesetz
1.1 Ladungserhaltung und LadungsinvarianzIn der Einf�uhrung hatten wir die grundlegenden Eigenschaften der elektrischen Ladungkurz zusammengestellt. Zur experimentellen Pr�ufung dieser Eigenschaften ben�otigt manzun�achst eine Me�vorschrift f�ur Ladung. Eine solche Me�vorschrift wird im n�achstenUnterkapitel nachgeliefert. Zuvor noch einige Erg�anzungen zur Ladungserhaltung undLadungsinvarianz.Besonders eindrucksvolle Beweise f�ur die Ladungserhaltung sind die Paar-Erzeugungund Paar-Vernichtung. So zerstrahlen z.B. ein Elektron (e�) und ein Positron (e+) in einhochenergetisches massives Photon (
-Quant), welches ungeladen ist; umgekehrt entstehtbei der Paar-Erzeugung (z.B. in �+; �� Mesonen) stets gleich viel positive wie negativeLadung.
�e+

e� 
 �+
��

+e+ (�e) = 0 q = 0 + e+ (�e) = 0Die Ladungsinvarianz zeigt sich z.B. darin, da� Atome und Molek�ule neutral sind,obwohl der Bewegungszustand von Photonen und Elektronen sehr unterschiedlich ist.Besonders klar ist das Beispiel des Helium-Atoms (4He) und des Deuterium-Molek�uls(D2). Beide bestehen aus 2 Protonen und 2 Neutronen sowie 2 Elektronen und sinddamit elektrisch neutral, obwohl der Bewegungszustand der Protonen im Kern des Helium-Atoms und desD2-Molek�uls sehr verschieden sind: das Verh�altnis der kinetischen Energienist etwa 106, der mittlere Abstand der Protonen im D2-Molek�ul in der Gr�o�enordnungvon 10�8 cm, im He-Kern von 10�13 cm. 11



1.2 Coulomb-KraftAls experimentell gesicherte Grundlage f�ur die Elektrostatik benutzen wir das Cou-lomb'sche Kraftgesetz zwischen 2 Punktladungen:K12 = �e q1q2r312 r12 (1.1)ist die von Ladung q1 auf Ladung q2 ausge�ubte Kraft.
Eigenschaften:1.) Anziehung (Absto�ung) f�ur ungleichenamige (gleichnamige) Ladungen.2.) K12 = �K21 : Actio = Reactio; also ist der Impuls der beiden Teilchen erhalten.3.) Zentralkraft: da eine Punktladung (beschrieben durch die skalaren Gr�o�en m; q) imRaum keine Richtung auszeichnet. (! Drehimpulserhaltung)Anmerkung: F�ur (schnell) bewegte Ladungen gilt (1.1) nicht mehr. Das elektromagne-tische Feld ist dann in die Impuls- und Drehimpulsbilanz einzubeziehen.Gleichung (1.1) ist zu erg�anzen durch das Superpositionsprinzip:K1 = K21 +K31 (1.2)f�ur die von 2 Punktladungen q2 und q3 auf q1 ausge�ubte Kraft.Me�vorschrift f�ur Ladung:Vergleicht man 2 Ladungen q; q0 an Hand der von einer festen Ladung Q auf sie aus-ge�ubten Kraft, so �ndet man f�ur Punktladungen gem�a� (1.1):qq0 = KK 0 : (1.3)Damit sind Ladungsverh�altnisse durch Kraftmessung zu bestimmen: Nach Wahl einerEinheitsladung (Ladung des Elektrons oder Positrons) k�onnen wir Ladungen relativ zudieser Einheitsladung messen.Ma�systeme:F�ur die Festlegung der Proportionalit�atskonstanten �e gibt es 2 M�oglichkeiten:i) Gau�'sches cgs-System: Hier w�ahlt man �e als dimensionslose Konstante; speziell�e = 1; (1.4)12



dann ist �uber (1.1) die Dimension der Ladung bestimmt zu[q] = [ Kraft]1=2[L�ange] = dyn1=2 � cm: (1.5)Die elektrostatische Einheit ist dann diejenige Ladung, die auf eine gleich gro�e im Ab-stand von 1 cm die Kraft 1 dyn aus�ubt. Dieses System wird in der Grundlagenphysikbevorzugt. In der angewandten Elektrodynamik (Elektrotechnik) hat sich dasii) MKSA - Systemdurchgesetzt, in dem zus�atzlich zu den mechanischen Einheiten (Meter, Kilogramm, Se-kunde) noch die LadungseinheitCoulomb=Amp�ere-Sekunde auftritt. Dabei ist 1 Amp�ereder elektrische Strom, der aus einer Silbernitratl�osung pro Sekunde 1.118 mg Silber ab-scheidet. Schreibt man �e = 14��0 ; (1.6)so nimmt die Konstante �0 den Wert�0 = 8:854 � 10�12 Coulomb2Newton � Meter2 (1.7)an.1.3 Das elektrische Feld eines Systems von Punkt-ladungenDie von N ruhenden Punktladungen qi an der Orten ri auf eine Probeladung q am Ort rausge�ubte Kraft ist nach (1.1) und (1.2):K = q�e NXi=1 qi(r� ri)jr� rij3 = qE(r); (1.8)wobei wir E(r) = NXi=1 qi4��0 (r� ri)jr� rij3 (1.9)als (statisches) elektrisches Feld bezeichnen, welches von den Punktladungen qi am Ortr erzeugt wird. Es ist gem�a� (1.8) ein Vektorfeld, da q ein Skalar ist. Bei vorgegebenerLadung q zeigt (1.8), wie man ein elektrisches Feld messen kann. Dabei ist darauf zuachten, da� die Probeladung so klein ist, da� man ihren Ein
u� auf das auszumessendeFeld vernachl�assigen kann.Analog dem Fall der Gravitationstheorie in der Mechanik kann man die Vektor-Funktion E(r) aus dem elektrischen Potential�(r) = NXi=1 qi4��0 1jr� rij ; (1.10)einer skalaren Funktion, durch Di�erentiation gewinnen:E = �r�: (1.11)13



Die (potentielle) Energie der ruhenden Massenpunkte mit den Ladungen qi ist dannU = 12 NXi 6=j qiqj4��0 1jri � rjj = 12 NXi=1 qi�(ri); (1.12)wobei �(ri) das Potential am Ort ri ist, welches die Ladungen dort erzeugen. Bemerkung:In (1.12) mu� strenggenommen die Selbstenergie f�ur i = j im rechten Ausdruck wiederabgezogen werden.Beispiele:

1.4 �Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilun-genWir ersetzen Xi qi ::::! Z dV �(r) ::: (1.13)mit der Normierung Q =Xi qi = Z dV �(r): (1.14)Damit tritt anstelle von (1.9), (1.10), (1.12):E(r) = 14��0 Z dV 0�(r0) (r� r0)jr� r0j3 ; (1.15)�(r) = 14��0 Z dV 0�(r0) 1jr� r0j (1.16)und U = 12 Z dV �(r)�(r): (1.17)Beispiel: homogen geladene Kugel�(r) = �0 f�ur jrj � R; �(r) = 0 sonst: (1.18)14



Die Integration in (1.16) ergibt (�UB):�(r) = Q4��0jrj f�ur r � R; �(r) = �0�0 (R22 � r26 ) f�ur r � R (1.19)mit Q = Z dV �(r) = 4�3 �0R3: (1.20)Dann folgt f�ur E aus (1.11):E(r) = Q4��0 rjrj3 f�ur r � R; E(r) = �03�0 r f�ur r � R: (1.21)F�ur die Energie U �ndet man mit (1.17) und (1.19):U = �02 Z dV �(r) = 4��202�0 Z R0 r2dr (R22 � r26 ) = 2��20�0 2R515 = 35 Q24��0 1R: (1.22)Anwendung: Bestimmung des klassischen Elektronenradius.Nach (1.22) wird die Selbstenergie eines punktf�ormigen Teilchens (R! 0) unendlich.Nun ist nach der Relativit�atstheorie die Energie eines ruhenden Teilchens, z. B. einesElektrons, mit seiner Ruhemasse m0 verkn�upft durchE0 = m0c2: (1.23)Ein streng punktf�ormiges (geladenes) Teilchen h�atte also nach (1.22) eine unendlich gro�eRuhemasse! F�uhren wir andererseits die gesamte (endliche) Ruhemasse eines Elektronsauf seine elektrostatische Energie zur�uck, so m�ussen wir dem Elektron einen endlichenRadius R0, den klassischen Elektronenradius zuordnen,R0 = 35 e24��0m0c2 � 10�13 cm = 1 fm: (1.24)F�ur Dimensionen < 10�13 cm m�ussen wir also f�ur Elektronen mit Abweichungen vomCoulomb'schen Gesetz rechnen.1.5 MultipolentwicklungWir betrachten ein auf ein endliches Volumen V begrenzte Ladungsverteilung (diskretoder kontinuierlich) und untersuchen ihr Potential � in einem Punkt P weit au�erhalbvon V .Der Koordinatenursprung 0 m�oge innerhalb V liegen; wir k�onnen z.B. 0 als Ladungsschwer-punkt, de�niert durch rq = Pi jqijriPi jqij (1.25)w�ahlen. Solange ri � r, k�onnen wir (1.10) durch eine Taylor-Reihe darstellen,� = �0 + �1 + �2 + �3 + ::: (1.26)15



deren erste Terme lauten:1.) Monopol-Anteil: �0 =Xi qi4��0r = Q4��0r (1.27)beschreibt eine am Ursprung 0 lokalisierte Punktladung Q. In 0. N�aherung der Taylor-Entwicklung, d.h. aus gen�ugend gro�er Entfernung, sieht jede Ladungsverteilung wie einePunktladung aus!2.) Dipol-Anteil:Der in den Koordinaten ri der Punktladungen lineare Term hat folgende Form:�1 =Xi qi4��0xi @@x ( 1jr� rij)ri=0 +Xi qi4��0 yi @@y ( 1jr� rij)ri=0 +Xi qi4��0 zi @@z ( 1jr� rij)ri=0(1.28)= �Xi qi4��0 (xi @@x + yi @@y + zi @@z )1r = � d4��0 � r(1r ) = d � r4��0r3 = d cos�4��0r2wobei der Vektor d, das Dipolmoment, gegeben ist durchd =Xi qiri: (1.29)Der Winkel � ist der Winkel zwischen r und d:
Bei den Umformungen in (1.28) wurde benutzt:@@x(1r ) = @r@x @@r (1r ) = � 1r2 @r@x = � 1r2 xr : (1.30)Abh�angigkeit des Dipolmoments vom Koordinatenursprung: Verschiebt man denUrsprung 0 um a, so wird d0 =Xi qi(ri � a) = d�Qa: (1.31)16



Falls Q 6= 0, kann man a so w�ahlen, da� d' = 0 wird. Wenn dagegen Q = 0 ist, so wirddagegen d = d0 unabh�angig vom Ursprung und das Dipolmoment beschreibt eine echteinnere Eigenschaft des betrachteten Systems.Konstruktionsanleitung: Man bestimme die Schwerpunkte der positiven bzw. ne-gativen Ladungstr�ager. Fallen diese zusammen, so ist nach (1.29) d = 0. Andernfalls gibtihre Verbindungslinie die Richtung von d, ihr Abstand ist ein Ma� f�ur den Betrag von d.Beispiel: Molek�ule.

3.) Quadrupol-Anteil:4��0�2 = 12fQxx @2@x2 (1r ) +Qyy @2@y2 (1r ) +Qzz @2@z2 (1r ) (1.32)+Qxy @2@x@y (1r ) +Qyz @2@y@z (1r ) +Qzx @2@z@x (1r );+Qyx @2@y@x(1r ) +Qzy @2@z@y (1r ) +Qxz @2@x@z (1r )g;wobei Qxx =Xi qi x2i ; Qxy =Xi qi xiyi; etc: (1.33)die Komponenten des Quadrupol-Tensors sind. Er ist symmetrisch und reell und kanndaher stets diagonalisiert werden: Qmn = Qm�mn: (1.34)Es besteht hier eine weitgehende Analogie zum Tr�agheitstensor in der Mechanik.Normierung: Die Beziehung�(1r ) = ( @2@x2 + @2@y2 + @2@z2 )1r = ( @@x xr @@r + @@y yr @@r + @@z zr @@r )1r (1.35)= � 3r3 + 3x2 + y2 + z2r5 = 0 f�ur r 6= 0erlaubt uns die Komponenten (1.33) in (1.34) im Hauptachsensystem zu ersetzen durch:Qx =Xi qi(x2i � r2i3 ) = 13Xi qif2x2i � y2i � z2i g; (1.36)17



ohne dabei �2 zu �andern. (1.36) zeigt, da� die Eigenwerte Qm die Abweichungen von derKugelsymmetrie beschreiben, denn f�ur sph�arische Ladungsverteilungen wird:Xi qi x2i =Xi qi y2i =Xi qi z2i ! Qm = 0: (1.37)Spezialfall: Axialsymmetrie z.B. um die z-Achse. Dann wirdQx = Qy = �12Qz; (1.38)d.h. der Quadrupol - Anteil �2 ist durch 1 Zahl, das Quadrupolmoment, zu kennzeich-nen. F�ur diesen Fall ist die Winkelabh�angigkeit von �2 leicht anzugeben: Wir bilden@2@x2 (1r ) = � @@x ( xr3 ) = � 1r3 + 3x2r5 = 3x2 � r2r5 ; (1.39)und entsprechend f�ur y und z, und �nden mit (1.38):�2 = 3Qz(3z2 � r2)4��0 � 4r5 = Q04��0 � (3 cos2 � � 1)2r3 ; (1.40)wobei Q0 = 32Qz (1.41)alsQuadrupolmoment der axialsymmetrischen Ladungsverteilung bezeichnet wird. Glei-chung (1.40) zeigt die f�ur den Quadrupol - Anteil charakteristische r � Abh�angigkeit; dieWinkelabh�angigkeit ist deutlich von der des Dipol - Terms zu unterscheiden.Kontinuierliche Ladungsverteilungen:Analog zu Abschnitt 1.4 erhalten wir f�ur eine kontinuierliche (r�aumlich begrenzte)Ladungsverteilung: d = Z dV �(r)r (1.42)anstelle von Gleichung (1.29) und (1.36) ist zu ersetzen durch:Qx = 13 Z dV �(r)(2x2 � y2 � z2): (1.43)

Beispiel: Eine ganze Reihe von Atomkernen ist (axialsymmetrisch) deformiert undelektrostatisch durch ein Quadrupolmoment charakterisiert. Die Abweichungen von derKugelsymmetrie k�onnen dabei sowohl positiv, Q0 > 0, als auch negativ sein, Q0 < 0, wasanschaulich einer Zigarre bzw. einer Scheibe entspricht.18



Kapitel 2Grundlagen der Elektrostatik
2.1 Flu� eines Vektor-FeldesWir wollen im folgenden nach �aquivalenten Formulierungen des Coulomb'schen Gesetzessuchen. Dazu f�uhren wir den Begri� des Flusses eines Vektor-Feldes ein.Ein Vektor-Feld A(r) sei auf einer Fl�ache F de�niert. F sei me�bar und zweiseitig,d.h. F m�oge einen endlichen Fl�acheninhalt besitzen und Ober- und Unterseite von F seien(durch die Fl�achennormale) wohl de�niert. Gegenbeispiel: das M�obius'sche Band.Den Flu� des Vektor-Feldes A durch die Fl�ache F de�nieren wir dann durch dasOber
�achenintegral ZF A � df = ZF Andf; (2.1)wobei An die Komponente von A in Richtung der Fl�achennormalen ist.Zur Interpretation von (2.1) betrachten wir eine Fl�ussigkeitsstr�omung mit der Geschwin-digkeit v(r) und der Dichte �(r). W�ahlen wirA(r) = �(r)v(r); (2.2)so bedeutet ZF A � df = ZF �(r)v(r) � df (2.3)die pro Zeiteinheit durch F 
ie�ende Menge Fl�ussigkeit. (2.3) zeigt, da� nur die senkrechtzur Str�omung stehende Fl�ache wirksam wird.2.2 Satz von Gau�Wir w�ahlen nun f�ur A das elektrostatische Feld E und f�ur F eine geschlossene Fl�ache mitden oben erw�ahnten Eigenschaften. Dann ist der elektrische Flu�IF E � df = IF ENdf (2.4)mit der in dem Volumen V enthaltenen Gesamtladung Q verkn�upft durch (Satz vonGau� ): 	 = IF E � df = Q�0 : (2.5)19



Beweis: 1. Schritt: q sei eine einzelne Punktladung imMittelpunkt einer Kugel mit RadiusR. Dann ist in jedem Punkt der Kugelober
�ache E parallel zu der (�au�eren) Fl�achennor-male n
und f�ur den Betrag von E gilt: E = En = q4��0R2 : (2.6)Also wird: 	 = I q4��0R2R2d
 = q4��0 I d
 = q�0 ; (2.7)unabh�angig von Radius R der Kugel.2. Schritt: Wir ersetzen die Kugelober
�ache durch eine im Rahmen der unter 2.1) genann-ten Voraussetzungen beliebige geschlossene Fl�ache,
Ausschnitt:

Dann wird 	 = IF qcos�4��0R2df = IF q4��0R2df 0 = q4��0 I d
 = q�0 : (2.8)20



3. Schritt: q liege au�erhalb F .

Unter Beachtung der jeweiligen Normalenrichtung (nach au�en!) �ndet man, da� sich z.B.die Beitr�age aus der Umgebung von Punkt 1 und 2 gerade wegheben. Dabei geht wiederein, da� die Feldst�arke E stets radial (von q aus) gerichtet ist und wie 1/R2 abf�allt,w�ahrend df mit R2 zunimmt. Man erh�alt also	 = 0 (2.9)f�ur den elektrischen Flu� .4. Schritt: F�ur N Punktladungen qi innerhalb von F �nden wir nach dem Superposi-tionsprinzip: 	 =Xi qi�0 = Q�0 : (2.10)2.3 Anwendungen des Gau�'schen SatzesF�ur symmetrische Ladungsverteilungen bietet (2.5) die M�oglichkeit, die Feldst�arke E mitgeringem Aufwand zu berechnen. Wir betrachten 2 Beispiele:1. Feld einer homogen-raumgeladenen Kugel. Sei�(r) = �(r) f�ur r � R; �(r) = 0 sonst: (2.11)Aufgrund der Kugelsymmetrie ist E radial gerichtet, soda�	 = 4�r2E(r) = Qr�0 ; (2.12)wobei Qr die in einer konzentrischen Kugel mit Radius r enthaltene Ladung ist.F�ur Punkte mit r � R ist Qr = Q die Gesamtladung und es folgt aus (2.12):E(r) = Q4��0r2 f�ur r � R: (2.13)F�ur r � R h�angt das Ergebnis von der speziellen Form von �(r) ab. Als Beispiel w�ahlenwir �(r) = �0 = const; (2.14)21



dann wird: Qr = 4�3 r3�0; (2.15)also wie in (1.21): E(r) = �03�0 r: (2.16)Man vergleiche den Rechenaufwand hier mit dem, den Gleichung (1.15) erfordert!2.) Homogen geladene, unendlich ausgedehnte Ebene.

Aus Symmetriegr�unden steht E senkrecht zur Ebene, der Betrag E ist gleich f�ur die Punkte1 und 2, welche von der Ebene den Abstand r haben m�ogen. Der Gau�'sche Satz ergibtdann: 	 = IF E � df = aE(1) + aE(2) = Q�0 = �a�0 ; (2.17)wenn a die Zylindergrund
�ache ist und � die Fl�achenladungsdichte. Vom Zylinder-Mantelerh�alt man keinen Beitrag, da E keine Komponente in Richtung der Normalen auf demZylinder-Mantel hat. Ergebnis: E = �2�0 (2.18)unabh�angig von r.2.4 Di�erentialgleichungen f�ur E und �Wir wollen den Gau�'schen Satz (2.5) in di�erentieller Form darstellen. Dazu formen wirdas Fl�achenintegral um in ein Volumenintegral �uber das von F eingeschlossene VolumenV (Gau�'sche Formel): IF E � df = ZV r �E dV = Q�0 : (2.19)Mit Q = ZV �(r) dV (2.20)folgt dann: ZV (r �E� ��0 ) dV = 0: (2.21)22



Gleichung (2.21) mu� f�ur beliebige Volumen V gelten, kann also nur erf�ullt sein, wenn derIntegrand verschwindet: r �E = ��0 : (2.22)Gleichung (2.22) �andert sich nicht, wenn man zu E eine beliebige divergenzfreie Vektor-funktion E0 addiert; Gleichung (2.22) reicht daher zur Bestimmung des elektrischen Feldesnicht aus. Eine weitere di�erenzielle Beziehung f�ur E erhalten wir aus (vgl. (1.11))E = �r� (2.23)�uber die Vektorindentit�at (�UB) r� (rf) = 0; (2.24)n�amlich (Wirbelfreiheit): r�E = 0: (2.25)Aus (2.22) und (2.25) kann man bei gegebener Ladungsverteilung � die Feldst�arke deselektrostatischen Feldes bestimmen, was jedoch recht aufwendig ist.In der Praxis geht man noch einen Schritt weiter von der Feldst�arke E zum Potential�, aus dem sich durch Di�erentiation gem�a� (2.23) E gewinnen l�a�t. Setzt man (2.23) in(2.22) ein, so erh�alt man r � (r�) = �� = � ��0 (2.26)die Poisson'sche Gleichung mit der Abk�urzung� = @2@x2 + @2@y2 + @2@z2 : (2.27)Hat man eine L�osung von (2.26) gefunden, so kann man dazu eine beliebige L�osung derhomogenen Gleichung (Laplace-Gleichung)�� = 0 (2.28)addieren und erh�alt eine neue L�osung von (2.26). Diese Mehrdeutigkeit kann man durchVorgabe von Randbedingungen beseitigen. F�ur die weitere Diskussion sei auf Kapitel 3verwiesen!2.5 Energie des elektrostatischen FeldesUm eine Punktladung q1 aus dem Unendlichen an eine Ladung q2 auf den Abstand r12heranzubringen, ben�otigt (oder gewinnt) man die EnergieU = q1q24��0r12 : (2.29)Will man aus N Punktladungen qi eine bestimmte (durch die Abst�ande der Ladungen qicharakterisierte) Ladungsanordnung aufbauen, so ben�otigt (oder gewinnt) man entspre-chend die Energie U = 12Xi 6=j qiqj4��0rij ; (2.30)23



der Faktor 1/2 sorgt daf�ur, da� Doppelz�ahlungen vermieden werden, die Einschr�ankungi 6= j schlie�t Selbstenergien der Punktladungen aus.Stellt man das Bild der Punktladungen in den Mittelpunkt der Betrachtungen, so inter-pretiert man U als die potentielle Energie eines Systems von geladen Massenpunkten.Man kann auch das Bild des elektrischen Feldes in den Mittelpunkt stellen. Dann ist diezum Aufbau des elektrischen Feldes ben�otigte Energie U im elektrischen Feld gespeichertin Form von Feldenergie. Da die Coulomb-Kraft konservativ ist, geht die beim Aufbaudes Feldes (also der Herstellung einer bestimmten Ladungsanordnung) geleistete Arbeitnicht verloren.Um den Zusammenhang der beiden Betrachtungsweisen quantitativ zu fassen, formenwir (2.30) um (vergl. Kapitel 1):U = 12Xi qi�(ri) = 12 ZV �(r)�(r)dV; (2.31)wobei �(ri) das Potential am Ort ri der i-ten Punktladung ist, welches die anderen Punkt-ladungen dort erzeugen. Gleichung (2.31) k�onnen wir mit (2.26) umschreiben zu:U = ��02 ZV �(r)��(r) dV: (2.32)Gleichung (2.33) beschreibt die Energie U vollst�andig durch das Potential �, d.h. durchdas elektrostatische Feld ohne Bezug auf die Ladungen, die dieses Feld erzeugt haben.Man kann U statt durch das Potential � durch die Feldst�arke E ausdr�ucken, wenn mandie Identit�at (�UB) r � (frg) = (rf) � (rg) + f�g (2.33)f�ur f = g = � benutzt: U = �02 ZV (r�(r))2dV � �02 IF �r� � df ; (2.34)und die Gau�'sche Formel anwendet, wonachZV r � (�r�) dV = IF �r� � df (2.35)mit F als Ober
�ache von V . Wenn sich nun alle Ladungen im Endlichen be�nden, soverschwindet in (2.34) das Ober
�achenintegral mit zunehmendem Volumen V , da �r�mit wachsendem Abstand vom Ladungszentrum wie R�3 abf�allt, w�ahrend die Ober
�achenur mit R2 anw�achst. Im Limes V !1 bleibt also:U = �02 ZV (r�(r))2 dV = �02 ZV E2 dV (2.36)als die im Feld gespeicherte Energie. �0E2(r)=2 gibt dann die Energiedichte an.
24



2.6 Multipole im elektrischen FeldWenn eine r�aumlich lokalisierte Ladungsverteilung � in ein �au�eres elektrostatisches Feld,gegeben durch sein Potential �a, gebracht wird, so gilt (entsprechend den �Uberlegungenvon Abschnitt 2.5) f�ur seine EnergieU = ZV �(r)�a(r)dV; (2.37)wenn man annimmt, da� das �au�ere Feld durch � nicht (merklich) ge�andert wird unddie das �au�ere Feld �a hervorrufenden Ladungen sich au�erhalb des Gebietes V be�n-den, auf das � beschr�ankt ist. Damit erkl�art sich das Fehlen des Faktors 1/2 in (2.37)verglichen mit (2.31). Weiter sei �a in V langsam ver�anderlich, so da� wir �a bzgl. desLadungsschwerpunktes in eine Taylor-Reihe entwickeln k�onnen:�a(r) = �a(0) + 3Xi=1 xi@�a@xi (0) + 12 3Xi;j=1xixj @2�a@xi@xj (0) + ::: (2.38)Da im Gebiet V f�ur das �au�ere Feld r �Ea = 0 (2.39)nach Annahme gilt, k�onnen wir (vergl. Kapitel 1.5) Gleichung (2.38) wie folgt umformen:�a(r) = �a(0)� 3Xi=1 xiEia(0)� 12 3Xi;j=1(xixj � r23 �ij)@Eia@xj (0) + ::: (2.40)Kombination von (2.37) und (2.40) ergibt:U = Q�a(0)� 3Xi=1 diEia(0)� 12 3Xi;j=1Qij @Eia@xj (0) + ::: (2.41)Gleichung (2.41) zeigt, wie die Multipolmomente einer Ladungsverteilung � mit einem�au�eren Feld Ea in Wechselwirkung tritt: die Gesamtladung Q mit dem Potential �a, dasDipolmoment d mit der Feldst�arke Ea, der Quadrupoltensor Qij mit dem Feldgradienten@Eia=@xj etc.Anwendungsbeispiele: atomare Dipole im �au�eren elektrischen Feldern, Wechselwir-kung des Kern-Quadrupolments mit der Elektronenh�ulle.
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Kapitel 3Randwertprobleme der Elektrostatik
3.1 EindeutigkeitstheoremWir wollen im folgenden zeigen, da� die Poisson-Gleichung bzw. die Laplace-Gleichungeine eindeutige L�osung besitzt, wenn eine der folgenden Randbedingungen gilt:i) Dirichlet - Bedingung� ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fl�ache F (3.1)oder ii) von Neumann-Bedingungr� ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fl�ache F; (3.2)Beweis: Wir nehmen an, da� es 2 L�osungen �1 bzw. �2 von�� = � ��0 (3.3)mit den gleichen Randbedingungen, (3.1) oder (3.2), gibt. Dann gilt f�ur die Di�erenzU = �1 � �2: �U = 0 (3.4)in dem von F umschlossenen Volumen V . Weiter ist wegen der RandbedingungenU = 0 auf F (3.5)oder rU = 0 auf F: (3.6)Mit der Identit�at r � (UrU) = (rU)2 + U�U (3.7)und (3.4) wird: ZV (rU)2 dV = ZV r � (UrU) dV = IF UrU � df = 0 (3.8)26



mit Hilfe der Formel von Gau�, falls eine der beiden Bedingungen (3.5) oder (3.6) gilt.Also: ZV (rU)2 dV = 0; (3.9)d.h. es ist in V : rU = 0; (3.10)da (rU)2 � 0. Damit wird U = const (3.11)und �1 und �2 unterscheiden sich h�ochstens um eine (physikalisch unwesentliche) Kon-stante.Sonderfall: V !1Wenn V der gesamte R3 ist, so ist die L�osung der Poisson-Gleichung eindeutig, falls � aufeinen endlichen Bereich beschr�ankt ist und �(r) asymptotisch so schnell abf�allt, da�r2�(r)@�@n (r)! 0 f�ur r !1; (3.12)wo @�=@n die Normalen-Ableitung von � bezeichnet. Der obige Beweis �ubertr�agt sichdirekt, wenn man beachtet, da� die Ober
�ache bei festem Rauminhalt wir r2 w�achst.3.2 SpiegelungsmethodeDiese Methode besteht darin, au�erhalb des zu untersuchenden Bereichs sogenannte Spiegel-Ladungen geeigneter Gr�o�e so anzubringen, da� mit ihrer Hilfe gerade die gefordertenRandbedingungen erf�ullt werden. Dieses Verfahren ist deshalb erlaubt, weil man zurL�osung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede L�osung der (homogenen) Laplace-Gleichung addieren darf (vgl. Kap. 2.4) Durch die Spiegelungsmethode wird diejenigeL�osung der Laplace-Gleichung ausgew�ahlt, die zusammen mit der gew�ahlten speziellenL�osung der Poisson-Gleichung die geforderten Randbedingungen erf�ullt.Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punktladung q im Abstand a von einerleitenden Ebene, welche geerdet sei (d.h. � = 0 auf der Ebene). Die Spiegelladung q'denken wir uns bzgl. der Ebene spiegelsymmetrisch zu q angebracht (Skizze).
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Dann betr�agt das Potential im Punkt P:4��0�(P ) = qr + q0r0 (3.13)und wir erhalten wie gefordert � = 0 f�ur alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wennwir w�ahlen: q0 = �q: (3.14)In dem (uns interessierenden) Bereich x > 0 ist q=(4��0r) eine spezielle L�osung derPoisson-Gleichung, q0=(4��0r0) eine L�osung der Laplace-Gleichung, die gerade daf�ur sorgt,da� f�ur x = 0 die geforderte Randbedingung gilt.F�ur die x-Komponente des elektrischen Feldes E erh�alt man aus (3.13) und (3.14):Ex(P ) = �@�@x = q4��0 (x� ar3 � x+ ar3 ); (3.15)also gilt f�ur die Ebene x = 0, Ex(x = 0) = � 2qa4��0r3 : (3.16)Die Komponenten in der x = 0 Ebene verschwinden, da das elektrische Feld senkrechtauf der Ebene x=0 steht (anderfalls w�urde ein Strom in der Ebenenober
�ache 
iessenbzw. das Potential auf der Fl�ache nicht konstant sein). Gleichung (3.16) bedeutet nachdem Gau�'schen Satz (vgl. Kap. 2.2), da� in der Ebene x = 0 eine Ladung mit der(ortsabh�angigen) Fl�achendichte� = �0Ex(x = 0) = � qa2�r3 (3.17)durch die Anwesenheit der Punktladung q in
uenziert wird.3.3 InversionsmethodeEs sei �(r; �; �) das Potential, das durch Punktladungen qi am Ort r = (r; �; �) erzeugtwird: �(r; �; �) =Xi qi4��0qr2 + r2i � 2rricos
i ; (3.18)hier bezeichnen (ri; �i; �i) die Orte der Punktladungen qi und 
i den Winkel zwischen rund ri. Dann ist ��(r; �; �) = ar�(a2r ; �; �) (3.19)das Potential, das die Punktladungen �q = aqiri (3.20)bei (a2=ri; �i; �i) am Ort (r; �; �) erzeugen. 28



Beweis: Wir kombinieren Gleichungen (3.19) und (3.18) zu��(r; �; �) = ar Xi qi4��0qa4=r2 + r2i � 2a2ricos
i=r (3.21)=Xi aqi=ri4��0qr2 + a4=r2i � 2a2rcos
i=ri :Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine Punktladung gegen�uber einer leitendenKugel, welche sich auf dem Potential � = 0 be�nden soll. Wir ersetzen die Kugel durcheine Punktladung �q, deren Gr�o�e und Position so zu w�ahlen sind, da� das resultierendePotential von q und �q auf der Kugelober
�ache gerade verschwindet. Das von der Punkt-ladung q, lokalisiert am Ort (rq; 0; 0), im Punkt (r; �; �) erzeugte Potential werde mit�(r; �; �) bezeichnet. Setzt man nun die Ladung �q = �Rq=rq an den Ort (R2=rq; 0; 0)(Skizze)

so ist das von �q am Ort (r; �; �) erzeugte Potential nach (3.19):��(r; �; �) = �Rr �(R2r ; �; �): (3.22)Auf der Kugelober
�ache, r = R, wird:��(R; �; �) = ��(R; �; �); (3.23)also wie gefordert ��(R; �; �) + �(R; �; �) = 0: (3.24)Die gesuchte L�osung der Poisson-Gleichung au�erhalb der leitenden Kugel ist dann:��(r; �; �) + �(r; �; �) (3.25)mit �(r; �; �) = q4��0jr� rqj : (3.26)
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3.4 Trennung der VariablenWir suchen nach L�osungen der Laplace-Gleichung�� = 0 (3.27)und nehmen dabei der Einfachheit halber an, da� � von z nicht abh�angt,� = �(x; y): (3.28)Dann vereinfacht sich (3.27) in kartesischen Koordinaten zu:( @2@x2 + @2@y2 )�(x; y) = 0 (3.29)Da (3.29) keinen Mischterm @2=@x@y� enth�alt, liegt es nahe, folgenden Separationsan-satz zu machen: �(x; y) = f(x)g(y); (3.30)dann geht (3.29) �uber in: g(y) @2@x2f(x) + f(x) @2@y2 g(y) = 0: (3.31)Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g ist (3.31) �aquivalent zu:1f(x) @2f@x2 + 1g(y) @2g@y2 = 0: (3.32)Der 1. Term in (3.32) h�angt nur von x, der 2. nur von y ab; da x und y unabh�angigeVariablen sind, folgt aus (3.32):1f(x) @2f@x2 = const = � 1g(y) @2g@y2 : (3.33)W�ahlen wir die Konstante in (3.33) z.B. positiv reell (= k2), so erhalten wir folgendeDi�erentialgleichungen: @2f@x2 � k2f(x) = 0; @2g@y2 + k2g(y) = 0 (3.34)mit den L�osungen:f(x) = a exp(kx) + b exp(�kx); g(y) = c sin(ky) + d cos(ky): (3.35)Die Integrationskonstanten a; b; c; d und die Separationskonstante k werden durch Rand-bedingungen festgelegt. Als Beispiel betrachten wir einen in z-Richtung unendlich ausge-dehnten Rechteck-Zylinder (mit den Kantenl�angen x0 und y0) mit den Randbedingungen:�(x; 0) = �(x; y0) = 0; (3.36)30



woraus d = 0; sin(ky0) = 0! k = n�y0 = kn (3.37)folgt. Weiterhin seien die Randbedingungen�(0; y) = 0; �(x0; y) = V (y); (3.38)gegeben, wobei V (y) irgendeine vorgegebene Funktion ist. Aus (3.38) folgt zun�achsta = �b! f = af exp(knx)� exp(�knx)g: (3.39)Um die 4. Bedingung auch noch zu erf�ullen, entwickeln wir nach Fourier:�(x; y) = 1Xn=1An sin(kny) sinh(knx); An = 2ancn; (3.40)und bestimmen die Koe�zienten An aus der Forderung�(x0; y) = V (y) = 1Xn=1An sin(kny) sinh(knx0): (3.41)Nach dem Umkehrtheorem f�ur Sinus-Fourier-Reihen erh�alt man:An = 2y0 sinh(knx0) Z y00 V (y) sin(kny)dy: (3.42)Hat man Randbedingungen von sph�arischer Symmetrie, so wird man die Laplace-Gleichungl�osen durch einen Separationsansatz in Kugelkoordinaten; entsprechend verf�ahrt man beiaxialer Symmetrie.�Ubersicht Elektrostatik1.) Basis: Coulomb-GesetzK = qE mit E(r) =Xi qi(r� ri)4��0jr� rij32.) Feldgleichungen:a) integral: IS E � ds = 0; IF E � df = Q�0b) di�erentiell: r� E = 0; r �E = ��03.) Elektrostatisches Potential:E = �r�! �� = � ��0 : Poisson-Gleichung4.) Feldenergie: 12Xi 6=j qiqj4��0rij ! 12 ZV �� dV ! �02 ZV E2 dVPotentielle Energie der Punktladungen ! elektrostatische Feldenergie31
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Kapitel 4Amp�ere'sches Gesetz
4.1 Elektrischer Strom und LadungserhaltungElektrische Str�ome werden durch bewegte Ladungstr�ager hervorgerufen. Ladungstr�agerk�onnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuniger, einem Elektrolyten odereinem Gas, Elektronen in einem Metall etc. Ursache f�ur die Bewegung der Ladungen sindin erster Linie elektrische Felder, es kann sich aber auch um materiellen Transport vonLadungstr�agern handeln. Als elektrische Stromst�arke de�nieren wir diejenige Ladungs-menge, die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt 
ie�t.Als einfachsten Fall betrachten wir zun�achst Ladungstr�ager mit gleicher Ladung q undGeschwindigkeit v. Es sei a der Vektor senkrecht zum Querschnitt des leitenden Mediums,dessen Betrag a die Querschnitts
�ache angibt und n die Dichte der Ladungstr�ager. In derZeit �t passieren dann die in dem Volumen �V = (a � v)�t be�ndlichen Ladungstr�agerden Leiterquerschnitt, n�amlich n(a �v)�t Ladungstr�ager. Damit folgt f�ur die Stromst�arkeI(a) = nq(a � v)�t�t = nq(a � v): (4.1)Haben wir allgemein pro Volumeneinheit ni Ladungstr�ager qi mit der Geschwindigkeit vi,so wird: I(a) = a � (Xi niqivi): (4.2)Die Gleichungen (4.1) unf (4.2) legen es nahe, die Stromdichte j einzuf�uhren alsj =Xi niqivi; (4.3)welche sich f�ur qi = q mit der mittleren Geschwindigkeit< v >= 1nXi nivi (4.4)verkn�upfen l�a�t: j = nq < v >= � < v > : (4.5)33



Gleichung (4.5) macht deutlich, da� hohe Absolutgeschwindigkeiten der Ladungstr�agernoch keinen hohen Strom bedeuten, da nur der Mittelwert der Geschwindigkeiten der La-dungstr�ager wesentlich ist. Sind z.B. die Geschwindigkeiten der Ladungstr�ager gleichm�a�ig�uber alle Richtungen verteilt, so wird < v >= 0 und damit auch j = 0. Im allgemeinenFall ist � und < v > orts- und zeit-abh�angig, alsoj = j(r; t): (4.6)Den Erhaltungssatz der Ladung k�onnen wir mit den Begri�en der Ladungs- und Strom-dichte wie folgt formulieren: Wir betrachten ein beliebiges endliches Volumen V mit derOber
�ache F . Die darin enthaltene Ladungsmenge sei Q = Q(t). Wenn V nicht von derZeit abh�angt, so ergibt sich f�ur die �Anderung der in V enthaltenen Ladungsmenge proZeiteinheit: dQdt = ZV @�@t dV: (4.7)Da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet werden kann, mu� die Abnahme (Zunahme) derin V enthaltenen Ladung gleich der (im betrachteten Zeitraum) durch F hinaus (hinein)-str�omenden Ladungsmenge sein. Letztere ist gegeben durch das Ober
�achenintegral derStromdichte, welches nach der Gau�'schen Integralformel in ein Volumenintegral umge-formt werden kann: IF j � df = ZV r � j dV: (4.8)Damit lautet die Ladungsbilanz:� ZV @�@t dV = ZV r � j dV (4.9)oder, da V beliebig gew�ahlt werden kann, erhalten wir die Kontinuit�atsgleichung:r � j+ @�@t = 0: (4.10)W�ahrend (4.8) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt, bedeutet (4.10) dieLadungserhaltung in di�erentieller Form.Spezialf�alle:i) Elektrostatik: station�are Ladungenj = 0! @�@t = 0! � = �(r) (4.11)ii) Magnetostatik: station�are Str�omej = j(r) und r � j = 0! @�@t = 0: (4.12)F�ur einen station�aren Strom ist n�amlich r � j zeitlich konstant, und diese Konstante mu��uberall null sein, da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet wird.34



4.2 Amp�ere'sches GesetzGegeben sei eine station�are Stromverteilung j = j(r). Um elektrostatische E�ekte zu eli-minieren, wollen wir noch annehmen, da� die Dichte der bewegten Ladungstr�ager, dieden Strom aufbauen, kompensiert wird durch ruhende Ladungstr�ager entgegengesetztenVorzeichens (z.B. bewegte Leitungselektronen und ruhende Gitterionen im metallischenLeiter). Auf eine bewegte Probeladung q wirkt dann in der Umgebung des stromdurch-
ossenen Leiters eine Kraft, f�ur die man experimentell �ndet:K = q(v �B) (4.13)mit B(r) = �m ZV j(r0)� (r� r0)jr� r0j3 dV 0 (4.14)als dermagnetischen Induktion. Die Gleichungen (4.13) und (4.14) sind als Grundlagender Magnetostatik ebenso experimentell gesichert wieK = qE (4.15)mit E(r) = �e ZV �(r0)(r� r0)jr� r0j3 dV 0 (4.16)in der Elektrostatik! So wie wir (4.15) als Me�vorschrift f�ur das elektrostatische Feld Eau�assen k�onnen, so stellt (4.13) eine Me�vorschrift f�ur die magnetische Induktion B dar.Ma�systeme:Hat man �e festgelegt, d.h. hat man die Einheitsladung de�niert, so sind in (4.13) und(4.14) alle auftretenden Gr�o�en bzgl. ihrer Einheiten �xiert. �m kann also nicht mehr freigew�ahlt werden, sondern ergibt sich imi) MKSA -System zu �m = �04� (4.17)mit �0 = 4� � 10�7 m kgCoul.2 (4.18)als der magnetischen Permeabilit�at.ii) cgs-System: �m = 1c2 (4.19)mit der Lichtgeschwindigkeit c.Bemerkung: Gleichung (4.14) enth�alt - wie in (4.16) - das Superpositionsprinzip: dieFelder zweier Stromverteilungen j1 und j2 �uberlagern sich linear, da j = j1 + j2 die resul-tierende Stromverteilung ist. Weiterhin mu� unabh�angig vom Ma�system das Verh�altnis35



�m=�e eine Konstante sein. Mit (4.17) und (4.19) sowie �e = 1=(4��0) bzw. �e = 1 imcgs-System (siehe Kap. 1.2) erhalten wir die Beziehung�0�0 = 1c2 : (4.20)Dieser fundamentale Zusammenhang verweist bereits auf einen Zusammenhang mit derspeziellen Relativit�atstheorie.Im folgenden soll das Vektorfeld B(r) f�ur verschiedene einfache Stromverteilungenberechnet werden.4.3 Formel von Biot-SavartF�ur einen d�unnen Leiter k�onnen wir sofort �uber den Leitungsquerschnitt f integrierenund erhalten statt (4.14) B(r) = �0I4� ZL dl0 � (r� r0)jr� r0j3 (4.21)mit I = Zf j � df 0 (4.22)als der Stromst�arke (vgl. Skizze).

Ist der Leiter weiterhin gerade, so folgt aus (4.21) oder auch (4.14), da� die Feldlinienvon B konzentrisch um den Leiter verlaufen. Wir brauchen also nur noch den BetragB berechnen, da alle Beitr�age zum Integral (4.21) f�ur einen geraden Leiter die gleicheRichtung haben. Aus der Skizze folgt:B = �0I4� ZL sin�d2 dz (4.23)Die verbleibende Integration f�uhren wir f�ur einen unendlich langen Leiter aus: MitR = d sin�; z = R cotg� ! dz = �Rsin2�d� (4.24)folgt f�ur die Feldst�arke im Punkt P :B = �0I4�R Z 1�1 d( cos�) = �0I2�R: (4.25)36



Dieses ist die Formel von Biot und Savart f�ur einen d�unnen, geraden, unendlich langenLeiter.4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Mag-netfeldAusgehend von der Kraft, die eine Ladung qi erf�ahrt, wenn sie sich mit der Geschwindigkeitvi im Magnetfeld B bewegt, Ki = qi(vi �B(ri)); (4.26)erh�alt man f�ur die Kraft auf einen Strom mit der Stromdichte j:K =Xi qi(vi �B(ri)) = ZV j(r)�B(r) dV ; (4.27)das Volumen V ist so zu w�ahlen, da� es den Strom vollst�andig erfa�t.Beispiel: F�ur einen d�unnen Draht, �uber dessen Querschnitt sich das B-Feld nicht (we-sentlich) �andert, k�onnen wir (wie in Kap. 4.3) 2 der 3 Integrationen in (4.27) ausf�uhren:K = I ZL dl�B: (4.28)Das verbleibende Kurvenintegral l�angs des Leiters L l�a�t sich f�ur einen geraden Leiterausf�uhren, wenn B sich l�angs L nicht �andert:K = (I�B)L; (4.29)wo L die L�ange des Leiters angibt. Die Kraft ist also senkrecht zur Stromrichtung undzum B-Feld; sie ist maximal, wenn I parallel B ist, und verschwindet, wenn I senkrechtzu B verl�auft.Auf die Ladung qi mit Geschwindigkeit vi im Feld B wirkt das DrehmomentNi = ri � (qivi �B(ri)); (4.30)entsprechend auf den Strom der Stromdichte j:N =Xi ri � (qivi �B(ri)) = ZV r� (j�B) dV: (4.31)37



Einfache Beispiele sind (rechteckige oder kreisf�ormige) Stromschleifen im homogenen B-Feld (�UB).F�ur die praktische Auswertung von (4.31) ist es zweckm�a�ig, mit der Identit�at ('bac-cab Regel') a� (b� c) = (a � c)b� (a � b)c = b(a � c)� c(a � b) (4.32)umzuformen: N = ZV f(r �B)j� (r � j)BgdV: (4.33)F�ur einen station�aren, r�aumlich begrenzten Strom verschwindet der 2. Term in (4.33).Um dies zu zeigen, benutzen wir die Beziehung (n;m = 1; 2; 3)ZV xnjm dV = ZV xnr � (xmj) dV = ZV r � (xnxmj) dV � ZV xmjn dV (4.34)= ZF xnxmj � df � ZV xmjn dV = � ZV xmjn dVunter Ausnutzung von r � j = 0, der Produktregel, der Gau�'schen Formel und demVerschwinden von j auf der Ober
�ache F . F�ur n = m folgt aus (4.34)ZV (r � j) dV = 0; (4.35)so da� f�ur ein homogenes (schwach ver�anderliches) Feld in (4.33) der 2. Term (n�aherungs-weise) verschwindet. Entsprechend folgt aus (4.34) f�ur m 6= n:ZV (r �B)j dV = � ZV (j �B)r dV; (4.36)also: ZV (B � r) j dV = 12 ZV f(B � r) j� (B � j) rg dV = �12B� ZV (r� j) dV (4.37)mit Formel (4.32). Ergebnis: N =m�B (4.38)mit dem magnetischen Dipolmomentm = 12 ZV (r� j) dV: (4.39)F�ur einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Stromebene:
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Ist der stromf�uhrende Leiter d�unn, so erhalten wir nach Integration �uber den Leiterquer-schnitt: m = I2 IL(r� dl); (4.40)und f�ur den Betrag m: m = IF; (4.41)wobei I die Stromst�arke und F die vom Strom eingeschlossene Fl�ache ist (vgl. hierzu denFl�achensatz f�ur die Bewegung eines Massenpunktes im Zentralfeld!).Anwendungen: Strommessung bzw. Elektromotor.4.5 Kr�afte zwischen Str�omen

Mit (4.21) und (4.28) l�a�t sich die Kraft eines Stromes I 0 auf einen Strom I bei d�unnenLeitern schreiben als: K = �0II 04� ZL ZL0 dl� (dl0 � (r� r0))jr� r0j3 : (4.42)Gleichung (4.42) kann mit Hilfe von (4.32) symmetrisiert werden:K = �0II 04� ZL ZL0 (dl � dl0)(r� r0)jr� r0j3 ; (4.43)denn ZL dl � (r� r0)jr� r0j3 = � ZLr( 1jr� r0j) � dl = 0 (4.44)f�ur geschlossene oder unendlich lange Leiterkreise. Gleichung (4.43) �andert bei Vertau-schung der beiden Str�ome, d.h. von I und I 0 sowie von r und r0, das Vorzeichen. Darinspiegelt sich das Actio-Reactio-Prinzip wider, welches f�ur elektrostatische wie f�ur ma-gnetostatische Wechselwirkungen gilt. Es wird allerdings durchbrochen bei beliebigen,zeitabh�angigen Strom- und Ladungsverteilungen (siehe Kap. 6).
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Kapitel 5Grundgleichungen der Magnetostatik
5.1 Divergenz der magnetischen InduktionGleichung (4.14) kann wie folgt umgeschrieben werden:B(r) = �04�r� (ZV j(r0)jr� r0j dV 0): (5.1)Zum Beweis f�uhre man die der Operationr� entsprechenden Di�erentiationen unter demIntegral aus. Gem�a� (5.1) kann also B in der FormB = r�A (5.2)dargestellt werden mit A(r) = �04� ZV j(r0)jr� r0j dV 0: (5.3)Dann wird r �B = r � (r�A) = 0: (5.4)Gleichung (5.4) entspricht formal r �E = ��0 ; (5.5)und zeigt, da� es keine magnetischen Ladungen gibt. Bilden wir n�amlich die zu (5.4)korrespondierende integrale AussageZV r �B dV = IF B � df = 0; (5.6)so sehen wir, da� der Flu� der magnetischen Induktion durch eine geschlossene Fl�ache Fverschwindet. Der Vergleich mit: IF E � df = Q�0 ; (5.7)erkl�art die obige Aussage. 40



5.2 Rotation von BIn der Elektrostatik hatten wir gefundenr� E = 0 (5.8)oder gleichwertig IS E � ds = 0 (5.9)nach der Formel von Stokes. Entsprechend wollen wir im folgenden das LinienintegralIS B � ds (5.10)�uber einen geschlossenen Weg S untersuchen und dann �uber die Formel von Stokes r�Bberechnen.Wir betrachten zun�achst einen unendlich langen, d�unnen, geraden Leiter. Daf�ur hattenwir gefunden B(r) = I�02�re�; (5.11)wobei r der Abstand vom Leiter ist, I die Stromst�arke und e� die Richtung angibt: dieFeldlinien laufen konzentrisch um den Leiter. Als Weg S betrachten wir zun�achst einegeschlossene (st�uckweise) glatte Kurve in der Ebene senkrecht zum Leiter, welche denLeiter umfa�t (Skizze).

Dann wird: IS B � ds = I�02� IS e� � dsr = I�02� I d� = I�0: (5.12)Wenn S den Strom nicht umfa�t, so gilt:IS B � ds = 0 (5.13)Das ist f�ur den folgenden Weg sofort klar:
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Die Wegst�ucke AD;BC tragen zum Integral nicht bei, da sie senkrecht zu B verlaufen.An Hand von (5.12) zeigt man, da� die Beitr�age von AB;DC sich gerade kompensierenaufgrund des entgegengesetzten Umlaufsinns.Die obigen Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, indem man Str�ome vom oben dis-kutierten Typ superponiert und geschlossene Raumkurven S aus ebenen Wegst�ucken zu-sammensetzt. Ohne auf Beweis-Details einzugehen - was Aufgabe der Mathematik ist -halten wir als generelles Ergebnis fest:IS B � ds = �0I; (5.14)wobei I die Stromst�arke des von S umschlossenen Stromes ist. Bemerkung: Uml�auft Sden Strom n-fach, so ist I durch nI zu ersetzen.Die zu (5.9) analoge integrale Aussage (5.14) k�onnen wir mit Hilfe des Satzes vonStokes in eine di�erentielle Beziehung umwandeln. Der Satz von Stokes gestattet, dasobige Linienintegral in ein Ober
�achenintegral umzuformen:ISB � ds = ZF (r�B) � df (5.15)wobei F eine beliebige glatte, in den geschlossenen Weg S eingespannte, orientierbareFl�ache ist. F und S liegen im De�nitionsbereich des stetig di�erenzierbaren VektorfeldesB. Mit (5.15) ergibt sich aus (5.14):IS B � ds = ZF (r�B) � df = �0I = ZF j � df ; (5.16)oder, da F beliebig gew�ahlt werden kann:r�B = �0j: (5.17)Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld E mit r � E = 0 ist also das B-Feld nichtwirbelfrei.5.3 Vektor-PotentialStatt B bei gegebener Stromverteilung j aus (5.4) und (5.17) zu berechnen, wollen wirentsprechend dem elektrostatischen Potential � eine Hilfsgr�o�e einf�uhren, das sogenannteVektor-Potential, aus dem die magnetische Induktion durch Di�erenzieren gewonnenwerden kann. Wir hatten sie in Kap. 5.1 schon kurz eingef�uhrt:B = r�A; (5.18)42



und wollen nun versuchen, f�ur das Vektor-PotentialA eine Di�erentialgleichung zu �nden,aus der sich A bei gegebener Stromverteilung j berechnen l�a�t. Wir bilden:r� (r�A) = �0j = r(r �A)��A: (5.19)Der 1. Term auf der rechten Seite in (5.19) l�a�t sich beseitigen und damit die gesuchteDi�erentialgleichung vereinfachen, indem man ausnutzt, da�A �uber (5.18) nicht eindeutigde�niert ist. Das Feld B �andert sich n�amlich nicht, wenn man die EichtransformationA! A0 = A+r� (5.20)durchf�uhrt, wobei � eine beliebige (mindestens 2-mal partiell di�erenzierbare) skalareFunktion ist, denn: r�A0 = r�A+r� (r�) = rA+ 0: (5.21)Ist nun r �A 6= 0; (5.22)so w�ahlen wir � so, da� r �A0 = r �A+r � (r�) = 0: (5.23)Das gesuchte � �nden wir also durch L�osen einer Di�erentialgleichung vom Typ (2.28):�� = �r �A; (5.24)wo �r�A als eine gegebene Inhomogenit�at anzusehen ist. Es l�a�t sich also stets erreichen(ohne die Physik, d.h. das B-Feld in irgendeiner Weise einzuschr�anken!) da� :�A = ��0j (5.25)gilt. Die vektorielle Gleichung (5.25) zerf�allt in ihre 3 Komponenten, welche mathematischgesehen wieder vom bekannten Typ der Poisson-Gleichung (2.28) sind.5.4 MultipolentwicklungAnalog dem Fall der Elektrostatik interessiert man sich oft f�ur das B-Feld in gro�er Ent-fernung von der (r�aumlich lokalisiert angenommenen) Stromverteilung j. Dann emp�ehltes sich, das Vektor-Potential A analog � in eine Taylorreihe zu entwickeln:A(r) = A0(r) +A1(r) + :::: (5.26)mit demMonopolanteil: A0(r) = �04�r ZV j(r0) dV 0 (5.27)als 1. Term der Entwicklung von Gleichung (5.3). Nun ist f�ur jede Komponente i = 1; 2; 3ZV ji(r0)dV 0 = ZV r0 � (x0i j(r0)) dV 0 = IF x0i j(r0) � df 0 = 0 (5.28)43



wegen r � j = 0, der Formel von Gau� und der Tatsache, da� j 6= 0 nur innerhalb von Vund auf der Ober
�ache von V verschwindet. Also folgt:A0 = 0 (5.29)da es in der Elektrodynamik keine magnetischen Monopole gibt, wenn man mit (1.27)vergleicht.Dipolanteil: A1(r) = �04�r3 ZV (r � r0) j(r0) dV 0: (5.30)Das Integral (5.30) formen wir um gem�a� (4.37):ZV (r�r0)j(r0) dV 0 = 12 ZV f(r�r0)j(r0)�(r�j(r0)) r0g dV 0 = 12 ZV fr�(j(r0)�r0)g dV 0: (5.31)Ergebnis: A1(r) =m� (�04� rr3 ) (5.32)mit dem magnetischen Dipolmoment m von (4.39). Man vergleiche das Ergebnis mit(1.28)!Analyse von m:F�ur N Punktladungen qi lautet m:m = 12 NXi=1 qi(ri � vi): (5.33)Weiterhin kann m in einen einfachen Zusammenhang mit dem Drehimpuls L der N gela-denen Massenpunkte gebracht werden, wenn Mi = M und qi = q, n�amlich:m = q2ML: (5.34)Mit dem Bahndrehimpuls eines Systems geladener (identischer) Teilchen ist also ein ma-gnetisches Moment in Richtung von L verkn�upft. Diese Aussage gilt auch im atomarenBereich, z.B. f�ur die Elektronen eines Atoms. Umgekehrt l�a�t sich jedoch nicht jedesmagnetische Moment auf einen Bahndrehimpuls gem�a� (5.34) zur�uckf�uhren. Elementar-teilchen (wie z.B. Elektronen) besitzen ein inneres magnetisches Dipolmoment, welchesnicht mit dem Bahndrehimpuls sondern mit dem Spin dieser Teilchen verkn�upft ist durch:ms = g q2M s; (5.35)wobei s der Spin-Vektor ist und g das gyromagnetische Verh�altnis. Es ist g � 2:0024 f�urElektronen.
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5.5 Energie eines Dipols im �au�eren MagnetfeldF�ur die Kraft K auf einen magnetischen Dipol m in einem r�aumlich schwach ver�anderli-chen Feld B �ndet man: K = r(m �B): (5.36)Zum Beweis greife man zur�uck auf (4.27) und verfahre entsprechend der Berechnung vonN in Gleichung (4.38). Aus (5.36) ergibt sich f�ur die potentielle Energie des Dipols imB-Feld (nach etwas l�angerer Rechnung):U = �(m �B); (5.37)analog zu �(d �E) als Energie eines elektrischen Dipols im elektrostatischen Feld (2.41).Der Dipol wird sich also bevorzugt in Feldrichtung einstellen, da dies der niedrigst m�ogli-chen Energie entspricht.�Ubersicht �uber die Magnetostatik1.) Basis: Amp�ere'sches GesetzK = q(v �B) mit B = �04� ZV j(r0)� (r� r0)jr� r0j3 dV 0f�ur station�are Str�ome, wo r � j = �@�=@t = 0.2.) Feldgleichungen: AusB = r�A mit A = �04� ZV j(r0)jr� r0j dV 0folgta) di�erentiell: r �B = 0; r�B = �0joderb) integral IF B � df = 0; IS B � ds = �0I3.) Vektor-Potential: r� (r�A) = �0j ! �A = ��0jf�ur r �A = 0 (Coulomb-Eichung).
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Teil IIIGrundlagen der Elektrodynamik
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Kapitel 6Die Maxwell'schen Gleichungen
6.1 Konzept des elektromagnetischen FeldesIm folgenden sollen die Grundgleichungen f�ur das elektrische Feld E(r; t) und f�ur dasmagnetische Feld B(r; t) f�ur den Fall beliebiger Ladungs- und Stromverteilungen� = �(r; t); j = j(r; t) (6.1)aufgestellt werden. Als De�nition der Felder benutzen wir in Erweiterung der Gleichungen(1.8) und (4.13) die Beziehung (Lorentz-Kraft)K = q(E+ (v�B)): (6.2)Da � und j nun durch die Kontinuit�atsgleichung@�@t +r � j = 0 (6.3)verkn�upft sind, ist klar, da� elektrisches und magnetisches Feld nicht mehr separat be-handelt werden k�onnen: DieMaxwell'schen Gleichungen sind ein System gekoppelterDi�erentialgleichungen f�ur die Felder E und B.6.2 Faraday'sches InduktionsgesetzWir gehen von folgender experimenteller Erfahrung aus: Wenn sich der magnetische Flu�(Kap. 5.1) durch einen geschlossenen Leiterkreis �andert, wird l�angs des Leiterkreises ein(die Ladungstr�ager beschleunigendes) elektrisches Feld induziert, welches im Leiter einenInduktionsstrom hervorruft. Quantitativ gilt:�k ddt(ZF B � df) = IS E0 � ds; (6.4)wobei:i) F eine beliebige in den Leiterkreis S eingespannte Fl�ache ist (siehe unten);ii) E0 die induzierte elektrische Feldst�arke bezogen auf ein mit dem Leiter S mitbewegtesKoordinatensystem �0 ist; 47



iii) k eine vom Ma�system abh�angige Konstante ist, und zwar:k = 1 im MKSA-System; k = 1c im cgs-System (6.5)Gleichung (6.2) bezieht sich auf das MKSA-System und ist im cgs-System zu ersetzendurch K = q(E+ 1c (v�B)) = q(E+ (~� �B)) (6.6)mit ~� = v=c. Alle folgenden Formeln beziehen sich auf das MKSA-System.iv) Das Vorzeichen in (6.4) spiegelt die Lenz'sche Regel wider.Aus i) folgt, da� auch f�ur zeitabh�angige Felder wie in der Magnetostatikr �B = 0 (6.7)gilt. Sind n�amlich F1 und F2 irgendwelche in S eingespannte Fl�achen, so folgt aus i):ZF1 B � df1 = ZF2 B � df2: (6.8)Unter Beachtung der Orientierung der Fl�achen ergibt der Satz von Gau� f�ur das durchF1 und F2 de�nierte Volumen:0 = IF1 B � df1 � IF2 B � df2 = ZV r �B dV; (6.9)q.e.d. Die universelle G�ultigkeit von r � B = 0 war schon aufgrund der in Kap. 5.1gegebenen Interpretation zu erwarten.Diskussion des InduktionsgesetzesFall 1: Zeitlich ver�anderliches B-Feld bei ruhendem Leiterkreis S.Dann ist E0 = E die induzierte Feldst�arke im Laborsystem � und es folgt nach derFormel von Stokes: IS E � ds = ZF (r� E) � df = � ZF @B@t � df ; (6.10)oder, da F beliebig, r� E = �@B@t : (6.11)Gleichung (6.11) zeigt die erwartete Verkn�upfung der Felder E und B.Bemerkung: Gleichung (6.11) gilt unabh�angig davon, ob der Leiterkreis tats�achlich vor-handen ist, er dient nur zum Nachweis des induzierten Feldes!Anwendung: BetatronIn dem von einem zeitlich ver�anderlichen B-Feld induzierten elektrischen Feld E wer-den geladene Teilchen beschleunigt.Fall 2: Bewegter Leiterkreis S bei zeitlich konstantem B-Feld.48



Erl�auterung: F1 und F2 seien beliebige in S1 bzw. in S2 eingespannte Fl�achen, F3die Mantel
�ache, welche S1 und S2 verbindet. Die Pfeile deuten die Orientierungen derFl�achen an.Dann gilt nach der Formel von Gau� (Skizze):� ZF1 B � df1 + ZF2 B � df2 + ZF3 B � df3 = ZV (r �B) dV = 0; (6.12)wenn man (6.7) beachtet.F�ur die zeitliche �Anderung des Flusses folgt:ddt ZF B � df = lim�t!0 1�tfZF2 B � df2 � ZF1 B � df1g = � lim�t!0 1�t ZF3 B � df3 = I B � (v� ds);(6.13)und (6.4) nimmt die Form an:IS E0 � ds = � IS B � (v � ds) = IS ds � (v �B): (6.14)Gleichung (6.14) gestattet, die von einem zeitlich konstanten Magnetfeld an einer be-wegten Leiterschleife induzierte Ringspannung H E0 � ds (elektromotorische Kraft) zuberechnen.Anwendung: Wechselstrom-GeneratorDurch Kombination von Fall 1 und Fall 2 erh�alt man:IS E0 � ds = � ZF @B@t � df + IS ds � (v �B) = IS E � ds+ IS(v�B) � ds: (6.15)Da die Leiterschleife S beliebig gew�ahlt werden kann, folgt:E0 = E+ (v �B): (6.16)Dieser Zusammenhang zwischen der (induzierten) elektrischen Feldst�arke E0 im mitbe-wegten System �0 und der (induzierten) Feldst�arke E und der magnetischen Induktion Bim Laborsystem � l�a�t sich f�ur v � c im Rahmen des Galilei'schen Relativit�atsprinzipsverstehen: 49



Auf einen Ladungstr�ager q des Leiterkreises S wirkt im Laborsystem � die KraftK = q(E+ (v�B)); (6.17)w�ahrend im mitbewegten System �0 gilt:K0 = qE0; (6.18)da q in �0 ruht, also v0q = 0. F�ur v = const. ist der Zusammenhang von � und �0 durcheine Galilei-Transformation gegeben und es istK = K0; (6.19)woraus direkt (6.16) folgt.6.3 Erweiterung des Amp�ere'schen GesetzesDas Amp�ere'sche Gesetz der Magnetostatikr�B = �0j (6.20)gilt nur f�ur station�are Str�ome. Bildet man n�amlichr � (r�B) = �0r � j; (6.21)so erh�alt man wegen der Identit�at r � (r� a) = 0; (6.22)gerade r � j = 0 , d.h. station�are Str�ome. Allgemein gilt jedoch die Kontinuit�atsgleichungr � j = �@�@t ; (6.23)so da� (6.20) f�ur nichtstation�are Str�ome modi�ziert werden mu� .Wie diese Modi�kation aussehen mu� , wird sofort klar, wenn man das Gau�'scheGesetz der Elektrostatik (Kap. 2.4) beibeh�alt:r �E = ��0 ; (6.24)was durch die in Kap. 1.1 aufgef�uhrte Ladungsinvarianz gest�utzt wird. Kombiniert mannun (6.23) und (6.24), so folgt: r � (j+ �0@E@t ) = 0: (6.25)Ersetzt man daher j! j+ �0@E@t ; (6.26)so hat man wieder einen Strom mit verschwindender Divergenz wie in der Magnetostatik.In Einklang mit der Ladungserhaltung erweitern wir also (6.20) wie folgt:r�B = �0j+ �0�0@E@t : (6.27)Das Amp�ere'sche Gesetz (6.27) �ndet seine experimentelle Best�atigung in der Existenzelektromagnetischer Wellen (s.u.). 50



6.4 �Ubersicht �uber die Maxwell'schen GleichungenHomogene Gleichungen: r �B = 0; (6.28)was dem Fehlen magnetischer Monopole entspricht.r� E+ @B@t = 0; (6.29)was dem Induktionsgesetz entspricht.Inhomogene Gleichungen: r �E = ��0 ; (6.30)was dem Gau�'schen Gesetz entspricht.r�B� �0�0@E@t = �0j; (6.31)was dem Amp�ere-Maxwell'schen Gesetz entspricht.In (6.30) und (6.31) ist die Ladungserhaltung (6.23) schon implizit enthalten. (6.29)und (6.31) zeigen, da� ein zeitlich sich �anderndes Magnetfeld B ein elektrisches Feld Ebedingt und umgekehrt. Die Gleichungen (6.28) { (6.31) beschreiben zusammen mit derLorentz-Kraft K = q(E+ (v�B)): (6.32)vollst�andig die elektromagnetische Wechselwirkung geladener Teilchen im Rahmen derklassischen Physik.6.5 SelbstinduktionEin stromdurch
ossener Leiter erzeugt in seiner Umgebung gem�a� (6.31) ein magnetisches(und elektrisches) Feld. �Andert sich der Flu� dieses Magnetfeldes durch den Leiterkreis, sowird im Leiterkreis ein Induktionsstrom erzeugt (Selbstinduktion), der nach (6.4) demprim�aren Strom entgegen gerichtet ist (Lenz'sche Regel). Die Selbstinduktion h�angt vonder Geometrie des Leiters ab. F�ur eine quantitative Formulierung greift man zweckm�a�i-gerweise auf die elektromagnetischen Potentiale zur�uck (Kap. 7).
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Kapitel 7Die elektromagnetischen Potentiale
7.1 Skalares Potential und VektorpotentialStatt die gekoppelten Di�erentialgleichungen (6.28) - (6.31) f�ur E und B direkt zu l�osen,ist es meist bequemer - analog dem Vorgehen in der Elektrostatik und Magnetostatik -elektromagnetische Potentiale einzuf�uhren.Da generell r �B = 0; (7.1)gilt, k�onnen wir ein Vektorpotential A = A(r; t) �uber die BeziehungB = r�A (7.2)einf�uhren. Dann schreibt sich (6.29) alsr� (E+ @A@t ) = 0; (7.3)und die Vektorfunktion (E + @A=@t) l�a�t sich als Gradient einer skalaren Funktion � =�(r; t) darstellen: (E+ @A@t ) = �r�; (7.4)oder E = �@A@t �r�: (7.5)Damit sind E undB auf das VektorpotentialA und das skalare Potential � zur�uckgef�uhrt,und wir m�ussen nun die Di�erentialgleichungen aufstellen, aus denen A und � berechnetwerden k�onnen, wenn � und j vorgegeben sind.Dazu benutzen wir die inhomogenen Gleichungen (6.30) und (6.31). Aus (6.30) folgtmit E aus (7.5): �� +r � (@A@t ) = � ��0 (7.6)und aus (6.31) mit (7.2):r� (r�A) + �0�0(r@�@t + @2A@t2 ) = �0j: (7.7)52



Mit der Identit�at r� (r� a) = ��a +r(r � a) (7.8)geht (7.7) �uber in: �A� �0�0@2A@t2 �r(r �A+ �0�0@�@t ) = ��0j: (7.9)Damit haben wir die 8 Maxwell-Gleichungen f�ur E und B �uberf�uhrt in 4 Gleichungen f�urdie Potentiale A und �, die jedoch untereinander gekoppelt sind.Zur Entkopplung machen wir davon Gebrauch, da� die Maxwell-Gleichungen invariantsind unter Eichtransformationen (�UB):A! A+r�; (7.10)�! �� @�@t ; (7.11)wobei �(r; t) eine beliebige (2-mal stetig di�erenzierbare) Funktion ist.7.2 Lorentz-KonventionGleichung (7.9) legt nahe, � so zu w�ahlen, da�r �A+ �0�0@�@t = 0; (7.12)was der Lorentz-Konvention entspricht. Man erh�alt dann aus (7.9) und (7.6) entkop-pelte Gleichungen: �A� �0�0@2A@t2 = ��0j: (7.13)��� �0�0@2�@t2 = � ��0 ; (7.14)welche jeweils die gleiche mathematische Struktur besitzen. Sie vereinfachen sich f�ur zei-tunabh�angige Felder auf die Gleichungen (2.26) und (5.25) der Elektrostatik bzw. Ma-gnetostatik. Die Lorentz-Eichung (7.12) wird bei der relativistischen Formulierung derElektrodynamik benutzt unter Verwendung von �0�0 = c�2.Konstruktion von �: Falls r �A+ �0�0@�@t 6= 0 (7.15)f�uhren wir eine Eichtransformation durch und fordern:r �A+�� + �0�0@�@t � �0�0@2�@t2 = 0: (7.16)Gleichung (7.16) ist eine inhomogene, partielle Di�erentialgleichung 2. Ordnung der Form��� �0�0@2�@t2 = f(r; t): (7.17)53



Bei gegebener Inhomogenit�at f(r; t) = �r �A� �0�0@�@t (7.18)ist die L�osung mehrdeutig, da zu jeder L�osung von (7.17) noch eine beliebige L�osung derhomogenen Gleichung ��� �0�0@2�@t2 = 0 (7.19)addiert werden kann.7.3 Coulomb-EichungIn der Atom- und Kernphysik wird � meist so gew�ahlt, da�r �A = 0: (7.20)Dann geht (7.6) �uber in �� = � ��0 ; (7.21)mit der schon bekannten (partikul�aren) L�osung:�(r; t) = 14��0 ZV �(r0; t)jr� r0j dV 0; (7.22)aus (7.9) wird�A� �0�0@2A@t2 = ��0j(r; t) + �0�0r@�(r; t)@t= ��0j(r; t)� �0�04��0 ZV @�(r0; t)=@t (r� r0)jr� r0j3 dV 0 (7.23)= ��0j(r; t) + �04� ZV (r � j(r0; t))(r� r0)jr� r0j3 dV 0:Anwendung: In quellenfreien Gebieten, wo� = 0; j = 0; (7.24)reduzieren sich (7.22) und (7.23) dann auf:� = 0; �A� �0�0@2A@t2 = 0: (7.25)Die L�osungen von (7.25) sind elektromagnetische Wellen, z.B. in Form transversaler,ebener Wellen (siehe Kap. 9).Konstruktion von �: Erf�ullt die L�osung A von (7.9) nicht die Eichbedingung (7.20), sof�uhren wir die Transformation (7.10), (7.11) durch und fordernr �A+�� = 0; (7.26)54



oder �� = �r �A: (7.27)Dies ist ein Spezialfall von (7.17) mit �r�A als Inhomogenit�at. Mehrdeutigkeit von �: Zujeder L�osung von (7.27) kann man noch eine beliebige L�osung der homogenen Gleichung�� = 0 (7.28)addieren.7.4 Induktionsgesetz, SelbstinduktionDer magnetische Flu� als entscheidende Gr�o�e des Induktionsgesetzes l�a�t sich mit Hilfedes Vektorpotentials wie folgt ausdr�ucken:ZF B � df = ZF (r�A) � df = ISA � ds; (7.29)wenn man den Satz von Stokes anwendet. Die rechte Seite von (7.29) zeigt explizit, da�der Flu� nur vom Weg (Leiterschleife) S abh�angt, nicht jedoch von der speziellen Formder in S eingespannten Fl�ache F .F�ur den Fall der Selbstinduktion (Kap. 6.3) hat man bei gegebener Stromdichte j(r; t)aus (7.13) bzw. (7.23) das Vektorpotential A zu bestimmen und damit das Integral (7.29)zu berechnen. Das Ergebnis h�angt bei gegebener Stromst�arke nur noch von der Leiter-geometrie ab. Es ist wegen IS(r�) � ds = 0 (7.30)unabh�angig von der Wahl der Eichung.
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Kapitel 8Energie, Impuls und Drehimpuls deselektromagnetischen Feldes
8.1 EnergieIn Kap. 2.3 hatten wir dem elektrostatischen Feld eine Energie zugeordnet, charakterisiertdurch die Energiedichte !el = �02 E2: (8.1)Analog kann man dem magnetostatischen Feld eine Energie zuordnen. Wir wollen diesenSchritt �uberspringen und direkt die Energiebilanz f�ur ein beliebiges elektromagnetischesFeld aufstellen.Wir betrachten dazu zun�achst eine Punktladung q, die sich mit der Geschwindigkeitv in einem elektromagnetischen Feld fE;Bg bewegt. Die an dieser Ladung vom Feldgeleistete Arbeit ist gegeben durch:dWdt = K � v = q(E+ (v �B)) � v = qE � v; (8.2)da das Magnetfeld keine Arbeit leistet. Entsprechend gilt f�ur einen Strom der Stromdichtej: dWMdt = ZV E � j dV: (8.3)Die an den bewegten Punktladungen vom Feld geleistete Arbeit geht auf Kosten deselektromagnetischen Feldes, deren explizite Form im folgenden hergeleitet werden soll.Wir eliminieren in (8.3) zun�achst die sich auf die bewegten Massenpunkte beziehendeStromdichte j mit Hilfe von Gleichung (6.31):ZV E � j dV = ZV ( 1�0E � (r�B)� �0E � @E@t ) dV ; (8.4)diesen Ausdruck, der nur noch die Felder E und B enth�alt, k�onnen wir symmetrisierenbzgl. E und B mit den Relationenr � (a� b) = b � (r� a)� a � (r� b) (8.5)56



und r� E = �@B@t : (8.6)Ergebnis: ZV E � j dV = � ZV ( 12�0 @B2@t + �02 @E2@t + 1�0r � (E�B)) dV: (8.7)Interpretation:Fall 1: V !1Aus (8.3) und (8.7) folgt f�ur die FeldenergieWF = ZV ( 12�0B2 + �02 E2) dV; (8.8)falls die Felder asymptotisch schnell genug abfallen, soda� der r� - Term in (8.7) ver-schwindet. Mit Hilfe des Satzes von Gau� ,ZV r � (E�B) dV = IF (E�B) � df (8.9)mit F als Ober
�ache des (zun�achst als endlich angenommenen) Volumes V , �ndet man,da� die Felder E und B st�arker als 1=R abfallen m�ussen, da df mit R2 anw�achst (vgl.Kap. 2.5). F�ur statische Felder ist die obige Voraussetzung erf�ullt, nicht dagegen f�urStrahlungsfelder (vgl. Kap. 11). In (8.8) k�onnen wir nun die Energiedichte des elek-tromagnetischen Feldes !F = 12�0B2 + �02 E2 (8.10)einf�uhren, welche sich aus einem elektrischen Anteil (vgl. (8.1))!el = �02 E2 (8.11)und einem magnetischen Anteil !mag = 12�0B2 (8.12)zusammensetzt.Fall 2: V endlichWir behalten die Interpretation von (8.10) bei und schreiben, da V beliebig w�ahlbarist, (8.7) als (di�erentielle) Energiebilanz:E � j+ @!F@t +r � S = 0: (8.13)mit S = 1�0 (E�B): (8.14)Interpretation von (8.13): Die Feldenergie in einem Volumen V kann sich �andern da-durch, da� Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung (Kap. 11) hinein- (hinaus-)57



str�omt, beschrieben durch den Term r�S, und/oder da� an Punktladungen Arbeit gelei-stet wird, beschrieben durch E�j. In Analogie zur Ladungserhaltung (Kap. 4.1) nennen wirS die Energiestromdichte (Poynting-Vektor). Die Energiebilanz zeigt, da� die Energiedes abgeschlossenen Systems (Punktladungen plus elektromagnetisches Feld) eine Erhal-tungsgr�o�e ist.8.2 ImpulsDem elektromagnetischen Feld kann man au�er Energie auch Impuls zuordnen. Wir be-ginnen wieder mit der Impulsbilanz f�ur eine Punktladung q mit der Geschwindigkeit v.Nach Newton gilt dann f�ur die �Anderung des Impulses der Punktladung:dpMdt = q(E+ (v�B)); (8.15)entsprechend f�ur N Punktladungen, charakterisiert durch eine Stromdichte j und La-dungsdichte �: dPMdt = ZV (�E+ (j�B)) dV: (8.16)Analog zu Kap. 8.1 versuchen wir, � und j zu eliminieren, soda� die rechte Seite in (8.16)nur noch die Felder E und B enth�alt.Wir benutzen dazu � = �0r �E (8.17)und j = 1�0r�B� �0@E@t : (8.18)Das Resultat dPMdt = ZV  �0E(r �E) + 1�0 (r�B)�B� �0(@E@t �B)! dV (8.19)k�onnen wir bzgl. E und B symmetrisieren, indem wir in (8.19) den (verschwindenden)Term 1�0B(r �B) (8.20)hinzuf�ugen und in ��0(@E@t �B) = ��0 @@t(E�B) + �0(E� @B@t ) (8.21)das Induktionsgesetz r�E = �@B@t (8.22)ausnutzen. Ergebnis:dPMdt = ZV f[�0E(r�E)+ 1�0B(r�B)+ 1�0 (r�B)�B+�0(r�E)�E]��0 @@t(E�B)g dV:(8.23)58



F�ur die Interpretation von (8.23) fassen wir die [::::]-Terme wie folgt zusammen:(E(r �E) +E� (r�E))i = Ei 3Xm=1 @Em@xm � 3Xm=1 @Em@xi Em + 3Xm=1 @Ei@xmEm (8.24)= 3Xm=1 @@xm (EiEm)� 12 @@xi (Xm E2m) = 3Xm=1 @@xm (EiEm � 12E2�im):Entsprechend verfahren wir f�ur die B-Terme. Ergebnis:ddt(PM +PF )i = ZV 3Xm=1 @@xmTim dV (8.25)mitTim = �0(EiEm � 12E2�im) + 1�0 (BiBm � 12B2�im); PF = �0 ZV (E�B) dV: (8.26)Fall 1: V !1Wie unter Kap. 8.1 �uberzeugt man sich, da� die rechte Seite in (8.25) verschwindet, fallsdie Felder E und B schneller als 1=R abfallen. Dann lautet die ImpulsbilanzPM +PF = const: (8.27)Gleichung (8.27) legt nahe, PF als Impuls des elektromagnetischen Feldes zu interpretie-ren. F�ur das abgeschlossene System (Punktladungen plus Feld) ist dann der Gesamtim-puls, der sich additiv aus Teilchen- und Feldimpuls zusammensetzt, eine Erhaltungsgr�o�e.Fall 2: V endlichWir formen die rechte Seite in (8.25) mit dem Gau�'schen Satz um:ddt(PM +PF )i = IF 3Xm=1 Timnm df (8.28)wobei nm die Komponenten des Normalen-Vektors auf der Ober
�ache F von V sind. Daauf der linken Seite von (8.28) nach Newton eine Kraft steht, k�onnen wir Timnm als Druckdes Feldes (Strahlungsdruck) interpretieren. Das elektromagnetische Feld �ubertr�agt aufeinen Absorber also nicht nur Energie, sondern auch Impuls.Der Strahlungsdruck des Lichts wurde von Lebedev und Hull direkt an einer Drehwaa-ge nachgewiesen. An den Balkenenden angebrachte Metallpl�attchen wurden im Takt derEigenschwingung jeweils belichtet; es wurden in Resonanz gut beobachtbare Ausschl�ageerhalten. Ein besonders augenf�alliger Beweis ist die Kr�ummung von Kometenschweifenauf Grund des Strahlungsdruckes des von der Sonne emittierten Lichts.Bemerkung: Die Tatsache, da� die Impulsdichte~�F = �0(E�B) (8.29)und die Energiestromdichte S sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden,~�F = �0�0S = 1c2S; (8.30)ist kein Zufall, sondern ergibt sich zwangsl�au�g im Rahmen der relativistischen Formu-lierung. 59



8.3 DrehimpulsDie �Anderung des Drehimpulses einer Punktladung q im elektromagnetischen Feld istgegeben durch: dlMdt = r� dpMdt = qr� (E+ (v �B)): (8.31)Entsprechend gilt f�ur N Punktladungen, welche durch � und j charakterisiert seien, imVolumen V : dLMdt = ZV r� (�E+ (j�B)) dV: (8.32)Eliminiert man � und j und symmetrisiert man das Resultat bzgl. E und B, so erh�altman analog Kap. 8.2:dLMdt = ZV r�f�0E(r�E)+ 1�0B(r�B)+ 1�0(r�B)�B+�0(r�E)�E��0 @@t (E�B)g dV:(8.33)Fallen die Felder asymptotisch rasch genug ab, d.h. st�arker als 1=R, so bleibt f�ur V !1:ddt(LM + LF ) = 0; (8.34)mit LF = �0 ZV r� (E�B) dV (8.35)als Drehimpuls des Feldes. Die Summe aus dem mechanischen Drehimpuls LM und demdes Feldes LF ist eine Erhaltungsgr�o�e:LM + LF = const: (8.36)8.4 ZusammenfassungBei Abwesenheit anderer Kr�afte gelten f�ur das abgeschlossene System (Punktladungenplus Feld) die Erhaltungss�atze f�ur Energie, Impuls und Drehimpuls. Da sich Energie,Impuls und Drehimpuls der Punktladungen zeitlich �andern, m�ussen wir dem Feld selbstEnergie, Impuls und Drehimpuls zuordnen, um die Erhaltungss�atze f�ur das Gesamtsystemzu garantieren. Die Grundgr�o�enEnergiedichte !F = �02 E2 + 12�0B2; (8.37)Impulsdichte ~�F = �0(E�B) (8.38)und Drehimpulsdichte ~�F = �0r� (E�B) = r� ~�F (8.39)�ndet man aus den jeweiligen Bilanzen unter Verwendung der Maxwell-Gleichungen. DieTatsache, da� man dem Maxwell-Feld mechanische Gr�o�en wie Energie, Impuls und Dre-himpuls zuordnen kann, bietet die Grundlage f�ur die im atomaren Bereich benutzte Be-schreibung elektromagnetischer Ph�anomene durch Teilchen, welche als Photonen be-zeichnet werden. 60
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Kapitel 9Das elektromagnetische Feld imVakuum
9.1 Homogene WellengleichungenIm Vakuum (� = 0; j = 0) lauten die Maxwell-Gleichungenr �E = 0; r �B = 0; r� E = �@B@t ; r�B = �0�0@E@t : (9.1)Zur Entkopplung von E und B bilden wir z.B.r� (r�B) = r(r �B)��B = ��0�0@2B@t2 ; (9.2)das Resultat ist eine homogene Wellengleichung(�� 1c2 @2@t2 )B = 0; 1c2 = �0�0: (9.3)Analog verf�ahrt man mit dem E-Feld. Mit der Abk�urzung2 = �� 1c2 @2@t2 (9.4)erh�alt man dann anstelle von (9.1)2B = 0; r �B = 0 (9.5)und 2E = 0; r �E = 0: (9.6)F�ur die zugeh�origen Potentiale �ndet man nach Kap. 7:2A = 0; r �A = 0 (9.7)� = 0 (9.8)62



in der Coulomb-Eichung.Wir haben also Di�erentialgleichungen vom Typ2f(r; t) = 0 (9.9)zu l�osen, wobei f f�ur irgendeine Komponente von E;B oder A steht. Die L�osungen f�urE;B und A sind dann noch der Nebenbedingung unterworfen, da� die Divergenz ver-schwindet (Transversalit�atsbedingung).9.2 Ebene WellenEin wichtiger L�osungstyp von (9.9) sind ebene Wellen,f = f(q � r� ct) (9.10)f�ur beliebige (mindestens zweifach di�erenzierbare) Funktionen f und Vektoren q mit q2= 1.Beweis: Mit der Abk�urzung � = q � r� ct (9.11)bilden wir:rf = qdfd� ; �f = q2d2fd�2 ; �1c @f@t = dfd� ; 1c2 @2f@t2 = d2fd�2 ; q.e.d. (9.12)Damit ist B = B0f(r; t) (9.13)L�osung von (9.3); analog f�ur E und A.Eigenschaften der L�osungen:i) Ebene WellenFunktionen vom Typ (9.10) beschreiben ebene Wellen, deren Wellenfronten Ebenensind: Die Punkte r, in denen f(r; t) zu einer festen Zeit t den gleichen Wert annimmt,liegen auf einer Ebenen (Hesse'sche Normalform)q � r = const; (9.14)welche senkrecht zu q steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (9.10) erh�alt man Wellen,die in �q-Richtung laufen.ii) Transversalit�at der elektromagnetischen WellenAus r �B folgt mit (9.13) (B0 � q)dfd� = 0; (9.15)also B � q = 0; (9.16)63



entsprechend f�ur E und A.iii) Orthogonalit�at von E und BAus r�E = �@B@t (9.17)folgt f�ur die ebenen Wellenl�osungenE = E0 f(q � r� ct); B = B0 g(q � r� ct) (9.18)die Beziehung (q�E0)dfd� = cB0dgd� ; (9.19)also E ? B mit (9.16). E;B und q bilden also ein orthogonales Dreibein (siehe Skizze).
~q~B~EBemerkungen:1.) Au�er ebenen Wellen sind z.B. auch Kugelwellen L�osungen von (9.9); sie haben dieForm: f(r � ct)r ; (9.20)wobei f eine beliebige (mindestens zweifach di�erenzierbare) Funktion ist. Der Beweisverl�auft analog zu (9.12) in Kugelkoordinaten (�UB).2.) Die Existenz von elektromagnetischen Wellen (z.B. Lichtwellen, Radiowellen, Mikro-wellen, 
-Strahlung etc.) beweist die Richtigkeit der Relation r � B = �0�0@E=@t imVakuum, welche entscheidend in die Herleitung der Wellengleichungen eingegangen ist.Sie bringt die experimentelle Best�atigung f�ur das Maxwell-Amp�ere-Gesetz (6.27).9.3 Monochromatische ebene WellenEine spezielle Form der ebenen Welle ist (z.B. f�ur die elektrische Feldst�arke)E = E0 exp(i(k � r� !t)): (9.21)Dabei ist k = kq; (9.22)und ! und k h�angen �uber die Dispersionsrelation!2 = k2c2 (9.23)64



zusammen, wie man durch Einsetzen von (9.21) in die Wellengleichung (9.6) sofort sieht.Eine ebene Welle vom Typ (9.21) nennt man monochromatisch. Entsprechende L�osun-gen �ndet man f�ur A und B.Bemerkung: E;A und B sind reelle Vektorfelder nach De�nition. Die komplexe Schreib-weise in Gleichung (9.21) ist verabredungsgem�a� so zu verstehen, da� das physikalischeVektorfeld durch den Realteil von (9.21) beschrieben wird. Die komplexe Schreibweiseist oft (z.B. beim Di�erenzieren) bequemer als die reelle; sie ist problemlos, solange nurlineare Operationen durchgef�uhrt werden.Bei der Berechnung physikalischer Gr�o�en wie etwa der Energiestromdichte tretenProdukte von Vektorfeldern auf. Zeitliche Mittelwerte solcher Produkte kann man inkomplexer Schreibweise wie folgt berechnen: F�ur zwei Vektorfeldera(r; t) = a0(r) exp(�i!t); b(r; t) = b0(r) exp(�i!t) (9.24)gilt f�ur den zeitlichen Mittelwert des Produktes(Rea) � (Reb) = 12Re(a � b�); (9.25)denn in(Rea) � (Reb) = 14(a0 exp(�i!t) + a�0 exp(i!t))(b0 exp(�i!t) + b�0 exp(i!t)) (9.26)verschwinden die gemischten Terme mit den Zeitfaktoren exp(�2i!t) nach Zeitmittelungund es bleibt (Rea) � (Reb) = 14(a � b� + a� � b) = 12Re(a � b�): (9.27)Terminologie: Der Betrag k des Wellenvektors k hei�t Wellenzahl und ist �uber� = 2�k (9.28)mit der Wellenl�ange � verkn�upft. Mit (9.23) folgt� = 2�! (9.29)f�ur den Zusammenhang der Kreisfrequenz ! mit der Schwingungsdauer � . Anstellevon ! wird auch oft die Frequenz � = !=(2�) benutzt. Anhand von (9.21) sieht man,da� � die zeitliche Periodizit�at der Welle bei festgehaltenem Ort r beschreibt,exp(i!(t+ �)) = exp(i!t+ 2�i) = exp(i!t); (9.30)analog gibt � die r�aumliche Periodizit�at an:exp(ik(z + �)) = exp(ikz + 2�i) = exp(ikz) (9.31)f�ur eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.65



Die Gr�o�e � = k � r� !t (9.32)nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit vph versteht mandie Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorgegebener fester Phase bewegt.Um vph zu bestimmen, betrachten wir wieder eine ebene Welle in z-Richtung und bildendas totale Di�erential von �(z; t): d� = kdz � !dt: (9.33)F�ur � = const. folgt dann: vph = dzdt = !k = c; (9.34)die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.Bemerkung: Streng genommen ist eine ebene Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtungunendlich ausgedehnt; jede praktisch realisierbare Welle dagegen begrenzt. Die ebeneWelle ist jedoch eine sinnvolle Approximation, wenn die Ausdehnung der realen Wellesenkrecht zur Ausbreitungsrichtung gro� ist im Vergleich zu irgendwelchen Hindernissen(z.B. Spalte), durch die sie gest�ort werden kann.F�ur monochromatische ebene Wellen gehen die BeziehungenB = r�A; E = �@A@t ; (9.35)in der komplexen Darstellung �uber inB = i(k�A); E = i!A: (9.36)Mit (9.36) und (9.25) lassen sich Energie und Impuls der Welle leicht ausrechnen: F�ur denzeitlichen Mittelwert !F = 1� Z �0 !F dt (9.37)der Energiedichte (reelle Darstellung)!F = �02 E2 + 12�0B2 (9.38)erh�alt man mit A � k = 0:!F = �04 Re(!2A �A� + c2k2A �A�) = �02 !2jA0j2 = �02 jE0j2: (9.39)Entsprechend f�ur die Energiestromdichte (8.14)S = !2�0 jA0j2 k = �0c2 jE0j2 q (9.40)und direkt �uber (8.30) f�ur die Impulsdichte~�F = �02c jE0j2 q = 1c2S: (9.41)66



Vergleicht man (9.39) mit (9.41), so �ndet man, da� die Energie mit der Geschwindigkeit ctransportiert wird. Im Gegensatz zu !F ;S und ~�F ist der zeitliche Mittelwert der Drehim-pulsdichte, Gleichung (8.39), ortsabh�angig und zur Charakterisierung einer ebenen Welleungeeignet. Der Drehimpuls des Feldes hat jedoch Bedeutung f�ur sph�arische Wellen, woer eine analoge Rolle spielt wie der Impuls f�ur die ebene Welle.9.4 PolarisationWegen der Transversalit�at und der Orthogonalit�at von E und B k�onnen wir eine mono-chromatische ebene Welle der Form (9.21) beschreiben durch:E = e1E0 exp(i(k � r� !t)); B = e2B0 exp(i(k � r� !t)) (9.42)mit ei � ej = �ij; ei � k = 0: (9.43)Eine solche Welle nennt man linear polarisiert. Eine zu (9.42) gleichberechtigte, line-ar unabh�angige ebene Welle zu gleichem Wellenvektor k erh�alt man, indem man E ine2-Richtung und B in e1-Richtung w�ahlt. Der allgemeine Polarisationszustand einer mo-nochromatischen ebenen Welle ergibt sich dann nach dem Superpositionsprinzip, z.B. f�urdas elektrische Feld: E = (e1E1 + e2E2) exp(i(k � r� !t)) (9.44)mit El (l = 1,2) als beliebigen komplexen Zahlen El = jElj exp(i�l). Gleichung (9.44)beschreibt alle m�oglichen Polarisationszust�ande:1.) Lineare Polarisation liegt vor, wenn�1 = �2: (9.45)Richtung und Betrag von E sind dann gegeben durch (s. Skizze)� = arctan(E2E1 ); E = qE21 + E22 (9.46)

2.) Zirkul�are Polarisation: E1 = E2; �1 � �2 = ��2 ; (9.47)67



dann wird n�amlich E = E0(e1 � ie2) exp(i(k � r� !t)); (9.48)oder in reeller DarstellungEx = E0 cos(kz � !t);Ey = �E0 sin(kz � !t); (9.49)wenn k in z-Richtung zeigt. Der Drehsinn ist durch die Wahl des Vorzeichens in (9.48)festgelegt; man erh�alt links- bzw. rechts-zirkulare Polarisation.

3.) Elliptische Polarisation tritt auf f�urE1 6= E2; �1 � �2 6= 0: (9.50)E beschreibt dann f�ur festes z eine Ellipsenbahn, deren Lage relativ zu e1 durch �1 � �2und deren Hauptachsenverh�altnis durch E1=E2 bestimmt ist.
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Kapitel 10Wellenpakete im Vakuum
10.1 Informations�ubertragung durch elektromagne-tische WellenEin wichtiger Anwendungsbereich elektromagnetischer Strahlung ist die Informations�uber-tragung. Monochromatische ebene Wellen sind dazu ungeeignet, da sie praktisch keine In-formation au�er ihrer Periode (!) vermitteln k�onnen. Man kann monochromatische ebeneWellen jedoch modulieren und so Information �ubertragen. Im einfachsten Fall bildetman eine �Uberlagerung aus 2 monochromatischen Wellen:f(t) = f0 cos(!1t) + f0 cos(!2t) (10.1)beschreibe die Welle an einem festen Ort. (10.1) kann als amplituden-modulierteSchwingung dargestellt werden:f(t) = 2f0 cos(!mt) cos(!0t) (10.2)mit !m = !1 � !22 ; !0 = !1 + !22 : (10.3)Wenn !1 � !2 gew�ahlt wird, dann ist (10.2) eine fast harmonische Schwingung der Fre-quenz !0 (Tr�agerfrequenz), deren Amplitude sich mit der Modulationsfrequenz !m�andert. Man erh�alt das Bild einer Schwebung.

t!m
!0 ��

Kompliziertere Schwingungsformen und damit mehr M�oglichkeiten zur Informations�uber-tragung ergeben sich durch �Uberlagerung mehrerer Schwingungen verschiedener Frequen-zen. 69



10.2 Fourier-Reihen und Fourier-IntegraleAusgehend von einer Grundfrequenz ! = 2�=T bildet manf(t) = 1Xn=�1 fn exp(�i!nt); !n = n!: (10.4)Die Fourier-Reihe (10.4) konvergiert gleichm�a�ig (und damit auch punktweise), wennf(t) periodisch mit der Periode T und st�uckweise glatt ist. Die (schw�achere) Forderung derKonvergenz im quadratischen Mittel ist erf�ullt f�ur periodische, in [0; T ] stetige Funktionenf(t).Die Fourier-Koe�zienten fn lassen sich bei gegebener Funktion f(t), welche obigenVoraussetzungen gen�ugt, wie folgt berechnen:fn = 1T Z T=2�T=2 f(t) exp(i!nt) dt: (10.5)Beweis: Mit (�UB) 1T Z T=2�T=2 exp(i!(m� n)t) dt = �mn (10.6)wird: Z T=2�T=2 f(t) exp(i!mt) dt = TXn fn�mn = T fm: (10.7)Nicht-periodische Funktionen lassen sich (unter sehr schwachen Voraussetzungen, s.u.)durch Fourier-Integrale darstellen, die sich aus (10.4) im Limes T !1 ergeben.F�uhrt man den Abstand �! = 2�=T benachbarter Frequenzen !n ein und de�niertman ~f(!i) = limT!1( T2�fi); (10.8)so kann man f(t) = 1Xn=�1 ~f(!n) exp(�i!nt) �! (10.9)als Riemann-Summe des Fourier-Integralsf(t) = Z 1�1 ~f(!) exp(�i!t) d! (10.10)au�assen. F�ur die Umkehrung von (10.10) zeigt der Vergleich von (10.5) und (10.8):~f(!) = 12� Z 1�1 f(t) exp(i!t) dt: (10.11)~f(!) hei�t die Fourier-Transformierte zu f(t). Sie existiert und (10.10) konvergiert imquadratischen Mittel f�ur alle quadratintegrablen Funktionen f(t), f�ur dieZ 1�1 jf(t)j2 dt <1; (10.12)70



~f(!) ist dann auch quadratintegrabel.Beispiel: Rechteckimpulsf(t) = 1 f�ur � �2 � t � �2 ; f(t) = 0 sonst: (10.13)
!�2� �2

�2�t
f ~f1

Dann wird~f(!) = 12� Z �=2��=2 exp(i!t) dt = 1�! exp(i!t)2i j�=2��=2 = sin(!�=2)�! : (10.14)Die Breite �! von ~f(!) sch�atzt man aus obiger Figur ab zu:�! � 2�� oder �!�t � 2�: (10.15)Je schmaler (breiter) das Signal f(t) werden soll, desto breiter (schmaller) ist das Fre-quenzspektrum, das man ben�otigt. Diese Unsch�arferelation ist nicht an das Beispiel(10.13) gebunden, sondern ist ein charakteristisches Merkmal der Fourier-Transformation.Bemerkung: Oft wird die Fourier-Transformation in der symmetrischen Formf(t) = 1p2� Z 1�1 ~f(!) exp(�i!t) d! (10.16)mit ~f(!) = 1p2� Z 1�1 f(t) exp(i!t) dt (10.17)benutzt.Das oben skizzierte Verfahren der Fourier-Transformation wenden wir nun auf die10.3 Spektrale Zerlegung ebener Wellenan. Die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion f(q � r� ct), welche eine ebene Welledarstellt, lautet: f(�) = 1Xn=�1 fn exp(i!n�=c) (10.18)71



mit � = q � r� ct; !n = n! (10.19)und die Fourier-Koe�zienten sind gegeben durch:fn = !2�c Z �c=!��c=! f(�) exp(�i!n�=c) d�: (10.20)F�ur aperiodische ebene Wellen benutzt man das Fourier-Integral:f(�) = Z 1�1 ~f(!) exp(i!�=c) d! (10.21)mit der Umkehrung ~f(!) = 12� Z 1�1 f(�) exp(�i!�=c) d�=c: (10.22)Die r�aumliche bzw. zeitliche Ausdehnung der Welle ist dann bestimmt durch:���! � 2�c; (10.23)n�amlich �t�! � 2� (10.24)f�ur einen festen Ort r und zu fester Zeit t:�z�k � 2�; (10.25)falls die Welle in z-Richtung l�auft.Bemerkung: Wichtig im Hinblick auf Informations�ubertragung ist die Eigenschaft ebenerWellenpakete der Form (10.21), da� sie ihre Form beibehalten und nicht zer
ie�en (sieheQuantenmechanik): f(r; 0) = f(r+ qct; t); (10.26)da f nur vom Argument � (10.19) abh�angt. Diese Eigenschaft gilt nicht mehr f�ur dieAusbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie!10.4 �-DistributionDie Fourier-Transformation (10.10), (10.11) f�uhrt auf das folgende mathematische Pro-blem: Setzt man (10.11) in (10.10) ein, so mu� (nach Vertauschung der Integrationsrei-henfolge)f(t) = 12� Z 1�1 Z 1�1 f(t0) exp(�i!(t� t0))d!dt0 = Z 1�1 f(t0)�(t� t0) dt0 (10.27)mit �(t� t0) = 12� Z 1�1 exp(�i!(t� t0)) d! (10.28)72



f�ur beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingef�uhrte Gr�o�e �(t�t0)ist o�ensichtlich keine gew�ohnliche Funktion, sondern eine Distribution, welche strenggenommen nicht f�ur sich alleine stehen darf, sondern nur in Verbinding mit der Integrationin (10.27) erkl�art ist.Die �-Distribution, als deren De�nition wir im folgenden (10.27) betrachten wollen,kann durch jede Folge stetiger Funktionen �n, f�ur dielimn!1 Z 1�1 f(t0)�n(t� t0) dt0 = f(t) (10.29)gilt, dargestellt werden.Beispiele:1.) Rechteck �n(t) = n f�ur jtj < n2 ; �n(t) = 0 sonst: (10.30)2.) Gau�-Funktion ("Glockenkurve\)�n(t) = n exp(��t2n2): (10.31)3.) Die Darstellung �n(t) = 1� sin(nt)t = 12� Z n�n exp(i!t) d! (10.32)f�uhrt gerade auf die Schreibweise (10.28).Vorsicht: Die Gleichungen (10.29) - (10.32) sind so zu verstehen, da� die t0-Integrationvor der Limes-Bildung n!1 auszuf�uhren ist!Rechenregeln:(�UB)1.) �(t) = �(�t)2.) �(at) = 1jaj�(t)3.) �(t2 � a2) = 12jaj(�(t+ a) + �(t� a)); a 6= 0 .10.5 Allgemeine L�osung der homogenen Wellenglei-chung; WellenpaketeDie in Kap. 10.3 untersuchten ebenen Wellen sind zwar zeitlich und r�aumlich in ihrerAusbreitungsrichtung begrenzt, nicht jedoch in der Ebene senkrecht dazu. Sie stellen kei-ne praktisch realisierbaren Signale zur Informations�ubertragung dar, da ihre Erzeugungwegen der unendlichen 
�achenhaften Ausdehnung eine unendlich gro�e Energie erfordernw�urde. Signale endlicher Energie erh�alt man nur f�ur raum-zeitlich begrenzte Felder (Wel-lenpakete), die wir aus monochromatischen ebenen Wellen durch Superposition aufbauen73



k�onnen. Ausgehend von den beiden Basisl�osungen exp(i(k � r � !t) zu festem k bildenwir z.B. f�ur das Vektorpotential (in der Erweiterung der Fourier-Transformation auf 3Dimensionen)A(r; t) = 12(2�)3=2 Z d3k [A+(k) exp(i(k � r� !t)) +A�(k) exp(i(k � r+ !t))]; (10.33)wegen (9.23) erfa�t (10.33) alle m�oglichen !-Werte. Um zu einer reellen Funktion A(r; t)zu gelangen, ersetzen wir im 2. Term in (10.33) k durch �k:A(r; t) = 12(2�)3=2 Z d3k [A+(k) exp(i(k �r�!t))+A�(�k) exp(�i(k �r�!t))]: (10.34)A(r; t) wird rell, wenn A+(k) = A��(�k) = A(k); (10.35)alsoA(r; t) = 12(2�)3=2 Z d3k [A(k) exp(i(k � r� !t)) +A�(k) exp(�i(k � r� !t))]: (10.36)Damit haben wir die allgemeine L�osung der homogenen Wellengleichung (9.7) gewonnen.Dabei verlangt die Coulomb-Eichung k �A(k) = 0: (10.37)Wichtig f�ur den Aufbau der Quantenmechanik, welche das elektromagnetische Feld durchPhotonen beschreibt, ist die Eigenschaft, da� Energie, Impuls und Drehimpuls des Feldessich additiv aus den Beitr�agen der monochromatischen ebenen Wellen zusammensetzen.Wir demonstrieren dies f�ur den Fall der Energie. Dazu schreiben wir (10.36) noch einmalum, A(r; t) = 12(2�)3=2 Z d3k [A(k; t) +A�(�k; t)] exp(ik � r) (10.38)mit den Abk�urzungenA(k; t) = A(k) exp(�i!t); A�(�k; t) = A�(�k) exp(i!t): (10.39)Dann wird nach (8.10)W = Z !F d3r = Z [�02 (@A@t )2 + 12�0 (r�A)2]d3r (10.40)= 14(2�)3 Z d3r Z d3k Z d3k0[�02 (�i!A(k; t)+ i!A�(�k; t))(�i!0A(k0; t))+ i!0A�(�k0; t))+ 12�0 (ik�A(k; t) + ik�A�(�k; t))(ik0�A(k0; t)) + ik0 �A�(�k0; t))] exp(i(k+ k0) � r);wobei [::::] noch von k und k0 abh�angt. Nach Ausf�uhren der Integration R d3r erhalten wirwegen 1(2�)3 Z d3r exp(i(k + k0) � r) = �(k+ k0) (10.41)74



und �(k) = �(kx)�(ky)�(kz) nur Beitr�age f�ur k = �k0 und damit ! = !0:W = �08 Z d3k [(!)2(A(k; t)�A�(�k; t))(A(�k; t))�A�(k; t)) (10.42)�(ikc)2(A(k; t) +A�(�k; t))(A(�k; t)) +A�(k; t))]= �04 Z d3k !2[A(k) �A�(k) +A�(�k) �A(�k)] = �02 Z d3k !2[A(k) �A�(k)];dabei wurde benutzt @@tA(k; t) = �i!A(k; t) (10.43)und r�A(k; t) exp(ik � r) = i(k�A(k; t)) exp(ik � r) (10.44)sowie (10.37) und �0�0 = c�2.Gleichung (10.42) beschreibt die Feldenergie als Summe (Integral) der Einzelbeitr�age(9.39) der beteiligten monochromatischen Wellen. Sie stellt zusammen mit den entspre-chenden Gleichungen f�ur Impuls und Drehimpuls die Grundlage f�ur die Beschreibung deselektromagnetischen Feldes durch unabh�angige Teilchen (Photonen) dar. W ist selbstzeitunabh�angig in Einklang mit der Energieerhaltung.
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Kapitel 11L�osungen der inhomogenenWellengleichungen
11.1 ProblemstellungBei Anwesenheit von Ladungen haben wir die inhomogenen Gleichungen (vgl. (7.13,(7.14)) �A� 1c2 @2@t2A = ��0j; (11.1)��� 1c2 @2@t2� = � ��0 (11.2)mit der Nebenbedingung (Lorentz-Konvention)r �A+ 1c2 @�@t = 0 (11.3)zu l�osen. Das Problem ist also die L�osung einer inhomogenen Wellengleichung2	(r; t) = �!(r; t); (11.4)wo 	 f�ur �, Ai und ! f�ur �; ji steht. Die allgemeine L�osung von (11.4) setzt sich aus der (inKap. 10 diskutierten) allgemeinen L�osung der homogenen Wellengleichung (9.9) und einerspeziellen L�osung der inhomogenen Wellengleichung zusammen. Zur Konstruktion einerspeziellen L�osung von (11.4) benutzen wir die Methode der Green'schen Funktionen:Mit der De�nition der Green'schen Funktion:2G(r; r0; t; t0) = ��(r� r0) �(t� t0) (11.5)k�onnen wir as (formale) L�osung angeben:	(r; t) = Z G(r; r0; t; t0) !(r0; t0) d3r0dt0; (11.6)wie man durch Einsetzen von (11.6) in (11.4) direkt best�atigt. Babei wird ohne (die ansich n�otigen) Skrupel die Reihenfolge von Integration bzgl. r0; t0 und Di�erentiation bzgl.r; t vertauscht. Zur 76



11.2 Konstruktion von Gnotieren wir zun�achst 2 fundamentale Eigenschaften von G:G = G(r� r0; t� t0) (11.7)aufgrund der Invarianz von (11.5) gegen Raum- und Zeit-Translationen;G(r� r0; t� t0) = 0 f�ur t < t0 (11.8)wegen des Kausalit�atsprinzips.Wir betrachten als Vor�ubung den (schon bekannten) Fall statischer Felder, z.B. deselektrostatischen Feldes. Die Poisson-Gleichung��(r) = ��(r)�0 (11.9)hat als (spezielle) L�osung �(r) = 14��0 Z �(r0)jr� r0j d3r0; (11.10)das Coulomb-Potential einer Ladungsverteilung �(r). (11.10) k�onnen wir schreiben als�(r) = 1�0 Z G(r; r0) �(r0) d3r0 (11.11)mit der Green'schen Funktion G(r; r0) = 14�jr� r0j ; (11.12)welche die Di�erentialgleichung �G(r; r0) = ��(r� r0) (11.13)erf�ullt. Beweis:i) R 6= 0, wo R = r� r0: (11.14)Dann wird:�( 1R ) = r�(r 1R) = �r�( RR3 ) = � 1R3r�R+ 3R4 (R�RR ) = � 3R3+ 3R3 = 0; q.e.d. (11.15)ii) Wegen (11.15) kann man in einem Volumenintegral vom TypZ f(R)�( 1R) d3R (11.16)den Integrationsbereich auf eine kleine Kugel vom Radius a mit Mittelpunkt bei R = 0beschr�anken, Z f(R)�( 1R) d3R = lima!0 ZKugel(a) f(R)�( 1R) d3R: (11.17)77



Ist f stetig um 0, so kann man f aus dem Integral herausziehenZ f(R)�( 1R) d3R = lima!0 f(R = 0) ZKugel(a)�( 1R) d3R (11.18)und erh�alt nach dem Gau�'schen Satz:ZKugel(a) �( 1R) d3R = ZKugel(a)r � (r( 1R)) d3R (11.19)= ZF (a)(r( 1R)) � df = � ZF (a) 1R2R2d
 = �4�:Also: Z f(R)�( 1R) d3R = �4�f(0): (11.20)Da (11.5) die Wellengleichung f�ur eine zeitlich und r�aumlich punktf�ormige Quelle darstellt,mu� G(r�r0; t� t0) eine Kugelwelle darstellen, welche den Ort r zur Zeit t = t0+ jr�r0j=cerreicht, wenn die sie ausl�osende St�orung zur Zeit t0 am Ort r0 statt�ndet. Wir machenalso den Ansatz: G(R; �) = g(� � R=c)R (11.21)mit � = t� t0. Zur Bestimmung von g setzen wir (11.21) in (11.5) ein und bilden:�G = g�( 1R)+ 1R�g+2r( 1R)�rg = �4�g �(R)+ 1R @2@R2 g+ 2R2 @@Rg� 2R2 @@Rg; (11.22)dabei wurde benutzt: � = @2@R2 + 2R @@R + Winkelanteil (11.23)und @g@x = @g@R � xR etc: (11.24)Damit wird 2G = �4�g �(R); (11.25)da 1R( @2@R2 � 1c2 @2@� 2 )g(� � R=c) = 0 (11.26)f�ur beliebige (di�erenzierbare) Funktionen g(� �R=c). Der Vergleich mit (11.5) ergibt:4�g(� � R=c) = �(� � R=c) (11.27)also: G(r; r0; t� t0) = �(t� t0 � jr� r0j=c)4�jr� r0j f�ur t > t0 (11.28)G(r; r0; t� t0) = 0 f�ur t < t0:Bemerkung: 78



Bei der Herleitung von (11.27) wurde die Di�erenzierbarkeit von g vorausgesetzt. Die-se Voraussetzung ist in der Tat erf�ullt, da die �-Distribution (beliebig oft) di�erenziertwerden darf in dem Sinne da� :Z f(x)�(n)(x) dx = (�)n Z f (n)�(x) dx; (11.29)dabei ist vorausgesetzt, da� f (beliebig oft) di�erenzierbar ist.Interpretation von G:Die Inhomogenit�at in (11.5) stellt eine punktf�ormige Quelle dar, welche zur Zeit t0 amOrt r0 f�ur eine (in�nitesimal) kurze Zeit angeschaltet wird. Die von dieser Quelle hervor-gerufene St�orung breitet sich als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit c aus. Es mu� alsogelten:i) Die Kugelwelle G mu� f�ur t < t0 nach dem Kausalit�atsprinzip verschwinden.ii) Sie mu� am Ort r zur Zeit t = t0+ jr� r0j=c ankommen, da elektromagnetische Wellensich mit der (endlichen) Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum ausbreiten.iii) Da die Energie der Welle auf einer Kugelober
�ache verteilt ist, sollte G asymptotischwie R�1 verschwinden.Die retardierte Green'sche Funktion (11.28) erf�ullt genau diese Forderungen. Glei-chung (11.6) zeigt, wie man die Potentiale A;� zu gegebener Quellen-Verteilung �; j ausden Beitr�agen f�ur punktf�ormige Quellen aufbauen kann.11.3 Retardierte PotentialeMit (11.6) und (11.28) lauten die (asymptotisch verschwindenden) L�osungen von (11.1)und (11.2) f�ur lokalisierte Ladungs- und Strom-Verteilungen�(r; t) = 14��0 Z �(r0; t0)�(t� t0 � jr� r0j=c)jr� r0j d3r0dt0 (11.30)und A(r; t) = �04� Z j(r0; t0)�(t� t0 � jr� r0j=c)jr� r0j d3r0dt0: (11.31)Die L�osungen (11.30) und (11.31) sind �uber (11.3) bzw. die Ladungserhaltung (6.3) mit-einander verkn�upft. Die Ausf�uhrung der Integrationen in (11.30) und (11.31) wollen wiran Hand von 2 praktisch wichtigen Spezialf�allen untersuchen; dabei werden wir besondersauf die im Argument der �-Distribution enthaltende Retardierung achten.Vernachl�assigt man die Retardierung in (11.30) und (11.31),�(t� t0 � jr� r0jc )! �(t� t0); (11.32)so erh�alt man quasistation�are Felder:�(r; t) = 14��0 Z �(r0; t)jr� r0j d3r0; (11.33)79



A(r; t) = �04� Z j(r0; t)jr� r0j d3r0; (11.34)welche in der Theorie elektrischer Netzwerke und Maschinen auftreten. Die N�aherung(11.32) ist gerechtfertigt, wenn � und j sich w�ahrend der Zeit, die eine elektromagnetischeWelle braucht, um die Distanz jr� r0j zur�uckzulegen, (praktisch) nicht �andert.Wir betrachten nunBeipiel 1: zeitlich periodische Quellen-Verteilungen der Form� = �(r) exp(�i!t); j = j(r) exp(�i!t): (11.35)Dann folgt aus (11.30), (11.31):� = �(r) exp(�i!t); A = A(r) exp(�i!t) (11.36)mit (k = !=c) �(r) = 14��0 Z �(r0) exp(ikjr� r0j)jr� r0j d3r0; (11.37)A(r) = �04� Z j(r0) exp(ikjr� r0j)jr� r0j d3r0: (11.38)Die zugeh�origen Di�erentialgleichungen ergeben sich aus (11.1), (11.2) und (11.35) zu:(� + k2)	(r) = �
(r); (11.39)wo 	 f�ur �; Ai und 
 f�ur �; ji steht. Die L�osungen (11.37) und (11.38) k�onnen wir dannmit der zu (11.39) geh�orenden Green'schen FunktionG(r; r0; k) = exp(ikjr� r0j)4�jr� r0j (11.40)schreiben als 	(r) = Z 
(r0) G(r; r0; k) d3r0: (11.41)Die Diskussion der Integrale (11.37), (11.38) werden wir in Kapitel 12 wieder aufgreifen.Beispiel 2: Felder bewegter Punktladungen.F�ur eine sich auf der Bahn r(t) bewegende Punktladung q k�onnen wir schreiben:� = q �(r� r(t)); j = q v(t) �(r� r(t)): (11.42)Dann kann in (11.30) die r0 - Integration ausgef�uhrt werden:�(r; t) = q4��0 Z �(r0 � r(t0))�(t� t0 � jr� r0j=c)jr� r0j d3r0dt0 (11.43)= q4��0 Z �(t� t0 � jr� r(t0)j=c)jr� r(t0)j dt0;80



analog A(r; t) = �0q4� Z v(t0)�(t� t0 � jr� r(t0)j=c)jr� r(t0)j dt0: (11.44)Zur Ausf�uhrung der t0 - Integration benutzen wir (�UB)Z g(x) �(f(x)) dx =Xi g(xi)jf 0(xi)j ; (11.45)wobei xi (einfache) Nullstellen von f(x) seien. Dann wird:�(r; t) = q4��0 Xi 1R(t0i)�(t0i) (11.46)wobei R(t0) = r� r(t0); �(t0) = 1� R(t0) � v(t0)cR(t0) (11.47)und t0i L�osungen von t0 � t+R(t0)=c = 0 sind. Analog:A(r; t) = q�04� Xi v(t0i)R(t0i)�(t0i) : (11.48)Die Potentiale (11.46) und (11.48) (Li�enard - Wichert - Potentiale) schreiben wirkurz als: �(r; t) = q4��0 ( 1R�)ret; A(r; t) = q�04� ( vR�)ret: (11.49)Der Grenzfall v ! 0 ergibt A! 0; �(r; t)! q4��0R; (11.50)d.h. das Coulomb-Potential.11.4 Elektromagnetische Strahlung bewegter Punkt-ladungenVon Abstrahlung elektromagnetischer Wellen durch lokalisierte Ladungs- und Strom-Verteilungen sprechen wir, wenn der Energie
u� durch die unendlich ferne Ober
�achenicht verschwindet, limR!1 Z S � df 6= 0: (11.51)Das bedeutet, da� die Felder E;B nicht st�arker als R�1 abfallen d�urfen, da die Ober-
�ache wie R2 anw�achst. Solche Felder nennt man Strahlungsfelder im Gegensatz zuden statischen Feldern, welche mit R�2 abfallen.Wir wollen nun zeigen, da� beschleunigte Punktladungen strahlen; dazu m�ussen wirdie zu (11.49) geh�orenden Felder �uberB = r�A; E = �r�� @A@t (11.52)81



berechnen, wobei wir f�ur �;A die Form (11.43), (11.44) benutzen wollen. Mit den Abk�urzun-gen rf(R) = n @f@R ; n = RR (11.53)erh�alt man:�r�(r; t) = q4��0 Z dt0f n(t0)R(t0)2 �(t0 � t + R(t0)c )� n(t0)cR(t0)�0(t0 � t + R(t0)c )g (11.54)und @@tA(r; t) = ��0q4� Z dt0 v(t0)R(t0) �0(t0 � t+ R(t0)c )g; (11.55)so da�E(r; t) = q4��0 Z dt0f n(t0)R(t0)2 �(t0 � t + R(t0)c ) + v(t0)=c� n(t0)cR(t0) �0(t0 � t+ R(t0)c )g: (11.56)Dabei bedeutet �0(t0� t+R(t0)=c) die in (11.29) erkl�arte Ableitung nach ihrem Argument� = t0 � t+R(t0)=c. Analog:B(r; t) = ��0q4� Z dt0 (n(t0)� v(t0))f 1R(t0)2 �(t0 � t+ R(t0)c )� 1cR(t0)�0(t0 � t + R(t0)c )g:(11.57)Zur Ausf�uhrung der t0 - Integration benutzen wir:�0(�) = 1�(t0) ddt0 �(t0 � t+ R(t0)c ) (11.58)mit �(t0) aus (11.47). Mit (11.29), (11.45) sowie (11.49) wird dann:E(r; t) = q4��0f n(t)�(t)R(t)2 + 1�(t)c ddt0 (�v(t0)=c+ n(t0)�(t0)R(t0) )gret: (11.59)B(r; t) = �0q4� f v � n(t)�(t)R(t)2 + 1�(t)c ddt0 (v(t0)� n(t0)�(t0)R(t0) )gret:Um die Di�erentiation nach t0 auszuf�uhren bilden wir�dndt0 = RR2 (n � v)� vR = 1R [(n � v)n� v] (11.60)und ddt0 (�R) = v2c � n � v � Rc (n � b) (11.61)mit b = d=dt0v. Setzen wir (11.60),(11.61) in (11.59) ein und ordnen wir nach Potenzenvon R�1, so erhalten wir:E(r; t) = q4��0f 1c2�3R [(n � b)(n� vc )� �b]gret + O(R�2); (11.62)82



Die letzteren Terme sind im Hinblick auf die Ausstrahlungsbedingung (11.51) uninteres-sant. Entsprechend f�ur B:B(r; t) = �0q4� f 1c2�3R [(n � b)(v � n)� �c (n� b)]gret + O(R�2): (11.63)Zur Berechnung der Energiestromdichte benutzen wir die Identit�atn� ((n� vc )� b) = (n � b)(n� vc )� �b (11.64)sowie die Relation B = 1c (n� E); (11.65)welche f�ur den asymptotischen Bereich direkt aus (11.62), (11.63) folgt, sich jedoch auchf�ur die uns im folgenden nicht interessierenden R�2 - Terme beweisen l�a�t. Wir �ndendann f�ur den Poynting-VektorS = E�B�0 = E� (n� E)�0c = 1�0c(nE2 � E(n �E)) = n�0cE2 (11.66)mit (11.62) und (11.64):S = q2n16�2�0c3�6R2 (n� [(n� vc )� b])2: (11.67)Da jSj � R�2, ist die Ausstrahlungsbedingung (11.51) erf�ullbar und wir haben das Er-gebnis, da� beschleunigte Punktladungen, b 6= 0, strahlen. Da� gradlinig, gleichf�ormigbewegte Punktladungen (b = 0) nicht strahlen, folgt ohne jede Rechnung aus dem Re-lativit�atsprinzip: Das Ruh-System der Punktladung ist dann ein Inertialsystem, in demdas elektrische Feld das Coulomb-Feld ist und das magnetische Feld, per De�nition, ver-schwindet, so da� S = 0 wird.Beispiele:1.) Bremsstrahlung: entsteht, wenn ein geladenes Teilchen (z.B. Elektron) in einem�au�eren Feld abgebremst wird (z.B. beim Aufprall auf ein Target). Daraus resultiert daskontinuierliche R�ontgenspektrum.2.) Synchrotron-Strahlung:Die Bewegung geladener Teilchen auf Kreisbahnen ist auch eine beschleunigte Bewe-gung. Die dabei entstehende Strahlung ist ein wesentliches Problem bei zyklischen Teil-chenbeschleunigern (Synchrotron); ein Teil der zugef�uhrten Energie geht durch Strahlungverloren.3.) Strahlungsd�ampfung:Im klassischen Atommodell bewegen sich die gebundenen Elektronen auf Kreis- bzw.Ellipsenbahnen um den Atomkern. Dabei strahlen sie als beschleunigte Ladungen kontinu-ierlich elektromagnetische Wellen ab. Der resultierende Energieverlust f�uhrt zu instabilenBahnen und schlie�lich zum Kollaps des Atoms im klassischen Modell. Dieser Widerspruchzur experimentellen Beobachtung wird erst in der Quantentheorie bzw. Quantenelektro-dynamik (QED) aufgel�ost. 83



Kapitel 12Multipolstrahlung
12.1 Langwellen-N�aherungF�ur eine Quellen-Verteilung der Form� = �(r) exp(�i!t); j = j(r) exp(�i!t) (12.1)hatten wir in Kap. 11.3 gefunden:� = �(r) exp(�i!t); A = A(r) exp(�i!t) (12.2)und (k = !=c) �(r) = 14��0 Z �(r0) exp(ikjr� r0j)jr� r0j d3r0; (12.3)A(r) = �04� Z j(r0) exp(ikjr� r0j)jr� r0j d3r0:Bei der Diskussion von (12.3) k�onnen wir uns im folgenden auf A(r) beschr�anken, da Aund � direkt �uber die Lorentz-Konvention zusammenh�angen: Ausr �A+ 1c2 @�@t = 0 (12.4)folgt mit (12.2) �(r) = c2i! r �A(r): (12.5)Zur weiteren Behandlung von (12.3) machen wir die Langwellen - N�aherungd� � = 2�k ; (12.6)wo d den Radius einer Kugel angibt, welche die Ladungs- und Stromverteilung in ihremInneren enth�alt.
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Beispiele:F�ur die optische Strahlung von Atomen ist d � 10�8 cm, � � 10�5 cm; analog f�ur die
-Strahlung von Atomkernen: d � 10�13 cm, � � 10�11 cm.Bei der Diskussion von (12.3) sind nun die L�angen d; � und r wesentlich. Wir unter-suchen folgende F�alle:Fall 1: d < r � � (Nahzone)Dann ist kjr� r0j � 1 (12.7)und wir erhalten:�(r) = 14��0 Z �(r0)jr� r0j d3r0; A(r) = �04� Z j(r0)jr� r0j d3r0: (12.8)Der Ortsanteil der Potentiale zeigt nach (12.8) die gleiche Struktur wie in Elektro- undMagnetostatik. Angesichts der Zeitabh�angigkeit (12.2) spricht man von quasistatischenFeldern, f�ur die E;B wie R�2 abfallen, soda� die Ausstrahlungsbedingung (11.51) nichterf�ullt ist.Fall 2: d� �� r (Fernzonen)Wegen kr � 1 (12.9)k�onnen wir dann die Taylor-Reihejr� r0j =Xn (�)nn! (r0 � r)nr � r � r � r0r � � � (12.10)in (12.3) benutzen:A(r) = A0(r)+A1(r)+ � � � = �04� exp(ikr)r Z d3r0 j(r0)f1+ (1r � ik)(e � r0) + � � �g (12.11)� �04� exp(ikr)r Z d3r0 j(r0)f1� i!c (e � r0)gmit k = !=c und dem Richtungsvektor e = rr : (12.12)12.2 Elektrische Dipol - StrahlungIm ersten Term in (12.11) A0(r) = �04� exp(ikr)r Z d3r0 j(r0) (12.13)85



k�onnen wir wie folgt umformen:ZV ji d3r0 = ZV r0 � (x0ij) d3r0 � ZV x0i(r0 � j) d3r0 (12.14)= ZF x0i(j � df 0)� ZV x0i(r0 � j) d3r0 = �i! ZV x0i�(r0) d3r0;da wegen der Ladungserhaltung r � j� i!� = 0: (12.15)Mit (1.29) wird dann: A0(r) = �i! �04� exp(ikr)r d; (12.16)wobei wesentlich das elektrische Dipolmoment d eingeht.F�ur die Felder folgt, wenn man (12.9) beachtet und sich auf Terme � r�1 beschr�ankt:B0(r) = r�A0 = �04�c !2 exp(ikr)r (e� d): (12.17)Mit �0(r) = c2i!r �A(r) = �i�0c4� ! exp(ikr)r (e � d) (12.18)folgt aus (7.5) f�ur das E-Feld:E0(r) = �r�0(r)� @A0@t = �04�!2 exp(ikr)r (d� e(e � d)) = c (B0 � e); (12.19)wenn man e�d� e = d� e(e �d) ausnutzt. Wir sind nun in der Lage, die Energiestrom-dichte S = E�B�0 = c�0 (B0 � e)�B0 = c�0 (eB20 �B0(B0 � e) (12.20)zu berechnen. Wir benutzen die Realteile von (12.17) und (12.19) und �nden mit (12.2)sowie (e� d� e)� (e� d) = ed2 sin2 �:S0 = �016�2c!4d2 sin2 � cos2(kr � !t)r2 e; (12.21)wobei � der von e und d eingeschlossene Winkel ist. F�ur den zeitlichen Mittelwert folgt:S0 = �016�2c!4d2 sin2 �2r2 e: (12.22)Der Dipol strahlt also nicht in Richtung von d (� = 0), sondern maximal senkrecht zud (� = 900). Die sin2 � - Abh�angigkeit ist charakteristisch f�ur Dipolstrahlung.Bemerkungen:1.) Charakteristisch f�ur Strahlungsfelder ist ihre Eigenschaft, da� E;B und S ein ortho-gonales Dreibein bilden (vgl. Kap. 9.3).2.) Ein (mit der Frequenz !) oszillierender Dipol ist nur durch beschleunigte Punktladun-gen realisierbar. (12.22) ist also konform mit der allgemeinen Aussage (11.67).86



�~d ~e
3.) Die Strahlung niedrigster Multipolarit�at ist Dipol-Strahlung (l=1), nicht Monopol-Strahlung (l=0)! In der Quantentheorie wird gezeigt, wie die Multipolarit�at der Strahlungund der Drehimpuls der Photonen zusammenh�angen. Da Photonen einen Eigendrehimpulshaben (Spin 1), gibt es keine drehimpuls-freie Strahlung, d.h. Monopol-Strahlung. DerSpin der Photonen ist direkt verkn�upft mit der Tatsache, da� Strahlungsfelder Vektor-Felder sind.12.3 Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupol- StrahlungDer 2. Term der Entwicklung (12.11) lautetA1(r) = �i! �04�c exp(ikr)r Z j(r0)(e � r0) d3r0; (12.23)das verbleibende Integral ist bestimmt durch das magnetische Dipolmoment und denelektrischen Quadrupoltensor. Um dies zu sehen, benutzen wir die Identit�at:(e � r0)j = 12(r0 � j)� e+ 12f(e � r0)j+ (e � j)r0g; (12.24)welche den Integranden in (12.23) in einen bzgl. r0 antisymmetrischen und symmetri-schen Anteil zerlegt. Mit der De�nition (4.39) des magnetischen Dipolmoments wird derantisymmetrische Anteil: A(m)1 (r) = �i! �04�c exp(ikr)r (m� e): (12.25)Der magnetische Dipol-Anteil des Vektorpotentials geht formal in den elektrischen Dipol-Anteil (12.16) �uber, wenn man 1c (m� e)! d (12.26)ersetzt. Damit kann man aus (12.17) und (12.19) f�ur die Feldst�arken sofort ablesen:B(m)1 (r) = �04�c2!2 exp(ikr)r (e� (m� e)) (12.27)und E(m)1 (r) = c (B(m)1 � e): (12.28)87



Analog (12.22) �ndet man f�ur die im Zeitmittel abgestrahlte Energie:S(m)1 = �016�2c3!4m2 sin2 �2r2 e; (12.29)wo � jetzt der Winkel zwischen m und e ist. Der Vergleich von (12.29) und (12.22)zeigt, da� sich elektrische und magnetische Dipol-Strahlung in ihrer Frequenz- und Win-kelabh�angigkeit nicht unterscheiden. Der einzige Unterschied liegt in der Polarisation:f�ur einen elektrischen Dipol liegt der Vektor des elektrischen Feldes in der von e undd aufgespannten Ebene, f�ur einen magnetischen Dipol senkrecht zu der von e und maufgespannten Ebene.Wir befassen uns nun mit dem 2. Term in (12.24), der aufA(e)1 (r) = �i! �04�c exp(ikr)2r Z fj(e � r0) + r0(e � j)g d3r0 (12.30)f�uhrt. Das Integral in (12.30) kann nun auf den in Kap. 1.5 eingef�uhrten elektrischenQuadrupoltensor zur�uckgef�uhrt werden. Analog (12.14) formen wir um:ZV jix0m d3r0 = ZV x0mr0 � (x0ij) d3r0 � ZV x0mx0i(r0 � j) d3r0 (12.31)= � ZV x0ijm d3r0 � i! ZV x0mx0i�(r0) d3r0;wobei eine partielle Integration (1. Term) und die Ladungserhaltung (2. Term) benutztwurden. Also: ZV fjix0m + x0ijmgd3r0 = �i! ZV x0mx0i� d3r0; (12.32)und wir k�onnen (12.30) schreiben als:A(e)1 (r) = � �04�c !2 exp(ikr)2r Z (e � r0)r0�(r0) d3r0: (12.33)F�ur die Felder folgt bei Beachtung von (12.9)B(e)1 (r) = r�A(e)1 (r) = ik (e�A(e)1 (r)) (12.34)und E(e)1 (r) = ic2! r�B(e)1 (r) = c (B(e)1 (r)� e); (12.35)da im ladungsfreien Raum gilt: r�B = 1c2 @E@t : (12.36)Mit Hilfe des Quadrupoltensors, gegeben durch seine KomponentenQmn = ZV �(r0)fx0mx0n � 13r02�mng d3r0; (12.37)erhalten wir f�ur B(e)1 den Ausdruck:B(e)1 (r) = �i �04�c2 !3 exp(ikr)2r (e�Q); (12.38)88



wobei der Vektor Q die KomponentenQm = 3Xn=1Qmnen (12.39)hat. Man beachte, da� der 2. Term in (12.37) zu (12.38) keinen Beitrag liefert!Wie oben berechnen wir nun die EnergiestromdichteS(e)1 = 1�0 (<E(e)1 � <B(e)1 ) = c�0 (<B(e)1 � e)� <B(e)1 ; (12.40)woraus mit (a� b)� c = (a � c)b� (b � c)a (12.41)folgt S(e)1 = c�0 (<B(e)1 )2e = �016�2c3 !6 cos2(kr � !t)4r2 (e�Q)2e: (12.42)Nach Zeitmittelung wird S(e)1 = �016�2c3!6 18r2 (e�Q)2e: (12.43)Der Unterschied zur Dipolstrahlung bzgl. der Frequenzabh�angigkeit ist o�ensichtlich. ZurDiskussion der Winkelabh�angigkeit betrachten wir den Fall der Axialsymmetrie (vgl.Kap. 1.5) Qmn = 0 f�ur m 6= n; Q11 = Q22 = �Q332 = �Q03 : (12.44)In (e�Q)2 = Q2 � (e �Q)2 (12.45)wird dann Q2 = Q209 (e21 + e22) + 49Q20e23 = Q209 (sin2 � + 4 cos2 �) (12.46)sowie e �Q = �Q03 sin2 � + 23Q0 cos2 �; (12.47)also (e�Q)2 = Q20 sin2 � cos2 �: (12.48)Ergebnis: S(e)1 = �016�2c3 !6 Q208r2 sin2 � cos2 � e: (12.49)Die elektrische Quadrupolstrahlung unterscheidet sich von der elektrischen und magne-tischen Dipolstrahlung sowohl in der Frequenzabh�angigkeit als auch in der Winkelvertei-lung.Anwendung in der Atom- und Kernphysik89



Atome und Kerne k�onnen unter Emission bzw. Absorption von elektromagnetischerStrahlung ihren Zustand �andern. Die Multipolentwicklung ist die f�ur diese Situation pas-sende Beschreibung des elektromagnetischen Feldes. In der Atomphysik dominiert in derRegel die Dipolstrahlung: Der Vergleich von (12.22) und (12.49) zeigt, da� elektrischeDipolstrahlung um einen Faktor der Gr�o�enordnung (kd0)�2 st�arker ist als elektrischeQuadrupolstrahlung. Die dominiert auch die magnetische Dipolstrahlung, von der sie sichnach (12.22) und (12.29) um den Faktor (v=c)2 unterscheidet. Die Verh�altnisse sind in derKernphysik komplizierter. Eine genaue Diskussion ist hier nur im Rahmen der Quanten-theorie m�oglich.Wir wollen im folgenden die Multipolentwicklung in systematischer Form mit Hilfevon Kugelfunktionen beschreiben. Diese Klasse von Funktionen �ndet auch in anderenGebieten der Physik vielfache Anwendung.Erg�anzung: Hinweis zur Herleitung von (12.34) bzw. (12.35) aus (12.33).Mit den Abk�urzungenf(r) = � �04�c !2 exp(ikr)r ; v(r) = Z d3r0 (e � r0)r0�(r0) (12.50)wird:B(e)1 = (rf)� v + f r� v = ikf(r)(e� v) +O(r�2) = ik(e�A(e)1 ) +O(r�2); (12.51)da alle Ableitungen von der Ordnung O(r�1) sind. Entsprechend verf�ahrt man in (12.35)bei der Berechnung von E(e)1 .
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Kapitel 13Systematik der MultipolentwicklungWir beginnen mit einer erneuten Diskussion der13.1 Multipolentwicklung statischer FelderF�ur eine lokalisierte Ladungsverteilung �(r) k�onnen wir das Potential�(r) = 14��0 Z �(r0)jr� r0j d3r0 (13.1)in gen�ugend gro�er Entfernung von den Ladungen (r � r0) mit Hilfe einer Taylor-Reihedarstellen: �(r) = 14��0 Z f�(r0) Xn (�)nn! (r0 � r)n1rg d3r0 (13.2)= 14��0 Z d3r0�(r0) f1r + (r � r0)r3 + 3(r � r0)2 � r2r022r5 + � � �gDie Entwicklung (13.2) schreiben wir nun um auf Kugelkoordinatenx = r sin � cos �; y = r sin � sin�; z = r cos � (13.3)x0 = r0 sin �0 cos�0; y0 = r0 sin �0 sin�0; z0 = r0 cos �0:In diesen Koordinaten l�a�t sich (13.2) wie folgt darstellen:�(r) = 1Xl=0 lXm=�l qlm�0(2l + 1)Ylm(�; �) 1rl+1 (13.4)mit den Entwicklungskoe�zientenqlm = Z d3r0 �(r0)r0l Y �lm(�0; �0): (13.5)
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Erl�auterungen:1.) Da die Vektoren r und r0 in (13.2) in v�ollig symmetrischer Weise (�uber das Skalarpro-dukt (r � r0)) eingehen, mu� �(r) in gleicher Weise von �; � wie von �0; �0 abh�angen. DasAuftreten der konjugiert komplexen Funktion Y �lm werden wir weiter unten begr�unden.2.) Der Index l � 0 klassi�ziert das asymptotische Verhalten der einzelnen Terme in derTaylor-Reihe.3.) Der Index m numeriert die Komponenten der Multipolmomente zu festem l. Zu jedeml treten 2(l+1) Werte �l;�l+1; ::::; l� 1; l von m auf. Im 2. Term der Entwicklung z.B.werden die 3 Komponenten des Dipolmoments d mit m = �1; 0;+1 erfa�t.Wie der Vergleich von (13.2) und (13.4) zeigt, haben die niedrigsten Funktionen Ylmfolgende Gestalt: l = 0 : Y00 = 1p4� (13.6)l = 1 : Y10 = s 34� cos �; Y11 = �s 38� sin � exp(i�)l = 2 : Y22 = s 1532� sin2 � exp(2i�); Y21 = �s 158� sin � cos � exp(i�);Y20 = s 54� (32 cos2 � � 12);wenn wir die Festlegung Yl�m(�; �) = (�)mY �lm(�; �) (13.7)tre�en. Die in (13.4) auftretende KombinationYlm(�; �) Y �lm(�0; �0) + Yl�m(�; �) Y �l�m(�0; �0)ist damit reell und bzgl. (�; �) und (�0; �0) symmetrisch.Die niedrigsten Entwicklungskoe�zienten qlm lauten mit (13.6), (13.7):l = 0 : q00 = s 14�Qmit Q = Z �(r0) d3r0 (13.8)als der Gesamtladung.l = 1 : q11 = �s 38� Z d3r0 �(r0)(x0 � iy0) = �s 38� (dx � idy);q10 = s 34� Z d3r0 �(r0)z0 = s 34�dz;wobei dx; dy; dz die Komponenten des Dipolmoments d sind.l = 2 : q22 = s 1532� Z d3r0 �(r0)(x0 � iy0)2 = s 1532� (Q11 �Q22 � 2iQ12);92



q21 = �s 158� Z d3r0 �(r0)z0(x0 � iy0) = �s 158� (Q13 � iQ23);q20 = 32s 54� Z d3r0 �(r0)(z02 � r023 ) = 32s 54�Q33:Dazu tritt wegen (13.7) qlm = (�)mq�l�m: (13.9)13.2 Allgemeine Eigenschaften der KugelfunktionenAu�erhalb des Bereichs, in dem sich Ladungen be�nden, mu� (13.4) die Laplace-Gleichung�� = 0 (13.10)erf�ullen. Da die Potenzen r�l�1 zu verschiedenen l-Werten und die Funktionen exp(im�)zu verschiedenen m-Werten linear unabh�angig sind, folgt aus (13.10):�(r�l�1Ylm(�; �)) = 0: (13.11)Der �-Operator hat in Kugelkoordinaten die Form:� = @2@r2 + 2r @@r + 1r2 sin2 � (sin � @@� (sin � @@� ) + @2@�2 ): (13.12)F�uhrt man die r-Di�erentiationen in (13.11) aus, so bleibtf 1sin � @@� (sin � @@� ) + 1sin2 � @2@�2 + l(l + 1)gYlm = 0: (13.13)Mit dem Separationsansatz Ylm(�; �) = exp(im�) Flm(�) (13.14)reduziert sich (13.13) auff 1sin � @@� (sin � @@� )� m2sin2 � + l(l + 1)gFlm = 0: (13.15)Bemerkungen:1.) Neben r�l�1Ylm(�; �) ist auch rlYlm(�; �) eine L�osung von (13.10),�(rlYlm(�; �)) = 0: (13.16)Von diesen beiden linear unabh�angigen L�osungen ist in unserem Zusammenhang nurr�l�1Ylm brauchbar wegen der Randbedingung�(r; �; �)! 0 f�ur r !1: (13.17)93



2.) Der Index m in (13.14) mu� ganzzahlig sein, da � eine eindeutige periodische Funktionist: �(r; �; �) = �(r; �; �+ 2�): (13.18)Zur L�osung von Gleichung (13.15) f�uhren wir ein:� = cos �; d.h. 1sin � dd� = � dd� ; (13.19)soda� (13.15) �ubergeht in:f dd� ((1� �2) dd� )� m21� �2 + l(l + 1)gFlm = 0: (13.20)F�ur l = m kann man die L�osung (bis auf einen Normierungsfaktor) sofort angeben:Fll = (1� �2)l=2 = (sin �)l: (13.21)Die L�osungen zu m 6= l erh�alt man dann rekursiv (bis auf einen Normierungsfaktor) aus:Flm�1 = (� dd� �m cotg�)Flm: (13.22)Der Beweis (durch Einsetzen von (13.22) in (13.15)) ist ebenso elementar wie langwierig.Wichtig am Resultat (13.22) ist, da� die Flm Polynome in cos �; sin � der Ordnung l sind,da Di�erentiation nach � und Multiplikation mit cotg� die Ordnung von Fll nicht �andern.F�ur alle m-Werte mit jmj > l verschwindet Flm.Bemerkung:Gleichung (13.20) hat au�er der hier behandelten L�osung als Di�erentialgleichung 2. Ord-nung noch eine 2. Basisl�osung. Sie besitzt Singularit�aten f�ur � = 0; � und ist f�ur unsereProblemstellung nicht geeignet.Eine wichtige Eigenschaft der Kugelfunktionen ist die Orthogonalit�at. Um sie zuformulieren, betrachten wir eine Folge von Funktionen f1(x); f2(x); � � � ; fn(x); � � � ; wel-che im Intervall [a; b] stetig sein sollen. Wir de�nieren dann das Skalarprodukt zweierFunktionen fn; fm durch (fm; fn) = Z ba f �mfn dx: (13.23)Als die Norm von fn wird eingef�uhrt:(fn; fn) = Z ba jfnj2 dx � 0: (13.24)Man nennt 2 Funktionen orthogonal wenn(fm; fn) = 0: (13.25)Die obigen Begri�sbildungen sind analog zu denen f�ur Vektoren in Vektorr�aumen endlicherDimension. 94



F�ur die Kugelfunktionen gilt nun folgende RelationZ 2�0 d� Z �0 sin �d� Y �lmYl0m0 = �ll0�mm0 : (13.26)Wegen Z 2�0 d� exp(i(m�m0)�) = 2� f�ur m = m0 (13.27)und =0 f�ur m 6= m0 ist die Orthogonalit�at bzgl. m sofort klar. Die auf 1 normiertenFunktionen sind dann 1p2� exp(im�): (13.28)F�ur die Funktionen Flm(�) verzichten wir auf die Berechnung der (in (13.21), (13.22) nochnicht enthaltenen) Normierungsfaktoren. Die Orthogonalit�at bzgl. l weisen wir wie folgtnach: Wir nutzen aus, da� die L�osung der reellen Di�erentialgleichung (13.20) stets reellgew�ahlt werden kann und bilden vonZ +1�1 d� Fl0mf dd� (1� �2) dd� � m21� �2 + l(l + 1)gFlm = 0 (13.29)und Z +1�1 d� Flmf dd� (1� �2) dd� � m21� �2 + l0(l0 + 1)gFl0m = 0 (13.30)die Di�erenz und erhalten[l(l + 1)� l0(l0 + 1)] Z +1�1 d� Fl0mFlm = 0; (13.31)dabei wurde der 1. Term in (13.29) (oder (13.30)) durch 2-malige partielle Integrationumgeformt und beachtet, da� wegen des Faktors (1� �2) keine Beitr�age von den ausinte-grierten Termen auftreten. F�ur l 6= l0 folgt aus (13.31)Z +1�1 d� Fl0mFlm = 0; q.e.d. (13.32)13.3 Multipolentwicklung des StrahlungsfeldesDie Multipoll�osungen von Kap. 12 im quellenfreien Raum gen�ugen der Di�erentialglei-chung �A+ k2A = 0: (13.33)Sie besitzt au�er ebenen Wellen auch Kugelwellen als L�osungen, die wir im folgendenkonstruieren wollen.Mit dem Ansatz A(r) = alm fl(r) Ylm(�; �) (13.34)geht (13.33) �uber in f d2dr2 + 2r ddr + k2 � l(l + 1)r2 gfl(r) = 0; (13.35)95



wenn man (13.12) und (13.13) beachtet. Gleichung (13.35) wird etwas einfacher, wennman statt fl die Funktion gl = rfl (13.36)einf�uhrt, wof�ur dann gilt f d2dr2 + k2 � l(l + 1)r2 ggl(r) = 0: (13.37)Fall 1: l=0Dann sind die L�osungen g0 sofort ersichtlich: sin(kr) und cos(kr) bzw. exp(�ikr).Fall 2: l 6= 0In der Variablen � = kr (13.38)lautet (13.37) f d2d�2 + 1� l(l + 1)�2 ggl(�) = 0: (13.39)Zur L�osung von (13.39) de�nieren wird+l = dd� � l� ; d�l = dd� + l� ; (13.40)dann l�a�t sich (13.39) schreiben als(d+l d�l + 1)gl = 0; (13.41)wenn man beachtet: dd�( l�gl) = � l�2 gl + l� dgld� : (13.42)�Ahnlich ist: (d�l+1d+l+1 + 1)gl = 0: (13.43)Wendet man auf (13.43) die Vorschrift d+l+1 an,(d+l+1d�l+1 + 1)(d+l+1gl) = 0 (13.44)und vergleicht mit (13.41), so erh�alt man (bis auf einen konstanten Faktor)gl+1 = d+l+1gl: (13.45)Gleichung (13.45) erlaubt also, die gl rekursiv aus g0 zu berechnen.L�osungs�ubersicht:g0 (�)lgl(�)=� Symbolsin � sph�arische Bessel-Funktionen jl(�)� cos � sph�arische Neumann-Funktionen nl(�)exp(�i�) sph�arische Hankel-Funktionen h�l (�)96



Zur einfachen Berechnung der niedrigsten jl; nl schreiben wir (13.40) um,d+l = �l dd���l; (13.46)soda� nach (13.45) gl = �l dd���l � � � � dd���1g0 (13.47)oder gl� = �l(1� dd�)l(g0� ): (13.48)Man �ndet durch einfache Di�erentiationen (�UB):j0 = sin �� ; n0 = �cos �� ;j1 = sin ��2 � cos �� ; n1 = �cos ��2 � sin �� ;j2 = ( 3�3 � 1�) sin �� 3 cos ��2 ; n2 = (� 3�3 + 1�) cos �� 3 sin ��2 :Die allgemeine L�osung von (13.33) kann nun geschrieben werden alsA(r) =Xl;mfalmh+l (�) + blmh�l (�)g Ylm(�; �): (13.49)F�ur Abstrahlungsprobleme ist blm = 0, da h�l eine einlaufende Kugelwelle beschreibt. DieKoe�zienten alm der auslaufenden Kugelwelle h+l werden bestimmt aus den Multipolmo-menten durch Vergleich von (13.49) und (12.11) f�ur � = kr � 1.13.4 Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugel-funktionenDie Funktionen h�l (�)Ylm(�; �) bilden wie die ebenen Wellen exp(ik � r) eine vollst�andigeBasis; die allgemeine L�osung der Wellengleichung kann aus der einen wie der anderenBasis durch Superposition gewonnen werden. Welche Basis man w�ahlt, h�angt von derspeziellen Problemstellung (z.B. den Randbedingungen) ab.Den Zusammenhang der beiden Basis-Systeme wolen wir aufzeigen durch Entwicklungeiner ebenen Welle nach Kugelfunktionen. Der Einfachheit halber w�ahlen wir k = (0; 0; k),dann tritt in exp(ik � r) = exp(ikz) = exp(ikr cos �) (13.50)der Winkel � nicht mehr auf und die Entwicklung hat die Form:exp(ikz) =Xl al jl(kr) Yl0(�): (13.51)97



Die Neumann-Funktionen treten nicht auf, da nl singul�ar wird f�ur r ! 0. Die Koe�zientenlauten: al = il(2l + 1)s 4�2l + 1 : (13.52)Zum Beweis von (13.52) nutzt man die Orthogonalit�at aus. Generell kann man die Ko-e�zienten einer Entwicklung g(x) =Xm cmfm(x) (13.53)nach einem (vollst�andigen) orthonormierten System von Funktionen fm(x),(fn; fm) = �nm (13.54)bestimmen durch cn(fn; g) = Z ba f �n(x)g(x) dx: (13.55)Im obigen Beispiel (13.49) wird:aljl(kr) = Z �0 sin �d� Yl0(�) exp(ikr cos �); (13.56)nach Entwicklung f�ur kleine Werte von r kann die �-Integration durchgef�uhrt werden. DasErgebnis ist (13.52) (�UB).13.5 Nutzen der Entwicklung nach KugelfunktionenKennt man die Winkelabh�angigkeit der Funktionen �, Gleichung (13.4), bzw. A, Glei-chung (13.49), bei festem r, so kann man sofort entscheiden, welche Multipolmomente dieQuelle des Feldes enth�alt. Zum Beispiel wird(Ylm;�) � qlm (13.57)wegen der Orthogonalit�at der Ylm, welche erlaubt, aus der Entwicklung (13.4) einen be-stimmten Term herauszugreifen.
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Teil VDas elektromagnetische Feld inMaterie
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Kapitel 14Makroskopische FelderIm Prinzip erlauben die Maxwell-Gleichungen von Teil III das elektromagnetische Feldbeliebiger Materieanordnungen zu berechnen, sobald die Ladungsdichte �(r; t) und dieStromdichte j(r; t) exakt bekannt sind. In einer solchen mikroskopischen Theorie wirddie gesamte Materie in dem betrachteten Raumbereich in Punktladungen (Elektronenund Atomkerne) zerlegt, deren Bewegungszustand dann Ladungsdichte �(r; t) und Strom-dichte j(r; t) de�niert. F�ur Materieanordnungen von makroskopischen Dimensionen (z.B.Kondensator mit Dielektrikum oder stromdurch
ossene Spule mit Eisenkern) ist einemikroskopische Rechnung in der Praxis weder durchf�uhrbar noch erstrebenswert, da ex-perimentell doch nur r�aumliche und zeitliche Mittelwerte der Felder kontrollierbar sind.Wir werden uns daher im folgenden mit raum-zeitlichen Mittelwerten befassen.14.1 Makroskopische Mittelwertesind Integrale der Form< f(r; t) >= 1�V�T Z dV d� f(r+ ~�; t+ �) (14.1)wobei,i) �V das Volumen, �T das Zeitintervall angibt, �uber das gemittelt wird,ii) f f�ur die Ladungs- oder Stromdichte und die Komponenten der Feldst�arken steht. Wirwollen im folgenden Zusammenh�ange zwischen den Mittelwerten (14.1) f�ur Ladungs- undStromdichte einerseits und den Feldern andererseits herstellen. Ausgangspunkt sind diemikroskopischen Maxwell-Gleichungenr �B = 0; r� E+ @B@t = 0 (14.2)und r �E = ��0 ; r�B� �0�0@E@t = �0j: (14.3)Wenn wir annehmen, da� in (14.1) Di�erentiationen nach r und t unter dem Integralausgef�uhrt werden d�urfen,@@t < f >=< @f@t >; @@x < f >=< @f@x >; @@y < f >=< @f@y >; etc.; (14.4)100



so erhalten wir aus (14.2) und (14.3) folgende Gleichungen f�ur die Mittelwerte:r� < B >= 0; r� < E > +@ < B >@t = 0 (14.5)und r� < E >= < � >�0 ; r� < B > ��0�0@ < E >@t = �0 < j > : (14.6)Die homogenen Gleichungen (14.2) bleiben beim �Ubergang von den mikroskopischenFeldern E;B zu den makroskopischen Feldern~E =< E >; ~B =< B > (14.7)erhalten. In den inhomogenen Gleichungen (14.6) m�ussen wir nun < � > und < j >geeignet aufteilen in14.2 Freie und gebundene Ladungstr�agerWir befassen uns zun�achst in (14.6) mit dem Zusammenhang von ~E und seinen Quellen.Dazu zerlegen wir < � >= �b + �f ; (14.8)wobei �b die im Sinne von (14.1) gemittelte Dichte der gebundenen Ladungstr�ager dar-stellt, �f die gemittelte Dichte der freien Ladungstr�ager.Gebundene Ladungstr�ager sind z.B. die Gitterbausteine eines Ionen-Kristalls (wieNaCl mit den Gitterbausteinen Na+ und Cl�) oder die Elektronen von Atomen und Mo-lek�ulen. Gebunden bedeutet dabei nicht, da� die Ladungstr�ager total unbeweglich sind,sondern nur, da� sie durch starke r�ucktreibende Kr�afte an bestimmte Gleichgewichtslagengebunden sind, um die herum kleine Schwingungen m�oglich sind.Frei bewegliche Ladungstr�ager sind z.B. Leitungselektronen in Metallen, Ionen in Ga-sen oder Elektrolyten. Sie zeichnen sich dadurch aus, da� sie unter dem Ein
u� eines�au�eren Feldes einen makroskopischen Strom bilden.�f ist im Gegensatz zu �b eine makroskopische, im Experiment direkt kontrollierbareGr�o�e. Die Ladungen auf den Platten eines Kondensators z.B. k�onnen von au�en vorge-geben werden. Sie erzeugen ein elektrisches Feld, welches in einem Dielektrikum zwischenden Platten elektrische Dipole erzeugen oder ausrichten kann. Der E�ekt f�ur den Beob-achter sind Polarisationsladungen auf den Ober
�achen des Dielektrikums, welche vonden speziellen Gegebenheiten (Art des Dielektrikums, Temperatur der Umgebung, St�arkedes ~E-Feldes) abh�angen.Es liegt daher nahe, das von den (gebundenen) Polarisationsladungen resultierende zus�atz-liche elektrische Feld mit dem Feld zusammenzufassen, welches von den Ladungen �f aufden Platten herr�uhrt. Das Zusatzfeld ~P w�ahlen wir so, da� :r � ~P = ��b (14.9)und ~P = 0 wo �b = 0: (14.10)101



Dann wird: r � (�0~E + ~P) = �f (14.11)oder nach Einf�uhrung der dielektrischen Verschiebung~D = �0~E + ~P (14.12)r � ~D = �f : (14.13)Wir werden weiter unten zeigen, da� das Hilfsfeld ~P gerade die Dichte des (makroskopi-schen) Dipolmoments des betrachteten Dielektrikums ist (dielektrische Polarisation).Vorher wollen wir jedoch noch die 2. inhomogene Gleichung in (14.6) umformen. Ana-log zu (14.8) teilen wir auf: < j >= jf + jb; (14.14)wobei jf die von der Bewegung der freien Ladungstr�ager herr�uhrende (gem�a� (14.1) gemit-telte) Stromdichte ist. Die von der Bewegung der gebundenen Ladungstr�ager herr�uhrende(gemittelte) Stromdichte jb teilt man zweckm�a�igerweise noch einmal auf,jb = jP + jM : (14.15)Dabei soll jP von der zeitlichen �Anderung von ~P , also der Bewegung der Polarisationsla-dungen, herr�uhren: jP = @ ~P@t : (14.16)Die Diskussion des verbleibenden Anteils jM , der von molekularen Kreisstr�omen, d.h.magnetischen Dipolen, herr�uhrt, verschieben wir auf sp�ater.Mit (14.12), (14.14) und (14.16) schreibt sich die 2. inhomogene Gleichung wie folgt:r� ~B � �0@ ~D@t = �0jf + �0jM : (14.17)F�ur die weitere Umformung von (14.17) nutzen wir die Kontinuit�atsgleichung f�ur die freienLadungstr�ager aus: r � jf + @�f@t = 0: (14.18)102



Dann folgt aus (14.13) und (14.18)r � (@ ~D@t + jf) = 0; (14.19)soda� der Vektor @ ~D=@t + jf sich als Rotation eines Vektors darstellen l�a�t, den wir mit~H bezeichnen, r� ~H = @ ~D@t + jf : (14.20)Mit (14.17) �nden wir den Zusammenhang von ~B und ~H:r� ( ~B � �0 ~H) = �0jM : (14.21)Analog dem Vektor ~P f�uhren wir hier ein:�0 ~M = ~B � �0 ~H; (14.22)soda� entsprechend (14.9):r� ~M = jM ; ~M = 0 wo jM = 0: (14.23)~M wird sich als die Dichte des (makroskopischen) magnetischen Dipolmoments (Magne-tisierung) erweisen.Bemerkungen:1.) Ein mikroskopisches Analogon besitzen nur die Felder ~E , ~B, n�amlich E;B (vgl. (14.7)).~D und ~H sind nur Hilfsfelder, die wir einf�uhren, um komplizierte elektrische und magne-tische Eigenschaften der Materie pauschal zu erfassen.2.) Eine makroskopische Polarisation (oder Magnetisierung) kann zustande kommen da-durch, da� vorhandene elektrische (oder magnetische) Dipole im Feld ausgerichtet werdenoder da� Dipole vom Feld induziert werden. Ohne �au�eres Feld sind permanente Dipolestatistisch verteilt und ergeben nach Mittelung �uber ein makroskopisches Volumen keinePolarsation (oder Magnetisierung).Zusammenfassung der makroskopischen Feldgleichungen:Homogene Gleichungen: r � ~B = 0; r� ~E + @ ~B@t = 0 (14.24)Inhomogene Gleichungen: r � ~D = �f ; r� ~H� @ ~D@t = jf (14.25)Verkn�upfungen: ~D = �0 ~E + ~P; ~H = 1�0 ~B � ~M: (14.26)103



Die Gleichungen (14.24), (14.25) haben formal die gleiche Struktur wie (14.2), (14.3). Siek�onnen daher mit den gleichen Methoden gel�ost werden.Die Gleichungen (14.2), (14.3) reichen jedoch noch nicht aus, um - bei gegebem �f ; jf- die 4 Felder ~E ; ~D; ~B; ~H eindeutig zu bestimmen. Dazu m�ussen wir die formalen Ver-kn�upfungen (14.26) mit Hilfe spezieller Modelle f�ur die betrachtete Materie in expliziteMaterialgleichungen umwandeln. Einfache Beispiele werden in den n�achsten Kapitelndazu diskutiert.14.3 Polarisation und MagnetisierungZur Interpretation von Polarisation ~P und Magnetisierung ~M f�uhren wir durch~B = r� ~A; ~E = �r~�� @ ~A@t (14.27)das makroskopische skalare Potential ~� und Vektor-Potential ~A ein. F�ur sie gelten inLorentz-Eichung die inhomogenen Wellengleichungen�2~� = 1�0 (�f �r � ~P); (14.28)�2 ~A = �0(jf +r� ~M+ @ ~P@t ): (14.29)Sie haben als spezielle L�osungen die retardierten Potentiale (vgl. Kap. 11.3)~�(r; t) = 14��0fZ d3r0 �f (r0; t0)jr� r0j � Z d3r0 r0 � ~P(r0; t0)jr� r0j g (14.30)mit der retardierten Zeit t0 = t + jr� r0j=c. Ebenso:~A(r; t) = �04�fZ d3r0 jf (r0; t0)jr� r0j + Z d3r0 @ ~P(r0; t0)=@t0jr� r0j + Z d3r0 r0 � ~M(r0; t0)jr� r0j g: (14.31)Den uns interessierenden Term in (14.30) formen wir mit partieller Integration um:Z d3r0 r0 � ~P(r0; t)jr� r0j = Z d3r0 (r� r0) � ~P(r0; t)jr� r0j3 ; (14.32)wobei wir der Einfachheit halber die Retardierung vernachl�assigen (t = t0). F�ur endlichausgedehnte Materie tritt kein Ober
�achenterm bei der partiellen Integration auf. Der Ver-gleich mit Kap. 12.2 oder 1.5 zeigt, da� ~P die Bedeutung der Dichte des makroskopischenelektrischen Dipolmoments zukommt, wie oben schon behauptet. Ganz entsprechend wirdbei Vernachl�assigung der Retardierung (t = t0) aus dem letzten Term in (14.31):Z d3r0 r0 � ~M(r0; t)jr� r0j = � Z d3r0 (r� r0)� ~M(r0; t)jr� r0j3 : (14.33)104



Der Vergleich mit Kap. 5.4 oder 12.3 zeigt, da� ~M(r; t) die Dichte des makroskopischenmagnetischen Dipolmoments zukommt. Es entsteht dadurch, da� entweder permanentemagnetische Dipole im Feld ausgerichtet werden oder durch das Feld induziert werden,wie im Fall der elektrischen Dipole.Die Ladungserhaltung f�ur die gebundenen Ladungstr�ager,r � jb + @�b@t = 0; (14.34)folgt aus (14.9), (14.14) sowie (14.16) und (14.23).
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Kapitel 15Energie, Impuls und Drehimpuls desmakroskopischen FeldesIn Kap. 8 hatten wir Energie, Impuls und Drehimpuls des mikroskopischen Feldes ein-gef�uhrt und dieses Konzept in Teil IV auf das Strahlungsfeld im Vakuum angewendet.Wir wollen im folgenden die Betrachtungen von Kap. 8 auf das makroskopische Feld�ubertragen.15.1 EnergieAusgangspunkt f�ur die Energiebilanz in Kap. 8 war die von einem (mikroskopischen) Feld(E;B) an einem System geladener Massenpunkte pro Zeiteinheit geleistete ArbeitdWMdt = Z j �E dV: (15.1)Grundlage von (15.1) ist die Lorentz-Kraft, z.B. f�ur eine Punktladung q:K = q(E+ (v�B)); (15.2)deren magnetischer Anteil zu (15.1) keinen Beitrag liebert. Aus (15.2) erh�alt man mit(14.1) f�ur die vommakroskopischen Feld (~E ; ~B) auf eine mit der Geschwindigkeit v bewegteProbeladung q ausge�ubte (mittlere) Kraft:~K = q(~E + (v � ~B)): (15.3)Die an den freien Ladungen der Dichte �f vom makroskopischen Feld pro Zeiteinheitgeleistete Arbeit ist dann analog (15.1):dWMdt = Z jf � ~E dV: (15.4)Die rechte Seite von (15.4) k�onnen wir mit (14.25) umformen zu:dWMdt = Z (~E � (r� ~H)� ~E � @ ~D@t ) dV: (15.5)106



Wie in Kap. 8 k�onnen wir (15.5) symmetrisieren mit Hilfe der Identit�atr � (a� b) = b � (r� a)� a � (r� b) (15.6)und (14.24), r� ~E = �@ ~B@t : (15.7)Man erh�alt: dWMdt = � Z dV fr � (~E � ~H) + ~E � @ ~D@t + ~H � @ ~B@t g: (15.8)Der Vergleich mit (8.7) zeigt, da� ~S = ~E � ~H (15.9)als Energiestromdichte des makroskopischen Feldes (Poynting-Vektor) zu deuten ist. ZurInterpretation der restlichen Terme betrachten wir die N�aherunglinearer, isotroper Medien: ~D = �~E ; ~B = � ~H: (15.10)Dann wird ~E � @ ~D@t + ~H � @ ~B@t = 12 @@t(~E � ~D + ~H � ~B) (15.11)und wir k�onnen analog (8.10) die Gr�o�e12(~E � ~D + ~H � ~B) (15.12)als Energiedichte des makroskopischen Feldes interpretieren.15.2 Impuls, DrehimpulsNach (15.3) ist dPMdt = q(~E + (v � ~B)) (15.13)die �Anderung des Impulses der Probeladung q im Feld (~E; ~B). F�ur die Impuls�anderungeines Systems freier Ladungen, beschrieben durch �f ; jf , im Feld (~E ; ~B) folgt:dPMdt = Z dV (�f ~E + (jf � ~B)): (15.14)Analog Kap. 8.2 formen wir (15.14) mitr � ~D = �f ; r� ~H� @ ~D@t = jf (15.15)um zu dPMdt = Z dV (~E(r � ~D) + (r� ~H)� ~B � @ ~D@t � ~B): (15.16)107



Wir symmetrisieren (15.16) mit Hilfe vonr � ~B = 0; r� ~E = �@ ~B@t ; (15.17)dPMdt = Z dV f~E(r� ~D)+ ~H(r� ~B)+ (r� ~H)� ~B+(r� ~E)� ~D� @@t( ~D� ~B)g: (15.18)Wie in Kap. 8 l�a�t sich dann ~D � ~B (15.19)als Impulsdichte des makroskopischen elektromagnetischen Feldes interpretieren (vgl. (8.38).Die �Ubertragung von (8.39) auf den Fall des makroskopischen Feldes ist dann trivial.15.3 Die Kirchho�'schen RegelnDie Theorie der elektrischen Schaltkreise beruht auf folgenden Regeln:1.) Kirchho�'scher Satz (Knotenregel)An einer Stromverzweigung gilt f�ur station�are und quasistation�are Str�omeNXi=1 Ii = 0: (15.20)Beweis:F�ur station�are und quasistation�are Str�ome folgt ausr � jf = 0; (15.21)mit dem Gau�'schen Integralsatz:ZF jf � df = NXi=1 Ii = 0: (15.22)

Bemerkung: Der quasistation�are Fall ist dadurch de�niert, da� in (14.19) @ ~D=@t ver-nachl�assigt werden darf, woraus direkt (15.21) folgt. Im station�aren Fall ist @�f=@t = 0108



und (15.21) folgt aus (14.18). Grundlage der 1. Kirchho�'schen Regel ist also die Ladungs-erhaltung.2. Kirchho�'sche Regel (Maschenregel)Die Summe der Spannungsabf�alle l�angs eines geschlossenen Weges in einem Schaltkreis(Masche) verschwindet, Xj Uj = 0: (15.23)Dabei kann Uj stehen f�uri) Ohm'schen Spannungsabfall (Widerstand R)UR = IR; (15.24)ii) Kondensatorspannung (Kapazit�at C)UC = 1C Z Idt; (15.25)iii) induzierte Spannung (Induktivit�at L)UL = LdIdt (15.26)sowie eine Batteriespannung.Beweis: Aus r� ~E = �@ ~B@t (15.27)folgt mit dem Stoke'schen IntegralsatzZF (r� ~E) � df = IS ~E � ds = � @@t ZF ~B � df : (15.28)Grundlage der 2. Kirchho�'schen Regel ist das Induktionsgesetz oder der Energiesatz.F�uhrt man n�amlich eine Ladung q auf einem geschlossenen Weg durch den Schaltkreis,so ist (15.23) nach Multiplikation mit q gerade die Energiebilanz.
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Kapitel 16Elektrische und magnetischeEigenschaften der Materie
16.1 MaterialgleichungenDie makroskopischen Maxwell-Gleichungenr � ~B = 0; r� ~E + @ ~B@t = 0 (16.1)und r � ~D = �f ; r� ~H� @ ~D@t = jf (16.2)reichen (wie in Kap. 15.2 schon erw�ahnt) nicht aus, um die Felder ~E ; ~B; ~D und ~H zubestimmen, solange nicht explizite Materialgleichungen zur Verf�ugung stehen, welche~E; ~B; ~D und ~H untereinander verkn�upfen. Oft sind auch die makroskopischen Quellen�f und jf nicht als Funktion von r und t vorgegeben, sondern funktional von den zuberechnenden Feldern abh�angig.F�ur die Diskussion solcher Materialgleichungen formen wir (16.2) so um, da� die Felder~E und ~B in Abh�angigkeit von den makroskopischen Quellen �f ; jf ; ~P und ~M dargestelltwerden:r � ~E = 1�0 (�f �r � ~P); r� ~B � �0�0@ ~E@t = �0(jf + @ ~P@t +r� ~M): (16.3)Dabei sind �f ; jf ; ~P und ~M Funktionale der Felder ~E und ~B; sie k�onnen auch von �au�erenParametern wie z.B. der Temperatur T abh�angen. Es ist also:~P = ~P [~E; ~B; T ]; (16.4)entsprechend f�ur ~M und jf . �Uber die Kontinuit�atsgleichung ist dann �f durch jf bestimmt:r � jf + @�f@t = 0: (16.5)Im folgenden werden wir f�ur eine Reihe einfacher Modelle Materialgleichungen vom Typ(16.4) diskutieren. 110



16.2 Ohm'sches Gesetz; elektrische Leitf�ahigkeitIn Metallen ist die Leitf�ahigkeit auf die Existenz freier Elektronen zur�uckzuf�uhren. DieBewegungsgleichung f�ur ein solches Leitungselektron i lautet:Mdvidt + �vi = eEi; (16.6)wobei Ei das auf das Elektron i wirkende elektrische Feld ist und der Reibungsterm derTatsache (pauschal) Rechnung tragen soll, da� die Leitungselektronen durch St�o�e mitden Gitterionen Energie verlieren.Aus (16.6) folgt mit (4.4), (4.5) f�ur die Stromdichte:djfdt + �M jj = n e2M ~E ; (16.7)wobei wir den Mittelwert �uber Ei mit dem makroskopischen Feld ~E identi�ziert haben.F�ur statische ~E-Felder besitzt (16.7) die station�are L�osung:jf = �0~E (16.8)mit der Gleichstromleitf�ahigkeit �0 = ne2� : (16.9)F�ur ein zeitlich periodisches Feld ~E = ~E0 exp(�i!t) (16.10)erwarten wir als L�osung von (16.7) jf = j0 exp(�i!t): (16.11)Gleichung (16.7) ergibt dann die Beziehungjf = �(!)~E (16.12)mit der frequenzabh�angigen Leitf�ahigkeit�(!) = �01� i!� ; (16.13)dabei ist die D�ampfungskonstante � bestimmt durch� = M� : (16.14)F�ur niedrige Frequenzen !� � 1 wird �(!) reell, �(!) � �0, w�ahrend umgekehrt f�ur hoheFrequenzen, !� � 1, �(!) rein imagin�ar wird, soda� jf und ~E um �=2 gegeneinanderphasenverschoben sind. 111



16.3 DielektrikaUnter dem Ein
u� eines elektrischen Feldes ~E stellt sich in einem nichtleitenden, polari-sierbarem Medium eine Polarisation ~P ein. Wir unterscheiden 2 Typen:1. OrientierungspolarisationSchon vorhandene (permanente) elektrische Dipole werden im ~E-Feld ausgerichtet. Demordnenden Ein
u� des Feldes wirkt die thermische Bewegung entgegen und die resultieren-de makroskopische Polarisation ist temperaturabh�angig. F�ur ~E = 0 sind die Richtungender elementaren Dipole statistisch verteilt und es ist ~P = 0 (siehe Kap. 16.5).2. Induzierte PolarisationDurch das ~E-Feld k�onnen Elektronen und Kerne in Atomen oder Molek�ulen relativ zu-einander verschoben und Dipole in Feldrichtung erzeugt (induziert) werden. Auf dieseWeise entsteht eine temperaturunabh�angige Polarisation.Bei niedrigen Feldst�arken und/oder hohem Temperaturen ist die lineare Beziehung~P = �e�0~E (16.15)eine gute N�aherung von (16.4); dabei ist die elektrische Suszeptibilit�at �e im allge-meinen temperaturabh�angig. Mit (16.15) gilt dann:~D = �~E (16.16)mit der Dielektrizit�atskonstanten� = �0(1 + �e): (16.17)Bemerkung:(16.15) und (16.16) setzen ein isotropes Material voraus. F�ur anisotrope Medien ist �ebzw. � durch einen Tensor zu ersetzen.F�ur schnell oszillierende Felder erweist sich � (bzw. �e) als frequenzabh�angig,� = �(!): (16.18)Beispiel: F�ur H2O ist (bei T = 200 C) �=�0 � 40, wenn man f�ur ! die Frequenz dergelben Na-Linie w�ahlt.Die Frequenzabh�angigkeit von �(!) l�a�t sich an Hand des folgenden (vereinfachten)Modells �uber die Struktur von Atomen und Molek�ulen verstehen:Wir nehmen an, da� die Elektronen in einem Atom oder Molek�ul ged�ampfte harmonischeSchwingungen ausf�uhren. Dann lautet die Bewegungsgleichung f�ur das n-te Elektron einesAtoms (oder Molek�uls) unter dem Ein
u� eines periodischen ~E-Feldes :d2dt2 rn + 
n ddtrn + !2nrn = eM ~E0 exp(�i!t): (16.19)Mit dem Ansatz rn = r0n exp(�i!t) (16.20)112



�ndet man als L�osung von (16.19)rn = eM(!2n � !2 � i!
n) ~E0 exp(�i!t) (16.21)und daraus f�ur das Dipolmomentp = ZXn=1 ern = e2M ~E0 exp(�i!t) ZXn=1 1(!2n � !2 � i!
n) ; (16.22)wenn Z Elektronen im Atom (Molek�ul) sind. Es folgt f�ur die elektrische Suszeptibilit�at:�e = Ne2�0M Xn 1(!2n � !2 � i!
n) ; (16.23)wobei N die Zahl der Atome (Molek�ule) pro Volumeneinheit ist.Der D�ampfungsterm in (16.19) tr�agt pauschal der Tatsache Rechnung, da� die ato-maren Oszillatoren durch St�o�e zwischen den Atomen oder Molek�ulen Energie verlieren.Dies hat zur Folge, da� �e bzw. � komplex werden. Als Beispiel werden wir im n�achstenKapitel die Absorption elektromagnetischer Wellen in Materie betrachten.16.4 Para- und DiamagnetismusEine Magnetisierung ~M kann (analog dem Fall der Polarisation ~P) auf folgende Weiseentstehen:1. Orientierungsmagnetisierung (Paramagnetismus)Permanente elementare magnetische Dipole werden in einem �au�eren Magnetfeld gegendie thermische Bewegung ausgerichtet und f�uhren zu einer makroskopischen Magnetisie-rung ~M. Ohne Magnetfeld sind die elementaren Dipolmomente m bzgl. ihrer Richtungstatistisch verteilt und man erh�alt im makroskopischen Mittel ~M = 0.2. Induzierte Magnetisierung (Diamagnetismus)Im Magnetfeld �andern sich die Bahnen der Elektronen, insbesondere ihr Drehimpuls. Einesolche �Anderung des Drehimpulses ist nach (5.34) mit einer �Anderung des magnetischenDipolmoments des Atoms verbunden. Atome, die kein permanentes magnetisches Dipol-moment haben, erhalten also im �au�eren Magnetfeld ein induziertes Dipolmoment. SeineRichtung ist durch die Richtung des �au�eren Feldes gegeben (s.u.).Die Magnetisierung ~M h�angt also im allgemeinen vom �au�eren Feld und der Tem-peratur ab. Da das fundamentale Feld das ~B-Feld ist, sollten wir entsprechend (16.4)eigentlich ~M = ~M[ ~B; T ] (16.24)betrachten. Es ist jedoch �ublich, (16.24) durch~M = ~M[ ~H; T ] (16.25)113



zu ersetzen, da ~H �uber die Stromdichte jf praktisch leichter kontrollierbarer ist als ~B.Bemerkung:Im elektrischen Fall betrachtet man - im Einklang mit der mikroskopischen Theorie -~P = ~P [~E; T ]; (16.26)da Potentialdi�erenzen bequemer kontrollierbar sind als �f und das damit verbundene~D-Feld.F�ur gen�ugend schwache Felder und/oder hohe Temperaturen ist zu erwarten, da�~M = �m ~H (16.27)eine gute N�aherung von (16.25) ist; dabei ist �m die magnetische Suszeptibilit�at. Mit(16.27) und (14.22) wird dann: ~B = � ~H; (16.28)wobei die Permeabilit�at � mit �m �uber� = �0(1 + �m) (16.29)zusammenh�angt.Abschlie�end wollen wir das Zustandekommen des Diamagnetismus quantitativ n�aherformulieren. Als einfachstes Modell betrachten wir ein an den Atomkern elastisch gebun-denes Elektron unter dem Ein
u� eines �au�eren Magnetfeldes:d2dt2 rn + !2nrn = 2~!L � ddtrn (16.30)mit der Abk�urzung ~!L = � e2MB: (16.31)Zur L�osung der Bewegungsgleichung (16.30) gehen wir zu einem mit der Winkelgeschwin-digkeit ~!L gegen�uber dem Laborsystem � rotierenden Koordinatensystem �0 �uber. Wegenr = r0; ddtr = ddtr0+(~!L� r0); d2dt2 r = d2dt2 r0+2(~!L� ddtr0)+ ~!L� (~!L� r0) (16.32)folgt dann aus (16.30): d2dt2 r0 + !2nr0n = ~!L � (~!L � r0n): (16.33)Da im allgemeinen !n � !L ist, erhalten wir n�aherungsweised2dt2 r0 + !2nr0n = 0; (16.34)das Elektron sieht im rotierenden Koordinatensystem �0 das Magnetfeld (fast) nicht, esschwingt mit der ungest�orten Frequenz !n. Aus der Sicht des Laborsystems � tritt dazueine Rotation um die Richtung von B mit der Lamor-Frequenz !L.114



Entsprechend dieser Zerlegung der Bewegung teilen wir das magnetische Moment einesAtoms mit Z Elektronen auf in 2 Anteile:m = e2M Xi (r0i�p0i)+ e2Xi r0i�(~!L�r0i) = e2M Xi l0i� e24M Xi fBr02i�r0i(B�r0i)g: (16.35)Der 1. Term in (16.35) liefert das permanente magnetische Dipolmoment; es ist von nullverschieden, falls der Drehimpuls (hier: Bahndrehimpuls) des ungest�orten Atoms L0 6= 0ist. Der 2. Term beschreibt das induzierte Moment.Zur Diskussion des induzierten Moments setzen wir eine kugelsymmetrische Ladungs-verteilung voraus. Dann geben die Mischterme, z.B. Pi x0iy0i, in (16.35) keinen Beitrag;der Beitrag der verbleibenden quadratischen Terme l�a�t sich durch den mittleren Radius� des Atoms ausdr�ucken. Man erh�alt:mind = � e26M�2B: (16.36)O�ensichtlich wirkt der Diamagnetismus (�m < 0) dem Paramagnetismus (�m � 0) entge-gen. Atome mit L0 = 0 sind diamagnetisch; erweist sich eine Substanz als paramagnetisch,so �uberwiegt der 1. Term in (16.35) den 2. Term.Bemerkung:Atomkerne k�onnen auch einen Drehimpuls besitzen. Wegen (5.34) ist das damit verkn�upfteKern-Moment erheblich kleiner als das von den Elektronen erzeugte, da die Nukleonmasse� 2000 mal gr�o�er ist als die Elektronenmasse.16.5 Temperaturabh�angigkeit der PolarisationWir setzen homogene und isotrope Medien voraus; dann gilt f�ur den Anteil der Polarisa-tion, der von der Ausrichtung permanenter Dipole im ~E-Feld herr�uhrt:P = N < p >T ; (16.37)wobei N die Zahl der Atome pro Volumeneinheit ist und < p >T sich durch Mittelungder Dipole mit Betrag p bzgl. ihrer Richtung zum ~E-Feld bei gegebener Temperatur Tergibt, < p >T= R d(cos �) cos � exp(� cos �)R d(cos �) exp(� cos �) p (16.38)mit � = pEkT : (16.39)� bezeichnet hier den Winkel zwischen einem Dipol p und dem Feld ~E . Der Gewichtsfaktorexp(� cos �) = exp(p � ~EkT ) (16.40)115



ist aus der Thermodynamik �ubernommen; er ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, da�ein elementarer Dipol bei gegebener Temperatur T mit dem Feld ~E den Winkel � bildet.Der Nenner in (16.38) sorgt f�ur die richtige Normierung.Die Auswertung der Integrale in (16.38) ergibt:P = Np f coth� � 1�g: (16.41)Diskussion:Fall 1: starke Felder, tiefe Temperaturen, d.h.� � 1; (16.42)so da� - wie zu erwarten - mit P = Np (16.43)der S�attigungswert erreicht wird.Fall 2: schwache Felder, hohe Temperaturen, d.h.� � 1; (16.44)so da� mit coth� = 1� + �3 + � � � (16.45)folgt: P = Np23kT E ; (16.46)der oben diskutierte lineare Bereich.P
� 

 
Bemerkung:Das obige Verfahren kann direkt auf die Behandlung des Paramagnetismus �ubertragenwerden, indem man die Energie des Dipols p im ~E-Feld: �p � ~E, durch �m � ~B ersetzt,wobei m das (permanente) magnetische Dipolmoment ist.
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Kapitel 17Verhalten des elektromagnetischenFeldes an Grenz
�achen
17.1 Allgemeine StetigkeitsbedingungenAus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich eine Reihe von Konsequen-zen f�ur das Verhalten der Felder an der Grenz
�ache zwischen zwei Medien mit verschiede-nen elektrischen und magnetischen Eigenschaften. Der Einfachheit halber sei im folgendenangenommen, da� die Grenz
�ache eben sei. Aussagen �uber die1. Normalkomponenten von ~B und ~D erhalten wir ausr � ~B = 0; r � ~D = �f : (17.1)Dazu wenden wir den Gau�'schen Integralsatz auf folgende Skizze an:
Die Deck
�achen (F1; F2) einer Schachtel mit Volumen V und Ober
�ache F m�ogen sym-metrisch zur Grenz
�ache liegen; Gr�o�e und Gestalt der Deck
�achen seien beliebig. Machtman die H�ohe h der Schachtel beliebig klein, so folgt aus (17.1):ZV r � ~B dV = ZF ~B � df = ZF1( ~B(1)n � ~B(2)n ) df = 0; (17.2)da f�ur die Fl�achennormalen gilt n1 = n = �n2. Da F1 beliebig gew�ahlt werden kann, mu�gelten: ~B(1)n = ~B(2)n : (17.3)Die Normalkomponente von ~B geht also stetig durch die Grenz
�ache hindurch.117



Analog folgt ausZV r � ~D dV = ZF ~D � df = ZF1( ~D(1)n � ~D(2)n ) df = Qf ; (17.4)f�ur die Normalkomponente von ~D: ~D(1)n � ~D(2)n = 
f ; (17.5)wenn 
f die Fl�achenladungsdichte der freien Ladungstr�ager in der Grenz
�ache ist. F�urDielektrika mit 
f = 0 ist die Normalkomponente von ~D stetig; dagegen springt ~Dn beim�Ubergang Leiter - Nichtleiter um 
f .2. Tangentialkomponenten von ~E und ~H. Wir benutzen:r� ~E = �@ ~B@t ; r� ~H = �@ ~D@t + jf ; (17.6)und wenden den Integralsatz von Stokes auf folgende Skizze an:
Eine Rechteckschleife S habe Kanten der L�ange l parallel zur Grenz
�ache und der L�angeh senkrecht dazu. Dann gilt bei Integration �uber die in S eingespannte ebene Fl�ache Fim Limes h! 0: ZF (r� ~E) � df = IS ~E � ds = Z l0 ds (~E (1)t � ~E (2)t ) = 0; (17.7)da mit h! 0 der Inhalt der Fl�ache F verschwindet, so da� :ZF (@ ~B@t ) � df ! 0 f�ur h! 0: (17.8)Da l in (17.7) beliebig gew�ahlt werden kann, folgt die Stetigkeit der Tangentialkomponentevon ~E: ~E (1)t = ~E (2)t : (17.9)Ganz analog ergibt die 2. Gleichung von (17.6)Z l0 ds ( ~H(1)t � ~H(2)t ) = If ; (17.10)wenn If die Stromst�arke der in der Grenz
�ache 
ie�enden (freien) Str�ome ist, senkrechtzur Tangentialkomponente ~Ht von ~H. 118



Mit der Darstellung If = Z l0 if dl (17.11)folgt aus (17.10) wie oben ~H(1)t � ~H(2)t = if ; (17.12)dabei ist if die Fl�achenstromdichte in der Grenz
�ache senkrecht zu ~Ht.Wir untersuchen die obigen Resultate nun f�ur:17.2 Lineare, isotrope MedienFalls ~B = � ~H; ~D = �~E (17.13)gilt, �ndet man aus (17.3), (17.5), (17.9) und (17.12):�1 ~H(1)n = �2 ~H(2)n ; ~D(1)t�1 = ~D(2)t�2 (17.14)und �1 ~E (1)n � �2~E (2)n = 
f ; ~B(1)t�1 � ~B(2)t�2 = if : (17.15)Gilt das Ohm'sche Gesetz, jf = �~E ; (17.16)so folgt aus (17.9) f�ur die Tangentialkomponente von jf :j(1)ft�1 = j(2)ft�2 : (17.17)F�ur die Normalkomponente folgt �uber die Kontinuit�atsgleichung:r � jf + @�f@t = 0 (17.18)bei Anwendung des Gau�'schen Satzes (wie unter 1.)j(1)fn � j(2)fn = �@
f@t : (17.19)Speziell f�ur station�are Str�ome folgt ausr � jf = 0 (17.20)die Stetigkeit der Normalkomponenten j(1)fn = j(2)fn : (17.21)Beispiel: �Ubergang Leiter (1) - Nichtleiter (2)119



Da im Nichtleiter kein Strom 
ie�en kann, folgt aus (17.21)j(1)fn = j(2)fn = 0; (17.22)und damit �uber (17.16) ~E (1)n = 0; (17.23)da �1 6= 0. Dagegen folgt f�ur ~E (2)n aus (17.15):�2E (2)n = �
f : (17.24)Insbesondere f�ur die Elektrostatik ist wegen jf = 0 auch~E (1)t = 0; (17.25)dann fordert (17.9) ~E (2)t = 0; (17.26)also steht das ~E-Feld senkrecht zur Leiterober
�ache; es ist null innerhalb des Leiters.17.3 Re
exion und Brechung von LichtBei Abwesenheit freier Ladungen lauten die Maxwell-Gleichungen:r � ~B = 0; r � ~D = 0 (17.27)und r� ~E = �@ ~B@t ; r� ~H = @ ~D@t : (17.28)Sie vereinfachen sich mit der Annahme linearer, isotroper Medien~B = � ~H; ~D = �~E ; (17.29)zu r � ~H = 0; r � ~E = 0 (17.30)und r� ~E = ��@ ~H@t ; r� ~H = �@ ~E@t : (17.31)Wie in Kap. 9 lassen sich die Gleichungen (17.31) unter Beachtung von (17.30) entkoppeln.Man erh�alt die Wellengleichungen�~E � 1c02 @2@t2 ~E = 0; � ~H� 1c02 @2@t2 ~H = 0; (17.32)wobei c0 die Phasengeschwindigkeit im Medium ist (vgl. Kap. 9.3):1c02 = ��: (17.33)120



Da wir im folgenden das Verhalten des elektromagnetischen Feldes an ebenen Grenz
�achenuntersuchen wollen, betrachten wir spezielle L�osungen von (17.32) in Form ebener Wellen,z.B.: ~E = ~E0 expfi(k � r� !t)g; (17.34)wobei zwischen ! und k die Beziehung ! = kc0 (17.35)gelten mu�. Wie in Kap. 9 �ndet man, da� ~E ; ~H und k senkrecht zueinander stehen.Gleichung (17.35) unterscheidet sich von (9.23) dadurch, da� dort c eine Konstanteist, w�ahrend c0 von ! abh�angt, da � = �(!). Die Komponenten verschiedener Frequenz !in einem Wellenpaket laufen also mit verschiedener Geschwindigkeit c0 = c0(!), das Wel-lenpaket beh�alt seine Form im Laufe der Zeit nicht bei (Zer
ie�en von Wellenpaketen;vgl. hierzu Kap. 10.3).Bemerkung:Je nach Verlauf von �(!) kann c0 > c werden. Dies bedeutet keinen Widerspruch zur Re-lativit�atstheorie, da die Phasengeschwindigkeit vph nicht identisch ist mit der Grup-pengeschwindigkeit vg = (d!dk )k=k0 (17.36)eines Wellenpaketes, dessen Amplitude auf die Umgebung der Wellenzahl k0 konzentriertist; der Energietransport in einem solchen Wellenpaket ist durch vg und nicht durch vphbestimmt.Wir untersuchen nun das Verhalten einer Lichtwelle, beschrieben durch (17.34), aneiner ebenen Grenz
�ache (Skizze):

Aus (17.9) folgt ~� � (~Ee + ~Er) = ~� � ~Ed (17.37)f�ur alle Zeiten t und alle Vektoren r der Grenz
�ache; ~� sei ein Einheitsvektor paral-lel zur Grenz
�ache, ~Ee; ~Er und ~Ed bezeichnen die elektrische Feldst�arke der einfallenden,re
ektierten und durchgehenden Lichtwelle. Legt man den Koordinatenursprung in dieGrenz
�ache, so folgt aus (17.37) und (17.34) f�ur r = 0 die Erhaltung der Frequenz,!e = !r = !d: (17.38)121



F�ur t=0 ergibt sich aus der Phasengleichheitke � r = kr � r = kd � r (17.39)die Koplanarit�at von ke;kr und kd. W�ahlt man speziell r = r0 so, da� ke � r0 = 0, som�ussen gem�a� (17.39) die 3 Vektoren ke;kr und kd senkrecht zu r0 sein, was nur m�oglichist, wenn ke;kr und kd in einer Ebene liegen. Dann folgt aus (17.39),ke sin �e = kr sin �r; (17.40)mit (17.38), ke = kr, das Re
exionsgesetz:�e = �r: (17.41)Ebenfalls aus (17.38) ergibt sich: kekd = p�1�1p�2�2 = n1n2 ; (17.42)so da� mit (17.39) das Brechungsgesetz folgt:sin �esin �d = n2n1 : (17.43)Wertet man die in (17.37) noch enthaltenen Bedingungen f�ur die Amplituden aus, soerh�alt man die Fresnel'schen Formeln, das Brewster'sche Gesetz (Erzeugung linearpolarisierten Lichts) und die Totalre
exion (Faser-Optik).Bemerkung:Nach (16.23) ist �(!) im allgemeinen komplex, also auch k komplex. Eine elektromagne-tische Welle wird also im Medium geschw�acht (Absorption).17.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in lei-tenden MaterialienWir betrachten einen Ohm'schen Leiter mit ebener Grenz
�ache und Ober
�achenladung�. Daf�ur lauten die Maxwell-Gleichungen:r � ~H = 0; r � ~E = 0; r� ~H� �@ ~E@t � �~E = 0; r� ~E + �@ ~H@t = 0: (17.44)Solange kein Ladungsstau auftritt, ist �f = 0 (vgl. Kap. 4.2), obwohljf = �~E 6= 0: (17.45)Als L�osung von (17.44) setzen wir an:~E = ~E0 expfi(k � r� !t)g; (17.46)122



ebenso f�ur ~H und �nden mit (17.44):~H = 1�! (k� ~E); i(k� ~H) + i�!~E � �~E = 0: (17.47)Eliminiert man im letzten Ausdruck ~E oder ~H, so folgt:k2 = !2�� (1 + i �!�); (17.48)wenn man die aus (17.44) folgende Transversalit�at von ~E und ~H beachtet. Setzt mank = � + i�; �; � reell; (17.49)so folgt mit k2 = �2 � �2 + 2i��; (17.50)da� : �2 � �2 = ��!2; 2�� = �!�: (17.51)Eliminiert man in der 1. Gleichung � mit Hilfe der 2. Gleichung, so entsteht:�4 � 14(�!�)2 + �2��!2 = 0: (17.52)Da � reell sein soll, kommt als L�osung nur in Frage:�2 = ��!22 (r1 + ( ��! )2 � 1); (17.53)dazu geh�ort �2 = ��!22 (r1 + ( ��! )2 + 1): (17.54)F�ur � ! 0 folgt: � ! 0; �2 ! ��!2 (17.55)in Einklang mit (17.35). Da �!� � 0, m�ussen � und � nach (17.51) gleiches Vorzeichenhaben. F�ur � 6= 0 (d.h. � 6= 0) wird eine auf eine Metallober
�ache einfallende Lichtwelleim Metall exponentiell ged�ampft; f�ur eine in positiver x-Richtung laufende ebene Wellewird n�amlich expfi(kx� !t)g = expfi(�x� !t)g expf��xg; (17.56)wobei mit � > 0 auch � > 0 sein mu� .Grenzf�alle:1.) Bei hoher Leitf�ahigkeit (� !1) wird die Lichtwelle praktisch total re
ektiert, da dieEindringtiefe d � ��1 verschwindet.2.) F�ur hohe Frequenzen (! !1) ist zu beachten, da� � gem�a� (16.13) frequenzabh�angigist: � wird f�ur ! !1 rein imagin�ar, also k2 in (17.48) reell; das Material wird durchsichtig.Diesen E�ekt kann man mit harter R�ontgenstrahlung nachweisen.Als Folge der D�ampfung � k�onnen wegen (17.45) Wechselstr�ome nur in einer Ober-
�achenschicht des Leiters 
ie�en, deren Dicke durch ��1 bestimmt ist (Skin-E�ekt).123



Teil VIRelativistische Formulierung derElektrodynamik

124



Kapitel 18Kovarianz der ElektrodynamikWir wollen im folgenden zeigen, da� die Grundgleichungen der Elektrodynamik in allenInertialsystemen die gleiche Form haben (Kovarianz der Elektrodynamik) und damitdem Relativit�atsprinzip gen�ugen. Zur Vorbereitung untersuchen wir die mathematischeStruktur der Lorentz-Transformationen.18.1 Lorentz-GruppeZun�achst soll gezeigt werden, da� die Lorentz-Transformation als orthogonale komplexeTransformationen in einem 4-dimensionalen pseudoeuklidischen Vektorraum (Minkows-ki-Raum) aufgefa�t werden kann. Dazu f�uhren wir folgende Koordinaten ein:x0 = ict; x1 = x; x2 = y; x3 = z; (18.1)womit sich das L�angenquadrat eines Raum-Zeit-Vektors in verschiedenen Bezugssystemen� und �0 schreiben l�a�t als: 3X�=0 x2� = 3X�=0 x02� : (18.2)Die allgemeine Lorentz-Transformationx0� =X� a��x� ; �; � = 0; 1; 2; 3 (18.3)mu� die L�ange des Vektors (x0; x1; x2; x3) invariant lassen:3X�=0 x2� = r2 � c2t2 = const: (18.4)In Analogie zum 3-dimensionalen euklidischen Raum kann man diese Bedingung als Or-thogonalit�atsrelation f�ur die Transformationskoe�zienten a�� schreiben:X� aT��a�� = ���; (18.5)125



wo aT die zu a transponierte Matrix ist. Gleichung (18.5) folgt aus:X� x`2� =X� X��0 a��a��0x�x�0 =X��0fX� aT��a��0gx�x�0 =X��0 ���0x�x�0 =X� x2�: (18.6)F�ur eine Lorentz-Transformation in x1-Richtung mit Geschwindigkeit � = v=c hat dieTransformationsmatrix a�� die spezielle Gestalta�� = 0BBB@ 
 �i
� 0 0i
� 
 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA (18.7)mit 
2 = 1=(1��2). Die in (18.7) enthaltene Auszeichnung der x1-Achse l�a�t sich beheben,indem man (18.7) mit einer orthogonalen Transformation im R3 in Form einer Drehungkombiniert. Grundlage daf�ur ist die Gruppeneigenschaft der Lorentz-Transformationen:1) F�uhrt man 2 Lorentz-Transformationen nacheinander aus,x0� =X� a��x� ; x00� =X� a0��x0�; (�! �0 ! �00); (18.8)so ist das Ergebnis x00� =X�;� a0��a��x� =X� a00��x�; (�! �00) (18.9)wieder eine Lorentz-Transformation, denn f�ur die Matizen a00, a0 und a gilt:(a00)Ta00 = (a0a)T (a0a) = aT (a0Ta0)a = aTa = 14; (18.10)da nach Voraussetzung aTa = 14; (a0)Ta0 = 14 (18.11)ist mit 14 als der 4 � 4 Einheitsmatrix. Die Verkn�upfung zwischen den Elementen derGruppe ist also die (4 � 4) Matrix-Multiplikation.2.) Das neutrale Element ist die 14-Matrix f�ur Lorentz-Transformationen mit Geschwin-digkeit v = 0.3.) Zu jeder Transformation a gibt es eine inverse, da aus (18.5) folgt:det(aTa) = (det(a))2 = 1; (18.12)also gilt: det(a) 6= 0: (18.13)4.) Da die Matrix-Multiplikation assoziativ ist, gilt f�ur Lorentz-Transformationen auchdas Assoziativ-Gesetz. 126



Die orthogonalen Transformationen im R3 (Drehungen und Spiegelungen) bilden eineUntergruppe der Lorentz-Gruppe, dargestellt durchd�� =  1 00 dik ! (18.14)mit i; k = 1,2,3 und 3Xm=1 dimdmj = �ij: (18.15)Die allgemeine Lorentz-Transformation (18.3) mit der Bedingung (18.5) erh�alt man durchKombination von (18.7) mit (18.14), (18.15) und Hinzunahme der Zeitumkehrx0i = xi; x00 = �x0; i = 1; 2; 3: (18.16)Die Lorentz-Transformationen umfassen also: Drehungen im R3, Raum-Spiegelungen undZeitumkehr sowie den �Ubergang zwischen Inertialsystemen, die sich mit konstanter Ge-schwindigkeit relativ zueinander bewegen.Bei einer Translation im Raum oder in der Zeit �andert sich die Bedingung (18.2)nicht, da sie nur r�aumliche und zeitliche Abst�ande enth�alt. Die oben besprochene Gruppeder homogenen Lorentz-Transformationen k�onnen wir also noch durch Translationenin Raum und Zeit erg�anzen. Man erh�alt dann die 10-parametrige Poincar�e-Gruppe,welche 3 Parameter f�ur r�aumliche Drehungen, 3 Parameter f�ur Lorentz-boosts mit derGeschwindigkeit v und 4 Parameter f�ur raum-zeitliche Translationen enth�alt. Sie wirdheute als die aller Physik zugrundeliegende Invarianz-Gruppe angesehen.18.2 Lorentz-Gruppe (Vierer-Tensoren)Analog dem Fall der Gruppe der Drehungen de�nieren wir nun Tensoren bzgl. der Lo-rentzgruppe:1.) Lorentz-SkalarWir nennen eine Gr�o�e 	 einen Lorentz-Skalar, wenn 	 sich unter Lorentz-Transfor-mationen nicht �andert, 	! 	0 = 	: (18.17)Ein Beispiel daf�ur ist die elektrische Ladung (vgl. Kap.1.1).2.) Lorentz-VektorWir de�nieren einen Lorentz- oder Vierer-Vektor dadurch, da� sich bei Lorentz-Transformationen seine Komponenten A� wie die Komponenten x� transformierenA� ! A0� =X� a��A� : (18.18)
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Beispiele:i) Die partiellen Ableitungen eines Lorentz-Skalars 	 nach den x� bilden die Komponenteneines Vierer-Vektors, denn: @	0@x0� =X� @	@x� @x�@x0� =X� a�� @	@x� : (18.19)Dabei wurde die Umkehrformel zu (18.3)x� =X� a��x0� (18.20)benutzt.ii) Die 4-Divergenz eines Vierer-Vektors ist ein Vierer-Skalar:X� @A0�@x0� =X� X�;�0 a��a��0 @A�@x�0 =X� @A�@x� (18.21)bei Beachtung von (18.5).iii) W�ahlt man als Komponenten des Vierer-Vektors gem�a� (18.18)A� = @	@x� ; (18.22)so folgt aus (18.21): X� @2@x2�	 =X� @2@x0�2	0: (18.23)Der Operator 2 = P� @2=@x2� ist also invariant unter Lorentz-Transformationen. Dahertransformiert sich f�ur einen Vierer-Vektor mit den Komponenten A� die Gr�o�eX� @2@x2�A� = 2A� (18.24)wie die �-te Komponente eines Vierervektors.iv) Das Skalarprodukt zweier Vierer-Vektoren ist ein Vierer-Skalar:X� A0�B0� =X� X�;� a��a��A�B� =X� A�B�: (18.25)3.) Lorentz-Tensoren 2. StufeAu�er den Skalaren (= Tensoren 0. Stufe) und den Vektoren (= Tensoren 1. Stufe)werden wir noch auf Tensoren 2. Stufe tre�en. Sie sind de�niert als 4� 4-Matrizen, derenKomponenten F�� die TransformationseigenschaftF 0�� =X�;� a��a��F�� (18.26)besitzen. 128



18.3 ViererstromdichteUm die Kovarianz der Elektrodynamik zu beweisen, untersuchen wir zun�achst das Trans-formationsverhalten der Quellen j und � des elektromagnetischen Feldes. Als Ausgangs-punkt dient die Ladungserhaltung: r � j+ @�@t = 0: (18.27)Mit den Bezeichnungen j0 = ic�; j1 = jx; j2 = jy; j3 = jz (18.28)k�onnen wir die Kontinuit�atsgleichung (18.27) in Vierer-Notation schreiben alsX� @@x� j� = 0: (18.29)Wegen der Ladungsinvarianz mu� (18.29) in jedem Inertialsystem gelten; (18.29) ist inva-riant unter Lorentz-Transformationen. Dann sind nach (18.21) j� die Komponenten einesVierer-Vektors, der Vierer-Stromdichte.Davon wollen wir uns f�ur einen einfachen Fall direkt �uberzeugen: Wir betrachten eineim System �0 ruhende Ladungsverteilung:j 00 = ic�0; j 01 = j 02 = j 03 = 0: (18.30)Als Komponenten eines Vierer-Vektors m�ussen sich die j 0� unter der Lorentz-Transformationmit Geschwindigkeit � = v=c in x1-Richtungx0 = 
(i�x01 + x00); x1 = 
(x01 � i�x00); x2 = x02; x3 = x03; (18.31)transformieren wie j0 = ic
�0; j1 = 
�0v; j2 = 0; j3 = 0: (18.32)Ein Vergleich mit (18.28) ergibt: � = 
�0: (18.33)Nun wissen wir, da� ein in �0 ruhendes Volumenelement dV0 f�ur einen Beobachter in �die Gr�o�e dV = dV0
 (18.34)aufgrund der L�angenkontraktion hat. Die Ladungsinvarianz,ZV �dV = Z 
�0dV0
 = Z �0dV0 (18.35)zeigt also, da� ic� tats�achlich als 0.te Komponente eines Vierer-Vektors angesehen werdenkann. Weiter ist mit (18.33) j1 = �v (18.36)in �Ubereinstimmungmit der De�nition der (gew�ohnlichen) Stromdichte; die Komponentenvon j sind also tats�achlich die 1,2,3-Komponenten eines Vierer-Vektors.129



18.4 Vierer-PotentialUm das Transformationsverhalten des Vektorpotentials A und des skalaren Potentials �zu �nden, arbeiten wir zweckm�a�igerweise in der Lorentz-Eichungr �A+ 1c2 @�@t = 0: (18.37)Dann gelten f�ur A und � die inhomogenen Wellengleichungen2A = ��0j; 2� = � ��0 : (18.38)F�uhrt man analog (18.28) ein (A�) = ( ic�;A); (18.39)so kann man zusammenfassen zu 2A� = ��0j�; (18.40)wenn man benutzt: �0�0 = c�2: (18.41)Da auf der rechten Seite von (18.40) die Komponenten eines Vierer-Vektors stehen undder Di�erentialoperator 2 nach (18.23) ein Vierer-Skalar ist, erweisen sich die A� alsKomponenten eines Vierer-Vektors.Die Lorentz-Konvention (18.37) schreibt sich nun als:X� @@x�A� = 0 (18.42)und ist gem�a� (18.21) Lorentz-invariant.Ergebnis:Die Gleichungen (18.29) und (18.42) sind Lorentz-invariant, d.h. sie �andern sich nichtbeim �Ubergang von einem Inertialsystem auf ein anderes. Wenn in �X� @@x� j� = 0; X� @@x�A� = 0 (18.43)gilt, so auch in �0: X� @@x0� j 0� = 0; X� @@x0�A0� = 0: (18.44)Die 4 Gleichungen (18.40) sind kovariant, denn aus (18.40) in � folgt f�ur �02A0� = ��0j 0�; (18.45)da: X� a��2A� = 2X� a��A� = 2A0� = ��0X� a��j� = ��0j 0�: (18.46)130



18.5 Ebene WellenEine ebene Welle im Vakuum sei beschrieben in einem Inertialsystem � durchA� = A(0)� exp(i(k � r� !t)) = A(0)� exp(iX� k�x�) (18.47)mit den Abk�urzungen: k0 = i!c ; k1 = kx; k2 = ky; k3 = kz: (18.48)Wegen der Kovarianz der homogenen Wellengleichung2A� = 0 (18.49)entsteht aus (18.47) in einem anderen System �0 wieder eine ebene Welle gem�a� (18.18):A0�(x0�) =X� a��A�(x�) =X� a��A(0)� exp(iX� k�x�) = A0�(0) exp(iX� k0�x0�): (18.50)Die Phase der Welle mu� also invariant sein:X� k�x� =X� k0�x0� (18.51)wie im Fall einer punktf�ormigen Erregung, deren Wellenfronten in jedem InertialsystemKugel
�achen sind, die sich mit der Geschwindigkeit c fortp
anzen.Da (18.51) die Form eines (invarianten) Skalarproduktes hat, sind k� die Komponenteneines Vierer-Vektors. Sie transformieren sich unter einer Lorentz-Transformation der Form(18.7) wie: k0x = 
(kx � vc2!); k0y = ky; k0z = kz; (18.52)!0 = 
(! � vkx): (18.53)Benutzt man die Dispersionsrelation !k = c = !0k0 (18.54)und bezeichnet man mit � und �0 die Winkel, die k und k0 mit der Richtung von v (derx-Richtung im Fall von (18.17)) bilden, so wird:!0 = 
!(1� � cos �) (18.55)und cos�0 = kk0
(cos�� �) = cos�� �1� � cos�: (18.56)Gleichung (18.55) beschreibt den Doppler-E�ekt, der au�er dem longitudinalen Ef-fekt, !0 = ! 1� �p1� �2 � !(1� �) (18.57)131



f�ur � � 1 und � = 0; �, auch noch einen transversalen E�ekt beinhaltet,!0 = !p1� �2 (18.58)f�ur � = ��=2, der ein typisch relativistisches Ph�anomen ist. Er wurde (1938) bei derUntersuchung der Strahlung bewegter Wassersto�atome nachgewiesen. Bekanntestes Bei-spiel f�ur den longitudinalen E�ekt ist die Rotverschiebung des Lichts weit entfernterGalaxien, welche zeigt, da� diese Galaxien sich von uns wegbewegen.18.6 Transformation der Felder E und BKennt man A und �, so lassen sich die Felder E und B ausB = r�A; E = �r�� @A@t (18.59)berechnen. Wir wollen nun (18.59) auf die Koordinaten x� und die Komponenten desVierer-Potentials A� umschreiben. Es wird z. B.:icE1 = @A1@x0 � @A0@x1 ; B1 = @A3@x2 � @A2@x3 : (18.60)Gleichung (18.60) legt nahe, folgende antisymmetrische 4�4 Matrix einzuf�uhren:F�� = @A�@x� � @A�@x� = �F��: (18.61)Sie hat genau 6 unabh�angige Elemente, f�ur die man gem�a� (18.59), (18.60) �ndet:F�� = 0BBB@ 0 icE1 icE2 icE3� icE1 0 B3 �B2� icE2 �B3 0 B1� icE3 B2 �B1 0 1CCCA : (18.62)Die Matrix (18.61) ist ein Lorentz-Tensor 2. Stufe, denn:F 0�� =X�� a��a��f@A�@x� � @A�@x� g =X�� a��a��F��: (18.63)Damit kennen wir auch das Transformationsverhalten der Felder E und B. F�ur die spe-zielle Transformation (18.7) �ndet man aus (18.63) und (18.62)E 0x = Ex; B0x = Bx; E 0y = 
(Ey � vBz); B0y = 
(By + vc2Ez); (18.64)E 0z = 
(Ez + vBy); B0z = 
(Bz � vc2Ey):Allgemein gilt, da� die Parallel-Komponenten (zur Richtung von v) erhalten bleiben:E0k = Ek; B0k = Bk; (18.65)132



w�ahrend die Transversal-Komponenten sich �andern gem�a� :E0? = 
(E? + (v �B)); B0? = 
(B? � 1c2 (v �E)): (18.66)Die Umkehrung E? = 
(E0? � (v �B0)); B? = 
(B0? + 1c2 (v � E0)) (18.67)erh�alt man analog dem Fall der Koordinatentransformationen. Die Gleichungen (18.66),(18.67) zeigen die zwangsl�au�ge Verkn�upfung der Felder E und B zum elektromagne-tischen Feld (vgl. Kap. 0.4).18.7 Das Coulomb-FeldDas Feld einer in �0 ruhenden Punktladung q ist:E0(r0) = q4��0 r0r03 ; B0(r0) = 0: (18.68)Nach (18.65), (18.67) wird daraus in einem gegen�uber �0 mit der Geschwindigkeit v =(v; 0; 0) bewegten System �:Ex = E 0x = q4��0 
(x� vt)(
2(x� vt)2 + y2 + z2)3=2 ; (18.69)Ey = 
E 0y = q4��0 
y(
2(x� vt)2 + y2 + z2)3=2 ;Ez = 
E 0z = q4��0 
z(
2(x� vt)2 + y2 + z2)3=2 :Dabei wurden x0; y0; z0 explizit nach Lorentz-Transformation als Funktion von x; y; z ge-schrieben. Das Feld erscheint in � wie in �0 als Zentralfeld; in � ist es jedoch nicht mehrisotrop, da der Faktor 
2 unter der Wurzel in (18.69) die x-Richtung gegen�uber der y-und z-Richtung auszeichnet. Nach (18.67) sieht der Beobachter in � ein Magnetfeld:B = 1c2 (v �E); (18.70)da sich f�ur ihn die Ladung q bewegt, also einen Strom repr�asentiert. Zur Veranschaulichungvon (18.69) und (18.70) betrachten wir den Grenzfall 
 � 1:i) Nahe der x-Achse (y; z � 0; x� vt 6= 0) wirdEx � 1
2 q4��0 1(x� vt)2 ; (18.71)was gegen�uber dem statischen Feld eine Reduktion der Feldst�arke um den Faktor 
�2bedeutet. 133



ii) In der zur y � z-Ebene parallelen Ebene durch q wird:Ey = 
y(y2 + z2)3=2 ; Ez = 
z(y2 + z2)3=2 ; (18.72)was gegen�uber dem statischen Feld eine Verst�arkung um den Faktor 
 bedeutet. Die (radi-al gerichteten) Feldlinien sind also im Vergleich zum statischen Feld in Bewegungsrichtungverd�unnt, senkrecht dazu verdichtet.F�ur 
 !1 (ultra-relativistischer Fall) wird E ? B, so da� mit (18.70) die Feldliniendes B-Feldes konzentrisch um q in der y � z-Ebene verlaufen.Zusammenfassung:Die Grundgleichungen der Elektrodynamik sind kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen,haben also in jedem Inertialsystem die gleiche Form. Sie gen�ugen damit dem Einstein'schenRelativit�atsprinzip.
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Kapitel 19Relativistische MechanikDie Newton'schen Bewegungsgleichungen sind invariant unter Galilei- Transformationen,nicht jedoch unter Lorentz-Transformationen. Das Relativit�atsprinzip verlangt daher eineModi�kation der Newton'schen Gleichungen, und zwar derart, da� bei Geschwindigkeitenv � c die Newton'schen Gleichungen g�ultig bleiben.19.1 Impuls und EnergieWir betrachten zun�achst ein freies Teilchen. Seinen Newton'schen Impulsp = m0drdt (19.1)erweitern wir zu einem Vierer-Impuls, dessen Komponenten gegeben sind durchp� = m0dx�d� ; (19.2)wobei � die Eigenzeit des Teilchens in seinem Ruhsystem ist, m0 die Ruhmasse. DieEigenzeit � h�angt mit der Zeit t im System �, auf das sich die Koordinaten x� beziehen,wie folgt zusammen: t = 
� ; 
 = (1� v2c2 )�1=2 = 
(v): (19.3)F�ur v � c wird 
 ! 1 und die r�aumlichen Komponenten von (19.2) gehen in (19.1) �uber.Zur Deutung der ad hoc eingef�uhrten 0. Komponente in (19.2),p0 = m0dx0d� = icm0
c2 (19.4)beachten wir, da� die p� einen Vierer-Vektor bilden, da m0 und � Invarianten sind. DieL�ange eines Vierer-Vektors ist jedoch nach Kap. 18 eine Lorentz-Invariante:X� p2� = const = �m20c2; (19.5)
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wobei man die rechte Seite von (19.5) wie folgt erh�alt: F�ur die r�aumlichen Komponentenist p2 =Xi p2i = m20
2v2; (19.6)wobei v der Betrag der Geschwindigkeit v des Teilchens ist. Weiter istp20 = �m20
2c2; (19.7)so da� in der Tat X� p2� = m20c2(
2�2 � 
2) = �m20c2: (19.8)Zur Deutung von p0 entwickeln wir 
(v) f�ur v � c:m0c2
 = m0c2(1 + �22 � � �) = m0c2 + 12m0v2 + � � � (19.9)Da der 2. Term rechts gerade die nichtrelativistische (kinetische) Energie des Teilchensist, liegt es nahe � = m0
(v)c2 = m(v)c2 (19.10)als Energie des freien Teilchens zu deuten, den Anteil�0 = m0c2 (19.11)als seine Ruhenergie. Es ist dann T = �� �0 (19.12)seine relativistische kinetische Energie. Gleichung (19.8) kann dann als relativistischeEnergie-Impuls-Beziehung geschrieben werden:�2 = c2(p2 +m20c2) (19.13)und der Vierer-Vektor (19.2) hat die Komponenten( ic�; p1; p2; p3): (19.14)Die in (19.10) behauptete �Aquivalenz von Energie und Masse ist durch eine Vielfaltvon Experimenten best�atigt worden. Wir geben hier einige repr�asentative Beispiele:1.) Bindungsenergien von Atomen und KernenF�ur das Deuteron entspricht die Massendi�erenz�m = mp +mn �md � 3:5 � 10�27g (19.15)einer Energie �d = �m c2 � 2:2MeV; (19.16)136



welche gerade die Bindungsenergie des Deuterons ist. In Atomen ist die Bindungsenergieum Gr�o�enordnungen geringer: ausmp +me �mH � 2:4 � 10�32g (19.17)folgt f�ur die Bindungsenergie �H � 13:5eV: (19.18)2.) Energieerzeugung in SternenEine der wesentlichen Reaktionen der Energieerzeugung in Sternen ist die Verbren-nung von Wassersto� (H) zu Helium (4He). Dabei werden pro Elementarproze� entspre-chend der Massenbilanz 4mp + 2me �m4He � 0:5 � 10�25g (19.19)etwa 25 MeV frei.3.) Paar-Erzeugung und VernichtungBei der Kollision von Elektronen mit Positronen k�onnen hochenergetische 
-Quantenentstehen, e+ + e� ! 2
; (19.20)wobei die Enrgie-Impuls-Bilanz das Auftreten von 2 
-Quanten erfordert. Umgekehrt kannein 
-Quant ( 1.02 MeV � 2mec2) in ein Elektron-Positron-Paar �ubergehen,
 ! e+ + e�; (19.21)wenn ein weiteres Teilchen (z.B. ein Atomkern) f�ur den Impulsausgleich sorgt.Das Newton'sche Tr�agheitsgesetz, wonachp = const (19.22)f�ur ein freies Teilchen gilt, verallgemeinern wir aufp� = const; � = 0; 1; 2; 3; (19.23)fordern also zugleich mit der Erhaltung der r�aumlichen Komponenten auch die Konstanzder 0. Komponente, der Energie �.Die Verallgemeinerung (19.23) von (19.22) folgt zwingend aus dem Transformations-verhalten der p�. Da sie die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt bei einer Lorentz-Transformation:� = 
(v)(�0 + vp0x); px = 
(v)(p0x + vc2 �0); py = p0y; pz = p0z: (19.24)Die Vermischung von Raum- und Zeit-Komponenten f�uhrt also dazu, da� Impuls- undEnergie-Erhaltung nur simultan m�oglich sind.Das Ruhsystem eines Teilchens (�0) de�nieren wir durch:�0 = m0c2; p0x = p0y = p0z = 0; (19.25)137



dann gilt nach (19.24) in einem anderen Inertialsystem �:� = 
(v)�0 = m0
c2 = m(v)c2; px = 
(v) vc2 �0 = m(v)v; py = pz = 0: (19.26)Bemerkung:F�ur Teilchen mit m0 = 0 wie ein Photon ist ein Ruhsystem nicht de�nierbar, da dannnach (19.25), (19.26) in jedem Inertialsystem p� = 0, � = 0; 1; 2; 3 w�are und man nichtsinnvoll von einem Teilchen sprechen k�onnte.19.2 Sto�problemeZur relativistischen Beschreibung von Sto�prozessen de�nieren wir Energie und Impulsf�ur N Teilchen: P = NXi=1 pi; � = NXi=1 �i; (19.27)wobei pi die r�aumlichen Komponenten des relativen Impulses von Teilchen i, �i seineEnergie gem�a� (19.10 ist.Wir betrachten den Sto� zweier Teilchen1 + 2! 3 + 4; (19.28)wobei 1; 2 die Teilchen vor dem Sto� , 3; 4 nach dem Sto� bezeichnen m�oge. Da asympto-tisch (vor und nach dem Sto� ) freie Teilchen vorliegen, mu� die Impulserhaltung gelten:p1 + p2 � p3 � p4 = 0: (19.29)Wenn aber die 3 r�aumlichen Komponenten eines Vierer-Vektors verschwinden, so mu�nach (19.24) auch die 0. Komponente verschwinden,�1 + �2 � �3 � �4 = 0; (19.30)also Energieerhaltung gelten, damit die Aussage der Impulserhaltung in jedem Inertialsy-stem gilt. Energie- und Impulssatz k�onnen als Lorentz-invariante Aussagen nur simultangelten!Beispiel: Compton-E�ektWir untersuchen die Streuung eines Photons an einem freien, anfangs ruhenden Elek-tron. Die Energie des Photons h�angt mit der Frequenz der Lichtwelle zusammen gem�a��
 = �h!; (19.31)wobei �h � 197 MeV fm/c die Planck'sche Konstante ist. Dann folgt f�ur den Impulsbetragnach (19.13) p
 = �
c = �h!c = 2��h� = �hk; (19.32)da das Photon keine Ruhemasse hat. 138



Nach Energie- und Impulssatz gilt dann:P = �h(k� k0) (19.33)und cqp2 +m20c2 �m0c2 = �h(! � !0) (19.34)f�ur die kinetische Energie des Elektrons nach dem Sto� . Wir quadrieren beide GleichungenP 2 = �h2(k2 � 2kk0 cos � + k02); (19.35)sowie P 2 +m20c2 = m20c2 + �h2(k � k0)2 + 2m0�hc(k � k0); (19.36)und bilden die Di�erenz: ( 1k0 � 1k ) = �hm0c(1� cos �): (19.37)Wir erhalten die �Anderung der Wellenzahl des Lichts in Abh�angigkeit von Streuwinkel �.Die experimentelle Best�atigung von (19.37) ist eine wichtige St�utze f�ur die Beschreibungeiner Lichtwelle durch Photonen, masselose Teilchen, deren Energie und Impuls durch(19.31), (19.32) de�niert sind.19.3 BewegungsgleichungenIn Verallgemeinerung der Newton'schen Kraft-De�nition f�uhren wir im Minkowski-Raumeine Vierer-Kraft ein durch ihre Komponenten:K� = dp�d� = 
(v)dp�dt : (19.38)Dabei ist d� im momentanen Ruhsystem des Teilchens als di�erenzielle Eigenzeit er-kl�art. Die Raum-Komponenten von (19.38) ergeben die relativistische Verallgemeinerungder Newton'schen Bewegungsgleichungen:dpdt = 
�1 ~K = K; (19.39)wobei K z. B. f�ur die Lorentz-Kraft (6.32) steht. Mit (19.6) k�onnen wir auch schreiben:ddt(m0
(v)v) = K; (19.40)139



woraus f�ur v � c, 
 ! 1 gerade die nichtrelativistische Bewegungsgleichung entsteht:m0dvdt = m0b = K: (19.41)Gleichung (19.40) hat zwei Interpretationsm�oglichkeiten:i) Man beh�alt die nichtrelativistische Geschwindigkeit v bei und akzeptiert eine geschwin-digkeitsabh�angige Masse, ddt(m(v)v) = K; (19.42)mit m(v) = 
(v) m0; (19.43)oderii) man arbeitet stets mit der Ruhmasse m0, einer Lorentz-invarianten Gr�o�e, und modi-�ziert die De�nition der Geschwindigkeit:m0dudt = K (19.44)mit der modi�zierten Geschwindigkeitu = 
(v) v: (19.45)Die Gleichungen (19.42) und (19.43) zeigen, da� Teilchen der Ruhemasse m0 6= 0 dieGeschwindigkeit v = c nicht erreichen k�onnen, da wegenm(v)!1 (19.46)f�ur v ! c dazu eine 1-gro�e Energie n�otig w�are.Zur Diskussion der Komponente K0 benutzen wir:X� K�p� = 12 dd� (X� p2�) = 0 (19.47)wegen (19.5), woraus 3Xi=1Kipi = �K0p0 (19.48)oder mit (19.2), (19.4) K0 = ic ~K � v = ic
(v) K � v: (19.49)Da K � v die von der Kraft K am Teilchen pro Zeiteinheit geleistete Arbeit ist, k�onnenwir auch schreiben K0 = ic
(v)d�dt (19.50)oder K0 = 
(v)�1K0 = ic d�dt (19.51)wie nach (19.14) zu erwarten war. Die Gleichungen (19.49) und (19.50) best�atigen nocheinmal unsere Vorstellung von der �Aquivalenz von Energie und Masse.140



19.4 Lorentz-Transformation der KraftDa K� die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt f�ur die Transformation vom mo-mentanen Ruhsystem � auf ein anderes Inertialsystem �0 mit der speziellen Transforma-tion (18.7): K01 = 
(v)(K1 + icK0) = 
(v)K1; K02 = K2; K03 = K3; (19.52)da in � als momentanem Ruhsystem K0 = 0 gem�a� (19.49) ist. Kurz formuliert:~K0? = ~K?; ~K0k = 
(v) ~Kk: (19.53)Wegen (19.39) gilt dann umgekehrtK0? = q1� v2=c2 K?; K0k = Kk; (19.54)da im momentanen Ruhsystem � gilt
(v) = 
(0) = 1: (19.55)19.5 Lorentz-KraftWir wollen nun pr�ufen, ob die f�ur die Praxis �au�erst wichtige Lorentz-Kraft der Forderungder Kovarianz gen�ugt, ob also dpdt = q(E+ (v �B)) = K (19.56)in jedem Inertialsystem als Bewegungsgleichung eines Teilchens mit Masse m0, Impulsm0(v)v benutzt werden darf. Wir erg�anzen dazu (19.56) im Hinblick auf (19.51) durchd�dt = K � v = qE � v; (19.57)und schreiben (19.56), (19.57) auf den Vierer-Formalismus um:dp�dt = qX� F��v� (19.58)mit F�� aus (18.62) und (v�) = (dx�dt ) = (ic;v): (19.59)Gleichung (19.58) ist noch nicht in kovarianter Form. Dies erreicht man aber durch Mul-tiplikation mit 
(v): 
dp�dt = dp�d� = qm0 X� F��p� : (19.60)Die Gr�o�en q;m0; � sind Lorentz-invariant, der Rest transformiert sich auf beiden Seitenwie Vierer-Vektoren, denn einerseits ist: 141



dp0�d� =X� a��dp�d� ; (19.61)andererseits: X� F 0��p0� = X�;�;� a��(X� a��a��)F��p� (19.62)= X�;�;� a�����F��p� =X�;� a��F��p� =X� a��X� F��p�:Ergebnis:Wir haben die Grundbegri�e und Grundgleichungen der Newton'schen Mechanik f�ur dierelativistische Mechanik erweitert derart, da�i) die Newton'sche Mechanik im Grenzfall v � c enthalten ist,ii) die modi�zierten Grundgleichungen kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen sind.Dabei blieb die Lorentz-Kraft (19.56) als Bindeglied zwischen Mechanik und Elek-trodynamik erhalten. Sie �ndet ihre experimentelle Best�atigung z. B. im Funktionierenmoderner Teilchenbeschleuniger. Der Zusammenhang zwischen relativistischer Mechanikund Elektrodynamik ergibt sich zwangsl�au�g im Rahmen von relativistischen Eichfeld-theorien mit minimaler Kopplung.
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