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Einfithrung in die Elektrodynamik

0.1 Elektrische Ladung

Wihrend in der Mechanik die Eigenschaft Masse im Vordergrund steht, ist die Ladung
von Massenpunkten Ausgangspunkt der Elektrodynamik. Sie besitzt eine Reihe von fun-
damentalen Eigenschaften, die durch vielfiltige experimentelle Messungen gesichert sind:
1.) Es gibt 2 Sorten von Ladungen: positive und negative. Ladungen gleichen Vorzeichens
stofen sich ab, Ladungen verschiedenen Vorzeichens ziehen sich an.

2.) Die Gesamtladung eines Systems von Massenpunkten ist die algebraische Summe der
Einzelladungen; die Ladung ist ein Skalar.

3.) Die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant und ihr Zahlenwert
unabhéngig vom Bewegungszustand des Systems.

4.) Ladung kommt nur als Vielfaches einer Elementarladung e (eines Elektrons) vor,

qg=mne; n=0,%£1,£2 £3, ...

Klassischer Nachweis fiir diese Quantisierung der Ladung ist der Millikan-Versuch.
Den Elementarteilchen Quarks ordnet man zwar drittelzahlige Ladungen zu, d.h. ¢ =
+1/3e bzw. ¢ = £2/3e, jedoch sind diese Quarks im uns hier interessierenden Energiebe-
reich nicht als freie Teilchen beobachtbar.

0.2 Elektrostatik

Das einfachste Problem der Elektrodynamik ist der Fall ruhender Ladungen, den wir mit
Elektrostatik bezeichnen. Bringt man in die Umgebung einer (oder mehrerer) rdumlich
fixierter Punktladungen eine Probeladung q, so wirkt auf diese Probeladung eine Kraft K,
welche im allgemeinen vom Ort r der Probeladung abhingt:

K =K(r).

Ersetzt man ¢ durch eine andere Probeladung ¢', so findet man fiir die auf ¢’ wirkende
Kraft K':

K'/¢d =K/q.
Diese Erfahrung legt es nahe, den Begriff des elektrischen Feldes
1
E(r) = -K(r)
q

einzufiihren. Dieses von den ruhenden Punktladungen erzeugte Feld ordnet jedem Raum-
punkt r ein Tripel reeller Zahlen zu, welches sich wie ein Vektor transformiert.

Aufgabe der Elektrostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang von Ladungsvertei-
lung p(r) und elektrischen Feld E(r) zu finden und daraus bei gegebener Ladungsvertei-
lung (z.B. einer homogenen riaumlichen Kugel) das Feld zu berechnen.



0.3 Magnetostatik

Bewegte Ladungen in Form stationérer Strome sind der Ursprung magnetostatischer Fel-
der, die wir in Analogie zu den elektrostatischen Feldern einfiihren wollen. Wir gehen von
folgender experimenteller Erfahrung aus: Bringt man in die Umgebung eines von einem
stationdren Strom durchflossenen Leiters eine Probeladung ¢, so kann die auf ¢ am Ort r
wirkende Kraft geschrieben werden als

K(r) = q(v x B(r)).

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Probeladung und B(r) ein (von v unabhingiges)
Vektorfeld, hervorgerufen durch den vorgegebenen stationiren Strom.

Aufgabe der Magnetostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang zwischen einer
stationdren Stromverteilung j(r) und dem magnetischen Feld B(r) zu finden und daraus
bei gegebener Stromverteilung (z.B. fiir einen stationdren Kreisstrom) das Feld zu berech-
nen.

0.4 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Nach den bisherigen Ausfiihrungen kénnte der Eindruck entstehen, als seien das elektri-
sche und das magnetische Feld von einander unabhingige Groflen. Dafi dies nicht der Fall
ist, zeigen folgende einfache Uberlegungen:

1.) Wenn eine Punktladung @ in einem Inertialsystem ¥ ruht, so miit (iiber die auf eine
Probeladung ¢ wirkende Kraft) ein Beobachter in ¥ ein elektrisches Feld E # 0, jedoch
kein Magnetfeld. Fiir einen anderen Beobachter in einem gegeniiber > bewegten Inertial-
system Y’ ist die Ladung bewegt. Der Beobachter in ¥’ mifit daher sowohl ein elektrisches
Feld E' # 0 als auch ein magnetisches Feld B’ # 0. Die Wechselwirkung zwischen der
betrachteten Ladung und einer Probeladung ¢ wiirde also von einem Beobachter in X
als rein elektrische Wechselwirkung (vermittelt durch das Feld E) beschrieben, wéhrend
ein Beobachter in ' sowohl elektrische als auch magnetische Wechselwirkung feststellen
wiirde (vermittelt durch die Felder E' und B’). Diese Betrachtung zeigt, dafl man elek-
trisches und magnetisches Feld als eine Einheit ansehen muf}, als elektromagnetisches
Feld.

Anmerkung: Fiir den in 0.3 diskutierten Fall eines von einem stationdren Strom durch-
flossenen Leiters tritt kein elektrisches Feld auf, da bei einem stationédren Strom im Leiter
kein Ladungsstau auftritt, so dafl sich die im Leiter befindlichen positiven und negativen
Ladungstriager (Gitterbausteine und Leitungselektronen) nach aufien hin kompensieren.
2.) Die wechselseitige Abhéngigkeit von elektrischem und magnetischem Feld tritt unver-
meidbar dann zu Tage, wenn wir beliebige Ladungs- und Stromverteilungen p(r) und
j(r) zulassen. Die Forderung der Ladungserhaltung ergibt dann eine Verkniipfung von p
und j, da die Ladung in einem bestimmten Volumen V nur ab(zu)-nehmen kann, indem
ein entsprechender Strom durch die Oberflidche von V hinaus(hinein)-flieit. Dann kénnen
aber E und B nicht mehr unabhéngig voneinander berechnet werden.



0.5 Maxwell’sche Gleichungen

Den allgemeinen Zusammenhang zwischen E,B und den Ladungen (den Quellen des
elektromagnetischen Feldes) beschreiben die Maxwell-Gleichungen. Folgende Aufgabe
ergibt sich:

1.) die Maxwell-Gleichungen zu formulieren und experimentell zu begriinden,

2.) ihre Invarianzeigenschaften zu untersuchen, woraus sich direkt der Zugang zur spe-
ziellen Relativititstheorie ergibt. Die Untersuchung wird zeigen, dafi der Ubergang von
einem Inertialsystem zu einem anderen durch eine Lorentz-Transformation beschrie-
ben werden mufl, d.h. fiir alle Inertialbeobachter die gleiche Physik gilt.

3.) Energie-, Impuls- und Drehimpuls-Bilanz fiir ein System geladener Massenpunkte im
elektromagnetischen Feld werden dazu fiihren, dem elektromagnetischen Feld Energie,
Impuls und Drehimpuls zuzuordnen. Daraus werden sich dann Begriffe wie Strahlungs-
druck und die Einfiihrung von Photonen ergeben.

4.) Losungstheorie der Maxwell-Gleichungen. Beispiele sind die Ausbreitung elektromag-
netischer Wellen oder die Strahlung eines schwingenden elektrischen Dipols.

0.6 Materie im elektromagnetischen Feld

Die Maxwell-Gleichungen bestimmen im Prinzip die Felder E(r, ) und B(r, t) vollstindig,
wenn die Ladungsverteilung p(r,¢) und die Stromverteilung j(r,¢) bekannt sind. In der
Praxis treten dabei folgende Probleme auf:

1.) Fiir ein System von N geladenen Massenpunkten miifite man die Newton’schen Bewe-
gungsgleichungen 16sen, um p(r,t) und j(r, ¢) mikroskopisch berechnen zu kénnen. Fiir
ein Stiick Materie von makroskopischen Dimensionen (z.B. das Dielektrikum zwischen
den Platten eines Kondensators oder dem Eisenkern einer stromdurchflossenen Spule)
haben wir es mit 10%° — 10*® Massenpunkten zu tun!

2.) Die mikroskopisch berechneten Funktionen p(r,t) und j(r,¢) werden im allgemeinen
starke Schwankungen {iber kleine rdumliche und zeitliche Distanzen aufweisen. Die Losung
von Maxwell-Gleichungen (mehrdimensionale Integrationen) wére dann praktisch nicht
durchfiihrbar bzw. unékonomisch!

Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet der folgende Kompromifl: Wir verzich-
ten auf die Kenntnis des elektromagnetischen Feldes in mikroskopischen Dimensionen
(Volumina von 1072*c¢m?, Zeiten von 107%sec) und geben uns mit Mittelwerten (107°
cm? 1073sec) zufrieden. Anstelle von p(r,t), j(r,t), E(r,t) und B(r,t) treten dann Mit-
telwerte der Form

1
AVAt/didT pr+&t+171)

und entsprechend fiir < j(r,t) >, < E(r,t) > und < B(r,t) >. Aus den Maxwell-
Gleichungen der mikroskopischen Felder ergeben sich dann Gleichungen dhnlicher Struk-
tur fiir das makroskopische elektromagnetische Feld. Die darin auftretenden Verteilungen
< p > und < j > werden dann durch den experimentellen Aufbau definiert bzw. einge-
stellt.

< p(r,t) >=



Es hat sich in diesem Zusammenhang als zweckméfig erwiesen, zu den Mittelwerten
der fundamentalen Felder, der elektrischen Feldstirke E und der magnetischen In-
duktion B, noch zwei weitere Vektorfelder als Hilfsgroflen einzufiihren: die dielektrische
Verschiebung D und die magnetische Feldstédrke H. Die dann zusétzlich benétigten
Bestimmungsgleichungen gewinnt man durch Annahme eines linearen Zusammenhanges
von E und D bzw. B und H, charakterisiert durch die Dielektrizitidtskonstante ¢ und
die Permeabilitdt p. Haufig ist die makroskopische Stromverteilung nicht von auflen
vorgebbar, sondern noch von den zu berechnenden Feldern abhéngig. Im einfachsten Fall
(Ohm’sches Gesetz) setzt man einen linearen Zusammenhang zwischen makroskopischem
Strom und elektrischer Feldstérke an, womit (als Proportionalitétskonstante) eine weitere
Materialkonstante ins Spiel kommt: die elektrische Leitfdhigkeit 0. Die Berechnung
dieser Materialkonstanten (e, p, o) aus der atomaren Struktur der Materie gehort in den
Bereich der Atom- und Festkorperphysik und benutzt Methoden der statistischen Mecha-
nik.

Damit ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

1.) Ubergang von den mikroskopischen zu den makroskopischen Maxwell-Gleichungen.
2.) Einfiihrung von Materialkonstanten und ihre Berechnung aus der atomaren Struktur
der Materie fiir einfache Modelle.

3.) Verhalten der Felder an Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien. Beispiel: Das
Reflexions- und Brechungs-Gesetz der Optik.



Teil 1

Elektrostatik
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Kapitel 1

Coulomb’sches Gesetz

1.1 Ladungserhaltung und Ladungsinvarianz

In der Einfiihrung hatten wir die grundlegenden Eigenschaften der elektrischen Ladung
kurz zusammengestellt. Zur experimentellen Priifung dieser Eigenschaften benétigt man
zunéchst eine Meflvorschrift fiir Ladung. Eine solche Mef3vorschrift wird im néchsten
Unterkapitel nachgeliefert. Zuvor noch einige Ergédnzungen zur Ladungserhaltung und
Ladungsinvarianz.

Besonders eindrucksvolle Beweise fiir die Ladungserhaltung sind die Paar-Erzeugung
und Paar-Vernichtung. So zerstrahlen z.B. ein Elektron (e”) und ein Positron (e™) in ein
hochenergetisches massives Photon (y-Quant), welches ungeladen ist; umgekehrt entsteht
bei der Paar-Erzeugung (z.B. in 71, 7~ Mesonen) stets gleich viel positive wie negative
Ladung.

tet(—e)=0 ¢=0 +e+(-e)=0

Die Ladungsinvarianz zeigt sich z.B. darin, dafl Atome und Molekiile neutral sind,
obwohl der Bewegungszustand von Photonen und Elektronen sehr unterschiedlich ist.
Besonders klar ist das Beispiel des Helium-Atoms (*He) und des Deuterium-Molekiils
(D,). Beide bestehen aus 2 Protonen und 2 Neutronen sowie 2 Elektronen und sind
damit elektrisch neutral, obwohl der Bewegungszustand der Protonen im Kern des Helium-
Atoms und des Dy-Molekiils sehr verschieden sind: das Verhiltnis der kinetischen Energien
ist etwa 10°, der mittlere Abstand der Protonen im D,-Molekiil in der Gréfienordnung
von 1078 ¢m, im He-Kern von 1071 cm.
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1.2 Coulomb-Kraft

Als experimentell gesicherte Grundlage fiir die Elektrostatik benutzen wir das Cou-
lomb’sche Kraftgesetz zwischen 2 Punktladungen:
Ky, =T, 192 LS D) (1-1)

3
T'i2

ist die von Ladung ¢; auf Ladung ¢, ausgeiibte Kraft.

Eigenschaften:

1.) Anziehung (Abstofung) fiir ungleichenamige (gleichnamige) Ladungen.

2.) Ky = =Ky : Actio = Reactio; also ist der Impuls der beiden Teilchen erhalten.

3.) Zentralkraft: da eine Punktladung (beschrieben durch die skalaren Grofien m,¢) im
Raum keine Richtung auszeichnet. (— Drehimpulserhaltung)

Anmerkung: Fiir (schnell) bewegte Ladungen gilt (1.1) nicht mehr. Das elektromagne-
tische Feld ist dann in die Impuls- und Drehimpulsbilanz einzubeziehen.

Gleichung (1.1) ist zu ergénzen durch das Superpositionsprinzip:
K1 - K21 + K31 (12)
fiir die von 2 Punktladungen ¢, und ¢3 auf ¢; ausgeiibte Kraft.

Mef3vorschrift fiir Ladung:
Vergleicht man 2 Ladungen ¢, ¢ an Hand der von einer festen Ladung () auf sie aus-
geiibten Kraft, so findet man fiir Punktladungen gemif (1.1):
q K
Damit sind Ladungsverhiltnisse durch Kraftmessung zu bestimmen: Nach Wahl einer
Einheitsladung (Ladung des Elektrons oder Positrons) kénnen wir Ladungen relativ zu
dieser Einheitsladung messen.

Maflsysteme:

Fiir die Festlegung der Proportionalitdtskonstanten I', gibt es 2 Moglichkeiten:
i) Gauf’sches cgs-System: Hier wihlt man T, als dimensionslose Konstante; speziell

I, =1, (1.4)
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dann ist iiber (1.1) die Dimension der Ladung bestimmt zu
[q] = [ Kraft]'/?[Linge] = dyn/? x cm. (1.5)

Die elektrostatische Einheit ist dann diejenige Ladung, die auf eine gleich grofie im Ab-
stand von 1 cm die Kraft 1 dyn ausiibt. Dieses System wird in der Grundlagenphysik
bevorzugt. In der angewandten Elektrodynamik (Elektrotechnik) hat sich das

ii) MKSA - System

durchgesetzt, in dem zusétzlich zu den mechanischen Einheiten (Meter, Kilogramm, Se-
kunde) noch die Ladungseinheit Coulomb = Ampere-Sekunde auftritt. Dabei ist 1 Ampére
der elektrische Strom, der aus einer Silbernitratlosung pro Sekunde 1.118 mg Silber ab-
scheidet. Schreibt man

1
Fe = )
41eg

(1.6)
so nimmt die Konstante ¢, den Wert

Coulomb?

€0 = 8.854-10 " 5
Newton - Meter

(1.7)

all.

1.3 Das elektrische Feld eines Systems von Punkt-
ladungen

Die von N ruhenden Punktladungen ¢; an der Orten r; auf eine Probeladung ¢ am Ort r
ausgeiibte Kraft ist nach (1.1) und (1.2):
N
gi\r — 1
K=qn, Y 0T p, (1.9

i=1 r — ;3

wobel wir

Y g (r — 1)

E(r) B Zz:; 47'('60 |I‘ — I'i|3 (19)
als (statisches) elektrisches Feld bezeichnen, welches von den Punktladungen ¢; am Ort
r erzeugt wird. Es ist geméf (1.8) ein Vektorfeld, da ¢ ein Skalar ist. Bei vorgegebener
Ladung ¢ zeigt (1.8), wie man ein elektrisches Feld messen kann. Dabei ist darauf zu
achten, dafl die Probeladung so klein ist, dafl man ihren Einflufl auf das auszumessende
Feld vernachléssigen kann.

Analog dem Fall der Gravitationstheorie in der Mechanik kann man die Vektor-
Funktion E(r) aus dem elektrischen Potential

®(r) = % a1 (1.10)
= 4meg v — 1y
einer skalaren Funktion, durch Differentiation gewinnen:
E=-Vo. (1.11)

13



Die (potentielle) Energie der ruhenden Massenpunkte mit den Ladungen ¢; ist dann

1M g 1 1 X
U=- atl =Y ¢®(r), 1.12
2%47r60|ri—rj| 2; (r:) (1.12)

wobei ®(r;) das Potential am Ort r; ist, welches die Ladungen dort erzeugen. Bemerkung:
In (1.12) muB strenggenommen die Selbstenergie fiir ¢ = j im rechten Ausdruck wieder
abgezogen werden.

Beispiele:

Punktladung Plattenkondensator

 VYVVVVVYV)

q>0 q<o0 homogenes Feld

1.4 Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilun-

gen
Wir ersetzen
S g > /de(r) (1.13)
mit der Normierung
Q=>a= /de(r). (1.14)
Damit tritt anstelle von (1.9), (1.10), (1.12):
1 (r—r')
E() = [ Vo)~ 1.1
(1) = o [ Vol T (1.15)
B(r) = — /dV’ () — (1.16)
 dmeg P lr — r/| '
und )
U= /de(r)(I)(r). (1.17)
Beispiel: homogen geladene Kugel
p(r)=py fir |r|<R; p(r)=0 sonst. (1.18)

14



Die Integration in (1.16) ergibt (UB):

Q " po B2 P
d(r) = f >R, Or)=—(——— f < 1.1
(r) p——r ir r>R; (r) 60( 5 "8 ) fir r<R (1.19)
mit 4
Q= / dV p(r) = §p033. (1.20)
Dann folgt fiir E aus (1.11):
Q r . Po .
E( fir r>R; E(r) r fir r<R (1.21)

VT e o "3

Fiir die Energie U findet man mit (1.17) und (1.19):

Po Ampg /R 0, R 17 po2R 3 Q% 1
=2 [av o) = 22 dr (22 Dy Zgpf02t 2% ° 1.22
v 2/ vV o(r) e Jo | r (5= %) "o 15 bdme R (1.22)

Anwendung: Bestimmung des klassischen Elektronenradius.

Nach (1.22) wird die Selbstenergie eines punktformigen Teilchens (R — 0) unendlich.
Nun ist nach der Relativitdtstheorie die Energie eines ruhenden Teilchens, z. B. eines
Elektrons, mit seiner Ruhemasse my verkniipft durch

Ey = moc?. (1.23)

Ein streng punktformiges (geladenes) Teilchen hétte also nach (1.22) eine unendlich grofe
Ruhemasse! Fiihren wir andererseits die gesamte (endliche) Ruhemasse eines Elektrons
auf seine elektrostatische Energie zuriick, so miissen wir dem Elektron einen endlichen
Radius Ry, den klassischen Elektronenradius zuordnen,

3 e?

5 4megmgc?

Ry ~ 107" cm =1 fm. (1.24)
Fiir Dimensionen < 107 c¢m miissen wir also fiir Elektronen mit Abweichungen vom
Coulomb’schen Gesetz rechnen.

1.5 Multipolentwicklung

Wir betrachten ein auf ein endliches Volumen V' begrenzte Ladungsverteilung (diskret
oder kontinuierlich) und untersuchen ihr Potential ® in einem Punkt P weit auflerhalb
von V.
Der Koordinatenursprung 0 moge innerhalb V' liegen; wir konnen z.B. 0 als Ladungsschwer-
punkt, definiert durch

X il

r, = 1.25
Y gl (1:25)
wihlen. Solange r; < r, kénnen wir (1.10) durch eine Taylor-Reihe darstellen,
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deren erste Terme lauten:

1.) Monopol-Anteil:
By =Y L @ (1.27)

~dmegr  4Amegr

beschreibt eine am Ursprung 0 lokalisierte Punktladung ). In 0. Ndherung der Taylor-
Entwicklung, d.h. aus geniigend grofler Entfernung, sieht jede Ladungsverteilung wie eine
Punktladung aus!

2.) Dipol-Anteil:
Der in den Koordinaten r; der Punktladungen lineare Term hat folgende Form:

qi 0 1 qi 0 1 q; 0 1
¢, = T . /ri= r T~ \1. . /ri=
! Z47T60 63:(| |)z 0+ZZ.:47T6 8@/(|r |)z O—i_zi:élweoz('9,Z(|r—ri|)Z 0
(1.28)
8 0 0.1 d 1 d-r d cos
— Z + yl + 7, )_ — . V — ) = =
47‘(’6 dy oz'r 47r60 r dmegr3  Amegr?
wobei der Vektor d, das Dlpolmoment, gegeben ist durch
Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen r und d:
r
"
d
Bei den Umformungen in (1.28) wurde benutzt:
0,1 or 0,1 1 or 1x
—( )= ()= = ———. 1.30
8x(r 8x8r(7") r? Ox rr (1.30)

Abhingigkeit des Dipolmoments vom Koordinatenursprung: Verschiebt man den
Ursprung 0 um a, so wird

Z% =d - Qa. (1.31)
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Falls @ # 0, kann man a so wéhlen, dafl d’ = 0 wird. Wenn dagegen () = 0 ist, so wird
dagegen d = d' unabhéngig vom Ursprung und das Dipolmoment beschreibt eine echte
innere Kigenschaft des betrachteten Systems.

Konstruktionsanleitung: Man bestimme die Schwerpunkte der positiven bzw. ne-
gativen Ladungstriger. Fallen diese zusammen, so ist nach (1.29) d = 0. Andernfalls gibt
ihre Verbindungslinie die Richtung von d, ihr Abstand ist ein Maf fiir den Betrag von d.

Beispiel: Molekiile.

O
C
® ® OO0—@F——0
H H @) O
H,0 Co,
3.) Quadrupol-Anteil:
1 0% 1 0% 1 0% 1
Ameg Py = Q{Qm@(;) + nya—yg(;) + sz@(;) (1.32)
0% 1 0% 1 0% 1
0% 1 0% 1 0% 1
+Qywm(;) + szaz—ay(;) + szm(;)},

wobei

Quz = ZQZ' x?i sz = Z(Ii iy o ete. (1,33)

die Komponenten des Quadrupol-Tensors sind. Er ist symmetrisch und reell und kann
daher stets diagonalisiert werden:

Es besteht hier eine weitgehende Analogie zum Tragheitstensor in der Mechanik.
Normierung: Die Beziehung

1 0? 0* 0% 1 0x0 0y o 0z0.1

A =(=—=+——+—)-=(=——— - 1.
(7“) (8x2+8y2+822)r (er8r+8yr8r+azr8r)r (1.35)

=S 432 T TE 0 fiir r#£0

erlaubt uns die Komponenten (1.33) in (1.34) im Hauptachsensystem zu ersetzen durch:

r? 1
Q= qu(xf - g) = 3 ZQZ{Q%Q - yi2 - Z?}, (1.36)
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ohne dabei ®y zu dndern. (1.36) zeigt, dafl die Eigenwerte @, die Abweichungen von der
Kugelsymmetrie beschreiben, denn fiir sphérische Ladungsverteilungen wird:

Zqixf:z:qi y?:Zqi 22— Qp =0. (1.37)
Spezialfall: Axialsymmetrie z.B. um die z-Achse. Dann wird

Qaz = Qy = _%Qm (138)

d.h. der Quadrupol - Anteil @, ist durch 1 Zahl, das Quadrupolmoment, zu kennzeich-
nen. Fiir diesen Fall ist die Winkelabhéngigkeit von @, leicht anzugeben: Wir bilden

0% 1 0 1 r? 3z —r?

~Z (Y= (Y= 3= 1.
83:2(7") 83:(7"3) 73 +3r5 r> (1.39)
und entsprechend fiir y und z, und finden mit (1.38):
_ 3Q.(32 —1%) _ Qo (3cos’6 — 1)7 (1.40)

Aey - Ar°  Are 2r3

D,

wobei 5

als Quadrupolmoment der axialsymmetrischen Ladungsverteilung bezeichnet wird. Glei-
chung (1.40) zeigt die fiir den Quadrupol - Anteil charakteristische r — Abhéngigkeit; die
Winkelabhéngigkeit ist deutlich von der des Dipol - Terms zu unterscheiden.

Kontinuierliche Ladungsverteilungen:
Analog zu Abschnitt 1.4 erhalten wir fiir eine kontinuierliche (rdumlich begrenzte)
Ladungsverteilung:

d= / dV p(r)r (1.42)
anstelle von Gleichung (1.29) und (1.36) ist zu ersetzen durch:
1
Qs = 3 /de(r)(?x2 —y? = 2%). (1.43)
X

Beispiel: Eine ganze Reihe von Atomkernen ist (axialsymmetrisch) deformiert und
elektrostatisch durch ein Quadrupolmoment charakterisiert. Die Abweichungen von der
Kugelsymmetrie kénnen dabei sowohl positiv, QQy > 0, als auch negativ sein, @)y < 0, was
anschaulich einer Zigarre bzw. einer Scheibe entspricht.
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Kapitel 2

Grundlagen der Elektrostatik

2.1 Fluf} eines Vektor-Feldes

Wir wollen im folgenden nach dquivalenten Formulierungen des Coulomb’schen Gesetzes
suchen. Dazu fithren wir den Begriff des Flusses eines Vektor-Feldes ein.

Ein Vektor-Feld A(r) sei auf einer Fliche F' definiert. F' sei mefbar und zweiseitig,
d.h. F' moge einen endlichen Flidcheninhalt besitzen und Ober- und Unterseite von F' seien
(durch die Flichennormale) wohl definiert. Gegenbeispiel: das Mobius’sche Band.

Den Flufl des Vektor-Feldes A durch die Fliche F' definieren wir dann durch das
Oberflichenintegral

/FA-df:/FAndf, (2.1)

wobei A,, die Komponente von A in Richtung der Fldchennormalen ist.
Zur Interpretation von (2.1) betrachten wir eine Fliissigkeitsstromung mit der Geschwin-
digkeit v(r) und der Dichte p(r). Wihlen wir

A(r) = p(x)v(r), (2.2)
so bedeutet
/FA-df:/Fp(r)v(r)-df (2.3)

die pro Zeiteinheit durch F' flieBende Menge Fliissigkeit. (2.3) zeigt, daf nur die senkrecht
zur Stromung stehende Fliche wirksam wird.

2.2 Satz von Gauf}

Wir wihlen nun fiir A das elektrostatische Feld E und fiir F' eine geschlossene Fliche mit
den oben erwihnten Eigenschaften. Dann ist der elektrische Fluf3

fFE-df: jéENdf (2.4)

mit der in dem Volumen V' enthaltenen Gesamtladung ) verkniipft durch (Satz von
Gaufl ):
sz:fE-df:Q. (2.5)
F

€o
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Beweis: 1. Schritt: ¢ sei eine einzelne Punktladung im Mittelpunkt einer Kugel mit Radius
R. Dann ist in jedem Punkt der Kugeloberfliche E parallel zu der (dufleren) Flichennor-
male n

12 E
n
und fiir den Betrag von E gilt:
q
E=FE,=———. 2.6
dmeqR? (2:6)
Also wird: ¢
v=§ Q= fdn =1 2.
47T60R2R  Adre (27)

unabhéngig von Radius R der Kugel.

2. Schritt: Wir ersetzen die Kugeloberfliche durch eine im Rahmen der unter 2.1) genann-
ten Voraussetzungen beliebige geschlossene Fliche,

n

Ausschnitt:
n
0
9 E
Dann wird 0
qcos ¢
r 4meg R2 / F 47T€0R2 47r60 (2.8)
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3. Schritt: ¢ liege aulerhalb F'.

E(2)
d  n(1) n(2)

Unter Beachtung der jeweiligen Normalenrichtung (nach auflen!) findet man, daf sich z.B.
die Beitrdge aus der Umgebung von Punkt 1 und 2 gerade wegheben. Dabei geht wieder
ein, daf} die Feldstirke E stets radial (von ¢ aus) gerichtet ist und wie 1/R?* abfillt,
wihrend df mit R? zunimmt. Man erhilt also

U =0 (2.9)
fiir den elektrischen Fluf3 .

4. Schritt: Fiir N Punktladungen ¢; innerhalb von F' finden wir nach dem Superposi-
tionsprinzip:

- q; _9
U= ;6—0 = (2.10)

2.3 Anwendungen des Gauf’schen Satzes

Fiir symmetrische Ladungsverteilungen bietet (2.5) die Moglichkeit, die Feldstérke E mit
geringem Aufwand zu berechnen. Wir betrachten 2 Beispiele:

1. Feld einer homogen-raumgeladenen Kugel. Sei
p(r) =p(r) fir r<R, pr)=0 sonst. (2.11)

Aufgrund der Kugelsymmetrie ist E radial gerichtet, sodaf3

U = 4nr?E(r) = &, (2.12)
€o
wobei @), die in einer konzentrischen Kugel mit Radius r enthaltene Ladung ist.
Fiir Punkte mit > R ist (), = () die Gesamtladung und es folgt aus (2.12):
E(r) = 9 fir r> R. (2.13)
dmegr? -

Fiir r < R héngt das Ergebnis von der speziellen Form von p(r) ab. Als Beispiel wéhlen
wir
p(r) = pp = const, (2.14)
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dann wird:

Q, = §r3p0, (2.15)
also wie in (1.21):
Po
E(r)=—r. 2.16
() = gor (2:16)

Man vergleiche den Rechenaufwand hier mit dem, den Gleichung (1.15) erfordert!

2.) Homogen geladene, unendlich ausgedehnte Ebene.

E{_—_:WL%)

Aus Symmetriegriinden steht E senkrecht zur Ebene, der Betrag E ist gleich fiir die Punkte
1 und 2, welche von der Ebene den Abstand r haben mogen. Der Gaufy’sche Satz ergibt

dann:
U= 7{ E.df — aB(1) + aB(2) = & = 7% (2.17)
F €0 €o
wenn ¢ die Zylindergrundfliche ist und o die Flichenladungsdichte. Vom Zylinder-Mantel
erhélt man keinen Beitrag, da E keine Komponente in Richtung der Normalen auf dem
Zylinder-Mantel hat. Ergebnis:
g_

_7 2.18
2 (2.18)

unabhéngig von r.

2.4 Differentialgleichungen fiir E und ¢

Wir wollen den Gaufi’schen Satz (2.5) in differentieller Form darstellen. Dazu formen wir
das Flachenintegral um in ein Volumenintegral iiber das von F' eingeschlossene Volumen
V' (Gauf’sche Formel):

ﬁE-df:/Vv-Edvzg. (2.19)
Mit
Q= /V p(r) dV (2.20)
folgt dann:
/ v -E-2yav =o. (2.21)
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Gleichung (2.21) mu$ fiir beliebige Volumen V' gelten, kann also nur erfiillt sein, wenn der

Integrand verschwindet:
v-E=2, (2.22)
€o
Gleichung (2.22) dndert sich nicht, wenn man zu E eine beliebige divergenzfreie Vektor-
funktion E' addiert; Gleichung (2.22) reicht daher zur Bestimmung des elektrischen Feldes

nicht aus. Eine weitere differenzielle Beziehung fiir E erhalten wir aus (vgl. (1.11))

E=-Vo (2.23)
iiber die Vektorindentitit (UB)
V x (Vf) =0, (2.24)
ndmlich (Wirbelfreiheit):
V xE = 0. (2.25)

Aus (2.22) und (2.25) kann man bei gegebener Ladungsverteilung p die Feldstéirke des
elektrostatischen Feldes bestimmen, was jedoch recht aufwendig ist.

In der Praxis geht man noch einen Schritt weiter von der Feldstidrke E zum Potential
®, aus dem sich durch Differentiation geméf (2.23) E gewinnen l&8t. Setzt man (2.23) in
(2.22) ein, so erhilt man

V- (VD) =Ad =L (2.26)
€0
die Poisson’sche Gleichung mit der Abkiirzung
0? 0? 0?
=—4+—+ —. 2.2
0x? + 0y? + 022 (2:27)

Hat man eine Losung von (2.26) gefunden, so kann man dazu eine beliebige Losung der
homogenen Gleichung (Laplace-Gleichung)

AP =0 (2.28)

addieren und erhilt eine neue Losung von (2.26). Diese Mehrdeutigkeit kann man durch
Vorgabe von Randbedingungen beseitigen. Fiir die weitere Diskussion sei auf Kapitel 3
verwiesen!

2.5 Energie des elektrostatischen Feldes

Um eine Punktladung ¢; aus dem Unendlichen an eine Ladung ¢, auf den Abstand 7y,
heranzubringen, benétigt (oder gewinnt) man die Energie

q142
47T60T12 '

(2.29)

Will man aus N Punktladungen ¢; eine bestimmte (durch die Abstinde der Ladungen g;
charakterisierte) Ladungsanordnung aufbauen, so benétigt (oder gewinnt) man entspre-

chend die Energie

1 44
U=- ; 2.30
2 ; 471'607"@' ( )
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der Faktor 1/2 sorgt dafiir, dafl Doppelzihlungen vermieden werden, die Einschréinkung
i # j schlie3t Selbstenergien der Punktladungen aus.

Stellt man das Bild der Punktladungen in den Mittelpunkt der Betrachtungen, so inter-
pretiert man U als die potentielle Energie eines Systems von geladen Massenpunkten.
Man kann auch das Bild des elektrischen Feldes in den Mittelpunkt stellen. Dann ist die
zum Aufbau des elektrischen Feldes benotigte Energie U im elektrischen Feld gespeichert
in Form von Feldenergie. Da die Coulomb-Kraft konservativ ist, geht die beim Aufbau
des Feldes (also der Herstellung einer bestimmten Ladungsanordnung) geleistete Arbeit
nicht verloren.

Um den Zusammenhang der beiden Betrachtungsweisen quantitativ zu fassen, formen
wir (2.30) um (vergl. Kapitel 1):

U— %;qmri) = [ ey, (2.31)

wobei ®(r;) das Potential am Ort r; der i-ten Punktladung ist, welches die anderen Punkt-
ladungen dort erzeugen. Gleichung (2.31) kénnen wir mit (2.26) umschreiben zu:

U= —%“ O(r)Ad(r) dV. (2.32)
v

Gleichung (2.33) beschreibt die Energie U vollstédndig durch das Potential ®, d.h. durch

das elektrostatische Feld ohne Bezug auf die Ladungen, die dieses Feld erzeugt haben.

Man kann U statt durch das Potential ® durch die Feldstérke E ausdriicken, wenn man
die Identitit (UB)

V- (fVg)=(Vf)-(Vg) + fAg (2.33)
fiir f = g = ® benutzt:
U= %0 [ (Vo) v - %Oﬁ VP - df, (2.34)

und die Gaufy’sche Formel anwendet, wonach
/ V- (OV) dV :7{ OV - df (2.35)
v F

mit F' als Oberfliche von V. Wenn sich nun alle Ladungen im Endlichen befinden, so
verschwindet in (2.34) das Oberflichenintegral mit zunehmendem Volumen V| da ®V®
mit wachsendem Abstand vom Ladungszentrum wie R~3 abfillt, wiihrend die Oberfliiche
nur mit R? anwéchst. Im Limes V' — oo bleibt also:

_6_0 2 26_0 2
U= [ (vow)tav =2 /VE v (2.36)

als die im Feld gespeicherte Energie. €9 FE?(r)/2 gibt dann die Energiedichte an.
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2.6 Multipole im elektrischen Feld

Wenn eine rdumlich lokalisierte Ladungsverteilung p in ein dufleres elektrostatisches Feld,
gegeben durch sein Potential ®,, gebracht wird, so gilt (entsprechend den Uberlegungen
von Abschnitt 2.5) fiir seine Energie

U= [ p)2u(x)av, (2.37)

wenn man annimmt, dafi das duflere Feld durch p nicht (merklich) gefindert wird und
die das duflere Feld ®, hervorrufenden Ladungen sich auflerhalb des Gebietes V' befin-
den, auf das p beschrinkt ist. Damit erklért sich das Fehlen des Faktors 1/2 in (2.37)
verglichen mit (2.31). Weiter sei ®, in V' langsam verdnderlich, so dafl wir ®, bzgl. des
Ladungsschwerpunktes in eine Taylor-Reihe entwickeln konnen:

o o 3 (9(1) 3 0%,
a — ¥q 2.
(r) (0) + ;:c a:cl ;13: T o, 63:] (0) + (2.38)
Da im Gebiet V fiir das dufere Feld

V-E,=0 (2.39)

nach Annahme gilt, kénnen wir (vergl. Kapitel 1.5) Gleichung (2.38) wie folgt umformen:

3 1 3 T2 aEm
@a(r) = @a(O) — szEza(O) - = Z (:L'ZZL'J — _51])—(0) + ... (240)
i=1 2 Q=1 3 Ox;
Kombination von (2.37) und (2.40) ergibt:
U = Qay( z IENUBES pEemcct o (2.41)

t,j=1

Gleichung (2.41) zeigt, wie die Multipolmomente einer Ladungsverteilung p mit einem
dufleren Feld E, in Wechselwirkung tritt: die Gesamtladung ) mit dem Potential ®,, das
Dipolmoment d mit der Feldstirke E,, der Quadrupoltensor );; mit dem Feldgradienten
O0FE;q/0z; etc.

Anwendungsbeispiele: atomare Dipole im #dufleren elektrischen Feldern, Wechselwir-
kung des Kern-Quadrupolments mit der Elektronenhiille.
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Kapitel 3

Randwertprobleme der Elektrostatik

3.1 Eindeutigkeitstheorem

Wir wollen im folgenden zeigen, dafl die Poisson-Gleichung bzw. die Laplace-Gleichung
eine eindeutige Losung besitzt, wenn eine der folgenden Randbedingungen gilt:
i) Dirichlet - Bedingung

® ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fliche F' (3.1)
oder ii) von Neumann-Bedingung
V& ist vorgegeben auf einer geschlossenen Fléiche F)| (3.2)

Beweis: Wir nehmen an, dafy es 2 Losungen ®; bzw. &5 von

AD =P (3.3)

€0

mit den gleichen Randbedingungen, (3.1) oder (3.2), gibt. Dann gilt fiir die Differenz
U= @1 - @22
AU =0 (3.4)

in dem von F' umschlossenen Volumen V. Weiter ist wegen der Randbedingungen

U=0 auf F (3.5)
oder
VU=0 auf F. (3.6)
Mit der Identitét
V- (UVU) = (VU)* + UAU (3.7)
und (3.4) wird:
/ (VU dV :/ V. (UVU) dV :f UVU - df =0 (3.8)
14 |4 F
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mit Hilfe der Formel von Gauf, falls eine der beiden Bedingungen (3.5) oder (3.6) gilt.
Also:

| vyt av =o, (3.9)
v
d.h. esistin V:
VU =0, (3.10)
da (VU)? > 0. Damit wird
U = const (3.11)

und ®; und ®, unterscheiden sich hochstens um eine (physikalisch unwesentliche) Kon-
stante.

Sonderfall: V' — oo
Wenn V' der gesamte Rj ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung eindeutig, falls p auf
einen endlichen Bereich beschrinkt ist und ®(r) asymptotisch so schnell abfillt, daf

0P

7"2(1)(1') %

(r) -0 fiir r — oo, (3.12)
wo 0®/0n die Normalen-Ableitung von & bezeichnet. Der obige Beweis iibertriigt sich
direkt, wenn man beachtet, da§ die Oberfliiche bei festem Rauminhalt wir r? wichst.

3.2 Spiegelungsmethode

Diese Methode besteht darin, auflerhalb des zu untersuchenden Bereichs sogenannte Spiegel-
Ladungen geeigneter Grofle so anzubringen, dafl mit ihrer Hilfe gerade die geforderten
Randbedingungen erfiillt werden. Dieses Verfahren ist deshalb erlaubt, weil man zur
Losung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede Losung der (homogenen) Laplace-
Gleichung addieren darf (vgl. Kap. 2.4) Durch die Spiegelungsmethode wird diejenige
Losung der Laplace-Gleichung ausgewéhlt, die zusammen mit der gewihlten speziellen
Losung der Poisson-Gleichung die geforderten Randbedingungen erfiillt.

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢ im Abstand @ von einer
leitenden Ebene, welche geerdet sei (d.h. ® = 0 auf der Ebene). Die Spiegelladung ¢’
denken wir uns bzgl. der Ebene spiegelsymmetrisch zu ¢ angebracht (Skizze).

$=0
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Dann betriagt das Potential im Punkt P:

drey®(P) = L + (3.13)
T

ql
7
und wir erhalten wie gefordert ® = 0 fiir alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wenn
wir wahlen:

¢ =—q. (3.14)

In dem (uns interessierenden) Bereich x > 0 ist ¢/(4mer) eine spezielle Losung der
Poisson-Gleichung, ¢'/(4megr’) eine Losung der Laplace-Gleichung, die gerade dafiir sorgt,
daB fiir x = 0 die geforderte Randbedingung gilt.

Fiir die x-Komponente des elektrischen Feldes E erhélt man aus (3.13) und (3.14):

0p ¢ ,xr—a T+a

E,(P)=——= : 3.15
() Oor  dmeg 13 r3 ) ( )
also gilt fiir die Ebene x = 0,
2qa
Bz =0)=— . 3.16
(v ) 4dregr3 ( )

Die Komponenten in der x = 0 Ebene verschwinden, da das elektrische Feld senkrecht
auf der Ebene x=0 steht (anderfalls wiirde ein Strom in der Ebenenoberfliche fliessen
bzw. das Potential auf der Fliche nicht konstant sein). Gleichung (3.16) bedeutet nach
dem Gaufi’schen Satz (vgl. Kap. 2.2), dal in der Ebene x = 0 eine Ladung mit der
(ortsabhéngigen) Flichendichte

qa

o=¢€kFE,(r=0)= ~5.3

(3.17)

durch die Anwesenheit der Punktladung ¢ influenziert wird.

3.3 Inversionsmethode

Es sei ®(r, 0, ¢) das Potential, das durch Punktladungen ¢; am Ort r = (7,6, ¢) erzeugt
wird:

O(r,0,0) =3 L

; (3.18)
; 47reo\/r2 + 12 — 2rricosy;

hier bezeichnen (r;,6;, ¢;) die Orte der Punktladungen ¢; und ; den Winkel zwischen r
und r;. Dann ist

- a_  a?
O(r,0,9) = —(—, 0, ¢) (3.19)
roor
das Potential, das die Punktladungen
__ ag;
== 3.20
=" (320)

bei (a®/r;, 0;, ¢;) am Ort (1,0, ¢) erzeugen.
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Beweis: Wir kombinieren Gleichungen (3.19) und (3.18) zu

= a gi
3(r.0,0) = ° (3.21)
r zz: 47r60\/a4/r2 + 12 — 2a?r;cosy; /T

an'/Tz'
; 47reo\/7"2 +a*/r? — 2a%rcosy; [

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine Punktladung gegeniiber einer leitenden
Kugel, welche sich auf dem Potential & = 0 befinden soll. Wir ersetzen die Kugel durch
eine Punktladung ¢, deren Groéfle und Position so zu wéhlen sind, dafl das resultierende
Potential von ¢ und ¢ auf der Kugeloberfliche gerade verschwindet. Das von der Punkt-
ladung ¢, lokalisiert am Ort (r,,0,0), im Punkt (r,6,¢) erzeugte Potential werde mit
®(r,0,¢) bezeichnet. Setzt man nun die Ladung § = —Rg/r, an den Ort (R*/r,,0,0)
(Skizze)

(r, 6, ¢)

so ist das von ¢ am Ort (r, 0, ¢) erzeugte Potential nach (3.19):

O(r,0,0) = —%@(R;,e, }). (3.22)
Auf der Kugeloberfliche, r = R, wird:
®(R,0,0) = —P(R, 0, ), (3.23)
also wie gefordert )
O(R,0,0) + P(R,0,0) =0. (3.24)

Die gesuchte Losung der Poisson-Gleichung auflerhalb der leitenden Kugel ist dann:
®(r,0,¢) + ®(r,0,9) (3.25)

mit
7
4meglr — 1|

O(r,0,¢) = (3.26)
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3.4 Trennung der Variablen
Wir suchen nach Losungen der Laplace-Gleichung
AP =0 (3.27)
und nehmen dabei der Einfachheit halber an, da3 ® von z nicht abhéngt,
O = d(x,y). (3.28)
Dann vereinfacht sich (3.27) in kartesischen Koordinaten zu:

0? 0?
(@WLW)@(%?J) =0 (3-29)
Da (3.29) keinen Mischterm 0%/0x0y® enthilt, liegt es nahe, folgenden Separationsan-
satz zu machen:

O(z,y) = f(2)g(y); (3.30)
dann geht (3.29) iiber in:
00) 23 (0) + ) 50(0) =0 (331

Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g ist (3.31) dquivalent zu:
1 0*f N 1 0%
f(x)0x® — g(y) Oy?

Der 1. Term in (3.32) hdngt nur von z, der 2. nur von y ab; da  und y unabhingige
Variablen sind, folgt aus (3.32):

= 0. (3.32)

1 0*f 1 0
m@: const = — @a—ygzj (3.33)

Wihlen wir die Konstante in (3.33) z.B. positiv reell (= k%), so erhalten wir folgende
Differentialgleichungen:

5 g
a—;;—ka(x) =0 SH k() =0 (3.34)

mit den Losungen:
f(z) =a exp(kz)+b exp(—kzx); ¢(y) =c sin(ky)+d cos(ky). (3.35)

Die Integrationskonstanten a, b, ¢, d und die Separationskonstante k& werden durch Rand-
bedingungen festgelegt. Als Beispiel betrachten wir einen in z-Richtung unendlich ausge-
dehnten Rechteck-Zylinder (mit den Kantenléingen xy und yo) mit den Randbedingungen:

®(x,0) = d(x,y0) = 0, (3.36)
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woraus
nm

d=0; sin(ky) =0—k= o kn, (3.37)
folgt. Weiterhin seien die Randbedingungen
(0,y) =0;  P(xo,y) = V(y), (3.38)
gegeben, wobei V' (y) irgendeine vorgegebene Funktion ist. Aus (3.38) folgt zunéchst
a=—b— f=a{ exp(k,z) — exp(—k,x)}. (3.39)
Um die 4. Bedingung auch noch zu erfiillen, entwickeln wir nach Fourier:
O(z,y) = i A, sin(kpy) sinh(k,x); A, = 2a,¢6,, (3.40)
n=1

und bestimmen die Koeffizienten A,, aus der Forderung

®(z0,y) = V(y) = Y A, sin(k,y) sinh(k,2o). (3.41)
n=1
Nach dem Umkehrtheorem fiir Sinus-Fourier-Reihen erhilt man:
2

Yo
Ay = ——7F7— in(kn,y)dy. 42
it VW) sinlg)dy (3.42)

Hat man Randbedingungen von sphérischer Symmetrie, so wird man die Laplace-Gleichung
16sen durch einen Separationsansatz in Kugelkoordinaten; entsprechend verfihrt man bei
axialer Symmetrie.

Ubersicht Elektrostatik

1.) Basis: Coulomb-Gesetz

. gi(r —1;)
K =q¢E t E(r)= —_—
q mi (I‘) ; 471'60|I' — ri|3
2.) Feldgleichungen:
a) integral:

fE-ds:o; 74E-df:9
S F €0
b) differentiell:

VxE=0, V.E="

€o
3.) Elektrostatisches Potential:
E= Vb Ad =" Poisson-Gleichung
€0

4.) Feldenergie:

1 4iq; 1/ 60/ 9
22 —>2Vp<I>dV—>2 VE dV

iAj 471'607"ij

Potentielle Energie der Punktladungen — elektrostatische Feldenergie
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Teil 11

Magnetostatik
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Kapitel 4

Ampere’sches Gesetz

4.1 Elektrischer Strom und Ladungserhaltung

Elektrische Strome werden durch bewegte Ladungstriger hervorgerufen. Ladungstriger
kénnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuniger, einem Elektrolyten oder
einem Gas, Elektronen in einem Metall etc. Ursache fiir die Bewegung der Ladungen sind
in erster Linie elektrische Felder, es kann sich aber auch um materiellen Transport von
Ladungstréagern handeln. Als elektrische Stromstéirke definieren wir diejenige Ladungs-
menge, die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt flief3t.

Als einfachsten Fall betrachten wir zunéchst Ladungstriger mit gleicher Ladung ¢ und
Geschwindigkeit v. Es sei a der Vektor senkrecht zum Querschnitt des leitenden Mediums,
dessen Betrag a die Querschnittsfliche angibt und n die Dichte der Ladungstriger. In der
Zeit At passieren dann die in dem Volumen AV = (a - v)At befindlichen Ladungstriger
den Leiterquerschnitt, ndmlich n(a-v)At Ladungstriger. Damit folgt fiir die Stromstérke

I(a) = % = ng(a-v). (4.1)
Haben wir allgemein pro Volumeneinheit n; Ladungstriger ¢; mit der Geschwindigkeit v;,
so wird:

I(a)=a- (Z niqivi)- (4.2)
Die Gleichungen (4.1) unf (4.2) legen es nahe, die Stromdichte j einzufiihren als
j= ZniQin‘; (4.3)
welche sich fiir ¢; = ¢ mit der mittleren Geschwindigkeit

1
<V >=— E n;v; (44)
n=y

verkniipfen l483t:
J=ng<v>=p<v>. (4.5)
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Gleichung (4.5) macht deutlich, dafl hohe Absolutgeschwindigkeiten der Ladungstriger
noch keinen hohen Strom bedeuten, da nur der Mittelwert der Geschwindigkeiten der La-
dungstriger wesentlich ist. Sind z.B. die Geschwindigkeiten der Ladungstréiger gleichmifig
iiber alle Richtungen verteilt, so wird < v >= 0 und damit auch j = 0. Im allgemeinen
Fall ist p und < v > orts- und zeit-abhéngig, also

j=]j(xr,1). (4.6)

Den Erhaltungssatz der Ladung kénnen wir mit den Begriffen der Ladungs- und Strom-
dichte wie folgt formulieren: Wir betrachten ein beliebiges endliches Volumen V' mit der
Oberfliche F. Die darin enthaltene Ladungsmenge sei @ = Q(¢). Wenn V nicht von der
Zeit abhiingt, so ergibt sich fiir die Anderung der in V enthaltenen Ladungsmenge pro

Zeiteinheit: 0 9
P

i~ o
Da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet werden kann, mufl die Abnahme (Zunahme) der
in V enthaltenen Ladung gleich der (im betrachteten Zeitraum) durch F' hinaus (hinein)-
stromenden Ladungsmenge sein. Letztere ist gegeben durch das Oberflichenintegral der
Stromdichte, welches nach der Gaufy’schen Integralformel in ein Volumenintegral umge-
formt werden kann:

(4.7)

fj-df:/v-jdv. (4.8)
F v
Damit lautet die Ladungsbilanz:
0
—/—pdV:/V-jdV (4.9)
v ot %
oder, da V' beliebig gewihlt werden kann, erhalten wir die Kontinuitétsgleichung:

. Op
V-j+ —=0. 4.1
I B 0 (4.10)

Wiéhrend (4.8) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt, bedeutet (4.10) die
Ladungserhaltung in differentieller Form.

Spezialfille:

i) Elektrostatik: stationéire Ladungen

0
j:oéa_;’:o%p:p(r) (4.11)
ii) Magnetostatik: stationére Strome
.. . dp
j=j(r) uwndV:-j=0-— EZO' (4.12)

Fiir einen stationdren Strom ist ndmlich V - j zeitlich konstant, und diese Konstante muf}
iberall null sein, da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet wird.
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4.2 Ampere’sches Gesetz

Gegeben sei eine stationéire Stromverteilung j = j(r). Um elektrostatische Effekte zu eli-
minieren, wollen wir noch annehmen, dafl die Dichte der bewegten Ladungstréiger, die
den Strom aufbauen, kompensiert wird durch ruhende Ladungstriger entgegengesetzten
Vorzeichens (z.B. bewegte Leitungselektronen und ruhende Gitterionen im metallischen
Leiter). Auf eine bewegte Probeladung ¢ wirkt dann in der Umgebung des stromdurch-
flossenen Leiters eine Kraft, fiir die man experimentell findet:

K =¢(v x B) (4.13)
mit . .
B(r) =T, /V i |)rx—(:’|; ) gy (4.14)

als der magnetischen Induktion. Die Gleichungen (4.13) und (4.14) sind als Grundlagen
der Magnetostatik ebenso experimentell gesichert wie

K = ¢E (4.15)
mit / .
E(r) = refv% v’ (4.16)

in der Elektrostatik! So wie wir (4.15) als Mefivorschrift fiir das elektrostatische Feld E
auffassen konnen, so stellt (4.13) eine Mefivorschrift fiir die magnetische Induktion B dar.

Maflsysteme:

Hat man I, festgelegt, d.h. hat man die Einheitsladung definiert, so sind in (4.13) und
(4.14) alle auftretenden Grofien bzgl. ihrer Einheiten fixiert. I', kann also nicht mehr frei
gewihlt werden, sondern ergibt sich im

i) MKSA -System zu

T, — Z—; (4.17)
mit "
m
1o = 4m - 1077 Coulg2 (4.18)

als der magnetischen Permeabilitét.

ii) cgs-System:
| (4.19)

mit der Lichtgeschwindigkeit c.
Bemerkung: Gleichung (4.14) enthélt - wie in (4.16) - das Superpositionsprinzip: die

Felder zweier Stromverteilungen j; und jo iiberlagern sich linear, da j = j; + jo die resul-
tierende Stromverteilung ist. Weiterhin muf§ unabhingig vom Mafsystem das Verhiltnis
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I',,/T. eine Konstante sein. Mit (4.17) und (4.19) sowie I'c = 1/(47ep) bzw. I, = 1 im
cgs-System (siehe Kap. 1.2) erhalten wir die Beziehung

1
Eobo = g (420)

Dieser fundamentale Zusammenhang verweist bereits auf einen Zusammenhang mit der
speziellen Relativitdtstheorie.

Im folgenden soll das Vektorfeld B(r) fiir verschiedene einfache Stromverteilungen
berechnet werden.

4.3 Formel von Biot-Savart

Fiir einen dinnen Leiter konnen wir sofort {iber den Leitungsquerschnitt f integrieren
und erhalten statt (4.14)

,uOI/ dl' x (r —r')
Br)=—[ ———— 4.21
(x) i Jo o |r—1')? (421)
mit
I:/j-df’ (4.22)
f

als der Stromstéirke (vgl. Skizze).

df’

D

Ist der Leiter weiterhin gerade, so folgt aus (4.21) oder auch (4.14), da§ die Feldlinien
von B konzentrisch um den Leiter verlaufen. Wir brauchen also nur noch den Betrag
B berechnen, da alle Beitréige zum Integral (4.21) fiir einen geraden Leiter die gleiche
Richtung haben. Aus der Skizze folgt:

B “LI sinf
 4m L d?

Die verbleibende Integration fiihren wir fiir einen unendlich langen Leiter aus: Mit

B

dz (4.23)

R=d sinf; z=R cotgd — dz=—=;d0 (4.24)
sin“f
folgt fiir die Feldstédrke im Punkt P:
pol 1 ol
B = d 0) = —. 4.2
iwi ) e = o0 (4.25)
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Dieses ist die Formel von Biot und Savart fiir einen diinnen, geraden, unendlich langen
Leiter.

4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Mag-
netfeld

Ausgehend von der Kraft, die eine Ladung ¢; erfihrt, wenn sie sich mit der Geschwindigkeit
v; im Magnetfeld B bewegt,

K; = ql(Vl X B(I‘Z)), (426)
erhilt man fiir die Kraft auf einen Strom mit der Stromdichte j:
K=> q(vixB(r;)) = / j(r) x B(r) dV; (4.27)
i v

das Volumen V ist so zu wihlen, dafl es den Strom vollstindig erfafit.

Beispiel: Fiir einen diinnen Draht, {iber dessen Querschnitt sich das B-Feld nicht (we-
sentlich) &ndert, konnen wir (wie in Kap. 4.3) 2 der 3 Integrationen in (4.27) ausfiihren:

K — 1/ dl x B. (4.28)
L

Das verbleibende Kurvenintegral lings des Leiters L laf3t sich fiir einen geraden Leiter
ausfithren, wenn B sich ldngs L nicht dndert:

K = (Ix B)L, (4.29)

wo L die Linge des Leiters angibt. Die Kraft ist also senkrecht zur Stromrichtung und
zum B-Feld; sie ist maximal, wenn I parallel B ist, und verschwindet, wenn I senkrecht
zu B verlduft.

Auf die Ladung ¢; mit Geschwindigkeit v; im Feld B wirkt das Drehmoment

N; =r; X (¢;v; x B(r;)); (4.30)

entsprechend auf den Strom der Stromdichte j:

N =31 x (g:vi x B(r;)) = /Vr % (j x B) dV. (4.31)
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Einfache Beispiele sind (rechteckige oder kreisformige) Stromschleifen im homogenen B-
Feld (UB).

Fiir die praktische Auswertung von (4.31) ist es zweckmifBig, mit der Identitét ('bac-
cab Regel’)

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c=b(a-c)—c(a-b) (4.32)

umzuformen:

N:/V{(r-B)j— (r-j)B}dV. (4.33)

Fiir einen stationéren, rdumlich begrenzten Strom verschwindet der 2. Term in (4.33).
Um dies zu zeigen, benutzen wir die Beziehung (n,m = 1,2, 3)

/xnjm dV:/ 20V - (@) dV:/ V - (@n2mi) dV—/ T AV (4.34)
14 14 14 1%

:/ xnxmj-df—/ T dV:—/ T AV
F 1% Vv

unter Ausnutzung von V - j = 0, der Produktregel, der Gauf}’schen Formel und dem
Verschwinden von j auf der Oberfliche F. Fiir n = m folgt aus (4.34)

/V(r -j) dV =0, (4.35)

so daf fiir ein homogenes (schwach verdnderliches) Feld in (4.33) der 2. Term (ndherungs-
weise) verschwindet. Entsprechend folgt aus (4.34) fiir m # n:

[ BV =~ [ G-Byrav. (4.36)
also:
/V(B-r)jdV:%/V{(B-r)j—(B-j) r} dV:—%Bx/V(rxj) v (437)

mit Formel (4.32). Ergebnis:
N=mxB (4.38)

mit dem magnetischen Dipolmoment

m = %/V(r % j) dv. (4.39)

Fiir einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Stromebene:
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Ist der stromfiihrende Leiter diinn, so erhalten wir nach Integration iiber den Leiterquer-
schnitt:

m = é §rxan, (4.40)

und fiir den Betrag m:
m = IF, (4.41)

wobei I die Stromstérke und F die vom Strom eingeschlossene Fléche ist (vgl. hierzu den
Fléchensatz fiir die Bewegung eines Massenpunktes im Zentralfeld!).
Anwendungen: Strommessung bzw. Elektromotor.

4.5 Krafte zwischen Stromen

Mit (4.21) und (4.28) 148t sich die Kraft eines Stromes I” auf einen Strom I bei diinnen
Leitern schreiben als:

I dl x (dl' x (r — 1/
“0 / / (r=r7) (4.42)
L v — /|3

Gleichung (4.42) kann mit Hilfe von (4.32) symmetrisiert werden:

Ir (dl- dl')(r — 1’
_“0 //,d dr)(r — ') (4.43)

v —r'|3

denn

dl- (r —1') 1
/L e = /LV(|r_r,|)-d1_o (4.44)
fiir geschlossene oder unendlich lange Leiterkreise. Gleichung (4.43) dndert bei Vertau-
schung der beiden Stréme, d.h. von I und I’ sowie von r und r’, das Vorzeichen. Darin
spiegelt sich das Actio-Reactio-Prinzip wider, welches fiir elektrostatische wie fiir ma-
gnetostatische Wechselwirkungen gilt. Es wird allerdings durchbrochen bei beliebigen,
zeitabhingigen Strom- und Ladungsverteilungen (siehe Kap. 6).
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Kapitel 5

Grundgleichungen der Magnetostatik

5.1 Divergenz der magnetischen Induktion

Gleichung (4.14) kann wie folgt umgeschrieben werden:
B(r) = 22V x ([ ) gy (5.1)
4 v |r— 1|

Zum Beweis fithre man die der Operation V x entsprechenden Differentiationen unter dem
Integral aus. Geméf (5.1) kann also B in der Form

B=VxA (5.2)
dargestellt werden mit
Ho j(I") !
Am =" dv'. .
(r) A Jv |r — /| v (5.3)
Dann wird
V-B=V-(VxA)=0. (5.4)
Gleichung (5.4) entspricht formal
v-E=2, (5.5)
€0

und zeigt, dafl es keine magnetischen Ladungen gibt. Bilden wir ndmlich die zu (5.4)
korrespondierende integrale Aussage

/V-dezjfB-df:o, (5.6)
Vv F

so sehen wir, daf} der Flufl der magnetischen Induktion durch eine geschlossene Fliche F
verschwindet. Der Vergleich mit:

ﬁE-df:Q (5.7)

)
€o

erklart die obige Aussage.
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5.2 Rotation von B

In der Elektrostatik hatten wir gefunden
VXE=0 (5.8)

oder gleichwertig
$E-ds =0 (5.9)
s

nach der Formel von Stokes. Entsprechend wollen wir im folgenden das Linienintegral
7{ B ds (5.10)
s

iiber einen geschlossenen Weg S untersuchen und dann iiber die Formel von Stokes V x B
berechnen.

Wir betrachten zunéchst einen unendlich langen, diinnen, geraden Leiter. Dafiir hatten
wir gefunden

B(r) = 5y €0 (5.11)

wobei r der Abstand vom Leiter ist, I die Stromstérke und e, die Richtung angibt: die
Feldlinien laufen konzentrisch um den Leiter. Als Weg S betrachten wir zunéchst eine
geschlossene (stiickweise) glatte Kurve in der Ebene senkrecht zum Leiter, welche den
Leiter umfaft (Skizze).

y
S
(b >
X
Dann wird: s p I
fB-ds:ﬂfM:ﬂqus:mo. (5.12)
s 2 Js 1 2m
Wenn S den Strom nicht umfaflt, so gilt:
75 B.ds=0 (5.13)
S

Das ist fiir den folgenden Weg sofort klar:
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B C

Die Wegstiicke AD, BC' tragen zum Integral nicht bei, da sie senkrecht zu B verlaufen.
An Hand von (5.12) zeigt man, daf die Beitriage von AB, DC' sich gerade kompensieren
aufgrund des entgegengesetzten Umlaufsinns.

Die obigen Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, indem man Stréme vom oben dis-
kutierten Typ superponiert und geschlossene Raumkurven S aus ebenen Wegstiicken zu-
sammensetzt. Ohne auf Beweis-Details einzugehen - was Aufgabe der Mathematik ist -
halten wir als generelles Ergebnis fest:

f B - ds = ol (5.14)
S

wobei I die Stromstédrke des von S umschlossenen Stromes ist. Bemerkung: Umliuft S
den Strom n-fach, so ist I durch nI zu ersetzen.

Die zu (5.9) analoge integrale Aussage (5.14) konnen wir mit Hilfe des Satzes von
Stokes in eine differentielle Beziehung umwandeln. Der Satz von Stokes gestattet, das
obige Linienintegral in ein Oberfléchenintegral umzuformen:

ng-ds:/F(vXB)-df (5.15)

wobei F' eine beliebige glatte, in den geschlossenen Weg S eingespannte, orientierbare
Fléache ist. F' und S liegen im Definitionsbereich des stetig differenzierbaren Vektorfeldes
B. Mit (5.15) ergibt sich aus (5.14):

7{B-ds:/(VxB)-df:uolz/j-df, (5.16)
S F F
oder, da F' beliebig gewihlt werden kann:

V X B = ). (5.17)

Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld E mit V x E = 0 ist also das B-Feld nicht
wirbelfrei.

5.3 Vektor-Potential

Statt B bei gegebener Stromverteilung j aus (5.4) und (5.17) zu berechnen, wollen wir
entsprechend dem elektrostatischen Potential ® eine Hilfsgrofie einfiihren, das sogenannte
Vektor-Potential, aus dem die magnetische Induktion durch Differenzieren gewonnen
werden kann. Wir hatten sie in Kap. 5.1 schon kurz eingefiihrt:

B=VxA, (5.18)
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und wollen nun versuchen, fiir das Vektor-Potential A eine Differentialgleichung zu finden,
aus der sich A bei gegebener Stromverteilung j berechnen 1&48t. Wir bilden:

V x (VX A) = poj = V(V-A) — AA. (5.19)

Der 1. Term auf der rechten Seite in (5.19) la8t sich beseitigen und damit die gesuchte
Differentialgleichung vereinfachen, indem man ausnutzt, da8 A iiber (5.18) nicht eindeutig
definiert ist. Das Feld B dndert sich ndmlich nicht, wenn man die Eichtransformation

A— A =A+Vy (5.20)

durchfiihrt, wobei yx eine beliebige (mindestens 2-mal partiell differenzierbare) skalare
Funktion ist, denn:

VXxA'=VXxA+Vx(Vyx)=VA+0. (5.21)
[st nun
V.A£0, (5.22)
so wihlen wir x so, dafl
V-A'=V-A+V-(Vy) =0. (5.23)

Das gesuchte y finden wir also durch Losen einer Differentialgleichung vom Typ (2.28):
Ax=-V - A, (5.24)

wo —V - A als eine gegebene Inhomogenitéit anzusehen ist. Es 148t sich also stets erreichen
(ohne die Physik, d.h. das B-Feld in irgendeiner Weise einzuschriinken!) daf :

gilt. Die vektorielle Gleichung (5.25) zerfillt in ihre 3 Komponenten, welche mathematisch
gesehen wieder vom bekannten Typ der Poisson-Gleichung (2.28) sind.

5.4 Multipolentwicklung

Analog dem Fall der Elektrostatik interessiert man sich oft fiir das B-Feld in grofler Ent-
fernung von der (rdumlich lokalisiert angenommenen) Stromverteilung j. Dann empfiehlt
es sich, das Vektor-Potential A analog ® in eine Taylorreihe zu entwickeln:

mit dem
Monopolanteil:
Mo Y !
Ag(r) = o / d 2
ofr) = 42 [ 3wy av (5.27)

als 1. Term der Entwicklung von Gleichung (5.3). Nun ist fiir jede Komponente i = 1,2, 3
[ahav' = [ V- (@) av' = § o j(x) - af' =0 (5.28)
% 1% F
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wegen V - j = 0, der Formel von Gaufl und der Tatsache, daf} j # 0 nur innerhalb von V'
und auf der Oberfliche von V' verschwindet. Also folgt:

Ag=0 (5.29)

da es in der Elektrodynamik keine magnetischen Monopole gibt, wenn man mit (1.27)
vergleicht.

Dipolanteil:

Ay(r) = O /V (r-r') j(r') dV". (5.30)
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Das Integral (5.30) formen wir um geméf (4.37):

| i) av' = /{rr —(r-j(r) '} V' = /{rx((')xr')}dV’. (5.31)

Ergebnis:

Ai(r) =m x (Z—;rig) (5.32)

mit dem magnetischen Dipolmoment m von (4.39). Man vergleiche das Ergebnis mit
(1.28)!

Analyse von m:
Fir N Punktladungen ¢; lautet m:

1 N
= = qu(rl X Vi)- (533)
2 =1

Weiterhin kann m in einen einfachen Zusammenhang mit dem Drehimpuls L der N gela-
denen Massenpunkte gebracht werden, wenn M; = M und ¢; = ¢, ndmlich:

q

m = WL. (5.34)
Mit dem Bahndrehimpuls eines Systems geladener (identischer) Teilchen ist also ein ma-
gnetisches Moment in Richtung von L verkniipft. Diese Aussage gilt auch im atomaren
Bereich, z.B. fiir die Elektronen eines Atoms. Umgekehrt 148t sich jedoch nicht jedes
magnetische Moment auf einen Bahndrehimpuls gemaf (5.34) zuriickfithren. Elementar-
teilchen (wie z.B. Elektronen) besitzen ein inneres magnetisches Dipolmoment, welches
nicht mit dem Bahndrehimpuls sondern mit dem Spin dieser Teilchen verkniipft ist durch:

m, = gﬁs, (5.35)

wobei s der Spin-Vektor ist und ¢ das gyromagnetische Verhdltnis. Es ist g = 2.0024 fiir
Elektronen.
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5.5 Energie eines Dipols im dufleren Magnetfeld

Fiir die Kraft K auf einen magnetischen Dipol m in einem rdumlich schwach verdnderli-
chen Feld B findet man:
K =V(m-B,). (5.36)

Zum Beweis greife man zuriick auf (4.27) und verfahre entsprechend der Berechnung von
N in Gleichung (4.38). Aus (5.36) ergibt sich fiir die potentielle Energie des Dipols im
B-Feld (nach etwas lingerer Rechnung):

U=—(m-B), (5.37)

analog zu —(d - E) als Energie eines elektrischen Dipols im elektrostatischen Feld (2.41).
Der Dipol wird sich also bevorzugt in Feldrichtung einstellen, da dies der niedrigst mogli-
chen Energie entspricht.

Ubersicht iiber die Magnetostatik

1.) Basis: Ampere’sches Gesetz

. i(r
K=¢(vxB) mit / ,|3 r) dv’

fiir stationére Strome, wo V - j = —0p/0t = 0.

2.) Feldgleichungen: Aus

B=VxA mit

v |r—r|

folgt
a) differentiell:
V-B=0; V xB=uj

oder
b) integral

fB-dfzo; fB-ds:uof
F S

3.) Vektor-Potential:
VXx(VXxA)=pj —AA=—pupj

fir V- A = 0 (Coulomb-Eichung).
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Teil 111

Grundlagen der Elektrodynamik
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Kapitel 6

Die Maxwell’schen (Gleichungen

6.1 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Im folgenden sollen die Grundgleichungen fiir das elektrische Feld E(r,t) und fiir das
magnetische Feld B(r, t) fiir den Fall beliebiger Ladungs- und Stromverteilungen

p=p(rt); j=j(r1) (6.1)

aufgestellt werden. Als Definition der Felder benutzen wir in Erweiterung der Gleichungen
(1.8) und (4.13) die Beziehung (Lorentz-Kraft)

K =¢E+ (v xB)). (6.2)

Da p und j nun durch die Kontinuitétsgleichung

dp

—+V-j=0 6.3
a5 TV (6.3)
verkniipft sind, ist klar, daf} elektrisches und magnetisches Feld nicht mehr separat be-
handelt werden konnen: Die Maxwell’schen Gleichungen sind ein System gekoppelter
Differentialgleichungen fiir die Felder E und B.

6.2 Faraday’sches Induktionsgesetz

Wir gehen von folgender experimenteller Erfahrung aus: Wenn sich der magnetische Fluf}
(Kap. 5.1) durch einen geschlossenen Leiterkreis dndert, wird lings des Leiterkreises ein
(die Ladungstréger beschleunigendes) elektrisches Feld induziert, welches im Leiter einen
Induktionsstrom hervorruft. Quantitativ gilt:

—k%(/FB-df) - ng’-ds, (6.4)

wobei:

i) F' eine beliebige in den Leiterkreis S eingespannte Fléche ist (siehe unten);

ii) E' die induzierte elektrische Feldstérke bezogen auf ein mit dem Leiter S mitbewegtes
Koordinatensystem X' ist;
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iii) £ eine vom Mafisystem abhéingige Konstante ist, und zwar:

1
k=1 im  MKSA-System; k=—- im cgs-System (6.5)
¢

Gleichung (6.2) bezieht sich auf das MKSA-System und ist im cgs-System zu ersetzen
durch

K=g(B+ (vxB) =q(E+ (§xB) (6.6)

mit § = v/c. Alle folgenden Formeln beziehen sich auf das MKSA-System.
iv) Das Vorzeichen in (6.4) spiegelt die Lenz’sche Regel wider.
Aus i) folgt, daf auch fiir zeitabhéngige Felder wie in der Magnetostatik

V-B=0 (6.7)
gilt. Sind ndmlich F; und F; irgendwelche in S eingespannte Flédchen, so folgt aus i):

B.-dfi = | B-df,. (6.8)
F1 F‘Z
Unter Beachtung der Orientierung der Flichen ergibt der Satz von Gauf} fiir das durch
F| und F; definierte Volumen:

0=¢ B.df — B-dfgz/V-BdV, (6.9)
2 Fy v
g.e.d. Die universelle Giiltigkeit von V - B = 0 war schon aufgrund der in Kap. 5.1
gegebenen Interpretation zu erwarten.

Diskussion des Induktionsgesetzes
Fall 1: Zeitlich verédnderliches B-Feld bei ruhendem Leiterkreis S.

Dann ist E' = E die induzierte Feldstirke im Laborsystem ¥ und es folgt nach der
Formel von Stokes:

0B
E-ds= [ (VxE)-df =~ [ 22 df, 6.10
72 S F( X ) ot ( )
oder, da F' beliebig,
0B
E=_%92 11
V x > (6.11)

Gleichung (6.11) zeigt die erwartete Verkniipfung der Felder E und B.
Bemerkung: Gleichung (6.11) gilt unabhéngig davon, ob der Leiterkreis tatséichlich vor-
handen ist, er dient nur zum Nachweis des induzierten Feldes!

Anwendung: Betatron
In dem von einem zeitlich verinderlichen B-Feld induzierten elektrischen Feld E wer-

den geladene Teilchen beschleunigt.

Fall 2: Bewegter Leiterkreis S bei zeitlich konstantem B-Feld.
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Erlduterung: F; und F, seien beliebige in S; bzw. in Sy eingespannte Flichen, F3
die Mantelfliche, welche S; und S, verbindet. Die Pfeile deuten die Orientierungen der
Flichen an.

Dann gilt nach der Formel von Gauf§ (Skizze):

- B-df1+/ B-df2+/ B-dfgz/(V-B)dV:O, (6.12)
Fy Fs3 14

Py

wenn man (6.7) beachtet.
Fiir die zeitliche Anderung des Flusses folgt:

dt/B df = 1%90K B-dfz—/FlB-dfl}——l%rBOKt/ B- dfg_fB (v x ds),
(6.13)

Gleichung (6.14) gestattet, die von einem zeitlich konstanten Magnetfeld an einer be-
wegten Leiterschleife induzierte Ringspannung § E' - ds (elektromotorische Kraft) zu
berechnen.

Anwendung: Wechselstrom-Generator

Durch Kombination von Fall 1 und Fall 2 erhilt man:

B
7{E'-ds aa df+fds (v x B) fE ds+fv><B ds. (6.15)
S

Da die Leiterschleife S beliebig gewdhlt werden kann, folgt:
E' =E+ (v x B). (6.16)

Dieser Zusammenhang zwischen der (induzierten) elektrischen Feldstéirke E’ im mitbe-
wegten System X' und der (induzierten) Feldstéirke E und der magnetischen Induktion B
im Laborsystem ¥ 1483t sich fiir v < ¢ im Rahmen des Galilei’schen Relativitdtsprinzips
verstehen:
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Auf einen Ladungstriger g des Leiterkreises S wirkt im Laborsystem ¥ die Kraft
K =¢(E+ (v x B)), (6.17)
wéhrend im mitbewegten System ¥/ gilt:
K' = ¢E/, (6.18)

da ¢ in X' ruht, also v, = 0. Fiir v = const. ist der Zusammenhang von ¥ und ¥’ durch
eine Galilei-Transformation gegeben und es ist

K=K/, (6.19)
woraus direkt (6.16) folgt.

6.3 Erweiterung des Ampere’schen Gesetzes

Das Ampere’sche Gesetz der Magnetostatik
V x B = 1) (6.20)
gilt nur fiir stationire Strome. Bildet man némlich
V- (VxB)=uV-j, (6.21)

so erhdlt man wegen der Identitét

V- (V xa)=0, (6.22)

gerade V -j = 0, d.h. stationédre Strome. Allgemein gilt jedoch die Kontinuitédtsgleichung
dp

Vij=—— 6.23

so daf (6.20) fiir nichtstationédre Stréme modifiziert werden muf .
Wie diese Modifikation aussehen mufl , wird sofort klar, wenn man das Gaufy’sche
Gesetz der Elektrostatik (Kap. 2.4) beibehilt:

V.E— ﬁ) (6.24)

€0

was durch die in Kap. 1.1 aufgefiihrte Ladungsinvarianz gestiitzt wird. Kombiniert man
nun (6.23) und (6.24), so folgt:

OE
V- —) =0. 6.25
(J + €o at) (6.25)
Ersetzt man daher
it el (6.26)
€0—— )
J J 0 o’

so hat man wieder einen Strom mit verschwindender Divergenz wie in der Magnetostatik.
In Einklang mit der Ladungserhaltung erweitern wir also (6.20) wie folgt:

. OE
VxB= Hol + [L(ﬁoa. (627)
Das Ampere’sche Gesetz (6.27) findet seine experimentelle Bestétigung in der Existenz
elektromagnetischer Wellen (s.u.).
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6.4 Ubersicht iiber die Maxwell’schen Gleichungen

Homogene Gleichungen:

V-B =0, (6.28)
was dem Fehlen magnetischer Monopole entspricht.
0B

was dem Induktionsgesetz entspricht.

Inhomogene Gleichungen:
v-E=", (6.30)

was dem Gaufy’schen Gesetz entspricht.

V xB— ugeog—E = loj, (6.31)
t
was dem Ampere-Maxwell’schen Gesetz entspricht.

In (6.30) und (6.31) ist die Ladungserhaltung (6.23) schon implizit enthalten. (6.29)
und (6.31) zeigen, dafl ein zeitlich sich dnderndes Magnetfeld B ein elektrisches Feld E
bedingt und umgekehrt. Die Gleichungen (6.28) — (6.31) beschreiben zusammen mit der
Lorentz-Kraft

K =¢E+ (vxB)). (6.32)

vollstdndig die elektromagnetische Wechselwirkung geladener Teilchen im Rahmen der
klassischen Physik.

6.5 Selbstinduktion

Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt in seiner Umgebung gemif (6.31) ein magnetisches
(und elektrisches) Feld. Andert sich der Fluf dieses Magnetfeldes durch den Leiterkreis, so
wird im Leiterkreis ein Induktionsstrom erzeugt (Selbstinduktion), der nach (6.4) dem
priméren Strom entgegen gerichtet ist (Lenz’sche Regel). Die Selbstinduktion hingt von
der Geometrie des Leiters ab. Fiir eine quantitative Formulierung greift man zweckmafi-
gerweise auf die elektromagnetischen Potentiale zuriick (Kap. 7).
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Kapitel 7

Die elektromagnetischen Potentiale

7.1 Skalares Potential und Vektorpotential

Statt die gekoppelten Differentialgleichungen (6.28) - (6.31) fiir E und B direkt zu l6sen,
ist es meist bequemer - analog dem Vorgehen in der Elektrostatik und Magnetostatik -
elektromagnetische Potentiale einzufiihren.

Da generell
V-B =0, (7.1)

gilt, konnen wir ein Vektorpotential A = A(r,t) iiber die Beziehung
B=VxA (7.2)
einfiihren. Dann schreibt sich (6.29) als

0A
E+—)=0 7.3
Vx (B4 ) =0, (7.9
und die Vektorfunktion (E 4+ 0A/0t) a8t sich als Gradient einer skalaren Funktion ® =

®(r,t) darstellen:

0A
E+—)=-Vo 4
(E+5) = -V, (7.4)
oder IA

Damit sind E und B auf das Vektorpotential A und das skalare Potential ® zuriickgefiihrt,
und wir miissen nun die Differentialgleichungen aufstellen, aus denen A und ® berechnet
werden konnen, wenn p und j vorgegeben sind.

Dazu benutzen wir die inhomogenen Gleichungen (6.30) und (6.31). Aus (6.30) folgt
mit E aus (7.5):

0A P
AD+V. (o2 .
sV (G2 =L (7.6)
und aus (6.31) mit (7.2):
0d  9*A )
Vx(VxA)+ Moéo(va + W) = Ho)- (7.7)
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Mit der Identitat

Vx(Vxa)=-Aa+V(V-a) (7.8)
geht (7.7) iiber in:
O*A 0P )
AA — MOGOW — V(V - A+ MOGOE) = —Mop])- (79)

Damit haben wir die 8 Maxwell-Gleichungen fiir E und B iiberfiihrt in 4 Gleichungen fiir
die Potentiale A und @, die jedoch untereinander gekoppelt sind.

Zur Entkopplung machen wir davon Gebrauch, daf§ die Maxwell-Gleichungen invariant
sind unter Eichtransformationen (UB):

A— A+ Vy, (7.10)
ox

d—»P— = 7.11

o- 2t (711)

wobei x(r,t) eine beliebige (2-mal stetig differenzierbare) Funktion ist.

7.2 Lorentz-Konvention

Gleichung (7.9) legt nahe, y so zu wihlen, daf

0P
A ==
\V4 + Ho€o ot

was der Lorentz-Konvention entspricht. Man erhélt dann aus (7.9) und (7.6) entkop-
pelte Gleichungen:

0, (7.12)

0*A .
AA — M0€OW = —Mo)- (713)
0?P P
AP — — = —— 7.14
Ho€o 12 &’ ( )

welche jeweils die gleiche mathematische Struktur besitzen. Sie vereinfachen sich fiir zei-
tunabhingige Felder auf die Gleichungen (2.26) und (5.25) der Elektrostatik bzw. Ma-
gnetostatik. Die Lorentz-Eichung (7.12) wird bei der relativistischen Formulierung der

Elektrodynamik benutzt unter Verwendung von pgeq = ¢ 2.

Konstruktion von y: Falls

0P
fiihren wir eine Eichtransformation durch und fordern:
0P 0%
V-A+A — — — =0. 7.16

+ AX + Hoco o~ HPofogm (7.16)

Gleichung (7.16) ist eine inhomogene, partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der Form
82
AX — poco 5y = F(x,8). (7.17)
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Bei gegebener Inhomogenitét
0P
ot

ist die Losung mehrdeutig, da zu jeder Losung von (7.17) noch eine beliebige Losung der
homogenen Gleichung

f(r,t) ==V - A — poeo— (7.18)

0*x
Ay — Hoto gy = 0 (7.19)

addiert werden kann.

7.3 Coulomb-Eichung

In der Atom- und Kernphysik wird x meist so gewéhlt, daf3

VA =0. (7.20)
Dann geht (7.6) iiber in
A =L (7.21)
€0

mit der schon bekannten (partikuliren) Losung:

' 22
o(r, ¢ 47r60/ lr — r’| av’; (7.22)

aus (7.9) wird

0?A ) 0P (r,t
AA — peo—5- 52 —poj(r,t) + €opio V ét )
po [ Op(r',t)/0t (x —1')
2
ATeg /V v — /|3 v (7.23)
wo [ (Vi@ ))c—r) o,
4 /V v — /|3 AV

= _Nﬂj(ra t) -

- _/'Loj(ra t) +

Anwendung: In quellenfreien Gebieten, wo
p=0; j=0, (7.24)
reduzieren sich (7.22) und (7.23) dann auf:

0?A
®=0;, AA- Hofo 5y = 0. (7.25)

Die Losungen von (7.25) sind elektromagnetische Wellen, z.B. in Form transversaler,
ebener Wellen (siehe Kap. 9).

Konstruktion von y: Erfiillt die Losung A von (7.9) nicht die Eichbedingung (7.20), so
fithren wir die Transformation (7.10), (7.11) durch und fordern

V-A+Ay=0, (7.26)
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oder
Ax =-V-A. (7.27)

Dies ist ein Spezialfall von (7.17) mit —V - A als Inhomogenitit. Mehrdeutigkeit von y: Zu
jeder Losung von (7.27) kann man noch eine beliebige Losung der homogenen Gleichung

Ax =0 (7.28)

addieren.

7.4 Induktionsgesetz, Selbstinduktion

Der magnetische Fluf} als entscheidende Grofle des Induktionsgesetzes 148t sich mit Hilfe
des Vektorpotentials wie folgt ausdriicken:

/FB-df:/F(VxA)-df:%gA-ds, (7.29)

wenn man den Satz von Stokes anwendet. Die rechte Seite von (7.29) zeigt explizit, daf
der FluB nur vom Weg (Leiterschleife) S abhéngt, nicht jedoch von der speziellen Form
der in S eingespannten Fliche F'.

Fiir den Fall der Selbstinduktion (Kap. 6.3) hat man bei gegebener Stromdichte j(r, ¢)
aus (7.13) bzw. (7.23) das Vektorpotential A zu bestimmen und damit das Integral (7.29)
zu berechnen. Das Ergebnis hingt bei gegebener Stromstirke nur noch von der Leiter-
geometrie ab. Es ist wegen

7{9 (Vy)-ds =0 (7.30)

unabhéngig von der Wahl der Eichung.
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Kapitel 8

Energie, Impuls und Drehimpuls des
elektromagnetischen Feldes

8.1 Energie

In Kap. 2.3 hatten wir dem elektrostatischen Feld eine Energie zugeordnet, charakterisiert
durch die Energiedichte

et = 6—20E2. (8.1)

Analog kann man dem magnetostatischen Feld eine Energie zuordnen. Wir wollen diesen
Schritt {iberspringen und direkt die Energiebilanz fiir ein beliebiges elektromagnetisches
Feld aufstellen.

Wir betrachten dazu zunéchst eine Punktladung ¢, die sich mit der Geschwindigkeit
v in einem elektromagnetischen Feld {E, B} bewegt. Die an dieser Ladung vom Feld
geleistete Arbeit ist gegeben durch:

%:K'VZQ(E+(VXB))'V:(]E'V, (82)

da das Magnetfeld keine Arbeit leistet. Entsprechend gilt fiir einen Strom der Stromdichte
I aw,
TM:/VE-jdV. (8.3)
Die an den bewegten Punktladungen vom Feld geleistete Arbeit geht auf Kosten des
elektromagnetischen Feldes, deren explizite Form im folgenden hergeleitet werden soll.
Wir eliminieren in (8.3) zunéchst die sich auf die bewegten Massenpunkte beziehende
Stromdichte j mit Hilfe von Gleichung (6.31):

C o OB,
/VE-J dV_/V(%E (V xB) — B - 25 dV (8.4)

diesen Ausdruck, der nur noch die Felder E und B enthilt, kénnen wir symmetrisieren
bzgl. E und B mit den Relationen

V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxbh) (8.5)
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und

0B
E=—. 8.6
V x 5 (8.6)
Ergebnis:
1 832 €o 8E2
E-'dV:—/ L 9B w0 LG mxB)) av. 8.7
Interpretation:
Fall 1: V — o

Aus (8.3) und (8.7) folgt fiir die Feldenergie

= —B2 + dv, 8.8
We= [ (5B + 57 (8.8)
falls die Felder asymptotisch schnell genug abfallen, sodafl der V- - Term in (8.7) ver-
schwindet. Mit Hilfe des Satzes von Gauf} ,

V-(ExB)dV = ¢ (ExB).df (8.9)
8 f,

mit F als Oberflidche des (zunichst als endlich angenommenen) Volumes V, findet man,
daf§ die Felder E und B stiirker als 1/R abfallen miissen, da df mit R? anwiichst (vgl.
Kap. 2.5). Fiir statische Felder ist die obige Voraussetzung erfiillt, nicht dagegen fiir
Strahlungsfelder (vgl. Kap. 11). In (8.8) konnen wir nun die Energiedichte des elek-

tromagnetischen Feldes
1
— g2y Qp? 8.10
o 2 + 5 (8.10)

einfiihren, welche sich aus einem elektrischen Anteil (vgl. (8.1))

We = —E? (8.11)
2
und einem magnetischen Anteil
1
Winag = =—— B* (8.12)
2410

zusammensetzt.

Fall 2: V' endlich
Wir behalten die Interpretation von (8.10) bei und schreiben, da V' beliebig wihlbar
ist, (8.7) als (differentielle) Energiebilanz:
Qwp
E-j+— +V-8=0. (8.13)
mit ]
S =—(E x B). (8.14)
Ho
Interpretation von (8.13): Die Feldenergie in einem Volumen V' kann sich dndern da-
durch, da8 Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung (Kap. 11) hinein- (hinaus-)
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stromt, beschrieben durch den Term V - S, und/oder dafl an Punktladungen Arbeit gelei-
stet wird, beschrieben durch E-j. In Analogie zur Ladungserhaltung (Kap. 4.1) nennen wir
S die Energiestromdichte (Poynting-Vektor). Die Energiebilanz zeigt, daf§ die Energie
des abgeschlossenen Systems (Punktladungen plus elektromagnetisches Feld) eine Erhal-
tungsgrofle ist.

8.2 Impuls

Dem elektromagnetischen Feld kann man aufler Energie auch Impuls zuordnen. Wir be-
ginnen wieder mit der Impulsbilanz fiir eine Punktladung ¢ mit der Geschwindigkeit v.
Nach Newton gilt dann fiir die Anderung des Impulses der Punktladung:

dpum
dt

entsprechend fiir NV Punktladungen, charakterisiert durch eine Stromdichte j und La-
dungsdichte p:

= ¢(E + (v x B)); (8.15)

df;—tM - /V(pE+ (j x B)) dV. (8.16)

Analog zu Kap. 8.1 versuchen wir, p und j zu eliminieren, sodaf} die rechte Seite in (8.16)
nur noch die Felder E und B enthélt.
Wir benutzen dazu

p=¢6V- -E (8.17)
und 9B
= —V B - 8.18
Ho . o (8.18)
Das Resultat
dP 1 OE
_M:/ GE(V-E)+ —(V xB) x B— (% x B) | dV (8.19)
dt \4 Mo ot

konnen wir bzgl. E und B symmetrisieren, indem wir in (8.19) den (verschwindenden)

Term ]
—B(V-B) (8.20)
Ho

hinzufiigen und in

OE 0 0B

—¢o(5; X B) = —ez (Ex B) + & (E x =) (8.21)
das Induktionsgesetz
0B
E=—— 8.22
V x 5 (8.22)

ausnutzen. Ergebnis:

dPM = [ {laB(V- E)+; B(V-B)+ MO(VXB)xB—i—eo(VxE)xE]—eog(ExB)}dV
(8.23)
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Fiir die Interpretation von (8.23) fassen wir die [....]-Terme wie folgt zusammen:

OE, < 0E, >, OE;
(E(V-E)+E x (VxE));, = E Z——Z—Em+Z—Em (8.24)
mlam m:lai m=1am
5.0 10 5.0 1
— = E*) = — (BB, — =E*6;1).
= 2 gy, BEn) = 5 U Bn) = 2 (B = 5 B0
Entsprechend verfahren wir fiir die B-Terme. ErgebniS'
d
(P +Py), / Z (8.25)
mit
1 5 1 1 5
2 Mo 2 \4
Fall 1: V — o0

Wie unter Kap. 8.1 iiberzeugt man sich, dafl die rechte Seite in (8.25) verschwindet, falls
die Felder E und B schneller als 1/R abfallen. Dann lautet die Impulsbilanz

Py +Pr = const. (8.27)

Gleichung (8.27) legt nahe, Py als Impuls des elektromagnetischen Feldes zu interpretie-
ren. Fiir das abgeschlossene System (Punktladungen plus Feld) ist dann der Gesamtim-
puls, der sich additiv aus Teilchen- und Feldimpuls zusammensetzt, eine Erhaltungsgrofie.

Fall 2: V' endlich
Wir formen die rechte Seite in (8.25) mit dem Gaufl’schen Satz um:

d
dt

wobei n,, die Komponenten des Normalen—\/ektors auf der Oberfliche F" von V sind. Da
auf der linken Seite von (8.28) nach Newton eine Kraft steht, konnen wir T}, n,, als Druck
des Feldes (Strahlungsdruck) interpretieren. Das elektromagnetische Feld iibertrigt auf
einen Absorber also nicht nur Energie, sondern auch Impuls.

Der Strahlungsdruck des Lichts wurde von Lebedev und Hull direkt an einer Drehwaa-
ge nachgewiesen. An den Balkenenden angebrachte Metallplattchen wurden im Takt der
Eigenschwingung jeweils belichtet; es wurden in Resonanz gut beobachtbare Ausschlige
erhalten. Ein besonders augenfilliger Beweis ist die Kriimmung von Kometenschweifen
auf Grund des Strahlungsdruckes des von der Sonne emittierten Lichts.

L (Pu +Pr) j[ Z Tt df (8.28)

Bemerkung: Die Tatsache, dafl die Impulsdichte
r = ¢(E x B) (8.29)
und die Energiestromdichte S sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden,
S 1
T — Gguos = gs, (830)
ist kein Zufall, sondern ergibt sich zwangsldufig im Rahmen der relativistischen Formu-

lierung.
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8.3 Drehimpuls

Die Anderung des Drehimpulses einer Punktladung ¢ im elektromagnetischen Feld ist
gegeben durch:
dlyy . dpm
at N Tar
Entsprechend gilt fiir N Punktladungen, welche durch p und j charakterisiert seien, im

Volumen V:

=qr X (E + (V X B)) (8'31)

dt
Eliminiert man p und j und symmetrisiert man das Resultat bzgl. E und B, so erhélt
man analog Kap. 8.2:

= /Vr X (pE—|— (J X B)) dV. (8'32)

dL 1 1 0
ahv _ / rx {E(V-E)+—B(V-B)+—(VxB)xB+6(VXE)xE—¢y— (ExB)} dV.
dt v Ho Ho ot
(8.33)
Fallen die Felder asymptotisch rasch genug ab, d.h. stirker als 1/R, so bleibt fiir V' — oc:
d
—(Ly +Lp) =0, (8.34)
dt
mit
Ly = 60/ rx (E x B) dV (8.35)
%

als Drehimpuls des Feldes. Die Summe aus dem mechanischen Drehimpuls L, und dem
des Feldes Ly ist eine Erhaltungsgrofle:

Ly +Lrp = const. (8.36)

8.4 Zusammenfassung

Bei Abwesenheit anderer Krifte gelten fiir das abgeschlossene System (Punktladungen
plus Feld) die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls. Da sich Energie,
Impuls und Drehimpuls der Punktladungen zeitlich &ndern, miissen wir dem Feld selbst
Energie, Impuls und Drehimpuls zuordnen, um die Erhaltungssétze fiir das Gesamtsystem
zu garantieren. Die Grundgréfien

Energiedichte
€0 12 L
=_—F —B .
wp =5 + e (8.37)
Impulsdichte
und Drehimpulsdichte .
)\FZGQI'X(EXB):I'XﬁF (839)

findet man aus den jeweiligen Bilanzen unter Verwendung der Maxwell-Gleichungen. Die
Tatsache, dal man dem Maxwell-Feld mechanische Grolen wie Energie, Impuls und Dre-
himpuls zuordnen kann, bietet die Grundlage fiir die im atomaren Bereich benutzte Be-
schreibung elektromagnetischer Phénomene durch Teilchen, welche als Photonen be-
zeichnet werden.
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Teil IV

Elektromagnetische Strahlung
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Kapitel 9

Das elektromagnetische Feld im
Vakuum

9.1 Homogene Wellengleichungen

Im Vakuum (p = 0; j = 0) lauten die Maxwell-Gleichungen
0B OE

V-E=0; V-B=0;, VxE=—-——; VxB=¢pu—.

ot ot

Zur Entkopplung von E und B bilden wir z.B.

0’B
Vx(VxB)=V(V-B) = AB = —copo— 7
das Resultat ist eine homogene Wellengleichung

1 0? 1
(A= 5ap)B=0 5 =cn.
Analog verfiahrt man mit dem E-Feld. Mit der Abkiirzung

1 02
O=A— -2
c? 0t?
erhélt man dann anstelle von (9.1)
OB=0; V:-B=0

und

OE=0;, V-E=0.

Fiir die zugehorigen Potentiale findet man nach Kap. 7:
OA=0;, V-A=0

®=0
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in der Coulomb-Eichung.
Wir haben also Differentialgleichungen vom Typ

Of(r,t)=0 (9.9)

zu losen, wobei f fiir irgendeine Komponente von E, B oder A steht. Die Losungen fiir
E,B und A sind dann noch der Nebenbedingung unterworfen, dafl die Divergenz ver-
schwindet (Transversalititsbedingung).

9.2 Ebene Wellen

Ein wichtiger Losungstyp von (9.9) sind ebene Wellen,

f=fla-rFect) (9.10)

fiir beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktionen f und Vektoren q mit g?
=1.
Beweis: Mit der Abkiirzung

E=q-rFct (9.11)
bilden wir:
df d’f 10f df 10%f  d*f
—g-=:- Af=qg?L. L= L = ed. 12
Vf Uge f=aqa & oyt dE dow g O° (9.12)
Damit ist
B =Bf(r,t) (9.13)

Losung von (9.3); analog fiir E und A.

Eigenschaften der L6sungen:
i) Ebene Wellen

Funktionen vom Typ (9.10) beschreiben ebene Wellen, deren Wellenfronten Ebenen
sind: Die Punkte r, in denen f(r,t) zu einer festen Zeit ¢ den gleichen Wert annimmt,
liegen auf einer Ebenen (Hesse’sche Normalform)

q-r=  const, (9.14)

welche senkrecht zu q steht. Je nach Wahl des Vorzeichens in (9.10) erhilt man Wellen,
die in +qg-Richtung laufen.

ii) Transversalitét der elektromagnetischen Wellen
Aus V - B folgt mit (9.13)
df
By-q)— =0 9.15
(By- )G =0, (915)
also
B.-q=0; (9.16)
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entsprechend fiir E und A.

iii) Orthogonalitit von E und B

Aus 9B
VxXE= 5 (9.17)
folgt fiir die ebenen Wellenl6sungen
E=E; f(q-r—ct); B=Bjg(q-r—ct) (9.18)
die Beziehung
(q % Eo)j—]; = cBoZ—‘g, (9.19)

also E L B mit (9.16). E, B und q bilden also ein orthogonales Dreibein (siehe Skizze).

q
Bemerkungen:
1.) AuBler ebenen Wellen sind z.B. auch Kugelwellen Losungen von (9.9); sie haben die
Form:

f(r —ct)

— (9.20)

wobei f eine beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktion ist. Der Beweis
verlduft analog zu (9.12) in Kugelkoordinaten (UB).

2.) Die Existenz von elektromagnetischen Wellen (z.B. Lichtwellen, Radiowellen, Mikro-
wellen, y-Strahlung etc.) beweist die Richtigkeit der Relation V x B = €yup0E/0t im
Vakuum, welche entscheidend in die Herleitung der Wellengleichungen eingegangen ist.
Sie bringt die experimentelle Bestitigung fiir das Maxwell-Ampere-Gesetz (6.27).

9.3 Monochromatische ebene Wellen
Eine spezielle Form der ebenen Welle ist (z.B. fiir die elektrische Feldstérke)
E =Eqexp(i(k - r F wt)). (9.21)

Dabei ist
k = kq, (9.22)

und w und k hingen iiber die Dispersionsrelation
w? = k*c? (9.23)
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zusammen, wie man durch Einsetzen von (9.21) in die Wellengleichung (9.6) sofort sieht.
Eine ebene Welle vom Typ (9.21) nennt man monochromatisch. Entsprechende Losun-
gen findet man fiir A und B.

Bemerkung: E; A und B sind reelle Vektorfelder nach Definition. Die komplexe Schreib-
weise in Gleichung (9.21) ist verabredungsgemifl so zu verstehen, dafl das physikalische
Vektorfeld durch den Realteil von (9.21) beschrieben wird. Die komplexe Schreibweise
ist oft (z.B. beim Differenzieren) bequemer als die reelle; sie ist problemlos, solange nur
lineare Operationen durchgefiihrt werden.

Bei der Berechnung physikalischer Groflen wie etwa der Energiestromdichte treten
Produkte von Vektorfeldern auf. Zeitliche Mittelwerte solcher Produkte kann man in
komplexer Schreibweise wie folgt berechnen: Fiir zwei Vektorfelder

a(r,t) = ag(r) exp(—iwt);  b(r,t) = by(r) exp(—iwt) (9.24)

gilt fiir den zeitlichen Mittelwert des Produktes

(Rea) - (Reb) = %Re(a b, (9.25)
denn in
(Rea) - (Reb) = i(ao exp(—iwt) + ag exp(iwt))(by exp(—iwt) + by exp(iwt))  (9.26)

verschwinden die gemischten Terme mit den Zeitfaktoren exp(+2iwt) nach Zeitmittelung
und es bleibt

- 1 1
(Rea) - (Reb) = Z(a -b*+a"-b) = iRe(a -b¥). (9.27)
Terminologie: Der Betrag £ des Wellenvektors k heif3t Wellenzahl und ist iiber
2m
A= — 9.28
k (9.25)
mit der Wellenléinge A verkniipft. Mit (9.23) folgt
2m
= 9.29
= (9.29)

fiir den Zusammenhang der Kreisfrequenz w mit der Schwingungsdauer 7. Anstelle
von w wird auch oft die Frequenz v = w/(27) benutzt. Anhand von (9.21) sieht man,
daf3 7 die zeitliche Periodizitdt der Welle bei festgehaltenem Ort r beschreibt,

exp(iw(t + 7)) = exp(iwt + 27mi) = exp(iwt); (9.30)
analog gibt A die rdumliche Periodizitéit an:
exp(ik(z + ) = exp(ikz + 27mi) = exp(ikz) (9.31)

fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit t.
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Die Grofle
p=k-r—wt (9.32)

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit v, versteht man
die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorgegebener fester Phase bewegt.
Um vy, zu bestimmen, betrachten wir wieder eine ebene Welle in z-Richtung und bilden
das totale Differential von ¢(z,t):

dp = kdz — wdt. (9.33)
Fiir ¢ = const. folgt dann:
dz w
Uph = =L =6 (9.34)

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

Bemerkung: Streng genommen ist eine ebene Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung
unendlich ausgedehnt; jede praktisch realisierbare Welle dagegen begrenzt. Die ebene
Welle ist jedoch eine sinnvolle Approximation, wenn die Ausdehnung der realen Welle
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung grof ist im Vergleich zu irgendwelchen Hindernissen
(z.B. Spalte), durch die sie gestdrt werden kann.

Fiir monochromatische ebene Wellen gehen die Beziehungen

0A
B=VxA; E=-—— 9.35
X Y at Y ( )
in der komplexen Darstellung iiber in
B=ikxA); E=iwA. (9.36)

Mit (9.36) und (9.25) lassen sich Energie und Impuls der Welle leicht ausrechnen: Fiir den
zeitlichen Mittelwert

1 r7
wp = —/ wp dt (9.37)
7 Jo
der Energiedichte (reelle Darstellung)
€0 72 Lo
=—F"+—B 9.38
Wr 5 + 2/110 ( )
erhdlt man mit A -k = O:
Tp = %’Re(w?A AT 4 ERPA - AY) = %Ow2|A0|2 - %0|E0|2. (9.39)

Entsprechend fiir die Energiestromdichte (8.14)

— w €gC
S = —]A)* k= —|E|? 9.40
oAl k= Bl g (9.40)
und direkt iiber (8.30) fiir die Impulsdichte
= €0 2 15
= —|E ==S. 9.41
Fr= 2B = (9.41)
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Vergleicht man (9.39) mit (9.41), so findet man, daf} die Energie mit der Geschwindigkeit ¢
transportiert wird. Im Gegensatz zu wy, S und 7 ist der zeitliche Mittelwert der Drehim-
pulsdichte, Gleichung (8.39), ortsabhéngig und zur Charakterisierung einer ebenen Welle
ungeeignet. Der Drehimpuls des Feldes hat jedoch Bedeutung fiir sphérische Wellen, wo
er eine analoge Rolle spielt wie der Impuls fiir die ebene Welle.

9.4 Polarisation

Wegen der Transversalitdt und der Orthogonalitit von E und B kénnen wir eine mono-
chromatische ebene Welle der Form (9.21) beschreiben durch:

E=eLyexp(i(k-r—wt)); B=eByexp(i(k -r—wt)) (9.42)
mit
€ -e = 6z’j; e; - k =0. (943)

Eine solche Welle nennt man linear polarisiert. Eine zu (9.42) gleichberechtigte, line-
ar unabhéingige ebene Welle zu gleichem Wellenvektor k erhélt man, indem man E in
eo-Richtung und B in e;-Richtung wihlt. Der allgemeine Polarisationszustand einer mo-

nochromatischen ebenen Welle ergibt sich dann nach dem Superpositionsprinzip, z.B. fiir
das elektrische Feld:
E= (e1E1 + egEg) exp(z(k -r — wt)) (944)

mit £, (I = 1,2) als beliebigen komplexen Zahlen E;, = |E;j|exp(i¢;). Gleichung (9.44)
beschreibt alle moglichen Polarisationszustidnde:

1.) Lineare Polarisation liegt vor, wenn

¢1 = 3. (9.45)
Richtung und Betrag von E sind dann gegeben durch (s. Skizze)

E
6 = arctan(ﬁ); E =\/E} + F3 (9.46)

2.) Zirkulire Polarisation:

(9.47)




dann wird namlich
E = Ey(e; +iey) exp(i(k - r — wt)), (9.48)

oder in reeller Darstellung
E, = Eycos(kz — wt); E, = FEysin(kz — wt), (9.49)

wenn k in z-Richtung zeigt. Der Drehsinn ist durch die Wahl des Vorzeichens in (9.48)
festgelegt; man erhélt links- bzw. rechts-zirkulare Polarisation.

Pt
\Jm

3.) Elliptische Polarisation tritt auf fiir

Ey# By 91— 2 #0. (9.50)

E beschreibt dann fiir festes z eine Ellipsenbahn, deren Lage relativ zu e; durch ¢, — ¢»
und deren Hauptachsenverhéltnis durch F;/FE bestimmt ist.
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Kapitel 10

Wellenpakete im Vakuum

10.1 Informationsiibertragung durch elektromagne-
tische Wellen

Ein wichtiger Anwendungsbereich elektromagnetischer Strahlung ist die Informationsiiber-
tragung. Monochromatische ebene Wellen sind dazu ungeeignet, da sie praktisch keine In-
formation aufer ihrer Periode (w) vermitteln konnen. Man kann monochromatische ebene
Wellen jedoch modulieren und so Information iibertragen. Im einfachsten Fall bildet
man eine Uberlagerung aus 2 monochromatischen Wellen:

f(t) = focos(wit) + focos(wat) (10.1)

beschreibe die Welle an einem festen Ort. (10.1) kann als amplituden-modulierte
Schwingung dargestellt werden:

f(t) = 2fo cos(wpt) cos(wot) (10.2)
mit n
W) — W wi +w
Wy = 12 20wy = 12 2. (10.3)

Wenn w; & wy gewihlt wird, dann ist (10.2) eine fast harmonische Schwingung der Fre-
quenz wy (Tragerfrequenz), deren Amplitude sich mit der Modulationsfrequenz w,,
dandert. Man erhélt das Bild einer Schwebung.

4

1V e,

P

Kompliziertere Schwingungsformen und damit mehr Mdoglichkeiten zur Informationsiiber-
tragung ergeben sich durch Uberlagerung mehrerer Schwingungen verschiedener Frequen-
zen.
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10.2 Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Ausgehend von einer Grundfrequenz w = 27/7T bildet man

Z fn eXp —iWp, ) Wp = NW. (104)

n=—0oo

Die Fourier-Reihe (10.4) konvergiert gleichmiBig (und damit auch punktweise), wenn
f(t) periodisch mit der Periode T und stiickweise glatt ist. Die (schwichere) Forderung der
Konvergenz im quadratischen Mittel ist erfiillt fiir periodische, in [0, T'] stetige Funktionen
7).

Die Fourier-Koeflizienten f, lassen sich bei gegebener Funktion f(t), welche obigen
Voraussetzungen geniigt, wie folgt berechnen:

/2
fn =7 /T/2 ) exp(iw,t) dt. (10.5)
Beweis: Mit (UB)
T/2
T/ exp(iw(m — n)t) dt = oy, (10.6)
wird:
/2
/ O exp(int) dt =T b =T fu (10.7)
—1/2 -

Nicht-periodische Funktionen lassen sich (unter sehr schwachen Voraussetzungen, s.u.)
durch Fourier-Integrale darstellen, die sich aus (10.4) im Limes 7" — oo ergeben.

Fiihrt man den Abstand Aw = 27 /T benachbarter Frequenzen w,, ein und definiert
man

Flwi) = Tlgrolo(%fl) (10.8)
so kann man .
> flwn) exp(—iwnt) Aw (10.9)

als Riemann-Summe des Fourier-Integrals

ft) = / ” F(w) exp(—iwt) dw (10.10)
auffassen. Fiir die Umkehrung von (10.10) zeigt der Vergleich von (10.5) und (10.8):
~ 1 00
fw) =5 / F(#) expliwt) dt. (10.11)
T J—o0

f(w) heiBt die Fourier-Transformierte zu f(t). Sie existiert und (10.10) konvergiert im
quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrablen Funktionen f(t), fiir die

/_O:O (D)2 dt < oo; (10.12)
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f(w) ist dann auch quadratintegrabel.

Beispiel: Rechteckimpuls

ft)y=1 fir - g <t< g; f(t) =0  sonst. (10.13)
£l [
2w
pn — w
T2 2
Dann wird
- 1 72 , L exp(iwt) ;2 sin(wT/2)
fwy=gr [ exvlior) di = — SR, = S0 (10.14)
Die Breite Aw von f(w) schitzt man aus obiger Figur ab zu:
2m
Awr — oder AwAt = 2. (10.15)
T

Je schmaler (breiter) das Signal f(¢) werden soll, desto breiter (schmaller) ist das Fre-
quenzspektrum, das man bendtigt. Diese Unschérferelation ist nicht an das Beispiel
(10.13) gebunden, sondern ist ein charakteristisches Merkmal der Fourier-Transformation.

Bemerkung: Oft wird die Fourier-Transformation in der symmetrischen Form

F(t) = JLQ_W [ Fw)esp(-iwt) du (10.16)
mit

Flw) = JLQ_W " s explion) ds (10.17)
benutzt.

Das oben skizzierte Verfahren der Fourier-Transformation wenden wir nun auf die

10.3 Spektrale Zerlegung ebener Wellen

an. Die Fourier-Reihe einer periodischen Funktion f(q -r — ¢t), welche eine ebene Welle
darstellt, lautet:

FE) =S fuexplivnt/o) (10.18)

n=—oo
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mit
E=q-r—ct, w,=nw (10.19)

und die Fourier-Koeffizienten sind gegeben durch:

W

fum o [ e exp(—int/e) e (10.20)

N 2—71'6 —7mc/w

Fiir aperiodische ebene Wellen benutzt man das Fourier-Integral:

£6) = | ) expliwe/e) d (10.21)
mit der Umkehrung
f@)= oo [7 1) exp(—iwg/e) de/e (10.22)
Die rdumliche bzw. zeitliche Ausdehnung der Welle ist dann bestimmt durch:
A¢Aw ~ 2e, (10.23)
ndmlich
AtAw ~ 27 (10.24)

fiir einen festen Ort r und zu fester Zeit ¢:
AzAk = 2m, (10.25)

falls die Welle in z-Richtung lauft.

Bemerkung: Wichtig im Hinblick auf Informationsiibertragung ist die Eigenschaft ebener
Wellenpakete der Form (10.21), da8 sie ihre Form beibehalten und nicht zerfliefien (siehe
Quantenmechanik):

f(x,0) = f(r+qct, 1), (10.26)

da f nur vom Argument £ (10.19) abhéingt. Diese Eigenschaft gilt nicht mehr fir die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie!

10.4 /-Distribution

Die Fourier-Transformation (10.10), (10.11) fiihrt auf das folgende mathematische Pro-
blem: Setzt man (10.11) in (10.10) ein, so mufl (nach Vertauschung der Integrationsrei-
henfolge)

t) = % /_ °:o /_ °:o F() exp(—iw(t — t'))dwdt’ = /_ O:O FEVS(E—t) df (10.27)
mit
S(t— 1) = %/_O; exp(—iw(t — ) dw (10.28)
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fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten. Die hier eingefiihrte Grofie 0(t—t')
ist offensichtlich keine gewohnliche Funktion, sondern eine Distribution, welche streng
genommen nicht fiir sich alleine stehen darf, sondern nur in Verbinding mit der Integration
in (10.27) erklért ist.

Die §-Distribution, als deren Definition wir im folgenden (10.27) betrachten wollen,
kann durch jede Folge stetiger Funktionen d,,, fiir die

lim O:O FEYS,(t — ') d' = f(D) (10.29)
gilt, dargestellt werden.
Beispiele:
1.) Rechteck
Su(t) =n fir |t < g; 5,(t) =0  sonst. (10.30)
2.) GauB-Funktion (,Glockenkurve®)
6n(t) = nexp(—7t*n?). (10.31)
3.) Die Darstellung
5.(1) = %Smi”t) - % [ explion) do (10.32)

fiihrt gerade auf die Schreibweise (10.28).

Vorsicht: Die Gleichungen (10.29) - (10.32) sind so zu verstehen, dafl die ¢'-Integration
vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln:(UB)

10.5 Allgemeine L6sung der homogenen Wellenglei-
chung; Wellenpakete

Die in Kap. 10.3 untersuchten ebenen Wellen sind zwar zeitlich und r&umlich in ihrer
Ausbreitungsrichtung begrenzt, nicht jedoch in der Ebene senkrecht dazu. Sie stellen kei-
ne praktisch realisierbaren Signale zur Informationsiibertragung dar, da ihre Erzeugung
wegen der unendlichen flichenhaften Ausdehnung eine unendlich grofle Energie erfordern
wiirde. Signale endlicher Energie erhilt man nur fiir raum-zeitlich begrenzte Felder (Wel-
lenpakete), die wir aus monochromatischen ebenen Wellen durch Superposition autbauen
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konnen. Ausgehend von den beiden Basislosungen exp(i(k - r F wt) zu festem k bilden
wir z.B. fiir das Vektorpotential (in der Erweiterung der Fourier-Transformation auf 3
Dimensionen)

A(r,t) = W /d3k [A;(k)exp(i(k-r—wt))+ A_(k)exp(i(k - r +wt))]; (10.33)

wegen (9.23) erfafit (10.33) alle moglichen w-Werte. Um zu einer reellen Funktion A(r,?)
zu gelangen, ersetzen wir im 2. Term in (10.33) k durch —k:

A(r,t) = W /d3k [A(k)exp(i(k-r—wt))+A_(—k)exp(—i(k-r—wt))]. (10.34)
A(r,t) wird rell, wenn

A, (k)=A*(-k) = A(k), (10.35)
also
A(r,t) = W /d3k [A(k)exp(i(k-r —wt)) + A*(k) exp(—i(k - r — wt))]. (10.36)
Damit haben wir die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung (9.7) gewonnen.
Dabei verlangt die Coulomb-Eichung
k-A(k)=0. (10.37)

Wichtig fiir den Aufbau der Quantenmechanik, welche das elektromagnetische Feld durch
Photonen beschreibt, ist die Eigenschaft, dafl Energie, Impuls und Drehimpuls des Feldes
sich additiv aus den Beitrdgen der monochromatischen ebenen Wellen zusammensetzen.
Wir demonstrieren dies fiir den Fall der Energie. Dazu schreiben wir (10.36) noch einmal
um,

Alr, ) = W [ % (A G 1) + A% (K, 1)] explik ) (10.38)
mit den Abkiirzungen
A(k,t) = A(k)exp(—iwt); A*(=k,t) = A*(—k) exp(iwt). (10.39)

Dann wird nach (8.10)

W= [ d%:/[;’(%‘?) +2—MO(V><A) P (10.40)
T /d3 /d3k/d3 (—iwA(Kk, ) +iwA*(—k, 1)) (—i/ A(K, 1)) + i’ A*(— K, 1))

+2%L0(ik x A(k,t) +ik x A*(=k,t))(ik' x Ak, t)) + ik’ x A* (=K', t))]exp(i(k + k') - 1),

wobei [....] noch von k und k’ abhiingt. Nach Ausfiihren der Integration [ dr erhalten wir
wegen

r exp(i(k + k') -r) =6(k + k') (10.41)
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und 0(k) = 6(k;)0(ky)d(k,) nur Beitrdge fir k = —k’ und damit w = w":

€

W= /d3k (W)2(A(k, 1) — A*(—k, 1)) (A(~k, 1) — A*(k, 1)) (10.42)

—(ikc)*(A(k,t) + A*(—k, 1)) (A(—k, 1)) + A*(k, 1))]
= %/d?’k W A(k) - A*(k) + A*(—k) - A(—k)] = %’/d% W A(k) - A*(k)];

dabei wurde benutzt

0 .
%A(k’ t) = —iwA(k,t) (10.43)
und
V x A(k,t)exp(ik - r) = i(k x A(k,t))exp(ik - r) (10.44)

sowie (10.37) und eyug = ¢ 2.

Gleichung (10.42) beschreibt die Feldenergie als Summe (Integral) der Einzelbeitrige
(9.39) der beteiligten monochromatischen Wellen. Sie stellt zusammen mit den entspre-
chenden Gleichungen fiir Impuls und Drehimpuls die Grundlage fiir die Beschreibung des
elektromagnetischen Feldes durch unabhéngige Teilchen (Photonen) dar. W ist selbst
zeitunabhéngig in Einklang mit der Energieerhaltung.
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Kapitel 11

LOosungen der inhomogenen
Wellengleichungen

11.1 Problemstellung

Bei Anwesenheit von Ladungen haben wir die inhomogenen Gleichungen (vgl. (7.13,

(7.14))
1 8

1 02 p
AP — ——0=—— 11.2
c2 ot? €0 ( )
mit der Nebenbedingung (Lorentz-Konvention)
1 09
V- A+=—=0 11.3
- c? Ot (11.3)

zu losen. Das Problem ist also die Losung einer inhomogenen Wellengleichung
O¥(r,t) = —w(r,1), (11.4)

wo U fiir @, A; und w fiir p, j; steht. Die allgemeine Losung von (11.4) setzt sich aus der (in
Kap. 10 diskutierten) allgemeinen Losung der homogenen Wellengleichung (9.9) und einer
speziellen Losung der inhomogenen Wellengleichung zusammen. Zur Konstruktion einer
speziellen Losung von (11.4) benutzen wir die Methode der Green’schen Funktionen:
Mit der Definition der Green’schen Funktion:

OG(r,r';t,t') = =d(r — ') 6(t — t') (11.5)
konnen wir as (formale) Losung angeben:
U(r,t) = / Glr,x'st,t') w(r', ¢') Pt (11.6)

wie man durch Einsetzen von (11.6) in (11.4) direkt bestéitigt. Babei wird ohne (die an
sich notigen) Skrupel die Reihenfolge von Integration bzgl. r',#' und Differentiation bzgl.
r,t vertauscht. Zur
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11.2 Konstruktion von G
notieren wir zunéchst 2 fundamentale Eigenschaften von G:
G=G(r—r;t—1t) (11.7)
aufgrund der Invarianz von (11.5) gegen Raum- und Zeit-Translationen;
Gr—r';t—t)=0 firt<t (11.8)

wegen des Kausalitédtsprinzips.
Wir betrachten als Voriibung den (schon bekannten) Fall statischer Felder, z.B. des
elektrostatischen Feldes. Die Poisson-Gleichung

Ad(r) = _lx) (11.9)
€o
hat als (spezielle) Losung
1 pr')
o) = [ d*r 11.10
() 4reg J |r—1'| " ( )
das Coulomb-Potential einer Ladungsverteilung p(r). (11.10) kénnen wir schreiben als
B(r) = i/G(r,r') o) d (11.11)
€o
mit der Green’schen Funktion
1
= —— 11.12
Glrr) = (11.12)
welche die Differentialgleichung
AG(r,r') = =d(r — 1) (11.13)
erfiillt. Beweis:
i) R # 0, wo
R=r-r" (11.14)
Dann wird:
1 1 R 1 3 R 3 3
A(=)=V(V=)=-V()= ——VR+—(R—) = ——+— =0, qed. (11.15

ii) Wegen (11.15) kann man in einem Volumenintegral vom Typ

[ 1R R (1116

den Integrationsbereich auf eine kleine Kugel vom Radius a mit Mittelpunkt bei R = 0
beschrianken,

/f(R)A(%) &R = lim FR)A(S) d*R. (11.17)

a—0 JKugel(a) R
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Ist f stetig um 0, so kann man f aus dem Integral herausziehen

1
R=1li / A=) 1.1
1w lim fR=0) [ Al) &R (11.18)
und erhélt nach dem Gaufl’schen Satz:
1 1
A(=) d’R = V- (V(=)) &R 11.19
/Kugel(a,) (R) Kugel(a) ( (R)) ( )
—/ V(L)) df = —/ L r2a0 =
~ Jr@ R — Jre) R2 N
Also:
/f =) d*R = 4 (0). (11.20)

Da (11.5) die Wellengleichung fiir eine ze1tl1ch und riumlich punktformige Quelle darstellt,
mufl G(r—r';t—t') eine Kugelwelle darstellen, welche den Ort r zur Zeit t = ¢+ |r —1'|/c
erreicht, wenn die sie auslosende Storung zur Zeit ' am Ort r’ stattfindet. Wir machen

also den Ansatz:
g(r — R/c)

R
mit 7 = ¢ — t'. Zur Bestimmung von g setzen wir (11.21) in (11.5) ein und bilden:

GR,T) = (11.21)

1 1 1 1 32 2 0 2 0
AG = gA(§)+§Ag+2V(E)-Vg = d1g0(R)+==9+—5=-59— == g; (11.22)

dabei wurde benutzt:

A P 020 0 Winkelanteil (11.23)
o2 " Rom crante '
und 5 5
g 0g T
99T ete 11.24
oc ~oR B (11.24)
Damit wird
0G = —47g §(R), (11.25)
da 92 1 o2
7o ~ @)~ /A =0 (11:20)

fiir beliebige (differenzierbare) Funktionen ¢g(7 — R/c¢). Der Vergleich mit (11.5) ergibt:

dmg(t — R/c) = §(Tt — R/c) (11.27)
also: 56—t — | /o)
—t'—r—1'|/c
G L=t = fir ¢t > ¢ 11.28
wrie-r) = M i t > (11.25)
G(r,r';t—t)=0 firt<t.
Bemerkung;:
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Bei der Herleitung von (11.27) wurde die Differenzierbarkeit von g vorausgesetzt. Die-
se Voraussetzung ist in der Tat erfiillt, da die J-Distribution (beliebig oft) differenziert
werden darf in dem Sinne daf} :

/ F(@)8™ () dx = (=) / F™(z) da; (11.29)
dabei ist vorausgesetzt, dafl f (beliebig oft) differenzierbar ist.

Interpretation von G:
Die Inhomogenitét in (11.5) stellt eine punktformige Quelle dar, welche zur Zeit ¢ am
Ort 1’ fiir eine (infinitesimal) kurze Zeit angeschaltet wird. Die von dieser Quelle hervor-
gerufene Storung breitet sich als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit ¢ aus. Es muf} also
gelten:
i) Die Kugelwelle G mu8 fiir ¢t < ¢’ nach dem Kausalitatsprinzip verschwinden.
ii) Sie muff am Ort r zur Zeit ¢t = t' 4 |r — r'|/c ankommen, da elektromagnetische Wellen
sich mit der (endlichen) Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ausbreiten.
iii) Da die Energie der Welle auf einer Kugeloberfliche verteilt ist, sollte G asymptotisch
wie R~! verschwinden.

Die retardierte Green’sche Funktion (11.28) erfiillt genau diese Forderungen. Glei-
chung (11.6) zeigt, wie man die Potentiale A, ® zu gegebener Quellen-Verteilung p, j aus
den Beitrédgen fiir punktformige Quellen aufbauen kann.

11.3 Retardierte Potentiale

Mit (11.6) und (11.28) lauten die (asymptotisch verschwindenden) Losungen von (11.1)
und (11.2) fiir lokalisierte Ladungs- und Strom-Verteilungen

w0 = gl 2

_ t, _ _ ol
=21/ oy (11.30)
r — 1|

und

A(r,t) = @/j(rl’tl)‘s(t il o110 RN (11.31)
47 v —r/|
Die Losungen (11.30) und (11.31) sind iiber (11.3) bzw. die Ladungserhaltung (6.3) mit-
einander verkniipft. Die Ausfiihrung der Integrationen in (11.30) und (11.31) wollen wir
an Hand von 2 praktisch wichtigen Spezialfillen untersuchen; dabei werden wir besonders
auf die im Argument der J-Distribution enthaltende Retardierung achten.
Vernachlissigt man die Retardierung in (11.30) und (11.31),

I
s—v— 2T s, (11.32)
c
so erhilt man quasistationdre Felder:
1 't
B(r,t) = D) o (11.33)

~drey ) |r—1|



A, = Mo (IR (11.34)

A ) |r — 1|

welche in der Theorie elektrischer Netzwerke und Maschinen auftreten. Die Néherung
(11.32) ist gerechtfertigt, wenn p und j sich wéhrend der Zeit, die eine elektromagnetische
Welle braucht, um die Distanz |r — r'| zuriickzulegen, (praktisch) nicht &ndert.

Wir betrachten nun

Beipiel 1: zeitlich periodische Quellen-Verteilungen der Form

p = p(r)exp(—iwt); j=j(r)exp(—iwt). (11.35)

Dann folgt aus (11.30), (11.31):

® = &(r) exp(—iwt); A = A(r)exp(—iwt) (11.36)
mit (k = w/c)
2(r) = / plr GTF—Z@’T =D gy (11.37)
/J D explikle Zx') g, (11.38)
v — 1|

Die zugehorigen Differentialgleichungen ergeben sich aus (11.1), (11.2) und (11.35) zu
(A +E*)¥(r) = —7(r), (11.39)

wo U fiir ®, A; und ~ fiir p, j; steht. Die Losungen (11.37) und (11.38) konnen wir dann
mit der zu (11.39) gehorenden Green’schen Funktion

. expliklr = ')
k) = 11.4
Glr.x'k) = (11.40)
schreiben als
- /7(1«’) G(r,r' k) &, (11.41)

Die Diskussion der Integrale (11.37), (11.38) werden wir in Kapitel 12 wieder aufgreifen.

Beispiel 2: Felder bewegter Punktladungen.
Fiir eine sich auf der Bahn r(¢) bewegende Punktladung ¢ kénnen wir schreiben:

p=qdr—r(t); Jj=qv(t)o(r—r()). (11.42)
Dann kann in (11.30) die r’ - Integration ausgefiihrt werden:

R ) i e T

®(r,1) = 11.4
(r,?) 47e v — /| ( 3)
=t = —x®)lf0)
dTey v —r(t)] ’
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analog
_ Mg v(tho(t —t' —|r —r(t)]/c)

A(r,t) = dt'. 11.44
(1) =0 it —r(t)| (11.44)
Zur Ausfithrung der ¢’ - Integration benutzen wir (UB)
g(@i)
g9(@) 6(f(2)) do =)~ (11.45)
/ 27
wobei x; (einfache) Nullstellen von f(z) seien. Dann wird:
q 1
®(r,t) = 11.46
(0 = T &= RN(E) (11.46)
wobei R(#) - v(t)
v
R(t') =r —r(t); =1~ 11.47
(W) =r—r(t): ) gt (1147
und ¢} Losungen von ¢’ — ¢t + R(t")/c = 0 sind. Analog:
t!
Afr,t) = o5~ V) (11.48)

~dn 4 R

Die Potentiale (11.46) und (11.48) (Liénard - Wichert - Potentiale) schreiben wir
kurz als: .
q qio , V
D(r,t) = —)pet;  Alr,t) = =—(=)e- 11.49
(r7 ) 47?60(RK/) t (r ) 47T (RKJ) t ( )
Der Grenzfall v — 0 ergibt

(11.50)

d.h. das Coulomb-Potential.

11.4 Elektromagnetische Strahlung bewegter Punkt-
ladungen

Von Abstrahlung elektromagnetischer Wellen durch lokalisierte Ladungs- und Strom-
Verteilungen sprechen wir, wenn der Energieflul durch die unendlich ferne Oberfliche
nicht verschwindet,

lim /s Ldf £ 0. (11.51)

R—o00

Das bedeutet, dafi die Felder E, B nicht stiirker als R~! abfallen diirfen, da die Ober-
fliche wie R? anwiichst. Solche Felder nennt man Strahlungsfelder im Gegensatz zu
den statischen Feldern, welche mit R=2 abfallen.
Wir wollen nun zeigen, dafl beschleunigte Punktladungen strahlen; dazu miissen wir
die zu (11.49) gehorenden Felder tiber
0A

81



berechnen, wobei wir fiir @, A die Form (11.43), (11.44) benutzen wollen. Mit den Abkiirzun-
gen

of R
ViR)=nz5 n=7 (11.53)
erhéilt man:
V(1) = - (1 Rf)) Cé(t?)y( +@)} (1154)
und
0, R(t')
A (' —t+ =)}, (11.55)
so daf3
Br.0) = ;L [ (()) 5t —t+R(t'))+V(t')c/;(;)“(t')a'(t'—wRf'))}. (11.56)

Dabei bedeutet §'(t' —t+ R(t')/c) die in (11.29) erkldrte Ableitung nach ihrem Argument
=1t —t+ R(t')/c. Analog:

_ Mg 1 r R(tl) . 1 reg R(t,)
/dt VO Gt =1+ =) = p ¢ -t =)
(11.57)
Zur Ausfithrung der ¢’ - Integration benutzen wir:
) 1 d R(t")
_ LY 11.
() = 5 7 —1+ =) (11.58)
mit k(t') aus (11.47). Mit (11.29), (11.45) sowie (11.49) wird dann:
g n(t) 1 d, —v(t')/c+n(t)
B ) = e e r@E T mie a7 O RE) (11.59)
foq v X n(t) 1 d v(') xn(t)
B = — ‘
&) = orm: T wme ar wame)
Um die Differentiation nach ¢ auszufiihren bilden wir
dn R v 1
und p ) .
v

mit b = d/dt'v. Setzen wir (11.60),(11.61) in (11.59) ein und ordnen wir nach Potenzen
von R™!, so erhalten wir:

E(r,t):%{CQ;R[(n b)(n—%)—ﬁb]}retﬂL O(R™2); (11.62)
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Die letzteren Terme sind im Hinblick auf die Ausstrahlungsbedingung (11.51) uninteres-
sant. Entsprechend fiir B:

toq . 1
B(r,1) = 471 ‘23R

Zur Berechnung der Energiestromdichte benutzen wir die Identitét

[(n-b)(vxn)—re (nxb)}at+ OMR?). (11.63)

nx«n—z)xm:ﬂann—%%ﬂm (11.64)

c

sowie die Relation .
B=-(nxE), (11.65)
c

welche fiir den asymptotischen Bereich direkt aus (11.62), (11.63) folgt, sich jedoch auch
fiir die uns im folgenden nicht interessierenden R~? - Terme beweisen 1i8t. Wir finden
dann fiir den Poynting-Vektor

_ExB Ex(nxE) 1 n

— — (nE?’ - E(n-E))= —F? 11.66
Ho HoC MOC( ( ) o€ ( )

mit (11.62) und (11.64):

S

__ ¢n
 16m2eyc3 K5 R2

S mxun—%)xmf. (11.67)
Da |S| ~ R2, ist die Ausstrahlungsbedingung (11.51) erfiillbar und wir haben das Er-
gebnis, dal beschleunigte Punktladungen, b # 0, strahlen. Daf} gradlinig, gleichférmig
bewegte Punktladungen (b = 0) nicht strahlen, folgt ohne jede Rechnung aus dem Re-
lativitatsprinzip: Das Ruh-System der Punktladung ist dann ein Inertialsystem, in dem
das elektrische Feld das Coulomb-Feld ist und das magnetische Feld, per Definition, ver-
schwindet, so dafl S = 0 wird.

Beispiele:

1.) Bremsstrahlung: entsteht, wenn ein geladenes Teilchen (z.B. Elektron) in einem
duBeren Feld abgebremst wird (z.B. beim Aufprall auf ein Target). Daraus resultiert das
kontinuierliche Réntgenspektrum.

2.) Synchrotron-Strahlung:

Die Bewegung geladener Teilchen auf Kreisbahnen ist auch eine beschleunigte Bewe-
gung. Die dabei entstehende Strahlung ist ein wesentliches Problem bei zyklischen Teil-
chenbeschleunigern (Synchrotron); ein Teil der zugefiihrten Energie geht durch Strahlung
verloren.

3.) Strahlungsdidmpfung:

Im klassischen Atommodell bewegen sich die gebundenen Elektronen auf Kreis- bzw.
Ellipsenbahnen um den Atomkern. Dabei strahlen sie als beschleunigte Ladungen kontinu-
ierlich elektromagnetische Wellen ab. Der resultierende Energieverlust fiihrt zu instabilen
Bahnen und schliellich zum Kollaps des Atoms im klassischen Modell. Dieser Widerspruch
zur experimentellen Beobachtung wird erst in der Quantentheorie bzw. Quantenelektro-
dynamik (QED) aufgelost.
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Kapitel 12

Multipolstrahlung

12.1 Langwellen-Niherung

Fiir eine Quellen-Verteilung der Form

p = p(r)exp(—iwt); j=j(r)exp(—iwt) (12.1)

hatten wir in Kap. 11.3 gefunden:

® = &(r) exp(—iwt); A = A(r)exp(—iwt) (12.2)
und (k =w/c)
P eXp Zk|I‘—I‘|) 3.
d 12.
o(r) 47['60/ v — /| " (123)

o [3)esplibe =x) o,
v

Bei der Diskussion von (12.3) kénnen wir uns im folgenden auf A(r) beschrinken, da A
und @ direkt iiber die Lorentz-Konvention zusammenhéngen: Aus

1 0d
A+ —-—= 12.4
VAt 5o =0 (12.4)
folgt mit (12.2)
2
c
®(r) = — V-A(r). 12.
©)=C v A (125)

Zur weiteren Behandlung von (12.3) machen wir die Langwellen - Niherung

2
d< \= % (12.6)

wo d den Radius einer Kugel angibt, welche die Ladungs- und Stromverteilung in ihrem
Inneren enthélt.
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Beispiele:
Fiir die optische Strahlung von Atomen ist d ~ 107% cm, A ~ 10~° cm; analog fiir die
v-Strahlung von Atomkernen: d ~ 107 '3 cm, A ~ 10" c¢m

Bei der Diskussion von (12.3) sind nun die Léngen d, A und r wesentlich. Wir unter-
suchen folgende Fille:

Fall 1: d < r < A (Nahzone)
Dann ist
ke — | < 1 (12.7)

und wir erhalten:

1 p(r) Ho j(')
o(r) = / W Afr) =22 . 12.
(r) ol v dhr', Alr) = P d*r (12.8)

Der Ortsanteil der Potentiale zeigt nach (12.8) die gleiche Struktur wie in Elektro- und
Magnetostatik. Angesichts der Zeitabhéngigkeit (12.2) spricht man von quasistatischen
Feldern, fiir die E, B wie R~2 abfallen, sodaf§ die Ausstrahlungsbedingung (11.51) nicht
erfiillt ist.

Fall 2: d < A < r (Fernzonen)

Wegen
kr > 1 (12.9)
kénnen wir dann die Taylor-Reihe
- =Y ) gy - BE (12.10)
B n! - r '
n (12.3) benutzen:
) 1
A(r) = Ag(r) + Ay(x) 4+ = Z—;M/dw JEHL+ (= ik)(e-r) +--} (12.11)
fo exp(tkr) [ 5,
/d r'){1— 2—(e r')}
mit k£ = w/c und dem Rlchtungsvektor
r
= —. 12.12
e=" (1212

12.2 Elektrische Dipol - Strahlung

Im ersten Term in (12.11)

(ikr)
Ao(r) = ’“‘0 exp(ikr) /d3 (12.13)
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kénnen wir wie folgt umformen:
/ji i ':/ v - (2lf) d3r'—/ (V') dr (12.14)
v v v
—/ -df’) — / Ti(V'-§) &' = —iw/ zip(r') d*r',
v

da wegen der Ladungserhaltung
V-.j—iwp=0. (12.15)

Mit (1.29) wird dann:
. Mo exp(ikr)
A =—w— ——d 12.1

wobei wesentlich das elektrische Dipolmoment d eingeht.
Fiir die Felder folgt, wenn man (12.9) beachtet und sich auf Terme ~ r~! beschréinkt:

ik
o o exp(ikr)

B = Ay = d). 12.1
o(1) =V x Ag = 12 2EPE (e x q) (12.17)
Mit , (i)
=P A = te explikn)
2o(r) = —V-A(r) = —if5 0 =25 (e-d) (12.18)
folgt aus (7.5) fiir das E-Feld:
" .
Eo(r) = — V() — % - Z—;w%:k”(d —ele-d))=c(Byxe),  (12.19)

wenn man e X d x e =d — e(e-d) ausnutzt. Wir sind nun in der Lage, die Energiestrom-

dichte o
. = i(BO x e) x By = i(eBg —By(By - e) (12.20)
Ho Ho Ho

zu berechnen. Wir benutzen die Realteile von (12.17) und (12.19) und finden mit (12.2)
sowie (e x d x e) x (e x d) = ed?sin?0:

S —

So = KO 4% sin? 0 —COS2(I€T —wt)

= e (12.21)

wobei 6 der von e und d eingeschlossene Winkel ist. Fiir den zeitlichen Mittelwert folgt:

2
= Mo 4 5 SIN“0
Sy = d . 12.22
°T Ton2c” ¢ Torz © (12:22)

Der Dipol strahlt also nicht in Richtung von d (# = 0), sondern maximal senkrecht zu
d (0 = 90°). Die sin”# - Abhéngigkeit ist charakteristisch fiir Dipolstrahlung.

Bemerkungen:

1.) Charakteristisch fiir Strahlungsfelder ist ihre Eigenschaft, dal E, B und S ein ortho-
gonales Dreibein bilden (vgl. Kap. 9.3).

2.) Ein (mit der Frequenz w) oszillierender Dipol ist nur durch beschleunigte Punktladun-
gen realisierbar. (12.22) ist also konform mit der allgemeinen Aussage (11.67).
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3.) Die Strahlung niedrigster Multipolaritét ist Dipol-Strahlung (I=1), nicht Monopol-
Strahlung (I=0)! In der Quantentheorie wird gezeigt, wie die Multipolaritéit der Strahlung
und der Drehimpuls der Photonen zusammenhéngen. Da Photonen einen Eigendrehimpuls
haben (Spin 1), gibt es keine drehimpuls-freie Strahlung, d.h. Monopol-Strahlung. Der
Spin der Photonen ist direkt verkniipft mit der Tatsache, dafl Strahlungsfelder Vektor-
Felder sind.

12.3 Magnetische Dipol- und elektrische Quadrupol

- Strahlung
Der 2. Term der Entwicklung (12.11) lautet
, exp(ikr)
Au(r) = —iw P p( /J " s (12.23)

das verbleibende Integral ist bestimmt durch das magnetische Dipolmoment und den
elektrischen Quadrupoltensor. Um dies zu sehen, benutzen wir die Identitét:

(e T)i= 5 x ) x e+ 2 {(e-x)i+ (-}, (12.24)

welche den Integranden in (12.23) in einen bzgl. r’ antisymmetrischen und symmetri-
schen Anteil zerlegt. Mit der Definition (4.39) des magnetischen Dipolmoments wird der
antisymmetrische Anteil:

&
A (r) = —w%whn x e). (12.25)

Der magnetische Dipol-Anteil des Vektorpotentials geht formal in den elektrischen Dipol-
Anteil (12.16) iiber, wenn man

%(m «e)—d (12.26)

ersetzt. Damit kann man aus (12.17) und (12.19) fiir die Feldstdrken sofort ablesen:

'k
Bgm)(r) _ Mo u):263"11)(1 r)

2 . (e x (m x e)) (12.27)
und
E{"(r) =c (B{" x e). (12.28)



Analog (12.22) findet man fiir die im Zeitmittel abgestrahlte Energie:

—(m 0 SiIl2 0
R T
wo 6 jetzt der Winkel zwischen m und e ist. Der Vergleich von (12.29) und (12.22)
zeigt, daf} sich elektrische und magnetische Dipol-Strahlung in ihrer Frequenz- und Win-
kelabhéngigkeit nicht unterscheiden. Der einzige Unterschied liegt in der Polarisation:
fiir einen elektrischen Dipol liegt der Vektor des elektrischen Feldes in der von e und
d aufgespannten Ebene, fiir einen magnetischen Dipol senkrecht zu der von e und m
aufgespannten Ebene.
Wir befassen uns nun mit dem 2. Term in (12.24), der auf

e, (12.29)

AP) = i 2 ST [{j(ev) e -9) i (12:30)

4re 2r

fiihrt. Das Integral in (12.30) kann nun auf den in Kap. 1.5 eingefiihrten elektrischen
Quadrupoltensor zuriickgefiihrt werden. Analog (12.14) formen wir um:

/ jixl dPr' :/ ol V' (2lj) &P —/ ol 2l (V' §) dPr (12.31)
v v v

= —/Va;;jm d*r’ — iw/vx:nx;p(r') d*r’,

wobei eine partielle Integration (1. Term) und die Ladungserhaltung (2. Term) benutzt
wurden. Also:

/ {jia!, + algm ydr’ = —iw/ a2l dPr, (12.32)
v Vv
und wir konnen (12.30) schreiben als:
(e) _ Ho 2 eXp(ikT) / AN AR E I
Al (r) = e ¢ 5 (e -r')r'p(r') d°r'. (12.33)
Fiir die Felder folgt bei Beachtung von (12.9)
B(r) =V x Al (r) = ik (e x Al (r)) (12.34)
und
e ? (e) (e)
E{(r) = i— VxB(r)=c (B(r) xe), (12.35)
da im ladungsfreien Raum gilt:
VxB—laE (12.36)
2ot '
Mit Hilfe des Quadrupoltensors, gegeben durch seine Komponenten
1
Qmn = / p(e"){x) z! — gr'Q(Smn} d*r’, (12.37)
v
erhalten wir fiir B\ den Ausdruck:
e . exp(ikr
Bl (r) = —7,47T12 w? 2(T ) (e x Q), (12.38)

88



wobei der Vektor Q die Komponenten

3
= Z Qmnen
n=1

hat. Man beachte, daf der 2. Term in (12.37) zu (12.38) keinen Beitrag liefert!
Wie oben berechnen wir nun die Energiestromdichte

c

1
s = —(RE x RB?) = —(RB\ x ) x RB\?,

Fo o

woraus mit

(axb)yxc=(a-c)b—(b-c)a

folgt
¢ cos?(kr — wt)

Sge) — i(éRBge))Ze — /'1’0

2
Lo 167263~ 4r? (exQ)e

Nach Zeitmittelung wird

s o ¢ 1
517 = Tgma” g x Qe

(12.39)

(12.40)

(12.41)

(12.42)

(12.43)

Der Unterschied zur Dipolstrahlung bzgl. der Frequenzabhéngigkeit ist offensichtlich. Zur
Diskussion der Winkelabhéingigkeit betrachten wir den Fall der Axialsymmetrie (vgl.

Kap. 1.5)
Qumn = 0 fiir m # n; QH_QQQ_—%:_%_
In
(eX Q)2:Q2—(e.Q)2
wird dann
Q= QO (61 +e5) + Qoeg %0 (sin? @ + 4 cos® #)
sowie
e-Q= —%sm 0+ - Q()COS 0,
also
(e x Q)* = Q} sin*# cos® 0.
Ergebnis:

g 1o Q%
S, = 16205 w® 87“02 sin 0 cos* 0 e.

(12.44)

(12.45)

(12.46)

(12.47)

(12.48)

(12.49)

Die elektrische Quadrupolstrahlung unterscheidet sich von der elektrischen und magne-
tischen Dipolstrahlung sowohl in der Frequenzabhéngigkeit als auch in der Winkelvertei-

lung.

Anwendung in der Atom- und Kernphysik
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Atome und Kerne kénnen unter Emission bzw. Absorption von elektromagnetischer
Strahlung ihren Zustand dndern. Die Multipolentwicklung ist die fiir diese Situation pas-
sende Beschreibung des elektromagnetischen Feldes. In der Atomphysik dominiert in der
Regel die Dipolstrahlung: Der Vergleich von (12.22) und (12.49) zeigt, daf elektrische
Dipolstrahlung um einen Faktor der Grofienordnung (kdy)~2 stiirker ist als elektrische
Quadrupolstrahlung. Die dominiert auch die magnetische Dipolstrahlung, von der sie sich
nach (12.22) und (12.29) um den Faktor (v/c)? unterscheidet. Die Verhiltnisse sind in der
Kernphysik komplizierter. Eine genaue Diskussion ist hier nur im Rahmen der Quanten-
theorie moglich.

Wir wollen im folgenden die Multipolentwicklung in systematischer Form mit Hilfe
von Kugelfunktionen beschreiben. Diese Klasse von Funktionen findet auch in anderen
Gebieten der Physik vielfache Anwendung.

Erginzung: Hinweis zur Herleitung von (12.34) bzw. (12.35) aus (12.33).
Mit den Abkiirzungen

Flr) = — o 2 exPURT) O / &' (e - r')r'p(r) (12.50)

4dre T

wird:
BY = (V) x v+ f Vxv=ikf(r)(ex v)+ 02 =ik(e x Al + 0(r~?), (12.51)

da alle Ableitungen von der Ordnung O(r ') sind. Entsprechend verfiihrt man in (12.35)

bei der Berechnung von E{°.
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Kapitel 13

Systematik der Multipolentwicklung

Wir beginnen mit einer erneuten Diskussion der

13.1 Multipolentwicklung statischer Felder

Fiir eine lokalisierte Ladungsverteilung p(r) konnen wir das Potential

1 p(r')

(r) = / & 13.1
(r) ey J |r — 1| " ( )
in geniigend grofier Entfernung von den Ladungen (r > r') mit Hilfe einer Taylor-Reihe

darstellen: ) () .
B(r) = / NS vy 13.2
0= [o) X E vy (132)

1 1 (c-r) 3(r-r')*—r2?
— d3 ! ! - L
4reg / rp(r) {T * 73 * 21 o}

Die Entwicklung (13.2) schreiben wir nun um auf Kugelkoordinaten
x=rsinfcos¢p; y=rsinfsing; z=rcosh (13.3)
2 =r'sinf@ cos¢d’; vy =r'sinfsing’; 2 =1r"cosh.

In diesen Koordinaten 148t sich (13.2) wie folgt darstellen:

Br=Y Y I vi0.0) (134

am = [ @ pe)r " Vi (0,0, (13.5)
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Erlduterungen:
1.) Da die Vektoren r und r’ in (13.2) in vollig symmetrischer Weise (iiber das Skalarpro-
dukt (r-r')) eingehen, mufl ®(r) in gleicher Weise von 6, ¢ wie von ¢, ¢’ abhingen. Das
Auftreten der konjugiert komplexen Funktion Y7 werden wir weiter unten begriinden.
2.) Der Index [ > 0 klassifiziert das asymptotische Verhalten der einzelnen Terme in der
Taylor-Reihe.
3.) Der Index m numeriert die Komponenten der Multipolmomente zu festem [. Zu jedem
[ treten 2(1 + 1) Werte —I, =l +1,.....;1 — 1,1 von m auf. Im 2. Term der Entwicklung z.B.
werden die 3 Komponenten des Dipolmoments d mit m = —1,0, +1 erfafit.

Wie der Vergleich von (13.2) und (13.4) zeigt, haben die niedrigsten Funktionen Y},
folgende Gestalt:

[=0: Yyu= (13.6)

1
Var
l=1 Yip =4/ 5 cosf; Y] \/ > sinf exp(i¢)
_= : = o : = — —_— X
10 . ; 11 3 p
[=2: Y, —,/E in? 0 exp(2ig); Y ——,/E infcosf exp(ig);
=2: 2=\55_8 exp(2:9); 21 = g, Simfcost exp(ig);

wenn wir die Festlegung
treffen. Die in (13.4) auftretende Kombination

Yim(0,9) Y (0, 6) + Yiem(0, ) Y,2,,(0", ¢')

ist damit reell und bzgl. (0, ¢) und (¢, ¢') symmetrisch.
Die niedrigsten Entwicklungskoeffizienten g, lauten mit (13.6), (13.7):

[ 1
[=0: qoo = EQ

Q= / p(r') d*r’ (13.8)

mit

als der Gesamtladung.

_ . _ 3 3.1 l R 3 s .
l=1: gqn= \/—SW/dr p(r') (2" —iy') = ”_877'(dx idy);
_ 3 3.1 "N 3
qio = \/_47r/d r p(r)z = \/_4ﬂ_dz7

wobei dg, dy, d, die Komponenten des Dipolmoments d sind.

15 . 15 .
I=2: qn=\ 39, /d37"' p(r') (=" —iy)* = \/ 32—7T(Qn — Qa2 — 2iQ12);

92



15 . 15 .
o1 = —| — /d3r’ p(r') 2 (2" —iy') = = | = (Q13 — 1Q23);
8m 8
35 sy e TP 35
0= 3 47r/drp(r)(z 3) =5\ O

Dazu tritt wegen (13.7)
Qm = (=)" @ - (13.9)
13.2 Allgemeine Eigenschaften der Kugelfunktionen
Auflerhalb des Bereichs, in dem sich Ladungen befinden, muf} (13.4) die Laplace-Gleichung
A® =0 (13.10)

erfiillen. Da die Potenzen r~'~! zu verschiedenen I-Werten und die Funktionen exp(im¢)

zu verschiedenen m-Werten linear unabhéingig sind, folgt aus (13.10):
A(r~71Y,,.(0,¢)) = 0. (13.11)

Der A-Operator hat in Kugelkoordinaten die Form:

- ;—; %% m(sin 9%(@98%) + a%)' (13.12)
Fiihrt man die r-Differentiationen in (13.11) aus, so bleibt
ﬁ%(sin 9%) + ﬁ;f; + 1+ 1)}y = 0. (13.13)
Mit dem Separationsansatz
Yim (0, ¢) = exp(im¢) Fi,,,(0) (13.14)
reduziert sich (13.13) auf
ﬁa%(sine%) - % +1(l+ 1)} i = 0. (13.15)
Bemerkungen:
1.) Neben 7='71Y},,,(0, ¢) ist auch r'Y},, (6, ¢) eine Losung von (13.10),
A(r'Y, (0, ¢)) = 0. (13.16)

Von diesen beiden linear unabhéngigen Losungen ist in unserem Zusammenhang nur
r~1=1Y},, brauchbar wegen der Randbedingung

O(r,0,9) -0  fir r — oc. (13.17)
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2.) Der Index m in (13.14) muf} ganzzahlig sein, da ® eine eindeutige periodische Funktion
ist:
O(r,0,9) = (r,0, ¢+ 2m). (13.18)

Zur Losung von Gleichung (13.15) fiihren wir ein:

1 d d
& =cosf; d.h. o _d_g’ (13.19)
sodaf (13.15) iibergeht in:
d 9 d m?
{d_g((1_§ )d—f)—l_ig+l(l+1)}ﬂm_0, (13.20)

Fiir [ = m kann man die Losung (bis auf einen Normierungsfaktor) sofort angeben:
Fy=(1-¢&%)"% = (sinh). (13.21)

Die Losungen zu m # [ erhélt man dann rekursiv (bis auf einen Normierungsfaktor) aus:

d
Fo1= (—@ —m cotgl)Fi,. (13.22)
Der Beweis (durch Einsetzen von (13.22) in (13.15)) ist ebenso elementar wie langwierig.
Wichtig am Resultat (13.22) ist, daf§ die Fj,, Polynome in cos#, sin f der Ordnung [ sind,
da Differentiation nach # und Multiplikation mit cotgf die Ordnung von Fj; nicht &ndern.
Fiir alle m-Werte mit |m| > [ verschwindet Fj,,.

Bemerkung;:

Gleichung (13.20) hat aufler der hier behandelten Losung als Differentialgleichung 2. Ord-
nung noch eine 2. Basislosung. Sie besitzt Singularitéiten fiir § = 0,7 und ist fiir unsere
Problemstellung nicht geeignet.

Eine wichtige Eigenschaft der Kugelfunktionen ist die Orthogonalitéit. Um sie zu
formulieren, betrachten wir eine Folge von Funktionen fi(z), fo(z),---, fu(x),---, wel-
che im Intervall [a, b] stetig sein sollen. Wir definieren dann das Skalarprodukt zweier
Funktionen f,, f,, durch

b
(P fu) = [ Finfu da. (13.23)

Als die Norm von f,, wird eingefiihrt:
b
(fnafn) :/ |fn|2 dz > 0. (13.24)

Man nennt 2 Funktionen orthogonal wenn

(fm;fn) = 0. (13.25)

Die obigen Begriffsbildungen sind analog zu denen fiir Vektoren in Vektorrdumen endlicher
Dimension.
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Fiir die Kugelfunktionen gilt nun folgende Relation
2m s
/ dé / Sin0df V! Vi = OG- (13.26)
0 0

Wegen

2w

do exp(i(m —m/)p) =2r  fir m=m' (13.27)

und =0 fiir m # m’ ist die Orthogonalitit bzgl. m sofort klar. Die auf 1 normierten
Funktionen sind dann

1
——exp(tmo). 13.28
o p(img) (13.28)
Fiir die Funktionen F},,(#) verzichten wir auf die Berechnung der (in (13.21), (13.22) noch
nicht enthaltenen) Normierungsfaktoren. Die Orthogonalitéit bzgl. [ weisen wir wie folgt
nach: Wir nutzen aus, daf§ die Losung der reellen Differentialgleichung (13.20) stets reell
gewéhlt werden kann und bilden von

+1 d 9\ d m?
/_1 dg Fz'm{d—f(l—f )d—g—l_ig;zﬂ”(“rl)}ﬂm—o (13.29)
und » p p )
¢ Pl (1 -2 = (0 4+ 1)} Fy = 13.
die Differenz und erhalten
+1
1 +1) = I'(I' +1)] / d€ FyFom = 0; (13.31)
—1

dabei wurde der 1. Term in (13.29) (oder (13.30)) durch 2-malige partielle Integration
umgeformt und beachtet, dal wegen des Faktors (1 — £?) keine Beitriige von den ausinte-
grierten Termen auftreten. Fiir [ # I’ folgt aus (13.31)

+1
d¢ FypEFyn =0, q.e.d. (13.32)

-1

13.3 Multipolentwicklung des Strahlungsfeldes

Die Multipollosungen von Kap. 12 im quellenfreien Raum geniigen der Differentialglei-
chung
AA + KA =0. (13.33)

Sie besitzt aufler ebenen Wellen auch Kugelwellen als Losungen, die wir im folgenden
konstruieren wollen.
Mit dem Ansatz

A(r) = aim fi(r) Yim(6,9) (13.34)
geht (13.33) iiber in

2 2d , Ll+1)
g

{dr2 Hi(r) =0, (13.35)
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wenn man (13.12) und (13.13) beachtet. Gleichung (13.35) wird etwas einfacher, wenn
man statt f; die Funktion

g =rh (13.36)
einfiihrt, wofiir dann gilt
d? 5 l(l+1)
Fall 1: 1=0
Dann sind die Losungen gy sofort ersichtlich: sin(kr) und cos(kr) bzw. exp(Likr).
Fall 2: [ # 0
In der Variablen
p=kr (13.38)
lautet (13.37)
d? I(1+1)
—+1- =0. 13.39
(s 1= ale) (13.39)
Zur Losung von (13.39) definieren wir
d 1 d 1
=" g =24 13.40
dann 148t sich (13.39) schreiben als
(dfdy +1)g, =0, (13.41)
wenn man beachtet: i1 l 1 d
9i
—(Zq) = —— -, 13.42
dp(pgz) 20T (13.42)
Ahnlich ist:
(diadifyr + 1) = 0. (13.43)

Wendet man auf (13.43) die Vorschrift d/,, an,
(df1dir + D(df9) =0 (13.44)
und vergleicht mit (13.41), so erhélt man (bis auf einen konstanten Faktor)
g1 = dj 191 (13.45)

Gleichung (13.45) erlaubt also, die g, rekursiv aus gy zu berechnen.

Losungsiibersicht:

90 (=) 'a(p)/p Symbol
sin p sphérische Bessel-Funktionen 71(p)
—Ccosp sphérische Neumann-Funktionen n(p)
exp(£ip) sphérische Hankel-Funktionen kit (p)
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Zur einfachen Berechnung der niedrigsten j;, n; schreiben wir (13.40) um,

d = pld%pl, (13.46)
sodaf nach (13.45)
a9 = pldilppl - -pdilpplgo (13.47)
" 9 Ly, (13.48)
p pdp” " p

Man findet durch einfache Differentiationen (UB):

, sin p cos p
Jo=—"3 To=— ;
P P
, sinp  cosp cosp sinp
h=—75 - ; 1= "5 = ;
P P P P
3 1. 3cosp 3 1 3sin p
Jg—(;—;)smp— o ny = (——+—)cosp— P
Die allgemeine Losung von (13.33) kann nun geschrieben werden als
A(r) = {amh (p) + binhi (p)} Yim(0, 9). (13.49)
l,;m

Fiir Abstrahlungsprobleme ist b;,;, = 0, da h; eine einlaufende Kugelwelle beschreibt. Die
Koeffizienten a;,, der auslaufenden Kugelwelle h;" werden bestimmt aus den Multipolmo-
menten durch Vergleich von (13.49) und (12.11) fiir p = kr > 1.

13.4 Entwicklung einer ebenen Welle nach Kugel-
funktionen

Die Funktionen hj=(p)Y;. (8, ¢) bilden wie die ebenen Wellen exp(ik - r) eine vollstindige
Basis; die allgemeine Losung der Wellengleichung kann aus der einen wie der anderen
Basis durch Superposition gewonnen werden. Welche Basis man wéhlt, hingt von der
speziellen Problemstellung (z.B. den Randbedingungen) ab.

Den Zusammenhang der beiden Basis-Systeme wolen wir aufzeigen durch Entwicklung
einer ebenen Welle nach Kugelfunktionen. Der Einfachheit halber wihlen wir k = (0,0, k),
dann tritt in

exp(ik - r) = exp(ikz) = exp(ikr cos f) (13.50)
der Winkel ¢ nicht mehr auf und die Entwicklung hat die Form:
exp(ikz) = > a; ji(kr) Yio(6). (13.51)
!
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Die Neumann-Funktionen treten nicht auf, da n; singulir wird fiir r — 0. Die Koeffizienten

lauten:
47

=20+ 1 : 13.52
a 2(l+)2l+1 (13.52)
Zum Beweis von (13.52) nutzt man die Orthogonalitéit aus. Generell kann man die Ko-
effizienten einer Entwicklung
9(x) =D cmfn(2) (13.53)
nach einem (vollstéindigen) orthonormierten System von Funktionen f,,(z),
bestimmen durch ,
enlfug) = [ fi@)g() do. (13.55)
Im obigen Beispiel (13.49) wird:
ayji(kr) = / sin 0df Yy (0) exp(ikr cos 0); (13.56)
0

nach Entwicklung fiir kleine Werte von r kann die f-Integration durchgetiihrt werden. Das
Ergebnis ist (13.52) (UB).
13.5 Nutzen der Entwicklung nach Kugelfunktionen

Kennt man die Winkelabhéngigkeit der Funktionen ®, Gleichung (13.4), bzw. A, Glei-
chung (13.49), bei festem r, so kann man sofort entscheiden, welche Multipolmomente die
Quelle des Feldes enthélt. Zum Beispiel wird

(Y, ) ~ qim (13.57)

wegen der Orthogonalitit der Y}, welche erlaubt, aus der Entwicklung (13.4) einen be-
stimmten Term herauszugreifen.
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Teil V

Das elektromagnetische Feld in
Materie
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Kapitel 14

Makroskopische Felder

Im Prinzip erlauben die Maxwell-Gleichungen von Teil III das elektromagnetische Feld
beliebiger Materieanordnungen zu berechnen, sobald die Ladungsdichte p(r,t) und die
Stromdichte j(r,¢) exakt bekannt sind. In einer solchen mikroskopischen Theorie wird
die gesamte Materie in dem betrachteten Raumbereich in Punktladungen (Elektronen
und Atomkerne) zerlegt, deren Bewegungszustand dann Ladungsdichte p(r,t) und Strom-
dichte j(r,t) definiert. Fiir Materieanordnungen von makroskopischen Dimensionen (z.B.
Kondensator mit Dielektrikum oder stromdurchflossene Spule mit Eisenkern) ist eine
mikroskopische Rechnung in der Praxis weder durchfithrbar noch erstrebenswert, da ex-
perimentell doch nur rdumliche und zeitliche Mittelwerte der Felder kontrollierbar sind.
Wir werden uns daher im folgenden mit raum-zeitlichen Mittelwerten befassen.

14.1 Makroskopische Mittelwerte

sind Integrale der Form

< f(r,t) > !

T AVAT

/dVdT fle+&t+7) (14.1)

wobei,

i) AV das Volumen, AT das Zeitintervall angibt, iiber das gemittelt wird,

ii) f fiir die Ladungs- oder Stromdichte und die Komponenten der Feldstéirken steht. Wir
wollen im folgenden Zusammenhénge zwischen den Mittelwerten (14.1) fiir Ladungs- und
Stromdichte einerseits und den Feldern andererseits herstellen. Ausgangspunkt sind die
mikroskopischen Maxwell-Gleichungen

0B
und 9E
V-E= ﬁ, Vv XB—€0/L0— :Moj (143)
€o ot

Wenn wir annehmen, daf in (14.1) Differentiationen nach r und ¢ unter dem Integral
ausgefiihrt werden diirfen,

0 of 0 of 0 of
il — L 5. =< - > — =< = > . 14.4
8t<f> <8t>’ 8x<f> <8x>’ 8y<f> <8y>’ etc., ( )
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so erhalten wir aus (14.2) und (14.3) folgende Gleichungen fiir die Mittelwerte:

0<B>
V- < B >=0; VX<E>+_5T_:0 (14.5)
und 5<E
<p> <E>
V.<E>=_-"7 Vx < B>~ = o <> (14.6)
€0

Die homogenen Gleichungen (14.2) bleiben beim Ubergang von den mikroskopischen
Feldern E, B zu den makroskopischen Feldern

E=<E> B=<B> (14.7)

erhalten. In den inhomogenen Gleichungen (14.6) miissen wir nun < p > und < j >
geeignet aufteilen in

14.2 Freie und gebundene Ladungstriger

Wir befassen uns zuniichst in (14.6) mit dem Zusammenhang von € und seinen Quellen.
Dazu zerlegen wir
< p>=py+ps, (14.8)

wobei p, die im Sinne von (14.1) gemittelte Dichte der gebundenen Ladungstriger dar-
stellt, p; die gemittelte Dichte der freien Ladungstréager.

Gebundene Ladungstriger sind z.B. die Gitterbausteine eines Ionen-Kristalls (wie
NaCl mit den Gitterbausteinen Na™ und C1~) oder die Elektronen von Atomen und Mo-
lekiilen. Gebunden bedeutet dabei nicht, daf3 die Ladungstriger total unbeweglich sind,
sondern nur, daf} sie durch starke riicktreibende Kréfte an bestimmte Gleichgewichtslagen
gebunden sind, um die herum kleine Schwingungen moglich sind.

Frei bewegliche Ladungstriger sind z.B. Leitungselektronen in Metallen, [onen in Ga-
sen oder Elektrolyten. Sie zeichnen sich dadurch aus, dal sie unter dem Einfluf} eines
dufleren Feldes einen makroskopischen Strom bilden.

py ist im Gegensatz zu p, eine makroskopische, im Experiment direkt kontrollierbare
Grofe. Die Ladungen auf den Platten eines Kondensators z.B. kdnnen von auflen vorge-
geben werden. Sie erzeugen ein elektrisches Feld, welches in einem Dielektrikum zwischen
den Platten elektrische Dipole erzeugen oder ausrichten kann. Der Effekt fiir den Beob-
achter sind Polarisationsladungen auf den Oberflichen des Dielektrikums, welche von
den speziellen Gegebenheiten (Art des Dielektrikums, Temperatur der Umgebung, Stérke
des £-Feldes) abhingen.

Es liegt daher nahe, das von den (gebundenen) Polarisationsladungen resultierende zusétz-
liche elektrische Feld mit dem Feld zusammenzufassen, welches von den Ladungen p; auf

den Platten herriihrt. Das Zusatzfeld P wihlen wir so, dafl :
V-P=—p (14.9)

und .
P=0 wop,=0. (14.10)
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Dann wird:

V(&€ +P) =py (14.11)

oder nach Einfiihrung der dielektrischen Verschiebung
D=el+P (14.12)
V- D = py. (14.13)

Wir werden weiter unten zeigen, dafl das Hilfsfeld P gerade die Dichte des (makroskopi-
schen) Dipolmoments des betrachteten Dielektrikums ist (dielektrische Polarisation).
Vorher wollen wir jedoch noch die 2. inhomogene Gleichung in (14.6) umformen. Ana-

log zu (14.8) teilen wir auf:
<Jj>=jr+ (14.14)

wobei j die von der Bewegung der freien Ladungstriger herriihrende (geméf (14.1) gemit-
telte) Stromdichte ist. Die von der Bewegung der gebundenen Ladungstréger herriihrende
(gemittelte) Stromdichte j, teilt man zweckméBigerweise noch einmal auf,

Jb=1Jr+iu- (14.15)

Dabei soll jp von der zeitlichen Anderung von 73, also der Bewegung der Polarisationsla-
dungen, herriihren:
oP
ip=—. 14.16
Jp ot ( )
Die Diskussion des verbleibenden Anteils j,s;, der von molekularen Kreisstromen, d.h.
magnetischen Dipolen, herriihrt, verschieben wir auf spéter.

Mit (14.12), (14.14) und (14.16) schreibt sich die 2. inhomogene Gleichung wie folgt:

. 0D . .
V x B—,U/OE :NOJf+NOJM- (1417)
Fiir die weitere Umformung von (14.17) nutzen wir die Kontinuitétsgleichung fiir die freien
Ladungstréiger aus:
Opr _

| —— =0. 14.1
V.jr+ o1 0 ( 8)
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Dann folgt aus (14.13) und (14.18)
V(= +j;) =0, (14.19)

sodafl der Vektor 813/ Ot + jy sich als Rotation eines Vektors darstellen 1&8t, den wir mit
H bezeichnen,

_ 0D

Mit (14.17) finden wir den Zusammenhang von B und #:
V % (B — poH) = poju- (14.21)
Analog dem Vektor P fithren wir hier ein:
oM = B — poH, (14.22)
sodaf entsprechend (14.9):

VXxM=ju; M=0 wojy =0. (14.23)
M wird sich als die Dichte des (makroskopischen) magnetischen Dipolmoments (Magne-
tisierung) erweisen.

Bemerkungen:

1.) Bin mikroskopisches Analogon besitzen nur die Felder £, B, namlich E, B (vgl. (14.7)).
D und H sind nur Hilfsfelder, die wir einfithren, um komplizierte elektrische und magne-
tische Eigenschaften der Materie pauschal zu erfassen.

2.) Eine makroskopische Polarisation (oder Magnetisierung) kann zustande kommen da-
durch, daf8 vorhandene elektrische (oder magnetische) Dipole im Feld ausgerichtet werden
oder dafl Dipole vom Feld induziert werden. Ohne dufleres Feld sind permanente Dipole
statistisch verteilt und ergeben nach Mittelung iiber ein makroskopisches Volumen keine
Polarsation (oder Magnetisierung).

Zusammenfassung der makroskopischen Feldgleichungen:
Homogene Gleichungen:

Inhomogene Gleichungen:
< - 0D
Verkniipfungen:
— — — — 1 — —
D=¢E+P;, H= /JJ—B - M. (14.26)
0



Die Gleichungen (14.24), (14.25) haben formal die gleiche Struktur wie (14.2), (14.3). Sie
kénnen daher mit den gleichen Methoden gelést werden.

Die Glelchungen (14 2) (14.3) reichen jedoch noch nicht aus, um - bei gegebem py, j;
- die 4 Felder 8 D B H eindeutig zu bestimmen. Dazu miissen wir die formalen Ver-
kniipfungen (14.26) mit Hilfe spezieller Modelle fiir die betrachtete Materie in explizite
Materialgleichungen umwandeln. Einfache Beispiele werden in den néchsten Kapiteln
dazu diskutiert.

14.3 Polarisation und Magnetisierung

Zur Interpretation von Polarisation P und Magnetisierung M fiihren wir durch

B=V x A 5:—v<1>—§ (14.27)

das makroskopische skalare Potential ® und Vektor-Potential A ein. Fiir sie gelten in
Lorentz-Eichung die inhomogenen Wellengleichungen

| .
—0b = —(p; - V- P), (14.28)
€0
oP
—O0A = po(js +V x M + g ——). (14.29)
Sie haben als spezielle Losungen die retardierten Potentiale (vgl. Kap. 11.3)
. 1 Pf( t) V' - P, 1)
by = L 2200 [ s P "

mit der retardierten Zeit ¢’ =t + |r — r’|/c. Ebenso:

1 _ Ho 3 /jf(r,7t,) 3,1 8’ﬁ(r’,t’)/8t’ 3,1 V' x M(rlatl)
A(r,t)—4ﬁ{/dr7| +/dr—+/dr—}. (14.31)

r—r| lr — r'| v —r/|

Den uns interessierenden Term in (14.30) formen wir mit partieller Integration um:

3./ 3./
/d 7“. —7 /d : (14.32)

|r—r'|3

wobei wir der Einfachheit halber die Retardierung vernachlissigen (¢ = t'). Fiir endlich
ausgedehnte Materie tritt kein Oberflichenterm bei der partiellen Integration auf. Der Ver-
gleich mit Kap. 12.2 oder 1.5 zeigt, dafl P die Bedeutung der Dichte des makroskopischen
elektrischen Dipolmoments zukommt, wie oben schon behauptet. Ganz entsprechend wird
bei Vernachlissigung der Retardierung (¢ = t') aus dem letzten Term in (14.31):

/d3 , V' x M(r t) /d3 , (r—1|") X /\Z(r’,t). (14.33)

lr — r'| r—r'3
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Der Vergleich mit Kap. 5.4 oder 12.3 zeigt, daf3 /\71(1', t) die Dichte des makroskopischen
magnetischen Dipolmoments zukommt. Es entsteht dadurch, da} entweder permanente
magnetische Dipole im Feld ausgerichtet werden oder durch das Feld induziert werden,
wie im Fall der elektrischen Dipole.
Die Ladungserhaltung fiir die gebundenen Ladungstriger,
Ops

b+ —==0 14.34

folgt aus (14.9), (14.14) sowie (14.16) und (14.23).
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Kapitel 15

Energie, Impuls und Drehimpuls des
makroskopischen Feldes

In Kap. 8 hatten wir Energie, Impuls und Drehimpuls des mikroskopischen Feldes ein-
gefiithrt und dieses Konzept in Teil IV auf das Strahlungsfeld im Vakuum angewendet.
Wir wollen im folgenden die Betrachtungen von Kap. 8 auf das makroskopische Feld
iibertragen.

15.1 Energie

Ausgangspunkt fiir die Energiebilanz in Kap. 8 war die von einem (mikroskopischen) Feld
(E,B) an einem System geladener Massenpunkte pro Zeiteinheit geleistete Arbeit

AW
— = [j-EdV. 15.1
= [ (15.1)
Grundlage von (15.1) ist die Lorentz-Kraft, z.B. fiir eine Punktladung ¢:

K =¢(E+ (v x B)), (15.2)

deren magnetischer Anteil zu (15.1) keinen Beitrag liebert. Aus (15.2) erhélt man mit
(14.1) fiir die vom makroskopischen Feld (€, B) auf eine mit der Geschwindigkeit v bewegte
Probeladung ¢ ausgeiibte (mittlere) Kraft:

—

K = q(€+ (v x B)). (15.3)

Die an den freien Ladungen der Dichte p; vom makroskopischen Feld pro Zeiteinheit
geleistete Arbeit ist dann analog (15.1):

AWy

o _/jf-édv. (15.4)

Die rechte Seite von (15.4) konnen wir mit (14.25) umformen zu:

Wy [z - = 0D
7_/(5-(VX”H)—5-E)dV (15.5)
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Wie in Kap. 8 konnen wir (15.5) symmetrisieren mit Hilfe der Identitét

V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb) (15.6)
und (14.24), )
VxE= —%. (15.7)
Man erhélt: . .
C”;V—tM:—/dV{V-(Exﬁ)ij-aa—?jLﬁ-%. (15.8)

Der Vergleich mit (8.7) zeigt, dafl
S=ExH (15.9)

als Energiestromdichte des makroskopischen Feldes (Poynting-Vektor) zu deuten ist. Zur
Interpretation der restlichen Terme betrachten wir die Ndherung

linearer, isotroper Medien:

D=c; B=uH (15.10)
Dann wird . .
- 0D - 0B 10 .5 =~ -+ =
£ +H —- = (6 D+H B (15.11)

und wir kénnen analog (8.10) die Grofle
1 — — — —
5(€-D+H-B) (15.12)

als Energiedichte des makroskopischen Feldes interpretieren.

15.2 Impuls, Drehimpuls

Nach (15.3) ist

‘ﬂ;—tM = q(€ + (v x B)) (15.13)

die Anderung des Impulses der Probeladung ¢ im Feld (5 , g) Fiir die Impulsianderung
eines Systems freier Ladungen, beschrieben durch py, jy, im Feld (&, B) folgt:

APy
dt
Analog Kap. 8.2 formen wir (15.14) mit

/dV (ps€ + (3 x B)). (15.14)

— — ﬁ
VD = py; VX’H—%—t:jf (15.15)
um zu .
P — — — - D X
Tt [av @ D)+ (v xH)x BT < B). (15.16)



Wir symmetrisieren (15.16) mit Hilfe von

V-B=0; ngz—%, (15.17)
ot
dP > S o - - s s = 0 =
Wz/dv {8(V-D)+H(V-B)+(VXH)><B+(V><8)><D—§(D><B)}. (15.18)
Wie in Kap. 8 1488t sich dann o
D x B (15.19)

als Impulsdichte des makroskopischen elektromagnetischen Feldes interpretieren (vgl. (8.38).
Die Ubertragung von (8.39) auf den Fall des makroskopischen Feldes ist dann trivial.

15.3 Die Kirchhoft’schen Regeln

Die Theorie der elektrischen Schaltkreise beruht auf folgenden Regeln:
1.) Kirchhoff’scher Satz (Knotenregel)
An einer Stromverzweigung gilt fiir stationdre und quasistationédre Strome

> L=0. (15.20)

Beweis:
Fiir stationdre und quasistationédre Stréome folgt aus

V-jr =0, (15.21)

mit dem Gaufy’schen Integralsatz:

N

/jf-df:ZIi:O. (15.22)
F

=1

Bemerkung: Der quasistationiire Fall ist dadurch definiert, da$ in (14.19) 9D /ot ver-
nachléssigt werden darf, woraus direkt (15.21) folgt. Im stationéren Fall ist dp;/0t = 0
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und (15.21) folgt aus (14.18). Grundlage der 1. Kirchhoff’schen Regel ist also die Ladungs-
erhaltung.

2. Kirchhoff’sche Regel (Maschenregel)
Die Summe der Spannungsabfille lings eines geschlossenen Weges in einem Schaltkreis
(Masche) verschwindet,

Z U; =0. (15.23)

Dabei kann U; stehen fiir
i) Ohm’schen Spannungsabfall (Widerstand R)

Ug = IR, (15.24)
ii) Kondensatorspannung (Kapazitéit C')
Uo = /Idt (15.25)
c — C ) .

iii) induzierte Spannung (Induktivitit L)

dl
U,=L— 15.26
BT ar (15.26)
sowie eine Batteriespannung.
Beweis: Aus .
> oB
== 15.2
VxE& o (15.27)
folgt mit dem Stoke’schen Integralsatz
. . o r -
/(VXg)-df:fe-ds:——/B-df. (15.28)
P S ot Jr

Grundlage der 2. Kirchhoff’schen Regel ist das Induktionsgesetz oder der Energiesatz.
Fiihrt man n&mlich eine Ladung ¢ auf einem geschlossenen Weg durch den Schaltkreis,
so ist (15.23) nach Multiplikation mit ¢ gerade die Energiebilanz.
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Kapitel 16

Elektrische und magnetische
Eigenschaften der Materie

16.1 Materialgleichungen

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen

V-8B =0; V><§+aa—l::o (16.1)
und -
— — D

V-D = py; VXH—aa—t:jf (16.2)

reichen (wie in Kap. 15.2 schon erwihnt) nicht aus, um die Felder £ B.D und H zu
bestimmen, solange nicht explizite Materialgleichungen zur Verfiigung stehen, welche
£ , g,ﬁ und H untereinander verkniipfen. Oft sind auch die makroskopischen Quellen
ps und j; nicht als Funktion von r und ¢ vorgegeben, sondern funktional von den zu
berechnenden Feldern abhéngig.

Fiir die Diskussion solcher Materialgleichungen formen wir (16.2) so um, daf} die Felder
& und B in Abhéngigkeit von den makroskopischen Quellen py, j f,73 und M dargestellt
werden:

—

0 .
uo(jf+—P+V><M). (16.3)

! . - of

€p E:

Dabei sind py, s, P und M Funktionale der Felder £ und g; sie konnen auch von dufseren
Parametern wie z.B. der Temperatur 1" abhéngen. Es ist also:

P =PI, B,T); (16.4)

entsprechend fiir M und Jr- Uber die Kontinuititsgleichung ist dann py durch j; bestimmt:
. Opy

V- — =0. 16.5

Im folgenden werden wir fiir eine Reihe einfacher Modelle Materialgleichungen vom Typ
(16.4) diskutieren.
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16.2 Ohm’sches Gesetz; elektrische Leitfihigkeit

In Metallen ist die Leitfdhigkeit auf die Existenz freier Elektronen zuriickzufiihren. Die
Bewegungsgleichung fiir ein solches Leitungselektron i lautet:

4 €v; = eEy, (16.6)

wobei E; das auf das Elektron ¢ wirkende elektrische Feld ist und der Reibungsterm der
Tatsache (pauschal) Rechnung tragen soll, da§ die Leitungselektronen durch Stofile mit
den Gitterionen Energie verlieren.

Aus (16.6) folgt mit (4.4), (4.5) fiir die Stromdichte:

djr €. e?
_— — 1, = e 1 .
dt +M']] nME’ (16.7)

wobei wir den Mittelwert iiber E; mit dem makroskopischen Feld £ identifiziert haben.
Fiir statische £-Felder besitzt (16.7) die stationédre Losung:

—

i =00€ (16.8)
mit der Gleichstromleitfdhigkeit
oy = %62. (16.9)
Fiir ein zeitlich periodisches Feld
£ = & exp(—iwt) (16.10)
erwarten wir als Losung von (16.7)
Jr = Joexp(—iwt). (16.11)

Gleichung (16.7) ergibt dann die Beziehung
jr=oW)€& (16.12)

mit der frequenzabhéngigen Leitfahigkeit

00
o(w) = (16.13)

dabei ist die Dadmpfungskonstante 7 bestimmt durch

= (16.14)
Fiir niedrige Frequenzen wr < 1 wird o(w) reell, o(w) & oy, wihrend umgekehrt fiir hohe
Frequenzen, wr > 1, o(w) rein imagindr wird, sodaB j; und £ um 7/2 gegeneinander

phasenverschoben sind.
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16.3 Dielektrika

Unter dem EinfluB eines elektrischen Feldes € stellt sich in einem nichtleitenden, polari-
sierbarem Medium eine Polarisation P ein. Wir unterscheiden 2 Typen:

1. Orientierungspolarisation

Schon vorhandene (permanente) elektrische Dipole werden im £-Feld ausgerichtet. Dem
ordnenden Einfluf§ des Feldes wirkt die thermische Bewegung entgegen und die resultieren-
de makroskopische Polarisation ist temperaturabhéngig. Fiir £ = 0 sind die Richtungen
der elementaren Dipole statistisch verteilt und es ist P = 0 (siche Kap. 16.5).

2. Induzierte Polarisation
Durch das £-Feld konnen Elektronen und Kerne in Atomen oder Molekiilen relativ zu-
einander verschoben und Dipole in Feldrichtung erzeugt (induziert) werden. Auf diese
Weise entsteht eine temperaturunabhéngige Polarisation.

Bei niedrigen Feldstérken und/oder hohem Temperaturen ist die lineare Beziehung

P = xeeof (16.15)

eine gute Ndherung von (16.4); dabei ist die elektrische Suszeptibilitit x. im allge-
meinen temperaturabhéngig. Mit (16.15) gilt dann:

— —

D =¢e€ (16.16)
mit der Dielektrizitidtskonstanten
e =¢€o(1+ xe)- (16.17)

Bemerkung:
(16.15) und (16.16) setzen ein isotropes Material voraus. Fiir anisotrope Medien ist x,
bzw. € durch einen Tensor zu ersetzen.

Fiir schnell oszillierende Felder erweist sich € (bzw. x.) als frequenzabhiingig,

€ = e(w). (16.18)

Beispiel: Fiir H,O ist (bei T = 20° C) €/ey ~ 40, wenn man fiir w die Frequenz der
gelben Na-Linie wihlt.

Die Frequenzabhéngigkeit von e(w) &8t sich an Hand des folgenden (vereinfachten)
Modells iiber die Struktur von Atomen und Molekiilen verstehen:
Wir nehmen an, dafl die Elektronen in einem Atom oder Molekiil geddmpfte harmonische
Schwingungen ausfiithren. Dann lautet die Bewegungsgleichung fiir das n-te Elektron eines
Atoms (oder Molekiils) unter dem Einfluf} eines periodischen E-Feldes :

d2 d 2 € > .
I + Yn g Tn +w,r, = M&) exp(—iwt). (16.19)
Mit dem Ansatz
r, = 1. exp(—iwt) (16.20)
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findet man als Losung von (16.19)

0 = Y 52 — &y exp(—iwt) (16.21)
und daraus fiir das Dipolmoment
7z &2 7z 1
p= T;ern = M&’ exp(—iwt) nz::l (2 —wE o) (16.22)

wenn Z Elektronen im Atom (Molekiil) sind. Es folgt fiir die elektrische Suszeptibilitéit:

Ne?
Xe = EOM Z

n

1
(w% —w?— Z'Wﬂyn)j

(16.23)

wobei N die Zahl der Atome (Molekiile) pro Volumeneinheit ist.

Der Dampfungsterm in (16.19) trigt pauschal der Tatsache Rechnung, daf die ato-
maren Oszillatoren durch Stéfle zwischen den Atomen oder Molekiilen Energie verlieren.
Dies hat zur Folge, dal x. bzw. € komplex werden. Als Beispiel werden wir im néchsten
Kapitel die Absorption elektromagnetischer Wellen in Materie betrachten.

16.4 Para- und Diamagnetismus

Eine Magnetisierung M kann (analog dem Fall der Polarisation 73) auf folgende Weise
entstehen:

1. Orientierungsmagnetisierung (Paramagnetismus)

Permanente elementare magnetische Dipole werden in einem dufleren Magnetfeld gegen
die thermische Bewegung ausgerichtet und fiihren zu einer makroskopischen Magnetisie-
rung M. Ohne Magnetfeld sind die elementaren Dipolmomente m bzgl. ihrer Richtung
statistisch verteilt und man erhélt im makroskopischen Mittel M = 0.

2. Induzierte Magnetisierung (Diamagnetismus)

Im Magnetfeld &ndern sich die Bahnen der Elektronen, insbesondere ihr Drehimpuls. Eine
solche Anderung des Drehimpulses ist nach (5.34) mit einer Anderung des magnetischen
Dipolmoments des Atoms verbunden. Atome, die kein permanentes magnetisches Dipol-
moment haben, erhalten also im dufleren Magnetfeld ein induziertes Dipolmoment. Seine
Richtung ist durch die Richtung des dufieren Feldes gegeben (s.u.).

Die Magnetisierung M hidngt also im allgemeinen vom &ufleren Feld und der Tem-
peratur ab. Da das fundamentale Feld das B-Feld ist, sollten wir entsprechend (16.4)
eigentlich

M = M[B,T] (16.24)

betrachten. Es ist jedoch tiblich, (16.24) durch

M = M[H,T] (16.25)
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zu ersetzen, da H iiber die Stromdichte Jr praktisch leichter kontrollierbarer ist als B.

Bemerkung:
Im elektrischen Fall betrachtet man - im Einklang mit der mikroskopischen Theorie -

P =P, T, (16.26)

da Potentialdifferenzen bequemer kontrollierbar sind als p; und das damit verbundene
D-Feld.
Fiir geniigend schwache Felder und/oder hohe Temperaturen ist zu erwarten, dafl

M = xnH (16.27)

eine gute Nidherung von (16.25) ist; dabei ist x,, die magnetische Suszeptibilitit. Mit
(16.27) und (14.22) wird dann:
B=uH, (16.28)

wobei die Permeabilitdt p mit yx,, iiber

1= p1o(L + Xom) (16.29)

zusammenhingt.

Abschlieend wollen wir das Zustandekommen des Diamagnetismus quantitativ ndher
formulieren. Als einfachstes Modell betrachten wir ein an den Atomkern elastisch gebun-
denes Elektron unter dem Einfluf eines dufleren Magnetfeldes:

d? - d
IRl + w?r, = 23, ¥ prdl (16.30)

mit der Abkiirzung

e
J;, = ———B. 16.31
Wi, oM (63)

Zur Losung der Bewegungsgleichung (16.30) gehen wir zu einem mit der Winkelgeschwin-
digkeit &y, gegeniiber dem Laborsystem ¥ rotierenden Koordinatensystem ¥’ iiber. Wegen

A d’+(* x1') i i "+2(w xd’)+* x (Jr, x r') (16.32)
r=r; —r=—r+(J,xr); —-—r=-—r O X —r')+d & Xr .
Codt dt ERSDaet T ar LT b
folgt dann aus (16.30):
d2
@r' +w’r! =& x (@ x 1)). (16.33)
Da im allgemeinen w,, > wy, ist, erhalten wir ndherungsweise
d_2r’ _|_ w2rl = O (1634)
dt? e ’

das Elektron sieht im rotierenden Koordinatensystem Y’ das Magnetfeld (fast) nicht, es
schwingt mit der ungestorten Frequenz w,. Aus der Sicht des Laborsystems ¥ tritt dazu
eine Rotation um die Richtung von B mit der Lamor-Frequenz wy,.
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Entsprechend dieser Zerlegung der Bewegung teilen wir das magnetische Moment eines
Atoms mit Z Elektronen auf in 2 Anteile:

o2
m = ﬁ (r; xpi)+ Zr X (Jp, X 1)) Zl' Z{Br'?—r;(B-r;)}. (16.35)
Der 1. Term in (16.35) liefert das permanente magnetische Dipolmoment; es ist von null
verschieden, falls der Drehimpuls (hier: Bahndrehimpuls) des ungestorten Atoms L' # 0
ist. Der 2. Term beschreibt das induzierte Moment.

Zur Diskussion des induzierten Moments setzen wir eine kugelsymmetrisehe Ladungs-
verteilung voraus. Dann geben die Mischterme, z.B. 3, z}y!, in (16.35) keinen Beitrag;
der Beitrag der verbleibenden quadratischen Terme l&8t sich durch den mittleren Radius
p des Atoms ausdriicken. Man erhélt:

62

2
ind = ———p°B. 16.36
Offensichtlich wirkt der Diamagnetismus (x,, < 0) dem Paramagnetismus (x,, > 0) entge-
gen. Atome mit L’ = 0 sind diamagnetisch; erweist sich eine Substanz als paramagnetisch,
so iiberwiegt der 1. Term in (16.35) den 2. Term.

Bemerkung;:

Atomkerne kénnen auch einen Drehimpuls besitzen. Wegen (5.34) ist das damit verkniipfte
Kern-Moment erheblich kleiner als das von den Elektronen erzeugte, da die Nukleonmasse
~ 2000 mal groBer ist als die Elektronenmasse.

16.5 Temperaturabhingigkeit der Polarisation

Wir setzen homogene und isotrope Medien voraus; dann gilt fiir den Anteil der Polarisa-
tion, der von der Ausrichtung permanenter Dipole im £-Feld herriihrt:

P=N<p>r, (16.37)

wobei N die Zahl der Atome pro Volumeneinheit ist und < p >4 sich durch Mittelung
der Dipole mit Betrag p bzgl. ihrer Richtung zum £-Feld bei gegebener Temperatur 7'

ergibt,
[ d(cos @) cos 0 exp(€ cos )

SPor= [ d(cos 0) exp (€ cos ) (16.38)
mit c
_ be

e=12. (16.39)

f bezeichnet hier den Winkel zwischen einem Dipol p und dem Feld &. Der Gewichtsfaktor

—

exp(& cosf) = exp(p (16.40)

W)
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ist aus der Thermodynamik ibernommen; er ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, daf
ein elementarer Dipol bei gegebener Temperatur 7" mit dem Feld £ den Winkel 9 bildet.
Der Nenner in (16.38) sorgt fiir die richtige Normierung.

Die Auswertung der Integrale in (16.38) ergibt:

P = Np { coth§ — %} (16.41)

Diskussion:
Fall 1: starke Felder, tiefe Temperaturen, d.h.

£ 1, (16.42)

so daf} - wie zu erwarten - mit

P = Np (16.43)

der Sattigungswert erreicht wird.
Fall 2: schwache Felder, hohe Temperaturen, d.h.

§K 1, (16.44)
so daf} mit e
coth¢ = € + 3 + - (16.45)
folgt:
P = ‘;VTZ;& (16.46)

der oben diskutierte lineare Bereich.

Bemerkung;:
Das obige Verfahren kann direkt auf die Behandlung des Paramagnetismus iibertragen
werden, indem man die Energie des Dipols p im E-Feld: —-p- g, durch —m - B ersetzt,
wobei m das (permanente) magnetische Dipolmoment ist.
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Kapitel 17

Verhalten des elektromagnetischen
Feldes an Grenzflachen

17.1 Allgemeine Stetigkeitsbedingungen

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich eine Reihe von Konsequen-
zen fiir das Verhalten der Felder an der Grenzfliche zwischen zwei Medien mit verschiede-
nen elektrischen und magnetischen Eigenschaften. Der Einfachheit halber sei im folgenden
angenommen, dafl die Grenzfliche eben sei. Aussagen iiber die

1. Normalkomponenten von B und D erhalten wir aus

V-B=0; V-D=p,. (17.1)

Dazu wenden wir den Gauf’schen Integralsatz auf folgende Skizze an:

I n,

I'n
Grenzflache

I ny

Die Deckflichen (F, Fy) einer Schachtel mit Volumen V' und Oberfliche F' mégen sym-
metrisch zur Grenzfliche liegen; Grofle und Gestalt der Deckflichen seien beliebig. Macht
man die H6he h der Schachtel beliebig klein, so folgt aus (17.1):

/V-B’dv:/é-df:/ (BY — B®) af =0, (17.2)
v F h2
da fiir die Flachennormalen gilt n; = n = —n,. Da F} beliebig gewihlt werden kann, muf
gelten: _ _

B = BY. (17.3)

Die Normalkomponente von B geht also stetig durch die Grenzflache hindurch.
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Analog folgt aus
/ v.D dV:/ ﬁ-df:/ (B — B df = Q, (17.4)
\% F Fy

fiir die Normalkomponente von D:

DY — DY =y, (17.5)

n

wenn vy die Flichenladungsdichte der freien Ladungstriger in der Grenzfliche ist. Fiir
Dielektrika mit vy = 0 ist die Normalkomponente von D stetig; dagegen springt D,, beim
Ubergang Leiter - Nichtleiter um ;.

2. Tangentialkomponenten von & und H. Wir benutzen:

. 0B . 0D
Vxé’——ﬁ, VX%——E—FJJ% (17.6)

und wenden den Integralsatz von Stokes auf folgende Skizze an:

<—L—>

Grenzflache

Eine Rechteckschleife S habe Kanten der Lénge [ parallel zur Grenzfliche und der Lénge
h senkrecht dazu. Dann gilt bei Integration iiber die in S eingespannte ebene Fléche F
im Limes h — O:

= N [
/IT(ng)-df:sz-ds:/ods(ft(”—é”):o, (17.7)

da mit A — 0 der Inhalt der Fliche F' verschwindet, so dafi :

/F(%—f) Ldf =0 fiir h — 0. (17.8)

Dalin (17.7) beliebig gewihlt werden kann, folgt die Stetigkeit der Tangentialkomponente
von &:

EN =P (17.9)
Ganz analog ergibt die 2. Gleichung von (17.6)

l o =
/0 ds (HY —H?) = 14, (17.10)

wenn [; die Stromstérke der in der Grenzfliche flieBenden (freien) Strome ist, senkrecht
zur Tangentialkomponente H; von H.
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Mit der Darstellung
!
Iy = [ i d
f 0 Ly

A A~ i

folgt aus (17.10) wie oben

dabei ist ¢y die Flichenstromdichte in der Grenzfliche senkrecht zu ﬁt.

Wir untersuchen die obigen Resultate nun fiir:

17.2 Lineare, isotrope Medien

Falls _ _ . .
B=uH; D=¢ef
gilt, findet man aus (17.3), (17.5), (17.9) und (17.12):

. . L p@
/ul%gbl) = M?Hn2)7 L=t
€1 €2
und 3(1) 3(2)
= - B B
6 &M — 8P =~ T8 g
o o K H1 H2 d
Gilt das Ohm’sche Gesetz, _
i =o€,

so folgt aus (17.9) fiir die Tangentialkomponente von j;:

.(1 .(2
Jgft) S‘t)

01 09

Fiir die Normalkomponente folgt iiber die Kontinuitétsgleichung:

. Opr

bei Anwendung des Gaufl’schen Satzes (wie unter 1.)

) .2 _ 9
Jpn T = T

Speziell fiir stationdre Strome folgt aus

die Stetigkeit der Normalkomponenten

Beispiel: Ubergang Leiter (1) - Nichtleiter (2)
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Da im Nichtleiter kein Strom flieen kann, folgt aus (17.21)
i =g =0,

und damit iiber (17.16)
£ =y,

n

da oy # 0. Dagegen folgt fiir £2 aus (17.15):
6P = —v;.
Insbesondere fiir die Elektrostatik ist wegen j; = 0 auch
&Y =0

dann fordert (17.9)
& =0

(17.22)

(17.23)

(17.24)

(17.25)

(17.26)

also steht das £-Feld senkrecht zur Leiteroberfliche; es ist null innerhalb des Leiters.

17.3 Reflexion und Brechung von Licht

Bei Abwesenheit freier Ladungen lauten die Maxwell-Gleichungen:

V- B=0; V.-D=
und . .
V x &= a, V x —E

Sie vereinfachen sich mit der Annahme linearer, isotroper Medien

B=uH; D=,

zu
V- H=0;, V=0
und .
oH - o€
ng——uﬁ, VXH—GE.

(17.27)

(17.28)

(17.29)

(17.30)

(17.31)

Wie in Kap. 9 lassen sich die Gleichungen (17.31) unter Beachtung von (17.30) entkoppeln.

Man erhilt die Wellengleichungen

.1 9% . L1 9% -
AE— = 2 8=0, AH-— —FH-=
£ apf =0 AH-— 5 =5H =0,

wobei ¢ die Phasengeschwindigkeit im Medium ist (vgl. Kap. 9.3):

1

—5 — €l.
C/2
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Da wir im folgenden das Verhalten des elektromagnetischen Feldes an ebenen Grenzflichen
untersuchen wollen, betrachten wir spezielle Losungen von (17.32) in Form ebener Wellen,
z.B.:

=26 expli(k-r—wt)}, (17.34)

wobei zwischen w und k die Beziehung
w = kd (17.35)

gelten mufl. Wie in Kap. 9 findet man, daf 5, H und k senkrecht zueinander stehen.

Gleichung (17.35) unterscheidet sich von (9.23) dadurch, daf dort ¢ eine Konstante
ist, wihrend ¢’ von w abhéngt, da € = ¢(w). Die Komponenten verschiedener Frequenz w
in einem Wellenpaket laufen also mit verschiedener Geschwindigkeit ¢ = ¢/(w), das Wel-
lenpaket behélt seine Form im Laufe der Zeit nicht bei (ZerflieBen von Wellenpaketen;
vgl. hierzu Kap. 10.3).

Bemerkung:
Je nach Verlauf von €(w) kann ¢ > ¢ werden. Dies bedeutet keinen Widerspruch zur Re-
lativitdtstheorie, da die Phasengeschwindigkeit v, nicht identisch ist mit der Grup-
pengeschwindigkeit
o= (), (17.36)

eines Wellenpaketes, dessen Amplitude auf die Umgebung der Wellenzahl £, konzentriert
ist; der Energietransport in einem solchen Wellenpaket ist durch v, und nicht durch v,
bestimmt.

Wir untersuchen nun das Verhalten einer Lichtwelle, beschrieben durch (17.34), an
einer ebenen Grenzfliche (Skizze):

Grenzflache

€K

Aus (17.9) folgt
T+ E)=T-& (17.37)

fiir alle Zeiten ¢t und alle Vektoren r der Grenzfliche; 7 sei ein Einheitsvektor paral-
lel zur Grenzfliache, 56, 5,« und gd bezeichnen die elektrische Feldstérke der einfallenden,
reflektierten und durchgehenden Lichtwelle. Legt man den Koordinatenursprung in die
Grenzfliche, so folgt aus (17.37) und (17.34) fiir r = 0 die Erhaltung der Frequenz,

We = Wy = Wy. (17.38)

121



Fiir =0 ergibt sich aus der Phasengleichheit
k.,-r=k,-r=k;-r (17.39)

die Koplanaritit von k., k, und k;. Wahlt man speziell r = ry so, dafl k, - rg = 0, so
miissen gemif (17.39) die 3 Vektoren k., k, und ky senkrecht zu ry sein, was nur moglich
ist, wenn k., k, und k, in einer Ebene liegen. Dann folgt aus (17.39),

k.sin@, = k, sin6,, (17.40)
mit (17.38), k. = k,, das Reflexionsgesetz:
9, = 0,. (17.41)

Ebenfalls aus (17.38) ergibt sich:

ka V€242 ny’

so dafl mit (17.39) das Brechungsgesetz folgt:

ke _ Ve _m (17.42)

sinf, no

(17.43)

sinfl; ni

Wertet man die in (17.37) noch enthaltenen Bedingungen fiir die Amplituden aus, so
erhilt man die Fresnel’schen Formeln, das Brewster’sche Gesetz (Erzeugung linear
polarisierten Lichts) und die Totalreflexion (Faser-Optik).

Bemerkung;:
Nach (16.23) ist €(w) im allgemeinen komplex, also auch k& komplex. Eine elektromagne-
tische Welle wird also im Medium geschwiicht (Absorption).

17.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in lei-
tenden Materialien

Wir betrachten einen Ohm’schen Leiter mit ebener Grenzfliche und Oberflichenladung
o. Dafiir lauten die Maxwell-Gleichungen:

V-H=0;, V-£=0; vXﬁ—e%—agzo; V><§+uaa—t[:0. (17.44)

Solange kein Ladungsstau auftritt, ist py = 0 (vgl. Kap. 4.2), obwohl
jy=0€ #0. (17.45)
Als Losung von (17.44) setzen wir an:

£ =Eexplik-r—wt)}, (17.46)

122



ebenso fiir 7 und finden mit (17.44):
H=—(kx&); ilkxH)+iwE—ocE=0, (17.47)

Eliminiert man im letzten Ausdruck € oder H, so folgt:

k2 = wle (1+i2), (17.48)
we

wenn man die aus (17.44) folgende Transversalitiit von £ und H beachtet. Setzt man

k=a+i8; «,f reell, (17.49)
so folgt mit
k= a? — 3% + 2iaf, (17.50)
daf :
o — 32 = pew?;  2af8 = uwo. (17.51)
Eliminiert man in der 1. Gleichung o mit Hilfe der 2. Gleichung, so entsteht:
1
Bt — Z(/Lwa)Q + B pew® = 0. (17.52)

Da (3 reell sein soll, kommt als Losung nur in Frage:

g Bl (=) = 1); (17.53)
dazu gehort
a? = “ET“JQ( 1+ (%)2 +1). (17.54)
Fiir o — 0 folgt:
B—0; o= pew? (17.55)

in Einklang mit (17.35). Da pwo > 0, miissen « und § nach (17.51) gleiches Vorzeichen
haben. Fiir # # 0 (d.h. 0 # 0) wird eine auf eine Metalloberfliche einfallende Lichtwelle
im Metall exponentiell gedampft; fiir eine in positiver z-Richtung laufende ebene Welle
wird nédmlich

exp{i(kz — wt)} = exp{i(ax —wt)} exp{—pz}, (17.56)

wobei mit a > 0 auch # > 0 sein muf§ .

Grenzfille:
1.) Bei hoher Leitfihigkeit (0 — o0o) wird die Lichtwelle praktisch total reflektiert, da die
Eindringtiefe d ~ 3! verschwindet.
2.) Fiir hohe Frequenzen (w — 00) ist zu beachten, dafl o gemif} (16.13) frequenzabhingig
ist: o wird fiir w — oo rein imaginiir, also k2 in (17.48) reell; das Material wird durchsichtig.
Diesen Effekt kann man mit harter Rontgenstrahlung nachweisen.

Als Folge der Dampfung  konnen wegen (17.45) Wechselstrome nur in einer Ober-
flichenschicht des Leiters flieBen, deren Dicke durch 37! bestimmt ist (Skin-Effekt).
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Teil VI

Relativistische Formulierung der
Elektrodynamik

124



Kapitel 18

Kovarianz der Elektrodynamik

Wir wollen im folgenden zeigen, dafl die Grundgleichungen der Elektrodynamik in allen
Inertialsystemen die gleiche Form haben (Kovarianz der Elektrodynamik) und damit
dem Relativitdtsprinzip geniigen. Zur Vorbereitung untersuchen wir die mathematische
Struktur der Lorentz-Transformationen.

18.1 Lorentz-Gruppe

Zunichst soll gezeigt werden, dafl die Lorentz-Transformation als orthogonale komplexe
Transformationen in einem 4-dimensionalen pseudoeuklidischen Vektorraum (Minkows-
ki-Raum) aufgefafit werden kann. Dazu fiithren wir folgende Koordinaten ein:

To=tict, T =, To=1Y, T3=2, (18.1)

womit sich das Lingenquadrat eines Raum-Zeit-Vektors in verschiedenen Bezugssystemen
¥ und ¥’ schreiben 148t als:

3 3
doan=Y . (18.2)
n=0 un=0
Die allgemeine Lorentz-Transformation

), = > awr,;  pr=0,1,2,3 (18.3)

muf} die Lidnge des Vektors (zg, x1, 22, x3) invariant lassen:

3
Y ap =1’ — ?t* = const. (18.4)
pn=0

In Analogie zum 3-dimensionalen euklidischen Raum kann man diese Bedingung als Or-
thogonalitétsrelation fiir die Transformationskoeffizienten a,, schreiben:

Zalfyam = 6H/\7 (185)
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wo al” die zu a transponierte Matrix ist. Gleichung (18.5) folgt aus:

Y2 =3NS apawaas =S Y abau v, =3 dpma, =S a2 (18.6)
m w vv! v

[ 77 %%

Fiir eine Lorentz-Transformation in z;-Richtung mit Geschwindigkeit 5 = v/c hat die
Transformationsmatrix a,, die spezielle Gestalt

vy =iy 00
we oy 0 0

A 0 0 10 (18.7)
0 0 0 1

mit 72 = 1/(1—3?%). Die in (18.7) enthaltene Auszeichnung der x1-Achse 148t sich beheben,
indem man (18.7) mit einer orthogonalen Transformation im Rj3 in Form einer Drehung
kombiniert. Grundlage dafiir ist die Gruppeneigenschaft der Lorentz-Transformationen:

1) Fiihrt man 2 Lorentz-Transformationen nacheinander aus,
x; = Zawxu; :L"Z = Za;,,xf,; (X — Y — 3", (18.8)
v v
so ist das Ergebnis

.Z‘Z = Z a'pya,,“x“ = Z azux“; (X =¥ (18.9)
1

v,

wieder eine Lorentz-Transformation, denn fiir die Matizen ¢”, ¢’ und a gilt:
(") 'a" = (d'a)"(d'a) = a’ (a"d)a = a"a = 14, (18.10)

da nach Voraussetzung
a'a=1yg (d)'d =1y (18.11)

ist mit 1, als der 4 x 4 Einheitsmatrix. Die Verkniipfung zwischen den Elementen der
Gruppe ist also die (4 x 4) Matrix-Multiplikation.

2.) Das neutrale Element ist die 1,-Matrix fiir Lorentz-Transformationen mit Geschwin-
digkeit v = 0.

3.) Zu jeder Transformation a gibt es eine inverse, da aus (18.5) folgt:
det(a”a) = (det(a))? =1, (18.12)

also gilt:
det(a) # 0. (18.13)

4.) Da die Matrix-Multiplikation assoziativ ist, gilt fiir Lorentz-Transformationen auch
das Assoziativ-Gesetz.
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Die orthogonalen Transformationen im R3 (Drehungen und Spiegelungen) bilden eine
Untergruppe der Lorentz-Gruppe, dargestellt durch

10
dyy = ( 0 d > (18.14)
mit z, £k = 1,2,3 und
3
Z dimdmj = 5” (1815)
m=1

Die allgemeine Lorentz-Transformation (18.3) mit der Bedingung (18.5) erhélt man durch
Kombination von (18.7) mit (18.14), (18.15) und Hinzunahme der Zeitumkehr

T =wx;  xy=—xo; i=1,2,3. (18.16)
Die Lorentz-Transformationen umfassen also: Drehungen im R3, Raum-Spiegelungen und
Zeitumkehr sowie den Ubergang zwischen Inertialsystemen, die sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit relativ zueinander bewegen.

Bei einer Translation im Raum oder in der Zeit dndert sich die Bedingung (18.2)
nicht, da sie nur rdumliche und zeitliche Absténde enthélt. Die oben besprochene Gruppe
der homogenen Lorentz-Transformationen kénnen wir also noch durch Translationen
in Raum und Zeit ergdnzen. Man erhélt dann die 10-parametrige Poincaré-Gruppe,
welche 3 Parameter fiir rdumliche Drehungen, 3 Parameter fiir Lorentz-boosts mit der
Geschwindigkeit v und 4 Parameter fiir raum-zeitliche Translationen enthilt. Sie wird
heute als die aller Physik zugrundeliegende Invarianz- Gruppe angesehen.

18.2 Lorentz-Gruppe (Vierer-Tensoren)

Analog dem Fall der Gruppe der Drehungen definieren wir nun Tensoren bzgl. der Lo-
rentzgruppe:

1.) Lorentz-Skalar
Wir nennen eine Grofie ¥ einen Lorentz-Skalar, wenn W sich unter Lorentz-Transfor-
mationen nicht dndert,
U0 =0, (18.17)

Ein Beispiel dafiir ist die elektrische Ladung (vgl. Kap.1.1).

2.) Lorentz-Vektor
Wir definieren einen Lorentz- oder Vierer-Vektor dadurch, daf} sich bei Lorentz-
Transformationen seine Komponenten A, wie die Komponenten z,, transformieren

Ay = A=Y a4, (18.18)
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Beispiele:
i) Die partiellen Ableitungen eines Lorentz-Skalars ¥ nach den z,, bilden die Komponenten
eines Vierer-Vektors, denn:

ov’ ov Oz, ov
5, ~ 2 9, oxl, oz, (18.19)
14 7 1 14

Dabei wurde die Umkehrformel zu (18.3)

T, =) Gy, (18.20)
p

benutzt.
ii) Die 4-Divergenz eines Vierer-Vektors ist ein Vierer-Skalar:

0A, 0A, 0A
Z ol L= apuau o, Z ax“ (18.21)
Voo ’
bei Beachtung von (18.5).
iii) Wihlt man als Komponenten des Vierer-Vektors gemifi (18.18)
ov
A, =— 18.22
M 833'“ ) ( )
so folgt aus (18.21):
8x2 = Z 8x’2 (18.23)

Der Operator O = ¥, 0*/0x7, ist also invariant unter Lorentz-Transformationen. Daher
transformiert sich fiir einen Vierer-Vektor mit den Komponenten A, die Grofie

82
Z@Au = 04, (18.24)

wie die u-te Komponente eines Vierervektors.
iv) Das Skalarprodukt zweier Vierer-Vektoren ist ein Vierer-Skalar:

ZA' B,=> Y auuuA,B, = ZA B,. (18.25)

BV

3.) Lorentz-Tensoren 2. Stufe

AuBler den Skalaren (= Tensoren 0. Stufe) und den Vektoren (= Tensoren 1. Stufe)
werden wir noch auf Tensoren 2. Stufe treffen. Sie sind definiert als 4 x 4-Matrizen, deren
Komponenten F),, die Transformationseigenschaft

F;,w = ZauAauaF)\a (1826)
Ao

besitzen.
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18.3 Viererstromdichte

Um die Kovarianz der Elektrodynamik zu beweisen, untersuchen wir zunéchst das Trans-
formationsverhalten der Quellen j und p des elektromagnetischen Feldes. Als Ausgangs-
punkt dient die Ladungserhaltung:

dp

%P 0 18.2
V‘]+Bt 0 (18.27)

Mit den Bezeichnungen
Jo=1icp; 1 =1Ju J2=1Jy J3=1J (18.28)

konnen wir die Kontinuitétsgleichung (18.27) in Vierer-Notation schreiben als
Z 0

oz,
Wegen der Ladungsinvarianz muf} (18.29) in jedem Inertialsystem gelten; (18.29) ist inva-
riant unter Lorentz-Transformationen. Dann sind nach (18.21) j, die Komponenten eines
Vierer-Vektors, der Vierer-Stromdichte.
Davon wollen wir uns fiir einen einfachen Fall direkt {iberzeugen: Wir betrachten eine
im System X' ruhende Ladungsverteilung:

—j,=0. (18.29)

-/

jo = icpo,  Jy =Jy = j3 = 0. (18.30)
Als Komponenten eines Vierer-Vektors miissen sich die j;, unter der Lorentz-Transformation
mit Geschwindigkeit # = v/c in z;-Richtung

zg = y(ifr) + y);  w =(a) —ifxy); w2 =my; a3 = ah, (18.31)
transformieren wie

Jo=1tcypo;  J1=7pov; J2=10; J3=0. (18.32)

Ein Vergleich mit (18.28) ergibt:
P = Vpo. (18.33)

Nun wissen wir, dafl ein in X' ruhendes Volumenelement dVj fiir einen Beobachter in X

die Grofie
dVy

dV = — (18.34)
v
aufgrund der Langenkontraktion hat. Die Ladungsinvarianz,
dVi
/ pdV = /7/’0 2 = /podVo (18.35)

zeigt also, daB vcp tatséchlich als 0.te Komponente eines Vierer-Vektors angesehen werden
kann. Weiter ist mit (18.33)
Ji = pv (18.36)

in Ubereinstimmung mit der Definition der (gewthnlichen) Stromdichte; die Komponenten
von j sind also tatsdchlich die 1,2,3-Komponenten eines Vierer-Vektors.
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18.4 Vierer-Potential

Um das Transformationsverhalten des Vektorpotentials A und des skalaren Potentials ®
zu finden, arbeiten wir zweckméfigerweise in der Lorentz-Eichung

10
2ot

Dann gelten fiir A und ® die inhomogenen Wellengleichungen

V-A+ 0. (18.37)

DA = —ppj; 06 =—2. (18.38)
€o
Fiihrt man analog (18.28) ein .
(4,) = (2, A), (18.39)
c
so kann man zusammenfassen zu
OA, = — 0], (18.40)
wenn man benutzt:
€oplo = ¢ 2. (18.41)

Da auf der rechten Seite von (18.40) die Komponenten eines Vierer-Vektors stehen und
der Differentialoperator O nach (18.23) ein Vierer-Skalar ist, erweisen sich die A, als
Komponenten eines Vierer-Vektors.

Die Lorentz-Konvention (18.37) schreibt sich nun als:

0
—A, = 18.42
zﬂ: axu H 0 ( 8 )

und ist gem#f (18.21) Lorentz-invariant.

Ergebnis:
Die Gleichungen (18.29) und (18.42) sind Lorentz-invariant, d.h. sie &ndern sich nicht
beim Ubergang von einem Inertialsystem auf ein anderes. Wenn in ¥

0 0
=0 A, =0 18.43
; axu]ﬁ‘ ; axu © ( )
gilt, so auch in X':
9 . 9 4
Yo—,=0; Y —A =0. (18.44)
o Oyt o Oy,
Die 4 Gleichungen (18.40) sind kovariant, denn aus (18.40) in ¥ folgt fiir X'
OA! = —pgjt, (18.45)
da:
Y ay,, 04, =0% ay, Ay =04, = —110 Y Gypfu = —HoJ,- (18.46)
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18.5 Ebene Wellen

Eine ebene Welle im Vakuum sei beschrieben in einem Inertialsystem ¥ durch

A, = AELO) exp(i(k - r —wt)) = AELO) exp(i Y _ kyzy) (18.47)
A

mit den Abkiirzungen:
s ki=ky ko=ky  ky=k,. (18.48)
Wegen der Kovarianz der homogenen Wellengleichung
OA, =0 (18.49)

entsteht aus (18.47) in einem anderen System X' wieder eine ebene Welle gemif} (18.18):

Al () = apwAy(zy) =) 4, AD exp(i Y kawy) = AL exp(i Y Khah).  (18.50)

v v ) )

Die Phase der Welle muf§ also invariant sein:

Y kyry =Y kil (18.51)
A A

wie im Fall einer punktférmigen Erregung, deren Wellenfronten in jedem Inertialsystem
Kugelflichen sind, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ fortpflanzen.
Da (18.51) die Form eines (invarianten) Skalarproduktes hat, sind &, die Komponenten

eines Vierer-Vektors. Sie transformieren sich unter einer Lorentz-Transformation der Form

(18.7) wie:
v

Kp =k — 5w) Ky =k K=k (18.52)
W= y(w — vky). (18.53)
Benutzt man die Dispersionsrelation
w W'
T=c=5 (18.54)

und bezeichnet man mit ¢ und ¢’ die Winkel, die k und k’ mit der Richtung von v (der
z-Richtung im Fall von (18.17)) bilden, so wird:

W' =yw(l — fcos @) (18.55)
und " o0
COS Q —
COS ¢’ = E’Y(COS(ﬁ — 5) = W (1856)

Gleichung (18.55) beschreibt den Doppler-Effekt, der aufier dem longitudinalen Ef-
fekt,
154
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fiir # < 1 und ¢ = 0,7, auch noch einen transversalen Effekt beinhaltet,

W = ﬁ (18.58)

fiir ¢ = £m/2, der ein typisch relativistisches Phinomen ist. Er wurde (1938) bei der
Untersuchung der Strahlung bewegter Wasserstoffatome nachgewiesen. Bekanntestes Bei-
spiel fiir den longitudinalen Effekt ist die Rotverschiebung des Lichts weit entfernter
Galaxien, welche zeigt, daf§ diese Galaxien sich von uns wegbewegen.

18.6 Transformation der Felder E und B

Kennt man A und @, so lassen sich die Felder E und B aus

A
B=VxA; E:—wb—aa—t (18.59)

berechnen. Wir wollen nun (18.59) auf die Koordinaten z, und die Komponenten des
Vierer-Potentials A, umschreiben. Es wird z. B.:

? 8A1 8A0 8A3 8A2
-Bf=—— - """ B =—2_ "= 18.60
¢ ' 0wy Oz, " 9z, Omy ( )

Gleichung (18.60) legt nahe, folgende antisymmetrische 4x4 Matrix einzufiihren:

04, 04, _
Oz, or,

F, = —Fy. (18.61)

Sie hat genau 6 unabhiingige Elemente, fiir die man geméf (18.59), (18.60) findet:

0 iE, iE, iE,
| =iB, 0 B; —B
By B, —B, 0

Die Matrix (18.61) ist ein Lorentz-Tensor 2. Stufe, denn:

DA, A,
F,, = AZP Gt {5 = 8—%} =Y ama,, Py (18.63)

Ap

Damit kennen wir auch das Transformationsverhalten der Felder E und B. Fiir die spe-
zielle Transformation (18.7) findet man aus (18.63) und (18.62)

E.=E,; B.=B, E =+(E,—vB.); B, =~(B,+ %Ez); (18.64)
v
E;=7(E.+vBy);  B.=7(B. - 3E,).

Allgemein gilt, daf§ die Parallel-Komponenten (zur Richtung von v) erhalten bleiben:

E|=E; B|=B, (18.65)
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wahrend die Transversal-Komponenten sich d&ndern geméf :

B =1(B. + (vxB)); B, =1(B ~ 5(vxE)) (18.66)
Die Umkehrung

BL=1(E, ~ (vxB)): Bi=1(B] + 5(vxE) (18.67)
erhilt man analog dem Fall der Koordinatentransformationen. Die Gleichungen (18.66),

(18.67) zeigen die zwangsldufige Verkniipfung der Felder E und B zum elektromagne-
tischen Feld (vgl. Kap. 0.4).

18.7 Das Coulomb-Feld

Das Feld einer in ¥’ ruhenden Punktladung ¢ ist:

q 1
E'(r') - 4dmeg ﬁ’

B'(r') = 0. (18.68)

Nach (18.65), (18.67) wird daraus in einem gegeniiber ¥’ mit der Geschwindigkeit v =
(v,0,0) bewegten System X:

o ; 18.69
Y dre (72(3; — Ut)2 +y2 + z2)3/2’ ( )

q 7Y

E,=~E = ;

v =Ty dreg (V2 (x — vt)? + y2 + 22)3/2

q vz
dmey (V2 (x — vt)? + y? + 22)3/2°
Dabei wurden z’, ¢/, 2" explizit nach Lorentz-Transformation als Funktion von x, vy, z ge-
schrieben. Das Feld erscheint in ¥ wie in X' als Zentralfeld; in ¥ ist es jedoch nicht mehr
isotrop, da der Faktor v unter der Wurzel in (18.69) die z-Richtung gegeniiber der y-
und z2-Richtung auszeichnet. Nach (18.67) sieht der Beobachter in ¥ ein Magnetfeld:

E,=9E, =

1
B = g(v x E), (18.70)
da sich fiir ihn die Ladung ¢ bewegt, also einen Strom représentiert. Zur Veranschaulichung
von (18.69) und (18.70) betrachten wir den Grenzfall v > 1:
i) Nahe der z-Achse (y,z = 0; 2z — vt # 0) wird

1 ¢ 1
Bam—-1 T 18.71
72 dmeg (x — vt)? ( )

was gegeniiber dem statischen Feld eine Reduktion der Feldstirke um den Faktor 2
bedeutet.
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ii) In der zur y — z-Ebene parallelen Ebene durch ¢ wird:

Y vz
E, = W; E, = m, (18.72)
was gegeniiber dem statischen Feld eine Verstirkung um den Faktor v bedeutet. Die (radi-
al gerichteten) Feldlinien sind also im Vergleich zum statischen Feld in Bewegungsrichtung
verdiinnt, senkrecht dazu verdichtet.
Fiir v — oo (ultra-relativistischer Fall) wird E L B, so daf§ mit (18.70) die Feldlinien
des B-Feldes konzentrisch um ¢ in der y — 2-Ebene verlaufen.

Zusammenfassung:

Die Grundgleichungen der Elektrodynamik sind kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen,
haben also in jedem Inertialsystem die gleiche Form. Sie geniigen damit dem Einstein’schen
Relativitatsprinzip.
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Kapitel 19

Relativistische Mechanik

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen sind invariant unter Galilei- Transformationen,
nicht jedoch unter Lorentz-Transformationen. Das Relativitatsprinzip verlangt daher eine
Modifikation der Newton’schen Gleichungen, und zwar derart, dafl bei Geschwindigkeiten
v < ¢ die Newton’schen Gleichungen giiltig bleiben.

19.1 Impuls und Energie

Wir betrachten zunéchst ein freies Teilchen. Seinen Newton’schen Impuls

dr
= — 19.1
p=m di ( )

erweitern wir zu einem Vierer-Impuls, dessen Komponenten gegeben sind durch

dx
b= mo (19.2)

wobei 7 die Eigenzeit des Teilchens in seinem Ruhsystem ist, my die Ruhmasse. Die
Eigenzeit 7 hingt mit der Zeit ¢ im System X, auf das sich die Koordinaten z,, beziehen,
wie folgt zusammen:

2
U7 _

Fiir v < ¢ wird v — 1 und die rdumlichen Komponenten von (19.2) gehen in (19.1) iiber.
Zur Deutung der ad hoc eingefiihrten 0. Komponente in (19.2),

dx i
Po = mod—T0 = “moye’ (19.4)

beachten wir, daf die p, einen Vierer-Vektor bilden, da mg und 7 Invarianten sind. Die
Lange eines Vierer-Vektors ist jedoch nach Kap. 18 eine Lorentz-Invariante:

> p; = const = —mgc?, (19.5)
n
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wobei man die rechte Seite von (19.5) wie folgt erhélt: Fiir die rdumlichen Komponenten
= p? = sz = miy*v?, (19.6)
i
wobei v der Betrag der Geschwindigkeit v des Teilchens ist. Weiter ist
po = —mgy*c’, (19.7)

so daf} in der Tat
Zpu =mic? (V5% — 7% = —mic’. (19.8)

Zur Deutung von py entwickeln wir v(v) fiir v < ¢

2
1
m0027 = m002(1 + % ) = moc? + §m07)2 + - (19.9)

Da der 2. Term rechts gerade die nichtrelativistische (kinetische) Energie des Teilchens
ist, liegt es nahe
e =mgy(v)c® = m(v)c? (19.10)

als Energie des freien Teilchens zu deuten, den Anteil
= myc? (19.11)
als seine Ruhenergie. Es ist dann
T=c¢—c¢ (19.12)

seine relativistische kinetische Energie. Gleichung (19.8) kann dann als relativistische
Energie-Impuls-Beziehung geschrieben werden:

e = (p* + mic?) (19.13)

und der Vierer-Vektor (19.2) hat die Komponenten

v
(E€7p17p27p3)- (19.14)

Die in (19.10) behauptete Aquivalenz von Energie und Masse ist durch eine Vielfalt
von Experimenten bestitigt worden. Wir geben hier einige reprisentative Beispiele:

1.) Bindungsenergien von Atomen und Kernen
Fiir das Deuteron entspricht die Massendifferenz

Am =m, +m, —my~3.5-10""g (19.15)
einer Energie

€a = Am ¢ = 2.2MeV, (19.16)
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welche gerade die Bindungsenergie des Deuterons ist. In Atomen ist die Bindungsenergie
um Groflenordnungen geringer: aus

my +me —mp =~ 2.4-107%%g (19.17)
folgt fiir die Bindungsenergie
eg ~ 13.5eV. (19.18)

2.) Energieerzeugung in Sternen

Eine der wesentlichen Reaktionen der Energieerzeugung in Sternen ist die Verbren-
nung von Wasserstoff (H) zu Helium (*He). Dabei werden pro Elementarprozef} entspre-
chend der Massenbilanz

dmy, + 2m, — mag, ~ 0.5-10"%g (19.19)

etwa 25 MeV frei.
3.) Paar-Erzeugung und Vernichtung

Bei der Kollision von Elektronen mit Positronen kénnen hochenergetische v-Quanten
entstehen,

et +e — 2y, (19.20)

wobei die Enrgie-Impuls-Bilanz das Auftreten von 2 y-Quanten erfordert. Umgekehrt kann
ein v-Quant ( 1.02 MeV & 2m.c?) in ein Elektron-Positron-Paar iibergehen,

v —et+e, (19.21)

wenn ein weiteres Teilchen (z.B. ein Atomkern) fiir den Impulsausgleich sorgt.
Das Newton’sche Tréagheitsgesetz, wonach

p = const (19.22)
fiir ein freies Teilchen gilt, verallgemeinern wir auf
py =const; p=0,1,2,3, (19.23)

fordern also zugleich mit der Erhaltung der rdumlichen Komponenten auch die Konstanz
der 0. Komponente, der Energie €.

Die Verallgemeinerung (19.23) von (19.22) folgt zwingend aus dem Transformations-
verhalten der p,. Da sie die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt bei einer Lorentz-
Transformation:

e=7)( +vpy);  pe=7)0,+ 5€); Py =0 p. =D (19.24)

Die Vermischung von Raum- und Zeit-Komponenten fiihrt also dazu, dafl Impuls- und
Energie-Erhaltung nur simultan méglich sind.
Das Ruhsystem eines Teilchens (X') definieren wir durch:

€ =moc’; ph= p, =p, =0, (19.25)
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dann gilt nach (19.24) in einem anderen Inertialsystem X:

e =7v(v)e = myye® =m(v)c*; p, = ’)/(U)%GI =m(v)v; p, =p, =0. (19.26)
c
Bemerkung:
Fiir Teilchen mit my = 0 wie ein Photon ist ein Ruhsystem nicht definierbar, da dann
nach (19.25), (19.26) in jedem Inertialsystem p, = 0, p = 0,1,2,3 wére und man nicht
sinnvoll von einem Teilchen sprechen konnte.

19.2 Stoflprobleme

Zur relativistischen Beschreibung von Stofiprozessen definieren wir Energie und Impuls
fiir N Teilchen:

N N
P=>pi; €e=> ¢, (19.27)
=1 i=1

wobei p; die rdumlichen Komponenten des relativen Impulses von Teilchen i, ¢; seine
Energie geméf (19.10 ist.
Wir betrachten den Stofy zweier Teilchen

1+2—3+4, (19.28)

wobei 1,2 die Teilchen vor dem Stof3 , 3,4 nach dem Stof§ bezeichnen mége. Da asympto-
tisch (vor und nach dem Stof ) freie Teilchen vorliegen, mufl die Impulserhaltung gelten:

P1+P2—pP3s—pPs=0. (19.29)

Wenn aber die 3 rdumlichen Komponenten eines Vierer-Vektors verschwinden, so mufl
nach (19.24) auch die 0. Komponente verschwinden,

€1+ €3 — €3 — €4 = 0, (1930)

also Energieerhaltung gelten, damit die Aussage der Impulserhaltung in jedem Inertialsy-
stem gilt. Energie- und Impulssatz konnen als Lorentz-invariante Aussagen nur simultan
gelten!

Beispiel: Compton-Effekt
Wir untersuchen die Streuung eines Photons an einem freien, anfangs ruhenden Elek-
tron. Die Energie des Photons hiéngt mit der Frequenz der Lichtwelle zusammen geméif3

€ = hw, (19.31)

wobei f & 197 MeV fm/c die Planck’sche Konstante ist. Dann folgt fiir den Impulsbetrag

nach (19.13)

h 2mh
Dy = %7 - % — hk, (19.32)

c
da das Photon keine Ruhemasse hat.
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Nach Energie- und Impulssatz gilt dann:

P =ik — K (19.33)

c\/p? + mic? — moc® = h(w — W) (19.34)

fiir die kinetische Energie des Elektrons nach dem Stofl . Wir quadrieren beide Gleichungen

und

P? = h*(k?* — 2kk' cos @ + k%), (19.35)
sowie
P? 4+ m2c® = m2c + h*(k — k')* + 2mohc(k — k'), (19.36)
und bilden die Differenz: L1 "
Y= _""1(1—- . 19.
(k’ k) moc( cos 0) (19.37)

Wir erhalten die Anderung der Wellenzahl des Lichts in Abhéngigkeit von Streuwinkel 6.
Die experimentelle Bestéitigung von (19.37) ist eine wichtige Stiitze fiir die Beschreibung

einer Lichtwelle durch Photonen, masselose Teilchen, deren Energie und Impuls durch
(19.31), (19.32) definiert sind.

19.3 Bewegungsgleichungen

In Verallgemeinerung der Newton’schen Kraft-Definition fithren wir im Minkowski-Raum
eine Vierer-Kraft ein durch ihre Komponenten:

dp dp

Dabei ist d7 im momentanen Ruhsystem des Teilchens als differenzielle Eigenzeit er-
kldrt. Die Raum-Komponenten von (19.38) ergeben die relativistische Verallgemeinerung
der Newton’schen Bewegungsgleichungen:

dp

— =9k =K 19.39
wobei K z. B. fiir die Lorentz-Kraft (6.32) steht. Mit (19.6) kénnen wir auch schreiben:

d

%(mgfy(v)v) =K, (19.40)
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woraus fiir v < ¢, v — 1 gerade die nichtrelativistische Bewegungsgleichung entsteht:

dv
— =m¢b =K. 19.41
mo i mg ( )
Gleichung (19.40) hat zwei Interpretationsmdoglichkeiten:
i) Man behilt die nichtrelativistische Geschwindigkeit v bei und akzeptiert eine geschwin-

digkeitsabhingige Masse,

d

S (m(v)v) =K, (19.42)
mit

m(v) = y(v) my, (19.43)
oder

ii) man arbeitet stets mit der Ruhmasse my, einer Lorentz-invarianten Gréfle, und modi-
fiziert die Definition der Geschwindigkeit:

du
— =K 19.44
o (19.44)
mit der modifizierten Geschwindigkeit
u =) v. (19.45)

Die Gleichungen (19.42) und (19.43) zeigen, dafl Teilchen der Ruhemasse my # 0 die
Geschwindigkeit v = ¢ nicht erreichen konnen, da wegen

m(v) — oo (19.46)

fiir v — ¢ dazu eine co-grofle Energie notig wére.
Zur Diskussion der Komponente Ky benutzen wir:

1d
I O AR (19.47)
% T u
wegen (19.5), woraus
3
i=1
oder mit (19.2), (19.4) ) .
Ko = %ﬁ V= éy(v) K-v. (19.49)

Da K - v die von der Kraft K am Teilchen pro Zeiteinheit geleistete Arbeit ist, konnen
wir auch schreiben )
Ko = L) 26 (19.50)
0 c’y dt
oder ; de
-1
wie nach (19.14) zu erwarten war. Die Gleichungen (19.49) und (19.50) bestétigen noch

einmal unsere Vorstellung von der Aquivalenz von Energie und Masse.
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19.4 Lorentz-Transformation der Kraft

Da K, die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt fiir die Transformation vom mo-
mentanen Ruhsystem ¥ auf ein anderes Inertialsystem ¥’ mit der speziellen Transforma-
tion (18.7):

Ky = y(v) (K, + %ICO) = ()1 Ky =Ky K, = Ks, (19.52)
da in ¥ als momentanem Ruhsystem Ky = 0 geméf (19.49) ist. Kurz formuliert:
K. =Ky Kj=90) K (19.53)

Wegen (19.39) gilt dann umgekehrt

KIL = \/1 - 1}2/02 KL; K‘l| = KH’ (19.54)

da im momentanen Ruhsystem X gilt

v(v) = ~(0) =1. (19.55)

19.5 Lorentz-Kraft

Wir wollen nun priifen, ob die fiir die Praxis &uflerst wichtige Lorentz-Kraft der Forderung
der Kovarianz geniigt, ob also

dp _

- =4(E+(vxB))=K (19.56)

in jedem Inertialsystem als Bewegungsgleichung eines Teilchens mit Masse mg, Impuls
mo(v) v benutzt werden darf. Wir ergénzen dazu (19.56) im Hinblick auf (19.51) durch

%:K-V:qE-V, (19.57)

und schreiben (19.56), (19.57) auf den Vierer-Formalismus um:

d
Du S Fu, (19.58)
dt :
mit F), aus (18.62) und
dov,.
(0,) = ( CZ ) = (ic, v). (19.59)

Gleichung (19.58) ist noch nicht in kovarianter Form. Dies erreicht man aber durch Mul-
tiplikation mit (v):

dp,  dp, q
—E == = =N Fup,. 19.60
Tt dr  my 5 poP ( )

Die Groflen ¢, mg, 7 sind Lorentz-invariant, der Rest transformiert sich auf beiden Seiten
wie Vierer-Vektoren, denn einerseits ist:
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dp; dp,
= Gy (19.61)
o H0 dr

dr
andererseits:
D Euwp, = D au(d] anave) Fpaps (19.62)
v PG v
= Z pOre FprPo = Z auptpoPo = Z Aup Z Fpopo-
P AT .0 P o
Ergebnis:

Wir haben die Grundbegriffe und Grundgleichungen der Newton’schen Mechanik fiir die

relativistische Mechanik erweitert derart, dafl

i) die Newton’sche Mechanik im Grenzfall v < ¢ enthalten ist,

ii) die modifizierten Grundgleichungen kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen sind.
Dabei blieb die Lorentz-Kraft (19.56) als Bindeglied zwischen Mechanik und Elek-

trodynamik erhalten. Sie findet ihre experimentelle Bestéitigung z. B. im Funktionieren

moderner Teilchenbeschleuniger. Der Zusammenhang zwischen relativistischer Mechanik

und Elektrodynamik ergibt sich zwangsldufig im Rahmen von relativistischen Eichfeld-

theorien mit minimaler Kopplung.
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