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Kapitel 1

Einleitung

Dieses Skript entstand aufgrund einer (fiir mich) sehr schlechten Vorlesung iiber
Theoretische Elektrodynamik:

e Konzepte und Herleitungen wurden nicht motiviert (,,wozu ist das jetzt
gut, was macht man damit”), sondern einfach hingeknallt, fielen vom
Himmel

e Wichtige Formeln und Sachverhalte wurden nicht extra betont (einge-
rahmt), sondern gingen im allgemeinen Formelwirrwarr unter.

e Die Vorlesung bestand praktisch nur darin, dafl Formeln ineinander um-
geformt wurden, fast ohne erklarende Satze/Worte.

e Auf dem Gebiet der mathematischen Werkzeuge wurde zuviel voraus-
gesetzt, teilweise wurden wichtige, schwer verstdndliche Konzepte ,,im
Voriibergehen” eingefiihrt, ohne sie niher zu erkléren.

e Es wurde kein Wort iiber die verschiedenen Einheitensystem verloren, die
in Gebrauch sind, sondern einfach stur mit dem Gauf’schen System (das
zu diesem Zeitpunkt allen unbekannt war) drauflosgerechnet.

Schon wihrend der Vorlesung habe ich mich ziemlich iiber sie aufgeregt, aber
zahneknirschend durchgehalten. Als ich dann Theo II fiir’s Diplom lernte, ar-
beitete ich meine Vorlesungsmitschriebe nochmals durch und benétigte drei
Anldufe und diverse Biicher, bis ich endlich iiberall verstanden hatte, was das
alles heiflen soll. Manche Ubungsaufgaben zu dieser Vorlesung kann ich bis
heute nicht l6sen...

Irgendwann wéihrend dem Lernen auf’s Diplom entschlof} ich mich dann, mir
die wichtigsten Punkte einfach selbst noch mal rauszusuchen und aufzuschrei-
ben (das waren damals primér die Energie- und Impulserhaltung). Im Laufe
der Zeit schrieb ich mir dann immer mehr auf (war teilweise schlicht und ein-
fach notig, aber andererseits hat es auch oft Spafl gemacht, sich einfach mal was
noch mal sauber herzuleiten), und irgendwann wihrend der Diplomarbeit kam
dann der Gedanke auf: ,,Wenn du das sowieso schon alles (fir dich) verstind-
lich aufschreibst - warum dann nicht auch andere davon profitieren lassen?”
(Die Aufschriebe kamen meiner Lerngruppe fiir’s Diplom auch schon zugute.)



Also fing ich an, das ganze bis dahin Geschriebene erst mal zu texen - meine
eigene Handschrift ist kaum lesbar ;-). Und da kam so viel dabei zusammen
(ca. 30 Seiten), und es gab immer noch so viel Unklares in meinen Theo II
- Aufschrieben, dafl ich mich schlieBlich entschlofl, doch gleich ein Skript zur
kompletten Vorlesung daraus zu machen.

Das ganze zog sich etwa iiber eineinhalb Jahre hin und wurde weit ldnger,
als ich je gedacht hétte. Aber schlieflich und endlich wurde ich dann doch noch
fertig (nach mehreren Anldufen), und das Resultat seht ihr nun vor euch. Ich
bin mir bewuflt, dal auch dieses Skript sicher alles andere als perfekt ist und
noch sicherer von Rechtschreib- und anderen Fehlern iiberquillt, aber ich hoffe,
daf} es doch eine Hilfe sein kann - sowohl beim Verstehen der Vorlesung, beim
Bearbeiten der Ubungsaufgaben als auch beim Lernen auf’s Diplom.

Zunéichst mal die positiven Punkte:

e Ich habe versucht, die wesentlichen Konzepte zusammenzufassen, auch
auf trivial scheinende Kleinigkeiten einzugehen und hin und wieder auch
mal interessante Ausblicke zu geben, ohne den Stoff allzusehr anschwellen
zu lassen (na ja - letzteres ist wohl nicht so gut gelungen).

e Wichtige Formeln sind eingerahmt, wichtige Sachverhalte und Fachaus-
driicke kursiv hervorgehoben, und im letzten Kapitel (Zusammenfassung)
findet man noch mal eine Ubersicht, was besonders wichtig ist (fiir’s Leben
und fiir die Priifung).

e Begriffe, die nicht Standard sind, sondern meine eigene Erfindung, oder
die etwas schwammig definiert sind, sind dagegen in Anfithrungszeichen
7
,,  gesetzt.

e Abschnitte, die nicht so wichtig sind und (teilweise) auch iibersprungen
werden konnen, sind mit einem Sternchen * markiert. Zumindest die
Ergebnisse dieser Abschnitte sollte man sich aber mal anschauen, auch
wenn man die Rechnungen nicht unbedingt kapiert.

e Bei den Herleitungen habe ich mich bemiiht, zu motivieren, warum man
das so macht und worauf man hinaus will. Dabei habe ich immer versucht,
einen Mittelweg zwischen anschaulicher (?) Argumentation und strenger
(?) mathematischer (77?) Herleitung zu finden.

e Die mathematischen Handwerkszeuge, die benutzt werden, findet man im
Anhang A zusammengestellt (bis auf Differentialrechnung in einer Dimen-
sion, das Auswerten von mehrdimensionalen Integralen, komplexe Zahlen
und die Fourier-Entwicklung - das setze ich dann doch voraus).

e In den Anhingen B und C findet man einen kurzen Abriss, wo die Max-
wellgleichungen iiberhaupt herkommen, Bemerkungen iiber mogliche Ein-
heitensysteme und eine Motivation und Erkldrung der differentiellen/ lo-
kalen Formulierung der Maxwell’schen (und anderer) Gleichungen.

Es gibt aber natiirlich auch geniigend Schwachpunkte:



e Die Stoffauswahl erfolgte teilweise nach persénlichem Geschmack - es kann
also sein, dafl Dinge, auf die manche Professoren Wert legen, nicht vor-
kommen, dafiir dann aber andere Dinge zu ausfiihrlich dargestellt sind.

e Die Erkldrungen und Motivationen stammen zum grossten Teil von mir
selbst - so, wie sie hier dargestellt werden, habe ich mir damals die Kon-
zepte klargemacht. Es kann gut sein, dal andere Leute damit gar nichts
anfangen konnen, sondern daf sie einen vollig anderen Zugang zum Stoff
brauchen, um ihn zu verstehen.

e Manche Sachen wusste ich auch nicht so genau und habe deshalb stel-
lenweise Abschnitte aus Biichern (mit kleinen persénlichen Anderungen)
iibernommen (es wird meist an der entsprechenden Stelle darauf hinge-
wiesen).

e Es sind sehr wenig Beispiele und Skizzen und keine Aufgaben enthalten.

e Da dies die erste Auflage ist, wimmelt es sicher noch von allen méglichen
Fehlern (trotz Beta-Test).

e Meine Notationen sind nicht immer einheitlich (Beispiel: fiir Fliche mal
A, mal F') und teilweise auch von mir personlich eingefiihrt (und deshalb
in keinem Lehrbuch zu finden) - zum Beispiel das dyadische Produkt.

Trotzdem hoffe ich, daf} dieses Skript fiir manche StudentInnen eine Hilfe
sein wird, die vielleicht (wie ich) an der Elektrodynamik zu verzweifeln drohen.

Zum SchluB noch eine Ubersicht iiber den Inhalt dieses Skripts und den
(hoffentlich vorhandenen) ,,roten Faden”:

e Ich gehe im ganzen Skript davon aus, daf§ die Maxwell-Gleichungen im
Vakuum (in integraler und in differentieller Form) bekannt sind. IThre Her-
leitung aus den Beobachtungen und andere Voraussetzungen, sowohl ma-
thematischer als auch physikalischer Natur, findet man in den Anhéngen.
Im Text wird auf sie mittels der rémischen Zahlen (I) bis (IV) verwiesen.

e Das erste Kapitel ist diese Einleitung - die {ibrigens erst kurz vor Schluf}
entstand.

e Im zweiten Kapitel beschiftigen wir uns (’tschuldigung: ich mich) mit sta-
tischen Feldern im Vakuum, also Feldern, die sich zeitlich nicht dndern.
Am Beispiel des elektrischen Feldes, das etwas einfacher zu behandeln ist
als das magnetische, werden wichtige Konzepte wie Potential, Eichung,
Green’sche Funktion und Multipolentwicklung eingefiihrt. Das magneti-
sche Feld wird dann um einiges kiirzer abgehandelt, da es viele Parallelen
zum elektrischen gibt. Am Schluf} findet sich noch ein Sternchen-Kapitel
tiber Dipole, die fiir meinen Geschmack in Standard-Lehrbiichern oft zu
kurz kommen.

e Das dritte Kapitel geht dann zu Feldern in Materie iiber - das Teilgebiet
der Elektrodynamik, das mir personlich am meisten verhafit ist wegen der



zahlreichen dort notigen Nédherungen und der Unklarheit der Begriffe (ich
hoffe, davon merkt man nicht allzu viel). Wieder wird zunéchst das (stati-
sche) elektrische Feld betrachtet und nach einer Herleitung der zugehori-
gen Maxwellgleichungen in Materie auch auf das Verhalten an Grenz-
flichen eingegangen (mit einem ,,hiibschen” Beispiel abgerundet). Das-
selbe Programm wird dann fiir das magnetische Feld durchgezogen, mit
einem zusétzlichen Abschnitt {iber Ferromagnetismus. Schliellich werden
die (statischen) Maxwell-Gleichungen in Materie nochmals zusammenge-
fasst und auf den dynamischen Fall erweitert. Der vorletzte Teilabschnitt
beschéftigt sich dann mit technischen Anwendungen: Stromkreise und
speziell die besonderen Eigenschaften von Spulen und Kondensatoren; der
letzte geht auf eine (technisch listige) Eigenschaft von Wechselstromen
ein: den Skineffekt.

Im vierten Kapitel wird’s dann (fir mich) allméhlich interessant: Die
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen wird untersucht. Zunichst
wird die Wellengleichung im Vakuum und in Materie hergeleitet und auf
einige spezielle Eigenschaften der Wellen eingegangen. Es folgt ein Ab-
schnitt iiber die technisch wichtigen Hohlleiter. Dann wird die Brechung
elektromagnetischer Wellen behandelt, und den Abschluss bildet ein Ab-
schnitt, der auf etwas abstraktere Dinge wie die Energie und den Impuls
(und deren Erhaltung) von elektromagnetischen Wellen (oder allgemein
Feldern) eingeht. Dieser Abschnitt gehort zu meinen ,,Lieblingen” - hat
mir mit am meisten Spafl gemacht.

Weiter geht’s im fiinften Kapitel mit einer allgemeinen Behandlung von
Potentialen, Eichungen und Entkopplung der Gleichungen (auch das gefiel
mir sehr gut!). Dies ist die Voraussetzung, um Abstrahlvorginge zu be-
handeln - dafiir braucht man ndmlich eine besondere Art von Potentialen,
die sogenannten Liénard-Wiechert-Potentiale, auf die im folgenden Ab-
schnitt eingegangen wird. Dort findet man auch das Standardbeispiel ei-
ner schwingenden Punktladung. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels wird
dann wieder ziemlich mathematisch: Dort wird hergeleitet, wie man die
Abstrahlung einer beliebigen, monochromatisch schwingenden Ladungs-
verteilung bestimmt.

Die Elektrodynamik ist damit so ziemlich abgehandelt; im folgenden sech-
sten Kapitel geht es um die Konsequenzen der Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit - also die Spezielle Relativitdtstheorie. Im ersten Abschnitt
erfolgt eine allgemeine Herleitung der Lorentztransformation, und die
Konsequenzen werden dargestellt (da blicke ich selbst noch nicht richtig
durch - kann man das iiberhaupt anschaulich verstehen?). Dann erfolgt
der Ubergang zum abstrakteren Vierervektor-Formalismus, der der Be-
handlung relativistischer Probleme besser angemessen ist. Hier wird auch
die Herleitung der beriihmten Formel E = mc? vorgefiihrt. Im letzten Ab-
schnitt wird schliellich die Anwendung des Vierervektor-Formalismus auf
die Elektrodynamik dargestellt (auch einer meiner Lieblings-Abschnitte).



e Das siebte Kapitel (hat mir am meisten Spafl gemacht) schliefllich enthélt
die Anwendung des Lagrange- und Hamilton-Formalismus’ auf die Elek-
trodynamik. Zunichst wird die Bewegung von Punktteilchen relativi-
stisch und nichtrelativistisch, mit und ohne Feld, studiert, und der Un-
terschied zwischen kanonischem und kinetischem Impuls nidher beleuch-
tet. Der zweite Abschnitt ist auf meinem eigenen Mist gewachsen und
wird von keinem Lehrbuch unterstiitzt (die benutzen meist vollig andere
Notationen und Rechenwege), ich hoffe aber trotzdem, dafl man daraus
sinnvolle Erkenntnisse gewinnen kann. Er enthélt die Lagrange- und Ha-
miltonfunktion fir das elektromagnetische Feld - braucht man sicher in
der Elektrodynamik kaum, ist aber fiir die Quantenelektrodynamik ex-
trem wichtig. Dieser Abschnitt ist also nur fiir Leute empfehlenswert, die
sich fur Quantenfeldtheorie interessieren.

e Den Abschluf} bildet ein Kapitel, das noch mal zusammenfasst, was jetzt
eigentlich besonders wichtig war und was man sich merken sollte.

e Die Anhinge enthalten, wie schon erwihnt, die Voraussetzungen. Im
Anhang A findet man mathematische Tips und Tricks (eine Art For-
melsammlung), aber teilweise auch mathematische Sitze und Herleitun-
gen. Dies fiihrt von einfacher Vektorrechnung iiber die Vektoranalysis,
Integration von Vektorfelder einschliefllich der Sétze von Gaufl und Sto-
kes, einen Abrif} iiber die Delta-,,Funktion” (Erklirung und Umgang mit)
bis hin zu einer Einfiihrung in die Funktionentheorie. Der Anhang B wen-
det sich einerseits an historisch Interessierte (oder allgemein Wifibegieri-
ge), die wissen wollen, wo die Maxwellgleichungen eigentlich herkommen,
andererseits enthélt er aber auch einen Vergleich zwischen dem SI- und
dem Gaufi’schen Einheitensystem (auf Heaviside-Lorentz konnte ich lei-
der nicht auch noch eingehen). Anhang C erklirt schlieflich, wie man
auf solche Dinge wie die Kontinuitédtsgleichung und andere lokale Formu-
lierungen, einschlieflich der Maxwellgleichungen in differentieller Form,
kommt.



Kapitel 2

Statische Felder im Vakuum

2.1 Elektrostatik

In diesem Kapitel betrachten wir zunéichst Probleme, in denen nur zeitlich
unverinderliche elektrische Felder auftreten. Die Maxwellgleichungen lauten
also:
divE = d4mp (2.1)
rotE = 0;

die Gleichungen (II) und (IV) sind hier unwichtig.

2.1.1 Skalarpotential, Eichung, Gauf}’sches Gesetz

Aus der Wirbelfreiheit (2.2) folgt sofort, dal man ein Potential einfithren kann:
Es gibt eine Funktion ®(7), so daf das elektrische Feld geschrieben werden kann
als

E(7) = —grad®(7). (2.3)

Die Umkehrung dieser Relation ist

mm:—/ﬂm.m. (2.4)

Die Funktion @ ist (bis auf die Wahl des Punktes 7 - siehe unten) eindeutig
definiert, ihr Wert hiangt nicht davon ab, auf welchem Weg man von 7 nach 7
geht. Die genauen Zusammenhiinge zwischen Wegunabhingigkeit, Wirbelfrei-
heit und Potential werden im Anhang A.2 besprochen (und meist schon in der
Vorlesung zur Theoretischen Mechanik behandelt).

Beriicksichtigt man, dafl die elektrische Feldstirke E die Kraft F auf eine
Probeladung ¢ angibt, so erhélt man, dafl die Funktion ® die potentielle Energie
(die man als Wegintegral iiber F' erhilt) pro Probeladung ¢ ist. Die Differenz
zwischen den Potentialen an zwei verschiedenen Punkten gibt dann also die
Spannung zwischen diesen Punkten an.



Setzt man 2.3 in die Quellengleichung ein, so ergibt sich:

| AD(7) = —dmp(7), (2.5)

die sogenannte Poissongleichung. Diese Differentialgleichung ist zwar nun von
zweiter Ordnung, enthélt aber nur skalare Gréflen und ist deshalb leichter l6sbar
als die Maxwellgleichung (I). Man sieht, dafi ®(7) nicht eindeutig ist: man kann
eine beliebige, (rdumlich!) konstante Funktion der Zeit zu ® addieren, ohne
dadurch die physikalisch beobachtbaren Grofien (p, E und damit auch Poten-
tialdifferenzen) zu dndern. Dies ist ein Spezialfall der sogenannten Eichtrans-
formationen, die wir spiter noch genauer betrachten werden. Durch Vorgabe
von weiteren Bedingungen (z.B. Randbedingungen an ®) kann diese Funkti-
on (teilweise) fixiert werden; man sagt dann, man arbeite in einer speziellen
Eichung. Konkreten Beispielen fiir solche Eichungen werden wir erst spéter be-
gegnen (Abschnitt 5.1). Hier entspricht die Wahlfreiheit des Potentials einfach
der Wahlfreiheit des ,,Ursprungs” 7 in der Integraldarstellung (2.4).

Das Ziel soll nun zunéchst sein, fiir eine vorgegebene Ladungsverteilung
p(7) das Potential (bzw. das elektrische Feld) auszurechnen. Betrachte dafiir
zunichst den einfachsten Fall: eine Punktladung g am Ort 7. Wir wissen, daf}
sich zwei Punktladungen ¢ und @ an den Orten 7y bzw. 7 mit einer Kraft
anziehen oder abstoflen, die durch das Coulomb’sche Gesetz gegeben ist:

e QQ_’ i L7 (2.6)
71— 7o[? | — 7ol
Das elektrische Feld der Punktladung ¢ am Ort 7 ist also:
By = —L =T (2.7)
|7 — 70|? |7 — 70
und das Potential ergibt sich dann zu
B(F) = —L— + c(t) (2.8)

|’F—’f‘0|

mit einer prinzipiell beliebigen, aber rdumlich konstanten Funktion ¢(t). W&hlt
man als ;,Randbedingung” nun die naheliegende Forderung ® — 0 fiir |7] — oo,
dann folgt c(t) = 0. Mit dieser Wahl werden wir im folgenden praktisch immer
arbeiten.

Die erste Verallgemeinerung hiervon ist, dafl man N Punktladungen ¢;, je-
weils am Ort 75, hat. Da fir die Krifte das Superpositionsprinzip gilt und
damit auch fiir die elektrischen Felder und die Potentiale, kann man die einzel-
nen Potentiale einfach aufaddieren:

N 4
®(7) :Z L. (2.9)

Nun soll der Ubergang von einer diskreten Ladungsverteilung zu einer kon-
tinuierlichen vollzogen werden. Dazu ist es niitzlich, sich zunéchst die Ladungs-
dichte fiir eine diskrete Verteilung anzuschauen. Jede Punktladung ist an einem
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Ort konzentriert - die Ladungsdichte ist also an einer Stelle 7y unendlich und
an allen anderen Null. Auflerdem mufi das rdumliche Integral {iber die La-
dungsdichte wieder die Ladung ¢ ergeben. Insgesamt ergibt sich also, daf} die
Ladungsdichte einer Punktladung durch eine (dreidimensionale) Deltafunktion,
multipliziert mit der Ladung, dargestellt wird: p(7) = ¢d(7 — 7). Fiir eine
diskrete Ladungsverteilung aus N Punktladungen hat man also:

N
p(7) = qid (7 — 7). (2.10)
i=1
Das Potential kann dann geschrieben werden als:

@(F):/dv p(ﬂ)|.

7=

(2.11)

(Wenn man die Ladungsdichte (2.10) einsetzt und das Integral ausfiihrt, erhélt
man wieder die vorherige Formel (2.9).)

Da man sich andererseits jede (kontinuierliche) Ladungsverteilung als aus
(unendlich vielen) Punktladungen zusammengesetzt vorstellen kann, folgt, daf
(2.11) fiir jede beliebige Ladungsverteilung gilt.

Man erhélt schliefflich fiir das elektrische Feld:

7

B(7) = —gradd(7) = /dv'p(ﬂ) o (2.12)

Das Problem, die Poissongleichung fiir eine vorgegebene Ladungsverteilung
zu l6sen, ist also auf das Ausrechnen eines Integrals zuriickgefithrt worden.
Diese recht intuitiv-physikalische Herleitung kann auch mathematisch prézisiert
werden; dies soll im néchsten Abschnitt vorgefiihrt werden.

Die Auswertung des Integrals in (2.11) kann im allgemeinen recht kompli-
ziert werden. In Systemen mit hoher Symmetrie (beispielsweise Kugel- oder
Zylinder-Symmetrie oder auch der Plattenkondensator) ist es oft einfacher, das
Gaufy’sche Gesetz (Integralform der ersten Maxwellgleichung)

E e dA = 47Q (2.13)
oV
zu verwenden, wobei () die im Volumen V eingeschlossene Ladung ist.
Beispiel: Gegeben sei eine homogene geladene Kugel mit Radius R und
Gesamtladung (). Die Ladungsdichte ist dann:

o) = po =2 = éng (2.14)

fiir r < R und O fiir » > R. Betrachte dann eine Kugelschale vom Radius r.
Die eingeschlossene Ladung ist:

r L 3 .
dtpg —r° =Q—=5 firr <R
Q(r) = /dV’p(F’) = /dr' r'2p(r')/dQ = po QR3
0 4mpy §R3 =Q firr > R
(2.15)
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Da die Ladungsverteilung kugelsymmetrisch ist, erwartet man, dafl auch das
elektrische Feld kugelsymmetrisch ist, also nur vom Radius abhingt, und radial
nach auflen zeigt:

—

E(7) = E(r); (2.16)

SISy

Der Flichennormalenvektor einer Kugel ist: dA = ZdA = §r2dQ. Also erhilt

man fiir das Integral:

7{ FedA= /E(r)f o L1240 = 4nr2E(r). (2.17)
ov T T

Setzt man das Ergebnis fiir Q nun ins Gausfiche Gesetz ein, so ergibt sich
schlief3lich:

Qr v ..
- [ =L fwr<R
E() = Er)L = Q(Tg I _ 4725%3 ro < , (2.18)
v Amrtr r firr > R
drrZ e

also steigt die Feldstirke im Inneren der Kugel linear mit dem Radius an, im
AuBlenraum fillt sie quadratisch ab.

2.1.2 Green’sche Funktion - allgemein

Die Differentialgleichung (2.5) ist inhomogen - kann man eine allgemeine Losung
fiir sie angeben in Abhéingigkeit von der vorgegebenen Funktion p(r)? Dieses
Problem kann sogar noch allgemeiner formuliert werden: Gegeben sei ein linea-
rer (!) Differentialoperator L; wir suchen fiir eine vorgegebene Funktion g(x)
(physikalisch: Quelle; mathematisch: Inhomogenitdt) eine Losung der Differen-
tialgleichung
Lf(z) = g(a). (2.19)
Betrachte dafiir zunéchst ein dhnliches Problem - eine inhomogene lineare

Gleichung:
Ma

5<:> ZMijaj = bi, (2.20)
J

wobei die Matrix M und der Vektor Evorgegeben sind und der Vektor @ gesucht

ist. Falls die Matrix invertierbar ist, d.h., es existiert M ~! mit

M ‘M= 1d3y < ZMlEIMkJ = 5ij7 (221)
k

so kann die Losung berechnet werden durch

i=M"be>a; =) M;' (2.22)
j

Eine Funktion kann man nun als einen (iiberabz&hlbar) unendlichdimensio-
nalen Vektor auffassen: Statt eines Vektorindices i hat man die Variable x, statt
der Komponten a; die Funktionswerte f(z):

a = (ay,...,an)
fl) = (..., f(xo — 2dz), f(xo — dz), f(x0), f(x0 + dT), f(20 + 2dT),...)
(2.23)
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mit beliebigem zy und infinitesimalem dz. (Einem Mathematiker strduben sich
zwar hier wahrscheinlich die Haare, aber fir die Vorstellung hilft’s.)
Summationen iiber den Vektorindex werden nun ersetzt durch Integrationen
iiber die Variable. Matrizen (die zwei Indices haben) werden zu Funktionen von
zwei Variablen, das Kronecker-Delta ¢;; wird zur Dirac’schen Deltafunktion
iz —y).
Die Operation ,,Matrix mal Vektor” entspricht dann also (vgl. (2.20):

o(w) = [ M(o,y)f )y (224)

Die neue Funktion g(x) hingt also i. a. an jeder Stelle z von allen Werten der
Funktion f(y) ab. Differentialoperatoren D sind Spezialfille hiervon - bei ihnen
héngt die neue Funktion D[f](z) nicht von allen Werten der alten Funktion
f(z) ab, sondern nur von den Werten an infinitesimal benachbarten Stellen.
Die Analogie zur Matrix ist fiir Funktionen also entweder eine Funktion von
zwei Variablen oder ein Differentialoperator; allgemein spricht man von einem
Operator auf dem Raum der Funktionen.

Versuchen wir nun, die inhomogene Differentialgleichung genauso zu losen
wie die inhomogene Vektorgleichung. Die Matrix M entspricht hier dem Diffe-
rentialoperator L; der Umkehrmatrix M _; muf} ebenfalls ein Operator entspre-
chen. Wir suchen also zunéichst den Umkehroperator zum Operator L; nehme
als Ansatz dafiir eine Funktion G(z,2'), die dann folgende Gleichung erfiillen
mufl:

LG(z,2') = §(xz — o), (2.25)

in Analogie zur Beziehung zwischen Matrix und inverser Matrix (2.21).

Diese gesuchte Funktion wird als Green’sche Funktion (zum Operator L)
bezeichnet. Mit ihr kann man dann die Losung der inhomogenen Differential-
gleichung schreiben als

f@)= [ Gla,a')gla)da, (226)
in Analogie zu (2.22). Priife dies einfach durch Einsetzen nach:
Lf(z) = L / Gz, a')g(«')da'. (2.27)

Da der Differentialoperator als linear vorausgesetzt wurde (dies geht hier we-
sentlich ein!), kann man ihn in das Integral hineinziehen:

Lf(z) = / LG(z, 2')g(a')da. (2.28)

Der Differentialoperator wirkt nur auf die Variable z, nicht auf z’, also nur auf
G(z,z') und nicht auf g(z'). Es ergibt sich dann:

Lf(@) = [ 8(o ~ )gla")ds’ = g(a) (2.29)
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nach Definition der Deltafunktion. Wie behauptet 16st also (2.26) die inhomo-
gene Differentialgleichung 2.19 - vorausgesetzt, die Green’sche Funktion erfiillt
2.25.

Ubertrage nun diese abstrakten Uberlegungen auf den konkreten Anwen-
dungsfall: Die zu losende Differentialgleichung ist die Poissongleichung

APhi = —4rp. (2.30)

Der lineare Differentialoperator ist nun der Laplaceoperator A, die Quelle ist
—4mp, und gesucht wird das Potential ®. Verwende zur Lésung nun eine Greens-
Funktion, die die folgende Gleichung erfiillt:

AG(F,7) = 6(7 — 7). (2.31)

(Anmerkung: Die Notationen sind hier nicht einheitlich - manche Autoren set-
zen vor die Deltafunktion noch einen Faktor 4w, ein Minuszeichen oder auch
beides. Die Green’sche Funktion dndert sich dann dementsprechend um diesen
Faktor.) Bei bekannter Greens-Funktion ergibt sich dann das Potential durch
Auswerten des Integrals

B(7) = —dn / G(7,7)p(7)dV". (2.32)

G soll im folgenden nun berechnet werden - dies kann man fast beliebig kom-
pliziert machen.

Macht man zunichst den naheliegenden Ansatz, dal G wie die rechte Seite
der Gleichung (2.31) auch nur von der Differenz 7 — 7 abhingen soll, so kann
man die Gleichung vereinfachen zu

AG(7) = §(7) (2.33)

Setzt man auBerdem an, dal G nur vom Radius abhiingt, also nicht von
der Richtung des Vektors 7 — 7 bzw. 7, so bleibt vom Laplace-Operator (in
Kugelkoordinaten) nur der Radiusanteil, und man kann dann dann die Diffe-
rentialgleichung einfach aufintegrieren:

AG(r) = T-i%«?%a(r):i(rz
brrpen = 4
PO = 4
%G(T) - 47:7«2
G(r) = —ﬁ (2.34)

Dabei wurde benutzt, daB gilt: §(7) = &(r)/(4wr?), wenn nur die Radius-
abhingigkeit von 7 interessiert.
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Ersetzt man 7 wiederum durch 7 — 7/, so hat man also schlielich fiir die
Green’sche Funktion zum Laplaceoperator:

Gr ) =G(rFr-7|)=-— : (2.35)

Die allgemeine Losung der Poissongleichung wird damit:

.

O(F) = / LG (2.36)
|7 = |

Dies ist genau das Ergebnis, dafl wir auch schon im vorigen Abschnitt durch

eine eher physikalische Argumentation hergeleitet haben.

Es scheint also, dal der ganze Aufwand und abstrakte Formalismus ziem-
lich unnétig war - was in diesem Fall eigentlich auch stimmt. Die Wichtigkeit
dieser Rechnung liegt aber darin, dafl sie nicht nur zur Losung der Poisson-
gleichung verwendet werden kann; mit Hilfe von Green’schen Funktionen kann
man allgemein inhomogene lineare Differentialgleichungen 16sen. Ein zusétz-
liches Beispiel ist der harmonische Oszillator mit beliebiger duflerer Kraft; in
spateren Kapiteln werden uns weitere Beispiele begegnen.

In praktisch allen diesen Fillen ist eine Losung nur mit Hilfe dieses (ab-
strakten) Formalismus moglich; die intuitive Herangehensweise fiithrt dort nicht
so einfach zum Ziel wie bei der Poissongleichung. Ein Beispiel dafiir ist die
Helmholtz-Gleichung, die im nichsten Abschnitt und auch in spéteren Kapi-
teln noch Bedeutung haben wird.

2.1.3 * Berechnung der Green’schen Funktion

Auch ohne den Ansatz, dafl G nur vom Abstand r abhingen sollte, ist die
Differentialgleichung (2.33) 16sbar; losbar; dies erfordert allerdings einen ,,et-
was” grosseren mathematischen Aufwand und soll deshalb in diesem Abschnitt
ausfiihrlich dargestellt werden.

Zur Losung der Differentialgleichung erinnern wir uns daran, dafl die Fou-
riertransformierte der Delta-Funktion eine sehr einfache Form hat; auflerdem
wird durch Fouriertransformation die Ableitung der Greensfunktion einfach
durch eine Multiplikation ersetzt. Setzt man also die Fouriertransformierten
in die Differentialgleichung ein:

Aﬁ/é(%)@lﬁ.r?d3k = ﬁ/@i’g.i{d:%k, (237)
™ ™

so hat man fiir G die einfache Losung

~ 1
G(k) = 2 (2.38)
und kann G berechnen durch
. 1 eiEoF 5
G(r) = PE 2 d’k. (2.39)



Dieses Integral ist allerdings nicht direkt berechenbar; betrachte statt dessen

1 eil;.f'
G(F) = — / d*k 2.40
() (2m)3 ) K2+ k3 (240)
Man berechnet dann die Lésung der allgemeineren Differentialgleichung
(A — k3 G(7) = 6(7); (2.41)

diese Gleichung wird auch Helmholtz- Gleichung genannt. Sie tritt beispielswei-
se bei Abstrahlungsvorgingen auf (s. spéter), ebenso in der Quantenmecha-
nik (fithrt auf die Lipmann-Schwinger-Gleichung), und auch das Potential der
schwachen Wechselwirkung wird dadurch beschrieben. Fiir kg — 0 geht sie in
die Poissongleichung iiber.

Zur Berechnung des Integral gehe in Kugelkoordinaten {iber:

1 etkr cos(0)

= - k2dk d cos(6)d
G(r) (2n)3 ] k2 + k¢ cos(0)d¢
1 etkr cos(0)
= — k?dk d cos(6
em?) K+ k] cos(9)
oo . .
1 ikr _ _—ikr
- - / T kdk
ir(2m)? / k? + k§
1 y ey
= - d 2.42
ir(2m)? / % + (kor)? v ( )
—00

Der Integrand hat zwei Pole auf der imaginédren Achse bei x = +ikyr; aulerdem
ist das Integral wegen der enthaltenen e-Funktion komplexwertig. Nun kennen
wir aber einen allgemeinen Satz, um Integrale in der komplexen Ebene mit Pol-
stellen auszuwerten: den Residuensatz (siehe auch Anhang A.5). Er gilt fiir
geschlossene Wege in der komplexen Ebene; hier haben wir aber nur eine Inte-
gration iiber die reelle Achse! Der Integrationsweg kann jedoch geschlossenen
werden: durch einen Halbkreis iiber oder unter der Achse, dessen Radius gegen
unendlich geht. Der Wert des Integrals sollte durch diesen Halbkreis natiirlich
nicht verdndert werden; er ist also so zu wéhlen, dafl sein Beitrag gegen 0 geht.

Gehe also im obigen Integral von der reellen Integrationsvariable z zur kom-
plexen z iiber. Der Integrand enthilt dann einen Faktor e’ - wihlt man den
Halbkreis oben, so hat z auf ihm immer einen positiven Imaginérteil. Man erhilt
also eine abfallende Exponentialfunktion, und wenn der Radius des Halbkreises
gegen unendlich geht, so geht sein Beitrag zum Integral gegen 0. Damit erhilt
man dann unter Anwendung des Residuensatzes fiir das geschlossene Weginte-
gral:

1 ez
G(F) = — 7{ d
(7) ir(2m)2 ] 22 + (kor)? ?
1 etz
= —— 1i —— (2 — 1k
2rr z—gilor 22 + (ko’f')2 (Z ¢ OT)
—kor
e
= — . 2.43
47y ( )
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Dies kann man als das Potential einer abgeschirmten Punktladung betrachten;
Beispiel: Proton mit Elektron im s-Zustand - die nach auflen sichtbare Ladung
und damit das Potential fillt exponentiell mit dem Abstand ab.

Strebt nun ky gegen 0, so erhdlt man also schlieflich fiir die Green’sche
Funktion zum Laplaceoperator:

., 1

G(F) =G(r) = ~ (2.44)
in vélliger Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis (2.35) im letzten Abschnitt.
Wiederum kann man argumentieren: Was soll der Aufwand, wenn’s auch
leichter geht? Und wiederum ist die Antwort: Hier geht’s zwar leichter - aber im
allgemeinen Fall braucht man diesen Formalismus, um die Losung zu erhalten.
Ein Beispiel hierzu wird im Kapitel iiber Abstrahlung von Wellen auftauchen:

die sog. retardierte Greensfunktion.

2.1.4 Randwertprobleme

Bisher haben wir Probleme betrachtet, in denen aufler der vorgegebenen La-
dungsverteilung keine anderen Korper auftauchen. Sind solche Koérper jedoch
vorhanden, so werden im allgemeinen auf ihnen durch die vorgegebene La-
dungsverteilung wiederum Ladungen induziert, und die obige Losung (2.11)
wird nicht mehr richtig sein. Diese zusétzlichen Ladungen konnen durch die
Angabe von Randbedingungen beriicksichtigt werden; diese sind von einem der
beiden folgenden Typen:

1. Das Potential auf der Oberfliche der Korper ist vorgegeben. (Dirich-
let’sche Randbedingung)

2. Die Ableitung des Potentials, also das elektrische Feld, senkrecht zur
Oberfliche der Korper ist vorgegeben. (von Neumann’sche Randbedin-

gung)

Beispielsweise bei einer Punktladung verlangt man normalerweise, daf} ihr Po-
tential im Unendlichen verschwinden soll, man hat also im Prinzip eine Dirich-
let’sche Randbedingung: Das Potential auf dem (unendlich fernen) Rand soll
0 sein. Die oben berechnete Greensfunktion liefert in diesem Fall die richtige
Losung

() = —L . (2.45)

|7 = 7o)

Die von Neumann’sche Randbedingung ldsst sich umformulieren; benutze
dafiir die integrale Form der 1. Maxwell’schen Gleichung:

dAe E = 47r/ p (2.46)
oV 14

Integriert man iiber einen Zylinder vernachléssigbarer Dicke, der ein Stiick der
Randfliche enthélt (s. Abb. 3.2), so wird der Beitrag zum Volumenintegral
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iiber die Ladung im wesentlichen von der Oberflichenladungsdichte o geliefert;
man hat also:

jl e BdA— 47r/dAo, (2.47)
oV

wobei 7 den Normalenvektor der Begrenzungsfliche bezeichnet und Benutzt
man nun den Zusammenhang £ = —grad®, so hat man also schliefflich zwischen
Potential und Flichenladungsdichte die Beziehung

7 @ grad® = E | jnnen — E 1 quen = —470, (2.48)

d.h., die Angabe einer von Neumann’schen Randbedingung ist dquivalent zur
Angabe der Flichenladungsdichte auf der Oberfliche.

Um @ eindeutig festzulegen, geniigt bereits die Angabe einer der beiden
Randbedingungen, wie im folgenden gezeigt werden soll. Seien ®; und @,
beide Losungen der Poissongleichung A®; = —4mp; betrachte §® := &1 — ®y,
also Ad® = 0. Man hat dann unter Benutzung des Gauss’schen Satzes zur
partiellen Integration:

Il
o

/ 5B ASD AV
y

= dA e (6O gradd®) — / (gradd®)2dV  (2.49)
v v

Da das Oberflichenintegral in jedem Fall 0 ist, gleichgiiltig, ob man Dirich-

let’sche oder von Neumann’sche Randbedingungen hat, ergibt sich also:

grado® =0 (2.50)

im gesamten betrachteten Integrationsvolumen, d.h. 0® ist konstant im ge-
samten Volumen. Falls Dirichlet’sche Randbedingungen vorgegeben sind, so
stimmen ®; und ®5 auf einem Rand iiberein und damit dann auch im gesam-
ten Raum; falls von Neumann’sche Randbedingungen vorgegeben sind, ist noch
die Wahl einer additiven Konstante bzw. Funktion der Zeit frei - die Eichung ist
nicht eindeutig festgelegt. Wie behauptet geniigt also bereits die Angabe einer
der Randbedingungen, um & festzulegen (bis auf eine additive Konstante).

Um @ zu bestimmen, soll wiederum eine Green’sche Funktion verwendet
werden. Die bereits berechnete gilt aber nur fiir den Fall ohne Randbedingungen
- im allgemeinen wird sie eine andere Gestalt haben. Die Bedingung (2.31) soll
aber weiterhin erfiillt bleiben; die einzig mégliche Anderung ist also die Addition
einer Funktion F', die die Laplace-Gleichung

AF(77) =0, (2.51)

im betrachteten Volumen V erfiillt. Die (verallgemeinerte) Green’sche Funktion
ist dann

S 1 1
G(T’,Fl) = —Em

+ F(F, 7). (2.52)
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Die Funktion F' kann physikalisch folgendermaflen interpretiert werden: F' 16st
die Laplace-Gleichung in V, kann also nur das Potential einer Ladungsvertei-
lung sein, die sich auflerhalb von V befindet. F' bzw. G mufl nun so gewéhlt
werden, daf§ die gegebenen Randbedingungen erfiillt werden kénnen (siehe wei-
ter unten). Die Form und Stirke der Ladungsverteilung, die die Quelle fiir F
ist, wird also von der Form und der Stirke der Ladung im Volumen V abhéngen.
Darauf basiert die Methode der sogenannten Bildladungen (siehe beispielsweise
Greiner, Elektrodynamik).

Wie kann denn nun aber ® berechnet werden, wenn die Randbedingungen
vorgegeben sind 7 Gehe dafiir aus von:

() = /V B(7)5(7 — )V’ = /V B(F)AG(F, )V (2.53)

mit der neuen Greensfunktion GG, und benutze dann den Green’schen Satz:

o) = [ GEARG)dV
+ - dA e [®(7)gradG (7, 7) — G(7, 7 )grad®()]
= ~dr [ G eV + § dA' e (®(7)gradG(7, 7))
g G(7, 7)o () dA, (2.54)

wobei die Poissongleichung und der Zusammenhang zwischen Potential und
Flichenladungsdichte eingesetzt wurden. Im Vergleich zu (2.11) hat man also
nun noch zusétzlich Oberflichen-Terme, die die Randbedingungen enthalten.

Wie oben gezeigt, geniigt die Angabe einer Randbedingung, um @ festzule-
gen. Die Formel enthilt beide Bedingungen - allerdings mit einer bisher noch
nicht eindeutig festgelegten Greensfunktion. Diese Wahlfreiheit kann man nun
benutzen, um die nicht bekannten Bedingungen loszuwerden:

Dirichlet’sche Randbedingungen

Man kann an die Greensfunktion einfach die Bedingung stellen:

G(Fa":l)|f"€8V = 07 (255)

zusétzlich zur bekannten Gleichung (2.31). Damit ist G eindeutig festgelegt,
und man erhélt dann @ als

() = —dn / G M)p(P)dV' + ¢ dA e (7)eradG(F, 7). | (2.56)
1% ov

p im Volumen und Phi auf den Oberflichen sind vorgeben, G und damit auch
gradG kann berechnet werden; damit ist ® nun also fiir jeden Punkt berechen-
bar.
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von Neumann’sche Randbedingungen

Der naheliegende Ansatz wére hier
i ® gradG (7,7 )| coy = 0 (2.57)

dies kann jedoch nicht erfiillt werden, da immer gelten mufl:

7{ itegradG (7, 7) dA' = dF' egradG(7, / AG(7 7)dV' = 1. (2.58)
ov ov

Fordere stattdessen also zusétzlich zu (2.31):

1
A’

wobei A die Gesamtfliche des Randes ist. Wiederum ist G nun eindeutig be-
stimmt; @ ist hier

(i) = —47r/ a(7, )dv'+i1 B(F)dA' +4r ¢ G 7)o () dA,

oV oV
(2.60)
Der zweite Term ist aber gerade der Mittelwert des Potentials auf der gesamten
Randfliche; da dies nur eine additive Konstante ist, kann dieser Term einfach
weggelassen werden:

() = —4r / G F)p(*)dV +4n § dAGE7)o(F). (2.61)
Das betrachtete Volumen ist der Auflenraum der vorhandenen Korper; der
Oberflachen-Normalenvektor zeigt von diesem Volumen aus gesehen nach au-
Ben, also in die Korper hinein. Wihlt man den Normalenvektor bei der Integra-
tion so, daf} er wie iiblich aus den Korpern heraus zeigt, so mufl man also das
Vorzeichen umdrehen; schreibe dann beim Oberflichenintegral 0K statt oV,
um anzudeuten, dal der Normalenvektor nun von den Koérpern aus gesehen
nach auflen zeigen soll:

S / G(7,#)p()dV' — dA'G(7, 7)o (7). (2.62)
0K

p im Volumen und o (bzw. grad®) auf den Oberflichen sind gegeben, G kann
berechnet werden - damit ist wiederum ® in jedem Punkt berechenbar.

Alle moglichen Probleme mit Randbedingungen sind damit im Prinzip ge-
16st. In allen folgenden Kapiteln werden wir uns die Sache aber einfacher ma-
chen und nur Probleme ohne Randbedingungen (bzw. nur mit der Randbedin-
gung, dafl das Potential im Unendlichen verschwinden soll) betrachten.
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2.2 Multipolentwicklung

2.2.1 Kartesische Multipole

Bei vorgegebener Ladungsverteilung kann man das Potential und damit die
elektrische Feldstirke an jedem Punkt 7 mittels

o) = [ LT gy (2.63)

|7 — |

ausrechnen. In vielen Anwendungen interessiert aber nur das qualitative Ver-
halten fiir groe Abstéinde; beispielsweise bei einer Punktladung ¢ am Ort 7:

o) = -2 ~1 (2.64)

fiir grole r = |7]. Im allgemeinen sieht man dem Potential die Abhingigkeit
vom Radius aber nicht so direkt an; betrachte z.B. das Potential zweier entge-
gengesetzt gleich grofler Ladungen im Abstand a:

—q q —q q
o) = 244 -1
(™) 7| |7 —d] T Vr2—27ed+ a?
-1
_ "ed  a - ”
= _q+g(\/1_2¥+a_2) z—q—i—g(l—i—%o&')
r r r r r r r
qi et
- =7 (2.65)

das Potential verhilt sich fiir groBe Abstinde wie 72, obwohl es sich aus den
Potentialen der beiden Punktladungen zusammensetzt, die jeweils mit »~! ge-
hen.

Kann man solche Aussagen verallgemeinern? Betrachte dafiir wiederum den
exakten Ausdruck fiir das Potential

. P(F’) !
O(7) = / av (2.66)

=

und entwickle nun den Nenner unter dem Integral fiir grofie Abstéinde r > r':

—1
1 o - 12
o(7) = ;/p(’F’) (\/1—2%+:—2) v’
1 1iei 11 7 o\
_ /p(fv) L 1ier 11 3<“7"> 2w v
r r2 r 273 T

= / 1 " 2
= P(r) (1 + D cosat - <T—> (3cos’r —1) + .. ) dv’, (2.67)
T T r

2
wobei a den Winkel zwischen 7 und 7 bezeichnet. Man hat also nun, wie

gewiinscht, eine Entwicklung nach Potenzen von 1/r - allerdings nur die ersten
drei Ordnungen.
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Fiir die einzelnen Terme kann man noch Abkiirzungen einfiithren; zunéchst
ist
q= /p(F’)dV’ (2.68)

die Gesamtladung; aulerdem definiere durch

d:= /p(F’)F’dV’ (2.69)

das sogenannte Dipolmoment der Ladungsverteilung.
Den dritten Term kann man folgendermafien umschreiben:

3 2 3
3 Z aha; | — ' Z 2
i=1 1=1

3 3
l ! 2
= E 3Tiwi Ty — T E 03T

3(7 o 7)% — r'?r?

ij=1 ij=1
3
= Z (3ajz — r'28;;)zim; (2.70)
ij=1
Definiert man also durch
Qi = / p(7) (3 — 125,;)dV" (2.71)

das sogenannte Quadrupolmoment, so kann man schliellich schreiben:

g 7 d 17 QF
o =4 4le L f 2 L 2.72
(7) r+r.r2+2r.r3r+ ’ (2.72)

wobei im letzten Term Qf als Multiplikation Matrix mal Vektor aufzufassen
ist.

@ ist nach Definition ein Tensor zweiter Stufe. Er ist symmetrisch, wie man
sofort an der Definition sieht, und spurfrei, da 37 (3z}z} — r'?) = 0 - er hat
also nur noch 6 — 1 = 5 unabhéngige Eintrige. Der Dipolmoment-Vektor hat
drei unabhingige Komponenten, und die Ladung natiirlich eine. Betrachtet
man die Entwicklung von @ als eine Entwicklung nach dem Funktionensystem
r~!=1 (siehe unten), so gehért (bis zu dieser Ordnung der Entwicklung) zu jedem
Term [ also ein Tensor [-ter Stufe mit 2/ + 1 unabhingigen Eintréigen.

In den nichsten beiden Abschnitten werden wir nun versuchen, die bisheri-
gen Aussagen zu verallgemeinern und die Entwicklung auf beliebige Ordnungen
auszudehnen. Dies wird leider etwas knifflig; in kartesischen Koordinaten (wie
bisher) kommen wir nicht weiter - schon der Ausdruck fir das Quadrupol-
moment sah ja recht seltsam aus. Hohere Terme (und damit héhere Multipole)
kann man besser ausrechnen, wenn man in Kugelkoordinaten iibergeht - schlie3-
lich wollen wir ja auch das Potential in Abhéngigkeit von r haben!

Zunichst miissen wir allerdings noch ein wenig auf die allgemeine Theorie
der Entwicklung nach vollstdndigen Funktionensystemen eingehen und uns eine
dem Problem angemessene Menge von Funktionen zusammenbasteln, bevor wir
schliellich konkrete Formeln fiir die einzelnen Multipole und fiir das Potential
angeben kénnen. Darum soll es im néchsten Abschnitt gehen.
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2.2.2 * Vollstindige Funktionensysteme; die Kugelflichenfunk-
tionen

Wir haben das Potential nach Potenzen von 1/r entwickelt - ist dies denn iiber-
haupt verniinftig 7 Konvergiert diese Reihe denn unbedingt gegen die Funktion,
die wir entwickelt haben 7 Dies ist tatsichlich der Fall, wie aus einem sehr all-
gemeinen mathematischen Satz folgt. Dafiir benétigen wir allerdings zunéchst
folgende Definition: Ein linearer Differentialoperator L heifit selbstadjungiert,
falls fiir beliebige, geniigend schnell abfallende Funktionen gilt:

[ 1@) (Lot ds = [ (21@) g(a) do (273)

Dieser Operator habe Eigenfunktionen e, (z): Le,(x) = I, e,(x). Dann gilt
folgender Satz: Die Eigenfunktionen e, (z) sind vollstindig, d.h., man kann
eine beliebige Funktion nach dieser Menge von Funktionen entwickeln, und die
Entwicklung konvergiert dann gegen die urspriingliche Funktion:

a(z) = Z anen () (2.74)
n=0

Die Koeffizienten a, erhilt man dabei durch:

an = / ¢t (z)a(z)de (2.75)

Betrachtet man eine Funktion wiederum als einen unendlichdimensionalen Vek-
tor, so kann man die Analogie zu endlichen Vektoren wieder leicht herstellen:
Jeder N-dimensionale Vektor @ kann nach einem beliebigen Basissystem i; ent-
wickelt werden:

N
=) anéy, (2.76)
n=1
wobel man die Koeflizienten aus
ap =daeé, (2.77)

erhilt. Die Analogie zu selbstadjungierten Differentialoperatoren sind sym-
metrische bzw. hermitesche Matrizen: Bei diesen ist es ja auch so, daf} die
Eigenvektoren eine orthonormale Basis des Vektorraums bilden und man jeden
Vektor nach ihnen entwickeln kann.

Ein bekanntes Beispiel fiir die Entwicklung nach vollstindigen Funktionen-
systemen sind Fourierreihen: Die Funktionen, nach denen entwickelt wird, sind
ﬁflﬂ sin(nx), ﬁflﬂ cos(nz) (n # 0) und \/2771/2; sie sind Eigenfunktio-
nen zum Operator —6‘9—;. Wie man leicht nachpriifen kann, ist dieser Operator
selbstadjungiert (das Integral lduft dabei von 0 bis 27). Die Fourierreihe einer
2m-periodischen Funktion lautet:

= sin(nz) cos(nx) bo
f(x)_n;@n N R >+\/ﬂ (2.78)
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mit

an = / TSI i by = [ Coiﬁﬁx) F(z)da (2.79)
0 T

Diese Funktionen sind auﬁerdem orthogonal und normiert:

/sin(nm) sin(mz) / cos(nx) cos(mx) /sin(nm) cos(mz) 0
i i T N

(2.80)

Im dreidimensionalen Raum ist der Laplaceoperator in kartesischen Koor-

dinaten:

= 5nm;

0? 0? 0?
~ o a2 T o

Setzt man allgemein eine Eigenfunktion zu diesem Operator an als:

AF(z,y,2) = A(f(z)g(y)h(2)) = c- F(z,y,2) = c- f(z)g(y)h(z), (2.82)

so sieht man nach Separation der Variablen, daf} sich fiir die Funktionen f,
g und h wiederum als Losungen trigonometrische Funktionen ergeben; man
kann also jede Funktion, die von den drei kartesischen Koordinaten abhingt,
in ein vollstindiges Funktionensystem entwickeln, das aus Produkten von drei
beliebigen trigonometrischen Funktionen besteht.

(2.81)

Die Funktionen, nach denen wir im letzten Abschnitt entwickelt haben,
lassen sich schreiben als =/~ mit [ € N; sie sind Eigenfunktionen des selbst-
adjungierten Operators r2A, zum Eigenwert [(I+1), wobei A, der Radialanteil
des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten ist (siche Anhang A.1.4 fiir die ex-
pliziten Ausdriicke):

A=A, +Aq. (2.83)

Es gibt noch eine zweite Gruppe von Eigenfunktionen zu diesem Operator:
At =100+ 1) (2.84)

Da wir aber an Lésungen interessiert sind, die im Unendlichen verschwinden,
interessieren uns diese Eigenfunktionen nicht.

Ublicher in der Physik ist sowieso eine Entwicklung nach Eigenfunktionen
von r?Aq:

r*AaYi(0, ) = —U(L + 1)Yi(6, ¢) (2.85)

Man hat also:
PA(r0,9) = PArTYY0,0) +r L PAYI(0, 9)
= 1+ 7Yi(0,0) I+ DYi(0,0) =0,
das heifit, die Losung der Laplacegleichung A® = 0 lisst sich immer folgender-
maflen entwickeln:

= Y0, )
d(7) = Zal lm (2.86)

mit Koeflizienten q;.
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Die Funktionen Y; heilen Kugel(fliichen)funktionen bzw. spherical harmo-
nics. Sie sind in der Physik sehr wichtig und treten oft auf, beispielsweise bei
der Abstrahlung von Wellen (Stichwort Dipolstrahlung in der Elektrodynamik
bzw. Quadrupolstrahlung bei Gravitationswellen); aulerdem sind sie auch Ei-
genfunktionen zum Drehimpulsoperator in der Quantenmechanik und treten
deshalb bei der Beschreibung des Wasserstoff-Atoms auf (sie geben die Form
der Orbitale an). Daher sollen sie im folgenden etwas niher betrachtet werden.

Zunichst kann man fiir sie den folgenden Separationsansatz machen:

Yi(0,9) = P(0)Ei(p) (2.87)

Eingesetzt in die Differential-Eigenwertgleichung (2.85) hat man dann

L0 el s L O b o) = 1+ DROE).  (289)
sin0 90 V90 T smZgagz | W) = {(0)Ei(p), (2.

also P E1(0)
sin 02 sin 9220 L
90 90 ) g
+I(l+1)sin* 0 | + =0. 2.89
( 0 d+1) B(9) (289)

Im ersten Term der Gleichung tritt nur 6 auf, im zweiten nur ¢. Die Summe
der beiden Terme kann also nur dann 0 ergeben, wenn jeweils beide Terme fiir
sich weder von 6 noch von ¢ abhingen, also konstant sind:

.0 . 0P(0) .2 ) _ 2
(sme% sinf 50 +I(I+1)sin®0) = m*F(H) (2.90)
0 Ei(p)
TDQ = —m’E(yp) (2.91)

mit m € C. Die gesuchten Funktionen Y; sind also durch Angabe von [ noch
nicht eindeutig festgelegt, sondern hingen noch von einem weiteren Parameter
m ab: Y, =Y,,(0,¢). (vgl. Entartung in der Quantenmechanik).

Die Losung der zweiten Gleichung kann man sofort angeben:

Ey(p) = Nime'™? (2.92)

mit einer noch nicht festgelegten Normierungskonstanten Vy,,. Da die Losungs-
funktionen bei einer Drehung unter 27 invariant sein miissen, Yy, (6, ¢ + 27) =
Yim (0, @), muBl gelten: m € Z.

Die erste Gleichung wird nun:

1 0 . 0 m?2
(@% sind55 + 1 +1) = = 9) Pyn(6) =0 (2.93)

Substituiert man x := cos @, so erhilt man fiir m = 0 die sogenannte Legendre-
Differentialgleichung

((1 - ﬂ% - 2%% I+ 1)) Po(w) = 0 (2.94)
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und fiir m # 0 die verallgemeinerte Legendre-Differentialgleichung

2
((1 - x2)882 2x8§ Fll+1) - %) Pin(z) =0 (2.95)

Beschiftigen wir uns zunéchst mit der Gleichung fiir m = 0. Fiir die ge-
suchte Funktion P, := Py kann man einen Potenzreihenansatz machen:

m .
= Zpixl (2.96)
=0
Eingesetzt in die Differentialgleichung hat man dann
o0
Z((l —22)i(i — V)piz'=? = 2zipiz  + 11 + Dpiz®) = 0
=0
(0.0
@Zpl I(+1) —i(i—1) —2i) + > i(i — Dpiz’™> = 0
=2

@Z (I4+1)—ili +1)pi+ (i +1)(i + 2)pigelz® = 0 (2.97)

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Funktionen z* muB jedes Summenglied
einzeln 0 sein, also hat man:

it +1)—1(+1)

(14+1)(i+2)
Fiir 4 — oo hétte man p;12 = p;, was zu einer divergenten Potenzreihe fithren
wiirde. Es kann also nur dann Lésungen geben, wenn die Potenzreihe irgendwo
abbricht, das heifit, die Losungen sind Polynome. Damit die Reihe abbricht,
muf gelten: ¢(i+1) —I(l+1) =0, also ¢ = (i € N vorausgesetzt). Man erhilt
dann als Losungen die sogenannten Legendre-Polynome:

Pit2 = Di (2.98)

Py(z) = 1

Pi(z) =

Pye) = (3~ 1),

Py(z) = 1(53[; S 3a) (2.99)

Statt der rekursiven Beziehung (2.98) zwischen den Koeffizienten kann man
iibrigens auch die Formel von Rodriguez verwenden (ohne Beweis):

1 d

ST dml( - 1) (2.100)

Bi(z) =

Setzt man & = cos «, so sieht man, dafl diese Polynome mit denen iiberein-

stimmen, die bei der Entwicklung von \Tflf’l bis zur Ordnung (r'/r)? auftraten

(r > r' vorausgesetzt):

1 1
(1 + P (cos a)

|F—F’| 7

l

+ P5(cos @) (T—’>2 +.. ) (2.101)

r
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Hierbei ist v der Winkel zwischen 7 und 7. Damit ist naheliegend, daff allgemein

1

|7 = |

= % i <T?,>l Py(cos ) (2.102)

=0

gilt; im nichsten Abschnitt werden wir diese Formel beweisen.
In der Physik werden die Legendre-Polynome in der obigen Form (2.99)
verwendet; sie sind dann zwar orthogonal, aber nicht normiert:

47
20+ 1

/Pl(cos 0) Py (cos 0)d2 = (2.103)

Die Kugelflichenfunktionen setzen sich allerdings aus P, und E; zusammen; bei

letzteren hatten wir uns noch eine Normierungskonstante Ny, offengelassen.

Wahle nun Njy = %4;17 dann hat man:

Py(cos0) (2.104)

Damit sind die Kugelflichenfunktionen fiir m = 0 orthogonal und normiert.
Auflerdem sind sie von ¢ unabhingig und damit zylindersymmetrisch.

Im allgemeinen wird aber die vorgegebene Ladungsverteilung und damit
auch das gesuchte Potential nicht unbedingt zylindersymmetrisch sein, man
bendtigt also auch noch die Kugelflichenfunktionen fiir m # 0. Die Lésung der
Differentialgleichung (2.95) wollen wir uns aber nicht auch noch antun, sondern
hier nur die Ergebnisse angeben:

dl—l—m

dxltm

Pin(2) = (~)™ (12" L p(a) = S (=) 02 1) (2.105)

Eine Losung der Differentialgleichung gibt es dabei nur fiir

2105

also hat man eine (21+1)-fache Entartung.
Definiert man

Vi (0, ) 1= U] pi(cos B)ei™, (2.107)

so bilden die Y}, ein othonormales Funktionensystem:

/ Y51 (8, 9) Vi (8, 0)dQ = Suibmtm- (2.108)

Zwischen den Yy, besteht folgende Beziehung:
Y = (=1)"Y,;,, (2.109)

es geniigt also, die Y}, fiir positive m auszurechnen.
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Explizit sehen die ersten Kugelflichenfunktionen folgendermaflen aus:

1
Yoo = ——
00 T
Yio = icos(t?)
47
3
Y11 = —y/—sin(f)e'?

(2.110)
Es gilt folgendes wichtiges Additionstheorem:
47 !
/ !/
Pileosa) = 5= 3 Vi) Yim (6, 0), (2111)

m=—I

wobei « wiederum der Winkel zwischen 7 und 7 ist, die s und die ps geben
die Lage der beiden Vektoren im Koordinatensystem an. (es gilt: cosa =
sin@sin 6’ cos(p — ¢') + cos O cos ')

2.2.3 * Sphérische Multipole

Wir haben nun also ein vollstindiges Funktionensystem, dafl ebenso wie das
urspriinglich betrachtete System r~'~! die Eigenwerte /(I + 1) hat, allerdings
nun von den Winkeln statt vom Radius abhéingt. Eine beliebige Funktion, die
von den Raumwinkeln abhéngt, kann also nach ihnen entwickelt werden:

00 l
Fr,0,0) =D " fun(r)Yim(0, ¢) (2.112)
(=0 m=—1
mit
fin() = [ £0.0 Vi, (O, a2 (2.113)

Wir suchen nun die Entwicklung der Funktion ﬁ = > gimYim. Die Be-
rechnung nach obiger Formel wére sehr schwierig; wir wihlen hier einen anderen
Weg. Betrachte dafiir zunéchst die Entwicklung der Delta-Funktion in Kugel-
flichenfunktionen; diese erhilt man aus

fr) = ZZflm (r)Yim (6, ¢)

[=0 m=—I

= S5 ([ 1000 00 Yinto

[=0 m=—1

_ /frH’,@ (r — ") erZYlme¢Ylm(9, o'oY

[=0 m=—1
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1 oo l
= (10N ST S S Vi)Y v

r =0 m=-1
— () = /f(F’)cS(F— V', (2.114)
also
5(F — ) = 5(%7“')?% lelem(H, 0)Yim (0, "). (2.115)

Nutze nun aus, daf} die folgende Differentialgleichung gilt (vergleiche (2.31),
(2.35)) :
1

|7 =]

= —And(7 — ) (2.116)

und setze auf beiden Seiten jeweils Entwicklungen in Kugelflichenfunktionen
ein; dann hat man:

S(r — 7'
A (g, Win(0,9) =~ i 0,
! i _ 5(T B T’)
(Arglm (Ta r ))lem (97 ()0) + 9im (Ta r )(AQ}/lm (97 ()0)) - 4 r2 }flm (97 ()0)
I(l+1 S(r — 7'
Argim(r,r') = : r2 )glm(rv ') = _4W%
0
Eﬁaglm(r, ) =1+ Dgyn(r, ') = —4nd(r —1r') (2.117)

Der Parameter m tritt nicht mehr auf, man hat also g;,;, = g;. Integriert man
die letzte Gleichung iiber r um die Stelle » = 7/, so hat man:

r'+e P 5
2 N _ ! _ _
/ (87"T 8Tgl(?",?") l(l—i—l)gl(r,r)) dr 4 (2.118)

r'—e

Setzt man voraus, dal die Funktion g;(r,r’) iiberall stetig ist, also auch fir
r = r', so verschwindet das Integral iiber den zweiten Term, das iiber den
ersten kann ausgefithrt werden, und man hat schlief8lich:

. 0 , r=rite 47
!gr(l) {Egl(r,r )L:r,_e = (2.119)

also ist die Ableitung von g;(r,7') bei r = r' unstetig.

Bei der Losung der Differentialgleichung betrachte zunéchst den Fall r # 7/,
dann hat man einfach

r?Apgi(r,r') = 1L+ 1)gi(r,7') (2.120)

Wie wir bereits wissen, wird dies gelost durch g;(r,r') = Ayl und g;(r,r') =
Byr~'=1. Die erste Gruppe von Funktionen divergiert fiir  — oo, die zweite fiir
r — 0; will man also eine Funktion haben, die iiberall endlich bleibt, so sollte
man sie abschnittsweise definieren. Die Unstetigkeit bei r = r’ legt nahe, diesen
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Punkt als Trennstelle zwischen den beiden Abschnitten zu verwenden, also zu
setzen: g;(r,r') = Apr! fiir 1 < 7' und g;(r,r') = Byr='=! fiir r > . Benutzt
man die Stetigkeit an der Stelle 7 = r/, so hat man dann B; = A;r"?*1; setzt
man A; = C;r'~'~1, so erhilt man schlieBlich die symmetrische Form

, fiir r <o’
alryr’)y =4 ' lﬂ e (2.121)
Ciogr  firr >
Mit 7« := min(r,7') und r~ := max(r,r’) wird dies zu

l
,
qi(r,r’) = CZT<1 (2.122)
>

Zur Festlegung der Konstante C; benutze nun noch die Unstetigkeit der Ablei-
tung (2.119):

i L) —1—1 (" 2l+1 A
Jm, <C%Tz (ﬁ) —O—3 (;)) Cl o (2123)
also l
4 r
gi(r,r') = —= (2.124)
20 + 144t
und damit schlie8lich
00 l
7 — =2 2 QZH z+1 Yim (0, )Y (6, ). (2.125)
1=0 m=—1

Benutzt man nun das Additionstheorem fiir die Kugelflichenfunktionen, so
erhilt man endlich die Bestétigung der fritheren Vermutung:

o0
7 Z (cos @) (2.126)
7 —
=07

Fiir die Berechnung des Potentials muf} iiber V' integriert werden, man
benétigt also die Abhéingigkeit von 6’ und ¢’ statt der von a. Verwende also
die Gleichung (2.125) und schreibe damit fir @:

p(") o
d = d
") v
e l 4m Tl< / !
= [T S G i@ av (2
=0 m=

Wir sind im allgemeinen am Potential im Auflenraum der Ladungsverteilung
interessiert, es gilt also: r > ' und damit r~ = r, 7~ = r’. Damit hat man

o) =3 i A _Yin(6,0) [ R ARSI (2.128)
2l+1 pltl P m\V P . .

[=0 m=

30



Definiert man nun durch

Uim .—/p Y (6, o) dV! (2.129)

die sogenannten Multipolmomente der Ladungsverteilung, so ergibt sich:

) [
A Y (0,9)
2% ; Sl lme (2.130)

Zu jedem [ gehort ein 2'-Pol; die niedrigsten Ordnungen lauten:
1=0 Monopolmoment

1=1 Dipolmoment

1=2 Quadrupolmoment

1=3 Oktupolmoment

usw.
Diese Bezeichnungen kann man folgendermafien begriinden: Man braucht
mindestens 2/ Punktladungen (gleichen Betrages!), um ein nicht-triviales Multi-
pol-Moment der Ordnung ! zu erhalten. Nicht-trivial bedeutet hier: Es gibt kein
Koordinatensystem, in dem dieses Multipol-Moment gleich null wire. Hat man
weniger Punktladungen, so konnen zwar auch hohere Momente auftreten, es
existiert jedoch dann immer ein Koordinatensystem, in dem sie verschwinden
(siehe auch z. B. Wangsness: Electromagnetic Fields, S. 133ff). Beispiele:

Punktladung

Mit der Ladungsdichte
p(7) = qo(7 — 1) (2.131)

erhalt man:

= /p )Y (0, ")V = q/é(f"—Fo)r’lem(H’,so’)dV' = g6 Yim (60, %0)-

(2.132)

Verschiebt man nun das Koordinatensystem so, da} die Punktladung im Ur-

sprung sitzt, so wird rg zu 0, und alle Multipolmomente bis auf ggg, das Mono-
polmoment, also die Gesamtladung, verschwinden.

Dipol aus Punktladungen
Mit
pr = qo (7 — rH) — qo (7 — 1) (2.133)

ergibt sich:
Qim = qryYim (00, v0) — a1 Yim (01, 1), (2.134)
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also speziell goo = 0 - die Gesamtladung verschwindet (nach Konstruktion) in
jedem Koordinatensystem. Legt man den neuen Koordinatenursprung genau
zwischen die beiden Punktladungen und dreht es so, dal beide auf der z-Achse
liegen, so erhilt man:

G = ¢ (Y (0,0) = Yip(—7,0)). (2.135)

Ein Dipolfeld erhilt man bekanntlich fiir verschwindenden Abstand 27’ zwischen
den Punktladungen, wobei aber das Dipolmoment d = 2¢r’ endlich ist. Also

hat man nun:
/3
h =1/ —d; 2.1
dio 4 ( 36)

alle anderen (vor allem auch alle htheren) Multipolmomente sind gleich null.

Die Multipolmomente sind nun gerade die Koeffizienten «a;, die in der Ent-
wicklung (2.86) des Potentials im ladungsfreien Raum aufierhalb der vorgege-
benen Ladungsverteilung auftraten; sie sind durch diese Verteilung eindeutig
bestimmt. Fiir jedes [ hat man 2/ 4+ 1 Faktoren ¢, - entsprechend den 2/ 4 1
unabhiingigen Eintrigen des Tensors [-ter Stufe, den man bei der Entwicklung
in kartesischen Koordinaten erhélt.

Der Zusammenhang zwischen den beiden Entwicklungen soll nun fiir das
Dipolmoment noch etwas genauer betrachtet werden. Zunichst kann man die
zugehorigen Kugelflichenfunktionen unter Benutzung des Zusammenhangs zwi-
schen kartesischen und Kugelkoordinaten auch folgendermaflen schreiben:

3 z 3 x+y 3 r—1y

Y g _ Y = — —_— N Y_ == b
10 A r’ 1 8t r ' =1 St r

(2.137)

Die Dipolmomente sind dann:

qio = \/i/p(F')z'dV'
47
3 .
qi = —\/87/,0(7:')(3514‘@/)6”/,

[3
Q-1 = S—W/p(ﬁ)(x’—z'y’)dv’ = —¢*11 (2.138)

Also hat man den eindeutigen Zusammenhang

2n .27 4
dy =1/ ?(qkl —qu); dy =1 ?((I171 +aqu); do =/ 5 0 (2.139)

Ahnlich findet man fiir die Quadrupolmomente:

5 5 . 5 .
q20 = |/ 16”Q33, @1 \/ 247r(6213 +1iQ23); qa2 = |/ %W(Qn Qa2 +2iQ12)

(2.140)
Die Koeffizienten g2 ;1 und ¢y o erhilt man wiederum {iiber die Beziehung
q—m = (—=1)™g;,, (vergleiche (2.109)).
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Zum Abschluf} soll nun noch ein spezielles Problem betrachtet werden: das
Potential einer vorgegebenen kugelsymmetrischen Ladungsverteilung p(7) =
p(r). Hier ergibt sich fiir die Multipolmomente:

w= [ oY@ V' = [ oy 2’ [ a0 ). (2141

Nun kann man ausnutzen, daf} Yj; einfach eine Konstante ist: v4nYy = 1.
Deswegen kann man es im Integral {iber den Raumwinkel einfach einfiigen:

- / ()" 2dr' /A / AV (0, ) Vim0, ). (2.142)

Damit hat man also ein Integral iiber den Raumwinkel von zwei Kugelflichen-
funktionen. Dafiir kann man die Orthonormalitéitsrelation (2.108) benutzen:

Qm = /P "2 dr' /AT 5106m0 = G000100mo- (2.143)
Es ergibt sich also:
goo = Var / p(r)r2dr"s g = O fiir (I,m) # (0,0). (2.144)

Damit ist dann das Potential:

) [
. Ar Y (0, 9)
() = Z Z 20+ 1 n;l-i—l 4009109mo
=0 m=—1
Y ! /2d !
- 4%%%0—4%%#. (2.145)

Andererseits ist hier

Q= / dV'p(7 / dsy’ / dr'r"?p(r') = 4 / dr'r"p (2.146)

also schliefllich das erwartete Ergebnis
O(r) = g (2.147)

Man kann nun natiirlich fragen: Was soll der Aufwand? Dasselbe Ergebnis
erhilt man doch, wenn man mittels des Gauf3’schen Satzes das elektrische Feld
berechnet und daraus dann das Potential? Antwort: Bei der Herleitung mit-
tels des Gaufi’schen Gesetzes geht eine wesentliche Annahme ein - daf} eine
kugelsymmetrische Ladungsverteilung ein kugelsymmetrisches Feld und Poten-
tial hat! Dies haben wir hier nicht vorausgesetzt - im Gegenteil haben wir nun
bewiesen, dafl das Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung selbst
wieder kugelsymmetrisch ist und nur von der Gesamtladung abhingt.
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2.3 Magnetostatik

Nachdem wir die elektrostatischen Felder so ausfithrlich besprochen haben, ge-
hen wir nun zu einem etwas schwierigerem Problem iiber: magnetostatische
Felder ohne Anwesenheit von elektrischen Feldern. Die relevanten Maxwellglei-
chungen sind:

divB = 0 (2.148)

. A -
rotB = -~} (2.149)
C

die Gleichungen (I) und (III) sind nun unwichtig.

2.3.1 Vektorpotential, Eichung

Aus der Quellenfreiheit des magnetischen Feldes ergibt sich, dafl man es dar-
stellen kann als:

B(7) = rot A(7). (2.150)

Das Feld /T(F) wird Vektorpotential genannt; im Gegensatz zum elektrischen
skalaren Potential hat es keine anschauliche Bedeutung. Wir werden allerdings
in Kapitel 7 sehen, dafl es auf dhnliche Weise mit dem (kanonischen) Impuls
zusammenhingt wie das skalare Potential mit der Energie.

Wie das skalare Potential ist auch das Vektorpotential nicht eindeutig defi-
niert. Man kann zu A den Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion f(7)
addieren, ohne daf} sich das Magnetfeld dndert:

rot(A(7) + gradf (7)) = rot A(7), (2.151)

da die Rotation eines Gradienten bekanntlich verschwindet. Dies ist wiederum
ein Spezialfall der spiter noch zu besprechenden allgemeinen Eichtransforma-
tionen.

Es existiert aber immer eine Eichung (also eine Funktion f(7)), so daf} gilt:

A7) = — /OI(FX B(a))ada. (2.152)

Den Beweis, dafl die Rotation von diesem A-Feld wirklich wieder das B-Feld
ergibt, findet man in Anhang A.2.

In der Elektrostatik benutzt man zur Fixierung der Eichung meist die Bedin-
gung, dafl ® im Unendlichen verschwinden soll; in der Magnetostatik dagegen
verlangt man

divA = 0; (2.153)

dies wird als Coulombeichung bezeichnet. Der Grund fiir diesen Namen wird
erst bei der allgemeinen Behandlung von Eichtransformationen in Abschnitt 5.1
klar werden, der Grund fiir die Wahl dieser Bedingung dagegen schon in diesem
Abschnitt.
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Setzt man nun B in die inhomogene Maxwellgleichung ein, so ergibt sich:

- 4rs
rotrotA = —Wj, (2.154)
c

und, da rot rot = grad div - A ist und divA =0 gewihlt wurde, schlieflich:

AA=——7. (2.155)

Dies sieht sehr dhnlich aus wie die Poissongleichung (2.5) im elektrostatischen
Fall. Man muf} allerdings aufpassen: Der Laplace-Operator wird nun auf einen
Vektor angewandt, nicht mehr auf einen Skalar! Was das heissen soll, kann man
sich klarmachen, wenn man den Vektor als Linearkombination der Einheitsvek-
toren darstellt:

AA = A(Ag@ + Ayé, + ALE,)
(AAg)er + (AAy)ey + (AA;)E:, (2.156)

das heiflt, man kann den Laplace-Operator einfach auf jede Komponente einzeln
anwenden. Dies gilt allerdings nur, da wir hier ein kartesiches Koordinatensy-
stem verwendet haben! In diesem sind die Einheitsvektoren rdumlich konstant,
so daf} der Laplace-Operator nicht auf sie wirkt. I.a. wird dies nicht so sein;
beispielsweise gilt in Kugelkoordinaten: (AA), # AA,! (sieche auch Anhang
A.1.4)

Bleibt man in kartesischen Koordinaten, so kann man die obige Gleichung
als ein System von drei Differentialgleichungen auffassen, fiir jede kartesische
Koordinate eine. Diese einzelnen Gleichung haben nun die Gestalt der Pois-
songleichung, und man kann sie genauso l6sen: mittels der schon berechne-
ten Green’schen Funktion. Das Endergebnis kann man dann wieder aus den
einzelnen kartesischen Komponenten zusammensetzen und hat schliellich das
Ergebnis, das man auch naiv sofort hingeschrieben hitte:

A'(F):%/dv’

;T;’I' (2.157)

|7

Nun soll noch gezeigt werden, dafl diese Losung tatsidchlich die Coulomb-
Eichbedingung erfiillt. Bilde also die Divergenz dieses Ausdrucks:

o 1o 7@ @)
divA(7) =~V » /dv'm. (2.158)

Den (linearen) Ableitungsoperator kann man nun unter das Integral ziehen und
dabei ausniitzen, dafy 7 nur von 7, aber nicht von 7 abhéngt:

1

|7 = |

1

=

divA(7) = / V'Y _ ! / v (2.159)
C C
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Die Ableitung nach der ungestrichenen wurde hier in eine Ableitung nach der
gestrichenen Koordinate umgeschrieben. Nun kann man eine der Produktregeln
der Vektoranalysis benutzen:

"-’ —-r 1 ! o A
divA(F) = ——/dV V' e T;,| + E/dv’vh;ij(r) (2.160)

|7 -7

Das erste Integral forme nun mit dem Gauf’schen Satz in ein Oberflicheninte-
gral um, beim zweiten benutze die Kontinuititsgleichung:

o L[ o J() ) P
divA(F) =~ [ di o 2 - E/dV EaE (2.161)
Die Stromdichte wird sicher nicht unendlich ausgedehnt sein, so dal das Ober-
flachenintegral zu null wird, wenn man die Oberfliche geniigend weit auflen
wéhlt. Das zweite Integral verschwindet ebenfalls - wir haben hier ja vorausge-
setzt, daf} keine elektrischen Felder vorhanden sind, also ist die Ladungsdichte
(und erst recht ihre zeitliche Ableitung) null. Insgesamt ergibt sich also wie

verlangt:
divA(7) = 0. (2.162)

2.3.2 Biot-Savart’sches Gesetz

Fiir das elektrische Feld hatten wir aus der Integraldarstellung des Potentials
eine explizite Formel hergeleitet. Ebenso kénnen wir uns eine Formel fiir das
magnetische Feld ausrechnen:

)
B = rotd(d) = —rot/dV’ ()

= /dV’grad| 7 ;(F’)
F—7

1 -
- = [avii
c/ 1) X

(2.163)

Betrachtet man nun speziell einen Leiter mit dem Querschnitt A, so ist
7(7)| = I(7)/A. AuBerdem kann man schreiben: dV’ = dAds, man kann
nacheinander die Integration {iber den Leiterschnitt und entlang des Leiters
ausfithren. Wenn man nun voraussetzt, da} die Stromstirke nur wenig iiber
den Leiterquerschnitt variiert und der Leiterdurchmesser vernachléssigbar ge-
geniiber dem Abstand des Beobachters ist: |7 — 7| < |7], wobei 7 ein Vektor
zur Mitte des Leiters ist, so hat man schlielich:

57 — L[ as1(e 7 (7o(s)) 7 — 7o (s)
B = c/d ) 2 X P
_Lfg Pels)
= —/d R E (2.164)

wobei benutzt wurde, dal die Stromstérke entlang des Leiters nicht variiert,
und ds der infinitesimale Vektor in Richtung des Stromflusses ist.
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Damit hat man das Biot-Savart’sche Gesetz:

— 7o(s)
|7 = 7o(s) P
mit dessen Hilfe das Magnetfeld eines Systems von (diinnen) Leitern berechnet
werden kann.

R J
dB(i) = ~ds x

ﬁl ﬁl
=)

(2.165)

Beispiel 1: Magnetfeld eines geraden Leiters

Entlang der z-Achse befinde sich ein gerader, unendlich langer Leiter von ver-
nachlissigbar geringem Durchmesser, der vom Strom I durchflossen wird. Wir
betrachten ohne Einschrinkung der Allgemeinheit das Magnetfeld in der x-y-
Ebene. Dann ist ds = dse,, 7' = z€y + yéy und 7 (s) = s, also:

+00 — — - +00
¢ Vi 4+y? 4527 ¢ \/$2+y T2
+
I . L[ ds I
= —r(—smd)ex—l-cosqﬁey)/ :—2 /
C T‘2+S2
—00

s'"=s"/\/1+s5"2 I
L /ds" = —é’¢ (2.166)

_gd)/
cr KN 1/]__'_812

Hier wurde zu Zylinderkoordinaten {ibergegangen und zweimal substituiert; die
zweite Substitution ist hier nicht offensichtlich - aber der Erfolg gibt einem recht
(eine andere Moglichkeit wire die Verwendung der hyperbolischen Funktionen
- siehe unten).

Andererseits konnte man auch erst A ausrechnen:

1 1 1.y

- S

A = — d _'—:—_'/7 2.167

=7 [ ase e e o) Vire (2.167)
—0o0 —0o0

Dieses Integral divergiert allerdings! Betrachte deswegen zunéchst einen endlich
langen Draht:

7 +L ] +L/r
R L /
) c N \/1-1-5’2
arsinh(z/r)
s'=sinhs’ 1 " 21 .
= —é, ds" = —é,arsinh(L/r) (2.168)
c c
—arsinh(z/r)

Berechne nun daraus das B-Feld:

2I d(arsinh(L/r))

€r X €,

- - 21
B = tA = —grad inh(L e, =
ro o era (arsinh(L/r)) x €, . o
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21 1 d(L
= — (L/r) (sin@sin ¢ €, — sinf cos ¢ €y)

¢ V1t (Ljr)? dr

= D — _e
c I+ (L2
_ ! Z (2.169)

Eeacri

Im Limes L — oo erhilt man dann wieder das obige Ergebnis fiir B.

Setzt man voraus, dafl B aus Symmetriegriinden azimuthal verlaufen muf,
so kann man dasselbe Ergebnis auch viel einfacher aus dem Ampere’schen Ge-
setz ableiten, indem man als geschlossenen Weg einen Kreis um den Leiter
verwendet;:

2w
L 4
fds o= /d¢(r€¢) o (Béy) = 20rB = —1, (2.170)
C
0

—

. 5 _ 21
also wieder B = €

Beispiel 2: Lange Spule

Um das (oft verwendete) Feld einer Spule auszurechnen, betrachte zunichst eine
einzelne kreisférmige Leiterschleife. Sie liege in einer zur x-y-Ebene parallelen
Ebene in Hohe z, der Mittelpunkt liege auf der z-Achse, der Radius der Schleife
sei R, und der Durchmesser des Drahtes sei vernachléssigbar. Hier soll nur
das Feld auf der Mittelachse der Spule ausgerechnet werden - berechne also
zunichst das Feld, das die Schleife im Ursprung erzeugt: 7 = 0.

Es empfiehlt sich die Verwendung von Zylinderkoordinaten: ds = Rdpey,
7 —1o(s) = —7o(s) = —Rér(¢) — z€;(¢). Man hat dann:

T I - _'r - _'z I 2
0B = Lpage, ZBG—=20) 1, <R73é'z . Lae;) |
C R2+Z2 C ‘/R2+Z2 ‘/R2+Z2

(2.171)

Integration iiber den Winkel fithrt dann auf:
= 2r 1 R?

B= i@, (2.172)

eV R? + 22

man hat also nur ein Feld in z-Richtung, wie aufgrund der Zylindersymmetrie
auch zu erwarten war.

Eine (eng gewickelte) Spule kann man nun anndhern durch eine Ansamm-
lung von lauter solchen Leiterschleifen (jede Windung eine Schleife), jeweils in
Hoéhe z;, die alle vom selben Strom [ durchflossen werden. Das gesamte Feld
im Ursprung ist dann also:

N 2

3
i=0 ¢/ R? + 2}

g,. (2.173)
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Die Spule erstrecke sich dabei von —L/2 bis +L/2 und habe N Windungen.
Fiithrt man die Windungsdichte n = N/L ein, so kann man zum Integral iiber-
gehen:

2w I R? s 1 ol LR 1
B=nT" / ~dze, = ¢, / ——ds.  (2.174)
¢ i VR2 + 22 c L V1+s2

Betrachte nun den Grenzfall langer, diinner Spulen - nehme also den Limes
L/R — oo. Das Integral ergibt dann einfach 2 (siehe oben beim geraden Draht),
und das Magnetfeld ist:

é.. (2.175)

Dies ist das Magnetfeld im Ursprung, also im Zentrum der Spule. Fiir sehr
lange und diinne Spulen gilt aber ndherungsweise, dal das Feld im Inneren der
Spule homogen ist, also iiberall diesen berechneten Wert (und diese Richtung)
hat.

2.4 * Kraft und Drehmoment auf Dipole

2.4.1 Elektrische Dipole

Betrachten wir zunéchst den einfachen Fall eines elektrischen Dipols aus Punkt-
ladungen, also zwei Ladungen ¢, —¢ im Abstand ¢ mit ¢ — oo, a — 0,
d := ga = const.. Dann verschwinden alle Multipolmomente aufler dem fiir
[ = 1, man hat also ein reines Dipolfeld. Auflerdem sei ein (inhomogenes)
elektrisches Feld E(7) gegeben.
Die eine Ladung sei am Punkt 7, die andere bei 75 =: 7 + @. Dann ist das

Dipolmoment:

d= qry — QT = —qd (2.176)
und die Kraft: . . .

F = qE(r) — qE(™) (2.177)

Da. |@| als infinitesimal klein vorausgesetzt ist, gilt fiir die Komponenten von E:

EZ(FQ) = El(Fl + 5:) = EZ(Fl) + ae gradEi(Fl), (2.178)
also .
F; = —qd e gradE;(7) = d e grad E;(71). (2.179)
Damit ergibt sich:
F=(deV)E(m). (2.180)
Dies kann auch umformuliert werden:
. o~ o N\T - dE -
F=(VeEr) d= —=d. (2.181)
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Das Drehmoment kann man auf dieselbe Weise ausrechnen:

M = qri X E 71) — qra X E(FQ)
= ¢ x E(f) — ¢fy x E(F + @) — q@ x E(7 + @)
:qaxﬁat@ﬁxﬁmywaxw.ﬁﬁwl—Wxﬁm)
—qd x (@ V)E(7)
= 7 x (de V)E(R) +d x E() (2.182)

Der letzte Term ist von der Ordnung @2 und kann deshalb vernachlissigt werden,
die ersten beiden Terme heben sich weg. Damit ergibt sich schliefilich:

M =7 x F+dx E(f). (2.183)

In einem inhomogenen Feld (% # 0) hat man also sowohl eine Kraft also
auch ein Drehmoment auf Dipole, in einem homogenen Feld wirkt nur ein Dreh-
moment M =d x E - der Dipol versucht sich parallel zum Feld auszurichten.

Bildet man die Rotation von F:

rotF = rot(d  V)E(7) = (d e V)rotE(7), (2.184)
da d ein konstanter Vektor ist, so erhilt man in der Elektrostatik (rotE=0):
rotF = 0. (2.185)

Das Kraftfeld ist wirbelfrei, also existiert eine potentielle Energie, die man iiber
das iibliche Wegintegral ausrechnen kann:

V() = /d?«' o F(i*) = —d o B(7). (2.186)

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf} F = —gradV gilt.
Betrachte nun speziell als elektrisches Feld das von einem Dipol erzeugte
Feld; das Potential fiir einen Dipol am Ort 7} ist (siehe (2.65)):

e (F—7)

|’F— T1|3

o (7) (2.187)

Der Einfachheit halber rechnen wir im folgenden mit einem Dipol am Ursprung
(7, = 0); am SchluB kann man dann 7 wieder durch #— 7 ersetzen. Man erhilt
dann durch Gradientenbildung fiir das elektrische Feld:

. 3(d; o 7)7 — dyr?
E(7) = (1”22 . (2.188)

Setzt man dies in die Formel fiir die potentielle Energie ein, so ergibt sich also
fiir die (Wechselwirkungs-)Energie eines Systems von zwei Dipolen:

dy e dy—3(dy e T)(dr e L)
r3 '

Egww = (2.189)
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Schliefilich kann man auch noch die Kraft ausrechnen:

F = (dyeV)E

=3

S (77 d d

= = <d1(’r‘2.d1)+d (T2.d2)+7"2(d1.d2)—5 ( 1.7"23( 20’)"2))
s 2
(2.190)
Geht man nun iiber von 75 zu 75 — 71 und setzt
=L (2.191)
|7“2 - 7"1|

so hat man schliefllich:
3

7"2

F = (dl(n o dy) + dy(it e dy) + 7i(dy e dy) — 5ii(dy e 7)(dy e n)) (2.192)

Dasselbe Ergebnis erhidlt man, indem man den Gradienten der Wechselwir-
kungsenergie nimmt,.

2.4.2 Magnetische Dipole

Im magnetischen Fall miissen wir uns zunéchst iiberlegen, wie ein Dipol aus-
sieht. Es gibt ja keine magnetischen Monopole, also kénnen wir uns keinen
Dipol aus zwei Punktladungen zusammenbasteln, wie im elektrischen Fall ge-
schehen. Betrachte statt dessen zunichst die Multipolentwicklung des Vektor-
potentials in kartesichen Koordinaten - dort tritt ja ein Dipolterm auf.

A= /|r—*'| W= /]*| (1-5) v
. _/] dV’—i——/(ror)( yav’ (2.193)

Den ersten Term kann man folgendermafien umschreiben:

1 - N
— = Vl A\ (A dvl
= [(¥ @)
1 o L
= L [#ej@)var - L [div
(
cr cr
1 . .
= — [(#ej)dd =0, (2.194)
cr

das Monopolmoment verschwindet also, wie erwartet (im ersten Term der vor-
letzten Zeile wirkt der Nabla-Operator nach links auf die Matrix!).

Beim zweiten Term kann man ebenfalls benutzen, daf 7 = (F® ;)6 —divy
ist, wobei die Differentation wiederum nach links wirkt. Da div; = 0 gilt,
ergibt sich also j = (F® j)V, und damit:

_ L /dV’[(F’ ® j ([ )V')(F e i)



wobei partiell integriert wurde. Andererseits kann man aber fiir den zweiten
Term in A einfach eine der Rechenregeln fiir das Kreuzprodukt benutzen und
schreiben:

.1 - -
A= /dV’[(Foj(F’))F’ _ X (7 x )] (2.196)
Es folgt:
i - 1 -
" /dV Fo J(M)F — 7 x (7 x J)] = —W—gfdv’(f.j(ﬂ))ﬂ, (2.197)
also:
dv'(Fe] d (7 x 7 2.1
— [aviee i = o [aviex @ x ) (2.198)
Damit ergibt sich schliefflich fiir das Vektorpotential:
. 7 -
A=-ox /(F’ X J(#))dv". (2.199)

= — /f’ x j(#)dV", (2.200)

S M XT
A= 2.201
= (2.201)
Das Magnetfeld wird dann
= T A o L o=\ T
B = VXA:m<Voﬁ>—(moV)T—3
- 1 1< -1 1 -
_ m<f.vﬁ+ﬁ oF)—F(ﬁoVT—?))—ﬁ i e V) 7
. =373 (. =37 1 /= \T
= m TOF; 3 —-r mor—4; _7"_3( ®T) m
e 1
= 3r " 37, (2.202)
also
S 3(m e )T — mr?
= " , (2.203)

in volliger Analogie zum elektrischen Dipolfeld.

Betrachte nun als Spezialfall eine geschlossene Leiterschleife, die in einer
Ebene liegen soll, aber ansonsten beliebig geformt sein darf. Wenn der Draht
diinn ist, dann kann man wie beim Biot-Savart’schen Gesetz annihern: j dV ~
I dte, also bekommt man fiir das magnetische Moment:

I L IF
M= — /7" x ds = ——1, (2.204)
C
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wobei F' die von der Schleife umschlossene Fliche und 77 der Normalenvektor der
Flache ist. Dies gilt, da %F x ds das orientierte Flichenelement ist (vergleiche 2.
Kepler’sches Gesetz). Ein Beispiel fiir magnetische Dipole sind also geschlossene
Leiterschleifen bzw. Kreisstrome (beispielsweise die sog. Elementarmagnete in
Ferromagneten).

Hat man speziell ein Punktteilchen der Masse m und der Ladung ¢ auf
einer Kreisbahn vom Radius r in der x-y-Ebene mit Geschwindigkeit v, so ist
der Strom:

q qu
=1 =17 2.205
T 2nr’ ( )
also das magnetische Moment:
2
. qumrs_  qur q =
T e T 2T 2em ( )

fiir Punktteilchen existiert also ein Zusammenhang zwischen Drehimpuls und
magnetischem Moment. Aus der Quantenmechanik ist bekannt, dafl der Dre-
himpuls quantisiert ist - fiir vorgegebene Masse und Ladung kann also auch
das magnetische Moment nur bestimmte, diskrete Werte annehmen! Dies ist
beispielsweise die Grundlage fiir den bekannten Stern-Gerlach-Versuch.

Die Kraftdichte fiir eine Stromdichteverteilung erhélt man durch:

1. .
f=-ixB, (2.207)

also die Kraft durch: 1
Fe- /j(F’) x B(7)dv". (2.208)

Die Stromdichteverteilung sei nun nur in der Néihe des Ursprungs von 0 ver-
schieden; betrachte dann eine Taylorentwicklung des Magnetfeldes:

B(7) = B(0) + (Fe grad)B(0) +. .. (2.209)

Dann ist die Kraft also:

Fo= - [av < BO) + 1 [76%) x (7 « DBV
= 0+ % /](F') x [V (7 o B(0)) — # x (V x B(0))]dV’
= % 7(7) x V(7 o B(0))dV', (2.210)

da die Stromdichte, die das B-Feld erzeugt, sich nicht am Ort des magnetischen
Dipols befindet und daher dort V x B = 0 gilt. Weiterhin:

T (é(ﬁ) < (/F’ < j(f’)dV’)) , (2.211)
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wobei fiir das Integral dieselben Umformungen gemacht wurden wie weiter oben
bei [(7e7)7dV'. Damit:

F =V x (B(0) x ) = (m e V)B(0) — (V & B(0))m, (2.212)

und schliellich ergibt sich wie beim elektrischen Feld:

=4

F = (m e V)B(0). (2.213)

Die letzte Formel kann man auch umschreiben zu:

—

F=V(meB), (2.214)

also erhilt man sofort die potentielle Energie eines magnetischen Dipols im
Magnetfeld:

= —imeB. (2.215)
Das Drehmoment berechnet sich zu:
Moo= /F’ « Fhav' = %/F’ « () x BEE))dv"’
- %/F’ < (G x B@)av' + ...
_ % [ s BN - % [ siEnB@W @210

i= 2 [ e BOYE) - 5 BO) [ ¥ 020)av
- %/(ﬂ.é(ﬁ));(f') - 2%1?(6)/7«’2](5') o dA
_ %/(ﬂ.é(ﬁ));(ﬁ)—o
_ _ZLCE(G) < [ # x5, (2.217)

also:

M = x B, (2.218)

was strenggenommen natiirlich nur gilt, wenn das Feld sich im Bereich des
Dipols so langsam verdndert, daf die Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung
ausreicht.

Da die Formeln fiir das von einem Dipol erzeugte Feld und die auf einen
Dipol wirkende Kraft vollig dquivalent zum elektrischen Dipol sind, kann man
die Formel fiir die Kraft zwischen zwei Dipolen schliefllich einfach iibernehmen:

O I o e e o e g o
F = — (11 (77 @ 1) + 172 (77 @ mig) + 7i(1my @ 1mi2) — 57(17hy @ 70) (1702 @ 7))

79
(2.219)
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Ebenso erhilt man dieselbe Formel fiir die Wechelwirkungsenergie zweier Di-
pole:

’)’?ll L4 T?LQ - 3(’)’7’31 L] ;)(’rﬁ,g [ ] g)

Epww = (2.220)

r3
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Kapitel 3

Felder in Materie

3.1 Dielektrika

3.1.1 Die dielektrische Verschiebung

Ein makrokospischer Korper besteht aus sehr vielen Atomen oder Molekiilen
(GréBenordnung 10?% Teilchen). Wenn das elektrische Feld in einem solchen
Korper berechnet werden soll, so miissen also zwangsldufig Ndherungen ein-
gefiihrt werden. Betrachte zunéchst das Potential eines einzigen Molekiils:

p(FI /
D = dv'. 3.1
Molekiil j

Wahle nun einen Punkt o im Inneren des Molekiils (beispielsweise den Schwer-
punkt); dann kann jeder Punkt des Molekiils dargestellt werden durch 7 =
7jo + 7j. Das Potential ist also:

7= [ e (32)

7= Tjo — 7|

Dabei ist p;(7j) = p(7jo + 7j) die Ladungsverteilung des Molekiils, betrachtet
vom Punkt 7y aus.

Es gilt |7j| < | — 7jo| - die Ausdehnung des Molekiils ist vernachléssigbar
gering im Vergleich zum Abstand des Beobachters. Also kann man den Bruch
unter dem Integral entwickeln:

1 > 1
D, (7 :/ ()| = +7jeVjm—s— + dv;, 3.3
J(_p) p]( J) <|’I“—’f'j0| J |’I“—’T'J0| ) J ( )
wobei ﬁj die Ableitung nach 9 bezeichne. Zieht man die von 7; unabhéingigen
Terme nun vor das Integral und fiihrt dieses aus, so erhilt man:

I T |
+djeV;

|7“—7"90| |7 = 7ol

3,(7) = (3.4)

mit den iiblichen Definitionen fiir Gesamtladung und Dipolmoment. Wir ha-

ben hier also eine Multipolentwicklung um 7y gemacht, wobei das Quadru-
polmoment und hohere Multipolmomente der Molekiile vernachléssigt wurden
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(Messungen zeigen, dafi deren Beitrag tatsichlich klein ist gegeniiber dem Di-
polmoment).

Das gesamte Potential erhélt man nun durch Aufsummieren der Potentiale,
die von den einzelnen Molekiilen erzeugt werden:

O(r) = Z <q3'|_,7_,‘ + CZ; ° 63%) ) (3.5)

wobei die Summe iiber alle 102 (gréBenordnungsmaBig) Molekiile liuft.

Da man diese Summe sicher nicht exakt auswerten kann, fithre nun eine wei-
tere Ndherung ein: Die Ladungen bzw. Dipolmomente werden als punktférmig
angenommen (jeweils im Punkt 7 konzentriert). Dann kann man eine mittlere
elektrische Ladungsdichte und die elektrische Dipoldichte einfithren durch:

p) = g0 = o)
J

P() = Y did(F ~ o). (3.6)
J

Die statischen Dipolmomente p; der Molekiile sind aber im allgemeinen ent-
weder null, oder ihr Beitrag mittelt sich heraus, da sie ungeordnet im Festkorper
verteilt sind. Die Dipoldichte wird deswegen meist dann erst wichtig, wenn ein
duBeres elektrisches Feld anliegt (siehe unten).

Ebenso verschwindet die mittlere Ladungsdichte im allgemeinen: Diese ist
eine Summe iiber die Ladungen der einzelnen Molekiile, und Molekiile (oder
Basiseinheiten eines lonengitters in Salzen) sind ja elektrisch neutral (¢; = 0) -
also ergibt sich p = 0.

Oft betrachtet man aber Fille, in denen man von auflen zusétzliche Ladun-
gen auf einen Korper aufbringt - dann verschwindet die mittlere Ladungsdichte
nicht mehr, sondern ist identisch mit der Dichte dieser von auflen aufgebrachten
(,;externen”) Ladungstrigern:

P = Pext- (3.7)
Das Potential ist nun also:
1 - - 1
d == exr 7 P 7 ! d ,- .
)= [ (oot gy + P 0 V' e ) aV (33)
Wende darauf den Laplace-Operator an und beriicksichtige, dafl A|FEF,| =
—47d (7 — ) ist; dann erhélt man:

AD(F) = —4n / (peat (P)3(F — ) + P(*) © V'6(7 — 7)) dV". (3.9)

Im ersten Summanden fiithre das Integral direkt aus; im zweiten benutze, dafl
V(7 —7) = =Vo(F — 1) ist:

AB() = —Ampouy(7) + 4 / B(7) o V§(7 — )V

— i pen () + 47r/6 o« (6(F — F)B(F)dV'.  (3.10)
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Da der Nabla-Operator nun auf den ungestrichenen Vektor wirkt, kann man
ihn vor das Integral ziehen und dieses dann ausfiithren:

AD(7) = =47 peay (7) + 47V @ P(7). (3.11)
Andererseits ist A® = div grad® = —divE, also:
divE(7) = 47 pegy (F) — dndivP(F). (3.12)

Man definiert nun die dielektrische Verschiebung durch:

D:=E + 4rP; (3.13)

damit ergibt sich schlielich:

(I) divD = 47 peay. (3.14)

Diese Gleichung ist das Aquivalent zur Vakuum-Maxwellgleichung (I) in Mate-
rie.

Wihrend die Quelle der elektrischen Feldstérke die gesamte Ladungsdich-
te ist (einschlieflich lokaler Schwankungen), ist die Quelle fiir die dielektrische
Verschiebung also nur noch die Dichte der von auflen zuséitzlich aufgebrach-
ten Ladungstriager. Alle Effekte, die durch die Schwankungen der lokalen La-
dungsdichte entstehen, sind in die Definition von D absorbiert worden. Die
dielektrische Verschiebung kann man nun also genauso berechnen, wie man die
elektrische Feldstiarke im Vakuum bei vorgegebener Ladungsverteilung p = pegt
berechnet hitte.

Die zweite Maxwellgleichung der Elektrostatik bleibt im Gegensatz zur er-
sten aber ungedndert: Es gilt ja weiterhin E=- grad® (wurde schliellich sogar
in der Herleitung benutzt), und, da rot grad = 0:

(II1) rotE = 0. (3.15)

Die Effekte, die durch ein zusétzliches dufleres Feld oder durch zuséitzlich
aufgebrachte Ladungen entstehen, sollen nun noch genauer betrachtet werden.
Liegt ein solches Feld an bzw. entsteht es im Koérper durch aufgebrachte Ladun-
gen, so werden in den Molekiilen Dipolmomente induziert, indem die positiven
und negativen Ladungen gegeneinander verschoben werden (bzw. vorhandene
Dipolmomente werden ausgerichtet). Man sagt, dal die Materie polarisiert
wird; dementsprechend heifit die elektrische Dipoldichte P auch (elektrische)
Polarisation.

Durch die Verschiebung der Ladungen wird im Festkorper eine Raumla-
dungsdichte pp induziert; an der Oberfliche entsteht eine Flichenladungsdich-
te op (sieche Abb. 3.1). Zwischen der Polarisation und diesen Ladungsdichten
bestehen Zusammenhinge, die nun hergeleitet werden sollen. Betrachte dafiir
den von der Polarisation herrithrenden Teil des Potentials:

@p(F)z/ﬁ(f’)-ﬁ’W_lF,'dv’:/(6’. P(r) 6'°]3(F’)>dv’. (3.16)

RGN
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Abbildung 3.1: Entstehung einer Raum- und einer Flichenladungsdichte durch
die Polarisation eines Korpers

Den ersten Summanden kann man wie iiblich mit dem Gauf3’schen Satz in ein
Oberflichenintegral iiber die Auenfliche des Kérpers umwandeln:

Op(F)= | e P() 4o —/, V' P) (3.17)

oviF— 7] =7

Andererseits muf} gelten (vergleiche Abschnitt 2.1.4):

; 0, (7) pr(7)
Dp(F) = P dF" =——dV'. 3.18
P(’r) /3\/’ |’F—’F’| + v |F—’F’| ( )
Damit ergeben sich folgende Beziehungen zwischen den induzierten Ladungs-
dichten und der Polarisation:

op=ieP; pp=—divP. (3.19)
Setzt man dies in die Materie-Maxwellgleichung (I) ein, so ergibt sich:
divE = divD — 4ndivP = 47 (pest + pp). (3.20)

Es ergibt sich wiederum, daf} die Quelle der elektrischen Feldstirke die kom-
plette Ladungsdichte ist - sowohl die der von auflen aufgebrachten Ladungen
als auch die lokalen Schwankungen, die durch die Verschiebungen, also die Po-
larisation, hervorgerufen werden. Die Berechnung der elektrischen Feldstéirke
ist also deutlich schwieriger als die der dielektrischen Verschiebung, fiir die die
einfache Materie-Maxwellgleichung (I) gilt.

Die fiir die Herleitung dieser vereinfachten Beziehung nétigen N&herung
waren dabei:

1. Vernachlissigung hoherer Multipolmomente als Dipole (durch Messungen
unterstiitzt)

2. Anniherung der ausgedehnten Ladungsverteilung durch punktf6rmige La-
dungen und Dipole (gerechtfertigt, da die Ausdehnung der Molekiile sehr
viel kleiner ist als die des makroskopischen Korpers)
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Eine etwas sauberere (aber meiner Ansicht nach auch kompliziertere und un-
durchsichtigere) Behandlung der hier n6tigen Ndherungen und Mittelungen fin-
det man in Greiner: Elektrodynamik.

Oft interessiert aber gar nicht das einfach zu berechnende Feld 13, sondern
die elektrische Feldstirke E - diese hat ja viel mehr physikalische Bedeutung,
da durch sie Kréfte auf Ladungen ausgeiibt werden. Man erhélt sie zwar theo-
retisch einfach als Differenz von dielektrisches Verschiebung und (4 pi mal)
Polarisation, aber letztere ist eben nicht von vornherein bekannt. Auch hierfiir
sind wiederum diverse Ndherungen in Gebrauch.

Zunichst nimmt man an, daf} zwischen Feldstirke und Polarisation ein li-
nearer Zusammenhang besteht, dafl also die Dipolmomente, also die Verschie-
bungen der Ladungen im Molekiil, proportional zum anliegenden Feld sind:

—

P(7) = xe (P E(7) (3.21)

mit der elektrischen Suszeptibilitdt x.. Stoffe, in denen dies gilt, werden auch
als linear bezeichnet. Die Suszeptibilitit wird im allgemeinen vom Ort und
von der Richtung des Feldes relativ zum Korper abhingen, da viele Kérper
anisotrop sind (also in verschiedene Richtungen eine unterschiedliche Struktur
haben). Sie ist also eine Matrix bzw. wegen der Ortsabhingigkeit ein Matrixfeld
(genauer: ein Tensorfeld zweiter Stufe); nur bei isotropen Korpern ist sie eine
reine Zahl (ein Skalarfeld).

In allen konkreten Rechnungen betrachtet man aber meist nur den Spe-
zialfall x. unabhingig von Ort (homogener Kérper) und Richtung (isotroper
Korper), also

P = x. B(7). (3.22)

Setzt man in die Definition der dielektrischen Verschiebung ein, so erhilt man:

D = (1+4nx.)E =: ¢E, (3.23)

wobei hier die Dielektrizititskonstante e definiert wurde (auch diese ist im allge-
meinen ein Tensorfeld zweiter Stufe). Damit ergibt sich dann fiir das elektrische
Feld:

dive s = AT Peyt. (3.24)

Wenn der Kérper homogen ist, kann man e vor den Differentialoperator ziehen
und erhélt dann schliellich:

divE = AT peat .
€

(3.25)

Daraus ergibt sich wiederum

_ 47Tpea:t
—6 .

AD = (3.26)
Diese Gleichung kann nun wiederum mit der bekannten Greensfunktion zum
Laplaceoperator gelést werden.

Zusammenfassend haben wir folgende zuséitzliche Ndherungen benutzt, um
auf die einfache Formel (3.25) fiir das elektrische Feld zu kommen:
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3. Linearitit (Ladungsverschiebung im Molekiil proportional zum Feld),
4. Tsotropie und
5. Homogenitét des Korpers;

die Formel gilt also nur fiir eine begrenzte Klasse von Materialien!

Bei bekannter Dielektrizititskonstante (die eine Materialkonstante ist) kann
man nun die elektrische Feldstirke berechnen. Dielektrizitdtskonstanten kon-
nen beispielsweise mit Hilfe von Plattenkondensatoren gemessen werden (siehe
Abschnitt 3.4.2). Korper mit € # 1 (also so gut wie alle) heilen Dielektrika.
Typische Werte fiir € sind:

Vakuum 1
Luft 1.0005
Glas 5-8
Alkohol 26
Wasser 81

In der Natur treten dabei im wesentlichen zwei verschiedene Arten der Pola-
risation auf (wie schon weiter oben angedeutet). Einerseits konnen in Molekiilen
ohne eigenes Dipolmoment die positiven und negativen Ladungen gegeneinander
verschoben werden; man spricht dann von Deformations- oder Verschiebungs-
polarisation.

Andere Molekiile (Wasser, Ammoniak usw.) haben dagegen schon von vorn-
herein ein Dipolmoment, das allerdings makroskopisch nicht bemerkbar ist (da
sie rotieren und auflerdem im Korper statistisch wild verteilt durcheinanderlie-
gen). Diese Dipole konnen nun durch ein dufleres Feld ausgerichtet werden: da
sie nun alle in dieselbe Richtung zeigen und sich aufaddieren, ergibt sich ein
makroskopisch beobachtbarer Effekt. Dies ist die sogenannte Orientierungspo-
larisation.

In einigen Stoffen gibt es sogar natiirliche, ausgerichtete Dipolmomente, die
allerdings immer nur in kleinen Bereichen (sogenannte Weiff’sche Bezirke) alle
in dieselbe Richtung zeigen; in Analogie zum Ferromagnetismus (siche weiter
unten) spricht man dann von Ferroelektrika.

Zu beachten ist aulerdem noch, dafl die Verschiebung der Ladungen bzw.
Ausrichtung der Dipolmomente eine gewisse Zeit braucht (man spricht hier
manchmal von einer Relazationszeit). Hat man keine statischen dufleren Felder,
sondern schnell verdnderliche, so kann es passieren, dafl die Verschiebung bzw.
Ausrichtung nicht mehr schnell genug den Anderungen der Feldstirke folgen
kann. Man erhilt dann andere (kleinere) Werte fiir die Dielektrizitdtskonstante.
Diese ist also frequenzabhéingig:

e =e(w). (3.27)

Eine genauere Besprechung aller dieser Phéinomene findet man in Biichern (oder
Vorlesungen) iiber Festkorperphysik.
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3.1.2 Grenzflichen; dielektrische Kugel

Es kommt oft vor, dafl zwei Materialien mit unterschiedlichen Dielektrizitits-
konstanten aneinandergrenzen. Ein Beispiel ist ein Dielektrikum in einem Plat-
tenkondensator, ein anderes die Lichtbrechung beim Ubergang von einem Medi-
um in ein anderes. In beiden Medien werden dann sowohl E als auch D jeweils
andere Betrige und im allgemeinen auch andere Richtungen haben.

Hier soll nun untersucht werden, welcher Zusammenhang zwischen den Fel-
dern in den beiden Medien besteht. Dafiir werden wir uns die Grenzflichen
etwas genauer anschauen und sehen, daf} jeweils gewisse Komponenten der Fel-
der dort stetig sind.

Betrachte zunéchst einen flachen Zylinder, der einen Teil der Grenzfliche
einschliefit und dessen Grundflichen parallel dazu sind (s. Abb. 3.2). Fir das
Integral der elektrischen Verschiebungsdichte iiber die Oberfliche dieses Zylin-
ders gilt nach der ersten Maxwellgleichung:

7( dAii e D = 47Quu. (3.28)
aZyl

Das Oberflichenintegral erhélt Beitridge sowohl von den Grundflichen des Zy-
linders als auch von der Mantelfliche. Letzterer geht gegen null, wenn man den
Zylinder immer flacher macht. Dann ist der einzige Beitrag zur Ladung aber
schlieflich auch nur die Oberflichenladungsdichte o; es gilt also: Qe = Ao.
Andererseits kann man die Verschiebungsdichte als auf der Grundfliche kon-
stant annehmen, wenn man diese klein genug wéhlt. Dann kann das Ober-
flachenintegral abgeschétzt werden durch:

fz (dAiie D = Aty Dy + Aiiy » Dy = Aty o (Dy = Da), (3.29)
oLy

da die beiden Normalenvektor 77; und 7iy in entgegengesetzte Richtungen zeigen.
Wenn man als Abkiirzung fiir 77; ¢ D; nun D; | schreibt (die Komponente der
Verschiebungsdichte, die senkrecht auf der Grenzfliche steht), so folgt schlie3-
lich:

Dy — Dy | = 4no. (3.30)

Abbildung 3.2: Integrationsvolumen bzw. -oberfliche zur Herleitung der Ste-
tigkeit der Normalkomponenten
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Speziell falls keine Oberflichenladungen vorhanden sind, gilt:
ﬁl,J_ = BQ,J_, (3.31)

das heifit: Die Normalkomponente der elektrischen Verschiebungsdichte ist an
Grenzflichen stetig.
Ahnlich kann man nun mit der dritten Maxwell-Gleichung verfahren:

dseE=0.¢8 (3.32)
0A

Als Integrationsweg wéhle nun ein Rechteck, von dem zwei Seiten der Linge
a parallel zur Grenzfliche und die anderen beiden der Lénge b senkrecht dazu
sind (s. Abb. 3.3). Lésst man nun b gegen null gehen, so liefern nur noch die
beiden Strecken parallel zur Grenzfliche einen Beitrag zum Wegintegral; die
beiden Tangentialvektoren dort seien £; und 5. Wenn man auch a klein genug
wihlt, so dal das elektrische Feld auf der gesamten Strecke konstant ist, dann

gilt also:
aty @ By + aty @ By = 0. (3.33)

Die beiden Tangentialvektoren haben entgegengesetzte Richtungen. t; e E; ist
aber gerade die Komponente E; || parallel zur Grenzfliche; also gilt:

ELH — E2:||' (334)

In Worten: Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke ist an Grenz-
fldchen stetig.

Ein Anwendungsbeispiel ist das elektrische Feld in einer homogenen Kugel
mit Dielektrizitdtskonstante €1, die in ein homogenes Material mit €5 eingebettet
ist, in dem ein homogenes elektrisches Feld besteht.

Das Feld liege in z-Richtung: Ey = E&,. Damn folgt sofort fiir die elek-
trische Verschiebungsdichte im Medium 2: 132 = ey F5€é,. Betrachte nun ei-
ne Kugel mit Radius R um den Ursprung: Ihr Normalenvektor in Richtung
der Winkel 6 und ¢ ist & = (sin(f)cos(¢),sin(f)sin(¢),cos(d)), € und €,

Abbildung 3.3: Integrationsfliche bzw. -strecke zur Herleitung der Stetigkeit
der Tangentialkomponenten
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sind Tangentialvektoren mit €y = (cos(d) cos(¢), cos(0) sin(¢), —sin()), €5 =
(—sin(0) sin(¢), sin(@) cos(¢),0).

Da wir hier keine (von auflen aufgebrachten) Oberflichenladungen haben,
gilt nun:

é}'ﬁl :gr.ﬁg; é}g‘El :gg.ﬁg; €¢0E1 :€¢0E2. (3.35)

Nun mufl aber noch beriicksichtigt werden, dafl durch das duflere Feld die La-
dungen in der Kugel verschoben werden; es bildet sich also eine Polarisation
aus. Dies fithrt dazu, dafl die Kugel als Ganzes nun ein Dipol ist mit d = de,.
Theoretisch kénnten auch hohere Momente auftreten, wir werden jedoch sehen,
dafl diese Annahme ausreicht. Das gesamte duflere Feld ist damit:

3deos(®) , _d o (3.36)

3 3

3(d e 7)7 — dr?

r

= Fye, +

Setzt man alles ein, so erhélt man schlieflich aus den Stetigkeitsbedingungen
an der Kugeloberfliche:

., 2d - d =
61€TOE1 = €9 COS(Q) <E2 + ﬁ) N é:g.El = — sm(H) (EQ - ﬁ) N €¢.E1 = 0,
(3.37)
also d d
= € - . -
E, = écos(@) (EQ + 2@) é, — sin(#) <E2 — ﬁ) ép. (3.38)

Das innere Feld ergibt sich aber durch das duflere Feld, welches in z-Richtung
zeigt, und durch die Polarisation, die wiederum durch das duflere Feld erzeugt
wird. Also ist die Annahme naheliegend, dafl das elektrische Feld in der Kugel
ebenfalls in z-Richtung verlduft:

Ey = E1&, = Ey(cos(0)&, — sin()&p). (3.39)

Durch Vergleich mit der vorherigen Formel erhilt man

B = E—i (Eg + 2%) und By = By — %. (3.40)
Daraus ergibt sich dann:
d= R} :114:26622 Es, (3.41)
und die Felder innen und auflen sind schlieBlich:
= 3e
By €1 +2262 Eré;
By = By, + Byt 2 R—3(3cos(9)a — ). (3.42)

Man sieht, dafl das innere Feld fiir e > €; stirker ist als das anregen-
de duflere, fiir e3 < €; dagegen schwiicher. Dies riihrt daher, dafl das duflere
Feld zusétzliche Ladungen in der Kugel induziert. Da diese die Quellen des
elektrischen Feldes sind, hat man also in der Kugel eine andere Feldstirke als
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auflen, abhingig von der Polarisation, die wiederum vom Verhéiltnis der Dielek-
trizitdtskonstanten abhingt. Die dielektrische Verschiebungsdichte, die ja nur
von extern aufgebrachten Ladungen abhéngt, ist dagegen in der Kugel gleich
stark wie auflerhalb. In Abbildung 3.4 sind die Feldlinien fiir beide Félle dar-
gestellt.

Spezialfille sind:

1. gleiche Materialien: €; = e
d=0; E, =Eyé, = E,. (3.43)

2. dielektrische Kugel in Luft/Vakuum: e; = 1, € := ¢;

36_].
d = R e+2E2
B o= Eyé,
€e+2
= S e— 1R - 5
Ey, = Eye,+ Ey 2T—3(3cos(9)er—ez). (3.44)

1+2¢ 7 142 7
= 3e
E, = Eye,
. 21 2%
= S e—1R° LS
E2 = E2 €y QWF(E} COS(Q)er — ez). (345)

Der dritte Fall ist wichtig bei der Herleitung der Clausius-Mosotti-Formel, die
einen Zusammenhang zwischen atomarer Polarisierbarkeit und Dielektrizitéts-
konstante liefert.
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Abbildung 3.4: Verlauf der elektrischen Verschiebungsdichte (a) und der elektri-
schen Feldstirke (b) bei einer dielektrischen Kugel in einem homogenen dufieren
Feld
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3.2 Magnetismus

3.2.1 Die magnetische Feldstirke

In Analogie zum elektrostatischen Fall kann man die Stromdichte in einem ma-
kroskopischen Koérper aufteilen in die von aulen aufgeprigte makroskopische
Stromdichte (die bei Mittelung iiber lokale Schwankungen iibrigbleibt) und lo-
kale Stromdichten, die letztlich durch Kreisstrome, also bewegte Elektronen in
den Molekiilen, entstehen:

> 1 [ Jeut( / / Tiokat (™)
A = - dVv dV 3.46
(7) ) + - (3.46)

Die lokale Stromdichte kann dabei wiederum in guter Nahrung durch Dipolfel-
der ausgedriickt werden:

L [ Jokat (™) ;o i x (7 — 7o) / M) x (F=7) .,
JlokalA™ ) gyt — dv 3.47
|7 — 7| Z |7 — 7:30|3 ( )

mit der magnetischen Dipoldichte
M(F) == 3" ;0 (F — 7). (3.48)
J

Das Integral iiber diese Dipoldichte kann umgeschrieben werden:

M(#) x (7 — ) ., 1 -
av' = _/<v' ) M (#)dv'
/ EGE =) " (™)

(3.49)

Das erste Integral kann mit Hilfe des Gauf3’schen Satzes in ein Oberflicheninte-
gral umgewandelt werden und verschwindet deshalb (da man die Obefliche im
Unendlichen wéhlen kann und der Kérper und deshalb auch die Magnetisierung
nur endlich ausgedehnt ist). Man erhélt also fiir das Vektorpotential:

- !
A 1 Jemt(T)dV,+/V XM dV’ /je:z;t )/c + rot' M (7 )

|7 = 7| |7 = |7 = 7|
(3.50)
Wendet man darauf den Laplace-Operator an, so ergibt sich:
- 1~ o dm -
M) = =t [ (L eatli) + rot BEG) ) 80 = 7) = = foan(7) = drot (7).
(3.51)

Andererseits ist AA =grad divA—rot rotA =grad divA—rotB. Ahnlich wie in
Abschnitt 2.3.1 kann man nun zeigen, daf divA = 0 ist (benutze dafiir noch
div rot=0). Also ergibt sich AA = —rotB und damit:

rot B(F) = ]ext(F) + darrot M (7). (3.52)
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Definiert man nun

H:=B —4rM, (3.53)

so ergibt sich schlielich folgende Formel, dquivalent zur Maxwellgleichung (IV)
der Magnetostatik im Vakuum:

i 47 o
(IV) rotH = %T Tt (3.54)

Da die Beziehung zwischen H und der magnetischen Fludichte B genauso aus-
sieht wie die zwischen elektrischer Feldstirke und dielektrischer Verschiebung,
bezeichnet man H als magnetische Feldstirke. Fundamentaler ist aber eigent-
lich das B-Feld - es wird von allen Strémen erzeugt, nicht nur von den extern
aufgebrachten (in Analogie zum E-Feld), und es iibt Kriifte auf bewegte La-
dungen aus (in der Lorentzkraft steht B , nicht H ). Der Name ,,Feldstéirke” fiir
H hat wohl historische Griinde (vermute ich).
Die andere Maxwell-Gleichung der Magnetostatik

(I11) divB = 0 (3.55)

bleibt ungedndert, da ja immer noch B =rotA gilt.

Die magnetische Dipoldichte erzeugt ein makroskopisches Magnetfeld; M
wird deshalb als Magnetisierung bezeichnet. Erfahrungsgeméif ist der Zusam-
menhang zwischen (induzierter) Magnetisierung und duflerem Magnetfeld wie-
derum néherungsweise linear:

— —

M =y H (3.56)

mit der magnetischen Suszeptibilitit x,, (im allgemeinen eine ortsabhingige
Matrix). Nimmt man wieder an, dal der Korper isotrop ist, so ist die Sus-
zeptibilitéit eine skalare Grofle (im allgemeinen aber immer noch ortsabhingig).
Man definiert ganz analog zur Dielektrizitdtskonstanten durch

B =(1+4nxm)H =: pH (3.57)
die Permeabilitit p. Fiir homogene Korper erhélt man also:

A -

rotB = —55.0 (3.58)
C
und 4
— T -
AA = —7“]%. (3.59)

Die verwendeten Néherungen in diesem Abschnitt waren dieselben wie im elek-
trostatischen Fall (1-5).

Beim Magnetismus sind wiederum die Stoffe zu unterscheiden, in denen die
magnetischen Momente erst induziert werden miissen (Diamagnetismus) und
denen, in denen vorhandene Dipolmomente nur ausgerichtet werden (Parama-
gnetismus). Im ersteren Fall erhilt man negative Suszeptibilititen, da wegen
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der Lenz’schen Regel die induzierten Momente ihrer Ursache entgegengerichtet
sind. Beispiele sind:
Wasserstoff —2.3-107

Wasser —-1.2-107°
Stickstoff —-7.0-107°
Silber —-2.5.107°

In paramagnetischen Stoffen sind die Suszeptibilititen zwar positiv, aber
betragsmisig auch sehr klein. Es gilt also fast immer |x,,| < 1 und damit
i =~ 1. Eine Ausnahme sind lediglich die Ferromagneten, fiir die sich p > 1
ergibt (siehe Abschnitt 3.2.3). Fiir eine genauere Behandlung dieser Themen
sei wiederum auf die Festkorperphysik verwiesen.

3.2.2 Grenzflichen; Magnetfeld im Spulenspalt

Betreffend der Stetigkeit an Grenzflichen kann man genauso argumentieren wie
im elektrischen Fall. Betrachte zunichst die zweite Maxwell-Gleichung;:

dAfie B =0. (3.60)
0A
Waéhlt man als Integrationsfliche wiederum die Oberfliche eines Zylinders, l4sst
dessen Hohe gegen null gehen und wihlt die Grundfléiche so klein, dafl das Feld
auf ihr konstant ist, dann folgt wie bei der elektrischen Verschiebungsdichte:

§1,L = B'z,L, (3.61)

also: Die Normalkomponente der magnetischen Flufidichte ist an Grenzflichen
stetig.
AuBlerdem kann man die vierte Maxwell-Gleichung benutzen:
deeii=2Tr (3.62)
0A c

Nimmt man wiederum ein Rechteck als Integrationsweg und lidsst dessen Aus-

dehnung senkrecht zur Grenzfliche gegen null gehen, so kann der Term rechts

nur dann beitragen, wenn es Oberflichenstréme gibt. Bis auf wenige exoti-

sche Ausnahmen (Supraleiter) kommt dies jedoch nicht vor, so daff dieser Term

meist verschwindet. Wihlt man nun die Ausdehnung parallel zur Grenzfliche

so klein, daf H dort ndhrungsweise konstant ist, dann folgt wie schon beim

elektrischen Feld:

Hy) = Hy, (3.63)

es ergibt sich also: Die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke ist
an Grenzflichen stetig.

Als Anwendung dieser Regeln betrachtete folgende Situation: Wir nehmen
uns eine (lange) Spule und 6ffnen in ihrer Mitte einen schmalen Spalt. Die
Spule sei dabei mit einem Material der Permeabilitit p gefiillt; die magnetische
Flufidichte in ihrem Inneren ist also B = 47rT”n[ .
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Da der Spalt nur sehr schmal ist, kann man annehmen, dal das magnetische
Feld in seinem Inneren homogen ist und auflerhalb der Spule und des Spaltes
praktisch gleich null (relativ grobe Niherung, aber qualitativ stimmt’s). Man
hat also hier praktisch das magnetische Analogon zu einem Plattenkondensator
- sieche Abschnitt 3.4.2. Das magnetische Feld tritt (ndherungsweise) senkrecht
aus der Spule aus und miindet auch wieder senkrecht in sie ein. Da aber die
zur Grenzfliche senkrechte Komponente der magnetischen Flufidichte stetig ist,
folgt, dafl auch im Auflenraum die Flufidichte gegeben ist durch

4
B="Enr1 (3.64)
C

Miflt man nun die magnetische Flufidichte (z. B. durch die Messung der Lor-
entzkraft auf geladene Teilchen, die durch den Spalt fliegen), so erhilt man
bei bekanntem Strom I durch die Spule und bekannter Wicklungsdichte n die
Permeabilitdt p des Spulenkerns.

Die magnetische Feldstiarke erhilt man aus der Beziehung B = uH; im
Inneren der Spule ergibt sich also

4
H; = %n[, (3.65)
im Spalt dagegen (prup ~ 1):
4
H, = %’unl. (3.66)

Im Spulenspalt ist die magnetische Feldstirke also grofler als in der Spule selbst
- speziell fiir Ferromagnetika mit g > 1 erhélt man sehr hohe Feldstirken im
Spalt.

3.2.3 Ferromagnetismus, Hysterese

In manchen Stoffen gibt es kleine Bereiche (sogenannte Weif’sche Bezirke),
in denen jeweils alle Dipole parallel zueinander ausgerichtet sind - auch ohne
ein von auflen anliegendes Feld (s. Abb. 3.5). Dies liegt an inneren Wechsel-
wirkungen zwischen den Dipolen - n&heres sieche Vorlesungen iiber Festkérper-
physik. Es kann sich hierbei sowohl um elektrische als auch um magnetische
Dipole handeln; im ersten Fall spricht man von Ferroelektrika, im zweiten von
Ferromagnetika. Zweitere kommen in der Natur allerdings viel h&ufiger vor
(beispielsweise ist Eisen ein Ferromagnetikum); darum werden wir hier nur auf
diese eingehen.

In Paramagnetika gibt es zwar auch schon ohne dufleres Feld magnetische
Dipole - diese liegen jedoch wild durcheinander statt parallel und bewegen
sich aulerdem aufgrund der Temperatur auch noch hin und her. Deswegen
ist es schwierig, sie alle in eine Richtung zu stellen; bei Ferromagnetika da-
gegen sind die Dipole schon parallel, so dafl die Richtungen der Weify’schen
Bezirke als ganzes umklappen konnen. Dazu ist viel weniger Energie nétig,
als wenn man jeden Dipol einzeln gegen den Widerstand seiner Nachbarn aus-
richten miifite. Oberhalb einer gewissen Temperatur, der sogenannten Curie-
Temperatur, sind die thermischen Bewegungen allerdings dann doch stirker als
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Abbildung 3.5: Weify’sche Bezirke in einem Ferromagneten bzw. Ferroelektri-
kum: Der gesamte Korper besteht aus vielen kleinen Bereichen, in denen die
Dipole jeweils parallel zueinander sind.

die Dipol-Wechselwirkungen, und die ferromagnetischen Eigenschaften gehen
verloren - der Stoff verhélt sich dann wie ein Paramagnet.

Bei Ferromagnetika besteht nun im allgemeinen kein einfacher Zusammen-
hang zwischen von auflen angelegtem Magnetfeld H und innerer Magnetisierung
M mehr. Dies kann man teilweise dadurch verstehen, dafl die Dipole sich re-
lativ leicht ausrichten lassen und deshalb schon bei recht kleinen Feldstérken
alle in einer Richtung stehen - und mehr Magnetisierung geht eben nicht. Man
spricht von der Sdttigungsmagnetisierung - fir H — oo gilt M — const.

Auflerdem haben die Dipole untereinander starke Wechselwirkungen (deswe-
gen entstehen ja die Weifl’schen Bezirke); dies geht in manchen Ferromagnetika
so weit, dafl die Dipole ihre Richtung beibehalten, auch nachdem das &uflere
Feld abgeschaltet wurde. Man hat dann also Permanentmagnete - auch fiir
H =0 ist M # 0. Diese Erscheinung wird auch als Remanenz bezeichnet.

Beriicksichtigt man diese beiden Effekte, so sieht man sofort, dafl der Zu-
sammenhang zwischen H und M bei Ferromagnetika nicht linear sein kann -
zumindest nicht iiber den gesamten Bereich. Manche Ferromagnetika zeigen
keine Remanenz, es gilt also M = 0 fiir H = 0. Bei diesen Stoffen kann man
zumindest fiir kleine Felder wieder eine lineare Beziechung M = x,, H annéhern
und findet dann sehr grofle Suszeptibilititen x, und dementsprechend auch
sehr hohe Permeabilititen p (in der Gréflenordnung 100-1000). Bei den Ferro-

Abbildung 3.6: Verlauf der Magnetisierung abhéngig von der dufleren Feldstéirke
bei einem Ferromagnetikum ohne bzw. mit Remanenz
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magnetika mit Remanenz kann man die Permeabilitéiten strenggenommen nur
fiir die ,,Einschaltkurve” angeben (siehe unten).

Bei Ferromagnetika mit Remanenzerscheinungen dagegen héngt die Wir-
kung eines dufleren Feldes auf den Stoff stark davon ab, welche Magnetisierung
im Stoff schon vorhanden ist - also quasi von der ,,,Vorgeschichte” des Stoffes.
Dies wird als Hysterese (oder auch Hysteresis) bezeichnet. Trotzdem kann man
einen Zusammenhang zwischen H und M angeben - allerdings nicht als Formel,
sondern nur als Kurve: die sogenannte Hysteresiskurve.

In Abbildung 3.6 sind die Magnetisierungskurven sowohl fiir einen Stoff oh-
ne Remanenz als auch fiir einen ohne dargestellt (alternativ konnte man auch
den Zusammenhang zwischen H und B darstellen). Bei dem zweiten Schaubild
ist die ,,Einschaltkurve” von der ,,Betriebskurve” zu unterscheiden: erstere be-
schreibt die Magnetisierung, die entsteht, wenn der Stoff vorher unmagnetisch
war und zum ersten Mal magnetisiert wird; sie sieht im Prinzip genauso aus wie
die Magnetisierungskurve beim Ferromagnetikum ohne Remanenz. Die zweitere
gibt an, wie sich der Stoff verhilt, wenn schon eine Magnetisierung vorhanden
war.

Nimmt man also einen unmagnetischen Stoff und macht das Magnetfeld
langsam stérker bis zu einer gewissen Stirke H,,q4, so verlduft die Magneti-
sierung zunichst auf der Einschaltkurve; regelt man das Feld wieder herunter,
nimmt die Magnetisierung aber nicht wieder getreu der Einschaltkurve ab, son-
dern geht in die Betriebskurve iiber. Alle folgenden Magnetfeldéinderen ziehen
dann ebenfalls eine Magnetisierung nach sich, die der Betriebskurve folgt. Zu
jedem H,,,., das man am Anfang wihlte, um den Stoff zum ersten Mal zu
magnetisieren, gehort eine eigene Betriebskurve.

Da beim Aufbau der Magnetisierung Energie in das System hineingesteckt
wird und die Magnetisierung auch beim Abschalten des Feldes teilweise beste-
hen bleibt, folgt, daf} ein Permanentmagnet Energie speichern kann. Wird die
Magnetisierung durch ein dufleres Feld in entgegengesetzter Richtung wieder
abgebaut, so wird diese gespeicherte Energie in Warme umgewandelt (iiber die
thermische Bewegung der Dipole, die durch ihre Wechselwirkung untereinander
Energie iibertragen kénnen). Beim Durchlaufen der Hysteresiskurve wird also
insgesamt magnetische Energie in Warme umgewandelt und geht deshalb ver-
loren. Die gesamte Wéarmemenge kann dabei ausgerechnet werden durch (ohne
Beweis):

1 oL o
W= — /del{ H(B) e dB, (3.67)
47 Hysteresiskurve

wobei iiber das felderfiillte Volumen und entlang der Hysteresiskurve integriert
wird.

3.3 Zusammenfassung: Maxwellgleichungen in Ma-
terie

In den letzten beiden Abschnitten wurden die Gleichungen fiir statische Fel-
der in Materie hergeleitet. Den dynamischen Fall kann man folgendermafien
behandeln:
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Zunichst ist das Induktionsgesetz (dritte Maxwellgleichung) zu betrachten.
Wie bei der Herleitung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum (Anhang C) schon
erwihnt, ist dies in gewisser Weise dquivalent zur Lorentzkraft: Die induzierte
Spannung, die bei der Bewegung eines stromdurchflossenen Leiters im Magnet-
feld entsteht, kann man auch alternativ als Lorentzkraft auf die Leitungstriger
deuten. Da in der Formel fiir die Lorentzkraft aber die magnetische Flu3dichte
B steht, nicht die magnetische Feldstirke H , kann man folgern, daf§ auch im
Induktionsgesetz B stehen mus.

Das zweite, das noch fehlt, ist der Maxwell’sche Verschiebungsstrom in der
vierten Maxwellgleichung. Setze an:

- 47 - 1=
votH = = jeur + - C, (3.68)

wobei C nun entweder die elektrische Feldstirke oder die dielektrische Verschie-
bung ist. Wie dieser Term aussehen muf}, ergibt sich aus der Ladungserhaltung
(fiir die externen Ladungen):

ﬁeazt + div;ea:t = 0. (369)
Nun folgt aber aus der Materie-Maxwellgleichung (I) und dem Ansatz:
. .=
Pext = ——divD
4T
- 1 o
divjess = —-—divC, (3.70)
4

also muB C = D sein.
Damit ergibt sich insgesamt fiir die Maxwell’schen Gleichungen in Materie:

(I) divD = 47pes

(11) divB = 0
. 10 -

(II1) rotE+—%B -0 (3.71)
— fa — 47'('—,»

(IV) rotH — E&D = 7,78:1:15-

Hinzu kommt die Ladungserhaltung fiir die externen Ladungen (3.69) und die
(unverdnderte) Lorentzkraftdichte (C.31). In konkreten Anwendungen ldsst
man den Index ezt allerdings meist weg - man mufl dann aber jeweils sorgfiltig
unterscheiden, welche Ladungen/Strome ,,von auen” kommen und welche erst
durch die Einwirkung der Felder influenziert/induziert wurden.

Den Zusammenhang zwischen Vakuum- und Materiefeldern geben die Glei-
chungen

= E+drP (3.72)
= d+4xM.

o O

Fiir lineare Beziehungen P = XeE M = Xmé hat man auflerdem die einfachen
Formeln

. o
&

= uH. (3.73)



Die Stetigkeitsbedingungen kann man nun auf dieselbe Weise ableiten wie
in der Elektro- und Magnetostatik und sieht dann, daf} sie ungeindert bleiben:

o D, ist stetig, sofern keine Oberflichenladungen auftreten

. EH ist stetig

o B, ist stetig
o H | ist stetig, sofern keine Oberflichenstrome auftreten

Fiir die Herleitung dieser Formeln wurden mehrere Niherungen gemacht
(siehe die letzten zwei Abschnitte). Im Unterschied zu den Maxwellgleichungen
im Vakuum sind die Maxwell-Gleichungen in Materie also nicht exakt! Streng
genommen miiste man alles mit den Vakuum-Maxwellgleichungen ausrechnen;
da sich aber im allgtéiglichen Gebrauch herausstellt, dafl diese Ndherungen meist
gerechtfertigt sind, erhélt man auch mit den Materie-Gleichungen praktisch
immer verniinftige Ergebnisse.

Trotzdem sollte man immer vorsichtig sein, ob das konkrete Problem, dafl
man gerade betrachtet, nicht vielleicht gerade eine der wenigen Ausnahmen
darstellt, bei denen diese Vorgehensweise fehlschligt. So hat man beispiels-
weise sehr oft anisotrope und inhomogene Materialien - bei diesen mufl man
dann darauf achten, dafl € und p keine konstanten Skalare mehr sind, sondern
Tensorfelder.

3.4 Quasistationire Probleme: Stromkreise

In technischen Anwendungen sind solche Stréme wichtig, bei denen in einem
gegebenen Stromkreis der Strom zu jedem Zeitpunkt an jeder Stelle des Leiters
gleich ist (natiirlich mit Ausnahme des Inneren der Spannungsquelle); der Strom
soll also im wesentlichen nur noch eine Funktion der Zeit sein. Aufilerdem sollen
die Stromfiden zeitlich unveridnderliche Linien sein, das heif}t der Strom soll
immer auf demselben Weg flielen. Solche Strome nennt man quasistationdr.

Da bei jedem gegebenen Leiterstiick der Strom sowohl am einen als auch
am anderen Ende gleich sein soll, folgt, dafl in das Volumen des Leiters gleich
viel Strom ein- wie ausfliesst. Es gilt also:

fd}l ej =0« divj =0. (3.74)

Setzt man dies in die vierte Maxwell-Gleichung (in Materie) ein, so ergibt sich
(wegen div rot H = 0): ‘
divD = 0. (3.75)

Quasistationidre Strome hat man also beispielsweise dann, wenn die Verschie-
bungsdichte zeitunabhéngig ist oder zumindest der Beitrag durch ihre Zeitab-
hingigkeit gegeniiber i vernachlissigbar ist. Im allgemeinen geniigt es aber
schon, dafl die Divergenz der Zeitableitung verschwindet (bzw. vernachléssig-
bar ist).
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Abbildung 3.7: Geschlossene Leiterschleife (Masche) in einem Stromkreis und
anliegende Spannungen

3.4.1 Kirchhoff’sche Regeln, Ohm’sches Gesetz

Als erstes sollen nun Stromkreise betrachtet werden, in denen ein zeitlich kon-
stanter Strom fliefit. Man hat dann also keine zeitlich verdnderlichen Magnet-
felder, und die dritte Maxwell-Gleichung wird zu:

dse E = 0. (3.76)

Léngs einer geschlossenen Kurve (siehe Abb. 3.7) ist das Integral iiber das elek-
trische Feld also null. Eine solche geschlossene Kurve in einem Stromkreis wird
auch als Masche bezeichnet. Liegen entlang dieser Masche nun irgendwelche
elektrischen Bauelemente (beispielsweise Widerstinde, Lampen 0.4.), so kann
das gesamte Integral in einzelne Integrale aufgeteilt werden, die jeweils nur
ein Bauelement einschlieflen (wobei im allgemeinen auch der Widerstand des
Drahtes selbst beriicksichtigt werden muf):

T 3 1
fdfs-E:/dE.E+/dE.E+...+/dE.E. (3.77)
1 ) Tn

Andererseits ist das Integral iiber das Feld vom Punkt 7; zum Punkt 7
aber gerade die Potentialdifferenz, also die Spannung zwischen diesen beiden
Punkten:

=

I 2
/dfs oE— —/ s 0 V& = B(71) — $() =: Ua (3.78)
71 71

Damit ergibt sich schliellich:

j[d}oE:U12+U23+...+Un1, (3.79)
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Abbildung 3.8: Herleitung der Knotenregel: Die Integration iiber eine geschlos-
sene Oberflache, die den Leiter einschlieft, zerféllt in die Integration iiber die
Leiterquerschnitte.

und, wenn man die dritte Maxwell-Gleichung einsetzt:

(U2 + Uz + ...+ Up1 = 0. (3.80)

Dies ist die sogenannte Kirchhoff ’sche Maschenregel: Die Summe aller Span-
nungen entlang einer Masche ist null.

Bekanntlich existiert noch eine zweite Kirchhoff’sche Regel: Die sogenanne
Knotenregel. Sie besagt, dafl an einem Knoten (einer Stelle im Stromkreis, an
der mehrere Drihte aufeinanderstofien), die Summe der einfliefenden Strome
gleich der Summe der ausflieBenden Strome ist bzw. wenn man die in ein Volu-
men einfliefenden Strome wie iiblich als negativ definiert und die ausflieBenden
als positiv:

L+L+...+1,=0, (381)

die Summe aller Stréme an einem Knoten verschwindet also. Dafl diese Re-
gel gilt, ist eigentlich trivial: Wir hatten ja von vornherein gefordert, daf die
Stromstéirke im Leiter iiberall gleich grof sein soll. Betrachtet man also ein den
Leiter umschliessendes Volumen, in das links ein Draht hinein geht und rechts
zwei hinaus, so mufl der Strom in den beiden Dréhten rechts (die gemeinsam
den Leiter bilden) zusammen gleich grof sein wie der Strom in dem einen Draht
links. Mathematisch ausgedriickt folgt die Knotenregel direkt aus

fd}hj‘: 0, (3.82)

indem man die gesamte Oberflichenintegration in die Integration iiber die Quer-
schnittsflichen der ein- und austretenden Leiter aufteilt (s. Abb. 3.8).

Wir haben nun schon mehrmals von Widerstdnden gesprochen. Bekanntlich
gilt fiir diese das Ohm’sche Gesetz:

1
U=R-I&l=3-U. (3.83)

R ist hier der Widerstand eines Bauelementes oder Leiterstiickes, gemessen in
Ohm (in SI-Einheiten), 1/R wird als Leitfihigkeit (gemessen in Siemens (SI))
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bezeichnet. Mit dieser Beziehung ergeben sich dann aus den Kirchhoff’schen
Regeln die bekannten Gesetze, wie man den Gesamtwiderstand einer Reihen-
bzw. Parallelschaltung von Widerstidnden berechnet.

Die wesentliche Aussage des Ohm’schen Gesetzes ist, daf} die Stromstérke
proportional zur Spannung ist und daf§ die Proportionalitidtskonstante abhéngig
vom betrachteten Leiter(stiick) ist. Spannung ist nun gleich Potentialdifferenz,
also gleich einem Wegintegral iiber das elektrische Feld; die Stromstéirke ergibt
sich als Flachenintegral iiber die Stromdichte. Damit das Ohm’sche Gesetz
global gelten kann, muf} also auch lokal eine lineare Beziehung zwischen elek-
trischem Feld und Stromdichte bestehen:

—

j=oE. (3.84)

Auch o wird als elektrische Leitfahigkeit bezeichnet; im Unterschied zu 1/R ist
dies nun aber eine lokale Grofle, das heifit, im allgemeinen wird o von Ort und
Richtung abhéngen, also wie € und p ein Tensorfeld zweiter Stufe sein. Wie
auch schon bei € und p betrachtet man bei Anwendungen aber praktisch nur
den Fall, daf o ein ortsunabhingiger Skalar ist. Da die Einheit der Stromdichte
Ladung pro Fliache und Zeit ist und im Gauf’schen Einheitensystem die Einheit
des elektrischen Feldes Ladung pro Fliche (gleich Kraft pro Ladung), folgt, dafl
die Einheit der Leitfdhigkeit einfach 1 durch Zeit ist:

0] = = (3.85)

Damit wird ein leichter qualitativer Vergleich der Stromdichte und der Zeitab-
hingigkeit der elektrischen Verschiebungsdichte (mit einer Kreisfrequenz w)
moglich: fiir ¢ > w ist zweitere, also der zweite Summand in der vierten
Maxwell-Gleichung, vernachléssigbar.

Der Zusammenhang zwischen dieser lokalen Definition der Leitfdhigkeit und
der globalen ist wie folgt: Betrachte ein gerades Leiterstiick der Liange [ (in z-
Richtung) mit konstantem Querschnitt A. Der Leiter soll homogen und isotrop
sein, ¢ also ein ortsunabhéngiger Skalar. Fiir die Spannung an diesem Lei-
terstiick ergibt sich dann:

U ld E ld J ld d l I 3.86
= [y doBa= [[do D= [ldog =, (3:86)
da I, A und o alle von z unabhingig sind. Es gilt also:
l 1 Ao
Definiert man wie iiblich den spezifischen Widerstand p eines Stoffes durch
[
R =p— 3.88
pA’ ( )
so ergibt sich sofort der Zusammenhang
1
p=—. (3.89)
o
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Im Gaufy’schen System wird der spezifische Widerstand also in Sekunden gemes-
sen... Man sieht mal wieder: Dieses Einheitensystem ist eher fiir theoretische
Rechnungen als fiir praktische Anwendungen geeignet.

3.4.2 Kapazititen und Induktivitidten

Neben den einfachen Gesetzen, die im vorhergehenden Abschnitt besprochen
wurden, miissen oft auch noch weitere physikalische Effekte beriicksichtigt wer-
den. Besonders wichtig sind hierbei die Anhiufung von Ladungen auf Lei-
tern (beispielsweise bei Kondensatoren) und die Induktion von Strémen durch
verdnderliche Magnetfelder (beispielsweise in Transformatoren). In diesem Ab-
schnitt soll zunéchst allgemein gezeigt werden, dafl zwischen Spannung und
Ladung bzw. zwischen magnetischem Fluff und Strémen lineare Beziehungen
bestehen (dies folgt letztlich daraus, dafl die Maxwell-Gleichungen lineare Diffe-
rentialgleichungen sind). Danach soll dies an zwei praktischen Beispielen niher
erldutert werden.

Betrachte zuniichst eine Ansammlung von N Leitern, auf denen sich die
Ladungen @; befinden sollen. Diese verteilen sich auf den Oberflichen der
Leiter; die Raumladungsdichte p(7) ist also null, die Flichenladungsdichten auf
den Oberflachen seien vorgegeben. Nach Abschnitt (2.1.4) handelt es sich damit
um von Neumann’sche Randbedingungen; das Potential auf dem Leiter ¢ ergibt
sich dann zu:

N
b= —dn Y ¢ dF;G(7, 7)o (7). (3.90)
=17 0K;

Es gibt also einen linearen Zusammenhang zwischen den Potentialen auf den
Leitern und den Flichenladungsdichten und damit auch zwischen den Poten-
tialen und den Gesamtladungen auf den Leitern:

g1 Q1
N o
P, = Z(C_l)iij = :2 = C_l Q:2 (3.91)
i—1 : :
! N QN

Daf man die hier auftretende Matrix als C~! bezeichnet und nicht als C, ist
Konvention; ihren Sinn werden wir spéter bei der Betrachtung eines Beispieles
verstehen. Da der Zusammenhang zwischen den Potentialen und den Ladungen
aber eindeutig ist, kann man diese Beziehung auch umdrehen:

Q1 @y
ol Q2 P,
Q; = Z Cijfl)j - . =C . . (3.92)
J::l . .
Qn Py

Die Konstanten C;; mit ¢ # j nennt man Kapazitits- oder auch (elektrische)
Induktionskoeffizienten, Cj; heiffit Kapazitdt des Leiters ¢. Sie sind nur von

68



der Geometrie der Leiteranordnung abhingig, nicht von den Potentialen oder
den Ladungen. Dies kann man sich klarmachen, indem man sich nochmals die
Formel fiir das Potential nochmals niher anschaut:

N o
o)
®;, = —4r Q% dF;G(75,7; 2. 3.93
j:ZI J K, J ( ? J) Q] ( )
Man erhélt also:
(C 1Yy = _47r7( dFjG(Fi,Fj)—U(Tj), (3.94)
0K; Q]

und dies ist sicher sowohl von den Potentialen als auch von den Ladungen
unabhingig (die Ladungsabhéngigkeit kiirzt sich im Quotienten o/@ heraus).
Da die Matrixelemente (C *1)“ also nur von der Geometrie abhéingen, gilt dies
sicher auch fiir die Koeffizienten Cj;.

Als Beispiel soll nun eine Anordnung aus zwei leitenden Schalen mit den
Radien r; und ry betrachtet werden, die innen die Ladung (); und aulen ()2
trage. Zwischen den Schalen befinde sich ein Dielektrikum mit Dielektrizitéits-
konstante €. Eine solche Konstruktion wird als Kugelkondensator bezeichnet.
Das Problem ist kugelsymmetrisch, so dal man zur Berechnung einfach den
Gaufy’schen Satz verwenden kann (vergleiche das Beispiel mit der homogen ge-
ladenen Kugel in Abschnitt 2.1.1). Es ergibt sich dann fiir das elektrische Feld
zwischen den Kugelschalen (E)) bzw. ausserhalb des Kondensators (Ej):

B=9T g _Ater (3.95)
ersr er’
Innerhalb der inneren Kugelschale ist das Feld identisch null (dort sind ja keine

Ladungen eingeschlossen). Die Potentiale erhilt man bei diesen zentralsymme-
r -

trischen Feldern einfach als ®(r) = — [ E(r') ® €. dr'; dies ergibt:
o

Q1 Q " Qi+Q2 @

Q2
A 2 2 | 2

Q1+Q2‘

2

o) = (3.96)

Formt man dies um, so erhélt man fiir die Ladungen:

2
172 71792 71792 Ty + (6 — 1)’!“17'2
Q1 =¢ Q) —€ Qy; Q2= —¢ Q) +
ro—r1 ro —11 ro—mT1 ro —11

Dy.

(3.97)
Damit ergibt sich fiir die Matrix der Induktionskoeffizienten:

c=_"2 <€” —en ) (3.98)

rg—r; \ —€ry ro+ (e —1)r

In technischen Anwendungen versteht man aber unter der Kapazitéit eines
Objekts im allgemeinen etwas anderes, wenn auch dhnliches: Man betrachtet
zwei Leiter, einen mit Ladung @), den anderen mit —(). Besteht zwischen den
beiden die Spannung U = ®; — @5, so sagt man, das Objekt habe die Kapazitit

Q Q
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Diese technische Definition macht klar, warum in der Formel, die die Abhéngig-
keit des Potentials von den Ladungen angibt, die Matrix C~! statt C' verwendet
wird.

Im obigen Beispiel hatten wir Q1 = @), Q2 = —@Q und deshalb

o =< <— - —> L By =0, (3.100)

Damit ergibt sich dann fiir die Kapazitit eines Kugelkondensators:

c—__ @ __ nn (3.101)

Q(L_L) ’I“2—’)"1.
1 T2

Im allgemeineren Fall muf} zunéichst wieder die Beziehung zwischen Poten-
tialen und Ladungen gefunden werden:

21 _ o Q = 1 Cyp —Ci2 Q
(@2>_Cl<_Q>_m<—CZI Cll)(—Q)’ (3102)

also
Q) = 9 (C2 + Cr2); P2 = 9 (Co1 + C1). (3.103)
det(Cij) ’ det(Cij)
Daraus folgt fiir die (technische) Kapazitét:
det(Cj;
et(Cy) (3.104)

T Cii+CiatCor + Cop’

Ein zweites, sehr wichtiges Beispiel ist der Plattenkondensator: Zwei ebene
Flichen der Grofle A stehen parallel in einer Entfernung d zueinander; auf der
ersten Fliche sei die Ladung @), auf der zweiten —(). Zwischen den Platten
befinde sich ein Dielektrikum. Man nimmt nun an, dafl das elektrische Feld
praktisch nur zwischen den beiden Flidchen von 0 verschiedeb sein wird (ge-
rechtfertigt, falls die seitliche Ausdehnung der Platten sehr viel grofler ist als
ihr Abstand). Auflerdem steht das Feld senkrecht auf den Platten; bei klei-
nem Abstand ist anzunehmen, daf es im gesamten Raum zwischen den Platten
dieselbe Richtung hat. Stehen die Platten in Ebenen parallel zur x-y-Ebene,
so wird das Feld also in z-Richtung zeigen. Benutzt man nun das Gaufy’sche
Gesetz und nimmt als betrachtetes Volumen einen Quader, der die erste Fliche
einschlieft (aber nicht die zweite), so erhilt man fir das Feld zwischen den

Platten:
dA.E:E-A:zmQ

=, (3.105)
)% €

also E = 47r%é'z. Die Potentialdifferenz ergibt sich, wenn man von der einen
Platte zur anderen integriert:

O — D ? By = an @ 12 3.106
- 2_—/z1 = dr (=) = 4mQ—. (3.106)
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Die (technische) Kapazitit eines Plattenkondensators ist also einfach:

C=—2==2 (3.107)

Mifit man die Ladung auf einem Plattenkondensator und gleichzeitig die anlie-
gende Spannung, so erhilt man damit sehr einfach die Dielektrizitdtskonstante
des Dielektrikums zwischen den Platten.

Beim magnetischen Fluf} ist die Argumentation etwas préziser moglich als
bei der Herleitung der Kapazititen, bei denen keine explizite Formel angegeben
werden konnte. Betrachte N Leiter, durch die jeweils der Strom I; fliesst und
die jeweils die Fliche F; einschlieflen. Fiir den magnetischen Fluf}, dividiert
durch ¢ (dies ist die Grofe, die im Induktionsgesetz auftaucht), gilt dann:

1 1 - 1 - - 1 -
-®, = —/ BodFk:—/ (rotA)OdFk:—/ Aedry
C Fk C JOF,

Fy,
- £ /dV i)\, g

OF, Z( 7% — 73 ‘

d’l“i -
- i == | edr
c? Z/asz ‘ (/6F |7 —Ti|> :
_ //drlodrk (3.108)
. |7 — 73l

Definiert man nun

Q

o //d”'dr’“ (3.109)

|75 _Tz|

so ergibt sich:

1
Eq)’“ =Y Lyl (3.110)
7

Die (nur von der Geometrie abhiingigen) Konstanten Ly; (k # i) heilen (magne-
tische) Induktionskoeffizienten, Li; heiit Selbstinduktionskoeffizient des Strom-
kreises 7. Im Gegensatz zu den elektrischen Induktionskoeffizienten Cj; kann
man hier also direkt eine Formel angeben; auflerdem sieht man sofort, daf§ die
Matrix (L;;) der Koeflizienten symmetrisch ist, da L;; = Lj;.

Als einfaches Beispiel soll hier der Selbstinduktionskoeflizient einer langen
Spule betrachtet werden. Man hat also nur einen Stromkreis; damit reduziert
sich die allgemeine Formel fiir den magnetischen Fluf} auf

1
—Ppag = LI (3.111)
c

Auflerdem nimmt man an, dal das Magnetfeld praktisch nur innerhalb der

Spule von null verschieden ist. Diese Annahme wird umso besser, je grofler die
Permeabilitit p des Materials in der Spule im Vergleich zu der auflerhalb ist;
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verwende also am besten einen Eisenkern. Das Magnetfeld ist nun (vergleiche

Abschnitt 2.3.2):
drun

B = I, (3.112)

c
wobei n die Wicklungsdichte der Spule ist und I der durchflieende Strom. Hat
die Spule die Querschnittfliche A, N Windungen und die Lénge [, so ist der
gesamte magnetische Flufl:

®=N-B-A=n-B-1-A. (3.113)
Es gilt also:
Yoz yag, (3.114)
c c?

und damit erhalt man fir den Selbstinduktionskoeffizienten:

dmp o
L= 2" V, (3.115)

wobei V' = [A das Volumen des Innenraums der Spule (also des felderfiillten
Raumes) ist.

3.4.3 Allgemeinere Stromkreise; Blind- und Scheinwiderstéinde

Wie schon erwéhnt, gilt in Stromkreisen mit zeitlich konstanten Strémen einfach
das Ohm’sche Gesetz:
U = RI. (3.116)

Im allgemeinen wird man jedoch zeitlich verdnderliche Stréme haben: tech-
nisch wichtig sind Wechselstréme, und selbst bei Gleichstromen mufi man die
Vorgénge beim Ein- und Ausschalten der Spannung gesondert betrachten, wie
wir noch sehen werden.

Zeitlich verdnderliche Strome fiihren aber automatisch zu verédnderlichen
Magnetfeldern und damit zu Induktion. Durch diese entsteht eine zusitzliche

Spannung Ujpg = —%i)mag im Stromkreis, die ebenfalls Einflu8 auf den Strom-
flul durch Widerstédnde hat. Insgesamt gilt nun also:
1.
U— =®pqg = RI. (3.117)
c

Betrachtet man nun wiederum N Stromkreise, so gilt fiir den Kreis i:
1.
U, =R;I; + E(I)mag,i. (3.118)

Nun kann man die im letzten Abschnitt hergeleitete Beziehung fiir den magne-
tischen Fluf} einsetzen; es ergibt sich dann:

d N
Ui = Rili + — > Lyl (3.119)
j=1

Setzt man voraus, daf sich die Anordnung und die Form der Leiter zeitlich
nicht dndern, so ist die zeitliche Anderung der Induktionskoeffizienten gleich
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null (LZJ = 0), und man erhilt schlieflich N gekoppelte inhomogene Differenti-
algleichungen fiir die Strome I;:

N
Jj=1

Die ,,eingeprigten” Spannungen U;, die Widerstinde R; und die (durch die
Geometrie bestimmten) Induktionskoeffizienten L;; werden dabei als von aufien
vorgegebene feste Parameter betrachtet.

Ein einfaches Beispiel ist ein einzelner Stromkreis, der eine Spule und einen
Widerstand enthélt; hier tritt nur Selbstinduktion auf, und die relevante Glei-
chung lautet:

U=RI+LI. (3.121)

Wir haben nun also eine inhomogene Differentialgleichung fiir den Strom I,
deren Losung von der duleren Spannung U abhéngt. Dafiir sollen einige Spe-
zialfille untersucht werden:

1. Einschaltvorgang: U(t) = Uy # 0 fir ¢t > 0, U(¢t) = I(t) = 0 fiir ¢ < 0.
Dann ergibt sich als Losung der Gleichung;:

I(t) = % (1= e R/E). (3.122)

Der Strom ist also nicht etwa einfach %, wie man nach dem Ohm’schen
Gesetz erwarten wiirde. Dieser Wert wird zwar exponentiell angestrebt,
er wird aber nur asymptotisch (fiir ¢ — oo) wirklich erreicht! Die physi-
kalische Erklirung hierfiir ist die Lenz’sche Regel: Durch das Einschalten
der Spannung beginnt ein Strom zu flieen, und dadurch baut sich in der
Spule ein Magnetfeld auf. Der magnetische Flufl dndert sich also - und
die Lenz’sche Regel besagt ja gerade, daB diese Anderung ihrer Ursache
entgegenwirkt. Es wird also eine Spannung in der Spule induziert, die
der von auflen anliegenden Spannung gerade entgegengesetzt ist; dadurch
wird das Ansteigen des Stromflusses durch die Spule gebremst. Damit
wird aber auch die Anderung des Flusses immer geringer, also wird auch
die Gegenspannung immer kleiner, und der Strom kann sich immer mehr
seinem asymptotischen Grenzwert annihern.

2. Abschalten der Spannung: U(t) = 0 fiir ¢t > 0, I(t) = Iy # 0 fiir ¢t < 0.
Dann ergibt sich einfach eine abfallende Exponentialfunktion:

I(t) = Iye BYE, (3.123)

Die Lenz’sche Regel wirkt nun dem Abbau des Magnetfeldes in der Spule
entgegen, so dal nach dem Abschalten der Spannung der Strom nicht
sofort auf null zuriickgeht (wie nach dem Ohm’schen Gesetz zu erwarten
wére), sondern exponentiell abklingt.
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3. Wechselspannung U (t) = Upe™!; man hat nun also quasi ein periodisches
An- und Abschalten (der Ansatz mit der komplexen Exponentialfunktion
wurde gewéhlt, um die Rechnung zu vereinfachen - prinzipiell geht’s auch
mit Sinus oder Kosinus). Mit dem Ansatz I(t) = Ipe™! (der Strom folgt
der von aufien vorgegebenen Spannung) erhilt man:

Uo
R+ iwL’
Die Spule verhilt sich hier also so, als hitte sie den (imaginidren und
frequenzabhéngigen!) Widerstand iwL, der in Reihe zum normalen Wi-
derstand R geschaltet ist. Man spricht hier vom (induktiven) (Blind-)
Widerstand oder auch der Induktanz Rj, der Spule.

Uy=RIly+ iwLly = Iy = (3.124)

Fiir das Verhiéltnis der Amplituden von Strom und Spannung ergibt sich
Y%

dann:
| = |R+iwL| =4/R?*+ (wL)? =: Z. (3.125)
0

Die hier definierte Grofle Z wird als Scheinwiderstand oder Impedanz des
Stromkreises bezeichnet. In Stromkreisen ohne Spule (L =0) gilt Z = R
- wie erwartet.

AuBer dieser Anderung des Gesamtwiderstandes (abhingig von w) hat
man aber auch noch eine Phasenverschiebung zwischen Strom und Span-
nung; man erhilt sie als Argument des Verhéltnisses der Amplituden:

wlL

U
Ap = arg (I_(?> = arg(R + iwL) = arctan <§> . (3.126)

Fiir L — 0 erhélt man eine Phasenverschiebung von 0 Grad (wie erwar-
tet), fir R — 0 wird sie zu 90 Grad - die Spannung eilt dem Strom um
eine viertel Periode voraus. Allgemein liegt die Phasenverschiebung im-
mer zwischen 0 und 90 Grad; die Spannung eilt dem Strom also immer
voraus. Dies sah man ja schon bei den Ein- und Ausschaltvorgingen: Die
Stroménderung folgte der Spannungsinderung nie sofort, sondern immer
nur asymptotisch.

Wie sieht die Sache aus, wenn wir nun zusétzlich zulassen, dafl die Leiter
(Stromkreise) nach auflen hin nicht elektrisch neutral sind? Dann hat man
zudtzlich auf jedem Leiter auch noch Ladungen, die von den jeweils anderen
Leitern induziert werden; wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, gilt fiir
die induzierten Spannungen:

N
Uiina = »_(C™1)ijQj (3.127)

i=1
mit den nur durch die Geometrie bestimmten Kapazititskoeffizienten Cj;. Ins-
gesamt hat man nun:

N N N
Ui+Uijing = RiIi—i-Z Lijl; = U; = RZ'IZ'-I-Z LijI; —Z(C_l)iij. (3.128)
j=1 j=1 Jj=1
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Bildet man nun die zeitliche Ableitung und beriicksichtigt @ = —1I, so erhilt
man fiir zeitlich konstante Kapazitits- und Induktionskoeffiziente:

N N
Uy =Rl +> LI+ (C Y1, (3.129)
7=1 7=1

Damit haben wir wieder N gekoppelte inhomogene Differentialgleichungen fiir
die Strome [;, nun mit den von auflen vorgegebenen Konstanten R;, L;j, Cj;
und den eingeprigten Spannungen Uj.

Zum néheren Verstdndnis betrachte wiederum nur einen einzelnen Strom-
kreis mit der Kapazitit C' (einem Plattenkondensator 0.4) und dem Widerstand
R, aber ohne Spule (L = 0). Dann haben wir nur noch die relativ einfache Glei-
chung

) . T
U=RI+ —. 3.130
+ = (3.130)

Auch hier schauen wir uns wieder dieselben drei Spezialfille an wie schon bei
der Spule:

1. Einschaltvorgang: U(t) = Uy # 0 fir ¢t > 0, U(t) = I(t) = 0 fiir ¢ <O,
Q(0) = 0. Der Spannungsverlauf kann also durch eine Theta-Funktion
beschrieben werden: U (t) = Upf(t); die Ableitung ergibt dann eine Delta-
Funktion: U(t) = Uyd(¢). Als Losung der Differentialgleichung erhiilt man
damit schliefflich (nachrechnen!):

I(t) = %e*t/me(t) = Q1) =UyC (1 - e ") o(r).  (3.131)

Der Strom springt also zum Zeitpunkt ¢ = 0 auf den (vom Ohm’schen
Gesetz her erwarteten) Wert % und nimmt dann exponentiell ab. Dies
versteht man folgendermaflen: Auf dem Kondensator hiuft sich durch
den Strom Ladung an; dadurch entsteht langsam eine Spannung, die dem
Strom entgegenwirkt und ihn immer geringer werden ldst. Das Aufladen
des Kondensators geschieht hier also analog zur Bildung des Magnetfeldes
in der Spule nicht instantan, sondern die Gesamtladung @) = UyC wird
erst asymptotisch erreicht. Die Gegenspannung héingt hier im Gegensatz
zur Spule aber nicht von der Anderung (der Ableitung) des Stromes ab,
sondern von der gesamten deponierten Ladung (also dem Integral iiber
den Strom) - deshalb hat man hier ein anderes zeitliches Verhalten als bei
der Spule.

2. Ausschalten: U(t) = 0 fiir ¢ > 0, U(t) = Up # 0 fiir ¢t <0, I(t) = 0 fiir
t <0, Q) = Qo # 0 fiir t < 0. Hier ergibt sich U(t) = —Uyd(t) und
damit schlieflich:

I(t) = —%e‘t/RCH(t) — Q(t) = UpCe /RO, (3.132)

Auch das Entladen des Kondensators geschieht also nur asymptotisch,
analog zum Abbau des Magnetfeldes in der Spule.
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3. Wechselspannung: U(t) = Upe™?; 1(t) = Ipe™!. Man findet nun:

1
U= |R—-i— ) ; 3.133
o=l (R-i—5); (3.133)
man hat also wiederum einen frequenzabhéngigen, imaginiren (kapaziti-
ven) (Blind-) Widerstand R = —i—%. Fiir den Scheinwiderstand ergibt

sich dann:
1 2
7 = 2 — 134
R + (w0> , (3.134)

und fiir die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom:

RwC

Auf einen Stromkreis ohne Kondensator kann man beliebig viel Ladung
aufbringen, ohne daf irgendwo im Kreis eine Spannung entsteht - nach
C = Q/U ist die Kapazitit dann also unendlich groff. Fiir einen Strom-
kreis ohne Kondensator ergibt sich also, wie erwartet, Z = R und eine
Phasenverschiebung von 0 Grad. Gilt dagegen R — 0, so erhélt man eine
Phasenverschiebung von -90 Grad - die Spannung lduft dem Strom um
eine viertel Periode hinterher. In Kreisen mit Kapazititen (aber ohne
Induktivititen) eilt also immer der Strom der Spannung voraus - genau
umgekehrt zu den Kreisen mit einer Spule, aber ohne Kondensator.

Ap = —arctan ( ! ) . (3.135)

Nun betrachte einen Stromkreis mit allen drei Elementen: Widerstand, Spu-
le und Kondensator (alles in Reihe geschaltet). Hier soll nur der Fall 3 (Wech-
selspannung) betrachtet werden; nach dem inzwischen bekannten Ansatz und
Rechenweg ergibt sich:

Up = I (R +i (wL - %)) (3.136)

und daraus

12 L--L%
7Z = \/R2 + <wL — w) ;  Ap = arctan (LUT“’C> . (3.137)

Das interessante ist nun: Die beiden Blindwiderstinde treten mit umgekehr-
tem Vorzeichen auf - die Effekte konnen sich also gegenseitig auftheben! Bei
der Phasenverschiebung war das ja eigentlich schon zu erwarten: Wir hatten ja
gesehen, daf} bei der Spule der Strom der Spannung nacheilt und beim Konden-
sator die Spannung dem Strom, also die Phasenverschiebung in beiden Fillen
entgegengesetzt ist. Wir sehen nun, daf} fiir wL = % sich die beiden Phasenver-
schiebungen gegenseitig aufheben und Strom und Spannung wieder gleichphasig
sind.

Betrachtet man den Scheinwiderstand Z, so sieht man, daf er sich fiir w — 0
wie % verhilt, fiir w — oo wie wL. Dazwischen liegt ein Minimum - wiederum
fir wL = %! Bei der Frequenz

(3.138)

w =

1
VLC’
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(c) (d)

Abbildung 3.9: Schaltpline fiir Frequenzpésse: (a) Tiefpass mit Spule (b) Hoch-
pass mit Spule (¢) Hochpass mit Kondensator (d) Tiefpass mit Kondensator

der sogenannten Thomson-Frequenz, hat man also sowohl eine verschwindende
Phasenverschiebung als auch den kleinstmoglichen Widerstand Z = R. Wahlt
man die Frequenz passend, so merkt man also gar nichts von der Spule und
dem Kondensator im Stromkreis - dieser verhilt sich so, als wiirde er nur einen
Ohm’schen Widerstand R enthalten.

3.4.4 Technische Anwendungen

Nun sollen noch einige technische Anwendungen von Stromkreisen mit Kapa-
zitdten und Induktivitéten (sprich: Kondensatoren und Spulen) betrachtet wer-
den. Als erstes fillt einem die Abhéngigkeit des Widerstandes solcher Kreise
von der Frequenz auf: Kreise nur mit Spulen haben bei niedrigen Frequen-
zen einen niedrigen Widerstand, der mit zunehmender Freugenz zunimmt, bei
solchen nur mit Kondensatoren ist es genau umgekehrt, und Kreise mit bei-
den haben ein Widerstands-Minimum bei der Thomson-Frequenz, fiir niedrige
und hohe Frequenzen dagegen einen hohen Widerstand. Das legt nahe, solche
Stromkreise als sogenannten Pdsse zu verwenden, also als Schaltungen, die nur
bestimmte Frequenzen durchlassen und alle anderen abdédmpfen. Je nach Wahl
der Elemente erhélt man verschiedene Pésse (Schaltpline siehe Abbildung 3.9):

1. Schaltet man eine Spule in den Stromkreis und greift die Spannung an ihr
ab, so wird diese Ausgangsspannung um so gréfler, je grofler die Frequenz
wird = Hochpass, die Schaltung 148t vor allem hohe Frequenzen durch.

2. Greift man andererseits die Spannung am Widerstand ab, so wird die
Ausgangsspannung um so kleiner, je grofler die Frequenz wird = Tiefpass.
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3. Bei einer Schaltung mit Kondensator ist es genau umgekehrt: Tiefpass,
wenn man die Spannung am Kondensator abgreift, Hochpass, wenn man
sie am Widerstand abgreift.

4. Befinden sich im Stromkreis eine Spule und ein Kondensator gemeinsam,
so haben beide zusammen ein Widerstandsminimum bei der Thomson-
Frequenz; bei dieser Frequenz liegt also an diesen beiden die geringste
Spannung an, und am Widerstand dementsprechend dann die héchste.
Greift man die Spannung am Verbund Spule-Kondensator ab, so erhélt
man also bei der Thomson-Frequenz ein Minimum der Ausgangsspan-
nung, bei allen anderen Frequenzen hohere Werte (siehe Abb. 3.10); greift
man sie dagegen am Widerstand ab, so wird sie bei der Thomson-Frequenz
maximal und bei allen anderen Frequenzen kleiner. Man spricht von ei-
nem Bandpass.

Eine vollig andere Anwendung solcher Schaltungen erhéilt man, wenn man
sich nochmals klarmacht, da$ die Spannung an der Spule von der Anderung des
magnetischen Flusses, also von der zeitlichen Ableitung des Stromes abhingt,
die Spannung am Kondensator dagegen von der darauf befindlichen Ladung -
also vom Integral {iber den geflossenen Strom. Man kann also elektrische Schal-
tungen zum Differenzieren und Integrieren von gegebenen Signalen benutzen!
Die Schaltpldne dafiir sind genau dieselben wie fiir den Hochpass mit Spule
bzw. den Tiefpass mit Kondensator (siehe Abb. 3.9):

1. Legt man an Widerstand und Spule (in Reihe geschaltet) eine Spannung
an und greift die Spannung ab, die an der Spule durch die Magnetfeldéinde-
rung induziert wird, so erhilt man als Ausgangssignal (fiir R — 0) die Ab-
leitung des Eingangssignals (bzw. des Stromes, den man am Widerstand
messen kann). Diese Schaltung heifit dementsprechend Differenzierglied.

2. Benutzt man dagegen zusétzlich zum Widerstand einen Kondensator und
greift an diesem die Spannung ab, so ist das Ausgangssignal (R — 0) das
zeitliche Integral iiber das Eingangssignal (bzw. iiber das Stromsignal am
Widerstand). Man spricht deshalb von einem Integrierglied.

Abbildung 3.10: Spannung an einem Bandpass, abhingig von der Frequenz, in
beliebigen Einheiten
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Will man dagegen bei komplizierten Schaltungen herausfinden, was sie mit
einem vorgegebenen Signal machen, geht man folgendermaflen vor: Zunéchst
bestimmt man die komplexen Widerstidnde jedes Elements und rechnet sich da-
mit aus, welches Spannungsignal bei einem sinusférmigen Eingangssignal fester
Frequenz am Ausgang anliegen wiirde. Dann nimmt man sich das gegebene Ein-
gangssignal vor und macht eine Fourieranalyse. Damit hat man dann also das
urspriingliche Eingangssignal in eine Summe oder ein Integral von sinusférmi-
gen Signalen aufgeteilt - und fiir jede einzelne dieser Sinusschwingungen weifl
man ja, wie das Ausgangssignal aussieht! Damit erhilt man dann schliellich
das komplette Ausgangssignal wiederum durch Fouriertransformation aus den
Ausgangssignalen zu den einzelnen Sinusschwingungen. In Formeln:

ein(w) = %/Uem(t)emdt
R(w)ﬁem(w)
Unas(t) = / s (w)e ! du. (3.139)

Zum Schluf} betrachte nochmals die Kombination aus Widerstand, Spule
und Kondensator, nun ohne duflere Spannung. Dann erh&lt man als zu 16sende
Differentialgleichung:

. . T
LI+ RI+ 5 =0. (3.140)

Wir wollen nun annehmen, daf§ zum Zeitpunkt ¢ = 0 schon ein Strom fliefie,
der sich aber momentan nicht dndere: I(0) = Iy # 0, 1(0) = 0. Die Losung der
Differentialgleichung, die den Anfangsbedingungen geniigt, ist:

R? R

I(t) = Iye "L cos(wt) mit w = w? + TR

(3.141)

wobei wg = wiederum die Thomson-Frequenz ist. Es ergibt sich also eine

1
VLC
gedampfte harmonische Schwingung! Dies hitte man auch erwarten kénnen,
ohne die Differentialgleichung zu losen - sie hat ja dieselbe Form wie die eines

mechanischen harmonischen Oszillators:
mI +y& + kx =0, (3.142)

wobei m der Trégheit des Oszillators entspricht, v die Ddmpfung misst und &
die antreibende Kraft angibt. Analog hat man hier als antreibende Kraft die
Spannung auf dem Kondensator (~ %), als Dampfung den Widerstand (~ R)
und als Tragheit die Spule, die sich Anderungen der Stromstéirke widersetzt
(~ L). Aufgrund dieser Analogie zu einem mechanischen schwingenden System
spricht man hier von einem (elektrischen) Schwingkreis.

Die Stromstirke hat hier also abwechselnd Maxima (Kondensator entladen,
also elektrisches Feld null, dafiir magnetisches Feld in der Spule maximal),
Nulldurchginge (Kondensator komplett aufgeladen, elektrisches Feld maximal,
aber deshalb auch kein Strom mehr, also magnetisches Feld null) und Minima
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(Kondensator entladen, elektrisches Feld null, Betrag des magnetischen Feldes
maximal, aber entgegengesetzt zum Feld bei den Strommaxima). Hier wandeln
sich also periodisch elektrische Felder in magnetische um und umgekehrt - wie
man es aufgrund der Maxwell’schen Gleichungen auch erwarten sollte.

Damit bekommt man hier schon einen kleinen Vorgeschmack auf elektro-
magnetische Wellen (bei denen diese Umwandlung ja auch stindig passiert),
mit denen wir uns im néchsten Kapitel ndher beschiftigen werden. Ein solcher
Schwingkreis kann prinzipiell auch als Sender und Empfénger von elektromagne-
tischen Wellen (deren Frequenz gleich seiner Eigenfrequenz w ist) dienen. Fiir
typische Radiofrequenzen benutzt man aber dann doch eher Antennen: schon
Drihte ohne Spulen und Kondensatoren haben bereits eine Kapazitéit und eine
Selbstinduktivitit, und die Antennendrihte sind gerade so dimensioniert, daf}
sich aus ihrer Kapazitit und Induktivitit eine zu den Radiofrequenzen passende
Eigenschwingung ergibt.

3.5 * Der Skineffekt

(Anmerkung: Dieser Abschnitt baut auf einer der Ubungsaufgaben auf, die zu
der Vorlesung, die ich gehort hatte, gestellt wurden.)

Ein (technisch wichtiger) Effekt bei der Ausbreitung von elektromagneti-
schen Signalen in einem Medium ist der sogenannte Skineffekt. Dieser soll nun
kurz (?) an einem Beispiel erldutert werden:

Betrachte einen (unendlich langen) geraden Leiter mit kreisformigem Quer-
schnitt (Radius R) entlang der z-Achse. Durch diesen fliesse ein Wechselstrom
I(t) = Iye~™!. Aufgrund der Symmetrie des Problems wird die Stromdichte
dann sicher folgende Gestalt haben:

(7 t) = j(r)ée ™, (3.143)
wobei
R 27 R
/dr/rdd)j(r) = 27r/d7“rj(r) =1 (3.144)
0 0 0
gelten muf.

Leite nun zunéchst eine Gleichung fiir die Stromdichte her. Bildet man die
Rotation der dritten Maxwellgleichung und setzt die vierte ein, so ergibt sich:

o 1 L '_'. 5
rot rotF = —-rotB = — £ (D + 47rj> . (3.145)
c c
Benutze nun das Ohm’sche Gesetz:
1 - pofes A o wle- -
—rot rot) = ——= | —j +4m) | = -5 | ——7 —4miwj | . (3.146)
o 2 \o c o

Typische Werte sind etwa: w = 27 -5-103s"! und 0 = 5.8 - 10'7s~ ! (Kup-
fer). Setzt man diese ein, so siecht man, daf der erste Summand gegeniiber dem
zweiten vernachléssigt werden kann - wir haben hier also wiederum ein quasista-
tiondres Problem. Benutzt man nun noch rot rot = grad div - A und divf =0
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(wegen der Kontinuitéitsgleichung und der Quasistationaritét), so ergibt sich
schlieBlich:

1 - N
——Af = Larin, (3.147)
ag C

also, wenn man den obigen Ansatz einsetzt:

Ao

Aj(r) =— = iwg(r). (3.148)

Benutze nun den Radialanteil des Laplace-Operators in Zylinderkoordinaten:

19 ( 0(r) _ _dmpo,
e (r . >_ B iwj(r), (3.149)

also 52i(r) 9j(r)
7(r 1 7 (r Arpow
92 + - +1 2 j(r)=0. (3.150)

Definiere nun als Abkiirzung

1
— /BT~ 16mm Y, (3.151)
C

so wird daraus die sogenannte (zylindrische) Bessel’sche Differentialgleichung
0. Ordnung:

-/
3" (r) + @ +im?j(r) = 0. (3.152)
Losungen hiervon sind die (zylindrischen) Bessel-Funktionen 1. und 2. Art (und
0. Ordnung) Iy(Vim?r) und No(Vim?r) (vergleiche auch die sphérischen Bessel-
Funktionen in Abschnitt 5.3.3; die Bessel-Funktion 2. Art wird oft auch als
von Neumann’sche Funktion bezeichnet). Fiir kleine Argumente konnen diese
Funktionen folgendermaflen angenéihert werden:

No(z) ~ zm(ﬁ), (3.153)

L

T 2

(die Euler’sche Konstante ist v = lim,, ( il —In n) ~ 0.577). Mit der
Bessel-Funktion 2. Art kénnen wir hier nichts anfangen - sie hat eine Polstelle
fir z — 0, die Stromdichte soll aber iiberall im Draht (auch in der Mitte)

endlich sein. Es bleibt also die Bessel-Funktion 1. Art:

2.2 4,4

j(r) = jolo(Vim2r) = jy <1—z’m4r —mﬁi +> (3.154)

Betrachtet man nun beispielsweise einen Draht mit dem Radius R = 0.5mm,
so gilt:

2 2 44
m R ~ (.16; m R

~ 0.0064, (3.155)
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man sieht also, dafl die Vernachléssigung der héheren Terme in der Entwicklung
gerechtfertigt ist. Es folgt:

R
R2
27r/dm~j(7~) ~ 2mjo - = T (3.156)
0
also jo ~ WI# - wie zu erwarten war.

Fir die zeitliche und rdumliche Abhéngigkeit der Stromdichte ergibt sich
damit ndherungsweise:

I 2,2 4,4 .
jlr,t) ~ —2 (1 T ) e it (3.157)

mR? 4 64

Betrachtet man den (physikalisch relevanten) Realteil der Stromdichte (der An-
satz mit der komplexen Exponentialfunktion wurde ja nur gemacht, um die
Rechnung zu vereinfachen), so sieht man, daf§ hier ein Strom mit der Amplitu-

de WI# (1 - mgi 4) auftritt und um —m/2 phasenverschoben dazu ein weiterer

Strom mit der Amplitude %mzﬂ. Die gesamte Amplitude erhilt man nun

entweder, indem man mittels der Additionstheoreme fiir die trigonometischen
Funktionen die Summe dieser beiden Strome durch eine einzige Sinus- oder Ko-
sinusfunktion ausdriickt, oder indem man einfach den Betrag des komplexen
j(r,t) nimmt. In beiden Féllen ergibt sich:

- I mird
i~ — |1 . 3.158
I ( + 32 > ( )

Die Stromdichte ist also in der Mitte des Drahtes minimal und steigt zu den
Réndern hin an. Dieser Effekt verstérkt sich immer mehr, je gréfler m wird,
also je grofler o und w sind. Dieser Effekt, dafl Wechselstrom hoher Frequenzen
bevorzugt am Auflenrand (an der ,,Haut”) von Drihten fliefit, ist nicht nur auf
dieses spezielle Beispiel beschrinkt, sondern tritt allgemein auf und wird als
Skineffekt bezeichnet.
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Kapitel 4

Ausbreitung
elektromagnetischer Wellen

4.1 Ausbreitung im Vakuum und in Materie

Wir werden nun sehen, dafy die Maxwell-Gleichungen neben den statischen und
(quasi-)stationdren Losungen auch Wellenlosungen enthalten. Um diese zu er-
halten, bendtigen wir aber die vollen Maxwellgleichungen.

4.1.1 Freie Wellengleichung und Telegraphengleichung

Betrachte zuniichst den einfachen Speziallfall, daf§ keine freien Ladungen vor-
handen sind und auch keine Strome flieflen, also p = 0 und 5 = 0. Dann
reduzieren sich die Gleichungen auf die symmetrische Form:

(I) divD=0 (4.1)
(II) divB=0 (4.2)

L 19 -
117 tE+-—B=0 4.3
(D) rotB+ - o (43)

L 10 4
(IV) rotH —-——D =0. (4.4)

cot
Nehme nun die Rotation von der vierten Gleichung; dies ergibt:
1 -~ 10 -
t rotH = —rotD = ——rot(ek). 4.

rot ro 1o 50 (eE) (4.5)

Setzt man ein homogenes Medium voraus, so ist € rdumlich konstant (zeitlich
sowieso), und man erhilt:

. o - 92 .
rot rotH = E—rotE __°

—-———B 4.
cOt 2ot (4.6)

wobei die dritte Gleichung eingesetzt wurde. Benutzt man nun noch den Zusam-
menhang B = uﬁ und setzt wiederum die rdumliche Konstanz von p voraus,
so steht schliefllich da: . e

rot rotH = —C—2H. (4.7
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Die letzten Schritte sind nun die folgenden: Einsetzen der Identitit rot rot =
grad div - A und der zweiten Gleichung. Dies ergibt dann:

A= -%q, (4.8)

Mit dem ,,Wellen-Operator” O, := U—lzg—; — A kann dies auch kurz geschrieben
werden als:

O.H =0 (4.9)

mit der Abkiirzung

d = c/ /e (4.10)

Speziell fiir v = ¢ schreibt man auch kurz O statt O, und spricht dann vom
d’Alembert- Operator.
Auf dquivalente Weise erhélt man die Gleichung:

OsE =0. (4.11)

Bei der Herleitung beider Wellengleichungen (sowohl fiir E als auch fiir H) ging
dabei der Maxwell’sche Verschiebungsstrom wesentlich ein - ohne ihn héitten die
Maxwell’schen Gleichungen keine Wellenlosungen. Die Existenz solcher Wel-
lenlosungen ist (neben der Kontinuitétsgleichung) also eine weitere Begriindung
fiir die Notwendigkeit dieses Terms.

Betrachte nun zunichst die Gleichung O,f = 0. Als Losungsansatz liegt
eine Exponentialfunktion nahe, da die Differentialgleichung ja linear ist. Setze
also an:

f(@,t) = foeFoT=D), (4.12)

Der Wellenvektor k und die (Kreis-)Frequenz w wurden zunéchst nur ein-
gefithrt, um den Exponenten einheitenlos zu machen (die Interpretation folgt
in Abschnitt 4.1.4); die Vorzeichen sind Konvention. Der Betrag des Wellen-
vektors k wird oft als Wellenzahl bezeichnet. Setzt man den Ansatz in die
Differentialgleichung ein, so ergibt sich:

L o
. k=0 4.13
2T ’ (4.13)
also w = kv.
Wegen der Linearitét der Differentialgleichung ist die Linearkombination

zweier Losungen wieder eine Losung, sogar noch allgemeiner: Das Integral iiber
alle moglichen Losungen, gewichtet mit einer beliebigen Funktion von &

F(E,1) = / Bk f ()i Rea—kot), (4.14)

ist (sofern existent) auch wiederum eine Losung. Dies ist aber nichts anderes
als eine Fourierdarstellung von f(Z,t)!
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Betrachtet man die Differentialgleichungen fiir die Felder (jede kartesische
Komponente einzeln), so ergeben sich also folgende (elementare) Losungen:

E(f,t = E'gei(#'i*“’t) (4.15)
H(z,t) = Hyellhsi—wt), '

Wie eben schon erhilt man die allgemeinste Losung der jeweiligen Gleichung als
die Fouriertransformierte einer Funktion im k-Raum. Wiederum muf} gelten:

w = k¢ = |kle//en. (4.16)

Diese Gleichung (und allgemein der Zusammenhang zwischen Frequenz und
Wellenvektor von beliebigen Wellen) wird als Dispersionsrelation bezeichnet.

Man sieht leicht ein, daf} die elementaren Losungen ebene Wellen beschrei-
ben, die sich mit der Geschwindigkeit ¢’ ausbreiten. Speziell im Vakuum mit
€ = p = 0 erhélt man Wellen der Geschwindigkeit ¢ - also Wellen, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Das legt nahe, Licht als elektrische oder
magnetische Welle augzufassen; dies werden wir in den nédchsten Abschnitten
genauer betrachten.

Zum Abschlufl dieses Abschnitts betrachte aber zunichst noch ein etwas
komplizierteres Problem: Die Existenz von Wellenldsungen in elektrisch leiten-
den Medien. Die Dichte der freien Ladungen ist dann weiterhin null, fiir die
Strome gilt aber das Ohm’sche Gesetz: j= oE. Dann lauten die Maxwellglei-
chungen:

(I) divD=0 (4.17)
(II) divB=0 (4.18)
L. 10 =
(III) rotE + E%B =0 (4.19)
- 10 - 4m -
(IV) rotH — E%D = %UE. (4.20)

Nimmt man die Rotation von Gleichung (III) und setzt Gleichung (IV) ein,
so erhélt man:

., 10 -
EFE = ——— H
rot rot - ot prot
w 0% = drp 0 -
= ———D—-———0F. 4.21
c? Ot? 2 ot (4:21)

Umschreiben der doppelten Rotation und Einsetzen von Gleichung (I) fiihrt
dann auf:

L 4 pn
Ou B + —-poE = 0. (4.22)
C
Analog erhélt man:
4 5
Do H + —poH = 0. (4.23)
C

Dies sind die sogenannten Telegraphengleichungen. Sie werden so genannt,
da sie unter anderem in der Telegraphie eine Rolle spielen - dort breiten sich ja
elektromagnetische Wellen entlang von elektrisch leitenden Drahten aus.
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Die Dispersionsrelation lautet nun:

md:w(ngE> (4.24)
we

Das Auftauchen von i fithrt dazu, dafl die Wellen nun einen exponentiell ab-
fallenden Term enthalten: in leitenden Medien kdnnen sich elektromagnetische
Wellen nur geddmpft ausbreiten. Dies ist anschaulich klar: Durch die Erzeu-
gung von Stromen geht der Welle Energie verloren.

4.1.2 Eigenschaften elektromagnetischer Wellen

Mit Hilfe der Maxwellgleichungen kann man noch weitere Informationen iiber
die allgemeinen Wellenlosungen erhalten. Setzt man die Losung (4.15) fiir £ in
die Maxwell-Gleichung (I) (ohne Quellen!) ein, so erhilt man:

div (E'Oeiﬁ'ff“’t) =FEye (grad e“—“"ff“’t) =FEye iketked—wt — 0, (4.25)

also k e Eg = 0 - das elektrische Feld steht immer senkrecht auf der Ausbrei-
tungsrichtung! Analog erhélt man fiir das magnetische Feld: keBy=0 -
auch dieses steht immer senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung. Man spricht
von transversal polarisierten Wellen (im Gegensatz zu longitudinal polarisierten
Wellen, bei denen die die betrachtete Grofle in Ausbreitungsrichtung schwingt
— z. B. Schallwellen).

Auflerdem kann man auch noch die Maxwell-Gleichung (IIT) benutzen; dies

ergibt dann:

L L 10 4
)k x F = ———B. 4.26
wx cot ( )

Man sieht sofort, daf} jede elektrische Welle immer auch eine magnetische Welle
erzeugt, die gleichphasig zur ersteren schwingt.
Setzt man auch fiir B die Wellengleichung ein (mit B = pH), so erhélt man:

kxE=

oE

B. (4.27)

Da das Kreuzprodukt von k und E bekanntlich senkrecht auf E steht und hier
proportional zu B ist, steht die magnetische Welle also immer senkrecht auf der
elektrischen. Umgekehrt folgt aus Gleichung (IV) (ohne Quellen), daf} jede ma-
gnetische Welle eine elektrische Welle erzeugt, die senkrecht zur ersteren steht
und gleichphasig schwingt. Deswegen geniigt es bei der Behandlung elektroma-
gnetischer Wellen, nur mit dem elektrischen oder nur mit dem magnetischen
Anteil zu rechnen - der jeweils andere Anteil ergibt sich dann sofort mit Hilfe
der Gleichung (III) bzw. (IV).

Nimmt man den Betrag von dieser Gleichung und benutzt auflerdem noch,
daB k und E senkrecht sind, dann folgt:

/
|B| = ——|B, (4.28)



wobei noch die Dispersionsrelation (fiir nichtleitende Medien!) eingesetzt wur-
de. Es folgt dann: ¢|E| = ¢/|B| und speziell im Vakuum

|E| = |B|. (4.29)

Zusammenfassend:

1. Elektrische und magnetische Wellen treten immer gemeinsam auf; man
spricht deshalb von elektromagnetischen Wellen.

2. Die elektrische und die magnetische Welle stehen senkrecht aufeinander
und schwingen gleichphasig.

3. Beide Wellen stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung: elektroma-
gnetische Wellen sind transversal.

o1t

4. Fiir die Amplituden gilt (in nichtleitenden Medien): |‘

speziell im Vakuum haben beide Wellen dieselbe Amplitude.

7 = Ve

&

Alle diese Eigenschaften wurden zwar nur fiir die speziellen Losungen (4.15)
hergeleitet; da sich aber eine allgemeine Welle durch Fouriertransformation in
diese elementaren Losungen zerlegen 148t, gelten alle diese Eigenschaften auch
fiir beliebige Wellen (vorausgesetzt, alle Teilwellen haben dieselbe Ausbreitungs-
richtung; Gegenbeispiel siehe Abschnitt 4.2). Dieses Prinzip wird oft verwendet:
Man 16st ein Problem zunéchst fiir monochromatische ebene Wellen (also fiir
die speziellen Losungen (4.15)) und erhilt die allgemeine Lésung dann durch
Fouriertransformation.

4.1.3 Polarisation

(frei nach Greiner: Elektrodynamik)

Bei den speziellen Losungen (4.15) sind Ey und Hy (riumlich und zeitlich)
konstante Vektoren. Man spricht dann von linear polarisierten Wellen; die Po-
larisationsebene ist die Ebene, die senkrecht zur Ausbreitungsrichtung k steht.

In dieser Ebene kann man nun orthonormale Einheitsvektoren €; und 3
wéhlen. Statt der speziellen Losungen (4.15) kann man nun auch allgemeine-
re betrachten; eine ebene Welle, die sich in Richtung k ausbreitet, kann man
ansetzen als: .

E(f, t) = (Elé'l + Egé'Q)ei(k.f_Wt). (4.30)

Die Amplitudenfaktoren kénnen i. a. komplex sein; der imaginire Anteil bewirkt
dann eine Phasenverschiebung der einen Teilwelle gegen die andere.

Betrachte zunichst den einfachen Fall ohne Phasenverschiebung. Dann hat
man wiederum eine linear polarisierte Welle, wobei Eo = Ei€] + Eyéy ist; der

Betrag der Feldstiirke ist also EZ = (E1)2 + (E»)?, und der Winkel zur &-
E
E—? .

Der niichstkompliziertere Fall ist eine Phasenverschiebung von +3, wobei
aber |E)| = |Ey| =: Ey gelten soll. Dann hat man:

Richtung ist 8 = arctan (

E(f, t) = Eg(é'l + ié'g)ei(ﬁ.ifwf) =1k (f, t) + é'QEQ(x—", t). (4.31)
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Physikalisch relevant sind nur die Realteile dieser komplexen Wellen; diese sind:

E\(Z,t) = Eycos(ke @ — wt)
BEy(Z,t) = FEysin(k e — wt) (4.32)
Betrachtet man die Welle im Ursprung, so hat man:

Ei(#,t) = Egcos(wt)
Ey(#,t) = =£Epsin(wt) (4.33)

Die beiden (senkrecht aufeinanderstehenden) Teilwellen fithren also harmoni-
sche Schwingungen aus, die um +7 gegeneinander verschoben sind - als Resul-
tat lauft E auf einem Kreis um. Man spricht dann von zirkular polarisierten
Wellen.

Die Drehrichtung ist folgendermaflen definiert: Man schaue auf die entge-
genkommende Welle (also entgegen E) Fiir das obere Vorzeichen in den Glei-
chungen dreht sich dann E linksherum, fiir das untere rechtsherum. Man spricht
dementsprechend von links- bzw. rechtsdrehender zirkularer Polarisation.

Der allgemeine Fall (Phasenverschiebung ungleich null, Ey # Es) fithrt dann
auf elliptisch polarisierte Wellen. Diese sind allerdings nicht so wichtig wie die
linear oder zirkular polarisierten und sollen deshalb hier nicht ndher betrachtet
werden.

4.1.4 Phasen- und Gruppengeschwindigkeit, Dispersion

(frei nach Greiner: Elektrodynamik, Mechanik 1)

Die Losungen (4.15) beschreiben, wie schon mehrmals erwédhnt, ebene mo-
nochromatische Wellen. Nimmt man den (physikalisch sinnvollen) Realteil und
betrachtet dann den Betrag des Feldes zu einer festen Zeit ¢ abhéngig vom Ort
Z, so ergibt sich eine Sinuskurve, die um wt gegeniiber dem Ursprung verscho-
ben ist. Der Abstand zweier nebeneinanderliegender Wellenberge (oder zweier
beliebiger anderer Punkte gleicher Phase) ist die Wellenlinge X\. Man sieht
leicht, daf}

A = 2r/|k| (4.34)

gilt. Andererseits hat man fiir einen festen Raumpunkt # eine harmonische
Schwingung, die um k e Z phasenverschoben ist. Der Abstand zweier aufein-
anderfolgender Maxima (oder anderer Punkte gleicher Phase) ist die Schwin-

gungsdauer T'; es gilt
139

Die Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenberg (oder ein anderer Punkt
fester Phase) fortbewegt, heifit Phasengeschwindigkeit v,. Sie ist gegeben durch

vy =NT =wlk="C. (4.36)

In der Natur kommen aber solche (unendlich ausgedehnten) monochroma-
tischen ebenen Wellen nicht vor: jeder Wellenzug hat eine endliche Linge, und
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oft hat man auch gar keine Wellen, sondern eher Pulse o. 4. Alle diese Si-
gnalformen lassen sich aber durch Fouriertransformation auf eine (meist un-
endliche) Linearkombination monochromatischer Wellen zuriickfithren (durch
Fouriertransformation). Im allgemeinen hat man also eine Wellengruppe, oft
auch Wellenpaket genannt.

Nun tritt allerdings ein Problem auf: Jede Teilwelle hat die (Phasen-) Ge-
schwindigkeit ¢’ = c¢/\/efr. p kann zwar meist vernachlissigt werden (u ~ 1
fiir die meisten Materialien), aber € hingt im allgemeinen von der Frequenz
ab. Damit hat jede Teilwelle eine andere Phasengeschwindigkeit! Die Wellen-
gruppe wird also im Lauf der Zeit ihre Gestalt dndern (,,auseinanderlaufen”);
man spricht von Dispersion. Deswegen bewegt sich eine beliebige Marke (z.B.
der hochste Wellenberg der Gruppe) nicht einfach mit der durchschnittlichen
Phasengeschwindigkeit der Gruppe, sondern mit der sogenannten Gruppenge-
schwindigkeit vy. Fir diese kann im allgemeinen keine einfache Formel an-
gegeben werden; ein Spezialfall, in dem dies moéglich ist, wird weiter unten
besprochen.

Die Gruppengeschwindigkeit hat allerdings physikalisch eine gréfiere Bedeu-
tung als die Phasengeschwindigkeit: Die in einer Welle enthaltene Energie hingt
mit der Amplitude zusammen (siehe spéiter); die Gruppengeschwindigkeit gibt
also auch die Geschwindigkeit des Energietransports an. Auflerdem wird bei der
Ubertragung von Informationen immer auf eine bestimmte Pulshohe getriggert
- also ist im allgemeinen auch die Geschwindigkeit der Informationsiibertragung
gleich der Gruppengeschwindigkeit. Die Phasengeschwindigkeit kann grofler als
c werden (es gibt Medien, in denen ,/ep < 1 ist); fiir die Gruppengeschwin-
digkeit (Signalgeschwindigkeit) dagegen ist in allen bekannten physikalischen
Situationen die Lichtgeschwindigkeit die obere Grenze.

Im Spezialfall einer (hier der Einfachheit halber eindimensionalen) Welle,
die aus Teilwellen zusammengesetzt ist, deren Wellenzahlen alle in einem engen
Intervall liegen, kann man eine Formel fiir die Gruppengeschwindigkeit finden.
Die Welle wird beschrieben durch:

ko+Ak

fa,t) = / Flk)eitke—en) g (4.37)
ko—Ak
mit Ak < ky. w ist aufgrund der Dispersionsrelation eine Funktion von k; da
Ak als klein vorausgesetzt wird, kann man diese Funktion in eine Taylorreihe
entwickeln und nach dem ersten Glied abbrechen:

w(k) =~ wy + <Z_:>0 (k — ko) (4.38)

3 — d; . 4
mit wy = w(kp), (d—",:)o = o bt

Nimmt man aufierdem an, daf f(k) nur wenig von k abhiingt, so kann
man die Ndherung f(k) =~ f(ko) machen. Mit der neuen Integrationsvariable
Kk := k — ko wird dann die Welle zu:

Ak
f(a:,t) = f‘(ko)ei(kox—wot) / 6im(x—(dw/dt)0t)dn
—Ak
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— 2f(k0)ei(kox—w0t) sin (Ak [.T B ((‘il_k)o t])
T — (d—‘,‘c’)o t

= A(z,t)e!kor—wob), (4.39)

Da die Funktion A(z,t) von Ak abhingt, welches als klein vorausgesetzt
wurde, ist sie eine nur langsam verdnderliche Funktion und kann im Vergleich
zum Exponentialfaktor, der ky > Ak enthilt, als fast konstant angesehen wer-
den. Also hat man ndherungsweise eine monochromatische Welle mit Amplitu-
de A, Frequenz wy, Wellenzahl kg und Phasengeschwindigkeit v, = ‘,‘C’—g

Die Wellengruppe als ganzes bewegt sich aber auch fort (wenn auch langsam
im Vergleich zur Phasengeschwindigkeit). Ein Maf fiir ihre Geschwindigkeit ist
die Geschwindigkeit des Maximums der Gruppe; dieses befindet sich (wie man

leicht nachrechnet) an der Position

dw
—— <%>Ot. (4.40)

Also ist die Gruppengeschwindigkeit im Spezialfall eines schmalen Frequenz-
bandes und einer schwachen Frequenzabhéngigkeit der Fouriertransformierten:

_ dw

== (4.41)

Vg

k=ko

Nun wird auch klar, warum der Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz und
Wellenvektor Dispersionsrelation genannt wird: aus ihm folgen Phasen- und
Gruppengeschwindigkeit, also auch die Dispersion einer Wellengruppe. Nur
wenn der Zusammenhang zwischen w und k linear ist, gilt v, = vy, die Gruppe
lauft also nicht auseinander. Man spricht dann von dispersionsfreien Medien.

4.2 * Hohlleiter

Wie wir in Abschnitt 3.5 gesehen haben, breiten sich elektromagnetische Wel-
len hoher Frequenz bevorzugt in einer diinnen dufleren Schicht von Dréhten
fort. Dementsprechend ist der Widerstand hoch und die Dampfung stark. Bei
sehr hohen Frequenzen (ab etwa 1 Gigahertz - Mikrowellen, Radar usw.) ist es
verniinftiger, statt Drihten sogenannte Hohlleiter zu verwenden, um elektroma-
gnetische Signale zu {ibermitteln. Dies sind einfach Réhren von verschiedener
Form mit leitenden Wanden. Als einfaches Beispiel soll hier die Wellenaus-
breitung in einem rechteckigen Hohlleiter untersucht werden, der mit einem
Material mit der Dielektrizitdtskonstanten € und der Permeabilitit p ausgefiillt
ist.

Der Hohlleiter liege in z-Richtung, seine Wénde erstrecken sich in x-Rich-
tung von 0 bis ¢ und in y-Richtung von 0 bis b (¢ < b). Wir wollen die
Ausbreitung von Wellen durch den Hohlleiter untersuchen; setze deshalb von
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vornherein eine Welle in z-Richtung an und lasse nur noch eine Abhéingigkeit
von z und y zZu:

E(&,t) = Ey(z,y)e®==98;  H (& t) = Hy(z,y)e k= (4.42)
Die Maxwell-Gleichungen werden dann zu:

0(Ey)z . J0(Ep)

Y 4 ik,(Ey), = 0

ox oy
O(Ho)z  O(Ho)y | .
k,(Hy), =
o + 8y +1 ( 0) 0
rotE = iﬂé
C
rotH = —i2D, (4.43)
C

und die Wellengleichungen zu

______+k2>ﬁ0 = 0. (4.44)

Da die Winde leitend sind, mufl das elektrische Feld auf ihnen senkrecht
stehen und das magnetische Feld parallel zu ihnen sein:

(Eo)y(0,y) = (Eo)y(a,y) = (Eo)z(z,0) = (Ep)z(z,b) =0 (4.45)
und
(Ho)z(0,y) = (Ho)z(a,y) = (Ho)y(z,0) = (Ho)y(z,b) = 0. (4.46)

Berechne nun zunichst die z-Komponente des elektrischen Feldes. Mache dafir
einen Separationsansatz:

(Eo)e(,y) = fo(2)g2(y) (4.47)

und setze dies in die Wellengleichung ein:

0? 0* 5 w?
(@ + 8—y2> fm(x)gw(y) = (kz - ﬁ) fa:(x)ga:(y) (4'48)
Teilt man durch f, und g,, so wird dies zu:
" " 2
g w

Nun héngt der erste Summand auf der linken Seiten nur noch von x ab, der
zweite nur noch von y. Auf der rechten Seite steht aber eine (von z und y
unabhingige) Konstante. Also miissen beide Summanden fiir sich schon jeweils

konstant sein: )

"
T 9z 2 w
— = C1; — = C9; Cl+62:k5_72-
Jz Jx c
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Die Gleichungen fiir f; und g, kann man dann sofort 16sen:
fa (LE) = fu1 Sin(ka:a:x) + fa2 COS(kwwx); gw(y) = gzl Sin(kwyy) + g2 Cos(kwyy)

(4.51)
mit k%w = —cy, kgy = —co (c1, co werden als negativ angenommen, da man
sonst keine Wellenlosungen erhalten wiirde). Setzt man die Randbedingungen

(4.45) ein, so erhilt man:
9(0) = gu2 = 0; g(b) = ga1 sin(kyyd) +0 =0, (4.52)

also g5 (y) = g1 sin(kayy) mit kyy = Zngy (ngy € N).
Ebenso fithrt der Separationsansatz fiir die y-Komponente

(Eo)y(z,y) = fy(=)gy(y) (4.53)
auf
fy(@) = fyrsin(kye);  gy(y) = gy1 sin(kyzy) + gy2 cos(kyyy) (4.54)
mit ,
ki =k = k2 = 2 (4.55)

und ky, = %nyw (nys € N).
Man hat nun also:

(Eo)z(z,y) = fo(7)ga1 Sin(kxyy)§ (Eo)y(x,y) = fn Sin(kyxx)gy(y) (4.56)

Setze nun an, dafl das elektrische Feld transversal sein soll: (Fp), = 0. Dann
wird die erste Maxwell-Gleichung zu:

9(Eo)z | O(Eo)y

8x+8y

= f;: (2)gx1 Sin(kxyy) + fin Sin(kyxx)g; (y) =0 (4.57)

Teilt man durch die Sinus-Funktionen (samt Vorfaktoren), so erhilt man wie-
derum eine Gleichung, in der beide Summanden jeweils nur von einer Variable
abhingen:

! /
falz) g.y(y) =0. (4.58)
fyl Sln(kyarx) gz1 Sln(kxyy)
Es muf} also gelten:
!/ !/
S G B 1) (4.59)
fyl Sln(kywx) gzl Sln(kwyy)
und damit
c Chx
ole) = I cos(hyea); 0y (9) = ~ L2 cos(huy). (4:60)
yz Ty

Durch Vergleich mit den allgemeinen Losungen (4.51), (4.54) erhélt man: f;3 =

C9zx1

0, f:z:2 = ij;—yia kww = kyaz = ka:a gyl = 07 gy2 = _kgz_y’ kyy = kwy = ky-
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Also ergibt sich schliellich:

(Eo)e(w,y) = &Egpcos(ky) Sin(kyy)
(Eo)y(z,y) = —Eysin(kyx)cos(kyy) (4.61)
(EO)Z(xv y) = 0,

wobei die Konstanten fz2, fy1, 921, gy2 zu den Amplituden &;, £, zusammenge-
faBft wurden. Man hat also in z- und in y-Richtung zusétzlich zur Ausbreitung
in z-Richtung auch noch stehende Wellen. Dabei gelten folgende Nebenbedin-
gungen:

kely — kyEy = 0, (4.62)

die Amplituden sind also nicht unabhéngig voneinander, und
B2 g2 g 4.63
z = CTQ g T vy ( : )

mit k, = %nx, ky = %”ny, ng,ny € N. Dies bedeutet, dafl es fiir jede vorge-
gebene Frequenz mehrere Moglichkeiten fiir die Wellenzahl &, in Ausbreitungs-
richtung gibt; diese verschiedenen moglichen Wellen nennt man Moden. Sie
werden durch n, und n, charakterisiert; diese geben die Anzahl der Béauche
der stehenden Welle in z- bzw. y-Richtung an. Fiir n, = ny = 0 hat man kein
elektrisches Feld, also gibt es keine 0-0-Mode; die niedrigsten nichtverschwin-
denden Moden sind die 1-0-Mode und die 0-1-Mode. Anschaulich gesehen sind
die Moden die Eigenschwingungen des hohlen Innenraums des Leiters.

k2 muf natiirlich immer positiv sein, damit Ausbreitung von Wellen statt-
findet. Mit der zweiten Nebenbedingung fiithrt dies auf

w? 2 2
72 > ki + ky. (4.64)

Fir jede vorgegebene Mode gibt es also eine Grenzfrequenz

2 2
wgrenz(nxany) = 2770\/(%) + (%) , (465)

unterhalb der keine Ausbreitung dieser Mode im Hohlleiter stattfinden kann.
Da a < b vorausgesetzt wurde, kann sich unterhalb der Frequenz

2me
Worenz = —3= (4.66)

also iiberhaupt keine Welle mehr im Hohlleiter fortpflanzen.

Nun soll noch das magnetische Feld berechnet werden; man erhélt es mit Hil-
fe der dritten Maxwell-Gleichung: Aus rotE = z%g ergibt sich H= —i%rotﬁ
und damit dann:

(Ho)e(w,y) = Hysin(ky) cos(kyy)
(Ho)y(z,y) = Hycos(kzx)sin(kyy) (4.67)
(Ho),(z,y) = iH,cos(kyx)cos(kyy)
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mit H, = LEk,, Hy = L&k, H. = L (Ecky + Eyky); der Faktor i in der
z-Komponente bewirkt dabei eine Phasenverschiebung um 7/2 gegeniiber dem
elektrischen Feld.

Hier taucht nun also auch ein magnetisches Feld in Ausbreitungsrichtung
der Welle auf! Dies scheint zwar zunéchst ein Widerspruch zur Transversalitit
elektromagnetischer Wellen zu sein, kann aber dadurch erklirt werden, daf
wir hier nicht nur eine Welle in z-Richtung haben, sondern zusitzlich auch
noch andere (stehende) Wellen (bzw. Eigenschwingungen des Innenraums des
Leiters) in z- und y-Richtung. Bei der Herleitung der Transversalitit hatten
wir dagegen eine einzelne Welle oder eine Uberlagerung von Wellen, die alle
dieselbe Ausbreitungsrichtung haben, angenommen.

Ignoriert man die Tatsache, dal man eigentlich mehrere Wellen hat, und
betrachtet nur die Ausbreitung in z-Richtung, so ist zwar das elektrische Feld
transversal, das magnetische aber nicht. Deswegen heiflen diese Wellen TE-
Moden.

Man konnte die ganze Rechnung jetzt noch mal von vorne anfangen, diesmal
mit dem Magnetfeld, fordern, daf dieses transversal ist, und dann daraus das
elektrische Feld ausrechnen. Das sparen wir uns aber (die Rechnung geht ja fast
gleich); am Schlufl bekommt man dann jedenfalls raus, dafl nun das magnetische
Feld transversal ist, aber das elektrische nicht. Dementsprechend spricht man
dann von TM-Moden. Sowohl die TE- als auch die TM-Moden werden jeweils
durch Angabe von n; und n, durchnummeriert.

Wellen, bei denen sowohl das elektrische als auch das magnetische Feld
transversal sind (TEM-Moden), kénnen in einem rechteckigen Hohlleiter nicht
auftreten. In Hohlleitern von anderer Form ist dies aber moglich; fiir einen
zylindrischen Hohlleiter (Koaxialkabel) siehe beispielsweise Greiner: Elektrody-
namik.

4.3 Brechung und Reflexion an Grenzflichen

(Anmerkung: Auch dieser Abschnitt baut auf zwei meiner Ubungsaufgaben
auf.)

Nun wollen wir uns anschauen, was mit einer elektromagnetischen Welle
passiert, die auf eine Grenzfliche zwischen zwei Medien trifft. Beide Medien
haben im allgemeinen unterschiedliche Dielektrizitdtskonstanten €1, €2 und Per-
meabilititen g1, po. Die verwendete Geometrie soll folgendermafien sein: Die
Grenzfliche zwischen den beiden Medien sei die z-y-Ebene, der Wellenvektor
der einfallenden Welle liege in der y-z-Ebene (siehe Abb. 4.1). Auflerdem be-
trachten wir hier speziell wieder nur monochromatische Wellen (den allgemeinen
Fall erhélt man dann mit Hilfe der Fourieranalyse).

4.3.1 Stetigkeitsbedingungen, Snellius-Gesetz

Aus dem Experiment wissen wir, dafl Licht durch Grenzflichen nur teilweise
durchgeht - im allgemeinen wird ein Teil auch reflektiert. Wir setzen also an,
daf man im oberen Halbraum (z;0) zwei ebene Wellen hat: die einfallende
und die reflektierte, im unteren eine: die durchgehende. Die Amplituden des
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Abbildung 4.1: Elektromagnetische ebene Welle an der Grenzfliche zweier Me-
dien

elektrischen Feldes seien fiir die einfallende Welle Ey, fiir die durchgehende E%
und fiir die reflektierte E{j; die Wellenvektoren entsprechend k, k' und &” und
die Frequenzen w, w' und w”. Wir haben nun also:

B = Eo ez’(l_c'oifwt)
Bo= E'(I) ei(E'.f—w't)
E’u _ "(I)/ei(l_é”of—w”t)

(4.68)

Um Beziehungen zwischen den Amplituden und den Wellenvektoren zu fin-
den, kann man die Stetigkeit der Felder an der Grenzfliche betrachten. Diese
hat den Normalenvektor 77 = €,; die Normal- und Tangential-Komponente eines
gegebenen Vektors @ erhélt man dann mittels:

@) =lasils |a| = x il (4.69)
Als Stetigkeitsbedingungen fiir die Felder hat man:

Es ergibt sich also:

(elE_v'Oei(Eof—wt) + elE_u'(l)lei(EN.f_wut) B Egﬁéei( N ’t)) o2 — 0 (4.71)

"eT—w
(E’Oei(lzof—wt) + E’v’{)lei(ﬁ”of—w”t) . E'v'(l)ei(k’of—w’t)) x& = 0 (4.72)
Die Gleichungen (4.71) und (4.72) kénnen nur dann fiir alle Zeiten ¢ gelten,
wenn die zeitabhingigen Argumente der Exponentialfunktionen gleich sind, also
wenn gilt:
w=u =uw". (4.73)



Man erhélt also: FEinfallende, durchgehende und reflektierte Welle haben alle
dieselbe Frequenz.

Auflerdem gilt ja bei monochromatischen elektromagnetischen Wellen, daf
man die magnetische Flu8dichte einfach aus dem elektrischen Feld erhélt mittels
(4.27): .

B= E(E x E). (4.74)

Nutzt man aulerdem noch die bekannten Stetigkeitsbedingungen fiir das ma-
gnetische Feld

BJ_"‘BSI_:BS_; H||+H|,|’:H}’,. (4.75)
aus, so erhilt man schliefllich zusétzlich (die zeitlichen Exponentialfunktionen

wurden bereits gekiirzt):

(k x Oei/’;'ﬂi + K" x E"(')'e”;”'ﬂi — K x E_'[')e“;,'f) ec, = 0(4.76)
1—* - o ].—' — ST o2 1—» =, =
(—Fk x Ege**® + —k" x Bje*"** — — k' x Eje’**®) x &, = 0 (4.77)
1 M2

Die (kompliziert aussehenden) Beziehungen (4.71), (4.72), (4.76) und (4.77),
werden wir erst im nichsten Abschnitt voll ausnutzen. Hier sollen zunéchst
Beziehungen zwischen den Wellenvektoren hergeleitet werden.

Der Wellenvektor der einfallenden Welle soll nun, wie gesagt, in der y-z-
Ebene liegen; er hat also die Gestalt:

k = k(0,sin(p1), — cos(i1)), (4.78)
wobei k = |k| und ¢; der Winkel ist, den k zur z-Achse hat. Damit gilt:
ke =ksin(p1)y — k cos(p1)z = ksin(p1)y, (4.79)

da wir die Stetigkeit an der Grenzfliche z = 0 betrachten. Fiir die beiden
anderen Wellenvektoren ergibt sich:

K eZ=kx+ kyy; K" e =K'z + kyy. (4.80)

Die Stetigkeitsbedingungen kénnen aber nur dann fiir alle z und y erfiillt sein,
wenn die Abhingigkeit aller drei Exponentialfunktionen von diesen Variablen
gleich ist. Aus der z-Abhéngigkeit ergibt sich:

0=Fk, =k, (4.81)

alle drei Wellenvektoren liegen also in einer Ebene (hier: der y-z-Ebene). Au-
Berdem folgt aus der y-Abhingigkeit:

ksin(pr) = ky, = k. (4.82)

Die Wellenvektoren der durchgehenden und der reflektierten Welle haben also
folgende Gestalt:

k' = (0,ksin(pr),kL); K = (0, ksin(pr), kY) (4.83)
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Aus der Dispersionsrelation |k| = C(:]u) ergibt sich auflerdem:
1. AT a1 !
k| =k = |k |;|k|:kc—:k (4.84)
2

Da aber mit der oben angegeben Gestalt des Vektors K" gilt:

k= B = k2 sin (1) + (K2, (4.85)
folgt
K = k2 — k2 sin?(p1) = £k cos(y). (4.86)

Da nach Voraussetzung k" # k gilt (die reflektierte Welle soll nicht mit der
einfallenden iibereinstimmen), kann nur das positive Vorzeichen richtig sein,
also:

K = (0, ksin(p1), k cos(¢1)). (4.87)

Damit haben wir gezeigt: Der Wellenvektor der reflektierten Welle hat zur z-
Achse (also mit der Flichennormalen) denselben Winkel wie der Wellenvektor
der einfallenden Welle, oder kiirzer: Finfallswinkel = Ausfallswinkel.
Auflerdem gilt:
k, = k'sin(p2), (4.88)

wobei 9 nun der Winkel von k' zur z-Achse ist. Da aber, wie oben hergeleitet,
wegen der Stetigkeit k;, = ksin(y1) gilt, folgt:

sin(pr) _ K _ o1 _ [k (4.89)
sin(2) ko €101
Nun definiert man den sogenannten Brechungsindex durch

n = /€l (4.90)

Es folgt sofort, dafB} gilt:

_ CVakuum

n=———, alson > 1. (4.91)

CMaterie
Je grofler n fiir einen Stoff ist, desto langsamer ist das Licht also in ihm. Man
spricht von optisch dichten bzw. optisch dinnen Medien (fiir n grofl bzw. klein).

Setzt man in der obigen Formel die Brechungsindices ein, so erhélt man schlief3-
lich:

sin(pz)  m1 cg '

Dies ist das bekannte Snellius’sche Brechungsgesetz. FEs sagt aus, dafl sich
beim Ubergang zwischen zwei Medien mit unterschiedlichen Brechungsindices
der Winkel des Wellenvektors der einfallenden Welle (also der Winkel des Licht-
strahls) zur z-Achse (bzw. allgemein zum Lot) dndert. Man spricht von (Licht-)
Brechung. Im optisch dichteren Medium ist dabei der Winkel zum Lot kleiner
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als im optisch dinneren, oder kurz: Lichtstrahlen werden im optisch dichteren
Medium zum Lot hin gebrochen.
SchlieBlich kann man auch noch k!, ausrechnen:

- c? n3
(K.)? + k?sin®(p1) = |K'| = k% = =k, (4.93)
€2 ny
also
! n% ) !
k, = —k 2~ sin“ (1) = —k' cos(p2). (4.94)

(K., muf negativ sein, da die durchgehende Welle nach unten weiterlduft.) Falls
no < my ist (Ubergang vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium),
so kann es passieren, dafl sin(yp;) < 72 ist - der Ausdruck unter der Wurzel
wiirde dann negativ werden, k/, also rein imaginir! Im diinneren Medium gibt
es dann keine Welle mehr, sondern nur eine exponentiell mit dem Abstand zur

Grenzfliche abnehmende Schwingung. Es folgt also: Ab einem Grenzwinkel

n2

Sin(@l,grenz) = n_l (4.95)

gibt es keine durchgehende Welle mehr, sondern nur noch eine reflektierte. Man
spricht dementsprechend von Totalreflektion.

Zusammenfassend: Aus der (relativ schwachen) Annahme, dafl es zu je-
der einfallende Welle sowohl eine durchgehende als auch eine reflektierte Welle
gibt, haben wir (unter Ausnutzung der Stetigkeit der Felder an Grenzflichen)
folgende Schliisse gezogen:

1. Alle drei Wellen haben dieselbe Frequenz.
2. Alle drei Wellenvektoren (Lichtstrahlen) liegen in derselben Ebene.

3. Der reflektierte Strahl schliesst mit dem Lot denselben Winkel ein wie der
einfallende Strahl (Einfallswinkel = Ausfallswinkel).

4. Der Winkel des durchgehenden Strahls zur z-Achse ist anders als der
des einfallendes Strahls; man spricht von Brechung. Das Snellius-Gesetz
(4.92) trifft zum Verhiltnis der Winkel eine quantitative Aussage.

5. Beim Ubergang vom optisch dichteren ins optische diinnere Medium gibt
es einen Grenzwinkel, jenseits dessen keine Brechung mehr stattfindet,
sondern nur noch Reflektion (Totalrefiektion).

Die geometrischen Verhiltnisse wiren nun also geklart; iiber die Amplituden
Ey, Ej und E{ haben wir bis jetzt aber noch iiberhaupt nichts ausgesagt. Dies
soll im néchsten Abschnitt geschehen.
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Abbildung 4.2: Einflu8 der Polarisation bei der Brechung: Richtung der elek-
trischen Feldstirke (a) senkrecht zur Einfallsebene, (b) in der Einfallsebene

4.3.2 * Einflul der Polarisation: Fresnel’sche Formeln

Um quantitative Aussagen iiber das Verhalten der Amplituden treffen zu kon-
nen, mufl man die Polarisation der einfallenden Welle beriicksichtigen. Dabei
sind zwei Féille zu unterscheiden: Der Vektor der elektrischen Feldstédrke kann
sowohl senkrecht zur Einfallsebene (hier: y-z-Ebene) als auch in ihr schwingen
(siche Abb. 4.2); alle anderen Félle ergeben sich als Linearkombination hieraus.

Betrachte zunéchst den zweiten Fall: Eg =: E,i senkrecht zur Einfallsebene;
wegen der Symmetrie und der Stetigkeit erwartet man, dafl dann auch E"(') und
E senkrecht zur Elnfallsebene hegen Da der Normalenvektor 7 in dieser Ebene
liegt, folgt also: Eo ol = EO o7 = E[’]' 7 = 0. Damit geben die Gleichungen
(4.71), (4.76) nur die trivialen Ergebnisse 0 = 0. Nimmt man dagegen von der
Gleichung (4.72) den Betrag und beriicksichtigt, daf 7 senkrecht auf ¢ steht
und beide den Betrag eins haben, so erhilt man:

0 =[(Eo + By — Eg)(f x i) = |Eo + By — Eyl, (4.96)

also Ey + Ej = Ej.
Bei der Gleichung (4.77) verfahre folgendermafien: Forme zunichst die
Kreuzprodukte um:

(k x Eg) x &, = Ey(€, o k) — k(2. » Eg) = —Eok cos(p1). (4.97)

Fithrt man dies fiir die anderen beiden Kreuzprodukte genauso durch, dann
geht Gleichung (4.77) iiber in:

k - k - koL
——FEjcos(¢1) + —E{ cos(p1) + — E{ cos(p2) = 0. (4.98)
221 M1 M2

Nimmt man nun zur Vereinfachung an, daBl u; = py = 1 ist (dies gilt in gu-
ter Niherung fiir die meisten Stoffe bei den Frequenzen von Licht), teilt die
Gleichung durch k und nimmt den Betrag, so hat man:

/

k
Eycos(p1) — E{ cos(p1) — EE(,) cos(p2) = 0. (4.99)
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Dann setze fiir %’ das Brechungsgesetz ein und teile auflerdem noch durch
cos(y1):

tan (1)
Ey,— E!' — E! =0. 4.100
0 0 0 tan(y2) ( )

Nutzt man die aus (4.72) gefolgerte Beziehung Ej = Ey + Ejj, so erhilt man:

tan(p1)
tan(p2)

Nach einigen trigonometrischen Umformungen (langlich, aber nicht schwierig -
viel Spafl beim Nachrechnen! ;-) ) ergibt sich schlieflich:

Ey — Ej — (Ey + Ey)

=0. (4.101)

Ey  sin(g2 — ¢1)

— = — . 4.102
By sinlpr + ¢2) (4.102)

Setzt man dies wieder in Ejy = E + E{/ ein, so kann man nun auch eine Formel
fiir die Amplitude der gebrochenen Welle finden:

Eq _ 2 sin(ip2) cos(p1)

- 4.103
Ey sin(¢1 + ¢2) ( )

Betrachte nun noch kurz den anderen Fall: Ej liegt in der Einfallsebene.
Dann ist Ey x 7 = 0, und die Gleichungen (4.72) und (4.77) entfallen. Aus den
anderen beiden Gleichungen (4.71) und (4.76) erhélt man dann wiederum nach
lingerem Rumgerechne:

By _ tanlpr = ¢2) (4.104)
Ey  tan(pr + @2)
und
Eqy _ 2sin(p2) cos(p1) (4.105)
Ey  sin(p1 + p2) cos(p1 — @2)

Die Beziehungen (4.102), (4.103), (4.104) und (4.105) heiflen Fresnel’sche For-
meln. Sie geben jeweils das Verhéltnis der Amplituden von reflektierter zu
einfallender Welle ((4.102) und (4.104)) bzw. von gebrochener zu einfallender
Welle ((4.103) und (4.105)) an. (4.102) und (4.103) gelten, falls das Licht senk-
recht zur Einfallsebene polarisiert ist, (4.104) und (4.105) dagegen, wenn die
Polarisierung in der Einfallsebene liegt.

Ein Spezialfall tritt auf, wenn @1 4+ @9 = 90 ist, denn dann folgt fiir parallel
zur Einfallsebene polarisiertes Licht aus (4.104)):

El =0, (4.106)

es gibt also keinen reflektierten Strahl, der parallel zur Einfallsebene polarisiert
ist! Mit Hilfe des Brechungsgesetzes kann man den Einfallswinkel ¢;, bei dem
dies geschieht, bestimmen: sin(py) = sin(90° — 1) = cos(¢1), also

nz SO0 o), (4.107)

ny  sin(psz)
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und damit:

n
tan (¢1,8r) = n—i (4.108)

©1,Br heiflt Brewster’scher Winkel. Fillt beliebig polarisiertes Licht im Brew-
ster’schen Winkel auf eine Oberfliche, so wird also nur der Anteil reflektiert, der
senkrecht zur Einfallsebene schwingt. Auf diese Weise kann man eine Reflektion
an einer Grenzfliche dazu benutzen, um Licht linear zu polarisieren.

4.4 Energie und Impuls elektromagnetischer Felder

Ebenso wie Teilchen mit Masse, also Materie, haben auch elektromagnetische
Felder eine Energie und einen Impuls. Dies sieht man schon daran, daf} sie
Krifte auf die Materie ausiiben - dabei dndert sich ja die Energie und der
Impuls der Teilchen. Wenn die Energie- und Impulserhaltung weiterhin gelten
soll, kann man die Krifte also nur dadurch erkliren, da8 die Anderung durch
eine Ubertragung von Energie und Impuls von den Feldern auf die Teilchen
bewirkt wird.

4.4.1 Energie in den Feldern

Betrachte zunéchst ein einfaches elektrostatisches Problem: eine Ansammlung
von N Punktladungen ¢; an den Stellen 7; in einem homogenen, isotropen,
unendlich ausgedehnten Dielektrikum mit Dielektrizitdtskonstante e. Um die
Gesamtenergie auszurechnen, die in diesem System steckt, berechnen wir nun
die Arbeit, die notig ist, um das System aufzubauen.

Nehme dafiir an, daf} sich alle Punktladungen unendlich weit vom Ursprung
und unendlich weit voneinander entfernt befinden; es wirken also keine Krifte
zwischen ihnen. Um die erste Punktladung ¢; an den Ort 7} zu bringen, braucht
man also keine Arbeit: W7 = 0. Danach ist aber ein elektrisches Feld vorhan-
den:

[y

1 ¢ - 1 = -1
- -V

E:E:— =
YT F—APR =] e

= 4.109
|7 — 71| ( )
Gegen dieses elektrische Feld mufl nun Arbeit geleistet werden, um die zweite
Ladung an ihren Platz zu bringen:

T_"z 7_"2
— - = —]_ d ].
W2:W12:/q2E10d5:q1q2/V T eds=-—82 _ (4110)
J € J |77 — 7| €| — 74|

Das neue elektrische Feld ergibt sich dann durch Superposition der beiden ein-
zelnen Felder:

S o . 1 F—T 1 7 —
E=E1+E2=—ﬂqﬂ2ﬁ }+—ﬁq2ﬂ2ﬂ = (4.111)
e|F =P |F—71  el|Ff— 7?7 — T

Die Arbeit, die benttigt wird, um die dritte Ladung an ihren Platz zu bringen,
ist deshalb:

1 1
Wy = Wis + Was = - AL EE—— . (4.112)



Fiithrt man diese Prozedur fort, so erhélt man schliellich fir die ¢-te Punkt-
ladung:

1—1 1—1

1 -

Wi=Y W=-% B _ (4.113)
j=1 € j=1 |Tj - Ti|

und die gesamte Arbeit ergibt sich als Summe iiber alle diese Beitrige zu:

W—NW~—N W-~—1N _Bdi 4.114
e—Zg =22 W= (4.114)
1=

i=1 j<i i:1j<i|rj__rﬂ

Die einzelnen Summanden sind nun aber symmetrisch beziiglich Austausch ihrer

Indizes: ] ]
Wy=-—28_ 2 By (4.115)

(-l el

Deshalb kann man die Summe umschreiben:

We = % (fiZWwiZWﬂ) =

i=1 j<i i=1j<i

N —

(iZWﬂ + iZWij)

i=1 j<i i=1 j<i

i=1 j<i i=1i<j

- % (izwﬂ+izwﬂ> ) (4.116)

wobei im letzten Schritt die Summationsindices umbenannt wurden. Es ergibt
sich also schlieflich:

1 N 1 N qiq;
We=3 > W= o > |j_’#‘|. (4.117)
ij= L] Cigtigg 113 T

Die Verallgemeinerung dieser Formel auf kontinuierliche Ladungsverteilun-

gen ist dann: o)
1 (7)) p(T
W=y [av [av e (4.118)

Hier wurde von der Summe iiber Punktladungen zum Integral iiber kontinuier-
liche Dichten iibergegangen. In diese integrale Formulierung kann nun aber die
Forderung 7 # 7 nicht so einfach aufgenommen werden wie die Forderung i # j
bei der Summierung. Die Formel enthélt nun also auch noch Selbstenergie-
Anteile: Gewissermaflen die potentielle Energie, die die Ladungen in ihrem
eigenen Feld haben. Fiir Punktladungen sind diese Selbstenergien unendlich
grof}; bei konkreten Rechnungen miissen sie extra beriicksichtigt und am Ende
absubtrahiert werden, um verniinftige Ergebnisse zu erhalten.

Diese Formel kann man aber noch weiter umformen. Zunéchst benutze den
integralen Zusammenhang zwischen Ladungsdichte und Potential

1 p(7)
o)==~ [ aV’ 4.11
= [ty (4119)
um eines der beiden Integrale loszuwerden:
1
We=> / &(7)p(7)dV. (4.120)
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Auflerdem setze nun fiir die Ladungsdichte die erste Maxwell-Gleichung ein:
]- = 1 e — — —
W= /(Q)(F)dlvD(F))dV = / (V(@D) - DeVa)av, (4121)

wobei eine der Produktregeln der Vektoranalysis benutzt wurde. Das erste
Integral wird wie iiblich mit dem Gaufy’schen Satz in ein Oberflichenintegral
umgewandelt und verschwindet deswegen (der Integrand geht mindestens mit
r~3 gegen null, das Flichenelement aber nur mit > gegen unendlich).

Setzt man nun noch die Beziehung zwischen Potential und elektrischer
Feldstirke ein, so ergibt sich schlieflich:

1 [ 2 =
W, = — /EoDdV. (4.122)
8w

Die Energiedichte von elektrostatischen Feldern ist also:

1 -~ -
—FEeD. 4.12
s e (4.123)

We =

Bei der Energiedichte des magnetischen Feldes konnte man versuchen, ana-
log vorzugehen: Man konnte die Arbeit berechnen, die man braucht, um eine
gegebene Stromverteilung aufzubauen, und daraus dann die Feldenergie aus-
rechnen. Einfacher ist jedoch folgender Weg: Betrachte eine Ansammlung von
N Stromkreisen mit Widerstéinden R;, Stromen I;, Spannungen U; und Induk-
tionskoeffizienten L;;. Es gilt dann (siehe Abschnitt 3.4.3):

N
Ril; + Y Lijl; = U;. (4.124)
j=1

Multipliziert man diese Gleichung mit [;, so wird sie zu:

RiI? + ( Z LijLI; ) = U;I;. (4.125)

Rechts steht nun die gesamte vom Stromkreis aufgenommene Leistung, der erste
Summand links ist die Energie, die pro Zeiteinheit an den Widerstinden (durch
Erwédrmung) verlorengeht. Der zweite Summand muf} also angeben, welche
Leistung benotigt wird, um den magnetischen Flufl im Stromkreis ¢, also das
Magnetfeld zu dndern. Damit ergibt sich fiir die Energie im magnetischen Feld:

Z Li;iL;1;. (4.126)
t,j=1

Setzt man die Definition der Induktionskoeffzienten ein, so wird dies zu:

Lidr Id
W = c2 Z // o T]' (4.127)

ij=1 7 =731
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Fiir diinne Leiter, bei denen man ;(F’Z)dVZ ~ Iid}i annidhern kann, ergibt sich
dann:

)
Wi = 3 //'7 1) gyray (4.128)

Setzt man nun den integralen Zusammenhang zwischen Vektorpotential und
Stromdichte ein, so folgt:

Wi = o /A o j(P)av. (4.129)

Schliefilich kann man noch die vierte Maxwell-Gleichung (der Magnetostatik)
verwenden:

1 - - 1 5 o 1 S o
Wm:—/AorotHdV:—/rotAOHdV:—/BoHdV, (4.130)

8w 8 8
wobei eine partielle Integration durchgefithrt wurde (unter Benutzung einer der
Produktregeln der Vektoranalysis und Vernachlissigung der Oberflichenterme).
Die magnetische Energiedichte (im statischen Fall) ist damit schlieflich:

Wy, = —B e H, (4.131)

1
81

in volliger Analogie zum elektrischen Fall.

Damit wird auch klar, wo der Ausdruck, der in Abschnitt 3.2.3 fiir den Ener-
gieverlust beim Durchlaufen der Hysteriskurve angegeben wurde, herkommt:
Die Anderung der Energiedichte ergibt sich einfach als dw,, = %d(é o H) =
ﬁﬁ o dF.

4.4.2 Energieerhaltung, Poyntingvektor

Im letzten Abschnitt haben wir explizite Ausdriicke fiir die Energie in statischen
elektrischen bzw. magnetischen Feldern gefunden. Nun postulieren wir, dafl
diese Formeln auch im dynamischen Fall gelten, dafl also die gesamte Energie
im elektromagnetischen Feld gegeben ist durch:

—

1 L . B
Wom = o /dV(Eo D+ Bed). (4.132)
™

Davon ausgehend soll untersucht werden, wie die Erhaltung der Energie in der
Elektrodynamik ausgedriickt werden kann.

Es ist zweckméBig, hier mit der Energiedichte zu arbeiten, um gleich Ef-
fekte wie Energiestromungen mit beriicksichtigen zu konnen (vergleiche Konti-
nuititsgleichung der Ladungserhaltung). Betrachte also die zeitliche Ableitung
der elektromagnetischen Energiedichte:

0 1 Lo N Lo Lo
awem:8—<EoD+EoD+BoH+BoH>. (4.133)
T
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Nimmt man wie iiblich an, daf§ D proportional zu E ist und ebeunso fiir B und
H, dann sind jeweils zwei der Terme gleich, und man hat

0 1 L Lo
lem = 1 <EOD+BOH>. (4.134)

Benutze nun fiir die Zeitableitungen die Maxwell-Gleichungen (III) und (IV):

%wem = ﬁ (E_"o (crotﬁ — 47r;) — crotﬁoﬁ)

= ﬁ (E_"orotﬁ —rotE e ﬁ) —Eej. (4.135)

Wendet man die Produktregel div (é’ X E) = rotd e b — @ e rotb riickwérts an, so
wird dies zu

%wem =~ Sdiv (E X ﬁ) —Eej. (4.136)

Definiert man nun den Poyntingvektor

S = ﬁ (£ x i), (4.137)

so hat man schlielich den Poynting’schen Satz:

0 - - o
o e +divS =—je E. (4.138)

Diese Gleichung driickt die Energieerhaltung aus - auch wenn man ihr das
zugegebenermaflen nicht sofort ansieht. Vergleicht man mit der Kontinuitéts-
gleichung

0 -
5" +divy =0, (4.139)

so wird klar, daf§ der Poyntingvektor ein Maf} fiir den Energieflufl ist: Beispiels-
weise durch Abstrahlung elektromagnetischer Wellen kann Energie aus einem
vorgegebenen Volumen hinaustransportiert werden. S gibt dann die Richtung
und die Stirke der Abstrahlung an (siehe auch weiter unten).

Der Term auf der rechten Seite wird klarer, wenn man fiir die Stromdichte
einfach Ladungsdichte mal Geschwindigkeit einsetzt:

j(7) o E(7) = p(F)5(7) o E(7) = §(7) o f(7). (4.140)

Dieser Term ist also nichts anderes als die Kraftdichte, die durch die Wirkung
des elektrischen Feldes auf die Ladungen entsteht, mal die Geschwindigkeit der
Ladungen. Erinnert man sich daran, daf§ das Produkt aus Kraft und Geschwin-
digkeit aber gerade die mechanische Leistung ist, so wird klar, daf3 hier die Lei-
stungsdichte steht - das heifit, die Anderung der mechanischen Energiedichte
durch das Einwirken des elektrischen Feldes auf die Materie.
Dies sieht man auch noch auf andere Weise: Setzt man fiir ; das Ohm’sche
Gesetz ein, so erhélt man
jeE =oE (4.141)
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In der ,,globalen” Formulierung, die man bei Stromkreisen anwendet, gehdrt zu
E die Spannung U, zu j der Strom [ und zu o der reziproke Widerstand 1/R.

Man erhéilt also: )

jeE=1U; oE*= %. (4.142)
IU und %2 sind aber beides Ausdriicke fiir die Ohm’schen Energieverluste an
einem Widerstand. Diese Energieverluste geschehen dadurch, da3 der Wider-
stand sich bei Stromdurchflufl autheizt - also wird dort elektrische Feldenergle
in mechanische (Wérme-)Energie umgewandelt. Wieder erhélt man, daf j e E
angibt, wie sich die mechanische Energiedichte durch Einwirkung des Feldes
dndert.

Es gilt also:

- = 0
Jje k= atwmecha (4-143)

und damit erhalt man:

g (Wem + Wineen) = —divs. (4.144)
Die gesamte Energiedichte (Energie in den Feldern und in der Materie) kann
sich also nur durch Abstrahlung dndern - sprich: die Energie bleibt erhalten.

Global sieht man dies folgendermaflen: Die Gesamtenergie erhilt man als
Integral iiber die Energiedichte; wihle dabei das Volumen so grof}, dafl keine
Abstrahlung durch die Oberfliche nach auflen stattfindet (moglich, wenn die
Abstrahlung nicht gerade bis ins Unendliche geht - was aber meistens der Fall
ist). Bilde dann die zeitliche Ableitung:

d 0 - LS

EW = / E(wem + Wiecn)dV = —/dideV = —/S edA =0, (4.145)
die Gesamtenergie bleibt also konstant.

Nun soll noch kurz veranschaulicht werden, dafl der Poyntingvektor S tat-

sichlich die Richtung des Energieflusses anglbt Spez1ell bei monochromati-
schen elektromagnetischen Wellen gilt ja B=c k X E also:

- C - c - N c2 =
S=—FEx|—kxFE)= E°k, (4.146)
pw A pw

da E senkrecht auf k steht. Dies kann man noch weiter umformen:

2 L. E L

(E . D) rE_<c (E . D) & = 20,8, (4.147)
w 47

= C

S =

dmep

wobei die Dispersionsrelation fiir freie Wellen eingesetzt wurde und € der Ein-
heitsvektor in Ausbreitungsrichtung der Welle ist. Nutzt man nun noch aus,
daf} hier elektrische und magnetische Energiedichte gleich grof§ sind (folgt dar-
aus, dafl die Felder gleiche Amplituden haben), so ist 2w, = we + Wy, = Wem,
und

S = W € (4.148)
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Der Poyntingvektor ist hier also das Produkt aus der Ausbreitunggeschwindig-
keit ¢’ der Welle, ihrer Energiedichte we,, und ihrer Ausbreitungsrichtung €.
Dies legt es doch sehr nahe, den Poyntingvektor als Richtung und Stérke des
Energieflusses zu interpretieren.

4.4.3 Impulserhaltung, Strahlungsdruck

Auch die Impulserhaltung kann man am besten in differentieller Form formu-
lieren. Ausgangspunkt ist hierbei die Feststellung, da$ eine Anderung des Im-
pulses nichts anderes ist als eine Kraft (2. Newton’sches Gesetz!); also bedeutet
eine Anderung der Impulsdichte (mangels Buchstaben durch § dargestellt wie
sonst der Impuls als ganzes) das Vorhandensein einer Kraftdichte. Diese Kraft-
dichte kann aber nur die Lorentzkraftdichte sein; durch sie wird Impuls von den
Feldern auf die Materie iibertragen:

L0 S
f:apmech:pE"i_E]XB' (4149)

Fiir die Quellen kann man die Maxwell-Gleichungen (I) und (IV) einsetzen:

J 1, == 1 I .
HyPmech = E(dlvD)E + yp (rotH — ED> x B. (4.150)

™

Nun kann man noch zwei Terme addieren, die (unter Benutzung der Maxwell-
Gleichungen (II) und (III)) identisch null sind:

8 — 1 =1 1 P S
Epmech = E(dlvD)Eﬂ—E(dlvB)H

1 L1y 5 1 I A
+— (rotH — —D> X B+ — <rotE+ —B> x D
47 c 47 c
1 =2 — — - = — —
= = ((divD)E + (votE) x D + (divB)H + (rotH) x B)
v
1 o, — _ L,
. <D x B+ D x B)
47c
1 =2 — — - = — —
= - ((divD)E + (votE) x D + (divB)H + (rotH) x B)
v
e 0 /= =
~ P (ExH
47re Ot ( % )
1 =2 — — - = — —
= = ((divD)E + (votE) x D + (divB)H + (rotH) x B)
v
e 0 =

———_S. 4.151
c2 8tS (4.151)

Es liegt nun nahe, durch

SRS

- 1
ES:

- Gk S (4.152)

o~y -—
pem L

die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes zu definieren (es ist sinnvoll
anzunehmen, dafl der Impuls in dieselbe Richtung zeigt wie der Energiefluf} S,
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und auerdem stimmt die Einheit). Dann erhilt man:

= (D) + (o) x D + (@ivB) + (vot) x B)

(4.153)
Der Term auf der rechten Seite muf} also die (negative) Divergenz des ,,Impuls-
flusses” sein; er gibt an, welcher Impuls dem Gesamtsystem dadurch verloren-
geht, dafB} elektromagnetische Wellen abgestrahlt werden.

Die Divergenz des Impulsflusses muf} einen Vektor ergeben - der Impulsflufl
selbst kann also nur durch eine Matrix dargestellt werden (genauer: durch einen
Tensor 2.Stufe). Diesen Tensor wollen wir im folgenden ausrechnen. Betrachte
dafiir zunéichst das elektrische Feld:

o R
& (pem + pmech) =

(divﬁ)ﬁ + (rotﬁ) xD = Z ZEkek + Z €kij €k ( rotE iD;j

i,5,k

oD; oE,,
= ‘E D¢
sz: o k€x + J;m%kﬁum 1, 7€k

oD, oE,,
“Erép + Y (810km — 5]m5kl)8—D €k

- Z Oz 7.k, lm

’L
— <6 BE’“EZ 8£E> &
Back
1 0 S

%3
_Za

<EDk 15lkE D> (4.154)

T

Ebenso kann man mit dem Ausdruck fiir das magnetische Feld verfahren und
erhilt:

N - - 1 .
(divB)H + (rotH) x B = ,uz 8% (HlBk — §5ZJH ° B> €. (4.155)
i,k

i
Insgesamt ergibt sich also:
o . . 1 0 1. - = 1. = =\,
e (Pem + Pmech) = ym > o <Eka - §5ikE oD+ H;By — §5ikH . B) €k
i O

1 Bl ik 72 . 7
k 3

Definiere nun den Mazwell’schen Spannungstensor (keine Ahnung, was der
mit Spannung zu tun hat) durch

1 1 g g 1 — -
Tir == E <§6zkE oD —FE;Dy + 5(5“9]'] o B — Hin> . (4.156)

Dies kann auch geschrieben werden als:
1

T = wemids — (E ®D+H® B) (4.157)
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Setzt man nun die Definition des Energie-Impuls-Tensors in die Impulsglei-
chung ein, so ergibt sich:

o . 0 R
E (pem +pmech) = — lzk: 8—1‘1 ik€k- (4.158)

Die meisten Lehrbiicher lassen diesen Ausdruck nun so stehen und schreiben die
Impulserhaltung komponentenweise. Man kann sie aber auch fiir den ganzen
Vektor auf einmal ausdriicken, wenn man noch einige Umformungen durchfiihrt
und eine neue Notation einfiihrt.

Da T symmetrisch ist, kann die Summe auch umgeschrieben werden zu:

q ., . 9\ .
izk: 8—%Tik€k = Z <Tkl8—xi> €k, (4.159)

ik

wobei der Ableitungsoperator (entgegen sonstiger Konvention) nun nach links
wirken mufl. Was nun da steht, ist aber nichts anderes als die Matrix 7' ange-
wandt auf den Vektor V:

> <Tkii> & =TV. (4.160)

ik Oz

Dies legt nahe, als Divergenz einer Matrix zu definieren ( Vorsicht: keine Stan-
dardnotation!):

divd = AV =" <A’“'ai> &, (4.161)

wobei der Ableitungsoperator nach links wirken mufl.
Die Impulserhaltung kann damit nun geschrieben werden als:

o . . .
E (pem +pmech) = —divTl (4162)
oder auch
J : > = 12 =
—Pem +divI' = —f = —pE — —j x B. (4.163)
ot c
Die Spur des Maxwell’schen Spannungstensor ist:
1 1. 4 = 1. - =
SpT = Y Tii= i > | EiDi - Jliulie D+ HiB; — S0iiH ¢ B
i i
1 - - - g N (5 — — — —
- _—(EoD—i—HoB)—i—h(EoD—i—HoB)
47 8w
1 — — — —
= 8—E0D+HOB):wem (4.164)
™

(mit 3°; 6 = 3).
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Energie- und Impulserhaltung kénnen also zusammengefaflt auch folgender-
maflen geschrieben werden:

g(SpT) +divS = —jeE (4.165)
en 0 3 O

Hier deutet sich schon der enge Zusammenhang zwischen Energie und Impuls
an, auf den wir dann in Kapitel 6 ndher eingehen werden.

Zum Abschluf} soll noch eine physikalische Interpretation des Spannungs-
tensors gegeben werden. Betrachte dafiir die globale Formulierung der Impuls-
erhaltung, wobei der Gesamtimpuls nun mit P bezeichnet sei:

d

Nun kann man den Gauf3’schen Satz anwenden - in leicht modifizierter Form:
Zu jeder Impulskomponente gehort die Divergenz einer Zeile des Spannungsten-
sors, also eines Vektors. Durch den Gaufy’schen Satz geht das Volumenintegral
iiber die Divergenz eines Vektorfeldes iiber in ein Flichenintegral iiber das Ska-
larprodukt zwischen Normalenvektor der Fliche und Vektorfeld; also geht die
Divergenz einer Zeile des Spannungstensors iiber in das Skalarprodukt dieser
Zeile mit dem Flichennormalenvektor (Bandwurmsatz - am besten mehrmals
lesen! ;-) ). Dies kann andererseits wieder geschrieben werden als Matrix mal
Normalenvektor; es ergibt sich:

d

= (Pem n Pmech / T dA. (4.168)

Man sieht, da T'7 den Impulsfluf (Impulsinderung pro Zeit und Fliche) durch
eine Fliche mit Normalenvektor 77 angibt, 77 dA die Impulsdnderung pro Zeit
- also eine Kraft dF. Trifft elektromagnetische Strahlung auf eine Fliche mit
Normalenvektor 7, so wird auf diese also die Kraft [(7 o dF) = J(7 e Ti)dA
ausgeiibt. Ist die Fliche eben und ist 7" auf der gesamten Fliche A konstant,
dann ergibt sich F' = (i e T'ii)A bzw. F/A = i e T'ii. Kraft pro Fliche ist aber
gerade Druck - Strahlung iibt auf eine Fliche mit Normalenvektor 7 also den
Druck

3
Dstrahlung = neln = Z T’ijninj (4169)
t,j=1

aus. Man spricht hier vom Strahlungsdruck (naheliegend ;-) ).

Die Ubertragung von Impuls von elektromagnetischen Wellen auf Mate-
rie kann experimentell gepriift werden, beispielsweise durch sogenannte Licht-
mihlen. Diese bestehen aus einem oder mehreren drehbaren Armen, die an
ihren Enden je ein Plittchen mit je einer dunklen und einer spiegelnden Seite
haben (siehe Abbildung 4.3). An der dunklen Seite wird das Licht absorbiert,
an der anderen reflektiert; der Impulsiibertrag ist also an der spiegelnden Seite
doppelt so hoch wie an der dunklen, und die Miihle dreht sich mit der dunklen
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Seite voraus. Es muf allerdings darauf geachtet werden, dafl die Drehbewegung
nicht durch Luftstrémungen beeinfluflt wird: Die Luft wird ebenfalls durch das
Licht aufgeheizt, und zwar vor der dunklen Seite stéirker als vor der reflektieren-
den, und iibt deswegen auf die dunklere Seite auch einen stérkeren Druck aus.
Wenn der Versuch nicht im Vakuum durch gefithrt wird, dreht sich das Rad
mit der reflektierenden Seite voraus! (vergleiche hierzu auch Tipler, Physik,
Aufgabe 29.51)

Ein zweites (sehr hiibsches) Beispiel fiir den Strahlungsdruck sind die Ko-
metenschweife: Die Kraft, die durch den Impulsflufl der Sonnenstrahlung auf
Staubteilchen ausgelibt wird, ist viel stirker als die gravitative Anziehungs-
kraft der Sonne. Also bilden sich, wenn sich der Komet der Sonne annihert
und Staub und Gas von ihm abdampft, von der Sonne weggerichtete Schweife,
die viele Millionen Kilometer lang werden.

Abbildung 4.3: Eine sogenannte Lichtmiihle: Auf die hellen Seiten der Plitt-
chen wirkt der Lichtdruck stérker als auf die dunklen, also drehen sich die Arme
mit der dunklen Seite voraus.
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Kapitel 5

Abstrahlung
elektromagnetischer Wellen

5.1 Potentiale und Eichung im Vakuum

Wie wir schon in der Elektro- und Magnetostatik gesehen haben, ist es moglich,

die Kraftfelder als erste Ableitung von Potentialen darzustellen. Dies folgte aus

der Wirbelfreiheit des elektrischen bzw. der Quellenfreiheit des magnetischen

Feldes. Im dynamischen Fall ist das elektrische Feld wegen der Induktion aber
nicht mehr wirbelfrei; unsere Uberlegungen miissen also modifiziert werden.

Betrachtet man den homogenen Anteil der dynamischen Gleichungen im

Vakuum
S 10 5
rotE + c@tB =0 (5.1)
divB = 0, (5.2)

so sieht man, dafl man wiederum ein Vektorpotential einfithren kann:

—

B = rotA. (5.3)

Eingesetzt in (5.1) erhdlt man dann

L 19
E+-—A) = 4
rot( +08t> 0, (5.4)

man hat also Wirbelfreiheit fiir das kombinierte Feld £ + %/f und kann schreiben

— 1 o — 1 [N

E+ -A=—grad® = |E = —grad® — —A. (5.5)
c c
Verwende nun die inhomogenen Gleichungen:
divE = 4mp (5.6)
= 10 5 4m -

tB———FE = —j 5.7
o cot ¢’ (57)
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und setze (5.3), (5.5) ein:
10

AD + Eadivff = —d4mp (5.8)
S - 10 1 9% o 4
A - ivA— = Zoradd — =24 = -7 :
graddiv . 8tgrad 258 oI (5.9)

Benutzt man nun wiederum den d’Alembert-Operator

1 02

O= - —
c2 Ot?

— A, (5.10)

so kann man die obigen Gleichungen auch umschreiben zu

10 - 10
O - —— 1 _— = .
¢ ey <d1vA+ catq)) 4mp (5.11)
- - 10 4 -
OA + grad <divA+——<I>> = 7 (5.12)
cot c

Diese Gleichungen geben den allgemeinen Zusammenhang zwischen den
Ladungs- bzw. Stromdichten und den Potentialen. Ein Vorteil gegeniiber
den normalen Maxwellgleichungen ist, dafl man nun nur noch zwei gekoppelte
Gleichungen fiir die vier Unbekannten (I>,/T 16sen muf statt vier gekoppelten
Gleichungen fiir sechs Unbekannte E,E Hat man die Potentiale berechnet,
so bekommt man die Felder dann einfach durch Ableiten mittels der Formeln
(5.3), (5.5).

Die Gleichungen sehen recht kompliziert aus - man kann sie jedoch noch
vereinfachen. Benutze dafiir das schon aus der Elektro- und Magnetostatik be-
kannte Prinzip der Eichinvarianz: Die Potentiale sind nicht eindeutig festgelegt,
sondern man kann Modifikationen an ihnen vornehmen, ohne daf sich die Kraft-
felder dndern - nur diese sind ja im Gegensatz zu den Potentialen physikalisch
beobachtbar.

Aber unter welchen Anderungen der Potentiale sind nun die Felder im dyna-
mischen Fall invariant? Betrachten wir zunéichst das Vektorpotential (5.3): Wie
schon im statischen Fall ist das Magnetfeld invariant, wenn man zu A den Gra-
dienten eines beliebigen Skalarfeldes x addiert, das nun aber auch zeitabhéngig
sein kann:

A" = A + gradx(7,1). (5.13)

Wegen (5.5) ist damit jedoch nun eine Anderung des elektrischen Feldes verbun-
den. Diese kann durch folgende Transformation des Skalarpotentials behoben
werden:

10
O =& — ——x(7t). 5.14

X7 (514
Die Transformationen (5.13), (5.14) mit beliebigem Skalarfeld x beschreiben
nun die allgemeinst méglichen Eichtransformationen in der Elektrodynamik. Im
Gegensatz zur Statik miissen in der Elektrodynamik also immer beide Potentiale

simultan transformiert werden, und zwar mit derselben Funktion x!
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Durch geschickte Wahl der Eichung - je nach betrachtetem Problem - kann
man die Gleichungen (5.11), (5.12) vereinfachen, wobei meist eine Entkopp-
lung der Gleichungen das Ziel ist. Dazu stellt man gewisse Bedingungen an
die Potentiale, die durch eine passend gewéhlte Eichtransformation, also eine
passend gewihlte Funktion y, erfiillt werden kénnen. Die beiden am hiufigsten
verwendeten Eichungen sind die Coulomb-Eichung, auch transversale Eichung
genannt, und die Lorentzeichung.

5.1.1 * Coulombeichung

Hier fordert man

divA = 0, (5.15)

wie schon aus der Magnetostatik bekannt. Hat man urspriinglich ein Vektor-
potential A, dal diese Bedingung nicht erfiillt, so kann man eine Eichtransfor-
mation anwenden und erhiilt dann fiir das neue Vektorpotential A’:

divA" = divA + Ay. (5.16)
Wé&hlt man nun x so, daf} es die (immer losbare) Differentialgleichung
Ay = —divA4, (5.17)

16st, so erfiillt A’ die Coulomb-Eichbedingung.
Wiirde man fiir A eine ebene Welle ansetzen, so wiirde diese Bedingung dazu
fithren, dafl die Welle transversal ist - daher der Name transversale Eichung.
Mit der Eichbedingung vereinfachen sich die inhomogenen Gleichungen zu

Ad = —4mp

A _ 4x? 10

(5.18)

Das Skalarpotential erhilt man also wie schon in der Elektrostatik einfach mit-
tels der iiblichen Greensfunktion aus der Ladungsdichte - wobei nun aber beide
Grossen zusétzlich von der Zeit abhéingen. Es ergibt sich schlulendlich wieder
das Coulomb-Gesetz - deswegen spricht man auch von der Coulomb-Eichung.

Die Gleichung fiir A sieht immer noch recht kompliziert aus; sie kann je-
doch noch vereinfacht dargestellt werden. Wie oben schon ausgefiihrt, sind
,, Vektorpotential-Wellen” in dieser Eichung transversal, also mufl die rechte
Seite der Gleichung auch transversal sein - das heifit, es sollte gelten:

div (45— %grad@) = 0. (5.19)

Um dies zu zeigen, benutze die Greensfunktion zum Laplace-Operator; man
hat:

T _ oA A ;(F’,t) /.
dry(ryt) = An [ j(7,)0(F —7) = A o7 av’, (5.20)
0 o 0 p(m',t) A, 1) !
—grad®(r,t) = —grad dV' = grad d
grerd®(i) = grera / EEETE / EEr i
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dv’

7 t) - 1
= d : d[/'—— d/'_",t d
gra/ o F,| grad | j(7,1) o grad' g
3, )

= —grad dlv/r de’, (5.21)

wobei die Kontinuitétsgleichung benutzt und einmal partiell integriert wurde.
Damit ergibt sich:

R HGR; HGR
dmj — %grad@ = (grad div — A)/ |‘74(T ) dV' = rot rot/ |]£T 1) av' (5.22)
T T

=7 — 7|

- man sieht sofort, dafl die Divergenz dieses Ausdrucks wie verlangt verschwin-
det.

Spaltet man nun also den Strom auf in einen transversalen und einen lon-
gitudinalen Anteil

i A rotrot/ F”t)dV’ raddlv/ ﬂ’)dv (5.23)
J=diti= o - g T .

mit divft =0 und rotj'l = 0, so hat man die Gleichungen

5 gradfb = 47le

.24
DA _jta (5 )

wobei es im allgemeinen praktischer ist, fiir ® statt der ersten dieser Gleichun-
gen die obige Poissongleichung zu verwenden.Die zweite Gleichung enthilt einen
d’Alembert- Operator - wir kommen spéter darauf zuriick, wie Gleichungen von
diesem Typ gelost werden.

5.1.2 Lorentzeichung

Bei dieser Eichung verlangt man

divA + 1%@ =0, (5.25)

was gegebenenfalls durch eine Eichtransformation mit

1
Oy = divA + _2(1, (5.26)
c Ot
erreicht werden kann. Man hat nun also
0® = 4up
04 = 47 (5:27)

Diese Gleichungen (und die obige fiir xy und die transversale Gleichung fiir Ain
der Coulombeichung) kénnen nun gelost werden, wenn man die Greensfunktion
zum d’Alembert-Operator kennt.
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Setzt man fiir diese zeitabhéingige Greensfunktion an:

OG(F —#,t —t') = 4o (7 — 7)o(t — 1), (5.28)

so ergibt eine seeehr lingliche Rechnung (vergleiche die Berechnung der Greens-
funktion zum Laplace-Operator, Abschnitt 2.1.3) folgenden Ausdruck:

o ||
G(F—F’,t—t’):a(t (“F - )) (5.29)

|7 =]

Die zwei verschiedenen Vorzeichen entsprechen zwei verschiedenen physikali-
schen Situationen: wihlt man das negative Vorzeichen, so sieht man, daf} eine
zur Zeit ¢ am Ort 7 stattfindende Storung am Ort 7 erst zur spiteren Zeit
t Auswirkungen hat, wobei die benogtige Zeit gerade durch die Ausbreitungs-
geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen ¢ und den Abstand gegeben ist -
die Kausalitidt bleibt gewahrt. Mit dieser Greensfunktion kann man also die
Abstrahlung von Wellen beschreiben; sie heifit retardierte Greensfunktion. Das
positive Vorzeichen dagegen wiirde eine Stérung beschreiben, die sich riickwérts
in der Zeit ausbreitet; man kann damit also die Situation in der Gegenwart be-
rechnen, wenn die in der Zukunft bekannt ist. Die zugehorige Greensfunktion
wird als avanciert bezeichnet.

Entsprechend ergeben sich nun die retardieren bzw. avancierten Potentiale,
wenn man die entsprechende Greensfunktion zur Losung der Potentialgleichun-
gen beniitzt und iiber die Zeit integriert:

B(Ft) — /p(m:F ¢ )dV’

> o
N A (5.30)
. TG ,
A(rt) = E/ W

5.2 Abstrahlung durch bewegte Punktladungen

5.2.1 Liénard-Wiechert-Potentiale

Betrachtet man eine Punktladung ¢, die sich auf einer Bahn Z(t) bewegt, so
sind die Ladungs- und Stromdichte gegeben durch:

o) = gd(F—F(1)) (5.31)
J(Fyt) = qE(t)o(r — Z(t)) (5.32)
Beniitzt man die retardierte Greensfunktion (5.29) zur Losung der Potential-
gleichungen und setzt diese Dichten ein, so hat man also nach Ausfithrung der
rdumlichen Integration

r_ (y_ IF=3@)]
(7 t) = q/a(t (t ‘ ))dt’ (5.33)

|7 = Z(#)]

[F—a(t)|

A7) = 2/5(t,_(t_ ¢ ))f(tl)dt’ (5.34)

c |7 — Z()]
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Um die Integrationen ausfiihren zu kénnen, benutze den bekannten Zusammen-
hang

3(f) = 32 e (5.35)

1F(
wobei die z; die einfachen Nullstellen der Funktion f(z) sind. Im obigen Fall
mufl man also die Nullstelle von

T(t) =t — <t _Ir= a0 ﬂtl)') (5.36)

Cc

benutzen; auflerdem bendtigt man noch die erste Ableitung dieser Funktion:

dr(t') F—zt) Z({)
i T aw) e (5:37)

Da allgemein gilt: Geb < |@||b| und |Z| < ¢ sein mu8, ist der hintere Term sicher
immer < 1 und der gesamte Ausdruck also immer > 0. Setzt man dies ein, so
hat man schliefllich:

O(7, t) d (5.38)

= 2 _ F_f(t’) M
|7 — Z(t')]| (1 [z ® ¢ > L 1001

und

o E() q

C = = O =E) | E(H)
|T x(t)| (1 |F—f(t’)| * c > t,:ti‘gff(tl)‘

(5.39)

Dies sind die sogenannten Liénard- Wiechert-Potentiale, mit denen die Potentia-
le fiir eine bewegte Punktladung berechnet werden kénnen. Mir ist allerdings
kein Fall bekannt, in dem dies ohne Nidherungen moglich wére. Der interes-
santeste Fall ist wohl eine harmonisch schwingende Punktladung (alle anderen
Bewegungen kann man prinzipiell aus dieser per Fourierentwicklung erhalten);
dieser wird im folgenden Abschnitt behandelt.

5.2.2 Harmonisch schwingende Punktladung

Betrachte nun den Spezialfall
Z(t) = Zpsin(wt), (5.40)

also eine um den Ursprung harmonisch schwingende Punktladung. Man hat
dann ein zeitlich verdnlicherliches Dipolmoment

d(t) = qZ(t). (5.41)
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In dem Problem tauchen drei charakteristische Langen auf: |Zy|, ein Maf fur
die Ausdehnung der Quelle, die Wellenléinge A, die man aus der Kreisfrequenz w
erhiilt, und r = ||, der Abstand des Beobachters. Wir werden das Problem im
folgenden unter der Annahme zweier Voraussetzungen naherungsweise l6sen:

(1) grofler Abstand des Beobachters: r > |Z] (5.42)
(2) langsame Bewegung der Quelle: |Z| < ¢ (5.43)

Wie man unter Benutzung des Ansatzes (5.40) leicht sieht, kann man die zweite
Bedingung auch umformulieren zu:

(2%) Quelle klein gegen Wellenlidnge: |Zy| < A < k|Zy| < 1. (5.44)

Wir werden nun den Ansatz in die Liénard-Wiechert-Potentiale einsetzen und
eine Entwicklung nach |Zy|/r und |#|/c machen, in der wir nur Terme bis zur
ersten Ordnung in einem der beiden Parameter mitnehmen; Terme, die beide
Terme zugleich in erster oder mindestens einen in héherer Ordnung enthalten,
werden vernachl&ssigt.

Zunichst hat man

1 1 reZ(t
~ = 5.45
oz (545)
und

1 -2t B it
- a1t f(,)-x()zwf-x() (5.46)

| _ =3 3(t) |7 — Z(t")] c r c

—Z)] ® ¢

Fir ® mufl man alle diese Terme beriicksichtigen, A dagegen enthilt schon
einen Faktor |Z|/c - also geniigen hier die Entwicklungen bis zur 0.Ordnung.
Man erhilt also:

o) = 2 (1 LT i(t,) +7 f(t')> (5.47)
T T T C
A = gf (Ct') (5.48)
Die Retardierung fithrt auf
(') = & sin(wt) ~ T sin (m - (r _ %"E(tl)» (5.49)

bzw. nach Einsetzen in die Potentiale und wiederum nur Mitnehmen der Terme
bis zur ersten Ordnung:

o(r,t) = g (1 + 1 ;2360 sin(wt — kr) + 220 cos(wt — kr)) (5.50)
A1) = Lkzycos(wt — kr) (5.51)

r
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Nun kann man die Felder ausrechnen:

= 1
E = —grad®--A
c
q7T  Zo, .
= 55 qr—g(sm(wt — kr) + kr cos(wt — kr))
+qi r 'fo (3 sin(wt — kr) + 3kr cos(wt — kr) — (kr):2 sin(wt — kr))
ror
—{—ngfg sin(wt — kr) (5.52)
-
B o_ . k; « 7 kr sin(wt — krza— cos(wt — kr) (5.53)

Im folgenden betrachte zwei verschiedene Situationen:

Nahfeld

Die Voraussetzung ist hier r < X\ < kr < 1, also gilt insgesamt fiir die drei
charakteristischen Léngen:

o] < r <\ | (5.54)
Man hat dann ndherungsweise fiir das elektrische Feld
E(t) = ar _ q@ sin(wt) + qEMS sin(wt) (5.55)
r2r r3 rord
S S _—
= if+—(3¢£dm>f—ﬂ0» (5.56)
rir 3 r r

also das Feld der Punktladung und das des zeitlich verdnderlichen Dipols, und
fiir das magnetische Feld

7 k cos(wt)

B = q&x- 5.57
q o X 2 ( )

i
= — X —. 5.08
152 * 7 (5:58)

Wie man leicht sieht, steht das magnetische Feld senkrecht zum elektrischen
und zur Schwingungsrichtung der Ladung.

Fernfeld

Betrachte nun den anderen Grenzfall, also r > A < kr > 1 und damit

([ < A <7 | (5.59)

Dann hat man nur die folgenden Terme zu beriicksichtigen:

E = —¢-T2 PR sin(wt — kr) + Lok sin(wt — kr)
ror r
Fred(t—r/c) d(t—r/c)
_ T _ 5.60
r c2r? re? ( )
, k2 sin(wt — k 7 d(t - i
B o= stk T dltorg T (5.61)
r r rc r
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Es gilt nun:

"«xB = -E (5.62)
.
F _.

x B = +B, (5.63)
T

also stehen das magnetische und elektrische Feld jeweils senkrecht aufeinander
und auf der Beobachtungsrichtung .
Fiir die Abstrahlung betrachte den Poyntingvektor

— c = _, 1 Lo s
St = E(ExB) e — (e d))
I Y
= Inciiy d?(1 — cos®f), (5.64)

also

cﬁ(t —r/c) sin29f

2 ?

g(Fat) = r

(5.65)

4dcd r

wobei 6 der Winkel zwischen der Dipolschwingungs- und der Beobachtungs-
richtung ist. Dies ist die typische Abstrahlungscharakteristik eines Dipols: die
Strahlung ist radial nach auflen gerichtet, die Winkelabhéngigkeit der Intensitét
ist sin® @, und sie nimmt mit 2 ab.

Die gesamte abgestrahlte Leistung bekommt man durch Integration iiber
eine geschlossene Oberfliche - zweckméiﬁigerweise eine Kugel - um den Dipol:

I(r,t) = 7{§' d_A— 4WC§/C /dQsm 6
E(t—r/c) ) 282 (t — 1 /c)
= 2T 1= el A
o /( cos” 0)d cos @dyp 3.3
2d3 4
= 33 sin? (wt — kr) (5.66)

Fir die im zeitlichen Mittel abgestrahlte Leistung erhélt man schlieBlich:

1 ’ d?
7 0 4
= 0/I(T, t) = 33 (5.67)

also die bekannte Abhingigkeit der Intensitdt der Dipolstrahlung von ihrer
Frequenz und ihrer Amplitude.

5.3 Monochromatische Abstrahlung durch beliebige
Ladungsverteilungen

5.3.1 Die Helmholtz-Gleichung; Monopolstrahlung

In realen Situation hat man im allgemeinen keine einzelne bewegte Punktla-
dung, sondern eine ausgedehnte Ladungs- und Stromverteilung. Betrachte also
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nun eine solche beliebig vorgegebene, aber rdumlich begrenzte Verteilung. Zur
Vereinfachung gehen wir von der Annahme aus, daf diese mit einer festen Fre-
quenz w schwingt - ist dies nicht der Fall, so kann man immer eine Fourierzerle-
gung des zeitlichen Verhaltens machen und die einzelnen Fourierkomponenten
getrennt betrachten.

Setze nun also an:

p(F, t) =
J (F’ t) =

. o(7, w ) 7F—r
o(r,t) = /dV’ff(, F,)|exp<—zw<t—| - |>>

- / AVl ) T exp(i) (5.70)
= (7 w) exp(—iwt) (5.71)
At = / dquf_?' exp(—iw <t—|F_cF,|>> (5.72)
- / dV’;(F’,w)%wexp(—iwt) (5.73)
= A7 w) exp(—iwt), (5.74)

die Potentiale schwingen dann also auch monochromatisch, mit derselben Fre-
quenz.
Betrachte nun die Wirkung des Laplaceoperators auf das Skalarpotential:

~ 1
AB(Fw) = /dV’ﬁ(F’,w) <exp(ik|F— N
i mAexp(iW—m))
= —4np(7Fw) — K2O(F, w); (5.75)
also erfiillt das Skalarpotential die Differentialgleichung
(A + k2B (7, w) = —4mp(F, w). (5.76)

Dies ist die sogenannte Helmholtzgleichung; sie gilt entsprechend auch fiir das
Vektorpotential.

Die Greensfunktion zu diesem Differentialoperator kann an den obigen Glei-
chungen direkt abgelesen werden (oder auch durch Vergleich mit Abschnitt
2.1.3):

exp(ik|7 — 7])
A |7 — 7|

G(F, 7, w) = (5.77)

Im folgenden soll die Ladungsverteilung wieder, wie schon im statischen
Fall, nach ihren Multipolen zerlegt werden. Dipolstrahlung hatten wir ja eben
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schon bei der harmonisch schwingenden Punktladungen - gibt es auch Mono-
polstrahlung, also Strahlung von einer periodisch verdnderlichen, aber rdumlich
festen Ladung? Die Antwort ist nein - man kann sich ausrechnen, daf} dies
im Widerspruch zu unserer Voraussetzung endlich ausgedehnter Ladungs- und
Stromverteilungen stehen wiirde. Die Rechnung geht folgendermafien:

divj = —p = +iwp, (5.78)
also, da die Stromverteilung als rdumlich begrenzt vorausgesetzt ist:

1
1w

1 - — —
Q:/pdV:,—/divjdV:—%deAzo, (5.79)
w
wenn die Integrationsfliche auBerhalb der Stromverteilung gew#hlt wird. Nur
mit einer unendlich ausgedehnten Stromverteilung kénnte man eine periodisch
verinderliche, rdumlich feste Ladung haben. Im n#chsten Abschnitt werden

wir auerdem nochmals allgemein sehen, daf zeitlich verdnderliche Monopole
keinen Beitrag zur Abstrahlung liefern.

5.3.2 Multipolstrahlung in kartesischen Koordinaten

Betrachte nun die Niherung |7 > ||, d.h., einen Beobachter in grofiem Ab-
stand. Dann kann man entwickeln:

7 — | ! muj;?ﬂ (5.80)
exPT;’“'j;' ) explikr) exp(—ik o ), (5.81)

wobei k = k? gesetzt wurde. Man hat also fiir das Skalarpotential
O(F, 1) = eXp(i(k: —wt) / dV'5(7, w) exp(—ik o 7), (5.82)

d. h., man hat eine radial nach aulen laufende Welle, deren Winkelabhéngigkeit
durch die rdumliche Fouriertransformierte der Ladungsverteilung gegeben ist.
Entsprechendes gilt fiir das Vektorpotential.

Im folgenden betrachte wiederum eine langsame Bewegung der Quelle; dies
ist dquivalent zu ke < 1. Man kann also den Exponentialfaktor unter dem
Integral nun auch noch entwickeln und erh&lt dann

—

O(F, 1) = eXp(i(k: — wt) /dV’ﬁ(F’,w) (1 _ifer 40T ) . (5.83)

r2

wobei der zweite Term in der Klammer aus der Entwicklung (5.80) von |7—#'| !

stammt.
Wenn man nun die iiblichen Definitionen fiir Gesamtladung und Dipolmo-
ment einsetzt und auBerdem nur das Fernfeld betrachtet (kr > 1), ergibt sich:

o7, 1) = SPURT —9h) 50y iF e dlw)). (5.84)

r
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Nach den Uberlegungen im letzten Abschnitt muB Q(w) verschwinden; im fol-
genden werden wir auflerdem sehen, dafl dieser Term sowieso keinen Beitrag
zur Abstrahlung liefert. R
Fiir A ist die Rechnung ein wenig komplizierter: Zunichst beachte, dafl ;/ c
bereits von der Ordnung k e 7 ist (siehe z.B. bewegte Punktladung). In allen
Entwicklungen braucht man also nur bis zur 0.Ordnung zu gehen; daraus erhélt

| A7 1) = exp(ikr — wt)) / dV'j (7, w) (5.85)

rc

Dies ldsst sich auch iiber das Dipolmoment der Ladungsverteilung ausdriicken,
wie im folgenden gezeigt wird:

Ay = o ("”" — b)) /dV’ idy (7, w)
_ exp(i r—wt /dV’ Ve ;»( w)
= exp(i T_Wt /dV’ﬁ ; —’I“le]]
_ expli (":;_ wt)) { dA (7 @ §) — iw / dV’F’p] (5.86)

Da die Stromverteilung als rdumlich begrenzt vorausgesetzt wurde, verschwin-
det das erste Integral; das zweite gibt:
exp(i(kr — wt)) =~

A7 t) = —i . kd(w) (5.87)

Unter Beachtung der Néherungen |7| < A < 7 hat man dann fir die Felder:

B o~ —iEeXP(Z(kT - wt))é2 +

R RO Z W) 7 5 (5.88)

exp(i(kr — wt))

(K2d — (d e K)F)

&

~

bzw. fiir die Realteile, die letztlich physikalisch relevant sind:

L _sin(kr — wi) A kr—wt), g% o mn
Ref = pSn 7; C")Q+C°S(: ) (420 — (de B)R)
Re = pelbr=wtp G (5.89)

r

Der Poyntingvektor ist also

-

= 47T ) (Q sin(kr — wt) cos(kr — wt)((gj'. ];'),;; — k%d)

—

+ k?d?k cos? (kr — wt) sin® 9)

c k® [~ . o P\ T D
= 2 <Q sin(kr — wt) cos(kr — wt) <<d . ;) i d)
+ kd?L cos?(kr — wt) sin? 9) (5.90)
T
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Betrachtet man nun die gesamte Abstrahlung nach auflen, so mufl man iiber
eine Kugelschale integrieren. Dabei ergibt sich:

—

Sedi =5 e 120 = 4ik4ci2 cos?(kr — wt) sin® 6, (5.91)
T

™

da <<J ° g) g — J) ° g = ( ist. Der Term, der Q enthilt, verschwindet damit

- eine periodisch schwingende, rdumlich feste Ladung (die es laut dem letzten
Abschnitt sowieso nicht geben kann) wiirde also nichts nach auflen abstrahlen.

Fiir den gesamten Strahlungsflul durch eine Kugelfliche hat man schlieflich
wieder

2,
I(r,t) = §k4c d? cos®(kr — wt) (5.92)
- e,

5.3.3 * Multipolstrahlung in Kugelkoordinaten

Wie wir gesehen haben, sind die Rechnungen zur Abstrahlung in kartesischen
Koordinaten schon in der niedrigsten nicht-trivialen Ordnung recht kompliziert.
Bei statischen Problemen war es dagegen moglich, durch die Verwendung von
Kugelkoordinaten explizite Ausdriicke fiir beliebige Multipolmomente anzuge-
ben. Ist dies auch hier im dynamischen Fall moglich 7

Um dies zu beantworten, gehen wir wie im statischen Fall wiederum von der
Greensfunktion aus - in diesem Fall von der zur Helmholtzgleichung gehorigen;
wir betrachten also monochromatische Strahlung (im allgemeinen Fall behandle
die Fourierkomponenten getrennt).

(A +EDGF P w) = 6(F—7) (5.94)
. exp(|r — 7
G(, 7, w) —7475';_ F,||) (5.95)

Setze wieder die Zerlegung an

G ™w) = Y gim(r,r)Yin(0, 0) Y5, (0, &) (5.96)
I,m
. d(r —r' .
5= = S Y 0,0)%5,00) (5.97)
lym

Eingesetzt in die Differentialgleichung fiithrt dies auf

o(r —r'")
2

(5.98)

<d2 2d I(1+1)
+ T

_ - k2 m ! —
dr? = rdr r2 + )gl (r,7)

Wiederum sind die Losungen unabhingig von m, und man hat wieder eine
Unstetigkeit der 1.Ableitung bei r = 1’
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Die Losungen der homogenen Gleichung sind nun aber die sog. sphdrischen
Besselfunktionen j;(z) bzw. Neumannfunktionen n;(z) mit x = kr; eine allge-
meine Losung kann geschrieben werden als

Ri(r) = aji(z) + bny(z) = a'BV (z) + VRS () (5.99)

mit beliebigen Koeffizienten a,b bzw. o', b’. Die hier auftretenden sog. sphiri-

(2)

schen Hankelfunktionen h;’ (z) sind definiert als
nY =g +ing WY =g —in (5.100)

Eine wichtige Eigenschaft dieser Funktionen ist ihr Verhalten in den Grenzfiillen
grofler und kleiner z:

xr
r —oo: WY(z) > (—i)H (5.102)

x
Die Besselfunktion liefert also ein dhnliches Verhalten, wie wir es schon von
den statischen Multipolen gewohnt sind (= '), die Hankelfunktion gibt uns die
nach auflen laufende Welle.
Setze deswegen versuchsweise an:

g(r,r') = A ji(kr<) b (kr>) (5.103)
mit den bereits bekannten Definitionen
r< =min(r,r’); 7~ = max(r,r’) (5.104)

Die Normierungskonstante A; kann durch die Unstetigkeit bei r = r' bestimmt
werden, analog zur Rechnung bei den statischen Multipolen. Dafiir benotigt
man folgende Beziehung zwischen den sphirischen Besselfunktionen:

1

Ju@)ni () — (@) ji(z) = ol (5.105)

Der Beweis dieser Formel ist linglich. (Wen’s interessiert: in Boas, Mathema-
tical methods in the physical sciences findet man in den Aufgaben 18.3 bis 18.5
einen Beweis fiir eine dhnliche Beziehung zwischen den zylindrischen Bessel-
funktionen; mittels der Formeln (17.4) im selben Buch kann man dann die hier
angegebene Beziehung fiir die sphérischen Besselfunktionen herleiten.)

Man erhilt dann A; = —ik und daraus schlieB8lich:

G(F, 7, w) = —ik > jilkr<)h (krs) Yim (0, 9) Vi (0, ). (5.106)
Im

Wir betrachten wiederum den Auflenraum einer rdumlich begrenzten Ladungs-
verteilung, also ist r- =7/ und r~ = r. Es gilt nun:

O(F,w) = —47r/dV’G(F,F',w)ﬁ(F’,w) (5.107)

= dmik 3 B (br)Yi (6, ) [ Vi) Vi, (6, ) )
I,m
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Definiert man also die dynamischen Multipolmomente durch

P (w / AV 51 (k") Yim (8, )37 ) (5.108)

(und entsprechend fiir ;), so ist das Skalarpotential im Auflenraum der La-
dungsverteilung gegeben durch:

B(7,w) = ik Y ph (@)} (k7)Y (6, ) (5.109)

I,m

und entsprechend fir A.

Betrachte nun noch die iiblichen Ndherungen: langsame Bewegung der Quel-
le (k" < 1) und Fernfeld (kr > 1), dann vereinfachen sich die Gleichungen
zu

pn(w) = / v m Ylmw,wﬁ(f’,w) (5.110)

é(ﬁw) =

i) Yim (6, 0); (5.111)

die Multipolmomente werden also fast genauso wie im statischen Fall berechnet,
und das Potential ergibt sich einfach als Kugelwelle, deren Winkelabhéngigkeit
durch die Kugelflichenfunktionen modifiziert wird, mit dem jeweils zugehori-
gen Multipolmoment als Koeffizienten. Die einzelnen Partialwellen sind dabei
gegeneinander phasenverschoben (Faktor (—i)!).

Auflerdem sieht man, dafl es bei langsamer Bewegung der Quelle (k' <
1, vergleiche (5.44)) im allgemeinen geniigt, bei der Entwicklung nur wenige
Terme mitzunehmen. Betrachte nochmals den einfachsten nicht-trivialen Fall,
die Dipolstrahlung: Zunichst sieht man, dafl Ladung und Dipolmoment mit
den hier definierten Multipolmomenten folgendermafBen zusammenhingen (UA

N:

poo =

—,— 3 Joo = — i
1 . N
pro = \/— dz; p1 = ﬁk(“ly —dy) = p1 1 (5.112)

Setzt man dies in die Entwicklung ein, so erhélt man wieder die Ergebnisse aus
Abschnitt 5.3.2:

o) = SR g iFedw)  Ga)
Ay = Rl =wh) z (5.114)

r

Die restliche Rechnung liuft dann genauso wie dort.
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Kapitel 6

Spezielle Relativitatstheorie

6.1 Lorentztransformationen

6.1.1 Einstein’sche Postulate

In der klassischen Mechanik galt fiir die Umrechnung der Koordinaten zweier
Inertialsysteme, die sich gegeneinander mit einer Geschwindigkeit v bewegen,
die Galilei-Transformation:

'~

= T

~

= Yy
= z—ut

=t (6.1)

'~

-~ N <y

~

Hierbei bewege sich das gestrichene Koordinatensystem in Richtung der positi-
ven z-Achse des ungestrichenen Systems.

Eine solche Transformation ist dquivalent dazu, das sich Relativgeschwindig-
keiten immer addieren. Eine Konsequenz daraus wire, dafl die Lichtgeschwin-
digkeit verschieden grof sein sollte, je nachdem, in welche Richtung man sich
relativ zur Ausbreitung des Lichtes bewegt. Dieses sollte sich nach damaligen
Vorstellungen im ruhenden ,,Ather” ausbreiten, durch den sich alle materiel-
len Korper ohne Widerstand hindurchbewegen sollten. Da sich auch die Erde
auf ihrer Umlaufbahn um die Sonne durch ihn bewegen sollte, erwartete man,
dafl die Lichtgeschwindigkeit auf der Erdoberfliche gemessen in Umlaufrich-
tung der Erde kleiner sein sollte als gemessen entgegengesetzt oder parallel zur
Umlaufrichtung. Das Experiment von Michelson und Morley ergab jedoch eine
klare Widerlegung dieser Erwartung - die Idee vom ruhenden Ather mufite also
aufgegeben werden.

Es gab verschiedene Vorschlidge zur Problemlésung - beispielsweise die Idee,
daB der Ather den materiellen Koérpern doch Widerstand entgegensetzt und
teilweise von ihnen mitgerissen wird (sog. ,,Atherwind”). Deshalb wurde das
Michelson-Morley-Experiment auf hohen Bergen wiederholt, wo dieses Mit-
reiflen als vernachlissigbar und der Ather als ruhend angenommen wurde -
ebenfalls mit negativem Ergebnis. Ein anderer Vorschlag war, dafy die Licht-
geschwindigkeit immer relativ zum aussendenden Korper konstant sein soll -
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doch auch diese These konnte widerlegt werden. Auflerdem ist sie nicht mit

den Maxwell-Gleichungen vertriglich, in denen die Lichtgeschwindigkeit ein-

fach als Konstante vorkommt, mit denen sich elektromagnetische Wellen im

Vakuum ausbreiten - auf einen eventuellen Sender wird kein Bezug genommen.
Einstein postulierte deshalb das Relativitdtsprinzip:

1) Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen gleich.

Dies bedeutet, daf} alle Inertialsysteme gleichberechtigt sind - keines ist von
den anderen unterscheidbar. Da Geschwindigkeiten immer nur relativ zu ei-
nem Bezugssystem angegeben werden kénnen, folgt daraus automatisch, dafl es
keine absoluten Geschwindigkeiten geben kann - nur Relativgeschwindigkeiten
zwischen zwei Inertialsystemen. Gébe es absolute Geschwindigkeiten, so wéren
automatisch ein Inertialsystem ausgezeichnet (das, in dem die Geschwindigkeit
gemessen wird) - was im Widerspruch zu obigem Postulat stehen wiirde.

Diese Aussage wird durch die Allgemeine Relativitdtstheorie modifiziert:
das Universum an sich bildet ein ausgezeichnetes Koordinatensystem, so dafl
absolute Geschwindigkeiten (z.B. Bewegung der Galaxien durch Expansion des
Universums, Stichwort Rotverschiebung) angebbar sind - allerdings ist zu be-
riicksichtigen, dafl in der ART von allgemeinen Koordinatensystemen und nicht
mehr nur von Inertialsystemen die Rede ist.

Das Relativititsprinzip existierte eigentlich schon frither - aber es wurde
vorher nur fiir die Gesetze der Mechanik angewandt und nicht allgemein. Wen-
det man es auch auf die Elektrodynamik bzw. Optik an, so folgt sofort:

Die Mazwellgleichungen lauten in allen Inertialsystemen gleich.

Die Gesetze der Elektrodynamik stehen nicht im Widerspruch zu den Ergeb-
nissen von Michelson und Morley - eine konstante, vom Bewegungszustand
unabhéngige Lichtgeschwindigkeit vorausgesetzt. Die Gesetze der klassischen
Mechanik dagegen widersprechen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit - sicht-
bar beispielsweise an den Galilei-Transformationen. Deshalb sah Einstein die
Maxwell-Gleichungen als fundamentaler an als die klassische Mechanik. Er ging
davon aus, dafl die Maxwell-Gleichungen korrekt sind, die Gesetze der Mechanik
aber abgedndert werden miissen.

Die Lichtgeschwindigkeit ist ein Teil der Maxwell’schen Gleichungen - sie
gibt die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Wellen an. Es
kann aber nicht automatisch gefolgert werden, daf} sie in allen Inertialsystemen
gleich ist - Invarianz der Naturgesetze meint hier ja nur Forminvarianz und
nicht unbedingt, daf§ die Groflen auch wirklich gleich grof§ bleiben.

Der Unterschied soll kurz an einem nicht-relativistischen Beispiel erldutert
werden: Geschwindigkeiten dndern sich, wenn man sie in einem anderen Ko-
ordinatensystem betrachtet (gemifl 7' = ¥ + Uyreariv) - die Beziehung v = &
bleibt dagegen unter Galilei-Transformationen immer gleich, sie wird eben nur
unter Benutzung der neuen Koordinaten geschrieben als ¢’ = i Geschwindig-
keiten sind also (unter Galilei-Transformationen) nicht invariant - nur die fiir
sie geltenden Gesetze sind forminvariant (statt forminvariant sagt man oft auch
kovariant).
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Andersherum kann aus der Forminvarianz der Maxwell’schen Gleichungen
(die das erste Postulat verlangt) nicht automatisch auf die Konstanz der Licht-
geschwindigkeit geschlossen werden - in den Maxwell’schen Gleichungen im ge-
strichenen System konnte ja einfach ¢ statt ¢ stehen. Einstein brauchte also
noch ein zweites Postulat:

2) Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich grof.

Dies bedeutet, daf3 die Lichtgeschwindigkeit etwas fundamental anderes ist als
andere Geschwindigkeiten - sie wird nicht relativ zu einem bestimmten Inerti-
alsystem gemessen, sondern ist immer gleich grof}. Sie ist eine Naturkonstante,
also eine absolute Grofle und damit unabhingig vom Bezugssystem.

6.1.2 Herleitung der Lorentztransformation

Die Bedingung der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit steht im Widerspruch zu
den Galilei-Transformationen, die eine Abhéngigkeit der Lichtgeschwindigkeit
vom jeweiligen Bezugssystem bewirken wiirden. Anscheinend ben6tigt man al-
so fiir den Ubergang von einem Inertialsystem in ein anderes eine andere Art
von Transformation. Diese wollen wir nun herleiten - sie heiflt Lorentztransfor-
mation.

Zunéchst ist zu erwarten, daf} sie (ebenso wie die Galilei-Transformation)
linear in den Koordinaten ist, daf} also gilt: (Z+ %) = & + ¥ und (aZ)’ = aZ’.
Die Forderung der Linearitdt ist naheliegend, da wir ja hier letztlich nur eine
Basistransformation des dreidimensionalen Raumes R? betrachten - dasselbe
physikalische Ereignis soll aus zwei verschiedenen Bezugssystem betrachtet wer-
den. Im Unterschied zur Galilei-Transformation lassen wir nun aber auch eine
Transformation der Zeit zu, fordern allerdings auch bei dieser, daf} sie linear
sein soll.

Das Koordinatensystem mit den gestrichenen Koordinaten bewege sich wie-
derum in die positive z-Richtung des ungestrichenen Systems. Dann ist es na-
heliegend zu fordern, dal z und y ungeéndert bleiben. Sicherheitshalber setze
aber an, daf}

2’ = a(v)z und y' = a(v)y (6.2)

sein konnte - die Koordinaten senkrecht zur Bewegungsrichtung sollen sich also
um einen von der Geschwindigkeit abhingigen Faktor d&ndern kénnen. Fiir die
z-Koordinate und die Zeit setze dagegen noch allgemeiner an:

2 =d(v)z + e(v)ct und ct' = f(v)z + g(v)ct. (6.3)

Hierbei wurde gleich ct statt ¢ geschrieben, um alle vorkommenden Gréflen in
der Einheit Meter zu haben - damit spart man sich dann spiter Umrechnungs-
faktoren. Zu bestimmen sind also nun die fiinf Funktionen a(v), d(v), e(v), f(v)
und ¢(v).

Betrachte hierfiir zunéchst die Bewegung des Ursprungs des gestrichenen
Systems. Im alten System wird hat er die Koordinaten z = vt, im gestrichenen
gilt 2/ = 0. Also hat man: 0 = d(v)vt + e(v)ct, das heiflt d(v)v = —e(v)c, und

129



damit schlieBlich 2’ = d(v)(z — vt) - die Anzahl der unbekannten Funktionen
wurde also schon um eins reduziert.

Nun gibt es eine wichtige Forderung, die man an physikalische Gesetze stellt:
ihre Invarianz unter Raumspiegelungen (Paritdtstransformationen). Das heifit,
wenn man alle Vektoren durch ihr negatives ersetzt, miissen die Gesetze invari-
ant sein (Vorsicht: Pseudovektoren wie z. B. Drehimpuls oder Magnetfeld wer-
den nicht geindert!). Ersetze also in den Formeln fiir die Lorentztransformation
alle Koordinaten und Geschwindigkeiten durch ihr negatives: —z' = —a(—v)z,
—y = —a(—v)y, —2' = —d(-v)(z — vt), ct' = —f(—v)z + g(—v)ct. Da diese
Gleichungen nun dieselben Aussagen wie die urspriinglichen enthalten miissen
(Parititsinvarianz), muf gelten: a(v) = a(—v), d(v) = d(-v), f(v) = —f(-v),
g(v) = g(—v). Damit hat man wichtige Aussagen iiber die Symmetrie der
gesuchten Funktion gewonnen.

AuBerdem kann man die Umkehrtransformation betrachten, also den Uber-
gang vom gestrichenen Koordinatensystem ins ungestrichene. Diese muf} natiir-
lich durch dieselben Formeln dargestellt werden, nur dafl die Geschwindig-
keit gerade umgedreht wird. Es gilt also: z = a(—v)z', y = a(—v)y, z =
d(—v)(z" +vt'), ¢t = f(—v)z + g(—v)ct’. Einsetzen der uspriinglichen Trans-
formation ergibt zunichst z = a?(v)z, also a(v) = +1 - das Minuszeichen kann
weggelassen werden, da die neuen Koordinaten sicher aus den alten nicht durch
Spiegelung hervorgehen (dies wiirde auch lim, .o a(v) = 1 widersprechen). Es
gilt also a(v) =1 - wie man erwartet hitte.

Bei der z-Koordinate ergibt sich

z = (dz(v) + %f(v)d(v))z + (—dz(v)v + vg(v)d(v))t, (6.4)
also:
d2(v) + % F@)d(v) =1 und d(v) = g(v). (6.5)
Damit erhélt man schlieB8lich:
) == (a7 (0) - d(v)) (6.6)

Wir haben nun also rein durch plausible physikalische Uberlegungen her-
geleitet, daf} fiir jede Koordinatentransformation zwischen zwei Systemen, von
den sich eines in die positive z-Richtung des anderen bewegt, gelten sollte:

T = x

2 = dv)(z —ovt)
o = % (a7 (w) — d(v)) 2 + d(v)et (6.7)

Hier tritt nur noch eine unbekannte Funktion d(v) auf; die Galilei-Transforma-
tion ist ein Spezialfall hiervon mit d(v) = 1.

Nun kommt das zweite Postulat von Einstein ins Spiel: Die Lichtgeschwin-
digkeit ist in beiden System gleich grof. Betrachte also einen Lichtpuls im unge-
strichenen System: Er werde zum Zeitpunkt ¢ = 0 vom Ursprungz =y =2 =10
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aus in z-Richtung gesendet. Seine Ausbreitung wird dann beschrieben durch
z = ct. Wie sieht seine Ausbreitung im gestrichenen System aus? Naiv (sprich:
iiber eine Galilei-Transformation) wiirde man sagen: das gestrichene System
bewegt sich in dieselbe Richtung wie der Lichtpuls, also muf} er im gestrichenen
System langsamer erscheinen: 2’ = (¢ — v)t'. Das Einstein’sche Postulat sagt
nun jedoch, daf} auch im gestrichenen System der Lichtpuls die Geschwindigkeit
¢ haben muf}, also: 2/ = ct'!

Setzt man die Formeln fiir die Ausbreitung des Pulses in die obigen Trans-
formationsformeln ein, so erhilt man:

ct' = d(v)(ct —vt)
und ot = % (dil(v) — d(v)) ct + d(v)ct. (6.8)

Aus diesen beiden Gleichungen folgt als Losung fiir die gesuchte Funktion d(v):

c? 1
d*(v) = e B leaof (6.9)

2

Definiert man nun noch

v
Bi=- (6.10)

und setzt voraus, dafl d(v) positiv sein soll (aus denselben Griinden wie oben
bei a(v)), so erhilt man schliefllich:

T P —— (6.11)

Jig !

Zusammenfassend hat man also folgende Transformationsformeln:

r = z

y =y

e et (6.12)
' = y(-Bz+ct)

Dies ist die gesuchte (spezielle) Lorentztransformation.

Was ist nun neu an ihr im Vergleich zur Galilei-Transformation? Eine
Neuerung haben wir schon in den Ansatz mithineingesteckt, indem wir eine z-
Abhéngigkeit der Zeit vermutet haben: Die Zeit ist nun nicht mehr unabhéngig
vom Inertialsystem (sprich: vom Bewegungszustand) - ein bewegter Beobachter
empfindet die Zeit anders als ein (relativ gesehen) ruhender!

Die zweite wichtige Anderung ist das Auftauchen des »y-Faktors’. Wie man
sieht, gilt v — oo fiir v — ¢, und fiir v > ¢ wire v imaginir - es ist also
unmoglich, mit Lorentztransformationen zwei Inertialsysteme miteinander zu
verkniipfen, die sich gegeneinander mit Licht- oder sogar Uberlichtgeschwindig-
keit bewegen. Da wir aber vorausgesetzt haben, daf§ alle Inertialsysteme mit-
einander iiber diese Transformation zusammenhéingen sollen, folgt automatisch,
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daf} es keine Inertialsysteme geben kann, die sich gegeneinander mit Lichtge-
schwindigkeit oder mehr bewegen - die Lichtgeschwindigkeit ist die groftmogli-
che Geschwindigkeit fiir jede Bewegung! Diese Begriindung ist rein kinema-
tisch (man kann Bewegungen mit Uberlichtgeschwindigkeit formelmiBig nicht
erfassen); eine dynamische Begriindung, warum die Lichtgeschwindigkeit nicht
erreicht (also auch nicht iiberschritten) werden kann, folgt spéter bei der Be-
trachtung der relativistischen Energie.

6.1.3 Konsequenzen

Zwei wichtige Konsequenzen wurden eben schon angesprochen: Die Abhéngig-
keit der Zeit von der Bewegung und die Unméglichkeit von Uberlichtgeschwin-
digkeiten. Im folgenden soll zunéichst auf zweiteres niher eingegangen werden.
Man koénnte ja folgendermaflen argumentieren: Man kénnte auf knapp unter
Lichtgeschwindigkeit beschleunigen (relativ z.B. zur als ruhend angenommenen
Erde) und dann einen Gegenstand in Flugrichtung schleudern. W&hlt man des-
sen Geschwindigkeit grofl genug, so wiirde er (relativ zur Erde) ja dann doch
mit Uberlichtgeschwindigkeit fliegen! Wo steckt hier der Denkfehler?

Der Fehler liegt darin, zu glauben, dafl man die beiden Relativ-Geschwindigkeiten
einfach addieren kann. Dies ist das altbekannte Superpositionsprinzip aus der
klassischen Mechanik - und es steht in engem Zusammenhang mit den Galilei-
Transformationen! Diese haben sich ja nun als falsch (bzw. eigentlich nur
unvollstindig) herausgestellt - also sollte man auch davon ausgehen, daf sich
nun auch die Regel fiir das Addieren von Geschwindigkeiten &ndert.

Um die neue Regel zu finden, betrachte eine Lorentztransformation von den
ungestrichenen Koordinaten (ruhendes System ,,Erde”) auf die gestrichenen
Koordinaten (bewegtes System ,,Raumschiff”), und eine Lorentztransformation
von diesen gestrichenen Koordinaten auf zweifach gestrichene (bewegtes System
,,Geschof8”). Die Relativgeschwindigkeiten seien v; und vy. Dann gilt (betrachte
nur die z-Koordinaten und die Zeit):

2 = = pPoct’); 2 =iz — Pict)
W = (—fod +cl); el =y(—Prz + et (6.13)

Setzt man die jeweils rechten Gleichung in die jeweils linken ein, so erhilt man:

2" = ya((L+ Bi1B2)z — (b1 + B2)ct)
" = yya(—(B1 + B2)z + (1 + P1f2)ct) (6.14)

Dieses zweifach gestrichene Koordinatensystem bewegt sich gegeniiber dem un-
gestrichenen nun mit einer Geschwindigkeit vz, mufl mit ihm also iiber eine
Lorentztransformation zusammenhéngen:

2" = y3(z — Bsct)
ct" = y3(—P3z+ct) (6.15)

Es muf} also gelten: y17v2(1 + f182) = -3 und gleichzeitig v1v2(81 + B2) = 30s-
Dies sind zwei Gleichungen fiir nur eine Unbekannte - 3 hiingt ja von S5 ab.
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Aus beiden Gleichungen erhilt man aber dieselbe Losung 3 = 164};1%2, also:

S N i
03—71_’_”1?)2.

c2

(6.16)

Geschwindigkeiten werden nun also nicht mehr nur einfach addiert, sondern
man muf zusitzlich einen 'Korrekturfaktor’ (1 + vve/c?)~! anbringen. Da
dieser immer < 1 ist, folgt, da} die Gesamtgeschwindigkeit immer kleiner als
der naiv erwartete Wert vy + vy ist.

Fiir kleine Geschwindigkeiten vy, vy < ¢ gilt zwar immer noch:

v3 = (v + vg) (1 — %) R vy + g, (6.17)

bei groflen dndert sich dies aber drastisch. Fiir v; = vg = 0.5¢ beispielsweise
erhilt man nicht etwa v3 = ¢, sondern v = ¢/(1.25) = 0.8¢! Insbesondere gilt
fiir alle Geschwindigkeiten v1,v9 < ¢ immer v3 < ¢ - Uberlichtgeschwindigkeiten
treten nicht auf.

Selbst wenn man beispielsweise aus einem mit Lichtgeschwindigkeit fliegen-
den Raumschiff (was unmoglich ist) in Flugrichtung ein Geschoff mit Lichtge-
schwindigkeit abschielen wiirde (was ebenfalls unméglich ist), so hiitte dies fiir
den als ruhend angenommenen Beobachter immer noch nur Lichtgeschwindig-
keit! Fiir diesen Beobachter wiren das Raumschiff und das Geschof} also gleich
schnell - das Geschof3 wiirde sich nicht vom Raumschiff entfernen. Andererseits
wiirde die Raumschiffbesatzung sehr wohl sehen, daf} sich das Geschof} entfernt
- und das sogar mit Lichtgeschwindigkeit. Ahnliches gilt, wenn man kleinere
(also physikalisch mégliche) Geschwindigkeiten betrachtet: Fiir den ruhenden
Beobachter bewegt sich das Geschof§ langsamer vom Raumschiff weg als fiir die
Besatzung. Wie passt dies zusammen?

Hier gibt es zwei mogliche Erklarungen, die letztlich eigentlich nur verschie-
dene Aspekte desselben Sachverhalts sind. Geschwindigkeit ist ja definiert als
Strecke pro Zeit - wenn also der ruhende Beobachter eine andere Geschwin-
digkeit fiir das Geschof§ mifit als der bewegte, so kann das entweder an einer
unterschiedlichen Zeit- oder Streckenmessung liegen. Wir werden nun sehen,
daf} diese Effekte tatsichlich auftreten: Fiir einen bewegten Beobachter erge-
ben Zeitmessungen einen gréfleren, Lingenmessungen einen kiirzeren Wert als
fiir einen ruhenden.

Betrachte zunichst die Lingenmessung - dafiir bauen wir im ruhenden Sy-
stem einen Maflstab auf, der sich von z; = 0 bis 2o = [ erstreckt. Im bewegten
System sollen nun die Positionen 2], 2z} der beiden Enden gleichzeitig gemessen
werden, also fiir t| = t,. Die Lorentztransformationen fiir die beiden Orte und
Zeiten lauten:

2 = (0 - fBetr)

zp = (I - Bety)

cty = 0+ cty)

cty = (=Pl +cty) (6.18)
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Mit der Bedingung der Gleichzeitigkeit ¢| = ¢}, erhilt man zunéchst: cty —cty =
1. Die Lénge ergibt sich dann zu I’ = 25— 2} = y(I—B(cty —ct1)) = y(I— %) =
vl /4?2, also:

I'=1/y. (6.19)

Da immer v > 1 gilt, ist I’ immer kiirzer als [ - daher spricht man von der
Léingenkontraktion.

Bei der Zeitmessung betrachte dagegen die Aussendung zweier Lichtsignale
vom Ursprung des ruhenden Systems aus. Der Ort ist beidesmal gleich, z; = 29,
die Zeiten seien t; und to, die Zeitdifferenz sei 7 := t; — ¢t1. Die Lorentztrans-
formation ergibt:

cti = ~v(0+cty)
cthy = ~(0+cts) (6.20)

Dann ist 7/ = ¢}, — ¢} = yta — 71, also

=1 (6.21)

- im bewegten System wird also eine lingere Zeit gemessen. Dieser Effekt
wird Zeitdilatation genannt. Eine andere Betrachtungsweise ist folgende: Wir
betrachten das System, das wir vorher als bewegt angesehen haben, als ruhend,
und das vorher ruhende System, in dem sich die Uhr befindet, als bewegt. Die
Formeln bleiben dieselben - im nunmehr ruhenden System wird eine ldngere
Zeit gemessen als in dem mit der Uhr mitbewegten System. Ein Beobachter im
ruhenden System wiirde also feststellen: Bewegte Uhren gehen langsamer.

Hieraus ergibt sich das beriihmt-beriichtigte Zwillingsparadoxon: Nehmen
wir an, von einem Zwillingspaar bleibt der eine auf der Erde, der andere fliegt
mit einem Raumschiff fort, das sich relativ zur Erde mit nahezu Lichtgeschwin-
digkeit bewegt (v = 10). Dann sieht der Zwilling auf der Erde, da$ fiir seinen
bewegten Bruder die Zeit langsamer vergeht - dieser altert also auch langsamer.
Wenn der Zwilling auf der Erde um 10 Jahre édlter wird, so altert der andere nur
um 1 Jahr! Dies wird in vielen Biichern und Artikeln (vor allem populdrwis-
senschaftlichen) als das Zwillingsparadoxon bezeichnet - filschlicherweise! Bis
jetzt ist ja noch nichts paradoxes (paradox = in sich widerspriichlich) daran -
auch wenn es einem reichlich seltsam vorkommt.

Paradox wird die Sache erst, wenn man das Ganze vom Standpunkt des
Zwillings im Raumschiff betrachtet: Dieser konnte ja eigentlich behaupten,
sein Raumschiff ruhe und die Erde bewege sich mit fast Lichtgeschwindigkeit
von ihm weg (diese Behauptung ist zuléissig, da ja nur Relativgeschwindigkeiten
physikalisch sinnvoll sind und es keine absolute Ruhe gibt). Dann ist fiir ihn
der Zwilling auf der Erde aber in einem bewegten Bezugssystem, dessen Uhren
gehen also langsamer - und damit altert der Zwilling auf der Erde nun langsamer
als der im Raumschiff (wiederum ein Jahr statt zehn Jahre). Insgesamt haben
wir also festgestellt: Der Zwilling im Raumschiff altert langsamer als der auf
der Erde, und der Zwilling auf der Erde altert langsamer als der im Raumschiff
- da haben wir unser Paradoxon!
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Dieses 16st sich auf, wenn man beachtet, da} das Raumschiff strenggenom-
men kein Inertialsystem ist: Zunéchst mufl von der Erde aus gestartet und
beschleunigt werden, dann muff man irgendwann auch wieder abbremsen, um-
drehen und erneut beschleunigen, und schliefflich zur Landung erneut abbrem-
sen (der zweite Zwilling muf}y zur Erde zuriickkehren, damit es iiberhaupt Sinn
macht, ihr Alter zu vergleichen). Es gibt also mehrere Phasen der Beschleuni-
gung - fiir ein Inertialsystem ist aber eine gleichméBige Bewegung vorausgesetzt.
Die Effekte der Beschleunigung kénnen erst mit Hilfe der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie beriicksichtigt werden; bezieht man diese mit ein, so erhélt man
schluBendlich das eindeutige Ergebnis, da} der Zwilling, der mit dem Raum-
schiff unterwegs war, jiinger als sein auf der Erde gebliebener Bruder ist. (siehe
auch Gerthsen: Physik, Aufgabe 15.4.2 oder

Wir werden nun noch eine wichtige sogenannte relativistische Invariante
konstruieren, also eine physikalische Grofle, die sich unter Lorentztransforma-
tionen nicht dndert. Betrachte hierfiir:

Ar?i= A1 -2 - 2R (6.22)

Unter einer Lorentztransformation wird dies zu:

A2 = A2 g2 2 2Bk et)? — a2 — g — A2z — fet)?
= 2(B%2% = 2Bct + At? — 2% + 2Bct + BPPt?) — 2 — o)
= A=Y ) —a? = P gy 22

= (6.23)

c?7? und damit auch 7 ist also unter Lorentztransformationen invariant.

Betrachte nun ein infinitesimal kurzes Zeitintervall d¢ in einem beliebigen
Inertialsystem; dann ergibt sich c¢?dr? = ¢2dt?, also dr = dt. In einem relativ
dazu bewegten System dagegen ist die Linge des Zeitintervalls dt’ = ydt (siche
oben bei der Zeitdilatation) und damit dt’ = ydr. Fir das ruhende System ist
v =1, also gilt auch dort dt = ydr. Damit ergibt sich allgemein:

dr =y~ ldt, (6.24)

wobei dt nun die in einem beliebigen Inertialsystem gemessene Zeitdifferenz ist
und vy die Geschwindigkeit dieses Inertialsystem gemessen relativ zum Ruhe-
system ist. Wir haben nun also eine relativistisch invariante Zeitdifferenz; da
dr im Ruhesystem identisch mit der ,,normalen” Zeitdifferenz dt ist, heifit 7
Eigenzeit.

6.2 Vierervektor-Formalismus

6.2.1 Vierervektor und -tensor-Formalismus, Minkowski-Raum

Wir haben gesehen, dafl bei den Lorentztransformationen Raum- und Zeitkoor-
dinaten ,,durcheinandergemischt” werden, genauso, wie bei einer Drehung die
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rdumlichen Koordinaten gemischt werden. Es liegt also nahe, alle vier Koordi-
naten nun in ein Zahlentupel zusammenzufassen:

(z") := ( ct ) (6.25)

T

Daf hier der Index oben geschrieben wird und griechische Buchstaben verwen-
det werden, ist Konvention. Dieser sog. Lorentzindex wird dabei von 0 bis 3
durchgezéhlt; es gibt auch andere Konventionen, wonach beispielsweise die Zeit
als letzte Komponente geschrieben wird und der Index von 1 bis 4 l4uft, oder
bei denen ict statt ¢t verwendet wird ((pseudo-)euklidischer Formalismus).

In den meisten Biichern wird z# sowohl als Symbol fiir den ganzen Vierer-
vektor als auch fiir seine u-te Komponente verwendet - was jeweils gemeint ist,
folgt meist aus dem Zusammenhang. Zur besseren Unterscheidung werde ich
allerdings (z*) schreiben, wenn der gesamte Vektor gemeint ist, und die Klam-
mern nur dann weglassen, wenn eine Komponente gemeint ist; entsprechend
bei Matrizen. Wenn klar ist, welches Objekt (mit wieviel Indizes) gemeint ist,
schreibe ich auch oft nur z (oder dhnliches).

Die spezielle Lorentztransformation (6.12) konnen wir nun folgendermafien
schreiben:

3
gt =" A (6.26)
v=0
mit der Matrix
v 0 0 —By
0 10 0
By —
(A%) 0 01 o0 (6.27)
—fy 0 0 v

Daf hier ein Index oben und einer unten steht, hingt mit der sogenannten Ein-
stein’schen Summenkonvention zusammen: Kommt ein Index in einem Term
doppelt vor, und steht er dabei einmal oben und einmal unten, so wird iiber
ihn von 0 bis 3 summiert. Zum Beispiel schreibt sich mit dieser Konvention die
Lorentztransformation als:

o't = AF,x” (6.28)

Eine solche Summation bezeichnet man auch als Kontraktion. Beispielsweise
sagt man bei (6.28), dal die Matrix A mit dem Vektor z (zum Vektor z')
kontrahiert wird. Andere Sprechweise: Der Index v wird kontrahiert - das
heift, iiber ihn wird summiert.

Bei der Stellung der Indices mufl man aufpassen: Einerseits mufl weiterhin
darauf geachtet werden, dafl bei Matrixmultiplikationen die Indizes nebenein-
ander stehen miissen (im Beispiel: v muf} rechts stehen, da der Vektor (z") von
rechts an die Matrix multipliziert wird).

Auflerdem kommt es nun aber auch noch darauf an, daff Indizes oben und
unten stehen konnen - den genauen Grund werden wir erst weiter unten sehen,
im Moment soll als Begriindung reichen, daf} dies fiir die Einstein’sche Summen-
konvention benotigt wird. In (6.28) wird rechts iiber v summiert - deswegen
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muf} dieser Index einmal oben und einmal unten stehen. Bei = steht er aber
definitionsgeméfl oben, also mufl er bei A unten stehen. Auflerdem steht der
Index p auf der linken Seite oben - also muf er auch rechts oben stehen, damit
die ganze Notation in sich schliissig bleibt.

Wir definieren nun allgemein: Vierer-Zahlentupel, die sich bei einer Lorentz-
transformation wie (6.28) verhalten, heiflen kontravariante (Lorentz-)Vierer-
vektoren; bei ihnen wird der Index immer oben geschrieben. Dies ist ganz
analog dazu, daf} ein dreidimensionales Zahlentupel genau dann ein (physikali-
scher) Vektor ist, wenn er sich unter Drehungen wie der Ortsvektor verhélt.

Diese Definition legt nahe, daf} sich bei einer Lorentztransformation, die fiir
den Koordinatenvektor durch die Matrix A beschrieben wird, eben nicht alle
Vierertupel genau gleich verhalten. Betrachte beispielsweise das vierdimensio-
nale Analogon zum Nabla-Operator:

(8,) = (%) _ (%%, 6) (6.29)

Der Lorentzindex wurde hier unten geschrieben, da sich dieser Vierervektor, wie
wir sehen werden, anders transformiert als der Vierervektor der Koordinaten.
Um herauszubekommen, wie sich dieser Operator unter einer Lorentztransfor-
mation verhilt (also: wie man (awi,#) aus (%) berechnen kann), betrachte
die Wirkung des untransformierten Operators auf eine Funktion der transfor-
mierten Koordinaten:

8x”/
OxH

3
8I~Lf($lo7 xllﬂ $,27 xl?’) = Z 6,Vf($,0’ [L‘ll, $I2’ xlg)
v=0

3
_ Z (8,’,f(x'0,x'1,xl2,x'3)) Ayu
v=0
= (A”ua'y> f(z 2", 22, 5) (6.30)

Hierbei wurde die Kettenregel benutzt und (6.28) eingesetzt.

In Matrixform geschrieben ist dies 97 = 9" A (01 ist also ein Zeilenvektor,
der von rechts mit der Transformationsmatrix multipliziert wird). Damit ergibt
sich dann 97" = 9T A~ - ausgeschrieben:

_ —1\v
9, = 0(A71)", (6.31)

Der Vierer-Nabla-Operator transformiert also nicht mit der Matrix A, die bei
der Koordinatentransformation auftrat, sondern mit ihrer Inversen. Vierer-
tupel, die so transformiert werden, bezeichnet man als kovariante (Lorentz-)
Vierervektoren; zur Unterscheidung von den kontravarianten Vierervektoren
schreibt man bei ihnen den Index unten hin.

Entsprechend bezeichnet man Objekte mit mehreren Lorentzindices wie z.B.
A als Lorentztensoren entsprechender Stufe, sofern sie sich unter Lorentztrans-
formationen beziiglich jedes Index wie ein entsprechender Vierervektor verhal-
ten (auch dies ist analog zur Definition bei Drehungen). A beispielsweise ist ein
Lorentztensor zweiter Stufe, einfach kontravariant und einfach kovariant, wie
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man folgendermafien sieht: Zundchst muf natiirlich bei einer Lorentztransfor-
mation (dargestellt durch eine Matrix A) (A*,z") = A'*z"" gelten. Anderer-
seits ist aber:

v

(A", 2") = (&) = AP 2'P = A AP 2" = A AP (A1) 2, (6.32)

also } }
(A*)) = A“pAp/\(A_l))‘y (6.33)

Beziiglich des vorderen Index transformiert sich A also wie ein kontra-, beziiglich
des hinteren wie ein kovarianter Vierervektor, womit die Behauptung bewiesen
ist.

Objekte, die unter Lorentztransformationen invariant sind, also ihren Wert
nicht dndern, bezeichnet man dementsprechend als Tensoren nullter Stufe (sie
haben keine Indices) bzw. als (Lorentz-)Skalare. Man mufl unterscheiden zwi-
schen den bisher bekannten Skalaren (unter Drehungen) und den Lorentz-Skala-
ren - beispielsweise die Zeit ist unter Drehungen invariant, unter Lorentztrans-
formationen aber nicht.

Das Postulat, daf3 die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen gleich
grof} ist, kann damit nun auch formuliert werden als:

Die Lichtgeschwindigkeit ist ein Lorentzskalar.

Bei Drehungen sind Skalarprodukte von Vektoren invariant - gibt es bei
Lorentztransformationen auch ein analoges Skalarprodukt der Vierervektoren,
das invariant bleibt? Eine solche Konstruktion existiert tatséichlich - bei der
Definition der Eigenzeit hatten wir ja gesehen, dafl folgende Summe invariant
unter Lorentztransformationen ist:

At — 2 (6.34)

Dies kann man nun als Skalarprodukt des Raum-Zeit-Vierervektors mit sich
selbst auffassen. Im mathematischen Sinne ist es zwar kein Skalarprodukt, da
es auch negative Werte annehmen kann, es wird allerdings in der Physik trotz-
dem als solches bezeichnet. Dabei heiflen Vektoren, fiir die das Skalarprodukt
mit sich selbst grofler als null ist, zeitartig (die ,,Zeitkomponente” iiberwiegt),
wenn es kleiner als null ist, raumartig (die ,,Raumkomponenten” sind gréfler),
und wenn es gleich null ist, lichtartig (da beim Licht |Z| = ¢t gilt, also das
Skalarprodukt null wird).

Die Interpretation ist wie folgt: Sei (z*) der ,,Abstandsvektor” zweier Punk-
te im vierdimensionalen Raum, also zweier Ereignisse. Betrachte dann das eine
Ereignis als Ursache und das andere als Wirkung - fiir die Ausbreitung vom
einen zum anderen hat man dann als Geschwindigkeit v = |Z|/t. Ist der Vektor
nun raumartig, so folgt, dal v > ¢ gelten miifite - da dies unmoglich ist, ergibt
sich, daf} Ereignisse mit raumartigem Abstand nichts miteinander zu tun haben
kénnen. Ereignisse mit lichtartigem Abstand kénnen sich nur dann beeinflus-
sen, wenn die Ausbreitung der Wirkung mit Lichtgeschwindigkeit erfolgt; bei
zeitartigem Abstand sind auch kleinere Geschwindigkeiten moglich.
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Fihrt man die Matrix

1 0 0 O
(gu) = 8 _01 _01 8 (6.35)
0o 0 0 -1
ein, so kann man dieses Skalarprodukt schreiben als:
At? — 3 = atga”, (6.36)
oder in Matrixschreibweise:
AP — 2 =2l g (6.37)

Da diese Matrix das Skalarprodukt und damit Lingen und Winkel in diesem
vierdimensionalen Raum festlegt, wird sie als Metrik bezeichnet. So, wie sie hier
definiert ist, spricht man von der Minkowski-Metrik, der Raum der Vierervek-
toren (kontra- und kovariante) zusammen mit dieser Metrik heifit entsprechend
Minkowski-Raum. Bei anderer Koordinatenwahl und vor allem in der Allge-
meinen Relativititstheorie kann die Metrik auch ein anderes (komplizierteres)
Aussehen als hier haben.

Speziell bei der Wahl einer imagindren Zeit wird die Metrik einfach die
vierdimensionale Einheitsmatrix, man hat dann also wieder einen euklidischen
Raum und spricht deshalb in diesem Fall von einer euklidischen Metrik. Dann
verschwinden auch alle Unterschiede zwischen ko- und kontravarianten Ten-
soren, und der Formalismus vereinfacht sich stark. Fiir Anwendungen in der
Quantenfeldtheorie oder in der Allgemeinen Relativitéitstheorie ist jedoch die
Kenntnis des hier dargestellten Formalismus unerlisslich - aulerdem wire die
Verwendung einer imaginiren Zeit ja auch nicht gerade anschaulich.

Die Metrik wurde hier mit zwei Indizes unten geschrieben - dies legt nahe,
daf} sie ein zweifach kovarianter Tensor ist. Dies soll nun bewiesen werden. Die
Form des Skalarprodukts ist (nach Definition) unabhéngig vom Inertialsystem
(von der Koordinatenwahl), also muf} gelten:

Yo = Guv (6.38)

Nutzt man andererseits die Invarianz des Wertes des Skalarprodukts aus, so hat
man

x'“giwx'” = A“pxpglwA”/\x)\ L xpgp)\x/\, (6.39)

also
G = (A71),L (A7), g, (6.40)
die Metrik ist also ein zweifach kovarianter Lorentztensor; man spricht vom
metrischen Tensor.
Will man diese Gleichung in Matrixform schreiben, so ist wiederum darauf

zu achten, daf} gleiche Indizes nebeneinanderstehen. Dies wird folgendermaflen
erreicht:

G = (A7), L (A, = (A7), L ((AHT), (6.41)
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Also gilt: ¢’ = A71g(A~H7, oder, wenn man benutzt, daf Transposition und
Bildung der Inversen vertauschbar sind:

Atg =g AT = gAT, (6.42)

da, wie oben bewiesen, ¢’ = g gilt.
Wenn man diese Formel wiederum fiir die einzelnen Kompomenten hin-
schreibt und dann die Indices mit der Metrik kontrahiert, so hat man:

(A_l)uygw = guu(AT)Vp — (A_l)up = (AT)up = Apy. (6.43)

Man erhilt die Matrix der inversen Lorentztransformation also nicht einfach
durch Transponieren der Transformationsmatrix (A#,), sondern man muf} deren
ersten Index zuerst mit der Metrik kontrahieren (herunterziehen). Dadurch
bekommt man eine neue Matrix (A,,), deren transponiertes die Matrix (A,jpl)
ist. Nach Hochziehen des zweiten Indices hat man dann endlich die inverse
Transformationsmatrix ((A~1),#).

Definiert man durch
9" gur = o, (6.44)

mit dem iiblichen Kronecker-Delta, nur die Indices anders geschrieben, die Um-
kehrmatrix (¢"”) zu (gu.), so sieht man, daf8 diese dieselben Eintréige einhilt,
im Unterschied zu (g, ) aber ein zweifach kontravarianter Lorentztensor ist (da,
wie man leicht zeigt, das Kronecker-Delta einfach ko- und einfach kontravari-
ant ist). Die Gleichheit der beiden Matrizen kommt wieder von der Wahl des
Koordinatensystems - im allgemeinen Fall haben diese beiden Matrizen unter-
schiedliche Eintrige.

Man kann nun relativ leicht zeigen, da$ (a,) mit a, := g,,a" ein kovarianter
und (b*) mit b* := ¢g"b, ein kontravarianter Vierervektor ist, sofern (a”) bzw.
(b,) kontra- bzw. kovariant ist. Durch Kontraktion mit der Metrik bzw. ihres
Inversen kénnen also Indices ,,herunter-” bzw. ,hochgezogen” werden; dies gilt
nicht nur fiir Vektoren, sondern allgemein auch bei Lorentztensoren hoéherer
Stufe. Explizit hat man beispielsweise:

@):(Ct)-(au):(%%). (6.45)
Z g )} v

Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann nun auf die folgenden verschiede-
nen Weisen geschrieben werden:

atgub” = a,b” = a'b, = a,g""b, = agby — d e b (6.46)

Nebenbei ergibt sich, dal auch der d’Alembert-Operator

1 02

O= ——
c? Ot?

—A= 8u8“ (6.47)
ein Lorentzskalar ist.
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Wie wir gesehen haben, ergibt die Kontraktion eines kontravarianten mit
einem kovarianten Vierervektor immer einen Lorentzskalar. Dies kann man
zu folgender Aussage verallgemeinern: wenn ein kontravarianter Index eines
Lorentztensors n. Stufe mit einem kovarianten Index eines Tensors m. Stufe
kontrahiert wird, so ist das resulutierende Objekt ein Tensors von (n+m-2).
Stufe. Derselbe Schluf} gilt auch umgekehrt: Ergibt die Kontraktion eines Vie-
rervektors mit einem Objekt, das n Indices trégt, einen Lorentztensor (n-1).
Stufe, so war das urspriingliche Objekt ein Lorentztensor n. Stufe. Dies kann
wird verwendet, um die Transformationseigenschaften eines gegebenen Objekts
(Vierertupel, Matrix, ...) zu tiberpriifen.

6.2.2 Relativistische Energie und Impuls

Die Eigenzeit dr = y~!dt ist unter Lorentztransformationen ein Skalar, wie wir
schon gesehen hatten (sie kann auch geschrieben werden als d7? = dz,dz").
Bildet man also die ,,Vierergeschwindigkeit”

(wwz(%§)=7(5>, (6.48)

so folgt sofort, daff diese wie der Ortsvektor (z*) ein kontravarianter Vierervek-
tor ist. Fiir ihren Betrag gilt:

uut =y - %) =, (6.49)

er ist also konstant.
Ebenso kann man die ,,Viererbeschleunigung” definieren, die dann ebenfalls
ein kontravarianter Vierervektor ist:

(ah) = (%) :7< (% ) . (6.50)

d d
%uuu“ = %02 =0 = 2d"u”, (6.51)

die Viererbeschleunigung steht also immer senkrecht auf der Vierergeschwindig-
keit (vgl. Bewegung auf einer Kugelschale: die Beschleunigung steht senkrecht
auf der Geschwindigkeit, und der Betrag der Geschwindigkeit ist konstant).

Definiere nun die Ruhemasse eines Teilchens als die Masse, die gemessen
wird, wenn das Teilchen relativ zur Waage ruht. Sie hingt sicher nicht vom
Inertialsystem ab (sonst konnte man ja Inertialsysteme durch den Wert der
Ruhemasse eines bestimmten Teilchens unterscheiden, was im Widerspruch zum
Relativitéitsprinzip stehen wiirde), ist also ein Lorentzskalar. Also ist auch der
Viererimpuls

Es gilt dann:

wa:nmwwzv(m%> (6.52)

mov
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ein kontravarianter Vierervektor. Sein Betrag ist:

pup” = m%cQ, (6.53)

also konstant. Der relativistische Impuls p := ymo¢ hat nun im Vergleich zum
klassischen Impuls einen zusétzlichen Faktor .
Definiert man sich auch noch eine ,,Viererkraft” durch

F . d

= %p“ = yp", (6.54)

so sieht man leicht, daf} gilt:

und [p,F* =0, (6.55)

die Kraft steht also immer senkrecht auf dem Impuls. In Analogie zur Bewegung
auf einer Kugelschale sagt man, das Teilchen bewege sich auf der Massenschale
(auch: on-shell). Trigt man p° gegen |p| auf, so sieht man allerdings, daf§ die
Gleichung p,p" = const. keine Kugelschale (#? = const.) definiert, sondern ein
Hyperboloid; dies liegt an den Minuszeichen in der Metrik, also an der Struktur
des Minkowskiraumes. ‘

Der ,rdumliche” Anteil (u = 1,2,3) der Viererkraft ist gerade yp, also vy
mal der iiblichen, nichtrelativistischen Kraft F. Aber wie ist der ,,zeitliche”
Anteil (4 = 0) zu interpretieren? Gehe zunéchst von der Beziehung p,F* = 0
aus; dies ergibt:

3
poF® = = 3" puFt = FeyF = ymyT ey F, (6.56)
pu=0
also:

FO =

poF°  ymoTeyF ¥
Po ymoc c
Dies ist aber gerade y/c mal der (klassischen) Leistung - der zeitliche Anteil der

Viererkraft gibt also die Ar}derung der Energie an. Da hier keine potentielle
Energie auftritt, gilt: £ =T, also Fy = 1T. Andererseits ist:

oF. (6.57)

d

also schliefllich: )
P’ = ET'. (6.59)
Aufintegrieren ergibt:
T
P’ = —+k (6.60)

mit einer Integrationskonstante k, und, da p° = ymyc ist:

T = ymoc® — ke. (6.61)
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Da fiir die kinetische Energie gelten sollte: T' = 0 fiir v = 0, folgt, dal k = mgc
sein muf, also:

T = (y — 1)moc? | = y(v)moc? — y(0)moc? (6.62)

Fiir kleine Geschwindigkeiten kann man v entwickeln und erhilt dann:

1 1
T =~ (1 + 51)202 - 1> moc? = Emovz, (6.63)

was mit der bekannten klassichen Formel iibereinstimmt.

Die obigen Formeln legen folgende Interpretation nahe: Auch in Ruhe be-
sitzen Korper noch eine 'Ruheenergie’ E = v(0)mgc®> = moc?, in Bewegung
haben sie dagegen die Energie E = y(v)moc? - die kinetische Energie ist gerade
die Differenz von beiden. Definiert man nun noch die sog. bewegte Masse (im
Gegensatz zur Ruhemasse) durch m := ymg, dann ergibt sich schliefilich und

endlich die berithmte Formel:
E =mc. (6.64)

Man sieht, dafl die Masse m eines Teilchens monoton wéchst und fiir v —
¢ gegen unendlich geht. Je schneller ein Teilchen also ist, umso mehr Kraft
braucht man, um es noch weiter zu beschleunigen; um auf Lichtgeschwindigkeit
zu kommen, briuchte man unendlich viel Kraft. Damit haben wir nun auch
eine dynamische Begriindung gefunden, warum die Lichtgeschwindigkeit nicht
erreicht werden kann.

Insgesamt hat man nun also fiir den Viererimpuls:

(p") = (

Nutzt man noch aus, daB sein Betrag gleich m3c? ist, so erhilt man folgende
Beziehung zwischen relativistischer Energie, relativistischem Impuls und der
Ruhemasse:

) (6.65)

STy (e

E? =52 + m2ct. (6.66)

Diese Formel findet z.B. bei der Hamilton’schen Formulierung der Mechanik
eines relativistischen Teilchens eine Anwendung (siehe Kapitel 7) oder auch in
der relativistischen Quantenmechanik (Klein-Gordon-Gleichung).

6.2.3 * Klassifizierung von Lorentztransformationen

Bisher haben wir nur sehr spezielle Lorenttransformationen besprochen: Den
Ubergang von einem als ruhend angenommenen Koordinatensystem in ein Sy-
stem, das sich in z-Richtung mit einer Geschwindigkeit v bewegt. Dies ist
natiirlich nicht die allgemeinste mogliche Transformation - die Lorentztransfor-
mationen bilden eine viel groflere Klasse. Dies soll im folgenden niher unter-
sucht werden.

Fiihre zunéchst eine neue Notation ein: Durch

6
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wird eine neue Variable « definiert - hier zunichst ohne anschauliche Be-
grindung. Nutzt man die bekannten Formeln fiir die Hyperbelfunktionen aus,
so erhélt man dann v = cosha und By = sinha; die Transformationsmatrix
wird also zu:

cosha 0 0 —sinha
0 10 0
By =
(a",) Ce 1l (6.69)
—sinha 0 0 cosha

Diese Matrix erinnert nun aber stark an die einer Drehung! (Anmerkung: Bei
Verwendung einer imaginéren Zeit sieht sie sogar genau wie eine Drehmatrix
aus.) Das legt nahe, Lorentztransformationen als verallgemeinerte Drehungen
aufzufassen - oder andersherum: die Drehungen als eine spezielle Sorte von
Lorentztransformationen zu betrachten.

Damit die Drehungen als Lorentztransformationen aufgefasst werden kon-
nen, sollte allerdings wie fiir die bereits besprochene spezielle Lorentztransfor-
mation gelten, dafl sie das Skalarprodukt a,b* = agh? —d e b im Minkowski-
raum invariant lassen. Der vordere Summand ist nun unter Drehungen sowieso
invariant, der hintere ist das Negative des normalen Skalarprodukt im dreidi-
mensionalen Raum. Dieses ist bekanntlich ebenfalls invariant unter Drehungen
- also ist die geforderte Bedingung erfiillt.

Die Invarianz des Skalarproduktes wurde hier als Kriterium benutzt, um
zu entscheiden, ob eine Transformation eine Lorentztransformation sein kann;
auBlerdem wurde das Skalarprodukt so definiert, dal es auch unter den zuerst
betrachteten speziellen Lorentztransformationen invariant ist. Dies legt nahe,
andersherum nun zu definieren:

Alle linearen Koordinatentransformationen, die das Skalarprodukt
im Minkowskiraum invariant lassen, heiffen Lorentztransformatio-
nen.

Betrachte beispielsweise Transformationen, die einen Ubergang in Systeme
beschreiben, die sich in z- oder y-Richtung bewegen. Man kénnte wie oben
herleiten, wie sie aussehen miissen, und dann explizit zeigen, daf} sie das Ska-
larprodukt invariant lassen. Eleganter ist jedoch ein anderer Weg: Eine Be-
wegung in z- oder y-Richtung lasst sich durch eine Drehung in eine Bewegung
in z-Richtung iiberfithren - der Ubergang in ein solches bewegtes System kann
also durch die Kombination einer Drehung, einer Lorentztransformation in z-
Richtung und einer Riickdrehung beschrieben werden. Es bleibt nur noch zu
zeigen, daff die Kombination von mehreren Lorentztransformationen (hier drei)
wieder eine Lorentztransformation ergibt. Mathematisch formuliert heifit das:

Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe.

Diese Behauptung soll im folgenden bewiesen werden. Invarianz des Skalar-
produktes bedeutet ja Invarianz der Metrik, das heift, fiir eine Lorentztrans-
formation, die durch die Matrix A dargestellt wird, gilt:

g =A"gA N =g (6.69)
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Seien nun Aq, Ay die Matrizen zu zwei Lorentztransformationen. Es ist zu
zeigen, dafl das Produkt dieser Matrizen A3 := A;As wieder eine Lorentztrans-
formation darstellt. Dies siecht man aber relativ leicht:

g = A3tg(AzHT = (A1As) tg((A1Ae) T = Ay AT g(A P ATHT
= AARg(ATHT (AT = A gAY =g (6.70)

Das Produkt der Matrizen 148t die Metrik invariant - also ergibt die Hinterein-
anderausfithrung von zwei Lorentztransformationen wieder eine Lorentztrans-
formation. Damit ist die Abgeschlossenheit unter Verkniipfung von Lorentz-
transformationen gezeigt.

Zum Beweis, daf} die Lorentztransformationen eine Gruppe bilden, miissen
aber noch zwei weitere Eigenschaften nachgewiesen werden: Erstens, dafl ein
neutrales Element existiert - dies ist aber gerade die Einheitsmatrix £ = idy
bzw. Identitéitsabbildung. Es ist trivial, daf§ sie das Skalarprodukt invari-
ant 148t, also zur Menge der Lorentztransformationen gehdrt. Zweitens ist
zu zeigen, dafl zu jeder Transformation eine Inverse existiert. Es ist also zu
zeigen, daf}, wenn die Matrix A eine Lorentztransformation darstellt, auch
die Matrix A~! eine solche Transformation reprisentiert. Aber auch dies ist
einfach nachweisbar - aus A~lg(A~1)T = g folgt ja sofort ¢ = AgAT, also
(A~H7g(A~H™HT = g - was zu zeigen war.

Damit ist bewiesen, dafl die Lorentztransformationen eine Gruppe L bilden.
Mathematisch gesehen ist dies die nicht-abelsche Gruppe O(1,3) (die Gruppe
O(n,m) ist definiert als die Menge aller Transformationen, die 2% + ... + 22 —
z2 | — ... — 22, invariant 1iBt). Die orthogonale, nicht-abelsche Gruppe SO(3)
der Drehungen ist eine Untergruppe davon, die in sich abgeschlossen ist. Die
Menge der Lorentztransformationen, die keine Drehung bewirken, sondern nur
einen Ubergang in ein (in beliebige Richtung) bewegtes Bezugssystem (auch
Boosts genannt), ist dagegen nicht in sich abgeschlossen (man kann Gegenbei-
spiele konstruieren) und bildet daher keine Untergruppe. Dies ist letztlich der
Ursprung der sogenannten Thomas-Prézession (siehe z. B. Jackson: Klassische
Elektrodynamik).

Man kann allerdings noch eine andere Unterteilung der Lorentztransfor-
mationen vornehmen. Betrachte nochmals die Transformation der Metrik:
A=tg(A~HT = g. Nimmt man auf beiden Seiten die Determinante und nutzt
aus, dafl diese multiplikativ ist, so folgt, dal (det A)?> = 1 gelten muf} - also
kann die Determinante nur +1 sein. Die Lorentztransformationen, deren Ma-
trix die Determinante +1 hat, heiflen eigentliche Lorentztransformationen - sie
bilden eine Untergruppe L;: die Einheitsmatrix ist ein Element von L., mit
jedem Element von L ist auch das Inverse ein Element von L, (da das Inverse
einer Matrix mit Determinante +1 wieder Determinante +1 hat), und auch das
Produkte zweier Elemente ist wieder in L; (da die Determinante multiplika-
tiv ist). Die Menge der Matrizen mit Determinante —1 heifit dementsprechend
uneigentliche Lorentztransformationen. Diese Transformationen bilden aber
keine Untergruppe - das Produkt von zwei uneigentlichen Transformationen ist
ndmlich aufgrund der Multiplikativitit der Determinante immer eine eigentliche
Transformation.
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Eine spezielle uneigentliche Transformation ist die Paritdtstransformation
P (Raumspiegelung), die schon bei der Herleitung der speziellen Lorentztrans-
formation erwdhnt wurde. Die zugehtrige Matrix sieht wie die Metrik aus: Auf
der Diagonalen einmal +1 und dreimal —1, der Rest 0. Die Verkettung der
Parititstransformation mit einer uneigentlichen Transformation A~ ergibt im-
mer eine eigentliche Transformation A*: PA~™ = AT, Durch Multiplikation mit
P~ = P von links folgt: Fiir alle uneigentlichen Transformationen gibt es eine
eigentliche Transformation, so dal A~ = PA™ ist. Dies kann man auch kiirzer
schreiben als L_ = PL, - die Multiplikation eines Mengenelements P mit einer
Menge wird hierbei folgendermaflen definiert:

P- {Al,Ag,Ag,...} = {PAl,PAQ,PAg,...}. (671)

Statt der Paritits- konnte man auch die Zeitumkehrtransformation 7' be-
trachten. Die zugehorige Matrix hat auf der Diagonalen einmal —1 und dreimal
+1, der Rest ist 0. Um eine Unterteilung der Lorentztransformationen zu spe-
zifieren, betrachte nun die Komponente A%, - diese verkniipft ja gerade die
Zeitkoordinaten in den beiden Koordinatensystemen miteinander. Aus

3

goo = 1 = A" gAY og, = (A%)? — z:(Aio)2 (6.72)
i—1

folgt sofort, da8 |A%;| > 1 gelten muB. Entsprechend nennt man nun die Trans-
formationen mit A%, > 1 orthochron und die mit A°, < —1 nicht-orthochron.
Die jeweiligen Mengen werden mit LT bzw. L+ bezeichnet. Man sieht leicht
ein, da L¥ = TL" ist. Auch LT ist eine Untergruppe: die Einheitsmatrix ist
ein Element von LT, mit jedem Element in L' ist auch das Inverse in LT (da
(A=Y)po = Ago nach (6.43)). Wie man allerdings zeigt, da8 auch das Produkt
zweier Elemente wieder in LT liegt, weiss ich leider nicht... Aber es ist ja auch
anschaulich klar, daf} die Hintereinanderausfithrung von zwei Transformationen,
die die Zeitrichtung invariant lassen, ebenso diese Richtung invariant lasst.
Insgesamt kann man also die Lorentztransformationen in vier Klassen ein-

teilen:
Ll detA =1 A% >1 eigentlich, orthochron

L' detA=-1 A% >1 uneigentlich, orthochron
Li detA =1 A% < —1 eigentlich, nicht-orthochron
L* detA=-1 A% < —1 uneigentlich, nicht-orthochron

Nur die erste Menge bildet eine Untergruppe von L, die anderen erhilt man
daraus durch: L' = PLY, LY = 7Ll und LY = PTLL = —L! (sie sind
sogenannte Linksnebenklassen).

Die Gruppe aller Lorentztransformationen kann damit nun also geschrieben
werden als:

L=rlurlurburt = thuptlurtiu-Ll = (B, P, T,-E}-LL. (6.73)

Alle Transformationen in LL kann man sich nun als zusammengesetzt aus
einem Boost und einer Drehung vorstellen. Die Menge aller Drehungen ist
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dabei wiederum eine Untergruppe von Ll, die Menge aller Boosts nicht. Da
die Drehungen durch drei Parameter klassifiziert werden kénnen (die drei Euler-
Winkel) und die Boosts ebenfalls durch drei (fiir jede Raumrichtung ein «;),
kann jede beliebige eigentliche orthochrone Lorentztransformation also durch
sechs Parameter beschrieben werden. Die zur Drehung geh6renden drei sind auf
den Bereich von 0 bis 27 eingeschriankt; man sagt, die Menge der Drehungen
ist eine kompakte Gruppe. Die anderen drei konnen dagegen jeden beliebigen
Wert annehmen - die Menge der Boosts ist nicht kompakt. Damit ergibt sich
automatisch, dafl auch Li keine kompakte Gruppe ist.

Zum Abschluf} soll noch der am Anfang recht kiinstlich eingefiihrte Para-
meter « physikalisch interpretiert werden. Betrachte dafiir die Addtionsformel
fiir Geschwindigkeiten und setze auf beiden Seiten 8 = tanh « ein:

tanh o + tanh o
1 + (tanh aq)(tanh )

tanh ag = = tanh(a; + a2), (6.74)

wobei das Additionstheorem fiir den Tangens hyperbolicus verwendet wurde.
Man hat also:

‘043 = a1 + Q9. ‘ (6.75)

« ist damit nichts anderes als die relativische Verallgemeinerung von Relativ-
geschwindigkeiten! Bewegt sich System 1 relativ zu System 2 und System 2
relativ zu System 3, so erhilt man die Relativgeschwindigkeit zwischen 1 und
3 wie gewohnt durch Addition - nur werden nun eben nicht mehr direkt die
,,anschaulichen” Geschwindigkeiten v addiert, sondern stattdessen die ,,verall-
gemeinerten” Geschwindigkeiten o = artanh(v/c). |v| ist beschrinkt auf Werte
kleiner ¢, o dagegen kann jeden beliebigen Wert annehmen. Insofern ist «
eigentlich eine ,,verniinftigere” Geschwindigkeit als v - allerdings eben leider
weniger anschaulich.

6.3 Manifest kovariante Formulierung der Elektro-
dynamik

6.3.1 Stromdichten und Felder

Wir haben gesehen, wie die Gesetze der Mechanik abgeandert werden miissen,
um Invarianz unter Lorentztransformationen zu erreichen. Wie im folgenden
dargelegt wird, ist eine Anderung der Gesetze der Elektrodynamik dagegen
iiberhaupt nicht nétig - sie sind schon invariant unter Lorentztransformationen.
Allerdings sieht man das den Maxwellgleichungen nicht an; sie miissen zunéichst
umformuliert, in eine manifest kovariante Form gebracht werden.

Dies funktioniert allerdings nur im Vakuum problemlos - die Anwesenheit
von Materie fithrt ja beispielsweise dazu, dafl die Lichtgeschwindigkeit einen an-
deren Wert als den im Vakuum hat, was im Widerspruch zu den Einstein’schen
Postulaten steht. Die Behandlung der zusétzlichen Probleme, die durch den
Einflufl der Materie entstehen, ist kompliziert (und ich habe keine Ahnung, wie
man das macht).
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Betrachten wir also zunichst die vorkommenden Groéflen: E, E, ;, p. Ist
es moglich, daraus Vierervektoren zu konstruieren? Bei den Feldern scheint
es nicht zu funktionieren, aber die Strom- und Ladungsdichten kann man ver-
suchsweise zusammenfassen:

(") = ( P ) (6.76)

Ist dies nun wirklich ein Vierervektor? Erinnern wir uns dafiir an die Konti-
nuititsgleichung:

%erdivjz 0. (6.77)

Sie kann nun folgendermaflen umgeschrieben werden:

8,5" = 0. (6.78)

Da sie in jedem Inertialsystem gilt, ist die 0 auf der rechten Seite ein Lorentzska-
lar. 0, ist ein kovarianter Vierervektor - also ist j# wirklich ein kontravarianter
Vierervektor.

Damit wére ein Element der Grundgleichungen der Elektrodynamik also
schon manifest lorentzinvariant formuliert. Doch das Problem mit den Feldern
besteht immer noch - als Vierervektoren kann man sie nicht darstellen. Es
gibt allerdings eine Alternative: Wie wir wissen, kann man Kreuzprodukte von
Vektoren auch in Matrixform schreiben:

. 0 —a, ay .
axb= a, 0 —a; |0, (6.79)
—ay Oy 0

wobei die hier auftauchende Matrix antisymmetrisch ist. In der inhomogenen
Gleichung fiir das Magnetfeld taucht eine Rotation auf, also ein Kreuzprodukt.
Schreiben wir das Magnetfeld also versuchsweise in Matrixform hin, fiigen das
elektrische Feld hinzu, um eine 4 x 4-Matrix zu erhalten, und achten dabei auf
die Antisymmetrie:

0 -E, -E, —E,
E, 0 -B, B
uvy . T z Y
e (6.80)
Yy
E, -B, B, 0

Die Vorzeichen wurden hier passend gewéhlt, damit nachher die richtigen Glei-
chungen rauskommen.

Nun kann man die inhomogenen Maxwellgleichungen ndmlich einfach fol-
gendermaflen schreiben:

4
0, F" = %Tj”. (6.81)
Beispielsweise fiir v = 0 ergibt sich:
10 0 0 0 4m
-—0+ —F —F —F,=— 6.82
c Ot +8$ x+8y y+8z 2T (6.82)
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also die erste Maxwellgleichung
divE = 4mp. (6.83)

Ebenso ergeben sich fir v = 1,2, 3 die drei Komponenten der vierten Maxwell-
gleichung.

In (6.81) steht rechts ein kontravarianter Vierervektor, links die Kontrak-
tion eines kovarianten Vierervektors mit der Feldstidrken-Matrix - also muf
die Matrix ein zweifach kontravarianter Lorentztensor sein. Man spricht vom
Feldstdrkentensor.

Wie bei jedem anderen Lorentztensor kann man natiirlich auch bei diesem
beliebig die Indices herunterziehen; oft verwendet wird die Form mit beiden
Indices unten:

0 E, E, E,

—-FE 0 —-B B

— AP\ T z y
(F;u/) = (gu/\gupF ) = _Ey B, 0 _B, (6.84)

-k, -By B; 0

Die inhomogenen Maxwellgleichungen sind damit umgeschrieben; eine et-
was ldngliche Rechnung zeigt, daf} die homogenen Gleichungen folgende Form
annehmen:

OHFY N 4 9" FM + PFH =0 (6.85)
Man definiert nun durch
0 -B, -By —-B,
- 1 B 0 E —-FE
WUy . = vof — x z y
(F ) T 2 (6 Faﬁ) By _Ez 0 Ea: (686)
B, E, -E, 0

den sogenannten dualen Feldstirkentensor. Dieser ist ebenfalls ein zweifach
kontravarianter Lorentztensor, da e*®?  die vierdimensionale Erweiterung des
Levi-Cevita-Symbols, ein vierfach kontravarianter Lorentztensor ist (in jedem
Inertialsystem gilt definitionsgemif: sind mindestens zwei Indices gleich, so ist
er gleich 0, ansonsten das Signum der entsprechenden Permutation von (0123)).
Dann kann man die homogenen Maxwellgleichungen auch wie folgt schreiben:

0, FM = 0. (6.87)

Mit den Definitionen (6.76), (6.80) und (6.86) und den Gleichungen (6.78),
(6.81) und (6.87) haben wir nun also eine manifest lorentzinvariante Darstellung
der Grundgleichungen der Elektrodynamik gefunden. Die Gleichungen wurden
nur umgeschrieben - es war nicht nétig, neue Begriffe einzufithren wie in der Me-
chanik (,,relativistische Geschwindigkeit” (u*) u. 4. ) oder irgendwo y-Faktoren
einzufiigen. Dies war auch fast schon zu erwarten: Die Maxwell-Gleichungen
waren der Ausgangspunkt und die Motivation fiir die Lorentztransformationen
- also scheint es natiirlich, da8 bei ihnen keine Anderungen notwendig sind.
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Was noch fehlt, ist die Lorentzkraft - darauf werden wir allerdings erst am
Schluf} dieses Kapitels eingehen. Vorher soll noch gezeigt werden, dafl auch
die Darstellung mit Hilfe der Potentiale manifest lorentzinvariant geschrieben
werden kann, da diese z.B. in der Quantentheorie wichtiger sind als die Felder
oder Kriifte.

6.3.2 Potentiale

Es liegt nun natiirlich nahe, einfach das Skalar- und das Vektorpotential zu
einem Vierertupel zusammenzufassen:

(AP = ( f%) . (6.88)

Ist dies nun ein kontravarianter Vierervektor? Um diese Frage zu beantworten,
betrachte die Gleichungen, die die Potentiale erfiillen:

10 L 19
|:| P — 1 _— = .
T <d1VA + -5 <1>> Arp (6.89)
. .10 A7
OA + grad <divA+——<I>> = 7 (6.90)
c Ot c

Dies kann umgeschrieben werden zu

47

gA* — gt9,AY = —jH (6.91)
c
bzw. zu
4 .
(0,0 — 019, AY = — 4. (6.92)
c

Der in der Klammer stehende Differentialoperator ist ein einfach kontra- und
einfach kovarianter Lorentztensor, rechts steht ein kontravarianter Vierervektor
- also ist A¥, wie erwartet, ein kontravarianter Vierervektor.

Eichtransformationen haben nun die einfache Gestalt

Al = AP — 9Py (6.93)

mit einem beliebigen Skalarfeld x. Man sieht nun auch, dafl die Bedingung fiir
die Lorentzeichung lorentzinvariant dargestellt werden kann:

9, A" = 0. (6.94)

Das heifit, wenn man in einem Inertialsystem die Potentiale so gewihlt hat, daf3
sie die Lorentzeichbedingung erfiillen, so tun sie das auch in allen anderen In-
ertialsystemen. Die Coulombeichbedingung ist dagegen nicht lorentzinvariant.

Setzt man die Lorentzeichung in die obige inhomogene Gleichung ein, so
erhilt man schlieflich die einfache Beziehung

4
OAF = %j“. (6.95)
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Diese Gleichung kann nun wiederum allgemein mittels der Green’schen Funktion
zum d’Alembert-Operator gelost werden.

Wegen der fehlenden Lorentzinvarianz konnen die Gleichungen, die sich aus
der Coulombeichung ergeben, dagegen nicht im Vierervektor-Formalismus dar-
gestellt werden.

Um den Zusammenhang mit dem Feldstidrkentensor zu sehen, betrachte die
bekannten Beziehungen zwischen den Potentiale und den Feldstéirken, beispiels-
weise fiir die x-Komponente:

0A, 0A,

23 _ _ n _ _ _ 9243 _ 93 42
FB3 =B, = (rotA)I_ T A (6.96)
FO—p, = (-%-51’) _ 0% 10 g0 gogr (6.97)
c Ja or ¢ Ot

Damit sieht man leicht ein, dafl der Feldstidrkentensor auch folgendermafien
dargestellt werden kann:

FH = 9rAY — ¥ AP (6.98)

Dieser Form sieht man sowohl die Antisymmetrie als auch das Verhalten unter
Lorentztransformationen sofort an. Setzt man sie in die inhomogenen Maxwell-
gleichungen (6.81) ein, so erhilt man wiederum die obige Gleichung (6.91) fiir
das Viererpotential.

6.3.3 * Lorentzkraft und Energie-Impuls-Tensor

Fir die i-te Komponente der Lorentzkraftdichte gilt:

—

- dp, 1+
(Foean)i = (P2) = p By 27 B (6.99)
i C

Unter Benutzung der Viererstromdichte und des Feldstédrkentensors wird dies
Zu:

- 1. .
(fmech)i = _E],uFm (6100)

Fiir die Anderung der mechanischen Energiedichte durch Ohm’sche Verluste,
also die Leistungsdichte P, hat man:

neeh — je B =—j,FH0 (6.101)

Definiert man nun

( ﬁech) — ( P@ech/c > : (6102)

f mech

so kann man diese beiden Beziehungen zusammenfassen:

1
ecn = — v F, (6.103)

mech —

Aus dieser Gleichung ergibt sich, da$ f” ., ein kontravarianter Vierervektor
ist.
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Unser Ziel ist nun, die Gleichungen fiir Energie- und Impulserhaltung kovari-
ant zu formulieren. Setze dafiir zunéchst die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
ein und benutze dann die Produktregel:

1 v
fech = _E(aAFAy)F“
= OB — By (V)
T
- —ﬁ[a)‘(F/\,,F”“) - %F,\,,(8’\F”“) — %FMWFA“)], (6.104)

wobei im letzten Schritt der hintere Term aufgespalten und einige Indices um-
benannt wurden. Benutze nun die Antisymmetrie des Feldstirkentensors und
die homogenen Maxwellgleichungen (6.85):

1 y 1 . 1 .
#Lech = _E[a)\(FAuF H) - EF)\I/(a)\F ,u) - iF)\V(a F’u)\)]
= _i A Vi l 0 AV
= 4W[8 (F F7) + 5 Py (0" F)]
1 1
= OB E) + 10" (B ) (6.105)

Im letzten Schritt wurde wiederum die Produktregel angewandt. Es ergibt sich
also schliefllich:

1 1
#Lech = _8AE[9AprVFVu + Zg)‘“prFW]

= —O\TM, (6.106)

wobei der sogenannte Energie-Impuls-Tensor definiert ist als

1 1
TH .= E(g“pr)\F/\V + Zg“"FpAFp/\) (6.107)

Die Energie- und Impulserhaltung kann also insgesamt geschrieben werden als:

1
T = ~frveen = —Ju™. (6.108)

Wie man schon an der Definition sieht, ist T#” ein zweifach kontravarianter
Lorentztensor. Auflerdem ist er symmetrisch; dem hinteren Term sieht man das
sofort an (g"” ist symmetrisch), beim vorderen Term verfahre folgendermafien:

g F\FY = FLFY = F\'F" = P F,\!' = g"’F,*F\"' = g"’ F \F*".
(6.109)
Die dritte wichtige Eigenschaft des Energie-Impuls-Tensors ist, dal seine Spur
verschwindet:

1 1 1 1

Sp(T) = TV = (g FpFy + 0" Fp ) = - (FF7, + JAF,F™)
1

= E(FHAFA“ — F)\F") =0. (6.110)
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Setzt man die Definition des Feldstirkentensors ein, so kann man die expli-
zite Gestalt von T*” ausrechnen:

= (6 ) a1y

mit den bekannten Definitionen:

1 = -,
Wem = 8—(E2 + B?) (Energiedichte) (6.112)
s
S = f(ff x B) (Energiefludichte: Poyntingvektor) (6.113)
s
; 1 - = S :
Pem = 4—7rc(E x B) = = (Impulsdichte) (6.114)
1 — — — —
T = Wemids — ——(E® B+ o B) (6.115)
T

(Impulsfludichte: Maxwell’scher Spannungstensor)

Aus (6.108) ergeben sich dann wieder die bekannten Erhaltungssitze bzw.
Kontinuitétsgleichungen fiir Energie und Impuls:

Owem + VoS = —jeE (6.116)
Ofen +VeT = —pE—-jxB (6.117)
C

Die Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors folgt nun aus der Symmetrie des
Spannungstensors und der Beziehung zwischen Energiefludichte und Impuls-
dichte; die Spurfreiheit folgt aus der Tatsache, daf} die Spur des Spannungsten-
sors gleich der Energiedichte ist:

. ! ..
SP(T) = THH = TOO + ZTli =T% - ZT” =T1% - SPTM = Wem — Wem = 0.
] ]

(6.118)

6.3.4 Lorentztransformation der Felder; Dopplereffekt; Invari-
anten

Das elektrische und das magnetische Feld sind jeweils Teile des Feldstédrkenten-
sors, sie transformieren also anders als beispielsweise der Ortsvektor &, obwohl
sie ebenfalls (dreidimensionale) Vektoren sind. Man hat:

F'"™ = NF AV \FP (6.119)

Wihle als Beispiel die anfangs behandelte Lorentztransformation in ein in z-
Richtung bewegtes Bezugssystem. Dann ergibt sich explizit:

0 —vEy + fyBy —vEy — ByBy —E,
(F/uu) _ +vE, — ByB,y 0 —-B, —ByE; + By
+vEy + 7By B, 0 ~BYE, — B,
Ez +/67Ex - ’YBy +/67Ey + ’YBx 0
(6.120)
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Daraus kann man die transformierten Felder ablesen:

Ea,v = v(Ey - 5By)

Eg,/ = V(Ey + BBy)

E; = FE,

B, = 7(B:+BEy)

Bg,/ = ’Y(By - IBE:D)

B; = B,. (6.121)

Beriicksichtige nun noch, daf§ ¥ = vé, ist, und zerlege E und B jeweils in ihre
Anteile parallel und senkrecht zu v; dann gilt:

E' = y(E.+FxB)

B = & (6.122)
B:l = 7_'(11 - g X E) .

B, = B

Diese Formeln gelten nicht nur fiir den Ubergang in ein in z-Richtung bewegtes
Bezugssystem, sondern konnen allgemein fiir beliebige Boosts benutzt werden.
Vergleiche dies mit dem Transformationsverhalten des Koordinatenvektors:

1

7, = I
) — -
& = 7 (xH - ﬂct) . (6.123)

Es treten sowohl Gemeinsamkeiten als auch Unterschiede auf. Das erste,
das auffillt, ist das Auftauchen der v- und S-Faktoren in beiden Féllen: Die
ungestrichenen Gréflen werden mit v multipliziert, und andere Gréflen werden,
zusédtzlich mit 8 multipliziert, subtrahiert. Es findet also jeweils eine Vermi-
schung von Groéflen statt, die vorher scheinbar nichts miteinander zu tun hatten,
wobei die dazugemischten Groflen um einen Faktor ¥ kleiner sind als die ur-
spriinglichen.

Damit horen die Gemeinsamkeiten aber auch schon auf: Wihrend beim Ko-
ordinatenvektor die nullte Komponente des Vierervektors dazugemischt wird,
mischen hier zwei Dreiervektoren miteinander. Durch Lorentztransformation
kann aus einem elektrischen Feld ein magnetisches werden und umgekehrt! Da-
mit hat man etwas ganz wesentliches gezeigt: Elektrische und magnetische
Felder sind eigentlich identisch - wie sich das ,,elektromagnetische Feld” jeweils
bemerkbar macht, hingt nur vom Bewegungszustand des Beobachters ab!

Ein Beispiel: Wenn ein Elektron durch ein Magnetfeld fliegt, wird es ab-
gelenkt. Wie sieht dieser Vorgang aus, wenn man in das Bezugssystem des
Elektrons geht? Dann ist das Elektron ja in Ruhe - also diirfte das magnetische
Feld keinen Einflul auf es haben. Man kann sich aber ausrechnen, dal vom
Elektron aus gesehen zusétzlich ein elektrisches Feld existiert - und dieses hat
genau die Stdrke und Richtung, die nétig ist, um vom Standpunkt des Elek-
trons aus die Beschleunigung zu erklidren, die der ruhende Beobachter durch
das Magnetfeld erklért.
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Die Transformationsformel fiir das elektrische Feld kann man sich dement-
sprechend auch schon an der Formel fiir die Lorentzkraft klarmachen:

F=q(E+ - x B). (6.124)

ol

Multipliziere diese Gleichung mit vy, damit links die relativistische Kraft steht:
vF = qy(E + 3 x B) (6.125)

Diese Kraft kann man nun so interpretieren, daf ein ,,effektives” elektrisches
Feld E’ auf das Teilchen einwirkt. Dann hat man sofort:

E' =~y(E + § x B) (6.126)

- was genau die oben angegebene Transformationsformel fiir E | ist.

Die eben angesprochene Einheit des elektrischen und des magnetischen Fel-
des sieht man auch schon daran, daf} sie zusammen im Feldstirketensor stehen -
sie bilden gemeinsam ein physikalisches Objekt. Fiir unsere Sinne und unseren
,,gesunden Menschenverstand” erscheinen sie zwar als zwei getrennte dreidi-
mensionale Vektorfelder, in Wirklichkeit gehoren sie aber zusammen und sind
nur zwei verschiedene Erscheinungsformen desselben vierdimensionalen Tensor-
feldes.

Deswegen transformieren die Vektorfelder auch so anders als beispielswei-
se der dreidimensionale Koordinatenvektor: Wie schon besprochen, mischen sie
untereinander statt mit einer (hier gar nicht vorhandenen) nullten Komponente.
Der zweite wichtige Unterschied ist das Verhalten der einzelnen Komponenten:
Die Komponente in Bewegungsrichtung bleibt erhalten, die senkrecht dazu wer-
den dagegen transformiert - im Gegensatz zum Koordinatenvektor, bei dem die
Transformation nur Auswirkungen auf die Komponente in Bewegungsrichtung
hatte. Die fithrt zu einer Verzerrung der Felder bewegter Ladungen: In Flug-
richtung misst man immer noch das Feld einer (ruhenden) Punktladung, senk-
recht dazu ist dagegen das Feld stirker - die Feldlinien werden immer dichter
zusammengedringt, um so grofer die Geschwindigkeit ist (siehe auch Greiner,
FElektrodynamik). Auch Effekte wie die sog. Synchrotronstrahlung konnen da-
mit erklart werden.

Wellen scheinen in bewegten Bezugssystem bekanntlich eine andere Fre-
quenz zu haben als in ruhenden (Dopplereffekt). Bei der Herleitung der Fre-
quenzverschiebung unterscheidet man klassisch die Fille bewegter Sender/ ru-
hende Quelle und bewegte Quelle/ ruhender Sender. Vom Standpunkt des Rela-
tivitdtsprinzips aus kann man diese beiden Félle allerdings nicht unterscheiden -
fiir beide muf} dieselbe Formel gelten! Der Unterschied zu ,,klassichen” Wellen
ist der, dafl bei diesen auch noch ein Medium existiert, in dem sie sich aus-
breiten, so dafl man Bewegungen immer eindeutig relativ zu diesemm Medium
angeben kann. Ein solches Medium existiert aber bekanntlich fiir elektroma-
gnetische Wellen nicht (vgl. Michelson-Morley).

155



Betrachten wir also nun eine elektromagnetische ebene Welle mit den Am-
plituden f,,,, dem Wellenvektor & und der Frequenz w:

Fu (%, 1) = fue kit (6.127)
In einem relativ dazu bewegten Inertialsystem gilt dann:
L (@ 1) = [, =et), (6.128)
wobei die Feldstirketensoren iiber
F'™(&,1) = M A FPEE 1), 17, 1) = AP AV fAGETD (6.129)

miteinander verkniipft sind. Da aber die Amplituden f,, bzw. f;w ebenfalls
elektrische und magnetische Feldstirken sind, transformieren sie genauso:

FH = AN P (6.130)

Eingesetzt in (6.129) ergibt sich, daf§ die Welle im neuen Koordinatensystem
die folgende Gestalt hat:

L (&,1) = fl, e ke, (6.131)

Vergleicht man dies mit dem obigen Ansatz fiir die Welle im neuen Koordina-
tensystem, so sieht man, dal die Phasen gleich sein miissen:

FoeZ —wt =kei— wt. (6.132)

Definiert man sich den Vierertupel

(k) = ( w,éc ) : (6.133)

so kann die Phasengleichheit geschrieben werden als:
Kt = Kkt (6.134)

das Skalarprodukt aus k& und z ist also lorentzinvariant. Daraus folgt sofort,
dafl der Vierer- Wellenvektor (k*) ein kontravarianter Lorentz-Vierervektor ist.
Dies sieht man auch an den de Broglie-Beziehungen £ = hw, p = hk der
Quantenmechanik: Sie kénnen abkiirzend geschrieben werden als p* = hk*. Da
(p") aber ein kontravarianter Vierervektor ist und 7 sicher ein Lorentzskalar,
ergibt sich, daf§ auch (k*) ein kontravarianter Vierervektor sein musf.

Damit ergibt sich fiir die Transformationseigenschaften unter einer Lorentz-
transformation (in z-Richtung):

W' = v(w-—k,Bc)

K, = kg

ky = ky

kK, = ~(k, —wp/c). (6.135)
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Allgemeiner ergibt sich fiir eine Lorentztransformation in Richtung 7 (Einheits-
vektor): w' = y(w —k o7 fc) = v(w — keB cos(6)), wobei 6 der Winkel zwischen
der Ausbreitungsrichtung der Welle und der Bewegungsrichtung des gestriche-
nen Inertialsystems ist. Mit der Dispersionsrelation w = kc folgt also schlief3lich:

W' = yw(1l — Bcos(h)). (6.136)

Daran sieht man beispielsweise, dal sogar bei einer Bewegung senkrecht zur
Richtung des Lichts ein Dopplereffekt auftritt (w' = yw fiir 0 = 7/2): dies
ist der sogenannte transversale Dopplereffekt, der experimentell auch bestétigt
wurde. Aus den Transformationsformeln fiir den dreidimensionalen Wellenvek-
tor kann man auflerdem herleiten, dafl man im gestrichenen System die Aus-
breitungsrichtung der Welle unter einem anderen Winkel sieht (Aberration):

sin(6)

tan(0') = cos(8) —B)’

(6.137)

Zum Abschluf} soll noch eine weitere Analogie zur Mechanik untersucht
werden. Dort gibt es Grofien, die unter Lorentztransformationen invariant sind,
ndmlich die Skalarprodukte von Vierervektoren, z. B. z,z#. Gibt es solche
Invarianten auch in der Elektrodynamik?

Wir haben hier einerseits die Vierervektoren j#, A* und 0*. Skalarprodukte,
in denen A vorkommt (beispielsweise die Lorentzeichung 0,A*), sind zwar
sicher invariant, machen aber keine Aussagen iiber ,,anschauliche” physikalische
Groflen. Sinnvoller ist da schon die Kontinuititsgleichung d,7# = 0, die die
Ladungserhaltung ausdriickt.

Andererseits haben wir nun aber auch noch den Feldstéirketensor F*¥ und
den zugehorigen dualen Tensor F®. Um aus diesen Skalare zu konstruie-
ren, miissen beide Indices kontrahiert werden; Beispiele hierfiir sind F),, F"¥,
FWF'V“, F'WF”“ F'WF'V“, JuF* j, usw. Eine genauere Untersuchung ergibt,
dal von den ersten vier jeweils zwei dasselbe Ergebnis liefern; die anderen
Moglichkeiten sind von geringerem physikalischem Interesse. Explizit hat man:

F,, F"" = 2B? — 2* (6.138)

und

F,, F"" = —4F o B. (6.139)

Die Ausdriicke 2 — B2 und E e B sind also lorentzinvariant. Dies hitte man
ohne Verwendung des Vierervektor-Formalismus schwerlich herausgefunden.
Man kann die beiden Invarianten auch zusammenfassend darstellen: In dem

Ausdruck )
(E+iB) =B~ B2 +2iE o B (6.140)

sind Real- und Imaginérteil beide lorentzinvariant.
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Kapitel 7

Lagrange- und
Hamiltonformalismus in der
Elektrodynamik

In der Vorlesung Theoretische Physik I (Theoretische Mechanik) wurden zwei
relativ abstrakte, aber auch sehr allgemeine Formalismen hergeleitet, mittels
derer die Bewegungsgleichungen fiir ein gegebenes mechanisches System ausge-
rechnet werden kénnen. Dies sind der Lagrange- und der Hamiltonformalismus
mit jeweils einer zugehorigen Funktion L(z, %) bzw. H(z,p). Dieser Formalis-
mus soll nun auch auf die Elektrodynamik erweitert werden.

Der Sinn ist nicht sofort einsichtig - wie auch schon in der Mechanik kénnen
wir uns ja die Bewegungsgleichungen mittels der Ausdriicke fiir die Krifte so-
fort herleiten und brauchen diesen komplizierten Formalismus eigentlich gar
nicht. Dieser hat jedoch (unter anderem) den Vorteil, daf} alle physikalischen
Gesetze nun in einem Ausdruck zusammengefafit werden kénnen: Aus der La-
grangefunktion erhilt man mittels der Euler-Lagrange-Gleichungen alle Be-
wegungsgleichungen, ebenso aus der Hamiltonfunktion mittels der Hamilton-
Gleichungen. Man muf) nicht mehr jede Bewegungsgleichung einzeln hinschrei-
ben, sondern hat alle zusammen in einer Formel. Die Lagrange- und die Ha-
miltonfunktion beschreiben also jeweils die komplette ,,Physik” des Systems.

Konkrete Anwendungen findet der Hamiltonformalismus dann vor allem in
der Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie, wenn man zum Hamiltonopera-
tor iibergeht. Der Lagrangeformalimus ist dagegen der Ausgangspunkt fiir den
Pfadintegral-Formalismus, ebenfalls sowohl in der Quantenmechanik als auch
in der Quantenfeldtheorie.

7.1 Bewegtes Punktteilchen

Zunichst wollen wir wieder die Bewegungsgleichung fiir ein Punktteilchen fin-
den, wie schon in der Theoretischen Mechanik. Neu hinzu kommt jedoch, dafl
wir nun auch relativistische Effekte beriicksichtigen und auflerdem die Kréfte
nun von elektromagnetischen Feldern herstammen. Es treten also auch (durch
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die Lorentzkraft) geschwindigkeitsabhingige Krifte auf - es ist nicht von vorn-
herein klar, wie man mit diesen umzugehen hat.

7.1.1 Freie relativistische Bewegung

Zunéchst soll ein Fall ohne elektromagnetische Felder betrachtet werden: Die
Lagrange- und Hamiltonfunktion fiir ein freies Teilchen der Ruhemasse my.
Dies wurde zwar eigentlich schon in der Theoretischen Mechanik behandelt -
dort allerdings nur im nichtrelativistischen Grenzfall. Mit unseren Kenntnis-
sen iiber Relativitdtstheorie kann dies nun auf eine relativistische Bewegung
verallgemeinert werden.

Ausgangspunkt soll hierbei die Hamiltonfunktion sein. Diese ist ja im all-
gemeinen identisch mit der Gesamtenergie; also gilt nun (fiir eine Bewegung in

x-Richtung):
H(z,pg,t) = \/p2c? + mict. (7.1)

Durch eine der beiden Hamiltongleichungen ist dann die Geschwindigkeit fest-
gelegt:

OH 2
b= = (7.2)
Opyg /p92602 + m%c‘l
also
moT .
Dz = 70.2 = YMoT, (7.3)
1 %

wie schon in Kapitel 6 hergeleitet.
Fithrt man nun eine Legendre-Transformation aus, so erhilt man die La-
grangefunktion:

L(z,&,t) = pgi— H(z,ps,t) = ymot —\/ymx202+m ct

P2
= 'ymgx —mgc —I—l—fymox mc /20 +1
\/ 1—42/c?
= ymoi? — moc? —')/mgx —c)
\/ ——2

2

T
= —ymoc?(l — 0—2) = —ymoc? 72 (7.4)
also
. m002

dasselbe Ergebnis erhilt man auch fiir dreidimensionale Bewegungen.
Im Limes ¢ <1 ergibt dies:

1
L(z,%,t) ~ Emga'::z — mgc?, (7.6)

also gerade die iibliche kinetische Energie, nur dafl jetzt noch die Ruheener-
gie abgezogen wird. Die Ruheenergie/-masse kann also als potentielle Energie
aufgefaflt werden (im Higgs-Feld).
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7.1.2 Nichtrelativistisch bewegte Punktladung im elektroma-
gnetischen Feld

Auf bewegte Punktladungen wirkt die Lorentzkraft - diese ist von der Geschwin-
digkeit abhingig. Die gewohnte Beziehung L = T'—V gilt aber nur dann, wenn
die auftretenden Krifte geschwindigkeits-unabhéingig sind! Ebenso gilt nun
nicht mehr unbedingt, dafl die Hamiltonfunktion identisch mit der Gesamt-
energie ist. Damit konnen wir nun weder Lagrange- noch Hamiltonfunktion
direkt hinschreiben.

Wir gehen deshalb einen anderen Weg: Zunichst fordern wir, daf die Euler-
Lagrange-Gleichung

— 2 _ 2= 7.7
weiterhin giiltig sein soll. L muf} nun so konstruiert werden, dafl diese Formel
die korrekte Bewegungsgleichung fiir ein bewegtes Punktteilchen liefert.

Setze dafiir zunéchst die iiblichen Terme fiir die kinetische und die poten-

tielle Energie an: T = %mog'"cg, Ve = q®. Da die Lorentzkraft vom Magnetfeld
abhingt und dieses wiederum vom Vektorpotential, liegt es nun nahe, analog
zum Term mit dem skalaren Potential noch einen hinzuzufiigen, der das Vek-
torpotential enthélt. Die Lagrangefunktion mufl aber ein Skalar sein - also kann
der Term, der das Vektorpotential enthélt, nur ein Skalarprodukt von A mit
einem anderen Vektor sein.

Zur Auswahl stehen im wesentlichen: 1) A e A - dann kéime in der Lagran-
gefunktion das Vektorpotential quadratisch vor, im Gegensatz zum skalaren
Potential. 2) Ve A - dann wiirde die Lagrangefunktion eine Ableitung des Vek-
torpotentials enthalten, wiederum im Gegensatz zum Term mit dem skalaren
Potential. 3) Z' e A - sieht nicht schlecht aus, aber irgendwie vermisst man in
diesem Term die Tatsache, dafl die daraus abgeleitete Kraft von der Geschwin-
digkeit abhingt; auflerdem steht keine sinnvolle Konstante zur Verfiigung, mit
der man diesen Term auf die richtige Einheit bringen kénnte. 4) e A - dies
scheint recht vielversprechend zu sein: die Bewegung steckt in diesem Term
drin, und die Einheit bekommt man richtig hin, wenn man noch einen Faktor
% einbaut - wie iiblich. Fiigt man noch die Ladung hinzu, dann hat man also
als Ansatz:

—

1 . "
L= Emoa':'z —q® + kq% o A (7.8)

mit einer noch festzulegenden Konstante k.
Die Ableitungen der Lagrangefunktion sind nun:

oL . q
oL oD Z 0A
or;  lom, - kq; * or; (710)

Bei der Berechnung der totalen Zeitableitung mufy darauf geachtet werden, dafl
A nicht nur direkt von der Zeit abhingt, sondern auch auf dem Umweg iiber
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die Bahnkoordinaten:

d 0A; 04; O

LAz — = A; + 7o VA, 11
dt z(x(t)at) ot + - 8$j ot i +TeVA; (7 )

Setzt man diese Ausdriicke schliefflich in die Euler-Lagrange-Gleichung ein, so
hat man:

mgii—l-kgz‘.li—i-kgfo §Ai+q— - — =
c c ox; c ox;

0. (7.12)

Fasse nun die beiden Summanden mit & zusammen. Um den Term & e
(VAi — %) auszuwerten, betrachtet man am besten eine feste Komponente,
12

also beispielsweise i = 1 (z; = z1 = z):

Az _ 0As

2 0
. o O0A ox 0
Zo|[VA, — — | =Ue 854”—83—& =ve B, = —vyB, +v,B,y
Oz oA,  OA, _B
0z Oz y

(7.13)
Fiir die beiden anderen Komponenten geht die Rechnung genauso; man findet

also: 7 (6Al - g—é) = — (17 X E)l Eingesetzt in (7.12) ergibt dies dann:

- 1w -, _ _,
moZ = g <—gradq> - k—A) 17 (a x B) —gB+12 (a x B) . (7.14)
c c
Andererseits mufl moZ genau die Lorentzkraft

F=qF +1 (5 x B) (7.15)
c
sein; also folgt k = 1.

Die Lagrangefunktion fiir ein nicht-relativistisches Teilchen in einem elek-
tromagnetischen Feld ist also:

—

1 B
L(&5,t) = 5mot” - g® + q% o A (7.16)

— OL

Der kanonisch konjugierte Impuls p; = i ergibt sich nun zu:

F=mo+ %A’: Frin + %A’. (7.17)

Der gewohnte , kinetische” Impuls p;, = mo# ist nun also nicht mehr identisch
mit dem kanonischen Impuls, der in die Hamiltongleichungen eingeht (und zu
dem der Impulsoperator der Quantenmechanik gehort)!

Durch Legendre-Transformation gewinnt man die Hamiltonfunktion:

-\ 2

soaf 1 (524 Ty

H:ﬁoﬁ—L:ﬁ.pic——m0#+q<b—pfc.%, (7.18)
my 2 mg my c
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also

A 2
1 (7-44) 7.
H(Zpt)=-~—""71 4 qb==kin | o, 7.19
(Z,p,t) 5 e +q 2m0+q (7.19)

Man hat also fiir H genau den Ausdruck, den man auch sofort naiv fiir die
Gesamtenergie hingeschrieben hitte. Nur héitte man dabei eine wichtige ,,Klei-
nigkeit” verpaft: Der Impuls, der in der kinetischen Energie steht, ist zwar
weiterhin der kinetische Impuls pki, = mo¥; in die Hamiltongleichungen geht
aber nicht er ein, sondern der kanonisch konjugierte Impuls p'= Py, + %ff! Der
Umweg iiber das ,,Erraten” der richtigen Form fiir die Lagrangefunktion war
also no6tig, um den korrekten Ausdruck fiir den Impuls zu finden.

7.1.3 Relativistisch bewegte Punktladung im elektromagneti-
schen Feld und kontinuierliche Verteilungen

Nachdem wir schon die Hamilton- und Lagrangefunktionen fiir das freie rela-
tivistische Punktteilchen und fiir die nichtrelativistische Punktladung kennen,
kénnen wir es uns im Prinzip aussuchen, wo wir bei der Behandlung der relativi-
stisch bewegten Punktladung anfangen. Der Zugang iiber die Hamiltonfunktion
ist meiner Ansicht nach zu bevorzugen, da diese (als Gesamtenergie) wenigstens
noch eine halbwegs anschauliche Grofle ist - im Gegensatz zur Lagrangefunkti-
on.

Postulieren wir also aufgrund unserer bisher gewonnen Kenntnisse die Ha-
miltonfunktion fiir eine bewegte Punktladung im elektromagnetischen Feld:

2
H(Z,p,t) = \/(5— %A> ¢z +m3ct + q®. (7.20)

Die Geschwindigkeit bekommt man wieder aus einer der beiden Hamiltonglei-
chungen:

7= , (7.21)
\/(;5'— %A') ¢ +mict
und daraus folgt dann:
L g2 S o
P— A =7m0V = Pin, (7.22)
wie erwartet. Die Legendre-Transformation liefert dann:
_ P91 o i — /v2m2i2e2 2.4 _
L = [ymyv+-A)ed YEmguccs + mige* — q®
c
_ ﬂ2_\/2 2222 24 _ o+ L Aei
ymot Y2m§i?c? + mict — q® + A (7.23)

Die restlichen Umformungen gehen genauso wie im Falle des freien relativisti-
schen Teilchens, so dafl man schliefflich wie erwartet erhilt:

m()C2

L(Z,5,t) = —

—q¢+q%.£. (7.24)
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Zusammenfassend: Der kinetische Term in der Lagrangefunktion dndert sich
durch die Wechselwirkung mit dem magnetischen Feld nicht; er ist im nichtre-

lativistischen Fall gegeben durch %mm?Q, im relativistischen Fall durch —20¢

Der Wechselwirkungsterm mit dem Feld ist in beiden Fillen —q® + q% oA In
2
der Hamiltonfunktion ist der kinetische Term gegeben durch g’cﬁ (nichtrelativi-

stisch) baw. /p2. ¢ + mic* (relativistisch). Im Falle einer Wechselwirkung mit
einem elektromagnetischen Feld ist fiir den kinetischen Impuls der kanonische
minus die Wechselwirkung mit dem Vektorpotential einzusetzen: py;, = p— %/f;
zur Hamiltonfunktion (Gesamtenergie) ist die Wechselwirkung mit dem skala-
ren Potential ¢® zu addieren.

Will man die Bewegungsgleichung nicht fiir Punktteilchen, sondern fiir ei-
ne kontinuierliche Massenverteilung wissen, so ist der Lagrangeformalismus zu

modifizieren. Zunéchst kann man Masse und Ladung als Integral iiber die je-
weiligen Dichten schreiben:

my = /pde (7.25)
q = / pedV (7.26)

Die Lagrangefunktion (7.24) geht nun iiber in:

P C (TR
L(Z,5,t) = /dV P bt el e A (7.27)
y c
Es liegt nun nahe, eine sogenannte Lagrangedichte L einzufiihren:
L- / Lav. (7.28)

Dann hat man: )

L(Z,7,t) = —p”;c — pe® + pe% o 4. (7.29)

Der Ausdruck p,# ist aber identisch mit der Stromdichte J; also gilt schlieBlich:

2 =
L(Z,5,t) = _p";c — pe® + % o A (7.30)

In der Lagrangedichte steht nun der Ausdruck %;o A- genau dieser Ausdruck
tauchte aber bei der Berechnung der Energie einer Stromverteilung im Ma-
gnetfeld (Abschnitt 4.4.1) schon mal auf. Damit ist unser Formalismus in sich
konsistent.
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7.1.4 * Kovariante Formulierung

Betrachte zunichst die Lagrangefunktion fiir die Punktladung (7.24). Beriick-
sichtigt man, daf es fiir die Geschwindigkeit und das Potential jeweils Vierer-

-,

vektoren gibt (A* = (®, A), u* = (e, 7)), so wird sie zu:

2
L(zt, u* 1) = _mee iuuA“. (7.31)

v ¢y

Der Faktor % ist hier noch etwas stérend. Um ihn loszuwerden, beriicksichtige,
daf} zu jeder Lagrangefunktion ja auch immer eine Wirkung gehort:

S = / L. (7.32)
Beim Rechnen mit relativistischen Gréflen ist es nun aber sinnvoller, statt der

normalen Zeit £, die vom Bezugssystem abhingig ist, die Eigenzeit 7 zu ver-
wenden. Fiir diese gilt bekanntlich dt = yd71; damit wird die Wirkung zu:

S— / Lydr. (7.33)
Es ist also sinnvoll, die Lagrangefunktion nun umzudefinieren: L, := L.
Damit hat man dann:
Lye(xh, ut, 1) = —moc? — guMA“. (7.34)
c

Dieser Ausdruck ist manifest lorentzinvariant. Da die Wirkung das Integral die-
ser relativistischen Lagrangefunktion iiber die (ebenfalls invariante) Eigenzeit
ist, ergibt sich, da3 auch die Wirkung ein Lorentzskalar ist. Dies gilt tibrigens
nicht nur hier in diesem Spezialfall, sondern allgemein.

Um aus L, die Bewegungsgleichung zu gewinnen (sprich: die Lorentzkraft),
braucht man allerdings eine modifizierte Euler-Lagrange-Gleichung (vergleiche
Greiner: Elektrodynamik):

d OL OL
T owr Dt 0, (7.35)
wobel dh J
poo 2 nlT 7.36
T s ds (7.36)

und s eine beliebige differenzierbare Funktion von 7 ist.

Bei der Formulierung fiir kontinuierliche Verteilungen setze zunéchst einfach

-, -,

die Vierervektoren A* = (®, A), j* = (p,J) ein:

2

‘C(fa 177 t) = -

1
— A, (7.37)

v

Der zweite Term ist manifest kovariant - aber was ist mit dem ersten? Um diese
Frage zu beanworten, miissen wir uns zunichst das Transformationsverhalten
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von Integrationsmaflen unter Lorentztransformationen anschauen. Fiir Raum-
Zeit-Integrationen definiere: d*z := dV cdt. Fiir die Umrechnung auf andere
Koordinaten benutze wie iiblich die Jacobi-Determinante:

oz’
det <8x”>

Da aber bei Lorentztransformationen gilt: %ﬁlﬁb = A*, und det A = +£1, folgt:

dtz' = d*z. (7.38)

dz' = d'z, (7.39)

das vierdimensionale Integrationsmaf} ist also lorentzinvariant.

Andererseits ist dT = dt/y auch lorentzinvariant; da aber d'z = dV cdt =
dV~yedr gilt, folgt, daBl vdV eine Lorentzinvariante sein mufl. Schreibt man
nun den Zusammenhinge zwischen Masse und Massendichte bzw. Ladung und
Ladungsdichte um:

my = / Pm v (7.40)
v

g = / %de, (7.41)

und berticksichtigt, dafl my und ¢ beides Lorentzskalare sind, so ergibt sich,
daf die Dichten keine Skalare sein konnen (bei der Ladungsdichte wissen wir
ja sowieso schon, daf sie die nullte Komponente eines Vierervektors ist); der
Ausdruck p/~ ist aber lorentzinvariant. Genau dieser Ausdruck taucht nun im
ersten Term der Lagrangedichte (7.37) auf - also ist diese insgesamt auch ein
Lorentzskalar.

Auch fir die Hamiltonfunktion kann man relativistische Argumente ver-
wenden: Die Gesamtenergie ist ja proportional zur Nullkomponente des Vie-
rerimpulses, H = cp’. Verwendet man die Hamiltonfunktion fiir ein freies
relativistisches Teilchen, so gilt also:

ep® = \/Z:(pi)Zc2 + mact. (7.42)

i
Macht man nun die Ersetzung
p" — pt — gA“, (7.43)
c

so wird daraus:

)

2
ep’ — q® = \J Z (pi - %Al> e +mict. (7.44)

Damit erhélt man wieder das schon bekannte Ergebnis (7.20).

Die Regel (7.43), die angibt, wie der Viererimpuls geéndert werden muf,
wenn man eine Wechselwirkung mit einem elektromagnetischen Feld beriick-
sichtigen will, wird oft als minimale Ersetzung/Erweiterung bezeichnet. Mini-
mal meint hier, das fiir die Wechselwirkung nur die Ladung des betrachteten
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Teilchens wichtig ist; alle anderen Eigenschaften wie beispielsweise Dipolmo-
ment und &dhnliches werden vernachléssigt. Deshalb gilt die Regel streng nur
fiir Punktteilchen ohne innere Struktur, da diese kein Dipolmoment oder héhe-
re Momente haben kénnen. Fir Elektronen ist die Formel sicher richtig (und
auch ausgiebig experimentell {iberpriift); schon bei Protonen funktioniert sie
nicht mehr.

7.2 * Das elektromagnetische Feld

Da wir gesehen haben, daf sich fiir ein Punktteilchen die richtigen Bewegungs-
gleichungen aus dem Lagrange- und Hamiltonformalimus ergeben (im wesentli-
chen die Lorentzkraft), ist zu vermuten, dafl auch die Maxwell’schen Gleichun-
gen eventuell irgendwie aus einer passend gewihlten Lagrange- oder Hamilton-
funktion ableitbar sind.

Im Unterschied zum Punktteilchen benttigt man dafiir aber den Lagrange-
und Hamiltonformalismus fiir (relativistische) Felder. Dieser wird eigentlich
normalerweise erst in Vorlesungen iiber Quantenfeldtheorie eingefiihrt und ist
schlecht in Kiirze darstellbar. Daher ist dieser Abschnitt relativ knapp formu-
liert; oft werden Sachverhalte nicht genauer erklirt, sondern nur angerissen.
Eine exakte Behandlung dieser Probleme wiirde den Rahmen dieses Skriptes
sprengen.

7.2.1 Klassische Formulierung

Ein moglicher Anfang ist hier erneut die Hamiltonfunktion, von der wir wieder-
um annehmen, dafl sie mit der Gesamtenergie iibereinstimmt. Der Einfachheit
halber betrachten wir auflerdem nur Felder im Vakuum und nehmen (vorliufig)
an, daf} keine Quellen vorhanden sind. Es gilt dann also:
1 72 (= 32 (=
H=— / (B*@.0) + B*(#,1)) av. (7.45)
8T
Die Hamiltonfunktion ist nun eigentlich aber gar keine Funktion mehr: Es wird
nicht jedem Wert der Phasenraumkoordinaten (Z,p,t) eine Zahl zugewiesen,
sondern jeder Konfiguration der Felder, die durch die Funktionen E und B
beschrieben werden, wird eine Zahl zugeordnet. Das heiffit, wir haben nun ein
Funktional der Felder, das Hamiltonfunktional H [E, E]
Im vorherigen Abschnitt haben wir allerdings gelernt, dafl im Lagrange- und
Hamiltonformalismus im allgemeinen nicht die Felder auftauchen, sondern nur
die Potentiale. Setze diese also ein:

- 1 12\2 2
H[®,0,8, 4,0,4) = / ((—gradq)— EA) + (rot ) )dV. (7.46)
T

Um mit dem Funktional iiberhaupt irgendetwas ausrechnen zu konnen,
brauchen wir nun zunéchst die sogenannte Funktionalableitung. Diese ist defi-
niert durch

0Flg) _ . Flg +eb(z)] — Flg]
dg(z) = =0 € '

(7.47)
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Daraus erhilt man sofort

9(y)
=0y —=x 7.48
= by =) (7.48)
(analog g—{f}? = §;;) und damit
6/ 9(y)f(y)dy
J9w)f () = f(z) (7.49)
dg(x)
(analog 8(%?7) = y;). Alle anderen Ableitungsregeln kénnen im Prinzip von der
normalen Ableitung iibernommen werden; es gilt also beispielsweise:
d [g"(y)d
fg (y) Y — ng"il(x). (7.50)
dg(x)

Zu den Feldern kénnen damit dann kanonisch konjugierte Impulse definiert
werden (was auch immer man sich darunter vorzustellen hat):

-
)

SH[®, A

N ]

(7)) = Y =0 (7.51)
L SH[®,A A 1 (o0 1.y 1

Ai(F) = 57141(77) = Inc <8—.’EZ EAz) = _REz- (7.52)

Das Hamiltonfunktional ist also, wie iiblich ausgedriickt durch die ,,Koordina-
ten” und die kanonisch konjugierten ,,Impulse”:

™

H[®,0;®,11, 4, 0,4, A] = / (%&P + Si (rotA')2> dv. (7.53)

Das Lagrangefunktional erhilt man durch eine entsprechend verallgemei-
nerte Legendre-Transformation:

L[®,& A A = /(cbn) dV+/ <Z.ff> dV — H (7.54)
1 o 1
= —/Ao (grad(I)—i——A) dv
4dme c
1 12\?2 N2
——/ ((—grad@ — —A) + (rotA) >dV
8w c
1 12\? 1w
= — / (gradq) + —A) —grad® e <grad'1> + —A) av
A7 c c
)\ 2 2
—i/ ((—grad@ — 1A) + (rotA) >dV
8w c
2\ 2 2
= i/ <(—grad'1>— 1A) — (rotA) )dV
8T c

1 1
- /gradq) . <grad(1> + —A) dv
4 c

U (e | 1o
_ —/(E2—32)dv+—/<1><A<1>+—divA> %
87 47 c
L
= & / (B2 - B*)av - / (Dp) dV (7.55)
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Dabei wurde im zweiten Term eine partielle Integration ausgefiihrt, die Rand-
terme weggelassen (es wird wie iiblich angenommen, daf§ die Felder geniigend
stark gegen null gehen) und schliefilich noch die Gleichung (5.8) eingesetzt. Da
wir vorausgesetzt hatten, dafl keine Quellen vorhanden sind (p = 0), ergibt sich
also:

Lo 1 .
L[E,B] = — / (B2 - B%)av (7.56)
beziehungsweise

. o h o 1 1)\2 N 2
L[®,$,0,0, A, A, 0,4 = 8_/ <<—grad<1>— —A) - (rotA) >dV. (7.57)
™ C

Gehe nun iiber zum Fall mit Quelltermen. Beim Lagrange-Funktional haben
wir schon gesehen, wie der Term mit der Ladungsdichte auszusehen hat; den
Term mit der Stromdichte kénnen wir wiederum &quivalent ansetzen (siehe auch
(7.30)). Wir starten also mit folgendem Lagrangefunktional:

L[E, B] :/{_ (E2—32) —p@—i—zjoA v (7.58)

beziehungsweise

L[®,0,%, 4,0,A] (7.59)
_ / [8% <<grad<1> + %21')2 - (mtA')2> — (®p) + % (A'.;')] av.

Die kanonisch konjugierten Impulse erhélt man nun durch Funktionalablei-
tung von L:

L[®. b A A
ne = JHReAAl (7.60)
36 (7
SL[®, &, A A 1 (9% 1. 1
(7 = He2AA L (9% LA B (761
Ai(7) 5 A;(7) dre <8$i + c Z) eV (7.61)

man erhilt dieselben ,,Impulse” wie im Fall ohne Quellen, da die Quellterme
keine zeitlichen Ableitungen der Potentiale enthalten. Setzt man fiir p nun
wiederum (5.8) ein und fiihrt alle Schritte, die vom Hamilton- zum Lagrange-
funktional ohne Quellen fiihrten, riickwéirts durch, so erhilt man also fiir das
Hamiltonfunktional:

o 1 12)\?2 N2 12 =
H[®,0,P, A,0,A] :/ [g <<grad<1>+ EA) + (rotA) > - (A.])] av,
(7.62)
bzw. mit den kanonisch konjugierten Impulsen geschrieben:

H[®,0,0,11, 4,0, 4, A] / {8% (A‘Z + (rotA')2> - % (A'.j)} av  (7.63)
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oder mit den Feldern:

H[E,B] = / {i (B2 +B?) - %j. A’] dv. (7.64)

8m

Das Lagrangefunktional (7.58) sieht zwar recht verniinftig aus - enthilt
es aber auch wirklich die richtigen Gleichungen? Sprich: Sind die Maxwell-
Gleichungen aus ihm ableitbar?

Wir werden nun sehen, daf} sich zumindest die Gleichungen fiir die Potentiale
direkt aus diesem Funktional ergeben. Dafiir benétigen wir aber zunéchst die
Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder; sie lautet wie folgt:

6L q>] _ OL[@]

Z 5 55 =0 (7.65)

wobei 0, = % und 0; = 8%1, gesetzt wurde. Fiir die Komponenten A; von A
sieht die Gleichung entsprechend aus.
Berechne also die Ableitungen des Lagrangefunktionals:

L[]

o8 = (7.66)
L@ 1 (1
e - E(&@%—;&) (7.67)
5’;&)@] I (7.68)

Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichung ergibt sich dann:

1

(a2<1>+ 8A> +p=0, (7.69)
Am

also ) )
AP + —divA = —4rp. (7.70)
C

Diese Gleichung ist identisch mit der Potentialgleichung (5.8).

Diese hatten wir bei der Herleitung schon benutzt - also ist es kein allzu-
grofles Wunder, daf sie am Schlufl auch wieder rauskommt. Das zeigt uns letzt-
lich aber nur, dafl der ganze Formalismus in sich schliissig und widerspruchsfrei
ist. AuBerdem kann man aus dem Funktional durch Ableitung nach den A;
auch noch die zweite Potentialgleichung herausholen (die Rechnung spare ich
mir jetzt):

2
gtgradfb 12 88t2A 477(]', (7.71)
und diese hatten wir ja bei der Konstruktion des Funktionals nicht benutzt. Es
steckt also doch noch ein wenig mehr in der Gleichung drin als das, was man
reingesteckt hat und deshalb sowieso erwartet héitte.

AA - graddlvA - -
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Setzt man nun die Felder wie iiblich an als:

—

B = —gradd—-A (7.72)

Q| =

—

B = rotd, (7.73)

wendet die moglichen Differentialoperatoren auf sie an und setzt (7.70), (7.71)
ein, so erhilt man schliefflich wieder die Maxwell-Gleichungen (im Vakuum):

divE = d4mp (7.74)
divB = 0 (7.75)
woti+ 295 — g (7.76)
c Ot N '
- 10 > 4 -
tB—-=E = —j. .
ro ey 7 (7.77)

7.2.2 Kovariante Formulierung

Schauen wir uns das Lagrangefunktional noch einmal genauer an. Die beiden
hinteren Terme —p® + %; e A kann man zum einfachen Ausdruck —%juA“
zusammenfassen (siehe (7.37)).

Was aber ist mit dem vorderen Term? Der Ausdruck E2 — B? tauchte so
dhnlich schon mal auf - wir hatten in Abschnitt 6.3.4 gefunden, daf} F),, F* =
—2F2 + 2B2 ein Lorentzskalar ist! Also kann das Lagrangefunktional (kurz,
pragnant und manifest lorentzinvariant) geschrieben werden als:

1 1
LiF A7) = [ =g B = gt av. (7.78)

Setzt man den Zusammenhang (6.98) zwischen Feldstirketensor und Potentia-
len ein, so erhilt man:

1

L[A,, 8 A" :/ -

(OuA, — 0,A,) (OMAY — 0" AV) — %juA“] av. (7.79)

Nach Ausmultiplikation und Umbennenen einiger Indices wird dies zu:
LA, 0" AM] = / [-% (0, A, 0" A" — 9, A, " AP) — %juA”] dv.  (7.80)

Eine partielle Integration (unter Vernachlissigung der Randterme) fiihrt auf
L[A,, 0" AF] = / {8% (A,0,0"AY — A,0,0" AF) — %juA“} av. (7.81)

Dies kann auch geschrieben werden als:

LA, 8" AM] = / %Au (60 — 99”) A, — %juA“} av. (7.82)

Diese Form des Lagrangefunktionals ist der Ausgangspunkt der Quantisierung
des elektromagnetischen Feldes im Pfadintegralformalismus der Quantenfeld-
theorie.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Die Fiille der Konzepte, die in den Kapitel 2 bis 7 présentiert wurde, macht es
notig, noch mal zusammenzufassen, was denn nun wirklich wichtig ist und was
man sich von diesem Teilgebiet der Theoretischen Physik merken sollte (fiir’s
Leben oder auch nur fiir die Priifung). Im folgenden wird also aufgeschliisselt
nach Kapitel nochmals eine Ubersicht gegeben. (Anmerkung: Wer das alles
weifl, kann wohl mit einer 1.0 rechnen - aufler natiirlich, er weify zu den anderen
Vorlesungen nichts...)

Grundwissen (siehe auch Anhinge)

Was auf jeden Fall bekannt sein sollte: die Maxwell’schen Gleichungen in inte-
graler und differentieller Form (im Vakuum und in Materie), die Ladungserhal-
tung (int. und diff., dafiir auch die Herleitung aus den Maxwell’schen Gleichung
- Verschiebungsstrom!) und die Lorentzkraft.

Auflerdem sollte man die Vektorrechnung und -analysis halbwegs beherr-
schen. Die Kenntnis der kompletten Differentialoperatoren in krummlinigen
Koordinaten ist sicher nicht notig (sowas schligt man bei Bedarf nach) - aber
zumindest der Radialanteil des Laplaceoperators sollte bekannt sein. Auflerdem
sollte man sich mit konservativen Kraftfeldern und Potentialen auskennen und
die Satze von Gaufl und Stokes kennen. Mit der Delta-Funktion umgehen zu
konnen, wird ebenfalls vorausgesetzt - aber nicht ihre mathematische Herlei-
tung und die Distributionentheorie. Aus der Funktionentheorie braucht man
nicht allzuviel zu wissen - vielleicht gerade mal, dafl es sowas wie analytische
Funktionen gibt, die einige nette Eigenschaften haben, und daf Integralformeln
wie die von Cauchy und der Residuensatz existieren, mit denen man Integrale
in der komplexen Ebene auswerten kann.

Kapitel 2: Statische Felder im Vakuum

Wichtig ist hier das Konzept des skalaren Potentials, einschliefflich Eichung
(obwohl darauf spiter sowieso noch mal genauer eingegangen wird). Speziell
die Poissongleichung (2.5) und der Zusammenhang mit dem elektrischen Feld
iiber den Gradienten ist als absolut elementar zu bezeichnen. Das Potential ei-
ner Punktladung sollte bekannt sein - die Formel (2.11) fiir das Potential einer
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beliebigen Ladungsverteilung ergibt sich ja dann daraus. Auflerdem sollte man
wissen, wie man das Gaufl’sche Gesetz zur Berechnung von elektrischen Feldern
benutzen kann. Das Konzept der Green’schen Funktion zur Lésung inhomoge-
ner Differentialgleichungen sollte zumindest soweit verstanden sein, das man es
anwenden kann. Die Green’sche Funktion zum Laplace-Operator sollte bekannt
sein (bis auf Faktoren —4m o. 4.). Die konkrete Berechnung von Green’schen
Funktionen ist dagegen dann doch etwas zu kompliziert - das braucht man
nicht alles verstanden zu haben, geschweige denn sich zu merken. Der grobe
Rechenweg sollte aber klar sein: Fouriertransformation, um den Differentialope-
rator loszuwerden, Losen der Gleichung im Fourierraum, Riicktransformation
mit Hilfe des Residuensatzes. Die Behandlung von Randwertproblemen ist da-
gegen wieder wichtig: welche konnen auftreten, Losung mittels geeigneter Wahl
der Green’schen Funktion (die jeweiligen Formeln fiir muff man sich aber nicht
unbedingt merken) und mittels Spiegelladungen.

Von der Multipolentwicklung sollte man sich vor allem merken, dafl eine
Entwicklung des Potentials nach Potenzen von % moglich ist und daf die dabei
auftretenden Koeffizienten Multipolmomente heiflen. Es sollte bekannt sein,
dal das Monopolmoment die Ladung ist, und fiir das Dipolmoment sollte man
die definierende Formel (2.69) kennen. Zu den Kugelflichenfunktionen sollte
man wissen, dafl sie ein vollstindiges Funktionensystem auf der Kugelschale
bilden, dafl man jede Funktion nach ihnen entwickeln kann, daf} sie orthonor-
mal sind und welche es iiberhaupt gibt (mogliche Werte fiir [ und m) - und
zumindest die konkrete Gestalt von Yj sollte bekannt sein (Konstante). Die
ganzen komplizierten Formeln fiir die Multipolentwicklung in Kugelkoordina-
ten braucht man sich dagegen nicht im Detail zu merken - héchstens qualitativ:
zu einem Multipolmoment der Ordnung [ gehort die die radiale Abhingigkeit
r~!=1, die Winkelabhiingigkeit wird durch die entsprechenden Kugelfliichen-
funktionen gegeben.

In der Magnetostatik ist der Zusammenhang zwischen Feld und Vektorpo-
tential iiber die Rotation wiederum als elementar zu bezeichnen. Auch hier soll-
te man wissen, welche Eichtransformationen mdéglich sind, und es sollte bekannt
sein, dal man in der Magnetostatik die Coulombeichung verwendet. Den in-
tegralen Zusammenhang zwischen Stromdichte und Vektorpotential sollte man
sich ja leicht merken kdnnen, da er vollig analog zum elektrostatischen Fall
ist. Auflerdem sollte man mit dem Biot-Savart’schen Gesetz und auch mit dem
Ampére’schen Gesetz umgehen kénnen und beide herleiten kénnen.

Zu Dipolen sollte man folgendes wissen: das von ihnen erzeugte Potential,
ihre potentielle Energie in Feldern, Kréfte und Drehmomente auf sie - und dafl
die Kraft zwischen zwei Dipolen recht kompliziert ist, speziell daf} sie von der
relativen Orientierung abhéngt.

Kapitel 3: Felder in Materie

Hier sollte man wissen, dafl die Maxwell’schen Gleichungen in Materie durch
eine Mittelung iiber lokale Ladungs- und Stromschwankungen der Materie ent-
stehen. Die Zusammenhénge (3.13) und (3.53) sollten bekannt sein, ebenso,
dafl die Polarisation und die Magnetisierung jeweils Dipoldichten sind. Das
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Stetigkeitsverhalten der vier Felder an Grenzflichen ist auch sehr wichtig.

Zu Stromkreisen sollten die Kirchhoff’schen Regeln bekannt sein und woraus
sie folgen. Elementar ist auch das Ohm’sche Gesetz, sowohl in der lokalen als
auch in der globalen Formulierung. Auflerdem sollte man wissen, das zwischen
Ladungen und Potentialen bzw. magnetischen Fliissen und Stromen jeweils ein
linearer Zusammenhang besteht (aber nicht unbedingt, wie dieser im Detail
aussieht), der durch die Kapazitits- bzw. Induktionskoeffizienten gegeben ist.
Die technische Definition der Kapazitit sollte bekannt sein, und man sollte auch
bei einfachen Problemen (Platten-, Kugel-, Zylinderkondensator) die Kapazitéit
ausrechnen konnen. Zu den konkreten Anwendungen in Stromkreisen sollte man
wissen, dafl imaginiire frequenzabhéingige Widerstinde und damit Phasenver-
schiebungen auftreten; auflerdem sollte bekannt sein, daf} solche Schaltungen
als Frequenzpésse verwendbar sind. Die Formel fiir die Thomson-Frequenz und
ihre Bedeutung ist ebenfalls gut zu wissen. Auflerdem sollte klar sein, wie man
die Wirkung einer Schaltung auf beliebige Signale mittels Fouriertransformati-
on bestimmt. Der Skineffekt ist eher unwichtig - man sollte halt wissen, dafl
Signale hoher Frequenz sich bevorzugt in der ,,Haut” des Drahtes ausbreiten.

Kapitel 4: Ausbreitung elektromagnetischer Wellen

Hier gehort die Herleitung der Wellengleichung fiir freie Wellen aus den Max-
wellgleichungen zu den wichtigsten Dingen (wenn man’s fiir die Telegraphenglei-
chung auch kann, ist’s natiirlich auch nicht schlecht). Es mufl bekannt sein, wie
eine ebene Welle aussieht und wie man die allgemeinen Eigenschaften elektro-
magnetischer Wellen (besonders die Transversalitit) aus den Maxwellgleichugen
herleiten. Die verschiedenen Arten der Polarisation und die Dispersionsrelati-
on, speziell auch der Zusammenhang mit Phasen- und Gruppengeschwindigkeit,
sollten ebenfalls klar sein.

Zu Hohlleitern braucht man eigentlich nur zu wissen, daf} fiir eine gegebene
Frequenz dort verschiedene Moden auftreten kénnen und dafl es sowohl TE-,
TM- als auch TEM-Moden gibt (was das heifit, sollte natiirlich auch klar sein!).

Bei der Brechung ist folgendes wichtig: Stetigkeit der Felder an der Grenz-
fliche, gleiche Frequenz, gleiche Ebene, Definition Brechungsindex, Snellius-
Gesetz, Totalreflektion. Bei den Fresnel’schen Formeln sollte man wissen, wo-
zu sie gut sind, aber nicht, wie sie aussehen - hochstens die Formel fiir den
Brewster-Winkel kénnte man sich merken.

Die Formeln (4.123), (4.131) fir die Energiedichten der Felder sind dagegen
wiederum sehr wichtig; auch den Poyntingvektor sollte man sich merken. Die
Kontinuitéatsgleichung fiir die Energieerhaltung sollte man herleiten und inter-
pretieren konnen. Bei der Impulserhaltung geniigt dagegen die Kenntnis der
Gleichung und das Wissen, daf T eine Matrix (bzw. ein Tensor zweiter Stufe)
ist (Formel ist nicht unbedingt nétig!). Der Zusammenhang mit dem Strah-
lungsdruck sollte bekannt sein, Beispiele dazu zu kennen ist sicher auch nicht
schlecht.
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Kapitel 5: Abstrahlung elektromagnetischer Wellen

Die Einfithrung der Potentiale muf klar sein (sollte man vorrechnen kénnen),
ebenso die Eichtransformationen. Zur Coulombeichung sollte man die Eich-
bedingung kennen und den Grund, warum sie so bezeichnet wird; ebenso den
Grund fiir die Bezeichnung als transversale Eichung. Weitere Formeln wie die
Zerlegung des Stromes in den transversalen und longitudinalen Anteil sind eher
unwichtig. Die Lorentzeichung dagegen sollte in allen Details klar sein, spe-
ziell die Gleichungen, die dann den Zusammenhang zwischen Potentialen und
Ladungs- und Stromdichten angeben. Die retardierte Greensfunktion sollte be-
kannt sein (wenn auch nicht unbedingt in allen Details); wichtig ist vor allem
die Interpretation als Abstrahlungsvorgang und die Verzdgerung der Reaktion
des Systems um die Zeit, die das Signal braucht, um von der Quelle dorthin zu
laufen.

Von den Liénard-Wiechert-Potentialen sollte man zumindest gehdrt haben
und ihre Bedeutung kennen; die genauen Formeln und die Herleitung sind da-
gegen nicht ganz so wichtig. Bei der Abstrahlung von Wellen durch eine harmo-
nisch schwingende Punktladung mufl man vor allem wissen, welche N&herun-
gen durchgefiihrt werden (speziell auch die Unterscheidung Nah- und Fernfeld).
Hier ist es sicher auch nicht schlecht, wenn man eine Entwicklung auch mal ex-
plizit vorfithren kann. Die Abstrahlcharakteristik (Abhingigkeit von Frequenz,
Winkel und Abstand) eines Dipols sollte bekannt sein.

Bei den allgemeinen Abstrahlvorgéingen ist es wichtig zu wissen, dafl man
speziell monochromatische Schwingungen betrachtet und dafl man den allge-
meinen Fall wieder durch Fouriertransformation bekommt. Die Helmholtz-
Gleichung und die zugehorige Green’sche Funktion sollte man sich mal an-
geschaut haben. Auflerdem sollte der Beweis, dafl es keine Monopolstrahlung
geben kann, klar sein. Bei der konkreten Rechnung in kartesischen Koordinaten
geniigt es wiederum, die Naherungen und Entwicklungen verstanden zu haben
und damit umgehen zu kénnen. Bei der Multipolstrahlung in Kugelkoordinaten
braucht man nur zu wissen, daf} die radiale Abhéngigkeit nun durch sphérische
Besselfunktionen und die Winkelabhéngigkeit wieder durch Kugelflichenfunk-
tionen gegeben ist.

Kapitel 6: Spezielle Relativititstheorie

Die Galilei-Transformation, die Einstein’schen Postulate und die Lorentztrans-
formation (samt Konsequenzen, aber ohne Herleitung) miissen bekannt sein.
Der Vierervektorformalismus sollte klar sein - speziell die Unterscheidung
zwischen kontra- und kovarianten Vierervektoren. Der Orts- und der Ablei-
tungs- Vierervektor sollten bekannt sein, ebenso die Transformationsmatrix A¥,,
der metrische Tensor ¢g"” und die Definition des Skalarproduktes. Auch wich-
tig sind die Definition von Vierergeschwindigkeit, -beschleunigung, -kraft und
-impuls (bei letzterem auch das konkrete Aussehen). Daf} die Einstein’sche For-
mel E = mc? bekannt sein muf}, braucht ja wohl kaum erwiihnt zu werden (die
Herleitung muff man dagegen nicht unbedingt wissen). Zum Abschnitt tiber
die Klassifizierung von Lorentztransformationen sollte man sich vor allem die
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alternative Parametrisierung mittels der «; und die darausfolgende Verwand-
schaft zu Drehungen merken; auch die Additivitit der as ist wichtig. Das ganze
Zeugs iiber die Gruppeneigenschaften von Lorentztransformationen ist dagegen
unwichtig.

Zur kovarianten Formulierung der Elektrodynamik sollten folgende Glei-
chungen auf jeden Fall bekannt sein: Viererstrom (6.76), Kontinuitétsglei-
chung (6.78), Feldstirkentensor (6.80), dualer Feldstirkentensor (6.86) und die
Maxwell-Gleichungen (6.87) und (6.81). Bei den Tensoren ist es natiirlich nicht
so schlimm, wenn man sich nicht jedes einzelne Vorzeichen merken kann - nur
die Grundstruktur sollte klar sein. Auflerdem sollte man das Viererpotenti-
al, die Eichtransformationen, die Lorentzeichung und den Zusammenhang mit
dem Viererstrom hinschreiben kénnen und wissen, wie der Feldstirkentensor
aus dem Viererpotential berechnet wird. Zur Energie-Impuls-Erhaltung geniigt
es, die Formel (6.108) und den Aufbau des Energie-Impuls-Tensors aus Ener-
giedichte, Poyntingvektor, Impulsdichte und Spannungstensor zu kennen - die
explizite Formel fiir T#” braucht man sich nicht zu merken. In allen Einzelhei-
ten bekannt sollte dagegen das Transformationsverhalten der Felder sein; und
als kleinen Bonus kann man sich dann auch noch die relativistischen Invarianten
merken.

Kapitel 7: Lagrange- und Hamiltonformalismus in der Elektrodyna-
mik

Hier sollte man die explizite Gestalt der Lagrange- und Hamiltonfunktion fiir
nicht-relativistische und relativistische Punktteilchen, jeweils mit und ohne Fel-
der, kennen. Besonders wichtig ist hierbei die Unterscheidung zwischen kineti-
schem und kanonischem Impuls. Die kovariante Formulierung ist dagegen eher
wieder unwichtig (aber ich fand’s halt interessant).

Das gleiche gilt fiir den kompletten Abschnitt 7.2: ist zwar sehr interessant,
wird aber in der Elektrodynamik sicher nicht gefragt. Wen’s interessiert, der
kann es natiirlich gerne trotzdem lernen - wichtig finde ich dort aber eigentlich
nur die explizite Gestalt des Lagrangefunktionals (speziell dafl dort die Diffe-
renz der Quadrate der Feldstérken auftaucht) und die kovariante Formulierung,
sowohl mit dem Feldstirketensor als auch mit den Potentialen.

Das war’s dann - dies ist (hoffentlich) alles, was man iiber Theoretische
Elektrodynamik jemals wissen mufl (und wahrscheinlich noch einiges dariiber
hinaus). Mir bleibt nur noch zu sagen:

Mehr, wenn ihr mich wiederseht - thr miisst unbedingt gucken,
wie’s weitergeht! (im Skript zur Quantenmechanik - Erscheinungs-
datum sehr fraglich)
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Anhang A

Mathematisches
Handwerkszeug

A.1 Vektorrechnung und -analysis

A.1.1 Grundlagen der Vektorrechnung

Fir die Rechnungen in der Elektrodynamik ist es wichtig, einige grundlegende
Definitonen und Formeln zu kennen. Geradezu elementar ist dabei der Umgang
mit Vektoren. Addition von Vektoren und Multiplikation mit einem Skalar
bediirfen wohl keiner niaheren Erlduterung, ebenso das Skalarprodukt (auch
inneres Produkt genannt). Eine weitere Moglichkeit zur Multiplikation von
Vektoren ist das Kreuz- oder auch dusseres Produkt, das bekanntlich fiir zwei
Vektoren @ = (az, ay,a,) und b= (by, by, b,) folgendermaflen definiert ist:

axb= (ayb, — azby, a.by — azb,,a.by — ayb,), (A.1)
was auch geschrieben werden kann als
. 3
(5: X b)z = Z eijkajbk (AQ)
],kil

mit dem sogenannten Levi-Cevita-Symbol €;;¢, das 0 ist, falls zwei der Indices
iibereinstimmen, und ansonsten das Vorzeichen der jeweiligen Permutation von
(1,2,3) angibt (also z.B. €133 = —1). Eine dritte Moglichkeit ist die Darstellung
als Matrixmultiplikation:

. 0 —a; Gy . .
axb= ay 0 —ap |b=: Ab; (A.3)
—ay  ag 0

die hier auftauchende Matrix ist antisymmetrisch; A;, = €;51a;.
Fiir das Rechnen mit Skalar- und Kreuzprodukt gelten folgende Regeln:

o b =bed (Kommutativitit)

x b= —b x @ (Anti-Kommutativitit)

e 8l
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Ge(bxd)=be(¢xad) =ce(dxb) (Spatprodukt)
Ax(bxd) =(@xb)xZ=Db@ec) —&aeb) (,,bac-cab”)
@x (bx&+bx(¢xa)+&x(@xb) =0 (Jacobi-Identitit). (A.4)

Es gibt noch eine weitere Moglichkeit zur Multiplikation von Vektoren: das
sogenannte dyadische Produkt. Es ist folgendermaflen definiert:

azby azby agb,
A®b:=| ayby ayby ayb, (A.5)
ayby ayby a,b,

(Vorsicht, keine Standardnotation! In Bronstein, Taschenbuch der Mathematik
wird beispielsweise @ b geschrieben.) Man kann also aus Vektoren durch Multi-
plikation sowohl einen Skalar, einen Vektor als auch einen Tensor zweiter Stufe
erhalten; dies ist spezifisch fiir den dreidimensionalen Raum und in anderen
Dimensionen nicht moglich. Leicht nachrechenbar sind folgende Beziehungen:

ded)b (A.6)
ob. (A7)

@ebTé=(boac =
Sp@®b) =

—~

QL

A.1.2 Definition der Vektor-Differentialoperatoren

Wie in anderen Gebieten der Physik sind auch in der Elektrodynamik die grund-
legenden Gleichungen Differentialgleichungen. Im Gegenteil zur Mechanik kom-
men nun in den Gleichungen aber Felder vor, d.h., Funktionen der Ortsvaria-
blen. Deswegen tritt nun ein vektorwertiger Differentialoperator auf, der soge-
nannte Nabla-Operator:

)
V= | 2 (A.8)

Mit diesem Operator kann i.a. genau wie mit einem normalen Vektor gerechnet
werden. Es werden allerdings einige spezielle Bezeichnungen verwendet:

grad® := V& (A.9)
divAd := Ved (A.10)
rotA = VxA (A.11)

AD = VeV (A.12)

0? 0? 0?
divgradb= | —+-—+-=—5 |
Ve (83:2 * 0y? * 022
Der Differentialoperator zweiter Ordnung A heifit Laplace-Operator und ist
auch auf Vektoren (komponentenweise) anwendbar - wenn man in kartesischen
Koordinaten rechnet. Zusétzlich zu diesen Differentialoperatoren kann man
auch eine sog. Richtungsableitung A e V bilden.
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A.1.3 Rechenregeln
Es gelten folgende Beziehungen:

divi' = 3; rotF=0; gradf(r)=

=

rot grad = 0& V x (V®) =0
divrot = 0 Ve (VxA) =0
rot rot = grad div— A & V X
(AeV)B = (Vo B)TA (A.14)
1d bezeichnet bei mir die Identitdtsabbildung, im speziellen id,, die Einheitsma-

trix im n-dimensionalen Raum (auch keine Standardnotation!).

Auflerdem gibt es noch mehrere Produktregeln:

grad(A(7) e B(f)) = (AeV)B+ (BeV)A+ Ax (rotB) + B x (rotA)
div(f(F)A() = gradf(7)e A7) + f(7)divA(7)
rot(f(MA(F) = gradf(7) x A(F) + f(F)rot A(7)
div(A(7) x B(7)) = (rotA)e B — A e (rotB)
rot(A(7) x B(F)) = A(divB) — (divA)B + (BeV)A — (Ae V)B

(A.15)

A.1.4 Differentialoperatoren in Zylinder- und Kugelkoordina-
ten

Bei Verwendung krummliniger Koordinatensysteme haben die Differentialope-
ratoren nicht mehr die einfache Gestalt wie in kartesischen Koordinaten. Den
allgemeinen Formalismus findet man z. B. in Grofimann, Mathematischer Ein-
fihrungskurs fir die Physik; hier sollen nur die Ergebnisse angegeben werden.

Zylinderkoordinaten

Die Koordinaten sind hier der Radius r, der (Azimuthal-)Winkel ¢ und die
Hohe z; der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten ist:

x=rcos(p); y=rsin(¢); z==z (A.16)

Man kann dann orthonormierte Einheitsvektoren in Richtung dieser Koor-
dinaten definieren durch:

g = 87"/|@| = (cos(¢), sin(¢b), 0) (A.17)

usw. Ein beliebiger Vektor hat beziiglich dieser Basisvektoren folgende Darstel-
lung:
a = a,€ + ayly + a,e;. (A.18)

Da die Einheitsvektoren im Gegensatz zum kartesischen Koordinatensystem
nun also ortsabhingig sind, tauchen Schwierigkeiten mit den Differentialopera-
toren auf: Bei Anwendung eines solchen Operators wird nun nicht nur die
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Funktion abgeleitet, sondern auch die Basisvektoren. Die Differentialoperato-
ren wirken dann folgendermafien:

oo 109 oo
d¢ = —é,+——=~€p+ —¢, Al
gra oy ¢ +T8¢e¢+8ze (A.19)

.o 10(r4,) 10As O0A,
divA = R +T 90 + P (A.20)

0 <18Az_%>_, <8Ar_8Az>_,
O E \Gas T e )T e T ar )
1 (0(rAy) 8Ar> B
- - ; A.21
t ( or 96 ) ¢ (A.21)

Ad =

2 2
12(8@) 197  0°¢ (A.22)

ror\"or ) Treag T o
Die Wirkung des Laplaceoperators auf einen Vektor erhilt man mit Hilfe der
Formel A = grad div — rot rot.

Kugelkoordinaten

Die Koordinaten sind nun der Radius r, der Polarwinkel # und der Azimuthal-
winkel ¢ mit:

z = rsin(f) cos(¢); y =rsin(f)sin(¢p); =z = rcos(f). (A.23)

Ebenso wie bei den Zylinderkoordinaten kann man die zugehorigen Einheits-
vektoren definieren.
Die Differentialoperatoren wirken nun wie folgt:

grad® = g—fé’r + %g—?é’o + mi;n(t?)g_ié;b (A.24)
divd = %8(T32f . +rsi:1(0) 8(Sina(z)A0) +rsi:1(0) 851:5 (A.25)
rotd = rsirll(e) (8(Sin<§z)A¢) - 881;6)) &

+7«s%n(0) <8£; - sin(e)a(gf"’)> &
= (3(;‘}0) o) e (A.26)
2
a0 = 55 (%) e an (MO%) * e o
(A.27)

Wiederum erhélt man die Wirkung des Laplaceoperators auf einen Vektor mit-
tels A = grad div — rot rot. Beispielsweise gilt:

~ 2 2 0 2 0
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—,

nicht etwa (AA), = AA M
Den Radiusanteil des Laplaceoperators, angewandt auf skalare Funktionen,
kann man auch noch auf zwei andere Arten schreiben:

10 < 28(1)) _Pe 200 1(ro)

2o\ or) "o " ror o

(A.29)

A.2 Wegunabhingigkeit von Integralen; Potentiale
Betrachte ein skalares Feld ®(7) und bilde daraus das Gradientenfeld:
E(7) := —grad®(7). (A.30)

Man sieht sofort, da rot E = 0 gilt, da rot grad = 0. Man kann also folgern:
wenn ein Vektorfeld E sich als Gradient eines Skalarfeldes darstellen lasst, also
eine Stammfunktion besitzt, dann ist rot E = 0 in dem Bereich, in dem E
differenzierbar ist. In diesem Fall kann man ® schreiben als

o) = — /dfs . 5(3) (A.31)

mit einem beliebig wihlbaren Punkt 7 (die Wahl eines anderen Punktes fiihrt
nur zu einer additiven Konstante, wie iiblich bei der Definition einer Stamm-
funktion). Nach Voraussetzung ist ® eindeutig bestimmt (bis auf die Wahl von
70), d.h., der Wert des Integrals ist unabhingig vom genauen Weg, den man
von 7y nach 7 nimmt! Umgekehrt kann man natiirlich auch folgern: Wenn
Integrale iiber E wegunabhingig sind, dann kann man ein skalares Feld @ so
definieren wie angegeben, E lisst sich dann als Gradientenfeld dieses skalaren
Feldes schreiben, und es gilt wieder rot E =0.

Wenn man von rot £ = 0 ausgeht, kann man dagegen nicht automatisch
folgern, dafl das Integral wegunabhiingig ist und @ existiert. Man benétigt
eine zusitzliche Voraussetzung: Das betrachtete Gebiet mufl einfach zusam-
menhéingend sein, d.h., jede geschlossene Kurve in dem Gebiet mufl sich auf
einen Punkt zusammenziehen lassen. (zweidimensionale Beispiele: siehe Abb.
A.1) Wenn dies gilt, so ist rot E=0 dquivalent zur Wegunabhéngigkeit von
Integralen iiber F und zur Existenz eines skalaren Feldes, als dessen Gradien-
tenfeld E geschrieben werden kann.

Erfiillt ein Kraftfeld diese Bedingungen, so spricht man in der Mechanik von
einem sog. konservativen Kraftfeld; das zugehorige skalare Feld ist dann die
potentielle Energie. Deswegen wird das hier auftretende skalare Feld allgemein
auch als Potential bezeichnet.

Wir haben bisher den Fall eines wirbelfreien Feldes betrachtet. Es kann aber
auch vorkommen, daf} ein Feld zwar Wirbel, aber keine Quellen hat, div B=0.
Auch in diesem Fall kann man eine Stammfunktion fiir B finden: benutze nun
statt rot grad = 0 die Beziehung div rot = 0; das heisst, es ist zu vermuten,
daB sich B darstellen it als

-

B = rotA. (A.32)
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Abbildung A.1: Verschiedene mogliche Gebiete: Das erste und das zweite sind
einfach zusammenhingend, das dritte dagegen nicht (eine Kurve, die das Loch
einschlieflt, kann nicht innerhalb des Gebietes auf einen Punkt zusammengezo-
gen werden)

Dies gilt wiederum relativ allgemein; Voraussetzung ist nur, dafy das betrachtete
Gebiet einfach zusammenhéngend ist - nun allerdings in einer etwas anderen Be-
deutung als beim Skalarpotential: Jede geschlossene Fliche muf sich auf einen
Punkt zusammenziehen lassen (beim Skalarpotential: jede geschlossene Kurve).
Der Raum zwischen zwei konzentrischen Kugelschalen wiire beispielsweise fiir
geschlossene Kurven einfach zusammenhéngend, fiir geschlossene Flichen nicht.

A wird in Analogie zu ® als Vektorpotential bezeichnet; es 13t sich berech-
nen durch

—

A= /I(E(aF) X ) v dev, (A.33)
0

Bildet man ndmlich von dieser Formel die Rotation, so ergibt sich wieder das
Feld B:

rotA(7) = /01 rot(B(ar) x 7) a da

= /Ol[g(divf) — (divB)7+ (Fe V)B — (B e V) avdax

= B(P). (A.34)

A ist aber ebenso wie @ nicht eindeutig bestimmt. Bei ® besteht die Wahl-
freiheit nur in einer additiven Konstante - zu A kann man dagegen den Gra-
dienten eines beliebigen Skalarfeldes y addieren, ohne B zu verdndern, da rot
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grad = 0 gilt:
A" = A+ grady = rotA’ = rotA. (A.35)

A.3 Die Satze von Gaull und Stokes

Ebenso wie bei normalen Integralen gibt es auch fiir riumliche Integrale iiber
Felder Regeln fiir die (partielle) Integration. Man kann Volumenintegrale iiber
Ableitungen von Feldern in Oberflichenintegrale iiber die Felder umwandeln,
und ebenso Flichenntegrale iiber die Ableitungen in Randintegrale iiber die
Felder. Dies wird durch die Sétze von Gaufl und Stokes ermoglicht, die im
folgenden néher betrachtet werden sollen.

A.3.1 Der Satz von Gauf

Sei A ein Vektorfeld, dafl auf einem Volumen V des Raumes mindestens einmal
differenzierbar ist, und sei @V der Rand dieses Gebietes, also eine geschlossene
Fléche, so gilt:

/ AVdivA= ¢ die A (Gaus 1839). (A.36)
Vv oV

Bei der Flidchenintegration zeigt dabei das infinitesimale Flichenelement dF
nach auflen.

Ausgehend von diesem Satz kann man auch noch andere Formeln gewin-
nen; setze beispielsweise fiir A einen konstanten Vektor, multipliziert mit einem
skalaren Feld, ein:

/ AVdiv(Ay®) = Ay e / AV eradd(?) = Aye ¢ dF7®, (A.37)
14 14 oV
also
/ AVeradd(7) = ¢ dF @, (A.38)
14 oV
Ahnlich zeigt man:
/ dVrotA= ¢ dF x A (A.39)
14 oV

A.3.2 Der Satz von Stokes

Betrachte hier eine beliebige (nicht geschlossene) Fliche F im Raum mit Rand
OF und ein auf dieser Fliche mindestens einmal differenzierbares Vektorfeld A.
Es gilt dann:
/ dF erotA= ¢ dse A (Stokes 1877) (A.40)
F OF
Die Integration iiber 0F ist dabei so auszufiihren, daf§ die Flichennormale dF
im mathematisch positiven Sinn umlaufen wird (Rechte-Hand-Regel).
Dies ist der Satz von Stokes in der Form, wie er in der Physik meist ver-
wendet wird. Die mathematische Formulierung benutzt die Sprache der Diffe-
rentialformen und ist weit allgemeiner.
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Wiederum kann man relativ leicht andere Formeln daraus ableiten, z.B.:

/ dF x grad® = ¢ ds® (A.41)
F oF

A.3.3 Der Green’sche Satz

Man kann den Gaufi’schen Satz auch fiir partielle Integrationen benutzen, z.B.:
/ dVOATY = / dV (div(®grad¥) — grad® e grad¥)
v v

= dF o (dgrad¥) — / dVegrad® e grad¥V  (A.42)
oV v
Wenn man im folgenden in beiden Termen partiell integriert, so hat man
also

/ dV (DAY — VAD) = dF e (Pgrad¥ — Wgrad®)
14 oV

- / dV (grad® e grad¥ — grad¥ e grad®)(A.43)
v
Das zweite Integral ist 0 - man erhélt also:

/ dV (PATY — UAD) = ¢ dF e (Pgrad¥ — Ygrad®) (A.44)
v v

Dieser sog. Green’sche Satz ist zwar relativ leicht aus dem Gaufl’schen Satz
ableitbar, wurde jedoch ohne dessen Kenntnis schon 1828 von Graham Greene
gefunden und hat viele Anwendungen in der Physik und der Mathematik.

A.4 Die Delta-,,Funktion”

(Teile entnommen aus Vorlesung von Dosch zur Quantenmechanik, auflerdem
ein wenig aus Groffmann: Mathematischer Einfirungskurs fir die Physik)

Um die Deltafunktion mathematisch korrekt herzuleiten, miifite man sich et-
was ausfiihrlicher mit den sogenannten Distributionen auseinandersetzen. Hier
soll eine kurze mathematische Einfithrung ausreichen und mehr Gewicht auf
den konkreten Umgang mit dieser Funktion gelegt werden.

A.4.1 Distributionen

Eine Distribution ist im wesentlichen eine Abbildung aus einem Vektorraum von
Funktionen (meist stellt man diverse Forderungen an diesen Raum, beispiels-
weise daf} die Funktionen im Unendlichen geniigend stark abfallen sollen) auf
den zugrundeliegenden Korper, fiir Physiker also: auf die reellen oder komple-
xen Zahlen. Dies ist eigentlich nur ein Spezialfall der sogenannten Funktionale,
die allgemein Abbildungen von einem Vektorraum auf den zugrundeliegenden
Korper sind (siehe auch Quantenmechanik, Pfadintegralformalismus usw. usf.).
Sie werden meist durch Grobuchstaben dargestellt; das Argument steht in
eckigen Klammern.
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Beispiele sind:
FIf = [ fo)do (A.45)
oder, allgemeiner:

Flf1 = [ o)1 (@)da (A.46)

mit einer (relativ) beliebigen Funktion g. In beiden Fillen wird einer Funk-
tion f eine Zahl zugeordnet: der Wert des Integrals iiber diese Funktion (im
zweiten Fall gewichtet mit der Funktion g). Das Integral lauft dabei iiber den
gemeinsamen Definitionsbereich von f und g¢.

Es gelten u. a. folgende Rechenregeln (definitionsgeméaf!):

(h(z) - F)[f] = F[h-f] fir alle Funktionenh (A.47)
(@) = [

A.4.2 Die Delta-Distribution/-Funktion: Definition
Das fiir die Physik wohl wichtigste Beispiel ist die Delta-Distribution J[f]:

o[f1:= f(0). (A.49)

Durch sie wird einer (relativ) beliebigen Funktion f ihr Wert an der Stelle 0
zugeordnet. Speziell gilt: 6[1] = 1 (Normierung).

Formal kann die Delta-Distribution ebenso durch ein Integral dargestellt
werden wie in den vorigen Beispielen:

+oo
7= [ o) f(w)ds (A.50)

mit der Delta-Funktion §(z). Aus der Normierung folgt sofort, daf gilt:

/ d(z)dz = 1. (A.51)

Andererseits ergibt sich, dafl §(z) iiberall identisch null sein muf (da fiir
alle Funktionen, egal welche Werte sie haben, der Funktionswert an der Stelle
null ,,herausprojiziert” werden soll) - aufier bei x = 0. Da das Integral iiber die
Funktion aber 1 ergeben soll, folgt sofort, dafl der Funktionswert an der Stelle
0 unendlich grof} sein muf}, da das Integrationsintervall unendlich klein ist! Es
kann sich also um keine Funktion im mathematischen Sinne handeln - diese sind
Abbildungen auf einen Koérper, meist auf die reellen oder komplexen Zahlen,
und kein Korper enthélt die Zahl ,,unendlich”.

Insofern ist es mathematisch inkorrekt, von einer Delta-,,Funktion” zu re-
den. Da man aber mit dieser viel leichter rechnen kann als mit der zugehorigen
Distribution, wird sie von den Physikern stindig verwendet - obwohl sie (mathe-
matisch gesehen) gar nicht existiert. Wie iiblich - der Erfolg gibt einem recht!
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Historisch gesehen wurde die Deltafunktion iibrigens von Dirac (einem Physi-
ker) eingefiihrt - die Theorie der Distributionen als mathematische ,,Rechtfer-
tigung” wurde erst spéter von dem Mathematiker Schwartz nachgereicht.

Oft wird die Deltafunktion auch als Limes einer Funktionenfolge definiert.

Beispiele sind:
fale) = y[Zem® (A.52)
s

1 1
_ln Ty SsTsty
gn(@) = { 0 z< —;1—” oder x >n+% (A.53)
1 n
(@) = T (A.54)
. n (sin(nz)\ >
@ = 2(520) (4.55)
1 sin(nx

Fiir alle Funktionen dieser Folgen gilt, dal das Integral {iber sie eins ergibt;
fir x # 0 gilt gehen sie gegen 0 fiir n — oo, und an der Stelle 0 gehen sie
gegen unendlich fiir n — oo. Wiirde die Deltafunktion also existieren (und
wire der Limes erlaubt), so konnte man sagen, dafl §(z) = lim, o fn(z) =

limy, 500 gn(z) = ... ist.
Etwas mathematischer argumentiert: Beispielsweise fiir das Integral

+00 +3n
[ @@ = [ gu(a)s(@)da (A.57)

gilt nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, dafl im Integrationsintervall
ein xg existiert, so dafl es gleich dem folgenden Ausdruck ist:

£ (o) / gn () da. (A.58)

Da das Integral iiber g, (z) aber eins ergibt, hat man:

—+00

| on(@)f@)de = f(ao). (4.59)

—o0

1

2o mufl nun im Intervall zwischen —5- und % liegen; fiir n — oo gilt also:

2n
zo9 — 0. Insgesamt ergibt sich:
+00
Jim [ ga(@)f (@)de = £(0). (A.60)
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Als Physiker kann man nun den Limes einfach unter das Integral zichen (Ma-
thematiker verbieten einem das zwar, aber was soll’s...) und erhilt wieder
lim,, 500 gn(x) = 0(x). Ahnlich kann man auch bei den anderen angegebenen
Folgen argumentieren.

Analog wie diese Delta-Distribution kann man natiirlich auch andere defi-
nieren, die nicht den Funktionswert an der Stelle 0, sondern an einer beliebigen
Stelle a herausprojizieren:

dalf] := [f(a). (A.61)

Es ist aber nicht n6tig, dafiir nun auch eine verallgemeinerte Deltafunktion
einzufiihren; es gilt ndmlich:

+00 +00
5¢ﬂ:fmp:/5@ﬁm+xmx:/ﬁ@—aﬁum% (A.62)

zur Distribution d,[f] gehort also einfach die ,,verschobene” Deltafunktion §(z—

a).

Eine weitere Verallgemeinerung sind mehrdimensionale Deltafunktionen.
Die Definition ist sofort einleuchtend, z.B.:

[ v @ - ) = 1) (A.63)

fiir alle Felder f. Oft schreibt man auch explizit die Dimension hin, in diesem
Beispiel: 0%(# — 7). Der Sinn dieser Schreibweise wird klar, wenn man sich
iiberlegt, dal man diese dreidimensionale Deltafunktion auch als Produkt von
drei eindimensionalen Deltafunktionen schreiben kann:

B —) =6z —2)o(y —y)d(z — 2 (A.64)

An dieser Stelle ist es Zeit, auf eine ,,physikalische” Eigenschaft der Delta-
funktion einzugehen: ihre Mafleinheit. Betrachte zunéchst die normale Delta-
funktion:

/fmw@mx:fmy (A.65)

Die Funktion f ist im allgemeinen eine physikalische Grofle mit irgendeiner
Einheit - ein Beispiel wire eine Funktion, die die Stromstirke (gemessen in
Ampere) an einer bestimmten Stelle = (gemessen in Meter) eines Drahtes angibt.
Dann wiirde gelten: [f(x)] = [f(0)] = A; da aber andererseits gilt: [f(0)] =
[f(x)]*x[0(x)] = Axm, folgt sofort, daBl die Deltafunktion die Einheit 1/m haben
muf.

Allgemein kann man sagen: Die Deltafunktion hat immer die inverse Maf-
einheit ihres Arguments. Betrachtet man also beispielsweise eine zeitliche Del-
tafunktion §(¢), wobei ¢ in Sekunden gemessen wird, so folgt: [6(¢)] = 1/s. Bei
mehrdimensionalen Deltafunktionen hat man dann die entsprechende Potenz
der inversen Mafeinheit des Arguments, z. B. [§3(F)] = 1/m3.
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A.4.3 Rechenregeln
Da die Deltafunktion iiberall gleich null ist, aufler fiir z = 0, ergibt sich sofort:

/f oy = { 7O U1 D¢ ) (.t

Die Félle a = 0 oder b = 0 sind nicht definiert. Eine dquivalente Formel gilt
natiirlich auch fir §(z — a).

Ebenso wegen der Eigenschaft, dal §(x —a) tiberall null ist aufer bei z = a,
folgt sofort, daB gilt:

f(z)é(x —a) = f(a)é(x — a); speziell: zd(z) = 0. (A.67)

Dies sieht man auch aus der Definition der Deltafunktion:
/f z —a)dz = f /5x—adx—/f (x —a)dz. (A.68)

AufBlerdem folgt diese Eigenschaft auch aus der allgemeinen Rechenregel fiir
Distributionen (A.47).

Wiederum weil die Deltafunktion iiberall null ist - aufler fiir x = 0 - erhélt
man sofort §(z) = d(—xz) - die Deltafunktion ist gerade. Dies sieht man auch
folgendermafen:

+o0 —00 +00
[ 1@iayie == [ f-wps@dz = [ f(-0)i@)ds = 10),  (4.69)
_ +oo —00
also gilt d(z) = 6(—x).
Ahnlich zeigt man: .
d(ax) = m(S(m), (A.70)

oder noch allgemeiner:
§(f(x) =" mﬂfﬂ - z;), (A.71)

wobei die z; die einfachen Nullstellen der Funktion f seien.

Bei einer Umrechnung auf andere Koordinaten z’, v/, 2/ muf} beriicksichtigt
werden, daf die neuen Koordinaten Funktionen von den alten sind: z/(z,y, z),
v (z,y,2), 2/ (z,y,2). Die Regel (A.71) muf} dafiir also auf mehrdimensionale
Deltafunktionen verallgemeinert werden; dies geschieht folgendermaflen:

-1

x bl
5(z' — )5 (y' —yh) 8 (2 —2h) = ‘8752)) 3z —0)0(y—y0)d(2—=20), (A.72)
wobel ‘ 8?9(;2/,’?,) die (auch bei der Umrechnung von Volumenelementen auf-

tretende) Jacobi-Determinante ist. Damit ergibt sich fiir die dreidimensionale
Deltafunktion in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten:

53(7:'—7:'0) = %5(7"—7"0)5((;5—%)5(3_%) (A.73)
= O G (AT
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Man rechnet sofort nach, dafl mit diesen Ausdriicken die Normierung der Delta-
funktion auch dann noch stimmt, wenn man das Volumenelement in Zylinder-
bzw. Kugelkoordinaten ausdriickt, z.B.:

X 1
/dV53(F— ) = /7«2 sin(0) 0 — T0)3(0 — 00)0(6 — o)
27

= 7Od7"5(7" ) /7r5(9 — ) /5(¢ — ¢o) = 1> = [A.75)
0 0

0

Die Vorfaktoren werden folgendermaflen auf die einzelnen Deltafunktionen ver-
teilt:

BF—7) = o(r— ro)wé(z %) (A.76)
= 6(r —ro) d - %) 5£¢;i;(z;’), (A.77)

entsprechend der Aufteilung im Volumenelement: dV = dr - rd¢-dz = dr-rdf -
rsin(0)de.

Aus der zweiten Rechenregel fiir Distributionen (A.48) erhilt man schlief3-
lich fiir die Ableitung der Deltafunktion:

/ 5z — o) f(x)dz = —f'(a). (A.78)

(Diese Regel kann man sich im Prinzip auch einfach durch partielle Integration
herleiten.) Es folgt dann, daf §’'(z) eine ungerade Funktion ist. Auflerdem gilt:

8 (z) = limy, 00 fh(z) = limy, 00 g, (2) = . ..

Oft verwendet wird auch die sogenannte Theta- oder Stufen-Funktion, die
definiert ist durch:

0(z) = / 5(y)dy = { (1) iig (A.79)

Fiir z = 0 ist sie wiederum nicht definiert; meist wird (0) = 0 verwendet. Mit
ihrer Hilfe kann man abschnittsweise definierte Funktionen umschreiben, z.B.:

|z| = z6(z) — z6(—x) (A.80)

Zum Abschluf} soll noch eine Fourierdarstellung der Deltafunktion gefunden
werden. Man kann einfach einsetzen:

“+00
5(k) = % / S(w)e *rdy = A (A.81)

™
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also
+00 . 1 +00 .
5(z) = / (k) ds = o / o g, (A.82)
—00 71-—oo

Eine andere Moglichkeit ist folgende: Betrachte eine beliebige Funktion f(x)
und ihre Fouriertransformierte f(k):

+o0
f@) = [ Fetedn

+00
) = 5 [ rwetay (A.83)

Setzt man die zweite Gleichung in die erste ein, so erhélt man:

+oo +o00
f(z) = / (f(y)% / eik(my)dk) dy. (A.84)

—o0 —0o0

Da aber andererseits gilt:

+00
f@)= [ $w)oto - y)dy, (4.85)
erhilt man wiederum:
—+00
2 (z — ) = / eH @) g, (A.86)

Diese Formel wird oft benutzt - beispielsweise bei der Berechnung von
Green’schen Funktionen.

A.5 * Ein wenig Funktionentheorie; Der Residuen-
satz

(Der folgende Stoff stiitzt sich im wesentlichen auf Greiner: Elektrodynamik
und Busam, Freitag: Funktionentheorie.)

A.5.1 Analytische Funktionen

Sei f eine komplexwertige Funktion einer komplexen Variablen z, f : C — C.
Dann kann man f(z) schreiben als:

f(z) =u(z) +iv(z) baw. f(z+iy) = ulz +iy) + v (z + iy) (A.87)

Die Funktionen v und v (und damit auch f) kénnen jeweils auch als Funktionen
der beiden reellen Variablen z und y aufgefasst werden, also u,v : R xR — R.
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Die Funktion f heifit stetig in zp, wenn gilt: f(z) — f(z0) fir z — 2
(auf allen moglichen Wegen). Sie heif3t komplez differenzierbar/analytisch/holo-
morph/reguldr in zp, wenn der Grenzwert

o f0) = 1)

2—20 20 — 2

(A.88)

existiert und unabhingig vom Weg nach zy ist; sie heifit analytisch/ ... im
Gebiet G, wenn sie fiir alle z € G analytisch ist.

Da die komplexe Ebene zweidimensional ist, existieren natiirlich nur zwei
linear unabhéngige Richtungen, die man ohne Beschriankung der Allgemeinheit
als Parallelen zur reellen und zur imaginiren Achse ansetzen kann. Man kann
die Forderung der Wegunabhingigkeit also folgendermassen formulieren:

. flwo+iyo) — flz+iyo) .. flzo+iyo) — f(wo +1y)
lim = lim :
T— g To— X Y=o i(yo — v)

. (A.89)

also:
of (z,y) _ 0f(2,y)
ox 10y
Setzt man die Funktionen u und v ein, so erhilt man schliellich die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen:

Qu(e,y) _ dv(,y)  Ov(z,y) _ dulz,y)

(A.90)

— = . A91
oz oy oz dy (A.91)
Sie lassen sich kurz auch so formulieren:
(2“3) (u(z, y) + iv(z, y)) = 0 (A.92)
8.’13 ay 7 y 7 y - .

Analytische Funktionen haben im Gegensatz zu (stetig) differenzierbaren
reellen Funktionen einige bemerkenswerte Eigenschaften. Eine davon ist die
Existenz und Eindeutigkeit der sogenannten analytischen Fortsetzung: Hat
man eine analytische Funktion auf einem Teilgebiet der komplexen Ebene gege-
ben, so existiert immer genau eine analytische Funktion, die auf der gesamten
komplexen Ebene definiert ist und eingeschriankt auf das Teilgebiet wieder die
urspriingliche Funktion ergibt. Vergleiche dazu den reellen Fall: Wenn man
eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall gegeben hat, so gibt
es unendlich viele Moglichkeiten, sie auf ganz R zu einer immer noch stetig
differenzierbaren Funktion fortzusetzen!

A.5.2 Cauchy’scher Integralsatz und -formel

Eine andere, sehr wichtige Eigenschaft ist der Cauchy’sche Integralsatz: Inte-
grale in der komplexen Ebene iiber eine analytische Funktion sind vom Weg
unabhingig, das heifit,

/ f(2)dz = / F2(0)7 (t)dt (A.93)
Z1 t1



ist unabhéngig von der gewihlten Parametrisierung z(t).

Wenn eine Funktion auf einem einfach zusammenhéingenden Gebiet analy-
tisch ist, darf man also einen geschlossenen Weg beliebig verformen und sogar
zu einem Punkt zusammenziehen, ohne den Wert des Integrals zu verdndern.
Da aber das Integral der Funktion iiber einen einzigen Punkt 0 ergibt, so folgt,
daf} das Integral einer Funktion {iber einen geschlossenen Weg 0 ergibt, falls die
Funktion im vom Weg umschlossenen Gebiet G {iberall analytisch ist:

f(z)dz =0, falls f in G analytisch ist (A.94)
oG

Andererseits kann man folgern, dafl Integrale vom Weg unabhéngig sind,
wenn das Integral iiber geschlossene Wege verschwindet, da man jeden offenen
Weg als einen anderen offenen Weg plus einen geschlossenen Weg darstellen
kann.

/f(z)dz wegunabhiingig < %f(z)dz =0 (A.95)

Dieser Satz (wenn f differenzierbar ist, dann ist das Integral iiber f wegu-
nabhingig) ist vollig analog zum dreidimensionalen Fall: Wenn die Rotation
eines Vektorfeldes verschwindet, so sind Wegintegrale iiber dieses Feld wegun-
abhingig.

Anders sieht es aus, wenn das betrachtete Gebiet nicht einfach zusam-
menhingend ist bzw. wenn die Funktion in diesem Gebiet nicht iiberall ana-
lytisch ist. Betrachte zwei Beispiele: fi(z) = z, fa(z) = 1/z, und als geschlos-
senen Weg einen Kreis um den Ursprung mit Radius 1, der im mathematisch
positiven Drehsinn durchlaufen wird. Die erste Funktion ist in der ganzen Ebe-
ne analytisch, die zweite ist fiir z = 0 nicht definiert. Es ist also zu erwarten,
daf} das Integral iiber die erste Funktion zu 0 wird, bei der zweiten Funktion
sollte dagegen ein endlicher Wert herauskommen. Wihle fiir die Integrale die
Parametrisierung z(t) = €', dann hat man:

27
L 12T
ffl(z)dz = %zdz = /eltieltdt = % [62”]0 =0 (A.96)
0
d 2T it
z ie 2 .
7{ fa(2)dz = 7{ == / = i = 2, (A.97)
0

in Ubereinstimmung mit der Erwartung.

Allerdings gilt auch in solchen Fillen wieder, dafl das Integral iiber geschlos-
sene Wege wegunabhiingig ist - vorausgesetzt, sie schlieflen die Stelle(n), in de-
nen f nicht analytisch ist, ein. Genauer: Die betrachteten Weg miissen stetig
ineinander verformbar sein bzw. es muf} ein geschlossener Weg W existieren, in
dessen Inneren f analytisch ist, so dal man den zweiten Weg erhélt, indem man
zum urspriinglichen Weg W dazuaddiert. Man kann nun also z.B. allgemein sa-
gen: Integriert man die Funktion fo(z) = 1/z auf einem beliebigen Weg, der
z = 0 einschliesst und im mathematisch positiven Drehsinn durchlaufen wird,
so erhdlt man 2.

191



Betrachten wir nun folgendes Integral:

(&) 4, (A.98)
0G 2 — 20

wobei die Funktion f(z) im Gebiet G analytisch sein und zp in G liegen soll.
Man kann f(z) in eine Taylorreihe entwickeln:

F(2) = Flz0) + (2 = 20)f"(20) + 32— 20" (20) + .. (4.99)

Setze dies in das obere Integral ein:

f(zo)f{9 ! dz+f'(z0)faGdz+%f"(zo)ﬁa(z—zo)dz+... (A.100)

G Z— 2

Alle Integranden aufler dem ersten sind analytisch in G, also hat man:

1 2l=z—2z 1 .
() 4 () § ! = 2mif ()
G 2 — 20 G 2 — 20 oG %
(A.101)
und damit schlieflich die Cauchy’sche Integralformel:
1
f(z0) = Mdz. (A.102)

2 oG %2 — 2o

Das heifit, wenn man eine Funktion auf dem Rand eines Gebietes G kennt
und weif}, daf sie iiberall in G analytisch ist, dann kann man jeden beliebigen
Funktionswert, den sie in G annimmt, berechnen! Die Funktion ist also im
gesamten Gebiet G eindeutig bestimmt, wenn nur ihre Werte auf dem Rand von
G gegeben sind - dies ist ein Spezialfall der schon oben erwidhnten analytischen
Fortsetzung.

Man kann allgemein beweisen, daf} fiir analytische Funktionen Integration
und Differentation vertauschbar sind. Damit erhélt man also aus der Cauchy’
schen Integralformel:

)y f(z)
) = 5§ g (A.103)
das heif}t, nicht nur die Funktionswerte, sondern auch die Werte aller Ablei-
tungen in G sind eindeutig bestimmt, wenn die Funktionswerte auf dem Rand
gegeben sind!

AuBlerdem kann man leicht zeigen, daB (z — zp)™"~! fiir alle n € Z als
Funktion von zy analytisch ist und damit auch das Integral {iber diese Funktion
- also folgt, da§ auch f (") analytisch ist. Damit hat man den wichtigen Satz:
Ist eine Funktion analytisch, d.h., einmal komplex differenzierbar, so sind auch
samtliche Ableitungen analytisch (und damit auch stetig), die Funktion ist also
unendlich oft stetig differenzierbar.
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A.5.3 Der Residuensatz

Auch iiber Funktionen, die in einem Gebiet G nicht analytisch sind, kann man
dennoch noch Aussagen treffen. Betrachte hierfiir zwei konzentrische Kreise
Ky, Ko um das Gebiet G, die vollstindig in dem Bereich verlaufen, in dem f
analytisch ist, und eine Verbindungsstrecke zwischen den beiden Kreisen, die
zweimal in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen wird und sich deshalb
weghebt (s. Abb. A.2). Man hat dann einen geschlossenen Weg, und fiir ein
beliebiges 2zp im umschlossenen Bereich gilt:

f(2) dz = ! /(z) dz — = /(z) dz  (A.104)

2i zZ— 2 2w JKk, 2 — 2 2w JK, 2 — 20

f(z0) =

Das Minuszeichen beim zweiten, inneren Kreis tritt deshalb auf, weil er im
mathematisch negativen Drehsinn durchlaufen wird.
Dies kann man umschreiben zu:

1 1 1 1
f(z0) = 5= /() ——dz + — /(z) ——dz  (A.105)
271 Klz—zll—zo_—Z11 271 K2z0—z11—ﬁ
mit einem beliebigen Punkt 2.
Wahlt man diesen Punkt im Gebiet G, so gilt:
DA vze K |22 <1z e K, (A.106)
zZ—2 20 — 21

und man kann die obigen Briiche als geometrische Reihen schreiben:

oozo OO z—z21 \"
o = g | [ L 5 (2 e [ S (522
Z—Zl Z—Z Zo—Zl Z0 — 21

ad —z 0 20 — 21)" L
= 27”7{]” (Z )1n)+1+ > o l)n >dz

n=-—00 (Z - Zl)
21) +00 .
T 2 %f Z )n+1dz = Z an(z0 — 21) (A.107)
n=-—00 n=-—00
K
Ky
G
20

Abbildung A.2: Integrationsweg zur Untersuchung von Integralen iiber nicht-
analytische Funktionen.
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mit: . 1(2)
z
an =5 fw P (A.108)
Diese Entwicklung einer teilweise nicht analytischen Funktion f in einem Ring-
gebiet, in dem sie analytisch ist, heiflt Laurent’sche Reihe. W darf dabei jeder
beliebige, um G geschlossene, im Gebiet zwischen K; und K verlaufende Weg
sein (den vorher betrachteten Weg aus K7 und K» kann man zu einem beliebi-
gen anderen Weg, der im Gebiet zwischen den Kreisen verlduft, umformen), z;
muf} in G liegen.
Wenn f an der Stelle z; nicht holomorph ist, aber eine Umgebung von
z1 existiert, in der f holomorph ist (d.h., es existiert ein € > 0, so daf} f(z)
holomorph V|z — z1| < €, z # z1), dann heifit z; eine isolierte Singularitit, und

a_y = % %Wf(z)dz =: Res(f, z1), (A.109)

wobei W ein geschlossener Weg in dieser Umgebung um z; ist, heiflit Residuum
von f in z7.

Wenn sich nun in einem Gebiet G endlich viele isolierte Singularititen z;
befinden, so erhélt man aus dieser Definition sofort:

f
oG

(2)dz = ZWiZRes(f, ) (A.110)

(siehe Abb. A.3). Dies ist der sogenannte Residuensatz.

Die konkrete Berechnung von Residuen ist allerdings nur dann relativ ein-
fach moglich, wenn die Laurentreihe bei irgendeinem (negativen) n abbricht,
also ap—pym = 0 Vm > 0. Man spricht dann von einem Pol n-ter Ordnung in 2.
Die Laurentreihe ist in diesem Fall:

— 4= a1, S n A.111
f(z)—m—i—...—l—z_Zl—i—nz::oan(z—zl) (A.111)

Man macht sich leicht klar, dal man dann das Residuum in z; erhélt durch:

m—1
Res(f,z1) = a_1 = o lim (d— ((z — zl)”f(z))> (A.112)

(n— 1) 2=z \ dzn—1

Abbildung A.3: Ein Integrationsweg, der mehrere Singularititen einschliefit,
kann immer so umgeformt werden, daf} er jede Singularitit einzeln einschliefit;
auf diese ist dann A.109 anwendbar.
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Speziell fiir einen Pol 1. Ordnung in z; ergibt sich:

Res(f,z1) = lim ((z — 2z1) - f(2)). (A.113)

Z—rZ21

Wir kénnen nun also sowohl geschlossene Wegintegrale in der komplexen
Ebene ausrechnen, deren Integrand im umschlossenen Gebiet iiberall analytisch
ist, als auch solche, bei denen der Integrand in diesem Gebiet beliebig viele
Polstellen von beliebig hoher Ordnung hat. Im ersteren Fall ist der Wert des
Integrals einfach 0, im zweiten Fall berechnet man zunéchst die Residuen der
Polstellen mittels der obigen Formel und erhilt den Wert des Integrals dann
aus dem Residuensatz.

Diese Regeln fiir das Ausfithren von Integralen in der komplexen Ebene
werden oft benutzt, um reelle Integrale auszuwerten. Der urspriingliche Inte-
grationsweg lauft dann also entlang der reellen Achse; man kann ihn durch einen
Halbkreis iiber oder unter der Achse zu einem geschlossenen Weg ergéinzen (ach-
te dabei auf die Orientierung des Weges!). Wenn der Integrand im Unendlichen
geniigend stark abfillt, dann tragt das Integral iiber diesen Halbkreis nicht bei,
so dafl der Wert des Integrals ungeéndert bleibt. Fiir den geschlossenen Weg
kann man dann den Residuensatz anwenden und erhélt so den Wert des reellen
Integrals. Diese Methode wird z.B. bei Fouriertransformationen &fters ange-
wendet; der Faktor e’** sorgt bei geeigneter Wahl des Weges dafiir, daf§ der
Halbkreis im Unendlichen nichts beitrigt.

Beispiel:
Too dy r=tany +7/2
= dy = A.114
/oo 1422 /71'/2 Y : ( )

Andererseits betrachte das Integral:

dz

i —_ A.l11
Ao T (A.115)

wobei Wgr der Weg ist, der auf der reellen Achse von —R bis +R fiithrt und
dann auf einem Halbkreis iiber der reellen Achse wieder nach —R. Auf dem
Halbkreis kann z parametrisiert werden als R e, also gilt:
. dz . iR e do
Am Tz T e O (A-116)
d.h., der Beitrag des Halbkreises zum Integral verschwindet im Unendlichen,
und es gilt:

/+°° dx . dz

= ——— A1l
o 1422 ey wg 1+ 22 ( 7

Die Pole des Integranden f(z) = 1/(1 + z%) liegen bei 2/, = &i; innerhalb des
geschlossenen Weges liegt nur z; = +¢. Das Residuum dieses einfachen Poles
ist:

z—1 z—1 1

1/(1+2%),i) = lim —>—— = lim —————— = — Al
Res(1/(1+27),8) = lim 7 =lm o= =% = 20 (A-118)
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also:
+o0 dz ) 9y .
/700 1= 2miRes(1/(1 + 2%),4) =, (A.119)
in Ubereinstimmung mit dem auf die normale Methode erhaltenen Resultat.
Andererseits konnte man den Halbkreis auch unten schlieflen; der Weg wird
dann allerdings im mathematisch negativen Sinn durchlaufen, und man erhélt
ein zusitzliches Minuszeichen, aber dennoch am Schluss dasselbe Ergebnis:

+oo dx . 2 . .. Z+Z
/700 1+x2 = —27T’LRQS(]./(1 +z ), —Z) = —27T’L zgnjzm =T

(A.120)
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Anhang B

Ableitung der
Maxwellgleichungen aus den
Beobachtungen

(teilweise entnommen aus Greiner: Elektrodynamik)

B.1 Elektrizitidt; Coulombgesetz; Einheiten 1

Schon im antiken Griechenland, etwa seit dem 4. Jahrhundert vor Christus,
waren elektrische Erscheinungen bekannt: Man hatte schon festgestellt, dafl
Bernsteinstiicke einander anzogen oder abstieflen, wenn man sie mit einem Fell
0. . rieb. Der Name , Elektrizitit” leitet sich ja vom griechischen Wort fiir
Bernstein (nAekTpov, Elektron) ab, was wiederum von niextop, Glanz, kommt.
Auch bei anderen Stoffen bemerkte man bald, daf} sie sich anzogen oder abstie-
fen, wenn man sie rieb. Eine systematische Untersuchung dieser Erscheinungen
gab es damals allerdings noch nicht, sie wurden eher als Magie oder gottlich
betrachtet. Die einzige Anwendung in den folgenden Jahrhunderten war da-
her medizinischer Natur: die Elektrizitdt von Zitterfischen wurde als Heilmittel
benutzt.

Erst 1660 wurde die erste experimentelle Anordnung zur genaueren Unter-
suchung der Elektrizitit aufgebaut: Otto von Guericke (1602-1686) erfand eine
Elektrisiermaschine, mit der elektrische Funken erzeugt werden konnten. Damit
untersuchte er auch die elektrische Abstoflung, konnte aber keine wesentlichen
Erkenntnisse gewinnen.

1733 gab es dann den ersten grofleren Vorschritt: Charles-Francois de Ci-
sternay Dufay (1698-1739) stellte fest, dal (durch Reibung) elektrisierte Korper
unelektrisierte Kérper anziehen, sie elektrisieren und dann wieder abstoflen. In-
dem er mit geriebenem Glas, geriebenem Harz und Metallen experimentierte
und die verschiedenen An- und Abstoflungskrifte zwischen ihnen verglich, kam
er zu dem Schluf, daf} es zwei Arten von Elektrizitit gibt. Weitere Forschungen
auf dem Gebiet der Influenz wurden von Bejamin Franklin (1706-1709) durch-
gefiihrt (1747). Das Konzept der positiven und negativen Ladungen wurde aber
erst von Johann Carl Wilcke (1732-1796) und Symmer im Jahre 1759 konse-
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quent eingefiihrt. Die Polarisation von Dielektrika wurde durch Wilcke bereits
1758 festgestellt.

Im Jahre 1767 schlofl Joseph Priestley (1733-1804) aus der Tatsache, dafl im
Inneren eines Leiters keine Krifte wirken, daf} die Kraft zwischen zwei Ladungen
mit 1/r? abnehmen muf. Charles Augustin Coulomb (1736-1806) benutzte
dann 1785 eine Drehwaage, um die Kréfte zwischen elektrischen Ladungen zu
messen, und bestétigte die Vermutung von Priestly. Auflerdem fand er heraus,
daf} die Kraft proportional zur Stirke beider Ladungen ist und in Richtung der
Verbindungsstrecke wirkt; in heutiger Formelsprache:

P2l (B.1)

rZ

Solange keine Mafeinheit fiir die Ladung definiert ist, kann man den bisher
noch fehlenden Proportionalititsfaktor in dieser Gleichung natiirlich nicht ange-
ben. Im SI-Einheitensystem (auch praktisches oder rationales System genannt)
ist die Mafeinheit fiir die Ladung durch die fiir die Stromstérke definiert (zu
deren Definition siehe weiter unten); dies ist moglich, da der Strom ja definiert
ist als Ladung pro Zeit: Wenn eine Sekunde lang ein Strom von einem Ampere
flieBt, so ist insgesamt eine Ladungsmenge von einem Coulomb geflossen. Mifit
man beide Ladungen in Coulomb, so lautet das obige Kraftgesetz:

1 qgr

F= .
dmey 12 1

(B.2)

Dafl die Dielektrizitdtskonstante ey im Nenner steht, hat historische Griinde.
Der Faktor 47 wurde hier wohl eingefiigt, damit er nachher nicht in den Max-
well’schen Gleichung auftaucht (siehe unten). Der durch Messung ermittelte
Zahlenwert fiir diese Konstante ist dann

c? 1 m2N

bzw. — = -10° .
IN ZW Ineg 8,988 - 10 o2

€0 = 8,854 - 10712 (B.3)
Im Gaufl- oder cgs-System (Centimeter, Gramm, Sekunde als Grundeinhei-
ten statt Meter, Kilogramm, Sekunde, Ampére wie im SI-System) dagegen setzt
man die Proportionalitdtskonstante einfach gleich 1. Das Coulomb’sche Gesetz
lautet dann ganz simpel: .
5 92T
F = 2 (B.4)
Dies bedeutet aber, dafl nun die Ladung keine eigene Einheit mehr haben kann,
sondern aus den mechanischen Einheiten abgeleitet wird. Definitionsgemif
haben zwei Ladungen genau dann jeweils eine elektrostatische Einheit (esE),
wenn sie sich im Abstand von einem Zentimeter mit einer Kraft von einem Dyn
(1dyn = 1g - em/s? = 107° N, Krafteinheit im Gau8-System) abstofen. Damit
ergibt sich:
lesE = 1em®/2g1/? /s; (B.5)

die Ladung hat nun also eine reichlich ,,abartige” Einheit.
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Indem man ausrechnet, welche Ladungen (gemessen in Coulomb) beim Ab-
stand von einem Zentimeter eine Kraft von einem Dyn aufeinander ausiiben,
erhélt man die Umrechnungsformel:

lesE = 3,335 - 10710C. (B.6)

Obwohl diese Definition der Mafeinheit fiir die Ladung auf den ersten
Blick (o. k., auf den zweiten wohl auch noch) sehr seltsam aussieht, wird das
Gaufy’sche System doch in weiten Teilen der Physik verwendet, vor allem in
der Atom- und Kernphysik und in praktisch allen Gebieten der theoretischen
Physik. Es geht auf Gauf (1777-1855) zuriick (wer hitt’s gedacht), der es ca.
1833 zusammen mit Weber in Gottingen begriindete.

Nun aber weiter mit der historischen Entwicklung hin zu den Maxwell’schen
Gleichungen, auf die wir ja schlieBlich hinauswollen. Michael Faraday (1791-
1867) fithrte 1831/32 Versuche zur Umwandlung von Elektrizitit in Magnetis-
mus und umgekehrt durch (siehe unten) und fithrte zur Erklarung seiner Er-
gebnisse den Begriff der ,,Kraftlinie” zwischen Ladungen bzw. Magneten ein.
Fir ihn lag das Wesentliche der elektrischen Erscheinungen in einem von Ort
zu Ort wirkenden Spannungszustand in dem Medium zwischen den Ladungen.
Die waren die Anfinge des Feldbegriffes im Gegensatz zu den ,,Fernwirkungen”,
die frither fiir die elektrischen und magnetischen Kréfte angenommen worden
waren.

Eine wichtige mathematische Stiitze fiir die Weiterentwicklung der Theorie
kam dann von Pierre-Simon Laplace (1749-1827), der 1782 den Potentialbegriff
einfithrte und eine Differentialgleichung fiir das Gravitationspotential aufer-
halb einer gegebenen Massenverteilung fand. Diese Gleichung wurde 1811 von
Siméon-Denis Poisson (1781-1840) auf das Gebiet innerhalb der Massenvertei-
lung erweitert; in der Elektrostatik ist die damals gefundene Formel heute noch
als Poisson’sche Gleichung bekannt. Weitere Beitrige zu der Potentialtheorie
lieferte George Green (1773-1841) im Jahre 1828; er dachte dabei erstmals an
Beispiele aus der Elektrizitétslehre. Die allgemeinen Theoreme und Sitze von
Gauf ermoglichten dann 1839 eine ordentliche mathematische Beschreibung der
elektro- (und magneto-)statischen Erscheinungen.

James Clark Mazwell (1831-1879) fithrte dann Faraday’s Vorstellungen von
Kraftlinien konsequent fort und baute darauf die heute nach ihm benannten
Gleichungen auf (1855-65). Danach ist das die elektrische Feldstirke als der
Quotient aus der Kraft auf eine Probeladung ¢ und der Stirke dieser Ladung
definiert (die als so klein angenommen wird, daf§ sie das Feld selbst nicht we-
sentlich stort):

E(7) := F(T), oder besser: E(7) := lim F(F) (B.7)
q =0 g

Die Richtung des Feldvektors gibt die Richtung der (momentanen) Beschleu-
nigung einer positiven Ladung an; dementsprechend geben Feldlinien die Bahn
einer positiven Ladung an. Die Einheit der elektrischen Feldstirke ist:

N E
[ =12 (S baw. :1%:1%((;&113). (B.8)
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Das elektrische Feld einer Punktladung der Stirke () ist dann unter Ver-
wendung des Coulomb’schen Gesetzes:

E(7) =

Der Fluf des elektrischen Feldes durch eine Fliche F' mit Normalenvektor
7 ist definiert durch als:

5 (B.9)

I 11

D, 1= (E.ﬁ) F, (B.10)

analog z. B. einer Stromung, bei der der (Volumen-)Fluf} gegeben ist durch
Oy = (Ve 1) F, wobei ¢ die Geschwindigkeit ist.

Da das elektrische Feld aber im allgemeinen nicht auf der gesamten Fliche
konstant sein wird, ist folgende Definition vorzuziehen:

o, ::/FE(F)oﬁ(F)dF. (B.11)

Wie man sich ausrechnen kann, ist fiir eine Punktladung der Stirke ¢, die
im Koordinatenursprung sitzt, der Flufy durch eine geschlossene Schale um den
Ursprung gleich ®, = 4nq (bzw. im SI-System: ®, = g/ep - hier macht sich
der Faktor 4w, der also einen geometrischen Ursprung hat, erstmals bemerk-
bar). Falls die Ladung aufierhalb dieser Schale liegt (also nicht im Ursprung),
bekommt man dagegen das Ergebnis ®. = 0. Dabei ist die Form der Schale
vollig gleichgiiltig!

Experimente ergeben, dafl sich die elektrischen Felder einzelner Ladungen
einfach (vektoriell) aufaddieren (Superpositionsprinzip). Dies ist Aquivalent da-
zu, dafl die Maxwell-Gleichungen lineare Integral- bzw. Differentialgleichungen
fiir die Felder sind - denn genau bei linearen Gleichungen ist ja die Summe
zweier Losungen wieder eine Losung. Damit ergibt sich aber sofort, daf§ fiir
den Flufl des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Schale, die mehre-
re Punktladungen g; enthélt, gilt: ®, = 47 )", ¢;. Dieses Ergebnis kann man
zusammenfassen im Gauf’schen Gesetz, wobei dF = ii(7)dF ist:

7{ 7(7) o dF = 47Q. (B.12)
F

(In Worten: Der Fluf} des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Fliche ist
gleich der Gesamtstérke aller eingeschlossenen Ladungen.) Genau dies ist aber
die erste der gesuchten Maxwell’schen Gleichungen!

Anschaulich macht man sich dies wie folgt klar: elektrische Feldlinien begin-
nen und enden immer an elektrischen Ladungen - die Ladungen sind die Quellen
und Senken des Feldes. Wenn man eine geschlossene Schale um eine Ladung
hat, dann gehen von dieser aus nur Feldlinien nach aulen (positive Ladung)
bzw. nur Feldlinien in die Schale hinein (negative Ladung). Betrachtet man
dagegen eine geschlossene Schale, in der sich keine Ladung befindet, so gehen
genausoviele Linien hinein wie hinaus, der Gesamtfluf durch die Schale ist also
gleich null - da die Schale keine Quellen oder Senken des Feldes enthélt.
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B.2 Magnetismus; Strome; Einheiten 11

Auch magnetische Erscheinungen waren im alten Griechenland schon bekannt:
Es waren Steine gefunden worden, die einander anzogen und abstieflen, je nach-
dem, wie man sie zueinander hielt (sogenannte Magnetsteine). Aber auch hier
herrschte der Aberglaube vor - es gingen Sagen von einem angeblichen Magnet-
berg um und Geschichten iiber schwebende Gotter- und Heiligenbilder.

In China gab es dagegen etwa 300 n. Chr. schon eine erste Anwendung: Ma-
gnetsteine wurden zur Richtungsbestimmung benutzt (Kompaf!). Die Romer
stellten dann fest, dafl magnetische Wirkungen durch andere Metalle nicht ab-
geschirmt werden.

Eine groflere Zusammenstellung iiber magnetische Erscheinungen findet sich
aber erst in einem 1600 erschienenen Buch von William Gilbert (1544-1503).
Darin wurde, basierend auf Experimenten, beschrieben, dafl positive und nega-
tive Magnetpole nicht getrennt werden konnen, und wie man Magnetfelder mit
Magnetnadeln ,,vermessen” kann. Er zeigte sogar, daf} sich das Erdmagnetfeld
als das einer magnetischen Kugel deuten 148t; nur das quantitative Kraftgesetz
F ~ 1/r? fehlte noch. Dieses Kraftgesetz wurde erst 1785 durch Coulomb im
Laufe seiner schon erwdhnten Experimente mit einer Drehwaage entdeckt. Auf
diesen ,,natiirlichen Magnetismus” (Ferromagnete) werden wir aber hier nicht
niher eingehen (siehe dafiir Kapitel 3).

Weitergehende Entdeckungen wurden erst moglich, als man ldnger flieflen-
de elektrische Strome erzeugen konnte. Es war schon bekannt, daf§ Blitze und
die bei elektrischen Fischen auftretenden Erscheinungen auf dem Flieflen von
Ladungen beruhten, ebenso wie die Funken bei Elektrisiermaschinen, doch wa-
ren dies alles sehr kurzlebige Erscheinungen. Man brauchte eine starke Quelle
von elektrischen Ladungen, die man in dosierbarer Geschwindigkeit abflielen
lassen konnte. Aufgrund von Forschungen von Luigi Galvani (1737-1798) iiber
tierische Elektrizitdt (1780) und Alessandro Graf Volta (1745-1827) iiber die
Spannung zwischen verschiedenen Metallen (1794) wurde schliefflich von letzte-
rem die ,,Volta’sche Siule”, bestehend aus einer Reihe von ,,galvanischen Ele-
menten”, erfunden - die Grundlage fiir die heutige Elektrochemie und Batterien
und Akkus. Nach Volta ist heute die MafBeinheit fiir die Spannung benannt.

Hans Christian Oersted (1777-1851) machte dann 1820 eine der wohl wich-
tigsten Entdeckungen iiberhaupt: Er stellte fest, dafl eine Magnetnadel abge-
lenkt wird, wenn man sie in die N&he eines stromdurchflossenen Drahtes bringt.
Bis dahin waren elektrische und magnetische Erscheinungen immer getrennt
voneinander betrachtet worden, man meinte, es seien zwei vollig verschiede-
ne Krifte. Nun deutete sich erstmals ein Zusammenhang zwischen beiden an!
Oersted merkte die Abhéngigkeit der Ablenkung der Nadel von der Stromrich-
tung und zeigte, dal zwischen Strom und Magnetnadel gebrachte unmagneti-
sche Stoffe die Erscheinungen nicht beeintréchtigten. Auflerdem entdeckte er
bald darauf, daf§ auch zwei stromdurchflossene Leiter sich anziehen, dafl also
magnetische Felder wiederum Krifte auf Strome ausiiben.

Durch André Marie Ampére (1775-1836) wurden dann diese Effekte quan-
titativ untersucht und ausformuliert (1820-1825). Er prézisierte die Begriffe
Spannung und Stromstdirke und formulierte die Regeln der Kraftwirkung von
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Strom auf Magneten und der Kréfte zwischen zwei Stromen. Von ihm stammt
auch die Vorstellung von Elementarstromen in den kleinsten Materiepartikeln
als Ursache fiir das magnetische Verhalten gewisser Stoffe (siche wiederum Ka-
pitel 3). Die Abstandsabhingigkeit der magnetischen Kraft eines stromdurch-
flossenen Leiters wurde von Jean-Baptiste Biot (1774-1862) und Féliz Savart
(1791-1841) experimentell zu r~2 bestimmt (siche das Biot-Savart’sche Gesetz
weiter unten).

Faraday postulierte aufgrund seiner schon erwidhnten Versuche auch fiir die
magnetischen Erscheinungen ,,Kraftlinien” von Nordpol zu Siidpol. Diese Vor-
stellung fiithrte wiederum zur Annahme eines magnetischen Felds, das durch
Strome (bewegte Ladungen) entsteht und auch wiederum Krifte auf Strome
(bewegte Ladungen) ausiibt.

Durch Magnetnadeln kann die Richtung eines magnetischen Feldes festge-
stellt werden; mifit man dann die Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter,
so stellt man fest, daf} sie senkrecht steht sowohl auf der Stromrichtung als auch
auf der Feldrichtung. Auflerdem ist sie proportional zur Linge des Drahtes und
zur Stromstiirke. Es gilt also (empirisch) fiir die Kraft dF auf ein infinitesimal
kurzes Leiterstiick d_:s, das vom Strom I durchflossen wird:

dF = kiIds x B (1. Ampeére’sches Gesetz). (B.13)

Der Vektor B ist ein Ma8 fiir die Stéirke des magnetischen Feldes, wird aber
dennoch nicht so bezeichnet, sondern heifit magnetische Flufdichte. Der Grund
fiir diese Benennung wird im néchsten Abschnitt klarer werden. Die Konstante
k1 kann dazu verwendet werden, die MaBeinheit und Skala von B festzulegen;
dazu gleich mehr.

Zunichst benttigt man noch eine Formel fiir das Feld, das von einem Strom
erzeugt wird. Es gilt fiir ein infinitesimal kurzes Leiterstiick d_:s, das vom Strom

I durchflossen wird: .
ds X 7

dB(7) = kol (B.14)

rd
Auch diese Formel wurde empirisch gefunden und heifit Biot-Savart’sches Ge-
setz. Die Konstante ko wurde eingefiihrt, da wir ja auch fiir die Stromstérke
noch keine Mafleinheit definiert haben.

Eine Umformulierung dieser Formel in eine Integralgleichung wurde von
Ampére gefunden:

7{ Beds =4nkyI (2. Ampére’sches Gesetz). (B.15)
(&

Es besagt, das das Integral des magnetischen Flusses ldngs einer geschlossenen
Kurve proportional dem eingeschlossenen Strom ist. Da das Integral {iber kon-
servative Kraftfelder lings einer geschlossenen Kurve immer null ist, folgt also,
daf das Magnetfeld (in Anwesenheit von Strémen) nicht konservativ ist.

Im Gegensatz zur Elektrizitéitslehre wurde hier nicht direkt eine Formel
fiir die Kraft zwischen zwei Leitern aufgestellt, sondern die Gesetzméssigkeiten
wurden auf zwei Formeln aufgeteilt. Aus diesen beiden kann man dann natiirlich

das Kraftgesetz ableiten (lingere Rechnung, hier nur das Ergebnis):
dF LI,

9k k2 B.16
ds 27y (B.16)
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Dies ist die Kraft pro Lingeneinheit zwischen zwei parallelen, geraden, unend-
lichen Langen Drihten im Abstand d, die von den Strémen I; bzw. I durch-
flossen werden.

Betreffend der Mafleinheit mufl man nun in den beiden gebréuchlichen Ein-
heitensystem unterschiedlich vorgehen. Im SI-System wird die Stromstéirke
ndmlich iiber die Kraft zwischen zwei unendlich langen parallelen geraden Lei-
tern definiert: Sie werden genau dann beide vom Strom 1 Ampere durchflossen,
wenn sie sich pro Einheitslinge 1 Meter mit einer Kraft von 2 + 10~7 Newton
anziehen. Daraus abgeleitet ist die Mafeinheit der Ladung: 1C' = 1As. Zur
Definition der magnetischen Flufidichte wird dann das Biot-Savart’sche Gesetz
verwendet: Wenn ein Magnetfeld eine Kraft von 1 Newton auf einen Leiter der
Linge 1 Meter ausiibt, der von einem Strom der Stérke 1 Ampére durchflossen
wird, dann hat das Magnetfeld die Stidrke 1 Tesla. Die Konstante k; wurde
gleich 1 gesetzt; damit hat man fiir die Einheit der FluBidichte:

N
1T =1-—. B.1
- (B.17)

Aus dem Kraftgesetz und diesen Definitionen folgt dann: ke = 10_7T7m =
10*7%. Man verwendet statt ko aber im SI-System die Induktionskonstante
po = 4mks = 1,26- 10_6%. Der Faktor 4m wurde wiederum aus geometrischen
Griinden eingefiigt; er kiirzt sich im 2. Ampeére’schen Gesetz heraus.

Im GauB-System dagegen ist die Einheit der Stromstéirke schon festgelegt.
Die Ladung ist hier ndmlich nicht durch die Stromstirke definiert, sondern
umgekehrt: Die Mafleinheit der Ladung wurde durch das Coulomb’sche Gesetz
auf 1 elektrostatische Einheit festgelegt; die Einheit der Stromstéirke ist dann
also 1 esE/s. Damit bleibt nur noch eine Konstante in den beiden Gleichungen
wahlfrei; setze k; = ko =: k. Die Mafleinheit der magnetischen Flufidichte
hingt dann nur noch davon ab, wo in den Gleichungen man diese wahlfreie
Konstante hinschreibt; hier wurde sie zwischen beiden Gleichungen aufgeteilt.

Die Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Drihten ist nun proportional
zu k?; experimentell ergibt sich k¥ = 1/c mit ¢ = 3 * 1010% - identisch mit
der Lichtgeschwindigkeit!!! Im Gauf-System taucht die Lichtgeschwindigkeit
also schon recht frith auf - bereits beim Aufstellen der Grundgleichungen; im
SI-System dagegen ergibt sich erst beim Ausrechnen der Geschwindigkeit elek-
tromagnetischer Wellen der Zusammenhang ¢ = \/;)% Insofern ist das Gauf-
System etwas ,,natiirlicher” als das SI-System: Die fiir die Elektrodynamik
wesentliche Naturkonstante steckt von vornherein in den Gleichungen drin; im
SI-System stehen dagegen in den Gleichungen nur Konstanten, die die Umrech-
nung zwischen (kiinstlich eingefithrten) elektromagnetischen und mechanischen
Einheiten bewirken.

Durch Einsetzen in eines der beiden Gesetze erhélt man dann auch sofort
die Einheit der magnetischen Flufldichte:

5 dyn o
B]=1— =[E]. B.18
5] =152 = () (5.18)
Magnetische Flufidichte und elektrische Feldstirke haben also dieselbe Einheit!
Hier zeigt sich die groflere Symmetrie des Gauf’schen Systems gegeniiber den

SI-Einheiten.
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Setzt man k ins zweite Ampere’sche Gesetz ein, so erhilt man:

L. 4
7{ Beds=—"T. (B.19)
C c

Dies sieht schon recht dhnlich aus wie die erste Maxwell-Gleichung (B.12): links
steht ein Integral iiber das Feld (im elektrischen Fall iiber eine geschlossene
Fliche, hier iiber eine geschlossene Kurve), rechts steht ein ,,Quellenterm” (ver-
ziert mit einigen Konstanten). Wir werden jedoch spéter sehen, daf§ (B.19) noch
nicht vollstindig ist - es fehlt ein weiterer Summand, um daraus eine Maxwell-
Gleichung zu machen.

B.3 Magnetische Monopole

Da, wie von Gilbert gezeigt, magnetische Pole immer nur gemeinsam auftreten
(als Dipol), ist die gesamte ,,magnetische Ladung” in einer geschlossenen Schale
immer gleich null. In Analogie zur Elektrodynamik kann man die Pole als
Quellen und Senken des Feldes ansehen; jede geschlossene Schale, die eine Quelle
enthilt, beinhaltet also immer auch eine gleich grofle Senke. Daraus folgt,
dal durch die Schale genausoviele Feldlinien aus- wie eintreten - der Flufl des
magnetischen Feldes durch eine geschlossene Schale ist immer identisch null.
Mathematisch formuliert:

j{ B(#) o dF = 0. (B.20)
F

fiir jede geschlossene Fliche. Dies ist die zweite Maxwell’sche Gleichung.
Dabei heifit

/F B(7) e #(F)dF =: ®,y,, (B.21)

in Analogie zum elektrischen Fall der magnetische Fluf. Damit wird auch der
Name magnetische Flufidichte fir B Klar - es ist einfach der magnetische Flufl
pro Fliche. Warum B nicht magnetische Feldstirke heifit, wird in Kapitel 3
erklart.

Die Gleichung (B.20) sagt also aus, daf§ ,,magnetische Ladungen” nie ein-
zeln auftreten, sondern immer nur als Dipol - es gibt keine magnetischen Mo-
nopole! Dies ist natiirlich nicht bewiesen, sondern nur ein experimenteller Be-
fund. Heutzutage gibt es immer noch Arbeitsgruppen, die nach magnetischen
Monopolen suchen - sie haben ndmlich eine relativ grofie theoretische Bedeu-
tung. Einerseits wiirden durch magnetische Ladungen und Strome die Maxwell-
Gleichungen symmetrischer werden (und Theoretiker wollen ihre Gleichungen
immer so schon wie moglich haben ;-) ), andererseits konnte man damit die
Quantisierung der elektrischen Ladung relativ leicht erkliren (sie wird dann
auf die Quantisierung des Drehimpulses zuriickgefiihrt - aber das wiirde hier
zu weit fithren). Auflerdem kénnte eine solche Entdeckung auch Konsequenzen
fiir die anderen Krifte haben, zum Beispiel fiir das Quark-Confinement durch
die starke Wechselwirkung. Trotz jahrzehntelanger Suche konnten aber bisher
noch keine Monopole gefunden werden.
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B.4 Induktion

Faradays Versuche (1831) ergaben eine weitere tiefgreifende Verkniipfung zwi-
schen Elektrizitit und Magnetismus: Er bemerkte, dafl ein bewegter Magnet
in einem in der Nihe befindlichen Draht einen Stromstofl induzierte; dasselbe
Ergebnis bewirkte ein bewegter stromdurchflossener Draht oder ein Draht mit
einem Strom verdnderlicher Stirke. Auflerdem waren Stréme in geschlossenen
Leiterschleifen, die durch ein Magnetfeld bewegt wurden, zu bemerken. Dies
war genau dann der Fall, wenn das Magnetfeld inhomogen war oder die Schlei-
fe in einem homogenen Feld gedreht wurde. In allen Fillen &nderte sich also
entweder das Feld oder die felddurchsetzte Flache - kurz: der magnetische Fluf.
Durch Anderungen des magnetischen Flusses durch eine Schleife werden
also Strome hervorgerufen. Nach den Forschungen (1826) von Georg Simon
Ohm (1789-1854) gehort zu einem Strom aber immer auch eine Spannung (eine
Potentialdifferenz) - durch Anderungen in einem Magnetfeld werden also Span-
nungen erzeugt bzw. induziert; der Effekt heiffit dementsprechend Induktion.
Zur mathematischen Prézisierung ist zunichst der Begriff der Spannung
festzulegen. Diese ist definiert als der Quotient aus der Arbeit, die man auf-
wenden muf}, um eine Punktladung in einem elektrischen Feld entlang eines
Weges zu bewegen, und der Grofle dieser Ladung. Die Arbeit bekommt man
dabei iiber die iibliche Formel Kraft mal Weg bzw. Wegintegral {iber Kraft. In
Formeln: Die Spannung zwischen den Punkten 7 und 75 ist gegeben durch

2 "
F(r)yeds

1# = /E(F) e ds. (B.22)

1%?1

<

Uiz =

—

T1

Kraftfelder, fiir die dieses Integral wegunabhingig ist, heilen bekanntlich kon-
servativ; ihre Rotation verschwindet. Wir wissen aber nicht von vornherein,
dafl das elektrische Feld konservativ ist - im allgemeinen wird dies eher nicht
der Fall sein.

Wenn das Feld konservativ wére, so wire auch das Integral {iber eine ge-
schlossene Kurve immer gleich null - genau dies gilt aber bei der Induktion
nicht: Durch Anderung des Magnetflusses wird ja eine Spannung in einer ge-
schlossenen Leiterschleife induziert; dies bedeutet aber gerade, dafl das Integral
iiber das elektrische Feld entlang dieses geschlossenen Weges nicht verschwin-
det. Genauer: Die induzierte Spannung ist proportional zur Anderung des
Magnetflusses und immer so gerichtet, dafl der durch sie erzeugte Strom ein
Magnetfeld hervorruft, das der Anderung entgegenwirkt. Dies ist die bekannte
Lenz’sche Regel (1834 durch Heinrich Friedrich Lenz (1804-1865) aufgestellt):

U= -, (SI) baw. U = —lém (GauB). (B.23)
C

Das Minuszeichen besagt hier also, daB die Anderung des magnetischen Flufles
eine Spannung hervorruft, die der Anderung Widerstand leistet.
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Setzt man die letzten beiden Integralformeln ein, so wird das zu:

B . 1d [ - .
B(7) o ds = ———/ B(#) o dF. (B.24)
oF cdt Jr

Dabei ist F eine beliebige (nicht geschlossene) Fliche und 0F der Rand dieser
Flédche - und damit notwendigerweise eine geschlossene Kurve. Damit haben wir
schon die dritte Maxwellgleichung gefunden! Sie wird oft auch als Faraday’sches
Induktionsgesetz bezeichnet.

B.5 Maxwell’scher Verschiebungsstrom

Wie schon erwiihnt, ist die Gleichung (B.19) noch nicht vollstindig. Nachdem
wir die dritte Maxwellgleichung kennen, konnen wir nun auch vermuten, was
fehlt: Eine Anderung im magnetischen FluB erzeugt ein elektrisches Feld -
laut der dritten Maxwellgleichung. Dann liegt aber die Vermutung nahe, daf§
auch ein verdnderlicher elektrischer Fluf} ein magnetisches Feld erzeugen konnte.
Maxwell erweiterte die Gleichung deshalb zu

Be ds_—I+——/ B(7) o dF. (B.25)
oF

Der zweite Term auf der rechten Seite, der die zeitliche Anderung des elektri-
schen Flusses enthélt, wird auch als Mazwell’scher Verschiebungsstrom bezeich-
net. Darauf soll nun noch niher eingegangen werden.

Betrachte hierfir einen Plattenkondensator, der mit einem Dielektrikum
gefiillt ist und gerade aufgeladen wird — in den Zuleitungen fliefft also ein Strom
I. Dieser erzeugt nach der vierten Maxwell’schen Gleichung (dem Ampeére’schen
Gesetz) einen magnetischen Flufl — wenn man den Integrationsweg um den
Draht legt, denn dann ist der Strom ja von der Integrationskurve eingeschlossen,
was Voraussetzung fiir dieses Gesetz ist.

Abbildung B.1: Das Ampere’sche Gesetz fithrt bei der Anwendung auf den
Plattenkondensator auf einen Widerspruch: Auf ineinander umformbaren We-
gen erhilt man unterschiedliche Werte fiir den eingeschlossenen Strom.
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Andererseits gilt fiir eine geschlossene Kurve, die den Strom nicht ein-
schliefit, daf} das Integral iiber sie null ergibt. Nun kénnen wir aber aus der
geschlossenen Kurve, die den Leiter einschlieft, durch Addition von weiteren ge-
schlossenen Kurven, die den Leiter nicht einschlieen und deshalb am Wert des
Integrals nichts &ndern, eine geschlossene Kurve machen, die das Dielektrikum
einschlieflt (s. Abb. B.1) - aber nicht mehr den Leiter! Also miiite das Integral
iiber diese neue Kurve gleich null sein - aber wir haben doch vorher gesagt,
daf} es ungleich null ist, da es identisch mit dem Integral iiber die urspriingliche
Kurve ist, die den Leiter ja einschlof!

Wie rettet man sich aus diesem Dilemma? Relativ einfach - man mufl
nur beriicksichtigen, dafl im Dielektrikum ja auch ein Strom fliefit, wenn der
Kondensator aufgeladen wird: Durch das Aufladen der Platten wird das Di-
elektrikum polarisiert, es flieen Ladungen von einem Ende zum anderen. In
den allermeisten Fillen flieflen sie zwar nicht wirklich (da die Elektronen ja
im Atom gebunden sind), sondern werden nur etwas verschoben. Diese kleine
Bewegung reicht aber schon aus, um einen Stromfluf mit merkbaren Effekten
zu erzeugen. Da er durch das Verschieben von Ladungen entsteht, bezeichnete
ihn Maxwell als Verschiebungsstrom. Er entsteht letztlich dadurch, daf sich das
elektrische Feld im Dielektrikum éndert, ist also proportional zur Anderung der
elektrischen Flufidichte. Dieser Verschiebungsstrom ruft dann im Kondensator
dasselbe Magnetfeld hervor wie auflen um die Leiter herum.

So kommt der zweite Summand in der vierten Maxwellgleichung (B.25) zu-
stande: Die widerspruchsfreie Berechnung des (messtechnisch nachweisbaren)
Magnetfeldes erfordert im Inneren des Kondensators einen Strom, der durch
die Verschiebung der Ladungen im Dielektrikum, also letztlich durch die Ande-
rung der elektrischen Fluldichte hervorgerufen wird. Das einzige Postulat von
Maxwell war nun noch, daf} derselbe Effekt auch im Vakuum auftreten soll-
te: Ein verdnderlicher elektrischer Fluf} sollte immer ein Magnetfeld erzeugen
- auch ohne den ,,Umweg” iiber Strome in irgendeinem Medium. Dies klingt
zwar zunichst recht abstrakt - ist aber letztlich doch nur logisch, wenn man an
das Faraday’sche Induktionsgesetz denkt.

Bei der Induktion geht man n&mlich v6llig dquivalent vor: Die Krifte, die
auf Leiterschleifen wirken, wenn man sie in einem Magnetfeld bewegt oder die
Stirke des Magnetfeldes dndert, kann man sich auch so erkliaren, dafl auf die
Ladungen im Leiter eine Lorentzkraft wirkt. Damit erh&lt man dieselben Ergeb-
nisse wie mit der Betrachtung, daf} eine sich d&ndernde magnetische Fluldichte
ein elektrisches Feld erzeugt. Der Unterschied ist wiederum, daf} der letztere
Effekt auch im Vakuum wirkt, wenn gar keine Leiterschleifen vorhanden sind.

Das benotigte Vorzeichen und der Vorfaktor % kénnen entweder aus dem
Experiment bestimmt oder auch theoretisch hergeleitet werden. Dies geht aber
weit einfacher, wenn man die Maxwell-Gleichungen in ihrer differentiellen Form
verwendet, wie sie in Anhang C besprochen werden sollen. Dort wird dann deut-
lich werden, daf} ein enger Zusammenhang zwischen dem Verschiebungsstrom
und der Erhaltung der elektrischen Ladung (auf welche im niichsten Abschnitt
noch eingegangen werden soll) besteht. Dies sieht man auch hier schon ein we-
nig: Wenn man nur den Leiter betrachtet und die Verteilung der Ladung auf
die Platten vernachléssigt, dann scheint es, als ob der Strom im Nichts endet
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bzw. im Nichts anfingt - die Ladung scheint dort verschluckt bzw. erzeugt zu
werden. Die Vorstellung eines (Verschiebungs-)Stromes zwischen den Platten
schliefit dagegen den Stromkreis.

B.6 Ladungserhaltung und Kraftgesetz

Zu Abschluf sollen noch zwei Gesetze aufgestellt werden, die nicht direkt zu den
Maxwell’schen Gleichung gehoren, aber doch eng mit ihnen zusammenhéngen.

Betrachte zunichst die Erhaltung der elektrischen Ladung. Dies ist selbst-
verstindlich ebenfalls wieder nur ein empirischer Befund, der aber experimentell
sehr gut abgesichert ist und auch weitreichende theoretische Konsequenzen hat,
die man aber erst mit den Mitteln der Quantenmechanik und der Quantenfeld-
theorie voll erfassen kann. Man sieht dann nfmlich, daf§ die Ladungserhaltung
eine notwendige Folge der Eichinvarianz der Lagrangefunktion ist. Dies ergibt
sich aus dem bekannten Noether-Theorem: aus einer Symmetrie der Lagrange-
funktion (hier: Invarianz unter globalen Eichtransformationen des elektroma-
gnetischen Potentials) folgt eine Erhaltungsgrofie (hier: die elektrische Ladung).

Aber zuriick zur mathematischen Darstellung der Ladungserhaltung. Naiv
wiirde man einfach sagen: Erhaltung der Ladung bedeutet, daf sie sich zeitlich
nicht dndert, also

d
79=0. (B.26)

Dann beriicksichtigt man aber einen wichtigen Sachverhalt nicht: Ladung kann
flieBen - elektrische Strome fiithren also dazu, daf die Ladung sich zeitlich &ndert.
Betrachtet man ein festes Volumen, das die Ladung Q beeinhaltet, und hat man
Strome durch die Oberfliche dieses Volumens nach auflen (positives Vorzeichen)
oder nach innen (negatives Vorzeichen), so gilt:

d
ZQ=-1. (B.27)

Dies driickt nichts anderes aus, als dafl durch Stréme nach aulen die Ladung im
Inneren abnimmt und durch Stréme nach innen zunimmt. W&hlt man das Vo-
lumen so, daf} keine Strome nach aufien oder innen flieflen (dies sollte eigentlich
immer moglich sein, da man ja normalerweise keine unendlich weit ausgedehn-
ten Ladungs- und Stromverteilungen hat), so gilt wieder die ,,naive” Formel
(B.26).

Wie wir im Anhang C sehen werden, ist die Ladungserhaltung allerdings
eigentlich keine unabhéngige Gleichung, sondern ergibt sich aus den Maxwell-
Gleichungen (vorausgesetzt, diese enthalten den Verschiebungsstrom). Aufler-
dem kann sie, wie gesagt, auch mittels des Noether-Theorems hergeleitet wer-
den.

Zusétzlich zu den bisherigen Gleichungen, die ja nur beschreiben, wie Felder
durch Materie (Ladungen und Strome) erzeugt werden bzw. wie die Felder
aufeinander wirken, braucht man natiirlich auch noch eine Formel, die einem
sagt, wie die Felder auf die Materie einwirken - sprich: welche Kréifte die Felder
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auf Ladungen und Stréme ausiiben. Eigentlich haben wir diese Formel schon -
wir miissen nur noch einige Einzelteile zusammensetzen.

Zunichst ergibt sich schon aus der Definition des elektrischen Feldes, daf3
ein Feld der Stéirke E auf eine (Punkt-)Ladung ¢ eine Kraft ausiibt, die gegeben
ist durch F' = qE Dies ist die erste Hélfte der gesuchten Formel.

Andererseits hatten wir fiir die Kraftwirkung magnetischer Felder die Bezie-
hung AF = %I As x B. Dies gibt die Kraft auf ein Leiterstiick der Linge (und
Richtung) As an, das von einem Strom I durchflossen wird. Wir interessieren
uns nun wiederum fiir die Kraft auf eine Punktladung, die nun natiirlich bewegt
sein muf} (ansonsten hétte man ja keinen Strom). Eine Punktladung mit der

Geschwindigkeit v (in Richtung von As) braucht die Zeit At = %, um das Lei-
terstiickchen zu durchqueren, und erzeugt demnach den Strom I = & = &Z\'
Also ist die Kraft dann: AF = %qﬁ' x B. Diese Kraft, die ein Magnetfeld auf
eine bewegte Punktladung ausiibt, wird auch als Lorentzkraft bezeichnet. (Im
SI-System fehlt der Faktor 1.)

Nach dem iiblichen Superpositionsprinzip kann man die beiden Kréafte nun
einfach addieren und erhilt dann fiir die gesamte Kraftwirkung auf eine mit
der Geschwindigkeit ¥ bewegte Punktladung ¢, wenn ein elektrisches Feld der
Stiirke £ und ein magnetisches Feld der Flufidichte B vorhanden sind:

—

F= (E+ ><B) (B.28)

Diese Formel ist das Bindeglied zwischen der Elektrodynamik und der Mecha-
nik.
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Anhang C

Differentielle Formulierung
der Maxwell’schen
Gleichungen im Vakuum

Die integrale Formulierung der Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum lautet,
wie im Anhang B hergeleitet:

(1) favd“ o B = 4nQ (C.1)
(1) 7€w iFeB =0 (C.2)
(IIT) » dse E = ———/ dF e B (C.3)
(V) § dieB= —I Cdt/ i e (C.4)

Diese Formulierung ist global, sie macht Aussagen iiber ganze Raumgebiete. Oft
ist es jedoch praktischer, Aussagen iiber die interessierenden Gréflen an einem
speziellen Punkt zu machen, also eine lokale Form zu verwenden. Wie wir sehen
werden, fithrt das auf eine Formulierung mittels Differentialgleichungen.

C.1 Kontinuititsgleichung

Beginnen wir mit der Ladungserhaltung. Statt der Gesamtladung in einem
Gebiet betrachte nun die Ladungsdichte p an einer bestimmten Stelle z und
eine kleine Umgebung Az, zunéchst eindimensional. Von links soll der Strom
j(x) hereinflieBen, nach rechts der Strom j(x + Az) hinausflieBen.

Was uns interessiert, ist die Anderung der Ladung am Punkt z. Die Ladung
ist gegeben durch ¢ = p(x)Az; sie dndert sich durch die ein- und ausflieBen-
den Stréme. Die Anderung ist also einfach gegeben durch die Differenz dieser
Strome:

gt 2j(x)Aa:, (C.5)

(1) = () — (o + &) ~ () — (o) + D) =

oz
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also

9 pla) + () = 0 (C.6)

Betrachte nun die dreidimensionale Verallgemeinerung: die infinitesimale
Umgebung hat eine geschlossene Oberfliche um den interessierenden Punkt
herum. Durch diese Oberfliche fliefit Strom hinein und hinaus. Wihlt man
die Oberfliche als Wiirfel, so kann man die drei Koordinaten getrennt betrach-
ten; wichtig sind jeweils nur die Komponenten senkrecht zu den Wiirfelflichen.
Letztlich erhilt man damit:

0 .=
%" + divy = 0. (C.7)

Dies ist die sogenannte Kontinuititsgleichung - die infinitesimale Formulierung
der Ladungserhaltung. Wie wir spéter sehen werden, kann man solche Konti-
nuititsgleichungen auch fiir andere erhaltene Gréfien aufstellen.
Wie man an der Kontinuitétsgleichung ablesen kann, muf} fiir die Mafleinheit
von J gelten:
A==
J I~ 2.
Damit ergibt sich einerseits, dafl i gegeben ist durch die Ladungsdichte mal
eine Geschwindigkeit:

(C.8)

m=s

§(® = p(PF(). (C.9)
Im allgemeinen wird dies allerdings nur lokal gelten; nur in einigen Spezialfillen
(beispielsweise Punktladungen) kann man fiir die gesamte Ladungsverteilung p
dieselbe Geschwindigkeit ansetzen.

Andererseits sieht man nun, dafl die Einheit von ; Ladung pro Flache und
Sekunde, also Strom pro Fliche ist. Wie bei p handelt es sich also auch bei ;
um eine Dichte - nun aber um eine Flichendichte statt eine raumliche. fheiﬁt
deshalb Stromdichte; den gesamten Strom durch eine Fliche erhilt man, indem
man die Stromdichte iiber die Oberfliche integriert (siehe unten). (Anmerkung:
Im eindimensionalen Beispiel am Anfang dieses Abschnittes hatten wir gar keine
Flache senkrecht zur Stromrichtung, daher war 5 dort einfach ein Strom und
keine Stromdichte.)

Bevor wir uns den anderen Gleichungen zuwenden, betrachten wir nach der
anschaulichen Herleitung der Kontinuitétsgleichung auch noch eine mathema-
tischere, die wir im folgenden dann auch anwenden werden. Ladung und Strom
kann man jeweils als Integrale darstellen:

Q:/ dvp; I:?{ dF e j (C.10)
14 v
Mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes kann man den Ausdruck fiir I umschreiben zu
I= / dvdivj (C.11)
v

Setzt man dies ein in die globale Formulierung der Ladungserhaltung (B.27)
ein, so hat man

d S
—/ dVp = —/ dv divy, (C.12)
dt Jv 1%
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also letztlich wieder

ap+cuv;': 0. (C.13)

C.2 Maxwell’sche Gleichungen im Vakuum

Betrachte zunéchst die erste Maxwellgleichung, das Gaufy’sche Gesetz:

dF e E = 47Q = 47r/ dvp (C.14)
oV 14

Benutzt man fiir das erste Integral wiederum den Gaufy’schen Satz, dann erhélt
man

divE = 4mp (C.15)

und damit eine differentielle, lokale Form der ersten Maxwellgleichung. Ebenso
kann man mit der zweiten Gleichung verfahren und hat dann einfach

divB = 0. (C.16)

Die dritte Gleichung, das Induktionsgesetz, lautet:
L. 1d Lo
dSOE:———/dA.B (C.17)
oOF cdt Jr

Hier kann man nun fiir die linke Seite den Stoke’schen Satz benutzen und hat
dann

. . 1 L
/ dF erotE = ——i/ dF e B, (C.18)
F cdt F
also 18
tE = —-—B. C.19
o cot ( )

Da man im Gegensatz zum integralen Ausdruck auf der rechten Seite nun auch
eine Ortsabhingigkeit hat, mufl man hier eine partielle Ableitung verwenden.

Ebenso erhélt man aus der vierten Gleichung schlieflich unter Verwendung
des schon oben benutzten Ausdrucks fiir den Strom:

L 45 10 =
tB=—j 4+ -——F. C.20
ro c]+08t ( )

Nimmt man von dieser Gleichung die Divergenz, so hat man
= 4 - 10 -
div rotB = 0 = —divj + - —divE, (C.21)
c cot

und, wenn man die erste Gleichung einsetzt, schliellich wieder die Kontinuitits-
gleichung

0 -

2" +divy =0. (C.22)
Unter Benutzung der differentiellen Form sieht man also ganz einfach, daf der

zweite Term in der vierten Maxwell-Gleichung, der Verschiebungsstrom, notig
ist, um Ladungserhaltung zu gewéhrleisten.
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Wir haben nun also eine Darstellung der Maxwell’schen Gleichungen im Vaku-
um in differentieller Form:

(I) divii_]: = dmp
(11) divB = 0
L 19 .
(I11) rotE—l——%B - 0 (C.23)
¢
= 10 > A -
v tB—-——F = —j.
(V) ro cot ¢’

Die dritte und die vierte Gleichung wurden noch leicht umgestellt, so dafl
die Felder jeweils iiberall auf der linken Seite stehen. Man sieht, dafl man zwei
imhomogene und zwei homogene Differentialgleichungen fiir die Felder hat, die
miteinander gekoppelt sind. Im Gegensatz zum SI-System sehen die Gleichun-
gen hier nun sehr symmetrisch aus - bei jeder Zeitableitung taucht ein Faktor
¢! auf, und auch die Einheiten der Quellterme sind beidesmal gleich (;/ ¢ hat
dieselbe Einheit wie p).

C.3 Kraftgesetz

Wir haben bereits Formeln fiir die Kraft auf eine (bewegte) Punktladung (B.28)
und fiir die Kraft auf einen (ausgedehnten) Strom (B.13). In den lokalen Max-
wellgleichungen treten nun aber Ladungs- und Stromdichten auf; entsprechend
sollte man erwarten, dafl auch die Kraft sich als Integral iiber ein Kraftdichte
darstellen 148t - alle kleinen, lokalen Kréfte summieren sich zur Gesamtkraft
auf:

F = / dV f(7), also dF = fdV. (C.24)

Betrachte zunichst die elektrische Kraft. Hier gilt fiir eine Punktladung
F = qF; also sollte man fiir eine ausgedehnte Ladungsverteilung (die man sich
ja aus Punktladungen zusammengesetzt vorstellen kann) erwarten:

7= / AV p(F)E(7) = / v f(); (C.25)
es folgt sofort:
f=pE. (C.26)

Strome dagegen kann man durch das Integral der Stromdichte {iber den
Leiterquerschnitt darstellen:

—

I= /Aj'(f') o dA. (C.27)

Hier werden die Stromrichtungen der infinitesimal schmalen Teilstrome (durch
7 dargestellt) iiber den Leiterquerschnitt gemittelt. Betrachtet man nur einen
solchen Teilstrom, so ist klar, daf} gilt:

Ids = j dA|ds| = jdV. (C.28)
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Setzt man dies in das Kraftgesetz ein, so hat man:
L 1 L
dF = —-3dV x B = fdV, (C.29)
c

also ergibt sich folgende Formel:

OISy

f=%xB. (C.30)

Insgesamt hat man dann fiir die Kraftdichte auf eine Ladungs- und Strom-
dichte:

—

f=pE+<xB. (C.31)

A~y

Die Gleichungen (C.23), (C.13) und (C.31) sind die Grundgleichungen der
Elektrodynamik (wobei allerdings, wie gezeigt, (C.13) nicht unabhéngig ist, son-
dern aus (C.23) folgt). Mit ihnen wird in diesem Skript gearbeitet - Folgerungen
werden hergeleitet, ihr physikalischer Inhalt wird erforscht, und Losungsverfah-
ren fiir konkrete Probleme werden dargestellt.
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