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Kapitel 1EinleitungDieses Skript entstand aufgrund einer (f�ur mi
h) sehr s
hle
hten Vorlesung �uberTheoretis
he Elektrodynamik:� Konzepte und Herleitungen wurden ni
ht motiviert (,,wozu ist das jetztgut, was ma
ht man damit"), sondern einfa
h hingeknallt, �elen vomHimmel� Wi
htige Formeln und Sa
hverhalte wurden ni
ht extra betont (einge-rahmt), sondern gingen im allgemeinen Formelwirrwarr unter.� Die Vorlesung bestand praktis
h nur darin, da� Formeln ineinander um-geformt wurden, fast ohne erkl�arende S�atze/Worte.� Auf dem Gebiet der mathematis
hen Werkzeuge wurde zuviel voraus-gesetzt, teilweise wurden wi
htige, s
hwer verst�andli
he Konzepte ,,imVor�ubergehen" eingef�uhrt, ohne sie n�aher zu erkl�aren.� Es wurde kein Wort �uber die vers
hiedenen Einheitensystem verloren, diein Gebrau
h sind, sondern einfa
h stur mit dem Gau�'s
hen System (daszu diesem Zeitpunkt allen unbekannt war) drau
osgere
hnet.S
hon w�ahrend der Vorlesung habe i
h mi
h ziemli
h �uber sie aufgeregt, aberz�ahneknirs
hend dur
hgehalten. Als i
h dann Theo II f�ur's Diplom lernte, ar-beitete i
h meine Vorlesungsmits
hriebe no
hmals dur
h und ben�otigte dreiAnl�aufe und diverse B�u
her, bis i
h endli
h �uberall verstanden hatte, was dasalles hei�en soll. Man
he �Ubungsaufgaben zu dieser Vorlesung kann i
h bisheute ni
ht l�osen...Irgendwann w�ahrend dem Lernen auf's Diplom ents
hlo� i
h mi
h dann, mirdie wi
htigsten Punkte einfa
h selbst no
h mal rauszusu
hen und aufzus
hrei-ben (das waren damals prim�ar die Energie- und Impulserhaltung). Im Laufeder Zeit s
hrieb i
h mir dann immer mehr auf (war teilweise s
hli
ht und ein-fa
h n�otig, aber andererseits hat es au
h oft Spa� gema
ht, si
h einfa
h mal wasno
h mal sauber herzuleiten), und irgendwann w�ahrend der Diplomarbeit kamdann der Gedanke auf: ,,Wenn du das sowieso s
hon alles (f�ur di
h) verst�and-li
h aufs
hreibst - warum dann ni
ht au
h andere davon pro�tieren lassen?"(Die Aufs
hriebe kamen meiner Lerngruppe f�ur's Diplom au
h s
hon zugute.)4



Also �ng i
h an, das ganze bis dahin Ges
hriebene erst mal zu texen - meineeigene Hands
hrift ist kaum lesbar ;-). Und da kam so viel dabei zusammen(
a. 30 Seiten), und es gab immer no
h so viel Unklares in meinen Theo II- Aufs
hrieben, da� i
h mi
h s
hlie�li
h ents
hlo�, do
h glei
h ein Skript zurkompletten Vorlesung daraus zu ma
hen.Das ganze zog si
h etwa �uber eineinhalb Jahre hin und wurde weit l�anger,als i
h je geda
ht h�atte. Aber s
hlie�li
h und endli
h wurde i
h dann do
h no
hfertig (na
h mehreren Anl�aufen), und das Resultat seht ihr nun vor eu
h. I
hbin mir bewu�t, da� au
h dieses Skript si
her alles andere als perfekt ist undno
h si
herer von Re
hts
hreib- und anderen Fehlern �uberquillt, aber i
h ho�e,da� es do
h eine Hilfe sein kann - sowohl beim Verstehen der Vorlesung, beimBearbeiten der �Ubungsaufgaben als au
h beim Lernen auf's Diplom.Zun�a
hst mal die positiven Punkte:� I
h habe versu
ht, die wesentli
hen Konzepte zusammenzufassen, au
hauf trivial s
heinende Kleinigkeiten einzugehen und hin und wieder au
hmal interessante Ausbli
ke zu geben, ohne den Sto� allzusehr ans
hwellenzu lassen (na ja - letzteres ist wohl ni
ht so gut gelungen).� Wi
htige Formeln sind eingerahmt, wi
htige Sa
hverhalte und Fa
haus-dr�u
ke kursiv hervorgehoben, und im letzten Kapitel (Zusammenfassung)�ndet man no
h mal eine �Ubersi
ht, was besonders wi
htig ist (f�ur's Lebenund f�ur die Pr�ufung).� Begri�e, die ni
ht Standard sind, sondern meine eigene Er�ndung, oderdie etwas s
hwammig de�niert sind, sind dagegen in Anf�uhrungszei
hen,," gesetzt.� Abs
hnitte, die ni
ht so wi
htig sind und (teilweise) au
h �ubersprungenwerden k�onnen, sind mit einem Stern
hen * markiert. Zumindest dieErgebnisse dieser Abs
hnitte sollte man si
h aber mal ans
hauen, au
hwenn man die Re
hnungen ni
ht unbedingt kapiert.� Bei den Herleitungen habe i
h mi
h bem�uht, zu motivieren, warum mandas so ma
ht und worauf man hinaus will. Dabei habe i
h immer versu
ht,einen Mittelweg zwis
hen ans
hauli
her (?) Argumentation und strenger(?) mathematis
her (???) Herleitung zu �nden.� Die mathematis
hen Handwerkszeuge, die benutzt werden, �ndet man imAnhang A zusammengestellt (bis auf Di�erentialre
hnung in einer Dimen-sion, das Auswerten von mehrdimensionalen Integralen, komplexe Zahlenund die Fourier-Entwi
klung - das setze i
h dann do
h voraus).� In den Anh�angen B und C �ndet man einen kurzen Abriss, wo die Max-wellglei
hungen �uberhaupt herkommen, Bemerkungen �uber m�ogli
he Ein-heitensysteme und eine Motivation und Erkl�arung der di�erentiellen/ lo-kalen Formulierung der Maxwell's
hen (und anderer) Glei
hungen.Es gibt aber nat�urli
h au
h gen�ugend S
hwa
hpunkte:5



� Die Sto�auswahl erfolgte teilweise na
h pers�onli
hemGes
hma
k - es kannalso sein, da� Dinge, auf die man
he Professoren Wert legen, ni
ht vor-kommen, daf�ur dann aber andere Dinge zu ausf�uhrli
h dargestellt sind.� Die Erkl�arungen und Motivationen stammen zum gr�ossten Teil von mirselbst - so, wie sie hier dargestellt werden, habe i
h mir damals die Kon-zepte klargema
ht. Es kann gut sein, da� andere Leute damit gar ni
htsanfangen k�onnen, sondern da� sie einen v�ollig anderen Zugang zum Sto�brau
hen, um ihn zu verstehen.� Man
he Sa
hen wusste i
h au
h ni
ht so genau und habe deshalb stel-lenweise Abs
hnitte aus B�u
hern (mit kleinen pers�onli
hen �Anderungen)�ubernommen (es wird meist an der entspre
henden Stelle darauf hinge-wiesen).� Es sind sehr wenig Beispiele und Skizzen und keine Aufgaben enthalten.� Da dies die erste Au
age ist, wimmelt es si
her no
h von allen m�ogli
henFehlern (trotz Beta-Test).� Meine Notationen sind ni
ht immer einheitli
h (Beispiel: f�ur Fl�a
he malA, mal F ) und teilweise au
h von mir pers�onli
h eingef�uhrt (und deshalbin keinem Lehrbu
h zu �nden) - zum Beispiel das dyadis
he Produkt.Trotzdem ho�e i
h, da� dieses Skript f�ur man
he StudentInnen eine Hilfesein wird, die viellei
ht (wie i
h) an der Elektrodynamik zu verzweifeln drohen.Zum S
hlu� no
h eine �Ubersi
ht �uber den Inhalt dieses Skripts und den(ho�entli
h vorhandenen) ,,roten Faden":� I
h gehe im ganzen Skript davon aus, da� die Maxwell-Glei
hungen imVakuum (in integraler und in di�erentieller Form) bekannt sind. Ihre Her-leitung aus den Beoba
htungen und andere Voraussetzungen, sowohl ma-thematis
her als au
h physikalis
her Natur, �ndet man in den Anh�angen.Im Text wird auf sie mittels der r�omis
hen Zahlen (I) bis (IV) verwiesen.� Das erste Kapitel ist diese Einleitung - die �ubrigens erst kurz vor S
hlu�entstand.� Im zweiten Kapitel bes
h�aftigen wir uns ('ts
huldigung: i
h mi
h) mit sta-tis
hen Feldern im Vakuum, also Feldern, die si
h zeitli
h ni
ht �andern.Am Beispiel des elektris
hen Feldes, das etwas einfa
her zu behandeln istals das magnetis
he, werden wi
htige Konzepte wie Potential, Ei
hung,Green's
he Funktion und Multipolentwi
klung eingef�uhrt. Das magneti-s
he Feld wird dann um einiges k�urzer abgehandelt, da es viele Parallelenzum elektris
hen gibt. Am S
hlu� �ndet si
h no
h ein Stern
hen-Kapitel�uber Dipole, die f�ur meinen Ges
hma
k in Standard-Lehrb�u
hern oft zukurz kommen.� Das dritte Kapitel geht dann zu Feldern in Materie �uber - das Teilgebietder Elektrodynamik, das mir pers�onli
h am meisten verha�t ist wegen der6



zahlrei
hen dort n�otigen N�aherungen und der Unklarheit der Begri�e (i
hho�e, davon merkt man ni
ht allzu viel). Wieder wird zun�a
hst das (stati-s
he) elektris
he Feld betra
htet und na
h einer Herleitung der zugeh�ori-gen Maxwellglei
hungen in Materie au
h auf das Verhalten an Grenz-
�a
hen eingegangen (mit einem ,,h�ubs
hen" Beispiel abgerundet). Das-selbe Programm wird dann f�ur das magnetis
he Feld dur
hgezogen, miteinem zus�atzli
hen Abs
hnitt �uber Ferromagnetismus. S
hlie�li
h werdendie (statis
hen) Maxwell-Glei
hungen in Materie no
hmals zusammenge-fasst und auf den dynamis
hen Fall erweitert. Der vorletzte Teilabs
hnittbes
h�aftigt si
h dann mit te
hnis
hen Anwendungen: Stromkreise undspeziell die besonderen Eigens
haften von Spulen und Kondensatoren; derletzte geht auf eine (te
hnis
h l�astige) Eigens
haft von We
hselstr�omenein: den Skine�ekt.� Im vierten Kapitel wird's dann (f�ur mi
h) allm�ahli
h interessant: DieAusbreitung von elektromagnetis
hen Wellen wird untersu
ht. Zun�a
hstwird die Wellenglei
hung im Vakuum und in Materie hergeleitet und aufeinige spezielle Eigens
haften der Wellen eingegangen. Es folgt ein Ab-s
hnitt �uber die te
hnis
h wi
htigen Hohlleiter. Dann wird die Bre
hungelektromagnetis
her Wellen behandelt, und den Abs
hluss bildet ein Ab-s
hnitt, der auf etwas abstraktere Dinge wie die Energie und den Impuls(und deren Erhaltung) von elektromagnetis
hen Wellen (oder allgemeinFeldern) eingeht. Dieser Abs
hnitt geh�ort zu meinen ,,Lieblingen" - hatmir mit am meisten Spa� gema
ht.� Weiter geht's im f�unften Kapitel mit einer allgemeinen Behandlung vonPotentialen, Ei
hungen und Entkopplung der Glei
hungen (au
h das ge�elmir sehr gut!). Dies ist die Voraussetzung, um Abstrahlvorg�ange zu be-handeln - daf�ur brau
ht man n�amli
h eine besondere Art von Potentialen,die sogenannten Li�enard-Wie
hert-Potentiale, auf die im folgenden Ab-s
hnitt eingegangen wird. Dort �ndet man au
h das Standardbeispiel ei-ner s
hwingenden Punktladung. Der letzte Abs
hnitt dieses Kapitels wirddann wieder ziemli
h mathematis
h: Dort wird hergeleitet, wie man dieAbstrahlung einer beliebigen, mono
hromatis
h s
hwingenden Ladungs-verteilung bestimmt.� Die Elektrodynamik ist damit so ziemli
h abgehandelt; im folgenden se
h-sten Kapitel geht es um die Konsequenzen der Konstanz der Li
htge-s
hwindigkeit - also die Spezielle Relativit�atstheorie. Im ersten Abs
hnitterfolgt eine allgemeine Herleitung der Lorentztransformation, und dieKonsequenzen werden dargestellt (da bli
ke i
h selbst no
h ni
ht ri
htigdur
h - kann man das �uberhaupt ans
hauli
h verstehen?). Dann erfolgtder �Ubergang zum abstrakteren Vierervektor-Formalismus, der der Be-handlung relativistis
her Probleme besser angemessen ist. Hier wird au
hdie Herleitung der ber�uhmten Formel E = m
2 vorgef�uhrt. Im letzten Ab-s
hnitt wird s
hlie�li
h die Anwendung des Vierervektor-Formalismus aufdie Elektrodynamik dargestellt (au
h einer meiner Lieblings-Abs
hnitte).7



� Das siebte Kapitel (hat mir am meisten Spa� gema
ht) s
hlie�li
h enth�altdie Anwendung des Lagrange- und Hamilton-Formalismus' auf die Elek-trodynamik. Zun�a
hst wird die Bewegung von Punktteil
hen relativi-stis
h und ni
htrelativistis
h, mit und ohne Feld, studiert, und der Un-ters
hied zwis
hen kanonis
hem und kinetis
hem Impuls n�aher beleu
h-tet. Der zweite Abs
hnitt ist auf meinem eigenen Mist gewa
hsen undwird von keinem Lehrbu
h unterst�utzt (die benutzen meist v�ollig andereNotationen und Re
henwege), i
h ho�e aber trotzdem, da� man daraussinnvolle Erkenntnisse gewinnen kann. Er enth�alt die Lagrange- und Ha-miltonfunktion f�ur das elektromagnetis
he Feld - brau
ht man si
her inder Elektrodynamik kaum, ist aber f�ur die Quantenelektrodynamik ex-trem wi
htig. Dieser Abs
hnitt ist also nur f�ur Leute empfehlenswert, diesi
h f�ur Quantenfeldtheorie interessieren.� Den Abs
hlu� bildet ein Kapitel, das no
h mal zusammenfasst, was jetzteigentli
h besonders wi
htig war und was man si
h merken sollte.� Die Anh�ange enthalten, wie s
hon erw�ahnt, die Voraussetzungen. ImAnhang A �ndet man mathematis
he Tips und Tri
ks (eine Art For-melsammlung), aber teilweise au
h mathematis
he S�atze und Herleitun-gen. Dies f�uhrt von einfa
her Vektorre
hnung �uber die Vektoranalysis,Integration von Vektorfelder eins
hlie�li
h der S�atze von Gau� und Sto-kes, einen Abri� �uber die Delta-,,Funktion" (Erkl�arung und Umgang mit)bis hin zu einer Einf�uhrung in die Funktionentheorie. Der Anhang B wen-det si
h einerseits an historis
h Interessierte (oder allgemein Wi�begieri-ge), die wissen wollen, wo die Maxwellglei
hungen eigentli
h herkommen,andererseits enth�alt er aber au
h einen Verglei
h zwis
hen dem SI- unddem Gau�'s
hen Einheitensystem (auf Heaviside-Lorentz konnte i
h lei-der ni
ht au
h no
h eingehen). Anhang C erkl�art s
hlie�li
h, wie manauf sol
he Dinge wie die Kontinuit�atsglei
hung und andere lokale Formu-lierungen, eins
hlie�li
h der Maxwellglei
hungen in di�erentieller Form,kommt.
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Kapitel 2Statis
he Felder im Vakuum2.1 ElektrostatikIn diesem Kapitel betra
hten wir zun�a
hst Probleme, in denen nur zeitli
hunver�anderli
he elektris
he Felder auftreten. Die Maxwellglei
hungen lautenalso: div~E = 4�� (2.1)rot ~E = 0; (2.2)die Glei
hungen (II) und (IV) sind hier unwi
htig.2.1.1 Skalarpotential, Ei
hung, Gau�'s
hes GesetzAus der Wirbelfreiheit (2.2) folgt sofort, da� man ein Potential einf�uhren kann:Es gibt eine Funktion �(~r), so da� das elektris
he Feld ges
hrieben werden kannals ~E(~r) = �grad�(~r): (2.3)Die Umkehrung dieser Relation ist�(~r) = � ~rZ~r0 ~E(~r0) � ~dr0: (2.4)Die Funktion � ist (bis auf die Wahl des Punktes ~r0 - siehe unten) eindeutigde�niert, ihr Wert h�angt ni
ht davon ab, auf wel
hem Weg man von ~r0 na
h ~rgeht. Die genauen Zusammenh�ange zwis
hen Wegunabh�angigkeit, Wirbelfrei-heit und Potential werden im Anhang A.2 bespro
hen (und meist s
hon in derVorlesung zur Theoretis
hen Me
hanik behandelt).Ber�u
ksi
htigt man, da� die elektris
he Feldst�arke ~E die Kraft ~F auf eineProbeladung q angibt, so erh�alt man, da� die Funktion � die potentielle Energie(die man als Wegintegral �uber ~F erh�alt) pro Probeladung q ist. Die Di�erenzzwis
hen den Potentialen an zwei vers
hiedenen Punkten gibt dann also dieSpannung zwis
hen diesen Punkten an.9



Setzt man 2.3 in die Quellenglei
hung ein, so ergibt si
h:��(~r) = �4��(~r); (2.5)die sogenannte Poissonglei
hung. Diese Di�erentialglei
hung ist zwar nun vonzweiter Ordnung, enth�alt aber nur skalare Gr�o�en und ist deshalb lei
hter l�osbarals die Maxwellglei
hung (I). Man sieht, da� �(~r) ni
ht eindeutig ist: man kanneine beliebige, (r�aumli
h!) konstante Funktion der Zeit zu � addieren, ohnedadur
h die physikalis
h beoba
htbaren Gr�o�en (�, ~E und damit au
h Poten-tialdi�erenzen) zu �andern. Dies ist ein Spezialfall der sogenannten Ei
htrans-formationen, die wir sp�ater no
h genauer betra
hten werden. Dur
h Vorgabevon weiteren Bedingungen (z.B. Randbedingungen an �) kann diese Funkti-on (teilweise) �xiert werden; man sagt dann, man arbeite in einer speziellenEi
hung. Konkreten Beispielen f�ur sol
he Ei
hungen werden wir erst sp�ater be-gegnen (Abs
hnitt 5.1). Hier entspri
ht die Wahlfreiheit des Potentials einfa
hder Wahlfreiheit des ,,Ursprungs" ~r0 in der Integraldarstellung (2.4).Das Ziel soll nun zun�a
hst sein, f�ur eine vorgegebene Ladungsverteilung�(~r) das Potential (bzw. das elektris
he Feld) auszure
hnen. Betra
hte daf�urzun�a
hst den einfa
hsten Fall: eine Punktladung q am Ort ~r0. Wir wissen, da�si
h zwei Punktladungen q und Q an den Orten ~r0 bzw. ~r1 mit einer Kraftanziehen oder absto�en, die dur
h das Coulomb's
he Gesetz gegeben ist:~F = qQj~r1 � ~r0j2 ~r1 � ~r0j~r1 � ~r0j (2.6)Das elektris
he Feld der Punktladung q am Ort ~r ist also:~E(~r) = qj~r � ~r0j2 ~r � ~r0j~r � ~r0j ; (2.7)und das Potential ergibt si
h dann zu�(~r) = qj~r � ~r0j + 
(t) (2.8)mit einer prinzipiell beliebigen, aber r�aumli
h konstanten Funktion 
(t). W�ahltman als ,,Randbedingung" nun die naheliegende Forderung �! 0 f�ur j~rj ! 1,dann folgt 
(t) = 0. Mit dieser Wahl werden wir im folgenden praktis
h immerarbeiten.Die erste Verallgemeinerung hiervon ist, da� man N Punktladungen qi, je-weils am Ort ~ri, hat. Da f�ur die Kr�afte das Superpositionsprinzip gilt unddamit au
h f�ur die elektris
hen Felder und die Potentiale, kann man die einzel-nen Potentiale einfa
h aufaddieren:�(~r) = NXi=1 qij~r � ~rij : (2.9)Nun soll der �Ubergang von einer diskreten Ladungsverteilung zu einer kon-tinuierli
hen vollzogen werden. Dazu ist es n�utzli
h, si
h zun�a
hst die Ladungs-di
hte f�ur eine diskrete Verteilung anzus
hauen. Jede Punktladung ist an einem10



Ort konzentriert - die Ladungsdi
hte ist also an einer Stelle ~r0 unendli
h undan allen anderen Null. Au�erdem mu� das r�aumli
he Integral �uber die La-dungsdi
hte wieder die Ladung q ergeben. Insgesamt ergibt si
h also, da� dieLadungsdi
hte einer Punktladung dur
h eine (dreidimensionale) Deltafunktion,multipliziert mit der Ladung, dargestellt wird: �(~r) = qÆ(~r � ~r0). F�ur einediskrete Ladungsverteilung aus N Punktladungen hat man also:�(~r) = NXi=1 qiÆ(~r � ~ri): (2.10)Das Potential kann dann ges
hrieben werden als:�(~r) = Z dV �(~r0)j~r � ~r0j : (2.11)(Wenn man die Ladungsdi
hte (2.10) einsetzt und das Integral ausf�uhrt, erh�altman wieder die vorherige Formel (2.9).)Da man si
h andererseits jede (kontinuierli
he) Ladungsverteilung als aus(unendli
h vielen) Punktladungen zusammengesetzt vorstellen kann, folgt, da�(2.11) f�ur jede beliebige Ladungsverteilung gilt.Man erh�alt s
hlie�li
h f�ur das elektris
he Feld:~E(~r) = �grad�(~r) = Z dV 0�(~r0) ~r � ~r0j~r � ~r0j3 : (2.12)Das Problem, die Poissonglei
hung f�ur eine vorgegebene Ladungsverteilungzu l�osen, ist also auf das Ausre
hnen eines Integrals zur�u
kgef�uhrt worden.Diese re
ht intuitiv-physikalis
he Herleitung kann au
h mathematis
h pr�azisiertwerden; dies soll im n�a
hsten Abs
hnitt vorgef�uhrt werden.Die Auswertung des Integrals in (2.11) kann im allgemeinen re
ht kompli-ziert werden. In Systemen mit hoher Symmetrie (beispielsweise Kugel- oderZylinder-Symmetrie oder au
h der Plattenkondensator) ist es oft einfa
her, dasGau�'s
he Gesetz (Integralform der ersten Maxwellglei
hung)I�V ~E � ~dA = 4�Q (2.13)zu verwenden, wobei Q die im Volumen V einges
hlossene Ladung ist.Beispiel: Gegeben sei eine homogene geladene Kugel mit Radius R undGesamtladung Q. Die Ladungsdi
hte ist dann:�(r) = �0 = QV = Q43�R3 (2.14)f�ur r < R und 0 f�ur r > R. Betra
hte dann eine Kugels
hale vom Radius r.Die einges
hlossene Ladung ist:Q(r) = Z dV 0�(~r0) = rZ0 dr0 r02�(r0) Z d
 = 8><>: 4��0 13r3 = Q r3R3 f�ur r < R4��0 13R3 = Q f�ur r > R(2.15)11



Da die Ladungsverteilung kugelsymmetris
h ist, erwartet man, da� au
h daselektris
he Feld kugelsymmetris
h ist, also nur vom Radius abh�angt, und radialna
h au�en zeigt: ~E(~r) = E(r)~rr : (2.16)Der Fl�a
hennormalenvektor einer Kugel ist: ~dA = ~rrdA = ~rrr2d
. Also erh�altman f�ur das Integral:I�V ~E � ~dA = Z E(r)~rr � ~rr r2d
 = 4�r2E(r): (2.17)Setzt man das Ergebnis f�ur Q nun ins Gaus�
he Gesetz ein, so ergibt si
hs
hlie�li
h: ~E(~r) = E(r)~rr = Q(r)4�r2 ~rr = 8><>: Qr4�R3 ~rr f�ur r < RQ4�r2 ~rr f�ur r > R ; (2.18)also steigt die Feldst�arke im Inneren der Kugel linear mit dem Radius an, imAu�enraum f�allt sie quadratis
h ab.2.1.2 Green's
he Funktion - allgemeinDie Di�erentialglei
hung (2.5) ist inhomogen - kann man eine allgemeine L�osungf�ur sie angeben in Abh�angigkeit von der vorgegebenen Funktion �(~r)? DiesesProblem kann sogar no
h allgemeiner formuliert werden: Gegeben sei ein linea-rer (!) Di�erentialoperator L; wir su
hen f�ur eine vorgegebene Funktion g(x)(physikalis
h: Quelle; mathematis
h: Inhomogenit�at) eine L�osung der Di�eren-tialglei
hung Lf(x) = g(x): (2.19)Betra
hte daf�ur zun�a
hst ein �ahnli
hes Problem - eine inhomogene lineareGlei
hung: M~a = ~b()Xj Mijaj = bi; (2.20)wobei die MatrixM und der Vektor ~b vorgegeben sind und der Vektor ~a gesu
htist. Falls die Matrix invertierbar ist, d.h., es existiert M�1 mitM�1M = id3 ()Xk M�1ik Mkj = Æij ; (2.21)so kann die L�osung bere
hnet werden dur
h~a =M�1~b() ai =Xj M�1ij bj : (2.22)Eine Funktion kann man nun als einen (�uberabz�ahlbar) unendli
hdimensio-nalen Vektor au�assen: Statt eines Vektorindi
es i hat man die Variable x, stattder Komponten ai die Funktionswerte f(x):~a � (a1; : : : ; aN )f(x) � (: : : ; f(x0 � 2dx); f(x0 � dx); f(x0); f(x0 + dx); f(x0 + 2dx); : : :)(2.23)12



mit beliebigem x0 und in�nitesimalem dx. (Einem Mathematiker str�auben si
hzwar hier wahrs
heinli
h die Haare, aber f�ur die Vorstellung hilft's.)Summationen �uber den Vektorindex werden nun ersetzt dur
h Integrationen�uber die Variable. Matrizen (die zwei Indi
es haben) werden zu Funktionen vonzwei Variablen, das Krone
ker-Delta Æij wird zur Dira
's
hen DeltafunktionÆ(x� y).Die Operation ,,Matrix mal Vektor" entspri
ht dann also (vgl. (2.20):g(x) = Z M(x; y)f(y)dy (2.24)Die neue Funktion g(x) h�angt also i. a. an jeder Stelle x von allen Werten derFunktion f(y) ab. Di�erentialoperatoren D sind Spezialf�alle hiervon - bei ihnenh�angt die neue Funktion D[f ℄(x) ni
ht von allen Werten der alten Funktionf(x) ab, sondern nur von den Werten an in�nitesimal bena
hbarten Stellen.Die Analogie zur Matrix ist f�ur Funktionen also entweder eine Funktion vonzwei Variablen oder ein Di�erentialoperator; allgemein spri
ht man von einemOperator auf dem Raum der Funktionen.Versu
hen wir nun, die inhomogene Di�erentialglei
hung genauso zu l�osenwie die inhomogene Vektorglei
hung. Die Matrix M entspri
ht hier dem Di�e-rentialoperator L; der Umkehrmatrix M�1 mu� ebenfalls ein Operator entspre-
hen. Wir su
hen also zun�a
hst den Umkehroperator zum Operator L; nehmeals Ansatz daf�ur eine Funktion G(x; x0), die dann folgende Glei
hung erf�ullenmu�: LG(x; x0) = Æ(x � x0); (2.25)in Analogie zur Beziehung zwis
hen Matrix und inverser Matrix (2.21).Diese gesu
hte Funktion wird als Green's
he Funktion (zum Operator L)bezei
hnet. Mit ihr kann man dann die L�osung der inhomogenen Di�erential-glei
hung s
hreiben als f(x) = Z G(x; x0)g(x0)dx0; (2.26)in Analogie zu (2.22). Pr�ufe dies einfa
h dur
h Einsetzen na
h:Lf(x) = L Z G(x; x0)g(x0)dx0: (2.27)Da der Di�erentialoperator als linear vorausgesetzt wurde (dies geht hier we-sentli
h ein!), kann man ihn in das Integral hineinziehen:Lf(x) = Z LG(x; x0)g(x0)dx0: (2.28)Der Di�erentialoperator wirkt nur auf die Variable x, ni
ht auf x0, also nur aufG(x; x0) und ni
ht auf g(x0). Es ergibt si
h dann:Lf(x) = Z Æ(x� x0)g(x0)dx0 = g(x) (2.29)13



na
h De�nition der Deltafunktion. Wie behauptet l�ost also (2.26) die inhomo-gene Di�erentialglei
hung 2:19 - vorausgesetzt, die Green's
he Funktion erf�ullt2:25.�Ubertrage nun diese abstrakten �Uberlegungen auf den konkreten Anwen-dungsfall: Die zu l�osende Di�erentialglei
hung ist die Poissonglei
hung�Phi = �4��: (2.30)Der lineare Di�erentialoperator ist nun der Lapla
eoperator �, die Quelle ist�4��, und gesu
ht wird das Potential �. Verwende zur L�osung nun eine Greens-Funktion, die die folgende Glei
hung erf�ullt:�G(~r; ~r0) = Æ(~r � ~r0): (2.31)(Anmerkung: Die Notationen sind hier ni
ht einheitli
h - man
he Autoren set-zen vor die Deltafunktion no
h einen Faktor 4�, ein Minuszei
hen oder au
hbeides. Die Green's
he Funktion �andert si
h dann dementspre
hend um diesenFaktor.) Bei bekannter Greens-Funktion ergibt si
h dann das Potential dur
hAuswerten des Integrals�(~r) = �4� Z G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0: (2.32)G soll im folgenden nun bere
hnet werden - dies kann man fast beliebig kom-pliziert ma
hen.Ma
ht man zun�a
hst den naheliegenden Ansatz, da� G wie die re
hte Seiteder Glei
hung (2.31) au
h nur von der Di�erenz ~r � ~r0 abh�angen soll, so kannman die Glei
hung vereinfa
hen zu�G(~r) = Æ(~r) (2.33)Setzt man au�erdem an, da� G nur vom Radius abh�angt, also ni
ht vonder Ri
htung des Vektors ~r � ~r0 bzw. ~r, so bleibt vom Lapla
e-Operator (inKugelkoordinaten) nur der Radiusanteil, und man kann dann dann die Di�e-rentialglei
hung einfa
h au�ntegrieren:�G(r) = 1r2 ��r r2 ��rG(r) = Æ(r)4�r2��rr2 ��rG(r) = Æ(r)4�r2 ��rG(r) = 14���rG(r) = 14�r2G(r) = � 14�r (2.34)Dabei wurde benutzt, da� gilt: Æ(~r) = Æ(r)=(4�r2), wenn nur die Radius-abh�angigkeit von ~r interessiert. 14



Ersetzt man ~r wiederum dur
h ~r � ~r0, so hat man also s
hlie�li
h f�ur dieGreen's
he Funktion zum Lapla
eoperator:G(~r; ~r0) = G(j~r � ~r0j) = � 14� 1j~r � ~r0j : (2.35)Die allgemeine L�osung der Poissonglei
hung wird damit:�(~r) = Z �(~r0)j~r � ~r0jdV 0: (2.36)Dies ist genau das Ergebnis, da� wir au
h s
hon im vorigen Abs
hnitt dur
heine eher physikalis
he Argumentation hergeleitet haben.Es s
heint also, da� der ganze Aufwand und abstrakte Formalismus ziem-li
h unn�otig war - was in diesem Fall eigentli
h au
h stimmt. Die Wi
htigkeitdieser Re
hnung liegt aber darin, da� sie ni
ht nur zur L�osung der Poisson-glei
hung verwendet werden kann; mit Hilfe von Green's
hen Funktionen kannman allgemein inhomogene lineare Di�erentialglei
hungen l�osen. Ein zus�atz-li
hes Beispiel ist der harmonis
he Oszillator mit beliebiger �au�erer Kraft; insp�ateren Kapiteln werden uns weitere Beispiele begegnen.In praktis
h allen diesen F�allen ist eine L�osung nur mit Hilfe dieses (ab-strakten) Formalismus m�ogli
h; die intuitive Herangehensweise f�uhrt dort ni
htso einfa
h zum Ziel wie bei der Poissonglei
hung. Ein Beispiel daf�ur ist dieHelmholtz-Glei
hung, die im n�a
hsten Abs
hnitt und au
h in sp�ateren Kapi-teln no
h Bedeutung haben wird.2.1.3 * Bere
hnung der Green's
hen FunktionAu
h ohne den Ansatz, da� G nur vom Abstand r abh�angen sollte, ist dieDi�erentialglei
hung (2.33) l�osbar; l�osbar; dies erfordert allerdings einen ,,et-was" gr�osseren mathematis
hen Aufwand und soll deshalb in diesem Abs
hnittausf�uhrli
h dargestellt werden.Zur L�osung der Di�erentialglei
hung erinnern wir uns daran, da� die Fou-riertransformierte der Delta-Funktion eine sehr einfa
he Form hat; au�erdemwird dur
h Fouriertransformation die Ableitung der Greensfunktion einfa
hdur
h eine Multiplikation ersetzt. Setzt man also die Fouriertransformiertenin die Di�erentialglei
hung ein:� 1(2�)3 Z ~G(~k)ei~k�~rd3k = 1(2�)3 Z ei~k�~rd3k; (2.37)so hat man f�ur ~G die einfa
he L�osung~G(~k) = � 1k2 (2.38)und kann G bere
hnen dur
hG(~r) = � 1(2�)3 Z ei~k�~rk2 d3k: (2.39)15



Dieses Integral ist allerdings ni
ht direkt bere
henbar; betra
hte statt dessenG(~r) = � 1(2�)3 Z ei~k�~rk2 + k20 d3k (2.40)Man bere
hnet dann die L�osung der allgemeineren Di�erentialglei
hung(�� k20)G(~r) = Æ(~r); (2.41)diese Glei
hung wird au
h Helmholtz-Glei
hung genannt. Sie tritt beispielswei-se bei Abstrahlungsvorg�angen auf (s. sp�ater), ebenso in der Quantenme
ha-nik (f�uhrt auf die Lipmann-S
hwinger-Glei
hung), und au
h das Potential ders
hwa
hen We
hselwirkung wird dadur
h bes
hrieben. F�ur k0 ! 0 geht sie indie Poissonglei
hung �uber.Zur Bere
hnung des Integral gehe in Kugelkoordinaten �uber:G(~r) = � 1(2�)3 Z eikr 
os(�)k2 + k20 k2dk d 
os(�)d�= � 1(2�)2 Z eikr 
os(�)k2 + k20 k2dk d 
os(�)= � 1ir(2�)2 1Z0 eikr � e�ikrk2 + k20 kdk= � 1ir(2�)2 1Z�1 eixxx2 + (k0r)2dx (2.42)Der Integrand hat zwei Pole auf der imagin�aren A
hse bei x = �ik0r; au�erdemist das Integral wegen der enthaltenen e-Funktion komplexwertig. Nun kennenwir aber einen allgemeinen Satz, um Integrale in der komplexen Ebene mit Pol-stellen auszuwerten: den Residuensatz (siehe au
h Anhang A.5). Er gilt f�urges
hlossene Wege in der komplexen Ebene; hier haben wir aber nur eine Inte-gration �uber die reelle A
hse! Der Integrationsweg kann jedo
h ges
hlossenenwerden: dur
h einen Halbkreis �uber oder unter der A
hse, dessen Radius gegenunendli
h geht. Der Wert des Integrals sollte dur
h diesen Halbkreis nat�urli
hni
ht ver�andert werden; er ist also so zu w�ahlen, da� sein Beitrag gegen 0 geht.Gehe also im obigen Integral von der reellen Integrationsvariable x zur kom-plexen z �uber. Der Integrand enth�alt dann einen Faktor eiz - w�ahlt man denHalbkreis oben, so hat z auf ihm immer einen positiven Imagin�arteil. Man erh�altalso eine abfallende Exponentialfunktion, und wenn der Radius des Halbkreisesgegen unendli
h geht, so geht sein Beitrag zum Integral gegen 0. Damit erh�altman dann unter Anwendung des Residuensatzes f�ur das ges
hlossene Weginte-gral: G(~r) = � 1ir(2�)2 I eizzz2 + (k0r)2dz= � 12�r limz!ik0r " eizzz2 + (k0r)2 (z � ik0r)#= �e�k0r4�r : (2.43)16



Dies kann man als das Potential einer abges
hirmten Punktladung betra
hten;Beispiel: Proton mit Elektron im s-Zustand - die na
h au�en si
htbare Ladungund damit das Potential f�allt exponentiell mit dem Abstand ab.Strebt nun k0 gegen 0, so erh�alt man also s
hlie�li
h f�ur die Green's
heFunktion zum Lapla
eoperator:G(~r) = G(r) = � 14�r ; (2.44)in v�olliger �Ubereinstimmung mit unserem Ergebnis (2.35) im letzten Abs
hnitt.Wiederum kann man argumentieren: Was soll der Aufwand, wenn's au
hlei
hter geht? Und wiederum ist die Antwort: Hier geht's zwar lei
hter - aber imallgemeinen Fall brau
ht man diesen Formalismus, um die L�osung zu erhalten.Ein Beispiel hierzu wird im Kapitel �uber Abstrahlung von Wellen auftau
hen:die sog. retardierte Greensfunktion.2.1.4 RandwertproblemeBisher haben wir Probleme betra
htet, in denen au�er der vorgegebenen La-dungsverteilung keine anderen K�orper auftau
hen. Sind sol
he K�orper jedo
hvorhanden, so werden im allgemeinen auf ihnen dur
h die vorgegebene La-dungsverteilung wiederum Ladungen induziert, und die obige L�osung (2.11)wird ni
ht mehr ri
htig sein. Diese zus�atzli
hen Ladungen k�onnen dur
h dieAngabe von Randbedingungen ber�u
ksi
htigt werden; diese sind von einem derbeiden folgenden Typen:1. Das Potential auf der Ober
�a
he der K�orper ist vorgegeben. (Diri
h-let's
he Randbedingung)2. Die Ableitung des Potentials, also das elektris
he Feld, senkre
ht zurOber
�a
he der K�orper ist vorgegeben. (von Neumann's
he Randbedin-gung)Beispielsweise bei einer Punktladung verlangt man normalerweise, da� ihr Po-tential im Unendli
hen vers
hwinden soll, man hat also im Prinzip eine Diri
h-let's
he Randbedingung: Das Potential auf dem (unendli
h fernen) Rand soll0 sein. Die oben bere
hnete Greensfunktion liefert in diesem Fall die ri
htigeL�osung �(~r) = qj~r � ~r0j : (2.45)Die von Neumann's
he Randbedingung l�asst si
h umformulieren; benutzedaf�ur die integrale Form der 1. Maxwell's
hen Glei
hung:I�V ~dA � ~E = 4� ZV � (2.46)Integriert man �uber einen Zylinder verna
hl�assigbarer Di
ke, der ein St�u
k derRand
�a
he enth�alt (s. Abb. 3.2), so wird der Beitrag zum Volumenintegral17



�uber die Ladung im wesentli
hen von der Ober
�a
henladungsdi
hte � geliefert;man hat also: I�V ~n � ~E dA = 4� Z dA�; (2.47)wobei ~n den Normalenvektor der Begrenzungs
�a
he bezei
hnet und Benutztman nun den Zusammenhang ~E = �grad�, so hat man also s
hlie�li
h zwis
henPotential und Fl�a
henladungsdi
hte die Beziehung~n � grad� = E?;innen �E?;au�en = �4��; (2.48)d.h., die Angabe einer von Neumann's
hen Randbedingung ist �aquivalent zurAngabe der Fl�a
henladungsdi
hte auf der Ober
�a
he.Um � eindeutig festzulegen, gen�ugt bereits die Angabe einer der beidenRandbedingungen, wie im folgenden gezeigt werden soll. Seien �1 und �2beide L�osungen der Poissonglei
hung ��i = �4��; betra
hte Æ� := �1 � �2,also �Æ� = 0. Man hat dann unter Benutzung des Gauss's
hen Satzes zurpartiellen Integration:ZV Æ��Æ� dV = 0= I�V ~dA � (Æ�gradÆ�)� ZV (gradÆ�)2dV (2.49)Da das Ober
�a
henintegral in jedem Fall 0 ist, glei
hg�ultig, ob man Diri
h-let's
he oder von Neumann's
he Randbedingungen hat, ergibt si
h also:gradÆ� = 0 (2.50)im gesamten betra
hteten Integrationsvolumen, d.h. Æ� ist konstant im ge-samten Volumen. Falls Diri
hlet's
he Randbedingungen vorgegeben sind, sostimmen �1 und �2 auf einem Rand �uberein und damit dann au
h im gesam-ten Raum; falls von Neumann's
he Randbedingungen vorgegeben sind, ist no
hdie Wahl einer additiven Konstante bzw. Funktion der Zeit frei - die Ei
hung istni
ht eindeutig festgelegt. Wie behauptet gen�ugt also bereits die Angabe einerder Randbedingungen, um � festzulegen (bis auf eine additive Konstante).Um � zu bestimmen, soll wiederum eine Green's
he Funktion verwendetwerden. Die bereits bere
hnete gilt aber nur f�ur den Fall ohne Randbedingungen- im allgemeinen wird sie eine andere Gestalt haben. Die Bedingung (2.31) sollaber weiterhin erf�ullt bleiben; die einzig m�ogli
he �Anderung ist also die Additioneiner Funktion F , die die Lapla
e-Glei
hung�F (~r; ~r0) = 0; (2.51)im betra
hteten Volumen V erf�ullt. Die (verallgemeinerte) Green's
he Funktionist dann G(~r; ~r0) = � 14� 1j~r � ~r0j + F (~r; ~r0): (2.52)18



Die Funktion F kann physikalis
h folgenderma�en interpretiert werden: F l�ostdie Lapla
e-Glei
hung in V , kann also nur das Potential einer Ladungsvertei-lung sein, die si
h au�erhalb von V be�ndet. F bzw. G mu� nun so gew�ahltwerden, da� die gegebenen Randbedingungen erf�ullt werden k�onnen (siehe wei-ter unten). Die Form und St�arke der Ladungsverteilung, die die Quelle f�ur Fist, wird also von der Form und der St�arke der Ladung im Volumen V abh�angen.Darauf basiert die Methode der sogenannten Bildladungen (siehe beispielsweiseGreiner, Elektrodynamik).Wie kann denn nun aber � bere
hnet werden, wenn die Randbedingungenvorgegeben sind ? Gehe daf�ur aus von:�(~r) = ZV �(~r0)Æ(~r � ~r0)dV 0 = ZV �(~r0)�G(~r; ~r0)dV 0 (2.53)mit der neuen Greensfunktion G, und benutze dann den Green's
hen Satz:�(~r) = ZV G(~r; ~r0)��(~r0)dV 0+ I�V ~dA0 � ��(~r0)gradG(~r; ~r0)�G(~r; ~r0)grad�(~r0)�= �4� ZV G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0 + I�V ~dA0 � (�(~r0)gradG(~r; ~r0))+4� I�V G(~r; ~r0)�(~r0) dA0; (2.54)wobei die Poissonglei
hung und der Zusammenhang zwis
hen Potential undFl�a
henladungsdi
hte eingesetzt wurden. Im Verglei
h zu (2.11) hat man alsonun no
h zus�atzli
h Ober
�a
hen-Terme, die die Randbedingungen enthalten.Wie oben gezeigt, gen�ugt die Angabe einer Randbedingung, um � festzule-gen. Die Formel enth�alt beide Bedingungen - allerdings mit einer bisher no
hni
ht eindeutig festgelegten Greensfunktion. Diese Wahlfreiheit kann man nunbenutzen, um die ni
ht bekannten Bedingungen loszuwerden:Diri
hlet's
he RandbedingungenMan kann an die Greensfunktion einfa
h die Bedingung stellen:G(~r; ~r0)j~r02�V = 0; (2.55)zus�atzli
h zur bekannten Glei
hung (2.31). Damit ist G eindeutig festgelegt,und man erh�alt dann � als�(~r) = �4� ZV G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0 + I�V ~dA0 � �(~r0)gradG(~r; ~r0): (2.56)� im Volumen und Phi auf den Ober
�a
hen sind vorgeben, G und damit au
hgradG kann bere
hnet werden; damit ist � nun also f�ur jeden Punkt bere
hen-bar. 19



von Neumann's
he RandbedingungenDer naheliegende Ansatz w�are hier~n � gradG(~r; ~r0)j~r02�V = 0; (2.57)dies kann jedo
h ni
ht erf�ullt werden, da immer gelten mu�:I�V ~n�gradG(~r; ~r0) dA0 = I�V ~dF 0�gradG(~r; ~r0) = ZV �G(~r; ~r0)dV 0 = 1: (2.58)Fordere stattdessen also zus�atzli
h zu (2.31):~n � gradG(~r; ~r0)j~r02�V = 1A; (2.59)wobei A die Gesamt
�a
he des Randes ist. Wiederum ist G nun eindeutig be-stimmt; � ist hier�(~r) = �4� ZV G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0 + 1A I�V �(~r0) dA0 + 4� I�V G(~r; ~r0)�(~r0) dA0;(2.60)Der zweite Term ist aber gerade der Mittelwert des Potentials auf der gesamtenRand
�a
he; da dies nur eine additive Konstante ist, kann dieser Term einfa
hweggelassen werden:�(~r) = �4� ZV G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0 + 4� I�V dA0G(~r; ~r0)�(~r0): (2.61)Das betra
htete Volumen ist der Au�enraum der vorhandenen K�orper; derOber
�a
hen-Normalenvektor zeigt von diesem Volumen aus gesehen na
h au-�en, also in die K�orper hinein. W�ahlt man den Normalenvektor bei der Integra-tion so, da� er wie �ubli
h aus den K�orpern heraus zeigt, so mu� man also dasVorzei
hen umdrehen; s
hreibe dann beim Ober
�a
henintegral �K statt �V ,um anzudeuten, da� der Normalenvektor nun von den K�orpern aus gesehenna
h au�en zeigen soll:�(~r) = �4� ZV G(~r; ~r0)�(~r0)dV 0 � 4� I�K dA0G(~r; ~r0)�(~r0): (2.62)� im Volumen und � (bzw. grad�) auf den Ober
�a
hen sind gegeben, G kannbere
hnet werden - damit ist wiederum � in jedem Punkt bere
henbar.Alle m�ogli
hen Probleme mit Randbedingungen sind damit im Prinzip ge-l�ost. In allen folgenden Kapiteln werden wir uns die Sa
he aber einfa
her ma-
hen und nur Probleme ohne Randbedingungen (bzw. nur mit der Randbedin-gung, da� das Potential im Unendli
hen vers
hwinden soll) betra
hten.
20



2.2 Multipolentwi
klung2.2.1 Kartesis
he MultipoleBei vorgegebener Ladungsverteilung kann man das Potential und damit dieelektris
he Feldst�arke an jedem Punkt ~r mittels�(~r) = Z �(~r0)j~r � ~r0jdV 0 (2.63)ausre
hnen. In vielen Anwendungen interessiert aber nur das qualitative Ver-halten f�ur gro�e Abst�ande; beispielsweise bei einer Punktladung q am Ort ~r0:�(~r) = qj~r � ~r0j � qr (2.64)f�ur gro�e r = j~rj. Im allgemeinen sieht man dem Potential die Abh�angigkeitvom Radius aber ni
ht so direkt an; betra
hte z.B. das Potential zweier entge-gengesetzt glei
h gro�er Ladungen im Abstand ~a:�(~r) = �qj~rj + qj~r � ~aj = �qr + qpr2 � 2~r � ~a+ a2= �qr + qr 0�s1� 2~r � ~ar2 + a2r21A�1 � �qr + qr �1 + ~rr2 � ~a�= q~a � ~rr3 ; (2.65)das Potential verh�alt si
h f�ur gro�e Abst�ande wie r�2, obwohl es si
h aus denPotentialen der beiden Punktladungen zusammensetzt, die jeweils mit r�1 ge-hen.Kann man sol
he Aussagen verallgemeinern? Betra
hte daf�ur wiederum denexakten Ausdru
k f�ur das Potential�(~r) = Z �(~r0)j~r � ~r0jdV 0 (2.66)und entwi
kle nun den Nenner unter dem Integral f�ur gro�e Abst�ande r � r0:�(~r) = 1r Z �(~r0)0�s1� 2~r � ~r0r2 + r02r2 1A�1 dV 0= Z �(~r0) 1r + 1r2 ~r0 � ~rr + 12 1r3  3�~r0 � ~rr �2 � r02!+ : : :! dV 0= Z �(~r0)r  1 + r0r 
os�+ 12 �r0r �2 (3 
os2 �� 1) + : : :! dV 0; (2.67)wobei � den Winkel zwis
hen ~r und ~r0 bezei
hnet. Man hat also nun, wiegew�uns
ht, eine Entwi
klung na
h Potenzen von 1=r - allerdings nur die erstendrei Ordnungen. 21



F�ur die einzelnen Terme kann man no
h Abk�urzungen einf�uhren; zun�a
hstist q = Z �(~r0)dV 0 (2.68)die Gesamtladung ; au�erdem de�niere dur
h~d := Z �(~r0)~r0dV 0 (2.69)das sogenannte Dipolmoment der Ladungsverteilung.Den dritten Term kann man folgenderma�en ums
hreiben:3(~r0 � ~r)2 � r02r2 = 3 3Xi=1 x0ixi!2 � r02 3Xi=1 x2i= 3Xi;j=1 3x0ixix0jxj � r02 3Xi;j=1 Æijxixj= 3Xi;j=1(3x0ix0j � r02Æij)xixj (2.70)De�niert man also dur
hQij := Z �(~r0)(3x0ix0j � r02Æij)dV 0 (2.71)das sogenannte Quadrupolmoment, so kann man s
hlie�li
h s
hreiben:�(~r) = qr + ~rr � ~dr2 + 12 ~rr � Qr3 ~rr + : : : ; (2.72)wobei im letzten Term Q~rr als Multiplikation Matrix mal Vektor aufzufassenist.Q ist na
h De�nition ein Tensor zweiter Stufe. Er ist symmetris
h, wie mansofort an der De�nition sieht, und spurfrei, da P3i=0(3x0ix0i � r02) = 0 - er hatalso nur no
h 6 � 1 = 5 unabh�angige Eintr�age. Der Dipolmoment-Vektor hatdrei unabh�angige Komponenten, und die Ladung nat�urli
h eine. Betra
htetman die Entwi
klung von � als eine Entwi
klung na
h dem Funktionensystemr�l�1 (siehe unten), so geh�ort (bis zu dieser Ordnung der Entwi
klung) zu jedemTerm l also ein Tensor l-ter Stufe mit 2l + 1 unabh�angigen Eintr�agen.In den n�a
hsten beiden Abs
hnitten werden wir nun versu
hen, die bisheri-gen Aussagen zu verallgemeinern und die Entwi
klung auf beliebige Ordnungenauszudehnen. Dies wird leider etwas kni�ig; in kartesis
hen Koordinaten (wiebisher) kommen wir ni
ht weiter - s
hon der Ausdru
k f�ur das Quadrupol-moment sah ja re
ht seltsam aus. H�ohere Terme (und damit h�ohere Multipole)kann man besser ausre
hnen, wenn man in Kugelkoordinaten �ubergeht - s
hlie�-li
h wollen wir ja au
h das Potential in Abh�angigkeit von r haben!Zun�a
hst m�ussen wir allerdings no
h ein wenig auf die allgemeine Theorieder Entwi
klung na
h vollst�andigen Funktionensystemen eingehen und uns einedem Problem angemessene Menge von Funktionen zusammenbasteln, bevor wirs
hlie�li
h konkrete Formeln f�ur die einzelnen Multipole und f�ur das Potentialangeben k�onnen. Darum soll es im n�a
hsten Abs
hnitt gehen.22



2.2.2 * Vollst�andige Funktionensysteme; die Kugel
�a
henfunk-tionenWir haben das Potential na
h Potenzen von 1=r entwi
kelt - ist dies denn �uber-haupt vern�unftig ? Konvergiert diese Reihe denn unbedingt gegen die Funktion,die wir entwi
kelt haben ? Dies ist tats�a
hli
h der Fall, wie aus einem sehr all-gemeinen mathematis
hen Satz folgt. Daf�ur ben�otigen wir allerdings zun�a
hstfolgende De�nition: Ein linearer Di�erentialoperator L hei�t selbstadjungiert,falls f�ur beliebige, gen�ugend s
hnell abfallende Funktionen gilt:Z f(x) (Lg(x)) dx = Z (Lf(x)) g(x) dx (2.73)Dieser Operator habe Eigenfunktionen en(x): Len(x) = ln en(x). Dann giltfolgender Satz: Die Eigenfunktionen en(x) sind vollst�andig, d.h., man kanneine beliebige Funktion na
h dieser Menge von Funktionen entwi
keln, und dieEntwi
klung konvergiert dann gegen die urspr�ungli
he Funktion:a(x) = 1Xn=0 anen(x) (2.74)Die KoeÆzienten an erh�alt man dabei dur
h:an = Z e�n(x)a(x)dx (2.75)Betra
htet man eine Funktion wiederum als einen unendli
hdimensionalen Vek-tor, so kann man die Analogie zu endli
hen Vektoren wieder lei
ht herstellen:Jeder N-dimensionale Vektor ~a kann na
h einem beliebigen Basissystem ~ni ent-wi
kelt werden: ~a = NXn=1 an~en; (2.76)wobei man die KoeÆzienten aus an = ~a � ~en (2.77)erh�alt. Die Analogie zu selbstadjungierten Di�erentialoperatoren sind sym-metris
he bzw. hermites
he Matrizen: Bei diesen ist es ja au
h so, da� dieEigenvektoren eine orthonormale Basis des Vektorraums bilden und man jedenVektor na
h ihnen entwi
keln kann.Ein bekanntes Beispiel f�ur die Entwi
klung na
h vollst�andigen Funktionen-systemen sind Fourierreihen: Die Funktionen, na
h denen entwi
kelt wird, sindp��1=2 sin(nx), p��1=2 
os(nx) (n 6= 0) und p2��1=2; sie sind Eigenfunktio-nen zum Operator � �2�x2 . Wie man lei
ht na
hpr�ufen kann, ist dieser Operatorselbstadjungiert (das Integral l�auft dabei von 0 bis 2�). Die Fourierreihe einer2�-periodis
hen Funktion lautet:f(x) = 1Xn=1�an sin(nx)p� + bn 
os(nx)p� �+ b0p2� (2.78)23



mit an = Z 2�0 sin(nx)p� f(x)dx; bn = Z 2�0 
os(nx)p� f(x)dx (2.79)Diese Funktionen sind au�erdem orthogonal und normiert:Z sin(nx) sin(mx)� = Z 
os(nx) 
os(mx)� = Ænm; Z sin(nx) 
os(mx)� = 0(2.80)Im dreidimensionalen Raum ist der Lapla
eoperator in kartesis
hen Koor-dinaten: � = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 (2.81)Setzt man allgemein eine Eigenfunktion zu diesem Operator an als:�F (x; y; z) = �(f(x)g(y)h(z)) = 
 � F (x; y; z) = 
 � f(x)g(y)h(z); (2.82)so sieht man na
h Separation der Variablen, da� si
h f�ur die Funktionen f,g und h wiederum als L�osungen trigonometris
he Funktionen ergeben; mankann also jede Funktion, die von den drei kartesis
hen Koordinaten abh�angt,in ein vollst�andiges Funktionensystem entwi
keln, das aus Produkten von dreibeliebigen trigonometris
hen Funktionen besteht.Die Funktionen, na
h denen wir im letzten Abs
hnitt entwi
kelt haben,lassen si
h s
hreiben als r�l�1 mit l 2 N; sie sind Eigenfunktionen des selbst-adjungierten Operators r2�r zum Eigenwert l(l+1), wobei �r der Radialanteildes Lapla
e-Operators in Kugelkoordinaten ist (siehe Anhang A.1.4 f�ur die ex-pliziten Ausdr�u
ke): � = �r +�
: (2.83)Es gibt no
h eine zweite Gruppe von Eigenfunktionen zu diesem Operator:r2�rrl = l(l + 1)rl (2.84)Da wir aber an L�osungen interessiert sind, die im Unendli
hen vers
hwinden,interessieren uns diese Eigenfunktionen ni
ht.�Ubli
her in der Physik ist sowieso eine Entwi
klung na
h Eigenfunktionenvon r2�
: r2�
Yl(�; ') = �l(l + 1)Yl(�; ') (2.85)Man hat also:r2��r�l�1Yl(�; ')� = (r2�r�l�1)Yl(�; ') + r�l�1(r2�Yl(�; '))= l(l + 1)r�l�1Yl(�; ')� r�l�1l(l + 1)Yl(�; ') = 0;das hei�t, die L�osung der Lapla
eglei
hung �� = 0 l�asst si
h immer folgender-ma�en entwi
keln: �(~r) = 1Xl=0 alYl(�; ')rl+1 (2.86)mit KoeÆzienten al. 24



Die Funktionen Yl hei�en Kugel(
�a
hen)funktionen bzw. spheri
al harmo-ni
s. Sie sind in der Physik sehr wi
htig und treten oft auf, beispielsweise beider Abstrahlung von Wellen (Sti
hwort Dipolstrahlung in der Elektrodynamikbzw. Quadrupolstrahlung bei Gravitationswellen); au�erdem sind sie au
h Ei-genfunktionen zum Drehimpulsoperator in der Quantenme
hanik und tretendeshalb bei der Bes
hreibung des Wassersto�-Atoms auf (sie geben die Formder Orbitale an). Daher sollen sie im folgenden etwas n�aher betra
htet werden.Zun�a
hst kann man f�ur sie den folgenden Separationsansatz ma
hen:Yl(�; ') = Pl(�)El(') (2.87)Eingesetzt in die Di�erential-Eigenwertglei
hung (2.85) hat man dann 1sin � ��� sin � ��� + 1sin2 � �2�'2!Pl(�)El(') = �l(l + 1)Pl(�)El('); (2.88)also  sin � ��� sin � �Pl(�)��Pl(�) + l(l + 1) sin2 �!+ �2El(')�'2El(') = 0: (2.89)Im ersten Term der Glei
hung tritt nur � auf, im zweiten nur '. Die Summeder beiden Terme kann also nur dann 0 ergeben, wenn jeweils beide Terme f�ursi
h weder von � no
h von ' abh�angen, also konstant sind:�sin � ��� sin ��Pl(�)�� + l(l + 1) sin2 �� = m2Pl(�) (2.90)�2El(')�'2 = �m2El(') (2.91)mit m 2 C. Die gesu
hten Funktionen Yl sind also dur
h Angabe von l no
hni
ht eindeutig festgelegt, sondern h�angen no
h von einem weiteren Parameterm ab: Yl = Ylm(�; '). (vgl. Entartung in der Quantenme
hanik).Die L�osung der zweiten Glei
hung kann man sofort angeben:Elm(') = Nlmeim' (2.92)mit einer no
h ni
ht festgelegten Normierungskonstanten Nlm. Da die L�osungs-funktionen bei einer Drehung unter 2� invariant sein m�ussen, Ylm(�; '+2�) =Ylm(�; '), mu� gelten: m 2 Z.Die erste Glei
hung wird nun: 1sin � ��� sin � ��� + l(l + 1)� m2sin2 �!Plm(�) = 0 (2.93)Substituiert man x := 
os �, so erh�alt man f�ur m = 0 die sogenannte Legendre-Di�erentialglei
hung�(1� x2) ��x2 � 2x ��x + l(l + 1)�Pl0(x) = 0 (2.94)25



und f�ur m 6= 0 die verallgemeinerte Legendre-Di�erentialglei
hung (1� x2) ��x2 � 2x ��x + l(l + 1)� m21� x2!Plm(x) = 0 (2.95)Bes
h�aftigen wir uns zun�a
hst mit der Glei
hung f�ur m = 0. F�ur die ge-su
hte Funktion Pl := Pl0 kann man einen Potenzreihenansatz ma
hen:Pl(x) = 1Xi=0 pixi (2.96)Eingesetzt in die Di�erentialglei
hung hat man dann1Xi=0((1 � x2)i(i� 1)pixi�2 � 2xipixi�1 + l(l + 1)pixi) = 0, 1Xi=0 pixi(l(l + 1)� i(i� 1)� 2i) + 1Xi=2 i(i� 1)pixi�2 = 0, 1Xi=0[(l(l + 1)� i(i+ 1))pi + (i+ 1)(i + 2)pi+2℄xi = 0 (2.97)Wegen der linearen Unabh�angigkeit der Funktionen xi mu� jedes Summengliedeinzeln 0 sein, also hat man:pi+2 = pi i(i+ 1)� l(l + 1)(i+ 1)(i+ 2) (2.98)F�ur i ! 1 h�atte man pi+2 = pi, was zu einer divergenten Potenzreihe f�uhrenw�urde. Es kann also nur dann L�osungen geben, wenn die Potenzreihe irgendwoabbri
ht, das hei�t, die L�osungen sind Polynome. Damit die Reihe abbri
ht,mu� gelten: i(i+1)� l(l+1) = 0, also i = l (i 2 N vorausgesetzt). Man erh�altdann als L�osungen die sogenannten Legendre-Polynome:P0(x) = 1;P1(x) = x;P2(x) = 12(3x2 � 1);P3(x) = 12(5x3 � 3x); : : : (2.99)Statt der rekursiven Beziehung (2.98) zwis
hen den KoeÆzienten kann man�ubrigens au
h die Formel von Rodriguez verwenden (ohne Beweis):Pl(x) = 12ll! dldxl (x2 � 1)l (2.100)Setzt man x = 
os�, so sieht man, da� diese Polynome mit denen �uberein-stimmen, die bei der Entwi
klung von 1j~r�~r0j bis zur Ordnung (r0=r)2 auftraten(r > r0 vorausgesetzt):1j~r � ~r0j = 1r  1 + P1(
os�)r0r + P2(
os�)�r0r �2 + : : :! (2.101)26



Hierbei ist � derWinkel zwis
hen ~r und ~r0. Damit ist naheliegend, da� allgemein1j~r � ~r0j = 1r 1Xl=0 �r0r �l Pl(
os�) (2.102)gilt; im n�a
hsten Abs
hnitt werden wir diese Formel beweisen.In der Physik werden die Legendre-Polynome in der obigen Form (2.99)verwendet; sie sind dann zwar orthogonal, aber ni
ht normiert:Z Pl(
os �)Pl0(
os �)d
 = 4�2l + 1 (2.103)Die Kugel
�a
henfunktionen setzen si
h allerdings aus Pl und El zusammen; beiletzteren hatten wir uns no
h eine Normierungskonstante Nlm o�engelassen.W�ahle nun Nl0 = q2l+14� , dann hat man:Yl0(�; ') = s2l + 14� Pl(
os �) (2.104)Damit sind die Kugel
�a
henfunktionen f�ur m = 0 orthogonal und normiert.Au�erdem sind sie von ' unabh�angig und damit zylindersymmetris
h.Im allgemeinen wird aber die vorgegebene Ladungsverteilung und damitau
h das gesu
hte Potential ni
ht unbedingt zylindersymmetris
h sein, manben�otigt also au
h no
h die Kugel
�a
henfunktionen f�ur m 6= 0. Die L�osung derDi�erentialglei
hung (2.95) wollen wir uns aber ni
ht au
h no
h antun, sondernhier nur die Ergebnisse angeben:Plm(x) = (�1)m(1�x2)m=2 dmdxmPl(x) = 12ll! (1�x2)m=2 dl+mdxl+m (x2�1)l (2.105)Eine L�osung der Di�erentialglei
hung gibt es dabei nur f�urjmj < l, (2.106)also hat man eine (2l+1)-fa
he Entartung.De�niert manYlm(�; ') := s2l + 14� (l �m)!(l +m)!Plm(
os �)eim'; (2.107)so bilden die Ylm ein othonormales Funktionensystem:Z Y �l0m0(�; ')Ylm(�; ')d
 = Æl0lÆm0m. (2.108)Zwis
hen den Ylm besteht folgende Beziehung:Yl;�m = (�1)mY �lm; (2.109)es gen�ugt also, die Ylm f�ur positive m auszure
hnen.27



Explizit sehen die ersten Kugel
�a
henfunktionen folgenderma�en aus:Y00 = 1p4�Y10 = r 34� 
os(�)Y11 = �r 38� sin(�)ei'Y1�1 = r 38� sin(�)e�i' (2.110)Es gilt folgendes wi
htiges Additionstheorem:Pl(
os�) = 4�2l + 1 lXm=�l Y �lm(�0; '0)Ylm(�; '); (2.111)wobei � wiederum der Winkel zwis
hen ~r und ~r0 ist, die �s und die 's gebendie Lage der beiden Vektoren im Koordinatensystem an. (es gilt: 
os� =sin � sin �0 
os('� '0) + 
os � 
os �0)2.2.3 * Sph�aris
he MultipoleWir haben nun also ein vollst�andiges Funktionensystem, da� ebenso wie dasurspr�ungli
h betra
htete System r�l�1 die Eigenwerte l(l + 1) hat, allerdingsnun von den Winkeln statt vom Radius abh�angt. Eine beliebige Funktion, dievon den Raumwinkeln abh�angt, kann also na
h ihnen entwi
kelt werden:f(r; �; ') = 1Xl=0 lXm=�l flm(r)Ylm(�; ') (2.112)mit flm(r) = Z f(r; �0; '0)Y �lm(�0; '0)d
: (2.113)Wir su
hen nun die Entwi
klung der Funktion 1j~r�~r0j = P glmYlm. Die Be-re
hnung na
h obiger Formel w�are sehr s
hwierig; wir w�ahlen hier einen anderenWeg. Betra
hte daf�ur zun�a
hst die Entwi
klung der Delta-Funktion in Kugel-
�a
henfunktionen; diese erh�alt man ausf(~r) = 1Xl=0 lXm=�l flm(r)Ylm(�; ')= 1Xl=0 lXm=�l�Z f(r; �0; '0)Y �lm(�0; '0)d
0� Ylm(�; ')= Z f(r0; �0; '0)Æ(r � r0)dr0 1Xl=0 lXm=�l Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0)d
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= Z f(~r0)Æ(r � r0)r2 1Xl=0 lXm=�l Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0)dV 0= f(~r) = Z f(~r0)Æ(~r � ~r0)dV 0; (2.114)also Æ(~r � ~r0) = Æ(r � r0)r2 1Xl=0 lXm=�l Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0): (2.115)Nutze nun aus, da� die folgende Di�erentialglei
hung gilt (verglei
he (2.31),(2.35)) : � 1j~r � ~r0j = �4�Æ(~r � ~r0) (2.116)und setze auf beiden Seiten jeweils Entwi
klungen in Kugel
�a
henfunktionenein; dann hat man: � �glm(r; r0)Ylm(�; ')� = �4�Æ(r � r0)r2 Ylm(�; ')(�rglm(r; r0))Ylm(�; ') + glm(r; r0)(�
Ylm(�; ')) = �4�Æ(r � r0)r2 Ylm(�; ')�rglm(r; r0)� l(l + 1)r2 glm(r; r0) = �4�Æ(r � r0)r2��r r2 ��rglm(r; r0)� l(l + 1)glm(r; r0) = �4�Æ(r � r0) (2.117)Der Parameter m tritt ni
ht mehr auf, man hat also glm = gl. Integriert mandie letzte Glei
hung �uber r um die Stelle r = r0, so hat man:r0+�Zr0�� � ��r r2 ��rgl(r; r0)� l(l + 1)gl(r; r0)� dr = �4� (2.118)Setzt man voraus, da� die Funktion gl(r; r0) �uberall stetig ist, also au
h f�urr = r0, so vers
hwindet das Integral �uber den zweiten Term, das �uber denersten kann ausgef�uhrt werden, und man hat s
hlie�li
h:lim�!0 � ��rgl(r; r0)�r=r0+�r=r0�� = �4�r02 ; (2.119)also ist die Ableitung von gl(r; r0) bei r = r0 unstetig.Bei der L�osung der Di�erentialglei
hung betra
hte zun�a
hst den Fall r 6= r0,dann hat man einfa
h r2�rgl(r; r0) = l(l + 1)gl(r; r0) (2.120)Wie wir bereits wissen, wird dies gel�ost dur
h gl(r; r0) = Alrl und gl(r; r0) =Blr�l�1. Die erste Gruppe von Funktionen divergiert f�ur r !1, die zweite f�urr ! 0; will man also eine Funktion haben, die �uberall endli
h bleibt, so sollteman sie abs
hnittsweise de�nieren. Die Unstetigkeit bei r = r0 legt nahe, diesen29



Punkt als Trennstelle zwis
hen den beiden Abs
hnitten zu verwenden, also zusetzen: gl(r; r0) = Alrl f�ur r < r0 und gl(r; r0) = Blr�l�1 f�ur r > r0. Benutztman die Stetigkeit an der Stelle r = r0, so hat man dann Bl = Alr02l+1; setztman Al = Clr0�l�1, so erh�alt man s
hlie�li
h die symmetris
he Formgl(r; r0) = ( Cl rlr0l+1 f�ur r < r0Cl r0lrl+1 f�ur r > r0 (2.121)Mit r< := min(r; r0) und r> := max(r; r0) wird dies zugl(r; r0) = Cl rl<rl+1> (2.122)Zur Festlegung der Konstante Cl benutze nun no
h die Unstetigkeit der Ablei-tung (2.119):limr!r0 Cl lr02 � rr0�l�1 �Cl�l � 1r2 �r0r �l! = Cl 2l + 1r02 = �4�r02 ; (2.123)also gl(r; r0) = 4�2l + 1 rl<rl+1> (2.124)und damit s
hlie�li
h1j~r � ~r0j = 1Xl=0 lXm=�l 4�2l + 1 rl<rl+1> Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0): (2.125)Benutzt man nun das Additionstheorem f�ur die Kugel
�a
henfunktionen, soerh�alt man endli
h die Best�atigung der fr�uheren Vermutung:1j~r � ~r0j = 1Xl=0 rl<rl+1> Pl(
os�) (2.126)F�ur die Bere
hnung des Potentials mu� �uber V 0 integriert werden, manben�otigt also die Abh�angigkeit von �0 und '0 statt der von �. Verwende alsodie Glei
hung (2.125) und s
hreibe damit f�ur �:�(~r) = Z �(~r0)j~r � ~r0jdV 0= Z �(~r0) 1Xl=0 lXm=�l 4�2l + 1 rl<rl+1> Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0) dV 0 (2.127)Wir sind im allgemeinen am Potential im Au�enraum der Ladungsverteilunginteressiert, es gilt also: r > r0 und damit r> = r; r< = r0. Damit hat man�(~r) = 1Xl=0 lXm=�l 4�2l + 1 Ylm(�; ')rl+1 Z �(~r0)r0lY �lm(�0; '0)dV 0: (2.128)30



De�niert man nun dur
hqlm := Z �(~r0)r0lYlm(�0; '0)dV 0 (2.129)die sogenannten Multipolmomente der Ladungsverteilung, so ergibt si
h:�(~r) = 1Xl=0 lXm=�l 4�2l + 1 Ylm(�; ')rl+1 q�lm: (2.130)Zu jedem l geh�ort ein 2l-Pol; die niedrigsten Ordnungen lauten:l=0 Monopolmomentl=1 Dipolmomentl=2 Quadrupolmomentl=3 Oktupolmomentusw.Diese Bezei
hnungen kann man folgenderma�en begr�unden: Man brau
htmindestens 2l Punktladungen (glei
hen Betrages!), um ein ni
ht-triviales Multi-pol-Moment der Ordnung l zu erhalten. Ni
ht-trivial bedeutet hier: Es gibt keinKoordinatensystem, in dem dieses Multipol-Moment glei
h null w�are. Hat manweniger Punktladungen, so k�onnen zwar au
h h�ohere Momente auftreten, esexistiert jedo
h dann immer ein Koordinatensystem, in dem sie vers
hwinden(siehe au
h z. B. Wangsness: Ele
tromagneti
 Fields, S. 133�). Beispiele:PunktladungMit der Ladungsdi
hte �(~r) = qÆ(~r � ~r0) (2.131)erh�alt man:qlm = Z �(~r0)r0lYlm(�0; '0)dV 0 = q Z Æ(~r0�~r0)r0lYlm(�0; '0)dV 0 = qrl0Ylm(�0; '0):(2.132)Vers
hiebt man nun das Koordinatensystem so, da� die Punktladung im Ur-sprung sitzt, so wird r0 zu 0, und alle Multipolmomente bis auf q00, das Mono-polmoment, also die Gesamtladung, vers
hwinden.Dipol aus PunktladungenMit �~r = qÆ(~r � ~r0)� qÆ(~r � ~r1) (2.133)ergibt si
h: qlm = qrl0Ylm(�0; '0)� qrl1Ylm(�1; '1); (2.134)31



also speziell q00 = 0 - die Gesamtladung vers
hwindet (na
h Konstruktion) injedem Koordinatensystem. Legt man den neuen Koordinatenursprung genauzwis
hen die beiden Punktladungen und dreht es so, da� beide auf der z-A
hseliegen, so erh�alt man: q0lm = qr0l(Ylm(0; 0) � Ylm(��; 0)): (2.135)Ein Dipolfeld erh�alt man bekanntli
h f�ur vers
hwindenden Abstand 2r0 zwis
henden Punktladungen, wobei aber das Dipolmoment d = 2qr0 endli
h ist. Alsohat man nun: q010 = r 34�d; (2.136)alle anderen (vor allem au
h alle h�oheren) Multipolmomente sind glei
h null.Die Multipolmomente sind nun gerade die KoeÆzienten al, die in der Ent-wi
klung (2.86) des Potentials im ladungsfreien Raum au�erhalb der vorgege-benen Ladungsverteilung auftraten; sie sind dur
h diese Verteilung eindeutigbestimmt. F�ur jedes l hat man 2l + 1 Faktoren qlm - entspre
hend den 2l + 1unabh�angigen Eintr�agen des Tensors l-ter Stufe, den man bei der Entwi
klungin kartesis
hen Koordinaten erh�alt.Der Zusammenhang zwis
hen den beiden Entwi
klungen soll nun f�ur dasDipolmoment no
h etwas genauer betra
htet werden. Zun�a
hst kann man diezugeh�origen Kugel
�a
henfunktionen unter Benutzung des Zusammenhangs zwi-s
hen kartesis
hen und Kugelkoordinaten au
h folgenderma�en s
hreiben:Y10 = r 34� zr ; Y11 = �r 38� x+ iyr ; Y1�1 = r 38� x� iyr (2.137)Die Dipolmomente sind dann:q10 = r 34� Z �(~r0)z0dV 0q11 = �r 38� Z �(~r0)(x0 + iy0)dV 0q1�1 = r 38� Z �(~r0)(x0 � iy0)dV 0 = �q�11 (2.138)Also hat man den eindeutigen Zusammenhangdx = r2�3 (q1�1 � q11); dy = ir2�3 (q1�1 + q11); dz = r4�3 q10 (2.139)�Ahnli
h �ndet man f�ur die Quadrupolmomente:q20 = r 516�Q33; q21 = �r 524� (Q13+ iQ23); q22 = r 596� (Q11�Q22+2iQ12):(2.140)Die KoeÆzienten q2�1 und q2�2 erh�alt man wiederum �uber die Beziehungql�m = (�1)mq�lm (verglei
he (2.109)).32



Zum Abs
hlu� soll nun no
h ein spezielles Problem betra
htet werden: dasPotential einer vorgegebenen kugelsymmetris
hen Ladungsverteilung �(~r) =�(r). Hier ergibt si
h f�ur die Multipolmomente:qlm = Z �(r0)r0lYlm(�0; '0)dV 0 = Z �(r0)r0l+2dr0 Z d
0Ylm(�0; '0): (2.141)Nun kann man ausnutzen, da� Y �00 einfa
h eine Konstante ist: p4�Y �00 = 1.Deswegen kann man es im Integral �uber den Raumwinkel einfa
h einf�ugen:qlm = Z �(r0)r0l+2dr0p4� Z d
0Y �00(�0; �0)Ylm(�0; '0): (2.142)Damit hat man also ein Integral �uber den Raumwinkel von zwei Kugel
�a
hen-funktionen. Daf�ur kann man die Orthonormalit�atsrelation (2.108) benutzen:qlm = Z �(r0)r0l+2dr0p4�Æl0Æm0 = q00Æl0Æm0: (2.143)Es ergibt si
h also:q00 = p4� Z �(r0)r02dr0; qlm = 0 f�ur (l;m) 6= (0; 0): (2.144)Damit ist dann das Potential:�(~r) = 1Xl=0 lXm=�l 4�2l + 1 Ylm(�; ')rl+1 q�00Æl0Æm0= 4�Y00r q�00 = 4� R �(r0)r02dr0r : (2.145)Andererseits ist hierQ = Z dV 0�(~r0) = Z d
0 Z dr0r02�(r0) = 4� Z dr0r02�(r0); (2.146)also s
hlie�li
h das erwartete Ergebnis�(~r) = Qr : (2.147)Man kann nun nat�urli
h fragen: Was soll der Aufwand? Dasselbe Ergebniserh�alt man do
h, wenn man mittels des Gau�'s
hen Satzes das elektris
he Feldbere
hnet und daraus dann das Potential? Antwort: Bei der Herleitung mit-tels des Gau�'s
hen Gesetzes geht eine wesentli
he Annahme ein - da� einekugelsymmetris
he Ladungsverteilung ein kugelsymmetris
hes Feld und Poten-tial hat! Dies haben wir hier ni
ht vorausgesetzt - im Gegenteil haben wir nunbewiesen, da� das Potential einer kugelsymmetris
hen Ladungsverteilung selbstwieder kugelsymmetris
h ist und nur von der Gesamtladung abh�angt.
33



2.3 MagnetostatikNa
hdem wir die elektrostatis
hen Felder so ausf�uhrli
h bespro
hen haben, ge-hen wir nun zu einem etwas s
hwierigerem Problem �uber: magnetostatis
heFelder ohne Anwesenheit von elektris
hen Feldern. Die relevanten Maxwellglei-
hungen sind: div~B = 0 (2.148)rot ~B = 4�
 ~j; (2.149)die Glei
hungen (I) und (III) sind nun unwi
htig.2.3.1 Vektorpotential, Ei
hungAus der Quellenfreiheit des magnetis
hen Feldes ergibt si
h, da� man es dar-stellen kann als: ~B(~r) = rot ~A(~r): (2.150)Das Feld ~A(~r) wird Vektorpotential genannt; im Gegensatz zum elektris
henskalaren Potential hat es keine ans
hauli
he Bedeutung. Wir werden allerdingsin Kapitel 7 sehen, da� es auf �ahnli
he Weise mit dem (kanonis
hen) Impulszusammenh�angt wie das skalare Potential mit der Energie.Wie das skalare Potential ist au
h das Vektorpotential ni
ht eindeutig de�-niert. Man kann zu ~A den Gradienten einer beliebigen skalaren Funktion f(~r)addieren, ohne da� si
h das Magnetfeld �andert:rot( ~A(~r) + gradf(~r)) = rot ~A(~r); (2.151)da die Rotation eines Gradienten bekanntli
h vers
hwindet. Dies ist wiederumein Spezialfall der sp�ater no
h zu bespre
henden allgemeinen Ei
htransforma-tionen.Es existiert aber immer eine Ei
hung (also eine Funktion f(~r)), so da� gilt:~A(~r) = � Z 10 (~r � ~B(�~r))�d�: (2.152)Den Beweis, da� die Rotation von diesem ~A-Feld wirkli
h wieder das ~B-Feldergibt, �ndet man in Anhang A.2.In der Elektrostatik benutzt man zur Fixierung der Ei
hung meist die Bedin-gung, da� � im Unendli
hen vers
hwinden soll; in der Magnetostatik dagegenverlangt man div ~A = 0; (2.153)dies wird als Coulombei
hung bezei
hnet. Der Grund f�ur diesen Namen wirderst bei der allgemeinen Behandlung von Ei
htransformationen in Abs
hnitt 5.1klar werden, der Grund f�ur die Wahl dieser Bedingung dagegen s
hon in diesemAbs
hnitt. 34



Setzt man nun ~B in die inhomogene Maxwellglei
hung ein, so ergibt si
h:rotrot ~A = 4�
 ~j; (2.154)und, da rot rot = grad div - � ist und div ~A = 0 gew�ahlt wurde, s
hlie�li
h:� ~A = �4�
 ~j: (2.155)Dies sieht sehr �ahnli
h aus wie die Poissonglei
hung (2.5) im elektrostatis
henFall. Man mu� allerdings aufpassen: Der Lapla
e-Operator wird nun auf einenVektor angewandt, ni
ht mehr auf einen Skalar! Was das heissen soll, kann mansi
h klarma
hen, wenn man den Vektor als Linearkombination der Einheitsvek-toren darstellt: � ~A = �(Ax~ex +Ay~ey +Az~ez)= (�Ax)~ex + (�Ay)~ey + (�Az)~ez; (2.156)das hei�t, man kann den Lapla
e-Operator einfa
h auf jede Komponente einzelnanwenden. Dies gilt allerdings nur, da wir hier ein kartesi
hes Koordinatensy-stem verwendet haben! In diesem sind die Einheitsvektoren r�aumli
h konstant,so da� der Lapla
e-Operator ni
ht auf sie wirkt. I.a. wird dies ni
ht so sein;beispielsweise gilt in Kugelkoordinaten: (� ~A)r 6= �Ar! (siehe au
h AnhangA.1.4)Bleibt man in kartesis
hen Koordinaten, so kann man die obige Glei
hungals ein System von drei Di�erentialglei
hungen au�assen, f�ur jede kartesis
heKoordinate eine. Diese einzelnen Glei
hung haben nun die Gestalt der Pois-songlei
hung, und man kann sie genauso l�osen: mittels der s
hon bere
hne-ten Green's
hen Funktion. Das Endergebnis kann man dann wieder aus deneinzelnen kartesis
hen Komponenten zusammensetzen und hat s
hlie�li
h dasErgebnis, das man au
h naiv sofort hinges
hrieben h�atte:~A(~r) = 1
 Z dV 0 ~j(~r0)j~r � ~r0j : (2.157)Nun soll no
h gezeigt werden, da� diese L�osung tats�a
hli
h die Coulomb-Ei
hbedingung erf�ullt. Bilde also die Divergenz dieses Ausdru
ks:div ~A(~r) = 1
 ~r � Z dV 0 ~j(~r0)j~r � ~r0j : (2.158)Den (linearen) Ableitungsoperator kann man nun unter das Integral ziehen unddabei ausn�utzen, da� ~j nur von ~r0, aber ni
ht von ~r abh�angt:div ~A(~r) = 1
 Z dV 0~j(~r0)~r 1j~r � ~r0j = �1
 Z dV 0~j(~r0)~r0 1j~r � ~r0j : (2.159)35



Die Ableitung na
h der ungestri
henen wurde hier in eine Ableitung na
h dergestri
henen Koordinate umges
hrieben. Nun kann man eine der Produktregelnder Vektoranalysis benutzen:div ~A(~r) = �1
 Z dV 0~r0 � ~j(~r0)j~r � ~r0j + 1
 Z dV 0 ~r0 �~j(~r0)j~r � ~r0j : (2.160)Das erste Integral forme nun mit dem Gau�'s
hen Satz in ein Ober
�a
heninte-gral um, beim zweiten benutze die Kontinuit�atsglei
hung:div ~A(~r) = �1
 Z ~dF 0 � ~j(~r0)j~r � ~r0j � 1
 Z dV 0 _�(~r0)j~r � ~r0j : (2.161)Die Stromdi
hte wird si
her ni
ht unendli
h ausgedehnt sein, so da� das Ober-
�a
henintegral zu null wird, wenn man die Ober
�a
he gen�ugend weit au�enw�ahlt. Das zweite Integral vers
hwindet ebenfalls - wir haben hier ja vorausge-setzt, da� keine elektris
hen Felder vorhanden sind, also ist die Ladungsdi
hte(und erst re
ht ihre zeitli
he Ableitung) null. Insgesamt ergibt si
h also wieverlangt: div ~A(~r) = 0: (2.162)2.3.2 Biot-Savart's
hes GesetzF�ur das elektris
he Feld hatten wir aus der Integraldarstellung des Potentialseine explizite Formel hergeleitet. Ebenso k�onnen wir uns eine Formel f�ur dasmagnetis
he Feld ausre
hnen:~B(~r) = rot ~A(~r) = 1
 rot Z dV 0 ~j(~r0)j~r � ~r0j= 1
 Z dV 0grad 1j~r � ~r0j �~j(~r0)= 1
 Z dV 0~j(~r0)� ~r � ~r0j~r � ~r0j3 (2.163)Betra
htet man nun speziell einen Leiter mit dem Quers
hnitt A, so istj~j(~r)j = I(~r)=A. Au�erdem kann man s
hreiben: dV 0 = dAds, man kannna
heinander die Integration �uber den Leiters
hnitt und entlang des Leitersausf�uhren. Wenn man nun voraussetzt, da� die Stromst�arke nur wenig �uberden Leiterquers
hnitt variiert und der Leiterdur
hmesser verna
hl�assigbar ge-gen�uber dem Abstand des Beoba
hters ist: j~r0 � ~r0j � j~rj, wobei ~r0 ein Vektorzur Mitte des Leiters ist, so hat man s
hlie�li
h:~B(~r) = 1
 Z dsI(~r0) ~j(~r0(s))j~j(~r0(s))j � ~r � ~r0(s)j~r � ~r0(s)j3= I
 Z ~ds� ~r � ~r0(s)j~r � ~r0(s)j3 ; (2.164)wobei benutzt wurde, da� die Stromst�arke entlang des Leiters ni
ht variiert,und ~ds der in�nitesimale Vektor in Ri
htung des Strom
usses ist.36



Damit hat man das Biot-Savart's
he Gesetz :~dB(~r) = I
 ~ds� ~r � ~r0(s)j~r � ~r0(s)j3 ; (2.165)mit dessen Hilfe das Magnetfeld eines Systems von (d�unnen) Leitern bere
hnetwerden kann.Beispiel 1: Magnetfeld eines geraden LeitersEntlang der z-A
hse be�nde si
h ein gerader, unendli
h langer Leiter von ver-na
hl�assigbar geringem Dur
hmesser, der vom Strom I dur
h
ossen wird. Wirbetra
hten ohne Eins
hr�ankung der Allgemeinheit das Magnetfeld in der x-y-Ebene. Dann ist ~ds = ds~ez, ~r = x~ex + y~ey und ~r0(s) = s~ez, also:~B(~r) = I
 +1Z�1 ds ~ez � x~ex + y~ey � s~ezpx2 + y2 + s23 = I
 +1Z�1 ds �y~ex + x~eypx2 + y2 + s23= I
 r(� sin� ~ex + 
os� ~ey) +1Z�1 dspr2 + s23 = I
r2~e� +1Z�1 dsq1 + s2r2 3= I
r~e� +1Z�1 ds0p1 + s023 s00=s0=p1+s02= I
r~e� +1Z�1 ds00 = 2I
r ~e� (2.166)Hier wurde zu Zylinderkoordinaten �ubergegangen und zweimal substituiert; diezweite Substitution ist hier ni
ht o�ensi
htli
h - aber der Erfolg gibt einem re
ht(eine andere M�ogli
hkeit w�are die Verwendung der hyperbolis
hen Funktionen- siehe unten).Andererseits k�onnte man au
h erst ~A ausre
hnen:~A(~r) = I
 +1Z�1 ds ~ez 1px2 + y2 + s2 = I
~ez +1Z�1 ds0p1 + s02 (2.167)Dieses Integral divergiert allerdings! Betra
hte deswegen zun�a
hst einen endli
hlangen Draht:~A(~r) = I
 +LZ�L ds~ez 1px2 + y2 + s2 = I
~ez +L=rZ�L=r ds0p1 + s02s00=sinh s0= I
~ez arsinh(L=r)Z�arsinh(L=r) ds00 = 2I
 ~ezarsinh(L=r) (2.168)Bere
hne nun daraus das ~B-Feld:~B = rot ~A = 2I
 grad (arsinh(L=r))� ~ez = 2I
 d(arsinh(L=r))dr ~er � ~ez37



= 2I
 1p1 + (L=r)2 d(L=r)dr (sin � sin� ~ex � sin � 
os� ~ey)�=�=2= 2I
 1p1 + (L=r)2 �Lr2 (�~e�)= 2I
 1rp1 + (r=L)2~e�: (2.169)Im Limes L!1 erh�alt man dann wieder das obige Ergebnis f�ur ~B.Setzt man voraus, da� ~B aus Symmetriegr�unden azimuthal verlaufen mu�,so kann man dasselbe Ergebnis au
h viel einfa
her aus dem Ampere's
hen Ge-setz ableiten, indem man als ges
hlossenen Weg einen Kreis um den Leiterverwendet: I ~ds � ~B = 2�Z0 d�(r~e�) � (B~e�) = 2�rB = 4�
 I; (2.170)also wieder ~B = 2I
r~e�.Beispiel 2: Lange SpuleUm das (oft verwendete) Feld einer Spule auszure
hnen, betra
hte zun�a
hst eineeinzelne kreisf�ormige Leiters
hleife. Sie liege in einer zur x-y-Ebene parallelenEbene in H�ohe z, der Mittelpunkt liege auf der z-A
hse, der Radius der S
hleifesei R, und der Dur
hmesser des Drahtes sei verna
hl�assigbar. Hier soll nurdas Feld auf der Mittela
hse der Spule ausgere
hnet werden - bere
hne alsozun�a
hst das Feld, das die S
hleife im Ursprung erzeugt: ~r = 0.Es emp�ehlt si
h die Verwendung von Zylinderkoordinaten: ~ds = Rd�~e�,~r � ~r0(s) = �~r0(s) = �R~er(�)� z~ez(�). Man hat dann:~dB = I
Rd�~e��R~er � z~ez(�)pR2 + z23 = I
 d� R2pR2 + z23~ez � zRpR2 + z23~er! :(2.171)Integration �uber den Winkel f�uhrt dann auf:~B = 2�IR2
pR2 + z23~ez; (2.172)man hat also nur ein Feld in z-Ri
htung, wie aufgrund der Zylindersymmetrieau
h zu erwarten war.Eine (eng gewi
kelte) Spule kann man nun ann�ahern dur
h eine Ansamm-lung von lauter sol
hen Leiters
hleifen (jede Windung eine S
hleife), jeweils inH�ohe zi, die alle vom selben Strom I dur
h
ossen werden. Das gesamte Feldim Ursprung ist dann also: ~B = NXi=0 2�IR2
qR2 + z2i 3~ez: (2.173)
38



Die Spule erstre
ke si
h dabei von �L=2 bis +L=2 und habe N Windungen.F�uhrt man die Windungsdi
hte n = N=L ein, so kann man zum Integral �uber-gehen:~B = n2�IR2
 L=2Z�L=2 1pR2 + z23 dz~ez = 2�In
 ~ez L=2RZ�L=2R 1p1 + s23ds: (2.174)Betra
hte nun den Grenzfall langer, d�unner Spulen - nehme also den LimesL=R!1. Das Integral ergibt dann einfa
h 2 (siehe oben beim geraden Draht),und das Magnetfeld ist: ~B = 4�In
 ~ez: (2.175)Dies ist das Magnetfeld im Ursprung, also im Zentrum der Spule. F�ur sehrlange und d�unne Spulen gilt aber n�aherungsweise, da� das Feld im Inneren derSpule homogen ist, also �uberall diesen bere
hneten Wert (und diese Ri
htung)hat.2.4 * Kraft und Drehmoment auf Dipole2.4.1 Elektris
he DipoleBetra
hten wir zun�a
hst den einfa
hen Fall eines elektris
hen Dipols aus Punkt-ladungen, also zwei Ladungen q, �q im Abstand a mit q ! 1, a ! 0,d := qa = 
onst:. Dann vers
hwinden alle Multipolmomente au�er dem f�url = 1, man hat also ein reines Dipolfeld. Au�erdem sei ein (inhomogenes)elektris
hes Feld ~E(~r) gegeben.Die eine Ladung sei am Punkt ~r1, die andere bei ~r2 =: ~r1+~a. Dann ist dasDipolmoment: ~d = q~r1 � q~r2 = �q~a (2.176)und die Kraft: ~F = q ~E(~r1)� q ~E(~r2) (2.177)Da j~aj als in�nitesimal klein vorausgesetzt ist, gilt f�ur die Komponenten von ~E:Ei(~r2) = Ei(~r1 + ~a) = Ei(~r1) + ~a � gradEi(~r1); (2.178)also Fi = �q~a � gradEi(~r1) = ~d � gradEi(~r1): (2.179)Damit ergibt si
h: ~F = �~d � ~r� ~E(~r1): (2.180)Dies kann au
h umformuliert werden:~F = �~r
 ~E(~r1)�T ~d =: d ~Ed~r ~d: (2.181)39



Das Drehmoment kann man auf dieselbe Weise ausre
hnen:~M = q~r1 � ~E(~r1)� q~r2 � ~E(~r2)= q~r1 � ~E(~r1)� q~r1 � ~E(~r1 + ~a)� q~a� ~E(~r1 + ~a)= q~r1 � ~E(~r1)� q~r1 � ~E(~r1)� q~r1 � (~a � ~r) ~E(~r1)� q~a� ~E(~r1)�q~a� (~a � ~r) ~E(~r1)= ~r1 � (~d � ~r) ~E(~r1) + ~d� ~E(~r1) (2.182)Der letzte Term ist von der Ordnung ~a2 und kann deshalb verna
hl�assigt werden,die ersten beiden Terme heben si
h weg. Damit ergibt si
h s
hlie�li
h:~M = ~r1 � ~F + ~d� ~E(~r1): (2.183)In einem inhomogenen Feld (d ~Ed~r 6= 0) hat man also sowohl eine Kraft alsoau
h ein Drehmoment auf Dipole, in einem homogenen Feld wirkt nur ein Dreh-moment ~M = ~d� ~E - der Dipol versu
ht si
h parallel zum Feld auszuri
hten.Bildet man die Rotation von ~F :rot ~F = rot(~d � ~r) ~E(~r1) = (~d � ~r)rot ~E(~r1); (2.184)da ~d ein konstanter Vektor ist, so erh�alt man in der Elektrostatik (rot ~E=0):rot ~F = 0: (2.185)Das Kraftfeld ist wirbelfrei, also existiert eine potentielle Energie, die man �uberdas �ubli
he Wegintegral ausre
hnen kann:V (~r) = ~rZ~r0 ~dr0 � ~F (~r0) = �~d � ~E(~r): (2.186)Man �uberzeugt si
h lei
ht davon, da� ~F = �gradV gilt.Betra
hte nun speziell als elektris
hes Feld das von einem Dipol erzeugteFeld; das Potential f�ur einen Dipol am Ort ~r1 ist (siehe (2.65)):�(~r) = ~d1 � (~r � ~r1)j~r � ~r1j3 : (2.187)Der Einfa
hheit halber re
hnen wir im folgenden mit einem Dipol am Ursprung(~r1 = ~0); am S
hlu� kann man dann ~r wieder dur
h ~r�~r1 ersetzen. Man erh�altdann dur
h Gradientenbildung f�ur das elektris
he Feld:~E(~r) = 3(~d1 � ~r)~r � ~d1r2r5 : (2.188)Setzt man dies in die Formel f�ur die potentielle Energie ein, so ergibt si
h alsof�ur die (We
hselwirkungs-)Energie eines Systems von zwei Dipolen:EdWW = ~d1 � ~d2 � 3(~d1 � ~rr )(~d2 � ~rr )r3 : (2.189)40



S
hlie�li
h kann man au
h no
h die Kraft ausre
hnen:~F = (~d2 � ~r) ~E����~r=~r2= 3r52  ~d1(~r2 � ~d1) + ~d2(~r2 � ~d2) + ~r2(~d1 � ~d2)� 5~r2(~d1 � ~r2)(~d2 � ~r2)r22 !(2.190)Geht man nun �uber von ~r2 zu ~r2 � ~r1 und setzt~n := ~r2 � ~r1j~r2 � ~r1j ; (2.191)so hat man s
hlie�li
h:~F = 3r42 �~d1(~n � ~d2) + ~d2(~n � ~d1) + ~n(~d1 � ~d2)� 5~n(~d1 � ~n)(~d2 � ~n)� : (2.192)Dasselbe Ergebnis erh�alt man, indem man den Gradienten der We
hselwir-kungsenergie nimmt.2.4.2 Magnetis
he DipoleIm magnetis
hen Fall m�ussen wir uns zun�a
hst �uberlegen, wie ein Dipol aus-sieht. Es gibt ja keine magnetis
hen Monopole, also k�onnen wir uns keinenDipol aus zwei Punktladungen zusammenbasteln, wie im elektris
hen Fall ge-s
hehen. Betra
hte statt dessen zun�a
hst die Multipolentwi
klung des Vektor-potentials in kartesi
hen Koordinaten - dort tritt ja ein Dipolterm auf.~A = 1
 Z ~j(~r0)j~r � ~r0jdV 0 � Z ~j(~r0)j~rj �1� ~r � ~r0~r2 � dV 0= 1
r Z ~j(~r0)dV 0 + 1
r3 Z (~r � ~r0)~j(~r0)dV 0 (2.193)Den ersten Term kann man folgenderma�en ums
hreiben:= 1
r Z (~r0 
 ~r0)~j(~r0)dV 0= 1
r Z (~r0 
~j(~r0))~r0dV 0 � 1
r Z ~r0div~j= 1
r Z (~r0 
~j(~r0)) ~dA0 = 0; (2.194)das Monopolmoment vers
hwindet also, wie erwartet (im ersten Term der vor-letzten Zeile wirkt der Nabla-Operator na
h links auf die Matrix!).Beim zweiten Term kann man ebenfalls benutzen, da� ~j = (~r
~j)~r�~rdiv~jist, wobei die Di�erentation wiederum na
h links wirkt. Da div~j = 0 gilt,ergibt si
h also ~j = (~r 
~j)~r, und damit:= 1
r3 Z dV 0[(~r0 
~j(~r0))~r0℄(~r � ~r0)= � 1
r3 Z dV 0[~r0 
~j(~r0)℄~r0(~r � ~r0)= � 1
r3 Z dV 0[~r0 
~j(~r0)℄~r = � 1
r3 Z dV 0(~r �~j(~r0))~r0; (2.195)41



wobei partiell integriert wurde. Andererseits kann man aber f�ur den zweitenTerm in ~A einfa
h eine der Re
henregeln f�ur das Kreuzprodukt benutzen unds
hreiben: ~A = 1
r3 Z dV 0[(~r �~j(~r0))~r0 � ~r � (~r0 �~j)℄: (2.196)Es folgt:1
r3 Z dV 0[(~r �~j(~r0))~r0 � ~r � (~r0 �~j)℄ = � 1
r3 Z dV 0(~r �~j(~r0))~r0; (2.197)also: 1
r3 Z dV 0(~r �~j)~r0 = 12
r3 Z dV 0~r � (~r0 �~j): (2.198)Damit ergibt si
h s
hlie�li
h f�ur das Vektorpotential:~A = � ~r2
r3 � Z (~r0 �~j(~r0))dV 0: (2.199)De�niert man das magnetis
he Moment dur
h~m := 12
 Z ~r0 �~j(~r0)dV 0; (2.200)so erh�alt man also ganz �ahnli
h zum elektris
hen Dipolpotential:~A = ~m� ~rr3 : (2.201)Das Magnetfeld wird dann:~B = ~r� ~A = ~m�~r � ~rr3�� �~m � ~r� ~rr3= ~m�~r � ~r 1r3 + 1r3 ~r � ~r�� ~r�~m � ~r 1r3�� 1r3 �~m � ~r�~r= ~m�~r � �3r4 ~rr + 3r3�� ~r�~m � �3r4 ~rr�� 1r3 �~r
 ~r�T ~m= 3~r ~m � ~rr5 � 1r3 ~m; (2.202)also ~B = 3(~m � ~r)~r � ~mr2r5 ; (2.203)in v�olliger Analogie zum elektris
hen Dipolfeld.Betra
hte nun als Spezialfall eine ges
hlossene Leiters
hleife, die in einerEbene liegen soll, aber ansonsten beliebig geformt sein darf. Wenn der Drahtd�unn ist, dann kann man wie beim Biot-Savart's
hen Gesetz ann�ahern: ~j dV �I ~ds, also bekommt man f�ur das magnetis
he Moment:~m = I2
 Z ~r0 � ~ds0 = I F
 ~n; (2.204)42



wobei F die von der S
hleife ums
hlossene Fl�a
he und ~n der Normalenvektor derFl�a
he ist. Dies gilt, da 12~r� ~ds das orientierte Fl�a
henelement ist (verglei
he 2.Kepler's
hes Gesetz). Ein Beispiel f�ur magnetis
he Dipole sind also ges
hlosseneLeiters
hleifen bzw. Kreisstr�ome (beispielsweise die sog. Elementarmagnete inFerromagneten).Hat man speziell ein Punktteil
hen der Masse m und der Ladung q aufeiner Kreisbahn vom Radius r in der x-y-Ebene mit Ges
hwindigkeit v, so istder Strom: I = qT = qv2�r ; (2.205)also das magnetis
he Moment:~m = qv�r22�r
 ~ez = qvr2
 ~ez = q2
m~L; (2.206)f�ur Punktteil
hen existiert also ein Zusammenhang zwis
hen Drehimpuls undmagnetis
hem Moment. Aus der Quantenme
hanik ist bekannt, da� der Dre-himpuls quantisiert ist - f�ur vorgegebene Masse und Ladung kann also au
hdas magnetis
he Moment nur bestimmte, diskrete Werte annehmen! Dies istbeispielsweise die Grundlage f�ur den bekannten Stern-Gerla
h-Versu
h.Die Kraftdi
hte f�ur eine Stromdi
hteverteilung erh�alt man dur
h:~f = 1
~j � ~B; (2.207)also die Kraft dur
h: ~F = 1
 Z ~j(~r0)� ~B(~r0)dV 0: (2.208)Die Stromdi
hteverteilung sei nun nur in der N�ahe des Ursprungs von 0 ver-s
hieden; betra
hte dann eine Taylorentwi
klung des Magnetfeldes:~B(~r) = ~B(~0) + (~r � grad) ~B(~0) + : : : (2.209)Dann ist die Kraft also:~F = 1
 Z ~j(~r0)dV 0 � ~B(~0) + 1
 Z ~j(~r0)� (~r0 � ~r) ~B(~0)dV 0= 0 + 1
 Z ~j(~r0)� [~r(~r0 � ~B(~0))� ~r0 � (~r� ~B(~0))℄dV 0= 1
 Z ~j(~r0)� ~r(~r0 � ~B(~0))dV 0; (2.210)da die Stromdi
hte, die das ~B-Feld erzeugt, si
h ni
ht am Ort des magnetis
henDipols be�ndet und daher dort ~r� ~B = ~0 gilt. Weiterhin:~F = �1
 ~r� Z (~r0 � ~B(~0))~j(~r0)dV 0= 12
 ~r� � ~B(~0)� �Z ~r0 �~j(~r0)dV 0�� ; (2.211)43



wobei f�ur das Integral dieselben Umformungen gema
ht wurden wie weiter obenbei R (~r � ~r0)~jdV 0. Damit:~F = ~r� ( ~B(~0)� ~m) = (~m � ~r) ~B(~0)� (~r � ~B(~0))~m; (2.212)und s
hlie�li
h ergibt si
h wie beim elektris
hen Feld:~F = (~m � ~r) ~B(~0): (2.213)Die letzte Formel kann man au
h ums
hreiben zu:~F = ~r(~m � ~B); (2.214)also erh�alt man sofort die potentielle Energie eines magnetis
hen Dipols imMagnetfeld: V = �~m � ~B: (2.215)Das Drehmoment bere
hnet si
h zu:~M = Z ~r0 � ~f(~r0)dV 0 = 1
 Z ~r0 � (~j(~r0)� ~B(~r0))dV 0= 1
 Z ~r0 � (~j(~r0)� ~B(~0))dV 0 + : : := 1
 Z (~r0 � ~B(~0))~j(~r0)� 1
 Z (~r0 �~j(~r0)) ~B(~0)dV 0 (2.216)Es gilt: ~r � (r2~j) = 2(~r �~j) + r2~r �~j = 2(~r �~j), also:~M = 1
 Z (~r0 � ~B(~0))~j(~r0)� 12
 ~B(~0) Z ~r � (r02~j(~r0))dV 0= 1
 Z (~r0 � ~B(~0))~j(~r0)� 12
 ~B(~0) Z r02~j(~r0) � ~dA0= 1
 Z (~r0 � ~B(~0))~j(~r0)� 0= � 12
 ~B(~0)� Z ~r0 �~j(~r0)dV 0; (2.217)also: ~M = ~m� ~B; (2.218)was strenggenommen nat�urli
h nur gilt, wenn das Feld si
h im Berei
h desDipols so langsam ver�andert, da� die Taylorentwi
klung bis zur ersten Ordnungausrei
ht.Da die Formeln f�ur das von einem Dipol erzeugte Feld und die auf einenDipol wirkende Kraft v�ollig �aquivalent zum elektris
hen Dipol sind, kann mandie Formel f�ur die Kraft zwis
hen zwei Dipolen s
hlie�li
h einfa
h �ubernehmen:~F = 3r42 (~m1(~n � ~m1) + ~m2(~n � ~m2) + ~n(~m1 � ~m2)� 5~n(~m1 � ~n)(~m2 � ~n))(2.219)44



Ebenso erh�alt man dieselbe Formel f�ur die We
helwirkungsenergie zweier Di-pole: EmWW = ~m1 � ~m2 � 3(~m1 � ~rr )(~m2 � ~rr )r3 : (2.220)
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Kapitel 3Felder in Materie3.1 Dielektrika3.1.1 Die dielektris
he Vers
hiebungEin makrokospis
her K�orper besteht aus sehr vielen Atomen oder Molek�ulen(Gr�o�enordnung 1023 Teil
hen). Wenn das elektris
he Feld in einem sol
henK�orper bere
hnet werden soll, so m�ussen also zwangsl�au�g N�aherungen ein-gef�uhrt werden. Betra
hte zun�a
hst das Potential eines einzigen Molek�uls:�j(~r) = ZMolek�ul j �(~r0j~r � ~r0jdV 0: (3.1)W�ahle nun einen Punkt ~rj0 im Inneren des Molek�uls (beispielsweise den S
hwer-punkt); dann kann jeder Punkt des Molek�uls dargestellt werden dur
h ~r0 =~rj0 + ~rj. Das Potential ist also:�j(~r) = Z �j(~rj)j~r � ~rj0 � ~rj jdVj : (3.2)Dabei ist �j(~rj) = �(~rj0 + ~rj) die Ladungsverteilung des Molek�uls, betra
htetvom Punkt ~rj0 aus.Es gilt j~rj j � j~r � ~rj0j - die Ausdehnung des Molek�uls ist verna
hl�assigbargering im Verglei
h zum Abstand des Beoba
hters. Also kann man den Bru
hunter dem Integral entwi
keln:�j(~r) = Z �j(~rj) 1j~r � ~rj0j + ~rj � ~rj 1j~r � ~rj0j + : : :!dVj ; (3.3)wobei ~rj die Ableitung na
h ~rj0 bezei
hne. Zieht man die von ~rj unabh�angigenTerme nun vor das Integral und f�uhrt dieses aus, so erh�alt man:�j(~r) = qj 1j~r � ~rj0j + ~dj � ~rj 1j~r � ~rj0j (3.4)mit den �ubli
hen De�nitionen f�ur Gesamtladung und Dipolmoment. Wir ha-ben hier also eine Multipolentwi
klung um ~rj0 gema
ht, wobei das Quadru-polmoment und h�ohere Multipolmomente der Molek�ule verna
hl�assigt wurden46



(Messungen zeigen, da� deren Beitrag tats�a
hli
h klein ist gegen�uber dem Di-polmoment).Das gesamte Potential erh�alt man nun dur
h Aufsummieren der Potentiale,die von den einzelnen Molek�ulen erzeugt werden:�(~r) =Xj  qj 1j~r � ~rj0j + ~dj � ~rj 1j~r � ~rj0j! ; (3.5)wobei die Summe �uber alle 1023 (gr�o�enordnungsma�ig) Molek�ule l�auft.Da man diese Summe si
her ni
ht exakt auswerten kann, f�uhre nun eine wei-tere N�aherung ein: Die Ladungen bzw. Dipolmomente werden als punktf�ormigangenommen (jeweils im Punkt ~rj0 konzentriert). Dann kann man eine mittlereelektris
he Ladungsdi
hte und die elektris
he Dipoldi
hte einf�uhren dur
h:��(~r) := Xj qjÆ(~r � ~rj0)~P (~r) := Xj ~djÆ(~r � ~rj0): (3.6)Die statis
hen Dipolmomente ~pj der Molek�ule sind aber im allgemeinen ent-weder null, oder ihr Beitrag mittelt si
h heraus, da sie ungeordnet im Festk�orperverteilt sind. Die Dipoldi
hte wird deswegen meist dann erst wi
htig, wenn ein�au�eres elektris
hes Feld anliegt (siehe unten).Ebenso vers
hwindet die mittlere Ladungsdi
hte im allgemeinen: Diese isteine Summe �uber die Ladungen der einzelnen Molek�ule, und Molek�ule (oderBasiseinheiten eines Ionengitters in Salzen) sind ja elektris
h neutral (qj = 0) -also ergibt si
h �� = 0.Oft betra
htet man aber F�alle, in denen man von au�en zus�atzli
he Ladun-gen auf einen K�orper aufbringt - dann vers
hwindet die mittlere Ladungsdi
hteni
ht mehr, sondern ist identis
h mit der Di
hte dieser von au�en aufgebra
hten(,,externen") Ladungstr�agern: �� = �ext: (3.7)Das Potential ist nun also:�(~r) = Z ��ext(~r0) 1j~r � ~r0j + ~P (~r0) � ~r0 1j~r � ~r0j� dV 0: (3.8)Wende darauf den Lapla
e-Operator an und ber�u
ksi
htige, da� � 1j~r�~r0j =�4�Æ(~r � ~r0) ist; dann erh�alt man:��(~r) = �4� Z ��ext(~r0)Æ(~r � ~r0) + ~P (~r0) � ~r0Æ(~r � ~r0)� dV 0: (3.9)Im ersten Summanden f�uhre das Integral direkt aus; im zweiten benutze, da�~r0Æ(~r � ~r0) = �~rÆ(~r � ~r0) ist:��(~r) = �4��ext(~r) + 4� Z ~P (~r0) � ~rÆ(~r � ~r0)dV 0= �4��ext(~r) + 4� Z ~r � (Æ(~r � ~r0)~P (~r0))dV 0: (3.10)47



Da der Nabla-Operator nun auf den ungestri
henen Vektor wirkt, kann manihn vor das Integral ziehen und dieses dann ausf�uhren:��(~r) = �4��ext(~r) + 4�~r � ~P (~r): (3.11)Andererseits ist �� = div grad� = �div~E, also:div~E(~r) = 4��ext(~r)� 4�div~P (~r): (3.12)Man de�niert nun die dielektris
he Vers
hiebung dur
h:~D := ~E + 4� ~P ; (3.13)damit ergibt si
h s
hlie�li
h: (I) div~D = 4��ext: (3.14)Diese Glei
hung ist das �Aquivalent zur Vakuum-Maxwellglei
hung (I) in Mate-rie.W�ahrend die Quelle der elektris
hen Feldst�arke die gesamte Ladungsdi
h-te ist (eins
hlie�li
h lokaler S
hwankungen), ist die Quelle f�ur die dielektris
heVers
hiebung also nur no
h die Di
hte der von au�en zus�atzli
h aufgebra
h-ten Ladungstr�ager. Alle E�ekte, die dur
h die S
hwankungen der lokalen La-dungsdi
hte entstehen, sind in die De�nition von ~D absorbiert worden. Diedielektris
he Vers
hiebung kann man nun also genauso bere
hnen, wie man dieelektris
he Feldst�arke im Vakuum bei vorgegebener Ladungsverteilung � = �extbere
hnet h�atte.Die zweite Maxwellglei
hung der Elektrostatik bleibt im Gegensatz zur er-sten aber unge�andert: Es gilt ja weiterhin ~E = �grad� (wurde s
hlie�li
h sogarin der Herleitung benutzt), und, da rot grad = 0:(III) rot ~E = 0: (3.15)Die E�ekte, die dur
h ein zus�atzli
hes �au�eres Feld oder dur
h zus�atzli
haufgebra
hte Ladungen entstehen, sollen nun no
h genauer betra
htet werden.Liegt ein sol
hes Feld an bzw. entsteht es im K�orper dur
h aufgebra
hte Ladun-gen, so werden in den Molek�ulen Dipolmomente induziert, indem die positivenund negativen Ladungen gegeneinander vers
hoben werden (bzw. vorhandeneDipolmomente werden ausgeri
htet). Man sagt, da� die Materie polarisiertwird; dementspre
hend hei�t die elektris
he Dipoldi
hte ~P au
h (elektris
he)Polarisation.Dur
h die Vers
hiebung der Ladungen wird im Festk�orper eine Raumla-dungsdi
hte �P induziert; an der Ober
�a
he entsteht eine Fl�a
henladungsdi
h-te �P (siehe Abb. 3.1). Zwis
hen der Polarisation und diesen Ladungsdi
htenbestehen Zusammenh�ange, die nun hergeleitet werden sollen. Betra
hte daf�urden von der Polarisation herr�uhrenden Teil des Potentials:�P (~r) = Z ~P (~r0)� ~r0 1j~r � ~r0jdV 0 = Z  ~r0 � ~P (~r0)j~r � ~r0j � ~r0 � ~P (~r0)j~r � ~r0j ! dV 0: (3.16)48



Abbildung 3.1: Entstehung einer Raum- und einer Fl�a
henladungsdi
hte dur
hdie Polarisation eines K�orpersDen ersten Summanden kann man wie �ubli
h mit dem Gau�'s
hen Satz in einOber
�a
henintegral �uber die Au�en
�a
he des K�orpers umwandeln:�P (~r) = Z�V 0 ~n � ~P (~r0)j~r � ~r0jdF 0 � ZV 0 ~r0 � ~P (~r0)j~r � ~r0j dV 0: (3.17)Andererseits mu� gelten (verglei
he Abs
hnitt 2.1.4):�P (~r) = Z�V 0 �p(~r0)j~r � ~r0jdF 0 + ZV 0 �P (~r0)j~r � ~r0jdV 0: (3.18)Damit ergeben si
h folgende Beziehungen zwis
hen den induzierten Ladungs-di
hten und der Polarisation:�P = ~n � ~P ; �P = �div~P : (3.19)Setzt man dies in die Materie-Maxwellglei
hung (I) ein, so ergibt si
h:div~E = div~D � 4�div~P = 4�(�ext + �P ): (3.20)Es ergibt si
h wiederum, da� die Quelle der elektris
hen Feldst�arke die kom-plette Ladungsdi
hte ist - sowohl die der von au�en aufgebra
hten Ladungenals au
h die lokalen S
hwankungen, die dur
h die Vers
hiebungen, also die Po-larisation, hervorgerufen werden. Die Bere
hnung der elektris
hen Feldst�arkeist also deutli
h s
hwieriger als die der dielektris
hen Vers
hiebung, f�ur die dieeinfa
he Materie-Maxwellglei
hung (I) gilt.Die f�ur die Herleitung dieser vereinfa
hten Beziehung n�otigen N�aherungwaren dabei:1. Verna
hl�assigung h�oherer Multipolmomente als Dipole (dur
h Messungenunterst�utzt)2. Ann�aherung der ausgedehnten Ladungsverteilung dur
h punktf�ormige La-dungen und Dipole (gere
htfertigt, da die Ausdehnung der Molek�ule sehrviel kleiner ist als die des makroskopis
hen K�orpers)49



Eine etwas sauberere (aber meiner Ansi
ht na
h au
h kompliziertere und un-dur
hsi
htigere) Behandlung der hier n�otigen N�aherungen und Mittelungen �n-det man in Greiner: Elektrodynamik.Oft interessiert aber gar ni
ht das einfa
h zu bere
hnende Feld ~D, sonderndie elektris
he Feldst�arke ~E - diese hat ja viel mehr physikalis
he Bedeutung,da dur
h sie Kr�afte auf Ladungen ausge�ubt werden. Man erh�alt sie zwar theo-retis
h einfa
h als Di�erenz von dielektris
hes Vers
hiebung und (4 pi mal)Polarisation, aber letztere ist eben ni
ht von vornherein bekannt. Au
h hierf�ursind wiederum diverse N�aherungen in Gebrau
h.Zun�a
hst nimmt man an, da� zwis
hen Feldst�arke und Polarisation ein li-nearer Zusammenhang besteht, da� also die Dipolmomente, also die Vers
hie-bungen der Ladungen im Molek�ul, proportional zum anliegenden Feld sind:~P (~r) = �e(~r) ~E(~r) (3.21)mit der elektris
hen Suszeptibilit�at �e. Sto�e, in denen dies gilt, werden au
hals linear bezei
hnet. Die Suszeptibilit�at wird im allgemeinen vom Ort undvon der Ri
htung des Feldes relativ zum K�orper abh�angen, da viele K�orperanisotrop sind (also in vers
hiedene Ri
htungen eine unters
hiedli
he Strukturhaben). Sie ist also eine Matrix bzw. wegen der Ortsabh�angigkeit ein Matrixfeld(genauer: ein Tensorfeld zweiter Stufe); nur bei isotropen K�orpern ist sie einereine Zahl (ein Skalarfeld).In allen konkreten Re
hnungen betra
htet man aber meist nur den Spe-zialfall �e unabh�angig von Ort (homogener K�orper) und Ri
htung (isotroperK�orper), also ~P (~r) = �e ~E(~r): (3.22)Setzt man in die De�nition der dielektris
hen Vers
hiebung ein, so erh�alt man:~D = (1 + 4��e) ~E =: � ~E; (3.23)wobei hier die Dielektrizit�atskonstante � de�niert wurde (au
h diese ist im allge-meinen ein Tensorfeld zweiter Stufe). Damit ergibt si
h dann f�ur das elektris
heFeld: div ~�E = 4��ext: (3.24)Wenn der K�orper homogen ist, kann man � vor den Di�erentialoperator ziehenund erh�alt dann s
hlie�li
h: div~E = 4��ext� : (3.25)Daraus ergibt si
h wiederum �� = �4��ext� : (3.26)Diese Glei
hung kann nun wiederum mit der bekannten Greensfunktion zumLapla
eoperator gel�ost werden.Zusammenfassend haben wir folgende zus�atzli
he N�aherungen benutzt, umauf die einfa
he Formel (3.25) f�ur das elektris
he Feld zu kommen:50



3. Linearit�at (Ladungsvers
hiebung im Molek�ul proportional zum Feld),4. Isotropie und5. Homogenit�at des K�orpers;die Formel gilt also nur f�ur eine begrenzte Klasse von Materialien!Bei bekannter Dielektrizit�atskonstante (die eine Materialkonstante ist) kannman nun die elektris
he Feldst�arke bere
hnen. Dielektrizit�atskonstanten k�on-nen beispielsweise mit Hilfe von Plattenkondensatoren gemessen werden (sieheAbs
hnitt 3.4.2). K�orper mit � 6= 1 (also so gut wie alle) hei�en Dielektrika.Typis
he Werte f�ur � sind:Vakuum 1Luft 1.0005Glas 5-8Alkohol 26Wasser 81In der Natur treten dabei im wesentli
hen zwei vers
hiedene Arten der Pola-risation auf (wie s
hon weiter oben angedeutet). Einerseits k�onnen in Molek�ulenohne eigenes Dipolmoment die positiven und negativen Ladungen gegeneinandervers
hoben werden; man spri
ht dann von Deformations- oder Vers
hiebungs-polarisation.Andere Molek�ule (Wasser, Ammoniak usw.) haben dagegen s
hon von vorn-herein ein Dipolmoment, das allerdings makroskopis
h ni
ht bemerkbar ist (dasie rotieren und au�erdem im K�orper statistis
h wild verteilt dur
heinanderlie-gen). Diese Dipole k�onnen nun dur
h ein �au�eres Feld ausgeri
htet werden: dasie nun alle in dieselbe Ri
htung zeigen und si
h aufaddieren, ergibt si
h einmakroskopis
h beoba
htbarer E�ekt. Dies ist die sogenannte Orientierungspo-larisation.In einigen Sto�en gibt es sogar nat�urli
he, ausgeri
htete Dipolmomente, dieallerdings immer nur in kleinen Berei
hen (sogenannte Wei�'s
he Bezirke) allein dieselbe Ri
htung zeigen; in Analogie zum Ferromagnetismus (siehe weiterunten) spri
ht man dann von Ferroelektrika.Zu bea
hten ist au�erdem no
h, da� die Vers
hiebung der Ladungen bzw.Ausri
htung der Dipolmomente eine gewisse Zeit brau
ht (man spri
ht hierman
hmal von einer Relaxationszeit). Hat man keine statis
hen �au�eren Felder,sondern s
hnell ver�anderli
he, so kann es passieren, da� die Vers
hiebung bzw.Ausri
htung ni
ht mehr s
hnell genug den �Anderungen der Feldst�arke folgenkann. Man erh�alt dann andere (kleinere) Werte f�ur die Dielektrizit�atskonstante.Diese ist also frequenzabh�angig: � = �(!): (3.27)Eine genauere Bespre
hung aller dieser Ph�anomene �ndet man in B�u
hern (oderVorlesungen) �uber Festk�orperphysik.
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3.1.2 Grenz
�a
hen; dielektris
he KugelEs kommt oft vor, da� zwei Materialien mit unters
hiedli
hen Dielektrizit�ats-konstanten aneinandergrenzen. Ein Beispiel ist ein Dielektrikum in einem Plat-tenkondensator, ein anderes die Li
htbre
hung beim �Ubergang von einem Medi-um in ein anderes. In beiden Medien werden dann sowohl ~E als au
h ~D jeweilsandere Betr�age und im allgemeinen au
h andere Ri
htungen haben.Hier soll nun untersu
ht werden, wel
her Zusammenhang zwis
hen den Fel-dern in den beiden Medien besteht. Daf�ur werden wir uns die Grenz
�a
henetwas genauer ans
hauen und sehen, da� jeweils gewisse Komponenten der Fel-der dort stetig sind.Betra
hte zun�a
hst einen 
a
hen Zylinder, der einen Teil der Grenz
�a
heeins
hlie�t und dessen Grund
�a
hen parallel dazu sind (s. Abb. 3.2). F�ur dasIntegral der elektris
hen Vers
hiebungsdi
hte �uber die Ober
�a
he dieses Zylin-ders gilt na
h der ersten Maxwellglei
hung:I�Zyl dA~n � ~D = 4�Qext: (3.28)Das Ober
�a
henintegral erh�alt Beitr�age sowohl von den Grund
�a
hen des Zy-linders als au
h von der Mantel
�a
he. Letzterer geht gegen null, wenn man denZylinder immer 
a
her ma
ht. Dann ist der einzige Beitrag zur Ladung abers
hlie�li
h au
h nur die Ober
�a
henladungsdi
hte �; es gilt also: Qext = A�.Andererseits kann man die Vers
hiebungsdi
hte als auf der Grund
�a
he kon-stant annehmen, wenn man diese klein genug w�ahlt. Dann kann das Ober-
�a
henintegral abges
h�atzt werden dur
h:I�Zyl dA~n � ~D = A~n1 � ~D1 +A~n2 � ~D2 = A~n1 � ( ~D1 � ~D2); (3.29)da die beiden Normalenvektor ~n1 und ~n2 in entgegengesetzte Ri
htungen zeigen.Wenn man als Abk�urzung f�ur ~n1 � ~Di nun ~Di;? s
hreibt (die Komponente derVers
hiebungsdi
hte, die senkre
ht auf der Grenz
�a
he steht), so folgt s
hlie�-li
h: ~D1;? � ~D2;? = 4��: (3.30)

Abbildung 3.2: Integrationsvolumen bzw. -ober
�a
he zur Herleitung der Ste-tigkeit der Normalkomponenten 52



Speziell falls keine Ober
�a
henladungen vorhanden sind, gilt:~D1;? = ~D2;?; (3.31)das hei�t: Die Normalkomponente der elektris
hen Vers
hiebungsdi
hte ist anGrenz
�a
hen stetig.�Ahnli
h kann man nun mit der dritten Maxwell-Glei
hung verfahren:I�A ~ds � ~E = 0: � _~B (3.32)Als Integrationsweg w�ahle nun ein Re
hte
k, von dem zwei Seiten der L�angea parallel zur Grenz
�a
he und die anderen beiden der L�ange b senkre
ht dazusind (s. Abb. 3.3). L�asst man nun b gegen null gehen, so liefern nur no
h diebeiden Stre
ken parallel zur Grenz
�a
he einen Beitrag zum Wegintegral; diebeiden Tangentialvektoren dort seien ~t1 und ~t2. Wenn man au
h a klein genugw�ahlt, so da� das elektris
he Feld auf der gesamten Stre
ke konstant ist, danngilt also: a~t1 � ~E1 + a~t2 � ~E2 = 0: (3.33)Die beiden Tangentialvektoren haben entgegengesetzte Ri
htungen. ~t1 � ~Ei istaber gerade die Komponente ~Ei;k parallel zur Grenz
�a
he; also gilt:~E1;k = ~E2;k: (3.34)In Worten: Die Tangentialkomponente der elektris
hen Feldst�arke ist an Grenz-
�a
hen stetig.Ein Anwendungsbeispiel ist das elektris
he Feld in einer homogenen Kugelmit Dielektrizit�atskonstante �1, die in ein homogenes Material mit �2 eingebettetist, in dem ein homogenes elektris
hes Feld besteht.Das Feld liege in z-Ri
htung: ~E2 = E2~ez. Dann folgt sofort f�ur die elek-tris
he Vers
hiebungsdi
hte im Medium 2: ~D2 = �2E2~ez. Betra
hte nun ei-ne Kugel mit Radius R um den Ursprung: Ihr Normalenvektor in Ri
htungder Winkel � und � ist ~er = (sin(�) 
os(�); sin(�) sin(�); 
os(�)), ~e� und ~e�

Abbildung 3.3: Integrations
�a
he bzw. -stre
ke zur Herleitung der Stetigkeitder Tangentialkomponenten 53



sind Tangentialvektoren mit ~e� = (
os(�) 
os(�); 
os(�) sin(�);� sin(�)), ~e� =(� sin(�) sin(�); sin(�) 
os(�); 0).Da wir hier keine (von au�en aufgebra
hten) Ober
�a
henladungen haben,gilt nun:~er � ~D1 = ~er � ~D2; ~e� � ~E1 = ~e� � ~E2; ~e� � ~E1 = ~e� � ~E2: (3.35)Nun mu� aber no
h ber�u
ksi
htigt werden, da� dur
h das �au�ere Feld die La-dungen in der Kugel vers
hoben werden; es bildet si
h also eine Polarisationaus. Dies f�uhrt dazu, da� die Kugel als Ganzes nun ein Dipol ist mit ~d = d~ez .Theoretis
h k�onnten au
h h�ohere Momente auftreten, wir werden jedo
h sehen,da� diese Annahme ausrei
ht. Das gesamte �au�ere Feld ist damit:~E2 = E2~ez + 3(~d � ~r)~r � ~dr2r5 = E2~ez + 3d 
os(�)r3 ~er � dr3~ez: (3.36)Setzt man alles ein, so erh�alt man s
hlie�li
h aus den Stetigkeitsbedingungenan der Kugelober
�a
he:�1~er� ~E1 = �2 
os(�)�E2 + 2dR3� ; ~e�� ~E1 = � sin(�)�E2 � dR3� ; ~e�� ~E1 = 0;(3.37)also ~E1 = �2�1 
os(�)�E2 + 2 dR3�~er � sin(�)�E2 � dR3�~e�: (3.38)Das innere Feld ergibt si
h aber dur
h das �au�ere Feld, wel
hes in z-Ri
htungzeigt, und dur
h die Polarisation, die wiederum dur
h das �au�ere Feld erzeugtwird. Also ist die Annahme naheliegend, da� das elektris
he Feld in der Kugelebenfalls in z-Ri
htung verl�auft:~E1 = E1~ez = E1(
os(�)~er � sin(�)~e�): (3.39)Dur
h Verglei
h mit der vorherigen Formel erh�alt manE1 = �2�1 �E2 + 2 dR3� und E1 = E2 � dR3 : (3.40)Daraus ergibt si
h dann: d = R3 �1 � �2�1 + 2�2E2; (3.41)und die Felder innen und au�en sind s
hlie�li
h:~E1 = 3�2�1 + 2�2E2 ~ez~E2 = E2 ~ez +E2 �1 � �2�1 + 2�2 R3r3 (3 
os(�)~er � ~ez): (3.42)Man sieht, da� das innere Feld f�ur �2 > �1 st�arker ist als das anregen-de �au�ere, f�ur �2 < �1 dagegen s
hw�a
her. Dies r�uhrt daher, da� das �au�ereFeld zus�atzli
he Ladungen in der Kugel induziert. Da diese die Quellen deselektris
hen Feldes sind, hat man also in der Kugel eine andere Feldst�arke als54



au�en, abh�angig von der Polarisation, die wiederum vom Verh�altnis der Dielek-trizit�atskonstanten abh�angt. Die dielektris
he Vers
hiebungsdi
hte, die ja nurvon extern aufgebra
hten Ladungen abh�angt, ist dagegen in der Kugel glei
hstark wie au�erhalb. In Abbildung 3.4 sind die Feldlinien f�ur beide F�alle dar-gestellt.Spezialf�alle sind:1. glei
he Materialien: �1 = �2d = 0; ~E1 = E2 ~ez = ~E2: (3.43)2. dielektris
he Kugel in Luft/Vakuum: �2 = 1, � := �1d = R3 �� 1�+ 2E2~E1 = 3�+ 2E2 ~ez~E2 = E2 ~ez +E2 �� 1�+ 2R3r3 (3 
os(�)~er � ~ez): (3.44)3. kugelf�ormiger Hohlraum in Dielektrikum: �1 = 1, � := �2d = R3 1� �1 + 2�E2 = �R3 �� 11 + 2�E2~E1 = 3�2�+ 1E2 ~ez~E2 = E2 ~ez �E2 �� 11 + 2� R3r3 (3 
os(�)~er � ~ez): (3.45)Der dritte Fall ist wi
htig bei der Herleitung der Clausius-Mosotti-Formel, dieeinen Zusammenhang zwis
hen atomarer Polarisierbarkeit und Dielektrizit�ats-konstante liefert.
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Abbildung 3.4: Verlauf der elektris
hen Vers
hiebungsdi
hte (a) und der elektri-s
hen Feldst�arke (b) bei einer dielektris
hen Kugel in einem homogenen �au�erenFeld
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3.2 Magnetismus3.2.1 Die magnetis
he Feldst�arkeIn Analogie zum elektrostatis
hen Fall kann man die Stromdi
hte in einem ma-kroskopis
hen K�orper aufteilen in die von au�en aufgepr�agte makroskopis
heStromdi
hte (die bei Mittelung �uber lokale S
hwankungen �ubrigbleibt) und lo-kale Stromdi
hten, die letztli
h dur
h Kreisstr�ome, also bewegte Elektronen inden Molek�ulen, entstehen:~A(~r) = 1
 Z ~jext(~r0)j~r � ~r0jdV 0 + 1
 Z ~jlokal(~r0)j~r � ~r0j dV 0: (3.46)Die lokale Stromdi
hte kann dabei wiederum in guter N�ahrung dur
h Dipolfel-der ausgedr�u
kt werden:1
 Z ~jlokal(~r0)j~r � ~r0j dV 0 =Xj ~mj � (~r � ~rj0)j~r � ~rj0j3 = Z ~M(~r0)� (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 dV 0 (3.47)mit der magnetis
hen Dipoldi
hte~M(~r) :=Xj ~mjÆ(~r � ~rj0): (3.48)Das Integral �uber diese Dipoldi
hte kann umges
hrieben werden:Z ~M(~r0)� (~r � ~r0)j~r � ~r0j3 dV 0 = � Z �~r0 1j~r � ~r0j�� ~M(~r0)dV 0= � Z  ~r0 � ~M(~r0)j~r � ~r0j! dV 0 + Z ~r0 � ~M (~r0)j~r � ~r0j dV 0:(3.49)Das erste Integral kann mit Hilfe des Gau�'s
hen Satzes in ein Ober
�a
heninte-gral umgewandelt werden und vers
hwindet deshalb (da man die Obe
�a
he imUnendli
hen w�ahlen kann und der K�orper und deshalb au
h die Magnetisierungnur endli
h ausgedehnt ist). Man erh�alt also f�ur das Vektorpotential:~A(~r) = 1
 Z ~jext(~r0)j~r � ~r0jdV 0 + Z ~r0 � ~M(~r0)j~r � ~r0j dV 0 = Z ~jext(~r0)=
+ rot0 ~M(~r0)j~r � ~r0j :(3.50)Wendet man darauf den Lapla
e-Operator an, so ergibt si
h:� ~A(~r) = �4� Z �1
~jext(~r0) + rot0 ~M(~r0)� Æ(~r � ~r0) = �4�
 ~jext(~r)� 4�rot ~M (~r):(3.51)Andererseits ist � ~A =grad div ~A�rot rot ~A =grad div ~A�rot ~B. �Ahnli
h wie inAbs
hnitt 2.3.1 kann man nun zeigen, da� div ~A = 0 ist (benutze daf�ur no
hdiv rot=0). Also ergibt si
h � ~A = �rot ~B und damit:rot ~B(~r) = 4�
 ~jext(~r) + 4�rot ~M(~r): (3.52)57



De�niert man nun ~H := ~B � 4� ~M; (3.53)so ergibt si
h s
hlie�li
h folgende Formel, �aquivalent zur Maxwellglei
hung (IV)der Magnetostatik im Vakuum:(IV ) rot ~H = 4�
 ~jext. (3.54)Da die Beziehung zwis
hen ~H und der magnetis
hen Flu�di
hte ~B genauso aus-sieht wie die zwis
hen elektris
her Feldst�arke und dielektris
her Vers
hiebung,bezei
hnet man ~H als magnetis
he Feldst�arke. Fundamentaler ist aber eigent-li
h das ~B-Feld - es wird von allen Str�omen erzeugt, ni
ht nur von den externaufgebra
hten (in Analogie zum ~E-Feld), und es �ubt Kr�afte auf bewegte La-dungen aus (in der Lorentzkraft steht ~B, ni
ht ~H). Der Name ,,Feldst�arke" f�ur~H hat wohl historis
he Gr�unde (vermute i
h).Die andere Maxwell-Glei
hung der Magnetostatik(II) div~B = 0 (3.55)bleibt unge�andert, da ja immer no
h ~B =rot ~A gilt.Die magnetis
he Dipoldi
hte erzeugt ein makroskopis
hes Magnetfeld; ~Mwird deshalb als Magnetisierung bezei
hnet. Erfahrungsgem�a� ist der Zusam-menhang zwis
hen (induzierter) Magnetisierung und �au�erem Magnetfeld wie-derum n�aherungsweise linear: ~M = �m ~H (3.56)mit der magnetis
hen Suszeptibilit�at �m (im allgemeinen eine ortsabh�angigeMatrix). Nimmt man wieder an, da� der K�orper isotrop ist, so ist die Sus-zeptibilit�at eine skalare Gr�o�e (im allgemeinen aber immer no
h ortsabh�angig).Man de�niert ganz analog zur Dielektrizit�atskonstanten dur
h~B = (1 + 4��m) ~H =: � ~H (3.57)die Permeabilit�at �. F�ur homogene K�orper erh�alt man also:rot ~B = 4��
 ~jext (3.58)und � ~A = �4��
 ~jext: (3.59)Die verwendeten N�aherungen in diesem Abs
hnitt waren dieselben wie im elek-trostatis
hen Fall (1-5).Beim Magnetismus sind wiederum die Sto�e zu unters
heiden, in denen diemagnetis
hen Momente erst induziert werden m�ussen (Diamagnetismus) unddenen, in denen vorhandene Dipolmomente nur ausgeri
htet werden (Parama-gnetismus). Im ersteren Fall erh�alt man negative Suszeptibilit�aten, da wegen58



der Lenz's
hen Regel die induzierten Momente ihrer Ursa
he entgegengeri
htetsind. Beispiele sind:Wassersto� �2:3 � 10�9Wasser �1:2 � 10�5Sti
ksto� �7:0 � 10�9Silber �2:5 � 10�5In paramagnetis
hen Sto�en sind die Suszeptibilit�aten zwar positiv, aberbetragsm�asig au
h sehr klein. Es gilt also fast immer j�mj � 1 und damit� � 1. Eine Ausnahme sind ledigli
h die Ferromagneten, f�ur die si
h � � 1ergibt (siehe Abs
hnitt 3.2.3). F�ur eine genauere Behandlung dieser Themensei wiederum auf die Festk�orperphysik verwiesen.3.2.2 Grenz
�a
hen; Magnetfeld im SpulenspaltBetre�end der Stetigkeit an Grenz
�a
hen kann man genauso argumentieren wieim elektris
hen Fall. Betra
hte zun�a
hst die zweite Maxwell-Glei
hung:I�A dA~n � ~B = 0: (3.60)W�ahlt man als Integrations
�a
he wiederum die Ober
�a
he eines Zylinders, l�asstdessen H�ohe gegen null gehen und w�ahlt die Grund
�a
he so klein, da� das Feldauf ihr konstant ist, dann folgt wie bei der elektris
hen Vers
hiebungsdi
hte:~B1;? = ~B2;?; (3.61)also: Die Normalkomponente der magnetis
hen Flu�di
hte ist an Grenz
�a
henstetig.Au�erdem kann man die vierte Maxwell-Glei
hung benutzen:I�A ~ds � ~H = 4�
 I: (3.62)Nimmt man wiederum ein Re
hte
k als Integrationsweg und l�asst dessen Aus-dehnung senkre
ht zur Grenz
�a
he gegen null gehen, so kann der Term re
htsnur dann beitragen, wenn es Ober
�a
henstr�ome gibt. Bis auf wenige exoti-s
he Ausnahmen (Supraleiter) kommt dies jedo
h ni
ht vor, so da� dieser Termmeist vers
hwindet. W�ahlt man nun die Ausdehnung parallel zur Grenz
�a
heso klein, da� ~H dort n�ahrungsweise konstant ist, dann folgt wie s
hon beimelektris
hen Feld: ~H1;k = ~H2;k; (3.63)es ergibt si
h also: Die Tangentialkomponente der magnetis
hen Feldst�arke istan Grenz
�a
hen stetig.Als Anwendung dieser Regeln betra
htete folgende Situation: Wir nehmenuns eine (lange) Spule und �o�nen in ihrer Mitte einen s
hmalen Spalt. DieSpule sei dabei mit einem Material der Permeabilit�at � gef�ullt; die magnetis
heFlu�di
hte in ihrem Inneren ist also B = 4��
 nI.59



Da der Spalt nur sehr s
hmal ist, kann man annehmen, da� das magnetis
heFeld in seinem Inneren homogen ist und au�erhalb der Spule und des Spaltespraktis
h glei
h null (relativ grobe N�aherung, aber qualitativ stimmt's). Manhat also hier praktis
h das magnetis
he Analogon zu einem Plattenkondensator- siehe Abs
hnitt 3.4.2. Das magnetis
he Feld tritt (n�aherungsweise) senkre
htaus der Spule aus und m�undet au
h wieder senkre
ht in sie ein. Da aber diezur Grenz
�a
he senkre
hte Komponente der magnetis
hen Flu�di
hte stetig ist,folgt, da� au
h im Au�enraum die Flu�di
hte gegeben ist dur
hB = 4��
 nI: (3.64)Mi�t man nun die magnetis
he Flu�di
hte (z. B. dur
h die Messung der Lor-entzkraft auf geladene Teil
hen, die dur
h den Spalt 
iegen), so erh�alt manbei bekanntem Strom I dur
h die Spule und bekannter Wi
klungsdi
hte n diePermeabilit�at � des Spulenkerns.Die magnetis
he Feldst�arke erh�alt man aus der Beziehung B = �H; imInneren der Spule ergibt si
h alsoHi = 4�
 nI; (3.65)im Spalt dagegen (�Luft � 1): Ha = 4��
 nI: (3.66)Im Spulenspalt ist die magnetis
he Feldst�arke also gr�o�er als in der Spule selbst- speziell f�ur Ferromagnetika mit � � 1 erh�alt man sehr hohe Feldst�arken imSpalt.3.2.3 Ferromagnetismus, HystereseIn man
hen Sto�en gibt es kleine Berei
he (sogenannte Wei�'s
he Bezirke),in denen jeweils alle Dipole parallel zueinander ausgeri
htet sind - au
h ohneein von au�en anliegendes Feld (s. Abb. 3.5). Dies liegt an inneren We
hsel-wirkungen zwis
hen den Dipolen - n�aheres siehe Vorlesungen �uber Festk�orper-physik. Es kann si
h hierbei sowohl um elektris
he als au
h um magnetis
heDipole handeln; im ersten Fall spri
ht man von Ferroelektrika, im zweiten vonFerromagnetika. Zweitere kommen in der Natur allerdings viel h�au�ger vor(beispielsweise ist Eisen ein Ferromagnetikum); darum werden wir hier nur aufdiese eingehen.In Paramagnetika gibt es zwar au
h s
hon ohne �au�eres Feld magnetis
heDipole - diese liegen jedo
h wild dur
heinander statt parallel und bewegensi
h au�erdem aufgrund der Temperatur au
h no
h hin und her. Deswegenist es s
hwierig, sie alle in eine Ri
htung zu stellen; bei Ferromagnetika da-gegen sind die Dipole s
hon parallel, so da� die Ri
htungen der Wei�'s
henBezirke als ganzes umklappen k�onnen. Dazu ist viel weniger Energie n�otig,als wenn man jeden Dipol einzeln gegen den Widerstand seiner Na
hbarn aus-ri
hten m�u�te. Oberhalb einer gewissen Temperatur, der sogenannten Curie-Temperatur, sind die thermis
hen Bewegungen allerdings dann do
h st�arker als60



Abbildung 3.5: Wei�'s
he Bezirke in einem Ferromagneten bzw. Ferroelektri-kum: Der gesamte K�orper besteht aus vielen kleinen Berei
hen, in denen dieDipole jeweils parallel zueinander sind.die Dipol-We
hselwirkungen, und die ferromagnetis
hen Eigens
haften gehenverloren - der Sto� verh�alt si
h dann wie ein Paramagnet.Bei Ferromagnetika besteht nun im allgemeinen kein einfa
her Zusammen-hang zwis
hen von au�en angelegtem MagnetfeldH und innerer MagnetisierungM mehr. Dies kann man teilweise dadur
h verstehen, da� die Dipole si
h re-lativ lei
ht ausri
hten lassen und deshalb s
hon bei re
ht kleinen Feldst�arkenalle in einer Ri
htung stehen - und mehr Magnetisierung geht eben ni
ht. Manspri
ht von der S�attigungsmagnetisierung - f�ur H !1 gilt M ! 
onst:Au�erdem haben die Dipole untereinander starke We
hselwirkungen (deswe-gen entstehen ja die Wei�'s
hen Bezirke); dies geht in man
hen Ferromagnetikaso weit, da� die Dipole ihre Ri
htung beibehalten, au
h na
hdem das �au�ereFeld abges
haltet wurde. Man hat dann also Permanentmagnete - au
h f�urH = 0 ist M 6= 0. Diese Ers
heinung wird au
h als Remanenz bezei
hnet.Ber�u
ksi
htigt man diese beiden E�ekte, so sieht man sofort, da� der Zu-sammenhang zwis
hen H und M bei Ferromagnetika ni
ht linear sein kann -zumindest ni
ht �uber den gesamten Berei
h. Man
he Ferromagnetika zeigenkeine Remanenz, es gilt also M = 0 f�ur H = 0. Bei diesen Sto�en kann manzumindest f�ur kleine Felder wieder eine lineare Beziehung M = �mH ann�ahernund �ndet dann sehr gro�e Suszeptibilit�aten �m und dementspre
hend au
hsehr hohe Permeabilit�aten � (in der Gr�o�enordnung 100-1000). Bei den Ferro-

Abbildung 3.6: Verlauf der Magnetisierung abh�angig von der �au�eren Feldst�arkebei einem Ferromagnetikum ohne bzw. mit Remanenz61



magnetika mit Remanenz kann man die Permeabilit�aten strenggenommen nurf�ur die ,,Eins
haltkurve" angeben (siehe unten).Bei Ferromagnetika mit Remanenzers
heinungen dagegen h�angt die Wir-kung eines �au�eren Feldes auf den Sto� stark davon ab, wel
he Magnetisierungim Sto� s
hon vorhanden ist - also quasi von der ,,,Vorges
hi
hte" des Sto�es.Dies wird als Hysterese (oder au
h Hysteresis) bezei
hnet. Trotzdem kann maneinen Zusammenhang zwis
hen H undM angeben - allerdings ni
ht als Formel,sondern nur als Kurve: die sogenannte Hysteresiskurve.In Abbildung 3.6 sind die Magnetisierungskurven sowohl f�ur einen Sto� oh-ne Remanenz als au
h f�ur einen ohne dargestellt (alternativ k�onnte man au
hden Zusammenhang zwis
hen H und B darstellen). Bei dem zweiten S
haubildist die ,,Eins
haltkurve" von der ,,Betriebskurve" zu unters
heiden: erstere be-s
hreibt die Magnetisierung, die entsteht, wenn der Sto� vorher unmagnetis
hwar und zum ersten Mal magnetisiert wird; sie sieht im Prinzip genauso aus wiedie Magnetisierungskurve beim Ferromagnetikum ohne Remanenz. Die zweiteregibt an, wie si
h der Sto� verh�alt, wenn s
hon eine Magnetisierung vorhandenwar.Nimmt man also einen unmagnetis
hen Sto� und ma
ht das Magnetfeldlangsam st�arker bis zu einer gewissen St�arke Hmax, so verl�auft die Magneti-sierung zun�a
hst auf der Eins
haltkurve; regelt man das Feld wieder herunter,nimmt die Magnetisierung aber ni
ht wieder getreu der Eins
haltkurve ab, son-dern geht in die Betriebskurve �uber. Alle folgenden Magnetfeld�anderen ziehendann ebenfalls eine Magnetisierung na
h si
h, die der Betriebskurve folgt. Zujedem Hmax, das man am Anfang w�ahlte, um den Sto� zum ersten Mal zumagnetisieren, geh�ort eine eigene Betriebskurve.Da beim Aufbau der Magnetisierung Energie in das System hineingeste
ktwird und die Magnetisierung au
h beim Abs
halten des Feldes teilweise beste-hen bleibt, folgt, da� ein Permanentmagnet Energie spei
hern kann. Wird dieMagnetisierung dur
h ein �au�eres Feld in entgegengesetzter Ri
htung wiederabgebaut, so wird diese gespei
herte Energie in W�arme umgewandelt (�uber diethermis
he Bewegung der Dipole, die dur
h ihre We
hselwirkung untereinanderEnergie �ubertragen k�onnen). Beim Dur
hlaufen der Hysteresiskurve wird alsoinsgesamt magnetis
he Energie in W�arme umgewandelt und geht deshalb ver-loren. Die gesamte W�armemenge kann dabei ausgere
hnet werden dur
h (ohneBeweis): W = 14� Z dV IHysteresiskurve ~H( ~B) � ~dB; (3.67)wobei �uber das felderf�ullte Volumen und entlang der Hysteresiskurve integriertwird.3.3 Zusammenfassung: Maxwellglei
hungen in Ma-terieIn den letzten beiden Abs
hnitten wurden die Glei
hungen f�ur statis
he Fel-der in Materie hergeleitet. Den dynamis
hen Fall kann man folgenderma�enbehandeln: 62



Zun�a
hst ist das Induktionsgesetz (dritte Maxwellglei
hung) zu betra
hten.Wie bei der Herleitung der Maxwell-Glei
hungen im Vakuum (Anhang C) s
honerw�ahnt, ist dies in gewisser Weise �aquivalent zur Lorentzkraft: Die induzierteSpannung, die bei der Bewegung eines stromdur
h
ossenen Leiters im Magnet-feld entsteht, kann man au
h alternativ als Lorentzkraft auf die Leitungstr�agerdeuten. Da in der Formel f�ur die Lorentzkraft aber die magnetis
he Flu�di
hte~B steht, ni
ht die magnetis
he Feldst�arke ~H, kann man folgern, da� au
h imInduktionsgesetz ~B stehen mu�.Das zweite, das no
h fehlt, ist der Maxwell's
he Vers
hiebungsstrom in dervierten Maxwellglei
hung. Setze an:rot ~H = 4�
 ~jext + 1
 _~C; (3.68)wobei ~C nun entweder die elektris
he Feldst�arke oder die dielektris
he Vers
hie-bung ist. Wie dieser Term aussehen mu�, ergibt si
h aus der Ladungserhaltung(f�ur die externen Ladungen): _�ext + div~jext = 0: (3.69)Nun folgt aber aus der Materie-Maxwellglei
hung (I) und dem Ansatz:_�ext = 14�div _~Ddiv~jext = � 14�div _~C; (3.70)also mu� ~C = ~D sein.Damit ergibt si
h insgesamt f�ur die Maxwell's
hen Glei
hungen in Materie:(I) div~D = 4��ext(II) div~B = 0(III) rot ~E + 1
 ��t ~B = 0(IV ) rot ~H � 1
 ��t ~D = 4�
 ~jext: (3.71)Hinzu kommt die Ladungserhaltung f�ur die externen Ladungen (3.69) und die(unver�anderte) Lorentzkraftdi
hte (C.31). In konkreten Anwendungen l�asstman den Index ext allerdings meist weg - man mu� dann aber jeweils sorgf�altigunters
heiden, wel
he Ladungen/Str�ome ,,von au�en" kommen und wel
he erstdur
h die Einwirkung der Felder in
uenziert/induziert wurden.Den Zusammenhang zwis
hen Vakuum- und Materiefeldern geben die Glei-
hungen ~D = ~E + 4� ~P~B = ~H + 4� ~M: (3.72)F�ur lineare Beziehungen ~P = �e ~E; ~M = �m ~B hat man au�erdem die einfa
henFormeln ~D = � ~E~B = � ~H: (3.73)63



Die Stetigkeitsbedingungen kann man nun auf dieselbe Weise ableiten wiein der Elektro- und Magnetostatik und sieht dann, da� sie unge�andert bleiben:� ~D? ist stetig, sofern keine Ober
�a
henladungen auftreten� ~Ek ist stetig� ~B? ist stetig� ~Hk ist stetig, sofern keine Ober
�a
henstr�ome auftretenF�ur die Herleitung dieser Formeln wurden mehrere N�aherungen gema
ht(siehe die letzten zwei Abs
hnitte). Im Unters
hied zu den Maxwellglei
hungenim Vakuum sind die Maxwell-Glei
hungen in Materie also ni
ht exakt! Strenggenommen m�uste man alles mit den Vakuum-Maxwellglei
hungen ausre
hnen;da si
h aber im allgt�agli
hen Gebrau
h herausstellt, da� diese N�aherungen meistgere
htfertigt sind, erh�alt man au
h mit den Materie-Glei
hungen praktis
himmer vern�unftige Ergebnisse.Trotzdem sollte man immer vorsi
htig sein, ob das konkrete Problem, da�man gerade betra
htet, ni
ht viellei
ht gerade eine der wenigen Ausnahmendarstellt, bei denen diese Vorgehensweise fehls
hl�agt. So hat man beispiels-weise sehr oft anisotrope und inhomogene Materialien - bei diesen mu� mandann darauf a
hten, da� � und � keine konstanten Skalare mehr sind, sondernTensorfelder.3.4 Quasistation�are Probleme: StromkreiseIn te
hnis
hen Anwendungen sind sol
he Str�ome wi
htig, bei denen in einemgegebenen Stromkreis der Strom zu jedem Zeitpunkt an jeder Stelle des Leitersglei
h ist (nat�urli
h mit Ausnahme des Inneren der Spannungsquelle); der Stromsoll also im wesentli
hen nur no
h eine Funktion der Zeit sein. Au�erdem sollendie Stromf�aden zeitli
h unver�anderli
he Linien sein, das hei�t der Strom sollimmer auf demselben Weg 
ie�en. Sol
he Str�ome nennt man quasistation�ar.Da bei jedem gegebenen Leiterst�u
k der Strom sowohl am einen als au
ham anderen Ende glei
h sein soll, folgt, da� in das Volumen des Leiters glei
hviel Strom ein- wie aus
iesst. Es gilt also:I ~dA �~j = 0, div~j = 0: (3.74)Setzt man dies in die vierte Maxwell-Glei
hung (in Materie) ein, so ergibt si
h(wegen div rot ~H = 0): div _~D = 0: (3.75)Quasistation�are Str�ome hat man also beispielsweise dann, wenn die Vers
hie-bungsdi
hte zeitunabh�angig ist oder zumindest der Beitrag dur
h ihre Zeitab-h�angigkeit gegen�uber ~j verna
hl�assigbar ist. Im allgemeinen gen�ugt es abers
hon, da� die Divergenz der Zeitableitung vers
hwindet (bzw. verna
hl�assig-bar ist). 64



Abbildung 3.7: Ges
hlossene Leiters
hleife (Mas
he) in einem Stromkreis undanliegende Spannungen3.4.1 Kir
hho�'s
he Regeln, Ohm's
hes GesetzAls erstes sollen nun Stromkreise betra
htet werden, in denen ein zeitli
h kon-stanter Strom 
ie�t. Man hat dann also keine zeitli
h ver�anderli
hen Magnet-felder, und die dritte Maxwell-Glei
hung wird zu:I ~ds � ~E = 0: (3.76)L�angs einer ges
hlossenen Kurve (siehe Abb. 3.7) ist das Integral �uber das elek-tris
he Feld also null. Eine sol
he ges
hlossene Kurve in einem Stromkreis wirdau
h als Mas
he bezei
hnet. Liegen entlang dieser Mas
he nun irgendwel
heelektris
hen Bauelemente (beispielsweise Widerst�ande, Lampen o.�a.), so kanndas gesamte Integral in einzelne Integrale aufgeteilt werden, die jeweils nurein Bauelement eins
hlie�en (wobei im allgemeinen au
h der Widerstand desDrahtes selbst ber�u
ksi
htigt werden mu�):I ~ds � ~E = ~r2Z~r1 ~ds � ~E + ~r3Z~r2 ~ds � ~E + : : :+ ~r1Z~rn ~ds � ~E: (3.77)Andererseits ist das Integral �uber das Feld vom Punkt ~r1 zum Punkt ~r1aber gerade die Potentialdi�erenz, also die Spannung zwis
hen diesen beidenPunkten: ~r2Z~r1 ~ds � ~E = � ~r2Z~r1 ~ds � ~r� = �(~r1)� �(~r2) =: U12: (3.78)Damit ergibt si
h s
hlie�li
h:I ~ds � ~E = U12 + U23 + : : : + Un1; (3.79)65



Abbildung 3.8: Herleitung der Knotenregel: Die Integration �uber eine ges
hlos-sene Ober
�a
he, die den Leiter eins
hlie�t, zerf�allt in die Integration �uber dieLeiterquers
hnitte.und, wenn man die dritte Maxwell-Glei
hung einsetzt:U12 + U23 + : : :+ Un1 = 0: (3.80)Dies ist die sogenannte Kir
hho�'s
he Mas
henregel : Die Summe aller Span-nungen entlang einer Mas
he ist null.Bekanntli
h existiert no
h eine zweite Kir
hho�'s
he Regel: Die sogenanneKnotenregel. Sie besagt, da� an einem Knoten (einer Stelle im Stromkreis, ander mehrere Dr�ahte aufeinandersto�en), die Summe der ein
ie�enden Str�omeglei
h der Summe der aus
ie�enden Str�ome ist bzw. wenn man die in ein Volu-men ein
ie�enden Str�ome wie �ubli
h als negativ de�niert und die aus
ie�endenals positiv: I1 + I2 + : : : + In = 0; (3.81)die Summe aller Str�ome an einem Knoten vers
hwindet also. Da� diese Re-gel gilt, ist eigentli
h trivial: Wir hatten ja von vornherein gefordert, da� dieStromst�arke im Leiter �uberall glei
h gro� sein soll. Betra
htet man also ein denLeiter ums
hliessendes Volumen, in das links ein Draht hinein geht und re
htszwei hinaus, so mu� der Strom in den beiden Dr�ahten re
hts (die gemeinsamden Leiter bilden) zusammen glei
h gro� sein wie der Strom in dem einen Drahtlinks. Mathematis
h ausgedr�u
kt folgt die Knotenregel direkt ausI ~dA �~j = 0; (3.82)indemman die gesamte Ober
�a
henintegration in die Integration �uber die Quer-s
hnitts
�a
hen der ein- und austretenden Leiter aufteilt (s. Abb. 3.8).Wir haben nun s
hon mehrmals von Widerst�anden gespro
hen. Bekanntli
hgilt f�ur diese das Ohm's
he Gesetz :U = R � I , I = 1R � U: (3.83)R ist hier der Widerstand eines Bauelementes oder Leiterst�u
kes, gemessen inOhm (in SI-Einheiten), 1=R wird als Leitf�ahigkeit (gemessen in Siemens (SI))66



bezei
hnet. Mit dieser Beziehung ergeben si
h dann aus den Kir
hho�'s
henRegeln die bekannten Gesetze, wie man den Gesamtwiderstand einer Reihen-bzw. Parallels
haltung von Widerst�anden bere
hnet.Die wesentli
he Aussage des Ohm's
hen Gesetzes ist, da� die Stromst�arkeproportional zur Spannung ist und da� die Proportionalit�atskonstante abh�angigvom betra
hteten Leiter(st�u
k) ist. Spannung ist nun glei
h Potentialdi�erenz,also glei
h einem Wegintegral �uber das elektris
he Feld; die Stromst�arke ergibtsi
h als Fl�a
henintegral �uber die Stromdi
hte. Damit das Ohm's
he Gesetzglobal gelten kann, mu� also au
h lokal eine lineare Beziehung zwis
hen elek-tris
hem Feld und Stromdi
hte bestehen:~j = � ~E: (3.84)Au
h � wird als elektris
he Leitf�ahigkeit bezei
hnet; im Unters
hied zu 1=R istdies nun aber eine lokale Gr�o�e, das hei�t, im allgemeinen wird � von Ort undRi
htung abh�angen, also wie � und � ein Tensorfeld zweiter Stufe sein. Wieau
h s
hon bei � und � betra
htet man bei Anwendungen aber praktis
h nurden Fall, da� � ein ortsunabh�angiger Skalar ist. Da die Einheit der Stromdi
hteLadung pro Fl�a
he und Zeit ist und im Gau�'s
hen Einheitensystem die Einheitdes elektris
hen Feldes Ladung pro Fl�a
he (glei
h Kraft pro Ladung), folgt, da�die Einheit der Leitf�ahigkeit einfa
h 1 dur
h Zeit ist:[�℄ = 1s : (3.85)Damit wird ein lei
hter qualitativer Verglei
h der Stromdi
hte und der Zeitab-h�angigkeit der elektris
hen Vers
hiebungsdi
hte (mit einer Kreisfrequenz !)m�ogli
h: f�ur � � ! ist zweitere, also der zweite Summand in der viertenMaxwell-Glei
hung, verna
hl�assigbar.Der Zusammenhang zwis
hen dieser lokalen De�nition der Leitf�ahigkeit undder globalen ist wie folgt: Betra
hte ein gerades Leiterst�u
k der L�ange l (in x-Ri
htung) mit konstantem Quers
hnitt A. Der Leiter soll homogen und isotropsein, � also ein ortsunabh�angiger Skalar. F�ur die Spannung an diesem Lei-terst�u
k ergibt si
h dann:U = Z l0 dxEx = Z l0 dx j� = Z l0 dx IA� = lA�I; (3.86)da I, A und � alle von x unabh�angig sind. Es gilt also:R = lA� , 1R = A�l : (3.87)De�niert man wie �ubli
h den spezi�s
hen Widerstand � eines Sto�es dur
hR = � lA; (3.88)so ergibt si
h sofort der Zusammenhang� = 1� : (3.89)67



Im Gau�'s
hen System wird der spezi�s
he Widerstand also in Sekunden gemes-sen... Man sieht mal wieder: Dieses Einheitensystem ist eher f�ur theoretis
heRe
hnungen als f�ur praktis
he Anwendungen geeignet.3.4.2 Kapazit�aten und Induktivit�atenNeben den einfa
hen Gesetzen, die im vorhergehenden Abs
hnitt bespro
henwurden, m�ussen oft au
h no
h weitere physikalis
he E�ekte ber�u
ksi
htigt wer-den. Besonders wi
htig sind hierbei die Anh�aufung von Ladungen auf Lei-tern (beispielsweise bei Kondensatoren) und die Induktion von Str�omen dur
hver�anderli
he Magnetfelder (beispielsweise in Transformatoren). In diesem Ab-s
hnitt soll zun�a
hst allgemein gezeigt werden, da� zwis
hen Spannung undLadung bzw. zwis
hen magnetis
hem Flu� und Str�omen lineare Beziehungenbestehen (dies folgt letztli
h daraus, da� die Maxwell-Glei
hungen lineare Di�e-rentialglei
hungen sind). Dana
h soll dies an zwei praktis
hen Beispielen n�ahererl�autert werden.Betra
hte zun�a
hst eine Ansammlung von N Leitern, auf denen si
h dieLadungen Qi be�nden sollen. Diese verteilen si
h auf den Ober
�a
hen derLeiter; die Raumladungsdi
hte �(~r) ist also null, die Fl�a
henladungsdi
hten aufden Ober
�a
hen seien vorgegeben. Na
h Abs
hnitt (2.1.4) handelt es si
h damitum von Neumann's
he Randbedingungen; das Potential auf dem Leiter i ergibtsi
h dann zu: �i = �4� NXj=1 I�Kj dFjG(~ri; ~rj)�(~rj): (3.90)Es gibt also einen linearen Zusammenhang zwis
hen den Potentialen auf denLeitern und den Fl�a
henladungsdi
hten und damit au
h zwis
hen den Poten-tialen und den Gesamtladungen auf den Leitern:�i = NXj=1(C�1)ijQj , 0BBBB� �1�2...�N 1CCCCA = C�10BBBB� Q1Q2...QN 1CCCCA : (3.91)Da� man die hier auftretende Matrix als C�1 bezei
hnet und ni
ht als C, istKonvention; ihren Sinn werden wir sp�ater bei der Betra
htung eines Beispielesverstehen. Da der Zusammenhang zwis
hen den Potentialen und den Ladungenaber eindeutig ist, kann man diese Beziehung au
h umdrehen:Qi = NXj=1Cij�j , 0BBBB� Q1Q2...QN 1CCCCA = C 0BBBB� �1�2...�N 1CCCCA : (3.92)Die Konstanten Cij mit i 6= j nennt man Kapazit�ats- oder au
h (elektris
he)InduktionskoeÆzienten, Cii hei�t Kapazit�at des Leiters i. Sie sind nur von68



der Geometrie der Leiteranordnung abh�angig, ni
ht von den Potentialen oderden Ladungen. Dies kann man si
h klarma
hen, indem man si
h no
hmals dieFormel f�ur das Potential no
hmals n�aher ans
haut:�i = �4� NXj=1Qj I�Kj dFjG(~ri; ~rj)�(~rj)Qj : (3.93)Man erh�alt also: (C�1)ij = �4� I�Kj dFjG(~ri; ~rj)�(~rj)Qj ; (3.94)und dies ist si
her sowohl von den Potentialen als au
h von den Ladungenunabh�angig (die Ladungsabh�angigkeit k�urzt si
h im Quotienten �=Q heraus).Da die Matrixelemente (C�1)ij also nur von der Geometrie abh�angen, gilt diessi
her au
h f�ur die KoeÆzienten Cij.Als Beispiel soll nun eine Anordnung aus zwei leitenden S
halen mit denRadien r1 und r2 betra
htet werden, die innen die Ladung Q1 und au�en Q2trage. Zwis
hen den S
halen be�nde si
h ein Dielektrikum mit Dielektrizit�ats-konstante �. Eine sol
he Konstruktion wird als Kugelkondensator bezei
hnet.Das Problem ist kugelsymmetris
h, so da� man zur Bere
hnung einfa
h denGau�'s
hen Satz verwenden kann (verglei
he das Beispiel mit der homogen ge-ladenen Kugel in Abs
hnitt 2.1.1). Es ergibt si
h dann f�ur das elektris
he Feldzwis
hen den Kugels
halen ( ~E1) bzw. ausserhalb des Kondensators ( ~E2):~E1 = Q1�r2 ~rr ; ~E2 = Q1 +Q2�r2 ~rr : (3.95)Innerhalb der inneren Kugels
hale ist das Feld identis
h null (dort sind ja keineLadungen einges
hlossen). Die Potentiale erh�alt man bei diesen zentralsymme-tris
hen Feldern einfa
h als �(r) = � rR1 ~E(r0) � ~er0 dr0; dies ergibt:�1 = Q1r1 � Q1r2 + Q1 +Q2r2 = Q1r1 + Q2r2 ; �2 = Q1 +Q2r2 : (3.96)Formt man dies um, so erh�alt man f�ur die Ladungen:Q1 = � r1r2r2 � r1�1 � � r1r2r2 � r1�2; Q2 = �� r1r2r2 � r1�1 + r22 + (�� 1)r1r2r2 � r1 �2:(3.97)Damit ergibt si
h f�ur die Matrix der InduktionskoeÆzienten:C = r2r2 � r1  �r1 ��r1��r1 r2 + (�� 1)r1 ! : (3.98)In te
hnis
hen Anwendungen versteht man aber unter der Kapazit�at einesObjekts im allgemeinen etwas anderes, wenn au
h �ahnli
hes: Man betra
htetzwei Leiter, einen mit Ladung Q, den anderen mit �Q. Besteht zwis
hen denbeiden die Spannung U = �1��2, so sagt man, das Objekt habe die Kapazit�atC := QU , Q = CU , U = QC : (3.99)69



Diese te
hnis
he De�nition ma
ht klar, warum in der Formel, die die Abh�angig-keit des Potentials von den Ladungen angibt, die Matrix C�1 statt C verwendetwird.Im obigen Beispiel hatten wir Q1 = Q, Q2 = �Q und deshalb�1 = Q� � 1r1 � 1r2� ; �2 = 0: (3.100)Damit ergibt si
h dann f�ur die Kapazit�at eines Kugelkondensators:C = �QQ� 1r1 � 1r2� = � r1r2r2 � r1 : (3.101)Im allgemeineren Fall mu� zun�a
hst wieder die Beziehung zwis
hen Poten-tialen und Ladungen gefunden werden: �1�2 ! = C�1 Q�Q ! = 1det(Cij)  C22 �C12�C21 C11 ! Q�Q ! ; (3.102)also �1 = Qdet(Cij)(C22 +C12); �2 = � Qdet(Cij)(C21 + C11): (3.103)Daraus folgt f�ur die (te
hnis
he) Kapazit�at:C = det(Cij)C11 +C12 + C21 + C22 : (3.104)Ein zweites, sehr wi
htiges Beispiel ist der Plattenkondensator: Zwei ebeneFl�a
hen der Gr�o�e A stehen parallel in einer Entfernung d zueinander; auf derersten Fl�a
he sei die Ladung Q, auf der zweiten �Q. Zwis
hen den Plattenbe�nde si
h ein Dielektrikum. Man nimmt nun an, da� das elektris
he Feldpraktis
h nur zwis
hen den beiden Fl�a
hen von 0 vers
hiedeb sein wird (ge-re
htfertigt, falls die seitli
he Ausdehnung der Platten sehr viel gr�o�er ist alsihr Abstand). Au�erdem steht das Feld senkre
ht auf den Platten; bei klei-nem Abstand ist anzunehmen, da� es im gesamten Raum zwis
hen den Plattendieselbe Ri
htung hat. Stehen die Platten in Ebenen parallel zur x-y-Ebene,so wird das Feld also in z-Ri
htung zeigen. Benutzt man nun das Gau�'s
heGesetz und nimmt als betra
htetes Volumen einen Quader, der die erste Fl�a
heeins
hlie�t (aber ni
ht die zweite), so erh�alt man f�ur das Feld zwis
hen denPlatten: I�V ~dA � ~E = E � A = 4�Q� ; (3.105)also ~E = 4� Q�A~ez. Die Potentialdi�erenz ergibt si
h, wenn man von der einenPlatte zur anderen integriert:�1 � �2 = � Z z2z1 Edz = 4� Q�A (z2 � z1) = 4�Q d�A: (3.106)70



Die (te
hnis
he) Kapazit�at eines Plattenkondensators ist also einfa
h:C = �4� Ad = QU : (3.107)Mi�t man die Ladung auf einem Plattenkondensator und glei
hzeitig die anlie-gende Spannung, so erh�alt man damit sehr einfa
h die Dielektrizit�atskonstantedes Dielektrikums zwis
hen den Platten.Beim magnetis
hen Flu� ist die Argumentation etwas pr�aziser m�ogli
h alsbei der Herleitung der Kapazit�aten, bei denen keine explizite Formel angegebenwerden konnte. Betra
hte N Leiter, dur
h die jeweils der Strom Ii 
iesst unddie jeweils die Fl�a
he Fi eins
hlie�en. F�ur den magnetis
hen Flu�, dividiertdur
h 
 (dies ist die Gr�o�e, die im Induktionsgesetz auftau
ht), gilt dann:1
�k = 1
 ZFk ~B � ~dF k = 1
 ZFk(rot ~A) � ~dF k = 1
 Z�Fk ~A � ~drk= �
2 Z�FkXi  Z dVi ~j(~ri)j~rk � ~rij! � ~drk� �
2 Xi Z�Fk Ii Z�Fi ~drij~rk � ~rij! � ~drk= Xi Ii �
2 Z Z ~dri � ~drkj~rk � ~rij : (3.108)De�niert man nun Lki := �
2 Z Z ~dri � ~drkj~rk � ~rij ; (3.109)so ergibt si
h: 1
�k =Xi LkiIi: (3.110)Die (nur von der Geometrie abh�angigen) Konstanten Lki (k 6= i) hei�en (magne-tis
he) InduktionskoeÆzienten, Lii hei�t SelbstinduktionskoeÆzient des Strom-kreises i. Im Gegensatz zu den elektris
hen InduktionskoeÆzienten Cij kannman hier also direkt eine Formel angeben; au�erdem sieht man sofort, da� dieMatrix (Lij) der KoeÆzienten symmetris
h ist, da Lij = Lji.Als einfa
hes Beispiel soll hier der SelbstinduktionskoeÆzient einer langenSpule betra
htet werden. Man hat also nur einen Stromkreis; damit reduziertsi
h die allgemeine Formel f�ur den magnetis
hen Flu� auf1
�mag = LI: (3.111)Au�erdem nimmt man an, da� das Magnetfeld praktis
h nur innerhalb derSpule von null vers
hieden ist. Diese Annahme wird umso besser, je gr�o�er diePermeabilit�at � des Materials in der Spule im Verglei
h zu der au�erhalb ist;71



verwende also am besten einen Eisenkern. Das Magnetfeld ist nun (verglei
heAbs
hnitt 2.3.2): B = 4��n
 I; (3.112)wobei n die Wi
klungsdi
hte der Spule ist und I der dur
h
ie�ende Strom. Hatdie Spule die Quers
hnitt
�a
he A, N Windungen und die L�ange l, so ist dergesamte magnetis
he Flu�:� = N � B � A = n � B � l �A: (3.113)Es gilt also: 1
� = 4��
2 n2 � l � A � I; (3.114)und damit erh�alt man f�ur den SelbstinduktionskoeÆzienten:L = 4��
2 n2V; (3.115)wobei V = lA das Volumen des Innenraums der Spule (also des felderf�ulltenRaumes) ist.3.4.3 Allgemeinere Stromkreise; Blind- und S
heinwiderst�andeWie s
hon erw�ahnt, gilt in Stromkreisen mit zeitli
h konstanten Str�omen einfa
hdas Ohm's
he Gesetz: U = RI: (3.116)Im allgemeinen wird man jedo
h zeitli
h ver�anderli
he Str�ome haben: te
h-nis
h wi
htig sind We
hselstr�ome, und selbst bei Glei
hstr�omen mu� man dieVorg�ange beim Ein- und Auss
halten der Spannung gesondert betra
hten, wiewir no
h sehen werden.Zeitli
h ver�anderli
he Str�ome f�uhren aber automatis
h zu ver�anderli
henMagnetfeldern und damit zu Induktion. Dur
h diese entsteht eine zus�atzli
heSpannung Uind = �1
 _�mag im Stromkreis, die ebenfalls Ein
u� auf den Strom-
u� dur
h Widerst�ande hat. Insgesamt gilt nun also:U � 1
 _�mag = RI: (3.117)Betra
htet man nun wiederum N Stromkreise, so gilt f�ur den Kreis i:Ui = RiIi + 1
 _�mag;i: (3.118)Nun kann man die im letzten Abs
hnitt hergeleitete Beziehung f�ur den magne-tis
hen Flu� einsetzen; es ergibt si
h dann:Ui = RiIi + ddt NXj=1LijIj: (3.119)Setzt man voraus, da� si
h die Anordnung und die Form der Leiter zeitli
hni
ht �andern, so ist die zeitli
he �Anderung der InduktionskoeÆzienten glei
h72



null ( _Lij = 0), und man erh�alt s
hlie�li
h N gekoppelte inhomogene Di�erenti-alglei
hungen f�ur die Str�ome Ii:Ui = RiIi + NXj=1Lij _Ij: (3.120)Die ,,eingepr�agten" Spannungen Ui, die Widerst�ande Ri und die (dur
h dieGeometrie bestimmten) InduktionskoeÆzienten Lij werden dabei als von au�envorgegebene feste Parameter betra
htet.Ein einfa
hes Beispiel ist ein einzelner Stromkreis, der eine Spule und einenWiderstand enth�alt; hier tritt nur Selbstinduktion auf, und die relevante Glei-
hung lautet: U = RI + L _I: (3.121)Wir haben nun also eine inhomogene Di�erentialglei
hung f�ur den Strom I,deren L�osung von der �au�eren Spannung U abh�angt. Daf�ur sollen einige Spe-zialf�alle untersu
ht werden:1. Eins
haltvorgang: U(t) = U0 6= 0 f�ur t > 0, U(t) = I(t) = 0 f�ur t < 0.Dann ergibt si
h als L�osung der Glei
hung:I(t) = U0R �1� e�Rt=L� : (3.122)Der Strom ist also ni
ht etwa einfa
h U0R , wie man na
h dem Ohm's
henGesetz erwarten w�urde. Dieser Wert wird zwar exponentiell angestrebt,er wird aber nur asymptotis
h (f�ur t ! 1) wirkli
h errei
ht! Die physi-kalis
he Erkl�arung hierf�ur ist die Lenz's
he Regel: Dur
h das Eins
haltender Spannung beginnt ein Strom zu 
ie�en, und dadur
h baut si
h in derSpule ein Magnetfeld auf. Der magnetis
he Flu� �andert si
h also - unddie Lenz's
he Regel besagt ja gerade, da� diese �Anderung ihrer Ursa
heentgegenwirkt. Es wird also eine Spannung in der Spule induziert, dieder von au�en anliegenden Spannung gerade entgegengesetzt ist; dadur
hwird das Ansteigen des Strom
usses dur
h die Spule gebremst. Damitwird aber au
h die �Anderung des Flusses immer geringer, also wird au
hdie Gegenspannung immer kleiner, und der Strom kann si
h immer mehrseinem asymptotis
hen Grenzwert ann�ahern.2. Abs
halten der Spannung: U(t) = 0 f�ur t > 0, I(t) = I0 6= 0 f�ur t < 0.Dann ergibt si
h einfa
h eine abfallende Exponentialfunktion:I(t) = I0e�Rt=L: (3.123)Die Lenz's
he Regel wirkt nun dem Abbau des Magnetfeldes in der Spuleentgegen, so da� na
h dem Abs
halten der Spannung der Strom ni
htsofort auf null zur�u
kgeht (wie na
h dem Ohm's
hen Gesetz zu erwartenw�are), sondern exponentiell abklingt.73



3. We
hselspannung U(t) = U0ei!t; man hat nun also quasi ein periodis
hesAn- und Abs
halten (der Ansatz mit der komplexen Exponentialfunktionwurde gew�ahlt, um die Re
hnung zu vereinfa
hen - prinzipiell geht's au
hmit Sinus oder Kosinus). Mit dem Ansatz I(t) = I0ei!t (der Strom folgtder von au�en vorgegebenen Spannung) erh�alt man:U0 = RI0 + i!LI0 =) I0 = U0R+ i!L: (3.124)Die Spule verh�alt si
h hier also so, als h�atte sie den (imagin�aren undfrequenzabh�angigen!) Widerstand i!L, der in Reihe zum normalen Wi-derstand R ges
haltet ist. Man spri
ht hier vom (induktiven) (Blind-)Widerstand oder au
h der Induktanz RL der Spule.F�ur das Verh�altnis der Amplituden von Strom und Spannung ergibt si
hdann: ����U0I0 ���� = jR+ i!Lj = qR2 + (!L)2 =: Z: (3.125)Die hier de�nierte Gr�o�e Z wird als S
heinwiderstand oder Impedanz desStromkreises bezei
hnet. In Stromkreisen ohne Spule (L = 0) gilt Z = R- wie erwartet.Au�er dieser �Anderung des Gesamtwiderstandes (abh�angig von !) hatman aber au
h no
h eine Phasenvers
hiebung zwis
hen Strom und Span-nung; man erh�alt sie als Argument des Verh�altnisses der Amplituden:�' = arg�U0I0 � = arg(R + i!L) = ar
tan�!LR � : (3.126)F�ur L ! 0 erh�alt man eine Phasenvers
hiebung von 0 Grad (wie erwar-tet), f�ur R ! 0 wird sie zu 90 Grad - die Spannung eilt dem Strom umeine viertel Periode voraus. Allgemein liegt die Phasenvers
hiebung im-mer zwis
hen 0 und 90 Grad; die Spannung eilt dem Strom also immervoraus. Dies sah man ja s
hon bei den Ein- und Auss
haltvorg�angen: DieStrom�anderung folgte der Spannungs�anderung nie sofort, sondern immernur asymptotis
h.Wie sieht die Sa
he aus, wenn wir nun zus�atzli
h zulassen, da� die Leiter(Stromkreise) na
h au�en hin ni
ht elektris
h neutral sind? Dann hat manzu�atzli
h auf jedem Leiter au
h no
h Ladungen, die von den jeweils anderenLeitern induziert werden; wie wir im letzten Abs
hnitt gesehen haben, gilt f�urdie induzierten Spannungen:Ui;ind = NXj=1(C�1)ijQj (3.127)mit den nur dur
h die Geometrie bestimmten Kapazit�atskoeÆzienten Cij. Ins-gesamt hat man nun:Ui+Ui;ind = RiIi+ NXj=1Lij _Ij =) Ui = RiIi+ NXj=1Lij _Ij� NXj=1(C�1)ijQj : (3.128)74



Bildet man nun die zeitli
he Ableitung und ber�u
ksi
htigt Q = � _I, so erh�altman f�ur zeitli
h konstante Kapazit�ats- und InduktionskoeÆziente:_Ui = Ri _Ii + NXj=1Lij �Ij + NXj=1(C�1)ijIj: (3.129)Damit haben wir wieder N gekoppelte inhomogene Di�erentialglei
hungen f�urdie Str�ome Ii, nun mit den von au�en vorgegebenen Konstanten Ri, Lij, Cijund den eingepr�agten Spannungen Ui.Zum n�aheren Verst�andnis betra
hte wiederum nur einen einzelnen Strom-kreis mit der Kapazit�at C (einem Plattenkondensator o.�a) und demWiderstandR, aber ohne Spule (L = 0). Dann haben wir nur no
h die relativ einfa
he Glei-
hung _U = R _I + IC : (3.130)Au
h hier s
hauen wir uns wieder dieselben drei Spezialf�alle an wie s
hon beider Spule:1. Eins
haltvorgang: U(t) = U0 6= 0 f�ur t > 0, U(t) = I(t) = 0 f�ur t < 0,Q(0) = 0. Der Spannungsverlauf kann also dur
h eine Theta-Funktionbes
hrieben werden: U(t) = U0�(t); die Ableitung ergibt dann eine Delta-Funktion: _U(t) = U0Æ(t). Als L�osung der Di�erentialglei
hung erh�alt mandamit s
hlie�li
h (na
hre
hnen!):I(t) = U0R e�t=RC�(t) =) Q(t) = U0C �1� e�t=RC� �(t): (3.131)Der Strom springt also zum Zeitpunkt t = 0 auf den (vom Ohm's
henGesetz her erwarteten) Wert U0R und nimmt dann exponentiell ab. Diesversteht man folgenderma�en: Auf dem Kondensator h�auft si
h dur
hden Strom Ladung an; dadur
h entsteht langsam eine Spannung, die demStrom entgegenwirkt und ihn immer geringer werden l�ast. Das Au
adendes Kondensators ges
hieht hier also analog zur Bildung des Magnetfeldesin der Spule ni
ht instantan, sondern die Gesamtladung Q = U0C wirderst asymptotis
h errei
ht. Die Gegenspannung h�angt hier im Gegensatzzur Spule aber ni
ht von der �Anderung (der Ableitung) des Stromes ab,sondern von der gesamten deponierten Ladung (also dem Integral �uberden Strom) - deshalb hat man hier ein anderes zeitli
hes Verhalten als beider Spule.2. Auss
halten: U(t) = 0 f�ur t > 0, U(t) = U0 6= 0 f�ur t < 0, I(t) = 0 f�urt < 0, Q(t) = Q0 6= 0 f�ur t < 0. Hier ergibt si
h _U(t) = �U0Æ(t) unddamit s
hlie�li
h:I(t) = �U0R e�t=RC�(t) =) Q(t) = U0Ce�t=RC : (3.132)Au
h das Entladen des Kondensators ges
hieht also nur asymptotis
h,analog zum Abbau des Magnetfeldes in der Spule.75



3. We
hselspannung: U(t) = U0ei!t; I(t) = I0ei!t. Man �ndet nun:U0 = I0 �R� i 1!C� ; (3.133)man hat also wiederum einen frequenzabh�angigen, imagin�aren (kapaziti-ven) (Blind-)Widerstand RC = �i 1!C . F�ur den S
heinwiderstand ergibtsi
h dann: Z = sR2 + � 1!C�2; (3.134)und f�ur die Phasenvers
hiebung zwis
hen Spannung und Strom:�' = � ar
tan� 1R!C� : (3.135)Auf einen Stromkreis ohne Kondensator kann man beliebig viel Ladungaufbringen, ohne da� irgendwo im Kreis eine Spannung entsteht - na
hC = Q=U ist die Kapazit�at dann also unendli
h gro�. F�ur einen Strom-kreis ohne Kondensator ergibt si
h also, wie erwartet, Z = R und einePhasenvers
hiebung von 0 Grad. Gilt dagegen R! 0, so erh�alt man einePhasenvers
hiebung von -90 Grad - die Spannung l�auft dem Strom umeine viertel Periode hinterher. In Kreisen mit Kapazit�aten (aber ohneInduktivit�aten) eilt also immer der Strom der Spannung voraus - genauumgekehrt zu den Kreisen mit einer Spule, aber ohne Kondensator.Nun betra
hte einen Stromkreis mit allen drei Elementen: Widerstand, Spu-le und Kondensator (alles in Reihe ges
haltet). Hier soll nur der Fall 3 (We
h-selspannung) betra
htet werden; na
h dem inzwis
hen bekannten Ansatz undRe
henweg ergibt si
h: U0 = I0 �R+ i�!L� 1!C�� (3.136)und darausZ = sR2 + �!L� 1!C�2; �' = ar
tan !L� 1!CR ! : (3.137)Das interessante ist nun: Die beiden Blindwiderst�ande treten mit umgekehr-tem Vorzei
hen auf - die E�ekte k�onnen si
h also gegenseitig aufheben! Beider Phasenvers
hiebung war das ja eigentli
h s
hon zu erwarten: Wir hatten jagesehen, da� bei der Spule der Strom der Spannung na
heilt und beim Konden-sator die Spannung dem Strom, also die Phasenvers
hiebung in beiden F�allenentgegengesetzt ist. Wir sehen nun, da� f�ur !L = 1!C si
h die beiden Phasenver-s
hiebungen gegenseitig aufheben und Strom und Spannung wieder glei
hphasigsind.Betra
htet man den S
heinwiderstand Z, so sieht man, da� er si
h f�ur ! ! 0wie 1!C verh�alt, f�ur ! !1 wie !L. Dazwis
hen liegt ein Minimum - wiederumf�ur !L = 1!C ! Bei der Frequenz ! = 1pLC ; (3.138)76



(a) (b)
(
) (d)Abbildung 3.9: S
haltpl�ane f�ur Frequenzp�asse: (a) Tiefpass mit Spule (b) Ho
h-pass mit Spule (
) Ho
hpass mit Kondensator (d) Tiefpass mit Kondensatorder sogenannten Thomson-Frequenz, hat man also sowohl eine vers
hwindendePhasenvers
hiebung als au
h den kleinstm�ogli
hen Widerstand Z = R. W�ahltman die Frequenz passend, so merkt man also gar ni
hts von der Spule unddem Kondensator im Stromkreis - dieser verh�alt si
h so, als w�urde er nur einenOhm's
hen Widerstand R enthalten.3.4.4 Te
hnis
he AnwendungenNun sollen no
h einige te
hnis
he Anwendungen von Stromkreisen mit Kapa-zit�aten und Induktivit�aten (spri
h: Kondensatoren und Spulen) betra
htet wer-den. Als erstes f�allt einem die Abh�angigkeit des Widerstandes sol
her Kreisevon der Frequenz auf: Kreise nur mit Spulen haben bei niedrigen Frequen-zen einen niedrigen Widerstand, der mit zunehmender Freuqenz zunimmt, beisol
hen nur mit Kondensatoren ist es genau umgekehrt, und Kreise mit bei-den haben ein Widerstands-Minimum bei der Thomson-Frequenz, f�ur niedrigeund hohe Frequenzen dagegen einen hohen Widerstand. Das legt nahe, sol
heStromkreise als sogenannten P�asse zu verwenden, also als S
haltungen, die nurbestimmte Frequenzen dur
hlassen und alle anderen abd�ampfen. Je na
h Wahlder Elemente erh�alt man vers
hiedene P�asse (S
haltpl�ane siehe Abbildung 3.9):1. S
haltet man eine Spule in den Stromkreis und greift die Spannung an ihrab, so wird diese Ausgangsspannung um so gr�o�er, je gr�o�er die Frequenzwird ) Ho
hpass, die S
haltung l�a�t vor allem hohe Frequenzen dur
h.2. Greift man andererseits die Spannung am Widerstand ab, so wird dieAusgangsspannung um so kleiner, je gr�o�er die Frequenz wird) Tiefpass.77



3. Bei einer S
haltung mit Kondensator ist es genau umgekehrt: Tiefpass,wenn man die Spannung am Kondensator abgreift, Ho
hpass, wenn mansie am Widerstand abgreift.4. Be�nden si
h im Stromkreis eine Spule und ein Kondensator gemeinsam,so haben beide zusammen ein Widerstandsminimum bei der Thomson-Frequenz; bei dieser Frequenz liegt also an diesen beiden die geringsteSpannung an, und am Widerstand dementspre
hend dann die h�o
hste.Greift man die Spannung am Verbund Spule-Kondensator ab, so erh�altman also bei der Thomson-Frequenz ein Minimum der Ausgangsspan-nung, bei allen anderen Frequenzen h�ohere Werte (siehe Abb. 3.10); greiftman sie dagegen amWiderstand ab, so wird sie bei der Thomson-Frequenzmaximal und bei allen anderen Frequenzen kleiner. Man spri
ht von ei-nem Bandpass.Eine v�ollig andere Anwendung sol
her S
haltungen erh�alt man, wenn mansi
h no
hmals klarma
ht, da� die Spannung an der Spule von der �Anderung desmagnetis
hen Flusses, also von der zeitli
hen Ableitung des Stromes abh�angt,die Spannung am Kondensator dagegen von der darauf be�ndli
hen Ladung -also vom Integral �uber den ge
ossenen Strom. Man kann also elektris
he S
hal-tungen zum Di�erenzieren und Integrieren von gegebenen Signalen benutzen!Die S
haltpl�ane daf�ur sind genau dieselben wie f�ur den Ho
hpass mit Spulebzw. den Tiefpass mit Kondensator (siehe Abb. 3.9):1. Legt man an Widerstand und Spule (in Reihe ges
haltet) eine Spannungan und greift die Spannung ab, die an der Spule dur
h die Magnetfeld�ande-rung induziert wird, so erh�alt man als Ausgangssignal (f�ur R! 0) die Ab-leitung des Eingangssignals (bzw. des Stromes, den man am Widerstandmessen kann). Diese S
haltung hei�t dementspre
hend Di�erenzierglied.2. Benutzt man dagegen zus�atzli
h zum Widerstand einen Kondensator undgreift an diesem die Spannung ab, so ist das Ausgangssignal (R! 0) daszeitli
he Integral �uber das Eingangssignal (bzw. �uber das Stromsignal amWiderstand). Man spri
ht deshalb von einem Integrierglied.

Abbildung 3.10: Spannung an einem Bandpass, abh�angig von der Frequenz, inbeliebigen Einheiten 78



Will man dagegen bei komplizierten S
haltungen heraus�nden, was sie miteinem vorgegebenen Signal ma
hen, geht man folgenderma�en vor: Zun�a
hstbestimmt man die komplexen Widerst�ande jedes Elements und re
hnet si
h da-mit aus, wel
hes Spannungsignal bei einem sinusf�ormigen Eingangssignal festerFrequenz am Ausgang anliegen w�urde. Dann nimmt man si
h das gegebene Ein-gangssignal vor und ma
ht eine Fourieranalyse. Damit hat man dann also dasurspr�ungli
he Eingangssignal in eine Summe oder ein Integral von sinusf�ormi-gen Signalen aufgeteilt - und f�ur jede einzelne dieser Sinuss
hwingungen wei�man ja, wie das Ausgangssignal aussieht! Damit erh�alt man dann s
hlie�li
hdas komplette Ausgangssignal wiederum dur
h Fouriertransformation aus denAusgangssignalen zu den einzelnen Sinuss
hwingungen. In Formeln:~Uein(!) = 12� Z Uein(t)ei!tdt~Uaus(!) = R(!) ~Uein(!)Uaus(t) = Z ~Uaus(!)e�i!td!: (3.139)Zum S
hlu� betra
hte no
hmals die Kombination aus Widerstand, Spuleund Kondensator, nun ohne �au�ere Spannung. Dann erh�alt man als zu l�osendeDi�erentialglei
hung: L�I +R _I + IC = 0: (3.140)Wir wollen nun annehmen, da� zum Zeitpunkt t = 0 s
hon ein Strom 
ie�e,der si
h aber momentan ni
ht �andere: I(0) = I0 6= 0, _I(0) = 0. Die L�osung derDi�erentialglei
hung, die den Anfangsbedingungen gen�ugt, ist:I(t) = I0e�Rt=L 
os(!t) mit ! = s!20 + R24L2 � R2L; (3.141)wobei !0 = 1pLC wiederum die Thomson-Frequenz ist. Es ergibt si
h also eineged�ampfte harmonis
he S
hwingung! Dies h�atte man au
h erwarten k�onnen,ohne die Di�erentialglei
hung zu l�osen - sie hat ja dieselbe Form wie die einesme
hanis
hen harmonis
hen Oszillators:m�x+ 
 _x+ kx = 0; (3.142)wobei m der Tr�agheit des Oszillators entspri
ht, 
 die D�ampfung misst und kdie antreibende Kraft angibt. Analog hat man hier als antreibende Kraft dieSpannung auf dem Kondensator (� 1C ), als D�ampfung den Widerstand (� R)und als Tr�agheit die Spule, die si
h �Anderungen der Stromst�arke widersetzt(� L). Aufgrund dieser Analogie zu einem me
hanis
hen s
hwingenden Systemspri
ht man hier von einem (elektris
hen) S
hwingkreis.Die Stromst�arke hat hier also abwe
hselnd Maxima (Kondensator entladen,also elektris
hes Feld null, daf�ur magnetis
hes Feld in der Spule maximal),Nulldur
hg�ange (Kondensator komplett aufgeladen, elektris
hes Feld maximal,aber deshalb au
h kein Strom mehr, also magnetis
hes Feld null) und Minima79



(Kondensator entladen, elektris
hes Feld null, Betrag des magnetis
hen Feldesmaximal, aber entgegengesetzt zum Feld bei den Strommaxima). Hier wandelnsi
h also periodis
h elektris
he Felder in magnetis
he um und umgekehrt - wieman es aufgrund der Maxwell's
hen Glei
hungen au
h erwarten sollte.Damit bekommt man hier s
hon einen kleinen Vorges
hma
k auf elektro-magnetis
he Wellen (bei denen diese Umwandlung ja au
h st�andig passiert),mit denen wir uns im n�a
hsten Kapitel n�aher bes
h�aftigen werden. Ein sol
herS
hwingkreis kann prinzipiell au
h als Sender und Empf�anger von elektromagne-tis
hen Wellen (deren Frequenz glei
h seiner Eigenfrequenz ! ist) dienen. F�urtypis
he Radiofrequenzen benutzt man aber dann do
h eher Antennen: s
honDr�ahte ohne Spulen und Kondensatoren haben bereits eine Kapazit�at und eineSelbstinduktivit�at, und die Antennendr�ahte sind gerade so dimensioniert, da�si
h aus ihrer Kapazit�at und Induktivit�at eine zu den Radiofrequenzen passendeEigens
hwingung ergibt.3.5 * Der Skine�ekt(Anmerkung : Dieser Abs
hnitt baut auf einer der �Ubungsaufgaben auf, die zuder Vorlesung, die i
h geh�ort hatte, gestellt wurden.)Ein (te
hnis
h wi
htiger) E�ekt bei der Ausbreitung von elektromagneti-s
hen Signalen in einem Medium ist der sogenannte Skine�ekt. Dieser soll nunkurz (?) an einem Beispiel erl�autert werden:Betra
hte einen (unendli
h langen) geraden Leiter mit kreisf�ormigem Quer-s
hnitt (Radius R) entlang der z-A
hse. Dur
h diesen 
iesse ein We
hselstromI(t) = I0e�i!t. Aufgrund der Symmetrie des Problems wird die Stromdi
htedann si
her folgende Gestalt haben:~j(~r; t) = j(r)~eze�i!t; (3.143)wobei RZ0 dr 2�Z0 rd� j(r) = 2� RZ0 dr r j(r) = I0 (3.144)gelten mu�.Leite nun zun�a
hst eine Glei
hung f�ur die Stromdi
hte her. Bildet man dieRotation der dritten Maxwellglei
hung und setzt die vierte ein, so ergibt si
h:rot rot ~E = �1
 rot _~B = � �
2 � �~D + 4� _~j� : (3.145)Benutze nun das Ohm's
he Gesetz:1� rot rot~j = � �
2 � ���~j + 4� _~j� = � �
2  �!2�� ~j � 4�i!~j! : (3.146)Typis
he Werte sind etwa: ! = 2� � 5 � 103s�1 und � = 5:8 � 1017s�1 (Kup-fer). Setzt man diese ein, so sieht man, da� der erste Summand gegen�uber demzweiten verna
hl�assigt werden kann - wir haben hier also wiederum ein quasista-tion�ares Problem. Benutzt man nun no
h rot rot = grad div - � und div~j = 080



(wegen der Kontinuit�atsglei
hung und der Quasistationarit�at), so ergibt si
hs
hlie�li
h: � 1��~j = �
2 4�i!~j; (3.147)also, wenn man den obigen Ansatz einsetzt:�j(r) = �4���
2 i!j(r): (3.148)Benutze nun den Radialanteil des Lapla
e-Operators in Zylinderkoordinaten:1r ��r �r�j(r)�r � = �4���
2 i!j(r); (3.149)also �2j(r)�r2 + 1r �j(r)�r + i4���!
2 j(r) = 0: (3.150)De�niere nun als Abk�urzungm := r4���!
2 � 1:6mm�1; (3.151)so wird daraus die sogenannte (zylindris
he) Bessel's
he Di�erentialglei
hung0. Ordnung: j00(r) + j0(r)r + im2j(r) = 0: (3.152)L�osungen hiervon sind die (zylindris
hen) Bessel-Funktionen 1. und 2. Art (und0. Ordnung) I0(pim2r) undN0(pim2r) (verglei
he au
h die sph�aris
hen Bessel-Funktionen in Abs
hnitt 5.3.3; die Bessel-Funktion 2. Art wird oft au
h alsvon Neumann's
he Funktion bezei
hnet). F�ur kleine Argumente k�onnen dieseFunktionen folgenderma�en angen�ahert werden:I0(x) = 1� 1(1!)2 �x2�2 + 1(2!)2 �x2�4 + : : :N0(x) � 2� ln�
x2 � ; (3.153)(die Euler's
he Konstante ist 
 � limn!1 �Pni=1 1n � lnn� � 0:577). Mit derBessel-Funktion 2. Art k�onnen wir hier ni
hts anfangen - sie hat eine Polstellef�ur x ! 0, die Stromdi
hte soll aber �uberall im Draht (au
h in der Mitte)endli
h sein. Es bleibt also die Bessel-Funktion 1. Art:j(r) = j0I0(pim2r) = j0  1� im2r24 � m4r464 + : : :! : (3.154)Betra
htet man nun beispielsweise einen Draht mit dem Radius R = 0:5mm,so gilt: m2R24 � 0:16; m4R464 � 0:0064; (3.155)81



man sieht also, da� die Verna
hl�assigung der h�oheren Terme in der Entwi
klunggere
htfertigt ist. Es folgt:2� RZ0 dr r j(r) � 2�j0R22 = I0; (3.156)also j0 � I0�R2 - wie zu erwarten war.F�ur die zeitli
he und r�aumli
he Abh�angigkeit der Stromdi
hte ergibt si
hdamit n�aherungsweise:j(r; t) � I0�R2  1� im2r24 � m4r464 ! e�i!t: (3.157)Betra
htet man den (physikalis
h relevanten) Realteil der Stromdi
hte (der An-satz mit der komplexen Exponentialfunktion wurde ja nur gema
ht, um dieRe
hnung zu vereinfa
hen), so sieht man, da� hier ein Strom mit der Amplitu-de I0�R2 �1� m4r464 � auftritt und um ��=2 phasenvers
hoben dazu ein weitererStrom mit der Amplitude I0�R2 m2r24 . Die gesamte Amplitude erh�alt man nunentweder, indem man mittels der Additionstheoreme f�ur die trigonometis
henFunktionen die Summe dieser beiden Str�ome dur
h eine einzige Sinus- oder Ko-sinusfunktion ausdr�u
kt, oder indem man einfa
h den Betrag des komplexenj(r; t) nimmt. In beiden F�allen ergibt si
h:�j � I0�r2  1 + m4r432 ! : (3.158)Die Stromdi
hte ist also in der Mitte des Drahtes minimal und steigt zu denR�andern hin an. Dieser E�ekt verst�arkt si
h immer mehr, je gr�o�er m wird,also je gr�o�er � und ! sind. Dieser E�ekt, da� We
hselstrom hoher Frequenzenbevorzugt am Au�enrand (an der ,,Haut") von Dr�ahten 
ie�t, ist ni
ht nur aufdieses spezielle Beispiel bes
hr�ankt, sondern tritt allgemein auf und wird alsSkine�ekt bezei
hnet.
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Kapitel 4Ausbreitungelektromagnetis
her Wellen4.1 Ausbreitung im Vakuum und in MaterieWir werden nun sehen, da� die Maxwell-Glei
hungen neben den statis
hen und(quasi-)station�aren L�osungen au
h Wellenl�osungen enthalten. Um diese zu er-halten, ben�otigen wir aber die vollen Maxwellglei
hungen.4.1.1 Freie Wellenglei
hung und Telegraphenglei
hungBetra
hte zun�a
hst den einfa
hen Speziallfall, da� keine freien Ladungen vor-handen sind und au
h keine Str�ome 
ie�en, also � = 0 und ~j = 0. Dannreduzieren si
h die Glei
hungen auf die symmetris
he Form:(I) div~D = 0 (4.1)(II) div ~B = 0 (4.2)(III) rot ~E + 1
 ��t ~B = 0 (4.3)(IV ) rot ~H � 1
 ��t ~D = 0: (4.4)Nehme nun die Rotation von der vierten Glei
hung; dies ergibt:rot rot ~H = 1
 rot ~D = 1
 ��trot(� ~E): (4.5)Setzt man ein homogenes Medium voraus, so ist � r�aumli
h konstant (zeitli
hsowieso), und man erh�alt:rot rot ~H = �
 ��trot ~E = � �
2 �2�t2 ~B; (4.6)wobei die dritte Glei
hung eingesetzt wurde. Benutzt man nun no
h den Zusam-menhang ~B = � ~H und setzt wiederum die r�aumli
he Konstanz von � voraus,so steht s
hlie�li
h da: rot rot ~H = ���
2 �~H: (4.7)83



Die letzten S
hritte sind nun die folgenden: Einsetzen der Identit�at rot rot =grad div - � und der zweiten Glei
hung. Dies ergibt dann:�� ~H = ���
2 �~H: (4.8)Mit dem ,,Wellen-Operator" 2v := 1v2 �2�t2 �� kann dies au
h kurz ges
hriebenwerden als: 2
0 ~H = 0 (4.9)mit der Abk�urzung 
0 := 
=p��: (4.10)Speziell f�ur v = 
 s
hreibt man au
h kurz 2 statt 2
 und spri
ht dann vomd'Alembert-Operator.Auf �aquivalente Weise erh�alt man die Glei
hung:2
0 ~E = 0: (4.11)Bei der Herleitung beider Wellenglei
hungen (sowohl f�ur ~E als au
h f�ur ~H) gingdabei der Maxwell's
he Vers
hiebungsstrom wesentli
h ein - ohne ihn h�atten dieMaxwell's
hen Glei
hungen keine Wellenl�osungen. Die Existenz sol
her Wel-lenl�osungen ist (neben der Kontinuit�atsglei
hung) also eine weitere Begr�undungf�ur die Notwendigkeit dieses Terms.Betra
hte nun zun�a
hst die Glei
hung 2vf = 0. Als L�osungsansatz liegteine Exponentialfunktion nahe, da die Di�erentialglei
hung ja linear ist. Setzealso an: f(~x; t) = f0ei(~k�~x�!t): (4.12)Der Wellenvektor ~k und die (Kreis-)Frequenz ! wurden zun�a
hst nur ein-gef�uhrt, um den Exponenten einheitenlos zu ma
hen (die Interpretation folgtin Abs
hnitt 4.1.4); die Vorzei
hen sind Konvention. Der Betrag des Wellen-vektors k wird oft als Wellenzahl bezei
hnet. Setzt man den Ansatz in dieDi�erentialglei
hung ein, so ergibt si
h:� 1v2!2 + ~k2 = 0; (4.13)also ! = kv.Wegen der Linearit�at der Di�erentialglei
hung ist die Linearkombinationzweier L�osungen wieder eine L�osung, sogar no
h allgemeiner: Das Integral �uberalle m�ogli
hen L�osungen, gewi
htet mit einer beliebigen Funktion von ~kf(~x; t) = Z d3k ~f(~k)ei(~k�~x�kvt); (4.14)ist (sofern existent) au
h wiederum eine L�osung. Dies ist aber ni
hts anderesals eine Fourierdarstellung von f(~x; t)!84



Betra
htet man die Di�erentialglei
hungen f�ur die Felder (jede kartesis
heKomponente einzeln), so ergeben si
h also folgende (elementare) L�osungen:~E(~x; t) = ~E0ei(~k�~x�!t)~H(~x; t) = ~H0ei(~k�~x�!t): (4.15)Wie eben s
hon erh�alt man die allgemeinste L�osung der jeweiligen Glei
hung alsdie Fouriertransformierte einer Funktion im ~k-Raum. Wiederum mu� gelten:! = j~kj
0 = j~kj
=p��: (4.16)Diese Glei
hung (und allgemein der Zusammenhang zwis
hen Frequenz undWellenvektor von beliebigen Wellen) wird als Dispersionsrelation bezei
hnet.Man sieht lei
ht ein, da� die elementaren L�osungen ebene Wellen bes
hrei-ben, die si
h mit der Ges
hwindigkeit 
0 ausbreiten. Speziell im Vakuum mit� = � = 0 erh�alt man Wellen der Ges
hwindigkeit 
 - also Wellen, die si
hmit Li
htges
hwindigkeit ausbreiten. Das legt nahe, Li
ht als elektris
he odermagnetis
he Welle augzufassen; dies werden wir in den n�a
hsten Abs
hnittengenauer betra
hten.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnitts betra
hte aber zun�a
hst no
h ein etwaskomplizierteres Problem: Die Existenz von Wellenl�osungen in elektris
h leiten-den Medien. Die Di
hte der freien Ladungen ist dann weiterhin null, f�ur dieStr�ome gilt aber das Ohm's
he Gesetz: ~j = � ~E. Dann lauten die Maxwellglei-
hungen: (I) div~D = 0 (4.17)(II) div~B = 0 (4.18)(III) rot ~E + 1
 ��t ~B = 0 (4.19)(IV ) rot ~H � 1
 ��t ~D = 4�
 � ~E: (4.20)Nimmt man die Rotation von Glei
hung (III) und setzt Glei
hung (IV) ein,so erh�alt man: rot rot ~E = �1
 ��t�rot ~H= � �
2 �2�t2 ~D � 4��
2 ��t� ~E: (4.21)Ums
hreiben der doppelten Rotation und Einsetzen von Glei
hung (I) f�uhrtdann auf: 2
0 ~E + 4�
2 �� _~E = 0: (4.22)Analog erh�alt man: 2
0 ~H + 4�
2 �� _~H = 0: (4.23)Dies sind die sogenannten Telegraphenglei
hungen. Sie werden so genannt,da sie unter anderem in der Telegraphie eine Rolle spielen - dort breiten si
h jaelektromagnetis
he Wellen entlang von elektris
h leitenden Dr�ahten aus.85



Die Dispersionsrelation lautet nun:j~kj
0 = !�1 + i4��!� � (4.24)Das Auftau
hen von i f�uhrt dazu, da� die Wellen nun einen exponentiell ab-fallenden Term enthalten: in leitenden Medien k�onnen si
h elektromagnetis
heWellen nur ged�ampft ausbreiten. Dies ist ans
hauli
h klar: Dur
h die Erzeu-gung von Str�omen geht der Welle Energie verloren.4.1.2 Eigens
haften elektromagnetis
her WellenMit Hilfe der Maxwellglei
hungen kann man no
h weitere Informationen �uberdie allgemeinen Wellenl�osungen erhalten. Setzt man die L�osung (4.15) f�ur ~E indie Maxwell-Glei
hung (I) (ohne Quellen!) ein, so erh�alt man:div� ~E0ei~k�~x�!t� = ~E0 � �grad ei~k�~x�!t� = ~E0 � i~kei~k�~x�!t = 0; (4.25)also ~k � ~E0 = 0 - das elektris
he Feld steht immer senkre
ht auf der Ausbrei-tungsri
htung! Analog erh�alt man f�ur das magnetis
he Feld: ~k � ~B0 = 0 {au
h dieses steht immer senkre
ht auf der Ausbreitungsri
htung. Man spri
htvon transversal polarisierten Wellen (im Gegensatz zu longitudinal polarisiertenWellen, bei denen die die betra
htete Gr�o�e in Ausbreitungsri
htung s
hwingt{ z. B. S
hallwellen).Au�erdem kann man au
h no
h die Maxwell-Glei
hung (III) benutzen; diesergibt dann: i~k � ~E = �1
 ��t ~B: (4.26)Man sieht sofort, da� jede elektris
he Welle immer au
h eine magnetis
he Welleerzeugt, die glei
hphasig zur ersteren s
hwingt.Setzt man au
h f�ur ~B die Wellenglei
hung ein (mit ~B = � ~H), so erh�alt man:~k � ~E = !
 ~B: (4.27)Da das Kreuzprodukt von ~k und ~E bekanntli
h senkre
ht auf ~E steht und hierproportional zu ~B ist, steht die magnetis
he Welle also immer senkre
ht auf derelektris
hen. Umgekehrt folgt aus Glei
hung (IV) (ohne Quellen), da� jede ma-gnetis
he Welle eine elektris
he Welle erzeugt, die senkre
ht zur ersteren stehtund glei
hphasig s
hwingt. Deswegen gen�ugt es bei der Behandlung elektroma-gnetis
her Wellen, nur mit dem elektris
hen oder nur mit dem magnetis
henAnteil zu re
hnen - der jeweils andere Anteil ergibt si
h dann sofort mit Hilfeder Glei
hung (III) bzw. (IV).Nimmt man den Betrag von dieser Glei
hung und benutzt au�erdem no
h,da� ~k und ~E senkre
ht sind, dann folgt:j~kjj ~Ej = !
 j ~Bj = j~kj
0
 j ~Bj; (4.28)86



wobei no
h die Dispersionsrelation (f�ur ni
htleitende Medien!) eingesetzt wur-de. Es folgt dann: 
j ~Ej = 
0j ~Bj und speziell im Vakuumj ~Ej = j ~Bj: (4.29)Zusammenfassend:1. Elektris
he und magnetis
he Wellen treten immer gemeinsam auf; manspri
ht deshalb von elektromagnetis
hen Wellen.2. Die elektris
he und die magnetis
he Welle stehen senkre
ht aufeinanderund s
hwingen glei
hphasig.3. Beide Wellen stehen senkre
ht auf der Ausbreitungsri
htung: elektroma-gnetis
he Wellen sind transversal.4. F�ur die Amplituden gilt (in ni
htleitenden Medien): j ~Bjj ~Ej = 

0 = p��;speziell im Vakuum haben beide Wellen dieselbe Amplitude.Alle diese Eigens
haften wurden zwar nur f�ur die speziellen L�osungen (4.15)hergeleitet; da si
h aber eine allgemeine Welle dur
h Fouriertransformation indiese elementaren L�osungen zerlegen l�a�t, gelten alle diese Eigens
haften au
hf�ur beliebigeWellen (vorausgesetzt, alle Teilwellen haben dieselbe Ausbreitungs-ri
htung; Gegenbeispiel siehe Abs
hnitt 4.2). Dieses Prinzip wird oft verwendet:Man l�ost ein Problem zun�a
hst f�ur mono
hromatis
he ebene Wellen (also f�urdie speziellen L�osungen (4.15)) und erh�alt die allgemeine L�osung dann dur
hFouriertransformation.4.1.3 Polarisation(frei na
h Greiner: Elektrodynamik)Bei den speziellen L�osungen (4.15) sind ~E0 und ~H0 (r�aumli
h und zeitli
h)konstante Vektoren. Man spri
ht dann von linear polarisierten Wellen; die Po-larisationsebene ist die Ebene, die senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung ~k steht.In dieser Ebene kann man nun orthonormale Einheitsvektoren ~e1 und ~2w�ahlen. Statt der speziellen L�osungen (4.15) kann man nun au
h allgemeine-re betra
hten; eine ebene Welle, die si
h in Ri
htung ~k ausbreitet, kann manansetzen als: ~E(~x; t) = (E1~e1 +E2~e2)ei(~k�~x�!t): (4.30)Die Amplitudenfaktoren k�onnen i. a. komplex sein; der imagin�are Anteil bewirktdann eine Phasenvers
hiebung der einen Teilwelle gegen die andere.Betra
hte zun�a
hst den einfa
hen Fall ohne Phasenvers
hiebung. Dann hatman wiederum eine linear polarisierte Welle, wobei ~E0 = E1~e1 + E2~e2 ist; derBetrag der Feldst�arke ist also ~E20 = (E1)2 + (E2)2, und der Winkel zur ~e1-Ri
htung ist � = ar
tan �E2E1�.Der n�a
hstkompliziertere Fall ist eine Phasenvers
hiebung von ��2 , wobeiaber jE1j = jE2j =: E0 gelten soll. Dann hat man:~E(~x; t) = E0(~e1 � i~e2)ei(~k�~x�!t) =: ~e1E1(~x; t) + ~e2E2(~x; t): (4.31)87



Physikalis
h relevant sind nur die Realteile dieser komplexen Wellen; diese sind:E1(~x; t) = E0 
os(~k � ~x� !t)E2(~x; t) = �E0 sin(~k � ~x� !t) (4.32)Betra
htet man die Welle im Ursprung, so hat man:E1(~x; t) = E0 
os(!t)E2(~x; t) = �E0 sin(!t) (4.33)Die beiden (senkre
ht aufeinanderstehenden) Teilwellen f�uhren also harmoni-s
he S
hwingungen aus, die um ��2 gegeneinander vers
hoben sind - als Resul-tat l�auft ~E auf einem Kreis um. Man spri
ht dann von zirkular polarisiertenWellen.Die Drehri
htung ist folgenderma�en de�niert: Man s
haue auf die entge-genkommende Welle (also entgegen ~k). F�ur das obere Vorzei
hen in den Glei-
hungen dreht si
h dann ~E linksherum, f�ur das untere re
htsherum. Man spri
htdementspre
hend von links- bzw. re
htsdrehender zirkularer Polarisation.Der allgemeine Fall (Phasenvers
hiebung unglei
h null, E1 6= E2) f�uhrt dannauf elliptis
h polarisierte Wellen. Diese sind allerdings ni
ht so wi
htig wie dielinear oder zirkular polarisierten und sollen deshalb hier ni
ht n�aher betra
htetwerden.4.1.4 Phasen- und Gruppenges
hwindigkeit, Dispersion(frei na
h Greiner: Elektrodynamik, Me
hanik 1 )Die L�osungen (4.15) bes
hreiben, wie s
hon mehrmals erw�ahnt, ebene mo-no
hromatis
he Wellen. Nimmt man den (physikalis
h sinnvollen) Realteil undbetra
htet dann den Betrag des Feldes zu einer festen Zeit t abh�angig vom Ort~x, so ergibt si
h eine Sinuskurve, die um !t gegen�uber dem Ursprung vers
ho-ben ist. Der Abstand zweier nebeneinanderliegender Wellenberge (oder zweierbeliebiger anderer Punkte glei
her Phase) ist die Wellenl�ange �. Man siehtlei
ht, da� � = 2�=j~kj (4.34)gilt. Andererseits hat man f�ur einen festen Raumpunkt ~x eine harmonis
heS
hwingung, die um ~k � ~x phasenvers
hoben ist. Der Abstand zweier aufein-anderfolgender Maxima (oder anderer Punkte glei
her Phase) ist die S
hwin-gungsdauer T ; es gilt T = 2�=!: (4.35)Die Ges
hwindigkeit, mit der si
h ein Wellenberg (oder ein anderer Punktfester Phase) fortbewegt, hei�t Phasenges
hwindigkeit vp. Sie ist gegeben dur
hvp = �=T = !=k = 
0: (4.36)In der Natur kommen aber sol
he (unendli
h ausgedehnten) mono
hroma-tis
hen ebenen Wellen ni
ht vor: jeder Wellenzug hat eine endli
he L�ange, und88



oft hat man au
h gar keine Wellen, sondern eher Pulse o. �a. Alle diese Si-gnalformen lassen si
h aber dur
h Fouriertransformation auf eine (meist un-endli
he) Linearkombination mono
hromatis
her Wellen zur�u
kf�uhren (dur
hFouriertransformation). Im allgemeinen hat man also eine Wellengruppe, oftau
h Wellenpaket genannt.Nun tritt allerdings ein Problem auf: Jede Teilwelle hat die (Phasen-) Ge-s
hwindigkeit 
0 = 
=p��. � kann zwar meist verna
hl�assigt werden (� � 1f�ur die meisten Materialien), aber � h�angt im allgemeinen von der Frequenzab. Damit hat jede Teilwelle eine andere Phasenges
hwindigkeit! Die Wellen-gruppe wird also im Lauf der Zeit ihre Gestalt �andern (,,auseinanderlaufen");man spri
ht von Dispersion. Deswegen bewegt si
h eine beliebige Marke (z.B.der h�o
hste Wellenberg der Gruppe) ni
ht einfa
h mit der dur
hs
hnittli
henPhasenges
hwindigkeit der Gruppe, sondern mit der sogenannten Gruppenge-s
hwindigkeit vg. F�ur diese kann im allgemeinen keine einfa
he Formel an-gegeben werden; ein Spezialfall, in dem dies m�ogli
h ist, wird weiter untenbespro
hen.Die Gruppenges
hwindigkeit hat allerdings physikalis
h eine gr�o�ere Bedeu-tung als die Phasenges
hwindigkeit: Die in einer Welle enthaltene Energie h�angtmit der Amplitude zusammen (siehe sp�ater); die Gruppenges
hwindigkeit gibtalso au
h die Ges
hwindigkeit des Energietransports an. Au�erdem wird bei der�Ubertragung von Informationen immer auf eine bestimmte Pulsh�ohe getriggert- also ist im allgemeinen au
h die Ges
hwindigkeit der Informations�ubertragungglei
h der Gruppenges
hwindigkeit. Die Phasenges
hwindigkeit kann gr�o�er als
 werden (es gibt Medien, in denen p�� < 1 ist); f�ur die Gruppenges
hwin-digkeit (Signalges
hwindigkeit) dagegen ist in allen bekannten physikalis
henSituationen die Li
htges
hwindigkeit die obere Grenze.Im Spezialfall einer (hier der Einfa
hheit halber eindimensionalen) Welle,die aus Teilwellen zusammengesetzt ist, deren Wellenzahlen alle in einem engenIntervall liegen, kann man eine Formel f�ur die Gruppenges
hwindigkeit �nden.Die Welle wird bes
hrieben dur
h:f(x; t) = k0+�kZk0��k ~f(k)ei(kx�!t)dk (4.37)mit �k � k0. ! ist aufgrund der Dispersionsrelation eine Funktion von k; da�k als klein vorausgesetzt wird, kann man diese Funktion in eine Taylorreiheentwi
keln und na
h dem ersten Glied abbre
hen:!(k) � !0 + �d!dk�0 (k � k0) (4.38)mit !0 := !(k0), �d!dk �0 := d!dk ���k=k0 .Nimmt man au�erdem an, da� ~f(k) nur wenig von k abh�angt, so kannman die N�aherung ~f(k) � ~f(k0) ma
hen. Mit der neuen Integrationsvariable� := k � k0 wird dann die Welle zu:f(x; t) = ~f(k0)ei(k0x�!0t) �kZ��k ei�(x�(d!=dt)0t)d�89



= 2 ~f(k0)ei(k0x�!0t) sin��k hx� �d!dk �0 ti�x� �d!dk�0 t=: A(x; t)ei(k0x�!0t): (4.39)Da die Funktion A(x; t) von �k abh�angt, wel
hes als klein vorausgesetztwurde, ist sie eine nur langsam ver�anderli
he Funktion und kann im Verglei
hzum Exponentialfaktor, der k0 � �k enth�alt, als fast konstant angesehen wer-den. Also hat man n�aherungsweise eine mono
hromatis
he Welle mit Amplitu-de A, Frequenz !0, Wellenzahl k0 und Phasenges
hwindigkeit vp = !0k0 .Die Wellengruppe als ganzes bewegt si
h aber au
h fort (wenn au
h langsamim Verglei
h zur Phasenges
hwindigkeit). Ein Ma� f�ur ihre Ges
hwindigkeit istdie Ges
hwindigkeit des Maximums der Gruppe; dieses be�ndet si
h (wie manlei
ht na
hre
hnet) an der Positionxmax = �d!dk�0 t: (4.40)Also ist die Gruppenges
hwindigkeit im Spezialfall eines s
hmalen Frequenz-bandes und einer s
hwa
hen Frequenzabh�angigkeit der Fouriertransformierten:vg = d!dk ����k=k0 : (4.41)Nun wird au
h klar, warum der Zusammenhang zwis
hen Kreisfrequenz undWellenvektor Dispersionsrelation genannt wird: aus ihm folgen Phasen- undGruppenges
hwindigkeit, also au
h die Dispersion einer Wellengruppe. Nurwenn der Zusammenhang zwis
hen ! und ~k linear ist, gilt vp = vg, die Gruppel�auft also ni
ht auseinander. Man spri
ht dann von dispersionsfreien Medien.4.2 * HohlleiterWie wir in Abs
hnitt 3.5 gesehen haben, breiten si
h elektromagnetis
he Wel-len hoher Frequenz bevorzugt in einer d�unnen �au�eren S
hi
ht von Dr�ahtenfort. Dementspre
hend ist der Widerstand ho
h und die D�ampfung stark. Beisehr hohen Frequenzen (ab etwa 1 Gigahertz - Mikrowellen, Radar usw.) ist esvern�unftiger, statt Dr�ahten sogenannte Hohlleiter zu verwenden, um elektroma-gnetis
he Signale zu �ubermitteln. Dies sind einfa
h R�ohren von vers
hiedenerForm mit leitenden W�anden. Als einfa
hes Beispiel soll hier die Wellenaus-breitung in einem re
hte
kigen Hohlleiter untersu
ht werden, der mit einemMaterial mit der Dielektrizit�atskonstanten � und der Permeabilit�at � ausgef�ulltist. Der Hohlleiter liege in z-Ri
htung, seine W�ande erstre
ken si
h in x-Ri
h-tung von 0 bis a und in y-Ri
htung von 0 bis b (a � b). Wir wollen dieAusbreitung von Wellen dur
h den Hohlleiter untersu
hen; setze deshalb von90



vornherein eine Welle in z-Ri
htung an und lasse nur no
h eine Abh�angigkeitvon x und y zu:~E(~x; t) = ~E0(x; y)ei(kzz�!t); ~H(~x; t) = ~H0(x; y)ei(kzz�!t) (4.42)Die Maxwell-Glei
hungen werden dann zu:�(E0)x�x + �(E0)y�y + ikz(E0)z = 0�(H0)x�x + �(H0)y�y + ikz(H0)z = 0rot ~E = i!
 ~Brot ~H = �i!
 ~D; (4.43)und die Wellenglei
hungen zu �!2
02 � �2�x2 � �2�y2 + k2z! ~E0 = 0 �!2
02 � �2�x2 � �2�y2 + k2z! ~H0 = 0: (4.44)Da die W�ande leitend sind, mu� das elektris
he Feld auf ihnen senkre
htstehen und das magnetis
he Feld parallel zu ihnen sein:(E0)y(0; y) = (E0)y(a; y) = (E0)x(x; 0) = (E0)x(x; b) = 0 (4.45)und (H0)x(0; y) = (H0)x(a; y) = (H0)y(x; 0) = (H0)y(x; b) = 0: (4.46)Bere
hne nun zun�a
hst die x-Komponente des elektris
hen Feldes. Ma
he daf�ureinen Separationsansatz: (E0)x(x; y) = fx(x)gx(y) (4.47)und setze dies in die Wellenglei
hung ein: �2�x2 + �2�y2! fx(x)gx(y) =  k2z � !2
02! fx(x)gx(y): (4.48)Teilt man dur
h fx und gx, so wird dies zu:f 00xfx + g00xgx = k2z � !2
02 : (4.49)Nun h�angt der erste Summand auf der linken Seiten nur no
h von x ab, derzweite nur no
h von y. Auf der re
hten Seite steht aber eine (von x und yunabh�angige) Konstante. Also m�ussen beide Summanden f�ur si
h s
hon jeweilskonstant sein: f 00xfx = 
1; g00xgx = 
2; 
1 + 
2 = k2z � !2
02 : (4.50)91



Die Glei
hungen f�ur fx und gx kann man dann sofort l�osen:fx(x) = fx1 sin(kxxx) + fx2 
os(kxxx); gx(y) = gx1 sin(kxyy) + gx2 
os(kxyy)(4.51)mit k2xx = �
1, k2xy = �
2 (
1, 
2 werden als negativ angenommen, da mansonst keine Wellenl�osungen erhalten w�urde). Setzt man die Randbedingungen(4.45) ein, so erh�alt man:g(0) = gx2 = 0; g(b) = gx1 sin(kxyb) + 0 = 0; (4.52)also gx(y) = gx1 sin(kxyy) mit kxy = 2�b nxy (nxy 2 N).Ebenso f�uhrt der Separationsansatz f�ur die y-Komponente(E0)y(x; y) = fy(x)gy(y) (4.53)auf fy(x) = fy1 sin(kyxx); gy(y) = gy1 sin(kyxy) + gy2 
os(kyyy) (4.54)mit �k2yx � k2yy = k2z � !2
02 (4.55)und kyx = 2�a nyx (nyx 2 N).Man hat nun also:(E0)x(x; y) = fx(x)gx1 sin(kxyy); (E0)y(x; y) = fy1 sin(kyxx)gy(y) (4.56)Setze nun an, da� das elektris
he Feld transversal sein soll: (E0)z = 0. Dannwird die erste Maxwell-Glei
hung zu:�(E0)x�x + �(E0)y�y = f 0x(x)gx1 sin(kxyy) + fy1 sin(kyxx)g0y(y) = 0 (4.57)Teilt man dur
h die Sinus-Funktionen (samt Vorfaktoren), so erh�alt man wie-derum eine Glei
hung, in der beide Summanden jeweils nur von einer Variableabh�angen: f 0x(x)fy1 sin(kyxx) + g0y(y)gx1 sin(kxyy) = 0: (4.58)Es mu� also gelten: f 0x(x)fy1 sin(kyxx) = �
 = g0y(y)gx1 sin(kxyy) (4.59)und damit fx(x) = 
fy1kyx 
os(kyxx); gy(y) = �
gx1kxy 
os(kxyy): (4.60)Dur
h Verglei
h mit den allgemeinen L�osungen (4.51), (4.54) erh�alt man: fx1 =0, fx2 = 
fy1kyx , kxx = kyx =: kx, gy1 = 0, gy2 = � 
gx1kxy , kyy = kxy =: ky.92



Also ergibt si
h s
hlie�li
h:(E0)x(x; y) = Ex 
os(kxx) sin(kyy)(E0)y(x; y) = �Ey sin(kxx) 
os(kyy)(E0)z(x; y) = 0; (4.61)wobei die Konstanten fx2, fy1, gx1, gy2 zu den Amplituden Ex, Ey zusammenge-fa�t wurden. Man hat also in x- und in y-Ri
htung zus�atzli
h zur Ausbreitungin z-Ri
htung au
h no
h stehende Wellen. Dabei gelten folgende Nebenbedin-gungen: kxEx � kyEy = 0; (4.62)die Amplituden sind also ni
ht unabh�angig voneinander, undk2z = !2
02 � k2x � k2y (4.63)mit kx = 2�a nx, ky = 2�b ny, nx; ny 2 N. Dies bedeutet, da� es f�ur jede vorge-gebene Frequenz mehrere M�ogli
hkeiten f�ur die Wellenzahl kz in Ausbreitungs-ri
htung gibt; diese vers
hiedenen m�ogli
hen Wellen nennt man Moden. Siewerden dur
h nx und ny 
harakterisiert; diese geben die Anzahl der B�au
heder stehenden Welle in x- bzw. y-Ri
htung an. F�ur nx = ny = 0 hat man keinelektris
hes Feld, also gibt es keine 0-0-Mode; die niedrigsten ni
htvers
hwin-denden Moden sind die 1-0-Mode und die 0-1-Mode. Ans
hauli
h gesehen sinddie Moden die Eigens
hwingungen des hohlen Innenraums des Leiters.k2z mu� nat�urli
h immer positiv sein, damit Ausbreitung von Wellen statt-�ndet. Mit der zweiten Nebenbedingung f�uhrt dies auf!2
02 > k2x + k2y : (4.64)F�ur jede vorgegebene Mode gibt es also eine Grenzfrequenz!grenz(nx; ny) = 2�
s�nxa �2 + �nyb �2; (4.65)unterhalb der keine Ausbreitung dieser Mode im Hohlleiter statt�nden kann.Da a � b vorausgesetzt wurde, kann si
h unterhalb der Frequenz!grenz = 2�
b ; (4.66)also �uberhaupt keine Welle mehr im Hohlleiter fortp
anzen.Nun soll no
h das magnetis
he Feld bere
hnet werden; man erh�alt es mit Hil-fe der dritten Maxwell-Glei
hung: Aus rot ~E = i!
 ~B ergibt si
h ~H = �i 
�! rot ~Eund damit dann: (H0)x(x; y) = Hx sin(kxx) 
os(kyy)(H0)y(x; y) = Hy 
os(kxx) sin(kyy)(H0)z(x; y) = iHz 
os(kxx) 
os(kyy) (4.67)93



mit Hx = 
�! Eykz, Hy = 
�! Exkz, Hz = 
�! (Exky + Eykx); der Faktor i in derz-Komponente bewirkt dabei eine Phasenvers
hiebung um �=2 gegen�uber demelektris
hen Feld.Hier tau
ht nun also au
h ein magnetis
hes Feld in Ausbreitungsri
htungder Welle auf! Dies s
heint zwar zun�a
hst ein Widerspru
h zur Transversalit�atelektromagnetis
her Wellen zu sein, kann aber dadur
h erkl�art werden, da�wir hier ni
ht nur eine Welle in z-Ri
htung haben, sondern zus�atzli
h au
hno
h andere (stehende) Wellen (bzw. Eigens
hwingungen des Innenraums desLeiters) in x- und y-Ri
htung. Bei der Herleitung der Transversalit�at hattenwir dagegen eine einzelne Welle oder eine �Uberlagerung von Wellen, die alledieselbe Ausbreitungsri
htung haben, angenommen.Ignoriert man die Tatsa
he, da� man eigentli
h mehrere Wellen hat, undbetra
htet nur die Ausbreitung in z-Ri
htung, so ist zwar das elektris
he Feldtransversal, das magnetis
he aber ni
ht. Deswegen hei�en diese Wellen TE-Moden.Man k�onnte die ganze Re
hnung jetzt no
h mal von vorne anfangen, diesmalmit dem Magnetfeld, fordern, da� dieses transversal ist, und dann daraus daselektris
he Feld ausre
hnen. Das sparen wir uns aber (die Re
hnung geht ja fastglei
h); am S
hlu� bekommt man dann jedenfalls raus, da� nun das magnetis
heFeld transversal ist, aber das elektris
he ni
ht. Dementspre
hend spri
ht mandann von TM-Moden. Sowohl die TE- als au
h die TM-Moden werden jeweilsdur
h Angabe von nx und ny dur
hnummeriert.Wellen, bei denen sowohl das elektris
he als au
h das magnetis
he Feldtransversal sind (TEM-Moden), k�onnen in einem re
hte
kigen Hohlleiter ni
htauftreten. In Hohlleitern von anderer Form ist dies aber m�ogli
h; f�ur einenzylindris
hen Hohlleiter (Koaxialkabel) siehe beispielsweise Greiner: Elektrody-namik.4.3 Bre
hung und Re
exion an Grenz
�a
hen(Anmerkung: Au
h dieser Abs
hnitt baut auf zwei meiner �Ubungsaufgabenauf.)Nun wollen wir uns ans
hauen, was mit einer elektromagnetis
hen Wellepassiert, die auf eine Grenz
�a
he zwis
hen zwei Medien tri�t. Beide Medienhaben im allgemeinen unters
hiedli
he Dielektrizit�atskonstanten �1, �2 und Per-meabilit�aten �1, �2. Die verwendete Geometrie soll folgenderma�en sein: DieGrenz
�a
he zwis
hen den beiden Medien sei die x-y-Ebene, der Wellenvektorder einfallenden Welle liege in der y-z-Ebene (siehe Abb. 4.1). Au�erdem be-tra
hten wir hier speziell wieder nur mono
hromatis
he Wellen (den allgemeinenFall erh�alt man dann mit Hilfe der Fourieranalyse).4.3.1 Stetigkeitsbedingungen, Snellius-GesetzAus dem Experiment wissen wir, da� Li
ht dur
h Grenz
�a
hen nur teilweisedur
hgeht - im allgemeinen wird ein Teil au
h re
ektiert. Wir setzen also an,da� man im oberen Halbraum (z>0) zwei ebene Wellen hat: die einfallendeund die re
ektierte, im unteren eine: die dur
hgehende. Die Amplituden des94



Abbildung 4.1: Elektromagnetis
he ebene Welle an der Grenz
�a
he zweier Me-dienelektris
hen Feldes seien f�ur die einfallende Welle ~E0, f�ur die dur
hgehende ~E00und f�ur die re
ektierte ~E000 ; die Wellenvektoren entspre
hend ~k, ~k0 und ~k00 unddie Frequenzen !, !0 und !00. Wir haben nun also:~E = ~E0ei(~k�~x�!t)~E0 = ~E00ei(~k0�~x�!0t)~E00 = ~E000 ei(~k00�~x�!00t) (4.68)Um Beziehungen zwis
hen den Amplituden und den Wellenvektoren zu �n-den, kann man die Stetigkeit der Felder an der Grenz
�a
he betra
hten. Diesehat den Normalenvektor ~n = ~ez; die Normal- und Tangential-Komponente einesgegebenen Vektors ~a erh�alt man dann mittels:j~a?j = j~a � ~nj; j~akj = j~a� ~nj: (4.69)Als Stetigkeitsbedingungen f�ur die Felder hat man:~D? + ~D00? = ~D0?; ~Ek + ~E00k = ~E0k: (4.70)Es ergibt si
h also:(�1 ~E0ei(~k�~x�!t) + �1 ~E000 ei(~k00�~x�!00t) � �2 ~E00ei(~k0�~x�!0t)) � ~ez = 0 (4.71)( ~E0ei(~k�~x�!t) + ~E000 ei(~k00�~x�!00t) � ~E00ei(~k0�~x�!0t))� ~ez = 0 (4.72)Die Glei
hungen (4.71) und (4.72) k�onnen nur dann f�ur alle Zeiten t gelten,wenn die zeitabh�angigen Argumente der Exponentialfunktionen glei
h sind, alsowenn gilt: ! = !0 = !00: (4.73)95



Man erh�alt also: Einfallende, dur
hgehende und re
ektierte Welle haben alledieselbe Frequenz.Au�erdem gilt ja bei mono
hromatis
hen elektromagnetis
hen Wellen, da�man die magnetis
he Flu�di
hte einfa
h aus dem elektris
hen Feld erh�alt mittels(4.27): ~B = 
! (~k � ~E): (4.74)Nutzt man au�erdem no
h die bekannten Stetigkeitsbedingungen f�ur das ma-gnetis
he Feld ~B? + ~B00? = ~B0?; ~Hk + ~H 00k = ~H 0g: (4.75)aus, so erh�alt man s
hlie�li
h zus�atzli
h (die zeitli
hen Exponentialfunktionenwurden bereits gek�urzt):(~k � ~E0ei~k�~x + ~k00 � ~E000 ei~k00�~x � ~k0 � ~E00ei~k0�~x) � ~ez = 0 (4.76)( 1�1~k � ~E0ei~k�~x + 1�1~k00 � ~E000ei~k00�~x � 1�2~k0 � ~E00ei~k0�~x)� ~ez = 0 (4.77)Die (kompliziert aussehenden) Beziehungen (4.71), (4.72), (4.76) und (4.77),werden wir erst im n�a
hsten Abs
hnitt voll ausnutzen. Hier sollen zun�a
hstBeziehungen zwis
hen den Wellenvektoren hergeleitet werden.Der Wellenvektor der einfallenden Welle soll nun, wie gesagt, in der y-z-Ebene liegen; er hat also die Gestalt:~k = k(0; sin('1);� 
os('1)); (4.78)wobei k = j~kj und '1 der Winkel ist, den ~k zur z-A
hse hat. Damit gilt:~k � ~x = k sin('1)y � k 
os('1)z = k sin('1)y; (4.79)da wir die Stetigkeit an der Grenz
�a
he z = 0 betra
hten. F�ur die beidenanderen Wellenvektoren ergibt si
h:~k0 � ~x = k0xx+ k0yy; ~k00 � ~x = k00xx+ k00yy: (4.80)Die Stetigkeitsbedingungen k�onnen aber nur dann f�ur alle x und y erf�ullt sein,wenn die Abh�angigkeit aller drei Exponentialfunktionen von diesen Variablenglei
h ist. Aus der x-Abh�angigkeit ergibt si
h:0 = k0x = k00x; (4.81)alle drei Wellenvektoren liegen also in einer Ebene (hier: der y-z-Ebene). Au-�erdem folgt aus der y-Abh�angigkeit:k sin('1) = k0y = k00y : (4.82)Die Wellenvektoren der dur
hgehenden und der re
ektierten Welle haben alsofolgende Gestalt:~k0 = (0; k sin('1); k0z); ~k00 = (0; k sin('1); k00z ) (4.83)96



Aus der Dispersionsrelation j~kj = !
(�;�) ergibt si
h au�erdem:j~kj = k = j~k00j; j~k0j = k 
1
2 = k0 (4.84)Da aber mit der oben angegeben Gestalt des Vektors ~k00 gilt:k = j~k00j = qk2 sin2('1) + (k00z )2; (4.85)folgt k00z = �qk2 � k2 sin2('1) = �k 
os('): (4.86)Da na
h Voraussetzung ~k00 6= ~k gilt (die re
ektierte Welle soll ni
ht mit dereinfallenden �ubereinstimmen), kann nur das positive Vorzei
hen ri
htig sein,also: ~k0 = (0; k sin('1); k 
os('1)): (4.87)Damit haben wir gezeigt: Der Wellenvektor der re
ektierten Welle hat zur z-A
hse (also mit der Fl�a
hennormalen) denselben Winkel wie der Wellenvektorder einfallenden Welle, oder k�urzer: Einfallswinkel = Ausfallswinkel.Au�erdem gilt: k0y = k0 sin('2); (4.88)wobei '2 nun der Winkel von ~k0 zur z-A
hse ist. Da aber, wie oben hergeleitet,wegen der Stetigkeit k0y = k sin('1) gilt, folgt:sin('1)sin('2) = k0k = 
1
2 = r�2�2�1�1 (4.89)Nun de�niert man den sogenannten Bre
hungsindex dur
hn := p��: (4.90)Es folgt sofort, da� gilt: n = 
V akuum
Materie ; also n � 1: (4.91)Je gr�o�er n f�ur einen Sto� ist, desto langsamer ist das Li
ht also in ihm. Manspri
ht von optis
h di
hten bzw. optis
h d�unnen Medien (f�ur n gro� bzw. klein).Setzt man in der obigen Formel die Bre
hungsindi
es ein, so erh�alt man s
hlie�-li
h: sin('1)sin('2) = n2n1 = 
1
2 : (4.92)Dies ist das bekannte Snellius's
he Bre
hungsgesetz. Es sagt aus, da� si
hbeim �Ubergang zwis
hen zwei Medien mit unters
hiedli
hen Bre
hungsindi
esder Winkel des Wellenvektors der einfallendenWelle (also der Winkel des Li
ht-strahls) zur z-A
hse (bzw. allgemein zum Lot) �andert. Man spri
ht von (Li
ht-)Bre
hung. Im optis
h di
hteren Medium ist dabei der Winkel zum Lot kleiner97



als im optis
h d�unneren, oder kurz: Li
htstrahlen werden im optis
h di
hterenMedium zum Lot hin gebro
hen.S
hlie�li
h kann man au
h no
h k0z ausre
hnen:(k0z)2 + k2 sin2('1) = j~k0j = 
21
22 k2 = n22n21k2; (4.93)also k0z = �ksn22n21 � sin2('1) = �k0 
os('2): (4.94)(k0z mu� negativ sein, da die dur
hgehende Welle na
h unten weiterl�auft.) Fallsn2 < n1 ist (�Ubergang vom optis
h di
hteren ins optis
h d�unnere Medium),so kann es passieren, da� sin('1) < n2n1 ist - der Ausdru
k unter der Wurzelw�urde dann negativ werden, k0z also rein imagin�ar! Im d�unneren Medium gibtes dann keine Welle mehr, sondern nur eine exponentiell mit dem Abstand zurGrenz
�a
he abnehmende S
hwingung. Es folgt also: Ab einem Grenzwinkelsin('1;grenz) = n2n1 (4.95)gibt es keine dur
hgehende Welle mehr, sondern nur no
h eine re
ektierte. Manspri
ht dementspre
hend von Totalre
ektion.Zusammenfassend: Aus der (relativ s
hwa
hen) Annahme, da� es zu je-der einfallende Welle sowohl eine dur
hgehende als au
h eine re
ektierte Wellegibt, haben wir (unter Ausnutzung der Stetigkeit der Felder an Grenz
�a
hen)folgende S
hl�usse gezogen:1. Alle drei Wellen haben dieselbe Frequenz.2. Alle drei Wellenvektoren (Li
htstrahlen) liegen in derselben Ebene.3. Der re
ektierte Strahl s
hliesst mit dem Lot denselben Winkel ein wie dereinfallende Strahl (Einfallswinkel = Ausfallswinkel).4. Der Winkel des dur
hgehenden Strahls zur z-A
hse ist anders als derdes einfallendes Strahls; man spri
ht von Bre
hung. Das Snellius-Gesetz(4.92) tri�t zum Verh�altnis der Winkel eine quantitative Aussage.5. Beim �Ubergang vom optis
h di
hteren ins optis
he d�unnere Medium gibtes einen Grenzwinkel, jenseits dessen keine Bre
hung mehr statt�ndet,sondern nur no
h Re
ektion (Totalre
ektion).Die geometris
hen Verh�altnisse w�aren nun also gekl�art; �uber die Amplituden~E0, ~E00 und ~E000 haben wir bis jetzt aber no
h �uberhaupt ni
hts ausgesagt. Diessoll im n�a
hsten Abs
hnitt ges
hehen.
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Abbildung 4.2: Ein
u� der Polarisation bei der Bre
hung: Ri
htung der elek-tris
hen Feldst�arke (a) senkre
ht zur Einfallsebene, (b) in der Einfallsebene4.3.2 * Ein
u� der Polarisation: Fresnel's
he FormelnUm quantitative Aussagen �uber das Verhalten der Amplituden tre�en zu k�on-nen, mu� man die Polarisation der einfallenden Welle ber�u
ksi
htigen. Dabeisind zwei F�alle zu unters
heiden: Der Vektor der elektris
hen Feldst�arke kannsowohl senkre
ht zur Einfallsebene (hier: y-z-Ebene) als au
h in ihr s
hwingen(siehe Abb. 4.2); alle anderen F�alle ergeben si
h als Linearkombination hieraus.Betra
hte zun�a
hst den zweiten Fall: ~E0 =: E0~t senkre
ht zur Einfallsebene;wegen der Symmetrie und der Stetigkeit erwartet man, da� dann au
h ~E00 und~E000 senkre
ht zur Einfallsebene liegen. Da der Normalenvektor ~n in dieser Ebeneliegt, folgt also: ~E0 � ~n = ~E00 � ~n = ~E000 � ~n = 0. Damit geben die Glei
hungen(4.71), (4.76) nur die trivialen Ergebnisse 0 = 0. Nimmt man dagegen von derGlei
hung (4.72) den Betrag und ber�u
ksi
htigt, da� ~n senkre
ht auf ~t stehtund beide den Betrag eins haben, so erh�alt man:0 = j(E0 +E000 �E00)(~t� ~n)j = jE0 +E000 �E00j; (4.96)also E0 +E000 = E00.Bei der Glei
hung (4.77) verfahre folgenderma�en: Forme zun�a
hst dieKreuzprodukte um:(~k � ~E0)� ~ez = ~E0(~ez � ~k)� ~k(~ez � ~E0) = � ~E0k 
os('1): (4.97)F�uhrt man dies f�ur die anderen beiden Kreuzprodukte genauso dur
h, danngeht Glei
hung (4.77) �uber in:� k�1 ~E0 
os(�1) + k�1 ~E000 
os('1) + k0�2 ~E00 
os('2) = 0: (4.98)Nimmt man nun zur Vereinfa
hung an, da� �1 = �2 = 1 ist (dies gilt in gu-ter N�aherung f�ur die meisten Sto�e bei den Frequenzen von Li
ht), teilt dieGlei
hung dur
h k und nimmt den Betrag, so hat man:E0 
os('1)�E000 
os('1)� k0k E00 
os('2) = 0: (4.99)99



Dann setze f�ur k0k das Bre
hungsgesetz ein und teile au�erdem no
h dur
h
os('1): E0 �E000 �E00 tan('1)tan('2) = 0: (4.100)Nutzt man die aus (4.72) gefolgerte Beziehung E00 = E0 +E000 , so erh�alt man:E0 �E000 � (E0 +E000 )tan('1)tan('2) = 0: (4.101)Na
h einigen trigonometris
hen Umformungen (l�angli
h, aber ni
ht s
hwierig -viel Spa� beim Na
hre
hnen! ;-) ) ergibt si
h s
hlie�li
h:E000E0 = sin('2 � '1)sin('1 + '2) : (4.102)Setzt man dies wieder in E00 = E0+E000 ein, so kann man nun au
h eine Formelf�ur die Amplitude der gebro
henen Welle �nden:E00E0 = 2 sin('2) 
os('1)sin('1 + '2) : (4.103)Betra
hte nun no
h kurz den anderen Fall: ~E0 liegt in der Einfallsebene.Dann ist ~E0� ~n = 0, und die Glei
hungen (4.72) und (4.77) entfallen. Aus denanderen beiden Glei
hungen (4.71) und (4.76) erh�alt man dann wiederum na
hl�angerem Rumgere
hne: E000E0 = tan('1 � '2)tan('1 + '2) : (4.104)und E00E0 = 2 sin('2) 
os('1)sin('1 + '2) 
os('1 � '2) : (4.105)Die Beziehungen (4.102), (4.103), (4.104) und (4.105) hei�en Fresnel's
he For-meln. Sie geben jeweils das Verh�altnis der Amplituden von re
ektierter zueinfallender Welle ((4.102) und (4.104)) bzw. von gebro
hener zu einfallenderWelle ((4.103) und (4.105)) an. (4.102) und (4.103) gelten, falls das Li
ht senk-re
ht zur Einfallsebene polarisiert ist, (4.104) und (4.105) dagegen, wenn diePolarisierung in der Einfallsebene liegt.Ein Spezialfall tritt auf, wenn '1+'2 = 90o ist, denn dann folgt f�ur parallelzur Einfallsebene polarisiertes Li
ht aus (4.104)):E000 = 0; (4.106)es gibt also keinen re
ektierten Strahl, der parallel zur Einfallsebene polarisiertist! Mit Hilfe des Bre
hungsgesetzes kann man den Einfallswinkel �1, bei demdies ges
hieht, bestimmen: sin('2) = sin(90o � '1) = 
os('1), alson2n1 = sin('1)sin('2) = tan('1); (4.107)100



und damit: tan ('1;Br) = n2n1 : (4.108)'1;Br hei�t Brewster's
her Winkel. F�allt beliebig polarisiertes Li
ht im Brew-ster's
hen Winkel auf eine Ober
�a
he, so wird also nur der Anteil re
ektiert, dersenkre
ht zur Einfallsebene s
hwingt. Auf diese Weise kann man eine Re
ektionan einer Grenz
�a
he dazu benutzen, um Li
ht linear zu polarisieren.4.4 Energie und Impuls elektromagnetis
her FelderEbenso wie Teil
hen mit Masse, also Materie, haben au
h elektromagnetis
heFelder eine Energie und einen Impuls. Dies sieht man s
hon daran, da� sieKr�afte auf die Materie aus�uben - dabei �andert si
h ja die Energie und derImpuls der Teil
hen. Wenn die Energie- und Impulserhaltung weiterhin geltensoll, kann man die Kr�afte also nur dadur
h erkl�aren, da� die �Anderung dur
heine �Ubertragung von Energie und Impuls von den Feldern auf die Teil
henbewirkt wird.4.4.1 Energie in den FeldernBetra
hte zun�a
hst ein einfa
hes elektrostatis
hes Problem: eine Ansammlungvon N Punktladungen qi an den Stellen ~ri in einem homogenen, isotropen,unendli
h ausgedehnten Dielektrikum mit Dielektrizit�atskonstante �. Um dieGesamtenergie auszure
hnen, die in diesem System ste
kt, bere
hnen wir nundie Arbeit, die n�otig ist, um das System aufzubauen.Nehme daf�ur an, da� si
h alle Punktladungen unendli
h weit vom Ursprungund unendli
h weit voneinander entfernt be�nden; es wirken also keine Kr�aftezwis
hen ihnen. Um die erste Punktladung q1 an den Ort ~r1 zu bringen, brau
htman also keine Arbeit: W1 = 0. Dana
h ist aber ein elektris
hes Feld vorhan-den: ~E = ~E1 = 1� q1j~r � ~r1j2 ~r � ~r1j~r � ~r1j = 1� q1~r �1j~r � ~r1j : (4.109)Gegen dieses elektris
he Feld mu� nun Arbeit geleistet werden, um die zweiteLadung an ihren Platz zu bringen:W2 =W12 = ~r2Z1 q2 ~E1 � ~ds = q1q2� ~r2Z1 ~r �1j~r � ~r1j � ~ds = 1� q1q2j~r1 � ~r2j : (4.110)Das neue elektris
he Feld ergibt si
h dann dur
h Superposition der beiden ein-zelnen Felder:~E = ~E1 + ~E2 = 1� q1j~r � ~r1j2 ~r � ~r1j~r � ~r1j + 1� q2j~r � ~r2j2 ~r � ~r2j~r � ~r2j : (4.111)Die Arbeit, die ben�otigt wird, um die dritte Ladung an ihren Platz zu bringen,ist deshalb: W3 =W13 +W23 = 1� q1q3j~r1 � ~r3j + 1� q2q3j~r2 � ~r3j : (4.112)101



F�uhrt man diese Prozedur fort, so erh�alt man s
hlie�li
h f�ur die i-te Punkt-ladung: Wi = i�1Xj=1Wji = 1� i�1Xj=1 qjqij~rj � ~rij ; (4.113)und die gesamte Arbeit ergibt si
h als Summe �uber alle diese Beitr�age zu:We = NXi=1Wi = NXi=1Xj<iWji = 1� NXi=1Xj<i qjqij~rj � ~rij : (4.114)Die einzelnen Summanden sind nun aber symmetris
h bez�ugli
h Austaus
h ihrerIndizes: Wji = 1� qjqij~rj � ~rij = 1� qiqjj~ri � ~rjj =Wij: (4.115)Deshalb kann man die Summe ums
hreiben:We = 12 0� NXi=1Xj<iWji + NXi=1Xj<iWji1A = 12 0� NXi=1Xj<iWji + NXi=1Xj<iWij1A= 12 0� NXi=1Xj<iWji + NXi=1Xi<jWji1A ; (4.116)wobei im letzten S
hritt die Summationsindi
es umbenannt wurden. Es ergibtsi
h also s
hlie�li
h:We = 12 NXi;j=1;i 6=jWji = 12� NXi;j=1;i 6=j qjqij~rj � ~rij : (4.117)Die Verallgemeinerung dieser Formel auf kontinuierli
he Ladungsverteilun-gen ist dann: We = 12� Z dV Z dV 0�(~r)�(~r0)j~r � ~r0j : (4.118)Hier wurde von der Summe �uber Punktladungen zum Integral �uber kontinuier-li
he Di
hten �ubergegangen. In diese integrale Formulierung kann nun aber dieForderung ~r 6= ~r0 ni
ht so einfa
h aufgenommen werden wie die Forderung i 6= jbei der Summierung. Die Formel enth�alt nun also au
h no
h Selbstenergie-Anteile: Gewisserma�en die potentielle Energie, die die Ladungen in ihremeigenen Feld haben. F�ur Punktladungen sind diese Selbstenergien unendli
hgro�; bei konkreten Re
hnungen m�ussen sie extra ber�u
ksi
htigt und am Endeabsubtrahiert werden, um vern�unftige Ergebnisse zu erhalten.Diese Formel kann man aber no
h weiter umformen. Zun�a
hst benutze denintegralen Zusammenhang zwis
hen Ladungsdi
hte und Potential�(~r) = 1� Z dV 0 �(~r0)j~r � ~r0j ; (4.119)um eines der beiden Integrale loszuwerden:We = 12 Z �(~r)�(~r)dV: (4.120)102



Au�erdem setze nun f�ur die Ladungsdi
hte die erste Maxwell-Glei
hung ein:We = 18� Z (�(~r)div~D(~r))dV = 18� Z �~r(� ~D)� ~D � ~r��dV; (4.121)wobei eine der Produktregeln der Vektoranalysis benutzt wurde. Das ersteIntegral wird wie �ubli
h mit dem Gau�'s
hen Satz in ein Ober
�a
henintegralumgewandelt und vers
hwindet deswegen (der Integrand geht mindestens mitr�3 gegen null, das Fl�a
henelement aber nur mit r2 gegen unendli
h).Setzt man nun no
h die Beziehung zwis
hen Potential und elektris
herFeldst�arke ein, so ergibt si
h s
hlie�li
h:We = 18� Z ~E � ~D dV: (4.122)Die Energiedi
hte von elektrostatis
hen Feldern ist also:we = 18� ~E � ~D: (4.123)Bei der Energiedi
hte des magnetis
hen Feldes k�onnte man versu
hen, ana-log vorzugehen: Man k�onnte die Arbeit bere
hnen, die man brau
ht, um einegegebene Stromverteilung aufzubauen, und daraus dann die Feldenergie aus-re
hnen. Einfa
her ist jedo
h folgender Weg: Betra
hte eine Ansammlung vonN Stromkreisen mit Widerst�anden Ri, Str�omen Ii, Spannungen Ui und Induk-tionskoeÆzienten Lij. Es gilt dann (siehe Abs
hnitt 3.4.3):RiIi + NXj=1Lij _Ij = Ui: (4.124)Multipliziert man diese Glei
hung mit Ii, so wird sie zu:RiI2i + ddt 0�12 NXj=1LijIiIj1A = UiIi: (4.125)Re
hts steht nun die gesamte vom Stromkreis aufgenommene Leistung, der ersteSummand links ist die Energie, die pro Zeiteinheit an den Widerst�anden (dur
hErw�armung) verlorengeht. Der zweite Summand mu� also angeben, wel
heLeistung ben�otigt wird, um den magnetis
hen Flu� im Stromkreis i, also dasMagnetfeld zu �andern. Damit ergibt si
h f�ur die Energie im magnetis
hen Feld:Wm = 12 NXi;j=1LijIiIj : (4.126)Setzt man die De�nition der Induktionskoe�zienten ein, so wird dies zu:Wm = �2
2 NXi;j=1 Z Z Ii ~dri � Ij ~drjj~ri � ~rj j : (4.127)103



F�ur d�unne Leiter, bei denen man ~j(~ri)dVi � Ii ~dri ann�ahern kann, ergibt si
hdann: Wm = �2
2 Z Z ~j(~r) �~j(~r0)j~r � ~r0j dV dV 0: (4.128)Setzt man nun den integralen Zusammenhang zwis
hen Vektorpotential undStromdi
hte ein, so folgt: Wm = 12
 Z ~A(~r) �~j(~r)dV: (4.129)S
hlie�li
h kann man no
h die vierte Maxwell-Glei
hung (der Magnetostatik)verwenden:Wm = 18� Z ~A � rot ~HdV = 18� Z rot ~A � ~HdV = 18� Z ~B � ~HdV; (4.130)wobei eine partielle Integration dur
hgef�uhrt wurde (unter Benutzung einer derProduktregeln der Vektoranalysis und Verna
hl�assigung der Ober
�a
henterme).Die magnetis
he Energiedi
hte (im statis
hen Fall) ist damit s
hlie�li
h:wm = 18� ~B � ~H; (4.131)in v�olliger Analogie zum elektris
hen Fall.Damit wird au
h klar, wo der Ausdru
k, der in Abs
hnitt 3.2.3 f�ur den Ener-gieverlust beim Dur
hlaufen der Hysteriskurve angegeben wurde, herkommt:Die �Anderung der Energiedi
hte ergibt si
h einfa
h als dwm = 18�d( ~B � ~H) =14� ~H � d ~B.4.4.2 Energieerhaltung, PoyntingvektorIm letzten Abs
hnitt haben wir explizite Ausdr�u
ke f�ur die Energie in statis
henelektris
hen bzw. magnetis
hen Feldern gefunden. Nun postulieren wir, da�diese Formeln au
h im dynamis
hen Fall gelten, da� also die gesamte Energieim elektromagnetis
hen Feld gegeben ist dur
h:Wem = 18� Z dV ( ~E � ~D + ~B � ~H): (4.132)Davon ausgehend soll untersu
ht werden, wie die Erhaltung der Energie in derElektrodynamik ausgedr�u
kt werden kann.Es ist zwe
km�a�ig, hier mit der Energiedi
hte zu arbeiten, um glei
h Ef-fekte wie Energiestr�omungen mit ber�u
ksi
htigen zu k�onnen (verglei
he Konti-nuit�atsglei
hung der Ladungserhaltung). Betra
hte also die zeitli
he Ableitungder elektromagnetis
hen Energiedi
hte:��twem = 18� � _~E � ~D + ~E � _~D + _~B � ~H + ~B � _~H� : (4.133)
104



Nimmt man wie �ubli
h an, da� ~D proportional zu ~E ist und ebenso f�ur ~B und~H, dann sind jeweils zwei der Terme glei
h, und man hat��twem = 14� � ~E � _~D + _~B � ~H� : (4.134)Benutze nun f�ur die Zeitableitungen die Maxwell-Glei
hungen (III) und (IV):��twem = 14� � ~E � �
 rot ~H � 4�~j�� 
 rot ~E � ~H�= 
4� � ~E � rot ~H � rot ~E � ~H�� ~E �~j: (4.135)Wendet man die Produktregel div�~a�~b� = rot~a �~b�~a � rot~b r�u
kw�arts an, sowird dies zu ��twem = � 
4�div� ~E � ~H�� ~E �~j: (4.136)De�niert man nun den Poyntingvektor~S := 
4� � ~E � ~H� ; (4.137)so hat man s
hlie�li
h den Poynting's
hen Satz :��twem + div~S = �~j � ~E: (4.138)Diese Glei
hung dr�u
kt die Energieerhaltung aus - au
h wenn man ihr daszugegebenerma�en ni
ht sofort ansieht. Verglei
ht man mit der Kontinuit�ats-glei
hung ��t�+ div~j = 0; (4.139)so wird klar, da� der Poyntingvektor ein Ma� f�ur den Energie
u� ist: Beispiels-weise dur
h Abstrahlung elektromagnetis
her Wellen kann Energie aus einemvorgegebenen Volumen hinaustransportiert werden. ~S gibt dann die Ri
htungund die St�arke der Abstrahlung an (siehe au
h weiter unten).Der Term auf der re
hten Seite wird klarer, wenn man f�ur die Stromdi
hteeinfa
h Ladungsdi
hte mal Ges
hwindigkeit einsetzt:~j(~r) � ~E(~r) = �(~r)~v(~r) � ~E(~r) = ~v(~r) � ~f(~r): (4.140)Dieser Term ist also ni
hts anderes als die Kraftdi
hte, die dur
h die Wirkungdes elektris
hen Feldes auf die Ladungen entsteht, mal die Ges
hwindigkeit derLadungen. Erinnert man si
h daran, da� das Produkt aus Kraft und Ges
hwin-digkeit aber gerade die me
hanis
he Leistung ist, so wird klar, da� hier die Lei-stungsdi
hte steht - das hei�t, die �Anderung der me
hanis
hen Energiedi
htedur
h das Einwirken des elektris
hen Feldes auf die Materie.Dies sieht man au
h no
h auf andere Weise: Setzt man f�ur ~j das Ohm's
heGesetz ein, so erh�alt man ~j � ~E = � ~E2: (4.141)105



In der ,,globalen" Formulierung, die man bei Stromkreisen anwendet, geh�ort zu~E die Spannung U , zu ~j der Strom I und zu � der reziproke Widerstand 1=R.Man erh�alt also: ~j � ~E =̂ IU ; � ~E2 =̂ U2R : (4.142)IU und U2R sind aber beides Ausdr�u
ke f�ur die Ohm's
hen Energieverluste aneinem Widerstand. Diese Energieverluste ges
hehen dadur
h, da� der Wider-stand si
h bei Stromdur
h
u� aufheizt - also wird dort elektris
he Feldenergiein me
hanis
he (W�arme-)Energie umgewandelt. Wieder erh�alt man, da� ~j � ~Eangibt, wie si
h die me
hanis
he Energiedi
hte dur
h Einwirkung des Feldes�andert.Es gilt also: ~j � ~E = ��twme
h; (4.143)und damit erh�alt man: ��t (wem + wme
h) = �div~S: (4.144)Die gesamte Energiedi
hte (Energie in den Feldern und in der Materie) kannsi
h also nur dur
h Abstrahlung �andern - spri
h: die Energie bleibt erhalten.Global sieht man dies folgenderma�en: Die Gesamtenergie erh�alt man alsIntegral �uber die Energiedi
hte; w�ahle dabei das Volumen so gro�, da� keineAbstrahlung dur
h die Ober
�a
he na
h au�en statt�ndet (m�ogli
h, wenn dieAbstrahlung ni
ht gerade bis ins Unendli
he geht - was aber meistens der Fallist). Bilde dann die zeitli
he Ableitung:ddtW = Z ��t(wem + wme
h)dV = � Z div~SdV = � Z ~S � ~dA = 0; (4.145)die Gesamtenergie bleibt also konstant.Nun soll no
h kurz verans
hauli
ht werden, da� der Poyntingvektor ~S tat-s�a
hli
h die Ri
htung des Energie
usses angibt. Speziell bei mono
hromati-s
hen elektromagnetis
hen Wellen gilt ja ~B = 
! ~k � ~E, also:~S = 
4� ~E � � 
�!~k � ~E� = 
24��! ~E2~k; (4.146)da ~E senkre
ht auf ~k steht. Dies kann man no
h weiter umformen:~S = 
24��� �~E � ~D� ~k! = 
04� �~E � ~D�~ek = 2
0we~ek; (4.147)wobei die Dispersionsrelation f�ur freie Wellen eingesetzt wurde und ~ek der Ein-heitsvektor in Ausbreitungsri
htung der Welle ist. Nutzt man nun no
h aus,da� hier elektris
he und magnetis
he Energiedi
hte glei
h gro� sind (folgt dar-aus, da� die Felder glei
he Amplituden haben), so ist 2we = we + wm = wem,und ~S = 
0wem~ek: (4.148)106



Der Poyntingvektor ist hier also das Produkt aus der Ausbreitungges
hwindig-keit 
0 der Welle, ihrer Energiedi
hte wem und ihrer Ausbreitungsri
htung ~ek.Dies legt es do
h sehr nahe, den Poyntingvektor als Ri
htung und St�arke desEnergie
usses zu interpretieren.4.4.3 Impulserhaltung, Strahlungsdru
kAu
h die Impulserhaltung kann man am besten in di�erentieller Form formu-lieren. Ausgangspunkt ist hierbei die Feststellung, da� eine �Anderung des Im-pulses ni
hts anderes ist als eine Kraft (2. Newton's
hes Gesetz!); also bedeuteteine �Anderung der Impulsdi
hte (mangels Bu
hstaben dur
h ~p dargestellt wiesonst der Impuls als ganzes) das Vorhandensein einer Kraftdi
hte. Diese Kraft-di
hte kann aber nur die Lorentzkraftdi
hte sein; dur
h sie wird Impuls von denFeldern auf die Materie �ubertragen:~f = ��t~pme
h = � ~E + 1
~j � ~B: (4.149)F�ur die Quellen kann man die Maxwell-Glei
hungen (I) und (IV) einsetzen:��t~pme
h = 14� (div ~D) ~E + 14� �rot ~H � 1
 _~D�� ~B: (4.150)Nun kann man no
h zwei Terme addieren, die (unter Benutzung der Maxwell-Glei
hungen (II) und (III)) identis
h null sind:��t~pme
h = 14� (div~D) ~E + 14� (div ~B) ~H+ 14� �rot ~H � 1
 _~D�� ~B + 14� �rot ~E + 1
 _~B�� ~D= 14� �(div~D) ~E + (rot ~E)� ~D + (div ~B) ~H + (rot ~H)� ~B�� 14�
 � _~D � ~B + ~D � _~B�= 14� �(div~D) ~E + (rot ~E)� ~D + (div ~B) ~H + (rot ~H)� ~B�� ��4�
 ��t � ~E � ~H�= 14� �(div~D) ~E + (rot ~E)� ~D + (div ~B) ~H + (rot ~H)� ~B����
2 ��t ~S: (4.151)Es liegt nun nahe, dur
h ~pem := ��
2 ~S = 1(
0)2 ~S (4.152)die Impulsdi
hte des elektromagnetis
hen Feldes zu de�nieren (es ist sinnvollanzunehmen, da� der Impuls in dieselbe Ri
htung zeigt wie der Energie
u� ~S,107



und au�erdem stimmt die Einheit). Dann erh�alt man:��t (~pem + ~pme
h) = 14� �(div ~D) ~E + (rot ~E)� ~D + (div~B) ~H + (rot ~H)� ~B� :(4.153)Der Term auf der re
hten Seite mu� also die (negative) Divergenz des ,,Impuls-
usses" sein; er gibt an, wel
her Impuls dem Gesamtsystem dadur
h verloren-geht, da� elektromagnetis
he Wellen abgestrahlt werden.Die Divergenz des Impuls
usses mu� einen Vektor ergeben - der Impuls
u�selbst kann also nur dur
h eine Matrix dargestellt werden (genauer: dur
h einenTensor 2.Stufe). Diesen Tensor wollen wir im folgenden ausre
hnen. Betra
htedaf�ur zun�a
hst das elektris
he Feld:(div~D) ~E + (rot ~E)� ~D = Xi �Di�xi Xk Ek~ek +Xi;j;k �kij~ek(rot ~E)iDj= Xi;k �Di�xi Ek~ek + Xi;j;k;l;m �ijk�ilm�Em�xl Dj~ek= Xi;k �Di�xi Ek~ek + Xj;k;l;m(ÆjlÆkm � ÆjmÆkl)�Em�xl Dj~ek= �Xi;k ��Ei�xi Ek + �Ek�xi Ei � �Ei�xkEi�~ek= �Xi;k � ��xi (EiEk)� 12 ��xk (EiEi)�~ek= Xi;k ��xi �EiDk � 12Æik ~E � ~D�~ek: (4.154)Ebenso kann man mit dem Ausdru
k f�ur das magnetis
he Feld verfahren underh�alt:(div ~B) ~H + (rot ~H)� ~B = �Xi;k ��xi �HiBk � 12Æij ~H � ~B�~ek: (4.155)Insgesamt ergibt si
h also:��t (~pem + ~pme
h) = 14�Xi;k ��xi �EiDk � 12Æik ~E � ~D +HiBk � 12Æik ~H � ~B�~ek= � 14�Xi;k ��xi �Æik2 ~E � ~D �EiDk + Æik2 ~H � ~B �HiBk�~ek:De�niere nun den Maxwell's
hen Spannungstensor (keine Ahnung, was dermit Spannung zu tun hat) dur
hTik := 14� �12Æik ~E � ~D �EiDk + 12Æik ~H � ~B �HiBk� : (4.156)Dies kann au
h ges
hrieben werden als:T = wemid3 � 14� � ~E 
 ~D + ~H 
 ~B� : (4.157)108



Setzt man nun die De�nition des Energie-Impuls-Tensors in die Impulsglei-
hung ein, so ergibt si
h:��t (~pem + ~pme
h) = �Xi;k ��xiTik~ek: (4.158)Die meisten Lehrb�u
her lassen diesen Ausdru
k nun so stehen und s
hreiben dieImpulserhaltung komponentenweise. Man kann sie aber au
h f�ur den ganzenVektor auf einmal ausdr�u
ken, wenn man no
h einige Umformungen dur
hf�uhrtund eine neue Notation einf�uhrt.Da T symmetris
h ist, kann die Summe au
h umges
hrieben werden zu:Xi;k ��xiTik~ek =Xi;k �Tki ��xi�~ek; (4.159)wobei der Ableitungsoperator (entgegen sonstiger Konvention) nun na
h linkswirken mu�. Was nun da steht, ist aber ni
hts anderes als die Matrix T ange-wandt auf den Vektor ~r: Xi;k �Tki ��xi�~ek = T ~r: (4.160)Dies legt nahe, als Divergenz einer Matrix zu de�nieren (Vorsi
ht: keine Stan-dardnotation! ): divA := A~r =Xi;k �Aki ��xi�~ek; (4.161)wobei der Ableitungsoperator na
h links wirken mu�.Die Impulserhaltung kann damit nun ges
hrieben werden als:��t (~pem + ~pme
h) = �divT (4.162)oder au
h ��t~pem + divT = �~f = �� ~E � 1
~j � ~B: (4.163)Die Spur des Maxwell's
hen Spannungstensor ist:SpT = Xi Tii = � 14�Xi �EiDi � 12Æii ~E � ~D +HiBi � 12Æii ~H � ~B�= � 14� ( ~E � ~D + ~H � ~B) + Pi Æii8� ( ~E � ~D + ~H � ~B)= 18� ( ~E � ~D + ~H � ~B) = wem (4.164)(mit Pi Æii = 3). 109



Energie- und Impulserhaltung k�onnen also zusammengefa�t au
h folgender-ma�en ges
hrieben werden:��t(SpT ) + div~S = �~j � ~E (4.165)��
2 ��t ~S + divT = �� ~E � 1
~j � ~B: (4.166)Hier deutet si
h s
hon der enge Zusammenhang zwis
hen Energie und Impulsan, auf den wir dann in Kapitel 6 n�aher eingehen werden.Zum Abs
hlu� soll no
h eine physikalis
he Interpretation des Spannungs-tensors gegeben werden. Betra
hte daf�ur die globale Formulierung der Impuls-erhaltung, wobei der Gesamtimpuls nun mit ~P bezei
hnet sei:ddt �~Pem + ~Pme
h� = Z dV ��t (~pem + ~pme
h) = � Z dV divT: (4.167)Nun kann man den Gau�'s
hen Satz anwenden - in lei
ht modi�zierter Form:Zu jeder Impulskomponente geh�ort die Divergenz einer Zeile des Spannungsten-sors, also eines Vektors. Dur
h den Gau�'s
hen Satz geht das Volumenintegral�uber die Divergenz eines Vektorfeldes �uber in ein Fl�a
henintegral �uber das Ska-larprodukt zwis
hen Normalenvektor der Fl�a
he und Vektorfeld; also geht dieDivergenz einer Zeile des Spannungstensors �uber in das Skalarprodukt dieserZeile mit dem Fl�a
hennormalenvektor (Bandwurmsatz - am besten mehrmalslesen! ;-) ). Dies kann andererseits wieder ges
hrieben werden als Matrix malNormalenvektor; es ergibt si
h:ddt �~Pem + ~Pme
h� = � Z T~ndA: (4.168)Man sieht, da� T~n den Impuls
u� (Impuls�anderung pro Zeit und Fl�a
he) dur
heine Fl�a
he mit Normalenvektor ~n angibt, T~n dA die Impuls�anderung pro Zeit- also eine Kraft d~F . Tri�t elektromagnetis
he Strahlung auf eine Fl�a
he mitNormalenvektor ~n, so wird auf diese also die Kraft R (~n � ~dF ) = R (~n � T~n)dAausge�ubt. Ist die Fl�a
he eben und ist T auf der gesamten Fl�a
he A konstant,dann ergibt si
h F = (~n � T~n)A bzw. F=A = ~n � T~n. Kraft pro Fl�a
he ist abergerade Dru
k - Strahlung �ubt auf eine Fl�a
he mit Normalenvektor ~n also denDru
k pstrahlung = ~n � T~n = 3Xi;j=1Tijninj (4.169)aus. Man spri
ht hier vom Strahlungsdru
k (naheliegend ;-) ).Die �Ubertragung von Impuls von elektromagnetis
hen Wellen auf Mate-rie kann experimentell gepr�uft werden, beispielsweise dur
h sogenannte Li
ht-m�uhlen. Diese bestehen aus einem oder mehreren drehbaren Armen, die anihren Enden je ein Pl�att
hen mit je einer dunklen und einer spiegelnden Seitehaben (siehe Abbildung 4.3). An der dunklen Seite wird das Li
ht absorbiert,an der anderen re
ektiert; der Impuls�ubertrag ist also an der spiegelnden Seitedoppelt so ho
h wie an der dunklen, und die M�uhle dreht si
h mit der dunklen110



Seite voraus. Es mu� allerdings darauf gea
htet werden, da� die Drehbewegungni
ht dur
h Luftstr�omungen beein
u�t wird: Die Luft wird ebenfalls dur
h dasLi
ht aufgeheizt, und zwar vor der dunklen Seite st�arker als vor der re
ektieren-den, und �ubt deswegen auf die dunklere Seite au
h einen st�arkeren Dru
k aus.Wenn der Versu
h ni
ht im Vakuum dur
h gef�uhrt wird, dreht si
h das Radmit der re
ektierenden Seite voraus! (verglei
he hierzu au
h Tipler, Physik,Aufgabe 29.51)Ein zweites (sehr h�ubs
hes) Beispiel f�ur den Strahlungsdru
k sind die Ko-metens
hweife: Die Kraft, die dur
h den Impuls
u� der Sonnenstrahlung aufStaubteil
hen ausge�ubt wird, ist viel st�arker als die gravitative Anziehungs-kraft der Sonne. Also bilden si
h, wenn si
h der Komet der Sonne ann�ahertund Staub und Gas von ihm abdampft, von der Sonne weggeri
htete S
hweife,die viele Millionen Kilometer lang werden.

Abbildung 4.3: Eine sogenannte Li
htm�uhle: Auf die hellen Seiten der Pl�att-
hen wirkt der Li
htdru
k st�arker als auf die dunklen, also drehen si
h die Armemit der dunklen Seite voraus.
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Kapitel 5Abstrahlungelektromagnetis
her Wellen5.1 Potentiale und Ei
hung im VakuumWie wir s
hon in der Elektro- und Magnetostatik gesehen haben, ist es m�ogli
h,die Kraftfelder als erste Ableitung von Potentialen darzustellen. Dies folgte ausder Wirbelfreiheit des elektris
hen bzw. der Quellenfreiheit des magnetis
henFeldes. Im dynamis
hen Fall ist das elektris
he Feld wegen der Induktion aberni
ht mehr wirbelfrei; unsere �Uberlegungen m�ussen also modi�ziert werden.Betra
htet man den homogenen Anteil der dynamis
hen Glei
hungen imVakuum rot ~E + 1
 ��t ~B = 0 (5.1)div ~B = 0; (5.2)so sieht man, da� man wiederum ein Vektorpotential einf�uhren kann:~B = rot ~A: (5.3)Eingesetzt in (5.1) erh�alt man dannrot� ~E + 1
 ��t ~A� = 0; (5.4)man hat also Wirbelfreiheit f�ur das kombinierte Feld ~E+ 1
 _~A und kann s
hreiben~E + 1
 _~A = �grad�) ~E = �grad�� 1
 _~A: (5.5)Verwende nun die inhomogenen Glei
hungen:div~E = 4�� (5.6)rot ~B � 1
 ��t ~E = 4�
 ~j (5.7)112



und setze (5.3), (5.5) ein: ��+ 1
 ��tdiv ~A = �4�� (5.8)� ~A� graddiv ~A� 1
 ��tgrad�� 1
2 �2�t2 ~A = �4�
 ~j: (5.9)Benutzt man nun wiederum den d'Alembert-Operator2 � 1
2 �2�t2 ��; (5.10)so kann man die obigen Glei
hungen au
h ums
hreiben zu2�� 1
 ��t �div ~A+ 1
 ��t�� = 4�� (5.11)2 ~A+ grad�div ~A+ 1
 ��t�� = 4�
 ~j: (5.12)Diese Glei
hungen geben den allgemeinen Zusammenhang zwis
hen denLadungs- bzw. Stromdi
hten und den Potentialen. Ein Vorteil gegen�uberden normalen Maxwellglei
hungen ist, da� man nun nur no
h zwei gekoppelteGlei
hungen f�ur die vier Unbekannten �; ~A l�osen mu� statt vier gekoppeltenGlei
hungen f�ur se
hs Unbekannte ~E; ~B. Hat man die Potentiale bere
hnet,so bekommt man die Felder dann einfa
h dur
h Ableiten mittels der Formeln(5.3), (5.5).Die Glei
hungen sehen re
ht kompliziert aus - man kann sie jedo
h no
hvereinfa
hen. Benutze daf�ur das s
hon aus der Elektro- und Magnetostatik be-kannte Prinzip der Ei
hinvarianz: Die Potentiale sind ni
ht eindeutig festgelegt,sondern man kann Modi�kationen an ihnen vornehmen, ohne da� si
h die Kraft-felder �andern - nur diese sind ja im Gegensatz zu den Potentialen physikalis
hbeoba
htbar.Aber unter wel
hen �Anderungen der Potentiale sind nun die Felder im dyna-mis
hen Fall invariant? Betra
hten wir zun�a
hst das Vektorpotential (5.3): Wies
hon im statis
hen Fall ist das Magnetfeld invariant, wenn man zu ~A den Gra-dienten eines beliebigen Skalarfeldes � addiert, das nun aber au
h zeitabh�angigsein kann: ~A0 = ~A+ grad�(~r; t): (5.13)Wegen (5.5) ist damit jedo
h nun eine �Anderung des elektris
hen Feldes verbun-den. Diese kann dur
h folgende Transformation des Skalarpotentials behobenwerden: �0 = �� 1
 ��t�(~r; t): (5.14)Die Transformationen (5.13), (5.14) mit beliebigem Skalarfeld � bes
hreibennun die allgemeinst m�ogli
hen Ei
htransformationen in der Elektrodynamik. ImGegensatz zur Statik m�ussen in der Elektrodynamik also immer beide Potentialesimultan transformiert werden, und zwar mit derselben Funktion �!113



Dur
h ges
hi
kte Wahl der Ei
hung - je na
h betra
htetem Problem - kannman die Glei
hungen (5.11), (5.12) vereinfa
hen, wobei meist eine Entkopp-lung der Glei
hungen das Ziel ist. Dazu stellt man gewisse Bedingungen andie Potentiale, die dur
h eine passend gew�ahlte Ei
htransformation, also einepassend gew�ahlte Funktion �, erf�ullt werden k�onnen. Die beiden am h�au�gstenverwendeten Ei
hungen sind die Coulomb-Ei
hung, au
h transversale Ei
hunggenannt, und die Lorentzei
hung.5.1.1 * Coulombei
hungHier fordert man div ~A = 0; (5.15)wie s
hon aus der Magnetostatik bekannt. Hat man urspr�ungli
h ein Vektor-potential ~A, da� diese Bedingung ni
ht erf�ullt, so kann man eine Ei
htransfor-mation anwenden und erh�alt dann f�ur das neue Vektorpotential ~A0:div ~A0 = div ~A+��: (5.16)W�ahlt man nun � so, da� es die (immer l�osbare) Di�erentialglei
hung�� = �div ~A; (5.17)l�ost, so erf�ullt ~A0 die Coulomb-Ei
hbedingung.W�urde man f�ur ~A eine ebene Welle ansetzen, so w�urde diese Bedingung dazuf�uhren, da� die Welle transversal ist - daher der Name transversale Ei
hung.Mit der Ei
hbedingung vereinfa
hen si
h die inhomogenen Glei
hungen zu�� = �4��2 ~A = 4�
 ~j � 1
 ��tgrad�: (5.18)Das Skalarpotential erh�alt man also wie s
hon in der Elektrostatik einfa
h mit-tels der �ubli
hen Greensfunktion aus der Ladungsdi
hte - wobei nun aber beideGr�ossen zus�atzli
h von der Zeit abh�angen. Es ergibt si
h s
hlu�endli
h wiederdas Coulomb-Gesetz - deswegen spri
ht man au
h von der Coulomb-Ei
hung.Die Glei
hung f�ur ~A sieht immer no
h re
ht kompliziert aus; sie kann je-do
h no
h vereinfa
ht dargestellt werden. Wie oben s
hon ausgef�uhrt, sind,,Vektorpotential-Wellen" in dieser Ei
hung transversal, also mu� die re
hteSeite der Glei
hung au
h transversal sein - das hei�t, es sollte gelten:div�4�~j � ��tgrad�� = 0: (5.19)Um dies zu zeigen, benutze die Greensfunktion zum Lapla
e-Operator; manhat: 4�~j(~r; t) = 4� Z ~j(~r0; t)Æ(~r � ~r0) = �� Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0; (5.20)��tgrad�(~r; t) = ��tgrad Z �(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0 = grad Z _�(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0114



= �grad Z div0~j(~r0; t)j~r � ~r0j dV 0 = grad Z ~j(~r0; t) � grad0 1j~r � ~r0jdV 0= �grad div Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0; (5.21)wobei die Kontinuit�atsglei
hung benutzt und einmal partiell integriert wurde.Damit ergibt si
h:4�~j � ��tgrad� = (grad div��) Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0 = rot rot Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0 (5.22)- man sieht sofort, da� die Divergenz dieses Ausdru
ks wie verlangt vers
hwin-det.Spaltet man nun also den Strom auf in einen transversalen und einen lon-gitudinalen Anteil~j = ~jt +~jl = 14�  rot rot Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0 � grad div Z ~j(~r0; t)j~r � ~r0jdV 0! (5.23)mit div~jt = 0 und rot~jl = 0, so hat man die Glei
hungen��tgrad� = 4�~jl2 ~A = 4�
 ~jt; (5.24)wobei es im allgemeinen praktis
her ist, f�ur � statt der ersten dieser Glei
hun-gen die obige Poissonglei
hung zu verwenden.Die zweite Glei
hung enth�alt einend'Alembert- Operator - wir kommen sp�ater darauf zur�u
k, wie Glei
hungen vondiesem Typ gel�ost werden.5.1.2 Lorentzei
hungBei dieser Ei
hung verlangt mandiv ~A+ 1
 ��t� = 0; (5.25)was gegebenenfalls dur
h eine Ei
htransformation mit2� = div ~A+ 1
 ��t� (5.26)errei
ht werden kann. Man hat nun also2� = 4��2 ~A = 4�
 ~j: (5.27)Diese Glei
hungen (und die obige f�ur � und die transversale Glei
hung f�ur ~A inder Coulombei
hung) k�onnen nun gel�ost werden, wenn man die Greensfunktionzum d'Alembert-Operator kennt. 115



Setzt man f�ur diese zeitabh�angige Greensfunktion an:2G(~r � ~r0; t� t0) = 4�Æ(~r � ~r0)Æ(t � t0); (5.28)so ergibt eine seeehr l�angli
he Re
hnung (verglei
he die Bere
hnung der Greens-funktion zum Lapla
e-Operator, Abs
hnitt 2.1.3) folgenden Ausdru
k:G(~r � ~r0; t� t0) = Æ �t0 � �t� j~r�~r0j
 ��j~r � ~r0j : (5.29)Die zwei vers
hiedenen Vorzei
hen entspre
hen zwei vers
hiedenen physikali-s
hen Situationen: w�ahlt man das negative Vorzei
hen, so sieht man, da� einezur Zeit t0 am Ort ~r0 statt�ndende St�orung am Ort ~r erst zur sp�ateren Zeitt Auswirkungen hat, wobei die ben�ogtige Zeit gerade dur
h die Ausbreitungs-ges
hwindigkeit elektromagnetis
her Wellen 
 und den Abstand gegeben ist -die Kausalit�at bleibt gewahrt. Mit dieser Greensfunktion kann man also dieAbstrahlung von Wellen bes
hreiben; sie hei�t retardierte Greensfunktion. Daspositive Vorzei
hen dagegen w�urde eine St�orung bes
hreiben, die si
h r�u
kw�artsin der Zeit ausbreitet; man kann damit also die Situation in der Gegenwart be-re
hnen, wenn die in der Zukunft bekannt ist. Die zugeh�orige Greensfunktionwird als avan
iert bezei
hnet.Entspre
hend ergeben si
h nun die retardieren bzw. avan
ierten Potentiale,wenn man die entspre
hende Greensfunktion zur L�osung der Potentialglei
hun-gen ben�utzt und �uber die Zeit integriert:�(~r; t) = Z ��~r0; t� j~r�~r0j
 �j~r � ~r0j dV 0~A(~r; t) = 1
 Z ~j �~r0; t� j~r�~r0j
 �j~r � ~r0j dV 0 (5.30)5.2 Abstrahlung dur
h bewegte Punktladungen5.2.1 Li�enard-Wie
hert-PotentialeBetra
htet man eine Punktladung q, die si
h auf einer Bahn ~x(t) bewegt, sosind die Ladungs- und Stromdi
hte gegeben dur
h:�(~r; t) = qÆ(~r � ~x(t)) (5.31)~j(~r; t) = q _~x(t)Æ(~r � ~x(t)) (5.32)Ben�utzt man die retardierte Greensfunktion (5.29) zur L�osung der Potential-glei
hungen und setzt diese Di
hten ein, so hat man also na
h Ausf�uhrung derr�aumli
hen Integration�(~r; t) = q Z Æ �t0 � �t� j~r�~x(t0)j
 ��j~r � ~x(t0)j dt0 (5.33)~A(~r; t) = q
 Z Æ �t0 � �t� j~r�~x(t0)j
 �� _~x(t0)j~r � ~x(t0)j dt0 (5.34)116



Um die Integrationen ausf�uhren zu k�onnen, benutze den bekannten Zusammen-hang Æ(f(x)) =Xi Æ(xi)jf 0(xi)j ; (5.35)wobei die xi die einfa
hen Nullstellen der Funktion f(x) sind. Im obigen Fallmu� man also die Nullstelle von�(t0) := t0 � �t� j~r � ~x(t0)j
 � (5.36)benutzen; au�erdem ben�otigt man no
h die erste Ableitung dieser Funktion:d�(t0)dt0 = 1� ~r � ~x(t0)j~r � ~x(t0)j � _~x(t0)
 (5.37)Da allgemein gilt: ~a�~b � j~ajj~bj und j _~xj < 
 sein mu�, ist der hintere Term si
herimmer < 1 und der gesamte Ausdru
k also immer > 0. Setzt man dies ein, sohat man s
hlie�li
h:�(~r; t) = qj~r � ~x(t0)j�1� ~r�~x(t0)j~r�~x(t0)j � _~x(t0)
 ���������t0=t� j~r�~x(t0)j
 (5.38)und ~A(~r; t) = _~x(t0)
 qj~r � ~x(t0)j�1� ~r�~x(t0)j~r�~x(t0)j � _~x(t0)
 ���������t0=t� j~r�~x(t0)j
 (5.39)Dies sind die sogenannten Li�enard-Wie
hert-Potentiale, mit denen die Potentia-le f�ur eine bewegte Punktladung bere
hnet werden k�onnen. Mir ist allerdingskein Fall bekannt, in dem dies ohne N�aherungen m�ogli
h w�are. Der interes-santeste Fall ist wohl eine harmonis
h s
hwingende Punktladung (alle anderenBewegungen kann man prinzipiell aus dieser per Fourierentwi
klung erhalten);dieser wird im folgenden Abs
hnitt behandelt.5.2.2 Harmonis
h s
hwingende PunktladungBetra
hte nun den Spezialfall ~x(t) = ~x0 sin(!t); (5.40)also eine um den Ursprung harmonis
h s
hwingende Punktladung. Man hatdann ein zeitli
h ver�anli
herli
hes Dipolmoment~d(t) = q~x(t): (5.41)117



In dem Problem tau
hen drei 
harakteristis
he L�angen auf: j~x0j, ein Ma� f�urdie Ausdehnung der Quelle, die Wellenl�ange �, die man aus der Kreisfrequenz !erh�alt, und r = j~rj, der Abstand des Beoba
hters. Wir werden das Problem imfolgenden unter der Annahme zweier Voraussetzungen n�aherungsweise l�osen:(1) gro�er Abstand des Beoba
hters: r � j~x0j (5.42)(2) langsame Bewegung der Quelle: j _~xj � 
 (5.43)Wie man unter Benutzung des Ansatzes (5.40) lei
ht sieht, kann man die zweiteBedingung au
h umformulieren zu:(2') Quelle klein gegen Wellenl�ange: j~x0j � �, kj~x0j � 1: (5.44)Wir werden nun den Ansatz in die Li�enard-Wie
hert-Potentiale einsetzen undeine Entwi
klung na
h j~x0j=r und j _~xj=
 ma
hen, in der wir nur Terme bis zurersten Ordnung in einem der beiden Parameter mitnehmen; Terme, die beideTerme zuglei
h in erster oder mindestens einen in h�oherer Ordnung enthalten,werden verna
hl�assigt.Zun�a
hst hat man 1j~r � ~x(t0)j � 1r + ~r � ~x(t0)r3 (5.45)und 11� ~r�~x(t0)j~r�~x(t0)j � _~x(t0)
 � 1 + ~r � ~x(t0)j~r � ~x(t0)j � _~x(t0)
 � 1 + ~rr � _~x(t0)
 (5.46)F�ur � mu� man alle diese Terme ber�u
ksi
htigen, ~A dagegen enth�alt s
honeinen Faktor j _~xj=
 - also gen�ugen hier die Entwi
klungen bis zur 0.Ordnung.Man erh�alt also: �(~r; t) = qr  1 + ~r � ~x(t0)r2 + ~rr � _~x(t0)
 ! (5.47)~A(~r; t) = qr _~x(t0)
 (5.48)Die Retardierung f�uhrt auf~x(t0) = ~x0 sin(!t0) � ~x0 sin�!t� !
 �r � ~r � ~x(t0)r �� (5.49)bzw. na
h Einsetzen in die Potentiale und wiederum nur Mitnehmen der Termebis zur ersten Ordnung:�(~r; t) = qr �1 + ~r � ~x0r2 sin(!t� kr) + k~r � ~x0r 
os(!t� kr)� (5.50)~A(~r; t) = qrk~x0 
os(!t� kr) (5.51)118



Nun kann man die Felder ausre
hnen:~E = �grad�� 1
 _~A= qr2 ~rr � q ~x0r3 (sin(!t� kr) + kr 
os(!t� kr))+q~rr ~r � ~x0r4 (3 sin(!t� kr) + 3kr 
os(!t� kr)� (kr)2 sin(!t� kr))+qrk2~x0 sin(!t� kr) (5.52)~B = q k~rr � ~x0 kr sin(!t� kr)� 
os(!t� kr)r2 (5.53)Im folgenden betra
hte zwei vers
hiedene Situationen:NahfeldDie Voraussetzung ist hier r � � , kr � 1, also gilt insgesamt f�ur die drei
harakteristis
hen L�angen: j~x0j � r � �: (5.54)Man hat dann n�aherungsweise f�ur das elektris
he Feld~E(t) = qr2 ~rr � q~x0r3 sin(!t) + q~rr ~r � ~x0r4 3 sin(!t) (5.55)= qr2 ~rr + 1r3 �3�~rr � ~d(t)� ~rr � ~d(t)� ; (5.56)also das Feld der Punktladung und das des zeitli
h ver�anderli
hen Dipols, undf�ur das magnetis
he Feld ~B = q ~x0 � ~rr k 
os(!t)r2 (5.57)= q _~d(t)r2
 � ~rr : (5.58)Wie man lei
ht sieht, steht das magnetis
he Feld senkre
ht zum elektris
henund zur S
hwingungsri
htung der Ladung.FernfeldBetra
hte nun den anderen Grenzfall, also r� �, kr � 1 und damitj~x0j � �� r: (5.59)Dann hat man nur die folgenden Terme zu ber�u
ksi
htigen:~E = �q~rr ~r � ~x0r2 k2 sin(!t� kr) + qr~x0k2 sin(!t� kr)= ~rr ~r � �~d(t� r=
)
2r2 � �~d(t� r=
)r
2 (5.60)~B = �qk2 sin(!t� kr)r ~x0 � ~rr = �~d(t� r=
)r
2 � ~rr (5.61)119



Es gilt nun: ~rr � ~B = � ~E (5.62)~rr � ~E = + ~B; (5.63)also stehen das magnetis
he und elektris
he Feld jeweils senkre
ht aufeinanderund auf der Beoba
htungsri
htung ~r.F�ur die Abstrahlung betra
hte den Poyntingvektor~S(~r; t) = 
4� ( ~E � ~B) = 14�
3r4 ~rr (r2 �~d2 � (~r � �~d)2)= 14�
3r4 ~rr r2 �~d2(1� 
os2 �); (5.64)also ~S(~r; t) = �~d2(t� r=
)4�
3 sin2 �r2 ~rr ; (5.65)wobei � der Winkel zwis
hen der Dipols
hwingungs- und der Beoba
htungs-ri
htung ist. Dies ist die typis
he Abstrahlungs
harakteristik eines Dipols: dieStrahlung ist radial na
h au�en geri
htet, die Winkelabh�angigkeit der Intensit�atist sin2 �, und sie nimmt mit r�2 ab.Die gesamte abgestrahlte Leistung bekommt man dur
h Integration �ubereine ges
hlossene Ober
�a
he - zwe
km�a�igerweise eine Kugel - um den Dipol:I(r; t) = I ~S � ~dA = �~d2(t� r=
)4�
3 Z d
sin2 �= �~d2(t� r=
)4�
3 Z (1� 
os2 �)d 
os �d' = 2 �~d2(t� r=
)3
3= 2~d203
3 !4 sin2(!t� kr) (5.66)F�ur die im zeitli
hen Mittel abgestrahlte Leistung erh�alt man s
hlie�li
h:�I = 1T TZ0 I(r; t) = ~d 203
3!4; (5.67)also die bekannte Abh�angigkeit der Intensit�at der Dipolstrahlung von ihrerFrequenz und ihrer Amplitude.5.3 Mono
hromatis
he Abstrahlung dur
h beliebigeLadungsverteilungen5.3.1 Die Helmholtz-Glei
hung; MonopolstrahlungIn realen Situation hat man im allgemeinen keine einzelne bewegte Punktla-dung, sondern eine ausgedehnte Ladungs- und Stromverteilung. Betra
hte also120



nun eine sol
he beliebig vorgegebene, aber r�aumli
h begrenzte Verteilung. ZurVereinfa
hung gehen wir von der Annahme aus, da� diese mit einer festen Fre-quenz ! s
hwingt - ist dies ni
ht der Fall, so kann man immer eine Fourierzerle-gung des zeitli
hen Verhaltens ma
hen und die einzelnen Fourierkomponentengetrennt betra
hten.Setze nun also an: �(~r; t) = ~�(~r; !) exp(�i!t) (5.68)~j(~r; t) = ~~j(~r; !) exp(�i!t); (5.69)damit erh�alt man f�ur die Potentiale�(~r; t) = Z dV 0 ~�(~r0; !)j~r � ~r0j exp��i!�t� j~r � ~r0j
 ��= Z dV 0~�(~r0; !)exp(ikj~r � ~r0j)j~r � ~r0j exp(�i!t) (5.70)= ~�(~r; !) exp(�i!t) (5.71)~A(~r; t) = Z dV 0~~j(~r0; !)j~r � ~r0j exp��i!�t� j~r � ~r0j
 �� (5.72)= Z dV 0~~j(~r0; !)exp(ikj~r � ~r0j)j~r � ~r0j exp(�i!t) (5.73)= ~~A(~r; !) exp(�i!t); (5.74)die Potentiale s
hwingen dann also au
h mono
hromatis
h, mit derselben Fre-quenz.Betra
hte nun die Wirkung des Lapla
eoperators auf das Skalarpotential:�~�(~r; !) = Z dV 0~�(~r0; !)�exp(ikj~r � ~r0j)� 1j~r � ~r0j+ 1j~r � ~r0j�exp(ikj~r � ~r0j)�= �4�~�(~r; !)� k2 ~�(~r; !); (5.75)also erf�ullt das Skalarpotential die Di�erentialglei
hung(� + k2)~�(~r; !) = �4�~�(~r; !): (5.76)Dies ist die sogenannte Helmholtzglei
hung ; sie gilt entspre
hend au
h f�ur dasVektorpotential.Die Greensfunktion zu diesem Di�erentialoperator kann an den obigen Glei-
hungen direkt abgelesen werden (oder au
h dur
h Verglei
h mit Abs
hnitt2.1.3): G(~r; ~r0; !) = �exp(ikj~r � ~r0j)4�j~r � ~r0j : (5.77)Im folgenden soll die Ladungsverteilung wieder, wie s
hon im statis
henFall, na
h ihren Multipolen zerlegt werden. Dipolstrahlung hatten wir ja eben121



s
hon bei der harmonis
h s
hwingenden Punktladungen - gibt es au
h Mono-polstrahlung, also Strahlung von einer periodis
h ver�anderli
hen, aber r�aumli
hfesten Ladung? Die Antwort ist nein - man kann si
h ausre
hnen, da� diesim Widerspru
h zu unserer Voraussetzung endli
h ausgedehnter Ladungs- undStromverteilungen stehen w�urde. Die Re
hnung geht folgenderma�en:div~j = � _� = +i!�; (5.78)also, da die Stromverteilung als r�aumli
h begrenzt vorausgesetzt ist:Q = Z � dV = 1i! Z div~j dV = 1i! I ~j � ~dA = 0; (5.79)wenn die Integrations
�a
he au�erhalb der Stromverteilung gew�ahlt wird. Nurmit einer unendli
h ausgedehnten Stromverteilung k�onnte man eine periodis
hver�anderli
he, r�aumli
h feste Ladung haben. Im n�a
hsten Abs
hnitt werdenwir au�erdem no
hmals allgemein sehen, da� zeitli
h ver�anderli
he Monopolekeinen Beitrag zur Abstrahlung liefern.5.3.2 Multipolstrahlung in kartesis
hen KoordinatenBetra
hte nun die N�aherung j~rj � j~r0j, d.h., einen Beoba
hter in gro�em Ab-stand. Dann kann man entwi
keln: j~r � ~r0j�1 � r + ~r � ~r0r (5.80)exp(ikj~r � ~r0j)j~r � ~r0j � exp(ikr)r exp(�i~k � ~r0); (5.81)wobei ~k := k ~rr gesetzt wurde. Man hat also f�ur das Skalarpotential�(~r; t) = exp(i(kr � !t))r Z dV 0~�(~r0; !) exp(�i~k � ~r0); (5.82)d. h., man hat eine radial na
h au�en laufende Welle, deren Winkelabh�angigkeitdur
h die r�aumli
he Fouriertransformierte der Ladungsverteilung gegeben ist.Entspre
hendes gilt f�ur das Vektorpotential.Im folgenden betra
hte wiederum eine langsame Bewegung der Quelle; diesist �aquivalent zu ~k � ~r0 � 1. Man kann also den Exponentialfaktor unter demIntegral nun au
h no
h entwi
keln und erh�alt dann�(~r; t) = exp(i(kr � !t))r Z dV 0~�(~r0; !)�1� i~k � ~r0 + ~r � ~r0r2 � ; (5.83)wobei der zweite Term in der Klammer aus der Entwi
klung (5.80) von j~r�~r0j�1stammt.Wenn man nun die �ubli
hen De�nitionen f�ur Gesamtladung und Dipolmo-ment einsetzt und au�erdem nur das Fernfeld betra
htet (kr � 1), ergibt si
h:�(~r; t) = exp(i(kr � !t))r ( ~Q(!)� i~k � ~~d(!)): (5.84)122



Na
h den �Uberlegungen im letzten Abs
hnitt mu� ~Q(!) vers
hwinden; im fol-genden werden wir au�erdem sehen, da� dieser Term sowieso keinen Beitragzur Abstrahlung liefert.F�ur ~A ist die Re
hnung ein wenig komplizierter: Zun�a
hst bea
hte, da� ~~j=
bereits von der Ordnung ~k � ~r0 ist (siehe z.B. bewegte Punktladung). In allenEntwi
klungen brau
ht man also nur bis zur 0.Ordnung zu gehen; daraus erh�altman: ~A(~r; t) = exp(i(kr � !t))r
 Z dV 0~~j(~r0; !) (5.85)Dies l�asst si
h au
h �uber das Dipolmoment der Ladungsverteilung ausdr�u
ken,wie im folgenden gezeigt wird:~A(~r; t) = exp(i(kr � !t))r
 Z dV 0 id3 ~~j(~r0; !)= exp(i(kr � !t))r
 Z dV 0(~r0 
 ~r0)~~j(~r0; !)= exp(i(kr � !t))r
 Z dV 0[~r0(~r0 
 ~~j)� ~r0div0~~j℄= exp(i(kr � !t))r
 �Z ~dA0(~r0 
 ~~j)� i! Z dV 0~r0~�� (5.86)Da die Stromverteilung als r�aumli
h begrenzt vorausgesetzt wurde, vers
hwin-det das erste Integral; das zweite gibt:~A(~r; t) = �iexp(i(kr � !t))r k~~d(!) (5.87)Unter Bea
htung der N�aherungen j~r0j � �� r hat man dann f�ur die Felder:~E � �i~k exp(i(kr � !t))r ~Q+ exp(i(kr � !t))r (k2~~d� (~~d � ~k)~k)~B � k2 exp(i(kr � !t))r ~rr � ~~d (5.88)bzw. f�ur die Realteile, die letztli
h physikalis
h relevant sind:Re~E = ~k sin(kr � !t)r ~Q+ 
os(kr � !t)r (k2~~d� (~~d � ~k)~k)Re~B = k 
os(kr � !t)r ~k � ~~d (5.89)Der Poyntingvektor ist also~S = 
4� kr2 � ~Q sin(kr � !t) 
os(kr � !t)((~~d � ~k)~k � k2~~d)+ k2 ~d2~k 
os2(kr � !t) sin2 ��= 
4� k3r2 � ~Q sin(kr � !t) 
os(kr � !t)��~~d � ~rr� ~rr � ~~d�+ k ~d2~rr 
os2(kr � !t) sin2 �� (5.90)123



Betra
htet man nun die gesamte Abstrahlung na
h au�en, so mu� man �ubereine Kugels
hale integrieren. Dabei ergibt si
h:~S � ~dF = ~S � ~rrr2d
 = 
4�k4 ~d2 
os2(kr � !t) sin2 �; (5.91)da ��~~d � ~rr� ~rr � ~~d� � ~rr = 0 ist. Der Term, der ~Q enth�alt, vers
hwindet damit- eine periodis
h s
hwingende, r�aumli
h feste Ladung (die es laut dem letztenAbs
hnitt sowieso ni
ht geben kann) w�urde also ni
hts na
h au�en abstrahlen.F�ur den gesamten Strahlungs
u� dur
h eine Kugel
�a
he hat man s
hlie�li
hwieder I(r; t) = 23k4
 ~d2 
os2(kr � !t) (5.92)�I = ~d23
3!4 (5.93)5.3.3 * Multipolstrahlung in KugelkoordinatenWie wir gesehen haben, sind die Re
hnungen zur Abstrahlung in kartesis
henKoordinaten s
hon in der niedrigsten ni
ht-trivialen Ordnung re
ht kompliziert.Bei statis
hen Problemen war es dagegen m�ogli
h, dur
h die Verwendung vonKugelkoordinaten explizite Ausdr�u
ke f�ur beliebige Multipolmomente anzuge-ben. Ist dies au
h hier im dynamis
hen Fall m�ogli
h ?Um dies zu beantworten, gehen wir wie im statis
hen Fall wiederum von derGreensfunktion aus - in diesem Fall von der zur Helmholtzglei
hung geh�origen;wir betra
hten also mono
hromatis
he Strahlung (im allgemeinen Fall behandledie Fourierkomponenten getrennt).(� + k2)G(~r; ~r0; !) = Æ(~r � ~r0) (5.94)G(~r; ~r0; !) = �exp(j~r � ~r0j)4�j~r � ~r0j (5.95)Setze wieder die Zerlegung anG(~r; ~r0; !) = Xl;m glm(r; r0)Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0) (5.96)Æ(~r � ~r0) = Æ(r � r0)r2 Xl;m Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0) (5.97)Eingesetzt in die Di�erentialglei
hung f�uhrt dies auf d2dr2 + 2r ddr � l(l + 1)r2 + k2! glm(r; r0) = Æ(r � r0)r2 (5.98)Wiederum sind die L�osungen unabh�angig von m, und man hat wieder eineUnstetigkeit der 1.Ableitung bei r = r0.124



Die L�osungen der homogenen Glei
hung sind nun aber die sog. sph�aris
henBesselfunktionen jl(x) bzw. Neumannfunktionen nl(x) mit x = kr; eine allge-meine L�osung kann ges
hrieben werden alsRl(r) = ajl(x) + bnl(x) = a0h(1)l (x) + b0h(2)l (x) (5.99)mit beliebigen KoeÆzienten a; b bzw. a0; b0. Die hier auftretenden sog. sph�ari-s
hen Hankelfunktionen h(i)l (x) sind de�niert alsh(1)l = jl + inl; h(2)l = jl � inl (5.100)Eine wi
htige Eigens
haft dieser Funktionen ist ihr Verhalten in den Grenzf�allengro�er und kleiner x: x ! 0 : jl(x)! xl(2l + 1)!! (5.101)x !1 : h(1)l (x)! (�i)l+1 eixx (5.102)Die Besselfunktion liefert also ein �ahnli
hes Verhalten, wie wir es s
hon vonden statis
hen Multipolen gewohnt sind (� rl), die Hankelfunktion gibt uns diena
h au�en laufende Welle.Setze deswegen versu
hsweise an:gl(r; r0) = Al jl(kr<)h(1)l (kr>) (5.103)mit den bereits bekannten De�nitionenr< = min(r; r0); r> = max(r; r0) (5.104)Die Normierungskonstante Al kann dur
h die Unstetigkeit bei r = r0 bestimmtwerden, analog zur Re
hnung bei den statis
hen Multipolen. Daf�ur ben�otigtman folgende Beziehung zwis
hen den sph�aris
hen Besselfunktionen:jl(x)n0l(x)� nl(x)j0l(x) = 1x2 : (5.105)Der Beweis dieser Formel ist l�angli
h. (Wen's interessiert: in Boas, Mathema-ti
al methods in the physi
al s
ien
es �ndet man in den Aufgaben 18.3 bis 18.5einen Beweis f�ur eine �ahnli
he Beziehung zwis
hen den zylindris
hen Bessel-funktionen; mittels der Formeln (17.4) im selben Bu
h kann man dann die hierangegebene Beziehung f�ur die sph�aris
hen Besselfunktionen herleiten.)Man erh�alt dann Al = �ik und daraus s
hlie�li
h:G(~r; ~r0; !) = �ikXl;m jl(kr<)h(1)l (kr>)Ylm(�; ')Y �lm(�0; '0): (5.106)Wir betra
hten wiederum den Au�enraum einer r�aumli
h begrenzten Ladungs-verteilung, also ist r< = r0 und r> = r. Es gilt nun:~�(~r; !) = �4� Z dV 0G(~r; ~r0; !)~�(~r0; !) (5.107)= 4�ikXl;m h(1)l (kr)Ylm(�; ') Z dV 0jl(kr0)Y �lm(�0; '0)~�(~r0; !):125



De�niert man also die dynamis
hen Multipolmomente dur
h�lm(!) := Z dV 0jl(kr0)Ylm(�0; '0)~�(~r0; !) (5.108)(und entspre
hend f�ur ~j), so ist das Skalarpotential im Au�enraum der La-dungsverteilung gegeben dur
h:~�(~r; !) = 4�ikXl;m ��lm(!)h(1)l (kr)Ylm(�; ') (5.109)und entspre
hend f�ur ~A.Betra
hte nun no
h die �ubli
hen N�aherungen: langsame Bewegung der Quel-le (kr0 � 1) und Fernfeld (kr � 1), dann vereinfa
hen si
h die Glei
hungenzu �lm(!) = Z dV 0 (kr0)l(2l + 1)!!Y �lm(�0; '0)~�(~r0; !) (5.110)~�(~r; !) = 4�eikrr Xl;m �lm(!)(�i)lYlm(�; '); (5.111)die Multipolmomente werden also fast genauso wie im statis
hen Fall bere
hnet,und das Potential ergibt si
h einfa
h als Kugelwelle, deren Winkelabh�angigkeitdur
h die Kugel
�a
henfunktionen modi�ziert wird, mit dem jeweils zugeh�ori-gen Multipolmoment als KoeÆzienten. Die einzelnen Partialwellen sind dabeigegeneinander phasenvers
hoben (Faktor (�i)l).Au�erdem sieht man, da� es bei langsamer Bewegung der Quelle (kr0 �1, verglei
he (5.44)) im allgemeinen gen�ugt, bei der Entwi
klung nur wenigeTerme mitzunehmen. Betra
hte no
hmals den einfa
hsten ni
ht-trivialen Fall,die Dipolstrahlung: Zun�a
hst sieht man, da� Ladung und Dipolmoment mitden hier de�nierten Multipolmomenten folgenderma�en zusammenh�angen (�UA!): �00 = 1p4� ~Q; ~j00 = � 1p4� i!~~d�10 = 1p12�k ~dz; �11 = 1p12�k(i ~dy � ~dx) = ��1�1 (5.112)Setzt man dies in die Entwi
klung ein, so erh�alt man wieder die Ergebnisse ausAbs
hnitt 5.3.2:�(~r; t) = exp(i(kr � !t))r ( ~Q(!)� i~k � ~~d(!)) (5.113)~A(~r; t) = �iexp(i(kr � !t))r k~~d(!) (5.114)Die restli
he Re
hnung l�auft dann genauso wie dort.126



Kapitel 6Spezielle Relativit�atstheorie6.1 Lorentztransformationen6.1.1 Einstein's
he PostulateIn der klassis
hen Me
hanik galt f�ur die Umre
hnung der Koordinaten zweierInertialsysteme, die si
h gegeneinander mit einer Ges
hwindigkeit v bewegen,die Galilei-Transformation: x0 = xy0 = yz0 = z � vtt0 = t (6.1)Hierbei bewege si
h das gestri
hene Koordinatensystem in Ri
htung der positi-ven z-A
hse des ungestri
henen Systems.Eine sol
he Transformation ist �aquivalent dazu, das si
h Relativges
hwindig-keiten immer addieren. Eine Konsequenz daraus w�are, da� die Li
htges
hwin-digkeit vers
hieden gro� sein sollte, je na
hdem, in wel
he Ri
htung man si
hrelativ zur Ausbreitung des Li
htes bewegt. Dieses sollte si
h na
h damaligenVorstellungen im ruhenden ,,�Ather" ausbreiten, dur
h den si
h alle materiel-len K�orper ohne Widerstand hindur
hbewegen sollten. Da si
h au
h die Erdeauf ihrer Umlaufbahn um die Sonne dur
h ihn bewegen sollte, erwartete man,da� die Li
htges
hwindigkeit auf der Erdober
�a
he gemessen in Umlaufri
h-tung der Erde kleiner sein sollte als gemessen entgegengesetzt oder parallel zurUmlaufri
htung. Das Experiment von Mi
helson und Morley ergab jedo
h eineklare Widerlegung dieser Erwartung - die Idee vom ruhenden �Ather mu�te alsoaufgegeben werden.Es gab vers
hiedene Vors
hl�age zur Probleml�osung - beispielsweise die Idee,da� der �Ather den materiellen K�orpern do
h Widerstand entgegensetzt undteilweise von ihnen mitgerissen wird (sog. ,, �Atherwind"). Deshalb wurde dasMi
helson-Morley-Experiment auf hohen Bergen wiederholt, wo dieses Mit-rei�en als verna
hl�assigbar und der �Ather als ruhend angenommen wurde -ebenfalls mit negativem Ergebnis. Ein anderer Vors
hlag war, da� die Li
ht-ges
hwindigkeit immer relativ zum aussendenden K�orper konstant sein soll -127



do
h au
h diese These konnte widerlegt werden. Au�erdem ist sie ni
ht mitden Maxwell-Glei
hungen vertr�agli
h, in denen die Li
htges
hwindigkeit ein-fa
h als Konstante vorkommt, mit denen si
h elektromagnetis
he Wellen imVakuum ausbreiten - auf einen eventuellen Sender wird kein Bezug genommen.Einstein postulierte deshalb das Relativit�atsprinzip:1) Die Naturgesetze sind in allen Inertialsystemen glei
h.Dies bedeutet, da� alle Inertialsysteme glei
hbere
htigt sind - keines ist vonden anderen unters
heidbar. Da Ges
hwindigkeiten immer nur relativ zu ei-nem Bezugssystem angegeben werden k�onnen, folgt daraus automatis
h, da� eskeine absoluten Ges
hwindigkeiten geben kann - nur Relativges
hwindigkeitenzwis
hen zwei Inertialsystemen. G�abe es absolute Ges
hwindigkeiten, so w�arenautomatis
h ein Inertialsystem ausgezei
hnet (das, in dem die Ges
hwindigkeitgemessen wird) - was im Widerspru
h zu obigem Postulat stehen w�urde.Diese Aussage wird dur
h die Allgemeine Relativit�atstheorie modi�ziert:das Universum an si
h bildet ein ausgezei
hnetes Koordinatensystem, so da�absolute Ges
hwindigkeiten (z.B. Bewegung der Galaxien dur
h Expansion desUniversums, Sti
hwort Rotvers
hiebung) angebbar sind - allerdings ist zu be-r�u
ksi
htigen, da� in der ART von allgemeinen Koordinatensystemen und ni
htmehr nur von Inertialsystemen die Rede ist.Das Relativit�atsprinzip existierte eigentli
h s
hon fr�uher - aber es wurdevorher nur f�ur die Gesetze der Me
hanik angewandt und ni
ht allgemein. Wen-det man es au
h auf die Elektrodynamik bzw. Optik an, so folgt sofort:Die Maxwellglei
hungen lauten in allen Inertialsystemen glei
h.Die Gesetze der Elektrodynamik stehen ni
ht im Widerspru
h zu den Ergeb-nissen von Mi
helson und Morley - eine konstante, vom Bewegungszustandunabh�angige Li
htges
hwindigkeit vorausgesetzt. Die Gesetze der klassis
henMe
hanik dagegen widerspre
hen der Konstanz der Li
htges
hwindigkeit - si
ht-bar beispielsweise an den Galilei-Transformationen. Deshalb sah Einstein dieMaxwell-Glei
hungen als fundamentaler an als die klassis
he Me
hanik. Er gingdavon aus, da� die Maxwell-Glei
hungen korrekt sind, die Gesetze der Me
hanikaber abge�andert werden m�ussen.Die Li
htges
hwindigkeit ist ein Teil der Maxwell's
hen Glei
hungen - siegibt die Ausbreitungsges
hwindigkeit der elektromagnetis
hen Wellen an. Eskann aber ni
ht automatis
h gefolgert werden, da� sie in allen Inertialsystemenglei
h ist - Invarianz der Naturgesetze meint hier ja nur Forminvarianz undni
ht unbedingt, da� die Gr�o�en au
h wirkli
h glei
h gro� bleiben.Der Unters
hied soll kurz an einem ni
ht-relativistis
hen Beispiel erl�autertwerden: Ges
hwindigkeiten �andern si
h, wenn man sie in einem anderen Ko-ordinatensystem betra
htet (gem�a� ~v0 = ~v + ~vrelativ) - die Beziehung ~v = _~xbleibt dagegen unter Galilei-Transformationen immer glei
h, sie wird eben nurunter Benutzung der neuen Koordinaten ges
hrieben als ~v0 = _~x0. Ges
hwindig-keiten sind also (unter Galilei-Transformationen) ni
ht invariant - nur die f�ursie geltenden Gesetze sind forminvariant (statt forminvariant sagt man oft au
hkovariant). 128



Andersherum kann aus der Forminvarianz der Maxwell's
hen Glei
hungen(die das erste Postulat verlangt) ni
ht automatis
h auf die Konstanz der Li
ht-ges
hwindigkeit ges
hlossen werden - in den Maxwell's
hen Glei
hungen im ge-stri
henen System k�onnte ja einfa
h 
0 statt 
 stehen. Einstein brau
hte alsono
h ein zweites Postulat:2) Die Li
htges
hwindigkeit ist in allen Inertialsystemen glei
h gro�.Dies bedeutet, da� die Li
htges
hwindigkeit etwas fundamental anderes ist alsandere Ges
hwindigkeiten - sie wird ni
ht relativ zu einem bestimmten Inerti-alsystem gemessen, sondern ist immer glei
h gro�. Sie ist eine Naturkonstante,also eine absolute Gr�o�e und damit unabh�angig vom Bezugssystem.6.1.2 Herleitung der LorentztransformationDie Bedingung der Konstanz der Li
htges
hwindigkeit steht im Widerspru
h zuden Galilei-Transformationen, die eine Abh�angigkeit der Li
htges
hwindigkeitvom jeweiligen Bezugssystem bewirken w�urden. Ans
heinend ben�otigt man al-so f�ur den �Ubergang von einem Inertialsystem in ein anderes eine andere Artvon Transformation. Diese wollen wir nun herleiten - sie hei�t Lorentztransfor-mation.Zun�a
hst ist zu erwarten, da� sie (ebenso wie die Galilei-Transformation)linear in den Koordinaten ist, da� also gilt: (~x+ ~y)0 = ~x0 + ~y0 und (a~x)0 = a~x0.Die Forderung der Linearit�at ist naheliegend, da wir ja hier letztli
h nur eineBasistransformation des dreidimensionalen Raumes R3 betra
hten - dasselbephysikalis
he Ereignis soll aus zwei vers
hiedenen Bezugssystem betra
htet wer-den. Im Unters
hied zur Galilei-Transformation lassen wir nun aber au
h eineTransformation der Zeit zu, fordern allerdings au
h bei dieser, da� sie linearsein soll.Das Koordinatensystem mit den gestri
henen Koordinaten bewege si
h wie-derum in die positive z-Ri
htung des ungestri
henen Systems. Dann ist es na-heliegend zu fordern, da� x und y unge�andert bleiben. Si
herheitshalber setzeaber an, da� x0 = a(v)x und y0 = a(v)y (6.2)sein k�onnte - die Koordinaten senkre
ht zur Bewegungsri
htung sollen si
h alsoum einen von der Ges
hwindigkeit abh�angigen Faktor �andern k�onnen. F�ur diez-Koordinate und die Zeit setze dagegen no
h allgemeiner an:z0 = d(v)z + e(v)
t und 
t0 = f(v)z + g(v)
t: (6.3)Hierbei wurde glei
h 
t statt t ges
hrieben, um alle vorkommenden Gr�o�en inder Einheit Meter zu haben - damit spart man si
h dann sp�ater Umre
hnungs-faktoren. Zu bestimmen sind also nun die f�unf Funktionen a(v), d(v), e(v), f(v)und g(v).Betra
hte hierf�ur zun�a
hst die Bewegung des Ursprungs des gestri
henenSystems. Im alten System wird hat er die Koordinaten z = vt, im gestri
henengilt z0 = 0. Also hat man: 0 = d(v)vt + e(v)
t, das hei�t d(v)v = �e(v)
, und129



damit s
hlie�li
h z0 = d(v)(z � vt) - die Anzahl der unbekannten Funktionenwurde also s
hon um eins reduziert.Nun gibt es eine wi
htige Forderung, die man an physikalis
he Gesetze stellt:ihre Invarianz unter Raumspiegelungen (Parit�atstransformationen). Das hei�t,wenn man alle Vektoren dur
h ihr negatives ersetzt, m�ussen die Gesetze invari-ant sein (Vorsi
ht: Pseudovektoren wie z. B. Drehimpuls oder Magnetfeld wer-den ni
ht ge�andert!). Ersetze also in den Formeln f�ur die Lorentztransformationalle Koordinaten und Ges
hwindigkeiten dur
h ihr negatives: �x0 = �a(�v)x,�y0 = �a(�v)y, �z0 = �d(�v)(z � vt), 
t0 = �f(�v)z + g(�v)
t. Da dieseGlei
hungen nun dieselben Aussagen wie die urspr�ungli
hen enthalten m�ussen(Parit�atsinvarianz), mu� gelten: a(v) = a(�v), d(v) = d(�v), f(v) = �f(�v),g(v) = g(�v). Damit hat man wi
htige Aussagen �uber die Symmetrie dergesu
hten Funktion gewonnen.Au�erdem kann man die Umkehrtransformation betra
hten, also den �Uber-gang vom gestri
henen Koordinatensystem ins ungestri
hene. Diese mu� nat�ur-li
h dur
h dieselben Formeln dargestellt werden, nur da� die Ges
hwindig-keit gerade umgedreht wird. Es gilt also: x = a(�v)x0, y = a(�v)y0, z =d(�v)(z0 + vt0), 
t = f(�v)z + g(�v)
t0. Einsetzen der uspr�ungli
hen Trans-formation ergibt zun�a
hst x = a2(v)x, also a(v) = �1 - das Minuszei
hen kannweggelassen werden, da die neuen Koordinaten si
her aus den alten ni
ht dur
hSpiegelung hervorgehen (dies w�urde au
h limv!0 a(v) = 1 widerspre
hen). Esgilt also a(v) = 1 - wie man erwartet h�atte.Bei der z-Koordinate ergibt si
hz = (d2(v) + v
 f(v)d(v))z + (�d2(v)v + vg(v)d(v))t; (6.4)also: d2(v) + v
 f(v)d(v) = 1 und d(v) = g(v): (6.5)Damit erh�alt man s
hlie�li
h:f(v) = 
v �d�1(v)� d(v)� (6.6)Wir haben nun also rein dur
h plausible physikalis
he �Uberlegungen her-geleitet, da� f�ur jede Koordinatentransformation zwis
hen zwei Systemen, vonden si
h eines in die positive z-Ri
htung des anderen bewegt, gelten sollte:x0 = xy0 = yz0 = d(v)(z � vt)
t0 = 
v �d�1(v)� d(v)� z + d(v)
t (6.7)Hier tritt nur no
h eine unbekannte Funktion d(v) auf; die Galilei-Transforma-tion ist ein Spezialfall hiervon mit d(v) � 1.Nun kommt das zweite Postulat von Einstein ins Spiel: Die Li
htges
hwin-digkeit ist in beiden System glei
h gro�. Betra
hte also einen Li
htpuls im unge-stri
henen System: Er werde zum Zeitpunkt t = 0 vom Ursprung x = y = z = 0130



aus in z-Ri
htung gesendet. Seine Ausbreitung wird dann bes
hrieben dur
hz = 
t. Wie sieht seine Ausbreitung im gestri
henen System aus? Naiv (spri
h:�uber eine Galilei-Transformation) w�urde man sagen: das gestri
hene Systembewegt si
h in dieselbe Ri
htung wie der Li
htpuls, also mu� er im gestri
henenSystem langsamer ers
heinen: z0 = (
 � v)t0. Das Einstein's
he Postulat sagtnun jedo
h, da� au
h im gestri
henen System der Li
htpuls die Ges
hwindigkeit
 haben mu�, also: z0 = 
t0!Setzt man die Formeln f�ur die Ausbreitung des Pulses in die obigen Trans-formationsformeln ein, so erh�alt man:
t0 = d(v)(
t � vt)und 
t0 = 
v �d�1(v) � d(v)� 
t+ d(v)
t: (6.8)Aus diesen beiden Glei
hungen folgt als L�osung f�ur die gesu
hte Funktion d(v):d2(v) = 
2
2 � v2 = 11� v2
2 : (6.9)De�niert man nun no
h � := v
 (6.10)und setzt voraus, da� d(v) positiv sein soll (aus denselben Gr�unden wie obenbei a(v)), so erh�alt man s
hlie�li
h:d(v) = 1p1� �2 =: 
: (6.11)Zusammenfassend hat man also folgende Transformationsformeln:x0 = xy0 = yz0 = 
(z � �
t)
t0 = 
(��z + 
t) (6.12)Dies ist die gesu
hte (spezielle) Lorentztransformation.Was ist nun neu an ihr im Verglei
h zur Galilei-Transformation? EineNeuerung haben wir s
hon in den Ansatz mithineingeste
kt, indem wir eine z-Abh�angigkeit der Zeit vermutet haben: Die Zeit ist nun ni
ht mehr unabh�angigvom Inertialsystem (spri
h: vom Bewegungszustand) - ein bewegter Beoba
hteremp�ndet die Zeit anders als ein (relativ gesehen) ruhender!Die zweite wi
htige �Anderung ist das Auftau
hen des '
-Faktors'. Wie mansieht, gilt 
 ! 1 f�ur v ! 
, und f�ur v > 
 w�are 
 imagin�ar - es ist alsounm�ogli
h, mit Lorentztransformationen zwei Inertialsysteme miteinander zuverkn�upfen, die si
h gegeneinander mit Li
ht- oder sogar �Uberli
htges
hwindig-keit bewegen. Da wir aber vorausgesetzt haben, da� alle Inertialsysteme mit-einander �uber diese Transformation zusammenh�angen sollen, folgt automatis
h,131



da� es keine Inertialsysteme geben kann, die si
h gegeneinander mit Li
htge-s
hwindigkeit oder mehr bewegen - die Li
htges
hwindigkeit ist die gr�o�tm�ogli-
he Ges
hwindigkeit f�ur jede Bewegung! Diese Begr�undung ist rein kinema-tis
h (man kann Bewegungen mit �Uberli
htges
hwindigkeit formelm�a�ig ni
hterfassen); eine dynamis
he Begr�undung, warum die Li
htges
hwindigkeit ni
hterrei
ht (also au
h ni
ht �ubers
hritten) werden kann, folgt sp�ater bei der Be-tra
htung der relativistis
hen Energie.6.1.3 KonsequenzenZwei wi
htige Konsequenzen wurden eben s
hon angespro
hen: Die Abh�angig-keit der Zeit von der Bewegung und die Unm�ogli
hkeit von �Uberli
htges
hwin-digkeiten. Im folgenden soll zun�a
hst auf zweiteres n�aher eingegangen werden.Man k�onnte ja folgenderma�en argumentieren: Man k�onnte auf knapp unterLi
htges
hwindigkeit bes
hleunigen (relativ z.B. zur als ruhend angenommenenErde) und dann einen Gegenstand in Flugri
htung s
hleudern. W�ahlt man des-sen Ges
hwindigkeit gro� genug, so w�urde er (relativ zur Erde) ja dann do
hmit �Uberli
htges
hwindigkeit 
iegen! Wo ste
kt hier der Denkfehler?Der Fehler liegt darin, zu glauben, da� man die beiden Relativ-Ges
hwindigkeiteneinfa
h addieren kann. Dies ist das altbekannte Superpositionsprinzip aus derklassis
hen Me
hanik - und es steht in engem Zusammenhang mit den Galilei-Transformationen! Diese haben si
h ja nun als fals
h (bzw. eigentli
h nurunvollst�andig) herausgestellt - also sollte man au
h davon ausgehen, da� si
hnun au
h die Regel f�ur das Addieren von Ges
hwindigkeiten �andert.Um die neue Regel zu �nden, betra
hte eine Lorentztransformation von denungestri
henen Koordinaten (ruhendes System ,,Erde") auf die gestri
henenKoordinaten (bewegtes System ,,Raums
hi�"), und eine Lorentztransformationvon diesen gestri
henen Koordinaten auf zweifa
h gestri
hene (bewegtes System,,Ges
ho�"). Die Relativges
hwindigkeiten seien v1 und v2. Dann gilt (betra
htenur die z-Koordinaten und die Zeit):z00 = 
2(z0 � �2
t0); z0 = 
1(z � �1
t)
t00 = 
2(��2z0 + 
t0); 
t0 = 
1(��1z + 
t) (6.13)Setzt man die jeweils re
hten Glei
hung in die jeweils linken ein, so erh�alt man:z00 = 
1
2((1 + �1�2)z � (�1 + �2)
t)
t00 = 
1
2(�(�1 + �2)z + (1 + �1�2)
t) (6.14)Dieses zweifa
h gestri
hene Koordinatensystem bewegt si
h gegen�uber dem un-gestri
henen nun mit einer Ges
hwindigkeit v3, mu� mit ihm also �uber eineLorentztransformation zusammenh�angen:z00 = 
3(z � �3
t0)
t00 = 
3(��3z + 
t) (6.15)Es mu� also gelten: 
1
2(1 + �1�2) = 
3 und glei
hzeitig 
1
2(�1 + �2) = 
3�3.Dies sind zwei Glei
hungen f�ur nur eine Unbekannte - 
3 h�angt ja von �3 ab.132



Aus beiden Glei
hungen erh�alt man aber dieselbe L�osung �3 = �1+�21+�1�2 , also:v3 = v1 + v21 + v1v2
2 : (6.16)Ges
hwindigkeiten werden nun also ni
ht mehr nur einfa
h addiert, sondernman mu� zus�atzli
h einen 'Korrekturfaktor' (1 + v1v2=
2)�1 anbringen. Dadieser immer < 1 ist, folgt, da� die Gesamtges
hwindigkeit immer kleiner alsder naiv erwartete Wert v1 + v2 ist.F�ur kleine Ges
hwindigkeiten v1; v2 � 
 gilt zwar immer no
h:v3 � (v1 + v2)�1� v1v2
2 � � v1 + v2; (6.17)bei gro�en �andert si
h dies aber drastis
h. F�ur v1 = v2 = 0:5
 beispielsweiseerh�alt man ni
ht etwa v3 = 
, sondern v3 = 
=(1:25) = 0:8
! Insbesondere giltf�ur alle Ges
hwindigkeiten v1; v2 � 
 immer v3 � 
 - �Uberli
htges
hwindigkeitentreten ni
ht auf.Selbst wenn man beispielsweise aus einem mit Li
htges
hwindigkeit 
iegen-den Raums
hi� (was unm�ogli
h ist) in Flugri
htung ein Ges
ho� mit Li
htge-s
hwindigkeit abs
hie�en w�urde (was ebenfalls unm�ogli
h ist), so h�atte dies f�urden als ruhend angenommenen Beoba
hter immer no
h nur Li
htges
hwindig-keit! F�ur diesen Beoba
hter w�aren das Raums
hi� und das Ges
ho� also glei
hs
hnell - das Ges
ho� w�urde si
h ni
ht vom Raums
hi� entfernen. Andererseitsw�urde die Raums
hi�besatzung sehr wohl sehen, da� si
h das Ges
ho� entfernt- und das sogar mit Li
htges
hwindigkeit. �Ahnli
hes gilt, wenn man kleinere(also physikalis
h m�ogli
he) Ges
hwindigkeiten betra
htet: F�ur den ruhendenBeoba
hter bewegt si
h das Ges
ho� langsamer vom Raums
hi� weg als f�ur dieBesatzung. Wie passt dies zusammen?Hier gibt es zwei m�ogli
he Erkl�arungen, die letztli
h eigentli
h nur vers
hie-dene Aspekte desselben Sa
hverhalts sind. Ges
hwindigkeit ist ja de�niert alsStre
ke pro Zeit - wenn also der ruhende Beoba
hter eine andere Ges
hwin-digkeit f�ur das Ges
ho� mi�t als der bewegte, so kann das entweder an einerunters
hiedli
hen Zeit- oder Stre
kenmessung liegen. Wir werden nun sehen,da� diese E�ekte tats�a
hli
h auftreten: F�ur einen bewegten Beoba
hter erge-ben Zeitmessungen einen gr�o�eren, L�angenmessungen einen k�urzeren Wert alsf�ur einen ruhenden.Betra
hte zun�a
hst die L�angenmessung - daf�ur bauen wir im ruhenden Sy-stem einen Ma�stab auf, der si
h von z1 = 0 bis z2 = l erstre
kt. Im bewegtenSystem sollen nun die Positionen z01, z02 der beiden Enden glei
hzeitig gemessenwerden, also f�ur t01 = t02. Die Lorentztransformationen f�ur die beiden Orte undZeiten lauten: z01 = 
(0 � �
t1)z02 = 
(l � �
t2)
t01 = 
(0 + 
t1)
t02 = 
(��l + 
t2) (6.18)133



Mit der Bedingung der Glei
hzeitigkeit t01 = t02 erh�alt man zun�a
hst: 
t2�
t1 =�l. Die L�ange ergibt si
h dann zu l0 = z02�z01 = 
(l��(
t2�
t1)) = 
(l��2l) =
l=
2, also: l0 = l=
: (6.19)Da immer 
 � 1 gilt, ist l0 immer k�urzer als l - daher spri
ht man von derL�angenkontraktion.Bei der Zeitmessung betra
hte dagegen die Aussendung zweier Li
htsignalevom Ursprung des ruhenden Systems aus. Der Ort ist beidesmal glei
h, z1 = z2,die Zeiten seien t1 und t2, die Zeitdi�erenz sei � := t2 � t1. Die Lorentztrans-formation ergibt: 
t01 = 
(0 + 
t1)
t02 = 
(0 + 
t2) (6.20)Dann ist � 0 = t02 � t01 = 
t2 � 
t1, also� 0 = 
� (6.21)- im bewegten System wird also eine l�angere Zeit gemessen. Dieser E�ektwird Zeitdilatation genannt. Eine andere Betra
htungsweise ist folgende: Wirbetra
hten das System, das wir vorher als bewegt angesehen haben, als ruhend,und das vorher ruhende System, in dem si
h die Uhr be�ndet, als bewegt. DieFormeln bleiben dieselben - im nunmehr ruhenden System wird eine l�angereZeit gemessen als in dem mit der Uhr mitbewegten System. Ein Beoba
hter imruhenden System w�urde also feststellen: Bewegte Uhren gehen langsamer.Hieraus ergibt si
h das ber�uhmt-ber�u
htigte Zwillingsparadoxon: Nehmenwir an, von einem Zwillingspaar bleibt der eine auf der Erde, der andere 
iegtmit einem Raums
hi� fort, das si
h relativ zur Erde mit nahezu Li
htges
hwin-digkeit bewegt (
 = 10). Dann sieht der Zwilling auf der Erde, da� f�ur seinenbewegten Bruder die Zeit langsamer vergeht - dieser altert also au
h langsamer.Wenn der Zwilling auf der Erde um 10 Jahre �alter wird, so altert der andere nurum 1 Jahr! Dies wird in vielen B�u
hern und Artikeln (vor allem popul�arwis-sens
haftli
hen) als das Zwillingsparadoxon bezei
hnet - f�als
hli
herweise! Bisjetzt ist ja no
h ni
hts paradoxes (paradox = in si
h widerspr�u
hli
h) daran -au
h wenn es einem rei
hli
h seltsam vorkommt.Paradox wird die Sa
he erst, wenn man das Ganze vom Standpunkt desZwillings im Raums
hi� betra
htet: Dieser k�onnte ja eigentli
h behaupten,sein Raums
hi� ruhe und die Erde bewege si
h mit fast Li
htges
hwindigkeitvon ihm weg (diese Behauptung ist zul�assig, da ja nur Relativges
hwindigkeitenphysikalis
h sinnvoll sind und es keine absolute Ruhe gibt). Dann ist f�ur ihnder Zwilling auf der Erde aber in einem bewegten Bezugssystem, dessen Uhrengehen also langsamer - und damit altert der Zwilling auf der Erde nun langsamerals der im Raums
hi� (wiederum ein Jahr statt zehn Jahre). Insgesamt habenwir also festgestellt: Der Zwilling im Raums
hi� altert langsamer als der aufder Erde, und der Zwilling auf der Erde altert langsamer als der im Raums
hi�- da haben wir unser Paradoxon! 134



Dieses l�ost si
h auf, wenn man bea
htet, da� das Raums
hi� strenggenom-men kein Inertialsystem ist: Zun�a
hst mu� von der Erde aus gestartet undbes
hleunigt werden, dann mu� man irgendwann au
h wieder abbremsen, um-drehen und erneut bes
hleunigen, und s
hlie�li
h zur Landung erneut abbrem-sen (der zweite Zwilling mu� zur Erde zur�u
kkehren, damit es �uberhaupt Sinnma
ht, ihr Alter zu verglei
hen). Es gibt also mehrere Phasen der Bes
hleuni-gung - f�ur ein Inertialsystem ist aber eine glei
hm�a�ige Bewegung vorausgesetzt.Die E�ekte der Bes
hleunigung k�onnen erst mit Hilfe der Allgemeinen Relati-vit�atstheorie ber�u
ksi
htigt werden; bezieht man diese mit ein, so erh�alt mans
hlu�endli
h das eindeutige Ergebnis, da� der Zwilling, der mit dem Raum-s
hi� unterwegs war, j�unger als sein auf der Erde gebliebener Bruder ist. (sieheau
h Gerthsen: Physik, Aufgabe 15.4.2 oderWir werden nun no
h eine wi
htige sogenannte relativistis
he Invariantekonstruieren, also eine physikalis
he Gr�o�e, die si
h unter Lorentztransforma-tionen ni
ht �andert. Betra
hte hierf�ur:
2�2 := 
2t2 � x2 � y2 � z2: (6.22)Unter einer Lorentztransformation wird dies zu:
2� 02 = 
2t02 � x02 � y02 � z02 = 
2(��z + 
t)2 � x2 � y2 � 
2(z � �
t)2= 
2(�2z2 � 2�
t+ 
2t2 � z2 + 2�
t+ �2
2t2)� x2 � y2= 
2(1� �2)(
2t2 � z2)� x2 � y2 = 
2t2 � x2 � y2 � z2= 
2�2: (6.23)
2�2 und damit au
h � ist also unter Lorentztransformationen invariant.Betra
hte nun ein in�nitesimal kurzes Zeitintervall dt in einem beliebigenInertialsystem; dann ergibt si
h 
2d�2 = 
2dt2, also d� = dt. In einem relativdazu bewegten System dagegen ist die L�ange des Zeitintervalls dt0 = 
dt (sieheoben bei der Zeitdilatation) und damit dt0 = 
d� . F�ur das ruhende System ist
 = 1, also gilt au
h dort dt = 
d� . Damit ergibt si
h allgemein:d� = 
�1dt; (6.24)wobei dt nun die in einem beliebigen Inertialsystem gemessene Zeitdi�erenz istund 
 die Ges
hwindigkeit dieses Inertialsystem gemessen relativ zum Ruhe-system ist. Wir haben nun also eine relativistis
h invariante Zeitdi�erenz; dad� im Ruhesystem identis
h mit der ,,normalen" Zeitdi�erenz dt ist, hei�t �Eigenzeit.6.2 Vierervektor-Formalismus6.2.1 Vierervektor und -tensor-Formalismus, Minkowski-RaumWir haben gesehen, da� bei den Lorentztransformationen Raum- und Zeitkoor-dinaten ,,dur
heinandergemis
ht" werden, genauso, wie bei einer Drehung die135



r�aumli
hen Koordinaten gemis
ht werden. Es liegt also nahe, alle vier Koordi-naten nun in ein Zahlentupel zusammenzufassen:(x�) :=  
t~x ! (6.25)Da� hier der Index oben ges
hrieben wird und grie
his
he Bu
hstaben verwen-det werden, ist Konvention. Dieser sog. Lorentzindex wird dabei von 0 bis 3dur
hgez�ahlt; es gibt au
h andere Konventionen, wona
h beispielsweise die Zeitals letzte Komponente ges
hrieben wird und der Index von 1 bis 4 l�auft, oderbei denen i
t statt 
t verwendet wird ((pseudo-)euklidis
her Formalismus).In den meisten B�u
hern wird x� sowohl als Symbol f�ur den ganzen Vierer-vektor als au
h f�ur seine �-te Komponente verwendet - was jeweils gemeint ist,folgt meist aus dem Zusammenhang. Zur besseren Unters
heidung werde i
hallerdings (x�) s
hreiben, wenn der gesamte Vektor gemeint ist, und die Klam-mern nur dann weglassen, wenn eine Komponente gemeint ist; entspre
hendbei Matrizen. Wenn klar ist, wel
hes Objekt (mit wieviel Indizes) gemeint ist,s
hreibe i
h au
h oft nur x (oder �ahnli
hes).Die spezielle Lorentztransformation (6.12) k�onnen wir nun folgenderma�ens
hreiben: x0� = 3X�=0���x� (6.26)mit der Matrix (���) = 0BBB� 
 0 0 ��
0 1 0 00 0 1 0��
 0 0 
 1CCCA : (6.27)Da� hier ein Index oben und einer unten steht, h�angt mit der sogenannten Ein-stein's
hen Summenkonvention zusammen: Kommt ein Index in einem Termdoppelt vor, und steht er dabei einmal oben und einmal unten, so wird �uberihn von 0 bis 3 summiert. Zum Beispiel s
hreibt si
h mit dieser Konvention dieLorentztransformation als: x0� = ���x� (6.28)Eine sol
he Summation bezei
hnet man au
h als Kontraktion. Beispielsweisesagt man bei (6.28), da� die Matrix � mit dem Vektor x (zum Vektor x0)kontrahiert wird. Andere Spre
hweise: Der Index � wird kontrahiert - dashei�t, �uber ihn wird summiert.Bei der Stellung der Indi
es mu� man aufpassen: Einerseits mu� weiterhindarauf gea
htet werden, da� bei Matrixmultiplikationen die Indizes nebenein-ander stehen m�ussen (im Beispiel: � mu� re
hts stehen, da der Vektor (x�) vonre
hts an die Matrix multipliziert wird).Au�erdem kommt es nun aber au
h no
h darauf an, da� Indizes oben undunten stehen k�onnen - den genauen Grund werden wir erst weiter unten sehen,im Moment soll als Begr�undung rei
hen, da� dies f�ur die Einstein's
he Summen-konvention ben�otigt wird. In (6.28) wird re
hts �uber � summiert - deswegen136



mu� dieser Index einmal oben und einmal unten stehen. Bei x steht er aberde�nitionsgem�a� oben, also mu� er bei � unten stehen. Au�erdem steht derIndex � auf der linken Seite oben - also mu� er au
h re
hts oben stehen, damitdie ganze Notation in si
h s
hl�ussig bleibt.Wir de�nieren nun allgemein: Vierer-Zahlentupel, die si
h bei einer Lorentz-transformation wie (6.28) verhalten, hei�en kontravariante (Lorentz-)Vierer-vektoren; bei ihnen wird der Index immer oben ges
hrieben. Dies ist ganzanalog dazu, da� ein dreidimensionales Zahlentupel genau dann ein (physikali-s
her) Vektor ist, wenn er si
h unter Drehungen wie der Ortsvektor verh�alt.Diese De�nition legt nahe, da� si
h bei einer Lorentztransformation, die f�urden Koordinatenvektor dur
h die Matrix � bes
hrieben wird, eben ni
ht alleVierertupel genau glei
h verhalten. Betra
hte beispielsweise das vierdimensio-nale Analogon zum Nabla-Operator:(��) := � ��x�� = �1
 ��t ; ~r� (6.29)Der Lorentzindex wurde hier unten ges
hrieben, da si
h dieser Vierervektor, wiewir sehen werden, anders transformiert als der Vierervektor der Koordinaten.Um herauszubekommen, wie si
h dieser Operator unter einer Lorentztransfor-mation verh�alt (also: wie man � ��x0�� aus � ��x�� bere
hnen kann), betra
htedie Wirkung des untransformierten Operators auf eine Funktion der transfor-mierten Koordinaten:��f(x00; x01; x02; x03) = 3X�=0 �0�f(x00; x01; x02; x03)�x0��x�= 3X�=0 ��0�f(x00; x01; x02; x03)����= �����0�� f(x00; x01; x02; x03) (6.30)Hierbei wurde die Kettenregel benutzt und (6.28) eingesetzt.In Matrixform ges
hrieben ist dies �T = �0T� (�T ist also ein Zeilenvektor,der von re
hts mit der Transformationsmatrix multipliziert wird). Damit ergibtsi
h dann �0T = �T��1 - ausges
hrieben:�0� = ��(��1)�� (6.31)Der Vierer-Nabla-Operator transformiert also ni
ht mit der Matrix �, die beider Koordinatentransformation auftrat, sondern mit ihrer Inversen. Vierer-tupel, die so transformiert werden, bezei
hnet man als kovariante (Lorentz-)Vierervektoren; zur Unters
heidung von den kontravarianten Vierervektorens
hreibt man bei ihnen den Index unten hin.Entspre
hend bezei
hnet man Objekte mit mehreren Lorentzindi
es wie z.B.� als Lorentztensoren entspre
hender Stufe, sofern sie si
h unter Lorentztrans-formationen bez�ugli
h jedes Index wie ein entspre
hender Vierervektor verhal-ten (au
h dies ist analog zur De�nition bei Drehungen). � beispielsweise ist einLorentztensor zweiter Stufe, einfa
h kontravariant und einfa
h kovariant, wie137



man folgenderma�en sieht: Zun�a
hst mu� nat�urli
h bei einer Lorentztransfor-mation (dargestellt dur
h eine Matrix ~�) (���x�)0 = �0��x0� gelten. Anderer-seits ist aber:(���x�)0 = (x0�)0 = ~���x0� = ~������x� = ~������(~��1)��x0� ; (6.32)also (���)0 = ~������(~��1)�� (6.33)Bez�ugli
h des vorderen Index transformiert si
h � also wie ein kontra-, bez�ugli
hdes hinteren wie ein kovarianter Vierervektor, womit die Behauptung bewiesenist. Objekte, die unter Lorentztransformationen invariant sind, also ihren Wertni
ht �andern, bezei
hnet man dementspre
hend als Tensoren nullter Stufe (siehaben keine Indi
es) bzw. als (Lorentz-)Skalare. Man mu� unters
heiden zwi-s
hen den bisher bekannten Skalaren (unter Drehungen) und den Lorentz-Skala-ren - beispielsweise die Zeit ist unter Drehungen invariant, unter Lorentztrans-formationen aber ni
ht.Das Postulat, da� die Li
htges
hwindigkeit in allen Inertialsystemen glei
hgro� ist, kann damit nun au
h formuliert werden als:Die Li
htges
hwindigkeit ist ein Lorentzskalar.Bei Drehungen sind Skalarprodukte von Vektoren invariant - gibt es beiLorentztransformationen au
h ein analoges Skalarprodukt der Vierervektoren,das invariant bleibt? Eine sol
he Konstruktion existiert tats�a
hli
h - bei derDe�nition der Eigenzeit hatten wir ja gesehen, da� folgende Summe invariantunter Lorentztransformationen ist:
2t2 � ~x2 (6.34)Dies kann man nun als Skalarprodukt des Raum-Zeit-Vierervektors mit si
hselbst au�assen. Im mathematis
hen Sinne ist es zwar kein Skalarprodukt, daes au
h negative Werte annehmen kann, es wird allerdings in der Physik trotz-dem als sol
hes bezei
hnet. Dabei hei�en Vektoren, f�ur die das Skalarproduktmit si
h selbst gr�o�er als null ist, zeitartig (die ,,Zeitkomponente" �uberwiegt),wenn es kleiner als null ist, raumartig (die ,,Raumkomponenten" sind gr�o�er),und wenn es glei
h null ist, li
htartig (da beim Li
ht j~xj = 
t gilt, also dasSkalarprodukt null wird).Die Interpretation ist wie folgt: Sei (x�) der ,,Abstandsvektor" zweier Punk-te im vierdimensionalen Raum, also zweier Ereignisse. Betra
hte dann das eineEreignis als Ursa
he und das andere als Wirkung - f�ur die Ausbreitung vomeinen zum anderen hat man dann als Ges
hwindigkeit v = j~xj=t. Ist der Vektornun raumartig, so folgt, da� v > 
 gelten m�u�te - da dies unm�ogli
h ist, ergibtsi
h, da� Ereignisse mit raumartigem Abstand ni
hts miteinander zu tun habenk�onnen. Ereignisse mit li
htartigem Abstand k�onnen si
h nur dann beein
us-sen, wenn die Ausbreitung der Wirkung mit Li
htges
hwindigkeit erfolgt; beizeitartigem Abstand sind au
h kleinere Ges
hwindigkeiten m�ogli
h.138



F�uhrt man die Matrix(g��) := 0BBB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA (6.35)ein, so kann man dieses Skalarprodukt s
hreiben als:
2t2 � ~x2 = x�g��x� ; (6.36)oder in Matrixs
hreibweise: 
2t2 � ~x2 = xT gx (6.37)Da diese Matrix das Skalarprodukt und damit L�angen und Winkel in diesemvierdimensionalen Raum festlegt, wird sie alsMetrik bezei
hnet. So, wie sie hierde�niert ist, spri
ht man von der Minkowski-Metrik, der Raum der Vierervek-toren (kontra- und kovariante) zusammen mit dieser Metrik hei�t entspre
hendMinkowski-Raum. Bei anderer Koordinatenwahl und vor allem in der Allge-meinen Relativit�atstheorie kann die Metrik au
h ein anderes (komplizierteres)Aussehen als hier haben.Speziell bei der Wahl einer imagin�aren Zeit wird die Metrik einfa
h dievierdimensionale Einheitsmatrix, man hat dann also wieder einen euklidis
henRaum und spri
ht deshalb in diesem Fall von einer euklidis
hen Metrik. Dannvers
hwinden au
h alle Unters
hiede zwis
hen ko- und kontravarianten Ten-soren, und der Formalismus vereinfa
ht si
h stark. F�ur Anwendungen in derQuantenfeldtheorie oder in der Allgemeinen Relativit�atstheorie ist jedo
h dieKenntnis des hier dargestellten Formalismus unerl�assli
h - au�erdem w�are dieVerwendung einer imagin�aren Zeit ja au
h ni
ht gerade ans
hauli
h.Die Metrik wurde hier mit zwei Indizes unten ges
hrieben - dies legt nahe,da� sie ein zweifa
h kovarianter Tensor ist. Dies soll nun bewiesen werden. DieForm des Skalarprodukts ist (na
h De�nition) unabh�angig vom Inertialsystem(von der Koordinatenwahl), also mu� gelten:g0�� = g�� (6.38)Nutzt man andererseits die Invarianz des Wertes des Skalarprodukts aus, so hatman x0�g0��x0� = ���x�g0�����x� != x�g��x�; (6.39)also g0�� = (��1) �� (��1) �� g��; (6.40)die Metrik ist also ein zweifa
h kovarianter Lorentztensor; man spri
ht vommetris
hen Tensor.Will man diese Glei
hung in Matrixform s
hreiben, so ist wiederum daraufzu a
hten, da� glei
he Indizes nebeneinanderstehen. Dies wird folgenderma�enerrei
ht: g0�� = (��1) �� g��(��1) �� = (��1) �� g��((��1)T )�� (6.41)139



Also gilt: g0 = ��1g(��1)T , oder, wenn man benutzt, da� Transposition undBildung der Inversen vertaus
hbar sind:��1g = g0�T = g�T ; (6.42)da, wie oben bewiesen, g0 = g gilt.Wenn man diese Formel wiederum f�ur die einzelnen Kompomenten hin-s
hreibt und dann die Indi
es mit der Metrik kontrahiert, so hat man:(��1) �� g�� = g��(�T )�� () (��1)�� = (�T )�� = ���: (6.43)Man erh�alt die Matrix der inversen Lorentztransformation also ni
ht einfa
hdur
h Transponieren der Transformationsmatrix (���), sondern man mu� derenersten Index zuerst mit der Metrik kontrahieren (herunterziehen). Dadur
hbekommt man eine neue Matrix (���), deren transponiertes die Matrix (��1�� )ist. Na
h Ho
hziehen des zweiten Indi
es hat man dann endli
h die inverseTransformationsmatrix ((��1) �� ).De�niert man dur
h g��g�� = Æ�� (6.44)mit dem �ubli
hen Krone
ker-Delta, nur die Indi
es anders ges
hrieben, die Um-kehrmatrix (g��) zu (g��), so sieht man, da� diese dieselben Eintr�age einh�alt,im Unters
hied zu (g��) aber ein zweifa
h kontravarianter Lorentztensor ist (da,wie man lei
ht zeigt, das Krone
ker-Delta einfa
h ko- und einfa
h kontravari-ant ist). Die Glei
hheit der beiden Matrizen kommt wieder von der Wahl desKoordinatensystems - im allgemeinen Fall haben diese beiden Matrizen unter-s
hiedli
he Eintr�age.Man kann nun relativ lei
ht zeigen, da� (a�) mit a� := g��a� ein kovarianterund (b�) mit b� := g��b� ein kontravarianter Vierervektor ist, sofern (a�) bzw.(b�) kontra- bzw. kovariant ist. Dur
h Kontraktion mit der Metrik bzw. ihresInversen k�onnen also Indi
es ,,herunter-" bzw. ,,ho
hgezogen" werden; dies giltni
ht nur f�ur Vektoren, sondern allgemein au
h bei Lorentztensoren h�ohererStufe. Explizit hat man beispielsweise:(x�) =  
t�~x ! ; (��) =  1
 ��t�~r ! : (6.45)Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann nun auf die folgenden vers
hiede-nen Weisen ges
hrieben werden:a�g��b� = a�b� = a�b� = a�g��b� = a0b0 � ~a �~b (6.46)Nebenbei ergibt si
h, da� au
h der d'Alembert-Operator2 � 1
2 �2�t2 �� = ���� (6.47)ein Lorentzskalar ist. 140



Wie wir gesehen haben, ergibt die Kontraktion eines kontravarianten miteinem kovarianten Vierervektor immer einen Lorentzskalar. Dies kann manzu folgender Aussage verallgemeinern: wenn ein kontravarianter Index einesLorentztensors n. Stufe mit einem kovarianten Index eines Tensors m. Stufekontrahiert wird, so ist das resulutierende Objekt ein Tensors von (n+m-2).Stufe. Derselbe S
hlu� gilt au
h umgekehrt: Ergibt die Kontraktion eines Vie-rervektors mit einem Objekt, das n Indi
es tr�agt, einen Lorentztensor (n-1).Stufe, so war das urspr�ungli
he Objekt ein Lorentztensor n. Stufe. Dies kannwird verwendet, um die Transformationseigens
haften eines gegebenen Objekts(Vierertupel, Matrix, ...) zu �uberpr�ufen.6.2.2 Relativistis
he Energie und ImpulsDie Eigenzeit d� = 
�1dt ist unter Lorentztransformationen ein Skalar, wie wirs
hon gesehen hatten (sie kann au
h ges
hrieben werden als d�2 = dx�dx�).Bildet man also die ,,Viererges
hwindigkeit"(u�) := �dx�d� � = 
  
~v ! ; (6.48)so folgt sofort, da� diese wie der Ortsvektor (x�) ein kontravarianter Vierervek-tor ist. F�ur ihren Betrag gilt:u�u� = 
2(
2 � ~v2) = 
2; (6.49)er ist also konstant.Ebenso kann man die ,,Viererbes
hleunigung" de�nieren, die dann ebenfallsein kontravarianter Vierervektor ist:(a�) := �du�d� � = 
  
 _
_(
~v) ! : (6.50)Es gilt dann: dd� u�u� = dd� 
2 = 0 = 2a�u�; (6.51)die Viererbes
hleunigung steht also immer senkre
ht auf der Viererges
hwindig-keit (vgl. Bewegung auf einer Kugels
hale: die Bes
hleunigung steht senkre
htauf der Ges
hwindigkeit, und der Betrag der Ges
hwindigkeit ist konstant).De�niere nun die Ruhemasse eines Teil
hens als die Masse, die gemessenwird, wenn das Teil
hen relativ zur Waage ruht. Sie h�angt si
her ni
ht vomInertialsystem ab (sonst k�onnte man ja Inertialsysteme dur
h den Wert derRuhemasse eines bestimmten Teil
hens unters
heiden, was imWiderspru
h zumRelativit�atsprinzip stehen w�urde), ist also ein Lorentzskalar. Also ist au
h derViererimpuls (p�) := m0(u�) = 
  m0
m0~v ! (6.52)141



ein kontravarianter Vierervektor. Sein Betrag ist:p�p� = m20
2; (6.53)also konstant. Der relativistis
he Impuls ~p := 
m0~v hat nun im Verglei
h zumklassis
hen Impuls einen zus�atzli
hen Faktor 
.De�niert man si
h au
h no
h eine ,,Viererkraft" dur
hF � := dd� p� = 
 _p�; (6.54)so sieht man lei
ht, da� gilt:F � = m0a� und p�F � = 0; (6.55)die Kraft steht also immer senkre
ht auf dem Impuls. In Analogie zur Bewegungauf einer Kugels
hale sagt man, das Teil
hen bewege si
h auf der Massens
hale(au
h: on-shell). Tr�agt man p0 gegen j~pj auf, so sieht man allerdings, da� dieGlei
hung p�p� = 
onst: keine Kugels
hale (~x2 = 
onst:) de�niert, sondern einHyperboloid; dies liegt an den Minuszei
hen in der Metrik, also an der Strukturdes Minkowskiraumes.Der ,,r�aumli
he" Anteil (� = 1; 2; 3) der Viererkraft ist gerade 
 _~p, also 
mal der �ubli
hen, ni
htrelativistis
hen Kraft ~F . Aber wie ist der ,,zeitli
he"Anteil (� = 0) zu interpretieren? Gehe zun�a
hst von der Beziehung p�F � = 0aus; dies ergibt: p0F 0 = � 3X�=0 p�F � = ~p � 
 ~F = 
m0~v � 
 ~F ; (6.56)also: F 0 = p0F 0p0 = 
m0~v � 
 ~F
m0
 = 
~v
 � ~F : (6.57)Dies ist aber gerade 
=
 mal der (klassis
hen) Leistung - der zeitli
he Anteil derViererkraft gibt also die �Anderung der Energie an. Da hier keine potentielleEnergie auftritt, gilt: _E = _T , also F0 = 

 _T . Andererseits ist:F 0 = dd� p0 = 
 _p0; (6.58)also s
hlie�li
h: _p0 = 1
 _T : (6.59)Au�ntegrieren ergibt: p0 = T
 + k (6.60)mit einer Integrationskonstante k, und, da p0 = 
m0
 ist:T = 
m0
2 � k
: (6.61)142



Da f�ur die kinetis
he Energie gelten sollte: T = 0 f�ur v = 0, folgt, da� k = m0
sein mu�, also: T = (
 � 1)m0
2 = 
(v)m0
2 � 
(0)m0
2 (6.62)F�ur kleine Ges
hwindigkeiten kann man 
 entwi
keln und erh�alt dann:T � �1 + 12v2
2 � 1�m0
2 = 12m0v2; (6.63)was mit der bekannten klassi
hen Formel �ubereinstimmt.Die obigen Formeln legen folgende Interpretation nahe: Au
h in Ruhe be-sitzen K�orper no
h eine 'Ruheenergie' E = 
(0)m0
2 = m0
2, in Bewegunghaben sie dagegen die Energie E = 
(v)m0
2 - die kinetis
he Energie ist geradedie Di�erenz von beiden. De�niert man nun no
h die sog. bewegte Masse (imGegensatz zur Ruhemasse) dur
h m := 
m0, dann ergibt si
h s
hlie�li
h undendli
h die ber�uhmte Formel: E = m
2: (6.64)Man sieht, da� die Masse m eines Teil
hens monoton w�a
hst und f�ur v !
 gegen unendli
h geht. Je s
hneller ein Teil
hen also ist, umso mehr Kraftbrau
ht man, um es no
h weiter zu bes
hleunigen; um auf Li
htges
hwindigkeitzu kommen, br�au
hte man unendli
h viel Kraft. Damit haben wir nun au
heine dynamis
he Begr�undung gefunden, warum die Li
htges
hwindigkeit ni
hterrei
ht werden kann.Insgesamt hat man nun also f�ur den Viererimpuls:(p�) =  E
~p ! (6.65)Nutzt man no
h aus, da� sein Betrag glei
h m20
2 ist, so erh�alt man folgendeBeziehung zwis
hen relativistis
her Energie, relativistis
hem Impuls und derRuhemasse: E2 = ~p2
2 +m20
4: (6.66)Diese Formel �ndet z.B. bei der Hamilton's
hen Formulierung der Me
hanikeines relativistis
hen Teil
hens eine Anwendung (siehe Kapitel 7) oder au
h inder relativistis
hen Quantenme
hanik (Klein-Gordon-Glei
hung).6.2.3 * Klassi�zierung von LorentztransformationenBisher haben wir nur sehr spezielle Lorenttransformationen bespro
hen: Den�Ubergang von einem als ruhend angenommenen Koordinatensystem in ein Sy-stem, das si
h in z-Ri
htung mit einer Ges
hwindigkeit v bewegt. Dies istnat�urli
h ni
ht die allgemeinste m�ogli
he Transformation - die Lorentztransfor-mationen bilden eine viel gr�o�ere Klasse. Dies soll im folgenden n�aher unter-su
ht werden.F�uhre zun�a
hst eine neue Notation ein: Dur
h� =: tanh� (6.67)143



wird eine neue Variable � de�niert - hier zun�a
hst ohne ans
hauli
he Be-gr�undung. Nutzt man die bekannten Formeln f�ur die Hyperbelfunktionen aus,so erh�alt man dann 
 = 
osh� und �
 = sinh�; die Transformationsmatrixwird also zu: (���) = 0BBB� 
osh� 0 0 � sinh�0 1 0 00 0 1 0� sinh� 0 0 
osh� 1CCCA : (6.68)Diese Matrix erinnert nun aber stark an die einer Drehung! (Anmerkung : BeiVerwendung einer imagin�aren Zeit sieht sie sogar genau wie eine Drehmatrixaus.) Das legt nahe, Lorentztransformationen als verallgemeinerte Drehungenaufzufassen - oder andersherum: die Drehungen als eine spezielle Sorte vonLorentztransformationen zu betra
hten.Damit die Drehungen als Lorentztransformationen aufgefasst werden k�on-nen, sollte allerdings wie f�ur die bereits bespro
hene spezielle Lorentztransfor-mation gelten, da� sie das Skalarprodukt a�b� � a0b0 � ~a � ~b im Minkowski-raum invariant lassen. Der vordere Summand ist nun unter Drehungen sowiesoinvariant, der hintere ist das Negative des normalen Skalarprodukt im dreidi-mensionalen Raum. Dieses ist bekanntli
h ebenfalls invariant unter Drehungen- also ist die geforderte Bedingung erf�ullt.Die Invarianz des Skalarproduktes wurde hier als Kriterium benutzt, umzu ents
heiden, ob eine Transformation eine Lorentztransformation sein kann;au�erdem wurde das Skalarprodukt so de�niert, da� es au
h unter den zuerstbetra
hteten speziellen Lorentztransformationen invariant ist. Dies legt nahe,andersherum nun zu de�nieren:Alle linearen Koordinatentransformationen, die das Skalarproduktim Minkowskiraum invariant lassen, hei�en Lorentztransformatio-nen.Betra
hte beispielsweise Transformationen, die einen �Ubergang in Systemebes
hreiben, die si
h in x- oder y-Ri
htung bewegen. Man k�onnte wie obenherleiten, wie sie aussehen m�ussen, und dann explizit zeigen, da� sie das Ska-larprodukt invariant lassen. Eleganter ist jedo
h ein anderer Weg: Eine Be-wegung in x- oder y-Ri
htung l�asst si
h dur
h eine Drehung in eine Bewegungin z-Ri
htung �uberf�uhren - der �Ubergang in ein sol
hes bewegtes System kannalso dur
h die Kombination einer Drehung, einer Lorentztransformation in z-Ri
htung und einer R�u
kdrehung bes
hrieben werden. Es bleibt nur no
h zuzeigen, da� die Kombination von mehreren Lorentztransformationen (hier drei)wieder eine Lorentztransformation ergibt. Mathematis
h formuliert hei�t das:Die Lorentztransformationen bilden eine Gruppe.Diese Behauptung soll im folgenden bewiesen werden. Invarianz des Skalar-produktes bedeutet ja Invarianz der Metrik, das hei�t, f�ur eine Lorentztrans-formation, die dur
h die Matrix � dargestellt wird, gilt:g0 = ��1g(��1)T = g: (6.69)144



Seien nun �1;�2 die Matrizen zu zwei Lorentztransformationen. Es ist zuzeigen, da� das Produkt dieser Matrizen �3 := �1�2 wieder eine Lorentztrans-formation darstellt. Dies sieht man aber relativ lei
ht:g0 = ��13 g(��13 )T = (�1�2)�1g((�1�2)�1)T = ��12 ��11 g(��12 ��11 )T= ��12 ��11 g(��11 )T (��12 )T = ��12 g(��12 )T = g (6.70)Das Produkt der Matrizen l�a�t die Metrik invariant - also ergibt die Hinterein-anderausf�uhrung von zwei Lorentztransformationen wieder eine Lorentztrans-formation. Damit ist die Abges
hlossenheit unter Verkn�upfung von Lorentz-transformationen gezeigt.Zum Beweis, da� die Lorentztransformationen eine Gruppe bilden, m�ussenaber no
h zwei weitere Eigens
haften na
hgewiesen werden: Erstens, da� einneutrales Element existiert - dies ist aber gerade die Einheitsmatrix E = id4bzw. Identit�atsabbildung. Es ist trivial, da� sie das Skalarprodukt invari-ant l�a�t, also zur Menge der Lorentztransformationen geh�ort. Zweitens istzu zeigen, da� zu jeder Transformation eine Inverse existiert. Es ist also zuzeigen, da�, wenn die Matrix � eine Lorentztransformation darstellt, au
hdie Matrix ��1 eine sol
he Transformation repr�asentiert. Aber au
h dies isteinfa
h na
hweisbar - aus ��1g(��1)T = g folgt ja sofort g = �g�T , also(��1)�1g((��1)�1)T = g - was zu zeigen war.Damit ist bewiesen, da� die Lorentztransformationen eine Gruppe L bilden.Mathematis
h gesehen ist dies die ni
ht-abels
he Gruppe O(1,3) (die GruppeO(n,m) ist de�niert als die Menge aller Transformationen, die x21 + : : : + x2n �x2n+1� : : :� x2m invariant l�a�t). Die orthogonale, ni
ht-abels
he Gruppe SO(3)der Drehungen ist eine Untergruppe davon, die in si
h abges
hlossen ist. DieMenge der Lorentztransformationen, die keine Drehung bewirken, sondern nureinen �Ubergang in ein (in beliebige Ri
htung) bewegtes Bezugssystem (au
hBoosts genannt), ist dagegen ni
ht in si
h abges
hlossen (man kann Gegenbei-spiele konstruieren) und bildet daher keine Untergruppe. Dies ist letztli
h derUrsprung der sogenannten Thomas-Pr�azession (siehe z. B. Ja
kson: Klassis
heElektrodynamik).Man kann allerdings no
h eine andere Unterteilung der Lorentztransfor-mationen vornehmen. Betra
hte no
hmals die Transformation der Metrik:��1g(��1)T = g. Nimmt man auf beiden Seiten die Determinante und nutztaus, da� diese multiplikativ ist, so folgt, da� (det �)2 = 1 gelten mu� - alsokann die Determinante nur �1 sein. Die Lorentztransformationen, deren Ma-trix die Determinante +1 hat, hei�en eigentli
he Lorentztransformationen - siebilden eine Untergruppe L+: die Einheitsmatrix ist ein Element von L+, mitjedem Element von L+ ist au
h das Inverse ein Element von L+ (da das Inverseeiner Matrix mit Determinante +1 wieder Determinante +1 hat), und au
h dasProdukte zweier Elemente ist wieder in L+ (da die Determinante multiplika-tiv ist). Die Menge der Matrizen mit Determinante �1 hei�t dementspre
henduneigentli
he Lorentztransformationen. Diese Transformationen bilden aberkeine Untergruppe - das Produkt von zwei uneigentli
hen Transformationen istn�amli
h aufgrund der Multiplikativit�at der Determinante immer eine eigentli
heTransformation. 145



Eine spezielle uneigentli
he Transformation ist die Parit�atstransformationP (Raumspiegelung), die s
hon bei der Herleitung der speziellen Lorentztrans-formation erw�ahnt wurde. Die zugeh�orige Matrix sieht wie die Metrik aus: Aufder Diagonalen einmal +1 und dreimal �1, der Rest 0. Die Verkettung derParit�atstransformation mit einer uneigentli
hen Transformation �� ergibt im-mer eine eigentli
he Transformation �+: P�� = �+. Dur
h Multiplikation mitP�1 = P von links folgt: F�ur alle uneigentli
hen Transformationen gibt es eineeigentli
he Transformation, so da� �� = P�+ ist. Dies kann man au
h k�urzers
hreiben als L� = PL+ - die Multiplikation eines Mengenelements P mit einerMenge wird hierbei folgenderma�en de�niert:P � f�1;�2;�3; : : :g := fP�1; P�2; P�3; : : :g: (6.71)Statt der Parit�ats- k�onnte man au
h die Zeitumkehrtransformation T be-tra
hten. Die zugeh�orige Matrix hat auf der Diagonalen einmal �1 und dreimal+1, der Rest ist 0. Um eine Unterteilung der Lorentztransformationen zu spe-zi�eren, betra
hte nun die Komponente �00 - diese verkn�upft ja gerade dieZeitkoordinaten in den beiden Koordinatensystemen miteinander. Ausg00 = 1 = ��0��0g�� = (�00)2 � 3Xi=1(�i 0)2 (6.72)folgt sofort, da� j�00j � 1 gelten mu�. Entspre
hend nennt man nun die Trans-formationen mit �00 � 1 ortho
hron und die mit �00 � �1 ni
ht-ortho
hron.Die jeweiligen Mengen werden mit L" bzw. L# bezei
hnet. Man sieht lei
htein, da� L# = TL" ist. Au
h L" ist eine Untergruppe: die Einheitsmatrix istein Element von L", mit jedem Element in L" ist au
h das Inverse in L" (da(��1)00 = �00 na
h (6.43)). Wie man allerdings zeigt, da� au
h das Produktzweier Elemente wieder in L" liegt, weiss i
h leider ni
ht... Aber es ist ja au
hans
hauli
h klar, da� die Hintereinanderausf�uhrung von zwei Transformationen,die die Zeitri
htung invariant lassen, ebenso diese Ri
htung invariant l�asst.Insgesamt kann man also die Lorentztransformationen in vier Klassen ein-teilen:L"+ det � = 1 �00 � 1 eigentli
h, ortho
hronL"� det � = �1 �00 � 1 uneigentli
h, ortho
hronL#+ det � = 1 �00 � �1 eigentli
h, ni
ht-ortho
hronL#� det � = �1 �00 � �1 uneigentli
h, ni
ht-ortho
hronNur die erste Menge bildet eine Untergruppe von L, die anderen erh�alt mandaraus dur
h: L"� = PL"+, L#� = TL"+ und L#+ = PTL"+ = �L"+ (sie sindsogenannte Linksnebenklassen).Die Gruppe aller Lorentztransformationen kann damit nun also ges
hriebenwerden als:L = L"+[L"�[L#+[L#� = L"+[PL"+[TL"+[�L"+ =: fE;P; T;�Eg�L"+: (6.73)Alle Transformationen in L"+ kann man si
h nun als zusammengesetzt auseinem Boost und einer Drehung vorstellen. Die Menge aller Drehungen ist146



dabei wiederum eine Untergruppe von L"+, die Menge aller Boosts ni
ht. Dadie Drehungen dur
h drei Parameter klassi�ziert werden k�onnen (die drei Euler-Winkel) und die Boosts ebenfalls dur
h drei (f�ur jede Raumri
htung ein �i),kann jede beliebige eigentli
he ortho
hrone Lorentztransformation also dur
hse
hs Parameter bes
hrieben werden. Die zur Drehung geh�orenden drei sind aufden Berei
h von 0 bis 2� einges
hr�ankt; man sagt, die Menge der Drehungenist eine kompakte Gruppe. Die anderen drei k�onnen dagegen jeden beliebigenWert annehmen - die Menge der Boosts ist ni
ht kompakt. Damit ergibt si
hautomatis
h, da� au
h L"+ keine kompakte Gruppe ist.Zum Abs
hlu� soll no
h der am Anfang re
ht k�unstli
h eingef�uhrte Para-meter � physikalis
h interpretiert werden. Betra
hte daf�ur die Addtionsformelf�ur Ges
hwindigkeiten und setze auf beiden Seiten � = tanh� ein:tanh�3 = tanh�1 + tanh�21 + (tanh�1)(tanh�2) = tanh(�1 + �2); (6.74)wobei das Additionstheorem f�ur den Tangens hyperboli
us verwendet wurde.Man hat also: �3 = �1 + �2: (6.75)� ist damit ni
hts anderes als die relativis
he Verallgemeinerung von Relativ-ges
hwindigkeiten! Bewegt si
h System 1 relativ zu System 2 und System 2relativ zu System 3, so erh�alt man die Relativges
hwindigkeit zwis
hen 1 und3 wie gewohnt dur
h Addition - nur werden nun eben ni
ht mehr direkt die,,ans
hauli
hen" Ges
hwindigkeiten v addiert, sondern stattdessen die ,,verall-gemeinerten" Ges
hwindigkeiten � = artanh(v=
). jvj ist bes
hr�ankt auf Wertekleiner 
, � dagegen kann jeden beliebigen Wert annehmen. Insofern ist �eigentli
h eine ,,vern�unftigere" Ges
hwindigkeit als v - allerdings eben leiderweniger ans
hauli
h.6.3 Manifest kovariante Formulierung der Elektro-dynamik6.3.1 Stromdi
hten und FelderWir haben gesehen, wie die Gesetze der Me
hanik abgeandert werden m�ussen,um Invarianz unter Lorentztransformationen zu errei
hen. Wie im folgendendargelegt wird, ist eine �Anderung der Gesetze der Elektrodynamik dagegen�uberhaupt ni
ht n�otig - sie sind s
hon invariant unter Lorentztransformationen.Allerdings sieht man das den Maxwellglei
hungen ni
ht an; sie m�ussen zun�a
hstumformuliert, in eine manifest kovariante Form gebra
ht werden.Dies funktioniert allerdings nur im Vakuum problemlos - die Anwesenheitvon Materie f�uhrt ja beispielsweise dazu, da� die Li
htges
hwindigkeit einen an-deren Wert als den im Vakuum hat, was im Widerspru
h zu den Einstein's
henPostulaten steht. Die Behandlung der zus�atzli
hen Probleme, die dur
h denEin
u� der Materie entstehen, ist kompliziert (und i
h habe keine Ahnung, wieman das ma
ht). 147



Betra
hten wir also zun�a
hst die vorkommenden Gr�o�en: ~E, ~B, ~j, �. Istes m�ogli
h, daraus Vierervektoren zu konstruieren? Bei den Feldern s
heintes ni
ht zu funktionieren, aber die Strom- und Ladungsdi
hten kann man ver-su
hsweise zusammenfassen: (j�) :=  
�~j ! (6.76)Ist dies nun wirkli
h ein Vierervektor? Erinnern wir uns daf�ur an die Konti-nuit�atsglei
hung: ��t�+ div~j = 0: (6.77)Sie kann nun folgenderma�en umges
hrieben werden:��j� = 0: (6.78)Da sie in jedem Inertialsystem gilt, ist die 0 auf der re
hten Seite ein Lorentzska-lar. �� ist ein kovarianter Vierervektor - also ist j� wirkli
h ein kontravarianterVierervektor.Damit w�are ein Element der Grundglei
hungen der Elektrodynamik alsos
hon manifest lorentzinvariant formuliert. Do
h das Problem mit den Feldernbesteht immer no
h - als Vierervektoren kann man sie ni
ht darstellen. Esgibt allerdings eine Alternative: Wie wir wissen, kann man Kreuzprodukte vonVektoren au
h in Matrixform s
hreiben:~a�~b = 0B� 0 �az ayaz 0 �ax�ay ax 0 1CA~b; (6.79)wobei die hier auftau
hende Matrix antisymmetris
h ist. In der inhomogenenGlei
hung f�ur das Magnetfeld tau
ht eine Rotation auf, also ein Kreuzprodukt.S
hreiben wir das Magnetfeld also versu
hsweise in Matrixform hin, f�ugen daselektris
he Feld hinzu, um eine 4� 4-Matrix zu erhalten, und a
hten dabei aufdie Antisymmetrie: (F ��) := 0BBB� 0 �Ex �Ey �EzEx 0 �Bz ByEy Bz 0 �BxEz �By Bx 0 1CCCA : (6.80)Die Vorzei
hen wurden hier passend gew�ahlt, damit na
hher die ri
htigen Glei-
hungen rauskommen.Nun kann man die inhomogenen Maxwellglei
hungen n�amli
h einfa
h fol-genderma�en s
hreiben: ��F �� = 4�
 j� : (6.81)Beispielsweise f�ur � = 0 ergibt si
h:1
 ��t0 + ��xEx + ��yEy + ��zEz = 4�
 
�; (6.82)148



also die erste Maxwellglei
hung div~E = 4��: (6.83)Ebenso ergeben si
h f�ur � = 1; 2; 3 die drei Komponenten der vierten Maxwell-glei
hung.In (6.81) steht re
hts ein kontravarianter Vierervektor, links die Kontrak-tion eines kovarianten Vierervektors mit der Feldst�arken-Matrix - also mu�die Matrix ein zweifa
h kontravarianter Lorentztensor sein. Man spri
ht vomFeldst�arkentensor.Wie bei jedem anderen Lorentztensor kann man nat�urli
h au
h bei diesembeliebig die Indi
es herunterziehen; oft verwendet wird die Form mit beidenIndi
es unten:(F��) = (g��g��F ��) = 0BBB� 0 Ex Ey Ez�Ex 0 �Bz By�Ey Bz 0 �Bx�Ez �By Bx 0 1CCCA (6.84)Die inhomogenen Maxwellglei
hungen sind damit umges
hrieben; eine et-was l�angli
he Re
hnung zeigt, da� die homogenen Glei
hungen folgende Formannehmen: ��F �� + ��F �� + ��F �� = 0 (6.85)Man de�niert nun dur
h( ~F ��) := 12(�����F��) = 0BBB� 0 �Bx �By �BzBx 0 Ez �EyBy �Ez 0 ExBz Ey �Ex 0 1CCCA (6.86)den sogenannten dualen Feldst�arkentensor. Dieser ist ebenfalls ein zweifa
hkontravarianter Lorentztensor, da ����� , die vierdimensionale Erweiterung desLevi-Cevita-Symbols, ein vierfa
h kontravarianter Lorentztensor ist (in jedemInertialsystem gilt de�nitionsgem�a�: sind mindestens zwei Indi
es glei
h, so ister glei
h 0, ansonsten das Signum der entspre
henden Permutation von (0123)).Dann kann man die homogenen Maxwellglei
hungen au
h wie folgt s
hreiben:�� ~F �� = 0: (6.87)Mit den De�nitionen (6.76), (6.80) und (6.86) und den Glei
hungen (6.78),(6.81) und (6.87) haben wir nun also eine manifest lorentzinvariante Darstellungder Grundglei
hungen der Elektrodynamik gefunden. Die Glei
hungen wurdennur umges
hrieben - es war ni
ht n�otig, neue Begri�e einzuf�uhren wie in der Me-
hanik (,,relativistis
he Ges
hwindigkeit" (u�) u. �a. ) oder irgendwo 
-Faktoreneinzuf�ugen. Dies war au
h fast s
hon zu erwarten: Die Maxwell-Glei
hungenwaren der Ausgangspunkt und die Motivation f�ur die Lorentztransformationen- also s
heint es nat�urli
h, da� bei ihnen keine �Anderungen notwendig sind.149



Was no
h fehlt, ist die Lorentzkraft - darauf werden wir allerdings erst amS
hlu� dieses Kapitels eingehen. Vorher soll no
h gezeigt werden, da� au
hdie Darstellung mit Hilfe der Potentiale manifest lorentzinvariant ges
hriebenwerden kann, da diese z.B. in der Quantentheorie wi
htiger sind als die Felderoder Kr�afte.6.3.2 PotentialeEs liegt nun nat�urli
h nahe, einfa
h das Skalar- und das Vektorpotential zueinem Vierertupel zusammenzufassen:(A�) :=  �~A ! : (6.88)Ist dies nun ein kontravarianter Vierervektor? Um diese Frage zu beantworten,betra
hte die Glei
hungen, die die Potentiale erf�ullen:2�� 1
 ��t �div ~A+ 1
 ��t�� = 4�� (6.89)2 ~A+ grad�div ~A+ 1
 ��t�� = 4�
 ~j: (6.90)Dies kann umges
hrieben werden zu2A� � ����A� = 4�
 j� (6.91)bzw. zu (Æ��2� ����)A� = 4�
 j�: (6.92)Der in der Klammer stehende Di�erentialoperator ist ein einfa
h kontra- undeinfa
h kovarianter Lorentztensor, re
hts steht ein kontravarianter Vierervektor- also ist A�, wie erwartet, ein kontravarianter Vierervektor.Ei
htransformationen haben nun die einfa
he GestaltA0� = A� � ��� (6.93)mit einem beliebigen Skalarfeld �. Man sieht nun au
h, da� die Bedingung f�urdie Lorentzei
hung lorentzinvariant dargestellt werden kann:��A� = 0: (6.94)Das hei�t, wenn man in einem Inertialsystem die Potentiale so gew�ahlt hat, da�sie die Lorentzei
hbedingung erf�ullen, so tun sie das au
h in allen anderen In-ertialsystemen. Die Coulombei
hbedingung ist dagegen ni
ht lorentzinvariant.Setzt man die Lorentzei
hung in die obige inhomogene Glei
hung ein, soerh�alt man s
hlie�li
h die einfa
he Beziehung2A� = 4�
 j�: (6.95)150



Diese Glei
hung kann nun wiederum allgemein mittels der Green's
hen Funktionzum d'Alembert-Operator gel�ost werden.Wegen der fehlenden Lorentzinvarianz k�onnen die Glei
hungen, die si
h ausder Coulombei
hung ergeben, dagegen ni
ht im Vierervektor-Formalismus dar-gestellt werden.Um den Zusammenhang mit dem Feldst�arkentensor zu sehen, betra
hte diebekannten Beziehungen zwis
hen den Potentiale und den Feldst�arken, beispiels-weise f�ur die x-Komponente:F 23 = Bx = �rot ~A�x = �Az�y � �Ay�z = �2A3 � �3A2 (6.96)F 10 = Ex = ��~r�� 1
 _~A�x = ����x � 1
 �Ax�t = �1A0 � �0A1: (6.97)Damit sieht man lei
ht ein, da� der Feldst�arkentensor au
h folgenderma�endargestellt werden kann: F �� = ��A� � ��A�: (6.98)Dieser Form sieht man sowohl die Antisymmetrie als au
h das Verhalten unterLorentztransformationen sofort an. Setzt man sie in die inhomogenen Maxwell-glei
hungen (6.81) ein, so erh�alt man wiederum die obige Glei
hung (6.91) f�urdas Viererpotential.6.3.3 * Lorentzkraft und Energie-Impuls-TensorF�ur die i-te Komponente der Lorentzkraftdi
hte gilt:(~fme
h)i = �d~pme
hdt �i = �Ei + 1
 (~j � ~B)i (6.99)Unter Benutzung der Viererstromdi
hte und des Feldst�arkentensors wird dieszu: (~fme
h)i = �1
 j�F �i (6.100)F�ur die �Anderung der me
hanis
hen Energiedi
hte dur
h Ohm's
he Verluste,also die Leistungsdi
hte P , hat man:Pme
h = dwme
hdt = ~j � ~E = �j�F �0 (6.101)De�niert man nun (f�me
h) :=  Pme
h=
~fme
h ! ; (6.102)so kann man diese beiden Beziehungen zusammenfassen:f�me
h = �1
 j�F ��; (6.103)Aus dieser Glei
hung ergibt si
h, da� f�me
h ein kontravarianter Vierervektorist. 151



Unser Ziel ist nun, die Glei
hungen f�ur Energie- und Impulserhaltung kovari-ant zu formulieren. Setze daf�ur zun�a
hst die inhomogenenMaxwell-Glei
hungenein und benutze dann die Produktregel:f�me
h = � 14� (��F��)F ��= � 14� [��(F��F ��)� F��(��F ��)℄= � 14� [��(F��F ��)� 12F��(��F ��)� 12F��(��F ��)℄; (6.104)wobei im letzten S
hritt der hintere Term aufgespalten und einige Indi
es um-benannt wurden. Benutze nun die Antisymmetrie des Feldst�arkentensors unddie homogenen Maxwellglei
hungen (6.85):f�me
h = � 14� [��(F��F ��)� 12F��(��F ��)� 12F��(��F ��)℄= � 14� [��(F��F ��) + 12F��(��F ��)℄= � 14� [��(g��F��F ��) + 14��(F��F ��)℄ (6.105)Im letzten S
hritt wurde wiederum die Produktregel angewandt. Es ergibt si
halso s
hlie�li
h: f�me
h = ��� 14� [g��F��F �� + 14g��F��F �� ℄= ���T ��; (6.106)wobei der sogenannte Energie-Impuls-Tensor de�niert ist alsT �� := 14� (g��F��F �� + 14g��F��F ��) (6.107)Die Energie- und Impulserhaltung kann also insgesamt ges
hrieben werden als:��T �� = �f�me
h = 1
 j�F �� : (6.108)Wie man s
hon an der De�nition sieht, ist T �� ein zweifa
h kontravarianterLorentztensor. Au�erdem ist er symmetris
h; dem hinteren Term sieht man dassofort an (g�� ist symmetris
h), beim vorderen Term verfahre folgenderma�en:g��F��F �� = F ��F �� = F �� F �� = F ��F �� = g��F �� F �� = g��F��F ��:(6.109)Die dritte wi
htige Eigens
haft des Energie-Impuls-Tensors ist, da� seine Spurvers
hwindet:Sp(T ) = T �� = 14� (g��F��F �� + 14g��F��F ��) = 14� (F ��F �� + 144F��F ��)= 14� (F��F �� � F��F ��) = 0: (6.110)152



Setzt man die De�nition des Feldst�arkentensors ein, so kann man die expli-zite Gestalt von T �� ausre
hnen:(T ��) =  wem ~pem
~S=
 (TM )ik ! (6.111)mit den bekannten De�nitionen:wem = 18� ( ~E2 + ~B2) (Energiedi
hte) (6.112)~S = 
4� ( ~E � ~B) (Energie
u�di
hte: Poyntingvektor) (6.113)~pem = 14�
 ( ~E � ~B) = ~S
2 (Impulsdi
hte) (6.114)TM = wemid3 � 14� ( ~E 
 ~E + ~B 
 ~B) (6.115)(Impuls
u�di
hte: Maxwell's
her Spannungstensor)Aus (6.108) ergeben si
h dann wieder die bekannten Erhaltungss�atze bzw.Kontinuit�atsglei
hungen f�ur Energie und Impuls:�twem + ~r � ~S = �~j � ~E (6.116)�t~pem + ~r � T = �� ~E � 1
~j � ~B (6.117)Die Symmetrie des Energie-Impuls-Tensors folgt nun aus der Symmetrie desSpannungstensors und der Beziehung zwis
hen Energie
u�di
hte und Impuls-di
hte; die Spurfreiheit folgt aus der Tatsa
he, da� die Spur des Spannungsten-sors glei
h der Energiedi
hte ist:Sp(T ) = T �� = T 00 +Xi T ii = T 00 !�Xi T ii = T 00 � SpTM = wem � wem = 0:(6.118)6.3.4 Lorentztransformation der Felder; Dopplere�ekt; Invari-antenDas elektris
he und das magnetis
he Feld sind jeweils Teile des Feldst�arkenten-sors, sie transformieren also anders als beispielsweise der Ortsvektor ~x, obwohlsie ebenfalls (dreidimensionale) Vektoren sind. Man hat:F 0�� = ������F ��: (6.119)W�ahle als Beispiel die anfangs behandelte Lorentztransformation in ein in z-Ri
htung bewegtes Bezugssystem. Dann ergibt si
h explizit:(F 0��) = 0BBB� 0 �
Ex + �
By �
Ey � �
Bx �Ez+
Ex � �
By 0 �Bz ��
Ex + 
By+
Ey + �
Bx Bz 0 ��
Ey � 
BxEz +�
Ex � 
By +�
Ey + 
Bx 0 1CCCA(6.120)153



Daraus kann man die transformierten Felder ablesen:E0x = 
(Ex � �By)E0y = 
(Ey + �Bx)E0z = EzB0x = 
(Bx + �Ey)B0y = 
(By � �Ex)B0z = Bz: (6.121)Ber�u
ksi
htige nun no
h, da� ~v = v~ez ist, und zerlege ~E und ~B jeweils in ihreAnteile parallel und senkre
ht zu ~v; dann gilt:~E0? = 
( ~E? + ~� � ~B)~E0k = ~Ek~B0? = 
( ~B? � ~� � ~E)~B0k = ~Bk: (6.122)Diese Formeln gelten ni
ht nur f�ur den �Ubergang in ein in z-Ri
htung bewegtesBezugssystem, sondern k�onnen allgemein f�ur beliebige Boosts benutzt werden.Verglei
he dies mit dem Transformationsverhalten des Koordinatenvektors:~x0? = ~x?~x0k = 
 �~xk � ~�
t� : (6.123)Es treten sowohl Gemeinsamkeiten als au
h Unters
hiede auf. Das erste,das au��allt, ist das Auftau
hen der 
- und �-Faktoren in beiden F�allen: Dieungestri
henen Gr�o�en werden mit 
 multipliziert, und andere Gr�o�en werden,zus�atzli
h mit � multipliziert, subtrahiert. Es �ndet also jeweils eine Vermi-s
hung von Gr�o�en statt, die vorher s
heinbar ni
hts miteinander zu tun hatten,wobei die dazugemis
hten Gr�o�en um einen Faktor v
 kleiner sind als die ur-spr�ungli
hen.Damit h�oren die Gemeinsamkeiten aber au
h s
hon auf: W�ahrend beim Ko-ordinatenvektor die nullte Komponente des Vierervektors dazugemis
ht wird,mis
hen hier zwei Dreiervektoren miteinander. Dur
h Lorentztransformationkann aus einem elektris
hen Feld ein magnetis
hes werden und umgekehrt! Da-mit hat man etwas ganz wesentli
hes gezeigt: Elektris
he und magnetis
heFelder sind eigentli
h identis
h - wie si
h das ,,elektromagnetis
he Feld" jeweilsbemerkbar ma
ht, h�angt nur vom Bewegungszustand des Beoba
hters ab!Ein Beispiel: Wenn ein Elektron dur
h ein Magnetfeld 
iegt, wird es ab-gelenkt. Wie sieht dieser Vorgang aus, wenn man in das Bezugssystem desElektrons geht? Dann ist das Elektron ja in Ruhe - also d�urfte das magnetis
heFeld keinen Ein
u� auf es haben. Man kann si
h aber ausre
hnen, da� vomElektron aus gesehen zus�atzli
h ein elektris
hes Feld existiert - und dieses hatgenau die St�arke und Ri
htung, die n�otig ist, um vom Standpunkt des Elek-trons aus die Bes
hleunigung zu erkl�aren, die der ruhende Beoba
hter dur
hdas Magnetfeld erkl�art. 154



Die Transformationsformel f�ur das elektris
he Feld kann man si
h dement-spre
hend au
h s
hon an der Formel f�ur die Lorentzkraft klarma
hen:~F = q( ~E + ~v
 � ~B): (6.124)Multipliziere diese Glei
hung mit 
, damit links die relativistis
he Kraft steht:
 ~F = q
( ~E + ~� � ~B) (6.125)Diese Kraft kann man nun so interpretieren, da� ein ,,e�ektives" elektris
hesFeld ~E0 auf das Teil
hen einwirkt. Dann hat man sofort:~E0 = 
( ~E + ~� � ~B) (6.126)- was genau die oben angegebene Transformationsformel f�ur ~E? ist.Die eben angespro
hene Einheit des elektris
hen und des magnetis
hen Fel-des sieht man au
h s
hon daran, da� sie zusammen im Feldst�arketensor stehen -sie bilden gemeinsam ein physikalis
hes Objekt. F�ur unsere Sinne und unseren,,gesunden Mens
henverstand" ers
heinen sie zwar als zwei getrennte dreidi-mensionale Vektorfelder, in Wirkli
hkeit geh�oren sie aber zusammen und sindnur zwei vers
hiedene Ers
heinungsformen desselben vierdimensionalen Tensor-feldes.Deswegen transformieren die Vektorfelder au
h so anders als beispielswei-se der dreidimensionale Koordinatenvektor: Wie s
hon bespro
hen, mis
hen sieuntereinander statt mit einer (hier gar ni
ht vorhandenen) nullten Komponente.Der zweite wi
htige Unters
hied ist das Verhalten der einzelnen Komponenten:Die Komponente in Bewegungsri
htung bleibt erhalten, die senkre
ht dazu wer-den dagegen transformiert - im Gegensatz zum Koordinatenvektor, bei dem dieTransformation nur Auswirkungen auf die Komponente in Bewegungsri
htunghatte. Die f�uhrt zu einer Verzerrung der Felder bewegter Ladungen: In Flug-ri
htung misst man immer no
h das Feld einer (ruhenden) Punktladung, senk-re
ht dazu ist dagegen das Feld st�arker - die Feldlinien werden immer di
hterzusammengedr�angt, um so gr�o�er die Ges
hwindigkeit ist (siehe au
h Greiner,Elektrodynamik). Au
h E�ekte wie die sog. Syn
hrotronstrahlung k�onnen da-mit erkl�art werden.Wellen s
heinen in bewegten Bezugssystem bekanntli
h eine andere Fre-quenz zu haben als in ruhenden (Dopplere�ekt). Bei der Herleitung der Fre-quenzvers
hiebung unters
heidet man klassis
h die F�alle bewegter Sender/ ru-hende Quelle und bewegte Quelle/ ruhender Sender. Vom Standpunkt des Rela-tivit�atsprinzips aus kann man diese beiden F�alle allerdings ni
ht unters
heiden -f�ur beide mu� dieselbe Formel gelten! Der Unters
hied zu ,,klassi
hen" Wellenist der, da� bei diesen au
h no
h ein Medium existiert, in dem sie si
h aus-breiten, so da� man Bewegungen immer eindeutig relativ zu diesem Mediumangeben kann. Ein sol
hes Medium existiert aber bekanntli
h f�ur elektroma-gnetis
he Wellen ni
ht (vgl. Mi
helson-Morley).155



Betra
hten wir also nun eine elektromagnetis
he ebene Welle mit den Am-plituden f�� , dem Wellenvektor ~k und der Frequenz !:F��(~x; t) = f��ei(~k�~x�!t): (6.127)In einem relativ dazu bewegten Inertialsystem gilt dann:F 0��(~x0; t0) = f 0��ei(~k0�~x0�!t0); (6.128)wobei die Feldst�arketensoren �uberF 0��(~x0; t0) = ������F ��(~x(~x0; t0); t(~x0; t0)) = ������f��ei(~k�~x�!t): (6.129)miteinander verkn�upft sind. Da aber die Amplituden f�� bzw. f 0�� ebenfallselektris
he und magnetis
he Feldst�arken sind, transformieren sie genauso:f 0�� = ������f��: (6.130)Eingesetzt in (6.129) ergibt si
h, da� die Welle im neuen Koordinatensystemdie folgende Gestalt hat: F 0��(~x; t) = f 0��ei(~k�~x�!t): (6.131)Verglei
ht man dies mit dem obigen Ansatz f�ur die Welle im neuen Koordina-tensystem, so sieht man, da� die Phasen glei
h sein m�ussen:~k0 � ~x0 � !t0 = ~k � ~x� !t: (6.132)De�niert man si
h den Vierertupel(k�) :=  !=
~k ! ; (6.133)so kann die Phasenglei
hheit ges
hrieben werden als:k0�x0� = k�x�; (6.134)das Skalarprodukt aus k und x ist also lorentzinvariant. Daraus folgt sofort,da� der Vierer-Wellenvektor (k�) ein kontravarianter Lorentz-Vierervektor ist.Dies sieht man au
h an den de Broglie-Beziehungen E = �h!, ~p = �h~k derQuantenme
hanik: Sie k�onnen abk�urzend ges
hrieben werden als p� = �hk�. Da(p�) aber ein kontravarianter Vierervektor ist und �h si
her ein Lorentzskalar,ergibt si
h, da� au
h (k�) ein kontravarianter Vierervektor sein mu�.Damit ergibt si
h f�ur die Transformationseigens
haften unter einer Lorentz-transformation (in z-Ri
htung):!0 = 
(! � kz�
)k0x = kxk0y = kyk0z = 
(kz � !�=
): (6.135)156



Allgemeiner ergibt si
h f�ur eine Lorentztransformation in Ri
htung ~n (Einheits-vektor): !0 = 
(!�~k �~n�
) = 
(!� k
� 
os(�)), wobei � der Winkel zwis
hender Ausbreitungsri
htung der Welle und der Bewegungsri
htung des gestri
he-nen Inertialsystems ist. Mit der Dispersionsrelation ! = k
 folgt also s
hlie�li
h:!0 = 
!(1� � 
os(�)): (6.136)Daran sieht man beispielsweise, da� sogar bei einer Bewegung senkre
ht zurRi
htung des Li
hts ein Dopplere�ekt auftritt (!0 = 
! f�ur � = �=2): diesist der sogenannte transversale Dopplere�ekt, der experimentell au
h best�atigtwurde. Aus den Transformationsformeln f�ur den dreidimensionalen Wellenvek-tor kann man au�erdem herleiten, da� man im gestri
henen System die Aus-breitungsri
htung der Welle unter einem anderen Winkel sieht (Aberration):tan(�0) = sin(�)
(
os(�)� �) : (6.137)Zum Abs
hlu� soll no
h eine weitere Analogie zur Me
hanik untersu
htwerden. Dort gibt es Gr�o�en, die unter Lorentztransformationen invariant sind,n�amli
h die Skalarprodukte von Vierervektoren, z. B. x�x�. Gibt es sol
heInvarianten au
h in der Elektrodynamik?Wir haben hier einerseits die Vierervektoren j�, A� und ��. Skalarprodukte,in denen A� vorkommt (beispielsweise die Lorentzei
hung ��A�), sind zwarsi
her invariant, ma
hen aber keine Aussagen �uber ,,ans
hauli
he" physikalis
heGr�o�en. Sinnvoller ist da s
hon die Kontinuit�atsglei
hung ��j� = 0, die dieLadungserhaltung ausdr�u
kt.Andererseits haben wir nun aber au
h no
h den Feldst�arketensor F �� undden zugeh�origen dualen Tensor ~F �� . Um aus diesen Skalare zu konstruie-ren, m�ussen beide Indi
es kontrahiert werden; Beispiele hierf�ur sind F��F ��,F�� ~F ��, ~F��F �� ~F�� ~F ��, j�F ��j� usw. Eine genauere Untersu
hung ergibt,da� von den ersten vier jeweils zwei dasselbe Ergebnis liefern; die anderenM�ogli
hkeiten sind von geringerem physikalis
hem Interesse. Explizit hat man:F��F �� = 2 ~B2 � 2 ~E2 (6.138)und F�� ~F �� = �4 ~E � ~B: (6.139)Die Ausdr�u
ke ~E2 � ~B2 und ~E � ~B sind also lorentzinvariant. Dies h�atte manohne Verwendung des Vierervektor-Formalismus s
hwerli
h herausgefunden.Man kann die beiden Invarianten au
h zusammenfassend darstellen: In demAusdru
k � ~E + i ~B�2 = ~E2 � ~B2 + 2i ~E � ~B (6.140)sind Real- und Imagin�arteil beide lorentzinvariant.157



Kapitel 7Lagrange- undHamiltonformalismus in derElektrodynamikIn der Vorlesung Theoretis
he Physik I (Theoretis
he Me
hanik) wurden zweirelativ abstrakte, aber au
h sehr allgemeine Formalismen hergeleitet, mittelsderer die Bewegungsglei
hungen f�ur ein gegebenes me
hanis
hes System ausge-re
hnet werden k�onnen. Dies sind der Lagrange- und der Hamiltonformalismusmit jeweils einer zugeh�origen Funktion L(x; _x) bzw. H(x; p). Dieser Formalis-mus soll nun au
h auf die Elektrodynamik erweitert werden.Der Sinn ist ni
ht sofort einsi
htig - wie au
h s
hon in der Me
hanik k�onnenwir uns ja die Bewegungsglei
hungen mittels der Ausdr�u
ke f�ur die Kr�afte so-fort herleiten und brau
hen diesen komplizierten Formalismus eigentli
h garni
ht. Dieser hat jedo
h (unter anderem) den Vorteil, da� alle physikalis
henGesetze nun in einem Ausdru
k zusammengefa�t werden k�onnen: Aus der La-grangefunktion erh�alt man mittels der Euler-Lagrange-Glei
hungen alle Be-wegungsglei
hungen, ebenso aus der Hamiltonfunktion mittels der Hamilton-Glei
hungen. Man mu� ni
ht mehr jede Bewegungsglei
hung einzeln hins
hrei-ben, sondern hat alle zusammen in einer Formel. Die Lagrange- und die Ha-miltonfunktion bes
hreiben also jeweils die komplette ,,Physik" des Systems.Konkrete Anwendungen �ndet der Hamiltonformalismus dann vor allem inder Quantenme
hanik und Quantenfeldtheorie, wenn man zum Hamiltonopera-tor �ubergeht. Der Lagrangeformalimus ist dagegen der Ausgangspunkt f�ur denPfadintegral-Formalismus, ebenfalls sowohl in der Quantenme
hanik als au
hin der Quantenfeldtheorie.7.1 Bewegtes Punktteil
henZun�a
hst wollen wir wieder die Bewegungsglei
hung f�ur ein Punktteil
hen �n-den, wie s
hon in der Theoretis
hen Me
hanik. Neu hinzu kommt jedo
h, da�wir nun au
h relativistis
he E�ekte ber�u
ksi
htigen und au�erdem die Kr�aftenun von elektromagnetis
hen Feldern herstammen. Es treten also au
h (dur
h158



die Lorentzkraft) ges
hwindigkeitsabh�angige Kr�afte auf - es ist ni
ht von vorn-herein klar, wie man mit diesen umzugehen hat.7.1.1 Freie relativistis
he BewegungZun�a
hst soll ein Fall ohne elektromagnetis
he Felder betra
htet werden: DieLagrange- und Hamiltonfunktion f�ur ein freies Teil
hen der Ruhemasse m0.Dies wurde zwar eigentli
h s
hon in der Theoretis
hen Me
hanik behandelt -dort allerdings nur im ni
htrelativistis
hen Grenzfall. Mit unseren Kenntnis-sen �uber Relativit�atstheorie kann dies nun auf eine relativistis
he Bewegungverallgemeinert werden.Ausgangspunkt soll hierbei die Hamiltonfunktion sein. Diese ist ja im all-gemeinen identis
h mit der Gesamtenergie; also gilt nun (f�ur eine Bewegung inx-Ri
htung): H(x; px; t) = qp2x
2 +m20
4: (7.1)Dur
h eine der beiden Hamiltonglei
hungen ist dann die Ges
hwindigkeit fest-gelegt: _x = �H�px = px
2qp2x
2 +m20
4 ; (7.2)also px = m0 _xq1� _x2
2 = 
m0 _x; (7.3)wie s
hon in Kapitel 6 hergeleitet.F�uhrt man nun eine Legendre-Transformation aus, so erh�alt man die La-grangefunktion:L(x; _x; t) = px _x�H(x; px; t) = 
m0 _x2 �q
2m20 _x2
2 +m20
4= 
m0 _x2 �m0
2s
2 _x2
2 + 1 = 
m0 _x2 �m0
2s _x2=
21� _x2=
2 + 1= 
m0 _x2 �m0
2s 11� _x2
2 = 
m0( _x2 � 
2)= �
m0
2(1� _x2
2 ) = �
m0
2 1
2 ; (7.4)also L(x; _x; t) = �m0
2
 ; (7.5)dasselbe Ergebnis erh�alt man au
h f�ur dreidimensionale Bewegungen.Im Limes _x
 � 1 ergibt dies:L(x; _x; t) � 12m0 _x2 �m0
2; (7.6)also gerade die �ubli
he kinetis
he Energie, nur da� jetzt no
h die Ruheener-gie abgezogen wird. Die Ruheenergie/-masse kann also als potentielle Energieaufgefa�t werden (im Higgs-Feld). 159



7.1.2 Ni
htrelativistis
h bewegte Punktladung im elektroma-gnetis
hen FeldAuf bewegte Punktladungen wirkt die Lorentzkraft - diese ist von der Ges
hwin-digkeit abh�angig. Die gewohnte Beziehung L = T �V gilt aber nur dann, wenndie auftretenden Kr�afte ges
hwindigkeits-unabh�angig sind! Ebenso gilt nunni
ht mehr unbedingt, da� die Hamiltonfunktion identis
h mit der Gesamt-energie ist. Damit k�onnen wir nun weder Lagrange- no
h Hamiltonfunktiondirekt hins
hreiben.Wir gehen deshalb einen anderen Weg: Zun�a
hst fordern wir, da� die Euler-Lagrange-Glei
hung ddt �L� _xi � �L�xi = 0 (7.7)weiterhin g�ultig sein soll. L mu� nun so konstruiert werden, da� diese Formeldie korrekte Bewegungsglei
hung f�ur ein bewegtes Punktteil
hen liefert.Setze daf�ur zun�a
hst die �ubli
hen Terme f�ur die kinetis
he und die poten-tielle Energie an: T = 12m0 _~x2, Ve = q�. Da die Lorentzkraft vom Magnetfeldabh�angt und dieses wiederum vom Vektorpotential, liegt es nun nahe, analogzum Term mit dem skalaren Potential no
h einen hinzuzuf�ugen, der das Vek-torpotential enth�alt. Die Lagrangefunktion mu� aber ein Skalar sein - also kannder Term, der das Vektorpotential enth�alt, nur ein Skalarprodukt von ~A miteinem anderen Vektor sein.Zur Auswahl stehen im wesentli
hen: 1) ~A � ~A - dann k�ame in der Lagran-gefunktion das Vektorpotential quadratis
h vor, im Gegensatz zum skalarenPotential. 2) ~r� ~A - dann w�urde die Lagrangefunktion eine Ableitung des Vek-torpotentials enthalten, wiederum im Gegensatz zum Term mit dem skalarenPotential. 3) ~x � ~A - sieht ni
ht s
hle
ht aus, aber irgendwie vermisst man indiesem Term die Tatsa
he, da� die daraus abgeleitete Kraft von der Ges
hwin-digkeit abh�angt; au�erdem steht keine sinnvolle Konstante zur Verf�ugung, mitder man diesen Term auf die ri
htige Einheit bringen k�onnte. 4) _~x � ~A - diess
heint re
ht vielverspre
hend zu sein: die Bewegung ste
kt in diesem Termdrin, und die Einheit bekommt man ri
htig hin, wenn man no
h einen Faktor1
 einbaut - wie �ubli
h. F�ugt man no
h die Ladung hinzu, dann hat man alsoals Ansatz: L = 12m0 _~x2 � q�+ k q _~x
 � ~A (7.8)mit einer no
h festzulegenden Konstante k.Die Ableitungen der Lagrangefunktion sind nun:�L� _xi = m0 _xi + kq
Ai (7.9)�L�xi = �q ���xi + k q _~x
 � � ~A�xi : (7.10)Bei der Bere
hnung der totalen Zeitableitung mu� darauf gea
htet werden, da�~A ni
ht nur direkt von der Zeit abh�angt, sondern au
h auf dem Umweg �uber160



die Bahnkoordinaten:ddtAi(~x(t); t) = �Ai�t +Xj �Ai�xj �xj�t = _Ai + _~x � ~rAi: (7.11)Setzt man diese Ausdr�u
ke s
hlie�li
h in die Euler-Lagrange-Glei
hung ein, sohat man: m0�xi + kq
 _Ai + kq
 _~x � ~rAi + q ���xi � kq
 _~x � � ~A�xi = 0: (7.12)Fasse nun die beiden Summanden mit _~x zusammen. Um den Term _~x ��~rAi � � ~A�xi� auszuwerten, betra
htet man am besten eine feste Komponente,also beispielsweise i = 1 (xi = x1 = x):_~x �  ~rAx � � ~A�x! = ~v �0B� �Ax�x � �Ax�x�Ax�y � �Ay�x�Ax�z � �Az�x 1CA = ~v �0B� 0Bz�By 1CA = �vyBz + vzBy(7.13)F�ur die beiden anderen Komponenten geht die Re
hnung genauso; man �ndetalso: _~x � �~rAi � � ~A�xi� = ��~v � ~B�i. Eingesetzt in (7.12) ergibt dies dann:m0�~x = q��grad�� k1
 _~A�+ kq
 �~v � ~B� = q ~E + q
 �~v � ~B� : (7.14)Andererseits mu� m0�~x genau die Lorentzkraft~F = q ~E + q
 �~v � ~B� (7.15)sein; also folgt k = 1.Die Lagrangefunktion f�ur ein ni
ht-relativistis
hes Teil
hen in einem elek-tromagnetis
hen Feld ist also:L(~x;~v; t) = 12m0~v2 � q�+ q~v
 � ~A: (7.16)Der kanonis
h konjugierte Impuls pi � �L� _xi ergibt si
h nun zu:~p = m0~v + q
 ~A = ~pkin + q
 ~A: (7.17)Der gewohnte ,,kinetis
he" Impuls ~pkin = m0~v ist nun also ni
ht mehr identis
hmit dem kanonis
hen Impuls, der in die Hamiltonglei
hungen eingeht (und zudem der Impulsoperator der Quantenme
hanik geh�ort)!Dur
h Legendre-Transformation gewinnt man die Hamiltonfunktion:H = ~p � ~v � L = ~p � ~p� q
 ~Am0 � 12m0�~p� q
 ~A�2m20 + q�� ~p� q
 ~Am0 � q
 ~A; (7.18)161



also H(~x; ~p; t) = 12 �~p� q
 ~A�2m0 + q� = ~p2kin2m0 + q�: (7.19)Man hat also f�ur H genau den Ausdru
k, den man au
h sofort naiv f�ur dieGesamtenergie hinges
hrieben h�atte. Nur h�atte man dabei eine wi
htige ,,Klei-nigkeit" verpa�t: Der Impuls, der in der kinetis
hen Energie steht, ist zwarweiterhin der kinetis
he Impuls ~pkin = m0~v; in die Hamiltonglei
hungen gehtaber ni
ht er ein, sondern der kanonis
h konjugierte Impuls ~p = ~pkin+ q
 ~A! DerUmweg �uber das ,,Erraten" der ri
htigen Form f�ur die Lagrangefunktion waralso n�otig, um den korrekten Ausdru
k f�ur den Impuls zu �nden.7.1.3 Relativistis
h bewegte Punktladung im elektromagneti-s
hen Feld und kontinuierli
he VerteilungenNa
hdem wir s
hon die Hamilton- und Lagrangefunktionen f�ur das freie rela-tivistis
he Punktteil
hen und f�ur die ni
htrelativistis
he Punktladung kennen,k�onnen wir es uns im Prinzip aussu
hen, wo wir bei der Behandlung der relativi-stis
h bewegten Punktladung anfangen. Der Zugang �uber die Hamiltonfunktionist meiner Ansi
ht na
h zu bevorzugen, da diese (als Gesamtenergie) wenigstensno
h eine halbwegs ans
hauli
he Gr�o�e ist - im Gegensatz zur Lagrangefunkti-on. Postulieren wir also aufgrund unserer bisher gewonnen Kenntnisse die Ha-miltonfunktion f�ur eine bewegte Punktladung im elektromagnetis
hen Feld:H(~x; ~p; t) = s�~p� q
 ~A�2 
2 +m20
4 + q�: (7.20)Die Ges
hwindigkeit bekommt man wieder aus einer der beiden Hamiltonglei-
hungen: ~v = �~p� q
 ~A� 
2r�~p� q
 ~A�2 
2 +m20
4 ; (7.21)und daraus folgt dann: ~p� q
 ~A = 
m0~v = ~pkin; (7.22)wie erwartet. Die Legendre-Transformation liefert dann:L = �
m0~v + q
 ~A� � ~v �q
2m20~v2
2 +m20
4 � q�= 
m0~v2 �q
2m20~v2
2 +m20
4 � q�+ q
 ~A � ~v: (7.23)Die restli
hen Umformungen gehen genauso wie im Falle des freien relativisti-s
hen Teil
hens, so da� man s
hlie�li
h wie erwartet erh�alt:L(~x;~v; t) = �m0
2
 � q�+ q~v
 � ~A: (7.24)162



Zusammenfassend: Der kinetis
he Term in der Lagrangefunktion �andert si
hdur
h die We
hselwirkung mit dem magnetis
hen Feld ni
ht; er ist im ni
htre-lativistis
hen Fall gegeben dur
h 12m0~v2, im relativistis
hen Fall dur
h �m0
2
 .Der We
hselwirkungsterm mit dem Feld ist in beiden F�allen �q�+ q ~v
 � ~A. Inder Hamiltonfunktion ist der kinetis
he Term gegeben dur
h ~p2kin2m0 (ni
htrelativi-stis
h) bzw.q~p2kin
2 +m20
4 (relativistis
h). Im Falle einer We
hselwirkung miteinem elektromagnetis
hen Feld ist f�ur den kinetis
hen Impuls der kanonis
heminus die We
hselwirkung mit dem Vektorpotential einzusetzen: ~pkin = ~p� q
 ~A;zur Hamiltonfunktion (Gesamtenergie) ist die We
hselwirkung mit dem skala-ren Potential q� zu addieren.Will man die Bewegungsglei
hung ni
ht f�ur Punktteil
hen, sondern f�ur ei-ne kontinuierli
he Massenverteilung wissen, so ist der Lagrangeformalismus zumodi�zieren. Zun�a
hst kann man Masse und Ladung als Integral �uber die je-weiligen Di
hten s
hreiben: m0 = Z �mdV (7.25)q = Z �edV (7.26)Die Lagrangefunktion (7.24) geht nun �uber in:L(~x;~v; t) = Z dV  ��m
2
 � �e�+ �e~v
 � ~A! : (7.27)Es liegt nun nahe, eine sogenannte Lagrangedi
hte L einzuf�uhren:L = Z LdV: (7.28)Dann hat man: L(~x;~v; t) = ��m
2
 � �e�+ �e~v
 � ~A: (7.29)Der Ausdru
k �e~v ist aber identis
h mit der Stromdi
hte ~j; also gilt s
hlie�li
h:L(~x;~v; t) = ��m
2
 � �e�+ ~j
 � ~A: (7.30)In der Lagrangedi
hte steht nun der Ausdru
k 1
~j � ~A - genau dieser Ausdru
ktau
hte aber bei der Bere
hnung der Energie einer Stromverteilung im Ma-gnetfeld (Abs
hnitt 4.4.1) s
hon mal auf. Damit ist unser Formalismus in si
hkonsistent.
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7.1.4 * Kovariante FormulierungBetra
hte zun�a
hst die Lagrangefunktion f�ur die Punktladung (7.24). Ber�u
k-si
htigt man, da� es f�ur die Ges
hwindigkeit und das Potential jeweils Vierer-vektoren gibt (A� = (�; ~A), u� = 
(
; ~v)), so wird sie zu:L(x�; u�; �) = �m0
2
 � q

 u�A�: (7.31)Der Faktor 1
 ist hier no
h etwas st�orend. Um ihn loszuwerden, ber�u
ksi
htige,da� zu jeder Lagrangefunktion ja au
h immer eine Wirkung geh�ort:S = Z Ldt: (7.32)Beim Re
hnen mit relativistis
hen Gr�o�en ist es nun aber sinnvoller, statt dernormalen Zeit t, die vom Bezugssystem abh�angig ist, die Eigenzeit � zu ver-wenden. F�ur diese gilt bekanntli
h dt = 
d� ; damit wird die Wirkung zu:S = Z L
 d�: (7.33)Es ist also sinnvoll, die Lagrangefunktion nun umzude�nieren: Lrel := 
L.Damit hat man dann:Lrel(x�; u�; �) = �m0
2 � q
u�A�: (7.34)Dieser Ausdru
k ist manifest lorentzinvariant. Da die Wirkung das Integral die-ser relativistis
hen Lagrangefunktion �uber die (ebenfalls invariante) Eigenzeitist, ergibt si
h, da� au
h die Wirkung ein Lorentzskalar ist. Dies gilt �ubrigensni
ht nur hier in diesem Spezialfall, sondern allgemein.Um aus Lrel die Bewegungsglei
hung zu gewinnen (spri
h: die Lorentzkraft),brau
ht man allerdings eine modi�zierte Euler-Lagrange-Glei
hung (verglei
heGreiner: Elektrodynamik): dds �L�w� � �L�x� = 0; (7.35)wobei w� := dx�ds = u�d�ds (7.36)und s eine beliebige di�erenzierbare Funktion von � ist.Bei der Formulierung f�ur kontinuierli
he Verteilungen setze zun�a
hst einfa
hdie Vierervektoren A� = (�; ~A), j� = (�;~j) ein:L(~x;~v; t) = ��m
2
 � 1
 j�A�: (7.37)Der zweite Term ist manifest kovariant - aber was ist mit dem ersten? Um dieseFrage zu beanworten, m�ussen wir uns zun�a
hst das Transformationsverhalten164



von Integrationsma�en unter Lorentztransformationen ans
hauen. F�ur Raum-Zeit-Integrationen de�niere: d4x := dV 
 dt. F�ur die Umre
hnung auf andereKoordinaten benutze wie �ubli
h die Ja
obi-Determinante:d4x0 = ����det��x0��x� ����� d4x: (7.38)Da aber bei Lorentztransformationen gilt: �x0��x� = ��� und det� = �1, folgt:d4x0 = d4x; (7.39)das vierdimensionale Integrationsma� ist also lorentzinvariant.Andererseits ist d� = dt=
 au
h lorentzinvariant; da aber d4x = dV 
 dt =dV 

 d� gilt, folgt, da� 
dV eine Lorentzinvariante sein mu�. S
hreibt mannun den Zusammenh�ange zwis
hen Masse und Massendi
hte bzw. Ladung undLadungsdi
hte um: m0 = Z �m
 
dV (7.40)q = Z �e
 
dV; (7.41)und ber�u
ksi
htigt, da� m0 und q beides Lorentzskalare sind, so ergibt si
h,da� die Di
hten keine Skalare sein k�onnen (bei der Ladungsdi
hte wissen wirja sowieso s
hon, da� sie die nullte Komponente eines Vierervektors ist); derAusdru
k �=
 ist aber lorentzinvariant. Genau dieser Ausdru
k tau
ht nun imersten Term der Lagrangedi
hte (7.37) auf - also ist diese insgesamt au
h einLorentzskalar.Au
h f�ur die Hamiltonfunktion kann man relativistis
he Argumente ver-wenden: Die Gesamtenergie ist ja proportional zur Nullkomponente des Vie-rerimpulses, H = 
p0. Verwendet man die Hamiltonfunktion f�ur ein freiesrelativistis
hes Teil
hen, so gilt also:
p0 = sXi (pi)2
2 +m20
4: (7.42)Ma
ht man nun die Ersetzung p� ! p� � q
A�; (7.43)so wird daraus: 
p0 � q� =vuutXi �pi � q
Ai�2 
2 +m20
4: (7.44)Damit erh�alt man wieder das s
hon bekannte Ergebnis (7.20).Die Regel (7.43), die angibt, wie der Viererimpuls ge�andert werden mu�,wenn man eine We
hselwirkung mit einem elektromagnetis
hen Feld ber�u
k-si
htigen will, wird oft als minimale Ersetzung/Erweiterung bezei
hnet. Mini-mal meint hier, das f�ur die We
hselwirkung nur die Ladung des betra
hteten165



Teil
hens wi
htig ist; alle anderen Eigens
haften wie beispielsweise Dipolmo-ment und �ahnli
hes werden verna
hl�assigt. Deshalb gilt die Regel streng nurf�ur Punktteil
hen ohne innere Struktur, da diese kein Dipolmoment oder h�ohe-re Momente haben k�onnen. F�ur Elektronen ist die Formel si
her ri
htig (undau
h ausgiebig experimentell �uberpr�uft); s
hon bei Protonen funktioniert sieni
ht mehr.7.2 * Das elektromagnetis
he FeldDa wir gesehen haben, da� si
h f�ur ein Punktteil
hen die ri
htigen Bewegungs-glei
hungen aus dem Lagrange- und Hamiltonformalimus ergeben (im wesentli-
hen die Lorentzkraft), ist zu vermuten, da� au
h die Maxwell's
hen Glei
hun-gen eventuell irgendwie aus einer passend gew�ahlten Lagrange- oder Hamilton-funktion ableitbar sind.Im Unters
hied zum Punktteil
hen ben�otigt man daf�ur aber den Lagrange-und Hamiltonformalismus f�ur (relativistis
he) Felder. Dieser wird eigentli
hnormalerweise erst in Vorlesungen �uber Quantenfeldtheorie eingef�uhrt und ists
hle
ht in K�urze darstellbar. Daher ist dieser Abs
hnitt relativ knapp formu-liert; oft werden Sa
hverhalte ni
ht genauer erkl�art, sondern nur angerissen.Eine exakte Behandlung dieser Probleme w�urde den Rahmen dieses Skriptessprengen.7.2.1 Klassis
he FormulierungEin m�ogli
her Anfang ist hier erneut die Hamiltonfunktion, von der wir wieder-um annehmen, da� sie mit der Gesamtenergie �ubereinstimmt. Der Einfa
hheithalber betra
hten wir au�erdem nur Felder im Vakuum und nehmen (vorl�au�g)an, da� keine Quellen vorhanden sind. Es gilt dann also:H = 18� Z �~E2(~x; t) + ~B2(~x; t)� dV: (7.45)Die Hamiltonfunktion ist nun eigentli
h aber gar keine Funktion mehr: Es wirdni
ht jedem Wert der Phasenraumkoordinaten (~x; ~p; t) eine Zahl zugewiesen,sondern jeder Kon�guration der Felder, die dur
h die Funktionen ~E und ~Bbes
hrieben werden, wird eine Zahl zugeordnet. Das hei�t, wir haben nun einFunktional der Felder, das Hamiltonfunktional H[ ~E; ~B℄.Im vorherigen Abs
hnitt haben wir allerdings gelernt, da� im Lagrange- undHamiltonformalismus im allgemeinen ni
ht die Felder auftau
hen, sondern nurdie Potentiale. Setze diese also ein:H[�; ���; ~A; �� ~A℄ = 18� Z  ��grad�� 1
 _~A�2 + �rot ~A�2! dV: (7.46)Um mit dem Funktional �uberhaupt irgendetwas ausre
hnen zu k�onnen,brau
hen wir nun zun�a
hst die sogenannte Funktionalableitung. Diese ist de�-niert dur
h ÆF [g℄Æg(x) := lim�!0 F [g + �Æ(x)℄ � F [g℄� : (7.47)166



Daraus erh�alt man sofort Æg(y)Æg(x) = Æ(y � x) (7.48)(analog �xi�xj = Æij) und damitÆ R g(y)f(y)dyÆg(x) = f(x) (7.49)(analog �(~x�~y)�xj = yj). Alle anderen Ableitungsregeln k�onnen im Prinzip von dernormalen Ableitung �ubernommen werden; es gilt also beispielsweise:Æ R gn(y)dyÆg(x) = ngn�1(x): (7.50)Zu den Feldern k�onnen damit dann kanonis
h konjugierte Impulse de�niertwerden (was au
h immer man si
h darunter vorzustellen hat):�(~r) := ÆH[�; ~A; _~A℄Æ _�(~r) = 0 (7.51)Ai(~r) := ÆH[�; ~A; _~A℄Æ _Ai(~r) = 14�
 � ���xi + 1
 _Ai� = � 14�
Ei: (7.52)Das Hamiltonfunktional ist also, wie �ubli
h ausgedr�u
kt dur
h die ,,Koordina-ten" und die kanonis
h konjugierten ,,Impulse":H[�; �i�;�; ~A; �i ~A; ~A℄ = Z �2�
2 ~A2 + 18� �rot ~A�2� dV: (7.53)Das Lagrangefunktional erh�alt man dur
h eine entspre
hend verallgemei-nerte Legendre-Transformation:L[�; _�; ~A; _~A℄ = Z � _��� dV + Z � _~A � ~A� dV �H (7.54)= 14�
 Z _~A � �grad� + 1
 _~A� dV� 18� Z  ��grad�� 1
 _~A�2 + �rot ~A�2! dV= 14� Z  �grad� + 1
 _~A�2 � grad� � �grad� + 1
 _~A�! dV� 18� Z  ��grad�� 1
 _~A�2 + �rot ~A�2! dV= 18� Z  ��grad�� 1
 _~A�2 � �rot ~A�2! dV� 14� Z grad� � �grad�+ 1
 _~A� dV= 18� Z � ~E2 � ~B2�dV + 14� Z ����+ 1
div _~A� dV= 18� Z � ~E2 � ~B2�dV � Z (��) dV (7.55)167



Dabei wurde im zweiten Term eine partielle Integration ausgef�uhrt, die Rand-terme weggelassen (es wird wie �ubli
h angenommen, da� die Felder gen�ugendstark gegen null gehen) und s
hlie�li
h no
h die Glei
hung (5.8) eingesetzt. Dawir vorausgesetzt hatten, da� keine Quellen vorhanden sind (� = 0), ergibt si
halso: L[ ~E; ~B℄ = 18� Z � ~E2 � ~B2� dV (7.56)beziehungsweiseL[�; _�; �i�; ~A; _~A; �i ~A℄ = 18� Z  ��grad�� 1
 _~A�2 � �rot ~A�2! dV: (7.57)Gehe nun �uber zum Fall mit Quelltermen. Beim Lagrange-Funktional habenwir s
hon gesehen, wie der Term mit der Ladungsdi
hte auszusehen hat; denTerm mit der Stromdi
hte k�onnen wir wiederum �aquivalent ansetzen (siehe au
h(7.30)). Wir starten also mit folgendem Lagrangefunktional:L[ ~E; ~B℄ = Z � 18� �~E2 � ~B2�� ��+ 1
~j � ~A� dV (7.58)beziehungsweiseL[�; ���; ~A; �� ~A℄ (7.59)= Z " 18�  �grad� + 1
 _~A�2 � �rot ~A�2!� (��) + 1
 � ~A �~j�# dV:Die kanonis
h konjugierten Impulse erh�alt man nun dur
h Funktionalablei-tung von L:�(~r) := ÆL[�; _�; ~A; _~A℄Æ _�(~r) = 0 (7.60)Ai(~r) := ÆL[�; _�; ~A; _~A℄Æ _Ai(~r) = 14�
 � ���xi + 1
 _Ai� = � 14�
Ei; (7.61)man erh�alt dieselben ,,Impulse" wie im Fall ohne Quellen, da die Quelltermekeine zeitli
hen Ableitungen der Potentiale enthalten. Setzt man f�ur � nunwiederum (5.8) ein und f�uhrt alle S
hritte, die vom Hamilton- zum Lagrange-funktional ohne Quellen f�uhrten, r�u
kw�arts dur
h, so erh�alt man also f�ur dasHamiltonfunktional:H[�; ���; ~A; �� ~A℄ = Z " 18�  �grad� + 1
 _~A�2 + �rot ~A�2!� 1
 � ~A �~j�# dV;(7.62)bzw. mit den kanonis
h konjugierten Impulsen ges
hrieben:H[�; �i�;�; ~A; �i ~A; ~A℄ = Z � 18� � ~A2 + �rot ~A�2�� 1
 � ~A �~j�� dV (7.63)168



oder mit den Feldern:H[ ~E; ~B℄ = Z � 18� � ~E2 + ~B2�� 1
~j � ~A� dV: (7.64)Das Lagrangefunktional (7.58) sieht zwar re
ht vern�unftig aus - enth�altes aber au
h wirkli
h die ri
htigen Glei
hungen? Spri
h: Sind die Maxwell-Glei
hungen aus ihm ableitbar?Wir werden nun sehen, da� si
h zumindest die Glei
hungen f�ur die Potentialedirekt aus diesem Funktional ergeben. Daf�ur ben�otigen wir aber zun�a
hst dieEuler-Lagrange-Glei
hung f�ur Felder; sie lautet wie folgt:�t ÆL[�℄Æ(�t�) +Xi �i ÆL[�℄Æ(�i�) � ÆL[�℄Æ� = 0; (7.65)wobei �t = ��t und �i = ��xi gesetzt wurde. F�ur die Komponenten Ai von ~Asieht die Glei
hung entspre
hend aus.Bere
hne also die Ableitungen des Lagrangefunktionals:ÆL[�℄Æ(�t�) = 0 (7.66)�i ÆL[�℄Æ(�i�) = 14� ��i�+ 1
 _Ai� (7.67)ÆL[�℄Æ� = �� (7.68)Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Glei
hung ergibt si
h dann:14�Xi ��2i �+ 1
�i _Ai�+ � = 0; (7.69)also ��+ 1
div _~A = �4��: (7.70)Diese Glei
hung ist identis
h mit der Potentialglei
hung (5.8).Diese hatten wir bei der Herleitung s
hon benutzt - also ist es kein allzu-gro�es Wunder, da� sie am S
hlu� au
h wieder rauskommt. Das zeigt uns letzt-li
h aber nur, da� der ganze Formalismus in si
h s
hl�ussig und widerspru
hsfreiist. Au�erdem kann man aus dem Funktional dur
h Ableitung na
h den Aiau
h no
h die zweite Potentialglei
hung herausholen (die Re
hnung spare i
hmir jetzt): � ~A� graddiv ~A� 1
 ��tgrad�� 1
2 �2�t2 ~A = �4�
 ~j; (7.71)und diese hatten wir ja bei der Konstruktion des Funktionals ni
ht benutzt. Esste
kt also do
h no
h ein wenig mehr in der Glei
hung drin als das, was manreingeste
kt hat und deshalb sowieso erwartet h�atte.169



Setzt man nun die Felder wie �ubli
h an als:~E = �grad�� 1
 _~A (7.72)~B = rot ~A; (7.73)wendet die m�ogli
hen Di�erentialoperatoren auf sie an und setzt (7.70), (7.71)ein, so erh�alt man s
hlie�li
h wieder die Maxwell-Glei
hungen (im Vakuum):div~E = 4�� (7.74)div~B = 0 (7.75)rot ~E + 1
 ��t ~B = 0 (7.76)rot ~B � 1
 ��t ~E = 4�
 ~j: (7.77)7.2.2 Kovariante FormulierungS
hauen wir uns das Lagrangefunktional no
h einmal genauer an. Die beidenhinteren Terme ��� + 1
~j � ~A kann man zum einfa
hen Ausdru
k �1
 j�A�zusammenfassen (siehe (7.37)).Was aber ist mit dem vorderen Term? Der Ausdru
k ~E2 � ~B2 tau
hte so�ahnli
h s
hon mal auf - wir hatten in Abs
hnitt 6.3.4 gefunden, da� F��F �� =�2 ~E2 + 2 ~B2 ein Lorentzskalar ist! Also kann das Lagrangefunktional (kurz,pr�agnant und manifest lorentzinvariant) ges
hrieben werden als:L[F �� ; A�℄ = Z �� 116�F��F �� � 1
 j�A�� dV: (7.78)Setzt man den Zusammenhang (6.98) zwis
hen Feldst�arketensor und Potentia-len ein, so erh�alt man:L[A�; ��A�℄ = Z �� 116� (��A� � ��A�) (��A� � ��A�)� 1
 j�A��dV: (7.79)Na
h Ausmultiplikation und Umbennenen einiger Indi
es wird dies zu:L[A�; ��A�℄ = Z �� 18� (��A���A� � ��A���A�)� 1
 j�A�� dV: (7.80)Eine partielle Integration (unter Verna
hl�assigung der Randterme) f�uhrt aufL[A�; ��A�℄ = Z � 18� (A�����A� �A�����A�)� 1
 j�A�� dV: (7.81)Dies kann au
h ges
hrieben werden als:L[A�; ��A�℄ = Z � 18�A� (g��2� ����)A� � 1
 j�A�� dV: (7.82)Diese Form des Lagrangefunktionals ist der Ausgangspunkt der Quantisierungdes elektromagnetis
hen Feldes im Pfadintegralformalismus der Quantenfeld-theorie. 170



Kapitel 8ZusammenfassungDie F�ulle der Konzepte, die in den Kapitel 2 bis 7 pr�asentiert wurde, ma
ht esn�otig, no
h mal zusammenzufassen, was denn nun wirkli
h wi
htig ist und wasman si
h von diesem Teilgebiet der Theoretis
hen Physik merken sollte (f�ur'sLeben oder au
h nur f�ur die Pr�ufung). Im folgenden wird also aufges
hl�usseltna
h Kapitel no
hmals eine �Ubersi
ht gegeben. (Anmerkung: Wer das alleswei�, kann wohl mit einer 1.0 re
hnen - au�er nat�urli
h, er wei� zu den anderenVorlesungen ni
hts...)Grundwissen (siehe au
h Anh�ange)Was auf jeden Fall bekannt sein sollte: die Maxwell's
hen Glei
hungen in inte-graler und di�erentieller Form (im Vakuum und in Materie), die Ladungserhal-tung (int. und di�., daf�ur au
h die Herleitung aus den Maxwell's
hen Glei
hung- Vers
hiebungsstrom!) und die Lorentzkraft.Au�erdem sollte man die Vektorre
hnung und -analysis halbwegs beherr-s
hen. Die Kenntnis der kompletten Di�erentialoperatoren in krummlinigenKoordinaten ist si
her ni
ht n�otig (sowas s
hl�agt man bei Bedarf na
h) - aberzumindest der Radialanteil des Lapla
eoperators sollte bekannt sein. Au�erdemsollte man si
h mit konservativen Kraftfeldern und Potentialen auskennen unddie S�atze von Gau� und Stokes kennen. Mit der Delta-Funktion umgehen zuk�onnen, wird ebenfalls vorausgesetzt - aber ni
ht ihre mathematis
he Herlei-tung und die Distributionentheorie. Aus der Funktionentheorie brau
ht manni
ht allzuviel zu wissen - viellei
ht gerade mal, da� es sowas wie analytis
heFunktionen gibt, die einige nette Eigens
haften haben, und da� Integralformelnwie die von Cau
hy und der Residuensatz existieren, mit denen man Integralein der komplexen Ebene auswerten kann.Kapitel 2: Statis
he Felder im VakuumWi
htig ist hier das Konzept des skalaren Potentials, eins
hlie�li
h Ei
hung(obwohl darauf sp�ater sowieso no
h mal genauer eingegangen wird). Spezielldie Poissonglei
hung (2.5) und der Zusammenhang mit dem elektris
hen Feld�uber den Gradienten ist als absolut elementar zu bezei
hnen. Das Potential ei-ner Punktladung sollte bekannt sein - die Formel (2.11) f�ur das Potential einer171



beliebigen Ladungsverteilung ergibt si
h ja dann daraus. Au�erdem sollte manwissen, wie man das Gau�'s
he Gesetz zur Bere
hnung von elektris
hen Feldernbenutzen kann. Das Konzept der Green's
hen Funktion zur L�osung inhomoge-ner Di�erentialglei
hungen sollte zumindest soweit verstanden sein, das man esanwenden kann. Die Green's
he Funktion zum Lapla
e-Operator sollte bekanntsein (bis auf Faktoren �4� o. �a.). Die konkrete Bere
hnung von Green's
henFunktionen ist dagegen dann do
h etwas zu kompliziert - das brau
ht manni
ht alles verstanden zu haben, ges
hweige denn si
h zu merken. Der grobeRe
henweg sollte aber klar sein: Fouriertransformation, um den Di�erentialope-rator loszuwerden, L�osen der Glei
hung im Fourierraum, R�u
ktransformationmit Hilfe des Residuensatzes. Die Behandlung von Randwertproblemen ist da-gegen wieder wi
htig: wel
he k�onnen auftreten, L�osung mittels geeigneter Wahlder Green's
hen Funktion (die jeweiligen Formeln f�ur mu� man si
h aber ni
htunbedingt merken) und mittels Spiegelladungen.Von der Multipolentwi
klung sollte man si
h vor allem merken, da� eineEntwi
klung des Potentials na
h Potenzen von 1r m�ogli
h ist und da� die dabeiauftretenden KoeÆzienten Multipolmomente hei�en. Es sollte bekannt sein,da� das Monopolmoment die Ladung ist, und f�ur das Dipolmoment sollte mandie de�nierende Formel (2.69) kennen. Zu den Kugel
�a
henfunktionen sollteman wissen, da� sie ein vollst�andiges Funktionensystem auf der Kugels
halebilden, da� man jede Funktion na
h ihnen entwi
keln kann, da� sie orthonor-mal sind und wel
he es �uberhaupt gibt (m�ogli
he Werte f�ur l und m) - undzumindest die konkrete Gestalt von Y00 sollte bekannt sein (Konstante). Dieganzen komplizierten Formeln f�ur die Multipolentwi
klung in Kugelkoordina-ten brau
ht man si
h dagegen ni
ht im Detail zu merken - h�o
hstens qualitativ:zu einem Multipolmoment der Ordnung l geh�ort die die radiale Abh�angigkeitr�l�1, die Winkelabh�angigkeit wird dur
h die entspre
henden Kugel
�a
hen-funktionen gegeben.In der Magnetostatik ist der Zusammenhang zwis
hen Feld und Vektorpo-tential �uber die Rotation wiederum als elementar zu bezei
hnen. Au
h hier soll-te man wissen, wel
he Ei
htransformationen m�ogli
h sind, und es sollte bekanntsein, da� man in der Magnetostatik die Coulombei
hung verwendet. Den in-tegralen Zusammenhang zwis
hen Stromdi
hte und Vektorpotential sollte mansi
h ja lei
ht merken k�onnen, da er v�ollig analog zum elektrostatis
hen Fallist. Au�erdem sollte man mit dem Biot-Savart's
hen Gesetz und au
h mit demAmp�ere's
hen Gesetz umgehen k�onnen und beide herleiten k�onnen.Zu Dipolen sollte man folgendes wissen: das von ihnen erzeugte Potential,ihre potentielle Energie in Feldern, Kr�afte und Drehmomente auf sie - und da�die Kraft zwis
hen zwei Dipolen re
ht kompliziert ist, speziell da� sie von derrelativen Orientierung abh�angt.Kapitel 3: Felder in MaterieHier sollte man wissen, da� die Maxwell's
hen Glei
hungen in Materie dur
heine Mittelung �uber lokale Ladungs- und Stroms
hwankungen der Materie ent-stehen. Die Zusammenh�ange (3.13) und (3.53) sollten bekannt sein, ebenso,da� die Polarisation und die Magnetisierung jeweils Dipoldi
hten sind. Das172



Stetigkeitsverhalten der vier Felder an Grenz
�a
hen ist au
h sehr wi
htig.Zu Stromkreisen sollten die Kir
hho�'s
hen Regeln bekannt sein und woraussie folgen. Elementar ist au
h das Ohm's
he Gesetz, sowohl in der lokalen alsau
h in der globalen Formulierung. Au�erdem sollte man wissen, das zwis
henLadungen und Potentialen bzw. magnetis
hen Fl�ussen und Str�omen jeweils einlinearer Zusammenhang besteht (aber ni
ht unbedingt, wie dieser im Detailaussieht), der dur
h die Kapazit�ats- bzw. InduktionskoeÆzienten gegeben ist.Die te
hnis
he De�nition der Kapazit�at sollte bekannt sein, und man sollte au
hbei einfa
hen Problemen (Platten-, Kugel-, Zylinderkondensator) die Kapazit�atausre
hnen k�onnen. Zu den konkreten Anwendungen in Stromkreisen sollte manwissen, da� imagin�are frequenzabh�angige Widerst�ande und damit Phasenver-s
hiebungen auftreten; au�erdem sollte bekannt sein, da� sol
he S
haltungenals Frequenzp�asse verwendbar sind. Die Formel f�ur die Thomson-Frequenz undihre Bedeutung ist ebenfalls gut zu wissen. Au�erdem sollte klar sein, wie mandie Wirkung einer S
haltung auf beliebige Signale mittels Fouriertransformati-on bestimmt. Der Skine�ekt ist eher unwi
htig - man sollte halt wissen, da�Signale hoher Frequenz si
h bevorzugt in der ,,Haut" des Drahtes ausbreiten.Kapitel 4: Ausbreitung elektromagnetis
her WellenHier geh�ort die Herleitung der Wellenglei
hung f�ur freie Wellen aus den Max-wellglei
hungen zu den wi
htigsten Dingen (wenn man's f�ur die Telegraphenglei-
hung au
h kann, ist's nat�urli
h au
h ni
ht s
hle
ht). Es mu� bekannt sein, wieeine ebene Welle aussieht und wie man die allgemeinen Eigens
haften elektro-magnetis
her Wellen (besonders die Transversalit�at) aus den Maxwellglei
hugenherleiten. Die vers
hiedenen Arten der Polarisation und die Dispersionsrelati-on, speziell au
h der Zusammenhang mit Phasen- und Gruppenges
hwindigkeit,sollten ebenfalls klar sein.Zu Hohlleitern brau
ht man eigentli
h nur zu wissen, da� f�ur eine gegebeneFrequenz dort vers
hiedene Moden auftreten k�onnen und da� es sowohl TE-,TM- als au
h TEM-Moden gibt (was das hei�t, sollte nat�urli
h au
h klar sein!).Bei der Bre
hung ist folgendes wi
htig: Stetigkeit der Felder an der Grenz-
�a
he, glei
he Frequenz, glei
he Ebene, De�nition Bre
hungsindex, Snellius-Gesetz, Totalre
ektion. Bei den Fresnel's
hen Formeln sollte man wissen, wo-zu sie gut sind, aber ni
ht, wie sie aussehen - h�o
hstens die Formel f�ur denBrewster-Winkel k�onnte man si
h merken.Die Formeln (4.123), (4.131) f�ur die Energiedi
hten der Felder sind dagegenwiederum sehr wi
htig; au
h den Poyntingvektor sollte man si
h merken. DieKontinuit�atsglei
hung f�ur die Energieerhaltung sollte man herleiten und inter-pretieren k�onnen. Bei der Impulserhaltung gen�ugt dagegen die Kenntnis derGlei
hung und das Wissen, da� T eine Matrix (bzw. ein Tensor zweiter Stufe)ist (Formel ist ni
ht unbedingt n�otig!). Der Zusammenhang mit dem Strah-lungsdru
k sollte bekannt sein, Beispiele dazu zu kennen ist si
her au
h ni
hts
hle
ht.
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Kapitel 5: Abstrahlung elektromagnetis
her WellenDie Einf�uhrung der Potentiale mu� klar sein (sollte man vorre
hnen k�onnen),ebenso die Ei
htransformationen. Zur Coulombei
hung sollte man die Ei
h-bedingung kennen und den Grund, warum sie so bezei
hnet wird; ebenso denGrund f�ur die Bezei
hnung als transversale Ei
hung. Weitere Formeln wie dieZerlegung des Stromes in den transversalen und longitudinalen Anteil sind eherunwi
htig. Die Lorentzei
hung dagegen sollte in allen Details klar sein, spe-ziell die Glei
hungen, die dann den Zusammenhang zwis
hen Potentialen undLadungs- und Stromdi
hten angeben. Die retardierte Greensfunktion sollte be-kannt sein (wenn au
h ni
ht unbedingt in allen Details); wi
htig ist vor allemdie Interpretation als Abstrahlungsvorgang und die Verz�ogerung der Reaktiondes Systems um die Zeit, die das Signal brau
ht, um von der Quelle dorthin zulaufen.Von den Li�enard-Wie
hert-Potentialen sollte man zumindest geh�ort habenund ihre Bedeutung kennen; die genauen Formeln und die Herleitung sind da-gegen ni
ht ganz so wi
htig. Bei der Abstrahlung von Wellen dur
h eine harmo-nis
h s
hwingende Punktladung mu� man vor allem wissen, wel
he N�aherun-gen dur
hgef�uhrt werden (speziell au
h die Unters
heidung Nah- und Fernfeld).Hier ist es si
her au
h ni
ht s
hle
ht, wenn man eine Entwi
klung au
h mal ex-plizit vorf�uhren kann. Die Abstrahl
harakteristik (Abh�angigkeit von Frequenz,Winkel und Abstand) eines Dipols sollte bekannt sein.Bei den allgemeinen Abstrahlvorg�angen ist es wi
htig zu wissen, da� manspeziell mono
hromatis
he S
hwingungen betra
htet und da� man den allge-meinen Fall wieder dur
h Fouriertransformation bekommt. Die Helmholtz-Glei
hung und die zugeh�orige Green's
he Funktion sollte man si
h mal an-ges
haut haben. Au�erdem sollte der Beweis, da� es keine Monopolstrahlunggeben kann, klar sein. Bei der konkreten Re
hnung in kartesis
hen Koordinatengen�ugt es wiederum, die N�aherungen und Entwi
klungen verstanden zu habenund damit umgehen zu k�onnen. Bei der Multipolstrahlung in Kugelkoordinatenbrau
ht man nur zu wissen, da� die radiale Abh�angigkeit nun dur
h sph�aris
heBesselfunktionen und die Winkelabh�angigkeit wieder dur
h Kugel
�a
henfunk-tionen gegeben ist.Kapitel 6: Spezielle Relativit�atstheorieDie Galilei-Transformation, die Einstein's
hen Postulate und die Lorentztrans-formation (samt Konsequenzen, aber ohne Herleitung) m�ussen bekannt sein.Der Vierervektorformalismus sollte klar sein - speziell die Unters
heidungzwis
hen kontra- und kovarianten Vierervektoren. Der Orts- und der Ablei-tungs-Vierervektor sollten bekannt sein, ebenso die Transformationsmatrix ��� ,der metris
he Tensor g�� und die De�nition des Skalarproduktes. Au
h wi
h-tig sind die De�nition von Viererges
hwindigkeit, -bes
hleunigung, -kraft und-impuls (bei letzterem au
h das konkrete Aussehen). Da� die Einstein's
he For-mel E = m
2 bekannt sein mu�, brau
ht ja wohl kaum erw�ahnt zu werden (dieHerleitung mu� man dagegen ni
ht unbedingt wissen). Zum Abs
hnitt �uberdie Klassi�zierung von Lorentztransformationen sollte man si
h vor allem die174



alternative Parametrisierung mittels der �i und die darausfolgende Verwand-s
haft zu Drehungen merken; au
h die Additivit�at der �s ist wi
htig. Das ganzeZeugs �uber die Gruppeneigens
haften von Lorentztransformationen ist dagegenunwi
htig.Zur kovarianten Formulierung der Elektrodynamik sollten folgende Glei-
hungen auf jeden Fall bekannt sein: Viererstrom (6.76), Kontinuit�atsglei-
hung (6.78), Feldst�arkentensor (6.80), dualer Feldst�arkentensor (6.86) und dieMaxwell-Glei
hungen (6.87) und (6.81). Bei den Tensoren ist es nat�urli
h ni
htso s
hlimm, wenn man si
h ni
ht jedes einzelne Vorzei
hen merken kann - nurdie Grundstruktur sollte klar sein. Au�erdem sollte man das Viererpotenti-al, die Ei
htransformationen, die Lorentzei
hung und den Zusammenhang mitdem Viererstrom hins
hreiben k�onnen und wissen, wie der Feldst�arkentensoraus dem Viererpotential bere
hnet wird. Zur Energie-Impuls-Erhaltung gen�ugtes, die Formel (6.108) und den Aufbau des Energie-Impuls-Tensors aus Ener-giedi
hte, Poyntingvektor, Impulsdi
hte und Spannungstensor zu kennen - dieexplizite Formel f�ur T �� brau
ht man si
h ni
ht zu merken. In allen Einzelhei-ten bekannt sollte dagegen das Transformationsverhalten der Felder sein; undals kleinen Bonus kann man si
h dann au
h no
h die relativistis
hen Invariantenmerken.Kapitel 7: Lagrange- und Hamiltonformalismus in der Elektrodyna-mikHier sollte man die explizite Gestalt der Lagrange- und Hamiltonfunktion f�urni
ht-relativistis
he und relativistis
he Punktteil
hen, jeweils mit und ohne Fel-der, kennen. Besonders wi
htig ist hierbei die Unters
heidung zwis
hen kineti-s
hem und kanonis
hem Impuls. Die kovariante Formulierung ist dagegen eherwieder unwi
htig (aber i
h fand's halt interessant).Das glei
he gilt f�ur den kompletten Abs
hnitt 7.2: ist zwar sehr interessant,wird aber in der Elektrodynamik si
her ni
ht gefragt. Wen's interessiert, derkann es nat�urli
h gerne trotzdem lernen - wi
htig �nde i
h dort aber eigentli
hnur die explizite Gestalt des Lagrangefunktionals (speziell da� dort die Di�e-renz der Quadrate der Feldst�arken auftau
ht) und die kovariante Formulierung,sowohl mit dem Feldst�arketensor als au
h mit den Potentialen.
Das war's dann - dies ist (ho�entli
h) alles, was man �uber Theoretis
heElektrodynamik jemals wissen mu� (und wahrs
heinli
h no
h einiges dar�uberhinaus). Mir bleibt nur no
h zu sagen:Mehr, wenn ihr mi
h wiederseht - ihr m�usst unbedingt gu
ken,wie's weitergeht! (im Skript zur Quantenme
hanik - Ers
heinungs-datum sehr fragli
h)
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Anhang AMathematis
hesHandwerkszeugA.1 Vektorre
hnung und -analysisA.1.1 Grundlagen der Vektorre
hnungF�ur die Re
hnungen in der Elektrodynamik ist es wi
htig, einige grundlegendeDe�nitonen und Formeln zu kennen. Geradezu elementar ist dabei der Umgangmit Vektoren. Addition von Vektoren und Multiplikation mit einem Skalarbed�urfen wohl keiner n�aheren Erl�auterung, ebenso das Skalarprodukt (au
hinneres Produkt genannt). Eine weitere M�ogli
hkeit zur Multiplikation vonVektoren ist das Kreuz- oder au
h �ausseres Produkt, das bekanntli
h f�ur zweiVektoren ~a = (ax; ay; az) und ~b = (bx; by; bz) folgenderma�en de�niert ist:~a�~b = (aybz � azby; azbx � axbz; axby � aybx); (A.1)was au
h ges
hrieben werden kann als(~a�~b)i = 3Xj;k=1 �ijkajbk (A.2)mit dem sogenannten Levi-Cevita-Symbol �ijk, das 0 ist, falls zwei der Indi
es�ubereinstimmen, und ansonsten das Vorzei
hen der jeweiligen Permutation von(1,2,3) angibt (also z.B. �132 = �1). Eine dritte M�ogli
hkeit ist die Darstellungals Matrixmultiplikation:~a�~b = 0B� 0 �az ayaz 0 �ax�ay ax 0 1CA~b =: A~b; (A.3)die hier auftau
hende Matrix ist antisymmetris
h; Aik = �ijkaj .F�ur das Re
hnen mit Skalar- und Kreuzprodukt gelten folgende Regeln:~a �~b = ~b � ~a (Kommutativit�at)~a�~b = �~b� ~a (Anti-Kommutativit�at)176



~a � (~b� ~
) = ~b � (~
� ~a) = ~
 � (~a�~b) (Spatprodukt)~a� (~b� ~
) = (~a�~b)� ~
 = ~b(~a � ~
)� ~
(~a �~b) (,,ba
-
ab")~a� (~b� ~
) +~b� (~
� ~a) + ~
� (~a�~b) = 0 (Ja
obi-Identit�at). (A.4)Es gibt no
h eine weitere M�ogli
hkeit zur Multiplikation von Vektoren: dassogenannte dyadis
he Produkt. Es ist folgenderma�en de�niert:~a
~b := 0B� axbx axby axbzaybx ayby aybzazbx azby azbz 1CA (A.5)(Vorsi
ht, keine Standardnotation! In Bronstein, Tas
henbu
h der Mathematikwird beispielsweise ~a �~b ges
hrieben.) Man kann also aus Vektoren dur
h Multi-plikation sowohl einen Skalar, einen Vektor als au
h einen Tensor zweiter Stufeerhalten; dies ist spezi�s
h f�ur den dreidimensionalen Raum und in anderenDimensionen ni
ht m�ogli
h. Lei
ht na
hre
henbar sind folgende Beziehungen:(~a
~b)T~
 = (~b
 ~a)~
 = (~a � ~
)~b (A.6)Sp(~a
~b) = ~a �~b: (A.7)A.1.2 De�nition der Vektor-Di�erentialoperatorenWie in anderen Gebieten der Physik sind au
h in der Elektrodynamik die grund-legenden Glei
hungen Di�erentialglei
hungen. Im Gegenteil zur Me
hanik kom-men nun in den Glei
hungen aber Felder vor, d.h., Funktionen der Ortsvaria-blen. Deswegen tritt nun ein vektorwertiger Di�erentialoperator auf, der soge-nannte Nabla-Operator: ~r := 0B� ��x��y��z 1CA (A.8)Mit diesem Operator kann i.a. genau wie mit einem normalen Vektor gere
hnetwerden. Es werden allerdings einige spezielle Bezei
hnungen verwendet:grad� := ~r� (A.9)div ~A := ~r � ~A (A.10)rot ~A := ~r� ~A (A.11)�� := ~r � ~r� (A.12)� div grad� �  �2�x2 + �2�y2 + �2�z2!� (A.13)Der Di�erentialoperator zweiter Ordnung � hei�t Lapla
e-Operator und istau
h auf Vektoren (komponentenweise) anwendbar - wenn man in kartesis
henKoordinaten re
hnet. Zus�atzli
h zu diesen Di�erentialoperatoren kann manau
h eine sog. Ri
htungsableitung ~A � ~r bilden.
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A.1.3 Re
henregelnEs gelten folgende Beziehungen:div~r = 3; rot~r = 0; gradf(r) = ~rr �f�r ; ~r
 ~r = id3rot grad = 0, ~r� (~r�) = 0div rot = 0, ~r � (~r� ~A) = 0rot rot = grad div��, ~r� (~r� ~A) = (~r
 ~r� id3~r � ~r) ~A( ~A � ~r) ~B = (~r
 ~B)T ~A (A.14)id bezei
hnet bei mir die Identit�atsabbildung, im speziellen idn die Einheitsma-trix im n-dimensionalen Raum (au
h keine Standardnotation!).Au�erdem gibt es no
h mehrere Produktregeln:grad( ~A(~r) � ~B(~r)) = ( ~A � ~r) ~B + ( ~B � ~r) ~A+ ~A� (rot ~B) + ~B � (rot ~A)div(f(~r) ~A(~r)) = gradf(~r) � ~A(~r) + f(~r)div ~A(~r)rot(f(~r) ~A(~r)) = gradf(~r)� ~A(~r) + f(~r)rot ~A(~r)div( ~A(~r)� ~B(~r)) = (rot ~A) � ~B � ~A � (rot ~B)rot( ~A(~r)� ~B(~r)) = ~A(div ~B)� (div ~A) ~B + ( ~B � ~r) ~A� ( ~A � ~r) ~B (A.15)A.1.4 Di�erentialoperatoren in Zylinder- und Kugelkoordina-tenBei Verwendung krummliniger Koordinatensysteme haben die Di�erentialope-ratoren ni
ht mehr die einfa
he Gestalt wie in kartesis
hen Koordinaten. Denallgemeinen Formalismus �ndet man z. B. in Gro�mann, Mathematis
her Ein-f�uhrungskurs f�ur die Physik ; hier sollen nur die Ergebnisse angegeben werden.ZylinderkoordinatenDie Koordinaten sind hier der Radius r, der (Azimuthal-)Winkel � und dieH�ohe z; der Zusammenhang mit den kartesis
hen Koordinaten ist:x = r 
os(�); y = r sin(�); z = z (A.16)Man kann dann orthonormierte Einheitsvektoren in Ri
htung dieser Koor-dinaten de�nieren dur
h:~er := �~r�r=j�~r�r j = (
os(�); sin(�); 0) (A.17)usw. Ein beliebiger Vektor hat bez�ugli
h dieser Basisvektoren folgende Darstel-lung: ~a = ar~er + a�~e� + az~ez : (A.18)Da die Einheitsvektoren im Gegensatz zum kartesis
hen Koordinatensystemnun also ortsabh�angig sind, tau
hen S
hwierigkeiten mit den Di�erentialopera-toren auf: Bei Anwendung eines sol
hen Operators wird nun ni
ht nur die178



Funktion abgeleitet, sondern au
h die Basisvektoren. Die Di�erentialoperato-ren wirken dann folgenderma�en:grad� = ���r ~er + 1r ����~e� + ���z ~ez (A.19)div ~A = 1r �(rAr)�r + 1r �A��� + �Az�z (A.20)rot ~A = �1r �Az�� � �A��z �~er + ��Ar�z � �Az�r �~e�+1r ��(rA�)�r � �Ar�� �~ez (A.21)�� = 1r ��r �r���r �+ 1r2 �2���2 + �2��z2 (A.22)Die Wirkung des Lapla
eoperators auf einen Vektor erh�alt man mit Hilfe derFormel � = grad div� rot rot.KugelkoordinatenDie Koordinaten sind nun der Radius r, der Polarwinkel � und der Azimuthal-winkel � mit:x = r sin(�) 
os(�); y = r sin(�) sin(�); z = r 
os(�): (A.23)Ebenso wie bei den Zylinderkoordinaten kann man die zugeh�origen Einheits-vektoren de�nieren.Die Di�erentialoperatoren wirken nun wie folgt:grad� = ���r ~er + 1r ���� ~e� + 1r sin(�) ����~e� (A.24)div ~A = 1r2 �(r2Ar)�r + 1r sin(�) �(sin(�)A�)�� + 1r sin(�) �A��� (A.25)rot ~A = 1r sin(�) ��(sin(�)A�)�� � �A��� �~er+ 1r sin(�) ��Ar�� � sin(�)�(rA�)�r �~e�+1r ��(rA�)�r � �Ar�� �~ez (A.26)�� = 1r2 ��r �r2���r �+ 1r2 sin(�) ��� �sin(�)���� �+ 1r2 sin2(�) �2���2(A.27)Wiederum erh�alt man die Wirkung des Lapla
eoperators auf einen Vektor mit-tels � = grad div� rot rot. Beispielsweise gilt:(� ~A)r = �Ar � 2r2Ar � 2r2 sin(�) ��� (sin(�)A�)� 2r2 sin(�) ���A�; (A.28)179



ni
ht etwa (� ~A)r = �Ar!!!Den Radiusanteil des Lapla
eoperators, angewandt auf skalare Funktionen,kann man au
h no
h auf zwei andere Arten s
hreiben:1r2 ��r �r2���r � = �2��r2 + 2r ���r = 1r �2(r�)�r2 (A.29)A.2 Wegunabh�angigkeit von Integralen; PotentialeBetra
hte ein skalares Feld �(~r) und bilde daraus das Gradientenfeld:~E(~r) := �grad�(~r): (A.30)Man sieht sofort, da� rot ~E = 0 gilt, da rot grad = 0. Man kann also folgern:wenn ein Vektorfeld ~E si
h als Gradient eines Skalarfeldes darstellen l�asst, alsoeine Stammfunktion besitzt, dann ist rot ~E = 0 in dem Berei
h, in dem ~Edi�erenzierbar ist. In diesem Fall kann man � s
hreiben als�(~r) = � ~rZ~r0 ~ds � ~E(~s) (A.31)mit einem beliebig w�ahlbaren Punkt ~r0 (die Wahl eines anderen Punktes f�uhrtnur zu einer additiven Konstante, wie �ubli
h bei der De�nition einer Stamm-funktion). Na
h Voraussetzung ist � eindeutig bestimmt (bis auf die Wahl von~r0), d.h., der Wert des Integrals ist unabh�angig vom genauen Weg, den manvon ~r0 na
h ~r nimmt! Umgekehrt kann man nat�urli
h au
h folgern: WennIntegrale �uber ~E wegunabh�angig sind, dann kann man ein skalares Feld � sode�nieren wie angegeben, ~E l�asst si
h dann als Gradientenfeld dieses skalarenFeldes s
hreiben, und es gilt wieder rot ~E = 0.Wenn man von rot ~E = 0 ausgeht, kann man dagegen ni
ht automatis
hfolgern, da� das Integral wegunabh�angig ist und � existiert. Man ben�otigteine zus�atzli
he Voraussetzung: Das betra
htete Gebiet mu� einfa
h zusam-menh�angend sein, d.h., jede ges
hlossene Kurve in dem Gebiet mu� si
h aufeinen Punkt zusammenziehen lassen. (zweidimensionale Beispiele: siehe Abb.A.1) Wenn dies gilt, so ist rot ~E = 0 �aquivalent zur Wegunabh�angigkeit vonIntegralen �uber ~E und zur Existenz eines skalaren Feldes, als dessen Gradien-tenfeld ~E ges
hrieben werden kann.Erf�ullt ein Kraftfeld diese Bedingungen, so spri
ht man in der Me
hanik voneinem sog. konservativen Kraftfeld; das zugeh�orige skalare Feld ist dann diepotentielle Energie. Deswegen wird das hier auftretende skalare Feld allgemeinau
h als Potential bezei
hnet.Wir haben bisher den Fall eines wirbelfreien Feldes betra
htet. Es kann aberau
h vorkommen, da� ein Feld zwar Wirbel, aber keine Quellen hat, div ~B = 0.Au
h in diesem Fall kann man eine Stammfunktion f�ur ~B �nden: benutze nunstatt rot grad = 0 die Beziehung div rot = 0; das heisst, es ist zu vermuten,da� si
h ~B darstellen l�a�t als ~B = rot ~A: (A.32)180



Abbildung A.1: Vers
hiedene m�ogli
he Gebiete: Das erste und das zweite sindeinfa
h zusammenh�angend, das dritte dagegen ni
ht (eine Kurve, die das Lo
heins
hlie�t, kann ni
ht innerhalb des Gebietes auf einen Punkt zusammengezo-gen werden)Dies gilt wiederum relativ allgemein; Voraussetzung ist nur, da� das betra
hteteGebiet einfa
h zusammenh�angend ist - nun allerdings in einer etwas anderen Be-deutung als beim Skalarpotential: Jede ges
hlossene Fl�a
he mu� si
h auf einenPunkt zusammenziehen lassen (beim Skalarpotential: jede ges
hlossene Kurve).Der Raum zwis
hen zwei konzentris
hen Kugels
halen w�are beispielsweise f�urges
hlossene Kurven einfa
h zusammenh�angend, f�ur ges
hlossene Fl�a
hen ni
ht.~A wird in Analogie zu � als Vektorpotential bezei
hnet; es l�a�t si
h bere
h-nen dur
h ~A = Z 10 ( ~B(�~r)� ~r)� d�: (A.33)Bildet man n�amli
h von dieser Formel die Rotation, so ergibt si
h wieder dasFeld ~B:rot ~A(~r) = Z 10 rot( ~B(�~r)� ~r)� d�= Z 10 [ ~B(div~r)� (div ~B)~r + (~r � ~r) ~B � ( ~B � ~r)~r℄� d�= Z 10 [3 ~B � 0 + � ~r � ~r�! ~B(�~r)� ~B℄� d�= Z 10 h2 ~B(~r0) + � �~r � ~r0� ~B(~r0)i � d�= Z 10 "2 ~B(~r0) + � d~r0d� � ~r0! ~B(~r0)# � d�= Z 10 "2�~B(~r0) + �2 d ~B(~r0)d� # d� = Z 10 dd� h�2 ~B(~r0)i d�= h�2 ~B(~r0)i10 = ~B(~r): (A.34)~A ist aber ebenso wie � ni
ht eindeutig bestimmt. Bei � besteht die Wahl-freiheit nur in einer additiven Konstante - zu ~A kann man dagegen den Gra-dienten eines beliebigen Skalarfeldes � addieren, ohne ~B zu ver�andern, da rot181



grad = 0 gilt: ~A0 = ~A+ grad� =) rot ~A0 = rot ~A: (A.35)A.3 Die S�atze von Gau� und StokesEbenso wie bei normalen Integralen gibt es au
h f�ur r�aumli
he Integrale �uberFelder Regeln f�ur die (partielle) Integration. Man kann Volumenintegrale �uberAbleitungen von Feldern in Ober
�a
henintegrale �uber die Felder umwandeln,und ebenso Fl�a
henntegrale �uber die Ableitungen in Randintegrale �uber dieFelder. Dies wird dur
h die S�atze von Gau� und Stokes erm�ogli
ht, die imfolgenden n�aher betra
htet werden sollen.A.3.1 Der Satz von Gau�Sei ~A ein Vektorfeld, da� auf einem Volumen V des Raumes mindestens einmaldi�erenzierbar ist, und sei �V der Rand dieses Gebietes, also eine ges
hlosseneFl�a
he, so gilt: ZV dV div ~A = I�V ~dF � ~A (Gau� 1839): (A.36)Bei der Fl�a
henintegration zeigt dabei das in�nitesimale Fl�a
henelement ~dFna
h au�en.Ausgehend von diesem Satz kann man au
h no
h andere Formeln gewin-nen; setze beispielsweise f�ur ~A einen konstanten Vektor, multipliziert mit einemskalaren Feld, ein:ZV dV div( ~A0�) = ~A0 � ZV dV grad�(~r) = ~A0 � I�V ~dF�; (A.37)also ZV dV grad�(~r) = I�V ~dF �: (A.38)�Ahnli
h zeigt man: ZV dV rot ~A = I�V ~dF � ~A (A.39)A.3.2 Der Satz von StokesBetra
hte hier eine beliebige (ni
ht ges
hlossene) Fl�a
he F im Raum mit Rand�F und ein auf dieser Fl�a
he mindestens einmal di�erenzierbares Vektorfeld ~A.Es gilt dann: ZF ~dF � rot ~A = I�F ~ds � ~A (Stokes 18??) (A.40)Die Integration �uber �F ist dabei so auszuf�uhren, da� die Fl�a
hennormale ~dFim mathematis
h positiven Sinn umlaufen wird (Re
hte-Hand-Regel).Dies ist der Satz von Stokes in der Form, wie er in der Physik meist ver-wendet wird. Die mathematis
he Formulierung benutzt die Spra
he der Di�e-rentialformen und ist weit allgemeiner.182



Wiederum kann man relativ lei
ht andere Formeln daraus ableiten, z.B.:ZF ~dF � grad� = I�F ~ds� (A.41)A.3.3 Der Green's
he SatzMan kann den Gau�'s
hen Satz au
h f�ur partielle Integrationen benutzen, z.B.:ZV dV ��	 = ZV dV (div(�grad	)� grad� � grad	)= I�V ~dF � (�grad	)� ZV dV grad� � grad	 (A.42)Wenn man im folgenden in beiden Termen partiell integriert, so hat manalso ZV dV (��	�	��) = I�V ~dF � (�grad	�	grad�)� ZV dV (grad� � grad	� grad	 � grad�)(A.43)Das zweite Integral ist 0 - man erh�alt also:ZV dV (��	�	��) = I�V ~dF � (�grad	�	grad�) (A.44)Dieser sog. Green's
he Satz ist zwar relativ lei
ht aus dem Gau�'s
hen Satzableitbar, wurde jedo
h ohne dessen Kenntnis s
hon 1828 von Graham Greenegefunden und hat viele Anwendungen in der Physik und der Mathematik.A.4 Die Delta-,,Funktion"(Teile entnommen aus Vorlesung von Dos
h zur Quantenme
hanik, au�erdemein wenig aus Gro�mann: Mathematis
her Einf�urungskurs f�ur die Physik)Um die Deltafunktion mathematis
h korrekt herzuleiten, m�u�te man si
h et-was ausf�uhrli
her mit den sogenannten Distributionen auseinandersetzen. Hiersoll eine kurze mathematis
he Einf�uhrung ausrei
hen und mehr Gewi
ht aufden konkreten Umgang mit dieser Funktion gelegt werden.A.4.1 DistributionenEine Distribution ist im wesentli
hen eine Abbildung aus einem Vektorraum vonFunktionen (meist stellt man diverse Forderungen an diesen Raum, beispiels-weise da� die Funktionen im Unendli
hen gen�ugend stark abfallen sollen) aufden zugrundeliegenden K�orper, f�ur Physiker also: auf die reellen oder komple-xen Zahlen. Dies ist eigentli
h nur ein Spezialfall der sogenannten Funktionale,die allgemein Abbildungen von einem Vektorraum auf den zugrundeliegendenK�orper sind (siehe au
h Quantenme
hanik, Pfadintegralformalismus usw. usf.).Sie werden meist dur
h Gro�bu
hstaben dargestellt; das Argument steht ine
kigen Klammern. 183



Beispiele sind: F [f ℄ = Z f(x)dx (A.45)oder, allgemeiner: Fg[f ℄ = Z g(x)f(x)dx (A.46)mit einer (relativ) beliebigen Funktion g. In beiden F�allen wird einer Funk-tion f eine Zahl zugeordnet: der Wert des Integrals �uber diese Funktion (imzweiten Fall gewi
htet mit der Funktion g). Das Integral l�auft dabei �uber dengemeinsamen De�nitionsberei
h von f und g.Es gelten u. a. folgende Re
henregeln (de�nitionsgem�a�!):(h(x) � F )[f ℄ := F [h � f ℄ f�ur alle Funktionenh (A.47)� ��xF� [f ℄ := �F � ��xf� (A.48)A.4.2 Die Delta-Distribution/-Funktion: De�nitionDas f�ur die Physik wohl wi
htigste Beispiel ist die Delta-Distribution Æ[f ℄:Æ[f ℄ := f(0): (A.49)Dur
h sie wird einer (relativ) beliebigen Funktion f ihr Wert an der Stelle 0zugeordnet. Speziell gilt: Æ[1℄ = 1 (Normierung).Formal kann die Delta-Distribution ebenso dur
h ein Integral dargestelltwerden wie in den vorigen Beispielen:Æ[f ℄ = +1Z�1 Æ(x)f(x)dx (A.50)mit der Delta-Funktion Æ(x). Aus der Normierung folgt sofort, da� gilt:+1Z�1 Æ(x)dx = 1: (A.51)Andererseits ergibt si
h, da� Æ(x) �uberall identis
h null sein mu� (da f�uralle Funktionen, egal wel
he Werte sie haben, der Funktionswert an der Stellenull ,,herausprojiziert"werden soll) - au�er bei x = 0. Da das Integral �uber dieFunktion aber 1 ergeben soll, folgt sofort, da� der Funktionswert an der Stelle0 unendli
h gro� sein mu�, da das Integrationsintervall unendli
h klein ist! Eskann si
h also um keine Funktion im mathematis
hen Sinne handeln - diese sindAbbildungen auf einen K�orper, meist auf die reellen oder komplexen Zahlen,und kein K�orper enth�alt die Zahl ,,unendli
h".Insofern ist es mathematis
h inkorrekt, von einer Delta-,,Funktion" zu re-den. Da man aber mit dieser viel lei
hter re
hnen kann als mit der zugeh�origenDistribution, wird sie von den Physikern st�andig verwendet - obwohl sie (mathe-matis
h gesehen) gar ni
ht existiert. Wie �ubli
h - der Erfolg gibt einem re
ht!184



Historis
h gesehen wurde die Deltafunktion �ubrigens von Dira
 (einem Physi-ker) eingef�uhrt - die Theorie der Distributionen als mathematis
he ,,Re
htfer-tigung" wurde erst sp�ater von dem Mathematiker S
hwartz na
hgerei
ht.Oft wird die Deltafunktion au
h als Limes einer Funktionenfolge de�niert.Beispiele sind: fn(x) = rn�e�nx2 (A.52)gn(x) = ( n � 12n � x � + 12n0 x < � 12n oder x > + 12n (A.53)hn(x) = 1� n1 + n2x2 (A.54)jn(x) = n� �sin(nx)nx �2 (A.55)kn(x) = 1� sin(nx)x (A.56)F�ur alle Funktionen dieser Folgen gilt, da� das Integral �uber sie eins ergibt;f�ur x 6= 0 gilt gehen sie gegen 0 f�ur n ! 1, und an der Stelle 0 gehen siegegen unendli
h f�ur n ! 1. W�urde die Deltafunktion also existieren (undw�are der Limes erlaubt), so k�onnte man sagen, da� Æ(x) = limn!1 fn(x) =limn!1 gn(x) = : : : ist.Etwas mathematis
her argumentiert: Beispielsweise f�ur das Integral+1Z�1 gn(x)f(x)dx = + 12nZ� 12n gn(x)f(x)dx (A.57)gilt na
h dem Mittelwertsatz der Integralre
hnung, da� im Integrationsintervallein x0 existiert, so da� es glei
h dem folgenden Ausdru
k ist:f(x0) + 12nZ� 12n gn(x)dx: (A.58)Da das Integral �uber gn(x) aber eins ergibt, hat man:+1Z�1 gn(x)f(x)dx = f(x0): (A.59)x0 mu� nun im Intervall zwis
hen � 12n und 12n liegen; f�ur n ! 1 gilt also:x0 ! 0. Insgesamt ergibt si
h:limn!1 +1Z�1 gn(x)f(x)dx = f(0): (A.60)185



Als Physiker kann man nun den Limes einfa
h unter das Integral ziehen (Ma-thematiker verbieten einem das zwar, aber was soll's...) und erh�alt wiederlimn!1 gn(x) = Æ(x). �Ahnli
h kann man au
h bei den anderen angegebenenFolgen argumentieren.Analog wie diese Delta-Distribution kann man nat�urli
h au
h andere de�-nieren, die ni
ht den Funktionswert an der Stelle 0, sondern an einer beliebigenStelle a herausprojizieren: Æa[f ℄ := f(a): (A.61)Es ist aber ni
ht n�otig, daf�ur nun au
h eine verallgemeinerte Deltafunktioneinzuf�uhren; es gilt n�amli
h:Æa[f ℄ = f(a) = +1Z�1 Æ(x)f(a + x)dx = +1Z�1 Æ(x � a)f(x)dx; (A.62)zur Distribution Æa[f ℄ geh�ort also einfa
h die ,,vers
hobene" Deltafunktion Æ(x�a). Eine weitere Verallgemeinerung sind mehrdimensionale Deltafunktionen.Die De�nition ist sofort einleu
htend, z.B.:Z dV f(~r)Æ(~r � ~r0) = f(~r0) (A.63)f�ur alle Felder f . Oft s
hreibt man au
h explizit die Dimension hin, in diesemBeispiel: Æ3(~r � ~r0). Der Sinn dieser S
hreibweise wird klar, wenn man si
h�uberlegt, da� man diese dreidimensionale Deltafunktion au
h als Produkt vondrei eindimensionalen Deltafunktionen s
hreiben kann:Æ3(~r � ~r0) = Æ(x� x0)Æ(y � y0)Æ(z � z0) (A.64)An dieser Stelle ist es Zeit, auf eine ,,physikalis
he" Eigens
haft der Delta-funktion einzugehen: ihre Ma�einheit. Betra
hte zun�a
hst die normale Delta-funktion: Z f(x)Æ(x)dx = f(0): (A.65)Die Funktion f ist im allgemeinen eine physikalis
he Gr�o�e mit irgendeinerEinheit - ein Beispiel w�are eine Funktion, die die Stromst�arke (gemessen inAmpere) an einer bestimmten Stelle x (gemessen in Meter) eines Drahtes angibt.Dann w�urde gelten: [f(x)℄ = [f(0)℄ = A; da aber andererseits gilt: [f(0)℄ =[f(x)℄�[Æ(x)℄ = A�m, folgt sofort, da� die Deltafunktion die Einheit 1=m habenmu�.Allgemein kann man sagen: Die Deltafunktion hat immer die inverse Ma�-einheit ihres Arguments. Betra
htet man also beispielsweise eine zeitli
he Del-tafunktion Æ(t), wobei t in Sekunden gemessen wird, so folgt: [Æ(t)℄ = 1=s. Beimehrdimensionalen Deltafunktionen hat man dann die entspre
hende Potenzder inversen Ma�einheit des Arguments, z. B. [Æ3(~r)℄ = 1=m3.186



A.4.3 Re
henregelnDa die Deltafunktion �uberall glei
h null ist, au�er f�ur x = 0, ergibt si
h sofort:bZa f(x)Æ(x)dx = ( f(0) = Æ[f ℄ 0 2 (a; b)0 0 =2 [a; b℄ (A.66)Die F�alle a = 0 oder b = 0 sind ni
ht de�niert. Eine �aquivalente Formel giltnat�urli
h au
h f�ur Æ(x � a).Ebenso wegen der Eigens
haft, da� Æ(x�a) �uberall null ist au�er bei x = a,folgt sofort, da� gilt:f(x)Æ(x� a) = f(a)Æ(x� a); speziell: xÆ(x) = 0: (A.67)Dies sieht man au
h aus der De�nition der Deltafunktion:Z f(x)Æ(x� a)dx = f(a) = f(a) Z Æ(x� a)dx = Z f(a)Æ(x� a)dx: (A.68)Au�erdem folgt diese Eigens
haft au
h aus der allgemeinen Re
henregel f�urDistributionen (A.47).Wiederum weil die Deltafunktion �uberall null ist - au�er f�ur x = 0 - erh�altman sofort Æ(x) = Æ(�x) - die Deltafunktion ist gerade. Dies sieht man au
hfolgenderma�en:+1Z�1 f(x)Æ(�x)dx = � �1Z+1 f(�x)Æ(x)dx = +1Z�1 f(�x)Æ(x)dx = f(0); (A.69)also gilt Æ(x) = Æ(�x).�Ahnli
h zeigt man: Æ(ax) = 1jajÆ(x); (A.70)oder no
h allgemeiner: Æ(f(x)) =Xi 1jf 0(xi)jÆ(x� xi); (A.71)wobei die xi die einfa
hen Nullstellen der Funktion f seien.Bei einer Umre
hnung auf andere Koordinaten x0, y0, z0 mu� ber�u
ksi
htigtwerden, da� die neuen Koordinaten Funktionen von den alten sind: x0(x; y; z),y0(x; y; z), z0(x; y; z). Die Regel (A.71) mu� daf�ur also auf mehrdimensionaleDeltafunktionen verallgemeinert werden; dies ges
hieht folgenderma�en:Æ(x0�x00)Æ(y0�y00)Æ(z0�z00) = ���� �(x; y; z)�(x0; y0; z0) �����1 Æ(x�x0)Æ(y�y0)Æ(z�z0); (A.72)wobei ��� �(x;y;z)�(x0;y0;z0) ��� die (au
h bei der Umre
hnung von Volumenelementen auf-tretende) Ja
obi-Determinante ist. Damit ergibt si
h f�ur die dreidimensionaleDeltafunktion in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten:Æ3(~r � ~r0) = 1r Æ(r � r0)Æ(� � �0)Æ(z � z0) (A.73)= 1r2 sin(�)Æ(r � r0)Æ(� � �0)Æ(� � �0): (A.74)187



Man re
hnet sofort na
h, da� mit diesen Ausdr�u
ken die Normierung der Delta-funktion au
h dann no
h stimmt, wenn man das Volumenelement in Zylinder-bzw. Kugelkoordinaten ausdr�u
kt, z.B.:Z dV Æ3(~r � ~r0) = Z r2 sin(�) 1r2 sin(�)Æ(r � r0)Æ(� � �0)Æ(� � �0)= 1Z0 drÆ(r � r0) �Z0 Æ(� � �0) 2�Z0 Æ(�� �0) = 13 = 1:(A.75)Die Vorfaktoren werden folgenderma�en auf die einzelnen Deltafunktionen ver-teilt: Æ3(~r � ~r0) = Æ(r � r0)Æ(� � �0)r Æ(z � z0) (A.76)= Æ(r � r0)Æ(� � �0)r Æ(�� �0)r sin(�) ; (A.77)entspre
hend der Aufteilung im Volumenelement: dV = dr � rd� � dz = dr � rd� �r sin(�)d�.Aus der zweiten Re
henregel f�ur Distributionen (A.48) erh�alt man s
hlie�-li
h f�ur die Ableitung der Deltafunktion:Z Æ0(x� a)f(x)dx = �f 0(a): (A.78)(Diese Regel kann man si
h im Prinzip au
h einfa
h dur
h partielle Integrationherleiten.) Es folgt dann, da� Æ0(x) eine ungerade Funktion ist. Au�erdem gilt:Æ0(x) = limn!1 f 0n(x) = limn!1 g0n(x) = : : :Oft verwendet wird au
h die sogenannte Theta- oder Stufen-Funktion, diede�niert ist dur
h: �(x) := xZ�1 Æ(y)dy = ( 1 x > 00 x < 0 (A.79)F�ur x = 0 ist sie wiederum ni
ht de�niert; meist wird �(0) = 0 verwendet. Mitihrer Hilfe kann man abs
hnittsweise de�nierte Funktionen ums
hreiben, z.B.:jxj = x�(x)� x�(�x) (A.80)Zum Abs
hlu� soll no
h eine Fourierdarstellung der Deltafunktion gefundenwerden. Man kann einfa
h einsetzen:~Æ(k) = 12� +1Z�1 Æ(x)e�ikxdx = 12� ; (A.81)188



also Æ(x) = +1Z�1 ~Æ(k)eikxdx = 12� +1Z�1 eikxdx: (A.82)Eine andere M�ogli
hkeit ist folgende: Betra
hte eine beliebige Funktion f(x)und ihre Fouriertransformierte ~f(k):f(x) = +1Z�1 ~f(k)eikxdk~f(k) = 12� +1Z�1 f(y)e�ikydy (A.83)Setzt man die zweite Glei
hung in die erste ein, so erh�alt man:f(x) = +1Z�1 0�f(y) 12� +1Z�1 eik(x�y)dk1A dy: (A.84)Da aber andererseits gilt: f(x) = +1Z�1 f(y)Æ(x� y)dy; (A.85)erh�alt man wiederum: 2�Æ(x � y) = +1Z�1 eik(x�y)dk: (A.86)Diese Formel wird oft benutzt - beispielsweise bei der Bere
hnung vonGreen's
hen Funktionen.A.5 * Ein wenig Funktionentheorie; Der Residuen-satz(Der folgende Sto� st�utzt si
h im wesentli
hen auf Greiner: Elektrodynamikund Busam, Freitag: Funktionentheorie.)A.5.1 Analytis
he FunktionenSei f eine komplexwertige Funktion einer komplexen Variablen z, f : C ! C.Dann kann man f(z) s
hreiben als:f(z) = u(z) + iv(z) bzw. f(x+ iy) = u(x+ iy) + iv(x+ iy) (A.87)Die Funktionen u und v (und damit au
h f) k�onnen jeweils au
h als Funktionender beiden reellen Variablen x und y aufgefasst werden, also u; v : R�R! R.189



Die Funktion f hei�t stetig in z0, wenn gilt: f(z) ! f(z0) f�ur z ! z0(auf allen m�ogli
hen Wegen). Sie hei�t komplex di�erenzierbar/analytis
h/holo-morph/regul�ar in z0, wenn der Grenzwertlimz!z0 f(z0)� f(z)z0 � z (A.88)existiert und unabh�angig vom Weg na
h z0 ist; sie hei�t analytis
h/ ... imGebiet G, wenn sie f�ur alle z 2 G analytis
h ist.Da die komplexe Ebene zweidimensional ist, existieren nat�urli
h nur zweilinear unabh�angige Ri
htungen, die man ohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheitals Parallelen zur reellen und zur imagin�aren A
hse ansetzen kann. Man kanndie Forderung der Wegunabh�angigkeit also folgendermassen formulieren:limx!x0 f(x0 + iy0)� f(x+ iy0)x0 � x = limy!y0 f(x0 + iy0)� f(x0 + iy)i(y0 � y) ; (A.89)also: �f(x; y)�x = �f(x; y)i�y (A.90)Setzt man die Funktionen u und v ein, so erh�alt man s
hlie�li
h die Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen:�u(x; y)�x = �v(x; y)�y ; �v(x; y)�x = ��u(x; y)�y : (A.91)Sie lassen si
h kurz au
h so formulieren:� ��x + i ��y� (u(x; y) + iv(x; y)) = 0 (A.92)Analytis
he Funktionen haben im Gegensatz zu (stetig) di�erenzierbarenreellen Funktionen einige bemerkenswerte Eigens
haften. Eine davon ist dieExistenz und Eindeutigkeit der sogenannten analytis
hen Fortsetzung : Hatman eine analytis
he Funktion auf einem Teilgebiet der komplexen Ebene gege-ben, so existiert immer genau eine analytis
he Funktion, die auf der gesamtenkomplexen Ebene de�niert ist und einges
hr�ankt auf das Teilgebiet wieder dieurspr�ungli
he Funktion ergibt. Verglei
he dazu den reellen Fall: Wenn maneine stetig di�erenzierbare Funktion auf einem Intervall gegeben hat, so gibtes unendli
h viele M�ogli
hkeiten, sie auf ganz R zu einer immer no
h stetigdi�erenzierbaren Funktion fortzusetzen!A.5.2 Cau
hy's
her Integralsatz und -formelEine andere, sehr wi
htige Eigens
haft ist der Cau
hy's
he Integralsatz : Inte-grale in der komplexen Ebene �uber eine analytis
he Funktion sind vom Wegunabh�angig, das hei�t, z2Zz1 f(z)dz = t2Zt1 f(z(t))z0(t)dt (A.93)190



ist unabh�angig von der gew�ahlten Parametrisierung z(t).Wenn eine Funktion auf einem einfa
h zusammenh�angenden Gebiet analy-tis
h ist, darf man also einen ges
hlossenen Weg beliebig verformen und sogarzu einem Punkt zusammenziehen, ohne den Wert des Integrals zu ver�andern.Da aber das Integral der Funktion �uber einen einzigen Punkt 0 ergibt, so folgt,da� das Integral einer Funktion �uber einen ges
hlossenen Weg 0 ergibt, falls dieFunktion im vom Weg ums
hlossenen Gebiet G �uberall analytis
h ist:I�G f(z)dz = 0, falls f in G analytis
h ist (A.94)Andererseits kann man folgern, da� Integrale vom Weg unabh�angig sind,wenn das Integral �uber ges
hlossene Wege vers
hwindet, da man jeden o�enenWeg als einen anderen o�enen Weg plus einen ges
hlossenen Weg darstellenkann. z2Zz1 f(z)dz wegunabh�angig, I f(z)dz = 0 (A.95)Dieser Satz (wenn f di�erenzierbar ist, dann ist das Integral �uber f wegu-nabh�angig) ist v�ollig analog zum dreidimensionalen Fall: Wenn die Rotationeines Vektorfeldes vers
hwindet, so sind Wegintegrale �uber dieses Feld wegun-abh�angig.Anders sieht es aus, wenn das betra
htete Gebiet ni
ht einfa
h zusam-menh�angend ist bzw. wenn die Funktion in diesem Gebiet ni
ht �uberall ana-lytis
h ist. Betra
hte zwei Beispiele: f1(z) = z, f2(z) = 1=z, und als ges
hlos-senen Weg einen Kreis um den Ursprung mit Radius 1, der im mathematis
hpositiven Drehsinn dur
hlaufen wird. Die erste Funktion ist in der ganzen Ebe-ne analytis
h, die zweite ist f�ur z = 0 ni
ht de�niert. Es ist also zu erwarten,da� das Integral �uber die erste Funktion zu 0 wird, bei der zweiten Funktionsollte dagegen ein endli
her Wert herauskommen. W�ahle f�ur die Integrale dieParametrisierung z(t) = eit, dann hat man:I f1(z)dz = I z dz = 2�Z0 eitieitdt = 12 he2iti2�0 = 0 (A.96)I f2(z)dz = I dzz = 2�Z0 ieiteit dt = i [t℄2�0 = 2�i; (A.97)in �Ubereinstimmung mit der Erwartung.Allerdings gilt au
h in sol
hen F�allen wieder, da� das Integral �uber ges
hlos-sene Wege wegunabh�angig ist - vorausgesetzt, sie s
hlie�en die Stelle(n), in de-nen f ni
ht analytis
h ist, ein. Genauer: Die betra
hteten Weg m�ussen stetigineinander verformbar sein bzw. es mu� ein ges
hlossener Weg W existieren, indessen Inneren f analytis
h ist, so da� man den zweiten Weg erh�alt, indem manzum urspr�ungli
hen Weg W dazuaddiert. Man kann nun also z.B. allgemein sa-gen: Integriert man die Funktion f2(z) = 1=z auf einem beliebigen Weg, derz = 0 eins
hliesst und im mathematis
h positiven Drehsinn dur
hlaufen wird,so erh�alt man 2�i. 191



Betra
hten wir nun folgendes Integral:I�G f(z)z � z0 dz; (A.98)wobei die Funktion f(z) im Gebiet G analytis
h sein und z0 in G liegen soll.Man kann f(z) in eine Taylorreihe entwi
keln:f(z) = f(z0) + (z � z0)f 0(z0) + 12(z � z0)2f 00(z0) + : : : (A.99)Setze dies in das obere Integral ein:f(z0) I�G 1z � z0 dz + f 0(z0) I�G dz + 12f 00(z0) I�G(z � z0)dz + : : : (A.100)Alle Integranden au�er dem ersten sind analytis
h in G, also hat man:I�G f(z)z � z0dz = f(z0) I�G 1z � z0 dz z0=z�z0= f(z0) I�G 1z0dz0 = 2�if(z0)(A.101)und damit s
hlie�li
h die Cau
hy's
he Integralformel :f(z0) = 12�i I�G f(z)z � z0dz: (A.102)Das hei�t, wenn man eine Funktion auf dem Rand eines Gebietes G kenntund wei�, da� sie �uberall in G analytis
h ist, dann kann man jeden beliebigenFunktionswert, den sie in G annimmt, bere
hnen! Die Funktion ist also imgesamten Gebiet G eindeutig bestimmt, wenn nur ihre Werte auf dem Rand vonG gegeben sind - dies ist ein Spezialfall der s
hon oben erw�ahnten analytis
henFortsetzung.Man kann allgemein beweisen, da� f�ur analytis
he Funktionen Integrationund Di�erentation vertaus
hbar sind. Damit erh�alt man also aus der Cau
hy's
hen Integralformel: f (n)(z0) = n!2�i I�G f(z)(z � z0)n+1dz; (A.103)das hei�t, ni
ht nur die Funktionswerte, sondern au
h die Werte aller Ablei-tungen in G sind eindeutig bestimmt, wenn die Funktionswerte auf dem Randgegeben sind!Au�erdem kann man lei
ht zeigen, da� (z � z0)�n�1 f�ur alle n 2 Z alsFunktion von z0 analytis
h ist und damit au
h das Integral �uber diese Funktion- also folgt, da� au
h f (n) analytis
h ist. Damit hat man den wi
htigen Satz:Ist eine Funktion analytis
h, d.h., einmal komplex di�erenzierbar, so sind au
hs�amtli
he Ableitungen analytis
h (und damit au
h stetig), die Funktion ist alsounendli
h oft stetig di�erenzierbar.
192



A.5.3 Der ResiduensatzAu
h �uber Funktionen, die in einem Gebiet G ni
ht analytis
h sind, kann mandenno
h no
h Aussagen tre�en. Betra
hte hierf�ur zwei konzentris
he KreiseK1, K2 um das Gebiet G, die vollst�andig in dem Berei
h verlaufen, in dem fanalytis
h ist, und eine Verbindungsstre
ke zwis
hen den beiden Kreisen, diezweimal in entgegengesetzten Ri
htungen dur
hlaufen wird und si
h deshalbweghebt (s. Abb. A.2). Man hat dann einen ges
hlossenen Weg, und f�ur einbeliebiges z0 im ums
hlossenen Berei
h gilt:f(z0) = 12�i I f(z)z � z0 dz = 12�i ZK1 f(z)z � z0 dz � 12�i ZK2 f(z)z � z0dz (A.104)Das Minuszei
hen beim zweiten, inneren Kreis tritt deshalb auf, weil er immathematis
h negativen Drehsinn dur
hlaufen wird.Dies kann man ums
hreiben zu:f(z0) = 12�i ZK1 f(z)z � z1 11� z0�z1z�z1 dz + 12�i ZK2 f(z)z0 � z1 11� z�z1z0�z1 dz (A.105)mit einem beliebigen Punkt z1.W�ahlt man diesen Punkt im Gebiet G, so gilt:����z0 � z1z � z1 ���� < 1 8z 2 K1; ���� z � z1z0 � z1 ���� < 1 8z 2 K2; (A.106)und man kann die obigen Br�u
he als geometris
he Reihen s
hreiben:f(z0) = 12�i 0B�ZK1 f(z)z � z1 1Xn=0�z0 � z1z � z1 �n dz + ZK2 f(z)z0 � z1 1Xn=0� z � z1z0 � z1�n dz1CA= 12�i I f(z) 1Xn=0 (z0 � z1)n(z � z1)n+1 + 0Xn=�1 (z0 � z1)n�1(z � z1)n ! dz= 12�i I f(z) +1Xn=�1 (z0 � z1)n(z � z1)n+1dz = +1Xn=�1an(z0 � z1)n (A.107)K1 K2
z0GAbbildung A.2: Integrationsweg zur Untersu
hung von Integralen �uber ni
ht-analytis
he Funktionen. 193



mit: an := 12�i IW f(z)(z � z1)n+1 : (A.108)Diese Entwi
klung einer teilweise ni
ht analytis
hen Funktion f in einem Ring-gebiet, in dem sie analytis
h ist, hei�t Laurent's
he Reihe. W darf dabei jederbeliebige, um G ges
hlossene, im Gebiet zwis
hen K1 und K2 verlaufende Wegsein (den vorher betra
hteten Weg aus K1 und K2 kann man zu einem beliebi-gen anderen Weg, der im Gebiet zwis
hen den Kreisen verl�auft, umformen), z1mu� in G liegen.Wenn f an der Stelle z1 ni
ht holomorph ist, aber eine Umgebung vonz1 existiert, in der f holomorph ist (d.h., es existiert ein � > 0, so da� f(z)holomorph 8jz � z1j < �; z 6= z1), dann hei�t z1 eine isolierte Singularit�at, unda�1 = 12�i IW f(z)dz =: Res(f; z1); (A.109)wobei W ein ges
hlossener Weg in dieser Umgebung um z1 ist, hei�t Residuumvon f in z1.Wenn si
h nun in einem Gebiet G endli
h viele isolierte Singularit�aten zibe�nden, so erh�alt man aus dieser De�nition sofort:I�G f(z)dz = 2�iXi Res(f; zi) (A.110)(siehe Abb. A.3). Dies ist der sogenannte Residuensatz.Die konkrete Bere
hnung von Residuen ist allerdings nur dann relativ ein-fa
h m�ogli
h, wenn die Laurentreihe bei irgendeinem (negativen) n abbri
ht,also an�m = 0 8m > 0. Man spri
ht dann von einem Pol n-ter Ordnung in z1.Die Laurentreihe ist in diesem Fall:f(z) = a�n(z � z1)n + : : : + a�1z � z1 + +1Xn=0 an(z � z1)n (A.111)Man ma
ht si
h lei
ht klar, da� man dann das Residuum in z1 erh�alt dur
h:Res(f; z1) = a�1 = 1(n� 1)! limz!z1 dn�1dzn�1 ((z � z1)nf(z))! (A.112)

Abbildung A.3: Ein Integrationsweg, der mehrere Singularit�aten eins
hlie�t,kann immer so umgeformt werden, da� er jede Singularit�at einzeln eins
hlie�t;auf diese ist dann A.109 anwendbar. 194



Speziell f�ur einen Pol 1. Ordnung in z1 ergibt si
h:Res(f; z1) = limz!z1((z � z1) � f(z)): (A.113)Wir k�onnen nun also sowohl ges
hlossene Wegintegrale in der komplexenEbene ausre
hnen, deren Integrand im ums
hlossenen Gebiet �uberall analytis
hist, als au
h sol
he, bei denen der Integrand in diesem Gebiet beliebig vielePolstellen von beliebig hoher Ordnung hat. Im ersteren Fall ist der Wert desIntegrals einfa
h 0, im zweiten Fall bere
hnet man zun�a
hst die Residuen derPolstellen mittels der obigen Formel und erh�alt den Wert des Integrals dannaus dem Residuensatz.Diese Regeln f�ur das Ausf�uhren von Integralen in der komplexen Ebenewerden oft benutzt, um reelle Integrale auszuwerten. Der urspr�ungli
he Inte-grationsweg l�auft dann also entlang der reellen A
hse; man kann ihn dur
h einenHalbkreis �uber oder unter der A
hse zu einem ges
hlossenen Weg erg�anzen (a
h-te dabei auf die Orientierung des Weges!). Wenn der Integrand im Unendli
hengen�ugend stark abf�allt, dann tr�agt das Integral �uber diesen Halbkreis ni
ht bei,so da� der Wert des Integrals unge�andert bleibt. F�ur den ges
hlossenen Wegkann man dann den Residuensatz anwenden und erh�alt so den Wert des reellenIntegrals. Diese Methode wird z.B. bei Fouriertransformationen �ofters ange-wendet; der Faktor eikx sorgt bei geeigneter Wahl des Weges daf�ur, da� derHalbkreis im Unendli
hen ni
hts beitr�agt.Beispiel: Z +1�1 dx1 + x2 x=tan y= Z +�=2��=2 dy = � (A.114)Andererseits betra
hte das Integral:limR!1 IWR dz1 + z2 ; (A.115)wobei WR der Weg ist, der auf der reellen A
hse von �R bis +R f�uhrt unddann auf einem Halbkreis �uber der reellen A
hse wieder na
h �R. Auf demHalbkreis kann z parametrisiert werden als Rei�, also gilt:limR!1 dz1 + z2 = limR!1 iR ei� d�1 +R2 e2i� = 0; (A.116)d.h., der Beitrag des Halbkreises zum Integral vers
hwindet im Unendli
hen,und es gilt: Z +1�1 dx1 + x2 = limR!1 IWR dz1 + z2 (A.117)Die Pole des Integranden f(z) = 1=(1 + z2) liegen bei z1=2 = �i; innerhalb desges
hlossenen Weges liegt nur z1 = +i. Das Residuum dieses einfa
hen Polesist: Res(1=(1 + z2); i) = limz!i z � iz2 + 1 = limz!i z � i(z + i)(z � i) = 12i ; (A.118)195



also: Z +1�1 dx1 + x2 = 2�iRes(1=(1 + z2); i) = �; (A.119)in �Ubereinstimmung mit dem auf die normale Methode erhaltenen Resultat.Andererseits k�onnte man den Halbkreis au
h unten s
hlie�en; der Weg wirddann allerdings im mathematis
h negativen Sinn dur
hlaufen, und man erh�altein zus�atzli
hes Minuszei
hen, aber denno
h am S
hluss dasselbe Ergebnis:Z +1�1 dx1 + x2 = �2�iRes(1=(1 + z2);�i) = �2�i limz!�i z + i(z + i)(z � i) = �(A.120)
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Anhang BAbleitung derMaxwellglei
hungen aus denBeoba
htungen(teilweise entnommen aus Greiner: Elektrodynamik)B.1 Elektrizit�at; Coulombgesetz; Einheiten IS
hon im antiken Grie
henland, etwa seit dem 4. Jahrhundert vor Christus,waren elektris
he Ers
heinungen bekannt: Man hatte s
hon festgestellt, da�Bernsteinst�u
ke einander anzogen oder abstie�en, wenn man sie mit einem Fello. �a. rieb. Der Name ,,Elektrizit�at" leitet si
h ja vom grie
his
hen Wort f�urBernstein (������o�, Elektron) ab, was wiederum von �����o�, Glanz, kommt.Au
h bei anderen Sto�en bemerkte man bald, da� sie si
h anzogen oder abstie-�en, wenn man sie rieb. Eine systematis
he Untersu
hung dieser Ers
heinungengab es damals allerdings no
h ni
ht, sie wurden eher als Magie oder g�ottli
hbetra
htet. Die einzige Anwendung in den folgenden Jahrhunderten war da-her medizinis
her Natur: die Elektrizit�at von Zitter�s
hen wurde als Heilmittelbenutzt.Erst 1660 wurde die erste experimentelle Anordnung zur genaueren Unter-su
hung der Elektrizit�at aufgebaut: Otto von Gueri
ke (1602-1686) erfand eineElektrisiermas
hine, mit der elektris
he Funken erzeugt werden konnten. Damituntersu
hte er au
h die elektris
he Absto�ung, konnte aber keine wesentli
henErkenntnisse gewinnen.1733 gab es dann den ersten gr�o�eren Vors
hritt: Charles-Fran
ois de Ci-sternay Dufay (1698-1739) stellte fest, da� (dur
h Reibung) elektrisierte K�orperunelektrisierte K�orper anziehen, sie elektrisieren und dann wieder absto�en. In-dem er mit geriebenem Glas, geriebenem Harz und Metallen experimentierteund die vers
hiedenen An- und Absto�ungskr�afte zwis
hen ihnen vergli
h, kamer zu dem S
hlu�, da� es zwei Arten von Elektrizit�at gibt. Weitere Fors
hungenauf dem Gebiet der In
uenz wurden von Bejamin Franklin (1706-1709) dur
h-gef�uhrt (1747). Das Konzept der positiven und negativen Ladungen wurde abererst von Johann Carl Wil
ke (1732-1796) und Symmer im Jahre 1759 konse-197



quent eingef�uhrt. Die Polarisation von Dielektrika wurde dur
h Wil
ke bereits1758 festgestellt.Im Jahre 1767 s
hlo� Joseph Priestley (1733-1804) aus der Tatsa
he, da� imInneren eines Leiters keine Kr�afte wirken, da� die Kraft zwis
hen zwei Ladungenmit 1=r2 abnehmen mu�. Charles Augustin Coulomb (1736-1806) benutztedann 1785 eine Drehwaage, um die Kr�afte zwis
hen elektris
hen Ladungen zumessen, und best�atigte die Vermutung von Priestly. Au�erdem fand er heraus,da� die Kraft proportional zur St�arke beider Ladungen ist und in Ri
htung derVerbindungsstre
ke wirkt; in heutiger Formelspra
he:~F � q1q2r2 ~rr : (B.1)Solange keine Ma�einheit f�ur die Ladung de�niert ist, kann man den bisherno
h fehlenden Proportionalit�atsfaktor in dieser Glei
hung nat�urli
h ni
ht ange-ben. Im SI-Einheitensystem (au
h praktis
hes oder rationales System genannt)ist die Ma�einheit f�ur die Ladung dur
h die f�ur die Stromst�arke de�niert (zuderen De�nition siehe weiter unten); dies ist m�ogli
h, da der Strom ja de�niertist als Ladung pro Zeit: Wenn eine Sekunde lang ein Strom von einem Amp�ere
ie�t, so ist insgesamt eine Ladungsmenge von einem Coulomb ge
ossen. Mi�tman beide Ladungen in Coulomb, so lautet das obige Kraftgesetz:~F = 14��0 q1q2r2 ~rr : (B.2)Da� die Dielektrizit�atskonstante �0 im Nenner steht, hat historis
he Gr�unde.Der Faktor 4� wurde hier wohl eingef�ugt, damit er na
hher ni
ht in den Max-well's
hen Glei
hung auftau
ht (siehe unten). Der dur
h Messung ermittelteZahlenwert f�ur diese Konstante ist dann�0 = 8; 854 � 10�12 C2m2N bzw. 14��0 = 8; 988 � 109m2NC2 : (B.3)Im Gau�- oder 
gs-System (Centimeter, Gramm, Sekunde als Grundeinhei-ten statt Meter, Kilogramm, Sekunde, Amp�ere wie im SI-System) dagegen setztman die Proportionalit�atskonstante einfa
h glei
h 1. Das Coulomb's
he Gesetzlautet dann ganz simpel: ~F = q1q2r2 ~rr : (B.4)Dies bedeutet aber, da� nun die Ladung keine eigene Einheit mehr haben kann,sondern aus den me
hanis
hen Einheiten abgeleitet wird. De�nitionsgem�a�haben zwei Ladungen genau dann jeweils eine elektrostatis
he Einheit (esE),wenn sie si
h im Abstand von einem Zentimeter mit einer Kraft von einem Dyn(1dyn = 1g � 
m=s2 = 10�5N , Krafteinheit im Gau�-System) absto�en. Damitergibt si
h: 1esE = 1
m3=2g1=2=s; (B.5)die Ladung hat nun also eine rei
hli
h ,,abartige" Einheit.198



Indem man ausre
hnet, wel
he Ladungen (gemessen in Coulomb) beim Ab-stand von einem Zentimeter eine Kraft von einem Dyn aufeinander aus�uben,erh�alt man die Umre
hnungsformel:1esE =̂ 3; 335 � 10�10C: (B.6)Obwohl diese De�nition der Ma�einheit f�ur die Ladung auf den erstenBli
k (o. k., auf den zweiten wohl au
h no
h) sehr seltsam aussieht, wird dasGau�'s
he System do
h in weiten Teilen der Physik verwendet, vor allem inder Atom- und Kernphysik und in praktis
h allen Gebieten der theoretis
henPhysik. Es geht auf Gau� (1777-1855) zur�u
k (wer h�att's geda
ht), der es 
a.1833 zusammen mit Weber in G�ottingen begr�undete.Nun aber weiter mit der historis
hen Entwi
klung hin zu den Maxwell's
henGlei
hungen, auf die wir ja s
hlie�li
h hinauswollen. Mi
hael Faraday (1791-1867) f�uhrte 1831/32 Versu
he zur Umwandlung von Elektrizit�at in Magnetis-mus und umgekehrt dur
h (siehe unten) und f�uhrte zur Erkl�arung seiner Er-gebnisse den Begri� der ,,Kraftlinie" zwis
hen Ladungen bzw. Magneten ein.F�ur ihn lag das Wesentli
he der elektris
hen Ers
heinungen in einem von Ortzu Ort wirkenden Spannungszustand in dem Medium zwis
hen den Ladungen.Die waren die Anf�ange des Feldbegri�es im Gegensatz zu den ,,Fernwirkungen",die fr�uher f�ur die elektris
hen und magnetis
hen Kr�afte angenommen wordenwaren.Eine wi
htige mathematis
he St�utze f�ur die Weiterentwi
klung der Theoriekam dann von Pierre-Simon Lapla
e (1749-1827), der 1782 den Potentialbegri�einf�uhrte und eine Di�erentialglei
hung f�ur das Gravitationspotential au�er-halb einer gegebenen Massenverteilung fand. Diese Glei
hung wurde 1811 vonSim�eon-Denis Poisson (1781-1840) auf das Gebiet innerhalb der Massenvertei-lung erweitert; in der Elektrostatik ist die damals gefundene Formel heute no
hals Poisson's
he Glei
hung bekannt. Weitere Beitr�age zu der Potentialtheorielieferte George Green (1773-1841) im Jahre 1828; er da
hte dabei erstmals anBeispiele aus der Elektrizit�atslehre. Die allgemeinen Theoreme und S�atze vonGau� erm�ogli
hten dann 1839 eine ordentli
he mathematis
he Bes
hreibung derelektro- (und magneto-)statis
hen Ers
heinungen.James Clark Maxwell (1831-1879) f�uhrte dann Faraday's Vorstellungen vonKraftlinien konsequent fort und baute darauf die heute na
h ihm benanntenGlei
hungen auf (1855-65). Dana
h ist das die elektris
he Feldst�arke als derQuotient aus der Kraft auf eine Probeladung q und der St�arke dieser Ladungde�niert (die als so klein angenommen wird, da� sie das Feld selbst ni
ht we-sentli
h st�ort): ~E(~r) := ~F (~r)q , oder besser: ~E(~r) := limq!0 ~F (~r)q : (B.7)Die Ri
htung des Feldvektors gibt die Ri
htung der (momentanen) Bes
hleu-nigung einer positiven Ladung an; dementspre
hend geben Feldlinien die Bahneiner positiven Ladung an. Die Einheit der elektris
hen Feldst�arke ist:[ ~E℄ = 1NC (SI) bzw. = 1dynesE = 1esE
m2 (Gau�): (B.8)199



Das elektris
he Feld einer Punktladung der St�arke Q ist dann unter Ver-wendung des Coulomb's
hen Gesetzes:~E(~r) = Qr2 ~rr (B.9)Der Flu� des elektris
hen Feldes dur
h eine Fl�a
he F mit Normalenvektor~n ist de�niert dur
h als: �e := �~E � ~n�F; (B.10)analog z. B. einer Str�omung, bei der der (Volumen-)Flu� gegeben ist dur
h�V = (~v � ~n)F , wobei ~v die Ges
hwindigkeit ist.Da das elektris
he Feld aber im allgemeinen ni
ht auf der gesamten Fl�a
hekonstant sein wird, ist folgende De�nition vorzuziehen:�e := ZF ~E(~r) � ~n(~r)dF: (B.11)Wie man si
h ausre
hnen kann, ist f�ur eine Punktladung der St�arke q, dieim Koordinatenursprung sitzt, der Flu� dur
h eine ges
hlossene S
hale um denUrsprung glei
h �e = 4�q (bzw. im SI-System: �e = q=�0 - hier ma
ht si
hder Faktor 4�, der also einen geometris
hen Ursprung hat, erstmals bemerk-bar). Falls die Ladung au�erhalb dieser S
hale liegt (also ni
ht im Ursprung),bekommt man dagegen das Ergebnis �e = 0. Dabei ist die Form der S
halev�ollig glei
hg�ultig!Experimente ergeben, da� si
h die elektris
hen Felder einzelner Ladungeneinfa
h (vektoriell) aufaddieren (Superpositionsprinzip). Dies ist �aquivalent da-zu, da� die Maxwell-Glei
hungen lineare Integral- bzw. Di�erentialglei
hungenf�ur die Felder sind - denn genau bei linearen Glei
hungen ist ja die Summezweier L�osungen wieder eine L�osung. Damit ergibt si
h aber sofort, da� f�urden Flu� des elektris
hen Feldes dur
h eine ges
hlossene S
hale, die mehre-re Punktladungen qi enth�alt, gilt: �e = 4�Pi qi. Dieses Ergebnis kann manzusammenfassen im Gau�'s
hen Gesetz, wobei ~dF = ~n(~r)dF ist:IF ~E(~r) � ~dF = 4�Q. (B.12)(In Worten: Der Flu� des elektris
hen Feldes dur
h eine ges
hlossene Fl�a
he istglei
h der Gesamtst�arke aller einges
hlossenen Ladungen.) Genau dies ist aberdie erste der gesu
hten Maxwell's
hen Glei
hungen!Ans
hauli
h ma
ht man si
h dies wie folgt klar: elektris
he Feldlinien begin-nen und enden immer an elektris
hen Ladungen - die Ladungen sind die Quellenund Senken des Feldes. Wenn man eine ges
hlossene S
hale um eine Ladunghat, dann gehen von dieser aus nur Feldlinien na
h au�en (positive Ladung)bzw. nur Feldlinien in die S
hale hinein (negative Ladung). Betra
htet mandagegen eine ges
hlossene S
hale, in der si
h keine Ladung be�ndet, so gehengenausoviele Linien hinein wie hinaus, der Gesamt
u� dur
h die S
hale ist alsoglei
h null - da die S
hale keine Quellen oder Senken des Feldes enth�alt.200



B.2 Magnetismus; Str�ome; Einheiten IIAu
h magnetis
he Ers
heinungen waren im alten Grie
henland s
hon bekannt:Es waren Steine gefunden worden, die einander anzogen und abstie�en, je na
h-dem, wie man sie zueinander hielt (sogenannte Magnetsteine). Aber au
h hierherrs
hte der Aberglaube vor - es gingen Sagen von einem angebli
hen Magnet-berg um und Ges
hi
hten �uber s
hwebende G�otter- und Heiligenbilder.In China gab es dagegen etwa 300 n. Chr. s
hon eine erste Anwendung: Ma-gnetsteine wurden zur Ri
htungsbestimmung benutzt (Kompa�!). Die R�omerstellten dann fest, da� magnetis
he Wirkungen dur
h andere Metalle ni
ht ab-ges
hirmt werden.Eine gr�o�ere Zusammenstellung �uber magnetis
he Ers
heinungen �ndet si
haber erst in einem 1600 ers
hienenen Bu
h von William Gilbert (1544-1503).Darin wurde, basierend auf Experimenten, bes
hrieben, da� positive und nega-tive Magnetpole ni
ht getrennt werden k�onnen, und wie man Magnetfelder mitMagnetnadeln ,,vermessen" kann. Er zeigte sogar, da� si
h das Erdmagnetfeldals das einer magnetis
hen Kugel deuten l�a�t; nur das quantitative KraftgesetzF � 1=r2 fehlte no
h. Dieses Kraftgesetz wurde erst 1785 dur
h Coulomb imLaufe seiner s
hon erw�ahnten Experimente mit einer Drehwaage entde
kt. Aufdiesen ,,nat�urli
hen Magnetismus" (Ferromagnete) werden wir aber hier ni
htn�aher eingehen (siehe daf�ur Kapitel 3).Weitergehende Entde
kungen wurden erst m�ogli
h, als man l�anger 
ie�en-de elektris
he Str�ome erzeugen konnte. Es war s
hon bekannt, da� Blitze unddie bei elektris
hen Fis
hen auftretenden Ers
heinungen auf dem Flie�en vonLadungen beruhten, ebenso wie die Funken bei Elektrisiermas
hinen, do
h wa-ren dies alles sehr kurzlebige Ers
heinungen. Man brau
hte eine starke Quellevon elektris
hen Ladungen, die man in dosierbarer Ges
hwindigkeit ab
ie�enlassen konnte. Aufgrund von Fors
hungen von Luigi Galvani (1737-1798) �ubertieris
he Elektrizit�at (1780) und Alessandro Graf Volta (1745-1827) �uber dieSpannung zwis
hen vers
hiedenen Metallen (1794) wurde s
hlie�li
h von letzte-rem die ,,Volta's
he S�aule", bestehend aus einer Reihe von ,,galvanis
hen Ele-menten", erfunden - die Grundlage f�ur die heutige Elektro
hemie und Batterienund Akkus. Na
h Volta ist heute die Ma�einheit f�ur die Spannung benannt.Hans Christian Oersted (1777-1851) ma
hte dann 1820 eine der wohl wi
h-tigsten Entde
kungen �uberhaupt: Er stellte fest, da� eine Magnetnadel abge-lenkt wird, wenn man sie in die N�ahe eines stromdur
h
ossenen Drahtes bringt.Bis dahin waren elektris
he und magnetis
he Ers
heinungen immer getrenntvoneinander betra
htet worden, man meinte, es seien zwei v�ollig vers
hiede-ne Kr�afte. Nun deutete si
h erstmals ein Zusammenhang zwis
hen beiden an!Oersted merkte die Abh�angigkeit der Ablenkung der Nadel von der Stromri
h-tung und zeigte, da� zwis
hen Strom und Magnetnadel gebra
hte unmagneti-s
he Sto�e die Ers
heinungen ni
ht beeintr�a
htigten. Au�erdem entde
kte erbald darauf, da� au
h zwei stromdur
h
ossene Leiter si
h anziehen, da� alsomagnetis
he Felder wiederum Kr�afte auf Str�ome aus�uben.Dur
h Andr�e Marie Amp�ere (1775-1836) wurden dann diese E�ekte quan-titativ untersu
ht und ausformuliert (1820-1825). Er pr�azisierte die Begri�eSpannung und Stromst�arke und formulierte die Regeln der Kraftwirkung von201



Strom auf Magneten und der Kr�afte zwis
hen zwei Str�omen. Von ihm stammtau
h die Vorstellung von Elementarstr�omen in den kleinsten Materiepartikelnals Ursa
he f�ur das magnetis
he Verhalten gewisser Sto�e (siehe wiederum Ka-pitel 3). Die Abstandsabh�angigkeit der magnetis
hen Kraft eines stromdur
h-
ossenen Leiters wurde von Jean-Baptiste Biot (1774-1862) und F�elix Savart(1791-1841) experimentell zu r�2 bestimmt (siehe das Biot-Savart's
he Gesetzweiter unten).Faraday postulierte aufgrund seiner s
hon erw�ahnten Versu
he au
h f�ur diemagnetis
hen Ers
heinungen ,,Kraftlinien" von Nordpol zu S�udpol. Diese Vor-stellung f�uhrte wiederum zur Annahme eines magnetis
hen Felds, das dur
hStr�ome (bewegte Ladungen) entsteht und au
h wiederum Kr�afte auf Str�ome(bewegte Ladungen) aus�ubt.Dur
h Magnetnadeln kann die Ri
htung eines magnetis
hen Feldes festge-stellt werden; mi�t man dann die Kraft auf einen stromdur
h
ossenen Leiter,so stellt man fest, da� sie senkre
ht steht sowohl auf der Stromri
htung als au
hauf der Feldri
htung. Au�erdem ist sie proportional zur L�ange des Drahtes undzur Stromst�arke. Es gilt also (empiris
h) f�ur die Kraft ~dF auf ein in�nitesimalkurzes Leiterst�u
k ~ds, das vom Strom I dur
h
ossen wird:~dF = k1I ~ds� ~B (1. Amp�ere's
hes Gesetz ): (B.13)Der Vektor ~B ist ein Ma� f�ur die St�arke des magnetis
hen Feldes, wird aberdenno
h ni
ht so bezei
hnet, sondern hei�t magnetis
he Flu�di
hte. Der Grundf�ur diese Benennung wird im n�a
hsten Abs
hnitt klarer werden. Die Konstantek1 kann dazu verwendet werden, die Ma�einheit und Skala von ~B festzulegen;dazu glei
h mehr.Zun�a
hst ben�otigt man no
h eine Formel f�ur das Feld, das von einem Stromerzeugt wird. Es gilt f�ur ein in�nitesimal kurzes Leiterst�u
k ~ds, das vom StromI dur
h
ossen wird: ~dB(~r) = k2I ~ds� ~rr3 : (B.14)Au
h diese Formel wurde empiris
h gefunden und hei�t Biot-Savart's
hes Ge-setz. Die Konstante k2 wurde eingef�uhrt, da wir ja au
h f�ur die Stromst�arkeno
h keine Ma�einheit de�niert haben.Eine Umformulierung dieser Formel in eine Integralglei
hung wurde vonAmp�ere gefunden:IC ~B � ~ds = 4�k2I (2. Amp�ere's
hes Gesetz ): (B.15)Es besagt, das das Integral des magnetis
hen Flusses l�angs einer ges
hlossenenKurve proportional dem einges
hlossenen Strom ist. Da das Integral �uber kon-servative Kraftfelder l�angs einer ges
hlossenen Kurve immer null ist, folgt also,da� das Magnetfeld (in Anwesenheit von Str�omen) ni
ht konservativ ist.Im Gegensatz zur Elektrizit�atslehre wurde hier ni
ht direkt eine Formelf�ur die Kraft zwis
hen zwei Leitern aufgestellt, sondern die Gesetzm�assigkeitenwurden auf zwei Formeln aufgeteilt. Aus diesen beiden kann man dann nat�urli
hdas Kraftgesetz ableiten (l�angere Re
hnung, hier nur das Ergebnis):dFds = 2k1k2 I1I2d : (B.16)202



Dies ist die Kraft pro L�angeneinheit zwis
hen zwei parallelen, geraden, unend-li
hen Langen Dr�ahten im Abstand d, die von den Str�omen I1 bzw. I2 dur
h-
ossen werden.Betre�end der Ma�einheit mu� man nun in den beiden gebr�au
hli
hen Ein-heitensystem unters
hiedli
h vorgehen. Im SI-System wird die Stromst�arken�amli
h �uber die Kraft zwis
hen zwei unendli
h langen parallelen geraden Lei-tern de�niert: Sie werden genau dann beide vom Strom 1 Amp�ere dur
h
ossen,wenn sie si
h pro Einheitsl�ange 1 Meter mit einer Kraft von 2 + 10�7 Newtonanziehen. Daraus abgeleitet ist die Ma�einheit der Ladung: 1C = 1As. ZurDe�nition der magnetis
hen Flu�di
hte wird dann das Biot-Savart's
he Gesetzverwendet: Wenn ein Magnetfeld eine Kraft von 1 Newton auf einen Leiter derL�ange 1 Meter aus�ubt, der von einem Strom der St�arke 1 Amp�ere dur
h
ossenwird, dann hat das Magnetfeld die St�arke 1 Tesla. Die Konstante k1 wurdeglei
h 1 gesetzt; damit hat man f�ur die Einheit der Flu�di
hte:1T = 1 NAm: (B.17)Aus dem Kraftgesetz und diesen De�nitionen folgt dann: k2 = 10�7 TmA =10�7 NA2 . Man verwendet statt k2 aber im SI-System die Induktionskonstante�0 := 4�k2 � 1; 26 �10�6 NA2 . Der Faktor 4� wurde wiederum aus geometris
henGr�unden eingef�ugt; er k�urzt si
h im 2. Amp�ere's
hen Gesetz heraus.Im Gau�-System dagegen ist die Einheit der Stromst�arke s
hon festgelegt.Die Ladung ist hier n�amli
h ni
ht dur
h die Stromst�arke de�niert, sondernumgekehrt: Die Ma�einheit der Ladung wurde dur
h das Coulomb's
he Gesetzauf 1 elektrostatis
he Einheit festgelegt; die Einheit der Stromst�arke ist dannalso 1 esE/s. Damit bleibt nur no
h eine Konstante in den beiden Glei
hungenwahlfrei; setze k1 = k2 =: k. Die Ma�einheit der magnetis
hen Flu�di
hteh�angt dann nur no
h davon ab, wo in den Glei
hungen man diese wahlfreieKonstante hins
hreibt; hier wurde sie zwis
hen beiden Glei
hungen aufgeteilt.Die Kraft zwis
hen zwei stromdur
h
ossenen Dr�ahten ist nun proportionalzu k2; experimentell ergibt si
h k = 1=
 mit 
 = 3 � 1010 
ms - identis
h mitder Li
htges
hwindigkeit!!! Im Gau�-System tau
ht die Li
htges
hwindigkeitalso s
hon re
ht fr�uh auf - bereits beim Aufstellen der Grundglei
hungen; imSI-System dagegen ergibt si
h erst beim Ausre
hnen der Ges
hwindigkeit elek-tromagnetis
her Wellen der Zusammenhang 
 = 1p�0�0 . Insofern ist das Gau�-System etwas ,,nat�urli
her" als das SI-System: Die f�ur die Elektrodynamikwesentli
he Naturkonstante ste
kt von vornherein in den Glei
hungen drin; imSI-System stehen dagegen in den Glei
hungen nur Konstanten, die die Umre
h-nung zwis
hen (k�unstli
h eingef�uhrten) elektromagnetis
hen und me
hanis
henEinheiten bewirken.Dur
h Einsetzen in eines der beiden Gesetze erh�alt man dann au
h sofortdie Einheit der magnetis
hen Flu�di
hte:[ ~B℄ = 1dynesE = [ ~E℄: (B.18)Magnetis
he Flu�di
hte und elektris
he Feldst�arke haben also dieselbe Einheit!Hier zeigt si
h die gr�o�ere Symmetrie des Gau�'s
hen Systems gegen�uber denSI-Einheiten. 203



Setzt man k ins zweite Amp�ere's
he Gesetz ein, so erh�alt man:IC ~B � ~ds = 4�
 I: (B.19)Dies sieht s
hon re
ht �ahnli
h aus wie die erste Maxwell-Glei
hung (B.12): linkssteht ein Integral �uber das Feld (im elektris
hen Fall �uber eine ges
hlosseneFl�a
he, hier �uber eine ges
hlossene Kurve), re
hts steht ein ,,Quellenterm" (ver-ziert mit einigen Konstanten). Wir werden jedo
h sp�ater sehen, da� (B.19) no
hni
ht vollst�andig ist - es fehlt ein weiterer Summand, um daraus eine Maxwell-Glei
hung zu ma
hen.B.3 Magnetis
he MonopoleDa, wie von Gilbert gezeigt, magnetis
he Pole immer nur gemeinsam auftreten(als Dipol), ist die gesamte ,,magnetis
he Ladung" in einer ges
hlossenen S
haleimmer glei
h null. In Analogie zur Elektrodynamik kann man die Pole alsQuellen und Senken des Feldes ansehen; jede ges
hlossene S
hale, die eine Quelleenth�alt, beinhaltet also immer au
h eine glei
h gro�e Senke. Daraus folgt,da� dur
h die S
hale genausoviele Feldlinien aus- wie eintreten - der Flu� desmagnetis
hen Feldes dur
h eine ges
hlossene S
hale ist immer identis
h null.Mathematis
h formuliert: IF ~B(~r) � ~dF = 0. (B.20)f�ur jede ges
hlossene Fl�a
he. Dies ist die zweite Maxwell's
he Glei
hung.Dabei hei�t ZF ~B(~r) � ~n(~r)dF =: �m; (B.21)in Analogie zum elektris
hen Fall der magnetis
he Flu�. Damit wird au
h derName magnetis
he Flu�di
hte f�ur ~B klar - es ist einfa
h der magnetis
he Flu�pro Fl�a
he. Warum ~B ni
ht magnetis
he Feldst�arke hei�t, wird in Kapitel 3erkl�art.Die Glei
hung (B.20) sagt also aus, da� ,,magnetis
he Ladungen" nie ein-zeln auftreten, sondern immer nur als Dipol - es gibt keine magnetis
hen Mo-nopole! Dies ist nat�urli
h ni
ht bewiesen, sondern nur ein experimenteller Be-fund. Heutzutage gibt es immer no
h Arbeitsgruppen, die na
h magnetis
henMonopolen su
hen - sie haben n�amli
h eine relativ gro�e theoretis
he Bedeu-tung. Einerseits w�urden dur
h magnetis
he Ladungen und Str�ome die Maxwell-Glei
hungen symmetris
her werden (und Theoretiker wollen ihre Glei
hungenimmer so s
h�on wie m�ogli
h haben ;-) ), andererseits k�onnte man damit dieQuantisierung der elektris
hen Ladung relativ lei
ht erkl�aren (sie wird dannauf die Quantisierung des Drehimpulses zur�u
kgef�uhrt - aber das w�urde hierzu weit f�uhren). Au�erdem k�onnte eine sol
he Entde
kung au
h Konsequenzenf�ur die anderen Kr�afte haben, zum Beispiel f�ur das Quark-Con�nement dur
hdie starke We
hselwirkung. Trotz jahrzehntelanger Su
he konnten aber bisherno
h keine Monopole gefunden werden.204



B.4 InduktionFaradays Versu
he (1831) ergaben eine weitere tiefgreifende Verkn�upfung zwi-s
hen Elektrizit�at und Magnetismus: Er bemerkte, da� ein bewegter Magnetin einem in der N�ahe be�ndli
hen Draht einen Stromsto� induzierte; dasselbeErgebnis bewirkte ein bewegter stromdur
h
ossener Draht oder ein Draht miteinem Strom ver�anderli
her St�arke. Au�erdem waren Str�ome in ges
hlossenenLeiters
hleifen, die dur
h ein Magnetfeld bewegt wurden, zu bemerken. Dieswar genau dann der Fall, wenn das Magnetfeld inhomogen war oder die S
hlei-fe in einem homogenen Feld gedreht wurde. In allen F�allen �anderte si
h alsoentweder das Feld oder die felddur
hsetzte Fl�a
he - kurz: der magnetis
he Flu�.Dur
h �Anderungen des magnetis
hen Flusses dur
h eine S
hleife werdenalso Str�ome hervorgerufen. Na
h den Fors
hungen (1826) von Georg SimonOhm (1789-1854) geh�ort zu einem Strom aber immer au
h eine Spannung (einePotentialdi�erenz) - dur
h �Anderungen in einem Magnetfeld werden also Span-nungen erzeugt bzw. induziert ; der E�ekt hei�t dementspre
hend Induktion.Zur mathematis
hen Pr�azisierung ist zun�a
hst der Begri� der Spannungfestzulegen. Diese ist de�niert als der Quotient aus der Arbeit, die man auf-wenden mu�, um eine Punktladung in einem elektris
hen Feld entlang einesWeges zu bewegen, und der Gr�o�e dieser Ladung. Die Arbeit bekommt mandabei �uber die �ubli
he Formel Kraft mal Weg bzw. Wegintegral �uber Kraft. InFormeln: Die Spannung zwis
hen den Punkten ~r1 und ~r2 ist gegeben dur
hU12 = ~r2R~r1 ~F (~r) � ~dsq = ~r2Z~r1 ~E(~r) � ~ds: (B.22)Kraftfelder, f�ur die dieses Integral wegunabh�angig ist, hei�en bekanntli
h kon-servativ; ihre Rotation vers
hwindet. Wir wissen aber ni
ht von vornherein,da� das elektris
he Feld konservativ ist - im allgemeinen wird dies eher ni
htder Fall sein.Wenn das Feld konservativ w�are, so w�are au
h das Integral �uber eine ge-s
hlossene Kurve immer glei
h null - genau dies gilt aber bei der Induktionni
ht: Dur
h �Anderung des Magnet
usses wird ja eine Spannung in einer ge-s
hlossenen Leiters
hleife induziert; dies bedeutet aber gerade, da� das Integral�uber das elektris
he Feld entlang dieses ges
hlossenen Weges ni
ht vers
hwin-det. Genauer: Die induzierte Spannung ist proportional zur �Anderung desMagnet
usses und immer so geri
htet, da� der dur
h sie erzeugte Strom einMagnetfeld hervorruft, das der �Anderung entgegenwirkt. Dies ist die bekannteLenz's
he Regel (1834 dur
h Heinri
h Friedri
h Lenz (1804-1865) aufgestellt):U = � _�m (SI) bzw. U = �1
 _�m (Gau�): (B.23)Das Minuszei
hen besagt hier also, da� die �Anderung des magnetis
hen Flu�eseine Spannung hervorruft, die der �Anderung Widerstand leistet.205



Setzt man die letzten beiden Integralformeln ein, so wird das zu:I�F ~E(~r) � ~ds = �1
 ddt ZF ~B(~r) � ~dF . (B.24)Dabei ist F eine beliebige (ni
ht ges
hlossene) Fl�a
he und �F der Rand dieserFl�a
he - und damit notwendigerweise eine ges
hlossene Kurve. Damit haben wirs
hon die dritte Maxwellglei
hung gefunden! Sie wird oft au
h als Faraday's
hesInduktionsgesetz bezei
hnet.B.5 Maxwell's
her Vers
hiebungsstromWie s
hon erw�ahnt, ist die Glei
hung (B.19) no
h ni
ht vollst�andig. Na
hdemwir die dritte Maxwellglei
hung kennen, k�onnen wir nun au
h vermuten, wasfehlt: Eine �Anderung im magnetis
hen Flu� erzeugt ein elektris
hes Feld -laut der dritten Maxwellglei
hung. Dann liegt aber die Vermutung nahe, da�au
h ein ver�anderli
her elektris
her Flu� ein magnetis
hes Feld erzeugen k�onnte.Maxwell erweiterte die Glei
hung deshalb zuI�F ~B � ~ds = 4�
 I + 1
 ddt ZF ~E(~r) � ~dF . (B.25)Der zweite Term auf der re
hten Seite, der die zeitli
he �Anderung des elektri-s
hen Flusses enth�alt, wird au
h alsMaxwell's
her Vers
hiebungsstrom bezei
h-net. Darauf soll nun no
h n�aher eingegangen werden.Betra
hte hierf�ur einen Plattenkondensator, der mit einem Dielektrikumgef�ullt ist und gerade aufgeladen wird { in den Zuleitungen 
ie�t also ein StromI. Dieser erzeugt na
h der vierten Maxwell's
hen Glei
hung (dem Amp�ere's
henGesetz) einen magnetis
hen Flu� { wenn man den Integrationsweg um denDraht legt, denn dann ist der Strom ja von der Integrationskurve einges
hlossen,was Voraussetzung f�ur dieses Gesetz ist.

Abbildung B.1: Das Amp�ere's
he Gesetz f�uhrt bei der Anwendung auf denPlattenkondensator auf einen Widerspru
h: Auf ineinander umformbaren We-gen erh�alt man unters
hiedli
he Werte f�ur den einges
hlossenen Strom.206



Andererseits gilt f�ur eine ges
hlossene Kurve, die den Strom ni
ht ein-s
hlie�t, da� das Integral �uber sie null ergibt. Nun k�onnen wir aber aus derges
hlossenen Kurve, die den Leiter eins
hlie�t, dur
h Addition von weiteren ge-s
hlossenen Kurven, die den Leiter ni
ht eins
hlie�en und deshalb am Wert desIntegrals ni
hts �andern, eine ges
hlossene Kurve ma
hen, die das Dielektrikumeins
hlie�t (s. Abb. B.1) - aber ni
ht mehr den Leiter! Also m�u�te das Integral�uber diese neue Kurve glei
h null sein - aber wir haben do
h vorher gesagt,da� es unglei
h null ist, da es identis
h mit dem Integral �uber die urspr�ungli
heKurve ist, die den Leiter ja eins
hlo�!Wie rettet man si
h aus diesem Dilemma? Relativ einfa
h - man mu�nur ber�u
ksi
htigen, da� im Dielektrikum ja au
h ein Strom 
ie�t, wenn derKondensator aufgeladen wird: Dur
h das Au
aden der Platten wird das Di-elektrikum polarisiert, es 
ie�en Ladungen von einem Ende zum anderen. Inden allermeisten F�allen 
ie�en sie zwar ni
ht wirkli
h (da die Elektronen jaim Atom gebunden sind), sondern werden nur etwas vers
hoben. Diese kleineBewegung rei
ht aber s
hon aus, um einen Strom
u� mit merkbaren E�ektenzu erzeugen. Da er dur
h das Vers
hieben von Ladungen entsteht, bezei
hneteihn Maxwell als Vers
hiebungsstrom. Er entsteht letztli
h dadur
h, da� si
h daselektris
he Feld im Dielektrikum �andert, ist also proportional zur �Anderung derelektris
hen Flu�di
hte. Dieser Vers
hiebungsstrom ruft dann im Kondensatordasselbe Magnetfeld hervor wie au�en um die Leiter herum.So kommt der zweite Summand in der vierten Maxwellglei
hung (B.25) zu-stande: Die widerspru
hsfreie Bere
hnung des (messte
hnis
h na
hweisbaren)Magnetfeldes erfordert im Inneren des Kondensators einen Strom, der dur
hdie Vers
hiebung der Ladungen im Dielektrikum, also letztli
h dur
h die �Ande-rung der elektris
hen Flu�di
hte hervorgerufen wird. Das einzige Postulat vonMaxwell war nun no
h, da� derselbe E�ekt au
h im Vakuum auftreten soll-te: Ein ver�anderli
her elektris
her Flu� sollte immer ein Magnetfeld erzeugen- au
h ohne den ,,Umweg" �uber Str�ome in irgendeinem Medium. Dies klingtzwar zun�a
hst re
ht abstrakt - ist aber letztli
h do
h nur logis
h, wenn man andas Faraday's
he Induktionsgesetz denkt.Bei der Induktion geht man n�amli
h v�ollig �aquivalent vor: Die Kr�afte, dieauf Leiters
hleifen wirken, wenn man sie in einem Magnetfeld bewegt oder dieSt�arke des Magnetfeldes �andert, kann man si
h au
h so erkl�aren, da� auf dieLadungen im Leiter eine Lorentzkraft wirkt. Damit erh�alt man dieselben Ergeb-nisse wie mit der Betra
htung, da� eine si
h �andernde magnetis
he Flu�di
hteein elektris
hes Feld erzeugt. Der Unters
hied ist wiederum, da� der letztereE�ekt au
h im Vakuum wirkt, wenn gar keine Leiters
hleifen vorhanden sind.Das ben�otigte Vorzei
hen und der Vorfaktor 1
 k�onnen entweder aus demExperiment bestimmt oder au
h theoretis
h hergeleitet werden. Dies geht aberweit einfa
her, wenn man die Maxwell-Glei
hungen in ihrer di�erentiellen Formverwendet, wie sie in Anhang C bespro
hen werden sollen. Dort wird dann deut-li
h werden, da� ein enger Zusammenhang zwis
hen dem Vers
hiebungsstromund der Erhaltung der elektris
hen Ladung (auf wel
he im n�a
hsten Abs
hnittno
h eingegangen werden soll) besteht. Dies sieht man au
h hier s
hon ein we-nig: Wenn man nur den Leiter betra
htet und die Verteilung der Ladung aufdie Platten verna
hl�assigt, dann s
heint es, als ob der Strom im Ni
hts endet207



bzw. im Ni
hts anf�angt - die Ladung s
heint dort vers
hlu
kt bzw. erzeugt zuwerden. Die Vorstellung eines (Vers
hiebungs-)Stromes zwis
hen den Plattens
hlie�t dagegen den Stromkreis.B.6 Ladungserhaltung und KraftgesetzZu Abs
hlu� sollen no
h zwei Gesetze aufgestellt werden, die ni
ht direkt zu denMaxwell's
hen Glei
hung geh�oren, aber do
h eng mit ihnen zusammenh�angen.Betra
hte zun�a
hst die Erhaltung der elektris
hen Ladung. Dies ist selbst-verst�andli
h ebenfalls wieder nur ein empiris
her Befund, der aber experimentellsehr gut abgesi
hert ist und au
h weitrei
hende theoretis
he Konsequenzen hat,die man aber erst mit den Mitteln der Quantenme
hanik und der Quantenfeld-theorie voll erfassen kann. Man sieht dann n�amli
h, da� die Ladungserhaltungeine notwendige Folge der Ei
hinvarianz der Lagrangefunktion ist. Dies ergibtsi
h aus dem bekannten Noether-Theorem: aus einer Symmetrie der Lagrange-funktion (hier: Invarianz unter globalen Ei
htransformationen des elektroma-gnetis
hen Potentials) folgt eine Erhaltungsgr�o�e (hier: die elektris
he Ladung).Aber zur�u
k zur mathematis
hen Darstellung der Ladungserhaltung. Naivw�urde man einfa
h sagen: Erhaltung der Ladung bedeutet, da� sie si
h zeitli
hni
ht �andert, also ddtQ = 0: (B.26)Dann ber�u
ksi
htigt man aber einen wi
htigen Sa
hverhalt ni
ht: Ladung kann
ie�en - elektris
he Str�ome f�uhren also dazu, da� die Ladung si
h zeitli
h �andert.Betra
htet man ein festes Volumen, das die Ladung Q beeinhaltet, und hat manStr�ome dur
h die Ober
�a
he dieses Volumens na
h au�en (positives Vorzei
hen)oder na
h innen (negatives Vorzei
hen), so gilt:ddtQ = �I. (B.27)Dies dr�u
kt ni
hts anderes aus, als da� dur
h Str�ome na
h au�en die Ladung imInneren abnimmt und dur
h Str�ome na
h innen zunimmt. W�ahlt man das Vo-lumen so, da� keine Str�ome na
h au�en oder innen 
ie�en (dies sollte eigentli
himmer m�ogli
h sein, da man ja normalerweise keine unendli
h weit ausgedehn-ten Ladungs- und Stromverteilungen hat), so gilt wieder die ,,naive" Formel(B.26).Wie wir im Anhang C sehen werden, ist die Ladungserhaltung allerdingseigentli
h keine unabh�angige Glei
hung, sondern ergibt si
h aus den Maxwell-Glei
hungen (vorausgesetzt, diese enthalten den Vers
hiebungsstrom). Au�er-dem kann sie, wie gesagt, au
h mittels des Noether-Theorems hergeleitet wer-den.Zus�atzli
h zu den bisherigen Glei
hungen, die ja nur bes
hreiben, wie Felderdur
h Materie (Ladungen und Str�ome) erzeugt werden bzw. wie die Felderaufeinander wirken, brau
ht man nat�urli
h au
h no
h eine Formel, die einemsagt, wie die Felder auf die Materie einwirken - spri
h: wel
he Kr�afte die Felder208



auf Ladungen und Str�ome aus�uben. Eigentli
h haben wir diese Formel s
hon -wir m�ussen nur no
h einige Einzelteile zusammensetzen.Zun�a
hst ergibt si
h s
hon aus der De�nition des elektris
hen Feldes, da�ein Feld der St�arke ~E auf eine (Punkt-)Ladung q eine Kraft aus�ubt, die gegebenist dur
h ~F = q ~E. Dies ist die erste H�alfte der gesu
hten Formel.Andererseits hatten wir f�ur die Kraftwirkung magnetis
her Felder die Bezie-hung ~�F = 1
I ~�s� ~B. Dies gibt die Kraft auf ein Leiterst�u
k der L�ange (undRi
htung) ~�s an, das von einem Strom I dur
h
ossen wird. Wir interessierenuns nun wiederum f�ur die Kraft auf eine Punktladung, die nun nat�urli
h bewegtsein mu� (ansonsten h�atte man ja keinen Strom). Eine Punktladung mit derGes
hwindigkeit v (in Ri
htung von ~�s) brau
ht die Zeit �t = j ~�sjv , um das Lei-terst�u
k
hen zu dur
hqueren, und erzeugt demna
h den Strom I = q�t = qvj ~�sj .Also ist die Kraft dann: ~�F = 1
q~v � ~B. Diese Kraft, die ein Magnetfeld aufeine bewegte Punktladung aus�ubt, wird au
h als Lorentzkraft bezei
hnet. (ImSI-System fehlt der Faktor 1
 .)Na
h dem �ubli
hen Superpositionsprinzip kann man die beiden Kr�afte nuneinfa
h addieren und erh�alt dann f�ur die gesamte Kraftwirkung auf eine mitder Ges
hwindigkeit ~v bewegte Punktladung q, wenn ein elektris
hes Feld derSt�arke ~E und ein magnetis
hes Feld der Flu�di
hte ~B vorhanden sind:~F = q � ~E + ~v
 � ~B�. (B.28)Diese Formel ist das Bindeglied zwis
hen der Elektrodynamik und der Me
ha-nik.
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Anhang CDi�erentielle Formulierungder Maxwell's
henGlei
hungen im VakuumDie integrale Formulierung der Maxwell's
hen Glei
hungen im Vakuum lautet,wie im Anhang B hergeleitet:(I) I�V ~dF � ~E = 4�Q (C.1)(II) I�V ~dF � ~B = 0 (C.2)(III) I�F ~ds � ~E = �1
 ddt ZF ~dF � ~B (C.3)(IV ) I�F ~ds � ~B = 4�
 I + 1
 ddt ZF ~dF � ~E (C.4)Diese Formulierung ist global, sie ma
ht Aussagen �uber ganze Raumgebiete. Oftist es jedo
h praktis
her, Aussagen �uber die interessierenden Gr�o�en an einemspeziellen Punkt zu ma
hen, also eine lokale Form zu verwenden. Wie wir sehenwerden, f�uhrt das auf eine Formulierung mittels Di�erentialglei
hungen.C.1 Kontinuit�atsglei
hungBeginnen wir mit der Ladungserhaltung. Statt der Gesamtladung in einemGebiet betra
hte nun die Ladungsdi
hte � an einer bestimmten Stelle x undeine kleine Umgebung �x, zun�a
hst eindimensional. Von links soll der Stromj(x) herein
ie�en, na
h re
hts der Strom j(x+�x) hinaus
ie�en.Was uns interessiert, ist die �Anderung der Ladung am Punkt x. Die Ladungist gegeben dur
h q = �(x)�x; sie �andert si
h dur
h die ein- und aus
ie�en-den Str�ome. Die �Anderung ist also einfa
h gegeben dur
h die Di�erenz dieserStr�ome:��t�(x)�x = j(x)� j(x+�x) � j(x)� (j(x)+�x ��xj) = � ��xj(x)�x; (C.5)210



also ��t�(x) + ��xj(x) = 0 (C.6)Betra
hte nun die dreidimensionale Verallgemeinerung: die in�nitesimaleUmgebung hat eine ges
hlossene Ober
�a
he um den interessierenden Punktherum. Dur
h diese Ober
�a
he 
ie�t Strom hinein und hinaus. W�ahlt mandie Ober
�a
he als W�urfel, so kann man die drei Koordinaten getrennt betra
h-ten; wi
htig sind jeweils nur die Komponenten senkre
ht zu den W�urfel
�a
hen.Letztli
h erh�alt man damit: ��t�+ div~j = 0: (C.7)Dies ist die sogenannte Kontinuit�atsglei
hung - die in�nitesimale Formulierungder Ladungserhaltung. Wie wir sp�ater sehen werden, kann man sol
he Konti-nuit�atsglei
hungen au
h f�ur andere erhaltene Gr�o�en aufstellen.Wie man an der Kontinuit�atsglei
hung ablesen kann, mu� f�ur die Ma�einheitvon ~j gelten: [~j℄ = [�℄ms = esEm2s: (C.8)Damit ergibt si
h einerseits, da� ~j gegeben ist dur
h die Ladungsdi
hte maleine Ges
hwindigkeit: ~j(~r) = �(~r)~v(~r): (C.9)Im allgemeinen wird dies allerdings nur lokal gelten; nur in einigen Spezialf�allen(beispielsweise Punktladungen) kann man f�ur die gesamte Ladungsverteilung �dieselbe Ges
hwindigkeit ansetzen.Andererseits sieht man nun, da� die Einheit von ~j Ladung pro Fl�a
he undSekunde, also Strom pro Fl�a
he ist. Wie bei � handelt es si
h also au
h bei ~jum eine Di
hte - nun aber um eine Fl�a
hendi
hte statt eine r�aumli
he. ~j hei�tdeshalb Stromdi
hte; den gesamten Strom dur
h eine Fl�a
he erh�alt man, indemman die Stromdi
hte �uber die Ober
�a
he integriert (siehe unten). (Anmerkung :Im eindimensionalen Beispiel am Anfang dieses Abs
hnittes hatten wir gar keineFl�a
he senkre
ht zur Stromri
htung, daher war j dort einfa
h ein Strom undkeine Stromdi
hte.)Bevor wir uns den anderen Glei
hungen zuwenden, betra
hten wir na
h derans
hauli
hen Herleitung der Kontinuit�atsglei
hung au
h no
h eine mathema-tis
here, die wir im folgenden dann au
h anwenden werden. Ladung und Stromkann man jeweils als Integrale darstellen:Q = ZV dV �; I = I�V ~dF �~j (C.10)Mit Hilfe des Gau�'s
hen Satzes kann man den Ausdru
k f�ur I ums
hreiben zuI = ZV dV div~j (C.11)Setzt man dies ein in die globale Formulierung der Ladungserhaltung (B.27)ein, so hat man ddt ZV dV � = � ZV dV div~j; (C.12)211



also letztli
h wieder ��t�+ div~j = 0: (C.13)C.2 Maxwell's
he Glei
hungen im VakuumBetra
hte zun�a
hst die erste Maxwellglei
hung, das Gau�'s
he Gesetz:I�V ~dF � ~E = 4�Q = 4� ZV dV � (C.14)Benutzt man f�ur das erste Integral wiederum den Gau�'s
hen Satz, dann erh�altman div~E = 4�� (C.15)und damit eine di�erentielle, lokale Form der ersten Maxwellglei
hung. Ebensokann man mit der zweiten Glei
hung verfahren und hat dann einfa
hdiv ~B = 0: (C.16)Die dritte Glei
hung, das Induktionsgesetz, lautet:I�F ~ds � ~E = �1
 ddt ZF ~dA � ~B (C.17)Hier kann man nun f�ur die linke Seite den Stoke's
hen Satz benutzen und hatdann ZF ~dF � rot ~E = �1
 ddt ZF ~dF � ~B; (C.18)also rot ~E = �1
 ��t ~B: (C.19)Da man im Gegensatz zum integralen Ausdru
k auf der re
hten Seite nun au
heine Ortsabh�angigkeit hat, mu� man hier eine partielle Ableitung verwenden.Ebenso erh�alt man aus der vierten Glei
hung s
hlie�li
h unter Verwendungdes s
hon oben benutzten Ausdru
ks f�ur den Strom:rot ~B = 4�
 ~j + 1
 ��t ~E: (C.20)Nimmt man von dieser Glei
hung die Divergenz, so hat mandiv rot ~B = 0 = 4�
 div~j + 1
 ��tdiv~E; (C.21)und, wenn man die erste Glei
hung einsetzt, s
hlie�li
h wieder die Kontinuit�ats-glei
hung ��t�+ div~j = 0: (C.22)Unter Benutzung der di�erentiellen Form sieht man also ganz einfa
h, da� derzweite Term in der vierten Maxwell-Glei
hung, der Vers
hiebungsstrom, n�otigist, um Ladungserhaltung zu gew�ahrleisten.212



Wir haben nun also eine Darstellung der Maxwell's
hen Glei
hungen im Vaku-um in di�erentieller Form:(I) div~E = 4��(II) div~B = 0(III) rot ~E + 1
 ��t ~B = 0(IV ) rot ~B � 1
 ��t ~E = 4�
 ~j: (C.23)Die dritte und die vierte Glei
hung wurden no
h lei
ht umgestellt, so da�die Felder jeweils �uberall auf der linken Seite stehen. Man sieht, da� man zweiimhomogene und zwei homogene Di�erentialglei
hungen f�ur die Felder hat, diemiteinander gekoppelt sind. Im Gegensatz zum SI-System sehen die Glei
hun-gen hier nun sehr symmetris
h aus - bei jeder Zeitableitung tau
ht ein Faktor
�1 auf, und au
h die Einheiten der Quellterme sind beidesmal glei
h (~j/
 hatdieselbe Einheit wie �).C.3 KraftgesetzWir haben bereits Formeln f�ur die Kraft auf eine (bewegte) Punktladung (B.28)und f�ur die Kraft auf einen (ausgedehnten) Strom (B.13). In den lokalen Max-wellglei
hungen treten nun aber Ladungs- und Stromdi
hten auf; entspre
hendsollte man erwarten, da� au
h die Kraft si
h als Integral �uber ein Kraftdi
htedarstellen l�a�t - alle kleinen, lokalen Kr�afte summieren si
h zur Gesamtkraftauf: ~F = Z dV ~f(~r); also ~dF = ~fdV: (C.24)Betra
hte zun�a
hst die elektris
he Kraft. Hier gilt f�ur eine Punktladung~F = q ~E; also sollte man f�ur eine ausgedehnte Ladungsverteilung (die man si
hja aus Punktladungen zusammengesetzt vorstellen kann) erwarten:~F = Z dV �(~r) ~E(~r) = Z dV ~f(~r); (C.25)es folgt sofort: ~f = � ~E: (C.26)Str�ome dagegen kann man dur
h das Integral der Stromdi
hte �uber denLeiterquers
hnitt darstellen: I = ZA~j(~r) � ~dA: (C.27)Hier werden die Stromri
htungen der in�nitesimal s
hmalen Teilstr�ome (dur
h~j dargestellt) �uber den Leiterquers
hnitt gemittelt. Betra
htet man nur einensol
hen Teilstrom, so ist klar, da� gilt:I ~ds = ~j dAj ~dsj = ~jdV: (C.28)213



Setzt man dies in das Kraftgesetz ein, so hat man:~dF = 1
 ~j dV � ~B = ~f dV; (C.29)also ergibt si
h folgende Formel: ~f = ~j
 � ~B: (C.30)Insgesamt hat man dann f�ur die Kraftdi
hte auf eine Ladungs- und Strom-di
hte: ~f = � ~E + ~j
 � ~B: (C.31)Die Glei
hungen (C.23), (C.13) und (C.31) sind die Grundglei
hungen derElektrodynamik (wobei allerdings, wie gezeigt, (C.13) ni
ht unabh�angig ist, son-dern aus (C.23) folgt). Mit ihnen wird in diesem Skript gearbeitet - Folgerungenwerden hergeleitet, ihr physikalis
her Inhalt wird erfors
ht, und L�osungsverfah-ren f�ur konkrete Probleme werden dargestellt.
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