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he FeldElektris
he und magnetis
he Ph�anomene sind bereits seit langem bekannt,jedo
h gelangte man erst re
ht sp�at zu quantitativen Aussagen. Die erstederartige Aussage ist das Coulombs
he Gesetz �uber die Kr�afte zwis
hen zweiruhenden Ladungen. Seien e1 und e2 zwei punktf�ormig geda
hte Ladungenan den Orten ~x1 and ~x2, dann wirkt auf die Ladung e1 die Kraft~F = ke1e2(~x1 � ~x2)j~x1 � ~x2j3 (1.1)mit einer Konstanten k > 0. Im SI-System ist k = (4��0)�1 mit �0 = 1074� � A2
2N.Es gibt au
h Ma�systeme, z.B. das Gau�s
he System, in denen man k = 1setzt und damit die Einheit der elektris
hen Ladung dur
h me
hanis
he Ein-heiten ausdr�u
kt. F�ur die Elementarteil
henphysik wi
htig ist die Beziehungvon k zu anderen Naturkonstanten. Es gilt:k = �~
e20 (1.2)mit der Feinstrukturkonstanten � � 1137. Wir werden im folgenden �0 = 
 =1 setzen. Dies bedeutet, dass, ausgehend von den Einheiten Sekunde undNewton, L�angen in Li
htsekunden (1m = (2; 9979250 � 108)�1s � 3 � ns) undStr�ome in Vielfa
hen von q1074� A gemessen werden.Das Coulombgesetz hat dieselbe Form wie das Newtons
he Gravitations-gesetz, bis darauf, dass die Ladungen vers
hiedene Vorzei
hen haben k�onnen,so dass glei
hnamige Ladungen si
h absto�en, w�ahrend unglei
hnamige si
hanziehen. Dieser Sa
hverhalt ist f�ur die Stabilit�at der Materie von ganz ent-s
heidender Bedeutung.Wie das Gravitationsgesetz ist das Coulombgesetz ein Fernwirkungsge-setz: Ladung 1 wird davon beein
usst, an wel
hem Ort si
h Ladung 2 be-�ndet. Die Einf�uhrung einer Fernwirkung ist s
hon zu Newtons Zeiten als



1.1 Coulombgesetz, das elektris
he Feld 3unbefriedigend empfunden worden. Sie l�asst si
h in der folgenden Weise ver-meiden, die zun�a
hst rein formal ers
heint.Man de�niert eine neue Gr�o�e, das elektris
he Feld am Punkt ~x, als dieKraft, die eine Probeladung am Punkt ~x erf�ahrt, dividiert dur
h deren La-dung. Dabei ist die Probeladung so klein, dass sie das System ni
ht beein-
usst, ~E(~x) = lime!0 1e ~F (~x) : (1.3)Man stellt si
h jetzt vor, dass das Feld au
h vorhanden ist, wenn es ni
htdur
h eine Probeladung getestet wird. Das Problem der Fernwirkung ist da-mit in zwei Teile zerlegt worden: die Kraft auf das Probeteil
hen ist dur
hdessen Ladung und dur
h das elektris
he Feld an seinem Ort bestimmt, undes bleibt zu verstehen, wie ein elektris
hes Feld von einer Kon�guration vonLadungen erzeugt wird. Wie si
h sp�ater herausstellen wird, ist das elektri-s
he Feld tats�a
hli
h eine selbst�andige Gr�o�e, die au
h unabh�angig von demVorhandensein von Ladungen einen Sinn hat.Aus den Glei
hungen (1.1) und (1.3) ergibt si
h das elektris
he Feld einerPunktladung e am Ort ~y zu~E(~x) = 14�e ~x� ~yj~x� ~yj3 : (1.4)Elektris
he Felder mehrerer Punktladungen addieren si
h vektoriell,~E(~x) = 14�Xi ei ~x� ~yij~x� ~yij3 : (1.5)Oft ist es sinnvoll, ein System vieler kleiner Punktladungen dur
h eine kon-tinuierli
he Ladungsdi
hte �(~y) zu bes
hreiben. Das elektris
he Feld erh�altman dann als das Integral~E(~x) = 14� Z d3~y �(~y) ~x� ~yj~x� ~yj3 : (1.6)W�ahrend das elektris
he Feld einer Punktladung am Ort der Ladung diver-giert, ist das Feld einer unendli
h oft di�erenzierbaren Ladungsdi
hte � selbstau
h unendli
h oft di�erenzierbar.Neben kontinuierli
hen und punktf�ormigen Ladungsverteilungen betra
h-tet man au
h 
�a
henhafte und linienf�ormige Verteilungen. Alle diese Situa-tionen kann man einheitli
h dur
h den Begri� der Distribution bes
hreiben.So ist die Ladungsdi
hte einer Punktladung am Ort ~x dur
h die dreidimen-sionale Dira
s
he Deltafunktion gegeben,�(~y) = eÆ3(~y � ~x) ; (1.7)



4 1 ELEKTROSTATIKw�ahrend eine Fl�a
henladungsdi
hte � auf der Ober
�a
he einer Kugel mitRadius R und Mittelpunkt ~a einer Ladungsdi
hte�(~y) = �(~y)Æ(j~y � ~aj �R) (1.8)entspri
ht. Ist eine Fl�a
he dur
h ~x(u; v) parametrisiert, (u; v) 2 G � R2, sof�uhrt die Fl�a
henladungsdi
hte �(~x) auf dieser Fl�a
he zu einer Ladungsdi
hte�(~y) = ZG dudv �����~x�u � �~x�v �����(~y)Æ3(~y � ~x(u; v)) : (1.9)Ist die Ladung stattdessen auf einer dur
h ~x(s), s 2 I � R parametrisiertenKurve mit Linienladungsdi
hte �(~y) konzentriert, so ist die Ladungsdi
hte�(~y) = ZI ds ����d~xds �����(~y)Æ3(~y � ~x(s)) : (1.10)1.2 Das Gau�s
he GesetzDas elektris
he Feld einer Ladungsverteilung nimmt mit dem Quadrat desAbstandes ab. Man kann das Feld geometris
h in der folgenden Weise be-s
hreiben: Von jeder Ladung gehen Feldlinien aus. Ihre Ri
htung gibt dieRi
htung des elektris
hen Feldes wieder, ihre Di
hte dessen Betrag. Die Zahlder Feldlinien, die aus einem Gebiet G heraustreten, ist ein Ma� f�ur die indiesem Gebiet enthaltene Ladung. Quantitativ l�asst si
h dieser Zusammen-hang dur
h das Gau�s
he Gesetz bes
hreiben.Satz 1.1 Sei G ein bes
hr�anktes Gebiet des R3 mit glattem Rand �G. Danngilt f�ur das elektris
he Feld ~E einer Ladungsverteilung �, die auf �G ni
htsingul�ar ist Z�G ~E � d2~x = ZG �d3~x : (1.11)Hierbei ist der Ausdru
k auf der linken Seite der sogenannte elektris
heFluss dur
h die Fl�a
he �G. Ist die Fl�a
he S dur
h~x(u; v); (u; v) 2 [a; b℄� [
; d℄; (1.12)parametrisiert, so wird der elektris
he Fluss dur
h S dur
hZS ~E � d2~x = Z d
 fZ ba ~E � (�~x�u � �~x�v )dugdv (1.13)



1.2 Das Gau�s
he Gesetz 5de�niert.Beweis: Da ~E linear von � abh�angt, gen�ugt es, den Satz f�ur den Fall einerPunktladung der St�arke 1 zu zeigen. Wir w�ahlen den Ort der Punktladungals den Ursprung unseres Koordinatensystems. In Kugelkoordinaten hat derin�nitesimale elektris
he Fluss ~E � d2~x die einfa
he Form~E � d2~x =14�r3�~x � (�~x�r � �~x�� )drd� + ~x � (�~x�r � �~x��)drd� + ~x � (�~x�� � �~x��)d�d��= 14� sin �d�d� :Er ist also proportional zum Raumwinkelelement d
 = sin �d�d�. Integrati-on �uber �G liefert Z�G ~E � d2~x = � 1 falls 0 2 G0 anderenfalls : (1.14)Daraus folgt die Behauptung. QED.Wenn die Ladungsdi
hte � stetig ist, kann man das Gau�s
he Gesetz au
hin�nitesimal formulieren, indemman das Gebiet G auf einen Punkt s
hrump-fen l�asst. Ist ~x 2 G und V ol(G) das Volumen von G, so de�niert man dieDivergenz von ~E dur
hdiv~E = limG!f~xg 1V ol(G) Z�G ~E � d2~x (1.15)und erh�alt das di�erentielle Gau�s
he Gesetzdiv ~E = � : (1.16)Zur Bere
hnung von div ~E w�ahlt man zwe
km�a�igerweise ein kartesis
hesKoordinatensystem und eine Folge von W�urfeln Ga mit der Kantenl�ange 2aGa = f~y 2 R3; jyi � xij � a; i = 1; 2; 3g : (1.17)Man erh�alt (o.B.d.A. f�ur ~x = 0)Z�Ga ~E � d2~x = Zjuj;jvj�a dudvfE1(a; u; v)� E1(�a; u; v)+E2(u; a; v)� E2(u;�a; v) + E3(u; v; a)� E3(u; v;�a)g:Einsetzen in die De�nition f�ur div ~E liefertdiv ~E = �E1�x1 + �E2�x2 + �E3�x3 : (1.18)



6 1 ELEKTROSTATIKF�ur stetig di�erenzierbare elektris
he Felder ist die di�erentielle Form desGau�s
hen Gesetzes �aquivalent zur integralen Form. Dieser rein mathemati-s
he Zusammenhang ist der Gau�s
he Satz:ZG div ~Ed3~x = Z�G ~E � d2~x : (1.19)F�ur singul�are Felder ma
ht die di�erentielle Form des Gau�s
hen Gesetzeskeinen direkten Sinn. In diesem Fall interpretiert man die Ableitungen imSinne von Distributionen. Sei f eine unendli
h oft di�erenzierbare Funktion,die au�erhalb eines bes
hr�ankten Gebiets vers
hwindet. Dann wird div ~E alsDistribution dur
hZ div ~E(~x)f(~x)d3~x = �Z ~E(~x) � grad f(~x)d3~x (1.20)de�niert. Im Sinne dieser De�nition gilt das Gau�s
he Gesetz au
h f�ur distri-butionsartige Ladungsdi
hten und Felder. F�ur eine Punktladung 1 am Punkt0 erh�alt man die Formel div ~xj~xj3 = 4�Æ3(~x) : (1.21)Interessant ist die di�erentielle Form des Gau�s
hen Gesetzes au
h f�ur denFall einer Fl�a
henladung. Sei � eine glatte Fl�a
henladungsdi
hte. Wir be-tra
hten die dosenf�ormigen GebieteG" = f~x+ �~n(~x); ~x 2 S; j�j < "g (1.22)f�ur ein Teilst�u
k S der Fl�a
he mit Normalenvektorfeld ~n. Das Integral desin�nitesimalen elektris
hen Flusses �uber den Rand von G" ergibt Beitr�agevon De
kel und Boden der DoseZS n~E(~x+ "~n) � d2(~x+ "~n)� ~E(~x� "~n) � d2(~x� "~n)o ; (1.23)wobei das Minuszei
hen von der entgegengesetzten Orientierung des Bodensherr�uhrt, sowie Beitr�age vomMantel der Dose. Im Limes "! 0 vers
hwindendie letzteren, da das elektris
he Feld einer 
�a
henartigen Ladungsverteilung�uberall bes
hr�ankt ist, und wir erhalten die Aussage, dass die Normalkom-ponente des elektris
hen Feldes an einer geladenen Fl�a
he einen Sprung von� ma
ht. Man nennt den Sprung der Normalkomponenten an einer Fl�a
hedie Fl�a
hendivergenz.



1.3 Potential 71.3 PotentialVers
hiebt man die Ladung im elektris
hen Feld ~E entlang eines Weges 
, soleistet man die Arbeit A = eZ
 ~E � d~x : (1.24)Die in�nitesimale Arbeit pro Ladung nennt man die in�nitesimale Spannung~E �d~x. Im elektrostatis
hen Feld gilt wie im Gravitationsfeld, dass die Arbeitwegunabh�angig ist. Es gilt alsoZ
 ~E � d~x = 0 (1.25)f�ur ges
hlossene Wege 
. Daher gibt es eine Funktion ', das elektrostatis
hePotential, mit der Eigens
haftZ
 ~E � d~x = '(~x)� '(~y) (1.26)wobei 
 ein Weg von ~x na
h ~y ist. �Aquivalent dazu ist die di�erentielle Form~E = �grad' ; (1.27)mit grad' = r' = ( ��x1'; ��x2'; ��x3'). Die Wegunabh�angigkeit der Span-nung formuliert man in�nitesimal in der folgenden Weise. Man de�niert dieRotation eines Vektorfeldes ~E in kartesis
hen Koordinaten dur
hrot ~E = r� ~E = ( ��x2E3� ��x3E2; ��x3E1� ��x1E3; ��x1E2� ��x2E1): (1.28)Na
h dem Stokess
hen Satz gilt die BeziehungZ�S ~E � d~x = ZS rot ~E � d2~x (1.29)f�ur ein Fl�a
henst�u
k S mit Rand �S. Damit erh�alt man die Beziehungrot ~E = 0 : (1.30)F�ur distributionsartige Felder gilt dieselbe Beziehung, wenn die Ableitungenim Sinne von Distributionen interpretiert werden. Interessant ist wieder derFall von Fl�a
henladungen. Wir betra
hten eine glatte Fl�a
henladungsdi
hte� auf einer Fl�a
he S und bewegen eine Ladung auf einem ges
hlossenen Weg
, der unmittelbar oberhalb der Fl�a
he verl�auft (Teilst�u
k 
1) und dann unter



8 1 ELEKTROSTATIKihr zur�u
kl�auft (Teilst�u
k 
2). Im Limes vers
hwindenden Abstands von derFl�a
he erh�alt man f�ur 
2 = 
�11 die Glei
hungZ
1 lim"!0( ~E(~x+ "~n)� ~E(~x� "~n)) � d~x = 0 (1.31)mit dem Normalenvektorfeld ~n, und damit f�ur jeden Tangentialvektor ~t andie Fl�a
he im Punkt ~x~t � lim"!0( ~E(~x+ "~n)� ~E(~x� "~n)) = 0 : (1.32)Die Tangentialkomponenten des elektris
hen Feldes an einer geladenen Fl�a
hesind also (im Gegensatz zur Normalkomponente) stetig.Die beiden Di�erentialglei
hungendiv ~E = � ; rot ~E = 0 ; (1.33)die das elektrostatis
he Feld erf�ullt, sind die Grundglei
hungen der Elektro-statik. Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, dass alle L�osungen dieserGlei
hung physikalis
h m�ogli
he elektris
he Felder sind. Um die allgemeineL�osung zu �nden, nutzen wir zun�a
hst aus, dass die Glei
hung rot ~E = 0identis
h erf�ullt wird, wenn man ~E = �grad' setzt, f�ur eine Funktion ',das bereits eingef�uhrte elektrostatis
he Potential. In einem beliebigen ein-fa
h zusammenh�angenden Gebiet des Raumes gilt au
h die Umkehrung, dassn�amli
h jedes rotationsfreie Vektorfeld der Gradient einer skalaren Funkti-on ist. ' ist dur
h ~E bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.Einsetzen dieser Form von ~E in die erste Glei
hung ergibt� = �div grad' = �r � r' = ��' ; (1.34)wobei � der sogenannte Lapla
eoperator ist. In kartesis
hen Koordinatenist er gegeben dur
h � = �2�x21 + �2�x22 + �2�x23 : (1.35)Die Glei
hung �' = �� (1.36)hei�t die Poissonglei
hung. Die Aufgabe der Elektrostatik ist es, diese Glei-
hung zu l�osen.Die Poissonglei
hung ist eine inhomogene lineare partielle Di�erentialglei-
hung. Zwei L�osungen '1, '2 unters
heiden si
h daher um eine L�osung derzugeh�origen homogenen Glei
hung, der Lapla
eglei
hung�' = 0 ; ' = '1 � '2 : (1.37)



1.3 Potential 9Die L�osungen der Lapla
eglei
hung nennt man harmonis
he Funktionen. Inzwei Dimensionen sind die harmonis
hen Funktionen gerade die Real- undImagin�arteile holomorpher Funktionen. Au
h in drei Dimensionen sind har-monis
he Funktionen unendli
h oft di�erenzierbar. F�ur uns ist besonderswi
htig, dass eine im ganzen Raum bes
hr�ankte, harmonis
he Funktion kon-stant ist. Eine L�osung der Poissonglei
hung ist daher eindeutig bestimmt,wenn man verlangt, dass sie im Unendli
hen vers
hwindet.Wenn die Ladungsdi
hte � vorgegeben ist und au�erhalb eines bes
hr�ank-ten Gebietes vers
hwindet, so erh�alt man als eine L�osung der Poissonglei-
hung '(~x) = 14� Z d3~y �(~y)j~x� ~yj : (1.38)Wendet man diese Formel auf eine Punktladung im Ursprung an, so �ndetman die bemerkenswerte Glei
hung� 1j~xj = �4�Æ3(~x) ; (1.39)die nat�urli
h im Sinne von Distributionen zu verstehen ist.Betra
hten wir einige Beispiele.1. Homogen geladene KugelWir w�ahlen den Ursprung des Koordinatensystems im Mittelpunkt derKugel, R sei der Radius und Q sei die Ladung der Kugel. Wir su
heneine L�osung ', die nur von j~xj abh�angt. Dann ist ~E parallel zu ~x. Na
hdem Gau�s
hen Gesetz gilt f�ur eine Kugels
hale S mit dem Radius rum den KugelmittelpunktZS ~E � d2~x = Q ; r > RZS ~E � d2~x = Q r3R3 ; r < R (1.40)Mit RS ~E � d2~x = 4�r2j ~Ej folgt~E(~x) = 14�Q ~xj~xj3 ; j~xj > R~E(~x) = 14�Q ~xR3 ; j~xj < R (1.41)F�ur das Potential erh�alt man'(~x) = 14�Q 1j~xj ; j~xj > R



10 1 ELEKTROSTATIK'(~x) = 14�Q( 32R � j~xj22R3 ) ; j~xj < R : (1.42)2. DipolWir betra
hten zwei Punktladungen (e; ~x) und (�e; 0). Ihr Potentialist '(~y) = 14�e( 1j~x� ~yj � 1j~yj) : (1.43)Wir interessieren uns f�ur den Grenzfall ~x ! 0, e ! 1, so dass dasDipolmoment ~p = e~x konstant bleibt. Dann gilt (mit s = e�1)'(~y) = lims!0 14�s( 1j~y � s~pj � 1j~yj) = � 14�~p � r 1j~yj : (1.44)Die zugeh�orige Ladungsdi
hte ist die Ableitung der Æ-Funktion,�(~x) = �~p � rÆ3(~x) = �div ~p Æ3(~x) : (1.45)3. Homogen geladene EbeneDie Ebene z = 0 sei mit der homogenen Fl�a
henladungsdi
hte � verse-hen. Wir su
hen eine L�osung ', die unabh�angig von x und y ist. DiePoissonglei
hung wird dann zur gew�ohnli
hen Di�erentialglei
hungd2dz2' = ��Æ(z) : (1.46)Eine L�osung dieser Glei
hung ist'(x; y; z) = ��2 jzj : (1.47)Das zugeh�orige elektris
he Feld ist ~E(x; y; z) = �2 sign(z)~ez, ~ez Einheits-vektor in z-Ri
htung.4. Homogen geladene GeradeEine Gerade sei homogen geladen mit der Ladung pro L�ange, �. Wirf�uhren Zylinderkoordinaten ein und legen die z-A
hse in Ri
htung derZylindera
hse. Wir su
hen eine L�osung ', die nur von r abh�angt. Dannweist das elektris
he Feld radial na
h au�en, und der elektris
he Flusspro L�angeneinheit dur
h einen Zylindermantel Z mit dem Radius r umdie z-A
hse ist j ~E(~x)j2�r = � ; qx21 + x22 = r : (1.48)Also ist ~E(~x) = �2�r~er, mit ~er als Einheitsvektor in radialer Ri
htung,und das Potential ergibt si
h zu'(~x) = � 12�� ln r : (1.49)



1.4 Leiter 111.4 LeiterDie Bestimmung des elektris
hen Feldes und des elektrostatis
hen Potentialsbei vorgegebener Ladungsverteilung ist dur
h die im letzten Abs
hnitt ange-gebenen Formeln auf Integrationen zur�u
kgef�uhrt worden. In vielen F�allenist jedo
h die Ladungsverteilung zun�a
hst ni
ht bekannt. Diese Situationliegt zum Beispiel bei elektris
hen Leitern vor. Solange im Innern der Leiterein elektris
hes Feld besteht, bewegen si
h die Ladungen; wenn sie ruhen,ist das elektris
he Feld im Leiter Null. Man muss daher das elektrostatis
hePotential so bestimmen, dass es au�erhalb der Leiter die Poissonglei
hungerf�ullt und innerhalb der Leiter konstant ist. Die Ladung kann nur auf derOber
�a
he der Leiter sitzen. Auf den Leitern kann entweder das Potentialvorgegeben werden (z.B. dur
h ,,Erdung") oder die Ladung (isolierte Leiter).Betra
hten wir nun einen Hohlraum V im Inneren eines Leiters, der dasGebiet G ausf�ullt. Sei S eine ges
hlossene Fl�a
he im Inneren des Leiters, dieden Hohlraum V ums
hlie�t. Da das elektris
he Feld innerhalb des Leitersvers
hwindet, ist na
h dem Gau�s
hen Gesetz die von S ums
hlossene La-dung Null. Wir betra
hten jetzt den Fall, dass si
h keine Ladung im Innerndes Hohlraums be�ndet. Dann ist ' = 
onst eine L�osung der Poissonglei-
hung in Leiter und Hohlraum, G [ V . Wir werden im n�a
hsten Abs
hnittsehen, dass es die einzige L�osung ist. Das elektrostatis
he Feld in einemladungsfreien Hohlraum im Innern eines Leiters vers
hwindet also (Faraday-s
her K�a�g).Als Beispiel betra
hten wir eine geladene leitende Kugel mit Radius R.Das Potential ist ' = Q4�j~xj f�ur j~xj > R und Q4�R f�ur j~xj < R.Ein anderes Beispiel f�ur Ladungsverteilungen, die ni
ht vorgegeben wer-den, sind die Dipoldi
hten, die bei Dielektrika in elektris
hen Feldern dur
hdie Polarisierbarkeit der Materie auftreten. Man zerlegt hierbei die Ladungs-di
hte in einen vorgegebenen Teil �0 und einen dur
h die Polarisation (Di-polmoment pro Volumen) ~P hervorgerufenen Anteil,� = �0 � div ~P (1.50)In vielen F�allen ist die Polarisation eine lineare Funktion des elektris
henFeldes, ~P = �~E (1.51)mit der Suszeptibilit�at �. Wir werden auf diese Situation sp�ater zur�u
kkom-men.



12 1 ELEKTROSTATIK1.5 Randwertprobleme; Greens
he FunktionenDie Poissonglei
hung bei Anwesenheit von Leitern f�uhrt auf ein sogenanntesRandwertproblem. Man su
ht die L�osung der Glei
hung in einem Gebiet V ,dem Komplement der von den Leitern eingenommenen Gebiete Vi, unter derzus�atzli
hen Bedingung, dass das Potential am Rand �V des Gebietes, alsoan den Ober
�a
hen �Vi der Leiter gewissen Eins
hr�ankungen unterworfenist; entweder ist der Wert des Potentials vorgegeben, oder das Potential istkonstant und die Ladung Qi = �Z�Vi �n'df (1.52)auf dem i-ten Leiter ist vorgegeben. Hierbei ist �n' = ~n � grad' mit demNormaleneinheitsvektor ~n auf �Vi, und df ist das Fl�a
henelement auf �Vi.Wir l�osen das Problem in zwei S
hritten. Im ersten ignorieren wir dasVorhandensein der Leiter und setzen'0(~x) = 14� ZV d3~y�(~y) 1j~x� ~yj : (1.53)Dann erf�ullt '1 = ' � '0 in V die Lapla
eglei
hung. Zus�atzli
h muss '1die vorgegebenen Randbedingungen erf�ullen. Sei nun  die Di�erenz zweierL�osungen mit den vorgegebenen Randbedingungen. Es gilt � = 0 sowieZV  � d3~x = Z�V  grad d2~x� ZV jgrad j2d3~x : (1.54)Dies ist die sogenannte 1. Greens
he Identit�at. Sie folgt dur
h Anwendungdes Gau�s
hen Satzes auf die Funktion  grad unter Benutzung der Formeldiv ( grad ) = grad � grad +  � : (1.55)Ist nun auf dem Leiter Vi das Potential vorgegeben, so vers
hwindet  auf�Vi, ist stattdessen die Ladung vorgegeben, so ist  auf �Vi konstant undZ�Vi grad � d2~x = 0 :In beiden F�allen vers
hwindet das Ober
�a
henintegral �uber �Vi, und wirerhalten ZV jgrad j2d3~x = 0 : (1.56)Also ist  in V konstant. Es vers
hwindet, falls der Wert des Potentials aneinem Punkt festliegt. Wir haben damit das Problem, die Poissonglei
hung



1.5 Randwertprobleme; Greens
he Funktionen 13zu l�osen, auf das Problem, die Lapla
eglei
hung mit vorgegebenen Randbe-dingungen zu l�osen, zur�u
kgef�uhrt. Formal l�ost man das letztere Problemdur
h die Einf�uhrung sogenannter Greens
her Funktionen. Sei GD(~x; ~y) eineL�osung der Glei
hung�~yGD(~x; ~y) = �Æ3(~x� ~y) ; ~x; ~y 2 V (1.57)mit den Randbedingungen (Diri
hlets
he Randbedingungen)GD(~x; ~y) = 0 ; ~y 2 �V : (1.58)Sei nun  eine L�osung der Lapla
eglei
hung in V mit vorgegebenen Rand-werten auf �V . Dann gilt (~x) = ZV  (~y)Æ3(~x� ~y)d3(~y) = �ZV  (~y)�~yGD(~x; ~y)d3~y : (1.59)Aus der 1. Greens
hen Identit�at folgtZV  (~y)�~yGD(~x; ~y)d3~y =Z�V  (~y)grad ~yGD(~x; ~y) � d2~y � ZV grad (~y) � grad ~yGD(~x; ~y)d3~y :Wendet man auf den zweiten Term auf der re
hten Seite wieder die 1. Green-s
he Identit�at an, so �ndet manZV grad (~y) � grad ~yGD(~x; ~y)d3~y =Z�V grad (~y)GD(~x; ~y) � d2~y � ZV � (~y)GD(~x; ~y)d3~y :Die beiden Terme auf der re
hten Seite vers
hwinden. Wir erhalten also (~x) = �Z�V  (~y)�n;~yGD(~x; ~y)df(~y) : (1.60)Wenn die Greens
he Funktion bekannt ist, kann also jede harmonis
he Funk-tion auf V dur
h ihre Werte auf dem Rand von V ausgedr�u
kt werden. Um-gekehrt ist jede Funktion  der Form (1.60) mit beliebig (st�u
kweise stetig)vorgegebenen Randwerten harmonis
h.Dies folgt aus der Symmetrie der Greens
hen FunktionGD, die man direktaus den Greens
hen Identit�aten ablesen kann,GD(~x; ~y)�GD(~y; ~x)=�ZVd3~z[GD(~x; ~z)�~zGD(~y; ~z) �GD(~y; ~z)�~zGD(~x; ~z)℄



14 1 ELEKTROSTATIK= �Z�V d2~z � (GD(~x; ~z)gradGD(~y; ~z)�GD(~y; ~z)gradGD(~x; ~z)) = 0 :Statt die Werte von  auf dem Rand vorzugeben, kann man au
h die Nor-malkomponente des Gradienten auf dem Rand vors
hreiben (Neumanns
heRandbedingungen). Allerdings legt dies die L�osung der Lapla
eglei
hung nurbis auf eine Konstante fest. F�ur die zugeh�orige Greens
he Funktion GN mussgelten ZV d3~y�~yGN (~x; ~y) = Z�V �n;~yGN (~x; ~y)df(~y) : (1.61)Um diese Bedingung ni
ht zu verletzen, fordert man neben�~yGN (~x; ~y) = �Æ3(~x� ~y) (1.62)als Randbedingung �n;~yGN (~x; ~y) = � 1j�V j : (1.63)Zu bea
hten ist, dass f�ur eine harmonis
he Funktion  die Normalableitungenni
ht frei vorgegeben werden k�onnen, sondern die BedingungZ�V �n df(~y) = 0 (1.64)erf�ullen m�ussen. Die harmonis
he Funktion gewinnt man dann aus ihrenNormalableitungen dur
h (~x) = Z�V �n (~y)GN (~y; ~x)df(~y) + 
 ; (1.65)wobei die Konstante 
 gerade der Mittelwert von  �uber �V ist.In der Elektrostatik verwendet man �uberwiegend die Diri
hlets
he Green-s
he Funktion GD. Es ist im allgemeinen s
hwer, diese explizit anzugeben.Es lassen si
h aber einige qualitative Aussagen ma
hen. Wir betra
htenzun�a
hst einen Spezialfall. Sei V eine Kugel mit Radius R um den Punkt ~x.Dann ist GD(~x; ~y) = 14� � 1j~x� ~yj � 1R� : (1.66)Hieraus folgt mit (1.60) f�ur eine beliebige harmonis
he Funktion (~x) = 14�R2 Zj~y�~xj=R  (~y)df (1.67) (~x) ist also glei
h dem Mittelwert von  (~y) �uber die Ober
�a
he einer be-liebigen Kugel mit Mittelpunkt ~x. Hieraus folgt der wi
htige Satz:



1.5 Randwertprobleme; Greens
he Funktionen 15Satz 1.2 Eine in einem o�enen, zusammenh�angenden Gebiet harmonis
heFunktion nimmt ihr Supremum oder In�mum nur dann an, wenn sie konstantist.Beweis: Sei  harmonis
h in dem o�enen Gebiet V , und sei ~x 2 V mit (~x) �  (~y) 8~y 2 V . Es gibt ein R > 0, so dass die Kugel um ~x mit RadiusR in V liegt. Wegen der Mittelwerteigens
haft muss dann  (~y) =  (~x)gelten f�ur alle ~y mit j~x� ~yj < R. Die Menge der Punkte ~y, an denen  seinSupremum annimmt, ist also o�en, wegen der Stetigkeit von  aber au
habges
hlossen in V . Da V zusammenh�angend ist, stimmt sie mit V �uberein.Falls das In�mumangenommen wird, argumentiert man entspre
hend. QED.Ist V bes
hr�ankt und  stetig auf dem Abs
hluss von V , so nimmt es seinMaximumund Minimum notwendig auf dem Rand an. Man kann si
h diesenSa
hverhalt in einem ganz anderen physikalis
hen Zusammenhang klarma-
hen. Wir betra
hten die Temperaturverteilung T (~x; t) in einem Festk�orper.Diese wird dur
h die W�armeleitungsglei
hung�tT = ��T (1.68)zusammenmit geeigneten Randbedingungen bestimmt. Wir betra
hten jetztden Fall, dass die Temperaturverteilung an der Ober
�a
he des K�orpers festvorgegeben ist und fragen na
h der station�aren Verteilung T mit �tT = 0.Diese ist o�enbar dur
h eine harmonis
he Funktion mit den vorgegebenenRandbedingungen gegeben, und das Maximumsprinzip sagt aus, dass dieTemperatur im Innern zwis
hen dem maximalem und dem minimalen Wertauf dem Rand liegt.Aus dem Satz folgt insbesondere, dass��n;~yGD(~x; ~y) � 0 (1.69)f�ur ~y 2 �V gilt. Physikalis
h kann man das in der folgenden Weise verstehen.eGD(~x; ~y) ist das Potential einer Punktladung e am Ort ~x 2 V , in Gegenwarteines geerdeten Leiters, der V ums
hlie�t. Dur
h die Punktladung e wird aufder Ober
�a
he des Leiters eine Fl�a
henladungsdi
hte � induziert. Na
h demSatz �uber die Fl�a
hendivergenz springt die Normalkomponente des elektri-s
hen Feldes an der Leiterober
�a
he von � auf 0. Ber�u
ksi
htigt man, dassdie Leiterober
�a
he entgegengesetzt zu �V orientiert ist, so folgt�(~y) = e�n;~yGD(~x; ~y) : (1.70)



16 1 ELEKTROSTATIKDie induzierte Fl�a
henladung ist also immer negativ (f�ur e > 0). Die insge-samt induzierte Fl�a
henladungsdi
hte istZ�V �df = eZ�V grad ~yGD(~x; ~y) � d2~y = eZV �~yGD(~x; ~y)d3~x= �eZV Æ3(~x� ~y)d3~y = �e : (1.71)Ist GD bekannt, so kann die L�osung der Poissonglei
hung in V mit vor-gegebenen Werten auf dem Rand von V sofort angegeben werden,'(~x) = ZV �(~y)GD(~x; ~y)d3~y � Z�V '(~y)�n;~yGD(~x; ~y)df(~y) : (1.72)Die in einem Punkt ~x 2 �V induzierte Fl�a
henladungsdi
hte ist�(~x) = ZV �(~y)�n;~xGD(~x; ~y)d3~y � Z�V '(~y)�n;~x�n;~yGD(~x; ~y)df(~y) : (1.73)Ist V bes
hr�ankt und vers
hwindet das Potential auf dem Rand von V , soist die insgesamt in
uenzierte LadungQ = �ZV �d3~x : (1.74)Das Komplement des Gebietes V besteht aus ZusammenhangskomponentenVj , die wir uns dur
h Leiter ausgef�ullt denken. Auf jedem Leiter Vj sei jetztdas Potential 'j vorgegeben. Dann wird auf �Vi zus�atzli
h die LadungQi =Xj Cij'j (1.75)induziert mit den sogenannten Kapazit�atskoeÆzientenCij = �Z�Vi df(~x)Z�Vj df(~y)�n;~x�n;~yGD(~x; ~y) : (1.76)Die Matrix C ist na
h De�nition symmetris
h. Weiter besitzt sie die folgen-den Eigens
haften:1. Pj Cij = 02. C ist positiv semide�nit



1.5 Randwertprobleme; Greens
he Funktionen 17Beweis: Sei � = 0 in V und 'j = 1 f�ur alle j. Dann ist das Potenti-al ' = 1 in ganz V , da es als harmonis
he Funktion Maximum und Mi-nimum auf dem Rand von V annimmt. Also vers
hwindet die induzierteFl�a
henladungsdi
hte �uberall. Insbesondere ist die auf dem i-ten Leiter in-duzierte Ladung Qi = Pj Cij = 0. Dass C positiv semide�nit ist, folgt ausder folgenden �Uberlegung: Sei wieder � = 0 in V , und sei ' das dur
h dieVorgabe der Werte 'j auf Vj bestimmte Potential. Dann gilt:Xij 'iCij'j =Xi 'iQi =Xi Z�Vi 'i�df = Z�V '�n'df = ZV jgrad'j2d3~x :C ist also positiv semide�nit, und P'iCij'j = 0 impliziert 'i = 'j f�ur allei; j. QED.Als Beispiel betra
hten wir eine Anordnung aus 2 konzentris
hen Kugel-s
halen mit Radien R1 > R2, Ladungen Q1; Q2 und Potentialen '1; '2. ImAu�enraum ist das Potential '(r) = Q1+Q24�r , innerhalb der inneren S
hale ist'(r) = '2. In der Kugels
hale dazwis
hen gilt '(r) = ar + b mit a = Q24� . Ausder Stetigkeit des Potentials an den Grenz
�a
hen folgtR1'1 �R2'2 = (R1 �R2)b ; (1.77)alsoQ2 = 4�R1R2(R1�R2)('2�'1) undQ1 = 4�R1'1�Q2. Die Kapazit�atskoeÆzientensind also C11 = 4�R21R1 �R2 ; C12 = � 4�R1R2R1 �R2 = �C22 : (1.78)Wir wollen jetzt die Greens
he Funktion GD in einigen Spezialf�allen be-re
hnen. Eine wi
htige Methode dabei ist die Methode der Spiegelladungen.Das einfa
hste Beispiel ist ein Halbraum, der dur
h eine Ebene begrenzt wird.Die Greens
he Funktion ergibt si
h zuGD(~x; ~y) = 14� � 1j~x� ~yj � 1jS~x� ~yj� ; (1.79)wobei S die Spiegelung an der Ebene bezei
hnet. Eine Punktladung vor ei-ner leitenden geerdeten Ebene induziert also eine Fl�a
henladungsdi
hte aufder Ebene, deren elektris
hes Feld im Halbraum mit dem einer entgegen-gesetzt geladenen Punktladung am gespiegelten Ort �ubereinstimmt. Ist einGebiet W der Dur
hs
hnitt mehrerer Halbr�aume mit der Eigens
haft, dassdie Spiegelungen an den jeweiligen Begrenzungsebenen eine endli
he GruppeG erzeugen (diese Gruppe ist dann notwendig eine Untergruppe der O(3)),so ma
ht man f�ur die Greens
he Funktion den AnsatzGD(~x; ~y) = 14�XS2G det(S)jS~x� ~yj : (1.80)



18 1 ELEKTROSTATIKFallsW \SW = ; f�ur S 6= 1 und f�ur jedes ~y 2 �W ein S 2 G mit S~y = ~y unddet(S) = �1 existiert, so erf�ullt der angegebene Ausdru
k die Bedingungenf�ur GD.Ein etwas komplizierteres Problem, das si
h mit der Methode der Spie-gelladungen l�osen l�asst, ist das Problem einer leitenden Kugel. Sei V derAu�enraum einer Kugel mit Radius R um den Ursprung. F�ur die Greens
heFunktion ma
hen wir den AnsatzGD(~x; ~y) = 14� � 1j~x� ~yj � qjS~x� ~yj� (1.81)mit jS~xj < R f�ur j~xj > R. Die Randbedingung f�ur GD ist �aquivalent zujS~x� ~yj = qj~x� ~yj ; j~yj = R : (1.82)Aus Symmetriegr�unden ist S~x parallel zu ~x. F�ur ~y parallel zu ~x folgtR � jS~xj = q(j~xj �R) :Addition ergibt mit r = j~xj q = Rr (1.83)und damit S~x = q2~x : (1.84)Mit diesenWerten ist die obige Bedingung f�ur die Greens
he Funktion erf�ullt.Denn das Quadrat der linken Seite istq4r2 � 2q2~x � ~y +R2 ;das der re
hten Seite q2r2 � 2q2~x � ~y + q2R2 :Beide Seiten stimmen �uberein, wenn der Wert f�ur q eingesetzt wird. Wirerhalten also als Greens
he Funktion der KugelGD(~x; ~y) = 14� � 1j~x� ~yj � qjq2~x� ~yj� ; q = Rr : (1.85)F�ur die auf der Kugelober
�a
he dur
h eine Einheitsladung im Punkt ~x in
u-enzierte Fl�a
henladung ergibt si
h (j~yj = R)�(~y) = (� ~yR) � grad ~yGD(~x; ~y) (1.86)



1.5 Randwertprobleme; Greens
he Funktionen 19mit grad ~yGD(~x; ~y) = 14� � ~x� ~yj~x� ~yj3 � q q2~x� ~yjq2~x� ~yj3� :Wegen jq2~x� ~yj = qj~x� ~yj vereinfa
ht si
h die re
hte Seite zu14� (q�2 � 1) ~yj~x� ~yj3 :Mit 
os 
 = ~x�~yj~xjj~yj erh�alt man�(~y) = � r2 �R24�R(r2 � 2rR 
os 
 +R2) 32 : (1.87)Die insgesamt in
uenzierte Ladung istZ �df = �r2 �R24�R 2�R2 Z 1�1 dw(r2 � 2rRw +R2) 32= �12(r2 �R2)R 1rR (r2 � 2rRw +R2)� 12 j1�1= � 12r (r2 �R2)( 1r �R � 1r +R)= � 12r (r +R� (r �R)) = �Rr = �q ;stimmt also mit der Spiegelladung �uberein.Bei der Bere
hnung der Kapazit�atskoeÆzienten ist zu bea
hten, dass derRand von V aus dem Rand der Kugel V1 und aus dem Rand bei1 besteht.Es gilt C11 = �Z�V1 df(~x)Z�V1 df(~y)�n;~x�n;~yGD(~x; ~y)= �Zj~xj=R df(~x)�n( Rj~xj) = 4�R2 1R = 4�R : (1.88)Wir wollen jetzt die Greens
he Funktion der Kugel zur L�osung einigerelektrostatis
her Probleme benutzen.1. Punktladung (e; ~x) vor geerdeter Kugel:'(~y) = eGD(~y; ~x) : (1.89)



20 1 ELEKTROSTATIK2. Punktladung (e; ~x) vor Kugel auf konstantem Potential '1:'(~y) = eGD(~y; ~x)�'1 Z df(~z)�n;~zGD(~y; ~z) = eGD(~y; ~x)+'1 Rj~yj (1.90)Die in
uenzierte Ladung istQ = �e Rj~xj + C11'1 = �e Rj~xj + '14�R : (1.91)3. Punktladung (e; ~x) vor leitender isolierter Kugel mit Ladung Q:Das Potential auf der Kugel ist'1 = 14� �QR + ej~xj� : (1.92)Daraus ergibt si
h ' wie oben. Ist insbesondere Q = 0, so ist (q = Rj~xj)'(~y) = 14�e� 1j~x� ~yj � q( 1jq2~x� ~yj � 1j~yj)� ; (1.93)f�ur gro�e Werte von j~xj verh�alt si
h die Ladungsverteilung auf der Kugelalso wie ein im Zentrum der Kugel be�ndli
her Dipol mit dem Dipol-moment ~p = �eq3~x = �4�R3 ~E, wobei ~E das von der Punktladung amOrt ~x im Zentrum der Kugel erzeugte Feld ist.4. Leitende Kugel (isoliert, ungeladen) im homogenen Feld:Wir approximieren das homogene elektris
he Feld ~E dur
h das Feldeiner weit entfernten Punktladung und erhalten wie im vorherigen Bei-spiel ein induziertes Dipolfeld.1.6 Entwi
klung na
h orthogonalen Funktionen; Mul-tipolentwi
klungF�ur Diri
hlets
he Randbedingungen hatten wir die L�osung der Poissonglei-
hung in einem o�enen bes
hr�ankten Gebiet V in der folgenden Form gefun-den, '(~x) = ZV d3~y�(~y)GD(~x; ~y)� Z�V df'(~y)�n;~yGD(~x; y) : (1.94)Der zweite Term stellt eine harmonis
he Funktion mit vorgegebenen Rand-werten dar, der erste eine L�osung der Poissonglei
hung mit vers
hwindendenRandwerten. Wir interpretieren den ersten Term in der folgenden Weise. Sei



1.6 Entwi
klung na
h orthogonalen Funktionen; Multipolentwi
klung 21C1(V ) der Raum der unendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen in V . DerLapla
eoperator ist eine lineare Abbildung auf diesem Raum. Wir s
hr�ankensie ein auf den Unterraum D der Funktionen, die auf dem Rand von Vvers
hwinden. Dann besitzt die Glei
hung�' = �� (1.95)f�ur ein � 2 C1(V ) mit kompaktem Tr�ager genau eine L�osung in D,'(~x) = ZV d3~yGD(~x; ~y)�(~y) =: (GD�)(~x) : (1.96)Sei C � D der Unterraum der Funktionen, deren Tr�ager in V liegt. DieGreens
he Funktion de�niert dann einen Operator GD : C ! D, der gera-de das Inverse des Lapla
eoperators mit Diri
hletrandbedingungen ist (bisauf den Faktor �1). In derselben Weise de�niert die Deltafunktion denEinheitsoperator, (1�)(~x) = ZV d3~yÆ3(~x� ~y)�(~y) = �(~x) : (1.97)Als Operatorglei
hung erhalten wir�GD = �1 : (1.98)Die L�osung der linearen Di�erentialglei
hung kann also wie im Fall linearerGlei
hungen mit endli
h vielen Unbekannten auf die Inversion einer linearenAbbildung zur�u
kgef�uhrt werden.Besonders lei
ht l�asst si
h das Inverse auf einem Eigenvektor bere
hnen.Sei 0 6= f 2 D mit �f = �!f . Wegen R d3~xf�f = � R d3~xjgrad f j2 ist! > 0. Dann gilt GDf = 1!f . Eine Methode zur Bere
hnung von GDist daher, das Eigenwertproblem f�ur � als lineare Abbildung von D na
hC1(V ) zu l�osen und dann eine beliebige Funktion als Superposition vonEigenfunktionen zu s
hreiben.Betra
hten wir zun�a
hst den eindimensionalen Fall. Auf dem Intervall[0; �℄ sind die Funktionen sinnx; n 2 N Eigenfunktionen des eindimensiona-len Lapla
eoperators mit der Randbedingung f(0) = f(�) = 0 und Eigenwert�n2. Gelingt es uns, eine beliebige (gen�ugend glatte) Funktion f in der Formf(x) = 1Xn=1 
n sinnx ; 
n 2 R (1.99)zu s
hreiben, so ist die Greens
he Funktion mitd2dx2GD(y; x) = �Æ(y � x) ; GD(y; 0) = 0 = GD(y; �) (1.100)



22 1 ELEKTROSTATIKgegeben dur
h (GDf)(x) = 1Xn=1 
nn2 sinnx : (1.101)Zur Bestimmung der Entwi
klungskoeÆzienten f�uhrt man in den betra
h-teten Funktionenr�aumen ein Skalarprodukt ein, so dass die Eigenfunktionendes Lapla
eoperators paarweise orthogonal zueinander sind. In unserem Bei-spiel ist das Skalarprodukt(f; g) = Z �0 dxf(x)g(x) : (1.102)Mit diesem Skalarprodukt gilt(sinnx; sinmx) = Z �0 dx sinnx sinmx= Z �0 dx12 [
os(n�m)x� 
os(n+m)x℄= Ænm�2 : (1.103)Wir de�nieren orthonormierte Funktionenun(x) =r 2� sin nx ; n 2 N : (1.104)Ist f =P 
nun, so ist der Entwi
klungskoeÆzient 
n dur
h
n = (un; f) (1.105)gegeben, und es gilt die Parsevals
he Glei
hungXn 
2n = (f; f) : (1.106)Man kann zeigen, dass das Funktionensystem fung vollst�andig ist, d.h., dassjede quadratis
h integrierbare Funktion f im quadratis
hen Mittel dur
hendli
he Linearkombinationen der Funktionen un approximiert werden kann,limN!1(f � fN ; f � fN ) = 0 ; (1.107)mit fN = PNn=1 
nfn, etwa dur
h R�u
kf�uhrung auf die Entwi
klung einerFunktion in ihre Fourierreihe. Die Konvergenz ist um so besser, je glatterdie Funktion ist, falls die Funktion an den R�andern vers
hwindet.



1.6 Entwi
klung na
h orthogonalen Funktionen; Multipolentwi
klung 23Sind die Eigenfunktionen un bekannt, so erh�alt man die Greens
he Funk-tion als GD(x; y) =Xn !�1n un(x)un(y) ; (1.108)wobei !n der zu un geh�orige Eigenwert des Operators �� ist.In unserem Beispiel ergibt si
hGD(x; y) = 2� 1Xn=1 1n2 sin nx sinny = 12 (�jx� yj+ x+ y)� 1�xy : (1.109)Betra
hten wir nun wieder 3-dimensionale Probleme. Ist V ein Quader mitden Kantenl�angen a1; a2; a3, so erh�alt man Eigenfunktionen von � dur
hProdukte der (geeignet skalierten) L�osungen des eindimensionalen Problems,�u1n1(x1)u2n2(x2)u3n3(x3) = ��2(n21a21+n22a22+n23a23 )u1n1(x1)u2n2(x2)u3n3(x3) (1.110)mit uin(x) =q 2ai sin(n�xai ). F�ur die Greens
he Funktion erh�alt manGD(~x; ~y) = X~n2N3!�1~n u~n(~x)u~n(~y) (1.111)mit !~n = �2(n21a21 + n22a22 + n23a23 ) und u~n(~x) = u1n1(x1)u2n2(x2)u3n3(x3).In diesem Fall wie in vielen anderen F�allen kann man eine eindimensionaleSummation explizit dur
hf�uhren. Nennen wir die kartesis
hen Koordinatenx; y; z und die Kantenl�angen a; b; 
, so erh�alt die Greens
he Funktion dieDarstellungGD(x; y; z; x0; y0; z0) = 1Xn;m=1 gn;m(x; x0)u2n(y)u3m(z)u2n(y0)u3m(z0) ; (1.112)wobei die Funktionen gn;m die gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungd2dx02 gn;m(x; x0) = �2(n2b2 + m2
2 )gn;m(x; x0)� Æ(x� x0) (1.113)mit den Randbedingungen gn;m(x; 0) = gn;m(x; a) = 0 erf�ullen. Wir l�osen dieGlei
hung in dem Spezialfall, dass die erste Kante des Quaders von �1 na
h+1 rei
ht (unendli
h langer Hohlleiter mit re
hte
kigem Quers
hnitt). F�urx0 < x sind die L�osungen, die bei 1 vers
hwinden, von der Form A exp kx0



24 1 ELEKTROSTATIKmit k = q�2(n2b2 + m2
2 ), f�ur x0 > x ergibt si
h B exp(�kx0) f�ur diejenigenL�osungen, die bei +1 vers
hwinden. Fordert man als Ans
hlussbedingungA exp kx = B exp(�kx) ; (1.114)so muss gn;m o�enbar die Formgn;m(x; x0) = C exp(�kjx� x0j) (1.115)haben. Die Konstante C ergibt si
h aus dem Vorfaktor der Æ-Funktion zuC = 12k . Wir erkennen aus diesem Resultat, dass das elektrostatis
he Feldeiner Punktladung in einem Hohlleiter exponentiell abf�allt.Besonders wi
htig sind kugelsymmetris
he Situationen. Zu ihrer Behand-lung s
hreibt man den Lapla
eoperator in Kugelkoordinaten r; �; �,� = 1r2 ��rr2 ��r + 1r2 ( 1sin � ��� sin � ��� + 1sin2 � �2��2 ) : (1.116)Im Gegensatz zum Lapla
eoperator in kartesis
hen Koordinaten ist der La-pla
eoperator in Kugelkoordinaten ni
ht eine Sume von Termen, die jeweilsnur eine Koordinate enthalten. Trotzdem kann das Eigenwertproblemau
h indiesem Fall auf 3 eindimensionale Eigenwertprobleme zur�u
kgef�uhrt werden.Man ma
ht dazu f�ur die Eigenfunktionen einen Produktansatz,u(r; �; �) = R(r)�(�)�(�) : (1.117)Dividiert man die Eigenwertglei
hung �u = �!u dur
h u, so erh�alt man !als eine Summe von 3 Termen, von denen zwei von � unabh�angig sind, alsoau
h der dritte. Das bedeutet, dass � Eigenfunktion von d2d�2 sein muss,d2d�2� = ��� : (1.118)Setzt man diese Beziehung ein, so �ndet man, dass � Eigenfunktion desOperators ( 1sin � ��� sin � ��� � 1sin2 ��) ist,1sin � ��� sin � ����� 1sin2 ��� = ��� ; (1.119)und s
hlie�li
h R Eigenfunktion von d2dr2 + 2r ddr � �r2 ist,d2dr2R+ 2r ddrR � �r2R = �!R : (1.120)



1.6 Entwi
klung na
h orthogonalen Funktionen; Multipolentwi
klung 25F�ur ! = 0 erh�alt man die L�osungen R = rl mit l(l+ 1) = �. u ist dann eineL�osung der Lapla
eglei
hung.Das Eigenwertproblem f�ur � wird gel�ost dur
h�(�) = exp im� (1.121)mit m2 = �. Da u eine (eindeutige) Funktion des Ortes sein soll, sind nurganzzahlige Werte f�ur m m�ogli
h.Um das Eigenwertproblem f�ur � zu l�osen, f�uhren wir als neue Variablew = 
os � ein. Dann erh�alt man die Glei
hungddw (1 �w2) ddw�� m21� w2� = ��� (1.122)Wir l�osen die Glei
hung zun�a
hst f�ur den Fall m = 0 (Legendreglei
hung).Wir su
hen L�osungen im Intervall [�1; 1℄, die am Rand stetig sind. Im In-nern des Intervalls gibt es f�ur beliebige Werte von � 2 linear unabh�angigeL�osungen, die aber in der Regel am Rand singul�ar werden. Regul�are L�osun-gen �ndet man na
h der folgenden Methode: Man bemerkt zun�a
hst, dassder Operator A = � ddw (1 � w2) ddw Polynome in Polynome �uberf�uhrt unddabei den Grad des Polynoms ni
ht erh�oht. Man kann das Eigenwertpro-blem daher auf den endli
h dimensionalen Unterr�aumen der Polynome mitGrad � l; l 2 N0 betra
hten. Weiter beoba
htet man, dass Eigenfunktionenzu vers
hiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Dies liegt daran,dass der betra
htete Operator hermites
h ist,(f;Ag) = Z dw( ddwf(w))(1 � w2) ddwg(w) = (Af; g) : (1.123)Sind daher f und g Eigenfunktionen von A zu Eigenwerten �1 bzw. �2, sofolgt �1(f; g) = �2(f; g) (1.124)und damit die Behauptung. Sind die Eigenwerte glei
h, so ist au
h jede Li-nearkombination von f und g Eigenfunktion zum selben Eigenwert. Daherkann au
h in diesem Fall g orthogonal zu f gew�ahlt werden. Da ein her-mites
her Operator auf einem endli
h dimensionalen Vektorraum eine Basisvon Eigenvektoren besitzt, ist ein Polynom mit Grad l genau dann Eigen-funktion von A, wenn es orthogonal zu allen Polynomen mit kleinerem Gradist. Den zugeh�origen Eigenwert �ndet man mit Hilfe der folgenden Betra
h-tung. Sei Pl ein Polynom mit Grad l, das Eigenfunktion von A mit demEigenwert � ist. Der KoeÆzient von wl in APl unters
heidet si
h von demvon Pl um den Faktor l(l + 1), also gilt � = l(l + 1). Die Polynome Pl hei-�en Legendrepolynome und k�onnen aus den Monomen fwl; l 2 N0g dur
h



26 1 ELEKTROSTATIKdas S
hmidts
he Orthogonalisierungsverfahren gewonnen werden. Da jedeauf einem endli
hen Intervall stetige Funktion glei
hm�a�ig dur
h Polynomeapproximiert werden kann, kann es keine anderen regul�aren L�osungen derLegendreglei
hung geben.Eine ges
hlossene Formel f�ur die Legendrepolynome bekommt man dur
hden folgenden Tri
k. De�nitionsgem�a� giltZ 1�1 dwwkPl(w) = 0 ; k < l : (1.125)Sei Qk(w) = Z w�1 dw1 Z w1�1 dw2 � � � Z wk�1�1 dwkPl(wk) : (1.126)Es gilt ddwQk+1 = Qk und Q0 = Pl. Dur
h Vertaus
hung der Integrationsrei-henfolge ergibt si
hQk(w)=Z w�1 dwkPl(wk)Z wwk dwk�1 � � � Z ww2 dw1=Z w�1 dwkPl(wk)(w �wk)k�1(k � 1)! :(1.127)F�ur 1 � k � l vers
hwindet Qk bei w = �1. Als Polynom vom Grad 2l istQl daher von der Form Ql = 
onst(w2 � 1)l : (1.128)Man gewinnt so die folgende Form f�ur das Legendrepolynom PlPl = 12ll! dldwl (w2 � 1)l (1.129)(Formel von Rodrigues). Der willk�urli
he Normierungsfaktor ist dabei sogew�ahlt worden, dass Pl(1) = 1 ist. F�ur das Skalarprodukt mit si
h selbstergibt si
h (Pl; Pl) = 22l + 1 : (1.130)Als eine Anwendung betra
hten wir das Coulombpotential einer Punkt-ladung '(~x) = 
j~x�~yj , 
 = e4� .. F�ur ~x 6= ~y ist dies eine L�osung der Lapla
eglei-
hung in ~x. Wir legen die z-A
hse in Ri
htung von ~y. In Kugelkoordinatenh�angt ' dann nur von r und � ab. Wir entwi
keln ' f�ur r 6= j~yj jetzt na
hLegendrefunktionen, '(r; �) = 1Xl=0 Al(r)Pl(
os �) : (1.131)



1.6 Entwi
klung na
h orthogonalen Funktionen; Multipolentwi
klung 27Jeder Summand ist eine L�osung der Lapla
eglei
hung, daher ist Al = alrl f�urr < j~yj und Al = blr�(l+1) f�ur r > j~yj. F�ur � = 0 und r < r0 = j~yj ergibt si
h
r0 � r =Xl alrl ; (1.132)also sind die KoeÆzienten al gerade die KoeÆzienten der Taylorentwi
klungum r = 0, al = 
r0�(l+1) : (1.133)Entspre
hend �ndet man bl = 
r0l : (1.134)Damit erh�alt man die folgende Entwi
klungsformel f�ur das Coulombpotential
j~x� ~yj = 
Xl rl<rl+1> Pl(
os 
) (1.135)mit r< = min(j~xj; j~yj), r> = max(j~xj; j~yj) und 
os 
 = ~x�~yj~xjj~yj .Aus dieser Entwi
klung kann man au
h sehr s
hnell die Greens
he Funk-tion f�ur ein Gebiet zwis
hen zwei konzentris
hen Kugels
halen mit Radiena < b entnehmen. Man setzt anGD(~x; ~y) =Xl gl(r; r0)Pl(
os 
) (1.136)mit r = j~xj; r0 = j~yj undgl(r; r0) = 14� rl<rl+1> +A(r)r0l +B(r)r0�(l+1) ; (1.137)wobei A und B dur
h die Randbedingungengl(r; a) = 0 = gl(r; b) (1.138)bestimmt sind. Man �ndetgl(r; r0) = 14� (rl< � a2l+1r�(l+1)< )(r�(l+1)> � b�(2l+1)rl>)1 � (ab )(2l+1) : (1.139)Wir wenden uns jetzt wieder der Glei
hung f�ur � zu und betra
htenden Fall m 6= 0. Mit �ahnli
hen Methoden �ndet man als L�osungen diesogenannten zugeordneten LegendrefunktionenPml (w) = (�1)m2ll! (1� w2)m2 dl+mdwl+m (w2 � 1)l (1.140)



28 1 ELEKTROSTATIKmit m 2 Z; jmj � l. Ebenso wie die Legendrepolynome bilden die zugeord-neten Legendrefunktionen f�ur festes m ein System orthogonaler Funktionenauf dem Intervall [�1; 1℄,(Pml ; Pml0 ) = Æll0 22l + 1 (l +m)!(l�m)! : (1.141)Mit Hilfe der zugeordneten Legendrefunktionen kann man jetzt ein ortho-gonales Funktionensystem auf der Einheitssph�are de�nieren, die sogenanntenKugel
�a
henfunktionen,Ylm(�; �) =s2l + 14� (l�m)!(l +m)!Pml (
os �) exp im� : (1.142)Der Vorfaktor wurde so gew�ahlt, dass die folgende Orthonormierungsrelationgilt, (Ylm; Yl0m0) = Æll0Æmm0 ; (1.143)wobei das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Funktionen auf der Ein-heitssph�are erkl�art ist dur
h(f; g) = Z �0 d� sin � Z 2�0 d�f(�; �)g(�; �) : (1.144)Die Kugel
�a
henfunktionen bilden ein vollst�andiges System orthonorma-ler Funktionen auf der Einheitssph�are S2. Dies l�asst si
h am lei
htestendadur
h einsehen, dass man bemerkt, dass die Funktion Ylm ein Polynom inden kartesis
hen Koordinaten x; y; z; x2+ y2 + z2 = 1 ist,Ylm = 
lm(x+ iy)m dl+mdzl+m (z2 � 1)l : (1.145)Da si
h jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge im R3 glei
hm�a�igdur
h Polynome approximieren l�asst, gen�ugt es zu zeigen, dass jedes Polynomauf der Sph�are als Linearkombination der Kugel
�a
henfunktionen dargestelltwerden kann.Formal s
hreibt man die Vollst�andigkeitsrelation in der FormXlm Ylm(�; �)Ylm(�0; �0) = 1sin �Æ(�� �0)Æ(�� �0) : (1.146)Summiert man nur �uber m, so erh�alt man das interessante Additionstheoremf�ur Kugel
�a
henfunktionen,Xm Ylm(�; �)Ylm(�0; �0) = 2l + 14� Pl(
os 
) (1.147)



1.7 Elektrostatis
he Energie 29mit 
os 
 = ~n(�; �) � ~n(�0; �0), ~n(�; �) = (sin � 
os�; sin � sin�; 
os �). ZumBeweis zeigt man zun�a
hst, dass die Summe auf der linken Seite si
h ni
ht�andert, wenn beide Koordinatensysteme mit derselben Rotation transfor-miert werden. Dann setzt man � = 0 und damit �0 = 
 und setzt dieexpliziten Formeln f�ur Ylm ein.Wir k�onnen dieses Additionstheorem in die Entwi
klung des Coulomb-potentials na
h Legendrepolynomen einsetzen. Ist � eine Ladungsdi
hte, dieau�erhalb einer Kugel mit Radius R um den Ursprung vers
hwindet, so er-gibt si
h f�ur das Potential au�erhalb dieser Kugel die sogenannte Multipol-entwi
klung, '(r; �; �) =Xlm 12l + 1 1rl+1Ylm(�; �)qlm ; (1.148)mit den Multipolmomentenqlm = Z drd�d�r2 sin ��(r; �; �)rlYlm(�; �) : (1.149)1.7 Elektrostatis
he EnergieDie potentielle Energie eines Systems von Punktladungen (ei; ~xi) istU = 18�Xi 6=j eiejj~xi � ~xjj : (1.150)F�ur kontinuierli
he Ladungsverteilungen ergibt si
hU = 18� Z d3~xd3~y�(~x)�(~y)j~x� ~yj : (1.151)Na
h der De�nition des elektrostatis
hen Potentials einer Ladungsverteilung� �ndet man U = 12 Z d3~x�(~x)'(~x) : (1.152)Na
h der Poissonglei
hung ist �(~x) = ��'(~x). Setzt man dies in die obigeGlei
hung ein und benutzt die 1. Greens
he Identit�at, so folgtU = 12 Z d3~xj ~E(~x)j2 (1.153)mit dem elektris
hen Feld ~E = �grad'. U wird jetzt interpretiert als dieEnergie des elektrostatis
hen Feldes ~E, u = 12 j ~Ej2 als Energiedi
hte. Ins-besondere ist U � 0. Die Formel bleibt ri
htig f�ur Fl�a
henladungen, f�ur



30 1 ELEKTROSTATIKPunktladungen aber divergiert die sogenannte Selbstenergie. Man muss danndie Energie ,,renormieren", indem man die unendli
hen Selbstenergien sub-trahiert. Die Energie des elektris
hen Feldes einer Punktladung (e; ~x) imAu�enraum einer Kugel mit Radius R um den Ort der Ladung istUR = 12 Zj~x�~yj>R d3~yj ~Ej2 = e28�R : (1.154)Sind Punktladungen (ei; ~xi) vorhanden, so ist die renormierte Energie desFeldes Uren = limR!0f12 Zj~x�~xij>R d3~xj ~Ej2 � 18�RXi e2ig : (1.155)Die renormierte Energie ist ni
ht mehr notwenig positiv. Divergenzen beikurzen Abst�anden und ihre Beseitigung dur
h Renormierung sind ni
ht aufdie klassis
he Elektrodynamik bes
hr�ankt, sondern treten au
h in der Quan-tenelektrodynamik auf.Die Positivit�at der elektrostatis
hen Energie in Abwesenheit von Punkt-ladungen f�uhrt zu einer Charakterisierung von elektrostatis
hen Feldern alsFeldkon�gurationen mit minimaler Energie.Satz: Sei ' eine L�osung der Lapla
eglei
hung in V und sei  eine andere(gen�ugend glatte) Funktion, die auf �V mit ' �ubereinstimmt. Dann giltZV d3~xjgrad j2 > ZV d3~xjgrad'j2 : (1.156)Beweis: Sei � =  � '. Es giltZV d3~xjgrad j2 = ZV d3~xjgrad'j2+2ZV d3~xgrad'�grad�+ZV d3~xjgrad�j2 :(1.157)Anwendung der 1. Greens
hen Identit�at auf den gemis
hten Term ergibtZV d3~xgrad' � grad� = Z�V df(~x)(�n')�� ZV d3~x(�')� = 0 : (1.158)Daraus folgt die Behauptung.Eine �ahnli
he Aussage ma
ht der Satz von Thomson. Na
h diesem Satzverteilen si
h die Ladungen in einem Leiter gerade so, dass die elektrostati-s
he Energie minimal wird. Sei ~E das elektrostatis
he Feld einer Anordnung



1.7 Elektrostatis
he Energie 31von Leitern mit vorgegebenen Ladungen, und sei ~E 0 ein anderes innerhalb vonV divergenzfreies Feld mit denselben Fl�ussen dur
h die Leiterober
�a
hen,Z�Vi ~E0 � d2~x = Z�Vi ~E � d2~x 8i : (1.159)Dann gilt ZV d3~xj ~E0j2 > ZV d3~xj ~Ej2 : (1.160)Dies folgt �ahnli
h wie oben aus dem Vers
hwinden des TermsZV d3~x~E � ( ~E0� ~E) =Xi Z�Vi '( ~E0� ~E) � d2~x+ZV 'div ( ~E 0� ~E) : (1.161)Insbesondere sinkt die Feldenergie, wenn ein ungeladener Leiter in das Sy-stem eingef�uhrt wird. Ein ungeladener Leiter wird also von einem geladenenLeiter angezogen.
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332 Magnetostatik2.1 Station�are Str�omeMagnetis
he Ers
heinungen sind mindestens ebenso lange bekannt wie elek-tris
he. Ihre mathematis
he Bes
hreibung aber erwies si
h lange Zeit alss
hwierig. Der Grund ist die Abwesenheit magnetis
her Ladungen.Grundlegend f�ur das Verst�andnis der Magnetostatik war die Beoba
htungOersteds (1819), dass ein stromdur
h
ossener Draht ein Magnetfeld erzeugt.Wir gehen daher von der Elektrostatik, in der alle Ladungen ruhen, zu derSituation �uber, in der si
h Ladungen bewegen.Die Bewegung von Ladungen bes
hreibt man dur
h die elektris
he Strom-di
hte ~j. ~j ist ein Vektorfeld, das angibt, wieviele Ladungen pro Zeiteinheitdur
h ein Fl�a
henelement hindur
htreten,dQ = ~j � d2~xdt : (2.1)Betra
htet man ein Gebiet V , so istZ�V ~j � d2~x = � ddtQ(V ) ; (2.2)wenn Q(V ) die in V enthaltene Ladung ist. Diese Beziehung dr�u
kt dieLadungserhaltung aus. Mit Hilfe der Ladungsdi
hte s
hreibt manZ�V ~j � d2~x+ ZV d3~x ��t�(t; ~x) = 0 : (2.3)Daraus erh�alt man mittels des Gau�s
hen Satzes die sogenannte Kontinui-t�atsglei
hung div~j + ��t� = 0 : (2.4)Man nennt einen Strom station�ar, wenn � und ~j zeitunabh�angig sind. Danngilt div~j = 0 ; (2.5)oder f�ur ein Gebiet V Z�V ~j � d2~x = 0 ; (2.6)d.h., es 
ie�en genauso viele Ladungen hinein wie hinaus.Der elektris
he Strom, der dur
h eine Fl�a
he S hindur
htritt, ist de�niertals I(S) = ZS ~j � d2~x = ZS df(~x)~n �~j ; (2.7)



34 2 MAGNETOSTATIKwobei ~n das Normalenfeld auf S bezei
hnet. Wir werden oft linienf�ormigeStromverteilungen betra
hten. Dort 
ie�t der Strom I in ges
hlossenen We-gen 
. Die Stromdi
hte ist dann~j(~x) = I Z 10 dsd~yds Æ3(~x� ~y(s)) ; (2.8)f�ur eine Parametrisierung [0; 1℄ 3 s! ~y(s) von 
.2.2 Kr�afte zwis
hen Str�omenZwei stromdur
h
ossene Leiter �uben Kr�afte aufeinander aus. Diese Kr�aftewerden dur
h das Amp�eres
he Gesetz bes
hrieben. Seien 
1 und 
2 zweiLeiters
hleifen, in denen die Str�ome I1 und I2 
ie�en. Dann wirkt auf dieerste S
hleife die Kraft~F = �k0I1I2 Z
1�
2(d~x1 � d~x2) ~x1 � ~x2j~x1 � ~x2j3= �k0I1I2 Z 10 ds1 Z 10 ds2(d~x1ds1 � d~x2ds2 ) ~x1 � ~x2j~x1 � ~x2j3 ; (2.9)mit Parametrisierungen [0; 1℄ 3 si ! ~xi(si) von 
i; i = 1; 2. k0 > 0 ist hier-bei eine Konstante. Das Verh�altnis k=k0 der Konstanten, die in Coulombge-setz und Amp�eregesetz auftreten, hat die Dimension einer Ges
hwindigkeitzum Quadrat. Messungen ergeben, dass q kk0 mit der Li
htges
hwindigkeit 
�ubereinstimmt. Im SI-System de�niert man als die Einheit des Stroms dasAmp�ere A, indem man setzt k0 = 10�7 NA2 : (2.10)Mit �0 = 4�k0, "0 = 1�0
2 erh�alt man dannk = 14�"0 ; 
2 = 1"0�0 ; k0 = �04� : (2.11)Im Einklang mit unseren Konventionen aus der Elektrostatik setzen wir �0 =1"0
2 = 1.Das Auftreten einer Naturkonstanten mit der Dimension einer Ges
hwin-digkeit in einem statis
hen Problem l�asst zwei Deutungen zu:� Die Gesetze der Elektrodynamik sind ni
ht in allen Inertialsystemenglei
h.



2.3 Magnetfeld(magnetis
he Induktion) 35� Die Vorstellungen der klassis
hen Me
hanik �uber die Struktur vonRaum und Zeit m�ussen revidiert werden.Na
hdem die erste Alternative dur
h Experimente ausges
hlossen war, bliebnur die zweite M�ogli
hkeit o�en, die dann dur
h die spezielle Relativit�atstheo-rie Einsteins ausgef�ullt wurde.2.3 Magnetfeld(magnetis
he Induktion)Ebenso wie in der Elektrostatik m�o
hte man das Fernwirkungsgesetz dur
hein Nahwirkungsgesetz ersetzen. Als Ansatz f�uhrt man ein Tensorfeld Bij ein,das mit der auf einen Teststromkreis wirkenden Kraft �uber die Glei
hungFj = IXi Z
 dxiBij(~x) (2.12)zusammenh�angt. Da in der Magnetostatik nur ges
hlossene Stromkreise be-tra
htet werden, ist das Tensorfeld Bij dur
h diese Glei
hung nur bis aufeinen Term der Form ��xifj bestimmt. Eine zus�atzli
he Information liefertdas auf den Stromkreis ausge�ubte Drehmoment. Wir setzen anNk = IXijl Z
 xidxjBjl"ilk (2.13)mit dem total antisymmetris
hem Tensor "ilk. Wir betra
hten diese Glei-
hung f�ur einen sehr kleinen Stromkreis 
, so dass Bjl bei der Integration�uber 
 als konstant angesehen werden kann. Sei mij = I R
 xidxj. mij=I istder von der Projektion von 
 auf die (ij)-Ebene einges
hlossene orientierteFl�a
heninhalt. Es gilt daher mij = �mji, und wir setzenmk = 12Xij "ijkmij : (2.14)Man nennt den Vektor ~m das magnetis
he Moment des Stromkreises (I; 
).Einsetzen in (2.13) liefert (mit mij =Pk "ijkmk)Nk = Xijln "ijlmlBjn"ink= Xjln (ÆjnÆlk � ÆjkÆln)mlBjn= Xj (mkBjj �mjBkj) :



36 2 MAGNETOSTATIKMan �ndet Bij = I 04� Z
0 �dyi xj � yjj~x� ~yj3 � dyj xi � yij~x� ~yj3� : (2.15)Der 2. Term ist von der Form ��xifj und tr�agt daher ni
ht zur Kraft aufden Stromkreis (I; 
) bei. Das Tensorfeld B ist antisymmetris
h, hat alsonur 3 unabh�angige Komponenten. Wir f�uhren jetzt das Magnetfeld ~B (au
hmagnetis
he Induktion genannt) ein dur
hBk = �12Xij "ijkBij : (2.16)Wir erhalten ~N = ~m� ~B (2.17)mit ~B(~x) = 14�I 0 Z
0 d~y � ~x� ~yj~x� ~yj3 : (2.18)(Biot-Savarts
hes Gesetz). Der Zusammenhang mit dem Amp�eres
hen Ge-setz ist ~F = I Z
 d~x� ~B(~x) = 14�II 0 Z
�
0 d~x� (d~y � ~x� ~yj~x� ~yj3 ) =14�II 0Z
�
0(d~x � ~x� ~yj~x� ~yj3 )d~y � 14�II 0 Z
�
0(d~x � d~y) ~x� ~yj~x� ~yj3 ; (2.19)wobei der erste Term als Integral eines Gradienten �uber einen ges
hlossenenWeg vers
hwindet.Wie in der Elektrostatik gilt au
h in der Magnetostatik das Superposi-tionsprinzip, dass Felder vers
hiedener Stromkreise si
h ungest�ort �uberlagern.Wir bes
hreiben nun eine allgemeine station�are Stromverteilung dur
h eineStromdi
hte ~j mit div~j = 0. Das erzeugte magnetis
he Feld ist~B(~x) = 14� Z d3~y ~j(~y)� ~x� ~yj~x� ~yj3 : (2.20)Unter Benutzung von ~x�~yj~x�~yj3 = �grad ~x 1j~x�~yj und von ~a�grad f = �rot~af f�urkonstantes ~a, k�onnen wir au
h s
hreiben~B(~x) = rot ~A(~x) (2.21)mit ~A(~x) = 14� Z d3~y ~j(~y)j~x� ~yj : (2.22)



2.4 Vektorpotential und Ei
htransformationen 37Ein Vektorfeld ~A mit der Eigens
haft rot ~A = ~B hei�t ein zu ~B geh�orendesVektorpotential. Wegen div rot = 0 folgtdiv ~B = 0 (2.23)oder in integraler Form Z�V ~B � d2~x = 0 : (2.24)Diese Glei
hung besagt, dass es keine magnetis
hen Ladungen gibt. Sie ent-spri
ht der Glei
hung rot ~E = 0 in der Elektrostatik.Als n�a
hstes bere
hnen wir rot ~B. Wir nutzen dabei aus, dass si
h derLapla
eoperator auf Vektorfeldern in der Form� = grad div � rot rot (2.25)s
hreiben l�asst. Setzen wir ~B = rot ~A mit dem oben angegebenen Vektorpo-tential ~A, so gilt wegendiv ~A(~x) = 14� Z d3~y ~j(~y) � grad ~x 1j~x� ~yj = � 14� Z d3~y ~j(~y) � grad ~y 1j~x� ~yj= 14� Z d3~y div~j(~y) 1j~x� ~yj = 0 (2.26)die Glei
hung rot ~B = rot rot ~A = �� ~A = ~j : (2.27)Diese Glei
hung hei�t Amp�eres
hes Dur
h
utungsgesetz und stellt in Ana-logie zum Gau�s
hen Gesetz den Zusammenhang zwis
hen Strom und Ma-gnetfeld her. Die integrale Form lautetZ�S ~B � d~x = I(S) : (2.28)2.4 Vektorpotential und Ei
htransformationenDie beiden Glei
hungen div ~B = 0 ; rot ~B = ~j (2.29)sind die Grundglei
hungen der Magnetostatik. Wie in der Elektrostatik wol-len wir alle L�osungen dieses Glei
hungssystems als physikalis
h erlaubte Ma-gnetfelder ansehen.In zusammenziehbaren Gebieten ist die erste Glei
hung �aquivalent zurExistenz eines Vektorpotentials ~A mit rot ~A = ~B (Poin
ar�es
hes Lemma). ~A



38 2 MAGNETOSTATIKist dur
h ~B ni
ht eindeutig bestimmt. Sind ~A1 und ~A2 zwei L�osungen derGlei
hung rot ~A = ~B, so giltrot ( ~A1 � ~A2) = 0 ; (2.30)d.h. es gibt eine skalare Funktion � mit grad � = ~A1� ~A2. Die Transformati-on ~A! ~A+grad � �andert das Magnetfeld ni
ht und wird Ei
htransformationgenannt.Wir setzen jetzt ~B = rot ~A in das Amp�eres
he Dur
h
utungsgesetz einund erhalten rot rot ~A = �� ~A+ grad div ~A = ~j : (2.31)Wir nutzen die Ei
hfreiheit bei der Wahl von ~A aus, um div ~A beliebig vorzu-geben. Sei ~A0 ein Vektorfeld mit rot ~A0 = ~B. Wir su
hen eine Funktion �, sodass das ei
htransformierte Vektorpotential ~A = ~A0 + grad � die Bedingungdiv ~A = f (2.32)erf�ullt. � erh�alt man dann als L�osung der Poissonglei
hung�� = f � div ~A0 : (2.33)W�ahlt man div ~A = 0 (Coulombei
hung), so erf�ullt ~A in jeder Komponentedie Poissonglei
hung � ~A = �~j ; (2.34)und als L�osung, die (bei Stromverteilungen mit kompaktem Tr�ager) im Un-endli
hen vers
hwindet, erh�alt man~A(~x) = 14� Z d3~y ~j(~y)j~x� ~yj ; (2.35)also die bereits angegebene Form des Vektorpotentials.2.5 Das Vektorpotential einer lokalisiertenStromverteilungSei ~j eine gegebene Stromverteilung, die ganz in dem Gebiet V = f~x 2R3; j~xj < Rg lokalisiert ist. Wir interessieren uns f�ur das Verhalten desmagnetis
hen Feldes bei gro�en Abst�anden. In der Formel f�ur das Vektorpo-tential k�onnen wir 1j~x�~yj na
h Potenzen von j~xjj~yj entwi
keln,1j~x� ~yj = 1Xl=0 1j~yj( j~xjj~yj )lPl( ~x � ~yj~xjj~yj) : (2.36)



2.5 Das Vektorpotential einer lokalisierten Stromverteilung 39F�ur den Term der Ordnung l = 0 ergibt si
h~A0(~x) = 14�j~xj Z d3~y~j(~y) : (2.37)Dieser Term (der Monopolterm) vers
hwindet, da si
h die Komponenten desIntegranden wegen div~j = 0 als Divergenzen eines Vektorfeldes mit kompak-tem Tr�ager s
hreiben lassen, jk = div yk~j. F�ur den Dipolterm (l = 1) ergibtsi
h ~A1(~x) = 14�j~xj3 Z d3~y~j(~y)(~y � ~x) : (2.38)Wir k�onnen diesen Ausdru
k in der folgenden Weise umformen. Der Tensormik = Z d3~yyijk(~y) (2.39)ist antisymmetris
h. Dennmik +mki = Z d3~y(yijk + ykji) = Z d3~ydiv (yiyk~j) = 0 : (2.40)Wir de�nieren daher mk = 12Pij "ijkmij oder~m = 12 Z d3~y~y �~j (2.41)als das magnetis
he Moment der Stromverteilung. F�ur eine linienf�ormigeStromverteilung stimmt die oben angegebene De�nition mit der bei der Ein-f�uhrung des magnetis
hen Feldes gegebenen De�nition �uberein. Denn sei~j(~x) = I R
 d~yÆ3(~x� ~y). Dann ist~m = I2 Z d3~x ~x� (Z d~yÆ3(~x� ~y)) = I2 Z ~y � d~y : (2.42)F�ur das Vektorpotential erhalten wir~A1(~x) = ~m� ~x4�j~xj3 ; (2.43)und das zugeh�orige Magnetfeld ergibt si
h zu~B1(~x) = rot ~A1(~x) = 14�r� (~m� ~xj~xj3 )= 14� (r � ~xj~xj3 )~m� 14� (~m � r) ~xj~xj3



40 2 MAGNETOSTATIK= ~mÆ3(~x) + 14�grad (~m � grad 1j~xj) (2.44)Es unters
heidet si
h also von dem entspre
henden elektris
hen Feld eineselektris
hen Dipols dur
h ein Vielfa
hes der Deltafunktion. ~B1 ist der f�urgro�e Abst�ande f�uhrende Anteil des magnetis
hen Feldes der Stromverteilung~j. Wir k�onnen au
h eine Stromverteilung angeben, f�ur die ~B1 das exakteMagnetfeld ist, n�amli
h ~j1(~x) = rot ~mÆ3(~x). Diese Stromverteilung l�asst si
hals Grenzfall der skalierten Stromverteilungen ~j�(~y) = �4~j(�~y) f�ur � ! 1verstehen, d.h. f�ur jedes Testvektorfeld ~f giltlim�!1 Z d3~y~j�(~y) � ~f(~y) = ~m � rot ~f (0) : (2.45)Wir betra
hten nun den Fall, dass der Strom aus geladenen Teil
hen derMasseM und der Ladung e besteht. Sei �N die Teil
henzahldi
hte und ~v dasGes
hwindigkeitsfeld. Dann ist die elektris
he Stromdi
hte~j(~x) = e�N (~x)~v(~x) (2.46)und die Massenstromdi
hte (Impulsdi
hte)~jM (~x) =M�N (~x)~v(~x) = Me ~j(~x) : (2.47)Mit der Massenstromdi
hte verbunden ist der me
hanis
he Drehimpuls~L = Z d3~y~y �~jM (~y) = 2Me ~m : (2.48)Der Faktor e2M , der magnetis
hes Moment und Drehimpuls verkn�upft, hei�tgyromagnetis
hes Verh�altnis.Bei Elementarteil
hen ist der Zusammenhang zwis
hen Eigendrehimpuls(Spin) und magnetis
hem Moment komplizierter. F�ur das Elektron ergibtsi
h ~m = g e2M ~L (2.49)mit g � 2. Die Abwei
hung g � 2 l�asst si
h mit gro�er Genauigkeit in derQED bere
hnen.2.6 Dipol im �au�eren magnetostatis
hen FeldAuf einen magnetis
hen Dipol ~m am Ort ~x wirkt im magnetis
hen Feld ~Beine Kraft und ein Drehmoment. Dem Dipol entspri
ht die Stromverteilung~j(~y) = rot ~y ~mÆ3(~y � ~x) : (2.50)



2.6 Dipol im �au�eren magnetostatis
hen Feld 41Die auf den Dipol wirkende Kraft ist~F = Z d3~y ~j(~y)� ~B(~y)= Z d3~y(r~y � ~mÆ3(~y � ~x))� ~B(~y)= Z d3~y( ~B(~y) � r~yÆ3(~y � ~x))~m� ( ~B(~y) � ~m)r~yÆ3(~y � ~x)= �~mdiv ~B(~x) + grad (~m � ~B(~x))= grad (~m � ~B(~x)) : (2.51)Diese Kraft ist konservativ, das zugeh�orige Potential istV (~x) = (�~m � ~B(~x)) : (2.52)Wie wir sp�ater sehen werden, ist dieses Potential auf Grund des Induktions-gesetzes ni
ht die Gesamtenergie des magnetis
hen Feldes. F�ur atomare Sy-steme, in denen si
h das magnetis
he Moment ni
ht stetig �andern kann, be-s
hreibt es aber die ri
htige We
hselwirkungsenergie zweier DipoleV = �~m1 � ~m2Æ3(~x)� 14� (~m1 � r)(~m2 � r) 1j~xj ; (2.53)wenn ~x der Verbindungsvektor der beiden Dipole ist. Bis auf den Delta-funktionsanteil stimmt dieser Ausdru
k mit dem entspre
henden Ausdru
kf�ur die We
hselwirkungsenergie zweier elektris
her Dipole �uberein. In derAtomphysik wird der Deltafunktionsanteil z.B. in der Hyperfeinstruktur ders-Niveaus si
htbar (We
hselwirkung zwis
hen den magnetis
hen Momentenvon Kern und Elektron). Hierbei kommt es auf den rotationsinvarianten An-teil der We
hselwirkungsenergie an. Der rotationsinvariante Anteil von �i�jist 13Æij�, also ergibt si
h f�ur den rotationsinvarianten Anteil von VV = �~m1 � ~m2 Æ(~x)23 : (2.54)Beoba
htet wird dieser E�ekt in der astrophysikalis
hen 21
m-Linie.Das auf eine Stromverteilung ~j im Magnetfeld ~B wirkende Drehmomentbez�ugli
h des Ursprungs ist~N = Z d3~y(~y � (~j(~y)� ~B(~y)))



42 2 MAGNETOSTATIK= 12 Z d3~yf~y � (~j � ~B) �~j � (~y � ~B)g+12 Z d3~yf~y � (~j � ~B) +~j � (~y � ~B)g :Der erste Term ergibt na
h der Jakobiidentit�at12 Z d3~y(~y �~j(~y))� ~B(~y) : (2.55)Im Limes punktf�ormiger Stromverteilungen wird dieser Term zu~m� ~B(~x) ; (2.56)also dem Ausdru
k, den wir bei der Einf�uhrung des magnetis
hen Feldesbereits benutzt haben. Die i-Komponente des zweiten Terms ist12 Xklmn Z d3~y(ynjk + ykjn)Bl"klm"nmi = 12 Xklmn Z d3~ydiv (ynyk~j)Bl"klm"nmi= �12 Xklmn Z d3~y ynyk~j � gradBl"klm"nmi : (2.57)Im Limes punktf�ormiger Stromverteilungen am Ursprung vers
hwindet dieserTerm. Sitzt das magnetis
he Moment am Punkt ~x, so ergibt si
h als Beitragzum Drehmoment ~N = ~x� grad (~m � ~B(~x)).2.7 SupraleiterOft ist die Stromverteilung ni
ht von vornherein bekannt, so dass das Ma-gnetfeld ni
ht einfa
h dur
h Integration bestimmt werden kann. In magne-tisierbaren Sto�en kann eine Magnetisierung ~M (magnetis
hes Moment proVolumen) vorliegen, mit einer Stromdi
hte~jm = rot ~M : (2.58)Man spaltet den Strom dann auf in einen vorgegebenen Anteil ~j0 und denMagnetisierungsstrom ~jm und s
hreibt das Dur
h
utungsgesetz in der Formrot ( ~B � ~M) = ~j0 : (2.59)Mit ~H = ~B � ~M nimmt es dann die Formrot ~H = ~j0 (2.60)



2.7 Supraleiter 43an. Aus historis
hen Gr�unden wird ~H man
hmal als Magnetfeld bezei
hnet,eine Konvention, an die wir uns ni
ht halten wollen.An Grenz
�a
hen, an denen ~j0 vers
hwindet, sind die Tangentialkompo-nenten von ~H und die Normalkomponente von ~B stetig. Zur L�osung derstatis
hen Grundglei
hungen ben�otigt man zus�atzli
he Informationen �uber~M .Eine etwas andere Situation liegt beim Supraleiter vor. Supraleiter sindSto�e (typis
herweise Metalle, aber au
h einige Keramiken bei tiefen Tem-peraturen), die dur
h den Mei�ner-O
hsenfeld-E�ekt 
harakterisiert werden.Ein magnetis
hes Feld kann nur bis auf eine sehr kurze Distanz (die Eindring-tiefe �) in den K�orper eindringen (typis
he Werte von � liegen zwis
hen 100und 200 Angstr�om).Betra
hten wir den idealisierten Fall, dass die Eindringtiefe vers
hwindet.Dann verhalten si
h Supraleiter bei magnetis
hen Feldern �ahnli
h wie Leiterbei elektris
hen Feldern.Sei das Gebiet V dur
h einen Supraleiter ausgef�ullt. Dann gilt ~B = 0innerhalb von V . Wegen rot ~B = ~j (2.61)ist ~j = 0 innerhalb von V . Auf dem Rand �V gilt wegen div ~B = 0~n � ~B = 0 (2.62)mit dem Normaleneinheitsvektor von �V . Aus rot ~B = ~j folgt, dass bei ni
htvers
hwindendem Magnetfeld au�erhalb an der Ober
�a
he des Supraleitersein Ober
�a
henstrom 
ie�t. Es giltZ�S ~B � d~x = ZS ~j � d2~x (2.63)f�ur ein Fl�a
henst�u
k S. Wir w�ahlen jetzt einen Weg 
 auf �V mit Parame-trisierung ~x(s); s 2 [0; 1℄, und betra
hten die Fl�a
henS" = f~x(s) + u~n(~x(s)); (u; s) 2 [�"; "℄� [0; 1℄g : (2.64)Der Strom ~j ist auf �V konzentriert, er h�angt daher mit der Fl�a
henstrom-di
hte ~g in der folgenden Weise zusammen,~j(~x) = Z�V df(~y)~g(~y)Æ3(~x� ~y) ; (2.65)wobei ~g ein Vektorfeld auf �V ist, das tangential geri
htet ist. Es giltlim"!0 Z ~j � d2~x = Z
 ~g � (~n� d~x) = Z
(~g � ~n) � d~x ; (2.66)



44 2 MAGNETOSTATIKalso gilt auf �V ~B = ~g � ~n (2.67)und wegen ~g � ~n = 0 ~n� ~B = ~g : (2.68)Wir betra
hten als einfa
hes Beispiel eine Kugel aus supraleitendem Ma-terial. Au�erhalb der Kugel ist rot ~B = 0. Es gibt daher eine skalare Funktion'm (das magnetis
he Potential) mit~B = �grad'm (2.69)au�erhalb der Kugel. Die Randbedingung auf der Kugel ist �n'm = 0. 'mist eine L�osung der Lapla
eglei
hung. Sie ist eindeutig bestimmt, wenn ihrVerhalten bei 1 bekannt ist.Ist ~B = 0 bei 1, so erf�ullt 'm = 0 alle Bedingungen, also ist ~B = 0�uberall und ~g = 0. Geht ~B ! ~B1 = 
onst f�ur j~xj ! 1, so �ndet man eineL�osung in der folgenden Weise:'1 = � ~B1 � ~x = �B1r 
os � (2.70)(B1 = j ~B1j, (r; �; ') Kugelkoordinaten mit z-A
hse in Ri
htung ~B1) isteine L�osung der Lapla
eglei
hung mit den ri
htigen Randbedingungen bei1. Dur
h Spiegelung an der Sph�are fj~xj = Rg erh�alt man eine L�osung derLapla
eglei
hung f�ur ~x 6= 0,'2 = � ~B1 � ~x( Rj~xj)3 = �B1R3r�2 
os � ; (2.71)die bei 1 vers
hwindet. Es gilt�n'1 = ��r'1 = �B1 
os � (2.72)und �n'2 = ��r'2 = 2B1�Rr �3 
os � ; (2.73)daher erf�ullt 'm = '1 + 12'2 (2.74)die geforderten Randbedingungen bei r = R. Das Magnetfeld ergibt si
h zu~B(~x) = ~B1 + R32 grad ( ~B1 � ~xj~xj3 ) : (2.75)



2.7 Supraleiter 45Das Zusatzfeld ist also dasjenige eines magnetis
hen Dipols mit demMoment~m = �32V ~B1 ; (2.76)wobei V das Volumen der Kugel bezei
hnet. (Man verglei
he dieses Resultatmit dem elektris
hen Dipolmoment, das ein asymptotis
h konstantes elek-tris
hes Feld in einer leitenden ungeladenen Kugel induziert, ~p = �3V ~E1(Abs
hnitt 1.5).)Wir wollen nun die Fl�a
henstromdi
hte bere
hnen. Es gilt~g = 32R (~x� ~B1) : (2.77)Wir wollen dieses Ergebnis mit dem Feld einer Kugel vom Radius Rverglei
hen, die mit der homogenen Fl�a
henladungsdi
hte � geladen ist undsi
h mit der Winkelges
hwindigkeit ~! dreht. Der Ober
�a
henstrom ist dann~g = �~! � ~x : (2.78)Der Superstrom, der von ~B1 induziert wird, besteht also in einer Rotationder zugeh�origen Ladungstr�ager um die Ri
htung von ~B1. Der damit ver-bundene Drehimpuls ist ~L = 2Me ~m ; (2.79)wobei M die Masse und e die Ladung der supraleitenden Ladungstr�agersind. Da das �au�ere Magnetfeld aber keinen Drehimpuls auf die Kugelaus�ubt, muss in einer drehbar aufgeh�angten Kugel das Gitter der Metallionenin umgekehrter Ri
htung rotieren, damit der Gesamtdrehimpuls vers
hwin-det. Dieser gyromagnetis
he E�ekt konnte tats�a
hli
h na
hgewiesen werden(Einstein-de Haas-E�ekt).Als n�a
hstes Beispiel betra
hten wir einen unendli
h langen zylindris
henSupraleiter. Wieder gilt rot ~B = 0 au�erhalb des vom Supraleiter aus-gef�ullten Gebietes V . Das Komplement von V ist aber ni
ht einfa
h zusam-menh�angend, so dass ein eindeutiges magnetis
hes Potential ni
ht existiert.Wir f�uhren Zylinderkoordinaten (r; �; z) ein. Der Zylinder sei gegebendur
h V = f(r; �; z)jr � Rg : (2.80)Das Gebiet V 0 = f(r; �; z)jr > R; 0 < � < 2�g ist einfa
h zusammenh�angend.Dort existiert daher ein magnetis
hes Potential mit den Randbedingungen�'m�r = 0 ; r = R (2.81)



46 2 MAGNETOSTATIKund 'm(r; 0; z)� 'm(r; 2�; z) = Z�S ~B � d~x = I ; (2.82)wobei S eine Fl�a
he ist, die den Zylinder einmal s
hneidet, den Punkt (r; 0; z)am Rand enth�alt und in Ri
htung der z-A
hse orientiert ist. I ist der imSupraleiter in Ri
htung der z-A
hse 
ie�ende Strom. Fordert man jetztzus�atzli
h, dass 'm und seine Ableitungen f�ur r ! 1 gen�ugend s
hnellvers
hwinden, so ist das Randwertproblem f�ur 'm eindeutig l�osbar.Der Lapla
eoperator in Zylinderkoordinaten lautet� = �2�r2 + 1r ��r + 1r2 �2��2 + �2�z2 : (2.83)Als L�osung mit den gew�uns
hten Randbedingungen �ndet man'm(r; �; z) = � 12�I� : (2.84)Das Magnetfeld ergibt si
h aus der in�nitesimalen magnetis
hen Spannung~B � d~x = �d'm = 12�Id� (2.85)also Bx = �I sin�2�r ; By = I 
os�2�r ; Bz = 0. Es hat also kreisf�ormige Feldlinienum die Zylindera
hse. Der Ober
�a
henstrom ist~g = ~n� ~B = I2�R~ez ; (2.86)~ez Einheitsvektor in z-Ri
htung, er verteilt si
h also, wie zu erwarten, glei
h-m�a�ig �uber den Umfang des Zylinders.Wir wollen jetzt versu
hen, das Randwertproblem der Magnetostatik imPrinzip zu l�osen, so wie es uns f�ur die Elektrostatik bereits gelungen ist.Wir betra
hten einen zusammenh�angenden Supraleiter, der das Gebiet Vausf�ullt. Der Rand �V von V ist hom�oomorph zum Rand einer Kugel mitn Henkeln, wobei n + 1 der Zusammenhangsgrad von �V ist, n � 0. Wirk�onnen n orientierte Fl�a
henst�u
ke Si im Komplement von V �nden, die dien L�o
her des Supraleiters s
hlie�en, so dass das Komplement V 0 von V [Si Sieinfa
h zusammenh�angend ist. Weiter gibt es auf �V n ges
hlossene Kurven
i, die jeweils eine der Fl�a
hen Si einmal von unten na
h oben s
hneiden,j
i \ Sj j = Æij.Wir betra
hten jetzt die Gr�o�enIi = Z
i ~B � d~x (2.87)



2.7 Supraleiter 47(den Strom dur
h den von 
i begrenzten Quers
hnitt von V ) und�i = ZSi ~B � d2~x (2.88)(den magnetis
hen Fluss dur
h Si). Je na
h experimenteller Anordnung kannIi oder �i vorgegeben werden.Auf V 0 existiert jetzt ein magnetis
hes Potenial 'm mit den Eigens
haften1. �n'm = 0 auf �V .2. '+m � '�m = Ii auf Si (bei vorgegebenen Str�omen) oder'+m � '�m = 
onst auf Si und � RSi �n'mdf = �i (bei vorgegebenenFl�ussen).3. 'm und grad 'm fallen im Unendli
hen gen�ugend s
hnell ab.Die L�osung dieser Randwertprobleme ist eindeutig. Denn sei  die Di�erenzzweier L�osungen.  ist eine L�osung der Lapla
eglei
hung, die bei unendli
hvers
hwindet, deren Normalableitung auf �V vers
hwindet und die auf Si dieBedingungen erf�ullt  + =  � (2.89)(bei vorgegebenen Str�omen) oder + �  � = 
onst ; ZSi �n = 0 (2.90)(bei vorgegebenen magnetis
hen Fl�ussen). Es gilt0 = ZV 0  � = �ZV 0 jgrad j2 � Z�V  �n �Xi ZSi( + �  �)�n (2.91)und daher grad = 0.Man kann jetzt (analog zu den Kapazit�atskoeÆzienten in der Elektrosta-tik) die Induktivit�atskoeÆzienten de�nieren dur
h�i =Xj LijIj : (2.92)Au
h die Matrix der Induktivit�atskoeÆzienten ist positiv de�nit und sym-metris
h.Wir wollen jetzt an einemBeispiel den von einem �au�eren Strom in einemSupraleiter induzierten Ober
�a
henstrom diskutieren. Der Halbraum fx >



48 2 MAGNETOSTATIK0g sei von einem Supraleiter ausgef�ullt. ~j sei eine station�are Stromverteilungim Halbraum fx < 0g.Wegen des Mei�ner-O
hsenfeld-E�ekts vers
hwindet das Magnetfeld ~Bf�ur x > 0. Da die Normalkomponente �Bx an der Ober
�a
he stetig ist,gilt Bx = 0 f�ur x = 0. Diese Bedingung ist automatis
h erf�ullt, wenn dasVektorpotential ~A an der Ober
�a
he in x-Ri
htung zeigt.In Analogie zur Methode der Spiegelladungen in der Elektrostatik ma-
hen wir den Ansatz, dass das von den Ober
�a
henstr�omen erzeugte Vektor-potential im linken Halbraum dur
h einen Spiegelstrom im re
hten Halbraumerzeugt werden kann. Sei S die Spiegelung an der Ebene x = 0. Dann setzenwir ~A(~x) = 14� Z d3~y~j(~y)� S~j(S~y)j~x� ~yj ; x1 > 0 : (2.93)~A erf�ullt die Glei
hungen � ~A = �~j und div ~A = 0 im Halbraum x1 < 0.Auf der Fl�a
he x1 = 0 gilt wegen S~x = ~x, dass S ~A = � ~A ist. ~A zeigt daherin x-Ri
htung, und Bx vers
hwindet. Das Magnetfeld an der Ober
�a
he istalso wie gefordert tangential geri
htet. Man �ndet~B(~x) = 14� Z d3~y(~j(~y)�S~j(S~y))� ~x� ~yj~x� ~yj3 = 14� Z d3~y 2j~x� ~yj3 [~j(~y)�(~x�~y)℄ ;(2.94)wobei [~a℄ die Projektion von ~a auf die y-z-Ebene bezei
hnet. Der induzierteOber
�a
henstrom ist~g(~x) = �~e1 � ~B(~x) = 12� Z d3~y 1j~x� ~yj3 (y1~j(~y) + j1(~y)(~x� ~y)) : (2.95)Betra
hten wir als Beispiel einen linienf�ormigen Strom I, der im Abstandd von der Grenz
�a
he in die y-Ri
htung 
ie�t. Dann 
ie�t au
h ~g in diey-Ri
htung. Man erh�altg2(~x) = � Id2� Z 1�1 ds(d2 + Æ2 + s2)� 32 ; (2.96)wenn pd2 + Æ2 der Abstand zwis
hen ~x und dem Stromfaden ist. Wir setzens = pd2 + Æ2u und �ndeng2(~x) = � Id2�(d2 + Æ2) Z 1�1 du(1 + u2)� 32 : (2.97)Das Integral bere
hnen wir mit der Substitution u = tan�. Dann ist du =d�
os2 � und 1 + u2 = 1
os2 �. Folgli
h erhalten wirZ 1�1 du(1 + u2)� 32 = Z �2��2 d� 
os� = 2 ; (2.98)



2.7 Supraleiter 49und damit g2(~x) = � Id�(d2 + Æ2) : (2.99)Der insgesamt induzierte Strom istIind = �I 1� Z 1�1 dÆ dd2 + Æ2 = �I 1� Z �2��2 d� = �I ; (2.100)wobei wir Æ = d tan � substituiert haben. Man erkennt, dass der induzierteStrom dem erzeugenden Strom entgegengesetzt glei
h ist. Insbesondere st�o�tein Supraleiter also einen anderen Stromkreis ab.
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513 Maxwellglei
hungen3.1 Das Faradays
he Induktionsgesetz1831 entde
kte Faraday das Induktionsgesetz: ein zeitli
h ver�anderli
hes ma-gnetis
hes Feld erzeugt in einem ges
hlossenen Leiter einen Strom. Ursa
hedieses Stroms ist ein elektris
hes Feld. Ist 
 die Leiters
hleife, so ergibt si
hquantitativ Z
 ~E � d~x = �k00 ddt ZS ~B � d2~x ; (3.1)wenn 
 die Fl�a
he S im positiven Sine umrandet. Die im Induktionsgesetzauftretende Konstante k00 l�asst si
h dur
h die bereits bekannten Konstantenausdr�u
ken. Dies kann man in der folgenden Weise einsehen.Wir betra
hten ein Magnetfeld, dessen Zeitabh�angigkeit dur
h~B(~x; t) = ~B0(~x+ ~vt) (3.2)gegeben ist, etwa indem si
h die erzeugende Stromverteilung mit der kon-stanten Ges
hwindigkeit �~v bewegt. Dann giltddt ZS ~B � d2~x = ZS(~v � r) ~B0 � d2~x : (3.3)Mit (~v � r) ~B0 = (r � ~B0)~v �r� (~v � ~B0) und r � ~B0 = 0 folgtddt ZS ~B � d2~x = �Z�S(~v � ~B0) � d~x : (3.4)~v � ~B0 ist aber gerade die Kraft, die auf eine Einheitsladung wirkt, die si
him Magnetfeld ~B0 mit der Ges
hwindigkeit ~v bewegt. Na
h den Gesetzender klassis
hen Me
hanik bleibt die Kraft glei
h, wenn man in ein anderesInertialsystem geht (Galilei-Invarianz). Im System, in dem die Ladung ruhtund das Magnetfeld si
h mit der konstanten Ges
hwindigkeit �~v bewegt,interpretieren wir die Kraft ~v� ~B0 als elektris
hes Feld ~E und erhalten dahereinen Spezialfall des Induktionsgesetzes mit k00 = 1.Wir werden sp�ater sehen, dass die Galilei-Invarianz in der Elektrody-namik ni
ht gilt, so dass die obige Argumentation ni
ht ganz �uberzeugendist. Die Galilei-Invarianz gilt aber im Limes kleiner Ges
hwindigkeiten; diesrei
ht aus, um die Konstante k00 zu �xieren.Die di�erentielle Form des Induktionsgesetzes lautetrot ~E + ��t ~B = 0 : (3.5)



52 3 MAXWELLGLEICHUNGENMan kann diese Glei
hungen in �ahnli
her Weise wie die statis
hen Glei
hun-gen verstehen, indemman zu einer vierdimensionalen Bes
hreibung �ubergeht,in der die Zeit die vierte Dimension ist. Wir werden sp�ater darauf zur�u
k-kommen.3.2 Maxwells
he Erg�anzungAus dem Amp�eres
hen Dur
h
utungsgesetzrot ~B = ~j (3.6)folgt div~j = 0. Andererseits gilt wegen der Erhaltung der elektris
hen La-dung die Kontinuit�atsglei
hungdiv~j + ��t� = 0 : (3.7)Das Amp�eres
he Dur
h
utungsgestz kann also bei zeitli
h ver�anderli
her La-dungsdi
hte ni
ht mehr ri
htig sein. Na
h dem Gau�s
hen Gesetz ist� = div ~E ; (3.8)also gilt div (~j + ��t ~E) = 0 : (3.9)Maxwell ver�anderte daher das Amp�eres
he Dur
h
utungsgesetz, indem erauf der re
hten Seite den sogenannten Vers
hiebungsstrom ��t ~E hinzuf�ugte(Maxwells
he Erg�anzung). Damit erh�alt manrot ~B � ��t ~E = ~j : (3.10)Um uns eine Vorstellung von der Gr�o�enordnung der Maxwells
hen Er-g�anzung ma
hen zu k�onnen, betra
hten wir die folgende Situation: ein homo-genes elektris
hes Feld im Innern eines Zylinders mit Radius r werde glei
h-m�a�ig in der Zeit t von 0 auf E gesteigert. Das dadur
h am Rand desZylinders verursa
hte Magnetfeld hat die St�arkeB = r2tE : (3.11)Auf eine Punktladung e, die si
h mit der Ges
hwindgkeit v parallel zur Zy-lindera
hse bewegt, wirkt daher die Lorentzkraft mit der St�arkeevB = eEv r2t : (3.12)Solange v und r2t klein gegen die Li
htges
hwindigkeit 
 = 1 sind, ist die-se Kraft klein gegen die elektris
he Kraft eE. Ein direkter Na
hweis desVers
hiebungsstroms ist daher s
hwierig. Wir werden aber sehen, dass dieserZusatzterm verantwortli
h f�ur das Auftreten elektromagnetis
her Wellen ist.



3.3 Maxwellglei
hungen; die Wellenglei
hung 533.3 Maxwellglei
hungen; die Wellenglei
hungWir haben jetzt das folgende Glei
hungssystem f�ur die Elektrodynamik ge-funden:1. rot ~E + ��t ~B = 02. div ~B = 03. div ~E = �4. rot ~B � ��t ~E = ~jDiese 4 Glei
hungen nennt man die Maxwellglei
hungen. Sie bilden dieGrundlage f�ur die gesamte Elektrodynamik.Einen ersten Eindru
k �uber die Aussagekraft dieser Glei
hungen gewinntman, indem man die erste Glei
hung na
h der Zeit di�erenziert,0 = rot ��t ~E + �2�t2 ~B : (3.13)Einsetzen der vierten Glei
hung ergibt0 = rot rot ~B + �2�t2 ~B � rot~j : (3.14)Mit � = grad div � rot rot und div ~B = 0 folgt2 ~B = rot~j (3.15)mit dem d'Alembert-Operator 2 = �2�t2 ��. Diese Glei
hung ist die inhomo-geneWellenglei
hung. Eine entspre
hende Re
hnung f�uhrt f�ur das elektris
heFeld auf die inhomogene Wellenglei
hung2 ~E = �(grad �+ ��t~j) : (3.16)Die zugeh�origen homogenen Glei
hungen besitzen ni
httriviale L�osungen, dieelektromagnetis
henWellen. Der Na
hweis dieser Wellen dur
h Hertz liefertedie ents
heidende Best�atigung f�ur die Maxwellglei
hungen.



54 3 MAXWELLGLEICHUNGEN3.4 Potentiale und Ei
htransformationenDie Maxwellglei
hungen stellen ein System von 8 gekoppelten linearen par-tiellen Di�erentialglei
hungen dar. Um sie bei vorgegebenen Strom- undLadungsdi
hte zu l�osen, kann man folgenderma�en vorgehen. Zun�a
hst be-tra
htet man die beiden homogenen Glei
hungen. Aus div ~B = 0 folgt dieExistenz eines Vektorpotentials ~A mitrot ~A = ~B : (3.17)Setzt man diesen Ausdru
k f�ur ~B in das Induktionsgesetz ein, so erh�alt manrot ( ~E + ��t ~A) = 0 : (3.18)Also gibt es wie im statis
hen Fall ein skalares Potential ' mit�grad' = ~E + ��t ~A : (3.19)Sind ' und ~A beliebig vorgegeben, so l�osen ~E = �grad'� ��t ~A und ~B = rot ~Adie homogenen Maxwellglei
hungen. Die vierkomponentige Gr�o�e ('; ~A)nennt man das elektromagnetis
he Potential.Wir setzen die gefundenen Ausdr�u
ke f�ur das elektromagnetis
he Feld( ~E; ~B) in die beiden inhomogenen Maxwellglei
hungen ein und erhalten��'� ��tdiv ~A = � ; (3.20)und mit rot rot = grad div ���� ~A+ �2�t2 ~A+ grad (div ~A+ ��t') = ~j : (3.21)Die Wahl der Potentiale ist ni
ht eindeutig dur
h die elektromagnetis
henFelder bestimmt. Ersetzt man ~A dur
h ~A+grad � und ' dur
h '� ��t� miteiner skalaren Funktion �(t; ~x), so ergeben si
h dieselben Felder. Transfor-mationen dieser Art nennt man Ei
htransformationen.Man kann die Ei
hfreiheit dazu benutzen, die Glei
hungen f�ur die Poten-tiale zu vereinfa
hen. Eine beliebte Ei
hung ist die Lorentzei
hungdiv ~A+ ��t' = 0 : (3.22)In diesem Fall erh�alt man 4 entkoppelte inhomogene Wellenglei
hungen,2 ~A = ~j (3.23)



3.4 Potentiale und Ei
htransformationen 55und 2' = � : (3.24)Man errei
ht die Lorentzei
hung in der folgenden Weise. Sei ('; ~A) ein belie-big vorgegebenes elektromagnetis
hes Potential. Gesu
ht wird eine skalareFunktion �, so dass ('0; ~A0) = ('� ��t�; ~A+ grad �) (3.25)die Lorentzei
hung erf�ullt. Dies bedeutet, dass � die inhomogene Wellenglei-
hung 2� = div ~A+ ��t' (3.26)erf�ullen muss.Eine weitere beliebte Ei
hung ist die bereits bespro
hene Coulombei
hung(au
h Strahlungsei
hung genannt),div ~A = 0 : (3.27)Das skalare Potential ' erf�ullt dann wie im statis
hen Fall die Poissonglei-
hung. F�ur eine im endli
hen konzentrierte Ladungsverteilung � ist die imUnendli
hen vers
hwindende L�osung'(t; ~x) = 14� Z d3~y �(t; ~y)j~x� ~yj : (3.28)Das Potential h�angt also nur von der Ladungsverteilung zur selben Zeit ab.Dies s
heint im Widerspru
h zu stehen zu der no
h zu bespre
henden Kau-salit�atseigens
haft der Elektrodynamik, dass si
h n�amli
h Signale nur mitLi
htges
hwindigkeit ausbreiten k�onnen. Die Au
�osung des Widerspru
hsbesteht darin, dass das Potential selbst keine beoba
htbare Gr�o�e ist. Wirwerden sehen, dass f�ur die daraus abgeleiteten Felder die Kausalit�atsbedin-gung erf�ullt ist.Wir setzen jetzt die gefundene L�osung f�ur ' in die Glei
hung f�ur ~A einund erhalten mit ��t� = �div~j, grad div = rot rot +� und � 1j~xj = �4�Æ3(~x)2 ~A = ~jtr (3.29)wobei ~jtr, der "transversale\ Anteil des Stroms, de�niert ist dur
h~jtr(t; ~x) = rot rot 14� Z d3~y ~j(t; ~y)j~x� ~yj : (3.30)



56 3 MAXWELLGLEICHUNGEN~jtr hat wegen div~jtr = 0 nur 2 unabh�angige Komponenten, die den beidenphysikalis
hen Freiheitsgraden einer elektromagnetis
hen Welle mit vorgege-benem Wellenzahlvektor entspre
hen. Im allgemeinen ist ~jtr eine ni
htlokaleFunktion von ~j. Im Fall div~j = 0 stimmt ~jtr mit ~j �uberein.Eine weitere oft verwendete Ei
hung ist die temporale Ei
hung ' = 0.3.5 Vierdimensionale Formulierung derMaxwellglei
hungenIntegriert man das InduktionsgesetzZ�S ~E � d~x+ ddt ZS ~B � d2~x = 0 (3.31)�uber die Zeit von t1 na
h t2, so erh�alt manZ t2t1 dtZ�S d~x � ~E + ZS ~B � d2~xjt=t2 � ZS ~B � d2~xjt=t1 = 0 : (3.32)Die linke Seite l�asst si
h als Integral des elektromagnetis
hen Feldes �uber dieges
hlossene 2-dimensionale Fl�a
he~S = [t1; t2℄� �S [ ft2g � S [ ft1g � (�S) (3.33)im R4 = R� R3 interpretieren, wobei der erste Faktor R die Zeit und derzweite Faktor R3 den Raum bes
hreibt (�S ist S mit umgekehrter Orientie-rung). Ist allgemein eine 2-dimensionale Fl�a
he K im R4 gegeben mit derParametrisierung x�(u; v), � = 0; 1; 2; 3, (u; v) 2 [a; b℄� [
; d℄, so integriertman einen antisymmetris
hen Tensor 2. Stufe C�� in der folgenden Weise�uber KZK 12 3X�;�=0C��dx�dx� = Z ba duZ d
 dv12X�;� C��(�x��u �x��v � �x��v �x��u ) :(3.34)Wir de�nieren daher den elektromagnetis
hen Feldst�arketensor F�� dur
hF0i = �Fi0 = Ei ; i = 1; 2; 3 (3.35)Fik = �Xl "iklBl : (3.36)Dann besagt das InduktionsgesetzZ�V 12 3X�;�=0F�;�dx�dx� = 0 ; (3.37)



3.5 Vierdimensionale Formulierung der Maxwellglei
hungen 57wobei V die 3-dimensionale Hyper
�a
he [t1; t2℄� S ist.Ersetzen wir in dieser Glei
hung die Hyper
�a
he dur
h V = ftg � V0mit einem Gebiet V0 � R3, so ergibt si
h das Gesetz �uber die Abwesenheitmagnetis
her Ladungen. Ist V = St2[t1;t2℄ftg�St mit einer glatten Familie 2-dimensionaler Fl�a
hen im R3, deren Randpunkte si
h langsam (im Verglei
hzur Li
htges
hwindigkeit) bewegen, so erh�alt man das allgemeine Induktions-gesetz (man bea
hte, dass das im Induktionsgesetz auftretende elektris
heFeld si
h auf das Bezugssystem des Leiters bezieht).Di�erentiell ergibt si
h�F���x� + �F���x� + �F���x� = 0 ; �; �; � = 0; : : : ; 3 : (3.38)Diese Glei
hungen fassen die beiden homogenen Maxwellglei
hungen zusam-men. Na
h dem verallgemeinerten Satz von Stokes ist diese Glei
hung �aqui-valent zum Vers
hwinden des Integrals des Feldst�arketensors �uber den Randeiner beliebigen 3-dimensionalen Hyper
�a
he im R4.In �ahnli
her Weise kann man au
h die inhomogenen Maxwellglei
hungenbehandeln. Dies f�uhrt auf den sogenannten dualen Feldst�arketensor, beidem die Rollen von elektris
hem und magnetis
hem Feld vertaus
ht sind.Stattdessen dr�u
ken wir ~E und ~B in den inhomogenen Maxwellglei
hungendur
h den Feldst�arketensor F�� aus und erhalten3Xi=1 �iF0i = � (3.39)3Xi=1 �iFik � �0F0k = (~j)k ; k = 1; 2; 3 ; (3.40)mit �� = ��x� ; � = 0; : : : 3. O�enbar sind die 3 letzten Glei
hungen von�ahnli
her Struktur wie die erste, bis auf das Vorzei
hen beim Term mit Index0. Wir de�nieren einen symmetris
hen Tensor zweiter Stufe g�� dur
h g00 =1, gii = �1; i = 1; 2; 3 und g�� = 0; � 6= �. Der inverse Tensor ist de�niertdur
h X� g��g�� = Æ�� ; (3.41)also g00 = 1, gii = �1; i = 1; 2; 3 und g�� = 0; � 6= �. Wir fassen Ladungs-di
hte und Stromdi
hte zu einem Viererstrom zusammen, (j0; j1; j2; j3) =(�;~j). Wir unters
heiden Gr�o�en mit oberem Index (kontravariant) (z.B.Koordinaten) von sol
hen mit unterem Index (kovariant)(z.B. Ableitungenna
h den Koordinaten). Tau
hen in einer Formel untere und obere Indi-zes mit glei
hem Namen auf, so soll �uber diese Indizes summiert werden.



58 3 MAXWELLGLEICHUNGENDer Tensor g�� (der metris
he Tensor) und sein Inverses erm�ogli
hen es,Gr�o�en mit oberem Index auf sol
he mit unterem Index abzubilden. So istj� := g�� j�, also j0 = �, ji = �ji und �� := g����. Mit diesen Notationens
hreiben si
h die inhomogenen Maxwellglei
hungen als��F�� = j� : (3.42)Wir erkennen einen wi
htigen Strukturunters
hied zwis
hen den homo-genen und den inhomogenen Maxwellglei
hungen. W�ahrend zur Formu-lierung der homogenen Maxwellglei
hungen kein Zusammenhang zwis
henRaum und Zeit ben�otigt wird, geht ein sol
her �uber den metris
hen Tensorin die inhomogenen Maxwellglei
hungen ein. Die Raumzeit wird dadur
h zueinem sogenannten pseudo-Riemanns
hen Raum, dem Minkowskiraum. Wirwerden im Kapitel �uber Relativit�atstheorie darauf zur�u
kkommen.3.6 Energie und Impuls des elektromagnetis
henFeldesWenn ein elektris
hes Feld ~E in einem Leiter endli
her Leitf�ahigkeit einenStrom ~j verursa
ht, so ist die pro Zeiteinheit im Gebiet V erzeugte Joules
heW�arme P = Z d3~x~j(~x; t) � ~E(~x; t) : (3.43)Na
h der 4. Maxwells
hen Glei
hung ist~j(~x; t) = rot ~B(~x; t)� ��t ~E(~x; t) ; (3.44)weiter gilt div ( ~E � ~B) = rot ~E � ~B � ~E � rot ~B ; (3.45)sowie na
h der 1. Maxwells
hen Glei
hungrot ~E = � ��t ~B (3.46)und damit P = � ddt ZV d3~xu(~x; t)� Z�V ~S � d2~x (3.47)(Poyntings
her Satz) mit der elektromagnetis
hen Energiedi
hteu = 12 �j ~Ej2 + j ~Bj2� (3.48)



3.6 Energie und Impuls des elektromagnetis
hen Feldes 59und der elektromagnetis
hen Energiestromdi
hte~S = ~E � ~B : (3.49)Der Poyntings
he Satz dr�u
kt die Energieerhaltung des elektromagnetis
henFeldes aus. Um den Impuls des elektromagnetis
hen Feldes zu �nden, be-tra
hten wir die Kraft, die ein elektromagnetis
hes Feld auf eine Ladungs-und Stromverteilung im Gebiet V aus�ubt. Es gilt~K = ZV d3~x~k(~x) (3.50)mit der Kraftdi
hte ~k = � ~E +~j � ~B : (3.51)Die Kraftdi
hte kann zusammen mit der Leistungsdi
hte ~j � ~E zu einer 4-komponentigen Gr�o�e zusammengefasst werden,k� = F ��j� : (3.52)Mit j� = ��F �� (3.53)folgt k� = F ����F �� = �� (F ��F ��)� (��F ��)F�� : (3.54)Es gilt wegen der Antisymmetrie von F ��(��F ��)F�� = 12 (��F �� + ��F ��)F�� : (3.55)Einsetzen der homogenen Maxwellglei
hungen (3.38) ergibt�12 (��F ��)F�� = 14�� (F ��F��) : (3.56)Damit erhalten wir k� + ��T �� = 0 (3.57)mit dem EnergieimpulstensorT �� = F ��F �� � 14Æ��F ��F �� : (3.58)Der Energieimpulstensor ist symmetris
hT�� = T�� (3.59)



60 3 MAXWELLGLEICHUNGENund spurfrei T �� = 0 : (3.60)Es gilt T00 = u; T i0 = ( ~E � ~B)i; i = 1; 2; 3. Die r�aumli
hen Komponenten(�; � 6= 0) des Energieimpulstensors bilden den Maxwells
hen Spannungsten-sor, T ij = EiEj � 12Æijj ~Ej2 +BiBj � 12Æijj ~Bj2 : (3.61)Aus ihm lassen si
h Kr�afte und Drehmomente auf Ladungs- und Stromver-teilungen bere
hnen. So wirkt auf ein St�u
k S der Grenz
�a
he eines idealenSupraleiters im statis
hen Fall die Kraft~K = 12 ZS df(�2 � j~gj2)~n ; (3.62)wenn � die Fl�a
henladungsdi
hte, ~g die Fl�a
henstromdi
hte und ~n den na
hau�en geri
hteten Normalenvektor auf S bezei
hnet.



614 Elektromagnetis
he Wellen4.1 Die homogene Wellenglei
hungDie Glei
hung 2u = 0 ; 2 = ���� = g������ = �2�t2 �� (4.1)nennt man Wellenglei
hung. Spezielle L�osungen dieser Glei
hung sind dieebenen Wellen u(t; ~x) = f(t� ~n � ~x) (4.2)mit einer glatten Funktion f und einem Einheitsvektor ~n. Diese L�osungensind zu einer festen Zeit t auf den Ebenen senkre
ht zu ~n konstant. DieEbenen mit konstantem u bewegen si
h mit der Ges
hwindigkeit ~n. EinSpezialfall ebener Wellen sind die mono
hromatis
hen ebenen Wellenu(t; ~x) = e�i(!t�~k�~x) ; (4.3)mit dem Wellenzahlvektor ~k und der Frequenz !. Die Wellenglei
hung im-pliziert die Dispersionsrelation j~kj2 = !2.�Ahnli
h wie in der Me
hanik wollen wir jetzt das Anfangswertproblemuntersu
hen. Da die Wellenglei
hung eine Di�erentialglei
hung zweiter Ord-nung in der Zeit ist, erwarten wir, dass die L�osung bestimmt wird dur
hAngabe von u und seiner Zeitableitung zur Zeit t = 0. Man nennt u0(~x) :=u(0; ~x) und v0(~x) := ��tu(0; ~x) die Cau
hydaten von u und fragt, f�ur wel-
he vorgegebenen Cau
hydaten eine zugeh�orige L�osung der Wellenglei
hungexistiert und eindeutig bestimmt ist (Cau
hyproblem).Betra
hten wir zun�a
hst L�osungen der Formu(t; ~x) = f(t)ei~k�~x: (4.4)f erf�ullt dann die Di�erentialglei
hungf 00 + j~kj2f = 0 (4.5)mit der allgemeinen L�osungf(t) = f(0) 
os j~kjt+ f 0(0)j~kj sin j~kjt : (4.6)Dur
h Superposition dieser L�osungen k�onnen wir das Cau
hyproblem au
hf�ur Anfangsbedingungen der Formu(0; ~x) = u0(~x) = (2�)� 32 Z d3~k eu0(~k)ei~k�~x (4.7)



62 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN��tu(0; ~x) = v0(~x) = (2�)� 32 Z d3~k ev0(~k)ei~k�~x ; (4.8)(�Uberlagerung ebener mono
hromatis
her Wellen) l�osen. Es giltu(t; ~x) = (2�)� 32 Z d3~k eu0(~k) 
os j~kjt+ ev0(~k)j~kj sin j~kjt! ei~k�~x : (4.9)Seien nun u0; v0 beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen. Mit den Fourier-transformierten eu0(~k) = (2�)� 32 Z d3~xu0(~x)e�i~k�~x ; (4.10)ev0(~k) = (2�)� 32 Z d3~xv0(~x)e�i~k�~x ; (4.11)ergibt si
hu(t; ~x) = (2�)�3 Z d3~kd3~y u0(~y) 
os j~kjt+ v0(~y)sin j~kjtj~kj ! ei~k�(~x�~y)= Z d3~y � ��tD(t; ~x� ~y)u0(~y) +D(t; ~x � ~y)v0(~y)� (4.12)mit D(t; ~x) = (2�)�3 Z d3~k sin j~kjtj~kj ei~k�~x (4.13)= 14�j~xj (Æ(t� j~xj)� Æ(t+ j~xj)) : (4.14)Bei den obigen Re
hnungen wurde benutzt, dass die Fouriertransformier-ten der Cau
hydaten existieren und dur
h die inverse Fouriertransformationauf die urspr�ungli
hen Daten abgebildet werden. Dies ist si
herli
h erf�ulltf�ur Funktionen aus dem sogenannten S
hwartzraum S(R3), dem Raum derunendli
h oft di�erenzierbaren Funktionen, die zusammen mit ihren Ablei-tungen s
hneller als jede Potenz bei unendli
h abfallen. Der S
hwartzraumist invariant unter der Fouriertransformation und eignet si
h daher beson-ders gut f�ur diese Diskussion. Bei allgemeineren Cau
hydaten ist es meistzwe
km�a�ig, sie als Distributionen �uber dem Testfunktionenraum S(R3) zubetra
hten (sogenannte temperierte Distributionen). F�ur jede integrableFunktion t gilt die FormelZ d3~k et(~k)'(~k) := Z d3~x t(~x)e'(~x) (4.15)



4.2 Die inhomogene Wellenglei
hung; retardierte Potentiale 63' 2 S(R3). F�ur eine beliebige temperierte Distribution t ist die Fouriertrans-formierte dur
h (4.15) erkl�art.Nennt man den Mittelwert einer Funktion h(~x) �uber eine Kugel vomRadius r um den Punkt ~x(Mrh)(~x) = 14�r2 Z dfh(~x + ~y) ; j~yj = r ; (4.16)so l�asst si
h die L�osung u dur
h die Anfangsbedingungen u0; v0 in der folgen-den Form ausdr�u
ken :u(t; ~x) = ��t �tMjtju0� (~x) + �tMjtjv0� (~x) : (4.17)u(t; ~x) ist also unabh�angig von den Werten von u0 und v0 au�erhalb derOber
�a
he der Kugel mit dem Radius jtj.Wendet man die gefundenen Ausdr�u
ke auf die Maxwells
hen Glei
hun-gen mit �;~j = 0 an, so folgt~E(t; ~x) = Z d3~y � ��tD(t; ~x� ~y) ~E(0; ~y) +D(t; ~x� ~y) ��t ~E(0; ~y)� ; (4.18)und entspre
hend f�ur ~B. Wegen der Maxwellglei
hungen sind die Anfangs-bedingungen ni
ht frei w�ahlbar, sondern m�ussen die Maxwellglei
hungendiv ~E = 0 ; div ~B = 0 und rot ~E + _~B = 0 ; rot ~B � _~E = 0 (4.19)zur Zeit t = 0 erf�ullen. Geben wir ~E und ~B zur Zeit t = 0 divergenzfrei vor,so sind _~E und _~B dadur
h bereits festgelegt. Wir erhalten ~E(t; ~x)~B(t; ~x)! = � �t rot�rot �t �Z d3~yD(t; ~x� ~y) ~E(0; ~y)~B(0; ~y)! : (4.20)4.2 Die inhomogene Wellenglei
hung;retardierte PotentialeDie allgemeine L�osung der inhomogenen Wellenglei
hung2u = w (4.21)erh�alt man, indem man eine spezielle L�osung aufsu
ht und dann die allge-meine L�osung der homogenen Wellenglei
hung dazu addiert. Wir su
hen (f�ur



64 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENsuppw kompakt) eine L�osung, die zu sehr fr�uhen Zeiten vers
hwindet. Einesol
he L�osung ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben dur
hu(t; ~x) = tZ1 dsus(t; ~x) ; (4.22)wobei us(t; ~x) die L�osung der homogenen Wellenglei
hung ist mit den An-fangsbedingungen us(s; ~x) = 0 ; �tus(s; ~x) = w(s; ~x) : (4.23)Tats�a
hli
h gilt �tu(t; ~x) = ut(t; ~x)| {z }=0 +Z t�1 ds�tus(t; ~x) ; (4.24)�2t u(t; ~x) = �tut(t; ~x) + Z t�1 ds�2t us(t; ~x) (4.25)= w(t; ~x) + Z t�1 ds�us(t; ~x) (4.26)= w(t; ~x) + �u(t; ~x) : (4.27)Wir s
hreiben u(t; ~x) = Z dsZ d3~yDret(t� s; ~x� ~y)w(s; ~y) (4.28)mit der retardierten Greens
hen FunktionDret(t; ~x) = 14�j~xjÆ(t� j~xj) : (4.29)Es gilt Dret(t; ~x) = 0 (4.30)f�ur t 6= j~xj und 2Dret(t; ~x) = Æ(t)Æ3(~x) : (4.31)Eine andere Greens
he Funktion ist die avan
ierte Greens
he FunktionDav(t; ~x) = Dret(�t;�~x) = 14�j~xjÆ(t+ j~xj) : (4.32)Die Di�erenz der beiden ist die s
hon behandelte FunktionD = Dret �Dav : (4.33)



4.2 Die inhomogene Wellenglei
hung; retardierte Potentiale 65D ist eine L�osung der homogenen Wellenglei
hung. Da eine L�osung derhomogenenWellenglei
hung dur
h ihre Anfangswerte zu einer beliebigen Zeitfestgelegt wird, ist Dret die einzige Greens
he Funktion, die au�erhalb desVorw�artskegels �V+ = f(t; ~x)jj~xj � tg (4.34)vers
hwindet.Wir k�onnen jetzt sofort die sogenannten retardierten Potentiale angeben.Ist (�;~j) eine Ladungs- und Stromverteilung, so gilt f�ur die retardierten Po-tentiale (in der Lorentzei
hung)'ret(t; ~x) = Z dt0d3~yDret(t� t0; ~x� ~y)�(t0; ~y) (4.35)= 14� Z dt0d3~y 1j~x� ~yjÆ ((t� t0)� j~x� ~yj) �(t0; ~y) (4.36)= 14� Z d3~y 1j~x� ~yj� (t� j~x� ~yj; ~y) (4.37)und ~Aret(t; ~x) = 14� Z d3~y 1j~x� ~yj~j (t� j~x� ~yj; ~y) : (4.38)Als Beispiel betra
hten wir einen zeitabh�angigen, punktf�ormigen elektris
henDipol ~p(t) am Ort ~x = 0 (Hertzs
her Dipol). Die zugeh�orige Ladungsdi
hteist �(t; ~x) = �~p(t) � grad Æ3(~x) ; (4.39)der zugeh�orige Strom ~j(t; ~x) = _~p(t)Æ3(~x) : (4.40)Damit erh�alt man f�ur das retardierte Vektorpotential~Aret(t; ~x) = 14� Z d3~y 1j~x� ~yj _~p (t� j~x� ~yj) Æ3(~y) (4.41)= 14�j~xj _~p (t� j~xj) = 14�r _~p(tret) (4.42)mit der retardierten Zeit tret = t � j~xj, und f�ur das zugeh�orige magnetis
heFeld ~Bret(t; ~x) = rot ~Aret(t; ~x) (4.43)= 14� � _~p(tret)� ~nr2 + �~p(tret)� ~nr� (4.44)



66 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENmit r = j~xj und ~n = ~xr . Der erste Term ist das sogenannte Nahfeld, das beikleinen Abst�anden �uberwiegt. Den zweiten Term nennt man das Fernfeld.Dies ist das eigentli
he Strahlungsfeld. Es ist proportional zu �~p und f�allt nurwie 1r ab. Zur Bestimung des elektris
hen Feldes bere
hnen wir zun�a
hst dasskalare Potential,'ret(t; ~x) = � 14� Z d3~y 1j~x� ~yj~p (t� j~x� ~yj) � grad Æ3(~y) (4.45)= 14� Z d3~y div ~y �~p(t� j~x� ~yj)j~x� ~yj � Æ3(~y) (4.46)= � 14�div ~p (t� j~xj)j~xj (4.47)= 14� �~p (t� j~xj) � ~xj~xj3 + _~p(t� j~xj) � ~xj~xj2� (4.48)= 14�  ~p(tret) � ~nr2 + _~p(tret) � ~nr ! : (4.49)Das elektris
he Feld ergibt si
h dann zu~Eret(t; ~x) = �grad'ret � _~Aret (4.50)= 14�  3~n(~p � ~n)� ~pr3 + 3~n( _~p � ~n)� _~pr2 � �~p � (~n � �~p)~nr !(4.51)Wieder gibt es einen Anteil ~EFern, der nur wie 1r abf�allt und daher bei gro�enAbst�anden dominiert. F�ur den Poyntingvektor gilt (f�ur gro�e r)~S = ~EFern � ~BFern = � 116�2r2 ��~p � (�~p � ~n)~n�� (�~p � ~n) (4.52)= � 116�2r2 �(�~p � ~n)�~p � j�~pj2~n� (�~p � ~n)�~p + (�~p � ~n)2~n� (4.53)= � 116�2r2 �(�~p � ~n)2 � j�~pj2�~n (4.54)= 116�2r2 j�~pj2 sin2 #~n ; 
os # = �~p � ~nj�~pj : (4.55)Zur Bestimmung der abgestrahlten Leistung bere
hnen wir den Energie
ussdur
h eine Kugels
hale um den Ursprung mit Radius r, im Grenzfall gro�err, so dass nur der Beitrag der Fernfelder ber�u
ksi
htigt werden muss.P = Zj~xj=r ~S � d2~x = j�~pj28� Z 1�1 dw(1 � w2) = j�~pj26� : (4.56)



4.3 Polarisation 67Wenn der Dipol mit der Frequenz ! s
hwingt~p(t) = ~p0 
os !t ; (4.57)dann ergibt si
h P (t) = 16� j~p0j2!4 
os2 !tret : (4.58)4.3 PolarisationEbene mono
hromatis
he elektromagnetis
he Wellen haben die Form~E(t; ~x) = Re �~e exp i(~k � ~x� !t)� ; ~B(t; ~x) = Re �~b exp i(~k � ~x� !t)�(4.59)mit !2 = j~kj2 und ~e;~b 2 C 3 . Wegen der Maxwellglei
hungen gelten f�ur ~eund ~b die Bedingungen~k � ~e = ~k �~b = 0 (4.60)~k � ~e = !~b ; ~k �~b = �!~e (4.61)und damit ~e �~b = 0 . Die Vektoren ~E; ~B und ~k bilden also ein orthogonales,positiv orientiertes Dreibein. Die Energiedi
hte istu = 12 j ~Ej2 + 12 j ~Bj2 = j ~Ej2 = 12 �j~ej2 +Re (~e � ~e)e2i(~k�~x�!t)� : (4.62)Die Energiestromdi
hte ist~S = ~E � ~B = ~kj~kj j ~Ej2 = ~kj~kju : (4.63)Die zeitli
he Abh�angigkeit der Ri
htung des elektris
hen Feldes wird dur
hden komplexen Vektor ~e 
harakterisiert. Ist ~e ein Vielfa
hes eines reellenVektors, so zeigt ~E immer in dieselbe Ri
htung; die Welle hei�t linear pola-risiert. Sind Realteil und Imagin�arteil von ~e senkre
ht zueinander und vonglei
hem Betrag, so bes
hreibt ~E(t; ~x) f�ur festes ~x einen Kreis mit Radius1p2 j~ej (zirkular polarisiert). Im allgemeinen Fall bes
hreibt ~E eine Ellipse.Wir w�ahlen � 2 R, so dass ~e � ~ee�2i� � 0 : (4.64)Dann hat ~e0 = e�i�~e die Eigens
haft~e0 � ~e0 � 0 : (4.65)



68 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENSei ~e0 = ~e1 + i~e2 ; ~e1; ~e2 2 R3. Dann folgt ~e1?~e2. Es gilt~E(t; ~x) = Re~e0ei(~k~x�!t+�) (4.66)= ~e1 
os(~k � ~x� !t+ �)� ~e2 sin(~k � ~x� !t+ �) ; (4.67)d.h. ~E bes
hreibt eine Ellipse in der Ebene senkre
ht zu ~k mit den Halb-a
hsen ~e1 und ~e2. Ist ~e2 = 0 , so ist ~E linear polarisiert. Ist j~e2j = j~e1j , sohat man zirkular polarisiertes Li
ht (linkszirkular f�ur (~e1�~e2) �~k > 0). Mankann den Polarisationszustand einer Welle dur
h die sogenannte Polarisati-onsmatrix 
harakterisieren. Sei ~k o.B.d.A. ein Vektor in positiver z-Ri
htung.Dann betra
htet man die Matrix� = 1j~ej2 � ex �ex ex �eyey �ex ey �ey �mit ~e = (ex; ey; 0) .Die Matrix � hat die Eigens
haftenTr� = 1 ; det� = 0 ; � = �? ; (4.68)sie kann parametrisiert werden dur
h� = 12 � 1 + �3 �1 + i�2�1 � i�2 1 � �3 � ; (4.69)�i 2 R , P �2i = 1. �2 = 0 bedeutet lineare Polarisation, �2 = �1zirkulare Polarisation. Zur Bestimmung der KoeÆzienten �i misst man diemittleren relativen Intensit�aten der linear und zirkular polarisierten Kom-ponenten, etwa dur
h einen Linearpolarisator und ein �=4-Pl�att
hen. Stehtder Linearpolarisator mit Winkel � zur x-A
hse, so hat das dur
hgelasseneelektris
he Feld den Amplitudenvektor~e 0 = P�~emit dem Projektor auf die Ri
htung von �P� = � 
os2 � 
os� sin �
os � sin� sin2 � � :Die relative Intensit�at I(�) = j~e 0j2j~ej2 ergibt si
h dann zuI(�) = Tr�P� = 12(1 + �3 
os 2�+ �1 sin 2�) : (4.70)



4.3 Polarisation 69Die zirkular polarisierten Komponenten kann man mit dem folgenden Verfah-ren herausprojizieren: Ein �=4-Pl�att
hen wird so in den Strahl gebra
ht, dassdie optis
he Wegl�ange der y-Komponente des elektris
hen Feldes si
h geradeum �=4 (mit der Wellenl�ange � = 2�=j~kj) von derjenigen der x-Komponenteunters
heidet. Dana
h tritt der Strahl dur
h einen Linearpolarisator in Ri
h-tung � = ��=4. Der jetzt linear polarisierte Strahl wird dur
h ein gegen�uberdem ersten Pl�att
hen um �=2 verdrehten �=4-Pl�att
hen wieder zirkular po-larisiert. Bis auf eine f�ur die mittlere Intensit�at irrelevante Phase ergibt si
hf�ur den Amplitudenvektor des elektris
hen Feldes hinter dem Projektor~e 0 = U�P��=4U~e (4.71)mit der unit�aren Matrix U = � 1 00 i � ;die die Wirkung des �=4-Pl�att
hens bes
hreibt. Die relativen Intensit�atender zirkular polarisierten Komponenten sindI� = Tr�U�P��=4U = 12(1� �2) : (4.72)Ist eine Welle ni
ht strikt mono
hromatis
h, so kann man sie n�aherungs-weise dur
h einen zeitabh�angigen Vektor ~e(t) bes
hreiben. Im Zeitmittelerh�alt man eine Polarisationsmatrix�� = limT!1 R T�T �(t)j~e(t)j2dtR T�T j~e(t)j2dt : (4.73)�� ist hermites
h mit Spur 1, aber i.a. ist det�� 6= 0,�� = 12 � 1 + �3 �1 + i�2�1 � i�2 1 � �3 � (4.74)mit P �2i < 1 . Eine sol
he gemis
hte Polarisationsmatrix l�asst si
h immerals Mis
hung zweier reiner Polarisationsmatrizen ausdr�u
ken. Diese Zerle-gung ist jedo
h ni
ht eindeutig.Beispiel: Wir betra
hten die �Uberlagerung zweier mono
hromatis
her ebenerWellen mit derselben Ausbreitungsri
htung, deren Frequenz si
h um Æ � !unters
heidet. Das elektris
he Feld an einem bestimmten Punkt kann danndur
h einen zeitabh�angigen Amplitudenvektor der Form ~e(t) = ~e+ ~feiÆt be-s
hrieben werden. In der zeitli
h gemittelten Polarisationsmatrix vers
hwin-den die gemis
hten Terme, und wir erhalten die konvexe Kombination�� = ��~e + ��~f (4.75)



70 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENmit � = j~ej2j~ej2 + j~f j2 ; � = j~f j2j~ej2 + j~f j2 (4.76)und den Polarisationsmatrizen �~e; �~f der beiden mono
hromatis
hen Wellen.4.4 Frequenzverhalten der Suszeptibilit�at;Kramers-Kronig-RelationenDie Polarisation ~P in einem Dielektrikum, die dur
h ein zeitabh�angiges Feld~E(t) erzeugt wird, kann f�ur ni
ht zu gro�e Feldst�arken in der Form~P (t) = Z dsf(t� s) ~E(s) (4.77)angesetzt werden, wobei f(t) = 0 ist, wenn t � 0 ist. (Eine eventuelle Orts-abh�angigkeit der Suszeptibilit�at wird verna
hl�assigt.) Mit der Polarisationverbunden ist der Polarisationsstrom~j = _~P ; (4.78)so dass die abgegebene Energiedi
hteZ dt~j � ~E = Z dtZ ds _f(t� s) ~E(s) � ~E(t) (4.79)betr�agt. Aus Gesetzen der Thermodynamik folgt, dass die insgesamt abge-gebene Energie positiv sein muss. Also erf�ullt _f die Positivit�atsbedingungZ dtZ dsg(t) _f (t� s)g(s) � 0 (4.80)f�ur alle Funktionen g. Eine Funktion _f mit dieser Eigens
haft hei�t vonpositivemTyp. Wir betra
hten jetzt elektromagnetis
he Felder mit Frequenz! 6= 0, ( ~E; ~B)(t) = Re ( ~E!; ~B!)e�i!t : (4.81)Dann gilt f�ur die Polarisation~P (t) = Re~P!e�i!t (4.82)mit ~P! = Z dsf(t� s)ei!(t�s) ~E! = �(!) ~E! (4.83)



4.4 Frequenzverhalten der Suszeptibilit�at; Kramers-Kronig-Relationen 71und der frequenzabh�angigen Suszeptibilit�at �(!) = R dtf(t)ei!t. �(!) istkomplexwertig. Als Fouriertransformierte einer reellen Funktion besitzt �die Eigens
haft �(!) = �(�!) : (4.84)Die Positivit�atsbedingung an _f bedeutet, dass !Im�(!) � 0 . Zwis
henReal- und Imagin�arteil von � gibt es einen interessanten Zusammenhang,n�amli
h die Kramers-Kronig-Relationen. Diese folgen aus der Tatsa
he, dassf(t) = 0 ist f�ur t < 0. Dann ist n�amli
h die Funktion�(!) = Z dtei!tf(t) (4.85)analytis
h f�ur Im! > 0. Wir wenden die Cau
hys
he Integralformel an�(!) = 12�i ZCR d!0 �(!0)(!0 � !) ; (4.86)wobei CR den Weg bezei
hnet, der auf der reellen A
hse von �R bis R unddann auf einem Halbkreis in der oberen Halbebene zur�u
k na
h �R verl�auft,und ! ein Punkt in dem von CR ums
hlossenen Gebiet ist. Im Limes R!1geht das Integral �uber den Halbkreis gegen Null (wir nehmen an, dass f inder Klasse der S
hwartzfunktionen ist) und das Integral �uber die reelle A
hseexistiert. Also gilt f�ur " > 0; ! 2 R�(! + i") = 12�i Z +1�1 d!0 �(!0)!0 � ! � i" : (4.87)Im Limes "! 0 gilt 1x� i" ! P �1x�+ i�Æ(x) (4.88)mit dem Cau
hys
hen Hauptwert P � 1x�,Z dxP �1x�'(x) = lim"!0 Zjxj>" dx'(x)x : (4.89)Also gilt �(!) = 1�i Z +1�1 d!0P � 1!0 � !��(!0) : (4.90)Mit der Realit�atsbedingung (4.84) folgen die Kramers-Kronig-RelationenRe�(!) = 2� Z 10 d!0P !0 Im�(!0)!02 � !2 ; (4.91)



72 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENIm�(!) = � 2� Z 10 d!0P !Re�(!0)!02 � !2 : (4.92)Der Realteil von � kann daher aus dem Absorptionsverhalten bere
hnet wer-den. Wird z.B. nur bei der Frequenz !0 absorbiert, !Im�(!) = KÆ(!�!0),so gilt f�ur ! 6= !0 Re�(!) = 2K� 1!20 � !2 : (4.93)(Man �uberzeuge si
h davon, dass au
h in diesem Fall der oben bes
hrie-bene Grenzwert im komplexen Kurvenintegral dur
hgef�uhrt werden kann.)�Ahnli
he �Uberlegungen gelten f�ur die magnetis
he Suszeptibilit�at. F�ur Fre-quenzen im optis
hen Berei
h kann die magnetis
he Suszeptibilit�at i.a. ver-na
hl�assigt werden.4.5 Re
exion und Bre
hungIn einem Medium mit frequenzabh�angiger Dielektrizit�atskonstanten "(!) =1 + �(!) und � � 1 nehmen die Maxwellglei
hungen f�ur Felder mit derZeitabh�angigkeit e�i!t die Form an (! 6= 0)rot ~E = i! ~B ; rot ~B = �i!"(!) ~E : (4.94)Die Glei
hungen div ~E = 0 und div ~B = 0 sind eine Konsequenz. L�osungen�ndet man dur
h den Ansatz~E = ~eei~k�~x mit ~k � ~k = "(!)!2 : (4.95)Hierbei sind ~e;~k 2 C 3 ; ~e � ~k = 0 : (4.96)Wir betra
hten jetzt eine ebene Grenz
�a
he zwis
hen zwei Medien mit denDielektrizit�atskonstanten "1 und "2. Wir su
hen L�osungen der Maxwellglei-
hungen mit den Grenzbedingungen, dass die Tangentialkomponenten von ~Eund ~B stetig sind. Wir geben ! und die Tangentialkomponente ~kt von ~k vor,~kt � ~n = 0; ~kt 2 R3; ~n Normalenvektor der Grenz
�a
he (zeigt von 2 na
h 1).Dann gilt f�ur die Normalkomponente k? von ~k , k? = ~k � ~nk2? = "!2 � j~ktj2 : (4.97)Wir wollen annehmen, dass "1; "2 2 R: Dann gilt f�ur den Einfallswinkel �,sin2 � = j~ktj2~k � ~k = j~ktj2"(!)!2 ; (4.98)



4.5 Re
exion und Bre
hung 73d.h. f�ur die beiden m�ogli
hen Ri
htungen in den Gebieten 1 bzw. 2 ist sin2 �glei
h (Re
exionssatz), und f�ur die Ri
htungen in vers
hiedene Gebiete giltdas Bre
hungsgesetzsin2 �1sin2 �2 = "2(!)"1(!) = n22n21 ; n = p" : (4.99)In jedem der beiden Gebiete gibt es vier linear unabh�angige L�osungen, ent-spre
hend den beiden Werten f�ur k? und den beiden unabh�angigen Polari-sationen. Wir betra
hten den Fall, dass eine Welle aus dem Gebiet 1 auf dieGrenz
�a
he tri�t. Dann gibt es im Gebiet 2 nur die auslaufende Welle, dieu.U. au
h exponentiell ged�ampft sein kann, k? > 0 oder Imk? > 0. Umdie Grenzbedingungen zu erf�ullen, muss dann im Gebiet 1 au
h das andereVorzei
hen von k? auftreten, als re
ektierte Welle.Wie zerlegen unsere einlaufende Welle in den in der Einfallsebene (aufge-spannt von ~kt und ~n) linear polarisierten Anteil (p-polarisiert) und den dazusenkre
ht polarisierten Anteil (s-polarisiert). F�ur den s-polarisierten Anteilgilt (~n � ~e = 0) ~eein + ~erefl = ~etrans (Stetigkeit von ~Et) (4.100)k?ein (~eein � ~erefl) = k?trans~etrans (Stetigkeit von ~Bt) (4.101)und damit(k?trans + k?ein)~erefl = � (k?trans � k?ein)~eein : (4.102)Mit k?ein = n1 
os�1 ; k?trans = n2 
os�2 folgt~erefl = r?~eein : (4.103)mit dem Re
exionskoeÆzientenr? = n1 
os�1 � n2 
os�2n1 
os�1 + n2 
os�2 (4.104)= sin�2 
os�1 � sin�1 
os�2sin�2 
os�1 + sin�1 
os�2 = sin(�2 � �1)sin(�2 + �1) : (4.105)F�ur den p-polarisierten Anteil erh�alt man entspre
hendrk = n2 
os�1 � n1 
os�2n2 
os�1 + n1 
os�2 (4.106)= sin�1 
os�1 � sin�2 
os�2sin�1 
os�1 + sin�2 
os�2 = tan(�1 � �2)tan(�1 + �2) : (4.107)



74 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENIst �1 + �2 = �2 , so steht der re
ektierte Strahl senkre
ht auf dem gebro-
henen. In diesem Fall vers
hwindet rk; der re
ektierte Strahl ist dahers-polarisiert. Der zugeh�orige Winkel �1 hei�t Brewsterwinkel �B,tan�B = n2n1 : (4.108)jr?j2 und jrkj2 sind die re
ektierten Intensit�aten im Zeitmittel, relativ zureinfallenden Intensit�at.Ist n2 < n1, so ist �2 f�ur �1 > �g = ar
sin n2n1 imagin�ar. Dann ist au
hk?trans imagin�ar, und die Welle f�allt im Medium 2 exponentiell ab. Es giltjr?j2 = jrkj2 = 1 (Totalre
exion).4.6 BeugungDer Ein
uss von Randbedingungen auf die Ausbreitung elektromagnetis
herWellen ist ziemli
h kompliziert. Wir wollen dieses Problem an einem einfa-
hen Beispiel studieren.Wir betra
hten einen ideal leitenden S
hirm, der die Halbebenef(r 
os �0;�r sin �0; z)j r � 0; z 2 Rg ; (4.109)0 < �0 < � ausf�ullt, und lassen eine in z-Ri
htung linear polarisierte elektro-magnetis
he Welle der Frequenz ! aus der Ri
htung der negativen x-A
hseauf den S
hirm tre�en. Na
h der geometris
hen Optik erwarten wir einedur
hlaufende Welle in x-Ri
htung f�ur y � 0; x ! 1 und eine re
ektierteWelle, deren Ri
htung zur x-A
hse den Winkel �2�0 hat.Zu l�osen ist das folgende Randwertproblem f�ur die z-Komponente deselektris
hen Feldes Ez =: u; u = u(x; y),� �2�x2 + �2�y2�u = �k2u (4.110)mit den Randbedingungen u(x; y) = 0 auf dem S
hirm und u(x; y)� eikx !0; x!1; y > 0, k = !.Wir f�uhren Polarkoordinaten in der xy-Ebene ein und ma
hen den fol-genden Ansatz (f�ur ��0 < � < 2� � �0)u(r; �) = v(r; �)� v(r;��� 2�0) : (4.111)Hierbei ist v eine L�osung der Glei
hung��2r + 1r�r + 1r2�2�� v = �k2v (4.112)



4.6 Beugung 75mit den Randbedingungen f�ur r ! 1 v(r; �) ! eikr 
os�; 0 < � < 2�,v(r; �)! 0; �2� < � < 0. Insbesondere hat v die Periode 4� in �.Um v zu �nden, fassen wir pr exp i�2 = � + i� als komplexe Koordinateauf R2 auf. v kann dann als Funktion von � und � angesehen werden. verf�ullt die Glei
hung� �2��2 + �2��2 + (�2 + �2)4k2� v = 0 (4.113)mit der Randbedingung bei unendli
hf(�; �) := e�ik(�2��2)v(�; �) ! 1 ; � > 0f(�; �) ! 0 ; � < 0 : (4.114)F�ur f erhalten wir die Glei
hung� �2��2 + �2��2 + 4ik(� ��� � � ��� )� f = 0 : (4.115)Da die Randbedingung f�ur f ni
ht von � abh�angt, setzen wir f als Funktionallein von � an. Dann erf�ullt f die gew�ohnli
he Di�erentialglei
hungf 00 � 4ik�f 0 = 0 : (4.116)Also ist lnf 0 = 2ik�2 + 
onst, undf(�) = 
onstZ ��1 d�e2ik�2 = 
onst0 Z p2k��1 dseis2 : (4.117)Die Randbedingung bei � ! �1 ist dabei bereits erf�ullt. Um die Randbe-dingung bei � ! +1 zu erf�ullen, bere
hnen wir das (uneigentli
he) IntegralZ 1�1 dseis2 =r�2 (1 + i) : (4.118)Wir setzen F (t) = 1� ip2� Z t�1 dseis2 (4.119)und erhalten als L�osung f�ur v in den urspr�ungli
hen Polarkoordinaten (r; �)v(r; �) = eikr 
os�F (p2kr sin �2 ) : (4.120)Tr�agt man die Werte von F in der komplexen Ebene auf, so erh�alt man diesogenannte Cornus
he Spirale.



76 4 ELEKTROMAGNETISCHE WELLENWir wollen jetzt die Intensit�at f�ur gro�e Werte von r an der S
hatten-grenze � = 0 untersu
hen. Die an dem S
hirm gespiegelte Welle tr�agt zumasymptotis
hen Verhalten in diesem Berei
h ni
hts bei, das Magnetfeld zeigtdort in die negative y-Ri
htung und hat denselben Betrag wie das elektris
heFeld. Daher erhalten wir f�ur die relative mittlere Intensit�atI(r; �) = jF (p2kr sin �2 )j2 : (4.121)Zur Auswertung dieser Formel bere
hnen wir F (t) n�aherungsweise in denBerei
hen t! �1, t � 0 und t!1.Im Berei
h t � 0 entwi
keln wir F bis zur ersten Ordnung na
h Taylorund erhalten F (t) � 12 + 1� ip2� t : (4.122)Im Berei
h t ! �1 f�uhren wir im Integral, das F de�niert, zun�a
hst dieVariablentransformation s2 = x dur
h und �ndenF (t) = 1 � i2p2� Z 1t2 dxx� 12 eix : (4.123)Wir integrieren dann den Faktor eix partiell und bekommenF (t) = 1 + i2p2�jtjeit2 � 1 + i4p2� Z 1t2 dxx� 32 eix : (4.124)Das verbleibende Integral kann na
h einer weiteren partiellen Integrationdur
h 
onstjtj�3 abges
h�atzt werden, so dass wir den N�aherungsausdru
kF (t) � 1 + i2p2�jtjeit2 (4.125)erhalten. Im Berei
h t ! 1 s
hlie�li
h nutzen wir die Formeln F (t) =F (1)� F (�t) und F (1) = 1 aus und �ndenF (t) � 1� 1 + i2p2�jtjeit2 : (4.126)F�ur die relativen Intensit�aten ergibt si
hI(t) � 8><>: 14�t2 ; t� 01 � sin(t2��4 )tp� ; t� 014 + tp2� ; t � 0 : (4.127)



775 Spezielle Relativit�atstheorie5.1 Galilei- und LorentztransformationenDie Gesetze der klassis
hen Me
hanik sind in allen Inertialsystemen glei
h.Dies zeigt si
h in der Invarianz der Bewegungsglei
hungen unter den soge-nannten Galilei-Transformationen:(t; ~x)! (t0; ~x0) = (t; ~x+ ~vt) : (5.1)Die Maxwellglei
hungen sind jedo
h unter Galileitransformationen ni
ht in-variant. Betra
hten wir z.B. eine ebene Welleu(t; ~x) = ei(~k�~x�!t) ; ! = j~kj : (5.2)Dur
h Galilei-Transformation erhalten wiru(t0; ~x0) = ei(~k�~x�(!�~k�~v)t) ; (5.3)also eine L�osung der Wellenglei
hung mit der gegen 
 + 1 ge�anderten Ge-s
hwindigkeit 
~v = 1� ~kj~kj � ~v : (5.4)Sehr genaue Messungen zeigen aber, dass die Maxwellglei
hungen au
h inglei
hf�ormig bewegten Bezugssystemen g�ultig sind. Man su
ht deshalb na
hTransformationen, die (im (t; ~x)-Raum) Geraden in Geraden �uberf�uhren,x! x0 : x0� = ���x� + a� (5.5)mit ��� 2 R, und die Maxwellglei
hungen invariant lassen. Setzen wirk0 = ! ; ki = �(~k)i ; (5.6)dann soll e�ik�x0� = e�ik����x� (5.7)eine L�osung der Wellenglei
hung sein, d.h.k����k����g�� = 0 (5.8)f�ur k�k�g�� = 0 �= !2 � j~kj2�. Betra
hten wir den transformierten Tensorg0�� = ������g�� : (5.9)



78 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIENa
h (5.8) soll f�ur alle ~k 2 R3 geltenj~kj2g0 00 + 2(~k)ij~kjg00i + (~k)i(~k)jg0 ij = 0 : (5.10)Subtrahiert man von dieser Glei
hung die entspre
hende f�ur �~k, so erh�altman g0 0i = 0, addiert man sie, so ergibt si
hg0 ii = �g000 : (5.11)Es folgt g0�� = �g�� mit � 2 R :Transformationen x! x0 = �x ; (�x)� = ���x� , mit � = 1, d.h.������g�� = g�� (5.12)nennt man Lorentztransformationen. O�enbar gehen skalare L�osungen derWellenglei
hung unter Lorentztransformationen wieder in L�osungen �uber.F�ur tensorielle Gr�o�en wie den Feldst�arketensor F�� und den Strom j�setzt man F 0��(x) = ������F��(�x) (5.13)j 0�(x) = ���j�(�x) : (5.14)Es folgt��F 0�� + ��F 0�� + ��F 0��= �������
F���
� + �������
F���
� + �������
F���
�= �������
F���
� + ����
���F�
��� + �
������F
����= �������
� (�
F�� + ��F�
 + ��F
�) = 0 ;d.h. F 0 l�ost die erste Gruppe der Maxwellglei
hungen, falls F es tut und��F 0�� � j 0� = ������g����F����� ����j�= ���g����F�� � ���j�= ��� (��F�� � j�) ;d.h. F 0; j0 l�ost die 2. Gruppe der Maxwellglei
hungen, wenn F; j es tut.Betra
hten wir nun die Menge der Lorenztransformationen etwas genauer.Sie kann identi�ziert werden mit der Menge L der 4� 4-Matrixen �, die dieBedingung �g�T = g ; g =0BB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCA (5.15)



5.1 Galilei- und Lorentztransformationen 79erf�ullen. L ist eine Gruppe. Typis
he Elemente von L sind die Rotationen:� = 0BB� 1 0 0 00 � � �0 � R �0 � � � 1CCA ; RRT = 13 (5.16)sowie die Elemente� = 0BB� 
osh � sinh � 0 0sinh� 
osh� 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA ; � 2 R : (5.17)Die letzteren erf�ullen die Bedingung (5.15) wegen 
osh2 � � sinh2 � = 1 undk�onnen als Rotationen mit imagin�arem Winkel aufgefasst werden.Zu ihrer Interpretation betra
hten wir das Bild der Geraden xi = 0; i =1; 2; 3 unter � �0BB� t000 1CCA =0BB� 
osh� tsinh � t00 1CCA ; t 2 R : (5.18)Diese Gerade bes
hreibt also eine Bewegung mit der Ges
hwindigkeit ~v =tanh�~e1. Wegen 
osh � = 1=p1� tanh2 � gilt (mit v = tanh �)� =0BB� 1p1�v2 vp1�v2 0 0vp1�v2 1p1�v2 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCA : (5.19)Ein Punkt (t; ~x) der Raumzeit transfomiert si
h unter � in der folgendenWeise (t0; ~x0) = � t+ vx1p1� v2 ; x1 + vtp1� v2 ; x2; x3� (5.20)=  t+ ~v � ~xp1� j~vj2 ; ~xk + ~vtp1� j~v2j ; ~x?! (5.21)mit ~xk = j~vj�2(~x � ~v)~v und ~x? = ~x � ~xk. Glei
hung (5.21) de�niert f�ur alleGes
hwindigkeiten ~v mit j~vj < 1 eine Lorentztransformation �(~v). Sind dieGes
hwindigkeiten j~vj und j~xj=t klein gegen 
 = 1, so erh�alt man ungef�ahr



80 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEdie Galilei-Transformation (5.1). �(~v) kann daher als Verallgemeinerung derGalilei-Transformation aufgefasst werden. Man bezei
hnet die Lorentztrans-formationen (5.21) als eigentli
he Lorentztransformationen, Lorentzbes
hleu-nigungen oder Lorentz-Boosts.Bemerkenswert ist, dass au
h die Zeit transformiert wird. Dies bedeutet,dass es keine absolute Zeit gibt. Die Glei
hzeitigkeit zweier Ereignisse kannwegen der endli
hen Ausbreitungsges
hwindigkeit des Li
hts ni
ht eindeutigfestgestellt werden.O�enbar kann jede Gerade ~x = ~vt; j~vj < 1 dur
h eine Lorentztransfor-mation in die Gerade ~x0 = 0 transformiert werden. Der Punkt (t;~vt) wirddabei auf den Punkt (t0; 0) mit t0 = tp1 � j~vj2 transformiert. Man nennt t0die Eigenzeit eines si
h mit der Ges
hwindigkeit ~v bewegenden Beoba
hters.Betra
hten wir einen Beoba
hter, der si
h eine Zeit t lang mit der Ge-s
hwindigkeit ~v von 0 entfernt und dann mit der Ges
hwindigkeit�~v zur�u
k-kehrt. W�ahrend f�ur den bei 0 ruhenden Beoba
hter die Zeit 2t vergangenist, ist f�ur den bewegten Beoba
hter die Zeit 2t0 = 2tp1 � j~vj2 vergangen(sogenanntes Zwillingsparadoxon).Bes
hreibt man die Bahn eines Teil
hens dur
h eine Bahnkurve ~x(t) mitj _~x(t)j < 1, so de�niert man� = Z q1� j _~x(t)j2dt = Z (g�� _x� _x�)1=2 dt (5.22)als die Eigenzeit des Teil
hens. Die Bahnen mit konstanter Ges
hwindigkeitsind die Bahnen l�angster Eigenzeit zwis
hen 2 Punkten: Na
h der Varia-tionsre
hnung erf�ullt die Bahn l�angster Eigenzeit die Glei
hung0 = ddt �� _xiq1 �X _x2j = ddt � _xiq1 �Pj _x2j ; (5.23)d.h. _~x = 
onst.Betra
hten wir nun Bahnen ~x(t) = ~vt mit j~vj > 1. Dann gibt es eineLorentztransformation mit�(t;~vt) =  0; t~vs1 � 1j~vj2! ; (5.24)d.h. vom System � aus gesehen ist die Ges
hwindigkeit 1. Auf so einerBahn ma
ht es keinen Sinn, eine Zeitri
htung auszuzei
hnen. Wir k�onnenau
h Bezugssysteme �nden, in denen die Bahn r�u
kw�arts in der Zeit l�auft.Dur
h Kombination sol
her Bahnen k�onnte man die eigene Vergangenheitbeein
ussen, was Probleme mit der Kausalit�at bringt. Man zieht daraus den



5.1 Galilei- und Lorentztransformationen 81S
hluss, dass sol
he Bahnen ni
ht zur Signal�ubertragung dienen k�onnen.Postulat: Die Li
htges
hwindigkeit ist die gr�o�tm�ogli
he Ges
hwindigkeitder Signal�ubertragung.Man erh�alt das folgende Bild
}��������������������������

��
���������������
���������������

x0 > 0x�x� > 0(zeitartig)Zukunft (li
htartig)x�x� = 0x�x� < 0 Gegenwart(raumartig)x0 < 0x�x� > 0(zeitartig)VergangenheitIm Fall x�x� > 0 ist � = px�x� die Zeitdi�erenz zwis
hen 0 und xf�ur einen Beoba
hter, f�ur den si
h 0 und x am glei
hen Ort be�nden (seineWeltlinie ist tx; t 2 R).Im Fall x�x� < 0 ist r = p�x�x� der Abstand zwis
hen 0 und x f�ureinen Beoba
hter, f�ur den 0 und x glei
hzeitig statt�nden. Hierbei ist Glei
h-zeitigkeit na
h der folgenden Uhrensyn
hronisationsvors
hrift de�niert:Sei ty ; t 2 R die Weltlinie eines glei
hf�ormig bewegten Beoba
hters(y�y� > 0; y0 = 1). Der Raumpunkt x = (x0; ~x) wird als glei
hzeitig an-gesehen, wenn ein bei �y abgesandtes Li
htsignal bei x re
ektiert und bei ywieder eintri�t. x erf�ullt also die Glei
hungen(x� � y�)(x� � y�) = 0 (5.25)(x� + y�)(x� + y�) = 0 (5.26)



82 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEDur
h Subtraktion ergibt si
hx�y� = 0 = x0 � ~x � ~y (5.27)und dur
h Addition x�x� + y�y� = 0 : (5.28)Also transformiert die Lorentztransformation, die y auf (py�y�; 0) transfor-miert, x auf einen Punkt in der Zeit-0-Hyperebene, dessen Abstand vomUrsprung r = +py�y� = p�x�x� ist. Dies ist gerade die H�alfte der Eigen-zeit zwis
hen Absendung und Empfang des Signals.Zum Abs
hluss betra
hten wir no
h das relativistis
he Additionstheoremf�ur Ges
hwindigkeiten. In einem System 1, das si
h mit der Ges
hwindigkeit~v1 gegen�uber einem fest gew�ahlten System 0 bewegt, misst man ein Teil
henmit der Ges
hwindigkeit ~v2. Seine Bahnkurve ist also x(1)(t) = t(1; ~v2) imSystem 1. Im System 0 ergibt si
h die Bahnkurvex(0)(t) = t�(~v1)(1; ~v2) = tp1 � j~v1j2 �1 + ~v1 � ~v2; ~v1 + ~v2k + ~v2?p1� j~v1j2� :(5.29)Die Ges
hwindigkeit im System 0 betr�agt also~v0 = ~v1 + ~v2k + ~v2?p1 � j~v1j21 + ~v1 � ~v2 : (5.30)5.2 Relativistis
he Me
hanikDie Gesetze der Me
hanik m�ussen so modi�ziert werden, dass sie mit derForderung der Lorentzinvarianz vertr�agli
h sind. Dabei soll der mit Hilfe desEnergieimpulstensors des elektromagnetis
hen Feldes formulierte Energie-Impuls-Satz g�ultig bleiben.Der mit der Bewegung eines Teil
hen der Ladung e auf der Bahn ~x(t)verbundene Viererstrom j� = (�;~j) ist�(t; ~x) = eÆ3(~x� ~x(t)) (5.31)~j(t; ~x) = e _~xÆ3(~x� ~x(t)) : (5.32)Die von einem elektromagnetis
henFeld an das Teil
hen abgegebene Leistungund ausge�ubte Kraft ist (p0 = E; pi = �(~p)i)dp�dt = eF�� dx�dt ; x0 = t; xi = (~x)i : (5.33)



5.2 Relativistis
he Me
hanik 83Parametrisieren wir die Bahn des Teil
hens dur
h die Eigenzeit, so ergibtsi
h die lorentzinvariante Glei
hungdp�d� = eF�� dx�d� : (5.34)Es bleibt der Zusammenhang zwis
hen p� und der auf die Eigenzeit bezogeneViererges
hwindigkeit u� = dx�d� zu �nden. Es giltu0 = 1q1 � j _~xj2 ; ui = _xiq1 � j _~xj2 ; i = 1; 2; 3 : (5.35)Ist p� eine Funktion von u mitp�(u) = ���p�(�u) ; (�u)� = ���u� ; (5.36)so ist p� invariant unter allen Drehungen im System, in dem u = (1; 0; 0; 0)ist. Daher ist p� = mg��u� mit einer Konstanten m, d.h.pi = m _xiq1 � j _~xj2 und p0 = mq1� j _~xj2 :Die relativistis
he Verallgemeinerung der Beziehung zwis
hen Impuls undGes
hwindigkeit ist also ~p = m _~xq1� j _~xj2 : (5.37)Diese Beziehung ergibt si
h au
h, wenn man L = �mp1� j _xj2 als Lagran-gefunktion des kr�aftefreien Teil
hens verwendet. Das Prinzip der kleinstenWirkung wird dann zum Prinzip der l�angsten Eigenzeit. Weiter �ndet man,mit der �ubli
hen Formel f�ur die EnergieE = ~p � _~x� L = p0 : (5.38)Die kinetis
he Energie istp0 �m = m0� 1q1� j _~xj2 � 11A = m2 j _~xj2 +O(j _~xj4) ; (5.39)geht also f�ur kleine Ges
hwindigkeiten in den ni
htrelativistis
hen Ausdru
k�uber.



84 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEDie Bewegungsglei
hung lautet alsomdu�d� = eF��u� : (5.40)Auf der re
hten Seite kann man au
h andere lorentzinvariante Kr�afte s
hrei-ben, mdu�d� = K� : (5.41)Da aus u�u� = 1 dur
h Di�erentiation u� ddtu� = 0 folgt, muss die lorentzko-variante Kraft die Bedingung u�K� = 0 (5.42)erf�ullen. Dies ist ni
hts anderes als die Bedingung, dass die Leistung glei
hKraft mal Ges
hwindigkeit ist.Als Beispiel betra
hten wir die Bewegung eines geladenen Teil
hens ineinem konstanten elektris
hen Feld in 1-Ri
htung. Wir erhalten die Bewe-gungsglei
hung du0d� = emEu1 (5.43)du1d� = emEu0 ; duid� = 0 ; i = 2; 3 : (5.44)Mit der Abk�urzung emE = a s
hreibt si
h die L�osung alsu0(� ) = u0(0) 
osh(a� ) + u1(0) sinh(a� )u1(� ) = u0(0) sinh(a� ) + u1(0) 
osh(a� ) (5.45)u2(� ) = 
onst. ; u3(� ) = 
onst. :x0(� ) = x0(0) + u0(0)sinh(a� )a + u1(0)
osh(a� )� 1a (5.46)x1(� ) = x1(0) + u0(0)
osh(a� )� 1a + u1(0)sinh(a� )a (5.47)x2(� ) = x2(0) + u2(0)� (5.48)x3(� ) = x3(0) + u3(0)� : (5.49)Die Bes
hleunigung, vom mitbewegten Beoba
hter aus gesehen, ist konstant(= a). Die Ges
hwindigkeit, vom Ruhsystem aus gesehen, ist v1 = ddtx1 =dx1d� d�dt = u1u0 . F�ur den Fall x0(0) = 0 und u1(0) = 0; u0(0) = 1 ergibt si
hv1 = tanh(a� ) = atp1 + a2t2 ; (5.50)



5.3 Strahlung bes
hleunigter Ladungen 85die Ges
hwindigkeit konvergiert also gegen die Li
htges
hwindigkeit 
 = 1.Die Bes
hleunigung, vom Ruhsystem aus gesehen, ista1(t) = ddt atp1 + a2t2 = a(1 + a2t2)3=2 : (5.51)5.3 Strahlung bes
hleunigter LadungenSei ~z(t) die Bahn eines Teil
hens der Ladung e. Der zugeh�orige Viererstromist j�(t; ~x) = edz�(t)dt Æ3(~x� ~z(t)) ; z0(t) = t; zi(t) = (~z(t))i (5.52)= eZ d� dz�(� )d� Æ3(~x� ~z(� ))Æ(t� z0(� ))| {z }Æ4(x�z(�)) (5.53)mit einer beliebigen Parametrisierung von z�(� ) mit dz0(�)d� > 0. Im folgendensei � die Eigenzeit. F�ur das retardierte Potential in der Lorentzei
hung ergibtsi
h A�(x) = e4� Zz0(�)<x0 d� Æ(x0 � z0(� )� j~x� ~z(� )j)jx0 � z0(� )j dz�d� : (5.54)A�(x) h�angt also nur von z und dzd� an der Stelle �ret ab, wobei �ret dur
h dieBedingungen z0(�ret) < x0 ; x0 � z0(�ret) = j~x� ~z(�ret)j (5.55)bestimmt ist. Wir w�ahlen ein Lorentzsystem, in dem _~z(�ret) = 0 gilt. DannfolgtA�(x) = e Æ�04�(x0 � z0(�ret)) = edz�d� (�ret)4� dz�d� (�ret)(x� � z�(�ret)) = eu�(�ret)4�u�(�ret)(x� � z�(�ret))(5.56)Der letzte Ausdru
k ist lorentzinvariant und gilt daher in allen Bezugssyste-men. Die Potentiale A� nennt man die Li�enard-Wie
herts
hen Potentiale.A� h�angt von x sowohl explizit und als au
h implizit �uber �ret ab. Um dieAbleitungen von �ret na
h x� zu bere
hnen, di�erenzieren wir die Bedingung(x� � z�(�ret))(x� � z�(�ret)) = 0 (5.57)na
h x�. Wir erhalten0 = (x� � z�(�ret))� (x� � z�(�ret))u����ret (5.58)



86 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEund damit���ret = x� � z�(�ret)U = y�U ; wo U = (x� � z�(�ret))u� : (5.59)Weiter ist ��U = u� +� dd� U� ���ret : (5.60)Also gilt mit y� = x� � z�(� )��A� = e4�U2 �du�d� (���ret)U � u���U�= e4�U2 ��du�d� U � u� dd� U� ���ret � u�u��= e4�U �du�d� y�U�1 � u�y�U�2 dd� U + u�U�1 dd� y��= e4�U dd� u�y�U (5.61)und F�� = e4�U dd� u�y� � u�y�U = e4� _z�y� ddt _z�y� � _z�y�_z�y� ; (5.62)wobei t eine beliebige Parametrisierung der Bahn des Teil
hens ist. UnterBea
htung von ddty� = ddt (x� � z�(t)) = � _z� (5.63)bere
hnet manF�� = e4�( _z�y�)3 ��z�y� _z�y� � _z�y��z�y� + _z�y� _z� _z� � (� $ �)� : (5.64)Um zu expliziteren Ausdr�u
ken zu gelangen, parametrisieren wir den Wegdur
h die Zeitkoordinate t f�ur einen ruhenden Beoba
hter(z�(t)) = (t; ~z(t)) (5.65)und s
hreiben (y�(t)) = R(1; ~n) : (5.66)Dann folgt~E = �F 10; F 20; F 30� = e4�R(1� ~n � _~z)3h��~z(1� ~n � _~z) + (~n� _~z)(�~z � ~n)+ (1 � j _~zj2)(~n� _~z)R i (5.67)



5.3 Strahlung bes
hleunigter Ladungen 87und~B = �F 32; F 13; F 21� = e4�R(1 � ~n � _~z)3h(�~z � ~n)(1� ~n � _~z) + ( _~z � ~n)(�~z � ~n)+ ( _~z � ~n)(1� j _~zj2)R i = ~n� ~E : (5.68)~B steht also immer senkre
ht zu ~E. Ist _~z = 0, so ergibt si
h der einfa
hereAusdru
k ~E = e4�R ���~z + (~n � �~z)~n�| {z }~n�(~n��~z) + e4�R2~n ; (5.69)~B = e4�R�~z � ~n : (5.70)Der Poyntingvektor ergibt si
h in diesem Fall zu~S = ~E � ~B = e216�2R3~n� (�~z � ~n) + e216�2R2 �(~n � �~z)~n� �~z�� (�~z � ~n)= e216�2R2  �~z � (~n � �~z)~nR + j~n� �~zj2~n! : (5.71)Die Integration �uber eine Kugelober
�a
he mit dem Radius R zur Zeit Rergibt den Energie
uss� ddtP0 = e216�22� 1Z�1 d(
os #) sin2 #| {z }4=3 j�~zj2 = e26� j�~zj2 : (5.72)Dies nennt man die Larmorformel.Man �uberzeugt si
h lei
ht davon, dass der Impuls
uss (wie aus Symme-triegr�unden zu erwarten) vers
hwindet. Weiter stimmt t f�ur _~z = 0 bis zurzweiten Ordnung mit der Eigenzeit � �uberein:dtd� = (1 � j _~zj2)�1=2 ; d2td� 2 = _~z � �~z(1� j _~zj2)�2 : (5.73)Daher ist d2z�d� 2 = d2z�dt2 :Also gilt dd� P� = e26� dz�d� d2z�d� 2 d2z�d� 2 (5.74)



88 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIE(kovariante Larmorformel). Da dieser Ausdru
k lorentzinvariant ist, gilt erau
h f�ur _~z 6= 0. Die Leistung ergibt si
h dann zu� ddtP0 = � dd� P0q1� j _~zj2 = � e26� d2z�d� 2 d2z�d� 2 : (5.75)Mitdz�d� = 
(1; _~z) ; d2z�d� 2 = 
2(0; �~z) + 
4 _~z � �~z(1; _~z) ; 
 = �1� j _~zj2��1=2(5.76)erh�alt man� ddtP0 = � e26�
6 �(j _~zj2 � 1)j�~zj2 � 2( _~z � �~z)2 + (_~z � �~z)2�= e26�
6 �j�~zj2 � j _~z � �~zj2� (5.77)(relativistis
he Larmorformel).5.4 Strahlungsr�u
kwirkungDie Maxwellglei
hungen stellen zusammen mit den Bewegungsglei
hungender relativistis
hen Me
hanik ein gekoppeltes System von Di�erentialglei-
hungen dar. Da jedo
h die mit der Bewegung geladener Massenpunkte ver-bundenen Str�ome singul�ar sind, ist das elektromagnetis
he Feld am Ort derTeil
hen ni
ht de�niert. Im Fall der relativistis
hen Me
hanik hatte man beisingul�aren Kraftfeldern die Selbstr�u
kwirkung weggelassen. In der Elektro-dynamik hat das Feld aber eine eigenst�andige Bedeutung, die si
h z.B. in derAusstrahlung elektromagnetis
her Wellen zeigt. Ein bes
hleunigtes Teil
henstrahlt Energie ab; diese muss in irgendeiner Form aufgebra
ht werden.Die S
hwierigkeiten liegen letztli
h daran, dass die elektrostatis
he Ener-gie des Feldes einer Punktladung1 ist. Da diese Energie zur Masse des Teil-
hens beitr�agt, die Gesamtmasse aber endli
h ist, m�usste man dem Teil
henohne Feld eine unendli
h gro�e negative Masse zuordnen. Die damit verbun-denen Unbestimmtheiten verhindern eine konsistente Theorie der We
hsel-wirkung zwis
hen elektromagnetis
hem Feld und geladenen Teil
hen.Verl�asst man das Konzept des Punktteil
hens, so muss man zun�a
hstfeststellen, dass starre K�orper eine Idealisierung sind, die dem Postulat derendli
hen Ausbreitungsges
hwindigkeiten von Wirkungen widerspri
ht. Manmuss daher zu einer e
hten Kontinuumsme
hanik �ubergehen, bei der au
hdie geladene Materie dur
h Felder bes
hrieben wird. Will man dar�uber hin-aus die diskrete Struktur der Materie ber�u
ksi
htigen, so wird man auf die



5.4 Strahlungsr�u
kwirkung 89Quantenfeldtheorie gef�uhrt. Die dort auftretenden Divergenzen sind zwarni
ht so s
hlimm wie bei einem Punktteil
hen in der klassis
hen Elektrody-namik, jedo
h ist die mathematis
h saubere Konstruktion der Theorie no
himmer ni
ht gelungen.Kehren wir zur�u
k zum Problem der Strahlungsr�u
kwirkung. Sei z(� )die mit der Eigenzeit � parametrisierte Bahnkurve des Teil
hens. Na
h derkovarianten Larmorformel (5.74) erwarten wir im Mittel eine KraftK� = e26� dz�d� d2z�d� 2 d2z�d� 2 : (5.78)Diese verletzt allerdings die Bedingung (5.42) f�ur eine relativistis
he Kraftund kann daher ni
ht in die Bewegungsglei
hung eingesetzt werden. Es giltdz�d� K� = e26� d2z�d� 2 d2z�d� 2 = � e26� dz�d� d3z�d� 3 (5.79)Daher erf�ullt K� = e26� �dz�d� d2z�d� 2 d2z�d� 2 + d3z�d� 3 � (5.80)die Bedingung (5.42). Im zeitli
hen Mittel ist K� = K�, falls die Bes
hleuni-gung nur in einem endli
hen Zeitraum von Null vers
hieden ist. Die gesu
hteBewegungsglei
hung istmd2z�d� 2 = eF ein�� dz�d� + e26� �dz�d� d2z�d� 2 d2z�d� 2 + d3z�d� 3 � : (5.81)Hierbei ist F ein�� das einlaufende elektromagnetis
he FeldF ein�� (z) = F��(z)� F ret�� (z) : (5.82)Der 2. Term soll die Wirkung des erzeugten Feldes auf das Teil
hen bes
hrei-ben.Betra
hten wir diese Glei
hung zun�a
hst in der ni
htrelativistis
henN�ahe-rung j _~zj � 1. Dann folgtm�~z = e( ~E + _~z � ~B) + e26�~z��� : (5.83)Im Gegensatz zu der �ubli
hen Form der Newtons
hen Bewegungsglei
hungh�angt hier die Kraft von der zeitli
hen �Anderung der Bes
hleunigung ab. Diesf�uhrt zu der paradoxen Existenz von L�osungen, bei denen si
h das geladeneTeil
hen selbst bes
hleunigt (\run-away-solutions").



90 5 SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIESei ~E = ~B = 0. Dann ist_~z(t) = et=T _~z(0) ; T = e26�m (5.84)eine L�osung der Glei
hung. Eine entspre
hende L�osung besitzt au
h dierelativistis
he Glei
hung:_z(� ) = �
osh(Tae�=T); sinh(Tae�=T); 0; 0� _z(0) ; a 2 R beliebig :(5.85)Es ist bis heute ni
ht gut verstanden, wie die physikalis
h sinnvollen L�osungendes gekoppelten Teil
hen-Feld-Systems von den inakzeptablen L�osungen ge-trennt werden k�onnen.Eine Diskussion �ndet man z.B. im Ja
kson und imBand 2 des Lehrbu
hs der Mathematis
hen Physik von Thirring.


