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1 Elektrostatik

1.1 Coulombgesetz, das elektrische Feld

Elektrische und magnetische Phéanomene sind bereits seit langem bekannt,
jedoch gelangte man erst recht spat zu quantitativen Aussagen. Die erste
derartige Aussage ist das Coulombsche Gesetz tiber die Krafte zwischen zwei
ruhenden Ladungen. Seien e; und ey zwei punktférmig gedachte Ladungen
an den Orten #; and ¥y, dann wirkt auf die Ladung ¢; die Kraft

= 6162(51 - fz)
=k 1.1
FAEAE (1.1)
2
mit einer Konstanten & > 0. Im SI-System ist k = (4m¢p) ™ mit ¢ = %- CéN'

Es gibt auch Maflsysteme, z.B. das Gauflsche System, in denen man k = 1
setzt und damit die Einheit der elektrischen Ladung durch mechanische Ein-
heiten ausdriickt. Fiir die Elementarteilchenphysik wichtig ist die Beziehung
von k zu anderen Naturkonstanten. Es gilt:

k=oa— (1.2)

%. Wir werden im folgenden ¢y = ¢ =

1 setzen. Dies bedeutet, dass, ausgehend von den Einheiten Sekunde und

Newton, Léngen in Lichtsekunden (1m = (2,9979250 - 10*)~'s ~ 3 - ns) und

. . . 7
Strome in Vielfachen von y/1=A gemessen werden.

mit der Feinstrukturkonstanten o &

Das Coulombgesetz hat dieselbe Form wie das Newtonsche Gravitations-
gesetz, bis darauf, dass die Ladungen verschiedene Vorzeichen haben koénnen,
so dass gleichnamige Ladungen sich abstoflen, wéhrend ungleichnamige sich
anziehen. Dieser Sachverhalt ist fiir die Stabilitét der Materie von ganz ent-
scheidender Bedeutung.

Wie das Gravitationsgesetz ist das Coulombgesetz ein Fernwirkungsge-
setz: Ladung 1 wird davon beeinflusst, an welchem Ort sich Ladung 2 be-
findet. Die Einfiihrung einer Fernwirkung ist schon zu Newtons Zeiten als
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unbefriedigend empfunden worden. Sie lésst sich in der folgenden Weise ver-
meiden, die zunéchst rein formal erscheint.

Man definiert eine neue Grofle, das elektrische Feld am Punkt 7, als die
Kraft, die eine Probeladung am Punkt & erfahrt, dividiert durch deren La-
dung. Dabei ist die Probeladung so klein, dass sie das System nicht beein-
flusst, '

E(7) = ll_r}ré EF(J}) : (1.3)
Man stellt sich jetzt vor, dass das Feld auch vorhanden ist, wenn es nicht
durch eine Probeladung getestet wird. Das Problem der Fernwirkung ist da-
mit in zwei Teile zerlegt worden: die Kraft auf das Probeteilchen ist durch
dessen Ladung und durch das elektrische Feld an seinem Ort bestimmt, und
es bleibt zu verstehen, wie ein elektrisches Feld von einer Konfiguration von
Ladungen erzeugt wird. Wie sich spéter herausstellen wird, ist das elektri-
sche Feld tatsédchlich eine selbsténdige Grofle, die auch unabhéangig von dem
Vorhandensein von Ladungen einen Sinn hat.

Aus den Gleichungen (1.1) und (1.3) ergibt sich das elektrische Feld einer
Punktladung e am Ort ¢ zu

_ 1 -y

E(7) =

Car P

(1.4)

Elektrische Felder mehrerer Punktladungen addieren sich vektoriell,

o 1 T — i
E(7) = — iTs———= - 1.5
(7) 47TZ€ A (1.5)

Oft ist es sinnvoll, ein System vieler kleiner Punktladungen durch eine kon-

tinuierliche Ladungsdichte p(¥) zu beschreiben. Das elektrische Feld erhélt
man dann als das Integral

—»_) 1 — — f—gj
B = - [ sl (1.6)

Wihrend das elektrische Feld einer Punktladung am Ort der Ladung diver-
giert, ist das Feld einer unendlich oft differenzierbaren Ladungsdichte p selbst
auch unendlich oft differenzierbar.

Neben kontinuierlichen und punktférmigen Ladungsverteilungen betrach-
tet man auch flichenhafte und linienférmige Verteilungen. Alle diese Situa-
tionen kann man einheitlich durch den Begriff der Distribution beschreiben.
So ist die Ladungsdichte einer Punktladung am Ort Z durch die dreidimen-
sionale Diracsche Deltafunktion gegeben,

pl) = (G- 7). (1.7)
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wahrend eine Flachenladungsdichte o auf der Oberfliche einer Kugel mit
Radius R und Mittelpunkt a@ einer Ladungsdichte

p(y) = o(9)d(|y — | - R) (1.8)

entspricht. Ist eine Fliache durch #(u,v) parametrisiert, (u,v) € G C R?, s
fithrt die Flachenladungsdichte o (%) auf dieser Flache zu einer Ladungsdlchte

M@ZAWW

Ist die Ladung stattdessen auf einer durch #(s), s € [ C R parametrisierten
Kurve mit Linienladungsdichte A(y) konzentriert, so ist die Ladungsdichte

M@Z/%

1.2 Das Gaullsche Gesetz

or 07 3
30 < 70| CWI(G — F(u,0)) (1.9)

d¥

TN - 7)) (1.10)

Das elektrische Feld einer Ladungsverteilung nimmt mit dem Quadrat des
Abstandes ab. Man kann das Feld geometrisch in der folgenden Weise be-
schreiben: Von jeder Ladung gehen Feldlinien aus. Thre Richtung gibt die
Richtung des elektrischen Feldes wieder, ihre Dichte dessen Betrag. Die Zahl
der Feldlinien, die aus einem Gebiet G heraustreten, ist ein Maf fiir die in
diesem Gebiet enthaltene Ladung. Quantitativ lasst sich dieser Zusammen-
hang durch das Gaufische Gesetz beschreiben.

Satz 1.1 Sei G ein beschrinktes Gebiet des R® mit glattem Rand 0G. Dann
gilt fiir das elektrische Feld E einer Ladungsverteilung p, die auf OG nicht

singuldr ist
/ E-ffzi/pff . (1.11)
oG G

Hierbei ist der Ausdruck auf der linken Seite der sogenannte elektrische

Fluss durch die Fliache 0G. Ist die Flache S durch
T(u,v), (u,v) € [a,b] x [e,d], (1.12)

parametrisiert, so wird der elektrische Fluss durch S durch

t/Eijzi/{/‘ Qfx——mmdv (1.13)
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definiert.

Beweis: Da E linear von p abhéngt, geniigt es, den Satz fiir den Fall einer
Punktladung der Stéarke 1 zu zeigen. Wir wahlen den Ort der Punktladung
als den Ursprung unseres Koordinatensystems. In Kugelkoordinaten hat der
infinitesimale elektrische Fluss E - d2% die einfache Form

E-dit =
1 L 0 07 L 0¥ O L 0¥ O

= L sin 0dfde
AT

Er ist also proportional zum Raumwinkelelement d€) = sin 8dfd¢. Integrati-

on iiber 9G liefert
/ E-d%’z{l falls 0 € ¢ ‘ (1.14)
Cle!

(0 anderenfalls

Daraus folgt die Behauptung. QED.

Wenn die Ladungsdichte p stetig ist, kann man das Gauflsche Gesetz auch
infinitesimal formulieren, indem man das Gebiet G auf einen Punkt schrump-
fen lasst. Ist ¥ € G und Vol(G) das Volumen von G, so definiert man die

Divergenz von £ durch

— 1 —
divk = lim ——— E-d*7 1.1
VT SR Vl(G) /ag ¢ (1.15)

und erhalt das differentielle Gauflsche Gesetz
divE=p . (1.16)

Zur Berechnung von div E wihlt man zweckméBigerweise ein kartesisches
Koordinatensystem und eine Folge von Wiirfeln G, mit der Kantenlédnge 2a

Go={7 R lyi — 2| < a,i=1,2,3} . (1.17)
Man erhélt (o.B.d.A. fir ¥ = 0)

/ E-d®7 = / dudv{E(a,u,v) — Ei(—a,u,v)
9Ga ul;|v<a

—I_E?(uv a, U) - E?(uv —4a, U) + E3(u7 U, Cl) - E3(u7 v, _a)}‘
Einsetzen in die Definition fiir div £ liefert

. = 8E1 aEQ 8E3
div £ =
v 8:1;1 + 81'2 + 81}3

(1.18)
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Fiir stetig differenzierbare elektrische Felder ist die differentielle Form des
GaufBlschen Gesetzes aquivalent zur integralen Form. Dieser rein mathemati-
sche Zusammenhang ist der Gauflsche Satz:

/divﬁd?’f:/ E- &7 . (1.19)
G

Fiir singulére Felder macht die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes
keinen direkten Sinn. In diesem Fall interpretiert man die Ableitungen im
Sinne von Distributionen. Sei f eine unendlich oft differenzierbare Funktion,
die auBerhalb eines beschrinkten Gebiets verschwindet. Dann wird div E als
Distribution durch

/ div E(Z) f(7)d°F = — / E(Z) - grad f(2)d*7 (1.20)

definiert. Im Sinne dieser Definition gilt das Gauflsche Gesetz auch fiir distri-
butionsartige Ladungsdichten und Felder. Fiir eine Punktladung 1 am Punkt
0 erhédlt man die Formel

div— = 4#53(5) ) (1.21)

Interessant ist die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes auch fiir den
Fall einer Flachenladung. Sei o eine glatte Flachenladungsdichte. Wir be-
trachten die dosenférmigen Gebiete

G. = {T+MA(D), 7€ S, [\ <&} (1.22)

fiir ein Teilstiick S der Flache mit Normalenvektorfeld 7i. Das Integral des
infinitesimalen elektrischen Flusses tiber den Rand von G. ergibt Beitrige
von Deckel und Boden der Dose

/S {B(@+2it) - (7 + eif) — B(7 = eil) - (7 —ei)) | (1.23)

wobei das Minuszeichen von der entgegengesetzten Orientierung des Bodens
herrithrt, sowie Beitrage vom Mantel der Dose. Im Limes ¢ — 0 verschwinden
die letzteren, da das elektrische Feld einer flachenartigen Ladungsverteilung
iiberall beschréankt ist, und wir erhalten die Aussage, dass die Normalkom-
ponente des elektrischen Feldes an einer geladenen Fléache einen Sprung von
o macht. Man nennt den Sprung der Normalkomponenten an einer Flache
die Flachendivergenz.
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1.3 Potential

Verschiebt man die Ladung im elektrischen Feld E entlang eines Weges ~, so
leistet man die Arbeit

A:e/ﬁ-df . (1.24)
Y

Die infinitesimale Arbeit pro Ladung nennt man die infinitesimale Spannung
E-dZ. Im elektrostatischen Feld gilt wie im Gravitationsfeld, dass die Arbeit
wegunabhéngig ist. Es gilt also

/E-d:f;’:() (1.25)
8

fiir geschlossene Wege ~. Daher gibt es eine Funktion ¢, das elektrostatische
Potential, mit der Eigenschaft

/ E-di = o(7) — () (1.26)

~

wobei v ein Weg von # nach i/ ist. Aquivalent dazu ist die differentielle Form
E=—grady |, (1.27)

mit grady = Vi = (887199, %c,o, %cp). Die Wegunabhéngigkeit der Span-
nung formuliert man infinitesimal in der folgenden Weise. Man definiert die
Rotation eines Vektorfeldes F in kartesischen Koordinaten durch

9 9 -0 9 1 g, (1.28)

— = a
rot B = Vx I = (5—F;— 6;1;1E3’8:1;1 Jwy

E
81'2 81}3 2 81}3

Nach dem Stokesschen Satz gilt die Beziehung

/ E-df:/mtﬁ-d?f (1.29)
o8 S

fiir ein Flachenstiick S mit Rand 9S. Damit erhdlt man die Beziehung
rot £ =0 . (1.30)

Fiir distributionsartige Felder gilt dieselbe Beziehung, wenn die Ableitungen
im Sinne von Distributionen interpretiert werden. Interessant ist wieder der
Fall von Flachenladungen. Wir betrachten eine glatte Flachenladungsdichte
o auf einer Flache S und bewegen eine Ladung auf einem geschlossenen Weg
7, der unmittelbar oberhalb der Flache verlauft (Teilstiick ;) und dann unter
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ihr zuriicklauft (Teilstiick 42). Im Limes verschwindenden Abstands von der
Fliche erhélt man fiir v = ;' die Gleichung

/ lim(E(Z +eil) — E(7 —ei)) - dZ =0 (1.31)

e—0
1

mit dem Normalenvektorfeld 7, und damit fiir jeden Tangentialvektor ¢ an
die Flache im Punkt &

P lim(E(Z + eil) — BE(F—ei)) =0 . (1.32)

Die Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes an einer geladenen Flache
sind also (im Gegensatz zur Normalkomponente) stetig.
Die beiden Differentialgleichungen

divE:p , rot £ =0 , (1.33)

die das elektrostatische Feld erfiillt, sind die Grundgleichungen der Elektro-
statik. Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, dass alle Losungen dieser
Gleichung physikalisch mégliche elektrische Felder sind. Um die allgemeine
Loésung zu finden, nutzen wir zundchst aus, dass die Gleichung rot E = 0
identisch erfiillt wird, wenn man E = —grad ¢ setzt, fiir eine Funktion ¢,
das bereits eingefiihrte elektrostatische Potential. In einem beliebigen ein-
fach zusammenhangenden Gebiet des Raumes gilt auch die Umkehrung, dass
namlich jedes rotationsfreie Vektorfeld der Gradient einer skalaren Funkti-
on ist. ¢ ist durch E bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.
Einsetzen dieser Form von E in die erste Gleichung ergibt

p=—divgradey = -V -V =—-Ap (1.34)

wobei A der sogenannte Laplaceoperator ist. In kartesischen Koordinaten
ist er gegeben durch
0* 0* 0*

A =
Ox? + 03 + da3

(1.35)

Die Gleichung
Ap =—p (1.36)
heiflt die Poissongleichung. Die Aufgabe der Elektrostatik ist es, diese Glei-
chung zu 16sen.
Die Poissongleichung ist eine inhomogene lineare partielle Differentialglei-
chung. Zwei Losungen @1, o unterscheiden sich daher um eine Losung der
zugehorigen homogenen Gleichung, der Laplacegleichung

Ap=0 , p=¢1—ps . (1.37)
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Die Losungen der Laplacegleichung nennt man harmonische Funktionen. In
zwel Dimensionen sind die harmonischen Funktionen gerade die Real- und
Imaginarteile holomorpher Funktionen. Auch in drei Dimensionen sind har-
monische Funktionen unendlich oft differenzierbar. Fiir uns ist besonders
wichtig, dass eine im ganzen Raum beschréankte, harmonische Funktion kon-
stant ist. Eine Losung der Poissongleichung ist daher eindeutig bestimmt,
wenn man verlangt, dass sie im Unendlichen verschwindet.

Wenn die Ladungsdichte p vorgegeben ist und auflerhalb eines beschrank-
ten Gebietes verschwindet, so erhdlt man als eine Losung der Poissonglei-

A7) = = /di”yfM : (1.38)

R & — 4
Wendet man diese Formel auf eine Punktladung im Ursprung an, so findet
man die bemerkenswerte Gleichung

chung

1
Aﬂ = —4#53(:2;’) , (1.39)
Z
die natiirlich im Sinne von Distributionen zu verstehen ist.
Betrachten wir einige Beispiele.

1. Homogen geladene Kugel
Wir wéhlen den Ursprung des Koordinatensystems im Mittelpunkt der
Kugel, R sei der Radius und @ sei die Ladung der Kugel. Wir suchen
eine Losung ¢, die nur von |Z| abhéngt. Dann ist E parallel zu #. Nach
dem Gauflschen Gesetz gilt fiir eine Kugelschale S mit dem Radius r
um den Kugelmittelpunkt

/E-d%zf:@ . r>R
S

3
/E-d%: %  r<R (1.40)
s
Mit [ E - d*% = 4nr?|E| folgt
S 1 z .
L(7) = EQ@ , | >R
Iir das Potential erhdlt man
S‘Q(x) = _Q_ 9 |$| > R

4 7 |7
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@=Lo L 5ok (1.42)
A= ok Tops) 0 ‘ ‘

2. Dipol
Wir betrachten zwei Punktladungen (e, ) und (—e,0). Thr Potential
ist . . .
=tz
A 7=yl 1g)
Wir interessieren uns fiir den Grenzfall 7 — 0, ¢ — oo, so dass das
Dipolmoment j = eZ konstant bleibt. Dann gilt (mit s = e™!)

—

@ (¥)

(1.43)

1 1 1 1 1
p(y) =lim—(=—=— =)= ——p V= 1.44
=1 4WS(Iy — sl Iyl) dm= ] A
Die zugehorige Ladungsdichte ist die Ableitung der é-Funktion,
p(T) = —p - V&(T) = —divps*(T) . (1.45)

3. Homogen geladene Ebene
Die Ebene z = 0 sei mit der homogenen Fliachenladungsdichte o verse-
hen. Wir suchen eine Losung ¢, die unabhdngig von = und y ist. Die
Poissongleichung wird dann zur gewohnlichen Differentialgleichung

2
Y= —od(z) . (1.46)
Eine Losung dieser Gleichung ist
o
c,o(:z;,y,z):—§|2| : (147)

Das zugehorige elektrische Feld ist E(l‘, y,2) = §sign(z)e., €, Einheits-
vektor in z-Richtung.

4. Homogen geladene Gerade
Eine Gerade sei homogen geladen mit der Ladung pro Lange, A\. Wir
fithren Zylinderkoordinaten ein und legen die z-Achse in Richtung der
Zylinderachse. Wir suchen eine Lésung ¢, die nur von r abhangt. Dann
weist das elektrische Feld radial nach auflen, und der elektrische Fluss
pro Léangeneinheit durch einen Zylindermantel Z mit dem Radius r um
die z-Achse ist

|E(Z)|27r =X, (Jai4+ai=r | (1.48)

Also ist E(:)Z") = ﬁé},, mit €, als Einheitsvektor in radialer Richtung,

und das Potential ergibt sich zu

1
o(Z) = —g)\lnr : (1.49)
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1.4 Leiter

Die Bestimmung des elektrischen Feldes und des elektrostatischen Potentials
bei vorgegebener Ladungsverteilung ist durch die im letzten Abschnitt ange-
gebenen Formeln auf Integrationen zuriickgefiihrt worden. In vielen Féllen
ist jedoch die Ladungsverteilung zundchst nicht bekannt. Diese Situation
liegt zum Beispiel bei elektrischen Leitern vor. Solange im Innern der Leiter
ein elektrisches Feld besteht, bewegen sich die Ladungen; wenn sie ruhen,
ist das elektrische Feld im Leiter Null. Man muss daher das elektrostatische
Potential so bestimmen, dass es auflerhalb der Leiter die Poissongleichung
erfiillt und innerhalb der Leiter konstant ist. Die Ladung kann nur auf der
Oberfliche der Leiter sitzen. Auf den Leitern kann entweder das Potential
vorgegeben werden (z.B. durch ,,Erdung”) oder die Ladung (isolierte Leiter).

Betrachten wir nun einen Hohlraum V' im Inneren eines Leiters, der das
Gebiet G ausfiillt. Sei S eine geschlossene Fléache im Inneren des Leiters, die
den Hohlraum V umschliet. Da das elektrische Feld innerhalb des Leiters
verschwindet, ist nach dem Gauflschen Gesetz die von S umschlossene La-
dung Null. Wir betrachten jetzt den Fall, dass sich keine Ladung im Innern
des Hohlraums befindet. Dann ist ¢ = const eine Lésung der Poissonglei-
chung in Leiter und Hohlraum, G U V. Wir werden im nachsten Abschnitt
sehen, dass es die einzige Losung ist. Das elektrostatische Feld in einem
ladungsfreien Hohlraum im Innern eines Leiters verschwindet also (Faraday-

scher Kafig).

Als Beispiel betrachten wir eine geladene leitende Kugel mit Radius R.
Das Potential ist ¢ = %Ifl fiir |#] > R und % fur |7] < R.

Ein anderes Beispiel fiir Ladungsverteilungen, die nicht vorgegeben wer-
den, sind die Dipoldichten, die bei Dielektrika in elektrischen Feldern durch
die Polarisierbarkeit der Materie auftreten. Man zerlegt hierbei die Ladungs-
dichte in einen vorgegebenen Teil py und einen durch die Polarisation (Di-
polmoment pro Volumen) P hervorgerufenen Anteil,

p=py—divP (1.50)

In vielen Fallen ist die Polarisation eine lineare Funktion des elektrischen
Feldes,
P=\E (1.51)

mit der Suszeptibilitdt y. Wir werden auf diese Situation spéater zuriickkom-
men.
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1.5 Randwertprobleme; Greensche Funktionen

Die Poissongleichung bei Anwesenheit von Leitern fiithrt auf ein sogenanntes
Randwertproblem. Man sucht die Losung der Gleichung in einem Gebiet V/,
dem Komplement der von den Leitern eingenommenen Gebiete V;, unter der
zusétzlichen Bedingung, dass das Potential am Rand 0V des Gebietes, also
an den Oberflachen 0V, der Leiter gewissen Einschrankungen unterworfen
ist; entweder ist der Wert des Potentials vorgegeben, oder das Potential ist
konstant und die Ladung

Qi=— /aw Fnpdf (1.52)

auf dem i-ten Leiter ist vorgegeben. Hierbei ist 0, = 7 - grad ¢ mit dem
Normaleneinheitsvektor 77 auf dV;, und df ist das Flachenelement auf dV;.

Wir 16sen das Problem in zwei Schritten. Im ersten ignorieren wir das
Vorhandensein der Leiter und setzen

wol®) == [ il (1.53)

Dann erfilllt o1 = ¢ — o in V' die Laplacegleichung. Zusétzlich muss ¢
die vorgegebenen Randbedingungen erfiillen. Sei nun # die Differenz zweier
Lésungen mit den vorgegebenen Randbedingungen. Es gilt Ay = 0 sowie

/;@A;@d*: ¢grad¢d2§f—/ lgrad ¥ |*d7 (1.54)
14 av 14

Dies ist die sogenannte 1. Greensche Identitdt. Sie folgt durch Anwendung
des Gauflschen Satzes auf die Funktion tgrad ¢ unter Benutzung der Formel

div (grad ) = grad ¢ - grad v + Ay . (1.55)

Ist nun auf dem Leiter V; das Potential vorgegeben, so verschwindet ¢ auf
dV;, ist stattdessen die Ladung vorgegeben, so ist ¢ auf dV; konstant und

/ grad ¢ - > = 0
ov;

In beiden Féllen verschwindet das Oberflachenintegral iiber 9V;, und wir
erhalten

/ lgrad ¥ |*d®7 =0 . (1.56)
v

Also ist ¥ in V konstant. Es verschwindet, falls der Wert des Potentials an
einem Punkt festliegt. Wir haben damit das Problem, die Poissongleichung
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zu 16sen, auf das Problem, die Laplacegleichung mit vorgegebenen Randbe-
dingungen zu l6sen, zuriickgefithrt. Formal 16st man das letztere Problem
durch die Einfithrung sogenannter Greenscher Funktionen. Sei Gp(Z,¥) eine
Loésung der Gleichung

AJGD(fv g) = _53(‘% - g) ) fvge V (157)
mit den Randbedingungen (Dirichletsche Randbedingungen)
Gp(@,y)=0 , yeoV . (1.58)

Sei nun ¢ eine Losung der Laplacegleichung in V' mit vorgegebenen Rand-
werten auf dV. Dann gilt

6@ = [ o0PE - DD = [ SDAGEDET . (159
Aus der 1. Greenschen Identitéat folgt
/%/) AgGp(Z, )y =
[ @ G 7~ [ erad o) - grad 16l 77

Wendet man auf den zweiten Term auf der rechten Seite wieder die 1. Green-
sche Identitdt an, so findet man

[ rad 6(@) - g G2, )5 =
v
[ et e@Go(@.g) - #7- [ SuiGo(pes
v 14
Die beiden Terme auf der rechten Seite verschwinden. Wir erhalten also

P(7) = . L(§)0ngGo(Z,9)df (9) - (1.60)
Wenn die Greensche Funktion bekannt ist, kann also jede harmonische Funk-
tion auf V' durch ihre Werte auf dem Rand von V' ausgedriickt werden. Um-
gekehrt ist jede Funktion ¢ der Form (1.60) mit beliebig (stiickweise stetig)
vorgegebenen Randwerten harmonisch.
Dies folgt aus der Symmetrie der Greenschen Funktion GGp, die man direkt
aus den Greenschen Identitédten ablesen kann,

&, §) — G, ) = — / PACD(E,2)AsCn(§. 2) — G (§, DA (#, 2]

v
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= —/ d25 (GD(f, E)grad GD(g, 5) — GD(g, E)grad GD(f, 5)) =0
ov

Statt die Werte von ¥ auf dem Rand vorzugeben, kann man auch die Nor-
malkomponente des Gradienten auf dem Rand vorschreiben (Neumannsche
Randbedingungen). Allerdings legt dies die Losung der Laplacegleichung nur
bis auf eine Konstante fest. Fiir die zugehorige Greensche Funktion Gy muss
gelten

[ Eisenti = [ o) (1.61)
v v
Um diese Bedingung nicht zu verletzen, fordert man neben

AgGn(#,5) = —8%(F - ) (1.62)

als Randbedingung

1
oV
Zu beachten ist, dass fiir eine harmonische Funktion ¢ die Normalableitungen
nicht frei vorgegeben werden kénnen, sondern die Bedingung

On g G (T, Y) = (1.63)

/8 (i) = 0 (1.64)

erfiillen miissen. Die harmonische Funktion gewinnt man dann aus ihren
Normalableitungen durch

$(#) = / OO D) + e (1.65)

wobei die Konstante ¢ gerade der Mittelwert von ¢ {iber 9V ist.

In der Elektrostatik verwendet man tiberwiegend die Dirichletsche Green-
sche Funktion Gp. Es ist im allgemeinen schwer, diese explizit anzugeben.
Es lassen sich aber einige qualitative Aussagen machen. Wir betrachten
zunéchst einen Spezialfall. Sei V' eine Kugel mit Radius R um den Punkt 7.
Dann ist

GD(:Z,y?):i( ! —%> | (1.66)

|7 =yl
Hieraus folgt mit (1.60) fiir eine beliebige harmonische Funktion

. 1 .
0@ = o [ o (1.67)

() ist also gleich dem Mittelwert von ¢ (i) iiber die Oberfliche einer be-
liebigen Kugel mit Mittelpunkt Z. Hieraus folgt der wichtige Satz:
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Satz 1.2 FEine in einem offenen, zusammenhdngenden Gebiet harmonische
Funktion nimmt ihr Supremum oder Infimum nur dann an, wenn sie konstant
ist.

Beweis: Sei 1 harmonisch in dem offenen Gebiet V| und sei ¥ € V mit
(&) > Y(y) Yy € V. Es gibt ein R > 0, so dass die Kugel um # mit Radius
R in V liegt. Wegen der Mittelwerteigenschaft muss dann ¢ (y) = (&)
gelten fiir alle ¥ mit | — | < R. Die Menge der Punkte ¢, an denen > sein
Supremum annimmt, ist also offen, wegen der Stetigkeit von ¢ aber auch
abgeschlossen in V. Da V zusammenhangend ist, stimmt sie mit V' iiberein.
Falls das Infimum angenommen wird, argumentiert man entsprechend. QED.

Ist V beschrankt und ¢ stetig auf dem Abschluss von V', so nimmt es sein
Maximum und Minimum notwendig auf dem Rand an. Man kann sich diesen
Sachverhalt in einem ganz anderen physikalischen Zusammenhang klarma-
chen. Wir betrachten die Temperaturverteilung T'(Z, ) in einem Festkorper.
Diese wird durch die Wéarmeleitungsgleichung

8T = AAT (1.68)

zusammen mit geeigneten Randbedingungen bestimmt. Wir betrachten jetzt
den Fall, dass die Temperaturverteilung an der Oberfliche des Kérpers fest
vorgegeben ist und fragen nach der stationdren Verteilung 7" mit 9,17 = 0.
Diese ist offenbar durch eine harmonische Funktion mit den vorgegebenen
Randbedingungen gegeben, und das Maximumsprinzip sagt aus, dass die
Temperatur im Innern zwischen dem maximalem und dem minimalen Wert
auf dem Rand liegt.
Aus dem Satz folgt insbesondere, dass

0,1 Gn (&, 7) 2 0 (1.69)

fiir y € dV gilt. Physikalisch kann man das in der folgenden Weise verstehen.
eGip(Z,y) ist das Potential einer Punktladung e am Ort ¥ € V, in Gegenwart
eines geerdeten Leiters, der V' umschliefit. Durch die Punktladung e wird auf
der Oberflache des Leiters eine Fliachenladungsdichte o induziert. Nach dem
Satz tiber die Flachendivergenz springt die Normalkomponente des elektri-
schen Feldes an der Leiteroberfliche von ¢ auf 0. Berticksichtigt man, dass
die Leiteroberfliche entgegengesetzt zu 9V orientiert ist, so folgt

o(y) = €dngGn(E,9) (1.70)
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Die induzierte Flachenladung ist also immer negativ (fiir € > 0). Die insge-
samt induzierte Flachenladungsdichte ist

/ odf = e/ grad ;Gp (T, ¥) - d*y = e/ AyGp(Z, 7)d°7F
av av v

= —e/ §$(F -y = —e . (1.71)
v

Ist Gp bekannt, so kann die Loésung der Poissongleichung in V' mit vor-
gegebenen Werten auf dem Rand von V sofort angegeben werden,

o(T) = / o(§)GplF, )85 — / A0 Go(E D) . (172)

ov

Die in einem Punkt ¥ € 9V induzierte Flachenladungsdichte ist

(@) = [ §D0,GoE DT~ [ A@0ne0,5Go(E D) - (173)

ov

Ist V' beschrankt und verschwindet das Potential auf dem Rand von V', so

ist die insgesamt influenzierte Ladung

Q= —/ pd®F . (1.74)
v
Das Komplement des Gebietes V' besteht aus Zusammenhangskomponenten

V;, die wir uns durch Leiter ausgefiillt denken. Auf jedem Leiter V; sei jetzt
das Potential ¢; vorgegeben. Dann wird auf 9V; zusétzlich die Ladung

Qi=> Cip; (1.75)
J
induziert mit den sogenannten Kapazitétskoeffizienten
o= [ @) [ awooseo@n . 010
aV; av;

Die Matrix €' ist nach Definition symmetrisch. Weiter besitzt sie die folgen-
den Figenschaften:

1. chij =0

2. (' ist positiv semidefinit
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Beweis: Sei p = 0 in V und ¢; = 1 fiir alle 5. Dann ist das Potenti-
al ¢ = 1 in ganz V, da es als harmonische Funktion Maximum und Mi-
nimum auf dem Rand von V annimmt. Also verschwindet die induzierte
Flachenladungsdichte iiberall. Insbesondere ist die auf dem i-ten Leiter in-
duzierte Ladung @); = E]‘ Ci; = 0. Dass (' positiv semidefinit ist, folgt aus

der folgenden Uberlegung: Sei wieder p = 0 in V., und sei ¢ das durch die
Vorgabe der Werte ¢; auf V; bestimmte Potential. Dann gilt:

Y ¢iCiipi =) Qi = Z/ piodf :/ pOnpdf :/ lgrad o|*d°7
o - — Jav, av v

C ist also positiv semidefinit, und Y ;Ci;0; = 0 impliziert ¢; = ¢; fir alle
i,7. QED.

Als Beispiel betrachten wir eine Anordnung aus 2 konzentrischen Kugel-

schalen mit Radien R; > R,, Ladungen @)y, ()2 und Potentialen ¢, 5. Im

Auflenraum ist das Potential p(r) = %, innerhalb der inneren Schale ist

@(r) = 2. In der Kugelschale dazwischen gilt p(r) = =+ b mit a = ff—fr. Aus
der Stetigkeit des Potentials an den Grenzflachen folgt

RIS«QI — RQS«QQ = (Rl — Rz)b 5 (177)
also (0 = (gill%)(cpz—cpl) und @)1 = 47 R1p1—Q),. Die Kapazitatskoeffizienten
sind also B2 PR

T Ty Ly
HWE R TR, 12 R R, 22 ( )

Wir wollen jetzt die Greensche Funktion GGp in einigen Spezialfillen be-
rechnen. Eine wichtige Methode dabei ist die Methode der Spiegelladungen.
Das einfachste Beispiel ist ein Halbraum, der durch eine Ebene begrenzt wird.
Die Greensche Funktion ergibt sich zu

Gtz ) = 1= (= —) (1.79)

7—gl 1574

wobei S die Spiegelung an der Ebene bezeichnet. Eine Punktladung vor ei-
ner leitenden geerdeten Ebene induziert also eine Flachenladungsdichte auf
der Ebene, deren elektrisches Feld im Halbraum mit dem einer entgegen-
gesetzt geladenen Punktladung am gespiegelten Ort iibereinstimmt. Ist ein
Gebiet W der Durchschnitt mehrerer Halbraume mit der Eigenschaft, dass
die Spiegelungen an den jeweiligen Begrenzungsebenen eine endliche Gruppe
(i erzeugen (diese Gruppe ist dann notwendig eine Untergruppe der O(3)),
so macht man fiir die Greensche Funktion den Ansatz

Co(E i) = — 3 f“ﬂ | (1.50)
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Falls WNSW = () fiir S # 1 und fiir jedes § € 9W ein S € G mit Sy = ¢ und
det(S) = —1 existiert, so erfiillt der angegebene Ausdruck die Bedingungen
fur GD.

Ein etwas komplizierteres Problem, das sich mit der Methode der Spie-
gelladungen 16sen lésst, ist das Problem einer leitenden Kugel. Sei V' der
Auflenraum einer Kugel mit Radius R um den Ursprung. Fiir die Greensche
Funktion machen wir den Ansatz

Gp(f,yf):%< ! a > (1.81)

7—gl 1577
mit |S¥| < R fiir |Z| > R. Die Randbedingung fiir G/p ist dquivalent zu
S7-Fl=di-g . [fl=R . (1.82)
Aus Symmetriegriinden ist S¥ parallel zu Z. Fiir ¢ parallel zu & folgt
R+ |57 = of|7] £ R)

Addition ergibt mit r = |7

R
= — 1.
1= (1.83)
und damit
ST = ¢’ . (1.84)

Mit diesen Werten ist die obige Bedingung fiir die Greensche Funktion erfiillt.
Denn das Quadrat der linken Seite ist

q'r*=24% - g+ R,

das der rechten Seite
q2r2 _ 2(]23_; g»_I_QZRZ

Beide Seiten stimmen {iberein, wenn der Wert fiir ¢ eingesetzt wird. Wir
erhalten also als Greensche Funktion der Kugel

G2 ) = 1= (= L) = )

Am \[Z =yl lg*F =] r

Fiir die auf der Kugeloberfliche durch eine Einheitsladung im Punkt & influ-
enzierte Flachenladung ergibt sich (|y| = R)

—

o(§) = (~ ) - grad ;Gp(. ) (1.86)
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mit

L 1 r—q 2r—q
gMﬁw%w=—< v gL y)

Am \[Z —y]> T —yP®

Wegen |¢*Z — | = q|Z — g] vereinfacht sich die rechte Seite zu

L, y
— -1
Mit cosy = Ii’fl.llz/;l erhélt man
2 R2
o(7) = L . (1.87)

_47TR(T2 — 2rRcosy + Rz)%

Die insgesamt influenzierte Ladung ist

2 P2 1
/O'df: o f 27TR2/ dw =
4R -1 (r? = 2rRw + R?)2

1 1 1
= ——(r* = R*)R—(r* — 2rRw + R*)72|',
rR

R | 1

B r(r k )(T—R T—I—R)
1 R

:—2—(r+R—(r—R)):——:—q )

r r

stimmt also mit der Spiegelladung tiberein.

Bei der Berechnung der Kapazitatskoeffizienten ist zu beachten, dass der
Rand von V aus dem Rand der Kugel V; und aus dem Rand bei co besteht.
Es gilt

Com— [ @@ [ d@0.s0.5G0 (2.5
o V1 2] Vl

= _/ df(j;’)an(@) — L —irp (1.88)
|#=R | 7] R

Wir wollen jetzt die Greensche Funktion der Kugel zur Losung einiger
elektrostatischer Probleme benutzen.

1. Punktladung (e, #) vor geerdeter Kugel:

p(y) = eGp(y,2) . (1.89)
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2. Punktladung (e, ¥) vor Kugel auf konstantem Potential ¢;:

. . . L. . R
@(y) — eGD(yvx)_S‘Ql/df(z)an,é’GD(yvz) = GGD(yal')‘Hﬁﬁ (190)

Die influenzierte Ladung ist

R R
Q=—-—=+Cnhp1 =—e—=+pidrR . (1.91)

7] 7]

3. Punktladung (e, ¥) vor leitender isolierter Kugel mit Ladung Q:
Das Potential auf der Kugel ist

1 €
w1 = 1 (% + ﬁ) . (1.92)

Daraus ergibt sich ¢ wie oben. Ist insbesondere Q = 0, so ist (¢ = &)

|Z]

1 1 1 1
S‘Qg:_e = —»_q = T 7 193
=5 Qx—m ﬂfx—m IMO 9
fiir groBe Werte von |Z| verhilt sich die Ladungsverteilung auf der Kugel
also wie ein im Zentrum der Kugel befindlicher Dipol mit dem Dipol-
moment p = —eq’% = —4r R*E, wobei E das von der Punktladung am
Ort  im Zentrum der Kugel erzeugte Feld ist.

4. Leitende Kugel (isoliert, ungeladen) im homogenen Feld:
Wir approximieren das homogene elektrische Feld E durch das Feld
einer weit entfernten Punktladung und erhalten wie im vorherigen Bei-
spiel ein induziertes Dipolfeld.

1.6 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen; Mul-
tipolentwicklung

Fiir Dirichletsche Randbedingungen hatten wir die Losung der Poissonglei-
chung in einem offenen beschrankten Gebiet V' in der folgenden Form gefun-

den,

o(7) = / Pi(5)Go(E, 7) — /avdf¢(§)9n,gGD(f,y) Y

Der zweite Term stellt eine harmonische Funktion mit vorgegebenen Rand-
werten dar, der erste eine Losung der Poissongleichung mit verschwindenden
Randwerten. Wir interpretieren den ersten Term in der folgenden Weise. Sei
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C*°(V) der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen in V. Der
Laplaceoperator ist eine lineare Abbildung auf diesem Raum. Wir schranken
sie ein auf den Unterraum D der Funktionen, die auf dem Rand von V
verschwinden. Dann besitzt die Gleichung

Ap =—p (1.95)

fiir ein p € C*(V) mit kompaktem Trager genau eine Losung in D,

¢@=AfmwMW@=«%M@. (1.96)

Sei €' C D der Unterraum der Funktionen, deren Tréger in V liegt. Die
Greensche Funktion definiert dann einen Operator Gp : C' — D, der gera-
de das Inverse des Laplaceoperators mit Dirichletrandbedingungen ist (bis
auf den Faktor —1). In derselben Weise definiert die Deltafunktion den
Einheitsoperator,

10)(&) = [ 55 = Dol = o3 (1.97)
Als Operatorgleichung erhalten wir
AGp=-1 . (1.98)

Die Losung der linearen Differentialgleichung kann also wie im Fall linearer
Gleichungen mit endlich vielen Unbekannten auf die Inversion einer linearen
Abbildung zuriickgefithrt werden.

Besonders leicht ldsst sich das Inverse auf einem Eigenvektor berechnen.
Sei 0 # f € Dmit Af = —wf. Wegen [PZfAf = — [ dPF|grad f|* ist
w > 0. Dann gilt Gpf = %f Eine Methode zur Berechnung von Gp
ist daher, das Figenwertproblem fiir A als lineare Abbildung von D nach
C*°(V) zu lésen und dann eine beliebige Funktion als Superposition von
Eigenfunktionen zu schreiben.

Betrachten wir zunachst den eindimensionalen Fall. Auf dem Intervall
[0, 7] sind die Funktionen sinna,n € N Eigenfunktionen des eindimensiona-
len Laplaceoperators mit der Randbedingung f(0) = f(7) = 0 und Eigenwert
—n?. Gelingt es uns, eine beliebige (geniigend glatte) Funktion f in der Form

o0

flz) = ch sinnx , ¢, €R (1.99)

n=1
zu schreiben, so ist die Greensche Funktion mit

dd—;GD(y,:z:) = —d(y—=x) , Gply,0)=0=Cply,) (1.100)
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gegeben durch

(Gpf)z)=Y" % S (1.101)

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten fithrt man in den betrach-
teten Funktionenrdumen ein Skalarprodukt ein, so dass die Eigenfunktionen
des Laplaceoperators paarweise orthogonal zueinander sind. In unserem Bei-
spiel ist das Skalarprodukt

(fg) = [ deftongle) (1.102)
0
Mit diesem Skalarprodukt gilt
d:z; sin nx sin ma

(sinnx,sinmz) =

d:z;— [cos(n —m)x — cos(n + m)z]

I

(1.103)

Wir definieren orthonormierte Funktionen

2
up(x) = \/jsin nr ,neN . (1.104)
T
Ist f=>" cyun, so ist der Entwicklungskoeffizient ¢, durch

en = (Up, f) (1.105)

gegeben, und es gilt die Parsevalsche Gleichung

SdE=(0) (1.106)

n

Man kann zeigen, dass das Funktionensystem {u,} vollstandig ist, d.h., dass
jede quadratisch integrierbare Funktion f im quadratischen Mittel durch
endliche Linearkombinationen der Funktionen u,, approximiert werden kann,

Jim (F = fx, f = fw) =0 (1.107)

mit fy = EnNzl ¢nfn, etwa durch Riickfithrung auf die Entwicklung einer
Funktion in ihre Fourierreihe. Die Konvergenz ist um so besser, je glatter
die Funktion ist, falls die Funktion an den Réndern verschwindet.
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Sind die Eigenfunktionen u,, bekannt, so erhédlt man die Greensche Funk-
tion als

(;D($,y):: zzjcuglun(x)UN(y) ) (1'108)

wobei w,, der zu u, gehoérige Eigenwert des Operators —A ist.
In unserem Beispiel ergibt sich

o0

2 1 1 1
Gp(x,y) = - Z} = sinnx sinny = 5 (—lze—y|+a+y) — —Ty (1.109)
Betrachten wir nun wieder 3-dimensionale Probleme. Ist V' ein Quader mit
den Kantenldngen ay,as,as, so erhdlt man Eigenfunktionen von A durch

Produkte der (geeignet skalierten) Losungen des eindimensionalen Problems,

1 2 3 _ 2 ﬁ n_% n_% 1 2 3
Aatk, (o), ()l () = =72 (0 22 D0 g, () () (1.110)
1 2 3

mit vl (z) = \/gsin(””). Fiir die Greensche Funktion erhdlt man

aq

Gp(#,9) = Y wi'ua(@)ua(y) (1.111)
AENS
mit wp = Wz(% + % + %) und uz () = Uil(%)ué(fﬁz)uis(iﬁ?ﬂ-

In diesem Fall wie in vielen anderen Féllen kann man eine eindimensionale
Summation explizit durchfithren. Nennen wir die kartesischen Koordinaten
x,y,z und die Kantenlangen a,b, ¢, so erhdlt die Greensche Funktion die
Darstellung

Cole, 22y ) = 3 gl 2N (2N () . (1112)

n,m=1

wobel die Funktionen g, ,, die gewthnliche Differentialgleichung

d? n?  m?

wgmm(x,x’) = 7T2(b—2 + c—z)gmm(:z;,x’) —d(x — ) (1.113)
mit den Randbedingungen g, »(x,0) = gn.m(x,a) = 0 erfiillen. Wir 16sen die
Gleichung in dem Spezialfall, dass die erste Kante des Quaders von —oo nach
+oo reicht (unendlich langer Hohlleiter mit rechteckigem Querschnitt). Fiir
' < x sind die Losungen, die bei oo verschwinden, von der Form Aexp ka’
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mit k = 1/7‘[‘2(222 +Z ) fir ' > x ergibt sich Bexp(—ka') fiir diejenigen

Losungen, die bei —I-OO verschwinden. Fordert man als Anschlussbedingung
Aexpkr = Bexp(—kx) (1.114)

SO Muss ¢y, offenbar die Form
Gnm(z,2") = Cexp(—k|lz — 2'|) (1.115)

haben. Die Konstante (' ergibt sich aus dem Vorfaktor der §-Funktion zu
C = ﬁ Wir erkennen aus diesem Resultat, dass das elektrostatische Feld
einer Punktladung in einem Hohlleiter exponentiell abfallt.

Besonders wichtig sind kugelsymmetrische Situationen. Zu ihrer Behand-

lung schreibt man den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten r, 8, ¢,

—i82g+1(1 0 934‘ 1 8_2)
Cr20r O sng o0 9 sin? § 02

(1.116)

Im Gegensatz zum Laplaceoperator in kartesischen Koordinaten ist der La-
placeoperator in Kugelkoordinaten nicht eine Sume von Termen, die jeweils
nur eine Koordinate enthalten. Trotzdem kann das Figenwertproblem auch in
diesem Fall auf 3 eindimensionale Eigenwertprobleme zuriickgefithrt werden.
Man macht dazu fiir die Eigenfunktionen einen Produktansatz,

u(r,0,6) = R(r)O(0)(¢) . (1.117)

Dividiert man die Eigenwertgleichung Au = —wu durch u, so erhédlt man w
als eine Summe von 3 Termen, von denen zwei von ¢ unabhéngig sind, also
auch der dritte. Das bedeutet, dass ® Eigenfunktion von % sein muss,

d2
a?

Setzt man diese Beziehung ein, so findet man, dass © Eigenfunktion des

= —ud . (1.118)

Operators (—0% sin 55 8 Sinl2 s10) ist,

1 0 0 1
SIHG%SIHQ%G) — mﬂ@ = —)\G) 5 (1119)

und schliefllich R Eigenfunktion von % + %% — %2 ist,

& 2d )
-——R-—-——R= . 1.12
TSR+ S R— SR =—wR (1.120)
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Fiir w = 0 erhélt man die Losungen R = ! mit [(I4+1)=A. uist dann eine
Losung der Laplacegleichung.
Das Eigenwertproblem fiir ® wird gel6st durch

O(p) = expimao (1.121)

mit m? = p. Da u eine (eindeutige) Funktion des Ortes sein soll, sind nur
ganzzahlige Werte fiir m moglich.

Um das Eigenwertproblem fiir © zu l6sen, fithren wir als neue Variable
w = cos f ein. Dann erhdlt man die Gleichung

2
Lo wy Lo M

dw dw 1 — w?

0 =-\O (1.122)

Wir 16sen die Gleichung zunédchst fiir den Fall m = 0 (Legendregleichung).
Wir suchen Losungen im Intervall [—1, 1], die am Rand stetig sind. Im In-
nern des Intervalls gibt es fiir beliebige Werte von A 2 linear unabhéngige
Loésungen, die aber in der Regel am Rand singulér werden. Reguldre Losun-
gen findet man nach der folgenden Methode: Man bemerkt zunachst, dass
der Operator A = —%(1 — wz)% Polynome in Polynome iiberfithrt und
dabei den Grad des Polynoms nicht erh6ht. Man kann das Eigenwertpro-
blem daher auf den endlich dimensionalen Unterraumen der Polynome mit
Grad < I,[ € Ny betrachten. Weiter beobachtet man, dass Eigenfunktionen
zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Dies liegt daran,
dass der betrachtete Operator hermitesch ist,

(49) = [ du(f@)( -t fogl) = (4Lg) - (1123

Sind daher f und ¢ Eigenfunktionen von A zu Eigenwerten Ay bzw. Ag, so

folgt
M(f,9) = N(f.9) (1.124)

und damit die Behauptung. Sind die Figenwerte gleich, so ist auch jede Li-
nearkombination von f und ¢ Eigenfunktion zum selben Eigenwert. Daher
kann auch in diesem Fall g orthogonal zu f gewédhlt werden. Da ein her-
mitescher Operator auf einem endlich dimensionalen Vektorraum eine Basis
von Eigenvektoren besitzt, ist ein Polynom mit Grad [ genau dann Figen-
funktion von A, wenn es orthogonal zu allen Polynomen mit kleinerem Grad
ist. Den zugehorigen Figenwert findet man mit Hilfe der folgenden Betrach-
tung. Sei P ein Polynom mit Grad [, das Figenfunktion von A mit dem
Eigenwert A ist. Der Koeffizient von w' in AP, unterscheidet sich von dem
von P um den Faktor [(I + 1), also gilt A = [({ + 1). Die Polynome P, hei-

fien Legendrepolynome und koénnen aus den Monomen {w',l € Ny} durch
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das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren gewonnen werden. Da jede
auf einem endlichen Intervall stetige Funktion gleichméafig durch Polynome
approximiert werden kann, kann es keine anderen reguldren Losungen der
Legendregleichung geben.

Eine geschlossene Formel fiir die Legendrepolynome bekommt man durch
den folgenden Trick. Definitionsgemaf gilt

1
/dwkal(w):() , k<l (1.125)

1

Qr(w) :/_wal /j dwg---/_wk_l dwy, Pi(wy) . (1.126)

1

Es gilt %Qk+1 = (Jr und Q)9 = P. Durch Vertauschung der Integrationsrei-
henfolge ergibt sich

Qk(UJ):/j dkal(wk)/ww dwk—l"'/w dwlZ/_w dwﬁ(w@%.

wo 1
' (1.127)
Fir 1 < k£ <[ verschwindet Q5 bei w = £1. Als Polynom vom Grad 2[ ist
(); daher von der Form

Q) = const(w? —1)" . (1.128)
Man gewinnt so die folgende Form fiir das Legendrepolynom P,

14,

l

(Formel von Rodrigues). Der willkiirliche Normierungsfaktor ist dabei so
gewdhlt worden, dass Pj(1) = 1 ist. Fiir das Skalarprodukt mit sich selbst

ergibt sich
2

20+ 1
Als eine Anwendung betrachten wir das Coulombpotential einer Punkt-
ladung ¢(7) = Fog ¢ = 1 Fiir T # ¢ ist dies eine Losung der Laplaceglei-

(P, P) = (1.130)

chung in . Wir legen die z-Achse in Richtung von y. In Kugelkoordinaten
héngt ¢ dann nur von r und 6 ab. Wir entwickeln ¢ fiir » # |y/| jetzt nach
Legendrefunktionen,

p(r,0) =Y Afr)Pi(cost) . (1.131)
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Jeder Summand ist eine Losung der Laplacegleichung, daher ist A; = a;r' fiir
r < |§] und A; = b= fiir » > |¢f]. Fiir § = 0 und r < ' = |ij| ergibt sich

=N ar (1.132)
{

rl—r

also sind die Koeffizienten a; gerade die Koeffizienten der Taylorentwicklung
um r =0,

ap= e’ TY (1.133)

Entsprechend findet man
by=ecr' . (1.134)

Damit erhdlt man die folgende Entwicklungsformel fiir das Coulombpotential

I
.
— = CZ ﬁPZ(COS’y) (1.135)

mit rc = min(21, 7). > = (|7, 1) und cos = 4y

Aus dieser Entwicklung kann man auch sehr schnell die Greensche Funk-
tion fiir ein Gebiet zwischen zwei konzentrischen Kugelschalen mit Radien

a < b entnehmen. Man setzt an

Gp(Z,9) = Zgl(r, ') Pi(cos ¥) (1.136)
!
mit r = |Z[,r = |y| und
1! ! -
a(r,r') = E@ + A(r)r" + B(rpr D (1.137)

wobei A und B durch die Randbedingungen

gi(r,a)=0=g/(r,b) (1.138)
bestimmt sind. Man findet
1 (rl _ a21+1r—(1+1))(r—(1+1) _ p—21),l )
no_ < < > >
gi(r,r') = p. 1 — (%)(214-1) (1.139)

Wir wenden uns jetzt wieder der Gleichung fiir © zu und betrachten
den Fall m # 0. Mit dhnlichen Methoden findet man als Lésungen die

sogenannten zugeordneten Legendrefunktionen

(_1)m dl-l—m )

P (w) = 5] (1—w?) W(w

1\3|§

— 1) (1.140)




28 1 ELEKTROSTATIK

mit m € Z,|m| < [. Ebenso wie die Legendrepolynome bilden die zugeord-
neten Legendrefunktionen fiir festes m ein System orthogonaler Funktionen
auf dem Intervall [—1,1],

2 (I+m)!
204+ 1 (1 —m)!

Mit Hilfe der zugeordneten Legendrefunktionen kann man jetzt ein ortho-

(B, b)) = du (1.141)

gonales Funktionensystem auf der Einheitssphare definieren, die sogenannten
Kugelflichenfunktionen,

2041 (1 —m)!
Ylm(ﬁ,qb):\/ 4—; El_l_m;!le(cos@)eXpimqb . (1.142)

Der Vorfaktor wurde so gewahlt, dass die folgende Orthonormierungsrelation
gilt,
(Yo, Yirr) = 6wl (1.143)

wobei das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Funktionen auf der Ein-
heitssphére erklart ist durch

(f,g9) = /07r d@sim@/o27r dof(0,0)9(0,0) . (1.144)

Die Kugelflachenfunktionen bilden ein vollstdndiges System orthonorma-
ler Funktionen auf der Einheitssphire S;. Dies ldsst sich am leichtesten
dadurch einsehen, dass man bemerkt, dass die Funktion Y}, ein Polynom in
den kartesischen Koordinaten z,y, z, 2% + y? + 22 = 1 ist,

dl—l—m

Vi = cim(2 + iy)mm(zz -1 . (1.145)

Da sich jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge im R? gleichméBig
durch Polynome approximieren lasst, geniigt es zu zeigen, dass jedes Polynom
auf der Sphére als Linearkombination der Kugelflichenfunktionen dargestellt
werden kann.

Formal schreibt man die Vollstandigkeitsrelation in der Form

> Yin 0.9V 05 = 580 = 01506 =) (1.146)

Summiert man nur iiber m, so erhdlt man das interessante Additionstheorem
fiir Kugelflachenfunktionen,

— 2l 41
Zy,m Y (0. ) = 4+ Pi(cos) (1.147)
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mit cosy = 1n(8,¢) - n(6,¢"), 17(0,¢) = (sinf cos p,sinfsin ¢, cos ). Zum
Beweis zeigt man zundchst, dass die Summe auf der linken Seite sich nicht
andert, wenn beide Koordinatensysteme mit derselben Rotation transfor-
miert werden. Dann setzt man § = 0 und damit ¢ = ~ und setzt die
expliziten Formeln fiir Y, ein.

Wir kénnen dieses Additionstheorem in die Entwicklung des Coulomb-
potentials nach Legendrepolynomen einsetzen. Ist p eine Ladungsdichte, die
auflerhalb einer Kugel mit Radius R um den Ursprung verschwindet, so er-
gibt sich fiir das Potential aulerhalb dieser Kugel die sogenannte Multipol-
entwicklung,

1 1
o(r,0,¢) = Z mmiﬁm(e,gb)q,m , (1.148)
Im

mit den Multipolmomenten
Qi = / drdfder? sin 0p(r, 0, 6)r'Y;,, (0, 0) . (1.149)

1.7 Elektrostatische Energie

Die potentielle Energie eines Systems von Punktladungen (e;, ;) ist

1 €;€;

U=— I (1.150)
8m oy |2, — &
Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen ergibt sich
1 — —
U= L [ ezeg?eW) (1.151)
8 |7 — 7]

Nach der Definition des elektrostatischen Potentials einer Ladungsverteilung
p findet man

U= %/f@(f)@f) : (1.152)

Nach der Poissongleichung ist p(Z) = —Ap(¥). Setzt man dies in die obige
Gleichung ein und benutzt die 1. Greensche Identitét, so folgt

1 -
U= §/d3§;’|E(:I;’)|2 (1.153)

mit dem elektrischen Feld £ = —grad . U wird jetzt interpretiert als die
Energie des elektrostatischen Feldes E u = 2|E|2 als Energiedichte. Ins-
besondere ist U > 0. Die Formel blelbt rlchtlg fiir Flachenladungen, fiir
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Punktladungen aber divergiert die sogenannte Selbstenergie. Man muss dann
die Energie ,;renormieren”, indem man die unendlichen Selbstenergien sub-
trahiert. Die Energie des elektrischen Feldes einer Punktladung (e, ) im
Auflenraum einer Kugel mit Radius R um den Ort der Ladung ist

62

Up = —/ PYE]? = . 1.154
2 |&—F|>R 87TR ( )

Sind Punktladungen (e;, #;) vorhanden, so ist die renormierte Energie des

Feldes

1 = 1
Uren = lim {5 FPHEP — =) el} (1.155)
™ -

R=0"2 Jiz-z|>R

Die renormierte Energie ist nicht mehr notwenig positiv. Divergenzen bei
kurzen Absténden und ihre Beseitigung durch Renormierung sind nicht auf
die klassische Elektrodynamik beschréankt, sondern treten auch in der Quan-
tenelektrodynamik auf.

Die Positivitat der elektrostatischen Energie in Abwesenheit von Punkt-
ladungen fithrt zu einer Charakterisierung von elektrostatischen Feldern als
Feldkonfigurationen mit minimaler Energie.

Satz: Sei ¢ eine Léosung der Laplacegleichung in V' und sei ¢ eine andere
(gentigend glatte) Funktion, die auf OV mit ¢ tbereinstimmt. Dann gilt

/d3£’|grad¢|2>/d3§f|grad¢|2 . (1.156)
v v

Beweis: Sei x = ¢ — p. Es gilt

/d35|grad¢|2:/d3:f;’|gradc,o|2—|—2/ dS:I;'gradc,o-gradx—l—/ d*Z|grad x|?
Vv Vv Vv Vv
(1.157)

Anwendung der 1. Greenschen Identitat auf den gemischten Term ergibt

/d?’:f;’gradcp-gradxz/ df(f)(@ngo)x—/de(Acp)X:O . (1.158)
Vv av Vv

Daraus folgt die Behauptung.

Eine dhnliche Aussage macht der Satz von Thomson. Nach diesem Satz
verteilen sich die Ladungen in einem Leiter gerade so, dass die elektrostati-
sche Energie minimal wird. Sei I/ das elektrostatische Feld einer Anordnung
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von Leitern mit vorgegebenen Ladungen, und sei E” ein anderes innerhalb von
V' divergenzfreies Feld mit denselben Fliissen durch die Leiteroberflachen,

/ E’-M:/ E-d% Vi (1.159)
aV; aV;

/d3§;’|ﬁ’|2>/d3§;’|ﬁ|2 : (1.160)
14 14

Dies folgt dhnlich wie oben aus dem Verschwinden des Terms

Dann gilt

s

/ME-(E'—E):Z/ ¢(E'—E)-d25+/ pdiv(E'— E) . (1.161)
14 i oV, 14

Insbesondere sinkt die Feldenergie, wenn ein ungeladener Leiter in das Sy-
stem eingefithrt wird. Ein ungeladener Leiter wird also von einem geladenen
Leiter angezogen.



32

1

ELEKTROSTATIK



33

2 Magnetostatik

2.1 Stationiare Strome

Magnetische Erscheinungen sind mindestens ebenso lange bekannt wie elek-
trische. Thre mathematische Beschreibung aber erwies sich lange Zeit als
schwierig. Der Grund ist die Abwesenheit magnetischer Ladungen.

Grundlegend fiir das Verstandnis der Magnetostatik war die Beobachtung
Oersteds (1819), dass ein stromdurchflossener Draht ein Magnetfeld erzeugt.
Wir gehen daher von der Elektrostatik, in der alle Ladungen ruhen, zu der
Situation {iber, in der sich Ladungen bewegen.

Die Bewegung von Ladungen beschreibt man durch die elektrische Strom-
dichte j fist ein Vektorfeld, das angibt, wieviele Ladungen pro Zeiteinheit
durch ein Flachenelement hindurchtreten,

dQ = j - d?zdt . (2.1)

Betrachtet man ein Gebiet V', so ist

s d
[ er=—Law) (2.2

wenn Q(V) die in V enthaltene Ladung ist. Diese Beziehung driickt die
Ladungserhaltung aus. Mit Hilfe der Ladungsdichte schreibt man

/ ]’-dzf—k/d?”gp(t,f):() : (2.3)
av 14 ot

Daraus erhdlt man mittels des Gaufischen Satzes die sogenannte Kontinui-
tatsgleichung

div ] + %p =0 . (2.4)

Man nennt einen Strom stationér, wenn p und j zeitunabhéngig sind. Dann
gilt
divy =0 |, (2.5)
oder fiir ein Gebiet V
j-dlPE=0 (2.6)
v
d.h., es flielen genauso viele Ladungen hinein wie hinaus.
Der elektrische Strom, der durch eine Flache S hindurchtritt, ist definiert
als

19)= [ 77— [ @7 (2.7)
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wobei 77 das Normalenfeld auf S bezeichnet. Wir werden oft linienférmige
Stromverteilungen betrachten. Dort fliefit der Strom I in geschlossenen We-
gen v. Die Stromdichte ist dann

> Yody L
=1 [ asslew— i) (25)
0
fiir eine Parametrisierung [0, 1] 3 s — ¢(s) von ~.

2.2 Krifte zwischen Stromen

Zwel stromdurchflossene Leiter iiben Krafte aufeinander aus. Diese Krafte
werden durch das Amperesche Gesetz beschrieben. Seien v, und vy zwei
Leiterschleifen, in denen die Strome [; und I3 flieBen. Dann wirkt auf die
erste Schleife die Kraft

ﬁ: —kllllg/ (dfldfg) fl_fz?)
Y1 XY2 |$1—$2|
k’[[/ld /ld (dfl dfz) T = (2.9)
= - S Sol7— 77— ) 75— =13 > .
v 0 ! 0 ? dsy dsy |51?1—51?2|3

mit Parametrisierungen [0,1] 3 s; — #;(s;) von 7;, ¢ = 1,2. k' > 0 ist hier-
bei eine Konstante. Das Verhéltnis k/k" der Konstanten, die in Coulombge-
setz und Amperegesetz auftreten, hat die Dimension einer Geschwindigkeit

zum Quadrat. Messungen ergeben, dass \/g mit der Lichtgeschwindigkeit ¢

iibereinstimmt. Im SI-System definiert man als die Einheit des Stroms das
Ampere A, indem man setzt

N
K = 10_7? (2.10)
Mit po = Ak’ g0 = uo% erhilt man dann
1 1
k= . A= K=t (2.11)

N 47'['50 Eolo ’ N 4

Im Einklang mit unseren Konventionen aus der Elektrostatik setzen wir po =
1
€0C

- =
Das Auftreten einer Naturkonstanten mit der Dimension einer Geschwin-
digkeit in einem statischen Problem lésst zwei Deutungen zu:

o Die Gesetze der Elektrodynamik sind nicht in allen Inertialsystemen

gleich.
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e Die Vorstellungen der klassischen Mechanik iiber die Struktur von
Raum und Zeit miissen revidiert werden.

Nachdem die erste Alternative durch Experimente ausgeschlossen war, blieb
nur die zweite Moglichkeit offen, die dann durch die spezielle Relativitédtstheo-
rie Einsteins ausgefiillt wurde.

2.3 Magnetfeld(magnetische Induktion)

Ebenso wie in der Elektrostatik méchte man das Fernwirkungsgesetz durch
ein Nahwirkungsgesetz ersetzen. Als Ansatz fithrt man ein Tensorfeld B;; ein,
das mit der auf einen Teststromkreis wirkenden Kraft iiber die Gleichung

zusammenhangt. Da in der Magnetostatik nur geschlossene Stromkreise be-
trachtet werden, ist das Tensorfeld B;; durch diese Gleichung nur bis auf
einen Term der Form 8%@' f; bestimmt. FEine zusétzliche Information liefert
das auf den Stromkreis ausgelibte Drehmoment. Wir setzen an

Nk = [Z/widwjlgjl@ilk (213)

il

mit dem total antisymmetrischem Tensor e;;,. Wir betrachten diese Glei-
chung fiir einen sehr kleinen Stromkreis v, so dass B;; bei der Integration
iiber v als konstant angesehen werden kann. Sei m;; = [fw xidxj. my; /1 ist

der von der Projektion von v auf die (ij)-Ebene eingeschlossene orientierte

Flacheninhalt. Es gilt daher m;; = —m;;, und wir setzen
1
mE =g Z&'jkmzj . (2.14)
ij

Man nennt den Vektor m das magnetische Moment des Stromkreises (7,~).
Einsetzen in (2.13) liefert (mit mi; = >, cijeme)

Nk = Z@Z’jlmllgjngink
ijln
= Z((S]n(slk — (Sjk(sln)mlBjn
7ln

= > (mpBj; — m;By;)

J
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B, = — dy; J Iy — ’ . 2.15
j 4w/«ﬁﬂa—w %W—MQ (2.15)

Der 2. Term ist von der Form —f] und trégt daher nicht zur Kraft auf
den Stromkreis (I,7) bei. Das Tensorfeld B ist antisymmetrisch, hat also

Man findet

nur 3 unabhéngige Komponenten. Wir fithren jetzt das Magnetfeld B (auch
magnetische Induktion genannt) ein durch

1
Bk = —5 Z@Z’]‘klgij . (216)
ij
Wir erhalten

N=mxB (2.17)

mit | L
B(#)=—I1] d —_ 2.18
R R (218)

(Biot-Savartsches Gesetz). Der Zusammenhang mit dem Ampereschen Ge-
setz 1st

- - 1 -y
F:[/d:f;’xB(:f;’):—H’/ di x (df x ——==) =
N Am XA |7 — ¢
! ]]'/ (dx -7 )dy ! ]]'/ (dZ - dy) T (2.19)
o &€ - — —| y_ 0 Z- y — —| 2 *
Am XA |7 — |3 Am XA |7 —y]?

wobei der erste Term als Integral eines Gradienten iiber einen geschlossenen
Weg verschwindet.

Wie in der Elektrostatik gilt auch in der Magnetostatik das Superposi-
tionsprinzip, dass Felder verschiedener Stromkreise sich ungestort iiberlagern.
Wir beschreiben nun eine allgemeine stationére Stromverteilung durch eine
Stromdichte ; mit divj = 0. Das erzeugte magnetische Feld ist

Y ., F—q

Unter Benutzung von ﬁ = —grad fwffzﬂ und von @ x grad f = —rotaf fiir

konstantes @, konnen wir auch schreiben

B(%) = rot A(7) (2.21)

A@) = i/d 7 f@ | (2.92)
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Ein Vektorfeld A mit der Eigenschaft rot A = B heiBt ein zu B gehorendes
Vektorpotential. Wegen divrot = 0 folgt

divB =0 (2.23)
oder in integraler Form
/‘é-ffzo : (2.24)
v

Diese Gleichung besagt, dass es keine magnetischen Ladungen gibt. Sie ent-
spricht der Gleichung rot E =0 in der Elektrostatik.

Als niichstes berechnen wir rot B. Wir nutzen dabei aus, dass sich der
Laplaceoperator auf Vektorfeldern in der Form

A = grad div — rot rot (2.25)

schreiben lisst. Setzen wir B = rot A mit dem oben angegebenen Vektorpo-
tential A, so gilt wegen

1 4 1
div A /d?’y] rad »— 7 = ——/d3 ) rad ; -
@)= g [T e ared
! /d3 di ( J) =0 (2.26)
Tap ) TV |ng— g ‘
die Gleichung . . .
rot B =rot rot A=—-AA=7 . (2.27)

Diese Gleichung heifit Amperesches Durchflutungsgesetz und stellt in Ana-
logie zum Gauflschen Gesetz den Zusammenhang zwischen Strom und Ma-
gnetfeld her. Die integrale Form lautet

/E-df:[(S) : (2.28)

2.4 Vektorpotential und Eichtransformationen

Die beiden Gleichungen
divB=0 , rotB=j (2.29)

sind die Grundgleichungen der Magnetostatik. Wie in der Elektrostatik wol-
len wir alle Losungen dieses Gleichungssystems als physikalisch erlaubte Ma-
gnetfelder ansehen.

In zusammenziehbaren Gebieten ist die erste Gleichung dquivalent zur
Existenz eines Vektorpotentials Amitrot A= B (Poincarésches Lemma). A
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ist durch B nicht eindeutig bestimmt. Sind A; und A, zwei Loésungen der
Gleichung rot A = B, so gilt

rot (A — Ay) =0 (2.30)

d.h. es gibt eine skalare Funktion A mit grad A = A, — A,. Die Transformati-
on A — A+ grad A &ndert das Magnetfeld nicht und wird Eichtransformation
genannt.

Wir setzen jetzt B = rot A in das Amperesche Durchflutungsgesetz ein
und erhalten

rot rot A = —AA)—I— grad div A = j ) (2.31)

Wir nutzen die Eichfreiheit bei der Wahl von A aus, um div A beliebig vorzu-
geben. Sei A’ ein Vektorfeld mit rot A’ = B. Wir suchen eine Funktion A, so
dass das eichtransformierte Vektorpotential A = A’ 4+ grad A die Bedingung

divA=f (2.32)
erfiillt. A erhdlt man dann als Losung der Poissongleichung
AN = f—divA . (2.33)

Wihlt man divA = 0 (Coulombeichung), so erfiillt Ain jeder Komponente
die Poissongleichung .
AA=—y

Y

(2.34)

und als Losung, die (bei Stromverteilungen mit kompaktem Trager) im Un-
endlichen verschwindet, erhalt man

o1 _ (@)
Ad)=— [ & 2.
(7) 4ﬁ/ e (2.35)

also die bereits angegebene Form des Vektorpotentials.

2.5 Das Vektorpotential einer lokalisierten
Stromverteilung

Sei J eine gegebene Stromverteilung, die ganz in dem Gebiet V = {&¥ €
R? |Z] < R} lokalisiert ist. Wir interessieren uns fiir das Verhalten des

magnetischen Feldes bei grolen Abstanden. In der Formel fiir das Vektorpo-

1 nach Potenzen von 2 entwickeln
|~ |71 ’

tential konnen wir

! :E:E{EWB(fg). (2.36)
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Fiir den Term der Ordnung [ = 0 ergibt sich

— 1 —
Ao(7) = d*q(7) . 2.37
o) = 2 [ €30 (237
Dieser Term (der Monopolterm) verschwindet, da sich die Komponenten des
Integranden wegen div 7 = 0 als Divergenzen eines Vektorfeldes mit kompak-
tem Trager schreiben lassen, ji = divygy. Fir den Dipolterm (I = 1) ergibt
sich

&) = oz [ G (239
Wir kénnen diesen Ausdruck in der folgenden Weise umformen. Der Tensor
mik = /ngyijk(g) (2.39)

ist antisymmetrisch. Denn
Mg + My = /ng(yijk + yrji) = /ngdiV(yiykj) =0 . (2.40)

Wir definieren daher m; = %E” €i6my; oder
m=g d’yy (2.41)

als das magnetische Moment der Stromverteilung. Fiir eine linienférmige
Stromverteilung stimmt die oben angegebene Definition mit der bei der Ein-
fiihrung des magnetischen Feldes gegebenen Definition {iberein. Denn sei

J(&) =1 [ dj5*(F — §). Dann ist
m= g d°F 7 x ( dy5(x—y)):§ yxdy . (2.42)
Fiir das Vektorpotential erhalten wir

— —
- m Xz

A7) = , (2.43)

.
=2

=1
)
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—

1 1
= md*(¥) + —grad (7 - grad —
4m

L) (2.44)
7]
Es unterscheidet sich also von dem entsprechenden elektrischen Feld eines
elektrischen Dipols durch ein Vielfaches der Deltafunktion. B ist der fiir
grofle Abstédnde fithrende Anteil des magnetischen Feldes der Stromverteilung
j. Wir kénnen auch eine Stromverteilung angeben, fiir die B das exakte
Magnetfeld ist, nimlich j,,(Z) = rot md*(Z). Diese Stromverteilung lisst sich
als Grenzfall der skalierten Stromverteilungen j_;(y_’) = )\43)()\@’) fiir A = oo

verstehen, d.h. fiir jedes Testvektorfeld f gilt

lim [ G () - [(7) = 7 - ot [(0) (2.45)
Wir betrachten nun den Fall, dass der Strom aus geladenen Teilchen der
Masse M und der Ladung e besteht. Sei py die Teilchenzahldichte und ¢ das
Geschwindigkeitsfeld. Dann ist die elektrische Stromdichte

—

J(%) = epn(2)0(Z) (2.46)

und die Massenstromdichte (Impulsdichte)

Fu(®) = Moy (B)3(3) = —5(7) . (2.47)

€

Mit der Massenstromdichte verbunden ist der mechanische Drehimpuls

> 2 2M
L= /dSyy x im(y) = —m . (2.48)

Der Faktor 537, der magnetisches Moment und Drehimpuls verkniipft, heifst
gyromagnetisches Verhaltnis.

Bei Elementarteilchen ist der Zusammenhang zwischen Figendrehimpuls
(Spin) und magnetischem Moment komplizierter. Fiir das Elektron ergibt
sich . .

m = gmL (2.49)
mit g & 2. Die Abweichung ¢ — 2 lasst sich mit grofler Genauigkeit in der
QED berechnen.

2.6 Dipol im dufleren magnetostatischen Feld

Auf einen magnetischen Dipol m am Ort ¥ wirkt im magnetischen Feld B
eine Kraft und ein Drehmoment. Dem Dipol entspricht die Stromverteilung

J() = rot g3 (g — T) . (2.50)
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Die auf den Dipol wirkende Kraft ist

= —mdiv B(7) + grad (i - B(7))
= grad (1 - B(Z)) . (2.51)

Diese Kraft ist konservativ, das zugehorige Potential ist
V(Z) = (—m- B(D) . (2.52)

Wie wir spéter sehen werden, ist dieses Potential auf Grund des Induktions-
gesetzes nicht die Gesamtenergie des magnetischen Feldes. Fiir atomare Sy-
steme, in denen sich das magnetische Moment nicht stetig &ndern kann, be-
schreibt es aber die richtige Wechselwirkungsenergie zweier Dipole

V = =1y - 1187 (F) — (2.53)
wenn & der Verbindungsvektor der beiden Dipole ist. Bis auf den Delta-
funktionsanteil stimmt dieser Ausdruck mit dem entsprechenden Ausdruck
fiir die Wechselwirkungsenergie zweier elektrischer Dipole iiberein. In der
Atomphysik wird der Deltafunktionsanteil z.B. in der Hyperfeinstruktur der
s-Niveaus sichtbar (Wechselwirkung zwischen den magnetischen Momenten
von Kern und Elektron). Hierbei kommt es auf den rotationsinvarianten An-

teil der Wechselwirkungsenergie an. Der rotationsinvariante Anteil von 0;0;
ist %&jA, also ergibt sich fiir den rotationsinvarianten Anteil von V'

_ 2
V — —TT”Ll . mz (S(J_/’))—

3 (2.54)

Beobachtet wird dieser Effekt in der astrophys1kahschen 21cm-Linie.

Das auf eine Stromverteilung ] im Magnetfeld B wirkende Drehmoment
beziiglich des Ursprungs ist

8= [ #itg < G < B@y
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1 o - = - = =
=5 [T G % By =T (¢ B)

1 S - — - 5 —
+§/d3y{y><(J><B)+J><(y><B)}

Der erste Term ergibt nach der Jakobiidentitét

5 [ it < B (2.5%)

Im Limes punktférmiger Stromverteilungen wird dieser Term zu
m x B(Z) | (2.56)

also dem Ausdruck, den wir bei der Einfiihrung des magnetischen Feldes
bereits benutzt haben. Die -Komponente des zweiten Terms ist

1 1 .
3 Z /ng(ynjk + YJn ) BigkimEnmi = 3 Z /ngdiV(ynykj)Blgklmgnmi

kimn kimn

1 . -
= —3 Z /dSy YnUr) - grad Biegmenmi - (2-57)

kimn

Im Limes punktférmiger Stromverteilungen am Ursprung verschwindet dieser
Term. Sitzt das magnetische Moment am Punkt &, so ergibt sich als Beitrag
zum Drehmoment N = & x grad (m - B(Z)).

2.7 Supraleiter

Oft ist die Stromverteilung nicht von vornherein bekannt, so dass das Ma-
gnetfeld nicht einfach durch Integration bestimmt werden kann. In magne-
tisierbaren Stoffen kann eine Magnetisierung M (magnetisches Moment pro
Volumen) vorliegen, mit einer Stromdichte

G = 1Ot M . (2.58)

Man spaltet den Strom dann auf in einen vorgegebenen Anteil Jo und den
Magnetisierungsstrom j,, und schreibt das Durchflutungsgesetz in der Form

rot (B—M) =7, . (2.59)
Mit H = B — M nimmt es dann die Form

rot H = Jo (2.60)
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an. Aus historischen Griinden wird H manchmal als Magnetfeld bezeichnet,
eine Konvention, an die wir uns mcht halten wollen.

An Grenzﬂachen an denen ]0 verschwindet, sind die Tangentialkompo-
nenten von H und die Normalkomponente von B stetig. Zur Losung der
statischen Grundgleichungen benétigt man zusatzliche Informationen iiber
M.

Eine etwas andere Situation liegt beim Supraleiter vor. Supraleiter sind
Stoffe (typischerweise Metalle, aber auch einige Keramiken bei tiefen Tem-
peraturen), die durch den Meifiner-Ochsenfeld-Effekt charakterisiert werden.
Ein magnetisches Feld kann nur bis auf eine sehr kurze Distanz (die Eindring-
tiefe A) in den Korper eindringen (typische Werte von A liegen zwischen 100
und 200 Angstrom).

Betrachten wir den idealisierten Fall, dass die Findringtiefe verschwindet.
Dann verhalten sich Supraleiter bei magnetischen Feldern dhnlich wie Leiter
bei elektrischen Feldern.

Sei das Gebiet V' durch einen Supraleiter ausgefiillt. Dann gilt B =0
innerhalb von V. Wegen

rot B =j (2.61)

ist j: 0 innerhalb von V. Auf dem Rand 0V gilt wegen div B=0
i-B=0 (2.62)

mit dem Normaleneinheitsvektor von V. Aus rot B = ffolgt, dass bei nicht
verschwindendem Magnetfeld auflerhalb an der Oberfliche des Supraleiters
ein Oberflichenstrom flieit. Es gilt

/ E-df:/j’-dzf (2.63)
as S

fiir ein Flachenstiick S. Wir wihlen jetzt einen Weg v auf 0V mit Parame-
trisierung (s), s € [0, 1], und betrachten die Flachen

S. = {Z(s) + u(#(s)), (w, s) € [~2,¢] x [0,1]} . (2.64)

Der Strom j ist auf 9V konzentriert, er hangt daher mit der Flachenstrom-
dichte g in der folgenden Weise zusammen,

i@ = / @) (2.65)

wobei ¢ ein Vektorfeld auf 0V ist, das tangential gerichtet ist. Es gilt

e—0

lim j-d%‘:/g-(ﬁxdf):/(gxﬁ)-df : (2.66)
Y Y
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also gilt auf 9V
B=gxn (2.67)
und wegen -7 =0
nxB=g . (2.68)
Wir betrachten als einfaches Beispiel eine Kugel aus supraleitendem Ma-

terial. AuBerhalb der Kugel ist rot B =0. Es gibt daher eine skalare Funktion
©m (das magnetische Potential) mit

B = —grad ¢, (2.69)

auflerhalb der Kugel. Die Randbedingung auf der Kugel ist 0,0, = 0. ¢,
ist eine Losung der Laplacegleichung. Sie ist eindeutig bestimmt, wenn ihr
Verhalten bei oo bekannt ist.

Ist B = 0 bei 00, so erfilllt ¢,, = 0 alle Bedingungen, also ist B =0
iiberall und § = 0. Geht B — B., = const fiir |7] — oo, so findet man eine
Loésung in der folgenden Weise:

= —éoo ¥ = —B.rcosf (2.70)

(Beo = |§OO|, (r,0,¢) Kugelkoordinaten mit z-Achse in Richtung ém) ist
eine Losung der Laplacegleichung mit den richtigen Randbedingungen bei
oo. Durch Spiegelung an der Sphére {|#| = R} erhélt man eine Losung der
Laplacegleichung fiir & = 0,

Vg = B, - :JZ"(E)S = —B. R %cosh (2.71)

7]
die bei oo verschwindet. Es gilt

0

Onp1 = Ecpl = —B.cosf (2.72)
und .
0 R
Ontpr = Ecpg =28 <7> cost (2.73)
daher erfillt |
Pm =91+ 592 (2.74)

die geforderten Randbedingungen bei r = R. Das Magnetfeld ergibt sich zu

3 —
B(Z) = B + 7grad (Beo (2.75)

7P
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Das Zusatzfeld ist also dasjenige eines magnetischen Dipols mit dem Moment

3 —

m = —§VBOO ) (2.76)
wobei V' das Volumen der Kugel bezeichnet. (Man vergleiche dieses Resultat
mit dem elektrischen Dipolmoment, das ein asymptotisch konstantes elek-
trisches Feld in einer leitenden ungeladenen Kugel induziert, p = —3V E

(Abschnitt 1.5).)

Wir wollen nun die Flachenstromdichte berechnen. Es gilt

3 —
g= ﬁ(f X Bs) . (2.77)
Wir wollen dieses Ergebnis mit dem Feld einer Kugel vom Radius R
vergleichen, die mit der homogenen Flachenladungsdichte o geladen ist und

sich mit der Winkelgeschwindigkeit & dreht. Der Oberflichenstrom ist dann
=00 xXT . (2.78)

Der Superstrom, der von B.. induziert wird, besteht also in einer Rotation
der zugehorigen Ladungstrager um die Richtung von B.,. Der damit ver-
bundene Drehimpuls ist

="
€

, (2.79)

wobei M die Masse und e die Ladung der supraleitenden Ladungstriger
sind. Da das auflere Magnetfeld aber keinen Drehimpuls auf die Kugel
ausiibt, muss in einer drehbar aufgehdngten Kugel das Gitter der Metallionen
in umgekehrter Richtung rotieren, damit der Gesamtdrehimpuls verschwin-
det. Dieser gyromagnetische Effekt konnte tatsédchlich nachgewiesen werden
(Einstein-de Haas-Effekt).

Als néchstes Beispiel betrachten wir einen unendlich langen zylindrischen
Supraleiter. Wieder gilt rot B = 0 auferhalb des vom Supraleiter aus-
gefiillten Gebietes V. Das Komplement von V' ist aber nicht einfach zusam-
menhéngend, so dass ein eindeutiges magnetisches Potential nicht existiert.

Wir fithren Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) ein. Der Zylinder sei gegeben
durch

V=A(ro,z2)r <R} . (2.80)

Das Gebiet V! = {(r, ¢, z)|r > R,0 < ¢ < 27} ist einfach zusammenh&ngend.
Dort existiert daher ein magnetisches Potential mit den Randbedingungen

0P
or

=0 , r=R (2.81)
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und

s

Om(r,0,2) — @m(r,2m, z) = / B-di=1 |, (2.82)
as

wobei S eine Flache ist, die den Zylinder einmal schneidet, den Punkt (r, 0, 2)
am Rand enthélt und in Richtung der z-Achse orientiert ist. [ ist der im
Supraleiter in Richtung der z-Achse flieBende Strom. Fordert man jetzt
zusitzlich, dass ¢, und seine Ableitungen fiir r — oo geniigend schnell
verschwinden, so ist das Randwertproblem fiir ¢, eindeutig 16sbar.

Der Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten lautet

¥ 19 19 &

A= —+4+ -+ 55— 2.
Or? + ror + r? 0¢? + 022 (2:83)
Als Lésung mit den gewiinschten Randbedingungen findet man
1
S‘Qm(rv qb,z) = _2_[¢ : (284)
7T

Das Magnetfeld ergibt sich aus der infinitesimalen magnetischen Spannung

B-di = —dgp,, = —Id 2.85
7 pm = 5 1do (2.85)
also B, = —]S;?rf,By = ]C;;f,BZ = 0. Es hat also kreisférmige Feldlinien
um die Zylinderachse. Der Oberflachenstrom ist
G—iixB=—¢ (2.86)
g=n TR '

é. Einheitsvektor in z-Richtung, er verteilt sich also, wie zu erwarten, gleich-
méBig iiber den Umfang des Zylinders.

Wir wollen jetzt versuchen, das Randwertproblem der Magnetostatik im
Prinzip zu l6sen, so wie es uns fiir die Elektrostatik bereits gelungen ist.
Wir betrachten einen zusammenhingenden Supraleiter, der das Gebiet V
ausfiillt. Der Rand 9V von V ist homéomorph zum Rand einer Kugel mit
n Henkeln, wobei n + 1 der Zusammenhangsgrad von 9V ist, n > 0. Wir
kénnen n orientierte Flachenstiicke .S; im Komplement von V' finden, die die
n Locher des Supraleiters schlieflen, so dass das Komplement V' von VU(J, S;
einfach zusammenhéngend ist. Weiter gibt es auf 9V n geschlossene Kurven
Vi, die jeweils eine der Fléachen S; einmal von unten nach oben schneiden,
[v: 0S5 = &5

Wir betrachten jetzt die Gréien

A / B di (2.87)
Vi



2.7 Supraleiter 47

(den Strom durch den von 4; begrenzten Querschnitt von V') und
o, = / B-d*% (2.88)
Si

(den magnetischen Fluss durch ;). Je nach experimenteller Anordnung kann
I; oder ®; vorgegeben werden.
Auf V' existiert jetzt ein magnetisches Potenial ¢, mit den Eigenschaften

1. 0,¢m = 0 auf 9V.

2. ot — o =1, aul S; (bei vorgegebenen Stromen) oder
o — ¢ = const auf S; und — [ dppndf = ®; (bei vorgegebenen
Fliissen).

3. ¢, und grad ¢, fallen im Unendlichen geniigend schnell ab.

Die Losung dieser Randwertprobleme ist eindeutig. Denn sei ¢ die Differenz
zweier Losungen. @ ist eine Losung der Laplacegleichung, die bei unendlich
verschwindet, deren Normalableitung auf 0V verschwindet und die auf 5; die
Bedingungen erfiillt

y+ =y (2.89)

(bei vorgegebenen Stréomen) oder
pt —p” = const / 0,0 =0 (2.90)
Si
(bei vorgegebenen magnetischen Fliissen). Es gilt

— = — ra 2 — L .
0= V/;m;z;_ /V/|g d | /avwnzb Ei:/gi(zb 7)Y (2.91)

und daher grad ¢ = 0.
Man kann jetzt (analog zu den Kapazitatskoeffizienten in der Elektrosta-
tik) die Induktivitatskoeffizienten definieren durch

b= Ll . (2.92)
J

Auch die Matrix der Induktivitdtskoeffizienten ist positiv definit und sym-
metrisch.

Wir wollen jetzt an einem Beispiel den von einem &ufleren Strom in einem
Supraleiter induzierten Oberflichenstrom diskutieren. Der Halbraum {z >
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0} sei von einem Supraleiter ausgefiillt. J sei eine stationire Stromverteilung
im Halbraum {z < 0}.

Wegen des Meifiner-Ochsenfeld-Effekts verschwindet das Magnetfeld B
fir > 0. Da die Normalkomponente —B, an der Oberfliche stetig ist,
gilt B, = 0 fiir « = 0. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt, wenn das
Vektorpotential A an der Oberfliche in x-Richtung zeigt.

In Analogie zur Methode der Spiegelladungen in der Elektrostatik ma-
chen wir den Ansatz, dass das von den Oberflichenstréomen erzeugte Vektor-
potential im linken Halbraum durch einen Spiegelstrom im rechten Halbraum
erzeugt werden kann. Sei S die Spiegelung an der Ebene x = 0. Dann setzen

L1 @) — S5(Sy

WIT

A erfiillt die Gleichungen AA = —7 und divA = 0 im Halbraum z; < 0.
Auf der Flache xq = 0 gilt wegen S# = &, dass SA=—Aist. A zeigt daher
in x-Richtung, und B, verschwindet. Das Magnetfeld an der Oberfliche ist
also wie gefordert tangential gerichtet. Man findet
B = o [ Ei0@-sismx T = - [ @7 li@ <o)
0 [Z—y]>  4x |7 — gl
(2.94)

wobei [@] die Projektion von @ auf die y-z-Ebene bezeichnet. Der induzierte

Oberflachenstrom ist

G = —& x B(#) = - / df’yfrl Wi @) + @G —§) . (2.95)

L 7—gP

Betrachten wir als Beispiel einen linienférmigen Strom I, der im Abstand
d von der Grenzfliche in die y-Richtung flieft. Dann flieft auch ¢ in die
y-Richtung. Man erhélt
= Id [~ 2 2 -2

92(%) = —5- ds(d”+ 6" +s%)72 (2.96)

wenn v d? + 62 der Abstand zwischen # und dem Stromfaden ist. Wir setzen
s = v d? 4 6%2u und finden

Id o 2

)=—————— [ du(l+u’)72 . 2.97

(i) = ~grgrge |+ ) (2.97)

Das Integral berechnen wir mit der Substitution v = tan . Dann ist du =

do ynd 14+ u? = . L Folglich erhalten wir

cos? o 0s2 o’

o0

[ME]

/ du(l + uz)_% = / dacosa =2 (2.98)

o0

M|
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und damit Id
i) = —————— 2.99
27 = =T ) (2.99)
Der insgesamt induzierte Strom ist
I d 1 (2
Ling = —1— do =—/— do = -1 2.1
d - /_Oo IR = /—g Q (2.100)

wobel wir 6 = dtan « substituiert haben. Man erkennt, dass der induzierte
Strom dem erzeugenden Strom entgegengesetzt gleich ist. Insbesondere stoft
ein Supraleiter also einen anderen Stromkreis ab.
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3 Maxwellgleichungen

3.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

1831 entdeckte Faraday das Induktionsgesetz: ein zeitlich verdnderliches ma-
gnetisches Feld erzeugt in einem geschlossenen Leiter einen Strom. Ursache
dieses Stroms ist ein elektrisches Feld. Ist v die Leiterschleife, so ergibt sich

quantitativ
— d —
/E-d:f;’: —k”—/B-d%z‘ : (3.1)
- dt Jg

wenn ~ die Flédche S im positiven Sine umrandet. Die im Induktionsgesetz
auftretende Konstante £” lasst sich durch die bereits bekannten Konstanten
ausdriicken. Dies kann man in der folgenden Weise einsehen.

Wir betrachten ein Magnetfeld, dessen Zeitabhangigkeit durch

—

B(Z,t) = Bo(7 + ¥t) (3.2)

gegeben ist, etwa indem sich die erzeugende Stromverteilung mit der kon-
stanten Geschwindigkeit —v bewegt. Dann gilt

< é-d%:/(ﬁ-wéo-d?f | (3.3)

Mit (7 V)By = (V- By)& — V x (¥ x By) und V- By = 0 folgt

4 é-d%:—/(ﬁxéo)-df : (3.4)
dt Js a5

7 x By ist aber gerade die Kraft, die auf eine Einheitsladung wirkt, die sich
im Magnetfeld By mit der Geschwindigkeit v bewegt. Nach den Gesetzen
der klassischen Mechanik bleibt die Kraft gleich, wenn man in ein anderes
Inertialsystem geht (Galilei-Invarianz). Im System, in dem die Ladung ruht
und das Magnetfeld sich mit der konstanten Geschwindigkeit —7 bewegt,
interpretieren wir die Kraft ¢ x By als elektrisches Feld £ und erhalten daher
einen Spezialfall des Induktionsgesetzes mit & = 1.

Wir werden spéter sehen, dass die Galilei-Invarianz in der Elektrody-
namik nicht gilt, so dass die obige Argumentation nicht ganz {iberzeugend
ist. Die Galilei-Invarianz gilt aber im Limes kleiner Geschwindigkeiten; dies
reicht aus, um die Konstante & zu fixieren.

Die differentielle Form des Induktionsgesetzes lautet

— a —
rot K + aB =0 . (3.5)
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Man kann diese Gleichungen in dhnlicher Weise wie die statischen Gleichun-
gen verstehen, indem man zu einer vierdimensionalen Beschreibung iibergeht,
in der die Zeit die vierte Dimension ist. Wir werden spéter darauf zuriick-
kommen.

3.2 Maxwellsche Erginzung

Aus dem Ampereschen Durchflutungsgesetz
rot B = j (3.6)

folgt divj = 0. Andererseits gilt wegen der Erhaltung der elektrischen La-
dung die Kontinuitétsgleichung
- 0
divyj+ —p=0 . 3.7
i+ 2, (3.7)
Das Amperesche Durchflutungsgestz kann also bei zeitlich veranderlicher La-
dungsdichte nicht mehr richtig sein. Nach dem Gauflschen Gesetz ist

p=divE | (3.8)
also gilt
div (7 4 %E) =0 . (3.9)

Maxwell veranderte daher das Amperesche Durchflutungsgesetz, indem er
auf der rechten Seite den sogenannten Verschiebungsstrom %E hinzufiigte
(Maxwellsche Ergéanzung). Damit erhéalt man

— a — —
rot B — aE =J . (3.10)

Um uns eine Vorstellung von der Gréflenordnung der Maxwellschen Er-
géanzung machen zu kénnen, betrachten wir die folgende Situation: ein homo-
genes elektrisches Feld im Innern eines Zylinders mit Radius r werde gleich-
méBig in der Zeit ¢ von 0 auf F gesteigert. Das dadurch am Rand des
Zylinders verursachte Magnetfeld hat die Starke

B=—F . (3.11)
2t

Auf eine Punktladung e, die sich mit der Geschwindgkeit v parallel zur Zy-

linderachse bewegt, wirkt daher die Lorentzkraft mit der Starke

r

evB = eEth : (3.12)
Solange v und - klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 sind, ist die-
se Kraft klein gegen die elektrische Kraft eF. Ein direkter Nachweis des
Verschiebungsstroms ist daher schwierig. Wir werden aber sehen, dass dieser
Zusatzterm verantwortlich fiir das Auftreten elektromagnetischer Wellen ist.
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3.3 Maxwellgleichungen; die Wellengleichung

Wir haben jetzt das folgende Gleichungssystem fiir die Elektrodynamik ge-
funden:

1.
— a—»
tE+—=B=0
LET G
2.
divB =0
3. B
divE =p
4.

— a — —
tB— —F =y
ro 5 J
Diese 4 Gleichungen nennt man die Maxwellgleichungen. Sie bilden die
Grundlage fiir die gesamte Elektrodynamik.
Einen ersten Eindruck iiber die Aussagekraft dieser Gleichungen gewinnt
man, indem man die erste Gleichung nach der Zeit differenziert,

0 = rot %E + g—;é : (3.13)
Einsetzen der vierten Gleichung ergibt
0 :rotrotg—l—a—zg—rotf : (3.14)
ot?

Mit A = grad div — rot rot und div B=0 folgt
0B = rot 7 (3.15)

mit dem d’Alembert-Operator O = % — A. Diese Gleichung ist die inhomo-
gene Wellengleichung. Eine entsprechende Rechnung fiihrt fiir das elektrische

Feld auf die inhomogene Wellengleichung

2

OF = ~(gradp + £7)

(3.16)
Die zugehérigen homogenen Gleichungen besitzen nichttriviale Lésungen, die
elektromagnetischen Wellen. Der Nachweis dieser Wellen durch Hertz lieferte
die entscheidende Bestatigung fiir die Maxwellgleichungen.
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3.4 Potentiale und Eichtransformationen

Die Maxwellgleichungen stellen ein System von 8 gekoppelten linearen par-
tiellen Differentialgleichungen dar. Um sie bei vorgegebenen Strom- und
Ladungsdichte zu 16sen, kann man folgendermaflen vorgehen. Zunéchst be-
trachtet man die beiden homogenen Gleichungen. Aus div B = 0 folgt die
Existenz eines Vektorpotentials A mit

rotA=5 . (3.17)

Setzt man diesen Ausdruck fiir B in das Induktionsgesetz ein, so erhilt man

muﬁ+%®:0. (3.18)

Also gibt es wie im statischen Fall ein skalares Potential ¢ mit

—grad ¢ = E+ atA

(3.19)
Sind ¢ und A beliebig vorgegeben, so 16sen E= —grad p— %[f und B = rot A
die homogenen Maxwellgleichungen. Die vierkomponentige Grofie (¢, %Y)
nennt man das elektromagnetische Potential.

Wir setzen die gefundenen Ausdriicke fiir das elektromagnetische Feld
(E ) B ) in die beiden inhomogenen Maxwellgleichungen ein und erhalten

0 -
—Ap — adivA =p , (3.20)

und mit rotrot = grad div — A

2
—AA+ %A + grad (div A + %cp) =7 . (3.21)
Die Wahl der Potentiale ist nicht eindeutig durch die elektromagnetischen
Felder bestimmt. Ersetzt man A durch A + grad A und ¢ durch ¢ — %A mit
einer skalaren Funktion A(¢,Z), so ergeben sich dieselben Felder. Transfor-
mationen dieser Art nennt man Eichtransformationen.
Man kann die Fichfreiheit dazu benutzen, die Gleichungen fiir die Poten-
tiale zu vereinfachen. Eine beliebte Fichung ist die Lorentzeichung

dw£+%¢:0. (3.22)

In diesem Fall erhdlt man 4 entkoppelte inhomogene Wellengleichungen,

—

OA = (3.23)
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und
Op=p . (3.24)

.

Man erreicht die Lorentzeichung in der folgenden Weise. Sei (p, A) ein belie-
big vorgegebenes elektromagnetisches Potential. Gesucht wird eine skalare
Funktion A, so dass

B o -

(A = (o= DA A+ grad ) (3.25)

die Lorentzeichung erfiillt. Dies bedeutet, dass A die inhomogene Wellenglei-
chung

DA:&VZ+%¢ (3.26)

erfiillen muss.
Eine weitere beliebte Eichung ist die bereits besprochene Coulombeichung
(auch Strahlungseichung genannt),

divA=0 . (3.27)

Das skalare Potential ¢ erfiillt dann wie im statischen Fall die Poissonglei-
chung. Fiir eine im endlichen konzentrierte Ladungsverteilung p ist die im
Unendlichen verschwindende Lésung

o1 _p(t, y
4LT) = — | Py

~—

(3.28)

Das Potential hangt also nur von der Ladungsverteilung zur selben Zeit ab.
Dies scheint im Widerspruch zu stehen zu der noch zu besprechenden Kau-
salitédtseigenschaft der Elektrodynamik, dass sich ndmlich Signale nur mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Die Auflésung des Widerspruchs
besteht darin, dass das Potential selbst keine beobachtbare Grofle ist. Wir
werden sehen, dass fiir die daraus abgeleiteten Felder die Kausalitatsbedin-
gung erfiillt ist.

Wir setzen jetzt die gefundene Losung fiir ¢ in die Gleichung fiir A ein
und erhalten mit 2p = —div 7, grad div = rot rot + A und A|917| = —4763(F)

0A = J,, (3.29)

wobei jt,,, der ,transversale® Anteil des Stroms, definiert ist durch

—

;i@ . (3.30)

|

q ]
Jir(t, @) = rot rot — /d3§
Am Jl
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jt,, hat wegen div ft,, = 0 nur 2 unabhéngige Komponenten, die den beiden
physikalischen Freiheitsgraden einer elektromagnetischen Welle mit vorgege-
benem Wellenzahlvektor entsprechen Im allgememen ist ]tr eine nichtlokale
Funktion von ] Im Fall le] = 0 stimmt j;,, mit 7 iiberein.

Eine weitere oft verwendete Eichung ist die temporale Eichung ¢ = 0.

3.5 Vierdimensionale Formulierung der
Maxwellgleichungen

Integriert man das Induktionsgesetz

4 d [ -
/E-df+—/B-d2§;’:0 (3.31)
as dt S

iiber die Zeit von t; nach t,, so erhélt man

t2
/‘ﬁ/diE+/BwﬁLQ—/B(ﬂmH:0. (3.32)
t1 as S

Die linke Seite ldsst sich als Integral des elektromagnetischen Feldes iiber die
geschlossene 2-dimensionale Flache

S = [t 1] x DS U {12} x SU{t,} x (—9) (3.33)

im R* = R x R? interpretieren, wobei der erste Faktor R die Zeit und der
zweite Faktor R® den Raum beschreibt (—S ist S mit umgekehrter Orientie-
rung). Ist allgemein eine 2-dimensionale Fliche K" im R* gegeben mit der
Parametrisierung «*(u,v), g = 0,1,2,3, (u,v) € [a,b] X [¢,d], so integriert
man einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe €, in der folgenden Weise
iiber K’

ox* dxv  Oz* Ox¥
STy R

w,v=0

(3.34)

Wir definieren daher den elektromagnetischen Feldstarketensor F),, durch

Foo=—Fo=E . i=123 (3.35)
Fig = — Z5ilel : (3.36)
I

Dann besagt das Induktionsgesetz

3
l F, dz"dz" =0 3.37
2 I3 Y
v

w,v=0
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wobei V' die 3-dimensionale Hyperflache [t1, 5] x S ist.

Ersetzen wir in dieser Gleichung die Hyperflache durch V = {t} x V,
mit einem Gebiet V5 C R? so ergibt sich das Gesetz iiber die Abwesenheit
magnetischer Ladungen. Ist V' = {J,;, ., {1t} x ¢ mit einer glatten Familie 2-
dimensionaler Flichen im R, deren Randpunkte sich langsam (im Vergleich
zur Lichtgeschwindigkeit) bewegen, so erhélt man das allgemeine Induktions-
gesetz (man beachte, dass das im Induktionsgesetz auftretende elektrische
Feld sich auf das Bezugssystem des Leiters bezieht).

Differentiell ergibt sich

or,, 0F,, 0F,,

=0 =0,...,3 . 3.38
dxr At + Oz y VP ’ ’ ( )

Diese Gleichungen fassen die beiden homogenen Maxwellgleichungen zusam-

men. Nach dem verallgemeinerten Satz von Stokes ist diese Gleichung dqui-
valent zum Verschwinden des Integrals des Feldstarketensors tiber den Rand
einer beliebigen 3-dimensionalen Hyperfliche im R

In dhnlicher Weise kann man auch die inhomogenen Maxwellgleichungen
behandeln. Dies fithrt auf den sogenannten dualen Feldstarketensor, bei
dem die Rollen von elektrischem und magnetischem Feld vertauscht sind.
Stattdessen driicken wir E und B in den inhomogenen Maxwellgleichungen
durch den Feldstéarketensor [, aus und erhalten

3
Z DiFoi = p (3.39)
=1

3

Y OFu—doFor= () . k=123 | (3.40)

i=1
mit 9, = a%,/,c = 0,...3. Offenbar sind die 3 letzten Gleichungen von
dhnlicher Struktur wie die erste, bis auf das Vorzeichen beim Term mit Index
0. Wir definieren einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe g, durch gopo =
1,9 =—-1,10=1,2,3 und g,, = 0, # v. Der inverse Tensor ist definiert

durch
N gug” =5 (3.41)

also ¢ =1, ¢ = —1,7 = 1,2,3 und ¢* = 0, # v. Wir fassen Ladungs-
dichte und Stromdichte zu einem Viererstrom zusammen, (5, 5!, 7%, 7°%) =
(ps7)-
Koordinaten) von solchen mit unterem Index (kovariant)(z.B. Ableitungen

Wir unterscheiden Gréflen mit oberem Index (kontravariant) (z.B.

nach den Koordinaten). Tauchen in einer Formel untere und obere Indi-
zes mit gleichem Namen auf, so soll tiber diese Indizes summiert werden.
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Der Tensor ¢,, (der metrische Tensor) und sein Inverses ermdglichen es,
Groflen mit oberem Index auf solche mit unterem Index abzubilden. So ist
Ju = Guwi’, also jo = p, j; = —j' und 9* := g"*9,. Mit diesen Notationen
schreiben sich die inhomogenen Maxwellgleichungen als

Oy =7, . (3.42)

Wir erkennen einen wichtigen Strukturunterschied zwischen den homo-
genen und den inhomogenen Maxwellgleichungen. Wahrend zur Formu-
lierung der homogenen Maxwellgleichungen kein Zusammenhang zwischen
Raum und Zeit benotigt wird, geht ein solcher tiber den metrischen Tensor
in die inhomogenen Maxwellgleichungen ein. Die Raumzeit wird dadurch zu
einem sogenannten pseudo-Riemannschen Raum, dem Minkowskiraum. Wir
werden im Kapitel iiber Relativitatstheorie darauf zuriickkommen.

3.6 Energie und Impuls des elektromagnetischen
Feldes

Wenn ein elektrisches Feld E in einem Leiter endlicher Leitfahigkeit einen
Strom j verursacht, so ist die pro Zeiteinheit im Gebiet V' erzeugte Joulesche
Wiérme

P= / PPEI(T,1)- E(Z 1) . (3.43)
Nach der 4. Maxwellschen Gleichung ist
J(Z,1) = rot B(Z,1) — =E(Z,1) , (3.44)
weiter gilt
div(Ex B)=rot E-B—FE-rot B, (3.45)
sowie nach der 1. Maxwellschen Gleichung

—

rot fi = —%B (3.46)

und damit y
P=—— d%maw—/,iff (3.47)
dt Jy v

(Poyntingscher Satz) mit der elektromagnetischen Energiedichte

1 — —
u=3 <|E|2 n |B|2> (3.48)
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und der elektromagnetischen Energiestromdichte

— —

S=ExB . (3.49)

Der Poyntingsche Satz driickt die Energieerhaltung des elektromagnetischen
Feldes aus. Um den Impuls des elektromagnetischen Feldes zu finden, be-
trachten wir die Kraft, die ein elektromagnetisches Feld auf eine Ladungs-
und Stromverteilung im Gebiet V' ausiibt. Es gilt

K:/fﬁ@) (3.50)
14

mit der Kraftdichte . . .
k=pE+j3xB. (3'51)

Die Kraftdichte kann zusammen mit der Leistungsdichte j E zu einer 4-
komponentigen Gréfe zusammengefasst werden,

k= F*", 9" . (3.52)

Mit
gt =0,F" (3.53)

folgt
k= F*,0,F" = 0,(F", F) — (0°F") F,, . (3.54)

Es gilt wegen der Antisymmetrie von F'*
1
(0°F") F,, = 5(8”F“”—|—8”F”“)FPU . (3.55)

Einsetzen der homogenen Maxwellgleichungen (3.38) ergibt

1 1
) (0" F"") F,, = 18“ (F"°F,,) . (3.56)
Damit erhalten wir
kY 4+0"T", =0 (3.57)
mit dem Energieimpulstensor
1
Tﬂy::pwppwy-ZAMUFWXFAp. (3.58)

Der Energieimpulstensor ist symmetrisch

T =T, (3.59)
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und spurfrei

T¢, =0 . (3.60)

Es gilt Too = u, T = (E X BE))Z,@ = 1,2,3. Die rdumlichen Komponenten
(g, v # 0) des Energieimpulstensors bilden den Maxwellschen Spannungsten-

sor,

. 1 — 1 =
') = BB — 55| B + BiB; — S64|BI (3.61)

Aus ihm lassen sich Kréfte und Drehmomente auf Ladungs- und Stromver-
teilungen berechnen. So wirkt auf ein Stiick S der Grenzfliche eines idealen
Supraleiters im statischen Fall die Kraft

L1
B=5 [aet—iapi (3.62)
2 /s

wenn o die Flachenladungsdichte, ¢ die Flachenstromdichte und 7 den nach
auflen gerichteten Normalenvektor auf S bezeichnet.
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4 Elektromagnetische Wellen

4.1 Die homogene Wellengleichung

Die Gleichung

82
o = A (4.1)

nennt man Wellengleichung. Spezielle Losungen dieser Gleichung sind die

Ou=0 , O=0d"9,=g"d,d, =

ebenen Wellen

u(t,@) = f(t — 7 - 7) (4.2)

mit einer glatten Funktion f und einem Einheitsvektor 7. Diese Losungen
sind zu einer festen Zeit ¢ auf den Ebenen senkrecht zu 7 konstant. Die
Ebenen mit konstantem wu bewegen sich mit der Geschwindigkeit 7. Ein
Spezialfall ebener Wellen sind die monochromatischen ebenen Wellen

-
-

u(t, 1—/3) — e—i(wt—k~x)

) (4.3)

mit dem Wellenzahlvektor & und der Frequenz w. Die Wellengleichung im-
pliziert die Dispersionsrelation |k|? = w?.

Ahnlich wie in der Mechanik wollen wir jetzt das Anfangswertproblem
untersuchen. Da die Wellengleichung eine Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in der Zeit ist, erwarten wir, dass die Losung bestimmt wird durch
Angabe von w und seiner Zeitableitung zur Zeit ¢ = 0. Man nennt uo(%) :=
u(0,%) und vo(¥) := %u((),:i") die Cauchydaten von u und fragt, fir wel-
che vorgegebenen Cauchydaten eine zugehérige Losung der Wellengleichung
existiert und eindeutig bestimmt ist (Cauchyproblem).

Betrachten wir zunéchst Lésungen der Form

u(t, @) = f(t)e'*e, (4.4)
f erfiillt dann die Differentialgleichung
f kP f =0 (4.5)
mit der allgemeinen Lésung
!
. 0 .
f(t) = f(0)cos |kt + f& ) sin |kt . (4.6)

||
Durch Superposition dieser Lésungen kénnen wir das Cauchyproblem auch
fiir Anfangsbedingungen der Form

u(0,7) = uo(T) = (27)°2 / Brag(F)e™ (4.7)
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9
ot

(Uberlagerung ebener monochromatischer Wellen) lésen. Es gilt

(0,7) = vo(T) = (2m) 7 / PEo (k)™ (4.8)

3 fd d - Dr ]:/j) — -
u(t,@) = (2m)"2 /d?’k (f[o(k) cos |k|t + UT% ) sin |k|t> er (4.9)

Seien nun ug, vy beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen. Mit den Fourier-

transformierten
o) = (2m)-2 / & Fug(F)e T (4.10)
50(E) — (2#)_%/d3§;’vo(f)6_ig'f , (4.11)
ergibt sich
- = 1 ]:’j)t (R
u(t, @) = (27)7 / PRy (uo(g) c0s|k|t—|—v0(y_’)sn|l]_€|,|| )ezk«x—y)
5| 9 Lo S o
= [ &G |7 DT = §uo(y) + DT, & — g)vo(y) (4.12)

D(t, %) = (27r)—3/d3k | ———e® (4.13)

= L7 - s+ 7). (4.14)

4|7

Bei den obigen Rechnungen wurde benutzt, dass die Fouriertransformier-
ten der Cauchydaten existieren und durch die inverse Fouriertransformation
auf die urspriinglichen Daten abgebildet werden. Dies ist sicherlich erfiillt
fiir Funktionen aus dem sogenannten Schwartzraum S(R?), dem Raum der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die zusammen mit ihren Ablei-
tungen schneller als jede Potenz bei unendlich abfallen. Der Schwartzraum
ist invariant unter der Fouriertransformation und eignet sich daher beson-
ders gut fiir diese Diskussion. Bei allgemeineren Cauchydaten ist es meist
zweckméafBig, sie als Distributionen iiber dem Testfunktionenraum S(R?) zu
betrachten (sogenannte temperierte Distributionen). Fiir jede integrable
Funktion ¢ gilt die Formel

/ Pk R (k) = / P°7 H(1)3(T) (4.15)
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¢ € S(R?). Fiir eine beliebige temperierte Distribution ¢ ist die Fouriertrans-
formierte durch (4.15) erklart.

Nennt man den Mittelwert einer Funktion A(Z) iiber eine Kugel vom
Radius » um den Punkt &

1

4y

(M, h)(7) = —— / WhE+F . f=r (4.16)

so lasst sich die Losung u durch die Anfangsbedingungen ug, vy in der folgen-
den Form ausdriicken :

0

u(t, @) = 5 (

tM|t|u0> (f) + <tM|t|U0> (f) . (4.17)

u(t, ) ist also unabhéngig von den Werten von ug und vy auflerhalb der
Oberflache der Kugel mit dem Radius |¢].

Wendet man die gefundenen Ausdriicke auf die Maxwellschen Gleichun-
gen mit p,f = 0 an, so folgt

oo 1o o = L L0 =
B = [ 7| 5007 - B9+ D7 - E0.D] . (a9

und entsprechend fiir B. Wegen der Maxwellgleichungen sind die Anfangs-
bedingungen nicht frei wéhlbar, sondern miissen die Maxwellgleichungen

divE =0 , divB=0 und rotE+ B=0 , rot B—E =0 (4.19)

zur Zeit t = 0 erfiillen. Geben wir E und B zur Zeit t =0 divergenzfrei vor,
so sind £ und B dadurch bereits festgelegt. Wir erhalten

E(t,f) 0 rot 3 L. E((Lg’)
(é(t,f)) B < —rot O )/d yD(t, 7 —y) (§(0,§)> : (4.20)

4.2 Die inhomogene Wellengleichung;
retardierte Potentiale

Die allgemeine Losung der inhomogenen Wellengleichung
Ou = w (421)

erhdlt man, indem man eine spezielle Losung aufsucht und dann die allge-
meine Losung der homogenen Wellengleichung dazu addiert. Wir suchen (fiir
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suppw kompakt) eine Losung, die zu sehr frithen Zeiten verschwindet. Eine
solche Losung ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben durch

t

u(t, @) = /dsus(t,:i") \ (4.22)

o0

wobei uy(t,¥) die Losung der homogenen Wellengleichung ist mit den An-
fangsbedingungen

us(s,7) =0, Owus(s,7) = w(s, @) . (4.23)

Tatséchlich gilt

¢
Owu(t, @) = ut(t,:i")—l—/ dsOwus(t, @) (4.24)
¢
Ofu(t, ) = atut(t,f)+/ dsd?u,(t, T) (4.25)
¢
= w(t,f)+/ dsAus(t, &) (4.26)
= w(t, 7))+ Au(t,¥) . (4.27)

Wir schreiben
u(t, @) = /ds/d?’y_’D,,et(t —5,@ — Y)w(s,y) (4.28)

mit der retardierten Greenschen Funktion

1
Dyet(t,%) = —o(t —|&]) . (4.29)
47| 7|
Es gilt
D,et(t,7) =0 (4.30)
fiir t # |Z| und
OD,(t, &) = 5(t)53(f) . (4.31)
Fine andere Greensche Funktion ist die avancierte Greensche Funktion
1
Do(t,7) = D,y (—1t, —7) = —=4(1 7] . 4.32
(1) = Dy —1,8) = bl 4170 (4.32)

Die Differenz der beiden ist die schon behandelte Funktion

D =Dy — Dav . (4.33)
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D ist eine Losung der homogenen Wellengleichung. Da eine Losung der
homogenen Wellengleichung durch ihre Anfangswerte zu einer beliebigen Zeit
festgelegt wird, ist D,.; die einzige Greensche Funktion, die aulerhalb des
Vorwértskegels

Ve ={(t D)[|7] <t} (4.34)

verschwindet.

Wir kénnen jetzt sofort die sogenannten retardierten Potentiale angeben.
Ist (p,f) eine Ladungs- und Stromverteilung, so gilt fiir die retardierten Po-
tentiale (in der Lorentzeichung)

Oret(1,7) = /dt’d3§Dret(t—t’,f—j)p(t’,g) (4.35)
1 1
= [T~ 1= el (436)
Am |7 — 7
1 [ .. 1 L
= o | Pz (= 17— 4ly) (4.37)
m |7 — 9l
und
- 1 1 -
Aper(t, %) = — | &y (=7 —9,9) - 4.38
i(t, %) 47T/ y|f_g|J( 17—y, 9) (4.38)

Als Beispiel betrachten wir einen zeitabhangigen, punktférmigen elektrischen
Dipol p(t) am Ort & = 0 (Hertzscher Dipol). Die zugehérige Ladungsdichte
ist

o(1,7) = —it) - grad 8%(7) (439)

der zugehérige Strom

-2

J(t,3) = p)s°(&) (4.40)

Damit erhédlt man fiir das retardierte Vektorpotential

Taltd) = - [im=it—li=i8m
= B ) = —ltea) (4.42)
B 4W|f|p PV g Pt '

mit der retardierten Zeit ¢,.; = ¢ — |Z], und fiir das zugehorige magnetische

Feld

Brat(t,7) = rot Au(t, ) (4.43)

1 /- noo- n
R RS RNV 4.44
An (p( 75) X 2 + p( 75) X T) ( )
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mit r = |Z| und 77 = g Der erste Term ist das sogenannte Nahfeld, das bei
kleinen Absténden {iberwiegt. Den zweiten Term nennt man das Fernfeld.
Dies ist das eigentliche Strahlungsfeld. Es ist proportional zu p'und fallt nur
wie % ab. Zur Bestimung des elektrischen Feldes berechnen wir zunéchst das
skalare Potential,

praltd) = = [ A= i) grad 85 (149
= i g div 7 (p4_<t |;_;, |f)y:| g|)> 8(if) (4.46)
- _%div Pt —|7) |;,||f|) (4.47)
= (P S )
L (ﬁ(tr:;) | Hlea) ) , (1.9
Das elektrische Feld ergibt sich dann zu
Eret(tv T) = —gradge — /Y;»et (4.50)
_ L (3%@-745) i, WD =f ol 1575)(4.51)

Wieder gibt es einen Anteil Epern, der nur wie % abféllt und daher bei grofien
Abstanden dominiert. Fiir den Poyntingvektor gilt (fiir grofie r)

o = - 1 . )
S = Bren X Brem = =155 <ﬁ— (7 ﬁ)ﬁ> x (Fxi)  (4.52)
1 e e
= —— (M= % = i+ (5 )%) (453)

1 ';’ - ';» —
T 16nn2 <(p i1)” |p|2> n (4.54)
1 42 .+ 2 o9 ﬁ n
- v V=" 4.55
Tomzz Pl sin i, cos E (4.55)

Zur Bestimmung der abgestrahlten Leistung berechnen wir den FEnergiefluss
durch eine Kugelschale um den Ursprung mit Radius r, im Grenzfall grofler
r, so dass nur der Beitrag der Fernfelder beriicksichtigt werden muss.

D2 el =12
P:/H_ S-d%:ﬂ/ dw(l—wz):% . (4.56)

8t J_4
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Wenn der Dipol mit der Frequenz w schwingt
p(t) = pocoswt (4.57)

dann ergibt sich
1
P(t) = 6—|ﬁ0|2w4 cos? wlper . (4.58)
s

4.3 Polarisation

Ebene monochromatische elektromagnetische Wellen haben die Form

s

E(t,7) = Re <Eexpi(E ST = wt)) , E(t,f) = Re <gexpi(E ST — wt))

(4.59)
mit w? = [k]* und €,b € C* . Wegen der Maxwellgleichungen gelten fiir €
und b die Bedingungen

k@ = k-b=0
kxé = wb , kxb=—wé (4.61)

und damit -5 = 0 . Die Vektoren E, B und k bilden also ein orthogonales,
positiv orientiertes Dreibein. Die Energiedichte ist

1, = J ~ 1 (T
u = 5|E|2 + §|B|2 = |E* = 5 <|5|2 + Re (€- E)e”(’“'w—wf)) . (4.62)
Die Energiestromdichte ist
— — — ]; — ];
S=ExB=—|E’=—=u . (4.63)
|| ||

Die zeitliche Abhangigkeit der Richtung des elektrischen Feldes wird durch
den komplexen Vektor € charakterisiert. Ist € ein Vielfaches eines reellen
Vektors, so zeigt E immer in dieselbe Richtung; die Welle heifit linear pola-
risiert. Sind Realteil und Imaginérteil von € senkrecht zueinander und von
gleichem Betrag, so beschreibt E(t,f) fiir festes ¥ einen Kreis mit Radius
%|é’| (zirkular polarisiert). Im allgemeinen Fall beschreibt E eine Ellipse.
Wir wahlen a € R, so dass

g e >0 . (4.64)

Dann hat €, = e™*¢ die Eigenschaft

Go G >0 . (4.65)
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Sel go = gl + Zgg 5 gl, gz € RS. Dann fOlgt gngQ. Es gllt

i(_‘i"—wt—l—a) (466)
E-:Z"—wt—l—oz)—é’ﬁin(%-f—u)i—l—@) ., (4.67)

E(t, Z) = Reépe

= & cos(

d.h. E beschreibt eine Ellipse in der Ebene senkrecht zu k mit den Halb-
achsen €; und é€;. Ist €, = 0, so ist E linear polarisiert. Ist |3 = |€;] , so
hat man zirkular polarisiertes Licht (linkszirkular fiir (€; x €3) - k> 0). Man
kann den Polarisationszustand einer Welle durch die sogenannte Polarisati-
onsmatrix charakterisieren. Sei k 0.B.d.A. ein Vektor in positiver z-Richtung.
Dann betrachtet man die Matrix

L eer esey
a €2 \ ever eyéy
mit € = (e, €,,0) .

Die Matrix p hat die Eigenschaften
Tep=1 , detp=0 , p=p~ | (4.68)

sie kann parametrisiert werden durch

L1+ G+
’0_2<§1—i§z 1—§3> ’ (4.69)

& e R, S & = 1. & = 0 bedeutet lineare Polarisation, & = +1
zirkulare Polarisation. Zur Bestimmung der Koeffizienten §; misst man die
mittleren relativen Intensitdten der linear und zirkular polarisierten Kom-
ponenten, etwa durch einen Linearpolarisator und ein A/4-Plattchen. Steht
der Linearpolarisator mit Winkel ¢ zur x-Achse, so hat das durchgelassene
elektrische Feld den Amplitudenvektor

mit dem Projektor auf die Richtung von ¢

B cos’¢  cosdsino
Fo = ( cos psing  sin® ¢ )

le”]

Die relative Intensitat 1(¢) = ergibt sich dann zu

I(¢) = TrpP, = %(1 + &3c082¢ + €1 8in20) . (4.70)
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Die zirkular polarisierten Komponenten kann man mit dem folgenden Verfah-
ren herausprojizieren: Ein A/4-Plattchen wird so in den Strahl gebracht, dass
die optische Weglange der y-Komponente des elektrischen Feldes sich gerade
um A/4 (mit der Wellenlédnge A\ = 2w/|z|) von derjenigen der z-Komponente
unterscheidet. Danach tritt der Strahl durch einen Linearpolarisator in Rich-
tung ¢ = 4 /4. Der jetzt linear polarisierte Strahl wird durch ein gegeniiber
dem ersten Plattchen um 7 /2 verdrehten A/4-Plattchen wieder zirkular po-
larisiert. Bis auf eine fiir die mittlere Intensitat irrelevante Phase ergibt sich
fiir den Amplitudenvektor des elektrischen Feldes hinter dem Projektor

&' = U PypysUe (4.71)

10
UZ(O @> ’

die die Wirkung des A/4-Plattchens beschreibt. Die relativen Intensitéten
der zirkular polarisierten Komponenten sind

mit der unitaren Matrix

1
Ie = Tepl" Panpall = 5(1 £ &) (4.72)

Ist eine Welle nicht strikt monochromatisch, so kann man sie ndherungs-
weise durch einen zeitabhangigen Vektor é€(t¢) beschreiben. Im Zeitmittel
erhdlt man eine Polarisationsmatrix

T .
R I OIEGIRE
Tovoo [T 1E(t)|2dt

(4.73)

p ist hermitesch mit Spur 1, aber i.a. ist detp # 0,

__ 1 1+& &Gtk
’0_2<§1—i§z 1—§3> (4.74)

mit Y &2 < 1. Eine solche gemischte Polarisationsmatrix lasst sich immer
als Mischung zweier reiner Polarisationsmatrizen ausdriicken. Diese Zerle-
gung ist jedoch nicht eindeutig.

Beispiel: Wir betrachten die Uberlagerung zweier monochromatischer ebener
Wellen mit derselben Ausbreitungsrichtung, deren Frequenz sich um § < w
unterscheidet. Das elektrische Feld an einem bestimmten Punkt kann dann
durch einen zeitabhéngigen Amplitudenvektor der Form €(t) = € + ]Fem be-
schrieben werden. In der zeitlich gemittelten Polarisationsmatrix verschwin-
den die gemischten Terme, und wir erhalten die konvexe Kombination

p=aps+Pps (4.75)
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€2 + | fI? €? + [

und den Polarisationsmatrizen pe, p ¢ der beiden monochromatischen Wellen.

4.4 Frequenzverhalten der Suszeptibilitiit;
Kramers-Kronig-Relationen

Die Polarisation P in einem Dielektrikum, die durch ein zeitabhéngiges Feld
E(t) erzeugt wird, kann fiir nicht zu grofie Feldstarken in der Form

P(t) = /dsf(t — s)E(s) (4.77)

angesetzt werden, wobei f(t) = 0 ist, wenn ¢ < 0 ist. (Eine eventuelle Orts-
abhangigkeit der Suszeptibilitat wird vernachlassigt.) Mit der Polarisation
verbunden ist der Polarisationsstrom

j=pP (4.78)

so dass die abgegebene Energiedichte

/dtj-ﬁ = /dt/dsf(t—s)ﬁ(s) - E(t) (4.79)

betragt. Aus Gesetzen der Thermodynamik folgt, dass die insgesamt abge-
gebene Energie positiv sein muss. Also erfiillt f die Positivitatsbedingung

/dt/dsg(t)f(t— s)g(s) >0 (4.80)

fiir alle Funktionen ¢g. Eine Funktion f mit dieser Eigenschaft heifit von
positivem Typ. Wir betrachten jetzt elektromagnetische Felder mit Frequenz

w#0,
(E,B)(t) = Re (L, B,)e™ ™" . (4.81)

Dann gilt fiir die Polarisation

P(t) = ReP, e~ (4.82)

E@i

P, = / dsf(t — s)e“ = E, = y(w) (4.83)
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und der frequenzabhingigen Suszeptibilitit x(w) = [dif(t)e™!. x(w) ist
komplexwertig. Als Fouriertransformierte einer reellen Funktion besitzt y

die Figenschaft

X(w) = x(-w) . (4.84)
Die Positivitatsbedingung an f bedeutet, dass wlm y(w) > 0 . Zwischen
Real- und Imaginérteil von x gibt es einen interessanten Zusammenhang,

namlich die Kramers-Kronig-Relationen. Diese folgen aus der Tatsache, dass
f(t) =0 ist fiir t < 0. Dann ist namlich die Funktion

X(w) = /dtemf(t) (4.85)

analytisch fiir Imw > 0. Wir wenden die Cauchysche Integralformel an

1 ) _X(w)
X(w) = 57 /CR dw W —w) (4.86)
wobei C'r den Weg bezeichnet, der auf der reellen Achse von —R bis R und
dann auf einem Halbkreis in der oberen Halbebene zuriick nach — R verlauft,
und w ein Punkt in dem von Cg umschlossenen Gebiet ist. Im Limes R — oc
geht das Integral iiber den Halbkreis gegen Null (wir nehmen an, dass f in
der Klasse der Schwartzfunktionen ist) und das Integral {iber die reelle Achse
existiert. Also gilt fiir ¢ > 0,w € R

X(w+ie) = L /_+OO dw'ﬂ ) (4.87)

. ; .
21y J_ W —w —e

Im Limes ¢ — 0 gilt

1

T — 1€

— P (é) +imd(x) (4.88)

mit dem Cauchyschen Hauptwert P (%),

/d:z;P <1> o) = tim [ a?) (4.89)

X e—0 |l’|>6 X

Also gilt

= [Car () (1.90)

Mit der Realitatsbedingung (4.84) folgen die Kramers-Kronig-Relationen

2 o) ! I /
Re y(w) = ;/ dw’P% , (4.91)
0

w2 — 2
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2

Imx(w):——/oood owRex( W)

2

(4.92)

T w — W

Der Realteil von y kann daher aus dem Absorptionsverhalten berechnet wer-
den. Wird z.B. nur bei der Frequenz wy absorbiert, wlm x(w) = Ké§(w — wy),
so gilt fiir w # wy
2K 1
R = —— . 4.93

ex(w) = — prp— (4.93)
(Man iiberzeuge sich davon, dass auch in diesem Fall der oben beschrie-
bene Grenzwert im komplexen Kurvenintegral durchgefithrt werden kann.)
Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die magnetische Suszeptibilitdt. Fiir Fre-
quenzen im optischen Bereich kann die magnetische Suszeptibilitat i.a. ver-

nachlédssigt werden.

4.5 Reflexion und Brechung

In einem Medium mit frequenzabhéngiger Dielektrizitatskonstanten e(w) =
I + x(w) und g = 1 nehmen die Maxwellgleichungen fiir Felder mit der
Zeitabhingigkeit ¢=*! die Form an (w # 0)

—

rotF = iwB , rot B= —we(w)FE . (4.94)

Die Gleichungen div E = 0 und div B = 0 sind eine Konsequenz. Losungen
findet man durch den Ansatz

8y

E = é’e”;' mit k-k = 5(@)@2 ) (4.95)

Hierbei sind
ekeC , k=0 . (4.96)

Wir betrachten jetzt eine ebene Grenzflache zwischen zwei Medien mit den
Dielektrizitatskonstanten ¢; und ;. Wir suchen Lésungen der Maxwellglei-
chungen mit den Grenzbedingungen, dass die Tangentialkomponenten von E
und B stetl_g sind. Wir geben w und die Tangentialkomponente ke; von k vor,
fey - 7 = = 0,k € R 77 Normalenvektor der Grenzflache (zeigt von 2 nach 1).
Dann gilt fir die Normalkomponente ki von k , kL = k-

k2 = cw? — k|? . (4.97)
Wir wollen annehmen, dass 1,25 € R. Dann gilt fiir den Einfallswinkel o,

P
ok e(w)w?

(4.98)
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d.h. fiir die beiden moglichen Richtungen in den Gebieten 1 bzw. 2 ist sin? a
gleich (Reflexionssatz), und fiir die Richtungen in verschiedene Gebiete gilt
das Brechungsgesetz

sin? oy _ew) n;

— , n=+e . (4.99)

sinfay  ei(w)  n?

In jedem der beiden Gebiete gibt es vier linear unabhédngige Losungen, ent-
sprechend den beiden Werten fiir k; und den beiden unabhéangigen Polari-
sationen. Wir betrachten den Fall, dass eine Welle aus dem Gebiet 1 auf die
Grenzflache trifft. Dann gibt es im Gebiet 2 nur die auslaufende Welle, die
u.U. auch exponentiell gedampft sein kann, k; > 0 oder Imk; > 0. Um
die Grenzbedingungen zu erfiillen, muss dann im Gebiet 1 auch das andere
Vorzeichen von k; auftreten, als reflektierte Welle.

Wie zerlegen unsere einlaufende Welle in den in der Einfallsebene (aufge-
spannt von Et und 7i) linear polarisierten Anteil (p-polarisiert) und den dazu
senkrecht polarisierten Anteil (s-polarisiert). Fiir den s-polarisierten Anteil

gilt (7-€=0)

€cin + €refl = €trans  (Stetigkeit von Et) (4.100)
ki ein (€oin — Eret) = kitransCirans  (Stetigkeit von B) (4.101)

und damit
(kJ_trans + kJ_ein) grefl - - (kJ_trans - kJ_ein) gein . (4102)

Mit klcip = nicosay  , kltrans = ng cos ay folgt
grefl = TJ_é)em . (4103)

mit dem Reflexionskoeflizienten

r o= 111 COS (vp — TN COS vy (4104)

N1 COS a1 + Ny COS

sin ap cos oy — sinag cosay  sin(ag — o)

sin g cos o + sinag cos gy sin(az + ay)
Fiir den p-polarisierten Anteil erhdlt man entsprechend
119 COS (¥1 — 1N COS vy
| = " (4.106)
9 COS a1 + Nq COS Q9
_ sinajcos oy —sinazcosay  tan(og — az) (4.107)

sinay cos ag + sinag cos ay  tan(ag + az)
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Ist a1 + g = 7, so steht der reflektierte Strahl senkrecht auf dem gebro-
chenen. In diesem Fall verschwindet r); der reflektierte Strahl ist daher

s-polarisiert. Der zugehorige Winkel oy heifit Brewsterwinkel ap,

tan ap = -2 . (4.108)
nq

[r > und |ry|* sind die reflektierten Intensititen im Zeitmittel, relativ zur
einfallenden Intensitét.
Ist ny < nq, so ist oy fiir oy > a, = arcsin -

k1 trans imagindr, und die Welle fallt im Medium 2 exponentiell ab. Es gilt

imagindr. Dann ist auch

lr > = |ry|> = 1 (Totalreflexion).

4.6 Beugung

Der Einfluss von Randbedingungen auf die Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen ist ziemlich kompliziert. Wir wollen dieses Problem an einem einfa-
chen Beispiel studieren.

Wir betrachten einen ideal leitenden Schirm, der die Halbebene

{(rcos ¢g, —rsingg, z)| r >0, z€ R} | (4.109)

0 < ¢p < 7 ausfiillt, und lassen eine in z-Richtung linear polarisierte elektro-
magnetische Welle der Frequenz w aus der Richtung der negativen z-Achse
auf den Schirm treffen. Nach der geometrischen Optik erwarten wir eine
durchlaufende Welle in z-Richtung fiir y > 0, * — oo und eine reflektierte
Welle, deren Richtung zur z-Achse den Winkel —2¢, hat.

Zu l6sen ist das folgende Randwertproblem fiir die z-Komponente des
elektrischen Feldes F, =: u, u = u(x,y),

o* o*

mit den Randbedingungen u(z,y) = 0 auf dem Schirm und u(x,y) — e** —
0, 2 =00, y>0,k=uw.

Wir fithren Polarkoordinaten in der zy-Ebene ein und machen den fol-
genden Ansatz (fiir —¢pg < ¢ < 27 — )

u(r, o) =v(r,¢) —v(r,—éd — 2¢¢) . (4.111)

Hierbei ist v eine Losung der Gleichung

(a,? + lar + %a;) v=—k% (4.112)
r r
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mit den Randbedingungen fiir r — oo v(r,¢) — e* ¢ 0 < ¢ < 27,
v(r,¢) — 0, =21 < ¢ < 0. Insbesondere hat v die Periode 47 in ¢.

Um v zu finden, fassen wir \/Fexpz% = £ + 1 als komplexe Koordinate
auf R? auf. v kann dann als Funktion von £ und 5 angesehen werden. v

erfiilllt die Gleichung
0? 0?
(— + e + (& + 772)4k2> v=0 (4.113)

mit der Randbedingung bei unendlich

F(Em) = emHET (€ )
f(&mn)

Fiir f erhalten wir die Gleichung

0? 0? . 0
(8—§z+6—772+4lk( 65 77a ))f— ) (4.115)

— 1
4.114
—- 0, n<0 ( )

Da die Randbedingung fiir f nicht von ¢ abhéngt, setzen wir f als Funktion
allein von 1 an. Dann erfiillt f die gewShnliche Differentialgleichung

" ik f =0 . (4.116)
Also ist In f’ = 2ikn* + const, und

7 2 V/2kn - 2
f(n) = Const/ dre*™™ = const’/ dse'” . (4.117)

— 00 o0

Die Randbedingung bei n — —oo ist dabei bereits erfiillt. Um die Randbe-
dingung bei n — 400 zu erfiillen, berechnen wir das (uneigentliche) Integral

/_Z dse™ = \/gu i) . (4.118)

1—3
\ 2T

und erhalten als Losung fiir v in den urspriinglichen Polarkoordinaten (r, ¢)

Wir setzen

F(t) = dse™ (4.119)
v(r, o) = eierOS(‘SF(\/%sin g) : (4.120)

Tragt man die Werte von F' in der komplexen Ebene auf, so erhédlt man die
sogenannte Cornusche Spirale.
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Wir wollen jetzt die Intensitét fiir grole Werte von r an der Schatten-
grenze ¢ = 0 untersuchen. Die an dem Schirm gespiegelte Welle trigt zum
asymptotischen Verhalten in diesem Bereich nichts bei, das Magnetfeld zeigt
dort in die negative y-Richtung und hat denselben Betrag wie das elektrische
Feld. Daher erhalten wir fiir die relative mittlere Intensitét

I(r,¢) = |F(V2kr sin §)|2 : (4.121)

Zur Auswertung dieser Formel berechnen wir F(¢) naherungsweise in den
Bereichen t -+ —o0, t & 0 und ¢ — oc.
Im Bereich ¢t ~ 0 entwickeln wir [ bis zur ersten Ordnung nach Taylor
und erhalten L1
—1
Flt)y~ -+
(0~ 3 V2T

Im Bereich ¢ — —oo fithren wir im Integral, das F' definiert, zunachst die
? = z durch und finden
1—e [~

F(l) = dea~2e® 4.123
() Nerd ( )

Wir integrieren dann den Faktor e partiell und bekommen

. (4.122)

Variablentransformation s

L+i .. 14 [~
F(t) = e —
®) 2/ 27|t N2 J

Das verbleibende Integral kann nach einer weiteren partiellen Integration

dex~7e™ (4.124)

durch const|t|™ abgeschitzt werden, so dass wir den Niaherungsausdruck
L4101
F(t)m ———¢"

®) 2/ 27 |t]

erhalten. Im Bereich ¢ — oo schlieBlich nutzen wir die Formeln F(t) =

F(oo) — F(—t) und F(oco) = 1 aus und finden

(4.125)

1"‘@ Z't2

F(t)~1-— e 4.126
(?) Nl (4.126)
Fiir die relativen Intensitdten ergibt sich
= , 10
i,
[ 1-2Z8) s (4.127)

L



77

5 Spezielle Relativititstheorie

5.1 Galilei- und Lorentztransformationen

Die Gesetze der klassischen Mechanik sind in allen Inertialsystemen gleich.
Dies zeigt sich in der Invarianz der Bewegungsgleichungen unter den soge-
nannten Galilei-Transformationen:

(t,7) = (I, @)= (t, 7+ 0t) . (5.1)

Die Maxwellgleichungen sind jedoch unter Galileitransformationen nicht in-
variant. Betrachten wir z.B. eine ebene Welle

u(t, @) = eFEet 2R (5.2)
Durch Galilei-Transformation erhalten wir

u(t', J—/;/) — ei(E~f—(w—k~U)t) 7 (53)

also eine Losung der Wellengleichung mit der gegen ¢ + 1 gednderten Ge-
schwindigkeit

|pm

T (5.4)

cp=1—

=

Sehr genaue Messungen zeigen aber, dass die Maxwellgleichungen auch in
gleichférmig bewegten Bezugssystemen giiltig sind. Man sucht deshalb nach
Transformationen, die (im (¢, #)-Raum) Geraden in Geraden iiberfiithren,

x—z . a2 =A 2" +a" (5.5)
mit A*, € R, und die Maxwellgleichungen invariant lassen. Setzen wir
ko =w kZ == —(]_C))Z 5 (56)

dann soll
S A _; Bt
e thyx e thy Aty x (57)

eine Losung der Wellengleichung sein, d.h.

kA ke, A g =0 (5.8)

o

fir k,k, g™ =0 <: w? — |E|2> Betrachten wir den transformierten Tensor

g = NN g (5.9)



78 5 SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Nach (5.8) soll fiir alle k € R? gelten

(kP + 2(R)lklg"™ + (R)i(R)jg 7 =0 (5.10)
Subtrahiert man von dieser Gleichung die entsprechende fiir —12, so erhalt
man ¢'% = 0, addiert man sie, so ergibt sich
gt ==g" . (5.11)
Es folgt

g =Ag" mit AeER
Transformationen = — 2’ = Az, (Az)* = A2 , mit A =1, d.h.
A# N, gP = g (5.12)

nennt man Lorentztransformationen. Offenbar gehen skalare Losungen der
Wellengleichung unter Lorentztransformationen wieder in Losungen iiber.

Fiir tensorielle Gréflen wie den Feldstarketensor F),, und den Strom j,
setzt man

Fp(x) = NN F,(Az) (5.13)
Julx) = ANuj,(Az) . (5.14)

Es folgt

0,F,, + 0.F,, +0,I,,
= A NP0 Fa N, + A N0, FL N+ A AP L0, FL N,
= AYNPLO Fa gAY, + AP N 00 Flay A+ A A% 05 F, 0 AP,
AauAﬁvAwp (awFaﬁ + aaFﬁw + aﬁFw) =0 ,
d.h. F’ 16st die erste Gruppe der Maxwellgleichungen, falls F' es tut und
HF, — g, = NN LGP0 F Ny — N,
= AN,g"0, e — N30
= AL, (0Foo —Js)
d.h. F' 5" 16st die 2. Gruppe der Maxwellgleichungen, wenn F, j es tut.
Betrachten wir nun die Menge der Lorenztransformationen etwas genauer.

Sie kann identifiziert werden mit der Menge L der 4 x 4-Matrixen A, die die
Bedingung

AgAT =g , g= (5.15)

e R
oo~ o
|
o= o o
—_ o oo
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erfiillen. L ist eine Gruppe. Typische Elemente von L sind die Rotationen:

10 0 0
0o - - -
A=, . R . ., RR' =1, (5.16)
0
sowie die Elemente
coshf3 sinhg 0 0
| sinh3 cosh3 0 0
A= 0 0 1 0 ) gelR . (5.17)
0 0 0 1

Die letzteren erfiillen die Bedingung (5.15) wegen cosh” 3 — sinh® 8 = 1 und
kénnen als Rotationen mit imaginarem Winkel aufgefasst werden.

7u ihrer Interpretation betrachten wir das Bild der Geraden z' = 0, 1 =
1,2,3 unter A

cosh gt
_ Smgm . teR . (5.18)

0

o O O =

Diese Gerade beschreibt also eine Bewegung mit der Geschwindigkeit v =

tanh 3¢;. Wegen cosh 3 = 1/4/1 — tanh® 3 gilt (mit v = tanh 3)

e e 00
v - 1 - 0 0
A=| Vi?m Vi (5.19)
0 0 10
0 0 0 1

Ein Punkt (¢,7) der Raumzeit transfomiert sich unter A in der folgenden

Weise

t ol 4ot
Way = (L T AV s (5.20)
V1—v2 1= 2

t+9-7F fH + 0t
= b 7x
VISR VT
mit Z = |0]7*(Z - ¥)0 und ¥, = ¥ — ). Gleichung (5.21) definiert fiir alle

Geschwindigkeiten ¥ mit |¢] < 1 eine Lorentztransformation A(¢). Sind die
Geschwindigkeiten || und |Z|/t klein gegen ¢ = 1, so erhélt man ungefahr

(5.21)
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die Galilei-Transformation (5.1). A(¢) kann daher als Verallgemeinerung der
Galilei-Transformation aufgefasst werden. Man bezeichnet die Lorentztrans-
formationen (5.21) als eigentliche Lorentztransformationen, Lorentzbeschleu-
nigungen oder Lorentz-Boosts.

Bemerkenswert ist, dass auch die Zeit transformiert wird. Dies bedeutet,
dass es keine absolute Zeit gibt. Die Gleichzeitigkeit zweier Ereignisse kann
wegen der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts nicht eindeutig
festgestellt werden.

Offenbar kann jede Gerade & = ¥t, |0] < 1 durch eine Lorentztransfor-
mation in die Gerade &' = 0 transformiert werden. Der Punkt (¢, vt) wird
dabei auf den Punkt (#',0) mit ¢’ = ty/1 — |0|? transformiert. Man nennt ¢’
die Figenzeit eines sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegenden Beobachters.

Betrachten wir einen Beobachter, der sich eine Zeit ¢ lang mit der Ge-
schwindigkeit & von 0 entfernt und dann mit der Geschwindigkeit —% zuriick-
kehrt. Wéhrend fiir den bei 0 ruhenden Beobachter die Zeit 2t vergangen
ist, ist fiir den bewegten Beobachter die Zeit 2¢' = 2¢y/1 — |U]? vergangen
(sogenanntes Zwillingsparadoxon).

~ Beschreibt man die Bahn eines Teilchens durch eine Bahnkurve #(¢) mit
|Z(t)| < 1, so definiert man

7= /mdt = /(gwaz;%”)m dt (5.22)

als die Eigenzeit des Teilchens. Die Bahnen mit konstanter Geschwindigkeit
sind die Bahnen léngster Eigenzeit zwischen 2 Punkten: Nach der Varia-
tionsrechnung erfiillt die Bahn léngster Eigenzeit die Gleichung

dtale 1= & dt\/i (5:23)

d.h. & = const.
Betrachten wir nun Bahnen #(¢) = ot mit |[¢] > 1. Dann gibt es eine
Lorentztransformation mit

1

d.h. vom System A aus gesehen ist die Geschwindigkeit oco. Auf so einer
Bahn macht es keinen Sinn, eine Zeitrichtung auszuzeichnen. Wir kénnen
auch Bezugssysteme finden, in denen die Bahn riickwérts in der Zeit lauft.
Durch Kombination solcher Bahnen kénnte man die eigene Vergangenheit
beeinflussen, was Probleme mit der Kausalitdt bringt. Man zieht daraus den
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Schluss, dass solche Bahnen nicht zur Signaliibertragung dienen kénnen.

Postulat: Die Lichtgeschwindigkeit ist die grofstmédgliche Geschwindigkeit
der Signaliibertragung.

Man erhélt das folgende Bild

7 dleunft (lichtartig)

(zeitartig)

o
zuxt =0

z,xt >0

2¥ >0

z,xt <0
Gegenwart
(raumartig)

2¥ <0

z,xt >0

(zeitartig)
Vergangenheit

Im Fall z,z* > 0 ist 7 = \/z,2" die Zeitdifferenz zwischen 0 und z
fiir einen Beobachter, fiir den sich 0 und  am gleichen Ort befinden (seine
Weltlinie ist tx, t € R).

Im Fall z,2* < 0 ist r = \/=z,2# der Abstand zwischen 0 und = fiir
einen Beobachter, fiir den 0 und x gleichzeitig stattfinden. Hierbei ist Gleich-
zeitigkeit nach der folgenden Uhrensynchronisationsvorschrift definiert:

Sei ty, t € R die Weltlinie eines gleichférmig bewegten Beobachters
(yuy* > 0, yo = 1). Der Raumpunkt @ = (2% &) wird als gleichzeitig an-
gesehen, wenn ein bei —y abgesandtes Lichtsignal bei x reflektiert und bei y
wieder eintrifft. « erfiillt also die Gleichungen

(" —y" Ny —yu) = 0 (5.25)
(2" + y" N @u + yu)

Il
ot
DO
jep)

~—
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Durch Subtraktion ergibt sich
'y, =0=2"—7 7 (5.27)

und durch Addition
'z, +y'y, =0 . (5.28)

Also transformiert die Lorentztransformation, die y auf (,/y,y*,0) transfor-
miert, x auf einen Punkt in der Zeit-0-Hyperebene, dessen Abstand vom
Ursprung r = +./y"y, = /—z"x, ist. Dies ist gerade die Hélfte der Figen-
zeit zwischen Absendung und Empfang des Signals.

Zum Abschluss betrachten wir noch das relativistische Additionstheorem
fiir Geschwindigkeiten. In einem System 1, das sich mit der Geschwindigkeit
Uy gegeniiber einem fest gewéhlten System 0 bewegt, misst man ein Teilchen
mit der Geschwindigkeit #;. Seine Bahnkurve ist also x(l)(t) = {(1,73) im
System 1. Im System 0 ergibt sich die Bahnkurve

t
Ot) = tAG)(1, 8) = e (141 8, 81 + By + B2av/T— [01]°)
T Ui )L, U2 = U1+ V2, U1 T Vg T V2L U1
V1—|oif?
(5.29)

Die Geschwindigkeit im System 0 betrédgt also

s U1 + Uy + V21 |01 ‘ (5.30)

1 4 9 - Uy

5.2 Relativistische Mechanik

Die Gesetze der Mechanik miissen so modifiziert werden, dass sie mit der
Forderung der Lorentzinvarianz vertréglich sind. Dabei soll der mit Hilfe des
Energieimpulstensors des elektromagnetischen Feldes formulierte Energie-
Impuls-Satz giiltig bleiben.

Der mit der Bewegung eines Teilchen der Ladung e auf der Bahn Z(¢)
verbundene Viererstrom j* = (p,f) ist

p(t,T) = e8(7—T(t)) (5.31)

Y

jt,1) = exd®(@—1T(1) . (5.32)

Die von einem elektromagnetischen Feld an das Teilchen abgegebene Leistung
und ausgeiibte Kraft ist (po = E,p; = —(p);)

dp dz” ; S
d—tu = eFW% . oa¥=t, a2t = (@), . (5.33)
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Parametrisieren wir die Bahn des Teilchens durch die Eigenzeit, so ergibt
sich die lorentzinvariante Gleichung

dpu da”

dr == GFMUW (534)

Es bleibt der Zusammenhang zwischen p, und der auf die Eigenzeit bezogene
Vierergeschwindigkeit u, = CSU—T“ zu finden. Es gilt

1 : 't

W= e ul = ————, i=1,2,3 . (5.35)
V2Rt V2Rt

Ist p, eine Funktion von u mit
pu(u) = A"upy(Au) , (Au)* = A" u? (5.36)

so ist p, invariant unter allen Drehungen im System, in dem v = (1,0,0,0)
ist. Daher ist p, = mg,,v” mit einer Konstanten m, d.h.

. max m
p'= —=oo und p’=

VAR bk VAR bk

Die relativistische Verallgemeinerung der Beziehung zwischen Impuls und
Geschwindigkeit ist also ‘
mx

=
V1l

Diese Beziehung ergibt sich auch, wenn man L = —m+/1 — |#|? als Lagran-

gefunktion des kréaftefreien Teilchens verwendet. Das Prinzip der kleinsten

(5.37)

Wirkung wird dann zum Prinzip der langsten Eigenzeit. Weiter findet man,
mit der iiblichen Formel fiir die Energie

E=p-i—L=p" . (5.38)

Die kinetische Energie ist

1

Vet

geht also fiir kleine Geschwindigkeiten in den nichtrelativistischen Ausdruck

Po—m=m

—1| = TP +odah) (5.39)

iber.
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Die Bewegungsgleichung lautet also

m—— = eF u” . (5.40)
Auf der rechten Seite kann man auch andere lorentzinvariante Krafte schrei-
ben,
du R
md—: =K, . (5.41)

4

Da aus u,u” =1 durch Differentiation u# -

u,, = 0 folgt, muss die lorentzko-
variante Kraft die Bedingung

utK, =0 (5.42)

erfiillen. Dies ist nichts anderes als die Bedingung, dass die Leistung gleich
Kraft mal Geschwindigkeit ist.

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines geladenen Teilchens in
einem konstanten elektrischen Feld in 1-Richtung. Wir erhalten die Bewe-

gungsgleichung
du®
e T (5.43)
dr m
du! € du’
= ° =0,:=23 . 5.44
dr mo 0 dr ! ’ ( )

Mit der Abkiirzung = FE = a schreibt sich die Losung als

uO(T) = uO(O) cosh(at) + ul(()) sinh(aT)
u'(r) = u°(0)sinh(ar)+u'(0)cosh(ar) (5.45)
u’(t) = const. , u’(r)= const. .

cosh(ar) — 1

2°(r) = 2°(0) +u°(0) - u'(0) - (5.46)
() = (04t T ) OD) yg)
22(r) = 2*(0) +u*(0)r (5.48)
(1) = 2°(0) +u?(0)7 (5.49)

Die Beschleunigung, vom mitbewegten Beobachter aus gesehen, ist konstant

(= a). Die Geschwindigkeit, vom Ruhsystem aus gesehen, ist v! = %:1;1 =
%Z—; = Z—; Fiir den Fall 2°(0) = 0 und »'(0) = 0, u°(0) = 1 ergibt sich

at

V1+a22

vl = tanh(at) =

(5.50)
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die Geschwindigkeit konvergiert also gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1.
Die Beschleunigung, vom Ruhsystem aus gesehen, ist

a'(t)

d at a

- dt T+ a2 - (1 —|—a2t2)3/2

(5.51)

5.3 Strahlung beschleunigter Ladungen

Sei Z(t) die Bahn eines Teilchens der Ladung e. Der zugehorige Viererstrom
ist

‘L — dZM(t) 37 = o 0 7 o
#d) = LW ) o =) = G0y 652)
At
- e/dr¥ 837 — 2(r))8(t — (7)) (5.53)
T
§4(e=z(7))
mit einer beliebigen Parametrisierung von z*(7) mit % > 0. Im folgenden
sei T die Eigenzeit. Fiir das retardierte Potential in der Lorentzeichung ergibt
sich
e §(® = 20%7) — |& = Z(7)]) d=*
Af(z) = — d — . 5.54
(z) A / ’ |20 — 29(7)| dr (5:54)
20(7)<a0

A#(x) hangt also nur von z und ;l—j an der Stelle 7,.; ab, wobei 7,.; durch die
Bedingungen

P(rrer) <2 2% = 2%1e) = 17— Z(Tret)] (5.55)

bestimmt ist. Wir wahlen ein Lorentzsystem, in dem ?(T,,et) = 0 gilt. Dann

folgt

AM( ) 65“0 e%(ﬂ’et) euM(Tret)
Xr) = = —
4(20 — 29(Tper)) 4%522—:(7',,6,5)(:1;1, — 2, (Tret))  ATUY (Trer) (T — 20(Trer))
(5.56)

Der letzte Ausdruck ist lorentzinvariant und gilt daher in allen Bezugssyste-

men. Die Potentiale A* nennt man die Liénard-Wiechertschen Potentiale.
A* hangt von x sowohl explizit und als auch implizit iiber 7,.; ab. Um die

Ableitungen von 7,.; nach * zu berechnen, differenzieren wir die Bedingung

(2" = 2*(Tret)) 7y — 2u(Trer)) = 0 (5.57)
nach z¥. Wir erhalten

0= (x, — 2,(Tret)) — (" — 2" (Tpet) ) U0y Trer (5.58)
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und damit
Oy Tret = %M = yﬁy ., wo U= (2" —z2"7a))u, . (5.59)
Weiter ist y
0 U =, + (EU> OuTret (5.60)
Also gilt mit y#* = a# — z#(7)
e du,,
aMAl, = 47TU2 [?(auTret)U— uyauU:|
e du,, d
= W |:<?U — UUEU> auTret — UUUM:|
B e du,, 1 o d 4 d
- AnU {dr vull Yl dTU—I_qu dTyM
e d uy,
_ & .61
AnU dr U (5.61)
und
_ € iuuyu — Ul _ € iéuyu — ZuYy (5 62)
M 4nU dr U Amiayedt  ZgyP ’ '

wobei ¢ eine beliebige Parametrisierung der Bahn des Teilchens ist. Unter
Beachtung von

d d
e H = — H —_— H t = — S H .
Dop = (e — o)) = (5.63)
berechnet man
Fu. = I (g [Zyyuzﬁyg — 2.5 s ¥ 2y — (v & w)] . (5.64)

Um zu expliziteren Ausdriicken zu gelangen, parametrisieren wir den Weg
durch die Zeitkoordinate ¢ fiir einen ruhenden Beobachter

((1)) = (&, (1)) (5.65)

und schreiben

(y*(1)) = R(L,7) . (5.66)
Dann folgt
B = (F" F? ) = o i T {—5(1 —i-Z) 4 (17— 2)(Z- i)
IETEJE o
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+ |=ax@ . (5.68)

B steht also immer senkrecht zu E. Ist Z = 0, so ergibt sich der einfachere

Ausdruck

o € o S o € 5
E = .z <—Z + (7 - Z)n> —I—Wn , (5.69)
Ax(AxZ)
B = " Zxn (5.70)
= g X :
Der Poyntingvektor ergibt sich in diesem Fall zu
. L o2 o2
§ = ExB= i x (Fx i)+ <(ﬁ Z)ﬁ—z?)x(z?xﬁ)
e Z—(n-2)n o
= ( 7 + |7 x Z|*n (5.71)

Die Integration iiber eine Kugeloberflaiche mit dem Radius R zur Zeit R
ergibt den Energiefluss

62

27r/d(cos19)sin219|?|2 = 6—|'5|2 : (5.72)
m

-1

d _62

Cdt T 16m2

dt

4/3

Dies nennt man die Larmorformel.

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass der Impulsfluss (wie aus Symme-
triegriinden zu erwarten) verschwindet. Weiter stimmt ¢ fiir 2 = 0 bis zur
zweiten Ordnung mit der Figenzeit 7 iiberein:

dt o S2y—1/2 d*t _ 55 512y —2
E_(1_|Z|) ) W—Z-Z(l—k) . (5.73)
Daher ist
d?zr dPt
dr?  di?
Also gilt
d e* dz, d*z, d*2° (5.74)

dr “:67? dr? dr?
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(kovariante Larmorformel). Da dieser Ausdruck lorentzinvariant ist, gilt er
auch fiir 2 # 0. Die Leistung ergibt sich dann zu

d d . e? d*z, d* =~
P = —— P/l =72 ) )
dt° dr° g 6m dr2 dr? (5-75)

Mit
dzm . A2t . - . .o\ —1/2
TooalLd) L S =0 EHLE = (1-12)
(5.76)
erhilt man
R (T E R ERE D
dt "’ 6T
62 . . .
o G (5.77)

(relativistische Larmorformel).

5.4 Strahlungsriickwirkung

Die Maxwellgleichungen stellen zusammen mit den Bewegungsgleichungen
der relativistischen Mechanik ein gekoppeltes System von Differentialglei-
chungen dar. Da jedoch die mit der Bewegung geladener Massenpunkte ver-
bundenen Stréme singular sind, ist das elektromagnetische Feld am Ort der
Teilchen nicht definiert. Im Fall der relativistischen Mechanik hatte man bei
singuldren Kraftfeldern die Selbstriickwirkung weggelassen. In der Elektro-
dynamik hat das Feld aber eine eigensténdige Bedeutung, die sich z.B. in der
Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen zeigt. Ein beschleunigtes Teilchen
strahlt Energie ab; diese muss in irgendeiner Form aufgebracht werden.

Die Schwierigkeiten liegen letztlich daran, dass die elektrostatische Ener-
gie des Feldes einer Punktladung oo ist. Da diese Energie zur Masse des Teil-
chens beitragt, die Gesamtmasse aber endlich ist, miisste man dem Teilchen
ohne Feld eine unendlich grofie negative Masse zuordnen. Die damit verbun-
denen Unbestimmtheiten verhindern eine konsistente Theorie der Wechsel-
wirkung zwischen elektromagnetischem Feld und geladenen Teilchen.

Verlasst man das Konzept des Punktteilchens, so muss man zunéchst
feststellen, dass starre Korper eine Idealisierung sind, die dem Postulat der
endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Wirkungen widerspricht. Man
muss daher zu einer echten Kontinuumsmechanik iibergehen, bei der auch
die geladene Materie durch Felder beschrieben wird. Will man dariiber hin-
aus die diskrete Struktur der Materie beriicksichtigen, so wird man auf die
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Quantenfeldtheorie gefithrt. Die dort auftretenden Divergenzen sind zwar
nicht so schlimm wie bei einem Punktteilchen in der klassischen Elektrody-
namik, jedoch ist die mathematisch saubere Konstruktion der Theorie noch
immer nicht gelungen.

Kehren wir zuriick zum Problem der Strahlungsriickwirkung. Sei z(7)
die mit der Eigenzeit T parametrisierte Bahnkurve des Teilchens. Nach der
kovarianten Larmorformel (5.74) erwarten wir im Mittel eine Kraft

2 2 2
e dz, d*z” d*z,

- 61 dr dr? dr?

K,

(5.78)

Diese verletzt allerdings die Bedingung (5.42) fiir eine relativistische Kraft
und kann daher nicht in die Bewegungsgleichung eingesetzt werden. Es gilt

alz“lT 2 d?22 d*z, e dz Pz, (5.79)
— N = — = - — .
dr " 61 dr? dr? 67 dr dr3
Daher erfullt , , , .
e’ [dz, d*2% d*“z d°z
K,=—|2£ < K .
o s [dr dr? dr? + d7'3] (5.80)

die Bedingung (5.42). Im zeitlichen Mittel ist K, = K, falls die Beschleuni-
gung nur in einem endlichen Zeitraum von Null verschieden ist. Die gesuchte
Bewegungsgleichung ist

d*z, dz" et (dz, d?2 d*z d®z

— F@ZTL _ —/J, x j23 ) 1

Marr T e dT+67T<dT dr? d72+d73> (5:81)

Hierbei ist F' jf,” das einlaufende elektromagnetische Feld
Fer(z) = Fu(2) = Fiel(z) . (5.82)

Der 2. Term soll die Wirkung des erzeugten Feldes auf das Teilchen beschrei-
ben.

Betrachten wir diese Gleichung zunéchst in der nichtrelativistischen Nahe-
rung |Z| < 1. Dann folgt

2

mZ=c(E+Zx B)+—2 . (5.83)

€
6m
Im Gegensatz zu der iiblichen Form der Newtonschen Bewegungsgleichung
hingt hier die Kraft von der zeitlichen Anderung der Beschleunigung ab. Dies
fiihrt zu der paradoxen Existenz von Losungen, bei denen sich das geladene
Teilchen selbst beschleunigt (“run-away-solutions”).
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Sei £ = B =0. Dann ist

62

Z(t)y=€eTZ0) , T =

~ 6mm

(5.84)

eine Losung der Gleichung. Fine entsprechende Losung besitzt auch die
relativistische Gleichung:

() = (Cosh(TaeT/T), sinh(T'ae™'T), 0, 0) 2(0) , a € R beliebig
(5.85)
Es ist bis heute nicht gut verstanden, wie die physikalisch sinnvollen Lésungen
des gekoppelten Teilchen-Feld-Systems von den inakzeptablen Lésungen ge-
trennt werden konnen.Eine Diskussion findet man z.B. im Jackson und im

Band 2 des Lehrbuchs der Mathematischen Physik von Thirring.



