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Kapitel 1Vorbemerkungen
1.1 VoraussetzungenVorausgesetzt werden Kenntnisse der Elektrodynamik wie sie im Grundkurs "Phy-sik" vermittelt werden sowie Kenntnisse aus der Mathematik von Funktionen meh-rerer reeller Ver�anderlicher (s. hierzu die am Anfang des Mechanikskriptums ange-gebenen mathematischen Lehrb�ucher von Gro�mann sowie von Grauert et al. samtdem zugeh�origen Band III von Grauert und Lieb, der die Mathematik zur Elektro-dynamik enth�alt.)W�ahrend man es in der Mechanik mathematisch vor allem mit gew�ohnlichen Dif-ferentialgleichungen zu tun hat, werden in der Elektrodynamik die physikalischenSysteme mit Hilfe von partiellen Di�erentialgleichungen beschrieben. Die sy-stematische Kenntnis der Theorie solcher Gleichungen wird nicht vorausgesetzt son-dern die erforderliche Mathematik im Laufe der Vorlesung bereitgestellt.Gute Lehrb�ucher zu den in der Physik, insbesondere der Elektrodynamik, vorkom-menden partiellen Di�erentialgleichungen sind die folgenden:� R. Courant u. D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Pysik I , 3. Au
.und II, 2. Au
. (Heidelberger Taschenb�ucher Bde. 30 u. 31), Springer-Verlag,Heidelberg etc. 1968;� E. Kamke, Di�erentialgleichungen II, Partielle Di�erentialgleichungen, Akad.Verlagsgesellschaft, Leipzig 1965;� A. N. Tychono� u. A.A. Samarski, Di�erentialgleichungen der Mathemati-schen Physik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1959;� G. Hellwig, Partial Di�erential Equations, 2.Au
., Teubner, Stuttgart 1977.1.2 Literatur zur Vorlesung1. J. Honerkamp u. H. R�omer, Grundlagen der klassischen Theoret. Physik, 3.Au
., Springer-Verlag 1993; 1



2 KAPITEL 1. VORBEMERKUNGEN2. R. Becker u. F. Sauter, Theorie der Elektrizit�at, Band 1, 21. Au
., Teubner-Verlag 1973;3. W. Panofsky u. M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, 2nd Edition,Addison-Wesley 1972;4. The Feynman Lectures on Physics, Vol. II, Addison-Wesley 1972;Zweisprachige Ausgabe (Englisch und Deutsch) beim Verlag Oldenbourg, M�unchen;5. J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd Ed., John Wiley and Sons, Inc.,N.Y. 1998; Deutsche �Ubersetzung der 2. Au
.: de Gruyter, 1983.



Kapitel 2Elektrische Ladungen
2.1 Grundph�anomene der ElektrodynamikIn der Elektrodynamik hat man es mit elektrischen Ladungen, statischen undbewegten (Str�ome), einerseits sowie elektrischen, bzw. magnetischen Feldernandererseits zu tun; eines ist vom anderen nicht trennbar: Jede Ladung ist Quellevon Feldern und Felder sind nur durch ihre Wirkung auf Ladungen nachweisbar!Ladungen sind immer an Materie mit nichtverschwindender Ruhemassegebunden, z.B. Elektronen, Protonen etc., Felder k�onnen sich in Form vonLicht durch den leeren, d.h. materiefreien Raum bewegen und Energieund Impuls transportieren.Eine umfassende und vollst�andigeTheorie, die alle elektromagetischen Ph�anomene,vor allem auch die atomaren, befriedigend erkl�art - z.B. auch die universelle "Quan-tisierung" der elektrischen Ladung - gibt es bisher nicht, jedoch beschreibt die Max-wellsche Theorie ausgezeichnet die makroskopischen elektromagnetischen Erschei-nungen.Im atomaren Bereich m�ussen i.a. Quantene�ekte ber�ucksichtigt werden (bei Abst�andenvon ca. 10�10 m und weniger).Die elektrische Ladung hat eine atomistische Struktur: es gibt eine kleinstenichtverschwindende elektrische Ladungseinheit e0 > 0 und alle in der Naturvorkommenden Ladungen sind positive oder negative ganzzahlige Viel-fache Ze0 dieser Elementarladung e0.Tr�ager von +e0: Proton, Positron, Deuteron etc.,Tr�ager von �e0: Elektron, Antiproton etc.Wahl der Vorzeichen ist historisch bedingte Konvention!Das Elektron ist das leichteste bekannte Teilchen (me = 9; 1093897(54) �10�31kg), das die Ladungseinheit �e0 tr�agt. (Die in Klammern stehende 54bedeutet den Fehler von einer Standardabweichung bezogen auf die beiden letztenZi�ern - hier 97 - der vorausgehenden Zahl!)Leichtestes Teilchen mit Ladung +e0 ist das Positron, das sich vom Elektron nurdurch das Vorzeichen der elektr. Ladung unterscheidet (sog. "Antiteilchen" vomElektron; in unserer Umgebung des Kosmos �uberwiegen bei weitem die Elektro-nen). 3



4 KAPITEL 2. ELEKTRISCHE LADUNGENDer tiefere Grund f�ur die atomistische Struktur der Ladungen ist bisher nicht be-kannt! Insbesondere wei� man nicht, warum physikalisch so unterschiedliche Teil-chen wie Positron und Proton die genau gleiche elektrische Ladung haben!Elektrische Ladungen haben folgende (u.a.) voneinander unabh�angige wichtige Ei-genschaften:F�ur die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems gilt ein Erhaltungs-satz und: r�aumlich getrennte Ladungen �uben Kr�afte aufeinander aus:2.2 Elektrische Ladung als Erhaltungsgr�o�e2.2.1 Mikroskopische FormulierungIn einem isolierten System (z.B. einem St�uck Materie) be�nden sich zu einem be-stimmten Zeitpunkt t = t0 N+ positive und N� negative Elementarladungen, d.h.die Gesamtladung des Systems zum Zeitpunkt t0 ist:Q(t0) = N+(t0)e0 �N�(t0)e0 = (N+(t0)�N�(t0))e0Dann gilt folgender Erhaltungssatz:Die Gr�o�e Q(t0) bzw. (N+�N�) ist f�ur ein isoliertes System zeitlich kon-stant, d.h. jede �Anderung von N+ wird durch eine entsprechende �Anderung vonN� kompensiert!Beispiele: Falls ein Elektron (N� = 1) in ein Proton (N+ = 1) "f�allt", soentstehen ein Neutron (N+ = N� = 0) und ein Neutrino (N+ = N� = 0); oder:Falls Elektron und Positron "zusammenfallen", so "zerstrahlen" sie in Licht (N+ =N� = 0).Der Satz von der Erhaltung der Gesamtladung eines isolierten Systems ist einErfahrungssatz. Da das Elektron (bzw. das Positron) das leichteste aller gela-denen Teilchen ist, so h�angt der Erhaltungssatz an der Stabilit�at des iso-lierten Elektrons (bzw. Positrons). Messungen (Untersuchungen des durch La-dungserhaltung "verbotenen" Zerfalls Elektron! Neutrino + Photon oder: Zerfalle� ! 2�e + ��e) haben ergeben: f�ur die Lebensdauer �e des Elektrons gilt�e � 1022 Jahre!! (Alter des Kosmos: 1010 Jahre!)Merke: Satz von der Ladungserhaltung ist unabh�angig davon, ob man e0 "mes-sen" kann (dies geschieht erst durch das Coulombsche Gesetz), man mu� nur dieAnzahl der positiven und negativen Elementarladungen abz�ahlen.2.2.2 Makroskopische Formulierung des Satzes von derErhaltung der Gesamtladung eines abgeschlossenenSystemsNotation: O : fester Punkt im Raum, P : beliebiger Punkt. �!OP= ~x : "Ortsvektor"von P ;B(O; ~e1; ~e2; ~e3): orthogonale Basis in O. ~x = x1 ~e1 + x2 ~e2 + x3 ~e3; xi 2 R; i = 1; 2; 3:



2.2. ELEKTRISCHE LADUNG ALS ERHALTUNGSGR�O�E 5k �!OP k � k~xk � r : "L�ange" von ~x, gemessen in Metern [m]. xi: KartesischeKoordinaten.k~xk2 = x21k~e1k2 + x22k~e2k2 + x23k~e3k2; k~eik = 1[m]; i = 1; 2; 3;so da� k~xk = +(x21 + x22 + x23) 12 ; ~x � ~y = x1y1 + x2y2 + x3y3 :Bei festen ~ei : ~x $ (x1; x2; x3) 2 R3. Ortsvektoren bilden 3-dim. Vektorraum (s.Mechanik-Skriptum).Zeitkoordinate: t, gemessen in Sekunden [s].Makroskopische Gr�o�enordnung von N+; N�: ca. 1024. Abstand der Atome: ca.10�10 m.Dies legtmakroskopisch folgendeApproximation (mathem. Idealisierung!) nahe:Ladungen sind kontinuierlich verteilt.Mathem. Pr�azisierung: Sei �V das Volumen einer Umgebung des Punktes P ,in der sich die Ladung q(�V ) zum Zeitpunkt t be�ndet; dann de�niert man alsLadungsdichte: �(~x; t) = lim�V!0 q(�V )�V :(Mathem.: �(~x; t) ist eine reellwertige Funktion von ~x und t.) Ist G ein beschr�anktesr�aumliches Gebiet, dann ist Qt(G) = ZG d3x�(~x; t)die zur Zeit t in G enthaltene Ladung.Es sei ~v(~x; t) die Geschwindigkeit der Ladungstr�ager am Orte ~x zum Zeitpunkt t.Def.: ~j(~x; t) = �(~x; t)~v(~x; t) : Stromdichte :Einfache Anwendung:� und ~v seien von ~x unabh�angig und ~f = ~a�~b die orientierte Fl�ache des von ~a und~b aufgespannten Parallelogramms, wobei k~fk = k~akk~bk sin 6 (~a;~b)
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6 KAPITEL 2. ELEKTRISCHE LADUNGENDann ist ~j � ~f = k~jk k~fk cos( 6 ~j; ~f) = I(~f ; t)der zur Zeit t durch die Fl�ache ~f hindurchtretende "Strom
u�".Anm.: Mathematiker nennen ~j(~x; t) eine vektorwertige Funktion von ~x und t,w�ahrend Physiker ~j(~x; t) als "Vektorfeld" bezeichnen.Sei G ein (zeitlich unver�anderliches) r�aumliches Gebiet. Dann kann sich wegender Ladungserhaltung die in G vorhandene Gesamtladung RG d3x�(~x; t) nur dadurch�andern, da� Ladungen durch die Ober
�ache @G von G herein- oder heraus
ie�en.Mathematische Formulierung mit Hilfe des "Ober
�achen"-Integrals: Annahme: @Gsetze sich aus endlich vielen "glatten" orientierten Fl�achenst�ucken zusammen.De�ntion eines glatten orientierten Fl�achenst�uckes F ": Sei S" ein einfach zusam-menh�angendes Gebiet im R2 und F " � R� 3 ein ein-eindeutiges Bild von S":
v 6
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Dabei gilt ~x = ~x (u; v) f�ur ~x 2 F ", wobei die xi(u; v); i = 1; 2; 3; 1-mal stetigdi�erenzierbare Funktionen von u und v seien.Die Tangentialvektoren ~tu bzw. ~tv an die Kurven u = const: bzw. v = const:durch ~x(u; v) 2 F " sind durch~tu(~x) = @@u~x(u; v); ~tv(~x) = @@v~x(u; v)gegeben und sind wegen der vorausgesetzten Eineindeutigkeit der Abb. immer linearunabh�angig!S" sei so orientiert, da� seine Normale durch ~eu� ~ev gegeben ist und die Randkurvevon S" sei so orientiert, da� beim positiven Durchlauf von Rd S" das Gebiet S"immer links liegt.Die Normale von F " im Punkte ~x(u; v) ist ein positives Vielfaches von ~tu � ~tv,d.h. die Orientierung von S" "induziert" eine Orientierung von F " !Ist �u�v die Fl�ache eines "kleinen" Rechteckes in der Umgebung von (u,v)in S", so entspricht ihm approximativ das orientierte Fl�achenelement �~f(~x) �(~tu � ~tv)�u�v in der Umgebung von ~x(u; v) 2 F ".Konsequenzen:



2.2. ELEKTRISCHE LADUNG ALS ERHALTUNGSGR�O�E 71. Der Fl�acheninhalt von F " ist gegeben durchZF " k ~dfk � ZS" k~tu � ~tvk du dv = ZS"[~tu 2~tv 2 � (~tu � ~tv)2] 12 du dv :2. Sei j(~x; t) die Stromdichte in ~x(u; v) 2 F " zur Zeit t, dann 
ie�t der Strom�I � ~j(~x; t) ��~f [~x(u; v)] durch �~f in Richtung ~tu� ~tv, d.h. durch F " 
ie�tzur Zeit t der StromIt(F ") = ZF " ~j(~x; t) � d~f = ZS" ~j[~x(u; v); t] � (~tu � ~tv)du dvDie Ober
�ache @G eines beschr�ankten r�aumlichen Gebietes G l�a�t sich aus mehrerenglatten Fl�achenst�ucken F "i ; i = 1; 2; : : :zusammensetzen. Ihre Orientierungen seienso gew�ahlt, da� die Fl�achennormalen ~tui� ~tvi in ~x(ui; vi) immer "nach au�en" weisen.Dann bedeutet ~j � ( ~tui � ~tvi) > 0: Positive Ladung 
ie�t nach au�en, bzw. negativeLadung nach innen.Der Satz von der Ladungserhaltung kann nun so formuliert werden:� @@t ZG �(~x; t)d3x = Z@G~j(~x; t) � ~df:Es sei @t�(~x; t); @t � @=@t; in einer Umgebung �G mit Volumen �V (~x) stetig, danngilt (Mittelwertsatz) �@t�(~x; t)�V (~x) � Z@�G~j(~x; t) � ~df;bzw. �@t�(~x; t) = lim�V (~x)!0 1�V Z@�G~j(~x; t) � ~df � div~j(~x; t)Dies ist die "lokale" Form des Satzes von der Ladungserhaltung.Berechnung von div~j ("Divergenz" des Vektorfeldes ~j(t; ~x)) f�ur kartesische Koor-dinaten, bei denen �G die Form eines Quaders mit den Seitenl�angen �xi; i = 1; 2; 3;hat:
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8 KAPITEL 2. ELEKTRISCHE LADUNGENZ@�G~j � ~df � j1(x1 +�x1; : : :)�x2�x3+ j2(: : : ; x2 +�x2; : : :)�x1�x3+ j3(: : : ; x3 +�x3)�x1�x2� j1(~x)�x2�x3 � j2(~x)�x1�x3 � j3(~x)�x1�x2 : : :d.h. div~j(~x; t) = @1j1(~x; t) + @2j2(~x; t) + @3j3(~x; t); @i � @@xiDie "feldtheoretische" ("lokale") Formulierung@t�(~x; t) + div~j(~x; t) = 0von der Erhaltung der Ladung bezeichnet man auch als "Kontinuit�atsgleichung".Sei G ein Gebiet � R3 mit einem Rand @G, der aus endlich vielen glattenFl�achenst�ucken besteht. Dann ergibt sich aus den obigen Gleichungen:Z@G ~df �~j = ZG div~j d3xDies ist Spezialfall des Gau�schen Satzes f�ur vektorwertige Funktionen:Ist ~A(~x) ein in G stetig di�erenzierbares Vektorfeld, so giltZ@G=Pni=1 F "i ~A(~x) � ~df � nXi=1 ZS"i ~A[~x(ui; vi)] � (~tui � ~tvi)dui dvi = ZG div ~A(~x)d3x;wobei F "i stetig di�erenzierbares Bild von S"i = (ui; vi) � R2 mit ~tui � ~tvi 6= 0.Das Ober
�achenintegral ist von der speziellen Form der Parametrisierung ~x(ui; vi)unabh�angig (s. �Ubungen).2.3 Kr�afte zwischen LadungenLadungen lassen sich nicht nur abz�ahlen (als Vielfache der Ladung vom Elektron),sondern auch messen (bez�uglich bestimmter Einheiten), da r�aumlich getrennte La-dungen Kr�afte aufeinander aus�uben:Zun�achst sei ~j(~x; t) = 0 f�ur alle ~x und t. Dann folgt aus der Kontinuit�atsglei-chung @t�(~x; t) = 0, d. h. �(~x; t) ist zeitlich konstant: Elektrostatik.Seien q1 und q2 die Ladungen in "kleinen" Umgebungen �Gi von den PunktenPi mit Ortsvektoren ~xi; d.h. f�ur den Durchmesser di von �Gi gilt di � k~x1�~x2k; i =1; 2: Im Limes di ! 0 spricht man von "Punktladungen" in ~xi. Ferner sei �(~x) � 0f�ur ~x 62 �Gi.Dann �ubt die "statische" Ladung q2 auf q1 die Kraft (CoulombschesGesetz) ~K12 = q1q24�"0 ~x1 � ~x2k ~x1 � ~x2k3



2.3. KR�AFTE ZWISCHEN LADUNGEN 9aus . Die Konstante "0 h�angt von der Wahl der Einheiten ab: man kann (wieGau�) "0 = 1=4� setzen und dann die Ladung in Einheiten (dyn cm2) 12 = cm 32 s�1g 12messen. Man erh�alt dann f�ur die Elementarladung:e0 = 4:80 : : : 10�10 cm 32 s�1g 12Die Techniker und Experimentalphysiker benutzen jedoch i.a. andere Einheiten:Grundeinheit (au�er m, s und kg): Stromst�arke (Ladungen pro Sekunde),gemessen in Ampere [A]. Die Einheit der Ladung ist jetzt: Ampere � Sekunde ="Coulomb". Jetzt mu� man "0 experimentell bestimmen. Messungen ergeben:"0 = 8; 854187817 � 10�12Asm�1 V �1; V = V olt = kgm2 s�3A�1F�ur die Elementarladung e0 erh�alt man nun:e0 = 1; 60217733(49) � 10�19As2.3.1 Eigenschaften der Coulomb-Kr�afte1. ~K12 = � ~K21 ("actio = reactio")2. Gleichartige Ladungen, q1q2 > 0, sto�en sich ab, ungleichartige, q1q2 < 0,ziehen sich gegenseitig an.3. Zur experimentellen Genauigkeit: Untersucht wurden die Abweichungenvom Coulombschen Gesetz f�ur r = k ~x1 � ~x2k ! 1 und f�ur r! 0.Gro�e Abst�ande: Hier parametrisiert man m�ogliche Abweichungen vom Cou-lomb-Gesetz in der Form k ~K12k = const: 1r2 e�� r:Man kann zeigen, da� der Parameter � physikalisch als inverse Compton-Wellenl�ange des Photons interpretiert werden kann:� = 1�c(
) = m
 c�h ;wobei m
 die Ruhemasse des Photons ist. Aus verschiedenen Messungen er-geben sich die folgenden oberen Schranken f�ur m
 :Messungen am Kugelkondensator (1971): m
 � 1; 6 � 10�47g.Messungen des magnetischen Dipolfeldes vom Jupiter mittels Raumsonden(1975): m
 � 8 � 10�49g.Rechnungen zur Stabilit�at von Galaxien in Zusammenhang mit den dort vor-handenen magnetischen Feldern: m
 � 10�59g.Kleine atomare Abst�ande ( r � 10�10 cm): Hier bekommt man Modi�katio-nen der 1=r-Singularit�at des Coulomb-Gesetzes durch relativistische Quan-tene�ekte, die z.B. zu einer zus�atzlichen Aufspaltung von Wassersto�inienf�uhren.



10 KAPITEL 2. ELEKTRISCHE LADUNGEN4. Superposition von Kr�aften: Sind qi statische "Punktladungen" an den Raum-punkten ~xi; i = 1; : : : ; n; und ist q eine Punktladung im Raumpunkt ~x, so er-gibt sich f�ur die Gesamtkraft ~K(q; ~x) durch Vektoraddition ("Superposition")der Einzelkr�afte ~Ki: ~K(q; ~x) = 14�"0 q nXi=1 qi(~x� ~xi)k~x� ~xik3 :Diese Gleichung gilt nur dann, falls das "Hereinbringen" der Ladung q dieLadungen qi r�aumlich nicht verschiebt. Gegenbeispiel: qi seien Ladungenin einer nach au�en neutralen metallischen Kugel, in der sich die Ladungenqi frei bewegen k�onnen. Bringt man nun q in die N�ahe der Metallkugel, soverschieben sich die qi derart, da� q von der Metallkugel mit einer Kraftangezogen wird, die proportional zu q2 ist! (nicht, wie oben proportional zuq). Der Grund hierf�ur ist "In
uenz" (s. weiter unten).Verallgemeinerung: die Ladungsdichte �(~y) sei in einem beschr�ankten Gebiet Gvon Null verschieden: �(~y) 6= 0 f�ur ~y 2 G, dann wirkt auf eine Ladung q im Punkt~x 62 G die Kraft ~K(q; ~x) = 14�"0 q ZG �(~y)(~x� ~y)k~x� ~yk3 d3y:Sind die Ladungen nicht r�aumlich sondern 
�achenhaft verteilt, so tritt an die Stelleder r�aumlichen Ladungsdichte � die Fl�achendichte: es sei F " ein Fl�achenst�uck und�f = k�~fk(~y) eine Umgebung � F " von ~y 2 F ", in der sich die Ladung �qbe�ndet, dann ist !(~y) = lim�f!0 �q�fdie Fl�achendichte der Ladung in ~y .Sei F " ein endliches glattes Fl�achenst�uck und q eine Ladung in ~x 62 F ", danngilt analog zu oben ~K(q; ~x) = 14�"0 q ZF " !(~y)(~x� ~y)k~x� ~yk3 k ~dfk .



Kapitel 3Statische Elektrische FelderDas Coulombsche Gesetz ist zun�achst formuliert f�ur Kr�afte zwischen Ladungen anverschiedenen Raumpunkten (sogenannte "Fernwirkungstheorie"). Es l�a�t sichjedoch in folgendem ("feldtheoretischen") Sinne uminterpretieren:Die obigen Ausdr�ucke f�ur die Kraft ~K(q; ~x) "faktorisieren" in 2 Gr�o�en:~K(q; ~x) = q ~E(~x); wobei~E(~x) = 14�"0 nXi=1 qi(~x� ~xi)k~x� ~xik3 ;oder ~E(~x) = 14�"0 ZG �(~y)(~x� ~y)k~x� ~yk3 d3y;bzw. ~E(~x) = 14�"0 ZF !(~y)(~x� ~y)k~x� ~yk3 kd~fk(~y):Hier h�angt der 1. Faktor q nur von der Gesamtladung q des "Massenpunktes" in ~xab und ~E(~x) nur von den qi bzw. �(~y) und ihren Lagen ~xi bzw. ~y.Man bezeichnet ~E(~x) als die von den Ladungen qi (bzw. �; !) erzeugte elek-trische Feldst�arke!Der entscheidende Fortschritt (dies wird erst sp�ater deutlich) entstand (durch Fa-raday und Maxwell) in der Elektrodynamik dadurch, da� man dem Feld ~E(~x) eineeigene physikalische "Existenz" zuschrieb, unabh�angig davon, ob die "Test"-Ladungq in ~x vorhanden ist oder nicht!!Die elektrische Feldst�arke ~E(~x) ist eine vektorwertige Funktion bzw.ein "Vektorfeld", das sich so bestimmen l�a�t:1. Durch Messung der Kraft ~K(q; ~x) auf eine an den Punkt ~x gebrachte "Pro-be"-Ladung q. Hierbei ist u.a. wichtig, da� das mit der Testladung q selbstverkn�upfte elektrische Feld gegen�uber ~E(~x) vernachl�assigbar ist, da man sonstetwas anderes als ~E(~x) (ohne q) messen w�urde, d. h. man ist an~E(~x) = limq!0 1q ~K(q; ~x)interessiert. ~E wird hier als "�au�eres" Feld betrachtet! Da i.a. die Pro-bek�orper, auf denen die Testladungen sitzen, eine endliche Ausdehnung haben,11



12 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERso lassen sich dann auch nur Mittelwerte < ~E > (~x) messen, wobei �uber dasVolumen des Probek�orpers gemittelt ist.2. Falls man die Ladungsverteilungen qi(~xi), bzw. �(~x) genau kennt, dann kannman ~E(~x) berechnen.3.1 Gau�scher Satz �uber Felder und LadungenFrage: Gegeben sei ein GebietGmit Rand @G. Bekannt sei die elektrische Feldst�arke~E(~x) f�ur ~x 2 @G ; was l�a�t sich �uber die Ladungen in G sagen ?G enhalte den Punkt ~x = 0 im Innern und dort (und zun�achst nur dort) be�ndesich die Ladung q, und damit im Punkte ~x das Feld~E(~x) = 14�"0 q ~xk~xk3 :F�ur ~x 6= 0 gilt @i( xik~xk3 ) = 1k~xk3 � 3(xi)2k~xk5 ; i = 1; 2; 3;und damit div ~E = 3Xi=1 @iEi(~x) = 0; falls ~x 6= 0:F�ur ~x = 0 ist div ~E wegen der Singularit�at des Nenners von ~E zun�achst nichtde�niert.Ausweg:
&%'$~x = 0K ���a��
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Da ~x = 0 im Innern von G liegt, so gibt es immer eine Kugel K vom Radius a mitOber
�ache O"K , die den Mittelpunkt ~x = 0 hat und ebenfalls ganz in G liegt. DieAnwendung des Gau�schen Satzes auf G�K ergibt0 = ZG�K div ~Ed3x = Z@(G�K)" ~E � d~f = Z@G" ~E � d~f � Z@K" ~E � d~f:



3.1. GAU�SCHER SATZ �UBER FELDER UND LADUNGEN 13Anmerkung: Bei @(G � K)" zeigt die Normale von OK in die Kugel, bei @K"aus ihr heraus!Wegen ZO"K ~E � ~df = q4�"0a2 ZOK kd~fk = q"0erh�alt man "0 Z@G" ~E � ~df = qBe�nden sich innerhalb des Gebietes G n verschiedene Ladungen q1; : : : ; qn, so ergibtsich analog "0 Z@G" ~E � ~df = nXi=1 qi = Q(G)Def.: Man nennt Z@G" ~E � d~fden "Flu� der elektrischen Feldst�arke ~E durch die Fl�ache @G"".Die obige Formel enth�alt die fundamentale Aussage: Der Flu� der elektrischenFeldst�arke durch die Ober
�ache eines Gebietes ist ein unmittelbares Ma�(=Q(G)="0) f�ur die im Gebiet vorhandenen Ladungen!! (Gau�).3.1.1 Die Diracsche Delta-"Funktion"Die gerade diskutierten Beziehungen lassen sich mathematisch folgenderma�en in-terpretieren:Die Gleichung "0 Z@G" ~E � d~f = qergibt sich formal aus dem Gau�schen Satz, fallsZ@G ~x � d~f4�k~xk3 = 14� ZG d3x div ~xk~xk3 = ( 1; f�ur ~x = 0 2 G0; f�ur ~x = 0 62 GPr�azisierung: Man de�niert�(~x) � div ~x4�k~xk3 = �div(grad 14�k~xk) = �� 14�k~xk ;wobei � = @21 + @22 + @23 :Die Gr�o�e �(~x) ist keine Funktion im �ublichen Sinne, jedoch eine wohlde�niertemathematische Gr�o�e:Sei �(~x) eine Funktion, die (hier) mindestens einmal stetig di�erenzierbar ist und dief�ur k~xk � a verschwindet (Beispiel: �(~x) = exp(�a2=(a2 � k~xk2)) f�ur r � k~xk < a, und �(~x) = 0 f�ur r � a), dann hat man f�ur ein Vektorfeld ~A(~x) wegendiv(� ~A) = ~A � grad�+ � div ~A



14 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERdie RelationZ@G � ~A � d~f = ZG div(� ~A) d3x = ZG ~A � grad� d3x + ZG � div ~A d3x:W�ahlt man � so, da� �(~x) = 0 f�ur ~x 2 @G, dann ist R@G � ~A � ~df = 0, d.h.ZG �(~x) div ~Ad3x = � ZG ~A � grad� d3x:Diese Gleichung wird zur De�nition des "Funktionals" oder der "Distribution" �(~x)benutzt:�~x=0[�] � Z d3x�(~x) �(~x) = Z d3x�(~x) 14�div ~xk~xk3 = � 14� Z ~xk~xk3 � grad� d3x:Die Berechnung des Integrals erfolgt mittels Polarkoordinaten:x1 = r cos' sin#x2 = r sin' sin#x3 = r cos# :Mit ~�(r; '; #) � �(~x) gilt: ~x � grad� = r @ ~�=@r. Wegend3x = r2dr d
 = r2 sin# dr d' d#ergibt sich� 14� Z ~xr3 � grad�d3x = � 14� Z d
 Z 10 dr @@r ~�(r; '; #)= � 14� Z d
[~�(r =1; '; #)| {z }= 0 �~�(r = 0; '; #)]= �(~x = 0);da ~�(r = 0; '; #) = �(~x = 0). Es gilt also�~x=0[�] � Z d3x�(~x) �(~x) = �(0)Die zun�achst formal eingef�uhrte Gr�o�e �(~x) hat demnach folgende inhaltliche Be-deutung:Ist �(~x) eine mindestens einmal stetig di�erenzierbare Funktion, die f�urr ! 1 hinreichend stark verschwindet, (� hei�t auch "Testfunktion"),so bedeutet �(~x), bzw. �0[�] ein sogenanntes "Funktional", "Distribution"oder "Verallgemeinerte Funktion" , die der Funktion �(~x) ihren (reellenoder komplexen) Wert �(~x = 0) zuordnet.Anmerkung: In dieser Weise kann man das �-Funktional - das in der physikalischenLiteratur als "Diracsche �-Funktion" bezeichnet wird - nat�urlich auch in einer,



3.1. GAU�SCHER SATZ �UBER FELDER UND LADUNGEN 15zwei etc. Dimension einf�uhren.Ist ~b ein beliebiger Raumpunkt, so de�niert man�~b[�] = Z d3x�(~x)�(~x�~b) = Z d3x�(~x +~b)�(~x) = �(~b)Aus der De�nition von �(~x) folgt�(�~x) = �(~x); �(�~x) = ��3�(~x) ; � > 0;Die Distribution �~b(~x) = �(~b) ist auch de�niert, falls � nur stetig ist!3.1.2 Ladungen als Quellen von elektrischen FeldernIst ~E(~x) = 14�"0 nXi=1 qi(~x� ~xi)k~x� ~xik3 ;so gilt "0div ~E(~x) = nXi=1 qi�(~x� ~xi)Anstatt diskreter Ladungen q1; : : : ; qn sei eine einmal stetig di�erenzierbare La-dungsverteilung �(~x) gegeben, die au�erhalb eines beschr�ankten Gebietes G ver-schwindet. Zun�achst gilt f�ur ~x 62 G:~E(~x) = 14�"0 ZG d3y�(~y) (~x� ~y)k~x� ~yk3 :Die rechte Seite existiert jedoch auch f�ur ~x 2 G! Beweis: Man lege um den Punkt~x eine kleine Kugel K mit Radius a, so da� K � G. Das IntegralZK d3y (~x� ~y)k~x� ~yk3 = ZK d3z �~zk~zk3 ; ~z = ~y � ~x;existiert, da zwar der Integrand wie k~zk�2 bei ~z = 0 singul�ar wird, das Volumen desIntegrationsgebietes jedoch wie k~zk3 gegen Null geht! Aufgrund des Mittelwertsat-zes gilt lima!0 ZK d3y �(~y) (~x� ~y)k~x� ~yk3 = �(~x) lima!0 ZK d3z �~zk~zk3 = 0;d.h. bei stetigem �(~x) tr�agt der Punkt ~x = ~y zu dem obigen Integral �uber G nichtbei.F�ur div ~E erh�alt mandiv ~E(~x) = 14�"0 ZG d3y�(~y)divx( ~x� ~yk~x� ~yk3 ):(divx= Divergenz-Bildung bez�uglich ~x.) Wegen14�divx( ~x� ~yk~x� ~yk3 ) = �(~x� ~y) = �(~y � ~x)



16 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERerh�alt man, da �(~y) als "Testfunktion" interpretiert werden kann,div ~E(~x) = 1"0 Z d3y�(~y)�(~y � ~x) = 1"0 �~x[�] = 1"0�(~x):Als "lokale" Beziehung zwischen ~E(~x) und �(~x) haben wir demnach die fundamen-tale Gleichung "0 div ~E(~x) = �(~x) :Ist �(~x) vorgegeben, so hat man umgekehrt (s. oben):~E(~x) = �grad'(~x); '(~x) = 14�"0 Z d3y �(~y)k~x� ~ykund wegen div(grad') = �'; gen�ugt '(~x) der Gleichung4'(~x) = � 1"0�(~x) :Man nennt ' "elektrisches Potential" (s. unten)Bemerkung: Bei Punktladungen kann man (formal)�(~x) = nXi=1 qi�(~x� ~xi)de�nieren.Bisher ist "0div ~E = � f�ur Punktladungen und Raumladungen de�niert, es fehlennoch die Fl�achenladungen:Es sei weiterhin ~E(~x) = �grad'(~x), wobei '(~x) �uberall stetig sein soll, im Unendli-chen mindestens wie k~xk�1 verschwinden und ferner ~E(~x) f�ur gro�e k~xk mindestenswie k~xk�2 abfallen soll.Sind f1(~x); f2(~x) zwei Funktionen, so giltdiv(f1 � gradf2) = (gradf1)(gradf2) + f1 div(gradf2):Subtrahiert man hiervon div(f2 gradf1), so erh�alt mandiv(f1 gradf2 � f2 gradf1) = f14f2 � f24f1;und durch Integration die Formel (Green)Z@G(f1 gradf2 � f2 gradf1) � d~f = ZG(f14f2 � f24f1)d3x :Anwendung auf f1 = '(~x); f2 = 14� 1k~x� ~yk :



3.1. GAU�SCHER SATZ �UBER FELDER UND LADUNGEN 17Da 4'(~x) = ��(~x)="0; 4f2 = ��(~x� ~y); so folgt14� Z@G( ~E(~y)k~x� ~yk � (~x� ~y)k~x� ~yk3'(~y)) � d~f(~y) =14�"0 ZG d3y �(~y)k~x� ~yk � ( '(~x) f�ur ~x 2 G� @G0 f�ur ~x 62 GBemerkung: Sitzen auf dem Rande @G Fl�achenladungen, so wird E(~x) dort i.a.nicht stetig sein. Bei dem obigen Ober
�achenintegral ist dann ~Ei � ~Einnen zunehmen.Da G beschr�ankt ist, so gibt es eine Kugel K mit Radius a derart, da� G � K.Analog zu oben erh�alt man:14� Z@(K�G)[ ~E(~y) 1k~x� ~yk � ~x� ~yk~x� ~yk3'(~y)] � d~f(~y)= 14� Z@K(: : :) � d~f(~y)� 14� Z@G(: : :) � d~f= 14�"0 ZK�G �(~y)k~x� ~yk d3y � ( '(~x) f�ur ~x 2 (K �G)� @(K)0 f�ur ~x 62 (K �G)Hier ist bei dem Integral �uber @G f�ur die Feldst�arke ~E = ~Ea � ~Eau�en zu nehmen!Im Limes a!1 verschwindet das Integral �uber @K, da der Integrand mindestenswie k~x� ~yk�3 gegen Null geht, die Ober
�ache von K aber nur wie k~yk2 anw�achst!Also gilt: � 14� Z@G( ~Ea(~y) 1k~x� ~yk � (~x� ~y)k~x� ~yk3'(~y)) � d~f(~y)= 14�"0 ZR3�G d3y �(~y)k~x� ~yk � ( '(~x) f�ur ~x 2 (R3 �G)0 f�ur ~x 62 R3 �GAddiert man die Integrale �uber G und R3 �G, so bekommt man'(~x) = 14�"0 ZR3 d3y �(~y)k~x� ~yk + 14� Z@G ( ~Ea � ~Ei)k~x� ~yk � d~f(~y):Der erste Term auf der rechten Seite ist von fr�uher her bekannt. Der zweite istfolgenderma�en zu interpretieren: F�ur ~E(~x) = �grad'(~x) erh�alt man~E(~x) = 14� Z@G (~x� ~y)k~x� ~yk3 ( ~Ea � ~Ei) � d~f(~y):



18 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERIst ~n(~y) (= ~tu � ~tv=k~tu � ~tvk) der nach au�en zeigende Fl�achennormalen-Vektor imPunkte ~y, so folgt (s. Kap. 2.3.1, Zi�er 4):"0( ~Ea(~y)� ~Ei(~y)) � ~n(~y) = !(~y);! : Fl�achendichte der Ladung.Zusammenstellung der wichtigsten bisherigen Formeln �uber den Zusammenhangzwischen Ladungsverteilungen und den zugeh�origen statischen Feldern:"0 div ~E(~x) = Pni=1 qi �(~x� ~yi); oder"0 div ~E(~x) = �(~x); oder"0( ~Ea � ~Ei)(~x) � ~n(~x) = !(~x) :Einige einfache Anwendungen1. Es sei ~E = ~const:, dann ist div ~E = 0, d.h. ein konstantes elektrisches Feldkann es nur dort geben, wo �(~x) = 0. Allerdings folgt aus div ~E(~x) = 0 nicht,da� ~E = ~const::Ist dagegen ~E = �~x, so folgt div ~E = 3� = const: In diesem Falle ist � =3 "0� = const::2. �(~y) h�ange nur von � � k~yk ab, dann hat~E(~x) = �grad'(~x); '(~x) = 14�"0 ZG �(�)k~x� ~ykd3ynur eine Komponente in ~x-Richtung:~E(~x) = Er~er; ~er = ~xk~xk ; f�ur � = �(k~yk);falls auch das Gebiet G allein mit Hilfe des Abstandes � beschrieben werdenkann.Beweis: Man f�uhre r�aumliche Polarkoordinaten y1 = � cos� sin#; y2 = � sin� sin#;y3 = � cos# so ein, da� die y3-Achse mit der durch den (festen!) Vektor ~x de-�nierten Richtung zusammenf�allt. Dann wird k~x�~yk = (r2+�2�2r� cos#) 12und '(~x) = 14�"0 ZG d� d� d# �2 sin# �(�)(r2 + �2 � 2r� cos#) 12Da das Gebiet G nicht von den Winkeln abh�angen soll, so l�a�t sich die Inte-gration �uber � sofort ausf�uhren:'(~x) = 12"0 Z f(�) d� Z �0 d# �2 sin#�(�)(r2 + �2 � 2r� cos #) 12 :



3.1. GAU�SCHER SATZ �UBER FELDER UND LADUNGEN 19Hierbei beschreibt die Funktion f(�) die nach Voraussetzung nur vom Ab-stande � abh�angige Begrenzung des Integrationsgebietes G. Setzt man z =cos#, so folgt wegenddz (r2 + �2 � 2r� z) 12 = �r� (r2 + �2 � 2r� z)� 12 ;da�'(~x) = � 12"0 r Z f(r) d� � �(�) h(r2 + �2 � 2�r z)1=2i+1�1 = 1�0 r Z f(r) d� �2 �(�);und daher '(~x) = '(r).Man kann Er(r) auch einfach mittels des Gau�schen Satzes aus div ~E(~x) =�(~x)=�0 berechnen:Integration �uber die Ober
�ache O(r) einer Kugel K(r) vom Radius r ergibtZO(r) ~E � ~df = Er(r) ZO(r) kd~fk = 4�r2Er(r):Andererseits erhalten wir f�ur die Ladung in der Kugel :Q(r) = ZK(r) d3y�(�) = 4� Z r0 d��2�(�):Der Gau�sche Satz liefert dannEr(r) = 14�"0Q(r)r2 ; Q(r) = 4� Z r0 d� �2�(�):Spezialfall:Sei � = const: 6= 0 f�ur r � a und � = 0 f�ur r > a dann giltEr(r) = 13"0� r f�ur r < a ;Er(r) = 13"0�a3 1r2 = 14�"0 Qr2 ; f�ur r � a ;wobei Q die Gesamtladung. Das Resultat besagt, da� eine Testladung sichim Innern der Kugel im Kraftfeld eines radialsymmetrischen harmonischenOszillators und au�erhalb wie im Feld einer Punktladung Q bewegt.3. Fl�achenladungen: Die (x1; x2)-Ebene sei mit Ladungen der Dichte ! =const: 6= 0 belegt. Dann haben wir~E(~x) = 14�"0 Z Z +1�1 ! (~x� ~y)k~x� ~yk3dy1dy2:Variablensubstitution ~u = ~y � ~x = (y1 � x1; y2 � x2;�x3); y3 = 0 ergibt:E1;2(~x) = � !4�"0 Z Z +1�1 u1;2k~uk3du1du2;E3(~x) = !4�"0x3 Z +1�1 Z du1du2(u21 + u22 + x23) 32 :



20 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERMittels Variablensubstitution u1 ! �u1; u2 ! �u2 sieht man, da� E1;2 =�E1;2 = 0. Die Einf�uhrung von Zylinderkoordinaten (u1 = � cos#; u2 =� sin#) ergibtE3(~x) = !4�"0x3 Z 10 Z 2�0 �d� d#(�2 + x23) 32 = !2"0x3 "� 1(�2 + x23) 12 #10 ;E3 = 12"0! x3jx3j = 8>><>>: !2"0 f�ur x3 > 0� !2"0 f�ur x3 < 0d.h. E3 macht an der Ebene x3 = 0 den Sprung �E3 = !="0, entsprechendder Formel "0( ~Ea � ~Ei) � ~n = !. (~n weist hier in die positive x3-Achse!). Daszugeh�orige Potential ist (bis auf eine additive Konstante) :'(~x) = � !2"0 jx3jBemerkungen:1. Das Integral I1(x3) � Z Z +1�1 u1du1du2(u21 + u22 + x23) 32ist so zu verstehen (symmetrische Integration!): F�ur x3 6= 0 de�niert man:I1(x3) = lima!1 Z +a�a Z +a�a u1du1du2(u21 + u22 + x23) 32 = 0;oder I1(x3) = lima!1 Z +a0 Z 2�0 �2 cos'd�d'(�2 + x23) 32 = 0;(da R 2�0 cos'd' = 0!). Frage: Wie hat man f�ur x3 = 0 vorzugehen? Antwort:man gehe (aus physikalischen Gr�unden !) von einer Ladungsschicht mit end-licher Dicke d aus. Dann ist in der Mitte der Schicht ~E = 0 (Nachrechnen!).Dies bleibt so f�ur d! 0. Deshalb setzen wir~E(~x) = 0 f�ur x3 = 0; x1; x2 beliebig !2. Man bringe eine zweite mit der Ladungsdichte �! belegte nicht leitendeEbene in den Abstand d von der ersten (parallel zueinander). Dann addierensich die Felder und man hat:~E(~x) = 0 f�ur x3 < 0;~E(~x) = (0; 0; !="0) f�ur 0 < x3 < d;~E(~x) = 0 f�ur x3 > d:



3.2. DIE WIRBELFREIHEIT DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 21Das von der ersten Ebene in einem Punkt der zweiten Ebene erzeugte Feldist (0; 0; !=2"0). Auf einem Fl�achenst�uck �f der 2. Platte be�ndet sich dieLadung �!�f , d.h. auf dieses Fl�achenst�uck wirkt die Kraft~K�f = �!�f(0; 0; !=2"0) = (0; 0;�!2=2"0)�f :Dieser Ausdruck legt es nahe, folgende "Fl�achenkraft-Dichte" zu de�nieren:~k = lim�f!0 1�f ~K�f = (0; 0;�!2=2"0) :Die Verallgemeinerung wird im n�achsten Kapitel beschrieben.3.2 Die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Fel-desAus den obigen Ergebnissen folgt: Sind die Punktladungen q1; : : : ; qn, die Raum-ladungen �(~y) und die Fl�achenladungen !(~y) gegeben, so hat man am Orte ~x dieFeldst�arke~E(~x) = �grad'(~x);'(~x) = 14�"0 ( nXi=1 qik~x� ~xik + Z d3y �(~y)k~x� ~yk + ZF kd~fk(~y) !(~y)k~x� ~yk) :Bringt man nun eine Punktladung q an den Punkt ~x, so wirkt auf sie die Kraft~K(~x) = q ~E(~x).Es sei nun C" : ~x(�); �1 � � � �2, ein Weg im R3 von ~x(1) � ~x(�1) nach ~x(2) �~x(�2).Mechanik: Wirkt auf einen Massenpunkt die Kraft ~K, so leistet die Kraft l�angsdes Weges C" am Massenpunkt die ArbeitÂ12 = ZC" ~K(~x) � d~x � Z �2�1 ~K[~x(�)] � d~xd� d� :Der Wert von Â12 h�angt i.a. vom Wege C" ab, allerdings nicht in dem wesentlichenFalle, da� ~K = �gradV (~x), da dann~K � d~xd� = � 3Xi=1 @iV dxid� = � dd� V [~x(�)]und Â12 = � Z �2�1 dd� V [~x(�)] = �[V (~x(2))� V (~x(1))]:



22 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERIn unserem Falle ist V (~x) = q'(~x) , d.h. auf dem Wege von ~x(1) nach ~x(2) wird,unabh�angig vom Wege C"1!2, an der Punktladung q die ArbeitÂ12 = ZC" q ~E(~x) � d~x = �q Z �2�1 [grad'(~x(�))] � d~xd� d�= �q['(~x(2))� '(~x(1))] = qU12;U12 � '1 � '2; 'i � '(~x(i)) ; i = 1; 2;geleistet!U12: Potentialdi�erenz zwischen den Punkten ~x(1) und ~x(2) � elektrische Span-nung zwischen ~x(1) und ~x(2)! Die Spannung U12 wird in "Volt" gemessen.Bemerkung: Das Potential '(~x) selbst hat keine unmittelbare physikalische Be-deutung, wohl aber die Feldst�arke ~E(~x); da ~E(~x) = �grad'(~x), so ist '(~x) f�ur eingegebenes ~E bis auf eine Konstante bestimmt (aus gradc(~x) = 0 folgt c = const:)!Die Spannung U12 hat dagegen eine eindeutige physikalische Bedeutung, da sie dieDi�erenz zwischen Potentialwerten beschreibt!Beispiele:1. Zwischen den beiden Ebenen von S. 20 werde die Ladung q von der 1. zur2. Platte gebracht. Es gilt ~E = (0; 0; E3 = !="0) zwischen den Ebenen, also'(~x) = �E3x3 + const:, d.h.U12 = '1 � '2 = E3d = !"0d;da '1 = const:; '2 = �E3d+ const:; d : Abstand der Ebenen.Plattenkondensator:Die unendlich gro�en Ebenen lassen sich in der Praxis gut durch 2 endlicheFl�achen ("Platten") vom jeweiligen Fl�acheninhalt F approximieren, solangedie Ausdehnung der Fl�achen gro� gegen�uber dem Abstand d ist. Die Gesamt-ladung Q ist dann Q = !F und U12 = 1"0Q(d=F ): Der QuotientC � Q=U12 = "0F=dh�angt nur von der Geometrie der Anordnung ab und hei�t "Kapazit�at" (ge-messen in A s/V = "Farad" = F) des "Plattenkondensators".2. Bei dem Potential '(~x) = 14�"0 q1k~x� ~x1keiner Punktladung q1 am Orte ~x1 hat man die additive Konstante c so gew�ahlt,da� '(k~xk ! 1) = 0. Bringt man nun die Ladung q aus dem Unendlichen(~x(1) � 1) an den Punkt ~x (= ~x(2)), so wird dabei vom Feld ~E = �grad'die Arbeit Â12 = � 14�"0 qq1k~x� ~x1k



3.2. DIE WIRBELFREIHEIT DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 23geleistet.Die von der Punktladung q gegen das Feld geleistete Arbeit ist dannA12 = �Â12 = 14�"0 qq1k~x� ~x1k :3. In vielen technisch wichtigen F�allen hat man'(~x(1)) = '(Erdober
�ache)und man nennt den Punkt ~x(1) dann (elektrisch) "geerdet".3.2.1 Die "Wirbel" eines Vektorfeldesund Stokesscher IntegralsatzEs sei C" ein geschlossenerWeg, der sich aus endlich vielen "glatten" (d.h. d~x=d�ist stetig) Kurvenst�ucken C"i zusammensetzt, die sich nicht schneiden. Anfangs-und Endpunkt des Weges fallen zusammen.Schreibweise bei Wegintegralen, falls der Weg geschlossen ist:ZC" : : : d~x � I : : : d~x :Da ~E(~x) = �grad', so folgt nach S. 22 (~x(1) = ~x(2))I ~E(~x) � d~x = 0 f�ur alle st�uckweise glatten geschlossenen Wege!Die "lokale" Formulierung dieses Sachverhaltes sieht so aus:Sei ~A(~x) ein einmal stetig di�erenzierbares Vektorfeld, dann hei�tZC"( ~A) � ZC" ~A � d~x � I ~A � d~xdie "Zirkulation" von ~A l�angs des geschlossenen Weges C".Man ziehe nun C" auf einen Punkt ~x zusammen, und zwar folgenderma�en: durch~x und C" lege man ein glattes Fl�achenst�uck F ", so da� ~x 2 F " und @F " = C".Die Fl�achennormale in ~x sei ~n(~x). F�ur kleines F " = �~f gilt ann�ahernd: �~f �k�~fk~n(~x). Den Limeslimk�~fk!0 1k�~fk ZC"=@(�~f) ~A(~x) � d~x j~n(~x) festkann man als Projektion (rot ~A) � ~n eines Vektors (rot ~A)(~x) auf die Richtung ~n(~x)interpretieren ("Zirkulation" von ~A um ~n am Orte ~x !)(rot ~A)(~x) selbst bekommt man, indem man seine Komponenten (rot ~A)i in dreivoneinander unabh�angige Richtungen ~ni berechnet!Beispiel: Kartesische Koordinaten:
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������� -? 6�x2

x1�x1�x2~x
C"3C"2C"1C"4

Es sei �~f = �x1�x2 ~n3; ~n3 = (0; 0; 1). L�angs des Weges C"1 giltA1 = A1(~x) + @1A1(~x)�x1 + : : :und l�angs C"3 : A1 = A1(~x +�x2) + @1A1(~x +�x2)�x1 + : : := A1(~x) + @2A1(~x)�x2 + @1A1(~x)�x1 + : : : ;also ZC"1+C"3 ~A � d~x = ZC"1 A1 dx1 + ZC"3 A1 dx1� (�@2A1)�x1�x2 + h�ohere Terme.Analog ergibt sich :ZC"2+C"4 ~A � d~x � (@1A2)�x1�x2 + h�ohere Terme;also (rot ~A)3 = (rot ~A) � ~n3 = limk�~fk!0 1�x1�x2 Z@�~f ~A � d~x= (@1A2 � @2A1)(~x):Entsprechend erh�alt man f�ur ~ni = ~ei; i = 1; 2; 3;rot ~A(~x) = (@2A3 � @3A2)(~x)~e1+(@3A1 � @1A3)(~x)~e2 + (@1A2 � @2A1)(~x)~e3:Falls ~A = grad', so folgt aus @i@k' = @k@i' sofort rot ~A = 0.



3.2. DIE WIRBELFREIHEIT DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 25Die Umkehrung der obigen �Uberlegungen (d.h. falls man F " aus kleinen �~fi"zusammenst�uckelt" und dann zum Grenzwert des Integrals �ubergeht, ergibt denStokesschen SatzIst ~A(~x) ein 1-mal stetig di�erenzierbares Vektorfeldund F " ein glattes Fl�achenst�uck mit st�uckweise glattemRand C" = @F ", dann giltZF "(rot ~A) � d~f = I@F " ~A � d~x:Anwendung auf die Elektrostatik: Da ~E = grad', so folgtrot ~E(~x) = 0d. h. das elektrostatische Feld ~E(~x) ist "wirbelfrei".Umgekehrt l�a�t sich mathematisch zeigen, da� aus der G�ultigkeit von rot ~E=0in einem sternf�ormigen, d. h. auf einen Punkt zusammenziehbaren Gebiet G dieDarstellung ~E = �grad' folgt!Als Grundgleichungen der Elektrostatik erhalten wir somitdiv ~E(~x) = 1"0�(~x); rot ~E(~x) = 0; @t�(t; ~x) = 0:3.2.2 Randbedingungen f�ur das elektrostatische FeldDie obigen Grundgleichungen sind zu erg�anzen durch die Randbedingungen f�ur ~Ean den Grenz
�achen
-���������������*~E(1)(~x) ~E(2)(~x) ~n12(~x)

p









�~x�
�

Grenz
�ache
1 2 ~n12(~x): Normale in ~x,von 1 nach 2 orientiert.

Normalkomponente: Nach Kap. 3.1.2 ergibt sich f�ur die Normalkomponente deselektrostatischen Feldes"0( ~E(2)(~x)� ~E(1)(~x))~n12(~x) = !(~x);



26 KAPITEL 3. STATISCHE ELEKTRISCHE FELDERd.h. die Normalkomponente von ~E macht einen Sprung, falls Fl�achenladungen vor-liegen.Tangentialkomponente:
HHHHHHHHY �����~E(1)(~x) ~E(2)(~x)
�
�

Grenz
�ache
1 2���
6?C"2 C"1

WegenZC"1+C"2 ~E � d~x = 0giltZC"1 ~E � d~x = � ZC"2 ~E � d~x:
Da d~x=d� Tangentialvektor an C"i im Punkte ~x 2 C"i ist, so folgtZC"1 k ~Etk k _~xkd� = � ZC"2 k ~Etk k _~xkd�;wobei k ~Etk die Projektion von ~E auf _~x. Schmiegen sich C"1 und C"2 immer mehr andie Grenz
�ache an, so folgt C"1 ! C#2und l(C"1 ) ! l(C"2), wobei l(C"i ) = RC"i k _~xkd�die L�ange von C"i : Da RC" = � RC#, so folgt aus dem Mittelwertsatz:E(1)t l(C"1 ) = E(2)t l(C"2 ); E(i)t = k ~Eitk;Im Limes C"1 ! C#2 gilt l(C"1)! l(C"2 ), und damit E(1)t ! E(2)t , alsoE(1)t (~x) = E(2)t (~x)d.h. die Tangentialkomponente von ~E an der Grenz
�ache ist stetig!



Kapitel 4Elektrostatische Feldenergien undFl�achenkr�afte
4.1 FeldenergieHat man eine Ladung q1 am Orte ~x1, und bringt man eine Ladung q2 aus demUnendlichen nach ~x2, so leistet q2 gegen das Feld die Arbeit (S. 23)A12 = 14�"0 q1q2k~x1 � ~x2k :Bringt man zus�atzlich die Ladungen q3; : : : ; qn aus dem Unendlichen an die Punkte~x3; : : : ; ~xn, so wird insgesamt die ArbeitA(1; : : : ; n) = 14�"0 nXi<k qiqkk~xi � ~xkk= 14�"0 12 nXi6=k qiqkk~xi � ~xkkgeleistet. F�ur sehr gro�e n kann man wieder zu kontinuierlichen Ladungsdichten�ubergehen und erh�alt dann:A(1; : : : ; n)! W = 14�"0 12 ZR3 d3x d3y�(~x)�(~y)k~x� ~yk :W ist die gesamte "Potentielle" Energie, die in der vorgegebenen elektrostatischenLadungsverteilung enthalten ist. Da14�"0 Z d3y �(~y)k~x� ~yk = '(~x)und �(~x) = �"0�'(~x); � : Laplace-Operator,27



28 KAPITEL 4. EL.-STAT. FELDENERGIEN UND FL�ACHENKR�AFTEso kann man W auch folgenderma�en schreiben:W = 12 ZR3 d3x�(~x)'(~x) = �"02 ZR3 d3x'(~x)�'(~x) :Das letzte Integral l�a�t sich mit Hilfe der 1. Greenschen Formel (s.S. 16)Z@G(f1 � gradf2) � d~f = ZG((gradf1 � gradf2) + f1�f2) d3x;f1; f2 : Funktionen, mit der Setzung f1 = f2 = ' weiter umformen. Da grad' =� ~E im Unendlichen wie k~xk�2 und ' selbst wie k~xk�1 verschwinden sollen, soverschwindet das Ober
�achenintegral f�ur G = R3 und man erh�alt:W = "02 ZR3 d3x( ~E(~x))2 :Interpretation (Maxwell):w(~x) = "02 ~E2(~x) : elektrostatische Energiedichte im Punkte ~x !D.h. �uberall dort, wo ein elektrisches Feld vorhanden ist, wird die Energie derDichte w(~x) gespeichert, unabh�angig davon, ob dort Ladungen sind oder nicht !Beispiel: im Innern eines Kondensators (Plattengr�o�e: F ; Abstand: d) mit kon-stantem Feld ~E und E d = U12, wobei E � k ~Ek = !="0; Q = ! F wird demnach dieEnergie WC gespeichert:WC = wF d = "02 E2 Fd = 12!FU12= 12QU = 12CU2; U � U12; Q = !FWC = 12CU2 = 12Q2C :4.2 Fl�achenkr�afteBe�ndet sich am Orte ~x das Feld ~E(~x) und die Ladungsdichte �(~x), so kann man,in Verallgemeinerung zu den Kr�aften auf Punktladungen, die Kraftdichte~k(~x) = �(~x) ~E(~x)de�nieren. Sie hat die Bedeutung, da�~K(G) = ZG d3x~k(~x) = ZG d3x�(~x) ~E(~x)



4.2. FL �ACHENKR�AFTE 29die Kraft ~K(G) auf alle Ladungen in einem Gebiet G ergibt. Da �(~x) = "0div ~E(~x),so hat man ~k(~x) = "0 ~E(~x)div ~E :Die Dichte ~k(~x) hat die wichtige Eigenschaft, da�ki(~x) = 3Xj=1 @jTij(~x); Tij(~x) = "0(EiEj � 12�ij ~E2)(~x) ; i; j = 1; 2; 3:Beweis: 3Xj=1 @jTij = "0 3Xj=1(Ej@jEi + Ei@jEj � �ij 3Xm=1Em@jEm)= "0 3Xj=1(Ei@jEj + Ej (@jEi � @iEj)| {z }0; da rot ~E = 0)= "0Eidiv ~E: q. e. d.Folgerungen:Mit ~Ti = (Ti1; Ti2; Ti3); i = 1; 2; 3; ist ki(~x) = div ~Ti(~x), und die Anwendung desGau�schen Satzes ergibt f�ur die Kraftkomponenten Ki:Ki(G) = ZG div ~Tid3x = Z@G ~Tid~f ; i = 1; 2; 3:d.h. dieKraft auf die Ladungen in G l�a�t sich als Integral �uber die Ober
�ache@G von G darstellen (Maxwell) !!Einige Eigenschaften der Matrix T = (Tij):Tij(~x) = "0(EiEj � 12�ij ~E2)(~x) ;Tij = Tji : T ist symmetrisch ;Spur(T ) = 3Xi=1 Tii = �12"0 ~E2 = �w(~x) :Ist ~n(~x) = (~tu � ~tv)=k~tu � ~tvk Normalenvektor von @G im Punkte ~x und setzt man~S(~x) = T � ~n(~x)= "0( ~E � ~n) ~E � "02 ( ~E)2 ~n ;so wird ~K(G) = Z@G(T � ~n) kd~fk :~S(~x) = T � ~n(~x) wird als "Fl�achenkraftdichte{Vektor" bezeichnet.Veranschaulichung von ~S(~x) :~n und ~E spannen eine Ebene auf, in der ein Tangentialvektor ~� , k~�k = 1, an @Gliegt:
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���������3p ~x� $@ G-6










��� ~�~n ~E ~E = E cos � ~n + E sin � ~� :

F�ur ~S ergibt sich ~S = "0[E(cos � ~n + sin � ~�) � E cos � � 12E2~n] ;oder ~S = 12"0E2(cos 2� ~n + sin 2� ~�) :Beispiele: � = 0 : ~S = 12"0E2~n : "Zug" nach au�en� = 45 : ~S = 12"0E2~�� = 90 : ~S = �12"0E2~n : "Druck" nach innen.Anwendung: Eine Kugel vom Radius a und konstanter Ladungsdichte � werdein 2 H�alften geschnitten. Mit welcher Kraft sto�en sich die beiden Halbku-geln ab ? Die Schnittebene sei die Ebene x3 = 0, und der Mittelpunkt der Kugelliege im Ursprung. Nach S. 19 herrscht im Innern der Kugel das Feld~E(~x) = 13"0�r~er = 14�"0Q ra3~er ;Q: Gesamtladung der Kugel.Ist F die Schnitt
�ache (F = �a2), so bekommt man f�ur die Kraft auf die Halb-kugel ~K(12K(a)) = ZF ~Skd~fk+ Z 12 @K(a) ~Skd~fk :Im Schlitz ist ~E tangential zur Schnitt
�ache, d. h.~S = �12"0E2~n; ~n = (0; 0;�1) = �~e3 :Als Beitrag vom Schnitt erh�alt man daher:K(F )1 = 0 ; K(F )2 = 0 ;



4.2. FL �ACHENKR�AFTE 31K(F )3 = 12"0 Z a0 Z 2�0 E2 d' r dr= 12"0( Q4�"0a3 )22� Z a0 r3 dr = 14�"0 Q216a2 ;also: ~K(F ) = 14�"0 Q216a2~e3 :Als Beitrag von der halben Kugelober
�ache ergibt sich, da ~E parallel zu ~n = ~erist, ~S = 12"0E2(a)~er: ~K( 12 @K) = 12"0( 14�"0 Qa2 )2 Z 12 @K(a) ~erk d~fkMit ~er = cos' sin#~e1 + sin' sin#~e2 + cos'~e3und kd~fk = a2 sin#d'd# ist:~K( 12@K) = 14�"0 Q28�a2 Z �=20 d# Z 2�0 d' sin#~er :Da Z 2�0 sin'd' = 0; Z 2�0 cos'd' = 0;so folgt K( 12 @K)1;2 = 0 ;K( 12@K)3 = 14�"0 Q28�a22� Z �=20 cos# sin#d#| {z }1=2 ;also: ~K( 12 @K) = 14�"0 Q28a2~e3 = 2 ~K(F ) :Somit ergibt sich schlie�lich f�ur die absto�ende Kraft~K(12K(a)) = 14�"0 3Q216a2~e3 .



32 KAPITEL 4. EL.-STAT. FELDENERGIEN UND FL�ACHENKR�AFTE4.3 Zusammenstellung der wichtigsten Feldglei-chungen aus der Elektrostatik�(~x; t) : Ladungsdichte; ~j(~x; t) : StromdichteLadungserhaltung (gilt ganz allgemein !):@t�(~x; t) + div~j(~x; t) = 0 :Kraft auf eine Punktladung q am Orte ~x :~K(q; ~x) = q ~E(~x); q fest;~E(~x) : elektrische Feldst�arke :Elektrostatik : ~j(~x; t) = 0; folglich @t�(~x; t) = 0 :Zusammenhang zwischen elektrostatischem Feld ~E(~x)und Ladungsdichte �(~x):div ~E(~x) = 1"0�(~x) ; rot ~E(~x) = 0=) ~E(~x) = �grad'(~x) ; �'(~x) = � 1"0�(~x) :Verhalten von ~E an Grenz
�achen mit Fl�achenladungsdichte ! :"0( ~E(2) � ~E(1))(~x) � ~n12 = !(~x) ; ~E(2)t (~x) = ~E(1)t (~x)Energiedichte : w (~x) = "02 ~E2(~x) :Kraftdichte : ~k(~x) = �(~x) ~E(~x) = "0 ~E(~x)div ~E(~x) ;ki(~x) = P3j=1 @jTij(~x); i = 1; 2; 3 :Tij(~x) = "0(EiEj � 12�ij ~E2) :Anmerkungen �uber den Zusammenhang mit Punktladungen:1. Elektrostatische "Selbstenergie" einer Punktladung q: sie erzeugt am Orte ~xdas Feld ~E(~x) = q4�"0 ~xk~xk3und damit die Energiedichtew(~x) = "02 ~E2(~x) = "0q22(4�"0)2 1k~xk4 ;



4.3. WICHTIGSTE FELDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK 33d. h. die elektrostatische "Selbstenergie" W0 istW0 = ZR3 d3xw(~x) = Z 10 r2dr d
 q22(4�"0)4� 1r4= q22(4�"0) Z 10 drr2 =1!;da das Integral an der unteren Grenze divergiert (Punktladung!!). DasErgebnis ist physikalisch unsinnig und zeigt eine der Grenzen der klassischenElektrodynamik!Bei einer ladungsgef�ullten Kugel vom Radius a und Gesamtladung q erh�altman analog f�ur die Energie im Gebiet r � a > 0:Wa = q28�"0 a:Beim Elektron hat man einen "Radius" re dadurch zu de�nieren versucht, da�man seine elektrostatische Energie mit der Ruheenergie gleichgesetzt hat:e204�"0 re = me c2:Einsetzen der bekannten Zahlen f�ur e0 und me ergibt re � 2; 8 � 10�11m.Jedoch ist ein solches klassisches Bild vom Elektron aus quantentheoretischenGr�unden nicht haltbar.2. Einige der fr�uheren Gleichungen f�ur Punktladungen q1; : : : ; qn; kann man ausden obigen "Feldgleichungen" mittels der Formel�(~x) = nXi=1 qi�(~x� ~xi)gewinnen:Be�ndet sich eine Punktladung q in ~x in dem stetigen �au�eren Feld ~E, so folgt~K(q; ~x) = ZR3 ~k(~y)d3y = ZR3 �(~y) ~E(~y)d3y= ZR3 q�(~y � ~x) ~E(~y)| {z }"Testfunktion" d3y= q(�~x(E1); �~x(E2); �~x(E3))= q ~E(~x):Ferner gilt A(1; : : : ; n) = 12 Z d3x�(~x)'(~x)= 12 nXi=1 Z d3xqi�(~x � ~xi)'(~x)



34 KAPITEL 4. EL.-STAT. FELDENERGIEN UND FL�ACHENKR�AFTE= 12 nXi=1 qi'(~xi) ;'(~xi) = 14�"0 Xk 6=i qkk~xi � ~xkk :



Kapitel 5Elektrostatische Multipole
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�G pHHHHHj�(~y) 6= 0 ~y

~xDie Ladungsdichte � sei in einembeschr�ankten Gebiet G um denUrsprung von Null verschieden,dann hat man au�erhalb von G:
'(~x) = 14�"0 ZG d3y �(~y)k~x � ~yk :F�ur Abst�ande k~xk, die gro� gegen�uber dem Durchmesser von G sind, kann mang(~y) = 1k~x � ~yk = 1((y1 � x1)2 + (y2 � x2)2 + (y3 � x3)2) 12= 1(r2 + �2 � 2� r cos #)1=2 ;wobei r = k~xk; � = k~yk; # = 6 (~x; ~y); in einer Taylor-Reihe um ~y = 0 entwickeln:5.1 Multipole in kartesischen KoordinatenDie Entwicklung von g(~y) in kartesischen Koordinaten ergibtg(~y) = g(~y = 0) + 3Xi=1( @g@yi j~y=0)yi + 12 3Xi;k=1( @2g@yi@yk j~y=0)yiyk + � � � ;g(~y = 0) = 1k~xk ; @g@yi j~y=0 = xik~xk3 ;35



36 KAPITEL 5. ELEKTROSTATISCHE MULTIPOLE( @2g@yi@yk )j~y=0 = 3 xixkk~xk5 � �ikk~xk3 :Einsetzen ergibt '(~x) = '(0)(~x) + '(1)(~x) + '(2)(~x) + : : :mit: '(0)(~x) = 14�"0 1k~xk ZG d3y�(~y)= 14�"0 Q(G)k~xk ;Q = ZG d3y�(~y) : Gesamtladung in G :
'(1)(~x) = 14�"0 ~p � ~xk~xk3 ; ~p = ZG d3y~y�(~y);~p : "Dipolmoment" der Ladungsverteilung.

'(2)(~x) = 14�"0 12 3Xi;k=1 3Qik xixkk~xk5 ;Qik = 13 ZG d3y�(~y)(3yiyk � ~y 2�ik);i; k = 1; 2; 3 :(Qik) : "Quadrupolmoment" der Ladungsverteilung.Bei der Transformation ~x ! ~x0 = ~x + ~a; �(~x) ! �0(~x0) = �(~x) geht das obige �(~x)in �0(~x) = �(~x � ~a) �uber und daherQ! Z d3y�(~y � ~a) = Z d3y�(~y) = Q ;~p! Z d3y~y�(~y � ~a) = ~p+Q~a ;d.h. das Dipolmoment ~p ist nur dann eine vom Koordinatensystem unabh�angigeGr�o�e, falls Q = 0!Analog gilt Qik ! Qik + (piak + pkai)� 23�ik~a � ~p+ 13Q(3aiak � �ik~a2) :



5.1. MULTIPOLE IN KARTESISCHEN KOORDINATEN 375.1.1 DiskussionNullte N�aherung'(0)(~x): Coulomb-Potential, d. h. in gro�en Abst�anden verh�alt sich eine beliebiger�aumlich beschr�ankte Ladungsverteilung in nullter N�aherung wie eine Punktladung.1. N�aherung: Dipolpotential'(1)(~x) = 14�"0 ~p � ~xk~xk3 ;"Dipol"-N�aherung. Der Name r�uhrt daher, da� man im Falle von Punktladungenqi mindestens 2 braucht, um einen "Dipol" ~p haben zu k�onnen: ~p = q1~x1 + q2~x2 =q1(~x1 � ~x2) f�ur Q = 0. Zum Dipol-Potential '(1) geh�ort das Dipol-Feld~E(1)(~x) = 14�"0 1k~xk3 (3(~p � ~er)~er � ~p) ;das f�ur gro�e Abst�ande um eine Potenz in r�1 st�arker abf�allt als das Coulombfeld~E(0).Die Energie eines Dipols in einem �au�eren (externen) Feld ~Eex = �grad'exerh�alt man so: Die Gesamtenergie der dem �au�eren Felde ausgesetzten Ladungs-dichte �(~y) ist Wex = Z d3y�(~y)'ex(~y) :Variiert 'ex(~y) nicht sehr stark in dem Gebiet, in dem �(~y) 6= 0, so kann man'ex(~y) in eine Taylor-Reihe entwickeln:'ex(~y) = 'ex(0) + ~y � grad'ex j~y=0 + : : :Mit ~Eex(0) = �grad'ex j~y=0 erh�alt manWex = Q'ex(0)� Z d3y �(~y)~y � ~Eex(0) + : : := Q'ex(0)� ~p � ~Eex(0) + : : : ;d. h. W (1)ex = �~p � ~Eex(0)ist die Energie eines Dipols ~p in einem �au�eren Feld ~Eex, wobei ~p in der N�ahe von~x = 0 lokalisiert ist.Analog bekommt man f�ur die Kraft~Kex = Z d3y�(~y) ~Eex(~y)= Z d3y�(~y)( ~Eex(0) + 3Xi=1 yi@i ~Eex(0) + : : :) ;



38 KAPITEL 5. ELEKTROSTATISCHE MULTIPOLEd. h. ~K(1)ex = 3Xi=1 pi@i ~Eex(0) :In einem r�aumlich konstanten Feld (@i ~E = 0) erfahren Dipole demnach keineKr�afte.Als Drehmoment eines Dipoles im Feld ~Eex erh�alt man entssprechend~N (1)ex = Z d3y �(y) ~y � ( ~Eex(0) + : : :) = ~p� ~Eex(0):Quadrupolmoment (matrix) (Qik); i; k = 1; 2; 3 :Der Name r�uhrt daher, da� es von 4 Punktladungen erzeugt werden kann.Beispiel:
-

6x2
x1

+q
+q

�q �qr rr
r9>>>=>>>; b| {z }a

�(~y) = q(��(~y � a~e1) + �(~y � b~e2)��(~y + a~e1) + �(~y + b~e2))Q11 = �23q(2a2 + b2)Q22 = 23q(a2 + 2b2)Q33 = 23q(a2 � b2)Qij = 0 f�ur i 6= jAllgemein gilt: 3Xi=1Qii = 0; Qij = Qji :(Qij) ist symmetrische Matrix mit verschwindender Spur, d. h. besitzt nur 2 von-einander unabh�angige reelle Eigenwerte. Energie und Kr�afte sind analog wie beimDipol (2. Glied der Taylor-Entwicklung!): Z.B. giltW (2)ex = �12 3Xi;j Qij@iEex j(0) :5.2 Multipole in PolarkoordinatenIst � < r, so kann man g(~y) auch nach Potenzen von �=r entwickeln:g(~y) = 1r [1� 2(�=r)z + (�2=r2)]1=2 = 1r 1Xl=0(�=r)l Pl(z); z � cos#:



5.2. MULTIPOLE IN POLARKOORDINATEN 39Die Funktionen Pl(z) sind die Legendre-Polynome vom Grade l. Die niedrigstenPolynome haben die FormP0(z) = 1; P1(z) = z; P2 = 12(3z2 � 1); P3 = 12(5z3 � 3z); : : : :Einsetzen dieser Entwicklung in den Ausdruck f�ur '(~x) ergibt'(~x) = 14�"0 r 1Xl=0 1rl Z 2�0 d� Z +1�1 dz Z 10 d�Pl(z)�l+2 �(~y):Der Term mit l = 0 ergibt '(0)(~x), der mit l = 1 das Dipolpotential, der mit l = 2das Quadrupolpotential etc.



Kapitel 6Ideale Leiter in der ElektrostatikElektrische Leiter sind dadurch charakterisiert, da� sie frei beweglicheLadungstr�ager in gr�o�erem Umfange enthalten.Idealfall: Der elektrische Widerstand verschwindet und der Vorrat an Ladungenbeiderlei Vorzeichens ist beliebig gro�.6.1 Randbedingungen an Ober
�achen1. Isolierter Leiter: das elektrische Feld ~Ein im Innern eines Leiters ver-schwindet; denn w�are es nicht gleich Null, so w�urden sich die Ladungen imInnern so lange verteilen, bis das urspr�unglich vorhandene Feld kompensiertist! D.h. ~Ein = 0 bzw. 'in = const:im Innern von Leitern.An der Ober
�ache eines Leiters k�onnen Ober
�achenladungen sitzen, die mit-helfen, das Feld im Innern zum Verschwinden zu bringen! Ist ~n(~x) Normalean die Ober
�ache im Punkte ~x, so gilt nach S. 32 f�ur die nach au�en weisendeNormalkomponente ~Eau"0 ~Eau(~x) = "0Eaun ~n(~x) = !(~x)~n(~x);da ~Eaut = ~Eint = 0 ;~Et : Tangentialkomponente.Nimmt der Leiter das endliche Gebiet G ein, so giltQ(G) = Z@G !kd~fk = "0 Z@GEaun kd~fk :Au�erdem gilt wegen der Stetigkeit des Potentials'(@G) = '(intG) = const: ;d.h. @G ist eine "�Aquipotential
�ache".40



6.1. RANDBEDINGUNGEN AN OBERFL�ACHEN 412. Bringt man den obigen Leiter in ein �au�eres Feld ~Eex, so wirkt eine Kraftauf die Ladungen im Innern des Leiters, und diese verteilen sich so lange neu,bis das durch die Umverteilung erzeugte Feld das Feld ~Eex an jedem Punkt inG gerade kompensiert (Ph�anomen der "In
uenz").Folge: es gilt weiterhin ~Eaut = 0 und "0 ~Eau(~x) = !(~x)~n(~x) f�ur das resul-tierende Gesamtfeld an der Leiterober
�ache.3. Verallgemeinerung: n Leiter nehmen jeweils die Gebiete Gi, i = 1; : : : ; n, ein.Folgende Randbedingungen seien vorgegeben:a) die ersten r Leiter seien isoliert und ihre LadungQi = "0 Z@Gi Eaun kd~fkbekannt.b) die restlichen n� r Leiter seien auf einem festem Potential '(~x) = Ui; ~x 2@Gi, wobei f�ur geerdete Leiter Ui = 0.Zwischen den Leitern k�onnen sich noch feste Raum- und Punktladungenbe�nden und dort gen�ugt das Potential der Gleichung�'(~x) = � 1"0 (�(~x) + mXi=1 qi�(~x � ~xi)) f�ur ~x 2 R3 � nXi=1Gi :Problem: Man l�ose diese partielle Di�erentialgleichung f�ur '(~x) unter Be-achtung der obigen Randbedingungen!Ein Nachweis zur Existenz von L�osungen �uberschreitet den Rahmen der Vor-lesung. Gibt es jedoch eine L�osung, so ist diese, abgesehen von einer Kon-stanten, eindeutig !Beweis: Sind '1 und '2 zwei L�osungen, so gen�ugt  = '1 � '2 in R3 �PGider Gleichung � = 0 :Unter der physikalisch plausiblen Annahme, da�  grad f�ur sehr gro�e k~xkmindestens wie k~xk�3 abf�allt, folgt ganz analog wie auf S. 28 aus der 1. Gre-enschen Formel� nXi=1 Z@Gi  grad � d~f = ZR3�Pni=1 Gi d3x kgrad k2 :Nun gilt :a) f�ur die ersten r Leiter ist mit  = '1 � '2; grad = ~E2 � ~E1 ;Z@Gi grad � d~f = Z@Gi( ~E2 � ~E1) � d~f = Qi �Qi = 0 undb) da  = const: auf @Gi, weil @Gi eine Fl�ache konstanten Potentials ist, soerh�alt man Z@Gi  grad � d~f =  i Z@Gi grad � d~f = 0 i = 1; :::r:



42 KAPITEL 6. IDEALE LEITER IN DER ELEKTROSTATIKDieselbe Gleichung gilt f�ur die restlichen n � r Leiter, weil o�enbar  i =Ui � Ui = 0 auf @Gi.Es folgt, da�ZR3�Pni=1 Gi d3xkgrad k2 = 0 ; d.h  = const: q.e.d.Beispiele:1. Ein Leiter G be�nde sich in einem �au�eren Feld und enthalte im Innern einenHohlraum H.
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��� ��� ����G Die Gleichungen�' = 0 in H ; '(@H) = '(G) = const:haben die L�osung ' = const: in H.
Wegen der Eindeutigkeit der L�osung folgt ~E = 0 in H (Abschirmung,"Fara-dayscher K�a�g"). Da die Konstante in G und H den gleichen Wert hat, sitzenauf @H keine Fl�achenladungen.2. Der Hohlraum H von Beispiel 1 sei eine Kugel mit Radius a, in deren Mittel-punkt sich eine Punktladung q be�ndet.
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��� ��� ���� Ferner sei der Leiter G geerdet:'(G) = 0 :Frage: Wie sehen Potential und Feld in Hund auf @H aus ?q be�nde sich im Punkte ~x = 0; dann gilt�"0�'(~x) = �(~x) = q�(~x) f�ur k~xk < a ;'(~x) = 0 f�ur k~xk = a :



6.2. KAPAZIT�ATEN VON LEITERN 43Eine rotationssymmetrische L�osung ist'(~x) = Ak~xk +B ; A;B = const:Da ~E = �grad' = Ak~xk2~er f�ur k~xk < a;so mu� A = q=4�"0 sein. B wird so gew�ahlt, da� '(~x) = 0 f�ur k~xk = a:'(~x) = q4�"0 ( 1k~x j � 1a) :Da ~E(~x) = 0 f�ur k~xk > a; aber~E(k~xk = a) = q4�"0 ~era2 auf @H;macht die Feldst�arke einen Sprung auf @H. Und weil die Normale ~n auf@H durch ~er(~x; k~xk = a) gegeben ist, so mu� sich nach S. 40 auf @H dieFl�achenladungsdichte !(~x 2 @H) = � q4�a2be�nden. Diese Fl�achenladung wird durch die Punktladung q induziert("In
uenz").6.2 Kapazit�aten von LeiternEin Leiter nehme das beschr�ankte Gebiet G ein und sei auf dem festen Potential'1(~x) = U1; ~x 2 G. Falls das Randwertproblem�'1(~x) = 0 ; ~x 62 G ; '1(~x) = U1 ; ~x 2 @G ;eine L�osung hat, so ist die auf dem Leiter vorhandene Ladung Q1 durchQ1 = �"0 Z@K grad'1 � d~f ; G � K ;gegeben, wobei K eine Kugel ist, die das Gebiet G ganz enth�alt. Hat der Leiterdagegen das feste Potential U2, so ist die L�osung des Randwertproblems�'2(~x) = 0 ; ~x 62 G ; '2(~x) = U2 ; ~x 2 @G ;wegen der Eindeutigkeit der L�osung und der Linearit�at der Poisson{Gleichung durch'2(~x) = U�11 U2'1(~x); Ui = const:



44 KAPITEL 6. IDEALE LEITER IN DER ELEKTROSTATIKgegeben. Die nun auf G be�ndliche Ladung istQ2 = �"0 Z@K grad'2 � d~f = U�11 U2Q1 ;d.h. Q2=U2 = Q1=U1 :Q und U sind demnach zueinander proportional. Der Quotient Q=U = C h�angt nurvon der Geometrie des Leiters ab und hei�t: Kapazit�at. Es gilt C > 0. Beweis:Die in R3 �G enthaltene Feldenergie ist durchW (R3 �G) = "02 ZR3�G ~E 2d3x = �"02 ZR3�G ~E � grad'd3x= �"02 ZR3�G div( ~E � ')d3x ;gegeben, da div ~E = 0 in R3�G. Weil ~E �' im Unendlichen mindestens wie k~xk�3verschwindet, erh�alt man analog wie fr�uher (s. z.B. S. 42):W (R3 �G) = "02 Z@G '~E � d~f = 12U"0 Z ~E � d~f= 12UQ = 12CU2 > 0; da W > 0; d.h. C > 0 :Bei einer Kugel vom Radius a, die sich auf dem Potential U be�ndet, hat man:'(~x) = Uak~xk f�ur k~xk � a; bzw.~E(~x) = Uak~xk2~er :Dazu geh�ort die Fl�achenladungsdichte ! = "0U=a und die Gesamtladung Q =4�"0Ua , d.h. die Kapazit�at einer Kugel vom Radius a ist C = 4�"0a.Verallgemeinerung f�ur mehrere Leiter Gi, die sich auf dem Potential Ui be�ndenund die Ladung Qi tragen:Qi = nXk=1CikUk; i = 1; : : : ; n ;d.h. es besteht ein linearer Zusammenhang zwischen den Qi und Ui !



6.3. SPIEGELLADUNGEN 456.3 Spiegelladungen
-
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����
Eine Punktladung q be�nde sichim Punkte (d; 0; 0) gegen�uber ei-ner leitenden Ebene x1 � 0, diegeerdet ist (' = 0), und eine end-liche Dicke hat.

Man kann das Randwertproblem f�ur x1 � 0 dadurch l�osen, da� man an die Stelle(�d; 0; 0) eine �ktive Ladung �q setzt:x1 � 0 : '(~x) = 14�"0 ( q[(x1 � d)2 + x22 + x23] 12 � q[(x1 + d)2 + x22 + x23] 12 ) :O�enbar ist '(~x; x1 = 0) = 0; 8x2; x3. Ferner gilt~E(x1 = 0) = E1(x1 = 0) ~e1 mitE1(x1 = 0) = k � grad'jx1=0k = qd2�"0k~xk3 ; wobeik~xk3 = (d2 + x22 + x23) 32 ; x1 = 0 :Hierzu geh�ort die Fl�achenladungsdichte! = "0E1(x1 = 0) = qd2�"0k~xk3 ; x1 = 0 :Die auf der Ebene induzierte Gesamtladung istZ Zx1=0 !kd~fk = � qd2� Z 10 Z 2�0 �d�d'(�2 + d2) 32 = qd[ 1(�2 + d2) 32 ]10 = �q !



46 KAPITEL 6. IDEALE LEITER IN DER ELEKTROSTATIKDas von der Ebene am Orte (d; 0; 0) erzeugte Feld ~E 0 hat den Wert1~E 0(~x = (d; 0; 0)) = � q4�"0(2d)2~e1 ;und damit wirkt auf q die ("Bild")-Kraft~K(q; ~x = (d; 0; 0)) = � q24�"0(2d)2 ~e1 :In diesem "In
uenz"-Falle ist die Kraft auf q also proportional zu q2!

1 ~E 0(~x = (d; 0; 0)) = 14�"0 Z kd~fk!(~y; y1 = 0)(~x � (0; y2; y3))k ~x � ~yk3= � 14�"0 qd2� Z 2�0 Z 10 d'�d� (d; 0; 0) � (0; � cos'; � sin')(�2 + d2)3= � 14�"0 qd22 Z 10 d(�2) 1(�2 + d2)3~e1 = � q4�"0(2d)2~e1



Kapitel 7Str�ome und magnetische Kr�afte�Ahnlich wie elektrische Felder auf ruhende Ladungen wirken und umgekehrt Ladun-gen elektrische Felder erzeugen, so wirken magnetische Felder auf bewegteLadungen (Str�ome) und bewegte Ladungen, Str�ome, erzeugen magneti-sche Felder.Wichtiger Unterschied gegen�uber dem elektrischen Fall: es gibt keine magneti-schen Ladungen, d.h. man hat bisher experimentell keine gefunden (selbst nichtim Material vom Mond)!7.1 Station�are Str�ome und Ohmsches GesetzBewegte Ladungen kann man (s. S. 5) mathematisch mittels der Stromdichte be-schreiben: ~j(~x; t) = ~�(~x; t)~v(~x; t) ;~� : Dichte der bewegten Ladungen.Im allgemeinen ist ~j(~x; t) st�uckweise stetig, l�a�t sich jedoch durch geeigneteInterpretation auch auf bewegte Punktladungen, bzw. linienf�ormige Strom-verteilungen anwenden!Punktladungen: ~y(t) sei der zeitabh�angige Ortsvektor der Punktladung q, dannist ~| (~x; t) = q~v(~x; t)�(~x � ~y(t)):Stromf�aden: Durch einen linienf�ormigen Leiter C mit der Parameterdarstellung~x(�); � 2 [�1; �2] 
ie�e ein Strom I , dann gilt~| (~x; t) = I ZC d~y�(~x � ~y) � I Z �2�1 d� d~yd� �(~x � ~y(�)) :Erl�auterung: Der Stromfaden sei Teil der x3-Achse (einfaches Beispiel !):� = y3; ~y(�) = (0; 0; y3)~| (~x; t) = I Z x(2)3x(1)3 dy3 ~e3 �[~x � (0; 0; y3)];47



48 KAPITEL 7. STR �OME UND MAGNETISCHE KR�AFTEDurch eine Fl�ache (Ebene) F ", die senkrecht zur x3-Achse steht, 
ie�t dann derStrom I(F ") = ZF " ~| (~x; t) � d~f = ZF " ~| (~x; t)dx1dx2 � ~e3= I Z x(2)3x(1)3 dy3 ZF " dx1dx2 � �(~x � (0; 0; y3))= I Z x(2)3x(1)3 dy3�(x3 � y3) ;d.h. I(F ") = I falls x3 2 [x(1)3 ; x(2)3 ]; sonst I(F ") = 0.Station�are Str�ome : @t~| (~x; t) = 0 ;d.h. die Stromverteilungen sind in diesem Falle zeitlich konstant.In metallischen Leitern hat man eine nichtverschwindende Stromdichte nur, fallsim Innern des Leiters ein Feld ~E (meistens von au�en "angelegt") herrscht. F�urhomogene Leiter gilt in guter N�ahrung das Ohmsche Gesetz (experimentell !).~| (~x) = � ~E(~x); � > 0 ;� : Leitf�ahigkeit.� h�angt vom Material des Leiters ab. Das Ohmsche Gesetz ist keine universelleBeziehung. Physikalischer Hintergrund: in einem Leiter bewegt sich ein Teilchenmit Ladung q wegen seiner vielen Zusammenst�o�e wie in einem "z�ahen" Medium,d.h. mit "Reibung". In solchen F�allen sind die Kraft q ~E und die mittlere Ge-schwindigkeit ~v zueinander proportional:~v(~x) = bq ~E(~x); b = const:Andererseits gilt ~| � ~v.Konventionelle Form des Ohmschen Gesetzes:'&$%
z }| {L $%F - I = F k~| k1 2U12 = LE

homogener, zylindrischerLeiter mit Querschnitt F� : konstant;~E = ~const: im Leiter.Zwischen den Querschnitten "1" und "2" herrscht die SpannungU12 = Lk ~Ek = (L=�)k~|k = ( L�F )I= RI; mit R = L�F :



7.1. STATION�ARE STR �OME UND OHMSCHES GESETZ 49Folgerungen aus den Gleichungen@ t� + div~| = 0; ~| = � ~E; "0 div ~E = � :Wenn � r�aumlich und zeitlich konstant ist, dann gilt f�ur station�are Str�ome:@t~| = 0 ) @t ~E = 0 ) @t� = 0)div~| = 0 :Hieraus folgt:1. div ~E = 0 und damit �(~x) = 0, d.h. in einem von einem station�aren Stromdurch
ossenen homogenen Leiter gibt es keine Raumladungen.2. An der Grenz
�ache zwischen 2 Leitern mit Leitf�ahigkeiten �1 und �2 tritt andie Stelle von div~| = 0 (s. S: 25-26)~| (1)n = ~| (2)n ; ~E (1)t = ~E (2)t ; bzw. 1�1~| (1)t = 1�2~| (2)t :Ist das 2. Medium Vakuum, so ist ~| (1)n = ~| (2)n = 0, d.h. im Leiter 
ie�en keineLadungen auf den Rand zu.3.
G� �
� ��� ��
������ ����-�F "1I1 F "iIi In ein Gebiet G m�undenn Leiter mit QuerschnittenF "i (Normale nach au�en),durch die n station�are Str�o-me Ii 
ie�en, dann folgt:

0 = ZG div~|d3~x = Z@G~| � d~f = nXj=1 ZF "i ~| � d~f =nXk=1 I(F "k ) = 0 :Das Kirchho�sche Stromverzweigungsgesetz f�ur station�are Str�ome!



50 KAPITEL 7. STR �OME UND MAGNETISCHE KR�AFTE4. Joulesche W�armeDas die Stromdichte ~| erzeugende Feld ~E leistet Arbeit an den beweg-ten Ladungen, die ihrerseits den Energiezuwachs durch "Reibung"(Zusammenst�o�e) an die Umgebung abgeben:Bei einem Massenpunkt, auf den die Kraft ~K wirkt, hat man als Leistung~v � ~K. Daher hat man in unserem Fall als Leistungsdichte:~v(~x) � ~k(~x) = ~v(~x) � e�(~x) ~E(~x) = ~| (~x) � ~E(~x) ;~�(~x) : Dichte der bewegten Ladungen.Damit bekommt man f�ur die pro Zeit- und Volumeneinheit an den Leiterabgegebene Energie l(~x) (Leistungsdichte):l(~x) = ~| (~x) � ~E(~x) = 1�~| 2(~x) = � ~E 2(~x) :Beispiel: gerades Drahtst�uck, in dem ~| = const:, L: L�ange des Drahtes, F :Querschnitt. Die an den Draht abgegebene Leistung istZDraht d3~x 1�~| 2 = 1�~| 2FL = L�F I2(F ) = I2(F )R ;R : Widerstand des Drahtes.5. "Elektromotorische" Kr�afteAus der Mechanik wei� man, da� sich Reibungskr�afte nicht aus einem Po-tential ableiten lassen, d.h. i. a. setzt sich die "treibende" Feldst�arke ~E in~| = � ~E aus 2 Anteilen zusammen:~E = ~E c + ~E e; rot ~E c = 0 :~E c kann dabei von Au
adungen an R�andern herr�uhren, ~E e kennzeichnet z.B.den L�osungsdruck f�ur Ionen, falls man ein Metall in eine Fl�ussigkeit taucht.(Im Gleichgewicht gilt ~E c + ~E e = 0 und dann ~| = 0.)Beispiel: Batterie mit �au�erem Widerstand Ra.
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1 2{ +� ~Ee
~Ec

~Ec
I? Bei einem geschlossenen Inte-grationsweg (Batterie, Draht,Widerstand) gilt:I ~Ec � d~x = 0 :



7.2. KR�AFTE AUF BEWEGTE LADUNGEN IN MAGN. FELDERN 51Die Integration ergibt dann, falls durch den Kreis der Strom I 
ie�t, mit~E c + ~E e = 1� (I=F )~n ; (F : Leiterquerschnitt; ~n : Normale von F ):I I 1F�d~x � ~n = I ( ~E c + ~E e) � d~x = I ~E e � d~x = Z 21 ~E e � d~x � E ;E : "elektromotorische" Kraft, bzw. Spannung der Batterie;I 1F�d~x � ~n = R : Gesamtwiderstand des Systems, alsoI R = E :IRa ist der Spannungsabfall im �au�eren Teil des Kreises; R � Ra bezeichnetman als Innenwiderstand Ri.7.2 Kr�afte auf bewegte Ladungen inmagnetischen FeldernAnalog zu der Kraft ~K(~x) = q ~E(~x) auf eine Punktladung q durch ein elektrischesFeld werden in dem Feld eines Magneten, beschrieben durch die zu ~E analogemagnetische Induktion ~B(~x), Kr�afte auf eine mit der Geschwindigkeit~v(~x) bewegte Punktladung ausge�ubt (sog. "Lorentz"-Kraft):~K (~x) = q(~v � ~B)(~x) :Diese Gleichung liefert u.a. eine m�ogliche Me�vorschrift zur Bestimmung von ~B(~x).Analog zum Coulomb-Gesetz wird angenommen, da� das durch die bewegte Punkt-ladung erzeugte Magnetfeld (s. sp�ater) schwach gegen�uber ~B ist.Wegen ~v � (~v � ~B) = 0 folgt ~v � ~K = 0, d. h. das ~B-Feld leistet an der Punkt-ladung keine Arbeit !! Nur die Richtung des Impulses wird beein
u�t!Hat man am Ort ~x die Stromdichte ~| (~x) = �(~x)~v(~x), so bekommt man statt derobigen Formeln (wegen �q = ��V ) f�ur die r�aumliche Kraftdichte ~k:~k(~x) = �(~x)(~v � ~B)(~x) = ~| � ~B(~x) :Sind die Stromdichten ~| nur in einem beschr�ankten Gebiet G von Null verschieden,so wirkt auf sie die Gesamtkraft~K (G) = ZG d3~x~| (~x)� ~B(~x) :Es sei C = ~x(�); � 2 [�1; �2] ein Stromfaden, durch den ein Strom der St�arke I
ie�t. Da �q = I�t; �t : Zeitintervall, und ~v � �~x=�t, so bekommt man aus derLorentzkraft: � ~K � I(�~x � ~B):



52 KAPITEL 7. STR �OME UND MAGNETISCHE KR�AFTEDivision durch �� und der Limes �� ! 0 ergeben die Linienkraftdichte:d ~Kd� = I(d~xd� � ~B(~x)) ;d~xd� : Tangentialvektor an C in ~x(t) :Auf C wirkt insgesamt die Kraft~K (C) = I Z �2�1 d~xd� � ~B [~x(�)]d� :Beispiel: ~B = const: und C sei geschlossen (~x(�1) = ~x(�2)), dann gilt:~K (C) = �I ~B � Z �2�1 d~xd� d� = 0 :Andererseits gilt f�ur das Drehmoment~N(C) = Z �2�1 ~x(�)� d ~Kd� d� = I Z �2�1 ~x(�)� (d~xd� � ~B)d� :Wegen ~x � (d~xd� � ~B) = 12 dd� (~x � (~x � ~B)) + 12(~x � d~xd� )� ~B; ~B = ~const: ;folgt: ~N(C) = ~m� ~B ;~m = I2 Z �2�1 ~x(�)� d~xd� d� :~m: "magnetisches" Moment des geschlossenen Stromfadens.Beispiel: C sei ein Kreis mit Radius a in der Ebene x3 = 0, dann gilt12 Z �2�1 ~x(�)� d~xd� d� = �a2~e3Liegt ~B parallel zu ~e1, so ist ~N parallel zu ~e2.



Kapitel 8Die Erzeugung von magnetischenFeldern durch bewegte Ladungen
8.1 Das Gesetz von Biot und SavartEine Ladungsverteilung �(~y) erzeugt das elektrische Feld~E(~x) = 14�"0 Z d3~y�(~y) (~x � ~y)k~x � ~yk3 ;bzw. eine Punktladung q am Orte ~y das Feld~E(~x) = 14�"0 q (~x � ~y)k~x � ~yk3 ;  experimentellesResultat !! !Analoges haben Biot und Savart im magnetischen Fall gefunden : Wird einStromfaden C = f~y(�); � 2 [�1; �2]g vom Strom I durch
ossen, so ist derBeitrag des Stromes I im Punkte ~y(�) 2 C zu der magnetischen Induktionim Punkte ~x gegeben durch:d ~Bd� (~x) = �04�I(d~yd� � (~x � ~y)k~x � ~yk3 ) ;�0 = 4� � 10�7V s=Am ;und der Gesamtbeitrag von C ist:~B(~x) = �04�I Z �2�1 [d~yd� � (~x � ~y(�))k~x � ~y(�)k3 ] d� :Beispiel: C sei die (unendlich lange) x3-Achse: � = y3; ~y = (0; 0; y3); d~y=d� = ~e3.53



54 KAPITEL 8. MAGNETISCHE FELDER UND STR �OME6
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~y ~x~x� ~y
x3 = 0~e3

~ea a Die Einf�uhrung von Zylinderkoordinaten (a; '; x3) er-gibt: e3 � (~x � ~y) = a~e' ,also~B(~x) = �04�I~e'a Z +1�1 dy3(a2 + (y3 � x3)2) 32= �04�I~e'a Z +1�1 d~y3(a2 + ~y23) 32 ; ~y3 = y3 � x3= �04�I~e' 1a [ ~y3(a2 + ~y23) 12 ]+1�1 = �02�I 1a~e' ;
~B = �02�I 1a~e' ;d.h. ~B hat weder eine Komponente in x3-Richtung noch in ~ea-Richtung.Bringt man parallel zu C im Abstand a einen zweiten geraden Stromfaden C1der L�ange l1 mit dem Strom I1, so wirkt auf diesen nach Seite 52 die Kraft (C1 wirdals Teilst�uck eines sehr langen Stromfadens angesehen!):~K (l1) = I1 Z x(2)3x(1)3 ~e3 � ~B(a) dx3 = �02�I1I l1a~e3 � ~e' ;~K (l1)=l1 = ��02� I1I 1a ~ea ;d. h. falls I1 � I > 0 (Str�ome parallel), so ziehen sich die beiden Dr�ahte an!Die obige Gleichung wird zur De�nition der Stromeinheit "Ampere"� A benutzt: Flie�t durch zwei parallele Dr�ahte ein Strom gleicher Richtung undgleichen Betrages, so ist das Ma� dieses Stromes 1 A, falls bei einem Abstand avon 1 m die auf 1 m L�ange des Drahtes wirkende anziehende Kraft 2 � 10�7mkg=s2betr�agt!Hat man anstelle eines Stromfadens eine Stromdichte, so bekommt man nachBiot und Savart ~B(~x) = �04� Z d3y~| (~y)� (~x � ~y)k~x � ~yk3 :(Einsetzen von ~| auf S. 47 f�uhrt auf den Fall des Stromfadens zur�uck !). Darotx( ~| (~y)k~x � ~yk) = ~| (~y)� (~x � ~y)k~x � ~yk3 ;so kann man schreiben :~B(~x) = rot ~A(~x); ~A = �04� Z d3y ~| (~y)k~x � ~yk :



8.1. DAS GESETZ VON BIOT UND SAVART 55Wegen div~| = 0 und ~| n = 0 an der Grenz
�ache des Leitergebietes G mu�div ~A = 0gelten!Beweis: Aus der Identit�atdivx ~| (~y)k~x � ~yk = divy~| (~y)k~x � ~yk � divy( ~| (~y)k~x � ~yk) folgtdiv ~A(~x) = �04� ZG d3y div~| (~y)k~x� ~yk � �04� Z@G ~| � d~fk~x � ~yk = 0 ;da div~| = 0 in G und ~| n = 0 auf @G :Ferner folgt rot ~B = rot(rot ~A) = grad (div ~A)| {z }= 0 �� ~A= ��(�04� Z d3y ~| (~y)k~x � ~yk) :Wegen � 14��x( 1k~x � ~yk) = �(~x � ~y)erh�alt man rot ~B = �0 Z d3y~| (~y)�(~x � ~y) = �0~| (~x) :Also: rot ~B = �0~| (~x) f�ur station�are Str�ome,bzw.: ~B = rot ~A ; div ~A = 0 ;wobei � ~A = ��0~| (~x) :Wegen ~B = rot ~A gilt au�erdemdiv ~B = 0 : es gibt (bisher) keine magnetischen Ladungen!F " sei ein glattes einfach zusammenh�angendes Fl�achenst�uck mit Rand @F ", dannfolgt aus rot ~B = �0~| und dem Stokesschen Satz:�0I(F ") � �0 ZF " ~|d~f = ZF " rot ~B � d~f = Z@F " ~B � d~x :



56 KAPITEL 8. MAGNETISCHE FELDER UND STR �OMEAnwendung: ein zylindrischer Leiter vom Radius a erstrecke sich l�angs dergesamtenx3-Achse. In Zylinder-Koordinaten hat ~B die Form ~B(~x) = B(r)~e'.Beweis: ~| = (I=�a2)~e3. Nach S. 54 gilt dann f�ur ~B(~x) :~B(~x) = �0 I4�2a2~e3 � Z d3y (~x � ~y)k~x � ~yk3 = �0 I4�2a2~e3 � gradx Z d3yk~x � ~yk :Das Integral Z a0 Z 2�0 Z +1�1 d�d'dy3 �k~x � ~ykh�angt nur von r ab 1,und da ~e3 � ~er = ~e', so folgt die Behauptung!F�ur eine Kreis
�ache F " = K(2)(r)"; kF "k = �r2 gilt dannI(K(2)(r)) = 8>><>>: I r2a2 f�ur r � a undI f�ur r � a ,d. h. B(r) = 8>>>><>>>>: �0Ir2�a2 f�ur r � a und�0I2�r f�ur r � a .8.2 Magnetische DipoleIst die Stromdichte ~| (~x) nur in einem beschr�ankten Gebiet G (in der Umgebungdes Koordinatenursprungs ) von Null verschieden, so kann man das "Vektorpo-tential" ~A(~x) = �04� ZG d3y ~| (~y)k~x� ~yk ;ganz analog zum elektrostatischen Potential (s.S. 35), f�ur sehr gro�e k~xk; ~x 62 G,nach "Multipolen" (diesmal magnetischen!) entwickeln:~A(~x) = �04� [ 1k~xk(ZG d3y~| (~y)) + 1k~xk3 Z d3y(~y � ~x)~| (~y) + � � �]Zun�achst gilt ZG d3y~| (~y) = 0 :Beweis: Wegen div~| = 0 hat man0 = ZG yi(div~| )d3y = ZG div(yi~| )d3y � ZG ~| � grad(yi)d3y1x3 ! x3 + a, l�a�t sich durch y3 ! y3 � a und R(')~x durch R�1(')~y kompensieren, wobeiR('): Drehung um ~e3-Achse.



8.2. MAGNETISCHE DIPOLE 57= Z@G yi~| � d~f| {z }= 0 ; da ~| n = 0 � Z jid3y ;d.h. Z jid3y = 0; i = 1; 2; 3 :Beim 2. Term hat man Integrale der Form R d3y yi jk. Ausyi yk div~| = div(yi yk ~| )� ~| � grad(yi yk)folgt analog wie vorher:0 = Z@G(yiyk~| ) � d~f| {z }= 0; da ~| n = 0 ;� ZG~| � grad(yiyk)also Z (yijk + ykji)d3y = 0 :Da yijk = 12(yijk + ykji) + 12(yijk � ykji)und (~x � ~y)~| � ~y(~x � ~| ) = (~y � ~| )� ~x;so bekommt man f�ur den 2. Term:~A(~x) = �04� 1k~xk3 12 Z (~y � ~| )� ~x d3y= �04� ~m� ~xk~xk3 ; ~m = 12 Z d3y(~y � ~| )~m: magnetisches Dipolmoment der durch ~| beschriebenen Stromverteilung.Mit ~| (~x) = I R �2�1 d� �(~x � ~y(�)) d~y=� erh�alt man f�ur ~m den Ausdruck auf S. 52.~B(~x) = rot ~A(~x) = �04� (3(~m � ~x)~xk~xk5 � ~mk~xk3 ); ~x 6= 0:F�ur einen fast punktf�ormigen magnetischen Dipol ~m in der N�ahe des Punk-tes ~x = 0 ergibt sich als Kraft in einem �au�eren Magnetfeld ~B ex(~x) analog zumelektrischen Dipol (s.S. 37):~K ex = ZG d3y~| (~y)� ~B ex(~y) = ZG d3y~| (~y)� ( ~B ex(0) +Xi yi@i ~B ex(0) + � � �)= [(~m � grad) ~B ex](0) � 3Xj=1mj@j ~Bex(0)= grad(~m � ~B ex)(0):



58 KAPITEL 8. MAGNETISCHE FELDER UND STR �OMEDie UmformungZ d3y [~| (~y)� ( 3Xi=1 yi@i ~B ex(0))] = 12 Z d3y [ 3Xi=1(~y � ~| (~y))i@i ~B ex(0)]und die �ubrigen Umrechnungen machen von den Eigenschaften rot ~B ex = 0,div ~B ex = 0 in G und RG d3y(yijk + ykji) = 0 (s. oben) Gebrauch.8.3 Zusammenstellung der wichtigstenBeziehungen aus der Physikder station�aren Str�ome.1. Ohmsches Gesetz in seiner einfachsten Form:~| (~x) = � ~E(~x); �(spez.Leitf.) = const:Folgerung: div~| = 0; ~| (1)n = ~| (2)n ; ~E (1)t = ~E (2)t :Leistungsdichte im Leiter = Joulesche W�arme pro Zeiteinheit:l(~x) = ~| (~x) ~E(~x) = 1�~| 2(~x) = � ~E 2(~x) :2. Kr�afte auf bewegte Ladungen, falls ~B gegeben ist.Punktladungen: ~K (~x;~v; q) = q(~v � ~B)(~x) :Stromverteilungen im Gebiet G:~K (G) = ZG d3x~| (~x)� ~B(~x) :Stromfaden: ~K (C") = I Z �2�1 d~xd� � ~B(~x(�)) :Magnetisches Moment:~m = 12 Z d3x~x � ~| (~x)= I2 Z �2�1 d�~x(�)� d~xd� f�ur Stromf�aden :3. Von Str�omen erzeugte magnetische Felder~B(~x) = �04� Z d3y~| (~y)� (~x � ~y)k~x � ~yk3= �04� I Z �2�1 d� [d~yd� � (~x � ~y)k~x � ~yk3 ] f�ur Stromf�aden :



8.3. GLEICH'GEN ZUR PHYSIK STATION�ARER STR �OME 59Vektorpotential:~B(~x) = rot ~A; ~A = �04� Z d3y ~| (~y)k~x � ~yk ; div ~A = 0 :Di�erentialgleichungen: rot ~B = �0~| (~x); div ~B(~x) = 0 ;oder: � ~A = ��0~| (~x); div ~A = 0 :



Kapitel 9Das FaradayscheInduktionsgesetz
9.1 Herleitung mittels Galilei-TransformationenBisher sind nur zeitunabh�angige Vorg�ange in einem ruhenden Inertialsystem I be-trachtet worden. Diese Vorg�ange k�onnen dadurch zeitabh�angig werden,da� man sie von einem bewegten Inertialsystem I 0 aus betrachtet.Falls die Relativgeschwindigkeit ~u der beiden Inertialsysteme klein gegen�uberder Lichtgeschwindigkeit c ist, so sind die Koordinaten (~x; t) eines Ereignisses in Iund die Koordinaten (~x0; t0) desselben Ereignisses in I 0 durch die folgenden Galilei-Transformationen miteinander verkn�upft:G(~u) : ~x! ~x0 = ~x + ~ut; t! t0 = t ;~u = ~const: ; k~uk � c : Lichtgeschwindigkeit.In der Mechanik fordert man, da� alle Inertialsysteme physikalisch �aquivalent sind,d.h. die physikalischen Grundgleichungen sollen in allen Inertialsystemen die gleicheGestalt haben. Um die bisher in I diskutierten Ph�anomene in I 0 zu beschreiben,m�ussen wir heraus�nden, wie sich die Feldgr�o�en �;~| ; ~E; ~B etc. bei Galilei-Trans-formationen verhalten: �(~x; t) ! �0(~x0; t0) etc.. Die folgenden Transformationengelten auch, falls die Ladungsdichte � und die Stromdichte ~| in I Funktionen derZeit sind. Wir diskutieren daher zun�achst diesen etwas allgemeineren Fall:Aus der De�nition von �(~x; t) [= lim�Q=�V ] folgt, da �Q und �V in I undI 0 dieselben sind: �0(~x0; t0) = �(~x; t) = �(~x0 � ~ut; t) :Dies ist eine Vorschrift, die angibt, wie man die Funktion �0 zur Zeit t0 am Orte ~x0durch den Wert von � am Orte ~x0� ~ut ausrechnen kann. Anstelle von ~x0 kann mano�enbar auch ~x schreiben: �0(~x; t) = �(~x � ~ut; t) :60



9.1. HERLEITUNG MITTELS GALILEI-TRANSFORMATIONEN 61Das Transformationsgesetz f�ur die Stromdichte ergibt sich aus der G�ultigkeit derKontinuit�atsgleichung in beliebigen Systemen:div~| 0(~x; t) = �@t�0(~x; t) = � ddt�(~x � ~ut; t)= ~u � grad�(~x � ~ut; t)� @t�(~x � ~ut; t)= div[~u �(~x � ~ut; t) + ~| (~x � ~ut; t)] ; d. h.~| 0(~x; t) = ~u�(~x � ~ut; t) + ~| (~x � ~ut; t) ;~u � : vom bewegten System aus gesehener "Konvektionsstrom".In dem Bezugssystem I haben wir f�ur die Kraftdichte ~k(~x; t):~k(~x; t) = �(~x; t) ~E(~x; t) + ~| (~x; t)� ~B(~x; t) :Aus der Mechanik wei� man, da� ~k sich folgenderma�en transformiert:~k 0(~x; t) = ~k(~x � ~ut; t) ;also~k 0(~x; t) = �(~x � ~ut; t) � ~E(~x � ~ut; t) + ~| (~x � ~ut; t)� ~B(~x � ~ut; t)= �0(~x; t) � [ ~E(~x � ~ut; t)� ~u � ~B(~x � ~ut; t)] + ~| 0(~x; t)� ~B(~x � ~ut; t) :Man bekommt demnach "Galilei-Invarianz" des Kraftgesetzes, falls~E 0(~x; t) = ~E(~x � ~ut; t)� ~u � ~B(~x � ~ut; t) ;~B 0(~x; t) = ~B(~x � ~ut; t) ;d.h. ~E und ~B werden nicht unabh�angig voneinander transformiert: ein "beweg-tes" Magnetfeld "erzeugt" ein elektrisches Feld.Wegen rot[~a� ~F (~x)] = � 3Xi=1 ai@i ~F + ~a � div ~Ffolgt aus rot ~E = 0 und div ~B = 0, zun�achst bei zeitunabh�angigem ~B ,rot ~E 0(~x; t) = 3Xi=1 ui@i ~B(~x � ~ut) = �@t ~B 0(~x; t) ;also rot ~E 0(~x; t) + @t ~B 0(~x; t) = 0 ;



62 KAPITEL 9. DAS FARADAYSCHE INDUKTIONSGESETZd.h. ein "bewegtes" Magnetfeld erzeugt elektrische Wirbel!Bemerkung:Die Gleichungen div ~E = �="0 und rot ~B = �0~| (~x) sind nicht invariant(kovariant) gegen�uber Galilei-Transformationen.Verallgemeinerung f�ur beliebige Zeitabh�angigkeiten (Faraday):Jedes zeitlich ver�anderliche Magnetfeld erzeugtein elektrisches Feld und es gilt:rot ~E(~x; t) = �@t ~B(~x; t) :Die Richtigkeit dieser Annahme hat sich experimentell in zahllosen Beispielen best�atigt!9.2 Magnetischer Flu� und Induktivit�atenEine Drahtschleife C" (geschlossen) be�nde sich in einem zeitlich ver�anderlichenFeld ~B , dann gilt:'
&
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%-----

--
� �
� �

? F
C" ~B

?
6 ZC" ~E � d~x = ZF " rot ~E � d~f= � ZF " @t ~B � d~f ;F ": einfach zusammenh�angendeFl�ache mit @F " = C" :

De�nition: �(F ") � ZF " ~B � d~f : "magnetischer Flu� durch F "" .F�ur @t� 6= 0 entsteht in C" eine "Ringspannung", die durchIC"=@F " ~E � d~x = � ddt�(F ")gegeben ist. Schneidet man also die Schleife an einer (beliebigen) Stelle auf, sokann man dort die Spannung � ddt�(F ")(t)



9.2. MAGNETISCHER FLU� UND INDUKTIVIT�ATEN 63abnehmen!Hat die Schleife den Widerstand R, so 
ie�t in ihr der StromI(t) �R = � ddt�(F ")(t) :Ist das Feld ~B konstant, so kann man einen zeitlich ver�anderlichen Flu� � auchdadurch erzeugen, da� man die Schleife C" in ~B bewegt, z.B. rotieren l�a�t (Prinzipder Wechselstrom-Generatoren):
U12 ---

---
������CCCCC

CCCCCCC������
CCCCCC
�������1FC" ~B = ~const:~n (t)���CCCC

C���12
Ist F die Fl�ache der Schleife und~n (t) die zeitabh�angige Normaleder rotierenden Schleife, so gilt:U12(t) = ZC ~E � d~x= � ddt ZF " ~B � d~f= �B F ddt cos[ ~B; ~n] :

Der magnetische Flu� � durch die Schleife C" kann verschiedene Ursachen ha-ben. Er kann z.B. durch die Stromschleifen C"2 : : : C"n erzeugt sein, in denen dieStr�ome I2(t); : : : In(t) 
ie�en. Nach Biot-Savart (s.S. 53) ist das C" durch-setzende Feld ~B proportional zu I2(t); : : : In(t). Au�erdem tr�agt der in C"
ie�ende Strom I(t) selbst zu � bei, da er ebenfalls ein Magnetfeld erzeugt(sog. "Selbstinduktion"), d.h. wir haben die Beziehung�(F ") = LI + nXk=2LkIk :Die konstanten, nur von der Geometrie abh�angigen Koe�zienten L und Lk hei�enInduktivit�atskoe�zienten, und zwarL : Selbstinduktivit�atLk : wechselseitige Induktivit�aten.Beispiel f�ur eine Selbstinduktivit�atEine lange gerade Luftspule der L�ange l und der Windungszahl n pro L�ange werdevom Strom I durch
ossen. Dann hat man (ohne Beweis) im Innern das FeldB = �0 n I. Hat die Spule den Querschnitt F , so ist der Gesamt
u� durch n lSpulenschleifen:� = n l F B = �0 n2 F l I ; d. h. L = �0 n2 F l :



64 KAPITEL 9. DAS FARADAYSCHE INDUKTIONSGESETZBerechnung der wechselseitigen Induktivit�aten:'
&
$
%

'
&
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%?I1

C"1 ? I2
C"2 Beitrag des Stromes I2 zum Flu� �1durch C"1 :�12 = L12I2 = Z ( ~B2) � d~f 1= IC"1 ~A2 � d~x1 :

Nun ist ~A2 nach S. 54 durch~A2(~x1) = �04�I2 IC"2 d~x2k~x1 � ~x2kgegeben, d. h. L12I2 = �04�I2 IC"1 IC"2 d~x1 � d~x2k~x1 � ~x2k ;also L12 = �04� IC"1 IC"2 d~x1 � d~x2k~x1 � ~x2k = L21 :Anwendungen: s. Literatur9.3 Grundgleichungen der WechselstromtechnikWir betrachten zun�achst wieder einen Stromkreis C", in den jedoch noch einezus�atzliche Spannungsquelle mit Spannung U (e)(t) eingeschaltet ("elektromotorische"Kraft, "eingepr�agte" Spannung, s. S. 51) ist. Die Gleichung f�ur die Gesamtspannunglautet dann: I(t) �R = U (e)(t)� ddt�(F ")(t) :Allgemein:Haben n Stromschleifen (die selbst wieder Wicklungen sein k�onnen) C"1 , : : :, C"ndie Widerst�ande R1; : : : ; Rn, liegen an ihnen die �au�eren Spannungen U (e)1 (t), : : :,U (e)n (t) und 
ie�en in ihnen die Str�ome I1(t); : : : ; In(t), so ist die k-te Schleife voneinem magnetischen Flu� �k = nXk=1LklIl(t)



9.3. GRUNDGLEICHUNGEN DER WECHSELSTROMTECHNIK 65durchsetzt und es gilt: Ik(t)Rk = U (e)k (t)� ddt�k; oderU (e)k (t) = nXl=1 Lkl ddtIl(t) +RkIk(t) ;Grundgleichungen der WechselstromtechnikBeispiel:
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IR + LdIdt = U (e)Kreis geschlossen :U (e) = 0 ;dIdt = �RLI(t)mit L�osung:I(t) = I(0)e�RL t :Beispiel: Wechselstromkreis mit Kapazit�at:
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Nach S. 50 gilt:RI = Z 21 ( ~E + ~E (e)) � d~x;wobei der Weg von der unterenPlatte 1 �uber die EMK, den Wi-derstand R, die Spule L zur obe-ren Platte 2 verl�auft.
Weiter gilt: Z 21 ~E (e)d~x = U (e) und



66 KAPITEL 9. DAS FARADAYSCHE INDUKTIONSGESETZZ 21 ~E � d~x = '1 � '2 + I ~E (ind:) � d~x ;wobei U12 � '1 � '2 die Spannung ist, die am Kondensator C liegt. Ferner istI ~E (ind:) � d~x = �LdI=dt :Insgesamt ergibt sich also: RI + LdIdt � U12 = U (e)(t):Da der Strom I durch die zeitliche �Anderung der Ladung auf den Platten 1 und 2gegeben ist, gilt wegen �Q = C�U12 ; I = ��Q=�t:I = �CdU12=dt ; d. h.LC d2U12dt2 +RC dU12dt + U12 = �U (e)(t) :Diese Gleichung wird v�ollig analog zur ged�ampften, erzwungenen Schwingung inder Mechanik gel�ost: m�x +m
 _x + bx = F (t);siehe Mechanik-Vorlesung WS 97/98.



Kapitel 10Die Maxwellschen Gleichungen
10.1 Der Maxwellsche VerschiebungsstromBisher sind die folgenden Feldgleichungen f�ur die Felder ~E und ~B diskutiert worden:div ~E = �"0 ; rot ~E = �@t ~B;div ~B = 0; rot ~B = �0~| :Ferner gilt Ladungserhaltung, d. h.@t�+ div~| = 0 :F�ur zeitlich ver�anderliche Ladungsverteilungen �(~x; t) ist die Gleichungrot ~B = �0~|nicht vertr�aglich mit der Kontinuit�atsgleichung f�ur die Ladung:div~| = 1�0div rot ~B = 0; ) @t � = 0 :Maxwell: Die Gleichungen rot ~B = �0~| sind folgenderma�en abzu�andern:Setzt man � = "0div ~E in die Kontinuit�atsgleichung ein, so ergibt sich:div(~| + "0@t ~E) = 0 :Ersetzt man also ~| in rot ~B = �0~| durch ~| + "0@t ~E , so erh�alt man Konsistenz mitder Kontinuit�atsgleichung: rot ~B = �0(~| + "0@t ~E) :Aufgrund historischer - heute nicht mehr ma�geblicher - Vorstellungen �uber den�Ather wurde der Zusatz "0@t ~E als "Verschiebungsstrom" bezeichnet.67



68 KAPITEL 10. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENAls vollst�andigen Satz von Feldgleichungen f�ur ~E und ~B erhalten wir damit f�urden "materiefreien" Raumdiv ~E = �"0 ; rot ~E = �@t ~B;div ~B = 0; rot ~B = �0(~| + "0@t ~E) :Hier sind �(~x; t) und ~| (~x; t) entweder vorgegeben, als ruhende oder bewegteLadungsverteilungen, oder auch selbst wieder Funktionen von ~E und ~B , z. B.~| = � ~E :Die Kontinuit�atsgleichung ist jetzt eine Folge der obigen Maxwellschen Glei-chungen: div~| = div( 1�0 rot ~B � "0@t ~E) = �"0div@t ~E= �"0@t(div ~E) = �@t�(~x; t) :10.2 Die Maxwellschen Gleichungen als Zeit-entwicklungsgleichungen f�ur ~E und ~BIn der Mechanik interessiert man sich prim�ar f�ur die Zeitentwicklung der Gr�o�enq�(t) und p�(t) aufgrund der Bewegungsgleichungen_q� = @H@p� ; _p� = �@H@q� ; � = 1; : : : ; f:Die zeitliche Entwicklung von ~E und ~B ist aufgrund der Maxwellschen Gleichun-gen gegeben durch "0@t ~E = 1�0 rot ~B � ~| ;@t ~B = �rot ~E :Die restlichen Maxwellschen Gleichungen div ~B = 0 und div ~E = �="0 enthaltenkeine Zeitableitungen!Sie sind in diesem Zusammenhang so zu interpretieren:Gibt man sich �;~| sowie ~E und ~B zur Zeit t = t0 vor, so m�ussen die Anfangs-werte ~E t0 ; ~B t0 den Bedingungen div ~B jt=t0 = 0; div ~E jt=t0 = �jt=t0="0 gen�ugen!



10.3. DIE ELEKTROMAGNETISCHEN POTENTIALE 69Frage: Welche Bedingungen m�ussen erf�ullt sein, damit die Gleichungendiv ~B = 0; div ~E = �="0 f�ur alle Zeiten t erf�ullt bleiben?O�enbar mu� @t(div ~B) = 0 ; @t(div ~E � 1"0 �) = 0 ;gelten, falls div ~B = 0 und div ~E = �="0 f�ur t = t0!D. h. @ tdiv ~B = div@ t ~B = �div(rot ~E) = 0 und@ tdiv ~E � 1"0 @ t� = div(@ t ~E)� 1"0 @ t�= div( 1�0"0 rot ~B � 1"0~| )� 1"0 @ t�= � 1"0 (div~| + @ t�) = 0 ;falls die Kontinuit�atsgleichung erf�ullt ist!Hier erscheint demnach die Kontinuit�atsgleichung als Konsistenzbe-dingung daf�ur, da� die zeitliche Entwicklung von ~E und ~B mit denAnfangsbedingungen div ~B jt=t0 = 0 und div ~E jt=t0 = �jt=t0="0 vertr�aglichbleibt!10.3 Die elektromagnetischen PotentialeViele Probleme der Elektrodynamik lassen sich eleganter mit Hilfe von 4 Potential-Funktionen behandeln:Falls das Gebiet G, in dem div ~B = 0 gilt, "sternf�ormig" ist, sichauf einen beliebigen Punkt im Innern stetig zusmmenziehen l�a�t,so folgt aus div ~B = 0 f�ur ~B die Darstellung:~B = rot ~A :~A hei�t "Vektorpotential". Da rot(grad�) = 0; �(~x; t) beliebig, so ist ~A beivorgegebenem ~B zun�achst nur bis auf einen Gradienten bestimmt!Einsetzen von ~B = rot ~A in rot ~E = �@ t ~B ergibt:rot( ~E + @ t ~A) = 0 :Analog wie oben kann man jetzt schlie�en, da� eine Funktion '(~x; t) existiert, soda� ~E + @ t ~A = �grad', d. h. ~E = �grad' � @ t ~A :



70 KAPITEL 10. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENDamit sind die "homogenen" Maxwellschen Gleichungendiv ~B = 0 ; rot ~E + @ t ~B = 0bei beliebigen ~A und ' "identisch" erf�ullt! Allerdings werden ~A und ' durch die"inhomogenen" Gleichungen stark eingeschr�ankt.Einsetzen von ~B = rot ~A und ~E = �grad' � @ t ~A in div ~E = �="0 und rot ~B =�0(~| + "0@ t ~A) ergibt wegen rot(rot ~A) = grad(div ~A)�� ~A :��' � @ tdiv ~A = 1"0 � undgrad div ~A �� ~A = �0[~| � "0(@ tgrad' + @2t ~A)]oder: �@ tdiv ~A ��' = 1"0 � ;�0"0@2t ~A �� ~A + grad (div ~A + �0 "0 @ t') = �0~| :Dies ist, bei vorgegebenen � und ~| ein (unangenehm) gekoppeltes System von parti-ellen Differentialgleichungen f�ur ' und ~A. Das System l�a�t sich vereinfachen, wennman davon Gebrauch macht, da� ~A und ' bei gegebenen ~E und ~B noch nicht fest-gelegt sind: Ist �(~x; t) eine beliebige, stetig di�erenzierbare Funktion, dann geh�orenzu '0 = ' � @ t� ; ~A0 = ~A + grad�dieselben Feldst�arken ~E und ~B wie zu ' und ~A! Den �Ubergang '; ~A ! '0; ~A0bezeichnet man als "Eichtransformation". Man kann nun das obige Differential-gleichungs-System vereinfachen, indem man ' und ~A Nebenbedingungen unterwirft:1. Lorentz-Bedingung oder Lorentz-"Eichung"div ~A + "0�0@ t' = 0 :Dann bekommt man f�ur ' und ~A die Gleichungen2' = 1"0 �; 2 ~A = �0~| ;2 � "0�0@2t �� : "d'Alembert-Operator".Gen�ugen ' und ~A zun�achst noch nicht der Lorentz-Bedingung, d. h. giltdiv ~A + "0�0@ t' � L(~x; t) 6= 0;so kann man immer ein � �nden, so da� die neuen Potentiale '0 und ~A0 derLorentz-Bedingung gen�ugen:



10.3. DIE ELEKTROMAGNETISCHEN POTENTIALE 71Aus 0 = div ~A0 + "0�0@ t'0 = div( ~A + grad�) + "0�0@ t(' � @ t�)bekommt man n�amlich f�ur � die inhomogene Di�erential-Gleichung2� = L(~x; t) ;aus der man ein � bestimmen kann, so da� L0 = 0.Aus der Gleichung 2� = L sieht man auch noch Folgendes:Auch wenn die Potentiale ' und ~A der Lorentz-Bedingung L = 0 gen�ugen, sosind diese noch nicht festgelegt. Es sind immer noch solche Eichtrans-formationen m�oglich, f�ur die � = �0 gilt, wobei 2�0 = 0.Ist z.B. � = 0, d.h. 2' = 0, so kann man durch geeignete Wahl von �0'0 = ' � @ t�0 = 0setzen. Es bleiben dann die Gleichungen2 ~A = �0~| ; div ~A = 0 ; div~| = 0:2. Coulomb-EichungHier fordert man div ~A = 0 :Die Feldgleichngen f�ur ' und ~A lauten dann�' = � �"0 ; 2 ~A = �0 (~| � "0 grad @ t') :Die L�osung der 1. Gleichung ist (s.S. 16)'(~x; t) = 14�"0 Z d3y �(~y; t)k~x � ~yk :Dies ist in die rechte Seite der letzten Gleichung einzusetzen und man hatdann diese Di�erential-Gleichung f�ur ~A zu l�osen. Falls zun�achst div ~A 6= 0 ist,dann kann man umeichen:0 = div ~A0 = div( ~A + grad�) ;d.h. � mu� L�osung der Gleichung�� = �div ~A ; mit� = 14� Z d3y div ~A(~y; t)k~x � ~yk ; sein.



72 KAPITEL 10. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENFalls schon div ~A = 0 ist, so mu� � = �0 der Gleichung ��0 = 0 gen�ugen.Beschr�ankt man sich auf solche �, f�ur die �0 ! 0 mit k~xk ! 1, so bleibtnur die L�osung � = 0; d.h. im Falle der Coulomb-Eichung sind diePotentiale ' und ~A festgelegt (Vorteil der Coulomb-Eichung!)!Die Coulomb{Eichung hat im Rahmen der speziellen Relativit�atstheorie denNachteil, da� sie i.a. nur in einem Inertialsystem gilt, w�ahrend die Lorentz{Eichung in allen Inertialsystemen g�ultig ist, falls sie in einem vorliegt (s. sp�a-ter).



Kapitel 11Energie- und Impulsbilanzen
11.1 Energieerhaltung in elektrodynamischenSystemen;Energiedichten und Poynting{VektorFr�uher (S. 50) haben wir gesehen, da� ein elektrisches Feld, das auf Ladungen mitder Stromdichte ~| wirkt, an den Ladungen und ihren Tr�agern Arbeit leistet, zu derdie Leistungsdichte l(~x; t) � ~| (~x; t) � ~E(~x; t)geh�ort (die Lorentz-Kraft gilt auch f�ur zeitabh�angige Felder !). Der Ausdruck f�ur~| � ~E l�a�t sich mittels der Maxwellschen Gleichungen umformen und uminterpretie-ren: l(~x; t) = ( 1�0 rot ~B � "0@ t ~E) � ~E= 1�0 (rot ~B) � ~E � "02 @ t ~E2:Wegen ~B � rot ~E � ~E � rot ~B = div( ~E � ~B) (mathem. Identit�at) und rot ~E = �@ t ~Bbekommt man �@ t("02 ~E 2 + 12�0 ~B2) = div( 1�0 ~E � ~B) + ~| � ~E :Integriert man �uber ein zeitlich unver�anderliches Gebiet G, so erh�alt man, mit~S � (1=�0) ~E � ~B ,�@ t ZG d3x("02 ~E 2 + 12�0 ~B2) = Z@G ~S � d~f + ZG~| � ~Ed3x :Interpretation (analog zum Erhaltungssatz f�ur die Ladung):we = ("0=2) ~E2 ist die Energiedichte des elektrischen Feldes (s.S. 28). Analogist wm = (1=2�0) ~B2 die Energiedichte des magnetischen Feldes. Die linke Seite der73



74 KAPITEL 11. ENERGIE- UND IMPULSBILANZENobigen Gleichung ist also die zeitliche Abnahme der elektromagnetischen Feld-energie im GebieteG. Der letzte Term auf der rechten Seite gibt die in G erzeugteJoulesche W�arme und der 1. Term den Energie
u� durch die Ober
�ache @G an,d.h. analog zur Stromdichte ~| ist ~S~S(~x; t) = 1�0 ~E � ~B(~x; t)die lokale Energie
u�dichte !~S hei�t Poynting-Vektor. Immer dort, wo ~E 6= 0; ~B 6= 0 und ~E 6 k ~B , 
ie�tEnergie.Beispiel 1:Ein zylindrischer Leiter vom Radius a und L�ange l, durch den ein station�arerStrom I 
ie�t:

� �6
� �
�� ��6~E ~B~|?

6
l

~e36 -
� -a

~B(~x) = B(r)~e' ; B(r) = �0I2� 8>>>><>>>>: ra2 ; r � a1r ; r � a~| = I�a2~e3 = � ~E = � E ~e3r � a : ~S = EB(r)�0 ~e3 � ~e' = �EB(r)�0 ~e�;d. h. die Feldenergie 
ie�t von der Ober
�ache senk-recht in den Leiter nach innen und wird dort in Jou-lesche W�arme umgewandelt:Da ~E und ~B = const:, so gilt @ twe = 0; @ twm = 0; undZZylinderoberfl�ache ~S � d~f = ZMantel ~S � ~e�kd~fk= �E B(a)�0 � 2� a l= �E I l = �j E �a2l ;jE�a2l ist gerade die Joulesche W�arme im Leiterst�uck vom Volumen �a2l!Diese wird also der elektromagnetischen Feldenergie entzogen: Bei Anwe-senheit von Ladungstr�agern bilden die elektromagnetischen Felder kein ab-geschlossenes System !



11.1. ENERGIEERHALTUNG,ENERGIEDICHTEN, POYNTING-VEKTOR 75Beispiel 2:Anwendung f�ur die magnetische Energiedichte wm = (1=2�0) ~B2 :In einem endlichen Gebiet G 
ie�en in n Stromschleifen C"1 ; : : : ; C"n station�areStr�ome I1; : : : ; In, die magnetische Felder erzeugen. F�ur die magnetische En-ergie des Systems gilt dann:Wm = ZR3 12�0 ~B2d3x = 12�0 Z d3x ~B � rot ~A :Aus der mathematischen Identit�at~B � rot ~A = ~A � rot ~B + div( ~A � ~B)folgt Wm = 12�0 Z d3x ~A � rot ~B + 12�0 Z div( ~A � ~B)d3x :Da die Stromschleifen im Endlichen liegen, fallen ~A und ~B hinreichend starkf�ur k~xk ! 1 ab, so da�ZR3 div( ~A � ~B)d3x = limk~xk!1 Z@K(r) d~f � ( ~A � ~B) = 0;und mit rot ~B = �0~| sowie @ t ~E = 0 ist dann:Wm = 12 Z d3x ~A � ~| :Zu den in den n Schleifen 
ie�enden Str�omen geh�ort die Stromdichte~| (~x) = nXi=1 Ii Z d�i�(~x � ~yi(�i))d~yid�i :Damit erhalten wir f�ur Wm:Wm = 12 nXi=1 Ii Z d�i ~A(~yi(�i))d~yid�i= 12 nXi=1 Ii ZCi d~y � ~A(~y) :Ist nun F "i eine Fl�ache mit Rand C"i , so folgtZC"i d~y � ~A(~y) = ZF "i d~f � rot ~A = ZEi d~f � ~B = �i ;d. h. wir erhalten schlie�lichWm = 12Xi Ii�i = 12Xi;k LikIiIkf�ur die magnetische Energie des Systems !De�nition: Zeitabh�angige Vorg�ange, f�ur die @ t~| 6= 0 , hei�en "quasistation�ar",falls k~|k � "0k@ t ~Ek, d.h. falls die Verschiebungsstromdichte gegen�uber der nor-malen Stromdichte vernachl�assigbar ist. Die bisher hergeleiteten Beziehungen f�urstation�are Str�ome gelten dann auch f�ur quasistation�are.



76 KAPITEL 11. ENERGIE- UND IMPULSBILANZEN11.2 Lorentz-Kraft, elektromagnetischeFl�achenkraft und FeldimpulsWie die Coulomb-Kraftdichte in der Elektrostatik, so kann man auch die Lorentz{Kraftdichte ~k(~x; t) = � ~E + ~| � ~B aus einem Maxwellschen "Spannungstensor" Tikherleiten, in dem nur noch die Felder ~E und ~B vorkommen:Man eliminiert � und ~| in ~k mittels der Maxwellschen Gleichungen:~k(~x; t) = "0 ~Ediv ~E + 1�0 (rot ~B)� ~B � "0@ t ~E � ~B :Addiert man noch die aus den restlichen Maxwellschen Gleichungen folgenden Be-ziehungen 0 = �"0 ~E � rot ~E � "0 ~E � @ t ~B ; 0 = 1�0 ~Bdiv ~B;so erh�alt man ~k(~x; t) = "0 ~Ediv ~E � "0 ~E � rot ~E+ 1�0 ~Bdiv ~B � 1�0 ~B � rot ~B � "0�0@ t ~S :Fr�uher (S. 29) wurde gezeigt, da�"0( ~Ediv ~E � ~E � rot ~E)i = 3Xk=1 @kT eik;wobei T eik = "0(EiEk � 12�ik ~E2) :Analog ergibt sich, da� 1�0 ( ~Bdiv ~B � ~B � rot ~B) = 3Xk=1 @kTmik ;wobei Tmik = 1�0 (BiBk � 12�ik ~B2) :Mit Tik = T eik + Tmik erhalten wir daherki = 3Xk=1 @kTik � "0�0@ tSi ;



11.2. LORENTZ-KRAFT, FL�ACHENKRAFT UND FELDIMPULS 77bzw. in Integralform~Kmech:(G) = ZG ~kd3x = Z@G ~Tnkd~fk � "0�0@ t ZG ~Sd3x ;~Tn = T � ~n; T = (Tik); d ~f = kd~fk~n :Da ~Kmech: = d ~Pmech:=dt; so kann man auch schreiben:ddt [~Pmech:(G) + "0�0 ZG ~Sd3x] = Z@G ~Tnkd~fk :Interpretation: ~pem(~x; t) = "0�0 ~S(~x; t)ist die zu den elektromagnetischen Feldern geh�orige Impulsdichte und~Pem(G) = ZG ~pem(~x; t)d3xder von den elektromagnetischen Feldern getragene Gesamtimpuls im Gebiete G !Also ist ddt [~Pmech:(G) + ~Pem(G)] = Z@G ~Tnkd~fk = ~K (G);wobei ~K (G) die auf das System in G wirkende Gesamtkraft ist, die allein von denWerten von ~E und ~B auf @G abh�angt !Wird G! R3 und verschwinden ~E und ~B hinreichend stark f�ur k~xk ! 1, so folgt~Pmech:(R3) + ~Pem(R3) = ~const:Wir werden sehen, da� "0�0 = 1=c2 gilt, wobei c die Lichtgeschwindigkeit im Va-kuum ist, d.h. wir haben ~pem(~x; t) = 1c2 ~S(~x; t) :



Kapitel 12Elektromagnetische Wellen
12.1 Ebene elektromagnetische WellenFrage: Gibt es nichttriviale (d.h. ~E 6= const:; ~B 6= const:) L�osungen der Max-wellschen Gleichungen im ladungs- und stromfreien Raum ?Antwort: Ja, in Form elektromagnetischer Wellen; ~E; ~B sind Tr�ager von Energie,Impuls, Drehimpuls etc. durch den materiefreien Raum (z.B. "Licht" vonFixsternen !).F�ur � = 0; ~| = 0 lauten die Maxwellschen Gleichungen:rot ~E = �@ t ~B ; div ~E = 0 ;rot ~B = "0�0@ t ~E ; div ~B = 0 ;oder f�ur die Potentiale '(~x; t); ~A(~x; t) in der Lorentz-Eichung:~B = rot ~A; ~E = �grad' � @ t ~A ;2 ~A(~x; t) = 0; 2'(~x; t) = 0;div ~A + "0�0@ t' = 0; 2 � "0�0@ t2 ��:Durch entsprechende Eichung (s.S. 71) kann ' = 0 angenommen werden.Bemerkung: die Gr�o�e "0�0 hat die Dimension [Geschwindigkeit]�2 und("0�0)� 12den Zahlenwert 2; 9979 � 108m=s = Lichtgeschwindigkeit c im Vakuum (Entdek{kung von Weber vor dem Finden der Maxwellschen Gleichungen). UnmittelbareVerkn�upfung der optischen Gr�o�e c mit den elektromagnetischen Gr�o�en "0und �0 . Der D'Alembert-Operator2 � 1c2@2t ��wird auch als "Wellenoperator" bezeichnet. Dieser Name wird durch die folgendeDiskussion plausibel werden. 78



12.1. EBENE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 7912.1.1 Allgemeine ebene WellenEs sei ~a(~t) eine 2-mal stetig di�erenzierbare vektorwertige Funktion von ~t. Dannerh�alt man folgende speziellen L�osungen der obigen Gleichungen:~n : beliebiger konstanter Einheitsvektor, ~n2 = 1 ;~A(~x; t) = ~a(~t) � ~a(t� 1c~n � ~x) ; ~n � ~a = 0 :Beweis: div ~A = �1c _~a � ~n = �1c @ t(~a � ~n) = 0 ; mit _~a = @ t~a = dd~t~a ;und ferner � ~A = 1c2 �~a :F�ur ~E und ~B ergibt sich~E(~x; t) = �@ t~a = � _~a � ~e(~t) ; ~t = t� 1c~n � ~x ;~B(~x; t) = rot ~A = 1c~n � ~e(~t) ; ~n � ~e(~t) = 0 :Eigenschaften dieser L�osungen:1. F�ur festes ~t haben ~E und ~B auf den Hyperebenen t�~n �~x = const: �uberallden gleichen Wert (gleiche "Phase"). H�alt man auch noch die Zeit t fest, sogilt dies entsprechend f�ur die Ebenen ~n � ~x = const:.2. Zum Zeitpunkt t + � hat man~E(~x + c~n�; t+ �) = ~E(~x; t)~B(~x + c~n�; t+ �) = ~B(~x; t) ;d.h. die Ebenen gleicher Phase bewegen sich mit den gleichf�ormigenGeschwindigkeiten ~n c = ~c : ebene "Welle" mit "Phasen"-Geschwindigkeit~c; k~ck = c:3. Die drei Vektoren ~E; ~B und ~n bilden f�ur festes ~x; t ein orthogonales Dreibein:~n � ~E = 0, ~n � ~B = 0, ~E � ~B = 0. ~E und ~B stehen aufeinander und aufder Ausbreitungsrichtung ~n senkrecht : transversale Wellen.4. F�ur die Energiedichte erh�alt manw(~x; t) = wel + wm = 12("0 ~E 2 + 1�0 ~B2)= "0 ~E 2; da ~E 2 = c2 ~B2:



80 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENDer Poynting-Vektor ist:~S(~x; t) = 1�0 ~E � ~B= "0 ~E2c ~n = w(~x; t) c ~n :D.h. die Energie 
ie�t in die ~n-Richtung mit "Geschwindigkeit" c. Schlie�lichergibt die Impulsdichte (S. 77)~pem(~x; t) = 1c2 ~S = "0c ~E2(~x; t)~n = 1c w(~x; t)~nden "Strahlungsdruck" bei Lichtabsorption !5. Da der D'Alembert-Operator 2 nur die zweiten Ableitungen von t und xienth�alt, so ist auch ~A = ~b(t + ~n � ~x=c); ~n �~b = 0 eine L�osung.Man bezeichnet die L�osungen ~a(t�~n � ~x) als rechtslaufende und die L�osungen~b(t+ ~n � ~x) als linkslaufende Wellen.12.1.2 Monochromatische ebene WellenJede L�osung ~E(~x; t) = ~"(~x) sin(!t+'0); '0 = const:, der Maxwellschen Gleichungenim materiefreien Raum hei�t monochromatisch.!: Kreisfrequenz und T = 2�=!: Periode der Schwingung.Monochromatische ebene Welle:~E(~x; t) = ~" sin[!(t� ~n � ~xc )] :De�nition: ~k = 1c!~n : "Wellenvektor" .F�ur festes t ist ~E periodisch in ~x mit der Periode ~k � ~x0 = 2�.� = 2�=k~kk : "Wellenl�ange" .Transversalit�at: ~k � ~" = 0 :Analog zum sin(: : :) kann man auch cos(: : :) oder eine Linearkombination nehmen.Rechnerisch ist es sehr bequem, die Beziehung ei' = cos' + i sin' auszunutzen: ~"kann komplexe Komponenten haben. Dann gilt:~E(~x; t) = <e[~" e�i(!t�~k �~x)] ; ~k � ~" = 0 ;~B(~x; t) = <e[1c ~n � ~" e�i(!t�~k �~x)] :



12.1. EBENE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 81F�ur ~n = (0; 0; 1) und ~" = ei�(a; ib; 0), �; a; b reell, erh�alt man~E(~x; t) = (a cos(!t� kx3 � �); b sin(!t� kx3 � �); 0) ;d. h. der Vektor durchl�auft mit wachsendem !t� kx3 eine Ellipse.a � b < 0 : rechts (zirkular) polarisierte Welle (schaut man indie negative ~n-Richtung, so l�auft ~E mit t im Uhrzeigersinn um),a � b > 0 : links polarisierte Welle,a � b = 0 : linear polarisierte Welle,Die gesamte klassische Optik l�a�t sich aus den Maxwellschen Glei-chungen herleiten "Licht" = elektromagnetische Welle.Zeitliche Mittelwerte :In vielen Experimenten beobachtet man nur zeitliche Mittelwerte von Feldgr�o�enF (~x; t): < F (~x; t) >= lim�!1 12� Z +��� F (~x; t)dt :Bei Gr�o�en mit der Periode T hat man< F (~x; t) >= 1T Z T0 F (~x; t)dt :F�ur die obigen ~E(~x; t) und ~B(~x; t) erh�alt man< ~E(~x; t) > = 0 ; < ~B(~x; t) >= 0und < w(~x; t) > = "02 k~" k2 ; k~" k2 = 3Xk=1 "�k"k ; ~" � ~n = 0 ;< ~S(~x; t) > = "02 k~" k2 c ~n :Bemerkung: F�ur das Berechnen zeitlicher Mittelwerte ist die folgende Beziehunghilfreich: Sind ~C1 = ~c1e�i!t; ~C2 = ~c2e�i!t zwei komplexe Vektoren, so gilt f�ur diezeitlichen Mittelwerte< <e ~C1 � <e ~C2 > = <e 12( ~C1 � ~C�2 ) = 12<e( ~C�1 � ~C2)< <e ~C1 � <e ~C2 > = <e 12( ~C1 � ~C�2):



82 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN12.1.3 Wellengleichungen f�ur die FelderMittels der Identit�at rot(rot ~F ) = grad(div ~F )��~F , kann man aus rot ~E = �@ t ~B; div ~E =0 und rot ~B = @ t ~E=c2 f�ur ~E die Wellengleichung2 ~E = 0bekommen.Die Transversalit�at von ~E folgt aus div~E = 0:~E = <e[~" e�i(!t� ~k � ~x)] ;div(~"e�i(!t� ~k � ~x)) = i~k � ~" e�i(!t� ~k � ~x) = 0) ~k � ~" = 0:Analoge Gleichungen folgen f�ur ~B :2 ~B = 0 ; div ~B = 0 :In den Anwendungen schreibt man meistens~E = ~" e�i(!t� ~k � ~x)und meint dann damit, da� physikalisch nur <e ~E oder =m~E eine Bedeutung haben,da nur diese reelle Gr�o�en sind.12.2 Wellenpakete, Fourier-Transformationund GruppengeschwindigkeitWir haben bisher monochromatische Wellen betrachtet, bei denen nur eine Kreis-frequenz ! als Funktion !(~k) = cq~k2eines fest vorgegebenen Wellenvektors ~k auftritt. Solche Wellen sind mathematischeIdealisierungen, die sich experimentell nicht realisieren lassen (eine momochroma-tische Ebene Welle m�u�te �uber den gesamten 3-dimensionalen Raum ausgedehntsein und in dieser Form auch erzeugt werden !), da bei der Erzeugung von Wellenimmer mehrere ~k-Vektoren eine Rolle spielen, wobei deren Betr�age und Richtungensich allerdings nur wenig zu unterscheiden brauchen.Wir nehmen zun�achst an, da� wir einen diskreten Satz von ~k-Vektoren ~k� haben,zu denen die Frequenzen !� = cq~k2�; � = 1; : : : ; n geh�oren. Dann ist auch die�Uberlagerung ~E(~x; t) = <e[ nX�=1 ~"(�)e�i(!�t� ~k� � ~x)] ; ~k� � ~"� = 0 ;



12.2. WELLENPAKETE UND FOURIERTRANSFORMATION 83eine L�osung der Maxwellschen Gleichungen.Der �Ubergang zum Kontinuum ergibt~E(~x; t) = <efZ 1�1 ~"(~k)e�i[!(~k)t� ~k � ~x ]d3kg ; ~k � ~"(~k) = 0; !(~k) = cq~k2:("Spektralzerlegung" von ~E nach ~k-Vektoren ). Einige Eigenschaften solcher "Wel-lenpakete" sollen hier kurz erl�autert werden:Es sei f (t; ~x) eine L�osung der Wellengleichung, d.h.( 1c2@ t2 ��)f (t; ~x) = 0 :Die einfachsten L�osungen sind die ebenen Wellenek(t; ~x) = e�i!(~k)t + i~k � ~x ;wobei !2=c2 = ~k2; d.h. ! = �c(~k2) 12 :Aus anschaulichen Gr�unden betrachten wir zun�achst nur positive Frequenzen! > 0. Ersetzt man ~k durch �~k, so geht ! in sich �uber, aber die Laufrichtung derWelle kehrt sich um. Mit ek(t; ~x) ist auch e�k(t; ~x) eine L�osung.Ferner ist jede �Uberlagerung von ebenen Wellen eine L�osung der Wellenglei-chung: f (t; ~x) = (2�)� 32 Z +1�1 d3k~f (~k)e�i!(k)t+ i~k � ~x ;wobei !(~k) = c(~k2) 12 . Das Integral existiert, fallsj Z d3k~fe�i!t + i~k � ~xj � Z d3kj~f (~k)j <1 :Die "Amplitude" ~f (~k) ist ein Ma� f�ur das "Gewicht", mit dem jeder Wellenvektorin der Welle vertreten ist.Falls ~f (~k) = a �(~k � ~k0), so erh�alt man die monochromatische Welle zu-r�uck: Z d3k �(~k � ~k0) e�i!(~k)t+ i~k � ~x = e�i!(~k0)t+ i~k0 � ~x :f (t; ~x) existiert insbesondere dann, falls ~f (~k) beliebig oft di�erenzierbar ist und imUnendlichen, d.h. f�ur k~kk ! 1, st�arker als jede Potenz abf�allt.Beispiel: ~f (~k) = A0 e�a(~k�~k0)2 ; a > 0 :Hier hat ~f (~k) sein Maximum bei ~k = ~k0. F�ur Funktionen mit dem genanntenAbfallverhalten - aber nicht nur f�ur diese ! - gilt das folgende wichtige Umkehr-



84 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENTheorem der Fourier-Transformation :Falls g(~x) = (2�)� 32 Z d3k ~g(~k) ei~k � ~x ; Z d3k j~g(~k)j <1;und g(~x) entsprechende Bedingungen wie ~g(~k) erf�ullt, so gilt~g(~k) = (2�)� 32 Z d3x g(~x) e�i~k � ~x :Ist f (t; ~x) als L�osung der Wellengleichung gegeben, so folgt daher~f (~k) = (2�)� 32 Z d3x f (t = 0; ~x) e�i~k � ~x ;da f (t = 0; ~x) = (2�)� 32 Z d3k ~f (~k) ei~k � ~x :Es habe ~f (~k) ein Maximum bei ~k = k0. Entwickelt man nun !(~k) um ~k = ~k0, soerh�alt man !(~k) = !(~k0)| {z }!0 +gradk!j~k=~k0| {z }�grad!j0 (~k � ~k0) + � � � ;so da�f (t; ~x) � (2�)� 32 Z d3k e�i[!0 + grad !j0(~k � ~k0)]t+ i~k � ~x ~f (~k)= (2�)� 32 ei[~k0grad !j0 � !0]t Z d3k ~f (~k) ei[~x � grad !j0 t] � ~k :Also ist f (t; ~x) � f (t = 0; ~x � grad!j0t) ei[~k0 � grad !j0 � !0]t ;d.h., abgesehen von der Phase ei[~k0 � grad!j0 � !0 ]t, hat sich die zur Zeit t = 0vorhandene "Wellengruppe" mit der Geschwindigkeit~vg = grad !(~k)fortgep
anzt; ~vg hei�t die "Gruppengeschwindigkeit" der Welle.Beispiel: Bei Hohlleitern (s.S. 90) haben wir ! = c(~k2 + 
2mn) 12 , so da�vg = @!@k = c2k! ;und wir werden sehen, da� die Gruppengeschwindigkeit mit der Energie-transport-Geschwindigkeit identisch ist.



12.3. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IN HOHLLEITERN 85Die Funktion g(~x) = (2�)� 32 Z d3k~g(~k)ei~k � ~xist genau dann reell,falls ~g�(�~k) = ~g(~k)gilt, da durch Substitution ~k ! �~kZ d3k ~g�(~k) e�i~k�~x = Z d3k ~g�(�~k) ei~k�~x :folgt. Gilt ~f �(�~k) = ~f (~k), so hat man f�ur eine L�osung f (t; ~x) der Wellengleichung:f �(t; ~x) = (2�)� 32 Z d3k ~f �(~k) ei(!t� ~k � ~x)= (2�)� 32 Z d3k ~f (~k) ei(!t+ ~k � ~x)= f (�t; ~x) :12.3 Elektromagnetische Wellen in Hohlleitern12.3.1 Randbedingungen f�ur zeitabh�angige elektromagne-tische FelderUm die Fortp
anzung von elektromagnetischen Wellen in Hohlleitern zu diskutieren,m�ussen wir das Verhalten der zeitabh�angigen Felder ~E(~x; t) und ~B(~x; t) an denGrenz
�achen zu metallischen Leitern kennen. Dies folgt aus den MaxwellschenGleichungen selbst, falls man die Existenz von Ober
�achenladungen !(~x; t)[Ladung/Fl�ache] und Ober
�achenstr�omen~h(~x; t) = !(~x; t)~v(~x; t) [Ladung/L�ange Zeit];~x 2 Grenz
�ache ,ber�ucksichtigt! '

%
?~n12 � ~t12
��-~a 6~b�?

~n212 = 1 ;~t 2 = 1 ;~t : Tangentialvektor~u = ~n12 � ~t : ebenfalls Tangentialvektor~a � ~t �s~b � �~t �s :



86 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENHier wird im folgenden die "kleine" L�ange �s festgehalten, die transversale L�ange�� jedoch beliebig klein gemacht. Wie in der Elektrostatik gilt zun�achst"0( ~E 2 � ~E1)~n12 = ! :F�ur das kleine Rechteck in der Figur, mit der Fl�ache �~f � k~ak��~u = �s��~u folgt:Z@�~f ~E � d~x � � ~E 1~t �s+ ~E 2~t �s+O(��)= � Z�~f @ t ~B � d~f � � @ t ~B � ~u �s��:Im Limes �� ! 0 ergibt dies, falls @ t ~B � ~u nicht singul�ar wird, wegen �s 6= 0:( ~E2 � ~E 1) � ~t = 0 ;d. h. die Tangential-Komponenten von ~E sind stetig. Da ~t ein beliebiger Tangenti-alvektor in der Ebene senkrecht zu ~n12 ist, so kann man die obige Bedingung auchso formulieren: ~n12 � ( ~E 2 � ~E 1) = 0 :Da es keine magnetischen (Fl�achen-) Ladungen gibt, so folgt f�ur die Normalkompo-nenten von ~B ~n12 � ( ~B2 � ~B1) = 0 :F�ur die Tangentialkomponenten von ~B erhalten wir schie�lich:Z@�~f ~Bd~x � � ~B1 � ~t �s+ ~B2 � ~t �s+O(��) = �0 Z�~f ~| � d~f + �0"0 Z�~f @ t ~E � d~f= �0 [~| � ~u �s�� + "0 @ t ~E � ~u �s�� ] :Im Limes �� ! 0 geht ~| �~u �� gegen den Ober
�achenstrom ~h �~u, d. h. wir bekommenbei nicht-singul�arem @ t ~E wegen �s 6= 0:~t � ( ~B2 � ~B1) = �0~h � ~u :Da ~t = ~u � ~n12, so folgt(~u � ~n12) � ( ~B2 � ~B1) = ~u � [~n12 � ( ~B2 � ~B1)] = �0~u � ~h ;und da ~u ein beliebiger Einheitsvektor in der Tangentialebene ist, so erhalten wirschlie�lich ~n12 � ( ~B2 � ~B1) = �0~h ;d. h., falls es Ober
�achenstr�ome gibt, macht die Tangentialkomponente von ~B einenSprung !



12.3. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IN HOHLLEITERN 8712.3.2 Wellen in metallischen HohlleiternWir betrachten nun die Fortp
anzung von elektromagnetischen Wellen in metalli-schen Hohleitern. Die Leiter werden zun�achst als ideal angesehen (� ! 1), d.h.im Innern des Metalls kann kein ~E -Feld bestehen. Wegen der Kontinuit�at der Tan-gentialkomponenten von ~E gilt daher~E t = 0 an der (inneren) Leiterober
�ache :Wegen ~E = 0 im Metall und ~| = 0 ist dort auch ~B = 0. Da die Normalkomponentevon ~B stetig ist, gilt ferner~Bn = 0 an der (inneren) Leiterober
�ache :Wegen auftretender Ober
�achen-Ladungen und -Str�ome verschwinden im allgemei-nen ~En und ~B t nicht !Der gerade Hohlleiter mit rundem oder rechteckigem Querschnitt erstrecke sichl�angs der 3-Achse:'&$%���� $%- x3
Die elektromagnetische Welle bewege sich l�angs der x3-Achse, d. h. ~E und ~B habendie Form ~E(~x; t) = ~f (x1; x2)e�i(!t� kx3) ;~B(~x; t) = ~g(x1; x2)e�i(!t� kx3) :F�ur das Folgende ist eine spezielle Notation n�utzlich:~x? = (x1; x2) ;~f? = (f1; f2) ; ~g? = (g1; g2) ;�? = @21 + @22 ; grad? = (@1; @2) ;div? ~f? = @1f1 + @2f2 :Es wird rot ~E = (@2f3 � ikf2; �@1f3 + ikf1; @1f2 � @2f1)e�i(!t� kx3) ;rot ~B = (@2g3 � ikg2; �@1g3 + ikg1; @1g2 � @2g1)e�i(!t� kx3) :



88 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENAus den Maxwellschen Gleichungenrot ~E = �@ t ~B ; rot ~B = 1c2 @ t ~Efolgt dann @2f3 � ikf2 = i!g1 ; @2g3 � ikg2 = �i !c2 f1 ;ikf1 � @1f3 = i!g2 ; ikg1 � @1g3 = �i !c2 f2 ;oder, da ~e2 = ~e3 � ~e1, bzw.�~e1 = ~e3 � ~e2;! ~g? = k ~e3 � ~f? + i~e3 � grad?f3 ;!c2 ~f? = �k ~e3 � ~g? � i~e3 � grad?g3 :Einsetzen von ~g? der 1. Gleichung in die zweite und von ~f? der 2. Gleichung in dieerste ergibt: (!2c2 � k2)~f? = ikgrad?f3 � i ~e3 � grad?g3 ;(!2c2 � k2)~g? = ikgrad?g3 + i !c2~e3 � grad?f3 :Man sieht, da� ~f? und ~g? bestimmt sind, falls f3 6= 0 oder (und) g3 6= 0. Fallsg3 = 0; f3 6= 0, spricht man von transversalen magnetischen (TM) Wellen,falls g3 6= 0; f3 = 0, von transversalen elektrischen (TE) Wellen.1. TM-Wellen: (!2c2 � k2)~f? = ik grad?f3und (!2c2 � k2)~g? = i !c2~e3 � grad?f3 = !c2k (!2c2 � k2)~e3 � ~f? ;d.h. ~g? = !c2k~e3 � ~f? :Da E3 = f3 e�i(!t� kx3)der Wellengleichung2E3 = [(�!2c2 + k2)f3 ��?f3]e�i(!t� kx3) = 0



12.3. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IN HOHLLEITERN 89gen�ugen mu�, so folgt f�ur f3�?f3 + 
2f3 = 0 ; 
2 � !2c2 � k2 :Die Randbedingungen ~n � ~E = 0 und ~n � ~B = 0 bedeuten hierf3 jOberfl�ache = 0 ; g3 = 0 �uberall.Um die Gleichung (�?+
2)f3 = 0 unter der Randbedingung f3 jOberfl�ache = 0l�osen zu k�onnen, m�ussen wir den Querschnitt des Hohlleiters spezi�zieren.Beispiel: rechteckiger Querschnitt.
-

6x2
x1b a

f3 = 0 f�ur x1 = 0; a 0 � x2 � b ;f3 = 0 f�ur x2 = 0; b 0 � x1 � a :
Jedes Produkt aus sin 
1x1 bzw. cos 
1x1 mit sin 
2x2 bzw. cos 
2x2 ist eineL�osung von (�? + 
2)f3 = 0, falls 
21 + 
22 = 
2, aber nurf3 = A sin 
1x1 sin 
2x2erf�ullt die Randbedingungen, falls
1 = n�a ; 
2 = m�b ; m; n : ganze Zahlen :Also ist E3 = A sin(n�x1a ) sin(m�x2b )e�i(!t�kx3) ;!2c2 = k2 + (n�a )2 + (m�b )2 ; m;n = �1;�2; : : :Da k2 � 0, so mu� die Frequenz ! bei vorgegebenen n und m ein kritischesMinimum !kr = c 
mn ; 
mn = (n2�2a2 + m2�2b2 ) 12



90 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN�uberschreiten, damit eine entsprechende Welle auftreten kann.Das Zahlenpaar (n;m) charakterisiert die "Mode" des (transversalen) elektro-magnetischen Feldes.Die Maxwellsche Gleichung div ~E = 01 ist automatisch erf�ullt: aus(!2c2 � k2)~f? = ik grad?f3folgt (!2c2 � k2) div? ~f? = ik�?f3 = �ik 
2 f3 ;oder: div? ~f? + ikf3 = 0 ; d.h.div[~f e�i(!t�kx3)] = 0 :Als Mittelwert < ~S > f�ur den Poynting-Vektor erhalten wir mittels der For-meln von S. 81 < ~S > = 12�0 <e[(~f? + f3 ~e3)� ~g�?]= !2�0c2k <e[(~f �? � ~f?)~e3 � f3 ~f �?] ;d.h. < ~S >= "0k!2
4 <e(jgrad?f3j2~e3 + i
2k f3 grad?f �3 ) :Ist F " der Querschnitt des Hohlleiters, so 
ie�t durch ihn im zeitlichen Mittelin ~e3-Richtung die Energies = ZF " < ~S > ~e3kd~fk = "0k!
4 ZF " jgrad?f3j2dx1dx2 :Da (grad?'1 � grad?'2) = div?('1grad?'2)� '1�?'2 ;so folgt aus dem Gau�schen Satz in der Ebene wegen f2 = 0 auf @F " und�?f3 = �
2f3: s = "0k!2
2 ZF " f3 �f3dx1dx2 :F�ur den zeitlichen Mittelwert der Energiedichte erhalten wir analog< w >= 14"0<e(~f �? ~f? + f �3 f3) + 14�0<e(~g�?~g?) ;1Analog zeigt man, da� div ~B = 0



12.3. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IN HOHLLEITERN 91und da ~g? = !c2k~e3 � ~f? ;so ist < w >= 14"0 1
4 (!2c2 + k2) jgrad?f3j2 + 14"0f3 �f3 :In dem Hohlleiter be�ndet sich dann pro L�angeneinheit im zeitlichen Mitteldie Energieu = ZF " < w > dx1dx2 = 14"0 ZF " dx1dx2[ 1
4 (!2c2 + k2) jgrad?f3j2 + f3 �f3 ]:Die analoge Umformung des Integrals wie oben ergibtu = "02 !2!2kr ZF " f �3 f3kd~fk :Da ck = (!2 � !2kr) 12 , so ergibt sich f�ur das Verh�altnis s=usu = c2 k! = c(1� !2kr!2 ) 12 = vg ;d.h. die Energie wird mit der Gruppengeschwindigkeit vg (s.S. 84) durchden Hohlleiter transportiert, 0 � vg � c.2. TE-WellenHier geht man ganz analog wie bei TM-Wellen vor. Allerdings ist die Rand-bedingung f�ur g3 an der Ober
�ache des Leiters anders:Multipliziert man die Gleichung!c2 ~f? = �k ~e3 � ~g? � i~e3 � grad?g3von S. 88 vektoriell mit ~e3, so erh�alt man!c2 ~e3 � ~f? = k ~g? + igrad? g3 :Sei ~n Normalenvektor an die innere Leiterober
�ache. Da an der Ober
�ache~n � ~E = 0, d.h. ~n � ~f? = 0 und ~n � ~B = 0, d.h. ~n � ~g? = 0, so folgt aus derobigen Gleichung~n � grad?g3 = 0 an der (inneren) Ober
�ache des Leiters.Die Komponente g3 gen�ugt ebenfalls der Gleichung�?g3 + 
2g3 = 0 :



92 KAPITEL 12. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENF�ur einen rechteckigen Leiterquerschnitt (s.S. 89) lauten die Randbedingungen@1g3 = 0 f�ur x1 = 0; a; 0 � x2 � b ;@2g3 = 0 f�ur x2 = 0; a; 0 � x1 � a :Dies bedeutet, da� von den L�osungen von �?g3 + 
2g3 = 0 nur die folgendenin Frage kommen:g3 = B0 cos(n�x1a ) cos(m�x2b ) ; n; m = 0;�1;�2; : : : :Hier sind auch die Moden (0; 1); (1; 0) m�oglich.3. TME-WellenMan kann fragen, ob es auch rein transversale Wellen in Hohlleitern gebenkann (f3 = 0; g3 = 0). Aus den Gleichungen auf S. 88 folgt dann zun�achst!2=c2 = k2, wie bei den ebenen Wellen. Aus (rot ~E)3 = 0 ergibt sich@1f2 � @2f1 = 0 ; d.h. ~f? = �grad?' ;da au�erdem div ~f? = 0, so haben wir ein 2-dimensionales Potentialpro-blem: �?' = 0 :Es ist ~E = 0 im Metall, ' = const: an der Leiterober
�ache. Besteht daher derHohlleiter aus einem einfach zusammenh�angenden Hohlraum, so ist ~E = 0 imInnern, d.h. es gibt keine TME-Wellen.
&%'$&%'$"!# "!# "!# ������������&%'$"!# "!# "!# �����������������
��mljihfecr'2 '1 Ist dagegen der Hohlraum nicht ein-fachzusammenh�angend, wie beimKoaxialkabel, so sind TME{Wellenm�oglich!Hier ist !kr = 0 !



Kapitel 13Elektromagnetische Felder vonvorgegebenen Ladungs- undStromverteilungen
13.1 Greensche Funktionen der WellengleichungDie inhomogene Wellengleichung2 f (t; ~x) = q(t; ~x) ;wobei q(t; ~x) eine vorgegebene Funktion ist, die "Quellen" von Wellen beschreibt,l�a�t sich formal sofort l�osen, wenn man eine Greensche Funktion D(t� ~t; ~x� ~y)des Wellenoperators 2 kennt. Diese ist de�niert durch die Gleichung2D(t� ~t; ~x � ~y) = �(t� ~t) �(~x � ~y)und geeignete Randbedingungen, z.B., da� eine zur Zeit ~t am Orte ~y erzeugteWelle erst zu einem sp�ateren Zeitpunkt t > ~t am Orte ~x eintre�en kann !Kennt man D, so ist f (t; ~x) = Z d~t d3yD(t� ~t; ~x � ~y) q(~t; ~y)L�osung der inhomogenen Gleichung, da2 f = Z d~t d3y �(t� ~t) �(~x � ~y) q(~t; ~y) = q(t; ~x) :D(t� ~t; ~x � ~y) l�a�t sich am einfachsten mittels Fourier-Transformation berechnen.Hierzu ben�otigen wir die Fourier-Transformierte der �-"Funktion"(s.S. 13{15).Es sei T (x) eine "verallgemeinerte" Funktion wie das �-Funktional, die zu-n�achst 1-dimensional de�niert ist, und �(x) eine Testfunktion mit der Fourier-Dar-stellung �(x) = 1(2�) 12 Z dk ~�(k) eikx ;93



94 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGENdann gilt (formal)T [�] = Z dx T (x)�(x)= (2�)� 12 Z dx T (x) Z dk ~�(k) eikx= Z dk [(2�)� 12 Z dxT (x) eikx] ~�(k) ; d.h.T [�] = Z dk ~T (�k) ~�(k) ;~T (k) = 1(2�) 12 Z dx e�ikx T (x) :Da Z dx �(x)�(x) = �(0) = 1(2�) 12 Z dk ~�(k) ;so sieht man, da� ~�(�k) = ~�(k) = 1(2�) 12 :Also ist �(x) = 12� Z +1�1 dk eikx = 12� Z +1�1 dk e�ikx :Setzt man ct = x0; c~t = y0; ~z = ~x � ~y; z0 = x0 � y0, und f�uhrt man die Fourier{Transformierten D(z0; ~z) = 1(2�)2 Z dk0d3k ~D(k0; ~k) e�i(k0z0�~k�~z) ;�(z0)�(~z) = 1(2�)4 Z dk0d3k e�i(k0z0�~k�~z)ein, so erh�alt man f�ur ~D(k0; ~k) die Gleichung�(k20 � ~k2) ~D(k0; ~k) = 1(2�)2 :D.h. ~D hat Singularit�aten (Pole) bei k0 = �k; k � k~kk.Das Integral D(z0; ~z) = � 1(2�)4 Z d3k ei~k �~z Z +1�1 dk0 e�ik0z0k20 � k2ist also genauer zu de�nieren. Dies geschieht mit Hilfe des Residuensatzes in derkomplexen k0-Ebene. Da 1k20 � k2 = 12 k ( 1k0 � k � 1k0 + k ) ;so hat man die Residuen der Pole bei k0 = �k; zu bestimmen:



13.1. GREENSCHE FUNKTIONEN DER WELLENGLEICHUNG 95
-

6i=mk0
<ek0� k + ks s-6 ?C#�C"retDer Residuensatz ist so anzu-wenden, da� ein Integrations-weg l�angs der reellen Achsedurch einen Halbkreis vom Ra-dius R erg�anzt wird, wobei derBeitrag des Halbkreises im Li-mes R!1 verschwindet.

Da e�i z0 (<ek0 + i=mk0) = e�i z0 <ek0 ez0 =mk0 ;so mu� dieser Halbkreis f�ur z0 > 0 in der unteren, f�ur z0 < 0 in der oberen Halbebeneverlaufen.Die Auswahl des Weges l�angs der reellen Achse { an den Polen vorbei { h�angt vonden gew�unschten Randbedingungen ab. W�ahlt man den oben gezeigten Weg C"ret,so liegt beim Schlie�en des Weges in der oberen Halbebene kein Pol, d.h. wir habenD = 0 f�ur z0 < 0. Beim Schlie�en in der unteren Halbebene bekommen wir dagegen:12k ZC"ret dk0 (e�iz0k0k0 � k � e�iz0k0k0 + k ) + ZC#� dk0 (e�iz0k0k0 � k � e�iz0k0k0 + k )= �2�i [ 12 k (e�iz0k � eiz0k)]= �2�k sin(kz0) ; z0 > 0 :DaRC#� dk0 � � � = 0(e�z0R) ! 0 f�ur R ! 1, so erhalten wir f�ur die sogenannte"retardierte" Greensche Funktion:Dret(z0; ~z) = �(z0)(2�)3 Z d3k ei~k�~z sin(z0k)k ;wobei �(z0) = ( 1 f�ur z0 > 00 f�ur z0 < 0 :Einf�uhren von Polarkoordinaten f�ur ~k mit ~z als 3-Richtung ergibtDret(z0; ~z) = �(z0)(2�)3 Z 10 k2 dk d' sin# d# eik k~zk cos# sin(z0k)k



96 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGEN= �(z0)(2�)2 Z 10 k dk sin(z0k) Z +1�1 du eik k~zku= �(z0)2�2k~zk Z 10 dk sin(z0k) sin(k k~zk) :Mittels sin� = (ei� � e�i�)=(2i) wird darausDret(z0; ~z) = �(z0)8�2k~zk Z 10 dk [ei(z0�k~zk)k + e�i(z0�k~zk)k� ei(z0+k~zk)k � e�i(z0+k~zk)k]= �(z0)8�2k~zk Z 1�1dk [ei(z0�k~zk)k � e�i(z0+k~zk)k] :Die beiden Integrale ergeben �-Funktionen2� �(z0 � k~zk) und 2� �(z0 + k~zk) ;von denen die letzte verschwindet, da z0 > 0; k~zk > 0.Somit erhalten wir schlie�lichDret(x0 � y0; ~x � ~y) = �(x0 � y0)4�k~x � ~yk �(x0 � y0 � k~x � ~yk) :Physikalische Interpretation:Die "momentane, punktf�ormige Erregung" (Quelle) �(t� ~t) �(~x� ~y) zur Zeit ~t amOrte ~y erzeugt am Orte ~x zur Zeit t = 1ck~x � ~yk + ~t eine "Welle" Dret, die wiek~x � ~yk�1 abf�allt.Bei r�aumlich und zeitlich ausgedehnter Quelle q(t; ~x) bekommen wir als retardierteL�osung: f ret(t; ~x) = Z dy0 d3y Dret(x0 � y0; ~x � ~y) q(y0; ~y)= 14� Z d3y q(~t = t� k~x � ~ykc ; ~y)k~x � ~yk :Die allgemeine L�osung der inhomogenen Gleichung ist dannf (t; ~x) = f 0(t; ~x) + f ret(t; ~x) ;wobei 2 f 0(t; ~x) = 0.f 0(t; ~x) l�a�t sich anschaulich folgenderma�en interpretieren:q(~t; ~y) werde erst f�ur ~t � �T ; T � 0, zu gro�en negativen Zeiten angeschaltet, so



13.1. GREENSCHE FUNKTIONEN DER WELLENGLEICHUNG 97da� f ret(t; ~x) = 0 f�ur �T > t . f 0 beschreibt dann die sogenannte "einlaufende"Welle, also f (t; ~x) = f ein(t; ~x) + f ret(t; ~x) ;2 f ein = 0 ; 2 f ret = q(t; ~x) :Avancierte L�osungen:W�ahlen wir oben auf S. 95 in der komplexen k0{Ebene statt C"ret einen dazu par-allelen Weg C"av, der unterhalb der beiden Pole verl�auft, so bekommen wir v�olliganalog die sogenannte "avancierte" Greensche FunktionDav(x0 � y0; ~x � ~y) = �[�(x0 � y0)]4�k~x � ~yk �(x0 � y0 + k~x � ~yk) ;d.h. Dav = 0 f�ur x0 � y0 > 0 und f�ur y0 6= x0 + k~x � ~yk.Man erh�alt Dav o�enbar aus Dret, indem man dort alle Zeitkoordinaten durch ihrenegativen Werte ersetzt.Heuristische Interpretation der avancierten L�osungen: an die Stelle der Ab-strahlung durch eine Antenne tritt der zeitlich umgekehrte Vorgang desEmpfanges mittels einer Antenne!Bei gegebenem q(t; ~x) erhalten wir die avancierte L�osungf av(t; ~x) = Z dy0 d3y Dav(x0 � y0; ~x � ~y) q(y0; ~y) ;und die allgemeine L�osung f (t; ~x) ist jetzt gegeben durchf (t; ~x) = f aus(t; ~x) + f av(t; ~x); 2 f aus = 0 :Die homogene L�osung f aus(t; ~x) hat folgende Interpretation:Es sei q(~t; ~y) = 0 f�ur ~t > T � 0; d.h. f av = 0 f�ur t > T und es bleibt nur die"auslaufende" Welle f aus(t; ~x) �ubrig.Die Di�erenz f aus � f ein beschreibt das "Strahlungsfeld", das von den Quellenzus�atzlich zu dem einlaufenen Feld erzeugt wurde:f Str:(t; ~x) = f aus(t; ~x)� f ein(t; ~x)= Z dy0 d3y D(x0 � y0; ; ~x � ~y) q(y0; ~y) ;D(z0; ~z) = Dret(z0; ~z)�Dav(z0; ~z) ;wobei 2D = 0.



98 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGEN13.2 Potentiale und Felder von Ladungen undStr�omenSind die Ladungs- und Stromdichten �(~x; t); ~| (~x; t) vorgegeben, so sind die Poten-tiale ' und ~A nach S. 70 in der Lorentz-Eichung aus den Gleichungen2' = 1"0 � ; 2 ~A = �0~|zu bestimmen. Nach Abschnitt 11.1 bekommen wir die retardierten L�osungen:'ret(t; ~x) = 1"0 Z d~t d3yDret(t� ~t; ~x � ~y) �(~t; ~y) ;Dret = �(t� ~t)4�k~x � ~yk �(t� ~t � 1ck~x � ~yk) ;so da� 'ret(t; ~x) = 14�"0 Z d3y �(t� k~x � ~yk=c; ~y)k~x � ~yk :Ebenso gilt nat�urlich~A(~x; t) = �0 Z d~t d3yDret(t� ~t; ~x � ~y)~| (~t; ~y) :In den folgenden Abschnitten werden hierzu einige Beispiele diskutiert.13.2.1 Schwingender elektrischer DipolDas Potential eines zeitunabh�angigen Dipols ~p war gegeben durch (s.S. 36):'dip(~x) = 14�"0 ~p � (~x � ~y)k~x � ~yk3= � 14�"0 divx( ~pk~x � ~yk)= � 14�"0 ~p � gradx 1k~x � ~yk ;wobei ~y den Ort angibt, an dem der "punktf�ormige" Dipol lokalisiert ist. Da �' =��(~x)="0 in der Elektrostatik, und �x 1k~x � ~yk = �4��(~x � ~y), so geh�ort zu dem



13.2. POTENTIALE UND FELDER VON LADUNGEN UND STR �OMEN 99statischen Dipolpotential die Ladungsdichte�'dip(~x) = � 1"0 �dip(~x) = 1"0 divx[~p � �(~x � ~y)]= 1"0 ~p � gradx[�(~x � ~y)] :Die Ableitungen @j�(~x � ~y); j = 1; 2; 3, sind folgenderma�en zu interpretieren:Es sei �(~x) eine 1-mal stetig di�erenzierbare Testfunktion, die au�erhalb einerKugel vom Radius R verschwindet. Durch (formale) partielle Integration erh�altmanZ~a2Gd3x �(~x)@j �(~x � ~a) = ZGd3x @j[�(~x) �(~x � ~a)]� ZGd3x @j�(~x) �(~x � ~a) :Ist nun ~a 2 G, aber ~a 62 @G, und f�uhrt man im 1.Term auf der rechten Seitedie Integration �uber xj aus, so verschwindet dieser Term, da �(~x � ~a) = 0 f�urden Integrationsbereich des bleibenden 2-fachen Integrals; bzw. wir k�onnen �(~x)so w�ahlen, da� �(~x) = 0 auf @G. Damit haben wir f�ur die Ableitungen des �-Funktionals: (@j�~a) [�] = Z d3x �(~x) @j�(~x � ~a)= ��~a [@j�]= �@j�(~a) :Der Dipol ~p nun zeitabh�angig: ~p = ~p(t). Er be�nde sich am Orte ~y = 0. Dannhaben wir die Ladungsdichte�dip(t; ~x) = �div[~p(t)�(~x)] :Die Kontinuit�atsgleichung @ t�+ div~| = 0 ist erf�ullt, falls~| dip(t; ~x) = _~p(t) �(~x) :Im Folgenden wird der Index "dip" fortgelassen.Damit erhalten wir f�ur die zugeh�origen retardierten Potentiale:'ret(t; ~x) = 14�"0 Z d3y�~p(t� k~x � ~yk=c)k~x � ~yk � grady�(~y)= 14�"0 Z d3y divy "~p(t� k~x � ~yk=c)k~x � ~yk # �(~y) ;und da @@xj'(~x � ~y) = � @@yj'(~x � ~y) ;



100 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGENso ist 'ret(t; ~x) = � 14�"0 divx ~p(~t)k~xk ; ~t = t� 1ck~xk :Ausdi�erenzieren ergibt'ret(t; ~x) = 14�"0  _~p � ~xck~xk2 + ~p � ~xk~xk3! ; ~p = ~p(~t) :Der zweite Term hat dieselbe Form wie im statischen Fall und f�allt wie k~xk�2 ab,w�ahrend der erste neu ist und wie k~xk�1 abf�allt! Der erste ist ma�geblich f�ur dieWellenausbreitung!F�ur das Vektorpotential ~Aret bekommt man unmittelbar~Aret(t; ~x) = �04�k~xk _~p(t� 1ck~xk) :F�ur die Felder ~E = �grad' � @ t ~A und ~B = rot ~A ergibt sich dann~E(t; ~x) = 14�"0 "(�~p � ~x)~xc2k~xk3 � �~pc2k~xk + 3( _~p � ~x)~xck~xk4� _~pck~xk2 + 3(~p � ~x)~xk~xk5 � ~pk~xk3# ;~B(t; ~x) = �04� " �~p � ~xck~xk2 + _~p � ~xk~xk3 # ; ~p = ~p(t� 1ck~xk) :Die verschiedenen Terme fallen wie k~xk�1 ; k~xk�2 oder k~xk�3 ab.In der Umgebung von k~xk = 0 (Nahzone!) �uberwiegen die Terme mit k~xk�3 f�ur ~Eund k~xk�2 f�ur ~B ."Nahzone" :~E sta = 14�"0 "3(~p � ~x)~xk~xk5 � ~pk~xk3# ; ~p = ~p(t� 1ck~xk) ;~B sta = �04� _~p � ~xk~xk3 :



13.2. POTENTIALE UND FELDER VON LADUNGEN UND STR �OMEN 101F�ur gro�e Abst�ande sind die Terme proportional k~xk�1 ma�geblich."Wellenzone":~EW (t; ~x) = 14�c2"0 "(�~p � ~x)~xk~xk3 � �~pk~xk# ;~BW (t; ~x) = �04�c �~p � ~xk~xk2 ;d.h. ~EW = c ~BW � ~er ;~BW = 1c ~er � ~EW ; wobei ~er = ~xk~xk :

6?������
������>@@@R

� @@@I~BW ~EW
# ~k~p

Es ist ~EW = 0 f�ur # = 0 ( s. Skizze) :Poynting{Vektor:~S = 1�0 ~EW � ~BW = c�0 ( ~BW � ~er)� ~BW= c�0 ~B 2W~er = �016 �2 c (�~p� ~x)2k~xk4 ~er ;~S = �016 �2 c �~p 2 sin2#j~xk2 ~er ;mit ~p = ~p(t� 1c k~xk) :Die Abstrahlung ist minimal f�ur # = 0, maximal f�ur # = 900.Durch eine Kugelober
�ache vom Radius r str�omt die Energies = Z k~Sk k~xk 2 d
 = �016�2c �~p 2 Z 2�0 d' Z �0 sin3# d# :Da Z sin3# d# = 14 Z (� sin 3#+ 3 sin#) d#= 112 cos 3#� 34 cos# ;so folgt Z �0 sin3# d# = 43 ;



102 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGENso da� s(t) = �06�c �~p 2 ;mit ~p = ~p(t� 1ck~xk) :Falls speziell ~p(t) = ~p0 sin!t ist, so�~p(t� 1ck~xk) = �!2 ~p0 sin[!(t� 1ck~xk)] ;und da < sin2[!(t� k~xk=c)] >= 12 gilt, so folgt f�ur die zeitlichen Mittelwerte< ~S > = �0~p 2032�2c !4 ~erk~xk2 sin2 # ;< s > = �0~p 2012�c !4 ;d.h. < ~S > und < s > sind proportional zu !4, ebenso nat�urlich auch ~S undw = 12 "0 ~E 2W + 12 1�0 ~B2W .13.2.2 Das elektromagnetische Feld einer beliebig beweg-ten Punktladung qOrtsvektor von q sei ~z = ~z(~t); die zugeh�origen Dichten sind dann�(~y; ~t) = q �[~y � ~z(~t)] ;~| (~y; ~t) = q _~z (~t)�[~y � ~z(~t)] :Damit ergibt sich f�ur die retardierten Potentiale'ret(t; ~x) = q4�"0 Z~t<td~t d3y �[t� ~t � k~x � ~yk=c]k~x � ~yk �[~y � ~z(~t)]= q4�"0 Z d~t 1k~x � ~z(~t)k�[~t � t+ 1ck~x � ~z(~t)k ]und analog: ~Aret(t; ~x) = �0q4� Z d~t _~z(~t)k~x � ~z(~t)k �[~t � t+ 1ck~x � ~z(~t)k ] :



13.2. POTENTIALE UND FELDER VON LADUNGEN UND STR �OMEN 103Setzt man ~r(~t) = ~x � ~z(~t) ; r = k~rk ;und u(~t) = ~t � t+ 1c k~x � ~z(~t)k ; ~n = ~rr ; ~� = _~zc ;so erh�alt man dud~t = 1� 1c 1r ~r � _~z(~t) = 1� ~n � ~� :Damit ergibt sich schlie�lich'ret(t; ~x) = q4�"0 Z du 1dud~t r �(u) = q4�"0 1rdud~t ju = 0 ;d.h. 'ret(t; ~x) = q4�"0 " 1r(~t) (1� ~n � ~�)#~t = t� 1c rund analog ~Aret(t; ~x) = �0q4� 24 c~�(~t)r(~t) (1� ~n � ~�)35~t = t� 1c r :Dies sind die sogenannten Li�enard-Wichert{Potentiale.Die Feldst�arken rechnet man am bequemsten so aus:grad'ret = q4�"0 gradx Z d~t 1k~x � ~z(~t)k �[~t � t + 1ck~x � ~z(~t)k ]= q4�"0 Z d~t "�~rr3 �(u) + ~rcr2 ddu�(u)# ;@ t ~Aret = �0q4� @ t Z d~t ~v(~t)r(~t) �[~t � t + 1c r(~t)]= �0q4� Z d~t "�~v(~t)r(~t) ddu�(u)# ; ~v � _~z ;so da� ~E(t; ~x) = q4�"0 Z d~t " ~rr3 �(u)� ( ~rcr2 � ~vc2r ) d�(u)du # :Den letzten Term kann man umformen:Z d~t 0@ ~rcr2 � ~�cr1A d�(u)du = Z du d~tdu 0@ ~rcr2 � ~�cr1A d�(u)du= � Z du 24 ddu d~tdu 0@ ~rcr2 � ~�cr1A �(u)35



104 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGEN= � Z du8<: d~tdu � dd~t 24 d~tdu 0@ ~rcr2 � ~�cr1A359=; �(u)= � 11� ~n � ~� dd~t 24 11� ~n � ~� 0@ ~rcr2 � ~�cr1A35~t = t� 1c r :Somit bekommen wir f�ur ~E :~E(t; ~x) = q4�"0 8<: ~n(1� ~n � ~�)r2 + 1(1� ~n � ~�) dd~t 24 11� ~n � ~� 0@~n � ~�cr 1A359=;~t = t� 1c r :Analog ergibt sich f�ur ~B :~B(t; ~x) = �0q4� 8<: c ~� � ~n(1� ~n � ~�)r2 + 1(1� ~n � ~�) dd~t 24 11� ~n � ~� 0@ ~� � ~nr 1A359=; :Da dd~t ~n(~t) = dd~t " ~x � ~z(~t)k~x � ~z(~t)k# = 1r [(~n � ~v)~n � ~v] ;so kann man f�ur ~E auch schreiben~E(~x; t) = q4�"0(1� ~n � ~�) ( ~nr2 + (~n � ~v)~n � ~vcr2(1� ~n~�)+ ~n dd~t " 1cr(1� ~n~�)#� 1c dd~t 24 ~�r(1� ~n~�)359=; ;oder ~E(~x; t) = q4�"0(1� ~n � ~�) ( ~nr2(1� ~n~�) + ~n dd~t " 1cr(1� ~n~�)#� ~�r2(1� ~n~�) � 1c dd~t 24 ~�r(1� ~n~�)359=; :Analog erh�alt man f�ur ~B :~B(~x; t) = qc�04�(1� ~n � ~�) 8<: ~� � ~n(1� ~n � ~�)r2 + 1c 24 dd~t ( ~�r (1� ~n � ~�))� ~n359=;= ~nc � ~E :



13.2. POTENTIALE UND FELDER VON LADUNGEN UND STR �OMEN 105Da dd~t [r(1� ~n � ~�)] = c~�2 � c ~n � ~� � r~n � _~� ;so ergibt sich schlie�lich f�ur ~E :~E(~x; t) = q4�"0 8>>><>>>:24(~n � ~�)(1� ~�2)(1� ~n � ~�)3 r2 35~t = t� 1c r+ 24(~n � ~�)(~n � _~�)� (1� ~n � ~�) _~�c(1� ~n~�)3r 35~t = t� 1c r9>>>=>>>; :
Der Z�ahler im letzten Term kann als~n � [(~n � ~�)� _~� ]geschrieben werden!Falls das Teilchen sich mit konstanter Geschwindigkeit ~v = c ~� bewegt, so f�alltder Term mit _~� weg und man hat (s. Skizze):

�������
������PPPPPPPPPi 6���������1

������������*
~r(t)r r ~r = ~x � ~z(~t)

~x(t� ~t )~v ~z(~t)
~r(t) = ~r(~t)� (t� ~t)~v= ~r(~t)� 1c r(~t)~v= r(~t) (~n� ~�) :

Hieraus folgt: ~r 2(t) = r2(~t) (1� 2~n � ~� + ~�2) ;~r(t)� ~� = r(~t)~n � ~� ;[~r(t)� ~� ]2 = r2(~t) [~�2 � (~n � ~�)2] :Also ist ~r 2 � [~r(t)� ~� ]2 = r2(~t) [1� (~n � ~�)]2 ;



106 KAPITEL 13. FELDER VON LADUNGS- UND STROMVERTEILUNGENso da� ~E _~� =0 � ~E� (t; ~x) = q4�"0 ~r (1� ~�2)[~r2 � (~r � ~�)2] 32 ;und ~B _~� =0 � ~B� (t; ~x) = ~nc � ~E� = 1c ~� � ~E� ;da ~n � (~n � ~�) = ~� � (~n � ~�) !F�ur � = 0 erh�alt man das Coulomb-Feld. ~E� ist daher dessen Modi�kation durchdie Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit.F�ur ~r k ~v ergibt sich: E�k = q4�"0 (1� �2)r2auf der durch ~v bestimmten Geraden.Wenn ~r ? ~v, so folgt dagegenE�? = q4�"0 1r2 (1� �2)1=2 :F�ur � ! 1 geht E�k gegen Null, und E�? wird singul�ar, d.h. ~E� wird "transversal"!Folge der Lorentz{Kontraktion:In der Mechanik hatten wir gesehen. da� die Feldst�arken ~E und ~B einen schiefsym-metrischen Lorentz{Tensor (F��) bilden, der sich bei Lorentz{Transformationen �so transformiert (s. auch das n�achste Kapitel):F̂ ��(t̂; ~̂x) = ��� ��� F ��(t; ~x) :F�ur eine spezielle Lorentz{Transformation �s mit ~� = ~u=c bedeutet dies:~̂Ek (t̂; ~̂x) = ~E k (t; ~x) ; ~̂Bk (t̂; ~̂x) = ~Bk (t; ~x) ;~̂E?(t̂; ~̂x) = 
(u) [ ~E?(t; ~x) + ~u � ~B?(t; ~x)] ;~̂B?(t̂; ~̂x) = 
(u) [ ~B?(t; ~x) + ~uc2 � ~E?(t; ~x)] ;
(u) = (1� ~u2c2 )�1=2 :Geht man von einer l�angs der x1{Achse bewegten Ladung q aus, so liegt im bewegtenSystem ein reines Coulomb{Feld vor. Insbesondere gilt auf der x̂1{Achse:~̂E 1(~̂x = (x̂1; 0; 0)) = q4�"0 1(x̂1)2 = E1(~x) :



13.2. POTENTIALE UND FELDER VON LADUNGEN UND STR �OMEN 107Wegen der Lorentz{Kontraktion hat manx1 = 
�1 x̂1 ; x̂1 = 
 x1 ;so da� E1(~x = (x1; 0; 0)) = q4�"0 1(x1)2 (1� u2c2 ) ;wie oben. Analoges gilt f�ur ~E?!Die Strahlungsfelder ~EStr:, ~BStr: einer bewegten Punktladung sind durch dieTerme von S. 105 gegeben, die die Beschleunigung _~� enthalten und im wesentli-chen wie r�1 abfallen.Die Formel ist wichtig f�ur die Berechnung von Strahlungsverlusten der Elektronenoder Protonen in Beschleunigern sowie bei der Berechnung der R�ontgen{Brems-strahlung. Sie "versagt" bei der Beschreibung der Bewegung gebundener Elek-tronen in Atomen und Molek�ulen, die { klassisch gesehen { st�andig beschleunigtwerden und daher dauernd strahlen m�u�ten!



Kapitel 14Relativistische Formulierung derE-Dynamik
14.1 Grundbegri�eIm folgenden werden einige Grundbegri�e wiederholt, die in der Vorlesung Mechanik(WS 97/98) in Kapitel 16 eingef�uhrt wurden.Vierervektor: x � (x�) = (x0 = ct; ~x)T ; ~x = (x1; x2; x3):4dimensionales Skalarprodukt:x � y = g��x�y� (Einsteinsche Summenkonvention)= x0 y0 � ~x � ~y ;g = (g��) = 0BBB@ +1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA :Lorentz-Transformationen:x� ! x̂� = ��� x� ;y� ! ŷ� = ��� y� ;x̂ � ŷ = x � y ;) �T g� = g ; � = (��� ) :De�nition: (x�) = (x0; x1; x2; x3) = (x0;�~x) ; x� = g��x� ;= �x = xT � g ; x = 0BBB@ x0x1x2x3 1CCCA ;108



14.2. ANWENDUNG AUF DIE ELEKTRODYNAMIK 109x ! � x ; �x ! �x��1 ;x : kontravarianter ; �x : kovarianter Vektor.De�nition: (g�� ) � (g�� )�1 = (g�� ) ;x� ! x� = g�� x�Mittels g�� , bzw. g�� kann man jedem kontravarianten Vektor (a�) einen kovarian-ten Vektor (a� = g�� a�) und jedem kovarianten Vektor (b�) einen kontravarianten(b� = g�� b�) zuordnen !Lorentz-skalares Feld: f(x), wobei f̂(x̂) = f(x).Partielle Ableitung: @̂� � @@x̂� :Da @̂�f̂(x̂) = [@�f(x)] @x�@x̂�= (��1)� � @�f(x) ;so transformiert sich @� wie ein kovarianter Vektor, @� = g��@� wie ein kontravari-anter!14.2 Anwendung auf die ElektrodynamikDa die Ladungserhaltung in jedem Inertialsystem gilt, so mu� aus @ t� + div~| = 0@̂ t �̂(x̂) + @̂k |̂k(x̂) = 0folgen! Setzt man also (j�) = [c�; j1(x); j2(x); j3(x)] ;|̂� = ��� j�(x) ;so folgt @̂�ĵ�(x̂) = (��1)� � @� ��� j� = ��� @� j� = @� j�(x) ;und damit die Behauptung.Nun ist 2 = 1c2@ t2 � � = @20 � @21 � @22 � @23 = @�@� ein Lorentz-invarianterDi�erentialoperator, b2= 2 .



110 KAPITEL 14. RELATIVISTISCHE FORMULIERUNG DER E-DYNAMIKDa 2' = �="0; 2 ~A = �0 ~| ; div ~A + @ t'=c2 = 0 ; so liegt es nahe, das kontrava-riante Vektorfeld (A�(x)) = (1c'(x); ~A(~x))zu de�nieren, das sich folgenderma�en transformiert:Â�(x̂) = ��� A�(x) ;so da� 2A� = �0 j� ; @�A� = 0in jedem Inertialsystem gilt!Aus ~E = �grad' � @ t ~A ; ~B = rot ~A wird ferner~E = (E1; E2; E3) ; ~B = (B1; B2; B3) ;Ej = �c (@jA0 + @0Aj) = c (@0Aj � @jA0) ;Bj = @kAl � @lAk = �@kAl + @lAk ; (j; k; l) zyklisch (1; 2; 3) :Die Feldst�arken ~E und ~B bilden also einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe, denFeldst�arke-Tensor: F�� = @�A� � @�A� ;wobei 1cEj = F0j = �Fj0 = F j0 = �F 0j ; j = 1; 2; 3 ;B1 = F32 = �F23 = F 32 = �F 23 ;B2 = F13 = �F31 = F 13 = �F 31 ;B3 = F21 = �F12 = F 21 = �F 12 :Die "inhomogenen" Maxwellschen Gleichungendiv ~E = 1"0 � ; rot ~B = �0 (~| + "0@ t ~E) ;lauten in dieser Notation: @� F ��(x) = �0 j�(x) :



14.2. ANWENDUNG AUF DIE ELEKTRODYNAMIK 111F�ur F �� gilt das TransformationsgesetzF̂ ��(x̂) = ��� ��� F ��(x) :Die "homogenen" Gleichungen rot ~E + @ t ~B = 0, div ~B = 0, lassen sich als@�F�� + @�F�� + @�F�� = 0schreiben. Diese kann man auch anders formulieren, wenn man den vollst�andigantisymmetrischen kovarianten "{Tensor ("����) einf�uhrt: "0123 = +1 ; "���� = 0,falls je zwei der Indices gleich; "���� = �1, je nachdem (����) eine gerade oderungerade Permutation von (0123) ist.Bei Lorentz-Transformationen gilt:"̂���� = det(�) "���� :De�nition: �F�� = 12"����F �� :Mit diesem "dualen" Feldst�arke-Tensor lassen sich dann die obigen "homogenen"Maxwellschen Gleichungen als @� �F�� = 0schreiben!Lorentz-Kovarianz der Lorentz-Kraft:(s. wiederum die Mechanik-Vorlesung vom WS 97/98)~p = m~u = m
(v)~v ; u� = dx�(�)=d�; � : Eigenzeit , m : Ruhemasse :d~pd� = q (u0 ~Ec + ~u � ~B) ;p0 = mu0 = 1cE ; E : Energie,dp0d� = q ~u � ~Ec : relativistische Leistung.Zusammengefa�t: dp�d� = q F �� u� ; � = 0; 1; 2; 3 :Lorentz-Kraftdichte und Energie-Impuls-Tensor:ki = �(x)Ei + (~| � ~B)i= F i� j� ; i = 1; 2; 3 : Kraftdichte,k0 = 1c~| � ~E = F 0�j� : Leistungsdichte.



112 KAPITEL 14. RELATIVISTISCHE FORMULIERUNG DER E-DYNAMIKZusammengefa�t: k� = F ��j� ; � = 0; 1; 2; 3 :De�nition des Energie{Impuls{Tensors:��� = 1�0 (F ��F �� + 14g��F ��F��)= ���(x) ; symmetrischer Tensor,�00 = 12("0 ~E 2 + 1�0 ~B2) = w(x) ;�0j = 1�0c( ~E � ~B)j = 1cSj ; ~S = 1�0 ~E � ~B ;�ij = �T ij ;T ij = "0(EiEj � 12�ij ~E 2) + 1�0 (BiBj � 12�ij ~B2) :Die Energie-Impuls-Bilanzen lauten jetzt:@���� = �k� ; � = 0; 1; 2; 3 ;� = 0 : k0 = 1c~| � ~E = �@0 w(x)� 1c div~S :Mehr �uber Elektrodynamik, Optik und spezielle Relativit�atstheorie in der VorlesungSpezielle Relativit�atstheorie , gehalten im WS.



Kapitel 15Elektrische und magnetischeFelder in MaterieBisher haben wir im wesentlichen nur die elektrischen und magnetischen Felder vonruhenden und bewegten Ladungen im Vakuum diskutiert (Ausnahme: OhmschesGesetz: ~| = � ~E). Die Anwesenheit von makroskopischer Materie kann jedochdie Werte und Eigenschaften der "Vakuum"-Felder mehr oder weniger stark mo-di�zieren. Die Art der Modi�kation h�angt von der Art der Substanzen ab, die indie Felder gebracht werden, und da es sehr viele elektrisch und magnetisch unter-schiedliche Substanzen gibt, so gibt es auch sehr viele m�ogliche Modi�kationen derVakuumfelder. Hier k�onnen nur die allereinfachsten Ein
�usse von Substanzen aufelektrische und magnetische Felder erw�ahnt werden.Es sei auch daran erinnert, da� man im allgemeinen ohne sorgf�altige thermody-namische Analysen nicht auskommt, wenn man das Verhalten von Substanzen inelektrischen und magnetischen Feldern diskutieren will!Zus�atzliche Literatur1. L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Elektrodynamik der Kontinua (Lehrbuchd. Theoret. Physik, Band 8), 3. Au
age, Akademie-Verlag, Berlin 1974.2. Ch. Kittel, Introduction to Solid State Physics, 5th Edition, John Wiley, NewYork : : : , 1976 (oder sp�atere Au
agen und deutsche �Ubersetzungen).
15.1 Die elektrische PolarisationSchon Faraday hat beobachtet, da� sich die Kapazit�at eines Plattenkondensatorsvergr�o�ert, wenn man ihn mit Materie f�ullt:113



114 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIE
F 12 9>>>=>>>; U12������ ������������������������. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Im Vakuum:Q = !0 F = C0 U12C0 = "0 Fd :
Das Einbringen von Materie erh�oht die Kapazit�at: C0 ! C = " C0, !0 ! ! = "!0.Beispiele: " = ( 5 bis 8 bei Glas81 bei Wasser," : Dielektrizit�atskonstante (=DK),� = " � 1 : elektrische Suszeptibilit�at.Im folgenden wird zun�achst nur die Elektrostatik behandelt.Grobe Unterteilung von Substanzen, mit unterschiedlichen Eigenschaften derSuszeptibilit�at �:1. Dielektrische Sto�e:� ist feld- und �=�m temperaturunabh�angig, �m : Massendichte.2. Paraelektrische Sto�e:� ist feldunabh�angig, �=�m aber temperaturabh�angig.3. Ferroelektrische Sto�e:� ist feld- und temperaturabh�angig und sein Wert h�angt von der Vorgeschichteab (Hysterese).Bringt man einen reinen Isolator in ein �au�eres Feld ~E 0, so werden durch das Feld~E 0 elektrische Dipole induziert, bzw. schon vorhandene, in ihren Richtungenthermisch-statistisch verteilte Dipole ausgerichtet.Seien ~pi(~yi) Dipole an Orten ~yi.Das Potential aller Dipole betr�agt:'(~x) = 14�"0 Xi ~pi � (~x � ~yi)k~x � ~yik3 = 14�"0 Xi ~pi � grad 1k~x � ~yik :Der �Ubergang zum Kontinuum mit ~P (~y) als "Dipolmoment-Dichte" ergibt'(~x) = 14�"0 ZGd3y ~P (~y) � grady 1k~x � ~yk= 14�"0 ZGd3y divy[ ~P (~y)k~x � ~yk ]� 14�"0 ZGd3y div ~P (~y)k~x � ~yk ;



15.1. DIE ELEKTRISCHE POLARISATION 115also '(~x) = 14�"0 Z@G d~f � ~P (~y)k~x � ~yk + 14�"0 ZG d3y� div ~P (~y)k~x � ~yk ;~P (~x) : "elektrische Polarisation".Der Vergleich mit den Formeln auf S. 18 zeigt:Mit der Polarisation ~P (~x) sind die Fl�achenladungen!P (~x) = ~P � ~n(~x) ; ~n : Fl�achennormale,und die Raumladungen �P (~x) = � div ~P (~x)verkn�upft. Sie verschwinden, wenn das �au�ere Feld verschwindet (au�er bei Ferro-elektrika) und sind auch nicht als "freie" Ladungen verf�ugbar.
6
?d

+ + + + + + + + + +{ { { { { { { { { {
+ + + + + + + + + +{ { { { { { { { { {?~n

6 6~E ~P 6~E 0������������������������������
�

�������
�

����� ���������
� ��������������Kondensatorplatte

Kondensatorplatte
! > 0

�� !P = ~P � ~n < 0
E0 = U12d ; U12 fest,!0 = "0E0

Die der unteren Kondensatorplatte mit Ladungen ! > 0 gegen�uberliegenden Po-larisationsladungen !P sind negativ. Damit im Innern der Substanz weiterhin dasFeld ~E 0 vorliegt, m�ussen auf der Kondensatorplatte die Ladungen! = !0 � !P = "!0sitzen, d. h. im Spalt, dessen Dicke � d ist, hat man das FeldE = �~n � ~E = 1"0 ! = 1"0 (!0 � !P ) = �~n � ( ~E0 + ~P"0 )= 1"0 " !0 = � " ~n � ~E 0 ;so da� hier ~n � ~P"0 = �~n � ~E 0 :



116 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIEAllgemein: Elektrostatik mit Polarisation: F�ur ~E gelten die Gleichungen:rot ~E = 0 ) ~E = � grad '(~x)div ~E = 1"0 (�+ �P ) = 1"0 (�� div ~P ) ;d. h. div ~D = � ; ~D � "0 ~E + ~P :~D hei�t "elektrische Verschiebung". (Der Name geht auf �Ather{Vorstellungendes 19. Jahrhunderts zur�uck). ~D ist zun�achst nur eine Rechengr�o�e.F�ur die L�osung der obigen Gleichung (f�ur ~E) mu� man ~D bzw. ~P als Funktionvon ~E kennen: ~P (~x) = ~P [ ~E(~x); ~x] :Im einfachsten Fall isotroper Materialien hat man~P (~x) = "0 � ~E ; ~D(~x) = "0 " ~E(~x) :Verhalten von ~E und ~D an Grenz
�achen:
-���������������*~E(1)(~x) ~E(2)(~x) ~n12(~x)

p









�~x�
�

Grenz
�ache
1 2 Analog zu S. 26 gilt"0 ( ~E 2 � ~E 1) � ~n12 = ! + !P1 + !P2 ;!P1 = ~P1 � ~n12 ; !P2 = ~P2 � ~n12 ;d. h. ( ~D2 � ~D1) � ~n12 = ! :

Aus rot ~E = 0 folgt die Stetigkeit der Tangentialkomponente von ~E :( ~E 2 � ~E 1)� ~n12 = 0 :Falls ! = 0 sind die Normalkomkonente ~Dn und die Tangentialkomponente ~E tstetig.



15.1. DIE ELEKTRISCHE POLARISATION 117Brechungsgesetz:
������7�����3PPPq PPPq�1 �2~E 1 ~E 21 "12 "2 E1 sin�1 = E2 sin�2D1 cos�1 = D2 cos�2D1 = "0 "1E1 ; D2 = "0 "2E2) tg�1tg�2 = "1"2 :

Dielektrische Kugel vom Radius a und mit " = "2 in einem Mediummit " = "1, in dem das �au�ere Feld ~E 0 = E0~e1 herrscht:
--� ~E 0~E i~E 1 +{ +{ +{ +

{ +
{ +
{ +
{" ~E i = ~E 0 + ~E1 :

Das Potential ' mu� den Bedingungen gen�ugen�' = 0 �uberall ;' und (" @'@r ) stetig an der Kugelober
�ache.Ansatz: r � a : ' = � ~E i � ~x = �Ei r cos# ; Ei = const: ;r � a : r !1 : '! � ~E 0 � ~x :Im Endlichen wirkt eine polarisierte Kugel wie ein Dipol:r � a : ' = � ~E 0 � ~x + k ~E0 � ~xk~xk3 :



118 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIEEi und k sind aus der Stetigkeit von ' und ("@'=@r)f�ur r = a zu bestimmen:Ei = E0 � k E0a3 ;"2Ei = "1E0(1 + 2ka2 ) ;d. h. ~E i = 3"12"1 + "2 ~E 0 ; k = "2 � "1"2 + 2"1 a3 :Spezialfall: "1 = 1 ; "2 = " = 1 + � > 1 ;~E i = 32 + " ~E 0 ; k = " � 1" + 2 a3 ;~P = (" � 1) "0 ~E i = 3(" � 1)2 + " "0 ~E 0 :Da " > 1 gilt, so ist k ~E ik < k ~E 0k: "Depolarisation":
--� ~E 0~E i~E 1 +{ +{ +{ +

{ +
{ +
{ +
{" ~E i = ~E 0 + ~E1 :

Die durch ~E 0 induzierten Ober
�achenladungen erzeugen im Innern der Kugel einFeld ~E 1, das ~E 0 entgegengerichtet ist.~E 1 = ~E i � ~E 0 = 1� "2 + " ~E 0 = � 13"0 ~P"0 ~E 1 = �13 ~P13 : "Entelektrisierungsfaktor"Anwendung:Substanz mit DK ", in der ein homogenes makroskopisches Feld ~E vorliegt. Wel-ches "lokale" Feld ~E lok wirkt auf die atomaren Dipole ?Grobes Modell: Das atomare Dipolmoment sitze in einem kugelf�ormigen Hohl-raum:



15.1. DIE ELEKTRISCHE POLARISATION 119
-- ~E~E lok {+ {+ {+ {+"

Das Feld ~E erzeugt auf der Innenseite der Kugel Ober
�achenladungen, die das Feldim Innern vergr�o�ern: ~E lok = ~E + ~EP .F�ullt man nun das Loch mit der gerade besprochenen Kugel, die ebenfalls die DK", so verschwindet das Loch vollst�andig und man sieht , da� ~EP = � ~E 1 sein mu�!Also ~E lok = ~E + 13"0 ~P :Es sei � die atomare Polarisierbarkeit, d.h. das durch das Feld ~E lok erzeugteatomare Dipolmoment @ ist gegeben durch~p = � ~E lok~P = n� ~E lok= n� ( ~E + 13"0 ~P )n: Dichte der Molek�ule = Anzahl/Volumen.Da au�erdem ~P = � "0 ~E , so folgt schlie�lich" � 1" + 2 = 13 n�"0 ; (Clausius, Mosotti).Falls " � 1, so hat man die N�aherung" � 1 = n�"0 :Energetische Beziehungen:Bringt man die Ladung �� in ein Gebiet G, in dem das Potential ' vorliegt, so f�uhrtdies zu einer Energie�anderung�A = ZGd3y '(~y) ��(~y) :



120 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIEWegen div ~D = � , div � ~D = ��, folgt�A = ZGd3y ' div � ~D= ZGd3y div(' � ~D)� ZGd3y (� ~D) � grad'= Z@G' � ~D � d~f + ZGd3y ( ~E � � ~D) :Ist � ~D = 0 auf @G, so hat man�A = ZGd3x �w (~x) ; �w (~x) = ~E � � ~D ;Energiedichte : w (~x) = Z D(~x)0 ~E � d ~D :Falls ~D = "0 " ~E ;so haben wir w = 1""0 Z D0 ~D d~D = 12""0 ~D2 = ~E � ~D :Thermodynamik:Bei den vorherigen �Uberlegungen wurde die Temperatur T konstant gehalten,d. h. �A = �F ;F = U � T S : freie Energie :Allgemein gilt: �F = �S �T + Z ( ~E � � ~D) d3x ;U : Innere ( thermische ) Energie, S: Entropie.Bei der Diskussion der energetischen Eigenschaften von elektrischen und magneti-schen Feldern in Materie ist wesentlich, die thermodynamischen Variablen wie Tem-peratur, Entropie etc. in die �Uberlegungen einzubeziehen. Dies wird im Rahmender Vorlesung �uber Thermodynamik geschehen.



15.2. MAGNETISIERUNG 12115.2 MagnetisierungStromdurch
ossene Spule:
I -~B�
�
�
�
�
�
�

# # # # # # # # I : StromF : Querschnittl : L�angen : Anzahl derWindungen/L�angeIm Vakuum gilt �0 = n l F B0 = L0 I ;L0 = �0 n2 F l :Bringt man Materie in das Innere der Spule, so �andert sich �0 bzw. L0:�0 ! � = ��0 ; L0 ! L = �L0 ;� : "Permeabilit�at",� = �� 1 : "Magnetische Suszeptibilit�at".Erfahrungsgem�a� gibt es folgende, qualitativ verschiedene "magnetische" Substan-zen:1. Diamagnetische Sto�e: � < 0 ; � < 1z. B. �H2O = �9:0 � 10�6.2. Paramagnetische Sto�e: � > 0 ; � � 1=T .3. Ferromagnetische Sto�e: � h�angt vom Feld ~B , der Temperatur T und derVorgeschichte ab (Hysterese).Analog zur elektrischen Polarisation r�uhrt die Magnetisierung von Materialien vonder Existenz atomarer magnetischer Dipole her.Nach S. 54 geh�ort zu einem Dipol ~m(~y) das Vektorpotential~Am(~x) = �04� ~m(~y)� (~x � ~y)k~x � ~yk3 ;oder, mit ~M (~y) als Dipoldichte = "Magnetisierung",~Am(~x) = �04� ZGd3y ~M (~y)� (~x � ~y)k~x � ~yk3= �04� ZGd3y ~M (~y)� grady 1k~x � ~yk :



122 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIEUmformung ergibt~Am(~x) = ��04� ZGd3y roty [ ~M (~y)k~x � ~yk ] + ZGd3y roty ~M (~y)k~x � ~yk ;und da ZG rot ~C d3x = Z@G(~n � ~C) kd~fk ;so folgt ~Am(~x) = �04� Z@G ~M (~y)� ~nk~x � ~yk kd~fk+ �04� ZG d3y roty ~M (~y)k~x � ~yk :Der Vergleich mit S. 54 zeigt: Zur Magnetisierung ~M geh�ort eineOber
�achenstromdichte~hM(~x) = ~M (~x)� ~n(~x) ; ~n : Normalenvektor ;und eine Stromdichte: ~|M = rot ~M :F�ur ~B bekommen wir daher, au�er div ~B = 0, die Gleichungrot ~B = �0 (~| + ~|M) = �0 ~| + �0 rot ~M ;bzw. rot ~H = ~| ; ~H � 1�0 ~B � ~M :~H ist zun�achst eine Rechengr�o�e, die mit ~B im Vakuum bis auf den Faktor 1=�0�ubereinstimmt und deren "Wirbel" die "freien" Str�ome ~| bilden.In der Spule haben wir~B = �0 � ~H ; ~M = � ~H ; ~|M = �~| :Dies gilt nur f�ur homogene isotrope Materialien:~H : magnetisches Feld ("historisch"),~B : magnetische Induktion.Grenz
�achen: ( ~B2 � ~B1)~n12 = 0 :Falls es keine Ober
�achenstr�ome ~h gibt (nicht zu verwechseln mit ~hM), so folgt ausrot ~H = ~| , da� ( ~H 2 � ~H 1)� ~n12 = 0 :



15.2. MAGNETISIERUNG 123Beispiel:
-�������?2 1a

~n = ~er x1 HomogenmagnetisierteKugel
Au�enraum: r � a :�0 ~H 1 = ~B1 = �04� (� ~mr3 + 3(~m � ~x)~xr5 ) ;~m = 4�a33 ~M :Innenraum: r � a: ~B2 = �0 ( ~H 2 + ~M ) = ~const: :Stetigkeit der Normalkomponente von ~B f�ur r = a:~B1 � ~er = 2�04� ~m � ~era3 = ~B2 � ~er :Da ~m k ~B2, so folgt ~B2 = 2�0 ~m4�a3 = 23 �0 ~MStetigkeit der Tangentialkomponente von ~H :~H 1 � ~er = � 14� ~m � ~era3 = ~H 2 � ~er j � ~er) ~H 2 = � 14� ~ma3 = �13 ~M ;d. h. ~B2 und ~H 2 haben im Innern ein qualitativ stark verschiedenes Verhalten! Dash�angt mit den Grenz
�achenbedingungen zusammen.



124 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIE15.3 Ausbreitung von elektromagnetischen Fel-dern in MaterieAusgangspunkt sind die Grundgleichungen:rot ~E = �@ t ~B ; div ~D = � ;rot ~H = ~| + @ t ~D ; div ~B = 0 :Die Ersetzung "0 ~E ! ~D beim "Verschiebungsstrom" folgt aus der G�ultigkeit derKontinuit�atsgleichung @ t�+ div~| = 0 :Hinzu kommen noch die f�ur isotrope Substanzen g�ultigen "Materialgleichungen":~D = "0 ~E + ~P = " "0 ~E ;~B = �0 � ~H ;~| = � ~E ;wobei " ; � und � bei zeitabh�angigen Feldern jedoch im allgemeinen andersals im statischen bzw. station�aren Falle zu interpretieren sind (s. unten!).Aus den obigen Gleichungen folgt wie fr�uher { Kapitel 11 { die Energiebilanz:~E � rot ~H � ~H � rot ~E = ~E � @ t ~D + ~H � @ t ~B + ~| � ~E ;d.h. � ( ~E � @ t ~D + ~H � @ t ~B) = div( ~E � ~H ) + ~| � ~E :Wir suchen L�osungen der obigen Gleichungen mit der (t; ~x)-Abh�angigkeite�i(!t� ~k � ~x) :Dabei ergeben sich die Korrespondenzen@ t ! �i ! ; @j ! i kj ;und wir erhalten die algebraischen Gleichungen :~k � ~E = ! ~B ; ~k � ~H = �! ~D � i~| ;~k � ~D = �i� ; ~k � ~B = 0 ;!� = ~k � ~| (Kontinuit�atsgleichung).



15.3. AUSBREITUNG VON EL.-MAGN. FELDERN IN MATERIE 125Nimmt man noch ~D = ""0 ~E , ~B = ��0 ~H und ~| = � ~E hinzu, so erh�alt man~k � ~E = ! ~B ; ~k � ~B = 0 ;~k � ~B = �0� (""0 ! + i �) ~E ;(""0 ! + i �)~k � ~E = 0 :Aus der letzten Gleichung folgt, da� es zwei Typen von L�osungen geben kann:i) ~k � ~E = 0 , ~E , ~B und ~k bilden ein orthogonales Dreibein !Da ~k � ~| = �~k � ~E = 0 ;so mu� � = 0 sein.ii) (""0! + i�) = 0 ) ~k � ~B = 0 :Wegen ~k � ~B = 0 folgt ~B = 0 .Zur Auswertung dieser Gleichungen m�ussen zun�achst - vereinfacht - die Eigenschaf-ten von � und " bei zeitabh�angigen Feldern diskutiert werden:"Dynamische" Leitf�ahigkeitIm station�aren Fall, ~E = ~const:, haben wir f�ur die Geschwindigkeit ~v der La-dungstr�ager das "Reibungsgesetz":~v = B q ~E ; B : "Beweglichkeit",und daher ~| = n q ~v = n q2 B ~E = �0 ~E ;�0 = n q2 B ; n : Teilchendichte.F�ur @ t ~E 6= 0 haben wir jedoch das Kraftgesetzm _~v = q ~E � ~vB ;bzw. � @ t~| + ~| = �0 ~E ; � = mB : "Sto�zeit".



126 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIEBei (t; ~x)-Abh�angigkeiten e�i(!t�~k �~x) wird daraus�i � !~| + ~| = (1� i � !)~| = �0 ~E ;also ~| = � ~E ; � = �01� i � ! :Die sogenannte "dynamische" Leitf�ahigkeit ist also komplex! Dies bedeutet an-schaulich, da� bei zeitlich schnell ver�anderlichen elektrischen Feldern die entspre-chende Stromdichte der bewegten Ladungstr�ager nicht mehr "in Phase" mit denelektrischen Feldern ist."Dynamische Dielektrizit�atskonstante"Mechanisches Modell: Ladung q am Massenpunkt m schwingt ged�ampft unter Ein-
u� des Feldes ~E : m(�~x + 
 _~x + !20 ~x) = q ~E :Zeitabh�angiges Dipolmoment: ~p = q ~x�~p + 
 _~p + !20 ~p = q2m ~E ;~p � e�i!t : (�!2 � i 
 ! + !20) ~p = q2m ~E ;~p = � ~E ; � = �(!) = q2m 1!20 � !2 � i 
 ! :
- -

6 6
!0 !0! !

<e� =m�
Bei verd�unnten Gasen: " = 1 + n�(!)"0 = "(!) :Sonst gilt nach Clausius-Mosotti:"(!)� 1"(!) + 2 = n3"0 �(!) :"(!) ist also im allgemeinen komplex.



15.3. AUSBREITUNG VON EL.-MAGN. FELDERN IN MATERIE 127Kurze Diskussion der beiden oben gefundenen L�osungstypen:i) ~k � ~E = ! ~B ;!pace1cm~k � ~B = 0 ; ~k � ~E = 0 ;~k � ~B = ��0 (""0 ! + i �) ~E :Vektorielle Multiplikation der letzten Gleichung mit ~k ergibt f�ur ~k2 die alge-braische Gleichung k2 � ~k2 = "� "0�0 !2 (1 + i�""0 ! )= "� !2c20 (1 + i�""0 ! ) :~k ist also im allgemeinen ein komplexer Vektor!Spezialf�alle:1. � = 0 (Isolatoren):F�ur ! 6= !0 ist " n�aherungsweise reell, dann ergibt sichk = � !c0 p"� = � !c ; c = c0=n ;n = p"� : Brechungsindex.Sei ~k k ~e1, dann ist:e�i (!t� ~k � ~x) = e�i!(t� nx1c0 ) :Fortp
anzungsgeschwindigkeit: c = c0=n :Falls " komplex ist, gilt: p"� = ~n = n+ i �, � > 0,e�i ! [t� x1 (n + i�)c0 ] = e�i ! (t� x1 nc0 ) e� !c0 � x1| {z }D�ampfung der Welle!� : Extinktionskoe�zient.2. � 6= 0: k = !c0 ~n ; ~n : komplex ;



128 KAPITEL 15. ELEKTR. UND MAGN. FELDER IN MATERIE~n = n+ i � = ["� (1 + i �0""0 ! (1� i !�))] 12 :Falls ! � � 1, so wird (1� i!�) � 1. Oft ist ferner �0="0 � 1=� , so da�hier n � � � ( ��02!"0 ) 12 :Eindringtiefe d, de�niert durch: ! � d=c0 = 1,d = c0!� = ( 2��0 �0 ! ) 12 "Skin-E�ekt".Falls !� � 1, so ist ~n = n+ i� � ["� (1� !2P!2 )] 12 ;!2P = �0""0� = nq2""0m ; !P : "Plasma"-Frequenz.! � !P : starke Absorption,! � !P : kaum Absorption.ii) (""0 ! + i �) = 0 ; ~B = 0 :Da ~k � ~E = 0, so ist ~E "longitudinal".! � = �~k � ~E 6= 0zeigt, da� auch die Ladungsdichte � schwingt. Die Frequenz der Schwin-gung ist aus ""0 ! = � i �01� i ! �zubestimmen. D.h. !2 + i !� � !2P = 0 :Falls !P � 1=� , so schwingt die Dichte � (der Elektronen) mit der Frequenz!P gegen den festen Ionenhintergrund. Daher der Name Plasmafrequenz!Weiteres ist in den Lehrb�uchern �uber Festk�orperphysik nachzulesen!
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