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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Kurzer Riickblick auf die Klassische Mecha-
nik

Definition: ”Mechanik ist die Lehre von der Bewegung materieller
Gegenstéinde im Raum und den diese beherrschende
GesetzméBigkeiten.” [Jel]

e Objekte der klassischen Mechanik (KM): (Systeme von) Massenpunkte(n)
e Kinematik: Betrachte Trajektorien r(t)

e Dynamik: Krifte sind die Ursache nichttrivialer Bewegungen: F = mr

e Grundproblem der KM: Losung der Bewegungsgleichung (BWGI)

e Physikalischer Ursprung der Krifte ist (eigentlich) nicht Gegenstand der
KM

1.2 Vorliufiges zum Gegenstand der Elektrody-
namik

e Objekte der Elektrodynamik (ED): Ladungen
— Ursache von elektrischen Kriften (anziehend oder abstoBend)

e Bewegte Ladungen (Strome) verursachen magnetische Kréfte
Beide Phénomene werden zusammengefasst als Elektromagnetismus.



2 Einfiihrung

e Fruchtbarer Abstraktionsschritt zur Beschreibung der Kraftwirkungen: Der

Feldbegriff
E: elektrisches Feld = Tad Kraft Lot
. & “&%;?tm “l Elektrisches und

B magnetisches Feld Stromeinheit.-Wegelement *

magnetisches Feld sind Vektorfelder.

— Modellvorstellung (Bsp. E-Feld)

(i) Ladung ¢ am Ort r 'modifiziert’ den (leeren) Raum (Quelle des
Feldes)
(ii) "Probeladung’ tastet Feld ab (Sonde)

— Eigenschaften der Felder: Tréger von Energie, Impuls, Drehimpuls

— Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit der Felder — Relativitéitstheo-
rie

e Grundaufgabe der ED: Bestimmung von E- und B-Feldern zu vorgegeben
Quellen (und Randbedingungen) und ihrer Wirkung auf Materie

1.3 Zur historischen Entwicklung der ED

Elektrische und magnetische Phénomene sind seit langer Zeit bekannt. Ihre quan-
titative Analyse setzte im 18. Jahrhundert ein. Die wichtigsten Meilensteine sind:
1785  Coulombgesetz
1820  Orsted: elektrischer Strom — Magnetfeld
1831/32 Faraday: Wechselspiel zeitabhidngiger E- und B-Felder; Induktionsgesetz
1864  Maxwellgleichungen (MGI)
1888  Hertz: Licht = elektromagnetische Wellen (exp. Nachweis)

Literatur zur Historie: [Greb], Kap. 24

1.4 ED und Relativitatstheorie

e Die Elektrodynamik ist unvereinbar mit dem Relativitatsprinzip auf der Ba-
sis der Galilei-Transformationen (GT) (d.h. MGI nicht forminvariant unter
GT)

Losungsoptionen:

(i) ED ist falsch: kein Hinweis

(ii) Es existiert ein ausgezeichnetes Inertialsystem fiir ED (’Ather’): kein
Hinweis



1.5 ED und Quantentheorie 3

(iii) Relativitatsprinzip gilt allgemein = GT und KM inkorrekt!

Dieser Hinweis erscheint kiithn, hat sich aber als richtig erwiesen.
— Einsteins spezielle Relativitdtstheorie (SRT) (1905)

e Maxwells ED ist vereinbar mit SRT.

1.5 ED und Quantentheorie

e ED wird durch Quantentheorie (QT) modifiziert (Einsteins Photonenhypo-
these, 1905)

e Diskussionsebenen:

(i) Klassische ED und (phédnomenologische) Materialgleichungen
(meist ausreichend zur Beschreibung (klass.) makroskopischer Phéno-
mene)

(ii) Klassische ED und Response von Quantenteilchen
(haufig ausreichend zur Beschreibung von Phénomenen der Fest-
korper-, Molekiil- und Atomphysik)

(iii) Quantenfelder in Wechselwirkung (— Quantenelektrodynamik (QED))
(die am besten iiberpriifte physikalische Theorie; geeignet zur Beschrei-
bung aller Mikrophénomene von e~, e™, )

In dieser Vorlesung wird Standpunkt (i) eingenommen.
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Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Grundbegriffe und Grundgleichungen

2.1.1 Das Coulombgesetz (1785)

A q,
I
r Fy = kteQ2T = —Fpo (2.1)
12 7“12
r,
dz Fy ¢ Kraft von ¢ auf ¢
I, rip = T3 —Ig, 7‘12:|I'1—I'2
>
Bemerkungen:

(i) Newtons 3. Axiom (actio = reactio) wird erfiillt

(ii) Anziehung und AbstoBung moglich (¢; < 0); ansonsten gleiche Form wie
Gravitationsgesetz
insbesondere: Die elektrische Kraft ist eine konservative Zentralkraft, V| x
Fo1 =V xXFi3=0

(iii) Punktladungen ¢1, ¢» (PLs): Punktformige Teilchen mit Ladung ¢ (und
Masse) (Idealisierung)

e Mathematische Fassung — J-Funktion

e Elementarladung ¢y ~ 1.6 - 107 Coulomb, ¢. = —ey (Elektron),
¢y = +eo (Proton).

— q¢==%ney, (neN)

Quantisierung der Ladung (fiir makroskopische Ladungen irrelevant)



6 Elektrostatik

(iv) Festlegung von k., «— Wahl eines Mafisystems
Option 1: (— Gauflsches CGS-System)
Festlegung k. = 1 (dimensionslos)

13
— ¢ = [\/ Frﬂ _ B0 e 1 statcoul = 1 esu
S

Option 2: SI (MKSA)

N A
Festlegung [ =1 Ampere, I = Kg

Q

C
€0 8.9 - IO_HW ‘elektrische Feldkonstante’
m

Coulombgesetz in SI-Einheiten:

st 4192 T'i2
dmeg T3,

21 —

Literatur: [Jac|, Anhang; [DL], Anhang A

(v) Quantitativer Vergleich Coulombkraft-Gravitation fiir (p + ¢~) (H-Atom)

1 €2 ymem.
Fa| = - Faav| = -
| l| 471'80 T2 ) | g | 7,2
Fy 2
—— ! = 60 =~ 23 . 1039
Forav dmegymemy,
2.1.2 Das elektrische Feld
a) Definition und grundlegende Eigenschaften
Fpq = qEy
Foq ¢ (r—r)

E,(r,r) = lim

(2.2)



2.1 Grundbegriffe und Grundgleichungen

E,(r',r) ist das Feld am Ort r, verursacht durch Ladung ¢’ an 1’
—  Fy(r) = ¢By(r'1)
= qE(r) (Kurzform)
PL ¢/ im Ursprung:

q e
E(r) = 1"
() 4meg 12

Bemerkungen:

(i) Feldlinienbilder: tangentiale Linien an Feldvektoren

/ A\
+q' -q
('Quelle") ('Senke")

(ii) Superpositionsprinzip
— Feld einer Verteilung von N-PLs:

N N
1 qi
S
i=1 i=1

(iii) Kontinuierliche Ladungsverteilungen

A

r
ry Aql
>
. AV;—0
e Raumladungsdichten: ¢; = Ag; = p(r;)AV; ——

Q = ZA% — JV p(r') d*r’'

1 p(r') N B
E(r) = 47r50f|r— (r—r') d’r

I./|3

p(r') d*r

(2.4)

(2.5)
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e Flichenladungsdichten: Ag; — o(r') df’

A
df’ 1 o(r') N e
E(r) = _
(r) Tnes H Ty r,|3(r r') df
2.
> (2.
>
e lineare Ladungsdichten: Ag;, — A(r') ds’
A
1 A(r')
ds' — R /
s E(r) o f |r—r’|3(r r') ds
“ (2.7)

>

b) )-Funktion und Ladungsverteilungen

e Motivation: charakterisiere PL (im Ursprung) durch Ladungsdichte p,(r)
— geforderte Eigenschaften

(1) ¢ = J pp(r) d’r
(i) pp(r) =0 fiir r#0

Diese beiden Forderungen lassen sich nicht von einer gewhnlichen Funktion
erfiillen.

e Heuristischer Zugang zur §-Funktion (in 1D)

1 €

bu(w) = —— =
< (7) T2+ &2

i(z) = liII(l] d-(x) erfiillt die Forderungen:

- (2.8)
| .
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Beweis:
() alw40) T L 0y
i S(x — = —
T 22
. 11 e—0
andererseits : §.(0) = —— — o0

€

() o« [T de = = m [C S d
—00 T a—oo J—a :1,’2+52

1 .. ¢ dz 1 . B
= — lim = — lim arctan z
T a—ooJ-2 2241 T a—00 -

2
< = — lim arctan 2) =1.
T a—00 €
Auflerdem gilt:

. . a € . . a S
lim lim ——— dr = lim lim —— dx
e—0a—o0 J—a 2 — &2 a—o0e—0J—a 12 -+ e?

( = wjj:oé(x) da:).

v

Abbildung 2.1: Delta-Funktion

Charakteristische Eigenschaft der d-Funktion:
j_oo F(2)8(z — a) dz = f(a). (2.9)

Weitere Eigenschaften der é-Funktion: [Kira|, Anhang A 1
Literatur: [DL], Mathe II, Kap 1 und [Mes], QM I, Anhang A 1.
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Elektrostatik

Ladungsdichte einer Punktladung:

pp(r) = qdo(r)

Ladungsdichte von N-PLs:

p(r) = Z qid(r — ;)

lineare Ladungsdichte (z.B. entlang einer Kurve f(x) in der xy- Ebene)

p(r) = A(r)d(2)o(y — f(x))

Fliachenladungsdichte (z.B. auf Oberfliche z = z(x,y))

p(r) =o(r)o(z = f(z,y))

3-dim ¢-Funktion in Zylinderkoordinaten (p, z, )

plr — o) = %aw — p0)b(p — 0)b(= — =)

[ow=rxo) &r = [T (o~ po) dp jj” 5o — po) dip [~ 3z — =) d
1

e 3-dim é-Funktion in Kugelkoordinaten (r, 8, )
1

r2sin 6

d(r —rg) = O(r —10)6(0 — 60)6(¢ — o)

allg. E-Feld einer beliebigen Ladungsverteilung

1 p(r') N,
E(r):47reoj|r— (r—r') d°r’.

I./|3

p(r) kann sowohl aus PLs als auch aus kontinuierlichen Anteilen bestehen.



2.1 Grundbegriffe und Grundgleichungen

c) Anwendung: explizite Feldberechnung

Beispiel 1: Der Punktdipol

—s

E.(z,z) =

qr
47'('80

r3
=

qr

Q

1

(5

3
+

E(r) = (Eu(e,2), Bz, )
q { T x — z+ a}
Z = JE— JE— -
- e b A
a r-
aV X = [ }
-q r_ = [ (z+a) ]
St r?=a2*+2">d (Fernfeld)
1 1 1 1
e 3 ~ 5 = 3
N [x2 + (2 + a)ﬂ ’ [x2 + 22 + 2az} [7‘2 + 2@2] ’
1 1
T3 [1 + 2az:|%

1 1 1

3 = 3 ¥ 3 3

P el w

3
-3 3
benutze [1 + t} ~ 1F it
1 1 1 3az
- a— ~ #(FE)

7)
"

3az

deqrs
q 6baxz

dmteg 1P

E.(z,z)

zZ+a

3 —
+

=

471'80 (
1

Q

47r50 r3

r3

(1+

q 2a (2 )
— (22—
4meg 0

)

=) - Gra(-75))

(1+2 —1+%)
T

3az

11



12 Elektrostatik

Definition: Dipolmoment einer Ladungsverteilung
p= j rp(r) dr (2.10)

p(r) = ¢6(z — a)d(x)d(y) — q0(z + a)d(x)d(y)

— p, = q(Jzé(z—a) dz—fzé(z—i—a) dz)fé(x)dxjé(y)dy

= 2aq
Pz = pyZO
— E = L b 3xz,22% — 22
ey r° ’
1 p, 3
— |E|] = \/E§+E§%—29—[(3xz)2+(222—x2)2]2
4meg 1o
1 p.r 3
= 1= % 4z4+5x2z2+x4}2
0 L
Polarkoordinaten : r=rsinf, z=rcosf
1 p.r 3
= 1 p—5 47"400849—1—5r4sin29(:os29+r4sin49}2
TEQ T L
L p.r, 4 . ) BVINE:
lr— 4 cos™ 0 + 5sin” 6 cos” 0 + sin 9]
0 L
o L p.v 4 2 .9 .9 ) 2 ]%
= Ireurd _4cos 6(cos” 0 + sin 9)+lsm 2He(sm 6 + cos” 6)
L Y PR
= 47r50ﬁ_ + 3 cos ] .

Bemerkung: Die Endformel gilt auch in dreidimensionaler Welt.
Beispiel 2: Homogene Kugel

A

y
R
_ 3. _ 3
/ > Q—va(r)dr - P Kugeldr
47
= __R3
K/ g

Zur expl. Rechnung siehe [DL], Kapitel 1.3 (Detail 1.3)
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2.1.3 Das Gesetz von Gauf
a) Elektrischer Fluss ®p

Beispiel 1:
E
5| = |E[A
<
Beispiel 2:
E
S,
VAN ZA |®p| = |E|A; =|E|Acosf
A /9 T
PN ek — = [E-Al=0, falls § = .
=
I . PN
AL/IV - \V)
Definition: Fluss durch eine Fliche F:
¢, =E-F.
Beispiel 3:
A A,
—
—_—
—
— § == SSE
_ -
—= =
— ] = B>
«)>A_, s>> —»3 6
1 Z
H>\§§x = ¢p = ZEzAz
4)}% N N N — Py
NN
. AN = FAjcosm+ FAscos0

— = —FA +FA;=0.
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Verallgemeinerung: Unterteile beliebige Fléache F' in kleine flache Rechtecke:

Op~ Y E;-AA, S5 HFE . df

Geschlossene Flache 0V = F(V): Berandung des Volumens V:

Oy = @S@VE - df (2.11)

Bemerkungen:

(i) Fluss eines beliebigen Vektorfelds V:

Dy = HFV . df.

(i) [@p] = N,

(iii) ®Pglay = 0, falls keine Quellen/Senken von E im betrachteten Volumen V.

(iv) Ladungen = Quellen/Senken von E.

b) Integralform des Gesetzes von Gaufl

@E:Sr;ﬁavE-df:kq.

Fiir eine Punktladung in einer Kugel:

fﬁiﬁaKE'df - ﬁaKEeT'erdf:E@aK df

— 4nr’F = kq



2.1 Grundbegriffe und Grundgleichungen

k q
E A
& E(r) 41 12
1
=k = —.
€o
Gesetz von Gauf:
_ _ Qein
@E_SﬁﬁavE-df = =
Qein = fvp(r)d3r. (2.12)

c¢) Anwendung: Praktische Feldberechnungen
Beispiel 1: Uniform geladene Kugelschale

Aus Symmetriegriinden gilt

E = E(r)e,
Auflen:
_ _ g L 9
bp = @S 1E df = E(r) @SaKl df =4nmr°E(r) = ”
Q }
= E(r) = Treor? fir r > R,.
Innen:

15



16 Elektrostatik

Beispiel 2: Homogen geladene Kugel

A

Auflen:
o Q
E(r) = 4drregr? ©r
(s. Bsp. 1)

Bemerkung: Gilt stets, wenn p(r) = p(r).
Das elektrische Feld einer isotropen Ladungsverteilung sieht also von auflen aus
wie das einer PL.

3Q rs
Qezn p Kugel 3 wr 47TR3 R3
Gaufl Q r
= E(r)= —
(T 47 €o R3
Zusammenfassung:
0 =3er r<R
E(r) = 1 (2.13)
T€o T%er r>R
Ea
Y B

d) Differentielle Form des Gauf3schen Gesetzes

. Divergenztheorem Gauss Q i
<zf divE d*r i @ E.qf G xen _
\% ov €0 Eg YV

|
—~
L]
~—
QL
w
<

= | (divE - ;—Op(r)> dr =0

WWE=V E=2
€0

beliebige V

”Ladungen sind die Quellen (¢ > 0) und Senken (¢ < 0) des elektrischen Feldes.”
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2.1.4 Grundgleichungen der Elektrostatik
a) Differentialgleichungen fiir das elektrische Feld

e Feld einer Punktladung ist wirbelfrei
rot E, =V xE,=0

Superpositionsprinzip — jedes elektrostatische Feld ist wirbelfrei

— Grundgleichungen der E-Statik:

vE=2. (2.14)
€0
VXxE = 0 (2.15)

(gekoppelte partielle DGls 1. Ordnung)

b) Integralform
Integralsatz von Stokes:

ﬂF(V x E) df = QSBFE -dr (2.16)
— Grundgleichungen in Integralform:
gﬁﬁ B.af — Yo (2.17)
F £0
E-dr = 0 (2.18)
oF
c) Das elektrostatische Potential
Definition:
E(r) = —Vo¢(r) (2.19)
B
— E.-dr= f E .- dr
K Ko
(Wegunabhéngigkeit)
A
k,

= o) =- [ B)-d’ (220)
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(siehe [Kira], Kapitel 2.3)
Potentielle Energie der PL ¢:

W(r) = q¢(r) , (=VW =F) (2.21)
W] = [Energie} = 1J(= 1NM = 1 VAs)
T

[/ Bedr = 6(4)-o(B):

Potentieldifferenz = Spannung

4 Cad: L - V.E = -v.Vg
= —divgradg = —A¢

Ag(r) = —%Z) Poissongleichung (2.22)

Agp(r) = 0 Laplacegleichung (2.23)
(fir p=0in V)

Feld einer vorgegebenen Ladungsverteilung

1 p(r') N
Er) = 4moj|r_r,|3(r r') dir
1 1

- J o)V

471'80

1 (r) :
_ —v<4mof|rp_rr/| dsr) - Vs

d>r'

- B(r) = 47350 | | rp(_r 2/| & (2.24)

r—00

Bemerkung: Die Integrationskonstante wurde so gewéhlt, dass ¢(r) — 0.
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Alternatives Muster fiir die Feldberechnung;:

(i) Bestimme ¢(r) (durch direkte Integration (in einfachen Fillen) oder Losung
der Poisson- + Laplacegleichung)

(ii) Berechne E = —-V¢

Beispiel 1: Punktdipol

re o= @4yt (z-a))?
ro o= [Py’ +(z+a))
1 rq q)
= o) = 47r50<r+ r_
= )
 dmeg \ rare
Aquipotentiallinien (senkrecht zum Feld) : =7 const.
ryr_

< =4+ > d

— ry o~ [P+ + 22— 2
_ T[l_%f ~r(1-%)

7:2 7»2
az

r—- = r 1 + )
r

— r_—ry & — = 2acosf, (z=rcosh)

— rir_ =T

r>a 2aq cost  p,cosf 1 p'r
dmeg 12 dmegr?  4dmeg 13

—  o(r)

1 pr
Fernfld ~ E(r) = —V¢ = —FE()V(?)

(L)
1 <3(p-r)r p)

4reg rd r3
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Beispiel 2: Homogene Kugel

P d37“/ ( 471‘ ,
¢(r) dmeg Jiugel |I‘ - I'/| Q J‘Kugcl p 3 p
(-5
P= 4T R3
5R ~ 2RS r < R
KM skrip s _ @) 2B =
471'80 % . Z R

47‘[80%

2.1.5 Elektrostatische Energie

a) Diskrete Ladungsverteilung
Wiederholung: potentielle Energie einer PL ¢; am Ort r; im vorgegeben Feld

E=-V¢

W = q1¢(r1) + const.
Sei

¢(ry) = L

47TE()|I'1 — I'2|

— Wechselwirkung zwischen 2 Pls

Wiy = 4192
47TE()|I'1 — I'2|

e WW-Energie zwischen 3 PLs

W = W12 + W13 + W23 (225)

1
{ 9192 I 4193 I 4293 }
471'60 |I‘1 —I'2| |I'1 —I'3| |I'2—I'3|
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e WW-Energie von N PLs

QZQJ 1 4i4;
W = S . - B
Z dmeglr; — ;| 2 Z Ameg|r; — 1

i,§; i<j 1,5 1]

e Umschreibung mit p(r) = >, pi(r) pi(r) = ¢:é(r — ;)
_ = %% (B o 3.0 s(d
W = Z P — Jd ro(r rl)fd ' o(r' —r;)
1
- 3 3.1 . —1r)Va: 5y = 1.
= 3 jd rfd r Tl = r’| quqﬁ(r r;)q0(r' —r;)
— jd?) Id3/ (I‘) jd?) jdi’,l Z Z )
47r50|r—r’| 2 47r50|r—r’|

Bemerkung:
e Beide Terme divergieren wg. ”Selbstenergiebeitragen” fiir i = j

e Terme sind endlich fiir beschréankte, kontinuierliche Ladungsverteilungen

b) Kontinuierliche Ladungsverteilung
"Wihle’ disponible Konstante, so dass

1 ,_p(r)p(r))
=3 Idgr f d*r Tzl — 1] < 00 (2.26)
e Umschreibung
0 W= [ peo) & 2.27)

(ii))  p(r)= —EOAQS( ) (Poissongleichung)
= W=—2 o)) d*r

benutze Divergenztheorem

fv-Ad?’r: A - df
Vv oV
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wihle A = ¢V — V-A=(Vo)?+opAg
& PN =V - (9V¢) — (V¢)?

2
L —5—20 (¢(r)-V¢(r))-df+2—0 <V¢(r)> &r
2
- %0 <V¢(r)> dr :%0 <E(r)-E(r)> Br (2.28)
Definition:
w(r) = Z—OE(r)-E(r) (2.29)
"Energiedichte des elektrischen Feldes”
— W = jw(r) dr (2.30)

Interpretation: in E-Feld ist Energie gespeichert

e Beispiel: homogene Kugel

r) =
2
(47’(‘60) T% r > R

e @7 1 ) d3r>
- W - 5(47’(‘60)2 (ﬁjinncnr dr+ auBenF

4rQ? /1 oo d
- %0(4:50)2(ﬁ LRT4 ar+ [, )
1Q* /1 1
= §4mo(ﬁ+ﬁ)
3 Q?

= = 2.31
547T€0R ( )

Bemerkungen:

(i) ”Klassischer Elektronenradius”

3 é? ) 3 1 €
- N Mee® = N ————~ 107
54megR Mec 5 4meq mc? o
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.. R—0
(11) WKugel ; o0

(iil) W = [w(r) d*r > 0 enthilt Selbstenergieanteile, die fiir PLs gegen unend-
lich gehen
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2.2 Einfache Randwertprobleme

Ziel: Lose Laplace- und Poissongleichung fiir vorgegebene Ladungsverteilungen.

Aufgaben:
(i) Formulierung von Randbedingungen (RBs)
(ii) Losung von partiellen DGLs

2.2.1 Probleme mit Kugelsymmetrie

L dyadoy p(r)

A(r) — Ag(r) = r2dr (T d7“> T &g
Typische Situation : p#0 fur relj
p=0 fir r¢l,

— Schritt 1: Allg. Losung der Laplacegleichung (fir r ¢ ;)

d ( odda\
%(r dr) =0
do
20Pa  _
(T dr) b
doa b
dr 712
d b
= Pa(r) = b —g = ——+b
r r

Schritt 2: Allgemeine Losung der Poissongleichung (r € Vj)
Schritt 3: Bestimme 4 Integrationskonstanten durch geeignet RBs

Beispiel: homogene Kugel

3Q ..
= f <
p 47 R3 aror< R
Schritt 2 : g i (72 dqbl) _ _ﬁrz
dr dr €0
do;
- Tz dgi - E_p() frzdr = ?07“3 + aq
d¢z . P ai
dr N ?)EQT * 72
= ) =-Lr? =T ta

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
(2.36)

(2.37)



2.2.2 Probleme mit Azimutalsymmetrie 25

Schritt 3: RBs

(i) ¢i(R) = ¢a(R)
(iii) ¢j(R) = ¢,(R)
(iv) ¢5(0)=0, <= a1 =0
P bl P 3 Q
B : ——R=— b =——R’>=—
RB (i) 30 RE T VT T3 ime
. P o Q 3Q
B : ——R = =
R (11) 680 + 47T€0R @ 87T€0R
o [ - o r<n
= ()= (2.38)
o % r>R
Bemerkungen:

(i) Integralform des GauBschen Gesetzes bietet fiir kugelsymmetrische Proble-
me den praktikabelsten Losungsweg!

(ii) Fiir E(r) = E(r)e, ist auch direkte Auswertung von
V-E=L124(2E(r)) = 22 moglich

(iii) Falls p(r) #0 Vr < Losung einer Poissongleichung mit 2 RBs

2.2.2 Probleme mit Azimutalsymmetrie

charakterisiert durch

p(r) = p(r,0)
— o) = o(r0)

a) Losung der Laplacegleichung

_ 1 a 28¢a 1 a . a¢a o
Aga(r) — Aga(r,0) = ﬁa(r ar>+rzsm9@<sm€a€> _ 0

9/ ,000 1 0, 9
5(7" 87“),* AT

sin 6 90 ) =0
AT(btl (Tv ‘9) + A9¢a (Tv ‘9) = 0

J

-~
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Separationsansatz:

¢a(r,0) = R(r)P(0) (2.39)

<A, (R(r)P(O)) + A (R(T)P(Q)) = P(O)AR(r) + R(r)AgP(6) = 0

AR(r) _ AgP(0)

R0) PO) k = const (2.40)
ArR d [ ,dRY\
- —k = %<7‘ W) — kR (2.41)
Ay P 1 dys . ,dP
e Radialgleichung
r?R"(r) +2rR'(r) — kR(r) =0 (2.43)
Ansatz : R(r) = r®
— R(r) = ar*?

R'(r) = ala—1)r*?

ReL (a(a—1)+2a—k>r°‘:0

— k = ala+1) (2.44)
4 4
B e 1
= (o+3) 3

Diskussion der Funktion k(«):

1
o k> 1
e fiir jedes k > —i gibt es zwei o — Werte :
a =«
g = —a—1

— Ri(r) =71, Ry(r)=r"

Allgemeine Losung: (fiir k = a(a+ 1) > —1)

R(r) = Ra(r) = Aar™ ™V 4 B,r® (2.45)
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o Winkelgleichung

1 d/ . dP
smeﬁ(wﬁﬁ)+“a+ﬂﬂﬂ=0 (2.46)

x=cosf, (-1<zx<1)
—  sinf =+vV1—cos20 = V1 — 22

d_ddz_ .4 g=d
0 dedo . dar Uz

d ,.dP B
- +%[(1—x)%}+a(a+1)P_o

— (1-2)P"(x) —22P'(z) + a(a+1)P(z) =0 (2.47)
Legendresche DGL
Losung durch Potenzreihenansatz:
P(z) = Z apx" (2.48)
n=0
P(r) = Z na,z" "
n=0
P'"(z) = n(n — 1)a,z" >
n=0
Z n(n—1)a,z" - Z n(n—1)a,z" — Z 2na,x" + Z ala+1a,z" =0
NR: Z nn —Daz"? = Z n(n — 1)a,z" >
n=0 n=2

(n+2)(n+ 1)a, 0z

[
NE

Il
=)

n

— Zx"{(n +2)(n+ 1)ap42 — (n(n —1)+2n—ala+ 1))%} =0

n
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nn+1) —ala+1)

S Upyo = ot 2+ D) an (2.49)
_ (a—n)atn+1)
S Uppo = — CFDICES a, (2.50)
_ ala+1)
ag = -————E?———ao
S _(a—2)(a+3)a _ a(a—2)(a+1)(a+3)a
! 4-3 ? 41 ’
S _(a—4)(a+5)a _ _a(a—4)(@—2)(a+1)(a—|—3)(a+5)a
° 6-5 ! 6! ’
0 — _(oz—l)(oz+2)a1 _ —(a_1><a+2)a1
3-2 3!
 — _(a—3)(a+4)a _ (a—3)(a—1)(a+2)(a+4)a
° 5-4 ’ 5! !
Allgemeine Losung:
P,(x) = CoPyy(x) + Do Py () (2.51)
ala+1) 5 ala—=2)(a+1)(a+3) ,
P, 4(x) = ao{l— 5 % + o x —i—}
a—1)(a+2) 4 a—3)(a—-1)(a+2)(a+4)
P,.(x) = al{x—( ;E )x —i-( I ;E I )x +

(absolute) Konvergenz, falls

an+2xn+2

lim

n—oo

<1 (Quotientenkriterium)
Ap "™

nn+1)—ala+1) ,
(n+2)(n+1)

— Reihen konvergieren fiir |z| < 1

n—oo 9

— T

nt2) (n+2)m+1))"

:M( n ala+1) )2

Reihen divergieren fiir [z =1, (0 =0,7)
Damit die Reihen fiir |z| < 1 konvergieren, muss man « so wéhlen, dass sie
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abbrechen:
Wiéahlea=10=0,1,2,...

a=0: DBPylz) = ao

1 1
Pou(x) = al{x + gx?’ + g$5 +... }

1
= %ln< +$> (divergiert fiir |z| = 1)
2 1—2z
a=1: P,lx) = wqz
P, = a{1—$2—1x4—1$6+ }
179 0 3 5 .« e

3 b

= ao{ao—x(x—i-?#—g—l—...)}

1

= ao{l —xln (1 +x>} (divergiert fur |z| = 1)

—x

Zusammenfassung: Fiir jedes | € Ny existiert ein Polynom [-ten Grades
P(z), das die Legendre-DGL lost (fiir z < |1]).

P,(x): " Legendrepolynome”

Eigenschaften der Pj(x): Anhang A

e Physikalisch relevante Losung der Laplacegleichung

¢a(r,0) = R(r)P(0)

1
= Ims (Alr_(l+1) + Bﬂ‘l>Pl(COS 0) (I €Ny
0

einfache RB: ¢, %0 B, =0

= Ga(r,0) = ——Pi(cosh) (2.52)

b) Bestimmung der A4,
Ausgangspunkt:
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N

I = [(r— r’)2]% = [r? + 7" — 2rr’ cos

— Je-aP+ P+ -

r—r

_ [x2+y2+z2+x'2+y'2+z'2—2(xx'+yy'—|—zz’)]

= [7"2 + 7 — 2rr'{ sin @ sin 6’ (cos p cos ¢’ + sin @ sin ') + cos 6 cos G’H

Damit ergibt sich schliellich:

cosa = sinfsin & cos(p — ¢') + cos 6 cos ¢’
r>r:
IR 1
r —r'| V12 + 12 — 2rr' cos
1 1
7ﬂ\/1+ Z)2 — 2L cos
1 '\ !
- -3 (5)p
{5 ()
r<r:
(I 1
v — ] 7ﬂ/\/l—l—(§)2—27"7’cosoz
1 7\!
S ) e
I
Zusammenfassung:
L= Y S losa)
= cos
|I._I.l| — ,,,,l>+1 l

= Pa(r) = Zrlﬂ Jp )" Py(cos o) dPr’

471'80

1 Ay
= T l mﬂ(cos@)

[NIES

(2.53)

(2.54)

NI
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s A P(cos ) = fr'lp(r', ") Py(cos ) d®r’ (2.55)
[l=0:
Ao = [ p(r',0) d*r' = Q
[=1:
_ / ! nl 3,./
Ajcos = frp(r ,0") cosa d°r
(2.53) e Ay,
= fo ™ dr j_ldcosﬁp(r ,0)
2 2
x{ sin 6 sin G’JO dp cos(p — ¢') + cos@cosH’JO dgo}
= cos@fr’ cos O p(r',0') d*r’
= A = fz/p(r', 0') d*r' = p,

(Dipolmoment!)

c) Exkurs iiber orthogonale Funktionensysteme

Die Legendrepolynome bilden ein sogenanntes orthogonales Funktionensystem.
Da weitere derartige Syeteme folgen werden, bieten sich an dieser Stelle eini-
ge (semiquantitative) Bemerkungen zu diesem (umfangreichen) mathematischen
Thema an.
Basisdarstellung von Vektoren:

n

vV = E V;€;

i=1

(e1...e,) bilden Orthonormalbasis (ONB) in R”

— Ubertragung des Konzeptes der Basisdarstellung auf Funktionen:

fo) =3 cigilx)
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Schritte:
(i) (z.B. integrierbare) Funktionen sind Vektoren, d.h. sie erfiillen Vektorrau-
maxiome
insb. - (Af+pg)(x) = Af(z)+ pg(r)

= pg(z) +Af(z)
= (ng+Af)@), (Va;ApeC).

D.h. Addition von Vektoren ist kommutativ und ist wie die Multiplikation
mit Skalaren punktweise definiert.

frgeV = Af+ugeVv

{gl (x), g2(x), .. gn(:c)} sind linear unabhéngig
& aus Z)\igi(x) =0 folgt AMi=X=...=)X,=0

(ii) Skalarprodukt

e imR3: wu-v=|ullv|cosa
insbesondere u - u = |u/?
— u,Vv sind orthogonal: <= u-v =0
Diese Aussage kann man direkt verallgemeinern auf den R": (e; .. .e,)
ONB: <> (e; ...e,) sind linear unabhéngig und
€ - €; = 6@']’

n n
eu=> . ue, V= Zj:l vj€;

insb. (Norm) |jul| =+vu-u= /Zuf

e Skalarprodukt fiir Funktionen (iiber Intervall [a, b])

< fg>= f FH(2)g(x) da (2.56)

Man kann zeigen, dass dieses Skalarprodukt dieselben Rechenregeln
erfiillt wie das oben definierte im R3. Aus mathematischer Sicht defi-
niert man das Skalarprodukt von Vektoren durch diese Rechenregeln
(s. ([Kirb]), Kap. 3.1.1.). < Norm einer Funktion

Ul = V=TT > = [ f@)P do
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Man nennt f quadratintegrabel, falls || f|| < oo.
f und g sind orthogonal (iiber [a, b)): <=

b
<fg>= [ F@g) de=0
(iii) Orthonormalsysteme

{gl(l'),gg(l’), .. } ist ONS : <= < i, g5 >= 6ij Vi,)

Beispiel 1:

ul(:)s):\/%;lPl(x), (1=01,..)

bilden ONS tber [—1, 1]
1
j—l ul(x)ul/(x) dr = 511/ (257)

Beispiel 2:

bilden ONS fiber [0, 27]

e Sei fu(x) =1 cigi(x) iber [a,b]

b
wobel < Gi,g; > = L gi(x)gj(x) de =0, i#j

b
<G, gi > = L |gz(fE)|2 dx = N;

Frage: Wie sind {c; ...c¢,} zu wéihlen, so dass f,(z) eine vorgegebene
Funktion f(x) moglichst gut approximiert?
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Definition: ”Fehlerfunktion”

En = ||.f fn||2 =< f fnaf_fn >
- j f(z 2)|? dv (2.58)

_ L|f Zczgz )2 dx
_ Lb(f*@) 2 it )( Zg ) o
= [ {r@se - L
_ ;cjgj 2 () + ch (2)g5(2) } do
. Z [ @) f(x) do
zj:cjf:}*(x) d:c—i—chjf (2)g;(x) de.

-

_5N

Notwendige Bedingung fiir Minimum von €, = e,(¢1...¢p, ¢, ... Cp)

Oe Oe
It =""=0 Vk=1,...
dc,  Oc, AR A
Oe,,
acz = —f gk dLL’—'—Cka
= —<Ggnf>+ &N, =0
<o f>  Jag@)f(x)de
< Cp = Nk = Nk
agn % !
9o — <[99t >+ N, =0
. (fror)  (gr f)
& = =
k N, Ny
min b 2 <f7 gl><g27 f)
R NLLCIC R Dhs e
= [IfI1? = e, (2.59)

wobei f®(z) =3 —<g;'\;f> gi().
Wegen epi* >0 gilt |[f|[*—[|f"*|* =0 Vn
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Fir N; =1 Vi:
" b
< lim > laf < [ |f(@)]? do (2.60)
i=1
Besselsche Ungleichung
Falls >0 |ei]? f |f(x)]? dx (2.61)

<— lim,_e,=0:
Vollstandigkeitsrelation (Parseval)
—  Konvergenz "im quadratischen Mittel” :
flw) = z;”l ()
mit ¢ fgl ) dr =< g;, f >

Bemerkungen:

(i) Alternative Form der Vollstandigkeitsrelation
Einsetzen der Koeffizienten:

> [ @)t = 5@
=Y g@)gie) = 2.

Vektoren 711m R" — F uniiotionen
V= Z V;€; f(z) = Z cigi(z)
i=1 i=1
ei-ej =0 Lb g; (x)g;(x) dx = 0
Vi =€V Cz:fgz*(l')f(x) dx

(iii) Es existieren diverse vollstindige orthogonale Funktionensysteme, z.B.

e Trigonometrische Funktionen (— Fourierreihen)

e Legendrepolynome
e Kugelflichenfunktionen (s. Kap. 2.2.3)
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(iv) Es existieren alternative, strengere Konvergenzbegriffe: punktweise und gleichmafi-

ge Konvergenz

z.B.: jede stetige Funktion kann auf kompaktem Intervall durch Polynome
gleichméBig approximiert werden (Weierstraf})

(v) Orthogonale Funktionensysteme bilden ONBs im ”Hilbertraum” (— QM)

2.2.3 Allgemeine Probleme in Kugelkoordinaten

a) Losung der Laplacegleichung

10,00, 1 0/ . 0, 1 0%,
Ada(rb.¢) = r2 Or (T or ) + r2sin § 00 <s1n9 00 ) * r2sin? 6 Op?
_ 0 (2.62)
Separationsansatz:
¢a(r,0,0) = R(r)P(0)S(¢) (2.63)
gL d(pdRY 1 g Ay 1es
—oosm G{R dr(r dr) + Psin@d@(smedﬁ) TSz
b ned) 7 Rl
— Fl(ﬁ 8) = _F2(()0) = m2 ) (m < C) (264>
e Winkelgleichung ()
S"(p) +m*S(p) = 0
—  S(p) = C1e"™? 4 Coe™ ™ (2.65)

Eindeutigkeit der Losungen: S(¢) = S(p+271) — meZ

Bemerkung: {eiim@ bilden orthogonale Basis fiir integrierbare Funktionen
tiber [0, 27]

e 2. Separationsschritt

Fi(r,0) = m?
2
= [zz"®)] = ~lrmra(%) - 5l

= I(l+1)
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e Radialgleichung
R'(r)+2rR'(r)—Ill+1)R = 0
— Rl (7‘) = 7’— + Bﬂ”

(fiir [ > —%) (wie zuvor)

e Winkelgleichung (0)

m2

E i(sined—P) +(10+1) - )P =0 (2.66)

sin? ¢
x=-cosf, (Jz|]<1)

2

1 — 22

< (1—a2?)P"(x) — 22P'(2) + [1(1 1) - ]P(:c) —0  (2.67)

"zugeordnete Legendresche DGI1”

Reguldre Losungen (fiir [z| < 1): zugeordnete Legendre-Funktionen (s. An-
hang B):

g p (z) (2.68)

PP (@) = (<1)"(1 = a*) % TP

Einige Eigenschaften:

(i) Spezialfille
Pl(x) = P(x) , P"(1)=0dmo

(ii) Erwartete Rodriguezformel

pri) = C ey L [0 ] (2:60
(iii) Indexbereich
I = 0,1,2,...
m o= —l,—l+1,....0,...,1—1,1
(iv) Symmetrierelation
(I —m)!

b)) = (=)™ B (x) (2.70)

(I 4+ m)!
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e Kugelflichenfunktionen

Yi(Q) = Yin (0, ) = \/ A Eﬁ - Z§§Bm<cose>eim@ (2.71)

(1=0,1,2,... 0<0<mn)
-1 <m <) (0 < <2m)

Physikalisch relevante Losung der Laplacegleichung

b) Kugelflichenfunktionen (”spherical harmonics”)

e Differentialgleichung
Ausgangspunkt:

1 dQSm)Pm _ 0
m =

—(sin 9—)Sm(g0) + (l(l +1)Sm(p) + sin20 dg?

2
ay“”)+ L 9V _ gy, (273)

sin?f dp?

< Aé,gpyim = _l(l + 1)YEm

— 1m sind die einzigen reguldren Losungen dieser ” Eigenwertgleichung”
von Ay, auf der gesamten Kugeloberfliche (0 < 6 <
0<¢p<2n)
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e Spezialfille

20 +1
Yio(0, ) - Py(cos )
20 +1
Yi(0 =0,p) = ?%0

e Symmetrierelation

Yi,—m(a QO) = (—1)mYz;~b(9> QO)
(Yim, Yi_ sind linear unabhéngig)

e Grundintegral
J Y (6. 0)Yin (6, 0) 42 = BBy

— Y}, bilden ONS auf Kugeloberflache

e Vollstandigkeit

[ele) l /
Z Z Vi (8, ¢ ) Yim(0, ) = Md(()@ — )

=0 m=-1

e Explizite Formeln

1
Yoo = —
o0 Vi
Yio1 = \/isiné’e_w
8
3
Yio = Ecos@
3 .
Yii = —4/<—sinfe”
8

Literatur: [Jac|, Kapitel 3.5

39

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)
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e Additionstheorem

Y cosa = sinfsinf cos(¢p — ¢')
v + cosfcost
Es gilt:
47 l
— * / /
dr .

(Beweis: siehe [Jac], Kapitel 3.6)
Insbesondere gilt:

47

—  Plcosa=1)= ST Z |Yim (6, )]

= Y Paop=2ttt (2.82)

47

Literatur iiber die Winkelfunktionen:
[DL], Anhang C (und Mathematik, Kapitel 4.3); ([Jac], Kapitel 3.5, 3.6); [Mes],
QM I, Appendix B; [Lin]

¢) Multipolentwicklung und -momente
Ausgangspunkt:

N l

1 r
= Z —>1 Pi(cos0)

r—r =0 >

4 L
>

Lm

Multipolentwicklung der Abstandsfunktion.
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r>T
(2.24) 1 A Y (0 Ly 3
a(7, 0, = Vi ()P (2.84
Galr, 0, ¢) 4%80%2[4‘1 rl+1 jp ( )
vgl.(2.78) 1 A,
= Y (8, 2.
ey 2 A Yin(0:4) (285)
47
A m m
= A A+ 17
(2.86)
mit
/l * 3,/
fp Y () dPr (2.87)
(sphérische) Multipolmomente: (2 4 1)-Stiick fiir jedes [ € INg
Gt-m = (=1)" (2.88)
Explizit:
l p—
1 / 3,./ Q
— r) &Br = = 2.89
—  Monopolmoment.
=1

3 )

Q-1 = 1/ - jp(r')r' sin@'e’" d*r’ (2.90)
Go = 1/ % jp(r')r' cos 0 dr’ (2.91)
Gy = —/ 83 fp(r')r' sin @'e™" d (2.92)

7r

—  sphérische Dipolmomente
kartesische Dipolmomente (vgl. (2.10))
Pe = jm’ (') &*r' = Jr’ sin @ cos ' p(r') d*r’
Py = jy,o Y d¥r' = jr' sin @' sin ' p(r’) d*r’

4
P, = jz'p(r') & = fr'cos@'p(r') &r' = quo T

3
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3
— Q-1 = 8—7T(p:c+2py)
_ /2
qio0 = 1P
3 .
i = — S_W(px_lpy)
Dipolpotential:
1 A Yin(Q)
d = m——
p(r) 4%0 - 3 - @1 2

1 47 | [3 , /3 : /3
- 4weoﬁ[ 8_7r<pz+wy)yl"l_ s_w(p””_zpymﬁ GrP 0

1
- Arenr? [SiIl 0 cos PPz + sin 0 sin PPy -+ cos sz]
0

1 p-r

drey 13

Das Dipolpotential hat also fiir jede Ladungsverteilung die Form, die wir fiir den
Punktdipol in Kap. 2.1.4c explizit gefunden haben.

5 sphérische ’Quadrupolmomente’
7 sphérische ’Oktupolmomente’

Spezialfall 1: Kugelsymmetrische Ladungsverteilung p(r’) = p(r’)

Qm = JOO d?”/p l+2J\ dQ/
= Vix [T+ IY* (2)Yoo () dSY
5lo5m0
= L b (2.93)

Var

1 471'(]00 1 Q
Yoo =
dreg T dreg T

— ¢a(r) =

Spezialfall 2: Azimutalsymmetrische Ladungsverteilung
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p-Integration:

2T .,
L e’ dQO/ = 27T5m0 mit YEO =

20+ 1
—  qQim = 5mo\/ ; fp (r', 01" P(cos @) d*r'
2 1
= 2w\ —— l+ f dr’ l+2f dcost p(r', 6" )Pi(cos ')

(2.94)
= ga(r,0) = 4735022z411%§$
- 4%602 2li1 Pl:ije (2.95)
— Qo= 2Z4J7rrlAl

Beispiel 1: Punktdipol

p(r) = qd(z—a)d(x)d(y) — qd(z + a)d(x)d(y)
= 1 d(r—a) 5(0089—1)—5(0089—{—1)}

2772

47

_ _ 2
— A = 2l+1q10 = 27Tj0 dr'(r j dx'p(r', 2" )Py (x)
(2’ = cos®)
_ qj dr'r" /l5 )

{j da's(2' — 1) P, f da'5(x' + 1) P(x )}
— 4 {Pz(l)—Pz(—l)} - qa{1_<_1y}

0 [ gerade
A = (2.96)

2qa’ [ ungerade
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1 A
= @u(r,0) = Zrl—JrllPl(cosH)
I

471'80

1 2qa 2qa’
= e, {ﬁpl(cos 0) + 7P3(cos 0)+... }

r<a 2qa cost
—

Ameg 12

Sprechweise: 2-Pol: Ladungsverteilung mit gy, = 0 fiir I’ < [.
Beispiel 2) gestreckter Punktquadrupol

z rq

a
—t p(r,0) = 27fr2 (5(r — a)d(cos B — 1) — 3(r)
a + 6(r—a)d(cosf +1)}

— A = q {J(r/)lé(r' —a) dr'jdx §(x' — 1)P(z")
=2 {#"5(") dr' + [+15(" +a) [ 6(x+ 1)) dx}

= q{dP(1) =260+ dP(-1)}
= q{d =200 +d(-1)"}

0 [=0
A=< 0 [ ungerade
2qa’ [ gerade

—  o(r,0) = ! {2qa2P2(COSH)+

2qa*
pr R - Py(cosf) + .. }
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2.3 Allgemeine Randwertprobleme

2.3.1 Vorbereitungen

a) Das elektrische Feld beim Durchgang durch geladene Flichen
Wir vetrachten eine Flidche der Ladungsdichte o(r) und legen eine Gaufl-Dose
um ein infinitesimal kleines Fléachenstiick.

Gaul-Dose (GD) Adf.=é.df

A ap
U

[[Ba) - dfa+ [[B)- ati+ [[ Baf

Seiten

Q

ffe

—0

Q

|] (B —E@)) -e.df
— 2Qun == [[ot)as

= [eo (Bon(t) — Byn(r)) = o(r) ] (2.97)

(Mit E,,, =E,-e, und E;,, = E; - e,)

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes ist also beim Durchgang durch
eine geladene Fliche unstetig. Um eine Aussage iiber die Tangentialkomponente
zu gewinne, betrachten wir eine , Stokeskurve“durch die Flache.

Stokeskurve (SK)

o
ds,

A 5

=
!
W

v [].':_'.g

*n}l
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0= gSE~ds
SK

Elektrostatik

[E(ra) dse+ [Bx)- dsi+ [Eds + [Eds,

-

'

—0

[ (B(ro) - E(r:)) - erds

=

Eo.1(r) = E;4(r) |

Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes ist also stetig.

Bemerkungen

(i) Idealer Kugelkondensator

o

Man findet mit dem Gesetz von Gauf3:

Q r
b= {55 M Er<n

sonst

1 Q (o5
Ry E,,—F,=4+—-=—
! ’ ’ +€047TR% €0

1 Q 09
Ry : Eppn—FEipy=——7==—
2 ’ ’ c4TR:

Eor=FEi;=0

(ii) Potential ist stetig beim Durchgang durch geladene Flichen.

(iii) Potential springt beim Durchgang durch Dipolschicht.
[Greal; [Jac], Kap 1.6

(2.98)
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b) Feldverteilung in Leitern
In Leitern: Frei bewegliche Elektronen, daher (im Mittel):

Einnen =0.

Somit befindet sich in geladenen Leitern die gesamte Ladung auf der Oberfléche:

o (7)

@={(fomar

aF

Mit (2.97) und (2.98) folgt: E;; = Eut = Eiyy =0, B, = %
Die Feldlinien stehen also senkrecht auf der Leiteroberfliche. Fiir das Potential

gilt: @5 non = PoR = const.
Beispiel: Feld einer Metallkugel (vgl. mit (2.13))
0 r<nR
Elr) = {47?507% r>R

Eine wichtige Konsequenz der freien Beweglichkeit von Ladungen in Leitern ist
die Influenz: Ladungstrennung in einem zunéchst ungeladenen Leiter unter Ein-
fluss eines elektrischen Feldes.

Beispiel 1: Punktladung in Hohlkugel

47350 Ze, r < R;
E(r) = 0 R;<r <R,
47350 Ze, r> R,
q 01
E E,, = — = —
wn o 47r60RZ2 €0
_ 9 _
&S o = _FR? = const
analog o, +4LRZ = const
T

= |oy| > |0l
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Feldlinienbild:

Beispiel 2: Metallkugel und Punktladung

In diesem Fall ist die influenzierte Oberflachenla-

dung nicht homogen.Die Influenz ist es, die die Be-
o+~ rechnung des elektrischen Feldes in Anwesenheit
von Metallen schwierig macht.

Systematischer Zugang: Diskussion von allgemeinen Randbedingungen.
c) Klassifikation von Randbedingungen

Typ 1: Dirichletsches Randwertproblem

Metallkorper
O, (r)|r = Du(r)|r = Py = const (2.99)

,Dirichletsche Randbedingung*
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Allgemeines Dirichletproblem:

Im Raumgebiet G sei auf Fliachen F; der Wert des Potentials ® vorgegeben.
Zusétzlich sind in G Raum- und Punktladungen verteilt. Aufgabe:

Lose Poisson-Gleichung so, dass ® auf den vorgegebenen Flichen die vorgegebe-
nen Werte annimmt.

Dann kann man die Oberflichenladungen berechnen:

o(r)lr = e (Ean(r)lr — Ein(r)[r)
09,
—eo—|F, 2.100
oI (2.100)
Typ 2: Neumannsches Randwertproblem
In G seien auf (geschlossenen) Oberflichen O; die Flachenladungsdichten bzw.
die Normalkomponenten des elektrischen Feldes vorgegeben:

09,
o(r)lo, = —€o5—=

on

0, = €0Eqn (2.101)

Bemerkung:

Vorgabe von Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen bestimmt ®(r) eindeu-
tig.

Beweis: [Jac], Kap 1.9

2.3.2 Dirichletprobleme
Beispiel 1: Geerdete Metallkugel und Punktladung

Erdung: ®(R) = 0 (Dirichlet-Randbedingung) sowie ®(r) "=
Poisson-Gleichung;:
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D(r) = Ppom(r) + Pinn(r)

1 = Al q r—00
= Ire (Z 7ﬂlHPl(cosH) + - a|> — 0 (2.102)

=0

Aufgabe: bestimme A;, sodass Dirichlet-RB erfiillt wird. Betrachte:

1 pea 1 S /R\
R4 - EZ<2) Fi(cosf)

=0

o = ik (5 (2 (2) ) meen) 2

l
> e (®) =0
RZH—l
= Ay q RS (2103)

Damit hat man die eindeutige Losung:

q 1 R R2\'
Pd(r) = B — B 0 2.104
(x) 47reg <|r —a|l ar ; (ar t(cos §) ( )
Diese kann man noch weiter umschreiben:
R2 1
— Z Pl (cosl) = ——
r —a|

mit a’ = (0,0, %2), a < R.Seiq = —q%, dann ist

1
d(r) = { 4reo (Ir al - r— a’I) rzR (2.105)
0 r<R

Bemerkungen:

(i) ®(r) ist das Potential von ¢ am Ort a sowie der ,Spiegelladung“q’ am Ort

a'.

(ii) ,,Spiegelladungsmethode*
Ansatz:
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Sei a =ae, und a’ = d'e.:
zZ 4

B(R) =0
g _ __d
= R-a ~  [R-a|
!
< Rer—gedl —  wlFer—eol

Ferner ist
a 2 a a?
<er Eez> 1—2ECOSH+E,
R \? R?
<ez —/er) = 1—2—COSH+—,2
a a
Und somit
,  R? / R
a=— N qg=—q—
a a

(iii) Induzierte Oberflichenladung

ob
o(r) = o(R,0)= —EOE\T:R
2 _ R2
_ _4731% (&{ - a\?») (2.106)
(2.107)
® Gind = [[o(R,0)df =...=¢

e |o] ist maximal fiir 6 = 0.
e 0(R,0) =30
¢ =0

a—R

d(cos —1) = P(r) —0

o o(R,0) =5 — 1,

(iv) Varianten (s. [DL], Kap. 4.2):

o ®(R) =Py #£0

e Geladene (von Batterie abgetrennte) Kugel
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Beispiel 2: Ungeladene Metallkugel im homogenen elektrischen Feld

— >
0= Epé,
m
i
'\ / >
- + -

Aufgabe: Berechne Feldmodifikation aufgrund der Influenz auf der Kugel.

e Vor der Modifikation: ®(r) = —Fyz
e Randbedingungen:

(i) @ :Kﬂl o(R)df =0

(ii) ®(R) = ®r = const

(iii) ®(r) == ®,(r) = —FEyz = —EyrPi(cosf)
e DGL: A®=0firr>R

Ansatz:

O(r) = O(r,0) = 1 Z <% + Bﬂ’l) Py(cosh) (2.108)
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Randbedingungen einsetzen:
(i)

1 </ A4 l
PR) = e 3 <Rl+1 +BlR) Py(cos )

= (I)R = (I)RPZ(COS 9)5[0

[ A
< Z (Ruld +BiR 47T€0‘1>R5lo) Pi(cosf) =0
1=0

A
= Rl——il-l + BlRl = 4meqg®Rdjg

(iii)
d(r) = ﬁ >, Bir' P(cos 0) = —Eqrdp Pi(cosb)

= ‘Bl = —47T€0E0511 ‘
= Al = 47'('60 (E0R2l+1511 + (I)RRl+1510)

Explizit:

A(] = 47T60R(I)R Bo =0
Al = 47T€0R3E0 Bl = —47T€0E0 (2109)
Al:BlIO fU.l"lZ2

R3
= O(r)=———FEy (r — F) cos 6.

o(r) = U(T,@):—eoa—®|R

or
3
= € R(I)R+E0 1+ﬁ cos
r3
r=R

r2

)
= € (fR + 3E, cos 9)
1
_ _ 2

Q= H o(R,0)df = 27R j_l o(R,0) dcosd

b, 1 1
_ 2 (®r
= 2wR%, < I f_l dx + 3Ey f_lxdx)

= 4mregRPp
= Pr=0

I=
=]
I
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Also hat man die endgiiltige Losung:

0 r<R
or0) = 3 _p (r—f—j) st 1> R (2.110)

o(R,0) = 3eyFEycosb

2.3.3 Formale L6sung der Randwertprobleme mit Green-
schen Funktionen (GF)

GF: Hilfsmittel bei der Losung inhomogener linearer DGL.
Beispiel aus der KM: getriebener harmonischer Oszillator

mi + Bi + ke = F(t) (2.111)
< G+ %G(t) + %G(t) _ %5@) (2.112)
= Tpan(t) = j_"; Gt —¢)F(t) dt’ (2.113)

Bewels:

. 3 . k
ajpart + %l’part + %l’part

= J (%G(t—t’H%%G(t—t’)+§G(t—t')> F(')d
= L[ o(t—t)F{t)dt' = LF(t), qed

Losungs-Schema:

(i) Bestimme GF

(i) Berechne | G(t — ¢)F(t')d?’

— 00

Mehr zur GF des getriebenen Oszillators [Kira], Kap. 3.2.3
Die Losung einer DGL mit einer §-fomigen Inhomogenitét ist eine GF.

In der Elektrostatik wird die GF definiert durch Randbedingungen und

€A,G(r,r’') = —0(r — 1) (2.114)
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a) Greensche Integralsitze
Ausgangspunkt: Divergenztheorem

IV-Ad3r:9€ﬁA~df
B OB

e Wihle A = dVU.

= V.- A =0PAV+VD.-VVU

Y
A - df :A-endf:é[)a—df
on
Einsetzen in Divergenztheorem:
ov
. 3 f— J—
]!@A\D+Vcb VU &P gﬁ@&n df (2.115)

(1. Greenscher Integralsatz)

Durch Vertauschen von ¥ und ® erhilt man:

0P

3 — RN
jmq>+vw-vq>d r_g‘j\pan df
B 0B

Abziehen von 2.115 ergibt:
ov 9P
PAV — VAP Pr = (h P— — T— 2.11
g dr g on on df (2.116)

(2. Greenscher Integralsatz)

b) Lésungsformel
Anwendung des zweiten Integralsatzes auf:

®:  gesuchtes Potential —egAP = p
: GF —6pAG = 6(r — 1)
[®(r)AG(r,v') — G(r,x)Ad(r) d°r
B
= -4 g@(r)é(r — 1) d*r — Bf G(r,r")p(r) d3r)
Green2
= i (237 —G5) df

0B
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=
0d(r') 0G(r',r)
_ 3,/ / . /
o(r) = [ G/, x)p(r') &' + o (G(r,r) 5.~ P ) df
B o8
(2.117)
(fir r € B)
Fall i):
Dirichletsche RB :< Vorgabe von ®(r') fir r’ € 0B.
Fordere RB fiir GF: Gp(r',r) = 0 fiir v’ € 0B.
= IGD v, r)p(r) & — € gfﬁcb aGD (&’ r) df’ (2.118)

Losungs-Schema:

(i) Lose eA’Gp(r',r) = =d(r —1’)
mit Dirichlet-RB Gp(r',r) =0 fiir v’ € 0B.

(ii) Fiir vorgegebene Dirichlet-RB fiir ® und vorgegebene p(r) in B berechne
® in B.
Fall ii):
Neumannsche Randbedingungen :< Vorgabe von %= auf 0B.
Man kann hier nicht 85 = 0 auf 9B fordern:

g @ df = fv (V'G) d3’—jA'Gd3’

1
M [ —r)d == 7&0
€0 B
(fir r € B)
Stattdessen fordert man:ag—nN = Gy = const fiir v’ € 9B. Aus dem Divergenztheo-
rem folgt dann:
1
OB
1
& Gy = ——=
O |oB|’
und somit
0P(r') 1
o ! / 3./ ! / ! /
o(r) = j Cx(r' D)ple) & + e, gcw,r) o '+ o gfb(r)df

(2.119)



2.3 Allgemeine Randwertprobleme o7

Der dritte Term ist der konstante Mittelwert des Potentials auf 0B

= o s

Losungs-Schema:

(i) Lose eA’Gy(r',r) = —d(r — r’)

B 6G’§S x) \8B| fiir r' € 0B.

mit Neumann-R

(ii) Fiir vorgegebene Neumann-RB fiir & und vorgegebene p(r) in B berechne
® in B.

Bemerkungen

(i) Symmetrie der GF: G(r,r') = G(r',r). Beweisbar fiir Gp und wird als
zusétzliche Forderung an G erhoben.

(i)
1

4meg|r — 1|

mit AF =0 und F(r,r') = F(r',r) fiir r € B.

G(r,r') = + F(r,r')

(iii) Einfache RB: ®(r) —= 0 und keine Metalle.
= Spezialfall eines Dirichlet-Problems:

G(r,r’):G(r’,r):; A F=0

dmeg|r — r’|

218

D(r JGrr a3 = a3

- 47T€0 J |r—r’|
Dies ist das fiir diesen F all altbekannte Resultat.

c) Anwendung(en): Ein Dirichletproblem



58 Elektrostatik

RB: ®(R) vorgegeben, ®(r) == 0.

AGp(r',r) = —‘S(Z—Or mit Gp(R,r) = 0 und Gp(r',r) == 0.
Spiegelladungsansatz fiir Gp:

1 1 q
Gp(r',r) = d
o) = o (e )

15 r'rl = R?
, R? , R
= Iry=-—75r, (s -
1 1 R 1
=G ry=—|—-—— - 1.
p(r,r) 47reg <|r—r’\ r’|r—%r’|>
AuBlerdem:
IGp(r',r) B 1 r? — R?
or' PR "~ 4meg R[r? 4+ R% — 2rRcos a3/

Beides einsetzen in die Losungsformel:

1 p) p() s
) = — _PE)
(r) e <£ Py d’r Ri T %r’\ d’r

1 r? — R?
— () ' 249
47TRan (R0, s R2dQ

+ R? — 2rR cos a]?/?
Beispiel:

®R) =0, p(r)=qd(r—a)
(geerdete Metallkugel + Punktladung, s. Kap. 2.3.2)

r' —a) (r' —a)
d _ 3,./ 3,./
(r) 47T€0 (j v d’r Rji’h“ |d 7’)

q 1 R 1
- - = q>er .
d7eg <|r—a| alr— R_za|> ()

Variante 1:
O(R) = Dg:
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2.4 Nichtleitende Materie im elektrischen Feld

e Wie wirken elektrische Felder auf Isolatoren (Dielektrika)?

o Wie wird das elektrische Feld durch Anwesenheit von Dielektrika modifi-
ziert?

Phénomenologische Modelle erméglichen prézise Feldberechnungen (aus makro-
skopischer Sicht).

2.4.1 Grundphinomene

a) Plattenkondensator im Vakuum

7 7
?ao/ Tau/

\—~

Wir stellen uns vor, der Kondensator werde aufgeladen und anschlieBend von der
Spannungsquelle abgetrennt:

0o Qo
E = Fje, = —e, = —e, 2.120
() = Fyex = er = e (2:120)

(Beweis z.B. durch Gaufisches Gesetz)
Spannung zwischen den Platten:

d Ood
— Py — D = [ By de = X% 2.121
A
= Qo _ @A =: Cy Kapazitit (2.122)

Uy d
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Coulomb
[C] VoLt arad
b) Plattenkondensator mit Dielektrikum
Beobachtung;:
Ui
U= ?0 <Uy (e>1) (2.123)
_ Qo _
= (= 7 =eCy > Cy (2124)
Variante: Anschluss an Spannungsquelle
e
L
I I
Beobachtung:
Q = Qo > Qo (2.125)
C= 7 eCy (wie zuvor).
Qualitative Interpretation:
(i) Spannungsabfall < Feldédnderung
U U
E = — = —
d ed

E
:>E:—O<EQ
€

— Polarisationsladungen (),4 im Dielektrikum

e Anderung von @ zum Ausgleich von @, bei festgehaltener Spannung/Feldstéirke
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+ - + -
+ - + -
+ . + -
+ - T + -
Dielektrikum

Das Dielektrikum wird also polarisiert (abgeschwichte Form der Influenz)

2.4.2 Feldgleichungen fiir den materiegefiillten Raum

Wir unterscheiden zwischen freien Ladungen und gebundenen (Polarisations-)
Ladungen.

p=ps+p (2.126)

ps:  freie Ladungen,
pp: gebundene Ladungen.

Definition der dielektrischen Polarisation P:

VP = —p (2.127)
P=0, fals p,=0 (2.128)
Konsequenz:
Qp = f po(r) dPr = f po(r) d&Pr = —JV-Pd?’r: —@SP df = 0.
Diel. BoDiel. B 9B

Resultierendes elektrisches Feld:

V- («E)=p=p;+pm

= V. (eE+P)=p; (2.129)

Dies gibt Anlass zur folgenden Definition der dielektrischen Verschiebung D:
D=¢E+P (2.130)
CET.D =y, (2.131)
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Mikroskopische Theorie:
e Berechne 'Response’ des Dielektrikums auf D-Feld (— pp, P)
e Berechne E = (D — P)
€0
Makroskopische Theorie:

e Heuristische Ansitze fir P = P(E)
— Materialgleichungen

o Lose V-D = py

e« E=1(D-P(E)

€0

2.4.3 Polarisationsmodelle und Materialgleichungen

a) Mikroskopische Modellvorstellungen

Verschiebungspol. Orientierungspol. (Spontane Pol.)

atomare/molekulare Di- | at./mol. DM werden | Ausrichtung auch ohne

polmomente werden in- | ausgerichtet Feld (bei tiefen Tempe-

duziert raturen)

normale Dielektrika polare Dielektrika (anomale Dielektr. ),
Ferroelektrika

b) Polarisation und Dipoldichte
Definition: Makroskopische Diplodichte P

P(r) =) Na(pa)(x). (2.132)
wobei N, Zahl der Molekiile der Sorte o pro Volumen.
)(1) = > [ Palra)
AV

Wiederholung: Potential eines Punktdipols in grofler Entfernung

p-r

1
p(r) ~ dmey 13
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Ausgedehnte Dipol-Verteilung

1 P@) (r—r) 4,
0] d 2.1
D(r) Areq ‘I \r—r’\?’ r ( 33)
1 _ 1
— P / X / 3.7
Tre J (r')-V P— d’r

reen 1 1 o
Greenl j‘r vV P (V' oOV)

47reg - r’\
|
= d3 /
47re f lr — r’|
=V -PI)=—p (2.134)
=P=P

Polarisation und makroskopische Dipoldichte konnen also miteinander identifi-
ziert werden.
c) Materialgleichung

P = P[E| =P, +P[E|+P[O(E?)
coxE (2.135)

Q

fiir normale und polare Dielektrika. . heifit ’elektrische Suzeptibilitét’.

Einfachster Fall: 0 < xe =const (homogene, isotrope Polarisation).
(Allgemeinere Situation: Tensorstruktur und Ortsabhéngigkeit)

D= EOE +P = 60(1 + Xe)E
= ¢ E. (2.136)

€, = 1 + x.: relative Dielektrizitdtskonstante.

Beispiel: Plattenkondensator (von Spannungsquelle abgetrennt)

e ohne Dielektrikum D = ¢Eg

e mit Dielektrikum D = ¢,.¢gE
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2.4.4 Zusammenfassung der Grundgleichungen

a) Feldgleichungen

V-D = py
VXE = 0

b) Materialgleichung

einfache Falle

D= €06 b — I
c) Potential
Wie zuvor: E = -V .
Fiir €, =const:
AD =PI
€o€r

Praxis:

e Lose Poissongleichung fiir vorgegebene RB

e Berechne interessierende Groflen aus @, z.B.

E = -Vo
D = —¢g¢ VO
P = —ef(e, —1)VOD

Material €r Lit zu 4.3:

Vakuum 1 (Greb], Kap. 6
Luft 1.0005 [Jac], Kap 4.5f
Glas 5...10

Wasser 81

Elektrostatik

(2.137)

e Beachte: E ist das wahre elektrische Feld, wiahrend D und P nur Hilfsgrofien

sind.

d) Elektrostatische Energie

e Kontinuierliche Ladungsverteilung ohne Dielektrika (vgl. (2.27))

W= [ pr)ae) ar
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e Ladungsverteilung p; und Dielektrika
1
W= pr(r)q)(r) d*r (2.138)

Begriindung: [Jac|, Kap. 4.7
Umschreibung auf Felder:

pr(r) = _??M)(r)
=W = ;Oszcpmd%
Grgenl 60267’ (V(I))z d37”
= % f E2d3r

- %jE-Ddgr (2.139)

Energiedichte:
1
w(r) = §E -D (2.140)

e Energiednderung einer festen Ladungsverteilung ps durch Einbringen eines
Dielektrikums des Volumens Vp:

vorher: Wy =1 [E- Dy d3r
mit V - DQ = pPf, DQ = €0€TE0.

nachher: Wy =14 [E-Dd’
Il’lltVD:VD():pf, DZEOETE.

1
Wi—W, = §J(E-D—E0-D0)d3r
1 1
= 5 (- Dy-D-E)d’r+ 3 [(B+E)- (D~ Dy)d’
= Il+[2.

Wir zeigen: I, = 0:
Sei —V& = E + E.
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=1, = —%JV@-(D—DO)CPT
1 3
- —§IV-((I>(D—DO))dr

1
- —ifjgcb(D—Do)df:O, qe.d.

Somit ist 1
Wl—W(): §J(ED0—DE0)d3’F

AuBerhalb des Dielektrikums gilt D = ¢yE, also
EDO—DEOIEO(EEO—EE()):O
Also ist

W, —W, = (E-Dy —D-Ey)d*r

(EoE : EO - ETEOE . E(]) d37"

(1l — 6 )E-Eod’r

N = N —= N

R N

= = J P E,d% (2.141)

e) Verhalten von E, D, P an Trennflichen dielektrischer Materialien

Situation (i) Situation (ii) Situation (iii)

+

— 00

‘f"}) =e =1

Mo n1 o+ (Vakuum =eica (Metall)
+
+
+
Normalkomponenten (fiir oy = 0):
Dun = D;, (stetig) (2.142)
Eon —Eip = b (unstetig) (2.143)

€o
Pa.n - Pi,n - Da.n - Di,n - EO(Ea.n - Ez,n)
= —o, (unstetig) (2.144)
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AuBlerdem:

(2142): E,n = —E;, (2.145)

= 0p = 6O(Eia.n - Ez,n)

~ & (Ei - Ea) Eun (2.146)
P

€
€ €
—Pi,=——P, 2.147
e —1 7 €, —1 7 ( )
Tangentialkomponenten:
Eor = Eig (2.148)
D, = E_aDi,t (2.149)
€
o— 1
P, = “""p, (2.150)
’ 62 _ 1 ’
(2.151)
Zusammenfassung(oy = 0):
Da n € Dz n
= —— 2.152
Dat €a Di,t ( )
E € E;
= 2.153
Eat €a Ei,t ( )
F, € B
e 2.154
Pat €a Pi,t ( )

Geometrisch:

1oL

!



68 Elektrostatik

tan 92 . €;

= 2.155
tanf, €, ( )

"Brechungsgesetz der Feldlinien’

Bemerkungen:

(i) Falls ¢, > ¢;: tanf, > tan6;, 'Brechung vom Lot weg’.
(ii) Feldlinien stehen nicht senkrecht auf Grenzfliche, aufier fiir € — oo.

f) AbschlieBende Bemerkung

Angegebene Grundgleichungen sind 'makroskopische” Grundgleichungen der Elek-
trostatik, d.h. Gleichungen fiir makroskopische Mittelwerte (haben aber dieselbe
Form wie die 'mikroskopischen’ Gleichungen, da sowohl die benutzen Gleichun-
gen als auch die Mittelwertbildung linear sind.

[Jel], Kap. 9
[Jac], Kap. 6.7

Lit. zu 4.3
[Greb], Kap. 6
[Jac], Kap 4.5f



Kapitel 3

Magnetostatik

3.1 Der elektrische Strom

Stromstéarke
) AQ d@
I =1 — = |—=]. 3.1
1 Ao | At ‘ dt (3-1)
F. = qE, ¢rickiron = —e. Elektronen bewegen sich also konventionsgeméfl entge-

gen der Stromrichtung.

el 1
P,

, I

— > —
FE, I FHI', Up—

I: Pseudoskalar (d.h. d&ndert Vorzeichen bei Punktspiegelung)
Einheit: [/] = A (Ampere).

69
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3.1.1 Stromdichte

< Uber Leiterquerschnitt F homogener Strom I

11

| = 2
il = 5 (32
Aq  pAV

L Vi v

=j = pv (3.3)
Allgemeine Definition:
I= HJ . df (3.4)
A

Beispiel: ~ Stromdichte einer Punktladung auf Trajektorie ro(t).
Jpr(r) = qo(r —ro(t))(t) (3-5)

3.1.2 Ladungserhaltung und Kontinuititsgleichung

< Volumen V: Q(t;) = jvp(r,tl)dgr
Qta) = [, plr. ) d*r

dQ

. — lim (Q(t2) - Q(t1)> — 1,

ta—ty to — 11

= - ngj(r,tl) - df (3.6)
oV

t=t1

(Ladungsénderung « Stromfluss)

e Differentielle Form

4@ f&tp(r,t)d?’r:—@j(r,t)-df

dt
14 ov
= — [V i@ ndh
|4
& |dp+V-j=0] (3.7)

(Kontinuitatsgleichung)
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Situation 1: op=0,j=0 — Elektrostatik
Situation 2: Op=0=V-j — Magnetostatik
(’stationére Strome’)
Situation 3: 9p #0, V-j#0 — Elektrodynamik
Beispiel: Punktladung

dp = q0d(r —ro(t)) = q0:d(ro(t) — 1)
= qroVod(ro(t) — 1)
= —Vgi(r —ro(t)) - 1o
= —V.j

3.1.3 Anwendungen
a) Kirchhoffsche Knotenregel

»An jedem Verzweigungspunkt (in einer Schaltung) ist die Summe der zuflielen-
den gleich der Summe der abflieBenden Strome®.

> I, =0.

n

Bewels:

Stationdre Strome:

O:JV~jd3r:ZJjjn~ a=>"1,

n P, n

b) Ohmsches Gesetz
e~ im homogenen elektrischen Feld: m.v = —cE

e
= v=vyg— —Et

e

Andererseits:
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o: (spezifische) Leitfdhigkeit

Magnetostatik

= [j=0E (3.8)

Dies ist die differentielle Form des Ohmschen Gesetzes.

Integrale Form:

Widerstand:

|‘1>22— P, |

|L E- ds|

L[y as et

o=l

Rim ULF -7 (3.9)
[R)= % =10

o] = (m)”
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3.2 Die magnetische Induktion B

3.2.1 Definition und experimentelle Basis
Elektrostatik (Coulomb):

e Ladungen sind die Ursache von E-Feldern.

e Ladungen erfahren Kraftwirkungen in Feldern.
Magnetostatik (Orsted):

e Strome sind die Ursache von B-Feldern.

e Magnetische Dipole erfahren Drehmomente in B-Feldern.

e Bewegte Ladungen erfahren Kraftwirkungen. (Lorentz)

Das B-Feld wird iiber die zweite Aussage definiert:
Ein magnetischer Dipol m erfihrt im Feld B das Drehmoment

D=mxB (3.10)
(Ausrichtung von 'Probedipolen’)
Definition des B-Feldes:

D
|IB| = lim D

m—0 |m| sin ¢

(Richtung: Kreuzprodukt)

(rsted-Experiment:




74 Magnetostatik

1
B(r) = 2k, — (3.11)
T
St PO e = 4 10T
m = mit g = 4n - 10 m (3.12)
(to: magnetische Feldkonstante)
kg-mA kg Vs
B] = 238 Y el
= [B] Z m s e esla,
D] Nm? )
m] = {E = s = Am"~.
3.2.2 Gesetz von Ampere
a) Integralform
Orsted < 27rB(r) = uol
= gSB(r) dr = pol (3.13)
K
Amperes Gesetz
(Gilt allgemein fiir geschlossene Kurven um Leiter.)
b) Differentielle Form
$B@) ar LS [[(v xB(r)- df
oF F
ol = po |[ - dt.
P
Also:
Ampere & ff (VxB—pgj)-df =0
F
= |V x B = ] (3.14)

3.2.3 Losungsformel(n) fiir einfache Fille

a) Losung der Ampeéreschen DGL
Behauptung:

_ Mo i) 5,
B(r)= "V x]i EE (3.15)
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16st V x B = pj fiir RB j(r) = 0.

Beweis:

V xB(r) = jv « v x AT s,

[r—v|

MO ]- 1 o/ / 3 7
— M A
B (V) S |
————

= Tl —|— ,uoj(r)

Wir zeigen, dass 77 = O:

T, = VJ (r_r )'(r’)d?’r’
_ _Eva' ( E _1 r,|)j(r') a3
Vi g [ (v IO gy

giﬁ|r—r’|d/

= 0, q.ed.
Bemerkungen:
(i) Umschreibung
Behauptung:
IJ ,|3 N (3.16)
Beweis:
: r—r :
{30y % o = L) x Vg
i) s
\Y% j|r—r’|d , q.ed

V-B=0| (3.17)
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denn V- (VxG)=0 VG.
,Es gibt keine magnetischen Monopole.
Daher Integralform:

43

op = (fB- df = [ V- Bd*r =0.

b) Formel von Biot-Savart

_ @ s/ ] r—r 3./

»diinne Leiter® r—r oy , ,

NOI r'—r g
= (3.18)
2l

r—r’\3

Beispiel: B-Feld eines langen diinnen Leiters (Strom I)

[0} §
ds' = (0,0, d2')
ds’ x |:__:,/|3 = %ZZ/ sin ¢’
sin ¢’ = sin(r — ¢') = %’
r? 4 22
= B(r) = MZ? f_o:o 2 +dj2]3/2 N 5;7[“
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3.3 Das Vektorpotential

3.3.1 Definition und Grundform fiir einfache RB
B(r) =V x A(r)
=V -B=V-(VxA)=0 VA

e Einfache RB:

B(r) = Z—;fo ICORPTN

v — 1|

Mo
A = —
= A(r) 47rf
vgl. E-Statik:

1 p(I‘l) 3./
o = d
(x) A7rey f lr —r/| "

i) 3
Fa— d°r’

e Allgemein:

j=VxB=Vx(VxB)=V(V-A)—AA

3.3.2 Uneindeutigkeit von A und Eichfreiheit

E-Statik: )
O(r) = ¢(r) + C (uneindeutig)

= E=-Vd=-V® (cindeutig!)

M-Statik: i
A(r) = A(r)+ VU(r) (uneindeutig)

=B=VxA=VxA (cindeutig!)

77

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Transformationen von A nach A bzw. von ® nach ® nennt man ,,Eichtransfor-

mationen*

Satz:

Man kann W(r) stets so festlegen, dass V - A =0.
Beweis:

Sei f=V-A.

S V-A=V.-(A+VU)=f+AT

= |[V-A=0s AV =—f

,Coulombeichung “

(3.22)
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In dieser Eichung folgt aus dem Ampereschen Gesetz:

DA = —pu] (3.23)

Bemerkung:
Fir

o ir) 5,
— d
WJ v — /| "

Beweis:

d37“/

N VN
VoA = 47?.[‘](r) v

= j‘] d37,/
|r—r’|

Y R GV Y TR S
- 4WIV (J<r)‘r—r/‘)dr+47rj\<v J<r)),|r—r/|d7’

|r—r’|

= Ho / ; . ;- .. . . B
= 47T;g'](r)|1‘ ] df' =0 fiir rlggo‘](r) = 0.

3.3.3 Taylorentwicklungen fiir lokalisierte Stromverteilun-
gen und das magnetische (Dipol-)Moment

1 r>>r 1 r-r

(3.24)

r—r| 3

a) Grundform von A
i o

3.0
)= g J i) d =0 (3.25)

e Monopolterm:

Beweis:

Janl) & = [V (3@ & = [, (9 §@)) &

=0
= ff i) ar =0,

OR3
falls |j| schneller abfillt als X
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e Dipolterm

Mo RSN YSANE W
Air) = j(r )j(r') &*r (3.26)
Zutaten:
(i)
jr;jm d*r' = — jr;njn d*r’ (3.27)

Bewels:

V - (rn70d) = Tafm + Tinn + Tt (V<)
=0
= [ i+ tdn &= [V (3 & = (i df =0,
OR?
falls |j| schneller abfillt als #
(i)
ax (bxc)=b(a-c)—c(a-b) (3.28)

Damit:

< m-te Komponente:

S frlgm () &Py

© % (Zn o [ 70 dm A3 — [ gnrs, d3r’)
= [r-r)j)d* =5 (f(r-)j') &> — [(r-j@)r’ d*)
@) %r x [jx') xr 43

Definition: Magnetisches Diplomoment

1
m:= g jr’ x j(x') d®r’ (3.29)
Ho Hom X T
= |A(r) = Aq(r) = i (rxm) = p— (3.30)
vgl. E-Statik:
1 p-r
Pp(r) = 47Teor—3

Somit:

_ M (M _ E) (3.31)
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vgl. E-Statik:

Magnetostatik

1 (3(p-r)r p
E =-Vo= - —
p(r) v 47eq < ro r3
b) Biot-Savart-Form
Diinne Leiter:
jd*’ — Ids’ (3.32)
B(r) = 1 [j(r) x =i d* — “ijd/ o BE()
r)= &) JIr [r— r’|’ r ‘I'—I'/P - r
j(r’ IUOI
Ar)= ke[t — j |r APS(r) (3.33)
[
m= ) - [y xds' = mBS. (3.34)
Geschlossene Stromschleife:
I
ABS ,uo ¢ d ( )
_ ABl( )_:uom er
- C4m 3
c) Bemerkungen zum magnetischen Moment
Beispiel 1:  Ebene Stromschleife
F.".f
AF ds'
o
]‘ " / / /
AF%§|1“ Xr|== |r x (v — 1) — = |r x ds’|
= F=- fr’ x ds/ (3.35)
2

= m=I/F
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Beispiel 2: Punktladung auf (geschlossener) Bahn

& 7

=l

i = qo(r' —ro(t))vo
1 ! . / 3./
=>m = §jr X jpr(r')dr

_ %ro X Vo = %1 (3.37)
Bemerkungen:
(i) e Ay(r) =255 m verursacht Magnetfeld
eD=mxB m richtet sich in Magnetfeld aus.

(ii)) m o 1 gilt auch in QM.

(iii) Messe magnetische Momente (— Drehimpulse) von Quantenteilchen iiber
deren Reaktion auf B-Felder
— Spinhypothese.

3.4 Krifte und Drehmomente auf (bewegte) La-
dungen

3.4.1 Das Lorentzsche Kraftgesetz
Frg = (v x B) (3.38)

e Magnetische Kraftwirkung auf bewegte Ladungen

o F., LVv,B
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Erweiterung: Kraft auf Ladung in £- und B-Feld:

F=¢(E+v xB) (3.39)

< mv = ¢(E+vxB)

=mv-v = ¢E-v)
d
Nd T (%02> = ¢(E-v)=—qVd. v
d /m ,
& 7 (2 v'+q 0
e M2y qg® = const. (3.40)

2

Bemerkung:
W = 2?4+ q® = W(t) gilt in Elektrodynamik.

a) Einfache Anwendung: Punktladung im homogenen B-Feld

B = (0,0, B)
BWGI: ‘
)
mi¥=q(txB)=¢B|—-1|. (3.41)
0
= Z(t) = 29 + Vst
Definition:
wi=2Lp Larmor-Frequenz (3.42)
m

T =1, = wuy
Y=y = Wiy (3.43)

= Uy = = WU,
w

S Uy + wzvx =0
= 0,(t) = vg cos(wt + 0) (3.44)

Einsetzen in erste Gleichung:

= v, (t) — vo sin(wt + 9) (3.45)
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= vi + vi = vg = const
Integrieren:
x(t) = Ay + kil sin(wt + )
w
y(t)=A, + % cos(wt + 0) (3.46)
w
das Teilchen beschreibt also eine Schraubenlinie; der Radius ihrer Projektion auf
die xy-Ebene ist

9 Vo ™muvgy

R=yfle— A+ ly—Ap="="2

Umlaufzeit:
B 2r  2m™m

w  ¢B’
Anwendung: Bestimme £ durch Messung von T.

b) Wechselseitige magnetische Kraftwirkung zweier PL

Ho (. ro —r
Biln) = [l x s
mit ji(r') = (" —r1)vs

Ho Vi X (ro —ry)

=B 3.47
1(['2) 47T 1 |r2 — I'1|3 ( )
= Kraft auf das zweite Teilchen:
F15Y = q(vy x Bi(ra))
Ho Vo X <V1 X I'12>
= —— 3.48
Analog;:
fo V2 X (r1 —13)
B = —qg——"" 3.49
2(T1) A7 12 Ity — 117 (3.49)
ma Ho v X (V2 X I'12)
FY9 = = 3.50
21 47TQ1Q2 7“%2 ( )
1AL
Fy? # —Fy"|, (3.51)

d.h. Impuls- und Drehimpulssatz werden verletzt.
Ausweg: Einbeziehung des Feldimpulses in Diskussion der Erhaltungssitze (Kap. 4.3)
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[lustration:
¢1 bewegt sich (momentan) in x-Richtung,
¢2 bewegt sich (momentan) in y-Richtung und befindet sich auf x-Achse

= Bl(rg) =0

= F5Y =0,
aber By(ry) #0

=Fyu"“ #0

3.4.2 Kraft und Drehmoment auf stationire Strome

< magnetische Kraft auf N PL:

Fmag = qu(vl X B)

mit  j(r) = Z q;vid(r — ;)
also fiir kontinuierliche Stromdichten:
Frnay = j j(r) x B(r) &*r (3.52)

Diinner Leiter: (jd*r — I ds)

F5S — IJ ds x B (3.53)
Drehmoment:
D = Zri x F" = Zq,-r,- x (v; x B)
=D = jrx (j x B) d*r (3.54)
D5 = Jfr x (ds x B)d®r (3.55)
Umschreibung;:

D = J(r~B)jd3r—f(r~j)Bd3r
= T1 —1T5.

Fiir homogenes Feld: T, = B [r - jd* = 0 (Spezialfall von 3.27).
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~D = J(r~B)jd3r
= %jj(r-B)d?’r—%jr(B-j)dgr

1
- inijrdgr:—mxB (3.56)

Potentielle Energie des Dipols:

U = jD(gs’)-endqs’:mesmgb’dqa/
= —mBcos¢p=—m-B (3.57)

Bemerkungen:

(i)

(i)

(i)

U = —m - B gilt auch in QM.
— Aufspaltung von Energieniveaus im B-Feld (Zeemaneffekt)

Kraft auf Dipol:

F=-VU=V(m-B)#£0,

falls B inhomogen.
Genaueres: [Jac], Kap. 5.7

Anwendung: Stern-Gerlach-Experiment (1922):
Ablenkung von Atomstraheln im inhomogenen B-Feld aufgrund magneti-
scher (Spin-)Momente.

Magnetische Kraftiwrkung zwischen diinnen Leiterstiicken
Fio=-Fxn
fiir geschlossene oder ins Unendliche reichende Leiterstiicke.

[DL], Kap. 5.5
[Jel], Kap. 4.4f
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3.5 Materie im Magnetfeld
e Wie wirken B-Felder auf Materie?
e Wie werden B-Felder durch Anwesenheit von Materie modifiziert?

Pauschale phdnomenologische Modelle — 'makroskopische Magnetostatik’
(= Theorie fiir makroskopische Mittelwerte)

[Jel], Kap. 9
[Jac], Kap. 6.7

3.5.1 Grundphinomen und Modellvorstellungen

a) Grundexperiment

Materie

B, = B (3.58)

b) Pauschale Magnetisierungsmodelle
Atomare /molekulare magnetische Dipole (aufgrund zirkulierender Elektronen und
derer Spins) werden in B-Feld erzeugt oder ausgerichtet und erzeugen Zusatzfeld.

Diamagnetismus Paramagnetismus | Ferromagnetismus
Dipole werden | individuelle kollektive Ausrich-
induziert Ausrichtung tung

der Dipole
e <1 e > 1 e > 1
H50 Al Fe

Formal ist das Zusatzfeld gegeben durch

3.30 Mo
ADipol = EZ

(2

m; X (r —r;)

(3.59)

lr — ;|3
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Aus praktischer Sicht ist diese Formel unbrauchbar, da die Summe typischerweise
iiber 10?® Teilchen geht und die Verteilung der Elementardipole nicht bekannt ist.
Die Formel ist aber der Ausgangspunkt fiir die makroskopische Umsetzung der
Modellvorstellungen, die im n#ichsten Abschnitt behandelt wird.

c) Die Magnetisierung
Definition:

M(r') =) Na(m,)(r) (3.60)

N,: Zahl der Molekiile vom Ty « pro Volumen.
(m,)(r’) mittleres Dipolmoment der a-Molekiile am Ot r'.

(ma) = o [ malra) &,
AV

= Vektorpotential der Dipolverteilung:

Apipa(r) — Au(r) = 22 M(r) x (r =) 15,

dr ) r —r/|3
po M) x(r—1) 5,
= = 61
o | e O (3.61)
1%
_ @ ! / 3./
_ 47TVIIM(r)><V‘r_r/‘dr (3.62)
Zutaten zur weiteren Umformung:
(i)
V x (¢F) = ¢(V x F) + (V¢ x F)
&S FxVop=¢(V xF)—-V x (¢F) (3.63)

JVde?’r:@Sdfo
1% oV

(Beweis: [Greb))
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@ Ho | V' xM(r) M(r’)
= Ay(r) = o f P 43 — J V' x d3
v’ \ %44

(i4) df’ x M(r’)
T = _— =
2 @ |r — r’| 0
av’
o ¢V x M(r)

47
V/

Definition: Magnetisierungsstromdichte

Jm(r) = V><M() (3.65)
= A,(r) = j |r_r,| (3.66)
vgl. E-Statik:
p = —V-P
_ 3,/
= ®p(r) = 47T60j|r—r &*r

3.5.2 Formale Fassung der Situation mittels zweier Hilfs-

felder
j(r) = ju(r) +jm(r) (3.67)
Jw: 'wahrer” Strom
'Resultierendes’ B-Feld:
V x B = poj = 10w +Jnmr) (3.68)

(Empirischer Fakt: Es gilt nach wie vor V- B = 0.)

V x B — poju =V x (B = 11,M) = poju (3.69)
Definition: Magnetische Feldstérke

1
H = —B-M (3.70)
Ho
=VxH = j, (3.71)
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Wiederholung;:
Vs
[B] = = Tesla
A
H]=[M]=—
(1) = (M) =

3.5.3 Materialgleichungen

Wiederholung: E-Statik:
P = P[E] ~ oneE

M-Statik:
X/
M =M[B] ~ ~"B
Ho
Ublicher Ansatz:
M = yyH (linear response) (3.72)
(fiir Dia- und Paramagnetismus)
Xar: magnetische Suzeptibilitit
1 1
=H = —B-M=—B—-x,H
Ho Ho
B = p(l+xu)H
= pou-H. (3.73)

(u,: relative Permeabilitdtszahl)

Ferromagnetika:

(nichtlinear)

Beispiel:  Spule mit Eisenkern: H oc [
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Hystereseschleife
Lit: [BI6], Kap. 7.3
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3.5.4 Zusammenfassung und Gegeniiberstellung der Grund-
gleichungen

a) Feldgleichungen

E-Statik M-Statik
V.-D =p; V-B=0
VxE=0 V xH =j;

b) Materialgleichungen (fiir einfache Fille)
D = ¢, E B = pop.H
c) Potentialgleichungen (fiir einfache Fille)

E=-Vo B=VxA
EQETA(I) = —pf AA = _IUO,UTjw

d) Polarisation und Magnetisierung

E-Statik M-Statik

P =¢(e, — 1E M= (u —1)H
P=D-¢E M:%OB—H
V-P=—p VXxM=ju

e) Energiedichte

wel:%E-D wmag:%B-H
f) Randbedingungen an Grenzflichen
Da,n = Di,n Ba,n = Bi,n Stetlg
EaEa,n - EiELn ,uaHa,n = ,uZHW unstetig
Ea,t = Ez',t tht = Hi,t stetig
€iDas = €. D;y WiBot = paBit unstetig

(Unter der Annahme, dass oy = j; = 0 auf Grenzflichen)
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Kapitel 4

Elektrodynamik I: Grundlagen

E-Statik : p(r) — E(r)
M-Statik : j(r) — B(r)
E-Dynamik: p(r,t),j(r,t) — E(r,t), B(r, ).
— Modifikation der Feldgleichungen.
Aber:
Kontinuitatsgleichung und Lorentzkraftgesetz haben Bestand:

Op(r,t) +V - j(r,t) =0

F(r,t) = q (B(r, ) + v(t) x B(r, )

4.1 Die Maxwell-Gleichungen

4.1.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

a) Grundexperimente und praktische Form des Induktionsgesetzes
Ein Magnetfeld greife durch eine Stromschleife.

@i

R

93
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Bewege Permanentmagnet und messe (t).
g DT = P () = IB(r,t) - df
F

Beobachtung;:

mew::-%géégwu) (4.1)

»Induktionsstrom ist so gerichtet, dass das von ihm hervorgerufene Magnetfeld
B;.q der Anderung des Flusses entgegenwirkt.

(Lenzsche Regel)

Umschreibung mit dem Ohmschen Gesetz:

_Rhdye
—kmdé?ag (4.2)

Im SI-System gilt:
kL =1
ind ’

was mehr als eine empirische Tatsache ist, wie wir sehen werden.
Also folgt die endgiiltige Form des Gesetzes:

Upna(t) = =3 (4.3)

b) Differentielle Form des Induktionsgesetzes

%w):¢mmya (4.4)
OF

P B ar =~ [ Bl - ar (4.5)
oF F

fiir eine unbewegte Féche:

%ﬂh@w&:ﬂ@mmy&

Stokes fB@-ar = [[VxEr1- af

oF

:_ﬂ@mmyﬂ (4.6)
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& [V xE@t)+0Brt) =0 (4.7)

Man sieht sofort: Falls ;B = 0, so ist V x E = 0 (Statik)

c) Variante des Grundexperiments und Galilei-Invarianz

7]
o}
N S
F
R
bewegter Magnet, bewegte Schleife, 9,B # 0.
Faraday:
gSE'(r £)- dr = —ijB(r £)- df
) dt )
oF F

E’: Feldstirke aus Sicht der Leiterschleife.

d

4 [ B(r,t)- df = ajB(r(t),t) df

F() F

— [4B(x(t),t)- df = 88—]?+(V~V)B-df
E F

Hilfsrelation:

Vx(CxD)=C(V-D)+(D-V)C-D(V-C)—(C-V)D

VY Y x (BxV)=(v-V)B-v(V-B)
=0
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= $Ert) - dr=—[8B-df— [V x (Bxv)-df
oF F F

Stokes
=

oF

Wiéhle F' = F(tg) = const.

- [oB-df =
F

4
&
|

Interpretation

§ [E'(r,t)+ (B xv)]- dr=— [9,B- df (4.8)

(4.10)

< Punktladung ¢, die bzgl. einer mit v bewegten Schleife in Ruhe ist.

Kraft auf ¢ bzgl. S:

Kraft auf ¢ bzgl. S: F|g = ¢F

wegen E=E+vxB = F|,=F|

Bemerkungen

Flg=q(E+vxB)

= Galilei-Invarianz!

(i) Galilei-Invarianz ergibt sich, weil v =const benutzt wurde.

i) E-Feld
W B_Feld

(iii) Zur Relativistik:

} — Elektromagnetisches Feld (EM-Feld)

E =FE(E,B) “% E4+vxB
Lorentz-Trafo — Galilei-Trafo (s. Kap VI)

(iv) king = 1 folgt aus Konsistenz von Faraday- und Lorentzkraftgesetz.
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4.1.2 Maxwellscher Verschiebungsstrom

< Amperesches Gesetz der M-Statik:

VxH = j,=]

=V.j = V- (VxH)=0 (4.11)
— stationére Strome
Elektrodynamik:
V:j = —=0p (Konti-Gleichung)
Cal_hv.D=-voD
&V-j+oD) = 0 (4.12)

Definition: Verschiebungsstromdichte
Ju(r,t) = 0,D(r, 1) (4.13)

= Erweiterung von Ampere:

'VxH=j+j,=j+0D)| (4.14)

(erfilllt V- (V xH)=V-(j+]j,) =0).

Bemerkungen

1) Anschauung fir j,:
(i) g fiir j
[DL], S.223f
sowie diverse Experimentalphysik-Lehrbiicher

(ii) ~ — Maxwell fithrte j, 1861/62 anhand eines mechanischen Modells fiir Me-
dium des EM-Feldes (Ather) ein.

— 1865 folgt formale Diskussion (inkl. Konsistenzbetrachtung zur Kon-
tinuitétsgleichung).
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4.1.3 Zusammenfassung der Grundgleichungen

V-D=p Gauf (4.15)
VxH=j+09D Ampere (4.16)
V-B=0 keine magnetischen Monopole (4.17)
VxE+0B=0 Faraday (4.18)
» Maxwell-Gleichungen“(MGls)
— 8 gekoppelte lineare DGI 1. Ordnung.
Des weiteren:
e Einfache Materialgleichungen:
Vakuum Materie
D=cE €= € € = €€y
B = uH 1= Ho [t = Hoftr
j=0E p=prNJ=Ju
e Kontinuitatsgleichung:
Oop+V-j=0 (4.19)
(Folgerung aus MGls)
e Lorentzkraftgesetz
F(r,t) = q(E(r,t)+v x B(r,1)) (4.20)
= Fr(t) = jf(r', t)
K
mit Kraftdichte
f(r,t) = p(r,t)E(r,t) +j(r,t) x B(r, 1) (4.21)

(Fi(t) : Gesamtkraft auf Gebiet K)

Bemerkungen:

(i) Nimmt man in den Maxwell-Gleichungen wieder stationére Strome/Ladungen

an, gehen diese in E-Statik/M-Statik iiber.
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(ii) MGls sind symmetrisch unter sogenannten “Dualitidtstransformationen
— Magnetische Monopole?

e Wiirden Quantisierung der Ladung ,erkldren*
(Dirac 1931,1948)

e Sind Bestandteil einiger “grand unified theories*

e Sind bislang nicht experimentell nachgewiesen

[Jac], Kap. 6.12

(iii) MGlIs in Integralform:

o, = (Jp-df = [V-Ddr=[pdr=Qun  (422)
0 \4 \4

zm = gSH-dr:fj~df+%ij~df
F

= Ip(t) + 02 (4.23)
B, = giﬁ B df =0 (4.24)
Una = gSE-dr: HB df———<I>B (4.25)

— Ausgangspunkt fiir Anwendungen (E-Technik etc.)
(iv) Wichtigste Folgerung aus MGIl: EM-Wellen (s. Kap. V)
(v) Formale Aspekte
e EM-Potentiale A, ¢

e Energie- und Impulssatz

(folgen als néchstes)

(vi) MGIs sind vertréglich mit der speziellen Relativitétstheorie (Kap. VI)

4.2 Elektromagnetische Potentiale

4.2.1 Definition und DGIs

Im folgenden werden die Abkiirzungen € = €ye, und p = i, benutzt.
Wie in der Magnetostatik wird das Vektorpotential iiber

B=VxA (4.26)
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definiert.
= Faraday:
V xE+ 8tB
= VX((E+0A)=0
Definition:
-V® = E+0A
& E = —Vo-0,A (4.27)
Cad ¢ g — v.(—vo—gAa)L?
& —g = AD+9V-A (4.28)
Analog;:

VxB = VxVxA=pj+ ud,E
SV(V-A) —AA = pj+ ped,(—Vod — 9,A)

& AA — ped?A — V(V - A + €0, ®) = —yj (4.29)

4.2.2 Eichfreiheit und die iiblichen Eichungen der ED
a) Coulombeichung (vgl. Kap. 3.3.2)

Eichbedingung:
VA = 0 (4.30)
= AP = _g (4.31)
= AA — e} A = —pj+euVvo,o (4.32)

(i) Lose Poissongleichung, erhalte P.
Einfache RB: ®(r,t) = 4m [ p(r't) 43,7

|r— r’\

(ii) Berechne V0,9.
(iii) Lose inhomogene DGI fiir A
Spezialfall: p=j=0.

= A0 =0
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Triviale Losung:

¢ =0 (4.33)
= AA — pedfA =0 (4.34)
Partikulérlosungen: Ebene Wellen
A(r,t) = Agellr=t) (4.35)
Beweis:
Veilkrtwt)  _ jppilkrwt)
Gueitrtet) g pilkeet)
= AA — ped]A = (w’pe —k?) Ageilrten) 2
k
sSw=wk) = ﬁ (4.36)
Interpretation

(i) Physikalische Losung;:
ReA(r,t) = Agcos(i(kr + wt + ¢y))
Mit der Phase a = kr & wt + ¢y und Ay € R?.
(i)
< U(r,t) = Agcos(kr — wt)

Orte r konstanter Phase g sind fiir t = ¢y, gegeben durch
kr = o + wty = const.

F 3

v
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— Upp, 1= % (Phasengeschwindigkeit ) (4.37)
Insgesamt:
B ‘ 3
——> ‘ i

Wellenldnge A = 2?”, Wellenvektor k, Kreisfrequenz w = 27v, Periode 7 =
2

.
Dispersionsrelation:

w = vk
SN = Uy

e Welle bwegt sich mit v, in Richtung von k falls o = kr — wt

e ... entgegen (antiparallel) k fiir o = kr + wt

Allgemeine Losung der Wellengleichung fiir A:

A(r,t) = f (Ag(k)e®r—(®0) 4 By(K)eltrt«®n) g3y, (4.38)

R3

Bemerkungen

(i) Erfiillung der Eichbedingung:

V.A-— ZJ (Ao(k) - ke'®r==) 4 B (k) . kel (k) ¢if L

IR3
<~ A(), By Lk
— transversale Wellen.
(ii)
o = = = [1e] ™% = [poeo] P pre,] T = ~_ <, (4.39)
Pk Vi€

mit der Vakuumlichtgeschwidnigkeit ¢ ~ 3 - 1082,
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(iii) Wellenlosungen der freien Maxwellgleichungen:

B= VxA
A E: —8tA

fithrt ebenfalls auf transversale Wellen mit v, = \/%
Beweis:

MGIs fir p=j=0:

V-B = V-E=0
VxE = —0B
VxB = €¢uoB
=VxVxB = V(V:-B)—-AB=€ud(V xE)

& |AB = eud!B

Analog:

& | AE = eud’E (4.40)

— transversale EM-Wellen mit v,;, = :6 )

b) Lorentzeichung
Ausgangspunkt: Urspriingliche DGI (4.28), (4.29):

AA — ped?A — V(V - A + €0, ®) = —pij

A¢+@V.A:—§
Eichbedingung:
V-A+ 1eg,® =0 (4.41)
= |[AA — ped?A = —yj (4.42)
und  |AD — ped?d = 2 (4.43)
€
Sei A—A=VVU )
=B=VxA=VxA (4.44)
E=-Vd—-0A = —-Vd-09A

—Vd — A — VU
SV©@-d) = -5,V
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Dies wird gelost von .
b —d=—-09V, (4.45)

Also werden E, B von der Eichtrafo
A—A=A+VV
d—- b= -0V

nicht gedndert. Wir priifen, ob es fiir beliebige A, ® eine Eichfunktion ¥ gibt,
sodass die Lorentzbedingung erfiillt wird:

0 = V-A+puedd
= V- (A+VVU)+ pecdy(® — 9, 0)
= V- A+ AU+ ped,® — ped?v
& AU — pedfV = — (V- A+ pued,®) (4.46)

Diese Bedingung ist fiir verniinftige Inhomogenitéten stets erfiillbar, somit exi-
stiert U und die Lorentzeichung ist stets moglich.

Zur Losung der DGI (4.42), (4.43) in der Lorentzeichung:

Definition: Greensche Funktion G' durch

(A — ped?)G(r,t;r' 1) = —0(r —v/)5(t — t') (4.48)

(Vgl. GF in E-Statik: Kap. 2.3.3)
G entspricht also dem Potential einer Punktladung ¢ = ¢, die sich zum Zeitpunkt
t =t am Ort r = r’ befindet.

Behauptung:
Fr,t) = j d%/j dt [G(r, t;1, ) g(x', )] (4.49)
Beweis:
(A — ped®)f(r,t) = f d®r 'I dt’ [g(r', ') (A — ped})G(x, t;x', t')]
148 j d%’j At [g(r', ) (=3(r — 1)5(t — )]
= —g(r,t), qed.

S(r—r)o(t—t) = dw

|: ik(r—r’) zwt t’)]
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e Ansatz:

G(r,t:r' 1) % j dw f Pk [ zk(r—r’)ewa—t')]

Damit:
(A — ped?)G(r, ;v 1)

k [g(k, w)(A — ped?)eklr—xgiwt=1)]
— f de’ &k [g(k,w) (k2 — puw?) k) gint=t)]
= J’ duo J @k [ ciett 1]

s 0= du)f d3 gk, w) (k2 — epw?) — 1] k1) giw(t=t)

1
k =7
<~ g( 7(“)) k2—6,uw2
zkr r') zw(t—t’)
A _ 3
= G(r,t;r',t') = 27r fdwfd [ ot }
= G(r—r,t—t)

G hat Divergenzen fiir k = +w,/ep.

e Integral kann berechnet werden fiir Zusatzbedingungen

entweder G(r,t;r/,t') =0 firt—¢ <0 (1)
oder G(r,t;v',t')=0 firt—t >0 (2)

(1) entspricht Forderung nach Kausalitét
G = G ’'retardierte GF’

(2) widerspricht Kausalitatsprinzip

G = G~ ’avancierte GF’

Physikalische Losung (s. Anhang C):

ot , , 0 t<t
(r—r';t—1t) ﬁé(t—t";ﬁh‘—rﬂ £ ¢

Lit: [Jel], Kap. 6 (insb. 6.4f)

105

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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— Punktladung an (v, ') wird zur Zeit t = t' + \/eulr —v'| =t' + Lvr/‘ am Ort
r ‘registriert’.

flr,t) = jd%' j dGH(r — 't —t)g(r', 1)

1 g(r',t — /eu[r —x'])
— d3y 4.
47 f " lr — 1/ (453)
Retardierte EM-Potentiale:
1 ¢ p(r',t = \Jep|r —1'|)
N = — By 4.54
(x,2) 47T€f lr —r/| dr (454)
Wit — e - )
AT = — ! 4.
(rt) = = | — d*r (4.55)

Bemerkung: ®*, A* erfiillen die Lorentzbedingung.
Beweis: [Jel], Kap. 6.6

4.3 Erhaltungssitze

4.3.1 Ladungserhaltung (Wdhg.)
Gaufi:

dp=V-oD TR G (G H ) = V.|
4.3.2 Energiesatz

Ausgangspunkt (vgl. Kap 3.4.1):

(a: mechanische Energiedichte)
Beispiel: Gerader Draht

dA

= jj.Edgr:%fj-deds

Q

I 2
—fjdw—:ﬂR
g g

— "Joulesche Warme’
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P
< jbETEE (VxH) -E. 9D

benutze V- (Ex H) =H- (V x E) - E- (V x H)
~jE = H- (VxE) -V.(ExH)-E.-§D
Faraday 4 9B 1 EB.0D+ V- (B x H))

— _%3t(H.B+E~D)—V-(E><H).

1
Wen = Z(H-B+E-D)

S = ExH

= | OWep (1, 1) + V - S(r,t) = —j(r,t) - E(r, )

differentielle Form des Energiesatzes (Poyntingtheorems) der ED.
Bemerkungen

(i)
Wem = Wel + Wmag-

Energiedichte des EM-Feldes.
Begriindung: [Jac], Kap. 6.2/5.16 (2./3. Auflage)

Wem = fwem(ra t) dgr
\%4

Energie des EM-Feldes im Volumen V.

(ii) S: ,,Poyntingvektor®:
Energie
15] = lFléiche : Zeit]

ist ein Maf} fiir die Energiestromdichte

(iii) Integralform des Poyntingtheorems:

4
dt

=~ [ilet) Bty dr - JSr¢)- af
1% oV

Won(t) = —jj(r,t).E(r,t)d3r—jv.5(r,t)d3r

107

(4.57)
(4.58)

(4.62)
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Zeitliche Anderung der EM-Feldenergie in V' #uflert sich in mechanischer
Energie der Ladungen in V' (— Joulesche Wiarme) plus Energiestrom durch
die Grenzfliache von V' (— EM-Wellen).

(iv) Theorem gilt in dieser Form nur fiir y,, €, konstant.

4.3.3 Impulssatz

Ausgangspunkt:
F=p=qE+vxB)
= P = | (PB+ixB)dr (4.63)
%
MGls [(V D)E+(V=xH)xB-aDxB | dr (464)
%
Nebenrechnung:

o0DxB = 0,(DxB)—-Dx0,B
= (DxB)+Dx (V xE)

(D xB) = eud(E xH) = euod,S
1
- ﬁ&ts

C%: Impulsdichte des EM-Feldes im Vakuum.
e Definition:

Pred(t) = euJS(r,t) d®r (4.65)

= <+ (Pmech + Preid)
— [[(V-DE-Dx (VxE)+(V-BH-Bx (VxH)d (4.66)
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Weitere Nebenrechnung:
LV-DJE-Dx (V xE)|;
(81E1 + 82E2 + 83E3)E1 — E2(81E2 — 82E1) + E3(83E1 — 81E3)
= O E} + 02(EyEy) + 03(Ey E3) — 101 (E?)

3
= (V-D)E—-D x (V x E)]Z =€ Ok (EZEk — %Ezéik)
k=1
Definition:
1, 1 1,
T,-k = E(ElEk —-E 5219) + —(Bsz — =B 6zk)
2 W 2
1
= D,E, + B;Hy, — §(E D+ B-H)d; (4.67)

T = (Ty)3: ,Maxwellscher Spannungstensor*

Gesamtimpuls:

Pmech + PFeld

P
d >
3
= dtPi = IE OpTig(r,t)d°r

V k=1
= jv CTy(r,t) dPr = @Ti(r,t) - df
% oV
mlt TZ = (7—‘7,17 EQ? irz )
Zeitliche Anderung des Gesamtimpulses von Feld und Ladungen =

Impulsfluss durch Oberfliche von V.

Bemerkungen

(i) Differentielle Form

(ii)
Kraft
[T = [Flache] — Strahlungsdruck
(iii)

Te(L) = T+ 1o+ Ts

1

= —Wep(r,t)
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(iv) Antwort auf Kap. 3.4.1 b):

mag mag
F12 7é _F21 )
aber:

Erhaltung der Summe aus mechanischem und Feldimpuls im abgeschlosse-
nen System!



Kapitel 5

E-Dynamik II: Anwendungen

5.1 Elektromagnetische Wellen

5.1.1 Wellenausbreitung
Ausgangspunkt: freie MGls

V-B = V-E=0
VxE = —-0,B
VxB = eudE

Kap 4.2.2a
P 4.2.2a)
AB = eud’B
A AE = eud’E
(Partikular-) Fundamentallosungen:

B(r,t) = Be!kr—«t)
E(r,t) = Ege'kr—wb

mit der Dispersionsrelation w = w(k) = = vk.

3=
=

a) Zur Geometrie/Kinematik:

e E B L k (schon bekannt)

e Behauptung: E, B, k bilden Rechtssystem und Ey = vB,.

111



112 Elektrodynamik II: Anwendungen

Beweis:
VxE = —-9B
& ik X Eoei(kr_‘“t) = z'wBoei(kr—wt)
skxE = wB, qed
Und es ist .
B(r7t) =—X E(I‘,t) (5 1)
w

b) Polarisation
Wihle k = (0,0, k).
wahle E(I‘,t) (Ex6 (kz—wt) E el i(kz—wt) O) _ Ex6i(kz_wt+a”)

= E,n(r,t) = ( »cos(kz —wt + ay), E cos(kz — wt + ay), O) (5.2)
k -
= Bralrt) == (—E s(kz — wt + ), By cos(kz — wt + ), o) (5.3)

Spezialfille:

= Eeau(r,t) = e E, cos(kz — wt + ay)
k-
und  Bjeu(r,t) =e,—FE, cos(kz — wt + ay)
w

— lineare Polarisation

= E.y(r,t) = ( D s(kz —wt + ay), =) sin(kz — wt + ay,), O)
und  Bieey(r,t) = E ( in(kz — wt + ), FE cos(kz — wt + ay), O)
w

— zirkulare Polarisation.

(iti) E, # E,,a, # a, — elliptische Polarisation



5.1 Elektromagnetische Wellen
c) Dispersion

o < skalares Wellenpaket (1D):

IA z(kz wt) 4k

e Definition: Einhiillende des WPs:

x(zt) = [ 1Akt b

mit ¢(k, z,t) = (k—ko)z — (w(k) — wo)t + a(k),

wWo u}(]{?()),
und A(k) = |A(k)|e®

= | D(2,1) = x(z, t)e!koz—wot)

e Definiere Paketschwerpunkt zgp iiber Bedingung

ak }k:ko =0
o dw da
Zsp = —— - —
Tk, dk
Gruppengeschwindigkeit:
dw
Vgr 1= ——
g dk |,

e Relation zu vy, = 7

d
Vgr = ak (kvpn)

d
— {yphjtk Uph]
k=ko

" dk

Beispiel 1: EM-Welle im Vakuum

Uph = C = Ugp

= w(k) — wy = c(k — ko) = vy (k — ko)

X(Z>t) = I|A |ei[(k_ko)z_vgr(k—ko)t+a(k)] dk
— J\A Z(k ko z Ug'rt) d]{j
= x(z —vgt,0)

113

(5.5)

(5.6)

(5.9)

(5.10)
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— WP andert seine Form nicht.

Beispiel 2: EM-Welle im dispersiven Medium (€, = €,(k), u, = u,(k))

= w(k) = kvpp(k)
= Vgr # Uph,

= X(Zv t) 7£ X(Z - Ugrta 0)

— Dispersion.

5.1.2 Reflexion und Brechung

ehene
Trennfliche

Wir wollen die einfachen geometrischen Gesetze begriinden:

a = (Reflexionsgesetz)

sina  n
: =2 (Snellius’” Brechungsgesetz)
siny  my

Definition: Brechungsindex

c .
ni:\/eri—ﬂrizv—> i=1,2.

i

< E,B-Felder der drei (quellenfreien) Wellen:

einfallende Welle

Ee — Elei(k1l‘—w1t) .
w1 = n_lkl

B. = %(kl X Ee)

(5.11)

(5.12)
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E, — Eyeilker—wat) transmittierte
(gebrochene) Welle

n2

— R/ i(kir—wit)
E, ettt reflektierte Welle
n /
B, :ﬁ(kl x E,) Wi = £k}
Grenzbedingung;:
klr — w1t|Z:0 = kgI‘ - w2t‘z:0 = klll' - wit\zzo (513)
< r=0,t#0:
W) = Wy = wj
= ki ="w=Fk
k‘g = "—fw
ki _ X _ n
> f=3=4 (5.14)
< r#0:
kir =kor =k|r
= kir cos(g —a) = kor cos(g -9)
= kyr cos(g - 5)
= sina = sin(
=a = [
sina 1 ko nyg AU
siny Ky ny o A2 vy

Detailanalyse der Grenzbedingungen fiihrt auf Intensitdtsverhéltnisse (Fresnel-
sche Formeln).
Lit:z.B. [Jac|, Kap. 7.3f
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5.1.3 Wellenausbreitung in Metallen
Zu den MGls fiir Metalle (p = 0, j # 0) nimmt man das Ohmsche Gesetz

j=0E
hinzu.
< VxVxE = —0,(V xB)
= —uocd,E — ped’E
& |AE — ped’E — podE =0
Analog:
AB — 1€0’B — puocd,B = 0 (5.15)

,, Telegraphengleichungen
Telegraphengleichungen % hom. Wellengl.

Fundamentallésungen: geddmpfte ebene Wellen:
E(r,t) = Ege Preitkr—at)
B(r,t) = Boe Preitkr—«t) (5.16)

mit der Ddmpfungskonstanten 3 || k.
Dies tiberpriifen wir durch Einsetzen in (5.15):

K2 — (% = euw?

2k = pow (5.17)
1
= k* — euw’k? — ZM202W2 =0 (5.18)
Reelle Losungen:
- 1/2
=7 V1 ()
=4/ 1 — 1 1
T + - + (5.19)
- 1/2
€ o
N (—) 1 2
g 2 “ i €w ] (5.20)

Gute Leiter — starke Dampfung — EM-Wellen dringen kaum in Metall ein.
Weitere Details (s. z.B. [DL], Kap. 7.2.2):

e transversale Wellen
e Phasenverschiebung zwischen E und B

e By > Ej in guten Leitern.
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5.1.4 Weitere Themen

a) Hohlleiter, Wellenleiter, Hohlraumresonatoren

e [Jac], Kap. 8
o [Greb], Kap. 18
e [DL], Kap. 7.2.3

b) Wellenausbreitung in dispersiven Medien

e [Jac], Kap. 7.5-7.11
o [Greb], Kap. 16

c) Beugung

e [Jac], Kap. 9.8-9.12

e [DL], Kap. 7.2.4

5.2 Wellenerzeugung: Das Sendeproblem
Aufgabe: Auswertung von (4.54), (4.55)

+ o prt— |r_r|) 3,./
err) = 47T€f |r—r’| '

t— —
A+(I"t) o .] r \/_|r r |) d /r/

47T |r — 1’|

fiir vorgegebene p, j.

5.2.1 Harmonisch oszillierende, lokalisierte Quellen
t)
t)
Aus der Kontinuitédtsgleichung folgt

V.j=iwp (5.23)



118 Elektrodynamik II: Anwendungen

Vakuum: ]
\VEU = ;
—zw(t L ‘)
p(r 3,7
ot =
= (I‘,t) 471'60 f |I‘—I‘,| d°r
zk\r r'|)
p(r 3,0
47r60 f |r — 1| dr
= oM (r ) (5.24)
Analog: A*(r,t) = A+(r)e_i‘“t (5.25)
Bemerkung:
®* AT l6sen 'Helmholtz-Gleichung’
ADT + k2ot =L (5.26)

Fallunterscheidungen:
e Nahzone: Ausdehnung des Senders Vi = La<r < = 27”
e Zwischenzone: L, < r ~ \
e Fernzone (Strahlungszone): Ly < A < r

a) Nahzone

eHIr=rl g R — 1 4 ik £

d37’/

(I>+
(x) = 47T€0~[|I'—I"|

Af(r) = 43

Arey »[ Ir — r’ |
keine Retardierung.

b) Strahlungszone (SZ)

e -1 "\ 2
/ T
r—r'| = r|1-2 —l—(—)
r r

/
r—r-e,

o . T . o
= €2k|r r'| ~ 6zkre ike,r’ . ezkre ikr

1/2

Q
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1 r>r 1 r-r

r—r| 43
eik\r—r’\ 6ik‘r6—ik-r’
= ~
|r — 1’| r
Also
ei(kr—wt)
PF(r,t) = Pl (r,t) = Pgz(k) (5.27)
r
ei(kr—wt)
Af(r,t) ~ AL, (r,t) = Agz(k) - (5.28)
r
5 orll) = —— [ pl)e i dt (5.29)
47'('60 v
_ Ho (.o —ikr' 337
Asz(k) = 22 jJ(r )e kT By (5.30)
e Langwellenniherung: e %% ~ 1 (giiltig fiir L, < \)
~ _ @ s(WN 33,7
= Asz(k) ~ Aglk) = 4Mﬁ(r)d r
— _Z_;]_Jr,(v/'j(r/) d37,/
523  WHo (", N 137
= i fr p(r')yd°r
Vs
_ o
47
= Ay(r,t) = —@pik—cei(kr—“’t) (5.31)
’ A7 r
Fiir das skalare Potential findet man:
ik-p
dsy(k) ~ — 5.32
sz(k) oo (5.32)
= Oy(r,t) = — Ptk (5.33)
4meg T

(Hertzsche Dipolstrahlung)
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EM-Felder:
B(r,t) =~ Z—;%(k x p)etkr=h
E(r,t) = %ﬁo ((k x p) x k) =~ gilkr=ut)
Energiefluss:

1 (T
- ffo S(r,t) dt
k

c

_ 7[(k><(k><p)><(k><P)]1

3272 r2
kc k k2c e
- " |k 2k 22
327T2€0| X P r2 327T2€0| X p| r2
Abgestrahlte mittlere Leistung:
_ k2c
P= S-df = —— k 240
@ 3272¢q »[ [l pl
Kugel Kugel
k'p?c N
= in“ © dQ)
327m2¢ Kiel St
= Torie, (27r j_l(l — )da:)
_ ck? 2
127eg
Charakteristikum: P %
Auflerdem erkennt man aus (5.37) sofort:
dP  k'p*c .,
dQ T 32726 sin” O

(Dipolcharakteristik oc sin® ©)

Mogliche weitere Diskussionspunkte:

c) Hohere Multipolbeitrige in der Strahlunsgzone
[DL], 7.3.3
[Jac], 9.3

d) Zwischenzone
Systematische Losung der Helmholtzgleichungen mittels GF
[DL], 7.3.4

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
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5.2.2 Weitere Themen
a) Streuung von EM-Wellen bei groflen Wellenlidingen: Rayleigh-Streuung

EM-Welle 24 Streukorper — Dipolstrahlung o %
[Jac], 9.6, 9.7;
3. Auflage: Kap. 10 ,,Streuung und Beugung*

b) Strahlung bewegter PLs
Quellterme:

p(r,t) = qd(r—R(1))
i(r,t) = qR(r —R())

Einsetzen in

1
d(rt) = — [ &% | d'GT(xr -1/t —t)p(r', V) (5.40)
€0
mit GF(r — 't — #') = LU (1> 1) ergibt

/ t_t/__|r_r|)
O (r,t) = L [ ¥ [ ar ra—

5t — t+ Lr — R(#))
ma | R

Substitution: u(t') =t —t+ L|r — R(¢')].

i(r' — R(t))

O(u)
+ _
= & (r,t) = Amgfdu o ( s

T CIr—R(u)| R(u))

— =i <t/>|—%(r—R(t’>>~R<t'>]_l-

47T€0

(t=t+ %|r —R(t))])
Analog findet man

AT = TOR() I - RIO - 10— R RO

mit ¢ = ¢/ + =R

(Liénard-Wiechertc-Potentiale)
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Falls R = 0:
Ot (r,t) = —
(x,1) Areglr — R
Af(r,t) = 0
(Elektrostatik)

Moégliche Diskussionspunkte:

(i) Bremsstrahlung
— Energieabstrahlung beschleunigter PLs
([DL], 7.4.2)

(ii) Cerenkovstrahlung:
Energieabstrahlung in einem Medium, in dem R > vy
(uniform bewegte PLs)
[DL], 7.4.3

(iii) Punktdipol:
Anwendung: Rutherford-Atom
Energieabstrahlung — Lebensdauer ~ 10~ !1s.
[Grea], Kap. 21



Kapitel 6

Spezielle Relativititstheorie

(SRT)

Ausgangspunkt der SRT:
Unvereinbarkeit der ED mit Relativitatsprinzip auf Basis der Galilei-Transformationen
(GTs).

Einsteins Postulate (1905)

(i) Alle Inertialsysteme (IS) sind gleichwertig (Relativitatsprinzip)

(ii) Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen IS gleich.
— gestiitzt (aber (1905) nicht bewiesen) durch Experimente, z.B. Michelson-
Morley (1887).
Literatur zur experimentellen Situation (vor und nach Einstein):

[Jac], Kap 11.1, 11.2
[Sch], SRT, Anhang

6.1 Die Lorentz-Transformationen (LTs)

6.1.1 Wdh: Galilei-Transformationen

r(t) = R(t)+r'(¢)

= T.q(t) + Vet +1'(¢) (6.1)
=v(t) = veq+ V()
a(t) = a(t)

123
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< Zwei Raumpunkte:

Spezielle Relativitdtstheorie

ri(t) —ra(t) = R() +ri(t) — (R(t) +r5(t))

= 1(t) —ry(t)
= |r1—ry| = |r] —ry

Weitere Annahmen/Voraussetzungen:

6.1.2 Einfache Form der LTs

Wir betrachten Inertialsysteme S, S”:

e S=9firt=0:
e S’ bewegt sich mit v, = v,.qe, fiir t >0
Linearer Ansatz (wegen Relativititsprinzip):
¥ = Az + Bt
y =y
/
2=z
t'=Cx+ Dt

Bei Giiltigkeit der GT wére:

(6.3)

(6.6)

A=1,B=—0,4,C=0,D=1.

< Lichtblitz bei t = 0 im gemeinsamen Ursprung — erreiche Punkt P.

S r=ct & P4y +L -3 =0
S = & Py =0 (6.7)

S T e ) T (6.8)

Bestimmung der Koeffizienten A, B, C, D:

(i) < Ursprung von S’ fiir ¢ > 0:

0=2" = Ax + Bt = Av,t + Bt

& B = —A’U,nel.

(6.9)



6.1 Die Lorentz-Transformationen

(i)

/ /'
22— 22 2 242

= T

= (Az + Bt)* — *(Cx + Dt)?

= (A% — RC?)a? — 2(A%,q + FCD)at — ¢ <D2 .

(x,t) beliebig

A2 —c2C? = 1
AV +CD = 0 (2)

2 Urzel 2

(2) in (1) einsetzen:

(1) A2 - ¢ (—A;vgez)z =1
(3) D? =14 g A2
1// A2 _ U361A4 =1
( ) c2(1—|—vf—§lA2)
2 _ 1
<:> A cz_vrel 1_(“7“_el)2
(3) D=1+t = oo = A2
Fordere LT— GT ]
=A=D=
L ()
A Urel Urel 1
/ _— —_
(2) C DC2 02 1 Vrol 2
— (=)
Def:
_ Upel 1

= einfache LTs: ( 3 )
y

(6.11)

rel

2
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M) 2

(6.10)
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Bemerkungen:

(i) LT 22 GT

(ii) Inverse LT

r = 7(1’,+Urelt/)
t = v(t’+éx’)
C

6.1.3 Kinematische Konsequenzen

a) Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten

. /_
GT: v =v—v,g

LT:
dr’ = ~(dz — v dt)
dy' = dy
dZ = dz
;o 5
dt" = ~(dt — =dz)
c
Ly de’  dz — vy dt
v. =2 = =
v dt’ At —Zdx
o dLIZ' - /Urel dt o U{E - Urel
dt( o %%) 1 _ Uz:;el
PR
Y d# Y 1— UcchQrel
d  [1-p"?
U; = dt/ = UZW (6.12)
c2
Diskussion

(i) vy K €

/ /
Uy = Vg — Upel, Uy = Uy, U, = U,

& GT
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(ii) v > ¢ ist nach LT unmoglich

Beispiel 1:
S: EM-Welle mit v = (¢, 0,0).
S’ bewegt sich gegen S mit v, in x-Richtung

C — Upel
= =

x CUrel
1 — Sl

Beispiel 2:
S: EM-Welle mit v = (0, ¢, 0).
S’ bewegt sich gegen S mit v, in x-Richtung

:>v;:—vml
c
/
vy:cx/l—ﬁ2:;
v, =0

z

= V| = \JVE o =c

b) Langen-(Lorentz-) Kontraktion
Ein Mafistab ruhe in Bezug auf S’. Seine Lange in S’ ist:

lh(S') = 2}, — 2,
(, Ruhelédnge*)
LT:
.flfg) = f)/(xb - Ureltb)
x:z = ”)/(LUG - U?"elta)
= lO(SI) = Ig) - [L’; = 7(1’1) — g — Urel(tb - ta))

Nebenbedingung: t, = ¢, (in S)
lo(S') = y(@p — wa) = YU(S)
Bemerkungen
(i) Wegen ¢ =y, 2’ = z folgt:

V=V T =2

v

127

(6.13)
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(,, Volumenkontraktion®)

(ii) Reziprokes Problem:

= U(S") = ()

Es ist immer der bewegte Maflstab, der verkiirzt erscheint.
c) Zeitdilatation
S oy

Aus Sicht von S’ stehe am Ort x/, eine
Uhr fiir eine bestimmte Zeit ¢o(S").

Yrel

Sta = At + D)
c
ty = v(tg—l—gxfl)

= v710(9") (6.14)

Reziprokes Problem:

— bewegte Uhren gehen langsamer
Bemerkungen:
(i) Zeitdilatation ist experimentell gut bestétigt.
(Z.B. verldngerte Lebensdauer bewegter pu-Mesonen)

(ii) Zwillingsparadoxon — der reisende Zwilling altert langsamer.
[Sch], Kap 3.5(6)
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6.2 Minkowski-Raum

Ziel: Beschreibe physikalische Vorgédnge in einem vierdimensionalen Raum, da
Ort und Zeit in den LT eine gleichberechtigte Rolle spielen. Dabei muss die Lor-
entzbedingung (6.8)

.CL’/2 _'_y/2 4 2/2 o C2t/2 — $2 _'_y2 + 22 o C2t2

eingehalten werden.

6.2.1 Definition des Minkowski-Raums

e Koordinaten:

P =ctat =z, =y, 2t =2 (6.15)
e Fordere:
€, € = gu (6.16)
mit

1 0 0 O

s o -1 0 o
@)1= 0 0 -1 o (6.17)

0 0 0 -1

,metrischer Tensor*

Durch diese Forderung wird ein neues Skalarprodukt ,,-“in R?* definiert.

3 3
v=0 72

©n=0
= AP -2 —y? — P =5 (6.18)

— Minkowskiraum; M (1, 3): vierdimensionaler Raum mit durch (g, ) definierter
,pseudoeuklidischer Metrik®.

Bemerkung: Es existieren (triviale) Varianten in der Literatur.
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6.2.2 Anschauung

a) Minkowskidiagramme

< M(1,1): 2°=cta! = g:<

Weltlinie

-

X

ichtlinie

P = (2% 2'): ,Ereignis*
Klassifikation von Ereignissen (Punkten in M(1,1)):

o 52 =0: lichtartig"

o 52> 0: zeitartig“— kausal mit Py = (0,0) verkniipfbare Ereignisse

e 5?2 < 0: ,raumartig®

Verallgemeinerung: M(1,2), M(1,3): Aus Lichtlinien wird (Hyper-)Lichtkegel.

b) LTs in der Minkowskiwelt

< M(1,1):

(@) = 2 - ')
(@) = e - 5a?)

1
(")® — Achse:  (2/)' =0 & 2°=—2!

6

()' —Achse: (2)° =0 & 2°=p2

Def: cosha := v, sinha =: 3.

N ()" ([ cosha —sinha) (2"
(z)') — \—sinha cosha /) \ !

(6.19)
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Bemerkung:

dot ( cosh « —smha) _

—sinha cosha

x4 Steigung = 771 >1
(x)°
C . |
(x')
Steigung =7« 1
>

xl

&

Einfache kinematische Phénomene (z.B. Léngenkontraktion und Zeitdilatation)
lassen sich durch Minkowskidiagramme veranschaulichen.
Lit: [Sch], Kap 5.4

6.2.3 Formale Fassung: Ko- und kontravariante Vektor-
komponenten

a) Allgemeines iiber schiefwinklige Koordinatensysteme

e Def: Basisvektoren e;---e,
mit
eu e, = Juv = Gup (620)

e Def: Kovariante Komponenten

a,:=a-e, (6.21)
Dann gilt i.A.
> aue, #a, (6.22)
m

denn:
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e Def: Kontravariante Komponenten a*
a=) a'e, (6.23)
o

e — Zusammenhang:
a, =a-e, = Za“euey = Z a' g, = Z a"guu (6.24)
1 1 1

e Def: Basisvektoren e! - - -e™:

a = Z a,e” (6.25)
= Z al'e, = Z Gupat'e”
" iz
e, = Y gue (6.26)

Ansatz:

¢ = Zg”“e“ (6.27)
n

v v
= E g ug,uz/e
p’

= Zgy“gw/ = Oy =10, (6.28)
I

D.h.:(¢") ist zu (g, ) inverser metrischer Tensor.

Folgerungen

V.a — E Wea e — E v _ sV
e -e, = ghrey e, = 9" guw = 5u
W W

e,-e" =a-e’
——

a”:E at
" iy
_6H
_ i _ v
—g g a~eu—E 9" a,
In I
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/ !
et .e’ = E :guu g ey ey
W'

= > " g
%
= g". (6.29)

e Skalarprodukt, zwei Formen:

a.p Koutra Za”b”eu ‘e, = Z a'b’ g = Za“bu

pv pv 1
5 S abet e =Y abg =S bt (6.30)
pv v 1

e Einsteins Summenkonvention: Uber gleiche Indizes werde summiert, d.h.
z.B.
a,b' = Z a, b
o
b) Lorentztransformation und Vierervektoren

Metrischer Tensor der SRT:

1 0 0 0
10 -1 0 0] _ .
0 0 0 -1
,Ereignisvektor®:
3
ri=Y ale, (6.32)
pn=0
mit 2° = ct, 2t = 2,22 =y, 2® = 2.
Im Folgenden ist jetzt immer 7€ M(1,3)
Alternative Notation:
(2) = (2%, x_) = (cty1) = (ct, 2,1, 2) (6.33)
€R3
Grundbedingung der LTs:
R T B R B Rt _ g2 g2

(6.34)

1= 1l
8
N
H\

=

I

C,J\

[N}

= =
:>52:7“-7’:E x, "
m



134 Spezielle Relativitdtstheorie

— Allgemeine Definition der (homogenen) LT's:
Lineare Transformation, sodass

T E I
E Tt = T,
0 0

Ansatz:

~

. v
T, = E L,,x
v

md 2" = Y L, (6.35)

:>Zg‘“’xfj = o
14
A
= ng/[’ukx
vA

= Z guyLuAg)\pxp

vAp
|
2 pp
= E L'y,

P
= L' = > g"Lag” (6.36)
vA

Invarianzbedingung:

!
g ) a = E L, L"ax'z, = E ¥z,
n v

[

& Y L, = 5 (6.37)

I

Orthogonalitdtsrelationen der LTs

= LTs sind orthogonale Transformationen im Minkowskiraum.
Alternative Form der Orthogonalitétsrelationen:

Z Lu)\gleVp = 0 (638)

|n%



6.2 Minkowski-Raum

Bemerkungen:

(i) Beispiel 1: Lorentzboost in x-Richtung (s. 6.1.2)

v =By 0 0
By — 0 0
Lw)=1% o -1 0
o 0 0 -1
v By 0
By =y 0 0

HYy —
(£) 0 0 -1 0

Beispiel 2: Zeitumkehr

Beispiel 3: Raumspiegelung

L, =40,

(ii) Allgemeine LT:
Drehung — Boost — Drehung

(ii)) Menge der LTs ist ,,6-parametrige Gruppe*.
[Jac], Kap 11.7

135

(iii) Vierervektoren (a*) = (a° a',a? a?), (a,) = (a°, —a', —a? —a®) transfor-

mieren sich geméaf:

(6.39)

Das Skalarprodukt zweier Vierervektoren ist invariant unter LT (s. (6.30)).

(iv) Vierergradient
Abkiirzungen:
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Man definiert analog zum Gradienten V = (9;, s, 93) im R? einen formalen
Vierervektor 19

v v
_(Cat’ )

< Wirkung auf Skalarfeld
f(x07 Ty, T2, LU3) = f(x67 xllv LU/2, ,’,Ué)

Kettenregel:
9" f = (0a]) - (")
A

wegen 1 = ZLW\SL’:} (6.40)
ist oHat = LA (6.41)
= orf= > Lo (6.42)

A
vgl. a= Y L"a, (6.43)
A

= Der Vierergradient transformiert sich genau wie ein Ereignisvektor.
Analog findet man:

O f =Y Lindf (6.44)
A
Analog zu Ereignisvektoren ergeben sich also wieder zwei Zerlegungen von
V:
. 1
Kovariant: (0*) = <—0t, —Vg)
c
. 1
Kontravariant: (d,) = (—@, Vg)
c
Konsequenzen:
[ ]

=
V. a= Z@”au = Z@ua“ = 0pa’ + V - (al,az,a?’)
p p
(Viererdivergenz) ist invariant unter LT

1
O:= E 0,0" = —283 — Az (D’Alembert-Operator)
c
m
ist invariant unter LT
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(v)

e Skalar: a=ad Tensor 0. Stufe

e Vierervektor: (a),) = ; L,xa* Tensor 1. Stufe

e Matrix: (A1) = > LunLy, A Tensor 2. Stufe
Ap

® (B\u) = > Ly Ly Ly BN#Y Tensor 3. Stufe:

%
Lit: (Tensorrechnung) [Sch], Kap 4

(vi) In diesem Sinne ist g ein Tensor 2. Stufe.

6.3 Zur relativistischen Mechanik

6.3.1 Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung im MR

e Ereignisvektor 7= (ct,r) ist Vierervektor.
o A(z") = (cAt, Ax, Ay, Az) (Differenz) ist Vierervektor

e Behauptung:

At
AT = —
~
ist invariant unter LT, sodass
I
V= ——
.

Vierervektor ist. A7: Eigenzeit.
Beweis:

E ot = At? —r?
n

ds®* & dz? + dy* + d2?
= 2

2
= dr = \/i—iz dt\/1 — 3?2 = const.

= const
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s

= 7(07 V)

l
2
=

Bemerkungen:

(i) Trafo-Gleichungen:
v = Z L*y,

< Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten (Kap. 6.1.3a)

(i)
Zvuv“ =~ —v?) =
n

(iii)

e Viererbeschleunigung:

- dv v d( )
= — =~y—— =v—(v¢,yV).
dar ~ Tar ~ Ta e

Dabei ist
b _dyds_ vea
a - dg at | e
= 7;: (fy4v'a,fy4(v'2a)v+’y2a)
c c
Bemerkung:

vt =0

I

6.3.2 Impuls, Kraft, Bewegungsgleichung

e Viererimpuls
= = vLc
D:=mgy v=mgy(c,v) — (mgc, mgV)
mp: Ruhemasse;

Myl (V) 1= m(v) := my7y: ,relativistische Masse*
limm(v) = oo (experimentell bestétigt).

v—C

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)



6.3 Zur relativistischen Mechanik

e . Minkowski-Kraft*

= d = d = =
K= T p—mog v=mp b

Bemerkungen:

(i) Lorentz-Kovarianz

K™= "I"K; 0" =Y L"b,

(ii) Relativistische Dynamik
< Raumkomponenten

Ki

= K’# = mob/“

d .
— = 1.2
TP (1=1,2,3)

7% (m(v)v')

— postuliere relativistische Bewegungsgleichungen:
vorgegebene Kraft F bewirkt Impulsdnderung:

d

F = p=—(m()v)

dm

dt

= —v+ma

dt

2
= mgy (7—2(v ca)v + a) ¢ moa
c

(iii) Nullkomponente

4v-a

K% = mob® = mgy —
c

ZU“K“

o
= UQKO
& yeK°

s K°

= 9

C
F.
= 7( V,F)
C

6.48
= My E TJMZ)‘u =0
I

= — (UlKl +U2K2 —|—U3K3)

v*v - F
F-v

139

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)
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Zusammenhang der Nullkomponenten:

dp?
K' = —/—
dr
@% (m(v)c?) = F-v (6.54)

Energie/Zeit; im Newtonschen Sinne Leistung. Wird hier ebenso interpre-
tiert. Zeitliche Integration (mit v(0) = 0):

jdi(m(v(t'))cz) dt’ = IF'V dt’

t/
0
m(v(t)) r(t)
& f dm = j F- dr
m(v(0)) 0
s A(m) —mg) = A0 —t) (6.56)
=T = A0 —1). (6.57)

6.3.3 Energie, Masse, Impuls

kinetische Energie:

1 3 vt

T =T) =mo(y—1)c* = §m002 + M +--- (6.58)
Einsteins Interpretation:
e 1 .
E =m) =5 mod? + §m01)2 (Gesamtenergie) (6.59)
Ey = moc? (Ruheenergie) (6.60)
=T=E—E.
— Masse-Energie-Aquivalenz.
0 E
P’ = ymec=—
c
E E
= 7; = <—,m(v)v) = <—,p) (6.61)
c c
12 E2 2 VT . .
= Zpup = 5P = Zpup (invariant!) (6.62)
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Wihle S’ so, dass v/ = 0:
! E
;)}: <—0,0) = (mgc, 0)
c

> = 2 2
=P - P =myCc.

=
Da p invariant unter LT, also auch:

= =
p-p = mic
E2
N p’ = mic
| E? = p*c® +mic! (6.63)

relativistischer Energie-Impulssatz

6.4 Lorentz-Kovarianz der Elektrodynamik

6.4.1 Kontinuititsgleichung
0=0p+V-j=0(cp)+V -j

Def: Viererstromdichte

=

j=(cpJ) (6.64)

Damit schreibt sich die Kontinuitétsgleichung als

0=3"0." =Y 0", (6.65)
j j

=
J ist Vierervektor, denn die Ladung ist Lorentz-invariant und

1 dxt 1
dgdat = pdPzda* = = d4xp—x = —d'zj
c dt c

ist die pu-te Komponente eines Vierervektors.
Damit gilt die Kontinuitédtsgleichung in allen IS.
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6.4.2 Potentialgleichungen

< Vakuum und Lorentzeichung:

1
(A——z(‘)f)@ = 2 & Op="
C €0
e . .
A—gﬁt A = —pj = UA=puj
Def: Viererpotential
= 1
A= (—CD,A)
c
= £ 0o =04
€0
p °
N L A —
€0C  €C
= =
=0 A= po J
Lorentzkovarianz:
AM IE Am e L_>T NG
=/ =/
=0A=poJ
Lorentzeichbedingung;:

1
O:§8t<1>+V~A:80A°+V-A:Za“A“

I

(6.66)

(6.67)

(6.68)

Lorentzinvariante Viererdivergenz: Gilt die Eichbedingung in einem IS, so auch

in allen anderen.

6.4.3 Feldgleichungen

a) Feldstirketensor

E = —-Vd-0A
E, = —-0,9-0A,
= —c01 AY — cOp At
= —(0°A' — 9'AY)
E, = —c(d"A*—-9*A")
E, = —c(0°A% - 33A%
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B = VxA
B, = 0,A.— 0.4,

= A% — 0z A

— —(82A3 - 83142)
B, = —(PA' —9'4%)
B, = —(9'A%-9%A")

Def: (antisymmetrischer) Feldstérketensor:

F = (FM)) .= (0"A” — 0 A"} (6.69)
Explizit:
O o _ﬂ E,
& c _ c c
F=|g 0 "B B (6.70)

— 6 unabhéingige Elemente

F/u/ L_I‘ Fl;u/
Fiihrt man die Transformation beispielsweise fiir einen Lorentzboost explizit aus,
sieht man, dass elektrische und magnetische Komponenten bunt gemischt werden.
Die Trennung zwischen elektrischem und magnetischem Feld ist damit endgiiltig
aufgehoben.

b) Inhomogene MGls

1
V.E=L VxB-—0E-=puj
C

€0
Behauptung: Sie kénnen zusammengefasst werden zu

> 0" = poj" (6.71)

o

Bemerkung: Man kann explizit iiberpriifen, dass die sogenannte Kontraktion
> 0, F* ein Vierervektor ist.
“w



144 Spezielle Relativitdtstheorie

Beweis (fiir v = 0)

0o FO +0,F10 4 9, F20 4 95 30
=0

_ 1 (9E OEy 0E.\ _ 1v7 .
- (am%+am2+ax§>_ V-E

c c

- ftocp
& V~E:£, q.e.d.
Analog kann man zeigen, dass v = 1...3 gerade den Komponenten des Ampereschen

Gesetzes entsprechen.
c) Homogene MGls

V.B=0, VxE+9B=0

< V-B = 0,B,+0,B,+0.B.
— (81F23 + 62F31 + agFlZ)
— 81F23 4 82F31 4 83F12
— OGN PPAP — PAY) + (P AL — 9 A%) 1 PO A? — A
=0

Analoge Rechnung macht man fiir das Faraday-Gesetz, insgesamt ergeben sich
die homogenen MGI zu:

HM™ = QFF" 4 VP 4+ 9P = 0|, (6.72)
Pragnante Zusammenfassung der kovarianten MGI:
Definition:
14 1 Vpo
= > ETE, (6.73)
po
(,,dualer Feldtensor*)
mit
+1 falls  (u,v,p,0) gerade Permutation von (0, 1,2, 3)
EMPr = ¢ —1 falls (u,v,p,o) ungerade Permutation von (0, 1,2, 3)
0 sonst
und

Fo = nguFng,,
uv

Damit erhélt man insgesamt
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S0 =

n
> 9,3 = 0.

6.4.4 Weitere Diskussionspunkte
a) Lorentzkraftgleichung in kovarianter Form

dp*
d—pT = K"'=q) F'u, (6.74)
[Jac], Kap 11.9

b) Lagrangegleichung und Wirkungsfunktional
c) Noethertheorem und Energie-Impuls-Tensor

Lit: zu b) und ¢)
[Sch], Kap 7
[Bl6], Kap 11.12
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Anhang A

Kleine Formelsammlung zu den
Legendrepolynomen

e Differentialgleichung

(1 — ) Pf/(2) — 20F{(x) + 1 + D) P(x) = 0

(x = cos O)
P, sind beschrankte Losungen auf [—1, 1.

e Ubliche Normierung: P(1) = 1

P(z) = =
Py(z) = %(3x2 - 1)
Pia) = (50~ 30)

e Symmetrie:

e Erzeugende Funktion:
[1—2ha + 027" = 3" WA()
1=0

|



IT Legendrepolynome

Begriindung:
1 1 3
- |y§1 1——y+-y>+...
[1+y]z 27 8
1 1 3
- _ 'S 1S - 2ha) + 22— 2ha)? £
[1+ h? — 2hz]|2 2 8

1 3
~ 1+h h2<—— —2):|:...
+ hx + 2—|—2:c

= Py(z)+hP(x) + h*Py(x) + ...

e Rodriguezformel
P(z) = 1 [(:):2 - 1)’}
AT g
e Einige Rekursionsformeln

I+ DPa(r) = @+ 1Deb(r) — 1P ()
zPi(x) = P ,(z)+1R(z)
Fl(x) = Fy(x)+ Q2+ 1)P(x)

e Integrale

1 _11 1 dlf )
_jl (@) Pi() d = & 2”!) J déf) (22 — 1) dz (Grundformel)

Spezialfall: Orthogonalitéit
g 2
j Po(w)Pi() da = 7=

-1

e Darstellung von Funktionen auf [—1, 1]

f@) = Y ah()
=0

1

mit ¢ = <l+%)_JlPl(x)f(x)dx.



Anhang B

Zugeordnete Legendresche
Polynome

Differentialgleichung:

(1 - 2%)P"(x) — 2P (x) + (l(l vy -

Ansatz (gewusst wie):

S (B = - B C2)gle) + (- ) F (@
= 0= o) - )]

= (@) = -T2 [eh - ]

m mx m(1 — %) + 2ma?
+(1 —2%)> {Sﬁf/m T g fim T (1= 2) Cim

m mx mx
= 0= [ = vt (T + 1)

21—

N mr \° m 2ma?
Pim 1 — 22 1—22 (1—2?)
m 2mx m(ma? — 2 — 3)
= (1—2%)> |}0;,m - m%pgm + (1 - 22)2 Pim

I1I



1A Zugeordnete Legendrepolynome

ma?—z2—1)

= (1-a2)% - |(1 = a?)el,, — 2mag), + Mg,
— 2z + %Wm + (l(l +1)— %) Qplm] =0

2.2 2

& (1= a2l = 2a(m+ )@}, + g | 2tmisogeton=n? 1 (1 4 1)) — 0

m(x2—1)+m?2(z2 -1

s (1)l — 2(m+ 1)@, + o [ G T 1)] —0

& (1 —2®)ep, — 22(m + 1)@, + o 11+ 1) —m(m +1)] = 0. (x)

DGI fiir noch unbestimmte Funktionen y,,.

< Legendresche DGI:
(1—2*)P/ —2zP/ +1(l+1)P, =0
Behauptung: m-maliges Differenzieren ergibt
(1= 2P —2(m 4+ D)aP™ ™ + 11+ 1) —mm + 1)) P™ =0 (%)
(wobei P™ = 47 p).

dzm™

Beweis durch vollstdndige Induktion nach m:

(i) Aussage ist erfiillt fiir m = 0 (trivial).
Priife m = 1, 2 explizit:
einmaliges Differenzieren ergibt:

(1—2*)P" —4zP" + (Il +1) - 2))P/ =0, vV
nochmaliges Differenzieren:
(1—a*)PY — 6P + (Il +1) - 6)P' =0. v
(ii) Induktionsschritt (m — 1) — m: Es gelte also
(1— zz)Pl(erl) — mePl(m) + ({1 +1)—=m(m—1)) Pl(m_l) = 0.
Differentiation der Gleichung ergibt
1=z P —2(m+1)zP ™V + (11 +1) —m(m + 1)) P™ =0, qed.
Vergleiche (x) mit (xx)
= oim(z) = OzPl(m) (r) (a = const.

Konvention: o = (—1)™.

Dann ergibt sich insgesamt die Losung der zugeordneten Legendreschen DGI:




Anhang C

Berechnung der Greenschen
Funktion der Elektrodynamik

Ausgangspunkt: Gl. (4.52)

Gr—r't—1t)

I(k,T)

mit

Dieses Integral kann
berechnen.

ik(r—r’) jiw(t—t)

e

1
(2m)* J

R
1 ik(r—r’
oL | @k ™1k, 7).
]RS

e
dw ——
i k? — epw?

—iwT

e
dw ——
1! T €puw?

dwj &3k &
R3

k? — euw?

(r=t—1t)

S

—wT

= (vk—i;)(karw)

R

v 6—iw7 6—iw7
- 2l-(a d

2k ]! ww—vk+]£ ww+vk

I —i(utvk)T i(u—vk)T
w=utvk 1 . € e
= o ]! du " —i—g du " ]
— _%e—ivaj@_) + %eil}kﬂ'j(7>
J(r) = f c - du.

—00

man mit Hilfe des Residuensatzes der Funktionentheorie



VI Greensche Funktion der Elektrodynamik

C.1 Funktionentheoretische Hilfsmittel

a) Definitionen

(i) Komplexe Funktion f: C — C, z — f(2).
2=z +1y, f(z) =u(z,y) +iv(z,y).

(ii) f holomorph (analytisch) :< f differenzierbar auf Gebiet G.

(iii) f meromorph :< f holomorph aufler an isolierten Polen.

b) Cauchys Integralsatz
Sei f holomorph in G (einfach zusammenhéngend). Dann gilt fiir jeden ge-
schlossene Weg C' in G:

gSC f(z)dz=0.

c) Residuensatz
Sei C' geschlossene, positiv orientierte, rektifizierbare Kurve in G. Sei f holo-
morph aufler an isolierten Singularitidten z; ... zy innerhalb von C. Dann gilt

930 f(z)dz = 27?2'; Res(f, zx),

wobei fiir Pole m-ter Ordnung:

1 ' dm—l
— m [—
(m — 1)! ZI—’ZO dzm-1

Res(f, z0) = ((z = 20)"f(2)),

also fiir Pole erster Ordnung;:

Res(f,z0) = lim (2 — 20) f(2).

Z—20

d) Beispiel

R

d d
I = f :1: = lim :1:
) 14 22 R—oo J 14 22




VII

A
/""‘\ o
- ~.
/ .
7 dz
c1+22
= R (R dz dz
_I—R1+x2+JC2(R)1+22

1

Re®dt| < R | —————dt
ol < f b

- 1
oj 1+ RZe2it

1 ro1
< = -
- Roj inf |1+R262“|dt Rof|1—R2|dt

0<t<m

s

R>1 1 TR R
= RIRZ_ldt—R2_1—>0,

also I' = 1.
T+22 2+i 2—1i
also haben wir Pole erster Ordnung z = =+i.

1 1 1

1 1 1

R ) =i —1 . = —.

es(f,i) =lm(z — ) == T =5
o dx dz 1

J_oo1+a:2 cl+2 My T

C.2 Berechnung von J(7) = [~ <" dy

—00 u

—12T
e

dz

< J(7) ::95

c oz

Pol erster Ordnung bei z = 0. Problem: Die Kurve C' muss die reelle Achse
enthalten und dann liegt der Pol auf der Kurve.

Option (i) Verschiebe Pol von z = 0 zu z = ie und betrachte dhnliche Wege wie
oben:

(71 oberer Halbkreis, v, unterer Halbkreis, o auf der reellen Achse von links nach
rechts, C' := v, — .

—i(z—i€)T

= (&
5= ST,
¢ z—1e



VIII Greensche Funktion der Elektrodynamik

Fiir alle Wege kann man das Integral jetzt mit dem Residuensatz ausrechnen:

950 f(z)dz = gSMM f(2)dz = 2miRes(f, i€) = 2mi(z — i€) f (ie) = 2mi,
922+a f(z)dz = 0.

Genauso gut kann man den Pol von z = 0 zu z = —ie verschieben und erhélt in
diesem Fall

gSC f(z)dz = gSWJra f(z)dz = —2miRes(f, —ie) = —2mi(z + ie) f(—ie) = —2mi,

gS f(z)dz =0.
Y1t
Aulerdem gilt mit z = z + iy auf v, oder 75:

1 1

—2T
¢ = —e¥ = —¢¥7,

2] R

z

Das Integral iiber 7 hieriiber geht gegen 0 (Beweis nicht einfach), fiir 7 > 0 und
y — —o0 bzw. fiir 7 < 0 und y — oo. Zusammengefasst ergibt sich also

R
liijf(:z:)dat = 2mi fir 7 <0

R—o00

R
limfRf(x)dx =0 fir 7 >0

R—oo

R
limfRf(x)dx =0 fir 7 <0

R—oo

R
lim f Rf(x) de = —2m fur7>0.

R—oo

Mit Kausalitatsfoderung ergibt sich

J(7) = J5(r) = {(im, : i 8 . (C.1)

C.3 Die retardierte Greensche Funktion G*

1 3 ik(r—r’
GHr—r1', 1) = L f Bk X [k, 1),
R3
+ _ Y vkt U ivkr~+
Ir(k,7) = —gpe ™I () + eI (T)

~J0 T<0
27TT’U . % (6ivk7— _ 6—ivk7—) >0

B 0 T<0
2”7” sin(vkt) 7>0



T>0:

G+(I' - I‘,, 7-)

ik(r—r’) o3
v 3, € sin(vkT)
(%)3]1!3 &k ;

y 00 1 2m
e | dk ksin(vkr) | d(cos(@x)e™ == | dg,
0 -1 0

v 2 ¥
— | dksin(vkT)sin(kR) dk
(2m)2 R oj

_87:;Rj dk (eivkr . 6—ivk7’) (ez’kR . 6—ikR) dk
0

v r ik(R+vT) _ ( ik(R—vT)
8T2R (_f ¢ dk _f c dk)

o (0(R—wv7) = 6(R+v7))

L s(8
wr\Y 7T )
t<t

0
Gr—rt—1t)= —t' —feplr—r’
( ) {M —

4A7t|r—r/|

IX



Greensche Funktion der Elektrodynamik



Literaturverzeichnis

[Kirb]

[Lin]
[Mes|
[Sch]

BLOCHL, P.: Theoretische Physik II: Elektrodynamik. Internetadresse:
http://www2.pt.tu-clausthal.de/atp/education.html.

DREIZLER, R. M. und LUDDE, C. S.: Theoretische Physik 2. Springer.

GREINER, W.: Theoretische Physik 1. H. Deutsch.

GREINER, W.: Theoretische Physik III. H. Deutsch.

JAcksoN, J.D.: Classical Electrodynamics. de Gruyter.

JELITTO, R.: Theoretische Physik IV, V. Aula.

KirRCHNER, ToOM: Theoretische Physik I: Klassische Mechanik. Internet-
adresse: http://www2.pt.tu-clausthal.de/qd/skripten.html.

KirRCHNER, ToM: Theoretische Physik III: Quantenmechanik. Internet-
adresse: http://www2.pt.tu-clausthal.de/qd/skripten.html.

LINDNER, A.: Drehimpulse in der QM. Teubner.

MEsSiAH, A.: Quantenmechanik I, II. de Gruyter.

SCHRODER, U.E.: Spezielle Relativitdtstheorie. H. Deutsch.

XI



