
Kapitel 1Elektrostatik
1.1 Das Coulombs
he Gesetz, elektrostatis
hes FeldZur Einf�uhrung vers
hiedener Grundbegri�e betra
hten wir zun�a
hst einmal die Kraft,die zwis
hen zwei Ladungen q1 an der Position ~r1 und q2 an der Position ~r2 wirkt. Ausder Experimentalphysik ist das Coulombs
he Gesetz f�ur diese Kraft bekannt. Dana
hwirkt auf die Ladung q1 dur
h die We
hselwirkung mit der Ladung q2 die Kraft~F12 = k q1q2j~r1 � ~r2j2 ~r1 � ~r2j~r1 � ~r2j : (1.1.1)Dieses Coulombs
he Gesetz beinhaltet insbesondere die folgenden Aussagen:a) Die St�arke der Kraft ist proportional dem Produkt der beteiligten Ladungen:j~F12j � q1q2.b) Die St�arke der Kraft ist invers proportional zum Quadrat des Abstandes derbeiden Ladungen: j~F12j � j~r1 � ~r2j�2.
) Die Ri
htung der Kraft ist parallel beziehungsweise antiparallel zum Einheits-vektor in Ri
htung der Verbindungslinie von der Position ~r2 zur Position derLadung, auf die die Kraft ausge�ubt wird (~r1, siehe au
h Abbildung 1.1: ~F12 �ê12 = ~r1�~r2j~r1�~r2j .d) Haben also beide Ladungen das glei
he Vorzei
hen (die Proportionalit�atskon-stante k im Coulombs
hen Gesetz ist positiv), so wird die Ladung q1 dur
h dieKraft ~F12 abgesto�en. Haben die beiden Ladungen unters
hiedli
hes Vorzei
hen(sei z. B. q1 die Ladung eines Elektrons, d. h. q1 < 0, und q2 die Ladung einesProtons, q2 > 0), so wird die Ladung q1 von der Ladung q2 angezogen.1
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Abbildung 1.1: Kraft auf Ladung 1 von 2Das Coulombs
he Gesetz ist nat�urli
h vertr�agli
h mit den Newtons
hen Gesetzen derMe
hanik. So gilt f�ur die Kraft, die von der Ladung q1 auf die Ladung q2 ausge�ubt wird("a
tio = rea
tio\) ~F21 = �~F12: (1.1.2)Das Coulombs
he Gesetz stellt eine Beziehung her zwis
hen me
hanis
hen und elek-trostatis
hen Gr�o�en. Daher kann diese Beziehung benutzt werden, um die Einheiten,in denen wir die die Ladungen angeben wollen, festzusetzen.In dem von uns verwendeten Gau�s
hen Ma�system, au
h CGS-System (Centimeter-Gramm-Sekunde) genannt, nehmen wir dazu an, da� die Proportionalit�atskonstante kin Beziehung (1.1.1) dimensionslos ist und setzen sie glei
h eins: k = 1.Aus (1.1.1) folgt q1q2 = j~F12j j~r1 � ~r2j2k (1.1.3)Bezei
hnen wir die Einheiten, in denen eine Gr�o�e x gemessen wir mit [x℄, so ergibtsi
h, wenn wir die Kraft (=Masse mal Bes
hleunigung) in Gramm (g) Centimeter (
m)pro Sekunde (s) zum Quadrat angeben[q1q2℄ = 1 g 
ms2 
m2) [q℄ = 1sg 
m3s2= 1 esu (ele
trostati
al unit).In diesem Ma�system besitzt z.B. ein Elektron die Ladung qe = �4; 803 � 10�10 esu.



1.1. DAS COULOMBSCHE GESETZ, ELEKTROSTATISCHES FELD 3Betra
htet man N Ladungen, die si
h an den Stellen ~r1; : : : ; ~rN be�nden, so gilt na
hdem Superpositionsprinzip f�ur die Kraft auf eine Probeladung q:~Fq(~r) = NXi=1 qqij~r � ~rij2 ~r � ~rij~r � ~rij : (1.1.4)Ziel ist es, eine Me�gr�o�e f�ur das Kraftfeld zu �nden, das dur
h die N Ladungen qi anden Positionen ~ri erzeugt wird. Der Betrag dieser Kraft ist abh�angig von der Gr�o�e derProbeladung q. Au�erdem wird das Einbringen einer Probeladung die Verteilung deranderen Ladungen und damit das Feld der N Ladungen beein
ussen. Deshalb de�niertman das elektris
he Feldes ~E an der Stelle ~r:~E(~r) = limq!0 ~Fq(~r)q : (1.1.5)Die Grenzwertbildung dr�u
kt aus, da� die Probeladung q vers
hwindend klein seinmu�, um die Ladungsverteilung, die das Kraftfeld erzeugt, ni
ht zu st�oren.Das elektris
he Feld ist ein Vektorfeld, f�ur das die aus der Me
hanik bekannten Trans-formationseigens
haften gelten. Beispielsweise bes
hreibt man also die Transformationdes elektris
hen Feldes bei einer Drehung des Koordinatensystems dur
h die Multipli-kation mit der zugeh�origen Drehmatrix.Graphis
h darstellen l�a�t si
h das elektris
he Feld dur
h Feldlinien, die folgende Ei-gens
haften besitzen:a) Die Ri
htung der Feldlinien gibt die Ri
htung des ~E-Feldes an der Position derFeldlinien an.b) Die Zahl der Feldlinien dur
h eine Einheits
�a
he senkre
ht zu ihnen ist ein Ma�f�ur den Betrag von ~E an dieser Stelle.
) Da eine positive Probeladung von positiven Punktladungen abgesto�en wird,sind diese positiven Punktladungen Ausgangspunkte von Feldlinien. Entspre-
hend sind negative Punktladungen Endpunkte von Feldlinien. Man spri
ht au
hvon Quellen und Senken des elektris
hen Feldes.Das elektris
he Feld von N Punktladungen bere
hnet si
h na
h dem Superpositions-prinzip zu ~E = NXi=1 qij~r � ~rij2 ~r � ~rij~r � ~rij : (1.1.6)Statt diskreter Punktladungen treten oft kontinuierli
he Ladungsverteilungen auf. Andie Stelle der Summation tritt nun die Integration �uber die r�aumli
he Verteilung der



4 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKLadung. Diese bezei
hnen wir als Ladungsdi
hte �(~r 0), die die Ladung pro Volumenan ~r 0 im in�nitesimalen Volumenelement d3~r 0 angibt. Die Ladungsdi
hte wird alsoangegeben in Einheiten von Ladung pro Volumen. Wir erhalten f�ur das elektris
heFeld einer Ladungsverteilung:~E = Z d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j2 ~r � ~r 0j~r � ~r 0j : (1.1.7)Integriert man die Ladungsdi
hte �uber ein Volumen V , so erh�alt man die Gesamtladungin diesem Volumen: ZV d3~r 0 �(~r 0) = Q:1.1.1 Die Delta-FunktionWie l�a�t si
h die Ladungsdi
hte von einzelnen Punktladungen mathematis
h bes
hrei-ben? Man benutzt daf�ur die Delta-Funktion, die von Paul Dira
 in Analogie zumKrone
ker-Symbol Æik als Verallgemeinerung f�ur kontinuierli
he Indizes eingef�uhrt wur-de. Es ergibt si
h f�ur die Ladungsdi
hte von Punktladungen:�(~r 0) =Xi qi � Æ(~r 0 � ~ri);wobei die ~ri die Orte bezei
hnen, an denen die einzelnen Punktladungen angebra
htsind.Im folgenden soll auf die wi
htigsten Eigens
haften der Delta-Funktion eingegangenwerden. Genaugenommen ist sie weder eine Funktion im �ubli
hen Sinne no
h im Rie-manns
hen Sinne integrierbar. Sie stellt jedo
h ein wi
htiges mathematis
hes Hilfsmit-tel dar und wird exakt im Rahmen der Distributionentheorie behandelt.1. Betra
hten wir zun�a
hst den eindimensionalen Fall. Eine De�nitionsglei
hung f�urdie Delta-Funktion lautetbZa dx Æ(x� x0)f(x) = ( f(x0) falls x0 2 [a; b℄0 sonst.2. Man kann si
h die Delta-Funktion aus einer Folge von Gau�-Kurven entstandendenken, deren Halbwertsbreite � immer kleiner wird, der Fl�a
heninhalt jedo
hglei
h bleibt (vgl. Figur 1.2):Æ(x� a) = lim�!0 1p�� � exp �(x� a)2� ! :Der Vorfaktor 1=p�� ist ein Normierungsfaktor, der daf�ur sorgt, da� das Integral�uber die ganze reelle A
hse f�ur die jeweilige Gau�-Kurve immer auf 1 normiertist.
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Abbildung 1.2: Æ Funktion als Grenzfall von Gau� Funktionen (a=4)3. Ist das Argument der Delta-Funktion eine Funktion y(x), die im betra
htetenIntervall [a; b℄ bei xi eine einfa
he Nullstelle besitzt (d.h. y(xi) = 0; y0(xi) 6= 0),so gilt: Æ(y(x)) =Xi Æ(x� xi)���� ddx y����xi :Beispiel: y(x) = x2 � a, mit den Nullstellen x1=2 = �pa. Einsetzen:�����dydx ����� = j2xjx1=2 = 2paÆ(x2 � a) = 12pa �Æ(x�pa) + Æ(x+pa)� :4. Im dreidimensionalen Fall geltenÆ(~r 0 � ~r) = ( 1 falls ~r = ~r 00 sonst.Stellt man die Vektoren im Argument der Delta-Funktion dur
h kartesis
he Ko-ordinaten dar, so ergibt si
h die Delta-Funktion im 3-dimensionalen Raum alsProdukt Æ(~r � ~r0) = Æ(x� x0) � Æ(y � y0) � Æ(z � z0):Die Darstellung ist etwas komplizierter im Fall von krummlinigen Koordinaten(u; v; w). In diesem Fall betra
hten wir einen Ansatz f�ur die Delta-Funktion derForm: Æ(~r � ~r0) = �(u; v; w)Æ(u� u0) � Æ(v � v0) � Æ(w � w0): (1.1.8)



6 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKFalls ~r0 im betra
hteten Integrationsvolumen V liegt mu� gelten1 = ZV d3r Æ(~r � ~r0)= ZV du dv dw �(x; y; z)�(u; v; w)�(u; v; w)Æ(u� u0) � Æ(v � v0) � Æ(w � w0)Dabei erhalten wir dur
h die Anwendung der Substitutionsregel f�ur das Volu-menelement d3r im zweiten Teil dieser Glei
hungd3r = dx dy dz = �(x; y; z)�(u; v; w)du dv dwdie Funktionaldeterminante oder au
h Jakobideterminante�(x; y; z)�(u; v; w) = ������� �ux �vx �wx�uy �vy �wy�uz �vz �wz �������Dabei haben wir f�ur die Ableitungen die abk�urzende S
hreibweise benutzt:�ux = �x�u: (1.1.9)Es ist klar, da� die Glei
hung (1.1.9) genau dann erf�ullt wird, wenn wir in demAnsatz (1.1.8) einsetzen �(u; v; w) =  �(x; y; z)�(u; v; w) jr0!�1Mit dieser Regel ergibt si
h zum Beispiel f�ur die Delta-Funktion in Kugelko-ordinaten Æ(~r � ~r0) = 1r20 sin#0 Æ(r � r0)Æ(#� #0)Æ('� '0):



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 71.2 Di�erentialoperatoren und Integrals�atzeEs sollen nun einige mathematis
he Vorraussetzungen ges
ha�en werden, die f�ur dieBes
hreibung elektrostatis
her (und elektrodynamis
her) E�ekte notwendig sind.Als Beispiel zur Motivation wollen wir zun�a
hst die mathematis
he Bes
hreibungder Ladungserhaltung diskutieren: Sei V ein Volumen mit der Ober
�a
he O und derRaumladungsdi
hte %(~r). Die Gesamtladung in diesem Volumen V (Q(V )) ist also dasIntegral der Ladungsdi
hte �uber das Volumen V :Q(V ) = ZV %(~r)dV�Andert si
h nun diese Ladung in V mit der Zeit (dQ=dt 6= 0), so kann dies wegen derLadungserhaltung nur so ges
hehen, da� dur
h die Ober
�a
he von V ein Strom ~j 
ie�t.�Ubersetzt in die Spra
he der Mathematik bedeutet dies:ddtQ(V ) = ddt ZV %(~r)dV = � IO ~j � d~f (1.2.10)Das letzte Integral ist ein Fl�a
henintegral, das als \W�a
hter" beoba
htet, wievielLadung dur
h die Ober
�a
he in das Volumen hinein
ie�t (der Integrand ~j � d~f mu�dann negativ sein) oder aus diesem heraus
ie�t (der Integrand ist in diesem Fall positiv,d.h.~j steht parallel zu d~f). Bei der De�nition des Fl�a
henintegrals sollte also der Vektord~f senkre
ht zur Ober
�a
he stehen und na
h au�en weisen.1.2.1 Das Fl�a
henintegralMit dem Fl�a
henintegral (au
h Flu�integral)� = ZF ~A � d~f (1.2.11)
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y

Abbildung 1.3: Fl�a
henintegral eines Vektorfeldes
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Abbildung 1.4: Parametrisierung der Abbildung des Einheitsquadrateswird der Flu� von ~A dur
h F bes
hrieben, wobei ~A ein beliebiges Vektorfeld und Feine Fl�a
he im dreidimensionalen Raum sein soll. (s. Abb 1.3). Dabei ist der Betragvon d~f ein in�nitesimales Fl�a
henst�u
k, dessen Ri
htung senkre
ht zur Fl�a
he steht.Zur Bere
hnung von � mu� die Fl�a
he parametrisiert und ans
hlie�end d~f bestimmtwerden.a) Analog der Parametrisierung eines Linienintegrals wird au
h hier die Fl�a
he F pa-rametrisiert dadur
h da� wir die Ortsvektoren, die auf dieser Fl�a
he enden, als Funktionvon 2 Parametern darstellen:F := f~r(u; v); u 2 [u0; u1℄; v 2 [v0; v1℄g (1.2.12)Dabei ist die Parametrisierung (~r(u; v)) eine Abbildung der ebenen Fl�a
he UV in diegekr�ummte Fl�a
he F im R3.Beispiele :1. Sei F ein Einheitsquadrat parallel zur x-y-Ebene dur
h z = 1 (s. Abb. 1.4), solautet die entspre
hende Fl�a
henparametrisierungF2 = 8><>:~r = 0B� uv11CA ; u 2 [u0; u1℄v 2 [v0; v1℄9>=>;.2. Sei F0 die Ober
�a
he einer Kugel mit Radius R, dann lautet die Fl�a
henpara-metrisierung F0 = 8><>:~r = 0B� R sin # 
os'R sin# sin'R 
os# 1CA ; # 2 [0; �℄' 2 [0; 2�℄9>=>;



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 9.b) Na
hdem wir zun�a
hst einmal die Fl�a
he parametrisiert haben, wollen wir nun dieDi�erentialform d~f bestimmen. Dazu konstruieren wir zun�a
ht einmal in jedem Punktder Fl�a
he 2 linear unabh�angige Vektoren, d~a und d~b, die tangential zur Fl�a
he stehen:d~a = ~r(u+ du; v)� ~r(u; v) = �~r�udud~b = ~r(u; v + dv)� ~r(u; v) = �~r�v dv:Damit ist d~f = �d~a� d~b: (1.2.13)Forderung : Das Vorzei
hen soll so gew�ahlt werden, da� d~f bei ges
hlossenen Fl�a
henna
h au�en zeigen soll.Betra
hten wir die Kugel
�a
he: Mit der Parametrisierung na
h obigem Beispiel giltd~a = �~r�#d# = R0B� sin # 
os'sin# sin'� sin # d#1CA d#;d~b = �~r�'d' = R0B� � sin # sin'sin# 
os'0 d'1CA d'=) d~f = �R20B� sin2 # 
os'sin2 # sin'� sin# 
os'd#;1CA d#d'= +R2 sin#êxd#d':Das positive Vorzei
hen ergibt si
h mit der oben genannten Forderung.
) Mit diesen �Uberlegungen folgt nun f�ur das Fl�a
henintegral �uber eine Kugel
�a
heO mit einem Vektorfeld ~A(~r) = a~rIO ~A(~r) � d~f = 2�R0 �R0 aRêrR2 sin#êrd#d'= aR3 �R0 sin#d# 2�Ro d'= 4�aR3:



10 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.2.2 DivergenzMit dieser De�nition des Fl�a
henintegrals k�onnen wir nun Aussagen ma
hen, an wel-
hen Stellen ein Vektorfeld ~A Quellen besitzen mu�. Analog zu dem Beispiel, da� dasVektorfeld ~A den Flu� einer Fl�ussigkeit bes
hreibt, sagen wir, da� das Vektorfeld ~Ain all den Volumina eine Quelle haben mu� aus denen mehr heraus
ie�t als hinein-
ie�t. Bei diesen Volumina ist also das Integral des Vektorfeldes �uber die Ober
�a
hedes Volumens positiv. Liefert dieses Ober
�a
henintegral einen negativen Wert, so sa-gen wir, da� das Vektorfeld in dem betra
hteten Volumen eine Senke besitzt. Um dieQuellen (Senken) genauer zu lokalisieren, betra
hten wir eine Folge von Volumina �V ,die alle einen Punkt ~r0 enthalten, und deren Volumen kleiner wird. Dies erlaubt unsdie Quellst�arke oder Divergenz des Vektorfeldes im Punkte ~r0 zu de�nieren alsdiv ~A(~r0) := lim�V�!0 1�V IO ~A(~r0) � d~f; (1.2.14)wobei das Integral jeweils �uber die Ober
�a
he von �V zu bere
hnen ist. F�ur dieseDe�nition gilt also:{ div ~A ist eine skalare Gr�o�e,{ div ~A(~r0) > 0() ~A hat Quellen in ~r0,{ div ~A(~r0) < 0() ~A hat Senken in ~r0,{ div ~A(~r0) = 0() ~A ist quellenfrei in ~r0.Die De�nition 1.2.14 ist nat�urli
h sehr umst�andli
h f�ur eine explizite Bere
hnung derQuellst�arke. Wie wir aber in der folgenden Behauptung sehen, gibt es sehr einfa
heMethoden zur Bere
hnung der Divergenz.Behauptung: Bes
hreibt man das Vektorfeld ~A in kartesi
hen Koordinaten und kar-tesis
hen Einheitsvektoren êi~A = Axêx + Ay êy + Az êz so gilt:div ~A = �xAx + �yAy + �zAz= 0B� �x�y�z 1CA � ~A= ~r � ~Aau
h hier haben wir zur Abk�urzung f�ur die Ableitungen die S
hreibweise von (1.1.9)gew�ahlt. Die S
hreibweise der Divergenz mit dem Nabla Operator ~r erinnert an die



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 11Bere
hnung des Gradienten eines skalaren Feldes u in kartesis
hen Koordinaten:gradu = ~ru = 0B� �x�y�z 1CA uBeweis: Zum Beweis betra
hten wir eine Folge von kubis
hen Volumina mit dem Punkt~r0 in einer E
ke und Seiten gegeben dur
h die Intervalle [x0; x0 + �x℄, [y0; y0 + �y℄,[z0; z0+�z℄ (siehe au
h Figur 1.5). Das Volumen dieser W�urfel ist �V = �x ��y ��z
x
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∆
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Abbildung 1.5: Das Volumen �V zum Bere
hnung der Divergenz in kartesis
hen Ko-ordinatenDas Integral des Vektorfeldes ~A integriert �uber die Ober
�a
he O dieses W�urfels l�a�tsi
h aufteilen in die Beitrage �uber die 6 Teil
�a
hen des W�urfels: FiZO ~A � d~f =Xi ZFi ~A � d~f , Fi: Ober
�a
hen von V .F�ur die Fl�a
hen F1 und F2 (beide parallel zur yz Ebene) gilt na
h geeigneter Parame-trisierung:ZF1;F2 ~A � d~f = ZF1 ~A(x0 +�x; y; z) � d~f + ZF2 ~A(x0; y; z) � d~f= z0+�zZz0 y0+�yZy0 Ax(x0 +�x; y; z) dy dz + z0+�zZz0 y0+�yZy0 �Ax(x0; y; z) dy dz= z0+�zRz0 y0+�yRy0 �Ax(x0; y; z)dxdz + �Ax(~r0)�x �x + 12! �2Ax(~r0)�x2 (�x)2 + : : :: : :+ �� Ax(x0; y; z)�� dy dz



12 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKwobei in der letzten Zeile Ax(x0 +�x; y; z) na
h Taylor entwi
kelt wurde. Da �x� 1gelten soll, kann die Reihe na
h der ersten Ordnung abgebro
hen werden.=) ZF1;F2 ~A � d~f = Z ��xAx(~r0)�x dydz= ��xAx(~r0)�x�y�z= ��xAx(~r0)�V:Analog erh�alt man die Fl�a
henintegrale f�ur die vier weiteren Fl�a
hen. Eingesetzt in dieDe�nition der Divergenz (1.2.14) folgt:div ~A = lim�V!0 1�V IO ~A(~r0) � d~f= lim�V!0 1�V  ��xAx(~r0) + ��yAy(~r0) + ��zAz(~r0)! �V 2A
htung: Diese Darstellung der Divergenz gilt nur in kartesis
hen Koordinaten!In Kugelkoordinaten gilt z.B.:mit ~A = Ar êr + A# ê# + A' ê' (1.2.15)div ~A = 1r2 ��r �r2Ar�+ 1r sin # ��# (sin #A#) + 1r sin# ��'A': (1.2.16)Obwohl also die Divergenz in Kugelkoordinaten re
ht w�ust aussieht, kann es si
h alszwe
km�a�ig herausstellen mit ihr zu re
hnen.Beispiel: Als Beispiel f�ur die Bere
hnung der Divergenz in vers
hiedenen Koordina-tenisystemen betra
hten wir die Kraft auf eine Probeladung q = 1 an der Position ~r,die dur
h Ladung q1 = 1 an der Position in ~r1 = ~0 ausge�ubt wird:~F = q q1j~rj2 ~rj~rj = ~rj~rj3a) in kartesis
hen Koordinaten gilt:Fx = xpx2+y2+z23 ; Fy = ypx2+y2+z23 ; Fz = zpx2+y2+z23 :Mit div ~F = ~r � ~F = ��xFx + ��yFy + ��zFz ist danndiv ~F = 3px2+y2+z2 � 3(x2+y2+z2)px2+y2+z25 = 0:Die letzte Glei
hung gilt nat�urli
h nur f�ur Vektoren ~r 6= 0, da im Fall ~r = 0 au
hder Nenner identis
h 0 wird, die Divergenz von ~F ist also in diesem Fall no
h ni
htde�niert.



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 13b) in Kugelkoordinaten gilt:~F = Fr êr = 1r2 êr; F# = F' = 0 !Mit Glg.(1.2.16) ist also div ~F = 1r2 ��r �r2 1r2� = 0; (1.2.17)was o�ensi
htli
h einfa
her zu re
hnen ist. Au
h hier ist nat�urli
h der Vorbehalt zuma
hen, da� wir nur Vektoren ~r 6= 0 betra
hten; den Fall ~r = 0 werden wir weiterunten no
h einmal aufgreifen1.2.3 Der Gau�s
he IntegralsatzSei O die Ober
�a
he eines Volumens V und ~A(~r) ein Vektorfeld. Der Gau�s
he Inte-gralsatz ist nun eine Umre
hnungsbeziehung zwis
hen Fl�a
hen- und Volumenintegral :IO ~A � d~f = ZV div ~A dV (1.2.18)Die linke Seite der Glei
hung stellt den Flu� des Vektorfeldes aus der ges
hlossenenOber
�a
he O dar, die re
hte Seite der Glei
hung ist das Volumenintegral �uber dieDivergenz des Vektorfeldes im ganzen Volumen V .Beweis: Wegen der Linearit�at des Integrals giltZV div ~A(~r) dV =X lim�Vi�!0 Z�Vi div ~A(~r) dV (1.2.19)wo V in n Teile �Vi zerlegt wurde, die das ganze Volumen V auss
h�opfen.Dann folgt bei immer feinerer Zerlegung die Riemanns
he-Summe (mit ~ri einem Punktin Vi) ZV div ~A dV = lim�Vi!0Xi div ~A(~ri)�Vi(Glg: 1:2:14)= lim�Vi!0Xi 1�Vi IO ~A � d~f �Vi = ZO ~A � d~f ;letzteres, da si
h die beiden Integrale �uber die gemeinsame Grenz
�a
he zweier an-einandergrenzender Voumina wegen ihrer antiparallelen Fl�a
hennormalen gegenseitigkompensieren. 2Mit den nun gewonnenen mathematis
hen Kenntnissen no
h einmal zur�u
k zur Konti-nuit�atsglei
hung (1.2.10), die wir zu Beginn dieses Ans
hnittes formuliert haben. Wir



14 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKhatten gesagt, da� die zeitli
he �Anderung der Ladung in einem Volumen V beglei-tet sein mu� von einem entspre
henden Strom ~j dur
h die Ober
�a
he des konstantenVolumens ddtQ(V ) = ddt ZV %(~r)dV = � IO ~j � d~f = � ZV div~j dV; (1.2.20)wobei wir bei dem letzten Teil dieser Glei
hung den Gau�s
hen Satz angewandt haben.Da diese Glei
hung f�ur all Volumina V gelten mu�, k�onnen wir die Integranten derbeiden Voulmenintegrale in dieser Beziehung glei
h setzen oder au
h s
hreibenddt%(~r) + div~j = 0: (1.2.21)Dies ist die di�erentielle Form der Kontinuit�atsglei
hung, die im �ubrigen ni
htnur in der Elektrodynamik eine Rolle spielt.Mit den oben eingef�uhrten Werkzeugen l�a�t si
h no
h folgende interessante Behaup-tung beweisen: Sei ~F ein Vektorfeld mit ~F = ~rj~rj3 = 1r2 êr, dann istdiv ~F = 4� Æ(~r) : (1.2.22)Beweis: Bereits in Glei
hung (1.2.17) haben wir gezeigt, da� div~F identis
h 0 ist f�uralle Vektoren ~r 6= 0. Betra
hten wir nun eine Kugel mit Radius R, Volumen V um~r = 0, dann istZV div ~F dV Gau�s
herSatz= IO ~F � d~f = 2�Z0 �Z0 1R2 êrR2 sin #êr d#d' = 4�Wobei R = r mit der Begr�undung benutzt wurde, da� die Kugelober
�a
he in den Auf-punkt ~r gelegt wird.Mit der De�nition der Æ-Funktion folgt die Behauptung. 21.2.4 Die Rotation�Ahnli
h wie bei dem oben de�nierten Fl�a
henintegral m�ussen wir au
h bei der Bere
h-nung des Wegintegrals f�ur ein Vektorfeld ~A entlang eines Weges � zun�a
hst einmal denWeg parametrisieren, in dem wir die Folge von Vektoren, die unseren Weg � de�nie-ren darstellen als Funktion einer Variablen t, unter die wir uns zB. die Zeit vorstellen
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Abbildung 1.6: Ni
ht wirbelfreies Vektorfeld ~A1: H� ~A1 � d~s 6= 0k�onnen, die bei der \Wanderung" entlang des Weges vom Startwert t0 bis zum Endwertt1 anw�a
hst: � := f~r(t); t 2 [t0; t1℄g (1.2.23)Mit dieser Parametrisierung bere
hnet si
h das WegintegralZ� ~A(~r) � d~r = t1Zt0 ~A(~r(t)) � d~rdt dt (1.2.24)Sol
he Linienintegrale sind uns bereits in der Me
hanik begegnet, ist zB. ~A ein Kraft-feld, so ergibt das Integral in Glei
hung (1.2.24) die Arbeit, die in diesem Kraftfeldentlang des Weges � geleistet wird.Ist das Vektorfeld ~A 
harakterisiert dur
h ges
hlossene Feldlinien, wie das in Abbil-dung 1.6 der Fall ist, so sagt man das Vektorfeld ~A besitzt Wirbel in Anlehnung zB. andas Str�omungsfeld eines Flusses. In diesem Fall ist das Linienintegral des Vektorfeldes~A entlang des Weges, der dur
h die Feldlinie bezei
hnet ist si
her von 0 vers
hieden(die Vektoren ~A und d~r sind stets parallel).Dementspre
hend de�niert man die Wirbelst�arke oder Rotation eines Vektorfeldes aneinem Punkt ~r0 als einen Vektor rot ~A(~r0), dessen Projektion in Ri
htung eines Ein-heitsvektors n̂ bere
hnet werden kann dur
hn̂ rot ~A(~r0) := lim�F!0 1�F IS ~A � d~s (1.2.25)wobei die Fl�a
hen �F eine Folge von Fl�a
hen bilden, die alle den Punkt ~r0 enthaltenund deren Fl�a
hennormale in Ri
htung von n̂ weist. Das Integral in (1.2.25) ist danndas Linienintegral �uber den Rand der Fl�a
he �F , wobei der Umlauf entspre
hen der\re
hten Hand Regel" so zu f�uhren ist, da� die Fl�a
hennormale parallel zu n̂ steht.Bei der Benutzung von kartesis
hen Koordinaten kann die Rotation einfa
h bere
hnetwerden gem�a� :



16 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKBehauptung:rot ~A(~r) = ~r� ~A(~r) = 0B� �x�y�z 1CA� 0B� AxAyAz 1CA = 0B� �yAz � �zAy�zAx � �xAz�xAy � �yAx 1CABeweis: den Beweis f�uhren wir nur f�ur die x-Komponente, f�ur die anderen Kompo-nenten ergibt si
h der Beweis entspre
hend: (~r � ~A)x = êxrot ~A. (êx steht senkre
htauf der y-z-Ebene). Mit (1.2.25) folgt dannêxrot ~A = lim�Fyz!0 1�Fyz IS ~A � d~sBetra
hten wir nun die in Abbildung 1.7 dargestellte Parametrisierung der Fl�a
he �Fyz,so ergibt si
h
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Abbildung 1.7: Parametrisierung der x = x0-Fl�a
heI ~A � d~s = 2Z1 Ay dy + 3Z2 Az dz + 4Z3 Ay dy + 1Z4 Az dz (1.2.26)
mit 2Z1 Ay dy = y0+�yZy0��y Ay(xo; y; zo ��z) dy= y0+�yZy0��y "Ay(xo; y; zo) dy + (��z)�Ay�z + : : :# dy



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 17und 4Z3 Ay dy = � y0+�yZy0��y Ay(xo; y; zo +�z) dy= y0+�yZy0��y "Ay(xo; y; zo) dy + (�z)�Ay�z + : : :# dy:Analoges gilt f�ur die Wege 2 na
h 3 und 4 na
h 1, wobei die Taylorentwi
klung stetsna
h dem linearen Glied abgebro
hen wurde.IS ~A � d~s = "Ay(xo; y; zo) dy + (��z)�Az�y � Ay(xo; y; zo) dy +�z�Az�y # dy+ 3Z2 Az dz + 1Z4 Az dz =  ��Ay�z + �Az�y ! 4�y�z() êx ~r � ~A = lim�Fyz!0 4�y�z�Fyz  �Az�y � �Ay�z !Der Beweis f�ur die y- und z- Komponente folgt auf die glei
he Weise.A
htung:Au
h die Rotation sieht in anderen Koordinaten anders aus und mu� entspre
hendabge�andert werden!1.2.5 Der Stokess
he Integralsatz�Ahnli
h wie der Gau�s
he Integralsatz ein Volumen- in ein Fl�a
henintegral umwandelt,verbindet der Stokess
he Integralsatz Fl�a
hen- und Linienintegrale:I� ~A � d~s = ZF rot ~A � d~f (1.2.27)Mit � als Rand der Fl�a
he F ; d~f und der Umlaufsinn von � sind einander im Sinneeiner Re
htss
hraube zugeordnet.Beweis:Wir denken uns F in kleine Fl�a
henst�u
ke �Fi zerlegt, also gilt (s. Abb. 1.8):ZF rot ~A � d~f =Xi Z�Fi rot ~A � d~f:Man l�a�t nun die Fl�a
henst�u
ke �Fi immer kleiner werden, das bedeutet, da� dieWirbelst�arke rot ~A in diesen Fl�a
henelementen �Fi konstant gesetzt werden kann. Alsol�a�t si
h das Integral als Riemann-Summe s
hreiben:Xi Z�Fi rot ~A(~r) � d~f = lim�Fi!0Xi n̂i rot ~A(~r)�Fi
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Abbildung 1.8: Zerlegung einer gekr�ummten Fl�a
he in kleine Fl�a
henelemente �Fi= lim�Fi!0Xi �Fi 1�Fi I�i ~A d~sletzteres gilt na
h der De�nition der Rotation na
h Glg (1.2.25).Bea
htet man nun, da� si
h an allen Grenzlinien zwis
hen 2 Fl�a
hen �Fi die Linien-integrale wegen der gegenl�au�gen Integrationsri
htung wegheben, so verbleibt nur dasLinienintegral �uber den �au�eren Rand der Gesamt
�a
he F . Damit ist (1.2.27) bewie-sen.Mit der De�nition der Rotation und dem Stokess
hen Satz kann man nun auf einfa
heWeise na
hweisen ob Kraftfelder konservativ sind.Sei ~A(~r) wirbelfrei() ~r� ~A(~r) = ~0=) I� ~A � d~s = ZF rot ~A � d~f = 0Dabei ist F eine beliebige Fl�a
he und � der orientierte Rand dieser Fl�a
he. W�ahle nunzwei Punkte P1 und P2 auf dem Rand � . Sei der WegW1 der IntegrationswegW1=̂P1 !P2 und W2=̂P2 ! P1, wobei beide Weg in glei
her Ri
htung dur
hlaufen werden sollenwie entlang dur
h das Wegintegral �uber die ges
hlossene Kurve � vorgegeben (sieheAbbildung 1.9). Dann gilt:I� ~A � d~s = P2ZP1;W1 ~A � d~s+ P1ZP2;W2 ~A � d~s= P2ZP1;W1 ~A � d~s� P2ZP1;�W2 ~A � d~s:Das Minuszei
hen in der letzten Glei
hung erhalten wir dur
h Umkehrung des WegesW2. Wir haben also gezeigt, da� bei wirbelfreien Feldern das Linienintegral vom Punkt
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1Abbildung 1.9: Zur Wegunabh�angigkeit des Integrales �uber ~AP1 zum Punkt P2 unabh�angig ist vom Weg den wir dabei w�ahlen (Bea
hte, da� derBeweis g�ultig ist f�ur alle Fl�a
hen F , d.h. f�ur alle ges
hlossenen Wege �). H�angt der Wertdes Linienintegrals aber nur von den Endpunkten ab, so k�onnen wir eine Funktion �bestimmen mit:P2ZP1 ~A � d~r = � [�(P2)� �(P1)℄ = � P2ZP1 d� = � P2ZP1 grad�(~r)d~r : (1.2.28)Damit haben wir also gezeigt, da� si
h jedes wirbelfreie Vektorfeld ~A als negativerGradient eines Skalarfeldes darstellen l�a�t:~A(~r) = �grad�(~r) : (1.2.29)Das Minuszei
hen in dieser Beziehung ist nat�urli
h nur eine Frage der Konvention.Kraftfelder ~A, die die Bedingung (1.2.29) erf�ullen werden in der Me
hanik \konservativeKraftfelder" genannt, weil bei der Bewegung eines Teil
hens in einem sol
hen Kraftfelddie Energie erhalten bleibt.Zur Vervollst�andigung wiederholen wir an dieser Stelle die wi
htigsten Eigens
haftendes Gradient Operators:1. Mit dem Gradient Operator k�onnen wir das Di�erential d� ums
hreiben: d� =grad� � d~r.2. grad�(~r0) l�a�t si
h als Vektor interpretieren, der am Punkt ~r0 in die Ri
htungweist, in der das skalare Feld � am st�arksten ansteigt. Die L�ange dieses Vektorsentspri
ht dem Betrag dieses st�arksten Anstiegs.



20 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK3. In der kartesis
hen Darstellung kann man den Gradienten bere
hnengrad� = ~r� = 0B� �x�y�z 1CA� (1.2.30)Behauptung:Wir wollen nun zeigen, da� aus der De�nition 1) die Eigens
haften 2) und 3) folgen:Beweis:Es gilt: d�(~r) = �(~r + d~r)� �(~r).Taylorentwi
klung bis zur zweiten Ordnung liefertd�(~r) = grad� � d~r = �(~r) + ���x dx+ ���y dy + ���z dz � �(~r)= 0B� ��=�x��=�y��=�z 1CA � 0B� dxdydz 1CA = ���� 0B� ��=�x��=�y��=�z 1CA ���� � jd~rj � 
os�wobei der Winkel � der Winkel zwis
hen den Vektoren ~r� und d~r ist. Damit is klar,da� der Anstieg von �, d.h. d� genau dann maximal ist, wenn der Vektor d~r in Ri
htungvon grad� weist. Damit ist der Beweis erbra
ht.Zweimaliges Anwenden des Nabla-Operators f�uhrt auf den Lapla
e-Operator �:div � grad�(~r) = ~r � ~r�(~r) = 4�(~r) (1.2.31)() � �  �2�x2 ; �2�y2 ; �2�z2! (1.2.32)A
htung!Wie bei dem Nabla-Operator mu� au
h der Lapla
e-Operator na
h Wahl des Koordi-natensystems angepa�t werden !1.2.6 Die Greens
hen Identit�atenAus dem Gau�s
hen Integralsatz (Glg 1.2.18) lassen si
h zwei n�utzli
he Aussagen �uberPotentiale (1.2.28) ableiten.Seien ';  zweimal di�erenzierbare, skalare Felder, V ein Volumen mit Ober
�a
he O,so gilt1. Erste Greens
he Identit�atZV (�� + (~r � ~r'))dV = IO '(~r )d~f (1.2.33)



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 212. Zweite Greens
he Identit�atZV �(� )�  (��))dV = IO ('(~r )�  (~r'))d~f (1.2.34)Beweis: Wir de�nieren ein Vektorfeld ~X mit kartesis
hen Komponenten X1; X2; X3~X := '(~r ) = 0B� X1X2X3 1CA . Dann ist~r � ~X = ��xX1 + ��yX2 + ��zX3= ��x  '� �x!+ ��y  '� �y !+ ��z  '� �z != ��x'� �x + '�2 �x2 + ��y'� �y + '�2 �y2 + ��z'� �z + '�2 �z2= ' div~r + (~r')(~r )mit � = grad~r folgt ZV div ~X dV = ZV '� + (~r')(~r ) dV= ZO ~X � d~f = ZO ['4'+ (~r')(~r )℄ df;letzteres na
h dem Gau�s
hen Satz. Die zweite Greens
he Identit�at ergibt si
h un-ter Verwendung von ' =  und Abziehen der beiden so entstandenen Glei
hungenvoneinander.1.2.7 EindeutigkeitssatzZerlegungssatz, EindeutigkeitssatzSei ~A(~r) ein Vektorfeld, das mit gen�ugend hoher Ordnung im Unendli
hen vers
hwin-det. der Zerlegungssatz sagt nun: ~A(~r) l�a�t si
h in einen rotationsfreien (longitudinalen)Teil ~Ar(~r) und einen divergenzfreien (transversalen) Teil ~Ad(~r) Teil zerlegen, wobei gilt:1) ~A(~r) = ~Ar(~r) + ~Ad(~r) (1.2.35)2) ~r� ~Ar(~r) = 0; ~r � ~Ad(~r) = 0 (1.2.36)(auf den Beweis sei hier verzi
htet).Der Eindeutigkeitssatz besagt, da� jedes Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn



22 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKseine Divergenz (1.2.14) und seine Rotation (1.2.25) f�ur jeden Raumpunkt ~r bekanntist (dies leu
htet na
h dem Zerlegungssatz unmittelbar ein, da ein Vektorfeld in Diver-genz und Rotation zerlegbar ist).Beweis:~A1(~r) und ~A2(~r) seien zwei Vektorfelder, wobei gilt:div ~A1 = ~r ~A1(~r) = ~r ~A2(~r) undrot ~A1 = ~r� ~A1(~r) = ~r� ~A2(~r)sei ~D = ~A1(~r)� ~A2(~r) so folgtdiv ~D = ~r( ~A1(~r)� ~A2(~r)) = ~r ~A1(~r)� ~r ~A2(~r) = 0 (n: V: ):Au�erdem ist~r� ~D = ~r� ( ~A1(~r)� ~A2(~r)) = ~r� ~A1(~r)� ~r� ~A2(~r) = 0 (n: V: ):Aus ~r� ~D = 0 (D ist wirbelfrei) folgt~D = �~r :Wegen ~D = �~r istdiv ~D = 0 = ~r ~D = ~r(~r ) = 4 :Unter Verwendung der 1. Greens
hen Identit�at mit ' =  folgtZ [ 4 + (~r )2℄ dV = IO!1  ~r d~f = 0da 4 = 0 bleibt davon no
hZR3 (~r )2 dV = 0 = ZR3 ~D2 dV() ~D2 = 0 =) ~D = 0: 21.2.8 ZusammenfassungWir fassen no
h einmal die wi
htigsten Ergebnisse zusammen:1.) div ~A: Aussage �uber die Quelldi
hte von ~A



1.2. DIFFERENTIALOPERATOREN UND INTEGRALS�ATZE 232.) RV ~r ~A d3r = HO ~A d~f : Gau�s
her Integralsatz3.) rot ~A : Aussage �uber das Wirbelverhalten von ~A4.) RF ~r� ~A d~f = H� ~A d~s: Stokes
her Integralsatz5.) ~r� ~A = 0() ~A = ~r () ~A l�a�t si
h als Gradientenfeld darstellen6.) Ein Vektorfeld ist eindeutig 
harakterisiert dur
h seine Quelldi
hte (div ~A) unddie Wirbelst�arke (rot ~A).



24 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.3 Die Grundglei
hungen des elektrostatis
hen Fel-desIm letzten Abs
hnitt haben wir gesehen, da� eine Vektorfeld, wie zB. das elektris
heFeld ~E, 
harakterisiert ist dur
h seine Quellen und Wirbel. In diesem Abs
hnitt wollenwir nun die entspre
henden Feldglei
hungen diskutieren f�ur den Fall der Elektrostatik,das bedeutet: f�ur den Fall, da� das elektris
he Feld dur
h eine statis
he, zeitunabh�angi-ge Ladungsverteilung �(~r) generiert wird . Wir nehmen also an, da� es keine Str�omegibt. In diesem Fall ist das elektris
he Feld 
harakterisiert dur
h die folgenden Feld-glei
hungen:a) div ~E = 4��(~r)b) rot ~E = ~0
) ~E = �grad �(~r) mit �(~r) = R �(~r 0)j~r�~r 0j d3~r 0.Sie sollen im folgenden erl�autert werden.zu a)(i) Be�nde si
h bei ~r = 0 eine Punktladung, dann erzeugt sie, wie wir bereits imAbs
hnit 1.1 gesehen haben, das elektris
he Feld~E(~r) = q � ~rr3F�ur dieses elektris
he Feld gilt na
h Glei
hung (1.2.22)div ~E = q � div ~rr3 = q � 4�Æ(~r � 0):(ii) Betra
hten wir nun eine Punktladung qi, die si
h ni
ht notwendigerweise im Ur-sprung, sondern an der Stelle ~ri be�ndet, dann gilt entspre
hend na
h einer Ver-s
hiebung des Koordinatensystemsdiv ~E = qi � 4�Æ(~r � ~ri):(iii) Be�nden si
h s
hlie�li
h mehrere Punktladungen qi an den vers
hiedenen Stellen~ri, so gilt div ~E =Xi 4�qiÆ(~r � ~ri) = 4��(~r):



1.3. DIE GRUNDGLEICHUNGEN DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 25Zur Interpretation: Betra
hten wir das Volumenintegral der Divergenz des elek-tris
hen Feldes �uber ein endli
hes Volumen V mit einer Ober
�a
he O(V )ZV d3~r div ~E = Z d3~r 4��(~r)= 4� �Q(V )= IO(V ) ~E d~fDas Volumenintegral �uber die Divergenz gibt also ans
hauli
h die Zahl der auslaufendenvermindert um die Zahl der einlaufenden Feldlinien an. Die in V be�ndli
he LadungQ(V ), beziehungsweise �, bezei
hnet also bis auf den Faktor 4� die Quellen bzw. dieSenken des elektris
hen Feldes.zu 
)Es gilt r 1j~r � ~r 0j = � ~r � ~r 0j~r � ~r 0j3 ; (1.3.37)Dies k�onnen wir lei
ht na
hvollziehen, wenn wir in kartesis
hen Koordinaten f�ur diex-Komponente s
hreiben r 1j~r � ~r 0j!x = ��x � 1q(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2= �12 � 2(x� x0)q(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)23= �(~r � ~r 0)xj~r � ~r 0j3 :Entspre
hendes gilt nat�urli
h au
h f�ur die y- und z-Komponente. Damit erh�alt manf�ur das elektris
he Feld ~E(~r) = Z d3~r 0 �(~r 0)(~r � ~r 0)j~r � ~r 0j3= �r Z d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j= �r�(~r):



26 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKzu b)Kann man aber nun das elektris
he Feld als Gradienten eines Skalarfeldes � darstellen.so gilt: rot ~E = �rot grad�= �~r� ~r�= 0B� �y�z � �z�y�z�x � �x�z�x�y � �y�x 1CA�= ~0wobei wir in der zweitletzten Zeile Rotation und Gradient in kartesis
her Darstellungbenutzt haben.F�ur die explizite Bere
hnung des elektris
hen Feldes aus einer vorgegebenen Ladungs-verteilung betra
hten wir nun den wi
htigen Spezialfall, da� die Ladungsverteilungkugelsymmetris
h ist: Sei also �(~r) symmetris
h gegen�uber einer Drehung um denKoordinatenursprung. Die Ladungsverteilung � h�angt also nur vom Betrag von ~r ab.Dur
h diese Ladungsverteilung ist keine Raumri
htung ausgezei
hnet. Deshalb kann esau
h f�ur das elektris
he Feld keine ausgezei
hnete Ri
htung geben und es gilt~E(~r) = E(j~rj) � êr:Wie l�a�t si
h E(j~rj) aus der Ladungsverteilung �(j~rj) bestimmen, ohne den "Umweg\�uber die Bere
hnung des Potentials � zu nehmen?Zum einen gilt bei der Integration �uber die Ober
�a
he einer Kugel mit dem Radius rIKugel ~E d~f = E(j~rj) � 4�r2;zum anderen gilt na
h dem Satz von Gau� und den Feldglei
hungenI ~E d~f = ZV div ~E d3~r= 4� � ZV �(~r) d3~r= 4� �Q(V ):Daraus erh�alt man das elektris
he Feld~E(j~rj) = Q(V )r2 :



1.3. DIE GRUNDGLEICHUNGEN DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 27Wie das Ergebnis zeigt, ist das von � erzeugte Feld im Abstand r vom Koordinaten-ursprung identis
h mit dem Punktladung Q(V ), die si
h im Ursprung be�ndet. DieLadung Q(V ) is gerade die gesamte Ladung, die si
h in der Kugel vom Radius rbe�ndet.Die Poisson-Glei
hungWie wir gesehen haben sind die Quellen des ~E-Feldes dur
h die Ladungsverteilung � ge-geben und das elektrostatis
he Feld l�a�t si
h als Gradient eines Skalarfeldes s
hreiben.Zusammengefa�t ergibt dies:div ~E = r � ~E = r � (�r�) = ��� = 4��:Die Beziehung �� = �4��(~r) (1.3.38)wird als Poisson-Glei
hung bezei
hnet. In ladungsfreien Raumberei
hen (� = 0) gehtsie �uber in die Lapla
e-Glei
hung �� = 0:
1.3.1 Bedeutung des elektrostatis
hen Potentials und Energie-inhalt des elektris
hen FeldesUm die Bedeutung des Skalarfeldes � zu erl�autern, bere
hnen wir die me
hanis
heArbeit, die aufgebra
ht werden mu�, um eine Probeladung q von ~a na
h ~b zu bringen:Wab = � Z ba ~F d~s= � Z ba q � ~E d~s De�nition von ~E= q � Z ba r� d~s= q � Z ba d� De�nition des grad= q � (�(b)� �(a)):Die aufzubringende Arbeit ist also nur von den Endpunkten der Vers
hiebung, ni
htaber von dem zur�u
kgelegten Weg abh�angig. q � �(~r) gibt die potentielle Energie einerLadung q in einem Feld ~E an der Position ~r an.Das Potential � ist verglei
hbar (bis auf die Ladung der Probeladung) mit dem bereitsbekannten me
hanis
hen Potential des konservativen Kraftfeldes.



28 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKEnergieinhalt des elektris
hen FeldesWir betra
hten eine Verteilung von N Ladungen qi, die si
h an den Stellen ~ri be�nden.Wie gro� ist die Energie, die aufgebra
ht werden mu�, um die Ladungen zu plazieren?Zur Beantwortung dieser Frage ma
hen wir ein Gedankenexperiment und bringen dieeinzelnen Ladungen in der Reihenfolge ihrer Nummerierung an ihre Positionen.SeiW1 die ben�otigte Arbeit, um q1 aus dem Unendli
hen na
h ~r = ~r1 zu transportieren.Da der Raum bisher ladungsfrei ist, also no
h kein ~E-Feld vorhanden ist, kann mandie Ladung kr�aftefrei vers
hieben, und somit gilt W1 = 0. Ist aber die Ladung q1 ander Position ~r1 so ergibt si
h ein elektrostatis
hes Potential�1(~r) = q1j~r � ~r1j :Um die Ladung q2 im Feld der Ladung q1 na
h ~r2 zu bringen, ben�otigt man die ArbeitW2 = q2 � (�1(~r2)� �1(~r !1))= q2 � �1(~r2);wobei wir das Potential so normieren da� es f�ur ~r !1 vers
hwindet. F�ur die weiterenLadungen ergibt si
hW3 = q3 � (�1(~r3) + �2(~r3)) mit �2(~r3) = q2j~r3 � ~r2j...Wn = qn � (�1(~rn) + : : :+ �n�1(~rn)) :Somit erh�alt man die Gesamtenergie, die man aufwenden mu�, um alle N Ladungenzu plazieren:W = NXi=1Wi= NXi=2 qi  i�1Xk=1 qkj~ri � ~rkj!= 12 �  NXi=2 qi  i�1Xk=1 qkj~ri � ~rkj!!+ 12 �  NXi=2 qi  i�1Xk=1 qkj~ri � ~rkj!!= 12 �  NXi=2 qi  i�1Xk=1 qkj~ri � ~rkj!!+ 12 �  NXk=1 qk  k�1Xi=1 qij~ri � ~rkj!!= 12 NXi;k=1i6=k qiqkj~ri � ~rkj :



1.3. DIE GRUNDGLEICHUNGEN DES ELEKTROSTATISCHEN FELDES 29Beim �Ubergang von diskreten Ladungen zur einer stetigen Ladungsverteilung � wirddie Summation dur
h eine Integration ersetzt:W = 12 Z d3~r Z d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j| {z }= �(~r) ��(~r)= 12 Z d3~r �(~r) � �(~r)= �12 � 14� Z d3~r�� � �= � 18� Z (�� � �+ (r�)2 d3~r) + 18� Z (r�)2 d3~r= � 18� IO(V ) (r�)� d~f| {z }= 0 f�ur V ! R3 + 18� Z (r�)2 d3~r:Beim �Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde die Poissonglei
hung 1.3.38angewandt und beim �Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde die ersteGreens
he Identit�at benutzt (Glei
hung (1.2.33) mit ' = � =  ). Der erste Summandder letzten Zeile vers
hwindet, da� � 1r f�ur r !1 und r� = ��r � � 1r2 :F�ur das Produkt von beiden gilt� � r� � 1r3 und � � r� d~f � 1r :F�ur r !1 vers
hwindet der letzte Ausdru
k. Man erh�alt alsoW = 18� Z (r�)2 d3~r= 18� Z ~E2 d3~r: (1.3.39)Daraus folgt f�ur die Energiedi
hte, also der Energieinhalt des elektris
hen Feldes proVoulmen: w = ~E2=8� : (1.3.40)



30 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.4 RandwertproblemeWir haben gesehen, da� si
h aus einer gegebenen Ladungsverteilung �(~r 0) das elektro-statis
he Potential �(~r) mit �(~r) = Z �(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0bere
hnen l�a�t. Hierbei mu� �(~r 0) allerdings f�ur alle ~r 0 2 R3 bekannt sein.Oftmals ist aber die Ladungsverteilung nur in einem begrenzten Volumen V bekannt.Ist au�erdem no
h eine Information �uber Eigens
haften des Potentials auf der Ober-
�a
he dieses Volumens gegeben, so spri
ht man von einem Randwertproblem der Elek-trostatik. Je na
h der vorgegebenen Information �uber das Potential auf der Grenz
�a
heoder Rand
�a
he des Volumens unters
heidet man zwei F�alle:1. Neben der Ladungsverteilung im Volumen V ist au
h der Wert des Potentials aufdem Rand vorgegeben. Dies bezei
hnet man als das Diri
hlets
he Randwertpro-blem.2. Ist dagegen neben der Ladungsverteilung in V die Komponente des Potential-gradienten, die senkre
ht zur Ober
�a
he steht bekannt, bezei
hnet man dies alsvon Neumanns
hes Randwertproblem. In diesem Fall ist also auf der Ober
�a
hevon V die Komponente des elektris
hen Feldes ( ~E = �grad�) vorgegeben, diesenkre
ht zu dieser Ober
�a
he steht.Ziel dieser Randwertprobleme ist es aus den vorgegebenen Informationen (Ladungsdi
hte in V plus Information �uber den Rand) das Potential � und damit das elektri-s
he Feld im gesamten Volumen V zu bestimmen. Weiter unten in diesem Paragraphenwerden wir zeigen, da� die gerade de�nierten Randwertprobleme (Diri
hlet und v. Neu-mann) eindeutige L�osungen besitzen.1.4.1 Beispiele, SpiegelladungsmethodeZun�a
hst soll aber ein Beispiel f�ur das Randwertproblem von Diri
hlet betra
htet wer-den. Mit Hilfe der sogenannten Spiegelladungsmethode werden wir ein Potential �nden,f�ur das gilt:Poisson Glei
hung ��(~r) = �4��(~r) ; f�ur alle ~r aus VRandbedingung �(~r0) = �Rand(~r0) f�ur alle ~r0 des Randes (1.4.41)Als Beispiel betra
hten wir eine Punktladung q, die si
h an der Stelle ~x0 = (x0; 0; 0)be�ndet (Abb. 1.10) In der y-z-Ebene be�ndet si
h eine unendli
h weit ausgedehnte
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Abbildung 1.10: Beispiel f�ur die L�osung eines Randwertproblems mit Hilfe einer Spie-gelladungMetallplatte verna
hl�assigbarer Di
ke. Diese Metallplatte sei geerdet, also gilt � = 0auf der Platte. Das betra
htete Volumen V ist also der Raum mit x > 0 und als Rand-bedingung geben wir vor, da� das Potential auf dem Rand (d.h. auf der Metallplatteund f�ur ~r !1) glei
h 0 wird.Um den Potentialverlauf im ganzen re
hten Halbraum und die auf der Metallplatteinduzierte Ladung zu bestimmen, greifen wir auf die Spiegelladungsmethode zur�u
k undbehaupten, da� das Diri
hlets
he Randwertproblem gel�ost ist, wenn wir der Ladungq eine Spiegelladung mit der Ladung �q an der Position �~x0 gegen�uberstellen (sieheau
h Abb. 1.10). Zu zeigen ist also, da� die Glei
hungen (1.4.41) erf�ullt werden dur
hden Ansatz f�ur das Potential�(~r) = qj~r � ~x0j � qj~r � (�~x0)j :Der zweite Term kennzei
hnet den Beitrag der Spiegelladung in �~x0. Zu �Uberpr�ufenist nun ob ��(~r) = �4�qÆ(~r � ~x0) f�ur alle ~r im re
hten Halbraum erf�ullt ist. Dazubetra
hten wir zun�a
hst einmal4 1j~r � ~x0j (eq.1.3.37)= �div (~r � ~x0)j~r � ~x0j3 (eq.1.2.22)= �4�Æ(~r � ~x0) : (1.4.42)Damit ergibt si
h direkt��(~r) = �4�qÆ(~r � ~x0)� 4�(�q)Æ(~r + ~x0)| {z }=0 im re
hten Halbraum= �4��(~r):Die Poisson-Glei
hung ist also erf�ullt. Betra
hten wir jetzt das Verhalten von � aufdem Rand, also auf der Metallplatte (die Randbedingung f�ur ~r !1 ist si
her erf�ullt).



32 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKEs gilt �0B�~r = 0B� 0yz 1CA1CA = q�������0B� 0yz 1CA� 0B� x000 1CA������� � q�������0B� 0yz 1CA� 0B� �x000 1CA�������= qqx20 + y2 + z2 � qqx20 + y2 + z2= 0:Damit ist au
h die Randbedingung erf�ullt. Mit der Spiegelladungsmethode ist es unsalso gelungen, den Potentialverlauf zu �nden. Allgemein besteht diese Methode darin,Ladungen au�erhalb des betra
hteten Berei
hes so zu bestimmen, da� sie zusammenmit den vorgegebenen Ladungen innerhalb des betra
hteten Berei
hes ein Potentialerzeugen, das die Randbedingungen erf�ullt.Dur
h das Vorhandensein der Ladung q in ~x0 werden in die Metallplatte Ladungen in-duziert. Ist also q positiv, so werden Elektronen in der Metallplatte dur
h die Coulomb-we
hselwirkung in die N�ahe der Ladung q gezogen. Da diese Ladungstr�ager in der Me-tallplatte frei bewegli
h sind und die Platte geerdet ist, k�onnen Elektronen zu
ie�en.Es enteht also eine induzierte negative Ladung in der Metallplatte. Die E�ekte dieserinduzierten Ladung werden dur
h die Spiegelladung dargestellt. Um uns von diesemSa
hverhalt zu �uberzeugen, bere
hnen wir nun das elektris
he Feld in der N�ahe derTrenn
�a
he: ~E = �~r� f�ur ~r = (0; y; z);f�ur die einzelnen Komponenten:Ey = � ��y �= � ��y 0� qq(x� x0)2 + y2 + z2 � qq(x+ x0)2 + y2 + z21A= 2yqq(x� x0)2 + y2 + z23 � 2yqq(x + x0)2 + y2 + z23x=0= 2yq2qx20 + y2 + z2 � 2yq2qx20 + y2 + z2= 0



1.4. RANDWERTPROBLEME 33Genau so gilt au
h Ez = 0H�atte das elektris
he Feld eine Komponente parallel zur Metallober
�a
he, so w�urdendie frei bewegli
hen Ladungstr�ager in der Metall
�a
he si
h diesen Kraftkomponentenentspre
hend bewegen. F�ur die x-Komponente gilt aber im re
hten Halbraum:Ex = � ��x �= q(x� x0)q(x� x0)2 + y2 + z23 � q(x+ x0)q(x + x0)2 + y2 + z23x=0= � 2qx0qx20 + y2 + z23Da aber im linken Halbraum das elektris
he Feld glei
h Null ist enden diese Feldliniensenkre
ht auf der Metallwand. In der Wand gibt es also Quellen beziehungsweise Senkendes elektris
hen Feldes. Diese Quellen und Senken sind die diskutierten induziertenLadungen.
+
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Abbildung 1.11: Zur Bere
hnung der induzierten Fl�a
henladungWie gro� ist nun diese Ober
�a
henladung �?Um diese zu bere
hnen, w�ahlen wir ein Volumenelement, �V (siehe au
h Abb. 1.11),wel
hes aus der Metallplatte ein in�nitesimales Fl�a
henst�u
k herauss
hneidet und eine



34 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKFl�a
he �F parallel zur Metall
�a
he besitzt. Da es ein elektris
hes Feld nur senkre
htzur re
hten Fl�a
he �F dieses Voulmenelementes gibt, giltIO(�V ) ~E d~f = Z�V div ~E d3~r= Z�V 4��(~r) d3~r= 4� ��F � �) �(�) = IO(�V ) ~E d~f � 14��F= 14��F �F �0B�� �2qx0qx20 + �231CA ;wobei � = py2 + z2 den Abstand vom Ursprung bezei
hnet. Man erkennt, da� dieFl�a
henladungsdi
hte � im Ursprung ein Maximum besitzt.Als letztes soll die Gesamtladung bere
hnet werden, die in der Metallplatte induziertwird: Q = 2�Z0 1Z0 �(�) d� �d�= � 2q4� 1Z0 d� Z 10 � � x0qx20 + �23 d�= �q:Die induzierte Ladung ist betragsm�a�ig glei
h der Punktladung und auf der Wand"verteilt\.
γ

q’,a’ q,a

r

R

Abbildung 1.12: Beispiel Ladung vor einer geerdeten KugelAls zweites Beispiel betra
hten wir eine Ladung q au�erhalb einer geerdeten Metall-kugel, deren Zentrum im Koordinatenursprung liegt (siehe Abb. 1.12). Dabei be�ndet
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h die Ladung q im Abstand a vom Zentrum der Kugel. Wieder wollen wir diesesRandwertproblem dur
h Annahme einer Spiegelladung q0 im Abstand a0 l�osen. Damitdie Spiegelladung au�erhalb des im Randwertproblem betra
hteten Volumens V (hierder Raum au�erhalb der Kugel) liegt, mu� der Betrag von a0 kleiner als der Radius Rder Kugel sein. Die Werte f�ur q0 und a0 werden wieder so bestimmt, da� der Werte desPotentials, generiert dur
h Ladung plus Spiegelladung, f�ur alle Punkte auf der Ober-
�a
h der Metallkugel den Wert 0 annimmt. Ist ~r der Ortsvektor f�ur die Position aufder Metallkugel und 
 der Winkel zwis
hen ~r und ~a (wie in Abb. 1.12), so mu� alsogelten: �(~r) = qj~r � ~aj + q0j~r � ~a 0j= qa 1q1� 2Ra 
os 
 + R2a2 + q0R 1q1� 2a0R 
os 
 + a02R2= 0Damit diese Bedingung erf�ullt ist, mu� also geltenq0R = �qaq1� 2a0R 
os 
 + a02R2q1� 2Ra 
os 
 + R2a2 (1.4.43)Die linke Seite der Glei
hung ist unabh�angig vom Winkel 
. Damit au
h die re
hteSeite unabh�angig von diesem Winkel wird mu� gelten:a0R = Ra (1.4.44)beziehungsweise a0 = R2a : (1.4.45)Au�erdem ist Glei
hung 1.4.43 nat�urli
h au
h nur dann erf�ullt, wenn giltq0 = �qRa : (1.4.46)Dur
h die Beziehungen 1.4.45 und 1.4.46 sind Position und Gr�o�e der Spiegelladungbestimmt. Der Wert f�ur q0 bes
hreibt die Quellst�arke des elektris
hen Feldes dargestelltdur
h die Spiegelladung, beziehungsweise die Quellst�arke dur
h die Ladung, die auf dieKugelober
�a
he induziert worden ist.Wollen wir nun in einem weiteren Beispiel die Metallkugel ni
ht erden, sondern elek-tris
h neutral halten, so kann man au
h dies mit Hilfe von Punktladungen im Innerender Kugel ma
hen, die die Ladungsverteilung auf der Ober
�a
he der Metallkugel re-pr�asentieren sollen. In diesem Fall addieren wir eine zweite \Spiegelladung" mit der



36 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKLadung �q0 in das Zentrum der Metallkugel. Wie man si
h lei
ht �uberzeugen kann,f�uhrt dies zu einem elektris
hen Feld mit einem konstanten Potential � auf der Ku-gelober
�a
he. Dies ist erforderli
h, da das Potential der Elektrostatik f�ur jeden Leitereine Konstante sein mu� (jede Abwei
hung w�urde zu einem Strom f�uhren). Au�erdemsorgt die Ladung �q0 daf�ur, da� die gesamte Quellst�arke der Kugel glei
h 0 ist, waseiner elektris
h neutralen Kugel entspri
ht.1.4.2 Eindeutigkeit der L�osung des RandwertproblemsIn diesem Abs
hnitt soll gezeigt werden, da� ein Potential �, das eine L�osung desRandwertproblems von Diri
hlet darstellt, stets eindeutig bestimmt ist. Bei der L�osungdes v.Neumanns
hen Randwertproblems ist das Potential bis auf eine ortsunabh�angigeKonstante bestimmt.Wie bereits zu Beginn dieses Paragraphen gesagt wurde, ist bei einem v.Neumanns
henProblem die Normalenableitung des Potentials gegeben. Damit gelten f�ur diese Rand-wertprobleme folgende Bestimmungsglei
hungen:i) �� = �4��(~r) f�ur ~r 2 Vii) ��=�n̂ = � ~E � n̂, n̂ ist dabei der Normalenvektor auf dem Rand von V .Haben wir nun ein Potential gefunden, das diese Anforderungen erf�ullt, so werden wirzeigen, da� dieses Potential bis auf eine Konstante eindeutig ist. Da aber eine Konstanteim Potential, das daraus bere
hnete Feld ni
ht beein
u�t ( ~E = �grad�), ist das ~E-Feldeindeutig bestimmt.Beweis: Seien �1 und �2 zwei L�osungen eines Diri
hlets
hen oder v.Neumanns
henRandwertproblems. Wir de�nieren u = �1 � �2. Na
h Voraussetzung gilt dann:�u = ��1 ���2 = �4��(~r) + 4��(~r) = 0; f�ur alle ~r 2 V:Betra
hten wir nun das IntegralZV ~r � (u~ru) d3~r = ZV (~ru~ru+ u�u|{z}=0 ) d3~r= ZV (~ru)2 d3~rGau�= IO(V ) (u~ru) d~f= 0:Diese letzte Glei
hung gilt im Fall des Diri
hlets
hen Randwertproblems, da dann jana
h Voraussetzung u = �1��2 f�ur alle Punkte auf dem Rand vers
hwindet also au
h



1.4. RANDWERTPROBLEME 37das Integral �uber u~ru glei
h 0 wird. Im Fall des v.Neumanns
hen Randwertproblemsgilt aber f�ur alle Randpunkte von Vda ~ru d~f = �u�n̂ df = "��1�n̂ � ��2�n̂ # df = 0 (1.4.47)(Bea
hte: auf der re
hten Seite dieser Glei
hung stehen keine Vektoren) und damitvers
hwindet das Integral der Funktion u~ru integriert �uber die Ober
�a
he von Vebenfalls. Wir haben also in beiden F�allen gezeigt, da�ZV (~ru)2 d3~r = 0Darus folgt ~ru = 0 f�ur alle ~r in V . Also ist u = 
onst.Im Fall des Diri
hlet-Problems wird diese Konstante 0, da ja u auf dem Rand bereitsden konstanten Wert 0 annimmt. 2



38 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.5 Methode der Greens
hen FunktionenIm vorigen Abs
hnitt wurden Diri
hlet{ und von Neumann{Randwertprobleme na
h derans
hauli
hen Methode der Spiegelladung behandelt und ans
hlie�end die Eindeutig-keit sol
her Randwertprobleme gezeigt. Im Folgenden soll nun eine formalere und all-gemein anwendbare Methode zur Bestimmung von Potentialen bei Diri
hlet{ oder vonNeumann{Problemen vorgestellt werden. Diese Methode der Greens
hen Funk-tionen ist zur Behandlung der Elektrostatik ni
ht unbedingt n�otig, ist aber f�ur andereTheorien (wie z.B. Feldtheorien, Vielteil
hentheorien) ein wi
htiges Werkzeug, so da�es si
h lohnt, sie s
hon jetzt n�aher zu betra
hten.Die Problemstellung ist die glei
he, wie im Abs
hnitt 1.4 : Es sind eine Ladungsvertei-lung �(~r) in einem begrenzten Volumen V und eine Randbedingung vom Diri
hlet{Typ(Potentialverteilung auf dem Rand dieses Volumens V bekannt) bzw. des v. Neumann{Typs (���n auf dem Rand von V bekannt) vorgegeben. Das Ziel ist es, das Potential �(~r)im ganzen Volumen V zu bestimmen. Als Ansatz w�ahlt man dazu�(~r) = ZV dV 0G(~r; ~r 0)�(~r 0) + Information vom Rand (1.5.48)und bezei
hnet G(~r; ~r 0) als Greens
he Funktion.Es f�allt auf:1. F�ur das Problem ohne Randbedingungen l�a�t si
h �(~r) na
h Abs
hnitt 1.3 s
hrei-ben als �(~r) = ZR3 dV 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j :Da in diesem freien Fall keine Randinformation eingeht zeigt der Verglei
h mitGlg. 1.5.48 Gfrei(~r; ~r 0) = 1j~r � ~r 0j ; (1.5.49)die sogenannte freie Greens
he Funktion.2. Die Greens
he Funktion kann man interpretieren als eine Gewi
htsfunktion. Sieh�angt ab von 2 Ortsvektoren (~r und ~r0) und gibt an, wel
he Auswirkung eineLadung an einem Punkt ~r0 des Raums (Ladungsverteilung �(~r0)) auf das Potential�(~r) am Punkt ~r hat (Das gesamte �(~r) ergibt si
h ja dann aus der Integration�uber alle \gewi
hteten" �(~r0)).3. Diese Fragestellung, wel
he Wirkung hat eine Ursa
he an der Position ~r0 auf eineObservable am Punkt ~r tritt nat�urli
h sehr h�au�g in der Physik auf. Dies erkl�art



1.5. METHODE DER GREENSCHEN FUNKTIONEN 39warum die Bestimmung einer Greens
hen Funktion von einem so allgemeinenInteresse ist. Sehr oft stellt si
h die Frage aber au
h in der allgemeineren Form:Wel
he Wirkung hat eine Ursa
he am Punkt ~r0 zur Zeit t0 auf eine Gr�o�e, dieman zur Zeit t am Ort ~r beoba
htet. Dieser Zusammenhang wird dann dur
heine zeitabh�angige Greens
he Funktion G(~r; t;~r 0; t0) bes
hrieben.In einem ersten S
hritt wollen wir uns auf das Diri
hlet Problem konzentrieren undzeigen:Behauptung: Bei einer Ladungsverteilung �(~r), die in einem Volumen V bekanntist, sei auf der Ober
�a
he S(V ) dieses Volumens die Potentialverteilung �(~r) bekannt(Diri
hlet{Problem). Findet man nun eine Greens
he Funktion G(~r; ~r 0) mit(i) 40G(~r; ~r 0) = �4�Æ(~r � ~r 0) 8~r ~r 0 2 V und (1.5.50)(ii) G(~r; ~r 0) = 0 8~r 0 2 S(V ) (1.5.51)so ist das Potential �(~r) im ganzen Raum V bere
henbar. Dabei bezei
hnet 40 den La-pla
e Operator, der auf die gestri
hene Koordinate ~r 0 der Greens
hen Funktion wirkt.Ganz analog werden wir au
h mit ~r0 den Gradienten oder die Divergenz bezei
hnen,die si
h auf gestri
hene Koordinaten beziehen.Beweis: Setze in der 2. Greens
hen Identit�at (s. Glg. 1.2.34)ZV ('40 �  40')dV 0 = IS(V ) '(~r0 )�  (~r0') � d~f 0 (1.5.52) (~r 0) := G(~r; ~r 0); '(~r 0) := �(~r 0):Mit Glg. 1.5.50 und der Poissonglei
hung (Glg. 1.3.38)40� = �4��(~r0) lautet Glg. 1.5.52dann ZV [�(~r 0)(�4�Æ(~r � ~r 0)) +G(~r; ~r 0)4��(~r 0)℄ dV 0= �4��(~r) + 4� ZV G(~r; ~r 0)�(~r 0)dV 0Glg:1:5:52= IS(V ) h�(~r 0)~r0G(~r; ~r 0)�G(~r; ~r 0)~r0�(~r 0)i � d~f 0, �(~r) = ZV G(~r; ~r 0)�(~r 0)dV 0� 14� IS(V ) h�(~r 0)~r0G(~r; ~r 0)�G(~r; ~r 0)~r0�(~r 0)i � d~f 0 (1.5.53)



40 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKDa G(~r; ~r 0) na
h Vorraussetzung (s. Glg. 1.5.51) auf S(V ) vers
hwindet, ergibt si
hdamit f�ur �(~r)�(~r) = ZV G(~r; ~r 0)�(~r 0)dV 0 � 14� IS(V ) ��(~r 0)~r0G(~r; ~r 0)� � d~f 0 (1.5.54)Damit k�onnen wir also ein Randwertproblem mit Hilfe der Greens
hen Funktionenallgemein na
h dem folgenden S
hema l�osen:� F�ur ein vorgegebenes Volumen V bestimmt man eine Green-Funktion, die die Be-dingungen (1.5.50) und (1.5.51) erf�ullt. Wenn man die entspre
hende Greens
heFunktion einmal gefunden hat lassen si
h alle Randwertprobleme, die auf diesemVolumen V de�niert sind sehr einfa
h l�osen:� F�ur eine konkret gegebene Ladungsverteilung �(~r0) in V und Diri
hlets
hen Rand-bedingungen f�ur �(~r 0 2 S(V )) l�a�t si
h �(~r) mit Glei
hung (1.5.54) direktbestimmen.Diese Glei
hung f�ur �(~r) entspri
ht dem Ansatz Glg. 1.5.48. Das Randwertproblem istalso jetzt auf die Aufgabe zur�u
kgef�uhrt, die Greens
he Funktion mit den Bedingungen(1.5.50) und (1.5.51) zu konstruieren. Deshalb werden wir uns jetzt im folgenden mitder Frage bes
h�aftigen: Wie bestimmt man die Greens
he Funktion f�ur eine Diri
hlet{Randwertaufgabe bei einem vorgebenen Volumen?1.5.1 Bestimmung der Greens
hen Funktion f�ur ein Diri
hlet{RandwertproblemAn die Greens
he Funktion wurden die beiden Bedingungen Glg. 1.5.50 und Glg. 1.5.51gestellt. Glg. 1.5.50 ist eine inhomogene Di�erentialglei
hung 2. Ordnung in ~r 0:40G(~r; ~r 0) =  �2�x02 + �2�y02 + �2�z02!G(~r; ~r 0) != �4�Æ(~r � ~r 0): (1.5.55)Der Ausdru
k inhomogene Di�erentialglei
hung bezieht si
h darauf, da� in dieser Glei-
hung ein Term existiert, in dem die gesu
hte Funktion ni
h auftritt. Das ist in die-sem Fall die re
hte Seite der Glei
hung (1.5.55). Die zugeh�orige homogene Di�eren-tialglei
hung ist nun de�niert als die Di�erentialglei
hung, die aus der inhomogenenDi�erentialglei
hung dadur
h entsteht, da� man die Inhomogentit�at, also den Term indem die gesu
hte Funktion ni
ht vorkommt, weg l�a�t. In diesem Fall ist also die zu(1.5.55) zugeh�orige homogene Glei
hung40F (~r; ~r 0) = 0 (1.5.56)



1.5. METHODE DER GREENSCHEN FUNKTIONEN 41Man kann si
h nun lei
ht davon �uberzeugen, da� die allgemeine L�osung einer inhomo-genen Di�erentialglei
hung, bei der die gesu
hte Funktion nur linear auftritt, gegebenist als Summe aus einer speziellen L�osung der inhomogenen Glei
hung plus der allgemei-nen L�osung der zugeh�origen homogenen Glei
hung:G(~r; ~r 0) = Gspeziell(~r; ~r 0) + F (~r; ~r 0): (1.5.57)Wie kommt man nun zu so einer "speziellen\ L�osung Gspeziell(~r; ~r 0)? Nun, eine Green{Funktion, die Glg. 1.5.55 erf�ullt kennen wir s
hon: die freie Green{Funktion (s. Glg. 1.5.49):Gspeziell(~r; ~r 0) = Gfrei(~r; ~r 0) = 1j~r � ~r 0j(erf�ullt Glg. 1.5.55 na
h Glg.(1.4.42). Damit l�a�t si
h die Green{Funktion allgemeins
hreiben als G(~r; ~r 0) = 1j~r � ~r 0j + F (~r; ~r 0); (1.5.58)wobei also F (~r; ~r 0) eine L�osung der homogenen Glei
hung (1.5.56) sein mu�. Au�erdemmu� nun no
h die Diri
hlet{RanbedingungG(~r; ~r 0) = 0 = 1j~r � ~r 0j + F (~r; ~r 0) 8~r 0 2 S(V ) (1.5.59)mit eingearbeitet werden. Mit Glg. 1.5.58, Glg. 1.5.56 und Glg. 1.5.59 l�a�t si
h G(~r; ~r 0)nun bestimmen.Beispiel: Es soll nun die Greens
he Funktion gefunden werden f�ur das Diri
hlet{Randwertproblem einer Ladungsverteilung au�erhalb einer Kugel (Radius R), auf de-ren Ober
�a
he das Potential vorgegeben sein soll. Zun�a
hst betra
hten wir dazu eineeinzige Punktladung q im Abstand a zum Zentrum der Kugel (glei
hzeitig au
h der Ur-sprung unseres Koordinatensystems). Das Problem wurde in Abs
hnitt 1.4 s
hon mitder Methode der Spiegelladung behandelt: Es wurde eine "virtuelle Ladung\ ~q = � qRaan der Stelle ~~r = R2a2 ~a 0 plaziert, die die E�ekte der Kugel simmulierte. F�ur das Potentialergab si
h �(~r) = qj~r � ~aj + ~qj~r � R2a âjDies Ergebnis k�onnen wir nun verallgemeinern: F�ur jede Ladung au�erhalb der Kugelmu� innerhalb der Kugel eine entspre
hende Spiegelladung vorgesehen werden, damitdie Randbedingungen erf�ullt werden k�onnen. Daraus ergibt si
h also dieBehauptung:G(~r; ~r 0) = 1j~r � ~r 0j � Rj~r 0j 1j~r � R2~r 02~r 0j (1.5.60)
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hte Greens
he Funktion.Beweis: Die obige Green{Funktion hat die Form von Glg. 1.5.58 mitF (~r; ~r 0) = 1j~r � R2~r 02~r 0j :Es mu� nun gezeigt werden, da� die Bedingungen Glg. 1.5.56 und Glg. 1.5.59 erf�ulltsind:(i) 40F (~r; ~r 0) = 4�Æ(~r � R2~r 02~r 0):Wir interessieren uns f�ur die Greens
he Funktion beziehungsweise f�ur F (~r; ~r 0) an Stellen~r 0 au�erhalb der Kugel. Also ist R2r0r02 � R. Damit istÆ(~r � R2~r 02~r 0) � 0 8~r 2 V(V : Volumen au�erhalb der Kugel!), also au
h40F (~r; ~r 0) = 0 8~r 2 V (Bed. 1.5.56)(ii) F�ur G(~r; ~r 0) auf dem Rand der Kugel giltG(~r; ~r 0 2 S(V )) = 1j~r � ~r 0j � RR 1j~r � R2R2~r 0j= 1j~r � ~r 0j � 1j~r � ~r 0j = 0 (Bed. 1.5.59)Mit der Green{Funktion Glg. 1.5.60 und �(~r) = qÆ(~r�~a) kann also das Potential dur
h�(~r) = ZV G(~r; ~r 0)qÆ(~r � ~a)dV � IS(V ) �(~r 0)G(~r; ~r 0) � d~f 0bes
hrieben werden. Wenn wir nun den Fall betra
hten, da� �(~r 0) auf dem Rand vonV vers
hwindet, so bleibt no
h�(~r) = G(~r; ~r 0)q = q  1j~r � ~a 0j � Rj~aj 1j~r � R2~a2 ~aj ;!was mit dem in Abs
hnitt 1.4 gefundenen Ergebnis �ubereinstimmt (Na
h Abs
hn. 1.5mu� die L�osung des Randwertproblems ja au
h eindeutig sein).



1.5. METHODE DER GREENSCHEN FUNKTIONEN 431.5.2 Greens
he Funktionen f�ur ein v. Neumann Randwert-problemBeim v. Neumann{Randwertproblem (s. Abs
hnitt 1.4 ) ist statt der Potentialvertei-lung auf dem Rand von V (Diri
hlet{Problem) dessen Ableitung auf dem Rand (���n aufS(V )) bekannt. Wie im Diri
hlet{Problem fordert man nun 40G(~r; ~r 0) = �4�Æ(~r�~r 0),was auf Glg. 1.5.53 f�uhrt. Bea
htet man, da�~r 0G(~r; ~r 0) � d~f 0 = ��n0 G(~r; ~r 0) df 0gilt ( ��n0 ist die Ableitung na
h der Koordinate, die als zugeh�origen Einheitsvektor denNormalenvektor in Ri
htung der Fl�a
hennormalen d~f 0 der Ober
�a
he S(V )), so lautetGlg. 1.5.53 �(~r) = ZV G(~r; ~r 0) �(~r 0) dV 0 (1.5.61)� 14� IS(V ) "�(~r 0) ��n0 G(~r; ~r 0)�G(~r; ~r 0) ��n0 �(~r 0)# df 0 : (1.5.62)Wie in 1.5.51 m�o
hte man nun ��n0G(~r; ~r 0) = 0 fordern, was aber wegenIS(V ) ��n0G(~r; ~r 0) � d~f 0 = IS(V ) ~r0G(~r; ~r 0) � d~f 0Gau�= ZV 40G(~r; ~r 0) dV 0 = �4� ZV Æ(~r � ~r 0) dV 0 = �4�=) ��n0G(~r; ~r 0) 6= 0ni
ht geht. So w�ahlt man z.B. den Ansatz:��n0 G(~r; ~r 0) = 
onst: = �4�FS(V ) 8~r 0 2 S(V ):Hier und im folgenden steht FS(V ) f�ur die Gr�o�e der Ober
�a
he S(V ). Damit wirdGlg. 1.5.62 zu�(~r) = ZV G(~r; ~r 0) �(~r 0) dV 0+ 14� IS(V ) G(~r; ~r 0) ��n0 �(~r 0) df 0 � 14�  �4�FS(V )! IS(V ) �(~r) df 0



44 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK�(~r) = ZV G(~r; ~r 0) �(~r 0) dV 0 + 14� IS(V ) G(~r; ~r 0) ��n0 �(~r 0) df 0 + ��(~r 0)mit dem Mittelwert des Potentials auf der Ober
�a
he��(~r 0) = 1FS(V ) IS(V ) �(~r) df 0�Uber diesen Mittelwert ma
ht das v. Neumann{Problem keine Aussage. Wie wir obengesehen haben ist die L�osung dieses Problems ja nur bis auf eine Konstante bestimmt.Entspre
hend ist nat�urli
h au
h die Greens
he Funktion zur L�osung des v. Neumann{Problems nur bis auf eine Konstante bestimmt.



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 451.6 Entwi
klung na
h orthogonalen FunktionenMan
hmal ist es ges
hi
kt eine vorgegebene Funtion f(x), die de�niert sei f�ur die Varai-ble x aus einem Intervall [a; b℄ und komplexwertige Ergebnisse liefert (f : [a; b℄ ! C),na
h einem Satz von Basisfunktionen un(x) zu entwi
keln. Dabei bedeutet entwi
keln,da� man versu
ht, die Funktion f \m�ogli
hst gut" als eine Linearkombination der undarzustellen: f(x) �Xn an � un(x)Die an hei�en Entwi
klungskoeÆzienten. Die Basisfunktionen sind ihrerseits Funktio-nen von [a; b℄ na
h C. Eine sol
he Entwi
klung bietet den Vorteil, da� man eine kompli-zierte Funktion wenigstens n�aherungsweise dur
h die Angabe von einer diskreten Zahlvon Parametern, die Entwi
klungskoeÆzienten an, 
harakterisieren kann. Dar�uber hin-aus besteht nat�urli
h die Ho�nung, da� zumindest bei einer Summation mit unendli
hvielen Gliedern, die betra
htete Funktion f exakt dargestellt wird.Wird stattdessen nur �uber N Glieder summiert, so erh�alt man eine N�aherung, die f�urgro�es N hinrei
hend genau sein soll. Ist nun die Funktion f eine unbekannte L�osungf�ur ein mathematis
hes oder physikalis
hes Problem, so ist es in vielen F�allen einfa
her,die Entwi
klungskoeÆzienten an zu bestimmen. Damit reduziert si
h das Problem, dieexakte Funktion zu �nden, darauf, die gew�uns
hte Zahl von Entwi
klungskoeÆzientenan zu bestimmen.Beispiel: Ist f(x) eine stetig di�erenzierbare Funktion in einem abges
hlossenen In-tervall [a; b℄, so l�a�t sie si
h beispielsweise dur
h ein Polynom vom Grade Nf(x) = NXn=0 an � xnf�ur N ! 1 beliebig genau approximieren. In diesem Fall bilden also die Funktionenun = xn den Satz von Basisfunktionen.1.6.1 Systeme von orthogonalen FunktionenVersteht man die un(x) als Basis eines Vektorraumes, dann ist P an �un(x) eine Linear-kombination darin. Seien f; g : [a; b℄! C zwei Funktionen in diesem Vektorraum. Wirde�nieren nun ein Skalarprodukt :hf jgi = bZa f �(x) � g(x) dx: (1.6.63)



46 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKDiese De�nition erf�ullt alle Forderungen an ein Skalarprodukt, wie zum Beispiel diepositive De�nitheit: hf jfi = bZa jf j2 dx � 0;und die Tatsa
he, da� hf jfi = 0 nur f�ur f(x) � 0 erf�ullt ist.Um si
herzustellen, da� die Funktion f mit den un wiedergegeben werden kann, m�ussendie un eine Basis bilden. Damit die Entwi
klungskoeÆzienten an eindeutig bestimmtsind, ist es g�unstig, wenn die Basisvektoren paarweise orthogonal zueinander sind, alsoein Orthogonalsystem (OGS) bilden. Dies ist genau dann erf�ullt, wenn gilt:bZa u�i (x) � uj(x) dx = huijuji = �i � Æij = �i � ( 1 i = j0 i 6= j (1.6.64)mit �i = huijuii > 0 f�ur ui 6= 0.Aus praktis
hen Gr�unden normiert man die un(x) und nennt sie eun(x):eui(x) := 1p�i ui(x):Also gilt nun: heuijeuji = Æij; die eun bilden ein Orthonormalsystem (ONS).Beispiel f�ur ein orthogonales Funktionensystem auf [a; b℄ = [��; �℄:ui(x) = sin(ix);wobei i hier ni
ht die imagin�are Einheit, sondern einen Laufindex, also eine nat�urli
heZahl, darstellt.Behauptung: Die ui sind orthogonal.Beweis: huijuji = �Z�� sin ix � sin jx dx= "sin ix �1j 
os jx!#��� + �Z�� i 
os ix � 1j 
os jx dx: (1.6.65)Bei dem �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Regel der partiellenIntegration angewandt. Ber�u
ksi
htigt man weiter, da� sin(ix) = 0 ist f�ur x = � und



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 47x = �� so vers
hwindet der erste Term in der zweiten Zeile und wir k�onnen dasverbleibende Integral no
h einmal partiell integrieren, was uns hinf�uhrt zuhuijuji = " ij 
os ix � 1j sin jx#��� + �Z�� i2j2 sin ix � sin jx dx= �Z�� i2j2 sin ix � sin jx dxEin Verglei
h der letzten Zeile mit der ersten von (1.6.65) ergibt:�Z�� sin ix � sin jx dx = i2j2 �Z�� sin ix � sin jx dx: (1.6.66)Daraus folgt f�ur das Integral:a) im Falle i = j �Z�� sin ix � sin jx dx = �Z�� sin2 ix dx= 12 �Z�� sin2 ix dx+ 12 �Z�� 
os2 ix dx= 12 [x℄���= �:b) im Falle i 6= j �Z�� sin ix � sin jx dx = 0;da si
h beide Seiten der Glei
hung (1.6.66) nur um den Faktor i2=j2 unters
hei-den. Die Glei
hheit ist deswegen im Falle i 6= j nur dann erf�ullt, wenn der Wertdes Integrals vers
hwindet.Also gilt: huijuji = � � Æij:Damit w�are gezeigt, da� die un(x) zueinander orthogonal sind. 2



48 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.6.2 Vollst�andigkeit eines FunktionensystemsWir betra
hten die Funktion f(x) : [a; b℄ ! C. Bilden un(x) ein Orthonormalsystemauf [a; b℄, so k�onnen wir eine N�aherung der Funktion f(x) dur
h Linearkombinationder Basisvektoren un angeben: fN(x) = NXn=1 an � un(x):Wie m�ussen nun diese Entwi
klungskoeÆzienten gew�ahlt werden, um eine m�ogli
hstgute Approximation von f(x) zu erhalten?Um dies zu errei
hen, mu� hf � fN jf � fNi minimal werden:hf � fN jf � fNi = bZa jf � fN j2 dx= bZa (f � � f �N)(f � fN ) dx= bZa (f �f � f �Nf � f �fN + f �NfN) dx= bZa f �f dx� NXn=1 a�n bZa u�nf dx� NXn=1 an bZa f �un dx+Xn;m a�nam bZa u�num dx| {z }Ænm= bZa f �f dx� NXn=1 a�n bZa u�nf dx� NXn=1 an bZa f �un dx+ NXn=1 a�nanUm diesen Ausdru
k zu minimieren, m�ussen die partiellen Ableitungen na
h an unda�n vers
hwinden: ��an hf � fN jf � fN i = 0 = � Z f �un dx + a�n��a�n hf � fN jf � fN i = 0 = � Z u�nf dx+ anDie Glei
hungen sind erf�ullt f�ur a�n = hf junian = hunjfi: (1.6.67)



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 49Werden die Entwi
klungskoeÆzienten in dieser Weise gew�ahlt, errei
ht man eine opti-male Approximation von f(x):fN (x) = NXn=1 un(x) hunjfi| {z }an : (1.6.68)
Ein orthonormales Funktionensystem un : [a; b℄ ! C hei�t vollst�andig auf [a; b℄, wennf�ur jede quadratintegrable Funktion f auf [a; b℄ gilt:limN!1 bZa jf � fN j2 dx = 0: (1.6.69)Jede Funktion, die auf [a; b℄ quadratintegrabel ist, mu� si
h also auf folgende Weisedarstellen lassen: f(x) = 1Xn=1 an un(x): (1.6.70)Wie es gerade au
h in der Quantenme
hanik �ubli
h ist, verwenden wir au
h hier dieDira
-S
hreibweise f�ur das Skalarprodukt (siehe Gl.(1.6.63)). Formal de�nieren wir dasSkalarprodukt mit der Æ Funktion dur
hhxjfi = Z Æ(x0 � x)f(x0) dx0 (1.6.71)= f(x):Verwenden wir nun diese S
hreibweise f�ur f(x) und un(x), und benutzen au�erdemGlei
hung (1.6.67) f�ur an, so s
hreibt si
h Glei
hung (1.6.70) f�ur die Funktionswerteder Funktion f bei dem Argument xf(x) = hxjfi = 1Xn=1hxjunihunjfi: (1.6.72)Da diese Beziehung f�ur alle Funktionen f und alle Argumente x aus dem vorgegebenenIntervall gilt, sieht man dur
h Verglei
h des zweiten mit dem dritten Teil dieser Glei-
hung, da� 1Xn=1 junihunj = 1 (1.6.73)eine komplizierte Art ist, den Einsoperator in dem Vektorraum der Funktionen �uber dasvorgegebene Intervall darzustellen. Da diese Relation nur f�ur vollst�andige Funktionen-systeme gilt, bezei
hnet man au
h die Relation (1.6.73) man
hmal als Vollst�andigkeits-relation.



50 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKMit diesem Einsoperator kann Glei
hung (1.6.72) ni
ht nur als Glei
hung f�ur die ver-s
hiedenen Funktionswerte sondern au
h als Entwi
klung der Funktion f dargestelltwerden: jfi = 1Xn=1 junihunj| {z }1 fiS
hlie�li
h betra
hten wir f(x) no
h eimal in der Darstellung (1.6.70) und setzen f�urdie Entwi
klungskoeÆzienten die Integraldarstellung ((1.6.67),(1.6.63)) einf(x) = 1Xn=1 bZa u�n(y) f(y) dy � un(x)= bZa f(y) � Æ(x� y) dy:Die zweite Glei
hung gilt wegen der Eigens
haften der Æ-Funktion. Diese Glei
hung sollf�ur alle f gelten. Dur
h Verglei
h folgt nun:Æ(x� y) = 1Xn=1u�n(y) un(x)= 1Xn=1hx juni hunj| {z }1 yi= hxjyi: (1.6.74)Au
h diese Beziehung wird man
hmal als Vollst�andigkeitsrelation bezei
hnet.Zwei einfa
he Beispiele:1. Fourier-Reihen: Sei [a; b℄ = [��; �℄ dann istu0(x) = 1p2� ; ui(x) = 1p� sin ix; ~ui(x) = 1p� 
os ixein vollst�andiges Orthonormalsystem f�ur alle i = 1; : : :. Jede Funktion f kannalso dargestellt werden alsf(x) = 
 � u0 +  1Xn=1 an 1p� sinnx + bn 1p� 
osnx! :Dies ist die Darstellung einer Fourier-Reihe mit den Fourier-KoeÆzientenan = �Z�� f(x) 1p� sinnx dxbn = �Z�� f(x) 1p� 
osnx dx:



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 512. Legendre-Polynome: Seien P0(x) = 1, P1(x) = x. Die folgenden Polynome seienwie folgt de�niert: (l + 1)Pl+1(x) = (2l + 1)xPl(x)� lPl�1(x): (1.6.75)�Uber diese Rekursionsformel sind s�amtli
he Pl de�niert. Man sieht sofort, da� dieso de�nierten Funktionen Pl Polynome vom Grade l sind. F�ur l = 0 und l = 1 wirddas direkt aus der De�nition deutli
h. Nimmt man nun an, da� Pj ein Polynomvom Grade j ist f�ur alle j von j = 0 bis j = l, so zeigt die Rekursionsrelation(1.6.75), da� damit Pl+1 ein Polynom vom Grade l+1 ist. So haben wir also dur
hvollst�andige Induktion gezeigt, da� die Pl, die sogenannten Legendre-Polynomevom Grade l sind. Die Pl bilden ein vollst�andiges Orthogonalsystem auf demInterval [-1,1℄. Es gilt: 1Z�1 Pl(x)Pk(x) dx = 22l + 1 Ælk: (1.6.76)1.6.3 Entwi
klung in KugelkoordinatenDie Art/Geometrie des Potentialproblems, wel
hes wir zum Beispiel dur
h Entwi
klungdes gesu
hten Potentials na
h einem orthonormierten Funktionensystem l�osen wollen,ma
ht es oft sinnvoll zuvor ein geeignetes Koordinatensystem zu w�ahlen. So emp-�ehlt es si
h bei Problemen, die kugelsymmetris
h sind, bei denen also vom Koordina-tenursprung aus gesehen keine Raumri
htung ausgezei
hnet ist, die Kugelkoordinaten(r; #; ') zur Darstellung von Ortsvektoren zu benutzen. Im vorigen Abs
hnitt habenwir Funktionensysteme betra
htet, die auf einem Interval [a; b℄ in R de�niert sind. Indiesem Abs
hnitt wollen wir nun diese �Uberlegungen anwenden auf ein Funktionensy-stem, das von 2 Variablen, # 2 [0; �℄ und ' 2 [0; 2�℄, abh�angt. Diese Funktionen sindalso gerade f�ur das Intervall des R2 de�niert, mit dem man in den Kugelkoordinatendie Ober
�a
he einer Kugel parametrisiert. Die De�nition dieser Kugelkoordinaten istin der Figur 1.13 skiziert. Wegen dieses De�nitionsberei
hes nennt man die uns inter-essierenden Funktionen Yl;m(#; ') au
h Kugel
�a
henfunktionen. Sie sind de�niertf�ur die Indexpaare (l; m), wobei l eine nat�urli
he Zahl ist (l = 0; 1; 2; : : :) und m beivorgegebenem l die (2l + 1) Werte m = �l;�l + 1 : : : ; l � 1; l annehmen kann.Im folgenden wollen wir einige Eigens
haften dieser Kugel
�a
henfunktionen Yl;m(#; ')au
isten:1.) Die Ylm bilden ein Orthonormalsystem (ONS), d. h. mit dem entspre
hendenSkalarprodukt gilt:hl0m0jlmi = 2�Z0 d' �Z0 sin# d# Y �l0;m0(#')Yl;m(#; ') = Æl0;lÆm0;m (1.6.77)
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Abbildung 1.13: De�nition der Kugelkoordinaten # und 'F�ur die Integration �uber die Winkelvariablen (#; ') werden wir man
hmal diefolgenden Abk�urzungen benutzen:2�Z0 d' �Z0 sin # d# = 2�Z0 d' +1Z�1 d(
os#) = Z d
: (1.6.78)2.) Die Yl;m bilden sogar ein vollst�andiges ONS, d. h. jede Funktion  (#; ') istdarstellbar (verglei
he Gl.(1.6.70)) (#; ') = 1Xl=0 m=+lXm=�l alm Yl;m(#') ; (1.6.79)wobei si
h die Entwi
klungskoeÆzienten entspre
hend der Glei
hung (1.6.67) be-re
hnen alm = hlmj i = Z d
Y �lm(
) (
): (1.6.80)Die Vollst�andigkeitsrelation (1.6.73) s
hreibt si
h nun:1 = 1Xl=0 m=+lXm=�l jlmihlmj ; (1.6.81)womit si
h ergibt j i = 1Xl=0 m=+lXm=�l jlmihlmj i=) h
j	i = 1Xl=0 m=+lXm=�l h
jlmihlmj	i



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 53Diese letzte Glei
hung entspri
ht nat�urli
h der Glei
hung (1.6.79), denn in deroben eingef�uhrten Nomenklatur bezei
hneth
j	i =  (#; ')h
jlmi = Yl;m(#')und lmj	i ist in (1.6.80) de�niert. Damit haben wir nun jede beliebige Funkti-on  (#; '), die auf der Ober
�a
he einer Kugel de�niert ist entwi
kelt na
h denFunktionen Ylm(#; '). Wollen wir nun eine Funktion 	(r; #; ') betra
hten, die imganzen Raum R3 de�niert ist, so k�onnen wir die Entwi
klung (1.6.79) f�ur jedeKugelober
�a
he mit festgehaltenem Radius r wiederholen:	(r; #; ') = 1Xl=0 m=+lXm=�l alm(r)Ylm(#; ') (1.6.82)Die Funktion 	 ist also dur
h die Entwi
klungskoeÆzienten alm(r), die von rabh�angen eindeutig de�niert.3.) Wir betra
hten nun die Wirkung des Lapla
e Operators (hier dargestellt in Ku-gelkoordinaten) auf die Funktionen Ylm� � Ylm(#; ') = f 1r2 �2�r2 r + 1r2 sin # ��# sin # ��# + 1r2 sin2 # �2�'2 gYlm(#; ')Da die Ylm na
h Konstruktion/Vorraussetzung ni
ht von r abh�angen f�allt dererste Term (also die Ableitung na
h der r-Komponente) sofort heraus. F�ur dieAbleitungen na
h den Winkelvariablen ergibt si
h:� � Ylm(#; ') = �l(l + 1)r2 Ylm(#; ')In der Quantenme
hanik hat dieses Ergebnis eine wi
htige Bedeutung:�! � �h22m�Ylm(#; ') = �h22m l(l + 1)r2 Ylm(#; ')Die Gr�o�e �h2l22mr2 ist hierbei das Zentrifugalpotential bei vorgegebenem Drehimpulsl.4.) Explizit kann man die Ylm(#; ') darstellen dur
h:Ylm(#; ') = vuut2l + 14� (l �m)!(l +m)! Pml (
os #) eim' (1.6.83)Die Kugel
�a
henfunktionen faktorisieren also in einen Anteil eim', der vom Win-kel ' abh�angt und den Legendre-Funktionen, Pml (
os#). F�ur diese Legendre



54 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKFunktionen gibt es viele Rekursionsformeln, die eine Bere
hnung erm�ogli
hen.Ein Beispiel ist die Rekursionsformel bei festgehaltenem m:(l �m)Pml (x) = x(2l � 1)Pml�1(x)� (l +m� 1)Pml�2(x) : (1.6.84)F�ur den Fall m = 0 ist diese Rekursionsformel idenetis
h mit der entspre
hendenRekursionsformel (1.6.75) f�ur die Legendre-Polynome. In der Tat sind die Le-gendre Funktion Pm=0l gerade die Legendre Polynome. F�ur m > 0 ergibt (1.6.84)aber au
h f�ur den allgemeinen Fall die M�ogli
hkeit die Legendre Funktionen stabilauszure
hnen. Die Rekursion wird dabei gestartet mit den Anfangsbedingungen:Pmm (x) = (�1)m(2m� 1)!! (1� x2)m=2Pmm�1(x) = 0Die zweite Beziehung ergibt si
h automatis
h aus der Bedingung, da� der Indexl f�ur Pml stets gr�o�er glei
h dem Index m sein mu�. Der Ausdru
k (2m � 1)!!bezei
hnet das Produkt aller ungeraden nat�urli
hen Zahlen von 1 bis (2m � 1).Die Legendre-Funktionen f�ur negative Werte des Index m ergeben si
h dann ausder Beziehung Pml (x) = (�1)mP�ml (x) (1.6.85)5.) Damit ergibt si
h f�ur die Kugel
�a
henfunktionen die Beziehung:Y �lm(#; ') =Phasenfaktor(�1)m Yl�m(#; ') (1.6.86)Sei die darzustellende Funktion  (#; ') reellwertig, so folgt mit dieser Symmetrie-beziehung  (#; ') = Xlm almYlm !=  �(#; ')= Xlm a�lmY �lm(#; ')= X a�lm(�1)mYl�mDa die Entwi
klungskoeÆzienten alm eindeutig sind, folgt damit in diesem Fallal�m = (�1)ma�lm (1.6.87)6.) Sei eine Zusatzbedingung, da� die darzustellende Funktion  (#; ') nur von #abh�ange, so vereinfa
hen si
h die Ausdr�u
ke f�ur die Kugel
�a
henfunktionen inGlei
hung 1.6.83. Da nur die Kugel
�a
henfunktionen mit m = 0 unabh�angig von' sind reduziert si
h die Entwi
klung (1.6.79) zu: (#) = 1Xl;(m=0) al0Yl0(#; ')= 1Xl;(m=0) al0s2l + 14� P 0l (
os#) 1



1.6. ENTWICKLUNG NACH ORTHOGONALEN FUNKTIONEN 55Die Orthogonalit�atsbeziehung (1.6.77) ergibt si
h in diesem Fall der Kugel
�a
hen-funktionen mit m = 0:2�Z0 d' +1Z�1 d(
os#)s2l0 + 14� P �l s2l + 14� P 0l = Æll0Dabei haben wir ausgenutzt, da� die Legendre-Funktionen mit dem Index m = 0identis
h sind mit den Legendre-Polynomen, so da� diese letzte Glei
hung �uber-einstimmt mit der Orthogonalit�atsrelation der Legendre-Polynome (1.6.76).7.) Behauptung: F�ur die freie Greens
he Funktion giltGf(~r; ~r0) = 1j~r � ~r0j = 1Xl=0 rl<rl+1> Pl(
os#) (1.6.88)mit r< = minfj~rj; j~r0jg; r> = maxfj~rj; j~r0jg und # = 6 (~r; ~r0), d.h. # ist der Winkelzwis
hen den Vektoren ~r und ~r0Beweis: Sei j~rj < j~r0j, der Beweis f�ur die andere M�ogli
hkeit j~rj > j~r0j verl�auftanalog. Dann gilt: 1j~r � ~r0j = 1pr2 + r02 � 2rr0 
os#= 1r 1q1 + r02r2 � 2 r0r 
os#= 1r 1Xl=0 �l(r0r )Pl(
os#) (1.6.89)In der letzten Zeile dieser Glei
hung haben wir die Funktion, die von # und demVerh�altnis r0=r abh�angt entwi
kelt na
h Legendre-Polynomen mit Entwi
klungs-koeÆzienten �l(r0=r). Da die KoeÆzienten �l unabh�angig sind von # k�onnen wirsie bestimmen aus dem Fall # = 0 (also 
os# = 1). Dabei gilt:Pl((
os# = 1) = 1 (1.6.90)Begr�undung mit (1.6.75):P0(x) = 1; P1(x = 1) = x = 1Pl+1(x) = [(2l + 1) xPl(x)� l Pl�1(x)℄ 1l + 1= (2l + 1) xPl(x)� l Pl�1(x)l + 1mit der Induktionsvorraussetzung Pl(1) = Pl�1(1) = 1 folgtPl+1(x) = 2l + 1� 1� ll + 1 = 1 (1.6.91)



56 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKdamit ist also (1.6.90) dur
h Induktion na
h l bewiesen. Eingesetzt in (1.6.89)ergibt si
h:1r 1Xl=0 �l(r0r ) � 1 = 1j~r � ~r0j = 1r(1� r0r ) = 1r 1Xl=0  r0r !l (1.6.92)die letzte Glei
hung ergibt si
h aus der geometris
hen Reihe. Der Verglei
h indieser letzten Glei
hung zeigt: =) �(r0r ) =  r0r !l (1.6.93)Setzt man dies in (1.6.89) ein so ergibt si
h sofort die Behauptung (1.6.88).8.) Sei ein Vektor ~r 
harakterisiert dur
h die Winkelvariablen # und ', entspre
hend~r0 dur
h #0 und '0. Sei au�erdem � der Winkel zwis
hen ~r und ~r0, so gilt dasAdditionstheorem:Pl(
os�) = +lXm=�l 4�2l + 1Y �lm(#0; '0)Ylm(#; ') : (1.6.94)Eingesetzt in Glei
hung (1.6.88) ergibt si
h f�ur die freie Greens
he Funktion:1j~r � ~r0j = 1Xl=0 rl<rl+1> +lXm=�l 4�2l + 1Y �lm(#0; '0)Ylm(#; ') : (1.6.95)



1.7. MULTIPOLENTWICKLUNG 571.7 Multipolentwi
klungZiel der Multipolentwi
klung ist es, das elektris
he Feld einer Ladungsverteilung anzuge-ben, die ni
ht auf einem Punkt konzentriert ist sondern in einem kleinen Berei
h umden Koordinatenursprung lokalisiert ist. Dies bedeutet, da� die Ladungsverteilung �(~r)von null vers
hieden ist nur f�ur Vektoren ~r mit kleinem Betrag. Als Beispiel betra
htenwir die Ladungsverteilung eines Atomkernes. Aus der Si
ht der Elektronen, die diesenAtomkern in einem Atom umgeben, ist diese Ladungsverteilung in erster N�aherungpunktf�ormig und tr�agt die Gesamtladung Ze mit Z der Kernladungszahl, also der Zahlder Protonen im Kern, und e die Elementarladung eines Protons. Bei genauerer Un-tersu
hung stellt si
h aber heraus, da� die Ladung des Atomkerns ni
ht punktf�ormigist. Bere
hnet man mit den Methoden der Quantenme
hanik die station�aren L�osungender S
hr�odingerglei
hung f�ur die Elektronen im Feld des Atomkernes, so h�angen dieErgebnisse f�ur die Energien dieser station�aren L�osungen ein wenig ab von der genauenForm der Ladungsverteilung. Aus der 
harakteristis
hen Strahlung des Atoms erh�altman die Information �uber die die Di�erenzen dieser Energien und damit im Prinzipau
h Information �uber die Ladungsverteilung des Atomkernes. Genauere Daten erge-ben erh�alt man aus Experimenten, bei denen Elektronen an der Ladungsverteilung desKernes gestreut werden.Im folgenden wollen wir eine lokalisierte Ladungsverteilung im feldfreien Raum betra
h-ten. F�ur das elektrostatis
he Potential, das von dieser Ladungsverteilung erzeugt wird,gilt (siehe Abs
hnitt 1.3): �(~r) = ZV d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j :Da wir uns f�ur das Potential an Stellen ~r au�erhalb der Ladungsverteilung, die amKoordinatenursprung lokalisiert sein soll, interessieren, gilt r > r0. Damit k�onnen wirdie Entwi
klung der freien Greens
hen Funktion na
h Glei
hung (1.6.88) betra
htenund es gilt f�ur dieses Potential:�(~r) = ZV d3r0Xl (r0)lrl+1 � Pl(
os#) � �(r0):Hierbei bes
hreibt # den Winkel zwis
hen ~r und ~r 0. Formt man die LegendrepolynomePl(
os#) mit Hilfe des Additionstheorems (1.6.94) um, ergibt si
h�(~r) = ZV d3r0 1Xl=0 (r0)lrl+1 � 4�2l + 1 +lXm=�lY �l;m(#0; '0)Yl;m(#; ') � �(~r 0)= Xl Xm 4�2l + 1 1rl+1 Ylm(#; ') � ZV d3r0 �(~r 0)(r0)lY �lm(#0; '0): (1.7.96)Diese Bes
hreibung des Potentials l�a�t si
h nun aufteilen in die Summe von jeweils zweiFaktoren, wobei der erste vom Ort ~r abh�angig ist, an dem das Potential bestimmt wer-



58 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKden soll. Die zweiten Faktoren, die nur von der Form der Ladungsverteilung abh�angen,nennen wir die Multipolmomente der Ladungsverteilung:q�l;m = ZV d3r0 �(~r 0)(r0)lY �lm(#0; '0): (1.7.97)In diesen Multipolmomenten ql;m ist also die ganze Information �uber die Ladungsvertei-lung enthalten, und mit ihnen ist das Potential nun direkt bere
henbar.Diese Multipolentwi
klung geordnet na
h dem Summationsindex l in (1.7.96) konver-giert, da die Faktoren: liml!1 (r0)lrl ! 0:Nun wollen wir die Multipolmomente f�ur niedrige Werte von l explizit betra
hten.1.7.1 MonopolmomentDas einfa
hste Multipolmoment erh�alt man f�ur l = 0. Da m auf den Berei
h �l bis+l bes
hr�ankt ist, kann m in diesem Fall nur den Wert m = 0 annehmen. Um dasMonopolmoment zu bere
hnen, fehlt uns nur no
h der Ausdru
k f�ur die Kugel
�a
hen-funktionen Yl;m (siehe au
h (1.6.83):Yl;m(#; ') = vuut2l + 14� (l +m)!(l �m)! exp(im') � Pml (
os#):Setzt man jetzt ein, da� die Legendre Funktion f�ur l = m = 0 gerade die 1 ist, erhaltenwir: Y0;0(#; ') = s 14� :So ergibt si
h das Monopolmoment q0;0 alsq0;0 = Z d3~r 0 �(~r 0) � r00 �s 14�= s 14� �Q ;mit Q der Gesamtladung der betra
hteten Ladungsverteilung. Wel
hen Beitrag zumPotential � leistet nun das Monopolmoment? Na
h Glei
hung (1.7.96) ist der Beitrageines Monopolmomentes zum elektrostatis
hen Potential gegeben dur
h:�(~r) = Xl Xm 4�2l + 1 1rl+1 Yl;m(#:') � ql;m



1.7. MULTIPOLENTWICKLUNG 59= 4�1 1r s 14� s 14� �Q= Qr :Das Potential, das dur
h ein reines Monopolmoment generiert wird, entspri
ht alsodem Potentialverlauf einer Punktladungsverteilung mit der Gesamtadung Q bei ~r = 0.Bei gr�o�eren Abst�anden r � r0 ist dieser Monopolbeitrag dominant. Die Ausdehnungder Ladungsverteilung kann dann als klein, bzw. punktf�ormig angesehen werden.1.7.2 DipolmomentBei l = 1 kann der Laufindex m drei m�ogli
he Werte annehmen: m = �1, m = 0 undm = +1. Die jeweils dazugeh�orenden Kugel
�a
henfunktionen Yl;m haben die Form:Y1;0 = s 34� 
os #Y1;1 = �s 34� sin# exp(i')Y1;�1 = s 34� sin # exp(�i')Die zugeh�origen Multipolmomente q1;m bezei
hnet man als Dipolkomponenten in dersph�aris
hen Darstellung. F�ur die ans
hauli
he Interpretation der Dipolmomente ist esaber ges
hi
kter Linearkombinationen dieser sph�aris
hen Dipolkomponenten zu betra
h-ten. Zun�a
hst de�nieren wirdz = q1;0 �s4�3 (1.7.98)= s4�3 s 34� Z d3r0 �(~r 0)r0 
os#0= Z d3r0 �(~r 0) � r0 
os #0| {z }z0= Z d3r0 �(~r 0)z0dz gibt also das Integral der Ladungsverteilung an, gewi
htet mit der z0-Komponentedes Integrationsvektors. Entspre
hendes gilt f�ur die anderen kartesis
hen Komponen-ten, wenn wir de�nieren:dx = s4�3 1p2 (�q1;1 + q1;�1) (1.7.99)



60 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK= s4�3 1p2 s 38� Z d3r0 �(~r 0)r0 sin#0 (exp(i'0) + exp(�i'0))| {z }2 
os'0= 22 Z d3r0 �(~r 0) r0 sin#0 
os'0| {z }x0= Z d3r0 �(~r 0)x0dy = s4�3 1p2 i(q1;1 + q1;�1) (1.7.100)= Z d3r0 �(~r 0)y0Das Dipolmoment l�a�t si
h also au
h als Vektor in einer kartesis
hen Darstellung an-geben: ~d = 0B� dxdydz 1CA = Z d3r0 �(~r 0)~r 0: (1.7.101)Die kartesis
he Darstellung des Dipolmomentes ist also dur
h drei reelle Zahlen, dx; dy;dz, 
harakterisiert. Man sieht au
h sofort, da� diese 3 Zahlen die katesis
hen Kompo-nenten eines Vektors sind. Dies bedeutet, da� man bei einer Drehung des Koordina-tensystems die 3 kartesis
hen Komponenten des Dipolvektors~d0 = 0B� d0xd0yd0z 1CAin diesem neuen Koordinatensystem aus den Komponenten dj des urspr�ungli
hen Sys-tems direkt dur
h die orthogonale Transformationd0i = Xj=x;y;zAi;jdj f�ur i=x,y,z (1.7.102)bere
hnen kann. Ai;j bezei
hnet hier die 3x3 Matrix derzugeh�origen orthogonalen Trans-formation. Entspre
hendes gilt nat�urli
h au
h, wen bei festgehaltenem Koordinatensys-tem die Ladungsverteilung gedreht wird.Die Komponenten dieses Dipolvektors ~d werden angegeben in Einheitenh~di = LadungVolumen � L�ange � Volumen = 1 C � 1 m:Es wurde soeben betont, da� der Dipolvektor dur
h die 3 kartesis
hen Komponentendx; dy; dz, also 3 reelle Zahlen de�niert ist. Andererseits haben wir das Dipolmoment in



1.7. MULTIPOLENTWICKLUNG 61der sph�aris
hen Darstellung dur
h die 3 Werte f�ur q1;m bes
hrieben, die komplexwertigsind, wodur
h 6 reelle Zahlen (jeweils 3 Real- und Imagin�arteile) zur vollst�andigenBes
hreibung n�otig sind. Dieser s
heinbare Widerspru
h wird aber dadur
h aufgel�ost,da� bei der Entwi
klung einer reellwertigen Funktion, wie der Ladungsverteilung, na
hKugel
�a
henfunktionen die Entwi
klungskoeÆzienten ql;0 stets reell sind und die mitnegativem Index m si
h aus dem dazugeh�origen KoeÆzienten ql;�m mittels der Symme-triebeziehung (1.6.87) direkt bestimmen lassen. Also sind au
h die q1;m bereits dur
h3 reelle Zahlen eindeutig festgelegt.Dies sieht man au
h direkt aus den Transformationsglei
hungen von der kartesis
henDarstellung in die sph�aris
he Darstellung, also der Umkehrtransformation zu den Glei-
hungen (1.7.98) - (1.7.100):q1;0 = s 34� dz (1.7.103)q1;1 = s 38� (�dx � idy) (1.7.104)q1;�1 = �q�1;1 = s 38� (dx � idy) (1.7.105)Beispiel:Eine lokalisierte Ladungsverteilung bestehe aus zwei Punktladungen. Die Ladung q1be�nde si
h auf der z-A
hse bei z1 = a, die Ladung q2 = �q1 sei ebenfalls auf derz-A
hse bei z2 = �a. Diese Verteilung besitzt keinen Monopolbeitrag:q0;0 = s 14� (q + (�q)) = 0:Betra
htet man diese Ladungsverteilung aus gro�er Entfernung, so ers
heint sie (inerster N�aherung) als elektris
h neutrales Gebilde. F�ur den Dipolbeitrag ergibt si
h nunin der kartesis
hen Darstellung:dx = Z d3r0 �(~r 0)x0 = 0dy = Z d3r0 �(~r 0)y0 = 0;da die Ladungsdi
hte �(~r) nur an sol
hen Stellen unglei
h null ist, wo x0 bzw. y0 nullsind. Bei dz ergibt si
h nun: dz = Z d3r0 �(~r 0)z0= q � a + (�q)(�a)



62 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK= 2q a) q1;0 = s 34� � 2q a:W�aren die beiden Ladungen q1 und q2 glei
h gro�, und h�atten sie au
h dasselbe Vor-zei
hen, so w�are dz = 0 | die Ladungsverteilung h�atte also kein Dipolmoment (daf�urdann ein Monopolmoment).Wie sieht nun aber das Potential einer sol
hen zigarrenf�ormigen Ladungsverteilungaus? Na
h (1.7.96) gilt �(~r) = 1Xl=0 +lXm=�l 4�3 1r2 Yl;m q�l;m= 4�3 1r2 Y1;0 q�1;0= 4�3 1r2 s 34� 
os#s 34� � 2q a= 1r2 
os# � 2q a| {z }~d�êr= 1r2 ~d � êr (1.7.106)# bes
hreibt den Winkel zwis
hen dem Dipolmoment ~d und dem Einheitsvektor inRi
htung des Beoba
htungspunktes. In der Form von (1.7.106) stellt si
h allgemein derBeitrag eines Dipolmomentes zum Potential eines elektrostatis
hen Feld unabh�angigvon der Wahl des Koordinatensystems dar.Wie wir gesehen haben, k�onnen wir ein Dipolmoment auf zwei vers
hiedene Artendarstellen:a) In der kartesis
hen Darstellung ers
heint das Dipolmoment als Vektor ~d mit denKomponenten dx, dy und dz. ~d wird also dur
h drei reelle Zahlen bes
hrieben.b) Bei der sph�aris
hen Darstellung geben wir die Dipolmomente q1;0, q1;1 und q1;�1an. Hier wird also das Dipolmoment dur
h drei komplexe Zahlen (also 6 relleZahlen) 
harakterisiert, die aber wegen der Symmetrieeigens
haften der Kugelf-l�a
henfunktionen (1.6.86) ni
ht unabh�angig voneinander sind. Da wegen dieserSymmetrieeigens
haften q1;0 reell sein mu� und q1;�1 = �q�1;1 ist das Dipolmomentau
h in der sph�aris
hen Darstellung dur
h 3 reelle Zahlen gegeben.
) Die Transformation von der sph�aris
hen in die kartesis
he Darstellung wird dur
hdie Glei
hungen (1.7.98)-(1.7.100) beziehungsweise (1.7.103)-(1.7.105) bes
hrie-ben.



1.7. MULTIPOLENTWICKLUNG 631.7.3 QuadrupolmomenteDie Quadrupolmomente lassen si
h genauso herleiten wie die Mono- und Dipolmo-mente. Na
h einfa
her Re
hnung ergibt si
h f�ur die Komponenten in der sph�aris
henDarstellung: q20 = R d3r0 �(~r0)r02q 54� h32 
os2 #0 � 12i= R d3r0 �(~r0)q 54� h32z02 � 12r02i= 12q 54�Qzz (1.7.107)q21 = � R d3r0 �(~r0)r02q 158� sin#0 
os#0 ei'0= � R d3r0 �(~r0)q 158�z0 (x0 + iy0)= �13q 158� (Qxz + iQyz) (1.7.108)q22 = R d3r0 �(~r0)r02 14q 152� sin2 #0 ei2'0= R d3r0 �(~r0)14q 152� (x0 + iy0)2= 112q 152� (Qxx + i2Qxy �Qyy) (1.7.109)Dabei sind f�ur diese 3 Beispiele au
h wieder die Verbindungen zu der kartesis
henDartstellung Qij angegeben. Wir sehen, au
h f�ur das Quadrupolmoment lassen si
hwieder die beiden Darstellungen angeben:a) kartesis
h: In der kartesis
hen Darstellung zeigt si
h das Quadrupolmoment alsMatrix Qij mit neun reellwertigen Eintr�agen:Qij = Z d3r0 �(~r 0)(3x0ix0j � Æijr02) (1.7.110)Das Quadrupolmoment ist invariant gegen�uber Vertaus
hungen von i und j:Qij = Qji:Also m�ussen aus Symmetriegr�unden nur se
hs Eintr�age angegeben werden, dieanderen drei ergeben si
h aus ihnen. Da jedo
hQxx +Qyy +Qzz = Z d3r0 �(~r 0)(3(x02 + y02 + z02)� (r02 + r02 + r02))= 0ist, die Spur von Qij = 0 ist, sind es nur f�unf unabh�angige reelle Zahlen, die dasQuadrupolmoment 
harakterisieren.



64 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKb) sph�aris
h: Hier werden die f�unf Quadrupolmomente q2;m angegeben. Da aber q2;0reell ist und f�ur die anderen Quadrupolmomente gilt:q2;m = (�1)mq�2;�m;wird au
h hier die ganze Information dur
h f�unf reelle Zahlen wiedergegeben.
) Tensoreigens
haft: Die Darstellung des Quadrupolmomentes un Form einer 3x3Matrix mit den kartesis
hen Komponenten in (1.7.110) erinnert sehr stark an dieDe�nition des Tr�agheistensors in der klassis
hen Me
hanik�ij = Z d3r0 �Masse(~r 0) �Æijr02 � x0ix0j�F�ur die mathematis
hen Eigens
haften ist es nat�urli
h glei
hg�ultig ob die Funkti-on �(~r 0) f�ur die Ladungsverteilung steht wie im Fall des Quadrupolmomentes derElektrostatik oder f�ur die Massenverteilung wie beim Tr�agheitstensor. Um diemathematis
hen Eigens
haften, insbesondere das Verhalten unter einer Drehungdes Koordinatensystems, der Matrix f�ur das Quadrupolmoment zu untersu
hen,nehmen wir identis
he Di
htefunktionen in der De�nition des Quadrupolmomen-tes und des Tr�agheitstensors an. Damit gilt:Qi;j = �3�ij + 2Æij Z d3r0 �(~r 0)r02Der letzte Term in dieser Glei
hung ist die Einheitsmatrix multipliziert mit einerKonstanten. Diese Einheitsmatrix ist in jedem Koordinatensystem glei
h. VomTr�agheitstensor wissen wir, da� er si
h bei einer Drehung des Koordinatensystemswie ein Tensor zweiter Stufe transformiert. Daraus k�onnen wir s
hlie�en, da�si
h die Matrix Qi;j, die das Quadrupolmoment de�niert, wie ein sol
her Tensorzweiter Stufe transformiert. Dies bedeutet, da� si
h die entspre
hende Matrix imgedrehten Koordinatensystem Q0i;j, beziehungsweise die Matrix f�ur die entspre
h-end gedrehte Ladungsverteilung, aus der urspr�ungli
hen Matrix bere
hnen l�a�t�uber die Transformationsglei
hungen eines Tensors zweiter Stufe:Q0i;j =Xk;l Ai;kAj;lQk;l = �AQAt�i;jdabei bezei
hnet A wie in (1.7.102) die Matrix der entspre
henden orthogonalenTransformation. Wegen dieser Eigens
haft spri
ht man au
h h�au�g vom Quadru-poltensor.Au
h hierzu ein Beispiel:Wir betra
hten eine lokalisierte Ladungsverteilung aus 2 Ladungen. Dabei be�nde si
hauf der z-A
hse (x� = y� = 0) bei z1 = a die Ladung �1, bei z2 = �a die Ladung�2 = �1. Bei der Multipolentwi
klung erhalten wir das Monopolmomentq0;0 = 2�p4� :



1.7. MULTIPOLENTWICKLUNG 65Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel vers
hwindet hier das Dipolmoment:q1;m = 0:In kartesis
her Darstellung m�ussen wir nun die Tensoreintr�age einzeln betra
hten.Zun�a
hst einmal die Diagonalelemente:Qzz = X� ��(3z2� � r2�) = +4�a2Qxx = X� ��(3x2� � r2�) = �2�a2Qyy = X� ��(3y2� � r2�) = �2�a2(Probe: SpurQij = PiQii = 0:) Wie ans
hauli
h au
h lei
ht zu verstehen ist, vers
hwin-den die ganzen Ni
htdiagonalelemente:Qxy = Qxz = : : : = 0:Sind nun alle diese Multipolmomente in der kartesis
hen Darstellung bekannt, kannman die entspre
henden q2m der sph�aris
hen Darstellung �uber die Transformationsglei-
hungen (1.7.107) - (1.7.108) bere
hnen und daraus das Potential � angeben:� =Xl;m 4�2l + 1 1rl+1 Yl;m(#; ') � q�l;m:In unserem Beispiel ist nur q20 unglei
h 0. Daraus resultiert das elektris
he Feld~E = �~r�:Zur Illustration sind in den Bildern 1.14 und 1.15 Kontourplots oder H�ohenlinien f�urdie elektrostatis
hen Potentiale eines elektris
hen Monopols, Dipols und Quadrupolmo-ments in einem Auss
hnitt der x�z Ebene aufgetragen. Diese Illustrationen sollen nureinen Eindru
k vermitteln und es wird deshalb auf eine genauere Angabe der Einheitenusw. verzi
htet.Wie gelingt es uns nun, die Energie einer sol
hen lokalisierten Ladungsverteilung �(~r)anzugeben, die si
h in einem �au�eren ~E-Feld be�ndet? Wir bleiben bei dem am Anfangdieses Abs
hnittes diskutierten Beispiel eines Atomkerns, den wir jetzt betra
hten imelektrostatis
hen Feld, das dur
h die Elektronen generiert wird.Wie wir bereits im Abs
hnitt 1.3.1 gesehen haben, kann die potentielle Energie einerLadung q an der Position ~r in einem elektris
hen Feld dur
h W = q�(~r) angegebenwerden. Bei mehreren diskreten Ladungen bedeutet diesW =Xi qi�(~ri):
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DipolmomentAbbildung 1.14: Potential elektris
her Multipole in der x� z EbeneBei unserer stetigen Ladungsverteilung gilt entspre
hendW = ZV d3~r �(~r)�(~r);wobei �(~r) die Ladungsverteilung im Kern angibt, �(~r) dagegen das Potential, dasdur
h die Elektronen der Atomh�ulle erzeugt wird. Da �(~r) auf einen kleinen Berei
hbes
hr�ankt ist, also nur f�ur kleine j~rj �(~r) 6= 0 gilt, k�onnen wir das Potential deselektris
hen Feldes der Elektronen dur
h Taylor-Entwi
klung um den Koordinatenur-sprung ann�ahern:�(~r) = �(0) + ~r����r=0 + 12Xi;j xixj �2��xi�xj �����r=0 + : : := �(0)� ~r � ~E � 16Xi;j 3xixj �Ei�xj= �(0)� ~r � ~E � 16Xi;j 3(xixj � ~r2Æij)�Ei�xj :Endli
h haben wir nun alle Bestimmungsst�u
ke, um die Energie zu bere
hnen. Wieoben s
hon angedeutet, lautet die Glei
hung f�ur die Energie:W = Z d3~r �(~r)�(~r)= Z d3~r �(~r) � 0��(0)� ~r � ~E � 16Xi;j 3(xixj � ~r 2Æij) �Ei�xj �����r=01A
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QuadrupolmomentAbbildung 1.15: Potential elektris
her Multipole in der x� z Ebene= Q � �(0)� ~d � ~E � 16Xi;j Qij �Ei�xj �����r=0 (1.7.111)Diese drei Ausdr�u
ke bes
hreiben die Beitr�age des Monopol-, Dipol- und Quadrupol-momentes zur Energie der Ladungsverteilung im elektris
hen Feld, das zum Potential� geh�ort.(i) Q � �(0) entspri
ht dem Monopolbeitrag.(ii) �~d � ~E korrigiert den Energiebetrag dur
h Ber�u
ksi
htigung des Dipolterms. F�ur~dk ~E nimmt der Dipolbeitrag den gr�o�ten Wert an. Da der Atomkern jedo
h nurpositive Ladungen enth�alt, ist sein Dipolmoment identis
h null, es gibt also indiesem Beispiel keine entspre
hende Energiekorrektur.(iii) Der Energieterm der Quadrupolmomente lautet�16Xi;j Qij �Ei�xj �����r=0 :Dieser (im Fall des Atomkernes) erste Energiekorrektur zum Fall der Punktladung(Monopolapproximation) kann experimentell gemessen werden. Wie wir aus derGlei
hung f�ur die Energiekorrektur sehen, k�onnen aus dieser Messung Informa-tionen �uber die Quadrupoldeformation der Kernladung gezogen werden, wenndas elektris
he Feld der Atomh�ulle, insbesondere seine partiellen Ableitungen�Ei=�xj bei ~r = 0 zug�angli
h sind. Ist andereseits aus anderen Experimentendas Quadrupolmoment des Atomkerns bekannt k�onnen �uber die EnergiekorrekturAussagen zu den partiellen Ableitungen gewonnen werden.



68 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKBeispiele:� a) Wir wollen nun das ~E-Feld betra
hten, das dur
h ein reines Dipolmomenterzeugt wird. Dieser Dipol sei so plaziert, da� das Zentrum der Ladungsverteilungin dem Ursprung unseres Koordinatensystems f�allt. Au�erdem drehen wir dasKoordinatensystem so, da� das Dipolmoment ~d parallel zur z-A
hse steht, dieLadungsverteilung also rotationssymmetris
h zur z-A
hse gegeben ist. Darausfolgt: ~d = 0B� dxdydz 1CA mit dx = dy = 0:F�ur dz gilt dann: dz = s4�3 q1;0:Zur Bere
hnung des Potentials mu� folgli
h ni
ht lange summiert werden, da esja nur einen von null vers
hiedenen Summanden gibt:�(~r) = 4�3 1r2s 34� 
os # � q�1;0= q1;0 �s4�3 � 
os #r2 :Damit ist der Weg frei zur Bere
hnung der Feldst�arke ~E:~E(~r) = �~r�= � ���r r̂ + 1r ���# #̂ + 1sin# ���' '̂!= �s4�3 � q1;0| {z }dz  �2 
os#r3 r̂ � sin #r3 #̂+ 0!= 1r3 �3r̂ (r̂ � ~d)� ~d�= 1r5 �3~r (~r � ~d)� r2~d�Dabei bezei
hnet r̂ den Einheitsvektor in Ri
htung ~r. Die Darstellung f�ur daselektris
he Feld ~E in den beiden letzten Zeilen ist unabh�angig vom gew�ahltenKoordinatensystem und gilt f�ur alle Dipolvektoren ~d.Das elektris
he Feld f�ur einen elektris
hen Dipol im Koordinatenursprung in Ri
h-tung der z-A
hse ist dur
h die Vektorpfeile in Figur 1.16 skiziert. An einigenwillk�urli
h ausgew�ahlten Punkten in der x-z Ebene geben die Vektorpfeile dieSt�arke und die Ri
htung des elektris
hen Feldes an.
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Abbildung 1.16: Elektris
hes Feld eines Dipols in z-Ri
htungb) Diesmal liege der Dipol ~d1 an der Stelle ~x1 im Raum. Zur Bere
hnung des ~E-Feldesan der Stelle ~x2 m�ussen wir ledigli
h den Vektor ~r dur
h (~x2�~x1) = j~x2�~x1j � êxersetzen. So erhalten wir: ~E(~x2) = 3êx � ~d1 � ~d1j~x2 � ~x1j3 :In dieses elektris
he Feld des Dipol ~d1 wollen wir einen zweiten Dipol ~d2 an dieStelle ~x2 einbringen. Dann ergibt si
h f�ur den Wert der potentiellen Energie derWe
hselwirkung zwis
hen den beiden Dipolen ~d1 und ~d2 na
h (1.7.111):W = Q � �(~x2)| {z }=0 �~d2 � ~E(~x2)� 16Xi;j Qij �Ei�xj �����~r= ~x2| {z }=0= �~d1 � ~E(~x2)= �3(êx � ~d2)(êx � ~d1)� (~d1 � ~d2)j~x1 � ~x2j3 (1.7.112)Man sieht also, da� die Energie der We
hselwirkung mit dem Abstand der beidenDipole ho
h -3 abnimmt. Sind die Dipole beide senkre
ht zum Verbindungsvektorêx ausgeri
htet, so ist die Energie positiv, wenn die beiden Dipole parallel undnegativ wenn sie antiparallel zueinander stehen.



70 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.8 Makroskopis
he Elektrostatik1.8.1 Polarisation, dielektris
he Vers
hiebungIn den vorangegangenen Abs
hnitten hatten wir die beiden Grundglei
hungen der Elek-trostatik rot ~E = 0div ~E = 4��kennengelernt. Diese Glei
hungen helfen uns aber zun�a
hst nur, wenn wir die Ladungs-di
hte � vollst�andig kennen. In diese Ladungsdi
hte � mu� au
h die Verteilung deratomaren Ladungen aufgenommen werden, wenn wir z.B. das elektris
he Feld einermakroskopis
hen Ladungsverteilung in einem Medium bere
hnen wollen. Zwar magdieses Medium zun�a
hst einmal elektris
h neutral sein, es gibt glei
h viel positive wienegative Ladungen. Wird aber dur
h die makroskopis
hen Ladungen ein elektris
hesFeld erzeugt, so werden si
h au
h die Ladungsverteilungen auf atomarem Niveau na
hdiesem makroskopis
hen Feld ausri
hten. Die Atome werden polarisiert (siehe Figur1.18): Die eventuell vorhandenen Dipolmomente ri
hten si
h na
h dem makroskopi-s
hen elektris
hen Feld aus oder werden erst dur
h dieses Feld induziert. Ziel derfolgenden �Uberlegungen ist es, die E�ekte dieser Polarisation des Mediums auf dasresultierende elektris
he Feld zu bestimmen.
+

+
+

-
-
-Abbildung 1.17: Polarisation der elektris
hen Ladungsverteilung eines Atoms dur
heine elektris
hes FeldBetra
hten wir zun�a
hst den Beitrag der Ladungsverteilung eines Molek�uls j, lokalisiertan der Stelle ~rj, auf das elektrostatis
he Potential � an der Stelle ~r. Der Vektor ~r 0bezei
hne die Position einer Ladung im betra
hteten Molek�ul relativ zum Zentrumdes Molek�uls ~rj. Damit bere
hnet si
h der Beitrag der molekularen Ladungen zumPotential: �j(~r) = ZV �j(~r 0)j~r � (~rj + ~r 0)j :Da die Abst�ande der einelnen Ladungen des Molek�uls von dessen Zentrum, j~r 0j sehrviel kleiner sind als der typis
he makroskopis
he Abstand des Beoba
hterpunktes ~r



1.8. MAKROSKOPISCHE ELEKTROSTATIK 71von der Position des Molek�uls ~rj: j~r 0j � j~r � ~rjj wird eine Taylor-Entwi
klung desIntegranden um ~r 0 = 0 sehr ras
h konvergieren:�j(~r) = Z d3~r 0 �(~r 0) �  1j~r � ~rjj + ~r 0 � ~r~rj 1j~r � ~rjj + : : :!= qjj~r � ~rjj + ~r~rj 1j~r � ~rjj Z d3~r 0 �(~r 0)~r 0| {z }~dj + : : : ;wobei ~r~rj der Gradientoperator ist, dessen Ableitungen auf den Vektor ~rj bezogen sind.~dj bezei
hnet das Dipolmoment des Molek�uls j (verglei
he (1.7.101)). Nun k�onnen wirden Beitrag aller Molek�ule j zum Gesamtpotential ausre
hnen:�Gesamt(~r) = Xj qjj~r � ~rjj +Xj ~r~rj 1j~r � ~rjj ~dj + : : :Verna
hl�assigen wir im folgenden die Beitr�age h�oherer Ordnung in der Taylor-Entwi
k-lung und ersetzen wir die Summation �uber die einzelnen Atome j dur
h eine Integration�uber die entspre
hende Ladungsverteilung �(~r 0), beziehungsweise die Dipoldi
hte ~d(~r 0),bere
hnet si
h:�Gesamt(~r) = Z d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j + Z d3~r 0 ~d(~r 0) � ~r~r 0 1j~r � ~r 0j= Z d3~r 0 �(~r 0)j~r � ~r 0j � Z d3~r 0 h~r0 � ~d(~r 0)i 1j~r � ~r 0j= Z d3~r 0 �(~r 0)� ~r0~d(~r 0)j~r � ~r 0jBeim �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde partielle Integration verwendet.Dies ist das Potential einer Ladungsverteilung e�(~r 0) = �(~r 0) � ~r0 � ~d(~r 0). e� enth�altalso sowohl die Information �uber die Ladungsdi
hte als au
h �uber die E�ekte dur
hdie Polarisation des Mediums. Diese e�ektive Ladungsdi
hte e� ist die Quelle f�ur daselektris
he Feld ~E. Wir k�onnen also s
hreiben:div ~E = 4� e� = 4� ��� div ~d(~r)�) div ( ~E + 4�~d(~r))| {z }=: ~D = 4��:Dabei haben wir die dielektris
he Vers
hiebung ~D de�niert dur
h~D(~r) := ~E(~r) + 4�~d(~r) (1.8.113)



72 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKNun k�onnen wir die Grundglei
hung f�ur das elektris
he Feld mit Materie angeben:div ~D = 4��: (1.8.114)Die Ladungsverteilung � der makroskopis
hen Ladungen gibt also die Quellen f�ur diedielektris
he Vers
hiebung an.Eigens
haften des Mediums:1. Das Medium ist elektris
h neutral. Die Beitr�age zur Ladungsverteilung � werdenexplizit angegeben.2. Falls keine Ri
htung der Polarisation ausgezei
hnet ist, ist ~d = 0. Liegt aber ein~E-Feld vor, so wird die Materie polarisiert (siehe Figur 1.17). Diese Polarisierungw�a
hst im Allgemeinen proportional zum ~E-Feld: F�ur die Dipoldi
hte gilt also~d = �~E. � hei�t elektris
he Suszeptibilit�at und ist eine Materialkonstante.3. Die Suszeptibilit�at mu� kein Skalar sein. In elektris
h anisotropen Materialen istsie ein Tensor. In diesem Fall sind ~d und ~E ni
ht mehr unbedingt parallel.4. In elektris
h isotropen Materialien gilt:~D = ~E + 4��~E = (1 + 4��)| {z }=: " ~E:" ist die Dielektrizit�atskonstante des Mediums. Es gilt: " � 1. Daraus folgt wie-derum j ~Dj � j ~Ej: Bei glei
hen Quellen ist im Vakuum und in einem Mediumdie dielektris
he Vers
hiebung glei
h. Das ~E-Feld und damit die Kraft auf eineProbeladung zur Messung des elektris
hen Feldes wird jedo
h in Materie infolgeder Polarisation abges
hw�a
ht.1.8.2 Grenzbedingungen der ElektrostatikBetra
hten wir zwei Medien mit den Dielektrizit�atskonstanten "1 und "2. Wie verh�altsi
h das ~E-Feld an der Grenz
�a
he zwis
hen diesen beiden Medien?Wir nehmen zur Vereinfa
hung an, da� die Grenz
�a
he ladungsfrei sei. In Gedankenlegen wir um die Grenz
�a
he eine "S
ha
htel\, deren Au�en
�a
he parallel zur Grenz-
�a
he die Gr�o�e �F habe und deren andere Au�en
�a
hen vers
hwindend klein seinsollen | es soll also eine "
a
he\ S
ha
htel sein (siehe Skizze in Figur 1.18). EineIntegration �uber das Volumen der S
ha
htel kann mit Hilfe des Gau�'s
hen Satzesumges
hrieben werdenZV div ~D d3~r = IO(V ) ~D d~f
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Abbildung 1.18: Skizze des Volumens zur Bere
hnung der Normalenkomponente deselektris
hen Feldes an der Grenz
�a
he zwis
hen 2 Medien= �F ~D2 � n̂2 +�F ~D1 � n̂1= �F � ~D2 � ~D1� � n̂2:Dabei ist n̂i der Einheitsvektor der Fl�a
hennormalen f�ur die beiden Fl�a
hen im Mediumi, die parallel zur Grenz
�a
he liegen. Wir betra
hten den Fall, da� die Fl�a
he �F gro�ist gegen die anderen Fl�a
hen der S
ha
htel. Umformen liefert( ~D2 � ~D1)�F n̂2 = 4���F �=0= 0) ~D2 � n̂2 = ~D1 � n̂1:In diesen Glei
hungen steht � f�ur die Fl�a
henladungsdi
hte auf der Grenz
�a
he, soda��F� die Gesamtladung in dem betra
hteten Volumen bezei
hnet. Die Normalkompo-nente der dielektris
hen Vers
hiebung ist also (unter der Voraussetzung von Ladungs-freiheit der Grenz
�a
he: � = 0) in beiden Medien glei
h, w�ahrend die Normalkompo-nente des ~E-Feldes, E? um den Betrag "1="2 "springt\:"2E2? = "1E1?) E2? = "1"2 E1?:Wie verhalten si
h die Tangentialkomponenten von ~D und ~E? | Wieder sollen zweiMedien mit unters
hiedli
hen Dielektrizit�atskonstanten aneinandersto�en, do
h ist derIntegrationsberei
h diesmal kein Volumen, sondern eine "S
hlaufe\ mit zwei langenund zwei sehr kurzen Seiten. Dabei sind die langen Seiten parallel zur Grenz
�a
he unddie kurzen Seiten senkre
ht dazu (siehe Figur 1.19). Integriert man ~E entlang dieses
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Abbildung 1.19: Skizze des Fl�a
he zur Bere
hnung der Tangentialkomponente des elek-tris
hen Feldes an der Grenz
�a
he zwis
hen 2 Medienges
hlossenen Weges, so gilt I ~E d~s = E2�êk + E1�(�êk)) ( ~E2 � ~E1)�êk = 0) ~E2k = ~E1kDie Normalkomponente von ~E bleibt also beim �Ubergang von Medium 1 zu Medium 2glei
h. Dur
h eine analoge Re
hnung l�a�t si
h zeigen, da� der Betrag der dielektris
henVers
hiebung um den Betrag "1="2 springt.1.8.3 Energieinhalt des elektris
hen Feldes im MediumZur Bere
hnung des Energieinhaltes eines elektris
hen Feldes im Medium betra
htenwir die Ladungsverteilung, die die Quelle dieses elektris
hen Feldes ist, �, und ver-gr�o�ern diese sukzessive: �(~r) ! �(~r) + Æ�. Æ� stellt eine in�nitesimale Ver�anderungder Ladungsverteilung dar.Aus einer Ver�anderung von � resultiert eine Ver�anderung des ~E-Feldes, also au
h derEnergie. Die Zusatzenergie, die aufzuwenden ist, um Æ� in das Feld einzubringen, be-tr�agt ÆW = Z Æ�(~r)�(~r) d3~r:� ist dabei das von � erzeugte Potential. Da au
h Æ� eine Quelle der dielektris
henPolarisation darstellt, gilt 4�Æ� = div Æ ~D:



1.8. MAKROSKOPISCHE ELEKTROSTATIK 75Einsetzen liefert: ÆW = ZR3 14� �~r � Æ ~D(~r)� �(~r) d3~r= � 14� ZR3 Æ ~D(~r) � �~r�(~r)� d3~r= 14� ZR3 Æ ~D(~r) � ~E(~r) d3~r:Beim �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde partiell integriert und ausge-nutzt, da� der Beitrag an der Ober
�a
he vers
hwindet. Dies ist also die Zusatzenergie,die aufzuwenden ist, um die Zusatzladung Æ� zu plazieren. Die Gesamtenergie erh�altman dur
h Aufintegration (der Index f bedeutet "�nal\, also den Endzustand derLadungsverteilung): W = 14� ZR3 d3~r DfZ0 d~D(~r) ~E(~r)| {z }" d ~E(~r) ~E(~r)= 14� ZR3 d3~r 12" ~E2f(~r)= 18� ZR3 d3~r ~Df(~r) ~Ef (~r)= ZR3 d3~r w(~r):w ist die Energiedi
hte im Medium | verglei
he die entspre
hende Herleitung f�ur dasVakuum. Im Medium ist die EnergieW folgli
h gr�o�er als im Vakuum (D2f(~r) > E2f (~r)),denn es mu� zus�atzli
he Energie aufgebra
ht werden, um das Medium zu polarisieren.Betra
hten wir ein Medium mit der Dielektrizit�atskonstanten "0, das den gesamten R3ausf�ullen soll. In ihm soll das von Ladungen erzeugte elektris
he Feld ~E0(~r) herrs
hen.In dieses Medium soll nun ein Volumen V mit der von "0 vers
hiedenen Dielektrizit�ats-konstanten "1 eingebra
ht, an den Ladungen aber ni
hts ver�andert werden. Wir wollenim folgenden die elektris
he Feldenergie vor und na
h Einbringen des Mediums be-tra
hten.Die Arbeit, die notwendig ist, das Volumen einzubringen, betr�agt�W = 18� ZR3 d3~r ( ~E ~D � ~E0 ~D0):



76 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIKWi
htig ist, da� au
h hier �uber den gesamten R3 integriert wird. Na
h einer "ges
hi
k-ten Addition von null\ lassen si
h die Energiebeitr�age in zwei Teile aufspalten:�W = 18� ZR3 d3~r ( ~E ~D � ~E0 ~D0 + ~E0 ~D � ~E0 ~D + ~E ~D0 � ~E ~D0)= 18� ZR3 d3~r ( ~E + ~E0)( ~D + ~D0)| {z }I1 + 18� ZR3 d3~r ( ~E ~D0 � ~D ~E0):| {z }I2Aufgrund der Wirbelfreiheit des elektrostatis
hen Feldes gilt~E + ~E0 = �~r�� ~r�0 = �~r e�:Einsetzen in das Integral I1 liefert:I1 = � 18� ZR3 d3~r ~r e�( ~D � ~D0)= � 18� ZR3 d3~r (~r( e�( ~D � ~D0))� e� ~r( ~D � ~D0)| {z }0 );wie man lei
ht dur
h Anwenden der Produktregel �uberpr�ufen kann. Der zweite Termvers
hwindet, da ~r( ~D � ~D0) = 4�� � 4��0. Laut Voraussetzung soll aber dur
h dasEinbringen des Volumens V an den Ladungen ni
hts ver�andert werden, so da� � = �0gilt.Mit Hilfe des Satzes von Gau� wandelt man das Volumenintegral �uber den R3 in einOber
�a
henintegral um: I1 = � 18� IO(R3) d~f e�( ~D � ~D0):Dieses Ober
�a
henintegral vers
hwindet aber, wie folgende Betra
htung zeigt:I d~f � R2; � � 1R ; D � 1R2 :Na
hdem wir zeigten, da� das Integral I1 in der Formel zur Bere
hnung von �Wvers
hwindet, bleibt nur no
h das Integral I2 zu bere
hnen. Mit "0 ~E0 = ~D0 und " ~E = ~Derh�alt man �W = 18� ZR3 d3~r ( ~E ~D0 � ~D ~E0)



1.8. MAKROSKOPISCHE ELEKTROSTATIK 77= 18� ZR3 d3~r ~E ~E0("0 � ")= 18� ZV d3~r ~E ~E0("0 � ")= �12 ZV d3~r ~E ~E0 "� "04�Setzen wir nun �0 = 1, nehmen wir also an, da� unser den R3 ausf�ullendes Mediumdas Vakuum ist, dann folgt mit ~D = " ~E = "� 14� ~E = ~df�ur die aufzubringende Arbeit: �W = �12 ZV d3~r ~E0~d:~d bezei
hnet die Dipolpolarisation des eingebra
hten Mediums im Feld ~E. �W , dieArbeit, die notwendig ist um das Medium in das elektris
he Feld zu transportieren, istfolgli
h identis
h mit der au�ntegrierten Energiedi
hte dieser Dipoldi
hte im elektri-s
hen Feld ~E0.



78 KAPITEL 1. ELEKTROSTATIK1.9 Kontrollfragen zum Kapitel I1. Charakterisieren Sie die Dira
's
he Æ Funktion. Wie bere
hnet si
h R ba f(x)Æ(x�x0) dx und Æ(y(x)) ?2. Was ist ein Fl�a
henintegral ?3. Wie sind Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes de�niert? Warum sind geradediese Gr�o�en 
harkteristis
h f�ur ein Vektorfeld? Wie bere
hnet man Divergenzund Rotation?4. Was ist der Gradient eines Skalarfeldes?5. Integrals�atze von Gau� znd Stokes6. Was ist ein vollst�andiges, orthogonales Funktionensystem? Wie entwi
kelt manFunktionen in einem sol
hen System? Vollst�andigkeitsrelation, Beispiele7. Wie kann man das Gesetz der Ladungserhaltung mathematis
h formulieren?8. Was ist eine Ladungsdi
hte? Wie bere
hnet si
h die Ladungsdi
hte von N Punktla-dungen qi an Positionen ~ri?9. De�nition des elektris
hen Feldes10. Warum ist ein elektrostatis
he Feld dur
h ein Potential bestimmt? Wie bere
hnetsi
h dieses Potential? Ist das Potential eindeutig?11. Wie lautet das Potential einer homogen geladenen Kugel (Radius R, Gesamtla-dung Q)?12. Wie bere
hnet si
h die Energie eines elektrostatis
hen Feldes? (in einem dielek-tris
hen Medium?)13. Was sind Randwertprobleme? Bedeutung, Eindeutigkeit14. Methoden zur L�osung von Diri
hlets
hen Randwertproblemen15. Was versteht man unter induzierter Ladung? Wie kann man sie bere
hnen?16. Was bedeutet die Greens
he Funktion in der Elektrostatik? Wie wird sie be-stimmt?17. Was versteht man unter einer Multipolentwi
klung einer Ladungsverteilung? Wannist eine sol
he Entwi
klung von Interesse?18. Was ist ein Monopolmoment?



1.9. KONTROLLFRAGEN ZUM KAPITEL I 7919. Wie bere
hnet si
h ein Dipolmoment? Transformationseigens
haften? Das elek-tris
he Feld eines Dipols?20. Was ist ein Quadrupolmoment? Dur
h wie viele Zahlen ist ein Quadrupol de�-niert? Bere
hnung, Transformationseigens
haften21. Besitzen kugelsymmetris
he Ladungsverteilungen ein Dipol- oder Quadrupolmo-ment?22. Wie bere
hnet si
h die Energie eines elektris
hen Dipols in einem elektris
henFeld? We
hselwirkungsenergie zweier Dipole?23. Was ist die Dielektris
he Vers
hiebung? Feldglei
hungen der Elektrostatik imMedium? Wel
he Kraft wirkt auf eine Punktladung im elektris
hen Feld in einemMedium?24. Verhalten von elektris
hen Feldern an Rand
�a
hen zwis
hen 2 Medien



Kapitel 2Magnetostatik
2.1 Gesetze von Biot-Savart und AmpereZun�a
hst soll auf erste Gemeinsamkeiten und Unters
hiede zwis
hen dem elektris
henFeld und der magnetis
hen Flu�di
hte hingewiesen werden.In der Elektrostatik de�niert man die elektris
he Feldst�arke dur
h den Quotienten derKraft auf eine Probeladung dividiert dur
h die Gr�o�e dieser Ladung. Versu
ht man,dieses Me�prinzip auf magnetis
he Felder zu �ubertragen, st�o�t man sofort auf die ausder Experimentalphysik bekannte Tatsa
he, da� n�amli
h keine magnetis
hen Monopoleexistieren. Die De�nition einer "magnetis
hen Feldst�arke\ dur
h die Kraft auf einenmagnetis
hen Monopol ist somit unm�ogli
h. Deswegen greift man auf die magnetis
henDipolmomente ~m als Grundbausteine einer magnetis
hen "Ladungsverteilung\ zur�u
k.Hier sehen wir zuglei
h den Hauptunters
hied zwis
hen elektro- und magnetostatis
henFeldern: Die De�nition der elektris
hen Feldst�arke erfolgt �uber Monopole. Wollen wirentspre
hende magnetis
hen Felder de�nieren, so m�ussen wir auf magnetis
he Dipolmo-mente zur�u
kgreifen und die entspre
hende Feldgr�o�e, die magnetis
he Flu�di
hte ~B, inAnlehnung an den Zusammenhang zwis
hen dem elektris
hen Feld und der elektris
henDipolmomenten de�nieren.Das elektris
he Dipolmoment einer lokalisierten Ladungsverteilung ist de�niert dur
h(verglei
he 1.7.101) ~d = ZV �(~r 0)~r 0 d3~r 0:Nehmen wir nun an. da� si
h diese Ladungsverteilung am Koordinatenursprung be�n-det, so ist das elektris
he Feld am Ort ~r gegeben dur
h (siehe 1.7.101)~E(~r) = 3(~d � ~r)~r � ~r 2~dr581



82 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKAus der Experimentalphysik ist bekannt, da� magnetis
he Dipolmomente ~m dur
hStr�ome, also bewegte Ladungen, erzeugt werden. In Analogie zum elektris
hen Feldde�nieren wir nun die magnetis
he Flu�di
hte aus der Forderung, da� der Zusammen-hang zwis
hen ~m und ~B der glei
he sein soll wie zwis
hen ~d und ~E. Damit ergibtsi
h also die magnetis
he Flu�di
hte an der Positon ~r, die erzeugt wird dur
h einmagnetis
hes Dipolmoment ~m am Koordinatenursprung als~B(~r) = 3(~m � ~r)~r � ~r 2 ~mr5 :Eine entspre
hende Analogie fordern wir nun no
h f�ur die Energie der We
hselwirkungzwis
hen 2 elektris
hen beziehungsweise magnetis
hen Dipolen: An den Stellen ~r1 und~r2 sollen si
h zwei Dipole ~d1 und ~d2 bzw. ~m1 und ~m2 be�nden. ê soll ein Einheitsvektorin Ri
htung der Verbindungslinie zwis
hen beiden Dipolen sein (ê = (~r1�~r2)=j~r1�~r2j).Wir erhalten (verglei
he 1.7.112):Wel = �3(ê~d1)(ê~d2)� ~d1 � ~d2j~r1 � ~r2j3Wmag = �3(ê ~m1)(ê ~m2)� ~m1 � ~m2j~r1 � ~r2j3Die Forderung na
h der Analogie zwis
hen ~m und ~d sowie zwis
hen ~B und ~E legt dieDimension, d.h. die Einheiten fest, in denen die magnetis
hen Dipolmomente ~m unddie magnetis
he Flu�di
hte de�niert sein sollen:[m℄ = [d℄ = 1esu � 
m[ ~E ℄ = [ ~B ℄ = 1 esu
m2 :Dabei steht \esu" f�ur die im Abs
hnitt 1.1 eingef�uhrte Einheit der Ladung, die \ele
tro-stati
al unit".2.1.1 Das Gesetz von Biot-SavartAus der Experimentalphysik ist bekannt, da� elektris
he Str�ome Magnetfelder verur-sa
hen. Das Gesetz von Biot-Savart gibt an, wel
hen Beitrag d ~B ein in�nitesimalesSt�u
k dl einer Leiters
hleife, dur
h die ein Strom I 
ie�t, zu magnetis
hen Flu�di
hte~B an einer bestimmten Position liefert (siehe au
h Abbildung 2.1):d ~B � I d~l � ~rr3 :
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Abbildung 2.1: Beitrag eines stromdur
h
ossenen Leiterelementes d~l zur magnetis
henInduktionsdi
hteDabei steht d~l f�ur den betra
hteten in�nitesimalen Teil des stromdur
h
ossenen Leiters.Dabei ist die Ri
htung dieses in�nitesimalen Vektors gegeben dur
h den Tangential-vektor an die Leiters
hlaufe, der in Ri
htung des Stomes I zeigt. Au�erdem steht indiesm Biot-Savart's
hen Gesetz ~r f�ur den Verbindungsvektor vom Leiterst�u
k d~l zumPunkt, an dem wir die magnetis
he Induktionsdi
hte bere
hnen wollen, und r ist derBetrag dieses Vektors. Das zun�a
hst als Proportionalit�at formulierte Gesetz beinhaltetInformation sowohl �uber die St�arke als au
h �uber die Ri
htung des vom StromelementI d~l erzeugten Magnetfeldes: ���d ~B��� � I; dl; 1r2Ri
htung von d ~B � d~l � ~r:Die Ri
htung von d ~B steht also senkre
ht auf der von d~l und dem Abstandsvektor ~raufgespannten Ebene ("re
hte-Hand-Regel\).Um die obige Beziehung in eine Glei
hung zu verwandeln, multiplizieren wir die re
hteSeite mit einem Proportionalit�atsfaktor k:d ~B = k � I d~l � ~rr3 :Die Dimension von k betr�agt[k℄ = "B � lI # = 1 esu � 
m � s
m2 � esu = 1
m/s :Dies ist die reziproke Dimension einer Ges
hwindigkeit. Wir wollen zun�a
hst einmalakzeptieren, da� k gerade dem Kehrwert der Li
htges
hwindigkeit 
 entspri
ht (k =



84 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK1=
), und dann sp�ater zeigen, da� diese Annahme mit den oben angestellten Analogie-betra
htungen zur De�nition von ~B vertr�agli
h ist. Damit k�onnen wir das Gesetz vonBiot-Savart s
hreiben d ~B = I
 d~l � ~rr3 : (2.1.1)Dieses Gesetz hat eine grundlegende Bedeutung, da es den Zusammenhang zwis
henStr�omen und den von diesen Str�omen erzeugten Magnetfeldern angibt.Beispiele:1. Gegeben sei ein unendli
h langer Draht, dur
h den ein Strom I 
ie�t. Mit Hilfedes Biot-Savart-Gesetzes soll nun die magnetis
he Flu�di
hte ~B im Abstand Rbere
hnet werden. Wir de�nieren unser Koordinatensystem so, da� der Drahtentlang der z-A
hse liegt und der Punkt, an dem wir die magnetis
he Induktions-di
hte bere
hnen wollen in der x�y Ebene liegt also die kartesis
he Komponentez = 0 besitzt. Da der Draht unendli
h lang ist, m�ussen die Betr�age der Stromele-mente I d~l = I êz dz, die si
h am Ort ~r be�nden, summiert werden dur
h eineIntegration �uber die z-A
hse:~B = Z d ~B= I
 Z 1�1 dz Rêz � êRpz2 +R23= ê? � I
 Z 1�1 dz Rpz2 +R23= ê? IR
 2R2 :ê? ist also der Einheitsvektor, der senkre
ht zur z-A
hse und zur Verbindungslinievom Leiter (Koordinatenursprung) zum Punkt, an dem wir ~B bere
hnen wollen,steht.2. Nun soll eine einzelne Ladungen q, die si
h mit einer Ges
hwindigkeit ~v bewegt,betra
htet werden. Das Stromelement I d~l in (2.1.1) wird ersetzt dur
h das Pro-dukt q � ~v; man erh�alt f�ur den Beitrag jeder einzelnen Ladung zum Magnetfeldd ~B = q
 ~v � ~rr3 :F�ur mehrere Ladungen ergibt si
h das gesamte ~B dur
h Summation.



2.1. GESETZE VON BIOT-SAVART UND AMPERE 85Der Begri� Magnetostatik s
heint einen Widerspru
h in si
h selbst zu enthalten. Wirhaben bereits diskutiert, da� Magnetfelder dur
h Str�ome, also bewegte Ladungen, er-zeugt werden. Was beeinhaltet also die Eins
hr�ankung Magnetostatik?Unter "Magnetostatik\ sollen im folgenden sol
he Magnetfelder verstanden werden,die dur
h station�are Str�ome verursa
ht sind. Betra
hten wir zur De�nition eines sta-tion�aren Stromes ein Volumen V , dur
h das ein Strom ~| 
ie�t. Damit es im Volumenkeine \Stauungen" gibt, d.h. damit es in V keine Ladungs�anderungen gibt, soll derdur
h die Ober
�a
he ein
ie�ende Strom glei
h dem aus
ie�enden sein. F�ur die Ober-
�a
he von V gilt also: IO(V ) ~| d~f = 0= ZV div ~| d3~r;wobei die letzte Zeile dur
h Anwenden des Gau�s
hen Satzes gewonnen wurde. Dadiese Forderung f�ur alle Volumina V erf�ullt sein soll mu� also f�ur die Str�ome derMagnetostatik gelten: div ~| = 0: (2.1.2)Ein Strom dur
h einzelne bewegte Ladungstr�ager ist damit zun�a
hst einmal ni
ht sta-tion�ar. In entspre
hend kurzen Zeitintervallen bewegen si
h einzelne Ladungstr�ager inbestimmte Volumina hinein ohne, da� andere si
h hinausbewegen. Betra
htet man diePh�anomene aber gemittelt �uber eine entspre
hende Zeitperiode kann es au
h f�ur dieBewegung einzelner Ladungstr�ager, also au
h im mikroskopis
hen Berei
h station�areStr�ome geben, die (2.1.2) erf�ullen.2.1.2 Das erste Amperes
he GesetzWel
he Kr�afte werden dur
h die magnetis
he Induktion auf stromdur
h
ossene Leitererzeugt? Wieder betra
hten wir eine Stroms
hlaufe, dur
h die der Strom I1 
ie�t. Siesoll si
h in einem Magnetfeld ~B be�nden. Experimentell �ndet man, da� der in�nitesi-male Anteil der Kraft, d~F , auf ein in�nitesimales Leiterlement d~l der S
hleife gegebenist dur
h: d~F = 1
 I1 d~l � ~B; (2.1.3)wobei ~B f�ur die magnetis
he Induktionsdi
hte am Ort des in�nitesimalen Leiterele-mentes steht. Diese Beziehung bezei
hnet man als das erste Amperes
he Gesetz. Au
hdieses Gesetz beinhaltet eine Aussage �uber die St�arke und die Ri
htung der Kraft aufdas Leiterelement: jd~F j � I1; jd~lj; j ~Bjd~F � d~l � ~B:



86 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKDie Kraft, die auf die gesamte Stroms
hlaufe ausge�ubt wird, erh�alt man dur
h Auf-integrieren der einzelnen Beitr�age der Stromelemente:~F = 1
 Z I1 d~l1 � ~B= 1
 Z ~|(~r)� ~B(~r) d3~r:Wie gro� ist die Kraft auf eine mit der Ges
hwindigkeit ~v bewegte Ladung q? Ersetztman im ersten Amperes
hen Gesetz das Produkt I1 d~l dur
h q � ~v, erh�alt man~F = 1
 q~v � ~B; (2.1.4)Dies ist die Lorentz-Kraft auf ein mit der Ges
hwindigkeit ~v bewegtes Teil
hen derLadung q. Man erkennt, da� dur
h das Kreuzprodukt nur Ges
hwindigkeiten, die eineKomponente senkre
ht zum Magnetfeld haben, einen Beitrag zur Lorentz-Kraft leisten.S
hi
kt man elektris
h geladene Teil
hen in ein Magnetfeld, so wirkt auf sie die Lorentz-Kraft, die stets senkre
ht auf ihrer Bewegungsri
htung steht. Aus der klassis
hen Me
ha-nik ist bekannt, da� K�orper, bei denen stets eine Kraft senkre
ht zur Bewegungsri
h-tung wirkt, auf Kreisbahnen gezwungen werden. Im station�aren Fall ist die Zentrifu-galkraft dieser Kreisbewegung der geladenen Teil
hen dann glei
h der Lorentz-Kraft.Daraus erh�alt man den Radius R dieser Kreisbahn:q
 v?B = mv2?R ) R = mv?q 
B : (2.1.5)Dabei bezei
hnet v? die Komponente der Ges
hwindigkeit des geladenen Teil
hens,die senkre
ht zur magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B steht. Die Komponente von ~v,die parallel zu ~B steht, vk, hat ja keinen Ein
u� auf die Lorentzkraft. Die geladenenTeil
hen bewegen si
h also insgesamt mit dieser Ges
hwindigkeit vk parallel zu denMagnetfeldlinien. Wegen der Lorentzkraft wird diese Bewegungskomponente �uberlagertdur
h die Bewegung auf der kreisf�ormigen Bahn um die Magnetfeldlinien herum. Wirktalso neben der Kraft des Magnetfeldes keine weitere Kraft auf das geladene Teil
hen,so bewegt es si
h insgesamt auf eine s
hrauben- oder spiralf�ormigen Bahn entlang denMagnetfeldlinien.Im folgenden sollen drei Anwendungsbeispiele f�ur die Bewegung von geladenen Teil
henim Magnetfeld betra
htet werden.1. DasMagnetspektrometer: S
hi
kt man einen Ionenstrom unbekannter Zusam-mensetzung in ein homogenes Magnetfeld, so werden die Ionen auf Kreisbahnenabgelenkt. Gem�a� (2.1.5) ist der Radius dieser Kreisbahn R � (mv?)=q. Es ergibtsi
h also eine Aufspaltung der Bahnen na
h dem Quotienten Impuls/Ladung derIonen statt. Auf diese Weise lassen si
h vers
hiedene Ionensorten klassi�zieren.



2.1. GESETZE VON BIOT-SAVART UND AMPERE 872. Der Fusionsreaktor: Im Gegensatz zur Kernspaltung, bei der dur
h Spaltenvon s
hweren Atomkernen Energie gewonnen wird, kann man dur
h Fusion vonzwei lei
hten Kernen (Deuterium (2H) plus Tritium (3H) fusionieren zu einemAlph-Teil
heneben (4He) plus einem Neutron) ebenfalls Energie gewinnen. Die-ser Vorgang und �ahnli
he Reaktionen laufen im Innern der Sonne ab. Damit sol-
he Fusionsprozesse statt�nden, m�ussen die Reaktionspartner bei gro�em Dru
kund Temperatur zusammengebra
ht werden. Nur so kann die langrei
hweitigeCoulombabsto�ung der Wassersto�kerne �uberwunden werden, so da� diese sonahe zusammenkommen, da� die starke kurzrei
hweitige starke We
hselwirkungeine Fusion erm�ogli
ht. In der Sonne sorgt die Gravitation f�ur den hohen Dru
kund die Temperatur wird dur
h die Fusionsreaktion selbst ho
h gehalten. Bei denhohen Temperaturen sind die Wassersto�atome ionisiert und liegen als Plasmavon freien Elektronen und Atomkernen vor.Nun w�urde jede andere Materie, mit dem Plasma in Ber�uhrung gebra
ht, augen-bli
kli
h verdampfen. Das Plasma kann also ni
ht in einem "Gef�a�\ aufbewahrtwerden. Man h�alt das Plasma deshalb z.B. in einem Magnetfeld "gefangen\: Ineinem Tokamak wird dur
h spezielle Spulen ein ringf�ormiges Magnetfeld erzeugt,in dem die ionisierten Plasmateil
hen auf Spiralbahnen um die Feldlinien desMagnetfeldes kreisen und wegen der ringf�ormigen Anordnung in diesem Ringbleiben. Auf diese Weise lassen si
h We
hselwirkungen mit der Wand weitgehendauss
halten.3. Magnetis
he "W�ande\ oder "Spiegel\: Mit einem Magnetfeld, das zu einerGrenzlinie hin kontiniuerli
h st�arker wird, lassen si
h geladene Teil
hen zur "Um-kehr\ bewegen. Wegen (2.1.5) wird der Radius der Kreisbahn mit zunehmendenMagnetfeld, also je n�aher das Teil
hen an die Grenz
�a
he gelangt kleiner. Sowerden Teil
henbahnen, die weit weg von der Grenz
�a
he bei kleinem B nur einelei
hte Kr�ummung zeigen in der N�ahe der Grenz
�a
he um 180 Grad umgelenkt.We
hselwirkung zwis
hen zwei Stroms
hleifenIm folgenden soll die Kraft bere
hnet werden, die eine stromdur
h
ossene Leiters
hleifeauf eine andere aus�ubt (vgl. Abbildung 2.2).Um zun�a
hst die Kraft auf das Leiterelement an ~r1 zu bere
hnen, mu� man das Ma-gnetfeld ~B(~r1) kennen, das von dem Leiterelement des anderen Leiters an ~r2 erzeugtwird. Mit dem Gesetz von Biot-Savart (2.1.1) erh�alt man dur
h Integration �uber diegesamte Leiters
hlaufe 2: ~B(~r1) = I2
 I d~l2 � ~r12j~r12j3 :Mit dem ersten Amperes
hen Gesetz (2.1.3) erh�alt man nun die Kraft auf das Element
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Abbildung 2.2: We
hselwirkung zwis
hen zwei Leiters
hleifend~l1 der Leiters
hlaufe 1: d~F12 = 1
 I1 d~l1 � ~B(~r1):Die Kraft auf den gesamten Stromkreis 1, hervorgerufen dur
h das Magnetfeldes desKreises 2 erh�alt man au
h in diesem Fall dur
h Aufintegration:~F12 = I1
 I1 d~l1| {z }~a �I2
 I2 d~l2 � ~r12j~r12j3| {z }(~b�~
) : (2.1.6)
Mit der Re
henregel f�ur das doppelte Vektorprodukt ~a � (~b � ~
) = ~b(~a � ~
) � ~
(~a � ~b)erh�alt man ~F12 = I1I2
2 I I 0BBB�d~l2 d~l1 � ~r12j~r12j3| {z }=:x �~r12 d~l1 � d~l2j~r12j3 1CCCA :Zun�a
hst soll der Term x betra
htet werden. Es gilt, wie wir im ersten Kapitel (1.3.37)bewiesen haben, x = d~l10BBBB��~r1 1j~r1 � ~r2 j| {z }=: ~A

1CCCCA= d~l1 � ~A(~r1);



2.1. GESETZE VON BIOT-SAVART UND AMPERE 89dabei bedeutet ~r1, da� die Ableitungen im Gradient Operator auf die Koordinatenvon ~r1 zu beziehen sind. F�ur rot ~A erh�alt manrot ~A = �~r1 � ~r1 1j~r1 � ~r2j = 0da die Rotation eines Vektorfeldes, das si
h als Gradient eines Skalares darstellen l�a�t,vers
hwindet. Damit ergibt si
hI d~l1 ~A(~r1) = ZF rot ~A d~f = 0Der erste Term (2.1.6), bezei
hnet mit x, vers
hwindet also. �Ubrig bleibt also von(2.1.6) ~F12 = �I1I2
2 I d~l1 � d~l2 ~r12j~r12j3 :Die Kraft auf den Stromkreis 2, hervorgerufen dur
h Kreis 1, erhalten wir dadur
h,da� wir in der gerade dur
hgef�uhrten Re
hnung die Rolle der beiden Stromkreise ver-taus
hen. Daraus ergibt si
h ~F21 = �I1I2
2 I d~l1 � d~l2 ~r21j~r21j3 :Mit ~r12 = �~r21 erkennt man, da� au
h hier das Newtons
he Prinzip~F12 = �~F21(a
tio=rea
tio) gilt.Aus dem Gesetz von Biot-Savart und dem ersten Amperes
hen Gesetz sollen in denfolgenden Abs
hnitten die Grundglei
hungen des magnetostatis
hen Feldes hergeleitetwerden.
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’Abbildung 2.3: vom Stromelement Id~l erzeugtes Feld d ~B2.2 Die Di�erentialglei
hungen der Magnetostatik�Ahnli
h den Feldglei
hungen des elektrostatis
hen Feldes (s. Abs
hn. 1.3) soll nun dasVektorfeld der magnetis
hen Induktionsdi
hte der Magnetostatik dur
h seine Quellen(div ~B) und Wirbel (rot ~B) 
harakterisiert werden. Im vorigen Abs
hnitt haben wir dasBiot{Savarts
he Gesetz behandelt:d ~B (~r) = Id~l � (~r � ~r 0)j~r � ~r 0j3 = 1
 ~j (~r 0)� (~r � ~r 0)j~r � ~r 0j3f�ur den Beitrag eines Elementes d~l (an der Position ~r 0) einer Leiters
hlaufe, dur
h dieein Strom I 
ie�t, zur magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B an der Stelle ~r (s.Abb. 2.3).Integration �uber alle Stromelemente Id~l ergibt dann das gesamte Magnetfeld ~B (er-zeugt dur
h I, bzw. ~j) an der Stelle ~r:~B(~r) = 1
 Z ~j (~r 0)� (~r � ~r 0)j~r � ~r 0j3 dV 0 = �1
 Z ~r � ~r 0j~r � ~r 0j3 �~j (~r 0) dV 0= ~r� 1
 Z 1j~r � ~r 0j~j (~r 0) dV 0letzteres, da ~r 1j~r�~r 0j = � ~r�~r 0j~r�~r 0j3 (siehe (1.3.37), die Ableitungen in ~r beziehen si
h hierauf die Koordinaten von ~r, ni
ht von ~r 0 soda� ~r vor das Integral gezogen werden kann)gilt. Damit haben wir gezeigt, da�~B(~r) = ~r� ~A(~r) ; (2.2.7)



2.2. DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER MAGNETOSTATIK 91mit dem Vektorpotential~A(~r) := 1
 Z 1j~r � ~r 0j~j (~r 0) dV 0 (2.2.8)Daraus k�onnen wir nun direkt die Grundglei
hungen der Magnetostatik f�ur die Quellenund die Wirbel, d.h.die Divergenz und die Rotation von ~B herleiten:1. F�ur die Divergenz gilt:div ~B = ~r � (~r� ~A)= 0B� �x�y�z 1CA � 2640B� �x�y�z 1CA� 0B�Ax(~r)Ay(~r)Az(~r)1CA375= �x[�yAz � �zAy℄ + �y[�zAx � �xAz℄ + �z[�xAy � �yAx℄= 0 ;wobei wir mit �x, �y, �z die partiellen Ableitungen Ableitungen na
h den karte-sis
hen Koordinaten des Ortsvektors ~r und mit Ax, Ay und Az die kartesis
henKomponenten des Vektorfeldes ~A bezei
hnet haben. Zussammengefa�t ergibt si
halso: div ~B = 0 (2.2.9)Das hei�t:� Da die Divergenz f�ur die Quellst�arke steht, gibt es keine magnetis
hen Quel-len oder Senken (Im Gegesatz zur Elektrostatik !)� also gibt es au
h keine Startpunkte (bzw. Endpunkte) f�ur Magnetfeldlinien.� Diese Di�erentialglei
hung f�ur das Vektorfeld ~B beinhaltet also, da� es inder Magnetostatik keine magnetis
hen Ladungen oder Monopole gibt, dieden elektris
hen Ladungen der Elektrostatik entspre
hen.Glg. 2.2.9 ist die erste Di�erentialglei
hung der Magnetostatik. Sie entspri
ht~r � ~E = 4�� in der Elektrostatik.2. F�ur die Bere
hnung der Rotation wenden wir den Grassmanns
hen Entwi
klungs-satz ~a� (~b� ~
) = ~b(~a � ~
)� ~
(~a �~b) (2.2.10)auf die Vektoren ~r und ~A. Im Gegensatz zu einfa
hen Vektoren mu� allerdingsin diesem Fall der Vektoroperatoren ~r auf die Reihenfolge der Faktoren ge-a
htet werden; die partiellen Ableitungen in ~r wirken auf die re
hts stehenden



92 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKKomponenten von ~A~r� ~B = ~r� (~r� ~A) = ~r(~r � ~A)� (~r � ~r) ~A= 1
 ~r Z ~j (~r 0)~r 1j~r � ~r 0j dV 0| {z }a) � 1
 Z ~j (~r 0)4~r 1j~r � ~r 0j dV 0| {z }b)wobei ~r und4 an (~r 0) \vorbeigezogen" werden konnte, da ~j(~r0), also unabh�angigvon ~r ist. Ferner wurde in dem mit b) gekennzei
hneten Term die De�nition desLapla
e{Operators benutzt. Betra
hten wir nun die beiden Summanden a) undb) getrennt:� mit ~r 1j~r�~r 0j = �~r0 1j~r�~r 0j (~r0 bezieht si
h nun auf ~r 0!)und der Produktregelista) = �1
 ~r Z ~j (~r 0)~r0 1j~r � ~r 0j dV= �1
 ~r(Z ~r0  ~j (~r 0) 1j~r � ~r 0j! dV 0 � Z �~r0~j (~r 0)� 1j~r � ~r 0j dV 0) :Das zweite Integral vers
hwindet , da ~r0~j (~r 0) = div~j (~r 0) = 0 in der Ma-gnetostatik (station�are Str�ome (2.1.2). Setzt man im ersten Integral~x(~r 0) := ~j (~r 0) 1j~r � ~r 0jso ist a) = �1
 ~r Z div~x(~r 0) dV 0 Gau�= �1
 ~r IS(V ) ~x(~r 0) � d~f 0 = 0(der Integrand ~x vers
hwindet an den "Grenzen des Universums\).� Bea
htet man im Summanden b)4 1j~r � ~r 0j = �4�Æ(~r � ~r 0)(s.au
h Glei
hung (1.4.42)),so folgt f�ur die Rotation von ~B~r� ~B(~r) = 4�
 ~j (~r) : (2.2.11)Dies ist die zweite Di�erentialglei
hung der Magnetostatik. Zum Verglei
h: in derElektrostatik gilt ~r� ~E = 0.



2.2. DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER MAGNETOSTATIK 93Diese Di�erentialglei
hung (2.2.11) l�a�t si
h au
h integral darstellen: Integrierenwir dazu die magnetis
he Induktionsdi
hte entlang eines ges
hlossenen Weges,der den Rand einer Fl�a
he F darstellt:I ~B � d~s Stokes= ZF rot ~B(~r) � d~f Glg:2:2:11= 4�
 IF ~j � d~f (2.2.12)Es gilt also das Amperes
he Dur
h
utungsgesetz:I ~B � d~s = 4�
 I (2.2.13)wobei I der gesamte Strom ist, der dur
h die Fl�a
he, �uber deren Rand integriertwird, 
ie�t. Man sieht also:� H ~B � d~s 6= 0: es gibt ges
hlossene Feldlinien in der Magnetostatik (im Gege-satz zur Elektrostatik!). Aus der Diskussion der Quellen der magnetis
henInduktionsdi
hte wissen wir ja, da� ~B{Felder keine Anfangs- und Endpunktebesitzen. Das ~B{Feld wird also auss
hlie�li
h dur
h ges
hlossene Feldlinie-nen dargestellt.� Str�ome erzeugen um si
h herum die ges
hlo�enen Feldlinien des ~B{Feldes.Dabei ist na
h dem Amperes
hen Dur
h
utungsgesetz das Linienintegralder magnetis
hen Induktionsdi
hte �uber den Rand einer Fl�a
he proprtionalzum Gesamtstrom, der dur
h diese Fl�a
he 
ie�t.
B ds

I

Abbildung 2.4: Zur Bere
hnung der magnetis
hen Induktionsdi
hte bei einer symme-tris
hen StromverteilungDas Amperes
he Dur
h
utungsgesetz kann benutzt werden um in sehr einfa
her Weisedie magnetis
he Induktionsdi
hte f�ur eine Stromverteilung zu bere
hnen, die rotations-symmetris
h um die Ri
htung des Stromes ist. Sei diese Ri
htung und das Zentrum



94 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKdieser Stromverteilung gegeben dur
h die z-A
hse unseres Koordinatensystems. Wirbetra
hten nun einen Kreis um diese z-A
hse mit dem Zentrum bei x = y = 0, einerFl�a
hennormalen parallel zu z-A
hse und einem Radisu R (siehe Abb. 2.4). Wegen derSymmetrie des Problems besitzt die magnetis
he Induktionsdi
hte auf diesem Kreisnur eine Komponente in Ri
htung der Tangente an diesem Kreis. Au�erdem mu� derBetrag dieser Azimuthalkomponente von B f�ur alle Punkte auf diesem Kreis glei
hsein. Mit dem Amperes
hen Dur
h
utungsgesetz (2.2.13) k�onnen wir also s
hreibenI ~B � d~s = 2�RB= 4�
 R ~j(~r) ~df= 4�
 Iwobei I den Gsamtstrom dur
h die Kreis
�a
he bezei
hnet. Aus dieser Glei
hung k�onnenwir also direkt B = 2I
R (2.2.14)bestimmen.Ei
htransformation von PotentialenMit Glg. 2.2.8 wurde das Vektorpotential ~A eingef�uhrt, aus dem si
h das ~B{Feld be-re
hnen l�a�t dur
h ~B = ~r � ~A. Dies ist analog zur Elektrostatik, wo wir das skalarePotential � eingef�uhrt haben, aus dem si
h das ~E{Feld �uber ~E = �~r� bere
hnenlie�. Dabei war das elektrostatis
he Potential ni
ht eindeutig bestimmt. Jedes Poten-tial e� := � + 
onst. liefert wegen ~r(
onst. ) = 0 wieder das glei
he elektris
he Feld~E. Dur
h Hinzuaddieren einer Konstanten wurde das Potential umgeei
ht. � ! e� isteine Ei
htranformation, die das me�bare elektris
he Feld unver�andert l�a�t.Analog kann man f�ur das Vektorpotential ~A eine Ei
htransformation ausf�uhren: F�ure~A := ~A+ ~r	(~r) (	(~r): skalare Funktion ) (2.2.15)gilt wegen e~B = rot e~A = ~r� ( ~A+ ~r	(~r))und ~r� ~r	(~r) = 0e~B = ~B:Eine spezielle Ei
hung ist dieCoulomb{Ei
hung: Bilde mit Glg. 2.2.15 eine Ei
htrans-formation, so da� div ~A = 0 gilt. Damit ist dannrot ~B = ~r� �~r� e~A� Glg: 2:2:10= ~r�~r � e~A��4 e~A = �4 e~A:



2.2. DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DER MAGNETOSTATIK 95Andererseits gilt f�ur rot ~B Glg. 2.2.11, also ist4 e~A = �4�
 ~j (~r): (2.2.16)F�ur jede der 3 Vektorkomponenten hat diese Glei
hung die glei
he Form wie die Pois-songlei
hung 4� = �4�� f�ur das elektrostatis
he Potential (1.3.38). Analog zum elek-trostatis
hen Randwertproblem kann man nun das Problem der Magnetostatik l�osen,wo ~j(~r) in einem interessierenden Raumberei
h V vorgegeben ist mit Randbeding-ungen auf S(V ) und das Potential ~A (und damit ~B) gesu
ht ist. ~A ergibt si
h dannaus Glg. 2.2.16 (drei Di�erentialglei
hungen 2. Ordnung in ~A).Gegen�uberstellung der Elektro{ und Magnetostatis
hen Grundglei
hungenElektrostatik MagnetostatikQuellen div ~E = 4�� div ~B = 0Wirbel rot ~E = 0 rot ~B = 4�
 ~jPotential ~E = �~r� ~B = rot ~A(= ~r� ~A)� = R �(~r)j~r�~r 0j dV 0 ~A(~r) = 1
 R ~j (~r 0)j~r�~r 0j dV 0F�ur ~� = � + 
onst. ~~A(~r) = ~A(~r) + ~r	(~r)ist ~E = �~r� = �~r~� ~B = rot~~A = rot ~A



96 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK2.3 Das magnetis
he Feld einer lokalisierten Strom-verteilungIn den vorhergehenden Abs
hnitten haben wir gesehen, da� die Glei
hung f�ur dasVektorfeld der Magnetostatik ~A (siehe Gl. (2.2.8))~A(~r) = 1
 Z d3r0 ~j(~r 0)j~r � ~r 0j (2.3.17)in der Struktur der Bestimmungsglei
hung f�ur das Potential �(~r) der Elektrostatik(siehe Abs
hnitt 1.7) �(~r) = Z d3r0 �(~r 0)j~r � ~r 0jsehr �ahnli
h ist. Von der mathematis
hen Struktur her entspri
ht die Bestimmungs-glei
hung f�ur jede kartesis
he Komponente von ~A aus der entspre
henden kartesis
henKomponente der Stromdi
hte ~j der Bestimmungsglei
hung f�ur das elektrostatis
he Po-tential � aus der Ladungsverteilung �.In diesem Paragraph wollen wir nun das Magnetfeld einer lokalisierten Stromvertei-lung betra
hten. Dies sollte also weitgehend dem Problem entspre
hen, das wir imAbs
hnitt 1.7 diskutiert haben, der Multipolentwi
klung des elektris
hen Feldes, dasdur
h eine lokalisierte Ladungsverteilung erzeugt wurde. Ganz entspre
hend wollen wirau
h den Ursprung des Koordinatensystems so legen, da� die lokalisierte Stromvertei-lung, die das Magnetfeld erzeugt nur in der N�ahe des Koordinatenursprungs von Nullvers
hieden ist. Uns interessiert dabei das Magnetfeld, beziehungsweise das Vektorfeld~A, das dieses Magnetfeld 
harakterisiert, an Beoba
htungspunkten ~r weit au�erhalbder Stromverteilung. Sol
he Bedingungen herrs
hen etwa in einem Atom, in wel
hemdie Elektronen, die um den Atomkern im Koordinatenursprung \herumsausen", f�ur ei-ne Stromverteilung sorgen, die auf einen Berei
h mit Ausma�en von einigen Angstromlokalisiert ist. Die lokale Ladungsverteilung eines elektris
hen Feldes haben wir �uberdie Multipolentwi
klung �(~r) =Xlm 4�2l + 1 1rl+1 q�lm Ylm(#; ') (2.3.18)bere
hnet. Na
hdem wir uns gerade �uberzeugt haben, da� die Bere
hnung der kartesi-s
hen Komponenten des Vektorfeldes der Magnetostatik einer ganz �ahnli
hen Glei
hunggen�ugt, wie die der Bere
hnung des elektrostatis
hen Potentials, ist es klar, da� au
hf�ur die kartesis
hen Komponenten von ~A eine Multipolentwi
klung existiert, die dervon (2.3.18) entspri
ht.F�ur die Bere
hnung der Multipolentwi
klung in der Magnetostatik wollen wir abereinen etwas anderen Weg gehen und uns in Erinnerung rufen, da� na
h Glei
hung



2.3. DASMAGNETISCHE FELD EINER LOKALISIERTEN STROMVERTEILUNG97(1.6.88) gilt: 1j~r � ~r 0j = 1pr2 + r02 � 2rr0 
os #= 1Xlm rl<rl+1> Pl(
os#) (2.3.19)wobei hier ~r> = ~r und ~r< = ~r 0:Die Summe in (2.3.19) entsteht dabei dur
h die Entwi
klung der Abh�angigkeit desAusdru
kes von dem Cosinus des Winkels # zwis
hen den Vektoren ~r und ~r 0 na
h demVollst�andigen Funktionensystemen der Legendre-Polynome. Wir wollen diese Entwi
k-lung nun in die Glei
hung f�ur ~A(~r) (2.3.17) einsetzen und haben deshalb au
h inden Bezei
hnungen r< = r0, r> = r zum Ausdru
k gebra
ht, da� der Abstand desBeoba
htungspunktes ~r vom Koordinatenursprung deutli
h gr�o�er ist als der Abstandder Punkte ~r 0, an denen die erzeugende Stromverteilung von Null vers
hieden ist. Wirk�onnen uns also in der Entwi
klung (2.3.19) auf die Terme mit niedrigem l bes
hr�anken.Dadur
h ergibt si
h also 1r + r0r2 
os(#) + r02r3 P2(
os#) + � � �=) A(~r) = 1r
 Z ~j(~r 0) dr0 + 1
r Z ~j(~r 0) (~r � ~r 0) d3r0 + � � � (2.3.20)mit P0 = 1 und P1(x) = x und r0 
os# = (~r � ~r 0)=r.Bevor wir diese Entwi
klung weiter analysieren, betra
hten und beweisen wir die fol-gendeBehauptung:Seien f und g zwei von ~r abh�angige skalare Funktionen und bezei
hne ~j(~r) eine loka-lisierte Stromverteilung der Magnetostatik (div~j =0), so gilt:Z �f(~r 0)~j(~r 0) ~r0g(~r 0) + g(~r 0)~j(~r ~r0f(~r 0)� d3r0 != 0 (2.3.21)Beweis:Zu Beginn dieses Beweises betra
hten wir folgenden ZusammenhangZ ~r0(f ~j g) d3r0 = Z �~r0(f~j)� g d3r0 + Z f ~j ~r0g d3r0 ; (2.3.22)der si
h einfa
h dur
h Anwenden der Produktregel f�ur den ~r Operator im Integrandenergibt. Diese Beziehung k�onnen wir ums
hreiben inZ f ~j ~r0g d3r0 = Z ~r0(f ~j g) d3r0| {z }Term 1 � Z �~r0(f~j)� g d3r0| {z }Term 2 (2.3.23)



98 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKWir betra
hten nun die beiden Terme 1 und 2 einzeln:Term 1: Z div(f ~j g)d3r Gau�= IF f~j g d~F = 0 (2.3.24)Das Ober
�a
henintegral auf der re
hten Seite dieser Glei
hung ergibt den Wert 0, daja unsere Stromverteilung lokalisiert ist und der Strom ~j, damit also au
h das Produktf~jg auf der Ober
�a
he identis
h null ist. F�ur den 2. Term folgt mit der ProduktregelTerm 2 = Z (~r0f)~j g d3r0 + Z f (~r0~j) g d3r0Wegen der Forderung na
h station�aren Str�omen in der Magnetostatik ist div~j = 0 undder 2. Summand in dieser Glei
hung vers
hwindet. Setzen wir nun die Ergebnisse f�urTerm 1 und Term 2 wieder in (2.3.23) ein, so ergibt si
hZ f ~j ~r0g d3r0 = � Z (~r0f)~j g d3r0 (2.3.25)und damit die Behauptung (2.3.21).Als Anwendung dieses Ergebnisses der Glei
hung (2.3.21) zwei Beispiele :1. Sei f = 1; g = x0( die x-Komponente des Vektors ~r 0) =) ~r0f = 0; ~r0g = êx,der Einheitsvektor in Ri
htung der x-A
hse.Einsetzen in (2.3.21) ergibt Z ~j(~r) êx d3r0 = 0= Z jx(~r 0) d3r0:Ganz analog verf�ahrt man f�ur die y- und z-Komponente! Also:Z ~j(~r 0) dx0dy0dz0 = ~0 (2.3.26)Dies bedeutet also, da� das Volumenintegral �uber eine lokalisierte station�areStromverteilung vers
hwindet. Dies Ergebnis l�a�t si
h au
h intuitiv lei
ht na
h-vollziehen: W�are das Integral von Null vers
hieden, so m�u�te si
h die Stromvertei-lung ja in Ri
htung des Ergebnisvektors verlagern. Na
h einer gewissen Zeit w�aredie Stromverteilung also ni
ht mehr in der N�ahe des Koordinatenursprungs loka-lisiert. Dies widerspr�a
he aber der Stationarit�at der Stromverteilung.2. Sei f = x0i; g = x0l; wobei x0i und x0j beliebige kartesis
he Komponenten desVektors ~r 0 bezei
hnen sollen. Mit (2.3.21) folgtZ (x0i ~j êl|{z}jl +x0l ~j êi|{z}ji )d3r0 = 0 (2.3.27)



2.3. DASMAGNETISCHE FELD EINER LOKALISIERTEN STROMVERTEILUNG99Damit k�onnen wir nun bere
hnenZ x0l j 0i d3r0 =|{z}Gl2:3:27 12 �Z x0l j 0i d3r0 � Z x0i jl d3r0�Multiplizieren wir nun diese Glei
hung mit der kartesis
hen Komponente al einesbeliebigen Vektors ~a und summieren wir ans
hlie�end �uber diesen kartesis
henIndex l, erhalten wir:Xl al Z x0l j 0i d3r0 = Xl 12al �Z x0l j 0i d3r0 � Z x0i jl d3r0�!= �12 �~a� Z ~r �~j(~r 0) d3r0�i.Komponente (2.3.28)Diese letzte Glei
hung kann man lei
ht veri�zieren, indem man z.B. die linke Seitef�ur i = x-Komponente bere
hnet und au
h im Vektorprodukt auf der re
htenSeite die x-Komponente ausre
hnet.Benennen wir nun no
h in (2.3.28) die Integrationsvariable ~r 0 um in ~r, so folgtsofort: Z ~a~r jx d3r0 = 12 Z h~a� (~r �~j)ix d3r0 (2.3.29)Nun zur�u
k zum ~A(~r) in der Entwi
klung von (2.3.20)~A(~r) = 1
 1r � 0� 1
 1r3 Z ~r~r 0 j(~r 0) d3r0 + � � �= �1
 12r3~r � Z ~r 0 � j(~r 0) d3r0 + � � � (2.3.30)In der ersten Zeile haben wir ausgenutzt, da� das Volumenintegral �uber einen lokalisier-ten station�aren Strom vers
hwindet (2.3.26), und in der 2.Zeile haben wir (2.3.29) ange-wandt. Die N�aherung von Gl.(2.3.30) entspri
ht der Dipoln�aherung f�ur das Vektorpo-tential ~A(~r). Glei
hzeitig sehen wir, da� der Monopolbeitrag zum Vektorpotential ver-s
hwindet (siehe 1.Zeile von (2.3.30)Wir de�nieren das magnetis
he Dipolmoment ~� einer Stromverteilung~� := 12
 Z ~r 0 �~j(~r 0) d3r0; (2.3.31)und bezei
hnen den Integranten dieser De�nition als magnetis
hes Dipolmoment. Aus(2.3.30 ) sieht man, da� das Vektorfeld eines magnetis
hen Dipols gegeben ist dur
h~A(~r) = 1r3 ~�� ~r (2.3.32)



100 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKZum Verglei
h erinnern wir uns no
h kurz an die De�nition des elektris
hen Dipolmo-mentes einer Ladungsverteilung ~d = Z ~r 0 %(~r 0) d3r0 (2.3.33)und den Beitrag eines Dipols zum elektrostatis
hen Potential �� = ~d � ~rj~rj3 (2.3.34)und verglei
hen dann die Ergebnisse der letzten Betra
htungen mit den s
hon bekann-ten Ergebnissen aus der Elektro-Statik, so ergeben si
h folgende "Entspre
hungen\:� % =) ~j=
 also f�ur die Einheiten gilt h%i = h~j=
i� wegen des Vektor
harakters von ~j geht bei der De�nition des Dipolmomentes dieMultiplikation ~r� im elektrostatis
hen Fall �uber in das Vektorprodukt ~r � ~j immagnetis
hen Fall. �Ahnli
hes gilt f�ur den Zusammenhang von Dipolmoment undPotential (Verglei
he (2.3.32) und (2.3.34)).� Au
h aus den Ma�einheiten lassen si
h die prinzipiellen �Ahnli
hkeiten der beidenFelder erkennen:{ h~di = h~�i{ h�i = h ~Ai{ h ~Ei = h ~BiWir haben also das erste Ziel unserer Diskussion im Abs
hnitt 2.1 errei
ht und eineGr�o�e zur Charakterisierung des Magnetfeldes, die magnetis
he Induktionsdi
hte ~B,bestimmt, die analog zum elektris
hen Feld zu sehen ist und si
h au
h in entspre
henderWeise aus einem Dipolmoment herleiten l�a�t.Im n�a
hsten Teil dieses Abs
hnittes wollen wir nun diese Begri�e und Zusammenh�angedur
h die Anwendungen in 2 Beispielen vertiefen:Beispiel 1.: KreistromEin Kreisstrom f�ur einen Kreis mit dem RadiusR in der x-y-Ebene um den Koordinaten-ursprung ist mathematis
h gegeben dur
h:~j(~r 0) = I Æ(j~r 0j � R)R Æ(
os#) ê' (2.3.35)Diese Darstellung mag zun�a
hst etwas verwunderli
h sein, wir wollen sie kurz erl�autern:



2.3. DASMAGNETISCHE FELD EINER LOKALISIERTEN STROMVERTEILUNG1011. Die Ri
htung des Stromvektors~j ist dur
h den Einheitsvektor ê' der Kugelkoordi-naten, also in tangentialer Ri
htung an den Kreis in der x-y-Ebene (und damitin Ri
htung des Strom
usses) gegeben.2. Æ(j~r 0j �R)Æ(
os #) begrenzt den Strom auf die Kreisbahn.Zur Best�atigung des Vorfaktors I=R bere
hnen wir nun den Gesamtstrom dur
h diey-z-Fl�a
he: 1Z�1 1Z0 I Æ(r0 �R)R Æ(
os#0) r0 dr0 d 
os#0 = IF�ur den Kreisstrom (2.3.35) k�onnen wir nun mit der De�nition (2.3.31) das magnetis
heDipolmoment dieses Kreisstromes bere
hnen:~� = 12 1
 Z I Æ(r0 �R)R Æ(
os#0) êr0 � ê'0 d3r0:Damit haben wir sofort die Ri
htung des magnetis
hen Momentes: F�ur die Vektoren~r 0, f�ur die der Integrand ni
ht vers
hwindet (also in der x-y-Ebene) steht êr0 � ê'0 unddamit au
h ~� parallel zur z-A
hse! Wie sieht der Wert von j~�j aus?~� = 12R 1
 êz Z I Æ(r0 � R) Æ(
os#0) r02 dr0 d 
os#0 d'| {z }d3r0in Kugelk. (2.3.36)= 12R 1
 êz 2� 1Z0 r02 I Æ(r0 �R) dr0= êz �
 R2 I = ~F I
 (2.3.37)Das Dipolmoment eines Ringstromes ergibt si
h also als das Produkt aus dem Stromund der vom Stromkreis ums
hlossenen Fl�a
he dividiert dur
h die Li
htges
hwindigkeit
.Betra
hten wir nun den Fall f�ur ganz beliebige Leiters
hleifen in der Ebene. In diesemFall m�ussen wir �uber die ges
hlossene Kurve der Leiters
hlaufe integrieren und das ma-gnetis
he Moment f�ur den Fall, da� die Leiters
hlaufe von einem Strom I dur
h
ossenwird, ergibt si
h zu: ~� = 12
 I I� ~r 0 � d~s= 1
 I ZF d~a = I
 ~F
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ds

r’

r’  
 dsx

Abbildung 2.5: Zur Bere
hnung des magnetis
hen Dipolmomentes einer Stroms
hlaufeBei dem �Ubergang zur 2.Zeile dieser Glei
hung haben wir ausgenutzt, da� das Vektorpro-dukt aus ~r 0 und dem Linienelement d~s gerade die doppelte Fl�a
he ergibt, die bei �Ande-rung des Integrationsvektors auf dem Rand vom Vektor ~r 0 �uberstri
hen wird (sieheAbbildung 2.5). Also gilt au
h im allgemeinen Fall, da� das magnetis
he Moment einesStromes I dur
h eine Leiters
hlaufe gerade gegeben ist als das Produkt aus Fl�a
he malStrom dur
h 
.Beispiel 2.: Strom aus PunktladungenBetra
hten wir nun einen Strom, der dur
h Punktladungen qi an Positionen ~ri mitGes
hwindigkeiten vi gegeben ist. Die Stromdi
hte ergibt si
h dann zu~j(~r) =Xi qi ~vi Æ(~r � ~ri)Setzt man diese Stromdi
hte in die De�nition des magnetis
hen Momentes (2.3.31) ein,so ergibt si
h~� = 12
 Xi qi Z ~r � ~vi Æ(~r � ~ri) d3r= 12
 Xi qi mimi~ri � ~vi= 12
 Xi qi 1mi~li;wobei mi � ~ri � ~vi = ~li, der Drehimpuls der Punktladung ist!~� = X qi~li2 
miIn der Atomphysik steht qi dann f�ur die e�, die Elementarladung des Elektrons, das denAtomkern umkreist. Besitzt dieses umlaufende Elektron den Drehimpuls li, so ergibt



2.3. DASMAGNETISCHE FELD EINER LOKALISIERTEN STROMVERTEILUNG103si
h ein Beitrag zum magnetis
hen Moment des Atoms:~�e� = e�~li2 
me�j~�e�j = e�2 
me� �hql(l + 1) := �B �ql(l + 1)~�B ist das sogenannte Bohrs
he Magneton und f�ur den Betrag des Drehimpulses habenwir den quantenme
hanis
hen Wert �hql(l + 1) eingesetzt, wobei die Werte l f�ur denDrehimpuls entspre
hend den Orbitalen die Werte 0; 1; 2; � � � annehmen kann.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir nun no
h einmal am Beispiel des Kreis-stromes die Bere
hnung des zugeh�origen Vektorpotentials ~A und die entspre
hendeDipoln�aherung diskutieren. Dabei gehen wir no
h einmal aus von der mathematis
henBes
hreibung des Kreisstromes in (2.3.35) wollen aber jetzt die einzelnen kartesis
henKomponenten von ~j betra
hten0B� jx(~r 0)jy(~r 0)jz(~r 0) 1CA = I Æ(j~r 0j � R)R Æ(
os#0) 0B� � sin'0
os'00 1CAwobei wir ê' dur
h die kartesis
hen Komponenten dargestellt haben. Bere
hnen wirnun mit Hilfe von (2.3.17) das Vektorpotential an einem Punkt ~r in der x� z Ebene,d.h.: ~r = 0B� r sin #0r 
os# 1CADamit erhalten wir f�ur die x-Komponente des VektorfeldesAx(~r) = 1
 Z d3r0 jxj~r � ~r 0j= 1
 Z 2�0 d'0 Z �11d#0 Z 10 r02 dr0 I Æ(j~r 0j � R)R Æ(
os#0)� sin'0j~r � ~r 0j= 1
 Z 2�0 d'0 IR � sin'0pr2 +R2 � 2Rr sin # 
os'0 (2.3.38)Dieses Integral ergibt den Wert 0, wie wir lei
ht sehen k�onnen wenn wir es vereinfa
htdarstellen in der FormAx = �1
 "Z �0 d'0 sin'0pa� b 
os'0 + Z 2�� d'0 sin'0pa� b 
os'0 #= 1
 "Z 1�1 d�pa� b� + Z �11 d�pa� b�#= 0



104 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKwo wir die Substitution � = 
os'0 vorgenommen haben. Au�erdem sieht man nat�urli
hau
h sofort, da� jz = 0 =) Az = 0 :Etwas s
hwieriger gestaltet si
h die Bere
hnung von Ay. Ganz �ahnli
h wie in (2.3.38)k�onnen wir au
h den Ausdru
k f�ur Ay auf die FormAy = IR
 Z 2�0 d'0 
os'0pr2 +R2 � 2Rr sin # 
os'0bringen. Im Gegensatz zu (2.3.38) k�onnen wir aber dieses Integral ni
ht so einfa
hbere
hnen. Wir bringen es deshalb auf die Form
IRAy = Z 2�0 dx 
os xpa� b 
os xmit a = r2 +R2b = 2rR sin#Dieses Integral k�onnen wir nun z.B. mit dem Computerprogramm f�ur symbolis
hesRe
hnen Mathemati
a auswerten, indem wir den BefehlIntegrate[ Sin[x℄/(a-b*Cos[x℄)^(1/2), f x,0,2*Pig ℄eingeben. Als Ergebnis erhalten wir dann:Out = b�Hypergeometri
2F1 h34 ; 54 ; 2; b2a2 i2a3=2wobei eine bestimmte \hypergeometris
he kon
uente" Funktion 2F1 zum Argumenty = b2a2 =  2rR sin #r2 +R2 !2eingeht. Uns interessiert diese Funktion f�ur Punkte ~r, die weit weg sind von der loka-lisierten Stromverteilung, also: r � R. Das hei�t das oben de�nierte Argument y istklein gegen�uber 1: y � 1. Deshalb rei
ht es also aus, wenn wir uns die Taylorentwi
k-lung der Funktion 2F1 um den Wert y = 0 ansehen. Mathemati
a liefert uns dieseEntwi
klung bis zu Termen dritter Ordnung dur
h Eingabe des BefehlsSeries[ Hypergeometri
2F1[ 3/4, 5/4, 2, y℄, fy,0,3g ℄Als Ergebnis erhalten wirOut = 1 + 1532y + 3151024y2 + 1501565536y3 +O[y4℄



2.3. DASMAGNETISCHE FELD EINER LOKALISIERTEN STROMVERTEILUNG105Wenn wir jetzt diese Entwi
klung dur
h den ersten Term 2F1 = 1 approximieren unddie De�nitionen der Hilfsvariablen zur�u
kverfolgen, erhalten wir f�urAy = RI
 2rR� sin#2 (r2 +R2)3=2� I�R2
 sin#r2Beim �Ubergang zur zweiten Zeile haben wir im Nenner wieder R2 � r2 ausgenutzt.Dieses Ergebnis f�ur Ax, Ay und Az bei Beoba
htungspunkten ~r in der x� z Ebene l�a�tsi
h f�ur beliebige Beoba
htungspunkte mit r � R verallgemeinern zu~A(~r) = I�R2
r2 sin# ê' (2.3.39)wobei ê' wie �ubli
h f�ur den Einheitsvektor zur entspre
henden Kugelkoordinate steht.Dieses Ergebnis, das wir jetzt dur
h direkte Bere
hnung des Vektorpotentials unterBenutzung mathematis
her N�aherungen f�ur r � R erhalten haben, h�atten wir au
heinfa
her aus der Multipolentwi
klung f�ur ~A bekommen k�onnen. Wie wir in (2.3.37)gesehen haben bere
hnet si
h das magnetis
he Dipolmoment eines Kreisstromes zu~� = �
 R2 I êzEingesetzt in (2.3.32) ergibt si
h also~A(~r) = 1r3 ~�� ~r = 1r2~�� êr= I�R2
r2 êz � êr| {z }sin# ê'das glei
he Ergebnis wie in (2.3.39). Ausgedr�u
kt in Kugelkoordinaten ergibt si
h alsodas Vektorpotential eines sol
hen Kreisstromes, beziehungsweise eines magnetis
henDipolmomentes �êz, zu Ar = A# = 0 und A' = I�R2
| {z }� sin#r2Bere
hnen wir damit die magnetis
he Induktionsdi
hte dur
h~B = rot ~A = ~r� ~Ain Kugelkoordinaten, so erh�alt manBr = 1r sin# h ��#(sin#A')� ��'A#i = 2 
os#r3 �B# = 1r sin# h ��'Ar � sin # ��r (rA')i = sin#r3 �B' = 1r ��r (rA#)� 1r ��#Ar = 0 (2.3.40)
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Abbildung 2.6: lokalisierte Stromverteilung im �au�eren Magnetfeld2.4 Kraft auf magnetis
he Dipole in einem �au�erenMagnetfeldEs soll nun diskutiert werden, was f�ur Kr�afte und Drehmomente auf eine lokalisierteStromverteilung ~j (~r) in einem �au�eren Magnetfeld ~B wirken. Dabei soll die Stromver-teilung in einem engen Berei
h um den Koordinatenursprung lokalisiert sein und dieStr�ome, die die magnetis
he Induktionsdi
hte ~B erzeugen sollen weit weg sein von derlokalisierten Stromverteilung, auf die die Kraft ausge�ubt wird (siehe Abbildung 2.6).Demzufolge �andert si
h ~B im Berei
h der Stromverteilung nur wenig und wir k�onnendie magnetis
he Induktionsdi
hte f�ur den Berei
h, in dem die Stromdi
hte ~j von Nullvers
hieden ist, in eine Taylorreihe entwi
keln. F�ur die kartesis
he Komponente Bk dermagnetis
hen Induktionsdi
hte s
hreiben wir die Taylorentwi
klung:Bk(~r) = Bk(~0) +P3l=1 ddxl Bkj~r=~0 xl + : : := ~B(~0) + �~r � ~r� ~B(~0) + : : : (2.4.41)Na
h dem ersten Amperes
hen Gesetz gilt f�ur die Kraft ~F eines Magnetfeldes auf eineStromverteilung (2.1.3):~F = Z d~F = 1
 Z Id~l � ~B = 1
 Z ~j(~r)� ~B(~r) dV= 1
 Z �~j (~r)� � ~B(~0)| {z }a) + �~r � ~r� ~B(~0)| {z }b) + : : :�� dV (2.4.42)Dabei haben wir in der 2. Zeile dieser Glei
hung die Taylorentwi
klung (2.4.41) f�urdie magnetis
he Induktionsdi
hte eingef�ugt. Betra
hte die Terme a) und b) in (2.4.42)getrennt: a) ~Fa) = 1
 Z h~j(~r)� ~B(~0)i dV = � ~B(~0)� 1
 Z ~j(~r) dV = ~0



2.4. KRAFT AUFMAGNETISCHE DIPOLE IN EINEM �AUSSERENMAGNETFELD107da das Volumenintegral �uber ~j (~r) f�ur lokale Stromverteilungen vers
hwindet (siehe(2.3.26). b) ~Fb) = 1
 Z h~j (~r)� �~r � ~r� ~B(~0)i dVl�a�t si
h mit Hilfe der folgenden Nebenre
hnungen auswerten:N.R.(1): Da die Str�ome, die das Magnetfeld ~B verursa
hen weit weg sind vom Koor-dinatenursprung (siehe Voraussetzung, die wir zu Beginn dieses Abs
hnittes diskutierthaben), gilt in der N�ahe des Koordinatenursprunges rot ~B = 0. Damit ist au
h~r � �~r� ~B� = ~0:Mit dem Grassmanns
hen Entwi
klungssatz (s. Glg. 2.2.10) ist also au
h"~r� ~B| {z } �~r�� �~r � ~r� ~B#�����~x=~0 = 0, ~r� ~B| {z } �~r� = �~r � ~r� ~BDabei bedeutet die Unterklammerung an, da� si
h die Ableitungen im Nabla Operatornur auf die betre�ende Gr�o�e, also hier ~B bezieht.Also ist ~Fb) = 1
 Z "~j (~r)� ~r� ~B| {z } �~r�# dV :Das l�a�t si
h nun mit der folgenden Nebenre
hnung weiter vereinfa
hen:N.R.(2): F�ur die x{Komponente von ~Fb) gilt
[~Fb)℄x = "Z (~j (~r)� ~r� ~B| {z } �~r�) dV #x= Z (jy �z� ~B| {z } � ~r�� jz �y� ~B| {z } �~r�) dV= � "Z (�y� ~B| {z } �~r�jz) dV � Z (�z� ~B| {z } �~r�jy) dV # ;wobei �z als Abk�urzung f�ur die Ableitung d=dz stehen soll. Die vorstehende Glei
hunggilt f�ur die y{ und z{Komponente entspre
hend.



108 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKMit der De�nition des Kreuzprodukts erh�alt man dann ~Fb)(~r) zu~Fb)(~r) = �1
 ~r� Z � ~B| {z } �~r�~j (~r) dV :Mit der Vektoridentit�at (2.3.29)Z (~a � ~r) ~j (~r) dV = �12 ~a� Z �~r �~j (~r)� dVund der De�nition des magnetis
hen Momentes ~� = 12
 R ~r 0�~j(~r 0) dV 0 ist dann s
hlie�-li
h ~F (~r) = 12
 ~r� ~B| {z }� Z �~r �~j (~r)� dV = ~r� � ~B(~x)� ~�����~x=~0~F = ~r� ( ~B � ~�)Mit dem Grassmanns
hen Entwi
klungssatz (s. Glg. 2.2.10) gilt~F = (~� � ~r) ~B � (~r � ~B)~� = (~� � ~r) ~B(letzteres, da div ~B vers
hwindet). Da f�ur station�are, nahezu konstante ~B{Felder (d.h.keine Wirbel) rot ~B = 0 () �iBl = �lBi) gilt und ~� eine Konstante ist, gilt(~� � ~r)Bl = 3Xi=1 �i�iBl = 3Xi=1 �i�lBi = h~r(~� � ~B)il) ~F = ~r(~� � ~B) :~F l�a�t si
h also in der Form~F = �~rU mit U = �~� � ~Bs
hreiben. Genau so ist aber ein konservatives Kraftfeld de�niert. Seine potentielleEnergie lautet somit U = �~� � ~B : (2.4.43)Die Energie eines magnetis
hen Momentes ~� ist also minimal, wenn ~� parallel zur ma-gnetis
hen Induktionsdi
hte ausgeri
htet ist. Auf diesem Prinzip beruht der klassis
heMagnetnadelkompass: Das magnetis
he Moment der Magnetnadel ri
htet si
h parallelzum Magnetfeld aus. Im allgemeinen sind ~B und ~� ni
ht parallel, auf die Stromver-teilung wirkt also ein Drehmoment ~N , wel
hes im Folgenden bere
hnet werden soll:allgemein gilt ~N = Z ~r 0 � d~F (~r 0)



2.4. KRAFT AUFMAGNETISCHE DIPOLE IN EINEM �AUSSERENMAGNETFELD109wo d~F (~r 0) die Kraft auf ein Volumenelement bei ~r 0 ist. Mit dem Amperes
hen Gesetz(2.1.3) und dem Grassmanns
hen Entwi
klungssatz (s. Glg. 2.2.10) ist dann~N = 1
 Z ~r 0 � h~j (~r 0)� ~B(~r 0)i dV= 1
 Z h~r 0 � ~B(~r 0)i~j (~r 0) dV 0 � 1
 Z h~r 0~j � (~r 0)i ~B(~r 0) dV 0 :Betra
hte zuerst den zweiten Summanden: Mit der Produktregel gilt~r �r2~j� = �~rr2�~j + r2~r~j = 2~r �~j(bea
hte: div~j = 0 in der Magnetostatik). Betra
htet man die Taylorentwi
klung von~B(~r 0) (2.4.41) nur bis zur ersten Ordnung (also ~B(~r 0) = ~B(~0)), dann erh�alt man f�urden zweiten Summanden mit dem Gau�s
hen Satz:�1
 Z h~r 0~j (~r 0)i ~B(~r 0) dV = � 12
 ~B(~0) Z ~r �r2~j� dV 0= � 12
 ~B(~0) I r2~j (~r 0)d~f 0 = 0(letzteres, da ~j (~r 0) an der "Ober
�a
he des R3\ vers
hwindet). Damit gilt f�ur ~N (mitder Vektoridentit�at 2.3.29):~N = 1
 Z � ~B(~0) � ~r 0�~j (~r 0) = � ~B(~0) � 12
 Z ~r 0 �~j (~r 0) dV 0 :Mit der De�nition des Magnetis
hen Moments ~� = 12
 R ~r �~j dV Ist dann also~N = ~�� ~B(~0) : (2.4.44)
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he Feld in MaterieWie wir in den vorangegangenen Kapiteln bereits gesehen haben, wird die magnetis
heInduktionsdi
hte ~B dur
h ein Vektorpotential ~A 
harakterisiert, das aus der Stromver-teilung bere
hnet werden kann na
h:~A = 1
 Z ~|(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0:In dieser Bestimmungsglei
hung gehen wir davon aus, da� die Stromverteilung ~j voll-st�andig bekannt ist. Bei der Untersu
hung der magnetis
hen Ph�anomene in Materiewerden wir aber normalerweise die mikroskopis
hen Str�ome, das sind die Str�ome aufatomarem Niveau dur
h die Bewegung der Elektronen um die Atomkerne, ni
ht explizitkennen. Deshalb erhalten wir zu dem Vektorpotential, das von den makroskopis
henStr�omen generiert wird, einen Beitrag dur
h diese mikroskopis
hen Str�ome. Dadur
hergibt si
h das Vektorpotential zu~A = 1
 Z ~|(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0 + ~Amikro:Dieses mikroskopis
he Potential stellt si
h dar als Summe der Beitr�age der einzelnenMolek�ule oder Atome ~Amikro = XMolek�ul i ~Ai= Xi ~�i � (~r � ~ri)j~r � ~rij3 ;wobei ~�i das magnetis
he Moment des Molek�uls i und ~ri dessen Position bezei
hnet,so da� si
h na
h Gl. (2.3.32) der obige Ausdru
k ergibt. Da der Abstand zwis
hendem Beoba
htungspunkt ~r und der Position ~ri im Allgemeinen sehr gro� sein wird imVerglei
h zu den atomaren Abmessungen, auf die die Str�ome eines Molek�uls lokali-siert sind, rei
ht es aus, da� wir bei der Multipolentwi
klung dieser mikroskopis
henStrombeitr�age nur den Dipolanteil ber�u
ksi
htigen. Die magnetis
hen Multipolmomen-te h�oherer Ordnung k�onnen verna
hl�assigt werden. Ersetzt man diese Summe �uber dievielen Molek�ule dur
h ein Integral �uber die magnetis
he Dipoldi
hte ~M(~r 0), die alsodas lokal gemittelte magnetis
he Moment der Atome pro Volumeneinheit darstellt, soerh�alt man insgesamt f�ur das Vektorpotential~A = 1
 Z ~|(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0 + Z ~M(~r 0)� (~r � ~r 0)j~r � ~r 0j3 d3~r 0= 1
 Z ~|(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0 + Z ~M(~r 0)� ~r0 1j~r � ~r 0j d3~r 0: (2.5.45)



2.5. DAS MAGNETISCHE FELD IN MATERIE 111Beim �Ubergang zur zweiten Zeile haben wir Gl. (1.3.37) ausgenutzt. Hier und im fol-genden bezei
hnen wir mit ~M die magnetis
he Dipoldi
hte bzw. Magnetisierung.Zur Vereinfa
hung dieses Ausdru
ks f�uhren wir eine Nebenre
hnung dur
h und zeigenzun�a
hst einmal: Z ~r0 � ~M(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 0 = 0: (2.5.46)Zum Beweis dieser Vektorglei
hung betra
hten wir die x-Komponente:24Z ~r0 � ~M(~r 0)j~r � ~r 0j d3~r 035x = Z ��y0 Mzj~r � ~r 0j dx0 dy0 dz0 � Z ��z0 Myj~r � ~r 0j dx0 dy0 dz0= Z Mzj~r � ~r 0j �����+1y0=�1 dx0 dz0 � Z Myj~r � ~r 0j �����+1z0=�1 dx0 dy0= 0 da Mj~r � ~r 0j f�ur ~r 0 !1 vers
hwindet.Wenden wir nun die Produktregel f�ur den ~r Operator in (2.5.46) so erhalten wir0 = Z (~r0 � ~M) � 1j~r � ~r 0j d3~r 0 + Z  ~r0 1j~r � ~r 0j!� ~M d3~r 0Somit l�a�t si
h der Potentialanteil, resultierend aus den mikroskopis
hen Str�omen, in(2.5.45) darstellen als:Z ~M(~r 0)�  ~r0 1j~r � ~r 0j! d3~r 0 = Z (~r0 � ~M) � 1j~r � ~r 0j d3~r 0:Das Gesamtpotential ~A in (2.5.45) erh�alt so die Form~A = 1
 Z ~|(~r 0) + 
 � rot ~Mj~r � ~r 0j d3~r 0: (2.5.47)Die mikroskopis
hen Str�ome werden also dur
h ~|mikro = 
 � rot ~M dargestellt.Wir k�onnen also nun die Wirbel der magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B ausre
hnen mitHilfe von Gl. (2.2.11) wenn wir f�ur den Strom die geamte Stromdi
hte~jgesamt = ~j +~jmikro = ~j + 
 � rot ~Meinsetzen: rot ~B = 4�
 (~|+ 
 � rot ~M) = 4�
 ~|makro + 4� � rot ~M



112 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKStellt man diese Glei
hung um, so erh�alt manrot ( ~B � 4� ~M) = 4�
 ~| =: rot ~H: (2.5.48)Dur
h diese Glei
hung haben wir also eine magnetis
he Feldst�arke ~H = ~B � 4� ~Mde�niert, so da� die Wirbel dieser magnetis
hen Feldst�arke, rot ~H auss
hlie�li
h dur
hdie makroskopis
he Stomdi
hte ~j gegeben ist. Im Vakuum gilt ~B = ~H, da ohne Materiekeine Magnetisierung existiert: ~M = 0. Es zeigt si
h, da� bei den meisten Materialien,die magnetis
he Dipoldi
hte ~M proportional zur magnetis
hen Feldst�arke ist (sieheau
h die Diskussion der vers
hiedenen Materialien weiter unten): ~M = � � ~H. DerProportionalit�atsfaktor � (Chi) wird als magnetis
he Suszeptibilit�at bezei
hnet undist eine Materialkonstante. Damit ergibt si
h:~B = ~H + 4� ~M = (1 + 4��)| {z }=:� ~H: (2.5.49)Zur Vereinfa
hung wird der Proportionalit�atsfaktor zwis
hen ~B und ~H als Permeabilit�at� bezei
hnet.2.5.1 Magnetis
he Materialeigens
haftenMaterie l�a�t si
h aufgrund ihres Verhaltens im magnetis
hen Feld in drei Gruppen ein-teilen, die si
h in den Werten der Suszeptibilit�at �, beziehungsweise der Permeabilit�at� unters
heiden.1. Paramagnetismus (� > 0).S�amtli
he Molek�ule paramagnetis
her Materie besitzen ein permanentes magne-tis
hes Dipolmoment ~mi. Betra
hten wir die Verteilung der magnetis
hen Mo-mente im Zustand T = 0, also beim Vers
hwinden jegli
her thermis
her Ener-gie, so werden si
h all diese molekularen Elementarmagnete in die energetis
hg�unstigste Ri
htung orientieren, d.h. sie werden si
h parallel zu einem externenMagnetfeld ~H beziehungsweise ~B orientieren (siehe den Ausdru
k f�ur die Ener-gie eines magnetis
hen Dipols im �au�eren Magnetfeld (2.4.43)). In diesem Fallist also die gesamte magnetis
he Induktionsdi
hte, die ja aus der Summe dermakroskopis
hen plus molekularen Str�ome resultiert maximal.Mit zunehmender Temperatur unterliegen die Molek�ule der thermis
hen Bewe-gung, die die Ausri
htung der Dipole parallel zum externen Feld st�ort. Um diesquantitativ zu erfassen, betra
hten wir zun�a
hst die Wahrs
heinli
hkeit eines Sy-stems in einem W�armebad mit der Temperatur T , einen Zustand mit der Energie" einzunehmen: w(") = � � exp(�"=kT );



2.5. DAS MAGNETISCHE FELD IN MATERIE 113wobei k die Boltzmann-Konstante bezei
hnet. Damit ist also die Wahrs
heinli
h-keit, da� ein magnetis
hes Dipolmoment ~mi eine bestimmte Orientierung relativzu einem externen Magnetfeld ~B einnimmt (vergl. (2.4.43)) gegeben dur
hw(~mi) = � � exp( ~B � ~mi=kT )= � � exp(Bmz=kT ) (2.5.50)Hierbei haben wir vorausgesetzt, da� das ~B-Feld in z-Ri
htung orientiert ist,d. h. ~B = Bêz, so da� mz die z-Komponente des magnetis
hen Momentes ~mibezei
hnet. Bei atomaren Systemen ist das magnetis
he Momente mit den Dreh-impulsen der Elektronen bei ihrer Bewegung um den Atomkern verkn�upft undwir erhalten f�ur mz = g�Bjz mit jz = �j; �j + 1 : : : jwobei �B das Bohrs
he Magneton ist, g das gyromagnetis
he Verh�altnis bezei
h-net und entspre
hend den Gesetzen der Quantenme
hanik jz die z-Komponentedes Drehimpulses die Werte �j, �j+1 : : : j annehmen kann, wenn j den Betragdes Gesamtdrehimpulses bezei
hnet. Nun ist klar, da� die Summe der Wahrs
hein-li
hkeiten, also w(~mi) summiert �uber alle M�ogli
hkeiten der Orientierung Einsergibt: Xjz � � exp(Bg�Bjz=kT ) = 1:Aus dieser Normierungsbedingung ergbit si
h die Konstante � beziehungsweisedie sogenannte ZustandssummeZ = 1� =Xjz exp(Bg�Bjz=kT )F�uhren wir nun die Abk�urzung � = Bg�Bktein, so k�onnen wir diese Zustandssumme lei
ht aufsummieren und man erh�altZ = e��j + e��(j�1) + � � �+ e�j= e��j [1 + e� + � � �+ e2�j℄= e��j 1�e(2j+1)�1�e�= e��j�e�(j+1)1�e�= sinh((j+ 12 )�)sinh( 12 �) (2.5.51)



114 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKWenn wir nun den Mittelwert f�ur die z�Komponente des magnetis
hen Momen-tes eines Atomes ausre
hnen wollen, m�ussem wir �uber alle m�ogli
he Orientierun-gen des magnetis
hen Momentes summieren und den jeweiligen Wert f�ur mz mitder entspre
henden Wahrs
heinli
hkeit multipliziern�mz = 1Z Pjz g�Bjzexp(Bg�Bjz=kT )= 1ZkT ��BZSetzen wir nun in diese Glei
hung das Ergebnis (2.5.51) f�ur die Zustandsglei
hungZ ein, und entwi
keln wir das Ergebnis f�ur kleine Werte von �, so erhalten wir�mz = g�Bj j + 13 � � BTDamit ist also die Magnitisierungsdi
hte M , also dieser Wert �mz multipliziert mitder Zahl der Atome pro Einheitsvolumen ebenfalls proportional dem Verh�altnisH=T . Na
h (2.5.49) ist aber M = �H � HTund damit die Suszebtibilit�at � unabh�angig von H und � f�allt mit wa
hsenderTemperatur proportional 1=T ab. Dieses Gesetz, das als Curies
hes Gesetz be-kannt ist, kann man f�ur viele Materialien beoba
hten. Bei unserer Herleitung gingja nur ein, da� � � 1, eine Bedingung, die bei Zimmertemperatur im Allgemeinenerf�ullt ist.2. Ferromagnetismus (�� 1).Au
h bei ferromagnetis
hen Sto�en besitzen die Atome ein permanentes magne-tis
hes Moment. In diesem Fall ri
hten si
h aber die einzelnen Atome ni
ht un-abh�angig voneinander, gest�ort dur
h die thermis
he Bewegung aus. Es wirkenbei diesen ferromagnetis
hen Materialien Kr�afte zwis
hen den Atomen, die imKristallgitter auf bena
hbarten Pl�atzen sitzen. Diese Kr�afte f�uhren dazu, da�bena
hbarte Atome ihre Spins und damit ihre magnetis
hen Momente parallelzueinander orientieren. Dies f�uhrt zu den sogenannten Wei�s
hen Bezirken, Do-m�anen, in denen alle atomaren magnetis
hen Momente parallel orientiert sind.Die thermis
he Energie rei
ht nun ni
ht aus, diese makroskopis
hen Dom�anen ausder Vorzugsri
htung also parallel zum externen Magnetfeld wegzudrehen. So l�a�tsi
h eine homogene Ausri
htung aller Momente errei
hen, und die Magnetisie-rung wird sehr gro� werden. Erst bei h�oheren Temperaturen wird diese Ordnungder Magnetisierung gest�ort. Oberhalb einer Curie Temperatur geht ein sol
hesferromagnetis
hes Material in einen Paramagneten �uber.Weiterhin wird na
h Abs
halten des externen Magnetfeldes die Ausri
htung derMomente zum Teil erhalten bleiben, der Sto� zeigt eine Restmagnetisierung (Re-manenz). Zu den Sto�en, die bei Zimmertemperatur ferromagnetis
he Eigens
haf-ten zeigen, z�ahlen Eisen, Kobalt und Ni
kel.



2.5. DAS MAGNETISCHE FELD IN MATERIE 1153. Diagmagnetismus (� < 0).Hier besitzen die Molek�ule kein magnetis
hes Moment. Dur
h das Anlegen einesexternen Magnetfeldes, werden magnetis
he Dipolmomente auf atomarer Ebeneinduziert. Diese induzierten magnetis
hen Momente orientieren si
h bevorzugtantiparallel zum erzeugenden Feld.2.5.2 Das Verhalten von ~B und ~H an Grenz
�a
henWie in der Elektrostatik im Abs
hnitt 1.8.2, so wollen wir au
h in diesem Abs
hnitt dasVerhalten der Felder an Grenz
�a
hen zwis
hen 2 Medien diskutieren. Wir betra
htenalso das Verhalten von Magnetfeldern bei dem �Ubergang von einem Medium I, 
harak-terisiert dur
h die Permeabilit�at �1, zu einem Medium II mit �2. Wir werden dazujetzt zeigen, da�1. Bei einem �Ubergang von einem Material zu einem anderen �andert si
h die Kompo-nente der magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B, die senkre
ht zur Grenz
�a
he steht(also parallel zur Fl�a
hennormalen n̂), ni
ht.2. Flie�t in der Grenz
�a
he kein elektris
her Strom, so bleibt bei einem sol
hen�Ubergang au
h die Tangentialkomponente des Magnetfeldes ~H, also die Kompo-nente parallel zur Grenz
�a
he, erhaltenZum Beweis der Behauptung 1 betra
hten wir ein Volumen auf der Grenz
�a
he zwi-s
hen den 2 Medien, das wie in Figur 1.18 dargestellt einer 
a
hen S
ha
htel glei
ht, beider alle Grenz
�a
hen klein sind mit Ausnahme der beiden Fl�a
hen parallel zur Grenz-
�a
he, die die Gr�o�e �F haben sollen. Da die magnetis
he Induktionsdi
hte quellfreiist (siehe Gl. (2.2.9)) div ~B = 0ergibt nat�urli
h au
h das Integral von div ~B integriert �uber das Volumen V dieserS
ha
htel den Wert 0. Dur
h Anwendung des Gau�s
hen Satzes erhalten wir also0 = ZV ~r � ~B dVGau�= IO ~B ~df= ( ~BII � ~n� ~BI � ~n)�FBei dem �Ubergang zur letzten Zeile haben wir ausgenutzt, da� nur die beiden Rand-
�a
hen der S
ha
htel parallel zur Grenz
�a
he zum Integral �uber die Ober
�a
he beitra-gen (die anderen 4 Fl�a
hen sind vers
hwindend klein, da die Ausdehnung der S
ha
htelin Ri
htung senkre
ht zur Grenz
�a
he in�nitesimal klein sein soll), diese Fl�a
hen die



116 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKGr�o�e �F besitzen und der Vektor des Ober
�a
henelementes jeweils na
h au�en zeigt,also im Fall der Grenz
�a
he im Medium II parallel zur Fl�a
hennormale n̂, im Fall derGrenz
�a
he im Medium I antiparallel zu n̂. Daraus ergibt si
h also das behaupteteGrenzverhalten f�ur die magnetis
he Induktionsdi
hte~BII � ~n = ~BI � ~n (2.5.52)Zum Beweis der oben aufgef�uhrten Behauptung 2 �uber das Grenzverhalten starten wirvon der Grundglei
hung der Magnetostatik im Medium (2.5.48)rot ~H = 4�
 ~jNa
h unserer Voraussetzung soll die Stomdi
hte ~j an der Grenz
�a
he vers
hwinden, soda� ein Integral von rot ~H �uber eine Fl�a
he der Form in Figur 1.19 ebenfalls den Wert0 ergeben mu� 0 = ZF �rot ~H� � ~dfStokes= IS ~H � ~ds= � ~HII � ~HI� � êk�Bei dem �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir den Stokes
hen Integral-satz angewandt. Der �Ubergang zur dritten Zeile ergibt si
h aus der Geometrie desbetra
hteten Re
hte
ks: Die Seiten senkre
ht zur Grenz
�a
he sind in�nitesimal undtragen zum Integral �uber den Rand ni
ht bei, die Seiten parallel haben jeweils dieL�ange � und werden bei der Integration parallel (im Medium II) beziehungsweise an-tiparallel (im Medium I) zum Einheitsvektor êk, der parallel zur Grenz
�a
he orientiertist, dur
hlaufen. Damit ergibt si
h also au
h die 2. Behauptung f�ur das Verhalten anGrenz
�a
hen: ~HII � êk = ~HI � êk (2.5.53)beziehungsweise f�ur die magnetis
he Induktionsdi
hte1�2 ~BII � êk = 1�1 ~BI � êk :Beispiel: Magnetfeld einer homogen magnetisierten KugelAls ein Anwendungsbeispiel f�ur das Verhalten der Magnetfelder an Grenz
�a
hen wollenwir nun eine Kugel mit einem Radius R betra
hten, die z.B. aus einem ferromagneti-s
hen Material besteht und homogen magnetisiert sein soll. In der Kugel gibt es also einehomogene Magnetisierungsdi
hte, die in z-Ri
htung ausgeri
htet sein soll: ~M = M0êz
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Abbildung 2.7: Beispiel einer Kugel, homogen magnetisiert in z-Ri
htung(siehe au
h Abb. 2.7). Die Kugel be�ndet si
h im Vakuum, d.h.: Im Au�enberei
h ist~Ba = ~Ha und da dort keine Str�ome existieren giltrot ~Ba = rot ~Ha = ~0Da also die magnetis
he Induktionsdi
hte ~Ba wirbelfrei ist k�onnen wir sie als Gradienteneines skalaren Feldes 	 s
hreiben ~Ba = �~r	a (2.5.54)Da nat�urli
h die magnetis
he Induktionsdi
hte au
h in diesem Fall quellfrei ist gilt:divBa = �div �~r	a� = ��	a = 0 (2.5.55)Diese Glei
hung f�ur 	a entspri
ht der Poissonglei
hung f�ur das Potential der Elektrosta-tik im ladungsfreien Fall (1.3.38). Da unser Problem symmetris
h um die z-A
hse ist,sollte au
h dieses Feld 	a nur von den Kugelkoordinaten r und # abh�angen, ni
ht abervom Azimuthwinkel '. Wir entwi
keln also 	a na
h dem vollst�andigen System derLegendrepolynome und s
hreiben:	a(r; #) =Xl �l(r)Pl(
os#) (2.5.56)Gehen wir mit diesem Ansatz in die Glei
hung (2.5.55) und benutzen den Lapla
eope-rator � in Kugelkoordinaten, so erhalten wir:�	a(r; #) = 1r2 ��r  r2�	a�r !+ 1r2 sin# ��#  sin#�	a�# != Xl " 1r2 ��r  r2��l�r !� l(l + 1)r2 �l#Pl(
os#)= 0Bei dem �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir eine Eigens
haft derLegendre Polynome ausgenutzt. Wegen der Orthogonalit�at der Legendre Polynome ist



118 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIKdie gesamte Summe in der zweiten Zeile genau dan glei
h null, wenn alle KoeÆzientenvor den jeweiligen Pl identis
h 0 sind. Daraus ergeben si
h also f�ur die Funktionen �l(r)die Di�erentialglei
hungen 1r2 ��r  r2��l�r ! = l(l + 1)r2 �lmit den L�osungen �l(r) = rl und �l(r) = 1rl+1F�ur die Funktion 	a, die ja im Au�enberei
h der Kugel de�niert ist, interessieren nurdie L�osungen, die in diesem Au�enraum regul�ar sind, wir erhalten also eingesetzt inunseren Ansatz (2.5.56) 	a(r; #) =Xl alrl+1Pl(
os#) (2.5.57)Im Inneren der Kugel wird die magnetis
he Induktionsdi
hte dur
h die Magnetisierung~M dominiert und wir erhalten:~Bi = B0êz~Hi = ~Bi � 4� ~M = (B0 � 4�M0) êz (2.5.58)F�ur die Diskussion des Verhaltens an der Grenz
�a
he bemerken wir, da� der Normalen-vektor f�ur die Kugel
�a
he glei
h dem Einheitsvektor êr der Kugelkoordinaten ist,w�ahrend der Einheitsvektor ê# tangential zur Kugelober
�a
he steht (siehe au
h Abb. 2.7).Damit lauten also die Randbedingung (2.5.52)~Bi � êr = ~Ba � êrB0 
os# = ��~r	a� � êr = ��	a�r ���r=RB0P1(
os#) = Pl (l+1)alRl+2 Pl(
os#)Der KoeÆzientenverglei
h vor den Legendre Polynomen in dieser letzten Zeile liefert:al = � R3B02 f�ur l = 10 sonst (2.5.59)Andererseits liefert die Randbedingung (2.5.53)~Hi � ê# = ~Ha � ê#�(B0 � 4�M0) sin# = ��~r	a� � ê# = �1r �	a�# ���r=R= �R3B02 1R3 ��# 
os# = B02 sin #



2.5. DAS MAGNETISCHE FELD IN MATERIE 119wobei wir in der letzten Zeile f�ur 	a den Ansatz (2.5.57) mit den KoeÆzienten (2.5.59)eingesetzt haben. Es ergibt si
h also B0 = 8�M03und 	a = 8�M03 R32 
os#r2Damit ergibt si
h also �uber (2.5.54) f�ur das Magnetfeld im Au�enraum~Ba � êr = ��	a�r = 8�M0R33r3 
os#~Ba � ê# = �1r �	a�# = 4�M0R33r3 sin#Wie ein Verglei
h mit (2.3.40) zeigt ist dies genau das Feld eines magnetis
hen Dipolsmit der �uber die Kugel integrierten magnetis
hen Dipoldi
hte~� = M0 4�3 R3 êz



120 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK2.6 Kontrollfragen zum Kapitel II1. Was sind station�are Str�ome ?2. Wie bere
hnet si
h die magnetis
he Kraft zwis
hen 2 stromdur
h
ossenen Leiter-s
hlaufen?3. Wie ist die magnetis
he Induktionsdi
hte de�niert ?4. Warum l�a�t si
h die magnetis
he Induktionsdi
hte B als Rotation eines Vektor-feldes darstellen? (Zusammenhang mit dem Biot-Savart's
hen Gesetz)5. Wie lautet das Amperes
he Dur
h
utungsgesetz? (Zusammenhang mit dem Biot-Savart's
hen Gesetz)6. Bes
hreibe das Magnetfeld eines geraden stromdur
h
ossenen Leiters7. Wie bere
hnet si
h das Magnetis
he Dipolmoment einer Stromverteilung?8. Zusammenhang zwis
hen einem Strom aus Punktladungen und dem Drehimpuls9. Magnetfeld eines magnetis
hen Dipols: Vektorpotential A, Magnetfeld B, Analo-gie zur Elektrostatik10. Energie eines magnetis
hen Dipols in einem Magnetfeld11. Magnetfeld in einem Medium: Was versteht man unter Magnetisierung, Magnet-feld und magnetis
her Induktion?12. Wie unters
heiden si
h paramagnetis
he, ferromagnetis
he und diamagnetis
heMaterialien?13. Randbedingungen f�ur die magnetis
hen Felder an der Grenze zweier Medien



Kapitel 3Maxwells
he Glei
hungen
3.1 Das Faradays
he InduktionsgesetzIn den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Ph�anomene der Elektrostatik und Ma-gnetostatik weitgehend unabh�angig voneinander behandelt. Dabei haben wir gesehen,da� Ladungen zu elektris
hen Feldern f�uhren, w�ahrend Str�ome die Ursa
he von Magnet-feldern sind. Wenn wir nun in diesem Kapitel die Diskussion auf Ladungsverteilungen,die zeitabh�angig sind, und Str�ome, die ni
ht station�ar sind, erweitern wollen, so istklar, da� die �Anderungen der Ladungsdi
hte �uber die Kontinuit�atsglei
hung mit derStromdi
hte verkn�upft ist. Daraus folgt aber au
h, da� elektris
he und magnetis
heFelder ni
ht unabh�angig voneinander betra
htet werden k�onnen.Zun�a
hst wollen wir uns in diesem Abs
hnitt der Frage widmen, wie Magnetfelder elek-tris
he Ph�anomene induzieren k�onnen. Das Biot-Savart's
he Gesetz (2.2.11) bes
hreibt,wie elektris
he Str�ome Wirbel einer Magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B hervorrufen. DerPhysiker Mi
hael Faraday befa�te si
h um 1830 mit der Frage, ob umgekehrt mit Hilfevon Magnetfeldern au
h elektris
he Str�ome erzeugt werden k�onnen. Seine Experimentezur Erzeugung von Str�omen in zeitli
h ver�anderli
hen Magnetfeldern f�uhrten zu demFaraday's
hen Induktionsgesetz, da� wir zun�a
hst einmal an dem in Figur 3.1 skizzier-ten Beispiel diskutieren wollen.Wir betra
hten eine Leiters
hleife, die si
h in einem homogenen Magnetfeld be�ndet,dessen Feldlinien senkre
ht zu der Zei
henebene und zwar in die Ebene hinein zeigensollen. Dieses Feld sei auf einen Raumberei
h begrenzt. In der Figur ist dies dadur
hgekennzei
hnet, da� nur in einem Berei
h Feldlinien von ~B dur
h x Zei
hen dargestelltsind.Zieht man nun die Leiters
hleife mit der Ges
hwindigkeit ~v senkre
ht zum Magnetfeldaus diesem heraus, so stellt man fest, da� w�ahrend dieser Bewegung eine Spannung Uinduziert wird, die dann zu einem Strom in dem Leiter f�uhrt. Um nun dieses Gesetzzu formulieren, de�nieren wir den von der Leiters
hleife ums
hlossenen magnetis
hen
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Abbildung 3.1: Beispiel zur Diskussion des Faraday's
hen InduktionsgesetzesFlu� �: � := ZF ~B d~f : (3.1.1)Zu integrieren ist dabei �uber eine Fl�a
he F , deren Rand die Leiters
hleife bildet. DieOrientierung des Randes und die Ri
htung des Fl�a
henvektors sind dabei �uber die\Re
hte-Hand Regel" miteinander verkn�upft. Dies bedeutet: Halten wir unsere re
hteHand so, da� die Finger parallel zum Rand zeigen und zwar in Ri
htung der Orientie-rung des Randes, d.h.: in die Ri
htung in die wir bei eine Integration �uber den Randintegrieren wollen, so zeigt der ausgestre
kte Daumen in die Ri
htung der Fl�a
hen-normalen. Der Flu� h�angt ni
ht von der Form der Fl�a
he, sondern nur von derenBerandung ab, wie folgende �Uberlegung zeigt: Betra
hten wir zwei Fl�a
hen, die einengemeinsamen Rand haben, ansonsten aber unters
hiedli
h sind. Die Abbildung 3.2 zeigteinen Quers
hnitt dur
h eine sol
he Anordnung mit einem gemeinsamen Rand und denFl�a
hen mit den Fl�a
hennormalen ~F1 und ~F2. Betra
hten wir nun den magnetis
henFlu� dur
h die Fl�a
he F1ZF1 ~B d~f = ZF1 ~B d~f � ZF2 ~B d~f + ZF2 ~B d~f

F2

F1

Abbildung 3.2: Zwei Fl�a
hen mit glei
hem Rand (Punkte links und re
hts)



3.1. DAS FARADAYSCHE INDUKTIONSGESETZ 123= IF1ÆF2 ~B d~f + ZF2 ~B d~f= ZV div ~B| {z }=0 dV + ZF2 ~B d~f:Beim �Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, da� das Integral �uber dieFl�a
he F1 minus dem Integral �uber die Fl�a
he F2, beziehungsweise dem Integral �uberF2 mit umgekehrter Fl�a
hennormale, insgesamt ein Integral �uber die Ober
�a
he desVolumens V gibt, das von diesen beiden Fl�a
hen ums
hlossen ist. Die Anwendungdes Gau�s
hen Satzes auf dieses Ober
�a
henintegral liefert die dritte Zeile. Da dieDivergenz des ~B-Feldes vers
hwindet, ist die Behauptung, da� der Wert des magne-tis
hen Flu�es nur vom Rand der Fl�a
he abh�angt, bewiesen.Faraday fand nun heraus, da� eine zeitli
he �Anderung des magnetis
hen Flusses in derLeiters
hleife einen elektris
hen Strom induziert. Die Ursa
he f�ur den Strom
u� ist einl�angs der Leiters
hleife bestehendes elektris
hes Feld. Integriert man dieses elektris
heFeld l�angs der Leiters
hleife, erh�alt man die Induktionsspannung :�Uind = I ~E d~s = �k d�dt : (3.1.2)Dies ist das Induktionsgesetz von Faraday. Es besagt, da� diese induzierte Spannungproportional zur �Anderung des magnetis
hen Flusses ist.Zu bestimmen ist no
h die Proportionalit�atskonstante in dem bisher nur vorl�au�gformulierten Gesetz. Wir wollen uns nun im Folgenden dur
h die Diskussion des inAbbildung 3.1 skizzierten Beispieles davon �uberzeugen, da� die Proportionalit�atskon-stante nur k = 1=
sein kann.Beweis: Auf eine in der Leiters
hleife be�ndli
hen Ladung q wirkt dur
h die Ges
hwin-digkeit, die dur
h die Bewegung des Leiters hervorgerufen wird, die Lorentz-Kraft:~F = q
 ~v � ~B:Mit Hilfe der De�nition der elektris
hen Feldst�arke ~E = ~F=q wirkt diese Kraft wie ein~E-Feld, das f�ur die Bes
hleunigung der Ladungstr�ager verantwortli
h ist:~E = 1
 ~v � ~B:Integrieren wir nun diese Kraft oder das entspre
hende E-Feld �uber die Leiters
hlaufe,wie in der Abbildung dargestellt, so ergibt si
hI ~E d~s = I �1
 ~v � ~B� d~s: (3.1.3)



124 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENDur
h die Bewegung der Leiters
hlaufe �uber einen Zeitraum �t �andert si
h die vomMagnetfeld dur
hdrungene Fl�a
he um�~F = �~s� (~v�t)= � Zlinker Rand (d~s� ~v)�t ;wobei ~s der Vektor ist mit der L�ange des linken Randes und der Ri
htung parallel zurangedeuteten Integrationsri
htung. Deshalb k�onnen wir diese Fl�a
he au
h dur
h dieIntegration in der zweiten Zeile bere
hnen. Das negative Vorzei
hen gibt an, da� dievom Magnetfeld dur
hdrungene Fl�a
he kleiner wird. Die Fl�a
hennormale von �~F stehtparallel zum Magnetfeld (also in die Bildebene hinein). So ergibt si
h~B ��~F = � Zlinker Rand ~B � (d~s� ~v)�t :Dieses Produkt ~B ��~F gibt gerade die �Anderung des magnetis
hen Flusses �� in derLeiters
hlaufe im Zeitintervall �t an. Das Integral auf der re
hten Seite k�onnen wirohne �Anderung des Wertes erg�anzen zu einem Integral �uber die ganze S
hlaufe: Imunteren und oberen Abs
hnitt stehen ~v und d~s parallel, so da� ~v � d~s = 0, auf derre
hten Seite des Re
hte
ks ist ~B = 0. Wir erhalten also�� = ~B ��F = � Zgesamter Rand d~s � �~v � ~B��t :Dabei haben wir die Vektorrelation ~a � (~b� ~
) = ~b � (~
� ~a) benutzt. Daraus ergibtI d~s � �~v � ~B� = ����t ) �d�dtEin Verglei
h mit (3.1.3) liefertI ~E d~s = 1
 I (~v � ~B) � d~s = �1
 d�dt :Damit haben wir gezeigt, da� die Proportionalit�atskonstante k in (3.1.2) tats�a
hli
hden reziproken Wert der Li
htges
hwindigkeit hat, und wir k�onnen nun das Faradays
heInduktionsgesetz in endg�ultiger Weise formulieren:I ~E d~s = �1
 d�dt : (3.1.4)Als Beispiel zum Induktionsgesetz betra
hten wir ein einfa
hes Modell eines Generatorsf�ur elektris
hen Strom: eine Leiters
hlaufe, die si
h in einem homogenen ~B-Feld dreht(siehe Abb. 3.3).
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ϑ

ωAbbildung 3.3: Generator: Leiters
hlaufe im homogenen ~B FeldDie Ebene der Leiters
hleife bilde zum betra
hteten Zeitpunkt mit dem ~B-Feld denWinkel # und drehe si
h mit der Winkelges
hwindigkeit ! um eine Dreha
hse senkre
htzum Magnetfeld. Damit gilt also: # = !t. F�ur den dur
hsetzenden magnetis
hen Flu�dur
h die Leiters
hlaufe gilt � = Z ~B � d~f= ~B � ~F= B � F � 
os#= B � F � 
os!t:Na
h dem Induktionsgesetz betr�agt dann die InduktionsspannungUind = 1
 d�dt= 1
 B � F (� sin!t)!= � BF!
| {z }Umax sin!tUmax ist die maximale Induktionsspannung. Sie kann dur
h die Verwendung von mehrWindungen erh�oht werden. Betra
hten wir nun die vom Generator erzeugte elektris
heLeistung Pel: Pel = Uind � I= U2indR= B2F 2!2
2R sin2 !t: (3.1.5)Wie �ubli
h bezei
hnet I den Strom in dem Leiter, R den elektris
hen Widerstand derLeiters
hlaufe und bei dem �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir das
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he Gesetz angewandt. Um diese elektris
he Leistung bereitzustellen, mu� me
ha-nis
he Arbeit geleistet werden. Zur Bere
hnung der me
hanis
hen Leistung betra
htenwir das magnetis
he Moment der stromdur
h
ossenen Leiters
hleife (2.3.37):j~�j = IF
= (Uind=R)F
= BF 2!
2R sin!t:Das Drehmoment, das n�otig ist um die Leiters
hleife und damit das zugeh�orige magne-tis
he Moment im externen Magnetfeld zu drehen, ist gegeben dur
h (siehe (2.4.44))j ~N j = j~�� ~Bj=  B2F 2!
2R sin!t! sin!t= B2F 2!
2R sin2 !t:Entspre
hend betr�agt die me
hanis
he Arbeit, die Leiters
hleife um den in�nitesimalenWinkel d# zu drehen, dw = j ~N j d#. Daraus ergibt si
h f�ur die me
hanis
he Leistung:Pme
h = dwdt= j ~N j d#dt= j ~N j!= B2F 2!2
2R sin2 !t:Der Verglei
h mit der in (3.1.5) bere
hneten elektris
hen Leistung zeigt:Pme
h = Pel ;die me
hanis
he Leistung oder Arbeit, die dem Generator zugef�uhrt wird, wird vollst�an-dig (jedenfalls in diesem idealisierten Beispiel, bei dem wir Reibungskr�afte verna
hl�as-sigen) in elektris
he Leistung beziehungsweise Arbeit umgesetzt.Abs
hlie�end wollen wir in diesem Abs
hnitt das Faradays
he Induktionsgesetz in seinedi�erentielle Form \�ubersetzen": Wir betra
hten eine beliebige Fl�a
he mit zugeh�origemRand. F�ur das Integral des elektris
hen Feldes �uber diesen ges
hlossenen Rand der
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he erhalten wir: I ~E d~s = ZF (~r� ~E) d~f= �1
 d�dt = �1
 ddt Z ~B d~f:Dabei wurde in der ersten Zeile der Satz von Stokes angewandt; beim �Ubergang zurzweiten Zeile wurde das Faraday's
he Induktionsgesetz (3.1.4) f�ur diesen Fall vorausge-setzt. Da wir nun die Fl�a
he F festhalten, wird die �Anderung des magnetis
hen Flussesdur
h F auss
hlie�li
h dur
h die �Anderung des Magnetfeldes bewirkt und wir erhalten:Z (~r� ~E) d~f = �1
 Z  ddt ~B! d~f:Da die letzte Beziehung f�ur alle Fl�a
hen gelten soll, folgt~r� ~E = �1
 ddt ~B: (3.1.6)



128 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN3.2 Maxwells
her Vers
hiebungsstromBisher haben wir die Glei
hungen �uber die Quellen und Wirbel der elektris
hen undmagnetis
hen Felder und damit die eindeutigen Bestimmungsglei
hen f�ur diese Vektor-felder ~D = � ~E und ~B = � ~H in der folgenden Form kennengelernt:� Das Coulomb's
he Gesetz (1.8.114):~r � ~D = 4� % (3.2.7)� Das Faraday's
he Induktionsgesetz (3.1.6):~r� ~E = �1
 ddt ~B (3.2.8)� Das Fehlen magnetis
her Monopole(2.2.9):~r � ~B = ~0 (3.2.9)� Das Ampere's
he Dur
h
utungsgesetz (2.5.48)~r� ~H = 4�
 ~j (3.2.10)Wir k�onnen uns aber nun lei
ht davon �uberzeugen, da� das Ampere's
he Dur
h
utungs-gesetz in dieser Form (3.2.10) nur f�ur zeitunabh�angig Probleme, eben der Magnetostatikg�ultig sein kann. F�ur eine beliebiges Vektorfeld ~A, das zweimal stetig di�erenzierbarist, gilt n�amli
h~r � (~r� ~A) = �x�yAz � �x�zAy + �y�zAx � �y�xAz + �z�xAy � �z�yAx = 0 :Wenn wir nun aber den Divergenz-Operator auf (3.2.10) anwenden erhalten wir:0 = ~r � (~r� ~H) = 4�
 ~r �~j (3.2.11)eine Glei
hung, die o�ensi
htli
h nur bei den station�aren Str�omen der Magnetostatikmit div~j = 0 erf�ullt wird. Dieser Fehler kann nun dadur
h behoben werden, da� wir in(3.2.11) ersetzen ~r �~j ) ~r �~j + d�dt (3.2.12)Die Kontinuit�atsglei
hung (1.2.21) sorgt dann daf�ur, da� (3.2.11) stets erf�ullt bleibt.Au�erdem erhalten wir im Grenzfall der station�aren Problemen wieder die urspr�ungli-
he Glei
hung zur�u
k. S
hlie�li
h k�onnen wir nun no
h die Ableitung der Ladungsdi
hte� na
h der Zeit �uber das Coulombs
he Gesetz ums
hreiben ind�dt = 14� ~r � 0�d~Ddt 1A :



3.2. MAXWELLSCHER VERSCHIEBUNGSSTROM 129Setzen wir diese Identit�at in (3.2.12) ein und nehmen die dort angedeutete Ersetzungin (3.2.11) vor so erhalten wir~r � (~r� ~H) = 4�
 ~r � 0�~j + 14� d~Ddt 1A :Wenn wir nun also auss
hlie�li
h das Argument des Divergenz Operators ~r� auf beidenSeiten dieser Glei
hung verglei
hen erhalten wir~r� ~H = 4�
 0�~j + 14� d~Ddt 1A ; (3.2.13)die Wirbel im Magnetfeld ~H werden also dur
h die Stromdi
hte~j plus dem sogennantenMaxwells
hen Vers
hiebungsstrom ~jMV = 14� d~Ddt (3.2.14)erzeugt. Die Bedeutung dieses Maxwells
hen Vers
hiebungsstroms k�onnen wir uns amBeispiel der Entladung eines Kondensators verdeutli
hen (siehe Abb. 3.4). Ein Konden-sator soll entspre
hend der linken Skizze in dieser Abbildung mit elektris
hen Ladungen\geladen" sein. Zwis
hen den beiden Platten besteht also ein elektris
hes Feld bzw. einedielektris
he Vers
hiebung ~D. Wird der Stromkreis, der die beiden Kondensatorplat-ten verbindet ges
hlossen, so 
ie�t ein Strom, der nat�urli
h zu einem entspre
hendenMagnetfeld (Wirbel um den Leiter) f�uhrt. Im Dielektrikum zwis
hen den beiden Kon-densatorplatten 
ie�t kein Strom. Dort �andert si
h aber das ~D Feld, (es geht zur�u
k auf0), was also zum Maxwells
hen Vers
hiebungsstrom (3.2.14), beziehungsweise ebenfallszu einem entspre
hende ~H Feld au
h in diesem Berei
h f�uhrt.Damit k�onnen wir die Maxwells
hen Glei
hungen zusammenfassen und sie in folgenderForm darstellen: div ~B = 0 (3.2.15)rot ~E + 1
 d ~Bdt = 0 (3.2.16)div ~D = 4� � (3.2.17)rot ~H � 1
 d ~Ddt = 4�
 ~j : (3.2.18)Die ersten zwei dieser vier Glei
hungen bezei
hnet man als die homogenen Glei
hun-gen, da in diesen beiden Glei
hungen nur die elektromagnetis
hen Felder ~B und ~Ebezw. au
h ~D und ~H vorkommen. Die dritte und vierte Glei
hung sind die inhomo-genen Maxwell Glei
hungen, da in ihnen neben den elektromagnetis
hen Feldern au
h
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Abbildung 3.4: Maxwells
her Vers
hiebungsstrom beim Entladen eines Kondensatorsdie Ladungsdi
hte � und die Stromdi
hte j vorkommen. Wir haben diese Glei
hungenso ges
hrieben, da� diese Inhomogenit�aten auf der re
hten Seite auftau
hen.Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir no
h einige Konsequenzen der Maxwellglei-
hungen zusammenfassen:� Die positiven und negativen Ladungen im Raum sind die Quellen und Senkendes Elektris
hen Feldes.� Es existieren keine magnetis
hen Monopole (Ladungen) und damit au
h keineQuellen und Senken f�ur die magnetis
he Induktionsdi
hte� Die Wirbel des ~E-Feldes entstehen dur
h zeitli
h ver�anderli
he ~B-Felder.� Elektris
he Str�ome und zeitli
h ver�anderli
h ~E-Felder erzeugen Wirbel des Magne-tis
hen Feldes.� Die Maxwellglei
hungen sind 8 gekoppelte Di�erentialglei
hungen (jeweils 3 Glei-
hungen verbergen si
h hinter den Vektorglei
hungen (3.2.16) und (3.2.18)) f�urdie Bestimmung der elektris
hen und magnetis
hen Felder ~E und ~B, bzw. ~D und~H.� Ist das Problem station�ar, sind also die Ladungsverteilungen und Str�ome zeit-unabh�angig, so werden die Glei
hungen f�ur die elektris
hen und magnetis
henFelder voneinander entkoppelt und reduzieren si
h auf die Grundglei
hungen derElektrostatik und der Magnetostatik.



3.3. POTENTIALE DER ELEKTRODYNAMIK 1313.3 Potentiale der ElektrodynamikDie Maxwell-Glei
hungen (3.2.15) - (3.2.18) bilden zusammen mit den Materialglei-
hungen ~D = � ~E und ~B = � ~H die Grunds�aulen der Elektrodynamik. Aus den beidenhomogenen Maxwell-Glei
hungen k�onnen wir nun herleiten, da� si
h die elektroma-gnetis
hen Felder aus Potentialen � und ~A bere
hnen lassen. Aus der Tatsa
he, da�die magnetis
he Induktionsdi
hte ~B quellfrei ist (3.2.15) folgt n�amli
h, da� si
h ~B alsRotation eines Veltorfeldes ~A bere
hnen l�a�t~B = rot ~A = ~r� A : (3.3.19)Diese Beziehung aus der Magnetostatik (2.2.7) ist also au
h im allgemeinen zeitabh�angi-gen Fall g�ultig. Wenn wir nun diese Darstellung von ~B in die andere homogene Maxwell-Glei
hung (3.2.16) einsetzen erhalten wirrot ~E + 1
 d(rot ~A)dt = rot0� ~E + 1
 d ~Adt 1A| {z }:= ~X = 0 :Das im zweiten Teil dieser Glei
hung de�nierte Vektorfeld ~X ist also wirbelfrei undl�a�t si
h als (negativer) Gradient eines Skalarfeldes � darstellen~X = �grad� = ~E + 1
 d ~Adt~E = �grad�� 1
 d ~Adt (3.3.20)Aus diesen Glei
hungen (3.3.19) und (3.3.20), die wir ja aus den homogenen Maxwell-Glei
hungen erhalten haben, sehen wir also, da� die elektromagnetis
hen Felder eindeu-tig aus den dem skalaren Potential � und dem Vektorpotential ~A bestimmt werdenk�onnen. Dies f�uhrt zu einer signi�kanten Reduktion der Information, die zur Festlegungder elektromagnetis
hen Felder erforderli
h ist: Zur Darstellung der ~B und ~E Felder,mu� man f�ur jeden Raum - Zeitpunkt (~r, t) 6 Gr�o�en angeben, die 3 kartesis
henKomponenten von ~E und die 3 kartesis
hen Komponenten von ~B. Die Potential sindaber bereits dur
h 4 Werte f�ur jeden Raum - Zeitpunkt de�niert (einer f�ur � und 3 f�ur~A. Die elektromagnetis
hen Felder enthalten also redundante InformationW�ahrend die homogenen Maxwell-Glei
hungen (3.2.16) und (3.2.15) den Zusammen-hang zwis
hen den elektromagnetis
hen Feldern und den Potentialen � und ~A liefern,f�uhren uns die inhomogenen Maxwell-Glei
hungen (3.2.17) und (3.2.18) zu Bestimmungs-glei
hungen f�ur diese elektromagnetis
hen Potentialfelder. Betra
hten wir dazu no
heinmal (3.2.17) div ~D = �~r � ~E
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 ddt ~r � ~A!= 4�� (3.3.21)In der ersten Zeile haben wir ~D = � ~E ersetzt und angenommen, da� die Dielektrizit�ats-konstante ortsunabh�angig ist. Beim �Ubergang zur zweiten Zeile wurde (3.3.20) ange-wandt. Die zweite inhomogene Maxwellglei
hung (3.2.17) f�uhrt uns aufrot ~H � 1
 d ~Ddt = 1� ~r� ~B � �
 d ~Edt= 1� ~r� �~r� ~A�+ �
 8<:~rd�dt + 1
 d2 ~Ad2t 9=;= 4�
 ~j (3.3.22)Bei dem �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Felder ~B und ~Edur
h die entspre
henden Potentiale (3.3.19) und (3.3.20) ersetzt. Den Term rot(rot ~A)in dieser Glei
hung k�onnen wir in Analogie zu der Vektorrelation~a� (~b� ~
) = ~b(~a � ~
)� (~a �~b)~
umformen zu ~r� �~r� ~A� = ~r �~r � ~A�� �~r � ~r� ~Aeingesetzt in (3.3.22) erhalten wir� 1�� ~A + �
2 d2 ~Ad2t + ~r " 1� ~r � ~A+ �
 d�dt # = 4�
 ~j (3.3.23)Die Glei
hungen (3.3.21) und (3.3.23) sind 4 gekoppelte Di�erentialglei
hungen 2.Ord-nung in den Ableitungen na
h Ort und Zeit zur Bestimmung der Potentialfelder ~Aund �. Diese 4 Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung bestimmen die L�osungen abernat�urli
h ni
ht eindeutig. Au
h eine Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung f�ur eine ge-su
hte Funktion f(x) besitzt ja zwei linear unabh�angige L�osungen. Wir werden uns au
hjetzt sofort �uberzeugen, da� die physikalis
hen Observablen keine eindeutige L�osungf�ur diese Potentialfelder erwarten lassen. Beoba
hten k�onnen wir im Experiment nurdie Kr�afte, die in einem elektromagnetis
hen Feld auf Testladungen ausge�ubt werden.Diese Kr�afte werden aber dur
h die Felder ~E und ~B bestimmt. Nehmen wir einmal an,da� wir bereits einen Satz von Potentialen ~A und � kennen, die uns �uber (3.3.19) und(3.3.20) die physikalis
h beoba
htbaren Felder liefern. Wir k�onnen dann einen anderenSatz von Potentialfeldern ~A0 und �0 de�nieren~A0 = ~A+ ~r��0 = �� 1
 d�dt ) Ei
htransformation (3.3.24)
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hfeld �(~r; t). Die �uber diese Ei
htransformation be-stimmten Potentiale ~A0 und �0 liefern das glei
he Ergebnis f�ur ~B und ~E wie die ur-spr�ungli
hen Potentiale. Dies k�onnen wir lei
ht veri�zieren:~r� ~A0 = ~r� ~A+ ~r� ~r�| {z }=0= ~B�~r�0 � 1
 d ~A0dt = �~r� + ~r1
 d�dt � 1
 d ~Adt � 1
 ddt ~r�= �~r�� 1
 d ~Adt= ~EEs liegt also nahe, die Ei
hung so ges
hi
kt zu w�ahlen, da� die dur
hzuf�uhrendenRe
hnungen m�ogli
hst einfa
h sind. Wir wollen hier zwei Ei
hbedingungen etwas n�aherdiskutieren:1. Lorentz-Ei
hung W�ahle die Ei
htransformation so, da�1� ~r � ~A0 + �
 d�0dt = 0 (3.3.25)Um zu ermitteln, wie das Ei
hfeld � aussehen mu�, setzen wir die Ei
htransforma-tion (3.3.24) in diese Bedingung ein und erhalten:��� ��
2 d2�d2t = �~r � ~A� ��
 d�dtWir sehen also, da� es m�ogli
h ist zu einem vorgegebenen Satz von Potentialfel-dern ~A, � dur
h L�osung dieser Glei
hung ein Ei
hfeld � zu �nden, soda� dieaus der Umei
hung resultierenden Potentiale die Bedingung der Lorentzei
hungerf�ullen. Da die L�osung f�ur dieses � ni
ht eindeutig ist, sehen wir au
h, da� selbstin der Lorentzei
hung die Potentiale ni
ht eindeutig gegeben sind.Dur
h die Lorentzei
hung werden die Di�erentialglei
hungen zur Bestimmung derPotentialfelder (3.3.21) und (3.3.23) vereinfa
ht. Fordern wir f�ur die gesu
htenPotential ~A und � die Lorentzei
hung, so ist der Term in den Klammern [℄ in(3.3.23) glei
h null. Au�erdem k�onnen wir in (3.3.21) ~r � ~A �uber die Bedingungder Lorentzei
hung ersetzen und erhalten��� + ��
2 d2d2t� = 4�� ��� ~A + ��
2 d2d2t ~A = �4�
 ~j (3.3.26)



134 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENDie Glei
hungen f�ur � und ~A sind also entkoppelt und haben eine sehr symme-tris
he Gestalt, wie wir bei der Diskussion der relativistis
hen Formulierung derElektrodynamik no
h sehen werden.2. Coulomb Ei
hung: Im Fall der Coulomb Ei
hung fordert man~r � ~A = 0 (3.3.27)Damit vereinfa
ht si
h die Glei
hung zur Bestimmung des skalaren Potentials �(3.3.21) zur Poisson Glei
hung der Elektrostatik (1.3.38)��(~r; t) = �4��(~r; t)allerdings mit der Komplikation, da� � und damit au
h � zeitabh�angig seink�onnen. Die L�osungen dieser Glei
hung ergeben si
h (falls keine Randbedingun-gen vorliegen) genau so wie im Fall der Elektrostatik�(~r; t) = Z �(~r 0; t)j~r � ~r 0jd3r0 (3.3.28)m�ussen aber au
h f�ur jede Zeit t neu bere
hnet werden. Das Problem reduziertsi
h also im ersten S
hritt auf das reine Coulomb Problem. Mit diesem Ergebniskann man dann im zweiten S
hritt die Glei
hung (3.3.23) zur Bestimmung von~A l�osen.� Aus den homogenen Maxwellglei
hungen k�onnen wir herleiten, da� die elektromag-netis
hen Felder aus Potentialfelder, einem skalaren Feld � und einem Vektorfeld~A, bere
hnen lassen.� Diese Potentiale sind ni
ht eindeutig bestimmt. Bei einer Ei
htransformation derPotentiale �andern si
h die daraus bere
hneten ~E und ~B Felder ni
ht.� Die Potentiale k�onnen dur
h L�osen von gekoppelten Di�erentialglei
hungen ausden Ladung- und Stromverteilungen bere
hnet werden.� Dur
h Ei
hbedingungen k�onnen diese gekoppelten Di�erentialglei
hungen ent-koppelt und vereinfa
ht werden



3.4. ENERGIE UND IMPULS DER FELDER 1353.4 Energie und Impuls der FelderBereits in der Elektrostatik haben wir gesehen, da� elektris
he Felder einen Energiein-halt besitzen, n�amli
h die Energie die erforderli
h ist diese Felder beziehungsweise dieentspre
hende Ladungsverteilung aufzubauen. Andererseits wirken elektromagnetis
heFelder auf Ladungen: �Uber die entspre
henden Kr�afte werden Ladungen bes
hleunigt,es werden Energie und Impuls auf diese Ladungen �ubertragen. Diese �ubertragene Ener-gie mu� nat�urli
h den Feldern entnommen werden. Die Kraft, die in einem elektroma-gnetis
hen Feld auf eine Punktladung q an der Position ~r mit der Ges
hwindigkeit ~vwirkt ist gegeben dur
h ~F = q ~E(~r) + q
~v � ~B(~r) (3.4.29)Dur
h diese Krafteinwirkung wird die kinetis
he Energie T dieser Punktladung ge�andert(m ist die Masse der Punktladung)dTdt = ddtm2 ~v2= m~v � d~vdt = ~v � ~F= q~v � ~E + q
~v � (~v � ~B)| {z }=0 (3.4.30)dabei haben wir in der zweiten Zeile dieser Glei
hung die Newtons
hen Bewegungsglei-
hung \Kraft glei
h Masse mal Bes
hleunigung" benutzt und in der dritten Zeile dieKraft ~F aus (3.4.29) eingesetzt. Man sieht an dieser dritten Zeile, da� eine �Anderungder kinetis
hen Energie, also ein wirkli
her Energie�ubertrag, nur �uber das elektris
heFeld ~E erfolgt. Der Beitrag der Lorentzkraft zu dieser �Anderung vers
hwindet, da ja dieLorentzkraft stets senkre
ht zur Bewegungsri
htung ~v wirkt. Die Kraft dur
h das ma-gnetis
he Feld ~B bewirkt also auss
hlie�li
h eine �Anderung des Impulses der Ladung.Gehen wir nun von einer einzelnen Punktladung zu einer kontinuierli
hen Ladungsver-teilung �uber, so m�ussen wir bei dieser Betra
htung ersetzen:q ! � Ladungsdi
hteq~v ! ~j Stromdi
hteT ! � Me
hanis
he Energiedi
hteDie �Anderung der me
hanis
hen Energiedi
hte bere
hnet si
h also na
h diesen Erset-zungen entspre
hend (3.4.30) zu ddt� = ~j � ~E (3.4.31)Wir wollen bes
hreiben, wie diese �Anderung der me
hanis
hen Energiedi
hte � kom-pensiert wird dur
h die �Anderung der Energiedi
hte des elektromagnetis
hen Feldes.



136 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENDeshalb ersetzen wir die Stromdi
hte ~j in dieser Glei
hung dur
h die Feldst�arken unds
hreiben entspre
hend der Maxwells
hen Glei
hung (3.2.18)~j = 
4� ~r� ~H � 14� d~Ddteingesetzt in (3.4.31) erhalten wirddt� = 
4� ~E � (~r� ~H)� 14� ~E � d~Ddt (3.4.32)Zur Umformung des ersten Termes auf der re
hten Seite dieser Glei
hung betra
htenwir ~r � �~E � ~H� = ~r � ( ~E| {z }� ~H) + ~r � ( ~E � ~H| {z })= ~H � �~r� ~E�� ~E � �~r� ~H� ;dabei haben wir in der ersten Zeile die Produktregel f�ur die Di�erentialoperatoren imDivergenzoperator ~r angewandt, angedeutet dur
h die ges
hweiften Klammern, dieanzeigen, da� diese Ableitungsoperatoren auf der re
hten Seite der Glei
hung nur aufdas ~E, beziehungsweise ~H Feld wirken. Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeile haben wirausgenutzt, da� die Vektorrelationen~a � �~b� ~
� = ~
 � �~a�~b� = �~b � (~a� ~
)au
h f�ur den Nabla Operator gelten, wenn man bea
htet, da� die Felder auf die derDi�erentialoperator wirkt, re
hts von ihm stehen. Damit k�onnen wir also in (3.4.32)einsetzen ~E � (~r� ~H) = ~H � (~r� ~E)� ~r � ( ~E � ~H)und erhalten ddt� = 
4� ~H � (~r� ~E)| {z }=� 1
 d~Bdt � 
4� ~r � ( ~E � ~H)� 14� ~E � d~Ddt= � 18� ddt � ~E � ~D + ~H � ~B�� 
4� ~r � ( ~E � ~H)In dieser Umwandlung haben wir die Maxwell Glei
hung (3.2.15) benutzt und ange-nommen, da� die Materialkonstanten � und � zeitunabh�angig sind, also z.B. gilt~E � d~Ddt = � ~E � d~Edt = �12 d( ~E � ~E)dt = 12 d( ~E � ~D)dtInsgesamt k�onnen wir also die Glei
hung f�ur die Energierhaltung (3.4.32) auf die Formbringen ddt� + ddt � 18� ~E � ~D + 18� ~H � ~B� = � 
4�div �~E � ~H� : (3.4.33)



3.4. ENERGIE UND IMPULS DER FELDER 137Diese Glei
hung kann man nun lei
ht interpretieren: Auf der linken Seite der Glei-
hung steht die zeitli
he �Anderung ( ddt) der totalen Energiedi
hte. Diese Energiedi
h-te besteht einerseits aus der kinetis
hen Energiedi
hte der Massenpunkte � plus derpotentiellen Energiedi
hte beziehungsweise ausgedr�u
kt als Feldenergiedi
hte der elek-tris
hen und magnetis
hen Felder. Die Feldenergiedi
hte f�ur elektris
he Felder hattenwir ja bereits im Abs
hnitt 1.8.3 hergeleitet und der Beitrag 1=8� ~H � ~B ist einfa
hdie entspre
hende Erg�anzung f�ur die Magnetfelder. Ist also die zeitli
he �Anderung dergesamten Energiedi
hte (also re
hte Seite von (3.4.33)) von Null vers
hieden, so mu�wegen der Energieerhaltung diese lokale �Anderung der Energiedi
hte begleitet sein voneinem entspre
henden Zu- oder Ab
u� von Energie. Wir haben also wie bei der Er-haltung der Ladung, die dargestellt wird dur
h die Kontinuit�atsglei
hung, au
h hiereine Kontinuit�atsglei
hung f�ur die Energie zu erwarten. In der Tat stellt ja die Glei-
hung (3.4.33) gerade eine sol
he Kontinuit�atsglei
hung dar und wir sehen, da� dersogenannte Poyntingvektor ~S := 
4� ~E � ~H (3.4.34)die Funktion des Energie
usses �ubernimmt. Integrieren wir also (3.4.33) �uber ein be-stimmtes Volumen V , so ergibt si
hddt ZV �� + 18� � ~E � ~D + ~H � ~B�� d3r = � Z div~Sd3rGau�= � IOV ~S � ~df (3.4.35)Die �Anderung der gesamten Energie im Volumen V , me
hanis
he plus Feldenergie,wird also begleitet dur
h einen entspre
henden Energie
u� ~S dur
h die Ober
�a
he desVolumens.Es liegt jetzt nat�urli
h nahe zu untersu
hen, ob es neben dieser Kontinuit�atsglei
hungf�ur die Energieerhaltung ni
ht au
h eine entspre
hende Kontinuit�atsglei
hung f�ur dieImpulserhaltung gibt. In Analogie zur Geli
hung (3.4.35) w�urde also eine sol
he Kon-tinuit�atsglei
hung f�ur die kartesis
he Komponente i (i 2 fx; y; zg) lautenddt ZV �pMe
hi + pFeldi � d3r = � IOV ~Ti � ~df (3.4.36)Dabei stehen pMe
hi und pFeldi f�ur die Impulsdi
hten der Punktteil
hen beziehungs-weise der elektromagnetis
hen Felder und der Vektor ~Ti bezei
hnet den Impuls
u� derkartesis
hen Komponente i dur
h eine Fl�a
he mit der Fl�a
hennormalen parallel zu derRi
htung von ~Ti. Zerlegen wir nun no
h den Vektor ~Ti in seine kartesis
hen Kompo-nenten ~Ti = Tx;iêx + Ty;iêy + Tz;iêzso sehen wir da� der Impuls
u� Tj;i insgesamt dur
h einen Tensor zweiter Stufe gege-ben ist. Dabei bezieht si
h der erste der Indi
es, j, auf die Ri
htung des Flusses, in
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hte zu- beziehungsweise ab
ie�t, w�ahrend der zweite Index i bezei
hnet,wel
he Komponente des Impulses betra
htet wird. Um nun zu einer Glei
hung vomTyp (3.4.36) zu gelangen, betra
hten wir die �Anderung des gesamten me
hanis
henImpulses im Volumen V , die ja na
h der Newton's
hen Bewegungsglei
hung verbundenist mit der integrierten Kraftdi
hte ~Fddt ~PMe
h = ddt ZV ~pMe
hd3rNewton= ZV ~Fd3r= ZV �� ~E + 1
 (~j � ~B)� d3r (3.4.37)wobei wir in der letzten Zeile f�ur die Kraftdi
hte ~F den entspre
henden Ausdru
kf�ur die Kraft von elektromagnetis
hen Feldern auf eine Strom- und Ladungsverteilungeingesetzt haben. Ersetzen wir nun wieder � und ~j dur
h Anwendung der inhomogenenMaxwellglei
hungen, so erhalten wirddt ~PMe
h = ZV 14� 8<:(~r � ~D) ~E + (~r� ~H)� ~B � 1
 d ~Ddt � ~B9=; d3r (3.4.38)Zu dem Integranden auf der re
hten Seite dieser Glei
hung k�onnen wir no
h die null-wertigen Funktionen 14� ~H(~r � ~B) = 14� ~D � 0�~r� ~E + 1
 d ~Bdt 1A = 0hinzuaddieren und erhalten na
h einer kleinen Umformungddt ZV �~pMe
h + 14�
( ~D � ~B)� d3r = 14� ZV n(~r � ~D) ~E + (~r � ~B) ~H + (~r� ~E)� ~D+(~r� ~H)� ~Bod3r (3.4.39)Zur Umformung des Integranden auf der re
hten Seite dieser Glei
hung betra
hten wirals Beispiel die x-Komponente von(~r � ~B) ~H + (~r� ~H)� ~Bdie si
h ergibt zu[: : :℄x = 1� 24(Xj �jBj)Bx + (�zBx � �xBz)Bz � (�xBy � �yBx)By35= 1� 24�12�x(Xk B2k) +Xj �j(BjBx)35



3.4. ENERGIE UND IMPULS DER FELDER 139oder verallgemeinert f�ur die kartesis
he Komponente i[: : :℄i = 1�Xj �j (BjBi � 12ÆijXk B2k) (3.4.40)In ganz analoger Weise k�onnen au
h die Terme mit den elektris
hen Feldern auf derre
hten Seite von (3.4.39) umges
hrieben werden, soda� man f�ur die i-te kartesis
heKomponente dieser re
hten Seite insgesamt s
hreiben kannZV 8<:Xj �jTji9=; d3r = ZV d3r~r � ~TiGauss= IOV ~df � ~Timit dem Maxwells
hen SpannungstensorTji = 14� (BiBj� + DiDj� � Æij 12Xk  B2k� + D2k� !) (3.4.41)Dieser Maxwells
he Spannungstensor verh�alt si
h unter Transformation des Koordina-tentensystems o�ensi
htli
h wie ein Tensor zweiter Stufe, er ist symmetris
h bez�ugli
hdes Austaus
hes der Indi
es Tij = Tjiund wir k�onnen mit diesem Spannungstensor die Kontinuit�atsglei
hung f�ur die Impul-serhaltung (3.4.39) auf die Form bringenddt ZV 266664~pMe
hi + 14�
( ~D � ~B)i| {z }Feldimpulsdi
hte377775 d3r = IOV ~df � ~Ti (3.4.42)Aus dem Verglei
h mit (3.4.36) sehen wir, da� wir die Gr�o�e14�
 � ~D � ~B� = ��
2 ~S (3.4.43)mit der Impulsdi
hte des elektromagnetis
hen Feldes identi�zieren k�onnen. In dieserGlei
hung haben wir au
h den Bezug zum Poynting Vektor ~S aus (3.4.34) hergestellt.Aus dieser Gegen�uberstellung sehen wir also, da� jeder Energie
u� eines elektroma-gnetis
hen Feldes (dargestellt dur
h den Poyntingvektor ~S) automatis
h mit einer Im-pulsdi
hte verkn�upft ist.Die Bedeutung des Bedeutung des Maxwells
hen Spannungstensors sei am Beispieldes in Figur 3.5 skizzierten Plattenkondensators verans
hauli
ht. In diesem Beispiel
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ez

Abbildung 3.5: Skizze zur Diskussion des Maxwells
hen Spannungstensors bei einemPlattenkondensatorhaben wir auss
hlie�li
h ein elektrostatis
hes Feld zwis
hen den Kondensatorplattenin Ri
htung der z-A
hse vorliegen. Da also die magnetis
he Induktionsdi
hte ~B glei
hNull ist, ist au
h die Impulsdi
hte des elektromagnetis
hen Feldes (3.4.43) glei
h null.Au
h die Matrixelemente des Maxwells
hen Spannungstensor Tij vers
hwinden alle bisauf die Komponente Tzz = 18��D2zBere
hnen wir jetzt das Integral des Maxwells
hen Spannungstensors �uber die Ober-
�a
he, die in Abb. 3.5 skizziert ist und die eine Platte des Kondensators ums
hlie�t,so erhalten wir als Ergebnis eine Kraft (siehe au
h (3.4.37)), die auf die vom Integra-tionsvolumen ums
hlossene Kondensatorplatte wirkt:~K = êz IOV ~df � êzTzz= �êz 18��D2z�Fwobei �F die Fl�a
he der ums
hlossenen Kondensatorplatte bes
hreibt. Wir sehen also,da� die Dimension des Maxwells
hen Spannungstensors die Dimension einer Kraft proFl�a
he, also die Dimension eines Dru
kes ist.



3.5. QUASISTATION�ARE STR �OME 1413.5 Quasistation�are Str�omeIn diesem Abs
hnitt wollen wir uns mit einer N�aherung zu den Maxwellglei
hungenbefassen, die von gro�er Bedeutung in vielen te
hnis
hen Anwendungen ist. Wir wollenin den Maxwellglei
hungen die E�ekte des Maxwells
hen Vers
hiebungsstroms ver-na
hl�assigen. Dies bedeutet, da� wir bei der Bestimmung der Wirbel der magneti-s
hen Felder die Beitr�age des Vers
hiebungsstromes, also Beitr�age proportional zu derzeitli
hen Ableitung der dielektris
hen Vers
hiebung D, gegen�uber der Stromdi
hte ~jverna
hl�assigen. Wir nehmen also an, da� si
h ~D, beziehungsweise die Ladungsdi
h-te �, die ja die Quellen der dielektris
hen Vers
hiebung darstellen, si
h nur relativlangsam mit der Zeit ver�andert. Was bedeutet nun relativ langsam ver�anderli
he La-dungsdi
hte? Betra
hten wir dazu einmal einen Stromkreis der Elektrote
hnik: Diesbedeutet, wir haben es mit elektris
hen Leitungen von einer L�ange von einigen Meternzu tun und wenn wir nun eine We
hselspannung mit 50 Hertz an dieses Leitungssystemanlegen, so werden Ladungen, die si
h bei einem bestimmten Vorzei
hen der We
hsel-spannung .z.B. auf Platten eines Kondensators ansammeln, also 50 mal pro Sekundediese Stre
ken von einigen Metern zur�u
klegen. Diese Ges
hwindigkeiten sind aber sehrklein vergli
hen mit der Li
htges
hwindigkeit 
, also die Ges
hwindigkeit die ja f�ur dieAusbreitung von elektromagnetis
hen Feldern 
harakteristis
h ist. Die Zeit, die eineAusbreitung von elektromagnetis
hen Feldern mit Li
htges
hwindigkeit ben�otigt umdie Grenzen des Systems zu errei
hen sind sehr viel kleiner als die Zeiten (50 mal proSekunde) die wir den Ladungen zur Verf�ugung stellen um si
h zu rearrangieren.Aus dieser Abs
h�atzung wird deutli
h, da� es f�ur sol
he te
hnis
hen Anwendungeneine brau
hbare N�aherung ist, die Ladungsverteilungen und Str�ome quasistation�ar zubehandeln, was gerade bedeutet, den Maxwells
hen Vers
hiebungsstrom, der ja zum Er-halt der Kontinuit�atsglei
hung bei ni
htstation�aren Str�omen eingef�uhrt werden mu�tezu verna
hl�assigen. Wir betra
hten also in diesem Kapitel die Maxwellglei
hungen inder folgenden N�aherung div ~D = 4�� ; div ~B = 0rot ~E + 1
 d ~Bdt = 0 ; rot ~H = 4�
 ~j (3.5.44)Hinzu kommen no
h die Materialglei
hungen~D = � ~E ; ~B = � ~H~j = � ~E ; Ohms
hes Gesetz (3.5.45)Diese letzte Glei
hung, das Ohms
he Gesetz besagt, da� in einem leitenden Material,
harakterisiert dur
h die Leitf�ahigkeit �, dur
h ein angelegtes elektris
hes Feld ~E eineStromdi
hte in Ri
htung des ~E Feldes erzeugt wird. Den Zusammenhang dieser Dar-stellung der Leitf�ahigkeit eines Materials mit dem konventionellen Ohms
hen GesetzR = UI (3.5.46)



142 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENf�ur den Widerstand R eines Leiters, dur
h den bei einer angelegten Spannung U einStrom I 
ie�t, k�onnen wir lei
ht mit der folgenden �Uberlegung herstellen: Betra
htenwir also unseren Leiter mit dem Quers
hnitt �f und einer L�ange von �l. Legen wiran dieser L�ange �l die Spannung U an, so erhalten wir ein elektris
hes Feld der St�arkeE = U=�l. Wegen des Ohms
hen Gestzes (3.5.45) ist damit in dem leitenden Materialeine Stromdi
hte j = �U=�l verkn�upft. Es 
ie�t also �uber den ganzen Quers
hnitt desLeiters der Strom I = j�f= ��f�l U= 1RUmit dem Widerstand f�ur das leitende Materialst�u
kR = �l��f :3.5.1 Gegen- und SelbstinduktionWir wollen im folgenden vers
hiedene Stromkreise betra
hten, die si
h gegenseitig be-ein
ussen k�onnen. An jedem dieser Kreise k soll eine zeitli
h ver�anderli
he SpannungUk angelegt werden, daraus ergibt si
h dann ein Strom Ik in der Stroms
hlaufe k. Dur
hdiesen Strom werden Magnetfelder erzeugt, die si
h mit der Zeit �andern. Diese zeitli
hver�anderli
hen Magnetfelder induzieren dann �uber das Faraday's
he Induktionsgesetz(3.1.2) eine Spannung in alle betra
hteten Stromkreise. F�ur den Stromkreis k gilt alsounter Ber�u
ksi
htigung des Ohms
hen Widerstandes Rk dieser S
hlaufe:IkRk = Uk + U indk (3.5.47)mit einer induzierten Spannung na
h dem Faraday's
hen Induktionsgesetz (3.1.2)U indk = �1
 d�kdt (3.5.48)und dem magnetis
hen Flu� dur
h die Stroms
hlaufe k�k = ZFk ~B � ~df= ZFk(~r� ~A) � ~dfStokes= IK ~A(~rk) � d~rk (3.5.49)



3.5. QUASISTATION�ARE STR �OME 143Dabei haben wir ausgenutzt, da� man ~B als Rotation eines Vektorfeldes ~A s
hreibenkann, und beim �Ubergang zur dritten Zeile den Stokes
hen Satz benutzt. Bei den Max-wells
hen Glei
hungen in der quasistation�aren N�aherung (3.5.44) bere
hnen si
h diemagnetis
hen Felder genau so wie in der Magnetostatik direkt aus den Stromdi
hten.Deshalb l�a�t si
h das Vektorfeld ~A wie in (2.2.8) s
hreiben~A(~r) = �
 Z ~j(~r 0)j~r � ~r 0jd3r0= �
 Xm Im Im d~rmj~r � ~rmj (3.5.50)In dieser Glei
hung haben wir die Permeabilit�at � ber�u
ksi
htigt: Der Zusammenhangzwis
hen Stromst�arke ergibt si
h aus der Maxwellglei
hung zun�a
hst f�ur ~H, entspre-
hend mu� bei einem Material die Glei
hung f�ur das Vektorpotential (2.2.8) mit derPermeabilit�at multipliziert werden. Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeile haben wirdann ausgenutzt, da� Str�ome Im nur in den entspre
henden Leiters
hlaufen m 
ie�ensollen. Damit ergibt si
h nun f�ur den magnetis
hen Flu� der S
hlaufe k na
h (3.5.49)1
�k = �
2 Xm Im Ik Im d~rm � d~rkj~rk � ~rmj= Xm LmkIm (3.5.51)Dabei bezei
hnen die InduktionskoeÆzientenLmk = �
2 Ik Im d~rm � d~rkj~rk � ~rmj (3.5.52)den magnetis
hen Ein
u� der S
hlaufe m auf den magnetis
hen Flu� �k der S
hlaufek. Aus diesem Ausdru
k f�ur die InduktionskoeÆzienten wird die SymmetrieLmk = Lkmdeutli
h. Nat�urli
h gibt es au
h die Selbstbeein
ussung �uber die Selbstinduktionskoef-�zienten Lkk.Mit der Darstellung des magnetis
hen Flusses na
h (3.5.51) k�onnen wir die Induktions-spannung na
h (3.5.48) ausre
hnen und in die Glei
hung f�ur den Stromkreis k (3.5.47)einsetzen und erhaltenUk = IkRk � ddt "Xm LmkIm#= IkRk �Xm Lmk ddtIm �Xm Im ddtLmk| {z }=0 (3.5.53)



144 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENwobei der letzte Term immer dann vers
hwindet, wenn si
h die InduktionskoeÆzientenni
ht mit der Zeit �andern, wenn also die Leitungen, dur
h die der Strom 
ie�t, ni
htverbogen werden.Die InduktionskoeÆzienten Lmk sind au
h sehr hilfrei
h bei der Bere
hnung des Ener-gieinhaltes der Magnetfelder von sol
hen stromdur
h
ossenen Leitern. Na
h unseren�Uberlegungen zum Energieinhalt elektromagnetis
her Felder (siehe (3.4.33)) ist derEnergieinhalt der Magnetfelder gegeben dur
hWMagn = 18� Z ~H � ~B d3r = 18� Z ~H � (~r� ~A) d3rwobei wir ausnutzen, da� si
h die magnetis
he Induktionsdi
hte als Rotation einesVektorfeldes ~A s
hreiben l�a�t. Der Integrand ~H � (~r� ~A) l�a�t si
h ums
hreiben auf dieForm WMagn = 18� Z ~A � (~r� ~H)d3r + 18� Z ~r � � ~A� ~H� d3rDer Integrand des zweiten Termes auf der re
hten Seite ist die Divergenz des Vek-torfeldes ( ~A � ~H), wir k�onnen also den Gau�s
hen Satz anwenden, und uns so davon�uberzeugen, da� dieser zweite Term vers
hwindet (Wir integrieren �uber den gesamtenRaum und nehmen an, da� das Ober
�a
henintegral f�ur das Kreuzprodukt der Felder~A und ~H vers
hwindet). Ersetzen wir rot ~H dur
h die entspre
hende Maxwellglei
hung(3.5.44) so ergibt si
h f�ur die magnetis
he EnergieWMagn = 18� Z ~A � 4�
 ~j= 12
Xk Ik Ik ~A � d~rk(3:5:49)= 12
Xk Ik�k(3:5:51)= 12Xk;m IkLkmIm (3.5.54)
3.5.2 An- und Abs
halten eines StromkreisesZur Erl�auterung der Bedeutung des SelbstinduktionskoeÆzienten, wollen wir nun alsBeispiel betra
hten, wie si
h der Strom in einer Leiters
hlaufe entwi
kelt, wenn wir zueiner Zeit t = 0 pl�otzli
h eine Spannung U anlegen. Der Stromkreis ist 
harakterisiertdur
h den SelbstinduktionskoeÆzienten Lkk = L (dargestellt dur
h eine Spirale imS
haltbild der Figur 3.6) und dur
h den Ohms
hen Widerstand R (dargestellt dur
hden s
hwarzen Kasten). Spezialisieren wir also die Glei
hungen (3.5.53) auf diesen Fall
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R

L

Abbildung 3.6: S
haltbild eines Stromkreises mit einem Ohms
hen Widerstand R undSelbstinduktion Leines Kreises, so erhalten wir0 = RI � U + L ddtI = R�I � UR�| {z }=I +L ddtI (3.5.55)Da die angelegte Spannung U genauso wie der Ohms
hen Widerstand R unabh�angigvon der Zeit sind gilt ddtI = ddt �I � UR� = ddtIund wir k�onnen die Di�erentialglei
hung (3.5.55) ums
hreiben inddtI = �RLI (3.5.56)mit der allgemeinen L�osungI(t) = I0 exp��RLt� = I(t)� URDie Konstante I0 m�ussen wir dabei so w�ahlen, da� die Randbedingungen erf�ullt sind,d.h. zur Zeit des Ans
haltens (t = 0) der Strom I(t = 0) = 0 ist. Dies errei
hen wirdur
h die Wahl I0 = �U=R, soda� wir insgesamt s
hreiben k�onnenI(t) = I0 exp��RL t�+ UR= UR �1� exp(�RL t)� (3.5.57)Die entspre
hende Funktion I(t) ist in der Abb. 3.7 dargestellt (f�ur t � 12, derZeit des Abs
haltens). Man sieht, da� ein station�arer Strom I = U=R erst na
h ei-ner Eins
hwingphase errei
ht wird. Die L�ange dieser Eins
hwingphase wird dur
h dasVerh�altnis L=R bestimmt. Je gr�o�er der SelbstinduktionskoeÆzient L im Verglei
h
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Abbildung 3.7: Strom beim Ein- und Abs
halten der Spannung in einem Stromkreismit Widerstand R und Selbstinduktion L. Die Zeitskala ist dabei so gew�ahlt, da� dasVerh�altnis R=L = 1 und das Abs
halten bei t = 12 erfolgt.zum Widerstand R ist je l�anger dauert die Eins
hwingphase. Um die Vorg�ange in die-ser Eins
hwingphase aus einer etwas anderen Bli
kri
htung zu sehen, multiplizieren wir(3.5.55) mit dem Strom I(t) und erhaltenUI = RI2 + IL ddtI= RI2 + ddt �12LI2� (3.5.58)Die linke Seite dieser Glei
hung UI bes
hreibt die Energie pro Zeiteinheit, also dieLeistung, die in der Spannungsquelle erbra
ht wird, denn UI = U�=t bezei
hnet dieArbeit, die geleistet wird, um pro Zeiteinheit t eine Ladung � auf ein SpannungsniveauU anzuheben. In der zweiten Zeile von (3.5.58) steht einmal die zeitli
he �Anderung von1=2LI2, also na
h (3.5.54) die zeitli
he �Anderung des Energieinhaltes des Magnetfeldesum die Leiters
hlaufe. Der erste Term RI2 bezei
hnet die Energie, die pro Zeiteinheitam Ohms
hen Widerstand R bei einem Strom I verbrau
ht und in W�arme umgesetztwird. Die Glei
hung (3.5.58) bes
hreibt also wie die von der Spannungsquelle zugef�uhrteEnergie im Stromkreis dadur
h verbrau
ht wird, da� das Magnetfeld aufgebaut wirdund W�arme am Ohms
hen Widerstand erzeugt wird. Erst wenn das volle Magnetfeldaufgebaut ist, errei
ht man den station�aren Grenzfall und die zugef�uhrte Leistung wirdvollst�andig am Ohms
hen Widerstand \verbraten". Ist der SelbstinduktionskoeÆzientL gro�, so ist die Energie des Magnetfeldes gro� und es dauert entspre
hend lange, bisder station�are Zustand errei
ht wird.Wenn man nun na
h Errei
hen des station�aren Zustandes die externe Spannungsquelleabs
haltet, also von au�en keine Energie mehr zuf�uhrt, so enth�alt die Stroms
hlaufe
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h die Energie des Magnetfeldes, 1=2LI2. Diese magnetis
he Energiewird dann umgesetzt am Ohms
hen Widerstand. Es gilt die in (3.5.58) dargestellteLeistungsbilanz mit U = 0, also RI2 = � ddt �12LI2�Dieser Abs
haltvorgang wird dur
h die Di�erentialglei
hung f�ur den Strom I(t) (3.5.55)mit U = 0 bes
hrieben Die L�osung dieser Di�erentialglei
hung mit der Randbedingung,da� zur Zeit des Abs
haltens t = tabs
h. der station�are Strom I = U=R 
ie�t, lautetI(t) = UR exp��RL (t� tabs
h.)�Au
h dieses exponentielle Abklingen des Stromes wird dur
h das Verh�altnis L=R be-stimmt und ist in Figur 3.7 dargestellt.3.5.3 Stromkreis mit externer We
hselspannungAls weiteres Beispiel wollen wir uns nun �uberlegen, was passiert, wenn an dem Strom-kreis mit Selbstinduktion L und Widerstand R, der in Abb. 3.6 dargestellt ist, eineexterne We
hselpannung angelegt ist, also eine externe Spannung der FormU(t) = U0 
os!t = U0Realfexp(i!t)g (3.5.59)dabei wird es si
h bei den folgenden �Uberlegungen als sehr n�utzli
h erweisen, wennwir diese We
hselspannung mit der komplexwertigen e Funktion darstellen und erstam S
hlu� der Re
hnung den �Ubergang auf den Realteil vornehmen. Setzen wir diesezeitabh�angige externe Spannung in die Di�erentialglei
hung (3.5.55) f�ur den Strom ein,so k�onnen wir diese inhomogene Di�erentialglei
hung f�ur den Strom I(t) in die Formbringen RI(t) + L ddtI(t) = U0 exp(i!t) (3.5.60)wobei wir die Inhomogenit�at, das ist der Term, der die gesu
hte Funktion I(t) undderen Ableitungen ni
ht enth�alt, auf die re
hte Seite gebra
ht haben. Wir k�onnen unsnun lei
ht davon �uberzeugen, da�Isp(t) = U0R + i!L exp(i!t) (3.5.61)eine spezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialglei
hung (3.5.60) darstellt. Dazum�ussen wir einfa
h nur Isp(t) in die Glei
hung (3.5.60) einsetzen und veri�zieren, da�damit diese Glei
hung tats�a
hli
h erf�ullt wird. Die allgemeine L�osung der inhomogenenDi�erentialglei
hung (3.5.60) ergibt si
h dann als Summe dieser speziellen L�osung plus



148 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENder allgemeinen L�osung der zugeh�origen homogenen Glei
hung, das ist die Di�erenti-alglei
hung bei der die Inhomogenit�at, also in diesem Fall die re
hte Seite von (3.5.60)identis
h null gesetzt wird:I(t) = Isp(t) + Ihom(t)= U0R + i!L exp(i!t) + C exp��RLt� (3.5.62)Die Konstante C vor der allgemeinen L�osung der homogenen Glei
hung wird danndur
h die Anfangsbedingungen f�ur unseren Stromkreis festgelegt. Na
h einer entspre-
henden Eins
hwingphase ist aber der Beitrag dieser L�osung der homogenen Glei
hunggegen�uber der speziellen L�osung verna
hl�assigbar und der Strom wird die Form anneh-men I(t) ! U0R2 + (!L)2 (R� i!L) exp(i!t)= U0qR2 + (!L)2 (
os Æ � i sin Æ) exp(i!t)= U0qR2 + (!L)2 exp(i!t� iÆ) (3.5.63)mit tan Æ = sin Æ
os Æ = !LRDen physikalis
h 
ie�enden Strom erhalten wir nun als den Realteil der Funktion I(t)aus (3.5.63). Wir sehen also, da� au
h der Strom in Form einer Cosinus - Funktionmit der Zeit variiert. Dabei ergibt si
h jedo
h gegen�uber der angelegten Spannung U(t)eine Phasenverz�ogerung um den Phasenwinkel Æ. Die Amplitude dieses We
hselstromesergibt si
h als Quotient der Amplitude der angelegten Spannung U0 und des Betragesdes komplexen WiderstandswertesI0 = U0jR+ i!Lj = U0qR2 + (!L)2Im n�a
hsten S
hritt wollen wir nun den Stromkreis aus Abb. 3.6 no
h erweitern dur
hHinzuf�ugen eines Kondensators mit der Kapazit�at C (siehe Abb. 3.8). Au
h in diesemFall sei eine externe We
hselspannung der Form (3.5.59) angelegt. Die Spannung, dienun an dem Widerstand und der Selbstinduktion anliegt ergibt si
h aus der externangelegten Spannung minus dem Spannungsabfall am Kondensator UC = Q=C, wobeiQ die Ladung des Kondensators und C die Kapazit�at bezei
hnet. Setzen wir also dieresultierende Spannung in (3.5.60) ein, so erhalten wirRI(t) + L ddtI(t) = U0 exp(i!t)� QC
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Abbildung 3.8: S
haltbild eines Stromkreises mit einem Ohms
hen Widerstand R, ei-nem Kondensator mit der Kapazit�at C und einer Selbstinduktion LDiese Glei
hung leiten wir nun na
h der Zeit ab und ber�u
ksi
htigen, da� die �Ande-rung der Ladung auf dem Kondensator dQ=dt wegen der Kontinuit�atsglei
hung f�ur dieLadung glei
h dem ab
ie�enden Strom ist. Damit ergibt si
hi!U0 exp(i!t) = ddtI(t) + L d2dt2 I(t) + 1CI(t) (3.5.64)Dieser Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung hat die glei
he Struktur wie die Bewe-gungsglei
hung f�ur eine erzwungene S
hwingung in der Me
hanik bei einem harmoni-s
hen Oszillator mit Stokes
her Reibung und externer Kraft Fext:Fext(t) = � ddtx(t) +m d2dt2x(t) + kx(t) (3.5.65)Dabei bezei
hnet m die Masse des K�orpers, an den die externe Kraft angreift, k dieKonstante der harmonis
hen R�u
kstellkraft bei einer Auslenkung x(t) aus der Ruhe-lage und � den KoeÆzienten der ges
hwindigkeitsabh�angigen Reibungskraft. Hat nundie antreibende Kraft Fext als Funktion der Zeit die Form einer Cosinuss
hwingungmit Winkelfrequenz !, so zeigt na
h einer Eins
hwingzeit au
h die Auslenkung einenCosinusf�ormigen Verlauf mit der glei
hen Winkelges
hwindigkeit und einer gewissenPhasenvers
hiebung. Die Amplitude dieser erzwungenen Auslenkung h�angt davon ab,wie nahe die externe Frequenz ! der Resonanzfrequenz des unged�ampften Oszillators!0 = s kmkommt, denn man erh�alt die L�osungx(t) = F0mq(!20 � !2) + �2!2m2 
os(!t+ Æ) (3.5.66)Da die mathematis
he Struktur der S
hwingungsglei
hung der Me
hanik (3.5.65) iden-tis
h ist mit der Glei
hung f�ur den Strom I(t) (3.5.64) erwarten wir nat�urli
h au
h eineentspre
hende L�osung. F�ur unser intuitives Verst�andnis der \Parameter" in der Glei-
hung unseres Stromkreises ist der KoeÆzientenverglei
h zwis
hen (3.5.65) und (3.5.64)



150 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGENsehr hilfrei
h. Dana
h �ubernimmt also die Selbstinduktion des Stromkreises L die Rol-le der Masse m im me
hanis
hen S
hwingungsproblem. Die Gr�o�e der harmonis
henR�u
kstellkraft k wird im elektromagnetis
hen S
hwingkreis von der inversen Kapazit�at�ubernommen. Damit erwarten wir also eine Resonanzfrequenz f�ur den S
hwingkreisvon !0 = s 1CL (3.5.67)Die Rolle des ReibungskoeÆzienten in der Me
hanik � �ubernimmt in der Elektrody-namik der Ohms
he Widerstand R.Nun wollen wir aber au
h no
h direkt die L�osung von (3.5.64) bestimmen und betra
h-ten dazu, motiviert dur
h die Analogie aus der Me
hanik (3.5.66), den AnsatzI(t) = I0 exp(i!t) = jI0j exp(i(!t� Æ))Die Amplitude I0 ist also eine komplexe Zahl, die in der Euler Darstellung dur
h denBetrag jI0j und eine Phase Æ bestimmt ist. Setzen wir diesen Ansatz in (3.5.64) ein, soergibt si
h i!U0 exp(i!t) = �i!RI0 � !2LI0 + I0C � exp(i!t)woraus si
h sofort U0 = �R + i!L� i!C� I0ergibt. Aufgel�ost na
h I0 erhalten wir alsoI0 = U0R + i �!L� 1!
�= U0rR2 + �!L� 1!C �2 exp(�iÆ)mit Æ � tan Æ = !L� 1!CR (3.5.68)Der Zusammenhang zwis
hen Spannung und Strom wird also dur
h einen komplexwer-tigen Widerstand Z bestimmtU0 = ZI0 mit Z = R + i!L� i!CDer Betrag dieses komplexen Widerstandes bestimmt das Verh�altnis zwis
hen der Am-plitude der Spannung und des StromesjZj = sR2 + �!L� 1!C�2 = U0jI0j



3.5. QUASISTATION�ARE STR �OME 151und die Phase Æ gibt an, um wel
he Phase die harmonis
he S
hwingung des Stromesder entspre
henden S
hwingung der Spannung \na
hl�auft".Die Darstellung des Ohms
hen Widerstandes, der Selbstinduktion und des kapazitivenWiderstandes dur
h einen komplexen Widerstand Z erlei
htert au
h die Betra
htungvon komplizierteren S
haltungen. Werden z.B. zwei Systeme, die dur
h komplexe Wi-derst�ande Z1 und Z2 bes
hrieben werden, in einem Stromkreis hintereinander ges
hal-tet, so addieren si
h die Spannungsabf�alle an diesen Widerst�anden und der gesamtekomplexwertige Widerstand der Kon�guration ergibt si
h einfa
h als die Summe derEinzelwiderst�ande Z = Z1 + Z2Werden hingegen die beiden komplexen Widerst�ande parallel ges
haltet, so addierensi
h die Str�ome in den beiden Zweigen zum Gesamtstrom und der gesamte Widerstandergibt si
h aus 1Z = 1Z1 + 1Z2



152 KAPITEL 3. MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN3.6 Kontrollfragen zum Kapitel III1. Wie lautet das Faraday's
he Induktionsgesetz in integraler und di�erentiellerForm? Wie kann man dieses Gesetz experimentell beoba
hten ?2. Was versteht man unter dem Maxwell's
hen Vers
hiebungsstrom ? Warum istdiese Erg�anzung der Maxwell's
hen Glei
hungen notwendig ?3. Wie lauten die Maxwell's
hen Glei
hungen ?4. Wie lassen si
h die Elektromagnetis
hen Felder dur
h Potentiale darstellen? Lei-ten Sie die Bestimmungsglei
hungen f�ur diese Potentiale her.5. Was versteht man unter einer Ei
htransformation? Bes
hreiben Sie die CoulombEi
hung und die Lorentz Ei
hung.6. Formulieren Sie die Energieerhaltung in der Elektrodynamik. Was versteht manunter dem Poyntingvektor ?7. Was bes
hreibt der Maxwell's
he Spannungstensor ?8. Wie lautet das Ohm's
he Gesetz als Materialglei
hung ?9. Was versteht man unter der quasistation�aren N�aherung? Wie lauten die MaxwellGlei
hungen in dieser N�aherung ?10. Was verteht man unter InduktionskoeÆzienten ?11. Wel
her Di�erentialglei
hung gen�ugt der elektris
he Strom in einer Leiters
hlaufemit einer Selbstinduktivit�at, einem Kondensator und einem Ohm's
hen Wider-stand ?12. Was versteht man unter einem komplexen Widerstand eines Stromkreises? Wieergibt si
h daraus der Zusammenhang zwis
hen Strom und angelegter Spannung?13. Wie baut si
h der Strom in einem Stromkreis aus Ohm's
hen Widerstand undSelbstinduktivit�at auf na
h Eins
halten einer Glei
hspannung? Was passiert beimAuss
halten?



Kapitel 4Elektromagnetis
he Wellen
4.1 L�osung der Maxwells
hen Glei
hungen in ei-nem IsolatorIn diesem Abs
hnitt wollen wir uns mit der L�osung der Maxwell Glei
hungen in einemIsolator bes
h�aftigen. Wir betra
hten also ein Medium, in dem es keine freien Ladungengibt (Ladungsdi
hte � = 0) und au
h keine elektris
hen Str�ome (Stromdi
hte ~j = 0).Damit nehmen also die Maxwell Glei
hungen die Formdiv ~D = 0 = div ~E (4.1.1)div ~B = 0 = divH (4.1.2)rot ~E + 1
 d ~Bdt = 0 (4.1.3)rot ~H � 1
 d ~Ddt = 0 (4.1.4)an und werden erg�anzt dur
h die Materialglei
hungen~D = � ~E und ~B = � ~H : (4.1.5)Die jeweils zweite Glei
hung in (4.1.1) und (4.1.2) ergibt si
h weil wir ein homogenesMedium betra
hten wollen, in dem die Dielektrizit�atskonstante � und die Suszepti-bilit�at � ni
ht vom Ort abh�angen. Multiplizieren wir die Glei
hung (4.1.4) mit derSuszeptibilit�at � und wenden au�erdem den Rotationsoperator an, so erhalten wirrot �rot ~B�� ��
 drot ~Edt = 0 :Benutzen wir dann die Identit�atrot �rot ~B� = grad (div ~B)| {z }=0 siehe 4.1.2�� ~B153



154 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENund ersetzen rot ~E gem�a� (4.1.3), so erhalten wir� ~B � ��
2 d2 ~Bdt2 = 0 ; (4.1.6)also partielle Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten (x; y; z)sowie in der Zeit t f�ur die drei kartesis
hen Komponenten der Magnetis
hen Induktions-di
hte ~B. In ganz analoger Weise k�onnen wir au
h f�ur das elektris
he Feld ~E verfahren.Wir wenden den Rotationsoperator auf die Maxwellglei
hung (4.1.3) an und erhaltenrot �rot ~E�+ 1
 drot ~Bdt = grad(div ~E)�� ~E + �
 drot ~Hdt = 0Wegen (4.1.1) ist div ~E = 0. Ersetzen wir rot ~H gem�a� (4.1.4), so erhalten wir� ~E � ��
2 d2 ~Edt2 = 0 : (4.1.7)Diese Di�erentialglei
hung f�ur das elektris
he Feld hat also die glei
he Struktur wieGlei
hung (4.1.6) f�ur das ~B-Feld und wir wollen uns deshalb zun�a
hst mit den mathe-matis
hen Eigens
haften der L�osungen der sogenannten homogenen Wellenglei
hungenvom Typ (4.1.6) und (4.1.7) bes
h�aftigen.4.1.1 Wellenglei
hung f�ur skalare Funktion in einer DimensionUm die Eigens
haften der L�osungen der homogenen Wellenglei
hungen zu verdeutli-
hen, wollen wir die Glei
hungen zun�a
hst in zweifa
her Hinsi
ht vereinfa
hen:� An Stelle der vektorwertigen Funktionen ~E und ~B in (4.1.7) bzw. (4.1.6) betra
h-ten wir eine skalarwertige Funktion f .� Au�erdem nehmen wir an, da� diese Funktion ni
ht im 3-dimensionalen Raum,also als Funktion von ~r, de�niert ist, sondern nur von einer Raumkoordinate xabh�angt: f(x; t).Damit vereinfa
ht si
h also die Di�erentialglei
hung vom Typ (4.1.6) auf die Formd2fdx2 � ��
2 d2fdt2 = 0 : (4.1.8)Zun�a
hst wollen wir uns davon �uberzeugen, da� jede zweimal stetig di�erenzierbareFunktion f , die ni
ht von den zwei unabh�angigen Variablen x und t sondern nur vonden Linearkombinationf(x; t) = f(u�) mit u�(x; t) = x� ~
t (4.1.9)
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x

x

x2

f (u ) f (u )1 - 2 +

t=0

t

ct x -ct2Abbildung 4.1: L�osungen der eindimensionalen Wellenglei
hung zur Zeit t = 0 (obererTeil) und zu einem sp�ateren Zeitpunkt t.mit ~
 = 
p�� (4.1.10)eine L�osung der Di�erentialglei
hung (4.1.8) ist. Um diese Behauptung zu veri�zierenbere
hnen wir z.B. dfdt = dfdu du�dt = �~
 dfdud2fdt2 = �~
d2fdu2 du�dt = (�~
)2 d2fdu2Entspre
hend ergibt si
h d2fdx2 = d2fdu2� (4.1.11)Eingesetzt in (4.1.8) erkennt man, da� jede Funktion der Form f(u�) eine L�osung dieserGlei
hung ist, unabh�angig davon wie die Funktion f von u� abh�angt. Entspre
hendesgilt nat�urli
h au
h f�ur f(u+) in (4.1.9).Was bes
hreiben nun die L�osungen vom Typ (4.1.9)? Als erstes betra
hten wir eineFunktion f1(u�), dargestellt dur
h die dreie
kige Form in Fig. 4.1. Das Maximum derFunktion f1, also die Spitze des Dreie
ks, be�nde si
h bei dem Wert des Argumentesu = 0. Zur Zeit t = 0 gilt u� = x und das Maximum der Funktion f1 be�ndet si
h alsobei x = 0. Zu einem sp�ateren Zeitpunkt t gilt u� = x� ~
t. Die Struktur de�niert dur
hf1 beh�alt also ihre Form, sie bewegt si
h aber mit der Ges
hwindigkeit ~
 na
h re
hts,das Maximum liegt also bei x = ~
t. F�ur eine Funktion f2(u+), dargestellt dur
h denHalbkreis in Fig. 4.1, gilt entspre
hend, da� si
h die Struktur, sie dur
h f2 de�niert ist
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h links zu kleineren x bewegt. Au
h hier ist die Ges
hwindigkeit dur
h ~
 gegeben.Man nennt diese in (4.1.10) de�nierte Ges
hwindigkeit die Phasenges
hindigkeit.Die Di�erentialglei
hung (4.1.8) ist eine lineare Glei
hung. Sind aber f1(u�) und f2(u+)L�osungen dieser Di�erentialglei
hung, so gilt das au
h f�ur jede Linearkombination g =�f1 + �f2. Insbesondere ist also au
hg(x; t) = f1(u�) + f2(u+) = f1(x� ~
t) + f2(x + ~
t) (4.1.12)eine L�osung. Die zeitli
he Entwi
klung von g(x; t) entspri
ht der Entwi
klung der Ge-samtfunktion f1 + f2 in Abb. 4.1. Die Gesamtstruktur �andert si
h also mit der Zeit.Um die zeitli
he Entwi
klung einer beliebigen L�osung von (4.1.8) vorherzusagen, rei
htes ni
ht aus die Funktion g(x; t = 0) zu kennen, man ben�otigt au
h no
h die Informa-tion �uber die zeitli
he Ableitung dieser Funktion zur Zeit t = 0 beziehungsweise dieAufspaltung in den Anteil, der von u+ und den der von u� abh�angt.Bes
hr�anken wir uns im Augenbli
k auf die L�osungen vom Typ f(x�~
t). Ein Spezialfalldieser L�osungen sind die ebenen Wellen in der Formf(x; t) = RealfA exp(ik(x� ~
t))g= jAj 
os (kx� k~
t + ') : (4.1.13)Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeile haben wir benutzt, da� man die komplexe Am-plitude A dur
h den Betrag jAj und eine Phase ' (A = jAjei') darstellen kann. Dieebenen Wellen sind von besonderem Interesse, da sie ein volst�andiges Funktionensy-stem bilden, so da� man jede beliebige andere Funktion na
h diesen ebenen Wellen mitvers
hiedenen Wellenzahlen k entwi
keln kann.Die ebenen Wellen in einer Dimension sind 
harakterisiert dur
h die Wellenzahl k,beziehungsweise die Wellenl�ange �. Diese Wellenl�ange � bezei
hnet dabei den Ab-stand zweier Koordinaten x, f�ur die si
h die Cosinus Funktion in (4.1.13) periodis
hwiederholt. Es gilt also: k� = 2� bzw. � = 2�� : (4.1.14)Die Funktion (4.1.13) ist also bei festgehaltenem Parameter Zeit eine periodis
he Funk-tion in x mit der Periodizit�atsl�ange �. Bei festgehaltener Ortskoordinate ist (4.1.13)aber au
h eine periodis
he Funktion in der Zeit. F�ur die Periodendauer T giltk~
T = 2� also T = 2�k~
 = 2�! ; (4.1.15)mit der Winkelges
hwindigkeit ! = k~
.Als n�a
hstes betra
hten wir nun die L�osung der Di�erentialglei
hung vom Typ (4.1.7)f�ur eine skalare Funktion f , die in 3 Raumdimensionen de�niert ist�f(~r; t)� ��
2 d2fdt2 = 0 : (4.1.16)
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Wellenebenen

Wellenvektor k

Abbildung 4.2: Darstellung einer ebenen WelleMan �uberzeugt si
h lei
ht davon, da� au
h in diesem Fall die ebenen Wellenf(~r; t) = RealnA exp(i(~k � ~r � !t))o ; (4.1.17)spezielle L�osungen sind. Diese L�osungen sind jetzt dur
h 3 Wellenzahlen, kx, ky und kz,beziehungsweise einen Wellenvektor ~k de�niert. Die Di�erentialglei
hung wird genaudann gel�ost, wenn (4.1.15) entspre
hend der Zusammenhang! = � 
p�� j~kj (4.1.18)gew�ahrleistet ist. Als Funktion des Ortsvektors ~r ist die Funktion f(~r; t) an allen Ortenidentis
h, f�ur die gilt ~r � ~k = 
onst. Dieentspre
henden Gebiete, an denen also f(~r; t)z.B. einen Maximalwert annimmt sind Fl�a
hen senkre
ht zu dem Wellenvektor ~k, wiedas au
h in der Abb. 4.2 dargestellt ist. Als Funktion der Zeit bewegen si
h dann dieseEbenen konstanter Funktionswerte in Ri
htung des Wellenvektors ~k. Deshalb spri
htman au
h von \ebenen Wellen" mit der Ausbreitungsri
htung ~k.Eine beliebige Funktion f(~r; t) l�a�t si
h mit Hilfe einer 4-dimensionalen Fouriertrans-formation darstellen in der Formf(~r; t) = 1p2�4 Z 1�1 dkx Z 1�1 dky Z 1�1 dkz Z 1�1 d! ~f(~k; !) exp(i(~k � ~r � !t)) (4.1.19)(siehe au
h Abs
hnitt 1.6). Die Fouriertransformierte ~f(~k; !) ist dabei bere
henbardur
h ~f(~k; !) = 1p2�4 Z d3r Z 1�1 dt f(~r; t) exp(�i(~k � ~r � !t)) (4.1.20)Die Funktion f(~r; t) ist eine L�osung der Di�erentialglei
hung (4.1.17) wenn die Fou-riertransformierte ~f(~k; !) in (4.1.19) nur unglei
h null ist f�ur Kombinationen von Wel-lenvektor ~k und Winkelges
hwindigkeit !, die die Glei
hung (4.1.18) erf�ullen.



158 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN4.1.2 Ebene Wellen in der ElektrodynamikNa
h dieser Vorbereitung kehren wir nun zu der L�osung der Di�erentialglei
hungen(4.1.6) und (4.1.7) zur�u
k. Aus dem vorhergehenden Abs
hnitt ist klar, da� z.B. dieDi�erentialglei
hung (4.1.7) f�ur das elektris
he Feld ~E(~r; t) gel�ost wird dur
h ebeneWellen f�ur die 3 kartesis
hen Komponenten von ~E~E(~r; t) = 0B�ExEyEz 1CA (~r; t) = 0B�E0xE0yE0z 1CA 
os(~k � ~r � !t) ; (4.1.21)wobei wieder (4.1.18) erf�ullt sein mu�. Die Di�erentialglei
hung (4.1.7) hatten wir ausden Maxwellglei
hungen f�ur einen Isolator (4.1.1) - (4.1.4) hergeleitet. Wir untersu
hennun, ob die Maxwellglei
hungen no
h weitere Bedingungen an die elektromagnetis
henFelder stellen. Dazu wenden wir (4.1.1) auf den Ansatz (4.1.21) andiv ~E = dExdx + dEydy + dEydy= ��kxE0x � kyE0y � kzE0z� sin(~k � ~r � !t)= 0Diese Glei
hung kann nur dann f�ur alle ~r und Zeiten t erf�ullt sein, wenn der Ampli-tudenvektor ~E0 und damit au
h der Vektor des elektris
hen Feldes ~E in (4.1.21) stetssenkre
ht zum Ausbreitungsvektor ~k steht: ~k � ~E = 0.In ganz entspre
hender Weise k�onnen wir au
h f�ur die magnetis
he Induktionsdi
hte~B mit (4.1.2) zeigen, da� au
h ~B senkre
ht zu dem Wellenvektor ~k stehen mu�. Des-halb bezei
hnet man die elektromagnetis
hen Felder in einem Isolator, als transversalpolarisiert. Im Gegensatz dazu steht der Feldvektor von longitudinal polarisiertenWellenfeldern parallel zum Wellenvektor ~k.Bei dem Ansatz (4.1.21) �andert si
h die Polarisationsri
htung von ~E ni
ht als Funktionvon Ort und Zeit, ledigli
h die Amplitude ist variabel. In diesem Fall spri
ht man vonlinear polarisierten Wellen. Es gibt aber au
h transversal polarisierte Wellen, die ni
htlinear polarisiert sind. Dazu betra
hten wir zwei linear polarisierte Wellen f�ur daselektris
he Feld: ~E�(~r; t) = Realnê�E� exp(i(~k � ~r � !t))o : (4.1.22)Dabei steht ê� f�ur jeweils einen Einheitsvektor in Ri
htung des ~E� Feldes, also senkre
htzu ~k. Da ~E1 und ~E2 jeweils linear polarisierte L�osungen der Wellenglei
hung (4.1.7)sind, ist au
h die Summe dieser beiden L�osungen eine L�osung~E = ê1E1 
os �~k � ~r � !t�+ ê2E2 
os �~k � ~r � !t+ '� (4.1.23)und zwar f�ur beliebige Phasenwinkel '. Im Fall ' = 0 ist au
h (4.1.23) wieder einelinear polarisierte Welle in Ri
htung ê1E1 + ê2E2. Ist aber ' = �=2, und bilden ê1, ê2
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h~E = ê1E1 
os �~k � ~r � !t�� ê2E2 sin �~k � ~r � !t�eine elliptis
h, beziehungsweise f�ur E1 = E2 eine zirkular polarisierte Welle. Der Vektordes elektris
hen Feldes zirkuliert um den Ausbreitungsvektor wie eine Re
htss
hraube.Man spri
ht in diesem Fall von zirkularer Polarisation mit positiver Helizit�at. W�ahltman in (4.1.23) ' = ��=2, so ergibt si
h eine Linkss
hraube, zirkulare Polarisationmit negativer Helizit�at.Es gibt aber au
h no
h eine weitere Bedingung f�ur die Polarisierung der elektroma-gnetis
hen Felder. Zur Herleitung dieser Bedingung wenden wir die Maxwellglei
hung(4.1.3) auf den Ansatz der ebenen Wellen f�ur ~E(~r; t) und ~B(~r; t) anrot ~E = 0B� �x�y�z 1CA� 0B� E0xE0yE0z 1CA exp �i �~k � ~r � !t��= 0B� ikxikyikz 1CA� 0B� E0xE0yE0z 1CA exp �i �~k � ~r � !t��= i~k � ~E0 exp �i �~k � ~r � !t��und ddt ~B(~r; t) = ddt ~B0 exp(i �~k � ~r � !t�)= �i! ~B0 exp(i �~k � ~r � !t�)= �i! ~B(~r; t)Somit erh�alt man rot ~E + 1
 �� ~B = i~k � ~E(~r; t)� i!
 ~B(~r; t)Mit der Maxwellglei
hung (4.1.3) ergibt si
h also~B(~r; t) = 
!~k � ~E(~r; t) : (4.1.24)Also steht ~B immer senkre
ht auf ~k und ~E : ~k, ~E und ~B bilden ein re
htsh�andigesDreibein. Setzt man in Glg. (4.1.24) die Beziehung (4.1.18), ! = 
p�� j~kj ein, so erh�altman ~B = 

p�� 1j~kj j~kjêk � ~E = p��êk � ~E) j ~Bj = p��j ~Ej (4.1.25)



160 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENalso eine feste Beziehung zwis
hen den Amplituden f�ur das elektris
he und magnetis
heFeld.Mit diesen Beziehungen k�onnen wir nun Energie und Impuls der elektromagnetis
henWellenfelder bere
hnen. Als erstes betra
hten wir den Poynting Vektor ~S. Na
h (3.4.34)ergibt si
h ~S = 
4� �~E � ~H�= 
4�� j ~Ejj ~Bjêk : (4.1.26)Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeilen wurde ausgenutzt, da� ~E, ~B und ~k ein Dreibeinbilden (4.1.24). Der Poyntingvektor und damit die entspre
hende Energie
u�di
hteweist also in Ri
htung des Wellen- oder Ausbreitungsvektors ~k. Betra
hten wir nuneine linear polarisierte Welle und benutzen au�erdem (4.1.25) so ergibt si
h f�ur denBetrag des Poyntingvektorsj~Sj = 
4�s ��E20 
os2 �~k � ~r � !t�H�alt man also die Position fest und bere
hnet den zeitli
h gemittelten Energie
u�, soergibt si
h �S = 12 
4�s ��E20 (4.1.27)Zum Verglei
h k�onnen wir au
h die zeitli
h gemittelete Energiedi
hte der elektroma-gnetis
hen Felder bere
hnen. Na
h (3.4.33) ergibt si
h�W = 18� � �~E ~D + �~H ~B�= 18�  �2E20 + 12�B20!= 18��E20 (4.1.28)Au
h hier stehen die Querstri
he f�ur die zeitli
he Mittelung der entspre
henden Gr�o�en.Bei dem �Ubergang zur letzten Zeile wurde wieder (4.1.25) benutzt, wodur
h si
h ergab,da� die Energiedi
hte dur
h die Magnetfelder genau so gro� ist wie die der elektris
hen.Verglei
ht man (4.1.27) und (4.1.28) so ergibt si
h�S = 
p�� �W ;die gemittelte Energie
u�di
hte �S der elektromagnetis
he Welle entspri
ht gerade ihrerEnergiedi
hte �W multipliziert mit der Phasenges
hwindigkeit ~
. Die Phasenges
hwin-digkeit ist also die Ausbreitungsges
hwindigkeit der Energiedi
hte.
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Abbildung 4.3: Geometrie und Nomenklatur f�ur die Bes
hreibung von elektromagneti-s
hen Wellen an einer Grenz
�a
he.4.2 Re
exion und Bre
hung einer ebenen WelleIn diesem Abs
hnitt wird das Verhalten von ebenen elektromagnetis
hen Wellen an ei-ner Grenz
�a
he zwis
hen zwei Isolatoren mit vers
hiedenen Materialkonstanten " und �bes
hrieben. Dabei wird insbesondere die Re
exion und die Bre
hung einer sol
hen elek-tromagnetis
hen Welle betra
htet. Wir werden sehen, wie die einfa
hen Re
exionsgeset-ze (Einfallwinkel glei
h Ausfallwinkel) und der Zusammenhang zwis
hen dem Winkeleines einfallenden und des gebro
henen Li
htstrahls, das Snellius's
he Bre
hungsgesetz,direkt mit den Eigens
haften der elektromagnetis
hen Felder zusammenh�angt.Die Geometrie des Problems und die Nomenklatur, die hier benutzt werden soll, sindin der Abb. 4.3 dargestellt. Wir betra
hten 2 Isolatoren mit einer ebenen Grenzs
hi
ht.Das Koordinatensystem ist so gew�ahlt, da� diese Grenzs
hi
ht mit der xy-Ebene, al-so z = 0, zusammenf�allt. F�ur z < 0 nehmen wir die Materialkonstanten " und � an,w�ahrend f�ur den Berei
h z > 0 die Materialkonstante "0 und �0 gelten. Im Berei
h z < 0haben wir die einlaufende Welle mit dem Wellenzahlvektor ~k und die re
ektierte Wellemit ~k00. Diese Vektoren bilden mit der Normalen zur Grenz
�a
he den Winkel � bezie-hungsweise �00. Im Berei
h z > 0 beoba
hten wir die \gebro
hene" elektromagnetis
heWelle mit einem Wellenzahlvektor ~k0 und einem entspre
henden Winkel �0.Aus den �Uberlegungen des vorhergehenden Abs
hnittes wissen wir, da� wir z.B. dieeinlaufende ebene Welle bes
hreiben k�onnen dur
h~E(~r; t) = ~E0 exp �i(~k � ~r � !t)�
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p�" j~kj~B(~r; t) = p�"~k � ~Ej~kj (4.2.29)Entspre
hende Glei
hungen gelten f�ur die gebro
hene Welle ( ~E 0; ~B0; !0) und die re
ek-tierte Welle ( ~E 00; ~B00; !00). Aus der Elektrostatik und der Magnetostatik, wissen wir, da�die elektris
hen und magnetis
hen Felder bei dem �Ubergang von einem Medium zumanderen Stetigkeitsbedingungen erf�ullen m�ussen. So gilt z.B., da� die Komponentendes magnetis
hen Induktionsdi
hte ~B, die senkre
ht zur Grenz
�a
he bei z = 0 liegenin beiden Isolatoren identis
h sein m�ussen, siehe (2.5.52). Dies gilt aber ni
ht nur zueinem Zeitpunkt, sondern dies mu� f�ur alle Zeiten gelten. Daraus folgt, da� die Kon-stanten !, die die zeitli
he Entwi
klung der vers
hiedenen Wellen bes
hreiben f�ur die3 Teilwellen identis
h sein m�ussen: ! = !0 = !00 (4.2.30)beziehungsweise wegen (4.2.29) au
hj~kj = !p�"
 = j~k00j ;j~k0j = !p�0"0
 = p�0"0p�" j~kj (4.2.31)Au�erdem mu� aber au
h f�ur alle Vektoren in der z = 0 Ebene ~rz gelten, da� diePhasen der 3 Wellen identis
h sind.~k � ~rz = ~k0 � ~rz = ~k00 � ~rz (4.2.32)W�are n�amli
h z.B. die Phase der gebro
henen Welle, ~k0 � ~rz, an einer Stelle ~rz so, da�die Wellenfunktion f�ur ~B0 an dieser Stelle ein Maximun besitzt, so mu� au
h die Wel-lenfunktion der Felder ~B und ~B00 an dieser Stelle ein Maximum besitzen. Anderenfallsk�onnten die Grenzbedingungen ni
ht f�ur ~rz und bena
hbarte Orte erf�ullt sein. Ausdiesem Ergebnis (4.2.32) folgt aber au
h direkt:� Die Wellenvektoren ~k, ~k0 und ~k00 liegen in einer Ebene, wir k�onnen alsodas Koordinatensystem so w�ahlen, da� ky = k0y = k00y = 0 ist, wie ja bereitsin Abb. 4.3 angenommen. Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, da�ky = 0 und betra
hten Vektoren in der z = 0 Ebene ~rz = (0; y; 0). Damit ist also~k �~rz = 0. Damit (4.2.32) erf�ullt ist mu� aber au
h ~k0 �~rz = k0yy = ~k00 �~rz = k00yy = 0sein, es gilt also k0y = k00y = 0. Mit den Bezei
hnungen von Abb. 4.3 k�onnen wiralso s
hreiben~k = k0B� sin�0
os� 1CA ~k0 = k00B� sin�00
os�0 1CA ~k00 = k000B� sin�000
os�00 1CA (4.2.33)
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exionsgesetz: Einfallswinkel � glei
h Re
exionswinkel�00. Zum Beweis dieser Behauptung betra
hten wir einen Vektor ~rz in der z = 0Ebene, der nur eine x-Komponente besitzt ~rz = (r; 0; 0). F�ur einen sol
hen Vektorliefert (4.2.32) zusammen mit (4.2.33)rk sin� = rk0 sin�0 = rk00 sin�00 (4.2.34)Wegen (4.2.31) ist k = k00 und es gilt also sin� = sin�00, was ja gerade dieBehauptung ist.� Es gilt das Snellius's
he Bre
hungsgesetz:sin�sin�0 = k0k = p�0"0p�" = n0n ; (4.2.35)wobei wir den Bre
hungsindex mitn = p�" (4.2.36)eingef�uhrt haben. Au
h das Snellius's
he Bre
hungsgesetz (4.2.35) ergibt si
hdirekt aus (4.2.34) unter Einbeziehung von (4.2.31).�Uber diese einfa
hen Re
exions- und Bre
hungsgesetze hinaus k�onnen wir aber au
hno
h weitere Details aus den Grenzbedingungen der elektris
hen und magnetis
henFelder extrahieren. Dazu s
hreiben wir zun�a
hst die in den Abs
hnitten 1.8 und 2.5hergeleiteten Beziehungen f�ur den hier betra
hteten Fall auf. Zun�a
hst die Stetigkeitder Normalenkomponenten von ~D:n" �~E0 + ~E 000�� "0 ~E 00o � êz = 0 (4.2.37)und ~B, wobei wir die Darstellung der magnetis
hen Induktionsdi
hten na
h (4.2.29)benutzen: n~k � ~E0 + ~k00 � ~E 000 � ~k0 � ~E 00o � êz = 0 (4.2.38)Die Stetigkeit der Tangentialkomponente von ~En ~E0 + ~E 000 � ~E 00o� êz = 0 (4.2.39)und ~H ( 1� �~k � ~E0 + ~k00 � ~E 000�� 1�0~k0 � ~E 00)� êz = 0 (4.2.40)Au�erdem zerlegen wir die Amplituden ~E0 in eine Komponente ~Ek, die in der inAbb. 4.3 dargestellten xz-Ebene liegt und eine Komponente ~E? die senkre
ht dazu,d.h. parallel zu �êy liegt ~E0 = ~Ek + ~E? : (4.2.41)



164 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENEntspre
hende Aufteilungen werden au
h f�ur ~E 0 und ~E 00 vorgenommen. Die Stetigkeits-bedingungen f�ur die Felder an der Grenz
�a
he m�ussen f�ur beide Komponenten getrennterf�ullt sein. Deshalb betra
hten wir zun�a
hst die Glei
hungen (4.2.37) bis (4.2.40) f�urdie Komponenten ~E? = �êyE?. Aus (4.2.39) folgtn ~E? + ~E 00? � ~E 0?o� êz = �êx fE? + E 00? � E 0?g = 0Es gilt also E? + E 00? � E 0? = 0 (4.2.42)Zur weiteren Re
hnung betra
hten wirêz � �~k � ~E?� = ~k (êz � ~E?)| {z }=0 � ~E?(êz � ~k)und die entspre
henden Beziehungen f�ur E 0 and E 00. Eingesetzt in (4.2.40) ergibt si
h�êy " 1� (E?k 
os� + E 00?k(� 
os�))� 1�0E 0?k0 
os�0# = 0Ersetzt man die Wellenvektoren na
h (4.2.31) ergibt diess "� 
os� (E? � E 00?)�s "0�0 
os�0E 0? = 0Ersetzt man na
h (4.2.42) E 0? ergibt si
hE 00?E? = q "� 
os��q "0�0 
os�0q "� 
os� +q "0�0 
os�0= 1� ��0 tan�tan�01 + ��0 tan�tan�0 (4.2.43)Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeile wurde das Snellius's
he Bre
hungsgesetz (4.2.35)ausgenutzt. Bezieht man si
h dann auf Materialien, die ni
ht ferromagnetis
h sind, soda� � � 1 � �0 so ergibt si
h f�ur das Verh�altnis zwis
hen re
ektierter und eingestrahlterAmplitude im Fall der Komponente senkre
ht zur Ebene der WellenvektorenE 00?E? = sin(�0 � �)sin(�0 + �) (4.2.44)Das Quadrat dieses Verh�altnisses der Amplituden spiegelt die Intensit�at des re
ektier-ten Strahls relativ zum einlaufenden Strahl und wird h�au�g als Re
exionskoeÆzientbezei
hnet. R? =  E 00?E?!2 (4.2.45)



4.2. REFLEXION UND BRECHUNG EINER EBENEN WELLE 165

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Einfallwinkel [rad]

0

0.05

0.1

R
ef

le
xi

on

R senkrecht
R parallel

Abbildung 4.4: Re
exionskoeÆzient (sieh Gl.4.2.45) f�ur die Komponenente senkre
htzu xz Ebene und in der xz Ebene f�ur n=n0 = 1:2.Dieser Re
exionskoeÆzient spiegelt also das Verh�altnis des Poyntingvektors oder au
hder Energiedi
hte des einlaufenden zum re
ektierten Strahl. Ergebnisse f�ur diesen Re-
exionskoeÆzienten sind in der Abb. 4.4 dargestellt.Als n�a
hstes betra
hten wir nun die Komponente mit dem elektris
hen Feldvektor inder xz Ebene der Wellenvektoren. Aus (4.2.39) ergibt si
h�Ek 
os� + E 00k 
os�+ E 0k 
os�0 = 0 (4.2.46)Die Vektoren ~k� ~Ek, ~k0� ~E 0k und ~k00� ~E 00k stehen parallel oder antiparallel zur y-A
hse.So ergibt si
h aus (4.2.40) f�ur die entspre
henden Amplituden0 = k� �Ek + E 00k�� k0�0E 0k= s "� �Ek + E 00k��s "0�0E 0k (4.2.47)Bei dem �Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Betr�age der Wellenvektoren na
h(4.2.31) ersetzt. L�ost man diese Glei
hung na
h E 0k auf und setzt das Ergebnis in(4.2.46) ein, so ergibt si
h E 00kEk = 
os��q "�0"0� 
os�0
os�+q "�0"0� 
os�0 (4.2.48)



166 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENBes
hr�anken wir uns wieder auf Materialien mit � � 1 � �0 und benutzen wir dasSnellius's
he Bre
hungsgesetz, so ergibt si
hE 00kEk = 
os�� sin�0sin� 
os�0
os� + sin�0sin� 
os�0= tan(�� �0)tan(�+ �0) (4.2.49)Au
h f�ur diese Komponente ist der Re
exionskoeÆzient als Funktion des Einfallswin-kels f�ur ein Beispiel in Abb. 4.4 dargestellt. Man sieht aus dieser Abbildung aber au
haus (4.2.49), da� f�ur einen bestimmten Einfallswinkel, dem sogenannten Brewster Win-kel �Brew mit �Brew + �0Brew = �2 (4.2.50)der Nennner des Verh�altnisses (4.2.49), tan(�Brew + �0Brew) gegen 1 geht, der Re
e-xionskoeÆzient f�ur die parallele Komponente also bei diesem Brewster Winkel nullwird. Dies bedeutet, da� bei Re
exion einer elektromagnetis
hen Welle, die mit demBrewster Winkel einf�allt, die re
ektierte Welle nur die Komponente ~E 00? enth�alt. Diere
ektierte Welle ist also linear polarisiert mit einem elektris
hen Feldvektor senkre
htzu der Ebene, die dur
h die Wellenvektoren aufgespannt ist.
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hungenZu Beginn dieses Abs
hnittes sollen zun�a
hst no
h einmal die Maxwellglei
hungen ineiner etwas anderen Form dargestellt werden. Wir bes
hr�anken uns dabei auf die Max-wellglei
hungen ohne Materie, also ~D = ~E und ~H = ~B. Zun�a
hst s
hreiben wir no
heinmal die sogenannten homogenen Maxwellglei
hungen auf in der Formdiv ~B = 0rot~E + 1
 d ~Bdt = 0 (4.3.51)Diese Glei
hungen sind unabh�angig von m�ogli
hen Ladungs- und Stromverteilungen.Es handelt si
h um partielle Di�erentialglei
hungen na
h den Ortskoordinaten und derZeit. Man bezei
hnet diese Maxwellglei
hungen als homogene Di�erentialglei
hungen,da keine Terme auftreten, die die gesu
hten Felder ~E und ~B ni
ht enthalten (siehe au
h(3.2.15)). Au�erdem haben wir die inhomogenen Maxwellglei
hungen (3.2.18)rot ~B � 1
 d ~Edt = 4�
 ~jdiv~E = 4�� (4.3.52)die den Zusammenhang zwis
hen den elektromagnetis
hen Feldern und den erzeugen-den Ladungsdi
hten �(~r; t) und Stromdi
hten ~j(~r; t) herstellen.Wir haben bereits im Abs
hnitt 3.3 gesehen, da� die homogenen Maxwellglei
hungendazu f�uhren, da� man die Elektromagnetis
hen Felder dur
h die Potentiale � und ~Adarstellen kann. Es gilt (siehe (3.3.19) und (3.3.20))~B = rot ~A = ~r� A~E = �grad�� 1
 d ~Adt (4.3.53)Diese Potentiale sind ni
ht eindeutig de�niert, wir haben z.B. die M�ogli
hkeit die Ei
h-bedingung f�ur die Lorentzei
hung (3.3.25) zu fordern. Ersetzt man in den inhomogenenMaxwellglei
hungen (4.3.52) die Felder dur
h diie Potentiale na
h (4.3.53) und benutztdie Bedingung der Lorentzei
hung, so ergibt si
h (siehe (3.3.26))��� 1
2 d2d2t� = �4��� ~A� 1
2 d2d2t ~A = �4�
 ~j (4.3.54)Wir haben also vier Glei
hungen (eine f�ur �, drei f�ur die Komponenten von ~A) vomTyp 2	(~r; t) = �4��(~r; t) (4.3.55)



168 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENDabei stehen 	 stellvertretend f�ur eines der Potentiale und � f�ur die zugeh�orige Inho-mogenit�at in (4.3.54). Au�erdem haben wir mit2 := �� 1
2 d2d2t (4.3.56)den sogenannten d'Alembert Operator eingef�uhrt. Der d'Alembert Operator (mit 4E
ken) ist eine Erweiterung des Lapla
e Operators � (3 E
ken), indem zu den zwei-ten Ableitungen na
h den Drei Raumkoordinaten no
h die zweite Ableitung na
h dervierten Koordinate der Zeit hinzukommt. Wie wir weiter unten sehen werden, ist dasMinuszei
hen vor der Zeitableitung konsistent mit der Metrik des vierdimensionalenMinkowski Raumes der Relativit�atstheorie.Die Glei
hungen (4.3.54) entspre
hen den Wellenglei
hungen f�ur die elektromagneti-s
hen Felder, haben allerdings im Gegensatz zu (4.1.6) und (4.1.7) eine Inhomogenit�at,die re
hte Seite ist unglei
h null. Man bezei
hnet deshalb au
h (4.3.54), beziehungsweise(4.3.55), als inhomogene Wellenglei
hungen.Reduziert man nun z.B. die inhomogene Wellenglei
hung f�ur das skalare Potential �auf den Fall zeitunabh�angiger Ladungsverteilungen und Potentiale, so erhalten wir�� = �4��die Poissonglei
hung der Elektrostatik (1.3.38). Eine Methode zur L�osung dieser Pois-songlei
hung ist die Bestimmung von Green's
hen Funktion, die wir im Abs
hnitt 1.5f�ur die Elektrostatik betra
htet haben (Hier wollen wir uns allerdings auf den Fall oh-ne Randbedingungen bes
hr�anken.) Dana
h su
ht man eine Green's
he Funktion G alsL�osung der Di�erentialglei
hung (1.5.55)4G(~r; ~r 0) = �4�Æ(~r � ~r 0)und bestimmt damit das Potential aus einer gegebenen Ladungsverteilung mit�(~r) = Z G(~r; ~r 0)�(~r 0)d3r 0In Erweiterung dieses Konzeptes f�ur zeitunabh�angige Green's
he Funktionen liegt esnahe eine zeitabh�angige Green's
he Funktion G(~rt; ~r 0t0) zu de�nieren mit2G(~rt; ~r 0t0) = �4�Æ(~r � ~r 0)Æ(t� t0) (4.3.57)um damit zu de�nieren	(~r; t) = Z d3r 0 Z dt0G(~rt; ~r 0t0)�(~r 0; t0) (4.3.58)Wendet man n�amli
h auf diesen Ansatz f�ur die Potentialfunktion 	 den d'AlembertOperator an, so erh�alt man mit (4.3.57)2	(~r; t) = 2 Z d3r 0 Z dt0G(~rt; ~r 0t0)�(~r 0; t0)= �4� Z d3r 0 Z dt0 Æ(~r � ~r 0)Æ(t� t0)�(~r 0; t0)= �4��(~r; t) ;



4.3. L �OSUNG DER INHOMOGENEN WELLENGLEICHUNGEN 169	 ist also in der Tat eine L�osung der inhomogenen Wellenglei
hung (4.3.55). Aus(4.3.58) k�onnen wir eine Interpretation f�ur die zeitabh�angige Green's
he Funktion ab-lesen: G(~rt; ~r 0t0) gibt an, mit wel
hem Gewi
ht die Ursa
he �(~r; t) am Ort ~r 0 zur Zeitt0 das Ergebnis 	(~r; t) also am Ort ~r zur Zeit t beein
u�t.Wie sieht eine sol
he zeitabh�angige Green's
he Funktion aus und wel
he Eigens
haftenbesitzt sie? Zun�a
hst ma
hen wir uns klar, da� die freie Green's
he Funktion, d.h. oh-ne Ber�u
ksi
htigung von Randbedingungen nur von den Di�erenzen ~r � ~r 0 und t � t0abh�angen kann. Dana
h betra
hten wir die Fourier-Transformation z.B. der Abh�angig-keit der Green's
hen Funktion von x�x0, der Di�erenz der x-Koordianten. DieFourier-Transformation kann man als eine Entwi
klung na
h einem vollst�andigen Funktio-nensystem verstehen, so wie im Abs
hnitt 1.6 behandelt. Die Funktionenfk(x) = hxjki = 1p2� exp(ikx) (4.3.59)bilden ein vollst�andiges Funktionensytem auf dem Intervall [�1;1℄. Die Funktionen,
harakterisiert dur
h die Wellenzahl k, sind orthogonal (verglei
he z.B. (1.6.64)), d.h.es gilt hk0jki = Z 1�1 dx f �k0(x)fk(x)= 12� Z 1�1 dx exp (i(k � k0)x)= Æ(k � k0) (4.3.60)Au�erdem gilt die Vollst�andigkeitsrelation (vergl. (1.6.74))Æ(x� y) = Z 1�1 dk f �k (y)fk(x)= Z 1�1 dk hyjkihkjxi= 12� Z 1�1 dk exp (ik(x� y)) (4.3.61)Das bedeutet also, da� man jede beliebige Funktion F (x) na
h dem Funktionensystementwi
keln kann F (x) = Z 1�1 dk hxjkihkjF i= 1p2� Z 1�1 dk exp(ikx) ~F (k) (4.3.62)Die Entwi
klungskoeÆzienten ~F (k) bilden eine Funktion der Wellenzahl k und hei�endie Fouriertransformierte der Funktion F (x). Diese Fouriertransformierte bere
hnet
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h als das Skalarprodukt der Funktion F (x) mit dem entspre
henden Element desFunktionensystems fk(x)~F (k) = hkjF i= 1p2� Z 1�1 dxF (x) exp(�ikx) (4.3.63)Ganz entspre
hend der Entwi
klung (4.3.62) k�onnen wir nun au
h die Green's
he Funk-tion als Funktion der vier Raum und Zeitkoordinaten in einer vier-dimensionalen Ent-wi
klung darstellen alsG(~r�~r 0; t� t0) = 1p2�4 Z d3k Z d! exp �i~k(~r � ~r 0)� exp(�i!(t� t0)) ~G(~k; !) (4.3.64)Dabei ist zu bea
hten, da� die drei kartesis
hen Raumkoordinaten jeweils tranformiertsind in eine entspre
hende Koordinate des Vekotrs ~k, und da� wir bei der Fouriertrans-formation der Zeit die zugeh�orige Variable mit �! bezei
hnet haben.Mit dieser Fouriertransformation allein ist nat�urli
h no
h ni
hts gewonnen, denn jetztmu� die Funktion ~G(~k; !) bestimmt werden. Dazu setzen wir die Darstellung (4.3.64)in die linke Seite der Bestimmungsglei
hung der Green's
hen Funktion (4.3.57) ein2G(~r � ~r 0; t� t0) = 2 1(2�)2 Z d3k Z d! exp �i~k(~r � ~r 0)� exp(�i!t) ~G(~k; !)= 1(2�)2 Z d3k Z d!  �~k2 + !2
2 !� exp �i~k(~r � ~r 0)� exp(�i!t) ~G(~k; !) (4.3.65)Die re
hte Seite der Glei
hung (4.3.57) lautet:�4�Æ(~r � ~r 0)Æ(t� t0) = �4� 1(2�)4 Z d3k Z d! exp �i~k(~r � ~r 0)� exp(�i!t) (4.3.66)Auf der re
hten Seite dieser Glei
hung habe wir die vierdimensionale Æ Funktion ent-spre
hend der Vollst�andigkeitsrelation (4.3.61) dargestellt. Da die Exponentialfunktio-nen exp(ikx) ein Orthonormalsystem bilden, m�ussen die Entwi
klungskoeÆzienten ei-ner beliebigen Funktion eindeutig sein. Da (4.3.65) und (4.3.66) die zwei Seiten der Glei-
hung (4.3.57) darstellen, m�ussen die jeweiligen Faktoren vor exp(i~k(~r�~r 0)) exp(�i!t)identis
h sein. Dies bedeutet1(2�)2  �~k2 + !2
2 ! ~G(~k; !) = � 4�(2�)4~G(~k; !) = 
2� 1
2~k2 � !2 (4.3.67)
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k f�ur ~G in (4.3.64) ergibt si
hG(~r � ~r 0; t� t0) = 1(2�)2 
2� Z d3k Z d! exp �i h~k(~r � ~r 0)i� !(t� t0)�!20 � !2 (4.3.68)wobei wir die Abk�urzung !0 = 
j~kj (4.3.69)eingef�uhrt haben. Wir wollen uns nun speziell die Zeitabh�angigkeit der Green's
henFunktion bzw. die Abh�angigkeit von ! ansehen. Dazu s
hreiben wir1!20 � !2 = 12!0 � 1! + !0 � 1! � !0�und betra
hten diese Abh�angigkeit in der Form12!0 Z 1�1 d! exp (�i!(t� t0))� 1! + !0 � 1! � !0� (4.3.70)Dabei wollen wir uns darauf bes
hr�anken, da� die Zeit der Ursa
he t0 in (4.3.58) vorder Zeit der Wirkung t liegt, also t � t0 > 0. Andernfalls soll die Green's
he Funktionidentis
h 0 sein. Dies errei
ht man dadur
h, da� wir zu der sogenannten retardier-ten Green's
hen Funktion �ubergehen, die aus der allgemeinen Funktion G dur
h dieMultiplikation mit der entspre
henden Stufenfunktion � entstehtG(~r � ~r 0; t� t0) =) G(~r � ~r 0; t� t0)�(t� t0) (4.3.71)Wir werden uns nun davon �uberzeugen, da� diese Bes
hr�ankung auf t�t0 > 0 in (4.3.70)dadur
h errei
ht wird, da� wir die dort auftretenden Pole um einen in�nitesimalenWert " von der A
hse der reellen Zahlen weg in den Berei
h der komplexen Zahlenmit negativem Imagin�arteil s
hieben, soda� sie bei ! = �!0� i" auftreten (siehe au
hAbb. 4.5). Wir betra
hten also12!0 Z 1�1 d! exp (�i!(t� t0))� 1! + !0 + i" � 1! � !0 + i"� (4.3.72)und unters
heiden die beiden F�alle t� t0 < 0 and t� t0 > 0.� Im Fall t�t0 < 0 kann das Integral (4.3.70) �uber die A
hse der realen Werten f�ur! hinaus in eine Konturintegral in der komplexen Ebene erg�anzt werden, indemman den Integrationsweg in der oberen Halbeebene der komplexen Zahlen alsomit positivem Imagin�arteil f�ur ! s
hlie�t (siehe gestri
helte Linie in der Abb. 4.5).F�ur gro�e positive Werte des Imagin�arteils von ! enth�alt n�amli
h der Integrandden Faktorexp (�i(! + i1)(t� t0)) ! exp (1(t� t0)) ! exp (�1)wird also verna
hl�assigbar in diesem Fall t � t0 < 0. Die Fl�a
he, die von diesemIntegrationsweg in der komplexen Ebene ums
hlossen wird, enth�alt keine Pole,soda� das Integral (4.3.70) in diesem Fall identis
h 0 wird.



172 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Real

Imag ω

ω − ε0 0
−ω  −  ε ii ω

Abbildung 4.5: Integrationswege f�ur (4.3.70)� Im Fall t� t0 > 0 mu� das Integral (4.3.70) erg�anzt werden dur
h den Integrati-onsweg, der in Abb. 4.5 dur
h die dur
hgezogene Linie dargestellt ist. F�ur gro�enegative Werte des Imagin�arteils in ! enth�alt der Integrand den Faktorexp (�i(! � i1)(t� t0)) ! exp (�1(t� t0)) ! exp (�1)wird also verna
hl�assigbar f�ur positive Werte von t � t0. In diesem Fall enth�altdie vom Integrationsweg ums
hlossene Fl�a
he die beiden Pole bei ! = �!0 undder Residuensatz liefert12!0 Z 1�1 d! exp (�i!(t� t0))� 1! + !0 � 1! � !0� =�2�i2!0 [exp (i!0(t� t0))� exp (�i!0(t� t0))℄ (4.3.73)Dur
h die Vers
hiebung der Polterme in (4.3.72) wird also die Green's
he Funktionidentis
h null f�ur t < t0 und nimmt im Fall t > t0 die Form anG(~r � ~r 0; t� t0) =� 2�i(2�)2 
2� Z d3k exp(i~k(~r � ~r 0))2
k [exp (i
k(t� t0))� exp (�i
k(t� t0))℄= � i
(2�)2 Z 10 dk k Z 2�0 Z 1�1 d� exp(ikj~r � ~r 0j�)� [exp (i
k(t� t0))� exp (�i
k(t� t0))℄



4.3. L �OSUNG DER INHOMOGENEN WELLENGLEICHUNGEN 173In der ersten Zeile wurde !0 = 
k ersetzt und in der zweiten Zeile das Integrale �uber d3kin Kugelkoordinaten umges
hrieben. Dabei bezei
hnet � den Cosinus des Winkels zwi-s
hen ~k und dem Vektor ~r�~r 0. F�uhrt man die Integrationen �uber die Winkelvariablen� (liefert einen Faktor 2�) und � aus, so ergibt si
h weiterG(~r � ~r 0; t� t0) = � i
(2�) Z 10 dk k "exp(ikj~r � ~r 0j�)ikj~r � ~r 0j #�=1�=�1� [exp (i
k(t� t0))� exp (�i
k(t� t0))℄= � 
(2�) 1j~r � ~r 0j Z 10 dk fexp(ikj~r � ~r 0j)� exp(�ikj~r � ~r 0j)g� [exp (i
k(t� t0))� exp (�i
k(t� t0))℄= � 
(2�) 1j~r � ~r 0j Z 1�1 dk exp (ik [j~r � ~r 0j+ 
(t� t0)℄)� exp (ik [j~r � ~r 0j � 
(t� t0)℄)= � 
j~r � ~r 0j [Æ (j~r � ~r 0j+ 
(t� t0))� Æ (j~r � ~r 0j � 
(t� t0))℄Bei dem �Ubergang zur letzten Zeile wurde zwei mal die Glei
hung (4.3.61) ausgenutzt.Man kann si
h nun lei
ht davon �uberzeugen, da� f�ur den Fall t�t0 > 0, der ja allein hierin Frage kommt, die erste Æ Funktion irrelevant ist (da das Argument niemals glei
hnull sein kann). Damit erhalten wirG(~r � ~r 0; t� t0) = 1j~r � ~r 0jÆ  j~r � ~r 0j
 � (t� t0)! (4.3.74)Die zeitabh�angige Green's
he Funktion entspri
ht also der freien Green's
hen Funktionder Elektrostatik mutlipliziert mit einer Æ Funktion in der Zeit, die daf�ur sorgt, da�Zum Zeitpunkt t am Ort ~r die Ursa
he zur Wirkung kommt, die zur Zeit t0 = t �j~r � ~r 0j=
 am Ort ~r 0 pr�asent war. Die Wirkung erfolgt also mit einer Zeitverz�ogerung,die gerade dem Abstand j~r� ~r 0j dividiert dur
h die Li
htges
hwindigkeit 
 entspri
ht.Anders ausgedr�u
kt: die �Ubertragungsges
hwindigkeit von einer Ladung oder Stromam Ort ~r 0 auf die Wirkung elektromagnetis
hes Potential am Ort ~r is gerade dieLi
htges
hwindigkeit 
. Als L�osung der inhomogenen Wellenglei
hung (4.3.55) erhaltenwir also mit (4.3.74) eingesetzt in (4.3.58)	(~r; t) = Z d3r 0 Z dt0 1j~r � ~r 0jÆ  j~r � ~r 0j
 � (t� t0)!�(~r 0; t0)= Z d3r 0 �(~r 0; t0 = t� j~r�~r 0j
 )j~r � ~r 0j (4.3.75)Entspre
hend ergibt si
h f�ur die elektromagnetis
hen Potentiale in der Lorentzei
hung�(~r; t) = Z d3r 0 �(~r 0; t0 = t� j~r�~r 0j
 )j~r � ~r 0j



174 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN~A(~r; t) = Z d3r 0 ~j(~r 0; t0 = t� j~r�~r 0j)

j~r � ~r 0j : (4.3.76)



4.4. LOKALISIERTE, OSZILLIERENDE QUELLEN 1754.4 Lokalisierte, oszillierende QuellenIn diesem Abs
hnitt soll die Entstehung und die Emission von elektromagnetis
henWellen bes
hrieben werden. Die Quelle dieser elektromagnetis
hen Welle sei eine aufeinem kleinen Raum lokalisierte, oszillierende Ladungs- und Stromverteilung�(~r 0; t) = �(~r 0) exp(�i!t)~j(~r 0; t) = ~j(~r 0) exp(�i!t) (4.4.77)Au
h hier wird wieder die komplexe S
hreibweise benutzt, da damit einzelne Re
hen-s
hritte vereinfa
ht werden. Letzendli
h interessiert nat�urli
h nur der Realteil dieserGr�o�en. Nat�urli
h sind au
h andere Zeitabh�angigkeiten denkbar als die in (4.4.77) ange-nommen Oszillation mit einer konstanten Frequenz. Sol
he komplexeren Oszillationenk�onnen aber �uber die Fourierentwi
klung stets als �Uberlagerung von den harmonis
henOszillationen aus (4.4.77) dargestellt werden.Realisierung sol
her lokalisierten Quellen sind z.B. Antennen f�ur Radiowellen oder aberau
h einzelne Atome und Molek�ule, die ja elektromagnetis
he Wellen in Form von Li
ht,R�ontgensstrahlung oder au
h in anderen Frequenzberei
hen emittieren k�onnen.Na
h den �Uberlegungen im Abs
hnitt 4.3 kann man das Vektorfeld ~A als Folge einerzeitli
h ver�anderli
hen Stromverteilung bere
hnen als (siehe (4.3.76))~A(~r; t) = 1
 Z d3r 0 ~j(~r 0; t0 = t� j~r�~r 0j
 )j~r � ~r 0j= exp(�i!t) 1
 Z d3r 0 ~j(~r 0) exp (ikj~r � ~r 0j)j~r � ~r 0j| {z }=: ~A(~r) (4.4.78)wobei f�ur die zeitli
he �Anderung der Stromdi
hte (4.4.77) benutzt wurde und die Win-kelges
hwindigkeit ! gem�a� der Beziehung 
k = ! dur
h die entspre
hende Wellenzahlersetzt wurde. Man sieht also, da� au
h das dur
h ~j erzeugte Vektorpotential mit derFrequenz ! oszilliert.Bes
hr�anken wir uns nun auf die elektromagnetis
hen Felder au�erhalb der erzeugendenQuellen in einem Berei
h ~r, in dem Stromdi
hte und Ladungsverteilung identis
h nullsind, so sind mit dem Vektorpotential ~A die elektromagnetis
hen Felder festgelegt. Esgilt ja stets ~B(~r; t) = rot ~A(~r; t) = exp(�i!t)rot ~A(~r) (4.4.79)Das elektris
he Feld ergibt si
h dur
h Anwenden der Maxwellglei
hung in diesem Be-rei
h mit ~j = 0 � 24rot ~H � 1
 d ~Ddt 35 = 0
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 d ~Edt = 0d~Edt = 
�"rot ~B= exp(�i!t) 
�"rot rot ~A(~r)Daraus ergibt si
h also f�ur das elektris
he Feld~E(~r; t) = i! 
�" exp[�i!t) rot rot ~A(~r) (4.4.80)Bei unseren �Uberlegungen spielen drei L�angenskalen eine Rolle. Da ist einmal die Aus-dehnung der Quelle, die z.B. dur
h einen Radius der Gr�o�e d 
harakterisiert sein soll.Die zweite L�angenskala ist der Abstand des Beoba
htungspunktes von der Quelle. Neh-men wir an, da� die Quelle si
h im Koordinatenursprung be�ndet, so ist dieser Abstandidentis
h mit dem Betrag des Vektors ~r. Die dritte L�angenskala ist die Wellenl�ange �der elektromagnetis
hen Welle, die na
h (4.1.14) mit der Wellenzahl k oder au
h derWinkelfrequenz ! verkn�upft ist � = 2�k = 2�
!Wir nehmen an, da� die Ausdehnung der Quelle sehr klein ist gegen�uber den beidenanderen L�angen und unters
heiden dannNahberei
h: d� r � �Fernberei
h: d� �� r (4.4.81)In beiden F�allen gilt aber da� die L�ange des Vektors ~r 0 in (4.4.78) im relevantenIntegrationsberei
h klein ist gegen�uber r. Wir k�onnen also den Abstand entwi
kelnj~r � ~r 0j = pr2 � 2~r 0~r + r02= rvuuuut1� 2êr~r 0r + r02r2|{z}�0� r 1� êr~r 0r ! (4.4.82)wobei êr f�ur den Einheitsvektor in Ri
htung ~r steht. Damit k�onnen wir n�ahernexp (ikj~r � ~r 0j) � exp(ikr) exp (�ikêr~r 0)� exp(ikr) (1� ikêr~r 0) (4.4.83)



4.4. LOKALISIERTE, OSZILLIERENDE QUELLEN 177und 1j~r � ~r 0j � 1r 11� êr ~r 0r� 1r  1 + êr~r 0r ! (4.4.84)womit si
h insgesamt ergibtexp (ikj~r � ~r 0j)j~r � ~r 0j � exp(ikr)r (1� ikêr~r 0) 1 + êr~r 0r !� exp(ikr)r �1 + êr~r 0 �1r � ik�� (4.4.85)Setzt man diese N�aherung in die De�nition von ~A(~r) in (4.4.78) so ergibt si
h~A(~r) � exp(ikr)r
 Z d3r0~j(~r 0)| {z }elektr. Dipol +exp(ikr)r
 �1r � ik� Z d3r0~j(~r 0)êr~r 0 (4.4.86)Den ersten Term auf der re
hten Seite diese Glei
hung bezei
hnet am als den elektri-s
hen Dipolanteil zum Vektorfeld. Der zweite Term, der ja der Entwi
klung entspre-
hend im Allgemeinen weniger stark sein sollte, enth�alt den elektris
hen Quadrupolund den magnetis
hen Dipolanteil.Warum bezei
hnet man den ersten dieser beiden Terme als den elektris
hen Dipolanteil,beziehungsweise die daraus resultierende elektromagnetis
he Strahlung als elektris
heDipolstrahlung? Zur Beantwortung dieser Frage benutzen wirdiv(x~j(~r)) = xdiv~j +~j ~rx = xdiv~j + jxDamit ergibt si
h f�ur das IntegralZ d3r jx(~r) = ZV d3r div(x~j)� Z d3r xdiv~j= ZOV d~f x~j| {z }=0 � Z d3r xdiv~jBeim �Ubergang zur zweiten Zeile wurde der Gau�s
he Integralsatz (1.2.18) benutzt.Der erste Term ist dann identis
h null, da an der Ober
�a
he des Integrationsvolumensder Strrom der lokalisierten Stromverteilung ~j vers
hwinden soll. Entspre
hendes giltnat�urli
h au
h f�ur die anderen kartesis
hen Komponenten jy und jz der Stromdi
hte.Damit erh�alt man Z d3r~j(~r) = � Z d3r ~rdiv~j= �i! Z d3r ~r�(~r; t)| {z }=~d(t) (4.4.87)



178 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENDer �Ubergang zur zweiten Zeile ergibt si
h dur
h die Anwendung der Kontinuit�atsglei-
hung auf die Strom- und Ladungsdi
hte von (4.4.77)div~j = �d�dt = �i!�(~r; t)Das Integral in (4.4.87) entspri
ht also gerade dem Dipolmoment ~d(t) der Ladungsver-teilung zur Zeit t multipliziert mit �i!. Dementspre
hend ist der elektris
he Dipolbei-trag in (4.4.86) gegeben dur
h~AED(~r) = �i! exp(ikr)r
 ~d(t) (4.4.88)Sol
he zeitabh�angigen elektris
hen Diplomomente �ndet man z.B. in einem Antennen-stab, in dem elektris
he Ladungen zwis
hen den Enden oszillieren oder au
h in einemAtom, in dem die negative Ladung der Elektronen relativ zur postiven Ladung derProtonen s
hwingt.Zur Analyse des zweiten Terms in (4.4.86) benutzen wirêr � �~r 0 �~j� = ~r 0(êr~j)�~j(êr~r 0)und s
hreiben den Integranden in diesem zweiten Term um~j(êr~r 0) = 12~j(êr~r 0) + 12 h~r 0(êr~j)� êr � �~r 0 �~j�i= 12 �~r 0 �~j�� êr| {z }magn. Dipol + 12 n~r 0(êr~j) +~j(êr~r 0)o| {z }elek. Quadrup.Wir wollen nur den alsmagnetis
her Dipolterm bezei
hneten Beitrag weiter verfol-gen. Eingesetzt in (4.4.86) ergibt si
h~AMD(~r) = ��1r � ik� exp(ikr)r êr � 12
 Z d3r0 �~r 0 �~j�| {z }=~m(t) (4.4.89)Das mit ~m(t) gekennzei
hnete Integral bezei
hnet gerade das magnetis
he Dipolmo-ment der Stromverteilung zur Zeit t (vergl. (2.3.31)).Bei einer punktf�ormigen Strahlungsquelle dominiert also im Allgemeinen der elektris
heDipolbeitrag zum Vektorfeld (4.4.88). Nur bei den Strahlungsquellen, bei denen keinezeitli
h ver�anderli
hes Dipolmoment ~d vorliegt, dominiert der magnetis
he Dipolbeitrag~AMD(~r) = ��1r � i2�� � exp(ikr)r êr � ~m(t) (4.4.90)
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he Quadrupolbeitrag.Im n�a
hsten S
hritt behandeln wir die elektris
he Dipolstrahlung im Detail. Das Ma-gnetfeld ergibt si
h zu ~B = rot ~AED = rot �i! exp(ikr)r
 ~d!= i!
 ~d� ~rexp(ikr)r= i!
 ~d� êr ddr exp(ikr)r= �êr � ~d� k2 �1� 1ikr� exp(ikr)r : (4.4.91)Das Magnetfeld ist also eine transversal polarisierte Kugelwelle. Das bedeutet, da�die Ri
htung des Magnetfeldvektors stets senkre
ht zum Einheitsvektor êr steht. Daselektris
he Feld ergibt si
h entspre
hend (4.4.80) f�ur � = " = 1 zu~E = i
! rot rot ~AED= ik rot "�êr � ~d� k2 �1� 1ikr� exp(ikr)r #= k2 �êr � ~d�� êr exp(ikr)r + h3êr(êr ~d)� ~di  1r3 � ikr2! exp(ikr) (4.4.92)Der �Ubergang zur letzten Zeile erfordert eine etwas umfangrei
here Re
hnung. Im Fern-berei
h (siehe (4.4.81)) gilt kr � 1k2r � 1r3 ; kr21 � 1ikrDamit ergibt si
h also f�ur die elektromagnetis
hen Felder der Dipolstrahlung im Fern-berei
h ~B � k2 �êr � ~d� exp(ikr)r~E � k2 �êr � ~d�� êr exp(ikr)r= ~B � êr (4.4.93)Die Felder ~E und ~B stehen also senkre
ht aufeinander und au
h senkre
ht zur jeweiligenAusbreitungsri
htung êr, wie wir das ja bereits allgemein f�ur elektromagnetis
he Wellengezeigt haben (siehe (4.1.24)).
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Abbildung 4.6: Abstrahlung eines elektris
hen Dipols. Dargestellt ist ein Auss
hnittaus einer Fl�a
he, auf der die abgestrahlte Energie konstant ist.S
hlie�li
h bere
hnen wir no
h den Poynting Vektor, also die Energie
u�di
hte dieserelektromagnetis
hen Dipolstrahlung im Fernberei
h~S = 
4� ~E � ~B= 
4� êrj ~Bj2= 
4� êr k4r2 sin2 �j~dj2 (4.4.94)mit � dem Winkel zwis
hen der Ri
htung des ausstrahlenden Dipolmomentes ~d undder betra
hteten Ausbreitungsri
htung êr. Man sieht, da� die Energieabstrahlung inRi
htung êr also radial na
h au�en erfolgt. Die Energie
u�di
hte f�allt ab mit 1=r2 underfolgt anisotrop. In Ri
htung parallel zur Ri
htung des sendenden Dipols (sin � = 0) istdie Abstrahlung identis
h Null, w�ahrend sie senkre
ht dazu maximal ist. Die Abb. 4.6stellt die Fl�a
he dar, auf der die Flu�di
hte konstant ist.Es ist au�erdem interessant festzustellen, da� die abgestrahlte Energie proportional zuk4 / !4 / ��4 ist. Kurzwelliges Li
ht wird also mit gr�o�erer Intensit�at abgestrahlt undau
h absorbiert, beziehungsweise gestreut. Dieser Me
hanismus der sogenannten Ray-leigh Streuung gilt f�ur Sender, Absorber oder Streuzentren, die klein sind gegen�uberder Wellenl�ange �, wie das ja hier angenommen wurde (siehe (4.4.81) abgestrahlt undentspre
hend au
h st�arker absorbiert. Dementspre
hend ist z.B. die Eindringtiefe vonSonnenli
ht in unsere Atmosph�are l � 160�4



4.4. LOKALISIERTE, OSZILLIERENDE QUELLEN 181mit � angegeben in �m und l in Kilometer. Dies bedeutet l � 4 km f�ur violettes Li
ht(� 0.4 �m) und 65 km f�ur rotes Li
ht (� 0.8 �m). Da die di
hte Atmosph�are etwa 8 kmho
h ist, wird tags�uber bei steilem Sonnenstand vor allen Dingen blaues Li
ht gestreut,was zu der blauen Farbe des Himmels f�uhrt. Bei auf- und untergehender Sonne ist derWeg des Li
htes dur
h die Atmosph�are entspre
hend l�anger, soda� au
h rotes Li
htgestreut wird (Abendrot).



182 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN4.5 Wellen in einem leitenden MediumUnter einem leitenden Medium verstehen wir ein System, in dem wir keine ruhendenLadungen ber�u
ksi
htigen, aber Str�ome, die na
h dem Ohms
hen Gesetz (3.5.45) dur
hein elektris
hes Feld verursa
ht werden. Wir nehmen also an�(~r; t) = 0~j(~r; t) = � ~E(~r; t)mit der Leitf�ahigkeit � als 
harakteristis
he Materialkonstante. Nehmen wir au�erdeman, da� die Materialparameter " und � Konstanten, also unabh�angig von ~r und t, sind,so lassen si
h die Maxwellglei
hungen in der Form s
hreibendiv ~D = div~E = 0div ~B = div ~H = 0rot ~E = �1
 d ~Bdt = ��
 d ~Hdtrot ~H = 1
 d ~Ddt + 4�
 ~j = "
 d ~Edt + 4�
 � ~E (4.5.95)Au
h zur L�osung dieser Glei
hung betra
hten wir den Ansatz von Vektorfeldern, dieals Funktion der Zeit harmonis
h oszillierenAnsatz : ~E(~r; t) = ~E(~r) exp(i!t)~H(~r; t) = ~H(~r) exp(i!t) (4.5.96)Die Maxwellglei
hungen f�ur die Wirbelst�arken liefern mit diesem Ansatzrot ~E = i!�
 ~Hrot ~H = �i! "
 ~E + 4�
 � ~E = �i!�
 ~E (4.5.97)wobei wir de�niert haben � = "+ i4��! (4.5.98)Die Maxwellglei
hungen in einem leitenden Medium sind also fast identis
h zu denMaxwellglei
hungen in einem Isolator (� = 0) mit den Unters
hieden� Die Dielektrizit�atskonstante " ist zu ersetzen dur
h die komplexwertige Variable�, de�niert in (4.5.98).� Diese komplexwertige \Dielektrizit�atsfunktion" � h�angt ab von der Frequenz deroszillierenden Felder !.



4.5. WELLEN IN EINEM LEITENDEN MEDIUM 183Im Folgenden werden wir also ! festhalten und erwarten dann au
h f�ur die L�osungen derMaxwellglei
hungen im leitenden Medium, L�osungen in der Form von ebenen Wellen~E(~r; t) = ~E0 exp(i(~k~r � !t))~H(~r; t) = ~H0 exp(i(~k~r � !t)) : (4.5.99)Aus den Maxwellglei
hungen zur Quellst�arke der Felder erhalten wir die Bedingungendiv ~E = i~k ~E = 0 ) ~k ? ~Ediv ~H = i~k ~H = 0 ) ~k ? ~H (4.5.100)Au
h in den leitenden Medien sind also die elektromagnetis
hen Felder senkre
ht zumWellenvektor ~k, sie sind also au
h hier transversal polarisiert. Ein Unters
hied trittaber auf bei der Betra
htung der beiden anderen Maxwellglei
hungen1i rot ~H = ~k � ~H = �!
 � ~E1i rot ~E = ~k � ~E = !
 � ~H (4.5.101)Multipliziert man die erste dieser beiden Glei
hungen von links mit ~k� so ergibt si
hunter Einbeziehung der zweiten Glei
hung~k � (~k � ~H) = ~k (~k ~H)| {z }=0 �k2 ~H= ~k � (�!
 � ~E) = �!2
2 �� ~HDer erste Term auf der re
hte Seite der ersten Zeile dieser Glei
hung vers
hwindetwegen der Eigens
haft (4.5.100), da� ~H transversal polarisiert ist. Damit k�onnen wirdiese Glei
hung zusammenfassen zuk2 ~H = !2
2 �� ~Hbeziehungsweise mit der De�nition von � in (4.5.98) zuk2 = �"!2
2 �1 + i4��!" � (4.5.102)Das Quadrat der Wellenzahl, und damit nat�urli
h au
h die Wellenzahl k sind komplex,soda� man den Wellenzahlvektor s
hreiben kann~k = êk (� + i�) ; (4.5.103)



184 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENmit � und � als Bezei
hnung f�ur den Real- und Imagin�arteil von k, w�ahrend êk denEinheitsvektor in Ri
htung ~k bezei
hnet. Aus dem Verglei
h vonk2 = (�2 � �2) + i 2��mit (4.5.102) ergibt si
h (�2 � �2) = �"!2
22�� = 4��!
2 � (4.5.104)4.5.1 Der Skine�ektMit der komplexen Wellenzahl erh�alt man z.B. f�ur die Welle des elektris
hen Feldes in(4.5.99) ~E(~r; t) = �~E0 exp(i(�êk~r � !t))� exp(��êk~r) (4.5.105)und einen entspre
henden Ausdru
k f�ur das Magnetfeld ~H. F�ur positive Werte von �ergibt si
h eine Welle, deren Amplitude entlang der Ausbreitungsri
htung êk exponen-tiell abnimmt. Verfolgt man die Welle �uber eine Wegstre
ke der L�ange� = 1� (4.5.106)so f�allt die Amplitude um den Faktor 1=e ab. Man bezei
hnet die Gr�o�e � deshalbals Eindringtiefe oder Skinkonstante, d.h. die Di
ke der Haut (\Skin") des leitendenMediums, in die elektromagnetis
he Wellen in das leitende Medium eindringen k�onnen.Wie gro� ist diese Skinkonstante und wie stark h�angt sie von der Frequenz ab? Dazudie folgende Abs
h�atzung: Im Fall von Materialien mit hoher Leitf�ahigkeit � wird derImagin�arteil von k2, der ja wie aus (4.5.104) ersi
htli
h proportional zu � ist, sehr vielgr�o�er sein als der Realteil. Wir k�onnen also annehmen, da��2 � �2 � 0 ) � � � (4.5.107)Damit ergibt si
h also 2�� � 2�2 � 4��!
2 �und f�ur die Skinkonstante (4.5.106) � = 
p2���! (4.5.108)Die Eindringtiefe ist also insbesondere bei Materialien mit sehr hoher Leitf�ahigkeit undbei hohen Frequenzen ! sehr klein. In diesem Fall wird die Energie der elektromagneti-s
hen Welle sehr ras
h auf das leitende Material �ubertragen und die Welle entspre
hendged�ampft.



4.5. WELLEN IN EINEM LEITENDEN MEDIUM 185Wegen dieses Skine�ektes sind leitende Materialien weitgehend undur
hl�assig f�ur elek-tromagnetis
he Wellen. Insbesondere lassen sie kein Li
ht dur
h (relativ gro�es !) undd�ampfen au
h Wellen im Berei
h der Radiofrequenzen sehr stark.Die komplexwertige Wellenzahl hat aber au
h no
h eine weitere Konsequenz. Na
h(4.5.101) gilt 
�!k(êk � ~E) = ~HF�ur die Amplitude des magnetis
hen Feldes in (4.5.99) gilt also damit~H0 = 
�! jkjexp(i�)(êk � ~E0)wobei wir die komplexe Zahl k �uber den Betrag und eine Phase � dargestellt haben.Na
h unseren �Uberlegungen zu (4.5.107) ist � bei guten Leitern etwa glei
h �=4 oder 45Grad. Die Welle des Magnetfeldes ist also damit um diesen Winkel phasenvers
hobenzur Welle des elektris
hen Feldes, sie hinkt entspre
hend na
h.4.5.2 Frequenzanh�angigkeit Dielektrizit�atskonstanteBisher wurde der Ein
u� des Mediums auf das elektris
he Feld dadur
h ber�u
ksi
htigt,da� wir eine Polarisation des Mediums annahmen, ~P = �~E (siehe (1.8.113)) und damitz.B. die dielektris
he Vers
hiebung de�niert haben als~D = ~E + 4� ~P = " ~Emit der Dielektrizit�atskonstante " = 1 + 4��. Dabei geht man davon aus, da� si
h diePolarisation des Mediums zeitglei
h mit dem elektris
hen Feld �andert. Das elektris
heFeld �andert si
h also so langsam, da� die Elektronen im atomaren Berei
h, die f�urdie Polarisation verantwortli
h sind, jeder Feld�anderung instantan folgen k�onnen. Diesist nat�urli
h in der Elektrostatik eine vern�unftige Annahme, die au
h bei langsamvariierenden Feldern no
h g�ultig ist. Wie verh�alt es si
h aber bei Feldern mit hohenFrequenzen !?Zur Untersu
hung dieser Frage betra
hten wir die Bewegungen der atomaren Ladun-gen, also der Elektronen, um die Glei
hgewi
htslage in einem Atom ohne externesFeld. Die makroskopis
hen Felder bilden nur eine kleine St�orung der starken atomarenFelder. Deshalb ist es eine gute N�aherung die Auslenkung aus der Ruhelage in derharmonis
hen N�aherung zu behandeln, also mit einer R�u
kstellkraft die proportionalzur Auslenkung ~r mit einer Konstanten K bes
hrieben wirdR�u
kstellkraft: �K~r = �m!20~rdabei bezei
hnet m den Massenparameter der atomaren Ladung und !20 = K=m ent-spri
ht der Frequenz dieser harmonis
hen S
hwingung, ist also ein Charakteristikum



186 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENdes Materials. Au�erdem k�onnen wir annehmen, da� es eine Reibungs- oder D�amp-fungskraft proportional zur Ges
hwindigkeit der bewegten Ladung gibt und eben dieKraft dur
h das externe Feld, q ~E, mit q f�ur die Ladung. Die Bewegungsglei
hung ergibtsi
h also als md2~rdt2 = �m!20~r � 
md~rdt + q ~E (4.5.109)Multipliziert man diese Bewegungsglei
hung mit q=m und ersetzt q~r dur
h das Dipol-moment ~d, so ergibt si
h d2~ddt2 + 
d~ddt + !20 ~d = q ~E (4.5.110)Im Fall der Elektrostatik (d~d=dt = 0) erh�alt man also~d = q2!20m ~E ) ~P = N ~d = Nq2!20m ~E = �~Emit N die Di
hte der Atome. Damit ergibt si
h also f�ur die elektris
he Suszebtibilit�at�, beziehungsweise f�ur die Dielektrizit�atskonstante� = "� 14� = Nq2!20m (4.5.111)Im n�a
hsten S
hritt nehmen wir an, da� das externe elektris
he Feld ~E mit einer Fre-quenz ! s
hwingt und au
h der Ladungsverteilung beziehungsweise dem Dipolmoment~d die entspre
hende Frequenz aufzwingt (siehe Me
hanik von erzwungenen S
hwingun-gen) ~E = ~E0 exp(�i!t) und ~d = ~d0 exp(�i!t)Geht man mit diesen Ansatz in (4.5.110)��!2 � i
! + !20� ~d = q2m ~Eergibt si
h daraus na
h Abspalten des gemeinsamen Faktors exp(�i!t)~d0 = q2m 1!20 � !2 � i
! ~E0 = �(!)N ~E0 (4.5.112)Die elektris
he Suszebtibilit�at � und damit au
h die Dielektrizit�atskonstante " nehmenkomplexe Werte an und h�angen von der Frequenz des elektris
hen Feldes ! ab mitReal� = N q2m !20 � !2(!20 � !2)2 + 
2!2Imag� = N q2m 
!(!20 � !2)2 + 
2!2 (4.5.113)
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Abbildung 4.7: Real- und Imagin�arteil der elektris
hen Suszeptibilit�at na
h (4.5.113).Diese Abh�angigkeit des Real- und Imagin�arteiles von � von der Frequenz ! sind inAbb. 4.7 dargestellt. Im Grenzfall ! ergibt si
h wieder die reelle Suzebtibilit�at � derElektrostatik. Bei der Resonanzfrequenz ! = !0 ist der Imagin�arteil von � und damitau
h der Imagin�arteil von " maximal. Weiter oben in diesem Abs
hnitt haben wirgesehen, da� ein komplexer Wert von " ein Zei
hen f�ur die D�ampfung und Absorptionder elektromagnetis
hen Welle ist. Also werden die elektromagnetis
hen Wellen stetsdann in einem Material besonders stark absorbiert werden, wenn die Frequenz in derN�ahe einer Resonanzfrequenz !0 des Materials ist.In diesem Berei
h ! � !0 zeigt au
h der Realteil von � eine ausgepr�agte Frequenz-abh�angigkeit. F�ur ! = !0 gilt � = 0. F�ur Werte von !, die lei
ht oberhalb der Re-sonanzfrequenz liegen wird � negativ, soda� " Werte kleiner als 1 annimmt. Dies be-deutet aber da� die Phasenges
hwindigkeit (4.1.10) gr�o�er als die Li
htges
hwindigkeitist. Auf dem ersten Bli
k s
heint es also die M�ogli
hkeit zu geben, da� Informationenmit Ges
hwindigkeiten oberhalb der Li
htges
hwindigkeit verbreitet werden k�onnen.An dieser Stelle soll zu diesem Thema nur angemerkt werden, da� f�ur die Ausbreitungvon Information ni
ht die Phasenges
hwindigkeit sondern die Gruppenges
hwindigkeiteines Wellenpaketes relevant ist. Au�erdem sei darauf hingewiesen, da� � nur f�ur sol
heWerte von ! negativ wird, f�ur die die Absorption, dargestellt dur
h den Imagin�arteilvon � gro� ist.Aus der Abb. 4.7 k�onnen wir weiter entnehmen, da� die Suszebtibilit�at � und da-mit au
h die Dielektriziz�atskonstante " und au
h der Bre
hungsindex n = p�" (sie-he (4.2.36)) �uber weite Berei
he von ! mit ! und damit au
h mit der Wellenzahl kanw�a
hst. Es gilt also dn=d! > 0. Man spri
ht in diesem Fall von normaler Disper-



188 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENsion. Im Berei
h der Resonanzfrequenzen !0 gibt es aber au
h Berei
he anormalerDispersion mit dn=d! < 0:
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Abbildung 4.8: Quers
hnitt eines �ubli
hen Koaxialkabels und eines Hohlleiters.4.6 Wellenausbreitung in HohlleiternHo
hfrequente elektromagnetis
he Felder breiten si
h sehr s
hle
ht in leitenden Me-dien aus. Deshalb werden sol
he elektromagnetis
hen Felder in der Regel au
h ni
htmit einfa
hen Kupferkabeln �ubertragen, sondern man benutzt Koaxialkabel oder Hohl-leiter mit einem Quers
hnitt senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung, die wir hier mit zbezei
hnen wollen, so wie in Abb. 4.8 dargestellt. Wie lassen si
h diese Wellen mathe-matis
h bes
hreiben? Ziel ist es eine L�osung f�ur das elektris
he und magnetis
he Feldim Isolatormaterial des Koaxialkabels oder au
h im Innern des Hohlleiters (ebenfallsein Isolator) zu �nden, die den entspre
henden Maxwellglei
hungen gen�ugt, Randbe-dingungen auf den metallis
hen Ober
�a
hen erf�ullt und eine Welle in z-Ri
htung ergibt.Dazu ma
hen wir den Ansatz~E(x; y; z; t) = ~E0(x; y) exp(i(kz � !t))~B(x; y; z; t) = ~B0(x; y) exp(i(kz � !t)) : (4.6.114)Geht man nun mit diesem Ansatz in die homogenen Wellenglei
hungen eines Isolators(4.1.7) so ergibt si
h also z.B. f�ur das elektris
he Feld0 = � ~E � ��
2 d2 ~Edt2= 8>>>>><>>>>>:�k2 +  d2dx2 + d2dy2!| {z }:= �t +��
2 !29>>>>>=>>>>>; ~E0(x; y) exp(i(kz � !t)) (4.6.115)und eine entspre
hende Glei
hung f�ur das Magnetfeld ~B. Dabei haben wir den transver-salen Operator �t de�niert als den Teil des Lapla
e Operators, der auf die transversalenKoordinaten x und y, also senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung z, wirkt.



190 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLENJeder beliebige Vektor ~a kann eindeutig in seine Komponente parallel zu einer vorge-gebenen A
hse, hier die z-A
hse, und die transversale Konponente zerlegt werden~a = az êz + ~at : (4.6.116)wobei die transversale Komponente ~at in diesem Fall gerade die x und y Komponentedes Vektors ~a enth�alt. Diese Aufspaltung k�onnen wir f�ur die Feldvektoren ~E und ~Baber au
h f�ur den Nabla Operator vornehmen.Im folgenden soll gezeigt werden, da� die transversalen Komponenten der elektroma-gnetis
hen Felder im Ansatz (4.6.114) gestgelegt sind, wenn die zugeh�origen longitudi-nalen Komponenten bekannt sind. Es gilt insbesondere~Et = 1�"
2 !2 � k2 (~rtdEzdz + i!
 ~rt � ~Bz)~Bt = 1�"
2 !2 � k2 (~rtdBzdz � i!
 �"~rt � ~Ez) : (4.6.117)Dabei steht ~Ez f�ur Ez êz und~rt = 0B� ddxddy0 1CA und ~rz = 0B� 00ddz 1CAZum Beweis gehen wir von der Maxwellglei
hungrot ~E = �1
 d ~Bdtaus und zerlegen die auftretenden Felder sowie den Nabla Operator im Operator f�urdie Rotation in die transversalen und longitudinalen Komponenten�~rt + ~rz�� �~Et + ~Ez� = i!
 � ~Bt + ~Bz� :Auf der re
hten Seite der Glei
hung wurde bereits die Zeitabh�angigkeit des ~B Feldesentspre
hend (4.6.114) ber�u
ksi
htigt. Zerlegt man diese Glei
hung in den Vektoranteilparallel zu êz, und den transversalen Anteil, so ergeben si
h die zwei Glei
hungenk êz : ~rt � ~Et = i!
 ~Bz? êz : ~rt � ~Ez + ~rz � ~Et = i!
 ~BtDie zweite Glei
hung multiplizieren wir mit ~rz�~rz � (~rt � ~Ez) + ~rz � (~rz � ~Et) = i!
 ~rz � ~Bt (4.6.118)



4.6. WELLENAUSBREITUNG IN HOHLLEITERN 191Der erste Term auf der re
hten Seite dieser Glei
hung wird umges
hrieben in~rt(~rz ~Ez)� (~rt~rz)| {z }=0 ~Ez = ~rtdEzdzund der zweite Term in (4.6.118) lautet~rz (~rz ~Et)| {z }=0 �(~rz ~rz) ~Et = � d2dz2 ~Et = k2 ~Etwobei in der letzten Glei
hung der Ansatz (4.6.114) ausgenutzt wurde. Setzt man dieseUmre
hnungen in (4.6.118) ein, ergibt si
hk2 ~Et + ~rtdEzdz = i!
 ~rz � ~Bt (4.6.119)Zur weiteren Re
hnung benutzen wir die Maxwellglei
hung im Isolatorrot ~B = �i�"!
 ~E (4.6.120)zerlegen wieder den Operaor ~r und die Vektorfelder in longitudinale und transversaleKomponenten und erhalten f�ur den transversalen Anteil von (4.6.120)~rt � ~Bz + ~rz � ~Bt = � i!
 �" ~Et (4.6.121)Aus dieser Glei
hung erhalten wir einen Ausdru
k f�ur ~rz � ~Bt, der in (4.6.119) einge-setzt werden kann k2 ~Et + ~rtdEzdz = !2
2 �"~Et � i!
 ~rt � ~BzL�ost man diese Glei
hung na
h ~Et auf so erh�alt man den Bewis f�ur die erste Zeile von(4.6.117). Der Beweis f�ur die zweite Zeile ergibt si
h in ganz analoger Weise, wenn man~rz� auf (4.6.121) anwendet.Mit dem Ansatz (4.6.114) f�ur die elektromagnetis
hen Wellen im isolierenden Materialim Innern eines Hohlleiters, so wie etwa in Abb. 4.8 dargestellt, ergeben si
h also diefolgenden Bedingungen1. Die Vektorfelder ~E0 und ~B0 m�ussen L�osungen der Wellenglei
hungen sein, z.B.:" k2 � �"!2
2 !��t# ~B0(x; y) = 0 (4.6.122)



192 KAPITEL 4. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN2. Aus den longitudinalen Komponenten von ~E0 und ~B0 kann man au
h die trans-versalen Komponenten bere
hnen. Aus (4.6.117) ergibt si
h direkt~E0t = 1
2 (~rtdE0zdz + i!
 ~rt � ~B0z)~B0t = 1
2 (~rtdB0zdz � i!
 �"~rt � ~E0z) : (4.6.123)mit 
2 = �"
2 !2 � k2 (4.6.124)3. Das isolierende Material ist mit einem idealen Leiter umgeben. Das bedeutet, da�in diesem Leiter kein elektris
hes Feld existieren kann. Wegen der Stetigkeit derTangentialkomponente des elektris
hen Feldes bei dem �Ubergang zwis
hen zweiMedien (siehe (1.8.115)) ist damit au
h die Tangentialkomponente des elektri-s
hen Feldes direkt am Rand identis
h null. Es gilt also insbesondereEz = 0 am Rand des Isolators (4.6.125)Im vorhergehenden Abs
hnitt haben wir au�erdem gesehen, da� in einem idea-len Leiter au
h jedes zeitli
h oszillierende Magnetfeld absorbiert wird. Da aneiner Grenz
�a
he die Komponente der magnetis
hen Induktionsdi
hte parallelzur Fl�a
hennormalen n̂ stetig ist (siehe (2.5.52)), gilt also au
hn̂ ~Bz = 0 am Rand des Isolators (4.6.126)Diese drei Bedingungen m�ussen von allen elektromagnetis
hen Wellen in einem Hohl-leiter erf�ullt werden. Dar�uber hinaus unters
heidet man no
h:� Transversal-Elektro-Magnetis
he Wellen, TEM: Bei diesen Wellen soll�uberall im Isolator gelten: B0z = E0z = 0Sowohl das elektris
he als au
h das magnetis
he Feld sind transversal, d.h. senk-re
ht zur Ausbreitungsri
htung êz, polarisiert, genua so wie eine freie elektroma-gnetis
he Welle. Wegen (4.6.123) sind dann aber au
h die transversalen Kompo-nenten von ~E0 und ~B0 identis
h Null, oder es mu� gelten
2 = 0 = �"
2 !2 � k2In diesem Fall gibt es also eine feste Beziehung zwis
hen der Wellenzahl k inAusbreitungsri
htung und der Frequenz !. Ber�u
ksi
htigt man diese Beziehungin (4.6.122) ergibt si
h au�erdem�t ~E0(x; y) = 0 (4.6.127)



4.6. WELLENAUSBREITUNG IN HOHLLEITERN 193Das elektris
he Feld ~E0 mu� also die Glei
hung eines elektrostatis
hen Feldeserf�ullen mit der Randbedingung eines vorgegebenen Potentials � auf dem leiten-den Rand. W�are nun der leitende Rand zusammenh�angend, wie bei dem Hohl-leiter im re
hten Teilbild von Abb. 4.8, so w�are das Potential konstant auf demgesamten Rand. Dies bedeutet wiederum, da� ~E0 identis
h Null sein m�u�te. EinHohlleiter mit einem zusammenh�angenden Rand kann keine TEM Welle leiten.Anders ist das im Fall des Koaxialkabels im linken Teil der Abb. 4.8. Hier isteine Potentialdi�erenz zwis
hen dem Innenleiter und dem Au�enleiter m�ogli
h,es gibt also eine ni
httriviale L�osung von (4.6.127), soda� si
h eine TEM Wellebilden kann.� Transversal Magnetis
he Welle, TM: Bei diesen Wellen soll �uberall im Iso-lator gelten: B0z = 0In diesem Fall w�are also au
h die transversale Komponente von ~E0 wegen (4.6.123)bereits allein dur
h E0z festgelegt. Als Beispiel betra
hten wir nun einen Hohllei-ter mit re
hte
kigem Quers
hnitt (wie im re
hten Teilbild von Abb. 4.8) und derAusdehnung a in x-Ri
htung sowie b in y-Ri
htung. Da E0z = 0 auf dem Randerf�ullt sein mu�, k�onnen wir E0z als Linearkombination von Komponenten derForm E0z(x; y) = E 
os�m�xa � 
os�n�yb � (4.6.128)s
hreiben. Betra
hten wir dazu die Wellenglei
hung (4.6.122), so mu� f�ur dieseKomponente gelten: k2 = �"
2 !2 � 
2mn (4.6.129)mit 
2mn = �2  m2a2 + n2b2 !Damit si
h die TM Welle ausbreiten kann, mu� die Wellenzahl k reell sein, wegen(4.6.129) mu� also gelten !2 > 
2�"
2mnF�ur jede Mode, 
harakterisiert dur
h die nat�urli
hen Zahlenm und n, gibt es eineGrenzfrequenz !mn, soda� diese Mode erst f�ur Frequenzen oberhalb dieser Grenz-frequenz transportiert wird. Das Verh�altnis k=! als Funktion von ! f�ur sol
heModen ist entspre
hend (4.6.129) in Abb. 4.9 skizziert. Im Frequenzberei
h zwi-s
hen !10 und !11 in dieser Abbildung w�urde dieser Hohlleiter im \single-mode"Betrieb betrieben. Entspre
hende Moden gibt es nat�urli
h au
h bei Hohlleiternmit anderen Quers
hnitten.
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Frequenz ωAbbildung 4.9: Wellenzahlen k einer TM Welle in einem re
hte
kigen Hohlleiter na
h(4.6.129).� Transversal Elektris
he Welle, TE: Bei diesen Wellen soll �uberall im Isolatorgelten: E0z = 0Auf eine weitere Diskussion dieser TE Wellen soll hier verzi
htet werden.



4.7. KONTROLLFRAGEN ZUM KAPITEL IV 1954.7 Kontrollfragen zum Kapitel IV1. Warum sind elektromagnetis
he Wellen in einem Isolator transversal polarisiert?2. Wie stehen bei einer elektromagnetis
hen Welle in einem Isolator Ausbreitungs-ri
htung, elektris
her Feldvektor und magnetis
he Feldvektor zueinander?3. Was versteht man unter homogenen und inhomogenen Wellenglei
hungen?4. Was sind die Charakteristika bei der Refelexion und Bre
hung einer elektroma-gnetis
hen Welle am �Ubergang zwis
hen zwei isolierenden Materialien? Was istder Brewster Winkel?5. Was versteht man unter der retardierten, zeitabh�angigen Green's
hen Funktion?6. Inwieweit dominiert bei der Abstrahlung von elektromagnetis
hen Wellen dieelektris
he Dipolstrahlung?7. Wel
he Eigens
haften besitzt diese elektris
he Dipolstrahlung?8. Wel
he Beitr�age ergeben si
h �uber diesen Dipolbeitrag hinaus?9. Warum ist der Himmel blau?10. Wie breiten si
h elektromagnetis
he Wellen in einem leitenden Medium aus?11. Was versteht man unter normaler und anormaler Dispersion? In wel
hen Fre-quenzberei
hen erwarte man anormale Dispersion?12. Wel
he Eigens
haften erf�ullen elektromagnetis
he Wellen, die dur
h Hohlleiter�ubertragen werden?13. Was versteht man unter einer TEM Welle?



Kapitel 5Maxwellglei
hungen undRelativit�atstheorie
5.1 Relativistis
he Me
hanik - NomenklaturUm die Grund�uberlegungen der relativistis
hen Me
hanik in Erinnerung zu rufen, be-tra
hten wir ein Gedankenexperiment, bei dem die Konstanz der Li
htges
hwindigkeiteine ents
heidende Rolle spielt. Wir stellen uns dazu vor, da� wir zwei Gruppen vonBeoba
htern haben mit unters
hiedli
hen Koordinatensystemen. Die eine Gruppe, A,steht am Gleis der Bundesbahn in T�ubingen. Der Koordinatenursprung des Beoba
h-tungssystems A be�ndet si
h am Hauptbahnhof T�ubingen und die Beoba
hter derGruppe A haben si
h in regelm�a�igen Abst�anden am Bahngleis aufgestellt, um ihreBeoba
htung entlang dieser Koordinatenri
htung Bahngleis zu registrieren. Die zweiteBeoba
htergruppe B hat si
h in einem Zug, der mit einer Ges
hwindigkeit v dur
hden Bahnhof f�ahrt �uber die gesamte L�ange des Zuges verteilt. Das Koordinatensystemdieser Beoba
htergruppe ist am Zug �xiert, es bewegt si
h also relativ zu A mit derGes
hwindigkeit v. Wir de�nieren den Beginn des Experimentes als den Zeitpunkt,an dem die Koordinatenurspr�unge si
h gerade am glei
hen Ort be�nden. Zu diesemZeitpunkt t = 0 wird ein Li
htblitz gez�undet (siehe au
h Abb. 5.1). Ein Beoba
hterdes Teams A, der si
h im Abstand xa vom Koordinatenursprung be�ndet, sieht diesenLi
htblitz und s
hlie�t wegen 
 tA � xa = 0 (5.1.1)da� das Ereignis \Li
htblitz gez�undet" um eine Zeitdi�erenz tA vor dem Beoba
htungs-zeitpunkt stattgefunden hat. Ein Beoba
hter des Teams B, der si
h praktis
h mit demKollegen aus Team A am glei
hen Ort be�ndet, empf�angt das Li
htsignal nat�urli
hzum identis
hen Zeitpunkt wie der Kollege des Teams A. Sein Abstand vom Koordi-natenursprung des Teams B, xB, ist aber wegen der Ges
hwindigkeit des Zuges anders197
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t=0

x

x

A

BAbbildung 5.1: Darstellung des im Text ges
hilderten Gedankenexperimentes zur Be-oba
htung eines Li
htblitzes in zueinander bewegten Koordinatensystemen.als xA xB = xA � vtA(siehe wiederum Abb. 5.1). Da die Li
htges
hwindigkeit 
 in allen Koordinatensystemenidentis
h ist, s
hlie�t er wegen 
 tB � xB = 0 ; (5.1.2)da� das Ereignis \Li
htblitz gez�undet" vor einer Zeit tB stattgefunden hat, die k�urzerist als tA. Die Zeitmessung im System B liefert also ein anderes Ergebnis als in A.Bei einer Koordinatentransformation zwis
hen zwei Bezugssystemen, die si
h mit einerGes
hwindigkeit relativ zueinander bewegen, m�ussen ni
ht nur die drei raumartigenKoordinaten eines Ereignispunktes transformiert werden sondern als vierte oder nullteKoordinate au
h die Zeit.Wir de�nieren deshalb in einem Koordinatensystem einen Raumzeitpunkt dur
h den



5.1. RELATIVISTISCHE MECHANIK - NOMENKLATUR 1994-dimensionalen, kontravarianten Vektorx� = 0BBB� x0x1x2x3 1CCCA = 0BBB� 
txyz 1CCCA (5.1.3)Die nullte Komponente, x0 = 
t, ist die in diesem Koordinatensystem gemessene Zeitund die Komponenten x1 bis x3 sind die kartesis
hen Koordinaten, x; y; z, dieses Raum-zeitpunktes. Deshalb nennt man die nullte Komponente au
h die zeitartige Kompo-nente des Vierervektors x� und bezei
hnet die anderen als raumartige Komponen-ten. Betra
htet man nun den glei
hen Raumzeitpunkt aus einem Koordinatensystem,das den glei
hen Koordinatenursprung in Raum und Zeit hat, aber zum ersten miteiner Ges
hwindigkeit bewegt ist, so haben die Raum- und Zeitkoordinaten dieses Er-eignispunktes andere Werte x� �! ~x� : (5.1.4)Wegen der Konstanz der Li
htges
hwindigkeit (siehe Glei
hungen (5.1.1) und (5.1.2)im oben diskutierten Beispiel mu� aber gelten�x0�2 � 3Xi=1 �xi�2 = �~x0�2 � 3Xi=1 �~xi�2 : (5.1.5)Um diese Forderung mathematis
h zu formulieren, de�nieren wir zu jedem kontrava-rianten Vierevektor (Kennzei
hen: Index der Komponenten ist als oberer Index ange-bra
ht) einen kovarianten Vierevektor (Kennzei
hen: Index unten) �uber die Bezie-hung 0BBB� x0x1x2x3 1CCCA = 0BBB� x0�x1�x2�x3 1CCCA = 0BBB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA0BBB� x0x1x2x3 1CCCA (5.1.6)Das Skalarprodukt eines kontravarianten Vektors mit seinem kovarianten Partner istdann de�niert als jxj2 = x�x� = x0x0 + x1x1 + x2x2 + x3x3= �x0�2 � 3Xi=1 �xi�2 : (5.1.7)Die Forderung (5.1.5), die si
h aus der Konstanz der Li
htges
hwindigkeit ergab istalso �aquivalent damit, da� bei einer Koordinatentransformation das in (5.1.7) de�nierteSkalarprodukt seinen Wert beh�alt.



200 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIEIn der ertsen Zeile von (5.1.7) haben wir die sogenannte Einstein's
he Summenkon-vention eingef�uhrt. Dana
h wird �uber glei
hnamige Indi
es (hier der Index �) von 0bis 3 summiert, ohne da� dies explizit angegeben wird. Mit dieser Summenkonventions
hreibt si
h z.B. die De�nition des kovarianten Vektors in (5.1.6) in der kompaktenForm x� = g��x� : (5.1.8)Dabei bezei
hnet g�� denMetris
hen Tensor, das ist die 4�4 Matrix, die in (5.1.6) ex-plizit angegeben ist mit den Diagonalelementen 1 f�ur � = � = 0, -1 f�ur � = � 2 (1; 2; 3)und dem Wert 0 in allen ni
htdiagonalen Elementen. In (5.1.8) ist der Zeilenindex �von g identis
h mit dem Zeilenindex von x� und der Spaltenindex � l�auft parallel zumZeilenindex von x� von 0 bis 3. Dur
h die Positionierung der Indi
es wird angedeutet,da� dur
h Anwendung von g�� auf x� der obere Index des kontravarianten Vektors x�in die unteren Indi
es des kovarianten Vektors x� \umgewandelt" wird.Als Standardbeispiel f�ur eine Lorentztransformation zwis
hen 2 Koordinatensyste-men betra
hten wir den Fall, da� das Koordinatensystem, in dem die Koordinatenmit ~x� angegeben werden si
h relativ zu dem Koordinatensytem mit den Koordina-tenbezei
hnungen x� mit einer Ges
hwindigkeit v in Ri
htung der x-A
hse bewegensoll. Dabei sollen zum Zeitpunkt t = ~t = 0 die Koordinatenurspr�unge am glei
hen Ortsein und au
h die 3 A
hsen der beiden Systeme jeweils parallel orientiert sein. DieseLorentztransformation ist dur
h eine 4� 4 Transformationsmatrix gegeben gem�a�~x� = 
��x�mit der expliziten Darstellung
�� , 0BBB� 
 ��
 0 0��
 
 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA : (5.1.9)Dabei wurden die Abk�urzungen benutzt:� = v

 = 1p1� �2 (5.1.10)Wie sieht nun die entspre
hende Transformationsmatrix f�ur die zugeh�origen kovarian-ten Vektoren aus? Dazu bere
hnen wir:~x� = g��x�= g��
��x�= g��
��g��x�= 
 �� x� (5.1.11)



5.1. RELATIVISTISCHE MECHANIK - NOMENKLATUR 201Aus den beiden letzten Zeilen erhalten wir also die De�nition der Transformationsma-trix 
 �� = g��
��g��, 0BBB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA0BBB� 
 ��
 0 0��
 
 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA0BBB� 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA= 0BBB� 
 �
 0 0�
 
 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA : (5.1.12)Die kontravarianten und kovarianten Vierevektoren sind dur
h ihr Transformations-verhalten unter einer Lorentztransformation bestimmt und transformieren si
h in demSpezialfall der von uns behandelten Koordinatentransformation wie in (5.1.9) bezie-hungsweise (5.1.12) angegeben. Dies gilt ni
ht nur f�ur die Koordinatenvektoren x�beziehungsweise x� sondern au
h f�ur andere Gr�o�en, A�, die si
h zu einem Viere-vektor zusammenfassen lassen. Dies ist eine konsistente Erweiterung zum Fall der 3-dimensionalen Ortsvektoren: Au
h hier bilden z.B. die drei kartesis
hen Komponeneteneines elektris
hen Feldes einen Vektor, ~E, da si
h diese Komponenten etwa bei einerRotation des Koordinatensystems genau so transformieren wie dioe kartesis
hen Kom-ponenten eines Ortsvektors ~r.Seien nun 
�� beziehungsweise 
 �� die Transformationsmatrizen einer Lorentztransfor-mation f�ur kontravariante, beziehungsweise kovariante Vierervektoren. Da das Skalar-produkt invariant unter dieser Lorentztransformation sein soll, mu� f�ur einen beliebigenVierevektor gelten ~A� ~A� = 
��

�A�A
 = A�A�Damit ist also 
��
 
� = g 
� (5.1.13)die Einheitsmatrix. Bea
hte, da� dur
h \Anheben" des Indexes 
 aus dem Metris
henTensor g�
 die Einheitsmatrix wird, gem�a�g 
� = g��g�
 :Die Glei
hung (5.1.13) sagt also aus, da� die Matrix der Transformation der kovariantenVektoren 
 
� gerade die Umkehrtransformation der Transformation der kontravariantenVektoren ist in dem Sinne, da� A
 = 
 
� ~A� : (5.1.14)Damit betra
hten wir nun die Ableitung einer Gr�o�e �, die von den Koordinaten x�beziehungsweise im alternativen Bezugssystem ~x� abh�angt. Es giltd�d~x� = d�dx� dx�d~x� = d�dx� dd~x� �
 �� ~x�� ;



202 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIEwobei wir gem�a� der Summenkonvention �uber � summieren und in der zweiten Glei-
hung die Transformationsglei
hung (5.1.14) f�ur x� benutzt haben. Ber�u
ksi
htigen wirnun, da� d~x�d~x� = Æ��ist so ergibt si
h daraus d�d~x� = 
 �� d�dx�Der Verglei
h mit (5.1.11) zeigt also, da� die Ableitungen�� := ddx� (5.1.15)na
h den kontravarianten Koordinaten x� einen Vierevektor bilden, der si
h untereiner Lorentztransformation wie ein kovarianter Vierervekto transformiert. Deshalbwird au
h in der De�nitionsglei
hung des Ableitungsoperators �� in (5.1.15) ein untererIndex benutzt. Entspre
hend gilt, da��� := ddx�einen kontravarianten Vierevektor de�niert. Daraus ergeben si
h einige interessanteKonsequenzen:� Da die vier Operatoren �� aus (5.1.15) zu einem kontravarianten Vektor zu-sammengefa�t sind, gilt dies nat�urli
h au
h f�ur den Operator p� = i�h��, da ja��nur mit den Konstanten i = p�1 und �h multipliziert worden ist. Die raum-artigen Komponenten dieses Vierevektors entspre
hen gerade den kartesis
henKomponenten des Impulsoperators in der Ortsdarstellung der Quantenme
hanik(deshalb au
h die Bezei
hnung p�). Insgesamt erhalten wir f�ur den Vierevektorp� = i�h�� = i�h0BBBB� dd
tdd(�x)dd(�y)dd(�z) 1CCCCA=  i�h dd
t�hi ~r !� Das Produkt des kontravarianten Vektors �� mit dem kovarianten Vektor ��ergibt einen Skalar ���� = 1
2 d2d2t �� = �2 :Man sieht also das der in (4.3.56) de�nierte d'Alembert Operator 2 bis auf dasVorzei
hen diesem Skalarprodukt entspri
ht. Damit ist also au
h 2 ein skalarer



5.1. RELATIVISTISCHE MECHANIK - NOMENKLATUR 203Operator, der in jedem Lorentztransformierten Koordinatensystem das glei
heErgebnis ergibt.� Gilt s
hlie�li
h, da� die Anwendung des Vierervektors �� auf ein Tupel von vierFunktionen A�(~r; t) in der Form�0A0 + �1A1 + �2A2 + �3A3 = ��A� = Skalar (5.1.16)als Ergebnis eine skalare Gr�o�e gibt, die also unabh�angig von einer Lorentztrans-formation des Koordinatensystems ist, so bilden au
h die A� einen kontravarian-ten VierervektorAls eine besonders interessante Anwendung betra
hten wir den Tuppel J� aus den vierFeldern J0(~r; t) = 
�(~r; t) (5.1.17)J1(~r; t) = jx(~r; t) ; J2(~r; t) = jy(~r; t) ; J3(~r; t) = jz(~r; t)J0 entspri
ht also bis auf dem Faktor 
 gerade der Ladungsdi
hte eines Systems,w�ahrend die Komponenten J1; J2; J3 mit den kartesis
hen Komponenten der zugeh�ori-gen Stromdi
hte ~j identi�ziert werden. Bere
hnen wir damit��J� = dd
t
�+ ddxjx + ddyjy + ddz jz= ddt�+ div~j = 0 (5.1.18)Wegen der Kontinuit�atsglei
hung (1.2.21) ergibt si
h in der letzten Zeile das Ergebnis0, was nat�urli
h ein Lorentzskalar ist. Damit ist also gezeigt, da� J�, so wie in (5.1.17)de�niert, in der Tat ein kontravarianter Vektor ist. Dabei hat nat�urli
h die zeitarti-ge Komponente J0, glei
h der Ladungsdi
hte multipliziert mit der Li
htges
hwindig-keit, die glei
he physikalis
he Dimension wie die raumartigen Komponente von J�, derStromdi
hte.



204 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIE5.2 Kovarianz der Maxwellglei
hungenWie �andern si
h elektris
he und magnetis
he Felder, wenn wir sie aus vers
hiedenenKoordinatensystemen betra
hten. Als Beispiel stellen wir uns vor, da� wir eine zeitli
hkonstante Ladungsverteilung vorliegen haben. Wir haben also den Fall der Elektrosta-tik und beoba
hten auss
hlie�li
h ein elektris
hes Feld; das Magnetfeld ist in diesemFall identis
h null. Betra
htet man die glei
he Ladungsverteilung aus einem Koordi-natensystem, das si
h relativ zu der Ladungsverteilung bewegt, so beoba
htet manin diesem Koordinatensystem eine Ladungsverteilung, die ihre Position mit der Zeit�andert und nat�urli
h au
h einen Strom. Die Transformation einer Ladungsverteilungin einem Koordinatensystem in eine Ladungs- und Stromverteilung aus der Si
ht desdazu bewegten Koordinatensystems wird mit Hilfe der Lorentztransformation bes
hrie-ben ~J� = 
��J�da ja Ladungs- und Stromdi
hte �uber die De�nition (5.1.17) zu einem kontravarian-ten Vierervektor zusammengefa�t sind. Ist also in dem einen Koordinatensystem nurJ0 = 
� von Null vers
hieden, so ergibt si
h eben f�ur das dazu in x-Ri
htung bewegteKoordinatensystem (wir betra
hten also wieder die Beispiel Lorentztransformation aus(5.1.9)): ~J0 = 
~� = 
J0 = 1q1� v2
2 
�~J1 = ~jx = ��
J0 = �vq1� v2
2 � (5.2.19)Der Beoba
hter mit dem Koordinatensystem ~x beoba
htet also au
h einen Strom in x-Ri
htung ~jx. Damit verkn�upft erwartet man aber nat�urli
h au
h ein Magnetfeld. DieSituation, die f�ur den ersten Beoba
hter auss
hlie�li
h zu einem elektris
hen Feld f�uhrt,ergibt f�ur den zweiten Beoba
hter ein elektris
hes Feld und ein Magnetfeld. Es erhebtsi
h die Frage: Wie k�onnen elektris
he und magnetis
he Felder zwis
hen vers
hiedenenKoordinatensytemen transformiert werden?Bevor wir diese Frage beantworten, betra
hten wir zun�a
hst einmal die Potentiale �und ~A, aus denen man ja na
h (3.3.19) und (3.3.20) die elektromagnetis
hen Felder ~Eund ~B bere
hnen kann. Nehmen wir weiterhin an, da� die Potentiale in der Lorentzei-
hung vorliegen, so gilt ja 0 = 1
 d�dt + ~r � ~A = ��A� (5.2.20)Dabei gilt die zweite Glei
hung wenn wir de�nierenA� ,  �~A ! (5.2.21)



5.2. KOVARIANZ DER MAXWELLGLEICHUNGEN 205also die nullte Komponente von A0 mit � und die raumartigen mit ~A identi�zieren.Da die linke Seite der Glei
hung (5.2.20), 0, si
her ein Lorentzskalar ist, gilt also wegen(5.1.16), da� der Potentialvektor A� ein kontravarianter Vierervektor ist. Die Glei-
hung (5.2.20) beweist dies aber zun�a
hst nur f�ur die Potentiale in der Lorentzei
hung.Da� diese Eigens
haft aber au
h f�ur andere Ei
hungen gilt, sieht man, wenn man dieGlei
hungen f�ur eine Umei
hung (3.3.24) in die relativistis
he Formulierung ums
hreibt �0~A0 ! =  �~A !�  1
 d�dt�~r� !(A0)� = A� � ��� (5.2.22)Dabei steht � f�ur das skalare Feld, das die Umei
hung de�niert. ��� ist ein kontra-varianter Vektor. Ist also A� ein kontravarianter Vektor, etwa die Potentiale in derLorentzei
hung, so ist, wie in der zweiten Zeile von (5.2.22) deutli
h wird, au
h (A0)�ein kontravarianter Vierevektor gebildet aus den Potentialen in anderer Ei
hung.Mit diesen Potentialvektoren de�nieren wir den antisymmetris
hen Feldst�arketen-sor F �� := ��A� � ��A� : (5.2.23)Man kann diese Ausdr�u
ke F �� in einer 4� 4 Matrix darstellen, wobei der erste Indexdie Zeile und der zweite die Spalte (jeweils gez�ahlt von 0 bis 3) bezei
hnen soll. DieseMatrix ist antisymmetris
h, da, wie aus der De�nition sofort ersi
htli
h ist, giltF �� = �F �� (5.2.24)Die Matrixelemente, die dur
h Vertaus
hen von Zeilen- und Spaltenindex miteinanderverkn�upft sind, unters
heiden si
h nur dur
h das Vorzei
hen. Damit m�ussen die Ele-mente in der Diagonalen identis
h Null sein, F �� = 0. Der antisymmetris
he Feldt�arke-tensor enth�alt also insgesamt 6 unabh�angige Eintr�age.Unter einer Lorentztransformation werden die beiden Vektoren �� und A�, die die jaF �� de�nieren, gem�a� (5.1.4) wie kontravariante Vektoren transformiert. Insgesamtgilt also f�ur F �� ~F �� = ~�� ~A� � ~�� ~A�= 
��
�� ���A� � ��A��= 
��
��F �� (5.2.25)man sagt, da� si
h F �� unter einer Lorentztransformation wie ein Tensor zweiter Stu-fe transformiert. Vierervektoren w�aren in dieser Nomenklatur Tensoren erster Stufe.Dieses Transformationsverhalten erkl�art au
h den Namen Feldst�arketensor f�ur F ��.Wie sehen die einzelnen Eintr�age in dieser 4 � 4 Matrix F �� aus? Als erstes Beispielbere
hnen wir F 01 = �0A1 � �1A0
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tAx � dd(�x)�= �Exwobei wir (3.3.20) benutzt haben. Das Element des Feldst�arketensors in der erstenZeile und zweiten Spalte, F 01, entspri
ht also dem negativen Wert der x-Komponentedes elektris
hen Feldes. Wegen (5.2.24) ist dann F 10 = Ex. Ganz analog l�a�t si
h lei
htzeigen F 20 = Ey und F 30 = EzAls zweites Beispiel betra
hten wirF 23 = �2A3 � �3A2= d(�y)Az � dd(�z)Ay= �Bxund ganz analog F 13 = By und F 12 = �BzInsgesamt ergibt si
h alsoF �� , 0BBB� 0 �Ex �Ey �EzEx 0 �Bz ByEy Bz 0 �BxEz �By Bx 0 1CCCA (5.2.26)Die kartesis
hen Komponenten der elektris
hen und magnetis
hen Felder transformie-ren si
h also unter einer Lorentztransformation wie die Komponenten eines Tensorszweiter Stufe na
h (5.2.25).Als Beispiel betra
hten wir die Lorentztransformation f�ur die Bewegung des Koordina-tensystems in x-Ri
htung mit der Ges
hwindigkeit v aus (5.1.9). Damit bere
hnet si
hz.B. die y-Komponente des elektris
hen Feldes im bewegten System~Ey = ~F 20 = 
2�
0�F �� = 
0�F 2�= 
F 20 � �
F 21 = 
Ey � �
Bz :Zur weiteren Betra
htung ist es hilfrei
h die Ja
obi Identit�at zu formulieren und zubeweisen. Bezei
hnen �; � und 
 wie �ubli
h Indi
es im 4-dimensionalen Minkowski-raum, so gilt f�ur den Feldst�arketensor F �
 die Ja
obi Identit�at��F �
 + ��F 
� + �
F �� = 0 (5.2.27)Der Beweis dieser Identit�at ergibt si
h sehr einfa
h dur
h Einsetzen der De�nition(5.2.23) f�ur F ��.



5.2. KOVARIANZ DER MAXWELLGLEICHUNGEN 207Damit k�onnen wir uns der Formulierung der Maxwellglei
hungen in der Nomenklaturdes Feldst�arketensors zuwenden. Zun�a
hst die homogenen Maxwellglei
hungen wie0 = div ~B= ddxBx + ddyBy + ddzBz= �1F 32 + �2F 13 + �3F 21= ��1F 32 � �2F 13 � �3F 21= �1F 23 + �2F 31 + �3F 21 :Damit ist also diese Maxwellglei
hung identis
h mit der Ja
obi Identit�at f�ur (�; �; 
)= (1,2,3). Au
h die x-Komponente der zweiten homogenen Maxwellglei
hung0 =  rot ~E + dd
t ~B!x= �2F 30 � �3F 20 + �0F 32= �2F 03 + �3F 20 + �0F 32 ;ist eine Ja
obi Identit�at, hier f�ur die Indi
es (�; �; 
) = (0,3,2). Entspre
hendes giltf�ur die beiden anderen kartesis
hen Komponenten dieser Maxwellglei
hung. Auf demersten Bli
k s
heinen also die homogenen Maxwellglei
hungen eine rein mathematis
heFolge der Ja
obi Identit�at, also ohne jeden physikalis
hen Informationsgehalt zu sein.Dies ist aber nat�urli
h ni
ht ri
htig. Die homogenen Maxwellglei
hungen haben uns jaerst dazu gebra
ht, da� wir die elektromagnetis
hen Felder �uber die Potentiale de�nie-ren konnten. Aus den homogenen Maxwellglei
hungen folgte also die Darstellung derelektromagnetis
hen Felder als Elemente des Feldst�arketensors. Die Ums
hreibung derhomogenen Maxwellglei
hungen in Form von Ja
obi Identit�aten sind also ledigli
h einBeleg f�ur die Konsistenz.Bleiben also no
h die inhomogenen Maxwellglei
hungen. Als erste betra
hten wirdiv ~E = 4���1F 10 + �2F 20�3F 30 + �0F 00| {z }= 0 = 4�
 
�|{z}=J0��F �0 = 4�
 J0 : (5.2.28)Dana
h explizit die x-Komponente der zweiten inhomogenen Maxwellglei
hung rot ~B � 1
 ddt ~E!x = 4�
 jx�2Bz � �3By � �0Ex = �2F 21 � �3F 13 � �0F 10



208 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIE�2F 21 + �3F 31 + �0F 01 + �1F 11| {z }= 0 = 4�
 jx��F �1 = 4�
 J1 : (5.2.29)Entspre
hende Beziehungen gelten f�ur die y und z-Komponenten. Die inhomogenenMaxwellglei
hungen in der Form (5.2.28) und (5.2.29) k�onnen also zusammengefa�twerden zu ��F �� = 4�
 J� : (5.2.30)Diese Darstellung der inhomogenen Maxwellglei
hung ist ni
ht nur sehr kompakt unddamit sehr elegant. Sie zeigt au
h, da� die Maxwellglei
hungen bei einer Lorentztrans-formation ihre Form bewahren. Die linke wie die re
hte Seite der Glei
hung transfor-mieren si
h ja wie die Komponenten eines Lorentzvektors.
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hen FeldIn diesem Abs
hnitt sollen die Bewegungsglei
hungen f�ur Punktladungen, die si
h ineinem elektromagnetis
hen Feld bewegen, untersu
ht werden. Dabei beginnen wir inder klassis
hen, ni
htrelativistis
hen Me
hanik. Die Kraft auf eine Punktladung q amOrt ~r mit der Ges
hwindigkeit ~v setzt si
h zusammen aus der Coulomb-Kraft deselektris
hen Feldes ~E an diesem Ort ~r und dem Beitrag der ges
hwindigkeitsabh�angigenLorentzkraft ~F = q � ~E + 1
~v � ~B� (5.3.31)Ersetzt man die elektromagnetis
hen Felder dur
h die sie de�nierenden Potentiale er-gibt si
h ~F = �q~r�� q
 � ~A�t + q
~v � �~r� ~A�= �q~r�� q
 � ~A�t � q
 �~v � ~r� ~A+ q
 ~r(~v � ~A)Hier und im folgenden m�ussen wir zwis
hen partiellen Ableitungen (dargestellt dur
h �)und totalen Ableitungen unters
heiden. So steht in dieser Glei
hung die partielle Ablei-tung des Vektorpotentials ~A na
h der Zeit, womit ledigli
h die explizite Zeitabh�angig-keit von ~A(~r; t) bei der Zeitableitung ber�u
ksi
htigt wird. Bei der totalen Ableitungd ~A=dt wird hingegen au
h ber�u
ksi
htigt, da� si
h die betra
htete Ladung mit derZeit bewegt. Damit ist also au
h das Argument des Ortsvektors der Ladung, ~r, in ~Azeitabh�angig. Zur weiteren Verdeutli
hung s
hreiben wir explizit die x-Komponenteder KraftFx = �q���x � q
 �Ax�t � q
  vx ��x + vy ��y + vz ��z!Ax + q
 ��x(~v � ~A)= �q���x � q
 dAxdt + q
 ��x (~v � ~A) (5.3.32)De�niert man also ein ges
hwindigkeitsabh�angiges Potential in der FormU(~r; ~v; t) = q ��(~r; t)� 1
~v � ~A(~r; t)� (5.3.33)und bere
hnet na
h den Gesetzen der Me
hanik die generalisierte Kraft f�ur die gene-raliserte Koordinate qi = x und dqi=dt = vx alsFx = ��U�x + ddt �U�vxso ist diese Kraftkomponente gerade mit der Darstellung von Fx in (5.3.32) identis
h.Entspre
hendes gilt nat�urli
h au
h f�ur die anderen Komponenten Fy und Fz. Die Bewe-gung eines Massenpunktes, Massesm, mit einer Ladung q in einem elektromagnetis
hen



210 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIEFeld kann also im Rahmen der ni
htrelativistis
hen Me
hanik bes
hrieben werden dur
hdie Lagrangefunktion L(~r; ~v; t) = 12m~v2 � U(~r; ~v; t) (5.3.34)mit dem ges
hwindigkeitsabh�angigen Potential U(~r; ~v; t) aus (5.3.33).Wie mu� dieses Verfahren erweitert werden, um die Kinematik der Relativit�atstheoriezu ber�u
ksi
htigen? Im ersten S
hritt dahin, de�nieren wir zun�a
hst einen Ges
hwin-digkeitsvektor, der si
h wie ein kontravarianter Vierervektor unter einer Lorentztrans-formation verh�alt. Die naive De�nitionv� = dx�dt = 
dx�dx0 = �0x� (5.3.35)eignet si
h dazu ni
ht, da ja au
h die Gr�o�e na
h der abgeleitet wird, die Zeit t, si
hbei einer Lorentztransformation �andert. Die in (5.3.35) de�nierte Ges
hwindigkeit v�besitzt also eigentli
h zwei Indi
es, � und 0, verh�alt si
h also bei einer Lorentztrans-formation, wie 4 Komponenten eines Tensors zweiter Stufe.Zur De�nition eines Vierervektors Ges
hwindigkeit ben�otigt man also eine zeitartigeGr�o�e, die ein Lorentzskalar ist. Kandidat f�ur diese zeitartige Gr�o�e ist die Eigenzeit� := 1
qr�r� = 1
p
2t2 � ~r2 (5.3.36)wobei r�, beziehungsweise t und ~r, der Relativvektor zwis
hen zwei Raumzeitpunkten aund b ist, r� = r�b �r�a . Die so de�nierte Eigenzeit besitzt, wie man si
h lei
ht �uberlegenkann, die folgenden Eigens
haften:| Die Eigenzeit � ist ein Lorentzskalar| Die Eigenzeit � ist die Zeit, die in dem Koordinatensystem gemessen wird, da�si
h mit dem Ereignis mitbewegt, so da� ~r = ~rb � ~ra = 0. Daher au
h der NameEigenzeit.| � ist reell f�ur alle zeitartigen Prozesse mit 
2t2 � ~r2. Die Eigenzeit, und damitau
h die Ges
hwindigkeit dr�=d� wird imagin�ar, wenn man den Relativvektorzwis
hen 2 raumartigen Punkten betra
htet. Dies re
ektiert die Eigens
haft, da�si
h 2 raumartige Punkte ni
ht gegenseitig beein
ussen k�onnen, da dies einenInformationsaustaus
h erfordert, der mit einer Ges
hwindigkeit gr�o�er als Li
ht-ges
hwindigkeit erfolgen m�usste.W�ahrend also in dem mit dem Ereignis mitbewegten Koordinatensystem f�ur den Rela-tivvektor zweier Ereignispunkt a und b, die Eigenzeit � gemessen wird und die raum-artigen Koordinaten des Ereignisses stets 0 sind, wird in einem anderen Koordinaten-system, das si
h mit der Ges
hwindigkeit v relativ zum Eigensystem bewegt (z.B. in
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htung) die Zeit t = 
� � 1
�
 0 = 
� = 1q1� v2
2 � (5.3.37)gemessen (Verglei
he dazu etwa die Lorentztransformation (5.1.9)). Die Zeit im mit-bewegten Koordinatensystem � ist also um den Faktor 1=
 k�urzer als die in dem ni
htmitbewegten System t.1Mit dieser Eigenzeit � kann man nun einen kontravarianten Ges
hwindigkeitsvektorde�nieren u� := dx�d� (5.3.38)In dem mit Ges
hwindigkeit v zum Ereignis bewegten Koordinatensystem haben wiralso (siehe (5.3.37)) u0 = d 
td� = 

u1 = d xd� = dxdt dtd� = 
vxInsgesamt ergibt si
h also u� , 
  
~v ! : (5.3.39)Weiter stellt si
h die Frage, wie sieht die relativistis
he Lagrangefunktion f�ur ein freiesTeil
hen aus? Dazu ist es hilfrei
h zu wissen, wel
hes Transformationsverhalten die La-grangefunktion besitzen sollte. Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir uns an dieMe
hanik, wo ja die Bewegungsglei
hungen aus dem Hamiltons
hen Prinzip hergeleitetwurden. Das Hamiltons
he Prinzip besagte aber, da� der Weg zur�u
kgelegt wird, aufdem das Wirkungsintegral Z tbta Ldt = Z �b�a L
d�einen minimalen Wert ergibt. Dieses Variationsprinzip muss nat�urli
h invariant untereiner Lorentztransformation sein, der Integrand also ein Lorentzskalar sein. Da d� einLorentzskalar ist folgt also aus der obigen Glei
hung, da� au
h 
L ein Lorentzskalarsein sollte.Wir werden uns nun davon �uberzeugen, da�Lfrei = �m
2s1� v2
2 (5.3.40)1Dies f�uhrt ja au
h zu dem bekannten Zwillingsparadoxon, na
h dem einer der Zwillinge, der si
hmit gro�er Ges
hwindigkeit auf eine Reise begibt und dann wieder zur�u
kkehrt, f�ur diese Reise mitseiner mitgef�uhrten Uhr eine k�urzere Zeit misst als der andere Zwilling, der si
h ni
ht mitbewegt hat.Der reisende Zwilling altert also weniger als der zu Hause gebliebene.



212 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIEdie Lagrangefunktion f�ur ein freies Teil
hen der Masse m mit der Ges
hwindigkeit ~vin relativistis
he Kinematik ist. Man sieht sofort, da� 
Lfrei = �m
2 ein Skalar ist.Andererseits ist der generalisierte Impuls gegeben dur
h�Lfrei�vi = �m
2 �vi
2q1� v2
2 = m
vi = mui = pifrei (5.3.41)entspri
ht also gerade den raumartigen Komponenten der Viererges
hwindigkeit u�multipliziert mit der Ruhemassem des Teil
hens. Dies ist aber gerade der relativistis
heImpuls. Die Lagranges
hen Bewgungsglei
hungen besagenddt �Lfrei�vi = ddtmui = �Lfrei�xi = 0 ;was bedeutet, da� der relativistis
he Impuls eine Konstante der Bewegung ist. Das istaber genau das Verhalten, das dur
h die relativistis
he Lagrangefunktion gegeben seinsollte.Die Lagrangefunktion f�ur ein Teil
hen mit der Masse m un der Ladung q in einem elek-tromagnetis
hen Feld ergibt si
h dann als Di�erenz zwis
hen der kinetis
hen Energien,bzw. der Lagrangefunktion des freien Teil
hens und dem verallgemeinerten PotentialU aus (5.3.33) zu L = �m
2s1� v2
2 � q ��(~r; t)� 1
~v � ~A(~r; t)� (5.3.42)Zur Kontrolle wollen wir veri�zieren, da� au
h �
U ein Lorentzskalar ist, soda� damitau
h 
L ein Lorentzskalar ist:�
U = �q
 

|{z}u0 �|{z}A0 +q

~v � ~A= �q
u�A�
U ist also bis auf den Faktor q=
 das Produkt aus dem kovarianten Ges
hwindigkeits-vektor u� und dem kontravarianten Potentialvektor A�, damit also ein Skalar.Die kartesis
hen Komponenten des verallgemeinerten Impulses ergeben si
h damit zupi = �L�vi = m
vi + q
Ai (5.3.43)beziehungsweise ~p = ~pfrei + q
 ~A : (5.3.44)



5.3. LADUNGEN IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD 213Ausgehend von (5.3.43) stellen wir nun die kartesis
hen Komponenten der Ges
hwin-digkeit vi dur
h die Komponenten des generalisierten Impulse pi darmvi = s1� v2
2 �pi � q
Ai�m2v2i 
2 = (
2 � v2) �pi � q
Ai�2m2v2
2 = (
2 � v2) �~p� q
 ~A�2v2 = 
2m2
2 + h~p� q
 ~Ai2 �~p� q
 ~A�2 (5.3.45)Mit vi = 
rm2
2 + h~p� q
 ~Ai2 �pi � q
Ai� (5.3.46)wird sowohl die erste als au
h die letzte Glei
hung von (5.3.45) ri
htig aufgel�ost. Damitk�onnen wir die Hamiltonfunktion bere
hnenH(~p;~r) = ~p � ~v � L= 
rm2
2 + h~p� q
 ~Ai2 �~p � ~p� q
 ~p � ~A�+m
2vuuuut1� �~p� q
 ~A�2m2
2 + h~p� q
 ~Ai2�q
 
rm2
2 + h~p� q
 ~Ai2 �~p� q
 ~A� � ~A + q�= 
sm2
2 + �~p� q
 ~A�2 + q� (5.3.47)Identi�zieren wir den Wert der Hamiltonfunktion mit der Energie E so k�onnen wirdiesen letzten Ausdru
k ums
hreiben inm2
2 = �E
 � q
��2 � �~p� q
 ~A�2= ep� ep� (5.3.48)Die linke Seite der ersten Glei
hung ist de�nitiv ein Lorentzskalar und wir k�onnen au
hlei
ht die re
hte Seite als ein Skalarprodukt eines kovarianten Vektors ep� mit seinemkontravarianten Partner identi�zieren mitep� ,  E
 � q
�~p� q
 ~A ! : (5.3.49)



214 KAPITEL 5. MAXWELLGLEICHUNGEN UND RELATIVIT�ATSTHEORIEDie raumartige Komponente entspri
ht gerade dem freien Impuls (pfrei, siehe (5.3.44))mit der Erg�anzung der zeitartigen Komponente E=
 � q�=
. Im Grenzfall des freienTeil
hens (� und ~A glei
h 0), reduziert si
h dieser Vierervektor auf den Impuls in denraumartigen Komponenten und der Energie dividiert dur
h die Li
htges
hwindigkeitin der zeitartigen Komponente. Aus (5.3.48) ergibt si
h dann die ber�uhmte Energie-Impulsbeziehung f�ur das freie Teil
henE2 = m2
4 + 
2~p2 : (5.3.50)Au�erdem sehen wir, da� die Energie beziehungsweise der Wert der Hamiltonfunktiondividiert dur
h die Li
htges
hwindigkeit als nullte Komponente zusammen mit demImpuls als raumartige Komponente einen kontravarianten Vierervektor bilden.Zum Abs
hlu� wollen wir ausgehend von der relativistis
hen Form der Hamiltonfunkti-on in (5.3.47) den ni
htrelativistis
hen Grenzfall f�ur die Hamiltonfunktion bestimmen.Wir entwi
keln dazu die Wurzelm
2vuut1 + h~p� q
 ~Ai2m2
2 = m
28><>:1 + 12 h~p� q
 ~Ai2m2
2 + ::::9>=>;Die Terme h�oherer Ordnung sind im ni
htrelativistis
hen Grenzfall j~p � q=
 ~Aj � m
verna
hl�assigbar. Setzt man diese Entwi
klung in (5.3.47) ein und subtrahiert die Kon-stante m
2 so erhalten wir die Hamiltonfunktion f�ur den ni
htrelativistis
hen FallHnr = 12m �~p� q
 ~A(~r; t)�2 + q�(~r; t) (5.3.51)Der Impuls ist also ledigli
h erg�anzt dur
h Subtraktion von q=
 ~A und als Potential wirdallein q� addiert. Diese Darstellung wird au
h alsminimale Substitution bezei
hnet.In der Ortsdarstellung der Quantenme
hanik erh�alt man entspre
hend den Hamilton-operator dadur
h, da� man ersetzt~p� q
 ~A(~r; t)) �hi ~r� q
 ~A(~r; t) :


