Kapitel 1

Elektrostatik

1.1 Das Coulombsche Gesetz, elektrostatisches Feld

Zur Einfiihrung verschiedener Grundbegriffe betrachten wir zunéchst einmal die Kraft,
die zwischen zwei Ladungen ¢; an der Position 7, und ¢, an der Position 7 wirkt. Aus
der Experimentalphysik ist das Coulombsche Gesetz fiir diese Kraft bekannt. Danach
wirkt auf die Ladung ¢; durch die Wechselwirkung mit der Ladung ¢, die Kraft

Flgzk qQIqi _ 7;1—7;2 ‘
|7"1—7“2| |7“1—7"2|

(1.1.1)

Dieses Coulombsche Gesetz beinhaltet insbesondere die folgenden Aussagen:

a)

Die Stérke der Kraft ist proportional dem Produkt der beteiligten Ladungen:
|ﬁ 12| ~ q1go.

Die Stédrke der Kraft ist invers proportional zum Quadrat des Abstandes der
beiden Ladungen: |Fio| ~ |F] — 7| 2

Die Richtung der Kraft ist parallel beziehungsweise antiparallel zum Einheits-
vektor in Richtung der Verbindungslinie von der Position 7 zur Position der
Ladung, auf die die Kraft ausgeiibt wird (7}, siehe auch Abbildung 1.1: Fi5 ~

" —T
|F1—72]

€12 =

Haben also beide Ladungen das gleiche Vorzeichen (die Proportionalitétskon-
stante & im Coulombschen Gesetz ist positiv), so wird die Ladung ¢; durch die
Kraft Fi, abgestoflen. Haben die beiden Ladungen unterschiedliches Vorzeichen
(sei z. B. ¢; die Ladung eines Elektrons, d. h. ¢; < 0, und ¢, die Ladung eines
Protons, ¢ > 0), so wird die Ladung ¢; von der Ladung ¢, angezogen.
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Abbildung 1.1: Kraft auf Ladung 1 von 2

Das Coulombsche Gesetz ist natiirlich vertréglich mit den Newtonschen Gesetzen der
Mechanik. So gilt fiir die Kraft, die von der Ladung ¢; auf die Ladung ¢» ausgeiibt wird
(,actio = reactio®)

ﬁgl — —ﬁlg. (]_]_2)

Das Coulombsche Gesetz stellt eine Beziehung her zwischen mechanischen und elek-
trostatischen Groflien. Daher kann diese Beziehung benutzt werden, um die Einheiten,
in denen wir die die Ladungen angeben wollen, festzusetzen.

In dem von uns verwendeten Gaufischen Mafsystem, auch CGS-System (Centimeter-
Gramm-Sekunde) genannt, nehmen wir dazu an, daf§ die Proportionalitétskonstante k
in Beziehung (1.1.1) dimensionslos ist und setzen sie gleich eins: k = 1.

Aus (1.1.1) folgt

_ [Fo| |7y = 7P
k

Bezeichnen wir die Einheiten, in denen eine Grofie x gemessen wir mit [x], so ergibt

sich, wenn wir die Kraft (=Masse mal Beschleunigung) in Gramm (g) Centimeter (cm)
pro Sekunde (s) zum Quadrat angeben

T1q2 (1.1.3)

cm
(1) = 1gS—20m2
cm3

= lqd =1 8o

= 1 esu (electrostatical unit).

In diesem Maflsystem besitzt z.B. ein Elektron die Ladung ¢, = —4, 803 - 1071? esu.
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Betrachtet man N Ladungen, die sich an den Stellen 7, ..., 7y befinden, so gilt nach
dem Superpositionsprinzip fiir die Kraft auf eine Probeladung ¢:

—»

— 7

() = Z |r—n|2 (1.1.4)

|7 — 7|

Ziel ist es, eine Mef3grofie fiir das Kraftfeld zu finden, das durch die N Ladungen ¢; an
den Positionen 7; erzeugt wird. Der Betrag dieser Kraft ist abhéngig von der Grofie der
Probeladung ¢. Auflerdem wird das Einbringen einer Probeladung die Verteilung der
anderen Ladungen und damit das Feld der N Ladungen beeinflussen. Deshalb definiert
man das elektrische Feldes E an der Stelle 7

E(7) = lim =2~ (F) (1.1.5)

q—0 q

Die Grenzwertbildung driickt aus, daf§ die Probeladung ¢ verschwindend klein sein
muf}, um die Ladungsverteilung, die das Kraftfeld erzeugt, nicht zu stéren.

Das elektrische Feld ist ein Vektorfeld, fiir das die aus der Mechanik bekannten Trans-
formationseigenschaften gelten. Beispielsweise beschreibt man also die Transformation
des elektrischen Feldes bei einer Drehung des Koordinatensystems durch die Multipli-
kation mit der zugehorigen Drehmatrix.

Graphisch darstellen 148t sich das elektrische Feld durch Feldlinien, die folgende Ei-
genschaften besitzen:

a) Die Richtung der Feldlinien gibt die Richtung des E-Feldes an der Position der
Feldlinien an.

b) Die Zahl der Feldlinien durch eine Einheitsfliche senkrecht zu ihnen ist ein Maf}
fiir den Betrag von E an dieser Stelle.

¢) Da eine positive Probeladung von positiven Punktladungen abgestoflen wird,
sind diese positiven Punktladungen Ausgangspunkte von Feldlinien. Entspre-
chend sind negative Punktladungen Endpunkte von Feldlinien. Man spricht auch
von Quellen und Senken des elektrischen Feldes.

Das elektrische Feld von N Punktladungen berechnet sich nach dem Superpositions-

prinzip zu
N > =
7 qi r—r
E= . 1.1.6

Statt diskreter Punktladungen treten oft kontinuierliche Ladungsverteilungen auf. An
die Stelle der Summation tritt nun die Integration iiber die rdumliche Verteilung der
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Ladung. Diese bezeichnen wir als Ladungsdichte p(7'), die die Ladung pro Volumen
an 7' im infinitesimalen Volumenelement d*7’ angibt. Die Ladungsdichte wird also
angegeben in Einheiten von Ladung pro Volumen. Wir erhalten fiir das elektrische
Feld einer Ladungsverteilung:

=d )

—/ =
B= /d3F’ |f’(r ) T (1.1.7)
T

— PP =T

Integriert man die Ladungsdichte {iber ein Volumen V', so erhilt man die Gesamtladung
in diesem Volumen:

[ &7 o) =@
J

1.1.1 Die Delta-Funktion

Wie 1488t sich die Ladungsdichte von einzelnen Punktladungen mathematisch beschrei-
ben? Man benutzt dafiir die Delta-Funktion, die von Paul Dirac in Analogie zum
Kronecker-Symbol d;; als Verallgemeinerung fiir kontinuierliche Indizes eingefiihrt wur-
de. Es ergibt sich fiir die Ladungsdichte von Punktladungen:

p(7') = Z% SO = T),

wobei die 7; die Orte bezeichnen, an denen die einzelnen Punktladungen angebracht
sind.

Im folgenden soll auf die wichtigsten Eigenschaften der Delta-Funktion eingegangen
werden. Genaugenommen ist sie weder eine Funktion im iiblichen Sinne noch im Rie-
mannschen Sinne integrierbar. Sie stellt jedoch ein wichtiges mathematisches Hilfsmit-
tel dar und wird exakt im Rahmen der Distributionentheorie behandelt.

1. Betrachten wir zunéchst den eindimensionalen Fall. Eine Definitionsgleichung fiir
die Delta-Funktion lautet

b | flx) falls ap € [a, b
/dx 6(x — o) f(x) = 0 sonst.

2. Man kann sich die Delta-Funktion aus einer Folge von Gaufl-Kurven entstanden
denken, deren Halbwertsbreite 1 immer kleiner wird, der Fldcheninhalt jedoch
gleich bleibt (vgl. Figur 1.2):

5z — a) = lim — -exp(—M>.

n—=0 /7N

Der Vorfaktor 1/, /77 ist ein Normierungsfaktor, der dafiir sorgt, dafl das Integral
iber die ganze reelle Achse fiir die jeweilige Gaufl-Kurve immer auf 1 normiert
ist.
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Abbildung 1.2: § Funktion als Grenzfall von Gaufl Funktionen (a=4)

3. Ist das Argument der Delta-Funktion eine Funktion y(z), die im betrachteten
Intervall [a, b] bei z; eine einfache Nullstelle besitzt (d.h. y(z;) = 0,y'(x;) # 0),

so gilt:
d(x — ;)
s(e) = 3 5=,
? % y .
Beispiel: y(x) = 2® — a, mit den Nullstellen x;/, = £+/a. Einsetzen:
dy
|l =2va

2 o ) oo falls =7
o7 —7")—{ 0 sonst.

Stellt man die Vektoren im Argument der Delta-Funktion durch kartesische Ko-
ordinaten dar, so ergibt sich die Delta-Funktion im 3-dimensionalen Raum als
Produkt

(7" — 7o) = 0(x — wo) - 6(y — yo) - 6(2 — 20)-
Die Darstellung ist etwas komplizierter im Fall von krummlinigen Koordinaten
(u,v,w). In diesem Fall betrachten wir einen Ansatz fiir die Delta-Funktion der
Form:

O(7 —70) = [(u, v, w)d(u—ug) - 6(v —1vg) - §(w — wp). (1.1.8)
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Falls 7y im betrachteten Integrationsvolumen V' liegt muf gelten

L= [ dro—7)

dz,y,z)

= du dv dw ———=
/V waw wc’?(u,v,w)

[(u,v,w)d(u—ug) - (v —vg) - §(w — wp)

Dabei erhalten wir durch die Anwendung der Substitutionsregel fiir das Volu-
menelement d®r im zweiten Teil dieser Gleichung

d(x,y,z)

——dudvd
d(u, v, w) e

&Pr=dedydz =

die Funktionaldeterminante oder auch Jakobideterminante

d(x,y, =) 0, O0yx Oy
877:% - auy avy awy
(u, v, w 0u2 Opz Opz

Dabei haben wir fiir die Ableitungen die abkiirzende Schreibweise benutzt:

_ Ox

(1.1.9)
Es ist klar, da8 die Gleichung (1.1.9) genau dann erfiillt wird, wenn wir in dem
Ansatz (1.1.8) einsetzen

I(u,v,w) = (%%)1

Mit dieser Regel ergibt sich zum Beispiel fiir die Delta-Funktion in Kugelko-

ordinaten )

6(7"— 7o) = 6(r —10)d(V — D)0 (0 — o).

g sin g
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1.2 Differentialoperatoren und Integralsitze

Es sollen nun einige mathematische Vorraussetzungen geschaffen werden, die fiir die
Beschreibung elektrostatischer (und elektrodynamischer) Effekte notwendig sind.

Als Beispiel zur Motivation wollen wir zunéchst die mathematische Beschreibung
der Ladungserhaltung diskutieren: Sei V' ein Volumen mit der Oberfliche O und der
Raumladungsdichte o(7). Die Gesamtladung in diesem Volumen V (Q(V)) ist also das
Integral der Ladungsdichte {iber das Volumen V:

Q) = [ olFav

Andert sich nun diese Ladung in V' mit der Zeit (dQ/dt # 0), so kann dies wegen der
Ladungserhaltung nur so geschehen, daf§ durch die Oberfléche von V' ein Strom j fliefit.
Ubersetzt in die Sprache der Mathematik bedeutet dies:

%Q(V) = %V/g(f‘)dv = —g{f- df (1.2.10)

Das letzte Integral ist ein Fldchenintegral, das als “Wichter” beobachtet, wieviel
Ladung durch die Oberfliche in das Volumen hineinfliet (der Integrand j-d f muf3
dann negativ sein) oder aus diesem herausflieit (der Integrand ist in diesem Fall positiv,
d.h. jsteht parallel zu df). Bei der Definition des Fldchenintegrals sollte also der Vektor
d f senkrecht zur Oberfliche stehen und nach auflen weisen.

1.2.1 Das Fliachenintegral
Mit dem Fléchenintegral (auch FluBlintegral)

o= [ A df (1.2.11)
/

~—_/

<V

Av&a

Abbildung 1.3: Fléchenintegral eines Vektorfeldes
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ZA

z=1

<V

Z/
Abbildung 1.4: Parametrisierung der Abbildung des Einheitsquadrates

wird der Fluf von A durch F beschrieben, wobei A ein beliebiges Vektorfeld und F'
eine Fliche im dreidimensionalen Raum sein soll. (s. Abb 1.3). Dabei ist der Betrag
von d f ein infinitesimales Flachenstiick, dessen Richtung senkrecht zur Flédche steht.
Zur Berechnung von ® muf} die Fliche parametrisiert und anschlielend d f bestimmt
werden.

a) Analog der Parametrisierung eines Linienintegrals wird auch hier die Fliche F' pa-
rametrisiert dadurch dafl wir die Ortsvektoren, die auf dieser Fldche enden, als Funktion
von 2 Parametern darstellen:

F = {f(u,v); ué€up, w1}, v € vg,v1]} (1.2.12)

Dabei ist die Parametrisierung (7(u,v)) eine Abbildung der ebenen Fliche UV in die
gekriimmte Fliche F im R3.

Beispiele :

1. Sei F ein Einheitsquadrat parallel zur x-y-Ebene durch z = 1 (s. Abb. 1.4), so
lautet die entsprechende Flichenparametrisierung

u € [ug, u1]
v € [vg, v1]

2. Sei Fy die Oberfliche einer Kugel mit Radius R, dann lautet die Fldchenpara-
metrisierung

Rsin ¥ cos ¢
Fo=¢r=| Rsinvsing |,
Rcosv

V€ [0,7]
@ € [0, 2]
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b) Nachdem wir zunéchst einmal die Flache parametrisiert haben, wollen wir nun die
Differentialform df bestimmen. Dazu konstruieren wir zunécht einmal in jedem Punkt
der Fliche 2 linear unabhéngige Vektoren, da und db, die tangential zur Fléche stehen:

or

di = (u+du,v) — 7(u,v) = —d
a 7w+ du,v) — 7(u, v) 5,
- or
db = 7 dv) — 7 = —dv.

7w, v + dv) — (u,v) 5%

Damit ist
df = +da x db. (1.2.13)

Forderung : Das Vorzeichen soll so gewdhlt werden, daf3 d f bei geschlossenen Flédchen

nach auflen zeigen soll.
Betrachten wir die Kugelflache: Mit der Parametrisierung nach obigem Beispiel gilt

oF sin v cos ¢
di = —dJy=R| sindsinpdd | dv,

o9 —sin ¥
. oF —sin¥sin ¢
db = —dp=R| sindcosy dy |dy
dy 0

. sin? ¥ cos ¢
— df = +R*| sin?¥Using dv, | didy
—sinvcos
= +R*sinvé,dddyp.
Das positive Vorzeichen ergibt sich mit der oben genannten Forderung.

c) Mit diesen Uberlegungen folgt nun fiir das Flichenintegral iiber eine Kugelflsiche
O mit einem Vektorfeld A(7) = af”

aRé, R? sin ¥é,dvdyp

o
Oy

?{A’(f)-df —

™ 21
= aR? [sinddV [ dy
0 o
= 4naR3.
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1.2.2 Divergenz

Mit dieser Definition des Flachenintegrals kénnen wir nun Aussagen machen, an wel-
chen Stellen ein Vektorfeld A Quellen besitzen muf}. Analog zu dem Beispiel, dafi das
Vektorfeld A den Fluf einer Fliissigkeit beschreibt, sagen wir, dafi das Vektorfeld A
in all den Volumina eine Quelle haben muf3 aus denen mehr herausflieft als hinein-
flieSt. Bei diesen Volumina ist also das Integral des Vektorfeldes {iber die Oberfliche
des Volumens positiv. Liefert dieses Oberflachenintegral einen negativen Wert, so sa-
gen wir, dafl das Vektorfeld in dem betrachteten Volumen eine Senke besitzt. Um die
Quellen (Senken) genauer zu lokalisieren, betrachten wir eine Folge von Volumina AV,
die alle einen Punkt 7 enthalten, und deren Volumen kleiner wird. Dies erlaubt uns
die Quellstérke oder Divergenz des Vektorfeldes im Punkte iy zu definieren als

AV —0

divA(Fy) = lim Z%;fliwa-dﬁ (1.2.14)
[0

wobei das Integral jeweils {iber die Oberfliche von AV zu berechnen ist. Fiir diese
Definition gilt also:

~div A ist eine skalare Grofe,

— div A(7%) > 0 <= A hat Quellen in 7%,
— div A(7%) < 0 <= A hat Senken in 7,

— div A(7) = 0 <= A ist quellenfrei in 7.

Die Definition 1.2.14 ist natiirlich sehr umstédndlich fiir eine explizite Berechnung der
Quellstiarke. Wie wir aber in der folgenden Behauptung sehen, gibt es sehr einfache
Methoden zur Berechnung der Divergenz.

Behauptung: Beschreibt man das Vektorfeld A in kartesichen Koordinaten und kar-
tesischen Einheitsvektoren é;

A = A, +Ae,+Ae.  so gilt:
divAd = 9,4, + 9,4, + 9. A,
O

auch hier haben wir zur Abkiirzung fiir die Ableitungen die Schreibweise von (1.1.9)
gewdhlt. Die Schreibweise der Divergenz mit dem Nabla Operator V erinnert an die
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Berechnung des Gradienten eines skalaren Feldes u in kartesischen Koordinaten:

gradu=Vu=1| 0, | u

0;

Beweis: Zum Beweis betrachten wir eine Folge von kubischen Volumina mit dem Punkt
7o in einer Ecke und Seiten gegeben durch die Intervalle [zg, x¢ + Ax], [yo, Yo + Ay],
[20, 20 + Az] (siehe auch Figur 1.5). Das Volumen dieser Wiirfel ist AV = Az - Ay- Az

ZA

Ay

<V

Q

Abbildung 1.5: Das Volumen AV zum Berechnung der Divergenz in kartesischen Ko-
ordinaten

Das Integral des Vektorfeldes A integriert iiber die Oberfliche O dieses Wiirfels 1483t
sich aufteilen in die Beitrage iiber die 6 Teilflichen des Wiirfels: F;

/A’-df:Z/A’-df, Fy: Oberfliichen von V.

Fiir die Flichen F; und F, (beide parallel zur yz Ebene) gilt nach geeigneter Parame-
trisierung:

Fs

Iy, F Iy
20+Az yo+Ay 20+Az yo+Ay
= / / Ay (xo + Az, y, 2) dydz + / / —Ax(xo,y, 2) dydz
20 Yo 20 Yo

Zot+Az yot+Ay (7 1 92 Ay (
A (o, y, )da;dz+ 942 (T0) Ny + 5 81,2 (Aa:)

20 Yo

o+ ( — A, (2o, v, z))] dy dz
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wobei in der letzten Zeile A, (xy + Ax,y, z) nach Taylor entwickelt wurde. Da Az < 1
gelten soll, kann die Reihe nach der ersten Ordnung abgebrochen werden.

— / A-df = /%Aw(f’g)Awdydz
Fy, 1

= EAQ; (7o) ArAyAz

Analog erhélt man die Flachenintegrale fiir die vier weiteren Flichen. Eingesetzt in die
Definition der Divergenz (1.2.14) folgt:

divA = Al\l/n—l)OA—VO A(T()) df
R U I L R
= gy (G4 g + ) avo

Achtung: Diese Darstellung der Divergenz gilt nur in kartesischen Koordinaten!
In Kugelkoordinaten gilt z.B.:

—

mit A = A, é +Ayéy+ AW é@ (1.2.15)
- 1 0 1 0 1 0
ivA = — —(r’A — (sind A — A, (121
div r? or (T T) * r sin v O (sin v Ag) + rsind dp ¥ ( 6)

Obwohl also die Divergenz in Kugelkoordinaten recht wiist aussieht, kann es sich als
zweckméfig herausstellen mit ihr zu rechnen.
Beispiel: Als Beispiel fiir die Berechnung der Divergenz in verschiedenen Koordina-
tenisystemen betrachten wir die Kraft auf eine Probeladung ¢ = 1 an der Position 7,
die durch Ladung ¢; = 1 an der Position in #; = 0 ausgeiibt wird:

qq

ﬁ:T
71 |

|~

o
71

=

a) in kartesischen Koordinaten gilt:

— x . — . _ z
FJ:_ - - —3 Fy— ‘y‘ —3 Fz— - - —3*
/$2+y2+22 /$2+y2+Z2 /$2+y2+22

Mit divF =V F=2ZF, +£ZF,+£F. ist dam

divF = ——3 Swltyhet) ),

\/ac2+y2 +22 \/m

Die letzte Gleichung gilt natiirlich nur fiir Vektoren 7 # 0, da im Fall ¥ = 0 auch
der Nenner identisch 0 wird, die Divergenz von F' ist also in diesem Fall noch nicht
definiert.
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b) in Kugelkoordinaten gilt:

= ~ ]‘/\
F:Frer:ﬁer; Fy=F,=0!

Mit Glg.(1.2.16) ist also
- 1 1
divF = — 9 <r2—> =0, (1.2.17)

2 Or 2
was offensichtlich einfacher zu rechnen ist. Auch hier ist natiirlich der Vorbehalt zu
machen, dafl wir nur Vektoren 7 # 0 betrachten; den Fall 7 = 0 werden wir weiter

unten noch einmal aufgreifen

1.2.3 Der Gaufische Integralsatz

Sei O die Oberfliche eines Volumens V' und f_l’(f') ein Vektorfeld. Der Gauflsche Inte-
gralsatz ist nun eine Umrechnungsbeziehung zwischen Flachen- und Volumenintegral :

j{ff Ldf = / divAdv (1.2.18)
O 14

Die linke Seite der Gleichung stellt den Flufl des Vektorfeldes aus der geschlossenen
Oberfliche O dar, die rechte Seite der Gleichung ist das Volumenintegral iiber die
Divergenz des Vektorfeldes im ganzen Volumen V.

Beweis: Wegen der Linearitéit des Integrals gilt

/diwf(f') v =3 lim /dmf(m v (1.2.19)
Vv AV;

Vi—0
wo V in n Teile AV; zerlegt wurde, die das ganze Volumen V ausschopfen.
Dann folgt bei immer feinerer Zerlegung die Riemannsche-Summe (mit 7% einem Punkt
in V;)
/ divAdV = Al‘ggo Z divA(7;) AV;
Vv 2

(Glg. 1.2.14) . 1 T AT v o7
1 Al%gozijA%z{A deV;_ZA df:

letzteres, da sich die beiden Integrale {iber die gemeinsame Grenzfliche zweier an-
einandergrenzender Voumina wegen ihrer antiparallelen Flachennormalen gegenseitig
kompensieren. O

Mit den nun gewonnenen mathematischen Kenntnissen noch einmal zuriick zur Konti-
nuitéitsgleichung (1.2.10), die wir zu Beginn dieses Anschnittes formuliert haben. Wir
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hatten gesagt, daf die zeitliche Anderung der Ladung in einem Volumen V beglei-
tet sein mufl von einem entsprechenden Strom j durch die Oberfliche des konstanten
Volumens

d d Lo - 2 .=
%Q(V) = a‘/g(r)d‘/ = —(Z{] cdf = V/ divy dV, (1.2.20)

wobei wir bei dem letzten Teil dieser Gleichung den Gaufischen Satz angewandt haben.
Da diese Gleichung fiir all Volumina V' gelten muf, konnen wir die Integranten der
beiden Voulmenintegrale in dieser Beziehung gleich setzen oder auch schreiben

d .
70(7) +divj =0, (1.2.21)

Dies ist die differentielle Form der Kontinuitéitsgleichung, die im iibrigen nicht
nur in der Elektrodynamik eine Rolle spielt.

Mit den oben eingefithrten Werkzeugen 1é3t sich noch folgende interessante Behaup-
tung beweisen:

Sei F ein Vektorfeld mit F = T = T% é,, dann ist

7l
divF = 47 6(F) . (1.2.22)

Beweis: Bereits in Gleichung (1.2.17) haben wir gezeigt, daff divF identisch 0 ist fiir
alle Vektoren 7 # 0. Betrachten wir nun eine Kugel mit Radius R, Volumen V um
7 =0, dann ist

2r
= aufBscherSatz = r 1 ~ . ~
/dideVG Bacher Sat ?{F-df:// 2o REsin Ve, didip = 4
\%4 O 0 0

Wobei R = r mit der Begriindung benutzt wurde, dafl die Kugeloberflédche in den Auf-
punkt 7 gelegt wird.
Mit der Definition der é-Funktion folgt die Behauptung. O

1.2.4 Die Rotation

Ahnlich wie bei dem oben definierten Flichenintegral miissen wir auch bei der Berech-
nung des Wegintegrals fiir ein Vektorfeld A entlang eines Weges 7 zunéchst einmal den
Weg parametrisieren, in dem wir die Folge von Vektoren, die unseren Weg 7 definie-
ren darstellen als Funktion einer Variablen ¢, unter die wir uns zB. die Zeit vorstellen
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Abbildung 1.6: Nicht wirbelfreies Vektorfeld A: § A - d3 0

konnen, die bei der “Wanderung” entlang des Weges vom Startwert ¢y bis zum Endwert
t; anwéchst:

7= {7(t); te ltot]} (1.2.23)

Mit dieser Parametrisierung berechnet sich das Wegintegral

/A’(f) L7 = /A’(f(t)) : gdt (1.2.24)

Solche Linienintegrale sind uns bereits in der Mechanik begegnet, ist zB. A ein Kraft-
feld, so ergibt das Integral in Gleichung (1.2.24) die Arbeit, die in diesem Kraftfeld
entlang des Weges 7 geleistet wird.

Ist das Vektorfeld A charakterisiert durch geschlossene Feldlinien, wie das in Abbil-
dung 1.6 der Fall ist, so sagt man das Vektorfeld A besitzt Wirbel in Anlehnung zB. an
das Stromungsfeld eines Flusses. In diesem Fall ist das Linienintegral des Vektorfeldes
A entlang des Weges, der durch die Feldlinie bezeichnet ist sicher von 0 verschieden
(die Vektoren A und d7 sind stets parallel).

Dementsprechend definiert man die Wirbelstédrke oder Rotation eines Vektorfeldes an
einem Punkt 7 als einen Vektor rotA(7p), dessen Projektion in Richtung eines Ein-
heitsvektors n berechnet werden kann durch

— ]_ —
Aot A(Fy) = AI}T%OE?{ A4z (1.2.25)
S

wobei die Flachen AF eine Folge von Fldchen bilden, die alle den Punkt 7 enthalten
und deren Fléchennormale in Richtung von 7 weist. Das Integral in (1.2.25) ist dann
das Linienintegral iiber den Rand der Fliche AF', wobei der Umlauf entsprechen der
“rechten Hand Regel” so zu fiihren ist, dafl die Flichennormale parallel zu n steht.

Bei der Benutzung von kartesischen Koordinaten kann die Rotation einfach berechnet
werden geméaf :
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Behauptung:
_ L O A, 0yA, — 04,
rotA(F) =V xAF) =] 0, | x| A | =] 0.4, — 0, A,
az Az aﬁb‘Ay o ayAﬂ?

Beweis: den Beweis fithren wir nur fiir die z-Komponente, fiir die anderen Kompo-
nenten ergibt sich der Beweis entsprechend: (V x A), = é,rotA. (é, steht senkrecht
auf der y-z-Ebene). Mit (1.2.25) folgt dann

. - . 1 -
é,rotA = A%EILO AF, j A - d5

Betrachten wir nun die in Abbildung 1.7 dargestellte Parametrisierung der Fléche AF) .,
so ergibt sich

A
Zo+AZ | ®

Z-AZ | 5
@ @

1 1 >
YO' Ay YO*AY

Abbildung 1.7: Parametrisierung der x = z(-Fléche

2 3 4 1
ffi’-ds* - /Aydy—i-/Azdz—i—/Aydy—i—/Azdz (1.2.26)
1 2 3 4
2 yo+Ay
mit /Ay dy = / Ay, y, 20 — Az) dy
1 yo—Ay
yot+Ay
0A
= [Ay(xo, Y, o) dy + (—Az)a—zy + .. ] dy

yo—Ay
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4 Yot+Ay
und/ Aydy = — / Ay(wo,y, 2o + Az) dy
3 yo—Ay
Yot+Ay
0A
= [Ay(xo, Y, o) dy + (AZ>8—Zy +.. ] dy.

Yyo—Ay

Analoges gilt fiir die Wege 2 nach 3 und 4 nach 1, wobei die Taylorentwicklung stets
nach dem linearen Glied abgebrochen wurde.

7{ A-ds = |Ay(2o,y,2) dy + (—Az) 04, _ Ay (20, Y, 20) dy + AzaAz dy
J dy dy
; i 04, 0A
+ /Azdz+/Azdz: (——y+ z>4AyAz
J J 0z dy
S T 4AyAz (0A, 0A,
— & V-A= A}%’IZH—)O AR, ( dy 9 )

Der Beweis fiir die y- und z- Komponente folgt auf die gleiche Weise.

Achtung:

Auch die Rotation sieht in anderen Koordinaten anders aus und mufl entsprechend
abgedndert werden!

1.2.5 Der Stokessche Integralsatz

Ahnlich wie der GauBsche Integralsatz ein Volumen- in ein Flichenintegral umwandelt,
verbindet der Stokessche Integralsatz Flichen- und Linienintegrale:

?{Z-dg’:/rowf-df (1.2.27)

F

Mit 7 als Rand der Flache F'; d f und der Umlaufsinn von 7 sind einander im Sinne
einer Rechtsschraube zugeordnet.
Beweis: Wir denken uns F' in kleine Flichenstiicke AF; zerlegt, also gilt (s. Abb. 1.8):

/rotg-df:Z/ rotg-df.
F I AF

Man 148t nun die Flichenstiicke AF; immer kleiner werden, das bedeutet, dafl die
Wirbelstérke rot A in diesen Fléchenelementen AF; konstant gesetzt werden kann. Also
148t sich das Integral als Riemann-Summe schreiben:

Z/ rot A(F) - df = All;irgozi:ﬁ,-rotA(F)AB

i AF
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Abbildung 1.8: Zerlegung einer gekriimmten Fléche in kleine Fldchenelemente AF;

. 1 P,

letzteres gilt nach der Definition der Rotation nach Glg (1.2.25).

Beachtet man nun, daf§ sich an allen Grenzlinien zwischen 2 Flachen AF; die Linien-
integrale wegen der gegenldufigen Integrationsrichtung wegheben, so verbleibt nur das
Linienintegral iiber den &ufieren Rand der Gesamtfliche F. Damit ist (1.2.27) bewie-
sen.

Mit der Definition der Rotation und dem Stokesschen Satz kann man nun auf einfache
Weise nachweisen ob Kraftfelder konservativ sind.

Sei A(F) wirbelfrei <= V x A(7)
— § A-as= [ rord - df =
T F

0
0

Dabei ist F' eine beliebige Fldche und 7 der orientierte Rand dieser Flache. Wéhle nun
zwei Punkte P, und P, auf dem Rand 7. Sei der Weg W, der Integrationsweg W1 =P, —
Py und Wy=P, — P;, wobei beide Weg in gleicher Richtung durchlaufen werden sollen
wie entlang durch das Wegintegral iiber die geschlossene Kurve 7 vorgegeben (siehe
Abbildung 1.9). Dann gilt:

Py Py
pAas = [ Aasv [ Aeas
T Py, Wy Py, W3

Py Py

- [ Adas- [ A.as
P ,Wy Py,—Wa

Das Minuszeichen in der letzten Gleichung erhalten wir durch Umkehrung des Weges
W5. Wir haben also gezeigt, dafl bei wirbelfreien Feldern das Linienintegral vom Punkt
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P.

2

W,

W,

Abbildung 1.9: Zur Wegunabhéngigkeit des Integrales iiber A

Py zum Punkt P, unabhéngig ist vom Weg den wir dabei wihlen (Beachte, daf§ der
Beweis giiltig ist fiir alle Flichen F', d.h. fiir alle geschlossenen Wege 7). Hingt der Wert
des Linienintegrals aber nur von den Endpunkten ab, so konnen wir eine Funktion &
bestimmen mit:

P> Py Py
/Ahﬁ:—@gw—wﬂﬂ:—/@:—/gmymﬁ. (1.2.28)
Py Py Py

Damit haben wir also gezeigt, dafl sich jedes wirbelfreie Vektorfeld A als negativer
Gradient eines Skalarfeldes darstellen 148t:

A(F) = —grad® (7). (1.2.29)

Das Minuszeichen in dieser Beziehung ist natiirlich nur eine Frage der Konvention.
Kraftfelder A, die die Bedingung (1.2.29) erfiillen werden in der Mechanik “konservative
Kraftfelder” genannt, weil bei der Bewegung eines Teilchens in einem solchen Kraftfeld
die Energie erhalten bleibt.

Zur Vervollstindigung wiederholen wir an dieser Stelle die wichtigsten Eigenschaften
des Gradient Operators:

1.  Mit dem Gradient Operator konnen wir das Differential d® umschreiben: d® =
grado - dr.

2. grad®(7p) laBt sich als Vektor interpretieren, der am Punkt 7% in die Richtung
weist, in der das skalare Feld ® am stérksten ansteigt. Die Linge dieses Vektors
entspricht dem Betrag dieses stirksten Anstiegs.
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3. In der kartesischen Darstellung kann man den Gradienten berechnen

Oy
grad® = VP = ( d, ) @ (1.2.30)
.

Behauptung:

Wir wollen nun zeigen, daf aus der Definition 1) die Eigenschaften 2) und 3) folgen:
Beweis:

Es gilt: d®(7) = ®(7" + di) — ®(7).

Taylorentwicklung bis zur zweiten Ordnung liefert

dd(7) = grad® - dr’ = O(r) + g—jdx + g—jdy + g—fdz — ®(7)
0P /0x dx 0P /0x
(8@/8y)-(dy) (8@/8y)-df]-cosa
0P /0= dz 0P /0=

wobei der Winkel o der Winkel zwischen den Vektoren V® und d7 ist. Damit is klar,
daf der Anstieg von @, d.h. d® genau dann maximal ist, wenn der Vektor d7”in Richtung
von grad® weist. Damit ist der Beweis erbracht.

Zweimaliges Anwenden des Nabla-Operators fiihrt auf den Laplace-Operator A:

div - grad®(7) = V - VO(7) = AD(7) (1.2.31)
(e 2
¢> A — <?, ?7 @) (1.2.32)

Achtung!
Wie bei dem Nabla-Operator mufl auch der Laplace-Operator nach Wahl des Koordi-
natensystems angepafit werden !

1.2.6 Die Greenschen Identitiaten

Aus dem Gauflschen Integralsatz (Glg 1.2.18) lassen sich zwei niitzliche Aussagen iiber
Potentiale (1.2.28) ableiten.

Seien ¢, ¥ zweimal differenzierbare, skalare Felder, V' ein Volumen mit Oberfliche O,
so gilt

1. Erste Greensche Identitiat

[ 080+ (V- Vo)av = § o(Vv)af (1.2.33

|4 O
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2. Zweite Greensche Identitit

/¢A¢ NV = f (V) — b(V))df (1.2.34)

Beweis: Wir definieren ein Vektorfeld X mit kartesischen Komponenten X, Xs, X3

Xy
=p(VY)=| Xy |.Dann ist
X3

> 0 0 0
VX = %Xl—i_@ X2+a X3

- o AL
= o) v ) (45

0 EM 0% 0 O oY 0 o 01
or " ox —Hp@acz + ayway +<'08y2 + 5.7 92 +<p822

= odivVe + (V) (V)
mit A¢ = gradVe folgt / divX dV = / oA+ (V) (V) dV
v 14
Z/X-df = /¢A<ﬂ+ Vo) (V)] df,
O O

letzteres nach dem Gaufischen Satz. Die zweite Greensche Identitdt ergibt sich un-
ter Verwendung von ¢ = @ und Abziehen der beiden so entstandenen Gleichungen
voneinander.

1.2.7 Eindeutigkeitssatz

Zerlegungssatz, Eindeutigkeitssatz

Sei A(7) ein Vektorfeld, das mit geniigend hoher Ordnung im Unendlichen verschwin-
det. der Zerlegungssatz sagt nun: A(7) 18t sich in einen rotationsfreien (longitudinalen)
Teil A, (7) und einen divergenzfreien (transversalen) Teil Ay(7) Teil zerlegen, wobei gilt:

1) A(F) = A(7) + Ay(F) (1.2.35)
2) VXA (F)=0; V-AyF) =0 (1.2.36)

(auf den Beweis sei hier verzichtet).
Der Eindeutigkeitssatz besagt, dafl jedes Vektorfeld eindeutig bestimmt ist, wenn
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seine Divergenz (1.2.14) und seine Rotation (1.2.25) fiir jeden Raumpunkt i bekannt
ist (dies leuchtet nach dem Zerlegungssatz unmittelbar ein, da ein Vektorfeld in Diver-
genz und Rotation zerlegbar ist).

Beweis:

A, (7) und Ay(F) seien zwei Vektorfelder, wobei gilt:

divA; = VA7) zﬁff(ﬁ’) und
V x A V x

I‘OtA)l =V x Al(f) =

(7) — A(7) so folgt

sei D = 1
(A}(F)—/Q(F))zﬁ 1(7?>_6 2(7) =0 (n. V. ).

A
divD = V
Auflerdem ist
VxD = Vx(A(F) = A7) =V x A4 ((F) =V x A(7) =0(n. V. ).
Aus V x D =0 (D ist wirbelfrei) folgt

=

D=—-Vi.

Wegen D = —ﬁw ist
divD = 0=VD =V (V)= Ay

Unter Verwendung der 1. Greenschen Identitdt mit ¢ = 1 folgt

Jwav+ (FeRlav = ¢ vVvaf=o

O—00

da Aty = 0 bleibt davon noch

/(W)%zv:o:/ﬁ?dv
R3 R3
= D?=0=D=0. O

1.2.8 Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Ergebnisse zusammen:

1.) divA: Aussage iiber die Quelldichte von A
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Ik VApBr = $ /Tdf Gauflscher Integralsatz
v 9)

rotA : Aussage tiber das Wirbelverhalten von A

= —

SV x Adf = ¢ Ads: Stokescher Integralsatz
F T

VxA=0e A= ﬁw < A 148t sich als Gradientenfeld darstellen

—.

Ein Vektorfeld ist eindeutig charakterisiert durch seine Quelldichte (divA) und
die Wirbelstérke (rotA).
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1.3 Die Grundgleichungen des elektrostatischen Fel-
des

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dafl eine Vektorfeld, wie zB. das elektrische
Feld E , charakterisiert ist durch seine Quellen und Wirbel. In diesem Abschnitt wollen
wir nun die entsprechenden Feldgleichungen diskutieren fiir den Fall der Elektrostatik,
das bedeutet: fiir den Fall, dafl das elektrische Feld durch eine statische, zeitunabhéngi-
ge Ladungsverteilung p(7) generiert wird . Wir nehmen also an, dafl es keine Strome
gibt. In diesem Fall ist das elektrische Feld charakterisiert durch die folgenden Feld-
gleichungen:

Sie sollen im folgenden erldutert werden.

zu a)

(i) Befinde sich bei ¥ = 0 eine Punktladung, dann erzeugt sie, wie wir bereits im
Abschnit 1.1 gesehen haben, das elektrische Feld

—

E(F)=q-

ﬁc»s| =y

Fiir dieses elektrische Feld gilt nach Gleichung (1.2.22)

—

diszq-div%zq-@ré(f’—O).
r

(ii) Betrachten wir nun eine Punktladung ¢;, die sich nicht notwendigerweise im Ur-
sprung, sondern an der Stelle 7; befindet, dann gilt entsprechend nach einer Ver-
schiebung des Koordinatensystems

div E = ¢; - 4m0(F — 7).

(iii) Befinden sich schlieflich mehrere Punktladungen ¢; an den verschiedenen Stellen
s, so gilt
div E =) _4wq6(7 — 7;) = 47p(7).
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Zur Interpretation: Betrachten wir das Volumenintegral der Divergenz des elek-
trischen Feldes iiber ein endliches Volumen V' mit einer Oberfliche O(V)

/d3F div E = /d3f’47rp(F)

Das Volumenintegral iiber die Divergenz gibt also anschaulich die Zahl der auslaufenden
vermindert um die Zahl der einlaufenden Feldlinien an. Die in V' befindliche Ladung
Q(V), beziehungsweise p, bezeichnet also bis auf den Faktor 47 die Quellen bzw. die
Senken des elektrischen Feldes.

zZu C)
Es gilt

1 =17
IR e

(1.3.37)

Dies kénnen wir leicht nachvollziehen, wenn wir in kartesischen Koordinaten fiir die
x-Komponente schreiben

1 0 1
Ve——| = —-
( 7“—7“’|> 0r [z —a)2+ (y—y)? + (z — 2')?2
_ 1 2(x — )
Y )
— _(7?_7?/>x
7= 7P

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die y- und z-Komponente. Damit erhélt man
fiir das elektrische Feld

B 3—»P (7 —7")
E(r) = /d I F—r’|3

— v/d?)—»l p
|7"—7"
Vo(r
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zu b)

Kann man aber nun das elektrische Feld als Gradienten eines Skalarfeldes ® darstellen.
so gilt:
rotE = —rot grad®
—V x Vo
0,0, — 0,0,
= 0,0, — 0,0, | ®
0,0y — 0y0,

=0
wobei wir in der zweitletzten Zeile Rotation und Gradient in kartesischer Darstellung
benutzt haben.

Fiir die explizite Berechnung des elektrischen Feldes aus einer vorgegebenen Ladungs-
verteilung betrachten wir nun den wichtigen Spezialfall, dafl die Ladungsverteilung
kugelsymmetrisch ist: Sei also p(7) symmetrisch gegeniiber einer Drehung um den
Koordinatenursprung. Die Ladungsverteilung p héngt also nur vom Betrag von 7 ab.
Durch diese Ladungsverteilung ist keine Raumrichtung ausgezeichnet. Deshalb kann es
auch fiir das elektrische Feld keine ausgezeichnete Richtung geben und es gilt

E(R) = B(7) - .

Wie 148t sich E(|7]) aus der Ladungsverteilung p(|7]) bestimmen, ohne den , Umweg*
iiber die Berechnung des Potentials ¢ zu nehmen?

Zum einen gilt bei der Integration tiber die Oberfliche einer Kugel mit dem Radius r
7{ Edf = B(j7) - 4mr,
Kugel

zum anderen gilt nach dem Satz von Gaufl und den Feldgleichungen
fﬁdf - /div E &
1%
= 47r-/p(77) 7
1%

= 4r-Q(V).
Daraus erhalt man das elektrische Feld

QW)

rz -

E(|7)
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Wie das Ergebnis zeigt, ist das von p erzeugte Feld im Abstand r vom Koordinaten-
ursprung identisch mit dem Punktladung Q(V'), die sich im Ursprung befindet. Die
Ladung Q(V) is gerade die gesamte Ladung, die sich in der Kugel vom Radius r
befindet.

Die Poisson-Gleichung

Wie wir gesehen haben sind die Quellen des E-Feldes durch die Ladungsverteilung p ge-
geben und das elektrostatische Feld 148t sich als Gradient eines Skalarfeldes schreiben.
Zusammengefafit ergibt dies:

div E=V-E=V-(-V¢)=—A¢ = 4mp.

Die Beziehung

A¢ = —dmp(F) (1.3.38)

wird als Poisson-Gleichung bezeichnet. In ladungsfreien Raumbereichen (p = 0) geht

sie iiber in die Laplace-Gleichung

1.3.1 Bedeutung des elektrostatischen Potentials und Energie-
inhalt des elektrischen Feldes

Um die Bedeutung des Skalarfeldes ® zu erldutern, berechnen wir die mechanische
Arbeit, die aufgebracht werden muf3, um eine Probeladung ¢ von @ nach b zu bringen:

= — [ ¢-Ed3 Definition von E
b

= 4 / Vo dF
b

— / d¢ Definition des grad

= ¢-(¢(b) — ¢(a)).

Die aufzubringende Arbeit ist also nur von den Endpunkten der Verschiebung, nicht
aber von dem zuriickgelegten Weg abhéngig. ¢ - ¢(7) gibt die potentielle Energie einer
Ladung ¢ in einem Feld E an der Position 7 an.

Das Potential ¢ ist vergleichbar (bis auf die Ladung der Probeladung) mit dem bereits
bekannten mechanischen Potential des konservativen Kraftfeldes.
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Energieinhalt des elektrischen Feldes

Wir betrachten eine Verteilung von N Ladungen ¢;, die sich an den Stellen 7; befinden.
Wie grof3 ist die Energie, die aufgebracht werden mufl, um die Ladungen zu plazieren?
Zur Beantwortung dieser Frage machen wir ein Gedankenexperiment und bringen die
einzelnen Ladungen in der Reihenfolge ihrer Nummerierung an ihre Positionen.

Sei W, die benétigte Arbeit, um ¢; aus dem Unendlichen nach 7= 7} zu transportieren.
Da der Raum bisher ladungsfrei ist, also noch kein E-Feld vorhanden ist, kann man
die Ladung kriaftefrei verschieben, und somit gilt W; = 0. Ist aber die Ladung ¢; an
der Position 7 so ergibt sich ein elektrostatisches Potential

¢1(F) _ q1

)

Um die Ladung ¢» im Feld der Ladung ¢; nach 75 zu bringen, ben6tigt man die Arbeit

Wy = g2 (61(7%) = 1(F = 0))
= QZ'Q&I(AQ)?

wobel wir das Potential so normieren daf} es fiir ¥ — oo verschwindet. Fiir die weiteren
Ladungen ergibt sich

Wi = q3-(01(73) + ¢2(7%)) mit  2(7%) = ﬁ

Wi = an- (le(Fn) +... ¢n—1(Fn)) .

Somit erhilt man die Gesamtenergie, die man aufwenden mufl;, um alle N Ladungen
zu plazieren:

wo= W

1
> (e (S rta) o (B (S rt)
= 3 di = + 3 dk ——
(zz; k=1 |75 — 7] 2 192:31 i=1 |75 — 7]
1 & qigr
R R
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Beim Ubergang von diskreten Ladungen zur einer stetigen Ladungsverteilung p wird
die Summation durch eine Integration ersetzt:

W= /d3*/d3*'|p G
= o(7)
S LG G
1 1

= —Z= 37 A
247r dTAG

= 87T (Ad- 6+ (Vo) d3f‘)+—/(v¢)2d3f'

_ 74 (Vo)odf+o- /w
V

:0f1'irV—>R3

Beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile wurde die Poissongleichung 1.3.38
angewandt und beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile wurde die erste
Greensche Identitét benutzt (Gleichung (1.2.33) mit ¢ = ¢ = ). Der erste Summand
der letzten Zeile verschwindet, da

0 1
— o~ —.

1
p~—firr—00 und Vo=
r or 72

Fiir das Produkt von beiden gilt
1 |
¢-Vor~—= und ¢-Vodf ~—.
r r

Fiir r — oo verschwindet der letzte Ausdruck. Man erhéilt also
1
wo= o [(Vord
- —/E2 &7, (1.3.39)

Daraus folgt fiir die Energiedichte, also der Energieinhalt des elektrischen Feldes pro
Voulmen:
w = E*/87 . (1.3.40)
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1.4 Randwertprobleme

Wir haben gesehen, daf sich aus einer gegebenen Ladungsverteilung p(7’) das elektro-
statische Potential ¢(7) mit

p(7

d3’FI
|7

o = [ 25

77,’/

berechnen 148t. Hierbei muf p(7”’) allerdings fiir alle 7’ € R? bekannt sein.

Oftmals ist aber die Ladungsverteilung nur in einem begrenzten Volumen V bekannt.
Ist auBlerdem noch eine Information tiber Eigenschaften des Potentials auf der Ober-
fliche dieses Volumens gegeben, so spricht man von einem Randwertproblem der Elek-
trostatik. Je nach der vorgegebenen Information iiber das Potential auf der Grenzflache
oder Randfliche des Volumens unterscheidet man zwei Félle:

1. Neben der Ladungsverteilung im Volumen V" ist auch der Wert des Potentials auf
dem Rand vorgegeben. Dies bezeichnet man als das Dirichletsche Randwertpro-
blem.

2. Ist dagegen neben der Ladungsverteilung in V' die Komponente des Potential-
gradienten, die senkrecht zur Oberfliche steht bekannt, bezeichnet man dies als
von Neumannsches Randwertproblem. In diesem Fall ist also auf der Oberflache
von V' die Komponente des elektrischen Feldes (E = —grad®) vorgegeben, die
senkrecht zu dieser Oberfliche steht.

Ziel dieser Randwertprobleme ist es aus den vorgegebenen Informationen (Ladungs
dichte in V' plus Information iiber den Rand) das Potential ¢ und damit das elektri-
sche Feld im gesamten Volumen V' zu bestimmen. Weiter unten in diesem Paragraphen
werden wir zeigen, daf} die gerade definierten Randwertprobleme (Dirichlet und v. Neu-
mann) eindeutige Losungen besitzen.

1.4.1 Beispiele, Spiegelladungsmethode

Zunichst soll aber ein Beispiel fiir das Randwertproblem von Dirichlet betrachtet wer-
den. Mit Hilfe der sogenannten Spiegelladungsmethode werden wir ein Potential finden,
fiir das gilt:

Poisson Gleichung  A¢(7) = —4nwp(r),  fir alle 7 aus V
Randbedingung  ¢(i") = ¢Rapq(7) fiir alle 7 des Randes (1.4.41)

Als Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢, die sich an der Stelle Zy = (z9, 0, 0)
befindet (Abb. 1.10) In der y-z-Ebene befindet sich eine unendlich weit ausgedehnte
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By

Abbildung 1.10: Beispiel fiir die Losung eines Randwertproblems mit Hilfe einer Spie-
gelladung

Metallplatte vernachlédssigbarer Dicke. Diese Metallplatte sei geerdet, also gilt ¢ = 0
auf der Platte. Das betrachtete Volumen V' ist also der Raum mit x > 0 und als Rand-
bedingung geben wir vor, dafl das Potential auf dem Rand (d.h. auf der Metallplatte
und fiir ¥ — o0o) gleich 0 wird.

Um den Potentialverlauf im ganzen rechten Halbraum und die auf der Metallplatte
induzierte Ladung zu bestimmen, greifen wir auf die Spiegelladungsmethode zuriick und
behaupten, dafi das Dirichletsche Randwertproblem gelost ist, wenn wir der Ladung
q eine Spiegelladung mit der Ladung —¢ an der Position —Z gegeniiberstellen (siehe
auch Abb. 1.10). Zu zeigen ist also, daf§ die Gleichungen (1.4.41) erfiillt werden durch
den Ansatz fiir das Potential

o) = = —

7=zl |7 (=)]

Der zweite Term kennzeichnet den Beitrag der Spiegelladung in —iy. Zu Uberpriifen

ist nun ob A¢(7) = —4mrqd (i — @) fir alle 7 im rechten Halbraum erfiillt ist. Dazu
betrachten wir zunéchst einmal
1 1.3.37 T — 1.2.22
AL (ea1:3.37) —div(fifol (ea-1:222) 57— 7). (1.4.42)
|7 — Zo| |7” — Zo|
Damit ergibt sich direkt

Ap(F) = —4rqd(F—Ty) — Amt(—q)o (7 + o)

=0 im recht(;n Halbraum

= —dmp(r).

Die Poisson-Gleichung ist also erfiillt. Betrachten wir jetzt das Verhalten von ¢ auf
dem Rand, also auf der Metallplatte (die Randbedingung fiir 7 — oo ist sicher erfiillt).
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Es gilt
¥ q q
olr=1y = 5 -
> i) 0 —X
y [—1] O y |- 0
z 0 z 0
— q _ q
Vid+y2+22 \Jad g+ 22

= 0.

Damit ist auch die Randbedingung erfiillt. Mit der Spiegelladungsmethode ist es uns
also gelungen, den Potentialverlauf zu finden. Allgemein besteht diese Methode darin,
Ladungen auflerhalb des betrachteten Bereiches so zu bestimmen, daf} sie zusammen
mit den vorgegebenen Ladungen innerhalb des betrachteten Bereiches ein Potential
erzeugen, das die Randbedingungen erfiillt.

Durch das Vorhandensein der Ladung ¢ in zj werden in die Metallplatte Ladungen in-
duziert. Ist also ¢ positiv, so werden Elektronen in der Metallplatte durch die Coulomb-
wechselwirkung in die Ndhe der Ladung ¢ gezogen. Da diese Ladungstriger in der Me-
tallplatte frei beweglich sind und die Platte geerdet ist, konnen Elektronen zuflieflen.
Es enteht also eine induzierte negative Ladung in der Metallplatte. Die Effekte dieser
induzierten Ladung werden durch die Spiegelladung dargestellt. Um uns von diesem
Sachverhalt zu {iberzeugen, berechnen wir nun das elektrische Feld in der Nahe der
Trennfldche:

E=-V¢ firr= 0,9, 2),

fiir die einzelnen Komponenten:

0
Ey — —a—y¢
0 q B q
Jy \/(a:—xo)2+y2+z2 \/(x+a:0)2+y2+z2
2yq 2yq

3 3
\/(x—x0)2+y2+22 \/(x+x0)2+y2+22

2yq _ 2yq
2 /a +y?+ 22 /a4y + 22

= 0
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Genau so gilt auch

Hétte das elektrische Feld eine Komponente parallel zur Metalloberflache, so wiirden
die frei beweglichen Ladungstriger in der Metallfldche sich diesen Kraftkomponenten
entsprechend bewegen. Fiir die x-Komponente gilt aber im rechten Halbraum:

_ q(x — o) B q(x + @)
Ja—wpPrp e farwrrp e
2=0 2qg

= 3
Vg 4+ Y2+ 22

Da aber im linken Halbraum das elektrische Feld gleich Null ist enden diese Feldlinien
senkrecht auf der Metallwand. In der Wand gibt es also Quellen beziehungsweise Senken
des elektrischen Feldes. Diese Quellen und Senken sind die diskutierten induzierten
Ladungen.

AV

Q

/(-)(-)(-) QOO
!

Abbildung 1.11: Zur Berechnung der induzierten Flachenladung

Wie grof§ ist nun diese Oberflichenladung o7

Um diese zu berechnen, wihlen wir ein Volumenelement, AV (siehe auch Abb. 1.11),
welches aus der Metallplatte ein infinitesimales Flachenstiick herausschneidet und eine
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Fliache AF parallel zur Metallfliche besitzt. Da es ein elektrisches Feld nur senkrecht
zur rechten Fliache AF' dieses Voulmenelementes gibt, gilt

7{ Edf = div E d&°F
(AV) AV

= 4 A>7
/AV mp(7) d°rF

= 4n-AF -0
= o 1
= Edf -
= o ?é)(m/) / ATrAF
_ 1 AF. |- —2qx

. — |,
47TAF /.T% + 772
wobei n = /y? 4+ z? den Abstand vom Ursprung bezeichnet. Man erkennt, dafl die

Flachenladungsdichte o im Ursprung ein Maximum besitzt.

Als letztes soll die Gesamtladung berechnet werden, die in der Metallplatte induziert
wird:

2

o -]
el

/0 ) dnndgo
0

Die induzierte Ladung ist betragsmifig gleich der Punktladung und auf der Wand
,verteilt™.

Abbildung 1.12: Beispiel Ladung vor einer geerdeten Kugel

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Ladung ¢ auflerhalb einer geerdeten Metall-
kugel, deren Zentrum im Koordinatenursprung liegt (siehe Abb. 1.12). Dabei befindet
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sich die Ladung ¢ im Abstand a vom Zentrum der Kugel. Wieder wollen wir dieses
Randwertproblem durch Annahme einer Spiegelladung ¢’ im Abstand «’ 16sen. Damit
die Spiegelladung auflerhalb des im Randwertproblem betrachteten Volumens V' (hier
der Raum auflerhalb der Kugel) liegt, mufl der Betrag von o’ kleiner als der Radius R
der Kugel sein. Die Werte fiir ¢’ und o’ werden wieder so bestimmt, dafl der Werte des
Potentials, generiert durch Ladung plus Spiegelladung, fiir alle Punkte auf der Ober-
flich der Metallkugel den Wert 0 annimmt. Ist 7 der Ortsvektor fiir die Position auf
der Metallkugel und v der Winkel zwischen 7 und @ (wie in Abb. 1.12), so muf} also
gelten:

(=
()

o) = | +|F

F—d

q L7 1
a\/1—2%0087+f—§ R\/I—Q“—écosva%
0

Damit diese Bedingung erfiillt ist, muf also gelten

g’:_g\/l—?%cosv—i—%z
R a\/1—2§cosv+f—22

(1.4.43)

Die linke Seite der Gleichung ist unabhéngig vom Winkel 7. Damit auch die rechte
Seite unabhingig von diesem Winkel wird muf3 gelten:
a R
— = — 1.4.44
7= ( )
beziehungsweise
,_ 1’2

a

a

(1.4.45)
Auflerdem ist Gleichung 1.4.43 natiirlich auch nur dann erfiillt, wenn gilt

4R

¢ = (1.4.46)

a
Durch die Beziehungen 1.4.45 und 1.4.46 sind Position und Grofle der Spiegelladung
bestimmt. Der Wert fiir ¢’ beschreibt die Quellstirke des elektrischen Feldes dargestellt
durch die Spiegelladung, beziehungsweise die Quellstédrke durch die Ladung, die auf die
Kugeloberflache induziert worden ist.

Wollen wir nun in einem weiteren Beispiel die Metallkugel nicht erden, sondern elek-
trisch neutral halten, so kann man auch dies mit Hilfe von Punktladungen im Inneren
der Kugel machen, die die Ladungsverteilung auf der Oberfliche der Metallkugel re-
préasentieren sollen. In diesem Fall addieren wir eine zweite “Spiegelladung” mit der
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Ladung —¢’ in das Zentrum der Metallkugel. Wie man sich leicht iiberzeugen kann,
fithrt dies zu einem elektrischen Feld mit einem konstanten Potential ® auf der Ku-
geloberfliche. Dies ist erforderlich, da das Potential der Elektrostatik fiir jeden Leiter
eine Konstante sein muf} (jede Abweichung wiirde zu einem Strom fiihren). Auerdem
sorgt die Ladung —¢’ dafiir, dafl die gesamte Quellstirke der Kugel gleich 0 ist, was
einer elektrisch neutralen Kugel entspricht.

1.4.2 Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblems

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl ein Potential ¢, das eine Losung des
Randwertproblems von Dirichlet darstellt, stets eindeutig bestimmt ist. Bei der Losung
des v.Neumannschen Randwertproblems ist das Potential bis auf eine ortsunabhéngige
Konstante bestimmt.

Wie bereits zu Beginn dieses Paragraphen gesagt wurde, ist bei einem v.Neumannschen
Problem die Normalenableitung des Potentials gegeben. Damit gelten fiir diese Rand-
wertprobleme folgende Bestimmungsgleichungen:

i) A¢=—dnp(r) fir 7 eV
i) 9¢/0h =—FE -, nist dabei der Normalenvektor auf dem Rand von V.

Haben wir nun ein Potential gefunden, das diese Anforderungen erfiillt, so werden wir
zeigen, daf} dieses Potential bis auf eine Konstante eindeutig ist. Da aber eine Konstante
im Potential, das daraus berechnete Feld nicht beeinfluBt (E = —grade), ist das E-Feld
eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien ¢, und ¢, zwei Losungen eines Dirichletschen oder v.Neumannschen
Randwertproblems. Wir definieren u = ¢; — ¢5. Nach Voraussetzung gilt dann:

Au = A¢py — Apy = —4np(T) + 4mp(F) = 0, fiir alle 7 € V.

Betrachten wir nun das Integral

/ V. (uVu) PF = / (VuVu +u Au) &°F
<~
14 \% =0
= /(671)2 7
J
Gaul (uVu)df
o)
= 0.

Diese letzte Gleichung gilt im Fall des Dirichletschen Randwertproblems, da dann ja
nach Voraussetzung u = ¢; — ¢, fiir alle Punkte auf dem Rand verschwindet also auch
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das Integral tiber uVu gleich 0 wird. Im Fall des v.Neumannschen Randwertproblems
gilt aber fiir alle Randpunkte von V'

da Vudf = g?df:[
n

P 0y

on  oOn

]W:O (1.4.47)

(Beachte: auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen keine Vektoren) und damit
verschwindet das Integral der Funktion uVu integriert iiber die Oberfliche von V'
ebenfalls. Wir haben also in beiden Fillen gezeigt, daf3

Darus folgt Vu =0 fiir alle 7 in V. Also ist u = const.

Im Fall des Dirichlet-Problems wird diese Konstante 0, da ja w auf dem Rand bereits
den konstanten Wert 0 annimmt. O
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1.5 Methode der Greenschen Funktionen

Im vorigen Abschnitt wurden Dirichlet—und von Neumann—Randwertprobleme nach der
anschaulichen Methode der Spiegelladung behandelt und anschliefend die Eindeutig-
keit solcher Randwertprobleme gezeigt. Im Folgenden soll nun eine formalere und all-
gemein anwendbare Methode zur Bestimmung von Potentialen bei Dirichlet— oder von
Neumann—Problemen vorgestellt werden. Diese Methode der Greenschen Funk-
tionen ist zur Behandlung der Elektrostatik nicht unbedingt notig, ist aber fiir andere
Theorien (wie z.B. Feldtheorien, Vielteilchentheorien) ein wichtiges Werkzeug, so daf
es sich lohnt, sie schon jetzt ndher zu betrachten.

Die Problemstellung ist die gleiche, wie im Abschnitt 1.4 : Es sind eine Ladungsvertei-
lung p(7) in einem begrenzten Volumen V' und eine Randbedingung vom Dirichlet—Typ
(Potentialverteilung auf dem Rand dieses Volumens V' bekannt) bzw. des v. Neumann-—
Typs (g—f: auf dem Rand von V' bekannt) vorgegeben. Das Ziel ist es, das Potential ®(7)
im ganzen Volumen V zu bestimmen. Als Ansatz wahlt man dazu

O(7) = /dV’ (7, 7")p(7") + Information vom Rand (1.5.48)

und bezeichnet G(7,7') als Greensche Funktion.
Es fillt auf:

1. Fiir das Problem ohne Randbedingungen l&8t sich ®(7) nach Abschnitt 1.3 schrei-

ben als
B(F) = / av -
|7“ -
Da in diesem freien Fall keine Randinformation eingeht zeigt der Vergleich mit
Glg. 1.5.48
G prei(F,F1) = —— (1,5.49)
frei\l - |’F—’FI| ) 0.

die sogenannte freie Greensche Funktion.

2. Die Greensche Funktion kann man interpretieren als eine Gewichtsfunktion. Sie
héngt ab von 2 Ortsvektoren (7 und 7) und gibt an, welche Auswirkung eine
Ladung an einem Punkt 7 des Raums (Ladungsverteilung p()) auf das Potential
®(7) am Punkt 7 hat (Das gesamte ®(7) ergibt sich ja dann aus der Integration
iiber alle “gewichteten” p(7)).

3. Diese Fragestellung, welche Wirkung hat eine Ursache an der Position 7 auf eine
Observable am Punkt  tritt nattirlich sehr h&ufig in der Physik auf. Dies erklart
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warum die Bestimmung einer Greenschen Funktion von einem so allgemeinen
Interesse ist. Sehr oft stellt sich die Frage aber auch in der allgemeineren Form:
Welche Wirkung hat eine Ursache am Punkt 7 zur Zeit ¢ auf eine Grofle, die
man zur Zeit t am Ort 7 beobachtet. Dieser Zusammenhang wird dann durch
eine zeitabhéngige Greensche Funktion G(7,¢; 7, t') beschrieben.

In einem ersten Schritt wollen wir uns auf das Dirichlet Problem konzentrieren und
zeigen:

Behauptung: Bei einer Ladungsverteilung p(7), die in einem Volumen V' bekannt
ist, sei auf der Oberfliche S(V') dieses Volumens die Potentialverteilung ®(7) bekannt
(Dirichlet-Problem). Findet man nun eine Greensche Funktion G(7,7') mit

i)  AGEFET) = —4rs(F— ') Vi €V und (1.5.50)
(i) GF#)=0 Vi'eSV) (1.5.51)

so ist das Potential ®(7) im ganzen Raum V' berechenbar. Dabei bezeichnet A" den La-
place Operator, der auf die gestrichene Koordinate i/ der Greenschen Funktion wirkt.
Ganz analog werden wir auch mit V' den Gradienten oder die Divergenz bezeichnen,
die sich auf gestrichene Koordinaten beziehen.

Beweis: Setze in der 2. Greenschen Identitdt (s. Glg. 1.2.34)

Jony —vn'o)av' = § (V) - (V') -af” (15.52)
1% 5(V)
(') =G T, o(F") = o).

Mit Glg. 1.5.50 und der Poissongleichung (Glg. 1.3.38) A'® = —4mp(i”) lautet Glg. 1.5.52
dann

[ 1@ (~4x8(7 = 7)) + G(7, 7 ) Amp(7")] AV

= 7{ [@(7)V'G(F, ) — G(F, 7)V' R ()] - df" (1.5.53)
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nach Vorraussetzung (s. Glg. 1.5.51) auf S(V') verschwindet, ergibt sich

Da G(7,7")
fiir ®(7)

damit fu

1

= = —»I !
O(r) = /Grr )dv' — yy

f (a(7)V'G(7.7)) - df" (1.5.54)

S(V)

Damit konnen wir also ein Randwertproblem mit Hilfe der Greenschen Funktionen
allgemein nach dem folgenden Schema l6sen:

e Fiir ein vorgegebenes Volumen V' bestimmt man eine Green-Funktion, die die Be-
dingungen (1.5.50) und (1.5.51) erfiillt. Wenn man die entsprechende Greensche
Funktion einmal gefunden hat lassen sich alle Randwertprobleme, die auf diesem
Volumen V' definiert sind sehr einfach 16sen:

e Fiir eine konkret gegebene Ladungsverteilung p(7) in V' und Dirichletschen Rand-
bedingungen fir ®(’ € S(V)) laBt sich ®(7) mit Gleichung (1.5.54) direkt
bestimmen.

Diese Gleichung fiir ®(7) entspricht dem Ansatz Glg. 1.5.48. Das Randwertproblem ist
also jetzt auf die Aufgabe zuriickgefiihrt, die Greensche Funktion mit den Bedingungen
(1.5.50) und (1.5.51) zu konstruieren. Deshalb werden wir uns jetzt im folgenden mit
der Frage beschéftigen: Wie bestimmt man die Greensche Funktion fiir eine Dirichlet—
Randwertaufgabe bei einem vorgebenen Volumen?

1.5.1 Bestimmung der Greenschen Funktion fiir ein Dirichlet—
Randwertproblem

An die Greensche Funktion wurden die beiden Bedingungen Glg. 1.5.50 und Glg. 1.5.51
gestellt. Glg. 1.5.50 ist eine inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung in 7"
0? 0? 0?

NG T = _'_'Ié—él P— 7). 1.5.
G(r, 7" (83;’2 + NG + 82’2> G(r,7") o (7 —7") (1.5.55)

Der Ausdruck inhomogene Differentialgleichung bezieht sich darauf, daf§ in dieser Glei-
chung ein Term existiert, in dem die gesuchte Funktion nich auftritt. Das ist in die-
sem Fall die rechte Seite der Gleichung (1.5.55). Die zugehorige homogene Differen-
tialgleichung ist nun definiert als die Differentialgleichung, die aus der inhomogenen
Differentialgleichung dadurch entsteht, dafl man die Inhomogentitét, also den Term in
dem die gesuchte Funktion nicht vorkommt, weg 148t. In diesem Fall ist also die zu
(1.5.55) zugehorige homogene Gleichung

NF(F ) =0 (1.5.56)
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Man kann sich nun leicht davon {iberzeugen, dafi die allgemeine Lésung einer inhomo-
genen Differentialgleichung, bei der die gesuchte Funktion nur linear auftritt, gegeben
ist als Summe aus einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung plus der allgemei-
nen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung:

G(Fv FI) - Gspeziell(f: FI) + F(F, FI) (1557)

Wie kommt man nun zu so einer ,speziellen® Losung Gpezien (7, 7')?7 Nun, eine Green—
Funktion, die Glg. 1.5.55 erfiillt kennen wir schon: die freie Green—Funktion (s. Glg. 1.5.49):

1

Gspeziell(ﬁ FI) = Gf?"ei(F7 Fl) = |F— 7—.’1|

(erfiillt Glg. 1.5.55 nach Glg.(1.4.42). Damit l&8t sich die Green-Funktion allgemein
schreiben als

G(r, 7" = + F(7, "), (1.5.58)

=71
wobei also F'(7,7') eine Losung der homogenen Gleichung (1.5.56) sein muf}. Auflerdem
muf} nun noch die Dirichlet-Ranbedingung

1

G 7o :0:
(7‘,7‘) |F—FI|

+ F(7,7") vi'te S(V) (1.5.59)
mit eingearbeitet werden. Mit Glg. 1.5.58, Glg. 1.5.56 und Glg. 1.5.59 la8t sich G(7, )
nun bestimmen.

Beispiel: Es soll nun die Greensche Funktion gefunden werden fiir das Dirichlet—
Randwertproblem einer Ladungsverteilung aufierhalb einer Kugel (Radius R), auf de-
ren Oberfliche das Potential vorgegeben sein soll. Zunéchst betrachten wir dazu eine
einzige Punktladung ¢ im Abstand a zum Zentrum der Kugel (gleichzeitig auch der Ur-
sprung unseres Koordinatensystems). Das Problem wurde in Abschnitt 1.4 schon mit
der Methode der Spiegelladung behandelt: Es wurde eine , virtuelle Ladung® § = — 4%

= ; a
an der Stelle 77 = f—;c?’ plaziert, die die Effekte der Kugel simmulierte. Fiir das Potential

ergab sich

q q
o =
(,F‘) F_—» +|7? R2 A

Dies Ergebnis kénnen wir nun verallgemeinern: Fiir jede Ladung auflerhalb der Kugel
muf} innerhalb der Kugel eine entsprechende Spiegelladung vorgesehen werden, damit
die Randbedingungen erfiillt werden kénnen. Daraus ergibt sich also die Behauptung:

1 R 1

T Pl B

G(7,7') = (1.5.60)
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ist die gesuchte Greensche Funktion.

Beweis: Die obige Green—Funktion hat die Form von Glg. 1.5.58 mit

1
- =/ _

Es mufl nun gezeigt werden, dafl die Bedingungen Glg. 1.5.56 und Glg. 1.5.59 erfiillt
sind:

2

(i) NF(F, i) = 4r6(F — 2 i),

7“'2

Wir interessieren uns fiir die Greensche Funktion beziehungsweise fiir (7, 7'') an Stellen
— . 2/ e .
7' auBerhalb der Kugel. Also ist RTTS < R. Damit ist

(V: Volumen auflerhalb der Kugel!), also auch
NFF7) =0 ¥YFeV (Bed. 1.5.56)

11 ur G(7,7") aut dem Rand der Kugel gilt
ii) Fir G(r, 7’ f dem Rand der Kugel gil

1 R 1
Gr,r'e S(V)) = ——=— = 5
TS = R T R
1 1
= o o =0 (Bed 15:59)

beschrieben werden. Wenn wir nun den Fall betrachten, daf§ ®(#*') auf dem Rand von
V' verschwindet, so bleibt noch

. . 1 R 1
@(T):G(T7T>q:q<|F = _ i )

—a'l |7 - Zay’

was mit dem in Abschnitt 1.4 gefundenen Ergebnis {ibereinstimmt (Nach Abschn. 1.5
muf die Losung des Randwertproblems ja auch eindeutig sein).
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1.5.2 Greensche Funktionen fiir ein v. Neumann Randwert-
problem

Beim v. Neumann—-Randwertproblem (s. Abschnitt 1.4 ) ist statt der Potentialvertei-
lung auf dem Rand von V' (Dirichlet-Problem) dessen Ableitung auf dem Rand (42 auf
S(V)) bekannt. Wie im Dirichlet—Problem fordert man nun A'G(7, ') = —4wd (7 —7"),
was auf Glg. 1.5.53 fiithrt. Beachtet man, daf3

; .0

VG ) - df' = o G ) df

gilt (% ist die Ableitung nach der Koordinate, die als zugehorigen Einheitsvektor den

Normalenvektor in Richtung der Flichennormalen df’ der Oberfliche S(V)), so lautet
Glg. 1.5.53

o(f) = /G(F, 7Y p(7") dV" (1.5.61)
1

0 o ] . / [ i
}[% (") df = fVG(r,r) af
S(V) S(V)
b [ NGEF) AV = —ar [ 57— 7)dV' =~
Vv 14
— 2o 4o
on' ’

— G(7,7") = const. = vi'te S(V).

Hier und im folgenden steht Fgqyy fiir die GroBle der Oberflache S(V'). Damit wird
Glg. 1.5.62 zu

oF) = [GET) o) dv’
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o) = [ G o) V' + = § G F’)%@(F’) df' + (i)

$ emar

S(V)

Uber diesen Mittelwert macht das v. Neumann-Problem keine Aussage. Wie wir oben
gesehen haben ist die Losung dieses Problems ja nur bis auf eine Konstante bestimmt.
Entsprechend ist natiirlich auch die Greensche Funktion zur Lésung des v. Neumann—
Problems nur bis auf eine Konstante bestimmt.
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1.6 Entwicklung nach orthogonalen Funktionen

Manchmal ist es geschickt eine vorgegebene Funtion f(z), die definiert sei fiir die Varai-
ble x aus einem Intervall [a, b] und komplexwertige Ergebnisse liefert (f : [a,b] — C),
nach einem Satz von Basisfunktionen u,(z) zu entwickeln. Dabei bedeutet entwickeln,
dafl man versucht, die Funktion f “moglichst gut” als eine Linearkombination der wu,
darzustellen:

@) =) ay - uy(z)

Die a,, heiflen Entwicklungskoeffizienten. Die Basisfunktionen sind ihrerseits Funktio-
nen von [a, b] nach C. Eine solche Entwicklung bietet den Vorteil, dafi man eine kompli-
zierte Funktion wenigstens néherungsweise durch die Angabe von einer diskreten Zahl
von Parametern, die Entwicklungskoeffizienten a,,, charakterisieren kann. Dariiber hin-
aus besteht natiirlich die Hoffnung, dafl zumindest bei einer Summation mit unendlich
vielen Gliedern, die betrachtete Funktion f exakt dargestellt wird.

Wird stattdessen nur iiber N Glieder summiert, so erhélt man eine Naherung, die fiir
grofles N hinreichend genau sein soll. Ist nun die Funktion f eine unbekannte Lésung
fiir ein mathematisches oder physikalisches Problem, so ist es in vielen Fillen einfacher,
die Entwicklungskoeffizienten a,, zu bestimmen. Damit reduziert sich das Problem, die
exakte Funktion zu finden, darauf, die gewiinschte Zahl von Entwicklungskoeffizienten
a, zu bestimmen.

Beispiel: Ist f(x) eine stetig differenzierbare Funktion in einem abgeschlossenen In-
tervall [a, b], so 148t sie sich beispielsweise durch ein Polynom vom Grade N

N
fr)= S "

fiir N — oo beliebig genau approximieren. In diesem Fall bilden also die Funktionen
u, = x" den Satz von Basisfunktionen.

1.6.1 Systeme von orthogonalen Funktionen

Versteht man die u, () als Basis eines Vektorraumes, dann ist - a,, - u,(z) eine Linear-
kombination darin. Seien f, g : [a,b] — C zwei Funktionen in diesem Vektorraum. Wir
definieren nun ein Skalarprodukt:

b

gy = [ (@) - g(w) da. (1.6.63)

a
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Diese Definition erfiillt alle Forderungen an ein Skalarprodukt, wie zum Beispiel die
positive Definitheit:

b
(1= [ 11Pde =0,
und die Tatsache, dafi (f|f) = 0 nur fiir f(x) = 0 erfiillt ist.

Um sicherzustellen, dafl die Funktion f mit den u,, wiedergegeben werden kann, miissen
die u, eine Basis bilden. Damit die Entwicklungskoeffizienten a,, eindeutig bestimmt
sind, ist es giinstig, wenn die Basisvektoren paarweise orthogonal zueinander sind, also
ein Orthogonalsystem (OGS) bilden. Dies ist genau dann erfiillt, wenn gilt:

b s .
fui)usta) o = (i) = -y =ai-{ § 157 oo

a

mit o; = (ug|u;) > 0 fiir u; # 0.

Aus praktischen Griinden normiert man die u,(x) und nennt sie @, (z):
1
Vv Qi

Also gilt nun: (@;|@;) = d;;; die @, bilden ein Orthonormalsystem (ONS).

Beispiel fiir ein orthogonales Funktionensystem auf [a, b] = [—7, 7]:
u;(x) = sin(ix),

wobei ¢ hier nicht die imaginére Einheit, sondern einen Laufindex, also eine natiirliche
Zahl, darstellt.

Behauptung: Die u; sind orthogonal.

Beweis:
™
(wilujy = /sinix - sin jo dx
—T

R SR L U S
= lsm i (——_ cosgx)] + / icosixz - — cosjudr. (1.6.65)
j . j

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Regel der partiellen
Integration angewandt. Beriicksichtigt man weiter, dafi sin(iz) = 0 ist fiir + = 7 und
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x = —7 so verschwindet der erste Term in der zweiten Zeile und wir konnen das
verbleibende Integral noch einmal partiell integrieren, was uns hinfiihrt zu

i 1 T
(uiluj) = l—, CoSiT - = sinjx] + / — sindx - sin jo dx
j j .

™ .9
0
= /,—251nw;-sm]a:dx
J
—T

Ein Vergleich der letzten Zeile mit der ersten von (1.6.65) ergibt:

™ ) 7T
/Sin ix - sin jodr = 2—2 / sin iz - sin jx dx. (1.6.66)
n J

—T

Daraus folgt fiir das Integral:

a) 1im Fallei=j

sin? iz dx

A~y

71'
/ sinir -sinjrdr =
—T

b) im Falle i # j
/ sinix - sin jr doe = 0,
da sich beide Seiten der Gleichung (1.6.66) nur um den Faktor 7%/ unterschei-

den. Die Gleichheit ist deswegen im Falle ¢ # j nur dann erfiillt, wenn der Wert
des Integrals verschwindet.

Also gilt:

(uilug) =7 - bij.

Damit wére gezeigt, daf die u,(z) zueinander orthogonal sind. a
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1.6.2 Vollstindigkeit eines Funktionensystems

Wir betrachten die Funktion f(z) : [a,b] — C. Bilden u,(z) ein Orthonormalsystem
auf [a,b], so konnen wir eine N&herung der Funktion f(x) durch Linearkombination
der Basisvektoren u,, angeben:

fn(x) = Z:lan Uy ().

Wie miissen nun diese Entwicklungskoeffizienten gewidhlt werden, um eine moglichst
gute Approximation von f(x) zu erhalten?

Um dies zu erreichen, muf (f — fy|f — fy) minimal werden:

b
(f = Inlf = fn) = /|f—fN|2d$

b

= [0 =5 = ) de

a

b

= [UF = 1S = F oy S f) de

a

b N b N b
= /f*fda:—Za;‘;/u;‘;fdx—z:an/f*undx
a n=1 @ n=1 @
b
—i—ZafLam/u:um dx
n,m . 6

b N b N b N
= /f*fda:—Za;’;/u;’;fdx—Zan/f*undx+2a:an
a n=1 a n=1 o n=1

Um diesen Ausdruck zu minimieren, miissen die partiellen Ableitungen nach a, und
a,, verschwinden:

(= falf =) = 0 = = [ Fudeta;
G F=Ii =) = 0 = = [uifdr+a,

Die Gleichungen sind erfiillt fiir

a, = {(uy|f). (1.6.67)
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Werden die Entwicklungskoeffizienten in dieser Weise gewihlt, erreicht man eine opti-
male Approximation von f(z):

Z () {unlf). (1.6.68)

an

Ein orthonormales Funktionensystem w, : [a,b] — C heifit vollstindig auf [a,b], wenn
fiir jede quadratintegrable Funktion f auf [a, ] gilt:

. . 2 .
ngnoo/ If — fvl?dz = 0. (1.6.69)

Jede Funktion, die auf [a,b] quadratintegrabel ist, muf} sich also auf folgende Weise
darstellen lassen:

= ian un (). (1.6.70)

Wie es gerade auch in der Quantenmechanik iiblich ist, verwenden wir auch hier die
Dirac-Schreibweise fiir das Skalarprodukt (siehe G1.(1.6.63)). Formal definieren wir das
Skalarprodukt mit der 0 Funktion durch

|f) = /6(x’—x)f(x’)d:v' (1.6.71)

Verwenden wir nun diese Schreibweise fiir f(x) und w,(x), und benutzen auflerdem
Gleichung (1.6.67) fiir a,, so schreibt sich Gleichung (1.6.70) fiir die Funktionswerte
der Funktion f bei dem Argument x

o0

fla) = (alf) = 3 (wlun)(unlf). (1.6.72)

n=1

Da diese Beziehung fiir alle Funktionen f und alle Argumente = aus dem vorgegebenen
Intervall gilt, sieht man durch Vergleich des zweiten mit dem dritten Teil dieser Glei-
chung, dafl

i |t ) (uy| =1 (1.6.73)

eine komplizierte Art ist, den Einsoperator in dem Vektorraum der Funktionen iiber das
vorgegebene Intervall darzustellen. Da diese Relation nur fiir vollstdndige Funktionen-
systeme gilt, bezeichnet man auch die Relation (1.6.73) manchmal als Vollstandigkeits-
relation.
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Mit diesem Einsoperator kann Gleichung (1.6.72) nicht nur als Gleichung fiir die ver-
schiedenen Funktionswerte sondern auch als Entwicklung der Funktion f dargestellt

werden:
o0

1) =22 [un){unl f)

n=1

1

SchlieBlich betrachten wir f(x) noch eimal in der Darstellung (1.6.70) und setzen fiir
die Entwicklungskoeffizienten die Integraldarstellung ((1.6.67),(1.6.63)) ein

b

f@) = 3 [ S dy-u(e)

= [ ) d -y ay.

Die zweite Gleichung gilt wegen der Eigenschaften der s-Funktion. Diese Gleichung soll
fiir alle f gelten. Durch Vergleich folgt nun:

o0

Sz—y) = ;UZ(y)un(x)

o0

= D (& |un) (ua|y)

n=1
= (zly). (1.6.74)
Auch diese Beziehung wird manchmal als Vollsténdigkeitsrelation bezeichnet.
Zwei einfache Beispiele:

1. Fourier-Reihen: Sei [a,b] = [—m, 7] dann ist

1 1 N 1

up(z) = o ui(z) = NG siniz, 4;(x) = NG COS iT

ein vollstdndiges Orthonormalsystem fiir alle ¢ = 1,.... Jede Funktion f kann
also dargestellt werden als

> 1 1
=c- — i b, — :
flz)=c u0+<nz:1an\/7_rs1nmc+ nﬁcosnx>
Dies ist die Darstellung einer Fourier-Reihe mit den Fourier-Koeffizienten
[ fa) L sinned
a, = x) —= sinnx dx
K VT

™

b, = _{ f(x)%cosmcdx.
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2. Legendre-Polynome: Seien Py(x) = 1, P;(x) = x. Die folgenden Polynome seien
wie folgt definiert:

(1 + 1) P (2) = (20 + DaP(x) — 1Py (2). (1.6.75)

Uber diese Rekursionsformel sind sémtliche P, definiert. Man sieht sofort, da8 die
so definierten Funktionen P, Polynome vom Grade [ sind. Fiir { = 0 und [ = 1 wird
das direkt aus der Definition deutlich. Nimmt man nun an, da P; ein Polynom
vom Grade j ist fiir alle 7 von j = 0 bis j = [, so zeigt die Rekursionsrelation
(1.6.75), daBl damit Py, ein Polynom vom Grade [+1 ist. So haben wir also durch
vollstdndige Induktion gezeigt, dal die P, die sogenannten Legendre-Polynome
vom Grade [ sind. Die P, bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem auf dem
Interval [-1,1]. Es gilt:

i 2

/Pl(x)Pk(a:) dr = 57— b (1.6.76)

-1

1.6.3 Entwicklung in Kugelkoordinaten

Die Art/Geometrie des Potentialproblems, welches wir zum Beispiel durch Entwicklung
des gesuchten Potentials nach einem orthonormierten Funktionensystem losen wollen,
macht es oft sinnvoll zuvor ein geeignetes Koordinatensystem zu wihlen. So emp-
fiehlt es sich bei Problemen, die kugelsymmetrisch sind, bei denen also vom Koordina-
tenursprung aus gesehen keine Raumrichtung ausgezeichnet ist, die Kugelkoordinaten
(r, 9, ) zur Darstellung von Ortsvektoren zu benutzen. Im vorigen Abschnitt haben
wir Funktionensysteme betrachtet, die auf einem Interval [a, ] in R definiert sind. In
diesemn Abschnitt wollen wir nun diese Uberlegungen anwenden auf ein Funktionensy-
stem, das von 2 Variablen, J € [0,7] und ¢ € [0, 27|, abhéngt. Diese Funktionen sind
also gerade fiir das Intervall des R? definiert, mit dem man in den Kugelkoordinaten
die Oberfliche einer Kugel parametrisiert. Die Definition dieser Kugelkoordinaten ist
in der Figur 1.13 skiziert. Wegen dieses Definitionsbereiches nennt man die uns inter-
essierenden Funktionen Y;,, (¢, ) auch Kugelflichenfunktionen. Sie sind definiert
fiir die Indexpaare (I, m), wobei [ eine natiirliche Zahl ist (I = 0,1,2,...) und m bei
vorgegebenem [ die (20 + 1) Werte m = —[, =l +1...,l — 1,/ annehmen kann.

Im folgenden wollen wir einige Eigenschaften dieser Kugelflichenfunktionen Y, (9, ¢)
auflisten:

1.) Die Y}, bilden ein Orthonormalsystem (ONS), d. h. mit dem entsprechenden
Skalarprodukt gilt:

2w

(' |lm) = / d / Sin 0 do Yy (00) Yi(0,0) =00 (16.77)
0 0
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¢

Abbildung 1.13: Definition der Kugelkoordinaten ¢ und ¢

Fiir die Integration tiber die Winkelvariablen (1, ¢) werden wir manchmal die
folgenden Abkiirzungen benutzen:

2w by 21 +1
/d¢/ sim‘}dﬁ:/d@/ d(cos ) :/dQ. (1.6.78)
0 0 0 —1

Die Y}, bilden sogar ein vollstindiges ONS, d. h. jede Funktion (9, ) ist
darstellbar (vergleiche G1.(1.6.70))

oo m=+I

b@,0) =3 D am Yim(9p), (1.6.79)

=0 m=—1

wobei sich die Entwicklungskoeffizienten entsprechend der Gleichung (1.6.67) be-
rechnen

aim = (Iml) = [ QY (Qu(®). (1.6.80)
Die Vollsténdigkeitsrelation (1.6.73) schreibt sich nun:
00 m=-+I
1=>" > [lm)(lm], (1.6.81)
=0 m=—I
womit sich ergibt
oo m=+I
) = > > lm)(imfe)
=0 m=—I
oo m=+I

= Q) = > > (Qlm)(Im|¥)

[=0 m=—1
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Diese letzte Gleichung entspricht natiirlich der Gleichung (1.6.79), denn in der
oben eingefithrten Nomenklatur bezeichnet

Q) = (@)
(Qlim) = Yim(Je)

und [m|V¥) ist in (1.6.80) definiert. Damit haben wir nun jede beliebige Funkti-
on (19, ), die auf der Oberfliche einer Kugel definiert ist entwickelt nach den
Funktionen Y, (9, ¢). Wollen wir nun eine Funktion W(r, 9, ¢) betrachten, die im
ganzen Raum R? definiert ist, so konnen wir die Entwicklung (1.6.79) fiir jede
Kugeloberflache mit festgehaltenem Radius r wiederholen:

oo m=+I

(r0,0) =Y > am(r) Yom(0, ¢) (1.6.82)

=0 m=—1

Die Funktion W ist also durch die Entwicklungskoeffizienten ay,,(r), die von r
abhéngen eindeutig definiert.

Wir betrachten nun die Wirkung des Laplace Operators (hier dargestellt in Ku-
gelkoordinaten) auf die Funktionen Y,

I 1 0 0 1

—sint— + } Yim (9, )

AYi (9, 0) ={—==—
(V) = 287‘2T+T281H19819 0 " r2sinZy 19890

Da die Y}, nach Konstruktion/Vorraussetzung nicht von r abhéngen fillt der
erste Term (also die Ableitung nach der r-Komponente) sofort heraus. Fiir die
Ableitungen nach den Winkelvariablen ergibt sich:

—l(l+1)

72

In der Quantenmechanik hat dieses Ergebnis eine wichtige Bedeutung:

n? 2 I +1)
— Ty AYmhe) = o=

Yin (0, ¢)

Die Groﬁe 2 ist hierbei das Zentrifugalpotential bei vorgegebenem Drehimpuls
.

Explizit kann man die Y},(¢, ¢) darstellen durch:

A+1(1—m)! . o
Ylm(ﬁ,gp):\J yp El+m;!Pl (cos0) e™? (1.6.83)

Die Kugelflichenfunktionen faktorisieren also in einen Anteil e, der vom Win-
kel ¢ abhéngt und den Legendre-Funktionen, P/"(cos). Fiir diese Legendre
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Funktionen gibt es viele Rekursionsformeln, die eine Berechnung ermdoglichen.
Ein Beispiel ist die Rekursionsformel bei festgehaltenem m:

(l=m)P™(x) =22l = 1)P"(x) — (I +m —1)P"y(x) . (1.6.84)

Fiir den Fall m = 0 ist diese Rekursionsformel idenetisch mit der entsprechenden
Rekursionsformel (1.6.75) fiir die Legendre-Polynome. In der Tat sind die Le-
gendre Funktion P"=°% gerade die Legendre Polynome. Fiir m > 0 ergibt (1.6.84)
aber auch fiir den allgemeinen Fall die Moglichkeit die Legendre Funktionen stabil
auszurechnen. Die Rekursion wird dabei gestartet mit den Anfangsbedingungen:

P™z) = (=1)™(2m— 1! (1 - 2™/
Pui(x) = 0
Die zweite Beziehung ergibt sich automatisch aus der Bedingung, daf3 der Index
[ fiir P/™ stets grofler gleich dem Index m sein muf. Der Ausdruck (2m — 1)!!
bezeichnet das Produkt aller ungeraden natiirlichen Zahlen von 1 bis (2m — 1).

Die Legendre-Funktionen fiir negative Werte des Index m ergeben sich dann aus
der Beziehung

(@) = (~1)" P " (a) (1.6.85)
Damit ergibt sich fiir die Kugelflichenfunktionen die Beziehung:
. Phasenfaktor

Sei die darzustellende Funktion ¢ (¥, p) reellwertig, so folgt mit dieser Symmetrie-
beziehung

¢(197 90) = Zalm lm i 19 90>
= Zalm !
lm
= Za;m(_l)m l—m

Da die Entwicklungskoeffizienten aq,,,, eindeutig sind, folgt damit in diesem Fall

ar—m = (—1)"ay, (1.6.87)

Sei eine Zusatzbedingung, daf§ die darzustellende Funktion (¥, ¢) nur von
abhénge, so vereinfachen sich die Ausdriicke fiir die Kugelflichenfunktionen in
Gleichung 1.6.83. Da nur die Kugelflichenfunktionen mit m = 0 unabhéngig von
¢ sind reduziert sich die Entwicklung (1.6.79) zu:

V() = Z an Y (Y, )
1,(m=0)
= Z Gzo 2l + L Po(cos V)1
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Die Orthogonalititsbeziehung (1.6.77) ergibt sich in diesem Fall der Kugelflachen-
funktionen mit m = 0:

2T +1

AT, [+
/d@/d(cosﬂ)\/ L+ ipl — by
0 —1

Dabei haben wir ausgenutzt, dafl die Legendre-Funktionen mit dem Index m =0
identisch sind mit den Legendre-Polynomen, so dafi diese letzte Gleichung {iber-
einstimmt mit der Orthogonalitéitsrelation der Legendre-Polynome (1.6.76).

Behauptung: Fiir die freie Greensche Funktion gilt

G(F ") = Z z+1 Py(cos V) (1.6.88)

=0
mit r- = min{|r], ||}, r~ = max{|f'], |7° |} und 9 = /(7,7"), d.h. ¥ ist der Winkel
zwischen den Vektoren 7 und ¢

Beweis: Sei || < ||, der Beweis fiir die andere Mdoglichkeit |7] > || verlauft
analog. Dann gilt:

|7 —

1 1

|7 — 7| \/7“2—1—7“’2 2rr! cos
1

\/1+ T2 L cos?)

= - Z al Pl cos V) (1.6.89)

=0

In der letzten Zeile dieser Gleichung haben wir die Funktion, die von ¢ und dem
Verhéltnis ' /r abhéngt entwickelt nach Legendre-Polynomen mit Entwicklungs-
koeffizienten oy (r’/r). Da die Koeffizienten «; unabhéngig sind von ¢ kénnen wir
sie bestimmen aus dem Fall ¥ = 0 (also cos?) = 1). Dabei gilt:

P((cos =1) =1 (1.6.90)
Begriindung mit (1.6.75):
Py(x)=1, Pzx=1)=x=1

1
Pia(e)  =[20+ e Al) ~ LR (@)
2+ 1) aP(r) -1 Poi(x)
B I+1
mit der Induktionsvorraussetzung P;(1) = P,_;(1) = 1 folgt
2041 —-1-1
Pi(r) = ———F—= (1.6.91)

[+1
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damit ist also (1.6.90) durch Induktion nach | bewiesen. Eingesetzt in (1.6.89)
ergibt sich:

1 1 1 1 (Y
- ).1= = = - 1.6.92
Tz;al(r) - r(1-L5) Tz%() ( )

die letzte Gleichung ergibt sich aus der geometrischen Reihe. Der Vergleich in
dieser letzten Gleichung zeigt:

— o) = (7“_'>l (1.6.93)

Setzt man dies in (1.6.89) ein so ergibt sich sofort die Behauptung (1.6.88).

Sei ein Vektor 7’ charakterisiert durch die Winkelvariablen 9 und ¢, entsprechend
7 durch 9" und ¢’. Sei auBerdem « der Winkel zwischen 7 und 7, so gilt das
Additionstheorem:

+ 4 P
Pilcosa) = 35 oo Vi (0 ) Yin (0. 0) (1.6.94)
m=—I

Eingesetzt in Gleichung (1.6.88) ergibt sich fiir die freie Greensche Funktion:

- l< Hd Am * / !
=0 >

m=—I

|7 —
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1.7 Multipolentwicklung

Ziel der Multipolentwicklung ist es, das elektrische Feld einer Ladungsverteilung anzuge-
ben, die nicht auf einem Punkt konzentriert ist sondern in einem kleinen Bereich um
den Koordinatenursprung lokalisiert ist. Dies bedeutet, daf die Ladungsverteilung p(7)
von null verschieden ist nur fiir Vektoren 7" mit kleinem Betrag. Als Beispiel betrachten
wir die Ladungsverteilung eines Atomkernes. Aus der Sicht der Elektronen, die diesen
Atomkern in einem Atom umgeben, ist diese Ladungsverteilung in erster Naherung
punktformig und trigt die Gesamtladung Ze mit Z der Kernladungszahl, also der Zahl
der Protonen im Kern, und e die Elementarladung eines Protons. Bei genauerer Un-
tersuchung stellt sich aber heraus, daf§ die Ladung des Atomkerns nicht punktformig
ist. Berechnet man mit den Methoden der Quantenmechanik die stationédren Lésungen
der Schrodingergleichung fiir die Elektronen im Feld des Atomkernes, so héngen die
Ergebnisse fiir die Energien dieser stationdren Losungen ein wenig ab von der genauen
Form der Ladungsverteilung. Aus der charakteristischen Strahlung des Atoms erhilt
man die Information iiber die die Differenzen dieser Energien und damit im Prinzip
auch Information iiber die Ladungsverteilung des Atomkernes. Genauere Daten erge-
ben erhélt man aus Experimenten, bei denen Elektronen an der Ladungsverteilung des
Kernes gestreut werden.

Im folgenden wollen wir eine lokalisierte Ladungsverteilung im feldfreien Raum betrach-
ten. Fiir das elektrostatische Potential, das von dieser Ladungsverteilung erzeugt wird,
gilt (siehe Abschnitt 1.3):

T‘_‘) /d3 -/ /0

Da wir uns fiir das Potential an Stellen 7 auflerhalb der Ladungsverteilung, die am
Koordinatenursprung lokalisiert sein soll, interessieren, gilt r > r’. Damit kénnen wir
die Entwicklung der freien Greenschen Funktion nach Gleichung (1.6.88) betrachten
und es gilt fiir dieses Potential:

o) = [ a3 k- Peos ) ot

\%

Hierbei beschreibt ¢ den Winkel zwischen 7 und 7’. Formt man die Legendrepolynome
Py(cos ) mit Hilfe des Additionstheorems (1.6.94) um, ergibt sich

, O (! ! 47 + % ro !
o(r) = /d3r Z% E~z+)1 20 +1 > VL0 ¢) Ym0, 0) - p(i)

V l: :—l

= Z;%H Vinl,0) - [ ' p(7) (") Vir (0, ). (1.7.96)

v

Diese Beschreibung des Potentials 148t sich nun aufteilen in die Summe von jeweils zwei
Faktoren, wobei der erste vom Ort 7~ abhéngig ist, an dem das Potential bestimmt wer-
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den soll. Die zweiten Faktoren, die nur von der Form der Ladungsverteilung abhéngen,
nennen wir die Multipolmomente der Ladungsverteilung:

Um = / &' p(F) (') Vi, (0, ). (1.7.97)
|4

In diesen Multipolmomenten ¢ ,,, ist also die ganze Information iiber die Ladungsvertei-
lung enthalten, und mit ihnen ist das Potential nun direkt berechenbar.
Diese Multipolentwicklung geordnet nach dem Summationsindex [ in (1.7.96) konver-
giert, da die Faktoren:
' (T’)l
lim — — 0.
|—o0 T‘l

Nun wollen wir die Multipolmomente fiir niedrige Werte von [ explizit betrachten.

1.7.1 Monopolmoment

Das einfachste Multipolmoment erhélt man fiir [ = 0. Da m auf den Bereich —[ bis
+1 beschrénkt ist, kann m in diesem Fall nur den Wert m = 0 annehmen. Um das
Monopolmoment zu berechnen, fehlt uns nur noch der Ausdruck fiir die Kugelfiichen-
funktionen Y} ,,, (siehe auch (1.6.83):

Setzt man jetzt ein, dafl die Legendre Funktion fiir [ = m = 0 gerade die 1 ist, erhalten

WII':

1

YE),O(I?? 99) = E

So ergibt sich das Monopolmoment ¢g o als

1
— d3 —/ AN 10 . i
qo0,0 / r P(T ) r A
1
V9

mit ) der Gesamtladung der betrachteten Ladungsverteilung. Welchen Beitrag zum
Potential ¢ leistet nun das Monopolmoment? Nach Gleichung (1.7.96) ist der Beitrag
eines Monopolmomentes zum elektrostatischen Potential gegeben durch:

dr 1
o= Y ——— —— V0 (0.0) - gim
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47?1/
N Am 47TQ

r

Das Potential, das durch ein reines Monopolmoment generiert wird, entspricht also
dem Potentialverlauf einer Punktladungsverteilung mit der Gesamtadung @ bei 77 = 0.
Bei grofleren Abstédnden r > ' ist dieser Monopolbeitrag dominant. Die Ausdehnung
der Ladungsverteilung kann dann als klein, bzw. punktférmig angesehen werden.

1.7.2 Dipolmoment

Bei [ =1 kann der Laufindex m drei mogliche Werte annehmen: m = —1, m = 0 und
m = +1. Die jeweils dazugehorenden Kugelflichenfunktionen Y, haben die Form:

3
Yio = ”E cos U
v 3 in 0 explip)
1,1 — in SNV eXpliy
Y = isi v exp(—ip)
-1 = e DV expl{—iy

Die zugehorigen Multipolmomente ¢ ,, bezeichnet man als Dipolkomponenten in der
sphérischen Darstellung. Fiir die anschauliche Interpretation der Dipolmomente ist es
aber geschickter Linearkombinationen dieser sphérischen Dipolkomponenten zu betrach-
ten. Zunéchst definieren wir

4
d: = gy i (1.7.98)
4
= 4/ T\/ /d3r'p r’ cos v’

= /d3r'p r oS 19'

— /d37“l p(f»/>zl

d, gibt also das Integral der Ladungsverteilung an, gewichtet mit der z’-Komponente
des Integrationsvektors. Entsprechendes gilt fiir die anderen kartesischen Komponen-
ten, wenn wir definieren:

47T 1
dm = \/_ ( qdi,1 + qi, ,1) (1799)
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4 1
— 1/% ﬁ ”8% /d?’r’p(F')r’ sin 19'\(exp(i<p') + exp(—ig"))

2 cos '

2
= §/d3r' p(F") r'sin ' cos ¢’

‘r/

— /d3rl p(f")x'

4T 1 .
d, = gﬁz(ql,ﬁql,_l) (1.7.100)

= /d37“’ Py’

Das Dipolmoment 148t sich also auch als Vektor in einer kartesischen Darstellung an-
geben:
dl’
d= | d, | = /d?’r'p(f")f". (1.7.101)
d,

Die kartesische Darstellung des Dipolmomentes ist also durch drei reelle Zahlen, d,, d,,
d,, charakterisiert. Man sieht auch sofort, dafl diese 3 Zahlen die katesischen Kompo-
nenten eines Vektors sind. Dies bedeutet, dafl man bei einer Drehung des Koordina-
tensystems die 3 kartesischen Komponenten des Dipolvektors

dl
d=|d
d,

in diesem neuen Koordinatensystem aus den Komponenten d; des urspriinglichen Sys-
tems direkt durch die orthogonale Transformation

di= Y Ajjd; fiiri=xyz (1.7.102)

J=,9,2

berechnen kann. A; ; bezeichnet hier die 323 Matrix derzugehorigen orthogonalen Trans-
formation. Entsprechendes gilt natiirlich auch, wen bei festgehaltenem Koordinatensys-
tem die Ladungsverteilung gedreht wird.

Die Komponenten dieses Dipolvektors d werden angegeben in Einheiten

= ——— - Lénge - Volumen =1 C -1 m.

[ 7 Ladung
~ Volumen

Es wurde soeben betont, daf§ der Dipolvektor durch die 3 kartesischen Komponenten
dy, dy, d,, also 3 reelle Zahlen definiert ist. Andererseits haben wir das Dipolmoment in
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der sphérischen Darstellung durch die 3 Werte fiir ¢, ,, beschrieben, die komplexwertig
sind, wodurch 6 reelle Zahlen (jeweils 3 Real- und Imaginérteile) zur vollstéindigen
Beschreibung notig sind. Dieser scheinbare Widerspruch wird aber dadurch aufgeldst,
dafl bei der Entwicklung einer reellwertigen Funktion, wie der Ladungsverteilung, nach
Kugelflichenfunktionen die Entwicklungskoeffizienten ¢ stets reell sind und die mit
negativem Index m sich aus dem dazugehdorigen Koeffizienten ¢; _,, mittels der Symme-
triebeziehung (1.6.87) direkt bestimmen lassen. Also sind auch die ¢, bereits durch
3 reelle Zahlen eindeutig festgelegt.

Dies sieht man auch direkt aus den Transformationsgleichungen von der kartesischen
Darstellung in die sphérische Darstellung, also der Umkehrtransformation zu den Glei-
chungen (1.7.98) - (1.7.100):

q1,0 l ( 03)
qi,1 ] T Y <l

] /3 :
qi,-1 = _ql,l = 8_7T (dx — Zdy) (17105)

Beispiel:

Eine lokalisierte Ladungsverteilung bestehe aus zwei Punktladungen. Die Ladung ¢,
befinde sich auf der z-Achse bei z; = a, die Ladung ¢» = —¢; sei ebenfalls auf der
z-Achse bei 2z, = —a. Diese Verteilung besitzt keinen Monopolbeitrag:

Qo0 = \/g (q+(—q)) =0.

Betrachtet man diese Ladungsverteilung aus grofier Entfernung, so erscheint sie (in
erster Ndherung) als elektrisch neutrales Gebilde. Fiir den Dipolbeitrag ergibt sich nun
in der kartesischen Darstellung:

d, = /d3r'p(F')x' =0
dy = [ ol = 0,

da die Ladungsdichte p(7) nur an solchen Stellen ungleich null ist, wo 2’ bzw. 3 null
sind. Bei d, ergibt sich nun:

d, = /d3r'p(F')z'
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= 2qa

[3
= Q10 = E-Qqa.

Wiren die beiden Ladungen ¢; und ¢» gleich grof}, und hétten sie auch dasselbe Vor-
zeichen, so wire d, = 0 — die Ladungsverteilung hétte also kein Dipolmoment (dafiir
dann ein Monopolmoment).

Wie sieht nun aber das Potential einer solchen zigarrenformigen Ladungsverteilung
aus? Nach (1.7.96) gilt

. 1+ a1 1 i
¢(7‘> = Z Z ?ﬁn,m%,m

[=0 m=—I

47r 1
= - YlOQ10

4 1
= 3 ﬂ”ﬂ (30819\/ -2qa

= —2(:0819 2qa
T4 N——

= =d-¢ (1.7.106)

¥ beschreibt den Winkel zwischen dem Dipolmoment d und dem Einheitsvektor in
Richtung des Beobachtungspunktes. In der Form von (1.7.106) stellt sich allgemein der
Beitrag eines Dipolmomentes zum Potential eines elektrostatischen Feld unabhéngig
von der Wahl des Koordinatensystems dar.

Wie wir gesehen haben, konnen wir ein Dipolmoment auf zwei verschiedene Arten
darstellen:

a) In der kartesischen Darstellung erscheint das Dipolmoment als Vektor d mit den
Komponenten d,, d, und d.. d wird also durch drei reelle Zahlen beschrieben.

b)  Bei der sphérischen Darstellung geben wir die Dipolmomente ¢, ¢1; und ¢,
an. Hier wird also das Dipolmoment durch drei komplexe Zahlen (also 6 relle
Zahlen) charakterisiert, die aber wegen der Symmetrieeigenschaften der Kugelf-
lachenfunktionen (1.6.86) nicht unabhéngig voneinander sind. Da wegen dieser
Symmetrieeigenschaften g, o reell sein mufi und ¢;, 1 = —¢j ; ist das Dipolmoment
auch in der sphérischen Darstellung durch 3 reelle Zahlen gegeben.

¢) Die Transformation von der sphérischen in die kartesische Darstellung wird durch
die Gleichungen (1.7.98)-(1.7.100) beziehungsweise (1.7.103)-(1.7.105) beschrie-
ben.
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1.7.3 Quadrupolmomente

Die Quadrupolmomente lassen sich genauso herleiten wie die Mono- und Dipolmo-
mente. Nach einfacher Rechnung ergibt sich fiir die Komponenten in der sphérischen
Darstellung:

G0 = [d3 p(f)r’Z\/g[% cos? ) — %]
_ fd3,rl p(ﬁ>\/§[3212 . %TJZ:I
— %\/EQZZ (1.7.107)

g =—[d* P(F')T'Z\/gsin 9 cos e
= — [ &' p()/ g7 (@ +iy)
= =352 (Quz +1Qy:) (1.7.108)

G = [ &1 p(r)r'*L /L sin? o' €2
G
= LB (Que +12Qu, — Q) (1.7.109)

Dabei sind fiir diese 3 Beispiele auch wieder die Verbindungen zu der kartesischen
Dartstellung @;; angegeben. Wir sehen, auch fiir das Quadrupolmoment lassen sich
wieder die beiden Darstellungen angeben:

a) kartesisch: In der kartesischen Darstellung zeigt sich das Quadrupolmoment als
Matrix @);; mit neun reellwertigen Eintrdgen:

Qij = /d3r'p(77')(3x;x;- — 0;;1"%) (1.7.110)
Das Quadrupolmoment ist invariant gegeniiber Vertauschungen von ¢ und j:
Qij = Qji-

Also miissen aus Symmetriegriinden nur sechs Eintrége angegeben werden, die
anderen drei ergeben sich aus ihnen. Da jedoch

Quz + Qyy + Q2. = /d?’T' (B +y? 4 2) — (P + "2+ 1'?))
=0

ist, die Spur von ();; = 0 ist, sind es nur fiinf unabhéngige reelle Zahlen, die das
Quadrupolmoment charakterisieren.
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sphérisch: Hier werden die fiinf Quadrupolmomente ¢ ,, angegeben. Da aber ¢z
reell ist und fiir die anderen Quadrupolmomente gilt:

q2,m — (_l)mq;,—nw
wird auch hier die ganze Information durch fiinf reelle Zahlen wiedergegeben.

Tensoreigenschaft: Die Darstellung des Quadrupolmomentes un Form einer 323
Matrix mit den kartesischen Komponenten in (1.7.110) erinnert sehr stark an die
Definition des Tragheistensors in der klassischen Mechanik

0, = /d3r' PMasse () (61»]-7“'2 — x;x;)

Fiir die mathematischen Eigenschaften ist es natiirlich gleichgiiltig ob die Funkti-
on p(7') fiir die Ladungsverteilung steht wie im Fall des Quadrupolmomentes der
Elektrostatik oder fiir die Massenverteilung wie beim Trédgheitstensor. Um die
mathematischen Eigenschaften, insbesondere das Verhalten unter einer Drehung
des Koordinatensystems, der Matrix fiir das Quadrupolmoment zu untersuchen,
nehmen wir identische Dichtefunktionen in der Definition des Quadrupolmomen-
tes und des Tréagheitstensors an. Damit gilt:

Qi,j =-3 @z’j + 2(5@' /dgrlp(Fl)T‘IZ

Der letzte Term in dieser Gleichung ist die Einheitsmatrix multipliziert mit einer
Konstanten. Diese Einheitsmatrix ist in jedem Koordinatensystem gleich. Vom
Trégheitstensor wissen wir, daf er sich bei einer Drehung des Koordinatensystems
wie ein Tensor zweiter Stufe transformiert. Daraus konnen wir schlieflen, dafl
sich die Matrix @); ;, die das Quadrupolmoment definiert, wie ein solcher Tensor
zweiter Stufe transformiert. Dies bedeutet, daf3 sich die entsprechende Matrix im
gedrehten Koordinatensystem (Q; ;, beziehungsweise die Matrix fiir die entsprech-
end gedrehte Ladungsverteilung, aus der urspriinglichen Matrix berechnen 148t
iber die Transformationsgleichungen eines Tensors zweiter Stufe:

Qi =D AirAjQr = (AQAt>ij

k,l ’

dabei bezeichnet A wie in (1.7.102) die Matrix der entsprechenden orthogonalen
Transformation. Wegen dieser Eigenschaft spricht man auch hiufig vom Quadru-
poltensor.

Auch hierzu ein Beispiel:

Wir betrachten eine lokalisierte Ladungsverteilung aus 2 Ladungen. Dabei befinde sich
auf der z-Achse (z, = y, = 0) bei z; = a die Ladung p;, bei 2z, = —a die Ladung
p2 = p1. Bei der Multipolentwicklung erhalten wir das Monopolmoment,

oo = E
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Im Gegensatz zum vorhergehenden Beispiel verschwindet hier das Dipolmoment:

d1,m = 0.

In kartesischer Darstellung miissen wir nun die Tensoreintrdge einzeln betrachten.
Zunéchst einmal die Diagonalelemente:

sz - Z Pa (32’3 — T‘i) = +4pa2
e
QJ:J: - Z Pa (31’3 — T‘i) = —2p0,2

Quy = Zpa(3yi_ri) = —2pa2

(Probe: Spur Q;; = >=; Qi = 0.) Wie anschaulich auch leicht zu verstehen ist, verschwin-
den die ganzen Nichtdiagonalelemente:

Sind nun alle diese Multipolmomente in der kartesischen Darstellung bekannt, kann
man die entsprechenden ¢, der sphérischen Darstellung iiber die Transformationsglei-
chungen (1.7.107) - (1.7.108) berechnen und daraus das Potential ¢ angeben:

47 1
0= ————=Yiu(l,0) ¢
o 20+ 1 ritl m

In unserem Beispiel ist nur ¢o9 ungleich 0. Daraus resultiert das elektrische Feld
E=-V¢.

Zur Ilustration sind in den Bildern 1.14 und 1.15 Kontourplots oder Hohenlinien fiir
die elektrostatischen Potentiale eines elektrischen Monopols, Dipols und Quadrupolmo-
ments in einem Ausschnitt der x — 2z Ebene aufgetragen. Diese Illustrationen sollen nur
einen Eindruck vermitteln und es wird deshalb auf eine genauere Angabe der Einheiten
usw. verzichtet.

Wie gelingt es uns nun, die Energie einer solchen lokalisierten Ladungsverteilung p(7)
anzugeben, die sich in einem dufleren E-Feld befindet? Wir bleiben bei dem am Anfang
dieses Abschnittes diskutierten Beispiel eines Atomkerns, den wir jetzt betrachten im
elektrostatischen Feld, das durch die Elektronen generiert wird.

Wie wir bereits im Abschnitt 1.3.1 gesehen haben, kann die potentielle Energie einer
Ladung ¢ an der Position 7 in einem elektrischen Feld durch W = ¢¢(7) angegeben
werden. Bei mehreren diskreten Ladungen bedeutet dies

W= Z ¢i9(77).
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\
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Abbildung 1.14: Potential elektrischer Multipole in der & — z Ebene

Bei unserer stetigen Ladungsverteilung gilt entsprechend
W= [drpre).
1%

wobei p(7) die Ladungsverteilung im Kern angibt, ¢(7) dagegen das Potential, das
durch die Elektronen der Atomhiille erzeugt wird. Da p() auf einen kleinen Bereich
beschriankt ist, also nur fiir kleine |7] p(7) # 0 gilt, konnen wir das Potential des
elektrischen Feldes der Elektronen durch Taylor-Entwicklung um den Koordinatenur-
sprung anndhern:

o) = 0(0)+ V|43 Sy 50| 4
o r=0 2 i " 81@31y r=0 o
o1 OF;
_ O ]
#(0) — 7 5 %3@% o,

OE;

- 1 D
= ¢(0)—7-FE— A 23(@3&] —7 62])8—%.

Y]
Endlich haben wir nun alle Bestimmungsstiicke, um die Energie zu berechnen. Wie
oben schon angedeutet, lautet die Gleichung fiir die Energie:
r:O)

W= [ ErpRe)

= /dgfp(f')' (¢(0) —7-E- %23(%% — 7"0y5) ?
i Ly
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Quadrupolmoment

Abbildung 1.15: Potential elektrischer Multipole in der  — 2z Ebene

OF;

—_— 1.7.111
83?]' =0 ( )

= Q00 - E- 23 qy
%)

Diese drei Ausdriicke beschreiben die Beitrdge des Monopol-, Dipol- und Quadrupol-
momentes zur Energie der Ladungsverteilung im elektrischen Feld, das zum Potential
¢ gehort.

(1)
(ii)

(iii)

Q@ - ¢(0) entspricht dem Monopolbeitrag.

—d-E korrigiert den Energiebetrag durch Beriicksichtigung des Dipolterms. Fiir
cf||£77 nimmt der Dipolbeitrag den grofiten Wert an. Da der Atomkern jedoch nur
positive Ladungen enthilt, ist sein Dipolmoment identisch null, es gibt also in
diesem Beispiel keine entsprechende Energiekorrektur.

Der Energieterm der Quadrupolmomente lautet
1 0F;
5 gy,

J lr=0

Dieser (im Fall des Atomkernes) erste Energiekorrektur zum Fall der Punktladung
(Monopolapproximation) kann experimentell gemessen werden. Wie wir aus der
Gleichung fiir die Energiekorrektur sehen, kénnen aus dieser Messung Informa-
tionen iiber die Quadrupoldeformation der Kernladung gezogen werden, wenn
das elektrische Feld der Atombhiille, insbesondere seine partiellen Ableitungen
OE;/0x; bei 7" = 0 zugénglich sind. Ist andereseits aus anderen Experimenten
das Quadrupolmoment des Atomkerns bekannt kénnen tiber die Energiekorrektur
Aussagen zu den partiellen Ableitungen gewonnen werden.
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Beispiele:
e a) Wir wollen nun das E-Feld betrachten, das durch ein reines Dipolmoment

erzeugt wird. Dieser Dipol sei so plaziert, dafl das Zentrum der Ladungsverteilung
in dem Ursprung unseres Koordinatensystems féllt. Auflerdem drehen wir das
Koordinatensystem so, dafl das Dipolmoment d parallel zur z-Achse steht, die
Ladungsverteilung also rotationssymmetrisch zur z-Achse gegeben ist. Daraus
folgt:

dy
d=| d, mit  d, = d, = 0.
d
Fiir d, gilt dann:
4dr
d, =\ =
3 q1,0

Zur Berechnung des Potentials muf§ folglich nicht lange summiert werden, da es
ja nur einen von null verschiedenen Summanden gibt:

w13
4(7) "~ cosd - qf,

B 47 cos ¥
= QoY 3 2

Damit ist der Weg frei zur Berechnung der Feldstéirke E:
E( = -V¢
9 . 199 . 1 0¢
= == — 27D bl
(87‘T+r819 +sin198<,9<'0

4 2 cos v ind »
_ _7r'q1,0<_ cos . sin 19+0>

r3 r3

= = (37 (7 d) — r*d)
Dabei bezeichnet 7 den Einheitsvektor in Richtung 7. Die Darstellung fiir das
elektrische Feld E in den beiden letzten Zeilen ist unabhdngig vom gewdhlten
Koordinatensystem und gilt fiir alle Dipolvektoren d.

Das elektrische Feld fiir einen elektrischen Dipol im Koordinatenursprung in Rich-
tung der z-Achse ist durch die Vektorpfeile in Figur 1.16 skiziert. An einigen
willkiirlich ausgewédhlten Punkten in der x-z Ebene geben die Vektorpfeile die
Stéarke und die Richtung des elektrischen Feldes an.
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Abbildung 1.16: Elektrisches Feld eines Dipols in z-Richtung

Diesmal liege der Dipol d; an der Stelle #; im Raum. Zur Berechnung des E-Feldes
an der Stelle 7, miissen wir lediglich den Vektor 77 durch (s — 1) = [T — @] - é,
ersetzen. So erhalten wir:

. 3¢, - dy — d,
B(zy) = Xe 01—

|7y — T3

In dieses elektrische Feld des Dipol d_i wollen wir einen zweiten Dipol d; an die
Stelle @5 einbringen. Dann ergibt sich fiir den Wert der potentiellen Energie der
Wechselwirkung zwischen den beiden Dipolen d; und dy nach (1.7.111):

-

W = ng(_’Q) —dy - ZQU 83:]
=0

=0
- —071 ) E(@)
3(ey - do)(Ey - dy) — (dy - db)

- b 41, 1.7.112
FAREAT ( )

Man sieht also, daf§ die Energie der Wechselwirkung mit dem Abstand der beiden
Dipole hoch -3 abnimmt. Sind die Dipole beide senkrecht zum Verbindungsvektor
é, ausgerichtet, so ist die Energie positiv, wenn die beiden Dipole parallel und
negativ wenn sie antiparallel zueinander stehen.
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1.8 Makroskopische Elektrostatik

1.8.1 Polarisation, dielektrische Verschiebung

In den vorangegangenen Abschnitten hatten wir die beiden Grundgleichungen der Elek-
trostatik

rot E = 0
div E = 4dp

kennengelernt. Diese Gleichungen helfen uns aber zunéchst nur, wenn wir die Ladungs-
dichte p vollstéindig kennen. In diese Ladungsdichte p mufl auch die Verteilung der
atomaren Ladungen aufgenommen werden, wenn wir z.B. das elektrische Feld einer
makroskopischen Ladungsverteilung in einem Medium berechnen wollen. Zwar mag
dieses Medium zunéchst einmal elektrisch neutral sein, es gibt gleich viel positive wie
negative Ladungen. Wird aber durch die makroskopischen Ladungen ein elektrisches
Feld erzeugt, so werden sich auch die Ladungsverteilungen auf atomarem Niveau nach
diesem makroskopischen Feld ausrichten. Die Atome werden polarisiert (siehe Figur
1.18): Die eventuell vorhandenen Dipolmomente richten sich nach dem makroskopi-
schen elektrischen Feld aus oder werden erst durch dieses Feld induziert. Ziel der
folgenden Uberlegungen ist es, die Effekte dieser Polarisation des Mediums auf das
resultierende elektrische Feld zu bestimmen.

Abbildung 1.17: Polarisation der elektrischen Ladungsverteilung eines Atoms durch
eine elektrisches Feld

Betrachten wir zunéchst den Beitrag der Ladungsverteilung eines Molekiils j, lokalisiert
an der Stelle 7, auf das elektrostatische Potential ¢ an der Stelle 7. Der Vektor i’
bezeichne die Position einer Ladung im betrachteten Molekiil relativ zum Zentrum
des Molekiils 7;. Damit berechnet sich der Beitrag der molekularen Ladungen zum

Potential: )
() — 10
o= =G

Da die Absténde der einelnen Ladungen des Molekiils von dessen Zentrum, |7’| sehr
viel kleiner sind als der typische makroskopische Abstand des Beobachterpunktes 7
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von der Position des Molekiils 775: |7'| < |7 — 7| wird eine Taylor-Entwicklung des
Integranden um 7’ = 0 sehr rasch konvergieren:

¢;(7) = /f ( 14 NI v ! +”>

—W | =]

q — —
= Ve /d‘“'

’I“—’I“j

wobei 67:']. der Gradientoperator ist, dessen Ableitungen auf den Vektor 77; bezogen sind.

d;- bezeichnet das Dipolmoment des Molekiils j (vergleiche (1.7.101)). Nun kénnen wir
den Beitrag aller Molekiile j zum Gesamtpotential ausrechnen:

¢Gesamt Z |_, _, + Z VF']- |_, _,'|

Vernachléssigen wir im folgenden die Beitrége hoherer Ordnung in der Taylor-Entwick-
lung und ersetzen wir die Summation iiber die einzelnen Atome j durch eine Integration
tiber die entsprechende Ladungsverteilung p(7), beziehungsweise die Dipoldichte cf(F ",
berechnet sich:

=/ . . 1
¢Gesamt(7z‘> - /d3F, _I?(T ) +/d37_'” d(f‘”) . v,:*/ /|

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde partielle Integration verwendet.
Dies ist das Potential einer Ladungsverteilung p(7') = p(7') — V' - d(7’). p enthilt
also sowohl die Information iiber die Ladungsdichte als auch iiber die Effekte durch
die Polarisation des Mediums. Diese effektive Ladungsdichte p ist die Quelle fiir das
elektrische Feld E. Wir konnen also schreiben:

div E = 47p = 4x (,0 — div J(F))
= div(E +47d(7)) = 4mp.

N~—_———— —
=D

Dabei haben wir die dielektrische Verschiebung D definiert durch

D(7) := E(7) + 4xd(F) (1.8.113)
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Nun kénnen wir die Grundgleichung fiir das elektrische Feld mit Materie angeben:

div D = 4mp. (1.8.114)

Die Ladungsverteilung p der makroskopischen Ladungen gibt also die Quellen fiir die
dielektrische Verschiebung an.

Eigenschaften des Mediums:

1. Das Medium ist elektrisch neutral. Die Beitrdge zur Ladungsverteilung p werden
explizit angegeben.

2. Falls keine Richtung der Polarisation ausgezeichnet ist, ist d=0. Liegt aber ein
E-Feld vor, so wird die Materie polarisiert (siehe Figur 1.17). Diese Polarisierung
wéchst im Allgemeinen proportional zum E-Feld: Fiir die Dipoldichte gilt also
d= XE . X heift elektrische Suszeptibilitdt und ist eine Materialkonstante.

3. Die Suszeptibilitdt mufl kein Skalar sein. In elektrisch anisotropen Materialen ist
sie ein Tensor. In diesem Fall sind d und E nicht mehr unbedingt parallel.

4. In elektrisch isotropen Materialien gilt:

D =E+4r\E = (1+4n\)E.
T

¢ ist die Dielektrizititskonstante des Mediums. Es gilt: ¢ > 1. Daraus folgt wie-
derum |D| > |E|: Bei gleichen Quellen ist im Vakuum und in einem Medium
die dielektrische Verschiebung gleich. Das E-Feld und damit die Kraft auf eine
Probeladung zur Messung des elektrischen Feldes wird jedoch in Materie infolge
der Polarisation abgeschwicht.

1.8.2 Grenzbedingungen der Elektrostatik

Betrachten wir zwei Medien mit den Dielektrizitdtskonstanten ¢; und 5. Wie verhélt
sich das E-Feld an der Grenzfliche zwischen diesen beiden Medien?

Wir nehmen zur Vereinfachung an, dafl die Grenzfliche ladungsfrei sei. In Gedanken
legen wir um die Grenzfliche eine ,Schachtel, deren Auflenfliche parallel zur Grenz-
fliche die Grofle AF habe und deren andere Auflenflichen verschwindend klein sein
sollen — es soll also eine ,flache” Schachtel sein (siehe Skizze in Figur 1.18). Eine
Integration iiber das Volumen der Schachtel kann mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes
umgeschrieben werden

/divﬁd?’F - ?{ﬁdf
v o)
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£ €,

Abbildung 1.18: Skizze des Volumens zur Berechnung der Normalenkomponente des
elektrischen Feldes an der Grenzfliche zwischen 2 Medien

— AFﬁgﬁQ"‘AFﬁlﬁl
— AF (52 - 51) . ﬁg.
Dabel ist ; der Einheitsvektor der Flichennormalen fiir die beiden Flidchen im Medium

i, die parallel zur Grenzfliche liegen. Wir betrachten den Fall, dafl die Fliche AF grof}
ist gegen die anderen Flichen der Schachtel. Umformen liefert

(52 - 51)AF’ﬁ,2 = dnoAF 0';0 0

= Dz'ﬁg - Dl'ﬁl-

In diesen Gleichungen steht o fiir die Fldchenladungsdichte auf der Grenzfléche, sodafl
AFo die Gesamtladung in dem betrachteten Volumen bezeichnet. Die Normalkompo-
nente der dielektrischen Verschiebung ist also (unter der Voraussetzung von Ladungs-
freiheit der Grenzfliche: 0 = 0) in beiden Medien gleich, wihrend die Normalkompo-
nente des E—Feldes, E, um den Betrag ¢;/e5 ,,springt*:

eollyy = 1By
€1

:> EQJ_ — _ElJ_-
€2

Wie verhalten sich die Tangentialkomponenten von D und E? — Wieder sollen zwei
Medien mit unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten aneinanderstoflen, doch ist der
Integrationsbereich diesmal kein Volumen, sondern eine ,Schlaufe® mit zwei langen
und zwei sehr kurzen Seiten. Dabei sind die langen Seiten parallel zur Grenzfliche und
die kurzen Seiten senkrecht dazu (siche Figur 1.19). Integriert man E entlang dieses
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Abbildung 1.19: Skizze des Fléche zur Berechnung der Tangentialkomponente des elek-
trischen Feldes an der Grenzfliche zwischen 2 Medien

geschlossenen Weges, so gilt

FEG = BAg+EA(-¢)
= Ey = E

Die Normalkomponente von E bleibt also beim Ubergang von Medium 1 zu Medium 2
gleich. Durch eine analoge Rechnung 148t sich zeigen, dafl der Betrag der dielektrischen
Verschiebung um den Betrag £, /e, springt.

1.8.3 Energieinhalt des elektrischen Feldes im Medium

Zur Berechnung des Energieinhaltes eines elektrischen Feldes im Medium betrachten
wir die Ladungsverteilung, die die Quelle dieses elektrischen Feldes ist, p, und ver-
groflern diese sukzessive: p(7) — p(7) + dp. dp stellt eine infinitesimale Verénderung
der Ladungsverteilung dar.

Aus einer Verdnderung von p resultiert eine Verdnderung des E—Feldes, also auch der
Energie. Die Zusatzenergie, die aufzuwenden ist, um dp in das Feld einzubringen, be-
tragt

oW = [ 6p() 67 d'F

¢ ist dabei das von p erzeugte Potential. Da auch dp eine Quelle der dielektrischen
Polarisation darstellt, gilt

4mop = div 5D.



1.8. MAKROSKOPISCHE ELEKTROSTATIK 75

Einsetzen liefert:

W= [ (V-6D() ol d*F
=~ [B0) (Vo) @7
= - [iD0)- B@oyer

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde partiell integriert und ausge-
nutzt, dafl der Beitrag an der Oberfliche verschwindet. Dies ist also die Zusatzenergie,
die aufzuwenden ist, um die Zusatzladung dp zu plazieren. Die Gesamtenergie erhélt
man durch Aufintegration (der Index f bedeutet ,final“, also den Endzustand der
Ladungsverteilung):

Dy
1 L
wo= - [@F [ aD@E®
4 —————
R? 0 L4BmEF)

w ist die Energiedichte im Medium — vergleiche die entsprechende Herleitung fiir das
Vakuum. Im Medium ist die Energie W folglich grofler als im Vakuum (D3(7) > E7(7)),
denn es muf} zusétzliche Energie aufgebracht werden, um das Medium zu polarisieren.

Betrachten wir ein Medium mit der Dielektrizititskonstanten £y, das den gesamten R3
ausfiillen soll. In ihm soll das von Ladungen erzeugte elektrische Feld Ey(7) herrschen.

In dieses Medium soll nun ein Volumen V mit der von gy verschiedenen Dielektrizitats-
konstanten £; eingebracht, an den Ladungen aber nichts verdndert werden. Wir wollen
im folgenden die elektrische Feldenergie vor und nach Einbringen des Mediums be-
trachten.

Die Arbeit, die notwendig ist, das Volumen einzubringen, betréigt

— - =

]_ —
AW = = / &7 (BD — ByDy).
m
R3
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Wichtig ist, daf auch hier {iber den gesamten R? integriert wird. Nach einer ,, geschick-
ten Addition von null“ lassen sich die Energiebeitrige in zwei Teile aufspalten:

]_ - — - = - = - = — — - —
AW = 8_/d3F(ED—E0D0+E0D—E0D+ED0—EDO)
m

1 - —
— —/d?“ E+E0)(D+D0)+8—7T/d3*(ED0 DE,).
R3

1 Ip)

Aufgrund der Wirbelfreiheit des elektrostatischen Feldes gilt
E+Ey=-V¢—V¢,=—Vo.

Einsetzen in das Integral I liefert:

I, = —%/d?’f’ﬁ&(ﬁ—ﬁ@
_ L [ @7 (V6B ~ D) ~ 63 (B - Dy))
871—R3 0 —f_o/’
0

wie man leicht durch Anwenden der Produktregel iiberpriifen kann. Der zweite Term
verschwindet, da 6(5 — 50) = 47p — 4mpy. Laut Voraussetzung soll aber durch das
Einbringen des Volumens V' an den Ladungen nichts verdndert werden, so dafl p = py
gilt.

Mit Hilfe des Satzes von Gaufl wandelt man das Volumenintegral iiber den R? in ein
Oberflachenintegral um:

1 ae oo
h=-o ¢ afs(D-Dy).
O(R3)

Dieses Oberflichenintegral verschwindet aber, wie folgende Betrachtung zeigt:

i, 1 |
d ~ 2. ~ — DN—
7{ fro B o g R

Nachdem wir zeigten, dafl das Integral I; in der Formel zur Berechnung von AW
verschwindet, bleibt nur noch das Integral I, zu berechnen. Mit 50E0 DO und eE = D
erhélt man

1 — — — —

= — | &#F(EDy — DE

87r/ T( 0 0>
R3
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1 / 322
= — dFEEO(a’EO—E)
87rR3

1 — —
= — [ PPFEEy(sy —¢
87?/ ( )
v
1 I
= —— | d°TEE,
2 T
v

Setzen wir nun ¢y = 1, nehmen wir also an, dafl unser den R? ausfiillendes Medium
das Vakuum ist, dann folgt mit

— — —]_—) -
D=cE="""F={(
4

fiir die aufzubringende Arbeit:

AW = —

NN

/&f&i
1%

d bezeichnet die Dipolpolarisation des eingebrachten Mediums im Feld E. AW, die
Arbeit, die notwendig ist um das Medium in das elektrische Feld zu transportieren, ist
folglich identisch mit der aufintegrierten Energiedichte dieser Dipoldichte im elektri-
schen Feld EO.
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1.9 Kontrollfragen zum Kapitel I

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Charakterisieren Sie die Dirac’sche § Funktion. Wie berechnet sich [” f(2)d(z —
xg) dx und §(y(x)) 7

Was ist ein Fldchenintegral ?

Wie sind Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes definiert? Warum sind gerade
diese Groflen charkteristisch fiir ein Vektorfeld? Wie berechnet man Divergenz
und Rotation?

Was ist der Gradient eines Skalarfeldes?
Integralsétze von Gaufl znd Stokes

Was ist ein vollstdndiges, orthogonales Funktionensystem? Wie entwickelt man
Funktionen in einem solchen System? Vollstdndigkeitsrelation, Beispiele

Wie kann man das Gesetz der Ladungserhaltung mathematisch formulieren?

Was ist eine Ladungsdichte? Wie berechnet sich die Ladungsdichte von N Punktla-
dungen ¢; an Positionen ;7

Definition des elektrischen Feldes

Warum ist ein elektrostatische Feld durch ein Potential bestimmt? Wie berechnet
sich dieses Potential? Ist das Potential eindeutig?

Wie lautet das Potential einer homogen geladenen Kugel (Radius R, Gesamtla-
dung Q)7

Wie berechnet sich die Energie eines elektrostatischen Feldes? (in einem dielek-
trischen Medium?)

Was sind Randwertprobleme? Bedeutung, Eindeutigkeit
Methoden zur Lésung von Dirichletschen Randwertproblemen
Was versteht man unter induzierter Ladung? Wie kann man sie berechnen?

Was bedeutet die Greensche Funktion in der Elektrostatik? Wie wird sie be-
stimmt?

Was versteht man unter einer Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung? Wann
ist eine solche Entwicklung von Interesse?

Was ist ein Monopolmoment?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Wie berechnet sich ein Dipolmoment? Transformationseigenschaften? Das elek-
trische Feld eines Dipols?

Was ist ein Quadrupolmoment? Durch wie viele Zahlen ist ein Quadrupol defi-
niert? Berechnung, Transformationseigenschaften

Besitzen kugelsymmetrische Ladungsverteilungen ein Dipol- oder Quadrupolmo-
ment?

Wie berechnet sich die Energie eines elektrischen Dipols in einem elektrischen
Feld? Wechselwirkungsenergie zweier Dipole?

Was ist die Dielektrische Verschiebung? Feldgleichungen der Elektrostatik im

Medium? Welche Kraft wirkt auf eine Punktladung im elektrischen Feld in einem
Medium?

Verhalten von elektrischen Feldern an Randflichen zwischen 2 Medien



Kapitel 2

Magnetostatik

2.1 Gesetze von Biot-Savart und Ampere

Zunachst soll auf erste Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen dem elektrischen
Feld und der magnetischen Flufldichte hingewiesen werden.

In der Elektrostatik definiert man die elektrische Feldstidrke durch den Quotienten der
Kraft auf eine Probeladung dividiert durch die Grofle dieser Ladung. Versucht man,
dieses Mef3prinzip auf magnetische Felder zu iibertragen, stéfft man sofort auf die aus
der Experimentalphysik bekannte Tatsache, dafl ndmlich keine magnetischen Monopole
existieren. Die Definition einer ,magnetischen Feldstéirke* durch die Kraft auf einen
magnetischen Monopol ist somit unmoglich. Deswegen greift man auf die magnetischen
Dipolmomente m als Grundbausteine einer magnetischen ,Ladungsverteilung“ zuriick.
Hier sehen wir zugleich den Hauptunterschied zwischen elektro- und magnetostatischen
Feldern: Die Definition der elektrischen Feldstérke erfolgt iber Monopole. Wollen wir
entsprechende magnetischen Felder definieren, so miissen wir auf magnetische Dipolmo-
mente zuriickgreifen und die entsprechende Feldgrofle, die magnetische Flufidichte B ,in
Anlehnung an den Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld und der elektrischen
Dipolmomenten definieren.

Das elektrische Dipolmoment einer lokalisierten Ladungsverteilung ist definiert durch
(vergleiche 1.7.101)

d= [ o7 a7
v

Nehmen wir nun an. daff sich diese Ladungsverteilung am Koordinatenursprung befin-
det, so ist das elektrische Feld am Ort 7 gegeben durch (siehe 1.7.101)

3(d-P)7 —72d
7-5

E(F) =

81
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Aus der Experimentalphysik ist bekannt, dal magnetische Dipolmomente m durch
Strome, also bewegte Ladungen, erzeugt werden. In Analogie zum elektrischen Feld
definieren wir nun die magnet1sche FluBdichte aus der Forderung, daf} der Zusammen-
hang zwischen m und B der gleiche sein soll wie zwischen d und E. Damit ergibt
sich also die magnetische Flufidichte an der Positon 7, die erzeugt wird durch ein
magnetisches Dipolmoment m am Koordinatenursprung als

3(1ih - )7 — 720

B = 2
Eine entsprechende Analogie fordern wir nun noch fiir die Energie der Wechselwirkung
zwischen 2 elektrischen beziehungsweise magnetischen Dipolen: An den Stellen 7} und
5 sollen sich zwei Dipole ai und d_; bzw. m; und msy befinden. é soll ein Einheitsvektor
in Richtung der Verbindungslinie zwischen beiden Dipolen sein (é = (7} —7%) /|7 — 2] ).
Wir erhalten (vergleiche 1.7.112):

., _ _8ed)(edy) — di - d
N 71— 7P
3(énm)

Wiag = —

Die Forderung nach der Analogie zwischen 1 und d sowie zwischen B und E legt die
Dimension, d.h. die Einheiten fest, in denen die magnetischen Dipolmomente 7 und
die magnetische Fluldichte definiert sein sollen:

[m] = [d] = lesu - cm
E]=1B]=1—;.

Dabei steht “esu” fiir die im Abschnitt 1.1 eingefiihrte Einheit der Ladung, die “electro-
statical unit”.

2.1.1 Das Gesetz von Biot-Savart

Aus der Experimentalphysik ist bekannt, dafl elektrische Strome Magnetfelder verur-
sachen. Das Gesetz von Biot-Savart gibt an, welchen Beitrag dB ein infinitesimales
Stiick dl einer Leiterschleife, durch die ein Strom [ flief$t, zu magnetischen FluBidichte
B an einer bestimmten Position liefert (siehe auch Abbildung 2.1):

dl x 7

dB ~ 1 =
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d&

—
—_
I di
Abbildung 2.1: Beitrag eines stromdurchflossenen Leiterelementes dl zur magnetischen
Induktionsdichte

Dabei steht dl fiir den betrachteten infinitesimalen Teil des stromdurchflossenen Leiters.
Dabei ist die Richtung dieses infinitesimalen Vektors gegeben durch den Tangential-
vektor an die Leiterschlaufe, der in Richtung des Stomes I zeigt. Aulerdem steht in
diesm Biot-Savart’schen Gesetz i fiir den Verbindungsvektor vom Leiterstiick dl zum
Punkt, an dem wir die magnetische Induktionsdichte berechnen wollen, und r ist der
Betrag dieses Vektors. Das zunéchst als Proportionalitdt formulierte Gesetz beinhaltet
Information sowohl iiber die Stérke als auch iiber die Richtung des vom Stromelement
Idl erzeugten Magnetfeldes:

- 1
%w\N I, dl, —
-
Richtung von dB ~ dIxT.

Die Richtung von dB steht also senkrecht auf der von dl und dem Abstandsvektor 7
aufgespannten Ebene (,rechte-Hand-Regel).

Um die obige Beziehung in eine Gleichung zu verwandeln, multiplizieren wir die rechte
Seite mit einem Proportionalitatsfaktor k:

aB = . 1 X7

r3

Die Dimension von k betrégt

] = [B]-l] _,esucem-s 1

cm?-esu cm/s

Dies ist die reziproke Dimension einer Geschwindigkeit. Wir wollen zunéchst einmal
akzeptieren, dafl k gerade dem Kehrwert der Lichtgeschwindigkeit ¢ entspricht (k =
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1/c¢), und dann spéter zeigen, dafl diese Annahme mit den oben angestellten Analogie-
betrachtungen zur Definition von B vertraglich ist. Damit kénnen wir das Gesetz von
Biot-Savart schreiben

(2.1.1)

Dieses Gesetz hat eine grundlegende Bedeutung, da es den Zusammenhang zwischen
Stromen und den von diesen Strémen erzeugten Magnetfeldern angibt.

Beispiele:

1. Gegeben sei ein unendlich langer Draht, durch den ein Strom I flieit. Mit Hilfe
des Biot-Savart-Gesetzes soll nun die magnetische Flu3dichte B im Abstand R
berechnet werden. Wir definieren unser Koordinatensystem so, dafl der Draht
entlang der z-Achse liegt und der Punkt, an dem wir die magnetische Induktions-
dichte berechnen wollen in der x —y Ebene liegt also die kartesische Komponente
2z = 0 besitzt. Da der Draht unendlich lang ist, miissen die Betrége der Stromele-
mente I dl = I é,dz, die sich am Ort 7 befinden, summiert werden durch eine
Integration iiber die z-Achse:

B = /dé’
I [ Re, x ép
= L[ B
€J-oo /22 4 R2
I e R
= eL-—/ dz ——
¢J-so " /T RZ
IR 2
= &, — —.
L R

é ist also der Einheitsvektor, der senkrecht zur z-Achse und zur Verbindungslinie
vom Leiter (Koordinatenursprung) zum Punkt, an dem wir B berechnen wollen,
steht.

2. Nun soll eine einzelne Ladungen ¢, die sich mit einer Geschwindigkeit 7 bewegt,
betrachtet werden. Das Stromelement I dl in (2.1.1) wird ersetzt durch das Pro-
dukt ¢ - 7; man erhélt fiir den Beitrag jeder einzelnen Ladung zum Magnetfeld

ap=1vxr

LS
<y

r3

Fiir mehrere Ladungen ergibt sich das gesamte B durch Summation.
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Der Begriff Magnetostatik scheint einen Widerspruch in sich selbst zu enthalten. Wir
haben bereits diskutiert, dal Magnetfelder durch Strome, also bewegte Ladungen, er-
zeugt werden. Was beeinhaltet also die Einschrénkung Magnetostatik?

Unter ,Magnetostatik® sollen im folgenden solche Magnetfelder verstanden werden,
die durch stationdre Stréme verursacht sind. Betrachten wir zur Definition eines sta-
tiondren Stromes ein Volumen V| durch das ein Strom ) flieft. Damit es im Volumen
keine “Stauungen” gibt, d.h. damit es in V' keine Ladungsédnderungen gibt, soll der
durch die Oberfliche einflieBende Strom gleich dem ausflieenden sein. Fiir die Ober-
fliche von V' gilt also:

$ 74 = 0

o(v)
= [div jar.
|4

wobei die letzte Zeile durch Anwenden des Gaufischen Satzes gewonnen wurde. Da
diese Forderung fiir alle Volumina V' erfiillt sein soll mufl also fiir die Strome der

Magnetostatik gelten:
212)

Ein Strom durch einzelne bewegte Ladungstréiger ist damit zunéchst einmal nicht sta-
tiondr. In entsprechend kurzen Zeitintervallen bewegen sich einzelne Ladungstriger in
bestimmte Volumina hinein ohne, daf§ andere sich hinausbewegen. Betrachtet man die
Phanomene aber gemittelt {iber eine entsprechende Zeitperiode kann es auch fiir die
Bewegung einzelner Ladungstréiger, also auch im mikroskopischen Bereich stationére
Strome geben, die (2.1.2) erfiillen.

2.1.2 Das erste Amperesche Gesetz

Welche Krifte werden durch die magnetische Induktion auf stromdurchflossene Leiter
erzeugt? Wieder betrachten wir eine Stromschlaufe, durch die der Strom I; flieft. Sie
soll sich in einem Magnetfeld B befinden. Experimentell findet man, daf§ der infinitesi-
male Anteil der Kraft, dF , auf ein infinitesimales Leiterlement dl der Schleife gegeben
ist durch:

L1 -
dF =~ I, dl x B, (2.1.3)
C

wobei B fiir die magnetische Induktionsdichte am Ort des infinitesimalen Leiterele-
mentes steht. Diese Beziehung bezeichnet man als das erste Amperesche Gesetz. Auch
dieses Gesetz beinhaltet eine Aussage iiber die Stérke und die Richtung der Kraft auf
das Leiterelement:

dF| ~ Iy, |dI], |B]
dF ~ dlx B.
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Die Kraft, die auf die gesamte Stromschlaufe ausgeiibt wird, erhdlt man durch Auf-
integrieren der einzelnen Beitrége der Stromelemente:

. 1 L
Fo= = [ndxB
C
]_ —
= E/j’(f') x B() d°F.

Wie grof§ ist die Kraft auf eine mit der Geschwindigkeit ¢ bewegte Ladung ¢? Ersetzt
man im ersten Ampereschen Gesetz das Produkt Iy dl durch ¢ - ¥, erhélt man

— ]_ —
F==qixB, (2.1.4)
C

Dies ist die Lorentz-Kraft auf ein mit der Geschwindigkeit ¢ bewegtes Teilchen der
Ladung ¢. Man erkennt, dafl durch das Kreuzprodukt nur Geschwindigkeiten, die eine
Komponente senkrecht zum Magnetfeld haben, einen Beitrag zur Lorentz-Kraft leisten.

Schickt man elektrisch geladene Teilchen in ein Magnetfeld, so wirkt auf sie die Lorentz-
Kraft, die stets senkrecht auf ihrer Bewegungsrichtung steht. Aus der klassischen Mecha-
nik ist bekannt, dal Korper, bei denen stets eine Kraft senkrecht zur Bewegungsrich-
tung wirkt, auf Kreisbahnen gezwungen werden. Im stationéren Fall ist die Zentrifu-
galkraft dieser Kreishewegung der geladenen Teilchen dann gleich der Lorentz-Kraft.
Daraus erhélt man den Radius R dieser Kreisbahn:

2

mv, c
= R= —.
R ¢ B

%MB: (2.1.5)
Dabei bezeichnet v; die Komponente der Geschwindigkeit des geladenen Teilchens,
die senkrecht zur magnetischen Induktionsdichte B steht. Die Komponente von v,
die parallel zu B steht, vy, hat ja keinen Einflufl auf die Lorentzkraft. Die geladenen
Teilchen bewegen sich also insgesamt mit dieser Geschwindigkeit v parallel zu den
Magnetfeldlinien. Wegen der Lorentzkraft wird diese Bewegungskomponente iiberlagert
durch die Bewegung auf der kreisférmigen Bahn um die Magnetfeldlinien herum. Wirkt
also neben der Kraft des Magnetfeldes keine weitere Kraft auf das geladene Teilchen,
so bewegt es sich insgesamt auf eine schrauben- oder spiralférmigen Bahn entlang den
Magnetfeldlinien.

Im folgenden sollen drei Anwendungsbeispiele fiir die Bewegung von geladenen Teilchen
im Magnetfeld betrachtet werden.

1.  Das Magnetspektrometer: Schickt man einen [onenstrom unbekannter Zusam-
mensetzung in ein homogenes Magnetfeld, so werden die Ionen auf Kreisbahnen
abgelenkt. Gemé$ (2.1.5) ist der Radius dieser Kreisbahn R ~ (mwv,)/q. Es ergibt
sich also eine Aufspaltung der Bahnen nach dem Quotienten Impuls/Ladung der
lonen statt. Auf diese Weise lassen sich verschiedene lonensorten klassifizieren.
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2. Der Fusionsreaktor: Im Gegensatz zur Kernspaltung, bei der durch Spalten
von schweren Atomkernen Energie gewonnen wird, kann man durch Fusion von
zwei leichten Kernen (Deuterium (*H) plus Tritium (*H) fusionieren zu einem
Alph-Teilcheneben (*He) plus einem Neutron) ebenfalls Energie gewinnen. Die-
ser Vorgang und dhnliche Reaktionen laufen im Innern der Sonne ab. Damit sol-
che Fusionsprozesse stattfinden, miissen die Reaktionspartner bei groffem Druck
und Temperatur zusammengebracht werden. Nur so kann die langreichweitige
Coulombabstoflung der Wasserstoftkerne {iberwunden werden, so dafl diese so
nahe zusammenkommen, daf die starke kurzreichweitige starke Wechselwirkung
eine Fusion ermoglicht. In der Sonne sorgt die Gravitation fiir den hohen Druck
und die Temperatur wird durch die Fusionsreaktion selbst hoch gehalten. Bei den
hohen Temperaturen sind die Wasserstoffatome ionisiert und liegen als Plasma
von freien Elektronen und Atomkernen vor.

Nun wiirde jede andere Materie, mit dem Plasma in Beriihrung gebracht, augen-
blicklich verdampfen. Das Plasma kann also nicht in einem , Gefdf3* aufbewahrt
werden. Man hélt das Plasma deshalb z.B. in einem Magnetfeld , gefangen®: In
einem Tokamak wird durch spezielle Spulen ein ringférmiges Magnetfeld erzeugt,
in dem die ionisierten Plasmateilchen auf Spiralbahnen um die Feldlinien des
Magnetfeldes kreisen und wegen der ringférmigen Anordnung in diesem Ring
bleiben. Auf diese Weise lassen sich Wechselwirkungen mit der Wand weitgehend
ausschalten.

3.  Magnetische ,,Wande*“ oder ,,Spiegel“: Mit einem Magnetfeld, das zu einer
Grenzlinie hin kontiniuerlich starker wird, lassen sich geladene Teilchen zur ,, Um-
kehr* bewegen. Wegen (2.1.5) wird der Radius der Kreisbahn mit zunehmenden
Magnetfeld, also je ndher das Teilchen an die Grenzfliche gelangt kleiner. So
werden Teilchenbahnen, die weit weg von der Grenzfldche bei kleinem B nur eine
leichte Kriimmung zeigen in der Néhe der Grenzfliche um 180 Grad umgelenkt.

Wechselwirkung zwischen zwei Stromschleifen

Im folgenden soll die Kraft berechnet werden, die eine stromdurchflossene Leiterschleife
auf eine andere ausiibt (vgl. Abbildung 2.2).

Um zunéchst die Kraft auf das Leiterelement an 7 zu berechnen, muff man das Ma-
gnetfeld B (71) kennen, das von dem Leiterelement des anderen Leiters an 7 erzeugt
wird. Mit dem Gesetz von Biot-Savart (2.1.1) erhilt man durch Integration iiber die
gesamte Leiterschlaufe 2:

- 12 dl; X Flg
B(Tl) == ;?{7|7712|3 .

Mit dem ersten Ampereschen Gesetz (2.1.3) erhélt man nun die Kraft auf das Element
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Iy

Abbildung 2.2: Wechselwirkung zwischen zwei Leiterschleifen
dl: der Leiterschlaufe 1:
— ]_ — —
dF12 = EIl dll X B(’Fi)

Die Kraft auf den gesamten Stromkreis 1, hervorgerufen durch das Magnetfeldes des
Kreises 2 erhélt man auch in diesem Fall durch Aufintegration:

dlg X T12
£ _—fdz fi 2.1.6
12 1 J 2P ( )
w_/ | S ——
a (5x2)

-

Mit der Rechenregel fiir das doppelte Vektorprodukt @ x (b x &) = b(d@ - &) — &@ - b)
erhélt man

i 11127{?{ i di - Mo dlz-dfg

|7“12|3 |72

CC

Zunéchst soll der Term x betrachtet werden. Es gilt, wie wir im ersten Kapitel (1.3.37)
bewiesen haben,

— — ]_
r = dll —V1 |’F 7
1 — 12
—

=A
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dabei bedeutet 61, daf} die Ableitungen im Gradient Operator auf die Koordinaten
von 7 zu beziehen sind. Fir rot A erhilt man

1

T

I'Otff:—§1><61 0

da die Rotation eines Vektorfeldes, das sich als Gradient eines Skalares darstellen 1&83t,
verschwindet. Damit ergibt sich

fdl:%f(f}) = /rot Adf =0

F

Der erste Term (2.1.6), bezeichnet mit x, verschwindet also. Ubrig bleibt also von
(2.1.6)

A
C |T12|3

Die Kraft auf den Stromkreis 2, hervorgerufen durch Kreis 1, erhalten wir dadurch,
dal wir in der gerade durchgefiihrten Rechnung die Rolle der beiden Stromkreise ver-
tauschen. Daraus ergibt sich

P = =2 § iy - diy =2

C |T‘21|3
Mit 72 = —75; erkennt man, dafl auch hier das Newtonsche Prinzip
Fiy = —Fy

(actio=reactio) gilt.

Aus dem Gesetz von Biot-Savart und dem ersten Ampereschen Gesetz sollen in den
folgenden Abschnitten die Grundgleichungen des magnetostatischen Feldes hergeleitet
werden.



90 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK

—
T-7 I
_/ﬂ
—_

Abbildung 2.3: vom Stromelement ]dferzeugtes Feld dB

2.2 Die Differentialgleichungen der Magnetostatik

Ahnlich den Feldgleichungen des elektrostatischen Feldes (s. Abschn. 1.3) soll nun das
Vektorfeld der magnetischen Induktionsdichte der Magnetostatik durch seine Quellen
(divB) und Wirbel (rotB) charakterisiert werden. Im vorigen Abschnitt haben wir das
Biot—Savartsche Gesetz behandelt:

7 S oy 2y S oy
dé(f,>:[dl><(7" 7")_1](7“) (T T)

N e
fiir den Beitrag eines Elementes dl (an der Position i) einer Leiterschlaufe, durch die

ein Strom I flieBt, zur magnetischen Induktionsdichte B an der Stelle 7 (s.Abb. 2.3).

Integration {iber alle Stromelemente [ dl ergibt dann das gesamte Magnetfeld B (er-
zeugt durch I, bzw. j) an der Stelle 7

SN ; 7" - 7" / 7 — T —.’ —»/ !
B = / v = L / v
(") F— Mk |7 — 7’ ()
L 1 -,
— Z VA
<2 = v
letzteres, da V \ij'\ =— ‘;:F’.?,,'g (siehe (1.3.37), die Ableitungen in V beziehen sich hier

auf die Koordinaten von 7, nicht von 7' soda$ V vor das Integral gezogen werden kann)
gilt. Damit haben wir gezeigt, daf

—

B(f) =V x A(F), (2.2.7)
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mit dem Vektorpotential

-

- 1 1
A(F) = _/ (P dV! 2.2.
() = - 7= (™) v (2:2.8)

Daraus konnen wir nun direkt die Grundgleichungen der Magnetostatik fiir die Quellen
und die Wirbel, d.h.die Divergenz und die Rotation von B herleiten:

1.

Fiir die Divergenz gilt:

divB = V- (Vx A)
)1(3)- ()
= |9 Oy | x| Ay(F)
. 0. A.(7)
= 0,[0,A, — 0, A, + 0,[0, A, — 0, A.] + 0,[0, A, — 0,A,]

wobel wir mit d,, d,, 0, die partiellen Ableitungen Ableitungen nach den karte-
sischen Koordinaten des Ortsvektors 7 und mit A,, A, und A, die kartesischen
Komponenten des Vektorfeldes A bezeichnet haben. Zussammengefafit ergibt sich
also:

divB =0 (2.2.9)

Das heifit:

e Da die Divergenz fiir die Quellstérke steht, gibt es keine magnetischen Quel-
len oder Senken (Im Gegesatz zur Elektrostatik !)

e also gibt es auch keine Startpunkte (bzw. Endpunkte) fiir Magnetfeldlinien.

e Diese Differentialgleichung fiir das Vektorfeld B beinhaltet also, daf} es in
der Magnetostatik keine magnetischen Ladungen oder Monopole gibt, die
den elektrischen Ladungen der Elektrostatik entsprechen.

Glg. 2.2.9 ist die erste Differentialgleichung der Magnetostatik. Sie entspricht
V . E =4mp in der Elektrostatik.

Fiir die Berechnung der Rotation wenden wir den Grassmannschen Entwicklungs-
satz

-

@& —a@-b) (2.2.10)

S

ax (bxe)=

auf die Vektoren V und A. Im Gegensatz zu einfachen Vektoren muf} allerdings
in diesem Fall der Vektoroperatoren V auf die Reihenfolge der Faktoren ge-
achtet werden; die partiellen Ableitungen in V wirken auf die rechts stehenden
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L

Komponenten von

VxB = Vx(VxA)=V(V-4) - (V-V)A
1 1
C

wobei V und A an (7') “vorbeigezogen” werden konnte, da j (), also unabhéingig
von 7 ist. Ferner wurde in dem mit b) gekennzeichneten Term die Definition des
Laplace—Operators benutzt. Betrachten wir nun die beiden Summanden a) und
b) getrennt:

e mit 6|F*1f"\ = _ﬁl\f' i (V' bezieht sich nun auf #'!)und der Produktregel
ist
— —)I — 1
o) = —1% [ v o
o —

_ %v{/v’ (7 ) 4,|> av' - [ (V7 ) 7|F_1F,|dv'} .

Das zweite Integral verschwindet , da V'j (7') = divj (7') = 0 in der Ma-
gnetostatik (stationdre Strome (2.1.2). Setzt man im ersten Integral

> 1
—/ =/ e —/
so ist
]' —/ =/ /Gauﬁ 1 —/ =/ !
a):——V/dlvx(r)dV = —=V ¢ Z(")-df'=0
C C

(der Integrand & verschwindet an den ,,Grenzen des Universums*).

e Beachtet man im Summanden b)

1
AN——— = —A7o(F—7")
=7
(s.auch Gleichung (1.4.42)),
so folgt fiir die Rotation von B
V x B(r) = —j ()| (2.2.11)
c

Dies ist die zweite Differentialgleichung der Magnetostatik. Zum Vergleich: in der
Elektrostatik gilt V x E = 0.
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Diese Differentialgleichung (2.2.11) 148t sich auch integral darstellen: Integrieren
wir dazu die magnetische Induktionsdichte entlang eines geschlossenen Weges,
der den Rand einer Fliache F' darstellt:

= okes ey 4
(fzz-dgsﬁﬁ /’nnfxr)-d Gly2:2.11 ﬂ fj df (2.2.12)
F

Es gilt also das Amperesche Durchflutungsgesetz:

fB(k_—J (2.2.13)

wobei I der gesamte Strom ist, der durch die Fléche, iiber deren Rand integriert
wird, flieft. Man sieht also:

o ¢ B- d§ # 0: es gibt geschlossene Feldlinien in der Magnetostatik (im Gege-
satz zur Elektrostatik!). Aus der Diskussion der Quellen der magnetischen
Induktionsdichte wissen wir ja, dafl B-Felder keine Anfangs- und Endpunkte
besitzen. Das B—Feld wird also ausschlieflich durch geschlossene Feldlinie-
nen dargestellt.

e Strome erzeugen um sich herum die geschloflenen Feldlinien des B-Feldes.
Dabei ist nach dem Ampereschen Durchflutungsgesetz das Linienintegral
der magnetischen Induktionsdichte iiber den Rand einer Flidche proprtional
zum Gesamtstrom, der durch diese Flache fliefit.

I

Bds

Abbildung 2.4: Zur Berechnung der magnetischen Induktionsdichte bei einer symme-
trischen Stromverteilung

Das Amperesche Durchflutungsgesetz kann benutzt werden um in sehr einfacher Weise
die magnetische Induktionsdichte fiir eine Stromverteilung zu berechnen, die rotations-
symmetrisch um die Richtung des Stromes ist. Sei diese Richtung und das Zentrum
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dieser Stromverteilung gegeben durch die z-Achse unseres Koordinatensystems. Wir
betrachten nun einen Kreis um diese z-Achse mit dem Zentrum bei x = y = 0, einer
Flachennormalen parallel zu z-Achse und einem Radisu R (siche Abb. 2.4). Wegen der
Symmetrie des Problems besitzt die magnetische Induktionsdichte auf diesem Kreis
nur eine Komponente in Richtung der Tangente an diesem Kreis. Auflerdem muf} der
Betrag dieser Azimuthalkomponente von B fiir alle Punkte auf diesem Kreis gleich
sein. Mit dem Ampereschen Durchflutungsgesetz (2.2.13) kénnen wir also schreiben

?{E-d§: 27R B

Gl
—4ry

wobei I den Gsamtstrom durch die Kreisflache bezeichnet. Aus dieser Gleichung kénnen

wir also direkt
21

B =
cR

(2.2.14)

bestimmen.

Eichtransformation von Potentialen

Mit Glg. 2.2.8 wurde das Vektorpotential A eingefiihrt, aus dem sich das B-Feld be-
rechnen 1468t durch B = V x A. Dies ist analog zur Elektrostatik, wo wir das skalare
Potential ® eingefiihrt haben, aus dem sich das E-Feld iiber E = —V® berechnen
lie. Dabei war das elektrostatische Potential nicht eindeutig bestimmt. Jedes Poten-
tial ® := ® + const. liefert wegen ﬁ(const. ) = 0 wieder das gleiche elektrische Feld
E. Durch Hinzuaddieren einer Konstanten wurde das Potential umgeeicht. ¢ — ® ist
eine Eichtranformation, die das mef3bare elektrische Feld unveréndert 148t.

Analog kann man fiir das Vektorpotential A eine Eichtransformation ausfiihren: Fiir

A:=A+VU(7)  (U(7): skalare Funktion ) (2.2.15)
gilt wegen
B =rotd =¥ x (X + VU()
und  V x VU(7) =0
B=B.

Eine spezielle Eichung ist die Coulomb—Eichung: Bilde mit Glg. 2.2.15 eine Eichtrans-
formation, so daf§ divA = 0 gilt. Damit ist dann

—

6(6@)—&{:—&4.

Glg. 2.2.10

I’OtB):§X(§X;T>
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Andererseits gilt fiir rotB Glg. 2.2.11, also ist
AA = —=7 (). (2.2.16)

Fiir jede der 3 Vektorkomponenten hat diese Gleichung die gleiche Form wie die Pois-
songleichung A® = —4mp fiir das elektrostatische Potential (1.3.38). Analog zum elek-
trostatischen Randwertproblem kann man nun das Problem der Magnetostatik 16sen,
WO j(f') in einem interessierenden Raumbereich V' vorgegeben ist mit Randbeding-
ungen auf S(V) und das Potential A (und damit B) gesucht ist. A ergibt sich dann
aus Glg. 2.2.16 (drei Differentialgleichungen 2. Ordnung in A).

Gegeniiberstellung der Elektro— und Magnetostatischen Grundgleichungen

Elektrostatik Magnetostatik
Quellen divE = dmtp divB =
Wirbel rotE = 0 rotB = 47”;
Potential | E = —V® B= rot%f(: V x /T)
O =L dv | AR =1 av
Fiir ® = & + const. A7) = A(F) + VI(7)
ist E=-V®=-Vd | B=rotA =rotA
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2.3 Das magnetische Feld einer lokalisierten Strom-
verteilung

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, daf die Gleichung fiir das
Vektorfeld der Magnetostatik A (siehe Gl. (2.2.8))

—»
et}

/d3  J( Tq (2.3.17)
T T

in der Struktur der Bestimmungsgleichung fiir das Potential ®(') der Elektrostatik
(sieche Abschnitt 1.7)

,';‘) /d3/ F
7= *’I

sehr dhnlich ist. Von der mathematischen Struktur her entspricht die Bestimmungs-
gleichung fiir jede kartesische Komponente von A aus der entsprechenden kartesischen
Komponente der Stromdichte jder Bestimmungsgleichung fiir das elektrostatische Po-
tential ® aus der Ladungsverteilung p.

In diesem Paragraph wollen wir nun das Magnetfeld einer lokalisierten Stromvertei-
lung betrachten. Dies sollte also weitgehend dem Problem entsprechen, das wir im
Abschnitt 1.7 diskutiert haben, der Multipolentwicklung des elektrischen Feldes, das
durch eine lokalisierte Ladungsverteilung erzeugt wurde. Ganz entsprechend wollen wir
auch den Ursprung des Koordinatensystems so legen, dafl die lokalisierte Stromvertei-
lung, die das Magnetfeld erzeugt nur in der N&he des Koordinatenursprungs von Null
verschieden ist. Uns interessiert dabei das Magnetfeld, beziehungsweise das Vektorfeld
A’, das dieses Magnetfeld charakterisiert, an Beobachtungspunkten 7 weit auflerhalb
der Stromverteilung. Solche Bedingungen herrschen etwa in einem Atom, in welchem
die Elektronen, die um den Atomkern im Koordinatenursprung “herumsausen”, fiir ei-
ne Stromverteilung sorgen, die auf einen Bereich mit Ausmaflen von einigen Angstrom
lokalisiert ist. Die lokale Ladungsverteilung eines elektrischen Feldes haben wir iiber
die Multipolentwicklung

o dr 1,
o(r) = ZZ STy i Yim (0, 9) (2.3.18)

berechnet. Nachdem wir uns gerade iiberzeugt haben, dafl die Berechnung der kartesi-
schen Komponenten des Vektorfeldes der Magnetostatik einer ganz &hnlichen Gleichung
geniigt, wie die der Berechnung des elektrostatischen Potentials, ist es klar, da} auch
fiir die kartesischen Komponenten von A eine Multipolentwicklung existiert, die der
von (2.3.18) entspricht.

Fiir die Berechnung der Multipolentwicklung in der Magnetostatik wollen wir aber
einen etwas anderen Weg gehen und uns in Erinnerung rufen, dafl nach Gleichung
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(1.6.88) gilt:
1 1

|77 — | \/7"2+7"’2 2rr' cos ¥
= Z e Py(cos ) (2.3.19)

Wobe1 hier 75 = 7 und 7. = 7.

Die Summe in (2.3.19) entsteht dabei durch die Entwicklung der Abhéngigkeit des
Ausdruckes von dem Cosinus des Winkels 9 zwischen den Vektoren 7 und 7' nach dem
Vollstandigen Funktionensystemen der Legendre-Polynome. Wir wollen diese Entwick-
lung nun in die Gleichung fiir A(7) (2.3.17) einsetzen und haben deshalb auch in
den Bezeichnungen r_ = 1/, ro = r zum Ausdruck gebracht, dafl der Abstand des
Beobachtungspunktes 7 vom Koordinatenursprung deutlich grofler ist als der Abstand
der Punkte 7, an denen die erzeugende Stromverteilung von Null verschieden ist. Wir
konnen uns also in der Entwicklung (2.3.19) auf die Terme mit niedrigem [ beschrinken.
Dadurch ergibt sich also

/ /2
1 + T— 008(19) + o — Pa(cos ) +

:>AF——/ GO Y / NG Y (2:3.20)

mit Py =1 und P;(z) = z und ' cos = (7-7')/r.

Bevor wir diese Entwicklung weiter analysieren, betrachten und beweisen wir die fol-
gende

Behauptung:

Seien f und ¢ zwei von 7 abhiingige skalare Funktionen und bezeichne j(7) eine loka-
lisierte Stromverteilung der Magnetostatik (divj =0), so gilt:

/ (FE)FE) V() + g(7) J(7 V(7)) dr' =0 (2.3.21)

Beweis:
Zu Beginn dieses Beweises betrachten wir folgenden Zusammenhang

/ﬁ'(fjm & ':/(6'(]{?)) gd*r + /fﬁ'gd?’r', (2.3.22)

der sich einfach durch Anwenden der Produktregel fiir den V Operator im Integranden
ergibt. Diese Beziehung kénnen wir umschreiben in

[ 1ivgar = [ ¥iigar - [ (V) gar (2:3.23)
Term 1 Term 2
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Wir betrachten nun die beiden Terme 1 und 2 einzeln:
Term 1:

/ div(f j g)d*r Giugf figdF =0 (2.3.24)
F

Das Oberflichenintegral auf der rechten Seite dieser Gleichung ergibt den Wert 0, da
ja unsere Stromverteilung lokalisiert ist und der Strom j, damit also auch das Produkt
f7g auf der Oberfliche identisch null ist. Fiir den 2. Term folgt mit der Produktregel

Term 2 :/(ﬁ'f)jgd?’r' +/ F(V'7) gdr

Wegen der Forderung nach stationdren Stromen in der Magnetostatik ist divj =0 und
der 2. Summand in dieser Gleichung verschwindet. Setzen wir nun die Ergebnisse fiir
Term 1 und Term 2 wieder in (2.3.23) ein, so ergibt sich

/ fivigdr' = —/(ﬁ'f)jg >’ (2.3.25)
und damit die Behauptung (2.3.21).

Als Anwendung dieses Ergebnisses der Gleichung (2.3.21) zwei Beispiele :

1. Sei f =1; g = a'( die x-Komponente des Vektors 7') = V'f = 0; V'g = &,,
der Einheitsvektor in Richtung der x-Achse.
Einsetzen in (2.3.21) ergibt

/ J(FYda'dy'd? =0 (2.3.26)

Dies bedeutet also, dal das Volumenintegral {iber eine lokalisierte stationére
Stromverteilung verschwindet. Dies Ergebnis 148t sich auch intuitiv leicht nach-
vollziehen: Wire das Integral von Null verschieden, so miifite sich die Stromvertei-
lung ja in Richtung des Ergebnisvektors verlagern. Nach einer gewissen Zeit wére
die Stromverteilung also nicht mehr in der Néhe des Koordinatenursprungs loka-
lisiert. Dies widerspréche aber der Stationaritét der Stromverteilung.

2. Sei f = x;; g = x}; wobei a:; und a:; beliebige kartesische Komponenten des
Vektors 7" bezeichnen sollen. Mit (2.3.21) folgt

/(xé Jé ) jé)dr' =0 (2.3.27)
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Damit konnen wir nun berechnen
3 ! 1 3./ e 330
xljzd \:/_, 5 xljzd - xi.]ldr

Gl12.3.27

Multiplizieren wir nun diese Gleichung mit der kartesischen Komponente a; eines
beliebigen Vektors @ und summieren wir anschlieend iiber diesen kartesischen
Index [, erhalten wir:

1
> al/a:ljldg' =) S0 {/xl]ld?"—/x;jld‘q’r'}
I I
- 1 3./
= —i[ax/rX]( " d’r

(2.3.28)

i.Komponente

Diese letzte Gleichung kann man leicht verifizieren, indem man z.B. die linke Seite
fiir + = x-Komponente berechnet und auch im Vektorprodukt auf der rechten
Seite die x-Komponente ausrechnet.

Benennen wir nun noch in (2.3.28) die Integrationsvariable 7' um in 7, so folgt
sofort:

1 .
(/thﬂzE/ﬁxﬁxﬁ]fﬂ (2.3.29)

Nun zuriick zum A(7) in der Entwicklung von (2.3.20)

- 11 11
A(F):E;.O—Eﬁ i G (7 dPr' -
11
= oo [T d (2.3.30)
C 4ir

In der ersten Zeile haben wir ausgenutzt, dafl das Volumenintegral {iber einen lokalisier-
ten stationdren Strom verschwindet (2.3.26), und in der 2.Zeile haben wir (2.3.29) ange-
wandt. Die Ndherung von G1.(2.3.30) entspricht der Dipoln&herung fiir das Vektorpo-
tential fY(F) Gleichzeitig sehen wir, daff der Monopolbeitrag zum Vektorpotential ver-
schwindet (siehe 1.Zeile von (2.3.30)

Wir definieren das magnetische Dipolmoment ji einer Stromverteilung

Q/rxy ) d*, (2.3.31)

und bezeichnen den Integranten dieser Definition als magnetisches Dipolmoment. Aus
(2.3.30 ) sieht man, dafl das Vektorfeld eines magnetischen Dipols gegeben ist durch

1
r3

Af) == x7 (2.3.32)
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Zum Vergleich erinnern wir uns noch kurz an die Definition des elektrischen Dipolmo-
mentes einer Ladungsverteilung

—

d= / 7 o(F") dr' (2.3.33)
und den Beitrag eines Dipols zum elektrostatischen Potential ®

d-

=y

und vergleichen dann die Ergebnisse der letzten Betrachtungen mit den schon bekann-
ten Ergebnissen aus der Elektro-Statik, so ergeben sich folgende ,, Entsprechungen®:

e 0= j/calso fiir die Einheiten gilt [Q] = [j/ c]

e wegen des Vektorcharakters von jgeht bei der Definition des Dipolmomentes die
Multiplikation 7p im elektrostatischen Fall iiber in das Vektorprodukt 7 x 7 im
magnetischen Fall. Ahnliches gilt fiir den Zusammenhang von Dipolmoment und
Potential (Vergleiche (2.3.32) und (2.3.34)).

e Auch aus den MaBeinheiten lassen sich die prinzipiellen Ahnlichkeiten der beiden
Felder erkennen:

- [ =1A

=[] =14]

- [7-19
Wir haben also das erste Ziel unserer Diskussion im Abschnitt 2.1 erreicht und eine
Grofle zur Charakterisierung des Magnetfeldes, die magnetische Induktionsdichte B,

bestimmt, die analog zum elektrischen Feld zu sehen ist und sich auch in entsprechender
Weise aus einem Dipolmoment herleiten 1483t.

Im néchsten Teil dieses Abschnittes wollen wir nun diese Begriffe und Zusammenhénge
durch die Anwendungen in 2 Beispielen vertiefen:

Beispiel 1.: Kreistrom

Ein Kreisstrom fiir einen Kreis mit dem Radius R in der z-y-Ebene um den Koordinaten-
ursprung ist mathematisch gegeben durch:

o(|™"| = R)

2oy
=1
() I

d(cos V) é, (2.3.35)

Diese Darstellung mag zunéchst etwas verwunderlich sein, wir wollen sie kurz erldutern:
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1. Die Richtung des Stromvektors 7 ist durch den Einheitsvektor é,, der Kugelkoordi-
naten, also in tangentialer Richtung an den Kreis in der z-y-Ebene (und damit
in Richtung des Stromflusses) gegeben.

2. (]| = R)d(cos V) begrenzt den Strom auf die Kreisbahn.

Zur Bestitigung des Vorfaktors I/R berechnen wir nun den Gesamtstrom durch die
y-z-Fléche:

1 oo

o(r' —
//I%é(cosﬁ')r'dr'dcosﬁ'z[
10

Fiir den Kreisstrom (2.3.35) kénnen wir nun mit der Definition (2.3.31) das magnetische
Dipolmoment dieses Kreisstromes berechnen:

11 [ 60" —R
/j = —— / I % (S(COS 19,) ér’ X é(pl d37",.
Damit haben wir sofort die Richtung des magnetischen Momentes: Fiir die Vektoren
7', fiir die der Integrand nicht verschwindet (also in der z-y-Ebene) steht é,» x é, und
damit auch fi parallel zur z-Achse! Wie sieht der Wert von |ji| aus?

11
i = ﬁ—éz/lé(r' — R) §(cos ') 2 dr' d cos ) dy (2.3.36)
c
arin Kugelk.
. 11 ~ r 12 / /
= 2Rcez27r/r I6(r' — R)dr
0
.y
= ¢, IRI=F-< (2.3.37)
¢ ¢

Das Dipolmoment eines Ringstromes ergibt sich also als das Produkt aus dem Strom
und der vom Stromkreis umschlossenen Fliche dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit
c.

Betrachten wir nun den Fall fiir ganz beliebige Leiterschleifen in der Ebene. In diesem
Fall miissen wir iiber die geschlossene Kurve der Leiterschlaufe integrieren und das ma-
gnetische Moment fiir den Fall, dafl die Leiterschlaufe von einem Strom I durchflossen
wird, ergibt sich zu:

i=—14 7 xds
2C T
1 7.
:—I/da:—F
C C
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Abbildung 2.5: Zur Berechnung des magnetischen Dipolmomentes einer Stromschlaufe

Bei dem Ubergang zur 2.Zeile dieser Gleichung haben wir ausgenutzt, daB das Vektorpro-
dukt aus 7’ und dem Linienelement d3 gerade die doppelte Fléche ergibt, die bei Ande-
rung des Integrationsvektors auf dem Rand vom Vektor 7 iiberstrichen wird (siehe
Abbildung 2.5). Also gilt auch im allgemeinen Fall, dafl das magnetische Moment eines
Stromes I durch eine Leiterschlaufe gerade gegeben ist als das Produkt aus Fléche mal
Strom durch c.

Beispiel 2.: Strom aus Punktladungen
Betrachten wir nun einen Strom, der durch Punktladungen ¢; an Positionen 7; mit
Geschwindigkeiten v; gegeben ist. Die Stromdichte ergibt sich dann zu

J() =3 a5 8(7 =7

Setzt man diese Stromdichte in die Definition des magnetischen Momentes (2.3.31) ein,
so ergibt sich

i = —qu/rxvl (7 — 7)) d®r

ml—)
= Zqz — 7 X T;
2

- Z Qz i
wobel m; - 7 X U; = l_;, der Drehimpuls der Punktladung ist!

; il
M:Zq_

2cm;

In der Atomphysik steht ¢; dann fiir die e, die Elementarladung des Elektrons, das den
Atomkern umkreist. Besitzt dieses umlaufende Elektron den Drehimpuls /;, so ergibt
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sich ein Beitrag zum magnetischen Moment des Atoms:

Hem = 2CM,-

-
.- = haJl(l+1):= I(l+1
|- | p e VI L) = pp U+ 1)

fip ist das sogenannte Bohrsche Magneton und fiir den Betrag des Drehimpulses haben

wir den quantenmechanischen Wert 71/1(l + 1) eingesetzt, wobei die Werte [ fiir den
Drehimpuls entsprechend den Orbitalen die Werte 0, 1,2, - - - annehmen kann.

Zum Abschluf3 dieses Abschnittes wollen wir nun noch einmal am Beispiel des Kreis-
stromes die Berechnung des zugehorigen Vektorpotentials A und die entsprechende
Dipolndherung diskutieren. Dabei gehen wir noch einmal aus von der mathematischen
Beschreibung des Kreisstromes in (2.3.35) wollen aber jetzt die einzelnen kartesischen
Komponenten von j betrachten

Ju (7" " — sin ¢’
Jy(T") | =1 o] = R) d(cos?) | cosy
7. (7") 0

wobei wir €, durch die kartesischen Komponenten dargestellt haben. Berechnen wir
nun mit Hilfe von (2.3.17) das Vektorpotential an einem Punkt 7 in der = — z Ebene,

d.h.:
rsin

F= 0
rcos v

Damit erhalten wir fiir die x-Komponente des Vektorfeldes
1 J
A7) = - / &' —J2
") = o=
1 p2m 00 (|7’ — R —sin ¢’
= [T [ vty [T a1 2T 2 B s gy =S92
cJo 0 R 7’|

7=

—sin ¢’
V12 + R? — 2Rrsin 9 cos ¢

1 2w
cJo

Dieses Integral ergibt den Wert 0, wie wir leicht sehen kénnen wenn wir es vereinfacht
darstellen in der Form

A — __1 d / SlIl(p 2m ngl sin 901
v \/a—bcoscp Va — bcos ¢’

1 3
EV W—b 1 a—bﬁ]
0
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wo wir die Substitution & = cos ¢’ vorgenommen haben. Auflerdem sieht man natiirlich
auch sofort, daf
j.,=0= A, =0.

Etwas schwieriger gestaltet sich die Berechnung von A,. Ganz dhnlich wie in (2.3.38)
kénnen wir auch den Ausdruck fiir A, auf die Form

A IR Qﬁd , cos ¢’
e o <p\/r2+R2—2Rrsin19(:oscp’

bringen. Im Gegensatz zu (2.3.38) konnen wir aber dieses Integral nicht so einfach
berechnen. Wir bringen es deshalb auf die Form

c A Zﬁd COS T
JE— — r—
IR 0 va—bcosx
mit
a = r"+R?
b = 2rRsin?d

Dieses Integral konnen wir nun z.B. mit dem Computerprogramm fiir symbolisches
Rechnen Mathematica auswerten, indem wir den Befehl
Integrate[ Sin[x]/(a-b*Cos[x])A(1/2), { x,0,2*Pi} |

eingeben. Als Ergebnis erhalten wir dann:

1 2
Out — brHypergeometric2F1 [%7 5.2, Z_Z:|
2a3/2

wobei eine bestimmte “hypergeometrische konfluente” Funktion oF; zum Argument

y_?_ r2+ R?2

s <2rRsin19>2
eingeht. Uns interessiert diese Funktion fiir Punkte 7, die weit weg sind von der loka-
lisierten Stromverteilung, also: r > R. Das heiffit das oben definierte Argument y ist
klein gegeniiber 1: y < 1. Deshalb reicht es also aus, wenn wir uns die Taylorentwick-
lung der Funktion o/} um den Wert y = 0 ansehen. Mathematica liefert uns diese
Entwicklung bis zu Termen dritter Ordnung durch Eingabe des Befehls

Series| Hypergeometric2F1[ 3/4, 5/4, 2, y], {y,0,3} |

Als Ergebnis erhalten wir

15 315 15015
Out =1+ —y+ 2

3 4
327 T 10227t Gam36? T OV
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Wenn wir jetzt diese Entwicklung durch den ersten Term ,F7 = 1 approximieren und
die Definitionen der Hilfsvariablen zuriickverfolgen, erhalten wir fiir

RI 2rRwsin?d
c 2(r2+4 R2)3/2
It R?sin ¥

c 1?2

A, =

)

~
~

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir im Nenner wieder R? < r? ausgenutzt.

Dieses Ergebnis fiir A,, A, und A, bei Beobachtungspunkten " in der x — z Ebene 148t
sich fiir beliebige Beobachtungspunkte mit r» > R verallgemeinern zu

— ITR? | R

A(r) = - sind é, (2.3.39)
wobei é, wie iiblich fiir den Einheitsvektor zur entsprechenden Kugelkoordinate steht.
Dieses Ergebnis, das wir jetzt durch direkte Berechnung des Vektorpotentials unter
Benutzung mathematischer Naherungen fiir » > R erhalten haben, hétten wir auch
einfacher aus der Multipolentwicklung fiir A bekommen kénnen. Wie wir in (2.3.37)
gesehen haben berechnet sich das magnetische Dipolmoment eines Kreisstromes zu

i = “RTe,
C

Eingesetzt in (2.3.32) ergibt sich also

. 1
—) 1 = — _ — ~
A(T) _r_3MXT —ﬁ/ixer
_ InR? 5
= 2 e, X €p
——

sind &,
das gleiche Ergebnis wie in (2.3.39). Ausgedriickt in Kugelkoordinaten ergibt sich also

das Vektorpotential eines solchen Kreisstromes, beziehungsweise eines magnetischen
Dipolmomentes pé,, zu

I7R? sin ¥

A=Ay=0 wd A,=-""7"2
HC/_/T
n

Berechnen wir damit die magnetische Induktionsdichte durch
B=rotA=V x4

in Kugelkoordinaten, so erh&lt man

. 2cos?
BT = rsilnﬁ [%(Sln 191490) - %Aﬂ} - 73 a
. sin 9
By = ﬁ {%Ar — sin 19%(7"14@)] =3 iz
B, =12 4,) 124, =0 (2.3.40)
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Abbildung 2.6: lokalisierte Stromverteilung im &dufleren Magnetfeld

2.4 Kraft auf magnetische Dipole in einem Adufleren
Magnetfeld

Es soll nun dlskutlert werden, was fiir Krafte und Drehmomente auf eine lokalisierte
Stromverteilung j ( ) in einem duBeren Magnetfeld B wirken. Dabei soll die Stromver-
teilung in einem engen Bereich um den Koordinatenursprung lokalisiert sein und die
Strome, die die magnetische Induktionsdichte B erzeugen sollen weit weg sein von der
lokalisierten Stromverteilung, auf die die Kraft ausgetibt wird (siehe Abbildung 2.6).
Demzufolge dndert sich B im Bereich der Stromverteilung nur wenig und wir kénnen
die magnetische Induktionsdichte fiir den Bereich, in dem die Stromdichte 7 von Null
verschieden ist, in eine Taylorreihe entwickeln. Fiir die kartesische Komponente By, der
magnetischen Induktionsdichte schreiben wir die Taylorentwicklung:

Bi() = By(0 )+Zl 14 Bk:|r gLt -
= B(0) + (T-V)B(O) + ... (2.4.41)

Nach dem ersten Ampereschen Gesetz gilt fiir die Kraft F eines Magnetfeldes auf eine
Stromverteilung (2.1.3):

ﬁ:/dﬁ: /Idle_ /j
- /o< (20

a)

h

) V) B(0) )] v (2.4.42)

Dabei haben wir in der 2. Zeile dieser Gleichung die Taylorentwmklung (2.4.41) fiir
die magnetische Induktionsdichte eingefiigt. Betrachte die Terme a) und b) in (2.4.42)
getrennt:

a) Fy =1 [[70) % BO) v = B(0) « - [ av =0
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da das Volumenintegral iiber j(F) fiir lokale Stromverteilungen verschwindet (siehe
(2.3.26).

b) £ = 1/ 77 % (7 ¥) BO)] av

&8¢t sich mit Hilfe der folgenden Nebenrechnungen auswerten:

N.R.(1): Da die Strome, die das Magnetfeld B verursachen weit weg sind vom Koor-
dinatenursprung (siehe Voraussetzung, die wir zu Beginn dieses Abschnittes diskutiert
haben), gilt in der Nihe des Koordinatenursprunges rot B = 0. Damit ist auch

=

Fx(Vx§>:6.

Mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. 2.2.10) ist also auch

lﬁ(é A (79) g] ~0

~— #=0

& V(B = (7-V)B
~——

Dabei bedeutet die Unterklammerung an, dafl sich die Ableitungen im Nabla Operator
nur auf die betreffende Grofle, also hier B bezieht.

Also ist

A=t [f@ . 6(5-?)] v

——

Das 1483t sich nun mit der folgenden Nebenrechnung weiter vereinfachen:

N.R.(2): Fiir die x-Komponente von fb) gilt
[Fyle = V {E(F) x V(B F)} dVl
SN—— T
= /{jyaz(é ) —jzay(*-F)} av
~—— ——
- [/ {8y(§-F)jz} dV—/{@Z(E-F)jy} dV] ,
—— ——

wobei 0, als Abkiirzung fiir die Ableitung d/dz stehen soll. Die vorstehende Gleichung

gilt fiir die y— und z—Komponente entsprechend.



108 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK
Mit der Definition des Kreuzprodukts erhélt man dann ﬁb)(f') zu
Fy(7) = —=V x / (B-7)j (7 av.
¢ —_———
Mit der Vektoridentitit (2.3.29)
/(a-r) j(de:—§GX/(TXj(T>) dV

und der Definition des magnetischen Momentes ji = 5= [ 7' X 7(7") dV" ist dann schlieB-
lich

— ]_ — — 5 - — =, 5
F(F)z—VXBX/(ng(F)) v =¥ x (B() x fi)

2 ~~——

=0

F=V x (B xf)

Mit dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. 2.2.10) gilt
F=(i-V)B—(V-B)ji=(i-V)B

(letzteres, da divB verschwindet). Da fiir stationiire, nahezu konstante B—Felder (d.h.
keine Wirbel) rotB = 0 (= 0;B; = 0,B;) gilt und i eine Konstante ist, gilt

—

(fi-V)B, = Zm@Bz = ZuiazBi = W(ﬁ'é)]
=F = V(i B).

F 148t sich also in der Form

F=-VU mit U=—ji-B

schreiben. Genau so ist aber ein konservatives Kraftfeld definiert. Seine potentielle
Energie lautet somit

U=—-ji-B. (2.4.43)

Die Energie eines magnetischen Momentes /i ist also minimal, wenn /i parallel zur ma-
gnetischen Induktionsdichte ausgerichtet ist. Auf diesem Prinzip beruht der klassische
Magnetnadelkompass: Das magnetische Moment der Magnetnadel richtet sich parallel
zum Magnetfeld aus. Im allgemeinen sind B und il nicht parallel, auf die Stromver-
teilung wirkt also ein Drehmoment N , welches im Folgenden berechnet werden soll:
allgemein gilt

N = [ 7 x dF ()
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WO dﬁ(F’) die Kraft auf ein Volumenelement bei 7' ist. Mit dem Ampereschen Gesetz
(2.1.3) und dem Grassmannschen Entwicklungssatz (s. Glg. 2.2.10) ist dann

N o= L [P [j) < B av
1

- E/V%éwﬂjwqmﬂ—%/ﬁﬁmwﬂéwuﬂw

Betrachte zuerst den zweiten Summanden: Mit der Produktregel gilt
\Y (rzj) = (67"2) j+ 7"26;’ = 277-;

(beachte: divj = 0 in der Magnetostatik). Betrachtet man die Taylorentwicklung von
B(7') (2.4.41) nur bis zur ersten Ordnung (also B(7') = B(0)), dann erhilt man fiir
den zweiten Summanden mit dem Gauflschen Satz:

(letzteres, da j (7') an der ,Oberfliche des R** verschwindet). Damit gilt fiir N (mit
der Vektoridentitdt 2.3.29):

1 1

c

N:_/(mmvﬂjw»:fm®x2

C

7 x g (7 dv'.

Mit der Definition des Magnetischen Moments i = i [7x 7dV Ist dann also

N = ji x B(0)|. (2.4.44)
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2.5 Das magnetische Feld in Materie

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln bereits gesehen haben, wird die magnetische
Induktionsdichte B durch ein Vektorpotential A charakterisiert, das aus der Stromver-
teilung berechnet werden kann nach:

14, j(?" ) d3—»l
|7 — 7|

In dieser Bestimmungsgleichung gehen wir davon aus, daf§ die Stromverteilung j voll-
standig bekannt ist. Bei der Untersuchung der magnetischen Phinomene in Materie
werden wir aber normalerweise die mikroskopischen Stréme, das sind die Stréme auf
atomarem Niveau durch die Bewegung der Elektronen um die Atomkerne, nicht explizit
kennen. Deshalb erhalten wir zu dem Vektorpotential, das von den makroskopischen
Stromen generiert wird, einen Beitrag durch diese mikroskopischen Stréome. Dadurch
ergibt sich das Vektorpotential zu

A) j(r ) d3 r + Amzk:ro

|7 = 7|

Dieses mikroskopische Potential stellt sich dar als Summe der Beitrdge der einzelnen
Molekiile oder Atome

Amikro = Z A;
Molekiil i
_ Z ﬁl X (F_ 7:;)
= -RP

wobei /i; das magnetische Moment des Molekiils 7 und 7; dessen Position bezeichnet,
so daB sich nach Gl. (2.3.32) der obige Ausdruck ergibt. Da der Abstand zwischen
dem Beobachtungspunkt 7 und der Position 7; im Allgemeinen sehr grof§ sein wird im
Vergleich zu den atomaren Abmessungen, auf die die Strome eines Molekiils lokali-
siert sind, reicht es aus, dafl wir bei der Multipolentwicklung dieser mikroskopischen
Strombeitrége nur den Dipolanteil berticksichtigen. Die magnetischen Multipolmomen-
te hoherer Ordnung konnen vernachlédssigt werden. Ersetzt man diese Summe iiber die
vielen Molekiile durch ein Integral iiber die magnetische Dipoldichte M (7), die also
das lokal gemittelte magnetische Moment der Atome pro Volumeneinheit darstellt, so
erhdlt man insgesamt fiir das Vektorpotential

I

A’ — /|‘]_(T I|d3—»l_|_/ r_r>d37:»l

r—T |7 — 7
- — ]_
- |7(r ) ] d3F’+/M(F’) X v’|4 - > (2.5.45)
F—7 r—=r
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Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir Gl. (1.3.37) ausgenutzt. Hier und im fol-
genden bezeichnen wir mit M die magnetische Dipoldichte bzw. Magnetisierung.

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks fithren wir eine Nebenrechnung durch und zeigen
zundchst einmal:

M =/
/v’ | M) (2.5.46)

=7

Zum Beweis dieser Vektorgleichung betrachten wir die z-Komponente:

., M7 M,
4 B’ e 42 —/ da' dy dz’
/ S T] 8y|r R e R
—+o00
= - da' dz' — / — dx'dy'
IT—T’I IT—T’I
= 0 da fiir ¥’ — oo verschwindet.

=

Wenden wir nun die Produktregel fiir den V Operator in (2.5.46) so erhalten wir

— - ]_ = ]_ —
oz/(v'xMyr 4I|d3f'+/<v'|q 4,|>><Md3f'
T =T r=r

Somit 148t sich der Potentialanteil, resultierend aus den mikroskopischen Stromen, in
(2.5.45) darstellen als:

— — 1
M /
f 1) = (v =7

Das Gesamtpotential A in (2.5.45) erhilt so die Form

1

7=

d*7.

>d3f':/(€'xj\2)-

d*r'. (2.5.47)

/j(r +c-rot M

|7 — 7|

Die mikroskopischen Strome werden also durch ji iy = ¢+ 10t M dargestellt.

Wir kénnen also nun die Wirbel der magnetischen Induktionsdichte B ausrechnen mit
Hilfe von Gl. (2.2.11) wenn wir fiir den Strom die geamte Stromdichte

Jgesamt = J + Jmikro = J + ¢~ rot M

einsetzen:
4

7]makro + 47 - rot M

— 4 —
rotB:—T(f+c-rot M) =
¢
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Stellt man diese Gleichung um, so erhélt man
rot (B —4nM)=—j=:rot H. (2.5.48)
¢

Durch diese Gleichung haben wir also eine magnetische Feldstéirke H=B—4rM
definiert, so dafl die Wirbel dieser magnetischen Feldstéirke, rot H ausschlieBlich durch
die makroskopische Stomdichte jgegeben ist. Im Vakuum gilt B=H , da ohne Materie
keine Magnetisierung existiert: M =0. Es zeigt sich, dafl bei den meisten Materialien,
die magnetische Dipoldichte M proportional zur magnetischen Feldstérke ist (siehe
auch die Diskussion der verschiedenen Materialien weiter unten): M = x - H. Der
Proportionalitétsfaktor y (Chi) wird als magnetische Suszeptibilitit bezeichnet und
ist eine Materialkonstante. Damit ergibt sich:

B=H+47M = (1+4ry) H. (2.5.49)
————
Zur Vereinfachung wird der Proportionalitdtsfaktor zwischen Bund H als Permeabilitit
i bezeichnet.

2.5.1 Magnetische Materialeigenschaften

Materie 148t sich aufgrund ihres Verhaltens im magnetischen Feld in drei Gruppen ein-
teilen, die sich in den Werten der Suszeptibilitdt y, beziehungsweise der Permeabilitét
1 unterscheiden.

1. Paramagnetismus (x > 0).

Samtliche Molekiile paramagnetischer Materie besitzen ein permanentes magne-
tisches Dipolmoment ;. Betrachten wir die Verteilung der magnetischen Mo-
mente im Zustand 7" = 0, also beim Verschwinden jeglicher thermischer Ener-
gie, so werden sich all diese molekularen Elementarmagnete in die energetisch
giinstigste Richtung orientieren, d.h. sie werden sich parallel zu einem externen
Magnetfeld H beziehungsweise B orientieren (siehe den Ausdruck fiir die Ener-
gie eines magnetischen Dipols im dufleren Magnetfeld (2.4.43)). In diesem Fall
ist also die gesamte magnetische Induktionsdichte, die ja aus der Summe der
makroskopischen plus molekularen Stréme resultiert maximal.

Mit zunehmender Temperatur unterliegen die Molekiile der thermischen Bewe-
gung, die die Ausrichtung der Dipole parallel zum externen Feld stort. Um dies
quantitativ zu erfassen, betrachten wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit eines Sy-
stems in einem Wérmebad mit der Temperatur 7', einen Zustand mit der Energie
¢ einzunehmen:

w(e) = a-exp(—¢/kT),
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wobei k die Boltzmann-Konstante bezeichnet. Damit ist also die Wahrscheinlich-
keit, dafl ein magnetisches Dipolmoment 17, eine bestimmte Orientierung relativ
zu einem externen Magnetfeld B einnimmt (vergl. (2.4.43)) gegeben durch

w(m;) = a-exp(B-m;/kT)
= «a-exp(Bm,/kT) (2.5.50)

Hierbei haben wir vorausgesetzt, dafl das B-Feld in z-Richtung orientiert ist,
d. h. B = Bé,, so dal m, die z-Komponente des magnetischen Momentes m;
bezeichnet. Bei atomaren Systemen ist das magnetische Momente mit den Dreh-
impulsen der Elektronen bei ihrer Bewegung um den Atomkern verkniipft und
wir erhalten fiir

mz:gNsz mit jz:_ja _j+1 ]

wobei pp das Bohrsche Magneton ist, g das gyromagnetische Verhéltnis bezeich-
net und entsprechend den Gesetzen der Quantenmechanik j, die z-KKomponente
des Drehimpulses die Werte —j, —j+1 ... j annehmen kann, wenn j den Betrag
des Gesamtdrehimpulses bezeichnet. Nun ist klar, dafy die Summe der Wahrschein-
lichkeiten, also w(m;) summiert {iber alle Moglichkeiten der Orientierung Eins
ergibt:

> a-exp(Bgupj./kT) = 1.

jz
Aus dieser Normierungsbedingung ergbit sich die Konstante a beziehungsweise
die sogenannte Zustandssumme

1 .
Z=—=) exp(Byusj:/kT)
Jz
Fiihren wir nun die Abkiirzung

_ Bgup
kt

ein, so konnen wir diese Zustandssumme leicht aufsummieren und man erhélt

Z — 6777.] _.|_ 67"7(]71) _.|_ ... _.|_ en]
:67"7][14_6"7_1_..._'_6277]]

j1_6(2j+1)n
1—en
e~ —en(@+1)

- 1—en

_ sinh(G+mn)

~ sinh(lp)

= ein

(2.5.51)
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Wenn wir nun den Mittelwert fiir die 2 — Komponente des magnetischen Momen-
tes eines Atomes ausrechnen wollen, miissem wir {iber alle mogliche Orientierun-
gen des magnetischen Momentes summieren und den jeweiligen Wert fiir m, mit
der entsprechenden Wahrscheinlichkeit multipliziern

m. =%, gusj-cvp(Bgupj./kT)
B 9
= LhkT %2

Setzen wir nun in diese Gleichung das Ergebnis (2.5.51) fiir die Zustandsgleichung
Z ein, und entwickeln wir das Ergebnis fiir kleine Werte von 7, so erhalten wir
L J+1 B
my; = gHKB) 3 n T
Damit ist also die Magnitisierungsdichte M, also dieser Wert m, multipliziert mit
der Zahl der Atome pro Einheitsvolumen ebenfalls proportional dem Verhéltnis
H/T. Nach (2.5.49) ist aber

o
M=~H~2Z
X~

und damit die Suszebtibilitdt y unabhingig von H und y fillt mit wachsender
Temperatur proportional 1/7 ab. Dieses Gesetz, das als Curiesches Gesetz be-
kannt ist, kann man fiir viele Materialien beobachten. Bei unserer Herleitung ging
janur ein, dafl n < 1, eine Bedingung, die bei Zimmertemperatur im Allgemeinen
erfiillt ist.

Ferromagnetismus (x > 1).

Auch bei ferromagnetischen Stoffen besitzen die Atome ein permanentes magne-
tisches Moment. In diesem Fall richten sich aber die einzelnen Atome nicht un-
abhéngig voneinander, gestért durch die thermische Bewegung aus. Es wirken
bei diesen ferromagnetischen Materialien Krifte zwischen den Atomen, die im
Kristallgitter auf benachbarten Pléitzen sitzen. Diese Krifte fithren dazu, daf
benachbarte Atome ihre Spins und damit ihre magnetischen Momente parallel
zueinander orientieren. Dies fiihrt zu den sogenannten Weifischen Bezirken, Do-
ménen, in denen alle atomaren magnetischen Momente parallel orientiert sind.
Die thermische Energie reicht nun nicht aus, diese makroskopischen Doménen aus
der Vorzugsrichtung also parallel zum externen Magnetfeld wegzudrehen. So 1463t
sich eine homogene Ausrichtung aller Momente erreichen, und die Magnetisie-
rung wird sehr grofl werden. Erst bei hheren Temperaturen wird diese Ordnung
der Magnetisierung gestort. Oberhalb einer Curie Temperatur geht ein solches
ferromagnetisches Material in einen Paramagneten iiber.

Weiterhin wird nach Abschalten des externen Magnetfeldes die Ausrichtung der
Momente zum Teil erhalten bleiben, der Stoff zeigt eine Restmagnetisierung (Re-
manenz). Zu den Stoffen, die bei Zimmertemperatur ferromagnetische Eigenschaf-
ten zeigen, zéhlen Eisen, Kobalt und Nickel.
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3. Diagmagnetismus (y < 0).
Hier besitzen die Molekiile kein magnetisches Moment. Durch das Anlegen eines
externen Magnetfeldes, werden magnetische Dipolmomente auf atomarer Ebene
induziert. Diese induzierten magnetischen Momente orientieren sich bevorzugt
antiparallel zum erzeugenden Feld.

2.5.2 Das Verhalten von B und H an Grenzflichen

Wie in der Elektrostatik im Abschnitt 1.8.2, so wollen wir auch in diesem Abschnitt das
Verhalten der Felder an Grenzflichen zwischen 2 Medien diskutieren. Wir betrachten
also das Verhalten von Magnetfeldern bei dem Ubergang von einem Medium I, charak-
terisiert durch die Permeabilitdt g, zu einem Medium II mit po. Wir werden dazu
jetzt zeigen, daf3

1. Beieinem Ubergang von einem Material zu einem anderen éndert sich die Kompo-
nente der magnetischen Induktionsdichte B, die senkrecht zur Grenzfliche steht
(also parallel zur Flachennormalen 7), nicht.

2. lflieﬁt in der Grenzfliche kein elektrischer Strom, so bleibt bei einem solchen
Ubergang auch die Tangentialkomponente des Magnetfeldes H, also die Kompo-
nente parallel zur Grenzfliche, erhalten

Zum Beweis der Behauptung 1 betrachten wir ein Volumen auf der Grenzflache zwi-
schen den 2 Medien, das wie in Figur 1.18 dargestellt einer flachen Schachtel gleicht, bei
der alle Grenzflachen klein sind mit Ausnahme der beiden Flachen parallel zur Grenz-
fliche, die die Grée AF haben sollen. Da die magnetische Induktionsdichte quellfrei
ist (siehe Gl. (2.2.9))
divB =0

ergibt natiirlich auch das Integral von divB integriert iiber das Volumen V dieser
Schachtel den Wert 0. Durch Anwendung des Gauflschen Satzes erhalten wir also

- (E[[ﬁ_glﬁ)AF

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile haben wir ausgenutzt, da nur die beiden Rand-
flichen der Schachtel parallel zur Grenzfliche zum Integral {iber die Oberflédche beitra-
gen (die anderen 4 Flichen sind verschwindend klein, da die Ausdehnung der Schachtel
in Richtung senkrecht zur Grenzfliche infinitesimal klein sein soll), diese Fléchen die



116 KAPITEL 2. MAGNETOSTATIK

Grofle AF besitzen und der Vektor des Oberflichenelementes jeweils nach auflen zeigt,
also im Fall der Grenzfliche im Medium II parallel zur Flachennormale 7, im Fall der
Grenzfliche im Medium I antiparallel zu n. Daraus ergibt sich also das behauptete
Grenzverhalten fiir die magnetische Induktionsdichte

By -ii=B;-ii (2.5.52)

Zum Beweis der oben aufgefiihrten Behauptung 2 iiber das Grenzverhalten starten wir
von der Grundgleichung der Magnetostatik im Medium (2.5.48)

- 47 5
rotH = —j
c

Nach unserer Voraussetzung soll die Stomdichte fan der Grenzfliche verschwinden, so
daf} ein Integral von rotH iiber eine Fliche der Form in Figur 1.19 ebenfalls den Wert

0 ergeben muf
0 = / ot ) - df
F

(x
Stgces j{[:jd—:‘;
S
= (ﬁn—[’_L) éHA

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir den Stokeschen Integral-
satz angewandt. Der Ubergang zur dritten Zeile ergibt sich aus der Geometrie des
betrachteten Rechtecks: Die Seiten senkrecht zur Grenzfliche sind infinitesimal und
tragen zum Integral {iber den Rand nicht bei, die Seiten parallel haben jeweils die
Linge A und werden bei der Integration parallel (im Medium II) beziehungsweise an-
tiparallel (im Medium I) zum Einheitsvektor ¢, der parallel zur Grenzfliche orientiert
ist, durchlaufen. Damit ergibt sich also auch die 2. Behauptung fiir das Verhalten an
Grenzfldchen: . .

Hir-¢=Hj- ¢ (2.5.53)

beziehungsweise fiir die magnetische Induktionsdichte

1 5 1 -
—B[[ 6” = —B[ 6” .
He2 H1

Beispiel: Magnetfeld einer homogen magnetisierten Kugel

Als ein Anwendungsbeispiel fiir das Verhalten der Magnetfelder an Grenzfldchen wollen
wir nun eine Kugel mit einem Radius R betrachten, die z.B. aus einem ferromagneti-
schen Material besteht und homogen magnetisiert sein soll. In der Kugel gibt es also eine
homogene Magnetisierungsdichte, die in z-Richtung ausgerichtet sein soll: M = Mye,
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Abbildung 2.7: Beispiel einer Kugel, homogen magnetisiert in z-Richtung

(swhe auch Abb. 2.7). Die Kugel befindet sich im Vakuum, d.h.: Im Auflenbereich ist
B, = H, und da dort keine Strome existieren gilt

rotga = rotﬁa =0

Da also die magnetische Induktionsdichte B, wirbelfrei ist kénnen wir sie als Gradienten
eines skalaren Feldes W schreiben

B, = -V, (2.5.54)
Da natiirlich die magnetische Induktionsdichte auch in diesem Fall quellfrei ist gilt:
divB, = —div (V¥,) = AT, =0 (2.5.55)

Diese Gleichung fiir ¥, entspricht der Poissongleichung fiir das Potential der Elektrosta-
tik im ladungsfreien Fall (1.3.38). Da unser Problem symmetrisch um die z-Achse ist,
sollte auch dieses Feld ¥, nur von den Kugelkoordinaten r und ¢/ abhéngen, nicht aber
vom Azimuthwinkel ¢. Wir entwickeln also ¥, nach dem vollstdndigen System der
Legendrepolynome und schreiben:

Zal )P, (cos ) (2.5.56)

Gehen wir mit diesem Ansatz in die Gleichung (2.5.55) und benutzen den Laplaceope-
rator A in Kugelkoordinaten, so erhalten wir:

1 200 1 v,
AV, (r,0) = 19 (r 0 a) + 9 (smt?a )

r2or or r2sind 09 ov
10 (r?dq I(1+1)
= Zl:[ﬁ5< B )— R Py(cos )
=0

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir eine Eigenschaft der
Legendre Polynome ausgenutzt. Wegen der Orthogonalitit der Legendre Polynome ist
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die gesamte Summe in der zweiten Zeile genau dan gleich null, wenn alle Koeffizienten
vor den jeweiligen P, identisch 0 sind. Daraus ergeben sich also fiir die Funktionen ay(r)
die Differentialgleichungen

r2 or or r2

10 <r28a1> U+
mit den Losungen

l

a(r)=r" und or) =

ri+l

Fiir die Funktion ¥,, die ja im Auflenbereich der Kugel definiert ist, interessieren nur
die Losungen, die in diesem Auflenraum regulér sind, wir erhalten also eingesetzt in
unseren Ansatz (2.5.56)

T, (r,0) =) —Pl(cos v) (2.5.57)

; ri+l

Im Inneren der Kugel wird die magnetische Induktionsdichte durch die Magnetisierung
M dominiert und wir erhalten:

—

B; = Boé,
H; = B;—4rM = (B, — 47 M) é. (2.5.58)

Fiir die Diskussion des Verhaltens an der Grenzfliche bemerken wir, dafl der Normalen-
vektor fiir die Kugelfliche gleich dem Einheitsvektor é, der Kugelkoordinaten ist,
wihrend der Einheitsvektor éy tangential zur Kugeloberfliche steht (siehe auch Abb. 2.7).
Damit lauten also die Randbedingung (2.5.52)

B¢, =B,
— A — aqja
Bycost = ( ) o
By Py (cos 1) =3 (RH;” Py(cos 1)

Der Koeffizientenvergleich vor den Legendre Polynomen in dieser letzten Zeile liefert:

R3B - _
@ = { o il =1 (2.5.59)
0 sonst

Andererseits liefert die Randbedingung (2.5.53)

Hi-ey = Hy-éy

) 10¥,
—(By — 4 M) sind = ( V\I/) €y = " 50 =g
3B, 1 B
= R 0—30 s = —2sin o

2 R3O0 2
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wobei wir in der letzten Zeile fiir ¥, den Ansatz (2.5.57) mit den Koeffizienten (2.5.59)
eingesetzt haben. Es ergibt sich also

. 87TMO

By 3

und

87 M, R_3 cos ¥
3 2 r
Damit ergibt sich also tiber (2.5.54) fiir das Magnetfeld im Auffenraum

v, =

. 87TM0R3

5.5 _0v,

B,-é, =-5* = a3 cos

B» “ 10 47TM0R3 in o
ot =T T g on

Wie ein Vergleich mit (2.3.40) zeigt ist dies genau das Feld eines magnetischen Dipols
mit der iiber die Kugel integrierten magnetischen Dipoldichte
47

/_j = MO?R?) éz
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2.6 Kontrollfragen zum Kapitel II

1. Was sind stationire Strome ?

2. Wie berechnet sich die magnetische Kraft zwischen 2 stromdurchflossenen Leiter-
schlaufen?

3. Wie ist die magnetische Induktionsdichte definiert ?

4. Warum 1a8t sich die magnetische Induktionsdichte B als Rotation eines Vektor-
feldes darstellen? (Zusammenhang mit dem Biot-Savart’schen Gesetz)

5.  Wie lautet das Amperesche Durchflutungsgesetz? (Zusammenhang mit dem Biot-
Savart’schen Gesetz)

6. Beschreibe das Magnetfeld eines geraden stromdurchflossenen Leiters
7. Wie berechnet sich das Magnetische Dipolmoment einer Stromverteilung?
8. Zusammenhang zwischen einem Strom aus Punktladungen und dem Drehimpuls

9. Magnetfeld eines magnetischen Dipols: Vektorpotential A, Magnetfeld B, Analo-
gie zur Elektrostatik

10.  Energie eines magnetischen Dipols in einem Magnetfeld

11.  Magnetfeld in einem Medium: Was versteht man unter Magnetisierung, Magnet-
feld und magnetischer Induktion?

12. Wie unterscheiden sich paramagnetische, ferromagnetische und diamagnetische
Materialien?

13. Randbedingungen fiir die magnetischen Felder an der Grenze zweier Medien



Kapitel 3

Maxwellsche Gleichungen

3.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir die Phdnomene der Elektrostatik und Ma-
gnetostatik weitgehend unabhéngig voneinander behandelt. Dabei haben wir gesehen,
dafl Ladungen zu elektrischen Feldern fithren, wihrend Strome die Ursache von Magnet-
feldern sind. Wenn wir nun in diesem Kapitel die Diskussion auf Ladungsverteilungen,
die zeitabhingig sind, und Strome, die nicht stationér sind, erweitern wollen, so ist
klar, daf die Anderungen der Ladungsdichte iiber die Kontinuitétsgleichung mit der
Stromdichte verkniipft ist. Daraus folgt aber auch, daf§ elektrische und magnetische
Felder nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen.

Zunéchst wollen wir uns in diesem Abschnitt der Frage widmen, wie Magnetfelder elek-
trische Phdnomene induzieren kénnen. Das Biot-Savart’sche Gesetz (2.2.11) beschreibt,
wie elektrische Strome Wirbel einer Magnetischen Induktionsdichte B hervorrufen. Der
Physiker Michael Faraday befafite sich um 1830 mit der Frage, ob umgekehrt mit Hilfe
von Magnetfeldern auch elektrische Strome erzeugt werden kénnen. Seine Experimente
zur Erzeugung von Strémen in zeitlich verédnderlichen Magnetfeldern fiithrten zu dem
Faraday’schen Induktionsgesetz, dafl wir zunéchst einmal an dem in Figur 3.1 skizzier-
ten Beispiel diskutieren wollen.

Wir betrachten eine Leiterschleife, die sich in einem homogenen Magnetfeld befindet,
dessen Feldlinien senkrecht zu der Zeichenebene und zwar in die Ebene hinein zeigen
sollen. Dieses Feld sei auf einen Raumbereich begrenzt. In der Figur ist dies dadurch
gekennzeichnet, dafl nur in einem Bereich Feldlinien von B durch = Zeichen dargestellt
sind.

Zieht man nun die Leiterschleife mit der Geschwindigkeit ¢ senkrecht zum Magnetfeld
aus diesem heraus, so stellt man fest, dal wihrend dieser Bewegung eine Spannung U
induziert wird, die dann zu einem Strom in dem Leiter fithrt. Um nun dieses Gesetz
zu formulieren, definieren wir den von der Leiterschleife umschlossenen magnetischen
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Abbildung 3.1: Beispiel zur Diskussion des Faraday’schen Induktionsgesetzes

Flup ®:
@::/Fé’df. (3.1.1)

Zu integrieren ist dabei iiber eine Fliche F', deren Rand die Leiterschleife bildet. Die
Orientierung des Randes und die Richtung des Flidchenvektors sind dabei iiber die
“Rechte-Hand Regel” miteinander verkniipft. Dies bedeutet: Halten wir unsere rechte
Hand so, dafl die Finger parallel zum Rand zeigen und zwar in Richtung der Orientie-
rung des Randes, d.h.: in die Richtung in die wir bei eine Integration iiber den Rand
integrieren wollen, so zeigt der ausgestreckte Daumen in die Richtung der Flachen-
normalen. Der Fluf§ hangt nicht von der Form der Fliche, sondern nur von deren
Berandung ab, wie folgende Uberlegung zeigt: Betrachten wir zwei Flichen, die einen
gemeinsamen Rand haben, ansonsten aber unterschiedlich sind. Die Abbildung 3.2 zeigt
einen Querschnitt durch eine solche Anordnung mit einem gemeinsamen Rand und den
Fliachen mit den Flachennormalen Fl und F_’;. Betrachten wir nun den magnetischen
Flufl durch die Fliche Fj

/édf - /B’df—/édf+/§df
1 F1 Fy I

Abbildung 3.2: Zwei Flidchen mit gleichem Rand (Punkte links und rechts)
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- j{ Bdf+b{Bdf

F10F2
\4

Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, daf das Integral {iber die
Flache F} minus dem Integral {iber die Flache F5, beziehungsweise dem Integral iiber
F5 mit umgekehrter Flachennormale, insgesamt ein Integral iiber die Oberflache des
Volumens V' gibt, das von diesen beiden Fldchen umschlossen ist. Die Anwendung
des Gaufischen Satzes auf dieses Oberflichenintegral liefert die dritte Zeile. Da die
Divergenz des B-Feldes verschwindet, ist die Behauptung, dafl der Wert des magne-
tischen Flufles nur vom Rand der Fliche abhéngt, bewiesen.

divédv+/édﬁ

0 Fy

Faraday fand nun heraus, da8 eine zeitliche Anderung des magnetischen Flusses in der
Leiterschleife einen elektrischen Strom induziert. Die Ursache fiir den Stromfluf} ist ein
langs der Leiterschleife bestehendes elektrisches Feld. Integriert man dieses elektrische
Feld ldngs der Leiterschleife, erhélt man die Induktionsspannung:

. md:fEds: k. (3.1.2)
Dies ist das Induktionsgesetz von Faraday. Es besagt, dal diese induzierte Spannung
proportional zur Anderung des magnetischen Flusses ist.

Zu bestimmen ist noch die Proportionalitétskonstante in dem bisher nur vorlaufig
formulierten Gesetz. Wir wollen uns nun im Folgenden durch die Diskussion des in
Abbildung 3.1 skizzierten Beispieles davon iiberzeugen, daf§ die Proportionalitidtskon-
stante nur

k=1/c
sein kann.

Beweis: Auf eine in der Leiterschleife befindlichen Ladung ¢ wirkt durch die Geschwin-
digkeit, die durch die Bewegung des Leiters hervorgerufen wird, die Lorentz-Kraft:

F=%%xB.
c
Mit Hilfe der Definition der elektrischen Feldstirke E = F /q wirkt diese Kraft wie ein
E—Feld, das fiir die Beschleunigung der Ladungstriager verantwortlich ist:

1

E=-7xB.
C

Integrieren wir nun diese Kraft oder das entsprechende E-Feld {iber die Leiterschlaufe,
wie in der Abbildung dargestellt, so ergibt sich

. 1 .
fEas= <EU>< B) ds. (3.1.3)
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Durch die Bewegung der Leiterschlaufe iiber einen Zeitraum At dndert sich die vom
Magnetfeld durchdrungene Fliche um

AF = —3x (TAt)

= — . (d§ x ) At
linker Rand

wobei § der Vektor ist mit der Léange des linken Randes und der Richtung parallel zur
angedeuteten Integrationsrichtung. Deshalb konnen wir diese Flédche auch durch die
Integration in der zweiten Zeile berechnen. Das negative Vorzeichen gibt an, daf die
vom Magnetfeld durchdrungene Fléche kleiner wird. Die Flédchennormale von AF steht
parallel zum Magnetfeld (also in die Bildebene hinein). So ergibt sich
B-AF = — [, B (d§x 7) At

linker Rand
Dieses Produkt B - AF gibt gerade die Anderung des magnetischen Flusses A® in der
Leiterschlaufe im Zeitintervall At an. Das Integral auf der rechten Seite konnen wir
ohne Anderung des Wertes erginzen zu einem Integral iiber die ganze Schlaufe: Im
unteren und oberen Abschnitt stehen ¢ und d§ parallel, so dafl ¥ x d§ = 0, auf der
rechten Seite des Rechtecks ist B = 0. Wir erhalten also

A =B-AF = dé’-(UxE)At.

a /gesamter Rand

Dabei haben wir die Vektorrelation @- (b x & = b - (¢ x @) benutzt. Daraus ergibt,

?{d§-(ﬁx§):—% N —%

Damit haben wir gezeigt, daf§ die Proportionalitéitskonstante k£ in (3.1.2) tatséchlich
den reziproken Wert der Lichtgeschwindigkeit hat, und wir kénnen nun das Faradaysche
Induktionsgesetz in endgiiltiger Weise formulieren:

~ 1 do
Ed§=———. 1.4
?{ i c dt (3:.1.4)

Als Beispiel zum Induktionsgesetz betrachten wir ein einfaches Modell eines Generators
fiir elektrischen Strom: eine Leiterschlaufe, die sich in einem homogenen B-Feld dreht
(siehe Abb. 3.3).
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7.
17

Abbildung 3.3: Generator: Leiterschlaufe im homogenen B Feld

Die Ebene der Leiterschleife bilde zum betrachteten Zeitpunkt mit dem B-Feld den
Winkel ¢ und drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine Drehachse senkrecht
zum Magnetfeld. Damit gilt also: ¥ = wt. Fiir den durchsetzenden magnetischen Fluf3
durch die Leiterschlaufe gilt

o — /E-df
B-F

= B-F-cosv

= B-F-coswt.

Nach dem Induktionsgesetz betrdgt dann die Induktionsspannung

1do
Uin -
! c dt
1 .
= —-B-F(—sihwt)w
c
w .
= — sin wt
c
——
Umaz

Uinae 18t die maximale Induktionsspannung. Sie kann durch die Verwendung von mehr
Windungen erhéht werden. Betrachten wir nun die vom Generator erzeugte elektrische
Leistung P,;:

Pel - Uind -1
12

ind

R

BZFZ 2
= ZRW sin® wt. (3.1.5)
c

Wie iiblich bezeichnet I den'_Strom in dem Leiter, R den elektrischen Widerstand der
Leiterschlaufe und bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir das
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Ohmsche Gesetz angewandt. Um diese elektrische Leistung bereitzustellen, mufl mecha-
nische Arbeit geleistet werden. Zur Berechnung der mechanischen Leistung betrachten
wir das magnetische Moment der stromdurchflossenen Leiterschleife (2.3.37):

IF
&
(Uina/ R)F
C

BF?*w .
= sin wt.

2R

Das Drehmoment, das nétig ist um die Leiterschleife und damit das zugehorige magne-
tische Moment im externen Magnetfeld zu drehen, ist gegeben durch (siehe (2.4.44))

IN| = |iix B
B?2F?w
( 2R
B?F?w

)
= sin” wt.
2R

sin wt) sin wt

Entsprechend betrégt die mec}lanische Arbeit, die Leiterschleife um den infinitesimalen
Winkel dv zu drehen, dw = |N|dv. Daraus ergibt sich fiir die mechanische Leistung:

dw

Pmech E

= |N| =
INT—
= |Nw
272, 2
= LR sin?

wt.
2R

Der Vergleich mit der in (3.1.5) berechneten elektrischen Leistung zeigt:
Preeh = Pep )

die mechanische Leistung oder Arbeit, die dem Generator zugefiihrt wird, wird vollstén-
dig (jedenfalls in diesem idealisierten Beispiel, bei dem wir Reibungskrifte vernachlis-
sigen) in elektrische Leistung beziehungsweise Arbeit umgesetzt.

Abschlieend wollen wir in diesem Abschnitt das Faradaysche Induktionsgesetz in seine
differentielle Form “{ibersetzen”: Wir betrachten eine beliebige Fléche mit zugehdrigem
Rand. Fiir das Integral des elektrischen Feldes iiber diesen geschlossenen Rand der
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Flache erhalten wir:

fEﬁ::!WxEmf

1dd 1d .
= —— = — — | Bdf.
c dt cdt/ /

Dabei wurde in der ersten Zeile der Satz von Stokes angewandt; beim Ubergang zur
zweiten Zeile wurde das Faraday’sche Induktionsgesetz (3.1.4) fiir diesen Fall vorausge-
setzt. Da wir nun die Fliche F festhalten, wird die Anderung des magnetischen Flusses
durch F ausschlieBlich durch die Anderung des Magnetfeldes bewirkt und wir erhalten:

/wxE—')df:_%/(%g) iF

Da die letzte Beziehung fiir alle Fléchen gelten soll, folgt

VxE=—-—B8. (3.1.6)

o
Sl
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3.2 Maxwellscher Verschiebungsstrom

Bisher haben wir die Gleichungen iiber die QQuellen und Wirbel der elektrischen und
magnetischen Felder und damit die eindeutigen Bestimmungsgleichen fiir diese Vektor-
felder D = ¢ und B = pH in der folgenden Form kennengelernt:

e Das Coulomb’sche Gesetz (1.8.114):
V-D=dmp (3.2.7)

e Das Faraday’sche Induktionsgesetz (3.1.6):

VxE=--—8 3.2.8
cdt ( )
e Das Fehlen magnetischer Monopole(2.2.9):

V-B=0 (3.2.9)

e Das Ampere’sche Durchflutungsgesetz (2.5.48)
VxH=—] (3.2.10)

Wir kénnen uns aber nun leicht davon iiberzeugen, daf§ das Ampere’sche Durchflutungs-
gesetz in dieser Form (3.2.10) nur fiir zeitunabhéngig Probleme, eben der Magnetostatik
giiltig sein kann. Fiir eine beliebiges Vektorfeld A’, das zweimal stetig differenzierbar
ist, gilt ndmlich

V. (VxA)=0,0,A4, — 8,0.A, + 8,0. A, — 0,0, A, + 0.0,A, — 00,4, = 0.
Wenn wir nun aber den Divergenz-Operator auf (3.2.10) anwenden erhalten wir:

— — — 4 — -
0:V-(V><H):%v-j (3.2.11)
eine Gleichung, die offensichtlich nur bei den stationédren Stromen der Magnetostatik

mit divj = 0 erfiillt wird. Dieser Fehler kann nun dadurch behoben werden, dafl wir in

(3.2.11) ersetzen

- - - d

vV = v-j+d—§ (3.2.12)
Die Kontinuitétsgleichung (1.2.21) sorgt dann dafiir, dafl (3.2.11) stets erfiillt bleibt.
Auflerdem erhalten wir im Grenzfall der stationdren Problemen wieder die urspriingli-
che Gleichung zuriick. Schliellich kénnen wir nun noch die Ableitung der Ladungsdichte

p nach der Zeit iiber das Coulombsche Gesetz umschreiben in

dp 1= [dD
a—av'(ﬁ)-
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Setzen wir diese Identitdt in (3.2.12) ein und nehmen die dort angedeutete Ersetzung
in (3.2.11) vor so erhalten wir

. =~ . 4w~ (- 1dD

Wenn wir nun also ausschliellich das Argument des Divergenz Operators V- auf beiden
Seiten dieser Gleichung vergleichen erhalten wir

. - 4x (- 1dD
VxH=— |7+ -2 3.2.13
x c (‘7 * 47 dt ) ’ ( )

die Wirbel im Magnetfeld H werden also durch die Stromdichte j plus dem sogennanten
Mazwellschen Verschiebungsstrom

- 1 dD
] = —— 3.2.14
MV 4 dt ( )

erzeugt. Die Bedeutung dieses Maxwellschen Verschiebungsstroms kénnen wir uns am
Beispiel der Entladung eines Kondensators verdeutlichen (siehe Abb. 3.4). Ein Konden-
sator soll entsprechend der linken Skizze in dieser Abbildung mit elektrischen Ladungen
“geladen” sein. Zwischen den beiden Platten besteht also ein elektrisches Feld bzw. eine
dielektrische Verschiebung D. Wird der Stromkreis, der die beiden Kondensatorplat-
ten verbindet geschlossen, so flieffit ein Strom, der natiirlich zu einem entsprechenden
Magnetfeld (Wirbel um den Leiter) fiihrt. Im Dielektrikum zwischen den beiden Kon-
densatorplatten flieBt kein Strom. Dort #indert sich aber das D Feld, (es geht zuriick auf
0), was also zum Maxwellschen Verschiebungsstrom (3.2.14), beziehungsweise ebenfalls
zu einem entsprechende H Feld auch in diesem Bereich fiihrt.

Damit kénnen wir die Maxwellschen Gleichungen zusammenfassen und sie in folgender
Form darstellen:

divB = 0 (3.2.15)
. 1dB

tE+-— = 0 3.2.16
rotE + 7 ( )
divD = dmp (3.2.17)

— ]_ dﬁ 47T—»
tH ——— = —7. 3.2.18
o c dt ¢’ ( )

Die ersten zwei dieser vier Gleichungen bezeichnet man als die homogenen Gleichun-
gen, da in diesen beiden Gleichungen nur die elektromagnetischen Felder B und E
bezw. auch D und H vorkommen. Die dritte und vierte Gleichung sind die inhomo-
genen Maxwell Gleichungen, da in ihnen neben den elektromagnetischen Feldern auch
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Abbildung 3.4: Maxwellscher Verschiebungsstrom beim Entladen eines Kondensators

die Ladungsdichte p und die Stromdichte j vorkommen. Wir haben diese Gleichungen
so geschrieben, dafl diese Inhomogenitédten auf der rechten Seite auftauchen.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes wollen wir noch einige Konsequenzen der Maxwellglei-
chungen zusammenfassen:

Die positiven und negativen Ladungen im Raum sind die Quellen und Senken
des Elektrischen Feldes.

Es existieren keine magnetischen Monopole (Ladungen) und damit auch keine
Quellen und Senken fiir die magnetische Induktionsdichte

Die Wirbel des E-Feldes entstehen durch zeitlich verinderliche B-Felder.

Elektrische Strome und zeitlich verinderlich E-Felder erzeugen Wirbel des Magne-
tischen Feldes.

Die Maxwellgleichungen sind 8 gekoppelte Differentialgleichungen (jeweils 3 Glei-
chungen verbergen sich hinter den Vektorgleichungen (3.2. 16) und (3.2. 18)) fiir
d1e Bestimmung der elektrischen und magnetischen Felder E und B bzw. D und
H.

Ist das Problem stationér, sind also die Ladungsverteilungen und Strome zeit-
unabhéngig, so werden die Gleichungen fiir die elektrischen und magnetischen
Felder voneinander entkoppelt und reduzieren sich auf die Grundgleichungen der
Elektrostatik und der Magnetostatik.



3.3. POTENTIALE DER ELEKTRODYNAMIK 131

3.3 Potentiale der Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen (3.2.15) - (3.2.18) bilden zusammen mit den Materialglei-
chungen D=¢Eund B = Mﬁ die Grundsdulen der Elektrodynamik. Aus den beiden
homogenen Maxwell-Gleichungen koénnen wir nun herleiten, daf§ sich die elektroma-
gnetischen Felder aus Potentialen @ und A berechnen lassen. Aus der Tatsache, daf
die magnetische Induktionsdichte B quellfrei ist (3.2.15) folgt nimlich, da$ sich B als
Rotation eines Veltorfeldes A berechnen 148t

B=rotA=V x A. (3.3.19)

Diese Beziehung aus der Magnetostatik (2.2.7) ist also auch im allgemeinen zeitabhéngi-
gen Fall giiltig. Wenn wir nun diese Darstellung von B in die andere homogene Maxwell-
Gleichung (3.2.16) einsetzen erhalten wir

| d(rotA) LdA\
I‘tE - dt (E—FE%)—O
_,_’_/
=X

Das im zweiten Teil dieser Gleichung definierte Vektorfeld X ist also wirbelfrei und
148t sich als (negativer) Gradient eines Skalarfeldes ® darstellen

- L 1dA
X =—9rad® = F
gra + - c dt
, 1dA
E = —orad® — —— 3.3.20
gra BT ( )

Aus diesen Gleichungen (3.3.19) und (3.3.20), die wir ja aus den homogenen Maxwell-
Gleichungen erhalten haben, sehen wir also, daf die elektromagnetischen Felder eindeu-
tig aus den dem skalaren Potential ® und dem Vektorpotential A bestimmt werden
kénnen. Dies fiihrt zu einer signifikanten Reduktion der Information, die zur Festlegung
der elektromagnetischen Felder erforderlich ist: Zur Darstellung der Bund E Felder,
muf man fiir jeden Raum - Zeitpunkt (7, t) 6 Grofien angeben, die 3 kartesischen
Komponenten von E und die 3 kartesischen Komponenten von B. Die Potential sind
aber bereits durch 4 Werte fiir jeden Raum - Zeitpunkt definiert (einer fiir ® und 3 fir
A. Die elektromagnetischen Felder enthalten also redundante Information

Wihrend die homogenen Maxwell-Gleichungen (3.2.16) und (3.2.15) den Zusammen-
hang zwischen den elektromagnetischen Feldern und den Potentialen ® und A liefern,
fiihren uns die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (3.2.17) und (3.2.18) zu Bestimmungs-

gleichungen fiir diese elektromagnetischen Potentialfelder. Betrachten wir dazu noch
einmal (3.2.17)

divD = eV -E
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= € (—Aq) — liﬁfi)
dt

C
= dmp (3.3.21)

In der ersten Zeile haben wir D = ¢E ersetzt und angenommen, daff die Dielektrizitéts-
konstante ortsunabhéngig ist. Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde (3.3.20) ange-
wandt. Die zweite inhomogene Maxwellgleichung (3.2.17) fiihrt uns auf

vord — 1P _ g g cdE
c dt 1 c dt
le o« €]|odd 1424
= = ANl 2242
MVX(VX )+c{vdt+cd2t}
A7t -
- %j (3.3.22)

Bei dem Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Felder B und E
durch die entsprechenden Potentiale (3.3.19) und (3.3.20) ersetzt. Den Term rot(rotA)
in dieser Gleichung kénnen wir in Analogie zu der Vektorrelation

-

ax(bxd)=ba-é) —(a b

umformen zu

Fx (FxA)=F(T-4)— (F-9)4
eingesetzt in (3.3.22) erhalten wir
1. - edA _[lo - edd 4m -
p +c2d2t+vlpv'A+cdt]_ —J (3.3.23)
Die Gleichungen (3.3.21) und (3.3.23) sind 4 gekoppelte Differentialgleichungen 2.0rd-
nung in den Ableitungen nach Ort und Zeit zur Bestimmung der Potentialfelder A
und ®. Diese 4 Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmen die Lésungen aber
natiirlich nicht eindeutig. Auch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir eine ge-
suchte Funktion f(z) besitzt ja zwei linear unabhéingige Losungen. Wir werden uns auch
jetzt sofort iiberzeugen, dafl die physikalischen Observablen keine eindeutige Losung
fiir diese Potentialfelder erwarten lassen. Beobachten kénnen wir im Experiment nur
die Krifte, die in einem elektromagnetischen Feld auf Testladungen ausgeiibt werden.
Diese Krifte werden aber durch die Felder E und B bestimmt. Nehmen wir einmal an,
daB wir bereits einen Satz von Potentialen A und ® kennen, die uns iiber (3.3.19) und
(3.3.20) die physikalisch beobachtbaren Felder liefern. Wir kénnen dann einen anderen
Satz von Potentialfeldern A’ und @' definieren

—»I . — —
A, = A+ Yd//} } Eichtransformation (3.3.24)
=0
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mit einem beliebigen skalaren Eichfeld A(7,t). Die iiber diese Eichtmnsformation be-
stimmten Potentiale A’ und @ liefern das gleiche Ergebnis fiir B und E wie die ur-
spriinglichen Potentiale. Dies konnen wir leicht verifizieren:

-0
= B
5 1dA’ - _1dAN  1dA  1d -
!
_ - _Vd - 2= 22
c dt v +vcdt c dt cdt
. 1dA
- Vo -2
v c dt
- B

Es liegt also nahe, die Eichung so geschickt zu wéhlen, dafl die durchzufiihrenden
Rechnungen moglichst einfach sind. Wir wollen hier zwei Eichbedingungen etwas néher
diskutieren:

1. Lorentz-Eichung Wihle die Eichtransformation so, daf§

!
I c ¢ dt

=0 (3.3.25)

Um zu ermitteln, wie das Eichfeld A aussehen muf, setzen wir die Eichtransforma-
tion (3.3.24) in diese Bedingung ein und erhalten:

e dA = o pedd
A 2 dit VoA c dt

Wir sehen also, dafl es moglich ist zu einem vorgegebenen Satz von Potentialfel-

dern ff, ® durch Losung dieser Gleichung ein Eichfeld A zu finden, sodafl die

aus der Umeichung resultierenden Potentiale die Bedingung der Lorentzeichung

erfiillen. Da die Losung fiir dieses A nicht eindeutig ist, sehen wir auch, dafl selbst

in der Lorentzeichung die Potentiale nicht eindeutig gegeben sind.

Durch die Lorentzeichung werden die Differentialgleichungen zur Bestimmung der
Potentialfelder (3.3.21) und (3.3.23) vereinfacht. Fordern wir fiir die gesuchten

Potential A und @ die Lorentzeichung, so ist der Term in den Klammern [] in

(3.3.23) gleich null. Auferdem konnen wir in (3.3.21) V - A iiber die Bedingung
der Lorentzeichung ersetzen und erhalten

e d? 4T
AP+ ——P = —
* c? d*t e’
pe d* - 4r -

_AA = u— 3.3.26
+ 5y n—J ( )
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Die Gleichungen fiir & und A sind also entkoppelt und haben eine sehr symme-
trische Gestalt, wie wir bei der Diskussion der relativistischen Formulierung der
Elektrodynamik noch sehen werden.

Coulomb Eichung: Im Fall der Coulomb Eichung fordert man

= —

V-A=0 (3.3.27)

Damit vereinfacht sich die Gleichung zur Bestimmung des skalaren Potentials ®
(3.3.21) zur Poisson Gleichung der Elektrostatik (1.3.38)

AD(7 t) = —4nmp(T,t)

allerdings mit der Komplikation, dafl p und damit auch ® zeitabhingig sein
kénnen. Die Losungen dieser Gleichung ergeben sich (falls keine Randbedingun-
gen vorliegen) genau so wie im Fall der Elektrostatik

O(7, 1) = / (;T(T_ ’F,)|d3r' (3.3.28)

miissen aber auch fiir jede Zeit ¢t neu berechnet werden. Das Problem reduziert
sich also im ersten Schritt auf das reine Coulomb Problem. Mit diesem Ergebnis
kann man dann im zweiten Schritt die Gleichung (3.3.23) zur Bestimmung von
A lssen.

Aus den homogenen Maxwellgleichungen konnen wir herleiten, daf die elektromag-
ngtischen Felder aus Potentialfelder, einem skalaren Feld ® und einem Vektorfeld
A, berechnen lassen.

Diese Potentiale sind nicht eindeutig bestimmt. Bei einer Eichtransformation der
Potentiale dndern sich die daraus berechneten E und B Felder nicht.

Die Potentiale konnen durch Lésen von gekoppelten Differentialgleichungen aus
den Ladung- und Stromverteilungen berechnet werden.

Durch Eichbedingungen kénnen diese gekoppelten Differentialgleichungen ent-
koppelt und vereinfacht werden
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3.4 Energie und Impuls der Felder

Bereits in der Elektrostatik haben wir gesehen, daf3 elektrische Felder einen Energiein-
halt besitzen, ndmlich die Energie die erforderlich ist diese Felder beziehungsweise die
entsprechende Ladungsverteilung aufzubauen. Andererseits wirken elektromagnetische
Felder auf Ladungen: Uber die entsprechenden Krifte werden Ladungen beschleunigt,
es werden Energie und Impuls auf diese Ladungen iibertragen. Diese {ibertragene Ener-
gie muf natiirlich den Feldern entnommen werden. Die Kraft, die in einem elektroma-
gnetischen Feld auf eine Punktladung ¢ an der Position 7 mit der Geschwindigkeit o
wirkt ist gegeben durch

F=qB@ + Lo x B (3.4.29)
C

Durch diese Krafteinwirkung wird die kinetische Energie 7 dieser Punktladung geéndert
(m ist die Masse der Punktladung)

dT dm _,
N — —
dt dt 2
dv _
- mi- Y — v F
t

dabei haben wir in der zweiten Zeile dieser Gleichung die Newtonschen Bewegungsglei-
chung “Kraft gleich Masse mal Beschleunigung” benutzt und in der dritten Zeile die
Kraft F aus (3.4.29) eingesetzt. Man sieht an dieser dritten Zeile, daB eine Anderung
der kinetischen Energie, also ein wirklicher Energieiibertrag, nur iiber das elektrische
Feld E erfolgt. Der Beitrag der Lorentzkraft zu dieser Anderung verschwindet, da ja die
Lorentzkraft stets senkrecht zur Bewegungsrichtung ¢ wirkt. Die Kraft durch das ma-
gnetische Feld B bewirkt also ausschlieBlich eine Anderung des Impulses der Ladung.
Gehen wir nun von einer einzelnen Punktladung zu einer kontinuierlichen Ladungsver-
teilung iiber, so miissen wir bei dieser Betrachtung ersetzen:

q — p Ladungsdichte
g — 7 Stromdichte
T — 7 Mechanische Energiedichte

Die Anderung der mechanischen Energiedichte berechnet sich also nach diesen Erset-
zungen entsprechend (3.4.30) zu

d R
—7=3-F 3.4.31
=1 ( )
Wir wollen beschreiben, wie diese Anderung der mechanischen Energiedichte 7 kom-

pensiert wird durch die Anderung der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes.
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Deshalb ersetzen wir die Stromdichte 7 in dieser Gleichung durch die Feldstirken und
schreiben entsprechend der Maxwellschen Gleichung (3.2.18)

¢ = o 1 dD

z_ C qi_ %
J 47Tv x 4 dt
eingesetzt in (3.4.31) erhalten wir
d ¢ = = =~ 1 o dD

Zur Umformung des ersten Termes auf der rechten Seite dieser Gleichung betrachten
wir

ﬁ(ﬁxﬁ) = V- (ExH)+V-(E x H)

————r ———
— - ($xE)-E-(¥x ).

dabei haben wir in der ersten Zeile die Produktregel fiir die Differentialoperatoren im
Divergenzoperator v angewandt, angedeutet durch die geschweiften Klammern, die
anzeigen, dafl diese Ableitungsoperatoren auf der rechten Seite der Gleichung nur auf
das E , beziehungsweise H Feld wirken. Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir
ausgenutzt, dafl die Vektorrelationen

—

- (bxé)=¢-(ixb)=-b-(@x02)

auch fiir den Nabla Operator gelten, wenn man beachtet, dafl die Felder auf die der
Differentialoperator wirkt, rechts von ihm stehen. Damit kénnen wir also in (3.4.32)
einsetzen

und erhalten

" dr L%—l 4dr (B x H) dr t
__14dB
= ——|E-D+H-B)—— ExH
87rdt( * ) 47rv (B H)

In dieser Umwandlung haben wir die Maxwell Gleichung (3.2.15) benutzt und ange-
nommen, dafl die Materialkonstanten e und g zeitunabhéngig sind, also z.B. gilt
o dD E dE 1d(E-E) 1d(E-D)

T T ST

Insgesamt konnen wir also die Gleichung fiir die Energierhaltung (3.4.32) auf die Form
bringen

d d ]_ — — ]_ — — C g yd
il —|—FE-D+—H-B)=——div(E x H) . 4.
dtT + dt (87r + 81 ) 47Tle ( % ) (3:4.33)
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Diese Gleichung kann man nun leicht interpretieren: Auf der linken Seite der Glei-
chung steht die zeitliche Anderung (%) der totalen Energiedichte. Diese Energiedich-
te besteht einerseits aus der kinetischen Energiedichte der Massenpunkte 7 plus der
potentiellen Energiedichte beziehungsweise ausgedriickt als Feldenergiedichte der elek-
trischen und magnetischen Felder. Die Feldenergiedichte fiir elektrische Felder hatten
wir ja bereits im Abschnitt 1.8.3 hergeleitet und der Beitrag 1/87r[-7 . B ist einfach
die entsprechende Ergénzung fiir die Magnetfelder. Ist also die zeitliche Anderung der
gesamten Energiedichte (also rechte Seite von (3.4.33)) von Null verschieden, so muf
wegen der Energieerhaltung diese lokale Anderung der Energiedichte begleitet sein von
einem entsprechenden Zu- oder Abflul von Energie. Wir haben also wie bei der Er-
haltung der Ladung, die dargestellt wird durch die Kontinuitdtsgleichung, auch hier
eine Kontinuitdtsgleichung fiir die Energie zu erwarten. In der Tat stellt ja die Glei-
chung (3.4.33) gerade eine solche Kontinuititsgleichung dar und wir sehen, daf§ der
sogenannte

Poyntingvektor S = fﬁ x H (3.4.34)
m

die Funktion des Energieflusses tibernimmt. Integrieren wir also (3.4.33) iiber ein be-
stimmtes Volumen V', so ergibt sich

d 1 — =g d g 3 o - 313
%/‘/{T+§(E-D+H-B)]dr =~ [asa

Gau [ & g (3.4.35)
— oy
Die Anderung der gesamten Energie im Volumen V/, mechanische plus Feldenergie,
wird also begleitet durch einen entsprechenden Energieflufl S durch die Oberfliche des
Volumens.

Es liegt jetzt natiirlich nahe zu untersuchen, ob es neben dieser Kontinuitéitsgleichung
fiir die Energieerhaltung nicht auch eine entsprechende Kontinuitdtsgleichung fiir die
Impulserhaltung gibt. In Analogie zur Gelichung (3.4.35) wiirde also eine solche Kon-
tinuitétsgleichung fiir die kartesische Komponente i (i € {x,y, z}) lauten

d .
= [p,MeCh + piFeld] dr=—4¢ T..df (3.4.36)
dt Jv Oy

Dabei stehen pMech

; und piF eld fijp die Impulsdichten der Punktteilchen beziehungs-
weise der elektromagnetischen Felder und der Vektor T, bezeichnet den Impulsflufl der
kartesischen Komponente ¢ durch eine Flache mit der Flachennormalen parallel zu der
Richtung von T.. Zerlegen wir nun noch den Vektor T, in seine kartesischen Kompo-
nenten

,-Ti - Tx,iex + Ty,iey + Tz,iez

so sehen wir dafl der Impulsflul 7} ; insgesamt durch einen Tensor zweiter Stufe gege-
ben ist. Dabei bezieht sich der erste der Indices, 7, auf die Richtung des Flusses, in
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der Impulsdichte zu- beziehungsweise abfliefft, wihrend der zweite Index ¢ bezeichnet,
welche Komponente des Impulses betrachtet wird. Um nun zu einer Gleichung vom
Typ (3.4.36) zu gelangen, betrachten wir die Anderung des gesamten mechanischen
Impulses im Volumen V', die ja nach der Newton’schen Bewegungsgleichung verbunden
ist mit der integrierten Kraftdichte F

d 3Mech d _Mech ;3
“p - 2 / d
dt at Jv? "
Newton /ﬁd3r
= 1%
— 1 - —
- / <pE +-(F x B)) &r (3.4.37)
1% C

wobei wir in der letzten Zeile fiir die Kraftdichte F den entsprechenden Ausdruck
fiir die Kraft von elektromagnetischen Feldern auf eine Strom- und Ladungsverteilung
eingesetzt haben. Ersetzen wir nun wieder p und jdurch Anwendung der inhomogenen
Maxwellgleichungen, so erhalten wir

d g ]_ d — — =d — —

4 pMech _ / C N DE+ (S xH xB- -« BV (3.4.38)
dt v 4r

Zu dem Integranden auf der rechten Seite dieser Gleichung kénnen wir noch die null-
wertigen Funktionen

1 -~ - - 1 - . - 1dB
—H(V -B)=—D FE+—-—]=
41 (V- B) 4 X<VX +cdt) 0

hinzuaddieren und erhalten nach einer kleinen Umformung
1

d _Mech = 5
— —(Dx B
dt /v [p + 47rc( x B)

]_ — e — - - — — —
Pr = —/{(V-D)E+(V-B)H+(V><E)><D
a7 Jv

+(V x H) x B}d* (3.4.39)

Zur Umformung des Integranden auf der rechten Seite dieser Gleichung betrachten wir
als Beispiel die x-Komponente von

—

(V-B)H + (Vx H)x B

die sich ergibt zu
[...]. = (> 0;B;)B, + (8.B, — 8,B.)B. — (0,B, — 0,B,)B,
J

—%Bx(%: BY) +Y0,(B,B,)

Tl ==
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oder verallgemeinert fiir die kartesische Komponente ¢

%51»]- > B,i} (3.4.40)

k

[ ]i= %Zj:aj {Bsz' -

In ganz analoger Weise konnen auch die Terme mit den elektrischen Feldern auf der
rechten Seite von (3.4.39) umgeschrieben werden, sodafl man fiir die i-te kartesische
Komponente dieser rechten Seite insgesamt schreiben kann

0T, S dr = /d3 VT

[{gomder — [
Gaﬁuss it - T
g

mit dem Maxwellschen Spannungstensor

1 (BB, DD, 1 B2 D?
T, =— L A ¥ k4 Tk 3.4.41
/ 47r{ I * € 3221; ( I * € ( )

Dieser Maxwellsche Spannungstensor verhélt sich unter Transformation des Koordina-
tentensystems offensichtlich wie ein Tensor zweiter Stufe, er ist symmetrisch beziiglich
des Austausches der Indices

T; =T

und wir kénnen mit diesem Spannungstensor die Kontinuitétsgleichung fiir die Impul-
serhaltung (3.4.39) auf die Form bringen

d 1 — — — —
%/V Mech o 2 5By, |ar=¢ d@t-T (3.4.42)

4re Ov
Feldimpulsdichte

Aus dem Vergleich mit (3.4.36) sehen wir, daf wir die Grofe

1 /= = € =
— (DxB) = Z—QS (3.4.43)
mit der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes identifizieren kénnen. In dieser
Gleichung haben wir auch den Bezug zum Poynting Vektor S aus (3.4.34) hergestellt.
Aus dieser Gegeniiberstellung sehen wir also, dafl jeder Energieflufl eines elektroma-
gnetischen Feldes (dargestellt durch den Poyntingvektor S ) automatisch mit einer Im-
pulsdichte verkniipft ist.

Die Bedeutung des Bedeutung des Maxwellschen Spannungstensors sei am Beispiel
des in Figur 3.5 skizzierten Plattenkondensators veranschaulicht. In diesem Beispiel
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Abbildung 3.5: Skizze zur Diskussion des Maxwellschen Spannungstensors bei einem
Plattenkondensator

haben wir ausschliellich ein elektrostatisches Feld zwischen den Kondensatorplatten
in Richtung der z-Achse vorliegen. Da also die magnetische Induktionsdichte B gleich
Null ist, ist auch die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes (3.4.43) gleich null.
Auch die Matrixelemente des Maxwellschen Spannungstensor 7;; verschwinden alle bis
auf die Komponente

1 D2

z

Tzz -5 __
8me

Berechnen wir jetzt das Integral des Maxwellschen Spannungstensors iiber die Ober-
fldche, die in Abb. 3.5 skizziert ist und die eine Platte des Kondensators umschlief3t,
so erhalten wir als Ergebnis eine Kraft (siehe auch (3.4.37)), die auf die vom Integra-
tionsvolumen umschlossene Kondensatorplatte wirkt:

Oy
S R
= —¢,—D;AF
8me
wobei AF' die Flache der umschlossenen Kondensatorplatte beschreibt. Wir sehen also,

dafl die Dimension des Maxwellschen Spannungstensors die Dimension einer Kraft pro
Fléache, also die Dimension eines Druckes ist.
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3.5 Quasistationire Strome

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer Ndherung zu den Maxwellgleichungen
befassen, die von grofler Bedeutung in vielen technischen Anwendungen ist. Wir wollen
in den Maxwellgleichungen die Effekte des Maxwellschen Verschiebungsstroms ver-
nachléssigen. Dies bedeutet, daB} wir bei der Bestimmung der Wirbel der magneti-
schen Felder die Beitrige des Verschiebungsstromes, also Beitréige proportional zu der
zeitlichen Ableitung der dielektrischen Verschiebung D, gegeniiber der Stromdichte j
vernachlissigen. Wir nehmen also an, daf sich l_j, beziehungsweise die Ladungsdich-
te p, die ja die Quellen der dielektrischen Verschiebung darstellen, sich nur relativ
langsam mit der Zeit verdndert. Was bedeutet nun relativ langsam verédnderliche La-
dungsdichte? Betrachten wir dazu einmal einen Stromkreis der Elektrotechnik: Dies
bedeutet, wir haben es mit elektrischen Leitungen von einer Linge von einigen Metern
zu tun und wenn wir nun eine Wechselspannung mit 50 Hertz an dieses Leitungssystem
anlegen, so werden Ladungen, die sich bei einem bestimmten Vorzeichen der Wechsel-
spannung .z.B. auf Platten eines Kondensators ansammeln, also 50 mal pro Sekunde
diese Strecken von einigen Metern zuriicklegen. Diese Geschwindigkeiten sind aber sehr
klein verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, also die Geschwindigkeit die ja fiir die
Ausbreitung von elektromagnetischen Feldern charakteristisch ist. Die Zeit, die eine
Ausbreitung von elektromagnetischen Feldern mit Lichtgeschwindigkeit ben6tigt um
die Grenzen des Systems zu erreichen sind sehr viel kleiner als die Zeiten (50 mal pro
Sekunde) die wir den Ladungen zur Verfiigung stellen um sich zu rearrangieren.

Aus dieser Abschéitzung wird deutlich, dafl es fiir solche technischen Anwendungen
eine brauchbare Niherung ist, die Ladungsverteilungen und Strome quasistationér zu
behandeln, was gerade bedeutet, den Maxwellschen Verschiebungsstrom, der ja zum Er-
halt der Kontinuititsgleichung bei nichtstationfiren Stromen eingefiihrt werden mufite
zu vernachlissigen. Wir betrachten also in diesem Kapitel die Maxwellgleichungen in
der folgenden Niaherung

divD = dmp , divB =0
. 1dB S dmo
tE+ —— = tH =—) .5.44
rotE + o7 0 : ro - (3.5.44)
Hinzu kommen noch die Materialgleichungen
5 = GE 5 _é - Mﬁ
j=0E , Ohmsches Gesetz (3.5.45)

Diese letzte Gleichung, das Ohmsche Gesetz besagt, dafl in einem leitenden Material,
charakterisiert durch die Leitfihigkeit o, durch ein angelegtes elektrisches Feld E eine
Stromdichte in Richtung des E Feldes erzeugt wird. Den Zusammenhang dieser Dar-
stellung der Leitfihigkeit eines Materials mit dem konventionellen Ohmschen Gesetz

R= (3.5.46)

~ =
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fiir den Widerstand R eines Leiters, durch den bei einer angelegten Spannung U ein
Strom I flieBt, kénnen wir leicht mit der folgenden Uberlegung herstellen: Betrachten
wir also unseren Leiter mit dem Querschnitt Af und einer Lange von Al. Legen wir
an dieser Lange Al die Spannung U an, so erhalten wir ein elektrisches Feld der Stérke
E =U/Al. Wegen des Ohmschen Gestzes (3.5.45) ist damit in dem leitenden Material
eine Stromdichte j = oU/Al verkniipft. Es flieit also {iber den ganzen Querschnitt des
Leiters der Strom

I = jAf

Af
= ox v

1
= —U
R

mit dem Widerstand fiir das leitende Materialstiick
A
R= 2L
oAf
3.5.1 Gegen- und Selbstinduktion

Wir wollen im folgenden verschiedene Stromkreise betrachten, die sich gegenseitig be-
einflussen kénnen. An jedem dieser Kreise k soll eine zeitlich verdnderliche Spannung
Uy angelegt werden, daraus ergibt sich dann ein Strom [ in der Stromschlaufe k. Durch
diesen Strom werden Magnetfelder erzeugt, die sich mit der Zeit dndern. Diese zeitlich
verdnderlichen Magnetfelder induzieren dann iiber das Faraday’sche Induktionsgesetz
(3.1.2) eine Spannung in alle betrachteten Stromkreise. Fiir den Stromkreis k gilt also
unter Beriicksichtigung des Ohmschen Widerstandes Ry, dieser Schlaufe:

LRy = U, + Uind (3.5.47)

mit einer induzierten Spannung nach dem Faraday’schen Induktionsgesetz (3.1.2)

: 1d®
pind — _ -k (3.5.48)

o, = /FkB-d
- /(6><A)-df
Fy,
Stokes fﬁ(m-dm (3.5.49)
K
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Dabei haben wir ausgenutzt, dafl man B als Rotation eines Vektorfeldes A schreiben
kann, und beim Ubergang zur dritten Zeile den Stokeschen Satz benutzt. Bei den Max-
wellschen Gleichungen in der quasistationéren Ndherung (3.5.44) berechnen sich die
magnetischen Felder genau so wie in der Magnetostatik direkt aus den Stromdichten.
Deshalb 1i8t sich das Vektorfeld A wie in (2.2.8) schreiben

e % j(F) 3 1
AR = —/ d
(7) cl |F—7"
A,
_ %mej'{ |fﬁ (3.5.50)

m |7 — |

In dieser Gleichung haben wir die Permeabilitit p beriicksichtigt: Der Zusammenhang
zwischen Stromstérke ergibt sich aus der Maxwellgleichung zunéchst fiir H , entspre-
chend muf bei einem Material die Gleichung fiir das Vektorpotential (2.2.8) mit der
Permeabilitit multipliziert werden. Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir
dann ausgenutzt, dafl Strome I, nur in den entsprechenden Leiterschlaufen m flieflen
sollen. Damit ergibt sich nun fiir den magnetischen Flu§ der Schlaufe £ nach (3.5.49)

1 dry, - dry,
o - Epnff
P CQZ

|Tk - Tm|

= Y Lyyln (3.5.51)

Dabei bezeichnen die Induktionskoeffizienten

_ 7{% A - iy (3.5.52)

|Tk - Tm|

den magnetischen Einflul der Schlaufe m auf den magnetischen Flufl ®; der Schlaufe
k. Aus diesem Ausdruck fiir die Induktionskoeffizienten wird die Symmetrie

Lmk = Lkm

deutlich. Natiirlich gibt es auch die Selbstbeeinflussung iiber die Selbstinduktionskoef-
fizienten L.

Mit der Darstellung des magnetischen Flusses nach (3.5.51) kénnen wir die Induktions-
spannung nach (3.5.48) ausrechnen und in die Gleichung fiir den Stromkreis & (3.5.47)
einsetzen und erhalten

Us = LiRp—— [Z L Iom ]

= LRy — Z Lmk ZI (3.5.53)
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wobei der letzte Term immer dann verschwindet, wenn sich die Induktionskoeffizienten
nicht mit der Zeit dndern, wenn also die Leitungen, durch die der Strom flie3t, nicht
verbogen werden.

Die Induktionskoeffizienten L,,; sind auch sehr hilfreich bei der Berechnung des Ener-
gieinhaltes der Magnetfelder von solchen stromdurchflossenen Leitern. Nach unseren
Uberlegungen zum Energicinhalt elektromagnetischer Felder (siehe (3.4.33)) ist der
Energieinhalt der Magnetfelder gegeben durch

—

1 -l = 1 — =
Wtagn = o= [ A-Bdr = — [H-(VxA)dr

wobei wir ausnutzen, dafl sich die magnetische Induktionsdichte als Rotation eines
Vektorfeldes A schreiben 148t. Der Integrand H - (V x A) 148t sich umschreiben auf die
Form

I SR T
WMagn = 5= [ A-(Vx Bd'r + — [ (Ax i) d*

Der Integrand des zweiten Termes auf der rechten Seite ist die Divergenz des Vek-
torfeldes (A x H), wir kénnen also den GauBschen Satz anwenden, und uns so davon
iiberzeugen, daf} dieser zweite Term verschwindet (Wir integrieren iiber den gesamten
Raum und nehmen an, dafl das Oberflichenintegral fiir das Kreuzprodukt der Felder
Aund H verschwindet). Ersetzen wir rotH durch die entsprechende Maxwellgleichung
(3.5.44) so ergibt sich fiir die magnetische Energie

1 e 471'—)
WMagn = g/A'?]

]_ Ed
= X hgAdn
2¢ 7 k
1
(3549 N1 ¢
= 20% R

1
“?”§ngwﬁ (3.5.54)
k.m

3.5.2 An- und Abschalten eines Stromkreises

Zur Erlduterung der Bedeutung des Selbstinduktionskoeffizienten, wollen wir nun als
Beispiel betrachten, wie sich der Strom in einer Leiterschlaufe entwickelt, wenn wir zu
einer Zeit ¢t = 0 plotzlich eine Spannung U anlegen. Der Stromkreis ist charakterisiert
durch den Selbstinduktionskoeffizienten Ly, = L (dargestellt durch eine Spirale im
Schaltbild der Figur 3.6) und durch den Ohmschen Widerstand R (dargestellt durch
den schwarzen Kasten). Spezialisieren wir also die Gleichungen (3.5.53) auf diesen Fall
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Abbildung 3.6: Schaltbild eines Stromkreises mit einem Ohmschen Widerstand R und
Selbstinduktion L

eines Kreises, so erhalten wir

d U d
- I — L—I = I——=)+L—I 0.
0 RI-U+ o R( R>+ o (3.5.55)

=7

Da die angelegte Spannung U genauso wie der Ohmschen Widerstand R unabhéngig

von der Zeit sind gilt
d d U d
w=all g =l

und wir konnen die Differentialgleichung (3.5.55) umschreiben in

d R
—I=—-—=1 3.5.96
dt L ( )

mit der allgemeinen Losung

U

Z(t) = Zyexp (—%t) =I() - &

Die Konstante Zy miissen wir dabei so wéhlen, dal die Randbedingungen erfiillt sind,
d.h. zur Zeit des Anschaltens (¢ = 0) der Strom I(t = 0) = 0 ist. Dies erreichen wir
durch die Wahl Z, = —U/R, sodaf} wir insgesamt schreiben kénnen

I(t) = Zyexp (—%t) +%
= % (1 — exp(—%t)) (3.5.57)

Die entsprechende Funktion I(t) ist in der Abb. 3.7 dargestellt (fiir ¢ < 12, der
Zeit des Abschaltens). Man sieht, daf} ein stationérer Strom I = U/R erst nach ei-
ner Einschwingphase erreicht wird. Die Liange dieser Einschwingphase wird durch das
Verhéltnis L/R bestimmt. Je grofiler der Selbstinduktionskoeffizient L im Vergleich
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J7 Abscha ten

S.rom

Abbildung 3.7: Strom beim Ein- und Abschalten der Spannung in einem Stromkreis
mit Widerstand R und Selbstinduktion L. Die Zeitskala ist dabei so gewéhlt, dafl das
Verhiltnis R/L = 1 und das Abschalten bei t = 12 erfolgt.

zum Widerstand R ist je linger dauert die Einschwingphase. Um die Vorgéinge in die-
ser Einschwingphase aus einer etwas anderen Blickrichtung zu sehen, multiplizieren wir
(3.5.55) mit dem Strom I(¢) und erhalten

d
I = RIP+IL—I
U RI* + o

2 d (1.
RI* + o <2LI > (3.5.58)
Die linke Seite dieser Gleichung UI beschreibt die Energie pro Zeiteinheit, also die
Leistung, die in der Spannungsquelle erbracht wird, denn UI = Up/t bezeichnet die
Arbeit, die geleistet wird, um pro Zeiteinheit ¢ eine Ladung p auf ein Spannungsniveau
U anzuheben. In der zweiten Zeile von (3.5.58) steht einmal die zeitliche Anderung von
1/2L17%, also nach (3.5.54) die zeitliche Anderung des Energicinhaltes des Magnetfeldes
um die Leiterschlaufe. Der erste Term RI? bezeichnet die Energie, die pro Zeiteinheit
am Ohmschen Widerstand R bei einem Strom I verbraucht und in Wirme umgesetzt
wird. Die Gleichung (3.5.58) beschreibt also wie die von der Spannungsquelle zugefiihrte
Energie im Stromkreis dadurch verbraucht wird, daf§ das Magnetfeld aufgebaut wird
und Wirme am Ohmschen Widerstand erzeugt wird. Erst wenn das volle Magnetfeld
aufgebaut ist, erreicht man den stationéiren Grenzfall und die zugefiihrte Leistung wird
vollstindig am Ohmschen Widerstand “verbraten”. Ist der Selbstinduktionskoeffizient
L grof3, so ist die Energie des Magnetfeldes grofl und es dauert entsprechend lange, bis
der stationédre Zustand erreicht wird.

Wenn man nun nach Erreichen des stationdren Zustandes die externe Spannungsquelle
abschaltet, also von auflen keine Energie mehr zufiihrt, so enthélt die Stromschlaufe
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aber immer noch die Energie des Magnetfeldes, 1/2LI?. Diese magnetische Energie
wird dann umgesetzt am Ohmschen Widerstand. Es gilt die in (3.5.58) dargestellte
Leistungsbilanz mit U = 0, also

d (1
P:——(¢P>
R dt \2

Dieser Abschaltvorgang wird durch die Differentialgleichung fiir den Strom () (3.5.55)
mit U = 0 beschrieben Die Losung dieser Differentialgleichung mit der Randbedingung,
dafl zur Zeit des Abschaltens ¢ = t,1,., der stationdre Strom I = U/R fliefit, lautet

I(t) = %GXP (‘%(t - 75absch.)>

Auch dieses exponentielle Abklingen des Stromes wird durch das Verhiltnis L/R be-
stimmt und ist in Figur 3.7 dargestellt.

3.5.3 Stromkreis mit externer Wechselspannung

Als weiteres Beispiel wollen wir uns nun iiberlegen, was passiert, wenn an dem Strom-
kreis mit Selbstinduktion L und Widerstand R, der in Abb. 3.6 dargestellt ist, eine
externe Wechselpannung angelegt ist, also eine externe Spannung der Form

U(t) = Uy cos wt = UyReal {exp(iwt)} (3.5.59)

dabei wird es sich bei den folgenden Uberlegungen als sehr niitzlich erweisen, wenn
wir diese Wechselspannung mit der komplexwertigen e Funktion darstellen und erst
am SchluB der Rechnung den Ubergang auf den Realteil vornehmen. Setzen wir diese
zeitabhiingige externe Spannung in die Differentialgleichung (3.5.55) fiir den Strom ein,
so konnen wir diese inhomogene Differentialgleichung fiir den Strom I(¢) in die Form
bringen

RI(t) + L%I(t) = Up exp(iwt) (3.5.60)

wobei wir die Inhomogenitét, das ist der Term, der die gesuchte Funktion I(¢) und
deren Ableitungen nicht enthilt, auf die rechte Seite gebracht haben. Wir kénnen uns
nun leicht davon iiberzeugen, daf

Uy

= — Wi .5.61
R iol exp(iwt) (3.5.61)

Isp(t)
eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (3.5.60) darstellt. Dazu
miissen wir einfach nur Isp(?) in die Gleichung (3.5.60) einsetzen und verifizieren, daf}
damit diese Gleichung tatséchlich erfiillt wird. Die allgemeine Lésung der inhomogenen
Differentialgleichung (3.5.60) ergibt sich dann als Summe dieser speziellen Losung plus
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der allgemeinen Losung der zugehorigen homogenen Gleichung, das ist die Differenti-
algleichung bei der die Inhomogenitit, also in diesem Fall die rechte Seite von (3.5.60)
identisch null gesetzt wird:

I(t) = Isp(t) + Iyom ()

Ui R
= ﬁng exp(iwt) + C exp <_ft> (3.5.62)

Die Konstante C' vor der allgemeinen Loésung der homogenen Gleichung wird dann
durch die Anfangsbedingungen fiir unseren Stromkreis festgelegt. Nach einer entspre-
chenden Einschwingphase ist aber der Beitrag dieser Losung der homogenen Gleichung
gegeniiber der speziellen Losung vernachlédssigbar und der Strom wird die Form anneh-
men

Up , :
1 —— (R —wlL
(t) — T (W) (R — iwL) exp(iwt)
R (cosd — isin d) exp(iwt)
R? 4 (wL)?
Uo : :
= ——— exp(iwt —i0) (3.5.63)
R? + (wL)?
mit
o s sind  wL
njy = = —
e cosd R

Den physikalisch flieenden Strom erhalten wir nun als den Realteil der Funktion I(t)
aus (3.5.63). Wir sehen also, dafl auch der Strom in Form einer Cosinus - Funktion
mit der Zeit variiert. Dabei ergibt sich jedoch gegeniiber der angelegten Spannung U (¢)
eine Phasenverzogerung um den Phasenwinkel 0. Die Amplitude dieses Wechselstromes
ergibt sich als Quotient der Amplitude der angelegten Spannung U, und des Betrages
des komplexen Widerstandswertes

. Us
|R + iwL| R? + (wl)?

Iy

Im néchsten Schritt wollen wir nun den Stromkreis aus Abb. 3.6 noch erweitern durch
Hinzufiigen eines Kondensators mit der Kapazitit C' (siehe Abb. 3.8). Auch in diesem
Fall sei eine externe Wechselspannung der Form (3.5.59) angelegt. Die Spannung, die
nun an dem Widerstand und der Selbstinduktion anliegt ergibt sich aus der extern
angelegten Spannung minus dem Spannungsabfall am Kondensator Ug = Q/C', wobei
@ die Ladung des Kondensators und C die Kapazitit bezeichnet. Setzen wir also die
resultierende Spannung in (3.5.60) ein, so erhalten wir
d

RI(r) + L2 1(0) = Uy explicot) — %
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Abbildung 3.8: Schaltbild eines Stromkreises mit einem Ohmschen Widerstand R, ei-
nem Kondensator mit der Kapazitiat C und einer Selbstinduktion L

Diese Gleichung leiten wir nun nach der Zeit ab und beriicksichtigen, da8 die Ande-
rung der Ladung auf dem Kondensator d@/dt wegen der Kontinuitétsgleichung fiir die
Ladung gleich dem abflieenden Strom ist. Damit ergibt sich
. . d d? 1
iwlUy exp(iwt) = %I(t) + Lﬁl(t) + 6[(75) (3.5.64)
Dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die gleiche Struktur wie die Bewe-
gungsgleichung fiir eine erzwungene Schwingung in der Mechanik bei einem harmoni-
schen Oszillator mit Stokescher Reibung und externer Kraft Fiy:
d d?
Foxt(t) = aax(t) + m@x(t) + kx(t) (3.5.65)
Dabei bezeichnet m die Masse des Korpers, an den die externe Kraft angreift, k die
Konstante der harmonischen Riickstellkraft bei einer Auslenkung z(¢) aus der Ruhe-
lage und « den Koeffizienten der geschwindigkeitsabhingigen Reibungskraft. Hat nun
die antreibende Kraft Foyt als Funktion der Zeit die Form einer Cosinusschwingung
mit Winkelfrequenz w, so zeigt nach einer Einschwingzeit auch die Auslenkung einen
Cosinusféormigen Verlauf mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit und einer gewissen
Phasenverschiebung. Die Amplitude dieser erzwungenen Auslenkung hiangt davon ab,
wie nahe die externe Frequenz w der Resonanzfrequenz des ungedampften Oszillators

k
Wy = —_—
m
kommt, denn man erhilt die Losung
Fy
x(t) = — cos(wt + 6) (3.5.66)
m\/(wg —w?) + &4

Da die mathematische Struktur der Schwingungsgleichung der Mechanik (3.5.65) iden-
tisch ist mit der Gleichung fiir den Strom I(¢) (3.5.64) erwarten wir natiirlich auch eine
entsprechende Losung. Fiir unser intuitives Verstindnis der “Parameter” in der Glei-
chung unseres Stromkreises ist der Koeffizientenvergleich zwischen (3.5.65) und (3.5.64)
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sehr hilfreich. Danach {ibernimmt also die Selbstinduktion des Stromkreises L die Rol-
le der Masse m im mechanischen Schwingungsproblem. Die Gréfle der harmonischen
Riickstellkraft £ wird im elektromagnetischen Schwingkreis von der inversen Kapazitéit
iibernommen. Damit erwarten wir also eine Resonanzfrequenz fiir den Schwingkreis

von
[ 1

Die Rolle des Reibungskoeffizienten in der Mechanik « iibernimmt in der Elektrody-
namik der Ohmsche Widerstand R.

Nun wollen wir aber auch noch direkt die Losung von (3.5.64) bestimmen und betrach-
ten dazu, motiviert durch die Analogie aus der Mechanik (3.5.66), den Ansatz

I(t) = Iy exp(iwt) = |Iy| exp(i(wt — §))

Die Amplitude I, ist also eine komplexe Zahl, die in der Euler Darstellung durch den
Betrag |Io| und eine Phase § bestimmt ist. Setzen wir diesen Ansatz in (3.5.64) ein, so
ergibt sich

1
iwlUy exp(iwt) = {inIU —w?LIy + 60} exp(iwt)

woraus sich sofort

) 0
U(): {R+ZWL_E}IO

ergibt. Aufgelost nach I erhalten wir also

Up
R+z‘(wL—L)

wce

[0:

o - exp(—1id)
\/R2 + (wL — i)
wlL — i

= (3.5.68)

mit o~ tand =
Der Zusammenhang zwischen Spannung und Strom wird also durch einen komplexwer-
tigen Widerstand Z bestimmt
Up=Z2I, mit Z=R+iwl— —
wC

Der Betrag dieses komplexen Widerstandes bestimmt das Verhéltnis zwischen der Am-
plitude der Spannung und des Stromes

N2 T
2| = /R <L——> _ D
2] \/ T\ oe) T
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und die Phase 0 gibt an, um welche Phase die harmonische Schwingung des Stromes
der entsprechenden Schwingung der Spannung “nachléuft”.

Die Darstellung des Ohmschen Widerstandes, der Selbstinduktion und des kapazitiven
Widerstandes durch einen komplexen Widerstand Z erleichtert auch die Betrachtung
von komplizierteren Schaltungen. Werden z.B. zwei Systeme, die durch komplexe Wi-
derstinde Z; und Z, beschrieben werden, in einem Stromkreis hintereinander geschal-
tet, so addieren sich die Spannungsabfille an diesen Widerstinden und der gesamte
komplexwertige Widerstand der Konfiguration ergibt sich einfach als die Summe der
Einzelwiderstinde
Z=Z+ 2

Werden hingegen die beiden komplexen Widerstdnde parallel geschaltet, so addieren
sich die Strome in den beiden Zweigen zum Gesamtstrom und der gesamte Widerstand

ergibt sich aus
1 1 1

zZ Z %
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3.6 Kontrollfragen zum Kapitel III

1.  Wie lautet das Faraday’sche Induktionsgesetz in integraler und differentieller
Form? Wie kann man dieses Gesetz experimentell beobachten ?

2. Was versteht man unter dem Maxwell’schen Verschiebungsstrom ? Warum ist
diese Ergdnzung der Maxwell’schen Gleichungen notwendig ?

3. Wie lauten die Maxwell’schen Gleichungen ?

4.  Wie lassen sich die Elektromagnetischen Felder durch Potentiale darstellen? Lei-
ten Sie die Bestimmungsgleichungen fiir diese Potentiale her.

5.  Was versteht man unter einer Eichtransformation? Beschreiben Sie die Coulomb
Eichung und die Lorentz Eichung.

6. Formulieren Sie die Energieerhaltung in der Elektrodynamik. Was versteht man
unter dem Poyntingvektor ?

7. Was beschreibt der Maxwell’sche Spannungstensor ?
8.  Wie lautet das Ohm’sche Gesetz als Materialgleichung ?

9. Was versteht man unter der quasistationéren Ndherung? Wie lauten die Maxwell
Gleichungen in dieser Ndherung 7

10.  Was verteht man unter Induktionskoeffizienten ?

11.  Welcher Differentialgleichung geniigt der elektrische Strom in einer Leiterschlaufe
mit einer Selbstinduktivitit, einem Kondensator und einem Ohm’schen Wider-
stand 7

12.  Was versteht man unter einem komplexen Widerstand eines Stromkreises? Wie

ergibt sich daraus der Zusammenhang zwischen Strom und angelegter Spannung
?

13.  Wie baut sich der Strom in einem Stromkreis aus Ohm’schen Widerstand und
Selbstinduktivitit auf nach Einschalten einer Gleichspannung? Was passiert beim
Ausschalten?



Kapitel 4

Elektromagnetische Wellen

4.1 Lo6sung der Maxwellschen Gleichungen in ei-
nem Isolator

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Losung der Maxwell Gleichungen in einem
Isolator beschéftigen. Wir betrachten also ein Medium, in dem es keine freien Ladungen
gibt (Ladungsdichte p = 0) und auch keine elektrischen Stréme (Stromdichte j = 0).
Damit nehmen also die Maxwell Gleichungen die Form

divD = 0=divE (4.1.1)
divB = 0=divH (4.1.2)

. 1dB
tE+-— = 0 4.1.3
roth A c dt ( )

. 1dD
tH——— = 0 4.1.4
o c dt ( )

an und werden ergédnzt durch die Materialgleichungen

D=¢E und B=puH. (4.1.5)

Die jeweils zweite Gleichung in (4.1.1) und (4.1.2) ergibt sich weil wir ein homogenes
Medium betrachten wollen, in dem die Dielektrizitdtskonstante ¢ und die Suszepti-
bilitdt g nicht vom Ort abhidngen. Multiplizieren wir die Gleichung (4.1.4) mit der
Suszeptibilitdt ;1 und wenden aulerdem den Rotationsoperator an, so erhalten wir

= L€ drotE

t(rotB) — — =0
ot (ot ) — L2
Benutzen wir dann die Identitat

rot (rotg) =grad (divB) —AB
N——
=0 siehe 4.1.2
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und ersetzen rotE gemif (4.1.3), so erhalten wir

= u6d2]§

also partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Ortskoordinaten (z,y, z)
sowie in der Zeit ¢ fiir die drei kartesischen Komponenten der Magnetischen Induktions-

dichte B. In ganz analoger Weise konnen wir auch fiir das elektrische Feld E verfahren.
Wir wenden den Rotationsoperator auf die Maxwellgleichung (4.1.3) an und erhalten

1 drotB

rot (rotE) + p a drotH =0

= grad(divE) — AE + &
pr grad(divFE) +c o

Wegen (4.1.1) ist divE = 0. Ersetzen wir rotH gemi$ (4.1.4), so erhalten wir

S JUE d*E
EF———=0. 4.1.7
c dt? ( )
Diese Differentialgleichung fiir das elektrische Feld hat also die gleiche Struktur wie
Gleichung (4.1.6) fiir das B-Feld und wir wollen uns deshalb zunéchst mit den mathe-
matischen Eigenschaften der Losungen der sogenannten homogenen Wellengleichungen
vom Typ (4.1.6) und (4.1.7) beschéftigen.

4.1.1 Wellengleichung fiir skalare Funktion in einer Dimension

Um die Eigenschaften der Losungen der homogenen Wellengleichungen zu verdeutli-
chen, wollen wir die Gleichungen zunéchst in zweifacher Hinsicht vereinfachen:

e An Stelle der vektorwertigen Funktionen E und B in (4.1.7) bzw. (4.1.6) betrach-
ten wir eine skalarwertige Funktion f.

e Auflerdem nehmen wir an, dafl diese Funktion nicht im 3-dimensionalen Raum,
also als Funktion von 7, definiert ist, sondern nur von einer Raumkoordinate x
abhéngt: f(z,1).

Damit vereinfacht sich also die Differentialgleichung vom Typ (4.1.6) auf die Form

’f  pedf

— - —=—=0. 4.1.8

dz? 2 dt? ( )
Zunichst wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl jede zweimal stetig differenzierbare
Funktion f, die nicht von den zwei unabhéngigen Variablen z und ¢ sondern nur von

den Linearkombination

flz,t) = fluy) mit wy(z,t)=x+ct (4.1.9)
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} t=0
f(u) f4u)

Aa

ct %-Ct

Abbildung 4.1: Losungen der eindimensionalen Wellengleichung zur Zeit ¢t = 0 (oberer
Teil) und zu einem spéteren Zeitpunkt ¢.

mit
6= — (4.1.10)
/€
eine Losung der Differentialgleichung (4.1.8) ist. Um diese Behauptung zu verifizieren
berechnen wir z.B.

G e
dt ~ dudt | du
P rde o
ez du? dt du?
Entsprechend ergibt sich
d’f  d’f
LA 4.1.11
dr?  du® ( )

Eingesetzt in (4.1.8) erkennt man, daf} jede Funktion der Form f(u_) eine Lésung dieser
Gleichung ist, unabhéingig davon wie die Funktion f von u_ abhingt. Entsprechendes
gilt natiirlich auch fiir f(u,) in (4.1.9).

Was beschreiben nun die Losungen vom Typ (4.1.9)7 Als erstes betrachten wir eine
Funktion f;(u_), dargestellt durch die dreieckige Form in Fig. 4.1. Das Maximum der
Funktion f;, also die Spitze des Dreiecks, befinde sich bei dem Wert des Argumentes
u = 0. Zur Zeit t = 0 gilt u_ = x und das Maximum der Funktion f; befindet sich also
bei x = 0. Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ gilt u_ = x — ¢t. Die Struktur definiert durch
f1 behilt also ihre Form, sie bewegt sich aber mit der Geschwindigkeit ¢ nach rechts,
das Maximum liegt also bei z = ét. Fiir eine Funktion fo(u, ), dargestellt durch den
Halbkreis in Fig. 4.1, gilt entsprechend, daf} sich die Struktur, sie durch f5 definiert ist
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nach links zu kleineren x bewegt. Auch hier ist die Geschwindigkeit durch ¢ gegeben.
Man nennt diese in (4.1.10) definierte Geschwindigkeit die Phasengeschindigkeit.

Die Differentialgleichung (4.1.8) ist eine lineare Gleichung. Sind aber f;(u_) und fo(u4)
Losungen dieser Differentialgleichung, so gilt das auch fiir jede Linearkombination g =
afi + B fs. Insbesondere ist also auch

g(x,t) = fi(us) + foluy) = fi(z — ét) + folx + t) (4.1.12)

eine Losung. Die zeitliche Entwicklung von g(z,t) entspricht der Entwicklung der Ge-
samtfunktion f; + fo in Abb. 4.1. Die Gesamtstruktur dndert sich also mit der Zeit.
Um die zeitliche Entwicklung einer beliebigen Losung von (4.1.8) vorherzusagen, reicht
es nicht aus die Funktion g(z,¢ = 0) zu kennen, man bendotigt auch noch die Informa-
tion {iber die zeitliche Ableitung dieser Funktion zur Zeit ¢ = 0 beziehungsweise die
Aufspaltung in den Anteil, der von u, und den der von u_ abhéngt.

Beschriinken wir uns im Augenblick auf die Lésungen vom Typ f(z—¢t). Ein Spezialfall
dieser Losungen sind die ebenen Wellen in der Form

f(z,t) = Real{Aexp(ik(z —ct))}
= |A|cos (kx — kct + o) . (4.1.13)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile haben wir benutzt, da man die komplexe Am-
plitude A durch den Betrag |A| und eine Phase ¢ (A = |A|e?) darstellen kann. Die
ebenen Wellen sind von besonderem Interesse, da sie ein volstédndiges Funktionensy-
stem bilden, so dafl man jede beliebige andere Funktion nach diesen ebenen Wellen mit
verschiedenen Wellenzahlen £ entwickeln kann.

Die ebenen Wellen in einer Dimension sind charakterisiert durch die Wellenzahl £k,
beziehungsweise die Wellenldnge \. Diese Wellenléinge A bezeichnet dabei den Ab-
stand zweier Koordinaten z, fiir die sich die Cosinus Funktion in (4.1.13) periodisch
wiederholt. Es gilt also:

_ 2r
=
Die Funktion (4.1.13) ist also bei festgehaltenem Parameter Zeit eine periodische Funk-
tion in x mit der Periodizitéitslinge A. Bei festgehaltener Ortskoordinate ist (4.1.13)
aber auch eine periodische Funktion in der Zeit. Fiir die Periodendauer 7' gilt
2r 27

kel = 2 also T=—= ,
ke w

kX =27 bzw. A (4.1.14)

(4.1.15)

mit der Winkelgeschwindigkeit w = k¢.

Als nichstes betrachten wir nun die Losung der Differentialgleichung vom Typ (4.1.7)
fiir eine skalare Funktion f, die in 3 Raumdimensionen definiert ist
pe d f
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A Wellenvektor k

N \\
N «——— Wédlenebenen
\\\ /

P
v

Abbildung 4.2: Darstellung einer ebenen Welle

Man {iberzeugt sich leicht davon, dafl auch in diesem Fall die ebenen Wellen
f(7,t) = Real {Aexp(i(k - 7 — wt))} , (4.1.17)

spezielle Lésungen sind. Diese Losungen sind jetzt durch 3 Wellenzahlen, k,, £, und &,

beziehungsweise einen Wellenvektor k definiert. Die Differentialgleichung wird genau
dann gelost, wenn (4.1.15) entsprechend der Zusammenhang

c -
w=+——|k 4.1.18
\/R| | (4.1.18)

gewéhrleistet ist. Als Funktion des Ortsvektors 7 ist die Funktion f(7t) an allen Orten
identisch, fiir die gilt - k = const. Dieentsprechenden Gebiete, an denen also f(7,t)
z.B. einen Maximalwert annimmt sind Flichen senkrecht zu dem Wellenvektor E, wie
das auch in der Abb. 4.2 dargestellt ist. Als Funktion der Zeit bewegen sich dann diese
Ebenen konstanter Funktionswerte in Richtung des Wellenvektors k. Deshalb spricht
man auch von “ebenen Wellen” mit der Ausbreitungsrichtung k.

Eine beliebige Funktion f(7,t) 18t sich mit Hilfe einer 4-dimensionalen Fouriertrans-
formation darstellen in der Form

£(7,1) / dk/ dk/ dk/ dw f(F,w) exp(i(k -7 — wt))  (4.1.19)

\/%

(siche auch Abschnitt 1.6). Die Fouriertransformierte f(k,w) ist dabei berechenbar
durch

—

Flk,w / dt f(7,1) exp(—i(E - 7 — wt)) (4.1.20)

Die Funktion f(7,t) ist eine Losung der Differentialgleichung (4.1.17) wenn die Fou-
riertransformierte f(k,w) in (4.1.19) nur ungleich null ist fiir Kombinationen von Wel-
lenvektor k& und Winkelgeschwindigkeit w, die die Gleichung (4.1.18) erfiillen.
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4.1.2 Ebene Wellen in der Elektrodynamik

Nach dieser Vorbereitung kehren wir nun zu der Loésung der Differentialgleichungen
(4.1.6) und (4.1.7) zuriick. Aus dem vorhergehenden Abschnitt ist klar, daf§ z.B. die
Differentialgleichung (4.1.7) fiir das elektrische Feld E(7,t) gelost wird durch ebene
Wellen fiir die 3 kartesischen Komponenten von E

E, B
E(ft)=| By | (7,t)=| E) | cos(k-T—wt), (4.1.21)
E, o

wobei wieder (4.1.18) erfiillt sein muf}. Die Differentialgleichung (4.1.7) hatten wir aus
den Maxwellgleichungen fiir einen Isolator (4.1.1) - (4.1.4) hergeleitet. Wir untersuchen
nun, ob die Maxwellgleichungen noch weitere Bedingungen an die elektromagnetischen
Felder stellen. Dazu wenden wir (4.1.1) auf den Ansatz (4.1.21) an
- dE, dE, dFE
dive = . . .
v . + dy + dy
= (—koES — kyE) — k.E?) sin(k - ¥ — wt)
= 0

Diese Gleichung kann nur dann fiir alle 77 und Zeiten ¢ erfiillt sein, wenn der Ampli-
tudenvektor E° und damit auch der Vektor des elektrischen Feldes E in (4.1.21) stets

senkrecht zum Ausbreitungsvektor k steht: k- E = 0.

In ganz entsprechender Weise kénnen wir auch fiir die magnetische Induktionsdichte
B mit (4.1.2) zeigen, da$ auch B senkrecht zu dem Wellenvektor & stehen muB. Des-
halb bezeichnet man die elektromagnetischen Felder in einem Isolator, als transversal
polarisiert. Im Gegensatz dazu steht der Feldvektor von longitudinal polarisierten
Wellenfeldern parallel zum Wellenvektor k.

Bei dem Ansatz (4.1.21) dndert sich die Polarisationsrichtung von E nicht als Funktion
von Ort und Zeit, lediglich die Amplitude ist variabel. In diesem Fall spricht man von
linear polarisierten Wellen. Es gibt aber auch transversal polarisierte Wellen, die nicht
linear polarisiert sind. Dazu betrachten wir zwei linear polarisierte Wellen fiir das
elektrische Feld:

E,(7,t) = Real {éaEa exp(i(k - 7 — wt))} . (4.1.22)

Dabei steht e, fiir jeweils einen Einheitsvektor in Richtung des E, Feldes, also senkrecht
zu k. Da E; und E, jeweils linear polarisierte Losungen der Wellengleichung (4.1.7)
sind, ist auch die Summe dieser beiden Lésungen eine Losung

—

E = ¢ E; cos (E T — wt) + €3 E5 cos (E T — wt + 90) (4.1.23)

und zwar fiir beliebige Phasenwinkel ¢. Im Fall ¢ = 0 ist auch (4.1.23) wieder eine
linear polarisierte Welle in Richtung €1 E; 4 €3 Es. Ist aber ¢ = 7/2, und bilden ¢, é,
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und €}, ein Dreibien, so ergibt sich
E = éEcos (k-7 — wt) — é;Eysin (k- 7 — wt)

eine elliptisch, beziehungsweise fiir F; = F, eine zirkular polarisierte Welle. Der Vektor
des elektrischen Feldes zirkuliert um den Ausbreitungsvektor wie eine Rechtsschraube.
Man spricht in diesem Fall von zirkularer Polarisation mit positiver Helizitdt. Wahlt
man in (4.1.23) ¢ = —7/2, so ergibt sich eine Linksschraube, zirkulare Polarisation
mit negativer Helizitét.

Es gibt aber auch noch eine weitere Bedingung fiir die Polarisierung der elektroma-
gnetischen Felder. Zur Herleitung dieser Bedingung wenden wir die Maxwellgleichung
(4.1.3) auf den Ansatz der ebenen Wellen fiir E(7,¢) und B(7,t) an

Oy EY

rotE = dy | x| E) |exp (z (E 7= wt))
0, EY

= ik, | x| E) |exp (z (/; 7 — wt))
ik, B

= iEXEOexp(i(E-F—wt))

und
%é(m) _ %éoexp(i (F- 7= wt))
= —iwBexp(i (/; F—wt))
= —iwB(7t)

Somit erhilt man 18
tE + —=B = ik x E(,t) — —B(Ft
ro + co L (’I“, ) c (’I", )

Mit der Maxwellgleichung (4.1.3) ergibt sich also

—

B(Ft) = —k x E(F,1)|. (4.1.24)

€0

Also steht B immer senkrecht auf k und E : E, E und B bilden ein rechtshéndiges

Dreibein. Setzt man in Glg. (4.1.24) die Beziehung (4.1.18), w = \/it_E|IZ| ein, so erhélt
man

— ]_ — — —
B:EﬁE?W@xE:JE@xE

¢ |k

= ||B| = /e E| (4.1.25)
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also eine feste Beziehung zwischen den Amplituden fiir das elektrische und magnetische
Feld.

Mit diesen Beziehungen konnen wir nun Energie und Impuls der elektromagnetischen
Wellenfelder berechnen. Als erstes betrachten wir den Poynting Vektor S. Nach (3.4.34)
ergibt sich
C — —
S = 4—ﬂ;(ExH)
C — —
= —I|F||Blé; . 4.1.26
ym u' || Blé ( )
Bei dem Ubergang zur zweiten Zeilen wurde ausgenutzt, daf E, B und k ein Dreibein
bilden (4.1.24). Der Poyntingvektor und damit die entsprechende Energieflufidichte
weist also in Richtung des Wellen- oder Ausbreitungsvektors k. Betrachten wir nun
eine linear polarisierte Welle und benutzen auflerdem (4.1.25) so ergibt sich fiir den
Betrag des Poyntingvektors

- ¢ [e I
|S| = E\/EESCOSQ (k-r —wt)

Hé&lt man also die Position fest und berechnet den zeitlich gemittelten Energiefluf}, so
ergibt sich
- 1lc |e
S=-—|-E; 4.1.27
Zum Vergleich kénnen wir auch die zeitlich gemittelete Energiedichte der elektroma-
gnetischen Felder berechnen. Nach (3.4.33) ergibt sich
_ 1 — = — =
W= — <ED + HB)
8T
1 1
- — iy —B?
8w \ 2 21
1
= geEg (4.1.28)
Auch hieg‘stehen die Querstriche fiir die zeitliche Mittelung der entsprechenden Grofien.
Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde wieder (4.1.25) benutzt, wodurch sich ergab,
daf} die Energiedichte durch die Magnetfelder genau so grof3 ist wie die der elektrischen.
Vergleicht man (4.1.27) und (4.1.28) so ergibt sich

_ c -
S=—W,
T
die gemittelte Energiefluidichte S der elektromagnetische Welle entspricht gerade ihrer
Energiedichte W multipliziert mit der Phasengeschwindigkeit ¢. Die Phasengeschwin-
digkeit ist also die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Energiedichte.
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Abbildung 4.3: Geometrie und Nomenklatur fiir die Beschreibung von elektromagneti-
schen Wellen an einer Grenzfliche.

4.2 Reflexion und Brechung einer ebenen Welle

In diesem Abschnitt wird das Verhalten von ebenen elektromagnetischen Wellen an ei-
ner Grenzfliche zwischen zwei Isolatoren mit verschiedenen Materialkonstanten € und p
beschrieben. Dabei wird insbesondere die Reflexion und die Brechung einer solchen elek-
tromagnetischen Welle betrachtet. Wir werden sehen, wie die einfachen Reflexionsgeset-
ze (Einfallwinkel gleich Ausfallwinkel) und der Zusammenhang zwischen dem Winkel
eines einfallenden und des gebrochenen Lichtstrahls, das Snellius’sche Brechungsgesetz,
direkt mit den Eigenschaften der elektromagnetischen Felder zusammenhéngt.

Die Geometrie des Problems und die Nomenklatur, die hier benutzt werden soll, sind
in der Abb. 4.3 dargestellt. Wir betrachten 2 Isolatoren mit einer ebenen Grenzschicht.
Das Koordinatensystem ist so gewéahlt, dafl diese Grenzschicht mit der zy-Ebene, al-
so z = 0, zusammenfillt. Fiir z < 0 nehmen wir die Materialkonstanten £ und p an,
wahrend fiir den Bereich z > 0 die Materialkonstante ¢’ und p’ gelten. Im Bereich z < 0
haben wir die einlaufende Welle mit dem Wellenzahlvektor & und die reflektierte Welle
mit £”. Diese Vektoren bilden mit der Normalen zur Grenzfliche den Winkel o bezie-
hungsweise o”. Im Bereich z > 0 beobachten wir die “gebrochene” elektromagnetische
Welle mit einem Wellenzahlvektor &' und einem entsprechenden Winkel o/.

Aus den Uberlegungen des vorhergehenden Abschnittes wissen wir, daff wir z.B. die
einlaufende ebene Welle beschreiben kénnen durch

E(t) = Eoexp (i(k -7~ wt))
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C —
w = ||
VHE
. kx E
Bt = iz ;;'

(4.2.29)

Entsprechende Gleichungen gelten fiir die gebrochene Welle (E', B',w') und die reflek-
tierte Welle (E”, B, w"). Aus der Elektrostatik und der Magnetostatik, wissen wir, dafl
die elektrischen und magnetischen Felder bei dem Ubergang von einem Medium zum
anderen Stetigkeitsbedingungen erfiillen miissen. So gilt z.B., daf} die Komponenten
des magnetischen Induktionsdichte E, die senkrecht zur Grenzfliche bei 2z = 0 liegen
in beiden Isolatoren identisch sein miissen, siehe (2.5.52). Dies gilt aber nicht nur zu
einem Zeitpunkt, sondern dies muf} fiir alle Zeiten gelten. Daraus folgt, dafl die Kon-
stanten w, die die zeitliche Entwicklung der verschiedenen Wellen beschreiben fiir die
3 Teilwellen identisch sein miissen:

w=uw =w" (4.2.30)
beziehungsweise wegen (4.2.29) auch
A= 20 =R,

c

= I ~1 //_)
B = MEE 0 VEE R (4.2.31)

c VIE
Auflerdem mufl aber auch fiir alle Vektoren in der z = 0 Ebene 7, gelten, daf} die
Phasen der 3 Wellen identisch sind.

ki, =k -7, =k, (4.2.32)

Wire ndmlich z.B. die Phase der gebrochenen Welle, K - 7, an einer Stelle 7, so, daf}
die Wellenfunktion fiir B’ an dieser Stelle ein Maximun besitzt, so mufl auch die Wel-
lenfunktion der Felder B und B” an dieser Stelle ein Maximum besitzen. Anderenfalls
konnten die Grenzbedingungen nicht fiir 7, und benachbarte Orte erfiillt sein. Aus
diesem Ergebnis (4.2.32) folgt aber auch direkt:

e Die Wellenvektoren k, ' und £” liegen in einer Ebene, wir kénnen also
das Koordinatensystem so wiéhlen, daf k, = k, = k; = 0 ist, wie ja bereits
in Abb. 4.3 angenommen. Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, daf
k, = 0 und betrachten Vektoren in der z = 0 Ebene 7, = (0, y,0). Damit ist also
k-7, = 0. Damit (4.2.32) erfiillt ist muf} aber auch K7, = kyy = K7, = kyjy =0
sein, es gilt also k, = k; = 0. Mit den Bezeichnungen von Abb. 4.3 kénnen wir
also schreiben

sin av sin o/ sin o'
k=k| 0 F=kK| 0 F'=Fk"| 0 (4.2.33)

cos cosa’ cos o
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e Es gilt das Reflexionsgesetz: Einfallswinkel o gleich Reflexionswinkel
o. Zum Beweis dieser Behauptung betrachten wir einen Vektor 7, in der z = 0
Ebene, der nur eine z-Komponente besitzt 7, = (r, 0, 0). Fiir einen solchen Vektor
liefert (4.2.32) zusammen mit (4.2.33)

rksina = rk'sina’ = rk" sin o” (4.2.34)

Wegen (4.2.31) ist k& = k" und es gilt also sina = sina”, was ja gerade die
Behauptung ist.

e Es gilt das Snellius’sche Brechungsgesetz:

] k/ =
e _ T _vHE T (4.2.35)
sina/ k e n

wobei wir den Brechungsindex mit

n = Jue (4.2.36)

eingefithrt haben. Auch das Snellius’sche Brechungsgesetz (4.2.35) ergibt sich
direkt aus (4.2.34) unter Einbeziehung von (4.2.31).

Uber diese einfachen Reflexions- und Brechungsgesetze hinaus kénnen wir aber auch
noch weitere Details aus den Grenzbedingungen der elektrischen und magnetischen
Felder extrahieren. Dazu schreiben wir zun#chst die in den Abschnitten 1.8 und 2.5
hergeleiteten Beziehungen fiir den hier betrachteten Fall auf. Zunéchst die Stetigkeit
der Normalenkomponenten von D:

{e(Bo+ E}) —'Ey}-é.=0 (4.2.37)

und B, wobei wir die Darstellung der magnetischen Induktionsdichten nach (4.2.29)
benutzen:

{Ex Eg+ k' x Bf — K x Ej} - é.=0 (4.2.38)
Die Stetigkeit der Tangentialkomponente von E
{Eo+Ey — Fg} xé.=0 (4.2.39)
und H
{% (F x Eo + K" x Ej) - %E’ x Eg} X é, =0 (4.2.40)

Auflerdem zerlegen wir die Amplituden EO in eine Komponente E||, die in der in
Abb. 4.3 dargestellten zz-Ebene liegt und eine Komponente E| die senkrecht dazu,
d.h. parallel zu —¢, liegt

Eg = EH + E_l . (4.2.41)
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Entsprechende Aufteilungen werden auch fiir E’ und E" vorgenommen. Die Stetigkeits-
bedingungen fiir die Felder an der Grenzfliche miissen fiir beide Komponenten getrennt
erfiillt sein. Deshalb betrachten wir zunéchst die Gleichungen (4.2.37) bis (4.2.40) fiir
die Komponenten £, = —¢é,F . Aus (4.2.39) folgt

{EL+E1 —E\} xé.=—é{E,+E{ - E\} =0

Es gilt also
E,+E —FE\ =0 (4.2.42)

Zur weiteren Rechnung betrachten wir
é:x (Ex EL) =k (é.-E)) —E\(é. - F)
——
=0

und die entsprechenden Beziehungen fiir £’ and E”. Eingesetzt in (4.2.40) ergibt sich

1 1

—éy [— (ELkcosa+ E'k(—cosa)) — —E' kK cos a'] =0

u T

Ersetzt man die Wellenvektoren nach (4.2.31) ergibt dies

€ g’
\/;cosa(EL —E') - \/Jcoso/El =0
Ersetzt man nach (4.2.42) E' ergibt sich
" \/%cosoz— \/%coso/
E, £ f !
L \/;(:os o+ \/;cos «

1— £ tan o
! tan o’

- H”ﬂj (4.2.43)
' tan o’

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurde das Snellius’sche Brechungsgesetz (4.2.35)
ausgenutzt. Bezieht man sich dann auf Materialien, die nicht ferromagnetisch sind, so
dafBl u &~ 1 =~y so ergibt sich fiir das Verhéltnis zwischen reflektierter und eingestrahlter
Amplitude im Fall der Komponente senkrecht zur Ebene der Wellenvektoren

B! sin(o/ — a)

= — 4.2.44
E, sin(o/ + «) ( )

Das Quadrat dieses Verhiltnisses der Amplituden spiegelt die Intensitét des reflektier-
ten Strahls relativ zum einlaufenden Strahl und wird héufig als Reflexionskoeffizient
bezeichnet.

R, = (_) (1245
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0.1

—— R senkrecht
——— Rpadle

0.05 -

Reflexion

0 012 014 0.6 O‘.8 1
Einfallwinkel [rad]

Abbildung 4.4: Reflexionskoeffizient (sieh Gl.4.2.45) fiir die Komponenente senkrecht
zu xz Ebene und in der 2z Ebene fiir n/n' = 1.2.

Dieser Reflexionskoeffizient spiegelt also das Verhéltnis des Poyntingvektors oder auch
der Energiedichte des einlaufenden zum reflektierten Strahl. Ergebnisse fiir diesen Re-
flexionskoeffizienten sind in der Abb. 4.4 dargestellt.

Als néchstes betrachten wir nun die Komponente mit dem elektrischen Feldvektor in
der zz Ebene der Wellenvektoren. Aus (4.2.39) ergibt sich

—Ejcosa+ Ejcosa+ Ejcosa’ =0 (4.2.46)

Die Vektoren k x E||, k' E\II und k" x E({ stehen parallel oder antiparallel zur y-Achse.
So ergibt sich aus (4.2.40) fiir die entsprechenden Amplituden

k I
0 = — (B +E)-—F
1 M

= \/g (EH + E"() — \/%Eﬁ (4.2.47)

Bei dem Ubergang zur zweiten Zeile wurden die Betriige der Wellenvektoren nach
(4.2.31) ersetzt. Lost man diese Gleichung nach Ej| auf und setzt das Ergebnis in
(4.2.46) ein, so ergibt sich

" cosoz—\/g,—”'coso/
i £'p (4.2.48)
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Beschrianken wir uns wieder auf Materialien mit 4 &~ 1 ~ p/ und benutzen wir das
Snellius’sche Brechungsgesetz, so ergibt sich

" sin o’ !
| cosa— 2 cosa
= ino
E) cos o + =% cos o
sin @
tan(a — o)
= ———= 4.2.49
tan(a + o) ( )

Auch fiir diese Komponente ist der Reflexionskoeffizient als Funktion des Einfallswin-
kels fiir ein Beispiel in Abb. 4.4 dargestellt. Man sieht aus dieser Abbildung aber auch
aus (4.2.49), daf fiir einen bestimmten Einfallswinkel, dem sogenannten Brewster Win-

kel avgrey mit
i

OBrew + Vgpow = 3 (4.2.50)

der Nennner des Verhéltnisses (4.2.49), tan(aprew + g0 ) gegen oo geht, der Refle-
xionskoeffizient fiir die parallele Komponente also bei diesem Brewster Winkel null
wird. Dies bedeutet, dafl bei Reflexion einer elektromagnetischen Welle, die mit dem
Brewster Winkel einféllt, die reflektierte Welle nur die Komponente Eﬁ enthélt. Die
reflektierte Welle ist also linear polarisiert mit einem elektrischen Feldvektor senkrecht
zu der Ebene, die durch die Wellenvektoren aufgespannt ist.
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4.3 Losung der inhomogenen Wellengleichungen

Zu Beginn dieses Abschnittes sollen zunéchst noch einmal die Maxwellgleichungen in
einer etwas anderen Form dargestellt werden. Wir beschrénken uns dabei auf die Max-

wellgleichungen ohne Materie, also D = E und H = B. Zunichst schreiben wir noch
einmal die sogenannten homogenen Maxwellgleichungen auf in der Form

divB = 0
. 1dB
tE+-—— = 0 4.3.51
o +cdt ( )

Diese Gleichungen sind unabhéngig von moglichen Ladungs- und Stromverteilungen.
Es handelt sich um partielle Differentialgleichungen nach den Ortskoordinaten und der
Zeit. Man bezeichnet diese Maxwellgleichungen als homogene Differentialgleichungen,
da keine Terme auftreten, die die gesuchten Felder E und B nicht enthalten (siehe auch
(3.2.15)). AuBerdem haben wir die inhomogenen Maxwellgleichungen (3.2.18)

. 1dE A7 o
cori = LB A
C

divE = 4mp (4.3.52)
die den Zusammenhang zwischen den elektromagnetischen Feldern und den erzeugen-

den Ladungsdichten p(7,t) und Stromdichten j(7,t) herstellen.

Wir haben bereits im Abschnitt 3.3 gesehen, dal die homogenen Maxwellgleichungen
dazu fiihren, dal man die Elektromagnetischen Felder durch die Potentiale ® und A
darstellen kann. Es gilt (siehe (3.3.19) und (3.3.20))

B = rotA=VxA

Tl
I
|
09
i
=
a
A
|
|

(4.3.53)

Diese Potentiale sind nicht eindeutig definiert, wir haben z.B. die M6glichkeit die Eich-
bedingung fiir die Lorentzeichung (3.3.25) zu fordern. Ersetzt man in den inhomogenen
Maxwellgleichungen (4.3.52) die Felder durch diie Potentiale nach (4.3.53) und benutzt
die Bedingung der Lorentzeichung, so ergibt sich (siehe (3.3.26))

1 d?
1 d? - 41 -

AA— —— A = —2; 4.3.54
c? d?t c J ( )

Wir haben also vier Gleichungen (eine fiir ®, drei fiir die Komponenten von /T) vom

Typ
OV (7, t) = —4dma(r, t) (4.3.55)
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Dabei stehen ¥ stellvertretend fiir eines der Potentiale und « fiir die zugehorige Inho-
mogenitét in (4.3.54). Auflerdem haben wir mit

1 d?
O:=A 27 (4.3.56)
den sogenannten d’Alembert Operator eingefiihrt. Der d’Alembert Operator (mit 4
Ecken) ist eine Erweiterung des Laplace Operators A (3 Ecken), indem zu den zwei-
ten Ableitungen nach den Drei Raumkoordinaten noch die zweite Ableitung nach der
vierten Koordinate der Zeit hinzukommt. Wie wir weiter unten sehen werden, ist das
Minuszeichen vor der Zeitableitung konsistent mit der Metrik des vierdimensionalen

Minkowski Raumes der Relativitatstheorie.

Die Gleichungen (4.3.54) entsprechen den Wellengleichungen fiir die elektromagneti-
schen Felder, haben allerdings im Gegensatz zu (4.1.6) und (4.1.7) eine Inhomogenitit,
die rechte Seite ist ungleich null. Man bezeichnet deshalb auch (4.3.54), beziehungsweise
(4.3.55), als inhomogene Wellengleichungen.

Reduziert man nun z.B. die inhomogene Wellengleichung fiir das skalare Potential ®
auf den Fall zeitunabhéngiger Ladungsverteilungen und Potentiale, so erhalten wir

Ad = —4mp

die Poissongleichung der Elektrostatik (1.3.38). Eine Methode zur Losung dieser Pois-
songleichung ist die Bestimmung von Green’schen Funktion, die wir im Abschnitt 1.5
fiir die Elektrostatik betrachtet haben (Hier wollen wir uns allerdings auf den Fall oh-
ne Randbedingungen beschriinken.) Danach sucht man eine Green’sche Funktion G als
Losung der Differentialgleichung (1.5.55)

AG(F 7)) = —4md(F—7')
und bestimmt damit das Potential aus einer gegebenen Ladungsverteilung mit

/G—»—»/ —»/d3/

In Erweiterung dieses Konzeptes fiir zeitunabhéngige Green’sche Funktionen liegt es
nahe eine zeitabhéngige Green’sche Funktion G(7t, 7't') zu definieren mit

OG(7, 7't') = —4nd (7 — 7')3(t — ¢') (4.3.57)
um damit zu definieren
W(7t) = / & / dt' G (7, 7't ) (7, ) (4.3.58)

Wendet man niamlich auf diesen Ansatz fiir die Potentialfunktion ¥ den d’Alembert
Operator an, so erhélt man mit (4.3.57)

W) = 0 fdr [t Gl )
_ —47r/d3 ’/dt5 )3t —t)a(F, 1)

= —dra(F,t),
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U ist also in der Tat eine Losung der inhomogenen Wellengleichung (4.3.55). Aus
(4.3.58) konnen wir eine Interpretation fiir die zeitabhéingige Green’sche Funktion ab-
lesen: G(7t,7't') gibt an, mit welchem Gewicht die Ursache «(7,¢) am Ort 7' zur Zeit
t" das Ergebnis W(7, ) also am Ort 7 zur Zeit ¢ beeinflufit.

Wie sieht eine solche zeitabhingige Green’sche Funktion aus und welche Eigenschaften
besitzt sie? Zunéichst machen wir uns klar, da3 die freie Green’sche Funktion, d.h. oh-
ne Beriicksichtigung von Randbedingungen nur von den Differenzen 7 — #' und ¢ — ¢/
abhéingen kann. Danach betrachten wir die Fourier-Transformation z.B. der Abhéngig-
keit der Green’schen Funktion von z—2’, der Differenz der z-Koordianten. Die Fourier-
Transformation kann man als eine Entwicklung nach einem vollstdndigen Funktio-
nensystem verstehen, so wie im Abschnitt 1.6 behandelt. Die Funktionen

fe(z) = (z|k) = exp(ikx) (4.3.59)

1
V2T
bilden ein vollstandiges Funktionensytem auf dem Intervall [—oo, oo]. Die Funktionen,
charakterisiert durch die Wellenzahl k, sind orthogonal (vergleiche z.B. (1.6.64)), d.h.
es gilt

®l) = [ defi@)fu)

- % /O:o dx exp (i(k — K')z)
Skt (4.3.60)

AuBlerdem gilt die Vollsténdigkeitsrelation (vergl. (1.6.74))
ow—y) = [ dkfimh@)
= [ dk (ylk)(kla)
1 00
= 2—/ dk exp (ik(x — y)) (4.3.61)
T J—o0

Das bedeutet also, dal man jede beliebige Funktion F'(x) nach dem Funktionensystem
entwickeln kann

Flz) = /o:o dk (x|k) (k| F)

_ % /_ °; dk exp(ikz)F(k) (4.3.62)

Die Entwicklungskoeffizienten F'(k) bilden eine Funktion der Wellenzahl & und heifien
die Fouriertransformierte der Funktion F(z). Diese Fouriertransformierte berechnet
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sich als das Skalarprodukt der Funktion F'(x) mit dem entsprechenden Element des
Funktionensystems fi(x)

F(k) = (k|F)
= J%/oo dx F(x) exp(—ikx) (4.3.63)

Ganz entsprechend der Entwicklung (4.3.62) kénnen wir nun auch die Green’sche Funk-
tion als Funktion der vier Raum und Zeitkoordinaten in einer vier-dimensionalen Ent-
wicklung darstellen als

1
2V 27r4

Dabei ist zu beachten, daf3 die drei kartesischen Raumkoordinaten jeweils tranformiert
sind in eine entsprechende Koordinate des Vekotrs k, und dafl wir bei der Fouriertrans-
formation der Zeit die zugehorige Variable mit —w bezeichnet haben.

G(F—7"t—t') =

/ d*k / dw exp (iR (7 — 7)) exp(—iw(t — ') G(F,w) (4.3.64)

Mit dieser Fouriertransformation allein ist natiirlich noch nichts gewonnen, denn jetzt
muf} die Funktion G(k,w) bestimmt werden. Dazu setzen wir die Darstellung (4.3.64)
in die linke Seite der Bestimmungsgleichung der Green’schen Funktion (4.3.57) ein

S oy / 1 3 s o) . (1
OG(r—7t—-1t) = Dw/d k/dwexp (zk(r —F )) exp(—iwt)G(k,w)
1 3 oy w2
- W/dk/dw (—k +§>
x exp (ik (7 — 7)) exp(—iwt)G(k, w) (4.3.65)

Die rechte Seite der Gleichung (4.3.57) lautet:

S / 1 3 N .
—A4Ar§(F— 7ot —t') = —4r o) /d k/dw exp (zk(r — 7 )) exp(—iwt) (4.3.66)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung habe wir die vierdimensionale § Funktion ent-
sprechend der Vollsténdigkeitsrelation (4.3.61) dargestellt. Da die Exponentialfunktio-
nen exp(ikz) ein Orthonormalsystem bilden, miissen die Entwicklungskoeffizienten ei-
ner beliebigen Funktion eindeutig sein. Da (4.3.65) und (4.3.66) die zwei Seiten der Glei-
chung (4.3.57) darstellen, miissen die jeweiligen Faktoren vor exp(ik (7 — 7)) exp(—iwt)
identisch sein. Dies bedeutet

1 = w_2 S0 L) = 4
o (F )6 = g
Glhw) = S 1 (4.3.67)
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Setzt man diesen Ausdruck fiir G in (4.3.64) ergibt sich

G(F — 7't — 1) = (271T)2%2/d3k/dw e i [k(F_j,)] Sald) (4.3.68)

w§ — w?
wobei wir die Abkiirzung

wy = c|k] (4.3.69)

eingefithrt haben. Wir wollen uns nun speziell die Zeitabhéingigkeit der Green’schen
Funktion bzw. die Abhéingigkeit von w ansehen. Dazu schreiben wir

1 < 1 1 )
W —w? 2wy \wHwy w-—uwy
und betrachten diese Abhéngigkeit in der Form

1 g 1 1
— [ a —iw(t—t ( - ) 4.3.70
sy L e il =) (G~ oy (4310

Dabei wollen wir uns darauf beschréinken, daf die Zeit der Ursache ¢’ in (4.3.58) vor
der Zeit der Wirkung ¢ liegt, also t — ¢’ > 0. Andernfalls soll die Green’sche Funktion
identisch 0 sein. Dies erreicht man dadurch, daf§ wir zu der sogenannten retardier-
ten Green’schen Funktion iibergehen, die aus der allgemeinen Funktion G durch die
Multiplikation mit der entsprechenden Stufenfunktion © entsteht

Gir—it—t) =  GF—Ft—t)e{t—1) (4.3.71)

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, daf diese Beschréinkung auf ¢—¢' > 0 in (4.3.70)
dadurch erreicht wird, da} wir die dort auftretenden Pole um einen infinitesimalen
Wert ¢ von der Achse der reellen Zahlen weg in den Bereich der komplexen Zahlen
mit negativem Imaginérteil schieben, sodaf} sie bei w = +wy — ic auftreten (siehe auch
Abb. 4.5). Wir betrachten also

1 0o 1 1
— d —iw(t — 1 ( — ) 4.3.72
2w0/_oo o exp (=i ) w4 wy+ie w—wytic (43.72)

und unterscheiden die beiden Fillet —¢ < 0 and t —t' > 0.

e Im Fall t—¢ < 0 kann das Integral (4.3.70) iiber die Achse der realen Werten fiir
w hinaus in eine Konturintegral in der komplexen Ebene ergénzt werden, indem
man den Integrationsweg in der oberen Halbeebene der komplexen Zahlen also
mit positivem Imaginérteil fiir w schlieBt (siehe gestrichelte Linie in der Abb. 4.5).
Fiir grofle positive Werte des Imaginérteils von w enthélt ndmlich der Integrand
den Faktor

exp (—i(w + ioo)(t — t')) — exp (oo(t — t')) — exp (—oo)

wird also vernachlissigbar in diesem Fall ¢t — ¢’ < 0. Die Fldche, die von diesem
Integrationsweg in der komplexen Ebene umschlossen wird, enthélt keine Pole,
sodaf das Integral (4.3.70) in diesem Fall identisch 0 wird.
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Abbildung 4.5: Integrationswege fiir (4.3.70)

e Im Fall ¢t —¢# > 0 muf} das Integral (4.3.70) ergéinzt werden durch den Integrati-
onsweg, der in Abb. 4.5 durch die durchgezogene Linie dargestellt ist. Fiir grofe
negative Werte des Imaginirteils in w enthélt der Integrand den Faktor

exp (—i(w — i00)(t — t')) — exp (—oo(t — t')) — exp (—o0)

wird also vernachléssigbar fiir positive Werte von ¢t — t'. In diesem Fall enthélt
die vom Integrationsweg umschlossene Fliche die beiden Pole bei w = 4wy und
der Residuensatz liefert

1 00 1 1
— d —iw(t —t' ( — ):
2w0/ w exp (—iw( )) R

_5—2; [exp (iwy(t — t')) — exp (—iwp(t — )] (4.3.73)

Durch die Verschiebung der Polterme in (4.3.72) wird also die Green’sche Funktion
identisch null fiir ¢ < ¢ und nimmt im Fall £ > ¢ die Form an

Gr—7 t—t)=
2 k P
W@C/d3 expzr r))[

exp (ick(t —t')) — exp (—ick(t — t"))]

_ _W/o dkk/o /_1d£ exp(ik|i" — 7'|€)

x [exp (ick(t —t')) — exp (—ick(t — t'))]
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In der ersten Zeile wurde wy = ck ersetzt und in der zweiten Zeile das Integrale iiber d®k
in Kugelkoordinaten umgeschrieben. Dabei bezeichnet £ den Cosinus des Winkels zwi-
schen k und dem Vektor #— 7'. Fiihrt man die Integrationen iiber die Winkelvariablen
¢ (liefert einen Faktor 27) und & aus, so ergibt sich weiter

7! &=1
GF—7't—1) = — / Mke””mr ©)
k|7 — 7| e=_1

X [exp (ick(t —t")) — exp (—ick(t —t'))]
— ¢ | / dk {exp(ik|F — 7'|) — exp(—ik|F — 7'|)}

@n) 77
x [exp (ick(t — t')) — exp (—ick(t —1'))]

B (207r)|r ~f|/ dk exp (ik |7 = 7| + e(t =)
—exp (ik [|F = 7'| — c(t = t')])
=~ BT el = ) = 5 (7= 7~ et~ )]

Bei dem Ubergang zur letzten Zeile wurde zwei mal die Gleichung (4.3.61) ausgenutzt.
Man kann sich nun leicht davon iiberzeugen, daf fiir den Fall t—¢' > 0, der ja allein hier
in Frage kommt, die erste 0 Funktion irrelevant ist (da das Argument niemals gleich
null sein kann). Damit erhalten wir

o =
GF— 7t —#) = qqu60r6r|—(t—ﬂg (4.3.74)
Die zeitabhéngige Green’sche Funktion entspricht also der freien Green’schen Funktion
der Elektrostatik mutlipliziert mit einer § Funktion in der Zeit, die dafiir sorgt, daf
Zum Zeitpunkt ¢ am Ort 7 die Ursache zur Wirkung kommt, die zur Zeit ¢’ = t —
|7 — 7'|/c am Ort 7' prisent war. Die Wirkung erfolgt also mit einer Zeitverzogerung,
die gerade dem Abstand |i*— | dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit ¢ entspricht.
Anders ausgedriickt: die Ubertragungsgeschwindigkeit von einer Ladung oder Strom
am Ort 7' auf die Wirkung elektromagnetisches Potential am Ort  is gerade die
Lichtgeschwindigkeit c¢. Als Losung der inhomogenen Wellengleichung (4.3.55) erhalten
wir also mit (4.3.74) eingesetzt in (4.3.58)

U(F ) = /ﬁ’/ﬂtvjw|(vzr|—@—w>qqu

= o

_ /d3’ (T’|_t_w) (4.3.75)

F— 7|

Entsprechend ergibt sich fiir die elektromagnetischen Potentiale in der Lorentzeichung

\f’—f”\)

, plr' =t — =
o) = [ —
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. J(7 = — =)
AFt) = /d?’r'](r’ —— (4.3.76)
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4.4 Lokalisierte, oszillierende Quellen

In diesem Abschnitt soll die Entstehung und die Emission von elektromagnetischen
Wellen beschrieben werden. Die Quelle dieser elektromagnetischen Welle sei eine auf
einem kleinen Raum lokalisierte, oszillierende Ladungs- und Stromverteilung

—~
‘ﬂ

p = p(") exp(—iwt)
7 7

)
1) = 7(7") exp(—iwt) (4.4.77)

‘ﬂ

(7

Auch hier wird wieder die komplexe Schreibweise benutzt, da damit einzelne Rechen-
schritte vereinfacht werden. Letzendlich interessiert natiirlich nur der Realteil dieser
GroBen. Natiirlich sind auch andere Zeitabhiangigkeiten denkbar als die in (4.4.77) ange-
nommen Oszillation mit einer konstanten Frequenz. Solche komplexeren Oszillationen
kénnen aber iiber die Fourierentwicklung stets als Uberlagerung von den harmonischen
Osrzillationen aus (4.4.77) dargestellt werden.

Realisierung solcher lokalisierten Quellen sind z.B. Antennen fiir Radiowellen oder aber
auch einzelne Atome und Molekiile, die ja elektromagnetische Wellen in Form von Licht,
Rontgensstrahlung oder auch in anderen Frequenzbereichen emittieren kdnnen.

Nach den Uberlegungen im Abschnitt 4.3 kann man das Vektorfeld A als Folge einer
zeitlich verdnderlichen Stromverteilung berechnen als (siehe (4.3.76))

_ =]
e j(7 —)
AfF) = /d3 / |r_r|
- LIF
= exp(—iwt) —/d3r'J ) exp (iklr = ) (4.4.78)
c |7 — 7|
—eA()

wobei fiir die zeitliche Anderung der Stromdichte (4.4.77) benutzt wurde und die Win-
kelgeschwindigkeit w gemifl der Beziehung ck = w durch die entsprechende Wellenzahl
ersetzt wurde. Man sieht also, dafl auch das durch ferzeugte Vektorpotential mit der
Frequenz w oszilliert.

Beschrinken wir uns nun auf die elektromagnetischen Felder auflerhalb der erzeugenden
Quellen in einem Bereich 7, in dem Stromdichte und Ladungsverteilung identisch null
sind, so sind mit dem Vektorpotential A die elektromagnetischen Felder festgelegt. Es
gilt ja stets

B(7,t) = rot A(7,t) = exp(—iwt)rot A(7) (4.4.79)

Das elektrische Feld ergibt sich durch Anwenden der Maxwellgleichung in diesem Be-
reich mit 7 =0
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. dE
rotB — pea= 0
c dt
dE .
— = irotB
dt e
C —
= —iwt)—rot rot A(7
exp(—iw )Mgro rot A(7)

Daraus ergibt sich also fiir das elektrische Feld

E(7t) = éé exp[—iwt) rot rot A () (4.4.80)

Bei unseren Uberlegungen spielen drei Lingenskalen eine Rolle. Da ist einmal die Aus-
dehnung der Quelle, die z.B. durch einen Radius der Grofle d charakterisiert sein soll.
Die zweite Langenskala ist der Abstand des Beobachtungspunktes von der Quelle. Neh-
men wir an, daf die Quelle sich im Koordinatenursprung befindet, so ist dieser Abstand
identisch mit dem Betrag des Vektors 7. Die dritte Langenskala ist die Wellenldinge A
der elektromagnetischen Welle, die nach (4.1.14) mit der Wellenzahl k oder auch der
Winkelfrequenz w verkniipft ist

B 2 2me

A

k w

Wir nehmen an, dafl die Ausdehnung der Quelle sehr klein ist gegeniiber den beiden
anderen Lingen und unterscheiden dann

Nahbereich: d<r<<\
Fernbereich: d< AL (4.4.81)

In beiden Féllen gilt aber daf die Linge des Vektors 7' in (4.4.78) im relevanten
Integrationsbereich klein ist gegeniiber r. Wir konnen also den Abstand entwickeln

7= 7| = Vr2— 2772
,’:‘/ ,’,,12
= r 1—2ér——|——2
r r
~
~0
7—,’/
~ r(l—ér—> (4.4.82)
r

wobei é, fiir den Einheitsvektor in Richtung 7 steht. Damit kénnen wir nihern

exp (ik|F — ') =~ exp(ikr)exp (—iké,7")
~ exp(ikr) (1 — iké, ") (4.4.83)
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und

Q

Q

,',.—’l
(1 + ér—> (4.4.84)
T

womit sich insgesamt ergibt

exp (ik|F — 7)) - exp(ikr) (1= ke, (14 i’
|F_ F’| r r T r
k 1
~ OPURT) [ (— - zkﬂ (4.4.85)
r r

Setzt man diese Niiherung in die Definition von A(7) in (4.4.78) so ergibt sich

) % ) kr) /1 )
A7) ~ w /d3r’j(F') +w (; - zk) /d?’r'j(rf’);f’ (4.4.86)
elektrﬂ.fDipol

Den ersten Term auf der rechten Seite diese Gleichung bezeichnet am als den elektri-
schen Dipolanteil zum Vektorfeld. Der zweite Term, der ja der Entwicklung entspre-
chend im Allgemeinen weniger stark sein sollte, enthilt den elektrischen Quadrupol
und den magnetischen Dipolanteil.

Warum bezeichnet man den ersten dieser beiden Terme als den elektrischen Dipolanteil,
beziehungsweise die daraus resultierende elektromagnetische Strahlung als elektrische
Dipolstrahlung? Zur Beantwortung dieser Frage benutzen wir

div(z7 (7)) = zdiv] + jVz = zdivj + j,
Damit ergibt sich fiir das Integral

/d?’T’jx(F) = / d*r div(z)) —/d?’rxdivf
v
= df_‘x]_')—/d?’r LL’diVj
Ov

=0

Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurde der Gaufsche Integralsatz (1.2.18) benutzt.
Der erste Term ist dann identisch null, da an der Oberfliche des Integrationsvolumens
der Strrom der lokalisierten Stromverteilung j verschwinden soll. Entsprechendes gilt
natiirlich auch fiir die anderen kartesischen Komponenten j, und j, der Stromdichte.
Damit erhélt man

[arim = - [drraivg
— —iw / &r 7p(F, 1) (4.4.87)
[ —

=d(t)
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Der Ubergang zur zweiten Zeile ergibt sich durch die Anwendung der Kontinuitétsglei-
chung auf die Strom- und Ladungsdichte von (4.4.77)

. d
div] = —d—i = —iwp(F, 1)

-

Das Integral in (4.4.87) entspricht also gerade dem Dipolmoment d(¢) der Ladungsver-
teilung zur Zeit ¢ multipliziert mit —iw. Dementsprechend ist der elektrische Dipolbei-
trag in (4.4.86) gegeben durch

S . exp(ikr) -

Agp(F) = —iw————=d(t) (4.4.88)

rc

Solche zeitabhéingigen elektrischen Diplomomente findet man z.B. in einem Antennen-
stab, in dem elektrische LLadungen zwischen den Enden oszillieren oder auch in einem
Atom, in dem die negative Ladung der Elektronen relativ zur postiven Ladung der
Protonen schwingt.

Zur Analyse des zweiten Terms in (4.4.86) benutzen wir

ér x (7' x ) = 7(én]) — J(e,7)
und schreiben den Integranden in diesem zweiten Term um

e = i) + 2 [Fed) — e x (7' x 7))

= 5 (7' % 7) x é,.l+%{F’(éJ) + (e}

magn‘.fDipol elek. Qnadrup.

Wir wollen nur den als magnetischer Dipolterm bezeichneten Beitrag weiter verfol-
gen. Eingesetzt in (4.4.86) ergibt sich

r

B, 1 & | ;
Avin(7) = — (— - m) explikr) ;o o / d' (7 % ) (4.4.89)
(1)

Das mit m(t) gekennzeichnete Integral bezeichnet gerade das magnetische Dipolmo-
ment der Stromverteilung zur Zeit ¢ (vergl. (2.3.31)).

Bei einer punktformigen Strahlungsquelle dominiert also im Allgemeinen der elektrische
Dipolbeitrag zum Vektorfeld (4.4.88). Nur bei den Strahlungsquellen, bei denen keine
zeitlich verédnderliches Dipolmoment d vorliegt, dominiert der magnetische Dipolbeitrag

- . 1 2m\ exp(ikr) . 5
Avp(®) = — (; - T) #er 0 (4.4.90)
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oder der elektrische Quadrupolbeitrag.

Im néchsten Schritt behandeln wir die elektrische Dipolstrahlung im Detail. Das Ma-
gnetfeld ergibt sich zu

— — -k —
B = rotAgp = rot (—iwwd>

re
_ Wz 6exp(zkr)
c r
_ Ed-)x 6,4 d exp(ikr)
"dr 1
. 1\ exp(ikr)
(e (1 ) ki) i
(e 8 ) vkr r (4.4.91)

Das Magnetfeld ist also eine transversal polarisierte Kugelwelle. Das bedeutet, dafl
die Richtung des Magnetfeldvektors stets senkrecht zum Einheitsvektor é, steht. Das
elektrische Feld ergibt sich entsprechend (4.4.80) fiir p =¢ =1 zu

E = —rot I'OtAED
w

- o |@xa) e (- o) M]
= B (6 xd) x 6, 2T o ) - d] (1 )exp(zkr) (4.4.92)

Der Ubergang zur letzten Zeile erfordert eine etwas umfangreichere Rechnung. Im Fern-
bereich (siehe (4.4.81)) gilt

kr > 1
k? 1k
T
1>
tkr

Damit ergibt sich also fiir die elektromagnetischen Felder der Dipolstrahlung im Fern-
bereich

B

Q

2 (é " d«) exp(ikr)
~ (e " d«) 5 eXp (ikr)

= Bxe, (4.4.93)

sl

Die Felder E und B stehen also senkrecht aufeinander und auch senkrecht zur jeweiligen
Ausbreitungsrichtung é,, wie wir das ja bereits allgemein fiir elektromagnetische Wellen
gezeigt haben (siehe (4.1.24)).
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Abbildung 4.6: Abstrahlung eines elektrischen Dipols. Dargestellt ist ein Ausschnitt
aus einer Fliche, auf der die abgestrahlte Energie konstant ist.

Schliefilich berechnen wir noch den Poynting Vektor, also die Energieflufldichte dieser
elektromagnetischen Dipolstrahlung im Fernbereich

S = ZExB

k —
= &~ sin?g|d]? (4.4.94)
™ r

mit § dem Winkel zwischen der Richtung des ausstrahlenden Dipolmomentes d und
der betrachteten Ausbreitungsrichtung é,. Man sieht, dafy die Energieabstrahlung in
Richtung é, also radial nach auBen erfolgt. Die Energieflufdichte fillt ab mit 1/r% und
erfolgt anisotrop. In Richtung parallel zur Richtung des sendenden Dipols (sin § = 0) ist
die Abstrahlung identisch Null, wihrend sie senkrecht dazu maximal ist. Die Abb. 4.6
stellt die Flache dar, auf der die Flufldichte konstant ist.

Es ist auflerdem interessant festzustellen, daf die abgestrahlte Energie proportional zu
E* oc w* oc A% ist. Kurzwelliges Licht wird also mit groerer Intensitéit abgestrahlt und
auch absorbiert, beziehungsweise gestreut. Dieser Mechanismus der sogenannten Ray-
leigh Streuung gilt fiir Sender, Absorber oder Streuzentren, die klein sind gegeniiber
der Wellenlidnge A, wie das ja hier angenommen wurde (siehe (4.4.81) abgestrahlt und
entsprechend auch stirker absorbiert. Dementsprechend ist z.B. die Eindringtiefe von
Sonnenlicht in unsere Atmosphére

[ ~ 160 \*
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mit A angegeben in ym und [ in Kilometer. Dies bedeutet [ ~ 4 km fiir violettes Licht
(A 0.4 pm) und 65 km fiir rotes Licht (A 0.8 ym). Da die dichte Atmosphére etwa 8 km
hoch ist, wird tagsiiber bei steilem Sonnenstand vor allen Dingen blaues Licht gestreut,
was zu der blauen Farbe des Himmels fiihrt. Bei auf- und untergehender Sonne ist der
Weg des Lichtes durch die Atmosphére entsprechend ldnger, sodal auch rotes Licht
gestreut wird (Abendrot).
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4.5 Wellen in einem leitenden Medium

Unter einem leitenden Medium verstehen wir ein System, in dem wir keine ruhenden
Ladungen beriicksichtigen, aber Strome, die nach dem Ohmschen Gesetz (3.5.45) durch
ein elektrisches Feld verursacht werden. Wir nehmen also an

) = 0
) = oE(7 1)

n(

-

J(

Y

-]

t
t

<

Y

mit der Leitfdhigkeit o als charakteristische Materialkonstante. Nehmen wir auflerdem
an, dafl die Materialparameter € und y Konstanten, also unabhéngig von 7 und ¢, sind,
so lassen sich die Maxwellgleichungen in der Form schreiben

divD = divE = 0
divB = divH = 0
4 1dB pwdH
tE - —_—— = _——
ro c dt c dt
4 1dD 47~ cdE  4Am -
tH = —— 1+ 7 = -4 " GF 4.5.95
ro cdt+c] cdt+ca ( )

Auch zur Losung dieser Gleichung betrachten wir den Ansatz von Vektorfeldern, die
als Funktion der Zeit harmonisch oszillieren

) = l*z(f')exp(iwt)
) = H(F)exp(iwt) (4.5.96)

Ansatz : E(

7t
H(7t

Die Maxwellgleichungen fiir die Wirbelstirken liefern mit diesem Ansatz

rotE = iwﬁﬁ
C
— — 4 — —

totH = —iw B+ 2oF = —iwlE (4.5.97)

C C C
wobei wir definiert haben A
n=c+i— (4.5.98)
w

Die Maxwellgleichungen in einem leitenden Medium sind also fast identisch zu den
Maxwellgleichungen in einem Isolator (¢ = 0) mit den Unterschieden

e Die Dielektrizitidtskonstante ¢ ist zu ersetzen durch die komplexwertige Variable
n, definiert in (4.5.98).

e Diese komplexwertige “Dielektrizitdtsfunktion” 1 hingt ab von der Frequenz der
oszillierenden Felder w.
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Im Folgenden werden wir also w festhalten und erwarten dann auch fiir die Losungen der
Maxwellgleichungen im leitenden Medium, Lésungen in der Form von ebenen Wellen

— —

E(F,t) = FEyexp(i(
H(7t) = Hyexp(i(ki — wt)). (4.5.99)

Aus den Maxwellgleichungen zur Quellstirke der Felder erhalten wir die Bedingungen

divE =ikE =0 = kLlE
div =ikH =0 = kLH (4.5.100)

Auch in den leitenden Medien sind also die elektromagnetischen Felder senkrecht zum
Wellenvektor k, sie sind also auch hier transversal polarisiert. Ein Unterschied tritt
aber auf bei der Betrachtung der beiden anderen Maxwellgleichungen

“rotE =kx E = 2uf (4.5.101)
C

Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen von links mit Ex so ergibt sich
unter Einbeziehung der zweiten Gleichung

kEx(kxH) = k(kH)—k*H
2

W = w i
= kx(="nE) = ——nuH

Der erste Term auf der rechte Seite der ersten Zeile dieser Gleichung verschwindet
wegen der Eigenschaft (4.5.100), dafi H transversal polarisiert ist. Damit konnen wir
diese Gleichung zusammenfassen zu

2
2 W 7
k*H = C—inuH
beziehungsweise mit der Definition von 7 in (4.5.98) zu
9 w? dro
K = e (1 + z—) (4.5.102)
c we
Das Quadrat der Wellenzahl, und damit natiirlich auch die Wellenzahl k sind komplex,

sodafl man den Wellenzahlvektor schreiben kann

k=eép(a+ifB), (4.5.103)
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mit o und S als Bezeichnung fiir den Real- und Imaginérteil von k, wihrend é; den
Einheitsvektor in Richtung k& bezeichnet. Aus dem Vergleich von

B =(*-p8) + i2ap
mit (4.5.102) ergibt sich

w
(@ =5 = He s
4
208 = 424 (4.5.104)
C

4.5.1 Der Skineffekt

Mit der komplexen Wellenzahl erhélt man z.B. fiir die Welle des elektrischen Feldes in
(4.5.99)
E(7,t) = (Eo exp(i(aé — wt)) ) exp(—Béx7) (4.5.105)

und einen entsprechenden Ausdruck fiir das Magnetfeld H. Fiir positive Werte von f3
ergibt sich eine Welle, deren Amplitude entlang der Ausbreitungsrichtung é, exponen-
tiell abnimmt. Verfolgt man die Welle iiber eine Wegstrecke der Linge

== 4.5.106

5 ( )

so fillt die Amplitude um den Faktor 1/e ab. Man bezeichnet die Grofle 7 deshalb
als Eindringtiefe oder Skinkonstante, d.h. die Dicke der Haut (“Skin”) des leitenden
Mediums, in die elektromagnetische Wellen in das leitende Medium eindringen koénnen.

Wie grof§ ist diese Skinkonstante und wie stark hiangt sie von der Frequenz ab? Dazu
die folgende Abschitzung: Im Fall von Materialien mit hoher Leitfahigkeit o wird der
Imaginérteil von k2, der ja wie aus (4.5.104) ersichtlich proportional zu o ist, sehr viel
grofler sein als der Realteil. Wir konnen also annehmen, dafl

o - =0 = axp (4.5.107)
Damit ergibt sich also
4
20 ~ 26% ~ wgwa
c
und fiir die Skinkonstante (4.5.106)
PR - (4.5.108)

V2o pw
Die Eindringtiefe ist also insbesondere bei Materialien mit sehr hoher Leitfidhigkeit und
bei hohen Frequenzen w sehr klein. In diesem Fall wird die Energie der elektromagneti-
schen Welle sehr rasch auf das leitende Material {ibertragen und die Welle entsprechend
gedampft.
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Wegen dieses Skineffektes sind leitende Materialien weitgehend undurchléssig fiir elek-
tromagnetische Wellen. Insbesondere lassen sie kein Licht durch (relativ grofies w) und
ddmpfen auch Wellen im Bereich der Radiofrequenzen sehr stark.

Die komplexwertige Wellenzahl hat aber auch noch eine weitere Konsequenz. Nach
(4.5.101) gilt
C ke x B)=H
Jw
Fiir die Amplitude des magnetischen Feldes in (4.5.99) gilt also damit
— C —
Hy=—I|k 10)(ér X E
o = - Ikleap(i0) @ x £y)
wobei wir die komplexe Zahl £ iiber den Betrag und eine Phase ¢ dargestellt haben.
Nach unseren Uberlegungen zu (4.5.107) ist ¢ bei guten Leitern etwa gleich 7/4 oder 45
Grad. Die Welle des Magnetfeldes ist also damit um diesen Winkel phasenverschoben
zur Welle des elektrischen Feldes, sie hinkt entsprechend nach.

4.5.2 Frequenzanhingigkeit Dielektrizititskonstante

Bisher wurde der Einflul des Mediums auf das elektrische Feld dadurch beriicksichtigt,
daf} wir eine Polarisation des Mediums annahmen, P = yFE (siehe (1.8.113)) und damit
z.B. die dielektrische Verschiebung definiert haben als

ﬁzﬁ+47rﬁz5fj

mit der Dielektrizitéitskonstante ¢ = 1 4 4my. Dabei geht man davon aus, daf sich die
Polarisation des Mediums zeitgleich mit dem elektrischen Feld &ndert. Das elektrische
Feld #ndert sich also so langsam, dafl die Elektronen im atomaren Bereich, die fiir
die Polarisation verantwortlich sind, jeder Felddnderung instantan folgen kénnen. Dies
ist natiirlich in der Elektrostatik eine verniinftige Annahme, die auch bei langsam
variierenden Feldern noch giiltig ist. Wie verhélt es sich aber bei Feldern mit hohen
Frequenzen w?

Zur Untersuchung dieser Frage betrachten wir die Bewegungen der atomaren Ladun-
gen, also der Elektronen, um die Gleichgewichtslage in einem Atom ohne externes
Feld. Die makroskopischen Felder bilden nur eine kleine Stérung der starken atomaren
Felder. Deshalb ist es eine gute Nidherung die Auslenkung aus der Ruhelage in der
harmonischen N#herung zu behandeln, also mit einer Riickstellkraft die proportional
zur Auslenkung 7 mit einer Konstanten K beschrieben wird

Riickstellkraft: — K7 = —mwir

dabei bezeichnet m den Massenparameter der atomaren Ladung und w? = K/m ent-
spricht der Frequenz dieser harmonischen Schwingung, ist also ein Charakteristikum
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des Materials. Auflerdem koénnen wir annehmen, dafl es eine Reibungs- oder Damp-
fungskraft proportional zur Geschwindigkeit der bewegten Ladung gibt und eben die
Kraft durch das externe Feld, qE, mit ¢ fiir die Ladung. Die Bewegungsgleichung ergibt
sich also als

d*7 dr ~
md_tg = — MW — ’ymd—:; +qFE (4.5.109)

Multipliziert man diese Bewegungsgleichung mit ¢/m und ersetzt ¢ durch das Dipol-

moment cz so ergibt sich
2d dd -
— — d=qFE 4.5.110
o2 P twd =4 ( )

Im Fall der Elektrostatik (dd/dt = 0) erhiilt man also
2 2
i= T F = p=ni=Tpg

wim wgm

mit NV die Dichte der Atome. Damit ergibt sich also fiir die elektrische Suszebtibilitéit
X, beziehungsweise fiir die Dielektrizitdtskonstante
e—1 N q?

= = 4.5.111
X 47 wim ( )

Im néichsten Schritt nehmen wir an, daf§ das externe elektrische Feld E mit einer Fre-
quenz w schwingt und auch der Ladungsverteilung beziehungsweise dem Dipolmoment
d die entsprechende Frequenz aufzwingt (siehe Mechanik von erzwungenen Schwingun-
gen)

E = Eyexp(—iwt) und d = dyexp(—iwt)

Geht man mit diesen Ansatz in (4.5.110)
(—w2 — 1w + wg) d= EE

ergibt sich daraus nach Abspalten des gemeinsamen Faktors exp(—iwt)

2
dy = — Ey = E 4.5.112
ST MW — W —iw N 7 ( )

Die elektrische Suszebtibilitéit xy und damit auch die Dielektrizitdtskonstante e nehmen
komplexe Werte an und hingen von der Frequenz des elektrischen Feldes w ab mit

2 2 2

B q wi —w
Realy = N— T 5
m (wg —w?)” + 7w

q yw
Ima = N— 4.5.113
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X [Xstatic]

0 L 2
w/w

Abbildung 4.7: Real- und Imaginérteil der elektrischen Suszeptibilitit nach (4.5.113).

Diese Abhéngigkeit des Real- und Imaginérteiles von x von der Frequenz w sind in
Abb. 4.7 dargestellt. Im Grenzfall w ergibt sich wieder die reelle Suzebtibilitidt x der
Elektrostatik. Bei der Resonanzfrequenz w = wy ist der Imaginérteil von x und damit
auch der Imaginérteil von ¢ maximal. Weiter oben in diesem Abschnitt haben wir
gesehen, daf ein komplexer Wert von ¢ ein Zeichen fiir die Ddmpfung und Absorption
der elektromagnetischen Welle ist. Also werden die elektromagnetischen Wellen stets
dann in einem Material besonders stark absorbiert werden, wenn die Frequenz in der
Néhe einer Resonanzfrequenz wy des Materials ist.

In diesem Bereich w ~ wy zeigt auch der Realteil von x eine ausgeprigte Frequenz-
abhéngigkeit. Fiir w = wy gilt x = 0. Fiir Werte von w, die leicht oberhalb der Re-
sonanzfrequenz liegen wird x negativ, sodafl ¢ Werte kleiner als 1 annimmt. Dies be-
deutet aber daf§ die Phasengeschwindigkeit (4.1.10) grofler als die Lichtgeschwindigkeit
ist. Auf dem ersten Blick scheint es also die Moglichkeit zu geben, dafl Informationen
mit Geschwindigkeiten oberhalb der Lichtgeschwindigkeit verbreitet werden konnen.
An dieser Stelle soll zu diesem Thema nur angemerkt werden, daf fiir die Ausbreitung
von Information nicht die Phasengeschwindigkeit sondern die Gruppengeschwindigkeit
eines Wellenpaketes relevant ist. Auflerdem sei darauf hingewiesen, dafl x nur fiir solche
Werte von w negativ wird, fiir die die Absorption, dargestellt durch den Imaginérteil
von y grof} ist.

Aus der Abb. 4.7 konnen wir weiter entnehmen, dafl die Suszebtibilitiat xy und da-
mit auch die Dielektrizizitskonstante ¢ und auch der Brechungsindex n = ,/ug (sie-
he (4.2.36)) iiber weite Bereiche von w mit w und damit auch mit der Wellenzahl &
anwéchst. Es gilt also dn/dw > 0. Man spricht in diesem Fall von normaler Disper-
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sion. Im Bereich der Resonanzfrequenzen w, gibt es aber auch Bereiche anormaler
Dispersion mit dn/dw < 0.
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AuBenleiter y

Isolator

. Innenlejter -

Koaxialkabel Hohlleiter

Abbildung 4.8: Querschnitt eines {iblichen Koaxialkabels und eines Hohlleiters.

4.6 Wellenausbreitung in Hohlleitern

Hochfrequente elektromagnetische Felder breiten sich sehr schlecht in leitenden Me-
dien aus. Deshalb werden solche elektromagnetischen Felder in der Regel auch nicht
mit einfachen Kupferkabeln {ibertragen, sondern man benutzt Koaxialkabel oder Hohl-
leiter mit einem Querschnitt senkrecht zur Ausbreitungsrichtung, die wir hier mit z
bezeichnen wollen, so wie in Abb. 4.8 dargestellt. Wie lassen sich diese Wellen mathe-
matisch beschreiben? Ziel ist es eine Losung fiir das elektrische und magnetische Feld
im Isolatormaterial des Koaxialkabels oder auch im Innern des Hohlleiters (ebenfalls
ein Isolator) zu finden, die den entsprechenden Maxwellgleichungen geniigt, Randbe-
dingungen auf den metallischen Oberflichen erfiillt und eine Welle in z-Richtung ergibt.
Dazu machen wir den Ansatz

E(z,y,2,t) = Ey(z,y)exp(i(kz — wt))
B(x,y,z,t) = By(x,y)exp(i(kz —wt)). (4.6.114)

Geht man nun mit diesem Ansatz in die homogenen Wellengleichungen eines Isolators
(4.1.7) so ergibt sich also z.B. fiir das elektrische Feld

. ped®E
0 = AE-HCZ
2 dt?

) A pe o | = _
= -k + @—i_d—y? +gw Eo(z,y)exp(i(kz —wt))  (4.6.115)

= At
und eine entsprechende Gleichung fiir das Magnetfeld B. Dabei haben wir den transver-

salen Operator A; definiert als den Teil des Laplace Operators, der auf die transversalen
Koordinaten x und y, also senkrecht zur Ausbreitungsrichtung z, wirkt.
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Jeder beliebige Vektor @ kann eindeutig in seine Komponente parallel zu einer vorge-
gebenen Achse, hier die z-Achse, und die transversale Konponente zerlegt werden

d=a,é,+d,. (4.6.116)

wobei die transversale Komponente @; in diesem Fall gerade die x und y Komponente
des Vektors @ enthilt. Diese Aufspaltung kénnen wir fiir die Feldvektoren F und B
aber auch fiir den Nabla Operator vornehmen.

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl die transversalen Komponenten der elektroma-
gnetischen Felder im Ansatz (4.6.114) gestgelegt sind, wenn die zugehorigen longitudi-
nalen Komponenten bekannt sind. Es gilt insbesondere

—~ 1 = dEZ Zw = —
E = \V4 —V,: x B,
! Lw? — k2 { Yz + c ! }
= ]- - dBZ Z(_,(J — —
Bt = M_SWQ 2 {Vt e — ?/,Lgvt X EZ} . (46117)

Dabei steht EZ fiir F,é, und

d
- dg =
V= o und V, =
0

S ©

Zum Beweis gehen wir von der Maxwellgleichung

. 1dB
rotl = _1dB
c dt

aus und zerlegen die auftretenden Felder sowie den Nabla Operator im Operator fiir
die Rotation in die transversalen und longitudinalen Komponenten

(Yot 9.) x (Bo+ B) =2 (Bi+ B.)

Auf der rechten Seite der Gleichung wurde bereits die Zeitabhéngigkeit des B Feldes
entsprechend (4.6.114) beriicksichtigt. Zerlegt man diese Gleichung in den Vektoranteil
parallel zu é,, und den transversalen Anteil, so ergeben sich die zwei Gleichungen
[ V. x B =Yg,
c
W =

1 éz: ﬁtX_E-)z‘i‘%zX_E-)t :_Bt
c
Die zweite Gleichung multiplizieren wir mit V. x

V.x (Vyx E,)+V, x (V,x E,)=—V, x B, (4.6.118)
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Der erste Term auf der rechten Seite dieser Gleichung wird umgeschrieben in

wobei in der letzten Gleichung der Ansatz (4.6.114) ausgenutzt wurde. Setzt man diese
Umrechnungen in (4.6.118) ein, ergibt sich

- dE, iwo -

k2E, = —V. x By (4.6.119)

Zur weiteren Rechnung benutzen wir die Maxwellgleichung im Isolator

rotB = —i" (4.6.120)
&

zerlegen wieder den Operaor V und die Vektorfelder in longitudinale und transversale
Komponenten und erhalten fiir den transversalen Anteil von (4.6.120)

Vix B, +V.x B, = —EugEt (4.6.121)

Aus dieser Gleichung erhalten wir einen Ausdruck fiir V, x B, der in (4.6.119) einge-

setzt werden kann

dE, w? - iw= _
= g/,ngt - ?Vt X Bz

KPE, +V
t + " s

L&st man diese Gleichung nach Et auf so erhilt man den Bewis fiir die erste Zeile von
(4.6.117). Der Beweis fiir die zweite Zeile ergibt sich in ganz analoger Weise, wenn man
V., x auf (4.6.121) anwendet.

Mit dem Ansatz (4.6.114) fiir die elektromagnetischen Wellen im isolierenden Material
im Innern eines Hohlleiters, so wie etwa in Abb. 4.8 dargestellt, ergeben sich also die
folgenden Bedingungen

1. Die Vektorfelder EO und éo miissen Losungen der Wellengleichungen sein, z.B.:

KkQ - “5“’2) - At] Bo(z,y) = 0 (4.6.122)

c2
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2. Aus den longitudinalen Komponenten von E% und gg kann man auch die trans-
versalen Komponenten berechnen. Aus (4.6.117) ergibt sich direkt

o 1 (= dEy, w= ~
Ey = _Q{Vt %+ =V, XBUZ}
y dz c
By = — {Vt 0: eV, x EUZ} . (4.6.123)
y dz c
mit -
y=H2 g2 (4.6.124)

2

3. Dasisolierende Material ist mit einem idealen Leiter umgeben. Das bedeutet, dafl
in diesem Leiter kein elektrisches Feld existieren kann. Wegen der Stetigkeit der
Tangentialkomponente des elektrischen Feldes bei dem Ubergang zwischen zwei
Medien (siehe (1.8.115)) ist damit auch die Tangentialkomponente des elektri-
schen Feldes direkt am Rand identisch null. Es gilt also insbesondere

E,=0 am Rand des Isolators (4.6.125)

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir auflerdem gesehen, dafl in einem idea-
len Leiter auch jedes zeitlich oszillierende Magnetfeld absorbiert wird. Da an
einer Grenzfliche die Komponente der magnetischen Induktionsdichte parallel
zur Flachennormalen 7 stetig ist (siehe (2.5.52)), gilt also auch

B, =0 am Rand des Isolators (4.6.126)

Diese drei Bedingungen miissen von allen elektromagnetischen Wellen in einem Hohl-
leiter erfiillt werden. Dariiber hinaus unterscheidet man noch:

e Transversal-Elektro-Magnetische Wellen, TEM: Bei diesen Wellen soll
iiberall im Isolator gelten:
BOZ - EOZ =0

Sowohl das elektrische als auch das magnetische Feld sind transversal, d.h. senk-
recht zur Ausbreitungsrichtung é,, polarisiert, genua so wie eine freie elektroma-
gnetische Welle. Wegen (4.6.123) sind dann aber auch die transversalen Kompo-
nenten von Ey und By identisch Null, oder es muf} gelten

V=0 = M_Qg Wt — k2

c

In diesem Fall gibt es also eine feste Beziehung zwischen der Wellenzahl k in
Ausbreitungsrichtung und der Frequenz w. Beriicksichtigt man diese Beziehung

in (4.6.122) ergibt sich auerdem

AEy(z,y) =0 (4.6.127)
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Das elektrische Feld E, muf$ also die Gleichung eines elektrostatischen Feldes
erfiillen mit der Randbedingung eines vorgegebenen Potentials ® auf dem leiten-
den Rand. Wire nun der leitende Rand zusammenhéngend, wie bei dem Hohl-
leiter im rechten Teilbild von Abb. 4.8, so wire das Potential konstant auf dem
gesamten Rand. Dies bedeutet wiederum, dafl Ej identisch Null sein miifite. Ein
Hohlleiter mit einem zusammenhéngenden Rand kann keine TEM Welle leiten.
Anders ist das im Fall des Koaxialkabels im linken Teil der Abb. 4.8. Hier ist
eine Potentialdifferenz zwischen dem Innenleiter und dem Aufenleiter moglich,
es gibt also eine nichttriviale Losung von (4.6.127), sodaf sich eine TEM Welle
bilden kann.

e Transversal Magnetische Welle, TM: Bei diesen Wellen soll {iberall im Iso-
lator gelten:

BUZZO

In diesem Fall wiire also auch die transversale Komponente von Ej wegen (4.6.123)
bereits allein durch F, festgelegt. Als Beispiel betrachten wir nun einen Hohllei-
ter mit rechteckigem Querschnitt (wie im rechten Teilbild von Abb. 4.8) und der
Ausdehnung a in z-Richtung sowie b in y-Richtung. Da F,, = 0 auf dem Rand
erfiillt sein muf}, konnen wir Ej, als Linearkombination von Komponenten der

Form
nmy

(T) (4.6.128)

schreiben. Betrachten wir dazu die Wellengleichung (4.6.122), so muf} fiir diese
Komponente gelten:

Ey.(z,y) = E cos <m7r:c> cos
a

B2=to2 2 (4.6.129)

2 mn
mit
2 2
m n
2 _ 9
T =T (— ’ ﬁ)

Damit sich die TM Welle ausbreiten kann, mufl die Wellenzahl k reell sein, wegen

(4.6.129) muf also gelten

62

w2 > E’Y?nn

Fiir jede Mode, charakterisiert durch die natiirlichen Zahlen m und n, gibt es eine
Grenzfrequenz w,,,, sodafl diese Mode erst fiir Frequenzen oberhalb dieser Grenz-
frequenz transportiert wird. Das Verhiltnis k/w als Funktion von w fiir solche
Moden ist entsprechend (4.6.129) in Abb. 4.9 skizziert. Im Frequenzbereich zwi-
schen wyy und wy; in dieser Abbildung wiirde dieser Hohlleiter im “single-mode”
Betrieb betrieben. Entsprechende Moden gibt es natiirlich auch bei Hohlleitern
mit anderen Querschnitten.
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—— 10 Mode
1 ——— 11 Mode

ck/w

05

W O
Frequenzo

Abbildung 4.9: Wellenzahlen £ einer TM Welle in einem rechteckigen Hohlleiter nach
(4.6.129).

e Transversal Elektrische Welle, TE: Bei diesen Wellen soll iiberall im Isolator
gelten:
Ey. =0

Auf eine weitere Diskussion dieser TE Wellen soll hier verzichtet werden.
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4.7

10.

11.

12.

13.

Kontrollfragen zum Kapitel IV

Warum sind elektromagnetische Wellen in einem Isolator transversal polarisiert?

Wie stehen bei einer elektromagnetischen Welle in einem Isolator Ausbreitungs-
richtung, elektrischer Feldvektor und magnetische Feldvektor zueinander?

Was versteht man unter homogenen und inhomogenen Wellengleichungen?

Was sind die Charakteristika bei der Refelexion und Brechung einer elektroma-
gnetischen Welle am Ubergang zwischen zwei isolierenden Materialien? Was ist
der Brewster Winkel?

Was versteht man unter der retardierten, zeitabhédngigen Green’schen Funktion?

Inwieweit dominiert bei der Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen die
elektrische Dipolstrahlung?

Welche Eigenschaften besitzt diese elektrische Dipolstrahlung?

Welche Beitrige ergeben sich iiber diesen Dipolbeitrag hinaus?

Warum ist der Himmel blau?

Wie breiten sich elektromagnetische Wellen in einem leitenden Medium aus?

Was versteht man unter normaler und anormaler Dispersion? In welchen Fre-
quenzbereichen erwarte man anormale Dispersion?

Welche FEigenschaften erfiillen elektromagnetische Wellen, die durch Hohlleiter
iibertragen werden?

Was versteht man unter einer TEM Welle?



Kapitel 5

Maxwellgleichungen und
Relativitatstheorie

5.1 Relativistische Mechanik - Nomenklatur

Um die Grundiiberlegungen der relativistischen Mechanik in Erinnerung zu rufen, be-
trachten wir ein Gedankenexperiment, bei dem die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
eine entscheidende Rolle spielt. Wir stellen uns dazu vor, dafl wir zwei Gruppen von
Beobachtern haben mit unterschiedlichen Koordinatensystemen. Die eine Gruppe, A,
steht am Gleis der Bundesbahn in Tiibingen. Der Koordinatenursprung des Beobach-
tungssystems A befindet sich am Hauptbahnhof Tiibingen und die Beobachter der
Gruppe A haben sich in regelméfiigen Abstdnden am Bahngleis aufgestellt, um ihre
Beobachtung entlang dieser Koordinatenrichtung Bahngleis zu registrieren. Die zweite
Beobachtergruppe B hat sich in einem Zug, der mit einer Geschwindigkeit v durch
den Bahnhof fahrt iiber die gesamte Linge des Zuges verteilt. Das Koordinatensystem
dieser Beobachtergruppe ist am Zug fixiert, es bewegt sich also relativ zu A mit der
Geschwindigkeit v. Wir definieren den Beginn des Experimentes als den Zeitpunkt,
an dem die Koordinatenurspriinge sich gerade am gleichen Ort befinden. Zu diesem
Zeitpunkt ¢t = 0 wird ein Lichtblitz geziindet (siehe auch Abb. 5.1). Ein Beobachter
des Teams A, der sich im Abstand z, vom Koordinatenursprung befindet, sieht diesen
Lichtblitz und schlieflt wegen

cta—x,=0 (5.1.1)

daf} das Ereignis “Lichtblitz geziindet” um eine Zeitdifferenz ¢ 4 vor dem Beobachtungs-
zeitpunkt stattgefunden hat. Ein Beobachter des Teams B, der sich praktisch mit dem
Kollegen aus Team A am gleichen Ort befindet, empfingt das Lichtsignal natiirlich
zum identischen Zeitpunkt wie der Kollege des Teams A. Sein Abstand vom Koordi-
natenursprung des Teams B, x g, ist aber wegen der Geschwindigkeit des Zuges anders

197
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Abbildung 5.1: Darstellung des im Text geschilderten Gedankenexperimentes zur Be-
obachtung eines Lichtblitzes in zueinander bewegten Koordinatensystemen.

als x4

T =Ta — Vg

(siehe wiederum Abb. 5.1). Da die Lichtgeschwindigkeit ¢ in allen Koordinatensystemen
identisch ist, schliefit er wegen

CtB—fL’B:O, (512)

dal das Ereignis “Lichtblitz geziindet” vor einer Zeit tp stattgefunden hat, die kiirzer
ist als t4. Die Zeitmessung im System B liefert also ein anderes Ergebnis als in A.
Bei einer Koordinatentransformation zwischen zwei Bezugssystemen, die sich mit einer
Geschwindigkeit relativ zueinander bewegen, miissen nicht nur die drei raumartigen
Koordinaten eines Ereignispunktes transformiert werden sondern als vierte oder nullte
Koordinate auch die Zeit.

Wir definieren deshalb in einem Koordinatensystem einen Raumzeitpunkt durch den
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4-dimensionalen, kontravarianten Vektor

0 ct

1 o (5.1.3)
2 - y .
3 z

Die nullte Komponente, 2° = ct, ist die in diesem Koordinatensystem gemessene Zeit
und die Komponenten z! bis 22 sind die kartesischen Koordinaten, z, 7, z, dieses Raum-
zeitpunktes. Deshalb nennt man die nullte Komponente auch die zeitartige Kompo-
nente des Vierervektors z* und bezeichnet die anderen als raumartige Komponen-
ten. Betrachtet man nun den gleichen Raumzeitpunkt aus einem Koordinatensystem,
das den gleichen Koordinatenursprung in Raum und Zeit hat, aber zum ersten mit
einer Geschwindigkeit bewegt ist, so haben die Raum- und Zeitkoordinaten dieses Er-
eignispunktes andere Werte

ot — ah. (5.1.4)

Wegen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit (siehe Gleichungen (5.1.1) und (5.1.2)
im oben diskutierten Beispiel muf} aber gelten

3

() -5 () = () -3 ()" (5.15)

i—=1 i=1

Um diese Forderung mathematisch zu formulieren, definieren wir zu jedem kontrava-
rianten Vierevektor (Kennzeichen: Index der Komponenten ist als oberer Index ange-
bracht) einen kovarianten Vierevektor (Kennzeichen: Index unten) iiber die Bezie-
hung

0 20 1 0 0 O 20
1 1
Ty _ — _ 0O -1 0 0 T
T9 - —z? - 0 0 —1 0 x? (5.1.6)
X3 —z? 0 0 0 -1 x3

Das Skalarprodukt eines kontravarianten Vektors mit seinem kovarianten Partner ist
dann definiert als

lz]? =atz, =1'z+z'e) +2ny + 278
3
= (2°) -3 (o). (5.1.7)

Die Forderung (5.1.5), die sich aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ergab ist
also dquivalent damit, daf} bei einer Koordinatentransformation das in (5.1.7) definierte
Skalarprodukt seinen Wert behélt.
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In der ertsen Zeile von (5.1.7) haben wir die sogenannte Einstein’sche Summenkon-
vention eingefiihrt. Danach wird {iber gleichnamige Indices (hier der Index ) von 0
bis 3 summiert, ohne daf} dies explizit angegeben wird. Mit dieser Summenkonvention
schreibt sich z.B. die Definition des kovarianten Vektors in (5.1.6) in der kompakten
Form

Ty, = gyt (5.1.8)

Dabei bezeichnet g,,, den Metrischen Tensor, das ist die 4x4 Matrix, die in (5.1.6) ex-
plizit angegeben ist mit den Diagonalelementen 1 fiir y = v =0, -1 fiir p = v € (1,2, 3)
und dem Wert 0 in allen nichtdiagonalen Elementen. In (5.1.8) ist der Zeilenindex v
von ¢ identisch mit dem Zeilenindex von z, und der Spaltenindex p lduft parallel zum
Zeilenindex von x* von 0 bis 3. Durch die Positionierung der Indices wird angedeutet,
daff durch Anwendung von g,,, auf 2* der obere Index des kontravarianten Vektors x*
in die unteren Indices des kovarianten Vektors z, “umgewandelt” wird.

Als Standardbeispiel fiir eine Lorentztransformation zwischen 2 Koordinatensyste-
men betrachten wir den Fall, dafl das Koordinatensystem, in dem die Koordinaten
mit # angegeben werden sich relativ zu dem Koordinatensytem mit den Koordina-
tenbezeichnungen z* mit einer Geschwindigkeit v in Richtung der x-Achse bewegen
soll. Dabei sollen zum Zeitpunkt ¢ = ¢ = 0 die Koordinatenurspriinge am gleichen Ort
sein und auch die 3 Achsen der beiden Systeme jeweils parallel orientiert sein. Diese
Lorentztransformation ist durch eine 4 x 4 Transformationsmatrix gegeben geméfl

A R T 7
ot =c' x

mit der expliziten Darstellung

v =By 00
—By v 00
"
', & 0 0 10 (5.1.9)
0 0 01
Dabei wurden die Abkiirzungen benutzt:
v
P =c
1
A p— (5.1.10)

VI B°
Wie sieht nun die entsprechende Transformationsmatrix fiir die zugehorigen kovarian-
ten Vektoren aus? Dazu berechnen wir:

To = Gopr"

= Gapc, 2"

= Ganc,9" x5

= ¢l (5.1.11)
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Aus den beiden letzten Zeilen erhalten wir also die Definition der Transformationsma-
trix

Caﬂ — gaucuugw

1 0 0 0 vy =By 0 0 1 0 0 0

- 0 -1 0 0 —By v 00 0 -1 0 0
0 0 -1 0 0 0 10 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0 01 0 0 0 -1
v By 00

_ By v 00

= 0 0 10 (5.1.12)
0 0 0 1

Die kontravarianten und kovarianten Vierevektoren sind durch ihr Transformations-
verhalten unter einer Lorentztransformation bestimmt und transformieren sich in dem
Spezialfall der von uns behandelten Koordinatentransformation wie in (5.1.9) bezie-
hungsweise (5.1.12) angegeben. Dies gilt nicht nur fiir die Koordinatenvektoren x#
beziehungsweise x, sondern auch fiir andere Groflen, A*, die sich zu einem Viere-
vektor zusammenfassen lassen. Dies ist eine konsistente Erweiterung zum Fall der 3-
dimensionalen Ortsvektoren: Auch hier bilden z.B. die drei kartesischen Komponeneten
eines elektrischen Feldes einen Vektor, E, da sich diese Komponenten etwa bei einer
Rotation des Koordinatensystems genau so transformieren wie dioe kartesischen Kom-
ponenten eines Ortsvektors 7.

Seien nun c*, beziehungsweise ¢, die Transformationsmatrizen einer Lorentztransfor-
mation fiir kontravariante, beziehungsweise kovariante Vierervektoren. Da das Skalar-
produkt invariant unter dieser Lorentztransformation sein soll, muf} fiir einen beliebigen
Vierevektor gelten o
A%A, = caﬂchﬂA7 = AP A4

Damit ist also

3¢ = g5 (5.1.13)
die Einheitsmatrix. Beachte, dafl durch “Anheben” des Indexes v aus dem Metrischen
Tensor gg, die Einheitsmatrix wird, geméf

95" = gsug" .
Die Gleichung (5.1.13) sagt also aus, daf§ die Matrix der Transformation der kovarianten
Vektoren ¢, gerade die Umkehrtransformation der Transformation der kontravarianten
Vektoren ist in dem Sinne, daf .
AT = JA". (5.1.14)

Damit betrachten wir nun die Ableitung einer Grofle @, die von den Koordinaten z*
beziehungsweise im alternativen Bezugssystem 2% abhingt. Es gilt

dP d® dz*  d® d

. — :f = ~ (Cﬁﬂjﬂ) )
dz*  dxtdz®  drtdze
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wobei wir gemifl der Summenkonvention iiber  summieren und in der zweiten Glei-
chung die Transformationsgleichung (5.1.14) fiir * benutzt haben. Beriicksichtigen wir
nun, daf

dzf

dze — 7
ist so ergibt sich daraus

dp , dP

e~ dgn
Der Vergleich mit (5.1.11) zeigt also, daf§ die Ableitungen
d
0, = — 5.1.15
© drt ( )
nach den kontravarianten Koordinaten z* einen Vierevektor bilden, der sich unter
einer Lorentztransformation wie ein kovarianter Vierervekto transformiert. Deshalb
wird auch in der Definitionsgleichung des Ableitungsoperators d,, in (5.1.15) ein unterer
Index benutzt. Entsprechend gilt, daf

ot = 4

dxz,,
einen kontravarianten Vierevektor definiert. Daraus ergeben sich einige interessante
Konsequenzen:

e Da die vier Operatoren 0" aus (5.1.15) zu einem kontravarianten Vektor zu-
sammengefaflt sind, gilt dies natiirlich auch fiir den Operator p* = iho*, da ja
Ofnur mit den Konstanten 7 = \/—1 und A multipliziert worden ist. Die raum-
artigen Komponenten dieses Vierevektors entsprechen gerade den kartesischen
Komponenten des Impulsoperators in der Ortsdarstellung der Quantenmechanik
(deshalb auch die Bezeichnung p#). Insgesamt erhalten wir fiir den Vierevektor

P =it = if| 1

d(—=z)

by

e Das Produkt des kontravarianten Vektors 0" mit dem kovarianten Vektor 0,

ergibt einen Skalar

1 d?
Adt
Man sieht also das der in (4.3.56) definierte d’Alembert Operator O bis auf das
Vorzeichen diesem Skalarprodukt entspricht. Damit ist also auch O ein skalarer

0,0" = A=-0.
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Operator, der in jedem Lorentztransformierten Koordinatensystem das gleiche
Ergebnis ergibt.

e Gilt schliellich, daf die Anwendung des Vierervektors 0, auf ein Tupel von vier
Funktionen A#(7,t) in der Form

aoAO + alAl + 82142 + 83143 = 8#14" = Skalar (5116)

als Ergebnis eine skalare Gréfie gibt, die also unabhéngig von einer Lorentztrans-
formation des Koordinatensystems ist, so bilden auch die A* einen kontravarian-
ten Vierervektor

Als eine besonders interessante Anwendung betrachten wir den Tuppel J# aus den vier
Feldern

=

1) (5.1.17)

']0(7 = Cp(
? t)a Jg(Fa t) :jz(Fa t)

.t
JHF ) = j.(7 1), JAHrt) = gyl

!

JO entspricht also bis auf dem Faktor ¢ gerade der Ladungsdichte eines Systems,
wihrend die Komponenten J', J?, J? mit den kartesischen Komponenten der zugehori-
gen Stromdichte j identifiziert werden. Berechnen wir damit

d d d d
o 0 a. . ad . d.
O det P + Az + dyjy + 4z’

= %p—i— divy =0 (5.1.18)
Wegen der Kontinuitdtsgleichung (1.2.21) ergibt sich in der letzten Zeile das Ergebnis
0, was natiirlich ein Lorentzskalar ist. Damit ist also gezeigt, da$ J*, so wie in (5.1.17)
definiert, in der Tat ein kontravarianter Vektor ist. Dabei hat natiirlich die zeitarti-
ge Komponente .J°, gleich der Ladungsdichte multipliziert mit der Lichtgeschwindig-
keit, die gleiche physikalische Dimension wie die raumartigen Komponente von J#, der
Stromdichte.
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5.2 Kovarianz der Maxwellgleichungen

Wie édndern sich elektrische und magnetische Felder, wenn wir sie aus verschiedenen
Koordinatensystemen betrachten. Als Beispiel stellen wir uns vor, dal wir eine zeitlich
konstante Ladungsverteilung vorliegen haben. Wir haben also den Fall der Elektrosta-
tik und beobachten ausschliefilich ein elektrisches Feld; das Magnetfeld ist in diesem
Fall identisch null. Betrachtet man die gleiche Ladungsverteilung aus einem Koordi-
natensystem, das sich relativ zu der Ladungsverteilung bewegt, so beobachtet man
in diesem Koordinatensystem eine Ladungsverteilung, die ihre Position mit der Zeit
andert und natiirlich auch einen Strom. Die Transformation einer Ladungsverteilung
in einem Koordinatensystem in eine Ladungs- und Stromverteilung aus der Sicht des
dazu bewegten Koordinatensystems wird mit Hilfe der Lorentztransformation beschrie-
ben

o=t g
da ja Ladungs- und Stromdichte iiber die Definition (5.1.17) zu einem kontravarian-
ten Vierervektor zusammengefaflt sind. Ist also in dem einen Koordinatensystem nur
J® = ¢p von Null verschieden, so ergibt sich eben fiir das dazu in z-Richtung bewegte
Koordinatensystem (wir betrachten also wieder die Beispiel Lorentztransformation aus
(5.1.9)):

JO = cp =vJ" = ——Cp
1-%
J'o=G, =By = %p (5.2.19)
-z

Der Beobachter mit dem Koordinatensystem x beobachtet also auch einen Strom in x-
Richtung j,. Damit verkniipft erwartet man aber natiirlich auch ein Magnetfeld. Die
Situation, die fiir den ersten Beobachter ausschliefilich zu einem elektrischen Feld fiihrt,
ergibt fiir den zweiten Beobachter ein elektrisches Feld und ein Magnetfeld. Es erhebt
sich die Frage: Wie konnen elektrische und magnetische Felder zwischen verschiedenen
Koordinatensytemen transformiert werden?

Bevor wir diese Frage beantworten, betrachten wir zunéchst einmal die Potentiale ®
und A, aus denen man ja nach (3.3.19) und (3.3.20) die elektromagnetischen Felder E
und B berechnen kann. Nehmen wir weiterhin an, dafl die Potentiale in der Lorentzei-
chung vorliegen, so gilt ja

1dd - -
0="— +V-A=0,4" (5.2.20)

Dabei gilt die zweite Gleichung wenn wir definieren

A & ( f%) (5.2.21)
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also die nullte Komponente von A% mit ® und die raumartigen mit A identifizieren.
Da die linke Seite der Gleichung (5.2.20), 0, sicher ein Lorentzskalar ist, gilt also wegen
(5.1.16), dafl der Potentialvektor A* ein kontravarianter Vierervektor ist. Die Glei-
chung (5.2.20) beweist dies aber zunéchst nur fiir die Potentiale in der Lorentzeichung.
Daf} diese Eigenschaft aber auch fiir andere Eichungen gilt, sieht man, wenn man die
Gleichungen fiir eine Umeichung (3.3.24) in die relativistische Formulierung umschreibt

() - (3)-(%)
(A =AM — A (5.2.22)

Dabei steht A fiir das skalare Feld, das die Umeichung definiert. 0*A ist ein kontra-
varianter Vektor. Ist also A* ein kontravarianter Vektor, etwa die Potentiale in der
Lorentzeichung, so ist, wie in der zweiten Zeile von (5.2.22) deutlich wird, auch (A’)*
ein kontravarianter Vierevektor gebildet aus den Potentialen in anderer Eichung.

Mit diesen Potentialvektoren definieren wir den antisymmetrischen Feldstirketen-
sor

FoP .= 9"AP — 9P A, (5.2.23)

Man kann diese Ausdriicke F*# in einer 4 x 4 Matrix darstellen, wobei der erste Index
die Zeile und der zweite die Spalte (jeweils gezihlt von 0 bis 3) bezeichnen soll. Diese
Matrix ist antisymmetrisch, da, wie aus der Definition sofort ersichtlich ist, gilt

PP = b (5.2.24)

Die Matrixelemente, die durch Vertauschen von Zeilen- und Spaltenindex miteinander
verkniipft sind, unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen. Damit miissen die Ele-
mente in der Diagonalen identisch Null sein, F** = 0. Der antisymmetrische Feldtérke-
tensor enthélt also insgesamt 6 unabhéngige Eintrége.

Unter einer Lorentztransformation werden die beiden Vektoren 0% und A%, die die ja
F® definieren, gemif (5.1.4) wie kontravariante Vektoren transformiert. Insgesamt
gilt also fiir £
T O 1
= ey (0°47 — 07 A7)
= g FP (5.2.25)
man sagt, dafl sich F*® unter einer Lorentztransformation wie ein Tensor zweiter Stu-

fe transformiert. Vierervektoren waren in dieser Nomenklatur Tensoren erster Stufe.
Dieses Transformationsverhalten erklirt auch den Namen Feldstirketensor fiir F¢5.

Wie sehen die einzelnen Eintrige in dieser 4 x 4 Matrix F*® aus? Als erstes Beispiel
berechnen wir

FOl — 60141 - alAO
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d d
P T

- _FL,

wobei wir (3.3.20) benutzt haben. Das Element des Feldstirketensors in der ersten
Zeile und zweiten Spalte, F°!, entspricht also dem negativen Wert der x-Komponente
des elektrischen Feldes. Wegen (5.2.24) ist dann F'° = E,. Ganz analog 148t sich leicht
zeigen

F2 =k, und F3Y=F,

Als zweites Beispiel betrachten wir

F23 — 82143 - 83142

und ganz analog
F13 = B, und F2=_B,

Insgesamt ergibt sich also

0 —-E, —-E, —FE,
E, 0 -B, B,
E, B, 0 —B;
E, -B, B, 0

o (5.2.26)

Die kartesischen Komponenten der elektrischen und magnetischen Felder transformie-
ren sich also unter einer Lorentztransformation wie die Komponenten eines Tensors
zweiter Stufe nach (5.2.25).

Als Beispiel betrachten wir die Lorentztransformation fiir die Bewegung des Koordina-
tensystems in z-Richtung mit der Geschwindigkeit v aus (5.1.9). Damit berechnet sich
z.B. die y-Komponente des elektrischen Feldes im bewegten System

E,=F* = & F = F*

= yF* — ByF* =B, — fB,.

Zur weiteren Betrachtung ist es hilfreich die Jacobi Identitéit zu formulieren und zu
beweisen. Bezeichnen «, 3 und 7 wie iiblich Indices im 4-dimensionalen Minkowski-
raum, so gilt fiir den Feldstirketensor F#7 die Jacobi Identitéit

O*FP P ™ L 9 F =0 (5.2.27)

Der Beweis dieser Identitédt ergibt sich sehr einfach durch Einsetzen der Definition
(5.2.23) fiir FP.
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Damit konnen wir uns der Formulierung der Maxwellgleichungen in der Nomenklatur
des Feldstédrketensors zuwenden. Zunéchst die homogenen Maxwellgleichungen wie

0 = divB
d d d
= —B,+—B,+—B,
dx + dy Y + dz

— 81F32 + 82F13 4 63F21
— _9'FR _2FB _ g3 2
= O'F® 4+ 9’°F3 4+ 93F?'.

Damit ist also diese Maxwellgleichung identisch mit der Jacobi Identitit fiir (a, 3, )
= (1,2,3). Auch die xz-Komponente der zweiten homogenen Maxwellgleichung

— d —
0 = tE+ —B
(ro + et )I
— 82F30 - 83F20 4 80F32

— 82F03+83F20+80F32,

ist eine Jacobi Identitét, hier fiir die Indices (o, 3,7v) = (0,3,2). Entsprechendes gilt
fiir die beiden anderen kartesischen Komponenten dieser Maxwellgleichung. Auf dem
ersten Blick scheinen also die homogenen Maxwellgleichungen eine rein mathematische
Folge der Jacobi Identitét, also ohne jeden physikalischen Informationsgehalt zu sein.
Dies ist aber natiirlich nicht richtig. Die homogenen Maxwellgleichungen haben uns ja
erst dazu gebracht, dafl wir die elektromagnetischen Felder iiber die Potentiale definie-
ren konnten. Aus den homogenen Maxwellgleichungen folgte also die Darstellung der
elektromagnetischen Felder als Elemente des Feldstirketensors. Die Umschreibung der
homogenen Maxwellgleichungen in Form von Jacobi Identitéten sind also lediglich ein
Beleg fiir die Konsistenz.

Bleiben also noch die inhomogenen Maxwellgleichungen. Als erste betrachten wir

divE = 4dmtp

4
81F10+82F2063F30+60F00 == —ﬂ- cp

S—— C ~~

=0 =Jo
4

) Ly (5.2.28)
c

Danach explizit die z-Komponente der zweiten inhomogenen Maxwellgleichung

- 1d = 47
tB— ——F = —7.
(ro cdt )x c]

ang - agBy - 80Ex = 62F21 - 63F13 - 80F10
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82F21 +83F31 +60F01 —|—81F11 —
——
=0
o, F" =
Entsprechende Beziehungen gelten fiir die y und

Maxwellgleichungen in der Form (5.2.28) und (5
werden zu

C

4
%Jl. (5.2.20)

z-Komponenten. Die inhomogenen

.2.29) konnen also zusammengefafit

47

c

O Fr = =]

(5.2.30)

Diese Darstellung der inhomogenen Maxwellgleichung ist nicht nur sehr kompakt und
damit sehr elegant. Sie zeigt auch, dafy die Maxwellgleichungen bei einer Lorentztrans-
formation ihre Form bewahren. Die linke wie die rechte Seite der Gleichung transfor-
mieren sich ja wie die Komponenten eines Lorentzvektors.
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5.3 Ladungen im elektromagnetischen Feld

In diesem Abschnitt sollen die Bewegungsgleichungen fiir Punktladungen, die sich in
einem elektromagnetischen Feld bewegen, untersucht werden. Dabei beginnen wir in
der klassischen, nichtrelativistischen Mechanik. Die Kraft auf eine Punktladung ¢ am
Ort 7 mit der Geschwindigkeit ¥ setzt sich zusammen aus der Coulomb-Kraft des
elektrischen Feldes E an diesem Ort 7 und dem Beitrag der geschwindigkeitsabhéingigen
Lorentzkraft

—

— 1 —
F=q <E + -7 X B) (5.3.31)
C

Ersetzt man die elektromagnetischen Felder durch die sie definierenden Potentiale er-
gibt sich

— — 14__’ — —
F = —qV@—ga——i-gUx(VxA)
c ot c
I P LN AR S E VR
= Ve~ C(v V)A+CV(U A)

Hier und im folgenden miissen wir zwischen partiellen Ableitungen (dargestellt durch 0)
und totalen Ableitungen unterscheiden. So steht in dieser Gleichung die partielle Ablei-
tung des Vektorpotentials A nach der Zeit, womit lediglich die explizite Zeitabhingig-
keit von A(7,t) bei der Zeitableitung beriicksichtigt wird. Bei der totalen Ableitung
dff/dt wird hingegen auch beriicksichtigt, dafl sich die betrachtete Ladung mit der
Zeit, bewegt. Damit ist also auch das Argument des Ortsvektors der Ladung, 7, in A
zeitabhéngig. Zur weiteren Verdeutlichung schreiben wir explizit die z-Komponente
der Kraft
S L SC Y R NS A VR LW

17 (5. A
+08:1:( )

+ 2 (7 A) (5.3.32)

Definiert man also ein geschwindigkeitsabhingiges Potential in der Form

U(F,5.4) = q (@(F, n- Ly A t)) (5.3.33)

Cc

und berechnet nach den Gesetzen der Mechanik die generalisierte Kraft fiir die gene-
raliserte Koordinate ¢; =  und dg;/dt = v, als

v, dou
or  dt du,

F, =

so ist diese Kraftkomponente gerade mit der Darstellung von F, in (5.3.32) identisch.
Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die anderen Komponenten F; und F,. Die Bewe-
gung eines Massenpunktes, Masses m, mit einer Ladung ¢ in einem elektromagnetischen
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Feld kann also im Rahmen der nichtrelativistischen Mechanik beschrieben werden durch
die Lagrangefunktion

L(7,0,t) = —mi® — U(F, ¥, 1) (5.3.34)

mit dem geschwindigkeitsabhéngigen Potential U (7, ¥,t) aus (5.3.33).

Wie muf} dieses Verfahren erweitert werden, um die Kinematik der Relativititstheorie
zu beriicksichtigen? Im ersten Schritt dahin, definieren wir zunéchst einen Geschwin-
digkeitsvektor, der sich wie ein kontravarianter Vierervektor unter einer Lorentztrans-
formation verhélt. Die naive Definition
dz* dz*

W= — = c—— = Jpa* 5.3.35
dt — “dad 7 ( )
eignet sich dazu nicht, da ja auch die Grofle nach der abgeleitet wird, die Zeit ¢, sich
bei einer Lorentztransformation &dndert. Die in (5.3.35) definierte Geschwindigkeit v*
besitzt also eigentlich zwei Indices, g und 0, verhilt sich also bei einer Lorentztrans-
formation, wie 4 Komponenten eines Tensors zweiter Stufe.

Zur Definition eines Vierervektors Geschwindigkeit benétigt man also eine zeitartige
GroBe, die ein Lorentzskalar ist. Kandidat fiir diese zeitartige Grofie ist die Eigenzeit

1 1
T = —\/rtr, = =V 3t? — 2 5.3.36
=V (53.30)
wobei r#, beziehungsweise t und 7, der Relativvektor zwischen zwei Raumzeitpunkten a
und b ist, r#* = ri) —r#. Die so definierte Eigenzeit besitzt, wie man sich leicht {iberlegen

kann, die folgenden Eigenschaften:

— Die Eigenzeit 7 ist ein Lorentzskalar

— Die Eigenzeit 7 ist die Zeit, die in dem Koordinatensystem gemessen wird, dafl
sich mit dem Ereignis mitbewegt, so dafy 7= 7, — r, = 0. Daher auch der Name
Eigenzeit.

— 7 ist reell fiir alle zeitartigen Prozesse mit c?t?> > 2. Die Eigenzeit, und damit
auch die Geschwindigkeit dr*/dr wird imaginir, wenn man den Relativvektor
zwischen 2 raumartigen Punkten betrachtet. Dies reflektiert die Eigenschaft, daf3
sich 2 raumartige Punkte nicht gegenseitig beeinflussen koénnen, da dies einen
Informationsaustausch erfordert, der mit einer Geschwindigkeit grofier als Licht-
geschwindigkeit erfolgen miisste.

Wihrend also in dem mit dem Ereignis mitbewegten Koordinatensystem fiir den Rela-
tivvektor zweier Ereignispunkt a und b, die Eigenzeit 7 gemessen wird und die raum-
artigen Koordinaten des Ereignisses stets 0 sind, wird in einem anderen Koordinaten-
system, das sich mit der Geschwindigkeit v relativ zum Eigensystem bewegt (z.B. in
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z-Richtung) die Zeit
1

1
t=91 = =py0=7T = —
: i-%

gemessen (Vergleiche dazu etwa die Lorentztransformation (5.1.9)). Die Zeit im mit-
bewegten Koordinatensystem 7 ist also um den Faktor 1/ kiirzer als die in dem nicht
mitbewegten System ¢.!

T (5.3.37)

Mit dieser Eigenzeit 7 kann man nun einen kontravarianten Geschwindigkeitsvektor

definieren
dz#

w4

T
In dem mit Geschwindigkeit v zum Ereignis bewegten Koordinatensystem haben wir
also (siehe (5.3.37))

(5.3.38)

uo—@—c
_d7_7

1 de _dzdt
dr  dtdr ™

Insgesamt ergibt sich also

u”@v(é). (5.3.39)

Weiter stellt sich die Frage, wie sieht die relativistische Lagrangefunktion fiir ein freies
Teilchen aus? Dazu ist es hilfreich zu wissen, welches Transformationsverhalten die La-
grangefunktion besitzen sollte. Zur Beantwortung dieser Frage erinnern wir uns an die
Mechanik, wo ja die Bewegungsgleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip hergeleitet
wurden. Das Hamiltonsche Prinzip besagte aber, dal der Weg zuriickgelegt wird, auf
dem das Wirkungsintegral t

det = /Tb L~dr

2

einen minimalen Wert ergibt. Dieses Variationsprinzip muss natiirlich invariant unter
einer Lorentztransformation sein, der Integrand also ein Lorentzskalar sein. Da dr ein
Lorentzskalar ist folgt also aus der obigen Gleichung, dafl auch vL ein Lorentzskalar
sein sollte.

Wir werden uns nun davon iiberzeugen, daf

Lipei = —mc* (1 — = (5.3.40)

Dies fiihrt ja auch zu dem bekannten Zwillingsparadoxon, nach dem einer der Zwillinge, der sich
mit grofler Geschwindigkeit auf eine Reise begibt und dann wieder zuriickkehrt, fiir diese Reise mit
seiner mitgefiihrten Uhr eine kiirzere Zeit misst als der andere Zwilling, der sich nicht mitbewegt hat.
Der reisende Zwilling altert also weniger als der zu Hause gebliebene.
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die Lagrangefunktion fiir ein freies Teilchen der Masse m mit der Geschwindigkeit o
in relativistische Kinematik ist. Man sieht sofort, dal yLf..; = —mc? ein Skalar ist.
Andererseits ist der generalisierte Impuls gegeben durch

OLfyei 2 U i i
0 —mc m = myv; = mu’ = Plei (5.3.41)

entspricht also gerade den raumartigen Komponenten der Vierergeschwindigkeit u*
multipliziert mit der Ruhemasse m des Teilchens. Dies ist aber gerade der relativistische
Impuls. Die Lagrangeschen Bewgungsgleichungen besagen

d OLfyei d _ OLlgy

= —mu' = €l —9,

dt  Ov; dt ox;
was bedeutet, dafl der relativistische Impuls eine Konstante der Bewegung ist. Das ist

aber genau das Verhalten, das durch die relativistische Lagrangefunktion gegeben sein
sollte.

Die Lagrangefunktion fiir ein Teilchen mit der Masse m un der Ladung ¢ in einem elek-
tromagnetischen Feld ergibt sich dann als Differenz zwischen der kinetischen Energien,
bzw. der Lagrangefunktion des freien Teilchens und dem verallgemeinerten Potential

1/ aus (5333) zu
2 UQ — 1 = .
L = —mc 1-— _62 —q (I)(T,t) - _CU A(T, t) (5342)

Zur Kontrolle wollen wir verifizieren, dafl auch —yU ein Lorentzskalar ist, sodafl damit
auch «vL ein Lorentzskalar ist:

—U = q o +g777-ff
c

C "
ug AO
q
= ——u,A"
&

~U ist also bis auf den Faktor ¢/c¢ das Produkt aus dem kovarianten Geschwindigkeits-
vektor u, und dem kontravarianten Potentialvektor A*, damit also ein Skalar.

Die kartesischen Komponenten des verallgemeinerten Impulses ergeben sich damit zu

oL q

= o = oy + LA 5.3.43
pi= g = mowi+ (53.43

beziehungsweise

—

— — q
P = Dfpej + EA' (5.3.44)
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Ausgehend von (5.3.43) stellen wir nun die kartesischen Komponenten der Geschwin-
digkeit v; durch die Komponenten des generalisierten Impulse p; dar

02
mv; = 1——2<Z~ gAZ>
c c
q 12
m?vic® = (& —v°) |pi — —AZ}
c
q 7°
m*v?c? = (¢ —v?) |p— —A}
c
2 c?

A’r (5.3.45)

Mit

(5.3.46)

Vi = ‘ > (pz' - gAi)
R

wird sowohl die erste als auch die letzte Gleichung von (5.3.45) richtig aufgelost. Damit
kénnen wir die Hamiltonfunktion berechnen

H(p,¥) = p-9—1L

C\/m202 + [ﬁ— A

2
= c\/m202 + {ﬁ— %A] +q® (5.3.47)

Identifizieren wir den Wert der Hamiltonfunktion mit der Energie F so konnen wir
diesen letzten Ausdruck umschreiben in

E 2 2\ 2
m2c? = <— — g@) — (ﬁ— gA)
c c c

= P (5.3.48)

Die linke Seite der ersten Gleichung ist definitiv ein Lorentzskalar und wir kénnen auch
leicht die rechte Seite als ein Skalarprodukt eines kovarianten Vektors p, mit seinem
kontravarianten Partner identifizieren mit

(5.3.49)

NN
N——

E
ﬁ“@( ¢
p

0 QA e
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Die raumartige Komponente entspricht gerade dem freien Impuls (pg.q;, siche (5.3.44))
mit der Erginzung der zeitartigen Komponente E/c — ¢®/c. Im Grenzfall des freien
Teilchens (® und A gleich 0), reduziert sich dieser Vierervektor auf den Impuls in den
raumartigen Komponenten und der Energie dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit
in der zeitartigen Komponente. Aus (5.3.48) ergibt sich dann die beriihmte Energie-
Impulsbeziehung fiir das freie Teilchen

E? = m?c 4 2p. (5.3.50)

Auflerdem sehen wir, daf} die Energie beziehungsweise der Wert, der Hamiltonfunktion
dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit als nullte Komponente zusammen mit dem
Impuls als raumartige Komponente einen kontravarianten Vierervektor bilden.

Zum Abschlufl wollen wir ausgehend von der relativistischen Form der Hamiltonfunkti-
on in (5.3.47) den nichtrelativistischen Grenzfall fiir die Hamiltonfunktion bestimmen.
Wir entwickeln dazu die Wurzel

_ 2 . 2
MJHM:M P-4 |

C 1 C
m2c? 2  m?2c?

Die Terme héherer Ordnung sind im nichtrelativistischen Grenzfall |5 — ¢/cA| < me
vernachlissigbar. Setzt man diese Entwicklung in (5.3.47) ein und subtrahiert die Kon-
stante mc? so erhalten wir die Hamiltonfunktion fiir den nichtrelativistischen Fall
L /o g2 .\ .
H, - — <p _ —A(r,t)) 1 q®(F, 1) (5.3.51)

2m c

Der Impuls ist also lediglich ergéinzt durch Subtraktion von ¢/ cA und als Potential wird
allein ¢® addiert. Diese Darstellung wird auch als minimale Substitution bezeichnet.

In der Ortsdarstellung der Quantenmechanik erhélt man entsprechend den Hamilton-
operator dadurch, dafl man ersetzt



