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1 EmpirischeGrundlagender
Elektrodynamik

Zur Notation� 	�
����� bezeichnetdasSkalarproduktzweierVektorenim
���

.� � 
����� bezeichnetdasVektorproduktzweierVektorenim
���

.� Für jedeFunktion � auf
� �

bezeichnet��� denVektormit denKomponenten:� ���������  � 
 �� Für jedesVektorfeld ! auf
� �

ist "�#%$&! die Funktion"�#%$&!'� �( �%)+*  ! � 
 �
und ,.-0/�! dasVektorfeldmit denKomponenten� ,.-0/1!2���3� (54 6 798 � 4 7  ! 7 
 4
mit 8 � 4 7 �;:=< �?> � � falls

��@ �.A��CB �D� �E>��GF � � >��EH � � >��EI ��� � >KJML � �N
sonst< �?> � ist dasSignumderPermutation

>
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1.1 RelativistischeBewegungsgleichungen
In einemelektromagnetischenFeldwirkt auf einengeladenenKörperdie LORENTZ-
kraft O �QP2R�SUT FV �XW
 ��Y � � ! �[Z (1.1)V ist die Lichtgeschwindigkeit,P dieLadungdesKörpers.

DasVektorfeld S heißtelektrisches,dasVektorfeld ! magnetischesFeld. S und !
hängenvon Ort undZeit ab:S\�]S � 
+� Y �1^_!`�Q! � 
� Y �
Die Bewegungsgleichungfür dengeladenenKörperlautetalso"" Y �a� OMb (1.2)

Nach NEWTON ist �c�edaf , wobei d die Teilchenmasseist. Für ein konstantes
elektrischesFeld S allein folgt alsBewegungsgleichungsomitdhg
 �QPiS b (1.3)

Esergibt sichsofortdurcheinfacheIntegrationW
 �?Y �2� Pd S Y Tjf0k b
Somitgilt für l W
 �?Y �Xll W
 ��Y �Xl��nmmm Pd S Y Tofikpmmm b
Dies bedeutet,daß für großeZeiten die Geschwindigkeit beliebig groß wird. Der
empirischeBefundergibt aber, daßalle Teilchengeschwindigkeiten stetskleiner alsV sind.NachEINSTEIN mußdaher�9�Udafpq�r Fts l ful vV v9wyxz (1.4)
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gesetztwerden.Jetztfolgt ausderBewegungsgleichung"" Y d W
{ F|s'}?~� } z� z�� xz �QPiS (1.5)

durcheinfacheIntegrationW
 q V{ Fts'}�~� } z� z�� xz � Pd V S Y T f0k�q V{ FtsQ� z�� z � xz ��� ��Y �
unddamitW
 q V � � ��Y �{ F T�l�� �?Y �Xl v � xz

b
Wie verlangt,ist jetzt l W
 l�� V ( l W
 l�� V gilt nur für

Y ��� ).

Wir wollen unsdavon überzeugen,daßdiesesResultattatsächlichfür ein allgemeines
elektromagnetischesFeldgilt. Aus"" Y d W
{ F|s }?~� } z� z � xz �QP R SQT

FV ��W
+� ! � Z (1.6)

folgt durchSkalarproduktbildung� W
+� "" Y d W
{ Fts;}�~� } z� z � xz�� �QP 	 S �+W
�� b
Die linke Seiteist gleich"" Y d V v{ F|s }?~� } z� z � xz �
also "" Y d V v{ F|s }?~� } z� z � xz �QP 	 S �+W
��

b
(1.7)
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DurchIntegrationergibt sichd V v{ F|s'}�~�����[� } z� z � xz � d V v{ Fts'} � � } z� z � xz T
�� k "��2P 	 S ��W
 � ��� � b

Die linke Seitewird für endlicheZeiten
Y

nur für l W
 ��Y �Xl�� V unendlich.Die rechte
Seitekannnur unendlichwerden,falls das S -Feld Singularitätenbesitzt.Wird dies
ausgeschlossen,somußfür endlicheZeiten l W
 ��Y �Xlp� V gelten.

OffensichtlichstelltP �� k "�� 	 S ��W
 � ��� � � �� k "�� 	 O ��W
 � ��� �
die geleisteteArbeit dar.

Um ein Teilchenauf Lichtgeschwindigkeit zu bringen,müßtesomit eine unendli-
che Arbeit in endlicherZeit geleistetwerden,was physikalischausgeschlossenist.
Wir schließenhieraus,daßim allgemeinenelektromagnetischenFelddie Teilchenge-
schwindigkeitentatsächlichkleineralsdie Lichtgeschwindigkeit bleiben.

In der NEWTONschenTheorie ist die geleisteteArbeit gleich der Änderung der
kinetischenEnergie:d H l W
 ��Y �Xl v s d H l f0k�l v � �� k "�� 	 O �+W
 � ��� �
Wir habenstattdessennungefunden:d V v{ F|s'}�~�����[� } z� z � xz s d V v{ Fts'} � � } z� z � xz �

�� k "�� 	 O �W
 � ��� �
Definierenwir die sogenannterelativistischekinetischeEnergie � k durch� k � � d V v{ F|s'}?~� } z� z � xz � (1.8)

sogilt nunanalogzur NEWTONschenMechanik,daßdie geleisteteArbeit gleichder
ÄnderungderrelativistischenkinetischenEnergie ist.
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 � N nichtzu verschwinden,sonderngleichdersogenann-
tenRuheenergie zu werden:� k � W
 � N �¡�Ud V v (1.9)

Für kleine
} � }� gilt überdies� k �Ud V v T d H l W
 l v b (1.10)

In dieser Näherungist also � k gleich der Ruheenergie plus der NEWTONschen
kinetischenEnergie.

1.2 Die homogenenMAXWELLschen Gleichungen
Die FelderS und ! genügenGesetzen,diesichin dermathematischenFormpartieller
Differentialgleichungen ausdrückenlassen.Zunächstergibt derempirischeBefunddie
homogenenMAXWELLschenGleichungen,.-0/�SQT FV  ! Y � N � (1.11)"�#¢$c!\� N b (1.12)

FürdifferenzierbareVektorfelder

O
geltenallgemeindieIntegralsätzevonGAUSS und

STOKES:

STOK ES: Sei £ eine2-dimensionaleFlächeim
���

, die durchdie Kurve ¤ begrenzt
wird, sogilt:�¥§¦ s�s�s©¨,C-0/ O � s ¨"�ª¬«h� � ¦ s ¨ O � s ¨" V « (1.13)

GAUSS: Sei ® ein Gebietim
���

, dasdurchdie Fläche£ begrenztwird, sogilt:� ¯ " � 
 � "�#¢$|!¡�2� �¥ ¦ s ¨ ! � s ¨"�ª¬« (1.14)

Die Erklärung der hier auftretendenSymboleund der Beweis der entsprechenden
Identitätensollenzunächstunterbleibenund stattdessendie entsprechendenFormeln
für KreisscheibeundVollkugel angegebenwerden.
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Wir betrachtendie Fläche£°�`± 
 J � � ^ 
 �²�2Tj³ 
 k �µ´ ��¶N¡· ³ ·¹¸ �º
 k �µ´ �¡�¼»�-�½ ´9¾ * To½.#[¿ ´9¾ v � N2· ´ · HiÀ �l ¾ � l�� F �|	 ¾ * � ¾ v � � N b
Dies ist die Kreisscheibemit demRadiuş um denMittelpunkt � . Die Randkurve ¤
von £ ist durchdie PunkteV ��´ ���=�ÁT ¸ 
 k �µ´ � gegeben.Für jedessolcheVektorfeld

O
undjedesolcheKreisscheibegilt dann:�¥Â¦ s�sps©¨,.-0/ O � s ¨"�ª « � Ã� k vGÄ� k 	 ,.-0/ O � �2Tj³ 
 k �µ´ �.� �Å� ¾ * � ¾ v ��� ³�"p³ " ´�  ¦ s ¨ O � s ¨" V « � vGÄ� k 	 O � �ÁT ¸ 
 k �µ´ ��� ��WV �µ´ � � " ´

� vGÄ� k 	 O � �ÁT ¸ 
 k �µ´ ��� �ÆW
 k �µ´ � � ¸ " ´
undderSTOK ESscheSatzfür Kr eisscheibenlautetexplizitÃ� k vGÄ� k 	 ,C-0/ O � �ÁT²³ 
 k �µ´ ��� �Å� ¾ * � ¾ v ��� ³0"p³0" ´ �

� ¸ vGÄ� k 	 O � �ÁT ¸ 
 k �µ´ ��� �ÆW
 k �µ´ � � " ´ (1.15)

Als nächstesbetrachtenwir die Vollkugel®K�`± 
 J � � ^ 
 �²�2Tj³ 
 k �?Ç � ´ �X¶N¡· ³ ·¹¸ � N2·hÈ\· À � N¡· ´ · HiÀ �
 k �?Ç � ´ �¡�É½.#%¿ Çt� »�-�½ ´9¾ * To½.#%¿ ´9¾ v �To»�-�½ Ç3¾ � �l ¾ � l�� F �|	 ¾ � � ¾ËÊ � � N für
@�Ì�ÎÍ b
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Die Randflächevon ® ist £j� ± 
 J ��� ^ 
 �_�2T ¸ 
 k �?Ç � ´ � ¶ , und jetzt gilt für jedes
Vektorfeld

O
:�¥ ¦ s ¨ O � s ¨"�ª¬«h� Ä� k vGÄ� k 	 O � �2T ¸ 
 k �EÇ � ´ ��� ��
 k �?Ç � ´ � � ¸ v ½.#%¿ Ç " ´ " Ç (1.16)

Der GAUSSscheSatzfür Vollkugeln lautetjetztexplizit�¯ " � 
 "�#¢$ O � ¸ v Ä� k vGÄ� k 	 O � �ÁT ¸ 
 k �?Ç � ´ ��� ��
 k �EÇ � ´ � � ½.#%¿ Ç " ´ " Ç (1.17)

MathematischeNebenbemerkung

In denIntegrandenbeiderFlächenintegraletritt dasSkalarproduktdesVektorfeldes

O
mit einemVektor Ï � 
 � mit l Ï � 
 �Xl�� F und 
 J £ auf. Für die Kreisscheibeist dabeiÏ � 
 �0� � ¾ * � ¾ v � , für dieKugel Ï � 
 �0� 
 k . DiesesÏ � 
 � stehtin beidenFällensenkrecht
aufderjeweiligenFläche.

Außerdemfindetmanin beidenIntegralendie sogenanntenFlächenelemente"�ªa�h³�"p³�" ´"�ªa� ¸ v ½.#%¿ Ç " Ç " ´
Mit ihrer Hilfe könnendie FlächeninhalteÐ � £2Ñ[� von Teilgebieten£2ÑÓÒÔ£ der
Kreisscheibe,respektive derKugelbestimmtwerden:�¥+Õ "�ªa��Ð×Ö�£ Ñ¢Ø
In unserenbeidenBeispielengilt also�¥ ¦ s ¨ O � s ¨"�ª¬«h� � 	 O � Ï � 
 � � "�ª b
Tatsächlichgilt dieseFormel bei geeigneterDefinition der Flächennormaleund des
Flächenelementsimmer.
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Anwendung auf die M AXWEL L -Gleichungen

Die AnwendungdesSTOKESschenSatzesaufGleichung(1.11)aufSeite7 ergibts FV   Y �¥ ¦ s ¨ ! � s ¨"�ª�«h� � ¦ s ¨ S � s ¨" V «
Die dabeiauftretendeGröße� � ��Ù ¥ ¦ s ¨ ! � s ¨"�ª�« heißtauchderFlußvon ! durchdie

Fläche£ . Damit kannmanGleichung(1.11)auchfolgendermaßenschreiben:s FV   Y �Î� � ¦ s ¨ S � s ¨" V « (1.18)

Wird dieKurve ¤ durcheinen(idealdimensionslosen)Drahtrealisiert,soist dierechte
Seitedie Ringspannungim Draht,undwir erhaltendasFARADAYscheInduktionsge-
setz.

Offenbarfolgt ausGleichung(1.12)aufSeite7 für jedeRandfläche£�¥ ¦ s ¨ ! � s ¨"�ª « � N � (1.19)

dasheißt,dergesamtemagnetischeFlußdurcheinegeschlosseneFlächeverschwindet.

Aus (1.18)und (1.19) folgenumgekehrt auchdie Gleichungen(1.11)und (1.12)auf
Seite7. Wird in (1.18)dasKurvenintegralnachSTOKES wiederin einFlächenintegral
umgerechnet,soergibt sich�¥ ¦ s ¨ O � s ¨"�ª¬«�� N �

mit

O � FV  ! Y To,.-0/�S
Wir untersuchendieseFormelnunfür denSpezialfall derKreisscheibe:N � Ã� k vGÄ� k 	 O � �ÁTj³ 
 k �µ´ �.� �Å� ¾ * � ¾ v ��� ³0"p³�" ´ (1.20)

Nehmenwir nun an, das Skalarprodukt 	 O � �u� �Å� ¾ * � ¾ v ��� sei im Mittelpunkt � der
Kreisscheibegrößer(oderkleiner)als0.DanngarantiertdieStetigkeit dieserFunktion,
daßder Integrandin (1.20) auf hinreichendkleinen Kreisscheibenebenfalls größer
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(beziehungsweisekleiner) als 0 ist. In diesenhinreichendkleinen Gebietenwäre
dannalsoauchdasIntegral von 0 verschiedenund Gleichung(1.20) falsch.Deshalb
muß 	 O � �u� �Å� ¾ * � ¾ v �?� � N gelten.

¾ * und
¾ v könnenaber(sofernmandie Normierung

und die Orthogonalitätberücksichtigt)beliebiggewählt werden.Dashat zur Folge,
daß die Aussagefür jeden beliebigenEinheitsvektor Ú¾ � � � ¾ * � ¾ v � gelten muß,
insbesondersauchfür dieBasisvektorenÛ � einerOrthonormalbasis.DasSkalarprodukt
einesbeliebigenVektors

O
mit einemsolchenBasisvektor Û � ist abergeradedie

@
.

KomponentedesVektors

O
in derentsprechendenBasis.Also giltN � 	 O � �u� � Û � � � O � � �u� � @ � F � H � I ^+� J � � �

wasgleichbedeutendmitO � �u�¡� N
undsomitFV   Y !]Tj,.-0/�S\� N
ist.

Analogschließenwir jetztaus�¥ ¦ s ¨ ! � s ¨"�ª¬«h� N
auf �¯ " � 
 � "�#¢$c!2�2� N b (1.21)

Diesmal wählen wir für ® eine Vollkugel mit Mittelpunkt � und Radius
¸

. Sei"�#¢$c! � �Ü�&Ý N (oder � N ), danngilt wieder für alle 
 in ® , falls
¸

nur hinreichend
klein ist, "�#%$&!oÝ N (oder � N ) im Widerspruchzu(1.21).Also folgt (1.12)aufSeite7.
Die Gleichungen(1.18) und (1.19) sind also den Gleichungen(1.11) und (1.12)
vollkommenäquivalent.

Übungen

Aufgabe1.1— Integralsätze
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Sei

O � ��� ¨ ���
einVektorfeld.

Kurvenintegrale

Sei V � � Þ1� Û � ¨ � �
eineKurvemit l WV � ���Xl Ì� N . Die Längevon V ist durchA � V �ß� à� á 	�WV � ��� �uWV � ��� � xz "��

gegeben.DasIntegral von

O
längs V ist durch� � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 « � à� á 	 O � V � ����� �uWV � ��� �tâ �

erklärt.Mit
s V bezeichnenwir die Kurve

�Gs V � � ���0� V � Þ TÎÛ s ��� .
Falls �¬�aª �äã��� eineReparametrisierungist mit ª Ñ �äã�1�åÝ N , sogilt für

ãV �äã���0� V � ª �äã������ æ� ¦ s ¨ O � s ¨" 
 «h� � � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 « � sowie A �.ãV ��� A � V � b
Ist ª Ñ �äã�1�å� N sogilt:� æ� ¦ s ¨ O � s ¨" 
 «h� s � � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 « und A �.ãV �¬� A � V � b
Esgilt ebenfalls:� � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 «h� s �ç � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 « und A �Gs V �¬� A � V � b
Ist

O �Uè0,Ëé0"�� , mit � � � � ¨ �
, danngilt:� � ¦ s ¨ O � s ¨" 
 «h��� � V � ÛX��� s � � V � Þ ��� b

Flächenintegrale

Sei � � � Þ * � Û * �¬êh� Þ v � Û v � ¨ ���
eineAbbildung mit mmmCëíì�îìXï x � � * � � v � � ì�îìXï z � � * � � v �ñð mmm Ì� N

b
Die Abbildung � seiüberdiesüberallinjektiv mit dermöglichenAusnahmevonRand-
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punkten.òc#%ó%" � �Æ� heißtFläche in
���

parametrisiertdurch � . FürdenFlächeninhaltô
gilt ô � òc#%ó[" � �Æ����� à x�á x

à z�á z mmmm�õ  � � * � � * � � v � �  � � v � � * � � v �ñö mmmm "�� * "�� v
b

DasIntegral von

O
über � ist durch�

î ¦ s ¨ O � s ¨"�ª « � à x�á x
à z�á z¬÷ O � � � � * � � v ��� � õ  � � * � � * � � v � �  � � v � � * � � v � ö�ø "�� * "�� v (1.22)

definiert.

Mit
�Gs �Æ� bezeichnenwir die Fläche

�Gs �Æ� � � Þ v � Û v ��ê¹� Þ * � Û * � ¨ � �
gegebendurch�Gs �Æ� � � * � � v �0�a� � � v � � * � b

Es folgt: Sei ª �äã� * � ã� v � eine Reparametrisierungmit "�ùX/�ú ìÅû©üìXï�ý�þ Ý N , so ist fürã� �äã� * � ã� v �0�9� � ª �äã� * � ã� v ���ô � �=���Qô � ã�=� und
� æ
î ¦ s ¨ O � s ¨"�ª¬«h� �

î ¦ s ¨ O � s ¨"1ª�« b
Ist "pùX/�ú ìÅû©üìXï�ý þ � N danngilt:ô � �=���Qô � � Ñ � und

�
î Õ ¦

s ¨ O � s ¨"1ª « � �ç î ¦
s ¨ O � s ¨"1ª « b

Setzenwir:V * � �����Q� � � �.Þ v � V v � ���¬�Q� � Û * � ����Gs V � � � �����Q� � � � Û v � �Gs Väÿ � � ���¬�Q� � Þ * � ���
sogilt derSatzvon STOK ES:�

î ¦ s�sps©¨,.-0/ O � s ¨"�ª�«U� ÿ( �¢)+* �� ü ¦
s ¨ O � s ¨" 
 « �
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waswir mit derRandkurve
 � � � ÿ� )�* V � von � kurzschreibenkönnen:�

î ¦ s�sps©¨,.-0/ O � s ¨"�ª¬«h� �
ì�î ¦

s ¨ O � s ¨" 
 « b
Volumenintegrale

Sei � � � Þ * � Û * �|êU� Þ v � Û v �|êQ� Þ � � Û � � ¨ � �
eineAbbildung mit "pùX/ ú ì � üì�ï�ý þ Ý N

b
Die

Abbildung � sei überdiesüberall injektiv mit der möglichenAusnahmevon Rand-
punkten.òc#%ó%" � �3� heißtGebiet in

���
parametrisiertdurch � . Für denVolumeninhaltÐ gilt Ð � ò&#[ó%" � �3���¬� à x�á x

à z�á z à ��á � "pùX/ :  � � � Ê � � * � � v � � � � � "�� * "�� v "�� � b
DasIntegral einer Funktion � � � � ¨ �

über � ist definiertdurch�� �9" � 
 � à x�á x
à z�á z à ��á � "pùX/�:  � � � Ê � � * � � v � � � � � � � � � � * � � v � � � ����"�� * "�� v "�� � b (1.23)

und dieseDefinition ist invariant unter ReparametrisierungendesGebiets�¬��ª � � Ñ �
mit "�ùX/�ú ìÅû©üìXï Õý þ Ý N

b
Wir betrachtenjetztdie Flächen:� * � � * � � v ����� � Û * � � * � � v �� v � � * � � v ����� � � * � Û v � � v �� � � � * � � v ����� � � * � � v � Û � ��Gs � ÿ � � � * � � v ����� � Þ * � � * � � v ��Gs ���Å� � � * � � v ����� � � * �.Þ v � � v ��Gs ��	Å� � � * � � v ����� � � * � � v �.Þ � � b
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Esgilt jetzt derSatzvon GAUSS:�� "�#¢$ O " � 
 � 	( �%)+* �î0ü ¦
s ¨ O � s ¨"�ª « � �

ì ��¦
s ¨ O � s ¨"1ª «

wobei
 ��� � 	� )�* � � der(orientierte)Randvon � ist.

(a) ÜberprüfenSie,daßdieDefinition(1.22)desFlächenintegralsfür eineKreisschei-
be,mit derParametrisierung��
 � � N � ¸ �+ê²� N � HiÀ � ¨ � � lÉ��
 � ³ �� �¬� Þ Tj³�� 
 k � � � �
mit 
 k � � �ß�¼»�-�½ � ¾ * TÎ½.#%¿ � ¾ v b
und Þ J � � � 	 ¾ � � ¾ Ê � ��� � 6 Ê � ��@ � Í2� F � H � �
zu �

î�� ¦
s ¨ O � s ¨"1ª�«h� Ã� k ³�"�³ vGÄ� k " �h	 O � Þ Tj³�� 
 k � � ��� � ¾ � �

führt, wobei
¾ � � � ¾ * � ¾ v � die EinheitsnormalederKreisscheibeist.

(b) ZeigenSie,daßdie Definition (1.22)desFlächenintegrals für eineKugelschale,
mit derParametrisierung��� � � N � À �ºêÓ� N � HiÀ � ¨ � � l¼��� ��� �� �ß� Þ T ¸ � 
 k ��� �� � �
mit 
 k ��� �� �¬�É½.#%¿ � »�-�½ � ¾ * TÎ½.#%¿ � ½.#%¿ � ¾ v TÎ»�-�½ �3¾ � �
und ¸ J � �CÞ J � � � 	 ¾ � � ¾ Ê � ��� � Ê � ��@ � Í2� F � H � I � und "�ùX/ �E¾ * � ¾ v � ¾ � ��� T F
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zu �
î�� ¦ s ¨ O � s ¨"�ª¬«h� ¸ v Ä� k ½.#%¿ � " � vGÄ� k " �U	 O � � � ��� �� ��� ��
 k ��� �� � �� ¸ v Ä� k ½C#%¿ � " � êê vGÄ� k " � Öµ½.#[¿ � Öñ»�-�½ � O * ��� �� �TÎ½.#%¿ � O v ��� �� � Ø To»�-�½ � O �0��� �� � Ø

führt, wobei

O � ��� �� �0� 	 O � Þ T ¸ � 
 k ��� �� ��� � ¾ � ��� ��@ � F � H � I � ist.

(c) ÜberprüfenSie auch,daß die Definition (1.23) des Volumenintegrals für eine
Kugel,mit derParametrisierung� � � � N � ¸ �ºêÓ� N � À �ºêK� N � HiÀ � ¨ � � l�� � � ³ � � �� �&� Þ Tj³�� 
 k ��� �� � �
mit 
 k ��� �� �¬�É½.#%¿ � »�-�½ � ¾ * TÎ½.#%¿ � ½.#%¿ � ¾ v TÎ»�-�½ �3¾ � �
und Þ J � � � 	 ¾ � � ¾CÊ � ��� � Ê � ��@ � Í¡� F � H � I � und "pùX/ �E¾ * � ¾ v � ¾ � ���§T F
zu �� � �9" � 
 � Ã� k ³ v "p³ Ä� k ½.#%¿ � " � vGÄ� k " � � � Þ T²³�� 
 k ��� �� ���
führt.

1.3 Die inhomogenenMAXWELLschen
Gleichungen

Die Gleichungen(1.11)und (1.12)auf Seite7 beschreibendenempirischenBefund
nochnichtvollständig:
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Manfindetweiterdie inhomogenenMAXWELLschenGleichungen,.-0/�! s FV  S Y ��� ÀV Í � (1.24)"�#¢$cS×� � À�� b (1.25)Í ist ein Vektorfeldundwird Stromdichtegenannt.Für einegegebeneFläche£ gibtÙ ¥ ¦ s ¨ Í � s ¨"1ª « dieLadungan,die proZeiteinheitdurchdie Flächefließt.�
ist die Ladungsdichte,dasheißt,für ein Gebiet ® ist Ù ¯ � " � 
 die Gesamtladung

in diesemGebiet.DasVektorfeld Í unddie Dichte
�

sind im allgemeinenbeideauch
zeitabhängig.

Aus denbeideninhomogenenMAXWELLgleichungen ergibt sich direkt ein Zusam-
menhangzwischendenGrößen

�
und Í , der die physikalischeBeziehungzwischen

ihnenwiderspiegelt.Dennwennmandie Divergenzvon Gleichung(1.24)ausrechnet,
soergibt sich:� ÀV "�#¢$�ÍÁ�¼"�#¢$&,.-0/�! s FV   Y "�#¢$&S
Hierbeiwurdeim letztenSummandendieVertauschbarkeit derpartiellenAbleitungen
verwendet,umdie Divergenzin die Zeitableitunghineinzuziehen.

Für jedesVektorfeld

O
gilt nunaber "�#¢$&,.-0/ O � N , wasmananhandderDefinitionen

von Seite3 leicht nachrechnet.Also folgt� ÀV "�#¢$�ÍÁ� s FV   Y "�#%$cS b (1.26)

Dividiert mannunGleichung(1.25)durchc undbildet die partielleAbleitungnach
Y
,

soerhältman� ÀV   Y � � FV   Y "�#¢$|S (1.27)

Addition derGleichungen(1.26)und(1.27)ergibt danndie sogenannteKontinuitäts-
gleichung:  Y � TÎ"�#¢$�Í=� N (1.28)

DiephysikalischeAussagedieserBeziehungwird deutlicher, wenndieGleichungüber
ein kompaktesGebiet ® mit der Randfläche£ integriert und der GAUSSscheSatz



18 1 EmpirischeGrundlagenderElektrodynamik

angewendetwird:   Y �¯ � " � 
 � s �¥ ¦ s ¨ Í � s ¨"1ª�«
Esgilt also:

ZeitlicheÄnderungderLadungin ®�� � s! 
Ladung,die aus ® herausfließt.

1.4 GrundgleichungenderElektrodynamik
Die Gleichungen(1.11)und(1.12)aufSeite7, sowie (1.24)und(1.25)aufdervorher-
gehendenSeitesinddieGrundgleichungenzurBeschreibungvonelektromagnetischen
FeldernundihrerWechselwirkung mit geladenenTeilchen:

M AXWEL Lgleichungen

,.-0/�SQT *� ì#"ì � � N � "�#¢$c!'� N �,C-0/�! s *� ì%$ì � � ÿ Ä� Í � "�#%$&S`� � À�� b
Diesewerdennoch durch die L ORENTZ-EI NSTEI NschenBewegungsgleichungen
für einePunktladungmit Massed � undLadung P � ergänzt:

d � "" Y W
 �{ F�s'}�~� ü } z� zM� xz �QP � R S � 
 � �T
FV �XW
 � � ! � 
 � � � Z

GegenstanddertheoretischenElektrodynamikist die Untersuchung

i). der mathematischenForm der Grundgleichungenselbst.Dabeigilt dasInteresse
vor allemdenInvarianzeigenschaften unterSymmetrietransformationenunddem
Auftretenvon Erhaltungsgrößen.

ii). derBewegungsformengeladenerTeilchenim elektromagnetischenFeld.

iii). der Lösungsstrukturund damit der Orts- und Zeitabhängigkeit elektromagneti-
scherFelder, die von denGrundgleichungenerzwungenwird. (Hierbei wird sich
vor allemderWellencharakteralsbesondersinteressanterweisen).



1.5 Ladungs-undStromdichteeinerPunktladung 19

iv). Schließlichwird noch untersucht,wie sich dieseGrundgleichungenverändern,
wennmandieelektromagnetischenFeldernichtwie bisherim Vakuumbetrachtet,
sonderndenEinflußvon materiellenMedien(Gasen,FlüssigkeitenoderFestkör-
pern)undihrenEigenschaftenberücksichtigt.

Bevor wir jedochmit demerstenPunktdieserListe beginnen,müssenwir nochunser
Gleichungssystemvervollständigen.Denn bisher habenwir zwar ein gekoppeltes
Gleichungssystem,in dem die Felder die Bewegung der geladenenPunktteilchen
bestimmen,aberdie Felderselbstwerdenausden noch unspezifiziertenGrößenÍ
und

�
abgeleitet.Erstwennwir angebenkönnen,wie

�
und Í von denPunktteilchen

abhängen,erhaltenwir ein geschlossenesSystemvon Differentialgleichungen, das
weiteruntersuchtwerdenkann.

1.5 Ladungs-undStromdichteeinerPunktladung
Als ersterVersuchkannderBeitrageinerLadungP � zur Ladungs-undStromdichtein
derForm��� 
 ���UP � ª � 
 s 
 � �Í � 
 ���hf � P � ª � 
 s 
 � �
geschriebenwerden.Dabeibezeichnetª � � � die VerteilungeinerEinheitsladungum
denSchwerpunkt
 � desTeilchens.Dieseist durch Ù=" � 
 ª � 
 ��� F normiert,um die
Beziehungzwischen

��� 
 � undderGesamtladungzuerhalten.

Der Versuch,ª � � � für eineechtePunktladunganzugeben,führt allerdingszunächst
auf ein mathematischesProblem.Wir könnendie Punktladungals Grenzfall einer
homogengeladenenKugel vom Radius Þ für Þ ¨ N

ansetzenund erhaltendamit für
die Ladungsverteilungª � � ��� ó%#'&á( k ª á � � �

mit ª á � � ���*) *+-,� á � l � l · ÞN
sonst. � ª � � �å" � � � ó%#'&á( k � ª á � � �å" � � � F

DasProblemist nun,daßderGrenzwertª � � ���]ó%#/& á( kuª á � � � nicht alsgewöhnliche
Funktion erklärt werdenkann, da für ª � � � gelten müßte,daß einerseitsan allen
Punkten� Ì� N der Wert ª � � ��� N ist, andererseitsaberdasIntegral Ù=" � 
 ª � 
 ��� F
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seinmuß,wasjedochfür gewöhnlicheFunktionennicht möglichist.

DiesesProblem tritt allgemein auf, wenn man versucht,Punktladungsdichtenals
GrenzwertvonendlichausgedehntenLadungsdichtenzuerhalten.Esist alsounabhän-
gig vonderspeziellenWahlder ª á � � � , diewir hiernurdergrößtmöglichenEinfachheit
halbergetroffen haben.

Die Idee zur Lösung diesesProblemsist, die gewöhnlichen Funktionenin einen
größerenRaum0 Ñ einzubetten,in demderGrenzwertª�� ó%#'&á( k ª á
tatsächlichexistiert.

1.5.1 Distrib utionen im 132
Allgemeindefinierenwir zunächstdenRaumdertemperiertenTestfunktionen0 � � � �
durch 0 � � � �¡�  ª J5476Q� � � �u^+/�,Ëª kompakt� b (1.29)

Dabeibezeichnet/�,Ëª denTrägerderFunktion ª , alsodie abgeschlosseneHülle aller
Punkte
 J ��� , für die ª � 
 � Ì� N gilt. Alle Funktioneń

�J 0 � ��� � verschwindenalso
außerhalbeinesendlichenGebiets.Damit gilt dannauch,daßsämtlicheAbleitungen
der

´�J 0 � ��� � nuraufeinemendlichenGebietungleichNull sind. 0 � ��� � ist offenbar
ein VektorraumunendlicherDimension.

Wir betrachtenjetzt einelineareAbbildung 8 � 0 � ��� � ¨ �
und wollen definieren,

wannsiestetigist:

Definition 1)
 ª:9 J 0 � heißtNullfolge, falls esein kompaktesGebiet ; Ò ���

gibt,
sodaß
i). <>= � /�,Ëª:9=Ò¹ô .
ii). ª:9 undallepartiellenAbleitungen Ö ìì � x Ø@? x�A�A� Ö ìì �%B Ø@? B ª:9 strebenin; gleichmäßiggegenNull.

Definition 2) 8 heißtstetig C  8�ª á � ist eineNullfolge, wenn
 ª á � eineNullfolge

ist.

Definition 3) EinestetigelineareAbbildung 8 � 0 � � � � ¨ �
heißtauchDistribution

(oderstetiges,linearesFunktionalauf 0 � ��� � ), undderVektorraumder
Distributionenwird mit 0 Ñ bezeichnet.

NachdiesenVorbereitungenkehrenwir zuunseremProblem,Strom-undLadungsver-
teilungim

� �
zudefinieren,zurückundidentifizierendieFunktionenª á mit Elementen



1.5 Ladungs-undStromdichteeinerPunktladung 21Úª á ausdemRaum0 Ñ Ö ��� Ø :Úª á �ñ´ � � � �D � " � 
 ª á � 
 � ´=� 
 �
für alle

´
ausdemRaum0\Ö � � Ø . Esgilt also:Úª á �ñ´ �¡� Fÿ Ä� Þ � �} � } E á " � 
 ´=� 
 �

für alle
´�J 0 Ö ��� Ø .

Esfolgt ó%#/& á( k Úª á �ñ´ ��� ´=� N � , undwir erhaltenfür 8 � �Qó%#/& áF( k Úª á : 8 �µ´ ��� ´=� N �
für alle

´�J 0 . Tatsächlichsind die Funktionen Úª á � 8 � 0 ¨ �
linear und stetig,alsoÚª á � 8 J 0 Ñ .

Dasbedeutet:Die Funktionenª á konvergierenzwar gegenkeineFunktion,aberdie
zugehörigenDistributionen Úª á konvergieren gegen eine wohldefinierteDistribution8 . GenaudieseDistribution wollen wir alsdie LadungsverteilungeinerPunktladung
definieren.

Die Physiker führtenhierfür dasSymbol � � 
 � ein und schreibendie Distribution 8
damitals8 �µ´ �¡� � " � 
 � � 
 � ´=� 
 � � � ´=� N � b (1.30)� � 
 � nenntman auch „Deltafunktion“. DieseSchreibweiseerinnert stärker an die
Grenzwertbildung� � 
 �¡� ó%#'&áF( k ª á � 
 � �
die ursprünglichangestrebtwurde,und wir behaltensie bei, weil sie überdiessehr
praktischist. (Natürlich ist die � -Funktionselbstunabhängigvon der obigenGrenz-
wertbildung Úª á ¨ � erklärt.)

Wennwir nundasArgumentin � � 
 � verschieben,sogilt formal:� " � 
 � � 
 s Þ � ´Æ� 
 �HG%I ) � ç á� � " � � � � � � ´=� � T Þ �¡� ´=� Þ �
Damiterklärenwir die Distribution � � 
 s Þ � .
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Die Gleichung (1.30) zeigt, wie allgemein die � -Funktion in Ï Dimensionenzu
erklärenist. Für

´�JKJ×� � � � setzenwir einfach� " � 
 � � � 
 � ´=� 
 � � � ´=� N �
undentsprechend� " � 
 � � � 
 s Þ � ´=� 
 � � � ´Æ� Þ � b
Da wir zunächstnur � � � 
 � benutzen,verabredenwir dieSchreibweise�Ü�3� � .
Für ein bewegtes Punktteilchen(Bahnkurve 
 �?Y � ) könnenwir jetzt Ladungs-und
Stromdichtedefinieren:��� � ���QPL� � � s 
 ��Y ���Í � � ���QP W
 ��Y �M� � � s 
 �?Y ���
Für ein Systemvon Ï Teilchenbedeutetdasalso:��� � ��� �( �%)+* P � � � � s 
 � �?Y ��� (1.31)

Í � � ��� �( �%)+* P � W
 � ��Y �N� � � s 
 � �?Y ��� (1.32)
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2 Die kovarianteFormulierungder
MAXWELLschenGleichungen

2.1 Der M INKOWSKIraum
Wir setzen
 k � V Y unddefiniereneinenRaumzeitpunktdurchdas4-TupelO � � PQQR 
 k
 *
 v
 �TSAUUV (2.1)

bestehendaus 
 k unddendrei cartesischenRaumkoordinaten.Die MengederPunkteO bildet den Vektorraum Ð � � ÿ . Mit Ð � wird dann der Dualraum,dasheißt der
VektorraumderlinearenFunktionenvon Ð , bezeichnet.

Tensoren

Ein B -fachko- und A -fachkontravarianterTensor(kurz
� B��.A � -Tensor)derStufe( B T A )

ist einemultilineareAbbildungW � Ð ê �A�A� ê ÐX YAZ [7 -mal

ê Ð � ê �A�A� ê Ð �X Y\Z [4
-mal

¨ � � (2.2)

dasheißt,für ] � J Ð � ] �� J Ð � ist W � ] * � bXbXb � ] 7 � ] � * � bXbXb � ] �4 � in jedemArgumentlinear.W ist durch seineWerte auf einer Basis ùA^ von Ð und der dazu dualenBasis ù ^
(definiertdurch ù ^ � ù 9 ���3� ^9 �|� _�� =¬� N � F � H � I � ) von Ð � festgelegt, dasheißtdurchdie
ZahlenW 9 xa`b`b` 9@c^ x `b`b` ^ed (Tensorkomponenten)mitW 9 x `b`b` 9 c^ x `b`b` ^ d � � W � ùA^ x �

bXbXb � ùA^ed � ù 9 x �
bXbXb � ù 9 c � (2.3)] � ��] ^� ùA^ ] �� ��] �� 9 ù 9W � ] * � bXbXb � ] 7 � ] � * � bXbXb � ] �4 � � W 9 x `b`b` 9 c^ x `b`b` ^ d ] ^ x* �A�A�F] ^ d7 ] � * 9 x �A�A�F] �

4 9@c b
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Hierbei ist zu beachten,daßwir hier, wie im folgendenimmer, die EINSTEINsche
Summenkonventionbenutzen:

EI NSTEI NscheSummenkonvention
ÜbergleichegegenständigegriechischeIndiceswird von 0 bis3 summiert.

Die MengedieserTensorenbildet einenVektorraumÐ 7 4 mit derDimension� 7Af 4 , wie
ausdemebengesagtenleicht zu sehenist.

Die M I NK OWSK Imetrik

Auf Ð definierenwir für je zwei Vektoreng �ih J Ð den2-fachkovariantenTensor2.
Stufe j durch:j � g �ih � � � Þ k Û k s �( �%)+* Þ � Û � � Þ k Û k s 	?Þ1� Û � (2.4)j ist symmetrisch,dasheißt j � g �ih ���kj � h�� gº� , undnicht ausgeartet,dasheißt,wenn
für festesg undalle h J Ðlj � g �ih ��� N gilt, ist g��3m .

Definitionen: � j heißtM I NK OWSK Imetrik in Ð .� Wir schreibenauch 	 g �ihå� � �kj � g �ih � und nennendies M I N-
K OWSK Iskalarprodukt.� � Ð � jp� heißtM I NK OWSK I raum.

Bemerkung: j definiertkeineeuklidischeNorm,dennj � g �ih ��� Þ k Û k s � �� )�* Þ � Û � ist
indefinit.. Die GeometriedesM INKOWSKIraumsist nichteuklidisch.

Esfolgt, daßfür eineBasis jL^e9Ü�kj � ùA^ � ù%9�� eineumkehrbareMatrix ist. Wir bezeich-
nenmit j ^e9 die MatrixelementederdazuinversenMatrix undfassendieseZahlenals
die KomponenteneineskontravariantenTensors2-terStufeauf.

Definition:
 ùA^ � heißtOrthonormalbasisvon ÐnCoj � ùA^ � ù%90�¬� < ^p�F^e9 mit < k�� F und< � � s¹F �?@ � F � H � I � .

Offenbarist die StandardbasiseineOrthonormalbasis.Numerischgilt alsoin diesem
Fall für dieKomponenten: jL^�9��qj ^�9 � < ^M�F^�9 .
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2.2 DerFeldstärketensorr
Ein

� B��.A � -Tensorfeldin Ð ist eineAbbildung 8 � Ð ¨ Ð 7 4 , dasheißt, 8 � O � ist für
jedesO J Ð ein

� B��.A � -Tensorunddamitdurch8 � O � 9 x `b`b` 9@c^ x@`b`b` ^:d �l8 � O � � ùA^ x �
bXbXb � ùA^ed � ù 9 x �

bXbXb � ù 9@c � (2.5)

eindeutigbestimmt.Für einefesteBasisundvariablesO erhaltenwir alsoFunktionen
von O , unddieseFunktionenbestimmendasTensorfeldeindeutig.

Betrachtenwir nundie Funktionen� � k � O �¡� s �+k � � O � � � s S � � 
� Y � @ � F � H � I ^ (2.6)� � 4 � O � � � s �(s )º* 8 � 4 s ! s²� 
+� Y � @ �.A � F � H � I ^ (2.7)�+k�k � O � � � N � (2.8)

wobei S � und ! � dieKomponentendeselektrischenundmagnetischenFeldessind.

Wir bestimmendurchdieseFunktioneneindeutigein kovariantesTensorfeldzweiter
Stufe,indemwir verlangen,daßfür die Standardbasis�t^e9 � O �2�Q� � O � � ùA^ � ù%9�� (2.9)

gilt. Wegen �H^�9�� s ��9F^ ist � � O � antisymmetrisch.� heißtin derPhysikkurz der
Feldstärketensor.

Wir bleibenin derFolgebei derStandardbasisundbilden� ^ 9 � O � � �uj ^ev �Hv#9 � O � (2.10)� ^�9 � O � � �uj ^ev � 9v � O �¡�wj ^ev j 9\x � v%x � O � b (2.11)

Jetzt fassenwir die Funktionen � ^ 9 � O � als Komponenteneines
��F � F � -Tensorfeldes

unddieFunktionen� ^�9 � O � alsKomponenteneines
� N � H � -Tensorfeldesauf,undzwar

stetsbezüglichder Standardbasisund der dazudualenBasisvon Ð � . Mit Hilfe der
M INKOWSKImetrikkönnenwir alsoausdemTensorfeld� eineinfachko- undeinfach
kontravariantes,sowie ein zweifachkontravariantesTensorfeldbilden.

Aus den partiellen Ableitungen von �H^�9 � O � bilden wir jetzt noch zwei weitere
Tensorfelder:
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i). Daseinfach kontravarianteTensorfeld(dasheißt dasVektorfeld) "�#¢$&� mit den
Komponenten(i) :��� "�#¢$&�=� � O ��� 9 �   
y^ � ^e9 � O � (2.12)

ii). Das3-fachkovarianteschiefeTensorfeld"�� , für dessenKomponentengilt:��� "��Æ� � O �.� ^#z�{ x}| ^�z#{ z | ^#z�{ � | � � < �?> � ��� "��Æ� � O �.� ^ x ^ z ^ � � für
>ÓJ L ��C� "��Æ� � O ��� ^ x ^ z ^ � � �

 �H^ z ^ � � O � 
 ^ x s  �t^ x ^ � � O � 
 ^ z T  �H^ x ^ z � O � 
 ^ � �
falls

N¡· _ * � _ v � _ � · I b (2.13)

Ausgedrücktdurch S und ! ergibt sichnun� "�#¢$c�Æ� k �U"�#%$&S �� "�#%$&�Æ�G�Ü� s FV   Y S � T � ,.-0/�!¡��� � (2.14)

sowie � "��Æ� * v � � s "�#¢$c! �� "��Æ� k � 7 � s �( 4 )* 8 � 7 4 R FV   Y !
4 T � ,.-0/�SÁ� 4 Z b (2.15)

2.3 Die 4-dimensionaleForm derGrundgleichungen
derElektrodynamik

Wir fassennun noch
�

und Í zu einem einfach kontravariantenTensorfeld(oder
Vektorfeld)in Ð zusammen,indemwir~ k � O ��� V � � O � (2.16)

und
~ � � O ���ÎÍ � � O � (2.17){ ü | BeachtenSie,daßdiepartielleAbleitungnach�:� einekovarianteKomponenteist, daßalsoderIndex� dortuntensteht.In dieserFormelmußalsoentsprechendderEINSTEINschenSummenkonventionüber� summiertwerden
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als KomponentendesVektorfeldes
~ � O � in der Standardbasisansehen.

~ � O � heißt
dannViererstromdichte.

Mit dieserDefinitiongilt dannoffenbarfür die MAXWELLgleichungen:

HomogeneM AXWEL Lgleichungen,.-0/1SUT *� ì#"ì � � N"�#¢$c! � N � C "���� N (2.18)

undentsprechend

InhomogeneM AXWEL Lgleichungen,C-0/�! s *� ì%$ì � � ÿ Ä� Í"�#¢$&SÉ� � À�� � C "�#%$&� � ÿ Ä� ~ b (2.19)

Komplizierterist es,die vierdimensionaleForm derBewegungsgleichungabzuleiten.
FüreingeladenesTeilchenim elektromagnetischenFeldgilt dieBewegungsgleichungd "" Y W
{ F|s'}?~� } z� z � xz �QP R S � 
 ��T

FV ��W
�� ! � 
 � � Z � (1.6)

woraus"" Y d V v{ F|s'}?~� } z� z � xz �QP 	 S �+W
�� (1.7)

folgt. 
 ��Y � ist die Bahnkurve desTeilchensim
� �

alsFunktionderZeit.

Wir parametrisierendiese Bahnkurve jetzt in willkürlicher Weise um, indem wir
 k � V Y als Funktion einesneuenParameters� ansehen,wobei � � � �/���� � Ý N sein soll.
Es folgt, daß 
 eineFunktionvon � wird. Für die Differentiationnach � gilt alsodie
Kettenregel ( 
 k Ñ : Ableitungvon 
 k nach � )""T� � 
 k ÑV "" Y (2.20)
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oder "" Y � V
1k Ñ ""T� b (2.21)

Aus (1.6) folgt dann( 
 Ñ : Ableitungvon 
 nach � )d V
�k Ñ ""T� Vä
 Ñ
�k Ñ { F|s'} � Õ } z� � Õ z � xz �QP R S � 
+� Y ��T
F
�k Ñ�� 
 Ñ � ! � 
� Y ��� Z

oder d V ""T� 
 Ñ{ 
1k Ñ v s l 
 Ñ l v � xz � P V { S � 
+� Y � 
 k Ñ T � 
 Ñ � ! � 
� Y � � � b
Für (1.7)aufdervorhergehendenSeitegilt dannV
1k Ñ ""T� d V vR Fts } � Õ } z� � � Õ � z Z xz � P V
1k Ñ�� S ��
 Ñ��
oder d V ""T� 
 k Ñ{ 
 k Ñ v s l 
 Ñ l v � xz � P V � S ��
 Ñ � b
Wir habenaberdieRaumzeitpunktedurchO � PQQR 
 k
 *
 v
 � SAUUV
eingeführt.OffenbarbeschreibtalsoO � �i�2� PQQR 
 k � ���
 * � ���
 v � ���
 � � ��� SAUUV
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jetzt eine Kurve in der Raumzeit.Mit Hilfe der M INKOWSKImetrik ergibt sich
zunächst� O Ñ � O Ñ�� �wj2Ö O Ñ � O Ñ Ø � 
 k Ñ v s mm 
 Ñ mm v b
Weiterfolgtd V ""T� F	 O Ñ � O Ñ � xz ""y� 
 ^ �

O ^ �
wobei O k�� � P V � S ��
 Ñ �

und

O � � � P V { S � 
 k Ñ T � 
 Ñ � ! � � �O ^ läßtsichvollständigdurchdenFeldstärketensorund �� � O ausdrücken.Denndurch
Einsetzender Definitionen(Gleichungen(2.6) bis (2.11)) überprüftman leicht die
IdentitätO ^ � P V � ^ 9 � O � �i��� ""T� 
 9 � �i�
für _ � N � F � H � I .
Zweckmäßigerweisedefinierenwir jetztnochfür jedenVektor g dielineareAbbildung� � � O �Mg�� ^ � �9� � O � ^ 9 g 9 . Für die Bahnkurve in Ð � � ÿ gilt dann in kompakter
Schreibweise:

RelativistischeBewegungsgleichungd V ""T� F	 O Ñ � O Ñ � xz ""T� O � �i��� P V � � O � �i���cR ""T� O � ��� Z (2.22)

Definition: �� � O � ��� heißtVierergeschwindigkeit.

In dieserBewegungsgleichungist jetzt noch die Wurzel ausdem Quadratder Vie-
rergeschwindigkeit im Nennerstörend.Allerdings hattenwir ja die Parametrisierung
derBahnkurvendurch � bis auf die Positivität derAbleitungvollkommenwillkürlich
gewählt. DieseFreiheitkönnenwir nunnutzen,um � �� � O � �i� � �� � O � �i�� beliebigvor-
zuschreiben.Danachliegt dannallerdingsdieParametrisierungfest!
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Hierzusindzwei Vorschriftenallgemeinin Gebrauch:

i). � ist die BogenlängederKurve� C ÷ ""T� O � ��� � ""y� O � ���äø�� F
(2.23)

ii). Alternativ wird derParameter�¬� �� benutzt.Dannnenntman � die Eigenzeit.

Wir verwendendie Konvention (2.23) und erhaltenals Bewegungsgleichungeines
geladenenTeilchensim elektromagnetischenFeld � :d V " v"T� v O � ����� P V � � O � ����� R ""T� O � �i� Z

mit ÷ ""y� O � ��� � ""T� O � �i� ø � F
2.4 LORENTZgruppeundPOINCARÉgruppe
Wir betrachtenden M INKOWSKIraum Ð mit dem metrischenTensor j . Eine li-
neareAbbildung � , die j invariant läßt, für die also gilt, daß für alle g �ih J Ð �j � ��g � � h ���qj � g �ih � ist,heißtL ORENTZtransformation. DieMengederLORENTZ-
transformationenbildet eineGruppe,diesogenannteL ORENTZgruppe, undwird mit�

bezeichnet.Falls ùA^ eineBasisvon Ð ist, gilt�¬ù ^ �w� 9^ ù 9 (2.24)

undausderInvarianzvon j folgt� 9^ � 9 Õ^ Õ j 9\9 Õ �lj ^�^ Õ b (2.25)

Für die dualeBasisù ^ ergibt sichdaraus� � ù ^ �w� ^9 ù 9 b (2.26)

Für O J Ð definierenwir j � O � J Ð � durch j � O � � g+� � �qj � O � gº� für alle g J Ð und
erhaltenso eine lineare Abbildung(i) j � Ð ¨ ÐÆ� . j � O � ist linear in O und, daj nicht ausgeartetist, ein Vektorraumisomorphismus.Es existiert also das Inverse{ ü | Die wir mit demgleichenBuchstabenbezeichnen.



2.4 LORENTZgruppeund POINCARÉgruppe 31j ç * � Ð=� ¨ Ð . Speziellfolgt j � ùA^����qjL^e9íù 9 und j ç * � ù ^ ���qj ^e9 ù%9 . Nungiltj � � O � � gº�¡�lj � � O � gº�¡�wj R O � ç *� g Z � R ç *� � j � O � Z � gº� �
dasheißtj��%�o� ç *� � �#j b (2.27)

DurchBildungdesInversenfolgt:ç *� � ç *j � ç *j ��� � b (2.28)

DascartesischeProdukt
� ê Ð versehenwir jetzt mit einerGruppenstruktur, indem

wir dasProduktderElemente� * � � � � * � g * � und � v � � � � v � g v � durchdie Formel� *H� � v � � � * � v � � * g v T�g * � (2.29)

definieren.Offenbarist
�GF � � N � die Gruppeneinsundç *� � R ç *� � s ç *� g Z (2.30)

dasInversevon � � � � � � gº� . DiesodefinierteGruppeheißtPOINCARÉgruppeundwird
von unsmit � bezeichnet.� operiertauf Ð in folgenderWeise:Für � J � setzenwir� � � O �2�w� O T�g (2.31)

Darausfolgt � * � � � v � � � � * � v � � . DerBeweisist einfach:� � * � � � v � � � O ���²� * � � � v O T�g v �¡�w� * � v O T�� * g v T�g * � � � * � v � � � O �
q.e.d.

2.4.1 Transformationsgesetzfür Tensorfelder
Ziel ist eszu zeigen,daßdie MAXWELLschenGleichungenunddie Bewegungsglei-
chunggeladenerTeilchen invariant unter diesenTransformationensind. Hierzu ist
zunächstzu definieren,wie die POINCARÉgruppeauf Tensorfeldernund reellwerti-
gen Funktionenin Ð operiert.Wir verabredenzunächst,daßein Tensorfeldnullter
StufeeinereellwertigeFunktionist,umdamitdiesebeidenFällegemeinsamzubehan-
deln.Für jedesbeliebige

� B��.A � -Tensorfeldund � J � � �c� � � � gº� definierenwir dann
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ein neues
� B��.A � -Tensorfeld�u� W durch� � � W � � O � ��� * � bXbXb � � 7 � � � * � bXbXb � � �4 � � � (2.32)� � W � � � O � R � � * � bXbXb � � � 7 � ç *� � � � * � bXbXb � ç *� � � �4 Z

Es folgt hieraus,daß� � in W linear ist, daßalsofür zwei TensorfeldergleicherStufe��� ��� W * T�� W v ��� � ��� W * T��p��� W v gilt. Außerdemfolgt� � * � �v � � � v � * � � b (2.33)

Wir könnenleicht die Komponentenvon ��� W durch die Komponentenvon W aus-
drücken.Beachtenwir (2.24)und(2.26)aufSeite30,sofolgt� � � W � � O � 9 x��b�b� 9@c^ x@�b�b� ^ed �� � � � W � � O � � ùA^ x �

bXbXb � ùA^ed � ù 9 x �
bXbXb � ù 9 c � (2.34)� W � � � O �|R��ßù ^ x �

bXbXb � �¬ù ^ d � ç *� � ù 9 x �
bXbXb � ç *� � ù 9 c Z� W � � � O � { ù ^ Õ x �

bXbXb � ù ^ Õ d � ù 9 Õ x �
bXbXb � ù 9 Õc � � ^ Õ x ^ x �A�A�i� ^

Õ d ^ d R ç *� Z 9 x 9 Õx �A�A�uR
ç *� Z 9 c 9 Õc� W 9 Õx 6 `b`b` 6 9 Õc^ Õ x 6 `b`b` 6 ^ Õ d � � � O � � ^

Õ x ^ x �A�A�i� ^
Õ d ^ed R ç *� Z 9 x 9 Õx �A�A�1R

ç *� Z 9@c 9 Õc
Übungen

Aufgabe2.1— Teilchenbewegung in einem konstanten elektromagneti-
schenFeld

Die Bewegungsgleichungfür ein PunktteilchenderMassed undLadung P in einem
konstantenelektromagnetischenFeld � ist gegebendurchO Ñ Ñ � ���¬� Pd V � O Ñ � ��� � (2.35)
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wobei O Ñ � ���0�¢¡ O¡ ï � ��� und O � � ¨ � ÿ
die Bahnkurve, parametrisiertdurch die

Eigenzeit� ist, dasheißtV �D� � � O Ñ � ��� � O Ñ � �1� � xz â �
b

Hierbei ist 	a£?�A£�� die M INKOWSKI-Metrik und � ist einekonstantelineareAbbildung,
die durchdie Komponenten� ^ 9 desFeldstärketensorswie folgt definiertist:� � � � ^ �Q� ^ 9 � 9
EinmaligeIntegrationvon (2.35)liefert natürlichO Ñ � ���¬� � � O � ����T O Ñ k � mit O Ñ k � const.

J � ÿ
und

� � Pd V b
(a) ZeigenSie,daßO � �����¼ù\¤ ¥ � � � �j� PR O k¬T ï� k â ��ù\¤ ¥ ��s � � �Æ� O Ñ k SV �

eineLösungderBewegungsgleichung(2.35)für die AnfangsbedingungO � N ��� O k�� const.
J � ÿ � O Ñ � N �¬� O Ñ k

ist.

(b) Zeigen Sie, daß � � ���0�Qù\¤M¥ � � � �=� für alle � eine LORENTZ–Transformation
ist. Hinweis: ZeigenSie:ââ � 	 � � ��� � � � � ��� B�� � N
für alle

� �i¦ J � ÿ .
(c) BerechnenSie O � ��� für dieSpezialfälle:

� � PQQR N S N NS N\N NN N\N s !N N ! N SAUUV und �\� PQQR N ! N3N! N s ! NN ! N3NN N N3N SAUUV
b

Hinweis: BerechnenSie ù\¤ ¥ � � � �Æ� durchEntwicklungin einePotenzreihe.

Bemerkung:
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Man kann zeigen,daß der allgemeineFall eineskonstantenFeldes
durchgeeigneteLORENTZtransformationenauf diesebeidenFällezu-
rückzuführenist.

Aufgabe2.2— Teilchenbewegungin einer elektromagnetischenWelle

Wir betrachteneinenelektromagnetischenFeldstärketensorderForm� � O � � g �ih ���]ô � 	�¦�� g �Ü	�§ �ih�� s 	�§ � g �Ü	-¦��ihå� �&½.#%¿ � 	¨¦�� O � T��i� (2.36)

für alle g �ih J � ÿ �
wobei 	�¦��©§�� � N b ô J � heißt die Amplitude , ¦ J � ÿ mit 	�¦��i¦º� � N heißt der
(lichtartige)Wellenvektor, § J � ÿ mit 	-§ �©§�� � sÎF

heißtder(raumartige)Polarisa-
tionsvektor und � J � heißtdie Phase. Hierbeiist 	 � � die M INKOWSKI-Metrik.

(a) BerechnenSiedie Tensorkomponenten�H^�9 von (2.36)in derStandardbasis.

(b) ZeigenSie,daß � aus(2.36)eineLösungderMAXWELLgleichungen in Vakuum
(dasheißtfür die Ladungs–Stromdichtegilt

~ � O �0� N ):� "�#%$c�=� � O ��� N � � â �Æ� � O �¬� N �
darstellt.

(c) ZeigenSie,daßfür daselektrischeFeld S , dessenKomponentendurchS � � 
+� Y �¬�Q�+k � � O � � ��@ � F � H � I �
gegebensindundfür dasmagnetischeFeld ! , dessenKomponentendurch! 7 � 
+� Y �¬� s FH �(� 6 Ê )�* 8 � Ê 7 � � Ê�� O � � � B � F � H � I �
gegebensind,gilt:S«ª B�� !¬ª B�� S«ªQ! � l S9l��'l !�l b

Hierbeiist B derVektormit denKomponentenB � � ��@ � F � H � I � b
Wir transformierenjetzt die elektromagnetischeWelle (2.36)mittelseinerLORENTZ-
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Transformation:� � � �=� � O � � g �ih ���Q� � � O � � ��g � � h �
(d) ZeigenSie,daß

� � � �Æ� � O � wiederdieForm(2.36)besitzt,wobeiderWellenvektor
durch � ç * ¦ undderPolarisationvektordurch � ç * § gegebenist.

Die Bewegungsgleichungfür ein Punktteilchender Massed und Ladung P in dem
elektromagnetischenFeld � derGleichung(2.36)lautetO Ñ Ñ � ����� ô�Pd V � ¦ � § � O Ñ � s § � ¦�� O Ñ �X�å½.#[¿ � 	�¦�� O � T��i� � (2.37)

wobei O Ñ � ���0� ¡¡ ï O � ��� und O � � ¨ � ÿ
die Bahnkurve, parametrisiertdurch die

Eigenzeit� ist, dasheißt,V �D� ï� k � O Ñ � ��� � O Ñ � �1� � xz â �
b

(e) ZeigenSie,daßaus(2.37)	-¦�� O � � � ¦�� O Ñ k ���_T 	�¦�� O k ��� mit O k|� O � N � und O Ñ k � O Ñ � N � �
folgt.

(f) ZeigenSie,daßderFall 	-¦�� O Ñ k � � N ausgeschlossenist.

Wegen 	�¦�� O Ñ k � Ì� N
könnenwir O � ���0�k ��®�� ����� mit

®p� ���0� 	-¦�� O � ��� � � 	�¦�� O Ñ k � �¡T	-¦�� O k � schreiben.

(g) ZeigenSie,daßaus(2.37) Ñ Ñ ��® ��� Piôd V�	�¦�� O Ñ k � Ö � § �  Ñ ��® � � ¦ s § Ø�½.#%¿ ��® T��i� � (2.38)

wobei  Ñ ��® �0�¯¡¡@°  ��® � ist, folgt.

(h) ZeigenSiejetzt,daßaus(2.38)� § �  Ñ ��® � � � s Piôd V�	�¦�� O Ñ k � »�-�½ ��® T�����T � �
mit

� � const.
J � � folgt.
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(i) SetzenSiedasResultataus(h) in (2.38)ein, undzeigenSie,daßdie Lösungder
Bewegungsgleichung(2.37)durchO � ����� P�ôd V�	¨¦�� O Ñ k � ) õ F± Piôd V�	�¦�� O Ñ k � ½C#%¿¡Ö H Ö � ¦�� O Ñ k � �_T 	-¦�� O k � T�� Ø�Ø ö ¦T � § s²� ¦ ��½C#%¿¡Ö � ¦�� O Ñ k � �_T 	-¦�� O k � T�� Ø�³Tµ´¹Ö � ¦�� O Ñ k � �_T 	-¦�� O k � Ø T�¶
gegebenist, wobei ´ � ¶ J � ÿ mit 	�¦�� ´ � � F , 	-¦�� ¶ � � N und 	�§ � ´ � � � b Versu-
chenSieauch,diesesResultatzu interpretieren.

2.5 Operationenauf Tensorfeldern,die mit ·¹¸
vertauschen

Wir stellenunsjetztdie Aufgabe,Operatorenzu finden,die mit derAktion derPOIN-
CARÉgruppevertauschen.Dennwennwir wissen,daßeineGleichungfür Tensorfelder
nuraussolchenOperatorenaufgebautist (wie sichherausstellenwird, gilt diesfür die
MAXWELLgleichungen), so folgt daraus,daßman eine Lösungder Gleichungnur
nochPOINCARÉtransformierenmuß,um weitereLösungenzufinden.

Als Beispiel dafür nehmenwir die Operatoren� ¨ "�� und � ¨ "�#¢$c� , die wir in
Abschnitt2.2rein formaleingeführthaben.Wir werdenzeigen:� � "D�U"i� �� � "�#¢$¡�U"�#¢$+� �
Um dieseAussagenbeweisenzu können,führenwir die Operatorenauf fünf grund-
legende,einfachstrukturierteOperationenzurück,die mit der Operationder POIN-
CARÉgruppevertauschen,die also POINCARÉinvariant sind. Aus diesenOperatoren
könnendannfast alle anderenPOINCARÉinvariantenOperatorenaufgebautwerden.
Wir beginnenmit dem

2.5.1 Tensorprodukt
Für die

� B��.A � respektive
� B Ñ �.A Ñ � TensorfelderW und W Ñ ist dasTensorproduktals das� B T B Ñ �.A T A Ñ � -TensorfeldW»º�W Ñ � O � Ö � * � bXbXb � � 7\fu7 Õ � � � * � bXbXb � � �4 f 4 Õ Ø � � (2.39)



2.5 OperationenaufTensorfeldern,die mit � � vertauschen 37� � W � O � ��� * � bXbXb � � 7 � � � * � bXbXb � � �4 � W Ñ � O � Ö � 7Af * � bXbXb � � 7Afu7 Õ � � �4 f * � bXbXb � � �4 f 4 Õ Ø
definiert.Die Tensorkomponentenwerdenalsoeinfachmultipliziert.

Wie leicht zu erkennenist, gilt� � Ö W»º�W Ñ Ø �j� � W»º � � W Ñ � (2.40)

wennmandie Definitionvon � � explizit einsetzt.

2.5.2 Permutation der Ar gumente
Sei W ein

� B��.A � -Tensorfeldundseien
>�J�L 7 � > Ñ J�L 4 . Wir setzen��¼H½�½ Õ W � � O � ��� * � bXbXb � � 7 � � � * � bXbXb � � �4 � � � (2.41)� � W � O � { � ½ � * � � bXbXb � � ½ � 7 � � � �½ Õ � * � � bXbXb � � �½ Õ � 4 � �

underhaltenein neuesTensorfeldderselbenStufe.Esesist leicht zu sehen,daßauch
für dieseOperation� � ¼�½#½ Õ � ¼H½�½ Õ � � für � J � gilt, wennmanwiedernurdieDefinition
von ��� (Gleichung(2.32)aufSeite32)einsetzt.

Bemerkung: Füreinreinkovariantes
� B�� N � oderreinkontravariantes

� N �.A � Tensorfeld
schreibtmanaucheinfach

¼ ½
mit

>�J�L 7 respektive
>�J�L 4

, da ja keine
weiterenArgumentevertauschtwerdenkönnen.

2.5.3 Kontraktion
Sei W ein

� B��.A � -Tensorfeld,dannbezeichnetmandas
� B s¹F �.A s F � -Tensorfeld� O W � � O � Ö � * � bXbXb � � 7 ç * � � � * � bXbXb � � �4 ç * Ø � � (2.42)� � W � O � Ö ù ^ � � * � bXbXb � � 7 ç * � ù ^ � � � * � bXbXb � � �4 ç * Ø

alsKontraktion von W .

Für die KomponentenderKontraktionvon W gilt offenbar:� O W � � O � 9 x 6 `b`b` 6 9@c¿¾ x^ x 6 `b`b` 6 ^ di¾ x � � W � O � ^ 6 9 x 6 `b`b` 6 9@c¿¾ x^ 6 ^ x 6 `b`b` 6 ^ di¾ xEsist wiederleicht zusehen,daß��� O � O ��� gilt:O � � W � O ��Ö � * � bXbXb � � 7 ç * � � � * � bXbXb � � �4 ç * Ø ��²� � W � O ��Ö?ù ^ � � * � bXbXb � � 7 ç * � ù ^ � � � * � bXbXb � � �4 ç * Ø



38 2 Die kovarianteFormulierungder MAXWELLschenGleichungen� W � � � O �|RT�¬ù ^ � � � * � bXbXb � � � 7 ç * � ç *� � ù ^ � ç *� � � � * � bXbXb � ç *� � � �4 ç * Z� W � � � O � R ù%À � � � * � bXbXb � � � 7 ç * � ùAÁ � ç *� � � � * � bXbXb � ç *� � � �4 ç * Z � À ^ R ç *� Z ^ Á� W � � � O �|R�ù À � � � * � bXbXb � � � 7 ç * � ù À � ç *� � � � * � bXbXb � ç *� � � �4 ç * Z� O W � � � O � R � � * � bXbXb � � � 7 ç * � ç *� � � � * � bXbXb � ç *� � � �4 ç * Z�²� � O W � O ��Ö � * � bXbXb � � 7 ç * � � � * � bXbXb � � �4 ç * Ø
Im vorvorletztenSchrittwurdedabei� À ^ Ö � ç * Ø ^ Á �3� ÀÁ benutzt.

2.5.4 Gradient Â
Sei Ã ein Ä�ÅÇÆ©È�É -Tensorfeld,danndefinierenwir das Ä�Å7ÊwË:Æ©È�É -TensorfeldÌ�Ã durchÄ�Ì�ÃÍÉ�Ä�ÎÏÉ>Ä�Ð�Ñ\ÆAÒAÒAÒ�ÆÐ�ÓAÔ Ñ ÆÐÖÕÑ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐÖÕ× É�ØÚÙ (2.43)ØÚÙ ÛÛ Y ÃÜÄ-ÎÜÊ Y Ð Ñ É�Ä�Ð�Ý:ÆAÒAÒAÒ%ÆÐ�ÓAÔ Ñ ÆÐÖÕÑ ÆAÒAÒAÒ%ÆÐÖÕ× ÉeÞÞÞÞ ß'à�á
undnennendiesesTensorfelddenGradientenvon Ã .

Die KomponentendesGradientenlassensich aus den Komponentenvon Ã leicht
berechnen,wennmanfür â�ã und â Õã dieBasisvektorenäAå�æ@Æ@ä%ç æ einsetzt.Esfolgt sofort:Ä�Ì�ÃÍÉ�Ä�ÎÏÉ çFè@ébêbêbê é ç@ëå è ébêbêbê é å:ì�í è Ù îîTï å è ÃÜÄ�ÎÏÉ çFè�ébêbêbê é ç@ëå:ð ébêbêbê é å:ì�í è
Für denGradientengilt nunÌ�ñ Õ ÃÜÄ�ÎÏÉ>Ä�ÐÍÑAÆAÒAÒAÒ�ÆÐ�ÓAÔ Ñ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�ÆÐ Õ× ÉÖÙÙ ÛÛ Y ÄòñÇÕÃÍÉ�Ä�Î»Ê Y Ð�ÑiÉ�Ä�Ð Ý ÆAÒAÒAÒ#ÆÐ�ÓAÔ Ñ ÆÐÖÕÑ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐÖÕ× É ÞÞÞÞ ß'à�áÙ ÛÛ Y ÃÜÄóñ Õ Ä�ÎÜÊ Y Ð�ÑiÉ@ÉKô�õöÐ Ý ÆAÒAÒAÒ#Æ©õöÐ�ÓAÔ Ñ Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ× Z ÞÞÞÞ ß'à>á



2.5 OperationenaufTensorfeldern,die mit ñ Õ vertauschen 39Ù ÛÛ Y ÃÜÄ�õ�ÎÜÊ�økÊ Y õ�ÐÍÑÉAôTõ�Ð Ý ÆAÒAÒAÒ#Æ©õ�ÐùÓ\Ô Ñ Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ× Z ÞÞÞÞ ß'à�áÙ ÛÛ Y ÃÜÄóñ Õ ÎÜÊ Y õöÐ Ñ É ô õöÐ�ÝeÆAÒAÒAÒ#Æ©õöÐ�ÓAÔ Ñ Æ ÷ Ñõ Õ Ð Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æ ÷ Ñõ Õ Ð Õ× Z ÞÞÞÞ ß'à>áÙwÌ�ÃÜÄ¿ñ Õ ÎÏÉ ô õ�ÐÍÑAÆAÒAÒAÒ�Æ©õ�Ð�ÓAÔ Ñ Æ\÷ Ñõ ÕAÐÖÕÑ ÆAÒAÒAÒ#Æ\÷ Ñõ Õ\ÐùÕ× ZÙ²ñ Õ Ì�Ã¹Ä-ÎÏÉ�Ä�Ð Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐ�ÓAÔ Ñ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%ÆÐ Õ× Éú Ì�ñ Õ Ù²ñ Õ Ì
Also ist auchderGradientPOINCARÉinvariant.

2.5.5 HochzieheneinesTensorindexes
Sei Ã ein Ä-ÅÇÆ©È-É -Tensorfeld.Wir definierenûÜÃ durchdas Ä¨Å�ü�Ë:Æ©ÈTÊwË#É -TensorfeldÄ�ûÜÃÍÉ�Ä�ÎÏÉ�ý�Ð Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐÖÓ ÷ Ñ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�ÆÐ Õ× Ô Ñiþ Ø�ÙØÚÙÿÃÜÄ�ÎÏÉ�ô ÷ Ñ� Ä�Ð Õ Ñ ÉÇÆÐÍÑAÆAÒAÒAÒ#ÆÐÖÓ ÷ Ñ ÆÐ ÕÝ ÆAÒAÒAÒ�ÆÐ Õ× Ô Ñ Z Ò (2.44)

Die OperationÃ��«ûÜÃ bezeichnenwir als HochzieheneinesIndex. DieseBezeich-
nungwird sofortklar, wennmansichdie Komponentenvon ûÜÃ ansieht:Ä�ûÜÃÍÉ�Ä�ÎÏÉ çFè@ébêbêbê é ç ë í èå è@ébêbêbê é å ì�� è ÙwÃÜÄ�ÎÏÉ ç ð ébêbêbê é ç ë í èçFé å è@ébêbêbê é å ì�� è � çFè�ç
EntsprechendkannmandasHerunterziehenvonIndizesalsInversesvon û definieren
( Ã�� seiein Ä-Å�ü Ë:Æ©ÈTÊwË#É -Tensorfeld):ô�÷ Ñû Ã � Z Ä�ÎÏÉ�Ä�ÐÏÑ%ÆAÒAÒAÒ%ÆÐÖÓ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%ÆÐ Õ× É�Ø Ù (2.45)ØÚÙÿÃ � Ä�ÎÏÉ>Ä�Ð Ý ÆAÒAÒAÒ#ÆÐÖÓ�Æ � Ä¨ÐÏÑFÉyÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�ÆÐ Õ× É
Auch für dieseOperationgilt ñ Õ û�Ùkû ñ Õ , woraussofort ñ Õ û ÷ Ñ Ùkû ÷ Ñ ñ Õ folgt.

Beweis: Äòñ Õ ûÜÃÍÉ�Ä-ÎÏÉ�ýaÐÏÑ%ÆAÒAÒAÒ%ÆÐÖÓ ÷ Ñ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐ Õ× Ô Ñ þ Ù



40 2 Die kovarianteFormulierungder MAXWELLschenGleichungenÙ Ä�ûÜÃÍÉ>Äóñ Õ ÎÏÉ�ôTõ�Ð�Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æ©õ�ÐÖÓ ÷ Ñ Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ× Ô Ñ ZÙ ÃÜÄóñ Õ ÎÏÉ ô ÷ Ñ� ô>÷ Ñõ Õ Ð Õ Ñ Z Æ©õöÐÍÑ%ÆAÒAÒAÒ%Æ©õöÐÖÓ ÷ Ñ Æ ÷ Ñõ Õ Ð ÕÝ ÆAÒAÒAÒ#Æ ÷ Ñõ Õ Ð Õ× Ô Ñ Z� Ý ê Ý	��
Ù ÃÜÄóñ Õ ÎÏÉöô�õ ÷ Ñ� Ä�Ð Õ Ñ ÉÇÆ©õöÐÍÑAÆAÒAÒAÒ#Æ©õöÐ�Ó ÷ Ñ Æ\÷ Ñõ Õ Ð ÕÝ ÆAÒAÒAÒ#Æ\÷ Ñõ Õ Ð Õ× Ô Ñ ZÙ ñÇÕÃÜÄ�ÎÏÉ ô ÷ Ñ� Ä¨Ð�ÕÑ ÉyÆÐ�Ñ%ÆAÒAÒAÒ%ÆÐ�Ó ÷ Ñ ÆÐÖÕÝ ÆAÒAÒAÒ%ÆÐÖÕ× Ô Ñ ZÙ Ä�û ñ Õ ÃÍÉ>Ä�ÎÏÉ ý ÐÍÑAÆAÒAÒAÒ#ÆÐ�Ó ÷ Ñ ÆÐ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆÐ Õ× Ô Ñiþ�
2.5.6 Weitere invariante Operatoren
Da die Operatorenû»Æ©û ÷ Ñ Æ�������aÆiÌ und � mit derOperationder POINCARÉgruppe
kommutieren,gilt dasnatürlichauchfür Operatoren,die ausSummenundProdukten
dieserOperatorenbestehen.

Mit � ã���� ûÜÆ©û ÷ Ñ Æ��ÜÆiÌ3Æ����� ��� Ä��eÙ Ë:ÆAÒAÒAÒ#Æ	�»É gilt also für � Ø Ù �"!ã à Ñ � ã auchñ Õ �ÜÙ#��ñ Õ .
Beispiele:

Wir habenin Gleichung(2.9) auf Seite25 denFeldstärketensor$ mit denTensor-
komponenten$Hå ç Ä-ÎÏÉ eingeführt,dasheißtein Ä&% Æ�' É -Tensorfeldkomponentenweise
definiert.Hierzutreten,ebenfalls komponentenweisedefiniert,

i). das Ä�Ë:Æ%Ë#É -Tensorfeldmit denKomponenten$ å ç Ä-ÎÏÉÖÙ � å�( $�( ç Ä�ÎÏÉ und

ii). das Ä)'MÆ�%�É -Tensorfeldmit denKomponenten$ å çöÄ�ÎÏÉùÙ � å�( � ç�*+$ ( * Ä�ÎÏÉ .
DerVergleichderTensorkomponentenzeigt:

i). Mit $7ç å Ä�ÎÏÉ habenwir genaudieTensorkomponentenvon û"$ definiert,dasheißtû"$ Ä�ÎÏÉ>Ä�äAåTÆ@ä ç ÉùÙ,$ ç å Ä�ÎÏÉ ,
ii). undmit $ å çöÄ�ÎÏÉ wurdendieTensorkomponentenvon ü û Ý $ eingeführt,dasheißt$ å ç Ä�ÎÏÉÏÙ ü û Ý $ Ä-ÎùÉ>Ä�ä å Æ@ä ç É .
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Hierauswurdenaußerdemnochzwei weitereTensorfeldergebildet:

iii). Das schiefe Ä&- Æ�' É -Tensorfeld Û $ mit den Komponenten(vergleiche Glei-
chung (2.13)aufSeite26):Ä@Ä Û $ÚÉ>Ä�ÎÏÉ@É å�.�/ è10 å�.�/ ð 0 å�.�/32 0 ØÚÙ54 � Ä@Ä Û $ É�Ä-ÎÏÉ@É å è å ð å 2Ä@Ä Û $ É�Ä�ÎÏÉ©É å è å ð å 2 ØÚÙ î $Hå ð å 2 Ä�ÎÏÉîTï å è ü î $tå è å 2 Ä�ÎÏÉî�ï å ð Ê î $tå è å ð Ä-ÎÏÉîTï å 2

falls '7698�Ñ;:98 Ý :<8>=?6@-
iv). Das ÄA'MÆ%Ë#É -TensorfeldÛCBED $ mit denKomponenten(vergleicheGleichung(2.12)

aufSeite26):Ä@Ä ÛCBFD $ÚÉ�Ä-ÎÏÉ@É ç Ù îî�ï å $ å ç Ä�ÎÏÉ
Wir behauptennun, daß sich auch diese Operatorenauf die angegebenenPOIN-
CARÉinvariantenOperatorenzurückführenlassen:

i). Û $ÜÙ ÑÝHG �JILK 2 4 �  � ÌM$
Für dieTensorkomponentengilt nämlichNO7P��IQK 2 4 �  � ÌM$ Ä�ÎÏÉ RS å è å ð å 2Ù P��IQK 2 4 � Ä-ÌM$ Ä�ÎÏÉ@É å�.�/ è10 å�.�/ ð 0 å�.�/32 0Ù P��IQK 2 4 � îîTï å .�/ è10 $ Ä�ÎÏÉ å�.�/ ð 0 å�.�/T2 0ÙU% ô î $tå ð å 2 Ä-ÎÏÉîTï å è ü î $Hå è å 2 Ä-ÎÏÉî�ï åeð Ê î $tå è å ð Ä�ÎÏÉîTï å 2 Z �

ii). ÛVBED $5Ù üW� Ì û Ý $
Auchdieskannwiederkomponentenweisenachgerechnetwerden:ý � Ì û Ý $ Ä�ÎÏÉ þ å Ù ý Ì û Ý $ Ä�ÎÏÉ þ Ä�ä ç Æ@ä ç Æ@ä å ÉÙ îîTï ç ý�û Ý $ Ä�ÎÏÉ þ Ä�ä ç Æ@ä å É
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Indemwir nun Û $ und ÛCBED $ als ProduktedieserOperatorengeschriebenhaben,ist
sofortklar, daßñ Õ ÛCBED Ù ÛCBED ñ Õ Æ (2.46)ñÇÕ Û Ù Û ñÇÕ (2.47)

gilt.

2.5.7 Nichtlineare invariante Operatoren
Die im letztenAbschnitt betrachtetenOperatorensind alle linear. Wir könnenmit
Hilfe des Tensorproduktsauch nichtlineareOperatorenauf Tensorfeldern,die der
Bedingungñ ÕYX Ù X ñ Õ genügen,konstruieren.

Beispiele:

i). X Ä&$ ÉÖÙZ$\[U$ machtausdem(2,0)-Tensorfeldein (4,0)-Tensorfeld.Dafür gilt
dann ñ Õ X Ä&$ É Ù�ñ Õ Ä)$][^$ É Ù�ñ Õ $_[»ñ Õ $ Ù X Ä¿ñ Õ $ÚÉ �

ii). X Ä&$ ÉÏÙ`� ÄA$_[¢û"$ É , wasin KomponentenX Ä)$ É å ç Ù`$�(:åa$ *:ç � ( * bedeutet.In
diesemFall bleibt die StufedesTensorfeldeserhalten.

Auch hiergilt wiederñÇÕ X Ä&$ÚÉÖÙ�ñÇÕY�*Ä)$][¢û"$ É ÙÙ]� ñ Õ Ä)$][¢ûb$ÚÉÖÙc�*Äóñ Õ $][»ñ Õ û"$ É ÙÙc�*Ä¿ñ Õ $][¢û ñ Õ $ÚÉÖÙ X Äòñ Õ $ É �
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iii). Die Funktion X Ä&$ ÉùÙ¯üd� Ý ý $_[¢û Ý $ þ , die sichausdenTensorkomponenten
als X Ä&$ÚÉ>Ä�ÎÏÉÖÙZ$ ( * $ ( * ergibt.

Die POINCARÉinvarianzzeigtmanwiedergenausowie in Beispielii).ebf+gUf+hVikjHlnmpo
In der Praxisschreibtniemanddie obendefiniertenOperationen�ÜÆ©û»ÆiÌkÆ�[ und so
weiterwirklich explizit aus,sonderneswerdennur die Endproduktein derForm von
Tensorkomponentenbenutzt.

Beispiel:X ÄA$ É å Ù îîTï å $ ( * $ ( *
Am Indexbild erkennt man sofort: Dieses Ä�Ë:Æ�' É -Tensorfeldwird durch zweifache
Anwendungvon û auf $ , Tensorierenmit $ , zweifacheKontraktionund anschlie-
ßendeBildungdesGradientenerzeugt.Also giltX ÄòñÇÕY$ É Ù�ñÇÕ X Ä&$ ÉyÒ
Für kompliziertereTensorfeldergilt diesnatürlichauch.Esbedarfnur einergewissen
Übung,um ausdenTensorkomponentendieeinzelnenOperationenherauszulesen.

Übungen

Aufgabe2.3— Multilineare Algebra

Sei q ein r -dimensionaler(reeller oder komplexer) Vektorraum.Der Raum der
linearenFunktionenauf q (mit Wertenin s oder t ) wird mit q Õ bezeichnetund
stellt wiedereinenVektorraumgleicherDimensiondar. q Õ heißtDualraum zu q .
Falls X Øaq"�uq einelineareAbbildungist und ï Õ �vq Õ , sosetzenwir für alle âw�vqÄ X Õ ï ÕAÉ\Ä-âyÉÏÙ ï Õ:Ä X âÇÉyÒ
(a) ZeigenSie:

(i) X Õ definierteinelineareAbbildung X Õ Øaq Õ �uq Õ ;
(ii) Esgilt: Ä Xvx É Õ Ù x ÕYX�Õ und
(iii) X�Õ ÷ Ñ Ù X ÷ Ñ Õ .X Õ heißtdie zu X adjungierte Abbildung.
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Sei äAåTÆ	8µÙ Ë:ÆAÒAÒAÒ#Æ	r eineBasisvon q . Die zu äAå dualeBasis ä å Æ	8µÙ!Ë:ÆAÒAÒAÒ�Æ	r von q Õ
ist durchä å Ä�ä ç ÉùÙUy åç Æ wobei y åç Ù{z Ë falls 85Ùc|' sonst

eindeutigdefiniert.

(b) Sei X ä å Ù X çå ä ç (EINSTEINscheSummenkonvention!).BerechnenSie X�Õ ä å .
Wir untersuchenjetzt denRaumderlinearenFunktionenauf q Õ , dasheißtdenRaumq Õ Õ . Sei âw�}q . Wir setzenfür alle ï Õ �vq Õ : â Õ ÕLÄ ï Õ ÉLÙ ï Õ Ä-âyÉ .
(c) ZeigenSie:Die Abbildung ân� â Õ Õ �vq Õ Õ ist ein linearerIsomorphismus.

Wir werdenvermögediesesIsomorphismusdie Räume q und q Õ Õ , dasheißt die
Elemente âw�vq und â Õ Õ �vq Õ Õ , in der Folge stetsidentifizieren.Ein Vektor âw�}q
repräsentiertsomitstetsein Vektor â Õ Õ~��q Õ Õ undumgekehrt.

Tensoren

EineFunktionÃ�Øaqd�vqW���������vq� ��� ��
-mal

��q Õ �}q Õ ���������}q Õ� ��� ��
-mal

��s
heißt Å -fach kovarianterund È -fach kontravarianterTensorauf q oder kurz Ä-ÅÇÆ©È�É -
Tensor, falls für alle âNã���q , â Õã �vq Õ Ã Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æiâ�Ó Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æiâ Õ× É in jedemArgument
linearist. Sei Ã � ein Ä-Å � Æ©È � É -Tensor. Wir setzen:Ä�Ã"[�Ã � É\Ä-â�Ñ%ÆAÒAÒAÒ�Æiâ�ÓpÆiâ�ÓAÔ Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÓ\Ô�Ó � Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æiâ Õ× Æiâ Õ× Ô Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æiâ Õ× Ô × � ÉÙlÃ Ä-â Ñ ÆAÒAÒAÒ�Æiâ�ÓpÆiâTÕ Ñ ÆAÒAÒAÒ�ÆiâTÕ× É��AÃ � Ä-â�ÓAÔ Ñ ÆAÒAÒAÒ%ÆiâTÓ\Ô�ÓY��ÆiâTÕ× Ô Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÕ× Ô × � É
underhalteneinen Ä-Å Ê�Åa��Æ©ÈNÊ�È1�/É -Tensor.

(d) ZeigenSie:Esgilt Ä�Ãb[¢Ã�� É>[�Ã�� �iÙqÃb[�Ä�Ã��Q[�Ã�� �'É .
(e) ZeigenSie:Ã�ÙlÃ å è@êbêbê å ë çFè�êbêbê ç ì ä çFè []������[�ä ç ì [�äAå è []������[�äAå ë Æ

wobei Ã å è@êbêbê å ë çFèaêbêbê ç ì ÙlÃ Ä�ä çFè ÆAÒAÒAÒ#Æ@ä ç ì Æ@ä å è ÆAÒAÒAÒ#Æ@ä å ë ÉyÒ
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Die ZahlenÃ å è@êbêbê å ëç è êbêbê ç ì heißendieTensorkomponentenvon Ã .

(f) ZeigenSie:Diese(k,l)-TensorenbildeneinenVektorraumderDimensionr ÓAÔ × .
Sei X Øaq"�uq umkehrbarundlinear. Wir setzen:Ä X Õ ÃÍÉ\Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÓ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%Æiâ Õ× ÉÖÙlÃ Ä X â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ#Æ X â�Ó Æ ÷ ÑX Õ â Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%Æ ÷ ÑX Õ â Õ× ÉyÒ
(g) ZeigenSie: X�Õ stellt einelineareTransformationdesRaumesder Ä-ÅÇÆ©È�É -Tensoren

darundesgilt:
(i) Ä X}x É Õ Ù x Õ X Õ ;
(ii) X�Õ ÷ Ñ Ù X ÷ Ñ Õ und
(iii) X�Õ Ä�Ã"[�Ã��/ÉLÙ Ä X�Õ ÃÍÉ�[�Ä X�Õ Ã��/É .
BerechnenSiedie Tensorkomponentenvon X�Õ Ã .

Kontraktion

Sei Ã ein Ä-ÅÇÆ©È-É -Tensorund äAåyÆMÄ�8µÙ Ë:ÆAÒAÒAÒ#Æ	rHÉ eineBasisvon q . Wir setzen:�Ã Ä-â�Ñ%ÆAÒAÒAÒ#Æiâ�Ó ÷ Ñ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ�Æiâ Õ× ÷ Ñ ÉÖÙwÃ Ä-â�Ñ%ÆAÒAÒAÒ#Æ@äAåyÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÓ ÷ Ñ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%Æ@ä å ÆAÒAÒAÒ%Æiâ Õ× ÷ Ñ ÉyÒ
(Beachte:

�Ã hängtvon derPositionvon äAå und ä å in denArgumentenab!)

(h) ZeigenSie:
�Ã hängtnichtvon derWahlderBasisab,undesgilt: X�Õ �Ã Ù Ä �X Õ ÃÍÉ .

Sei � einsymmetrischer, kovarianterTensorzweiterStufe,dasheißt ��Ä ï Æ	��ÉLÙZ�ÇÄ��ÇÆ ï É ,und � ist nicht ausgeartet, dasheißt,daßaus�ÇÄ ï ÆiâÇÉLÙ#' für alle â��vq , folgt ï ÙZ' .
(i) ZeigenSie:Die Abbildung �¹ØVq"�uq Õ , definiertdurch �ÇÄ ï É\Ä-âÇÉLÙ#�ÇÄ ï ÆiâÇÉ für alleâw�}q , ist ein linearerIsomorphismus.

Transformationen von ko–und kontravarianten Tensoren vermittelt durch �
Sei Ã ein Ä-ÅÇÆ©È-É -Tensor. Wir setzenÃ � Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æiâ�ÓAÔ Ñ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ#Æiâ Õ× ÷ Ñ ÉÍØóÙwÃ Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æ��âNã�ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÓAÔ Ñ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%ÆJ�ÇÄ-â�ã�ÉÆAÒAÒAÒ#Æiâ Õ× ÷ Ñ É
und erhalteneinen Ä-Å Ê Ë:Æ©ÈÖü�Ë#É -Tensor. ( �âNã bedeutet,daßdiesesArgumentfehlt).
EbensoistÃ � � Ä-â>Ñ#ÆAÒAÒAÒ%Æiâ�Ó ÷ Ñ ÆiâyÕ Ñ ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÕ× Ô Ñ ÉÍØóÙØÚÙÿÃ Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ%ÆJ� ÷ Ñ Ä-â Õã ÉÆAÒAÒAÒ#Æiâ�Ó ÷ Ñ Æiâ Õ Ñ ÆAÒAÒAÒ%ÆJ� â Õã ÆAÒAÒAÒ�Æiâ Õ× Ô Ñ É
ein Ä-Å�ü Ë:Æ©ÈTÊwË#É -Tensor. Weiterhinsei äAå eineBasisvon q und �:å ç Ù��ÇÄ�äAåÇÆ@ä ç É .
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(j) BerechnenSiedie Tensorkomponentenvon Ã � und Ã � � .
(k) ZeigenSie: Falls X eineIsometrievon � ist, dasheißt, ��Ä X ï Æ X ��ÉLÙZ��Ä ï Æ	��É für

alle ï Æ	���vq , sogilt: Ä X�Õ ÃÍÉ��iÙ X�Õ Ã�� und Ä X�Õ ÃÍÉ�� �©Ù X�Õ Ã�� � .
Sei jetzt q reeller r -dimensionalerVektorraumund � ein symmetrischernicht ausge-
arteterTensorzweiterStufeauf V. Esgibt eineBasisäAå von q mit �ÇÄ�äAåÇÆ@ä ç ÉLÙ,4@ånyFå ç ,
wobei 4 ã Ù«Ë Ë�6<��6<�4©ã>Ù ü�Ë^��:<�H69räAå heißtOrthonormalbasis von q .

(l) BerechnenSiedie Tensorkomponentenvon Ã � und Ã � � bezüglichdieserspeziellen
Orthonormalbasis.

Aufgabe2.4— Schiefe Tensoren

Sei q ein r -dimensionalerVektorraum.Die AbbildungÃ�Øaq��bq��������V�bq� ��� �
k-mal

��s
heißtschiefer, kovarianterTensorderStufe Å , falls Ã Ä-â>Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æiâ�Ó�É in jedemArgumentâ ã ( �:Ù!Ë:ÆAÒAÒAÒ�ÆiÅ ) linear ist und für jede Permutation ��v¡>Ó ( ¡�Ó ist die Menge der
Permutationenvon Å Elementen)gilt:Ã Ä-â � � Ñ 
 ÆAÒAÒAÒ#Æiâ � � Ó 
 ÉÖÙU4#Ä) tÉ�Ã Ä-â>Ñ#ÆAÒAÒAÒ#ÆiâTÓ:ÉyÆ
wobei 4�Ä) tÉ dasSignumderPermutation  ist.

Man kann zeigen, daß die Menge dieser Tensoren Ã einen Vektorraum X Ó der
Dimension ý&¢ Ó þ bildet. Für Ã7� X Ó und Ã � � X ÓY� ist das £ -Produktwie folgt erklärt:Ãb£qÃ��Y� X ÓAÔ�ÓY� undÄ�Ã"£qÃ � É\Ä-â�Ñ%ÆAÒAÒAÒ�Æiâ�ÓAÔ�ÓY��ÉùÙÙ P��IQK ìaípì � 4#Ä) tÉÅ¥¤ Å � ¤ Ã Ä-â � � Ñ 
 ÆAÒAÒAÒ�Æiâ � � Ó 
 É�Ã � Ä-â � � ÓAÔ Ñ 
 ÆAÒAÒAÒ%Æiâ � � ÓAÔ�ÓY� 
 ÉÒ
ZeigenSie:
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(i) Ãb£ Ã � Ù!Ä�ü7Ë#É Ó�¦ Ó � Ã � £qÃ ;

(ii) Ãb£ Ä�Ã � £qÃ � � ÉLÙ Ä�Ã"£ Ã � É�£qÃ � � ;
(iii) Falls ä å ( 8µÙ!Ë:ÆAÒAÒAÒ#Æ	r ) eineBasisdesDualraumesq Õ von q ist, soistä å è £b������£ ä åeì Æ Ä�8�Ñ�:<8 Ý ������:<8�ÓLÉ

eineBasisvon X Ó .
Aufgabe2.5— WichtigeTensorfelder, dieausdemFeldstärketensorabgelei-

tet werdenkönnen

(a) Wir fassendieMetrik � alskonstantesÄ&% Æ�' É -TensorfeldzweiterStufeauf.Zeigen
Sie,daßñ Õ � Ù � gilt, wobei ñöÙ!Ä�õ ÆiøÖÉ ein ElementderPOINCARÉ-Gruppeist.

Im M INKOWSKI-Raum q betrachtenwir dieschiefen,kovariantenTensoren4-terStu-
fe.Diesebildeneinen1-dimensionalenreellenVektorraum.Sei äAåTÆ#Ä�8µÙ,'MÆ%Ë:Æ�% Æ�-�É eine
Orthonormalbasisvon q , dasheißt � Ä�äAåyÆ@ä ç ÉLÙ,4©åayFå ç mit 4 á Ù!Ë:Æ�4AÑ Ù,4 Ý Ù,4�=TÙ!ü7Ë�Ò
(b) ZeigenSie: Es gibt genaueinenschiefen,kovariantenTensor § 4-ter Stufe mit§pÄ�ä á Æ@ä Ñ Æ@ä%Ý�Æ@ä = ÉLÙ ü Ë , und für jede andereOrthonormalbasisä��å Æ#Ä�8µÙ#'MÆ%Ë:Æ�% Æ�-�É

gilt: § Ä�ä � á Æ@ä � Ñ Æ@ä � Ý Æ@ä � = ÉùÙ©¨^§ Ä�ä á Æ@ä Ñ Æ@ä%Ý:Æ@ä = ÉyÒ
(c) Wir fassen§ alskonstantesÄ�ªNÆ�' É -Tensorfeldauf.ZeigenSie,daßfür die Kompo-

nentenvon §
§#å�«�å è å:ðaå 2 Ù ¬® ¯ '

falls Ä�8 á Æ	8�Ñ%Æ	8 Ý Æ	8>=#É keine Permutation vonÄ)'MÆ%Ë:Æ�% Æ�-�É ist,üw§ Ä) tÉ falls 8>( Ùc ùÄ&°�É , wobei  ��b¡~± eine Permutation
von Ä)'MÆ%Ë:Æ�% Æ�-�É mit Signatur4#Ä) tÉ ist,

gilt. Ebensodefinierenwir ein konstantesÄ)'MÆ	ªpÉ -Tensorfeldmittels§ å ç�²´³ Ù � å#å � � ç\ç � � ²´² � � ³´³ � § å � ç � ² � ³ � Ò
Bemerkung: DieseetwasunnatürlicheDefinition von § wurdegewählt, weil in
denmeistenPhysiklehrbücher§ á Ñ Ý = Ù¬ÊwË gesetztwird.
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Sei $ derFeldstärketensor. Wir setzenÄ�µ�$ É�å ç Ä�Î�ÉÖÙ Ë% § å çY²�³ $ ²´³ Ä�ÎÍÉyÒ
(d) ZeigenSie:Die FunktionenÄ�µ�$ÚÉ�å ç stellendieKomponenteneines Ä&% Æ�' É -Tensor-

feldes µ�$ darundesgilt:ñ Õ Ä�µ�$ ÉÍÙ Û ä�¶#Ä�õöÉ�µ�Äóñ Õ $ÚÉ
BerechnenSie Ä�µ�$ÚÉ á ã@Æ#Ä�µ�$ É ã ÓMÄ��iÆiÅùÙ Ë:Æ�% Æ�-�É , und stellenSie denZusammenhang
mit denKomponentendeselektrischenFeldes· ã und desmagnetischenFeldesx ã dar. Bemerkung: Ä�µ�$ É heißt der duale Feldstärketensor. In den meisten
Physiklehrbücherwird dieserTensormit ¸$ bezeichnet.

(e) BerechnenSie Ä�µ�$ É�å ² $�²%ç , undzeigenSie,daß Ä�µ�$ É�å ² $�² å ÙZª�¹&· Æ x7º Ò Zeigen
Sieauch,daß$Hå ² $ ² å Ù ü Ä�µ�$ É�å ² Ä�µ�$ É ² å Ù,% ýY» · » Ý ü » x » Ý þ Ò

(f) ZeigenSie:¼ $ Ùc'
gilt dannundnurdann,wennÛCBFD Ä�µ�$ ÉÍÙc'
gilt.

Wir definierendie Komponentendes sogenanntenEnergie-Impuls-Tensors ½ÚÄ)$ É
durch:Ä1½ÚÄ)$ É@É�å ç Ù ËªQ¾À¿ $ å ³ $ ³ ç Ê Ëª $ ²´³ $ ²´³ � å ç�Á Ò
(g) ZeigenSie,daß½ÚÄóñ Õ $ÚÉLÙ ñ Õ ½ÚÄ)$ É gilt.

(h) ZeigenSie:Ä ÛCBFD ½ É ç Ù ËªQ¾u¿ Ë% $ ²�³ Ä ¼ $ É ²´³#ç Ê�Ä ÛCBED $ É ³ $ ³%ç Á Ò
Anr egung: BerechnenSie die KomponentenÄ1½ÚÄ)$ É@É å ç für die elektromagnetische
Wellemit demFeldstärketensor$ Ä�ÎÍÉ\Ä-øÏÆ�Â ÉÖÙ X Ä	¹ i Æiø º ¹ l Æ�Â º ü@¹ l Æiø º ¹ i Æ�Â º É�Ã BFÄ Ä	¹ i Æ©Î º Ê<y:É
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für alle øÖÆ�Â��,s ± Ò
2.6 RelativistischeInvarianzder

elektrodynamischenGrundgleichungen
Das Interessean dieseninvariantenOperatorenkommt aus den MAXWELLschen
Gleichungenselbst.

Dennwir könnennunmit Hilfe diesesFormalismusfolgendebemerkenswerteTatsa-
chebeweisen:

Kovarianz der M AXWEL L -L ORENTZ-EI NSTEI N-Gleichungen
Sei $ ein elektromagnetischerFeldstärketensorund seien Î�ãNÄ&Å%ã�É die Bahnkurven
von Æ geladenenTeilchen. $ genügeden MAXWELLschenGleichungenfür die
Viererstromdichte,die durch die Æ Punktladungenerzeugtwird, und für jedes
Teilchen gelten die EINSTEIN-LORENTZschen Bewegungsgleichungenmit dem
Feldstärketensor$ .

Danngenügtñ Õ $ den MAXWELLschenGleichungenfür eineViererstromdichte,
die durch Æ Teilchenmit denBahnkurven ÇÎ ã Ä&Å ã ÉùÙ ñ Õ ÷ Ñ Î ã ÄAÅ ã É erzeugtwird. Die
neuenBahnkurven erfüllen fernerdie EINSTEIN-LORENTZschen Bewegungsglei-
chungenmit demFeldstärketensorñ Õ $ .

DiesenSachverhalt bezeichnetman auchals Kovarianzder MAXWELL-EINSTEIN-
LORENTZ-Gleichungen.

Wir habenalsofolgendenSatzvonGleichungen,dessenKovarianzwir zeigenwollen:Û $ Ä�ÎÏÉùÙ]' (2.18)ÛVBED $ Ä�ÎÏÉùÙ ªQ¾È"É Ä�ÎÏÉÇÆ (2.19)

mit É á Ä ï Æ	Ê©É Ù ÈYË Ä�ÎÏÉùÙ È<ÌP ã à Ñ>Í ã&y�Ä ï ü ï ãNÄ�Ê©É@É (1.31)

und



50 2 Die kovarianteFormulierungder MAXWELLschenGleichungen

É ã Ä ï Æ	Ê©É Ù<Î ã Ä-ÎÏÉÖÙ ÌP ã à Ñ Í ã y�Ä ï ü ï ã Ä&Ê@É@É �ï Ä�Ê@ÉyÆ (1.32)

sowie�3ã È ÛÛ Å#ã Ë¹�Î �ã Æ©Î �ã º èð ÛÛ Å#ã Î�ãMÄÏÅ%ã�ÉÖÙ Í ãÈ $ Ä-Î�ãNÄ&Å%ã�É@É ÛÛ Å#ã Î�ã�Ä&Å%ã�ÉÆ���Ù Ë:ÆAÒAÒAÒ�Æ�ÆÜÆ (2.22)

mit ÄA$ Ä�ÎÏÉNâyÉ å Ù]$ åç Ä�ÎÏÉMâ ç für alle â>Ò
Betrachtenwir zunächstdie MAXWELLschenGleichungen(2.18) und (2.19). Aus
(2.46) und (2.47) auf Seite42 folgt dann,wenn man mit ñ Õ auf beidenSeitender
Gleichungenoperiert,ÛCBED ñÇÕY$ Ù ªQ¾È ñ�Õ É und Û ñÇÕ�$ Ùc'MÒ (2.48)

Damit habenwir schongezeigt,daßder transformierteFeldstärketensordie homoge-
nenMAXWELLgleichungenerfüllt. UmdieAussageüberdieinhomogenenüberprüfen
zukönnen,müssenwir ñ Õ É nochgenaueruntersuchen,aberzuvor wollenwir unserst
nochdieBewegungsgleichungen(2.22)ansehen.

Wenn wir in diesen Î�ãNÄAÅ#ã�É durch ¸Î�ãNÄAÅ#ã-É Ø�Ù�ñ Õ ÷ Ñ Î�ã�Ä&Å#ã-É ersetzen,erkennenwir
zunächst¸Î �ã ÄAÅ#ã�ÉùÙn÷ Ñõ Î �ã Ä&Å#ã-É�Æ�Î �ã ÄAÅ#ã�É Ù ÛÛ Å#ã Î�ãNÄ&Å%ã�ÉÐ ¸Î �ã Æ ¸Î �ãLÑ Ù Ð Î �ã Æ©Î �ã�Ñ Æ weil õ eineIsometrieist.

Damit ist die linke Seitevon Gleichung(2.22)gleich÷ ÑõÓÒ �3ã È ÛÛ Å#ã Ë¹-Î �ã Æ©Î �ã º èð ÛÛ Å#ã Î�ã�Ä&Å#ã-ÉLÔ Ò
Ersetzenwir nunnochauf der rechtenSeite $ durch ñ Õ $ und Î�ã durch ¸Î�ã , soergibt
sich Õ æÖ õ ÷ Ñ $ Ä�Î¹ÄAÅ#ã�É©É Î×��Ä&Å#ã-É , alsoÍ ãÈ ñÇÕY$ Ä ¸Î¹Ä&Å ã É@É ¸Î � ÄAÅ ã É Ù Í ãÈ ÷ Ñõ $lÄ�Î¹Ä&Å ã É©É Î � ÄAÅ ã ÉyÆ
wasleicht durchEinsetzennachzurechnenist.
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Also habenwir insgesamt÷ Ñõ Ò � ã È ÛÛ Å%ã Ë¹�Î �ã Æ©Î �ã º èð Û Î�ã�Ä&Å%ã�ÉÛ Å ã Ô Ù Í ãÈ ÷ Ñõ $ Ä�ÎÜÄ&Å ã É@ÉMÎ � Ä&Å ã ÉÇÆ
waswegenGleichung(2.22)bedeutet,daßauchdieneuenBahnkurven ¸Î�ãNÄAÅ%ã-É�ØóÙ ñ Õ ÷ Ñ Î�ãNÄ&Å%ã�É
denEINSTEIN-LORENTZschen Bewegungsgleichungengenügen.

Nun bleibt nur noch zu zeigen,daß ñ Õ É genaudie Viererstromdichteist, die von
Punktladungenmit denneuenBahnkurven ¸Î�ã�Ä&Å%ã�É erzeugtwird:ñÇÕ É Ä�Î�Æ©Î�Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æ©Î Ì ÉÙØÙ É ô Î�Æ ÷ Ññ Õ Î�Ñ%ÆAÒAÒAÒ%Æ ÷ Ññ Õ Î ÌvÚ (2.49)

Wir sindoffenbargezwungen,É á und É ã alsDistributionenim M INKOWSKIraumauf-
zufassen,dasheißt,für jedeTestfunktionÛv�;s ± sinddie Distributionen y Ä ï ü ï ãMÄ&Ê@ÉbÉund y�Ä ï ü ï ã�Ä�Ê©É@ÉaÜ Óã Ä�Ê@É zu untersuchen.

Betrachtenwir zunächstÝ Û ± ÎdÛÚÄ-ÎÏÉ+y�Ä ï ü ï ãNÄ�Ê@É©ÉÖÙ Ý Û ï á Ý Û = ï Û ý ï Æ ï á þ y ô ï ü ï ã ô ï áÈ Ú�ÚÙ Ý Û ï á Û ô ï ã ôùï áÈ Ú Æ ï á Ú Ò
Wir parametrisierenjetztum: ï á Ù ï áã ÄAÅ ã É¥Þ ï ã Ù ï ã Ä&Å ã ÉÝ Û ± ÎdÛÚÄ-ÎÏÉ+y�Ä ï ü ï ãNÄ�Ê@É©ÉÖÙ Ý Û Å%ã ï áã � Ä&Å#ã-ÉCÛ ý ï ã�Ä&Å%ã�ÉyÆ ï áã ÄAÅ#ã�É þÙ Ý Û Å%ã ï áã � Ä&Å#ã-ÉCÛÚÄ�Î�ãNÄAÅ#ã-É@ÉÙ Ý Û Å ã Ý Û ± Î ï áã � Ä&Å ã ÉCy ± Ä�Î ü Î ã ÄÏÅ ã É©ÉßÛÚÄ-ÎÏÉqÒ

Analogfolgt:Ý Û ± ÎdÛÚÄ-ÎÏÉ �ï Óã Ä�Ê©Éßy�Ä ï ü ï ãMÄ)Ê©É@É Ù È Ý Û Å%ã ï Óã � Ä&Å#ã�ÉßÛ Ä�Î�ãMÄAÅ#ã�ÉiÉÙ È Ý Û Å#ã Ý Û ± Î ï Óã � Ä&Å#ã-ÉCyY±ÏÄ�Î ü Î�ãMÄÏÅ%ã-É©ÉßÛÚÄ-ÎÏÉ
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Wir könnendeshalbdenBeitragdes� -tenTeilchenszumViererstromin derForm

Í ã È Ý Û Å#ã}Î �ã ÄAÅ%ã-ÉßyY±ÏÄ�Î ü Î�ãNÄAÅ#ã-É@É (2.50)

schreiben,wobei Î ã Ä&Å ã É die Bahnkurven im M INKOWSKIraumin beliebigerParame-
trisierungdarstellt.Für die totaleViererstromdichtegilt dannÉ Ä�ÎÏÉ Ù È P Í ã Ý Û Å%ã�Î �ã Ä&Å#ã-ÉCyY±ÏÄ�Î ü Î�ãMÄÏÅ%ã�É@ÉyÒ (2.51)

Wir untersuchennun ñ Õ É für ñv�;à :ñ Õ É Ä�ÎÏÉÖÙ ÷ Ñõ É Ä�õ�ÎÜÊ�ø�ÉÙ È P ã Í ã Ý Û Å ã y ± Ä�õÍÎÜÊ�ø»ü Î ã Ä&Å ã É@É ÷ Ñõ Î �ã Ä&Å ã É (2.52)

Nungilt aberdasLemma: yY±ÏÄ-õ�Î üdÂpÉÏÙZyY± ý�Î ü õ ÷ Ñ Â þ .
Beweis: NachVariablentransformationá�Ù3õÍÎ gilt, wegen » Û ä�¶Tõ » Ù!Ë ,Ý Û ± ÎdyY±�Ä-õ�Î üdÂ ÉCÛÚÄ�ÎÏÉùÙ Ý Û ± áâyY±LÄAáÜüdÂ ÉCÛ ô�÷ Ñõ á ÚÙUÛ ô ÷ Ñõ Â ÚÙ Ý Û ± ÎWyY± ô Îöü ÷ Ñõ Â Ú Û Ä�ÎÖÉ �
Hierausfolgt dann:ñÇÕ É Ä�ÎÏÉÖÙ È P ã Í ã Ý Û Å ã y ± Ä�õÍÎÜÊ�øÜü Î ã Ä&Å ã É@É ÷ Ñõ Î �ã ÄAÅ ã ÉÙ È P ã]Í ã Ý Û Å#ã�yY± ô ÎÏÊ ÷ Ñõ øÍüw÷ Ñõ Î�ã�Ä&Å%ã�É Ú ÛÛ Å#ã ¿ ÷ Ñõ Î�ãNÄAÅ%ã-É Á



2.7 Passive LORENTZtransformationen: Koordinatenwechsel 53Ù È P ã]Í ã Ý Û Å#ã�yY± ôTÎ ü ô�÷ Ñõ Î�ãNÄAÅ#ã-ÉÇü�÷ Ñõ ø ÚvÚ ÛÛ Å#ã7¿ ÷ Ññ Õ Î�ãNÄ&Å#ã�É ÁÙ È P ã]Í ã Ý Û Å#ã�yY± ôTÎöü ÷ Ññ Õ Î�ã�Ä&Å%ã�É Ú ÛÛ Å ã ô ÷ Ññ Õ Î�ãMÄ&Å#ã�É Ú
Dasbedeutetgerade,daß ñ Õ É Ä�ÎÏÉ genaudie Viererstromdichteist, die von Teilchen
mit denBahnkurven ñ ÷ Ñ Õ Î¹Ä&Å#ã-É erzeugtwird.

Wir habenalso in der Tat gefunden,daßLösungender MAXWELL-EINSTEIN-LO-
RENTZ-Gleichungendurch POINCARÉtransformationenwieder in Lösungendieser
Gleichungenüberführtwerden.

2.7 Passive
LORENTZtransformationen:Koordinatenwechsel

Bisher habenwir Bewegungsgleichungenund Feldgleichungenstillschweigendinq»Ù`s ± mit festenStandardkoordinatenï å beschrieben.BezüglichderStandardbasisäAå gilt � Ä�äAåTÆ@ä ç É ÙU4©å�yFå ç (2.53)

sowie ï å Ä�ÎÏÉ ÙU4@å � Ä�äAåyÆ©ÎÏÉ für alle Î9�ãqùÒ (2.54)

Wir betrachtennun ein anderesKoordinatensystemï � å , daswie folgt entsteht:Der
Nullpunkt in q wird um ø verschobenunddie neuenKoordinatenwerdenanalogzu
(2.54)bezüglicheinerOrthonormalbasis� ä �å � definiert,dasheißt� ý ä �å Æ@ä � ç þ Ù 4 å y å ç
sowie ï � å Ä�ÎÏÉ ÙU4 å � ý�ä �å Æ©Î ü²ø þ für alle Î<�bqùÒ
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ä = ä Ý ä Ñ ä á ä � Ý ä � Ñ
ä � áä � =
å

æ æ@çèå
é

Esgibt eineeindeutigbestimmteLORENTZtransformationõ mit ä��å ÙkõÍäAå undsomit
gilt ï � å Ä�ÎÖÉ ÙU4@å � ô�äAåTÆ\÷ Ñõ Ä�Î ü²ø�É Ú Ù ï å ô>÷ Ñõ Ä�Î ü²ø�É Ú Ù ï å ô ÷ Ññ Õ Î Ú (2.55)

mit ñöÙ«Ä�õ Æiø�É��;à .

Die neuenKoordinatengehenalsodurchdie zu ñ inversePOINCARÉtransformation
ausden alten Koordinatenhervor, und der obenbeschriebeneKoordinatenwechsel
entsprichtder zu ñ inversenPOINCARÉtransformation.Für Felderund Bahnkurven
bedeutetdiesnachdenResultatendesletztenAbschnitts,daßBewegungsgleichungen
undFeldgleichungenauchin dengestrichenenKoordinatenerfüllt sind,wenndiesin
den ungestrichenenKoordinatenzutrifft. Mathematischist der Koordinatenwechsel
deshalbuninteressantund wird wie im letzten Abschnitt beschrieben,allerdings
mit der Ersetzungñ;� ñ ÷ Ñ . Der Koordinatenwechselwird jedoch durch folgende
Überlegungenphysikalischinteressant:

BeideKoordinatenmüssendurchMessungenentstandenseinundzwardurchzweiBe-
obachter,diesichdiePunkteê beziehungsweiseø alsKoordinatenursprungzuweisen.
Winkel undLängenmessenbeidemit Ortskoordinatenï ã , ï ã � bezüglichje drei räum-
lichenAchsenäAã beziehungsweiseä��ã , sowie mit Zeitkoordinatenï á beziehungsweiseï � á , diedurchzweiim allgemeinenverschiedeneUhrendefiniertsindundformaldurch
Zeitachsenä á und ä�� á ausgedrücktwerden.

Wir wollen den Koordinatenwechselnun etwas detaillierteruntersuchen.Unter den
obenauftretendenPOINCARÉtransformationenfindensichwohlvertrauteTransforma-
tionenwieder

i). die räumlicheTranslation,

ii). die zeitlicheTranslation,

iii). DrehungendesdreidimensionalenRaums.
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Interessanterist dasfolgendeBeispielñqÙ«Ä�õ!ÄA°�ÉÇÆ�' É mit

õ5ÄÏ°�ÉÖÙ NëëO?ì�í Ã�î�°pÃ BFÄ î�° '�'Ã BFÄ î;° ì�í Ã�î�° '�'' ' Ë;'' ' ' Ë R�ïïS (2.56)

õ5Ä&°�É ist für alle ° eine LORENTZtransformation, das heißt, für alle øùÆ�Ân��q ist� Ä-õ!Ä&°�ÉNøùÆ©õ!ÄA°�ÉßÂpÉÏÙ � Ä¨øÖÆ�ÂMÉ . Fernerläßt õ!ÄA°�É die ä Ý - und ä´= -Achseunverändert.
Überdiesgilt õ!ÄA°�É ÷ Ñ Ùkõ!Ä�ü�°�É . Setztmandiesin die Formel für die neuenKoordi-
natenein,soergibt sich,nachï å aufgelöst:ï á Ù«Ä ì�í Ã�î}°�É ï � á Ê�Ä)Ã BFÄ î�°�É ï � Ñ (2.57)ï Ñ Ù«Ä)Ã BðÄ îw°�É ï � á ÊwÄ ì�í Ã�î�°�É ï � Ñ (2.58)ï ã Ù ï � ã Æ Ä&��ÙU% Æ�-�É�Ò (2.59)

DerBeobachtermit ï � ã Ù`'ÚÄ��eÙ!Ë:Æ�% Æ�-�É liestanseinerUhr dieZeit Ê��©Ù ï � á´ñ È ab. In den
gestrichenenKoordinatenbefindeter sich in Ruhe( ï � ã ÙZ' !). In denursprünglichen
Koordinatenscheintersichjedochzubewegen,undzwar mit derGeschwindigkeitï Ñï á Ù�ï ÑÈ Ê Ù Ü È Ù Ã BFÄ î;°ì�í Ã�î�° Ùò¶�ó Ä î�°ÏÒ (2.60)

Hierausfolgtì�í Ã�î�° Ù Ëô ËKü õ ðÖ ð Æ (2.61)

Ã BFÄ î;° Ù õ Öô ËKü õ ðÖ ð Ò (2.62)

Wir sinddeshalbversuchtzuschließen,daßdieTransformationõ!ÄA°�É dieKoordinaten
einesgleichförmig bewegten Beobachtersbeschreibt.Allerdings gilt zusätzlichbei
dieserTransformationÊÖÙ Ê��ô ËKü õ ðÖ ð Æ (2.63)
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dasheißt,die Zeit desbewegtenBeobachtersist kleinerals die Zeit desunbewegten

undzwar um dengeschwindigkeitsabhängigen Faktor Ë ñ ô ËKü õ ðÖ ðHö Ë .
Die Uhr des bewegten Beobachtersscheintalso langsamerzu gehen.Dies ist ein
entscheidenderUnterschiedzu den GALILEItransformationen der klassischenMe-
chanik, die ebenfalls die Koordinateneines bewegten Beobachtersbeschreiben,
aber die Zeitkoordinatenimmer fest lassen.Solche Transformationenlassennun
aberdie MAXWELL-Gleichungengeradenicht invariant. Sie könnendeshalbkeine
erlaubtenKoordinatenwechselsein und müssendurch die ebengeschildertenLOR-
ENTZtransformationenersetztwerden.

Anders ausgedrückt:Die Struktur der Gesetzeder Elektrodynamikerzwingt eine
grundlegendeÄnderungunsererVorstellungvon RaumundZeit, wie siein derNEW-
TONschenMechanikausgebildetwurde.Sieführt aufdieRedefinitiondesBegriffs des
gleichförmigbewegtenBeobachtersundbeschreibtdiesendurchKoordinatenwechsel,
die durchLORENTZtransformationen erzeugtwerden.

Übungen

Aufgabe2.6— Die L ORENTZtransformationen

Wir versehenden s ± mit einemSkalarprodukt¹L÷�Æ�÷ º :¹�Ð�Æ i º ØÚÙ =På à�á �eå ç â å Å ç
wobeiÐ Ù NëëO â áâ Ñâ Ýâ = R�ïïS Æ i Ù

NëëO Å áÅ ÑÅ ÝÅ = R�ïïS Þk�:å ç Ùc'�Ä�89øÙU|TÉÆ�� á@á Ù Ë:Æk�:ãòãtÙ ü7Ë�Ä���Ù Ë:Æ�% Æ�-�ÉÒ
¹L÷-Æ�÷ º heißtM I NK OWSK Imetrik .

Definition: Ð heißtlichtartig , falls ¹�Ð�ÆÐ º ÙZ' und ÐcøÙc' ,Ð heißtzeitartig, falls ¹�Ð�ÆÐ º ö ' ,Ð heißtraumartig , falls ¹�Ð�ÆÐ º :7' .
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Für die StandardbasisäAå
ä á Ù NëëO Ë''' R�ïïS Æ ä:Ñ�Ù NëëO ' Ë'' R�ïïS Æ ä Ý Ù NëëO '' Ë' R�ïïS Æ ä´=µÙ NëëO ''' Ë R�ïïS Æ

gilt alsoä á ist zeitartig,ä ã ist raumartig Ä��ÖÙ Ë:Æ�% Æ�-�ÉÒ
Im s ± definiert ù�ÙZú á £,ú Ñ £,ú Ý £ãú = die Determinantenfunktion ù¹Ä�Î�ÑAÆ©Î Ý Æ©Î�=:Æ©Î×±�É
mit ù¹Ä�ä á Æ@ä:Ñ%Æ@ä Ý Æ@ä´=#ÉLÙ Ê Ë . Die L ORENTZgruppe û ist die Gruppealler linearen
Transformationenõ Øüs ± �ýs ± mit ¹�õöÐ�Æ©õ i º Ù�¹�Ð�Æ i º .
(a) ZeigenSie:Falls õÍä á Ùqä á , sogilt:

õ�Ùþ¸�� Ó Ä-Å Ù Ë:Æ�%�ÉÆ wobei ¸� Ù NëëO Ë 'â'"''' �' R�ïïS
und  Ñ ÙZ die Raumspiegelung bezeichnet,mit  Ý Ù!Ë ÿ , und ���v¡H� Ä&-�É eine
Drehungist.

(b) ZeigenSie:DurchÄ�õ�Ä&°�É@ÐÍÉ á Ù ì�í Ã�îHÄ&°�ÉMâ á Ê^Ã BFÄ î>Ä&°�ÉMâ ÑÄ�õ�Ä&°�É@ÐÍÉ Ñ Ù]Ã BFÄ î�Ä&°�ÉMâ á Ê ì�í Ã�îtÄ&°�ÉMâ ÑÄ�õ�Ä&°�É@ÐÍÉ Ý Ùwâ ÝÄ�õ�Ä&°�É@ÐÍÉ = Ùwâ =
wird eineLORENTZtransformation õ�Ä&°�É , ( ° �;s ) mit Û ä�¶�õ�Ä&°�ÉLÙ�ÊwË erklärt.

(c) ZeigenSie,daßmitÃ BðÄ î>Ä&°�ÉùÙ » Ü » ñ È� ËKü Ä » Ü » ñ È É Ý Æ ì�í Ã�îHÄ&°�ÉùÙ Ë� ËKü Ä » Ü » ñ È É Ý Æ
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mit Ün�ws = und â á Ù ï á Ù È Ê , â ã Ù ï ã für È ��� die LORENTZtransformation õ�Ä&°�É
in eineGALILEItransformation übergeht.

Sei õ eineLORENTZtransformation und � der4-Vektormit

õÏä á Ù�� Ù NëëO ñ áñ Ññ Ýñ = R�ïïS
undsei � eineDrehungmitNO ñ Ññ Ýñ = RS Ù Ã B��QÄ Äóñ á Éß� NO » ñ »'' RS Æ
wobei » ñ » Ù ô G =ã à Ñ Äóñ ã É Ý . Setze°�ÙUó	��Ã BðÄ î>Ä » ñ » É .
(d) ZeigenSie:�²Ù Ã B��QÄ Äóñ á É ¸� õ�Ä&°�Épä á ÙwõÍä á Ò
(e) ZeigenSie:Esgibt zweiDrehungen ¸� Ñ und ¸� Ý , sodaßõ�Ù Ã B
�QÄ Äóñ á É ¸� Ñiõ�Ä&°�ÉM¸� Ý  Ó Æ

mit ÅùÙ!Ë für Û ä�¶#Ä�õ�ÉLÙ¯ü�Ë und ÅùÙ,% für Û ä�¶�Ä�õöÉLÙ¬ÊwË .
Durch üw wird die Zeitspiegelungund durch ü7Ë ÿ die Raumzeitspiegelungerklärt.
DiejenigenElementeõ , die keine Spiegelungenenthalten,bilden eineUntergruppeû Ô von û , die Gruppe der eigentlichorthochronenL ORENTZtransformationen.

Die Generatoren von û Ô :

Sei X ØQs ± �ýs ± linearundschiefbezüglichderM INKOWSKI-Metrik ¹L÷-Æ�÷ º , dasheißt,
für alle Ð�Æ i ��s ± gilt:¹�Ð�Æ X i º Ùuü_¹ X Ð�Æ i º Ò
Sei �û dieMengedieserlinearen,schiefenTransformationen.Wir setzenÃtå ç Ð²Ù äAå¥¹�ä ç ÆÐ º ü ä ç ¹�äAåyÆÐ º Æ 'M698W:@|,6@- Ò
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Weiterhinwird derKommutator von X und x definiertdurch� X Æ x� ÷ ØÚÙ Xvx ü x X für alle X Æ x � �û Ò
(f) ZeigenSie: �û ist ein 6-dimensionalerVektorraummit BasisÃtå ç .
(g) ZeigenSie

� X Æ x� ÷ � �û für X Æ x � �û .

(h) BerechnenSiedieKommutatoren
� Ãtå ç Æ@Ã ²´³  ÷ .

(i) ZeigenSie: õ�Ùwä����HÄ�� X Éa��û Ô . DeswegenheißenÃtå ç die Generatoren von û Ô .

(j) BerechnenSie ä����HÄ��MÃ å ç ÉaÎ für beliebigesÎ .

2.8 LORENTZtransformationen,Bahnkurven und
invarianteTeilgebietedes M INKOWSKIraumes

Mit Hilfe der oben betrachtetenLORENTZtransformation õ!ÄA°�É [vergleiche Glei-
chung (2.56) auf Seite 55], könnensämtlicheanderenLORENTZtransformationen
beschriebenwerden.Esgilt für beliebigesõ :õ läßtsichstetsin derFormõ¢Ù 4tÄ-õöÉß�7Ñiõ5ÄA°�ÉC� Ý  Ó (2.64)

schreiben,wobei 4HÄ�õ�ÉùÙ,Ã B��QÄ Ä � Ä�ä á Æ©õÏä á É@É und ä á der Einheitsvektor in Zeitrich-
tung ist. �7Ñ und � Ý sind zwei Raumdrehungen. bezeichnetdie Raumspiegelung
und Å ist entwedergleich 1 oder 2. ½kÙ üc heißt Zeitspiegelungund ?½3Ù ü Ë ÿ
Raumzeitspiegelung.Wir erkennen,daßjedeLORENTZtransformationdie Formõ¢Ùè� Ñ õ!ÄA°�ÉC�µÝ� ã Æ �ÖÙ Ë:Æ�% Æ�- Æ	ª (2.65)

mit ùÑ Ù Ë ÿFÆH Ý Ù`öÆH�=TÙ�½ Æ �±yÙZ?½ besitzt.Die Gruppenelemente,die keineSpie-
gelungenthalten,bilden eine Untergruppe,die Gruppeder eigentlichorthochronen
LORENTZtransformationen û Ô .

Der M INKOWSKIraumselbstläßtsich in disjunkteTeilgebietezerlegen,die invariant
unterdeneigentlichorthochronenLorentztransformationen sind.Diesesind(sehenSie
bitteauchAbbildung2.1aufdernächstenSeite):½ Ô Ù � Î<�bq7Þ � Ä�Î�Æ©Î�É ö 'MÆ ï á ö 'V� (2.66)� Ô Ù � Î<�bq7Þ � Ä�Î�Æ©Î�ÉÖÙc'MÆ ï á ö 'V� (2.67)� Ù��#Î<�bq�Þ � Ä-Î�Æ©ÎÏÉ�:9'�� (2.68)



60 2 Die kovarianteFormulierungder MAXWELLschenGleichungen� ÷ Ù � Î<�bq7Þ � Ä�Î�Æ©ÎÏÉùÙc'MÆ ï á :@' � (2.69)½ ÷ Ù � Î<�bq7Þ � Ä�Î�Æ©ÎÏÉ ö 'MÆ ï á :@'V� (2.70)

� Ñ
� á
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� Ô� Ô

� ÷ � ÷
� ÷

� Ô
�

�
Abbildung 2.1: InvarianteUnterräumedesM IN-
KOWSKIraumsunter der eigentlich orthochronen
LORENTZgruppe.FürdieBezeichnungenbeachten
Siebitte dieGleichungen(2.66)bis (2.70)undden
darauffolgendenText.

Die VereinigungdieserGebieteergibt zusammenmit demNullvektor dengesamten
M INKOWSKIraum.Bei Zeitspiegelungenwerden½ Ô und � Ô in ½ ÷ beziehungsweise� ÷ transformiert(und umgekehrt).Vektorenin

�
heißenraumartig,Vektorenin � Ô

und � ÷ lichtartig und zwar positiv beziehungsweisenegativ lichtartig, je nachdem
ob sie in � Ô oder � ÷ liegen.Vektorenin ½ Ô und ½ ÷ nenntmanzeitartigund zwar
wiederpositiv odernegativ, wennsieaus½ Ô oder ½ ÷ sind.

Fürpositiv zeitartigeVektorenø undraumartigeÂ gibt esstetsjeweilsmindestenseine
eigentlichorthochroneLORENTZtransformation õ mit

õ�ø!Ù NëëO ¹-øÖÆiø º èð''' R�ïïS (2.71)

beziehungsweise

õ�Â Ù NëëO '''Ä�ü � ÄÏÂNÆ�ÂMÉ@É èð R�ïïS Ò (2.72)
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Für die von uns betrachtetenBahnkurven Î�ãNÄ&Å#ã-É habenwir stets vorausgesetzt,
daß � Ä�Î×�ã Ä&Å#ã�ÉyÆ©Î��ã Ä&Å#ã�É@É ö ' und Î�� áã ÄAÅ#ã�É ö ' gilt, das heißt, der TangentenvektorÎ×�ã Ä&Å ã É liegt stetsin ½ Ô . Falls wir Î ã Ä&Å ã É durchdie Bogenlängeparametrisieren,gilt� Ä-Î �ã Ä&Å#ã-ÉÇÆ©Î �ã ÄAÅ#ã�É©ÉÖÙ Ë und �\ãAÙZÅ#ã ñ È heißtdieEigenzeit.DerGrundfür dieseBezeich-
nungliegt in folgenderTatsache:In derNähedesParameterwertesÅ á gilt für Î�ãNÄAÅ#ã-É
die lineareApproximationÎ�ãMÄÏÅ á Ê<ù7Å:É��wÎ�ãNÄ&Å á É�Ê9ù7ÅKÎ �ã Ä&Å á É�Ò
NachderBemerkungzu Formel(2.71)auf dergegenüberliegendenSeitegibt eseine
eigentlichorthochroneLORENTZtransformation õ mit

Î�ãMÄÏÅ á Ê<ù7Å:É �wÎ�ãNÄAÅ á É>Ê¢õ NëëO Ë''' R�ïïS ��ù7Å
Ù�ñ Õ !""# NëëO Ë''' R�ïïS ��ù7Å

$&%%' Ù�ñ Õ !""# NëëO Ë''' R�ïïS � È ù(�
$&%%' Æ

wobei ñöÙ«Ä-õµÆ©Î�ãMÄAÅ á É@É eine POINCARÉtransformationist. Interpretierenwir ñ als
Koordinatenwechsel,sobesagtdie letzteGleichung,daßwir lokal (dasheißtfür jedes
feste Å á bei hinreichendkleinem ù7Å ) für jede Bahnkurve ein Beobachtungssystem
findenkönnen,in demdasTeilchenruht undseineUhr die Zeit ù(� angibt.Natürlich
stelltdiesnureineNäherungdertatsächlichenBewegungdar, dieumsoschlechterist,
je stärker dasTeilchenbeschleunigtwird.

2.9 KoordinatenwechselundFeldstärketensor
Wir wollen nun untersuchen,welcheKonsequenzenunsereKoordinatenwechselfür
denFeldstärketensorselbsthaben.Wir beschränken unsauf reineLORENTZtransfor-
mationenõ . Im Standardkoordinatensatz gilt alsoï å Ä�ÎÏÉ ÙU4@å � Ä�äAåyÆ©ÎÏÉ (2.54)

undfür diegestrichenenKoordinatengilt:ï � å Ä�ÎÏÉ ÙU4@å � ý ä �å Æ©Î þ Ù ï å ô ÷ Ñõ Î Ú (2.73)
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Die beidenBasenwerdenfernerdurchä �å Ù�õÏäAå (2.74)

ineinandertransformiert.

Im erstenKoordinatensatzist derFeldstärketensorkomponentenweisedurch$ Ä�ÎÏÉ�Ä�äAåTÆ@ä ç ÉÖÙc$Hå ç ý ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ Æ (2.9)

mit $tã á Ùuüd$ á ã�Ù üw· ã ý ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ Æ (2.6)

sowie $ ã × Ù üw§ ã × Ó x Ó ý ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ (2.7)

definiertworden.Im zweitenSatzwird ein andererFeldstärketensor)�Ä�ÎÏÉ)�Ä-ÎÏÉÖý-ä �å Æ@ä � ç þ Ùc$ �å ç ý ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = þ (2.75)

komponentenweisedurch$ �ã á Ù üW$ �á ã Ù üw· � ã ý ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = þ (2.76)$ �ã × Ù üw§ ã × Ó x � Ó ý ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = þ (2.77)

erklärt. Wir fordern, daß in beiden Koordinatensystemendas gleiche Tensorfeld
definiert wird und lediglich die Form seinerKomponentenin den verschiedenen
Koordinatenveränderterscheint.

Esmußalso $»Ù*) gelten,undwir erhaltensofort,wegenä �å Ù�õÏäAå Ùwõ ç å ä ç Æ (2.74)$tå ç ý ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ Ùc$ �( * ý ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = þ ô�÷ Ñõ Ú ( å ô�÷ Ñõ Ú * ç Ò (2.78)

NebendenverändertenKoordinatenerkennenwir ausdieserFormelnocheinezweite
bemerkenswerteTatsache,daßnämlichauchdie KomponentendesFeldstärketensors
bei Koordinatenwechselineinandertransformiertwerden.Wasein elektrischesoder
wasein magnetischesFeld ist, hängtvom Beobachtungssystemab. Wir wählenzur
Illustration ein konstanteselektrischesFeld im gestrichenenSystemmit · � = Ù,· ö '
und · � ã Ù x � + Ù`' sonst,sowie õ Ùkõ!ÄA°�É wie in Formel(2.56)auf Seite55.Esergibt
sichdurchEinsetzenin dieFormel(2.78)sofort:· = Ùc$ á = Ù ì�í Ã�îv°b· (2.79)
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Dasfür denbewegtenBeobachter(gestricheneKoordinaten)konstante,rein elektri-
scheFelderscheintdemunbewegtenBeobachterin BegleitungeinesMagnetfeldes.

EineweitereKonsequenzunsererKoordinatentransformation betrifft dieBeschreibung
von elektromagnetischenWellen.Koordinatenfreiwerdendieseals spezielleLösung
der stromfreienMAXWELLschenGleichungendurch folgendeTensorfelderausge-
drückt:$ Ä�ÎÏÉAÄ-øÏÆ�ÂpÉ Ù X Ä � Ä i Æiø�É � Ä l Æ�Â ÉÖü � Ä i Æ�Â É � Ä l Æiø�É@É ì�í Ã�Ä � Ä i Æ©ÎÏÉtÊ<°�É (2.36)

Die Amplitude X unddie Phase° sindreelleZahlen,
i

ein positiver lichtartigerVek-
tor und

l
raumartigmit � Ä l Æ l ÉÏÙ ü Ë . Wir setzenÅLåÖÙ � Ä i Æ@äAå�É , r>å�Ù � Ä l Æ@äAå�É ,Åa�å Ù � ý i Æ@ä��åMþ , r��å Ù � ý l Æ@ä��åNþ und erhaltenfür zwei Koordinatensysteme,die allge-

meindurch ï � å Ä�ÎÏÉùÙ ï å ý õ ÷ Ñ Ä�Î ü²ø�É þ in Beziehungstehen:$ Ä�ÎÏÉ>Ä�ä å Æ@ä ç É ÙU$ å ç ý ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ Ù X Ä-Å å r ç ü²Å ç r å É ì�í Ã-,%Å * ï * Ê<°/.�Æ$ Ä�ÎÏÉLý�ä �å Æ@ä � ç þ ÙZ$ �å ç ý ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = þ Ù X ý�Å �å r � ç ü²Å �ç r �å þ ì�í Ã , Å �* ï � * Ê<° � . Æ
mit °k�iÙ,°kÊ�ÅLå�0 å .
Interessanterweiseändertsich nicht die Form der Feldstärketensorkomponenten in
denbeidenKoordinatensystemen,lediglichdie WertederauftretendenParametersind
verschieden.Von besonderemInteresseist die KreisfrequenzÃ�ØÚÙ�Å á È (2.82)

mit der (bei festenräumlichenKoordinaten)die ebeneWelle zeitlich oszilliert. Of-
fensichtlich ist dies ebenfalls eine Größe, die vom Beobachterabhängt:In den
gestrichenenKoordinatengilt offenbarÃ��iÙkÅa�á È øÙ3Å á È .
Übungen

Aufgabe2.7— Der FeldstärketensordesCOUL OM Bfeldes

Wir betrachteneinenelektromagnetischenFeldstärketensorderForm$ Ä�ÎÏÉ\Ä-øÍÆ�ÂpÉùÙ21�Ä�üd¹-Î�Æ©Î º Ê ¹�3iÆ©Î º Ý É ÷ 2 ð Ä	¹-Î�Æiø º ¹43FÆ�Â º ü@¹43FÆiø º ¹-Î�Æ�Â º É (2.83)
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für alle øÏÆ�ÂH�ws ± . Hierbeiist ¹J÷�Æ�÷ º die M INKOWSKI-Metrik und 3a��s ± ist ein zeitarti-
gerEinheitsvektor,dasheißt ¹43FÆ53 º Ù!Ë .
(a) BerechnenSiedie Tensorkomponenten$Hå ç von (2.83)in derStandardbasis.

(b) BerechnenSie die Komponentendes elektrischenFeldes · , die gegebensind
durch · ã Ä ï Æ	Ê@ÉÏÙc$ á ã Ä�ÎÏÉÆ Ä���Ù Ë:Æ�% Æ�-�É
sowie die KomponentendesmagnetischenFeldes,die gegebensinddurchx Ó Ä ï Æ	Ê@ÉÏÙ ü Ë% =Pã é + à Ñ § ã + Ó�$tã + Ä�ÎÏÉÆ Ä-Å Ù«Ë:Æ�% Æ�-�ÉyÒ
ZeigenSie,daßinsbesonderegilt:x Ä ï Æ	Ê©ÉùÙ ËÈ á � ÈaÆ�· Ä ï Æ	Ê@É 
Hierbeiist È��;s = derVektormit denKomponentenÈ ã Æ#Ä��eÙ Ë:Æ�% Æ�-�ÉyÒ

(c) Sei nun speziell 3LÙqä á . ZeigenSie, daßin diesemFall · demelektrostatischen
COULOMBfeld einerPunktladung1 im Koordinatenursprungentsprichtund das
magnetischeFeld x verschwindet.

Wir transformierenjetztdenFeldstärketensordesCOULOMBfeldes(2.83)mittelseiner
(aktiven)LORENTZ-Transformation:Ä�õ�Õ�$ÚÉ\Ä�ÎÍÉ\Ä-øùÆ�ÂMÉùÙc$ Ä�õÍÎÏÉ\Ä�õ�øùÆ©õ�ÂMÉ
(d) ZeigenSie, daß Ä�õ Õ $ É\Ä�ÎÍÉ wiederdie Form (2.83) besitzt,wobei der zeitartige

Vektordurch õ ÷ Ñ 3 gegebenist.

(e) Wir betrachtennun speziell den Boost desstatischenCOULOMBfeldes aus(c)
in 1-Richtung ä:Ñ , alsodenFall 3:Ù3õ�Ä&°�É ÷ Ñ ä á . BerechnenSie für diesenFall das
elektrischeFeld · und das magnetischeFeld x . Zeigen Sie, daß diesesFeld
dem einer bewegten Punktladungentspricht,und gebenSie die Richtung und
Geschwindigkeit derLadungan.

Aufgabe2.8— ElektromagnetischeWellen
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Wir beschreibeneineelektromagnetischeWelle durchdenFeldstärketensormit den
Komponenten$tå ç Ä�ÎÏÉùÙ X Ä�ÅLå�r ç ü²Å ç r>åMÉ ì�í Ã , Å ³ ï ³ Ê<° . Þ (2.84)X �;s heißt Amplitude, ° ��s heißt Phase,

i �;s ± heißt Wellenvektor und
l �;s ±

Polarisationsvektor. Es gilt: Å�å Å å ÙZ'tÙ3ÅLå�r å , r>åQr å Ù ü*Ë und eine Welle dieser
Form heißt linear polarisiert. Seien X ��Æ�°k���;s und

l ����s ± ein zweiter Vektor mitr�� å r�� å Ù*ü�Ë und Å å r�� å Ù`'tÙZr å r�� å und$ � å ç Ä�ÎÏÉùÙ X � ý�ÅLå�r � ç ü Å ç r � å þ ì�í Ã , Å ³ ï ³ Ê^° � . (2.85)

der Feldstärketensoreiner zweiten ebenenWelle. Sie ist wieder eine Lösung der
MAXWELL-GleichungenbeiverschwindenderViererstromdichte,unddasgleichegilt
auchfür)�å ç Ùc$Hå ç Ê<$ � å ç Ò
(a) ZeigenSie,daß )�å ç eindeutigin derForm)�å ç Ùc$ Ô å ç Ê^$ ÷ å ç

mit $76Hå ç Ù X 6 ÅLå98Er ç ì�í Ã , Å ³ ï ³ Ê<° 6 . ¨pr � ç Ã BðÄ , Å ³ ï ³ Ê9° 6 .;: ü Ä�8=<À|TÉ
geschriebenwerdenkann,wobeiª X 6 Ý Ù X Ý Ê X � Ý ¨<% X}X � Ã BFÄ Ä&°5üd° � ÉyÆ�¶�ó Ä ° 6 Ù X Ã BFÄ °,¨ X � ì�í Ã °k�X ì�í Ã °9> X � Ã BFÄ ° � Ò

(b) BegründenSie,daß $ 6 die stromfreienMAXWELL-Gleichungenerfüllt. Zeigen
Sie, daß das elektrischeFeld, das zu $ 6 gehört, für feste Raumpunkteï als
FunktionderZeit auf einemKreis liegt. $ 6 heißtdeshalbzirkular polarisierte
Welleundzwarwird $ Ô rechts-und $ ÷ links-zirkularpolarisiert genannt.

(c) SetzenSiejetzt: ° 6 Ù,° á ¨<y . ZeigenSie,daß ) å ç in derForm)�å ç Ù X � Ñ 
 , ÅLå�r � Ñ 
ç ü²Å ç r � Ñ 
å . ì�í Ã , Å ³ ï ³ Ê<° á . ÊÊ X � Ý�
 , Å�åür � Ý�
ç ü²Å ç r � Ý�
å . Ã BFÄ , Å ³ ï ³ Ê<° á .
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geschriebenwerdenkann,wobeiX � Ñ 
 Ù X Ô Ê X ÷ l � Ñ 
 Ù ì�í Ã¥y l ÊpÃ BFÄ y l �X � Ý�
 Ù X Ô ü X ÷ l � Ý�
 ÙuüWÃ BFÄ y l Ê ì�í Ã y l � Æ
dasheißt,esgilt:

Ð l � ã 
 Æ l � + 
 Ñ Ù ü�yFã + Æ#Ä��iÆÏÎ�Ù Ë:Æ�%�É . BerechnenSiedaselektrische
Feld,daszu ) gehörtundzeigenSie,daßdiesfür festeRaumpunkteï alsFunktion
derZeit aufeinerEllipseliegt. ) heißtdeshalbelliptisch polarisierte Welle.

Für einenbewegtenBeobachterseiderFeldstärketensordurch$ � å ç Ä ï � á Æ ï � Ñ Æ ï � Ý Æ ï � = ÉÖÙ X ý Å � åQr � ç ü²Å � ç r � å þ ì�í Ã , Å � ³ ï � ³ Ê9° .
gegeben.DerunbewegteBeobachtersiehtdeshalbdenFeldstärketensor$tå ç Ä ï á Æ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = ÉÖÙ X Ä-Å�åür ç ü²Å ç r>å É ì�í Ã , Å ³ ï ³ Ê9° .
wobei Å å Ù ÷ Ñõ çå Å � ç Æ r å Ù ÷ Ñõ çå r � ç und ï å Ù ÷ Ñõ çå ï � ç Ò
Für jedenBeobachterwird die KreisfrequenzderWelle durch Ã Ù3Å á � È , beziehungs-
weise Ã��@Ù¹Åa� á � È erklärt. Sei jetzt õ á Ñ Ùkõ Ñá ÙcÃ BFÄ îw°ÏÆ©õ áá Ùkõ ÑÑ Ù ì�í Ã�î�°ÏÆ©õ ÝÝ Ùqõ == Ù!Ëund õ å ç ÙZ' sonst.Die Geschwindigkeit des bewegten Beobachtersist dann durchÜ�Ù È ¶�ó Ä îv° ä:Ñ gegeben.

(d) ZeigenSie,daßallgemeingilt:Ã�Ù@?ÇÃ � Ä�ËKüBA ì�í ÃDC�ÉµÆ mit A!Ù » Ü »È ?ÜÙ«Ä�ËKüEA Ý É ÷ èð Æ
wobei C derWinkel zwischenÜ und Åa� ist. ZeigenSie,daßinsbesondereÃ�ÙlÃ � ËF>�AËn¨�A
für Ü*G�Å Ä4CKÙ,'MÆ beziehungsweise¾tÉ , undÃ�Ù@?ÇÃ � Æ
für ÜIHoÅ gilt. Dies nenntman den linearen, beziehungsweisequadratischen
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DOPPL ER-Effekt . ErläuternSie dieseBezeichnung,indem Sie den Grenzfall» Ü »KJ È diskutieren.

Hinweis:ì�í ÃHÄ&°,¨LA�ÉÖÙ ì�í Ã ° ì�í ÃMAN><Ã BFÄ ° Ã BFÄ AÃ BFÄ Ä&°,¨LA�ÉÖÙUÃ BFÄ ° ì�í ÃMAZ¨ ì�í ÃV° Ã BFÄ A
2.10 EineBemerkungzu LORENTZtransformationen

mit Zeitspiegelung
EinePOINCARÉtransformationñ�Ù«Ä�õµÆiø�É kannim allgemeineneineLORENTZtrans-
formation õ mit einerZeitspiegelungenthalten.Allgemeingilt ja õ�Ùkõ á tã wobeiùÑ�Ù Ë ÿFÆ

 Ý Ù] Ù NëëO Ë ' ' '' ü7Ë ' '' ' ü7Ë '' ' ' ü7Ë R�ïïS Raumspiegelung,

�= Ù@½�Ù NëëO ü7Ë ' ' '' Ë ' '' ' Ë '' ' ' Ë R�ïïS Zeitspiegelung,

k±µÙ]�½wÙ ü�Ë ÿ
und õ á eine eigentlich orthochroneLORENTZtransformation ist.  = und  ± tre-
ten genaudann auf, wenn für die feste Zeitachse ä á ( � Ä�ä á Æ@ä á É ö ' ) die Größe4tÄ�õöÉùÙ sign Ä � Ä�ä á Æ©õÍä á É@É gleich ü7Ë ist. Bei der Transformationder Bahnkurve inñ ÷ Ñ Õ Î�ã�Ä&Å#ã-É ist in diesemFall die zeitlicheKomponentedeszugehörigenTangenten-
vektorsnegativ:ô ô ÷ Ññ Õ Î�ã Ú � ÄAÅ#ã�É Ú á :9'
Bei der Herleitungder vierdimensionalenBahngleichunghabenwir daraufachten
müssen,daßdieseKomponenteimmer positiv seinsoll. Zunächstbedeutetdies,daß
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die Bahnkurven ñ ÷ Ñ Õ Î�ãMÄÏÅ%ã-É physikalischnicht erlaubtsind,alsoZeitspiegelungenin
derobenbeschriebenenFormnicht stattfindendürfen.Wir könnenaberzusätzlichdie
SpiegelungdesKurvenparametersÅ%ã´� üWÅ%ã vornehmen;danachgilt wieder: ¸Î�ãNÄAÅ#ã�É�ØÙ ñ ÷ Ñ Õ Î�ãNÄ�üvÅ%ã�É hat Ä ¸Î �ã Ä&Å#ã-É©É á ö ' und stellt eine physikalischerlaubteBahnkurve
dar. Für die EigenzeitbedeutetdiesezusätzlicheTransformation,daßsie ebenfalls
gespiegeltwird. Offenbarist diesphysikalischauchsinnvoll, bedeutetjedoch,daßñ Õ $
nicht mehrzusammenmit ¸Î�ã�Ä&Å#ã-ÉÖÙ ñ ÷ Ñ Õ Î�ãNÄ�ü�Å#ã-É die MAXWELLschenGleichungen
und die EINSTEIN-LORENTZschen Bewegungsgleichungenerfüllt. Dies leistet aber
jetzt geradeü�ñ Õ $ . Der allgemeineFall einerPOINCARÉtransformationñ desFeldes$ undderBahnkurven Î�ã�Ä&Å%ã�É läßtsichalsophysikalischkorrektsodefinieren:

Ist ñ�Ù«Ä�õµÆiø�É , sogehen$ in 4tÄ�õöÉ�ñ Õ $ unddieBahnkurven Î�ãNÄAÅ#ã�É in ñ ÷ Ñ Õ Î�ã�Ä&4tÄ�õöÉßÅ#ã-É
über. Wichtig in diesenFormelnist die folgendeTatsache:

Wegen 4tÄ�õ Ñ �%õ Ý ÉÖÙ,4tÄ-õ ÑÉ�� 4tÄ-õ Ý É gilt wieder, daßdieHintereinanderschaltung zweier
Transformationenñ Õ Ñ und ñ ÕÝ wie bisherderTransformationÄóñÇÝn�©ñ Ñ É Õ entspricht.
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3 Erhaltungsgrößen

Wir habenim letztenKapiteldieInvarianzderMAXWELLschenGleichungenunterder
Aktion der POINCARÉgruppestudiert.DieseGruppewird durch10 reelleParameter
beschriebenund ersetztdie GALILEIgruppeder klassischenMechanik.Bekanntlich
führt dieGALILEIinvarianz aufzehnErhaltungsgrößen:Energie,sowie diejeweilsdrei
Komponentenvon Impuls,DrehimpulsundSchwerpunkt.Analog ist die Situationin
der MAXWELL-EINSTEIN-LORENTZ-Theorie. Allerdings tritt die Schwierigkeit auf,
daßhierdieelektromagnetischenFelderzusätzlichzudenErhaltungsgrößenbeitragen.
DieseBeiträgesinddurchIntegraleüberräumlicheFlächenim M INKOWSKIraum q
definiert,undwir wollen unserstmit solchenIntegralennäherbekanntmachen.

Zunächstsei Û Ø�qâ�ýs einereellwertigeFunktionund O ein offenesGebietin q .
Falls ñ einePOINCARÉtransformationmit ñ�Ù«Ä�õ Æiø�É ist, sogilt wegen Û ä�¶Tõ Ùu¨wËÝP ñÇÕ�Û3Ù ÝQ � P 
 ÛtÒñÚÄROùÉ ist dasPOINCARÉtransformierteGebiet,dasheißtjedesÎM�=O gehtüberin ñ Õ Î .

Sei � å Ä�ÎÏÉ ein kontravariantesVektorfeld, S eine3-dimensionaleFlächein q und
die Punktein S seien(fastüberall)eindeutigparametrisiertdurch Î¹ÄA°ùÑ\Æ�° Ý Æ�°�=#É mit°�ã�� � 0pãaÆUTã /V s�Ä��eÙ Ë:Æ�% Æ�-�É .
DasIntegral von � über S ist durchdie FormelÝW � ÙuüYX èÝZ è X ðÝZ ð X 2ÝZ 2 § ô �*Ä�ÎÏÉyÆ î Îî °ùÑ Æ î Îî ° Ý Æ î Îî °k= Ú Û ° = Û °tÝ Û ° Ñ (3.1)

erklärt.DieserAusdruckist invariantunterReparametrisierung.§ ist der kovariante,
schiefeTensorausderAufgabe2.5auf Seite47,und Ã Ù ü�§ heißtdie Volumenform
von q .

Beispiel: Eine raumartige Fläche S ist wie folgt definiert: Seien Î á Æ[�7��q fest,� Ä���Æ[�ÏÉùÙ!Ë:Æyñ á ö ' , dannist:S Ù\�#Î<�bq7Þ�¹���Æ©Î ü Î á º Ùc'�� (3.2)
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Wir setzenä � á Ø�Ù]� undergänzenä � á zu einerOrthonormalbasis:ä � á Ù]� , ä �ã
mit � ý-ä��å Æ@ä�� ç þ Ù,4©åayFå ç und §ÍÄ�ä�� á Æ@ä�� Ñ Æ@ä�� Ý Æ@ä��= ÉÖÙ ülË . Für ÎM�^S gilt danndie
ParametrisierungÎ²ÙwÎ á Ê =P ã à Ñ °tã�ä �ã °�ã��Zs

ÝW � Ù ü Ô`_Ý Ý�Ý÷ _ Û °ùÑ Û ° Ý Û °�=;§ Ò � Ò Î²ÙwÎ á Ê =P ã à Ñ ä �ã °tã Ô Æ@ä � Ñ Æ@ä � Ý Æ@ä � = Ô
wegen � Ä�ÎÖÉÏÙc� å Ä�ÎÏÉpä �å ist dasgleichÙ ü Ô`_Ý Ý�Ý÷ _ Û °ùÑ Û ° Ý Û °�=�� á Ò Î ÙkÎ á Ê =P ã à Ñ ä �ã °�ã Ô § ý ä � á Æ@ä � Ñ Æ@ä � Ý Æ@ä � = þÙ Ô`_Ý Ý Ý÷ _ Û °ùÑ Û ° Ý Û °k=�� á Ä�Î¹Ä&°ÖÑ%Æ�° Ý Æ�°�=#É@É (3.3)

Ù Ô`_Ý Ý Ý÷ _ Û °ùÑ Û ° Ý Û °k= � Ä&�*Ä�Î¹ÄA°ÖÑAÆ�° Ý Æ�°k=#ÉiÉyÆ[�ÏÉ
Falls ñöÙ Ä-õ Æiø�É POINCARÉtransformationund õ eigentlichorthochronist,
gilt überdiesÝW ñ Õ � Ù ÝQ � W 
 � (3.4)

Sei O ein offenesGebietmit RandflächeS . Esgilt dannder
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GAUSSscheSatzin 4 Dimensionen

Sei ÛCBED ��Ùbadcfeahg e und O V q ein Gebietmit RandflächeS , danngilt:ÝP ÛCBED � Ù ÝW � (3.5)

Wir betrachtenein Gebiet,dessenRandflächedurchzwei raumartigeFlächenSkÑ undS Ý sowie durcheineFlächeS7= gegebenist, für derenPunkte ý ï á þ Ý Ê ý ï Ñ þ Ý Ê ý ï Ý þ Ý Êý ï = þ Ý ö � �;s gilt (sieheAbbildung3.1),esgilt dann

ikj

iml
n j

npo

nrq s
s

Abbildung 3.1: Gebiet t im Minkowskiraum.ÝW � Ù ÝW è � ü ÝW ð � Ê ÝW 2 �»Ò
Falls � å Ä�ÎÏÉ genügendrasch für ï å ��� verschwindet,gilt u B
v(wyx _{z W 2 ��Ù,' .
UnterdieserVoraussetzungfolgt somitÝP ÛCBED � Ù ÝW è � ü ÝW ð �ÜÆ (3.6)

wobei O durchdie raumartigenFlächenSkÑ und S Ý begrenztwird.
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Ist überdiesÛVBED �wÙZ' , sogilt für zwei beliebigeraumartigeFlächen:ÝW è � Ù ÝW ð � (3.7)

Wählenwir nunspeziellS3ÑÍÙu��Î<�"qMÞ ï á Ù È ÊiÑ �S ÝKÙu��Î<�"qMÞ ï á Ù È ÊaÝ �
mit konstantemÊ�ã , sogilt nachFormel(3.3)aufSeite70mit °�ã#Ù ï ãÝW æ � Ù Ý Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß æ
sowie Ý Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß è Ù Ý Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß ð
Die Größez Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß hängtalsonichtvonderZeit ab,sieist eineErhaltungs-
größe.Überdiesist siePOINCARÉinvariant:ZunächstfindenwirÝ Û = ï ÄòñÇÕY� É á Ä�ÎÏÉ ÞÞÞ g « à Ö ß Ù ÝW ñÇÕY� Ù ÝQ � W 
 �»Æ (3.8)

wobei S wieder die Flächemit ï á Ù È Ê ist und ñÚÄ4S É die POINCARÉtransformierte
Fläche.Letztereist auchwiederraumartig.S und ñÚÄ|S É begrenzendaherein GebietO , wie obenaufgeführt,undesfolgtÝW � ü ÝQ � W 
 � Ù ÝP ÛCBED � Ùc'
Die beidenletztenFormelnzeigen,daßin derTatdie IdentitätÝ Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß Ù Ý Û = ï ÄóñÇÕY� É á Ä�ÎÏÉ ÞÞÞ g « à Ö ß (3.9)

gilt.

Wir betrachtendie ViererstromdichtealsBeispiel:



73

Beispiel: ��Ù É Ä�ÎÏÉÖÙ È G Ìã à Ñ Í ã}z yY±ÏÄ�Î ü Î�ãMÄ&Å#ã�É@ÉMÎ �ã ÄÏÅ%ã-É Û Å#ã .Esgilt ÛCBED É Ù`' , dennîî�ï å É å Ù È ÌP ã à Ñ Í ã Ý Î � åã Ä&Å ã É îî�ï å y ± Ä�Î ü²Î ã Ä&Å ã É@É Û Å ãÙ ü È^ÌP ã à Ñ>Í ã Ý ÛÛ Å%ã yY±ÏÄ�Î ü Î�ã�Ä&Å%ã�É@É Û Å#ãÙ ü È^ÌP ã à Ñ>Í ãaÄ&yY±ÍÄ�Î ü²Î�ãMÄ~� É@É� ��� �à�á üãyY±ÏÄ-Î ü Î�ãNÄ�ü=��É@É� ��� �à�á ÉÙc'MÒ
Wir setzen1�Ä�Ê©ÉÖÙ ËÈ Ý É á ý È ÊFÆ ï Ñ Æ ï Ý Æ ï = þ Û = ïÙ ÌP ã à Ñ Í ã Ý Û = ï Ý y ± Ä-Î ü Î ã Ä&Å ã É©É Î � áã Ä&Å ã É Û Å ãÙ ÌP ã à Ñ>Í ã Ý Û = ï _Ý÷ _ Û ï áã yY±Tý�Î ü²Î�ã�ý ï áã%þ#þ Ò
NachderVariablentransformation�Lã�Ù ï ãÇü ï ã ý ï áã þ� áã Ù ï áã ü È Ê�������à g «
folgt dann

1�Ä�Ê©É Ù ÌP ã à Ñ>Í ã Ý Û ± �MyY± Ä)��É Ù ÌP ã à Ñ>Í ãaÆ
dasheißt,die Gesamtladung1 ist nicht von derZeit abhängigund(natür-
lich) POINCARÉinvariant.
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Wir verschaffen uns jetzt ein solcheskontravariantesVektorfeld � nach einem
speziellenRezept.Sei ½�Ä�ÎÏÉ ein kovariantessymmetrischesTensorfeld2. Stufemit
Komponenten½Çå ç Ä�ÎÏÉ für dasgelte(i) :îî�ï å ½ å ç Ä�ÎÏÉÖÙc' (3.10)½Çå ç Ä�ÎÏÉÖÙ_½ ç å�Ä�ÎÏÉ (Symmetrie) (3.11)

Sei �wÄ-ÎùÉ einVektorfeldmitîî�ï ( � * Ä�ÎÏÉ�Ê îîTï * � (7Ä�ÎÏÉ ÙU' (3.12)

Danngilt:� å Ä�ÎÏÉ Ù_½ å ç Ä-ÎÏÉ�� ç Ä-ÎùÉ (3.13)

erfüllt ÛCBED ��Ù,' . Denn:îî�ï å Ä�½ å ç Ä-ÎùÉ�� ç Ä�ÎÏÉ©ÉÖÙ ô îî�ï å ½ å ç Ä�ÎÏÉ Ú� ��� �à�á � ç Ä�ÎÏÉ>Ê�½ å ç îî�ï å � ç Ä�ÎÏÉÙ Ë% ½ å ç ô îîTï å � ç Ä-ÎÏÉ>Ê îîTï ç �Tå�Ä�ÎÏÉ Ú� ��� �à�áÙc'MÒ
Damit liefert z � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß Û = ï wiedereineErhaltungsgröße.

Für die Elektrodynamikwerdenwir nun genauein solchesTensorfeld ½ und die
entsprechendenVektorfelder� konstruieren.

3.1 DerEnergie-Impuls-Tensor
Zunächstführenwir denEnergie-Impuls-TensordeselektromagnetischenFeldesein:Ä�½��[�'É å ç ØÚÙ ËªQ¾ ¿ $ å ³ $ ³ç Ê Ëª $ ( * $ ( * � å ç�Á (3.14)

/ æ 0 HebenderIndicessei,wie eingeübt,mit Hilfe derMetrik definiertundausgeführt.
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Er erfülltÄ ÛCBED ½��[�'É ç Ù ËªQ¾ ô Ë% $ ²�³ Ä Û $ É ²´³%ç Ê�Ä ÛVBED $ÚÉ ³ $ ³#ç Ú Ò (3.15)

Beachtenwir die MAXWELLschenGleichungenundhebendenIndex | , sofolgtÄ ÛCBED ½��[�'É ç Ä-ÎÏÉÖÙ«ü ËÈ $ ç³ Ä�ÎÏÉ É ³ Ä�ÎÏÉÙ«ü ÌP ã à Ñ>Í ã Ý $ ç³ Ä-ÎÏÉ+yY±ÏÄ�Î ü Î�ã�Ä&Å#ã-É@É ï � ³ ÄAÅ%ã-É Û Å#ã
Wegender yY± -Funktion könnenwir Î in $ ç³ durch Î�ãNÄAÅ#ã�É ersetzen,und die Bewe-
gungsgleichungenlieferndannzusätzlichÄ ÛCBED ½��[�'É ç Ä-ÎÏÉÖÙÙ ü ÌP ã à Ñ �3ã È Ý Ý Û Å#ã¥yY± Ä-Î ü²Î�ãMÄ&Å#ã-É@É ÛÛ Å%ã Ë¹-Î �ã Ä&Å#ã�ÉyÆ©Î �ã Ä&Å#ã�É º èð ï � çã Ä&Å%ã�ÉÇÒ
Hier kannpartiell integriert werden,undmanerhält,wegenÛÛ Å#ã yY±ÏÄ-Î ü Î�ãNÄ&Å%ã�É©É Ùuü ï � (ã Ä&Å%ã�É îîTï ( yY±ÏÄ-Î ü Î�ãNÄ&Å#ã-É©ÉyÆÄ ÛCBED ½��[�'É ç Ä-ÎÏÉ Ùuü îîTï å ½ å ç� Ä�ÎÏÉÇÆ (3.16)

mit ½ å ç� Ø Ù ÌP ã à Ñ �3ã È Ý Ý Û Å%ã�yY±�Ä-Î ü Î�ãNÄ&Å%ã�É©É ï � åã Ä&Å%ã�É ï � çã Ä&Å%ã�É¹�Î �ã Ä&Å%ã�ÉyÆ©Î �ã Ä&Å%ã�É º èð Ò (3.17)½ � heißtderEnergie-Impuls-TensordermateriellenTeilchenundmit½;�4����Ø�Ù@½y�[�pÊp½ � (3.18)

wird derEnergie-Impuls-TensordesGesamtsystemsausTeilchenundFeldbezeichnet.
Erhaltungsgrößenerhaltenwir jetzt mit Hilfe desspeziellenVektorfeldes� å Ä�ÎÏÉ�Ø Ù�0 å Ê�Ã åç ï ç Æ (3.19)
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wobei 0 å konstantund Ã åç konstantmit Ãtå ç schiefist. In diesemFallegilt offenbarin
derTat îî�ï ( � * Ä�ÎÏÉ�Ê îîTï * � ( Ä�ÎÏÉ ÙU'MÒ
Setzenwir � å Ù�½ å ç�|��� � ç , soist, falls ½ �|��� genügendraschim Unendlichenverschwin-
det, �� Ù Ý � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß Û = ïÙ Ý ½ á ²�|��� Ä�ÎÖÉ�� ² Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß Û ï Ñ Û ï Ý Û ï = (3.20)

unabhängigvon derZeit, dasheißteineErhaltungsgröße.

Setzenwir denAusdruckfür � explizit ein,solautet(3.20)voll ausgeschrieben�� Ù Ý Û = ï , ½ á å�|��� Ä�ÎÏÉ�0på�Ê�½ á å�|��� Ä�ÎÏÉ ï ç Ãtå ç . g « à Ö ßÙ Ý Û = ï ô ½ á å�4��� Ä-ÎÏÉ�0på�Ê Ë% , ½ á å�4��� Ä�ÎÏÉ ï ç ü�½ á ç�4��� Ä-ÎùÉ ï å . Ãtå ç Ú g « à Ö ß Ò0 å und Ãtå ç waren völlig beliebig gewählt. Wir schließenhieraus:Die folgenden
Größensindunabhängigvon derZeit Ä��©ÆiÅùÙ Ë:Æ�% Æ�-�É á Ä)Ê©ÉÖÙ Ý Û = ï ½ á@á�|��� Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß (3.21)

 ã Ä)Ê©ÉÖÙ Ý Û = ï ½ á ã�|��� Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß (3.22)� á ã Ä�Ê@É Ù ü � ã á Ä)Ê©ÉÖÙ Ý Û = ï ý ½ á@á�4��� Ä�ÎÏÉ ï ã üâ½ á ã�4��� Ä-ÎÏÉ ï á þ g « à Ö ß (3.23)� ã Ó Ä)Ê©É Ùuü � Ó ã Ä)Ê©ÉÖÙ Ý Û = ï , ½ á ã�|��� Ä-ÎÏÉ ï Ó üâ½ á Ó�|��� Ä-ÎÏÉ ï ã . g « à Ö ß (3.24)

Wir bemerken nochmals:Auf der rechtenSeiten ergebensich konstante Werte.
Jetzt können wir uns davon überzeugen,daß die klassischenErhaltungssätzefür
Energie,Impuls,SchwerpunktundDrehimpulsin derTatweitergelten.Sieerscheinen
allerdingsin modifizierterForm undwerdenmaßgeblichdadurchbeeinflußt,daßdas
elektromagnetischeFeldzu denErhaltungsgrößenbeiträgt.
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Wir betrachtenzunächstden Beitrag des Materietensorszu den Erhaltungsgrößen
und drücken ihn durch die Bahnkurven im s = als Funktion der Zeit aus.Die 3-
dimensionaleIntegrationeliminiertdabeidie yY± -Funktion,undmanerhältnacheiniger
Rechnung: á� Ù ÌPÓ à Ñ �¹Ó È Ýô ËKü ,�� õ ì � ß 
 �Ö�. Ý Ú èð ã� Ù È ÌPÓ à Ñ �¹Ó�Ü ãÓ Ä�Ê©Éô ËKü ,�� õ ì � ß 
 �Ö�. Ý Ú èð� á ã� Ù È Ý ÌPÓ à Ñ �¹Óô�ËKü ,�� õ ì � ß 
 �Ö . Ý Ú èð ý ï ã Ó Ä�Ê@É�üWÊ�Ü ãÓ Ä&Ê@É þ� ã +� Ù È<ÌPÓ à Ñ �¹Óô ËKü ,�� õ ì � ß 
 �Ö�. Ý Ú èð , Ü ãÓ Ä)Ê@É ï + Ó Ä�Ê©É�ü�Ü + Ó Ä)Ê@É ï ã Ó Ä�Ê©É .
FürdenEnergie-Impuls-TensordeselektromagnetischenFeldes,ausgedrücktdurch ·
und x , findetmanzunächst½ á@á�[� Ù Ë� ¾ , » · » Ý Ê » x » Ý . Æ½ á ã�~� Ù@½ ã á�~� Ù ËªQ¾ � · Æ x� ã Æ½ ã +�[� Ù ü ËªQ¾ ôß· ã · + Ê x ã x + ü Ë% yFã + , » · » Ý Ê » x » Ý . Ú Ò
SeinBeitragzudenErhaltungsgrößenist á�[� Ù Ë� ¾ Ý Û = ï , » · Ä�ÎÖÉ » Ý Ê » x Ä�ÎÏÉ » Ý . g « à Ö ß Æ ã�[� Ù ËªQ¾ Ý Û = ï � ·wÄ�ÎÏÉÇÆ x Ä�ÎÏÉ  ãg « à Ö ß Æ
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� á ã�~� Ù ËªQ¾ Ý Û = ï Ò ï ã » · Ä-ÎùÉ » Ý Ê » x Ä�ÎÏÉ » Ý% ü ï á � · Ä-ÎÏÉyÆ x Ä�ÎÏÉ  ã Ô g « à Ö ß Æ� ã +�[� Ù ËªQ¾ Ý Û = ï , � · Ä�ÎÏÉyÆ x Ä�ÎÏÉ  ã ï + ü � ·wÄ�ÎÏÉÇÆ x Ä�ÎÏÉ  + ï ã . g « à Ö ß Ò
Wir findensomit,  á� Ù G ÌÓ à Ñ ½>Ó ist die Summeder relativistischenBewegungsener-
giendereinzelnenTeilchen.Sieist selbstkeineErhaltungsgröße.Addiertmanjedoch

denBeitrag  á�[� Ù Ñ��� z Û = ï , » · » Ý Ê » x » Ý . g « à Ö ß , soist die Summezeitlichkonstant: á Ùc á� Êp á�[� Ù const. á�[� ist demzufolgenatürlich als EnergiebeitragdeselektromagnetischenFeldeszu

interpretieren.Dieser erscheintals Integral über � Ø Ù Ñ��� , » · » Ý Ê » x » Ý . . Diese

Funktionwird auchalsEnergiedichtedesFeldesbezeichnet.

Die Komponenten ã� ñ È und  ã�[� ñ È faßtmanam bestenzu jeweils einemVektor  �
beziehungsweise/�[� zusammen,für die danngilt � Ù ÌP ã à Ñ ñTã�Æ/�[�yÙ ËªQ¾ È Ý Û = ï � · Æ x� ÒñTã ist derunswohlbekannterelativistischeTeilchenimpulsundsomit  � derGesamt-
impulsallerTeilchen.Er alleinist wiedernichtzeitlichkonstant.Addiertmanaber/�[� ,
sogilt  Ùc � Ê^��~�yÙ const.

Wiederliegt die Interpretationvon /�[� aufderHand: /�[� ist derImpulsdeselektroma-
gnetischenFeldes.

Wir setzenjetzt noch� � ØÚÙ ÌPÓ à Ñ �¹Óô�ËKü ,`� õ ì � ß 
 �Ö . Ý Ú èð ï ÓpÆ (3.25)

� �[��ØÚÙ Ë� ¾ ÈFÝ Ý Û = ï ï , » ·wÄ�ÎÏÉ » Ý Ê » x Ä�ÎÏÉ » Ý . Ò (3.26)
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AusderzeitlichenKonstanzvon
� á ã� Ê � á ã�[� folgtÄ � � Ê � �~�/É�üd�ÊÖÙ � á Ù const. (3.27)� � ist offenbarbis auf einenFaktor der relativistischeSchwerpunktder Teilchen,

und somit ist
� �[� als SchwerpunktdeselektromagnetischenFeldesanzusehen.Glei-

chung(3.27)ist dannnichtsanderesalsderverallgemeinerteSchwerpunktsatz.

AusdenrestlichenErhaltungsgrößen
� ã + Ø�Ù � ã +� Ê � ã +�[� folgt:

û�ØÚÙ ÌPÓ à Ñ � ï Ó Æ�ñyÓ  Ê ËªQ¾ È Ý Û = ï � ï Æ � · Æ x7� (3.28)

ist eineErhaltungsgröße.DerersteTermist offenbardergesamteTeilchendrehimpuls,
undwie bei denanderenErhaltungsgrößenliegt die InterpretationdeszweitenTerms
wiederauf der Hand:Es ist der DrehimpulsdesFeldesselbst.Addiert manihn zum
Teilchendrehimpuls,erhältmaneineErhaltungsgrößeû .

Wir betrachtenjetzt die transformiertenBahnkurven ¸ÎÖÓ�Ù ñ ÷ Ñ Õ ÎÖÓ sowie die transfor-
miertenFelderñ Õ $ . Wir habenauf denSeiten51 bis 53 gezeigt,daßñ Õ É Ä�ÎÏÉ derzu
dentransformiertenBahnkurvengehörendeStromist. Analoggilt diesbeiexakterKo-
piedesBeweisesauchfür ñ Õ ½ � . Gleichfalls ist(i) ñ Õ ½��[� derEnergie-Impuls-Tensordes
transformiertenelektromagnetischenFeldesñ Õ $ . Hierausfolgt: ñ Õ ½ �|��� ist derEnergie-
Impuls-TensorzumFeld ñ Õ $ undzu denBahnkurven ñ ÷ Ñ Õ ÎÖÓ . Sei � å Ù�½ å ç � ç wie
zuvor. Nach(3.9)aufSeite72 gilt für z Û = ï � á Ä�ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß die POINCARÉinvarianzÝ Û = ï � á Ä-ÎÏÉ ÞÞ g « à Ö ß Ù Ý Û = ï Ä¿ñÇÕY� É á Ä�ÎÏÉ ÞÞÞ g « à Ö ß Ò (3.9)

AndererseitsistÄóñ Õ � É å Ù Äóñ Õ ½ É å ç Ä¿ñ Õ � É ç Ò (3.29)

Für Äóñ Õ � É ç gilt aber, wegen � ç Ä�ÎÏÉÖÙN0 ç Ê¢Ã ç ( ï ( und ñ�Ù¬Ä�õ Æ�ÂMÉ ,ñ Õ � ç Ùwõ * ç ý[0 * Ê¢Ã * ( ý¨õ (}� ï � Ê�T ( þ#þ (3.30)Ù�0 � ç Ê¢Ã �ç � ï � Æ (3.31)

wobei 0 � ç ØÚÙuõ * ç Ä�0 * Ê�Ã * ( T ( ÉÇÆ/ æ 0 BeweissieheAufgabe2.5aufSeite47.
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(3.9) und (3.29) auf der vorhergehendenSeiteimplizieren für die Erhaltungsgrößen � å und

� � å ç , die zudentransformiertenFeldernundTeilchenbahnengehören,daß � å 0 �å Ê � � å ç Ã �å ç ÙU å 0på�Ê � å ç Ãtå ç Ò
Hierausfolgt sofort  � å õ ( å Ùc ( (3.32)� � ( * õ å ( õ ç * Ê Ë% ý  � ( õ å ( T ç üW � ( õ ç ( T å þ Ù � å ç (3.33)

oder � � ( * Ù ô�÷ Ñõ Ú ( å ô>÷ Ñõ Ú * ç ô � å ç ü Ë% ÄRT ç  å üW ç T å É Ú Ò (3.33)

Wegen(3.32)und � ÄR�5ÆU�ÜÉ ö ' kannmannunimmereinBeobachtungssystemfinden,
in dem �� ã ÙZ' ( �eÙ Ë:Æ�% Æ�-�É gilt. AußerdemkannaufGrundvon(3.33)derUrsprungdes
Beobachtungssystemsimmer so gelegt werden,daßsich

� � á ã Ù`' ( �eÙ!Ë:Æ�% Æ�-�É ergibt.
EinedannnochverbleibendeDrehungkannsogewähltwerden,daßnur

� � Ñ Ý øÙ`' , aber
sonst

� � ã Ó Ù,' ist.

Ein solchesBeobachtungssystem,in demnurdieGesamtenergie �� á øÙZ' undeineDre-
himpulskomponente

� � Ñ Ý øÙZ' nicht verschwindenundalleanderenErhaltungsgrößen
gleichNull sind,nenntmandasSchwerpunktssystem(englischCenterof MassSystem
oderkurzCMS). SolcheKoordinatensindnatürlichfür dieRechnungsehrgünstig,da
sehrviele GrößenschonohnelangwierigesRechnenals0 bekanntsind.

Übungen

Aufgabe3.1— Energie-Impuls-Tensor

DerEnergie-Impuls-Tensorwurdedefiniertdurch:Ä1½ÚÄ)$ É@É�å ç Ù ËªQ¾À¿ $ å ³ $ ³ ç Ê Ëª $ ²´³ $ ²´³ � å ç Á Ò
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(a) ZeigenSie, daßmit den Feldern · und x die Energiedichte ��Ä ï Æ	Ê©É Ø¹Ù�½ á@ágegebenist durch:�ÍÄ ï Æ	Ê@ÉÏÙ Ë� ¾ ý » ·qÄ ï Æ	Ê©É » Ý Ê » x Ä ï Æ	Ê©É » Ý þ
(b) ZeigenSieauch,daß½ á ã Ù ËÈD� ã Æ

wobei � ��s = mit denKomponenten� ã Ù ÈªQ¾ � · Ä ï Æ	Ê©ÉÆ x Ä ï Æ	Ê©É  ã
der POYNTING-Vektor genanntwird. Dieser hat die physikalischeBedeutung
einerEnergiestromdichte.

Der Energie-Impuls-TensoreinerPunktladungderMasse� , die sichauf einerBahn-
kurve ï Ä��TÉ bewegt, wobei � die Eigenzeitmit ¹�Î � Ä��TÉÆ©Î � Ä��TÉ º Ù È Ý ist, wird definiert
durch:½ å ç� Ä)áÖÉÖÙ]� È _Ý÷ _ ¼ � ï � å Ä��TÉ ï � ç Ä��TÉ+y � ± 
 Ä)á5ü ÎöÄ��TÉ@ÉyÒ
(c) Zeigen Sie, daß für die Komponenten½ á@á� beziehungsweise½ ã á� des Energie-

Impuls-TensorsderPunktladung½ á@á� Ä��ÇÆ	Ê@ÉùÙ � È Ýô ËKü �|�g � ß 
 � ðÖ ð ypÄ�� ü ï Ä�Ê@É@ÉyÆ
beziehungsweiseËÈ ½ Ó á� Ä��ÇÆ	Ê@ÉùÙ � �ï Ó Ä�Ê@Éô ËKü �|�g � ß 
 � ðÖ ð ypÄ�� ü ï Ä�Ê@É@É

gilt. Hierbeiist ï ��Ä��TÉLÙ�� g��� Ä��TÉ und
�ï Ä�Ê@ÉLÙ�� g� ß Ä�Ê@É .

Aufgabe3.2— RelativistischeZweiteilchenkinematik
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In derVorlesungwurdegezeigt,daßim feldfreienFall dieErhaltungsgrößen ( Ù ËÈ Ý ¼ = ï ½ á (� Ä�ÎÏÉ ÞÞÞ g « à Ö ß
einenVierervektor ��Ù ô  á Ú bilden,wobei

 á Ù ËÈ ÌP ã à Ñ ½ ã mit ½ ã Ù �3ã È Ý, Ë ü � õ æ � ß 
 � ðÖ ð . èð Æ
 Ù ÌP ã à Ñ ñTã mit ñTãtÙ �3ã�Ü, Ëöü � õ æ � ß 
 � ðÖ ð . èð Ò

Hierbei ist ½�ã , beziehungsweiseñyã die (relativistische)kinetischeEnergie, respektive
der (relativistische) Impuls des � -ten Teilchens.Für ½ � Ä�ÎÍÉ��\½ �� Ä�ÎÏÉLÙ²Äóñ Õ ½ � É\Ä�ÎÍÉ
wurdegezeigt,daß � sichwie ein kontravarianterTensor1. Stufetransformiert,das
heißt  å �  � å Ù Ä�÷ Ñõ É å ç  ç Ò
(a) ZeigenSie: � ÄR�!ÆU�»É ist einePOINCARÉ-Invarianteund esgilt für ein einzelnes

Teilchen:� Ä�� �Æ[� �©ÉùÙ]� Ýã � È Ý
und ½�ãtÙ ô � Ýã ÈY± Ê È Ý » ñyã » Ý Ò

(b) Zeigen Sie, daß � ein zeitartiger Vektor ist, das heißt � ÄR�!ÆU�ÜÉ ö ' , so daß
es ein Bezugsystem(das “ (C)enter of (M)ass (S)ystem”) gibt, in dem � die

Form �{���¡ ¢¤£ ¢[¥§¦¨ © besitzt.Wir schreibenauch:£ ¢R¥§¦ � È	ª «�¬ �EU�*® , dasheißt,«`¬ �BU�¯® ist dasQuadratdergesamtenkinetischenEnergie in CM-System.

Wir betrachtenjetztdie elastischeZweiteilchenreaktion¬4°   �±   ®`² ¬4°*³ �± ³ ®µ´ ¬4°*¶ �± ¶ ®�² ¬4°9· �± · ®
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wofür die Energie-Impuls-Erhaltunggilt:¸   ² ¸ ³ � ¸ ¶ ² ¸ · (3.34)

Die LORENTZ-invarianten MANDELSTAM-Variablensinddefiniertdurch¹»º � «�¬ ¸   ² ¸ ³  ¸   ² ¸ ³ ®µ� «`¬ ¸ ¶ ² ¸ ·  ¸ ¶ ² ¸ · ®¼ º � «�¬ ¸  ¾½ ¸ ¶  ¸  µ½ ¸ ¶ ®µ� «`¬ ¸ ³ ½ ¸ ·  ¸ ³ ½ ¸ · ®¿¯º � «�¬ ¸   ½ ¸ ·  ¸   ½ ¸ · ®µ� «`¬ ¸ ³ ½ ¸ ¶  ¸ ³ ½ ¸ ¶ ®;À
(c) BerechnenSie ¹  ¼  ¿ (in Termenvon °9Á �± Á  £ Á ) undzeigenSie,daß¹ ² ¼ ² ¿ � È ³-Â ° ³   ² ° ³³ ² ° ³¶ ² ° ³·dÃ 

dasheißt, ¹  ¼  ¿ sindnicht unabhängig.

(d) ZeigenSie,daß ¹ �  ¢~Ä ¬ £ ¢R¥f¦ ® ³ .

Å
Æ]ÇdÈÊÉ�Ë�Ì�ÍÇ Î

ÅÊÆ]ÏdÈÊÉ�Ë�Ì ÍÏ ÎÅ
ÆÑÐ�ÈÊÉ�Ë�Ì�ÍÐ Î
ÅÊÆ]ÒÓÈÊÉ�Ë�Ì�ÍÒÔÎ
Õ Ë�Ì Í

Abbildung 3.2: Zweiteilchenstoßim CM-
System

Um den Streuprozeßkinematischfestzulegen, muß nebender Schwerpunktsener-
gie £ ¢R¥f¦ � È¤Ö ¹ auch noch der Streuwinkel × ¢R¥§¦ im Schwerpunktsystemangege-
ben werden,siehe Abbildung 3.2. Diese Ablenkung drückt man durch die 4-er-
Impulsüberträgȩ   ½ ¸ ¶ von Teilchen1 auf3 aus.
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(e) ZeigenSie,daßgilt:¼ � ¼�Ø ½EÙµÚ�Û
Ü ³ × ¢R¥f¦Ý Þ ± ¢R¥f¦  Þ�Þ ± ¢[¥§¦¶ Þ 
wobei ¼�Ø �ÔßÈ ³ ¬ £ ¢R¥f¦  ½ £ ¢R¥f¦¶ ® ³ ½ ¬ Þ ± ¢R¥§¦  Þ ½ Þ ± ¢R¥f¦¶ Þ ® ³
FürdieTeilchen1 und4 geltendieentsprechendenFormelnmit derInvarianten¿ .

(f) BerechnenSie mit Hilfe der Invarianten¹ , °   und °*³ die kinetischenEnergien£ ¢R¥f¦  und £ ¢R¥§¦³ derTeilchen1 und2 im Schwerpunktsystem:

ßÈ £ ¢[¥§¦  � ¹ ² ° ³   È ³ ½ ° ³³ È ³Ý Ö ¹
ßÈ £ ¢[¥§¦³ � ¹ ² ° ³³ È ³ ½ ° ³   È ³Ý Ö ¹

ZeigenSie,daßentsprechenddie ImpulsbeträgeÞ ± ¢R¥f¦  Þ und Þ ± ¢[¥§¦³ Þ mit Hilfe der
Invariantengeschriebenwerdenkönnenals

Þ ± ¢[¥§¦  Þ � Þ ± ¢R¥§¦³ Þ � ¬R¹ ½ ¬4°   ² °*³ ® ³ È ³ ®KàÄ ¬R¹ ½ ¬4°   ½ °*³ ® ³ È ³ ®KàÄÝ Ö ¹
(g) In einem2-Teilchen-Stoßexperimentbefindetsichoft einesderTeilchen(Teilchen

2) anfangsim Labor in Ruhe.StellenSie die kinetischeEnergie £=áãâUä  sowie den
ImpulsbetragÞ ± áåâæä  Þ desbewegtenTeilchens(Teilchen1) mit Hilfe derInvarianten¹ , °   und °*³ dar:

ßÈ £ áãâUä  � ¹ ½ ° ³   È ³ ½ ° ³³ È ³Ý ° ³ È
Þ ± áãâUä  Þ � ¬R¹ ½ ¬4°   ² °*³ ® ³ È ³ ® àÄ ¬R¹ ½ ¬4°   ½ °*³ ® ³ È ³ ® àÄÝ °*³YÈ

Wir betrachtennundenZerfall einesTeilchensderMasseç in zweiTeilchenmit den
Massen°   und °*³ :¬ çè�±`®¾´ ¬4°   �±   ®`² ¬4° ³ �± ³ ®
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Esgilt die Energie-Impuls-Erhaltung:¸ � ¸   ² ¸ ³ (3.35)

(h) Wannist einsolcherZerfall kinematischmöglich?ZeigenSie,daßim Ruhesystem
derMasseç dieZerfallsenergien £   und £ ³ derTeilchen1 und2 folgendermaßen
durchdie Massenç , °   und °*³ bestimmtsind:

ßÈ £   � ç ³ È ³ ² ° ³   È ³ ½ ° ³³ È ³Ý ç ÈßÈ £ ³ � ç ³ È ³ ² ° ³³ È ³ ½ ° ³   È ³Ý ç È
(i) ZeigenSie,daßin diesemBezugssystemebenfalls die ImpulsbeträgeÞ ±   Þ und Þ ± ³ Þ

durchdie Massenç , °   und °*³ bestimmtsind:

Þ ±   Þ � Þ ± ³ Þ � ¬ ç ³ È ³ ½ ¬4°   ² °*³ ® ³ È ³ ®KàÄ ¬ ç ³ È ³ ½ ¬4°   ½ °*³ ® ³ È ³ ®KàÄÝ ç È
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4 NOETHERtheoremeundPrinzip
derkleinstenWirkung

4.1 Die elektromagnetischenVektorpotentiale
DasVektorpotentialé ¬�ê ® ist einTensorfeld1. Stufe,dasderBedingungë�ìîí � ïïDð ì�ñ í ½ ïïMð í;ñ ì (4.1)

genügt.

SeineExistenzfolgt ausò ë � ¨ À (2.18)é kannexplizit wie folgt konstruiertwerden:

é í ¬�ê ®m�  ó Ø òMô^ô ð ì ë�ìîí ¬ ô ê ® (4.2)

é ist durch(4.1)nicht eindeutigbestimmt:Mit é erfüllt auchÇé ì �Ié ì ² ïïMð ì õ ¬�ê ® (4.3)

mit einerbeliebigenFunktion õ º�ö ´ø÷ dieGleichung(4.1).Die Transformationé ì ´ Çé ì �èé ì ² ïïDð ì õ ¬�ê ® (4.4)

heißtEichtransformation.

Die oben abgeleitetenBeziehungenwerden mathematischgerne im sogenannten
Formenkalküldargestellt.Zunächstheißtein schiefes¬Rù  ¨ ® -Tensorfeldú im ÷�û auch
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Differentialform ù -ter Stufe.Setzenwir¬ ò úF® ì à5üýüýü ìîþ�ÿ à º � ïïMð ì à ú ì Ä üýüýü ì þ�ÿ à ½ ïïDð ì Ä ú ì à ì�� üýüýü ì þ ÿ à ²������	²
² ¬ ½ ß ® � ïïMð ì þ�ÿ à ú ì à5üýüýü ì þ� ���  � á	�   ¬ ½ ß ® á �   ïïMð ì�
 ú ì à üýüýü��ì 
 üýüýü ì þ ÿ à  (4.5)

sowird komponentenweiseeineDifferentialform
ò ú derStufe ù ² ß erklärt.

Esgilt ò ³ � ¨  (4.6)

sowie speziellim ÷ ·±� ò � ò ±�dÀ (2.47)

Falls
ò ú�� ¨ , heißt ú geschlossen. Falls ú�� ò ú�� ist, so heißt ú exakt. Wegen

ò ³ � ¨
ist jedeexakteForm auchgeschlossen.Im ÷ û gilt für singularitätenfreieDifferential-
formenstetsauchdie Umkehrung:

POI NCARÉ-Lemma
Falls

ò ú�� ¨ gilt, sogibt eseineDifferentialformú � ¬Rù ½ ß ® -ter StufemitúL� ò ú � À (4.7)

OhneBeweisgebenwir hiereineFormelfür ú�� an

ú �ì à5üýüýü ì	þ�� à ¬�ê ®Ñ�  ó Ø òMô ú ì�� ì à5üýüýü ì þ�� à ¬ ô ê ® ô ���   ð ì�� À (4.8)

Beispiele:

i). ù � ß , ú � ist die Funktion

ú � ¬�ê ®Ñ�  ó Ø òDô ú ì ¬ ô ê ® ð ì
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ii). ù � Ý , ú � ist die1-Form

ú �í ¬�ê ®Ñ�  ó Ø òMô ú ìîí ¬ ô ê ® ô ð ì
Allgemein ist ú�� nicht eindeutigbestimmt.Es gilt: Mit ú�� erfüllt wegen

ò ³ � ¨ auchÇú��kú � ² ò ú � � dieGleichungú�� ò Çú , wobei ú � � eine ¬Rù ½ Ý ® -Form ist.

Der ZusammenhangzwischenVektorpotentialé und Feldstärketensor
ë

kannalso
kurz in derFormë � ò é (4.9)

unddie Eichtransformationin derFormé ´ Çé �Ié ² ò õ (4.10)

dargestelltwerden.

Der Zusammenhangzwischen� , � und é wird üblicherweisedurchdie kontravari-
antenKomponentenñ ì von é dargestellt:Man setzt ñ Ø � º�� undbildet ausden ñ Á
ein dreidimensionalesVektorfeld ñ . Danngilt� � ½ ßÈ ï ñï ¼ ½ � � (4.11)������� � ñ À (4.12)

Übungen

Aufgabe4.1— DasVektorpotential

Sei ú � ¬�ê ® eineschiefes,kovariantesTensorfeldderStufe ù und !#"	ú � dieRichtungs-
ableitung von ú � nach $ , dasheißt!#"	ú � ¬�ê ® ¬&%   hÀhÀhÀ¤ % � ®µ�('' ¼ ú � ¬�ê ² ¼ % ® ¬&%   hÀhÀhÀd % � ® Þ ) � Ø À
Dannwird durch¬ ' ú � ® ¬�ê ® ¬&%   hÀhÀhÀ¤ % ���   ®µ� �* +-, þ ÿ à . ¬0/ ®ù�132 !#"�4�5 à�6 ú ��7 ¬�ê ® Â % *-8 ³�9 hÀhÀhÀd % *-8 ���   9 Ã
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einTensorfeld
ò ú � derStufe ¬Rù ² ß ® erklärt.Die lineareAbbildung

ò
heißtdieäußere

Ableitung undesgilt:ò ³ ú � � ¨ À
Für die Komponentengilt:¬ ò úF® ì à;:<:<: ìîþ�ÿ à � ïïDð ì à ú ì Ä :<:<: ìîþ�ÿ à ½ ïïMð ì Ä ú ì à ì�� :<:<: ìîþ�ÿ à ²������}² ¬ ½ ß ® � ïïMð ìîþ�ÿ à ú ì à;:<:<: ìîþ À
Wir definierenfür einenFeldstärketensoreinVektorpotential durch

ñ ì ¬�ê ®µ�  ó Ø òDô§ô ð>= ë = ì ¬ ô ê ®;À
Bemerkung: DieseFormel gilt nur dann,falls

ë
keine Singularitätenbesitzt!Dies

schließtinsbesonderedasCOULOMB-Feldaus.

(a) ZeigenSie,daßgilt:ë ¬�ê ®¾� ¬ ò ñ ® ¬�ê ®;À
(b) ZeigenSie,daßfür daselektrischeFeld� ¬ ð  ¼ ®µ� ½@? ��A ò � ¬ ð  ¼ ® ½ ßÈ ïï ¼ ñ]¬ ð  ¼ ®

undfür dasmagnetischeFeld� ¬ ð  ¼ ®��B��� � ñ]¬ ð  ¼ ®
gilt, wobei � ¬ ð  ¼ ®}� ñ Ø ¬�ê ® Þ C � � ¢ ) und ñ]¬ ð  ¼ ® dasVektorfeldmit denKomponentenñ Á ¬�ê ® Þ C � � ¢ )  ¬ED � ß  Ý �F ® ist.

(c) BerechnenSiedasVektorpotentialé ¬ ð  ¼ ® für
(i) einhomogeneselektrischesFeld � ¬ ð  ¼ ®}�G� 8 Ø 9

;
(ii) einhomogenesMagnetfeld� ¬ ð  ¼ ®}�H� 8 Ø 9

;
(iii) dieelektromagnetischeWelleë/ìÓí ¬�ê ®µ� ñ ¬[ù ì-I�í ½ ù í�I`ì ® ÚUÛ
Ü 2 ù-J ð J ²LK 7 À

(d) ErratenSieein Vektorpotentialfür dasCOULOMB-Feldmit demFeldstärketensor
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( MEN ;N;O�� ß )ë/ìÓí ¬�ê ®µ�QP ð ìSRÊí ½ ð íTR
ì¬ M ê ;N;O ³ ½ M ê  ê O5® � Ä À
4.2 DasWirkungsfunktionalderElektrodynamik
In der Mechanikstellt dasPrinzip der kleinstenWirkung ein besonderswirksames
theoretischesHilfsmittel dar. Aus ihm könnendie Bewegungsgleichungenabgeleitet
werdenund mit Hilfe der NOETHER-TheoremedasVerhaltender Lösungenunter
Symmetrietransformationen,sowie die Konstruktionvon Erhaltungsgrößenstudiert
werden.

Wir formulieren jetzt ein Wirkungsfunktional U für Teilchen und Felder in der
Elektrodynamikmit Hilfe einesVektorpotentialsé mit

ë � ò é . Zunächstbeachten
wir, daßwegen

ë � ò é die homogenenMAXWELLgleichungen automatischerfüllt
sind,dasheißt,esgiltò ë � ¨ À (2.18)

DemWirkungsfunktionalgebenwir jetztdie Form(i)U ¬ é  ê   hÀhÀhÀ¤ êWV ®��� ½
V� Á �  
ó ò ¹ Á 2YX ê �Á ¬R¹ Á ®y ê �Á ¬[¹ Á ®[Z àÄ ° Á È ²]\ ÁÈ ñ ì ¬Rê Á ¬R¹ Á ®�® ð � ìÁ ¬R¹ Á ® 7

½ ßß_^T` È ó ò · ð ë�ìîí ¬Rê ® ë ìÓí ¬�ê ®yÀ (4.13)

Wir verlangen:Die tatsächlichenBahnkurven ê Á�¬R¹dÁ ® sindExtremadiesesFunktionals,
dasheißt,für beliebigeVariationena ê�Á�¬R¹¤Á ® , die nur in einemendlichenParameterbe-
reichvon Null verschiedenseinsollen,geltemit derAbkürzungb Ádc º � ê Á ²eKfa ê¾Áòò K U ¬ é �b   c hÀhÀhÀd�b V c ® c � Ø � ¨ À (4.14)

Analog fordern wir: Für beliebige Variation aîé , die nur in einem beschränkten
Raumgebietvon Null verschiedensein sollen, gelte mit der Abkürzung é ¬ K ® º5<g 6 BeachtenSie hjilk�m nnlo;prq ktsunnlo�v q i .



4.2 DasWirkungsfunktionalderElektrodynamik 91�9é ²LKtaîéòò K U ¬ é ¬ K ®y ê   hÀhÀhÀÓ ê V ® c � Ø � ¨ À (4.15)

Hierausfolgen die EULER-LAGRANGE-Gleichungen für Teilchenund Felder. Nach
Gleichung(4.14)aufdervorherigenSeitegilt zunächstmitw Á � ½ 2 X ê �Á  ê �Á Z àÄ °9Á�È ² \ ÁÈ ñ ì ¬�ê Á ® ð � ìÁ 7 (4.16)

¨ � òò K Uyxxxx c � Ø � ½
V� Á �  
ó ò ¹ Á �-ï w ÁïDð ìÁ a ð ìÁ ² ï w ÁïDð � ìÁ a ð � ìÁ ©

� V� Á �  
ó ò ¹¤Á{z a ð ìÁ �-ï w ÁïDð ìÁ ½ � òò ¹¤Á ï w ÁïDð � ìÁ © © ² òò ¹¤Á ï w ÁïMð � ìÁ a ð ìÁ}| À

Der letzte Term liefert keinenBeitrag,da a ð ìÁ außerhalbeinesendlichenIntervalls
verschwindensoll. Da a ð ìÁ einevöllig beliebigeFunktionist, kannauchdasrestliche
Integral nur verschwinden,fallsòò ¹ Á ï w ÁïMð � ìÁ � ï w ÁïDð ìÁ ~ � ¨  ß  Ý �F�À (4.17)

Wertenwir dieseGleichungfür denexplizitenAusdruckfür
w Á aus,sofindenwir° Á È òò ¹dÁ ßM ê �Á  ê �Á O àÄ ð �Á ì ��\ ÁÈ � ïïDð ì ñ í ð � íÁ ½ òò ¹dÁ ñ ì © (4.18)

� \ ÁÈ ë/ìÓí ð � íÁ (4.19)

oder °9Á�È ³ òò ¹dÁ ßM ê �Á  ê �Á O àÄ ê �Á � \ Á ë ¬[ê/Á ® ê �Á À (4.20)

Das heißt aber, daßdie EULER-LAGRANGE-Gleichungen, die zu unsererWirkung
gehören,tatsächlichunserealten Bewegungsgleichungenin 4-dimensionalerForm
sind.
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Variierenwir nundasFeldselbstnachGleichung(4.15)aufdervorhergehendenSeite,
sofindenwir¨ � òò K U ¬ é ¬ K ®� ê   hÀhÀhÀ¤ êWV ® c � Ø� ½

V� Á �  
ó ò ¹¤Á \ ÁÈ a ñ ì ¬�ê ÁM¬R¹dÁ ®5® ê � ìÁ ¬[¹¤Á ®

½ ß� ` È ó ò · ð � ïïDð ì a ñ í ½ ïïMð í a ñ ì © ë ìÓí ¬�ê ®� ½ ßÈ ó ò · ð a ñ í ¬�ê ®����� V� Á �   \ Á
óu� a ¬�ê ½ ê ÁM¬R¹dÁ ®5® ð � íÁ ¬R¹dÁ ®�� ò ¹¤Á ½ ßÙ ` ïïMð ì ë ìîí ¬�ê ®��

½ ßÙ ` È ó ò · ð ïïMð ì ¬ a ñ í ë ìîí ¬�ê ®�®aÓé verschwindetnunnachVoraussetzungaußerhalbeinesbeschränktenGebietes.Das
letzteIntegral könnenwir deshalbnachdemGAUSSschenSatzin ein Flächenintegral
umwandeln,wobeidie FlächeunserGebietumschließt.Der IntegranddesFlächenin-
tegralsverschwindetaber, da aîé dort Null ist. Beachtenwir nun,daß a ñ ì einevöllig
beliebigeFunktion ist, so kanndasersteIntegral nur identischverschwinden,wenn
tatsächlichï ë ìÓíïMð ì � Ù `È É í ¬Rê ® (2.19)

mit É ¬�ê ®Ñ� È V� Á �   \ Á
ó ò ¹¤Á a ·¾¬�ê ½ ê Á ® ê �Á (2.51)

gilt. Wir erkennendie inhomogenenMAXWELLgleichungenmit demkorrektenAus-
druckfür denViererstromwieder.

Sei ± eine POINCARÉtransformation. Im Wirkungsfunktional ersetzenwir nunê Á durch ± �    ê Á und é durch ±  é . Es gilt zunächst
ò ±  éb��±  ò é und somit



4.2 DasWirkungsfunktionalderElektrodynamik 93ë ¬ ±  é9®���±  ë ¬ é9® . Ebenfalls ist ±  ë/ìÓí ±  ë ìîí �]±  ¬ ë�ìîíîë ìÓí ® unddamitó ò · ð ±  ë/ìÓí ±  ë ìÓí � ó ò · ð ë�ìîíîë ìÓí À (4.21)

Weitergilt� òò ¹¤Á �  ±  ê Á  òò ¹¤Á �  ±  ê Á�� � X ê �Á  ê �Á Z (4.22)

sowie ¬ ±  ñ ® ì � �  ±  ê Á © � �  ±  ê Á © � ì � ñ ì ¬�ê Á ® ð � ìÁ À (4.23)

Somitfindenwir insgesamtU � ±  é  �  ±  ê   hÀhÀhÀÓ �  ±  ê V © ��U ¬ é  ê   hÀhÀhÀ¤ ê V ®;À (4.24)

Hierausfolgt das

1. NOETHERtheorem

Sind der Feldstärketensor
ë

und die Bahnkurven ê Á Lösungender MAXWELL-
EINSTEIN-LORENTZ-Gleichungen,sogilt diesauchfür ±  ë und ± �    ê Á .

Beweis:
ë

und die Bahnkurven ê Á sind Extremader Wirkung S. Wegender Invari-
anzderWirkungunterderSubstitutionê Á ´@± �    ê Á , ë ´@±  ë gilt diesauch
für die transformiertenFelderund Bahnkurven; sie sind ebenfalls Extrema.
Damitgeltenauchfür diesedie EULER-LAGRANGE-Gleichungen, die ande-
rerseitsgleichdenMAXWELL-EINSTEIN-LORENTZ-Gleichungensind.

Die Größe
w Á nenntmanLAGRANGEfunktion desD -tenTeilchensundwW��� ¬�ê ®m� ½ ßß_^T` È ë/ìÓí ¬�ê ® ë ìîí ¬[ê ® (4.25)

heißtLAGRANGEdichtedeselektromagnetischenFeldes.

Die totaleLAGRANGEdichtewird durchw��E��� ¬Rê ®Ñ� wW�&� ¬Rê ®�² V� Á �  
ó w Á�¬Rê ®ja ·¾¬[ê ½ ê Á�¬R¹dÁ ®5® ò ¹dÁ (4.26)
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definiert.Siehängtimplizit von denBahnkurven ê Á unddemFeld é ab:w��E��� ¬�ê ®m� w��E��� ¬�ê Ué  ê   hÀhÀhÀd ê V ® (4.27)

Undmanüberprüftwie obenleicht die Identität¬ ±  wW����� ® ¬[ê Ué¯ ê   hÀhÀhÀd ê V ®Ñ� w��E��� � ê �±  é  �  ±  ê   hÀhÀhÀÓ �  ±  ê V © À (4.28)

Sei nun ± c eine einparametrigeScharvon POINCARÉtransformationenmit ± Ø � ß � .Speziellkönnenwir die Form± c  ê ��Kf�k²e���r� ¬ úWK ® ê (4.29)

mit út���/� ½ ú��_� annehmen.Esfolgt�  ± c  ê �����j� ¬ ½ K�úF® ¬�ê ½ Kf� ®� (4.30)

sowie òò K ± c  ê xxxx c � Ø ���k²Lú ê ��� ¬�ê ®y (4.31)òò K �  ± c  ê xxxx c � Ø � ½ ¬ �k²�ú ê ®Ñ� ½ � ¬�ê ®yÀ (4.32)

OffenbargiltïïMð c �{� ¬�ê ®�² ïïDð � � c ¬�ê ®Ñ� ¨ À (3.12)

Wir differenzierenjetzt beideSeitenvon (4.28)nach K undsetzenK gleichNull. Mit
denBezeichnungen 

é º � òò K ± c é xxxx c � Ø (4.33)¡ë º � òò K ± c ë xxxx c � Ø (4.34)

ergibt sich� c ïïDð c wW����� ¬�ê ®µ�
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� V� Á �  
ó °9Á)È X � ¬�ê Á ® �  ê �Á ZM ê �Á  ê �Á O àÄ a · ¬Rê ½ ê Á ® ò ¹ Á

² V� Á �  
ó \ ÁÈ£¢ ñ ì ¬�ê Á ®j� ì ¬Rê Á ® � ²¤�¦¥ ¬Rê Á ® ïïMð ¥ ñ ì ¬�ê Á ® ð � ìÁ¨§ a ·¾¬�ê ½ ê Á ® ò ¹¤Á

² V� Á �  
ó ò ¹¤Á w Á�¬Rê ®r� ì ¬�ê Á ® ïïDð ì a ·¾¬�ê ½ ê Á ®

½ ¡ñ ì ¬Rê ® É ì ¬�ê ® ½ ß� ` È ¡ë�ìîí ¬�ê ® ë ìÓí ¬Rê ®
Die Ableitungvon � kanndurchpartielleIntegrationeliminiert werden;benutztman
zusätzlichdie Bewegungsgleichungen,sofolgt� c ïïDð c wW����� ¬Rê ®��� V� Á �  

ó ò ¹ Á � M©� ¬�ê Á ®� ê �Á OM ê �Á  ê �Á O àÄ ° Á È ²ª\ ÁÈ ñ ì ¬�ê Á ®�� ì ¬[ê Á ® � òò ¹¤Á a · ¬�ê ½ ê Á ®
² V� Á �  

ó ò ¹¤Á w Á�¬Rê ®r� ì ¬�ê Á ® ïïDð ì a ·¾¬�ê ½ ê Á ®
½ ¡ñ ì ¬Rê ® É ì ¬�ê ® ½ ß� ` È ¡ë�ìîí ¬�ê ® ë ìÓí ¬Rê ®;À

Andererseitsgilt¡ñ ì ¬�ê ®µ�«� c ïïMð c ñ ì ² ñ � ú �ì
� ½ ë/ìÓí � í ² ïïDð ì ñ¬c � c

sowie ¡ë�ìîí ¬Rê ®��«� � ïïDð � ë/ìÓí ² ë � í ú �ì ² ë í ��ú �ì
� ½ ïïDð ì ë í �r� � ² ïïMð í ë ì �j� �
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und � � ïïMð � w ����� ¬�ê ®µ� V� Á �  
ó ò ¹ Á w Á � ì ïïMð ì a · ¬Rê ½ ê Á ®

½ ß� ` È � � � ïïMð � ë/ìÓí ¬Rê ® © ë ìÓí ¬�ê ®yÀ
Setztmanalles in die letzteGleichungein und bringt alle Termeauf eineSeite,so
ergibt sich¨ � ½

V� Á �  
ó ò ¹dÁ ð � ìÁ  ð � íÁM ê �Á  ê �Á O àÄ °9Á)È � ì ¬�ê ® ïïMð í a ·¾¬�ê ½ ê Á ®

½
V� Á �   \ ÁÈ

ó ò ¹¤Á ¢ � òò ¹ Á ñ ì � ì © a ·¾¬�ê ½ ê Á ®�² ñ ì � ì òò ¹ Á a ·¾¬Rê ½ ê Á ® §² ë/ìÓí � í É ì ² ßÙ ` È � ïïDð ì ë í �S� � © ë ìÓí ½ ßß_^T` È � � ïïDð � ë�ìîí	ë ìÓí
Die zweiteZeileverschwindetidentischundderRestkannmit Hilfe derinhomogenen
MAXWELLgleichungen in derFormßÈ ïïDð ì £ ìÓí����� ¬�ê ®j� í ¬�ê ®Ñ� ¨

(4.35)

mit demunswohlvertrautenEnergie-Impuls-Tensorvon TeilchenundFeldgeschrie-
benwerden.

Wir habensoebenbewiesen:

2. NOETHERtheorem

Ist ± c eineeinparametrigeScharvon POINCARÉtransformationen, sogilt¬ ± c w ����� ® ¬Rê Ué  ê   hÀhÀhÀd ê�V ®¾� w �E��� 2 ê �± c é  �  ± c  ê   hÀhÀhÀ¤ �  ± c  ê�V 7 (4.28)

undhierausfolgt ïïMð ì £ ìîí����� ¬�ê ®�� í ¬�ê ®µ� ¨
(4.35)

Wie wir ausdieserBeziehungErhaltungsgrößendurch Integration über raumartige
Flächenerhaltenundwie sichdieseErhaltungsgrößentransformieren,ist ausKapitel3
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bekannt.

Neben den POINCARÉtransformationen lassenauch die Eichtransformationendie
Wirkung invariant. Es gilt nämlich für eine Funktion õ ¬Rê ® , die im Unendlichen
verschwindet,mit Çéb�9é ² ò õ :U 2 Çé  ê   hÀhÀhÀd ê V 7 ��U ¬ é  ê   hÀhÀhÀd ê V ® ½ V� Á �   \ ÁÈ

ó ò ¹dÁ ïïDð ì õ ¬Rê ® ð � ìÁ
�QU ¬ é  ê   hÀhÀhÀÓ ê V ® ½ V� Á �   \ ÁÈ ¬ õ ¬Rê Á�¬� ®5® ½ õ ¬Rê Á�¬ ½  ®5®�®

Die Summeauf der rechtenSeiteist abernachVoraussetzungNull. Mit é ist also
auch Çé ExtremumderWirkung,wasnatürlichsoseinmuß,da é generellnur bis auf
eineEichtransformationbestimmtist. Setztenwir Çé c �Né ²®K ò õ , soerhaltenwir eine
einparametrigeScharvon Eichtransformationen.AusderExtremalbedingung¨ � òò K U 2 Çé c  ê   hÀhÀhÀ¤ ê V 7 xxxx c � Ø � ½ ó ò · ð ï õ ¬�ê ®ïDð ì É ì ¬�ê ®� ó ò · ð õ ¬�ê ® ò Û°¯ É ¬Rê ®
schließenwir, da õ ¬Rê ® völlig beliebiggewähltwerdenkann,daß

ò Û°¯ É ¬�ê ® gleichNull
ist.

ò Û±¯ É ¬Rê ®µ� ¨ bedeutet,wie wir bereitsgesehenhaben,daßder Viererstromeine
Erhaltungsgröße,nämlichdie GesamtladungdesSystems,erzeugt.
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5 LösungenderMAXWELLschen
Gleichungen

5.1 VektorpotentialeundEichbedingungen
In diesemKapitelwollenwir unsdamitbeschäftigen,beivorgegebenerStrom-undLa-
dungsdichteLösungender MAXWELLschenGleichungenzu finden.Die homogenen
MAXWELLschenGleichungensinddurchdenAnsatzë � ò é* (5.1)

mit demin Kapitel4 die Vektorpotentialeeingeführtwurden,soforterfüllt.

Wie wir in Kapitel 4 gesehenhaben,ist die Existenzder Vektorpotentialedurchdas
POINCARÉ-Lemmagarantiert.Allerdingskönnenwir é nocheinerEichtransformati-
on é ´ Çé �Ié ² ò õ (5.2)

mit einer willkürlichen Funktion õ unterwerfen,ohne den Feldstärketensor
ë

zu
ändern,dennesgiltò Çé � ò é ² ò ³ õ � ë 
wegenò ³ � ¨ À (5.3)

DieseEichfreiheit bedeutet,daßdie Vektorpotentialeeiner zusätzlichenBedingung
unterworfenwerdenkönnen.Wir fordernspeziellïïMð ì/ñ ì � ¨

(5.4)
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Falls dieseBedingunggilt, sprechenwir von derLORENTZeichungderVektorpoten-
tiale. Sie ist stetserfüllbar. Dennwenn ñ ì nicht direkt dieserBedingunggenügt,so
gilt für Çéb�9é ² ò õ

ïïMð ì Çñ ì � ïïDð ì ñ ì ² õ  (5.5)

wobei º � « ìÓí ïïDð ì ïïDð í (5.6)

denD’ ALEMBERT-Operator bezeichnet.Mit Hilfe desLAPLACEoperators² � ¶� Á �   ï ³ïMð Á ³ (5.7)

läßtsichdieseroffenbarauchin derForm� ï ³ïDð Ø ³ ½ ²
(5.8)

schreiben.In Gleichung(5.5) läßtsich õ stetssowählen,daßïïMð ì Çñ ì � ¨
gilt. Gleichzeitigsehenwir, daßdie Bedingung(5.11) auf der nächstenSeitenoch
immerEichtransformationenmit Funktionenõ erlaubt,die derGleichungõ � ¨
genügen.

Die inhomogenenMAXWELLschenGleichungenwerdenjetzt zu Bestimmungsglei-
chungenfür die Vektorpotentiale.Esergibt sichunmittelbar:ñ ì ½ « ì c ïïDð c ïïDð � ñ � � Ù `È"É ì (5.9)

Liegt dasPotentialin LORENTZeichungvor, so verschwindetder zweite Term der
linkenSeiteundwir erhaltenin diesemFallñ ì � Ù `È É ì (5.10)
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DerD’ ALEMBERT-Operator kommutiertmit derAktion derPOINCARÉgruppe.Eben-
soist die EichbedingungïïMð ì ñ ì � ¨

(5.11)

manifestPOINCARÉinvariant.DieGleichung(5.10)aufdervorhergehendenSeitestellt
also eine POINCARÉinvarianteBeziehungzwischender Viererstromdichteund dem
Vektorpotentialdar.

Bei andererWahl der Eichbedingungist dies nicht der Fall. Wir betrachtendie
sogenannteCOULOMBeichung:¶� Á �   ïïDð Á ñ Á � ¨
Sie ist offensichtlichnicht POINCARÉinvariant.Dementsprechendergebendie inho-
mogenenMAXWELLschenGleichungenjetzt:

½ ² ñ Ø � Ù `ÈbÉ Ø (5.12)ñ Á � Ù `ÈbÉ Á ½ ïïMð Á ïïDð Ø ñ Ø (5.13)

5.2 Die retardiertenPotentiale
In derFolgenehmenwir nunwiederan,daßdieVektorpotentialein LORENTZeichung
vorliegen.Die Viererstromdichteschreibenwir in derFormÉ ì � É ì Â ð  ð Ø Ã 
um die Abhängigkeit von derZeit besonderszu isolieren.

Wir wollennunbeweisen,daßdurchdie Formelñ ì³ � � Â ð  ð Ø Ã � ßÈ ó É ì Â©´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ ò ¶l´ (5.14)

einespezielleLösungderGleichung(5.10)aufdervorhergehendenSeitedefiniertist,
falls für jedesfeste ð Ø die Stromdichte É ì Â ð  ð Ø Ã für Þ ð Þj¶¸· verschwindet.· ist
hierbeieinehinreichendgroße,endlicheKonstante.

DerBeweisbedarfeinigerVorbereitungen:
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Zunächstwählenwir einebeliebigeFunktion ¹ ¬4¿ ® in einerreellenVariablen ¿ und
setzenfür ein festeś

»º ÷ ¶ :¼ Â ð  ð Ø Ã º �Q¹ Â ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ (5.15)

Dannüberzeugtmansichleicht,daßjetzt für alle ð¾½� ´
stets¼ � ¨

gilt. Speziellfür
¼ � ß folgt hieraus

½ ² ßÞ ð ½ ´ Þ � ¨
(5.16)

für ð¾½� ´
.

In einem zweiten Schritt studierenwir die Lösungsfunktionen¿ º ÷ ¶ ´ ÷ der
sogenanntenPOISSONgleichung

½ ² ¿9� Ù `�À À (5.17)À º ÷ ¶ ´ø÷ ist dabeieinevorgegebeneFunktion,von derwir annehmenwollen, daß
siefür hinreichendgroßesÞ ð Þ identischverschwindet,dasheißt,esgiltÀ ¬ ð ®Ñ� ¨

für alle Þ ð Þ¨¶Á· À
Setzenwir¿ ¬ ð ®Ñ� ó ò ¶0´ À ¬ ´ ® µ Þ ð ½ ´ Þ
wobeiüberdengesamten÷ ¶ zu integrierenist, sogilt offenbar¿ ¬ ð ®Ñ� ó ò ¶ ´ À ¬ ´ ² ð ® µ Þ ´ Þ À
Benutzenwir jetztdie obengefundeneIdentität

²  Â Ã�Â � ¨ für
´ ½� ¨ , sofolgt² ¿ ¬ ð ®�� ó ò ¶ ´ ² À ¬ ´ ² ð ® µ Þ ´ Þ� ó ò ¶ ´ ¢ ² À ¬ ´ ² ð ® µ Þ ´ Þ ½ À ¬ ð ² ´ ® ² ßÞ ´ Þ §� ó ò ¶0´ ò Û°¯¨Ä ¬ ´ ®;À
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Für festesð ist dasVektorfeld Ä in ÷ ¶ durch

Ä ¬ ´ ® º � � À ¬ ´ ² ð ®Þ ´ Þ ½ À ¬ ð ² ´ ® � ßÞ ´ Þ
definiert.

Ist Å ¬0Æ    ÆÓ³ ® dasGebietÅ ¬EÆ    Æ ³ ® º �ÈÇ ´Éº ÷ ¶jÊ Þ ´ Þ�Ë Æ  fÌ Þ ´ Þ�¶ Æ ³YÍ
mit denRandflächenÎ   º � Ç ´Ïº ÷ ¶�Ê Þ ´ Þ � Æ   ÍÎ ³rº � Ç ´Ïº ÷ ¶ Ê Þ ´ Þ � ÆÓ³ Í 
sogilt offenbar² ¿ ¬ ð ®�� Ð Û±ÑÆ   ´ Æd³ ´ ¨

óÒ 8ÔÓ à�Õ Ó Ä 9 ò ¶l´ ò Û°¯»Ä ¬ ´ ®
� Ð Û±ÑÓ à�ÖØ× óÙ à ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ ½ Ð Û±ÑÓ Ä Ö Ø óÙ Ä ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿�À

Ä ¬ ´ ® verschwindetebensowie À ¬ ´ ® identischfür hinreichendgroße Þ ´ Þ . Der erste
Grenzwertliefert somitkeinenBeitrag.DerzweiteTermergibt nachFormel(1.16)auf
Seite9 Ð Û±ÑÓ Ä Ö Ø óÙ Ä ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ � Ð ÛÚÑÓ Ä Ö Ø Æ ³³ÜÛó Ø ³ Ûó Ø M Ä ¬ ð ² Æd³ ´ Ø ®; ´ Ø O Ú�Û
Ü × ò ¹ ò ×
mit ´ Ø � ÝÞ ÚUÛ
Ü ×�ß�� Ú ¹ÚUÛ
Ü × Ú�Û
Ü ¹ß�� Ú × àá À
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ExplizitesEinsetzenvon Ä ergibt

Ð Û±ÑÓ Ä Ö Ø óÙ Ä ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ � À ¬ ð ®t� Ûó Ø ³ Ûó Ø Ú�Û
Ü × ò ¹ ò ×7� Ù `�À ¬ ð ®
unddamit² ¿9� ½BÙ `�À À¿ ist alsoeinespezielleLösungderPOISSONgleichung.

Die Tatsache,daßÀ ¬ ´ ® für Þ ´ Þr¶â· identischverschwindet,bedeutet,daßim Integral¿ ¬ ð ®Ñ� ó ò ¶ ´ À ¬ ´ ® µ Þ ð ½ ´ Þ
dieIntegrationnurübereinendlichesGebietzuerstreckenist. Deshalbbleibenfür alle
hinreichendgroßenBeträgevon ð die Funktion¹ ¬ ð ®(� Þ ð Þ ¿ ¬ ð ®
undihreerstenAbleitungenbeschränkt.

Nungilt aber: Liegt eineandereLösung ¿�� der POISSONgleichungmit der gleichen
Eigenschaftvor, somußsiemit ¿ identischsein.

Wir skizzierendenBeweis:Die Differenzõ º ��¿ ½ ¿ �
erfüllt ² õ � ¨ À
Hierausfolgt für festesð , daßfür

´ ½� ð dasVektorfeld Ä mit

Ä ¬ ´ ®Ñ� ßÞ ´ ½ ð Þ � õ ¬ ´ ® ½ õ ¬ ´ ® � ßÞ ´ ½ ð Þ
die Gleichung

ò Û°¯»Ä � ¨ erfüllt. ZumBeweiswird
²  Â Ã � C Â � ¨ sowie

² õ � ¨ benutzt.
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Mit ¿ und ¿ � genügtauch õ demobengenanntenBeschränktheitskriterium. Hieraus
läßt sich durchexplizite Rechnungzeigen,daßdasFlächenintegral von Ä überdie
Kugel

Î   vom RadiusÆ   im Limes Æ   ´  gegenNull strebt,dasheißtÐ Û±ÑÓ à Öã× óÙ à ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ � ¨
Für eineKugelum ð mit RadiusÆd³ gilt im Limes Æd³ ´ ¨

analogwie obenausgeführt:Ð Û±ÑÓ Ä Ö Ø óÙ Ä ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ � Ù ` õ ¬ ð ®
Auf GrunddesGAUSSschenSatzesfindenwir deshalb:

½^Ù ` õ ¬ ð ®�� Ð Û±ÑÓ à�ÖØ× óÙ à ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿ ½ Ð Û±ÑÓ Ä Ö Ø óÙ Ä ½ ´ Ä � ½ ´ò ¿
� ó ò ¶©´ ò Û°¯»Ä ¬ ´ ®Ñ� ¨

Die Differenz unsererbeiden Lösungenmuß also in der Tat verschwinden,die
Lösungensindidentisch.

Jetzt sind wir in der Lage zu zeigen,daß durch die Formel (5.14) auf Seite 100
eine Lösungvon (5.10) auf Seite99 gegebenist. Zunächstteilen wir in (5.14) das
Integrationsgebietaufñ ì³ � � Â ð  ð Ø Ã � ßÈ óÂ C � Ã�Â ä{å ò ¶ ´ É ì Â©´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ãfµ Þ ð ½ ´ Þ

² ßÈ óÂ C � Ã�Â æ{å ò ¶0´ É ì Â ´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ã µ Þ ð ½ ´ Þ
Wendenwir denOperator jetztauf ñ ì³ � � an,sodarfer im zweitenSummandenunter
dasIntegral gezogenwerdenund annihiliert, wie zu AnfangdesAbschnittsgezeigt
wurde,denIntegranden.Esgilt somitñ ì³ � � � ßÈ óÂ C � Ã�Â ä{å ò ¶ ´ É ì Â©´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ (5.18)
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DasHilfsfeld� ì Â ð  ð Ø Ã � ßÈ ó ò ¶ ´ É ì Â©´  ð Ø Ãfµ Þ ð ½ ´ Þ (5.19)

ist LösungderPOISSONgleichung

½ ² � ì � Ù `È É ì (5.20)

undmanschließtin vollständigerAnalogiezu (5.18)aufdervorherigenSeite

½ ² � ì � ½ ² ßÈ óÂ C � Ã�Â ä{å ò ¶ ´ É ì Â&´  ð Ø Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ (5.21)

Aus (5.18),(5.20)und(5.21)folgt damitñ ì³ � � ¬ ð ® ½ ßÈ>É ì ¬ ð ®µ� (5.22)

� ï ³ïDð Ø ³ ßÈ óÂ C � Ã�Â ä{å ò ¶ ´ É ì Â&´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ ½ (5.23)

½ ² ßÈ óÂ C � Ã�Â ä{å ò ¶©´ Â É ì Â ´  ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ Ã ½ É Ø Â ´  ð Ø ÃÓÃ µ Þ ð ½ ´ Þ
Im erstenSummandenkanndie zeitlicheDifferentiationunterdasIntegral gezogen
werden.Der Integrandbleibt regulärundverschwindetdeshalbfür . ´ ¨

. Im zweiten
Summandensorgt nun die Differenz im Integrandendafür, daß dieser auch fürð � ´

regulär bleibt. Deshalbdarf hier wieder die Differentiationunter dasIntegral
gezogenwerdenund das Resultatverschwindetebenfalls für . ´ ¨

. Nun muß die
Gleichung(5.18)auf dergegenüberliegendenSeiteoffensichtlichauchim Grenzwert. ´ ¨

gelten,woraussofortñ ì³ � � � Ù `È É ì
folgt.

Die durchdie Gleichung(5.14)aufSeite100definiertenspeziellenLösungenwerden
als retardiertePotentialebezeichnet.Der Grunddafür liegt darin,daßihre Werteam
Raumzeitpunktê º ÷ · durchIntegrationderViererstromdichteüberRaumzeitpunkte



106 5 Lösungender MAXWELLschenGleichungenb gewonnenwerden,die zeitlich früher liegen.Präzisegilt offenbarfür dieseRaum-
zeitpunkte´ Ø � ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ
woraus«»¬ b ½ ê �b ½ ê ®�� ¨ folgt. Die Raumzeitpunkte,die zum Wert von ñ ì³ � � ¬�ê ®
beitragen,liegenalsoaufdemvon ê ausin die VergangenheitgerichtetenLichtkegel.

Abschließendwollen wir nochverifizieren,daß ñ ³ � � die LORENTZbedingungerfüllt.
Wir finden durch einfacheVariablentransformationdes Integrals in (5.14) auf Sei-
te100,daßñ ³ � � alternativ in derFormñ ì³ � � Â ð  ð Ø Ã � ßÈ ó ò ¶ ´ É ì Â0´ ² ð  ð Ø ½ Þ ´ Þ Ã}µ Þ ´ Þ
dargestelltwird. HierausfolgtïïMð ì ñ ì³ � � Â ð  ð Ø Ã � ßÈ ó ò ¶ ´ ¬ ò Û°¯ É ® Â©´ ² ð  ð Ø ½ Þ ´ Þ Ãtµ Þ ´ Þ� ¨
alsunmittelbareKonsequenzderDivergenzfreiheitdesViererstroms.

5.3 Die Vektorpotentialeeinerbewegten
Punktladung

Die Ergebnissedes letztenAbschnittserlaubenuns, die Vektorpotentialeeiner be-
wegtenPunktladungdirekt zu berechnen.NachGleichung(2.51)auf Seite92 hatdie
ViererstromdichteeinerPunktladung\ die FormÉ ì ¬ b ®(� È \ ó ò ¹�ç � ì ¬R¹ ®èa · ¬ b ½êé ¬[¹ ®5®;Àé ¬R¹ ® beschreibtdie Bahnkurve derLadungim ÷ · mit einerbeliebigenParametrisie-
rungdurch ¹ . Setzenwir diesin die Gleichung(5.14)auf Seite100ein,soergibt sich
zunächst,wennwir wiederdie Zeitabhängigkeit isolieren,ñ ì Â ð  ð Ø Ã �� \ ó ò ¹ ò ¶ ´ ç � ì ¬R¹ ®ja ¶ ¬ ´ ½ ç ¬R¹ ®5®èa   Â ð Ø ½ Þ ð ½ ´ Þ ½ ç Ø ¬[¹ ® Ãtµ Þ ð ½ ´ Þ
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� \ ó ò ¹�ç � ì ¬R¹ ®ja   Â ð Ø ½ Þ ð ½ ç ¬~¹ ® Þ ½ ç Ø ¬R¹ ® Ãfµ Þ ð ½ ç=¬[¹ ® Þ
Besitzt ¿ ¬R¹ ® anderStelle ¹ Ø seineeinzigeNullstelle,sogilt die allgemeineFormeló ò ¹ ¹ ¬R¹ ®ja   ¬ ¿ ¬R¹ ®5®Ñ� ¹ ¬R¹ Ø ®Þ ¿ � ¬R¹ Ø ® Þ
mit ¿ ¬[¹ Ø ®�� ¨ . In unseremFall ist ¿ ¬R¹ ®�� ð Ø ½ Þ ð ½ ç=¬R¹ ® Þ ½ ç Ø ¬R¹ ® . Hierausfolgt fürñ ì : ñ ì Â ð  ð Ø Ã � \ ç � ì ¬ ô Ó ® µ ¢ Þ ð ½ ç ¬ ô Ó ® Þ � ç � Ø ¬ ô Ó ® ½ M ð ½ ç ¬ ô Ó ®y ç � ¬ ô Ó ®;OÞ ð ½ ç=¬ ô Ó ® Þ © §
mit

ð Ø ½ Þ ð ½ ç ¬ ô Ó ® Þ ½ ç Ø ¬ ô Ó ® º � ¨ À
Beachtetmandie letzteBedingung,sokanndemVektorpotentialdie manifestkovari-
anteForm:ñ ì ¬�ê ®Ñ� \ ç � ì ¬ ô Ó ® µ « Â ê ½êé ¬ ô Ó ®æ é � ¬ ô Ó ® Ã (5.24)

mit

ð Ø ½ Þ ð ½ ç ¬ ô Ó ® Þ ½ ç Ø ¬ ô Ó ® º � ¨
(5.25)

gegebenwerden.ñ ì hängtalsoin zweifacherWeisevon ê ab: ê erscheinteinmalexplizit in (5.24)und
wieder implizit durchdie Funktion

ô Ó ¬Rê ® , die man erhält,wenn (5.25) nach
ô Ó für

festesê aufgelöstwird.

Die gefundenenVektorpotentialeheißenauchL I ÉNARD-W I CHERT-Potentiale einer
bewegtenLadung.SiebestimmendenFeldstärketensor0ë�ìîí ¬Rê ®(� ïïDð ì/ñ í ½ ïïDð íyñ ì À
Man findet hier, daßnur die implizite ê -Abhängigkeit (über

ô Ó ) zu
ë/ìÓí

beiträgt.Es
gilt daherë�ìîí � ï ô ÓïMð ì ïï ô Ó ñ í ½ ï ô ÓïDð í ïï ô Ó ñ ì 
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sowie ïï ô Ó ñ ì � ¢ ç � �ì ½ ç �ì « ¬�ê ½ëé  é � �Ê®«p¬Rê ½ëé  é � ® ² ç �ì «p¬ é �4 é �
®« ¬Rê ½êé  é � ® § µ « Â ê ½êé  é � Ã
Die Bedingung(5.25)impliziert«»¬�ê ½êé ¬ ô Ó ®; ê ½êé ¬ ô Ó ®�®(� ¨ À
Differenziertmannachð ì , sofolgt hieraus

ð ì ½ ç ì ¬ ô Ó ® ½ « Â ê ½êé ¬ ô Ó ®y é � ¬ ô Ó ® Ã ï ô ÓïDð ì � ¨
oder ï ô ÓïMð ì � ¬ ð ì ½ ç ì ¬ ô Ó ®5® µ « Â ê ½êé ¬ ô Ó ®; é � ¬ ô Ó ® Ã À
Wir könnendeshalb

ë ìîí
in derFormë ìîí � \«p¬[ê ½êé  é � ® ³Øì ¬ ð ì ½ ç ì ®jí í ½ ¬ ð í ½ ç í ®jí ì î ²

² \ «»¬ é �4 é �Ê®« ¬Rê ½êé  é � ® ¶ � ¬ ð ì ½ ç ì ® ç �í ½ ¬ ð í ½ ç í ® ç �ì � (5.26)

schreiben,wobeií ì � ç � �ì ½ ç �ì «»¬�ê ½êé  é � �
®«p¬[ê ½êé  é � ® (5.27)

gesetztwurde. é  é �4 é � � sind dabeiFunktionenvon
ô Ó , und

ô Ó selbstwird durch
Auflösenvon (5.25) eineFunktionvon ê . Bei bekannterBahnkurve é ¬[¹ ® ist damit
dasvon derPunktladungerzeugteelektromagnetischeFeldvollständigbestimmt.

Wir untersuchenjetztdenFeldstärketensoretwasnäher. Dazunehmenwir o.B.d.A.an,
daß é durchdie Bogenlänge¹ parametrisiertist, dasheißtesgilt «p¬ é �4 é �
® =1. Ferner
wollenwir zunächstdie gleichförmigeBewegungderLadung\ voraussetzen:

é ¬R¹ ®m��N ¹
undsomit é � �ÏN . Die Berechnungvon

ô Ó ergibt nach(5.25)ô Ó ¬[ê ®m� ½ðï « ¬ N  ê ® ³ ½ « ¬Rê  ê ®�ñ àÄ ² «p¬ NU ê ®;À
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Gleichung(5.26)liefert deshalbdasFeldë�ìîí � \ï «»¬ N  ê ® ³ ½ « ¬Rê  ê ® ñ � Ä ì ð ìSR|í ½ ð í�RÊì î  (5.28)

daswegen é � �5� ¨ nurdurchdenzweitenTermin (5.26)gegebenist.

Speziell für die ruhendeLadung ist
R Ø � ß und

R Á � ¨ . Das magnetischeFeld ver-
schwindet(

ë Á � � ¨ , D  ù � ß  Ý �F ) und das elektrischeFeld besitzt die räumlichen
Komponenten� Á � ë Ø Á � \ ð Á µ Þ ð Þ ¶
Wir erhaltenalsodaswohlbekannteCOULOMBfeld einerruhendenPunktladung.

FüreinebewegtePunktladungverschwindetdasmagnetischeFeldnicht.In Übung2.7
habenwir abergezeigt,daßdie LORENTZtransformation, die eineruhendeLadungin
einegleichförmigeBewegung é ¬[¹ ®��ÏN ¹ überführt,gleichfalls dasCOULOMBfeld in
denFeldstärketensor(5.28)transformiert.

BetrachtetmandasFeldeinerruhendenoderbewegtenLadungbei großenDistanzen
( Þ ð Þ ´  ), sofallenin beidenFällendie KomponentendesFeldstärketensorspropor-
tional zu  Â C Â Ä ab.

DieseSituationändertsichschlagartig,wenndieLadungeineBeschleunigungerfährt.
NebendemzweitenBeitragin (5.26),derdieBeschleunigungnichtenthältundsoeben
für die gleichförmigeBewegungmit demgewöhnlichenCOULOMBfeld identifiziert
wurde,enthältder ersteBeitragzu

ë�ìîí
einenTerm, der der Beschleunigungdirekt

proportionalist. AußerdemproduziertdieserBeitragein elektrischesFeld � undein
magnetischesFeld � , die immersenkrechtaufeinanderstehenundbeidefür Þ ´ Þ ´ 
wie  Â Ã�Â abfallen. Bei großenräumlichenAbständenvon der Ladungüberwiegt also
dieserFeldanteildenCOULOMBbeitragbei weitem.Umgekehrt ist natürlichbei sehr
kleinenAbständenderCOULOMBanteildominant.

Derdurchdie BeschleunigunghervorgerufeneAnteil desFeldesheißtStrahlungsfeld,
und im nächstenAbschnittwollen wir die bemerkenswerteTatsache,daßdasStrah-
lungsfeldbei großenAbständendominiert,weiteruntersuchen.

5.4 Die Abstrahlungvon EnergieundImpulsdurch
einebeschleunigteLadung

Sei £ ìÓí����� der Energie-Impuls-TensoreinesSystemsvon felderzeugendenLadungen
und ihrem elektromagnetischenFeld. Wir wollen den Energie-Impuls-Inhalteiner
beliebigendreidimensionalenFläche

Î
im ÷ · definieren.Die Punkteê in derFläche



110 5 Lösungender MAXWELLschenGleichungenÎ
sinddurchdrei reelleParameterK   �K ³ �K ¶ parametrisiert.Für festesK betrachten

wir dasVektorfeld ò 8 c-9
mit denKomponentenò 8 c-9 ì � £ ì c (5.29)

undsetzen� ì ¬ Î ®m� (5.30)

� ó�óµó ò K   ò K ³ ò K ¶ ú � ò 8 c-9 � ê*¬ K   �K ³ �K ¶ ®; ï êï K    ï êï K ³  ï êï K ¶ © © À� ì ¬ Î ® ist alsonachKapitel 3 nichtsanderesals dasFlächenintegral von ò 8 c-9
und

unabhängigvonderspeziellgewähltenParametrisierung.In derNotationvonKapitel3
gilt wegen(5.29)explizit� ì ¬ Î ®m� ½ ó�óµó ò K   ò K ³ ò K ¶ . ì � ì à ì Ä ì � £ ì�� c ï K  ïMð ì à ï K ³ïDð ì Ä ï K ¶ïDð ì�� À
WeitererzwingtnachKapitel3 derGAUSSscheSatzwegenò Û°¯ ò 8 c-9 � ïïDð ì £ ì c � ¨ 
daß� c ¬ Î ® verschwindet.

Durch die Formel (5.30) wird komponentenweisejeder Flächeein Vektor � ¬ Î ®
zugeordnet.Speziellfür die Fläche,derenPunktedie zeitlicheKomponenteð Ø � È ¼besitzen,habenwir in Kapitel 3 diesenVektor mit dem Gesamtimpulsunseres
Systemsidentifiziert. In Analogie hierzu wollen wir durch die Formel (5.29) den
ViererimpulsinhalteinerbeliebigendreidimensionalenFlächeerklären.

In derFolgesoll eineinzelnesgeladenesTeilchenzusammenmit seinemnachFormel
(5.26)erzeugtenFeldvorliegen.Die Teilchenbahnseidurch é ¬R¹ ® beschriebenundwir
nehmenan,daß ¹ die Bogenlängeist unddamit «p¬ ¡é  ¡é ®�� ß gilt.

DasvierdimensionaleGebiet ÅÅ � Ç ê º ÷ ·�Ê ð Ø � ç Ø ² Þ ð ½ çr¬R¹ ® Þ  Þ ð Þró Æ  ô   ó ¹ ó ô ³ Í
wird durchdie RandflächeÎ � Î Óô à ² Î Óô Ä ² Î Ó Ø



5.4 Die Abstrahlungvon Energie undImpulsdurcheinebeschleunigteLadung 111

begrenzt,wobeioffenbargilt:Î Óô à�õ Ä º � Ç ê º ÷ · Ê ð Ø � ç Ø Â ô  ÷ö ³ Ã ² xx ð ½ ç Â ô  ÷ö ³ Ã xx  Þ ð Þjó Æ Í (5.31)Î Ó Ø º � Ç ê º ÷ · Ê ð Ø � ç Ø ¬[¹ ®`² Þ ð ½ ç ¬[¹ ® Þ  Þ ð Þ � Æ  ô   ó ¹ ó ô ³ Í (5.32)Î
ist geschlossenund für der Gesamtviererimpulsinhaltgilt deshalb � ¬ Î ®µ� ¨ ,

woraus� Â Î Óô Ä Ã ½ � Â Î Óô à Ã �è� ¬ Î Ó Ø ®
folgt. Im Limes Æ ´  gilt� Â Î ×ô Ä Ã ½ � Â Î ×ô à Ã � Ð Û±ÑÓ ÖØ× � ¬ Î Ó Ø ® (5.33)

Die Punkteê derFlächen
Î ×ô à�õ Ä erfüllennach(5.31)« Â ê ½êé Â ô  ÷ö ³ Ã  ê ½êé Â ô  ÷ö ³ ÃdÃ � ¨

und weisenzu positiven Zeiten hin.
Î ×ô à�õ Ä stellt also im ÷ · einenKegel von licht-

artigenVektorendar, der in die Zukunft weist und seineSpitzein é Â ô  ÷ö ³ Ã besitzt:

ø®ù&ú  lû
øüù&ú û

øüù©ú ³ û�ý ×ô à

ý ×ô Ä

Die Formel(5.33)beschreibtdieDifferenzzwischendemViererimpulsinhaltvon
Î ×ô àund

Î ×ô Ä als ein Integral über die Fläche
Î Ó Ø , die für große Æ sowohl ins räumliche

als auchins zeitlicheUnendlichewandert.DiesesIntegral wollen wir nun im LimesÆ ´  berechnen.



112 5 Lösungender MAXWELLschenGleichungen

Dazuseiendie Punktein
Î Ó Ø durchdenräumlichenAnteil

ð � Æ I ¬&þ l¹�®Ñ� Æ ÝÞ Ú�Û
Ü þ ß�� Ú þÚ�Û
Ü þ Ú�Û
Ü þß�� Ú þ àá
unddurch

ð Ø � ð Ø ¬R¹ ®`² Þ ð ½ ð ¬R¹ ® Þ
dargestellt,dasheißt ê º Î Ó Ø wird durch ¹ undräumlichePolarkoordinatenparametri-
siert.

Die Formel(5.30)ergibt in dieserParametrisierungfür
Î Ó Ø explizit:

� ì ¬ Î Ó Ø ®Ñ� Æ ³ ô Äóô à Ûó Ø ³ Ûó Ø ò ¹ ò þ ò ¹ ÚUÛ
Ü þ ¡ç Ø ½ M ð ½ ç=¬R¹ ®; ¡ç=¬R¹ ®;OÞ ð ½ ç ¬[¹ ® Þ � ¶� Á �   £ Á ì I Á � (5.34)

Für Æ ´  trägt der Energie-Impuls-Tensordes Teilchensnatürlich nicht bei. Für
daselektromagnetischeFeld desTeilchensselbstist die Formel (5.26)mit

ô Ó � ¹ zu
benutzenund ê in derobigenParametrisierungeinzusetzen.Für Æ ´  fällt nur der
BeitragproportionalzurBeschleunigungÿé wie  Ó ab. DerandereBeitragverschwindet
mit einerhöherenPotenz.DerEnergie-Impuls-TensordeselektromagnetischenFeldes
in (5.34)ist alsofür Æ ´  nur mit Hilfe desbeschleunigungsabhängigen Feldanteils
zu berechnen.Für großeÆ ergibt sichdeshalb

£ ìÓí�� ½ \ ³Ù ` Æ ³ I ì I í � «»¬ ÿé  ÿé ®�² � «p¬�� Yÿé ®«p¬��  ¡é ® ©
³ � µ «»¬��  ¡é ® · 

wobei � denVierervektor mit
I Ø � ß und demräumlichenAnteil

I ¬�þ l¹�® wie oben
darstellt.Wir erhaltenhiermit aus(5.34)Ð Û±ÑÓ ÖØ× � ¬ Î ì Ø ®Ñ� (5.35)

� ½ \ ³Ù `
ô Äóô à Ûó Ø ³ Ûó Ø ò ¹ ò þ ò ¹ Ú�ÛÊÜ þ�� � « ¬ ÿé Yÿé ®�² � «»¬�� Yÿé ®«»¬��  ¡é ® ©

³ � µ «»¬��  ¡é ® ¶
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Wir schreibendeshalbÐ Û±ÑÓ Öã× � ¬ Î ì Ø ®Ñ� ½ \ ³Ù `
ô Äóô à ò ¹ � ¬[¹ ® « ¬ ÿé Yÿé ® (5.36)

mit� ¬R¹ ® º � Ûó Ø ³ Ûó Ø ò þ ò ¹ Ú�Û
Ü þ�� ÝÞ ß ½ � « ¬��  ÿé ®Þ « ¬ ÿé Yÿé ® Þ àÄ « ¬��  ¡é ® �
³ àá µ « ¬��  ¡é ® ¶  (5.37)

wobei zu beachtenist, daßaus «»¬ ¡é  ¡é ®µ� ß auch « ¬ ¡é Yÿé ®�� ¨ folgt und damit ÿé ein
raumartigerVektor(mit «»¬ ÿé Yÿé ® Ë ß ) ist. Seinun

�
eineLORENTZtransformation mit

� ¡é � Ý��Þ ß¨¨¨ à ��á �«� Ø
� ÿéÞ «»¬ ¡é  é ® Þ àÄ � Ý��Þ ¨¨¨ ß à ��á �«� ¶ À

Wir setzen

� � � � � µ «»¬ � � ;� Ø ®
� � ist ein lichtartigerVektormit

I � Ø � ß , genauwie � selbst.Wir könnendeshalbden
räumlichenAnteil

I � , derein Einheitsvektor ist, mit neuenPolarkoordinatenþ �4l¹è� in
derFormI � � ÝÞ Ú�Û
Ü þ �[ß�� Ú ¹è�Ú�Û
Ü þ � Ú�ÛÊÜ ¹ �ß�� Ú þ � àá (5.38)

schreiben.Aus (5.37)folgt danndurchVariablentransformation

� � ¬R¹ ® º � Ûó Ø ³ Ûó Ø ò þ � ò ¹ � � � 2 ß ½ « Â � � ;� ¶ Ã ³ 7 ³ � ñ (5.39)
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mit ñøº � Ú�Û
Ü þ � ï þï þ � ï ¹ï ¹ � ½ ï þï ¹ � ï ¹ï þ � © µ « ¬ � � ;� Ø ® ³
Überraschenderweiseist ñ � Ú�ÛÊÜ þ � !
Beweis: Man überzeugtsichzunächstexplizit davon,daßdie Gleichungen

ú � � Ø  �  ïï þ �  ïï ¹ � © � ÚUÛ
Ü þ
	 Ü ò ú ��� Ø  ��
  ïï þ � ��
  ïï ¹ � ��
 © � ÚUÛ
Ü þ �

gelten. ú ist dasschiefeTensorfeldausKapitel 3 und invariant gegenüber
LORENTZtranformationen. Hierausfolgt zunächst

Ú�Û
Ü þ ���@ú 2 � �   � Ø  �  ����� �  ������ � 7 µ «»¬ � � ;� Ø ® ¶�@ú 2 � �   � Ø  �  ��� �  ���� � 7 2 ������ �������� ½ ������� ������� 7 «p¬ � � ;� Ø ® � ¶�@ú 2 � Ø  �  ��� �  ���� � 7 2 ������ �������� ½ ������� ������� 7 µ «»¬ � � ;� Ø ® ³� Ú�ÛÊÜ þ 2 ���� � ������ � ½ ����� � ����� � 7 µ «»¬ � � ;� Ø ® ³
�

Aus (5.38)auf der vorhergehendenSeiteund (5.39) ergibt sich jetzt sofort, daßder
räumlicheAnteil von

� � ¬[¹ ® verschwindetund nur der zeitlicheAnteil gleich
� ` µ Fist, dasheißt

� � ¬[¹ ®(� � `F � Ø
oder � ¬R¹ ®Ñ� � `F �  � � Ø � � `F ¡é ¬R¹ ®
eingesetztin (5.36)aufdervorhergehendenSeiteund(5.33)aufSeite111ergibt dies

� Â Î ×ô Ä Ã ½ � Â Î ×ô à Ã � ½ ÝF�\ ³ ô Äóô à ò ¹ ¡é ¬R¹ ® « ¬ ÿé ¬R¹ ®; ÿé ¬[¹ ®�® (5.40)
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DurchDifferentiationnach
ô ³ folgt sofortòòMô ³ � Â Î ×ô Ä Ã � ½ ÝF \ ³ ¡é ¬ ô ³ ® «»¬ ÿé ¬ ô ³ ®y-ÿé ¬ ô ³ ®5®y

ein Ergebnis,daswir nocheinmalin anderenWortenzusammenmit denAnnahmen,
unterdeneneshergeleitetwurde,zusammenfassenwollen:

Ein Teilchen der Ladung \ mit einer Bahnkurve é ¬[¹ ® , die durch die Eigenzeit
parametrisiertist, erzeugtein elektromagnetischesFeld, dessenForm durch (5.26)
auf Seite 108 bestimmt ist. Für jedes ¹ sei � ¬R¹ ® der Energie-Impuls-Inhaltdes
zukunftsorientierten Lichtkegelsmit Kegelspitzein é ¬[¹ ® (dasheißt � ¬R¹ ®��*� Â Î ×ô Ä Ã
mit ¹ � ô ³ ). Danngilt die L ARM ORscheFormel:òò ¹ � ¬R¹ ®(� ½ Ý F \ ³ ¡é ¬R¹ ® «»¬ ÿé ¬~¹ ®; ÿé ¬R¹ ®5® (5.41)

Eswird alsoüberdasvomTeilchenerzeugteFeldEnergieundImpulsabgestrahlt,wo-
beidieRate,mit derdieseEnergie-Impuls-Änderungvonstattengeht,durchGleichung
(5.41)bestimmtist.

5.5 Die Strahlungsrückwirkung
Die Tatsache,daß ein beschleunigtesTeilchen Impuls abstrahlt,wirft sofort die
Frageauf, wie dieserabgestrahlteImpulskompensiertwird, um die Energie-Impuls-
Erhaltung zu gewährleisten,die wir ja allgemein in Kapitel 3 bewiesen haben.
Offenbarmuß dies durch eine entsprechendeImpulsänderungdesTeilchensselbst
bewirkt werden.Dieseist (mit derBogenlänge¹ )òò ¹ � ì � °#È ³ ò ³ò ¹ ³ ¡ð ì � \ ë ìí ¬�ê*¬ ô ®�® ¡ð í (5.42)

Hier tritt nuneinebedeutendeSchwierigkeit auf.DerFeldstärketensor
ë

enthältneben
einemmöglicherweisezusätzlichangelegten Feld

ë â immer aucheinenBeitrag
ë��

,
dervomTeilchenselbsterzeugtwird, unddurchdieFormel(5.26)bestimmtist. Bildet
mannunnachFormel(5.42) Ä ì � ë ì�4í ¬�ê*¬R¹ ®5® ð í ¬R¹ ® , soist dieserAusdruckzunächst
nichtwohldefiniert,weil dasFeld

ë �
amPunkt ê*¬[¹ ® unendlichgroßwird.Ä ì mußalsodurcheinengeeignetenGrenzprozeßdefiniertwerden,beispielsweiseÄ ì � Ð Û±Ñ� Ö Ø ë ì��í ¬�ê*¬[¹ ®`²L�/® ð í ¬R¹ ®yÀ (5.43)

Zu erwartenist, daßdieserGrenzprozeßweitereAbleitungenvon ê*¬R¹ ® erzeugt.Wir
könnenalso annehmen,daß Ä ì von ê und seinenhöherenAbleitungenabhängt.
Auf Grund der Translationsinvarianz kann eine direkte Abhängigkeit von ê sofort
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ausgeschlossenwerden.Falls
¡ê , ÿê und

À�À�Àê linearunabhängigsind,wasbeiallgemeiner
FormderBewegungangenommenwerdenkann,sobildendieseVektoren,zusammen
mit demVektorí ì � . ì c ��� ¡ð c ÿð � À�À�Àð �
eineBasisim ÷ · . Wir könnendeshalbÄ ì in derForm

Ä ì ��K ¡ð ì ²�� ÿð ì ²�� À�À�Àð ì ²La�í ì
schreiben.Dabei müssenK , � , � und a LORENTZinvariante Funktionender Ablei-
tungenvon ê sein.Überdiesmuß K bei RaumspiegelungendasVorzeichenwechseln.
Nimmt manan,daßeineAbhängigkeit vondenerstendreiAbleitungenalleinebesteht,
soergibt sichzunächst a � ¨
ausdereinfachenTatsache,daßkeineLORENTZinvariante FunktionausdreiVektoren
gebildetwerdenkann,die bei RaumspiegelungdasVorzeichenwechselt.

Wennwir nun die physikalischsinnvolle Forderungstellen,daß Ä ì den im letzten
AbschnitterrechnetenStrahlungsverlustexakt kompensiert,sofolgtKE� ² ÝF \ ³ «p¬ ÿð  ÿð ®
Außerdemmußoffensichtlich

Ä ì ¡ð ì � ¨
gelten.Wegen«»¬ ¡ð  ¡ð ®(� ß  «»¬ ¡ð  ÿð ®Ñ� ¨
und(darausfolgend)« Â ¡ð  À�À�Àð Ã � ½ « ¬ ÿð  ÿð ®
findetman

�*� Ý F \ ³
undsomit

Ä ì � ÝF�\ ³ Â «»¬ ÿê  ÿê ® ¡ð ì ½ À�À�Àð ì Ã ²�� ÿð ì
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Gleichung(5.42)gehtsomitüberinÂ °#È ³ ½ � Ã ÿð ì � \ ë ì� í ¡ð í ² Ý F \ ³ Â « ¬ ÿê rÿê ® ¡ð ì ½ À�À�Àð ì Ã (5.44)

In dieserneuenBewegungsgleichungist offenbardasvom Teilchenselbsterzeugte
Feld und insbesondereseinStrahlungsverlust berücksichtigt.Sie enthälteinenTerm
auf der rechtenSeite,der der dritten Ableitung von ê*¬R¹ ® proportionalist, sowie auf
derlinkenSeitealsKoeffizientenderViererbeschleunigungeinenFaktor°��>È ³ � °#È ³ ½ �µ
der formal als eine Änderung der Teilchenmassegedeutetwerden kann. Streng
genommenist dies natürlich nur richtig, wenn � eine endlicheKonstanteist. In
diesemFall hättenwir gefunden,daßdie sogenannteStrahlungsrückwirkung , das
heißtdie Wirkung desvom TeilchenselbsterzeugtenFeldesauf die Bewegungdes
Teilchens,auchzueinerÄnderungderTeilchenmasseführt. ° wäresomitgarnichtdie
beobachteteMasse,sondern°�� . Für letzterealleinwärederexperimentellbestimmte
Werteinzusetzen.

Nun ergibt aberjederVersuch,Ä ì strengdurcheinengeeignetenGrenzprozeßwie
in (5.43) zu definieren,für � bestenfalls eineunendlicheZahl. Deshalbwurdeauch
in diesemAbschnitt auf eine wesentlichmathematischerestrengereHerleitungder
Strahlungsrückwirkungverzichtet.

Will mandennochderGleichung(5.44)einenpraktischenSinnverleihen,somußin
jedemFall zudemphysikalischenKunstgriff Zufluchtgenommenwerden,°�� mit der
experimentellbestimmtenMassezu identifizieren,ungeachtetderTatsache,daßdiese
GrößeeinenendlichenBeitragenthält.DieserKunstgriff wird alsMassenrenormie-
rung bezeichnet.Wennwir ihn akzeptierenund °�� wiederdurch ° ersetzen,aber
darunterdieexperimentelleMasseverstehen,soerhaltenwir alsneueBewegungsglei-
chungdie sogenannteABRAHAM -L ORENTZ-Gleichung°#È ³ ÿð ì � \ ë ì� í ¡ð í ² ÝF \ ³ Â « ¬ ÿê rÿê ® ¡ð ì ½ À�À�Àð ì Ã (5.45)

AllgemeinkannzudieserGleichunggesagtwerden,daßihreLösungsmannigfaltigkeit
durch mehr Parameterbestimmtist, als sie die ursprünglicheBewegungsgleichung
besitzt.Weil sie ein Differentialgleichungdritter Ordnungist, ist eineLösungnicht
nur durch Vorgabevon ê*¬[¹ Ø ® und

¡ê*¬[¹ Ø ® , sondernzusätzlichnoch durch denWert
der Beschleunigungÿê¯¬R¹ Ø ® für einenfestenWert von ¹ Ø bestimmt.Der Effekt wird
besondersdeutlich, wenn das angelegte Feld verschwindet.In diesemFall ist fürÿê*¬R¹ Ø ®µ� ¨ die allgemeineLösungdurchê*¬R¹ ®m� ê*¬R¹ Ø ®�² ¬R¹ ½ ¹ Ø ® ¡ê*¬[¹ Ø ®;



118 5 Lösungender MAXWELLschenGleichungen

dasheißtdurchdie allgemeineForm einergleichförmigenBewegunggegeben.Man
verifiziert diesdirekt durchEinsetzenin (5.45).Ebensofindetmanaberauch,daß¡ê*¬[¹ ®�� Ý��Þ ß�� Ú � Â ô Ø íY� ¦ ö ô � ÃÚ�ÛÊÜ � Â ô Ø íY� ¦ ö ô � Ã¨¨ à ��á

mit
ô Ø º � ÝF \ ³°#È ³

dieGleichung(5.45)erfüllt. Für í�� ¨ beschreibtdiesein ruhendesTeilchen;für í ½� ¨erhält man eine Bewegung mit exponentiell anwachsenderBeschleunigung!Diese
unphysikalische,sogenannte„Run-away“-Lösung , kann durch Wahl der Anfangs-
bedingungÿê*¬ ¨ ® offenbarausgeschlossenwerden.Mansiehtjedoch,daßim Fall eines
angelegten Feldesdie entsprechendeBestimmungder korrektenAnfangsbedingun-
genkeinesfalls leicht fällt. Dazubetrachtenwir ein angelegtesFeld,dasnur in einem
endlichenRaumzeitgebietvon Null verschiedenist (sieheAbbildung 5.1). Ein Teil-

�! 

Kein Feld, keine äußere Be-
schleunigung,aber„Run-away“-
Lösung,auf GrundderAnfangs-
bedingungen.

Feld.Beschleunigung

KeinFeld,keineBeschleunigung

Abbildung 5.1: EineLadungpassiertein räumlichundzeitlich beschränktesFeld,underhältdabeieine
Beschleunigung,dieanschließendzueiner„Run-away“-Lösungführt.

chenwird mit gleichförmigerBewegung in ein solchesGebieteinlaufen,und es istÿê*¬[¹ Ø ®�� ¨ bei Eintritt in dasGebiet.Beim VerlassendesGebietsmußaber ÿê*¬R¹ ® kei-
nesfalls mehrverschwinden.Es kanndanachalsoeineunphysikalischeexponentiell
anwachsendeBeschleunigungauftreten.Die Gleichung(5.45) ist also von einge-
schränkterAussagekraft.Tatsächlichmußwohl gesagtwerden,daßim Rahmender
klassischenElektrodynamik die Strahlungsrückwirkungnicht widerspruchsfreibe-
schriebenwerdenkann.Diesgelingterstin derQuantenelektrodynamik.
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