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ELEKTR ODYNAMIK UND SPEZIELLE
RELATIVIT ATSTHEORIE






1 EmpirischeGrundlagerder

Elektrodynamik

Zur Notation

(z,y) bezeichnetlasSkalarprodukzweierVektorenim R3.

[z, y] bezeichnetlasVektorprodukizweierVektorenim R3.
FirjedeFunktion® aufR? bezeichne¥ & denVektormit denKomponenten:
i 09

(Vo) = oz

FurjedesVektorfeld B aufR? ist div B die Funktion

undrot B dasVektorfeldmit denKomponenten

. . OBk
(rot B)' = Zal“ﬂa—l
p oz

mit

cilk _ {6(0) ,falls (i,1,k) = (0(1),0(2),0(3)), o € Ss,
0 sonst

e (o) istdasSignumderPermutations



4 1 EmpirischeGrundlagerderElektrodynamik

1.1 RelatvistischeBewegungsgleichungen

In einemelektromagnetischelReld wirkt auf einengeladenerkKorperdie LORENTZ-
kraft

K =g (E + % i () ,B]) (1.1)

¢ istdieLichtgeschwindigkit,
g dielLadungdesKarpers.

DasVektorfeld E heif3telektrischesdasVektorfeld B magnetische&eld. £ und B
hangenvon Ort undZeit ab:

E = E(z,t); B = B (z,t)

Die Bewegungsgleichundlir dengeladenerkérperlautetalso

d
=K (1.2)

Nach NEwTON ist p=mwv, wobei m die Teilchenmassast. Fir ein konstantes
elektrischeg-eld F allein folgt als Bewegungsgleichungomit

mi = qFE. (2.3)
Esemgibt sichsofortdurcheinfachelntegration
o 4
T (t) ==Ft+ vg-
m
Somitgilt fur |z (¢)]
0] = | LBt +w|.
m
Dies bedeutet,daR fiir groRe Zeiten die Geschwindigkit beliebig grol3 wird. Der

empirischeBefund ergibt aber daRalle Teilchengeschwindigditen stetskleiner als
¢ sind.NachEINSTEIN muRdaher

2\ 2
p=mv/< —%) (1.4)

C
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gesetziverden.Jetztfolgt ausder Bewegungsgleichung

d m

dt N
()

durcheinfachelntegration

=qF (1.5)

z/c q

o T meltt T =0

(1-%) (1-8)°
unddamit

z/c= A()

(1+hwR)

Wie verlangt,ist jetzt || <c (|2| =c gilt nurfur ¢ =00).

Wir wollen unsdavon UberzeugendalRdiesesResultatatsachlichfir ein allgemeines
elektromagnetischd=eldgilt. Aus

d ma
dt 2\ 3

(%)

folgt durchSkalarproduktbildung

. d m .

<$a Eﬁ> =q(E,2).
1- 2.7
c2

Die linke Seiteist gleich

— (E + % [j:,B]) (1.6)

also

e =q(B,d). (1.7)
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Durchlintegrationemibt sich

m02 m62

t
(=) (1 |2);+/drq<Ea¢(T)).
1_$c—2 1_% 0

Die linke Seitewird fir endlicheZeitent nur fur |z (¢)| =c unendlich.Die rechte
Seitekannnur unendlichwerden,falls das F-Feld Singularitaterbesitzt. Wird dies
ausgeschlosseapmuRfur endlicheZeiten|z ()| < c gelten.

Offensichtlichstellt

q/th (E,z (7)) = /th (K,z (1))
0 0

die geleistetéArbeit dar.

Um ein Teilchenauf Lichtgeschwindigkit zu bringen, mifte somit eine unendli-
che Arbeit in endlicherZeit geleistetwerden,was physikalischausgeschlosseist.

Wir schlieBerhierausdalRim allgemeinerelektromagnetischelRreld die Teilchenge-
schwindigleitentatséchlictkleineralsdie Lichtgeschwindigkit bleiben.

In der NEwTONschen Theorie ist die geleisteteArbeit gleich der Anderung der
kinetischerEnenie:

m

t
TP - Z ol = [ ar (K3 ()
0

Wir habenstattdessenungefunden:

metome / dr (K, (7))
0

(- (o)

Definierenwir die sogenannteelativistischekinetischeEnegie p® durch

p=—1 (1.8)

sogilt nunanalogzur NEwToNschenMechanik,dalRdie geleisteteArbeit gleich der
AnderungderrelatiistischerkinetischerEnegie ist.
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p° hatdie Eigenschaftfur < =0 nicht zu verschwindensonderrgleichdersogenann-
tenRuheenagie zu werden:

P’ (& = 0) = mc? (2.9)
FUrkIeine@ gilt Gberdies

P’ =me® + % £ (1.10)

In dieser Naherungist also p° gleich der Ruheenagie plus der NEwTONSchen
kinetischerEnengie.

1.2 Die homogenerMAXWELLschen Gleichungen

Die FelderE und B genuigerGesetzerglie sichin dermathematischeRorm partieller
DifferentialgleichungeausdriicknlassenZunéchsemibt derempirischeBefunddie
homogeneM AXWELLschenGleichungen

10B
F4+—=0 1.11
rot B + T , ( )
div B — 0. (1.12)

Furdifferenzierbar&ektorfelderK geltenallgemeindie Integralsatzeszon GAuU ss und
STOKES:

STOKES: SeiF eine2-dimensionalélacheim R3, die durchdie Kurve C begrenzt
wird, sogilt:

/(W,EH - /(?,E&> (1.13)

GAuss: Seig ein Gebietim R?, dasdurchdie FlacheF begrenztwird, sogilt:

/d% (div B) = /(‘B’,E}> (1.14)
g F

Die Erklarungder hier auftretendernSymboleund der Beweis der entsprechenden
Identitatensollenzunachsunterbleiberund stattdessedie entsprechendeRormeln
fur Kreisscheibeind Vollkugel anggeberwerden.
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Wir betrachtertie Flache
F={z€R z=p+rz(¢)}
0<r<R,z(p) = cospe +singey, 0< ¢ <2,
lei] =1, (e1,e2) =0.

Diesist die Kreisscheibemit demRadiusR um denMittelpunkt p. Die Randkure C
von F ist durchdie Punktec (¢) =p + Rxo (¢) gegebenFirjedessolcheVektorfeld
K undjedesolcheKreisscheibgilt dann:

[ (- |

F

s

2
(rot K (p + rz0 (4)), [e1,e2]) r dr d¢
0

21
J(R@) = [+ R (@), 600) 0
C 0

(K (p+ Rxzo (¢)) , 70 (4)) Rdé

Il
o\‘:‘,’

undder STOK EsscheSatzfur Kr eisscheiberautetexplizit

™

R 2
/ (rot K (p +rxo (P)) , [e1, €2]) rdrde =
00

2

~R / (K (p + Reo (9)) . o (¢)) d¢ (1.15)

0
Als nachstebetrachterwir die Vollkugel
G= {:v eR; z=p+rag (9,¢)}
0<r<R 0<O<m 0<¢<2m,
zo (0, $) = sinf (cos ¢ e1 + sin ¢ e3) + cos b es,

lei| =1, (ej,e;) = 0furi# j.
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Die Randflachevon G ist F= {z €R3; z=p + Rz (0, ¢) }, undjetzt gilt fiir jedes
Vektorfeld K:

T 27

/ ? df // (p + Rzo (0, )) , 70 (0, ¢)) R2sin 0 dg d0  (1.16)
F

Der GAussscheSatzfur Vollkugeln lautetjetzt explizit

T 27

/d3x divK = RQ// p+ Rxg (0,9)), 20 (0,4))sinf dp d6  (1.17)

MathematischeNebenbemerkung

In denintegranderbeiderFlachenintgraletritt dasSkalarproduktiesVektorfeldesK
mit einemVektorn (z) mit |n (z)| =1 undz € F auf. Fur die Kreisscheibest dabei
n (z) = [e1, ez], fir dieKugeln (z) =z(. Diesesn (z) stehtin beidenFallensenkrecht
aufderjeweiligenFlache.

AuR3erdenfindetmanin beidenintegralendie sogenannteflachenelemente
df =rdrd¢
df = R%sin6 df d¢

Mit ihrer Hilfe kdnnendie FlacheninhalteV (F') von Teilgebieten 7' C F der
Kreisscheiberespektre derKugelbestimmtwerden:

/df:V(]-"’)

In unsererbeidenBeispielengilt also

/<?,d_}”> - /(K,n(:v))df.

—’F

Tatsachlichgilt dieseFormel bei geeigneteDefinition der Flachennormaleind des
Flachenelemenisnmer
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Anwendung auf die MAXWELL-Gleichungen
Die AnwendungdesStok EsschenSatzesauf Gleichung(1.11)auf Seite7 ergibt
10 B I 7 T
—a ) (B-@) = [ (Z.&)

c Ot
F c

Die dabeiauftretend&sroRed : = [ <§, @”> heiltauchderFluvon B durchdie
FlacheF. DamitkannmanGleichung(1.11)auchfolgendermaleachreiben:

_%% :/<75*,§é> (1.18)

Wird dieKurveC durcheinen(idealdimensionsloserPrahtrealisiert,soist dierechte
Seitedie Ringspannungm Draht,undwir erhaltendasFARADAY schelnduktionsge-
setz.

Offenbarfolgt ausGleichung(1.12)auf Seite7 fir jedeRandflacheF

/<T3’,d_’f> —0, (1.19)

f’

dasheil3t,dergesamtenagnetisch&lulRdurcheinegeschlossenélacheverschwindet.

Aus (1.18)und (1.19) folgenumgelehrtauchdie Gleichungen(1.11) und (1.12) auf
Seite7. Wird in (1.18)dasKurvenintgral nachSTOK ES wiederin ein Flachenintgral
umgerechnetoemibt sich

(1) =0

F

. 10B
mit K = —— t E
I c Ot + ro

Wir untersuchenieseFormelnunfiir denSpezialéll derKreisscheibe:

2w

R
0= O/O/<K(p+rx0 (), [e1, ea]) rdr do (1.20)

Nehmenwir nun an, das Skalarproduki{K (p), [e1,e2]) seiim Mittelpunkt p der
KreisscheibgréRenoderkleiner)als0. Danngarantiertlie Stetigleit dieser-unktion,
daRder Integrandin (1.20) auf hinreichendkleinen Kreisscheiberebenélls gréRRer
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(beziehungsweiséleiner) als 0 ist. In diesenhinreichendkleinen Gebietenware
dannalsoauchdasintegral von O verschiederund Gleichung(1.20) falsch.Deshalb
muR(K (p), [e1, e2]) =0 gelten.e; und ey kdnnenaber(sofernmandie Normierung
und die Orthogonalitatbericksichtigt)beliebig gevéhlt werden.Das hat zur Folge,

daR die Aussagefur jeden beliebigenEinheitsektor é : = [e1, e2] gelten muf,
insbesonderauchfiir die Basis\ektorenb; einerOrthonormalbasidDasSkalarprodukt
einesbeliebigenVektors K mit einemsolchenBasis\ektor b; ist abergeradedie ;.

KomponentalesVektorsK in derentsprechendeBasis.Also gilt

0= (K(p),bi) =K'(p), i=1,2,3; pe R,

wasgleichbedeutenchit

K(p) =0
undsomit

10

EEB +rOtE = 0

ist.
AnalogschlieRerwir jetztaus

/(Ts’,&}> —0

]_'
auf

/ d?z (divB) = 0. (1.21)

g
Diesmal wahlen wir fir G eine Vollkugel mit Mittelpunkt p und Radius R. Sei
div B (p) >0 (oder <0), danngilt wiederfir alle z in G, falls R nur hinreichend
kleinist, div B > 0 (oder < 0) im Widerspructezu (1.21).Also folgt (1.12)auf Seite7.

Die Gleichungen(1.18) und (1.19) sind also den Gleichungen(1.11) und (1.12)
vollkommenéaquialent.

Ubungen

Aufgabe 1.1— Integralsétze
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SeiK : R3 —»R3 ein Vektorfeld.

Kurvenintegrale
Seic : [a,b] —R? eineKurve mit |¢(7)| # 0. Die Lange von c ist durch

gegebenDaslintegral von K langsc istdurch

b

[(R.@) = [Eew),m) ar

C a

erklart.Mit —c bezeichnenvir die Kurve (—c)(7)=c(a + b — 7).
FallsT = f(7) eineReparametrisierunigt mit f'(7) >0, sogilt fir ¢(7) =c(f (7))

/<?d‘%> - /(?d‘%> savie  1(8) = I(c).

Cc c

Ist f(7) <0 sogilt:

/<?d_’x> - /(? d:z:> undi(@) = i(c) .

C c

Esqilt ebenélls:
/<?d_’x> - /(? da:> undi(—c) = I(c).
Ist K = grad ®, mit ® : R? » R, danngilt:

/<? Th) = B(e(h)) — B(c(a)).

Cc

Flachenintegrale

SeiF : [a1,b1] X [ag,bo] = R® eine Abbildung mit Han (11,72), gT2 (71,72)” £0.
Die Abbildung F' seitiberdiediberallinjektiv mit dermaoglichenAusnahmeson Rand-



Ubungen 13

punktenBild(F) heiRtFlachein R3 parametrisiertiurchF. FurdenFlacheninhaltd

gilt
OF
A(Bild(F //H (11, 72), (7'1,7'2)] dry dmo.
ail a2

DaslIntegral von K uber F istdurch

i OF OF
/ Tg df // 7'1,7'2 (7‘1,7‘2),—(7‘1,7‘2) dTldTQ (122)

87'1 87'2

F ai a2

definiert.
Mit (—F) bezeichnewir die Flache(—F) : [az, ba] x [a1,b1] —R? gegebendurch
(—F)(Tl,TQ):F(TQ,Tl) .

Es folgt: Sei f(71,72) eine Reparametrisierungnit det{af’} >0, so ist fur
F(71,72) =F(f (71, 72))

A(F) = A(F) und /(?,E}> - /<?,d_}f>.

Ist det {afl } <0 danngilt:
AF)=AFYund [ (R,d}) = [ (R,d}).
o (3.0) - [ (3.0)

Setzenwir:
c1(1) = F(1,a9) co(1) = F(b1,7)
(—e3)(7) = F(7,b2) (—ca)(7) = Fla1,7)
sogilt derSatzvon STOKES:

[ (@har) -3 [ (%

F
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waswir mit derRandkure dF = 31, ¢; von F kurz schreiberkénnen:

[kt = [ ()

F oF

Volumenintegrale

SeiG : [a1,b1] x [ag,be] x [a3,b3] =R eine Abbildung mit det{aGJ } >0. Die

Abbildung G sei Uberdiesliberallinjektiv mit der mdglichenAusnahmevon Rand-
punkten.Bild(G) heiBtGebietin R® parametrisiertdurchG. Fir denVolumeninhalt

V gilt

by by b3

=[] fa{5

a1 a2 a3

Bl]d Tl,Tz,Tg)}dTldTQdTg.

Daslntegral einer Funktion ® : R* — R (iber G ist definiertdurch

by by by

/@df‘x_///det{ 71,72,73)}<1>(G(71,72,T3))d71d72d73. (1.23)
a1 a2 as

und dieseDefinition ist invariant unter Reparametrisierungeties GebietsT = f (')

mit det {BZ’} >0.

J

Wir betrachtenetztdie Flachen:

Fi(11,m2) = G(by,11,72)
Fy(71,12) = G(11,b2,T2)
F3(11,72) = G(11, 72, b3)
(=Fy)(r1,72) = Glar, 71, 72)
(=F5) (11, 72) = G(71, 02, T2)
(—Fs)(11,72) = G(11,72,03) .
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Esqilt jetztder Satzvon GAUSS:
6
/dide%: Z/(Kd%ﬂ - /<?,<TJ)‘>
G =lp 8G
wobeidG = Y% | F; der(orientierte)Randvon G ist.

(a) UberpriiferSie,daRdie Definition (1.22)desFlachenintgralsfir eineKreisschei-
be, mit der Parametrisierung

Fs : [0, R] x [0,27] — R3 | Fs(r,o) =a+r1-z0(p),

mit
zo(p) = cosper +sinpes.
und
GER3, <eiaej> :6i,ja(iaj:1’2)7
ZU
R 2
J(R.@) = [rar [ap (kGa+r-o0(0))e0)
Fs 0 0

fuhrt, wobeies = [eq, e2] die EinheitsnormalelerKreisscheibest.

(b) ZeigenSie, daf3die Definition (1.22) desFlachenintgrals fir eine Kugelschale,
mit der Parametrisierung

Fg :[0,7] x [0,27] = R | Fg(9,0) =a+ R-z0(9,9),
mit

zo(¥,p) = sindcospe; + sindsinpes + cos ez,
und

ReRa € R, (eje;) = dij, (1,5 = 1,2,3) und det(er, e, e3) = + 1
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ZU
Y 2 Si 2 < ( ( 7 ))7 ( 7 ))

= R2/sim9d19 X
0

2w
X / dp (sin® (cos oK' (9, p) + sin oK (9, ¢)) + cos K> (9, ¢))
0
fihrt, wobei K*(9, ¢) = (K (a + R - zo(9, ¢)), &;) , (i=1,2,3) ist.
(c) UberprufenSie auch, daf die Definition (1.23) des Volumenintgrals fir eine
Kugel,mit der Parametrisierung

GK : [OaR] X [Oaﬂ-] X [Oa2ﬂ-] _>]R3 |GK(T519790) :G/+’I"J,‘0(’l9,(p),

mit

zo(d, @) = sindcospe; +sindsinges + cosV eg,
und

a € ]RS, (ei,ej) = 5ij7 (’L,j = 1,2,3) und det(el,eg,eg) =41
ZUu

R m 27

/ oAz = /err/sinﬁdﬁ/dwq)(a—i-r-x0(19,g0))

Gk 0 0 0
fahrt.

1.3 Die inhomogenerMAXWELLsden
Gleichungen

Die Gleichungen(1.11)und (1.12) auf Seite7 beschreibemenempirischerBefund
nochnichtvollstandig:
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Man findetweiterdie inhomogenerM AXWELLSschenGleichungen

10F 4rx
tB— -2 = 1.24
Io c 8t c .77 ( )
div E = 4rp. (1.25)

j ist ein Vektorfeldundwird StromdichtegenanntFir einegegebenerlacheF gibt
I <—.> (T)> die Ladungan,die pro Zeiteinheitdurchdie Flachefliel3t.
£ J,df

p ist die Ladungsdichtedasheil3t,fur ein Gebietg ist fg p d3z die Gesamtladung
in diesemGebiet.DasVektorfeldj unddie Dichte p sindim allgemeinerbeideauch

zeitabhangig.

Aus denbeideninhomogenerM AXwWELLgleichungn emibt sich direkt ein Zusam-

menhangzwischenden Gréf3enp und j, der die physikalischeBeziehungzwischen

ihnenwiderspigelt. Dennwennmandie Divergenzvon Gleichung(1.24)ausrechnet,
soemibt sich:

4 1
AT divj = diviot B — 22 divE
c c Ot

Hierbeiwurdeim letztenSummandeuie Vertauschbasit derpartiellenAbleitungen
verwendetum die Divergenzin die Zeitableitunghineinzuziehen.

FurjedesVektorfeld K gilt nunaberdiv rot K =0, wasmananhandder Definitionen
von Seite3 leicht nachrechnetlso folgt

1
—divj = — paEn div E. (1.26)
Dividiert mannun Gleichung(1.25)durchc undbildet die partielleAbleitung nacht,

soerhéltman

47 0 10 ..
Addition der Gleichungen1.26)und (1.27) ergibt danndie sogenannt&ontinuitéts-
gleichung:

%p—lrdivj =0 (1.28)

Die physikalischAussagalieseBeziehungvird deutlicherwenndie Gleichungiber
ein kompaktesGebietG mit der RandflacheF integriert und der GAuU sssche Satz
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angevendetwird:

%/pd?’w =—/<7,<TJ>‘>

g F

Esqilt also:

Zeitliche AnderungderLadungin G} = — {Ladung,die ausG herausflief3t.

1.4 GrundgleichungederElektrodynamik

Die Gleichunger(1.11)und(1.12)auf Seite7, savie (1.24)und(1.25)aufdervorher
gehenderseitesinddie Grundgleichungenur Beschreibingvon elektromagnetischen
Feldernundihrer Wechsekirkung mit geladeneeilchen:

r N\

MAXWELLgleichungen

rot E+ 198 =0,  divB =0,

rotB— 198 — i1 div E = 4mp.

& J,

Diesewerdennoch durch die L ORENTZ-EINSTEINSChen Bewegungsgleichungen
fur einePunktladungnit Massem; undLadungg; erganzt:

1
(1- &)
(32

Gegenstandlertheoretischertlektrodynamikist die Untersuchung

mz% =g (E (i) + % [i, B (wz‘)])

i). dermathematischeform der Grundgleichungeselbst.Dabeigilt dasinteresse
vor allemdenlinvarianzeigenschegn unter Symmetrietransformationaimd dem
Auftretenvon Erhaltungsgrof3en.

ii). derBewegungsformergeladeneieilchenim elektromagnetischelfeld.

iif). der Losungsstruktuund damit der Orts- und Zeitabh&ngiggit elektromagneti-
scherFelder die von denGrundgleichungererzwungerwird. (Hierbeiwird sich
vor allemderWellencharaktealsbesonderiteressanerweisen).
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iv). SchlieBlichwird noch untersuchtwie sich dieseGrundgleichungeveréandern,
wennmandie elektromagnetischdreldernichtwie bisherim Vakuumbetrachtet,
sonderndenEinfluld von materiellenMedien (GasenFlussigleiten oder Festkor
pern)undihrenEigenschafteericksichtigt.

Bevor wir jedochmit demerstenPunktdieserListe beginnen,misserwir nochunser
Gleichungssystenverwlistandigen.Denn bisher habenwir zwar ein gekoppeltes
Gleichungssystemin dem die Felder die Bewegung der geladenenPunktteilchen
bestimmen aberdie Felderselbstwerdenausden noch unspezifizierterGréRen;
und p abgeleitetErstwennwir angeberkdnnen,wie p undj von denPunktteilchen
abhangenerhaltenwir ein geschlosseneSystemvon Differentialgleichungn, das
weiteruntersuchtverdenkann.

1.5 Ladungs-undStromdichtesinerPunktladung

Als ersterVersuchkannderBeitrageinerLadungg; zur Ladungs-und Stromdichten
derForm

p(z) =qf (- z;)
j () = vigif (z — z;)

geschriebenverden.Dabeibezeichnetf (y) die VerteilungeinerEinheitsladungum
denSchwerpunkty; desTeilchensDieseist durch [ d®z f (z) =1 normiert,um die
Beziehungzwischerp (z) undder Gesamtladungu erhalten.

Der Versuch,f (y) fur eine echtePunktladunganzugebenfihrt allerdingszunachst
auf ein mathematische®roblem.Wir konnendie Punktladungals Grenzall einer
homogengeladenerKugel vom Radiusa flr a — 0 ansetzerund erhaltendamit fur

die Ladungserteilung

f(y) = lim fa (y)

= <a
mit £, () = { T S

0 sonst
= [rwdy=1m [0 dy=1

DasProblemist nun,daf3der Grenzwertf (y) = lim,_,¢ f, (y) nichtalsgevdhnliche
Funktion erklart werdenkann, da fur f (y) gelten miRte,daR einerseitsan allen
Punkteny #0 der Wert f (y) =0 ist, andererseitaberdasintegral [d®z f (z) =1
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seinmuf3,wasjedochfir gawvéhnlicheFunktionenmnicht moglichist.

DiesesProblemtritt allgemein auf, wenn man versucht, Punktladungsdichteials
Grenzwertvon endlichausgedehntelbadungsdichterau erhalten Esist alsounabhan-
gig vonderspeziellenNVahlder f, (y), diewir hiernurdergré3tmdoglicherkinfachheit
halbergetrofen haben.

Die Idee zur L6sung diesesProblemsist, die gevthnlichen Funktionenin einen
groRererRaumD’ einzubettenin demder Grenzwert

f=1lim f,
a—0
tatsachlichexistiert.

1.5.1 Distributionenim R"

Allgemeindefinierenwir zunachstlenRaumdertemperierterTestfunktione® (R™)
durch

D(R") = {f € C®(R"); trf kompak . (1.29)

Dabeibezeichnetrf denTragerder Funktion f, alsodie abgeschlossertdille aller
Punktez € R”, furr die f (z) #0 gilt. Alle Funktioneng € D (R") verschwinderalso
aulRerhalkeinesendlichenGebiets.Damit gilt dannauch,daRsamtlicheAbleitungen
der¢ € D (R") nuraufeinemendlichenGebietungleichNull sind.D (R™) ist offenbar
ein VektorraumunendlicheDimension.

Wir betrachterjetzt einelineare Abbildung T : D (R") — R und wollen definieren,
wannsie stetigist:

Definition1) {f, € D} heil3tNullfolge, falls esein kompaktesGebietA C R™ gibt,
sodal

). Vv:trf, C A

ii).  f, undalle partiellenAbleitungen(;2:)"" - (32:)"" f, streberin
A gleichméRiggegenNull.
Definition2) T' heilBtstetig«< {T'f,} ist eineNullfolge, wenn{f,} eineNullfolge

ISt.

Definition 3) EinestetigelineareAbbildungT : D (R") — R heiRtauchDistrib ution
(oderstetigeslinearesFunktionalauf D (R™)), undderVektorraumder
Distributionenwird mit D’ bezeichnet.

NachdieserVorbereitungetkehrenwir zuunserenProblem Strom-undLadungser
teilungim R? zudefinierenzuriickundidentifizierendie Funktionenf, mit Elementen
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fa ausdemRaumD’ (R?):

fald): = / Bz f, (z) § (2)
R3

fir alle ¢ ausdemRaumD (R?). Esgilt also:

" 1
ACRE | @sot

|lz|<a

firallepeD (R?).

Esfolgt lim, 0 fo (¢) =¢ (0), undwir erhalterfir T : = lim,_yq fo : T (¢) =¢ (0)
fur alle ¢ € D. Tatsachlichsind die Funktionenf,,T' : D— R linearund stetig,also
fa, TE€D.

DasbedeutetDie Funktionenf, korvemierenzwar gegenkeine Funktion,aberdie
zugehorigerDistributionen f, korvergieren gegen eine wohldefinierteDistribution
T'. GenaudieseDistribution wollen wir alsdie Ladungserteilungeiner Punktladung
definieren.

Die Physiler fuhrtenhierfir dasSymbold (z) ein und schreiberdie Distribution T'
damitals

T(p) = / B8 (1) §(2) : = $(0). (1.30)

0 (z) nenntman auch ,Deltafunktion”. Diese Schreibweiseerinnertstarler an die
Grenzwertbildung

6(55) = lim f, (1‘)7

a—0

die urspriinglichangestrebtvurde, und wir behaltensie bei, weil sie iberdiessehr
praktischist. (NatUrlichist die §-Funktion selbstunabhangigson der obigenGrenz-
wertbildungf, — ¢ erklart.)

Wennwir nundasArgumentin é (z) verschiebensogilt formal:

/d%é(w—a)qs(x) y=—:x—a/d3y5(y)¢(y+a) = ¢(a)

Damiterklarenwir die Distribution § (z — a).
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Die Gleichung(1.30) zeigt, wie allgemeindie d-Funktion in » Dimensionenzu
erklarenist. Fur ¢ € D (R™) setzerwir einfach

[ @t @@ =o00)
undentsprechend
[@ssa-as@: =),
Dawir zunachshur é3 () benutzenyerabredenvir die Schreibweisé =d;.

Fiur ein bewegtes Punktteilchen(Bahnkune z (¢)) kénnenwir jetzt Ladungs-und
Stromdichtedefinieren:

p(y) =qd(y —z (1))

7 () =qi(t)d(y— (1))

Firein Systenmvon n, Teilchenbedeutetiasalso:

p(y) = aid (y—xi () (1.31)
i—1

J W) = i (1) 6 (y — =i (1) (1.32)
i=1
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2 Die kovarianteFormulierungder
MAXWELLSschenGleichungen

2.1 DerMINKOWSKIraum

Wir setzenz? =ct unddefiniereneinenRaumzeitpunkturchdas4-Tupel

0

1

9 (2.1)
3

bestehendusz® unddendrei cartesischeRaumloordinaten Die Mengeder Punkte
x bildet den VektorraumV =R*. Mit V* wird dannder Dualraum,das heif3t der
VektorraumderlinearenFunktionenvon V', bezeichnet.

Tensoren

Ein k-fachko- undi-fachkontravarianterTensor(kurz (k, [)-Tensor)der Stufe(k + 1)
ist einemultilineareAbbildung

WiV X xV XV x---xV* 3R, (2.2)
k-mal --mal

dasheit,fir h; eV, hf € V*istw (hi,..., g, hT,. .., h}) in jedemArgumentinear
w ist durch seineWerte auf einer Basise, von V' und der dazu dualenBasis e/
(definiertdurche (e,) =64, [u,v=0,1,2,3]) vonV* festgelgt, dasheiRtdurchdie

Zahlenwyt--t  (Tensorlomponentenjnit

vy...vp , __ 1 12
wrt s = wlepy,. ey, e ) (2.3)
h; = hl'e, hi = h} e’

* * _ Vi...V 1258 Mg 1, % *
w(hla"'7hk57 la"'ahl) = w,ull...ulkhl hk hll/l"'hlul'
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Hierbei ist zu beachtendalRwir hier, wie im folgendenimmer, die EINSTEINSChe
Summenkrventionbenutzen:

EINSTEINSCheSummenkonvention
Ubergleichegegenstandiggriechischdndiceswird von 0 bis 3 summiert.

Die MengedieserTensorerbildet einenVektorraumVy,; mit der Dimensiond*+!, wie
ausdemebengesagtereicht zu seherist.

Die M INK oW sK Imetrik

Auf V' definierenwir fir je zwei Vektorena, b€V den2-fachkovariantenTensor2.
Stufen durch:

3
n(a,b): =a’ —> " a't' = a’s® — (a,b) (2.4)
=1

7 ist symmetrischdasheil3tr (a, b) =7 (b, a), und nicht ausgeartetjasheifit,wenn
fur festesa undallebeV 7 (a,b) =0 gilt, ista=0.

Definitionen: e 7 heilBtMINKOWSKImetrik in V.
e  Wir schreibenauch(a,b) : =7 (a,b) und nennendies MIN-
Kow sk Iskalarprodukt.
e (V,n) heiBtMINKOWSK Iraum.

Bemerkung:7 definiertkeineeuklidischeNorm, denny (a, b) =a%%° — 32 | a'bf ist
indefinit.
= Die GeometriadesMINKoOwsK Iraumsist nichteuklidisch.

Esfolgt, dafur eineBasisn,, =7 (e,, e,) eineumkehrbareMatrix ist. Wir bezeich-

nenmit n** die Matrixelementeder dazuinversenMatrix undfasserdieseZahlenals
die KomponenterineskontravariantenTensor-ter Stufeauf.

Definition: {e,} heiBtOrthonormalbasisonV < 1 (e, e,) =€,0,, Miteg=1 und
6= —1(i=1,2,3).

Offenbarist die Standardbasisine OrthonormalbasisNumerischgilt alsoin diesem
Fall fiir die Komponenten,,, =n"" =€,
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2.2 DerFeldstarketensorr

Ein (k,[)-Tensorfeldin V ist eine Abbildung T : V — Vj,;, dasheil3t, T (x) ist fur
jedesz €V ein (k,[)-Tensorunddamitdurch

T(z), 7 =T (@) (s seu, e e") (2.5)

eindeutigbestimmt.Fur einefesteBasisundvariablese erhaltenwir alsoFunktionen
von z, unddieseFunktionerbestimmerdasTensorfeldeindeutig.

Betrachterwir nundie Funktionen

Fy(x) = — Fyi () : = —E*(z,1) i=1,2,3; (2.6)
3

Fy(x): = =Y eamB™(z,t)  i,0=1,2,3 2.7)
m=1

Foo (z): = 0, (2.8)

wobei E* und B¢ die Komponentemleselektrischerund magnetischefreldessind.

Wir bestimmerdurchdieseFunktioneneindeutigein kovariantesTensorfeldzweiter
Stufe,indemwir verlangengdalfur die Standardbasis

Fu (x) = F () (ey,e,) (2.9)
gilt. WegenF,,, = — F,, ist F' (z) antisymmetrischF" heil3tin der Physikkurz der

Feldstarketensor
Wir bleibenin derFolgebeider Standardbasisndbilden

FY(x): = n'"F,, (z) (2.10)

FM (x): = gtREY (x) = nf*n" Fey (). (2.11)

Jetztfassenwir die FunktionenF", (z) als Komponentereines(1, 1)-Tensorfeldes
unddie FunktionenF'*” () alsKomponenterines(0, 2)-Tensorfeldeswuf, undzwar
stetsbezlglichder Standardbasiand der dazudualenBasisvon V*. Mit Hilfe der
MIiNKowskK Imetrik kdnnenwir alsoausdemTensorfeldF eineinfachko- undeinfach
kontravariantessowie ein zweifachkontravariantesTensorfeldbilden.

Aus den partiellen Ableitungenvon F,, (x) bilden wir jetzt noch zwei weitere
Tensorfelder:
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). Daseinfach kontravariante Tensorfeld(das heift das Vektorfeld) div £/ mit den
Komponentefi:

(div F) (z))” = %F“” () (2.12)

iif). Das3-fachkovarianteschiefeTensorfeldd F', fur desserKomponentemilt:

(@F) @iy =€) (AF) @)y 0 € S5
. OF s (&) OFyips () | OF iy, (@)
((dF) (:E))IJIIJZNS C T 323;;1 n Blg;ljz alxﬁzte, ’
fallsO < pp < po < p3 < 3. (2.13)

Ausgedriuckdurch E und B emibt sichnun
(div F)? = div E,

(div F)’ = —%agEZ + (rot BY', (2.14)

savie

(dF),y3 = —div B,
(dF)g;, = Zezkl (——Bl (rot E)l> : (2.15)

2.3 Die 4-dimensionalé-orm derGrundgleichungen
derElektrodynamik

Wir fassennun noch p und j zu einem einfach kontravarianten Tensorfeld (oder
Vektorfeld)in V' zusammenindemwir

J (z) = cp (x) (2.16)

undJ’ (z) = j° () (2.17)

(*) BeachterSie,daRdie partielleAbleitungnachz* einekovarianteKomponentast, daalsoder Index
u dortuntensteht.In dieserfFormelmuRalsoentsprechender EINSTEINSCherSummenkrventioniiber
4 summiertwerden
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als KomponenterdesVektorfeldesJ (x) in der StandardbasiansehenJ (x) heift
dannViererstromdichte

Mit dieserDefinition gilt dannoffenbarfir die MAXwWELLgleichunge:

HomogeneM AXWEL Lgleichungen

rot B+ 128 — ¢ _
L _gp & dF=0 (2.18)

undentsprechend

InhomogeneM AXWEL L gleichungen

rot B — 12E _ 4z . 4
ot — &T
dich _ 4C7rp & divF =T (2.19)

Komplizierterist es,die vierdimensionald-orm der Bewegungsgleichungbzuleiten.
FureingeladeneJeilchenim elektromagnetischefReldgilt die Bewegungsgleichung

m%<#;'2)l =q (E () + % [z, B (ac)]) , (1.6)
1-2.)°
woraus

2

folgt. = (¢) ist die Bahnkune desTeilchensm R? als Funktionder Zeit.

Wir parametrisiererdiese Bahnkune jetzt in willktirlicher Weise um, indem wir
. . . 0 .

2% =ct als Funktion einesneuenParameterss ansehenwobei dfd—s(s) >0 seinsoll.

Esfolgt, dalRz eineFunktionvon s wird. Fir die Differentiationnachs gilt alsodie

Kettenrgel (z°': Ableitungvon z° nachs)

d V4

- = 2.20
ds c dt ( )
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oder

d c d

Aus (1.6)folgt dann(z’: Ableitungvon z nachs)

me d cr' 1
2% ds o (1 |2’ |2 3 1 ( (z,2) + 0’ [.77 » B (2, )])
202
oder
d ‘T, q OI !
ds 1 :E<E(Jf'at)$ +[$,B(x,t):|)

oder

Wir haberaberdie Raumzeitpunktelurch

0
1
2
3

8
|
8 8 8 8§

eingefiihrt.Offenbarbeschreibtlso

T
z
xz(s) = -
z
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jetzt eine Kurve in der Raumzeit.Mit Hilfe der MiINKOwsKImetrik emibt sich
zunachst

a2’y =5 (',a') =2 — |2']"
Weiterfolgt
med 14w gw

undk’: = L (Eia" + o/, B]')
C

K* laRtsichvollstandigdurchdenFeldstarktensound 51—5:1: ausdriickn.Denndurch
Einsetzender Definitionen (Gleichungen(2.6) bis (2.11)) tberpriftman leicht die
Identitat

K# = TPt (@ () Sa¥ (5

fir u=0,1,2, 3.

Zweckmafigerweisaefiniererwir jetztnochfir jedenVektora dielineareAbbildung
(F (z)a)" : =F (x)" a”. Fur die Bahnkure in V=R* gilt dannin kompakter
Schreibweise:

Relativistische Bewegungsgleichung

d 1 d

_g (S iw S
mc&mgw (s) = CF( (s)) (ds ( )) (2.22)

Definition: Lz (s) heiRtVierergeschwindigleit.

In dieserBewegungsgleichungst jetzt noch die Wurzel ausdem Quadratder Vie-
regeschwindigkit im Nennerstérend Allerdings hattenwir ja die Parametrisierung
derBahnkunendurchs bis auf die Positvitat der Ableitung vollkommenwillkirlich
gewahlt. DieseFreiheitkbnnenwir nunnutzen,um <(f—sa: (s), (f—sa: (s)) beliebigvor-

zuschreibenDanacHhiegt dannallerdingsdie Parametrisierungest!
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Hierzusindzwei Vorschriftenallgemeinin Gebrauch:

i). sistdieBogenlangelerKurve

d d
: — — =1 2.23
(:><d8:c(s),dsa:(s)> (2.23)
ii). Alternatv wird derParameter- =2 benutztDannnenntmanr die Eigenzeit

Wir verwendendie Korvention (2.23) und erhaltenals Bewegungsgleichungines
geladenefeilchenam elektromagnetischelreld F'

2
mc%x (s) = 2F (z (5)) <;—Saz (s)>

mit <;—Sw(s),%m (3)> ~1

2.4 LORENTZzgruppeundPOINCAREgQruppe

Wir betrachtenden MINKOwsKIraum V' mit dem metrischenTensorn. Eine li-
neareAbbildung A, die n invariant &3¢, fir die also gilt, daRfur alle a,beV :
1 (Aa, Ab) =7 (a,b) ist, heil3tL oORENTztransformation. Die MengederL ORENTZ-
transformationeiildet eineGruppe die sogenannté ORENTZzgruppe, undwird mit
L bezeichnetFallse, eineBasisvonV ist, gilt

Aey = Aje, (2.24)
undausderInvarianzvon n folgt

A2 AL Dy = Dy (2.25)
Furdie dualeBasise* emibt sichdaraus

Aet = Abe”. (2.26)
Fir € V definierenwir n (z) € V* durchn (z) (a) :=n (x, a) fur alle acV und

erhaltenso eine lineare Abbildund? 7 : V —=V*. 5(x) ist linear in « und, da
n nicht ausgeartetst, ein Vektorraumisomorphismugs existiert also das Inverse

() Die wir mit demgleichenBuchstabetbezeichnen.
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n~1:V*—=V.Speziellfolgt n (e,) =nue” undn! (e#) =ne,. Nungilt

1(42) @ =n(Ae.0) =1 (2.0 a) = (X 0(@)) (@),

dasheif3t

—_1*

DurchBildung desinversenfolgt:

-1 -1 -1
A-n = 7 -A% (2.28)

DascartesischéroduktL x V verseherwir jetzt mit einer Gruppenstruktyrindem
wir dasProduktder Elementep; := (A1, a1) undps := (As, ag) durchdie Formel

propz = (A1A2,Ar1a2 + a1) (2.29)

definierenOffenbarist (1, 0) die Gruppeneinsind
—1 —1 —1
s <A’_ Aa) (2.30)

daslnversevonp:= (A, a). Die sodefinierteGruppeheil3tPoINCAREgruppeundwird
vonunsmit P bezeichnetP operiertauf V' in folgendenWeise:Fir p € P setzerwir

p« () = Az +a (2.31)
Daraudfolgt pi, o pa. = (p1p2),. Der Beweisist einfach:

(P1x 0 p2x) () = p1x (A2 + @a2) = AjAsz + Ajag + a1 = (p1p2), ()
g.e.d.

2.4.1 Transformationsgeset#tr Tensorfelder

Ziel ist eszu zeigen,dal3die MAXWELLschenGleichungerund die Bewegungsglei-
chung geladenerTeilcheninvariant unter diesenTransformationersind. Hierzu ist
zunachstzu definieren,wie die PoINCAREgruppeauf Tensorfelderrund reellwerti-
gen Funktionenin V' operiert. Wir verabrederzundchstdalfiein Tensorfeldnullter
StufeeinereellwertigeFunktionist,umdamitdiesebeidenFallegemeinsamzu behan-
deln. Fur jedesbeliebige(k, I)-Tensorfeldund p € P, p= (A, a) definierenwir dann
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einneuegk,[)-Tensorfeldp*w durch

(p*w) () (h1,...,hg, h1,...,h}) = (2.32)

—1 —1
= w (po) (Ahl,...,Ahk,A* LA h;‘)

Esfolgt hieraus,dal3p* in w linearist, daRalsoflr zwei TensorfeldegleicherStufe
p* (awy + Pws) = ap*wy + Bp*we gilt. AuBerdenfolgt

pips = (p2p1)”. (2.33)

Wir kénnenleicht die Komponentenvon p*w durch die Komponentervon w aus-
driicken. Beachterwir (2.24)und(2.26)auf Seite30, sofolgt

(p*w) (), 0 =
= (p*w) (&) (euy,---,eu,,€",...,e") (2.34)

-1 —1
= w (ps) (Aeul,...,Aeuk,A* e’ ... A* e"l)

1\ Y
(4)
v

2 v Aﬂ’1 A“Ik -\
= w (ps) €uls---reu €, e AL LA o
14

1

Virot A A () e
= w €T e “ e
,U/’p---v/J;c (p* ) H1 1223 A o A I

1 1

Ubungen
Aufgabe2.1— Teilchenbevegung in einem konstanten elektromagneti-

schen Feld

Die Bewegungsgleichundur ein Punktteilcherder Massem und Ladungg in einem
konstanterelektromagnetischelReld F' ist geggebendurch

z'(1) = % Fz'(1), (2.35)
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wobei .’B'(T):(é—:f(’r) und z : R—R* die Bahnkune, parametrisiertdurch die

Eigenzeitr ist, dasheif3t

N =

cT = /(w'()\),a:'()\» dX.

Hierbeiist (-, -) die MiINkOwsKI-Metrik und F' ist einekonstantdineareAbbildung,
die durchdie Komponenter#*, desFeldstarktensorsvie folgt definiertist:

(Fh)* = F* hY
Einmaligelntegrationvon (2.35)liefert natirlich

z'(1) = a F () + x, mitz) = const.c R* unda = %.

(a) ZeigenSie,dald

(1) = exp (T aF) (:1:0 + /d/\ exp (—AaF) a:f)) ,
0

eineLdsungderBewegungsgleichung2.35)fur die Anfangsbedingung
z(0) = =y = const.€ R* ,2'(0) = x|,

ist.

(b) Zeigen Sie, dalR G(7)= exp (7 «F') fir alle T eine LORENTZ—Transformation
ist. Hinweis: ZeigenSie:

d

—(G(DR,G()K) =0

fiir alleh, k € R*.
(c) BerechnerSiex(r) fur die Spezialfélle:

0E 0 0 0B 00
EO0O0 0 B 0-B0
F=1l900-p|YdF=195 00
00B 0 00 00

Hinweis: BerechnerSieexp (T oF') durchEntwicklungin einePotenzreihe.
Bemerkung:
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Man kann zeigen,dal der allgemeineFall eineskonstantenFeldes
durchgeeignetd. orReNTztransformatioen auf diesebeidenFalle zu-
rickzufihrerist.

Aufgabe 2.2— Teilchenbevegungin einer elektromagnetishenWelle

Wir betrachtereinenelektromagnetischereldstarktensomder Form
F(z)(a,b) = A({k,a) (n,b) — (n,a) (k,b)) sin({k,x) + J) (2.36)
furallea,b e R*,
wobei (k,n) =0. AcR heilkt die Amplitude, k€R* mit (k,k) =0 heilt der
(lichtartige) Wellervektor, n € R* mit (n,n) = — 1 heilRtder (raumartige)Polarisa-

tionsvektor undd € R hei3tdie Phase Hierbeiist ( , ) die MINKOwsSKI-Metrik.

(a) BerechnerSiedie Tensorlbbmponentert),, von (2.36)in der Standardbasis.

(b) ZeigenSie,dalRF aus(2.36)eineLdsungder MAXWELLgleichunge in Vakuum
(dasheiRtfur die Ladungs—Stromdichtgilt .J(x) = 0):

(divF)(x) =0, (dF)(xz) =0,

darstellt.
(c) ZeigenSie,dal3fur daselektrischa~eld F/, desseriKomponentemurch

EZ($,t) :FOi(a:)a (IL = 17233)
gegebensindundfir dasmagnetisché&eld B, desserKomponentemurch
B
Bk(.’L‘,t) = - 5 Z €ijk Fij(w)a (k =1,2, 3)
1,j=1
gegebersind, gilt:
Elk, Blk, EL1B, |E|=|B|.

Hierbeiist k derVektormit denKomponente&?, (i=1,2,3) .
Wir transformierenetzt die elektromagnetisch@é/elle (2.36) mittelseinerL ORENTZ-
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Transformation:

(A*F)(z)(a,b) = F(Az)(Aa, Ab)

(d) ZeigenSie,dalB(A*F)(x) wiederdie Form (2.36)besitzt wobeiderWellervektor
durchA 'k undderPolarisatiomektor durchA~'n gegebenist.

Die Bewegungsgleichundir ein Punktteilchender Massem und Ladungg in dem
elektromagnetischelreld F' der Gleichung(2.36)lautet

z'(1) = ﬂ(k <n, a:'> -n <k:, w'>) sin((k,x) + 9), (2.37)
mc
wobei /(1) =4 z(r) undz : R—R* die Bahnkure, parametrisiertdurch die

Eigenzeitr ist, dasheil3t,

(e) ZeigenSie,dalRaus(2.37)
(k,z) = (k,z() T+ (k,®o) , mitzo = 2(0) undxy = z'(0),

folgt.
(f) ZeigenSie,daRderFall (k,z{) =0 ausgeschlossest.

Wegen (k, z)) # 0 kénnenwir z(7) =y (&(7)) mit £(7) = (k,z(7)) = (k,z)) T +
(k,xo) schreiben.

(9) ZeigenSie,dal3aus(2.37)

y”(f) = $ (<n7 yl(£)> k- ’I’L) sin (5 + 5) ’ (238)

— me(k,zh)
wobeiy'(¢) = d%y(g) ist, folgt.
(h) ZeigenSiejetzt,dalRaus(2.38)

(n,y'(¢) = — cos (€+0) + a,

me (k, zj)

mit a=conste R, folgt.
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(i) SetzenSiedasResultataus(h) in (2.38)ein, und zeigenSie, dalRdie Losungder
Bewegungsgleichung2.37)durch

gA 1 A

- -9t sin zh) T T
o) = s {3y o @ (b ) )]

+(n — ak)sin ((k,z() 7 + (k, o) —1—6)}

+B ((k,z() 7+ (k, o)) +~

gegebenist, wobei 3,y eR* mit (k,B) =1, (k,~) =0 und (n,8) =«a. Versu-
chenSieauch,diesesResultatzu interpretieren.

2.5 Operationerauf Tensorfelderngdie mit p*
vertauschen

Wir stellenunsjetztdie Aufgabe,Operatorerzu finden,die mit der Aktion der POIN-
CAREgruppevertauscherDennwennwir wissendafleineGleichungfur Tensorfelder
nuraussolchenOperatoreraufgebautst (wie sichherausstellewird, gilt diesfir die
MAXWELLgleichungn), so folgt daraus,daf® man eine Losungder Gleichungnur
nochPOINCAREtransformierermul3,umweitereLosungereu finden.

Als Beispiel dafir nehmenwir die Operatorenf’—dF und F — div F, die wir in
Abschnitt2.2 rein formal eingeftihrthaben Wir werdenzeigen:

p* div = divp*
Um dieseAussagerbewneisenzu konnen fuhrenwir die Operatorerauf finf grund-
legende einfach strukturierteOperationereurtick, die mit der Operationder PoIN-
CAREgruppevertauschendie also PoINCAREiInvariant sind. Aus diesenOperatoren

kénnendannfastalle anderenPOINCAREinvariantenOperatoreraufgebautverden.
Wir beginnenmit dem

2.5.1 Tensoiprodukt

Fur die (k,1) respektie (k',1") Tensorfeldew undw' ist dasTensorprodukgls das
(k+K',1 +1")-Tensorfeld

w®wl(.’1:) (hla---ahk—|—k'7hTa"-ah2k+l’) = (239)
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= 0.1(112) (hl,...,hk, ’{,...,h;‘)w'(a:) (hk—f—la---ahk—kk’ah?-f-la'-'ahz(+l’)

definiert.Die Tensorlomponentewerdenalsoeinfachmultipliziert.
Wie leichtzu erkennenist, gilt

P (wRw) =p'wp'W, (2.40)
wennmandie Definition von p* explizit einsetzt.

2.5.2 Permutation der Argumente
Seiw ein (k,1)-Tensorfeldundseienc € S, o’ € S;. Wir setzen

(Paa’w) (m) (h’la"'ahka Taah’zk) L= (241)

2= 0(@) (Bo)s s Boy By B

und erhaltenein neuesTensorfeldderselberBtufe.Es esist leicht zu sehengdalauch
fur dieseOperatiorp* P, = P, p* fur p € P gilt, wennmanwiedernurdie Definition
vonp* (Gleichung(2.32)auf Seite32) einsetzt.

Bemerkung: Fureinreinkovariantegk, 0) oderreinkontravariante0, /) Tensorfeld
schreibtmanaucheinfach P, mit o € S; respektie o € S;, daja keine
weiterenArgumentevertauschiverdenkénnen.

2.5.3 Kontraktion

Seiw ein (k,1)-Tensorfelddannbezeichnetandas(k — 1,/ — 1)-Tensorfeld
(Kw) (z) (h1y-- ., hg_1,h%, ... h}) : = (2.42)
= w(x) (eu,hl,...,hk,l,e“,hf,...,hffl)

alsKontraktion vonw.
Fur die KomponentemerKontraktionvon w gilt offenbar:

() (@) = @
Esist wiederleicht zu sehendalRp* K = Kp* gilt:
Kp*w ((E) (hl, ey h'lc—la hT, ey h’;‘fl) =

=p*w () (ey, h1,..., hy_1,e*, b, ..., hj_,)
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-1 -1 -1
= w (pstx) (Aeu,Ahl, oy ARg_1, AF e* AT BY, .. AT h;‘_l)
-1 —1 —_1\ ¥
= w (pyx) <ea,Ah1,...,Ahk_1,e5,A* f AT ;*_1> AQM(A>
8
—1 —1
= w (ps) <ea,Ah1, ooy Ahg_1,€% A" R, ... AT hz"l)

-1 -1
= Kw (p*$) (Ahl,...,Ahkl,A* ){,...,A* h7_1>

= p*Kw (m) (hl, . ,hk_l, hT, [ hf—l)
Im vorvorletztenSchrittwurdedabeiA®, (A—l)“ﬂ = 6§ benutzt.

2.5.4 Gradient V

Seiw ein (k,)-Tensorfelddanndefiniererwir das(k + 1,1)-TensorfeldVw durch

(Vw) () (1, ..., hgq1, BT, By 2 = (2.43)

d
i = —w(x+thy) (ho,...,hgt1, kT, ... h])

dt =0

undnennerdiesesTensorfelddenGradientervon w.

Die Komponenterdes Gradientenlassensich aus den Komponentervon w leicht
berechnenwennmanfir h; undh; die Basisektorene,,, e einsetztEsfolgt sofort:

0

V1 geenyV, _
(vw) (w)ull’y---,yl‘lk+1 - 8xl$1 w (m)lz;’r“’a’l/jk+l

FurdenGradientergilt nun

Vp*w () (hi,...,hgt1,h], ..., h]) =

d * * *
= E(p w) (& +thy) (he,...,hgt1, kY, ... )

t=0

d -1 -1
= Ew (p* (.’B +th1)) (Ahg,...,Ahk+1, A *hT,..., A *h?)

t=0
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d -1 -1
= &w (Ax +a+tAh1)(Ah2,...,Ahk+1, A*hT,. .., A*h?)

t=0

d ~1 -1
— —w (P + tAR)) (Ahz,...,Ahk+1, ARG A *h;)

t=0
Ly« L x
= Vw (ps) <Ah1,...,Ahk+1, A *hI,..., A hl)

:p*Vw (.’12) (hl, ceey hk+17 hT, ceey h?)
= Vp* =p*'V
Also ist auchder GradientrOINCAREInvariant.

2.5.5 HochzieheneinesTensorindexes
Seiw ein (k,1)-Tensorfeld Wir definierenHw durchdas(k — 1,1 + 1)-Tensorfeld

(Hw) (z) (h1,...,hg_1,h],... R} )+ =

-1
= w(x) <77 (h‘{),hl,...,hk_l,hi,...,hfﬂ). (2.44)

Die Operationw — Hw bezeichnemwir als Hochziehereinesindex. DieseBezeich-
nungwird sofortklar, wennmansichdie Komponentewon Hw ansieht:

(Hw) (m)Vla---:Vl+1 = w (m)’/2a---:“l+1 ,,71/11/

H15eelbk—1 Vi1l —1

EntsprechendannmandasHerunterziehewon IndizesalsInverses/on H definieren
(' seiein (k — 1,1 + 1)-Tensorfeld):

(f{l w') () (h1,...,hg,h7,...,h]): = (2.45)

L= w'(m)(h2,...,hk,n(h1),h{,...,hf)

Auchfiir dieseOperationgilt p* H = Hp*, woraussofortp* H ! = H~'p* folgt.
Beweis:

(p*Hw) (x) (h1,...,hk—1, T, ..., k], ) =
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-1 -1
= (Hw) (psx) (Ahl,...,Ahkl, AThI,..., A *h;‘H)

-1/-1 -1 -1
= w(p*$)<77 (A*hi> ,Ahl,...,Ahk_l, A*hz,, A*h7_|_1)

2.28 -1 1 1
C25)  (pa) (A 1 (hY),Ah, ..., Ahy_1, A*h;,...,A*h;+1)

-1

= (Hp*w) ($) (hl,. .. ,hk_l,hf{,. .. 1h’z(+1)

a

2.5.6 Weitere invariante Operatoren

Da die Operatorend, H~ !, P,,., V und K mit der Operationder POINCAREgruppe
kommutierengilt dasnatirlichauchfir Operatorendie ausSummerund Produkten
dieserOperatorerbestehen.

Mit O,€ {H,H ',K,V,P,»} (i=1,...,m) gilt alsofur O : =T[[, O; auch
p*O=O0p*.
Beispiele:

Wir habenin Gleichung(2.9) auf Seite25 den FeldstarktensorF mit den Tensor
komponenter¥),, (x) eingefihrt,dasheiltein (2,0)-Tensorfeldkomponentenweise
definiert.Hierzutreten,ebenélls komponentenweiséefiniert,

i). das(1,1)-Tensorfeldnit denKomponented, () =n**F,,, (z) und
ii). das(0,2)-Tensorfeldmit denKomponente# (z) =n"nP F,5 ().

Der VemleichderTensorlomponenterzeigt:

). Mit £ (x) haberwir genaudie Tensorlomponentevon H F' definiert,dasheif3t
HF (z) (ey,e”) =F' (z),

ii). undmit F* () wurdendie Tensorlomponenteron — H? F eingefuhrtdasheif3t
FH (g) = — H2F (x) (e, e").
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HierauswurdenauRerdemnmochzweiweitereTensorfeldegebildet:

iii). Das schiefe (3,0)-Tensorfeld dFF mit den Komponenten(vergleiche Glei-
chung (2.13)auf Seite26):

((dF) (m))“a—(l)uo—(Z)uo(S) 2= 6o ((AF) (2)) 1y s

aFMzMa (m) 8F,U1M3 (m) aFNlNz (w)

((dF) (w))uluzus ST it T gk oxHs

fa||SOSH1<,U/2</J,3S3

iv). Das(0,1)-Tensorfelddiv F' mit denKomponenterfvergleicheGleichung(2.12)
auf Seite26):

((div F) (@))" = o0 ™ ()

Wir behauptemnun, daf3 sich auch diese Operatorenauf die anggebenenPoIN-
CAREinvariantenOperatorerzurtickfihrernassen:

). dF=33,c, €cPsVF
Fir die Tensorlomponentemilt namlich

oES3 0€S3

(ZGJPG-VF (.’12)) = Z €o (VF (w))uo(nﬂa(z)ﬂa(s)

H1p2 43

0
- Z €o Ot (1) F (m)ua(z)uaw)

og€E€S3

—o (@) n (o) O (o))

oz Oxh2 OxH3

O

ii). divF=— KVH?F
Auch dieskannwiederkomponentenweiseachgerechneterden:

(KVH?’F (m))“ = (VH?F (z)) (e, e",e")

0

- oxY

(HQF (z)) (e”,eM)
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9 p

a

Indemwir nundF unddiv F' als ProduktedieserOperatorergeschriebernaben,st
sofortklar, dal3

p* div = divp*, (2.46)
p*d = dp” (2.47)
gilt.

2.5.7 Nichtlineare invariante Operatoren

Die im letzten Abschnitt betrachteterOperatorersind alle linear Wir kdnnenmit
Hilfe des Tensorproduktsauch nichtlineare Operatorenauf Tensorfelderndie der
Bedingungp* A = Ap* geniligenkonstruieren.

Beispiele:

i). A(F)=F ® F machtausdem (2,0)-Tensorfeldein (4,0)-Tensorfeld.Dafiir gilt
dann

p*A(F) =p"(F®F) =p"F@p'F=A(p'F)
O

i). A(F)=K (F® HF), wasin Komponente (F) ,, = Fo, F,n*? bedeutetin
diesemFall bleibt die StufedesTensorfeldegrhalten.

Auch hier gilt wieder
p*A(F)=p*K (FQ HF) =
=Kp"(FQHF)=K (p"FQp*HF) =

=K (p"F @ Hp'F) = A(p*F)
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iii). Die FunktionA (F) = — K? (F @ H*F), die sichausdenTensorkmponenten
alsA (F) (z) = F,pF*? emibt.
Die PoINCAREinvarianzzeigtmanwiedergenausavie in Beispielii).

Bemerkung :

In der Praxisschreibtniemanddie obendefiniertenOperationenk, H, V, ® und so
weiterwirklich explizit aus,sonderneswerdennur die Endprodukten der Formvon
Tensorlomponentemenutzt.

Beispiel:
0 g
A(F)u = aqu Faﬁ

Am Indexbild erkennt man sofort: Dieses(1, 0)-Tensorfeldwird durch zweifache
Anwendungvon H auf F, Tensorieremmit F', zweifacheKontraktionund anschlie-
RendeBildung desGradientererzeugtAlso gilt

A(p'F) =p"A(F).

FurkompliziertereTensorfeldegilt diesnatirlichauch.Esbedarfnur einergewissen
Ubung,um ausdenTensorlomponentemlie einzelnerOperationermerauszulesen.

Ubungen

Aufgabe 2.3— Multilineare Algebra

Sei V' ein n-dimensionaler(reeller oder komplexer) Vektorraum.Der Raum der
linearenFunktionenauf V' (mit Wertenin R oder C) wird mit V* bezeichnetund
stellt wieder einenVektorraumgleicherDimensiondar V* heitDualraum zu V.
Falls A : V —V einelineareAbbildungist undx* € V*, sosetzerwir fur alleh eV

(A*z*)(h) = z*(Ah).

(a) ZeigenSie:
(i) A* definierteinelineareAbbildungA* : V* -V,
(i) Esgilt: (AB)*=B*A* und
(i) A*~l=A"1*
A* heif3tdie zu A adjungierte Abbildung.
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Seie,,u=1,...,n eineBasisvon V. Die zue, dualeBasise*, y=1,...,n vonV*
ist durch
e”(e,) = 6%, wobeid¥ = L fallsp =v
v v v 0 sonst

eindeutigdefiniert.
(b) Seide,=A e, (EINSTEINSCheSummenkrvention!). BerechnerSie A*et.

Wir untersuchefetzt denRaumderlinearenFunktionenauf V*, dashei3tdenRaum
V**. Seihe V. Wir setzerfur alle z* € V*: h**(z*) =x*(h).

(c) ZeigenSie:Die Abbildungh— h** € V** ist einlinearerlsomorphismus.

Wir werdenvermoégedieseslsomorphismuddie RaumeV und V**, dasheil3t die
Elementeh eV und h** € V**, in der Folge stetsidentifizieren.Ein Vektor he V
reprasentiersomitstetsein Vektorh** € V** undumgelehrt.

Tensoen

EineFunktion

w:yxVx---xV;xy*xV*x---xV’i—>]R

v "
k-mal {-mal

hei3t k-fach kovarianterund [-fach kontravarianter Tensorauf V' oder kurz (k,1)-
Tensoy falls fir alle h; €V, hf €V* w(h,..., kg, hT,..., k) in jedemArgument
linearist. Seiw’ ein (k' 1")-Tensor Wir setzen:
(w®w)(hi,.- by Pei1s oo s higrs B, By BE 1, B )
=whi,.o o hi B, ) W (gt - o i, B s - << h)

underhaltereinen(k + &',1 + I')-Tensor

(d) ZeigenSie:Esgilt (w® ') @ w"'=w (v’ @ W").
(e) ZeigenSie:

SN 15 17} V1 Vk
w=w o€ @@ Rey Qe ,
wobei

[ — 1 m
w vy = W€y ooy, el et
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Die Zahlenw"' ", . heiRendie Tensorkomponentenvon w.
(f) ZeigenSie:Diese(k,l)-TensorerbildeneinenVektorraumder Dimensionn+t.

SeiA : V—V umkehrbarundlinear. Wir setzen:

—1 —1
(A*w)(he, ... by b o 1) = w(Ahy, . .., Ahg, A* BY, ... A% BY).

(g) ZeigenSie: A* stellteinelineareTransformatiordesRaumeder (k, [)-Tensoren
darundesqgilt:
() (AB)*=B*A*;
(i) A*t=A"1*und
(i) A" (wew)=(4%"w)® (A*).
Berechnersiedie Tensorlomponentevon A*w.

Kontraktion
Seiw ein (k,l)-Tensorunde,,, (1=1,...,n) eineBasisvon V. Wir setzen:

(i)(hl,...,hk_l,h*{,... ,h;;l) = w(hl,...,eu,... ,hk_l,hf,...,e“,...,h;;l).
(Beachtew hangtvonderPositionvone, unde” in denArgumenterab!)
(h) ZeigenSie:w héngtnichtvon derWahlderBasisab,undesgilt: A*w= (A*"w).

Seig ein symmetrischekovarianterTensorzweiterStufe,dashei3tg(z, y) = g(y, z),
undg ist nicht ausgeartet dasheif3t,daausg(z, h) =0 fur alle h € V, folgt z=0.

(i) ZeigenSie:Die Abbildungg : V — V*, definiertdurchg(z)(h) = g(z, h) fur alle
heV,isteinlinearerlsomorphismus.

Transformationen von ko—und kontravarianten Tensoren vermittelt durch g
Seiw ein (k,1)-Tensor Wir setzen

W (hiye o by, B k) = w(he, by b, B g(he), . B )

und erhalteneinen(k + 1,7 — 1)-Tensor ( h; bedeutetdal3diesesArgumentfehlt).
Ebensast

w"(hl,. . .,hk_l,hﬁ{,.. '7h2k+1) =
t = Wb,y g N, B, B R e )

ein(k — 1,1 + 1)-Tensor Weiterhinseie,, eineBasisvonV undg,, =g(e,,e.).
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() Berechnersiedie Tensorlomponentewvonw’ undw”.

(k) ZeigenSie: Falls A einelsometrievon g ist, dasheil3t,g(Az, Ay) =g(z,y) fur
allez,yeV,sogilt: (A*w)' = A*w" und (A*w)" = A*w".

Seijetzt V reellern-dimensionalelMektorraumund g ein symmetrischenichtausge-
arteterTensorzweiterStufeauf V. Esgibt eineBasise, von V mit g(e,,e,) =€, 0.,
wobei

€ =1 1<i<m
6= —-1m<i1<n

e, heilBtOrthonormalbasis von V.

() BerechnerSiedie Tensorlbmponentevonw’ undw” beziglichdieserspeziellen
Orthonormalbasis.

Aufgabe 2.4— Sdiefe Tensoren

SeiV einn-dimensionaleMektorraumDie Abbildung

w:yxVx---xV;—HR

k-mal
heiBtschiefer kovarianterTensorder Stufek, fallsw(hi, .. ., hx) in jedemArgument
h; (i=1,...,k) linearist und fir jede Permutations € S, (S ist die Menge der

Permutationewon k Elementenilt:

W(hg(1)s - hor)) = €(@)w(hy, ... ),

wobeie(o) dasSignumder Permutations ist.

Man kann zeigen, daf3 die Menge dieser Tensorenw einen Vektorraum A, der
Dimension (}) bildet. Fiir w € A, undw’ € Ay ist das A-Produktwie folgt erklart:
wAWe Ak+k’ und

(w A w')(hl, ey by ) =

€\og
- Z kgk')!w(h”(l)’ T ha(k))wl(ha(kﬂ)a s ho(ktk))-

O'ES;H_M

ZeigenSie:
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() wAW'=(-1)¥"u' Aw;
(i) wA (WA =(wAW)AW";
(i) Fallse* (u=1,...,n) eineBasisdesDualraumed/* vonV ist, soist

et A Aetth, (p1 < pa--- < )

eineBasisvon Ay.

Aufgabe 2.5— Wichtige Tensorklder, dieausdemFeldstéarletensorabgelei-
tetwerdenkdnnen

(a) Wir fasserdie Metrik n alskonstante$2, 0)-TensorfeldzweiterStufeauf. Zeigen
Sie,dalRp*n=mn gilt, wobeip= (A, a) ein Elementder POINCARE-Gruppeist.

Im MiINKOWSKI-RaumV betrachtemwir die schiefenkovariantenTensorer-ter Stu-
fe. Diesebildeneinenl-dimensionaleneellenVektorraumSeie,, (1 =0, 1,2, 3) eine
Orthonormalbasison V', dasheif3tn(e,, e,) =€,0,, Miteg=1,6;=e2=€3=—1.

(b) ZeigenSie: Es gibt genaueinenschiefen kovariantenTensore 4-ter Stufe mit
e(eo,e1,e2,e3)= — 1, und fur jede andereOrthonormalbasis),, (1 =0, 1,2, 3)
gilt:

8(66,6’1,612,63) =+ 8(60,61,62,63) .

(c) Wir fassere alskonstanteg4, 0)-Tensorfeldauf. ZeigenSie, daf3fur die Kompo-
nentervone

0 falls (w0, 1, p2, p3) Kkeine Permutation von
. _ (0,1,2,3) ist, _ _ _
Hoppi2 i3 (o) falls o = o(a), wobei o € Sy eine Permutation
von (0, 1,2, 3) mit Signature(o) ist,

gilt. Ebensadefinierenwir ein konstanteg0, 4)-Tensorfeldmittels

ke AN

VKA __ 7
gl = P " S N e v

Bemerkung: Diese etwas unnatirlicheDefinition von e wurde gevéhlt, weil in
denmeistenPhysiklehrbiichet®'?3 = + 1 gesetztwird.
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Sei I derFeldstarketensarWir setzen

(F)uu(@) = G (o).

(d) ZeigenSie:Die Funktionen(«F'),, stellendie Komponenterines(2,0)-Tensor-
feldesxF' darundesgilt:

p*(xF) = det(A) = (p*F)

BerechnerSie (xF)g;, (+F);, (i, k=1, 2,3), und stellenSie denZusammenhang
mit den KomponenterdeselektrischenFeldesE? und desmagnetischerfreldes
B! dar Bemerkung: (xF) heil3tder duale Feldstarketensor In den meisten
Physiklehrbtichewird dieserTensomit F' bezeichnet.

(e) BerechnerSie (xF) . F*, und zeigenSie,daB (+F') ,, F** =4 (E, B) . Zeigen
Sieauch,daBF,, F*'= — (+F),.(xF)* =2 (|E|> — |B|?) .

() ZeigenSie:
dF =0
gilt dannundnur dann,wenn
div(xF) =0
gilt.

Wir definierendie Komponenterdes sogenannteriEnergie-Impuls-Tensors T'(F')
durch:

1

(D = g [P+ ]

4F/<;)\Fm\nuu:| .

(9) ZeigenSie,daRT (p*F)=p*T(F) qilt.
(h) ZeigenSie:

(@vT), = - [%F“(dF)W T (div F)AFM] |

Anregung BerechnerSie die Komponenter(T(F)),, fiir die elektromagnetische
Welle mit demFeldstérktensor

F(z)(a,b) = A((k,a) (n,b) — (n,a) (k,b)) sin({k,z) + 0)
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fir allea,b € R*.

2.6 Relatvistischelnvarianzder
elektrodynamische@rundgleichungen

Das Interessean dieseninvarianten Operatorenkommt aus den MAXWELLSchen
Gleichungerselbst.

Dennwir kdnnennunmit Hilfe diesed~ormalismudolgendebemerlenswerteratsa-
chebeweisen:

e D)
Kovarianz der MAXWELL-L ORENTZ-EINSTEIN-Gleichungen

Sei F' ein elektromagnetischefeldstarktensorund seienz; (s;) die Bahnkunen
von N geladenerTeilchen. F' geniigeden MAXWELLschenGleichungerfir die
Viererstromdichtedie durch die N Punktladungererzeugtwird, und fir jedes
Teilchen gelten die EINSTEIN-LORENTZSclen Bewegungsgleichungemit dem
FeldstarktensorF'.

Danngenugtp*F den MAXWELLschenGleichungerfir eine Viererstromdichtg
die durch N Teilchenmit denBahnkurenz; (s;) =p.~'x; (s;) erzeugwird. Die
neuenBahnkuren erfullenfernerdie EINSTEIN-L ORENTZschen Bewegungsglei;
Ghungermit demFeldstérktensom™* F.

)

DiesenSacherhalt bezeichnetman auchals Kovarianzder MAXWELL-EINSTEIN-
LORENTZ-Gleichungen.

Wir habenalsofolgendenSatzvon GleichungendesserKovarianzwir zeigenwollen:

dF (z) =0 (2.18)
div F (z) = %J(m), (2.19)
mit
N
T (z,1) = cp(a) =¢) g6 (x — 2; (1)) (1.31)

=1

und
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N
JH(@,t) = (x) =D qid (v — i (1)) & (B) (1.32)
i=1
sowie
ic————1 i (si) = —F(xi(s:)) 7—xi(si), i=1,...,N, (2.22
mcdsi <w(,m/_>%dsim (i) c (@: (51) dsialc (si), @ ( )

mit (F (z) h)* = F¥ (x) b fur alle h.

Betrachtenwir zunéchstdie MAxXwELLschenGleichungen(2.18) und (2.19). Aus
(2.46) und (2.47) auf Seite 42 folgt dann,wenn man mit p* auf beidenSeitender
Gleichungeroperiert,

4
divp*F = %rp*J unddp*F = 0. (2.48)

Damit habenwir schongezeigt,dal3der transformierte-eldstérktensordie homoge-
nenMAxXWwWELLgleichungnerfillt. Um die Aussageiberdieinhomogeneiiberpriifen
zukdénnenmisserwir p*J nochgenaueuntersuchemaberzuvor wollen wir unserst
nochdie Bewegungsgleichunge(2.22)ansehen.

Wenn wir in diesenz; (s;) durch &; (s;) : = p,~'x; (s;) ersetzengrkennenwir
zunachst
~ 1 =L ! d
& (si) = A @i (si), @; (si) = i (si)
2

(25, Z;) = (z}, ;) , weil A einelsometrieist.

Damitist die linke Seitevon Gleichung(2.22)gleich

e 1
mzcdsz< )%dszl 13 .

! !

Ersetzerwir nunnochauf derrechtenSeite F' durchp* F' und x; durchz;, soemibt
sichLA1F (z (s;)) 2’ (s;), also

YT (@) () =T A F (@ ()@ (1)

wasleichtdurchEinsetzemachzurechneist.



2.6 Relatiistischelnvarianzderelektrodynamische@rundgleichungen 51

Also haberwir insgesamt

A

_1< . d. 1 dwi(si)> :%j\lp(m(si))w'(sz'),

waswegenGleichung(2.22)bedeutetdaRauchdie neuerBahnkurenz; (s;) :=p, ‘a; (s;)|
denEINSTEIN-L ORENTZSchen Bewegungsgleichungegenigen.

Nun bleibt nur noch zu zeigen,dal3 p*J genaudie Viererstromdichtest, die von
Punktladungemit denneuenBahnkuren z; (s;) erzeugwird:

—1 -1
p*J (z,x1,...,ZN) = J(w, D &T1,..., P *.'BN> (2.49)

Wir sindoffenbargezwungen,J° und.J* alsDistributionenim MINKOwsK Iraumauf-
zufassendasheilt,fir jede Testfunktionp € R* sind die Distributionend(z — z; (t))
undé (z — x; (t)) v¥ () zuuntersuchen.

Betrachterwir zunéchst

/d4m¢(m)6(x—xi(t)):/dmo/d3x qﬁ(x,xo)(s(:c—:ci (””-5))
:/dxoqﬁ(xi (x—co> ,a:o) :

Wir parametrisierejetztum: z° = x? (si); zi = x; (i)

/d4a: d(x)d(x—z; () = /dsi 2 (s;) (i (s3) , 23 (s4))
:/dsi 2% (si) ¢ (zi (s3))

= /dsi/d‘Lm :cg, (85) 04 (x — i (54)) ¢ () -
Analogfolgt:

/ diz ¢ () i ()6 (5 — 2; (1) =c / ds; 2¥' (s:) ¢ (@1 (52))

—e / ds; / Az o (s:) 84 (2 — i (1)) b ()
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Wir kénnendeshalldenBeitragdes:-ten TeilchenszumViererstromn derForm

qic/ dsiwg (31) 54 (a: — &; (31)) (2.50)

schreibenywobeiz; (s;) die Bahnkurnenim MiNKowsKiraumin beliebigerParame-
trisierungdarstellt.Fur die totaleViererstromdichtgilt dann

J(x) =c) Qi/dsim; (si) 6 (® — @i (s4)) - (2.51)
Wir untersuchemunp*J fur peP:
p*J (x) = j\l J(Axz + a)
= CZ qi /dsi 6s (Az + a — x; (s;)) ;\1 z; (i) (2.52)

Nungilt aberdasLemma:d, (Az — b) =44 (x — A~'b).

Beweis: NachVariablentransformatiog = Az gilt, wegen|det A| =1,

/d4m 53(Az — b) ¢ (z) = /d4y 54(y — b) (?\1 y)
_ (11 b)
= /d% 54(.7,-— A b) b (x)

Hierausfolgt dann:

p*J(x) = chi/dsi&l (Ax + a — x; (s;)) ;Xl z; (si)

8

= chz' /dsi54 (a:-l— Na— A x; (si)> di [j\l z; (Si)]
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= czi:qi/dsi&; (a: - (;&1 x; (8;) — ?\1 a)) % [}91 «Li (Si)]
= c;qi/dsi&; (.’B— E?l *Lj (Sz)) disz (pl #Li (Sz)>

Dasbedeutegeradedap*J (x) genaudie Viererstromdichtast, die von Teilchen
mit denBahnkunenp !,z (s;) erzeugiwird.

Wir habenalsoin der Tat gefunden,dal’ Losungender MAXWELL-EINSTEIN-L O-
RENTZz-Gleichungendurch PoiNCAREtransformationerwieder in Losungendieser
Gleichungeniiberfuhrtwerden.

2.7 Passve
L ORENTZztrandormationen:Koordinatenwechsel

Bisher habenwir Bewegungsgleichungemnd Feldgleichungerstillschweigendin
V =R* mit festenStandard&ordinaterz* beschriebenBeziiglichder Standardbasis

e, gilt

n(eu,ev) = €ubuw (2.53)
savie

zt (®) =eun(ey, @) furallex € V. (2.54)
Wir betrachtemun ein anderesKoordinatensystem’*, daswie folgt entsteht:Der

Nullpunktin V' wird um a verschoberund die neuenKoordinaterwerdenanalogzu
(2.54)beziiglicheinerOrthonormalbasige), } definiert,dasheilt

n (e:ue:/) = €udpuv
sowie

' (x) = eun (eL,w —a) furallex € V.
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Esgibt eineeindeutigbestimmtel ORENTztransformationA mit eL =Ae, undsomit
gilt

o' (x) = eun <eu,?x1 (x— a)) =zt (?\1 (x— a)) =zt (pl *m) (2.55)

mitp= (A, a) €P.

Die neuenKoordinatengehenalso durchdie zu p inversePoINCAREtransformation
aus den alten Koordinatenhenor, und der oben beschrieben&oordinatenwechsel
entsprichtder zu p inversenPoINCAREtransformation Fur Felderund Bahnkunen
bedeutetliesnachdenResultaterdesletztenAbschnitts dalBewegungsgleichungen
und Feldgleichungemuchin dengestrichenerKoordinatererfillt sind, wenndiesin
den ungestrichenerKoordinatenzutrifft. Mathematischist der Koordinatenwechsel
deshalbuninteressanund wird wie im letzten Abschnitt beschriebenallerdings
mit der Ersetzungp — p~'. Der Koordinatenwechselird jedoch durch folgende
Uberlegungenphysikalischinteressant:

BeideKoordinatermusserdurchMessungem®ntstandeseinundzwardurchzweiBe-
obachterdie sichdie Punkte0 beziehungsweise alsKoordinatenursprunguweisen.
Winkel und Langenmesserbeidemit Ortskoordinaten:?, = beziiglichje dreiraum-
lichen Achsene; beziehungsweise,, sovie mit Zeitkoordinatenz® beziehungsweise
z'°, diedurchzweiim allgemeinerverschieden&hrendefiniertsindundformal durch
Zeitachser, unde;, ausgedriickiverden.

Wir wollen den Koordinatenwechseatun etwas detaillierteruntersuchenUnter den
obenauftretenderPoINCAREtransformationefindensichwohlvertrauteTransforma-
tionenwieder

i). dierdumlicheTranslation,
ii). die zeitlicheTranslation,
iii). DrehungerdesdreidimensionaleRaums.
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Interessanteist dasfolgendeBeispiel
p=(A(a),0) mit

cosha sinha 00
sinh o cosha 00
0 0 10
0 0 01

Afa) = (2.56)

A () ist fur alle o eine LoRENTztransformatia, das heil3t, fir alle a,beV ist
n(A(a)a, A (a)b) =n(a,b). Fernerlalt A («) die eo- und e3-Achseurveréndert.
Uberdiesgilt A (a)™" =A (—«). Setztmandiesin die Formelfiir die neuenKoordi-
natenein, soemibt sich,nachz* aufgelost:

2% = (cosh @) #"° + (sinha) 2 (2.57)
z! = (sinha) 2 + (cosha) z' (2.58)
=gz", (i=2,3). (2.59)

DerBeobachtemit 2/ =0 (i=1,2, 3) liestanseinetUhr die Zeit ' = z'° /c ah In den
gestrichenerKoordinatenbefindeter sichin Ruhe(z” =0 !). In denurspriinglichen
Koordinaterscheinter sich jedochzu bewvegen,undzwar mit der Geschwindigkit

1 1 :
r_r U sinha = tanh a. (2.60)
20 ¢ ¢ cosha
Hierausfolgt
1
cosha = ——, (2.61)
v2
T2
v
sinha = —5-—. (2.62)
,U2

Wir sinddeshalbversuchtzu schlieRendafidie Transformatiom («) die Koordinaten
einesgleichférmig bewegten Beobachterdeschreibt Allerdings gilt zusatzlichbei
dieserTransformation

R (2.63)
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dasheif3t,die Zeit desbevegten Beobachtersst kleiner als die Zeit desunbavegten
undzwar um dengeschwindigkitsabhaégigen Faktor1/4/1 — 2—2 >1.

Die Uhr des bewvegten Beobachterscheintalso langsamerzu gehen.Dies ist ein
entscheidendetUnterschiedzu den GaLILEItransfamaitonen der klassischenMe-
chanik, die ebenélls die Koordinateneines bevegten Beobachtersbeschreiben,
aber die Zeitkoordinatenimmer fest lassen.Solche Transformationedassennun
aberdie MAXWELL-Gleichungengeradenicht invariant. Sie konnendeshalbkeine
erlaubtenKoordinatenwechsedein und missendurch die ebengeschilderteri or-
ENTztransformatioen ersetztwerden.

Anders ausgedriicktDie Struktur der Gesetzeder Elektrodynamikerzwingt eine
grundlgendeAnderungunsereiorstellungvon Raumund Zeit, wie siein der NEw-
TOoNscherMechanikausgebildetvurde.Sieflihrt aufdie RedefinitiondesBegriffs des
gleichférmigbewvegtenBeobachtersndbeschreibtieserdurchKoordinatenwechsel,
die durchLoRENTztransformatioen erzeugtwverden.

Ubungen

Aufgabe 2.6— Die L ORENTztransformationen

Wir verseherdenR* mit einemSkalarprodukt-, -):

3
(hok): = gu W'k
u=0

wobei
Ko K0
Kl k!
h= B2 7k: k2 ;gw,:O(}I,?éll), goo =1, gii:_l(i:1a2a3)'
h3 k3

(-, +) heilBtM INKOW sK Imetrik .

Definition:  h heif3tlichtartig,  falls(h,h)=0undh # 0,
h heiRtzeitartig, falls (h, h)
h,h

>0,
h heiBtraumartig, falls(h,h)<0.
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Furdie Standardbasis,
1 0 0 0
0 1 0 0
€ = 0 ) €1 = 0 ) € = 1 ) €3 = 0 )
0 0 0 1
gilt also

ey Istzeitartig,

e; istraumartig(z = 1,2, 3).
Im R* definiertA =e® A e! A e? A 3 die DeterminantenfunktionA(zy, x5, z3, x4)
mit A(eg,e1,e2,e3)= + 1. Die LORENTZgruppe L ist die Gruppealler linearen
Transformationer : R* = R* mit (Ah, Ak) = (h, k) .

(a) ZeigenSie:Falls Aeg =ey, sogilt:

11000
Aok _ .~ 10
A=0P" (k=1,2), wobeiO = ol o
0

und P! =P die Raumspigelung bezeichnetmit P2=1, und O € SO(3) eine
Drehungist.

(b) ZeigenSie:Durch
(A(a)h)® = cosh(a) h® + sinh(a) h*
(A(a)h)* = sinh(a) h® + cosh(a) h*
(A(a)h)? = h?
(A(a)h)® = h?

wird eineL ORENTztransformatio A(«), (e € R) mit det A(a) = + 1 erklart.
(c) ZeigenSie,dalRmit

i ——|U|/C cosh(a :—1
W)= e MY e
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mit v € R undh® =z° =ct, bt =2 fiir c— oo die LORENTZztransformatia A(«)
in eineGALILEItrandormation Ubegeht.

SeiA eineLoRENTZztransformatio undp der4-Vektor mit

0

1
Aeg=p= |5
3

_BRR

undseiO eineDrehungmit

p' |
p? | =sign(”)O | 0 |,
P 0

wobei|p| = 4 /Zil (). Setzen = arsinh(|p|).

(d) ZeigenSie:
p = sign(p®) O A(a) eg = Aeg.
(e) ZeigenSie:Esgibt zwei DrehungerO; undO,, sodal
A = sign(p®) O1A(a) O, P*,
mit k=1 fur det(A)= — 1 undk=2 fir det(A)= + 1.
Durch —P wird die Zeitspiggelungund durch —T die Raumzeitspigelung erklart.

DiejenigenElementeA, die keine Spieggelungenenthalten bilden eine Unteigruppe
L, von L, die Gruppe der eigentlich orthochronen L oRENTztransformationen.

Die Generatorenvon L :

SeiA : R* - R* linearundschiefbeziiglichder M iINkowskI-Metrik (-, -), dasheift,
fur alle h, k €R* gilt:

(h,Ak) = — (Ah, k).
Sei . die Mengediesedinearen schiefenTransformationenwir setzen

wyh =eye,, h) —e, (e, h), 0<u<v<3.



2.8 InvarianteTeilgebietedesMINKOWSK Iraumes 59

Weiterhinwird der Kommutator von A und B definiertdurch

[A,B]_: = AB— BAfiralleA,B € L.

(f) ZeigenSie: L ist ein 6-dimensionaleWektorraummit Basisw,,.

(9) ZeigenSie[A, B]_ e Lfir A,BeL.

(h) Berechneriedie Kommutatorenw,,, , wy] .

(i) ZeigenSie:A= exp(TA) € L. Desw@enheillerw,, die Generatorenvon L, .
() BerechnerSieexp(Twy, ) fur beliebigese.

2.8 LORENTztrangormationen,Bahnkunen und
invarianteTeilgebietedes MINKOwSKIraumes

Mit Hilfe der oben betrachteterL ORENTZtransformatia A («) [vemleiche Glei-
chung (2.56) auf Seite 55], kdnnen samtlicheanderenL ORENTZztransformatioen
beschriebermverden Esgilt fur beliebigesA.:

A laRtsichstetsin derForm
A =€ (A) O1A (o) Oy P* (2.64)

schreiben,wobei e (A) =sign (1 (eg, Aeg)) und ey der Einheitsektor in Zeitrich-
tungist. O; und Os sind zwei RaumdrehungenP bezeichnetie Raumspigelung
und k ist entwedergleich 1 oder2. T= — P heil3tZeitspigelungund PT= — 1
Raumzeitspigelung.Wir erkennendal3jedeL ORENTZtransformatiordie Form

A= 01A (a) OQPZ‘, 1= 1,2,3,4 (265)
mit P, =1, P,=P, P3=T, P,=PT besitzt.Die Gruppenelementalie keine Spie-

gelungenthalten bilden eine Untegruppe,die Gruppeder eigentlichorthochronen
LoRrENTztransformatioen L, .

Der MiINkowsKIraumselbstldaRtsichin disjunkteTeilgebietezerlegen,die invariant
unterdeneigentlichorthochronerorentztransformatiomesind.Diesesind(seherSie
bitte auchAbbildung2.1 aufdernachsterbeite):
T, ={z e Vin(z,z) > 0,2° > 0} (2.66)
Ki={zeV;n(z,z)=021">0} (2.67)

R={x e V;n(z,xz) <0} (2.68)
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K_={zeV;n(zz)=0,1" <0} (2.69)
T_={zcV;n(z,z)>01° <0} (2.70)
0
x
K, K.
T,
oo R
\\HO/ xl
R
Abbildung 2.1: InvarianteUnterrdumedes MIN-
T KowskK Iraumsunter der eigentlich orthochronen
LorRENTZgruppeFurdie Bezeichnungebeachten
Siebitte die Gleichungern(2.66)bis (2.70)undden
K_ - “. K _ darauffolgendenText.

Die VereinigungdieserGebieteergibt zusammermit dem Nullvektor dengesamten
MINKOwsKIraum.Bei ZeitspigelungerwerdenT’ ;. und K, in T_ beziehungsweise
K_ transformiert(und umgelehrt).\ektorenin R hei3enraumartig,Vektorenin K
und K_ lichtartig und zwar positv beziehungsweisaegatv lichtartig, je nachdem
obsiein K oder K_ liegen.Vektorenin 7'y und7_ nenntmanzeitartigund zwar
wiederpositv odernegativ, wennsieaus7. oder7_ sind.

Fur positi zeitartigeVektorena undraumartigeb gibt esstetgeweils mindestengine
eigentlichorthochronel ORENTZtransformaton A mit

(a,a)?
Aa = 8 (2.71)
0
beziehungsweise
0
0
Ab = 0 . (2.72)
1
(—n (b, b))>
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Fiur die von uns betrachteterBahnkuren z; (s;) habenwir stets vorausgesetzt,
dal 7 (z! (s;),zk (s;)) >0 und z? (s;) >0 gilt, das heilt, der Tangentevektor
x} (s;) liegt stetsin T';.. Falls wir x; (s;) durchdie Bogenlangeparametrisierengilt
n () (si), ) (s;)) =1 undr;=s;/c heil’tdie Eigenzeit Der Grundfir dieseBezeich-
nungliegt in folgenderTatsacheln der NahedesParameterwertes, gilt fur z; (s;)
die lineareApproximation

x; (so + As) = x; (s0) + As ) (sg) .

Nachder Bemerkungzu Formel (2.71) auf der gegeniiberligendenSeitegibt eseine
eigentlichorthochrond. oRENTZztransformatio A mit

x; (so + As) = x; (sg) + A - As

SO O -

= P+ “As| =ps

SO O -
S OO

wobei p= (A, z; (sg)) eine PoINCAREtransformationist. Interpretierenwir p als
Koordinatenwechsetobesagtie letzteGleichungdal3wir lokal (dasheil3tfur jedes
feste sy bei hinreichendkleinem As) fiir jede Bahnkune ein Beobachtungssystem
findenkénnen,in demdasTeilchenruhtund seineUhr die Zeit A7 angibt.Nattrlich
stelltdiesnur eineNaherunglertatsachlicheBewegungdar, die um soschlechterst,
je starler dasTeilchenbeschleunigivird.

2.9 Koordinatenwechseind Feldstarletensor

Wir wollen nun untersuchenwelche KonsequenzennsereKoordinatenwechselir
denFeldstarktensorselbsthabenWir beschran&n unsauf reine LORENTZztransfor-
mationenA. Im Standardkordinatesat gilt also

zt () =eun(ey, ) (2.54)

undfir die gestrichenetKoordinateryilt:

' (z) = eun (eL, z) =z (;\1 a:) (2.73)
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Die beidenBasenwerdenfernerdurch
eL = Ae, (2.74)

ineinandetransformiert.
Im erstenKoordinatensatist der Feldstarktensokomponentenweisdurch

F(x) (ey,ev) = Fu (mo,wl,xQ,m3) , (2.9)
mit Fo = — Fy; = —E' (2%, 2", 2%, 2%), (2.6)
sawie Fy = —g;, B* (mo,xl,:z;Q,x?’) (2.7)

definiertworden.Im zweitenSatzwird ein anderetFeldstérketensoiG (x)

G (x) (elb,efj) = F;,u/ (w'o,w'l, w'Q,x'?’) (2.75)

komponentenweisdurch
Fjy= — Fy; = —E" (2°,2",27,2") (2.76)

Fjy = —eqxB* (2, 2", 2%, 2% 2.77)
erklart. Wir fordern, daf3 in beiden Koordinatensystemendas gleiche Tensorfeld
definiert wird und lediglich die Form seiner Komponentenin den verschiedenen
Koordinaternverandererscheint.

Esmul3also F'= G gelten,undwir erhaltensofort,wegen

eL = Ae, = A"ue,,, (2.74)

1\ @ -1 B
E, (wo,wl,xQ,x?’) = F(;ﬂ (:E'O,:v'l,x'Q,x'?’) (A) (A) . (2.78)
m v

NebendenveranderteKoordinatererkennenwir ausdieserFormelnocheinezweite
bemerlenswerteTatsachedalRndmlichauchdie KomponenterdesFeldstarktensors
bei Koordinatenwechseheinandertransformiertwerden.Was ein elektrischesoder
was ein magnetische&eld ist, hdangtvom Beobachtungssysteah Wir wéhlenzur
lllustration ein konstanteslektrischedreld im gestrichenerSystemmit E3=FE >0
und E" = B" =0 sonst,sovie A=A («) wie in Formel(2.56) auf Seite55. Es ergibt
sichdurchEinsetzerin die Formel(2.78)sofort:

E3 = Fy3 =cosha E (2.79)
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B? = Fi3 = —sinha E (2.80)
E'=B'=0  sonst (2.81)
Dasfur denbewnegten Beobachte(gestrichene&loordinaten)konstanteyein elektri-

scheFelderscheindemunbevegtenBeobachtem BegleitungeinesMagnetfeldes.

EineweitereKonsequengansereiKoordinatentransformatidetrifft die Beschreibing

von elektromagnetischewellen. Koordinatenfrewerdendieseals spezielleLdsung
der stromfreienMAxwELLschenGleichungendurch folgende Tensorfelderausge-
druckt:

F(z)(a,b) = A(n (k,a)7 (n,b) — n(k,b)n(n, a)) cos(n (k,z) + a) (2.36)

Die Amplitude A unddie Phasex sindreelleZahlen,k ein positiver lichtartigerVek-
tor und n raumartigmit 1 (n,n) = — 1. Wir setzenk,=n (k,e,), n,=n(n,e,),
kl,=n (k,€,), nj,=n (n,€|,) underhaltenfir zwei Koordinatensystemeiie allge-
meindurchz’# () =z# (A~ (z — a)) in Beziehungstehen:

F (z) (ey,ey) = F (2°, 2", 2%, 2%) = A(kyny — kuny,) cos (kzﬂxﬁ + a) ,

F() (€], ¢}) =Fj, (+° 5", 5%,5") = A (kjni, — K, )cos (Kja'? + o),
mit o/ =a + kya*.

Interessanterweiséndertsich nicht die Form der Feldstarktensorekmpmenten in
denbeidenKoordinatensystemetediglich die WertederauftretenderfParametesind
verschiedenVon besonderennteressest die Kreisfrequenz

w: =kogc (2.82)
mit der (bei festenrGumlichenKoordinaten)die ebeneWelle zeitlich oszilliert. Of-

fensichtlich ist dies ebenélls eine GroRRe, die vom Beobachterabhangt:In den
gestricheneKoordinateryilt offenbarw’ = kjc # koc.

Ubungen

Aufgabe 2.7— Der FeldstéarletensordesCouL oMmBfeldes

Wir betrachtereinenelektromagnetischeffeldstarketensoder Form

F(z)(a,b) = Q(— (z,z) + (L,z)*) "2 ((z, @) (1,b) — (l,a) (z,b) (2.83)
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fur allea, beR* . Hierbeiist (-, -) die MINKowskI-Metrik undl € R* ist ein zeitarti-
gerEinheits\ektor,dasheif3t(l,1) =1.

(a) BerechnerSiedie Tensorlbbmponentert),, von (2.83)in derStandardbasis.

(b) BerechnenSie die Komponenterdes elektrischenFeldesE, die gegebensind
durch

E'(z,t) = Fy(x), (i=1,2,3)

sowvie die Komponentemesmagnetischefreldesdie gegebensinddurch

3
1
B*(z,t) = - 2 Z eijk Fij (), (k=1,2,3).
5,j=1

ZeigenSie,daRinsbesondergilt:

1

B(z,t) = 0

[, E(z, )]

Hierbeiist/ € R? derVektormit denKomponenter, (i=1, 2, 3).

(c) Seinunspezielll=ey. ZeigenSie, dalRin diesemFall E dem elektrostatischen
CouLowmsfeld einerPunktladung? im Koordinatenursprungntsprichtund das
magnetisché&eld B verschwindet.

Wir transformiereietztdenFeldstarktensodesCouL omsfeldes(2.83)mittelseiner
(aktiven) LORENTZz-Transformation

(A*F)(x)(a,b) = F(Az)(Aa, Ab)

(d) ZeigenSie,dalR(A*F)(x) wiederdie Form (2.83) besitzt,wobei der zeitartige
VektordurchA~!1 gegebenist.

(e) Wir betrachtemnun speziellden Boost des statischenCouLomBfeldes aus (¢)
in 1-Richtunge;, alsodenFall I =A(x) ™ 'e,. BerechnerSie fiir diesenFall das
elektrischeFeld E und das magnetischa-eld B. Zeigen Sie, dal’ diesesFeld
dem einer benvegten Punktladungentspricht,und gebenSie die Richtung und
Geschwindigkit derLadungan.

Aufgabe 2.8— Elektromagnetisbe Wellen
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Wir beschreibereine elektromagnetisch&Velle durch den Feldstarktensomit den
Komponenten

Fu(xz) = A (kyny, — kyny) cos (kA:c)‘ + a) ; (2.84)

AeR heit Amplitude, a€R heilt Phasek cR* heilt Wellervektor und n € R*
Polarisationsektor. Es gilt: k,k* =0=Fk,n", nyn*= — 1 und eine Welle dieser
Form heiRtlinear polarisiert. SeienA’, o/ €R undn' € R* ein zweiter Vektor mit
n'yn't' = — 1undk,n™” =0=mn,n'" und

Fo(@) = A (k' — k') cos (k,\x’\ + a’) (2.85)
der Feldstarktensoreiner zweiten ebenenWelle. Sie ist wieder eine Losung der
MAXWELL-GleichungerbeiverschwindendeYiererstromdichteyinddasgleichegilt
auchfur

Guw=Fu+F .

(a) ZeigenSie,dalG,, eindeutigin der Form
Guw=F"+F ,
mit
Fi,w =Aik, [n,, coS (k)\a:)‘ + ai) +n/, sin(k)\x’\ + ai)] — (pev)
geschriebemverdenkann,wobei

Asina + A’ coso’

Acosa F A’sina’

4Ai2 = A2 +A'2 :I:2AA'sin(a - o/), tan a4 =

(b) BegrindenSie,daR F* die stromfreienM AXWELL-Gleichungererfilllt. Zeigen
Sie, daR das elektrischeFeld, daszu F* gehort, fur feste Raumpunktez als
Funktionder Zeit auf einemKreis liegt. F* heiRtdeshalbzirkular polarisierte
Welle undzwarwird F+ rechts-und F~ links-zirkularpolaisiert genannt.

(c) SetzerSiejetzt: o =g + 6. ZeigenSie,dal’G ), in derForm

Guw = A (kun,(}) — k,,nfﬁ) cos (k‘,\x)‘ + ao) +

+A4® (kun,(f) — k,,nl(f)) sin (k,\m)‘ + ao)
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geschriebemverdenkann,wobei
AV =4, +A_ n® = cosdn +sindn'
AP =A, - A n® = —sinén+cosdn’,
dasheiBt,esgilt: (n(®,n0)) = — §;;, (4, j=1,2). BerechnerSie daselektrische
Feld,daszu G gehoértundzeigenSie,dalRdiesfur festeRaumpunkte: alsFunktion
derZeit aufeinerEllipseliegt. G hei3tdeshalkelliptisch polarisierte Welle.
Fur einenbevegtenBeobachteseiderFeldstarktensomdurch
F'W(:z:'o, x'l,:z;'Q,x'?’) =A (K n', — K',n',) cos (k',\x')‘ + a)
gegebenDer unbavegte BeobachtesiehtdeshalbdenFeldstérktensor

F, (2% 2, 2% 2%) = A (kun, — kyny,) cos (kAxA + a)

wobei
Lo =Ly .
ku= AL Kv, nup= Ayn, undz, = A e
FirjedenBeobachtewird die Kreisfrequenzler Welle durchw =k - ¢, beziehungs-
weisew' =k - c erklart. Seijetzt A=A} = sinha, A=Al = cosha, A3=A3=1
und Ay =0 sonst.Die Geschwindigkit des bewvegten Beobachterdst danndurch

v=c tanh o e; gegeben.

(d) ZeigenSie,daRallgemeingilt:

w=nu! (1L~ Beost) , mitg = 5= (1 g2)h,

wobei derWinkel zwischenv undk’ ist. ZeigenSie,daRinsbesondere

furv || &k (9=0, beziehungsweise), und
w = ’)’wl s

fur v | k gilt. Dies nenntmandenlinearen, beziehungsweisgquadratischen
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DorpLER-Effekt. ErlauternSie diese Bezeichnung,jndem Sie den Grenzall
|v| < ¢ diskutieren.

Hinweis:
cos (e + ) = cos acos B F sinasin 3

sin (@ + ) = sina cos 8 + cos asin 8

2.10 EineBemerkungzu L ORENT ztransformationen
mit Zeitspieggelung

Eine PoiNcAREtransformatiorp= (A, a) kannim allgemeinereineL ORENTZtrans-
formationA mit einerZeitspiggelungenthaltenAllgemeingilt ja A= Ay P; wobei

P =1,
[ 1 00 0
0-1 0 0 .
P,=P= 0 0-1 0 Raumspigelung,
0 0 0-1
-1 0 0 O
01 0O L
P3=T= 00 1 0 Zeitspigyelung,
0 0 0 1
PL=PT= -1

und Ay eine eigentlich orthochroneL ORENTztransformatio ist. P; und Py tre-

ten genaudann auf, wenn fur die feste Zeitachseey (1 (eg,e9) >0) die Grof3e
e (A) =sign(n (eg, Aeg)) gleich —1 ist. Bei der Transformationder Bahnkune in

p~L.x; (s;) istin diesemFall die zeitliche KomponenteleszugehorigerTangenten-
vektorsnegatwv:

() ) <

Bei der Herleitung der vierdimensionalerBahngleichunghabenwir daraufachten
missengdalidieseKomponentemmer positv seinsoll. Zunédchstbedeuteties,dal
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die Bahnkunenp !, x; (s;) physikalischnicht erlaubtsind, also Zeitspigelungenin
derobenbeschriebeneRorm nicht stattfinderdirfen.Wir kdnnenaberzusatzlichdie
SpieggelungdesKurvenparameters; — — s; vornehmengdanactgilt wieder:&; (s;) :
=p L.x;(—s;) hat (Z} (s:))° >0 und stellt eine physikalischerlaubteBahnkune
dar Fuir die EigenzeitbedeutetdiesezusatzlicheTransformationdafi sie ebenélls
gespigeltwird. Offenbarist diesphysikalischauchsinnvoll, bedeutejedoch dal3p* F
nicht mehrzusammemit &; (s;) =p l.x; (—s;) die MAXWELLschenGleichungen
und die EINSTEIN-LORENTZschen Bewegungsgleichungeerfullt. Dies leistetaber
jetzt gerade—p* F'. Der allgemeineFall einer PoINCAREtransformatiorp desFeldes
F undderBahnkunenz; (s;) laRtsichalsophysikalischkorrektsodefinieren:
Istp= (A, a), sogehenF in e (A) p* F unddie Bahnkunenz; (s;) in p~Llx; (e (A) s;)
Uber Wichtig in diesenFormelnist die folgendeTatsache:

Wegene (A1 - Aa) =€ (A1)-€ (A2) gilt wieder daf3die Hintereinanderschaltgreweier
Transformationep} undp} wie bisherder Transformatior(ps - p1)* entspricht.
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3 Erhaltungsgrof3en

Wir habenm letztenKapitel die InvarianzderM AXwWELLschenGleichungerunterder
Aktion der PoINCAREgruppestudiert.DieseGruppewird durch10 reelle Parameter
beschriebemund ersetztdie GALILEIgruppeder klassischerMechanik.Bekanntlich
fuhrtdie GALILElinvarianz aufzehnErhaltungsgroRerEnegie, savie diejeweilsdrei
Komponentervon Impuls, Drehimpulsund SchwerpunktAnalogist die Situationin
der MAXWELL-EINSTEIN-LORENTZ-Theorie. Allerdings tritt die Schwierigleit auf,
dafRhierdie elektromagnetischdrelderzusatzlicheudenErhaltungsgrof3ebeitragen.
DieseBeitragesind durchIntegrale iberrdumlicheFlachenim MiNkKowsKiraum V'
definiert,undwir wollen unserstmit solchenintegralenndherbekannimachen.

Zunéachstsei ¢ : V—R einereelwertige Funktionund G ein offenesGebietin V.
Fallsp einePoINCAREtransformatiomit p= (A, a) ist, sogilt wegendet A= + 1

/p¢— [
p(G)

p (G) ist daspoINCAREtransformierteéGebiet,dasheifltjedesz € G gehtuberin p,x.

Sei K* (x) ein kontravariantesVektorfeld, F eine 3-dimensionald-lachein V' und
die Punktein F seien(fastiiberall) eindeutigparametrisierturchx (a1, as, ag) mit
;€ [ai,bi] CR (i:1,2,3).

Daslntegral von K tberF ist durchdie Formel

b1 ba b

3
ox Ox Oz
/K = /// ( aal 8&2 e >d043d0£2d041 (31)

ay a2 a3

erklart. DieserAusdruckist invariantunter Reparametrisierung. ist der kovariante,
schiefeTensorausder Aufgabe2.5 auf Seite47,undw = — ¢ heil3tdie Volumenform
vonV.

Beispiel: Eine raumartige FlacheF ist wie folgt definiert: Seienxzy, pcV fest,
n(p,p) =1, p°>0, dannist:

F=A{zeV;(p,x —x) =0} (3.2)
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Wir setzere, : =p undeméanzere;, zu einerOrthonormalbasiss) =p, €}
mit 7 (eL,eL) =€, UNde (e), €], e, eh) = — 1. Furz € F gilt danndie
Parametrisierung

+00 3
/K —// dogdasdas e(K (a: =+ Zeéai) ,e'l,e'Q,eg)
F —00

i=1

wegenkK (z) = K* (z) e, ist dasgleich

+00 3
= —/// daydasdas K° (w:mo +Z e;ai>5(ef),e'1,e'2,eg)
oo i=1

- 77/ daydagdag K (z (o1, a2, a3)) (3.3)

+o0
_ / / da;dasdas (K (x (a1, 02, 03)) , p)
—00

Fallsp= (A, a) PoINCAREtransformatiorund A eigentlichorthochronist,
gilt Gberdies

/p*K: /K (3.4)
F p(F)

Seig einoffenesGebietmit RandflacheF. Esgilt dannder
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GAussscheSatzin 4 Dimensionen

Seidiv K = 2K undg C V ein Gebietmit RandflacheF, danngilt:

/divK = /K (3.5)
g F

. J

Wir betrachterein Gebiet,desserRandflachalurchzweiraumartigeFlachen?; und
F» sowie durcheineFlacheF ; gegeberist, fiir derenPunkte(z)” + (1) + (22) +
(353)2 > ReR gilt (sieheAbbildung3.1), esgilt dann

XO

) p

Abbildung 3.1: GebietG im Minkowskiraum.

Falls K* (x) genugendraschfir z* — oo verschwindet,gilt limp_, f%K:O.
UnterdieserVoraussetzunéplgt somit

/divK:/K—/K, (3.6)
Fo

g F1

wobei§G durchdie raumartigerFlachenF; und F, begrenztwird.
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Ist Uberdiesliv K =0, sogilt fir zwei beliebigeraumartigeFlachen:

/K = /K (3.7)
Fi1 Fa

Wahlenwir nunspeziell
Fi={zeV;z’=ct;}
Fo={ze V20 = cty }

mit konstantent;, sogilt nachFormel(3.3) auf Seite70 mit o; = z;

/K: /d?’x K° (w)|w0:ct-
Fi

sowie

/d?’m K° (w)|w0:ct1 - /d3a: K (w)|$°:ct2

Die GroRe[ d*z K° (z) ‘a:ozct hangtalsonichtvonderZeit ab,sieist eineErhaltungs-
groRe.Uberdiesst sie POINCAREinvariant: Zunachsfindenwir

- /p*K: /K, (3.8)
z0=ct
F

p(F)

/ &z (" K)° ()

wobei F wieder die Flachemit z°=ct ist und p (F) die POINCAREtransformierte
Flache.Letztereist auchwiederraumartig.F undp (F) begrenzendaherein Gebiet
G, wie obenaufgefihrtundesfolgt

/K—/K:/divK:O
F p(F) g

Die beidenletztenFormelnzeigen,dalin der Tatdie Identitat

/ &Pz K° (z)| ,_, = / &z (p*K)° (z) (3.9)

z0=ct

gilt.
Wir betrachtertie Viererstromdichtals Beispiel:
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Beispiel: K=J (x) :CZ£1 ¢ [ 04 (x — m; (s4)) @} (s4) dsi.
Esgqilt divJ =0, denn

%J“:chz [ e 5) gt (@ = i (s9) s

al d
= —CZ%‘/ d—si54 (z — @ (si)) ds;
i=1

Wir setzen

t) = %/JO (ct,:z;l,xQ,x?’) d3z
N
= ZQi/d3$/54 (@ — @ (s5)) &0 (s4) ds;
=1
N o
_ Zqi/d% / da? 64 ( — z; (29)) .
=1 oo

NachderVariablentransformation
Yi = Ti — Ty (II?Z)

0 0
. =x; — _ct
yl [ [N J

—40

folgt dann

Z%/d Y da(y Zqz,

dasheif3t,die Gesamtladung ist nicht von der Zeit abhangigund (natur

lich) POINCAREiNnvariant.
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Wir verschaen uns jetzt ein solcheskontravariantes Vektorfeld X nach einem
speziellenRezept.Sei T (x) ein kovariantessymmetrische§ensorfeld2. Stufe mit
Komponenterf},, (x) fur dasgelté?:

0

Ty (x) = T,u (x) (Symmetrie) (3.11)

SeiY (x) einVektorfeldmit

0 0

%Y/g (z) + WYQ () =0 (3.12)
Danngilt:
Kt (z) =TH (2)Y, (x) (3.13)

erfullt div K =0. Denn:

o (1 ()Y, ) = (T (@)) ¥ (2) + 77, )
=0
= %TIJV (%YU (z) + %Yu (:1:))

Damitliefert [ K° (z)|_,_,, d*x wiedereineErhaltungsgroRe.

Fur die Elektrodynamikwerdenwir nun genauein solchesTensorfeldT' und die
entsprechendeviektorfelderY” konstruieren.

3.1 DerEnegie-Impuls-Ensor

Zunachsfuhrenwir denEnegie-Impuls-Ensordeselektromagnetischelfeldesein:

1 1
(Ta), = = = FoF) + ZFagF"‘ﬂnW (3.14)

() Hebender Indicessei, wie eingeubtmit Hilfe derMetrik definiertundausgefiihrt.
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Er erfullt

1

(diVTel) = 47‘(‘

1
( FRA(dF),,, + (div F)* F,\,,> : (3.15)
Beachterwir die MAXWELLschenGleichungerundhebendenindex v, sofolgt

(div Ta)” (2) = — Y (2) 7 (@)

- Z 4 / ) b4 (@ — m; (si)) 2 (s:) ds;

Wegender d,-Funktion konnenwir x in FY durchz; (s;) ersetzenund die Bewe-
gungsgleichungelefern dannzusatzlich
(divTy)” (z) =
N
d 1
== m’ /dsi Oa(a — @i (81)) 3 - ;
i=1 RECACHIACH)

Hier kannpartiell integriert werden,und manerhélt,wegen

N

T =i () = —al® (s9) 5 (@ — i 50).
: v 0w
(v Ta)" () = — 5 TH (2) 316

mit

zl (si) 2 (sq)

THY - Zmz /dsZ da(x — x; (s4)) . (3.17)
(x; (s0) , @} (83))°
T heiRtder Enegie-lImpuls-Ensorder materiellenTeilchenund mit
Tiot : =Te1 + T (3.18)

wird derEnegie-Impuls-EnsordesGesamtsystermausTeilchenundFeldbezeichnet.
ErhaltungsgrofZearhaltenwir jetzt mit Hilfe desspeziellerivektorfeldes

YH(x): =a* + wha”, (3.19)
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wobeia* konstantundw!’ konstantmit wy Schiefist. In diesemFalle gilt offenbarin
derTat

0 0

5o (®) + E

g Y, (z) =0.

Setzenwir K#=TL!Y,, soist, falls T;; genligendaschim Unendlichernverschwin-
det,

K:/KO (m)|z0:ctd3x

= / To () Yy ()] o_,, do'dz’da® (3.20)

unabhangigyon der Zeit, dasheif3teine Erhaltungsgroile.
Setzerwir denAusdruckfir Y explizit ein, solautet(3.20)voll ausgeschrieben

K= [ % (1 (@) 0, + T (2) 2",

1 v 14
— [ @ (1% @00+ 3 (1% @0 1 @)

0=ct

a, und w,, warenvollig beliebig gewvahlt. Wir schlieBenhieraus:Die folgenden
GroRersindunabhéngigvon derZeit (i, k=1,2, 3)

P = [ @7 @), (3.21)
P! (t) = / d*z Ty, ()] 0_,, (3.22)
M) = -0 () = [ @0 (1R @)0 - T @), (329
M) = - M) = [ (18 @)t - T @), (329

Wir bemerlen nochmals:Auf der rechten Seiten ergeben sich konstante Werte.
Jetzt kbnnenwir uns davon Uberzeugengdald die klassischenErhaltungssatzédur
Enengie, Impuls,SchwerpunktundDrehimpulsin der Tatweitergelten.Sieerscheinen
allerdingsin modifizierterForm und werdenmaf3geblictdadurchbeeinflul3tdadas
elektromagnetischEeld zu denErhaltungsgroRebeitragt.
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Wir betrachterzunachstden Beitrag des Materietensorszu den Erhaltungsgrof3en
und driicken ihn durch die Bahnkunen im R? als Funktion der Zeit aus. Die 3-
dimensionaléntegrationeliminiertdabeidie d4-Funktion,undmanerhaltnacheiniger
Rechnung:

N
M =&Y (g} (1) — 0}, (1))
=1 (1 B (@)2>2
N
My =cy — ACEACERACEAD)

FurdenEnegie-Impuls-EnsordeselektromagnetischeReldes ausgedricktlurch £
und B, findetmanzunachst

1 2 2
T8 = — (1B +1BP),

1

0 _ 0 _
el el 47_[_

[E,B],

P S U
Télj = _E (EZEJ + B'BJ — 5(5” (|E| + |B| )) .

SeinBeitragzu denErhaltungsgroierst

F=o [@% (1B@)+ 1B @)

b
20=ct

= L [8% B (@), B @)

el — A x0=ct
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My - L /d?»x (wi|E<w)|2+ BEP o (@,B(m)r) |

2

x0=ct

M= 4 / @z ([E (), B (@)’ - [E (), B @) ')

z0=ct

Wir findensomit, PY = Ek:l Ty, ist die Summeder relatvistischenBewegungsener
gien derelnzelnenTellchen Sieist selbstkeine ErhaltungsgréfRédddiert manjedoch

denBeitragP} = & [d*z (\E|2+|B|2> ,..,» Soist die Summezeitich konstant:
x

P% = PY + PY = const.

P1 ist demzufolgenatirlich als Enegiebeitragdes elektromagnetlscheﬁeldeszu
interpretieren.Dieser erscheintals Integral tber W : :g (|E| + | B] ) Diese
Funktionwird auchals EnegiedichtedesFeldesbezeichnet.

Die Komponenter?, /c und P} /c faBtmanam besterzu jeweils einemVektor P,
beziehungsweisg, zusammenfir die danngilt

N

Pm—zpza

3
[E, B].
For = 47rc/d

p; ist derunswohlbekannteelatvistischeTeilchenimpulaund somit P,,, der Gesamt-
impulsaller Teilchen.Er alleinist wiedernicht zeitlich konstantAddiertmanaberP,,
sogqilt

P = P, + P, = const.

Wiederliegt die Interpretatiorvon P aufderHand: P ist derimpulsdeselektroma-
gnetischerfeldes.

Wir setzerjetzt noch

N
Rm:=Y. Mok 5, (3.25)

k=t (1 - (vkp)?)%

Ra: = /d3:c:z: ) +1B (@)). (3.26)

8mc?
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Aus derzeitlichenKonstanzvon MY + MY folgt
(Rm + Re)) — Pt = Ry = const. (3.27)

R,, ist offenbarbis auf einen Faktor der relativistische Schwerpunkider Teilchen,
und somitist R als SchwerpunkteselektromagnetischeReldesanzusehenGlei-
chung(3.27)ist dannnichtsandereslsderverallgemeinert&chwerpunktsatz.

Aus denrestlicherErhaltungsgroReM® : = M + Méf folgt:

N
L= o+ 4[4 (5,15, 5] (3.28)
k=1

ist eineErhaltungsgroReéer ersteTermist offenbardergesamté&eilchendrehimpuls,
undwie bei denandererErhaltungsgrofieliegt die InterpretationdeszweitenTerms
wiederauf der Hand: Esist der DrehimpulsdesFeldesselbst.Addiert manihn zum
TeilchendrehimpulsgrhaltmaneineErhaltungsgroRé&.

Wir betrachtenetzt die transformierterBahnkunen &, =p—',x; sowie die transfor
miertenFelderp*F. Wir habenauf denSeiten51 bis 53 gezeigt,dalp*J () derzu
dentransformierterBahnkunengehorendétromist. Analoggilt diesbeiexakterKo-
pie desBeweisesauchfir p*T,,. Gleichfallsist!) p*Ty; derEnegie-Impuls-Ensordes
transformierterelektromagnetischdrelde* F'. Hierausfolgt: p* T, istderEnepgie-
Impuls-Tensorzum Feld p* F und zu denBahnkuren p—!, ;. Sei K# =T*"Y,, wie
zuvor. Nach(3.9) auf Seite72 gilt fir [ d*z K° ()| ,_, die POINCAREinvarianz

/ Bz K (2)| 0, = / Pz (K (@), (3.9)
Andererseitsst

P K" = (p'T)" (pY),. (3.29)
Fur (p*Y), qilt aberwegenY, (z) =a, + wyoz® undp= (A, b),

pY, = A (ag + wpa (A% 27 + %)) (3.30)

= a}, + w27, (3.31)
wobei
a,: = A’gu (ag + wpab®),

(!) BaweissieheAufgabe2.5 auf Seite47.
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Wyt = AﬂVAo‘nga.

(3.9) und (3.29) auf der vorhegehenderSeiteimplizieren fir die Erhaltungsgréen
P'" und M’ die zu dentransformierterfFeldernund Teilchenbahnegehérendafd

/ ! ! !
Pta, + M w,, = Pta, + M*w,,.

Hierausfolgt sofort

PHA®, = P (3.32)
M'PAR N g + % (P'*A¥ b — P'*AY b) = M™ (3.33)
oder
1\ @ -1 B 1
M'™F = (A) <A> (M’“’ -5 (0P - P”b“)) . (3.33)
" v

Wegen(3.32)undyn (P, P) >0 kannmannunimmerein Beobachtungssystefimden,
indemP" =0 (i=1, 2, 3) gilt. AuBerdenkannaufGrundvon (3.33)derUrsprungdes
Beobachtungssystenmsmer so gelegt werden,daBsich M =0 (i=1,2, 3) emibt.
Einedannnochverbleibend®rehungkannsogewahltwerdendaRnur M2 £0, aber
sonstM'* = ist.

Ein solchesBeobachtungssysteiin, demnur die Gesamtengie P'° #£ 0 undeineDre-
himpulslomponenteM’'2 £ 0 nicht verschwinderundalle andererErhaltungsgréRen
gleichNull sind,nenntmandasSchwerpunktssyste(englischCenterof M assSystem
oderkurz CMS). SolcheKoordinatersind naturlichfur die Rechnungsehrgiinstig,da
sehrviele GréRenschonohnelangwierigesRechnerals 0 bekanntsind.

Ubungen
Aufgabe 3.1— Energie-Impuls-Tensor
Der Enegie-Impuls-Ensorwurdedefiniertdurch:

1 1
(TP = 5 |FrFy + 3 FaF ™
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(a) ZeigenSie, daBmit denFeldernE und B die Energiedichte &(z,t) : =T%
gegebenist durch:

E@.0) = o (B0 + Bz )P)
(b) ZeigenSieauch,dafl
70 _ 181"
C
wobeiS € R* mit denKomponenten
§' = o= [B(w,t), B(a, )]

der POYNTING-Vektor genanntwird. Dieser hat die physikalischeBedeutung
einerEnegiestromdichte.

Der Enegie-Impuls-EnsoreinerPunktladungler Massem, die sichauf einerBahn-

kurve z(7) bewegt, wobeir die Eigenzeitmit (z'(7), z'(7)) =c? ist, wird definiert
durch:

T (y) = me / dr o™ (1) 2" (1) 6D (y — (7)) .

(c) Zeigen Sie, daR fiir die Komponenter’?° beziehungsweis@?’ des Enegie-
Impuls-Tensorsgder Punktladung

T (y:) = ——0(y —z(t)),
1 — 20
beziehungsweise
Lrioty, ) = — 22050, )
c ECE

gilt. Hierbeiist ' (1) = 92 (r) unda (t) = % (¢).

Aufgabe 3.2— Relativistishie Zweiteilchenkinematik
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In derVorlesungwurdegezeigt,dal3im feldfreienFall die Erhaltungsgrofzen

1
P = - /d3a: T ()

0=ct
PO
einenVierenektor P = (P ) bilden,wobei

1 N m;c?
POZEZTimitTZ-:—Z :
=1

(1- g2’

N
P=") p;mitp; = .
= (1- ey

C
Hierbeiist T;, beziehungsweisg; die (relatiistische)kinetischeEnegie, respektie
der (relatvistische) Impuls des i-ten Teilchens.Fir Ty, (z) =T () = (p*Tw) (z)
wurdegezeigt,dal3 P sichwie ein kontravarianterTensorl. Stufetransformiert,das
heil3t

-1
Pt — P'" = (AP,

(a) ZeigenSie:n(P, P) ist eine POINCARE-Invarianteund esgilt fur ein einzelnes
Teilchen:

n(pi, pi) = m; - ¢

und

T; = \/mict + |pif”.

(b) Zeigen Sie, dal P ein zeitartiger Vektor ist, das hei3t n(P, P)>0, so dal
es ein Bezugsysten(das“(C)enter of (M)ass (S)ystent) gibt, in dem P die

1ems

FormP = (c 0 > besitzt Wir schreiberauch:7°™ =¢./n(P, P), dasheilt,

n(P, P) istdasQuadratdergesamterkinetischerEnegie in CM-System.

Wir betrachtenetztdie elastisch&weiteilchenreaktion

(m1,p1) + (ma, p2) — (m3,p3) + (M4, pa)
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wofur die Enegie-Impuls-Erhaltungilt:

P+ Py =P3+ Py (3.34)
Die LORENTZ-invarianten MANDEL STAM-Variablensinddefiniertdurch

s: = 1(py + Py, Py + Pa) = N(P3 + Py, P3 + Ps)

t: = n(Py —Pps3;P1 — P3) = NP2 — P4, P2 — Ps)

u: = n(p; — Py, P1 — Py) = N(P2 — P3, P2 — P3) -

(c) Berechnersies, t, u (in Termenvonm;, p;, T;) undzeigenSie,dal
s+t+u=c (m%+m§+m§+mﬁ) ,

dasheil3t,s, ¢, u sind nichtunabh&ngig.
(d) ZeigenSie,daBs= L (T<™)2.

(mlapfms) (m27p§ms)

Abbildung 3.2: ZweiteilchenstoBim CM-
(ma, pi™*) System

Um den Streuprozelkinematischfestzulgen, muf3 nebender Schwerpunktsener
gie TS =¢,/s auch noch der Streuwinlel 8™ im Schwerpunktsystenangge-
ben werden, siehe Abbildung 3.2. Diese Ablenkung driickt man durch die 4-er
Impulsubertrage,; — p; von Teilchenl auf3 aus.
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(e) ZeigenSie,dalgilt:

. gcms
t=1ty— 4SIHZT|P€fmSHP§

m5|
wobei
t _i ems _ pems 2 cms| _ [,,cMmS|\2
0_02(1 57°) (Ipi™ = [P5™])
Furdie Teilchenl und4 geltendie entsprechendeformelnmit derInvariantenu.

() BerechnerSie mit Hilfe der Invariantens, m; und ms die kinetischenEnegien
T7™ undTs™* derTeilchenl und2 im Schwerpunktsystem:

2.2 2.2

lemS _ 8+ mjc” —mje
2¢/s

2.2 2.2

chms — 8 +myc” —mic
¢ ? 2./s

ZeigenSie, dalBentsprechendie Impulsbetragep$™*| und |p§™*| mit Hilfe der
Invariantengeschriebemverdenkdnnenals

L 1
|pcm5| _ (3 - (ml + MQ)202)§(5 — (ml _ m2)202)§
2 e

(9) In einem2-Teilchen-StoRgerimentbefindetsichoft einesderTeilchen(Teilchen
2) anfangsim Labor in Ruhe.StellenSie die kinetischeEnegie T} sovie den
Impulsbetragp®®| desbewegtenTeilcheng(Teilchenl) mit Hilfe derInvarianten
s, m1 undmsy dar:

m5| _

31

2 2 2 2
}Tlab _ ST mc —myc
c ! 2mac

1 1
|pl1ab‘ _ (3 - (m1 + m2)2c2)§(3 — (m1 _ ,m2)202)5

2mgc

Wir betrachtemundenZerfall einesTeilchensderMasseM in zwei Teilchenmit den
Massenm; undms:

(M,p) = (m1,p1) + (m2,p2)
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Esgilt die Enegie-Impuls-Erhaltug:

P=p+DP; (3.35)

(h) WannisteinsolcherzZerfall kinematischmdéglich?ZeigenSie,dalsim Ruhesystem
derMasseM die ZerfallsenegienT; undT, derTeilchenl und2 folgendermal3en
durchdie MassenM, m; undms bestimmtsind:

1T M2+ mic® —mic?
Tt 2Mc
lT _ M?%c% + mic? — m2c?
P 2Mc

(i) ZeigenSie,daf3in diesemBezugssysterabenélls die Impulsbetragép; | und|ps|
durchdie MassenM, m; undms bestimmtsind:

1
ip| = Ipa| = (M2c? — (mq + mo)2c?)2 (M2c? — (my — m2)2c2)%
Pl = P2 2Mc
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4 NOETHERtheoremaindPrinzip
derkleinstenWirkung

4.1 Die elektromagnetischeviektorpotentiale

DasVektorpotentiald (x) ist ein Tensorfeldl. Stufe,dasderBedingung

0 0

F,=—A,——
K ozxh oz?

Ay (4.1)

genugt.
SeineExistenzfolgt aus

dF = 0. (2.18)

A kannexplizit wie folgt konstruiertwerden:
1
A, (x) = /dTT:E“FW (t) 4.2)
0

A istdurch(4.1) nichteindeutigbestimmt:Mit A erfillt auch

~ 0
AM = A“ + @A (.’D) (43)

mit einerbeliebigenFunktion) : V — R die Gleichung(4.1). Die Transformation

~ 0
A, A, =A,+ @)\ (x) 4.4)

heiRtEichtransformation.

Die oben abgeleitetenBeziehungenwerden mathematischgerne im sogenannten
Formenkalkildagestellt.Zunachsheil3tein schiefeq &, 0)-Tensorfeldw im R™ auch
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Differentialformk-ter Stufe.Setzenwir

dw) = 0 w 0 w +---+
1o S Pl (I 5
( B1efhp1 P Rt R L S Ve Y B L
0
k
+(_ ) axuk-l-l w/‘tl---llk;
k+1 9
— I+1

=1

sowird komponentenweiseineDifferentialformdw der Stufek + 1 erklart.
Esqilt

d? =0, (4.6)
sowie speziellim R*

p'd =dp”*. (2.47)
Falls dw=0, heil’tw geschlossenFalls w=dw' ist, so heiltw exakt. Wegend? =0

ist jedeexakte Form auchgeschlossedm R” gilt flr singularitatenfreid®ifferential-
formenstetsauchdie Umkehrung:

POINCARE-Lemma
Falls dw=0 gilt, sogibt eseineDifferentialformw’ (k — 1)-ter Stufemit

w=dw'. 4.7)

OhneBeweisgebenwir hier eineFormelfiir ' an

1
w;il---uk—l (w) = /dT w/JO,ul--.[tk_l (Tm) Tk_lxuo- (48)
0

Beispiele:
). k=1, istdie Funktion

1
W (x) = /dT wy () ¥
0
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ii). k=2, istdiel-Form
1
w, (z) = /dT wyy () TIH
0

Allgemeinist w' nicht eindeutigbestimmt.Es gilt: Mit ' erfiillt wegend? =0 auch
w=w'+ dw" die Gleichungw =dw, wobeiw” eine(k — 2)-Formist.

Der ZusammenhangwischenVektorpotentialA und FeldstarktensorF kannalso
kurzin derForm

F=dA (4.9)
unddie Eichtransformatiornn derForm
A A=A+d) (4.10)

dagestelltwerden.

Der ZusammenhangwischenE, B und A wird Ublicherweisedurchdie kontravari-
antenKomponentem* von A dagestellt:Man setztA° = : ® undbildet ausden A’
eindreidimensionale¥ektorfeld A. Danngilt

104
B =rot A. (4.12)
Ubungen

Aufgabe4.1— DasVektorpotential

Seiwy (x) eineschiefeskovariantesTensorfeldder Stufek und Djwy, die Richtungs-
ableitung von wj, nachh, dasheif3t

d
thk(w)(hl, - ,hk) = %wk(w + th)(hl, ceny hk)'t:O-

Dannwird durch
e(o)

(dwk)(a:)(hl, ey hk+1) = Z F (Dho'(l)wk) (:l:) (h’a(2)a ey ha(k—f—l))

0E€ESk+1
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einTensorfelddwy, derStufe(k + 1) erklart. Die lineareAbbildungd heif3tdie &uf3ere
Ableitung undesagilt:

d’w, =0.

Fur die Komponentemjilt:
0 0 0

= — —_— .- e —_— ki
((1%) P G Wzt T s Wi T (1) Bty -

Wir definierenfir einenFeldstarktensorein Vektorpotential durch

1
Ay(x) = /dT T2l F,,(T) .
0

Bemerkung: DieseFormel gilt nur dann,falls F keine Singularitdtenbesitzt! Dies
schlieStinsbesonderdasCouLoMB-Feldaus.

(a) ZeigenSie,dalRgilt:
F(x) = (dA)(x).

(b) ZeigenSie,dal¥fur daselektrischa~eld

E(z,t) = — grad ®(z,t) — l%A(ac,t)
c

undfir dasmagnetisché&eld
B(z,t) = rot A(z,t)

gilt, wobei® (z, t) = A°(x) | ;o und A(z, t) dasVektorfeldmit denKomponenten
A(x)| o, (1=1,2,3) ist.
(c) BerechnersiedasVektorpotentialA(z, t) fir
() einhomogeneslektrischeseld E(z,t)=E©) ;
(i) einhomogenesiagnetfeldB(z,t) =B ;
(iii) die elektromagnetisché/elle
Fu(xz) = A (kyn, — kyn,)sin (k,\x)‘ + 04) .

(d) ErratenSieein Vektorpotentiafir dasCouLomB-Feld mit demFeldstarktensor
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zyuly — zul,
(o, 1) — (@, z))>

4.2 DasWirkungsfunktionalderElektrodynamik

In der Mechanikstellt das Prinzip der kleinstenWirkung ein besondersvirksames
theoretischeslilfsmittel dar Aus ihm kdnnendie Bewegungsgleichungeabgeleitet
werdenund mit Hilfe der NOETHER-Theoremedas Verhaltender Lésungenunter
Symmetrietransformationesowvie die Konstruktionvon ErhaltungsgrofRestudiert
werden.

Wir formulieren jetzt ein Wirkungsfunktional S fir Teilchen und Felder in der

Elektrodynamikmit Hilfe einesVektorpotentialsA mit F'=dA. Zun&chstbeachten
wir, dallwegen F'=d A die homogenerMAXWELLgleichurgen automatischerfillt

sind,dasheil3t,esgilt

dF = 0. (2.18)
DemWirkungsfunktionalgebenwir jetzt die Form®

S(A,x1,...,xN) =
N L ]

=3 [asi (@ ()t (60) F mic+ £ A (i (s 2 (59)
=1

1
167c

/ d'a F,, (z) F* (z). (4.13)

Wir verlangenDie tatsachlicheBahnkunenz; (s;) sindExtremadiesed-unktionals,
dasheil3t,fur beliebigeVariationendz; (s;), die nurin einemendlichenParameterbe-
reichvon Null verschiederseinsollen,geltemit der Abklrzungy,, :==z; + adx;

d

as (Aaylaa"'ayNa)azo = 0. (414)

Analog fordern wir: Fir beliebige Variation § A, die nur in einem beschréankten
Raumgebietvon Null verschiedensein sollen, gelte mit der Abkurzung A («) :

@) BeachterSie Fy,, = 2: A, — -2 A,.

duk 7Y dxv
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=A+ afA

d
@S(A(a)’a’la""wf\’)azo = 0. (4.15)

Hierausfolgen die EULER-L AGRANGE-Gleichungn flir Teilchenund Felder Nach
Gleichung(4.14)aufdervorherigenSeitegilt zunachsmit

_ roonNg o G N
L= — ((ml,mz> mic + ;Au (x4) z; ) (4.16)
d al oL; oL;
= = — - v ,LL ? ,,u
T L L =2

N
oL; d 0L; d 0L;
. ) w (N ) a4 7 7
23 / dsz{&cZ ( = ( 2 ax;“))+ N ax;uamz}.

Der letzte Term liefert keinenBeitrag, da dz!" auerhalbeinesendlichenintenalls
verschwindersoll. Da éz!' einevéllig beliebigeFunktionist, kannauchdasrestliche
Integral nur verschwindenfalls

d oL oL

— = A =0,1,2,3. 4.17
dSi ax;u Bwé‘ H Pt R ( )

Wertenwir dieseGleichungfir denexpliziten Ausdruckfir £; aus,sofindenwir

micdisz mx;u = % (%A,ﬂ:;” - disiA“) (4.18)
_bip (4.19)
c
oder
micZi ! z, = ¢;F (z;) ). (4.20)

dsi (a}, 2f)
Das heil3t aber daR die EULER-LAGRANGE-Gleichungea, die zu unsererWirkung
gehoren,tatsachlichunserealten Bewegungsgleichungeim 4-dimensionalef~orm
sind.



92 4 NOETHERtheoremaund PrinzipderkleinstenWirkung

Variierenwir nundasFeldselbstnachGleichung(4.15)aufdervorhegehendergeite,
sofindenwir
d

0= LS (A @1 an)o g

—L/d% (idA,, — i‘sAu) FH ()
fs oxV

’ (Z i [ 6@~ i (s)) (5] i - = <m>>
1 0

_ - 4.~ v
Imc d*z Bk (6A,FH (x))

0 A verschwindehunnachVoraussetzunguf3erhallzinesbeschrankteebietesDas
letzteIntegral konnenwir deshallnachdemGau ssschenSatzin ein Flachenintgral
umwandelnwobeidie FlacheunserGebietumschlie3tDer IntegranddesFl&achenin-
tegralsverschwindeaber dad A dort Null ist. Beachterwir nun,daRé A, einevollig
beliebigeFunktionist, so kanndaserstelntegral nur identischverschwindenyenn
tatsachlich

OF™ 4

mit
N
J (:13) = CZ q; / dsi(54 (:B - .’Bz) :B; (2.51)
=1

gilt. Wir erkennendie inhomogenerM AXwELLgleichurgen mit demkorrektenAus-
druckfur denViererstromwieder

Sei p eine PoINCAREtransformation.Im Wirkungsfunktional ersetzenwir nun
x; durch p~',xz; und A durch p*A. Es gilt zunéachstdp*A=p*dA und somit
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F (p*A) =p*F (A). Ebentllsistp*F,, p* F** =p* (F,, F*) unddamit

/ d*z p*Fp*F" = /d4xFWF’“’. (4.21)
Weitergilt
d -1 d -1
<d_3z D mi’d_si p *:BZ> = (zj, ;) (4.22)
sowie
* -1 -1 " I

Somitfindenwir insgesamt

-1 -1
S (p*A, P ixy1,..., P *J:N) = S(A,(Bl,...,iltN). (4.24)

Hierausfolgt das

1. NoETHERtheorem

Sind der FeldstarktensorF und die Bahnkuren ; Losungender MAXWELL-
EINSTEIN-L ORENTZ-Gleichungen, sogilt diesauchfiir p* F undp~!,x;.

Beweis: F' und die Bahnkunen x; sind Extremader Wirkung S. Wegender Invari-
anzderWirkung unterder Substitutionz; — p~!,x;, F — p* F gilt diesauch
fur die transformierterfelderund Bahnkunen; sie sind ebenélls Extrema.
Damitgeltenauchfir diesedie EULER-LAGRANGE-Gleichunge, die ande-
rerseitsgleichdenMAXWELL-EINSTEIN-L ORENTZ-Gleichungensind.

Die GroRReL; nenntmanL AGRANGEfunktion desi-ten Teilchensund

1
167c

Lo (x) = Fu () F* (x) (4.25)

heil3tL AGRANGEdichtedeselektromagnetischefReldes.
Die totaleL AGRANGEdichtewird durch

N
Liot (@) = La (@) + 3 [ £i(@) 1 (@ = i (s9) ds (4.26)
=1
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definiert.Siehangtimplizit von denBahnkunen z; unddemFeld A ab:
['tot (.’B) :[’tot ("EaAamla"'amN) (427)
Und manuberpriftwie obenleicht die Identitat

~1 ~1
(p*ﬁtot) (m7 Aa T1,--- ,$N) = ‘Ctot (wap*Aa Py xy,..., P *$N> . (428)

Sei nun p,, eine einparametrigescharvon PoINCAREtransformationermit py=1.
Speziellkbnnenwir die Form

Pax® = aa + exp (wa) T (4.29)
mit wg, = — w,g annehmenEsfolgt
-1
P o = exp(—aw) (z — aa), (4.30)
sowie
d
—Pax =a+twz=Y(x), (4.31)
da =0
d -1
ao P ae® =—(a+wz) = -Y(z). (4.32)
a=0
Offenbargilt
0 0

Wir differenziererjetzt beideSeitenvon (4.28) nacha undsetzenx gleichNull. Mit
denBezeichnungen

A: = ip;A (4.33)
da =0
: d
F: = —p,F 4.34
emibt sich
0

Ya TEtot (.’B) =
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N (Y (x;), !
:Z/mz <Y( ’L)a z>54($—$i)d81'
30 [ 2 [ 0 V¥ @47 @) e A @] 1 o — ) s

+Z/dsi£i () YH (x;) %54 (x — ;)

} 1 .
A M - F, Frv
w (@) I (@) = & Fu (@) F* (@)
Die Ableitungvon Y kanndurchpartielleIntegrationeliminiert werden;benutztman

zusétzlichdie Bewegungsgleichungersofolgt

+Z/dsi£i (z) Y () %54 (@ — )

Andererseitgilt

0

AN (il?) = YOL u

0
=-F,Y"+ %AQY‘I

sovie
E ()—Yﬁ—a F + Fgwf + F,p08
uv \L) = omB " BrWy vBWy

0 0
— B B
= oY Y
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1 0
__—yB 2 wv
87TCY (83;5 oz (m)) F (@)

Setztmanallesin die letzte Gleichungein und bringt alle Termeauf eine Seite,so
emibt sich

N e v
0=- Z / dsiMmiCYu (x) %54 (x — x;)
i=1

b
(!, @!)?

N gi d d
— z:ZI EZ / ds; |:(d—SZANYM> 04 (.'1: — {EZ) + A”Y“d_si(h (a: — .'c,)

9 L ys5 0

1
+F, Y I+ — (— Uﬁyﬂ> F — —YP_—F, F"

4d7e \ Ozt 16wc”  OxP

Die zweiteZeile verschwindetdentischundderRestkannmit Hilfe derinhomogenen
MAXWELLgleichungnin derForm

L O g

mit demunswaohlvertrautenEnegie-Impuls-Ensorvon Teilchenund Feld geschrie-
benwerden.

Wir habensoeberbewiesen:

()Y, (z) =0 (4.35)

4 N\

2. NOETHERtheorem

Ist p,, eineeinparametrig&charvon PoINCAREtransformatione, sogilt

X . . =1 1
(paﬁtot) (.’D, Aa L1,--- awN) - Ltot (wapaAapa *L1y---,Pa *.’EN) (428)

und hierausfolgt

iTW ()Y, () =0 (4.35)

tot
L OzxH

Wie wir ausdieserBeziehungErhaltungsgrofRedurch Integration Gber raumartige
Flachererhalterundwie sichdieseErhaltungsgroRetransformierenist ausKapitel 3
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bekannt.

Neben den PoiNcAREtransformatione lassenauch die Eichtransformationerdie
Wirkung invariant. Es gilt namlich fur eine Funktion A (z), die im Unendlichen

verschwindetmit A=A+ dX\
N ¢ P
1 . ) ) Im
S (A,wl,...,wN) =S(A,zq,...,xN) — ;_1: : /dsz—axu/\(m) T,

S

= S(A,z1,...,z5) — Y

=1

(A (@i (00)) = A (i (—00)))

o |

Die Summeauf der rechtenSeiteist abernachVoraussetzungull. Mit A ist also
auchA ExtremumderWirkung, wasnatiirlichsoseinmuR,da.A generelinur bis auf
eineEichtransformatiomestimmist. Setzterwir Za = A + ad), soerhaltenwir eine
einparametrig&charvon EichtransformationerAus der Extremalbedingung

_ d it _ 4 (9)\($) Y]
0= aS<Aa,-’B1,---,-’BN) a_o——/dac py JH (x)
:/d4x)\(:1:) div J (x)

schlieRerwir, daX (x) vollig beliebiggewahltwerdenkann,daldiv J (x) gleichNull
ist. div J () =0 bedeutetwie wir bereitsgesehernaben,dalder Viererstromeine
ErhaltungsgroRenamlichdie GesamtladungesSystemsegrzeugt.
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5 LOsungender MAXWELLSchen
Gleichungen

5.1 Vektorpotentialaind Eichbedingungen

In diesenmKapitelwollenwir unsdamitbeschéaftigerheivorgegebeneStrom-undLa-
dungsdichtd_6sungender MAXwELLschenGleichungereu finden.Die homogenen
MAXWELLschenGleichungersinddurchdenAnsatz

F = dA, (5.1)

mit demin Kapitel 4 die Vektorpotentialesingefuhrtwurden,soforterfullt.

Wie wir in Kapitel 4 geseherhaben,ist die Existenzder Vektorpotentialedurchdas
PoINCARE-LemmagarantiertAllerdingskdnnenwir A nocheinerEichtransformati-
on

A A=A+d) (5.2)

mit einer willkirlichen Funktion A unterwerfen,ohne den FeldstarktensorF zu
anderndennesgilt

dA=dA+d\=F,
wegen
d?2=o. (5.3)

Diese Eichfreiheit bedeutetdalR die Vektorpotentialesiner zusatzlicherBedingung
unterworfenwerdenkénnen Wir fordernspeziell

é%A“:O (5.4)
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Falls dieseBedingunggilt, sprecherwir von der LORENTZzeichungder Vektorpoten-
tiale. Sig ist stetserfullbar Dennwenn A# nicht direkt dieserBedingunggeniigt,so
giltfir A=A + dX

0 ~ 0
— At = — A+ 55
Oxh Oz +L (5.5)
wobei
0 0
RN %
L =n Oxk Ozv (5.6)
denD’ ALEMBERT-Operato bezeichnetMit Hilfe desL APLACEOperators
3 82
A= 5.7
laRtsichdieseroffenbarauchin derForm
32
[1= 507 (5.8)

schreibenin Gleichung(5.5)1aRtsich A stetssowéhlen,dafd

0 ~
YA —
oxH 0

gilt. Gleichzeitigsehenwir, daR die Bedingung(5.11) auf der ndchsterSeite noch
immer Eichtransformationemit Funktionen\ erlaubt,die derGleichung

[Ix=0

genigen.

Die inhomogenerM AXWELLschenGleichungenwerdenjetzt zu Bestimmungsglei-
chungerfir die VektorpotentialeEs emibt sichunmittelbar:

a 0 47
B e B _ B
A 7 50 awﬂA . J (5.9)

Liegt dasPotentialin LORENTZeichungvor, so verschwindetder zweite Term der
linken Seiteundwir erhaltenin diesemFall

4
DM:%W (5.10)
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DerD’ ALEMBERT-Operato kommutiertmit derAktion der POINCAREgruppe Eben-
soist die Eichbedingung

0
— AP =0 5.11
py (5.11)
manifestroiNCAREinvariant.Die Gleichung(5.10)aufdervorhegehenderseitestellt
also eine POINCAREIinvariante Beziehungzwischender Viererstromdichteund dem
Vektorpotentiatar

Bei andererWahl der Eichbedingungist dies nicht der Fall. Wir betrachtendie
sogenannt€ouLomMmBeichung:

3
0
2 g4 =0

Sie ist offensichtlichnicht PoINCAREinvariant. Dementsprechendrgebendie inho-
mogenerMAXWELLschenGleichungernetzt:

_AA0 = 3T jo (5.12)
C
Y J 0
i _ "y 0
W v (5.13)

5.2 DieretardierterPotentiale

In derFolgenehmerwir nunwiederan,dafidie Vektorpotentialén L ORENTzeichung
vorliegen.Die Viererstromdichtschreiberwir in derForm

JH =J¢ (w,wo) ,

um die Abhangigleit von derZeit besondergu isolieren.
Wir wollen nunbeweisendaRdurchdie Formel

1
Afey (2,2%) = = / JH (y,2° — |z —y|) / |z — y| d3y (5.14)

einespezielleLdsungder Gleichung(5.10)auf dervorhegehenderSeitedefiniertist,
falls fur jedesfestez® die StromdichteJ# (z,z°) fir |z| > R verschwindet.R ist
hierbeieinehinreichendgrol3e endlicheKonstante.

Der BeweisbedarfeinigerVorbereitungen:
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Zunachstwahlenwir einebeliebigeFunktion ¢ (u) in einerreellenVariablenu und
setzerfiir einfestesy € R3:

U (z,2°) : = ¢ (2° = |z —yl) / [z —y] (5.15)
Dannlberzeugmansichleicht, daf3jetztfir alle  #y stets

(] =0
gilt. Speziellfir ¥ =1 folgt hieraus

- ﬁ =0 (5.16)

fur z £vy.
In einem zweiten Schritt studierenwir die Losungsfunktionenf : R® —R der
sogenanntefolISSONgleichung

—Af = 4ng. (5.17)

g : R - R ist dabeieinevorgegebenegrunktion,von derwir annehmerwollen, daR
siefur hinreichendyro3eqz| identischverschwindetdasheif3t,esgilt

g(z) =0  furalle |z| > R.

Setzerwir
f@) = [Ev90) /o]
wobeiiiberdengesamte®R? zu integrierenist, sogilt offenbar
flw)Zi/ﬁ%g(y+w)/WL

Benutzenwir jetztdie obengefundenédentitatAﬁ =0 fur y #£0, sofolgt

Af@%=/&@Ag@+ﬂONm

=/d3y {Ag(erw)/\yl—g(ery)Aﬁ

= /d3y div K (y).
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Firfestese ist dasVektorfeld X in R® durch

L _Velyta) 1
K(y): = m g( +y)V|y|

definiert.
IstG (r1,m2) dasGebiet

G(ri,r2) : = {y € Ryl <riAlyl >r2}
mit denRandflachen

Fi: = {yeRslyl=n}

Fo: = {yER?’;\y| :7"2},

sogqilt offenbar

Af(z)= lim / d3ydivK (y)

:; :: 809(7"1,7”2)
= lim /? df — lim (R -d}.
T1—00 7‘2—)0

K (y) verschwindetbensowie g (y) identischfur hinreichendgrof3e|y|. Der erste
Grenzwerliefert somitkeinenBeitrag.Der zweiteTermergibt nachFormel(1.16)auf
Seite9

lim /?(T')f— lim 7"2// (z 4+ 12y0) , yo) sin @ d¢ db

ro—0 ro—0

sin @ cos ¢
yo = | sinfsing | .
cos 6

mit



5.2 Die retardierterPotentiale 103

ExplizitesEinsetzervon K emibt

m 27
limo/?-(TJ)”:g(x)-//sin9d¢d0:47rg(x)
To—>
’ Fo 0 0
und damit
Af = —A4ng.

f istalsoeinespezielleLdsungder Poissongleichung.
Die Tatsachedalg (y) fur |y| > R identischverschwindetbedeutetdalim Integral

f (@) = /d?’yg(ymx—m

die Integrationnur Uberein endlichesGebietzu erstrecknist. Deshallbleibenfir alle
hinreichendgrof3enBetragevon z die Funktion

¢ (z) = || f (z)
undihre erstenAbleitungenbeschrankt.

Nungilt aber: Liegt eineandereLdsung f’ der PoissoNngleichungmit der gleichen
Eigenschaftror, somul3siemit f identischsein.

Wir skizzierendenBeweis: Die Differenz
Xi=f—f
erfullt
Al = 0.
Hierausfolgt fir festese, daf3fir y # 2 dasVektorfeld K mit

1 1

K (y) = HVA (y) = A(y) VH

die Gleichungdiv K =0 erfiillt. Zum Beweiswird Aﬁ =0 sawie AX=0 benutzt.
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Mit f und f’ gentigtauch\ demobengenannterBeschranktheitskriterm. Hieraus
laRt sich durch explizite Rechnungzeigen,dafRdasFlachenintgral von K Uberdie
Kugel F1; vom Radiusr; im Limesr; — oo gegenNull strebt,dasheif3t

lim /? A =0
71—00
F1

FireineKugelum z mit Radiusrs gilt im Limesry — 0 analogwie obenausgefihrt:

lim /ﬁ-(?fzélﬂ)\(x)

ro—0
Fo

Auf GrunddesGau ssschenSatzedindenwir deshalb:

—4rA(z)= lim [K -df — lim [R -df
T1—0C r9—0
F1 Fo

= /d3y divK (y) =0

Die Differenz unsererbeiden Lésungenmuf3 also in der Tat verschwinden,die
Lésungersindidentisch.

Jetztsind wir in der Lage zu zeigen,dal3 durch die Formel (5.14) auf Seite 100
eine Lésungvon (5.10) auf Seite 99 gegebenist. Zunachstteilen wir in (5.14) das
Integrationsgebietuf

1
A (@a®) = 7 [ @7 (" =l l) /o]

lze—y|<e
1 3 0 0

+= [ @y (g2 — |z —yl) /| -yl
lz—y|>e€

Wenderwir denOperatoi] jetztauf A% . an,sodarferim zweitenSummandeninter

ret

dasIntegral gezogerwerdenund annihiliert, wie zu Anfang desAbschnittsgezeigt
wurde,denintegrandenEsgilt somit

Ot =0y [ @y (0.2 = fo—y) /1oy (5.18)

lz—y|<e
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DasHilfsfeld
1
B* (m,mo) = /d3y JH (y,:co) / |z — 1yl (5.19)
ist Losungder Poissongleichung
4
—ABHt = —J# (5.20)
Cc
undmanschlief3tin vollsténdigerAnalogiezu (5.18)aufdervorherigenSeite

1
—AB! = — AE / d3y JH (y,a:o) / |z — vyl (5.21)

lz—y|<e

Aus (5.18),(5.20)und (5.21)folgt damit

(A%, (2) — " (a) = (5.22)
0% 1 3 0
:BxOQE / doy J (y,a: —|:1:—y|)/\x—y|— (5.23)
lz—y|<e

1
oy [ @y (e~ la = ul) - 1 (529 /ool
lz—y|<e

Im erstenSummanderkann die zeitliche Differentiationunter dasIntegral gezogen
werden.Der Integrandbleibt regular und verschwindetleshallfiir e — 0. Im zweiten
Summandersolgt nun die Differenz im Integrandendaflr, dal dieser auch fur

=y reguldr bleibt. Deshalbdarf hier wieder die Differentiationunter dasIntegral

gezogenwerdenund das Resultatverschwindetebenélls fur e —0. Nun mul3 die

Gleichung(5.18)auf dergegenlberligendenSeiteoffensichtlichauchim Grenzwert
¢ — 0 gelten,woraussofort

4
AL, = =g
Cc

ret —

folgt.

Die durchdie Gleichung(5.14)auf Seite100 definiertenspeziellerLésungenverden
alsretardiertePotentialebezeichnetDer Grund dafir liegt darin, daRihre Werteam
Raumzeitpunktz € R* durchintegrationder Viererstromdichtéiber Raumzeitpunkte
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y gewonnenwerden,die zeitlich friher liegen. Prazisegilt offenbarfur dieseRaum-
zeitpunkte

V' =a ==y

worausy (y — z,y — «) =0 folgt. Die Raumzeitpunktedie zum Wert von AL, (x)

beitragenliegenalsoaufdemvon x ausin die VergangenheigerichteterLichtkegel.

AbschlieRendvollen wir nochverifizieren,dal3 A, die LORENTZbedingungerfullt.
Wir finden durch einfache Variablentransformatiodes Integrals in (5.14) auf Sei-
te 100,dalA,.; alternatv in derForm

1
Ao (@a”) = ¢ [@9 7" (2.2 = ) /1o

dagestelltwird. Hierausfolgt

0 1 )
2 (o) = L [y @i 1) (g0~ )/l

=0

alsunmittelbareKonsequender DivergenzfreiheitdesViererstroms.

5.3 Die Vektorpotentialeeinerbewnegten
Punktladung

Die Ergebnissedesletzten Abschnittserlaubenuns, die Vektorpotentialesiner be-
wegtenPunktladunglirekt zu berechnenNachGleichung(2.51) auf Seite92 hatdie
ViererstromdichteinerPunktladung; die Form

T (y) =g / dsz* (s) 64 (y — 2 (s)).

z (s) beschreibtlie Bahnkune der Ladungim R* mit einerbeliebigenParametrisie-
rungdurchs. Setzerwir diesin die Gleichung(5.14)auf Seite100ein, soemibt sich
zunachstwennwir wiederdie Zeitabh&ngigkit isolieren,

AH (a:,a:o) =

—q [ dsdy ()85 (g~ 2() 81 (2" ~ o — 9] 2 (5)) /Jo —y
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_ q/dsz'“ ()61 (20 — |z — 2 (s)| — 2°(5)) /|2 — 2 (s)]

Besitztf (s) anderStelles, seineeinzigeNullstelle,sogilt die allgemeing~ormel

_ _#(s0)
| (s0)]

mit f (sg) =0. In unserenfallist f (s) =z — |z — 2 (s)| — 2° (s). Hierausfolgt fiir
AH:

/ dse () 81 (f (5))

A (0,2%) = g2 (1) [0 =2 )] (2 ) - 2L (D)

|z — 2 (1]
mit
2 —|z—2(r)| =2 (m): =0.

Beachtemandie letzteBedingung sokanndemVektorpotentiabie manifestkovari-
anteForm:

At () = g2 (7) [n (& — 2 (77), ' (1)) (5.24)
mit

P —|z—2(r)| =2 (1) : =0 (5.25)
gegebenwerden.

A# hangtalsoin zweifachenVeisevon x ab:x erscheineinmalexplizit in (5.24)und
wiederimplizit durchdie Funktion 7, (x), die man erhalt,wenn (5.25) nachr, fur
festese aufgelostwird.

Die gefundenervektorpotentialéeil3enauchL IENARD-WICHERT-Potentiale einer
bevegtenLadung.SiebestimmerdenFeldstérktensolO

0 0

Fiur () = g = g

A,
Man findet hier, da3nur die implizite z-Abhangigleit (lberr,) zu F},, beitragt.Es
gilt daher

Oy (9A or, 0O

v = oAy — A
H Ozt O, ozv or, 1
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savie

0 n(z— z,2") n(2',2')
Ay B VS ’ / ) _ !
o, T T M@ —22) | Pz -z, 2) /(e =2z)

Die Bedingung(5.25)impliziert
n(x—=z(rn),z—z(r)) =0.

Differenziertmannachz*, sofolgt hieraus

Ty — 2z (70) = (¢ — 2 (3), 2" (7)) g;; =
oder

ory )

Ok = (zp — 2z (1)) /n (fE —2z(7),2 (Tr)) ;

Wir konnendeshalbF),,, in derForm

F;w = N2 [(xlt - Z,u) ay — (‘II“U - ZV) ali] +
n ((B —Z,z )
T (520

schreibenwobei

. ﬂ?(fﬂ_z,z")
a“ = Zu — Zum (527)
gesetztwurde. z, z’, z” sind dabeiFunktionenvon 7., und 7, selbstwird durch
Auflésenvon (5.25) eine Funktionvon z. Bei bekannteiBahnkune z (s) ist damit

dasvon der PunktladungerzeugteslektromagnetischEeldvollstandigbestimmit.

Wir untersucheretztdenFeldstérktensoetwasnaherDazunehmerwir 0.B.d.A.an,
dal3z durchdie Bogenlanges parametrisiertst, dashei3tesgilt n (2’, 2’')=1. Ferner
wollenwir zunachstlie gleichférmigeBewegungderLadungqg voraussetzen:

z(s) =1s

undsomitz’ =1. Die Berechnungon 7, ergibt nach(5.25)

1

(@) = = [0t —n (@) +92).
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Gleichung(5.26)liefert deshalldasFeld

q

F,, = 5 [l — 7], (5.28)

[12) = n(z,2)|’

daswegenz” =0 nurdurchdenzweitenTermin (5.26)gegebenist.

Speziell fir die ruhendeLadungist l[p=1 und [;=0. Das magnetischda-eld ver-
schwindet(F;; =0, i,k=1,2,3) und das elektrischeFeld besitzt die raumlichen
Komponenten

E' = Fy; = qz*/ |z|?

Wir erhaltenalsodaswohlbekannteCouLomBfeld einerruhenderPunktladung.

Fureinebewegte Punktladungerschwindetlasmagnetisch&eldnicht. In Ubung2.7
habenwir abergezeigtdaldie L ORENTZztransformatia, die eineruhendeLadungin
einegleichformigeBewegung z (s) =ls uberfihrt,gleichfalls dasCouLomsfeld in
denFeldstéarktensor(5.28)transformiert.

BetrachteimandasFeld einerruhenderoderbewvegtenLadungbei grof3enDistanzen
(|z| — o0), sofallenin beidenFéallendie KomponenterlesFeldstérktensorpropor
1

tional zu I ah

DieseSituationandertsichschlagartigwenndie LadungeineBeschleunigungrfahrt.
NebendemzweitenBeitragin (5.26),derdie Beschleunigungichtenthéltundsoeben
fur die gleichférmigeBewegung mit dem gewdhnlichenCouLomBfeld identifiziert
wurde, enthaltder ersteBeitrag zu F,, einenTerm, der der Beschleunigunglirekt
proportionalist. Aul3erdemproduziertdieserBeitragein elektrisched-eld E undein

magnetischeBeld B, dieimmersenkrechaufeinandesteherundbeidefur |y| — oo

wie %‘ abfallen. Bei groRenraumlichenAbstandenvon der Ladung tiberwigyt also
dieserFeldanteildenCouLomMBbeitragbei weitem.Umgelehrtist naturlichbei sehr
kleinenAbstanderder CouLomMBanteildominant.

Derdurchdie BeschleunigunspenorgerufeneAnteil desFeldesheif3tStrahlungsfeld,
undim nachstemAbschnittwollen wir die bemerlenswerteTatsachedalRdasStrah-
lungsfeldbei groRenAbstanderdominiert,weiteruntersuchen.

5.4 Die Abstrahlungvon Enegie undImpulsdurch
einebeschleunigtéadung

Sei Tt der Enegie-Impuls-Ensor eines Systemsvon felderzeugendeh.adungen
und ihrem elektromagnetischefeld. Wir wollen den Enegie-lImpuls-Inhalteiner
beliebigendreidimensionaleflacheF im R* definieren Die Punktez in der Flache
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F sinddurchdreireelleParameteky;, as, as parametrisiertEir festesa betrachten
wir dasVektorfeld K(® mit denKomponenten

K (@K — pue (5.29)
undsetzen
PH(F) = (5.30)

oxr Oz Oz
_ 1 2 3 «
_// do do“da w(K( )(w(a1,a2,a3)a—aa1’aa2’3a3>)'

PH (F) ist alsonachKapitel 3 nichtsanderesals dasFlachenintgral von K(® und
unabhangigonderspeziellgevahltenParametrisierungn derNotationvon Kapitel 3
gilt wegen(5.29)explizit

Oa; dag Oa
PH(F) = —/// daldGQdaséuouluszu?’a&Eull &Eli axusa'

WeitererzwingtnachKapitel 3 der GAU ssscheSatzwegen

D ey,

; (o) —
div K\% = By

daRP®* (F) verschwindet.

Durch die Formel (5.30) wird komponentenweisgeder Flache ein Vektor P (F)
zugeordnetSpeziellfiir die Flache,derenPunktedie zeitliche Komponenter? = ct
besitzen,habenwir in Kapitel 3 diesenVektor mit dem Gesamtimpulsunseres
Systemsidentifiziert. In Analogie hierzu wollen wir durch die Formel (5.29) den
Viererimpulsinhalteinerbeliebigendreidimensionaleflacheerklaren.

In derFolgesoll eineinzelnegieladenedeilchenzusammemit seinemnachFormel
(5.26)erzeugterireldvorliegen.Die Teilchenbahrseidurchz (s) beschriebemndwir
nehmeran,dalls die Bogenlangest unddamitn (2, 2) =1 gilt.

Dasvierdimensional&ebietg
G={zeRY 2" ="+ |z—2(s)|, |z| <r, m < s < T}
wird durchdie Randflache

F=F +F, +F
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begrenzt,wobeioffenbargilt:
Fro .= {a: eRY 20 =20 (7'1/2) + |x — 2 (7'1/2)| , x| < r} (5.31)

T1/2

Foy:={zeRY22=20(s) + |z —2(s)], |z| =7, 1 < s <7} (5.32)

F ist geschlosserund fur der Gesamtviererimpulsinhalgilt deshalb P (F) =0,
woraus

P(F) - P(F) = P(F})
folgt. Im Limesr — oo gilt

P (F3) - P (F3) = lim P (Fp) (5.33)
Die Punktex derFlélcher17-"$_f/2 erfullennach(5.31)

n(z—z(ry2),—2(r2)) =0

und weisenzu positven Zeiten hin. ]—"2;’/2 stellt alsoim R* einenKegel von licht-
artigenVektorendar, derin die Zukunft weist und seineSpitzein z (71/2) besitzt:
5

Die Formel(5.33)beschreibtlie DifferenzzwischendemViererimpulsinhalton 727

und F27 als ein Integral Uber die Flache 77, die fur grol3er savohl ins raumliche
als auchins zeitliche Unendlichewandert.Dieseslntegral wollen wir nunim Limes
r— o0 berechnen.
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Dazuseiendie Punktein F; durchdenraumlichenAnteil
sin © cos ©
z=rn(0,¢) =r | sinOsinO

cos ©

unddurch

10 =20 (s) + |z — z (s)]

dagestellt,dasheil3tz € F{ wird durchs undraumlichePolarloordinaterparametri-
siert.

Die Formel(5.30)emibt in dieserParametrisierundir F; explizit:

To T 2T
o L (a=2(5),2(9)) [ i
P (7 =2 [ [asaeapsine == =210 (;T~n><5.34)
71 0 0 1=

Fur r — oo trégt der Enegie-Impuls-Ensor des Teilchensnaturlich nicht bei. Fur
daselektromagnetischEeld desTeilchensselbstist die Formel (5.26) mit 7, =s zu
benutzerund  in der obigenParametrisierunginzusetzenkur » — oo fallt nur der
Beitragproportionalzur Beschleunigung wie % ah DerandereBeitragverschwindet
mit einerhdhererPotenzDer Enegie-Impuls-Ensordeselektromagnetischereldes
in (5.34)ist alsofir » — oo nur mit Hilfe desbeschleunigungsabihgigen Feldanteils
zu berechnenk-ur groRRer emgibt sichdeshalb

T (77 (8,%) + (” ("’2))2> /n(n,2)",

= 4mrr2 n(n,z)

wobein denVierenektor mit n° =1 und demraumlichenAnteil n (0, ¢) wie oben
darstellt.Wir erhalterhiermitaus(5.34)

lim P (F) = (5.35)

T—00

To W 27

_ _gﬁ/o/o/dsd@dqssin@n (n (3,3) + (2223)3 /n(n, z)?
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Wir schreiberdeshalb

lim P (Fl) = — L / dsa (s) 7 (%, 2) (5.36)

r—00 47

mit

T 27 2
. (n,z) N3
a(s): = | [dOdgsin® 1—( nn ) /n(n,2)?>  (5.37)
// S "( 1 (&2 (n,2) ) e

0

wobei zu beachternist, daBausr (2, 2) =1 auchn (2, 2) =0 folgt und damit 2 ein
raumartigeVektor(mit 7 (2, 2) <1) ist. Seinun A eineL ORENTZztransformatia mit

OO O =

AP

In (%, 2)|

= e3.

(M

_o oo

Wir setzen
n' = An/n(An,eg)

n' ist ein lichtartigerVektor mit n'° =1, genauwie n selbstWir kdnnendeshaltden
raumlichenAnteil »’, derein Einheits\ektor ist, mit neuenPolarloordinaten®’, ¢’ in
derForm

sin ©' cos ¢’
n' = | sin®’sin ¢’ (5.38)
cos ©'

schreibenAus (5.37)folgt danndurchVariablentransformation

T 27

Aa(s): = //d@'d¢'n' (1—77(n',e3)2>2-A (5.39)
0 0
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mit
. 00 0¢ 00 0¢ 9
A: = —— A
Sln®(8®’6¢’ 8¢’8®’>/n( n,eg)

Uberraschenderweisst A = sin ©’!

Beweis: Man Giberzeugsichzunéchsexplizit davon, dafl3die Gleichungen

e nin g'n =sin®
w 05 ’86 7a¢ - n

und w (eo, n’, %n’, %n’) =sin®’
gelten.w ist dasschiefeTensorfeldausKapitel 3 und invariant gegenuber
L oreNTztranformatioen Hierausfolgt zunachst
sin® = w (A_leo, n, %n, 3%,71) /n (An,eg)?
=w (A e, n, %n, %n) (gg, g—q‘f, - g—g%) n(An,ep) °
ot (B B8 o

: 90 0 80 0 2
=sin@® (6_38_$ - 3—26—3,) /n (An,ep)

= w

O

Aus (5.38) auf der vorhegehendereiteund (5.39) emibt sich jetzt sofort, da3der
raumlicheAnteil von Aa (s) verschwindeund nur der zeitliche Anteil gleich 87/3
ist, dasheif3t

Aa (s) = S—Weo
3
oder
-1
a(s) ZS?F eoz%ri(s)

eingesetzin (5.36)aufdervorhegehenderseiteund(5.33)auf Seitel1lemibt dies

T2

P(FX) - P(F) = - §q2 / dsz (s)n (2 (s), % (5)) (5.40)

T1
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Durch Differentiationnachr, folgt sofort

d 2 5. . .

— P (FX) = — ¢z (r) n (2 (12) , £ (12))

dro 3

ein Ergebnis,daswir nocheinmalin anderenWortenzusammemit denAnnahmen,
unterdeneneshegeleitetwurde,zusammergsserwollen:

Ein Teilchen der Ladung ¢ mit einer Bahnkune z (s), die durch die Eigenzeit
parametrisiertst, erzeugtein elektromagnetischeBeld, dessenForm durch (5.26)
auf Seite 108 bestimmtist. Fir jedess sei P (s) der Enegie-Impuls-Inhaltdes
zukunftsorientierte Lichtkegels mit Kegelspitzein z (s) (dasheiRtP (s) =P (FX)

mit s=75). Danngilt die LARMORscheFormel:

d 2 5. . .

L P06 =~ 20°2 (5)n (2(s), 2 (s)) (5.41)
s 3

Eswird alsolberdasvom Teilchenerzeugtd-eldEnegie undImpulsabgestrahliwo-
beidie Rate mit derdieseEnegie-Impuls-Anderungonstattergeht,durchGleichung
(5.41)bestimmtist.

5.5 Die Strahlungsrickwirkung

Die Tatsache,dal ein beschleunigtesleilchen Impuls abstrahlt, wirft sofort die
Frageauf, wie dieserabgestrahltémpuls kompensiertwird, um die Enegie-Impuls-
Erhaltung zu gewahrleisten,die wir ja allgemeinin Kapitel 3 bewiesen haben.
Offenbar muf3 dies durch eine entsprechendémpulsdnderungles Teilchensselbst
bewirkt werden.Dieseist (mit derBogenlanges)

2
%P“ = mCQ%i}“ = qF" (z (1)) & (5.42)
Hier tritt nuneinebedeutend&chwierigleit auf. Der FeldstarktensorF’ enthaltneben
einemmaglicherweisezusatzlichangelgten Feld F,, immer aucheinenBeitrag F,
dervom Teilchenselbsterzeugtwird, unddurchdie Formel(5.26)bestimmtist. Bildet
mannunnachFormel(5.42) K# =F}, (z (s)) ¥ (s), soist dieserAusdruckzunachst
nichtwohldefiniert,weil dasFeld F; amPunktz (s) unendlichgroBwird.

K* muRRalsodurcheinengeeigneterGrenzprozef@efiniertwerden beispielsweise

Kt = clziinm FE (z(s)+a)z” (s). (5.43)

Zu erwartenist, daf3dieserGrenzprozefveitereAbleitungenvon  (s) erzeugtWir
kénnenalso annehmengdalR K* von x und seinenhéherenAbleitungenabhangt.
Auf Grund der Translationsimarianz kann eine direkte Abhangigleit von x sofort
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ausgeschlossemerden Falls &, & undz linearunabhangigind,wasbeiallgemeiner
Form derBewegungangenommemverdenkann,sobildendieseVektorenzusammen
mit demVektor

_ P S
Qy = €uapy T T° T

eineBasisim R*. Wir kdnnendeshalbX* in derForm
KF = ait + Bit + 4z + dat

schreibenDabei missena, 8, v und § LORENTZInvariarte Funktionender Ablei-
tungenvon z sein.UberdiesmuBRa bei RaumspigelungendasVorzeichenwechseln.
Nimmt manan,dalReineAbhéangigleit vondenersterdrei Ableitungenalleinebesteht,
soegibt sichzunachst

0=0

ausdereinfachenTatsachegallkeineL ORENTzinvariante Funktionausdrei Vektoren
gebildetwerdenkann,die bei RaumspigelungdasVorzeicherwechselt.

Wennwir nun die physikalischsinnvolle Forderungstellen,daR K# denim letzten
Abschnitterrechneteistrahlungserlustexakt kompensiertsofolgt

a= + §q2n (&, %)
AuBerdenmufoffensichtlich

KHi, =0
gelten.Wegen

n(z,z) =1, n(z,%) =0
und (daraudolgend)

0 (@) = - (@)

findetman
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Gleichung(5.42)gehtsomitiberin

(mc2 — B) i* = qFk " + §q2 (n(z, )" — x“) (5.44)
In dieserneuenBewegungsgleichungst offenbardasvom Teilchenselbsterzeugte
Feld und insbesondersein Strahlungserlust beriicksichtigt.Sie enthélteinenTerm
auf derrechtenSeite,der der dritten Ableitung von « (s) proportionalist, sawie auf
derlinken Seiteals Koefiizientender ViererbeschleunigunginenFaktor

mrc® =mc® -,

der formal als eine Anderung der Teilchenmassegedeutetwerden kann. Streng
genommenist dies naturlich nur richtig, wenn g eine endliche Konstanteist. In

diesemFall hattenwir gefundendafidie sogenannté&trahlungsrickwirkung, das
hei3tdie Wirkung desvom Teilchenselbsterzeugter-eldesauf die Bewegung des
TeilchensauchzueinerAnderungder Teilchenmassgihrt. m waresomitgarnichtdie

beobachtet®asse sondernny . Furletztereallein warederexperimentellbestimmte
Werteinzusetzen.

Nun emgibt aberjederVersuch,K* strengdurch einengeeigneterGrenzprozefvie
in (5.43) zu definieren fur 8 bestendlls eine unendlicheZahl. Deshalbwurde auch
in diesemAbschnitt auf eine wesentlichmathematischerstrengereHerleitung der
Strahlungsrickwirkungerzichtet.

Will mandennochder Gleichung(5.44) einenpraktischerSinn verleihen,so muf3in

jedemFall zudemphysikalischerKunstgrif Zufluchtgenommemwerdenyng mit der
experimentellbestimmterMassezu identifizieren,ungeachtetler Tatsachedal3diese
GroReeinenendlichenBeitragenthalt.DieserKunstgrif wird als Massenenormie-

rung bezeichnetWennwir ihn akzeptiererund my wiederdurchm ersetzenaber
darunterdie experimentelleMasseverstehensoerhalterwir alsneueBewegungsglei-
chungdie sogenannt&d BRAHAM-L ORENTZ-Gleichung

mc?it = qFl i¥ + §q2 (n (&, &) #* — T") (5.45)
AllgemeinkannzudieserGleichunggesagiverdendallihre Losungsmannigiitigkeit
durch mehr Parameterbestimmtist, als sie die urspriinglicheBewegungsgleichung
besitzt.Weil sie ein Differentialgleichungdritter Ordnungist, ist eine Losungnicht
nur durch Vorgabevon z (sg) und & (sp), sondernzusétzlichnoch durch den Wert
der Beschleunigungg (sg) fur einenfestenWert von s, bestimmt.Der Effekt wird
besonderdeutlich, wenn das angelgte Feld verschwindet.In diesemFall ist fur
& (so) =0 dieallgemeine_dsungdurch

xz(s) =z (so) + (s —s0)Z (s0),
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dasheiRtdurchdie allgemeineForm einergleichformigenBewegung gegeben.Man
verifiziertdiesdirekt durchEinsetzernin (5.45).Ebensdindetmanaberauch,dafl?

cosh (Toaes/ TO)
sinh ('roaes/ 70)
0
0

z(s) =

e 2 ¢?
Mmitm : = 3 me2
die Gleichung(5.45)erfillt. Fur a =0 beschreibtieseinruhendedeilchen;fir a #0
erhalt man eine Bewegung mit exponentiellannachsendeBeschleunigungDiese
unphysikalischesogenanntgRun-away“-Lésung, kann durch Wahl der Anfangs-
bedingungz (0) offenbarausgeschlossemerden Man siehtjedoch,dalim Fall eines
angelgten Feldesdie entsprechend8estimmungder korrekten Anfangsbedingun-
genkeinesélls leicht fallt. Dazubetrachterwir ein angelgtesFeld,dasnurin einem
endlichenRaumzeitgebieton Null verschiedenst (sieheAbbildung 5.1). Ein Teil-

Kein Feld, keine &ulRRere Be-

schleunigungaber,Run-avay*-

Lésung,auf Grundder Anfangs-
~ bedingungen. _

Feld.Beschleunigung

Kein Feld,keineBeschleunigung

Abbildung 5.1: Eine Ladungpassierein raumlichundzeitlich beschrénkteEeld,und erhaltdabeieine
Beschleunigunglie anschlieendu einer,,Run-avay“-Ldsungfihrt.

chenwird mit gleichférmigerBewegungin ein solchesGebieteinlaufen,und esist
& (sg) =0 bei Eintritt in dasGebiet.Beim VerlasserdesGebietsnuRaberz (s) kei-
neshlls mehrverschwindenEs kann danachalso eine unphysikalischexponentiell
anwachsendeBeschleunigungauftreten.Die Gleichung (5.45) ist also von einge-
schréankterAussagekraftTatsachlichmufR wohl gesagtwerden,dallim Rahmender
klassischerElektrodynamik die Strahlungsruckwirkungiicht widerspruchsfrebe-
schrieberwerdenkann.Diesgelingterstin der Quantenelektrodynamik
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