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Kapitel 1

Das elektrische Feld und seine
Wirbel

1.1 Warum ist eine Feldtheorie erforderlich?

Zwischen Korpern bestehen Wechselwirkungen. Am besten vertraut sind uns
die Gravitationswechselwirkung, nadmlich aus der Mechanik, und die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenen Kérpern, von der in diesem Text noch
ausfiihrlich die Rede sein wird. Man kennt noch zwei weitere Wechselwirkungen in
der Physik, und zwar die sogenannte schwache und die sogenannte starke Wechsel-
wirkung. Die letzteren beiden treten aber nur bei sehr kurzen Entfernungen zwischen
Teilchen auf, z.B. in Atomkernen, und sie sind nur quantentheoretisch in einer geeig-
neten Quantenfeldtheorie beschreibbar. Die in diesem Text zu entwickelnde Elektro-
dynamik ist eine klassische Feldtheorie, die keinen Gebrauch von der Quantentheorie
macht. Allerdings gibt es von ihr eine Quantenversion, die sogenannte Quantenelek-
trodynamik. Wir werden sie im weiteren Verlauf dieses Textes immerhin einmal
streifen, jedoch nicht vertiefen.

Alle beobachtbaren Wechselwirkungsphidnomene zwischen Korpern lassen sich auf
die genannten vier Wechselwirkungen zuriickfithren. In der makroskopischen Physik,
d.h. in der Physik unserer menschlichen Dimensionen, spielen ausschliefflich Gravi-
tation und Coulomb—Wechselwirkung eine Rolle, unter irdischen Verhéltnissen auch
nur die Coulomb-Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladungen, wenn wir von
der allgegenwirtigen Schwerkraft aller Kérper auf der Erde aufgrund der Gravitati-
on einmal absehen. Auf der Coulomb—Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladun-
gen beruhen z.B. gegenseitige Deformation, Stolen, Warmeiibergang bei Kontakt,

15



16 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL

Reiben, Haften, Kleben usw. Die elektrischen Ladungen, die dabei eine Rolle spie-
len, sind diejenigen der Elektronen und Atomkerne im mikroskopischen Gefiige der
jeweiligen Materialien. Die Gravitation ist fiir die Bewegung der Himmelskorper
verantwortlich.

Wir wollen jetzt verstehen, dass Wechselwirkungen immer notwendigerweise auf die
Vorstellung von "Feldern” fiihren, fiir die dann natiirlich Feldtheorien entwickelt
werden miissen. Wir betrachten eine sehr einfache Situation: zwei Kérper 1 und 2
mit den Massen m; und ms sollen miteinander wechselwirken, z.B. aufgrund von
elektrischen Ladungen, die sie tragen. Es sei F'5 diejenige Kraft, die auf den Kérper
1 von dem Korper 2 vermoge der Wechselwirkung ausgeiibt wird, umgekehrt F'o;
diejenige Kraft, die auf den Kérper 2 von dem Koérper 1 ausgeiibt wird. Wir setzen
voraus, dass keine weiteren Kréifte auf die beiden Korper einwirken. Dann lauten
deren Newtonsche Bewegungsgleichungen

mlh :Flg, mg’f‘QZFgl. (11)

ry und 75 sind die Orte, 7#; und 75 die Beschleunigungen der beiden Korper. Nun
besagt das 3. Newtonsche Prinzip ”actio=reactio”, dass die beiden Wechselwirkungs-
krifte entgegengesetzt gleich sind, also

F12+F21 :0 (12)

Wenn wir die beiden Bewegungsgleichungen in (1.1) addieren, finden wir somit

mq ’f'l + mo ’f‘g = O, my 1"'1 + mo ’l"‘g = P = const. (13)

Der Gesamtimpuls P der beiden Korper ist erhalten.

Nun ist jedoch das Prinzip "actio=reactio” in (1.2) physikalisch problematisch. Es
macht namlich eine Aussage iiber zwei Kréifte F';5 und F5; an zwei verschiedenen
Orten r; und 75, aber zur gleichen Zeit. Das setzt voraus, dass physikalische In-
formation instantan vom Ort r; zum Ort r, iibertragen werden kann. Wenn etwa
der Korper 1 am Ort r; durch eine kurzzeitige Einwirkung einer &ufleren Kraft eine
Lagednderung erfahrt, so dass die im allgemeinen vom Ort abhéingige Wechselwir-
kungskraft F, gedndert wird, dann soll sich das im gleichen Augenblick auf die
Kraft F5; am Ort ro auswirken. Diese Voraussetzung widerspricht dem empirischen
Befund, dass es eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit
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¢ = 299792458 m/s (1.4)

fiir physikalische Wirkungen gibt. (Dass dieses die Geschwindigkeit des Lichtes ist
und was Licht eigentlich ist, werden wir im weiteren Verlauf des Textes lernen.) Wir
miissen also unsere obige Herleitung der Erhaltung des Gesamtimpulses aufgeben.
Es stellt sich sogar die Frage, ob wir iiberhaupt den Satz von der Erhaltung des
Impulses aufgeben miissen. Diesen Satz zeigt man in der Mechanik als Konsequenz
des sogenannten Noetherschen Theorems: die Erhaltung des Impulses ist dquivalent
zur raumlichen Translationsinvarianz eines abgeschlossenen Systems. Es handelt sich
also um eine physikalisch sehr grundlegende Aussage, die man nicht ohne grofite Not
wird aufgeben wollen. Wenn wir aber an der Erhaltung des Gesamtimpulses festhal-
ten und die Impulssumme P = my 1 + my 75 der beiden Koérper allein nicht mehr
erhalten ist, muss bei der Ubertragung der Wechselwirkung zwischen den beiden
Korpern ein "Medium” existieren, das wir "Feld” nennen und das Impuls aufneh-
men und abgeben kann. Es leuchtet ein, dass wir analoge Aussagen fiir die weiteren
Erhaltungsgréfien Energie und Drehimpuls machen konnen. Das "Feld” iibertragt
also Wechselwirkungen zwischen den Koérpern, und es kann Impuls, Energie und
Drehimpuls tragen. Damit hat das "Feld” dieselbe physikalische Realitit, die wir
auch den beiden Kérpern zuschreiben.

Es stellt sich nun die Aufgabe, Eigenschaften des Feldes aus der Kenntnis der Struk-
tur der Wechselwirkung zu erschlielen, also eine Feldtheorie zu entwerfen. Solange
wir stationére, also zeitunabhéngige Situationen betrachten, wird das Feld lediglich
ein niitzlicher Hilfsbegriff sein, denn stationdr kommt es ja nicht zu dem obigen
Widerspruch zwischen ”actio=reactio” und der endlichen Ausbreitungsgeschwin-
digkeit physikalischer Information, d.h., wir kénnten weiter mit Wechselwirkungs-
kréiften arbeiten. Das physikalische Konzept des Feldes wird seine entscheidende
Bewidhrung erfahren, wenn wir zeitlich verdnderliche Situationen einschlieen. Schon
jetzt konnen wir die Forderung formulieren, dass die dynamische Feldtheorie mit
dem Prinzip einer universellen maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit physikali-
scher Wirkungen vertréglich sein muss.

1.2 Die Coulomb—Wechselwirkung und das elek-
trische Feld

1.2.1 Die Gravitationswechselwirkung

Im Sinne einer Vorbemerkung erinnern wir an die Gravitationswechselwirkung, die
uns aus der Mechanik bekannt ist. Zwei Kérper mit den Massen m; und ms an den



18 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL

Orten r; und 7y iiben eine Wechselwirkung aufeinander aus, so dass die Kraft F'5
auf den Korper 1 von dem Korper 2

T12 1= |?°1 - 7°2|a (1-5)

lautet, und nach dem stationér weiterhin unproblematischen ”actio=reactio” Fo; =
—F5. Der Betrag der Wechselwirkungskrifte |F1o| = |Fo| ist also proportional zu
beiden (stets positiven) Massen m; und msy der Koérper und umgekehrt proportional
zum Quadrat des Abstands 7o zwischen den beiden Korpern. Die Schreibweise in
(1.5) benutzt den Einheitsvektor (1 — r3)/r12 in der Richtung vom Koérper 2 zum
Korper 1. Die Richtung der Wechselwirkungskraft ist also die der Verbindungslinie
zwischen den beiden Korpern.

Wenn wir zuvor Messvorschriften und Einheiten fiir Massen (kg=Kilogramm) und
Krifte (N=Newton=kgm/s?) festgelegt haben, dann ist das Kraftgesetz (1.5) durch
ein Experiment zu bestitigen und insbesondere die Proportionalititskonstante +,
die sogenannte Gravitationskonstante zu bestimmen:

m3

= 6,672 -10 1! .
v =6, e o

(1.6)

Da v > 0 und auch die Massen m; und msy stets positiv sind, ist die Wechsel-
wirkungskraft F'i5 dem Verbindungsvektor r; — rs vom Korper 2 zum Korper 1
entgegengesetzt, d.h., die Gravitationswechselwirkung ist stets anziehend.

Wir schreiben die Gravitationskraft F'i5 auf den Kérper 1 vom Korper 2 in die Form

mo T — 7T

F12 = m GQ(’I"l), GQ(’I") = — (17)

" P — 1|2 [ — 1y

um und interpretieren diese Darstellung folgendermaflen:

- Go(r) ist das Gravitationsfeld, das von der am Ort 7y befindlichen Masse ms
am Ort r erzeugt wird.

- Die Kraft auf den Kérper 1 ist das Produkt seiner Masse m; und des Gravi-
tationsfeldes G1(ry), das von my am Ort 7y des Korpers 1 erzeugt wird.
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Die Darstellung Fi15 = m; Ga(rq) teilt die Kraftwirkung auf den Kérper 1 in eine
individuelle Eigenschaft des Kérpers 1, namlich seine Masse my, und ein vom Kérper
1 unabhéngiges Feld auf. Selbstverstindlich lasst die Kraft F'5; auf den Korper 2
vom Korper 1 eine vollig analoge Darstellung zu.

Konsequenterweise wére nun eine Feldtheorie fiir Gravitationsfelder G(r) zu ent-
wickeln, die von irgendeiner Massenverteilung erzeugt werden. Diese Theorie exi-
stiert auch, ist jedoch sehr viel komplizierter (nicht-linear, allgemein relativistisch
invariant) als die in diesem Text zu entwickelnde Elektrodynamik. Letztere ist darum
nicht nur wegen ihrer Bedeutung in der "gewdhnlichen” makroskopischen Physik,
sondern wegen ihrer einfacheren Struktur das Modell fiir eine klassische Feldtheorie,
das begrifflich am Anfang stehen sollte.

1.2.2 Die Coulomb—Wechselwirkung

Masse ist die fiir die Gravitation verantwortliche Eigenschaft von Korpern. Eine
andere Eigenschaft von Koérpern, die zu Wechselwirkungen zwischen ihnen fiihrt,
ist die der elektrischen Ladung. Dass es diese Eigenschaft von Korpern gibt, setzen
wir als eine empirische Tatsache an den Anfang der Entwicklung der Feldtheorie
Elektrodynamik.

Wihrend Masse in unserer physikalischen Anschauung untrennbar mit einem Korper
verbunden ist und nicht verdndert werden kann, ohne den Korper selbst zu
verdndern, kann elektrische Ladung zwischen Korpern ausgetauscht werden, wie wir
spater noch lernen werden. Dass elektrische Ladung aber dennoch eine zur Masse
analoge Eigenschaft ist, erkennen wir am besten im Fall von atomaren oder suba-
tomaren Teilchen: ein Elektron etwa besitzt neben seiner charakteristischen Masse
ebenso eine charakteristische elektrische Ladung, und beide Eigenschaften sind mit
dem Elektron als Teilchen untrennbar verbunden.

Als eine weitere empirische Tatsache haben wir zur Kenntnis zu nehmen, dass es
im Gegensatz zur Masse zwei verschiedene Arten von elektrischer Ladung gibt. Die
Bezeichnung der beiden Arten von elektrischer Ladung ist natiirlich beliebig: wir
konnten sie etwa griin und rot nennen. Weiterhin ist empirisch festzustellen, dass
gleichnamige Ladungen zu einer Abstoflung fiihren, ungleichnamige Ladungen zu
einer Anziehung, wobei die Form der Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenen
Korpern, also der Kréfte F{5» bzw. F'5; auf die beiden Korper, dieselbe ist wie bei
der Gravitation. Wir schreiben deshalb

T —T
Fy :/{12(]1_2(]2 - 2, (1-8)
T12 T12
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sowie F'5; = —F'15. Hier bezeichnen ¢; und ¢, die Menge der elektrischen Ladungen
der Korper 1 und 2 und ki ist eine Proportionalititskonstante analog zur Gra-
vitationskonstante v, jedoch mit der Besonderheit, dass w12 > 0 fiir gleichnamige
Ladungen (AbstoBung) und s < 0 fiir ungleichnamige Ladungen (Anziehung).

Wir konnen eine erhebliche Vereinfachung der Schreibweise von Fi5 in (1.8) er-
reichen, wenn wir eine spezielle Bezeichnung fiir elektrische Ladungen einfiihren,
namlich die eine Art, z.B. "griin”, als positiv, entsprechend ¢ > 0, und die andere
Art, z.B. "rot”, als negativ, entsprechend ¢ < 0. Dann vereinfacht sich (1.8) zu

14z T'1 — T2
F12 =K 5 . (19)
T'12 T12

Die Sprechweise von positiver und negativer elektrischer Ladung nimmt eine Ki-
genschaft der elektrischen Ladung sprachlich vorweg, die physikalisch im Zusam-
menhang dieses Kapitels noch iiberhaupt keine Rolle spielt: gleiche Mengen von
positiver und negativer elektrischer Ladung kompensieren einander. Bei ungleichen
Mengen bleibt ein Uberschuss entweder von positiver oder negativer Ladung. Die
allgemeinere Ausdrucksweise ist, dass die Summe von (positiver und negativer) La-
dung erhalten bleibt. In der Sprechweise von "griiner” und "roter” Ladung hiefle
der Erhaltungssatz, dass die Differenz von ”griiner” und "roter” Ladung erhalten
bleibt.

1.2.3 Einheiten, Stirke der Wechselwirkung

Die in (1.9) verbleibende Proportionalitatskonstante £ hingt von der Wahl der Ein-
heiten fiir die Ladungen ¢; und ¢» ab. Eine sehr naheliegende Einheitenwahl setzt
t = 1 und definiert dadurch die Einheit von Ladung, weil ja die Einheiten aller an-
deren in (1.9) auftretenden Groien bereits festgelegt sind, ndmlich Absténde (in m)
und Kraft (in N=kgm/s?). Diese in der élteren Literatur der theoretischen Physik
iibliche Einheitenwahl, die sogenannten cgs-Finheiten, fiihrt mit der Verwendung
des Gramms (g) statt kg fiir Masse und cm statt m fiir Lange auf

el. Ladung & v/Kraft Abstand = g¥/2 cm®/? 7L,

Einer der Nachteile dieser Einheitenwahl besteht darin, dass man spéter in der Ma-
gnetostatik, wenn man eine weitere Version von Wechselwirkung zwischen elektri-
schen Ladungen in die Theorie einschliefit, ndmlich die zwischen bewegten Ladun-
gen bzw. Stromen, zu einer anderen Einheitenwahl fiir elektrische Ladungen kommt.
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Heute werden durchweg die sogenannten MKSI-Einheiten verwendet, die iibrigens
ja auch gesetzlich festgeschrieben sind. In ihnen erhélt die elektrische Stromstéarke,
also die pro Zeiteinheit transportierte elektrische Ladung, eine neue, nicht abgeleite-
te Einheit, ndmlich das Ampere (abgekiirzt A). Die elektrische Ladung selbst erhélt
damit die Einheit Amperesekunde (A's), auch Coulomb (C) genannt. Dann wird
die Proportionalitédtskonstante  in (1.9) eine experimentell bestimmbare Grofle. Sie
wird in der Form k = 1/(4 meg) geschrieben, und ¢, die sogenannte Influenzkonstan-
te, ergibt sich zu

2

5 C
€ = 8,859 1012 AR (1.10)

Die Coulomb-Wechselwirkung erhélt damit die Form

1.11
dmey 17 T12 ( )

Die formale Ahnlichkeit von Gravitations— und Coulomb-Wechselwirkung legt einen
Vergleich ihrer ”Stérken” nahe. Wir vergleichen den Betrag der Gravitationsanzie-
hung Fg zwischen zwei Protonen (Masse mp ~ 1,67 - 10727 kg) mit dem Betrag
ihrer Coulomb-Abstoung Fg (Elementarladung e ~ 1,60 - 107 C) im gleichen
Abstand und finden

F 2
“C —dmeyy (@> ~8-107%,
FE €

1.2.4 Das elektrische Feld

Ganz analog wie im Fall der Gravitationswechselwirkung in (1.7) schreiben wir die
Coulomb—Kraft F'i5 auf den mit ¢; elektrisch geladenen Kérper 1 um in die Form

1 q r—r
Fyi; = q1 Ey(ry), Es(r) = : :

— . 1.12
Amey |1 — 1ol |r — 7o (1.12)

E,(r) ist das elektrische Feld am Ort r, erzeugt von der Ladung ¢s, die sich am Ort
ro befindet. Die Kraft F'{5 auf den Koérper 1 ist also das Produkt des elektrischen
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Feldes am Ort 7; und der individuellen Eigenschaft der elektrischen Ladung ¢; des
Korpers 1.

Die Schreibweise in (1.12) fithrt zugleich zu einer Messvorschrift fiir das elektrische
Feld E(r) am Ort r:

E(r) = Aiq Fa,(r). (1.13)

Man bringt einen mit Ag geladenen Kérper an den Ort r und misst die Kraft Fa,
auf den Korper. Diese sogenannte Probeladung Aq iibt natiirlich ihrerseits Wech-
selwirkungskrifte auf diejenigen felderzeugenden Ladungen aus, deren Feld E(r) es
zu messen gilt. Sie konnte dadurch Anderungen der Positionen der felderzeugenden
Ladungen bewirken, was moglichst ausgeschlossen werden soll. Die Probeladung Agq
muss demnach hinreichend klein sein, was durch die Schreibweise

) 1
E(r)= Al}zr_r)lo Ag Fay(r) (1.14)

statt (1.13) ausgedriickt wird. (1.13) oder (1.14) weisen darauf hin, dass das elektri-
sche Feld im Rahmen der hier zunéchst formulierten Elektrostatik dquivalent durch
die aus der Mechanik bekannten Kréfte ausgedriickt werden kann. Das wird sich aber
grundlegend &ndern, wenn wir spéiter dynamische, also zeitabhéngige Vorgénge ein-
schlieBen. Auch die Uberlegungen im vorangehenden Abschnitt 1.1 zeigten ja, dass
der Feldbegriff erst im dynamischen Fall zwingend wird. Gleichwohl wird uns die
Verwendung des Feldbegriffs in der statischen Theorie bereits Anlass zum Studium
einer Fiille von physikalischen und mathematischen Begriffen und Techniken geben.

Aus (1.12) und der Angabe (1.10) fiir €y entnehmen wir die physikalische Einheit
fiir das elektrische Feld:

€ (Abstand)? ~ C*> m? C5¢°

kgm* J W
= It =—=%5===— 1.1
Vv Volt o 0= (1.15)

elektrisches Feld E =

)

1 el. Ladung _ N m? C kg m \Y
m

mit J (Joule)=W s (Wattsekunden). Nach der Einfithrung der Einheit A (Ampere)
fiir die elektrische Stromstérke ist die Einheit V (Volt) eine "abgeleitete” Einheit,
d.h., ihre Definition benutzt nur bereits bekannte Einheiten.
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1.3 Potential und Wirbel des elektrischen Feldes

Der Gegenstand unserer weiteren Untersuchungen ist das elektrische Feld E(r) am
Ort r, das von einer Ladung ¢ erzeugt wird. Der Ort der Ladung ¢ ist wegen der
Homogenitdt des physikalischen Raumes offensichtlich beliebig. Um eine moglichst
einfache Schreibweise zu erhalten, setzen wir die Ladung ¢ an den Ort » = 0, also
in den Ursprung eines beliebigen Koordinatensystems, so dass

1 qgr
= - —. 1.16
dmey 12 1 ( )

E(r)

1.3.1 Das elektrische Potential

In (1.16) ist

r=\/1?+ 13+ 13 (1.17)

der Abstand des Punktes

3
r:xlel+x262+x363:Zxaea (1.18)
a=1

vom Ursprung r = 0 des Koordinatensystems. x1, x5, x3 heiflen die Koordinaten des
Punktes, der durch den Ortsvektor r gekennzeichnet ist, oder einfach die Kompo-
nenten des Vektors r beziiglich des verwendeten Koordinatensystems. Die Vektoren
€1, e, e3 sind die normierten Basisvektoren des Koordinatensystems, die paarweise
senkrecht aufeinander stehen. Das lasst sich sehr kompakt durch das Skalarprodukt

€, €35 = 0ap. a,f=1,2,3, (1.19)

ausdriicken. d,4 ist das Kronecker—Symbol: 6,5 = 1, wenn o = 3, und 6,5 = 0, wenn
a # (3. Koordinatensysteme mit der Eigenschaft (1.19) nennt man auch kartesisch.
Berechnen wir nun 7% = r? unter Verwendung von (1.18) und (1.19), so erhalten wir
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3 3 3
2 2 2
re=1r° = E To T3 €4 €3 = E To T3 0ap = E x5
a,f=1 5" a,f=1 a=1
—b0p

Beim Ausmultiplizieren von 72 = 7 - ¢ miissen wir natiirlich verschiedene Summa-
tionsindizes @ und 3 verwenden. Die f—Summe iiber Summanden ~ 4,4 liefert nur
Beitrige fiir § = a. Durch Bildung der Quadratwurzel erhalten wir wieder (1.17).
Dieser Zusammenhang gibt Anlass zur Schreibweise || := r.

Wenn wir nun r in (1.17) nach irgendeiner der Komponenten z, differenzieren,
erhalten wir nach einer elementaren Rechnung

0 a
L% 42123 (1.20)
T

0T -

und daraus weiter unter Benutzung der Kettenregel

0 1—<a 1) o _ Lz 93 (1.21)

0r, T or r) 0x, rZ r

Wir fithren jetzt eine in der Elektrodynamik (und in vielen anderen Theorien der
Physik) sehr oft verwendete formale Schreibweise ein:

0 0 0 0 > 0
a—r =€ axl + e 01’2 + e3 a{[3 = aglea a—xa. (122)

Diese Schreibweise soll bedeuten, dass wir die Ableitungen z.B. von r oder von 1/r
nach den x1, 9, £3 nacheinander ausfithren und die Ergebnisse zu einem Vektor, dem
sogenannten Gradienten 0/0r zusammenfassen, der auch durch das Symbol ”grad”
bezeichnet wird. Fiir die genannten Beispiele erhalten wir also aus den Ergebnissen
(1.20) und (1.21)

or r 0 1 1r
o_r 22 __T 1.2
or r’ or r r2 r (1.23)

Die rechte Seite der zweiten Beziehung in (1.23) hat dieselbe Struktur wie das elek-
trische Feld der Ladung ¢ in (1.16). Wir kénnen also schreiben
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1 qr 0P(r) 1 q
E(r) = pp i — O(r) : (1.24)

Ameg 1

®(r) heiit das Potential des elektrischen Feldes, in unserem speziellen Fall das Po-
tential der Ladung ¢ bei » = 0. Die Existenz eines Potentials hat weitreichende
Konsequenzen fiir das Feld, wie wir in diesem Abschnitt feststellen werden.

1.3.2 Summationskonvention, Transformationen

Ausdriicke wie

2 0 2 0
r=> Z.€, d — =) en— 1.25
alx e oder e (1.25)

a=1 Ta

kommen nun so oft in der Elektrodynamik vor, dass man sich zu einer sehr platz—
und zeitsparenden Abkiirzung, der sogenannten Summationskonvention entschlief3t.
Statt (1.25) schreiben wir vereinfachend

— L € d - = aaa- 1.26
r=zx,e oder 5y = € (1.26)

Es werden in dieser vereinfachenden Schreibweise die Summen iiber die
Koordinaten—Indizes « = 1,2,3 in Produktausdriicken mit zwei Indizes « fortge-
lassen, aber es wird vereinbart, dass dennoch die Summen ausgefiihrt werden sol-
len. Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren a und b schreibt sich mit dieser
Abkiirzung

3
ab—a,b, (: Zaaba>.
a=1

Auflerdem haben wir in (1.26) die abkiirzende Schreibweise

oz, Oa
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verwendet.

Wir wenden die Schreibweise der Summationskonvention auf Transformationen zwi-
schen verschiedenen Koordinatensystemen an. Es seien e, und e, die Basisvektoren
zweier kartesischer Koordinatensysteme:

€ €3 = 0n3, e, ey = 03 (1.27)

Die Urspriinge der beiden Systeme wéhlen wir einfachheitshalber gleich, womit
Translationen ausgeschlossen sind. Nun miissen sich die Basisvektoren e, auch durch
die €/, (und umgekehrt) auf lineare Weise darstellen lassen:

3
e, = Uap € (: > Uas e'ﬁ) . (1.28)
A=1

Wenn wir diese Gleichung skalar mit einem e’7 multiplizieren, erhalten wir

3
I AN _ /AN _
€, €, = Uas €3 e, |= E Uas €3 e |= Uay .
—— B=1 ——
=0 =0gy

Natiirlich konnen wir die Indizes auch wieder umbenennen und z.B.

Uap = €4 € (1.29)

schreiben.

Die Matrix U,s beschreibt die Transformation zwischen den Koordinatensystemen
e, und e/ . Mit ihr konnen wir auch die Koordinaten z, bzw. z!, bzw. die Kompo-
nenten von 7 in den beiden Systemen ineinander umrechnen. Zunéchst sei

r=1I,€,=1,€,. (1.30)

Wir multiplizieren skalar mit eg:
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[N
Ta€n€3 = T, ,€,6€3,

rg = Uﬁa SL‘;,
und durch Vertauschung der Bezeichnungen o und 3 auch

Lo = Uap 7). (1.31)

Wenn wir in (1.30) mit e); statt es multipliziert hétten, dann hétten wir die Um-
kehrung von (1.31) erhalten, ndmlich

x'a = Uga zs. (1.32)

Die beiden Relationen (1.31) und (1.32) kann man auch in Matrizen—Schreibweise
formulieren:

r=Ux, o =U"z. (1.33)

z und 2’ sind die Spaltenvektoren aus den Komponenten z, bzw. zl, U ist die
Matrix der U, und U” deren Transponierte, d.h. das Element (a3) von U7 ist Ug,,.
Aus (1.33) entnehmen wir, dass

vt =v"t, UvUr=U0%'U-=1, (1.34)

worin "1”7 auf der rechten Seite die Einheitsmatrix ist, deren Elemente die
Kronecker-Symbole 4,53 sind. Diese Beziehung kénnen wir auch in der Komponen-
ten—Schreibweise herleiten, indem wir in (1.31) 2; durch die Umkehr—Transformation
(1.32) ersetzen. Letztere miissen wir allerdings in der Form

!
Ty = Uyp

verwenden, um nicht eine Indexbezeichnung mehrfach zu benutzen. Die Einsetzung
fithrt auf
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To = Uyp Usgxs.
Dieses ist eine identische Transformation, d.h. es muss
Uap Uy = Oary
sein, was gleichbedeutend mit der Matrizengleichung U UT = 1 ist. Entsprechend

erhalten wir auch U? U = 1, wenn wir z,, in (1.32) durch (1.31) ersetzen.

Matrizen U mit der Eigenschaft (1.34) nennt man orthogonal: Transformationen
zwischen kartesischen Koordinatensystemen werden durch orthogonale Matrizen be-
schrieben.

SchlieBlich bestimmen wir noch das Transformationsverhalten des Gradienten 9/0r
mit den Komponenten 9,, vgl. (1.26). Unter Verwendung der Kettenregel der Dif-
ferentialrechnung wird

on = 2 = 0 0 (—i&”’ﬂ a)'

0r,  Oxg Oy N 51 O, Or)

Aus der Transformation (1.32) entnehmen wir, wenn wir dort die Bezeichnungen «
und [ vertauschen,

or’
B
= Ua ,
oz, p
so dass
0 0
0o = 90 = Uap o, = Uap 0. (1.35)

Auf analoge Weise finden wir dazu die Umkehrformel

0. = Uga 03 (1.36)
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Wir vergleichen mit (1.31) und (1.32) und stellen fest, dass sich die Ableitungen
0, auf dieselbe Weise transformieren wie die Komponenten z, des Vektors r. Aus
diesem Grund stellt der Gradient d/0r tatséchlich einen Vektoroperator dar, d.h.,
wir konnen mit 9/0r wie mit einem Vektor umgehen und rechnen. Wir werden dafiir
sogleich Beispiele kennenlernen.

Der Hintergrund zu der letzteren Bemerkung ist ein Umkehrschluss. Wir haben die
Transformationsformeln (1.31) und (1.32) aus der Annahme gewonnen, dass die z,,
bzw. 2!, die Komponenten eines Vektors = sind, vgl. (1.30). Von jetzt an werden wir
sagen, dass die drei Komponenten a,, o = 1,2, 3, einen Vektor darstellen sollen,
wenn sie sich wie (1.31) bzw. (1.32) transformieren, d.h., wenn sie

o = Uap aj, a,, = Usq ap (1.37)

fiir eine beliebige orthogonale Matrix U,g erfiillen. In diesem Sinn beschreiben die
Ableitungen d, einen ”Vektor”, ndmlich einen Vektoroperator.

1.3.3 Rotation und Wirbel des elektrischen Feldes

Wir schliefen direkt an die Bemerkung an, dass wir mit dem Vektoroperator 9/dr
wie mit einem gewohnlichen Vektor umgehen kénnen. Die Darstellung des elektri-
schen Feldes E(r) durch das elektrische Potential ®(7) in (1.24),

B(r) = - (r),

konnen wir auf der rechten Seite so lesen wie die Multiplikation eines Vektors,
ndmlich von 9/0r, mit einem Skalar, ndmlich mit dem skalaren Potential ®(r).
Weil es sich aber bei 9/0r um einen Operator handelt, miissen wir bei dieser Mul-
tiplikation auf die Reihenfolge achten. In Komponenten lautet diese Aussage

E.(r) = =0, ®(7). (1.38)

Wir konnen den Vektoroperator 9/0r aber auch skalar mit einem Vektor multipli-
zieren. Das macht nur Sinn, wenn dieser Vektor von r abhéngt, weil das Ergebnis
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sonst verschwinden wiirde. Wir betrachten also ein beliebiges Vektorfeld C(r), z.B.
das elektrische Feld E(r), und bilden

5% C(r) =, C(r) (: z; ag;i”) |

Das Ergebnis ist offensichtlich ein Skalar, die sogenannte Divergenz von C(r), auch
durch das Symbol "div” bezeichnet. Sie wird eine sehr wichtige Rolle bei der Formu-
lierung der Quellen des elektrischen Feldes im folgenden Kapitel bilden. In diesem
Abschnitt beschéftigen wir uns mit einer weiteren Moglichkeit, dem Vektorprodukt
oder Kreuzprodukt von d/0r mit dem Vektorfeld C(r):

Das Ergebnis ist wieder ein Vektor, im allgemeinen ein Vektorfeld, die sogenannte
Rotation, auch durch das Symbol "rot” bezeichnet.

Wir erinnern zundchst an die Definition des Kreuzprodukts zweier gewodhnlicher

Vektoren a und b:

axb= (S} (ag b3 — as bg) + e (a3 b1 — a1 b3) + e;3 (a1 bg — Qo bl) . (139)

Man kann sich diese Definition am besten dadurch merken, dass die Indizes auf der
rechten Seite ein zyklisches Schema bilden. Eine andere Moglichkeit ist die Darstel-
lung durch eine Determinante:

€1 €y €3
axb=|a ay as|. (1.40)
by by bs

Die Komponenten des Kreuzprodukts lassen sich nicht unmittelbar in der Schreib-
weise der Summationskonvention darstellen. Das wird jedoch méglich, wenn wir den
sogenannten (3-dimensionalen) Levi-Civita—Tensor €,5, benutzen. Dieser ist defi-
niert durch
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+1 (afy) = gerade Permutation von (1,2, 3)
€apy = —1 (afy) = ungerade Permutation von (1,2, 3) (1.41)
0  sonst

aquivalent mit dieser Definition ist

€123 = €231 = €312 = +1, €213 = €132 = €327 = —1

und €,3, = 0 fiir alle anderen Kombinationen von Indizes, d.h insbesondere ist €,5, =
0, wenn zwei oder drei Indizes iibereinstimmen. Der Tensor €,4, ist in allen seinen
Indizes antisymmetrisch. Er wird uns als ein sehr effektives Hilfsmittel dienen, um
die zahlreichen Beziehungen der Vektoranalysis, die in der Elektrodynamik benutzt
werden, auf sehr einfache Weise herzuleiten. So lasst sich z.B. schon die Determinante
in (1.39) wie folgt mit dem Tensor €,3, ausdriicken:

€1 €3 €3 3
axb=|a a a3z =e€up,€q0a3b, | = Z €y €atpby | . (1.42)
b]_ bz b3 avﬁﬂ’:l

Hier wird die Summationskonvention wirksam, weil jeder der Indizes «, 3,y paar-
weise in einem Produktausdruck auftritt. (1.42) ist nichts anderes als die Definition
einer 3x3-Determinante unter Verwendung von €,4,. Vergleichen wir nun (1.42) mit
der Definition (1.39) des Kreuzproduktes, dann lesen wir fiir die a—Komponente von
a x b direkt ab, dass

(a X b)a = €apy QB bpy. (1.43)

Unter Verwendung von (1.43) kénnen wir sehr einfach zeigen, dass a x a = 0. Es
ist namlich gem&f (1.43)

(@ X a)y = €npyaga,.

Auf der rechten Seite fiihren wir zwei Schritte aus: (1) Vertauschung von ( und ~y
in €,4,. Dabei wird €,3, = —€4,5, Weil €453, in allen Indizes antisymmetrisch ist.
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(2) Vertauschung der Bezeichnungen von 8 und . Das ist mdglich, weil (per Sum-
mationskonvention) iiber beide Indizes summiert wird. Dabei &ndert sich natiirlich
nichts. Das Ergebnis lautet

€afy Ap Ay = —€ayf Ap Ay = —€apfy Af Ay-

Wenn ein Ausdruck mit seinem Negativen iibereinstimmt, muss er verschwinden,
womit der erwiinschte Nachweis gefiihrt ist.

Im Anhang D gehen wir ausfiihrlich auf den Levi-Civita—Tensor ein und leiten eine
Reihe von Rechenregeln her, auf die wir im weiteren Verlauf dieses Textes immer
wieder zuriickgreifen werden. Auch die Bezeichnung Tensor bedarf noch eines beson-
deren Nachweises, denn wir werden in Analogie zur Definition eines Vektors durch
sein Transformationsverhalten im Abschnitt 1.3.2 auch einen Tensor durch ein ent-
sprechendes Transformationsverhalten definieren.

Jetzt kommen wir zuriick auf die Rotation eines Vektorfeldes C(r). Unter Verwen-

dung des Tensors €,3, ag a, konnen wir analog zu (1.43) schreiben

(%XCWL=%M%QW) (1.44)

Wir berechnen die Rotation des elektrischen Feldes E(r) und beachten dabei, dass
gemif (1.38) E,(r) = —0, ®(r):

(55 % B0)) = 1B,() = e, 920,8(1) =0, (115

denn es ist €,3, 03 0, = 0 aus demselben Grund wie €,5, aga, = 0.

Das Fazit ist, dass

— x E(r) =0. (1.46)

Die Rotation des elektrischen Feldes verschwindet. In der physikalischen Ausdrucks-
weise bezeichnet man die Rotation auch als Wirbel: die Wirbel des elektrischen Feldes
verschwinden. Dieses ist die erste der elektrostatischen Feldgleichungen. Wir weisen
jetzt schon darauf hin, dass diese Aussage im dynamischen, also zeitabhidngigen Fall
modifiziert werden wird.
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1.4 Der Stokessche Integralsatz

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir aus der Existenz eines Potentials fiir das
elektrische Feld geschlossen, dass seine Rotation verschwindet:

E(r) = —% d(r) - 9 E(r)=0. (1.47)

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass auch das Umgekehrte gilt: aus dem Ver-
schwinden der Rotation folgt die Existenz eines Potentials. Wir werden dabei einen
wichtigen Integralsatz kennenlernen, den sogenannten Stokesschen Integralsatz, auf
den wir im weiteren Verlauf des Textes immer wieder zuriickgreifen werden.

Ubrigens sind (1.47) und seine Umkehrung bereits aus der Theoretischen Mechanik
bekannt. Genau dann, wenn ein Kraftfeld konservativ ist, d.h., wenn es als Gradient
einer potentiellen Energie darstellbar ist, verschwindet seine Rotation.

1.4.1 Das Potential als Linienintegral

Es sei ein beliebiges Vektorfeld a(r) gegeben. Wir definieren dazu ein Potential ¢(r)
durch ein Linienintegral:

r

P(r) = —/T dr' a(r'). (1.48)

OvW

Zunéchst ist das Linienintegral auf der rechten Seite zu erkliren. Es sei W ein
Weg (eine Kurve) im Raum, der von einem Punkt 7, zum Punkt » fiihrt. Wir
approximieren W durch einen Polygonzug mit den Kanten Ar!, i =1,2,..., N, vgl.
Abbildung 1.1. In einem beliebigen Punkt 7 auf jeder Kante, z.B. in einem ihrer
Endpunkte, bilden wir das Skalarprodukt des Feldes a(r;) mit Ar; und addieren

diese Skalarprodukte iiber ¢ = 1,2,..., N. Schliefilich fiithren wir den Limes N — oo
aus, so dass jedes |Ari| — 0:

/: dr'a(r') = lim > Ar)a(r}). (1.49)

0. W |Ar]|—0 i
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@)

Abbildung 1.1: Zur Definition des Linienintegrals

Der Limes auf der rechten Seite konvergiert im Sinne des Riemannschen Integralbe-
griffs, wenn z.B. das Feld a(r) und der Weg W stetig sind.

Die Definition (1.48) des Potentials ¢(r) ist eindeutig, wenn das Linienintegral auf
der rechten Seite unabhéngig von dem Weg W ist, der von 7y nach » fithrt. Wenn
das der Fall ist, dann bilden wir auf beiden Seiten von (1.48) jeweils das vollstandige
Differential. Nach den Regeln der Differentialrechnung erhalten wir

dp(r) = ¢(r+dr)—¢(r) =
_ 09(r) O¢(r) 0g(r)
N axl dxl + aZEQ dx2 + 056’3

d </r: dr' a(r’)) = dra(r) = a(r) dz,,

dxs = 0, ¢(7) dx.,

so dass wegen der Unabhéngigkeit der Differentiale dzx, mit (1.48) folgt, dass

o (1) = =04 &(7) bzw. a(r)=——o(r). (1.50)
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Wenn also das Linienintegral unabhingig vom Weg W ist, dann hat die dadurch
definierte Funktion ¢(r) die Eigenschaften eines Potentials. Jetzt wenden wir uns der
Frage zu, wann das Linienintegral von ¢ nach r unabhéngig von dem verwendeten
Weg W ist. Es sei W' ein zweiter Weg, der von rq nach r fiihrt. Es stellt sich die
Frage, wann

/: dr'a(r') = /: dr' a(r') (1.51)

0, W 0, W’

fiir alle Paare von Wegen W, W' von 7y nach r. Wenn wir einen der Wege in um-
gekehrter Richtung orientieren, erhalten wir offensichtlich den negativen Wert des
betreffenden Integrals. (1.51) ist also dquivalent mit

/r dr' a(r') + ' dr' a(r') =0,

o,W ’l"o,fW’

oder

worin —W' die Umkehrung der Orientierung des Weges W' bedeuten soll. Die Weg-
folge W + (—W') bildet aber eine geschlossene Kurve. Also ist das Verschwinden der
Linienintegrale iiber alle geschlossenen Wege,

%dr a(r) =0, (1.52)

hinreichend dafiir, dass die Definition des Potentials ¢(r) in (1.48) eindeutig ist.

1.4.2 Der Stokessche Integralsatz

Das hinreichende Kriterium (1.52) fiir die Unabhéngigkeit des Linienintegrals vom
Weg konnen wir mit dem Stokesschen Integralsatz durch die Rotation von a(r)
ausdriicken:
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dr a(r) = /Fdfgir X a(r). (1.53)

oF

(Eine Beweisskizze geben wir im folgenden Unterabschnitt.) Hier ist F' ein Flichen-
stiick im 3—dimensionalen Raum und OF seine Berandung. Letztere bildet einen
geschlossenen Weg, moglicherweise auch mehrere geschlossene Wege, wenn F' mehr-
fach zusammenhéngt, z.B. "Locher” enthilt. Das Integral auf der rechten Seite ist
ein Flachenintegral vom Typ

/Fdfb(fr-).

In (1.53) ist das Vektorfeld b(r) die Rotation von a(r). Wir erkldren zunéchst, wie
das Fldchenintegral iiber ein Vektorfeld b(r) zu bilden ist. Wir approximieren das
Flachenstiick F' durch eine polyedrische Fléache, d.h., durch ein zusammenhangendes
Gebilde von jeweils ebenen Vielecken, die wir mit ¢ = 1,2,..., N durchzihlen, vgl.
Abbildung 1.2. Das ist z.B. mit einem zusammenhédngenden Gebilde von Dreiecken
immer moglich (sogenannte " Triangulierung” einer Fliche). Jedem der Vielecke ¢ =
1,2,..., N ordnen wir einen Vektor A f, mit den folgenden Eigenschaften zu:

1. Af,; steht senkrecht auf der Flache des Vielecks,
2. Die Liange Af; := |Af,;| des Vektors Af,; ist gleich der Fliche des Vielecks,

3. Alle Vektoren Af,; des Fliachenstiicks F' zeigen in dieselbe der beiden noch
moglichen Richtungen relativ zu F', die sogenannte Normalenrichtung. Im
Stokesschen Integralsatz in (1.53) ist angenommen, dass der Rand OF die
Flache F' im mathematisch positiven, also Gegenuhrzeigersinn umlauft, wenn
die Kreuzprodukte bzw. die Rotation des Feldes a(r) im Sinne der ”"Rechten—
Hand-Regel” definiert werden. Letzteres bedeutet nichts anderes als €193 = +1.

Es sei b(r;) das Vektorfeld b(r) in einem beliebigen Punnkt r = r; auf dem i-ten
Vieleck. Wir bilden nun das Skalarprodukt A f, b(r;), addieren die Ergebnisse fiir
i = 1,2,...,N und fithren den Limes N — oo mit Af; := |Af,| — 0 fiir alle
1=1,2,...,N aus:

N
/Fdf blr) = Jjm, 3> AFb(r) (1.54)
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b(’l"z)

Abbildung 1.2: Zur Definition des Fléchenintegrals

Der Limes auf der rechten Seite konvergiert im Sinne des Riemannschen Integralbe-
griffs, wenn z.B. b(7) und das Fldchenstiick F' stetig sind.

Wenden wir nun den Stokesschen Integralsatz (1.53) auf das elektrische Feld E(r)
an, dann erhalten wir

| drE(r) = /Fdfa% x E(r) =0 (1.55)

und damit die Eindeutigkeit des durch

(r) = —/ dr' B(r') (1.56)

definierten elektrischen Potentials, wenn die Wirbel des elektrischen Feldes ver-
schwinden. Damit ist die Umkehrung von (1.47) gezeigt. Wir beachten, dass weder
(1.47) noch seine Umkehrung in (1.55) und (1.56) von der speziellen Form von E(r)
abhingen, also nicht etwa nur fiir elektrische Felder einer Ladung ¢, sondern fiir
beliebige elektrische Felder mit den genannten Voraussetzungen gelten.
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1.4.3 Nachweis des Stokesschen Integralsatzes

Wir weisen den Stokesschen Integralsatz zunéchst fiir den Fall nach, dass das
Flachenstiick F' ein ebenes Rechteck ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
wéhlen wir die Rechteckebene als (21, x2)-Ebene eines Koordinatensystems und eine
Ecke des Rechtecks als dessen Ursprung, vgl. Abbildung 1.3, so dass

df = dxl dxg €3,

2 x a(r) _ 3 xa(r)] = day(x1, T2, 73) _ day (21, o, x3)
€ \or © 4T ~ \or 7O\ 3_ 0rq 0o '

T2

A.Ig

I

@)

Axl
Abbildung 1.3: Zum Nachweis des Stokesschen Integralsatzes

Alle nun folgenden Integrationen finden in der Ebene z3 = 0 statt, so dass wir die
Variable z3 nicht mehr mitschreiben.

/Fdf (% x a(r)> -

_ /Am diy /Am dzs (aGZ(xlaxZ) B aal(xlax2)>
0 0

8x1 8x2



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 39
Axo Axy aa2 (1'17 x2) Axy Axo aal (:Cl; I'Q)
:/ d;cg/ dxli—/ dan/ dry — -2
0 0 011 0 0 0o
Azg
= /[] dx2 [ag(Axl,xg) — CLQ(O,J?Q)] —

Az
—/0 dxy [a1(z1, Azy) — ag (21, 0)]
Axq Axa
= /[] dﬁCl aq (1‘1, U) + /0 d!.EQ ag(AﬁCl, !.EQ) +

0 0
+A dxl a1($1,A$2) +/A dﬂ?g ag(O,xg)

= dr a(r). (1.57)

In der vorletzten Zeile haben wir die Integrationen so angeordnet, dass sich gerade

das Linienintegral iiber die Rechteck-Kanten im Gegenuhrzeigersinn ergibt, vgl.
Abbildung 1.3.

Das Fliachenintegral auf der linken Seite von (1.57) kénnen wir mit einem entspre-
chend verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung in die Form

bringen, worin Af = Az; Azg ez, Af = |Af| und ry ein Punkt auf Af ist. Wenn
wir die genaue Lage des Punktes ry unberiicksichtigt lassen, erhalten wir einen
Fehler der Ordnung Af O(Af) , wobei O(&) bedeutet, dass O(¢) — 0 fiir £ — 0.
Also kénnen wir auch schreiben, dass

Af (% X a(r)> - %amn dra(r) + AfO(AF). (1.58)

gilt. Diese Form des Stokesschen Satz begriindet eigentlich erst die Sprechweise
"Wirbel” fiir Rotation. Wenn das Linienintegral iiber einen geschlossenen Weg auf
der rechten Seite nicht verschwindet, sagt man, dass das Feld a(r) dort einen Wir-
bel besitzt. Dieser wird dargestellt durch die Komponente der Rotation von a(r)
senkrecht zu Af bzw. in Richtung von A f.

Die Aussage des Stokesschen Integralsatz in (1.57) oder (1.58) ist nicht auf ebene
Rechtecke beschrinkt, sondern lésst sich verallgemeinern. Sei F' ein beliebiges, aber
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zunéchst noch ebenes Flichenstiick. F' ldsst sich durch zusammenhédngende Recht-
ecke Af;, i =1,2,..., N beliebig genau approximieren. Wir formulieren (1.58) fiir
jedes der Af; und bilden die Summe iiber i = 1,2,..., N. Bei der i—~Summe der Li-
nienintegrale auf der rechten Seite heben sich alle Beitrége von inneren Kanten auf,
weil jede innere Kante zweimal mit entgegengesetzten Orientierungen durchlaufen
wird. Es verbleibt rechts also das Linienintegral nur iiber die dufleren Kanten. Mit
N — o0, so dass jedes Af; — 0, erhalten wir so den Stokesschen Integralsatz in der
Form von (1.57) fiir beliebige ebene Flichenstiicke F.

Fiir den Fall gekriimmter Flichenstiicke F' greifen wir auf die Konstruktion zur Defi-
nition des Flachenintegrals im vorhergehenden Unterabschnitt zuriick. Dort hatten
wir solche Fldchenstiicke durch eine polyedrische Fliche, d.h., durch ein zusam-
menhéngendes Gebilde von jeweils ebenen Vielecken approximiert. Fiir jedes von
ihnen gilt gemé&fl unserer obigen iiberlegung der Stokessche Integralsatz. Wieder
bilden wir die Summe iiber alle ebenen Vielecke und wieder heben sich die Linien-
integrale iiber die inneren Kanten gegenseitig auf. Im Limes Anzahl der Vielecke
N — 0, so dass fiir die Flache Af; jedes der Vielecke Af; — 0, erhalten wir dann
den Stokesschen Integralsatz auch fiir beliebig gekriimmte Flichenstiicke F'.

Im Anhang B geben wir einen Nachweis fiir den Stokesschen Integralsatz ohne Ver-
wendung von approximierenden ebenen Vielecken.



Kapitel 2

Die Quellen des elektrischen
Feldes

Die physikalische Charakterisierung von Feldern beruht auf den beiden Eigenschaf-
ten "Wirbel” und ” Quellen”. Die Wirbel eines Feldes a(r) sind durch seine Rotation
definiert. Im Kapitel 1 haben wir nachgewiesen, dass ein Feld keine Wirbel besitzt,
wenn es als Gradient eines Potentials darstellbar ist, und umgekehrt. In diesem
Kapitel werden wir nun den anderen grundlegenden Begriff zur physikalischen Cha-
rakterisierung von Feldern kennenlernen, namlich die Quellen.

2.1 Die Divergenz des elektrischen Feldes einer
Punktladung

Bereits in 1.3.3 hatten wir die Moglichkeit erwihnt, den Vektoroperator d/0r im
Sinne eines Skalarprodukts auf ein Vektorfeld a(r) anzuwenden:

5% a(r) = 0, aq(r) (: i %@) : (2.1)

a=1

Dieses Skalarprodukt von d/0r mit a(r) nennt man auch die Divergenz von a(r).
Wir berechnen nun die Divergenz des elektrischen Feldes einer Punktladung ¢ am
Ort r = 0. Dieses ist geméaf 1.3.1 durch ein Potential ®(r) darstellbar:

41
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1 qgr 0 1 q
_ A __ 2% P = = 2.2
Admey 12 7 or (r). (r) Admey v (2:2)

E(r)

Wir fithren die Rechnung in der Komponentenschreibweise unter Verwendung der
Summationskonvention aus, vgl. (2.1):

OE(r)
or

19,01 (2.3)

47 e r

= 00 Ea(r) = —0, 0, ®(r) =

Da das Potential und das Feld bei » = 0 bzw. » = 0 eine Singularitéit, nimlich einen
Pol 1. bzw. 2. Ordnung besitzen, miissen wir die folgenden Rechnungen auf r» # 0
beschrianken. Wir beachten, dass der Operator 0, d, mit der Summationskonvention
die Gestalt

0? 0? 0?
= A 2.4
Ox? + 0r3 + ox3 (24)

O0n 0 =
besitzt. Der Operator A wird auch Laplace—Operator genannt. Als Skalarprodukt von
zwei Vektoroperatoren, namlich von d, mit sich selbst, ist der Operator A wie z.B.

auch r? = r?2 = 1z, 2, invariant gegen orthogonale Koordinatentransformationen,
vgl. auch 1.3.2. Nun ist

1 Ta
r r3’

vgl. (1.21), und weiter unter Verwendung der Produktregel und der Kettenregel der
Differentiation

1 Tq aaxa 1
%ong = 0 () =Tty
On To = axl—i-axz—i-axg:&

0ry Oxy Ox3
1 0 1 or 3 x, 3T,
r3 <Er_3> dze 1t 5
1 3 X, Ty

3
Ty Oy — = = ——
r3 rd r3’
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worin wir z, £, = r2 benutzt haben. Also wird

1 1 3 3
A—:aaaa—:—?+—3:0 fiir ’l"7é0 (25)
r r r r
bzw. auch
E
aaq(f) —0 fir r#£0. (2.6)

2.2 Der Gauflsche Integralsatz

Uber die Divergenz eines elektrischen Feldes einer Punktladung ¢ am Ort r = 0
konnten wir in 2.1 nur Aussagen im Bereich » # 0, also nur auflerhalb des Ortes
der Ladung machen. Wir wollen nun versuchen, auch eine Aussage iiber den Ort
r = 0 der Ladung einzuschlieflen. Dafiir verwenden wir einen zweiten wichtigen
Integralsatz, ndmlich den Gaufischen Integralsatz.

2.2.1 Der Gaufische Integralsatz

Es sei a(r) ein beliebiges (differenzierbares) Vektorfeld und V' ein 3-dimensionaler
Raumbereich mit der Grenzfliche (”"Einhiillenden”) 0V. Letztere bildet eine ge-
schlossene Oberfliche, moglicherweise auch mehrere geschlossene Oberflachen, wenn
V z.B. "Locher” enthélt. Der Gauf3sche Integralsatz besagt nun, dass

) dfa(r) = /Vd:”r 8‘575:'"). (2.7)

(Eine Beweisskizze dieses Satzes geben wir in 2.2.3.) Auf der linken Seite steht
ein uns bereits aus 1.48 bekanntes Flidchenintegral iiber das Vektorfeld a(r). Die
Besonderheit ist hier, dass der Integrationsbereich eine in sich geschlossene Flédche
JV ist, wiahrend wir im Kapitel 1 allgemeiner mit Flachenintegralen iiber beliebige
Flachenstiicke F' zu tun hatten. Auf der rechten Seite von (2.7) steht ein Volumen-
integral iiber eine skalare Funktion
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aa(r).

1) =5

Diese Art von Integral bedarf keiner weiteren Erlauterung. Wir kénnen es uns als
ein dreifaches Integral {iber die Koordinatenrichtungen

/d3rf /// dxy dxy ds f(xq, 29, 13)

vorstellen.

Wir wollen nun den Gaufischen Integralsatz auf das elektrische Feld E(r) einer
Punktladung g bei » = 0 anwenden. Wenn das Integrationsvolumen V' den Ort der
Ladung, d.h., den Punkt » = 0 nicht enthélt, ist

) df Br / d&r —0, (r=0)gV, (2.8)

weil OE(r)/0r = 0 in r # 0, vgl. (2.6). Wenn dagegen das Integrationsvolumen V'
den Punkt r = 0 enthilt, stoflen wir auf ein Problem, weil 0E(r)/0r in r = 0 nicht
definiert, sondern sogar singulér ist, vgl. Abschnitt 2.1. Das Fldchenintegral links in
(2.8) lasst sich aber auch dann sinnvoll berechnen, wenn das Integrationsvolumen V'
den Punkt » = 0 enthélt. Wir wihlen fiir V' eine Kugel K, mit dem Radius r und
dem Mittelpunkt bei » = 0. Als Flachenelemente df auf der Kugeloberfliche 0K,
wahlen wir Flachenstiicke, die zu einem Raumwinkelelement df) gehoren, so dass

df =dor”.
T
Wir erhalten damit
q T q q
df E(r)= ¢ dor = dQ = =, 2.9
oK, FE(r) 47 rAdrey 3 dmey Jan €0 (29)

Diese Rechnung ldsst sich sogar auf beliebige Volumina V' erweitern, die den Punkt
r = 0 enthalten. Wir wéhlen eine Kugel K, die noch ganz in V liegt. Das ist durch
eine geeignete Wahl des Radius r immer moglich, falls » = 0 wirklich innerhalb von
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V', d.h., nicht auf der Grenzfliche OV von V liegt. Das Volumen V besteht dann
aus zwei Teilen: V = K, + V', wobei das Restvolumen V' den Punkt r = 0 nicht
enthilt, also OE(r)/0r =0 in V"

OE(r)
Sy 2"V . 2.1
. d’r ar 0 (2.10)

V' ist nun ein zweifach zusammenhéngendes Volumen mit den beiden Einhiillenden
0V nach auflen und 0K, nach innen. Die Anwendung des Gauflschen Integralsatzes
(2.7) auf das Integral links in (2.10) ergibt also

OBE(r) _
=g df B ¢ df B(r). (2.11)

Das negative Vorzeichen vor dem Flichenintegral iiber 0K, erklirt sich dadurch,
dass die Fldchenelemente df auf 0K, von K, und V' aus bei einer beliebigen Fest-
legung der Normalenrichtung immer entgegengesetzt zueinander sind. (2.10) und
(2.11) ergeben zusammen das behauptete Ergebnis

df E(r) = df E(r) = —, (r=0)eV. (2.12)
av oK, €0

2.2.2 Schreibweise mit der Diracschen /—Funktion

Wir wollen jetzt eine formale Schreibweise einfiihren, die es erlaubt, den Gauf3schen
Integralsatz (2.7) auf das elektrische Feld E(r) einer Punktladung ¢ bei » = 0 fiir
beliebige Integrationsvolumina V' anzuwenden, also auch dann, wenn V' den Punkt
r = 0 enthélt. (2.8) und (2.12) wiirden dann auf die folgenden Aussagen fiihren:

OE(r) [ q/eg (r=0)€V,
/Vd% 5 = { 0 (r=0)gV. (2.13)
OE(r) ,
obwohl = 0 in r #0.
or

Das ist mit den gewdhnlichen Begriffen des Riemannschen Integralbegriffs nicht
vertriglich. Wir wiirden erwarten, dass ein Integral iiber V', dessen Integrand in V
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bis auf den Punkt 7 = 0 iiberall verschwindet, selbst verschwindet. Tatséchlich soll
(2.13) auch nur eine formale Schreibweise darstellen, die zusammen mit der formalen
Anwendung des Gaufischen Integralsatzes die Ergebnisse der Flachenintegrationen
im Abschnitt 2.2.1 reproduziert. Man driickt diese formale Schreibweise auch durch
die sogenannte Diracsche 0—Funktion 6(r) aus,

= L5, (2.14)

worin 0(r) die formalen Eigenschaften

éor) = 0 in r #0,

r
/ d>r o(r (r=0)€eV,
v

1
) = {0 r—0) gV (2.15)

besitzt. Im Anhang C gehen wir ausfiihrlich auf die —Funktion ein, wollen hier aber
noch eine wichtige und sehr oft verwendete ihrer Eigenschaften kennenlernen und
damit zugleich erfahren, dass wir mit ihr formal ebenso rechnen konnen wie mit einer
gewohnlichen Funktion. Wir zeigen, dass fiir eine differenzierbare Funktion ¢(r)

[ o) sr) = { ﬁ(o) (: =0V, (2.16)

gilt. Diese Aussage ist anschaulich klar: wenn §(r) = 0 fiir 7 # 0, dann kénnen wir
die differenzierbare Funktion ¢(r) an der Stelle 7 = 0 vor das Integral ziehen und
(2.15) verwenden. Fiir (r = 0) ¢ V ist die Aussage in (2.16) trivial, weil §(r) = 0
fiir » # 0. Fiir (r = 0) € V fiihren wir den formalen Nachweis unter Verwendung
der Darstellung

1 1 1 1
= A =__— 9= 2.1
o(r) A r 47raar’ (2.17)

die aus (2.14) zusammen mit (2.3) folgt. Wir setzen diese Darstellung in das Integral
links in (2.16) ein und fithren nach der Produktregel der Differentiation die folgende
Umformung durch:
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= 0 (4(r) 00 ) — (0u6(r) D0 =
= %(qxr)aﬂ) 99(r) 0

T or 87’r

Damit wird

/Vd3rq5r )o(r) =
e )

0 1 dp(r) 0 1
- = 3 i 3 -
N 8 ( or r) 4T /Vd " or Orr (2.18)

Wir beachten, dass wegen d(r) = 0 in 7 # 0 das Integrationsvolumen V beliebig
verformt werden kann, solange der Punkt » = 0 entweder immer in V' oder immer
auflerhalb von V liegt. Fiir (r = 0) € V wéhlen wir V = K, worin K, wieder eine
Kugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung » = 0 und mit dem Radius r ist, und
fithren den Limes r — 0 aus. Fiir das erste Integral in (2.18) erhalten wir damit
durch formale Anwendung des Gaufischen Integralsatzes

. 1 0 1
=1 <_E> e o oo
1 01
= 6(0) lim () bt 50t
_ L 2T T
= (0) lim — §_dar* " T —(0) (2.19)

worin wir die aus der Differenzierbarkeit von ¢(r) folgende Stetigkeit und im letzten
Schritt das Ergebnis der Rechnung zu (2.9) verwendet haben. Wir miissen jetzt noch
zeigen, dass das zweite Integral in (2.18) verschwindet. Dazu nehmen wir an, dass
|0¢(r)/0r| < C, also beschrankt ist. Dann wird mit V = K,
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/I d37“ 0¢(r) 3 1

r 1
5 B <C’/0 dr'dmr”® — =4dmr, (2.20)

r

woraus mit r — 0 die Behauptung folgt. Hier haben wir d3r = 4 w72 dr fiir rotati-
onssymmetrische Integranden gesetzt, vgl. auch Anhang A.

Die Aussage (2.16) lisst sich auf jeden beliebigen Punkt rq iibertragen, d.h., es gilt
auch

/Vd3r d(r)o(r —ry) = { g(?“o) 11:2 Z“ﬁ: (2.21)

Wir fiithren den Nachweis durch die Substitution ' = » — ry, wobei d*r = d®r'. Das
Integrationsgebiet V' verschiebt sich in das Gebiet V', und V' enthélt den Punkt
r = 0 genau dann, wenn V' den Punkt ry enthélt:

/V &Prp(r)o(r —ro) = [ & $(r' + 1) 5() = [$(r' + 10)],_ = B(r0),

VI

wenn 7y € V, anderenfalls verschwindet das Integral.

2.2.3 Nachweis des Gauflschen Integralsatzes

Wir gehen wie in 1.4.3 vor und weisen den Gaufischen Integralsatz zunéchst fiir
ein quaderformiges Volumen V nach. Wir wihlen ein Koordinatensystem mit dem
Ursprung in einer der Ecken des Quaders und mit den Achsen ey, es, e3 parallel zu
den Kanten des Quaders. Dessen Kantenldngen seien Az, Axy, Axs, vgl. Abbildung
2.1. Es seien ¥, o = 1,2, 3 die beiden Quaderflichen senkrecht zu den Richtungen
VO €.

Es ist

da(r)
3 _—
/Vd " or

A551 ACEQ AZE3
= [y [ [ (aal('r) | daalr) | 8a3(’r)>’
0 0 0

83:1 8x2 8333



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 49

€3
Fr
Ffr
AZE3
Ar
@)
AZEl c1

Abbildung 2.1: Zum Nachweis des Gaufischen Integralsatzes

Aibl ACE2 ACEg aa x x x
1\41 2, L3
/ dl’l/ dl’g/ dl’g —( - ):
0 0 0 011

Az A Az Oa1(x1, T, T
1(Z1, 22,23
:/ dxg/ dxg/ dxzq —( 2, 73)
0 0 0 0rq

=a1(Ax1,22,23)—0a1(0,22,23)

= /F1+ df1 a1(A$1,$2,$3) - /Ff df a1(0,332,333)

:/Frdfa('r')—l—/Fl_ df a(r).

Hier haben wir benutzt, dass die Flichenelemente d f auf den Flichen Fi° die Gestalt

df = +dxydxs e auf Fli

haben. Mit der Vereinbarung, dass die Normalenrichtung der df aus dem Volumen
V nach auflen weist, haben die df auf F;" die Richtung der positiven x;—Achse,
auf F; die der negativen z1—Achse. Dadurch ist das verdnderte Vorzeichen in dem
Integral iiber Fi~ begriindet. Wenn wir die obige Rechnung analog auch iiber die F3"
und F3° durchfiihren, erhalten wir insgesamt fiir den Quader V
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/Vd3r 8(;53“) = /Frdfa('r')—l—/Fl_ df a(r) +
+ F;dfa(r)—l-/FQ_ df a(r) +
+ FS+c1lfa(7°)—|—/F3 df a(r) +

= | df a(r). (2.22)

Wenn wir den Gaufischen Integralsatz fiir ein kleines Volumen AV statt V' for-
mulieren, dann kénnen wir das Volumenintegral auf der linken Seite mit einem
entsprechend verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung in die Form

22T Ay (aa(r)>r_r (2.23)

AV or or

bringen, worin ry ein Punkt in dem Volumen AV ist. Wenn wir die genaue La-
ge des Punktes 7y unberiicksichtigt lassen, erhalten wir einen Fehler der Ordnung
AV O(AV), so dass der Gaufische Satz auch

AV a‘;ir) - /8 L, dfa(r) + AV O(AY) (2.24)

lautet. Diese Form des Gaufischen Satzes begriindet erst die Sprechweise ”Quelle”
fiir die Divergenz. Das Integral iiber die geschlossene Fliche AV auf der rechten
Seite lasst sich als der gesamte Fluss des Vektorfeldes aus dem Volumen AV deuten.
Ein solcher Fluss kann nur auftreten, wenn sich in dem Volumen AV eine ” Quelle”
(oder ”Senke”) befindet.

Wir verallgemeinern die Aussage des Gaufischen Integralsatzes von einem Quader auf
beliebige Volumina V', indem wir dieses beliebig genau durch einander beriihrende
Quader AV;, i =1,2,..., N approximieren. Wir formulieren (2.22) fiir jedes der AV;
und bilden die Summe iiber ¢ = 1,2,..., N. Bei der i—~Summe der Fldchenintegrale
auf der rechten Seite heben sich alle Beitrdge von inneren Flichen auf, weil iiber
jede solche Fliche zweimal mit entgegengesetzten Orientierungen integriert wird.
Mit N — oo, so dass jedes AV; — 0, erhalten wir so den Gaufischen Integralsatz fiir
beliebige Volumina V' in der Form (2.7).

Im Anhang B geben wir einen Nachweis fiir den Gaufischen Integralsatz ohne Ver-
wendung von approximierenden Quader.



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 51

2.3 System von Punktladungen

Bisher haben wir das elektrische Feld einer einzelnen Punktladung diskutiert. Wir
wollen unsere Uberlegungen nunmehr auf den Fall verallgemeinern, dass wir es mit
einem System von N Punktladungen ¢;, ¢ = 1,2,..., N zu tun haben, die sich
jeweils an festen Orten r; befinden sollen. Von dieser Situation ausgehend werden
wir im folgenden Abschnitt auch kontinuierliche Ladungsverteilungen betrachten.

Wenn es nur eine einzelne Punktladung ¢; am Ort r; gidbe, dann kénnten wir sofort
unsere bisherigen Ergebnisse aus dem Kapitel 1 und den vorhergehenden Abschnit-
ten dieses Kapitels durch eine Translation » — r — r; iibernehmen: wir hitten den
Abstandsvektor r zum bisherigen Ort 7 = 0 einer Punktladung durch den Abstands-
vektor 7 — r; vom Ort r; einer Punktladung ¢; zu ersetzen. Fiir das elektrische Feld
E;(r) am Ort 7 erhielten wir somit

1 q; r—r; 8
E; = = ——= (7).
(r) deg |1 — 1 |r— 1y or (r)
1 ;
oi(r) = — (2.25)

471'60 \r—ri|’

vgl. (1.24) im Abschnitt 1.3.1. Aus der Existenz eines Potentials folgt ®;(r) wieder-
um, dass die Wirbel des Feldes E;(r) verschwinden,

% Ei(r) =0, (2.26)
vgl. (1.44) im Abschnitt 1.3.3. Ebenso folgt fiir die Quellen des Feldes E;(r)

d 4di
E.r) =2 —r; 2.2
oy Eilr) = 0(r =), (2.27)

vgl. (2.14) im Abschnitt 2.2.2.

Von diesen Formulierungen aus kénnen wir auf das elektrische Feld E(r) des gesam-
ten Systems von Punktladungen ¢;, ¢ = 1,2,..., N schlielen, indem wir auf eine
iiberlegung im Abschnitt 1.2.4 zuriickgreifen, geméafl der wir das elektrische Feld am
Ort r durch die Kraft Fa,(r) auf eine Probeladung Ag am Ort 7 messen wollten:



52 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES

. 1
E(’l") = Al(]][_j()}ﬂ A—q FAq(’l"),

vgl. 1.14. Jetzt benutzen wir das vierte Newtonsche Prinzip, nach dem sich die
Gesamtkraft auf einen Korper additiv, ndmlich im Sinne der Vektoraddition, aus
den einzelnen Kriften auf diesen Korper zusammensetzt. Als Korper stellen wir uns
den Trager der Probeladung Agq vor, als die einzelnen Krifte diejenigen, die die
einzelnen Ladungen ¢; auf Aq ausiiben. Damit iibertragt sich das vierte Newtonsche
Prinzip offensichtlich von den Kréften auf die elektrischen Felder, d.h.. das Feld
E(r) des Gesamtsystems der Ladungen setzt sich additiv aus den einzelnen E;(7)

zusammen, so dass durch Summation von (2.25) iiber i = 1,2,..., N folgt:
1 X i r—r; 0
E — i
(r) Amey = |r —rif? |r — 7 or ();
1 al 4di
P = . 2.28
(r) 47 e ;\r—ri\ (2.28)

Nach wie vor existiert ein Potential ®(r), so dass die Wirbel von E(r) verschwinden.
Auflerdem summieren wir auch die Quellengleichung (2.27) iiber i = 1,2,..., N und
erhalten fiir E(r) die Feldgleichungen

0 9 Ny
e E(r) =0, = E(r) = ; =do(r—mr;). (2.29)

Um uns die Aussage der Quellengleichung in (2.29) zu veranschaulichen, integrieren
wir sie iiber ein beliebiges Volumen V':

0 N g
Sr —E(r)=Y = 3 — 7). 2.
/Vdrar (7) ; - /Vdré('r ) (2.30)

Auf der linken Seite wenden wir den Gauflschen Integralsatz an, auf der rechten
Seite ist offensichtlich

3 Y ].TZ'GV,
/Vdr(S('r' ’r’l)—{o rd V.



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 53

Damit wird aus (2.30)

df E(r) = L Z q = Qv. (2.31)

ov €0 GieV

Qv ist die gesamte, in dem Volumen V enthaltene elektrische Ladung.

Die Verwendung des vierten Newtonschen Prinzips zur Verallgemeinerung des elek-
trischen Feldes einer einzelnen Punktladung auf ein System von Punktladungen
bedarf einer kritischen Diskussion. Durch die iibertragung des vierten Newtonschen
Prinzips, das naheliegenderweise auch Superpositionsprinzip genannt wird, auf das
elektrische Feld wird die durch die Gleichungen (2.29) beschriebene Feldtheorie fiir
das Feld E(r) zu einer linearen Feldtheorie: das elektrische Feld E(r) héngt linear
mit den elektrischen Ladungen ¢; zusammen. Eine Vervielfachung der Ladungen um
einen beliebigen Faktor A fiihrt zu einer Vervielfachung des Feldes um denselben
Faktor A. Es zeigt sich also, dass das vierte Newtonsche Prinzip zwar eine Aussage
iiber Kréfte macht, die in der Mechanik als Ursachen von Bewegungen von Kérpern
betrachtet werden, dass es jedoch in seinen Konsequenzen iiber den Bereich der
Mechanik hinausgeht, namlich eine Aussage iiber das Verhalten von Feldern macht.
Folglich konnte man das vierte Newtonsche Prinzip auch in der Form ”Feldtheorien
sind linear” aussprechen, jedoch ist diese Aussage keinesfalls zutreffend. Schon die
Feldtheorie fiir die Gravitationskréfte stellt sich als nicht-linear heraus, desgleichen
z.B. die Quantenfeldtheorie der sogenannten starken Wechselwirkung, die etwa den
Zusammenhalt von Nukleonen im Kern beschreibt.

Konsequenter wire es gewesen, wenn wir beim Ubergang von der Feldtheorie ei-
ner einzelnen Punktladung in (2.26) und (2.27) zur Feldtheorie eines Systems von
Punktladungen in (2.29) gefordert hitten, dass wir eine lineare Feldtheorie entwerfen
wollten. Die Berechtigung dieser Forderung miissen wir, wie immer bei Forderun-
gen fiir physikalische Theorien, auf das Experiment stiitzen. Tatsédchlich zeigt das
Experiment, dass elektrische Felder sich im Sinne der Vektoraddition addieren bzw.
iiberlagern.

2.4 Kontinuierliche Ladungsverteilungen

2.4.1 Die Ladungsdichte

In einer weiteren Verallgemeinerung wollen wir iibergehen von einem System von
Punktladungen ¢; zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung. Wir zeigen nun
zunéchst, dass
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p(r) = Z ¢ o(r —r;) (2.32)

die Bedeutung einer rdumlichen Ladungsdichte hat. Dazu integrieren wir (2.32) {iber
ein Volumenelement AV

&r p(r) = Zqi /AV &ré(r —mr;) = Qav. (2.33)

AV

worin Qay die in AV enthaltene elektrische Ladung ist, vgl. (2.30) im vorhergehen-
den Abschnitt. Aus (2.33) folgt mit AV — 0 auch

Qav

p(r) = Jlim -7, (2.34)

worin 7 der Ort des Volumenelements AV ist. Mit (2.33) oder (2.34) ist der
erwiinschte Nachweis erbracht.

2.4.2 Formulierung der Feldgleichungen

Unter Verwendung der Ladungsdichte p(r) kénnen wir nun den Ausdruck (2.28) fiir
das Potential eines Systems von Punktladungen wie folgt umformen:

q)(’l") — Z |r q;

41 e r d -
1 p(r')
= d3r' . 2.35
47 € / " r— 7| (2:35)

Die Volumenintegration erfolgt iiber die Ortsvariable ', die die Ladungsdichte p(r’)
"abtastet”. Der Ort r, der sogenannte Aufpunkt, ist der Ort, an dem das Potential
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®(r) bestimmt wird. Alle Punkte 7' mit einer nichtverschwindenden Ladungsdichte
p(r') tragen zum Potential ®(r) am Ort r bei.

Mit einer vollig analogen Umformung finden wir fiir das elektrische Feld den Aus-
druck

1 l —m! 1 —ml
By = o [ A T - [ T
€o

47 € — 72 |lr—7|  4rm r—r3
Nach wie vor gilt auch

E(r)=——3(r), (2.37)

denn es ist

9 _ 1 9 5,0 P(T')
or o) = 47 € < 87’) /dr lr — /|

_ 1 ssoon(_ 9 1
T dmeg /dr pr) ( or |r—r’|>
_ ! /d3r'p(r')

4 e r—r3

r—r

Darin kénnen wir den Operator /07 in das Integral ”hineinziehen”, weil dieses iiber
r' und nicht iiber r integriert. Aufierdem haben wir die aus (1.23) im Abschnitt 1.3.1
durch Translation um —»’ folgende Relation

0 1 B r—r
or |r—r'| N |r — '3

benutzt. Es existiert also weiterhin ein Potential fiir das elektrische Feld, so dass des-
sen Wirbel wie bisher verschwinden. Die Aussage iiber die Quellen des elektrischen
Feldes konnen wir direkt aus (2.29) im vorhergehenden Abschnitt unter Verwendung
der Definition der Ladungsdichte in (2.32) iibernehmen. Insgesamt erhalten wir so
als Feldgleichungen
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9 i Bm =0, LE@r- %p('r). (2.38)

Jede dieser beiden Feldgleichungen enthélt eine Differentiation 1. Ordnung des Fel-
des, ndamlich Rotation und Divergenz. Die Feldgleichungen (2.38) sind also zwei Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung fiir das elektrische Feld. Diese lassen sich zu einer
Differentialgleichung 2. Ordnung kombinieren. Wenn wir ndmlich die aus dem Ver-
schwinden der Rotation folgende Potentialdarstellung (2.37) in die Quellengleichung
in (2.38) einsetzen, erhalten wir

o (2] = Lo

Die auf der linken Seite auftretende Operatorkombination schreiben wir in folgender
Weise um:

% (% @(T)> — 0,0, B(1) = AD(r),

vgl. den Abschnitt 2.1. A ist wiederum der Laplace-Operator, nicht zu verwech-
seln mit der oben verwendeten Schreibweise AV. Wir erhalten also aus den beiden
Feldgleichungen (2.38) die dquivalente Gleichung

AB(r) = —% o), (2.39)

auch Poisson—Gleichung genannt. Da der Laplace-Operator zwei Differentiationen
enthélt, ist die Poisson—Gleichung in der Tat eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Das Problem der durch die Feldgleichungen (2.38) oder durch die Poisson-Gleichung
beschriebenen Elektrostatik besteht darin, aus einer vorzugebenden Ladungsdichte
p(r) das elektrische Feld E(r) bzw. sein Potential ®(7) zu berechnen. Zur Losung
dieses Problems sind Randbedingungen vorzugeben, z.B. das Verhalten von E(r)
bzw. von ®(r) fiir |r| — oo. Wir werden auf einige der Lésungstechniken der Elek-
trostatik im weiteren Verlauf des Textes eingehen. Dabei werden wir auch andere
als die eben genannten Randbedingungen kennenlernen.
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Diese letztere Bemerkung gibt Anlass zu einer Riickschau auf unsere bisherige Vor-
gehensweise in diesem und im vorhergehenden Kapitel. Was die Losungen der elek-
trostatischen Feldgleichungen bzw. der Poisson—Gleichung betrifft, so kennen wir ja
bereits eine solche Losung, namlich E(r) aus (2.36) bzw. ®(r) aus (2.35). Diese bei-
den Losungen erfiillen als Randbedingung E(r) — 0 bzw. ®(r) — 0 fiir |r| — co.
(Hierzu miissen wir die physikalisch sinnvolle Voraussetzung machen, dass die La-
dungsdichte p(r) nur in einem endlichen Bereich des Raumes nichtverschwindende
Beitréige liefert.) Tatséchlich sind wir sogar umgekehrt vorgegangen: aus der Losung
E(r) fiir eine einzelne Punktladung p(r) = ¢ d(r) haben wir auf die Feldgleichun-
gen geschlossen, nidmlich auf das Verschwinden der Wirbel im Kapitel 1 und auf
die Ladung als Quelle des Feldes in diesem Kapitel. Diese Vorgehensweise erscheint
problematisch: aus einer speziellen Losung schlieflen wir auf die Art der Feldglei-
chungen, um aus diesen spéiter weitere Losungen zu anderen Randbedingungen zu
gewinnen und fiir physikalisch real zu halten. Die spezielle Losung fiir eine Punktla-
dung erfiillt natiirlich auch andere Gleichungen als die in (2.38) formulierten Feld-
gleichungen, sogar beliebig viele andere Gleichungen. Es ist zu begriinden, warum
wir die Wirbel und Quellen des Feldes zur Formulierung einer Feldtheorie heranzie-
hen. Ein wesentliches Argument dafiir ist, dass Rotation und Divergenz geometrisch
invariante Operationen sind, d.h., dass die mit ihnen formulierten Feldgleichungen
unter Koordinatentransformationen, wie wir sie in den Abschnitten 1.3.2 und 1.3.3
betrachtet haben, ihre Form behalten, d.h., forminvariant sind. Das miissen wir
selbstverstidndlich von einer physikalisch realen Feldtheorie fordern, dass ihre Form
nicht von dem verwendeten Koordinatensystem abhéngt. Diesen Invarianzgedanken
werden wir spéter bei der relativistischen Formulierung der Feldtheorie verwenden,
um dort einen ganz anderen Weg ihrer physikalischen Begriindung zu finden. Vor-
erst miissen wir nochmals darauf verweisen, dass das physikalische Experiment die
Formulierung der Feldgleichungen in (2.38) bestétigt.

2.4.3 Glatte Ladungsverteilungen

Die in (2.32) bzw. (2.34) definierte rdumliche Ladungsdichte

p(r) = Z% o(r—mr;) = lim —— (2.40)

besitzt nur am Ort der Ladungen ¢; nichtverschwindende Werte, ist also eine sehr
unstetige ”Funktion”, vgl. Abschnitt 2.2.2. Wir kénnten uns vorstellen, dass die
Ladungen ¢; diejenigen von Teilchen wie Elektronen, Atome oder Molekiile sind.
Dann wire p(r) eine auf der mikroskopischen Langenskala, d.h. auf der Langenskala
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der Teilchenabstéinde sehr unstetige Funktion. Auf einer makroskopischen Lingen-
skala, die typischerweise immer nur iiber sehr viele Teilchen variiert, erwarten wir
aber einen glatten Verlauf der Ladungsdichte. Diese Glattung kénnen wir dadurch
erreichen, dass wir den Limes AV — 0 in (2.40) fallenlassen, also

p(r) = QA—AVV (2.41)

schreiben und AV so wihlen, dass es

— einerseits immer noch sehr viele mikroskopische Teilchen enthélt, aber

— andererseits hinreichend klein ist, um noch Anderungen der Ladungsdichte auf
einer makroskopischen Léngenskala zu erfassen.

Hierzu miissen wir voraussetzen, dass es ein entsprechendes ”Fenster” zwischen der
mikroskopischen und der makroskopischen Lingenskala gibt, wodurch die sinnvoll
beschreibbaren Anderungen der Ladungsdichte eingeschrinkt werden, namlich auf
solche, die sich iiber viele Teilchenabstédnde erstrecken. Wir werden auf diese Proble-
matik ausfiihrlicher zuriickkommen, wenn wir das Verhalten von Materie in Feldern
beschreiben werden.

2.4.4 Feldlinien

Feldlinien sind ein anschauliches Hilfsmittel, um sich den Verlauf von Feldern vor-
zustellen. Mit der Angabe eines Feldes E(r) wird jedem Punkt r des Raumes ein
Vektor E zugeordnet, d.h. ein ”Pfeil” bestimmter Linge und bestimmter Richtung.
Diese Zuordnung lésst sich grafisch, z.B. schon in zwei Dimensionen, nur sehr schwer
darstellen. Die Feldlinie ist eine vereinfachte Darstellung des Feldes. Sie wird so kon-
struiert, dass sie von einem beliebigen Punkt r, ausgehend immer in die jeweilige
Feldrichtung fortgesetzt wird, d.h., dass die Linien-Elemente dr am Ort r immer
parallel zu E(r) sein sollen. Denken wir uns die Feldlinie in Parameterform darge-
stellt, 7 = 7(s), dann soll

dr
T = E(r(s)) (2.42)

sein, bzw. die Feldlinie 7(s) soll eine Losung der vektoriellen Differential-Gleichung
(2.42) sein. Dabei soll s ein beliebiger Parameter sein, z.B. die Bogenlinge. Die
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Feldlinie charakterisiert nur die Richtung des Feldes, zunéchst jedoch nicht seine
Stérke, also nicht seinen Betrag |E(r)|. Das ergibt sich bereits aus der Beliebigkeit
der Parameterwahl fiir s.

Wenn wir die isolierten Punkte ausschlieffen, in denen E(r) = 0, dann ist eine
Feldlinie durch Vorgabe eines Punktes r(, z.B. (s = 0) = r(, eindeutig bestimmt.
Das folgt insbesondere aus der physikalisch begriindeten Annahme, dass E(r) je-
dem Punkt r nur einen Wert des Feldes und damit nur eine Feldrichtung zuordnet.
Folglich kénnen sich Feldlinien nicht schneiden.

Eine entscheidende Frage ist, ob die Feldlinien einen Anfang und ein Ende besit-
zen oder ob sie in sich geschlossene Linien sind. Um diese Frage zu beantworten,
betrachten wir den Ausdruck

| df B(r /d3r—

worin wir den Gaufischen Integralsatz verwendet haben und V ein beliebiges Vo-
lumen mit der Randfliche OV sei. Wir setzen auf der linken Seite die Differential—-
Gleichung (2.42) ein, auf der rechten Seite die Feldgleichung (2.38) fiir die Divergenz
des elektrischen Feldes und erhalten

[ ap =L [ e =2 (2.43)

ds €0 €0

worin () die Ladung in V ist. Das Flachen-Integral auf der linken Seite liefert einen
positiven Beitrag, wenn eine Feldlinie das Volumen V' verldsst, d.h., die Richtung
von df besitzt, und einen negativen Beitrag, wenn eine Feldlinie in das Volumen
V eintritt. Das bedeutet, dass eine Feldlinie nur dann in V' beginnen oder enden
kann, wenn das Volumen V eine elektrische Ladung besitzt, bzw. dass Feldlinien des
elektrischen Feldes bei positiven Ladungen beginnen und bei negativen Ladungen
enden.

Wir fragen weiter, ob es auch in sich geschlossene elektrische Feldlinien geben kann.
Dazu betrachten wir den Ausdruck

_dr B(r /df—xE r),

worin wir den Stokesschen Integralsatz verwendet haben und F' ein beliebiges
Flachenstiick mit der geschlossenen Randlinie OF ist. Wiederum setzen wir links
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die Differential-Gleichung (2.42) ein, auf der rechten Seite die Feldgleichung (2.38)
fiir die Rotation des elektrischen Feldes und erhalten

dr
dr — = 0. 2.44
OF r ds ( )

Wir fiithren jetzt einen Widerspruchs-Beweis. Es sei L eine in sich geschlossene Feld-

linie, die wir als Randlinie eines entsprechenden Flachenstiicks F' wéhlen konnen.
Dann folgt

dr
dr — = 0. 2.45
%L " ds ( )

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Parameter s die
Bogenlinge sei, so dass (dr)? = (ds)?. Dann wird aus (2.45)

des —0. (2.46)

Auf der linken Seite steht die Bogenlédnge von L. Diese kann aber fiir eine endliche, in
sich geschlossene Linie nicht verschwinden: es gibt also keine elektrischen Feldlinien,
die in sich geschlossen sind.



Kapitel 3

Feldenergie, Multipole, Krifte und
Momente

In diesem Kapitel geht es darum, welche Feldenergie das von einer Ladungsverteilung
erzeugte elektrische Feld enthélt, wie sich eine Ladungsverteilung charakterisieren
ldsst, welche Energie eine Ladungsverteilung in einem &ufleren, also nicht von ihr
selbst erzeugten Feld besitzt und welche Krifte und Drehmomente sie in dem Feld
erfiahrt.

3.1 Feldenergie

3.1.1 Potentielle Energie

Wir betrachten eine elektrische Ladung ¢ in einem Feld E(r), das von anderen
Ladungen erzeugt sein soll. Die Ladung ¢ erfihrt in dem Feld eine Kraft

F(r) = B(r) = ~q o 0(r) =~ 2 V(r), (3.1)
V(r) :=q®(r) (3.2)
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offensichtlich die Bedeutung einer potentiellen Energie der Ladung ¢ im Feld E(r)
besitzt. V(r) ist nur bis auf eine Konstante bestimmt, so dass nur Differenzen ei-
ne physikalisch reale Aussage machen koénnen: V(rg) — V(r4) ist die Energie, die
aufzubringen ist oder abgegeben wird, wenn die Ladung ¢ von r 4 nach rp im Feld
E(r) verschoben wird.

Wir wollen nun die potentielle Energie eines Systems von Ladungen ¢; bestimmen.
Jede der Ladungen g; besitzt im Feld der anderen Ladungen g;. j # 4, eine potentielle
Energie W;;. Zunéchst ist

471'60 |’I°—’l"j|

P;(r)

das Potential am Ort r, das von einer Ladung ¢; am Ort r; erzeugt wird. Folglich
ist

1 i 4
471'60 |’I"Z' —’l"j|

Wij = q; ®;(r;) = (3.3)

die potentielle Energie der Ladung ¢; am Ort 7; in dem elektrischen Feld, das von
der Ladung ¢; erzeugt wird. Dieser Ausdruck ist offensichtlich symmetrisch in den
beiden Ladungen, so dass W;; auch die potentielle Energie der Ladung ¢; in dem
elektrischen Feld ist, das von der Ladung ¢; erzeugt wird. Ferner gilt W;; — 0, wenn
entweder |r;| — 0 oder |r;| — 0. Wir konnen also W;; als die Energie interpretieren,
die aufzubringen ist oder abgegeben wird, wenn die Ladung ¢; aus dem unendlich
Fernen bei festgehaltenem r; an den Ort 7; gebracht wird, oder auch umgekehrt.

Wir bauen nun das System von Ladungen auf, indem wir zundchst ¢; aus dem
unendlich Fernen an den Ort 7; bringen. Dabei findet kein Energieaustausch statt,
weil noch kein elektrisches Feld vorhanden ist. In einem zweiten Schritt bringen wir
¢ aus dem unendlich Fernen bei festgehaltenem r; an den Ort r5. Dazu ist die
Energie W5, aufzubringen bzw. wird die Energie Ws; frei. Im néchsten Schritt wird
g3 aus dem unendlich Fernen bei festgehaltenen r; und 75 an den Ort r3 gebracht.
Dabei treten die Energiebeitrdge W3, und W3y hinzu usw. Die gesamte potentielle

Energie des Systems von Ladungen ¢;, 1 = 1,2,..., N lautet also
N N
1 o
w=S Wy;=-— 44y (3.4)
i (>5) dmey 53y Iri— 7l
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oder, weil W;; = Wj;, auch

1 N

D A (3.5)

) [T = T

1 N
W=5 2 Wy

i.j (i#5) 87 e

Der Faktor 1/2 ist einzufiigen, weil in (3.5) iiber jedes Paar von Indizes i, j doppelt
summiert wird.

3.1.2 Feldenergie und ihre Dichte

Den Ausdruck W fiir die potentielle Energie des Systems von Ladungen ¢; in (3.5)
formen wir wie folgt um:

wo— L iq 1 i q;
2 = "dre iG2n i =7l
1 N
) i:ZIQi‘I)(?“z)
N
= o [ S adtr—r)o(r)
i=1
1
3 /d3rp(r)®('r'). (3.6)
Hier ist
1 :
O(r;) = Eh

dmeo ;G Iri =7l

das fiir ¢; wirksame Potential. Es wird von den Ladungen ¢; mit j # ¢ gebildet.
Damit sind energetische Beitrige einer Selbstwechselwirkung von ¢; mit sich selbst
ausgeschlossen. Auflerdem haben wir den Ausdruck (2.32),

p(r) = X aio(r = 72), (37)
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fiir die rdumliche Ladungsdichte p(r) eines Systems von Punktladungen aus dem
Abschnitt 2.4.1 verwendet.

In einem weiteren Schritt ersetzen wir die Ladungsdichte p(r) in (3.6) durch die
Quellengleichung

0 1

o Er) = = pr)

und fiithren eine partielle Integration aus:

W= %0 /d% [% E(r)] o(r) = —%0 /d3rE(r) aq;g,«). (3.8)

Die partielle Integration geht wie im Fall eines eindimensionalen Integrals von einer
Produktregel aus, ndmlich

% (E(r) ®(r)] = [5% E(’r)] (r) + B(r) Mgff). (3.9)

Diese folgt aus der gewdhnlichen Produktregel der Differentiation nach einer Varia-
blen. Das erkennen wir, wenn wir (3.9) in der Komponentenschreibweise (einschlief3-
lich Summationskonvention) formulieren,

On [Ea ®] = [00 Eo] ® + E, 0, @,

wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise das Argument r fortgelassen haben.

Wenn wir nun die Produktregel (3.9) iiber ein Volumen V' integrieren und auf der
linken Seite den Gauflschen Integralsatz verwenden, erhalten wir

df E(r) ®(r) :/Vd% [% E(’r)] (r) +/Vd3rE(r) 525:’"). (3.10)

A%

Jetzt soll das Integrationsvolumen V' den gesamten Raum umfassen. Wenn wir nun
als Randbedingung voraussetzen, dass das elektrische Feld E(r) im unendlich Fer-
nen, also fiir || — oo verschwindet, dann verschwindet offensichtlich das Flachen-
integral {iber OV auf der linken Seite von (3.10). Die dann verbleibende Aussage ist
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gerade die in (3.8) verwendete partielle Integration. Partielle Integrationen werden
in diesem Text noch héufiger und auch in anderen Kombinationen vorkommen.

Wenn wir in (3.8) E = —0®/Jr beachten, kénnen wir den Ausdruck fiir die poten-
tielle Energie W in der Form

W = /d?’r w(r), w(r) := — E*(r) (3.11)

schreiben. Hier hat w(r) offensichtlich die Bedeutung der rdumlichen Dichte der
Energie des Systems von Ladungen ¢;. Wenn wir die beiden Ausdriicke (3.5) und
(3.11) nebeneinander schreiben,

1 N
W_

8meg

A /d3r w(r), (3.12)
==y
ig (i) ! J

erkennen wir, dass wir die Energie W alternativ als potentielle Energie der Ladun-
gen ¢; untereinander oder als eine inhérente Eigenschaft des Feldes E(r) mit einer
raumlichen Dichte w(r) = ¢y E*(r)/2 interpretieren kénnen.

3.1.3 Der kontinuierliche Fall

Fiir den iibergang von einem System punktférmiger Ladungen ¢; zu einer kontinu-
ierlichen Ladungsverteilung mit der rdumlichen Dichte p(r) benutzen wir nochmals
die Definition (3.7) von p(r) wie schon in der letzten Zeile von (3.6) und erhalten
fiir W

1 & g
871'60 i "l"i—’l"j‘

o 1 3 3./ 1 ) . . I g
— /dr/dr —T'\;%(S(T ri) > q;o(r' —r;)

87 € r ;

o /dgr/d%,%_ (3.13)

8meg
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Alle anderen Umformungen und iiberlegungen folgen dem Schema ab der Gleichung
(3.6). Auch die iiberlegungen zur Gldttung der Ladungsverteilung p(r) von Punkt-
ladungen zu makroskopisch glatten Ladungsverteilungen konnen wir aus dem Ab-
schnitt 2.4.3 {ibertragen.

Wenn wir die obige Umformung in (3.13) von unten nach oben verfolgen, erkennen
wir, dass in der Summe iiber die 7,5 der Fall + = j nicht mehr ausgeschlossen
ist. Die kontinuierliche Version der Feldenergie W enthélt also auch energetische
Beitrage von Selbstwechselwirkungen. Wir miissten sie in dem Doppelintegral iiber
r und 7’ konsequenterweise durch die Nebenbedingung r # ' ausschliefen. Wenn
das Doppelintegral aber iiberhaupt konvergiert, wiirde die Nebenbedingung r # »’
keinen endlichen Beitrag zum Wert des Integrals leisten.

3.1.4 Alternative Herleitung des kontinuierlichen Falls

Wegen der soeben erwdhnten Probleme beim {ibergang vom Fall punktférmiger La-
dungen zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung geben wir hier noch eine alter-
native Herleitung der Dichte der Feldenergie im kontinuierlichen Fall. Wir wollen
die Ladungsdichte p(r) und das durch sie erzeugte Potential ®(r) bzw. Feld E(r) in
infinitesimalen Schritten dp(r), d®(r),  E(r) aufbauen. Dieses Vorgehen entspricht
dem im Abschnitt 3.1.1, wo wir das System aus Punktladungen schrittweise durch
Einbringen der Ladungen ¢, ¢o, g3, . . . aufgebaut haben. Das soll jetzt an jedem Ort
r geschehen. Die Differentiale d ... sind also unabhéngig von den Raumelementen
d3r. Wie im Abschnitt 3.1.1 begriindet, ist das Einbringen einer zusétzlichen Ladung
dp(r) aus dem unendlich Fernen an den Ort 7 mit einer potentiellen Energie

Sw(r) = p(r) B(r) (3.14)

verbunden, wo ®(r) das Potential der bereits vorhandenen Ladungen ist. Fiir den
gesamten Raum ist also die potentielle Energie

SW = / &*r op(r) (r) (3.15)

aufzubringen. Wegen der Linearitit der Feldgleichungen erfiillt die mit dp(r) ver-
kniipfte &nderung des Potentials d®(r) die Poisson—-Gleichung

A§D(r) = —% 5p(r). (3.16)
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worin

wiederum der Laplace—Operator ist. Wir setzen diese Darstellung von A in (3.16)
ein, fiihren eine partielle Integration aus und beachten, dass

E(r)= —% d(r), E(r) = —% d0P(r).

Auf diese Weise erhalten wir

W = —eg/d3r (A 6D(r)] ®(r)
I /d%% [a(sgy)] B(r)
. /d3r 8(5(81)(1“) 0P(r)

r or
— & / &r 6 E(r) E(r). (3.17)

Jetzt denken wir uns die Integration beziiglich des Differentials 9, also den schritt-
weisen infinitesimalen Aufbau der Ladungsverteilung und des Feldes durchgefiihrt.
Wie bei der gewohnlichen Integration iiber eine skalare Variable ergibt sich daraus

€

w=2 /d3rE2(r), (3.18)

gleichlautend mit (3.11)

3.2 Multipolentwicklung

3.2.1 Die Entwicklung

Die Multipolentwicklung erlaubt eine sehr einfache Berechnung des Potentials
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a(r) = —— [ plr) (3.19)

T Are r— |

und des daraus folgenden Feldes E(r) = —0 ®(r)/Jr, wenn die Ladungsverteilung
p(r') auf die Umgebung eines Punktes ry konzentriert ist, also p(7') # 0 nur in
|r' —r¢| < R, und wenn der Aufpunkt », fiir den ®(r) und E(r) berechnet werden
sollen, hinreichend weit von ry entfernt ist, |r — rg| > R. Man kann 7, als den
Ladungsschwerpunkt von p(r') bezeichnen und z.B. durch

o L p(r)
O @ ()]

definieren. Anders als beim Massenschwerpunkt ist in dieser Definition |p(r')| statt
p(r') selbst zu verwenden, weil p(r') zum Unterschied von der Massendichte positiv
oder negativ werden kann.

Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir aber annehmen, dass ry = 0, was
durch eine Translation immer erreichbar ist. Da die Integrationsvariable 7' in (3.19)
auf den Bereich |r'| < R beschrénkt ist, entwickeln wir 1/|r — | im Integranden in
eine Taylor-Reihe nach ' bzw. nach dessen Komponenten ! :

1 1 , A 1 1, 1 '3
——=——2, 0s—+-x,2;0,05—+ O (|r']”), 3.20
worin r = |r|. Aulerdem gilt wiederum die Summationskonvention als vereinbart.
Nun ist
1 x
aa - = __04’
r r3

vgl. Abschnitt 2.1, und durch nochmalige Differentiation nach x4

so dass die Entwicklung (3.20)
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1 1zl

1
lr—r| r3 +§

, . [(3rax da )
T, T < _ r—:”ﬁ) +0 (\’r’ |3) : (3.21)

lautet. Diese Entwicklung setzen wir in den Ausdruck (3.19) fiir ®(r) ein und er-
halten eine Reihe, deren Terme, wie wir sogleich erkennen werden, sich ~ 1/r" mit
n = 1,2, ... verhalten:

(r) =00 () + dV(r) + D (r) + .. .. (3.22)

1 1 1 Q
OO(r) = [d o) = <. 2
(r dmeg 1 re(r) dmey 1 (3:23)
Hier ist
Q= /d37"p(’r") (3.24)

die gesamte Ladung der Ladungsverteilung p(r). Als Funktion des Abstands r des
Aufpunktes vom Ort der Ladungsverteilung ist ®© () ~ 1/r.

Der Dipolterm hat die Form

oM () = o [ -
(r) 47re 73 e plr
1 z4pa 1 pr
= = =, 3.25
4dmeg 13 dmey 13 ( )
Hier ist
/d3r'x' p(r bzw.  p:= /d3r' r p(r' (3.26)

das sogenannte Dipolmoment der Ladungsverteilung p(r). Fiir |r| = r — oo verhélt
sich das Skalarprodukt wie |pr| ~ r, so dass @) (r) ~ 1/r2,
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Im Quadrupolterm

2 2 ,',.12

T Ty —g = :—:T—xaxazﬁxaxﬂéaﬂ.

Damit lisst sich der Quadrupolterm ®)(r) wie folgt schreiben:

1 1
¥r) = s [ (30w 1) plr!) ey =
1 1
- ——Da a .
dmey 27° pTaTh

Hier ist

Do i= [ &' (30 aly =2 0.5) plr')

(3.27)

(3.28)

(3.29)

das sogenannte Quadrupolmoment der Ladungsverteilung p(r). Fiir |r| = r — oo
verhilt sich D,5 2, 25 ~ 72, so dass ®2) (r) ~ 1/r%. Entsprechend sind die in (3.22)

nicht explizit mitgeschriebenen Restterme ~ 1/74.

Wir schreiben die Multipol-Entwicklung noch einmal geschlossen auf,

1 Q 1 pr 1 1
dmeyg v Ameg 13 Ameg 270

®(r)

Daﬁxal‘g-l-...,

(3.30)

und erkennen, dass die Ladungsverteilung aus sehr groflen Entfernungen gesehen so
wirkt, als sei ihre gesamte Ladung () in einem Punkt vereinigt. Verschwindet die
gesamte Ladung @, d.h., ist die Ladungsverteilung elektrisch neutral, dann besitzt
sie aus sehr groflen Entfernungen gesehen das Potential eines Dipols p. Wihrend
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sich das Monopol-Potential wie ~ 1/r verhilt, gilt fiir das Dipol-Potential ~ 1/r2.
Verschwindet auch das Dipolmoment der Ladungsverteilung, dann wirkt sie aus sehr
grofien Entfernungen gesehen wie ein Quadrupol mit einem Potential ~ 1/73.

Aus (3.30) konnen wir das zugehorige elektrische Feld durch Bildung des Gradienten
berechnen. Wir fiithren diese Rechnung bis einschlieflich des Dipolterms durch:

Ea(r,.):_ial_ 1 aapﬁfﬁ

«
dmey " r 4dme r3

+.... (3.31)

Esist 0, 7! = —z, /73, s.0., und
Y Y

x x o Tp Lo a
0, 0200 — _gPoli g Lo _gloTi%a Do
r r r r r
eingesetzt in (3.31)
Q Ty 1 3pﬁxﬁxa _sza
E (r) = Ta
(v) dmey 3 4dmeg rd +
1 1 3 — 72
E(r) = Qr prjr=1"p (3.32)

dmey 2 r 4dmeg 7o

3.2.2 Vektoren und Tensoren: das Quadrupolmoment als
Tensor

Wir kommen auf eine Bemerkung am Ende des Abschnitts 1.3.2 zuriick, dass wir
indizierte "Objekte” a, mit o = 1,2,3 dann einen Vektor nennen wollten, wenn
diese sich unter einer orthogonalen Transformation U,z wie

(o = Uqnp CNLﬁ bzw. Zla = Uﬁa ap (333)

transformieren. (Wir benutzen hier fiir die transformierten Variablen das Symbol a
statt @', weil wir im vorhergehenden Abschnitt z!, bereits als Integrationsvariable
benutzt haben.) Wir hatten nachgewiesen, dass sich die Komponenten x, des Orts-
vektors wie (3.33) transformieren, desgleichen die Komponenten 9, des Gradienten,
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d.h., dass der Operator 9/0r Vektorcharakter besitzt. Aus dieser Bemerkung folgt
bereits, dass das elektrische Feld wegen

E(r)=——®(r) bzw. E,=-0,9

ein Vektor ist, denn das Potential ® = ®(r) ist ein Skalar, der invariant gegen
orthogonale Transformationen ist.

Dass auch das Dipolmoment p,, ein Vektor ist, geht bereits direkt aus seiner Defini-
tion in (3.26) hervor, denn dort iibertrégt sich der Vektorcharakter des Ortsvektors
x!, auf die p,. Wir fithren die Rechnung explizit aus. Die Transformation des Orts-
vektors lautet

wl, = Uy @, (3.34)

[0}

vgl. (3.33), eingesetzt in die Definition (3.26) fiir die pq:

= [ @7 Uas @ pli*) = Uns b 5 = [ d°F & ol (3.35)

In dieser Umformung haben wir auch das Volumenelement dr’ transformiert. Als
Skalar ist es gegen orthogonale Transformationen wie Langen und Winkel invariant,
d.h. d®r" = d37'.

Das in (3.29) definierte Quadrupolmoment D,z ist ein Objekt mit zwei Indizes . 3,
also zunéchst einmal eine Matrix. Wir zeigen nun, dass auch D,g ein bestimmtes
Verhalten unter orthogonalen Transformationen besitzt, sich nimlich wie das Pro-
dukt zj, 23 von zwei Vektorkomponenten transformiert. Ein solches Produkt nennt
man auch ein dufleres Produkt, zum Unterschied vom (invarianten) Skalarprodukt
x! x! . in dem iiber a summiert wird. Zum Nachweis dieser Behauptung gehen wir

a Vo
aus von

xp, 2y = Uny Up T, T, (3.36)

was direkt aus (3.34) folgt. Aulerdem benutzen wir, dass wegen der Orthogonalitit
der Uag
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005 = Usy Usy = Uy Usy 0. (3.37)

Damit formen wir D,s aus (3.29) wie folgt um:

D.s = /d3r' (3 ah aly —r'” (5aﬁ) p(r")
- / 0 Uy Use (35, &, — 726,) p(#) = Uay Us Doe - (3.38)

D, = /d3~' 3:0 =7 (5%3) p(7").

Hier haben wir auflerdem 7“/2 = 7:/2 benutzt, also die Invarianz einer Linge gegen
)
orthogonale Transformationen.

Matrizen, die sich unter orthogonalen Transformationen wie D,z in (3.38), also wie
das duflere Produkt von Vektorkomponenten transformieren, heiflen Tensoren. Das
Quadrupolmoment einer Ladungsverteilung ist demnach ein Tensor. Im allgemeinen
ist eine Matrix kein Tensor, z.B. transformiert sich A,3 := z, + 3 nicht wie ein
dufleres Produkt. Wir werden spéter auch Tensoren mit mehr als zwei Indizes ken-
nenlernen. Man bezeichnet deshalb D,z als Tensor 2. Stufe. Entsprechend ist ein
Vektor dann ein Tensor 1. Stufe. iibrigens ldsst sich die Beziehung (3.37) auch so
lesen, dass sich das Kronecker-Symbol 4,43 wie ein Tensor transformiert, jedoch stets
dieselbe Form behilt.

Das Quadrupolmoment hat weitere spezielle Eigenschaften. Wir bilden die Summe
iiber seine Diagonalelemente o = (3. Wir iibertragen die Summationskonvention auch
auf Matrizen. In dem Ausdruck D, soll also iiber a = 1, 2, 3 summiert werden. Wir
erhalten damit

Dao = /dsr' (3 ol — " 5aa) p(r') =0, (3.39)

weil 2/, 2!, = r? und daq = 3. Daq ist wie ein Skalarprodukt 2/, 2/, invariant gegen
orthogonale Transformationen. Man nennt D,, auch die Spur des Tensors D,g4. Die

Spur des Quadrupoltensors verschwindet also.

Aus der Definition (3.29) folgt auch, dass D,s = Dgs,, d.h., dass der Tensor des
Quadrupolmoments symmetrisch ist. Fiir symmetrische (und reelle) Matrizen gilt
nun der Satz, dass es eine orthogonale Transformation gibt, unter der die Matrix
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diagonal wird. Dieser Satz gilt dann natiirlich auch fiir Tensoren. Wir kénnen uns
vorstellen, dass D,s bereits diagonal ist, d.h., D,3 = 0 fiir a # . Dann ist das
Quadrupolmoment einer Ladungsverteilung nur durch die drei Diagonalelemente
bestimmt. Da, wie wir soeben gesehen haben, aber die Spur verschwindet, also D+
Doy + D33 = 0, ist das Quadrupolmoment einer Ladungsverteilung tatsiachlich nur
durch zwei unabhingige Groflen bestimmt.

3.3 Ladungsverteilungen in dufleren Feldern

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir eine Ladungsverteilung p(r) auf ihre Rol-
le als felderzeugende Ladung untersucht. Falls die Ladungsverteilung hinreichend
eng begrenzt ist bzw. aus sehr weiter Entfernung betrachtet wird, kann das elektri-
sche Feld, das durch sie als Quelle erzeugt wird, als iiberlagerung der Felder einer
Gesamtladung, eines Dipols, eines Quadrupols usw. betrachtet werden. In diesem
Abschnitt wollen wir eine ganz andere Situation untersuchen, ndmlich, wie sich eine
Ladungsverteilung in einem dufieren elektrischen Feld verhélt, also in einem Feld, das
nicht durch das betrachtete p(r), sondern von anderen, hinreichend weit entfernten
Ladungen erzeugt wird. Wir wollen diese Situation durch folgende Verabredungen
prézisieren: es sei p(r') eine Ladungsverteilung in der Umgebung des Ladungsschwer-
punktes r, d.h., p(r') # 0 in |7’ — r| < R. Auflerdem sei E(r) fiir p(r') ein duferes
elektrisches Feld:

— E(r')=0  im Bereich  p(r') #0. (3.40)

Durch die Einwirkung des dufleren elektrischen Feldes soll die Ladungsverteilung
p(r') nur translatorisch verschoben oder gegen die Feldrichtung gedreht werden
kénnen. Thre innere Struktur soll dabei ungeéndert bleiben, insbesondere soll das
Dipolmoment dem Betrage nach konstant bleiben: |p| =const.

3.3.1 Energie

GeméB (3.2) hat eine Ladung ¢ in einem dufleren Feld E(r) mit dem Potential ®(r)
die Energie ¢ ®(r). Folglich hat die Ladungsverteilung p(r') die Energie

W = /d3r'p(’r") d(r'). (3.41)
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Wir nehmen an, dass wir das duflere Potential ®(r') um den Ort r der Ladungsver-
teilung in eine Taylor-Reihe entwickeln konnen. Diese Entwicklung lautet in Kom-
ponentenschreibweise

D) = B{r) + (1 — 00) Do B(r) + 1 (al, — 20) (2 — ) 00 D5 B(r) + .. (342

Es ist 0y ®(r) = —E, (7). Aufilerdem verwenden wir die Umformung
1 / /
£ (ol — 20 (o — ) 8 0, @ =
1
= =5 (24 = o) (a5 — 5) 05 Ea
1

1
= —— [3(a, — za) (2 — 25) — bus (' — 7)?] 00 E5 — o (1 —1)2 00 B,

worin wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Argumente r fortgelassen haben.
Einsetzen in die Entwicklung (3.42) und in das Integral in (3.41) ergibt unter Be-
achtung von 9, E, = 0, vgl. (3.40),

W:Q@('r)—pE(r)—%DagaaEg—l—... (3.43)

Hier haben wir die Definitionen der Gesamtladung (), des Dipolmoments p und des
Quadrupolmoments D, der Ladungsverteilung p(r’) aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt ibernommen, allerdings nunmehr fiir einen nichtverschwindenden Ladungs-
schwerpunkt bei r:

Wir interpretieren dieses Ergebnis wie folgt:
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(1)

(2)

3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KRAFTE UND MOMENTE

Wenn die Ladungsverteilung p(r') eine Gesamtladung @ # 0 besitzt, dann
beschreibt der fiihrende Term in (3.43) die uns bereits bekannte potentielle
Energie W = @) ®(r) einer Ladung ) in einem dufieren Potential ®(r).

Wenn @ = 0, ist der fiihrende Term der Dipolterm W = —p E(r). Dieser
Ausdruck wird sehr haufig auf die Situation angewendet, dass der Ort r des
Dipols konstant bleibt, dass aber p seine Orientierung relativ zum Feld E(r)
(bei |p| =const) dndern kann. Dann kénnen wir auch

W = —|p||E(r)| cosf (3.44)

schreiben, worin 6 der von p und E(r) eingeschlossene Winkel ist. Die poten-
tielle Energie des Dipols ist minimal, wenn dieser sich in Richtung von E(r)
orientiert.

Wenn das elektrische Feld homogen ist, also E(r) =const, hat der Dipol offen-
sichtlich an jeder Stelle des Feldes dieselbe potentielle Energie. Wir erwarten
deshalb, dass es nur dann einen Dipolbeitrag zur Kraft auf eine Ladungsver-
teilung gibt, wenn das duflere Feld nicht homogen ist.

Wenn Q = 0 und p = 0, ist der fiithrende Term der Quadrupolterm. Er leistet
nur in inhomogenen Feldern d, Es # 0 einen Beitrag. Da das Quadrupolmo-
ment symmetrisch ist, D,3 = Dg,, lasst sich der Quadrupolbeitrag zur Energie
auch in symmetrisierter Form

1 1
_6 Daﬂ O, Eg = —E Daﬂ (8a Eﬂ + 65 Ea) (345)

schreiben.

3.3.2 Krifte

Eine Ladung ¢ erfihrt in einem dufleren Feld E(r) die Kraft F(r) = q E(r). Folglich
erfahrt die Ladungsverteilung p(r') die Kraft

F(r) = / & p(r') B(r')  baw.  Fa(r) = / &' p(r') Ba(r).  (3.46)

Jetzt nehmen wir an, dass sich das Feld E, (') um den Ort r der Ladungsverteilung
in eine Taylorreihe entwickeln konnen:
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Eo(r') = Eo(r) + (v — 25) 0 Eo(r) + ... (3.47)

Wir setzen in die Entwicklung (3.46) ein und erhalten

Falr) = [ pe') [Balr) + (ay = 2) 05 Bu(r) + .|
= QFE\(r)+ps0s Ea(r)+ ...,

F(r) = QE(r)+ (p 5%) E(r)+... (3.48)

Q E(r) ist wieder der uns bekannte Monopolterm: in niedrigster Ordnung verhélt
sich die Ladungsverteilung wie die Gesamtladung () als Punktladung. Der Dipolbei-
trag enthilt den sogenannten Vektorgradienten

0
— A4
p a’r pa aaﬂ (3 9)

der allerdings ein skalarer Operator ist. Seine Anwendung auf das Feld E(r) ist zu
vergleichen mit der Multiplikation des Feldes mit einem Skalar. Wir benutzen nun
die im Anhang D hergeleitete Hilfsformel

C % (3 x D(r)) - aﬂ (C D(r)) - (c %) D(r), (3.50)

or r

worin C' ein konstanter Vektor und und D(r) ein beliebiges (differenzierbares) Vek-
torfeld sei. Wir setzen C = p und D(r) = E(r) und erhalten unter Beachtung
von

die Identitat

(v 5] BO) = 57 B, (351)
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eingesetzt in (3.48)

F(r)=QE(r)— 5% (—pE(r))+.... (3.52)

Der Dipolbeitrag ldsst sich also als Gradient des Dipol-Potentials W, = —p E(r)
schreiben. Der Gradient 0/Jr ist hier aber mit einer Translation des Ortes r des
Dipols zu bilden, nicht etwa mit einer dnderung seiner Orientierung. Wir erkennen
auch, dass es wie erwartet nur in einem inhomogenen Feld E(r) {iberhaupt einen
Dipolbeitrag zur Kraft gibt.

3.3.3 Drehmomente

Analog zum Fall der Kraft in (3.46) erfihrt eine Ladungsverteilung p(r') bezogen
auf ihren Ladungsschwerpunkt bei » das Drehmoment

= [@ o) (' = 1) x B(r) (3.53)

Wieder verwenden wir die Taylor-Reihe (3.47) fiir E(7') und finden in niedrigster
nichtverschwindender Ordnung

T=px E(r)+.... (3.54)

Im Drehmoment tritt kein Monopolterm auf.

Auch das Dipol-Drehmoment 7 ldsst sich als ” Gradient” des Dipol-Potentials W, =
—p E schreiben, allerdings nicht in Bezug auf den Ladungsschwerpunkt wie bei den
Kriften, sondern in Bezug auf den Winkel von E nach p bei |p| =const. Es sei
n = 7/|7| der Einheitsvektor in Richtung von 7. Dann ist

nt = n(pxE)=-n(Exp)=—|p/|E|sing=
aw,

d
= 4 (pl|B| cong) =~ (3.55)

Hier ist ¢ der von der E-Richtung aus zu messende Winkel zwischen E und p, da
sich das Dipolmoment p und nicht das Feld E drehen soll.
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3.3.4 Induzierte Dipole

Bisher haben wir in diesem Abschnitt den Fall betrachtet, dass die Ladungsvertei-
lungen p(7') in einem duBeren Feld sich nur translatorisch bewegen oder gegen die
Richtung des Feldes E drehen kénnen sollten. Im iibrigen aber sollte das Feld die
Ladungsverteilung p(r') nicht verindern kénnen. So sollte das Dipolmoment dem
Betrage nach konstant bleiben: |p| =const. Jetzt betrachten wir eine ganz andere
Situation: durch die Einwirkung des dufleren Feldes E soll iiberhaupt erst ein Di-
polmoment entstehen, bzw. induziert werden. Es soll also p = 0 sein, wenn E = 0.
Eine solche Situation tritt dann auf, wenn sich neutrale Teilchen, z.B. Atome oder
Molekiile, in einem &dufleren Feld befinden und dort durch Ladungstrennung, z.B.
Verschiebung der negativen Elektronen gegen die positiven Atomriimpfe, polarisiert
werden. Dieser Vorgang ist einer der elementaren Prozesse fiir das Verhalten von
Materie in elektrischen Feldern. Wir werden spéater in diesem Text ausfiihrlich dar-
auf eingehen und wollen hier nur die energetischen Beziehungen betrachten und von
den bisher diskutierten Situationen zu unterscheiden lernen.

Sehr haufig findet man, dass die Dipolmomente dem elektrischen Feld, durch das sie
induziert werden, proportional sind, dass also

p=ak (3.56)

gilt. Die Proportionalitdtskonstante o heiffit dann die Polarisierbarkeit. Wir wollen
jetzt die Bildung eines induzierten Dipols in infinitesimalen Schritten dp verfolgen.
Bei jedem solchen Schritt dndert sich die Feldenergie des Dipols um 0W = —FE ip.
Das folgt aus (3.43), wenn wir Ladungsneutralitit annehmen, also @ = 0, und nur
den Dipolbeitrag beriicksichtigen. Nun kann sich das Dipolmoment von induzierten
Dipolen nur durch &nderungen 0 E des Feldes verdndern, wobei geméf (3.56) op =
adFE gilt. Somit ist

1
W =—-Edp = —Epép,

und durch Integration iiber op

1 1
W=—-—p’=—-pE. 3.57
5P 5P (3.57)

Gegeniiber dem Fall des gedrehten Dipols mit |p| =const tritt ein Faktor 1/2 auf:
der induzierte Dipol gewinnt nur die Hélfte der Energie des gedrehten Dipols.
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Kapitel 4

Elektrostatik

Das Grundproblem der Elektrostatik besteht darin, die Poisson—Gleichung

A®(r) = ——p(r) (4.1)

fiir eine vorzugebende Ladungsverteilung p(r) zu l6sen. Die Poisson—Gleichung ist
eine partielle Differential-Gleichung, deren Lésung nur dann eindeutig wird, wenn
auflerdem Randbedingungen vorgegeben werden. Eine besonders einfache Randbe-
dingung ist die Forderung, dass das Potential ®(r) im Unendlichen verschwinden
soll:

7| — o0 d(r) — 0. (4.2)

Die partielle Differential-Gleichung (4.1) zusammen mit einer Randbedingung wie
(4.2) nennt man auch ein Randwert—Problem. Fiir das obige Randwert—Problem ist
uns die Losung bereits aus dem Kapitel 3 bekannt, ndmlich

B(r) = — [ i plr) (4.3)

:471'60 r—r|

Die Theorie der Randwert-Probleme der Elektrostatik (und ebenfalls der spéter
in diesem Text noch einzufiihrenden Magnetostatik) befasst sich mit sehr verschie-
denen Typen von Randbedingungen, insbesondere im Endlichen, und stellt ein ei-
genstindiges und sehr umfangreiches Kapitel der Elektrodynamik dar, das wir im

81
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Rahmen dieses Textes nur sehr begrenzt behandeln kénnen. Wir werden in diesem
Kapitel einige typische elektrostatische Situationen behandeln und auch kurz auf
die allgemeine Problematik eingehen.

Wir erwdhnen an dieser Stelle noch eine einfache Folgerung aus der Poisson—
Gleichung fiir den Fall verschwindender Ladungsdichte. Wenn in einem Bereich B
des Raumes p(r) = 0, also auch A®(r) = 0, dann kann das Potential ®(7) im Inne-
ren von B kein relatives Extremum besitzen. Wenn es namlich ein solches relatives
Extremum an einem Ort r. € B géibe, dann existierte wegen der Differenzierbarkeit
von ®(r) auch eine Kugel K, € B mit dem Mittelpunkt in 7., so dass 0®(r)/0r
iiberall auf der Grenzfliche 0K, von K, nach innen (relatives Maximum) oder nach
auflen (relatives Minimum) zeigte. Dann wére aber

7{ ap 220 Lo & AD(r) £ 0,
oK. or Ke

im Widerspruch zur Annahme A®(r) =0 in B.

4.1 Elektrische Leiter und Kapazititen

4.1.1 Elektrische Leiter

Elektrische Leiter sind eine Klasse von Materialien mit einem speziellen Verhalten in
elektrischen Feldern. Das Verhalten von Materialien in elektrischen Feldern werden
wir spiter allgemein in einem besonderen Kapitel behandeln. Elektrische Leiter im
Besonderen sind aber sehr einfach zu beschreiben und fiihren zu interessanten und
sehr oft auftretenden Randwert-Problemen, so dass wir sie bereits hier vorwegneh-
men wollen.

Elektrische Leiter zeichnen sich dadurch aus, dass in ihnen frei bewegliche elek-
trisch geladene Teilchen, sogenannte elektrische Ladungstrdger existieren. Unter den
elektrischen Leitern befinden sich vor allem die Metalle, in denen Elektronen als
Ladungstréger frei beweglich sind. In Halbleitern kénnen aber auch sogenannte
Elektronen—Locher als freie Ladungstriager auftreten, und in Ionen-Leitern auch
Ionen. Eine Folge der Existenz von freien Ladungstragern besteht darin, dass im
Inneren von Leitern offenbar keine elektrischen Felder auftreten kénnen:
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E(r)=0 im Inneren von Leitern. (4.4)

Gébe es dort ndmlich ein E(r) # 0, dann wiirde eine Kraft F(r) = ¢ E(r) # 0 auf
die Ladungstriger (mit der Ladung ¢) auftreten und diese verschieben. Das geschieht
so lange, bis die Ladungstriger insgesamt eine rdumliche Konfiguration angenommen
haben, die zu einem Gegenfeld E'(r) = —E(r) fiihrt und somit das urspriingliche
Feld E(r) kompensiert. (Dass tatsichlich eine solche Endsituation zustande kommt
und nicht etwa eine fortwdhrende Schwingung der Ladungstriger, liegt daran, dass
die Bewegung der Ladungstriger geddmpft ist, also Bewegungs—FEnergie in Form von
Wiirme an den Leiter abgibt.)

Die Folge von E(r) = 0 im Inneren von Leitern ist, dass wegen E(r) = —0®(r)/0r
das elektrische Potential dort konstant ist: ®(r) =const. Diese Aussage reicht vom
Inneren des Leiters aus bis an seine Randfliche, denn anderenfalls konnten Felder
im inneren Randbereich auftreten. Folglich ist die Randfliche eines Leiters eine
Aquipotentialfliche:

®(7) = const auf der Randfliiche eines Leiters. (4.5)

Aus der Feldgleichung

€05~ E(r) = p(r) (4.6)

folgt dann weiter, dass p(r) = 0 im Inneren des Leiters. Diese Aussage gilt nicht
notwendig fiir seine Randfliiche, weil im Auferen des Leiters E(r) # 0 sein kann,
so dass die Ableitung auf der Randflache, z.B. in Normalen—Richtung, einen von
Null verschiedenen Wert liefern kann. Eine weitere Folgerung aus dieser Feststellung
ist, dass Leiter eine elektrische Ladung nur auf ihrer Randflache tragen konnen. In
Analogie zur rdumlichen Ladungsdichte p(r), die wir im Kapitel 3 definiert hatten,
beschreiben wir die Ladung auf Randflichen von Leitern durch eine Fldchendichte
o(r)(=Ladung pro Fliche) der elektrischen Ladung.

Wir werden jetzt eine wichtige Relation zwischen o(r) und dem elektrischen Feld
E(r) auflerhalb des Leiters herleiten. Dazu benutzen wir die in der Elektrodynamik
noch haufiger vorkommende Pillendosen—Konstruktion, die in der Abbildung 4.1
skizziert ist. Dort ist ein Ausschnitt aus einer Randfliche S eines Leiters gezeigt. In
diese denken wir uns einen Zylinder der Hohe 2 As mit seiner Achse senkrecht zu S
eingesetzt, so dass sich jeweils ein Stiick der Hohe As des Zylinders im Inneren und
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F(+)

As

As

Abbildung 4.1: Pillendosen—Konstruktion

im AuBeren des Leiters befindet. Es seinen weiterhin F®) und F() die Stirnflichen
des Zylinders im Aufleren und im Inneren. Wir integrieren die Feldgleichung (4.6)
iiber das Zylinder—Volumen V:

€ /V d%%E(T) - /V d&*r p(r) (4.7)

Die linke Seite formen wir mit dem Gaufischen Integralsatz um. Unter Beachtung
von E(r) = 0 im Inneren, also auf F(~), finden wir

3 0 _
eo/vdrEE(fr) = ¢ favde(r)
= ¢ /F<+> df BE(r) + ¢ /F(_)de('r)JrO(As)
= ¢ /F(deE('r-)JrO(As)

_— /F L A nE(r) +0(8s). (4.8)
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worin O(As) die Gréfienordnung der Integral-Beitrdge von der Mantelfliche und n
die (nach auflen gerichtete) Normalen—Richtung des Zylinders bezeichnen. Da sich
Ladung nur auf der Randfliche des Leiters befindet, finden wir fiir die rechte Seite
von (4.7)

/VdSTp(’I“) :/Fdfa('r'), (4.9)

worin F' das von dem Zylinder auf der Randfliche S des Leiters ausgeschnittene
Flachenstiick ist. Jetzt fiithren wir den Grenziibergang As — 0 aus. Dabei wird
F) — F. Indem wir (4.8) und (4.9) in (4.7) einsetzen, finden wir

& /Fdan('r') :/Fdfa(r), (4.10)

und weil das Flachenstiick ' auf S beliebig ist, auch

cn E(r) =o(r). (4.11)

Auf der Randfliche S des Leiters muss das Feld E(r) die Normalen-Richtung n
besitzen, weil jede Tangential-Komponente durch Bewegung freier Ladungstriager
im Leiter kompensiert wird. Damit folgt schlieflich aus (4.11)

E(r) = ga(r) n. (4.12)

Das elektrische Feld an der Randfliche des Leiters ist durch die Flachendichte der
Ladung des Leiters bestimmt.

4.1.2 Die Kapazitit eines Leiters

Es sei im Raum ein einzelner Leiter L mit seiner Randfliche S vorhanden. Der
Leiter trage die elektrische Ladung @, und sein elektrisches Potential sei ;. Das
elektrostatische Problem dieser Anordnung lautet
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Ad(r) = 0 fir r ¢ L, (4.13)
o(r) — Pf fir r — S,
o(r) — 0 fiir |r| — oo.

(r € L bedeutet, dass der Ort r weder in dem Leiter L noch auf seiner Randfléche
S liegt.) Da das Problem linear ist, machen wir den Ansatz

O(r) = &y f(r). (4.14)

Die dimensionslose Funktion f(r) ist dann zu bestimmen aus

Af(r) = 0 fir r ¢ L, (4.15)
f(r) — 1 fir r — S,
f(r) — 0  fir|r| — oco.

Wir denken uns das Problem gel6st und bestimmen die elektrische Ladung () des
Leiters, indem wir die Relation (4.12) verwenden:

Q = ?idfazegfsdan:eofgde:

Der Index +S soll bedeuten, dass der Gradient von ®(r) bzw. von f(r) auf der
Randfliche S des Leiters nach auflen zu bilden ist. Es ist ja

o (2) -arn ()

so dass
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(),

als Normalen—Ableitung von f(r) (nach aufien), also senkrecht zu S, interpretiert
werden kann.

Als Kapazitit des Leiters wird definiert

C= q% — fsdf (%F:))w. (4.17)

Wir erkennen, dass die Kapazitiat C' des Leiters nicht von ®; und () abhéngt, sondern
nur noch von der Geometrie des Leiters, die ja in das Randwert—Problem fiir f(7)
in (4.15) eingeht. Wir kénnen auch nachweisen, dass C' > 0 sein muss. Die Funktion
f(r) muss ndmlich von dem Wert f(r) = 1 auf der Randfliche » € S auf den
Wert f(r) = 0 fiir |[r| — oo abfallen. Dieser Abfall muss monoton sein, weil f(r)
anderenfalls im Auflenraum des Leiters ein relatives Extremum haben miisste. Das
ist aber nicht moglich, weil f(r) dort Af(r) = 0 erfiillt, vgl. den Nachweis in der
Einleitung zu diesem Kapitel. Der Gradient 0f(r)/0r zeigt an der Randflache S in
den Leiter hinein.

Die Einheit der Kapazitit lautet

Kapazitit C & ——= 2 — =

el. Ladung ., C As
Potential V-V = F = Farad. (4.18)

Beispiel: Kugelkondensator

Ein kugelformiger Leiter mit dem Radius R (und dem Mittelpunkt im Ursprung
0) trage die Ladung Q. Wir integrieren die Feldgleichung (4.6) iiber eine mit dem
Leiter konzentrische Kugel V mit einem Radius r > R

€o /VdST%E(r) :/Vdg'rp(’r). (4.19)
—Q

Die linke Seite formen wir mit dem Gauf3schen Integralsatz um:
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0 r
3 B — - - 2—
/Vdrar E(r) avde(r) Adrr TE(r),
eingesetzt in (4.19):

47r7‘2;E('r) = Q. (4.20)

(Auf der Kugel-Randfléche ist der Normalen—Vektor gegeben durch n = r/r.) Aus
der Kugel-Symmetrie folgt, dass das Feld E(r Normalen-Richtung besitzt, also

Qv 0%(r) o Q
Br)= o =g Rn) =t >R (4.21)

Auf der Randfliche der Kugel, r = R, besitzt das Potential also den Wert &, =
Q/(47eg R), so dass sich fiir die Kapazitét

O:Q:4ﬂ60R (4.22)
P

ergibt.

4.1.3 Die Kapazitit eines Systems von Leitern

Wir verallgemeinern die obigen Uberlegungen auf ein System von Leitern L,, o =
1,2,.... Es seien S, die Randflichen der Leiter, ), ihre Ladungen und &, ihre
Potentiale. Zu l6sen ist das Randwert—Problem

A®(r) = 0 fiir r & L, (4.23)
— &, fiir r — S,,
d(r) — 0 fir |r| — oo.

(r ¢ L, bedeutet, dass r in keinem der Leiter L, und auch nicht auf deren Rand-
flichen S, liegen soll.) Wierum machen wir von der Linearitét des Problems Ge-
brauch und setzen fiir die Losung ®(r) an
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®(r) = X8 fr). (4.24)

(Auch die Indizes 3 bezeichnen die Leiter Lg.) Dieser Ansatz wird zu einer Losung
von (4.23), wenn die fz(r) die folgenden Forderungen erfiillen:

Afg(r) = 0 fiir r & L, (4.25)
fo(r) — 1 fir r — Sp,
fs(r) — 0 fiir r — S,, a # f,
fs(r) — 0 fir |r| — oo.

Fiir die Flichendichte o, der Ladung auf L, folgt aus (4.12)

)

7u=a B, = - (n 50

und daraus weiter fiir die Ladung @), unter Verwendung des Ansatzes (4.24) fiir
O (r):

Q= f trou=-co f a0 = f ar2") =
= Z {—60 S df%f’(ar)} q)g == ZC’M q)g, (426)
5 o 5
Cos = —0 f, df%ff). (4.27)

An die Stelle der Kapazitit C eines einzelnen Leiters tritt die Kapazitdts—Matriz
C\yp. Im folgenden Unterabschnitt werden wir nachweisen, dass die Kapazitatsmatrix
symmetrisch ist: Cop = Caq.

Beispiel: Plattenkondensator

Das System von Leitern bestehe aus zwei parallelen metallischen Platten der Fliche
F im Abstand a. Das lineare Gleichungs—System (4.26) lautet hier
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+Q —Q

Abbildung 4.2: Idealisierter Plattenkondensator

Q1 = Cu® + C®
4.28
Qr = Co® + Cynd ( )
Da die C,3 wiederum unabhéngig von den Ladungen und Potentialen sind, ndmlich
nur von der Geometrie der Anordnung abhéngen, konnen wir ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass Qs = —Q; =: @. Ferner ist aus Griinden der
Symmetrie zwischen den beiden Platten Cj; = Cy =: C. Damit wird aus (4.28)

Q = Co& + C’12<I>2} (4.29)

—Q = Cu® + Cdy

Diese beiden Gleichungen miissen offensichtlich dquivalent sein, woraus folgt, dass
Cia = Cy1 = —C, und somit

Q

Q:C(q)l—q)g), C:q)l_q)Z.

(4.30)

Der Plattenkondensator ist in der Abbildung 4.2 skizziert. Wir nehmen an, dass
das Feld den Raum zwischen den Platten homogen erfiillt, was natiirlich nur dann
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der Fall ist, wenn die Flache F' der Platten in jeder Richtung — oo geht. Da der
Raum zwischen den Platten ladungsfrei ist, ist das Feld E dort rdumlich konstant
und hat die Richtung senkrecht zu den Platten, in der Abbildung die x—Richtung.
Bei endlichen Flichen treten an den Réndern der Platten Verzerrungen auf, die
aus Dimensionsgriinden von der Ordnung O(a?/F) sein werden. Diese Verzerrungen
werden vernachléssigt.

Wir integrieren die Feldgleichung (4.6) iiber ein Volumen V', das die linke Platte als
Quader umschliefien soll:

€ /Vd%%E(r) = ¢ ?ivde(r) - Q. (4.31)

Da das Feld E die Randfliche V' nur iiber die Plattenfliche F' durchdringt, hat
das Integral auf der linken Seite den Wert ¢y F' E, worin E die z—Komponente des
Feldes FE ist. Da das Feld zwischen den Platten konstant sein sollte, ist das Potential

eine lineare Funktion in z, ndmlich ®(z) = —F x+const, und ®; — & = E a. Damit
folgt aus (4.31) fiir C' aus (4.30)

- _ — (4.32)

Dieses C' wird auch als die Kapazitat des Plattenkondensators bezeichnet.

4.1.4 Die Feldenergie in einem System von Leitern

Wir berechnen die Energie des elektrischen Feldes E(r) in einem System von Lei-
tern. Es sei im Folgenden V' das Volumen auflerhalb der Leiter L, so dass in V keine
elektrischen Ladungen auftreten. Im Ubrigen werden alle Bezeichnung aus dem vor-
hergehenden Unterabschnitt iibernommen. Die Feldenergie lautet gemifl Kapitel 3

w="2 / 0337“E2('r'):6—0 dr 99(r) 2. (4.33)
2 Jv 2 Jv or

Wir formen um unter Benutzung der Produkt-Regel der Differentiation fiir den
Gradienten:
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() & 5 e

vgl. auch 2.2.2. Nun ist A®(r) =0 in V, so dass sich die Feldenergie W aus (4.33)
mit dieser Umformung und unter Benutzung des Gaufischen Integralsatzes in der
Form

w=2 /‘/d:"r% (@(r) aq;ff)> -2 ) df a(r) aq;ff) (4.34)

schreiben lasst. Die Randflache 0V von V besteht aus

(1) der oo—fernen Randflache, auf der ®(r) = 0 und somit auch 0®(r)/dr = 0,

(2) und aus allen Randflichen S, der Leiter L,, allerdings mit einer Normalen—
Richtung, die von V aus gesehen in die Leiter L, hineinzeigt. Wie bisher wol-
len wir aber Flichen-Integrale iiber die Randflichen S, mit einer Normalen—
Richtung aus dem Leiter L, in das Volumen V hinein notieren, wodurch ein
Vorzeichen wechselt.

Wir beachten aulerdem, dass ®(r) = ®, auf der Randfliche S,,. Insgesamt erhalten
wir damit

€0 6<I)('r)
W=—-— d 4.35
2 g Sa 7 or (4:35)
Schliefilich setzen wir den linearen Ansatz (4.24) in der Gestalt
0%(r) 0fs(r)
= P
or % P or
in den Ausdruck fiir W ein und erhalten
1 Ofs(r) 1
W=-3%{_ fdi B, Dy == 5 Chyd, Dy, 4.36
2 azﬁ { 0 Sa 7 or P79 azﬂ g g (4.36)
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Leiter

Vakuum

Abbildung 4.3: Spiegelladung hinter einer Grenzfliche Leiter—Vakuum

I

93

worin wir die Definition (4.27) benutzt haben. Die Feldenergie W ist also eine qua-
dratische Funktion der Potentiale ®, auf den Randflichen der Leiter. Aus (4.36)

folgt auch

Cas

W
- 09,095

(4.37)

und daraus bereits die schon frither behauptete Symmetrie C,3 = Cs,, denn W als
quadratische Funktion der &, ist sicher zweimal stetig differenzierbar, so dass die

Ableitungen nach ®, und ®4 in (4.37) vertauschbar sind.

4.2 Die Methode der Spiegelladungen

Die Methode der Spiegelladungen ist eine Konstruktion zur Bestimmung des elek-
trischen Feldes bei Anwesenheit von Leitern. Wir erldutern diese Methode fiir den
einfachsten Fall, dass sich eine elektrische Ladung ) im Abstand a vor einer ebenen
und co-weit ausgedehnten Randfléche eines Leiters befindet. Wir wéhlen ein Koor-
dinatensystem, so dass dessen x—y—Ebene die Randfliche des Leiters beschreibt und
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die z—Richtung senkrecht zur Randflache steht, vgl. Abbildung 4.3. Die Ladung @
habe die Koordinaten r; = (0,0, +a). Das Potential ®(7) dieser Anordnung ist wie
folgt zu bestimmen:

A@w):—%pu):—gaw) in 2 >0, (4.38)

€0
®(z,y, 2 = 0) = const.

Die erste Bedingung in (4.38) driickt aus, dass die Punktladung @) an der Stelle 7,
die Quelle des Feldes ist, und die zweite Bedingung fordert, dass die z—y—Ebene,
also z = 0 als Randflache des Leiters eine Aquipotentialfliche ist.

Wir zeigen jetzt, dass diese beiden Bedingungen dadurch zu erfiillen sind, dass wir
uns eine fiktive Ladung —(@) spiegelbildlich zu +@ hinter der Randfliche des Leiters,

also am Ort ry = (0,0, —a) angebracht denken und das Potential in z > 0 als von
den beiden Ladungen +@) bei r; und —@Q bei ry erzeugt denken:

B(r) = 2 ( ! ! ) 23>0, (4.39)

- dmeg \|r—ry| B P — 1y

Zunichst ist klar, dass dieses Potential die Poisson—Gleichung (4.38) in z > 0 16st,
denn

Q |, 1 1

Ad(r) = — - 4.40
M= tre |2 ol | (4.40)
——— —_——
:7471'5(7’77’1) :*471'5(7’77’2):[]

weil

\r—r2|:\/x2+y2+(z+a)2>0

in z >0, also §(r —rz) =01in z > 0. Wegen

\r—rl\:\/x2+y2+(2—a)2>0
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ist fiir =0 |r—r1| = |r — 7y, also ®(r) = 0, womit auch die zweite Bedingung
in (4.38), dass die Ebene z = 0 eine Aquipotentialfliche sein soll, erfiillt ist.

Wie im vorhergehenden Abschnitt begriindet, kann sich die elektrische Ladung eines
Leiters nur an seiner Randfliche befinden. In unserem Fall muss sich dort auch La-
dungen befinden, weil Feldlinien von der Randfliche ausgehen. Diese Ladung heifit
auch Influenzladung. Wir berechnen die Flachendichte der Ladung auf der Rand-
fliche des Leiters, indem wir (4.11) verwenden:

) =an Bl =—an (50) = (B

Es ist
0 1 0 1 B zFa
0z |T'—’l°172‘ 0z \/x2+y2+(22|:a)2 [x2+y2+(z:':a)2]3/27
Qa 1
= — 4.42
Wir berechnen nun die gesamte Influenzladung Q'
Qa [ 2xr'dr
! = d ! = —— / _— =
, —1/2) =00
=Qa {[r2+a2] / } = —Q. (4.43)
r'=0

(In dieser Umrechnung haben wir r'? = 22 + 42, df = 27+’ dr’ substituiert.) Auf der
Randfldche des Leiters, die der Ladung () zugewandt ist, wird also insgesamt die
Ladung Q' = —@Q influenziert. Wenn der Leiter vor dem Einbringen der Ladung
neutral (=ungeladen) war, muss sich die Gegenladung zur Influenzladung auf einer
oo—entfernten Randflache des Leiters befinden.
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4.3 Das allgemeine Randwert—Problem

Zur Losung der Poisson—Gleichung

AB(r) = —% o(r) (4.44)

fiir eine vorgegebene Ladungsdichte p(r) ist die Vorgabe von Randbedingungen er-
forderlich. Fiir einen speziellen Fall, ndmlich p(r) = 0 in Anwesenheit von Leitern,
haben wir das bereits im Abschnitt 4.1 gesehen. Den allgemeinen Fall formulieren
wir wie folgt: es ist die Poisson—Gleichung (4.44) zu lésen, wobei die Ladungsdichte
p(r) innerhalb eines Volumens V' vorgegeben sei und die Lésung ®(r) auf der Rand-
fliche OV von V gewisse Bedingungen erfiillen soll. Diese Problemstellung nennt
man das Randwert—Problem der Elektrostatik. Welche Bedingungen ®(r) auf oV
erfiillen soll, werden wir spéater formulieren. Eine spezielle Version des elektrostati-
schen Randwert-Problems ist der Fall, dass V' das gesamte Volumen ist und dass
die Losung ®(r) auf der co—fernen Randfliche von V' verschwinden soll. Die Losung
dieses Randwert—Problems ist uns aus 2.4.2 bekannt:

B(r) = — /d3r' plr) (4.45)

T dre r—r|

Um Aussagen iiber das allgemeine Randwert—Problem machen zu kénnen, benétigen
wir zwei wichtige Integralsétze, die sogenannten Greenschen Identitditen.

4.3.1 Die Greenschen Identitaten

Ausgangspunkt ist der Gaufische Satz

/Vd3r%a('r') = fav df a(r), (4.46)

in den wir
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einsetzen. Dann ist unter Benutzung einer Umformung aus 3.1.2

Mit diesen Definitionen und Umformungen wird aus dem Gauflschen Satz (4.46)

¢ O B Y
/Vd3r <§§+¢Aw>_7gwdf¢$. (4.47)

(Aus Griinden der Ubersichtlichkeit haben wir die Argumente r in ¢ und 1 fortge-
lassen.) Es ist df = ndf, worin n der Einheits—Vektor in der Normalen—-Richtung
von JV (nach auflen) ist, so dass

8@/1_ 0
5 df( 0r>w

n d/0r hat die Bedeutung einer Normalen—Ableitung der Funktion 1), also ihres
Gradienten in Normalen—Richtung. Hierfiir ist die Schreibweise

O o ¥
<n 0_r> P = I (4.48)

iiblich, die allerdings missversténdlich ist, weil nicht etwa nach dem Normalen—
Vektor, sondern nach dem senkrechten Abstand von der Randfliche 9V abgeleitet
wird. Setzen wir nun (4.48) in (4.47) ein, so erhalten wir die erste Greensche Identitdt

/Vd3r (gf ¢A¢> 74 dfqb (4.49)
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Wir denken uns die erste Greensche Identitit (4.49) mit ¢ statt ¢ und umgekehrt
hingeschrieben und bilden die Differenz der beiden Identitdten. Dabei fillt das Pro-
dukt der Gradienten von ¢ und @ heraus, und wir erhalten die zweite Greensche
Identitdt

% a¢> . (4.50)

[ ar@av—vpae =4 da (gb%—w%

4.3.2 Die formale Losung des Randwert—Problems

Wir denken uns die zweite Greensche Identitdt (4.50) mit der Variablen 7' statt r
formuliert und wéhlen ¢(r') = ®(r') =elektrisches Potential sowie ¢(r') = 1/|r—7'|.
Dabei benutzen wir, dass

/ / / / 1 /
A'glr) = A(r) =—=p(r),
1
/ _ _4 _ l.
P T (r—r')

Die erste dieser Beziehungen ist wieder die Poisson—Gleichung, die zweite haben wir
ausfiihrlich in 2.2.2 hergeleitet. (A’ ist der Laplace—Operator mit der Variablen '
statt r.) Mit diesen Vereinbarungen und den obigen Beziehungen erhalten wir aus
der zweiten Greenschen Identitét

| (—4%@(7")5(7’—7")4—% |7f)(_7'2,|> _

o 1 1 a@(r')>

o' jr—7v'| |r—v| on

= ¢ df (cb(r’) (4.51)

(Alle gestrichenen Variablen beziehen sich auf r'.) Wir betrachten den Fall, dass
der Punkt r innerhalb von V liegt. Dann liefert das Integral iiber den Term mit der
d—Funktion —4 7 ®(7), und wir erhalten
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ar) = [a AT

41 €

]
) 1 09(r) ) 1
* av af (r —r'| on (r') on' |r — r’|> ' (4.52)

Wenn in (4.51) der Punkt 7 auferhalb von V gewihlt wird, erhalten wir offensichtlich
die Aussage, dass der Ausdruck auf der rechten Seite von (4.52) verschwindet.

Offensichtlich ist (4.52) noch keine explizite Losung des Problems, weil das gesuchte
elektrische Potential ®(r) auf beiden Seiten der Gleichung auftritt. (4.52) ist eine
Integral-Gleichung, die dquivalent zu dem anfangs gestellten Randwert—Problem ist.
Nun tritt das gesuchte elektrische Potential ®(r) auf der rechten Seite aber nur auf
der Randfliche 0V auf. Das legt den Schluss nahe, (4.52) tatséchlich als explizi-
te Losung zu interpretieren, wenn das Potential ®(7) und seine Normal-Ableitung
0®(r)/0n auf der Randfliche OV als Randbedingungen vorgegeben sind. Eine solche
Vorgabe nennt man auch Cauchysche Randbedingungen. Wir werden im folgenden
Unterabschnitt lernen, dass diese Randbedingungen eine Uberbestimmung darstel-
len und im Allgemeinen nicht miteinander vertraglich sind.

Aus (4.52) geht die Losung (4.45) hervor, wenn wir das Volumen V' als den gesamten
Raum, 9V also als die co—entfernte Randfliche wihlen und annehmen, dass

0P (r')
on'

=-n'E(r'),

also die (negative) Normal-Komponente des elektrischen Feldes mit |7'| — oo schnel-
ler als 1/|r — 7’| verschwindet.

SchlieBlich formulieren wir (4.52) fiir den Fall, dass das Innere von V' ladungsfrei ist,
also p(r') = 0:

(4.53)

_ , 1 0%(r) N 0 1
é(r)_?gvdf (r—r’ on/ _(I)(r)%r—r’)

4.3.3 Dirichletsche und Neumannsche Randbedingungen,
Eindeutigkeit der Losung

Wir zeigen jetzt, dass die Losung des elektrostatischen Randwert-Problems
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Ad(r) = - p(r) (4.54)

€0

in einem Volumen V eindeutig ist, wenn entweder

(1) Dirichletsche Randbedingung:
das Potential ®(r) auf der Randfliche 0V oder

(2) Neumannsche Randbedingung:
die Normal-Ableitung 0®(7)/0n des Potentials ®(r) auf der Randfliche oV
vorgegeben ist.

Wir fithren den Nachweis durch einen Widerspruchsbeweis. Es seien @4 () und ®4(r)
zwel Losungen von (4.54), die dieselben Randbedingungen, also Dirichletsche oder
Neumannsche, erfiillen. Es sei U(r) := ®;(r) — ®3(r) die Differenz zwischen den
beiden Losungen. Dann ist U (Argument 7 nicht mehr mitgeschrieben) offensichtlich
Losung des folgenden Randwert—Problems:

entweder U=0

AU=0mV, { oder  9U/On =0

} auf dV. (4.55)

Jetzt verwenden wir die erste Greensche Identitét (4.49) mit der Wahl ¢ = ¢ = U:

oU oU oU
3 _ el
/d (87“ or UAU) _%avdean

Da AU =0in V und entweder U = 0 oder 9U/dn = 0 auf 9V, folgt

o = e o)

oU
=0: — = 0.
~ or

®; und P, konnen sich also nur um eine Konstante unterscheiden. Im Fall der
Dirichletschen Randbedingung muss diese Konstante sogar den Wert 0 haben, weil
U =0 auf 9V. In jedem Fall liefern ®; und ®, dasselbe elektrische Feld.

Wenn also die Vorgabe entweder von ® oder von 0®/dn auf der Randfliche 0V die
Loésung @ des Randwert-Problems schon eindeutig macht, dann wird die Vorgabe
von Cauchyschen Randbedingungen, also ® und 0®/0n auf der Randfliche 0V, im
Allgemeinen eine Uberbestimmung darstellen.

Alle obigen Uberlegungen sind auf den Fall von gemischten Randbedingungen iiber-
tragbar, bei denen auf Teilen von 0V das Potential ® und auf dem verbleibenden
Teil von dV die Normal-Ableitung 0®/0n des Potentials vorgegeben sind.
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4.4 Losung mit der Greenschen Funktion

Eine Greensche Funktion G(r,r') soll definiert sein als eine Losung von

A Gr, ') = =2 5(r — 1), (4.56)

€o

Es ist zu beachten, dass der Laplace-Operator A’ auf die Variable v’ in G(r,1’)
wirkt. Man kann G(r,r') als Potential am Ort =’ betrachten, das von einer
punktformigen Einheitsladung ) = 1 am Ort r erzeugt wird, wobei die Rand-
bedingungen zunéchst offen bleiben. Aus 2.2.2 kennen wir eine spezielle Losung von
(4.56), namlich

1 1

T Are lr — 7|

G(r,r")

Hier ist es offenbar gleichgiiltig, ob A oder A" auf G(r,r') angewendet wird. Die
allgemeine Losung von (4.56) kénnen wir in der Form

I
Adme r—r|

G(r,r") +H(r,?) mit A'H(r,r')=0 (4.57)

schreiben. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Freiheit bei der Wahl von H (v, r') zu nut-
zen, um die Integral-Gleichung (4.52) fiir die Losung ®(r) eines Randwert—Problems
so umzuschreiben, dass sie nur noch eine der beiden mdéglichen Randwert—Vorgaben
enthélt, ndmlich die Dirichletsche fiir ®(r) oder die Neumannsche fiir 0®(r)/dn auf
av.

Wir fiithren jetzt eine Umformung durch, der derjenigen in 4.3.2 véllig analog ist.
Wir greifen also wieder auf die zweite Greensche Identitét (4.50) zuriick, denken uns
diese mit 7' statt r als Integrations—Variable formuliert und wihlen ¢(r') = ®(r')
sowie ¢(r') = G(r,r"). Wir erhalten damit

[ d (@) A Glr.r') = Glr.r) A () =

n

— 0 (300 55 GO~ Gy 0 ).
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Wir beachten nun, dass G(r,r') die Beziehung (4.56) und ®(r') die Poisson—

Gleichung (4.54) (mit ' statt r) erfiillt. AuBlerdem nehmen wir an, dass der Ort r
im Volumen V' liegt. Wir erhalten dann nach dem Vorbild von (4.52)

d(r) = /d3r’G(r,r')p(r')+

e f[iw df’ (G(r, ) % o(r') — d(r') % G(r, r')> . (4.58)

Jetzt trennen sich die Wege fiir die beiden Typen von Randbedingungen.

Dirichletsche Randbedingung:

Wir wihlen als Randbedingung fiir die Greensche Funktion Gp(7,r') = 0 auf dem
Rand ' € 9V. (Index D fiir Dirichletsche Randbedingung.) Dann wird aus (4.58)

O(r) = / &' Gp(r,v') p(r') — € 758 L' o(r) % Go(r, 7). (4.59)

Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt darin, dass wir nur noch ein einziges Dirich-
letsches Randwert—Problem losen miissen, ndmlich

1
A'Gp(r,r')=—=6d(r—7") inV, Gp(r,r)=0 auf o €09V, (4.60)

€0

d.h. fiir eine Punktladung und verschwindenden Randwert auf 0V, und damit die
Losung ®(r) fiir alle Dirichletschen Randwert—Probleme

Ad(r) = - p(r) (4.61)

€0

und vorgegebenem ®(r) auf OV ausdriicken konnen.

Neumannsche Randbedingung:

Wir konnen hier nicht véllig analog zum Dirichletschen Fall vorgehen, weil wir als
Randbedingung nicht etwa 0G(r, r')/0n' = 0 auf OV fordern kénnen. Das erkennen
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wir, wenn wir die Definitions—Beziehung (4.56) fiir Greensche Funktionen iiber ein
Volumen V' integrieren,

/ cr' A'G(r, ') = 1 d*r' o(r —r'),
.

€y JV

auf der linken Seite den Gauflschen Integralsatz anwenden,

/d3r'A' r.r') /d3 lﬁﬁG(r r') =

= f’ﬁG(r r') = df %G('r r'),

auflerdem annehmen, dass der Ort r in V liegt, so dass
/ cr'é(r—r') =1.
v

Insgesamt erhalten wir also

1

60

f —G('r r') =

und diese Beziehung ist im Allgemeinen mit 0 G(r,7')/On’ = 0 fiir ' € OV nicht
vertréglich. Sie besagt aber, dass wir

) 11
9 - 4.62
g N () == (4.62)

als Neumannsche Randbedingung fordern kénnen, worin |0V | den Fldcheninhalt der
Randfliche OV bedeutet. Setzen wir diese Randbedingung in (4.58) ein, so erhalten
wir

9 d(r'), (4.63)

O(r) = (@)av + [ a7 Gu(r.r) plr') +e §df Gu(r,7)
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worin

1 ] ]
<(I)>3V = W v df q)(’l")

der (rdumlich konstante) Mittelwert des Potentials auf der Randfliche 0V ist. Jetzt
miissen wir also nur noch das einzige Neumannsche Randwert—Problem

A Gr(rr!) = —25(r—1') iV (4.64)

€o

mit dem Randwert (4.62) 16sen und kénnen damit die Losungen ®(7r) fiir alle Neu-
mannschen Randwert—Probleme

Ad(r) = -2 p(r) (4.65)

€0

und vorgegebenem 9®(r)/0n auf AV ausdriicken. Im Ubrigen fillt die Konstante
(®) sy bei der Bildung des elektrischen Feldes heraus.

Die Moglichkeit, alle Dirichletschen und Neumannschen Randwert-Probleme auf
zwei Typen von Greenschen Funktionen Gp und Gy zu reduzieren, beruht ent-
scheidend auf der Linearitit der Poisson—Gleichung. Die Bestimmung dieser beiden
Greenschen Funktionen gelingt allerdings nur fiir recht einfache Randflichen 0V'.



Kapitel 5

Elektrischer Strom und
magnetische Flussdichte

Diese Einfiihrung in die Elektrodynamik geht — zunéchst — von empirischen Befunden
aus. Die Coulomb—Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladungen gab Anlass zur
Einfithrung des Begriffs des elektrischen Feldes und zur Formulierung von Feldglei-
chungen. Auch die Einfiihrung des magnetischen Feldes und die Formulierung von
Feldgleichungen dafiir werden wir auf einen weiteren empirischen Befund griinden.
Tatséchlich jedoch sind die beiden grundlegenden empirischen Befunde nicht un-
abhéngig, und elektrisches und magnetisches Feld werden sich in der spéater zu for-
mulierenden nicht—statischen Theorie als miteinander verkniipft erweisen. Hinweise
darauf werden wir bereits in diesem Kapitel erhalten, obwohl es auch hier zunéchst
um die Formulierung einer statischen Theorie des magnetischen Feldes geht.

5.1 Erhaltung der elektrischen Ladung

5.1.1 Die elektrische Flussdichte

Wie wir bereits im Unterabschnitt 1.2.2 bemerkt hatten, ist elektrische Ladung eine
charakteristische Eigenschaft gewisser Teilchen, z.B. von Elektronen oder Protonen.
Wenn sich solche Teilchen bewegen, kommt es offensichtlich zum Transport von elek-
trischer Ladung, allgemeiner ausgedriickt, zu einem elektrischen Strom. Wir wollen
hier von vornherein die kontinuierliche Betrachtungsweise wéhlen, die wir fiir die
Beschreibung der elektrischen Ladung durch eine rdumliche Dichte p(r) im Kapitel

105
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2.4 begriindet hatten. Wir stellen uns vor, dass sich die elektrische Ladung durch
Verdnderung ihres Orts im Raum bewegt. Fine erste Konsequenz daraus ist, dass
sich dann im Allgemeinen die elektrische Ladung pro Volumen, die von einem Be-
obachter an einem festen Ort registriert wird, also die Ladungsdichte auch zeitlich
dndern wird. Wir werden deshalb die elektrische Ladungsdichte nicht nur wie bisher
als Funktion des Ortes r, sondern auch als Funktion der Zeit schreiben: p(r,t).

Die Bewegung der elektrischen Ladung beschreiben wir nun durch eine elektrische
Flussdichte j(r,t), die ebenfalls vom Ort und von der Zeit abhingen kann. Diese
Flussdichte wird wie folgt definiert:

(1) j(r,t) soll die Richtung der Ladungsbewegung am Ort r zur Zeit ¢ haben.

(2) Es sei df, ein differentielles Flichen-Element am Ort r mit der Normalen—
Richtung parallel zu j(r,¢). Dann soll

dQ = |3 (r.t)| dfy dt (5.1)

die Ladungsmenge sein, die dort in der Richtung von j(r,t¢) durch df, im
Zeitintervall dt transportiert wird.

Die Einheit der elektrischen Flussdichte ist

. . Ladung __ A
Flussdichte ] = m = E

Wir bestimmen jetzt den elektrischen Strom dI durch ein Flichen—Element df mit
beliebiger Normalen-Richtung n = df/df, df = |df|. Es soll dI als die elektri-
sche Ladung definiert sein, die pro Zeit durch df fliefit. In der Abbildung 5.1 ist
eine "Rohre” mit einer Querschnitts—Flache df, und der Achsenrichtung parallel zu
j skizziert. (Der Querschnitt muss nicht notwendig kreisférmig sein). Die "Rohre”
schneide aus einer Flidche ein Flichenstiick df aus, das eine beliebige Orientierung
habe, so dass a der Winkel zwischen df und 3 ist. Der Strom durch die Querschnitts-
flache df,, ist derselbe wir durch df, also

dl = |g(r,t)| df, = |j(r.t)] |df| cosa = j(r,t)df. (5.2)

Wenn die Bewegung der Ladungstriager durch ein Geschwindigkeitsfeld v(r,t) be-
schrieben werden kann, d.h., durch die Geschwindigkeit v(r,t), die ein geladenes
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Abbildung 5.1: Stromdichte und Stromfluss

Teilchen zur Zeit ¢t am Ort 7 besitzt, dann ist das entsprechende j(r,t) parallel zu
v(r,t). Wihrend des differentiellen Zeitintervalls dt schiebt sich dann durch einen
Querschnitt der "Rohre” in Abbildung 5.1 diejenige Ladungsmenge d@, die in dem
Volumen df,, |v(r, t)| dt enthalten ist, also

4Q = plr.t) df, [o(r. )| dt = p(r. 1) v(r. ) df dt.

worin p(r,t) wieder die Ladungsdichte ist. Dem entspricht ein Strom

dI = p(r,t)v(r,t)df.

Durch den Vergleich mit (5.2) erkennen wir, dass die entsprechende Flussdichte

j(r,t) = p(r,t)v(r t) (5.3)

lautet. Diesen Ausdruck nennt man auch eine konvektive Flussdichte. Nicht immer
lasst sich eine Flussdichte j (7, ¢) sinnvollerweise als konvektive Flussdichte beschrei-
ben. Fiir die Elektronen in einem Leiter z.B. ist deren Geschwindigkeit eine stati-
stisch verteilte Grofle, so dass auf der rechten Seite von (5.3) ein Mittelwert zu bilden
wére. In solchen Fillen ist es einfacher, nur mit der phdnomenologischen Flussdichte
j(7r,t) zu arbeiten.
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5.1.2 Die Erhaltung der elektrischen Ladung

Mit der in 1.2.2 vereinbarten Bezeichnung der beiden Arten von elektrischer Ladung
als "positiv’ und "negativ’ haben wir jetzt bewirkt, dass sich dieselbe Bewegung
derselben Absolutmenge von Ladung der beiden Arten durch ein Vorzeichen in der
Flussdichte 3 unterscheidet. Diese Bezeichnung hat zur Folge, dass die Bewegung
der einen Art von Ladung und die rdumlich entgegengesetzte Bewegung der anderen
Art von Ladung in dem Sinne dquivalent sind, dass sie durch gleiche Flussdichten
J beschrieben werden. Eine solche Folgerung darf natiirlich nicht nur durch eine
spezielle Bezeichnungsweise begriindet sein. Das liefle sich nur dadurch verhindern,
dass wir bei der Bezeichnung griin und rot fiir die beiden Arten von elektrischer
Ladung geblieben wiren. Wir hitten dann also immer auch zwei Ladungsdichten
Pgriin Und pror sowie zwei Flussdichten g, und 7., mitfiihren miissen. Bis zum
jetzigen Stand unserer Uberlegungen wiirden sich die beiden Arten von Ladungen,
"griine” und "rote” unabhingig voneinander durch den Raum bewegen konnen.
Diese Bemerkung ist wichtig, um die Tragweite der jetzt einzufiihrenden Erhaltung
von elektrischer Ladung zu ermessen.

Wir fithren an dieser Stelle einen weiteren, grundlegenden empirischen Befund in
die Theorie ein, der im Allgemeinen in der folgenden Form ausgesprochen wird:
Die elektrische Ladung ist erhalten. In der Bezeichnungsweise ”griin” und "rot” fiir
die beiden Arten von Ladungen miisste dieser Befund so ausgedriickt werden: glei-
che Absolutmengen jeweils "griiner” und "roter” Ladungen konnen sich vernichten
(kompensieren), und ebenso kénnen nur gleiche Absolutmengen jeweils ” griiner” und
"roter” Ladungen gebildet werden. Jetzt bewahrt sich die Zahlung der beiden Arten
von Ladungen als ”positiv” und "negativ” erneut, weil bereits mit dieser Zahlung der
Satz von der Erhaltung der Ladung auf elegante Weise beriicksichtigt werden kann.
Nochmals: die Z&hlung "positiv’ und "negativ” fiir die beiden Arten von Ladungen
begriindet nicht etwa die Erhaltung von Ladung, sondern die Erhaltung erlaubt die
Zahlung von Ladung als "positiv’ und "negativ”.

Wir wollen den Satz von der Erhaltung der Ladung in eine Aussage iiber die La-
dungsdichte p(r,t) und die Flussdichte j(r,¢) umformen. Dazu betrachten wir die
Ladung @ (positiv oder negativ) in einem beliebigen Volumen V. Wir nehmen an,
dass die Form und die Position des Volumens V' zeitlich konstant sind. Dann lasst
sich  und seine zeitliche Anderung wie folgt durch die Ladungsdichte p(r,t) aus-
driicken:

d 0
Q= [ drptr), G2 [ @S o). (5.4
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Die Zeitableitung kann durch das Raum—Integral "hindurchgezogen” werden, weil
das Integrationsgebiet V' verabredungsgeméif zeitlich konstant sein sollte. Sie muss
innerhalb des Integral aber als partielle Zeitableitung geschrieben werden, weil
der Ort r als Integrationsvariable in V nicht von der Zeitableitung betroffen ist.
Wir werden im folgenden Unterabschnitt die Bedeutung einer totalen Zeitableitung
dp(r,t)/dt kennen lernen.

Der Satz von der Erhaltung der Ladung kann nun auch so ausgedriickt werden: die
Ladung @ in V kann sich nur dadurch #ndern, dass ein Uberschuss von Ladung durch
die Randfliche OV von V in V hinein— oder aus V herausflieit. Wir formulieren das
in der Form

d@
— = — dl. 5.5
dt v (5:5)

Die dI sollen die Strome durch die Flichen—Elemente df von 0V sein. dI > 0 soll
bedeuten, dass der Strom in Normalen—Richtung flieit, d.h. fiir positive Ladung
von innen nach auflen oder dquivalent fiir negative Ladung von auflen nach innen,
entsprechend dI < 0. Diese Vereinbarung begriindet das negative Vorzeichen auf der
rechten Seite. In jedem Fall wird durch das Integral auf der rechten Seite die Bilanz
aller Ladungstransporte iiber die Randfliche 9V gebildet und damit gesagt, dass
sich positive und negative Ladung kompensieren. Wenn das Integral auf der rechten
Seite von (5.5) verschwindet, kompensieren sich simtliche Ladungstransporte iiber
IV (oder es flieit iiberhaupt kein Strom) und es ist dQ/dt = 0.

Unter Verwendung von (5.2) und des Gauflschen Integralsatzes kann das Integral
auf der rechten Seite von (5.5) wie folgt geschrieben werden:

. o
Wd[:favdfg(r,t) :/Vd3r0—rg('r,t). (5.6)

Wir setzen diese Umformung sowie d@/dt aus (5.4) in (5.5) ein und fassen die beiden
Volumen—Integrale zusammen:

[ (% p(r 1) + %j(r,t)) — 0. (5.7)

Diese Aussage gilt fiir beliebige Volumina V. Das ist nur méglich, wenn der Integrand
an jedem Ort r verschwindet:
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0 J .
ap(rat) + EJ(Tat) = 0. (58)

Diese Gleichung, die sogenannte Kontinuitdits—Gleichung, ist die lokale Version des
Satzes von der Erhaltung der Ladung. Weil sich die obigen Umformungen auch in
umgekehrter Richtung durchfiihren lassen, ist die Kontinuitéts—Gleichung dquivalent
zu allen anderen Formulierungen des Erhaltungssatzes fiir die Ladung.

Wir werden im weiteren Verlauf dieses Textes zunichst die stationdre Theorie formu-
lieren. Sie ist dadurch definiert, dass simtliche Feldgréflen einschliefilich der Dichten
von Ladung und Fluss zeitunabhdingig sind: E = E(r), p = p(r) usw., aber auch
j = j(r). Aus der Kontinuitits—Gleichung (5.8) folgt dann

83 j(r)=20 fiir stationédre Flussdichten. (5.9)
r

Durch Integration iiber ein beliebiges Volumen V folgt daraus, dass sich im stati-
onédren Fall die Stréme durch beliebige geschlossene Flichen immer kompensieren
miissen.

5.1.3 Konvektive Flussdichten und totale Zeitableitung

Wir nehmen an, dass die Bewegung der Ladungstriger durch ein Geschwindigkeits—
Feld v(r,t) beschrieben sei, wie wir das bereits im vorhergehenden Unterabschnitt
erlautert hatten, so dass j(r,t) = p(r,t) v(r,t), vgl. (5.3). Wir denken uns nun einen
Beobachter, der ausgehend von einem beliebigen Ort 7y mit den Ladungstrigern
"mitschwimmt”. Das soll bedeuten, dass der Ortsvektor 7(¢) dieses mitbewegten
Beobachters bei vorzugebendem Geschwindigkeitsfeld v(r,t) aus der Differential-
Gleichung

d

d—: = v(r,t) (5.10)
fiir eine Anfangs—Position ry z.B. zur Zeit ¢ = 0 zu 16sen ist. Wenn dieser mitbe-
wegte Beobachter eine vorgebene Ladungsdichte p(r,t) messend verfolgt, wird er
nicht nur eine zeitliche Anderung aufgrund der expliziten Zeitabhéngigkeit in p(r, t)

feststellen, sondern auch aufgrund seiner eigenen Ortsinderung im Ort 7. Die von
dem mitbewegten Beobachter gemessene Zeitableitung wird zur Unterscheidung von
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J/0t mit d/dt bezeichnet. Fiir sie gilt in Bezug auf p(r,t) unter Beachtung der Ket-
tenregel der Differentiation

jt pr.t) = gt o(r, t)+£p(r t) CCZ' gt p(r.t) +v(rt) aarp('r,t), (5.11)

vgl. auch (5.10). Wenn wir nun andererseits j(r,t) = p(r,t)v(r,t) in die Kon-
tinuitits-Gleichung (5.8) einsetzen und dort die Produkt-Regel fiir die Divergenz
von p(r,t)v(r,t) ausfithren, (Argumente (r,¢) zur Vereinfachung der Schreibweise
nicht mehr mitgeschrieben)

0 0 0
a_r(pv)—aa(pva)—(aap) Vo + P (0aVa) = 8 p+pa

vgl. auch (2.2.2), dann erhalten wir

0 +vi + 3v—O
o’ T or P TP oy

bzw. unter Beachtung von (5.11)

d 0
p—i—parv—o (5.12)

Dieses ist die Form der lokalen Version der Ladungserhaltung fiir den mitbewegten
Beobachter, oft auch die substantielle Version zum Unterschied von der ezpliziten
Version (5.8) genannt. Wenn der mithewegte Beobachter keine zeitliche Anderung
der Ladungsdichte beobachtet, also dp/dt = 0, dann folgt dort, wo iiberhaupt La-
dung vorhanden ist, also wo p # 0, dass die Divergenz der Geschwindigkeit ver-
schwindet: dv/0r = 0. Ein solches Geschwindigkeitsfeld nennt man auch inkom-
pressibel. Wie wir aus (5.11) ablesen, sind die Bedingungen dp/dt = 0 fiir die In-
kompressibilitdt und dp/ot = 0 fiir die Stationaritét keinesfalls dquivalent.

Die Beziehung (5.11) gilt offensichtlich fiir jede beliebige skalare Funktion p(r,t)
und wird deshalb allgemein in der ”Operatorform”

d 0 8

geschrieben. Man nennt d/dt auch die totale Zeitableitung im Gegensatz zur parti-
ellen Zeitableitung 9/0t.
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5.2 Lorentz—Kraft und magnetische Induktion

Ausgangspunkt der Theorie elektrischer Felder war die Coulomb—Wechselwirkung
zwischen elektrischen Ladungen. Aus Griinden z.B. bereits der Galilei-Invarianz
von Inertial-Systemen, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit
bewegen, muss es auch eine Wechselwirkung zwischen bewegten Ladungen, also zwi-
schen elektrischen Flussdichten geben. Eine statische Ladungs—Verteilung p(7, ¢) in
einem Inertial-System muss ja als eine Flussdichte j(7,¢) in einem anderen Inertial-
System auftreten, die Wechselwirkung zwischen den statischen Ladungen im ersten
System also als Wechselwirkung zwischen Fliissen im zweiten System. Wenn uns
die korrekte Relativitdts—Theorie der Elektrodynamik bekannt wére, dann miissten
wir mit ihrer Hilfe aus der Coulomb—Wechselwirkung zwischen Ladungen auf die
gesuchte Wechselwirkungen zwischen Fliissen schlieflen konnen. (Tatséchlich fallt,
wie wir spater lernen werden, die korrekte Relativitdts—Theorie der Elektrodyna-
mik nur bei sehr kleinen Relativ-Geschwindigkeiten mit der Galilei-Relativitét der
Newtonschen Mechanik zusammen.)

5.2.1 Formulierung der Lorentz—Kraft und der magneti-
schen Induktion

Wir werden hier zunéchst einen anderen Weg gehen, némlich die Wechselwirkung
zwischen elektrischen Stromen bzw. Flussdichten als einen weiteren empirischen Be-
fund in die Theorie einfithren. Wir betrachten zwei Ladungen ¢ und ¢’ an den Orten
r bzw. r'. Diese beiden Ladungen sollen sich mit den Geschwindigkeiten v bzw. v’
bewegen. Dann iibt ¢’ die sogenannte Lorentz—Kraft

F = qv x B(r), (5.14)

auf ¢ aus. Darin ist B(r) die sogenannte magnetische Induktion (auch magnetische
Flussdichte genannt), die von der bewegten Ladung ¢' erzeugt wird und die folgende
Form hat:

(5.15)

po ist die sogenannte magnetische Feldkonstante (auch magnetische Permeabilitét
des Vakuums genannt), iiber die sogleich noch etwas zu sagen ist. Wenn wir B(r) aus
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(5.15) in (5.14) einsetzen, dann erhalten wir fiir die "magnetische” Wechselwirkung
zwischen ¢ und ¢’ den Ausdruck

_ !
P B ( y 7) (5.16)
v

der das Analogon zur Coulomb—Wechselwirkung

1 r—r
FY = / 5.17
2 41 e |r —r'3 ( )
darstellt. Ebenso ist offensichtlich das elektrische Feld
1 _ !
E(r) y T (5.18)

- 47reoq lr — |3

einer Punktladung ¢’ am Ort ' das Analogon zu B(r) in (5.15).

Wir konnen sogleich auch vom Fall diskreter Punktladungen zu kontinuierlichen
Ladungsverteilungen p(r) bzw. Flussdichten j(r) iibergehen, indem wir die Uberle-
gungen fiir den elektrischen Fall in 2.2 auf den magnetischen Fall analog iibertragen.
Im elektrischen Fall lautete die Verallgemeinerung fiir E(r) in (5.18) auf eine La-
dungsdichte

1 r—r

47 eq

(5.19)

E(r) = /d3r'p(’r") |

r—r3

d.h., nach dem allgemeinen Schema
q — /d37",0('r") o
Das analoge Schema fiir bewegte Ladungen lautet

g v — /d3r'p('r") v = /d3r’j'('r') e
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so dass sich die kontinuierliche Version der magnetischen Induktion aus (5.15) zu

r—r

(5.20)

B(r) =~ /d3r’j(r’) X

r—r

ergibt. Die Bemerkungen iiber glatte Ladungsverteilungen in 2.4.3 iibertragen sich
entsprechend auf den magnetischen Fall.

5.2.2 Einheiten

Die physikalische Einheit fiir die magnetische Induktion ist aus der Lorentz—Kraft
in (5.14) ablesbar:

Kraft N's
Magn. Indukti B = = N
agn. Induktion el. Ladung - Geschwindigkeit ~ Cm
— V_QS = TeSla = T7
m

worin wir die Definition des Volt (V) aus 1.2.4 benutzt haben. Damit sind in (5.2.2)
die Einheiten der Groflen B, q,v und r festgelegt, so dass die Konstante gy durch
eine Messung bestimmt werden kann. Deren Ergebnis lautet

V:.s
A-m’

fo=1,26...-107°

Offensichtlich héngt dieser Wert von der frither in 1.2.3 getroffenen Wahl fiir die
Einheit der elektrischen Ladung ab. Wir wollen jetzt untersuchen, welche Auswir-
kungen eine andere Wahl fiir die elektrische Ladung haben wiirde. Wir notieren g
statt ¢ fiir die andere Einheit. Die Coulomb—Wechselwirkung

P 1 , r—1

- 47regqq r—r?

wiirde dann etwa die Form
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1 __, r—7

F =
47E 74 r -3

erhalten, denn auch die Einheit von ¢y hingt von der Wahl der Einheit fiir die
Ladung ab. Da auf der linken Seite in jedem Fall eine Kraft steht, deren Einheit
unabhéngig von der Wahl der Einheit der Ladung ist, miissen die einheiten von ¢
und ¢, die folgende Relation erfiillen:

= > 62/\(], =4 —.

Da die elektrische Flussdichte j die Einheit Ladung/(Fliche-Zeit) hat, vgl. 5.1.1,
gilt auch

Ferner folgt aus der Lorentz—Kraft
F=gquvxB=gvxB

die Einheiten—Relation

1

B=-B=_B.
A

SEES

SchlieBlich erhilt die Darstellung der magnetischen Induktion in (5.20) in den
verdnderten Einheiten die Form

B(r)= o /d3r'3(r') x -7

4 r =7

Wenn wir hierin B und 7 gemif den obigen Umrechnungen durch B und j ersetzen
und das Ergebnis mit (5.20) vergleichen, erhalten wir die folgende Relation zwischen

o und po:
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_ 1 €0

€

Das Produkt der Konstanten ¢y und pg ist also von der Wahl der Einheiten un-
abhéngig. Mit der Wahl des Coulomb als Einheit fiir die elektrische Ladung lauteten
die beiden Konstanten

V-s
A-m’

€ = 8,859 10712 po =1,26-107°

V-m’

Hieraus erkennen wir zunéchst, dass das Produkt € uo die Einheit s?/m?, also die
einer inversen Geschwindigkeit hat. Wir berechnen deshalb 1/, /€y 1o in der Einheit
Geschwindigkeit und erhalten mit den obigen Angaben

—92,9939.10° =,
€0 Ho 5

also die Geschwindigkeit des Lichtes, vgl. 1.1. Warum hier die Geschwindigkeit des
Lichtes auftritt, werden wir spéter in der zeitabhédngigen (nicht-stationédren) Theorie
lernen.

5.3 Drahtférmige elektrische Leiter, Biot—
Savartsches Gesetz

In (5.20),

.
B(r)zi‘_;/d%'j(r')x i

r—r|3

ist angegeben, wie die magnetische Induktion B(r) fiir eine vorgegebene elektrische
Flussdichte j(7') zu berechnen ist. Der in der Magnetostatik iibliche Fall ist jedoch,
dass nicht eine Flussdichte j(r'), sondern elektrische Strome I’ in drahtformigen
Leitern ("Dréhten”) vorgegeben sind. Wir wollen deshalb (5.20) auf diese Situation
umschreiben.
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5.3.1 Biot—Savartsches Gesetz

Wir betrachten ein Volumen-Element dr’, das ein Stiick dr’ eines drahtférmigen
Leiters L' enthalte. dr’ ist ein Linien—Element ldngs des Leiters L'. Durch den Leiter
L’ soll der elektrische Strom I' = dq'/dt (Einheit: Ampere) flielen. Der Fluss der
Ladungstriager durch L' sei durch eine mittlere Geschwindigkeit v’ beschreibbar, fiir
die ' = dr'/dt gilt. Damit ist j(r') = p(r')v', worin p(r') die Ladungsdichte ist,
die die Ladungstrigern im Draht L' bilden. Folglich ist dq’ = p'(7') d®r" die elektri-
sche Ladung im Volumen—Element d3r’. Damit kénnen wir die folgende Umformung
durchfiihren:

! /
Ar' j(r') = &' p(r') v = dq Cfi—rt = Cfi—i dr’ = I'dr'.

Diese setzen wir in den obigen Ausdruck (5.20) fiir B(r) ein und erhalten

Ho r—r
B(r) = HII . dr' x e (5.21)

Das Integral langs L' ist jetzt als Linien—Integral zu interpretieren.

Beispiel: Unendlich langer, geradférmiger Draht

Wir wollen (5.21) fiir einen unendlich langen, geradlinigen Draht auswerten. Dieses
Problem hat zwei Symmetrien:

— Rotations—Symmetrie um den Draht als Achse,

— Translations—Symmetrie l&ngs des Drahtes

Wir wihlen den Ursprung O des Bezugssystems (z', 4/, 2’) auf dem Draht. Die Draht-
achse sei zugleich die z'-Achse. Wegen der Translations—Symmetrie konnen wir O
auf dem Draht so wihlen, dass der Ortsvektor » des ”Aufpunktes” A, fiir dessen
Position wir B(r) berechnen wollen, senkrecht auf dem Draht steht, vgl. Abbildung
5.2. Mit den Bezeichnungen in dieser Abbildung ist dann

dr' x (r —r') = |dr'| |r — | sinf e, = dz'r,
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]’/

Abbildung 5.2: Magnetische Induktion eines co-langen, geradlinigen Leiterdrahtes.

worin ey der Einheits—Vektor in Azimutal-Richtung ist, dz’ := |dr'| und |r| =r =
|r — 7’| sin @, vgl. Abbildung 5.2. Ferner ist

lr —7'| = \/7“2 +7'2= \/7“2 + 2’2,
Damit erhalten wir

+o0 ,
B(r) Ho g1, / dz’ (7"2 + z2)3/2 €s.

T 4r

Mit der Substitution
' =rsinh¢,  dZ =rcoshéde, 2+ 2% =12 cosh®¢

wird

/+oo dz (7“2 + z12)3/2 _1 /+Oo dg

2
tanh ¢]7° = =
S 12 ] cosh?*¢ nhélos

:r_z[ r2’
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so dass das Endergebnis

By =L, (5.22)

27

lautet. Man beachte, dass » nunmehr der senkrechte Abstand des Aufpunktes A vom
Draht bedeutet. Die Feldlinien von B(r) sind konzentrische Kreise um den Draht
(mit Ebenen senkrecht zum Draht). Das Feld B(r) fillt ~ 1/r mit dem Abstand r
vom Draht ab, so lange r klein im Vergleich zur Drahtausdehnung ist.

5.3.2 Kraft auf einen stromdurchflossenen Draht

Wir berechnen die Lorentz—Kraft auf einen stromdurchflossenen Leiter L, die von ei-
nem anderen stromdurchflossenen Leiter L' ausgeiibt wird. Wir betrachten ein Stiick
dr des Leiters L am Ort r, in dem sich die Ladung dgq mit einer Geschwindigkeit v
bewegt. Die Lorentz—Kraft auf dr lautet

d d
dF = dqv x B(r) = dqd—: x B(r) = d—Zd'r x B(r) =1dr x B(r).

Insgesamt erfiahrt der Leiter L also die Kraft

F:IAMwa) (5.23)

B(r) sollte von dem Strom I’ im Leiter L' erzeugt werden, so dass wir dafiir den
Ausdruck (5.21) einsetzen konnen:

Ho // / r—r
Frp=—I11I d d —_—. 5.24
R Alall P e lr — /| (5.24)

Mit der Regel a x (b x ¢) = b(ac) — c¢(ab) (vgl. Anhang D.1.2) wird

dr x (dr' x (r —r")) = (dr (r — ")) dr' — (drdr') (r —7'),
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eingesetzt in (5.24)

r—r
F,. = u'/ dr’ /d r.r
e 4T o ( r|r—r’3>

r—r

”“ v / (dr dr') (5.25)
L/

__rq3

In dem inneren Integral des ersten Beitrags machen wir die folgende Umformung:

ol
/dru:_/d 1 _ |
L |r—r L \|r—r7| |r — /|

weil der Leiter L nach Voraussetzung unendlich lang ausgedehnt sein sollte. Dasselbe
Ergebnis erhalten wir {ibrigens auch mit der Vorstellung, dass der Leiter L eine
geschlossene Schleife mit co—grofiem Radius ist. Wir haben in der obigen Umformung
auflerdem benutzt, dass

L-Ende

L-Anfang

0 I
or|r—r|  |r—r/3

vgl. 1.3.1. Das Endergebnis lautet also

r—r

FLL,:——II’/ / (dr dr') (5.26)

|r—r’|3'

Diese Kraft Fr; kann Anziehung oder Abstofiung der beiden Leiter L und L' be-
wirken:

Parallele Strome: IT'"drdr' > 0: Anziehung,

Antiparallele Strome: II'drdr’ < 0: Abstoflung. (5.27)

Schlieflich bemerken wir, dass F'rr antisymmetrisch gegen eine Vertauschung L <
L' ist. Wir miissen dazu », dr, I mit r', dr’, I' vertauschen, woraus Fr.; = —F
folgt. Die Wechselwirkungskraft F'pr, erfiillt also das dritte Newtonsche Prinzip
actio=reactio.



Kapitel 6

Magnetostatische Feldgleichungen

Das Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung von magnetostatischen Feldgleichungen
fiir die magnetische Induktion B(r). Wir suchen also das magnetische Analogon zu
den elektrostatischen Feldgleichungen

LB =0. L B()-= = otr)

vgl. 2.4.2. Auch im magnetischen Fall werden wir die Rotation und die Divergenz
von B(r) bestimmen und dabei eine gewisse "spiegelbildliche Symmetrie” zum elek-
trischen Fall finden.

6.1 Das Vektor—Potential und die Divergenz der
magnetischen Induktion

6.1.1 Das Vektor—Potential

Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Darstellung der magnetischen In-
duktion B(r) fiir eine vorgegebene elektrische Flussdichte j(7),

B(r)= 1 [ @ j) « =

4 r— 73

121
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vgl. 5.2.1. In dieser Darstellung verwenden wir — zum wiederholten Mal —

r—r 0 1

=P or|r—r|

so dass B(r) auch in der Form

B(r) =~ [ @ jr') x (a L) (6.1)

or |r—r'|

geschrieben werden kann. Die Kombination innerhalb des Integrals formen wir mit
Hilfe des Levi-Civita—Tensors wie folgt um:

{j(r'>x<a ;)} e e L e g i)

a_r\r—r’\ Tr — | 7\r—r’|_
0 ) (7
_ o a1
or |r—r']),

Hierin haben wir benutzt, dass j(r') nicht von = abhingt, also 0, js(r') = 0, und

dass €,3, = —€4y3. Damit erhalten wir fiir die magnetische Induktion
Ko 3 1 0 j(rl) 0 2] / 3 1 j(’l"’)
() A7 "or ” lr—r/|  Or “ i g r— 7|
0
=— x A 6.2
= X Alr), (62)
Ko 3./ j(r’)
A(r) = o / d . 6.3
(r) 47 ’ r — /| (63)

Die darin ausgefiihrte Vertauschung von Integration und Rotation,

/d%'; X :83 X /d3r'...
r r

ist erlaubt, weil die Integration iiber ' geht und auch das Integrationsgebiet, namlich
der gesamte Raum, in dem j(r') # 0, von r unabhéngig ist.

A(r heifit das Vektor—Potential. Wir werden lernen, dass es eine dhnliche Bedeutung
wie das skalare Potential ®(r) des elektrischen Feldes besitzt.



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 123

6.1.2 Die Divergenz der magnetischen Induktion

Wir berechnen die Divergenz der magnetischen Induktion, indem wir deren Dar-
stellung durch das Vektor-Potential benutzen und wiederum den Formalismus des
Levi-Civita-Tensors verwenden:

0
B(’P) = a—r X A(’P) . Ba = €afy ag A’Y’
%B(T‘) = aa Ba = €afy aa ag A'y = 0, (64)

weil die Kombination des Levi—Civita—Tensors mit einem symmetrischen Ausdruck
verschwindet: €,4, 0, 93 = 0, vgl. 1.3.3. Wir haben also gezeigt, dass die magnetische
Induktion B(r keine Quellen besitzt.

Wir konnen jetzt auch schon die erste Analogie zwischen den elektrostatischen und
magnetostatischen Feldgleichungen formulieren:

E(r)) = ~ 5 d(r): >~ % x E(r)) = 0,
5 5 (6.5)
B(r)) = o A(r): = a—rB(r)) = 0.

Die Ausdrucksweise spiegelbildliche Symmetrie soll zum Ausdruck bringen, dass in
dieser Analogie zwischen Elektrostatik und Magnetostatik Rotation und Divergenz
ihre Rollen tauschen. Damit muss aber auch das "magnetische Potential” ein Vektor—
Potential werden. Wir werden im néchsten Abschnitt lernen, dass die spiegelbildliche
Symmetrie auch fiir die Rotation der magnetischen Induktion zutrifft.

6.1.3 Vektor—Potential fiir quellenfreie Felder

Bereits in der klassischen Mechanik wird gezeigt, dass die beiden folgenden Aussagen
richtig sind:

— Wenn ein Feld als Gradient eines skalaren Potentials darstellbar ist, dann
verschwinden seine Wirbel (seine Rotation).
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— Wenn die Wirbel (die Rotation) eines Feldes verschwinden (verschwindet),
dann ist dieses Feld als Gradient eines skalaren Potentials darstellbar.

(Hier ist vorauszusetzen, dass die Wirbel in einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet des Raumes verschwinden.) Die Wirbelfreiheit eines Feldes und seine Dar-
stellbarkeit als Gradient einer skalaren Funktion sind also dquivalent:

9 B =0 —  Br)- _a% o (r). (6.6)

Diese Aquivalenz haben wir auch im Kapitel 1 dieses Textes noch einmal gezeigt.

Wir zeigen jetzt, dass die analoge Aussage auch fiir Quellen und Vektor—Potential
gilt:

— Wenn ein Feld als Rotation eines Vektor—Potentials darstellbar ist, dann ver-
schwinden (verschwindet) seine Quellen (seine Divergenz).

— Wenn die Quellen (die Divergenz) eines Feldes verschwinden (verschwindet),
dann ist dieses Feld als Rotation eines Vektor—Potentials darstellbar.

Die erste Aussage haben wir soeben, ndmlich in (6.4) gezeigt. Um auch die zweite
Aussage nachzuweisen, setzen wir voraus, dass B(r) ein quellenfreies Feld sei, d.h.,
seine Divergenz verschwindet. Wir zeigen, dass unter dieser Bedingung das folgende
Feld A(r) ein Vektor—Potential zu B(r) ist:

xs3 xr2
A1($1,$2,$3) = / d§332($1,$2753)_/ df2B3($1a§2,$30)a
30 20

xr3
A2($1,$2,$3) = —/ d§3B1($1axzaf3)a
30

A3($1, Ta, x3) = 0.

Hierin sollen die &, &5 kartesische Integrations—Variablen und x5y und 3y beliebige,
konstante Anfangswerte der Integration sein. Die Ableitungen der Komponenten
von A(r) lauten, soweit sie nicht verschwinden:
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0 Ay = xj:d@ang(xl,xg,gg)—Bg(xl,xg,xgo),
03 Ay = Bs(xy1,19,13),

oAy = — xj:d§38131(x1,x2,§3),

03 Ay = —Bi(xy1, 29, 73).

Damit bilden wir komponentenweise die Rotation des Feldes A(r):

Oy Ag — 03 Ay = Bl($1,$2,$3),
03 Ay — W As = Bz($1,$27$3)7

O Ay — 0 Ay = —/ dés (51 B1($1,$2a§3) + 0y B2($1,$2753)) +B3(x1,332,$30)

3
= / d€s 03 B3(x1, 22, &) + Bs(21, 22, 230)
30

§3=x3

= [B3($1,$2a§3)]§3:x30 + Bs(w1, 72, 730) = B3 (w1, 72, 73),

womit der Nachweis erbracht ist. Das hier angegebene Vektor-Potential A(7) ist eine
spezielle Wahl. Wir werden spéter sehen, dass man A(r) auf sehr viefiltige Weise
in Aquivalente Vektor—Potentiale, d.h., in solche, die dieselbe Rotation besitzen,
"umeichen kann”.

Wir fassen das Ergebnis nochmals zusammen: Die Quellenfreiheit eines Feldes und
seine Darstellbarkeit als Rotation eines Vektor—Potentials sind dquivalent

%B(T‘) =0 — B(r) = 9 x A(r). (6.7)

6.2 Die Wirbel der magnetischen Induktion

6.2.1 Die Feldgleichung

Wir folgen der bisher festgestellten Analogie mit den elektrostatischen Feldgleichun-
gen. Dort wurden Aussagen iiber die Wirbel und die Quellen des elektrischen Feldes
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gemacht. In 6.1.2 haben wir bereits eine Aussage iiber die Wirbel der magnetischen
Induktion gemacht, ndmlich, dass diese verschwinden. Wir werden jetzt also die
Wirbel der magnetischen Induktion untersuchen. Indem wir die magnetische Induk-
tion durch das Vektor—Potential darstellen und einen im Anhang D.1.2 bewiesenen
Hilfssatz verwenden, erhalten wir

9,

I B =L x (% < A(r )) - % (% A(r)> —AA(r), (6.8)

Der erste Term auf der rechten Seite ist der Gradient eines Skalars, ndmlich der
Divergenz von A(r), der zweite Term bedeutet die Anwendung des skalaren Laplace—
Operators A auf das Vektorfeld A(r). Wir miissen diese beiden Terme getrennt
auswerten, wobei wir die Darstellung (6.3),

Ar) =22 [ dy ir)

47 |r — /|

verwenden.

(1) % (% A(r)):

2A(r) = 0 Ho /d3r’7j(r’) —ﬂ/d%/g J(r')

or or 4w \r—r’\_élﬂ' or \r—r’|:
NO /d3 / /d3 / 1
87’ r— 87” |r— |
Hier haben wir benutzt, dass j(') nicht von r abhéngt, also dj(r')/0r = 0,
sowie
0 10 1
or|r—r'|  Or' |r—r|

Zur weiteren Umformung verwenden wir die Produkt—Regel

ij(j(r')>:j(,n/)i N S TS

or'’ \|r —r'| or' lr—7r'| |r—7'| Or
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vgl. 3.1.2, so dass

9 Ho 3./ d j(rl) Ho 3,/ 1 J . !
— A(r) = —"— — — — :
or (r) 47 /drﬁr”<’r—r’| +47r /dr v — 7| 8r"7(r)

Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet fiir stationére Flussdichten,
dj(r")/or' = 0, vgl. 5.1.2, wie wir sie hier vorausgesetzt haben. Im ersten Term
auf der rechten Seite formen wir mit dem Gaufischen Integralsatz um:

Mo o5, O G(F) ) _ ) g _
4 /dr or'”’ (r—r’|> _%oodf lr — /| =0

denn die Flachen—Integration erstreckt sich iiber eine Randfldche, die alle
Flussdichten j(7') in ihrem Inneren enthélt, auf der also j(r') = 0. Diese
Randfldche kann moglicherweise die co—weit entfernte Randflache sein, fiir die
1/|r —r'| = 0. In jedem Fall ist also

0
o A(r)=0. (6.9)

Es sei nochmals betont, dass dieses Resultat die obige Darstellung (6.3) fiir
das Vektor—Potential A(r) voraussetzt.

A A(r).

Da die Integrationsvariable ' von den Ableitungen nach r im Laplace-
Operator A nicht betroffen ist, wird

Ho 3.0 ) 1
AAr) =1 /d A .
(r) = 2 [ @i A
Nun ist, wie in 2.2.2 gezeigt,
1
p— =—4d7nd(r—1r),

also

AA(r) =~y j(r).
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Damit konnen wir das Ergebnis der Rechnung in (6.8) formulieren:

oo X B(r) = pog(r). (6.10)

Dieses ist die gesucht zweite Feldgleichung fiir die Wirbel der magnetischen Induk-
tion. Damit lauten die Feldgleichungen fiir die magnetische Induktion insgesamt

9 B(r) = o j(r), %B(r) —0. (6.11)

Um die "spiegelbildliche” Symmetrie zwischen den elektrostatischen und den ma-
gnetostatischen Feldgleichungen deutlich zu machen, stellen wir die beiden Paare
von Feldgleichungen einander gegeniiber:

5% x E(r) = 0, %E(” B %p(r)’ (6.12)
% x B(r) = pmj(r), %B(r) -

6.2.2 Magnetische Feldlinien

Wir greifen zuriick auf die Diskussion der elektrischen Feldlinien in 2.4.4. Wir hatten
dort begriindet, dass die elektrischen Feldlinien an den Quellen des elektrischen
Feldes, den elektrischen Ladungen, beginnen und enden und dass es keine in sich
geschlossenen elektrischen Feldlinien gibt, weil die Wirbel des elektrischen Feldes in
der statischen Theorie verschwinden.

Im magnetischen Fall liegen die Verhiltnisse genau umgekehrt. Die magnetische
Feldgleichungen (6.12) besagen, dass es keine Quellen des magnetischen Feldes, also
keine "magnetischen Ladungen” gibt. Daran wird sich auch in der zeitabhingigen
Theorie nichts dndern. (Diese Aussage ist zunéchst einmal auf die klassische Elek-
trodynamik begrenzt; es ist eine offene Frage, ob in der Quantenfeld-Theorie der
Elementarteilchen nicht vielleicht doch "magnetische Ladungen”, sogenannte ma-
gnetische Monopole auftreten kénnen.) Fiir die magnetischen Feldlinien bedeutet
das, dass diese keinen Anfang und kein Ende haben konnen, also stets in sich ge-
schlossen sein miissen.
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Wir hatten in 2.4.4 auch bereits begriindet, dass in sich geschlossene Feldlinien nur
dann auftreten konnen, wenn das betreffende Feld nicht—verschwindende Wirbel
besitzt und ein endlicher Fluss dieser Wirbel durch die in sich geschlossenen Feldli-
nien hindurchtritt. Es sei L eine in sich geschlossene Feldlinie und F' ein beliebiges
Fléachenstiick, das von L berandet wird. Wir bilden das Linien—Integral iiber die ma-
gnetische Induktion B(r) lings L und erhalten mit dem Stokesschen Integralsatz:

fdrB /df—xB r). (6.13)

Wir setzen links die Bahngleichung fiir die Feldlinie L ein,

% :B(T)a

vgl. 2.4.4, und rechts die Feldgleichung (6.12) fiir 9/0r x B(r):

%dr——,uo /Fdfj('r). (6.14)

Auf der linken Seite wéhlen wir die Bogenldnge als Parameter s fiir die Darstellung
der Feldlinie, so dass (dr)? = (ds)?. Auf der rechten Seite liefert das Flichen-Integral
den Strom I durch F' bzw. durch die Feldlinie L:

f ds = o 1. (6.15)
L

Elektrische Strome I sind also von geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben.

Die obige Uberlegung ist unabhéngig von der Wahl des Flichenstiicks F', das von der
betrachteten Feldlinie berandet werden soll. Die Fldchen-Integrale iiber verschiedene
Flachenstiicke F' mit demselben Rand L unterscheiden sich offenbar um Flichen—
Integrale {iber geschlossene Fliachen 0V, die ein Volumen V beranden. Es ist aber
mit dem Gaufischen Integralsatz

) dfjlr /d3 () =0

im stationdren Fall.
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Abbildung 6.1: Magnetische Induktion in einer langen Spule.

6.2.3 Anwendung: Lange Spule

Als Anwendung der Feldgleichung fiir die Wirbel der magnetische Induktion be-
stimmen wir deren Feld in einer Spule, die n Windungen auf einer Lénge ¢ besitzt.
Wenn die Lidnge ¢ hinreichend grofl im Vergleich mit dem Radius der Spule ist,
konnen wir annehmen, dass das Feld B nur im Inneren der Spule vorhanden ist.
Aus Symmetrie-Griinden kann B nur die Richtung der Spulenachse haben. Es sei
F eine Flédche, die die eine Seite der Windungen der Spule senkrecht schneidet. Die
Abbildung 6.1 zeigt einen Schnitt durch die Spule in der Flache F. Wir integrieren
die Feldgleichung fiir die Wirbel von B iiber diese Fliche:

/Fdfa% « B(r = o /Fdfj(r). (6.16)

Auf der linken Seite verwenden wir den Stokesschen Integralsatz und machen Ge-
brauch von der ndherungsweisen Annahme, dass das Feld B nur im Inneren der
Spule auftritt:

/df—xBr—faFB(r)uB,

worin B die Komponente von B in der Richtung der Spulenachse ist. Das Integral
auf der rechten Seite von (6.16) liefert das n—fache des Stromes I, der durch den
Spulendraht fliet. Durch Einsetzen in (6.16) finden wir also
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nl

6.3 Eichung des Vektor—Potentials

Wenn A(r) ein Vektor—Potential zu B(r) ist,

B(r) = — x Alr),
dann ist auch
, 0
A(r)=A(r) + a—rF(r) (6.18)

ein Vektor-Potential zu B(r), worin F(r) eine beliebige (differenzierbare) skalare
Funktion ist. Der Nachweis fiir diese Behauptung:

o 0 o (0
EXA(T):EXA(T)—F%X(%F(T)>:§XA(TL

weil die Rotation eines Gradienten verschwindet. Man nennt den Ubergang von ei-
nem Vektor-Potential A(r) zu einem Vektor-Potential A'(r) gemif (6.6) eine Um-
eichung des Vektor—Potentials und die freie Wahl der Funktion F'(r) die Eichfreiheit
des Vektor-Potentials.

Man kann die Eichfreiheit verwenden, um die Divergenz des Vektor-Potentials fest-
zulegen. Es sei A(r) irgendein Vektor-Potential mit bekannter Divergenz 0 A(r)/0r
und A'(r) das gesuchte Vektor-Potential, dessen Divergenz 0A'(r)/0r vorgegeben
sei. Da beide Vektor—Potentiale dieselbe magnetische Induktion B(r) liefern sollen,
muss sein

0 , , 0
oo X (Ar) —Ar) =0 = Alr)-Ar) = F(r).

was der Aussage in (6.18) entspricht. Wir formulieren die Divergenz und finden
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0 0 J 0

Nun ist
0 0
EgF(”') = AF(r),
so dass
a 0
AF(r) = = Al(r) — 8_r A(r). (6.19)

Da die rechte Seite durch Vorgabe bzw. Vorkenntnis bekannt ist, stellt diese Glei-
chung die Bestimmungs—Gleichung fiir dasjenige F'(r) dar, mit dem sich das Vektor—
Potential A(r) geméB (6.18) in A'(r) mit vorgegebener Divergenz umeichen lésst.
Es ist formal dieselbe Gleichung wie die Poisson—Gleichung der Elektrostatik, vgl.
2.4.2.

Die Darstellung von A(r) in (6.3),

Ar) =22 [y J(r)

C4r lr— 7|’

hat, wie wir in 6.9 gezeigt haben verschwindende Divergenz:

9 Ay Do /d%' iy, (6.20)

or T Or4r -

Man nennt eine Eichung mit verschwindender Divergenz auch Coulomb—FEichung.

Wie wir in (6.8) gezeigt haben, gilt allgemein

0 0 2
or

A@«)) — A A(r), (6.21)
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so dass die Feldgleichung fiir die Wirbel von B(r), ausgedriickt in A(r) allgemein

o (5 A0)) - 3.40) = mitr (6.22)

lautet. Speziell fiir die Coulomb—-Eichung ist also

AA(r)=—pog(r). (6.23)
Dieses ist das magnetostatische Analogon zur elektrostatischen Poisson-Gleichung

Ad(r) = 1 p(r). (6.24)

€o

Damit haben wir zumindest grundsétzlich die Méglichkeit, Probleme der Magneto-
statik mit &hnlichen Techniken anzugehen, wie wir sie im Kapitel 4 fiir die Elek-
trostatik entwickelt haben. Allerdings haben die magnetostatischen Probleme wegen
anderer Vorgaben fiir die Flussdichte j(r) und anderer Typen von Randbedingungen
oft eine andere Struktur als elektrostatische Probleme.

In der statischen Theorie erscheint es zunéchst so, als sei nur das Vektor—Potential
von der Eichfreiheit betroffen, nicht jedoch das skalare elektrische Potential.
In der nicht—stationdren Theorie werden wir lernen, dass die allgemeine Eich—
Transformation immer zugleich das Vektor-Potential und das skalare Potential be-
trifft.

6.4 Zerlegungssatz

Die Zusammenstellung der Feldgleichungen fiir das elektrische Feld E(r) und die
magnetische Induktion B(r) in (6.12) ldsst vermuten, dass ein Feld durch seine
Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt ist. Fiir das elektrische Feld E(r) werden die
Quellen vorgegeben, wiahrend die Wirbel verschwinden sollen, fiir die magnetische
Induktion B(r) werden umgekehrt die Wirbel vorgegeben, wihrend die Quellen
verschwinden sollen. Wir stellen darum jetzt die allgemeine Frage, ob ein Feld f(r)
durch Vorgabe seiner Quellen und Wirbel,
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L) =alr). < Fr) =l (6.25)

eindeutig bestimmbar ist. Wir versuchen, die gestellte Frage zu beantworten, indem
wir das Feld f(r) zerlegen,

f(r)=-e(r)+b(r), (6.26)

und zwar in der Weise, dass e(r) die fiir f(r) vorgegebenen Quellen ¢(r) besitzt,
aber wirbelfrei ist, und b(r) die fiir f(r) vorgegebenen Wirbel w(r) besitzt, aber
quellenfrei ist. e(r) und b(r) erfiillen also jeweils denselben Typ von Feldgleichungen
wie das elektrische Feld E(r) bzw. die magnetische Induktion B(r):

P 0

o < €lr) =0 oy (1) = alr),

) ) (6.27)
o X b(r) = w(r), gb(r) = 0.

Wir konnen jetzt auf die Aussagen in 4.3 fiir das elektrische Feld und in 6.3 fiir die
magnetische Induktion zuriickgreifen, dass diese ndmlich nach Setzung von geeigne-
ten Randbedingungen durch ihre Feldgleichungen jeweils eindeutig bestimmt sind.
Dann trifft dieselbe Aussage auch auf e(r) und b(r) zu. Auch die Zerlegung von f(r)
in (6.26) ist eindeutig. Es sei f(r) = €'(r) + b'(r) eine Zerlegung in zwei andere
Felder €' (r) und b'(r) mit denselben Eigenschaften und Randbedingungen wie e(r)
und b(r). Fiir die Differenz d(r) := €'(r) — e(r) erhalten wir die Feldgleichungen

9 x d(r) =0, 5% d(r) = 0. (6.28)

Wegen der Wirbelfreiheit ist d(r) durch ein Potential darstellbar:

0
d(r)=—— .
() = - 6(r)
Einsetzen in die Quellengleichung liefert

A ¢(r) =0. (6.29)
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Es sind entweder Dirichletsche Randbedingungen, namlich ¢(r) = 0 auf der vorge-
gebenen Randfliche, oder Neumannsche Randbedingungen, ndmlich d¢(r)/on = 0
auf der vorgegebenen Randflache, (oder gemischte Randbedingungen) zu fordern.
Wie wir in 4.3.3 gezeigt haben, folgt daraus ¢(r) =const bzw. d(r) = 0. Denselben
Schluss konnen wir fiir b(r) statt e(r), ziehen, vgl auch 6.3. Damit ist die obi-
ge Vermutung, dass ein Feld durch Vorgabe seiner Quellen und Wirbel (sowie der
Randbedingungen) eindeutig bestimmt ist, bestétigt.

6.5 Magnetische Multipol-Entwicklung

Wir wollen im weiteren Verlauf dieses Kapitels die magnetischen Analogien zu den
Themen formulieren, die wir im Kapitel 3 fiir das elektrische Feld erarbeitet ha-
ben. Wenn wir wie im Kapitel 3 vorgehen wollten, miissten wir uns zunéchst mit
der magnetischen Feldenergie und ihrer Dichte befassen. Es wird sich spéter zeigen,
dass das im Rahmen einer statischen magnetischen Feldtheorie nicht moglich ist.
Der Grund dafiir ist, dass das Feld B(r) der magnetischen Induktion geméif seiner
Feldgleichungen durch elektrische Strome aufgebaut wird, die einen zeitlichen An-
fang gehabt haben miissen. Das elektrische Feld E(r) kann man sich dagegen durch
eine beliebig langsame Trennung von Ladungen aufgebaut denken.

Wir wenden uns deshalb hier sogleich der magnetischen Multipol-Entwicklung und
spater den Flussdichten in dufleren Feldern zu.

6.5.1 Die Entwicklung, Monopol-Term

Ausgangspunkt ist analog dem elektrischen Fall das Vektor-Potential in der Eichung

A(r) = 10 / gy 30 (6.30)

CAr lr—r'|

Wir nehmen wieder an, dass j(r') # 0 nur in einem begrenzten Bereich |7'| < R und
dass wir A(r) in hinreichend grofier Entfernung |r| > R davon auswerten wollen.
Wir entwickeln deshalb auch hier 1/|r — 7’| nach ' und kénnen diese Entwicklung
aus 3.2.1 iibernehmen:

1 1 z,7 1 rr

_ a _ =
lr—7r| e

(6.31)
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Im Gegensatz zum elektrischen Fall entwickeln wir hier nur bis zur ersten Ordnung,
konnen deshalb also auch nur Dipol-Beitrige erwarten. Magnetische Quadrupol—
Terme lassen sich nach demselben Muster wie im elektrischen Fall formulieren, kom-
men jedoch in Anwendungen recht selten vor.

Einsetzen von (6.31) in (6.30) fithrt zu einer Entwicklung

Ar) = A9+ AY(r) + ..., (6.32)
AO(p) = i‘;i [ () (6.33)
ANy = f—;% [ ) ). (6.34)

Der Term A(O)('r) entspricht dem elektrischen Monopol-Term

1 1
0 g [

Da es jedoch wegen 0B /0r = 0 keine magnetischen Quellen bzw. Ladungen gibt,
erwarten wir, dass dieser Term verschwindet. Wir zeigen das mit der folgenden
Rechnung:

/d37“'ja( /d37“ dap Jo (T /d3 (O al) Gslr') =
__/d 2, 3y ja(r). (6.35)

In dieser Umformung haben wir partiell integriert, ausfiihrlich

[ (@ ab) slr') = ¢ dfyat ia(r) = [ d'al, 0 ja(r).

Das Flichen-Integral verschwindet, wenn die Randfliche F’ die Flussdichte jg(r')
enthilt, also jz(r') = 0 auf F'.

In (6.35) ist

ros A J . A
0 js(r') = 253 (r') = 0

fiir stationére Flussdichten j(r'). Dieser Schluss ist also in der nicht—stationéren,
zeitabhédngigen Theorie nicht mehr moglich. Dort werden monopol-artige Terme
auftreten, die von nicht—stationédren Flussdichten herriihren.
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6.5.2 Magnetischer Dipol

Wir werden zeigen, dass sich der Term 1. Ordnung in (6.32) als magnetischer Dipol-
Term in der Form

1
AN (r) = Ko mx T, /d3r r' x j(r (6.36)

schreiben lasst. Der Vektor m heifit der magnetische Dipol der Flussdichte j(r').
Der obige magnetische Dipol-Term ist analog zum elektrischen Dipol-Term

1 1
oW (r) = —pr, p= /d3r' r'

aus 3.2.1.
Wir fithren den Nachweis von (6.36) "riickwérts”, indem wir zeigen, dass diese For-

mulierung mit dem Term 1. Ordnung in (6.34) {ibereinstimmt. Unter Verwendung
der Definition fiir m in (6.36) berechnen wir

1 .
(mx7), = €apymgy = 2 /dgrl €apy €6y Ty Ty Ju (1) =
1
=3 /dST’ (Gaw 054 — Gap O4) x:l Ly Ju(r') =

1 4 1 ,
=3 /d3r' Ty 2, o (1) — 3 /d3r’ Ty, Ty gy (7). (6.37)
Hier haben wir benutzt, dass

€aBy €8y = —€Bay Efur = _5au 571/ + Oav 57;“

vgl. Anhang D.1.1. Der erste Term in der letzten Zeile von (6.37) hat bereits die
gewiinschte Form in (6.34), allerdings mit dem Faktor 1/2. Es bleibt zu zeigen,
dass der auch der zweite Term in der letzten Zeile von (6.37) diese Form (mit dem

entgegengesetzten Vorzeichen) hat. Wir fithren eine dhnliche Umformung wie in
(6.35) durch:
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/d3r'x' Ty gy (r') =
- /d3r'x O3y 75 J (1) =
S /d3 (04aly) @y (r') =
= /d3r xg w0, (7, 3, (r")) =
=3 /d3r’ 25l (Gay 3y (1) + 24, & o (r')) =
- ; /d% 52y jo(T), (6.38)

womit der erwiinschte Nachweis erbracht ist. Darin haben wir nochmals die Bedin-
gung . j,(r') = 0 der Stationaritit der Flussdichte verwendet. Wir berechnen die

magnetische Induktion B (r) des Dipol-Terms:

0 1
B Y <_ )
() 47 Or P
m _ Mo 1 _
B = s 03 <5ww 5 M xl,> =

_ to 9 1 _
—47r€vaﬁ6wvmu 5\ s Ty | =

1 T3 T 050
= ﬁ (5au (Sﬁy - (5o¢y 5ﬁﬂ) my, <—3 Bu + i) =

7o 73
= K0 % [ (=303 4+ 77 055) — my (~Bams+ 17 duy)] =
_ ko 1
= a5 [Bmﬂxﬂxa —r ma} ,
BY(r) = 5—;%5 [3 (mr) r—r? m] (6.39)

in Analogie zum elektrischen Feld eines elektrischen Dipols

1 1

= [3r)r—r"p|.

E(l)(r) = pp—

vel. 3.2.1.
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dr
df NN

Abbildung 6.2: Ebene Leiterschleife

6.5.3 Beispiel: Ebene Leiterschleife

Als Beispiel fiir einen magnetischen Dipol betrachten wir einen ebenen, in sich ge-
schlossenen Leiterdraht (”Schleife”) L, der von einem elektrischen Strom I durch-
flossen werde. Wir berechnen das magnetische Dipolmoment geméaf (6.36):

1
m=; /d37"’r' x g(r).

Wie wir in 5.3.1 gezeigt haben, ist bei einem drahtformigen Leiter d®r j(r) = I dr,
so dass hier

I
m=g %L'r' X dr. (6.40)
Nun ist

1
irxdr:df
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gerade das Flichen—Element eines Segments der Schleife, das in der Abbildung 6.2
fiir die gezeigte Stromrichtung entgegen dem Uhrzeigersinn senkrecht zur Schleifen—
Ebene nach ”oben”, d.h., der Blickrichtung entgegen zeigt (”Rechte-Hand-Regel”
fiir das Kreuzprodukt.) Also ist

m=1F, (6.41)

worin F' wiederum senkrecht zur Schleifen-Ebene nach "oben” zeigt und
|F'| =Fliacheninhalt der Schleife.

6.5.4 Bewegte Ladungen

Ein weiteres und oft auftretendes Beispiel fiir magnetische Momente sind bewegte
Ladungen, z.B. rotierende Ladungen. Die Bewegung von Ladungen stellen wir uns
wieder als die Bewegung von Ladungstragern vor. Diese seien beschrieben durch eine
stationédre Ladungs— und Flussdichte p(r) bzw. j(r). Die Flussdichte j(r) lasst sich
durch das Geschwindigkeitsfeld v(r) der Ladungen ausdriicken,

weil die Flussdichte hier rein konvektiv ist, vgl. 5.1.3. Die Berechnung des magneti-
schen Moments ergibt jetzt

/d?’““ x j(r) = % /d37“p(r)r x v(r) =

- % /d3r % rx p(r). (6.42)

| —

Hier haben wir neben der Ladungsdichte p(r) auch die Massendichte p(r) der La-
dungstriager eingefiihrt, die durch

p(r) = lim May
av=o AV

(6.43)
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mit May = Masse im Volument—Element AV definiert ist. Aulerdem ist p(r) =
p(r)v(r) die Impulsdichte der Ladungstriger. Wenn nun das Verhéltnis von
Ladungs- und Massendichte rdumlich konstant ist, weil z.B. nur eine Art von La-
dungstrigern mit einem typischen Verhéltnis

p(r)

4q
o = m (6.44)

von Ladung pro Masse in dem betrachteten System vorhanden ist, dann erhalten
wir aus (6.42) fiir das magnetische Moment

m=-L L, L= /d3rr x p(r). (6.45)

2m

L ist offensichtlich der Gesamt-Drehimpuls des Systems von Ladungstragern.

Dieses Ergebnis ist anwendbar auf einen rotierenden Koérper, der elektrisch geladen
ist und eine typische Ladung ¢/m pro Masse trigt. Wir vergleichen es mit der
Aussage der Quantentheorie iiber das magnetische Moment eines Elektrons. Der Spin
des Elektrons entspricht klassisch der Rotation eines Teilchens um eine Achse durch
seinen Schwerpunkt. Der Drehimpuls S des Elektrons ist quantisiert: eine beliebige
Komponente von S, z.B. S3, kann die Werte S3 = +//2 annehmen, worin i =
h/(27), h = Plancksches Wirkungsquantum. Wenn die oben hergeleitete Formel
(6.45) fiir das magnetische Moment auf das Elektron anwendbar wére, miisste dieses
ein magnetisches Moment ms = +e i /(4 m.) besitzen, worin e die Elementarladung
und m, die Masse des Elektrons sind. Tatséchlich jedoch lautet das magnetische
Moment des Elektrons

eh
4m,’

ms = +g g~ 2, (6.46)

ist also etwa doppelt so grof wie der klassische Wert aus (6.45). Daraus ist zu schlie-
fen, dass die Interpretation des Elektrons (und ebenso anderer Elementarteilchen)
als homogen geladene starre Korper quantentheoretisch nicht korrekt ist. "Homo-
gene Ladung” pro Masse schliefit ja die Vorstellung ein, dass sich der Korper aus
Massenelementen zusammensetzt, die simtlich dieselbe Ladung pro Masse tragen.
Das Elektron ist aber gerade ein elementares Teilchen, das eine solche Zerlegung in
kleinere Massenelemente nicht mehr zulésst.
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Neben dem Drehimpuls des Spins kénnen Teilchen auch noch einen Bahn-

Drehimpuls besitzen. Diese sind so quantisiert, dass eine beliebige Komponente,
z.B. L3, die Werte

Ly=mh, m=0,+1,42, ... (6.47)

annehmen kann. Hier liefert die klassische Formel (6.45) fiir das magnetische Bahn-
moment

eh
ms =
2m,

m, (6.48)

was in der Quantentheorie bestitigt wird. Allerdings ist die Bewegung eines einzel-
nen Ladungstriagers nicht stationér, so dass (6.45) hier gar nicht anwendbar wire.

6.6 Stromverteilungen in dufleren Feldern

Dieser Abschnitt ist das magnetische Analogon zum Abschnitt 3.3 im elektrischen
Fall: wir betrachten eine Stromverteilung, charakterisert durch ihre Flussdichte j(7)
in einem &ufleren Feld B(r) der magnetischen Induktion, die nicht durch das be-
trachtete j(r), sondern von anderen, hinreichend weit entfernten Flussdichten er-
zeugt wird. Die betrachtete Flussdichte j(7’) sei lokalisiert in der Umgebung des
”Strom—Schwerpunktes” r, d.h., j(r') # 0 in einem Bereich |7 — r| < R und

% x B(r') =0  im Bereich  j(v') #0. (6.49)

Nach wie vor soll j(7’) stationér sein, also

% (') = 0. (6.50)

Im Abschnitt 3.3 hatten wir zunéchst die Energie einer Ladungsverteilung in einem
aufleren Feld bestimmt. Die magnetische Analogie dazu konnen wir hier noch nicht
formulieren, weil die magnetische Feldenergie, wie wir bereits friiher bemerkt hat-
ten, erst im Rahmen der vollstindigen zeitabhingigen Theorie formulierbar ist. Wir
beginnen deshalb mit der Berechnung der Kraft auf eine Stromverteilung in einem
dufleren Feld.
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6.6.1 Krifte

Auf das Stromelement in d®r’ wirkt die Lorentz—Kraft

dF = d*"j(r'") x B(r"), (6.51)
auf die gesamte Stromverteilung j(r') also die Resultierende

F— /d3r’j(r’) « B(r'), (6.52)
bzw. in Komponenten

Fy = eopn /d?’r'jg(r') B, (). (6.53)

Wie im elektrischen Fall nehmen wir an, dass wir das Feld B(r') um den ”Strom-
Schwerpunkt” 7 in eine Taylorreihe entwickeln konnen:

B,(r") = By(r) + (v, = w,) 0, By(r) + ..., (6.54)

eingesetzt in (6.53)

+eapy O By (1) / B (2, = 2,) ja(r') + .. (6.55)
Nun hatten wir bereits in 6.5.1 gezeigt, dass

/d3r'jg(r') — 0, (6.56)

wenn jg(r'), wie vorausgesetzt, stationér ist. Wir schreiben das Ergebnis von (6.55)
in der Form
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F = EaﬁyMuga B ( ) cey (657)
/d3 (2], = my) ga(r') =
= /d3r ), Ja(r') — 1z, /d3r'jﬂ(r') =
:(/}fr’ijﬁOJ% (6.58)

worin wir nochmals (6.56) fiir stationdre Stromverteilungen benutzt haben. M3
ist offensichtlich ein Tensor 2. Stufe, vgl. 3.2.2. In 6.5.2 hatten wir gezeigt, dass
wiederum fiir stationdre Stromverteilungen

/d3r'x Ty g, (r') = —/d3r'xg s ja ('),
bzw., wenn wir rechts den Summations-Index 3 in v umbenennen,
[ alw, gy ) = = [ @22l ja(r),
und nunmehr beachten, dass z. beliebig wahlbar ist,
/d3r'x'a g (r') = — /d3r' !, Ja(r'). (6.59)
Diese Aussage bedeutet, dass fiir den in (6.58) definierten Tensor

My, = —M,, (6.60)

gilt, d.h., dass der Tensor M,, antisymmetrisch ist. Wir {ibertragen nun die Defini-
tion (6.36) fiir das magnetische Diplomoment auf den Fall, dass die Stromverteilung
j(7'") ihren Schwerpunkt am Ort 7 hat:

- % / dr' (r' =) x j(r'), (6.61)

in Komponenten
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1

1 .
ma =5 capy [ A (g = 2) 55 (r") = 5 camr My, (6.62)

vgl. die Definition (6.58). Wir multiplizieren (6.62) mit €,,, (einschlieBlich
Summations-Konvention fiir «), beachten die Summations-Regeln des Levi-Civita—
Tensors, vgl. D.1.1, und die Antisymmetrie des Tensors M,

1 1
€Capy Ma = 9 €apy €apr Mpy = 9 (5ﬂu Oy — Oy 57#) Mg, =
1
=3 (M, — M,,)) = M, (6.63)

eingesetzt in (6.57) (mit geeigneter Umbenennung der Indizes, so dass bereits defi-
nierte Indizes nicht mehrfach verwendet werden)

F, = ¢€apy€upm, 0, B,(r)+...
= €8ary €guy My 0, By(r) + ...
= (8ap Oy — Oaw 05,) My 0, B (1) + ...
=m, 0y B,(r) —my 0, By(7) + ... (6.64)

Nun ist 0, B,(r) = 0, weil die magnetische Induktion quellenfrei ist. Auflerdem
benutzen wir, dass das magnetische Moment, definiert in (6.61), unabhéngig vom
Ort r ist, denn

worin wir nochmals (6.56) verwendet haben. Damit konnen wir das Ergebnis (6.64)
wie folgt schreiben:
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Fo=—0, (—m, B,(r)+..., |F= _% (-m B(r)) +.... (6.65)

Wir haben also formal dasselbe Ergebnis gefunden wie elektrischen Fall in 3.3.2 bei
verschwindender Gesamtladung () der Ladungsverteilung:

0
F=—— (—pE 6.66
2 (pBr) + (6.66)
Wie im elektrischen Fall lasst sich W,,, = —m E(r) als Potential fiir eine Translation

des magnetischen Moments m interpretieren.

Wir kénnen das Ergebnis (6.65) in eine andere Form bringen, wenn wir die bereits
in 3.3.4 benutzte Produkt-Regel

C x (% < D(r)> -2 enw) - (c %) D(r)

mit C =konstanter Vektor fiir C = m und D(r) = B(r) verwenden und (6.49)
beachten:

F(r) = (m %) B(r)+..., (6.67)

ebenfalls gleichlautend mit dem elektrischen Fall. Wir finden schliefllich noch eine
dritte Formulierung, wenn wir die Produkt—Regel

& (m % Blr) = m (% B('f')) - (m %) B(r)

verwenden (Nachweis s.u.) und die Quellenfreiheit von B(r) beachten, ndmlich

F(r)=——x(mx B(r))+.... (6.68)

Wir zeigen die soeben verwendete Produkt—Regel:
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(G mx B} = con,9rcpm, Bulr) =

= €yap € Op My, By (r) =
= ((5au 5ﬁu — 5au (Sﬁy) 85 my By(’l") =
= My 85 Bg(’l") —mg 85 Ba('r').

6.6.2 Drehmomente

Analog zu (6.52) lautet das resultierende Drehmoment auf die Stromverteilung j (')
bezogen auf den ”Strom-Schwerpunkt” bei r

r= [~ r) x () < B). (6.69)

Wieder entwickeln wir B(7') um den ”Strom—Schwerpunkt” =. Im Folgenden wird
sich jedoch zeigen, dass hier im Unterschied zu den Kréften auf j(r') bereits der
Entwicklungsterm niedrigster Ordnung einen nicht—verschwindenden Beitrag liefert,
also

r= /d%«' (7' =) x (j(r') x B(r)) +.... (6.70)

Wir schreiben 7 aus (6.70) in Komponenten auf, benutzen die Definition (6.58)
fir den antisymmetrischen Tensor M,s, die "Umkehrformel” (6.63) und beachten
Mgz = 0 wegen der Antisymmetrie von M,4 sowie (6.56) fiir stationdre Flussdichten:

Ta = /d3r’ €apy (T3 = 25) €y Ju(1') Bu(r) =

= coas e (Mo Bor) = 03 Bu(r) [0 5,(0")) =
= (Oap 0py — Oav 05,) Mg, B, (1) =

= Mpo Bg(r) — Mps Bo(r) =

= My €y8a Bﬁ(r) = €ayp My Bg(r),

bzw.
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T=m x B(r) (6.71)

analog zum elektrischen Fall. Es tritt wie im elektrischen Fall ein Drehmoment
bereits in einem homogenen, d.h. rdumlich konstanten Feld B(r) = B auf.

Wir stellen die Analogien zwischen einer Ladungsverteilung p(r) in einem &ufleren
elektrischen Feld E(r) einerseits und einer Stromverteilung in einem &ufleren Feld
B(r) der magnetischen Induktion andererseits noch einmal zusammen:

elektrisch: magnetisch
1
Dipolmoment: p = /d3r’ r p(r') m= 3 /d3r’ r x j(r')

o) o)
Kraft: F = o (-pE) F= o (—m B)

Drehmoment: T=pXx E T=mXx B



Kapitel 7

Die Maxwellschen (Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir die zeitabhéngige Feldtheorie der Elektrodynamik, die
sogenannten Mazwellschen Gleichungen formulieren. Wir werden versuchen, diese
Formulierung auf rein physikalische Argumente zu stiitzen. Zu diesen Argumenten
gehoren Invarianzen, die die bisher formulierte statische Theorie bereits besitzt,
namlich Invarianzen gegen die folgenden, diskreten Transformationen:

(1) Zeitumkehr: T
(2) Ladungsumkehr: C
(3) Paritdtsumkehr: P

Wir werden deshalb im ersten Abschnitt dieses Kapitels zunéchst die obigen Trans-
formationen T, C, P definieren und die Invarianz der bisher formulierten statischen
Theorie gegen T, C, P nachweisen.

7.1 Zeit—, Ladungs— und Paritidts—Umkehr

7.1.1 Zeit—Umkehr

Die Zeit—Umkehr wird formal definiert durch ihre Wirkung auf die Zeitvariable ¢:

Tt=—t. (7.1)

149
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Daraus folgt, dass auch alle ersten Zeitableitungen ihr Vorzeichen unter 7" dndern,
nicht jedoch die zweiten Ableitungen, weil diese als zweifache Anwendung des Ope-
rators der ersten Zeitableitung interpretiert werden konnen:

2__2 82_ 82

ot ot o~ Tor (72)

Man nennt eine Variable z mit der Eigenschaft T'x = +z gerade und eine Variable
x mit der Eigenschaft T'x = —x ungerade unter der T—Transformation.

Ausgangspunkt fiir die folgenden Uberlegungen ist, dass die Teilchen-Eigenschaften
Masse m und elektrische Ladung q invariant bzw. gerade gegen T sind, auflerdem
aus geometrischen Griinden auch der Ort r:

Tm =m, Tq=q, Tr=r. (7.3)

Da mit dem Ort r auch das Volumen-Element AV invariant gegen 7 ist, ist mit der
elektrischen Ladung ¢ auch ihre rdumliche Dichte p = ¢/AV invariant gegen T'. Aus
diesen Annahmen ergibt sich das folgende T—Verhalten von abgeleiteten Variablen:

Variable: Definition: 7T—Verhalten:
d
Geschwindigkeit: v = —r, Tv=-v,
Cclit (7.4)
Beschleunigung: a = d—::, Ta=+a,
Kraft: F=ma, TF=+F.

Die Kraft FF = q E auf ein geladenes Teilchen sowie die Lorentz—Kraft FF = qv x
B und die weiteren Zusammenhénge aus der statischen Feldtheorie der bisherigen
Kapitel erlauben es uns, die obige Schluss—Kette fiir das 7—Verhalten in die Elektro—
und Magnetostatik fortzusetzen:
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Variable: Definition: T—Verhalten:

1
Elektrisches Feld: E=-F, TE =+EFE,

q
Elektrisches Potential: E = —3 P Td =49,

or (7.5)
Magnetische Induktion: F=qvx B, TB=-B,
Vektor—Potential: B = 82 xA TA=-A,

r

0 0

Elektrische Flussdichte: —j3=——p, Tj3=—3.
or ot

Hier haben wir benutzt, dass mit » auch 9/0r invariant gegen T ist.

Jetzt wenden wir die Zeitumkehr 7" auf die elektro— und magnetostatischen Feld-
gleichungen an:

Feldgleichung;: T—Version:

0 T 0

—xE=0 — — xE=0

or ’ or ’

0 1 T 0 1

~ E=— ~ E=—

i (7.
0 T 0 0

—~ B= ~ (—B) = o ~ B=

or 0 — or (=B) =0, or 0,

0 . 0 . 0 .
§XB:M0.7’ - EX(—B):—MUJ, = EXB:UUJ-

Die elektro— und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen die Zeit-
umkehr 7.

Wenn es Quellen der magnetischen Induktion, also "magnetische Ladungen” ¢,, =
OB /0r gibe, dann wiren das Skalare mit einem Verhalten T ¢, = —@p,-

7.1.2 Ladungs—Umkehr

Die Ladungs-Umkehr wird formal definiert durch ihre Wirkung auf die elektrische
Ladung ¢:
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Daraus folgt, dass alle Variablen, die die Ladung linear enthalten, z.B. rdumliche
Ladungsdichte p und elektrische Flussdichte 3 sich ebenfalls ungerade unter C' ver-
halten:

Cp=-p, Cj=-3. (7.8)

Ort, Zeit und Masse sollen sich invariant bzw. gerade unter C' verhalten, woraus das
gleiche Verhalten auch fiir Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kraft folgt. Damit
konnen wir bereits das C—Verhalten der Variablen in der Elektro— und Magnetostatik
bestimmen:

Variable: Definition: =~ C'—Verhalten:
Elektrisches Feld: E = éF, CE=—-FE,
Elektrisches Potential: E = —5% o Cd=-9, (7.9)
Magnetische Induktion: F =qv x B, (CB = —-B,
Vektor—Potential: B = % xA CA=-A.

Jetzt wenden wir die Ladungs-Umkehr C auf die elektro- und magnetostatischen
Feldgleichungen an:

Feldgleichung;: C—Version:

0 c d ~ 9 _

a—rXE—O, — a—rX(—E)—O, = a—rXE—O,

0 1 c 0 1 0 1

—~E=— S 2 (-E)=-— ~ T EB-—_—

i P o (" E) P i P (7.10)
a C a ~ a _

2= T G UB=L = 5 B=0

0 . 0 . 0 .
§XB:MOJ3 - ﬁx(—B):—MOJ, = §><B:M0.7-

Die elektro— und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen die
Ladungs-Umkehr C.
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2

Abbildung 7.1: Rechts— und Links-Basis—Systeme

7.1.3 Paritats—Umkehr

Die Paritdts-Umkehr wird formal definiert durch ihre Wirkung auf den Orsvektor
r:

Pr=—r (7.11)

Diese Transformation ist eine Raumspiegelung am Ursprung des gewéhlten Koordi-
naten—Systems. Dabei soll der Ursprung jedoch beliebig wéhlbar sein.

Die Paritdats-Umkehr bewirkt auch eine Vertauschung von ”links” und "rechts”.
Um das zu verstehen, miissen wir zunéchst klaren, was die Begriffe links und rechts
bedeuten. Unter den orthonormierten Basis-Systemen e,, a = 1,2,3 gibt es zwei
Klassen, die wir als "links” und "rechts” bezeichnen. Alle Links-Systeme lassen sich
untereinander durch Drehungen (und Translationen) zur Deckung bringen, desglei-
chen alle Rechts—Systeme. Es ist aber nicht moglich, ein Links—System ausschliellich
durch Drehung (und Translation) in ein Rechts—System zu iiberfiihren bzw. umge-
kehrt. Um das einzusehen, denken wir uns die Konstruktion eines Basis—Systems
schrittweise durch die Wahl der ey, e5, e3 in dieser Reihenfolge ausgefiihrt. Alle Paa-
re ey, e lassen sich noch durch reine Drehungen (und Translationen) untereinander
zur Deckung bringen. Bei der Wahl des dritten Vektors gibt dann zwei Moglichkei-
ten, ez und €3 = —es, vgl. Abbildung 7.1, die nicht mehr durch Drehungen ineinan-
der iiberfithrt werden konnen. Eine der beiden Moglichkeiten wird in Anlehnung an
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die "Rechte-Hand—Regel” als "rechts” bezeichnet, die andere als links. Die Freiheit
bei der Wahl des dritten Vektors entspricht der Festsetzung der Orientierung beim
Vektor—Produkt, die ebenfalls als rechts gewahlt wird, also

e X ey = es. (712)

Diese Orientierung bleibt offenbar erhalten, wenn man in (7.12) die Indizes 1,2,3
zyklisch vertauscht: 1 -2 — 3 — 1 — .... Dagegen bewirkt die Vertauschung von
zwei Basis—Vektoren, z.B., von e; und e; in (7.12) einen Vorzeichen—Wechsel,

€y X e; = —eg,

d.h., das System es, e, e3 ist ein Links—System, wenn ey, €5, e ein Rechts—System
ist. Die in der Abbildung 7.1 gezeigte Moglichkeit e, es, €3 mit €3 = —e3 erzeugt
ebenfalls ein Links-System, wenn e;, ez, e3 ein Rechts-System ist, denn aus (7.12)
folgt dann

e X ey = ez = —e;s.

Da der Ortsvektor 7 als Linear—-Kombination der Basis—Vektoren e, darstellbar ist,
miissen letztere sich offenbar unter der P—Transformation ebenfalls ungerade verhal-

ten: Pe, = —e,. Wenn wir die gesamte Basis einer P-Transformation unterwerfen,
e/ = Pe, = —e,, wird aus einer Rechts—Basis eine Links-Basis, denn

el X e,=e; X e =e3=—e;. (7.13)
Vektoren a mit ungeradem P—Verhalten, also P a = —a, bezeichnet man als polare

Vektoren. Wir werden sogleich zu kldren haben, welche weiteren Vektoren aufler dem
Ortsvektor aus physikalischen Griinden polar sein sollen. Das Kreuz—Produkt a x b
aus zwei polaren Vektoren a und b verhilt sich dann aber unter P gerade:

Plaxb)=(—a)x (~b) =a x b. (7.14)

Vektoren w mit geradem P—Verhalten, also Pw = w, bezeichnet man als aziale
Vektoren oder @uch Pseudo—Vektoren. Es seien a,b polar und w, 7, o axial. Dann
folgen aus der Uberlegung in (7.14) die folgenden Regeln:
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a X b = w: axial
a X w = b: polar (7.15)
w X T = o: axial

Da Kreuz-Produkte durch den Levi-Civita-Tensor dargestellt werden,

w=axb: Wy = €403 Qa bg,

haben die Regeln (7.15) Auswirkungen auf das Verhalten dieses Tensors unter sol-
chen Koordinaten—Transformationen, die eine Recht-Links—Vertauschung bewirken.

Die zeitliche Ableitung kann die P-Eigenschaft eines Vektors, kurz auch als Paritdt
bezeichnet, nicht &ndern, weil sie als Limes eines Differenzen—Quotienten darstellbar
ist. Damit ist klar, dass Geschwindigkeit v und Beschleunigung a ebenfalls polar
sind. Daraus folgt weiter, dass auch Flussdichte 7, Kraft F und das elektrische
Feld E = F/q polar sind. Nach der Regel (7.15) folgt dann aber aus der Form
der Lorentz—Kraft F = qv x B, dass die magnetische Induktion B axial ist. Das
Vektor—Potential A ist gemafl der Regel (7.15) wieder polar, denn in

ist mit 7 auch die Ableitung 0/Jr polar, so dass A polar sein muss, damit B
axial wird. Wir stellen das Verhalten der genannten Variablen unter PP noch einmal
zusammen:

polar: 7, 5%, v, j,a, F, E, A (7.16)
axia: B, T=7rxF. (7.17)

Jetzt wenden wir die Paritdts-Umkehr P auf die elektro— und magnetostatischen
Feldgleichungen an:
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Feldgleichung;: P—Version:

0 P 0 N 0

8_r><E_O’ — _O_rx(_E)_O’ = 8_r><E_O’

0 1 P 0 1 0 1

—_ E=— —~ (-BE)=_—p, & __~_E=_-

or €0 P — or ( ) €0 Ps or € P (718)
0 P 0 0

— B = —— B = = — B =

or 0, - or 0, or 0,

0

) 0 ) 0 .
— xB=pj. — - xB=-pj, £ —xB=puj.
or or

Die elektro— und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen die Pa-
ritdts-Umkehr P.

Wenn es Quellen der magnetischen Induktion, also "magnetische Ladungen” ¢,, =
OB /0r gibe, dann wiren das Skalare mit einem Verhalten P ¢q,, = —g¢,,. Skalare
mit diesem Verhalten nennt man auch Pseudo-Skalare.

7.2 Formulierung der Maxwellschen Gleichungen

Ziel dieses Abschnitts ist die Erweiterung der bisher formulierten statischen Feld-
theorie fiir das elektrische Feld E(r) und fiir die magnetische Induktion B(r) zu
einer zeitabhingigen Theorie, auch dynamische Theorie genannt, die auch zeitlich
verdnderliche Felder, z.B. elektromagnetische Wellen beschreiben kann. Die statische
Theorie hat die Form

0 \
a—er(r) =0
0 1
—FE(r)——pr) = 0
aar (r) = o plr) 7.19)
5y < B(r) —poj(r) = 0
0
E (T’) =0

Wir beachten, dass die beiden Feldtheorien fiir E(r) und B(r) im statischen Fall
getrennt (”"entkoppelt”) sind. Das wird sich im dynamischen Fall &ndern.

Wir formulieren zunéchst eine Reihe von Forderungen, denen die zu formulierende
dynamische Theorie geniigen soll. Es wird sich dabei um physikalisch motivierte
Forderungen handeln, die letztlich empirisch zu begriinden sind.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 157

7.2.1 Der statische Grenzfall

Die statischen Feldgleichungen (7.19) sollen als stationdrer Grenzfall aus der zu for-
mulierenden dynamischen Theorie hervorgehen, d.h., die dynamische Theorie muss
die folgende Form besitzen:

0 0 ‘

) 0 1

— } = —E(T,t)__p(r7t)

i or 0 (7.20)
0 0 B y |
a } = % X (’r,t)_:u()](’rﬂt)

0 0

7.2.2 Linearitit

Die statische Theorie ist linear in den Feldern, d.h., fiir sie gilt das Superpositions—
Prinzip. Diese Eigenschaft soll auch die zu formulierende dynamische Theorie be-
sitzen. Das bedeutet, dass die Ausdriicke in {...} auf der linken Seite von (7.20)
linear in den Feldern sein miissen. Wenn jedoch ein Ausdruck {...} linear in den
Feldern ist, muss auch die entsprechende rechte Seite Vektor—Charakter besitzen.
Das ist aber nur fiir die Wirbel- bzw. Rotations-Terme auf der rechten Seite der
Fall. Die linken Seiten der skalaren Quell- bzw. Divergenz—Gleichungen miissen also
verschwinden:

0
O_rXE
or

0
— x B
8'r'><

0
— B
or (r

iE('r,

1)

(1)
) - %pw)

('ra t) — Ho j(ra t)

(7.21)

Aus der Forderung der Linearitit folgt also bereits, dass es keine "magnetischen

Ladungen” geben kann.
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7.2.3 Felder als vollstéindige Variablen

Die Felder E(r,t) und B(r,t) sollen den Feldzustand in jedem Zeitpunkt vollstéindig
beschreiben, d.h., wenn E(r,t) und B(r,t) an einem Ort r zu einem Zeitpunkt ¢ ge-
geben sind, sollen daraus die Zeitableitungen 0E (r, t)/0t und 0B (r,t)/0t der Felder
eindeutig bestimmbar sein. Dann diirfen auf der linken Seite von (7.21) hochstens
Zeitableitungen 1. Ordnung in den beiden Feldern auftreten. Zusammen mit der
Forderung der Linearitdt bedeutet das, dass die dynamische Theorie die folgende
Gestalt haben muss

0 B 0 1
alaE(r,t)+a2§B(r,t) = 5 X E(r,t)
0 = agE(T,t) - i:0(7"a’i')
5 5 a’” €0 (7.22)
blaE(T’,t)—FbgaB(T’,t) = §XB(T’,t)—/j/U](T’,t)
0
0 = gB(’r,t) J

7.2.4 Invarianz gegen 7,C und P

Die statische Theorie ist invariant gegen T, C' und P, also gegen die Umkehr von Zeit,
Ladung und Paritit. Diese Eigenschaft soll auch die zu formulierende dynamische
Theorie besitzen. Wir bestitigen sofort, dass die Theorie in der Form (7.22) die P-
Invarianz bereits besitzt. Wenn wir nun die Operationen T und P nach den Regeln
und Ergebnissen aus dem vorhergehenden Abschnitt 7.1 auf (7.22) anwenden und
fordern, dass (7.22) dabei in sich selbst iibergeht, miissen wir gleichlautend fiir beide
Operationen T und P a; = 0 und by = 0 setzen:

: 0 0
axial: az 5 B(r.t) = o E(r,t) W
0 1
skalar: 0 = o E(r.t) — — p(r,t)
3 8"‘ €0 (7.23)
polar: by 5% E(r.t) = o B(r,t) — poj(r,t)
9,
pseudo-skalar: 0 = o B(r,t) )
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7.2.5 Erhaltung der Ladung

Die dynamische Theorie soll die Forderung der Erhaltung der elektrischen Ladung
erfiillen. Die Erhaltung der elektrischen Ladung wird gemafl 5.1.2 durch die Konti-
nuitits—Gleichung

r,t)+ ij('r',t) =0 (7.24)

ot 4 or

ausgedriickt. Aus der skalaren Gleichung in (7.23) berechnen wir dp/0t:

rt) = GOQEE(r,t) = EOQQE(T'J).

P ot or

Die Ableitungen nach der Zeit ¢ und die Divergenz kénnen wir vertauschen, wenn
wir annehmen, dass die Felder hinreichend oft differenzierbar sind. Fiir 0E /0t setzen
wir nun den Ausdruck aus der polaren Gleichung in (7.23) ein und erhalten somit

O iy d (0 Ry
ap('r,t) = ( X B(r,t)) b Or Jj(r.t). (7.25)

Der erste Term auf der rechten Seite, die Divergenz einer Rotation, verschwindet.
Dann erkennen wir, dass (7.25) genau dann mit der Kontinuitéts-Gleichung (7.24)
iibereinstimmt, wenn b; = €y pg. Damit erhalten wir fiir die dynamische Theorie aus
(7.23)

(a): @%Bmﬂ::%xEmﬂ W
(b) 0 = o E(r.t) . p(r.t)
5 : 0 (7.26)
(c): € /,LgaE(’r,t) = 5% B(r,t) — poj(r,t)
(d) 0—-%Bmﬂ J
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7.2.6 Relativitit und Lorentz—Kraft

Es bleibt noch die Konstante ay in (7.26) zu bestimmen. Das soll durch die For-
derungen geschehen, dass die dynamische Theorie die Lorentz—Kraft FF = qv x B
wiedergibt und dass sie das Relativitits—Prinzip erfiillt. Wir betrachten ein zunéchst
statisches Feld B(r) der magnetischen Induktion, das durch irgendwelche Strome
z.B. in Leitern erzeugt werde. Jetzt denken wir uns diese felderzeugenden Strome
mit einer konstanten Geschwindigkeit v bewegt. Ein ruhender Beobachter wird dann
die magnetische Induktion

B(r,t) = B(r —vt) (7.27)

beobachten. Geméaf der axialen Gleichung (a) in (7.26) ist mit dem zeitabhingigen
B(r,t) ein Feld E(r,t) verkniipft, das wir jetzt bestimmen wollen. Wir berechnen
die Zeitableitung von B(r,t) und erhalten mit der Kettenregel

%Ba(’r—vt) = (03 Ba(r —vt)) (—uvg) = — <v %) B, (r,t),
%B(’r—vt) = —(v%) B(r,t). (7.28)

Jetzt benutzen wir den in 6.6.1 gezeigten Satz

(o x B(r.0) = v (a% B(r,t)) - (v %) B(r.t).

worin v nach Voraussetzung als unabhéngig von r anzunehmen ist. (Die zuséitzliche
Variable ¢ betrifft die obige Aussage nicht.) Da die Divergenz von B(r,t) verschwin-
det, bleibt

eingesetzt in (7.28)
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i 9,
gB(r—vt) =50 % (v x B(r,t)).

Somit folgt aus der axialen Feld-Gleichung (a) in (7.26)
9) 0
az 5o % (v x B(r,t)) = o E(r,t)

bzw.

Hieraus konnen wir weiter schlieflen, dass der Ausdruck in (...) als (negativer) Gra-
dient eines elektrischen Potentials darstellbar ist. Da es jedoch keine felderzeugenden
elektrischen Ladungen in unserer Anordnung geben soll, muss der Ausdruck in (.. .)
sogar verschwinden bzw. es muss

E(r,t) =ayv x B(r,t) (7.29)

sein. Wir denken wir uns nun eine Probeladung ¢ in die Anordnung gebracht. Auf
diese wirkt dann die Lorentz—Kraft

F=qE(r.t)=ayqv x B(r,1). (7.30)

Jetzt kommt das Relativitdts—Prinzip ins Spiel: die beschriebene Anordnung ist
dquivalent zu der Situation, dass die Strome, die das Feld B(r,t) erzeugen, ruhen
und die Probeladung ¢ sich mit der Geschwindigkeit —v bewegt. Auf sie wirkt dann
eine Lorentz—Kraft

F = —qv x B(r,t). (7.31)

Die beiden Ausdriicke (7.30) und (7.30) fiir die Lorentz—Kraft miissen iiberein-
stimmen, woraus a; = —1 folgt. Jetzt haben wir die endgiiltige Form der dyna-
mischen Feld-Gleichungen, die sogenannten Mazwellschen Gleichungen begriindet.
Wir schreiben sie in der Form
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0 0
a_'r X E(‘T‘,t) = —g B(‘T‘,t), (732)
0 1
EE(Tat) - ;p(’l‘,t), (733)
O B = pod(rt) +eo o2 B(r 1) (7.34)
or r, = Mo J(T, €o Mo ot r,t), :
DBt = 0 (7.35)
or O\t =0 |

Diese Schreibweise bringt zum Ausdruck, dass auch in der dynamischen Theorie die
beiden Felder E und B jeweils durch ihre Wirbel und Quellen bestimmt sind und
zwar nach dem Zerlegungssatz in 6.4 in eindeutiger Weise. Anders als im statischen
Fall jedoch sind die beiden Felder E und B in der dynamischen Theorie miteinan-
der verkoppelt. Die dynamische Theorie "vereinigt” die beiden im statischen Fall
getrennten Theorien der Elektrizitdt und des Magnetismus. Die ” Vereinigung” von
Theorien ist in der modernen Physik ein sehr wichtiger Vorgang auf dem Weg zu
einem moglichst geschlossenen und einheitlichen physikalischen Weltbild.

7.3 Integrale Formen und Lenzsche Regel

7.3.1 Verallgemeinertes Gesetz von Biot—Savart und Ver-
schiebungsstrom

Die magnetostatische Feldgleichung

0

— xB= ) 7.36
T % poJ (7.36)
ist in der dynamischen Theorie erweitert worden zu

0 0

— XB=yjJ —FE 7.37
67’X HoJ +€0M08t (7.37)

(Wir lassen im Folgenden zur Vereinfachung der Schreibweise die Argumente (7, t)
immer dann fort, wenn die Interpretation von Ort und Zeit eindeutig ist.)
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Wir integrieren die dynamische Gleichung (7.37) {iber ein beliebiges Fliachenstiick
F und erhalten unter Verwendung des Stokesschen Integralsatzes

0
M@TB_4M<I+5?bA@fE>, (7.38)

worin OF der Rand von F und I der elektrische Strom durch F ist. Der statische
Teil (0.../0t = 0) dieser Aussage ist das Biot—Savartsche Gesetz: ein elektrischer
Strom [ ist von in sich geschlossenen B-Feldlinien umgeben. Man kann nun die
dynamische Erweiterung so lesen, dass ein sich zeitlich &nderndes elektrisches Feld
wie ein elektrischer Strom wirkt. Deshalb bezeichnet man

0

Jy = €0 aE bzw. I, = /Fdfjv (7.39)

auch als Verschiebungs—Flussdichte bzw. Verschiebungsstrom.

7.3.2 Faradaysches Induktionsgesetz

Das Gegenstiick zum verallgemeinerten Gesetz von Biot—Savart erhalten wir, wenn
wir die andere dynamische Wirbel-Gleichung,

) G,
o X E=—-5B (7.40)

iiber ein beliebiges Flichenstiick F' integrieren. Mit denselben Umrechnungen wie
oben ergibt sich

o
E=—— U= B. 41
OF dr ot’ /Fdf (7.41)

Die hier definierte Grofie U heifit in Analogie zu (7.38) auch der magnetische Fluss
durch das Flachenstiick F'. Damit wird auch die gelegentlich verwendete Bezeichnung
magnetische Flussdichte (statt magnetischer Induktion) fiir B klar. (7.41) heifit das
Faradaysche Induktionsgesetz. Es besagt, dass ein sich zeitlich &nderndes B—Feld
von in sich geschlossenen E-Feldlinien umgeben ist. Der Umlaufsinn ist gegeniiber
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jenem im Biot-Savartschen Gesetz gerade umgekehrt, was uns noch gleich bei der
Diskussion der Lenzschen Regel beschéiftigen wird.

Man kann die linke Seite von (7.41) auch als (negative) elektrische Potential-
Differenz —A® iiber den geschlossenen Weg des Randes OF von F' deuten:

ov

Bei der Herleitung von (7.41) haben wir implizit angenommen, dass das Flachenstiick
F ortsfest (nicht zeit—abhéingig) ist und B sich zeitlich dndert. Aus dem Relativitats—
Prinzip folgern wir, dass auch dann eine elektrische Potential-Differenz iiber OF
induziert wird, wenn sich ' bewegt und z.B. B nicht von der Zeit abhéngt, also
statisch ist. Wir fithren den Nachweis dafiir hier durch. Er ist erwartungsgeméf sehr
dhnlich den Uberlegungen in 7.2.6. Zunéchst ist

ov

d
ot = %/Fde(’rat)

= /Fdf%B(r,t)Jr/Fdf <v %) B(r,t). (7.42)

Hier haben wir Gebrauch gemacht von dem Begriff der totalen Zeitableitung, den
wir bereits aus 5.1.3 kennen:

= 4=, (7.43)

Der erste Term beriicksichtigt eine mogliche explizite Zeitabhiangigkeit in B(r,t),
der zweite eine Bewegung der Fliche F' und damit der Integrationsorte » mit einer im
Allgemeinen lokalen, d.h., vom Ort abhéingigen Geschwindigkeit v. Wir verwenden
eine bereits in 7.2.6 gezeigte Identitét (fiir verschwindende Quellen von B) und den
Stokesschen Integralsatz, um (7.42) wie folgt weiter umzuformen:

ov

0 0
= = /FdfaB(r,t)—/Fdfa—r><(v><B("°at))

0
= /FdfaB(r,t)— 8Fd’r"va('r,t). (7.44)
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ot

Abbildung 7.2: Zur Lenzschen Regel

Wir setzen das Induktions—Gesetz (7.41) ein und erhalten

/Fdf%B(r,t)+ 8Fd’r (E(r,t) —v x B(r,t)) = 0. (7.45)

Wenn 0B/0t = 0 und keine weitere Induktion stattfindet, folgt E = v x B, und
das ist in der Tat identisch mit dem Ausdruck (7.29) in 7.2.6, und zwar fiir a; = —1,
was dort gerade gezeigt wurde, und fiir —v statt v, weil v hier die Geschwindigkeit
der Fliache F ist, dort diejenige von B(r,t) = B(r — vt).

7.3.3 Lenzsche Regel

Wir betrachten die Situation in der Abbildung 7.2. Ein zeitlich sich &nderndes Feld
der magnetischen Induktion, dargestellt durch den Pfeil 9B/0t, ist nach dem Fara-
dayschen Induktions-Gesetz umgeben von in sich geschlossenen Feldlinien von E.
Wir denken uns dort z.B. einen ringférmigen Leiter L, der aufgrund des E-Feldes
von einem Strom mit der Flussdichte 3 durchflossen wird. Wegen des negativen
Vorzeichens im Induktions—Gesetz ist fiir die Richtung von E die ”Linke-Hand—
Regel” anzuwenden. Die Flussdichte 3 wird nach dem Biot-Savartschen Gesetz ih-
rerseits von in sich geschlossenen Feldlinien eines B—Feldes umgeben, die aber wieder
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gemif} der "Rechten-Hand-Regel” zu konstruieren sind. Es ergibt sich damit, dass
das zuletzt genannte, von j verursachte B-Feld dem urspriinglichen 0B /0t ent-
gegengesetzt ist, also der Induktionsursache entgegenwirkt. Die Verallgemeinerung
dieser Beobachtung wird als Lenzsche Regel formuliert: Induktionsvorgénge und ihre
elektrodynamischen Folgeerscheinungen verlaufen in der Weise, dass sie der Induk-
tionsursache entgegenwirken.

Unsere Konstruktion in der Abbildung 7.2 zeigt auch, dass wir zu demselben Schluss
gekommen wéren, wenn im Faradayschen Induktions-Gesetz ein positives und im
Biot—Savartschen Gesetz ein negatives Vorzeichen auftreten wiirden. Es kommt also
lediglich auf die "negative Riickkopplung” an, die man in der Sprache der Mechanik
als eine "Riickstellkraft” bezeichnen wiirde. Dieses Verhalten ist die Ursache dafiir,
dass es im elektrodynamischen Feld zu Oszillationen kommt, die wir spéter bei der
Diskussion der elektromagnetischen Wellen im Einzelnen studieren werden.

7.4 Potentiale und Wellengleichung

In der statischen Feldtheorie haben wir gezeigt, dass sich das elektrische Feld E
und das Feld B der magnetischen Induktion durch ein skalares Potential ® bzw. ein
Vektor-Potential A darstellen lassen,

0 0

E--2o
or ' or '

(7.46)

vgl. 1.3 und 6.1.3. Die jeweils inhomogenen statischen Feldgleichungen lieflen sich
daraufthin in Gleichungen vom Typ der Poisson-Gleichungen fiir die Potentiale ®
und A umformen, ndmlich in

1
Ad=——p, AA=—p7g, (7.47)

vgl. 2.4.2 und 6.3. Insbesondere die Poisson—artige Gleichung fiir A hing von der
FEichung ab. Diese Ergebnisse der statischen Theorie lassen sich fiir die dynamische
Theorie verallgemeinern.
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7.4.1 Existenz der Potentiale und Eichtransformation

Die Aussage, dass das Feld B der magnetischen Induktion quellenfrei ist, ist beim
Ubergang von der statischen Theorie zur dynamischen Theorie unverindert geblie-
ben. Also kénnen wir unter Verwendung von 6.3 weiterhin schlieffen, dass ein Vektor—
Potential A existiert:

0 0

Diese Darstellung setzen wir in die Maxwellsche Gleichung fiir die Wirbel des E—
Feldes ein:

Wir setzen (wie bereits frither) voraus, dass die Felder hinreichend oft nach = und ¢
differenzierbar sind. Dann kénnen wir Zeitableitung und Rotation vertauschen. Wir
fassen die beiden Rotationsausdriicke zusammen und schlieflen wie folgt:

o) o) o) o)
§x<E+§A>_O = E+aA_—§<I), (7.49)

weil ein Feld, hier E + 0A/0t, dessen Wirbel verschwinden, immer als Gradient
eines skalaren Potentials darstellbar ist. Wir fassen die beiden Darstellungen fiir E
und B zusammen:

Oa-9¢ B=2sa (7.50)

E:_E or or

Diese Darstellung ist die dynamische Verallgemeinerung von (7.46). Einmal mehr
zeigt sich, dass die Felder E und B in der dynamischen Theorie nicht unabhéngig
voneinander sind.

Wir fragen wie im statischen Fall nach der Méglichkeit, die Potentiale ® und A
umzueichen. Wie im statischen Fall in 6.3 stellen wir zunéchst fest, dass ein Potential
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)
A=A+ LF 51
+ o (7.51)

mit einer beliebigen (differenzierbaren) skalaren Funktion F' zu demselben B-Feld
fiihrt wie A, weil die Rotation des Gradienten von F' verschwindet. Damit das
umgeeichte Potential A’ auch zu demselben E-Feld fiihrt, erwarten wir, dass auch
das skalare Potential ® in ein ®' umgeeicht werden muss. Wir bestimmen @', indem
wir E durch A" und @' darstellen und die Umeichung (7.51) fiir A’ einsetzen:

0 0
E = ——A -9
ot or
9 9 d o
= a aawl%?
0 o (., 0
_ —aA—a—r@ +EF> (7.52)

Damit diese Darstellung fiir E mit derjenigen durch A und ® in (7.50) iiberein-
stimmt, ist zu fordern, dass

9
'+ —F =0,
* o

Die vollstindige Umeichung fiir die Potentiale, die sogenannte Fich-Transformation,
lautet demnach

B B
A=A+_—F d=0—_F .
+6r : 5 (7.53)

mit einer beliebigen (differenzierbaren) skalaren Funktion F' = F(r,t).

Die Mdoglichkeit der Umeichung der Potentiale gemaf (7.53) nennt man FEich—
Invarianz der Theorie. Sie hat weitreichende Konsequenzen. Aus der Mechanik ist
bekannt, dass (kontinuierliche) Invarianzen mit Erhaltungssitzen verkniipft sind:
Die rdumliche und zeitliche Translations—Invarianz mit der Erhaltung von Impuls
und Energie, die Invarianz gegen Raumdrehungen mit der Erhaltung des Drehim-
pulses (Noethersches Theorem). Wir werden spéter lernen, dass die oben formulierte
Eich—Invarianz mit der Erhaltung der elektrischen Ladung verkniipft ist, die wir in
5.1 als empirischen Befund in die Theorie eingefiihrt hatten.
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7.4.2 Die Wellen—Gleichung

Die Darstellung der Felder E und B durch Potentiale ist offenbar dquivalent mit
den beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen:

9. - -Up B =242
%B = 0 B = §><A.

Wir haben soeben die Schlussrichtung von links nach rechts gezeigt; die umgekehrte
Richtung von rechts nach links ist noch einfacher durch Einsetzen sofort zu bestéti-
gen. Wir wollen jetzt die Darstellung der Felder E und B durch die Potentiale in
die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen

0 1 0 0
— FE = — — x B = ] —F )
ar TGl ar (P THmITaky, (7.55)
einsetzen. Es ist
0 0 0 0 Jd 0

worin A der Laplace—Operator ist. Unter Verwendung von

9 (2. N2 (2. A
or or a - or 8'r'a a

aus D.1.2 fiir ein beliebiges Feld a = a(r,t) wird

d 0 3, a (0
— XB=— —xXA|l=—|—A)-AA .
X x( X > 5 <8r > (7.57)

Wir setzen die Umformungen (7.56) und (7.57) in die beiden inhomogenen Max-
wellschen Gleichungen (7.55) ein. Das Ergebnis kénnen wir in der folgenden Weise
formulieren:
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J 0 1

AP+ - —A=—— .
ot or e (758)
d? o (0 0 .
AA—GO/,LO@A—E(EA-FE()/,Lga(I)):—/,Lg] (759)

Jetzt nutzen wir die Eichfreiheit der Potentiale ® und A, indem wir die sogenannte
Lorentz—FEichung

0 0
5 A= —€p Mo a P (760)

wéhlen, von der wir unten zeigen, dass sie sich stets realisieren lasst. Mit dieser
Eichung erhalten wir aus (7.58) und (7.59) die beiden Wellen—Gleichungen

1
€0
worin
1 0?
O=A—-—— 7.62
c? Ot? ( )

der sogenannte d’Alembert—Operator ist und

1
v €0 Mo'

(7.63)

CcC =

Die beiden Wellen—Gleichungen, partielle Differential-Gleichungen zweiter Ordnung
in Raum und Zeit, ersetzen zusammen mit der Darstellung der Felder E und B
durch die Potentiale ® und A in (7.54) die vier Maxwellschen Gleichungen, die
jeweils partielle Differential-Gleichungen 1. Ordnung in Raum und Zeit sind.

Die Struktur der linken Seiten der Wellen—-Gleichungen (7.61) ist von anderen
Wellen—-Phénomenen bekannt, z.B. von der Ausbreitung des Schalls. Der Parameter
¢ hat darin die Bedeutung der Ausbreitungs—Geschwindigkeit der jeweiligen Welle.
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Das wird sich im Folgenden auch fiir die hier behandelten elektromagnetischen Wel-
len bestétigen. Mit dieser Bemerkung kniipfen wir an die Diskussion in 5.2.2 an,
wo wir bereits festgestellt hatten, dass der Ausdruck 1/,/€; g die Dimension einer
Geschwindigkeit hat.

Wir bemerken schlieilich, dass wir auch Wellen—Gleichungen fiir die Felder E und
B herleiten kénnen, indem wir den d’Alembert-Operator O auf deren Darstellung
durch die Potentiale ® und A in (7.54) anwenden und die Wellen-Gleichungen
(7.61) fiir die Potentiale einsetzen. Unter der Voraussetzung, dass die Potentiale
hinreichend oft nach r und ¢ differenzierbar sind, so dass sdmtliche Ableitungen
vertauscht werden konnen, erhalten wir

9) d 0 d
OF = -0 |+ —P|=——0A-—0¢ =
E <6tA+8rq)> 5 A o o
19 J .
T oar Ty (7:64)
d 0 a .
OB = O— = x OA=—pg— X 7. _
B 3 % A 5 < A Ho 5o X g (7.65)

7.4.3 Die Lorentz—Eichung

Wir begriinden, dass sich stets eine Umeichung in die Lorentz—Eichung (7.60)
ausfithren lidsst. Es seien ®, A irgendwelche Potentiale fiir die Felder E und B.
Gesucht ist eine Eich—Transformation

) B,
A=A+_—F d=0—_F .
+8r : 51 (7.66)

d.h. eine skalare Funktion F', so dass die Potentiale &, A’ die Lorentz-Eichung

0 10
— A+ — =9 = .
o +02 5% 0 (7.67)

erfiillen. Aus (7.66) berechnen wir

J )
s A = S ALAF

2
Dy _ Dy 0

il T el
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und daraus weiter unter der Verwendung der Definition (7.62) fiir O:

OF+ A+ -¢=—A P’

) 19 0 o 10
o 2o or 2 Ot

Mit der Forderung der Lorentz—Eichung (7.66) fiir &', A’ wird daraus

OF=——A— — —&. (7.68)

Aus dieser Gleichung ist die Erzeugende F' der gesuchten Eich—Transformation zu
bestimmen. Die rechte Seite von (7.68) ist als gegeben zu betrachten, weil ®, A
ja irgendwelche vorgegebenen Potentiale sein sollten. Folglich ist die Bestimmung
von F' dquivalent zur Losung der Wellen—-Gleichung fiir die Potentiale. Wenn die
Letztere eine Losung besitzt, was wir bereits aus physikalischen Griinden voraus-
setzen werden, dann ldsst sich auch immer ein F' fiir die Eich-Transformation zur
Lorentz—Eichung finden.



Kapitel 8

Bilanz—Gleichungen

In diesem Kapitel werden wir lernen, dass die Maxwellschen Gleichungen Aussagen
iiber Bilanzen physikalischer Grofien machen, zu denen die auch in der Klassischen
Mechanik diskutierten Grofien Energie, Impuls und Drehimpuls gehoren. Als eine
neue, typisch elektrodynamische Gréfie tritt jetzt noch die elektrische Ladung hinzu,
mit der wir die Diskussion der Bilanz-Gleichungen auch beginnen werden.

8.1 Elektrische Ladung und das Schema der
Bilanz—Gleichungen

Wir greifen zuriick auf die Formulierung der Erhaltung der elektrischen Ladung in
5.1.2. Diese haben wir ausgedriickt durch die Forderung, dass sich die elektrische
Ladung () in einem Volumen V nur dadurch dndern kann, dass Ladung iiber die
Randfliche OV entweder einflieit oder ausfliefit:

aQ ~ .
==- avdf_—favdfg(r,t). (8.1)

Wenn @ eine Grofle wére, die nicht erhalten ist, miissten wir auf der rechten Seite
noch einen weiteren Term hinzufiigen:

%:_fgvd_fj(r,t)+/vd3rﬁ(r,t). (8.2)

173
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Hier wiirde (7, t) die Erzeugung oder Vernichtung von @ pro Volumen und Zeit
am Ort r zur Zeit t beschreiben. Mit denselben Umformungen wie in 5.1.2, also

d
Q= [ drotre). D= [ @l i),
) o .
ﬁvdfg<r,t>=/vd3rw<r,t>

kamen wir dann zu

/V dr (% p(r,t) + %j(r, t) — k(r, t)) =0, (8.3)

bzw., weil das Volumen V' beliebig wihlbar ist, zu

r.t)+ %j(r, t) = k(r,t). (8.4)

Eﬂ(

Dieses ist eine Bilanz-Gleichung. Sie beschreibt, wie sich im allgemeinen Fall eine
Dichte p(r,t) zeitlich &ndert, ndmlich durch Transport mit der Flussdichte j(r, )
und durch Erzeugung oder Vernichtung mit einer raumlichen Dichte (7, t). Fiir die
elektrische Ladung ist x(r, t) = 0, d.h., sie wird weder erzeugt noch vernichtet. Unser
weiteres Ziel ist jetzt die Formulierung von Bilanz—Gleichungen fiir die Energie, den
Impuls und den Drehimpuls.

8.2 Bilanz der Energie

8.2.1 Herleitung

Ausgangspunkt sind die beiden Maxwellschen Gleichungen, die die zeitlichen Ablei-
tungen der Felder enthalten. Wir schreiben sie in der Form



8. BILANZ-GLEICHUNGEN 175

0 0

0 0
xH—-—D = 3 .
or o1 s (8.6)

worin wir zur Vereinfachung der Schreibweise

H:=—B, D:=¢FE (8.7)

eingefithrt haben. Spéter, bei der Beschreibung des Verhaltens von Materie in den
Feldern E und B werden die Felder D und H noch eine eigenstindige physikalische
Bedeutung erhalten.

Wir multiplizieren (8.5) skalar mit H, (8.6) skalar mit E und bilden die Differenz
der beiden so entstandenen Ausdriicke:

9 9
elpia?
Pty

5 B+H<3xE> E(ﬂxﬂ> —j E. (8.8)

or or

Wir formen zunéchst die Ausdriicke mit den Zeitableitungen um:

0 0 0 1 0

E(‘%D+H(9 B—GgEa E+—HatB—
a 1
E2 — B?). 8.9

Den Ausdruck mit den Rotationen formen wir unter Verwendung der Produkt—Regel

H(%xE)—E(%xH>:%(EXH) (8.10)

um. Diese Produkt-Regel ldsst sich unter Verwendung des Levi-Civita—Tensors und
seines Verhaltens gegeniiber Vertauschung der Indizes wie folgt nachweisen:
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0

— (ExH) = 0, (€apy Es H,) =

= €agy [(0a Eg) Hy + By (0o Hy)] =
= H,€10300 Eg — Egé€gay 0o Hy =

o) 0
= H|—xE|-E|—xH|.
<6r 8 > <8r 8 )
Mit diesen Umformungen erhilt (8.8) die Form einer Bilanz-Gleichung (8.4):

ow 0

—+—8 = —jE 8.11
€o 2 1 2 1
wi=—FE*+_— B, S:=ExH=—ExB. (8.12)
2 2 1o Ho

8.2.2 Diskussion

Das in (8.12) definierte w muss die Bedeutung der rdumlichen Dichte einer physika-
lischen Variablen haben. w enthilt den uns aus 3.1.2 bekannten Ausdruck ey E?/2
fiir die rdumliche Dichte der Energie eines statischen E-Feldes. Aus (8.12) folgern
wir deshalb:

(1) €9 E?/2 ist auch die raumliche Dichte der Energie eines dynamischen E-Feldes,

(2) B?/(2 o) ist die raumliche Dichte der Energie des B-Feldes, dynamisch und
im Grenzfall auch statisch.

Folglich hat der Vektor S = E x H, der sogenannte Poynting—Vektor, die Bedeutung
der Flussdichte der Feldenergie. Er beschreibt also den Fluss von Feldenergie pro
Flache und Zeit in S-Richtung. Wir bemerken, dass wir zu dem Poynting—Vektor
die Rotation eines beliebigen Vektor—Feldes hinzuaddieren kénnen, ohne dass sich
seine Divergenz und damit die Bilanz—Gleichung (8.11) &ndert:

, o o ., 0
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Wir folgern weiter, dass der Term —j E auf der rechten Seite von (8.11) die Bedeu-
tung der Erzeugung bzw. Vernichtung von Feldenergie, nicht etwa von Energie iiber-
haupt, hat. Weil die Erhaltung der gesamten Energie eine grundsétzliche Eigenschaft
physikalischer Systeme ist, deren Zusammenhang mit der zeitlichen Translations—
Invarianz in der Klassischen Mechanik gezeigt wird, fragen wir, mit welchen ande-
ren Formen von Energie Feldenergie ausgetauscht werden kann. Dazu stellen wir
zunéchst fest, dass die Feldenergie gemafl (8.11) erhalten ist, wenn j = 0, d.h., wenn
keine elektrische Ladung bewegt wird. Dann darf aber auch keine elektrische La-
dung vorhanden sein, weil diese in einem bewegten Inertial-System auch stets als
bewegte Ladung auftritt. Es sind demnach elektrische Ladungen bzw. elektrisch ge-
ladene Teilchen, mit denen Feldenergie ausgetauscht werden kann. Wir betrachten
die Krifte, die auf elektrisch geladene Teilchen von den Feldern E und B ausgeiibt
werden:

Fp=qE, Fg=quvxB. (8.13)

Wir gehen zu rdumlichen Dichten ¢ — p und qv — pv = 3 iiber und addieren die
beiden Kréfte, die dann zu einer Kraft-Dichte f =Kraft pro Volumen wird,

f=pE+jxB, (8.14)

der sogenannten Lorentz-Kraftdichte. Wenn wir diese skalar mit der Geschwindig-
keit v der geladenen Teilchen im Sinne eines Geschwindigkeits—Feldes, vgl. 5.1.1,
multiplizieren, erhalten wir die rdumliche Dichte der Leistung der Felder E und B
an den geladenen Teilchen. Da j = pw, ist v (J x B) = 0 und wir erhalten

fv=pvE=3E. (8.15)

Dieser Ausdruck tritt auf der rechten Seite von (8.11) mit dem negativen Vorzeichen
auf, weil fv = 3 E > 0 bedeutet, dass Leistung dem Feld entnommen wird und auf
die geladenen Teilchen iibertragen wird, entsprechend umgekehrt.

Ein Beispiel fiir den Verlust von Feldenergie, also 3 E > 0, liefert der Transport von
Ladung in Leitern, also die elektrische Leitung. Hier folgt die Ladungsbewegung
dem elektrischen Feld E, d.h., 37 und E sind parallel. Die elektrische Leitung wird
sehr hiufig durch das phdnomenologische Ohmsche Gesetz beschrieben,

J=0kFE, (8.16)
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worin o die spezifische elektrische Leitfihigkeit ist. Aus dem Ohmschen Gesetz folgt

jE=0E*>0, (8.17)

weil 0 > 0. Das Feld E iibertrigt Energie an die geladenen Teilchen, z.B. Elektronen,
indem es sie beschleunigt. Die Ladungstriger ihrerseits stoflen an die Ionen des
Leiters und geben ihre Bewegungs-Energie als Schwingungs-Energie an die Tonen
ab. Diese duflert sich in einer Zunahme der Energie des Ionen—Gitters, die sogenannte
Ohmsche Wirme, die sich durch eine Temperatur—Erhohung nachweisen lésst. Dieser
Prozess ist irreversibel. Das lasst sich bereits am Ohmschen Gesetz (8.16) ablesen:
wenn wir dort den Zeitumkehr—Operator T anwenden, wechselt 5 auf der linken Seite
das Vorzeichen, wihrend E rechts ungeéndert bleibt. (o ist eine Material-Konstante,
die unter 7' invariant ist.) Das Ohmsche Gesetz ist also nicht zeitumkehr—invariant.
Die Irreversibilitdt im Ohmschen Gesetz ist eine thermodynamische Eigenschaft, die
letztlich auf den 2. Hauptsatz der Thermodynamik zuriickgeht. Das Ohmsche Gesetz
ist deshalb eher Bestandteil der Thermodynamik als der Elektrodynamik.

Ein Beispiel fiir den Gewinn von Feldenergie, also 3 E < 0, liefert der Vorgang des
Aufladens eines Kondensators. Das elektrische Feld E hat die Richtung von den
positiven zu den negativen Ladungen auf den beiden Platten. Um den Kondensator
weiter aufzuladen, muss positive Ladung von der negativ geladenen Platte zur po-
sitiv geladenen Platte, also gegen die Richtung des bereits vorhandenen E-Feldes
gebracht werden. Das bedeutet einen Fluss 5 gegen die Feldrichtung von E und so-
mit j E < 0. Aquivalent dazu ist natiirlich die Verschiebung von negativer Ladung
von der positiv zur negativ geladenen Platte.

8.3 Bilanzen des Impulses und des Drehimpulses

8.3.1 Impuls—Bilanz

Ausgangspunkt sind wieder die beiden Maxwellschen Gleichungen (8.5) und (8.6),
die die zeitlichen Ableitungen der Felder enthalten. Wir multiplizieren jetzt (8.5)
vektoriell, also als Kreuzprodukt, von links mit D, (8.6) vektoriell von rechts mit
B und bilden ebenfalls wieder die Differenz der beiden so entstehenden Ausdriicke.
Wir erhalten
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0 0 0 0
Dx(aB>+<aD>xB+Dx<§XE>—<%XH>><B_
=—jxB (8.18)

Unter Verwendung der Produkt-Regel der Differentiation wird

Dx(%B>+<%D>xB:%(D><B). (8.19)

Fiir die Umformung der Ausdriicke

0 0 0 1 [0
Dx(a—er>:eoE><<a—r><E>, (87XH>XB:%<0_1~XB>XB
verwenden wir eine allgemeine Beziehung fiir ein beliebiges Vektorfeld a = a(r)

0 o (1 , 0
a X (a_r X a> = 0_1" <§ a > — (a a—r> a. (820)

Zum Nachweis bilden wir die a~Komponente der linken Seite und formen wie folgt
um:

0
a X o X a = €afy a8 Expp Oy Gy = €08 €y A3 0y Q) =
(e}

1
= ag0aap —ag0dsa, = 0Oy <§ a%) —agdsa,. (8.21)

Damit ist der Nachweis fiir (8.20) schon gefiihrt. Wir bendtigen diese Hilfsformel
aber in einer etwas anderen Form und fithren deshalb die Umformung in (8.21) wie
folgt weiter:

1
{ax (% xa)} = 0, (5112) — 0 (an ag) + aq 95 ag =

1
= 0 (5 a? dap — Qo a5> + a, 03 as. (8.22)
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Wir wenden (8.22) zunéchst auf @ = E an. Mit der Maxwellschen Gleichung

0 1
Es= 2 E=—
aﬁ A or Ggp
erhalten wir
Ex (2L xE —%9GE% —EE>+l B (8.23)
or a_ 5 \2 ap o =p Gop “ '

Dann wenden wir (8.22) auf @ = B an. Mit der Maxwellschen Gleichung

0
B:= — B =
05 Bs = - 0
erhalten wir
0 1,
B x 0_1" x B = 85 (5 B 5aﬁ — Ba Bﬂ) . (824)

Einsetzen von (8.23) und (8.24) in die a—Komponente der Gleichung (8.18) liefert
zusammen mit der Umformung (8.19)

1 1 /1

= —(pE+jxB),. (8.25)

Diese Gleichung hat die Struktur einer Bilanz—Gleichung, ndmlich

0 0

il — pla) —
5 T + i P fa (8.26)

Hierin ist
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T, =(DxB), bzw. w=DXB, (8.27)
fo=(pE+jxB), bzw. f=pE+jxB. (8.28)

Der Divergenz-Term in (8.26) ist so zu lesen, dass

0

P = P,es, o P =09, P,j, (8.29)
1 1 /1
Py = < <§ E%6,, - E, Eﬂ) o (5 B%6.; - B. Bg> . (8:30)

P,s wird also interpretiert als die S-Komponente eines ”Vektors” P Da Pus
symmetrisch ist, P,3 = Pps,, hingt diese Interpretation nicht von der Reihenfolge
der Indizes o und 3 ab. Die néher liegende Interpretation besteht darin, P,s als
Tensor aufzufassen. In 3.2.2 hatten wir den Begriff des Tensors bereits eingefiihrt.
Demnach sollte P,3 dann als Tensor definiert sein, wenn es sich unter orthogonalen
Transformationen wie das Produkt von zwei Vektor-Komponenten a, bz transfor-
miert. Dieses Verhalten ist in der Definition (8.30) direkt ablesbar, wenn wir uns
daran erinnern, dass auch d,5 ein Tensor ist, wie wir ebenfalls in 3.2.2 bereits ge-
zeigt hatten. Durch die Divergenz-Bildung d3 P,3 wird nun der Tensor P, zu einem
Vektor "verjiingt”, ebenso, wie ein Vektor ag durch die Divergenz-Bildung 0 as zu
einem Skalar ”verjiingt” wird.

Bei der physikalischen Diskussion der Bilanz—Gleichung (8.26) gehen wir von der
rechten Seite aus. Aus (8.28) lesen wir ab, dass die rechte Seite bis auf das Vorzeichen
die Bedeutung der a—Komponente der rdumlichen Dichte der Lorentz-Kraft hat. Das
bestiitigen wir sofort, indem wir f, bzw. f in (8.28) mit dem Volumen-Element d*r
multiplizieren und j = pwv einsetzen:

fdr=pd’r (E+vxB)=dqE +dqv x B

worin dq = pd®r. Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist Kraft die Anderung des
Impulses pro Zeit, entsprechend fiir die rdumlichen Dichten, so dass 7, = (D x B),
unter der Zeitableitung 9/0t auf der linken Seite von (8.26) die Bedeutung der a—
Komponente der rdumlichen Dichte des Feldimpulses bzw. w = D x B die der
rdumlichen Dichte des Feldimpulses hat. Dass die Lorentz—Kraftdichte f auf der
rechten Seite von (8.26) mit dem negativen Vorzeichen auftritt, hat seinen Grund
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darin, dass diese die Kraft auf Ladungen, also die Impuls-Anderung pro Zeit fiir die
Ladungen beschreibt. Jede Impuls—Zunahme fiir die Ladungen bedeutet aber eine
Impuls—Abnahme fiir das Feld und umgekehrt.

Wir folgen nun dem allgemeinen Schema von Bilanz—Gleichungen weiter und in-
terpretieren den Vektor P = P,ses als die Flussdichte der a-Komponente
des Feldimpulses, bzw. den Tensor P,z als f-Komponente der Flussdichte der a—
Komponente des Feldimpulses. Wegen der Symmetrie von Pyg, also P,g = P, ist
die letztere Interpretation invariant gegen eine Vertauschung der Indizes o und .

In der materiellen Kontinuums—Theorie wird gezeigt, dass der wesentliche Anteil der
Diagonal-Elemente von Impuls—Flussdichten der hydrostatische Druck ist. Darum

heiflen Impuls-Flussdichten auch Spannungs-Tensoren, und P,3 darum der Maz-
wellsche Spannungstensor.

8.3.2 Bilanz des Drehimpulses

Aus der Bilanz—Gleichung (8.26) fiir den Impuls kénnen wir eine Bilanz—Gleichung
auch fiir den Drehimpuls gewinnen, wenn wir uns daran erinnern, dass der Dreh-
impuls L mit dem Impuls p durch L = » x p, in Komponenten L, = €,,4 Ty Pa
zusammenhéngt. Wir schreiben die Impuls—Bilanz (8.26) in Komponentenform:

8t o + 85 Paﬂ = —fa, (831)

Oy := 0/0t. Um daraus eine Aussage iiber den Drehimuls zu erhalten, miissen wir of-
fensichtlich mit €,,, 2, multiplizieren, wobei diese "Multiplikation” natiirlich immer
die Summations—Konvention einschlief}t:

€uva Ty O o + €uva Ty aﬁ Paﬁ = —€uva Ty fa- (832)

Es ist

€uva Ty at T = at (Guua Ty 7Ta) )
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weil die partielle Zeitableitung d; (bei festgehaltenem Ort) nicht auf die Koordinate
x, wirkt: 0, z, = 0.

Mit der Produktregel der Differentiation erhalten wir weiter

Euya Ty 85 Paﬁ == 85 (Guua Ty Paﬁ) - Euya Paﬁ 85 Ty
O3 (€pva Tv Pag) = €uga Pag
05 (€pva Ty Pagp) -

Darin haben wir benutzt, dass ds x, = d3, und €3, Pag = 0, weil P,3 symmetrisch
ist und eine Kombination €,3, P,3 mit einem symmetrischen Tensor P,; immer
verschwindet, vgl. 1.3.3.

Wir setzen diese Umformungen in (8.32) ein und erhalten (mit einer Umbenennung
der Indizes & — v, u — ) die Bilanz—Gleichung

O b, + 65 Tag = —Ta, (833)
by = €qpy Ty Ty, (8.34)

Tos = €ansy P, (8.35)

Ta = €avy Ty f’y- (836)

Hier sind ¢, die a~Komponente der rdumlichen Dichte des Feld-Drehimpulses, T3
die f—Komponente der Flussdichte der a—Komponente des Feld-Drehimpulses, die
keine Symmetrie besitzt, und 7, die a-Komponente der rdumlichen Dichte des Dreh-
moments der Lorentz—Kraft.

Wir kénnen die Drehimpuls-Bilanz (8.33) auch wieder in derselben Form wie die
Impuls—Bilanz schreiben:

0 0

aea+a—rT<a>:Ta, T =T, ep. (8.37)
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8.4 Erhaltung von Energie, Impuls und Drehim-
puls

Die oben hergeleiteten Bilanz—Gleichungen fiir Energie, Impuls und Drehimpuls ent-
halten auf ihren rechten Seiten jeweils ” Austauschterme” fiir den Austausch von
Energie, Impuls und Drehimpuls des Feldes mit geladenen Teilchen. Letztere sind
durch ihre Ladungsdichte p und ihre Flussdichte 3 beschrieben. Nun sind Energie,
Impuls und Drehimpuls die elementaren physikalischen Variablen, fiir die Erhal-
tungssitze gelten. Um die hier formulierten Bilanz—Gleichungen zu Erhaltungssitzen
zu erweitern, miisste man die entsprechenden Bilanzen auch fiir das System der ge-
ladenen Teilchen aufstellen. Im Allgemeinen wechselwirken diese auch mit weiteren
ungeladenen Teilchen, die dann ebenfalls einzuschlielen wéren. Wie wir im Fall der
elektrischen Leitung in 8.2.2 gesehen haben, kann Feldenergie schliellich sogar in
Wirme-Energie iiberfiithrt werden. Folglich miissten auch die thermodynamischen
Bilanz-Gleichungen fiir Energie, Impuls und Drehimpuls eingeschlossen werden. Erst
diese Gesamtheit von gekoppelten Bilanz—Gleichung wiirde die Erhaltung von Ener-
gie, Impuls und Drehimpuls sichtbar werden lassen.

Ein einfacherer Fall liegt fiir das sogenannte freie Feld vor. Darunter versteht man
die Dynamik von E und B ohne Vorhandensein von geladenen Teilchen, also fiir
p = 0 und 3 = 0. Fiir diesen Fall verschwinden die rechten Seiten der oben herge-
leiteten Bilanz—Gleichungen, und wir erhalten Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls
und Drehimpuls des Feldes:

Energie: L2 8=0 8.38
nergie 5 T o : (8.38)
0 0
Impuls: — 1o+ — P® = 8.39
mpuls P Ty + 5 , ( )
Drehimpuls: 9+ Dqer — g (8.40)
puls: ot " or e '

Dass fiir das freie Feld Energie, Impuls und Drehimpuls erhalten sind, war zu er-
warten. Aus dem Noetherschen Theorem der Mechanik wissen wir ja, dass Erhal-
tungssétze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls Konsequenzen aus Invarianzen sind,
namlich den Invarianzen gegen Translationen der Zeit, Translationen des Ortes und
Drehungen um beliebige Achsen im Raum. Das gilt auch fiir Feldgleichungen. Die
freien Maxwellschen Gleichungen (also fiir p = 0 und j = 0) enthalten

(1) die Zeit nur als Ableitung 0/0t, sind also invariant gegen Translationen der
Zeit,
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(2) den Ort nur als Ableitung 0/0r, sind also invariant gegen Translationen des
Ortes,

(3) zwar keine Winkelvariablen, sondern vektorielle Operationen wie Rotation und
Divergenz, die gegen Transformationen der Basis, also gegen Drehungen inva-
riant sind.

Wenn p # 0, 7 # 0 wéren, konnten vorgegebene Ladungsdichten und Flussdichten
Zeitprogramme, rdumliche Inhomogenititen und ausgezeichnete Richtungen vorge-
ben und damit die obigen Invarianzen brechen.
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Kapitel 9

Freie elektromagnetische Wellen

In diesem Kapitel werden wir Losungen der Maxwellschen Gleichungen diskutieren.
Die Maxwellschen Gleichungen sind — vom mathematischen Standpunkt aus gesehen
— partielle Differential-Gleichungen in den Variablen Ort und Zeit. Zu ihrer Losung
miissen — aufler Ladungs— und Flussdichte p(r,t) bzw. j(r,t) — Randbedingungen
fiir die Felder E(r,t) und B(r,t) vorgegeben werden. Die rdumlichen Randbedin-
gungen besagen, wie sich die Felder z.B. fiir |r| — oo verhalten sollen. Es kénnen
aber auch rdumliche Randbedingungen fiir endliche Orte r auftreten, z.B. dann,
wenn elektrische Leiter anwesend sind, vgl. 4.1. Die "zeitlichen Randbedingungen”
besagen, welchen Verlauf die Felder zu einer bestimmten Anfangszeit haben sollen.
Man wiirde sie dann eher Anfangsbedingungen nennen.

Wir kénnen in diesem Text keine mathematisch erschopfende Theorie der Losung
von partiellen Differential-Gleichungen formulieren. Im Kapitel 4 hatten wir eini-
ge Techniken zur Losung statischer partieller Differential-Gleichungen, sogenannter
Randwert—Probleme, angefiihrt. Wir werden auch in diesem Kapitel immer wieder
auf Randbedingungen zuriickkommen. Vorerst wollen wir fiir dieses Kapitel ver-
einbaren, dass die zu diskutierenden Losungen der Maxwellschen Gleichungen den
gesamten Raum erfiillen kénnen, dass es also keine Randbedingungen im Endlichen
zu erfiillen geben soll.

Wir wollen weiterhin in diesem Kapitel den besonderen Fall diskutieren, dass keine
geladenen Teilchen auftreten. Dann verschwinden Ladungs— und Flussdichten: p =
0, 7 = 0. Die zu l6senden Maxwellschen Gleichungen lauten in diesem Fall

— xE=—-—B — E=0 9.1
>< Y ar Y ( )
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0 1 0 0
Z xB=—-_E ~B= 2
>< ) a/r 0’ (9 )

worin bis jetzt noch 1/c? = € po bzw. ¢ = 1/, /ey 1o als Abkiirzung verwendet wird.
In 7.4 haben wir gezeigt, dass aus den Maxwellschen Gleichungen Wellengleichungen
folgen. Fiir verschwindende Ladungs— und Flussdichten haben diese die Form

1 02 1 0
OF = _ - = — OB = _ = =0. .
E (A = t2> E =0, B (A = t2> B=0 (9.3)

Die Losungen dieser Wellengleichungen heiflen freie Wellen. Wir miissen aber be-
achten, dass die Wellengleichungen Folgerungen aus den Maxwellschen Gleichungen,
doch nicht etwa dquivalent zu ihnen sind. Um die Eigenschaften von freien Wellen in
FE und B zu bestimmen, miissen wir gelegentlich auf die Maxwellschen Gleichungen
(9.1) und (9.2) zuriickgreifen.

Wir erinnern noch daran, dass auch die Potentiale ® und A Wellengleichungen vom
Typ (9.3) erfiillen, vgl. Abschnitt 7.4.2.

9.1 Ebene Wellen

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen besonders einfachen Typ von Loésungen
der Wellengleichungen (9.3), auf den wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels noch
zuriickgreifen werden. Die Wellengleichungen (9.3) sind vom Typ

vu= (85 5] u=o (9.4
worin u = u(r, t) anstelle der Komponenten von E und B steht.

9.1.1 Ebene Wellen in z—Richtung

Wir nehmen an, dass die Felder E und B bzw. u in (9.4) nur von einer Koordina-
tenrichtung, z.B. nur von z3 =: z abhéngt: v = u(z,¢). Dann wird aus (9.4)
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0? 1 02

Wir suchen Losungen dieser Gleichung durch die Substitutionen

1
£ = z—ct, z = 5(7)4‘5),
(9.6)
= ztect P= (g
n o= z : 5 :
Damit wird
o _ 020 o0t0 1[0 10
o6 060z 060t 2\0z cot)’
9 _ 00 o0 _1(0 10
on  Onodz Ondt 2\0z cot)’
_, & _ (¥ 15
06dn 4 \022 c2otz)’
Wir kénnen die Wellengleichung (9.5) also in der Form
92
560, =0 (9.7)

schreiben. Diese Gleichung besitzt die allgemeine Losung u = f, (&) + f_(n) bzw.
durch Riicktransformation in die Variablen z, ¢

u(z,t) = fo(z —ct)+ f_(z + ct), (9.8)

worin die f,(...) und f_(...) beliebige (zweimal differenzierbare) Funktionen sind.
Die Losung u(z,t) = fi(z — ct) bedeutet anschaulich, dass ein beliebiger, z.B.
zur Zeit t = 0 vorgegebener Funktionsverlauf f,(z) sich mit der Geschwindigkeit
c in die positive z-Richtung verschiebt, entsprechend in negativer z—Richtung fiir
u(z,t) = f_(z + ct). Da die Wellengleichung linear in u ist, lassen sich die beiden
Losungen iiberlagern. Natiirlich hdangt diese Deutung nicht von ¢ = 0 als Anfangszeit
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ab. Der Funktionsverlauf kann bei beliebiger Zeit ¢ = ¢y in der Form u = f(z+cty)
vorgegeben sein.

An dieser Stelle der Entwicklung der Theorie kénnen wir nun erstmalig feststellen,
dass die bisher nur als Abkiirzung benutzte Grofie ¢ = 1/, /€y iy die Bedeutung der
Geschwindigkeit von (zunéchst ebenen) elektromagnetischen Wellen hat. Wir hatten
bisher lediglich festgestellt, dass ¢ = 1/,/€y jip die Einheit einer Geschwindigkeit
besitzt, vgl. 5.2.2.

Das Argument zFct in fi(...) heifit die Phase der Losung der Wellengleichung. Den
Punkten z gleicher Phase sind also dieselben Werte der ” Wellenfunktion” fi(zFct),
d.h., dieselben physikalischen Feldzustédnde zugeordnet. Die Punkte gleicher Phase
liegen auf den Ebenen z = +ct, die senkrecht auf dem Basis—Vektor e, in z-Richtung
stehen und sich mit der Geschwindigkeit +c in der Richtung e, bewegen. Lésungen
der Wellengleichung von diesem Typ heiflen allgemein ebene Wellen. Ein Beispiel ist

C
fe(zFct) = - exp

5]

2 b2

(C' =const). Dieses ist ein " Wellenbuckel” in der Form einer Gau3-Glocke der Breite
b.

9.1.2 Allgemeine ebene Wellen

Die oben beschriebenen ebenen Wellen, die sich in z-Richtung fortbewegen, lassen
sich sogleich verallgemeinern zu

uw(r,t)=f(nr—ct). (9.9)
Hier ist m ein Einheitsvektor, n?> = 1, in einer beliebigen Raumrichtung und f(...)

wieder eine beliebige (zweimal differenzierbare) Funktion. Zunéchst zeigen wir, dass
u in (9.9) eine Losung der Wellengleichung O u = 0 ist:

Dot =no f (nr —ct), Au=02u=n2f"(nr—ct)=f"(nr —ct),

dru=—cf (nr—ct), Pu=cf"(nr—-ct),

L oo
Ou = (A—g@)u:o.
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(f'(-..) und f"(...) bedeuten die ersten und zweiten Ableitungen der Funktionen
nach ihrem Argument.) Die Orte gleicher Phase der Losung w in (9.9) liegen auf
Ebenen nr — ct = ¢y =const. Wir formen diese Darstellung um in

n (r—n(ct+d¢y)) =0.

Die Orte r gleicher Phase liegen also in einer Ebene, die senkrecht auf n steht und
den Punkt 7(t) = n (ct + ¢o) enthélt. Dieser bewegt sich mit der Geschwindigkeit
¢ in n—Richtung.

Wie wir oben bereits bemerkt hatten, steht u fiir die Komponenten der Felder E
und B. Wir kénnten geméf (9.9) also fiir diese Felder Losungen der Wellengleichung
in der Form

E.(r,t) = fq (n(a’E) r— ct) : B (r,t) = ga (n(a’B) r— ct) (9.10)

konstruieren, worin die f,(...), ga(...) insgesamt 6 beliebige (zweimal differenzier-
bare) Funktionen und die n(®¥), n(®B) ¢ beliebige Einheitsvektoren sind. Aller-
dings miissten wir diese Losungen noch in die vollstdndigen Maxwellschen Gleichun-
gen (9.1) und (9.2) einsetzen und daraus weitere Bedingungen an die Funktionen
fa( ), ga(...) und die Vektoren n(®®) nl(®B) gewinnen. Wir beschrinken uns
statt dessen von vornherein auf die folgenden, physikalisch anschaulichen Félle

E(r.t)=Eqf(nr—ct), B(r,t) =By f(nr—ct). (9.11)

Die Felder unterscheiden sich hier nur durch ihre Amplituden—Vektoren Ey, By und
haben im Ubrigen dieselbe Orts— und Zeitabhingigkeit und damit auch dieselbe Aus-
breitungsrichtung n. Wir untersuchen nun, welche Aussagen wir iiber die Parameter
E,, By, n aus den Maxwellschen Gleichungen (9.1) und (9.2) erhalten. Wir beginnen
mit der Bedingung, dass die Divergenzen von E und B verschwinden miissen:

%E = 5% (Eof(nr—ct)) =0, (Eonf(nr—ct)) =

=FEyoaOaf(nr—ct)=n,Ey, f' (nr—ct) =
=(nEy) f'(nr—ct).
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Damit die Divergenz verschwindet, muss n Ey = 0 sein. (Losungen mit f(...) =
const seien ausgeschlossen.) Die Feldamplitude E, und damit das Feld E(r.t)
miissen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung n stehen. Dieselbe Rechnung fiir
B statt E ergibt n By = 0, also dieselbe Aussage fiir B(r,t). Wellen mit dieser
Eigenschaft, also

'n,EO = 0, 'n,Bg = 0, (912)

heiflen transversal. Die elektromagnetischen (zundchst ebenen) Wellen sind trans-
versal.

In einem néchsten Schritt fordern wir, dass die Losungen (9.11) die Maxwell-
Gleichung

S XxE=-. B (9.13)
erfiillen. Es ist
O B2 By fmr—ct) = (L ftar—ct)) < E (9.14)
or - Or 0 =\ or ¢ 0 '

Diese Umformung entnehmen wir aus der Produkt-Regel fiir eine skalare Funktion
¢ = ¢(r) und einem Vektorfeld a = a(r)

) 96

—><(¢>a):a—r><a+¢>gir><a7 (9.15)

die wir in Komponenten—-Schreibweise unter Verwendung der gewdhnlichen Produkt—
Regel der Differentiation wie folgt nachweisen:

0
{ (¢ a)} = €apy 05 (9 ay) = €apy (05 @) @y + G eapy Op ay.

— X
or
[0}

Wenn wir in (9.15) ¢ = f(nr — ct) und a = E, setzen und beachten, dass E,
unabhéngig von r ist, erhalten wir die Umformung (9.14). Ferner ist
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%f(nr—ct):nf’(nr—ct),

wie oben bereits komponentenweise benutzt, so dass

g /
a—er:anof(nr—ct). (9.16)

Andererseits ist

%B % (Bof(nr—ct))=—cBgf' (nr—ct). (9.17)

(9.16) und (9.17) eingesetzt in die Maxwellsche Gleichung (9.13) fithrt auf die For-
derung

n X Eg = CBO. (918)

Das bedeutet insbesondere, dass nicht nur Eq und By senkrecht auf der Ausbrei-
tungsrichtung n stehen, sondern dass dariiber hinaus auch Ey und B, aufeinander
senkrecht stehen. Was die Orientierungen betrifft, bilden die Vektoren n, Ey, B
geméf (9.18) in dieser Reihenfolge ein rechts—orientiertes ”Dreibein”.

Es bleibt noch zu fordern, dass die Losungen (9.11) auch die Maxwell-Gleichung

—xXB=——F A
X 5 (9.19)

EXB = nxByf (nr—-ct),
g ,
EE = —cEyf' (nr—ct),

was, eingesetzt in (9.19), auf
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1
n X By = —— FE, (920)
C

fiihrt. Diese Gleichung ist aber identisch mit (9.18). Das erkennen wir, wenn wir auf
(9.20) von links die Operation nx anwenden,

1
TLX(’I'LXB()):——TLXE(),
c
und jetzt auf der linken Seite die Identitét
n x (n x By) = (n By) n —n® B,

beachten. Mit n By = 0, vgl. (9.12), und n? = 1 kommen wir wieder zu (9.20).
Dass die letzte der noch offenen Maxwellschen Gleichungen keine neue Aussage
liefert, ist verstdndlich, weil unser Losungsansatz ja bereits die aus den Maxwellschen
Gleichungen folgende Wellengleichung erfiillte.

9.2 Monochromatische ebene Wellen

9.2.1 Einzelne monochromatische ebene Welle

Von besonderer Bedeutung sind die monochromatischen ebenen Wellen,

E(r,t) ~cos(kr —wt+ ¢), B(r,t) ~cos(kr —wt+ ¢), (9.21)

weil noch gezeigt werden wird, dass sich beliebige freie Wellen stets als Uberlagerung
von monochromatischen ebenen Wellen darstellen lassen. Hier haben wir das bisher
verwendete Argument n r — ct, das ja die Dimension Lénge besitzt, durch Multipli-
kation mit einem Faktor der Dimension 1/Linge dimensionslos gemacht, um es als
Argument in der Funktion cos (...) verwenden zu kénnen:

k = kn,

oo (9.22)

kr—wt:=Fk (nr—ct), :>{
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Der Wellenzahl-Vektor k ist verkniipft mit der Wellenlinge \. Letztere ist dadurch
definiert, dass sich die Welle als Funktion des Ortes nach Fortschreiten um A in
Ausbreitungs—Richtung k ~ n periodisch wiederholt:

2
kA=27m  |k|l= 7” (9.23)
Die Kreisfrequenz w ist mit der Schwingungsdauer 7' verkniipft:

27
T =2 = —. 9.24
w , w T ( )

Die Frequenz f ist definiert durch f :=1/T = w/(27) = ¢/X. ¢ in (9.21) ist eine
beliebige Phasenkonstante.

Die Rechnungen mit monochromatischen ebenen Wellen gestalten sich erheblich
einfacher in der komplexen Schreibweise

E(r,t) = Egelkr—t) B(r,t) = Byel k71, (9.25)

Diese Schreibweise ist so zu interpretieren, dass bei allen Schliissen auf physikalisch
reale und damit auch reelle Felder die Realteile zu bilden sind. Das ist eine vollig
unproblematische Operation, solange nur Ausdriicke betroffen sind, die linear in den
Feldern sind. Wenn Produkte, z.B. Quadrate von Feldern wie in Ausdriicken fiir die
Feldenergie zu bilden sind, ist wie folgt vorzugehen:

(1) Bildung des Realteils,

(2) Bildung der Produktausdriicke.

Wenn wir im Folgenden Ausdriicke E; usw. bilden, soll allerdings das komplexwer-
tige Quadrat des komplexen Vektors E, gemeint sein.

Die friiheren (dquivalenten) Beziehungen (9.18) und (9.20)

1
BO = -—nX Eg bzw. EO = —Ccn X Bg (926)
C
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werden mit n = k/k, k := |k|, s.0., zu
1 1 c c?
Bg:—kXEOZ—kXEO bzw. Eg:——kXBOZ—kXBo. (927)
ck w k w

Auch die Amplituden—Vektoren E,, B sollen komplex sein diirfen. Die Relationen
(9.27) sind dann so zu lesen, dass sie sowohl fiir die Real- als auch fiir die Ima-
ginérteile von E,, B gelten sollen. Die Vektoren k bzw. n sollen jedoch nach wie
vor reell sein. Wie oben bereits bemerkt, ist auch das Quadrat E? eine komplexe
Zahl. Wir definieren nun einen Phasenwinkel o sowie einen Amplituden—Vektor €
durch

E; = |E}|e ?'?, £E=E)e" (9.28)
—7m < 2a < 7. Es folgt, dass €7 reell ist:
£ = E = |E3| (9.29)

Dagegen ist £ im Allgemeinen nicht reell, sondern besitzt einen Real- und Ima-
ginérteil:

E=FE+iE,, (9.30)
worin E{, E5 reell sein sollen. Aus dieser Darstellung folgt
£ =E} - E;+2iE E,. (9.31)
Da jedoch £ reell ist, vgl. (9.29), folgt weiter, dass

E1 EQ = O, (932)

E,, E, stehen also senkrecht aufeinander. Der urspriingliche Amplituden—Vektor
E; in (9.25) steht senkrecht auf n bzw. k. Das gilt dann auch fiir £, weil diese
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beiden Vektoren gemaf (9.28) parallel sind. Folglich stehen auch Real- und Ima-
ginérteil E,, E5 von £ senkrecht auf k. Diese Feststellungen erlauben es uns, ein
rechtshéndiges, orthogonales Basis—System e,, e,, e, zu wihlen, so dass

k= kez, E1 = ‘El‘ €., EQ = :i:‘E2| €y. (933)

Das Vorzeichen bei E5 richtet sich danach, ob das Dreibein E;, E5, k rechts— oder
linkshédndig ist. Wir setzen

Ey=Ec¢ ' = (B, +iE,y) e

in (9.25) ein, bilden den Realteil des so entstehenden Ausdrucks fiir E(r,¢) und
erhalten mit der obigen Wahl von k =k e,

Re[E(r,t)] = Re {(E1 +iE,) ei(kz—wt—a)] _
= Eicos(hz—wt—a) = Bysin(kz—wt—a).  (9.34)

Wir kénnen a« = 0 durch die Wahl des Zeit-Nullpunkts erreichen. Die x— und y-—
Komponenten dieser Welle lauten

E.(z,t) = |Eq| cos (kz —wt), E,(z,t) = F|E;| sin (kz —wt). (9.35)

Daraus lesen wir ab, dass

<E§;ﬂ>2+<é%%ﬁ>2:1~ (9.36)

Der Feld-Vektor (9.34) beschreibt eine elliptische Spirale, d.h., seine Projektion
auf die z—y—Ebene lduft auf einer Ellipse mit den Halbachsen |E{| und |E,| im
(mathematisch) positiven oder negativen Sinn um, wéhrend er mit jedem Umlauf
um eine Wellenlénge A in z-Richtung fortschreitet. Den magnetischen Feld-Vektor
Re(B(r,t)) konnen wir entsprechend aus (9.27) konstruieren, d.h., Re(B(r, t)) lauft
Re(E(r,t)) mit der Phase m nach oder vor. Man nennt diese Welle, die den allge-
meinsten Fall einer monochromatischen ebenen elektromagnetischen Welle darstellt,
elliptisch polarisiert. Wenn |Eq| = |E;|, heifit die Welle zirkular polarisiert, wenn
|E1| = 0 oder |E5| = 0, heifit sie linear polarisiert.
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9.2.2 Uberlagerung monochromatischer ebener Wellen

Wir gehen nochmals auf die Wellengleichung, z.B. fiir das elektrische Feld

O EB(r t) = (A _ 61_2 g—;> E(rt) =0, (9.37)

zuriick und wollen diese durch die Fourier-Transformation l6sen, die wir im An-
hang C.3 dargestellt haben. Wir stellen E(r,¢) durch seine Fourier-Transformierte
dar. Da E(r,t) eine Funktion von r = (1, xs,23) und der Zeit ¢ ist, miissen wir
die Fourier-Transormation nach insgesamt 4 Variablen durchfithren. Die iibliche
Schreibweise dafiir ist

E(r 1) = /d3k /dwE(k,w)ei(k"’“’t). (9.38)

Hier sind k = (k1, k2, k3) die zum Ort r konjugierten Fourier—Variablen und w die zur
Zeit konjugierte Fourier—Variable. Integriert wird iiber alle £y, ko, k3, w jeweils in den
Grenzen von —oo bis +o00. Das soll im Folgenden fiir alle Integrale vereinbart sein,
die keine anderen Integrationsgrenzen tragen. Wir erkennen an der Form von (9.38)
auch bereits, dass die physikalische Bedeutung von k£ und w die des Wellenzahl—-
Vektors und der Frequenz sein wird.

Um sicher zu stellen, dass das elektrische Feld E(r,t) reell ist, konnten wir wie
oben verfahren und nur den Realteil von E(r,t) in (9.38) als physikalisch relevant
auswerten. Im Fall der Fourier—Transformation gibt es noch eine andere Moglichkeit,
die wir hier verwenden. Wir berechnen das konjugiert Komplexe E*(r,t) von E(r,t)
in (9.38) und fordern, dass E*(r,t) = E(r,t).

E(rt) = /d%/dwE*(k,w)e_i(’”_“t)

— /d3k /dw E'(—k, —w)eilkr—, (9.39)

Hier haben wir im zweiten Schritt die Substitution K — —k und w — —w aus-
gefithrt. Dabei vertauschen in jedem Integral die Integrations-Grenzen —oo und
+oo und die Integrations—Differentiale &ndern ihr Vorzeichen. Beides kompensiert
sich gegenseitig. Wenn wir nun fordern, dass der Ausdruck in der letzten Zeile von



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 199

(9.39) identisch mit der rechten Seite von (9.38) sein soll, so folgt offensichtlich als
Realitdts-Bedingung fiir E(r,t), dass

E'(-k,—w)= E(k,w) bzw. E (kw)=E(-k,—w), (9.40)

z.B. durch Umkehrung der Fourier-Transformation.

Wir setzen nun die Fourier—Transformation (9.38) in die Wellengleichung (9.37) ein.
Die in O enthaltenen Ableitungen nach dem Ort und nach der Zeit kénnen wir mit
der Integration iiber k und w vertauschen:

OE(r.t) = /d%/dwE(k,w)Dei(’”_“t)

2
— /d3 /dwEkw ( K+ 2>ei<’“‘—wt>:0. (9.41)

Hier haben wir die folgenden Schritte ausgefiihrt:

%elk’l‘ — ikeikr, (942)
Ak = 5% <5ire””>=(ilc)2 etk = _gZelkT (9.43)

(In der zweiten Zeile haben wir die Produkt-Regel (E.6) aus dem Anhang E ver-
wendet.) In der zweiten Zeile von (9.41) steht die Fourier-Darstellung einer Funk-
tion, die identisch verschwinden soll. Das ist nur moglich, wenn die entsprechende
Fourier-Transformiert ebenfalls identisch verschwindet:

( K + C;) E(k.w)=0 bw.  (o*=k) E(kw)=0. (9.44)

Es muss also E(k,w) = 0 sein, wenn nicht w?—c2k® = 0, d.h., wenn nicht w = +ck.
(k := |k|). Der allgemeinste Ausdruck fiir diesen Zusammenhang ist offensichtlich

E(k,w) = E (k) d(w — ck) + Ey(k) 6(w + ck). (9.45)
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Einsetzen dieses Ausdrucks in die Fourier—Darstellung (9.38) fiihrt dazu, dass die
w-Integration nur Beitrage fiir w = +ck liefert. Damit erhalten wir als allgemeine
Losung der Wellengleichung (9.27) den Ausdruck

E(r 1) = /d3k (Bv(k) el k7 ok 4 By (J) el tehn) (9.46)

worin Ey (k) = E(k,+ck). Damit iibersetzt sich die Realitits Bedingung (9.40)
in

E|(k) = Ey(—k)  bzw.  E,(k) = E,(—k). (9.47)

Diese Relation erhilt man auch, wenn man in der Darstellung (9.46) nach dem
fritheren Muster erneut fordert, dass E*(r,t) = E(r,t).

Man muss die allgemeine Fourier-Darstellung (9.38) fiir ein Feld E(r,t) und die
Darstellung (9.46) fiir die Losung der Wellengleichung (9.37) begrifflich unterschei-
den. Nur die erstere ist eine Fourier—Transformation, in ihr wird konsequenterweise
iiber k und w integriert. Die Darstellung der Losung in (9.46) enthélt nur noch eine
k—Integration und kann schon deshalb keine allgemeine Fourier— Darstellung mehr
sein.

Unter Verwendung der Realitdts—Bedingung (9.47) kann man (9.46) in verschiedener
Weise umformen, z.B.

E(’l"jt) — /d3k (El(k) ei(kr—ckt) +E:(—k) ei(k:r-l—ckt))

_ /dBk (El(k) ei(k:’r'fckt)_i_

~ ¥

E,(k)e '(krekn) (9.48)

Im zweiten Schritt haben wir im zweiten Teil des Integrals k — —k substituiert.
Hier ist nun direkt ablesbar, dass E(r, t) reell ist. Die hier vorgstellten Uberlegungen
fiir das elektrische Feld E(r,t) lassen sich sinngemif} auf alle Felder iibertragen, die
die Wellengleichungen erfiillen, also z.B. auf B(r,t), aber auch auf die Potentiale
A(r,t) und @(r,t).
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9.3 Wellenpakete, Phasen— und Gruppen—Ge-
schwindigkeit

Die folgenden Uberlegungen fiihren wir zunéichst mit Wellen durch, die nur von einer
Koordinaten-Richtung, z.B. nur von z3 =: z abhéngen. Die Verallgemeinerung auf
beliebige r—Abhéngigkeiten wird sich als sehr einfach herausstellen. Es sei u(z,t)
eine Komponente der Felder E, B. Aus der Erfiillung der Wellengleichung Ou = 0
folgt, dass u(z,t) sich geméf (9.46) wie folgt darstellen lésst:

+oo . .
u(z,t) ::/“ dk; (ii(k) el =00 4 i () etk (9.49)

— 00

Hierin bedeutet w(k) = ck fiir elektromagnetische Wellen. Einige der folgenden
Schlussfolgerungen schlieflen aber auch andere Wellen mit einer anderen Dispersion
w(k) ein, so dass wir bei der allgemeineren Schreibweise bleiben wollen. Wir betrach-
ten nun eine Uberlagerung der Art (9.49) unter der Annahme, dass die auftretenden
Wellenzahlen k aus einem Band, d.h., aus einem begrenzten Bereich in der Nihe
einer Wellenzahl ky stammen. Wir wéihlen deshalb als Amplituden—Funktion @(k)
eine Gaufi-Glocke

a(k) = \/;_jm exp l—%] (9.50)

Diese Gaufi—Glocke besitzt ihr Maximum bei k = kg und eine Breite kg 4o, definiert
durch ihre Wendepunkte. Die Normierung haben wir so gewéhlt, dass

/M dk (k) = uo, (9.51)

wie sich sofort durch elementare Integration bestatigen lasst. Das bedeutet zugleich,
dass

lim @ (k) = wo 6(k — ko), (9.52)

o—0

vgl. auch C.1. Wir setzen (9.50) in (9.49) ein und berechnen u(z,¢). Mit der Substi-
tution k = (k — ko) /o erhalten wir fiir den ersten Teil des k—Integrals
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/+°° dk (k) o (= o)1) —

= \/;L_jra /J:odk exp [—% +i(kz—w(k) t)]

Ug +oo

- V2T S

2
dk exp [—%—l—i(ko—i—a/ﬁ)—iw(ko—i—a/ﬁ) t]. (9.53)

Dieses Integral l4sst sich ohne Kenntnis der Funktion w(k) nicht weiter auswerten.
Wenn jedoch die Breite o der Gaufi-Glocke (9.50) hinreichend klein ist, konnen wir
w(ko 4+ o k) nach o k entwickeln und nach dem Term 1. Ordnung abbrechen:

w(ko+ok)~w(ky) +vok, v = (dc;_ék)) o (9.54)

Fiir elektromagnetische Wellen ist w(k) linear, w(k) = ck, so dass (9.54) exzakt wird.
Wir setzen (9.54) in (9.53) ein und erhalten

/+°° dk (k) o (+5 90 —

Ny

) +00 2
= U0 gilkos—ulko) ) / dk exp [—%—l—io (z—vt) K

— 00

2
= g et Fo2=w(h0)t) oy [—% (z —w t)2] . (9.55)

Im letzten Schritt haben wir die nunmehr elementare x-Integration ausgefiihrt. Der
zweite Teil des k-Integrals in (9.49) liefert das konjugiert Komplexe von (9.55). Das
Endergebnis lautet also

u(z,t) = 2ug cos [k z — w(ko) t] exp [—%2 (z — vt)zl. (9.56)

Dieses Ergebnis ist in der Abbildung 9.1 als Moment—Aufnahme, d.h. fiir eine feste
Zeit t als Funktion von z dargestellt. Eine Welle
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) ft(z’ t)

Abbildung 9.1: Wellenpaket

< cmlos—oth] = o [ (- 20

bewegt sich mit der Phasen-Geschwindigkeit vy = w(kg)/ko in z—Richtung. Sie wird
begrenzt durch den z—abhéngigen Amplituden—Faktor

+ exp l—"; (z — vt)Q]

der Breite 1/0, der sich mit der Gruppen-Geschwindigkeit v, definiert in (9.54)
in z-Richtung bewegt. Dieser Amplituden-Faktor formt das Wellen—Paket. ITm
Allgemeinen sind Phasen— und Gruppen—Geschwindigkeit verschieden. Die Welle
~ cos (...) "gleitet” durch das Paket hindurch. Im Fall elektromagnetischer Wellen
sind Phasen— und Gruppengeschwindigkeit gleich, ndmlich (fiir ein beliebiges & statt

ko)

k
Phasen—Geschwindigkeit: vy = # = ¢
(9.57)
N dw(k)
Gruppen—Geschwindigkeit: v = T c.
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In der Abbildung 9.1 erscheint die Welle ~ cos (...) mit dem Amplituden-Faktor
starr verbunden, und beide bewegen sich mit der Geschwindigkeit ¢ in z—Richtung.

Wir konnen diese Uberlegungen sogleich verallgemeinern und schreiben statt (9.49)

u(rt) = / &l (k) ol (kr—wtht) (9.58)

Wir wihlen die komplexe Schreibweise und bilden am Schluss der Rechnung den
Realteil, um das physikalisch reale Feld zu erhalten. Es sei u(k) = f(k — ko) eine
Funktion, die nur fiir |k —ko| < o wesentlich von Null verschiedene Werte annimmt.
Wir entwickeln w(k) bei k = kg in eine Taylor-Reihe nach k — k; und nehmen
an, dass wir die Entwicklung fiir hinreichend kleines ¢ nach dem linearen Term
abbrechen konnen:

w(k) =w(ko) + (k—ko) v+..., v = (agg{:)) o (9.59)

Einsetzen in (9.58) ergibt

u(r, t) = el (kor=w(kot) /d3k F(k — ko) of (ko) (r=vt), (9.60)

Wenn wir die Phase im Wellen—Faktor vor dem Integral in der Form

kg w(kg)]
kor —w(ky)t=ky |r — — t
or =~ wik) [ ol Tho

umschreiben, erkennen wir darin eine Welle mit dem Wellenzahl-Vektor ko und der
Frequenz w(ky), die mit der Phasen—Geschwindigkeit w(kg)/|ko| in der Richtung
n = ko/|ko| fortschreitet. Dagegen beschreibt das k-Integral in (9.60) offensichtlich
den Amplituden—Faktor, der mit der Gruppen—Geschwindigkeit v = dw(k)/0k (hier
fiir k = k) fortschreitet.

Wir wihlen f(k — ko) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als reell, weil ein Ima-
ginérteil nur zu einer zusétzlichen Phase der Welle fiihren wiirde. Weiterhin wéhlen
zur Vereinfachung f(k — ko) symmetrisch, also f(—k + ko) = f(k — kg). Dann wird
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/d3kf (K — ko) o (ko) (r=vt) /d3kf (k — ko) cos[(k — ko) (r — v1)],

und der Realteil von u(r,t) in (9.60) liefert
Reu(r,t) = cos [kor — w(ko) t] /d3k f(k — ko) cos[(k — ko) (r—vt)]. (9.61)

9.4 Modenzerlegung freier Felder

In 9.2.2 hatten wir bereits gezeigt, wie sich die allgemeinen Lésungen der Wellen-
gleichungen O E = 0 und O B = 0 durch Uberlagerung monochromatischer ebener
Wellen darstellen lassen. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass fiir die Felder E und
B keine Randbedingungen im Endlichen zu erfiillen sind. In diesem Abschnitt soll
die Losung der freien Maxwellschen Gleichungen (9.1) und (9.2), d.h., fiir p(r,¢) =0
und j(r,t) = 0, durch Uberlagerung von monochromatischen Wellen bzw. durch
Zerlegung nach solchen Wellen noch einmal unter besonderer Beriicksichtigung der
Randbedingungen formuliert werden. Dabei werden wir zu Ergebnissen kommen, die
uns den Ubergang in die Quantentheorie freier elektromagnetischer Felder aufzeigen.

9.4.1 Eichung

In 7.4.1 haben wir gezeigt, dass sich die Felder E und B als Folge der beiden
homogenen Maxwellschen Gleichungen durch Potentiale ® und A darstellen lassen:

0 0 0

Wir zeigen jetzt, dass sich die Potentiale unter Benutzung von verschwindender
Ladungs— und Flussdichte p = 0 und 3 = 0 so wihlen lassen, dass

0
=0 - A=0. (9.63)
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Seien ® und A zunéchst beliebig gewahlte Potentiale fiir E und B. Wir fiihren eine
erste Umeichung

! 0 I d
A=At F ¥=0-_F (9.64)

gemif 7.4.1 durch und wahlen F; = Fy(r,t) so, dass

0 0
—F =% o' =0 E=-——A 9.65
8t 1 3 — ) - 8t ( )

Da fiir p = 0 die Divergenz von E verschwindet, folgt auch, dass

) 9o , 009 .,
B = A= o o A=, (9.66)

d.h., dass die Divergenz JA'/Or von A unabhingig von der Zeit ¢ ist. In einer
zweiten Umeichung

A=A+ 5% R o =-2p (9.67)

(mit @ = 0) wollen wir fordern, dass

0 "o 0 / o
A= A FAR=0 (9.68)

wird. Wir denken uns diese Gleichung fiir Fo = Fy(r,t) gelost. Da jedoch nach
Voraussetzung 0A'/Or unabhiingig von der Zeit ¢ ist, ldsst sich auch immer eine
Losung F» finden, die unabhéngig von der Zeit ¢ ist: F, = Fy(r). Dann folgt aber
aus (9.67), dass auch ®” = 0. Damit haben wir (9.63) erfiillt. Im Folgenden schreiben
wir wieder ®, A statt &, A” und

) )
E=-—2A B=5xA (9.69)

Wir setzen diese Darstellung in die Maxwellsche Gleichung
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0 1 0
(fiir 7 = 0) ein,

0 o) 1 9
o <§><A>+C—2@A—O,

und benutzen auf der linken Seite die Umformung

9, 9, d (0

T (Zxal=ZL(Za)l-nra

or <6r 8 ) or <6r > ’
vgl. E.3. Da 0A/0r = 0, folgt fiir A die Wellengleichung

qa=(a-L2) a—g (9.71)
N c2 Ot? e '

Dieser Nachweis war deshalb erforderlich, weil die Wellengleichung fiir A in 7.4.2
unter Verwendung der Lorentz—FEichung hergeleitet worden war. Wir haben gezeigt,
dass sie im Fall freier Felder (p = 0 und j = 0) auch fiir die hier verwendete Eichung
gilt.

9.4.2 Lo6sungen der Wellengleichung und Randbedingungen
Zur Losung der Wellengleichung (9.71) machen wir den Ansatz

A(r,t) = Ag(t)e'®” (9.72)

und erhalten die Differential-Gleichung

(—k2 Ault) - Cl—zA'k(t)> kT,
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vgl. auch (9.42) und (9.43). Hier bedeutet Ay (t) die zweite Ableitung nach der Zeit
und wg = c|k|. Die Auswahl der Wellenzahl-Vektoren k hingt von den gewéhlten
Randbedingungen ab. Diese wéhlen wir so, dass A und damit die Felder E und B
in einem quaderférmigen Volumen mit den Kantenldngen L;, Lo, L3 eingeschlossen
sind und an den Wéanden dieses Volumens zyklisch fortgesetzt werden:

A(.Il +L1,$2,$3,t) = A(xl,xg,xg,t),
A(lﬁl,l‘g + L27$3,t) = A(xl,ﬁCQ,ﬁCg?t), (974)
A($1,$2,$3 +L37t) = A($1,£C2,£C37t).

Aus diesen Randbedingungen lésst sich formal durch L; — oo und ebenso fiir Lo, L3
der friither betrachtete Fall zuriickgewinnen, dass im Endlichen keine Randbedingun-
gen zu erfiillen sind. Die zyklischen Randbedingungen erlauben die Verwendung von
laufenden Wellen ~ exp (ik r) statt stehender Wellen, wie sie z.B. fiir Randbedin-
gungen vom Typ A(Lq, s, x3,t) = 0 usw. auftreten wiirden. Je grofler das Volumen
V = Ly Ly L3 ist, einen desto geringeren Einfluss werden die Randbedingungen auf
die physikalischen Eigenschaften des betrachteten Systems haben.

Setzen wir die zyklischen Randbedingungen in den Ansatz (9.72) ein, so erhalten
wir die Bedingungen

eilelzl’ = kL =27mn;, n;=0+1,4+2,...

und analog fiir ko, k3, insgesamt also

ko = ——na,  ma=0,%+1,4+2,.... (9.75)

Hierin soll keine Summations—Konvention gelten. (Die k, sind die Komponenten
des Wellenzahl-Vektors k.) (9.75) besagt, dass die erlaubten Werte des Wellenzahl-
Vektors k auf einem Gitter, dem sogenannten reziproken Gitter mit den Gitter—
Abstanden 27/Lq, 27/ Ly, 27/ L3 liegen. Wegen der Linearitidt der Wellengleichung
lisst sich deren allgemeine Losung nun wieder durch Uberlagerung von Lésungen
mit dem Ansatz (9.72) gewinnen:

A(r,t) =Y Ag(t) k" (9.76)

k
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Wie in 9.2.2 erfiillen wir die Forderung, dass A(r,t) real sein muss, durch Ay (t) =
A_(t). Die Bedingung dA/0r = 0 fiir die hier gewéhlte Eichung fiihrt auf

%A(r,t) =i kA(t)e*" =0, = kA1) =0. (9.77)
k

9.4.3 Die Feldenergie

Wir benutzen die obige Zerlegung in "Moden” monochromatischer ebener Wellen
zur Darstellung der Feldenergie

W= /d3 (6“132 ! B2>, (9.78)

2#0

vgl. 8.2.1. Es ist geméf (9.69) und (9.72)
E=-——A=Y Agt)e*r, E*:——A* ZA )e kT, (9.79)

E muss reell sein, E* = E. Das ist dadurch garantiert, dass A reell ist bzw. durch die
obige Forderung A%(t) = A_(t). die sich auf die Zeitableitungen A, () = A_g(t)
iibertrigt. Weil E reell ist, konnen wir E* = E E* schreiben und erhalten durch
Einsetzen von (9.79)

[ B = [ EE =Y Y Avdy [drelttor (9.80)

kK

(Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die Argumente », ¢ fort.) Es ist nun

kl
P (9.81)

0, wenn

/dSTe (k—K') V(skk’ :{ ‘/’ wenn Z

Fiir k = k' ist (9.81) ganz offensichtlich richtig. Fiir k # k', z.B. ky # k| enthilt die
linke Seite von (9.81) das Integral
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Ly dxl ei(k1*k’1)331 _ ei(k1fk’1)L1 —1 —0
0 i(ky— k)

weil
(k1 — ky) Ly = 27 (n1 — nh), el ikl —
vgl. (9.75). Damit ist (9.81) nachgewiesen und aus (9.80) folgt
/d3rE2 - /d3rEE* —V S ALA; (9.82)
k

Auf analoge Weise berechnen wir

B = aixA:iZk:xAke””,
r
k

* a % . * —ikr

B :§><A:—1Zk><Ake ,
k
/d3rB2 - /d3rBB*:VZ(k><Ak) (k x AL). (9.83)
k

Eine weitere Umformung liefert

(kx Ay) (kx Ay) = k[A; x (kx Ay)]
= Kk [(ArA}) k— (kA;) A = k* Ay Aj,

weil k Ay, = 0, vgl. (9.77). In dieser Umformung haben wir die zyklische Invarianz
des Spatprodukts benutzt, a (b x ¢) = b (e x a), und die Beziehung a x (b x ¢) =
b (ac)—c (ab), vgl. E.1. Sie fiihrt uns auf

/d% B*=V Y K2 A, AL (9.84)
k
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Aus (9.82) und (9.84) bilden wir nun die gesamte Feldenergie W in (9.78). Dabei
beachten wir, dass

2 2
K G %
2 1o 2 €q po 2
so dass
1 .
W:/d3r VB B =DV Y (Aed, +wp AAL) . (9.85)
2 2 1o 2 4

9.4.4 Transformation auf kanonische Koordinaten

Wir fithren zwei Transformationen der Koordinaten A der Feldmoden hintereinan-
der aus und werden dadurch eine kanonische Formulierung fiir freie Felder erhalten.
Zunichst wollen wir die Bedingung Ay (t) = A_g(¢) fiir die Realitiat von A(r,t)
identisch erfiillen durch

Ak(t) = ak(t) + a’ik(t). (986)

Damit sind die neuen Koordinaten a(t) noch nicht eindeutig definiert. Wir kénnen
deshalb noch fordern, dass die ag(t) dieselbe Differential-Gleichung (9.73) wie die
Ag(t) erfiillen, also

ar(t) + wi ag(t) = 0, (9.87)

und zwar mit Losungen vom Typ

an(t) ~e L a(h) ~ et

—  ap(t) = —iwg ax(t), al(t) = +iwpal(t). (9.88)

Dann folgt durch zeitliches Differenzieren von Ag(¢) in (9.86)



212 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN
Ap(t) = —iwp (ak(t) — a” (1)) (9.89)

wobei wir w_j = wy verwendet haben. Die beiden Gleichungen (9.86) und (9.89)
stellen die Transformation zwischen den alten Koordinaten Ay, Ak und den neuen
Koordinaten ag, aj, dar. Diese linearen Transformations—Gleichungen kénnen wir
umkehren, um daraus a und dann auch aj, zu berechnen:

1 i . 1 1 .
== 1A —A == A, —— A, ). 9.90
P 2<k+wk k)’ nC 2("’ Wi k) (9.90)
(Wir schreiben die Zeitabhéingigkeit jetzt wieder nicht mehr mit.) Aus k Ay = 0
folgt durch zeitliche Differentiation auch k A, = 0, vgl. (9.77), und damit aus (9.90)
auch

kap =0, kaj =0. (9.91)

Wir setzen die neuen Koordinaten in die Entwicklung von A(r,t) in (9.76) ein und
erhalten

A(r.t) = (ak + a’ik) elkr

(ak elkr + a*—k elkr)

i
=] =1 =[]

(ak e'*" + aj, e’”“") : (9.92)

Im letzten Schritt haben wir die Summations—Variable —k statt k substituiert.
Wegen (9.88) ist

a elkr ~ el(k”‘fwkt)’ az eﬂk:r ~ efl(k:rfwkt)j

so dass A(r,t) in (9.92) nach (laufenden) monochromatischen ebenen Wellen ent-
wickelt wird.

Wir setzen die Transformationen ((9.86) und (9.89) auch in den Ausdruck (9.85) fiir
die Feldenergie ein:
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W= %OVZ(AI:AZ-FLUZAkAZ)
k
= %OV %WI%: [(ak — a*,k) (ap —a_g) + (ak + a";k) (a}, + a_k)]
= Eov sz (ak a’,;+a_k a’ik)
k

= ¢V Y wpaaj,. (9.93)
k

Im letzten Schritt haben wir in der Summe wieder —k statt k substituiert.

Die zweite Transformation fiithrt Koordinaten @, und P} ein, die wie folgt definiert
sind:

Qk \/Gov (ak‘i‘GZ),
P, = Q.=veaV (ap+a}) = —iwg /e V (ar —al), (9.94)

worin wir im letzten Schritt (9.88) benutzt haben. Aus (9.94) ist sofort ablesbar,
dass @ und Py reell sind:

Qr=Qr  Pp= P (9.95)

Aus (9.91) folgt auch wieder, dass

kQ,=0, kP,=0. (9.96)

SchlieBlich folgt aus (9.94) bei nochmaliger Anwendung von (9.88), dass

Qk: = Pk = —lwk/eV (dk - 512) = —W?c \/EOV (ak +a;::) = _(“)I%: Qy

und &hnlich fiir Py, also

Q. +wQ,=0  Pr+wP,=0. (9.97)
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Die Umkehrung der Transformation (9.94) ergibt

1 i .
ak—W<Qk+w_ka>a ap =

(@-—a). o)

Daraus berechnen wir

1 2 I
ko P
Ak Ok 4eyV ( k+w,2c k)’

was, eingesetzt in den Ausdruck (9.93) fiir die Feldenergie, zu

1
H::W:§Z(Pi+w;i 1) (9.99)
k

fiihrt. Dieses H := W lésst sich nun als Hamilton—Funktion im Sinne der kanonischen
Theorie, die uns aus der analytischen Mechanik bekannt ist, deuten, wobei @, und
Q. die kanonischen Variablen sind, denn es gilt ja

. 0 1 0
= e H — - E P2/ 2/ 2/ = P
e — = —— — Wi / = —Ww s
‘ 0Q 20Q, &V MR bk

was, ineinander eingesetzt, wieder zu (9.97) fiihrt.

Mit den beiden obigen Transformationen haben wir das freie elektromagnetrische
Feld (p =0, j = 0) als eine Summe bzw. eine Uberlagerung aus unabhiingigen har-
monischen Oszillatoren dargestellt. Diese Oszillatoren, auch Feld-Oszillatoren oder
Moden genannt, sind jeweils durch den Wellenzahl-Vektor k charakterisiert. Hinzu
kommt noch die Polarisation, vgl. 9.2.1. Die kanonischen Bewegungs-Gleichungen
(9.100) miissen dann offensichtlich dquivalent zu den beiden Maxwellschen Glei-
chungen in (9.1) und (9.2) sein, die Zeitableitungen enthalten. Die anderen bei-
den Maxwellschen Gleichungen, die die Quellenfreiheit der Felder E und B aussa-
gen, sind durch die Transversalitits—Bedingung erfiillt, die hier durch (9.96), also
kQ, =0,k Py = 0, ausgedriickt wird.
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Mit der Formulierung der kanonischen Theorie der freien Felder konnen wir unmit-
telbar zu deren Quantenfeld—Theorie iibergehen. Wir benutzen dasselbe ”Rezept”
wie beim Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik: die ka-
nonischen Variablen Q, und @, werden als Operatoren betrachtet, die durch die
Kommutator-Relationen

[Qu. Pi] =ildps,  [QpQu]=0. [Py Py]=0. (9.101)

verkniipft sind. (Auch diese Kommutator-Relationen miissen noch um die ”Quan-
tenzahl” der Polarisation erweitert werden.)

Wir geben abschliefend noch die Darstellung von A(r,t), E(r,t) und B(r,t) durch
die @, und Py an. Diese erhdlt man, wenn man die beiden obigen Transformationen
ineinander einsetzt:

A(r.t) = 2\/160—‘/ % {(Qk+ iPk) elfr 4 (Qk — wikpk> ei’”}

= \/elg—V % [Qk cos(k:r)—wikP;c sin (k r)

: (9.102)

0 1
E(r,t) = ~ 5 A(r,t) = UV % [Qk cos (kr) — w_kPk sin (k)
S > [Py cos (kr) +wi Qy sin (k7)], (9.103)
€0V k
B(r,t) = 5% ><A(r,t)

= > {kz X Q) sin (k) +— k X Py cos(kr)|. (9.104)

\/W
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Kapitel 10

Die inhomogene Wellengleichung,
Ausstrahlung

Im vorhergehenden Kapitel 9 haben wir Losungen der Wellengleichung fiir freie elek-
tromagnetische Felder, d.h. fiir p = 0 und 3 = 0 diskutiert. Diese Wellengleichung
war von der Form Ou = 0, worin u = u(r,t) fiir die Komponenten der Felder E
und B, aber auch fiir das skalare Potential ® oder fiir die Komponenten des Vektor—
Potentials A stehen kann. In diesem Kapitel wenden wir uns der Wellengleichung
fiir den allgemeinen Fall p # 0 bzw. 3 # 0 zu. Wie wir in 7.4.2 gezeigt haben, lautet
sie fiir die Potentiale

Od(r,t) = —lp(r,t), OA(r.t) = —pog(r,t). (10.1)

Daraus sind die Felder geméaf

E(r,t) = —% A(r.t) — gir O(r,t), B(r,t) = 2 x A(r,t). (10.2)

zu berechnen.

10.1 Losung der inhomogenen Wellengleichung

10.1.1 Die Greensche Funktion

Wir schreiben die inhomogene Wellengleichung in der Form

217
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1 02

Ou(r,t) = —f(r,t), D:A_E@’

(10.3)

worin u(r,t) entweder das Potential ® oder eine der Komponenten des Vektor—
Potentials A und f(r,t) die jeweilige rechte Seite der entsprechenden Wellenglei-
chungen ist. Wir nehmen an, dass die Felder den gesamten Raum erfiillen konnen,
so dass wir als Randbedingung nur deren Verschwinden im Unendlichen fordern:
u(r,t) — 0 fiir |r| — oco. Zur Losung von (10.3) stellen wir w(r,¢) und f(7,t) durch
ihre Fourier-Transformierten dar:

u(r,i) }:/d3k/dwei(k:rwt) { ik, w) (10.4)

vgl. 9.2.2. Spéter werden wir auch deren Umkehrungen benotigen:

feoy = [ [ 00 aos

Wir setzen die Transformationen (10.4) in die Wellengleichung (10.3) ein. Unter
Beachtung von

. 1 02 w?\ .
i(kr—wt) _ I R 2 v i(kr—wt)
Oellkr _<A = 6t2>_ (k: c2> e!\®r

erhalten wir

/d3k /dw Kk? - i—j) i(k,w) — f(k,w)] gilkr=wt) (.

Hieraus folgt
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Wir setzen dieses Ergebnis in die Fourier—Transformation (10.4) fiir u ein und er-
setzen f(k,w) durch die Umkehr-Transformation (10.5) mit ', ¢ als Integrations—
Variablen, weil 7, ¢ schon auf der linken Seite als Variablen in u(r,t) auftreten:

(kr—wt)
'r't /d3 /dw w2 /d3 //dt/ —i(kr —wt) f(’l“l,tl).

02

Hierin vertauschen wir die Integration iiber k,w mit denen iiber 7', #'. Das Ergebnis
kénnen wir in der Form

u(rt) = /d%' /dt’G (r — o' t—t’) F ), (10.7)

)
/dw . (10.8)

2

Gr—rt—t) =

schreiben. Die Art der Darstellung der Losung u(r,t) der Wellengleichung in (10.7)
ist uns bereits aus 4.4 bekannt. Dort war ein elektrostatisches Problem A u(r) =
—f(r) mit u(r) = ®(r) =elektrostatisches Potential und f(r) = p(r)/e; zu losen.
Die Losung konnte durch die Greensche Funktion G(r,r') dargestellt werden:

1 1
4 |r—r'|

Au(r) = — f(r), u(r):/d3r'G(r,r')f(r'), G(r,v') =

Hier haben wir den vereinfachten Fall aufgeschrieben, dass im Endlichen keine
Randbedingung zu erfiillen ist. Dann wird das Problem offensichtlich translations—
invariant: G(r,r') = G(r —r'). Eine andere Ausdrucksweise war, dass die Greensche
Funktion die Gleichung

AG(r—7r")==d(r—17")

16st, so dass die Losung u(r) der Gleichung A u(r) = —f(r) wegen deren Linearitit
durch Uberlagerung angegeben werden konnte.
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Nach dieser Analogie haben wir G(r —7', ¢ —t') in (10.8) als Greensche Funktion der

Wellengleichung O u(r,t) = — f(r, t) zu interpretieren. Um die Analogie vollstindig
zu machen, berechnen wir OG(r — 7', t — t'):

OGr—rt—t) =

0 el [k (r—r")—w (t=t")]
/dw ¢

w2

2

C
_ /d3 /dwel[k rer)—w (t—t)]
27r

= (5(7“—1“ ot —t'), (10.9)

vgl. C.3.

10.1.2 Die Berechnung der Greenschen Funktion

Die Integrationen iiber k = (k1, k2, k3) und w in der Darstellung der Greenschen
Funktion in (10.8) sind jeweils von —oco bis +o00 auszufiihren:

400 —+o0 + 00 +00
/d3k/dw...:/ dkl/ dkg/ dkg/ dw .. ..

Im Nenner des Integranden in (10.8) treten jedoch bei w? = c?k* bzw. w = +c|k|
Nullstellen auf, so dass die Integrationen ein divergierendes Ergebnis liefern. Es gibt
nun Moglichkeiten, diese Divergenzen zu vermeiden. Man kann versuchen, die diver-
gierenden Integrale als Hauptwert-Integrale zu definieren oder den Integrationsweg
in der komplexen w—Ebene in bestimmter Weise beliebig eng an den beiden Singula-
ritdten vorbeizufiihren. Die obige Herleitung des Ausdrucks (10.8) fiir die Greensche
Funktion ist offensichtlich unabhéngig von solchen Interpretationen. Welche der in
Frage kommenden Interpretationen gewéahlt wird, muss allerdings durch physikali-
sche Argumente entschieden werden. Wir zeigen im Folgenden, dass die Interpreta-
tion von (10.8) als

G(r—7r't -t w 5 , e>0, (10.10)

oco+tie w
K- =

c2

/+oo+le ol [k (r=r") = (1=1')]
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Im w

Rew

Abbildung 10.1: Integrationsweg in der komplexen w—Ebene

zu einem physikalisch realistischen, ndmlich kausalen Ergebnis fiihrt. Die Integrati-
ons—Grenzen im w-Integral in (10.10) sind so zu verstehen, dass der Integrationsweg
in der Halbebene Im w > 0 parallel im Abstand e zur reellen w—Achse verlaufen soll,
vgl. Abbildung 10.1. Aquivalent zu dieser Wahl ist es, den Integrationsweg bis auf
die beiden Punkte w = + ¢ |k| auf der reellen w—Achse zu belassen und w = + ¢ |k|
auf einem beliebig engen Bogen in Imw > 0 zu umfahren, vgl. ebenfalls Abbildung
10.1. Die zuletzt genannte Verschiebung des Integrationsweges ist erlaubt, weil der
Integrand in dem Bereich der Verschiebung regulér ist, also keine Singularitidten
besitzt. Mit dieser Wahl des Integrationsweges berechnen wir nun zunéchst

+oo+ie e lwT

g(k, 1) ::/ dw ————, k=kl, 7=t—t, (10.11)
—oo+tie k2 w
2

und zwar durch Verwendung des Residuensatzes. Dazu schliefen wir den Integra-
tionsweg durch einen Halbkreis mit einem Radius R — oo entweder in der oberen
komplexen w—Ebene Imw > 0 oder in der unteren komplexen w—Ebene Imw < 0.
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Diese letztere Wahl ist so zu treffen, dass der Beitrag der Halbkreise zum Integral
mit R — oo verschwindet. Es ist

—iwrT=—-1 (Rew+ilmw) 7= —-iRew -7+ Imw - 7.

Auf den beiden Halbkreisen muss also Imw - 7 — —o0 mit R — oo gehen. Das
bedeutet:

T>0: Imw < 0, untere Halbebene, (10.12)
T<0: Imw >0, obere Halbebene. '
Der Residuensatz lautet
dz f(z) =271 Y Res{f(z)}. (10.13)

9G 2z €G

Hierin ist G ein Gebiet in der komplexen z-Ebene, das von der Randlinie 0G be-
grenzt wird. Die Integration auf der linken Seite soll im mathematisch positiven
Sinn, also gegen den Uhrzeigersinn verlaufen. Auf der rechten Seite wird die Summe
iiber alle Pole z; von f(z) in G ausgefiihrt. Res{f(z;)} ist das Residuum von f(z)
bei z;, d.h., die Laurent-Reihe von f(z) bei z; habe die Form

flz2)=——+ ...,  a;:=Res{f(z)}.

zZ— Z

Wir beginnen mit dem Fall 7 > 0. Nach (10.13) ist dann der Integrationsweg durch
den unendlich fernen Halbkreis in Imw > 0 zu schlieen. Aus der Abbildung 10.1
entnehmen wir, dass der so entstehende geschlossene Integrationsweg, der dort mit
C< bezeichnet ist, keinen Pol des Integranden enthilt. Nach dem Residuensatz ver-
schwindet demnach das Integral: g(k,7) = 0 fiir 7 < 0. Das bedeutet fiir die Green-
sche Funktion in (10.10), dass G(r — r',t —t') = 0 fiir t — ¢ < 0. Aus (10.7) folgt
damit fiir die Losung u(r,t) der Wellengleichung (10.3)

ulr.t) = [ @ /_t QG =1 t—t) f(r' ). (10.14)
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Das Zeitintegral iiber t', das urspriinglich von —oo bis 400 zu erstrecken war, re-
duziert sich auf den Bereich von t' = —oo bis t = t. Um die darin enthaltene
physikalische Aussage deutlich zu machen, interpretieren wir u(r,t) als Folge oder
als Wirkung der Ursache f(r,t). Die Funktion u(r,t) steht fiir die Komponenten
des Potentials A(r,t) bzw. fiir ®(r,t), entsprechend f(r,¢) fiir die der Stromdich-
te j(r,t) bzw. fiir die Ladungsdichte p(r,t). Die Wellengleichung beschreibt also,
wie sich die Potentiale und mit ihnen die Felder E(r,t) und B(r,t) als Wirkung,
namlich durch elektromagnetische Ausstrahlung aus der vorzugebenden Strom— und
Ladungsdichte als Ursachen ergeben. Dann ist die Reduktion der Zeitintegration auf
t' < t der Ausdruck der Kausalitit: die Wirkung kann der Ursache zeitlich nur folgen
und nicht etwa ihr vorauseilen.

Es ist jetzt ersichtlich, dass wir die Kausalitat erzwungen haben, indem wir den Inte-
grationsweg der w—Integration in (10.10) in Imw > 0 an den Polen des Integranden
bei w = +ck vorbeigefiihrt haben. Hétten wir den Integrationsweg in Imw < 0 an
den beiden Polen vorbeigefiihrt, dann hétten wir eine anti-kausale Losung wu(r, t)
erhalten, die der Ursache f(r,t) vorauseilte. Dass auch dieses eine formal korrekte
Losung der Wellengleichung bzw. der Maxwellschen Gleichungen ist, liegt an deren
Zeitumkehr-Invarianz, vgl. 7.1.1.

Jetzt berechnen wir g(k,7) aus (10.11) fiir 7 > 0. In diesem Fall ist der Integrati-
onsweg nach (10.12) durch den unendlich fernen Halbkreis in Im w < 0 zu schlieflen,
vgl. Abbildung 10.1, Integrationsweg C~. Die beiden Pole bei w = ¢k liegen nun-
mehr im Inneren des geschlossenen Weges C~, der jetzt allerdings im mathematische
negativen Sinn orientiert ist, was zu einem Vorzeichen—Wechsel fiihrt. Mit

2
|
oY o (k) (Wt ck)

c? c?

erhalten wir aus (10.11) durch Anwendung des Residuensatzes

gk, 7) = —=c C>dw(w_ck,)(w+ck) .
= (2 (=) Y Res oo o oh)

e—iwr e—iwr
= 27ic® +
w—+ck wetck w—rck ek

e—ickT e+ick’r‘|

2ck + —2ck

= 27ic? l



224 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG

sin (ck 1)
— (10.15)

= ™c

Einsetzen dieses Ergebnisses in (10.10) ergibt fiir die Greensche Funktion

G(s, 1) = (2;)3 /d3ke1ksw, s==r—7r, 7=t—1t>0. (10.16)

Das k-Integral berechnen wir durch Einfiihrung von Kugelkoordinaten statt der

kartesischen Koordinaten ki, ks, k3. Als Achse wahlen wir die Richtung von s, so
dass

&k = k*dk sin6df do, ks=kFks cos#,

s :=|s|.

Der Integrand héngt nicht vom Azimutal-Winkel ¢ ab; dessen Integration liefert
2 m. Wir erhalten also aus (10.16)

¢ oo : i : ik s cos
G(s,7) = (271_)2/0 dk k sm(ckT)/O df sin @ e'* s cos?, (10.17)

Das 6-Integral 16sen wir durch Substitution von £ = cosf, d¢ = —sin 6 db:

/ﬂde Sineeiks cosf _ /+1 dgeiksf — eiks‘_ eiiks _ 2 sin (k 8)7
0 -1 ik s ks
so dass

2c 00 . .

G(s,7) = 2n)? / dk sin (ckT) sin (k s)
m)?%s Jo
c o0 s
= Gy by B feoslen (7= 2))-

— COS

ck (T+S>H (10.18)
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Nun wird mit der Substitution kK = ck

/ dk cos(ckzr) = - / dk cos (Kx) = — / dk cos (kx) =
0 ¢ Jo 2¢ J-oo

L /oo dk (eim+e_im) = %5(50),

:46 —00

eingesetzt in (10.18)

G(s, 1) =

5(7—9 —5(7’4—;)}. (10.19)

Da fir 7 = t — ¢ > 0 stets 7+ s/c > 0, liefert die zweite d—Funktion mit die-
sem Argument keinen Beitrag. Wir erhalten also als Endergebnis fiir die Greensche
Funktion der elektromagnetischen Wellengleichung

™S8

1 _ !/
— t—t’—|r T fiir ¢t >t
Glr—r't—t)=3 4n[r—r| ¢

0 fir t<t.

(10.20)

10.1.3 Diskussion

Erwartungsgeméfl hingt die Greensche Funktion aus Griinden der raumlichen Iso-
tropie nur von |r — 7’| ab.

Die Greensche Funktion (10.20) erfiillt nicht nur die Forderung der Kausalitét, also
G(r —r',t —t') =0 fiir t <, sondern es ist dariiber hinaus

r =]

Glr—r't—t)=0 fir t<t+ (10.21)

C

Diese Eigenschaft driickt die Retardierung aus. Die Wirkung ist gegeniiber der Ur-
sache um die Zeit |r — 7'[/c verzogert. Dieses ist gerade die Laufzeit eines Signals,
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das sich mit der Geschwindigkeit ¢ vom Ort ' der Ursache zum Ort r der Wir-
kung bewegt. Die Retardierung schliefit offensichtlich die Kausalitdt ein. Mit der
Retardierung wére ein Verhalten

_ !
G(r—7',t—t)#0 fir alle t>t'+|r r

- (10.22)

vereinbar. Die Greensche Funktion (10.20) hat jedoch die weitergehende Eigenschaft,
dass

o
G(r—7r't—t)#0 nur fir t:t'+|r T|.

- (10.23)

Die Wirkung tritt scharf zur retardierten Zeit t = ¢ + |r — r'|/c ein, nicht nur nicht
vorher, was gegen die Retardierung verstoflen wiirde, sondern auch nicht nachher,
was mit der Retardierung vereinbar wére. Es ldsst sich zeigen, dass diese Eigenschaft
typisch fiir die Dimensionszahl d = 3 unseres Raumes ist. Fiir d = 4 wiirde (10.22)
eintreten: die Ursache hiitte einen unendlich langen ”Nachhall”.

Wenn wir die Greensche Funktion (10.20) in die Darstellung (10.7) fiir die Losung
u(r,t) der Wellengleichung einsetzen, erhalten wir

ufrt) = [d [atGr—r't=1) fr'1)
t — ! 1oyl
= 1 /d37“l/ dt' s t_t,_|’r' 'r'| f('l",t)
dm -0 c r— 7|
/ T_Tl|>
rt— ——

et

Lk

(10.24)

Dieses Ergebnis lisst sich anschaulich durch die Vorstellung deuten, dass der Ort 7'
die méglichen Ursachen im Raum abtastet, also alle Raumbereiche mit f(7',...) # 0
erfasst, und die Wirkung jeweils zur retardierten Zeit ¢ — |r — r'|/c eintritt. Die
Wirkung fallt ~ 1/|r —'| mit der Entfernung von der Ursache ab. Dieses Verhalten
ist typisch fiir das elektromagnetische Feld, allerdings auch fiir die Gravitation, und
ebenfalls eine Konsequenz der Raumdimension d = 3.

u(r,t) in (10.24) ist eine partikulire Losung der inhomogenen Wellengleichung. Ein
bekannter Satz aus der Theorie der Differential-Gleichungen besagt, dass man im
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Fall linearer inhomogener Differential-Gleichungen deren allgemeine Losung erhélt,
indem man zu einer partikuldren Losung die allgemeine Losung der zugehorigen ho-
mogenen Differential-Gleichung addiert. Letztere sind freie Wellen, die wir ausfiihr-
lich im Kapitel 9 diskutiert haben. Die allgemeinen Lésungen der Wellengleichung
fiir die Potentiale A und ® lauten demnach

—|—/d3/€ {Al(k) ol (kr—ckt) +Ai(k) efi(krfckt)]’ (10.25)

( / "l" - rl>
1 P c
d(r,t) = /d3 !
(r?) 4 e ' =7 *
+/d3k (@1 (k) ek @t (Rye BTk (10.26)

10.2 Die Lienard—Wiechert—Potentiale

Wir werten die Losungen fiir A(r,¢) und ®(r,¢) in (10.25) und (10.26) fiir eine
punktformige Ladung ¢ aus, die sich ldngs einer Bahn r(¢) mit der Geschwindigkeit
v(t) = 7(t) bewegt. Die Ladungs- und Flussdichte der punktférmigen Ladung lauten

p(r,t) =qo (r—r(t)), j(r.t) =qu(t)o(r —r(t)). (10.27)

Wir iiberzeugen uns, dass sie die Bedingung der Ladungserhaltung erfiillen:

%p(""t) - q%‘””’ —7(t) = =q0a0(r —7(t) io =
- _qv(t)%‘s("'_”’(t)) Z—%j(r,t)- (10.28)

(Die Ableitungen der d—Funktion sind im Sinne der Darstellung dieser Funktion
durch Grenziibergéinge zu verstehen, vgl. C.) Wir schreiben jetzt die partikulire
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Losung der Wellengleichung fiir das skalare Potential ®(r,t), ausgedriickt durch die
Greensche Funktion, aus dem vorhergehenden Abschnitt 10.1 auf und setzen p(r,t)
aus (10.27) ein:

1 Fo0
d(r,t) = — [d*' / dt' G (r —r',t = t') p(r',t)

€0 o0

_ /d3r' /+Oodt’6 T ek AW CLD
47 € 0 c P — /|
e [as (g r=r) St
47 € —o0 c |r — /|
q [t

N mmoimdf7i%@ﬂ5G—f—l:%ﬁﬁ>. (10.29)

Wir verwenden im Folgenden die Schreibweise

R(t):=r—r(t), R():=|Rt) =|r—r{). (10.30)

Bei den weiteren Umformungen soll der Ort =, an dem das Potential ®(r,¢) zu
berechnen ist, der sogenannte Aufpunkt, festgehalten werden. Zur Berechnung des
t'~Integrals in (10.29) substituieren wir

r—r(t] ﬁ—l 1 d

/ 4l 1 ! - !
E=t —t+ =t t+CR@L yri +Cd#R@) (10.31)
Nun ist
d li _ i o AV li 3 - !
%7(U ﬁﬁr r(t')] v@)&JT r(t')| =
_ n T — ’l"(t’) ' R(tl)
U = = ) Ry

also
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d¢ 1 R(t)
e Y4
dt’ ) Ry
dt' dt' d
rec I o R s 1032
R(t") — = v(t') R(t")
c
eingesetzt in (10.28):
+o0 )
ort) = | 1(5)
T S R - () RU)
c
1
= < = , (10.33)
TR — ~o(t) R()
c ret
worin der Index "ret” bedeutet, dass der Ausdruck in [...] fir & = 0, d.h., fiir

t' =t — R(t')/c auszuwerten ist. Ein vollig analoges Ergebnis erhalten wir fiir das
Vektor—Potential, namlich

A(r.t) = 4;6 qlv(t/) (10.34)
o |RW) - ol REW))

(10.33) und (10.34) heiflen die Lienard-Wiechert-Potentiale.

10.3 Dynamische Multipol-Entwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die Multipol-Entwicklungen, die wir in 3.2 fiir
den statischen elektrischen Fall und in 6.5 fiir den statischen magnetischen Fall ge-
trennt formuliert hatten, auf den dynamischen Fall erweitern. Es ist unmittelbar ein-
leuchtend, dass die dynamische Erweiterung fiir den elektrischen und magnetischen
Fall zusammen ausgefiihrt werden muss, da ja auch die Erweiterung der statischen
elektrischen und magnetischen Feldgleichungen zu den dynamischen Maxwellschen
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Gleichungen zu einer Kopplung zwischen den elektrischen und magnetischen Phiano-
menen, dargestellt durch die Felder E und B fiihrte.

In den statischen Fillen gingen die Multipol-Entwicklungen von den Ausdriicken

B(r) = — /d% p(_"") , A(r)—ﬂ/d%' 3(r') (10.35)

4me C4r r—r|

fiir das skalare Potential und fiir das Vektor—Potential aus. Es wurde angenommen,
dass Ladungs— und Stromdichte p(r') und j(r') nur jeweils in einem begrenzten
Gebiet |7'| < R in der Nihe des Ursprungs ' = 0 von Null verschieden waren
und dass die Potentiale in Entfernungen |r| > R ausgewertet werden sollten. Unter
dieser Voraussetzung konnten die Ausdriicke in (10.35) nach 7/, préziser: nach '/|r|
entwickelt werden. Diese Entwicklung fiihrte jeweils auf die statischen Multipol—
Entwicklungen, die wir hier nur einschliellich der Dipol-Terme aufschreiben:

1 1 1
Q. pr Ar) =1 <. (10.36)

@ —
(r) 4 73

dmeg v 4dmey 13

Darin sind die gesamte elektrische Ladung () und die Dipol-Momente p und m
definiert durch

1
Q::/d3r’p(r’), p::/d3r'r'p(r'), m = /d3r’r’><j(r’). (10.37)

Wir werden jetzt im dynamischen Fall ganz analog vorgehen. Als Ausgangspunkt
dienen uns jetzt die dynamischen Erweiterungen von (10.35),

( / ‘7’ — Tl|>
1 P\ T
O(r,t) = /d%' , (10.38)

47 € lr — /|

( / ‘7’ B TJ)

Ji\r at -

Ho c

Alrt) = 42 /d3r’ e (10.39)
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die wir oben in 10.1 als Losungen der Wellengleichung gefunden hatten. Die Wel-
lengleichung hatten wir fiir die Potentiale unter Verwendung der Lorentz—Eichung

0 1 0

hergeleitet, vgl. 7.4.2 und 7.4.3. Es geniigt also, die dynamische Multipol-
Entwicklung fiir das Vektor—Potential A auszufiihren, weil wir daraus unter Ver-
wendung der Lorentz—Eichung auch diejenige fiir das skalare Potential ® gewinnen
konnen. Wie im statischen Fall seien p(r',t) und j(r',t) jeweils aud das Gebiet
|r'| < R in der Néhe des Ursprungs begrenzt, jetzt allerdings zu allen Zeiten t.

10.3.1 Die Entwicklung des Vektor—Potentials

Wir haben die folgenden Ausdriicke nach ' zu entwickeln:

‘T—’r’" — T—x;aar—kz’]"_xlai_a_i_
1
= -+ (10.41)
r
1 1 . 1 .
= - aa— L. = = e
r— 7| Ta Oo T T
o1,
= FrErr)t (10.42)

vgl. auch 3.2. Diese Entwicklungen brechen wir nach der ersten Ordnung ab und wer-
den deshalb auch im dynamischen Fall nur Monopol- und Dipol-Terme beschreiben.
Wir setzen die Entwicklung (10.41) in das Argument der Stromdichte ein:

:j<’r',t—i>+i(7’r')%j<r',t—i>—|—.... (10.43)
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Diese Entwicklung fiihrt zusammen mit der Entwicklung (10.42) im Ausdruck
(10.39) fiir das Vektor—Potential zu

Ara) = 1 [y [l—i—l('rr')—i—..l .

Zunéchst formen wir den Term der Ordnung 0 um. Dazu definieren wir das dyna-
mische elektrische Dipol-Moment in Erweiterung von (10.37) durch

p(t) = / &' p(r ), (10.45)

bilden seine zeitliche Ableitung und formen diese unter Verwendung der Konti-
nuitits—Gleichung fiir die elektrische Ladung wie folgt um:

p(t) = /d3r 6875 p(r' t) = —/d3r’ r (% j(r',t)) ,

palt) = = [ &' a0 js(r',)
= /d?’r’aﬂ (), jg(r',t) —|—/d37‘ ja(r' t) Op
= [ a0,

P (t - 2) - /d3r’j ('r",t - 2) . (10.46)

In dieser Umformung haben wir partiell integriert bzw., mit anderen Worten, die
Produkt-Regel der Differentiation und den Gauflschen Satz benutzt:

/d3r'6ﬁ (), jg(r' 1)) fdfgx ja(r',t) = 0.
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Das Volumen-Integral iiber ' schlieBt das Gebiet mit jz(7',t) # 0 ein, so dass auf
dessen Randfléche jg(r',t) = 0. AuBlerdem haben wir 0j 2, = 0,5 benutzt. Mit dem
Ergebnis der Umformung in der Form von (10.46) kénnen wir den Monopolterm
der Entwicklung in (10.44) durch die zeitliche Ableitung des elektrischen Dipol-
Moments ausdriicken. Im statischen Fall tritt dieser Monopolterm also gar nicht auf.
Im dynamischen Fall hat er aber nun die Ordnung eines Dipolterms, d.h. dieselbe
Ordnung wie der eigentliche Dipolterm in der Entwicklung in (10.44) nach »'. Das
bedeutet, dass beide Terme, die wir in (10.44) hingeschrieben haben, von derselben
Ordnung im Sinne einer Entwicklung nach ' sind. Alle folgenden Rechnungen sollen
sich nun auf diese Ordnung beschrinken. Mit dieser Vereinbarung werden wir das
Symbol + ... fiir hohere Ordnungen fortlassen.

Der eigentliche Dipolterm in (10.44) hat die Form

1 1 0 r
Wy = B (L 8Y ()
o' (r:1) 47 r3+cr20t Ty My c)’
M

r 3 ‘ r
. <t . E> _ /d R (r’,t - E) . (10.47)

Bei der weiteren Umformung dieses Terms greifen wir auf ein Ergebnis aus 6.5.2
zuriick. Dort hatten wir allgemein gezeigt, dass

1 1
(mxr), = 3 /d3r' Ty 1) Jo (') — 3 &r'x! x g, (r)
1 1
= 5ty My — 51y Moy (10.48)

unter Verwendung der Schreibweise aus (10.47). Die Herleitung dieser Relation ent-
hielt keinerlei Einschrinkung, also auch nicht etwa die der Stationaritiat. Wir konnen
(10.48) also auf ein zeitabhidngiges magnetisches Moment

m(t) = % [t et < () (10.49)

iibertragen. Es ist nun unser Ziel, den Term 1. Ordnung in (10.47) durch das ma-
gnetische Moment auszudriicken. Das wire sofort unter Verwendung von (10.48)
moglich, wenn dort auf der rechten Seite ... = z., M,,(t) stdnde. Das erreichen wir
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durch die folgende Umformung, in der wir nochmals die Kontinuitédts—Gleichung
benutzen, aufierdem 0 z! = d5, und wieder partiell integrieren:

M, (t) = / &r' 2! g (1 1) = / &r' 2! 8.5 ja(r' 1) =
= /d3r z (85 x,y) Ja(r' t) = /d3r' xl 0y (x, gs(r', 1)) =
= /d3 8ﬁx ) Ja(r',t) /d3r'x !,y ga(r' t) =

= —/d?’r'x;ja r',t)+/d3r xaxvg_ p(r' t) =
= —M,(t)+O("). (10.50)

Wenn wir unsere Umformung konsequent auf Terme 1. Ordnung in der Entwicklung
nach ' beschrianken, kénnen wir also in (10.48) M, (t) = —M,,(t) setzen, so dass

= 2y M. (t). (10.51)

Wir setzen dieses Ergebnis in (10.47) ein und erhalten somit fiir die Entwicklung
des Vektor-Potentials in (10.44)

(-0 (mrmm) (m(-) )
Art) = 22 |2p(t—- — = t— -
(r,?) 4 [rp c +<r3 crzor) ™ c T
1
= &[—ﬁ<t——>+—m<t—i>xr+
4w Lr c r3 c
1
—m(t— - 10.52
+cr2m< C)xr ( )
Nun ist, wie wir sogleich zeigen werden,
1 1 0 1
m(t—f>><r—|——m<t—f>><r:—><[—m(t—f”, (10.53)
3 c cr? c or r c

so dass wir unser Ergebnis auch in der Form
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A =2 425(- 1)+ g < [rm (- D]

schreiben konnen.

Den Nachweis von (10.53) fithren wir in umgekehrter Richtung:

.
1 r 1 r
= €apy Kaﬁ;) ™y (’f‘z) + 5 sy (t‘zﬂ'

Nun ist

so dass

Lm0
[ _m _— = =
or r c)la
1 T 1 . r

= oy [ roms (1= 7) = s (1= 7)]
1 T 1 . T
—rxm(t——)—i——'rxm(t——)}
73 c cr? c)la

1 r 1 . r
:[—m<t——> ><'r'—i-—m<t——>><'r'
73 c cr? c

womit (10.53) nachgewiesen ist.

9
[0}

10.3.2 Berechnung des skalaren Potentials, Diskussion

235

(10.54)

(10.55)

(10.56)

(10.57)

Aus (10.54) berechnen wir die Divergenz des Vektor—Potentials. Da der Rotations—

Term keinen Beitrag dazu liefert, erhalten wir
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P P

Diese Relation vergleichen wir mit der Lorentz—Eichung in (10.40) und finden daraus

%p <t _ 2)} , (10.59)

worin wir ¢ g = 1/¢o benutzt und vorausgesetzt haben, dass kein weiteres stati-
sches, also von der Zeit ¢ unabhéngiges skalares Potential mehr auftritt, z.B. auch
kein Beitrag

0 Mo 0
a_rA(T’t) A7 Or

1 0
4mey Or

O(r,t) =

L Q

®(r) =

dmeyg T

einer statischen Gesamtladung.

Im Ausdruck (10.59) fithren wir eine Umformung durch, die analog derjenigen in
(10.55) bis (10.57) ist:

9
or

(D)o o o)
r ¢ 7 c

= () (1= )+ Loum (1)
_ _%a <t_f>_x_a- <t_f>
- r3pa c cr2pa c

1 T 1 T
= —— t—— ) ——rplt——). 10.60
T3’r'p< c) cr2rp< c) ( )
Somit 1dsst sich das skalare Potential auch in der Form
1 1 T 1 T
o= [ep(-D) e Lep(- )] o
(r.1) 4eg r3'r'p c +cr2rp c ( )

schreiben. Diese Darstellung des skalaren Potentials entspricht der des Vektor—
Potentials in (10.52). Zur Diskussion unserer Ergebnisse schreiben wir diese beiden
Darstellungen in der folgenden Form auf:
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A(rt) = Ag(r.t)+ Ay(r,t),
O(r,t) = Dy(r,t)+ Dy(r, 1),

A,(rt) = f—;:—gm <t - 2) x T, (10.62)
O,(r.t) = 4;60%»”;(1&—2), (10.63)
Ayrt) = %{%ﬁ(t—%)—l—%ﬁ%(zﬁ—%)xr , (10.64)
By(r.t) = 4;60 %rp <t - E) . (10.65)

In den Ausdriicken A(r,t) und ®4(r,t) erkennen wir die Dipol-Beitrige der sta-
tischen Multipol-Entwicklung, die wir getrennt in 3.2 fiir das skalare Potential und
in 6.5 fiir das Vektor-Potential durchgefiihrt hatten. Lediglich das Zeitargument
kommt hier als retardierte Zeit ¢t — r/c hinzu. Die statischen Dipol-Beitréige verhal-
ten sich als Funktionen des Abstands r wie ~ 1/72. Die hier zusiitzlich auftretenden
dynamischen Dipol-Beitrige Ay(r, t) und ®4(r, ) verhalten sich als Funktionen des
Abstands r wie ~ 1/r, d.h., sie fallen fiir groe Entfernungen weniger stark ab und
dominieren dort das Verhalten der Potentiale.

10.4 Hertzscher Dipol

Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Felder E(r,t) und B(r,t) eines
zeitabhingigen, spiter auch harmonisch schwingenden elektrischen Dipols p(t).

10.4.1 Fernfeld—Niherung

Wir wollen sédmtliche Rechnungen in der sogenannten Fernfeld—Ndiherung
durchfithren. Darunter versteht man, dass in allen folgenden Rechnungen immer nur
derjenige Term beriicksichtigt wird, der die niedrigste Potenz n in einem Verhalten
~ 1/r™ besitzt. Nach den Bemerkungen am Ende des vorhergehenden Abschnitts
konnen wir uns dann also schon auf die dynamischen Beitrage zu den Potentialen A
und @ in (10.64) und (10.65) beschrénken. Da voraussetzungsgeméf kein magneti-
scher Dipol auftreten soll, haben wir also von den folgenden Ausdriicken auszugehen:
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A(r,t):ﬂ1p<t—f), (r,t) = — 1rp(t—f). (10.66)

4dmey cr? c

Bei der Berechnung der Felder gemé&fl

E(r,t) = —5% O(r,t) — %A(r,t), B(r,t) = % X A(r,t) (10.67)

werden wir wiederholt Ausdriicke der folgenden Form zu berechnen haben:

o[- -
-(02) (- 2)+ 2o (-
-2 (-0) e -

~ 1/t ~1/r"

In Fernfeld-N&dherung wird also
1 T T : r
— L) = - —(n+1)
0 |t (1= )| = - F (1= S) 0 (). 06y
Ein vollig analoges Argument ergibt, dass in Fernfeld-Né&herung auch

da

2= BR - o) oo

Wir beginnen mit der Berechnung von B. (Innerhalb der folgenden Umformun-
gen lassen wir der Ubersichtlichkeit halber gelegentlich die Argumente (r,t) fort.
Desgleichen schreiben wir + ... fiir hohere Ordnungen der Fernfeld-N&dherung nicht
mehr mit.)

ho 1, r
Bo = €apy 05 Ay = €apy O3 <;pv <t - E))

Ho rg .. < 7“)
e —— €, _ t__ ,
4776[3707“2])7 c
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bzw.

By =101y <t - g) . (10.70)

47 cr?

Zur Berechnung von E miissen wir zwei Ausdriicke auswerten:

1 1 T
)
47 e crzxﬁpﬂ c

1 1 . <t r)
Ameyg 213" 8P c)’

QAQ = ﬂlp‘a<t_i>a
C

ot 4 r
zusammengefasst
1 1 [zazp r 1. r
E, = — t— =) — = ot —-
“ dmey 2 | 13 pg( c) rpa< cﬂ’
1 1 r r
E(r,t) = 5(t— )| - 2"<t—‘>}
(r.1) dmey 13 { rp< c) rore c

1 1 r
= p(t—— | X7r| X, 10.71
Admey 273 [p( c) e ( )

worin wir im letzten Schritt die Regel @ x (b X ¢) = b (a ¢) — ¢ (a b) benutzt haben.

10.4.2 Diskussion und Energie—Bilanz

Bei der Diskussion unserer Ergebnisse (10.70) fiir B und und (10.71) fiir E stellen
wir zunéchst fest, dass

r E(r,t) =0, r B(r,t) = 0. (10.72)

Diese beiden Relationen driicken die Transversalitit der von dem Dipol p(t) ausge-
strahlten elektromagnetischen Welle aus. Der Vektor r zeigt ndmlich vom Ort des
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Dipols, der ja nach Voraussetzung in 10.3 der Ursprung sein sollte, zum Aufpunkt,
an dem die Felder E und B zu bestimmen sind, ist also zugleich die Ausbreitungs—
Richtung.

Auflerdem erkennen wir aus (10.70) und (10.71), dass

1 1 o 1 .. r
E(r,t) = —[—— (t——>x
(?) € o cr L4 chp c r

xr="B(rt)xr.  (10.73)
T

Hieraus lesen wir ab, dass B, r, E in dieser Reihenfolge oder, zyklisch vertauscht,
r, E, B ein rechtshéndiges, orthogonales Dreibein bilden. Insbesondere stehen auch
die Felder E und B senkrecht aufeinander. Die vom Dipol p(t) ausgestrahlte Welle
verhélt sich also vollig analog zu einer ebenen Welle, wie wir sie in 9 betrachtet
haben.

B und E in (10.70) und (10.71) zeigen auch das richtige Paritidts—Verhalten. Da p(t)
polar ist, vgl. die Definition (10.45), ist es auch p(t). Folglich ist das durch p(t) x r
dargestellte B axial und das durch B x r dargestellte E wieder polar.

Wir diskutieren die in 8.2 hergeleitete Energie-Bilanz

ow 0
T - —_1E 10.74
0t+8rs J = (10.74)
€o 2 1 2 1
w:=—FE°+ — B~, S:=—ExB. (10.75)
2 2 po Ho

fiir die vom Dipol p(t) ausgestrahlte Welle. Wir berechnen zunéchst den Poynting—
Vektor S. Unter Verwendung von (10.73), (10.70) und B r = 0 erhalten wir

1 1 1
S = —EXB:—E(BXT')X’P:—CBQZZ
Ho Ho T Ho r

r 2
ﬁ(t——)xr
c

Der Poynting—Vektor, d.h., die Energie-Flussdichte hat die Richtung 7 der
Ausbreitungs—Richtung r. Ferner ist S = 0 in der fithrenden Ordnung der Fernfeld—
Néherung, wenn p = 0, d.h., wenn p =const. Nach der Definition (10.45) oder auch

1 1
(4m)%2 ey Ard

r
r

(10.76)
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nach (10.46) wiirde das bedeuten, dass sich die elektrischen Ladungen p(r,t) d®r,
die den Dipol erzeugen, mit jeweils konstanten Geschwindigkeiten bewegten, also
zeitlich konstante elektrische Flussdichten darstellen. Diese erzeugen jedoch nur sta-
tische Felder, die von hoherer Ordnung in der Fernfeld-N&herung sind.

In der Fernfeld-Néherung verhilt sich S als Funktion von r wie ~ 1/r?. Diese
Eigenschaft hat eine wichtige Konsequenz fiir die vom Dipol abgestrahlte Leistung

pP= ﬁdfs (10.77)

Hierin ist F' eine beliebige geschlossene Fliche. Wir berechnen P zunéchst fiir den
Fall, dass F' eine Kugelfliche mit dem Radius 7 ist, deren Mittelpunkt im Ursprung
bzw. im Ort des Dipols liegt. Zur Berechnung des Integrals fiihren wir Kugel-
Koordinaten ein, deren momentane Achse jeweils die Richtung von p sei. Dann
ist

df = df-f.

r
dr = r?drsindfde = r?dQdr = df dr,
df = r?sinfdbde,

r 2 7\ |2
pli-7)xr = |p(i-7)
c c

r? sin’ 0,

so dass

1

(4dm)% ey c? P

1 2

dmeg 33 p

(10.78)

Die insgesamt iiber die Kugelfliche abgestrahlte Leistung P ist unabhéngig von de-
ren Radius r. Dem entspricht die Vorstellung, dass die abgestrahlte Leistung P aus
dem Dipol bei » = 0 in das Feld iibertragen wird und sich dann sogar auf belie-
bige geschlossene Fldachen verteilen muss, die den Dipol einschlieflen. Diese letztere
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Erweiterung begriinden wir fiir den stationdren Fall der Abstrahlung, in dem keine
zeitlichen Anderungen mehr auftreten, so dass in (10.74) dw/0t = 0 und folglich

0
— = —FE
a’r ;7 )
0
P = = S — 8 = — Srj E. 10.
an_fS /VdraTS /Vdrg (10.79)

Hier ist 0V eine beliebige geschlossene Fliche, die das Volumen V' einschliefit. j
ist die elektrische Flussdichte des Dipols, die auf einen sehr engen Bereich um r =
0 begrenzt ist. Es ist also P = 0, wenn V bzw. 0V den Dipol bei » = 0 nicht
einschlieflen, und es ergibt sich dieselbe leistung P fiir alle V' bzw. 0V, die den
Dipol bei 7 = 0 einschlieflen.

10.4.3 Ausstrahlung eines magnetischen Dipols

Wir betrachten jetzt noch den Fall, dass kein elektrisches Dipol-Moment, sondern
nur ein magnetisches Dipol-Moment auftritt. Dann lauten die dynamischen Beitréige
zu den Potentialen in (10.64) und (10.65)

Ay =t Loy (1= 5)xr a(ra =0 (10.80)

Daraus berechnen wir

. 0 oo 1, r
E(r,t) = p A(r,t) = 47rcr2m<t c) X T
1 1 r
- _ ¥ - - 10.81
47reoc3r2m<t C)xr, (10:81)
0
B(r,t) = o x A(r,t),

Mo 1 . r
By, = €apy05A, = in €apy Eyuv Op {m my <t - _> x,,}

c
Ho gy . < 7’) }
= —¢ € ———m, (t——)+ ...
P apy Cyuv 23k c
. T
= 47TW6Q’YB [ew,,mu <t—z> .CCU:| I'»y+...,

o 1
po 1T T
Br) = %o [ (1=7) xr

X (10.82)
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Wir erkennen, dass diese Welle wiederum transversal ist,

rE(r,t) =0, r B(r,t) =0, (10.83)

und dass

1
xr=—rxE(rt1). (10.84)

cr 47 cr? ¢ cr

B(r,t):—i {—ﬂiﬁd(t—C) X r

Auch hier bilden also r, E, B in dieser Reihenfolge ein rechtshéndiges Dreibein.
Wenn wir die Felder E und B fiir den hier betrachteten Fall der Ausstrahlung
eines magnetischen Dipols mit jenen fiir den Fall der Ausstrahlung eines elektri-
schen Dipols in (10.70) und (10.71) vergleichen, erkennen wir, dass die Relationen
"spiegelbildlich” sind:

‘ Felder: ‘ elektrisch: ‘ magnetisch: ‘
1 1
E ~—{ﬁ<t—i>xr X T N—'rh,<t——>><’r
r3 c 72 c (10.85)
r
B ~—2p<t——>><'r' ~—3[m<t—g>xr X r
T

Diese Spiegelbildlichkeit bewirkt das richtige Paritits—Verhalten: das elektrische
Dipol-Moment p ist polar, das magnetische Dipol-Moment m jedoch axial, vgl.
(10.49). Die Struktur der Formeln in (10.85) fiir E und B kann man allein aus den
folgenden Regeln gewinnen:

(1) Paritéts—Verhalten,

(2) r, E, B bilden ein orthogonales Dreibein,

(3) Ausstrahlung findet nur statt wenn p # 0 bzw. m # 0,
(4) Retardierung fiir das Zeitargument ¢ — r/c,

(5) in Fernfeld-Naherung ist wegen der Energie-Bilanz |[E| ~ 1/r und |B| ~ 1/r.
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Alle {ibrigen Einzelheiten der Formeln kénnen durch eine Dimensions—Analyse er-
schlossen werden.

Die Berechnung des Poynting—Vektors ergibt jetzt

1 1 1 11
S = —EXB:——Ex(er):——Ezf:
Ho Ko CT Mo € r
Lo 1 . r 2 p
— (4 7-(-)2 C3 7“4 m <t — E) X r ; (1086)

Seine Struktur ist vollig analog zu dem Fall des Hertzschen Dipols in (10.76).



Kapitel 11

Grundlagen der
Relativitatstheorie

Aufgabenstellung dieses Kapitels ist die relativistische Formulierung der Elektrody-
namik. Wir werden ausgehen von der relativistischen Formulierung der klassischen
Mechanik und diese auf Felder erweitern.

11.1 Inertialsysteme

Ein grundlegender Begriff bei der Formulierung physikalischer Theorien ist der des
Inertialsystems. Bereits in der klassischen Newtonschen Mechanik wird dieser Be-
griff verwendet. Dort versteht man unter einem Inertialsystem ein rdumliches Be-
zugssystem, z.B. ein orthogonales Koordinatensystem, und eine Moglichkeit, Zeit
zu messen, also eine Uhr. Die Annahme in der Newtonschen, praziser, in der nicht—
relativistischen Mechanik ist nun, dass Zeit universal fiir alle Bezugssysteme ist, d.h.,
dass die Uhren in allen Bezugssystemen dieselbe Zeit anzeigen, also synchron laufen.
Es sei ausdriicklich daran erinnert, dass sich diese Annahme auch auf Bezugssysteme
bezieht, die sich gegeneinander bewegen.

Die Annahme einer universellen Zeit impliziert, dass es oo—schnelle physikalische
Signale zur Synchronisation gibt. Wie wir bereits am Anfang dieses Textes im Ab-
schnitt 1.1 festgestellt hatten, widerspricht die Annahme einer co—schnellen Ge-
schwindigkeit physikalischer Signale dem experimentellen Befund, dass es eine ma-
zimale Geschwindigkeit fiir die Ausbreitung physikalischer Signale gibt, ndmlich die
Geschwindigkeit

245
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¢ = 299792458 m/s. (11.1)

Dieses ist die Geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen. Im Kapitel 9 haben wir
nachgewiesen, dass sie durch ¢ = 1/, /€, 1o gegeben ist. Im Kapitel 1 diente uns die
Endlichkeit der Ausbreitungs-Geschwindigkeit physikalischer Signale als Argument
fiir die Notwendigkeit der Existenz physikalischer Felder. Hier wollen wir untersu-
chen, welche Auswirkung diese Tatsache auf den Begriff des Inertialsystems und vor
allem auf die Transformation zwischen verschiedenen Inertialsystemen hat.

Wir miissen zunéichst den Begriff des Inertialsystems gegeniiber der nicht-relativis-
tischen Theorie modifizieren. Ein Inertialsystem soll ab jetzt ein rdumliches Bezugs-
system und eine Uhr bedeuten, wobei letztere jedoch eine system—eigene Zeit, die
sogenannte Figenzeit des Systems misst. Abilirzend werden wir ein Inertialsystem
durch S = {r,t}, ein zweites durch S’ = {r',¢'} charakterisieren.

Wir fithren jetzt den Begriff des Ereignisses ein. Ein Ereignis kann z.B. die Aussen-
dung eines Signals von einem Sender oder der Empfang eines Signals durch einen
Empfénger sein, ganz allgemein eine physikalische Messung. Ereignisse haben offen-
sichtlich einen Ort, an dem sie stattfinden, und eine Zeit, zu der sie stattfinden. Diese
werden in verschiedenen Inertialsystemen im Allgemeinen auf verschiedene Weisen
beschrieben:

Ereignis 1 Ereignis 2
Inertialsystem S (r1,t1) (ra, ts)
Inertialsystem S" | (v}, t)) (rh, th)

Wir definieren den Abstand (As)? bzw. (As')? zwischen den Ereignissen 1 und 2,
der in den beiden Inertialsystemen S und S’ im Allgemeinen verschieden ist, durch

Ar = ro—r
. 2 .2 2 _ 2 ’ .
St (As)? = (A = (Ar)?, { At =ty —ty,
N (11.2)
. he ) ne o r = 'r'lg_'r'lla
S': (AP = P (AF)? - (A, {At’ =t 1,

Zwischen den Abstéinden (As)? und (As’)? der beiden Ereignisse in S und S’ muss
es eine Transformations—Beziehung geben: (As')? = F((As)?). Nun impliziert die
Aussage der Existenz einer maximalen Ausbreitungs—Geschwindigkeit ¢ fiir physi-
kalische Signale, dass diese in allen Inertialsystemen dieselbe ist. Diese Feststellung
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ist eine spezielle Version des FEinsteinschen Relativitits—Prinzips: Die Naturgeset-
ze sind invariant unter Transformationen zwischen Inertialsystemen. Insbesondere
folgt, dass sich die Aussagen

(As)* =0 = (As')? =0 (11.3)

gegenseitig implizieren: wenn das Signal zwischen den beiden Ereignissen 1 und 2
in S die maximale Ausbreitungs—Geschwindigkeit ¢ besitzt, dann auch in S’ und
umgekehrt.

Wir zeigen nun, dass (As')? = (As)? fiir beliebige Ereignisse!. Wir betrachten dazu
die Abstéinde (ds)? und (ds')? zwischen zwei infintesimal benachbarten Ereignissen.
Die Transformation (ds')? = F((ds)?) muss aus physikalischen Griinden stetig sein,
d.h., dass das Differential (ds’)? von derselben Ordnung sein muss wie (ds)?. Dann
kann die Transformation F(...) nur die Form

(ds')? = a(...) (ds)? (11.4)

haben, worin af(...) ein Transformations—Koeffizient ist, der nur noch von dimensi-
onslosen relativen Eigenschaften von S und S’ abhéngen kann, nicht mehr von (ds)?
oder (ds')?. Die einzige Moglichkeit dafiir ist die Kombination v/c, worin v = |v| der
Betrag der Relativ—Gescshwindigkeit von S und S’ ist. Eine Abhangigkeit von der
Richtung der Relativ-Geschwindigkeit v wiirde die Isotropie des Raumes verletzen.

Wir betrachten nun die Hintereinander—Ausfiihrung von Transformationen S; —
So — S3 zwischen drei Inertial-Systemen Si, S5, S3 und vergleichen diese mit der
direkten Transformation S; — S3. Offensichtlich muss dann

(%) =0(2) (2 s

sein, worin wvo; der Betrag der Relativ—Geschwindigkeit zwischen S; und Sy ist,
analog vzo und w3;. Nun gilt fiir die vektoriellen Relativ-Geschwindigkeiten

V31 = V32 + Vo,

! Argumentation nach Landau-Lifshitz, Theoretische Physik, Bd. 2
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so dass

V31 = |vs1| = \/1)%2 + v3; + 2 39 vy cOS (L V32, Va1).

v3; héngt also vom Winkel /w3y, v9; zwischen w3y und wsy ab, wihrend a(vs/c)
in (11.5) nicht von diesem Winkel abhéngt, weil die rechte Seite dort nur von den
Betragen wvss und wvg; abhingt. Dieser Widerspruch 16st sich nur dann auf, wenn
man schlieft, dass a(v/c) =const, d.h., iiberhaupt nicht von v abhingt. Fiir die
verbleibende Konstante a folgt nun aus (11.5) a = a?, also, weil aus physikalischen
Griinden a # 0 sein muss, a = 1, und somit

(ds)? = (ds')? — (As)? = (As')? (11.6)

fiir alle Paare von Inertialsystemen.

11.2 Lorentz—Transformation

In der nicht—relativistischen Theorie folgt aus dem ersten Newtonschen Prinzip, dass
Inertialsysteme durch die Galilei—Transformation miteinander verkniipft sind:

r=r+vt+r, t=t. (11.7)

Die Transformation ¢ = ¢ driickt die Annahme einer universellen Zeit aus. Wir
konnen immer ri = 0 durch Wahl des Zeit-Nullpunktes erreichen. v ist die Relativ—
Geschwindigkeit: Der Ursprung ' = 0 des Bezugssystems S’ bewegt sich in S mit
der Geschwindigkeit v. Fiir die Geschwindigkeiten folgt aus (11.7)

dr  dr'
E = E +v. (11.8)

Die Geschwindigkeiten addieren sich wie Vektoren, was eine direkte Folge der univer-
sellen Zeit t = t' ist. Dadurch lassen sich beliebig grofie Geschwindigkeiten erzeugen.

Um eine relativistisch korrekte Transformation zwischen zwei Inertialsystemen zu
konstruieren, miissen wir von der Forderung (11.6)



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVITATSTHEORIE 249
(As)? = (AS')? bzw.  (At)? — (Ar)? = 2 (A)? — (Ar')? (11.9)

ausgehen. Wir schreiben die gesuchte Transformation in der Form

r=f(r't), t=g(r't) (11.10)

und betrachten den Abstand der Ereignisse (r,¢) und 0,0in S bzw. (7', ¢') und 0,0 in
S’". (Das gemeinsame Ereignis (0, 0) definiert die Urspriinge und den Zeit-Nullpunkt
beider Systeme S und S’.) Dann muss

At =22 e = 2 @2 ) — 2 1) (11.11)

identisch fiir alle 7' und ¢’ erfiillt sein, was nur moglich ist, wenn f(r',t') und
g(r',t") lineare Funktionen sind. Daraus folgt iibrigens bereits, dass sich auch in
der relativistischen Theorie zwei Inertialsysteme nur mit einer konstanten Relativ—
Geschwindigkeit gegeneinander bewegen kénnen.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir die folgende Wahl treffen: Die
Achsen e, bzw. €., jeweils a = x,y, z der orthogonalen Koordinatensysteme in S
bzw. S’ sollen jeweils parallel zueinander sein und e, und e/, sollen parallel zu der
konstanten Relativ-Geschwindigkeit sein. Dann kénnen wir die lineare Transforma-
tion zwischen S und S’ in der Form

r=Az'+ Bet, ct=Cz' + Dect (11.12)

schreiben. Die Bedingung (11.9) lautet mit der obigen Wahl der rdumlichen Koor-
dinatensysteme jetzt ¢?#? — 22 = ¢®t? — 2. Wenn wir die Form (11.12) in diese
Bedingung einsetzen, erhalten wir

242 =
= (Ca'+Dect')? — (Az' + Bet')
=(D* - B3 2t? - (A -CHa?+2(CD—-AB)ct' 2.  (11.13)

Damit diese Relation identisch fiir alle 2’ und ¢ erfiillt ist, ist zu fordern, dass
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D? — B* =1, A% - C? =1, CD-AB=0. (11.14)

Dieses sind drei Bedingungen fiir die 4 Koeffizienten A, B, C, D. Wir erwarten also,
dass die gesuchten Transformationen eine einparametrige Schar bilden. Wir erfiillen
die Bedingungen (11.14) identisch durch

A =D = cosh ¢, B = C = sinh ¢, (11.15)

worin ¢ der Schar-Parameter ist. Die Transformation (11.12) lautet somit

_ ; [
= a2’ cosh¢ + ct' sinho, } (11.16)

x
ct = 2'sinh¢ + ct' cosho.

Wir bestimmen die physikalische Bedeutung des Schar-Parameters ¢, indem wir den
Ursprung des Systems S’ bei 2 = 0 vom System S aus beobachten. Fiir ' = 0 folgt
aus (11.16):

x = ct' sinh ¢, ct =ct' cosh @, — % = tanh ¢. (11.17)
c

Nun ist v := z/t offensichtlich die Relativ—-Geschwindigkeit von S’ gegen S in der
gemeinsamen x—Richtung, so dass der Parameter ¢ definiert ist durch

tanh ¢ = % — 3. (11.18)

Wir driicken auch cosh ¢ und sinh ¢ durch § = v/c aus:

1 1
h — = =
cosh o \/1—tanh2q§ V1-p? "
sinh¢ = tanh ¢ b =B,

\/1—tanh2¢: V1=

so dass die gesuchte Transformation



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVITATSTHEORIE 251

x4+t , ,
r = —F/— y=1v, L=z,
V1 —v2/c?
t 1/ A2
, o tHedl/e (11.19)

V1 —v2/c?

lautet, bzw. unter Verwendung der obigen Abkiirzungen /3, auch

! /

r = v (2 +pct), y=1 z=12,

t =« (t'—i—%x'). (11.20)

Diese relativistisch korrekte Transformation zwischen zwei Intertialsystemen heif3t
Lorentz—Transformation (in einer speziellen Form). Wir untersuchen noch, wie sich
die Geschwindigkeiten unter der Lorentz—Transformation verhalten. Dazu bilden wir
die Differentiale

de = (dz' + Bedt'), dt = (dt'—irﬂdx')

¢
und dy = dy’, dz = dz’ und bilden daraus

. _de _di'+fcdl!  da/dt'+Bc _ uy+w
Tt dt + Bda'jc 1+ Bdd/(cdt))  1+wvul /e

(11.21)

Hier sind u, bzw. u), die Geschwindigkeiten eines Punktes, der sich in z—Richtung
bewegt und von S bzw. S’ beobachtet wird. Wir zeigen, dass stets u, < ¢, wenn
v < ¢ und u!, < ¢ sind. Es ist dann ndmlich

woraus
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ul v u' v
u, +v<c+ = :c<1+ . )
c
und weiter

!
o u, v
Uy

= — 11.22
1+wvu,/c? ¢ ( )

folgt. Durch eine relativistisch korrekte Addition ergeben sich Geschwindigkeiten,
die stets kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ¢ sind.

11.3 4—Vektoren, Transformationen

11.3.1 4—Vektoren

Die Bedingung (11.6) fiir Transformationen zwischen Inertialsystemen, (As)? =
(As")?, lautet ausgeschrieben

2 (At)2 — (Ar)2 =2 (At’)2 — (Ar')2
oder auch

A (At)? — (Az,)* = & (A)? — (Az!)?. (11.23)

In dieser letzteren Schreibweise haben wir die im Abschnitt 1.3.2 eingefiihrte
Summations—Konvention

(Az,)” = Ao - Az, = i (Az,)? (11.24)

a=1

benutzt. Unser Ziel ist es nun, den gesamten zeitlich-rdumlichen Ausdruck (As)? =
c (At)? — (Axy)? in einer zu (11.24) analogen Form zu schreiben. Dazu definieren
wir einen 4 Vektor ' mit den kontravarianten Komponenten
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(z') == (ct,r), i=0,1,2,3, (11.25)

d.h., 2° := ¢t und die 2* sind die Komponenten des Ortsvektors » fiir i = 1,2, 3.
Zur Vermeidung von Verwechslungen benutzen wir im Folgenden immer lateinische
Indizes 1, 7, k, ... fiir 4—Vektoren und wie bisher griechische Indizes «, 3,7, ... fiir
gewohnliche 3-Vektoren. Weiter definieren wir einen 4-Vektor z; mit den kovarian-
ten Komponenten

(z;) == (ct,—7),  i=0,1,2,3. (11.26)

Die kontravarianten und kovarianten Komponenten unterscheiden sich also in den
rdumlichen Komponenten um ein Vorzeichen, z; = —z°, i = 1,2, 3, und stimmen
in der zeitlichen Komponente iiberein: zo = 2°. (Wir schlieBen uns mit diesen De-
finitionen der Konvention in der internationalen Literatur an. Dabei kommt es zu
der verwirrenden Folge, dass die rdumlichen kovarianten Komponenten z; gerade
die negativen Werte der Komponenten des Ortsvektors r sind, die wir bisher mit
ZTo, @ = 1,2, 3 bezeichnet hatten. Die umgekehrte Version wére naheliegender gewe-
sen.) Wir bilden jetzt die Produkte z* z; aus kontra— und kovarianten Komponenten

und summieren iiber i = 0,1, 2, 3:

3
Soalw = (ct)? — 1P (11.27)
i=0

Kiinftig wollen wir auch fiir 4-Vektoren eine Summations—Konvention vereinbaren:
Wenn in einem Produktterm kontra— und kovariante Komponenten eines 4—Vektors
mit demselben Index i auftreten, dann soll iiber diesen Index von ¢ = 0 bis ¢+ = 3
summiert werden:

3
a'b; =Y a'b;. (11.28)
i=0

Dagegen wird in einem Ausdruck a’ b’ oder a; b; nicht {iber ¢ summiert. Damit erhélt
(11.27) die Form 2’ z; = (ct)? — r2, und die Bedingung (11.6) fiir Transformationen
zwischen Inertialsystemen wird zu

Ar' Ar; = Ax'' Ax). (11.29)
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In Analogie zu ab = a,bs bezeichnet man die Kombination (11.28) als Skalar-
produkt zwischen zwei 4-Vektoren. Im gewoOhnlichen 3-dimensionalen Raum ist
(Ar)? = Az, Az, ein rdumlicher Abstand. Analog bezeichnet man Az’ Az; als
den 4-Abstand im 4-dimensionalen Raum aus Zeit und gewohnlichem Raum.

11.3.2 4—Transformationen

Transformationen zwischen Inertialsystemen haben gemifi (11.29) die Eigenschaft,
den 4-Abstand ungedndert zu lassen. Diese Eigenschaft besitzen im gewohnlichen
3—-dimensionalen Raum die orthogonalen Transformationen

2o = Uspaly, ol =Usag,  UyqaUyp = Uy Usy = dap. (11.30)

Wir iibertragen diese Eigenschaft auf den 4-dimensionalen Raum aus Zeit und
gewOhnlichem Raum und schreiben

= Ul o', o' = U 2h, (11.31)

Die Orthogonalitits—Relationen lauten jetzt

U0 =6, U/ Uy =4, (11.32)
worin
oL = { 0 s (11.33)

das verallgemeinerte Kronecker-Symbol ist. Durch die Stellung der Indizes haben
wir die Summationen in den linearen Transformationen eingeschlossen.

Die U'j, sind 4-Matrizen, die offensichtlich die allgemeine Form einer Lorentz—
Transformation beschreiben. Unter ihnen muss die spezielle Lorentz—Transformation
aus dem Abschnitt 11.2 in (11.20) sein. Wenn wir diese in der Form
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20 = 7(x10+ﬁx/1)’

o - 5 (x'l +ﬁx'0), 22 :xlz7 25 = '3

schreiben und mit der allgemeinen Form in (11.31) vergleichen, erhalten wir

v By 00

iN_| By v 00
(') = 0 0 1o (11.34)

0 0 01

Fiir die 4-Matrizen sollen bei der Stellung der Indizes dieselben Regeln gelten wie
bei 4-Vektoren: Wird ein Index ¢ "gesenkt” oder "gehoben”, bleibt das Element
unverédndert, wenn ¢ = (0, und &dndert sein Vorzeichen, wenn ¢ = 1,2, 3. Es ist also
7.B.

; Uy wenn k=0
ik k ’
Ut = { ~U’, wenn k=1,2,3. (11.35)
Mit dieser Vereinbarung erhalten wir aus (11.34)
vy =By 00
w_| By v 00
(Ui*) = 0 0 10l (11.36)
0 0 01

denn fiir i = k dndert sich im Vergleich zu U’y in (11.34) kein Vorzeichen, weil dann
gleichzeitig zwei zeitliche oder zwei raumliche Indizes gesenkt oder gehoben werden,
und fiir i =0,k =1 und 7 = 1,k = 0 dndert sich das Vorzeichen.

Wenn wir nunmehr von der Transformation (11.31) ausgehen, kénnen wir durch
Senken und Heben der Indizes folgende Schritte ausfiithren

[

Im ersten Schritt haben wir konsequent auf beiden Seiten den Index 7 gesenkt,
im zweiten Schritt den Index k& einmal gehoben und einmal gesenkt, wodurch kein
Vorzeichenwechsel auftritt. Analog wird
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' = U rb = 2} = Uy 2" = o) = U 2y, (11.38)

Jetzt konnen wir die Invarianz des Abstands, z’z; = 2’ 2} unter der allgemeinen
Lorentz—Transformation unter Benutzung der Orthogonalitéts—Relation (11.32) ex-
plizit {iberpriifen:

e, =U 2 U7 x; =U" U/ x'kx; =] x'kx; =" (11.39)

Das Transformations—Verhalten, das wir bisher am Beispiel des 4-Vektors z' aus
Zeit und Ort erklirt haben, soll nun auf beliebige 4-Vektoren iibertragen werden.
Wie im Fall des gewohnlichen 3-dimensionalen Raums werden wir im Folgenden
Objekte a’ einen 4-Vektor nennen, wenn sie sich unter einer allgemeinen Lorentz—
Transformation wie der Vektor x? in (11.31) transformieren, also

a' =U'a'*, a'’ = U a" (11.40)

Dieselbe Rechnung wie in (11.39) liefert dann, dass allgemein jedes Skalar—Produkt
a'b; von zwei 4-Vektoren unter einer Lorentz—Transformation invariant ist:

a'b =U'yd UV, =U U M, = 6] d'* Y, = d'* b (11.41)

11.3.3 Die 4-Geschwindigkeit und 4-Beschleunigung

Wie wir im Abschnitt 11.3.1 begriindet haben, ist dz’ = (cdt, dr) ein 4-Vektor und

ds = \/02 (dt)? — (dr)? ein Skalar, d.h., letztere Grofe ist invariant gegen Lorentz—
Transformationen. Folglich ist

;drt dzx;
U ‘= — U; ‘=
ds’ ds

(11.42)
wieder ein 4—Vektor, der als /J—Geschwindigkeit bezeichnet wird. Seine Komponenten
lauten

0 dz®  cdt 1 (11.43)
vwvg == = .
ds _ ds  JI-F
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mit 3 =wv/c, und fir a =1,2,3

_ dz% _ vy ds®
ds ¢ dt

UOL

v
— v, 11.44
Ly (11.44

Hier sind v® = dz*/dt die Komponenten der gewohnlichen 3-dimensionalen Ge-
schwindigkeit. Aus (11.43) und (11.44) folgt

2

uiui:’yz—Z—zvzz’yQ (1-p%) =1. (11.45)

Wir differenzieren diese Relation nach s. Unter Beachtung der Produkt-Regel der
Differentiation erhalten wir

ds it ds " ds

= 0. (11.46)

Auch @' := du'/ds ist wieder ein 4-Vektor und wird als 4—Beschleunigung bezeichnet.
In der 4-dimensionalen Raum—Zeit stehen 4-Geschwindigkeit und 4-Beschleunigung
senkrecht aufeinander: a’ u; = 0.

11.3.4 Der 4-Gradient

Wir zeigen, dass auch die Ableitungen nach den Komponenten ' und z; des 4-
Vektors aus Zeit und Ort sich wie 4-Vektoren verhalten. Dazu schreiben wir geméafl
der Ketten—Regel der Differentiation

9 Sox, 0

-
= Oz; Ox),

(11.47)

Jz},/Ox; berechnen wir aus der Transformations—Relation auf der rechten Seite in
(11.38). Indem wir dort die Bezeichnungen i und & vertauschen, erhalten wir

oz,
8332-

/ i i
xk:kai, — :Uk,
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so dass

o &K, 0
P S Uy R (11.48)

k=0

Diese Relation hat die allgemeine Form (11.40) einer Lorentz-Transformation,
namlich

ai — Ulk alk’
wenn wir definieren
0 , 0
=0, =o'k, (11.49)
so dass
o =U'" 0" (11.50)
Vollig analog wird dann auch
aii =: 0, % =0, 0, =U"0,. (11.51)

0" bzw. 0; wird als 4-Gradient bezeichnet. Dieser transformiert sich wie ein 4-Vektor.
Wie sich sofort bestétigen lésst, gilt fiir den 4-Gradient
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11.4 4—-Tensoren

11.4.1 Gewodhnliche Tensoren

Objekte A™* B*j . . die zwei oder mehr Indizes tragen, bezeichnet man als /-
Tensoren, wenn sie sich wie Produkte a’b*, a’b* ¢/, ... von Komponenten von 4-
Tensoren transformieren:

12

aibk — UiéUkmaléb/m Az‘k — UigUkmAlem,
(11.52)

az’ bk Cj — UiZ Ukm an alé pmon o Bikj — Uig Ukm an Blémn7

usw. Die Anzahl der Indizes bestimmt die Stufe des jeweiligen Tensors: A™ ist ein
Tensor 2. Stufe, B*J ist ein Tensor 3. Stufe usw. 4-Vektoren kann man als Tensoren
1. Stufe bezeichnen, Skalare als Tensoren 0—ter Stufe.

Ein Tensor 2. Stufe A’ heifit wie iiblich symmetrisch, wenn A* = A*. Durch
beidseitiges Senken des Index £ folgt

Al = AR = Al = AL (11.53)

Wenn A symmetrisch ist, schreibt man deshalb auch Al statt A% oder A

Ein Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor ist das Kronecker—Symbol 4, das wir
bereits im Abschnitt 11.3.2 eingefiihrt hatten. Die Symmetrie von §} folgt direkt
aus der Definition in (11.33). Die Tensor-Eigenschaft erkennen wir, wenn wir die
Orthogonalitdts-Relation (11.32) wir folgt umschreiben:

o =U U = U UL ). (11.54)

Diese Relation ist vom Typ einer Transformation fiir einen Tensor 2. Stufe nach dem
Muster von (11.52), jedoch mit der Besonderheit, dass 5; = (5’JZ Der symmetrische
Tensor (5;'- besitzt in allen Inertialsystemen dieselbe Gestalt.

Ein weiteres Beispiel fiir einen symmetrischen Tensor ist der sogenannte metrische
Tensor
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gt =4 —1 i=k=1,23 (11.55)

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass ¢* symmetrisch ist und

g = 0} (11.56)

Damit ist dann auch bereits gezeigt, dass ¢/* tatsichlich ein Tensor ist und dass
auch ¢* in allen Inertialsystemen dieselbe Gestalt hat. Mit dem metrischen Tensor
g'* lasst sich das Heben und Senken von Indizes formal bewerkstelligen. Wie sich
sofort bestétigen lasst, gilt

al = ¢'* ay, a; = gip a” (11.57)

usw., wobei gi = ¢**. Unter Verwendung des metrischen Tensors lisst sich das
Skalarprodukt als

schreiben.

Mehrfach indizierte Objekte werden in der Sprache der Mathematik als Matrizen
bezeichnet. Matrizen mit zwei Indizes lassen sich in einem Schema darstellen, wie
wir das fiir U’y in (11.34) oder fiir U;* in (11.36) im Abschnitt 11.3.2 getan haben.
Auch Tensoren 2. Stufe lassen sich in einem solchen Matrix—Schema darstellen, z.B.
die Tensoren d; und g'* als

1000 1 0 0 0
AN o100 s 0o -1 0 o0
<5k)_ 0010}/ <9)_ 0 0 —1 0 (11.59)
000 1 00 0 -1

Die Begriffe Matriz und Tensor miissen aber scharf voneinander getrennt wer-
den. Wie zu Beginn dieses Abschnitts dargestellt, ist ein Tensor beliebiger Stufe
durch sein Verhalten unter einer Lorentz-Transformation definiert. Die Lorentz—
Transformation ihrerseits ldsst sich durch eine 4 x 4-Matrix U’j, bzw. U;* beschrei-
ben. Diese Matrix stellt keinen Tensor dar.
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11.4.2 Pseudo—Tensoren

Bereits im Abschnitt 1.3.3 hatten wir den 3-dimensionalen Levi—Civita—"Tensor”
durch

+1 (a,3,7) = gerade Permutation von (1,2, 3),
€apy =4 —1 (a.f,7) = ungerade Permutation von (1,2, 3), (11.60)
0  sonst,

definiert, ohne nachgewiesen zu haben, dass es sich dabei tatsidchlich um einen Ten-
sor im Sinne des Verhaltens unter einer 3-dimensionalen orthogonalen Transforma-
tion handelt. Wie wir namlich im Abschnitt 3.2.2 vereinbart hatten, sollte auch ein
3—dimensionaler Tensor dadurch charakterisiert sein, dass er sich unter einer ortho-
gonalen Transformation wie das Produkt von Komponenten von Vektoren transfor-
miert. Ein 3—dimensionaler Tensor 3. Stufe A,g, sollte sich also wie

Aagy = Unp Usy Upy Al (11.61)

transformieren, worin U, eine orthogonale 3 x 3-Matrix ist, vgl. (11.30). Wir neh-

men nun an, dass e, die Eigenschaft (11.60) des 3-dimensionalen Levi-Civita—

Tensors besitzt und diskutieren die rechte Seite von (11.61) fiir den Fall A}, = €,

Ual Ua2 Ua3
€apy = UapUp Upn€y =| Ust Usa Ups | =
le U’YQ Uv3
Ull U12 U13
= U21 UQQ U23 e;m:det(U) e’aﬂw (1162)
U31 U32 U33

worin wir die bereits im Abschnitt 1.3.3 erlauterte Definition einer 3 x 3—
Determinante durch das Levi-Civita-Symbol und das Verhalten einer Determinante

bei Permutation ihrer Zeilen benutzt haben. Nun folgt aus der Orthogonalitétsrela-
tion (11.30),

UyaUyg:UayUﬂ,y:(Sag bzw. UTU:UUT:L
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(UT =Transponierte von U), dass

det (UTU) =det (U?) =1, = det(U) = +1. (11.63)

Das Ergebnis in (11.62) besagt also, dass €,4, unter einer orthogonalen Transforma-
tion mit det(U) = +1 invariant ist, jedoch unter einer orthogonalen Transformation
mit det(U) = —1 sein Vorzeichen dndert. Nun wollen wir aber erreichen, dass das
Levi-Civita—Symbol in simtlichen Koordinaten—Systemen die Gestalt (11.60) be-
sitzt. Dazu muss offensichtlich der Faktor det(U) kompensiert werden. Das kénnen
wir dadurch erreichen, dass die allgemeine Transformation (11.61) im Fall des Levi-
Civita—Tensors einen zusitzlichen Faktor det(U) erhilt, also

€apy = det(U) Uaﬂ Uﬂy U’M 6’ (11.64)

2%

Dieser Faktor det(U) tritt dann auch in den Transformationen aller Tensoren auf,
in deren Definition der Levi-Civita-Tensor genau einmal als Faktor auftritt. Man
nennt Tensoren mit dem Transformations—Verhalten (11.64) Pseudo—Tensoren.

Wir zeigen jetzt, dass die Unterscheidung zwischen ”gewd6hnlichen” Tensoren und
Pseudo—Tensoren gerade dem unterschiedlichen Verhalten von polaren und axia-
len Vektoren unter Raumspiegelungen entspricht, das wir im Abschnitt 7.1.3 im
Zusammenhang mit der Paritdts—Umkehr diskutiert hatten. Wir betrachten eine
Raumspiegelung am Ursprung, dargestellt durch die orthogonale Transformation

-1 0 0
U= o -1 0 |, det (U) = —1 (11.65)
0o 0 -1
Gewdhnliche bzw. polare Vektoren a,, bg,... transformieren sich unter diesem U
offensichtlich wie a, = —aj,, bg = —bj, . ... Ein axialer Vektor c,, definiert als
Cy = €yap Qa bﬂ (11.66)

transformiert sich dann geméf (11.64) unter U aus (11.65) wie

¢y = det(U) Uy, ¢, = —det(U) ¢, = +¢

v

(11.67)
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behélt also seine Richtung unter Raumspiegelung bei, was gerade die axialen Vek-
toren auszeichnete.

Analog zur Definition des 3-dimensionalen Levi-Civita-Tensors in (11.60) definieren
wir seine 4-dimensionale Version durch

+1 (i,7,k,1) = gerade Permutation von (1,2,3,4)
€ijr =4 —1 (i,j,k, 1) = ungerade Permutation von (1,2,3,4) (11.68)
0  sonst

Alle Eigenschaften des 3-dimensionalen Levi-Civita—Tensors iibertragen sich ana-
log auf den 4-dimensionalen Fall, insbesondere das Verhalten unter Lorentz—
Transformationen. Mit der zu (11.64) analogen Transformations-Relation und unter
der Annahme, dass € die Eigenschaft (11.68) besitzt, erhalten wir

€ijkl = det(U) Uim an Ukp qu 6’

Ul U2 UP U
Ul U2 UPR U

= det(U) Ukl Uk2 Uk3 Uk4
vt vl U2 U*
= (det(U))2 Egjkl = G;jkla (11.69)

d.h., durch den zusétzlichen Faktor det(U) wird der 4-dimensionale Levi-Civita—
Pseudo-Tensor invariant gegen Lorentz—Transformationen. Wir weisen noch darauf
hin, dass Transformationen mit det(U) = —1 sowohl durch eine Zeit—Spiegelung
t — —t als auch durch eine Raum-Spiegelung r — —r realisiert werden konnen.

Im Anhang D sind die Rechenregeln fiir den 3— und 4-dimensionalen Levi-Civita—
Tensor zusammen gestellt und hergeleitet. Die wichtigsten unter ihnen lauten

€apy Capy = %u Opv = 0y Oyw — Oy O, (11.70)
Oy Oyp
€afy €afr = 257,,, (11.71)

€aBy €afy = 6, (1172)
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ikt
€7 €ijpg

ijke
€7 €ijig

ikt
€ €ijke

Auflerdem gilt
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4
ok o

Cijke = —

ikt

(11.73)

(11.74)

(11.75)
(11.76)

(11.77)



Kapitel 12

Lorentz—Kovarianz der
Elektrodynamik

Die physikalische Motivation fiir die Entwicklung der klassischen Feldtheorie im
Kapitel 1 war die Feststellung, dass wegen der Existenz einer maximalen Signal-
Geschwindigkeit ¢ physikalische Wechselwirkungen nur iiber Felder vermittelt wer-
den koénnen. In diesem Kapitel zeigen wir nun, dass die aus dieser Feststellung ent-
wickelte Elektrodynamik auch tatséchlich die daraus folgende korrekte Invarianz
besitzt, namlich die unter Lorentz—Transformationen.

12.1 4-Strom und 4—Potential

Unser Ziel wird es zunéchst sein, auch in der Elektrodynamik 4-Vektoren in dersel-
ben Weise wie in der relativistischen Punktmechanik zu identifizieren. Die elemen-
taren 4-Vektoren der Punktmechanik sind der Zeit-Ortsvektor x' = (ct,r) und der
Energie-Impuls-Vektor p' = (E/c, p).

12.1.1 4-Strom

Eine grundlegende Aussage fiir die Elektrodynamik ist die der Ladungserhaltung

0 J .
—p—i—%g =0, (12.1)

265
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worin p die rdumliche Ladungsdichte und 3 die elektrische Stromdichte sind, vgl.
Kapitel 5. Wir fordern jetzt, dass die Aussage der Ladungserhaltung invariant ge-
gen einen Wechsel des Inertialsystems durch eine Lorentz—Transformation ist. Dann
muss sich die linke Seite in (12.1) als ein Lorentz—Sklalar schreiben lassen. Die Ab-
leitungen in (12.1) erfolgen bereits nach dem 4-Vektor z° = (ct,r). Das erkennen
wir in der Schreibweise

o, +23j 0 oy (12.2)
d(ct) P = gzt T '

worin j* die drei rdumlichen Komponenten der Stromdichte 3 sind. Die linke Seite
von (12.2) wird nun genau dann ein Lorentz-Skalar, wenn wir

() = (cp.d) (i) = (cp.—4) (12.3)

als einen 4—Vektor, ndmlich als die /-Stromdichte einfithren. Wir erinnern nun an
die Definition des 4-Gradienten im Abschnitt 11.3.4, namlich

0= (o) = (e )@= (am) = (amar) 029

und konnen damit die Ladungserhaltung in der Lorentz—invarianten Form

dij' =0 (12.5)

ausdriicken. Mit der Einsicht, dass j* ein 4-Vektor ist, kénnen wir sogleich auch das
Verhalten seiner Komponenten ¢ p, 7 unter einer Lorentz-Transformation angeben,
z.B. unter derjenigen, die wir im Abschnitt 11.3.2 als Beispiel betrachtet hatten:

vy By 00
iN_| By v 00 v _ 1
@)=1%" o 10| F=7 T A (12.6)
0 0 01
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Einsetzen von j' aus der Definition (12.3) in die Transformations—Relation ji =
Uty 3'" fithrt auf

v o, . .
p = 7<p’+—23’1>, ito= 3"
c (12.7)

it= oy (vl 44", P°o=

Wie anschaulich zu erwarten ist, "mischt” eine Lorentz—Transformation mit einer
Relativ—Geschwindigkeit v # 0 die Ladungs— und Stromdichten.

12.1.2 4-Potential

Wie wir im Abschnitt 7.4.2 gezeigt haben, erfiillen das skalare Potential ® und das
Vektor—Potential A die Wellen—Gleichungen

1
O =——np, OA=—puyj. (12.8)
€o

Wir wollen auch diese Wellen—Gleichung in eine Lorentz—-invariante Schreiweise um-
formen. Dazu beachten wir zunéchst, dass der Operator O bereits ein Lorentz—
invarianter, skalarer Operator ist:

10 92 15 Z.

vgl. (12.4). Wenn wir nun die beiden Wellen—Gleichungen (12.8) mit po = 1/(eg ¢?)
in der Form

o & = —— c¢p

€0 C

01 (12.10)
0O cA = —— Js

€p C

schreiben, erkennen wir, dass sich diese Gleichungen in der 4-Schreibweise
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) 1 )
0

zusammen fassen lassen, wenn wir ein 4-Potential ® durch

(@) == (®,c A), (®;) := (B, —c A) (12.12)

definieren. Beide Seiten der Gleichung (12.11) sind jetzt 4-Vektoren. Folglich trans-
formiert sich diese Gleichung unter einer Lorentz-Transformation in

m A —— L (12.13)
€p C

Die Gleichungen (12.11) bzw. (12.13) sind also nicht ”invariant” wie Skalare, sondern
Lorentz—kovariant, d.h., sie haben dieselbe Form in den jeweiligen Variablen. In
diesem Fall ist sogar noch 0’ = 0. Da &' = (p,c A) ein 4-Vektor ist, kénnen wir
sogleich auch nach dem Muster von (12.7) das Verhalten seiner Komponenten unter
der speziellen Lorentz—Transformation (12.6) bestimmen:

o = v (¢+vA"), A2 = A2

, (12.14)

A=y (e an), A = A
C

12.1.3 Lorentz—Eichung, Umeichung

Die Potentiale ® und A erfiillen die Wellen-Gleichungen (12.8) nur dann, wenn diese
die Lorentz—Fichung

o+ A=0 (12.15)

19
2 0t or

C

erfiillen. Mit den Definitionen des 4-Vektors ®° in (12.12) ldsst sich die Forderung
der Lorentz—Eichung in die Lorentz—invariante Form

0, ®' =0 (12.16)
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bringen. Wenn also die Lorentz—Eichung in einem Inertialsystem erfiillt ist, dann
auch in jedem anderen. Diese Aussage ist unverzichtbar fiir die Feststellung der
Lorentz—Kovarianz der Wellen—Gleichung (12.11).

Im Abschnitt 7.4.1 haben wir gezeigt, dass sich die Potentiale ® und A einer
Eichtransformation

) )
e Y ' 9 12.1
V=0 F A=A+ F (12.17)

unterziehen lassen und dass die Felder E und B dadurch nicht geédndert werden.
Hier ist F' = F(r,t) eine beliebige (differenzierbare) Funktion. Auch die Eichtrans-
formation (12.17) lésst sich Lorentz—kovariant formulieren. Dazu formen wir wie
folgt um:

9]
d(ct)

¥ = & - cF
5 P =3 -G, (12.18)
cA' = cA + — ¢cF

or

worin wir 8" = 9/0z; beachtet haben und G := ¢ F eine beliebige (differenzierbare)
skalare Funktion des 4-Vektors z' ist.

12.2 Der Feld—Tensor

12.2.1 Definition

Die Felder E und B werden als Ableitungen der Potentiale ® und A dargestellt:

O5-2a

_Y B —
or ot "’

E = X A. (12.19)

9
or

Es liegt deshalb nahe, den 4-Tensor

Fik .= gl ok — 9" @ (12.20)
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zu untersuchen, worin 9° der 4-Gradient und ® = (®,c A) das 4-Potential aus
(12.12) ist. Dass F'* ein Tensor ist, folgt daraus, dass 0’ ®* das Produkt von Kom-
ponenten von zwei 4-Vektoren ist, vgl. Abschnitt 11.4. Dass einer dieser beiden 4—
Vektoren, namlich 0%, ein Operator ist, indert nichts am Transformations—Verhalten
des Produkts. Die gleiche Transformations-Eigenschaft besitzt die Kombination
Ok ®'. Aus der Definiton (12.20) ist auch ersichtlich, dass F'* ein antisymmetrischer
Tensor ist: Fi* = — i,

Wir berechnen zunéchst das Element F10:

0 0
FIIU — 61@0—80(1)1:—@0——@1:
01‘1 al‘o
0 0 0 0
=" - — P =——— - Al =
ozl 0z ozl d(ct) ¢
= % P — %Al =B (12.21)

Wir kénnen diese Rechnung unter Verwendung der Antisymmetrie von F% sofort
verallgemeinern zu

Fo0 = _fle — g a=1,23. (12.22)

Fiir das Element F?! erhalten wir

Pz el —gar= Lea - D oo
8x2 8x1
0 0
=c|— A2 - — A'| = ¢ B> 12.2
¢ <6x1 Ox? > ¢ ( 3)

Auch diese Rechnung lésst sich sofort verallgemeinern zu

F21 — _F12 — CB3,
F32 _F23
F¥ = —F% = ¢B2

|
o
%

(12.24)
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Der Tensor F'**, der sogenannte Feld-Tensor, hat somit die folgende Gestalt:

0 —-E' —E*> —FE°
(sz) _ E! 0 —cB?® c¢B?

E? c¢B? 0 —c B!

E® —c¢B? ¢B! 0

(12.25)

Die 6 rdumlichen Komponenten der Felder E und B bilden also die 6 unabhéngigen
Komponenten eines antisymmetrischen 4 x 4-Tensors.

Wir iiberzeugen uns nochmals davon, dass eine Eichtransformation (12.18) den Feld-
Tensor invariant lasst:

Flik — az @Ik _ak @I’i
= ((I)’“ —8’“G) _ o (qﬂ' —aiG)
= 0" -0 — (00" G - 0" 0’ G) = F™*. (12.26)

=0

12.2.2 Lorentz—Transformation der Felder

Da die Felder Komponenten eines Tensors sind, konnen wir deren Verhalten unter
einer Lorentz—Transformation geméaf

F* =yt Uk, Fit (12.27)

angeben. Als Beispiel wihlen wir diie Lorentz—Transformation aus (12.6),

v By 00
iY_| By v 00 _vo 1
(Uk)_ 0 0 10 ) 5_0’ 7_Wa
0 0 01

die eine Relativ—Bewegung der beiden Systeme lings der parallelen z'- bzw. 2’

Achsen mit der Relativ—Geschwindigkeit v beschreibt. Es ist
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El — FIU — Ul] UOZ FljZ

U'l0 U'[]1 FIOl + Ull UUO FIlO

_ (,67)2 FIOl +,72 FIIU

— 72(1_/62) FIIOZFIIOZEII.
——_———

=1

(12.28)

Die Komponente E! des elektrischen Feldes lings der Relativ-Bewegung bleibt un-

veriandert. Die Berechnung von E? ergibt

E2 — F20 — U2J UUE Fljf — UUE FI2E
UOO F120 4 U01 FI21
_ 7F120+67F121:7(E12+UBI3)’

und analog auch

E* =y (E®-vB?).

Die Transformation der rdumlichen Komponenten des Feldes B ergibt

1 1 - 1
Bl — EF132 — EU3J UQZFI']Z: E}71/32:Bll7
2 1 13 1 1 3 150 1 1 153
BP=-F% = SULU% P = U F

— lUl FIO3+1U11FII3
C 0 C

— /B—,YFl03+lFl13:’y <B12_%E/3>’
C C C

und analog

3 _ 3, v 2
B _7<B’ +EEI>’

(12.29)

(12.30)

(12.31)

(12.32)

(12.33)
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zusammen gefasst

E'l — Ell, Bl — B/l

E2 = v (EIZ +2)B'3) B2 = 5 <BIZ _ %E/3> (12.34)
C
U o

E3 — ’Y(E’S—UBIZ) B3 — ,Y<BIS+§E/>

12.3 4-Schreibweise der Maxwellschen Gleichun-
gen

Die Maxwellschen Gleichungen

9 0 9

Y vE=-YB Y B=

or ot or 0,
9 9 9 1
Y S B=qg7] °E s 12,
< HoJ +€opo 5 B, o o P (12.35)

enthalten Ableitungen der Felder E und B nach dem Ort r und der Zeit ¢. Wir
erwarten deshalb, dass die Maxwellschen Gleichungen in der 4-Schreibweise Kom-
binationen aus 9; und dem Feldtensor F* enthalten.

12.3.1 Die inhomogenen Gleichungen

Die einfachste Kombination dieser Art ist 9; F*. Hier wird iiber s = 0, 1,2, 3 sum-
miert, so dass das Ergebnis dieser Operation insgesamt ein 4-Vektor mit dem kon-
travarianten Komponenten-Index k ist. Die Kombination 9; F** wird deshalb auch
Verjiingung des Feld-Tensors F'* genannt. Wir berechnen unter Verwendung der
Darstellung des Feld-Tensors in (12.25) und der Maxwellschen Gleichungen (12.35)

. o . 0 0 0
R U m U A 2 3
0 F 8xiF 83:1E +6x2E +6x3E
) 1 1 1,

= —_E=_p=_—_— =3 12.36
or Gop CUCCIO EUCJ’ ( )
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worin wir von der Definition (12.3) der 4-Stromdichte (57) = (cp,j) Gebrauch
gemacht haben. Ebenso berechnen wir

J 0

'Fil - Fll - FOl - F21 - F31
% ozt 0z * Ox? * ox®
_ 10 [ J
- catE + (0502B 8x3B>
1 0 1 (0 ' 1
= — | —FE'+— (X xB = — 4l (12.37
€ C [ eoat +/Lg <0rx )] eocj ( )

Véllig analoge Ausdriicke ergeben sich in ; F* fiir k = 2, 3 statt k = 1. Wir fassen
die Ergebnisse der beiden Rechnungen in (12.36) und (12.37) zusammen zu

. 1
0; F'* = — 4%, (12.38)
€p C

Diese 4 Gleichungen fiir £ = 0,1,2, 3 stellen die 4-Schreibweise der inhomogenen
Maxwellschen Gleichungen dar. Ohne weitere Argumentation stellen wir fest, dass
diese 4-Gleichung Lorentz-kovariant ist, denn links steht ein durch Verjiingung er-
zeugter 4-Vektor und rechts steht der 4-Vektor der Stromdichte. Beide Seiten trans-
formiieren sich also in derselben Weise.

12.3.2 Die homogenen Maxwellschen Gleichungen

Zur Gewinnung der 4-Schreibweise fiir die homogenen Maxwellschen Gleichungen
gehen wir von 0 B/Jdr = 0 aus und formen diese Gleichung unter Verwendung des
Feld-Tensors in (12.25), seiner Antisymmetrie und von 9; = —9° fiir i = 1,2, 3 wie
folgt in die 4-Schreibweise um:

—B == 61314—6232—1—8333
or

= C (01F32+82F13+03F12)
= ¢ (0" F®+ P F*" +0° F?). (12.39)
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In der letzten Zeile auf der rechten Seite steht die zyklische Kombination 9 F23 +. ..
von sogenannten duferen Ableitungen des Feld-Tensors fiir die Indizes 1,2,3,1,2.. ..
Als duflere Ableitung eines Tensors wird allgemein eine nicht-verjiingende Kombi-
nation 9 F/* bezeichnet. Die zyklische Kombination in (12.39) kénnen wir unter
Verwendung des 4-dimensionalen Levi-Civita—Tensors auch wie folgt schreiben:

1 .
0" F? 4 0" F* 4 0 F' = — ey &' F¥, (12.40)

Zur Bestéitigung beachten wir, dass auf der rechten Seite nur dann nicht-
verschwindende Terme auftreten, wenn 7, k, £ jeweils verschiedene Werte von 1,2, 3
annehmen und dass

€0123 = €0231 = €312 = —1,
€132 = €o213 — €o321 = +1.
(Es ist €g123 = —1, weil definitionsgemif €"1?* = +1 und somit gy = —€’12% = —1,
weil 3 rdumliche Indizes gesenkt werden.) Damit wird
e F* = —9' F? +0' F»
P4 3 R
Py 2 18
- _9 (81 F23 4 92 p31 4 53 F12) ’ (12.41)

womit (12.40) nachgewiesen ist. Unter Verwendung von (12.40) kénnen wir nun die
homogene Maxwellsche Gleichung 0 B/dr = 0 in der Form

eojre @ F* =0 (12.42)

schreiben. Dieses Ergebnis fiihrt auf die Erwartung, dass die homogenen Maxwell-
schen Gleichungen insgesamt die 4-Form

€ijre 0 FF =0 (12.43)
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haben. Zur Bestiitigung berechnen wir 1,0 &’ F** nach demselben Muster wie in
(12.41):

€1jk0 aj ka _ —62 F30 + 82 F03
_OFB 4 90 32
_9P FO2 4 53 20

= =2 (" F® 4+ F* +0° F™),

= €10 aj FM — _9°F? _ 92 30 _ 93 02

= - F? 40, F + 0, F”
B e S
“al taat T’
o , (0 '
= 5B +<§><E> . (12.44)

Auf der rechten Seite steht gerade die 1-Komponente der linken Seite der homogenen
Maxwellschen Gleichung in der Gestalt

0 0
o B+ xE=0, (12.45)

so dass € 07 F* = 0. Analog zu (12.44) zeigen wir, dass €5, 0/ F* = 0 auch fiir
i = 2,3. Damit haben wir (12.43) fiir alle i = 0, 1, 2, 3 bestétigt.

Auch die 4-Form der homogenen Maxwellschen Gleichungen in (12.43) ist Lorentz—
kovariant. Allerdings steht auf der linken Seite ein 4-Pseudo—Vektor, vgl. Abschnitt
11.4.2, d.h., unter einer Lorentz—Transformation U’j, erhalten wir aus (12.43)

det(U) e;ju0 0'7 F'* = 0. (12.46)

Da aber auf der rechten Seite = 0 steht, kénnen wir den Faktor det(U) sogleich
herauskiirzen.
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12.3.3 Diskussion

Die Maxwellschen Gleichungen lauten in der 4-Schreibweise zusammengefasst

. 1 ,
0; F™* = ;j’“, €ijue & FF = 0. (12.47)
0

Man kann 0; F* als verallgemeinerte /-Divergenz definieren, die einen 4-Tensor
zu einem 4-Vektor verjiingt. Analog kann man €5 & F** als verallgemeinerte /-
Rotation definieren, die einen 4-Tensor zu einem 4-Pseudo—Vektor verjiingt. Mit
diesen Definitionen kann man die Maxwellschen Gleichungen symbolisch auch in
der Form

1
DivF=—3j,  RotF =0 (12.48)
€p C

schreiben. Darin driickt sich nochmals aus, dass ein Feld physikalisch durch Diver-
genz und Rotation, also durch Quellen und Wirbel bestimmt wird.

Wir definieren nun einen zu F'% dualen Tensor durch

~ 1
Fij = 5 €ijke er. (1249)

Wie man durch Auswertung dieser Definition leicht bestétigt, hat der duale Tensor
die Gestalt

0 ¢cBl ¢B? ¢B?

~ —c¢B' 0 E® —FE?
(F) | —eB®2 —E® 0 R
—cB®* E? -—FE! 0

(12.50)

Die Definition (12.49) von F lisst sich umkehren. Wir muliplizieren beide Seiten
mit €™ und erhalten mit den Rechenregeln fiir den Levi-Civita-Tensor aus dem
Abschnitt 11.4.2 bzw. aus dem Anhang D
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. ~ 1 ..
igmn ijmn ke
6] F1ij = §€J EiijF

= — (6 op — o op) FX
— _Fmn g pnm _ 9 pmn
oder mit einer anderen Bezeichnung der Indizes auch

. 1 L~ 1 ..., ~
P = 2 M By = 2 (1251

Jetzt konnen wir auch die Maxwellschen Gleichungen fiir den dualen Tensor F aus
denen fiir F' in (12.47) bestimmen:

o~ 1 . 1 )
8Z Fz’j = iﬁijkgaz FM = —5 Gijkgaz FM = 0, (12.52)
.. ~ 1 ..
Ezij aj FkZ — 5 Ezij Ehtmn aj an

= —(0,0) -0}, 85,) 0; F"™"
— —9;FU4 9, Fii=29; F'= " j (12.53)

€p C

Fiir den dualen Feld-Tensor F finden wir also in symbolischer Schreibweise

~ ~ 2
DivE =0, RotF=-"—j (12.54)
€g C

12.4 Lagrange—Dichte fiir die Teilchen—Feld—
Wechselwirkung

Feld-Theorien lassen sich weitgehend charakterisieren durch wenige, physikalisch
elementare Forderungen. Wir wollen zeigen, dass sich die klassische Elektrodynamik
charakterisieren lédsst durch die Eigenschaften
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(1) Lorentz—Kovarianz,
(2) Linearitéit (Giiltigkeit des Superpositions—Prinzips)

(3) Eich-Invarianz (Ladungs—Erhaltung)

Wir werden aufgrund dieser Forderungen ein Wirkungs-Integral formulieren und
daraus mit dem Lagrange-Formalismus das dynamische Verhalten der Felder und
der mit ihnen wechselwirkenden Teilchen herleiten.

12.4.1 Die relativistische Punktmechanik

Mit dem oben beschriebenen Programm konnen wir bereits die Mechanik eines re-
lativistischen Massenpunktes gewinnen. Dabei gehen wir von der Uberlegung aus,
dass das aus der analytischen Mechanik bekannte Wirkungs—Integral die Form

2
W:/ d. ..
1

haben muss, worin ”1” und ”2” den Anfang bzw. das Ende eines Bahnabschnitts des
Teilchens charakterisieren. Wir fordern nun, dass das Wirkungs—Integral W Lorentz—
invariant ist, d.h., ein Lorentz—Skalar ist. Zur Beschreibung der Teilchenbahn kommt
nur der 4-Vektor z' = (¢,7) in Frage, der das Ereignis " Teilchen zur Zeit ¢+ am Ort
r” darstellt. Im Integranden darf aber der 4-Vektor z’ nicht explizit auftreten,
weil damit die Homogenitdt von Raum und Zeit verletzt wiirde, sondern nur das
Differential dz’. Die einzige Moglichkeit, daraus einen Skalar zu bilden, ist

ds® = da' du;.
Folglich muss das Wirkungs—Integral die Form

2
W = a/ ds (12.55)
1

haben, worin die physikalische Bedeutung des Faktors a noch zu bestimmen sein
wird. Nun ist
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2

ds = \/dxidxi = \/(cdt)2 — (dr)2=4/1- Z—cht,

so dass

to /02
W:ac/ dtyf1- 2. (12.56)
t1 C

Hieraus lesen wir die Lagrange-Funktion L ab:

L=acy/l1-—. (12.57)

Die Bedeutung des Faktors a kénnen wir durch Vergleich mit dem nicht-relativisti-
schen Fall v < ¢ bestimmen, in dem die Lagrange—Funktion fiir ein freies Teilchen
L =T = muv?/2 lautet. Wir entwickeln L in (12.57) nach v/c und erhalten

L T e (12.58)
= acC —_— =xC— —7 .
22 2

Der Term O-ter Ordnung ac ist konstant und liefert keinen Beitrag bei der For-
mulierung der Lagrangeschen Gleichung. Damit der Term 1-ter Ordnung mit der
nicht-relativistischen Lagrange Funktion L = T = mwv?/2 iibereinstimmt, muss
a = —m ¢ sein, woraus

L=-mc 41— — (12.59)

folgt. Aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass aus dem Variations—Prinzip
OW = 0 fiir das Wirkungs—Integral die Lagrangeschen Gleichungen folgen, die fiir
das freie Teilchen
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lauten. Da fiir das freie Teilchen L nicht vom Ort r abhéngt, folgt weiter, dass der
Impuls

oL s 0 w2\ muv
P=5 = " 5y (1—> ~iowe 1260

konstant ist.

Wir wollen die Variation des Wirkungs—Interals W jetzt noch einmal konsequent
in der 4-Schreibweise durchfiihren, weil wir diese auch fiir die Teilchen—Feld—
Wechselwirkung und fiir die Dynamik des Feldes selbst benotigen werden. Es ist
mit W aus (12.55) und o = —mc

2 2 .
W =—-me / dds = —mec / J (dxl da:i)l/2 . (12.62)
1 1

An dieser Stelle miissen wir die korrekte Nebenbedingung fiir die Variation o klaren.
Im nicht-relativistischen Fall lautete diese ot = 0: die Variation sollte den zeitlichen
Ablauf der Bewegung ldngs einer Bahn nicht beriihren. Allgemeiner kénnen wir
formulieren, dass die Wirkungs-Integrale variierter Bahnen miteinander verglichen
werden sollen bzw. dass Variation und Bahnablauf unabhéngige Operationen sein
sollen. Daraus folgt, dass die Variation ¢ und der Differential-Operator d lings der
Bahn vertauschen: 6 d = d . Damit wird

0 (dxi dxl-)l/2 = % (dxi dxi)71/2 0 (dxi dxi)
= % (dxi d:ci)_l/z (dmi odx; + dx; (5dxi)
= % (dxi dar:l-)fl/2 (dxidéxi —|—dxz~d(5xi)
— (dxi dmi)_l/z de' ddr; = Z—i doz;, (12.63)
eingesetzt in (12.62)
W =-mc /12 dx; dox;=—mc /12 u' dox;, (12.64)
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worin wir die Definition der 4-Geschwindigkeit u’ := dx’/ds benutzt haben, vgl.
Abschnitt 11.3.3. In dem Integral in (12.64) fiihren wir eine partielle Integration
durch:

. 2 2 ,
oW = —me [uzéx,-]1+mc/ du' dx;
1

ui

d
d

_ 2
= —mec [u’ (5xi]j+mc/ ds — 0x;. (12.65)
1

S

Die Variation § soll wie im nicht—relativistischen Fall nur Bahnen mit festem Anfang
und Ende miteinander vergleichen, so dass der Randterm u’dx; der partiallen In-
tegration am Bahn-Anfang und ~Ende verschwindet. Tm Ubrigen soll die Variation
dz; beliebig sein, so dass aus 0W = 0 in (12.65)

du’ .
dt =0 bzw. u' = const (12.66)
folgt. Wir definieren den 4-Impuls durch p’ := mu’, so dass mit v’ =const auch

p’ =const. Daraus folgt auch wieder p = m v =const, denn

g1 <1 E) po— 1 <m 3) (12.67)
ds  \J1—w2fcz \ ¢/ Ji—v/e2 \ e/ '

12.4.2 Die Teilchen—Feld—Wechselwirkung

Wir wollen das Wirkungs-Integral (12.55) fiir einen freien Massenpunkt um einen
Ausdruck erweitern, der die Wechselwirkung des Teilchens mit einem Feld be-
schreibt. Das Feld soll durch einen 4-Vektor ¢’ = ¢'(27) beschrieben werden. Nach
wie vor wird das Teilchen durch seine Bahn—Differentiale dz; beschrieben. Weiter-
hin soll auch das erweiterte Wirkungs—Integral ein Lorentz—Skalar sein, fiir den sich
jetzt die Kombination ¢’ dz; anbietet. Tatsédchlich ist dieses die einzige Moglichkeit,
wenn wir die frithere Forderung erfiillen wollen, dass das Superpositions—Prinzip
gelten soll. Aus dieser Forderung folgt offensichtlich, dass das Feld ¢’ im Wirkungs—
Integral in der Verbindung mit den Teilchen-Koordinaten z’ nur linear auftreten
kann. Das erweiterte Wirkungs—Integral lautet also
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2 )
W = / [—mcds — ¢ da:,-] . (12.68)
1

Wir fiithren nun wiederum die Variation nach den Teilchenbahnen wie im vorher-
gehenden Abschnitt 12.4.1 durch. Dabei tritt auch ein Term d¢’ auf, weil das Feld
langs der Teilchenbahn vom Ort des Teilchens abhédngt. Im Einzelnen erhalten wir
aus (12.68):

2 ,
W = / [—mcéds -9 (d)l dfcz)] : (12.69)
1 .
dds = dos=u'dix;, vgl. (12.63),
0 (¢'dw;) = 06 du; + ¢ dda; = 0¢' da; + ¢ dow;,
S¢idr; = O dxy du; = 0'¢F day, by,
eingesetzt in (12.69)

oW = /12 {— (mcui + d)i) déx; — 0'¢F duy, (5:@-] ) (12.70)

In dem Teil des Integranden mit dem Differential dox; fiihren wir eine partielle
Integration nach dem Muster von (12.65) aus:

/12 (mcui—i-qﬁi) dox; = —/12 (mcdui—i-dqﬁi) 0x;,

weil keine Randterme (m cu’+ ¢') dz; am Anfang und Ende der Bahn auftreten. Die
partielle Integration liefert in (12.70)

2 . . )
W = /1 [mcduZ +d¢' — 9" dxk] 0x;. (12.71)

Da die Variationen dz; im Ubrigen beliebig sind, folgt aus dem Variations—Prinzip
OW =0, dass der Integrand verschwindet:

mcdu® + d¢t — 0 dxy, = 0.
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Wir fiihren noch d¢' = 0% ¢' dz;, ein und dividieren durch ds:

dui_dpi_z’k ik . oi ik E i
me—— = = " uy, fr=09" —9"¢". (12.72)

f* ist ein antisymmetrischer Tensor, der wie der 4-Feld-Tensor Fi* = 9'®* — 9* !
gebildet ist. Wir versuchen darum, die hier zunéchst rein formal entwickelte Lorentz—
invariante Feldtheorie auf die Elektrodynamik abzubilden, indem wir fi* = g F*
setzen, worin ¢ ein noch zu bestimmender Kopplungs—Faktor ist. Mit

dr’ Y dr’ 1

d3:£dt, u =

Y ds ¢ dt’ 7= 1 —v2/c2
erhalten wir aus (12.72)

dpt ¢ dp’ 2 AT
S T L —"_ 12.73
at o~y ds 9T Tar (12.73)

und daraus fiir die Komponente ¢ = 1

d_pl = g <F10%+F12@+F13%>

dt dt dt dt
— F10d_xO_F12d_xz_F13d_x$
-9 dt dt dt

= gc (E1+U2B3—U3B2) =gc (E1+(v><B)1),

worin wir die Form (12.25) fiir den Feld-Tensor F* benutzt haben. Analoge Er-
gebnisse erhalten wir fiir die Komponenten ¢ = 2, 3. Wir stellen also fest, dass mit
der Setzung g = ¢/c die Komponenten i = 1,2, 3 der Bewegungs—Gleichung (12.72)
bzw. (12.73) die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung ¢ unter der Einwirkung
der Lorentz—Kraft ¢ (E + v x B) beschreibt. Die Komponente i = 0 von (12.73)
liefert

— == | —+F"— 4+ F" — | =-FEw. 12.74
c ( a T a T aw )T (12.74)
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Nun ist

- —4Ev (12.75)

geschrieben werden kann. Diese Beziehung ist als Energie—Bilanz des Teilchens zu
lesen, weil ¢ E v auf der rechten Seite gerade die Leistung des Feldes an dem Teilchen
darstellt.

12.4.3 Die homogenen Maxwellschen Gleichungen

Das Wirkungs-Integral, das die Dynamik eines Teilchens mit der Ladung ¢ in Wech-
selwirkung mit elektromagnetischen Feldern darstellt, ist nach den Uberlegungen im
vorhergehenden Abschnitt gegeben durch

2 ;
W = / {—mcds 1y dx;| . (12.76)
1 c

Der antisymmetrische 4-Tensor, der die Felder E und B geméfl (12.25) enthilt,
lautet

F* =9 o" — o @', (12.77)

Wie wir im Abschnitt 12.3.2 gezeigt haben, folgen aus der Form der Definition von
F* in (12.77) bereits die homogenen Maxwellschen Gleichungen. Wir bestétigen
diese Aussage nochmals durch eine explizite Rechnung:

€ijke Oj FM = €kt aj 82 q)k — €ijke Oj 8'“ (I)Z = 0. (1278)
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Jeder der beiden Beitréige auf der rechten Seite verschwindet bereits einzeln,
ez]kéa]alzo, eijkgﬁjﬁk...zo,

weil jede Kombination des vollstdndig antisymmetrischen Tensors €;;, mit einem
Tensor, der in Teilen der Indizes 4, j, k, ¢ gerade ist, verschwindet, vgl. Abschnitt
1.3.3. Wir stellen also fest, dass das Paar der homogenen Maxwellschen Gleichungen
eine physikalische Konsequenz ausschliellich der Teilchen—Feld-Wechselwirkung ist.
Um auch die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen aus einem Wirkungs—Integral
zu gewinnen, werden wir zu (12.76) einen Term hinzufiigen, der nur die Dynamik
des Feldes betrifft.

12.4.4 Lagrange—Funktion und Hamiltonsche Beschreibung

Aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass das Wirkungs-Integral iiber
einen Bahnabschnitt zwischen den Zeiten t; und ¢, das zeitliche Integral iiber die
Lagrange—Funktion ist, vgl. (12.57). Wir formen jetzt das Wirkungs—Integral fiir das
Teilchen und seine Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld in (12.76) so
um, dass wir daraus die Lagrange—Funktion ablesen kéonnen. Dazu verwenden wir

[ 2
ds = 1—v—20dt,
c

P = P, ®* =cA*, a=1,2,3
drqg = cdt, dr, = —dx®, a=1,2,3,

worin ® das skalare elektrische Potential ist und A% die (rdumlichen) Komponenten
des Vektor—Potentials sind. Damit kénnen wir W in (12.76) umformen zu

t 2
W = St {—mcz\ll—v—z—q<1>+qvA], (12.79)
t1 C

woraus wir die Lagrange—Funktion

2
L:—ch,/1—Z—2—q¢+qvA (12.80)
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ablesen. Aus L bilden wir durch Ableitung nach der Geschwindigkeit v den kanoni-
schen Impuls P:

= ———— +qA (12.81)

Damit erhalten wir fir die Hamilton-Funktion H:

H = Pv-L
2 2
= L+m02\/1—v—+q@
V1 —v2/c? c?
m c?

= —— 10, (12.82)

V1 —v2/c?

Hieraus finden wir bestétigt, dass der erste Term offensichtlich die Energie des Teil-
chens ohne Feld darstellt, vgl. auch (12.75). Andererseits folgt aus (12.81)

m? v? m? c?
P—gA? = = —m??
( 14) 1—v2/c2  1—0v2/c? e
= e - \/m202+(P—qA)2,

/1 —v%/c?

eingesetzt in (12.82)

H=cym2+(P—qA)°+qd. (12.83)
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12.5 Ladungs—Erhaltung und Eich—Invarianz

12.5.1 Kontinuierliche Massen— und Ladungs—Verteilung

Wir wollen die bisherige Formulierung des Wirkungs—Integrals fiir ein einzelnes Teil-
chen und seine Wechselwirkung mit elektromagnetischen Feldern verallgemeinern
auf ein System mit beliebig vielen Teilchen und schliellich auf eine kontinuierliche
Massenverteilung mit einer riumlichen Dichte p. Der Ubergang von einem einzelnen
Teilchen zu einem System von Teilchen mit den Massen m,,, v = 1,2, 3, ... lautet fiir
das Wirkungs-Integral Wr der Teilchen (noch ohne Wechselwirkung mit Feldern)

2 2
Wr =—me / ds — —c Zmy / ds,. (12.84)
1 ” 1

Der Ubergang zu einer kontinuierlichen Massenverteilung mit der Dichte p erfolgt
allgemein durch

Zm,,...—)/d%u...,

v

fiir das Wirkungs—Integral Wr in (12.84) also

2 2 ds
Wr = —c /d3ru / ds = —/ dQu%. (12.85)
1 1

Hier ist dQ) = cdt d®r = dz°dz! do? do® das differentielle Volumen—Element im 4—
Raum. Wie der Abstand ist auch das Volumen unter Lorentz—Transformationen
invariant, d.h., df2 ist ein Lorentz—Skalar. Das Integral

2
/dQ...
1

soll bedeuten, dass iiber den gesamten (eigentlichen) Raum sowie iiber die Zeit bzw.
iiber 2° von z° = ct; bis 2° = ct, zu integrieren ist. Da in (12.85) sowohl Wy als
auch d§ Lorentz—Skalare sind, muss das auch auf jds/dt zutreffen, vgl. Anhang zu
diesem Abschnitt.
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Fiir das Wirkungs—Integral Wrp fiir die Wechselwirkung zwischen Teilchen und

Feldern ergibt sich analog der folgende Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungs—
Verteilung:

Wrp = —% /lzdxi @’ (:cj) — —% > /12 dz,i (x{,) —

1 2
_>——/d3rp/ do; &' (12.86)
C 1

¢, sind die Ladungen der Teilchen und p ist die rdumliche Ladungsdichte. (Im letzten
Schritt haben wir das Argument z7 in ® nicht mehr mitgeschrieben.) Nun ist

- dQ)
c'O dt

d*rpdz; =

und

dx° dx® N
pﬁchv pﬁzpvva:172a3v

und somit

dx’ : dx;
= L 12.87
P =3 P =1 ( )

vgl. die Definition von j¢ in (12.3), wobei 7 = pwv. Somit lautet die kontinuierliche
Version von Wrp

12 |
Wrr = —— / Q) j; @' (12.88)
C 1

Das Integrations—Gebiet ist dasselbe wie in Wy in (12.85)

Anhang zu 12.5.1

Wir weisen nach, dass uds/dt ein Lorentz—Skalar ist. Offensichtlich ist dm = ud®r
ein Lorentz—Skalar. Dann ist
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dat 1 do
a T

dmdx’ = pd®r s}

ein 4-Vektor, und da df2 ein Lorentz—Skalar ist, auch udz’/dt. Nun kénnen wir
pds/dt schreiben als

ds Vdr'dz; drt  dx;

Par =P @ o Par

Also ist p1ds/dt der Betrag eines Skalar-Produkts aus zwei 4-Vektoren und damit
ein Lorentz—Skalar.

12.5.2 Eich—Transformation

Der Lorentz—invariante Ausdruck fiir Wrp in (12.88) enthilt das 4-Potential &’
direkt, d.h. ohne Ableitung, scheint also zunéchst nicht eich—invariant zu sein. Wir
unterziehen Wrr einer Eich-Transformation und fordern, dass die im Abschnitt
12.4.3 aus 6(Wp + Wrr) = 0 hergeleiteten Feldgleichungen wie bisher invariant
gegen die Eich-Transformation sind. Geméf} (12.18) lautet die Eich-Transformation
in 4-Schreibweise

P = -0 G, (12.89)
so dass das transformierte Wi gegeben ist durch
1 2 . 1 2 )
Wrp=—— / dQj; @' = Wrr + — / dQ 7, 0"G. (12.90)
62 1 02 1

In dem Integral mit dem Integranden j; 0’ G fiihren wir eine partielle Integrati-
on durch. Da wir hier iiber den 4-dimensionalen ”Zeit-Raum” integrieren und die
Grenzen der Integration nicht iiberall im co-Fernen liegen, entwickeln wir die par-
tielle Integration schrittweise aus der Produkt-Regel der Differentiation

§i0'G=0"(j;G)— Gd'j,
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die, eingesetzt in (12.90),

1 r2 X 1 r2 X
Wie =Wrr+ [ A0 (:G) - - [ aoGo'j, (12.91)
C 1 C 1

ergibt. Durch Auflésung der i—=Summe und Riickfiihrung auf die gew6hnliche Schreib-
weise wird

2 . to a to a
i - — 3 s 30— (__ .
/1 Qo (j; G) /drc ) dtcat(ch)+c/tl dt/drar( Gj). (12.92)

Hierin ist mit dem Gaufischen Integral-Satz
/d3r3(—Gj) - —j{ df Gj=0
or 00 ’

weil iiber den gesamten (eigentlichen) Raum integriert wird und dort im co—Fernen
die elektrische Stromdichte 3 verschwinden soll. In dem anderen Integral auf der
rechten Seite von (12.92) beachten wir, dass

to 0 t
; dtc—at (Gep) =[G pl,

so dass wir insgesamt aus (12.91)
Wrp = Wrr + % /d3r Gl — % /12 QG ' j; (12.93)
erhalten. Bei der Ausfithrung der Variation ¢ wird
5 [ @Gl = [ oGl =0,

weil
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G pl? =0,

denn die Bahn sollte in den Zeitpunkten ¢; ihres Beginns und ¢; ihres Endes nicht
variiert werden. Also folgt aus (12.93)

1 |
Wi = Wrr — — 5/1 A G ji. (12.94)

Wenn wir nun fordern, dass das Variations—Prinzip 6W = 0 eich—invariant ist, dann
miissen offensichtlich dWrr = 0 und 6Wr, = 0 fiir beliebige Erzeugende G von Eich—
Transformationen dquivalent sein, d.h., das Integral auf der rechten Seite in (12.94)
muss fiir alle G verschwinden. Das ist nur méglich, wenn 0’ j; = 0. Diese Relation
driickt aber gerade die Ladungs—Erhaltung aus, vgl. (12.5). Damit haben wir gezeigt,
dass sich die Eich—Invarianz und die Ladungs—-Erhaltung gegenseitig bedingen. Diese
Wechselbeziehung zwischen einer Invarianz und einem Erhaltungssatz ist bereits aus
der klassischen Mechanik bekannt. Dort wird unter Benutzung des Noetherschen
Theorems gezeigt, dass es die folgenden weiteren Wechselbeziehungen gibt:

‘ Invarianz ‘ Erhaltung ‘

raumliche Translation | Impuls
zeitliche Translation Energie
rdumliche Drehung Drehimpuls
Eichung Ladung

Einmal mehr erkennen wir die 4-Struktur von Zeit und Raum: deren Invarianz
bedingt die Erhaltung des 4-Vektors Energie-Impuls.

12.6 Das Wirkungs—Integral fiir das Feld

Aus dem Variations—Prinzip §(Wr + Wrp = 0) fiir die Wirkungs—Integrale Wr der
Teilchen und Wrp der Teilchen—Feld-Wechselwirkung haben wir durch Variation
ausschlieflich der Teilchenbahnen dx' die Bewegungs—Gleichung fiir die Teilchen,

dp’ , , , .
B _ gk,  Fh = giok g (12.95)
ds c
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und daraus weiter die homogenen Maxwellschen Gleichungen

€ijned F* =0 (12.96)

gewonnen, vgl. (12.72) im Abschnitt 12.4.2 und (12.78) im Abschnitt 12.4.3. Die
Felder, dargestellt durch ihr 4-Potential ® wurden nicht variiert, sondern als vor-
gegeben fiir die Bestimmung der Teilchen-Bahnen betrachtet.

Wir wollen jetzt versuchen, auch die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen, deren
4-Schreibweise

; 1
0; F'* = — 4* (12.97)
€p C

wir im Abschnitt 12.3.1, (12.38), kennen gelernt haben, aus einem Variations—Prinzip
zu gewinnen. Jetzt geht es also um die Frage, wie die Felder aus den als vorgegeben
betrachteten Teilchen—Bahnen, dargestellt durch j%, zu bestimmen sind. Das bedeu-
tet, dass in dem Variations—Prinzip fiir die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen
ausschlieflich die Felder, nicht jedoch die Teilchen-Bahnen variiert werden miissen.
Wir suchen also einen Ausdruck Wr fiir das Wirkungs—Integral der Felder, das den
folgenden Forderungen geniigen soll, vgl. die Forderungen zu Beginn des Abschnitts
12.4:

(1) Wg soll Lorentz—invariant sein.

(2) W enthélt nicht den 4-Strom j°, weil dieser bereits im Wechselwirkungs—Term

12 .
Wrp = —— / Q) j; @' (12.98)
C 1

auftritt, vgl. (12.88). Das bedeutet zugleich, dass zur Herleitung der inhomo-
genen Maxwellschen Gleichungen §(Wrr+ Wr) = 0 auszufiihren ist, weil auch
Wrr die Felder in Form ihres Potentials ®¢ enthalt.

(3) Da die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen linear in den Feldern F*
sind, muss Wy die Felder als eine quadratische Form enthalten. Dann ndmlich
fithrt die Variation ... = 0, die wie eine Ableitung wirkt, zu linearen Feld—
Gleichungen.
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(4) Da die Feld-Gleichungen nur eine Ableitung &' enthalten, darf Wy keine
Ableitungen von F* enthalten, weil dann die Variation ... = 0 zu Feld-
Gleichungen mit zweiten Ableitungen fiihren wiirde.

(5) Aus Griinden der Eich-Invarianz darf Wy die Potentiale ®' nicht direkt, d.h.,
ohne Ableitungen enthalten. Im Term Wrr konnte die Eich—Invarianz durch
die Forderung der Ladungs—Erhaltung ; j° = 0 erfiillt werden. In Wy ist das
nicht mehr moglich.

Unter diesen Bedingungen bleibt als einzige Moglichkeit

2 .
Wi = a/ Q) Fik . (12.99)
1

Das Integrations—Gebiet im 4-dimensionalen Zeit-Raum ist dasselbe wie in Wrp in
(12.98). Der noch offene Faktor « ist durch Vergleich mit der Feldgleichung (12.97)
zu bestimmen und héngt von dem verwendeten Einheiten—System ab.

Wie bereits bemerkt, miissen wir jetzt §(Wrr+ Wr) = 0 durch Variation der Felder
ausfithren. Aus (12.98) und (12.98) entnehmen wir dann

2 1 . .
Wep+Wp = [ do (——le- O 4 o F* Fk>
C

/
6 (Wrr +Wp) = /12 dQ [—6—12];- 60 +ad (F’“ Fk)} : (12.100)

Es ist

0(F*Fy) = (6F™) Fi + F* (6Fy) =2 F* (3Fy),

so dass

5 (Fk Fk) =2 Fk 9, 60, — 2 F* 9, 60,
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Durch Vertauschung der Bezeichnungen der Indizes ¢, £ und unter Verwendung der
Antisymmetrie von F erhalten wir weiter

2F* 9,00, =2F* 0,60, = -2 F* 9,69,
so dass
5 (F’“ Fk) = —4 F* 9, 5@,

Damit lautet das Variations—Problem

2 1 . .

Im zweiten Integranden auf der rechten Seite fiihren wir eine partielle Integration
aus und benutzen dazu mit der Produkt-Regel der Differentiation

O (Fk 5<1>,-) = (ak F’f) 5®; + F* 9, 69,

so dass

/12 Q) F* 9, 00, = /12 a0y (F™* 59,) —/12 dQ (9, F™) 68, (12.102)

Unter Benutzung des auf 4 Dimensionen verallgemeinerten Gauflschen Integralsatzes
ist

/12 Q0 (F* 58,) = 7439 dSy, F* §&; = 0, (12.103)

Hierin ist zunéchst 0€2 der 3—dimensionale Rand des 4-dimensionalen Integrations—
Gebietes des Integrals auf der linken Seite. Es berandet den gesamten eigentli-
chen 3-dimensionalen Raum, liegt dort also rdumlich im oco—Fernen, sowie zeit-
lich das Intervall zwischen ct; und cts. dS; ist ein 4—Vektor, der das Volumen
der 3—dimensionalen Randelemente auf 92 beschreibt und auf diesen im Sinne des
4—dimensionalen Raumes "senkrecht” steht. Das Integral iiber 9Q in (12.103) ver-
schwindet, weil
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(a) F™* — 0 im eigentlich rdumlich co—Fernen von 92 und

(b) 6®; = 0 auf dem zeitlichen Rand, d.h., bei z° = c¢t; und 2° = ¢ 2.
Damit lautet das Variations-Problem (12.101)
2 1 . )
5 (Wrp +We) = [ do [—gji 50 + 4o (0,F) aq%} —0
1
oder auch
2 1 . ,
§ (Wrr + W) = [ 9 {—;jl + 4aakF“f} 5%; = 0. (12.104)
1

Da die Variationen 0®; beliebig sind, folgt daraus

1

4dac?

OpF™* = j'

Durch Vertauschung der Bezeichnungen der Indizes ¢, £ und unter Verwendung der
Antisymmetrie von F* kénnen wir diese Gleichung in die inhomogenen Maxwell-
schen Gleichungen (12.97)

- 1
0; P = — 4* (12.105)
€p C
tiberfithren, wenn wir & = —¢y/(4¢) wihlen. Das gesamte Wirkungs—Integral fiir

das System der miteinander wechselwirkenden Teilchen und Felder lautet also

ds 1 €
—p— — — ;= = F* . 12.106
ey » K ( )

2
WT+WTF+WF:/1 4o [
In nicht-kontinuierlichen Systemen lieff sich das Wirkungs-Integral als zeitliches
Integral iiber die Lagrange-Funktion schreiben. In der kontinuierlichen Version in
(12.106) wird aus dem zeitlichen Integral ein Integral iiber den Zeit—Raum mit dem
Differential d2. Man nennt den Integranden in (12.106) deshalb auch die Lagrange—
Dichte des Systems der miteinander wechselwirkenden Teilchen und Felder.



Kapitel 13

Elektrische und Magnetische
Felder in Materie

In den bisherigen Kapiteln haben wir elektrische Ladungen und deren Stréome im
Vakuum betrachtet. Wir haben eine gewisse raumliche Dichte p(r,t) der elektrischen
Ladung und deren Flussdichte j(r,t) als vorgegeben betrachtet und angenommen,
dass es sonst keine anderen elektrischen Ladungen und Stréme gibt. Diese Situation
dandert sich, wenn Materie vorhanden ist. Diese besteht in ihrer mikroskopischen,
d.h., atomistischen Struktur aus elektrisch geladenen Teilchen, z.B. Elektronen, To-
nen, elektrischen Dipolen, die sich auf einer mikroskopischen Léngenskala bewegen
kénnen. Dadurch kommen zu den als vorgegeben betrachteten p(r,¢) und j(r,t)
weitere Ladungs— und Flussdichten ins Spiel, die den Verlauf und das Verhalten
der Felder E(r,t) und B(r,t) der als vorgegeben betrachteten p(r,t) und j(r,t)
beeinflussen werden.

Das ist die Problemstellung dieses Kapitels. Sie gehort eigentlich nicht in die Elektro-
dynamik, denn die elektrodynamische Beschreibung der mikroskopischen Ladungen
und Strome in Materie verlangt Aussagen der Festkorper—Physik, die sich ihrerseits
der Quantentheorie und der Statistischen Physik bedienen muss. Wir wollen jedoch
der allgemeinen Tradition in der Literatur der Elektrodynamik folgen und hier ei-
ne schematische Beschreibung des Verhaltens von elektrischen und magnetischen
Feldern in Materie einschlieen?.

'Vgl. aber Landau/Lifshitz: " Theoretische Physik”, wo der Band 2 ausschlieflich die " Klassische
Feldtheorie”, ndmlich Elektrodynamik und Gravitation, im Vakkum enthélt und das Verhalten von
Materie in elektrischen und magnetischen Feldern erst im Band 9, ” Elektrodynamik der Kontinua”
abgehandelt wird.

297
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Abbildung 13.1: Elektrisches Feld und Polarisation

13.1 Phinomenologische Beschreibung

13.1.1 Elektrische Polarisation

Wir stellen uns vor, dass Materie in ein dufleres elektrisches Feld E eingebracht
wird, das z.B. von Ladungen auf den Platten eines Kondensators erzeugt wird. Die
elektrisch geladenen Teilchen mit Ladungen ¢ in der Mikrostruktur der Materie er-
fahren Krifte ¢ E, und zwar positive Ladungen in Feldrichtung, negative Ladungen
gegen Feldrichtung. Das elektrische Feld bewirkt also eine Trennung der Ladungen.
Wir stellen uns vor, dass die elektrisch geladenen Teilchen in der Mikrostruktur der
Materie durch atomare Krifte gebunden sind. Die sich einstellende Ladungstren-
nung ist dann das Ergebnis eines Gleichgewichts zwischen dem &ufleren Feld E und
den atomaren Bindungskréften. Die getrennten Ladungen konnen wir mikroskopisch
auch als induzierte Dipole beschreiben. Deren Richtungen erwarten wir als parallel
zur Feldrichtung p ~ E.

Wenn die betrachtete Materie bereits feste elektrische Dipole p besitzt wie z.B.
Wasser—Molekiile, dann werden diese ohne ein &ufleres E-Feld ungeordnet sein.
Wenn jedoch das d&uflere E—-Feld eingeschaltet wird, erfahren auch die Dipole Kréfte,
von denen wir in 3.3.2 gezeigt haben, dass sie sich durch eine potentielle Energie
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Wy, = —p E beschreiben lassen. Das &uflere Feld bewirkt also eine Ausrichtung der
Dipole in Feldrichtung, die jedoch gegen die thermische Bewegung gerichtet ist und
darum nur partiell erfolgen wird.

Im Inneren der Materie werden sich die Ladungen der entweder induzierten oder im
Feld ausgerichteten Dipole raumlich kompensieren. Es verbleiben aber Polarisations-
ladungen pp an den Oberflichen. Diese bewirken offensichtlich eine Abschwéchung
des elektrischen Feldes FE im Inneren der Materie. Diese Situation ist schematisch in
der Abbildung 13.1 dargestellt. Fiir das Feld im Inneren miissen die Polarisations-
ladungen als Quellen mitberiicksichtigt werden, so dass die Maxwellsche Gleichung,
die die Ladung als Quelle des elektrischen Feldes beschreibt, zu erweitern ist in

0 9,
eoa—rE:p — egaEzp—l-pp. (13.1)

Wenn das duflere Feld raumlich nicht homogen ist, also vom Ort abhéngt, E = E(r),
werden sich die Polarisationsladungen im Inneren der Materie im Allgemeinen nicht
mehr vollstindig komensieren, d.h., es kann auch dort ein pp = pp(r) # 0 auf-
treten. Wenn das duflere Feld auch von der Zeit abhéngt, E = E(r,t), kommt es
zusitzlich zu dynamischen Effekten, pp = pp(r,t), d.h., dass sich die Polarisations-
ladungen bewegen werden und zu Polarisationsstrémen jp = jp(7,t) Anlass geben.
Selbstverstandlich muss auch die Polarisationsladung erhalten sein, also

9, 9,
—- — = 13.2

weil auch in der mikroskopischen Struktur von Materie keine Ladung entstehen oder
vernichtet werden kann. Wenn jedoch Polarisationsstrome auftreten kénnen, muss
auch die Maxwellsche Gleichung abgeéndert werden, in der elektrische Flussdichten
als Wirbel fiir das Feld B der magnetischen Induktion beschrieben werden:

0 0
— x B = ] — F
o X Ho J —+ €0 o By

0 . 0
— ng:uo(]—l—jp)—i—eo,uan. (13.3)

Wir gehen jetzt zu einer alternativen Beschreibung von Polarisationsladung pp und
Polarisationsstromen jp iiber, namlich zur elektrischen Polarisation P(r,t), die so
gewéhlt sein soll, dass
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pp(r,t) = —% P(r.t), jp(r,t) = %P(’r,t). (13.4)

Diese Wahl ist so getroffen worden, dass die Kontinuitits—Gleichung (13.2) identisch
erfiillt ist. Allerdings stellt (13.4) selbst bei bekannten pp(r,t) und jp(r,t) keine
eindeutige Definition fiir die elektrische Polarisation P(r,¢) dar. Aus der zweiten
Gleichung in (13.4) folgt, dass P(r,t) nur bis auf ein statisches Feld festgelegt ist.
Mit P(r,t) ist auch P'(r,t) = P(r,t)+Pgy(r) eine mogliche elektrische Polarisation.
Mit der ersten Gleichung in (13.4) ist P(r,¢) nur bis auf ein mdgliches additives
Wirbelfeld festgelegt, so dass mit P(r,t) auch jedes

P'(r,t) = P(r,t) + % X Q(r)

eine mogliche elektrische Polarisation ist. Wir schrinken diese Freiheit in einem er-
sten Schritt durch die Forderung ein, dass es auflerhalb von Materie keine elektrische
Polarisation geben soll, weil dort auch pp = 0 und 3, = 0:

P(r,t) =0 auflerhalb von Materie. (13.5)

Unter Verwendung von (13.4) konnen die beiden erweiterten Maxwellschen Glei-
chung (13.1) und (13.3) wie folgt geschrieben werden:

;D = p:
" D(r.t) == e E(r.t) + P(r,t).]  (13.6)
9 X 1 B| = 5+ 9 D
or Mo - ot ’

Das Feld D wird die elektrische Verschiebungsdichte genannt. Auflerhalb von Ma-
terie ist nach (13.5) D = ¢y E, vgl. auch die Bezeichnungsweise in Kapitel 8.

Die obigen Uberlegungen setzen voraus, dass sich die Polarisationsladungen pp und
ihre Flussdichte 7 begrifflich von den "iibrigen” Ladungen p und deren Flussdichte
J trennen lassen. Nun werden aber auch die Ladungen p und deren Flussdichte j
letztlich wieder von geladenen Teilchen getragen, z.B. durch Elektronen oder Ionen.
Wir fithren die begriffliche Trennung zwischen p und pp bzw. zwischen 5 und jp
dadurch aus, dass p und 3 freie Ladungen beschreiben sollen, die im Gegensatz
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zu den durch Polarisation bzw. Ladungstrennung entstehenden pp und jp nicht
gebunden, sondern frei beweglich sein sollen. Zu den freien Ladungen, die in der
dlteren Literatur auch "wahre” Ladungen genannt werden, gehéren dann aber auch
etwa die frei beweglichen Elektronen in Leitern oder die frei beweglichen Elektronen
und Locher in Halbleitern.

13.1.2 Magnetisierung

Wir stellen uns jetzt vor, dass Materie in ein dufleres Feld B der magnetischen
Induktion eingebracht wird, das z.B. von Strémen in einer Spule erzeugt wird. Auch
in diesem Fall sind zwei Arten von Reaktionen der geladenen Teilchen in der Materie
vorstellbar:

— Wenn sich das B-Feld zeitlich &ndert, z.B. beim Einbringen der Materie in das
Feld oder beim Ein— oder Ausschalten des Feldes, wird nach dem Induktionsge-
setz ein elektrisches Wirbelfeld E induziert, das seinerseits Wirbelstréme der
geladenen Teilchen anwerfen kann. Nach der Lenzschen Regel erzeugen diese
wiederum ein B-Feld, das der Anderung des dueren B-Feldes entgegenwirkt.
Dieses Verhalten heifit diamagnetisch.

— Wenn es in der Materie magnetische Momente m gibt, z.B. Bahnmomente
von Elektronen in Atomen oder Spin—-Momente der Elektronen, erfahren diese
durch das duflere B-Feld Krifte, von denen wir im Abschnitt 6.6.1 gezeigt
haben, dass sie sich durch eine potentielle Energie W, ~ —m B beschrei-
ben lassen. Das duflere Feld bewirkt also eine Ausrichtung der magnetischen
Momente in Feldrichtung, die jedoch wie im Fall der elektrischen Dipole im
E-Feld gegen die thermische Bewegung gerichtet ist und darum nur partiell
erfolgen wird. Dieses letztere Verhalten heiflt paramagnetisch.

Im Allgemeinen wird man in Materie beide Arten von Verhalten, diamagnetisch
und paramagnetisch beobachten, und es ist eine Frage der spezifischen Material-
eigenschaften, welche der beiden Arten von Magnetismus dabei iiberwiegt. In jedem
Fall werden Magnetisierungsstrome mit einer Flussdichte j,, = j,,(r,t) auftreten,
entweder direkt durch Induktion oder getragen von den Ringstromen der vorhan-
denen und durch das B—Feld partiell ausgerichteten magnetischen Momente. Auch
hier erwarten wir, dass sich die 7,, im Inneren der Materie teilweise kompensie-
ren, z.B. schon innerhalb eines Atoms, wenn dort Elektronen mit entgegengesetzten
Drehimpulsen auftreten, vgl. Abschnitt 6.5.4.
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Das Auftreten von Magnetisierungsstromen mit einer Flussdichte j,, veranlasst uns,
die Maxwellsche Gleichung zu erweitern, in der elektrische Flussdichten als Wirbel
fiir das Feld B der magnetischen Induktion beschrieben werden. Dazu wéhlen wir
als Ausgangspunkt die Formulierung in (13.6), wo bereits die Polarisierungsstrome
durch die elektrische Polarisierung P in Materie beriicksichtigt sind, und erhalten

0 1 0
— —B|=3+—=—D
87’X<ug > J+8t

0 1 . 0

Jetzt beachten wir eine Besonderheit der Magnetisierungsstrome: es handelt sich
dabei, wie soeben beschrieben, stets um Ringstrome, also um ”Strom-Linien” (ana-
log den Feld—Linien), die in sich geschlossen sind. Wir nehmen also an, dass die
Divergenz der j,, verschwindet, so dass wir diese als Wirbel einer Magnetisierung
M = M (r,t) darstellen konnen:

Julr.t) = % x M(r,t). (13.8)

Diese Darstellung ist offensichtlich analog zu (13.4) fiir die elektrischen Polarisation.
Aus ihr folgt unmittelbar, dass es keine ”"Magnetisierungsladung” p,; gibt, denn
aus deren Erhaltung, die wiederum zu fordern ist, und aus dem Verschwinden der
Divergenz von 3 ,, folgt

%pM‘F%jM:O? %jMZO = %PMZO, (13.9)
und daraus py; = 0, weil nach unserer Konstruktion keine statische ”Magnetisie-
rungsladung” auftreten kann. Um ein naheliegendes Missverstdndnis an dieser Stelle
zu vermeiden, sei betont, dass ein py; # 0 nicht etwa "magnetische Ladung”, also
einen magnetischen Monopol bedeuten wiirde. Auch p,; wére elektrische Ladung,
wenn es sie gébe.

Auch (13.8) ist keine eindeutige Definition fiir M (r,t), denn mit jedem M (r,t) ist
auch

M'(r,t) = M(r,t) + %F(r,t)
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eine mogliche Magnetisierung, wobei F (7, t) eine beliebige skalare Funktion ist. Wie
im elektrischen Fall schrinken wir diese Freiheit in einem ersten Schritt durch die
Forderung ein, dass es auflerhalb von Materie keine Magnetisierung geben soll, weil
dort auch 3,, = 0:

M(r,t) =0 auBerhalb von Materie. (13.10)

Unter Verwendung von (13.8) konnen wir die erweiterte Maxwellsche Gleichung
(13.7) umschreiben. Fiir diese und fiir die andere, hier unverénderte Maxwellsche
Gleichung in (13.6) erhalten wir insgesamt also

9 0 0
5. D=0 oy X H=0+5 D (13.11)
D(r,t) = e E(r,t)+ P(r,t),
H(r.t) = — B(r.t) — M(r.t). (13.12)
Ho

Die beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen

~ xE=--B (13.13)

bleiben unverindert. Die erste der beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen be-
sagt, dass es keine magnetischen Monopole gibt, was natiirlich auch fiir die Teilchen
zutrifft, aus denen Materie besteht. Die zweite homogene Maxwellsche Gleichung
ist, wie wir im Abschnitt 7.2.6 gezeigt haben, mit der Lorentz—Kraft der Felder E
und B auf geladene Teilchen verkniipft, die natiirlich auch auf diejenigen geladenen
Teilchen wirkt, aus denen Materie besteht. Tatséchlich haben wir das Verhalten von
Materie in den Feldern E und B gerade unter der Annahme beschrieben, dass die
Reaktion der geladenen Teilchen in der Materie auf der Lorentz—Kraft beruht.

Die beiden erweiterten inhomogenen Maxwellschen Gleichungen (13.11) und die un-
verdnderten homogenen Maxwellschen Gleichungen (13.13) bilden kein geschlossenes
System von partiellen Differential-Gleichungen fiir die auftretenden Felder. Wie wir
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As

As

Abbildung 13.2: Pillendose an der Grenzfliche Vakuum—-Material

im Zerlegungssatz im Abschnitt 6.4 gezeigt haben, ist ein Feld erst durch Angabe
seiner Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt. Die Maxwellschen Gleichungen in
(13.11) und (13.13) beschreiben aber nur die Quellen von B und D und die Wirbel
von E und H. Das System der Maxwellschen Gleichungen ist nur dann eindeutig
16sbar, wenn es einen Zusammenhang zwischen D und E bzw. zwischen H und B
gibt oder dquivalent zwischen P und E bzw. zwischen M und B. Wir werden spéter
in diesem Kapitel solche Zusammenhénge in linearer Weise als Approximationen fiir
das Verhalten von Materie in den Feldern E und B formulieren und diskutieren.

13.2 Grenzbedingungen fiir die Felder

Die Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts zum Verhalten von Materie in den
Feldern E und B gelten nur innerhalb eines von Materie erfiillten Raumbereichs.
Auflerhalb dieses Bereichs sollten die elektrische Polarisation und die Magnetisierung
verschwinden, vgl. (13.5) und (13.10). An einer Grenzfliche zwischen Material und
Vakuum werden wir also im Allgemeinen ein unstetiges Verhalten der Felder zu
erwarten haben. Dasselbe gilt, wenn zwei Materialien mit verschiedenem elektrischen
oder magnetischen Verhalten aneinander grenzen. Fiir die Losung der Maxwellschen
Gleichungen in Anwesenheit von Materialien ist es entscheidend, die Unstetigkeiten
der Felder an solchen Grenzflachen richtig zu beschreiben.



13. FELDER IN MATERIE 305

13.2.1 Grenzbedingungen fiir die Normal-Komponenten

Wir werden das Unstetigkeits—Verhalten der Felder E, D, B, H aus den Maxwell-
schen Gleichungen in (13.12) und (13.13) herleiten. Zuerst diskutieren wir die beiden
Gleichungen, die die Quellen von B und D beschreiben,

0 0
— B= — D = 13.14

und benutzen dafiir die Konstruktion der ”Pillendosen”, die wir bereits im Abschnitt
4.1.1 eingefiihrt hatten. Diese Konstruktion ist hier nochmals in der Abbildung 13.2
dargestellt. Wir denken uns einen Zylinder der Hohe 2 As mit seiner Achse senkrecht
in die betrachtete Grenzfliche eingesetzt, so dass sich jeweils ein Stiick der Hohe As
des Zylinders auf den beiden Seiten der Grenzfliche befindet. Wir integrieren die
Quellengleichung fiir B iiber das Zylinder—Volumen V und wenden den Gauf3schen
Integralsatz an:

0
3 _ _ —
/dr B /a df B /(1)de+/(2)de+O(A8) 0, (13.15)

worin £V und F? die obere bzw. untere Stirnfliche des Zylinders ist. Der Term
O(As) beschreibt den Beitrag von der Mantelfliche des Zylinders. Jetzt fithren wir
As — 0 aus. Dabei verschwindet der Beitrag der Mantelfliche des Zylinders, und
die beiden Stirnflichen streben gegen die Schnittfliche F' des Zylinders mit der
Grenzfliche: F(? — F. Aus (13.15) wird

/Fdf (BY — B®) = /Fdfn (BY - B®) =0, (13.16)

Hier sind BY und B® die B-Felder unmittelbar oberhalb und unterhalb der
Schnittfliche F', und n ist deren Normalen—Vektor. Das Minuszeichen vor B® riihrt
daher, dass die Normalenrichtung auf F(® entgegengesetzt zu der auf F!) ist. Das
Ergebnis in (13.16) gilt fiir beliebige Schnittflichen, so dass daraus die allgemeine
Relation

n (BY - B®) =0 (13.17)
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folgt: an Grenzflichen zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei ver-
schiedenen Materialien verhilt sich die Normal-Komponente des B—Feldes stetig.

Aus der Gleichung fiir die Quellen von D in (13.14) folgt statt (13.15)

/Vd3rgirD:/avde:/F(l)deJr/F(Z)deJrO(As):/Vd3rp. (13.18)

Fiir As — 0 wird

/d3rp—>/dfcr,
1% F

worin o eine mdgliche Ladung pro Fliche auf der Grenzfliche ist. Wenn sich die
rdumliche Dichte p der Ladung iiberall stetig verhélt, wird o = 0. Ein o # 0 kann
nur auftreten, wenn p auf der Grenzflache singulér ist und dort einen endlichen Wert
pro Fliche besitzt. Allgemein finden wir also als Grenzbedingung fiir D statt (13.17)

n (DY - DY) =g (13.19)

Wenn keine Grenzflichen—Ladung auftritt, verhélt sich die Normal-Komponente des
D-Feldes stetig, anderenfalls springt sie um den Wert der Ladung pro Grenzfliche.
Wir erkennen iibrigens jetzt, dass die im Abschnitt 4.1.1 hergeleitete Regel fiir das
Verhalten des E-Feldes an Leiter-Oberflichen ein Spezialfall von (13.19) ist, weil
FE dort im Inneren verschwindet.

Es sei daran erinnert, dass o keine Polarisations-Ladungen einschliefit, sondern nur
freie Ladungen beschreibt.

13.2.2 Grenzbedingungen fiir die Tangential-Komponenten

Wir wenden uns jetzt den beiden Maxwellschen Gleichungen zu, die die Wirbel der
Felder E und H beschreiben:

0
~ xE=-—B, —xH=j+—D. (13.20)
r
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Wiederum integrieren wir diese beiden Gleichungen iiber das Volumen der "Pil-
lendose” in Abbildung 13.2 und wenden jetzt eine andere Version des Gaufischen
Integralsatzes an, ndmlich

/d3r3><E: if x E (13.21)
v or v

und analog fiir B. Am Schluss dieses Abschnitts zeigen wir, wie sich diese Version aus
der gewohnlichen Version des Gaufischen Integralsatzes herleiten lasst. Fiir As — 0
erhalten wir analog zu (13.15) und (13.16)

fav df x E — /Fdf < (BV — B®) = /Fdfn x (BEW —E®).  (1322)

Wir nehmen an, dass sich das Feld B und seine zeitliche Ableitung 0B /0t auf der
Grenzfliache stetig verhalten, so dass fiir As — 0

/d%ﬁB%o.
1% ot

(13.21) und (13.22) angewendet auf die erste der beiden Maxwellschen Gleichungen
in (13.20) ergibt also

/ dfnx (EW — B®) =0,
F
bzw., weil die Schnittfliche F' beliebig ist,

nx (EY - E®) =0. (13.23)

An der Grenzflache zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei verschie-
denen Materialien verhélt sich Tangential-Komponente des E—Feldes stetig.

Bei der analogen Umformung fiir die zweite der beiden Maxwellschen Gleichungen
in (13.20) tritt zusétzlich ein Term

/d3rj
v
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auf. Wenn die Flussdichte 5 auf der Grenzfldche stetig ist, verschwindet dieses In-
tegral fiir As — 0. Die Grenzfliche kann aber eine singulidre Flidchen—Stromdichte
tragen. Dann schreiben wir d®r = df dz, worin z eine lokale Koordinate in Normalen—
Richtung sei, so dass

+As +As
/d3rj:/df/ dzj%/dfn, n = lim dzj. (13.24)
1% F —As F

As—0J_As

n ist dadurch zu definieren, dass d@Q = |n|dl, dt die elektrische Ladung ist, die
wiahrend der Zeit dt innerhalb der Grenzfliche in n—Richtung durch ein Linienele-
ment d¢, senkrecht zu n transportiert wird.

Wenn wir annehmen, dass sich auch das Feld D und seine zeitliche Ableitung 0.D /0t
auf der Grenzflache stetig verhalten, erhalten wir aus der zweiten der Maxwellschen
Gleichungen in (13.20) die Grenzbedingung

nx (HY - H?) =n. (13.25)

An der Grenzfliche zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei verschie-
denen Materialien verhélt sich Tangential-Komponente des H—Feldes stetig, falls in
der Grenzfliche keine Flachen—Stromdichte n auftritt, anderenfalls springt sie um

n.

Wir konnen die Grenzbedingungen fiir die Felder E, D, B, H in eine Form bringen,
die die Verkniipfung mit den jeweiligen Maxwellschen Gleichungen, aus denen sie
folgen, noch deutlicher macht. Wir definieren dazu den Operator § durch

da:=n (a(l) — a(2)) : dxa:=nx (a(l) — a(g)) , (13.26)

worin a eines der Felder E, D, B, H ist. Die kontinuierlichen Maxwellschen Glei-
chung mit den ihnen jeweils zugeordneten Grenzbedingungen sind in der folgenden
Tabelle angegeben:



13. FELDER IN MATERIE 309

Kontinuierliche Grenzbedingungen
Maxwellsche Gleichungen
0
— B =0 0B=0
or
9 D=p 0D=oc
or
0 0
—xE=—-——B OxE=0
ar ot .
0 8
— x H = dx H =
oy “H=It G P e

13.2.3 Nachweis der verwendeten Version des Gaufischen
Integralsatzes

Wir gehen aus von der gewohnlichen Version des Gaufischen Integralsatzes

/ d3r—b df b(r), (13.27)

oV

worin V' ein beliebiges Volumen, 0V seine Einhiillende und b(r) ein beliebiges (dif-
ferenzierbares) Vektorfeld sei. Wir setzen b(r) = ¢ X a(r), worin ¢ ein beliebiger
konstanter Vektor sei:

/Vd% 5% (e x a(r)) = fav df (¢ x a(r)). (13.28)

Im Integranden der linken Seite ist

(X a(r) = Bucasy 05y (r) = —c sy Do as (r) =

= —c (% X a(r )) (13.29)

9
;

Das Spatprodukt im Integranden der rechten Seite in (13.28) formen wir wie folgt
um:
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df (e x a(r))=-c (a(r) xdf)=—c (df x a(r)). (13.30)

Einsetzen von (13.29) und (13.30) in (13.28) fiihrt auf

0
C/Vd%E xa('r'):cfiwdfxa(r),

bzw., weil ¢ beliebig ist, auf
/ #r 2 a(r) :74 df x a(r). (13.31)
1% or oV

13.3 Mikroskopische und makroskopische Be-
schreibung von Feldern in Materie

Bei der phdnomenologischen Beschreibung von elektrischen und magnetischen Fel-
dern in Materie im Abschnitt 13.1 haben wir Polarisations—Ladungen, —Strome sowie
Magnetisierungs—Strome als rein phinomenologische Begriffe eingefiihrt, ohne deren
mikroskopischen Hintergrund zu diskutieren. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen,
wie sich diese phdnomenologischen Begriffe und die mit ihnen zusammenhéngen-
de elektrische Polarisation und Magnetisierung auf mikroskopische Vorstellungen
griinden lassen.

13.3.1 Mikroskopische Ladungs— und Flussdichte

Es seien 7;(t) die Orte bzw. Bahnen von Teilchen ¢ = 1,2,..., N mit der jeweiligen
elektrischen Ladung ¢; in der Struktur von Materie, z.B. von Elektronen oder Ionen.
Diese mikroskopischen Ladungen fiithren zu einer mikroskopischen Ladungsdichte

p(r,t) = Zqi d(r—mri(t), (13.32)

vgl. auch Abschnitt 2.4.1. Im Folgenden werden wir alle mikroskopischen Variablen
durch p, 7, ... usw. bezeichnen. Zu der mikroskopischen Ladungsdichte p gehort eine
mikroskopische Flussdichte
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jlr.t) = plr.)o(r,t) =3 go(r,t)o(r—rit) =

= Y awi(t) 8 (r —mi(t)). (1333

vgl. auch Abschnitt 5.1.1. Hier ist v;(t) = dr;(t)/dt die Geschwindigkeit des Teil-
chens Nr. 7. p und 3 erfiillen die Bedingung der Ladungserhaltung, denn

S0 = Xagdlr—rilt) =~ X awilt) 556 (r— i)

. 0
Gratrt) = Taw) ot —n().
so dass

Jd d - B
5% p(r,t) + o j(r,t) =0. (13.34)

Der Gradient der —Funktion 0d(r — r;(t))/0r ist ein symbolischer Ausdruck. Wir
stellen die )—Funktion durch einen geeigneten Grenziibergang in einer differenzier-
baren Funktion dar, vgl. Anhang C, bilden aber zuerst den Gradienten und fiihren
dann den Grenziibergang aus.

Die mikroskopischen Ladungs— und Flussdichten fiihren zu mikroskopischen Poten-
tialen

)

A(/ T_Tl|>
1 U
O(r,t) = /d3r'

47 € lr — /|
( ' "l" — 1"’)
J\r at -
>3 Ho c
A1) = 42 /d%' e (13.35)

v