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Kapitel 1
Das elektrische Feld und seineWirbel
1.1 Warum ist eine Feldtheorie erforderlich?Zwischen K�orpern bestehen Wechselwirkungen. Am besten vertraut sind unsdie Gravitationswechselwirkung, n�amlich aus der Mechanik, und die Coulomb{Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenen K�orpern, von der in diesem Text nochausf�uhrlich die Rede sein wird. Man kennt noch zwei weitere Wechselwirkungen inder Physik, und zwar die sogenannte schwache und die sogenannte starke Wechsel-wirkung. Die letzteren beiden treten aber nur bei sehr kurzen Entfernungen zwischenTeilchen auf, z.B. in Atomkernen, und sie sind nur quantentheoretisch in einer geeig-neten Quantenfeldtheorie beschreibbar. Die in diesem Text zu entwickelnde Elektro-dynamik ist eine klassische Feldtheorie, die keinen Gebrauch von der Quantentheoriemacht. Allerdings gibt es von ihr eine Quantenversion, die sogenannte Quantenelek-trodynamik. Wir werden sie im weiteren Verlauf dieses Textes immerhin einmalstreifen, jedoch nicht vertiefen.Alle beobachtbaren Wechselwirkungsph�anomene zwischen K�orpern lassen sich aufdie genannten vier Wechselwirkungen zur�uckf�uhren. In der makroskopischen Physik,d.h. in der Physik unserer menschlichen Dimensionen, spielen ausschlie�lich Gravi-tation und Coulomb{Wechselwirkung eine Rolle, unter irdischen Verh�altnissen auchnur die Coulomb{Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladungen, wenn wir vonder allgegenw�artigen Schwerkraft aller K�orper auf der Erde aufgrund der Gravitati-on einmal absehen. Auf der Coulomb{Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladun-gen beruhen z.B. gegenseitige Deformation, Sto�en, W�arme�ubergang bei Kontakt,15



16 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELReiben, Haften, Kleben usw. Die elektrischen Ladungen, die dabei eine Rolle spie-len, sind diejenigen der Elektronen und Atomkerne im mikroskopischen Gef�uge derjeweiligen Materialien. Die Gravitation ist f�ur die Bewegung der Himmelsk�orperverantwortlich.Wir wollen jetzt verstehen, dass Wechselwirkungen immer notwendigerweise auf dieVorstellung von "Feldern" f�uhren, f�ur die dann nat�urlich Feldtheorien entwickeltwerden m�ussen. Wir betrachten eine sehr einfache Situation: zwei K�orper 1 und 2mit den Massen m1 und m2 sollen miteinander wechselwirken, z.B. aufgrund vonelektrischen Ladungen, die sie tragen. Es sei F 12 diejenige Kraft, die auf den K�orper1 von dem K�orper 2 verm�oge der Wechselwirkung ausge�ubt wird, umgekehrt F 21diejenige Kraft, die auf den K�orper 2 von dem K�orper 1 ausge�ubt wird. Wir setzenvoraus, dass keine weiteren Kr�afte auf die beiden K�orper einwirken. Dann lautenderen Newtonsche Bewegungsgleichungenm1 �r1 = F 12; m2 �r2 = F 21: (1.1)r1 und r2 sind die Orte, �r1 und �r2 die Beschleunigungen der beiden K�orper. Nunbesagt das 3. Newtonsche Prinzip "actio=reactio", dass die beiden Wechselwirkungs-kr�afte entgegengesetzt gleich sind, alsoF 12 + F 21 = 0: (1.2)Wenn wir die beiden Bewegungsgleichungen in (1.1) addieren, �nden wir somitm1 �r1 +m2 �r2 = 0; m1 _r1 +m2 _r2 = P = const: (1.3)Der Gesamtimpuls P der beiden K�orper ist erhalten.Nun ist jedoch das Prinzip "actio=reactio" in (1.2) physikalisch problematisch. Esmacht n�amlich eine Aussage �uber zwei Kr�afte F 12 und F 21 an zwei verschiedenenOrten r1 und r2, aber zur gleichen Zeit. Das setzt voraus, dass physikalische In-formation instantan vom Ort r1 zum Ort r2 �ubertragen werden kann. Wenn etwader K�orper 1 am Ort r1 durch eine kurzzeitige Einwirkung einer �au�eren Kraft eineLage�anderung erf�ahrt, so dass die im allgemeinen vom Ort abh�angige Wechselwir-kungskraft F 12 ge�andert wird, dann soll sich das im gleichen Augenblick auf dieKraft F 21 am Ort r2 auswirken. Diese Voraussetzung widerspricht dem empirischenBefund, dass es eine maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 17c = 299 792 458 m/s (1.4)f�ur physikalische Wirkungen gibt. (Dass dieses die Geschwindigkeit des Lichtes istund was Licht eigentlich ist, werden wir im weiteren Verlauf des Textes lernen.) Wirm�ussen also unsere obige Herleitung der Erhaltung des Gesamtimpulses aufgeben.Es stellt sich sogar die Frage, ob wir �uberhaupt den Satz von der Erhaltung desImpulses aufgeben m�ussen. Diesen Satz zeigt man in der Mechanik als Konsequenzdes sogenannten Noetherschen Theorems: die Erhaltung des Impulses ist �aquivalentzur r�aumlichen Translationsinvarianz eines abgeschlossenen Systems. Es handelt sichalso um eine physikalisch sehr grundlegende Aussage, die man nicht ohne gr�o�te Notwird aufgeben wollen. Wenn wir aber an der Erhaltung des Gesamtimpulses festhal-ten und die Impulssumme P = m1 _r1 +m2 _r2 der beiden K�orper allein nicht mehrerhalten ist, muss bei der �Ubertragung der Wechselwirkung zwischen den beidenK�orpern ein "Medium" existieren, das wir "Feld" nennen und das Impuls aufneh-men und abgeben kann. Es leuchtet ein, dass wir analoge Aussagen f�ur die weiterenErhaltungsgr�o�en Energie und Drehimpuls machen k�onnen. Das "Feld" �ubertr�agtalso Wechselwirkungen zwischen den K�orpern, und es kann Impuls, Energie undDrehimpuls tragen. Damit hat das "Feld" dieselbe physikalische Realit�at, die wirauch den beiden K�orpern zuschreiben.Es stellt sich nun die Aufgabe, Eigenschaften des Feldes aus der Kenntnis der Struk-tur der Wechselwirkung zu erschlie�en, also eine Feldtheorie zu entwerfen. Solangewir station�are, also zeitunabh�angige Situationen betrachten, wird das Feld lediglichein n�utzlicher Hilfsbegri� sein, denn station�ar kommt es ja nicht zu dem obigenWiderspruch zwischen "actio=reactio" und der endlichen Ausbreitungsgeschwin-digkeit physikalischer Information, d.h., wir k�onnten weiter mit Wechselwirkungs-kr�aften arbeiten. Das physikalische Konzept des Feldes wird seine entscheidendeBew�ahrung erfahren, wenn wir zeitlich ver�anderliche Situationen einschlie�en. Schonjetzt k�onnen wir die Forderung formulieren, dass die dynamische Feldtheorie mitdem Prinzip einer universellen maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit physikali-scher Wirkungen vertr�aglich sein muss.1.2 Die Coulomb{Wechselwirkung und das elek-trische Feld1.2.1 Die GravitationswechselwirkungIm Sinne einer Vorbemerkung erinnern wir an die Gravitationswechselwirkung, dieuns aus der Mechanik bekannt ist. Zwei K�orper mit den Massen m1 und m2 an den



18 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELOrten r1 und r2 �uben eine Wechselwirkung aufeinander aus, so dass die Kraft F 12auf den K�orper 1 von dem K�orper 2F 12 = � m1m2r212 r1 � r2r12 ; r12 := jr1 � r2j; (1.5)lautet, und nach dem station�ar weiterhin unproblematischen "actio=reactio" F 21 =�F 12. Der Betrag der Wechselwirkungskr�afte jF 12j = jF 21j ist also proportional zubeiden (stets positiven) Massen m1 und m2 der K�orper und umgekehrt proportionalzum Quadrat des Abstands r12 zwischen den beiden K�orpern. Die Schreibweise in(1.5) benutzt den Einheitsvektor (r1 � r2)=r12 in der Richtung vom K�orper 2 zumK�orper 1. Die Richtung der Wechselwirkungskraft ist also die der Verbindungsliniezwischen den beiden K�orpern.Wenn wir zuvor Messvorschriften und Einheiten f�ur Massen (kg=Kilogramm) undKr�afte (N=Newton=kgm/s2) festgelegt haben, dann ist das Kraftgesetz (1.5) durchein Experiment zu best�atigen und insbesondere die Proportionalit�atskonstante ,die sogenannte Gravitationskonstante zu bestimmen: = 6; 672 � 10�11 m3kg s2 : (1.6)Da  > 0 und auch die Massen m1 und m2 stets positiv sind, ist die Wechsel-wirkungskraft F 12 dem Verbindungsvektor r1 � r2 vom K�orper 2 zum K�orper 1entgegengesetzt, d.h., die Gravitationswechselwirkung ist stets anziehend.Wir schreiben die Gravitationskraft F 12 auf den K�orper 1 vom K�orper 2 in die FormF 12 = m1G2(r1); G2(r) = � m2jr � r2j2 r � r2jr � r2j (1.7)um und interpretieren diese Darstellung folgenderma�en:- G2(r) ist das Gravitationsfeld, das von der am Ort r2 be�ndlichen Masse m2am Ort r erzeugt wird.- Die Kraft auf den K�orper 1 ist das Produkt seiner Masse m1 und des Gravi-tationsfeldes G2(r1), das von m2 am Ort r1 des K�orpers 1 erzeugt wird.



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 19Die Darstellung F 12 = m1G2(r1) teilt die Kraftwirkung auf den K�orper 1 in eineindividuelle Eigenschaft des K�orpers 1, n�amlich seine Masse m1, und ein vom K�orper1 unabh�angiges Feld auf. Selbstverst�andlich l�asst die Kraft F 21 auf den K�orper 2vom K�orper 1 eine v�ollig analoge Darstellung zu.Konsequenterweise w�are nun eine Feldtheorie f�ur Gravitationsfelder G(r) zu ent-wickeln, die von irgendeiner Massenverteilung erzeugt werden. Diese Theorie exi-stiert auch, ist jedoch sehr viel komplizierter (nicht{linear, allgemein relativistischinvariant) als die in diesem Text zu entwickelnde Elektrodynamik. Letztere ist darumnicht nur wegen ihrer Bedeutung in der "gew�ohnlichen" makroskopischen Physik,sondern wegen ihrer einfacheren Struktur das Modell f�ur eine klassische Feldtheorie,das begri�ich am Anfang stehen sollte.1.2.2 Die Coulomb{WechselwirkungMasse ist die f�ur die Gravitation verantwortliche Eigenschaft von K�orpern. Eineandere Eigenschaft von K�orpern, die zu Wechselwirkungen zwischen ihnen f�uhrt,ist die der elektrischen Ladung. Dass es diese Eigenschaft von K�orpern gibt, setzenwir als eine empirische Tatsache an den Anfang der Entwicklung der FeldtheorieElektrodynamik.W�ahrend Masse in unserer physikalischen Anschauung untrennbar mit einem K�orperverbunden ist und nicht ver�andert werden kann, ohne den K�orper selbst zuver�andern, kann elektrische Ladung zwischen K�orpern ausgetauscht werden, wie wirsp�ater noch lernen werden. Dass elektrische Ladung aber dennoch eine zur Masseanaloge Eigenschaft ist, erkennen wir am besten im Fall von atomaren oder suba-tomaren Teilchen: ein Elektron etwa besitzt neben seiner charakteristischen Masseebenso eine charakteristische elektrische Ladung, und beide Eigenschaften sind mitdem Elektron als Teilchen untrennbar verbunden.Als eine weitere empirische Tatsache haben wir zur Kenntnis zu nehmen, dass esim Gegensatz zur Masse zwei verschiedene Arten von elektrischer Ladung gibt. DieBezeichnung der beiden Arten von elektrischer Ladung ist nat�urlich beliebig: wirk�onnten sie etwa gr�un und rot nennen. Weiterhin ist empirisch festzustellen, dassgleichnamige Ladungen zu einer Absto�ung f�uhren, ungleichnamige Ladungen zueiner Anziehung, wobei die Form der Wechselwirkung zwischen elektrisch geladenenK�orpern, also der Kr�afte F 12 bzw. F 21 auf die beiden K�orper, dieselbe ist wie beider Gravitation. Wir schreiben deshalbF 12 = �12 q1 q2r212 r1 � r2r12 ; (1.8)



20 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELsowie F 21 = �F 12. Hier bezeichnen q1 und q2 die Menge der elektrischen Ladungender K�orper 1 und 2 und �12 ist eine Proportionalit�atskonstante analog zur Gra-vitationskonstante , jedoch mit der Besonderheit, dass �12 > 0 f�ur gleichnamigeLadungen (Absto�ung) und �12 < 0 f�ur ungleichnamige Ladungen (Anziehung).Wir k�onnen eine erhebliche Vereinfachung der Schreibweise von F 12 in (1.8) er-reichen, wenn wir eine spezielle Bezeichnung f�ur elektrische Ladungen einf�uhren,n�amlich die eine Art, z.B. "gr�un", als positiv, entsprechend q > 0, und die andereArt, z.B. "rot", als negativ, entsprechend q < 0. Dann vereinfacht sich (1.8) zuF 12 = � q1 q2r212 r1 � r2r12 : (1.9)Die Sprechweise von positiver und negativer elektrischer Ladung nimmt eine Ei-genschaft der elektrischen Ladung sprachlich vorweg, die physikalisch im Zusam-menhang dieses Kapitels noch �uberhaupt keine Rolle spielt: gleiche Mengen vonpositiver und negativer elektrischer Ladung kompensieren einander. Bei ungleichenMengen bleibt ein �Uberschuss entweder von positiver oder negativer Ladung. Dieallgemeinere Ausdrucksweise ist, dass die Summe von (positiver und negativer) La-dung erhalten bleibt. In der Sprechweise von "gr�uner" und "roter" Ladung hie�eder Erhaltungssatz, dass die Di�erenz von "gr�uner" und "roter" Ladung erhaltenbleibt.1.2.3 Einheiten, St�arke der WechselwirkungDie in (1.9) verbleibende Proportionalit�atskonstante � h�angt von der Wahl der Ein-heiten f�ur die Ladungen q1 und q2 ab. Eine sehr naheliegende Einheitenwahl setzt� = 1 und de�niert dadurch die Einheit von Ladung, weil ja die Einheiten aller an-deren in (1.9) auftretenden Gr�o�en bereits festgelegt sind, n�amlich Abst�ande (in m)und Kraft (in N=kgm/s2). Diese in der �alteren Literatur der theoretischen Physik�ubliche Einheitenwahl, die sogenannten cgs{Einheiten, f�uhrt mit der Verwendungdes Gramms (g) statt kg f�ur Masse und cm statt m f�ur L�ange aufel. Ladung �= pKraftAbstand �= g1=2 cm3=2 s�1:Einer der Nachteile dieser Einheitenwahl besteht darin, dass man sp�ater in der Ma-gnetostatik, wenn man eine weitere Version von Wechselwirkung zwischen elektri-schen Ladungen in die Theorie einschlie�t, n�amlich die zwischen bewegten Ladun-gen bzw. Str�omen, zu einer anderen Einheitenwahl f�ur elektrische Ladungen kommt.



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 21Heute werden durchweg die sogenannten MKSI{Einheiten verwendet, die �ubrigensja auch gesetzlich festgeschrieben sind. In ihnen erh�alt die elektrische Stromst�arke,also die pro Zeiteinheit transportierte elektrische Ladung, eine neue, nicht abgeleite-te Einheit, n�amlich das Ampere (abgek�urzt A). Die elektrische Ladung selbst erh�altdamit die Einheit Amperesekunde (A s), auch Coulomb (C) genannt. Dann wirddie Proportionalit�atskonstante � in (1.9) eine experimentell bestimmbare Gr�o�e. Siewird in der Form � = 1=(4 ��0) geschrieben, und �0, die sogenannte Inuenzkonstan-te, ergibt sich zu �0 = 8; 859 � 10�12 C2N m2 : (1.10)Die Coulomb{Wechselwirkung erh�alt damit die FormF 12 = 14 � �0 q1 q2r212 r1 � r2r12 : (1.11)Die formale �Ahnlichkeit von Gravitations{ und Coulomb{Wechselwirkung legt einenVergleich ihrer "St�arken" nahe. Wir vergleichen den Betrag der Gravitationsanzie-hung FG zwischen zwei Protonen (Masse mP � 1; 67 � 10�27 kg) mit dem Betragihrer Coulomb{Absto�ung FE (Elementarladung e � 1; 60 � 10�19 C) im gleichenAbstand und �nden FGFE = 4 � �0  �mPe �2 � 8 � 10�37:1.2.4 Das elektrische FeldGanz analog wie im Fall der Gravitationswechselwirkung in (1.7) schreiben wir dieCoulomb{Kraft F 12 auf den mit q1 elektrisch geladenen K�orper 1 um in die FormF 12 = q1E2(r1); E2(r) = � 14 � �0 q2jr � r2j2 r � r2jr � r2j : (1.12)E2(r) ist das elektrische Feld am Ort r, erzeugt von der Ladung q2, die sich am Ortr2 be�ndet. Die Kraft F 12 auf den K�orper 1 ist also das Produkt des elektrischen



22 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELFeldes am Ort r1 und der individuellen Eigenschaft der elektrischen Ladung q1 desK�orpers 1.Die Schreibweise in (1.12) f�uhrt zugleich zu einer Messvorschrift f�ur das elektrischeFeld E(r) am Ort r: E(r) = 1�q F�q(r): (1.13)Man bringt einen mit �q geladenen K�orper an den Ort r und misst die Kraft F�qauf den K�orper. Diese sogenannte Probeladung �q �ubt nat�urlich ihrerseits Wech-selwirkungskr�afte auf diejenigen felderzeugenden Ladungen aus, deren Feld E(r) eszu messen gilt. Sie k�onnte dadurch �Anderungen der Positionen der felderzeugendenLadungen bewirken, was m�oglichst ausgeschlossen werden soll. Die Probeladung �qmuss demnach hinreichend klein sein, was durch die SchreibweiseE(r) = lim�q!0 1�q F�q(r) (1.14)statt (1.13) ausgedr�uckt wird. (1.13) oder (1.14) weisen darauf hin, dass das elektri-sche Feld im Rahmen der hier zun�achst formulierten Elektrostatik �aquivalent durchdie aus der Mechanik bekannten Kr�afte ausgedr�uckt werden kann. Das wird sich abergrundlegend �andern, wenn wir sp�ater dynamische, also zeitabh�angige Vorg�ange ein-schlie�en. Auch die �Uberlegungen im vorangehenden Abschnitt 1.1 zeigten ja, dassder Feldbegri� erst im dynamischen Fall zwingend wird. Gleichwohl wird uns dieVerwendung des Feldbegri�s in der statischen Theorie bereits Anlass zum Studiumeiner F�ulle von physikalischen und mathematischen Begri�en und Techniken geben.Aus (1.12) und der Angabe (1.10) f�ur �0 entnehmen wir die physikalische Einheitf�ur das elektrische Feld:elektrisches Feld E �= 1�0 el. Ladung(Abstand)2 �= N m2C2 Cm2 = kg mC s2 =: Vm ;V = Volt := kg m2C s2 = JC = WA (1.15)mit J (Joule)=W s (Wattsekunden). Nach der Einf�uhrung der Einheit A (Ampere)f�ur die elektrische Stromst�arke ist die Einheit V (Volt) eine "abgeleitete" Einheit,d.h., ihre De�nition benutzt nur bereits bekannte Einheiten.



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 231.3 Potential und Wirbel des elektrischen FeldesDer Gegenstand unserer weiteren Untersuchungen ist das elektrische Feld E(r) amOrt r, das von einer Ladung q erzeugt wird. Der Ort der Ladung q ist wegen derHomogenit�at des physikalischen Raumes o�ensichtlich beliebig. Um eine m�oglichsteinfache Schreibweise zu erhalten, setzen wir die Ladung q an den Ort r = 0, alsoin den Ursprung eines beliebigen Koordinatensystems, so dassE(r) = 14 � �0 qr2 rr : (1.16)1.3.1 Das elektrische PotentialIn (1.16) ist r = qx21 + x22 + x23 (1.17)der Abstand des Punktesr = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 = 3X�=1 x� e� (1.18)vom Ursprung r = 0 des Koordinatensystems. x1; x2; x3 hei�en die Koordinaten desPunktes, der durch den Ortsvektor r gekennzeichnet ist, oder einfach die Kompo-nenten des Vektors r bez�uglich des verwendeten Koordinatensystems. Die Vektorene1; e2; e3 sind die normierten Basisvektoren des Koordinatensystems, die paarweisesenkrecht aufeinander stehen. Das l�asst sich sehr kompakt durch das Skalarprodukte� e� = ���; �; � = 1; 2; 3; (1.19)ausdr�ucken. ��� ist das Kronecker{Symbol: ��� = 1, wenn � = �, und ��� = 0, wenn� 6= �. Koordinatensysteme mit der Eigenschaft (1.19) nennt man auch kartesisch.Berechnen wir nun r2 � r2 unter Verwendung von (1.18) und (1.19), so erhalten wir



24 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELr2 = r2 = 3X�;�=1 x� x� e� e�| {z }=��� = 3X�;�=1x� x� ��� = 3X�=1 x2�:Beim Ausmultiplizieren von r2 = r � r m�ussen wir nat�urlich verschiedene Summa-tionsindizes � und � verwenden. Die �{Summe �uber Summanden � ��� liefert nurBeitr�age f�ur � = �. Durch Bildung der Quadratwurzel erhalten wir wieder (1.17).Dieser Zusammenhang gibt Anlass zur Schreibweise jrj := r.Wenn wir nun r in (1.17) nach irgendeiner der Komponenten x� di�erenzieren,erhalten wir nach einer elementaren Rechnung@r@x� = x�r ; � = 1; 2; 3; (1.20)und daraus weiter unter Benutzung der Kettenregel@@x� 1r =  @@r 1r! @r@x� = � 1r2 x�r ; � = 1; 2; 3: (1.21)Wir f�uhren jetzt eine in der Elektrodynamik (und in vielen anderen Theorien derPhysik) sehr oft verwendete formale Schreibweise ein:@@r := e1 @@x1 + e2 @@x2 + e3 @@x3 = 3X�=1 e� @@x� : (1.22)Diese Schreibweise soll bedeuten, dass wir die Ableitungen z.B. von r oder von 1=rnach den x1; x2; x3 nacheinander ausf�uhren und die Ergebnisse zu einem Vektor, demsogenannten Gradienten @=@r zusammenfassen, der auch durch das Symbol "grad"bezeichnet wird. F�ur die genannten Beispiele erhalten wir also aus den Ergebnissen(1.20) und (1.21) @r@r = rr ; @@r 1r = � 1r2 rr : (1.23)Die rechte Seite der zweiten Beziehung in (1.23) hat dieselbe Struktur wie das elek-trische Feld der Ladung q in (1.16). Wir k�onnen also schreiben



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 25E(r) = 14 � �0 qr2 rr = �@�(r)@r ; �(r) := 14 � �0 qr : (1.24)�(r) hei�t das Potential des elektrischen Feldes, in unserem speziellen Fall das Po-tential der Ladung q bei r = 0. Die Existenz eines Potentials hat weitreichendeKonsequenzen f�ur das Feld, wie wir in diesem Abschnitt feststellen werden.1.3.2 Summationskonvention, TransformationenAusdr�ucke wie r = 3X�=1 x� e� oder @@r = 3X�=1 e� @@x� (1.25)kommen nun so oft in der Elektrodynamik vor, dass man sich zu einer sehr platz{und zeitsparenden Abk�urzung, der sogenannten Summationskonvention entschlie�t.Statt (1.25) schreiben wir vereinfachendr = x� e� oder @@r = e� @�: (1.26)Es werden in dieser vereinfachenden Schreibweise die Summen �uber dieKoordinaten{Indizes � = 1; 2; 3 in Produktausdr�ucken mit zwei Indizes � fortge-lassen, aber es wird vereinbart, dass dennoch die Summen ausgef�uhrt werden sol-len. Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren a und b schreibt sich mit dieserAbk�urzung a b = a� b�  = 3X�=1 a� b�! :Au�erdem haben wir in (1.26) die abk�urzende Schreibweise@@x� � @�



26 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELverwendet.Wir wenden die Schreibweise der Summationskonvention auf Transformationen zwi-schen verschiedenen Koordinatensystemen an. Es seien e� und e0� die Basisvektorenzweier kartesischer Koordinatensysteme:e� e� = ���; e0� e0� = ���: (1.27)Die Urspr�unge der beiden Systeme w�ahlen wir einfachheitshalber gleich, womitTranslationen ausgeschlossen sind. Nun m�ussen sich die Basisvektoren e� auch durchdie e0� (und umgekehrt) auf lineare Weise darstellen lassen:e� = U�� e0� 0@= 3X�=1U�� e0�1A : (1.28)Wenn wir diese Gleichung skalar mit einem e0 multiplizieren, erhalten wire� e0 = U�� e0� e0| {z }=�� 0BB@= 3X�=1U�� e0� e0| {z }=�� 1CCA = U� :Nat�urlich k�onnen wir die Indizes auch wieder umbenennen und z.B.U�� = e� e0� (1.29)schreiben.Die Matrix U�� beschreibt die Transformation zwischen den Koordinatensystemene� und e0�. Mit ihr k�onnen wir auch die Koordinaten x� bzw. x0� bzw. die Kompo-nenten von r in den beiden Systemen ineinander umrechnen. Zun�achst seir = x� e� = x0� e0�: (1.30)Wir multiplizieren skalar mit e�:



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 27x� e� e� = x0� e0� e�;x� = U�� x0�;und durch Vertauschung der Bezeichnungen � und � auchx� = U�� x0�: (1.31)Wenn wir in (1.30) mit e0� statt e� multipliziert h�atten, dann h�atten wir die Um-kehrung von (1.31) erhalten, n�amlichx0� = U�� x�: (1.32)Die beiden Relationen (1.31) und (1.32) kann man auch in Matrizen{Schreibweiseformulieren: x = U x0; x0 = UT x: (1.33)x und x0 sind die Spaltenvektoren aus den Komponenten x� bzw. x0�, U ist dieMatrix der U�� und UT deren Transponierte, d.h. das Element (��) von UT ist U��.Aus (1.33) entnehmen wir, dassUT = U�1; U UT = UT U = 1; (1.34)worin "1" auf der rechten Seite die Einheitsmatrix ist, deren Elemente dieKronecker{Symbole ��� sind. Diese Beziehung k�onnen wir auch in der Komponen-ten{Schreibweise herleiten, indem wir in (1.31) x0� durch die Umkehr{Transformation(1.32) ersetzen. Letztere m�ussen wir allerdings in der Formx0� = U� xverwenden, um nicht eine Indexbezeichnung mehrfach zu benutzen. Die Einsetzungf�uhrt auf



28 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELx� = U�� U� x :Dieses ist eine identische Transformation, d.h. es mussU�� U� = ��sein, was gleichbedeutend mit der Matrizengleichung U UT = 1 ist. Entsprechenderhalten wir auch UT U = 1, wenn wir x� in (1.32) durch (1.31) ersetzen.Matrizen U mit der Eigenschaft (1.34) nennt man orthogonal: Transformationenzwischen kartesischen Koordinatensystemen werden durch orthogonale Matrizen be-schrieben.Schlie�lich bestimmen wir noch das Transformationsverhalten des Gradienten @=@rmit den Komponenten @�, vgl. (1.26). Unter Verwendung der Kettenregel der Dif-ferentialrechnung wird@� = @@x� = @x0�@x� @@x0� 0@= 3X�=1 @x0�@x� @@x0�1A :Aus der Transformation (1.32) entnehmen wir, wenn wir dort die Bezeichnungen �und � vertauschen, @x0�@x� = U��;so dass @� = @@x� = U�� @@x0� = U�� @0�: (1.35)Auf analoge Weise �nden wir dazu die Umkehrformel@0� = U�� @�: (1.36)



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 29Wir vergleichen mit (1.31) und (1.32) und stellen fest, dass sich die Ableitungen@� auf dieselbe Weise transformieren wie die Komponenten x� des Vektors r. Ausdiesem Grund stellt der Gradient @=@r tats�achlich einen Vektoroperator dar, d.h.,wir k�onnen mit @=@r wie mit einem Vektor umgehen und rechnen. Wir werden daf�ursogleich Beispiele kennenlernen.Der Hintergrund zu der letzteren Bemerkung ist ein Umkehrschluss. Wir haben dieTransformationsformeln (1.31) und (1.32) aus der Annahme gewonnen, dass die x�bzw. x0� die Komponenten eines Vektors r sind, vgl. (1.30). Von jetzt an werden wirsagen, dass die drei Komponenten a�; � = 1; 2; 3, einen Vektor darstellen sollen,wenn sie sich wie (1.31) bzw. (1.32) transformieren, d.h., wenn siea� = U�� a0�; a0� = U�� a� (1.37)f�ur eine beliebige orthogonale Matrix U�� erf�ullen. In diesem Sinn beschreiben dieAbleitungen @� einen "Vektor", n�amlich einen Vektoroperator.1.3.3 Rotation und Wirbel des elektrischen FeldesWir schlie�en direkt an die Bemerkung an, dass wir mit dem Vektoroperator @=@rwie mit einem gew�ohnlichen Vektor umgehen k�onnen. Die Darstellung des elektri-schen Feldes E(r) durch das elektrische Potential �(r) in (1.24),E(r) = � @@r �(r);k�onnen wir auf der rechten Seite so lesen wie die Multiplikation eines Vektors,n�amlich von @=@r, mit einem Skalar, n�amlich mit dem skalaren Potential �(r).Weil es sich aber bei @=@r um einen Operator handelt, m�ussen wir bei dieser Mul-tiplikation auf die Reihenfolge achten. In Komponenten lautet diese AussageE�(r) = �@� �(r): (1.38)Wir k�onnen den Vektoroperator @=@r aber auch skalar mit einem Vektor multipli-zieren. Das macht nur Sinn, wenn dieser Vektor von r abh�angt, weil das Ergebnis



30 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELsonst verschwinden w�urde. Wir betrachten also ein beliebiges Vektorfeld C(r), z.B.das elektrische Feld E(r), und bilden@@r C(r) = @� C�(r) = 3X�=1 @C�(r)@x� ! :Das Ergebnis ist o�ensichtlich ein Skalar, die sogenannte Divergenz von C(r), auchdurch das Symbol "div" bezeichnet. Sie wird eine sehr wichtige Rolle bei der Formu-lierung der Quellen des elektrischen Feldes im folgenden Kapitel bilden. In diesemAbschnitt besch�aftigen wir uns mit einer weiteren M�oglichkeit, dem Vektorproduktoder Kreuzprodukt von @=@r mit dem Vektorfeld C(r):@@r �C(r):Das Ergebnis ist wieder ein Vektor, im allgemeinen ein Vektorfeld, die sogenannteRotation, auch durch das Symbol "rot" bezeichnet.Wir erinnern zun�achst an die De�nition des Kreuzprodukts zweier gew�ohnlicherVektoren a und b:a� b = e1 (a2 b3 � a3 b2) + e2 (a3 b1 � a1 b3) + e3 (a1 b2 � a2 b1) : (1.39)Man kann sich diese De�nition am besten dadurch merken, dass die Indizes auf derrechten Seite ein zyklisches Schema bilden. Eine andere M�oglichkeit ist die Darstel-lung durch eine Determinante:a� b = ������� e1 e2 e3a1 a2 a3b1 b2 b3 ������� : (1.40)Die Komponenten des Kreuzprodukts lassen sich nicht unmittelbar in der Schreib-weise der Summationskonvention darstellen. Das wird jedoch m�oglich, wenn wir densogenannten (3{dimensionalen) Levi{Civita{Tensor ��� benutzen. Dieser ist de�-niert durch



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 31��� = 8><>: +1 (��) = gerade Permutation von (1; 2; 3)�1 (��) = ungerade Permutation von (1; 2; 3)0 sonst (1.41)�aquivalent mit dieser De�nition ist�123 = �231 = �312 = +1; �213 = �132 = �321 = �1und ��� = 0 f�ur alle anderen Kombinationen von Indizes, d.h insbesondere ist ��� =0, wenn zwei oder drei Indizes �ubereinstimmen. Der Tensor ��� ist in allen seinenIndizes antisymmetrisch. Er wird uns als ein sehr e�ektives Hilfsmittel dienen, umdie zahlreichen Beziehungen der Vektoranalysis, die in der Elektrodynamik benutztwerden, auf sehr einfache Weise herzuleiten. So l�asst sich z.B. schon die Determinantein (1.39) wie folgt mit dem Tensor ��� ausdr�ucken:a� b = ������� e1 e2 e3a1 a2 a3b1 b2 b3 ������� = ��� e� a� b 0@= 3X�;�;=1 ��� e� a� b1A : (1.42)Hier wird die Summationskonvention wirksam, weil jeder der Indizes �; �;  paar-weise in einem Produktausdruck auftritt. (1.42) ist nichts anderes als die De�nitioneiner 3�3{Determinante unter Verwendung von ��� . Vergleichen wir nun (1.42) mitder De�nition (1.39) des Kreuzproduktes, dann lesen wir f�ur die �{Komponente vona� b direkt ab, dass (a� b)� = ��� a� b : (1.43)Unter Verwendung von (1.43) k�onnen wir sehr einfach zeigen, dass a � a = 0. Esist n�amlich gem�a� (1.43) (a� a)� = ��� a� a :Auf der rechten Seite f�uhren wir zwei Schritte aus: (1) Vertauschung von � und in ��� . Dabei wird ��� = ���� , weil ��� in allen Indizes antisymmetrisch ist.



32 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL(2) Vertauschung der Bezeichnungen von � und . Das ist m�oglich, weil (per Sum-mationskonvention) �uber beide Indizes summiert wird. Dabei �andert sich nat�urlichnichts. Das Ergebnis lautet��� a� a = ���� a� a = ���� a� a :Wenn ein Ausdruck mit seinem Negativen �ubereinstimmt, muss er verschwinden,womit der erw�unschte Nachweis gef�uhrt ist.Im Anhang D gehen wir ausf�uhrlich auf den Levi{Civita{Tensor ein und leiten eineReihe von Rechenregeln her, auf die wir im weiteren Verlauf dieses Textes immerwieder zur�uckgreifen werden. Auch die Bezeichnung Tensor bedarf noch eines beson-deren Nachweises, denn wir werden in Analogie zur De�nition eines Vektors durchsein Transformationsverhalten im Abschnitt 1.3.2 auch einen Tensor durch ein ent-sprechendes Transformationsverhalten de�nieren.Jetzt kommen wir zur�uck auf die Rotation eines Vektorfeldes C(r). Unter Verwen-dung des Tensors ��� a� a k�onnen wir analog zu (1.43) schreiben @@r �C(r)!� = ��� @� C(r): (1.44)Wir berechnen die Rotation des elektrischen Feldes E(r) und beachten dabei, dassgem�a� (1.38) E�(r) = �@� �(r): @@r �E(r)!� = ��� @� E(r) = ���� @� @ �(r) = 0; (1.45)denn es ist ��� @� @ = 0 aus demselben Grund wie ��� a� a = 0.Das Fazit ist, dass @@r �E(r) = 0: (1.46)Die Rotation des elektrischen Feldes verschwindet. In der physikalischen Ausdrucks-weise bezeichnet man die Rotation auch alsWirbel: die Wirbel des elektrischen Feldesverschwinden. Dieses ist die erste der elektrostatischen Feldgleichungen. Wir weisenjetzt schon darauf hin, dass diese Aussage im dynamischen, also zeitabh�angigen Fallmodi�ziert werden wird.



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 331.4 Der Stokessche IntegralsatzIm vorhergehenden Abschnitt haben wir aus der Existenz eines Potentials f�ur daselektrische Feld geschlossen, dass seine Rotation verschwindet:E(r) = � @@r �(r) � @@r �E(r) = 0: (1.47)In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass auch das Umgekehrte gilt: aus dem Ver-schwinden der Rotation folgt die Existenz eines Potentials. Wir werden dabei einenwichtigen Integralsatz kennenlernen, den sogenannten Stokesschen Integralsatz, aufden wir im weiteren Verlauf des Textes immer wieder zur�uckgreifen werden.�Ubrigens sind (1.47) und seine Umkehrung bereits aus der Theoretischen Mechanikbekannt. Genau dann, wenn ein Kraftfeld konservativ ist, d.h., wenn es als Gradienteiner potentiellen Energie darstellbar ist, verschwindet seine Rotation.1.4.1 Das Potential als LinienintegralEs sei ein beliebiges Vektorfeld a(r) gegeben. Wir de�nieren dazu ein Potential �(r)durch ein Linienintegral: �(r) := � Z rr0;W dr0 a(r0): (1.48)Zun�achst ist das Linienintegral auf der rechten Seite zu erkl�aren. Es sei W einWeg (eine Kurve) im Raum, der von einem Punkt r0 zum Punkt r f�uhrt. WirapproximierenW durch einen Polygonzug mit den Kanten �r0i; i = 1; 2; : : : ; N , vgl.Abbildung 1.1. In einem beliebigen Punkt r0i auf jeder Kante, z.B. in einem ihrerEndpunkte, bilden wir das Skalarprodukt des Feldes a(r0i) mit �r0i und addierendiese Skalarprodukte �uber i = 1; 2; : : : ; N . Schlie�lich f�uhren wir den Limes N !1aus, so dass jedes j�r0ij ! 0:Z rr0;W dr0 a(r0) = limj�r0ij!0 NXi=1�r0i a(r0i): (1.49)
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Abbildung 1.1: Zur De�nition des LinienintegralsDer Limes auf der rechten Seite konvergiert im Sinne des Riemannschen Integralbe-gri�s, wenn z.B. das Feld a(r) und der Weg W stetig sind.Die De�nition (1.48) des Potentials �(r) ist eindeutig, wenn das Linienintegral aufder rechten Seite unabh�angig von dem Weg W ist, der von r0 nach r f�uhrt. Wenndas der Fall ist, dann bilden wir auf beiden Seiten von (1.48) jeweils das vollst�andigeDi�erential. Nach den Regeln der Di�erentialrechnung erhalten wird�(r) = �(r + dr)� �(r) == @�(r)@x1 dx1 + @�(r)@x2 dx2 + @�(r)@x3 dx3 = @� �(r) dx�;d�Z rr0 dr0 a(r0)� = dr a(r) = a�(r) dx�;so dass wegen der Unabh�angigkeit der Di�erentiale dx� mit (1.48) folgt, dassa�(r) = �@� �(r) bzw. a(r) = � @@r �(r): (1.50)



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 35Wenn also das Linienintegral unabh�angig vom Weg W ist, dann hat die dadurchde�nierte Funktion �(r) die Eigenschaften eines Potentials. Jetzt wenden wir uns derFrage zu, wann das Linienintegral von r0 nach r unabh�angig von dem verwendetenWeg W ist. Es sei W 0 ein zweiter Weg, der von r0 nach r f�uhrt. Es stellt sich dieFrage, wann Z rr0;W dr0 a(r0) = Z rr0;W 0 dr0 a(r0) (1.51)f�ur alle Paare von Wegen W;W 0 von r0 nach r. Wenn wir einen der Wege in um-gekehrter Richtung orientieren, erhalten wir o�ensichtlich den negativen Wert desbetre�enden Integrals. (1.51) ist also �aquivalent mitZ rr0;W dr0 a(r0) + Z rr0;�W 0 dr0 a(r0) = 0;oder ZW+(�W 0) dr0 a(r0) = 0;worin �W 0 die Umkehrung der Orientierung des Weges W 0 bedeuten soll. Die Weg-folgeW +(�W 0) bildet aber eine geschlossene Kurve. Also ist das Verschwinden derLinienintegrale �uber alle geschlossenen Wege,I dr a(r) = 0; (1.52)hinreichend daf�ur, dass die De�nition des Potentials �(r) in (1.48) eindeutig ist.1.4.2 Der Stokessche IntegralsatzDas hinreichende Kriterium (1.52) f�ur die Unabh�angigkeit des Linienintegrals vomWeg k�onnen wir mit dem Stokesschen Integralsatz durch die Rotation von a(r)ausdr�ucken:



36 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELI@F dr a(r) = ZF df @@r � a(r): (1.53)(Eine Beweisskizze geben wir im folgenden Unterabschnitt.) Hier ist F ein Fl�achen-st�uck im 3{dimensionalen Raum und @F seine Berandung. Letztere bildet einengeschlossenen Weg, m�oglicherweise auch mehrere geschlossene Wege, wenn F mehr-fach zusammenh�angt, z.B. "L�ocher" enth�alt. Das Integral auf der rechten Seite istein Fl�achenintegral vom Typ ZF df b(r):In (1.53) ist das Vektorfeld b(r) die Rotation von a(r). Wir erkl�aren zun�achst, wiedas Fl�achenintegral �uber ein Vektorfeld b(r) zu bilden ist. Wir approximieren dasFl�achenst�uck F durch eine polyedrische Fl�ache, d.h., durch ein zusammenh�angendesGebilde von jeweils ebenen Vielecken, die wir mit i = 1; 2; : : : ; N durchz�ahlen, vgl.Abbildung 1.2. Das ist z.B. mit einem zusammenh�angenden Gebilde von Dreieckenimmer m�oglich (sogenannte "Triangulierung" einer Fl�ache). Jedem der Vielecke i =1; 2; : : : ; N ordnen wir einen Vektor �f i mit den folgenden Eigenschaften zu:1. �f i steht senkrecht auf der Fl�ache des Vielecks,2. Die L�ange �fi := j�f ij des Vektors �f i ist gleich der Fl�ache des Vielecks,3. Alle Vektoren �f i des Fl�achenst�ucks F zeigen in dieselbe der beiden nochm�oglichen Richtungen relativ zu F , die sogenannte Normalenrichtung. ImStokesschen Integralsatz in (1.53) ist angenommen, dass der Rand @F dieFl�ache F im mathematisch positiven, also Gegenuhrzeigersinn uml�auft, wenndie Kreuzprodukte bzw. die Rotation des Feldes a(r) im Sinne der "Rechten{Hand{Regel" de�niert werden. Letzteres bedeutet nichts anderes als �123 = +1.Es sei b(ri) das Vektorfeld b(r) in einem beliebigen Punnkt r = ri auf dem i{tenVieleck. Wir bilden nun das Skalarprodukt �f i b(ri), addieren die Ergebnisse f�uri = 1; 2; : : : ; N und f�uhren den Limes N ! 1 mit �fi := j�f ij ! 0 f�ur allei = 1; 2; : : : ; N aus: ZF df b(r) := lim�fi!0 NXi=1�f i b(ri): (1.54)
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Abbildung 1.2: Zur De�nition des Fl�achenintegralsDer Limes auf der rechten Seite konvergiert im Sinne des Riemannschen Integralbe-gri�s, wenn z.B. b(r) und das Fl�achenst�uck F stetig sind.Wenden wir nun den Stokesschen Integralsatz (1.53) auf das elektrische Feld E(r)an, dann erhalten wir I@F drE(r) = ZF df @@r �E(r) = 0 (1.55)und damit die Eindeutigkeit des durch�(r) = � Z rr0 dr0E(r0) (1.56)de�nierten elektrischen Potentials, wenn die Wirbel des elektrischen Feldes ver-schwinden. Damit ist die Umkehrung von (1.47) gezeigt. Wir beachten, dass weder(1.47) noch seine Umkehrung in (1.55) und (1.56) von der speziellen Form von E(r)abh�angen, also nicht etwa nur f�ur elektrische Felder einer Ladung q, sondern f�urbeliebige elektrische Felder mit den genannten Voraussetzungen gelten.



38 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL1.4.3 Nachweis des Stokesschen IntegralsatzesWir weisen den Stokesschen Integralsatz zun�achst f�ur den Fall nach, dass dasFl�achenst�uck F ein ebenes Rechteck ist. Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheitw�ahlen wir die Rechteckebene als (x1; x2){Ebene eines Koordinatensystems und eineEcke des Rechtecks als dessen Ursprung, vgl. Abbildung 1.3, so dassdf = dx1 dx2 e3;e3  @@r � a(r)! =  @@r � a(r)!3 = @a2(x1; x2; x3)@x1 � @a1(x1; x2; x3)@x2 :

x1

x2

O �x1

�x2

Abbildung 1.3: Zum Nachweis des Stokesschen IntegralsatzesAlle nun folgenden Integrationen �nden in der Ebene x3 = 0 statt, so dass wir dieVariable x3 nicht mehr mitschreiben.ZF df  @@r � a(r)! == Z �x10 dx1 Z �x20 dx2  @a2(x1; x2)@x1 � @a1(x1; x2)@x2 !



1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBEL 39= Z �x20 dx2 Z �x10 dx1 @a2(x1; x2)@x1 � Z �x10 dx1 Z �x20 dx2 @a1(x1; x2)@x2= Z �x20 dx2 [a2(�x1; x2)� a2(0; x2)]�� Z �x10 dx1 [a1(x1;�x2)� a1(x1; 0)]= Z �x10 dx1 a1(x1; 0) + Z �x20 dx2 a2(�x1; x2) ++ Z 0�x1 dx1 a1(x1;�x2) + Z 0�x2 dx2 a2(0; x2)= I@F dr a(r): (1.57)In der vorletzten Zeile haben wir die Integrationen so angeordnet, dass sich geradedas Linienintegral �uber die Rechteck{Kanten im Gegenuhrzeigersinn ergibt, vgl.Abbildung 1.3.Das Fl�achenintegral auf der linken Seite von (1.57) k�onnen wir mit einem entspre-chend verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung in die FormZ�f df  @@r � a(r)! = �f  @@r � a(r)!r=r0bringen, worin �f = �x1�x2 e3, �f = j�f j und r0 ein Punkt auf �f ist. Wennwir die genaue Lage des Punktes r0 unber�ucksichtigt lassen, erhalten wir einenFehler der Ordnung �f O(�f) , wobei O(�) bedeutet, dass O(�) ! 0 f�ur � ! 0.Also k�onnen wir auch schreiben, dass�f  @@r � a(r)! = I@(�f) dr a(r) + �f O(�f): (1.58)gilt. Diese Form des Stokesschen Satz begr�undet eigentlich erst die Sprechweise"Wirbel" f�ur Rotation. Wenn das Linienintegral �uber einen geschlossenen Weg aufder rechten Seite nicht verschwindet, sagt man, dass das Feld a(r) dort einen Wir-bel besitzt. Dieser wird dargestellt durch die Komponente der Rotation von a(r)senkrecht zu �f bzw. in Richtung von �f .Die Aussage des Stokesschen Integralsatz in (1.57) oder (1.58) ist nicht auf ebeneRechtecke beschr�ankt, sondern l�asst sich verallgemeinern. Sei F ein beliebiges, aber



40 1. DAS ELEKTRISCHE FELD UND SEINE WIRBELzun�achst noch ebenes Fl�achenst�uck. F l�asst sich durch zusammenh�angende Recht-ecke �fi; i = 1; 2; : : : ; N beliebig genau approximieren. Wir formulieren (1.58) f�urjedes der �fi und bilden die Summe �uber i = 1; 2; : : : ; N . Bei der i{Summe der Li-nienintegrale auf der rechten Seite heben sich alle Beitr�age von inneren Kanten auf,weil jede innere Kante zweimal mit entgegengesetzten Orientierungen durchlaufenwird. Es verbleibt rechts also das Linienintegral nur �uber die �au�eren Kanten. MitN !1, so dass jedes �fi ! 0, erhalten wir so den Stokesschen Integralsatz in derForm von (1.57) f�ur beliebige ebene Fl�achenst�ucke F .F�ur den Fall gekr�ummter Fl�achenst�ucke F greifen wir auf die Konstruktion zur De�-nition des Fl�achenintegrals im vorhergehenden Unterabschnitt zur�uck. Dort hattenwir solche Fl�achenst�ucke durch eine polyedrische Fl�ache, d.h., durch ein zusam-menh�angendes Gebilde von jeweils ebenen Vielecken approximiert. F�ur jedes vonihnen gilt gem�a� unserer obigen �uberlegung der Stokessche Integralsatz. Wiederbilden wir die Summe �uber alle ebenen Vielecke und wieder heben sich die Linien-integrale �uber die inneren Kanten gegenseitig auf. Im Limes Anzahl der VieleckeN ! 0, so dass f�ur die Fl�ache �fi jedes der Vielecke �fi ! 0, erhalten wir dannden Stokesschen Integralsatz auch f�ur beliebig gekr�ummte Fl�achenst�ucke F .Im Anhang B geben wir einen Nachweis f�ur den Stokesschen Integralsatz ohne Ver-wendung von approximierenden ebenen Vielecken.



Kapitel 2
Die Quellen des elektrischenFeldes
Die physikalische Charakterisierung von Feldern beruht auf den beiden Eigenschaf-ten "Wirbel" und "Quellen". Die Wirbel eines Feldes a(r) sind durch seine Rotationde�niert. Im Kapitel 1 haben wir nachgewiesen, dass ein Feld keine Wirbel besitzt,wenn es als Gradient eines Potentials darstellbar ist, und umgekehrt. In diesemKapitel werden wir nun den anderen grundlegenden Begri� zur physikalischen Cha-rakterisierung von Feldern kennenlernen, n�amlich die Quellen.2.1 Die Divergenz des elektrischen Feldes einerPunktladungBereits in 1.3.3 hatten wir die M�oglichkeit erw�ahnt, den Vektoroperator @=@r imSinne eines Skalarprodukts auf ein Vektorfeld a(r) anzuwenden:@@r a(r) = @� a�(r)  = 3X�=1 @a�(r)@x� ! : (2.1)Dieses Skalarprodukt von @=@r mit a(r) nennt man auch die Divergenz von a(r).Wir berechnen nun die Divergenz des elektrischen Feldes einer Punktladung q amOrt r = 0. Dieses ist gem�a� 1.3.1 durch ein Potential �(r) darstellbar:41



42 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESE(r) = 14 � �0 qr2 rr = � @@r �(r); �(r) = 14 � �0 qr (2.2)Wir f�uhren die Rechnung in der Komponentenschreibweise unter Verwendung derSummationskonvention aus, vgl. (2.1):@E(r)@r = @� E�(r) = �@� @� �(r) = � q4 � �0 @� @� 1r : (2.3)Da das Potential und das Feld bei r = 0 bzw. r = 0 eine Singularit�at, n�amlich einenPol 1. bzw. 2. Ordnung besitzen, m�ussen wir die folgenden Rechnungen auf r 6= 0beschr�anken. Wir beachten, dass der Operator @� @� mit der Summationskonventiondie Gestalt @� @� = @2@x21 + @2@x22 + @2@x23 =: � (2.4)besitzt. Der Operator � wird auch Laplace{Operator genannt. Als Skalarprodukt vonzwei Vektoroperatoren, n�amlich von @� mit sich selbst, ist der Operator � wie z.B.auch r2 = r2 = x� x� invariant gegen orthogonale Koordinatentransformationen,vgl. auch 1.3.2. Nun ist @� 1r = �x�r3 ;vgl. (1.21), und weiter unter Verwendung der Produktregel und der Kettenregel derDi�erentiation @� @� 1r = �@� �x�r3 � = �@� x�r3 � x� @� 1r3 ;@� x� = @ x1@ x1 + @ x2@ x2 + @ x3@ x3 = 3;@� 1r3 =  @@r 1r3! @ r@ x� = � 3r4 x�r = �3 x�r5 ;x� @� 1r3 = �3 x� x�r5 = � 3r3 ;



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 43worin wir x� x� = r2 benutzt haben. Also wird� 1r = @� @� 1r = � 3r3 + 3r3 = 0 f�ur r 6= 0 (2.5)bzw. auch @E(r)@r = 0 f�ur r 6= 0: (2.6)2.2 Der Gau�sche Integralsatz�Uber die Divergenz eines elektrischen Feldes einer Punktladung q am Ort r = 0konnten wir in 2.1 nur Aussagen im Bereich r 6= 0, also nur au�erhalb des Ortesder Ladung machen. Wir wollen nun versuchen, auch eine Aussage �uber den Ortr = 0 der Ladung einzuschlie�en. Daf�ur verwenden wir einen zweiten wichtigenIntegralsatz, n�amlich den Gau�schen Integralsatz.2.2.1 Der Gau�sche IntegralsatzEs sei a(r) ein beliebiges (di�erenzierbares) Vektorfeld und V ein 3{dimensionalerRaumbereich mit der Grenz�ache ("Einh�ullenden") @V . Letztere bildet eine ge-schlossene Ober�ache, m�oglicherweise auch mehrere geschlossene Ober�achen, wennV z.B. "L�ocher" enth�alt. Der Gau�sche Integralsatz besagt nun, dassI@V df a(r) = ZV d3r @a(r)@r : (2.7)(Eine Beweisskizze dieses Satzes geben wir in 2.2.3.) Auf der linken Seite stehtein uns bereits aus 1.48 bekanntes Fl�achenintegral �uber das Vektorfeld a(r). DieBesonderheit ist hier, dass der Integrationsbereich eine in sich geschlossene Fl�ache@V ist, w�ahrend wir im Kapitel 1 allgemeiner mit Fl�achenintegralen �uber beliebigeFl�achenst�ucke F zu tun hatten. Auf der rechten Seite von (2.7) steht ein Volumen-integral �uber eine skalare Funktion



44 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESf(r) := @a(r)@r :Diese Art von Integral bedarf keiner weiteren Erl�auterung. Wir k�onnen es uns alsein dreifaches Integral �uber die KoordinatenrichtungenZV d3r f(r) = Z Z ZV dx1 dx2 dx3 f(x1; x2; x3)vorstellen.Wir wollen nun den Gau�schen Integralsatz auf das elektrische Feld E(r) einerPunktladung q bei r = 0 anwenden. Wenn das Integrationsvolumen V den Ort derLadung, d.h., den Punkt r = 0 nicht enth�alt, istI@V df E(r) = ZV d3r @E(r)@r = 0; (r = 0) 62 V; (2.8)weil @E(r)=@r = 0 in r 6= 0, vgl. (2.6). Wenn dagegen das Integrationsvolumen Vden Punkt r = 0 enth�alt, sto�en wir auf ein Problem, weil @E(r)=@r in r = 0 nichtde�niert, sondern sogar singul�ar ist, vgl. Abschnitt 2.1. Das Fl�achenintegral links in(2.8) l�asst sich aber auch dann sinnvoll berechnen, wenn das Integrationsvolumen Vden Punkt r = 0 enth�alt. Wir w�ahlen f�ur V eine Kugel Kr mit dem Radius r unddem Mittelpunkt bei r = 0. Als Fl�achenelemente df auf der Kugelober�ache @Krw�ahlen wir Fl�achenst�ucke, die zu einem Raumwinkelelement d
 geh�oren, so dassdf = d
 r2 rr :Wir erhalten damitI@Kr df E(r) = I4� d
 r2 rr q4 � �0 rr3 = q4 � �0 I4� d
 = q�0 : (2.9)Diese Rechnung l�asst sich sogar auf beliebige Volumina V erweitern, die den Punktr = 0 enthalten. Wir w�ahlen eine Kugel Kr, die noch ganz in V liegt. Das ist durcheine geeignete Wahl des Radius r immer m�oglich, falls r = 0 wirklich innerhalb von



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 45V , d.h., nicht auf der Grenz�ache @V von V liegt. Das Volumen V besteht dannaus zwei Teilen: V = Kr + V 0, wobei das Restvolumen V 0 den Punkt r = 0 nichtenth�alt, also @E(r)=@r = 0 in V 0:ZV 0 d3r @E(r)@r = 0: (2.10)V 0 ist nun ein zweifach zusammenh�angendes Volumen mit den beiden Einh�ullenden@V nach au�en und @Kr nach innen. Die Anwendung des Gau�schen Integralsatzes(2.7) auf das Integral links in (2.10) ergibt alsoZV 0 d3r @E(r)@r = I@V df E(r)� I@Kr df E(r): (2.11)Das negative Vorzeichen vor dem Fl�achenintegral �uber @Kr erkl�art sich dadurch,dass die Fl�achenelemente df auf @Kr von Kr und V 0 aus bei einer beliebigen Fest-legung der Normalenrichtung immer entgegengesetzt zueinander sind. (2.10) und(2.11) ergeben zusammen das behauptete ErgebnisI@V df E(r) = I@Kr df E(r) = q�0 ; (r = 0) 2 V: (2.12)2.2.2 Schreibweise mit der Diracschen �{FunktionWir wollen jetzt eine formale Schreibweise einf�uhren, die es erlaubt, den Gau�schenIntegralsatz (2.7) auf das elektrische Feld E(r) einer Punktladung q bei r = 0 f�urbeliebige Integrationsvolumina V anzuwenden, also auch dann, wenn V den Punktr = 0 enth�alt. (2.8) und (2.12) w�urden dann auf die folgenden Aussagen f�uhren:ZV d3r @E(r)@r = ( q=�0 (r = 0) 2 V;0 (r = 0) 62 V; (2.13)obwohl @E(r)@r = 0 in r 6= 0:Das ist mit den gew�ohnlichen Begri�en des Riemannschen Integralbegri�s nichtvertr�aglich. Wir w�urden erwarten, dass ein Integral �uber V , dessen Integrand in V



46 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESbis auf den Punkt r = 0 �uberall verschwindet, selbst verschwindet. Tats�achlich soll(2.13) auch nur eine formale Schreibweise darstellen, die zusammen mit der formalenAnwendung des Gau�schen Integralsatzes die Ergebnisse der Fl�achenintegrationenim Abschnitt 2.2.1 reproduziert. Man dr�uckt diese formale Schreibweise auch durchdie sogenannte Diracsche �{Funktion �(r) aus,@E(r)@r = q�0 �(r); (2.14)worin �(r) die formalen Eigenschaften�(r) = 0 in r 6= 0;ZV d3r �(r) = ( 1 (r = 0) 2 V;0 (r = 0) 62 V; (2.15)besitzt. Im Anhang C gehen wir ausf�uhrlich auf die �{Funktion ein, wollen hier abernoch eine wichtige und sehr oft verwendete ihrer Eigenschaften kennenlernen unddamit zugleich erfahren, dass wir mit ihr formal ebenso rechnen k�onnen wie mit einergew�ohnlichen Funktion. Wir zeigen, dass f�ur eine di�erenzierbare Funktion �(r)ZV d3r �(r) �(r) = ( �(0) (r = 0) 2 V;0 (r = 0) 62 V; (2.16)gilt. Diese Aussage ist anschaulich klar: wenn �(r) = 0 f�ur r 6= 0, dann k�onnen wirdie di�erenzierbare Funktion �(r) an der Stelle r = 0 vor das Integral ziehen und(2.15) verwenden. F�ur (r = 0) 62 V ist die Aussage in (2.16) trivial, weil �(r) = 0f�ur r 6= 0. F�ur (r = 0) 2 V f�uhren wir den formalen Nachweis unter Verwendungder Darstellung �(r) = � 14 � � 1r = � 14 � @2� 1r ; (2.17)die aus (2.14) zusammen mit (2.3) folgt. Wir setzen diese Darstellung in das Integrallinks in (2.16) ein und f�uhren nach der Produktregel der Di�erentiation die folgendeUmformung durch:



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 47�(r)� 1r = �(r) @2� 1r = @� ��(r) @� 1r�� (@� �(r)) @� 1r == @@r  �(r) @@r 1r!� @�(r)@r @@r 1r :Damit wirdZV d3r �(r) �(r) == ZV d3r �(r) �� 14 � � 1r�= � 14 � ZV d3r @@r  �(r) @@r 1r!+ 14 � ZV d3r @�(r)@r @@r 1r : (2.18)Wir beachten, dass wegen �(r) = 0 in r 6= 0 das Integrationsvolumen V beliebigverformt werden kann, solange der Punkt r = 0 entweder immer in V oder immerau�erhalb von V liegt. F�ur (r = 0) 2 V w�ahlen wir V = Kr, worin Kr wieder eineKugel mit dem Mittelpunkt im Ursprung r = 0 und mit dem Radius r ist, undf�uhren den Limes r ! 0 aus. F�ur das erste Integral in (2.18) erhalten wir damitdurch formale Anwendung des Gau�schen Integralsatzes� 14 � ZV d3r @@r  �(r) @@r 1r! == limr!0 �� 14 �� ZKr d3r @@r  �(r) @@r 1r!= limr!0 �� 14 �� I@Kr df �(r) @@r 1r= �(0) limr!0 �� 14 �� I@Kr df @@r 1r= �(0) limr!0 14 � I4� d
 r2 rr rr3 = �(0); (2.19)worin wir die aus der Di�erenzierbarkeit von �(r) folgende Stetigkeit und im letztenSchritt das Ergebnis der Rechnung zu (2.9) verwendet haben. Wir m�ussen jetzt nochzeigen, dass das zweite Integral in (2.18) verschwindet. Dazu nehmen wir an, dassj@�(r)=@rj < C, also beschr�ankt ist. Dann wird mit V = Kr



48 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES�����ZKr d3r @�(r)@r @@r 1r ����� < C Z r0 dr0 4 � r02 1r02 = 4 � r; (2.20)woraus mit r ! 0 die Behauptung folgt. Hier haben wir d3r = 4 � r2 dr f�ur rotati-onssymmetrische Integranden gesetzt, vgl. auch Anhang A.Die Aussage (2.16) l�asst sich auf jeden beliebigen Punkt r0 �ubertragen, d.h., es giltauch ZV d3r �(r) �(r � r0) = ( �(r0) r0 2 V;0 r0 62 V; (2.21)Wir f�uhren den Nachweis durch die Substitution r0 = r� r0, wobei d3r = d3r0. DasIntegrationsgebiet V verschiebt sich in das Gebiet V 0, und V 0 enth�alt den Punktr = 0 genau dann, wenn V den Punkt r0 enth�alt:ZV d3r �(r) �(r � r0) = ZV 0 d3r0 �(r0 + r0) �(r0) = [�(r0 + r0)]r0=0 = �(r0);wenn r0 2 V , anderenfalls verschwindet das Integral.2.2.3 Nachweis des Gau�schen IntegralsatzesWir gehen wie in 1.4.3 vor und weisen den Gau�schen Integralsatz zun�achst f�urein quaderf�ormiges Volumen V nach. Wir w�ahlen ein Koordinatensystem mit demUrsprung in einer der Ecken des Quaders und mit den Achsen e1; e2; e3 parallel zuden Kanten des Quaders. Dessen Kantenl�angen seien �x1;�x2;�x3, vgl. Abbildung2.1. Es seien F�� ; � = 1; 2; 3 die beiden Quader�achen senkrecht zu den Richtungenvon e�.Es ist ZV d3r @a(r)@r == Z �x10 dx1 Z �x20 dx2 Z �x30 dx3  @a1(r)@x1 + @a2(r)@x2 + @a3(r)@x3 ! ;
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Abbildung 2.1: Zum Nachweis des Gau�schen IntegralsatzesZ �x10 dx1 Z �x20 dx2 Z �x30 dx3 @a1(x1; x2; x3)@x1 == Z �x20 dx2 Z �x30 dx3 Z �x10 dx1 @a1(x1; x2; x3)@x1| {z }=a1(�x1;x2;x3)�a1(0;x2;x3)= ZF+1 df1 a1(�x1; x2; x3)� ZF�1 df1 a1(0; x2; x3)= ZF+1 df a(r) + ZF�1 df a(r):Hier haben wir benutzt, dass die Fl�achenelemente df auf den Fl�achen F�1 die Gestaltdf = �dx2 dx3 e1 auf F�1haben. Mit der Vereinbarung, dass die Normalenrichtung der df aus dem VolumenV nach au�en weist, haben die df auf F+1 die Richtung der positiven x1{Achse,auf F�1 die der negativen x1{Achse. Dadurch ist das ver�anderte Vorzeichen in demIntegral �uber F�1 begr�undet. Wenn wir die obige Rechnung analog auch �uber die F�2und F�3 durchf�uhren, erhalten wir insgesamt f�ur den Quader V



50 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESZV d3r @a(r)@r = ZF+1 df a(r) + ZF�1 df a(r) ++ ZF+2 df a(r) + ZF�2 df a(r) ++ ZF+3 df a(r) + ZF�3 df a(r) += Z@V df a(r): (2.22)Wenn wir den Gau�schen Integralsatz f�ur ein kleines Volumen �V statt V for-mulieren, dann k�onnen wir das Volumenintegral auf der linken Seite mit einementsprechend verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung in die FormZ�V d3r @a(r)@r = �V  @a(r)@r !r=r0 (2.23)bringen, worin r0 ein Punkt in dem Volumen �V ist. Wenn wir die genaue La-ge des Punktes r0 unber�ucksichtigt lassen, erhalten wir einen Fehler der Ordnung�V O(�V ), so dass der Gau�sche Satz auch�V @a(r)@r = Z@�V df a(r) + �V O(�V ) (2.24)lautet. Diese Form des Gau�schen Satzes begr�undet erst die Sprechweise "Quelle"f�ur die Divergenz. Das Integral �uber die geschlossene Fl�ache @�V auf der rechtenSeite l�asst sich als der gesamte Fluss des Vektorfeldes aus dem Volumen �V deuten.Ein solcher Fluss kann nur auftreten, wenn sich in dem Volumen �V eine "Quelle"(oder "Senke") be�ndet.Wir verallgemeinern die Aussage des Gau�schen Integralsatzes von einem Quader aufbeliebige Volumina V , indem wir dieses beliebig genau durch einander ber�uhrendeQuader �Vi; i = 1; 2; : : : ; N approximieren. Wir formulieren (2.22) f�ur jedes der �Viund bilden die Summe �uber i = 1; 2; : : : ; N . Bei der i{Summe der Fl�achenintegraleauf der rechten Seite heben sich alle Beitr�age von inneren Fl�achen auf, weil �uberjede solche Fl�ache zweimal mit entgegengesetzten Orientierungen integriert wird.Mit N !1, so dass jedes �Vi ! 0, erhalten wir so den Gau�schen Integralsatz f�urbeliebige Volumina V in der Form (2.7).Im Anhang B geben wir einen Nachweis f�ur den Gau�schen Integralsatz ohne Ver-wendung von approximierenden Quader.



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 512.3 System von PunktladungenBisher haben wir das elektrische Feld einer einzelnen Punktladung diskutiert. Wirwollen unsere �Uberlegungen nunmehr auf den Fall verallgemeinern, dass wir es miteinem System von N Punktladungen qi; i = 1; 2; : : : ; N zu tun haben, die sichjeweils an festen Orten ri be�nden sollen. Von dieser Situation ausgehend werdenwir im folgenden Abschnitt auch kontinuierliche Ladungsverteilungen betrachten.Wenn es nur eine einzelne Punktladung qi am Ort ri g�abe, dann k�onnten wir sofortunsere bisherigen Ergebnisse aus dem Kapitel 1 und den vorhergehenden Abschnit-ten dieses Kapitels durch eine Translation r ! r � ri �ubernehmen: wir h�atten denAbstandsvektor r zum bisherigen Ort r = 0 einer Punktladung durch den Abstands-vektor r� ri vom Ort ri einer Punktladung qi zu ersetzen. F�ur das elektrische FeldEi(r) am Ort r erhielten wir somitEi(r) = 14 � �0 qijr � rij2 r � rijr � rij = � @@r �i(r);�i(r) = 14 � �0 qijr � rij ; (2.25)vgl. (1.24) im Abschnitt 1.3.1. Aus der Existenz eines Potentials folgt �i(r) wieder-um, dass die Wirbel des Feldes Ei(r) verschwinden,@@r �Ei(r) = 0; (2.26)vgl. (1.44) im Abschnitt 1.3.3. Ebenso folgt f�ur die Quellen des Feldes Ei(r)@@r Ei(r) = qi�0 �(r � ri); (2.27)vgl. (2.14) im Abschnitt 2.2.2.Von diesen Formulierungen aus k�onnen wir auf das elektrische Feld E(r) des gesam-ten Systems von Punktladungen qi; i = 1; 2; : : : ; N schlie�en, indem wir auf eine�uberlegung im Abschnitt 1.2.4 zur�uckgreifen, gem�a� der wir das elektrische Feld amOrt r durch die Kraft F�q(r) auf eine Probeladung �q am Ort r messen wollten:



52 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESE(r) = lim�q!0 1�q F�q(r);vgl. 1.14. Jetzt benutzen wir das vierte Newtonsche Prinzip, nach dem sich dieGesamtkraft auf einen K�orper additiv, n�amlich im Sinne der Vektoraddition, ausden einzelnen Kr�aften auf diesen K�orper zusammensetzt. Als K�orper stellen wir unsden Tr�ager der Probeladung �q vor, als die einzelnen Kr�afte diejenigen, die dieeinzelnen Ladungen qi auf �q aus�uben. Damit �ubertr�agt sich das vierte NewtonschePrinzip o�ensichtlich von den Kr�aften auf die elektrischen Felder, d.h., das FeldE(r) des Gesamtsystems der Ladungen setzt sich additiv aus den einzelnen Ei(r)zusammen, so dass durch Summation von (2.25) �uber i = 1; 2; : : : ; N folgt:E(r) = 14 � �0 NXi=1 qijr � rij2 r � rijr � rij = � @@r �(r);�(r) = 14 � �0 NXi=1 qijr � rij : (2.28)Nach wie vor existiert ein Potential �(r), so dass die Wirbel von E(r) verschwinden.Au�erdem summieren wir auch die Quellengleichung (2.27) �uber i = 1; 2; : : : ; N underhalten f�ur E(r) die Feldgleichungen@@r �E(r) = 0; @@r E(r) = NXi=1 qi�0 �(r � ri): (2.29)Um uns die Aussage der Quellengleichung in (2.29) zu veranschaulichen, integrierenwir sie �uber ein beliebiges Volumen V :ZV d3r @@r E(r) = NXi=1 qi�0 ZV d3r �(r � ri): (2.30)Auf der linken Seite wenden wir den Gau�schen Integralsatz an, auf der rechtenSeite ist o�ensichtlich ZV d3r �(r � ri) = ( 1 ri 2 V;0 ri 62 V:



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 53Damit wird aus (2.30) Z@V df E(r) = 1�0 Xqi2V qi = QV : (2.31)QV ist die gesamte, in dem Volumen V enthaltene elektrische Ladung.Die Verwendung des vierten Newtonschen Prinzips zur Verallgemeinerung des elek-trischen Feldes einer einzelnen Punktladung auf ein System von Punktladungenbedarf einer kritischen Diskussion. Durch die �ubertragung des vierten NewtonschenPrinzips, das naheliegenderweise auch Superpositionsprinzip genannt wird, auf daselektrische Feld wird die durch die Gleichungen (2.29) beschriebene Feldtheorie f�urdas Feld E(r) zu einer linearen Feldtheorie: das elektrische Feld E(r) h�angt linearmit den elektrischen Ladungen qi zusammen. Eine Vervielfachung der Ladungen umeinen beliebigen Faktor � f�uhrt zu einer Vervielfachung des Feldes um denselbenFaktor �. Es zeigt sich also, dass das vierte Newtonsche Prinzip zwar eine Aussage�uber Kr�afte macht, die in der Mechanik als Ursachen von Bewegungen von K�orpernbetrachtet werden, dass es jedoch in seinen Konsequenzen �uber den Bereich derMechanik hinausgeht, n�amlich eine Aussage �uber das Verhalten von Feldern macht.Folglich k�onnte man das vierte Newtonsche Prinzip auch in der Form "Feldtheoriensind linear" aussprechen, jedoch ist diese Aussage keinesfalls zutre�end. Schon dieFeldtheorie f�ur die Gravitationskr�afte stellt sich als nicht{linear heraus, desgleichenz.B. die Quantenfeldtheorie der sogenannten starken Wechselwirkung, die etwa denZusammenhalt von Nukleonen im Kern beschreibt.Konsequenter w�are es gewesen, wenn wir beim �Ubergang von der Feldtheorie ei-ner einzelnen Punktladung in (2.26) und (2.27) zur Feldtheorie eines Systems vonPunktladungen in (2.29) gefordert h�atten, dass wir eine lineare Feldtheorie entwerfenwollten. Die Berechtigung dieser Forderung m�ussen wir, wie immer bei Forderun-gen f�ur physikalische Theorien, auf das Experiment st�utzen. Tats�achlich zeigt dasExperiment, dass elektrische Felder sich im Sinne der Vektoraddition addieren bzw.�uberlagern.2.4 Kontinuierliche Ladungsverteilungen2.4.1 Die LadungsdichteIn einer weiteren Verallgemeinerung wollen wir �ubergehen von einem System vonPunktladungen qi zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung. Wir zeigen nunzun�achst, dass



54 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES�(r) :=Xi qi �(r � ri) (2.32)die Bedeutung einer r�aumlichen Ladungsdichte hat. Dazu integrieren wir (2.32) �uberein Volumenelement �V :Z�V d3r �(r) =Xi qi Z�V d3r �(r � ri) = Q�V ; (2.33)worin Q�V die in �V enthaltene elektrische Ladung ist, vgl. (2.30) im vorhergehen-den Abschnitt. Aus (2.33) folgt mit �V ! 0 auch�(r) = lim�V!0 Q�V�V ; (2.34)worin r der Ort des Volumenelements �V ist. Mit (2.33) oder (2.34) ist dererw�unschte Nachweis erbracht.2.4.2 Formulierung der FeldgleichungenUnter Verwendung der Ladungsdichte �(r) k�onnen wir nun den Ausdruck (2.28) f�urdas Potential eines Systems von Punktladungen wie folgt umformen:�(r) = 14 � �0 Xi qijr � rij= 14 � �0 Xi Z d3r0 �(r0 � ri) qijr � r0j= 14 � �0 Z d3r0 1jr � r0j Xi qi �(r0 � ri)= 14 � �0 Z d3r0 �(r0)jr � r0j : (2.35)Die Volumenintegration erfolgt �uber die Ortsvariable r0, die die Ladungsdichte �(r0)"abtastet". Der Ort r, der sogenannte Aufpunkt, ist der Ort, an dem das Potential



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 55�(r) bestimmt wird. Alle Punkte r0 mit einer nichtverschwindenden Ladungsdichte�(r0) tragen zum Potential �(r) am Ort r bei.Mit einer v�ollig analogen Umformung �nden wir f�ur das elektrische Feld den Aus-druckE(r) = 14 � �0 Z d3r0 �(r0)jr � r0j2 r � r0jr � r0j = 14 � �0 Z d3r0 �(r0) r � r0jr � r0j3 : (2.36)Nach wie vor gilt auch E(r) = � @@r �(r); (2.37)denn es ist � @@r �(r) = 14 � �0  � @@r! Z d3r0 �(r0)jr � r0j= 14 � �0 Z d3r0 �(r0)  � @@r 1jr � r0j!= 14 � �0 Z d3r0 �(r0) r � r0jr � r0j3 :Darin k�onnen wir den Operator @=@r in das Integral "hineinziehen", weil dieses �uberr0 und nicht �uber r integriert. Au�erdem haben wir die aus (1.23) im Abschnitt 1.3.1durch Translation um �r0 folgende Relation@@r 1jr � r0j = � r � r0jr � r0j3benutzt. Es existiert also weiterhin ein Potential f�ur das elektrische Feld, so dass des-sen Wirbel wie bisher verschwinden. Die Aussage �uber die Quellen des elektrischenFeldes k�onnen wir direkt aus (2.29) im vorhergehenden Abschnitt unter Verwendungder De�nition der Ladungsdichte in (2.32) �ubernehmen. Insgesamt erhalten wir soals Feldgleichungen



56 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES@@r �E(r) = 0; @@r E(r) = 1�0 �(r): (2.38)Jede dieser beiden Feldgleichungen enth�alt eine Di�erentiation 1. Ordnung des Fel-des, n�amlich Rotation und Divergenz. Die Feldgleichungen (2.38) sind also zwei Dif-ferentialgleichungen 1. Ordnung f�ur das elektrische Feld. Diese lassen sich zu einerDi�erentialgleichung 2. Ordnung kombinieren. Wenn wir n�amlich die aus dem Ver-schwinden der Rotation folgende Potentialdarstellung (2.37) in die Quellengleichungin (2.38) einsetzen, erhalten wir� @@r  @@r �(r)! = 1�0 �(r):Die auf der linken Seite auftretende Operatorkombination schreiben wir in folgenderWeise um: @@r  @@r �(r)! = @� @� �(r) = ��(r);vgl. den Abschnitt 2.1. � ist wiederum der Laplace{Operator, nicht zu verwech-seln mit der oben verwendeten Schreibweise �V . Wir erhalten also aus den beidenFeldgleichungen (2.38) die �aquivalente Gleichung��(r) = � 1�0 �(r); (2.39)auch Poisson{Gleichung genannt. Da der Laplace{Operator zwei Di�erentiationenenth�alt, ist die Poisson{Gleichung in der Tat eine Di�erentialgleichung 2. Ordnung.Das Problem der durch die Feldgleichungen (2.38) oder durch die Poisson{Gleichungbeschriebenen Elektrostatik besteht darin, aus einer vorzugebenden Ladungsdichte�(r) das elektrische Feld E(r) bzw. sein Potential �(r) zu berechnen. Zur L�osungdieses Problems sind Randbedingungen vorzugeben, z.B. das Verhalten von E(r)bzw. von �(r) f�ur jrj ! 1. Wir werden auf einige der L�osungstechniken der Elek-trostatik im weiteren Verlauf des Textes eingehen. Dabei werden wir auch andereals die eben genannten Randbedingungen kennenlernen.



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 57Diese letztere Bemerkung gibt Anlass zu einer R�uckschau auf unsere bisherige Vor-gehensweise in diesem und im vorhergehenden Kapitel. Was die L�osungen der elek-trostatischen Feldgleichungen bzw. der Poisson{Gleichung betri�t, so kennen wir jabereits eine solche L�osung, n�amlich E(r) aus (2.36) bzw. �(r) aus (2.35). Diese bei-den L�osungen erf�ullen als Randbedingung E(r) ! 0 bzw. �(r) ! 0 f�ur jrj ! 1.(Hierzu m�ussen wir die physikalisch sinnvolle Voraussetzung machen, dass die La-dungsdichte �(r) nur in einem endlichen Bereich des Raumes nichtverschwindendeBeitr�age liefert.) Tats�achlich sind wir sogar umgekehrt vorgegangen: aus der L�osungE(r) f�ur eine einzelne Punktladung �(r) = q �(r) haben wir auf die Feldgleichun-gen geschlossen, n�amlich auf das Verschwinden der Wirbel im Kapitel 1 und aufdie Ladung als Quelle des Feldes in diesem Kapitel. Diese Vorgehensweise erscheintproblematisch: aus einer speziellen L�osung schlie�en wir auf die Art der Feldglei-chungen, um aus diesen sp�ater weitere L�osungen zu anderen Randbedingungen zugewinnen und f�ur physikalisch real zu halten. Die spezielle L�osung f�ur eine Punktla-dung erf�ullt nat�urlich auch andere Gleichungen als die in (2.38) formulierten Feld-gleichungen, sogar beliebig viele andere Gleichungen. Es ist zu begr�unden, warumwir die Wirbel und Quellen des Feldes zur Formulierung einer Feldtheorie heranzie-hen. Ein wesentliches Argument daf�ur ist, dass Rotation und Divergenz geometrischinvariante Operationen sind, d.h., dass die mit ihnen formulierten Feldgleichungenunter Koordinatentransformationen, wie wir sie in den Abschnitten 1.3.2 und 1.3.3betrachtet haben, ihre Form behalten, d.h., forminvariant sind. Das m�ussen wirselbstverst�andlich von einer physikalisch realen Feldtheorie fordern, dass ihre Formnicht von dem verwendeten Koordinatensystem abh�angt. Diesen Invarianzgedankenwerden wir sp�ater bei der relativistischen Formulierung der Feldtheorie verwenden,um dort einen ganz anderen Weg ihrer physikalischen Begr�undung zu �nden. Vor-erst m�ussen wir nochmals darauf verweisen, dass das physikalische Experiment dieFormulierung der Feldgleichungen in (2.38) best�atigt.2.4.3 Glatte LadungsverteilungenDie in (2.32) bzw. (2.34) de�nierte r�aumliche Ladungsdichte�(r) =Xi qi �(r � ri) = lim�V!0 Q�V�V (2.40)besitzt nur am Ort der Ladungen qi nichtverschwindende Werte, ist also eine sehrunstetige "Funktion", vgl. Abschnitt 2.2.2. Wir k�onnten uns vorstellen, dass dieLadungen qi diejenigen von Teilchen wie Elektronen, Atome oder Molek�ule sind.Dann w�are �(r) eine auf der mikroskopischen L�angenskala, d.h. auf der L�angenskala



58 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESder Teilchenabst�ande sehr unstetige Funktion. Auf einer makroskopischen L�angen-skala, die typischerweise immer nur �uber sehr viele Teilchen variiert, erwarten wiraber einen glatten Verlauf der Ladungsdichte. Diese Gl�attung k�onnen wir dadurcherreichen, dass wir den Limes �V ! 0 in (2.40) fallenlassen, also�(r) = Q�V�V (2.41)schreiben und �V so w�ahlen, dass es{ einerseits immer noch sehr viele mikroskopische Teilchen enth�alt, aber{ andererseits hinreichend klein ist, um noch �Anderungen der Ladungsdichte aufeiner makroskopischen L�angenskala zu erfassen.Hierzu m�ussen wir voraussetzen, dass es ein entsprechendes "Fenster" zwischen dermikroskopischen und der makroskopischen L�angenskala gibt, wodurch die sinnvollbeschreibbaren �Anderungen der Ladungsdichte eingeschr�ankt werden, n�amlich aufsolche, die sich �uber viele Teilchenabst�ande erstrecken. Wir werden auf diese Proble-matik ausf�uhrlicher zur�uckkommen, wenn wir das Verhalten von Materie in Feldernbeschreiben werden.2.4.4 FeldlinienFeldlinien sind ein anschauliches Hilfsmittel, um sich den Verlauf von Feldern vor-zustellen. Mit der Angabe eines Feldes E(r) wird jedem Punkt r des Raumes einVektor E zugeordnet, d.h. ein "Pfeil" bestimmter L�ange und bestimmter Richtung.Diese Zuordnung l�asst sich gra�sch, z.B. schon in zwei Dimensionen, nur sehr schwerdarstellen. Die Feldlinie ist eine vereinfachte Darstellung des Feldes. Sie wird so kon-struiert, dass sie von einem beliebigen Punkt r0 ausgehend immer in die jeweiligeFeldrichtung fortgesetzt wird, d.h., dass die Linien{Elemente dr am Ort r immerparallel zu E(r) sein sollen. Denken wir uns die Feldlinie in Parameterform darge-stellt, r = r(s), dann soll drds = E(r(s)) (2.42)sein, bzw. die Feldlinie r(s) soll eine L�osung der vektoriellen Di�erential{Gleichung(2.42) sein. Dabei soll s ein beliebiger Parameter sein, z.B. die Bogenl�ange. Die



2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDES 59Feldlinie charakterisiert nur die Richtung des Feldes, zun�achst jedoch nicht seineSt�arke, also nicht seinen Betrag jE(r)j. Das ergibt sich bereits aus der Beliebigkeitder Parameterwahl f�ur s.Wenn wir die isolierten Punkte ausschlie�en, in denen E(r) = 0, dann ist eineFeldlinie durch Vorgabe eines Punktes r0, z.B. r(s = 0) = r0, eindeutig bestimmt.Das folgt insbesondere aus der physikalisch begr�undeten Annahme, dass E(r) je-dem Punkt r nur einen Wert des Feldes und damit nur eine Feldrichtung zuordnet.Folglich k�onnen sich Feldlinien nicht schneiden.Eine entscheidende Frage ist, ob die Feldlinien einen Anfang und ein Ende besit-zen oder ob sie in sich geschlossene Linien sind. Um diese Frage zu beantworten,betrachten wir den AusdruckI@V df E(r) = ZV d3r @@r E(r);worin wir den Gau�schen Integralsatz verwendet haben und V ein beliebiges Vo-lumen mit der Rand�ache @V sei. Wir setzen auf der linken Seite die Di�erential{Gleichung (2.42) ein, auf der rechten Seite die Feldgleichung (2.38) f�ur die Divergenzdes elektrischen Feldes und erhaltenI@V df drds = 1�0 ZV d3r �(r) = Q�0 ; (2.43)worin Q die Ladung in V ist. Das Fl�achen{Integral auf der linken Seite liefert einenpositiven Beitrag, wenn eine Feldlinie das Volumen V verl�asst, d.h., die Richtungvon df besitzt, und einen negativen Beitrag, wenn eine Feldlinie in das VolumenV eintritt. Das bedeutet, dass eine Feldlinie nur dann in V beginnen oder endenkann, wenn das Volumen V eine elektrische Ladung besitzt, bzw. dass Feldlinien deselektrischen Feldes bei positiven Ladungen beginnen und bei negativen Ladungenenden.Wir fragen weiter, ob es auch in sich geschlossene elektrische Feldlinien geben kann.Dazu betrachten wir den AusdruckI@F drE(r) = ZF df @@r �E(r);worin wir den Stokesschen Integralsatz verwendet haben und F ein beliebigesFl�achenst�uck mit der geschlossenen Randlinie @F ist. Wiederum setzen wir links



60 2. DIE QUELLEN DES ELEKTRISCHEN FELDESdie Di�erential{Gleichung (2.42) ein, auf der rechten Seite die Feldgleichung (2.38)f�ur die Rotation des elektrischen Feldes und erhaltenI@F dr drds = 0: (2.44)Wir f�uhren jetzt einen Widerspruchs{Beweis. Es sei L eine in sich geschlossene Feld-linie, die wir als Randlinie eines entsprechenden Fl�achenst�ucks F w�ahlen k�onnen.Dann folgt IL dr drds = 0: (2.45)Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Parameter s dieBogenl�ange sei, so dass (dr)2 = (ds)2. Dann wird aus (2.45)IL ds = 0: (2.46)Auf der linken Seite steht die Bogenl�ange von L. Diese kann aber f�ur eine endliche, insich geschlossene Linie nicht verschwinden: es gibt also keine elektrischen Feldlinien,die in sich geschlossen sind.



Kapitel 3
Feldenergie, Multipole, Kr�afte undMomente
In diesem Kapitel geht es darum, welche Feldenergie das von einer Ladungsverteilungerzeugte elektrische Feld enth�alt, wie sich eine Ladungsverteilung charakterisierenl�asst, welche Energie eine Ladungsverteilung in einem �au�eren, also nicht von ihrselbst erzeugten Feld besitzt und welche Kr�afte und Drehmomente sie in dem Felderf�ahrt.3.1 Feldenergie3.1.1 Potentielle EnergieWir betrachten eine elektrische Ladung q in einem Feld E(r), das von anderenLadungen erzeugt sein soll. Die Ladung q erf�ahrt in dem Feld eine KraftF (r) = qE(r) = �q @@r �(r) = � @@r V (r); (3.1)worin V (r) := q�(r) (3.2)61



62 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEo�ensichtlich die Bedeutung einer potentiellen Energie der Ladung q im Feld E(r)besitzt. V (r) ist nur bis auf eine Konstante bestimmt, so dass nur Di�erenzen ei-ne physikalisch reale Aussage machen k�onnen: V (rB) � V (rA) ist die Energie, dieaufzubringen ist oder abgegeben wird, wenn die Ladung q von rA nach rB im FeldE(r) verschoben wird.Wir wollen nun die potentielle Energie eines Systems von Ladungen qi bestimmen.Jede der Ladungen qi besitzt im Feld der anderen Ladungen qj; j 6= i; eine potentielleEnergie Wij. Zun�achst ist �j(r) = 14 � �0 qjjr � rjjdas Potential am Ort r, das von einer Ladung qj am Ort rj erzeugt wird. Folglichist Wij = qi�j(ri) = 14 � �0 qi qjjri � rjj (3.3)die potentielle Energie der Ladung qi am Ort ri in dem elektrischen Feld, das vonder Ladung qj erzeugt wird. Dieser Ausdruck ist o�ensichtlich symmetrisch in denbeiden Ladungen, so dass Wij auch die potentielle Energie der Ladung qj in demelektrischen Feld ist, das von der Ladung qi erzeugt wird. Ferner giltWij ! 0, wennentweder jrij ! 0 oder jrjj ! 0. Wir k�onnen alsoWij als die Energie interpretieren,die aufzubringen ist oder abgegeben wird, wenn die Ladung qi aus dem unendlichFernen bei festgehaltenem rj an den Ort ri gebracht wird, oder auch umgekehrt.Wir bauen nun das System von Ladungen auf, indem wir zun�achst q1 aus demunendlich Fernen an den Ort r1 bringen. Dabei �ndet kein Energieaustausch statt,weil noch kein elektrisches Feld vorhanden ist. In einem zweiten Schritt bringen wirq2 aus dem unendlich Fernen bei festgehaltenem r1 an den Ort r2. Dazu ist dieEnergie W21 aufzubringen bzw. wird die Energie W21 frei. Im n�achsten Schritt wirdq3 aus dem unendlich Fernen bei festgehaltenen r1 und r2 an den Ort r3 gebracht.Dabei treten die Energiebeitr�age W31 und W32 hinzu usw. Die gesamte potentielleEnergie des Systems von Ladungen qi; i = 1; 2; : : : ; N lautet alsoW = NXi;j (i>j)Wij = 14 � �0 NXi;j (i>j) qi qjjri � rjj (3.4)



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 63oder, weil Wij =Wji, auchW = 12 NXi;j (i6=j)Wij = 18 � �0 NXi;j (i6=j) qi qjjri � rjj : (3.5)Der Faktor 1=2 ist einzuf�ugen, weil in (3.5) �uber jedes Paar von Indizes i; j doppeltsummiert wird.3.1.2 Feldenergie und ihre DichteDen Ausdruck W f�ur die potentielle Energie des Systems von Ladungen qi in (3.5)formen wir wie folgt um:W = 12 NXi=1 qi 14 � �0 NXj (j 6=i) qjjri � rjj= 12 NXi=1 qi�(ri)= 12 Z d3r NXi=1 qi �(r � ri) �(r)= 12 Z d3r �(r) �(r): (3.6)Hier ist �(ri) = 14 � �0 NXj (j 6=i) qjjri � rjjdas f�ur qi wirksame Potential. Es wird von den Ladungen qj mit j 6= i gebildet.Damit sind energetische Beitr�age einer Selbstwechselwirkung von qi mit sich selbstausgeschlossen. Au�erdem haben wir den Ausdruck (2.32),�(r) =Xi qi �(r � ri); (3.7)



64 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEf�ur die r�aumliche Ladungsdichte �(r) eines Systems von Punktladungen aus demAbschnitt 2.4.1 verwendet.In einem weiteren Schritt ersetzen wir die Ladungsdichte �(r) in (3.6) durch dieQuellengleichung @@r E(r) = 1�0 �(r)und f�uhren eine partielle Integration aus:W = �02 Z d3r " @@r E(r)# �(r) = ��02 Z d3rE(r) @�(r)@r : (3.8)Die partielle Integration geht wie im Fall eines eindimensionalen Integrals von einerProduktregel aus, n�amlich@@r [E(r) �(r)] = " @@r E(r)# �(r) +E(r) @�(r)@r : (3.9)Diese folgt aus der gew�ohnlichen Produktregel der Di�erentiation nach einer Varia-blen. Das erkennen wir, wenn wir (3.9) in der Komponentenschreibweise (einschlie�-lich Summationskonvention) formulieren,@� [E� �] = [@�E�] � + E� @� �;wobei wir zur Vereinfachung der Schreibweise das Argument r fortgelassen haben.Wenn wir nun die Produktregel (3.9) �uber ein Volumen V integrieren und auf derlinken Seite den Gau�schen Integralsatz verwenden, erhalten wirZ@V df E(r) �(r) = ZV d3r " @@r E(r)# �(r) + ZV d3rE(r) @�(r)@r : (3.10)Jetzt soll das Integrationsvolumen V den gesamten Raum umfassen. Wenn wir nunals Randbedingung voraussetzen, dass das elektrische Feld E(r) im unendlich Fer-nen, also f�ur jrj ! 1 verschwindet, dann verschwindet o�ensichtlich das Fl�achen-integral �uber @V auf der linken Seite von (3.10). Die dann verbleibende Aussage ist



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 65gerade die in (3.8) verwendete partielle Integration. Partielle Integrationen werdenin diesem Text noch h�au�ger und auch in anderen Kombinationen vorkommen.Wenn wir in (3.8) E = �@�=@r beachten, k�onnen wir den Ausdruck f�ur die poten-tielle Energie W in der FormW = Z d3r w(r); w(r) := �02 E2(r) (3.11)schreiben. Hier hat w(r) o�ensichtlich die Bedeutung der r�aumlichen Dichte derEnergie des Systems von Ladungen qi. Wenn wir die beiden Ausdr�ucke (3.5) und(3.11) nebeneinander schreiben,W = 18 � �0 NXi;j (i6=j) qi qjjri � rjj = Z d3r w(r); (3.12)erkennen wir, dass wir die Energie W alternativ als potentielle Energie der Ladun-gen qi untereinander oder als eine inh�arente Eigenschaft des Feldes E(r) mit einerr�aumlichen Dichte w(r) = �0E2(r)=2 interpretieren k�onnen.3.1.3 Der kontinuierliche FallF�ur den �ubergang von einem System punktf�ormiger Ladungen qi zu einer kontinu-ierlichen Ladungsverteilung mit der r�aumlichen Dichte �(r) benutzen wir nochmalsdie De�nition (3.7) von �(r) wie schon in der letzten Zeile von (3.6) und erhaltenf�ur W
W = 18 � �0 NXi;j qi qjjri � rjj= 18 � �0 Z d3r Z d3r0 1jr � r0j Xi qi �(r � ri) Xj qj �(r0 � rj)= 18 � �0 Z d3r Z d3r0 �(r) �(r0)jr � r0j : (3.13)



66 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEAlle anderen Umformungen und �uberlegungen folgen dem Schema ab der Gleichung(3.6). Auch die �uberlegungen zur Gl�attung der Ladungsverteilung �(r) von Punkt-ladungen zu makroskopisch glatten Ladungsverteilungen k�onnen wir aus dem Ab-schnitt 2.4.3 �ubertragen.Wenn wir die obige Umformung in (3.13) von unten nach oben verfolgen, erkennenwir, dass in der Summe �uber die i; j der Fall i = j nicht mehr ausgeschlossenist. Die kontinuierliche Version der Feldenergie W enth�alt also auch energetischeBeitr�age von Selbstwechselwirkungen. Wir m�ussten sie in dem Doppelintegral �uberr und r0 konsequenterweise durch die Nebenbedingung r 6= r0 ausschlie�en. Wenndas Doppelintegral aber �uberhaupt konvergiert, w�urde die Nebenbedingung r 6= r0keinen endlichen Beitrag zum Wert des Integrals leisten.3.1.4 Alternative Herleitung des kontinuierlichen FallsWegen der soeben erw�ahnten Probleme beim �ubergang vom Fall punktf�ormiger La-dungen zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung geben wir hier noch eine alter-native Herleitung der Dichte der Feldenergie im kontinuierlichen Fall. Wir wollendie Ladungsdichte �(r) und das durch sie erzeugte Potential �(r) bzw. Feld E(r) inin�nitesimalen Schritten ��(r); ��(r); �E(r) aufbauen. Dieses Vorgehen entsprichtdem im Abschnitt 3.1.1, wo wir das System aus Punktladungen schrittweise durchEinbringen der Ladungen q1; q2; q3; : : : aufgebaut haben. Das soll jetzt an jedem Ortr geschehen. Die Di�erentiale � : : : sind also unabh�angig von den Raumelementend3r. Wie im Abschnitt 3.1.1 begr�undet, ist das Einbringen einer zus�atzlichen Ladung��(r) aus dem unendlich Fernen an den Ort r mit einer potentiellen Energie�w(r) = ��(r) �(r) (3.14)verbunden, wo �(r) das Potential der bereits vorhandenen Ladungen ist. F�ur dengesamten Raum ist also die potentielle Energie�W = Z d3r ��(r) �(r) (3.15)aufzubringen. Wegen der Linearit�at der Feldgleichungen erf�ullt die mit ��(r) ver-kn�upfte �anderung des Potentials ��(r) die Poisson{Gleichung���(r) = � 1�0 ��(r); (3.16)



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 67worin � = @� @� = @@x� @@x� = @@r @@rwiederum der Laplace{Operator ist. Wir setzen diese Darstellung von � in (3.16)ein, f�uhren eine partielle Integration aus und beachten, dassE(r) = � @@r �(r); �E(r) = � @@r ��(r):Auf diese Weise erhalten wir�W = ��0 Z d3r [� ��(r)] �(r)= ��0 Z d3r @@r "@��(r)@r # �(r)= �0 Z d3r @��(r)@r @�(r)@r= �0 Z d3r �E(r)E(r): (3.17)Jetzt denken wir uns die Integration bez�uglich des Di�erentials �, also den schritt-weisen in�nitesimalen Aufbau der Ladungsverteilung und des Feldes durchgef�uhrt.Wie bei der gew�ohnlichen Integration �uber eine skalare Variable ergibt sich darausW = �02 Z d3rE2(r); (3.18)gleichlautend mit (3.11)3.2 Multipolentwicklung3.2.1 Die EntwicklungDie Multipolentwicklung erlaubt eine sehr einfache Berechnung des Potentials



68 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE�(r) = 14 � �0 Z d3r �(r0)jr � r0j (3.19)und des daraus folgenden Feldes E(r) = �@ �(r)=@r, wenn die Ladungsverteilung�(r0) auf die Umgebung eines Punktes r0 konzentriert ist, also �(r0) 6= 0 nur injr0 � r0j < R, und wenn der Aufpunkt r, f�ur den �(r) und E(r) berechnet werdensollen, hinreichend weit von r0 entfernt ist, jr � r0j � R. Man kann r0 als denLadungsschwerpunkt von �(r0) bezeichnen und z.B. durchr0 := R d3r0 r0 j�(r0)jR d3r0 j�(r0)jde�nieren. Anders als beim Massenschwerpunkt ist in dieser De�nition j�(r0)j statt�(r0) selbst zu verwenden, weil �(r0) zum Unterschied von der Massendichte positivoder negativ werden kann.Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir aber annehmen, dass r0 = 0, wasdurch eine Translation immer erreichbar ist. Da die Integrationsvariable r0 in (3.19)auf den Bereich jr0j < R beschr�ankt ist, entwickeln wir 1=jr� r0j im Integranden ineine Taylor{Reihe nach r0 bzw. nach dessen Komponenten x0�:1jr � r0j = 1r � x0� @� 1r + 12 x0� x0� @� @� 1r +O �jr0j3� ; (3.20)worin r = jrj. Au�erdem gilt wiederum die Summationskonvention als vereinbart.Nun ist @� 1r = �x�r3 ;vgl. Abschnitt 2.1, und durch nochmalige Di�erentiation nach x�@� @� 1r = @� ��x�r3 � = 3 x�r4 @�r � ���r3 = 3 x� x�r5 � ���r3 ;so dass die Entwicklung (3.20)



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 691jr � r0j = 1r + x� x0�r3 + 12 x0� x0�  3 x� x�r5 � ���r3 !+O �jr0j3� : (3.21)lautet. Diese Entwicklung setzen wir in den Ausdruck (3.19) f�ur �(r) ein und er-halten eine Reihe, deren Terme, wie wir sogleich erkennen werden, sich � 1=rn mitn = 1; 2; : : : verhalten:�(r) = �(0)(r) + �(1)(r) + �(2)(r) + : : : : (3.22)Der Monopolterm hat die Form�(0)(r) = 14 ��0 1r Z d3r0 �(r0) = 14 ��0 Qr : (3.23)Hier ist Q := Z d3r0 �(r0) (3.24)die gesamte Ladung der Ladungsverteilung �(r). Als Funktion des Abstands r desAufpunktes vom Ort der Ladungsverteilung ist �(0)(r) � 1=r.Der Dipolterm hat die Form�(1)(r) = 14 ��0 x�r3 Z d3r0 x0� �(r0) == 14 ��0 x� p�r3 = 14 ��0 p rr3 : (3.25)Hier ist p� := Z d3r0 x0� �(r0) bzw. p := Z d3r0 r0 �(r0) (3.26)das sogenannte Dipolmoment der Ladungsverteilung �(r). F�ur jrj = r !1 verh�altsich das Skalarprodukt wie jprj � r, so dass �(1)(r) � 1=r2.



70 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEIm Quadrupolterm�(2)(r) = 14 ��0 12 Z d3r x0� x0�  3 x� x�r5 � ���r3 ! �(r0) (3.27)f�uhren wir die folgende Umformung im zweiten Teil durch:x0� x0� ���r3 = x0� x0�r3 = r02r3 = r02r5 x� x� = r02r5 x� x� ���:Damit l�asst sich der Quadrupolterm �(2)(r) wie folgt schreiben:�(2)(r) = 14 ��0 12 r5 Z d3r0 �3 x0� x0� � r02 ���� �(r0) x� x� == 14 ��0 12 r5 D�� x� x�: (3.28)Hier ist D�� := Z d3r0 �3 x0� x0� � r02 ���� �(r0) (3.29)das sogenannte Quadrupolmoment der Ladungsverteilung �(r). F�ur jrj = r ! 1verh�alt sich D�� x� x� � r2, so dass �(2)(r) � 1=r3. Entsprechend sind die in (3.22)nicht explizit mitgeschriebenen Restterme � 1=r4.Wir schreiben die Multipol{Entwicklung noch einmal geschlossen auf,�(r) = 14 ��0 Qr + 14 ��0 p rr3 + 14 ��0 12 r5 D�� x� x� + : : : ; (3.30)und erkennen, dass die Ladungsverteilung aus sehr gro�en Entfernungen gesehen sowirkt, als sei ihre gesamte Ladung Q in einem Punkt vereinigt. Verschwindet diegesamte Ladung Q, d.h., ist die Ladungsverteilung elektrisch neutral, dann besitztsie aus sehr gro�en Entfernungen gesehen das Potential eines Dipols p. W�ahrend



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 71sich das Monopol{Potential wie � 1=r verh�alt, gilt f�ur das Dipol{Potential � 1=r2.Verschwindet auch das Dipolmoment der Ladungsverteilung, dann wirkt sie aus sehrgro�en Entfernungen gesehen wie ein Quadrupol mit einem Potential � 1=r3.Aus (3.30) k�onnen wir das zugeh�orige elektrische Feld durch Bildung des Gradientenberechnen. Wir f�uhren diese Rechnung bis einschlie�lich des Dipolterms durch:E�(r) = � Q4 � �0 @� 1r � 14 � �0 @� p� x�r3 + : : : : (3.31)Es ist @� r�1 = �x�=r3, s.o., und@� p� x�r3 = �3 p� x�r4 @� r + p�r3 = �3 p� x� x�r5 + p�r3 ;eingesetzt in (3.31)E�(r) = Q4 � �0 x�r3 + 14 � �0 3 p� x� x� � r2 p�r5 + : : : ;E(r) = 14 � �0 Qr2 rr + 14 � �0 3 (p r) r � r2 pr5 + : : : : (3.32)3.2.2 Vektoren und Tensoren: das Quadrupolmoment alsTensorWir kommen auf eine Bemerkung am Ende des Abschnitts 1.3.2 zur�uck, dass wirindizierte "Objekte" a� mit � = 1; 2; 3 dann einen Vektor nennen wollten, wenndiese sich unter einer orthogonalen Transformation U�� wiea� = U�� ~a� bzw. ~a� = U�� a� (3.33)transformieren. (Wir benutzen hier f�ur die transformierten Variablen das Symbol ~astatt a0, weil wir im vorhergehenden Abschnitt x0� bereits als Integrationsvariablebenutzt haben.) Wir hatten nachgewiesen, dass sich die Komponenten x� des Orts-vektors wie (3.33) transformieren, desgleichen die Komponenten @� des Gradienten,



72 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEd.h., dass der Operator @=@r Vektorcharakter besitzt. Aus dieser Bemerkung folgtbereits, dass das elektrische Feld wegenE(r) = � @@r �(r) bzw. E� = �@� �ein Vektor ist, denn das Potential � = �(r) ist ein Skalar, der invariant gegenorthogonale Transformationen ist.Dass auch das Dipolmoment p� ein Vektor ist, geht bereits direkt aus seiner De�ni-tion in (3.26) hervor, denn dort �ubertr�agt sich der Vektorcharakter des Ortsvektorsx0� auf die p�. Wir f�uhren die Rechnung explizit aus. Die Transformation des Orts-vektors lautet x0� = U�� ~x0�; (3.34)vgl. (3.33), eingesetzt in die De�nition (3.26) f�ur die p�:p� = Z d3~r0 U�� ~x0� �(~r0) = U�� ~p�; ~p� = Z d3~r0 ~x0� �(~r0): (3.35)In dieser Umformung haben wir auch das Volumenelement d3r0 transformiert. AlsSkalar ist es gegen orthogonale Transformationen wie L�angen und Winkel invariant,d.h. d3r0 = d3~r0.Das in (3.29) de�nierte Quadrupolmoment D�� ist ein Objekt mit zwei Indizes �; �,also zun�achst einmal eine Matrix. Wir zeigen nun, dass auch D�� ein bestimmtesVerhalten unter orthogonalen Transformationen besitzt, sich n�amlich wie das Pro-dukt x0� x0� von zwei Vektorkomponenten transformiert. Ein solches Produkt nenntman auch ein �au�eres Produkt, zum Unterschied vom (invarianten) Skalarproduktx0� x0�, in dem �uber � summiert wird. Zum Nachweis dieser Behauptung gehen wiraus von x0� x0� = U� U�� ~x0 ~x0�; (3.36)was direkt aus (3.34) folgt. Au�erdem benutzen wir, dass wegen der Orthogonalit�atder U��



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 73��� = U� U� = U� U�� ��: (3.37)Damit formen wir D�� aus (3.29) wie folgt um:D�� = Z d3r0 �3 x0� x0� � r02 ���� �(r0)= Z d3~r0 U� U�� �3 ~x0 ~x0� � ~r02 ��� �(~r0) = U� U�� ~D�; (3.38)~D� = Z d3~r0 �3 ~x0 ~x0� � ~r02 ��� �(~r0):Hier haben wir au�erdem r02 = ~r02 benutzt, also die Invarianz einer L�ange gegenorthogonale Transformationen.Matrizen, die sich unter orthogonalen Transformationen wie D�� in (3.38), also wiedas �au�ere Produkt von Vektorkomponenten transformieren, hei�en Tensoren. DasQuadrupolmoment einer Ladungsverteilung ist demnach ein Tensor. Im allgemeinenist eine Matrix kein Tensor, z.B. transformiert sich A�� := x� + x� nicht wie ein�au�eres Produkt. Wir werden sp�ater auch Tensoren mit mehr als zwei Indizes ken-nenlernen. Man bezeichnet deshalb D�� als Tensor 2. Stufe. Entsprechend ist einVektor dann ein Tensor 1. Stufe. �ubrigens l�asst sich die Beziehung (3.37) auch solesen, dass sich das Kronecker{Symbol ��� wie ein Tensor transformiert, jedoch stetsdieselbe Form beh�alt.Das Quadrupolmoment hat weitere spezielle Eigenschaften. Wir bilden die Summe�uber seine Diagonalelemente � = �. Wir �ubertragen die Summationskonvention auchauf Matrizen. In dem Ausdruck D�� soll also �uber � = 1; 2; 3 summiert werden. Wirerhalten damit D�� = Z d3r0 �3 x0� x0� � r02 ���� �(r0) = 0; (3.39)weil x0� x0� = r02 und ��� = 3. D�� ist wie ein Skalarprodukt x0� x0� invariant gegenorthogonale Transformationen. Man nennt D�� auch die Spur des Tensors D��. DieSpur des Quadrupoltensors verschwindet also.Aus der De�nition (3.29) folgt auch, dass D�� = D��, d.h., dass der Tensor desQuadrupolmoments symmetrisch ist. F�ur symmetrische (und reelle) Matrizen giltnun der Satz, dass es eine orthogonale Transformation gibt, unter der die Matrix



74 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEdiagonal wird. Dieser Satz gilt dann nat�urlich auch f�ur Tensoren. Wir k�onnen unsvorstellen, dass D�� bereits diagonal ist, d.h., D�� = 0 f�ur � 6= �. Dann ist dasQuadrupolmoment einer Ladungsverteilung nur durch die drei Diagonalelementebestimmt. Da, wie wir soeben gesehen haben, aber die Spur verschwindet, alsoD11+D22 + D33 = 0, ist das Quadrupolmoment einer Ladungsverteilung tats�achlich nurdurch zwei unabh�angige Gr�o�en bestimmt.3.3 Ladungsverteilungen in �au�eren FeldernIm vorhergehenden Abschnitt haben wir eine Ladungsverteilung �(r) auf ihre Rol-le als felderzeugende Ladung untersucht. Falls die Ladungsverteilung hinreichendeng begrenzt ist bzw. aus sehr weiter Entfernung betrachtet wird, kann das elektri-sche Feld, das durch sie als Quelle erzeugt wird, als �uberlagerung der Felder einerGesamtladung, eines Dipols, eines Quadrupols usw. betrachtet werden. In diesemAbschnitt wollen wir eine ganz andere Situation untersuchen, n�amlich, wie sich eineLadungsverteilung in einem �au�eren elektrischen Feld verh�alt, also in einem Feld, dasnicht durch das betrachtete �(r), sondern von anderen, hinreichend weit entferntenLadungen erzeugt wird. Wir wollen diese Situation durch folgende Verabredungenpr�azisieren: es sei �(r0) eine Ladungsverteilung in der Umgebung des Ladungsschwer-punktes r, d.h., �(r0) 6= 0 in jr0 � rj � R. Au�erdem sei E(r) f�ur �(r0) ein �au�ereselektrisches Feld: @@r0 E(r0) = 0 im Bereich �(r0) 6= 0: (3.40)Durch die Einwirkung des �au�eren elektrischen Feldes soll die Ladungsverteilung�(r0) nur translatorisch verschoben oder gegen die Feldrichtung gedreht werdenk�onnen. Ihre innere Struktur soll dabei unge�andert bleiben, insbesondere soll dasDipolmoment dem Betrage nach konstant bleiben: jpj =const.3.3.1 EnergieGem�a� (3.2) hat eine Ladung q in einem �au�eren Feld E(r) mit dem Potential �(r)die Energie q�(r). Folglich hat die Ladungsverteilung �(r0) die EnergieW = Z d3r0 �(r0) �(r0): (3.41)



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 75Wir nehmen an, dass wir das �au�ere Potential �(r0) um den Ort r der Ladungsver-teilung in eine Taylor{Reihe entwickeln k�onnen. Diese Entwicklung lautet in Kom-ponentenschreibweise�(r0) = �(r) + (x0� � x�) @��(r) + 12 (x0� � x�) (x0� � x�) @� @� �(r) + : : : (3.42)Es ist @� �(r) = �E�(r). Au�erdem verwenden wir die Umformung12 (x0� � x�) (x0� � x�) @� @� � == �12 (x0� � x�) (x0� � x�) @� E�= �16 h3 (x0� � x�) (x0� � x�)� ��� (r0 � r)2i @�E� � 16 (r0 � r)2 @� E�;worin wir zur Vereinfachung der Schreibweise die Argumente r fortgelassen haben.Einsetzen in die Entwicklung (3.42) und in das Integral in (3.41) ergibt unter Be-achtung von @�E� = 0, vgl. (3.40),W = Q�(r)� pE(r)� 16 D�� @� E� + : : : (3.43)Hier haben wir die De�nitionen der Gesamtladung Q, des Dipolmoments p und desQuadrupolmoments D�� der Ladungsverteilung �(r0) aus dem vorhergehenden Ab-schnitt �ubernommen, allerdings nunmehr f�ur einen nichtverschwindenden Ladungs-schwerpunkt bei r:p = Z d3r0 (r0 � r) �(r0);D�� = Z d3r0 h3 (x0� � x�) (x0� � x�)� (r0 � r)2 ���i �(r0):Wir interpretieren dieses Ergebnis wie folgt:



76 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE(1) Wenn die Ladungsverteilung �(r0) eine Gesamtladung Q 6= 0 besitzt, dannbeschreibt der f�uhrende Term in (3.43) die uns bereits bekannte potentielleEnergie W = Q�(r) einer Ladung Q in einem �au�eren Potential �(r).(2) Wenn Q = 0, ist der f�uhrende Term der Dipolterm W = �pE(r). DieserAusdruck wird sehr h�au�g auf die Situation angewendet, dass der Ort r desDipols konstant bleibt, dass aber p seine Orientierung relativ zum Feld E(r)(bei jpj =const) �andern kann. Dann k�onnen wir auchW = �jpj jE(r)j cos � (3.44)schreiben, worin � der von p und E(r) eingeschlossene Winkel ist. Die poten-tielle Energie des Dipols ist minimal, wenn dieser sich in Richtung von E(r)orientiert.Wenn das elektrische Feld homogen ist, also E(r) =const, hat der Dipol o�en-sichtlich an jeder Stelle des Feldes dieselbe potentielle Energie. Wir erwartendeshalb, dass es nur dann einen Dipolbeitrag zur Kraft auf eine Ladungsver-teilung gibt, wenn das �au�ere Feld nicht homogen ist.(3) Wenn Q = 0 und p = 0, ist der f�uhrende Term der Quadrupolterm. Er leistetnur in inhomogenen Feldern @�E� 6= 0 einen Beitrag. Da das Quadrupolmo-ment symmetrisch ist,D�� = D��, l�asst sich der Quadrupolbeitrag zur Energieauch in symmetrisierter Form�16 D�� @�E� = � 112 D�� (@� E� + @� E�) (3.45)schreiben.3.3.2 Kr�afteEine Ladung q erf�ahrt in einem �au�eren FeldE(r) die Kraft F (r) = qE(r). Folglicherf�ahrt die Ladungsverteilung �(r0) die KraftF (r) = Z d3r0 �(r0)E(r0) bzw. F�(r) = Z d3r0 �(r0)E�(r0): (3.46)Jetzt nehmen wir an, dass sich das Feld E�(r0) um den Ort r der Ladungsverteilungin eine Taylorreihe entwickeln k�onnen:



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 77E�(r0) = E�(r) + (x0� � x�) @� E�(r) + : : : (3.47)Wir setzen in die Entwicklung (3.46) ein und erhaltenF�(r) = Z d3r0 �(r0) hE�(r) + (x0� � x�) @� E�(r) + : : :i= QE�(r) + p� @� E�(r) + : : : ;F (r) = QE(r) +  p @@r! E(r) + : : : (3.48)QE(r) ist wieder der uns bekannte Monopolterm: in niedrigster Ordnung verh�altsich die Ladungsverteilung wie die Gesamtladung Q als Punktladung. Der Dipolbei-trag enth�alt den sogenannten Vektorgradientenp @@r = p� @�; (3.49)der allerdings ein skalarer Operator ist. Seine Anwendung auf das Feld E(r) ist zuvergleichen mit der Multiplikation des Feldes mit einem Skalar. Wir benutzen nundie im Anhang D hergeleitete HilfsformelC �  @@r �D(r)! = @@r (CD(r))�  C @@r! D(r); (3.50)worin C ein konstanter Vektor und und D(r) ein beliebiges (di�erenzierbares) Vek-torfeld sei. Wir setzen C = p und D(r) = E(r) und erhalten unter Beachtungvon @@r �E(r) = 0die Identit�at  p @@r! E(r) = @@r (pE(r)) ; (3.51)



78 3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTEeingesetzt in (3.48) F (r) = QE(r)� @@r (�pE(r)) + : : : : (3.52)Der Dipolbeitrag l�asst sich also als Gradient des Dipol{Potentials Wp = �pE(r)schreiben. Der Gradient @=@r ist hier aber mit einer Translation des Ortes r desDipols zu bilden, nicht etwa mit einer �anderung seiner Orientierung. Wir erkennenauch, dass es wie erwartet nur in einem inhomogenen Feld E(r) �uberhaupt einenDipolbeitrag zur Kraft gibt.3.3.3 DrehmomenteAnalog zum Fall der Kraft in (3.46) erf�ahrt eine Ladungsverteilung �(r0) bezogenauf ihren Ladungsschwerpunkt bei r das Drehmoment� = Z d3r0 �(r0) (r0 � r)�E(r0) (3.53)Wieder verwenden wir die Taylor{Reihe (3.47) f�ur E(r0) und �nden in niedrigsternichtverschwindender Ordnung� = p�E(r) + : : : : (3.54)Im Drehmoment tritt kein Monopolterm auf.Auch das Dipol{Drehmoment � l�asst sich als "Gradient" des Dipol{PotentialsWp =�pE schreiben, allerdings nicht in Bezug auf den Ladungsschwerpunkt wie bei denKr�aften, sondern in Bezug auf den Winkel von E nach p bei jpj =const. Es sein = �=j� j der Einheitsvektor in Richtung von � . Dann istn� = n (p�E) = �n (E � p) = �jpj jEj sin� == dd� (jpj jEj cos�) = �dWpd� : (3.55)Hier ist � der von der E{Richtung aus zu messende Winkel zwischen E und p, dasich das Dipolmoment p und nicht das Feld E drehen soll.



3. FELDENERGIE, MULTIPOLE, KR�AFTE UND MOMENTE 793.3.4 Induzierte DipoleBisher haben wir in diesem Abschnitt den Fall betrachtet, dass die Ladungsvertei-lungen �(r0) in einem �au�eren Feld sich nur translatorisch bewegen oder gegen dieRichtung des Feldes E drehen k�onnen sollten. Im �ubrigen aber sollte das Feld dieLadungsverteilung �(r0) nicht ver�andern k�onnen. So sollte das Dipolmoment demBetrage nach konstant bleiben: jpj =const. Jetzt betrachten wir eine ganz andereSituation: durch die Einwirkung des �au�eren Feldes E soll �uberhaupt erst ein Di-polmoment entstehen, bzw. induziert werden. Es soll also p = 0 sein, wenn E = 0.Eine solche Situation tritt dann auf, wenn sich neutrale Teilchen, z.B. Atome oderMolek�ule, in einem �au�eren Feld be�nden und dort durch Ladungstrennung, z.B.Verschiebung der negativen Elektronen gegen die positiven Atomr�umpfe, polarisiertwerden. Dieser Vorgang ist einer der elementaren Prozesse f�ur das Verhalten vonMaterie in elektrischen Feldern. Wir werden sp�ater in diesem Text ausf�uhrlich dar-auf eingehen und wollen hier nur die energetischen Beziehungen betrachten und vonden bisher diskutierten Situationen zu unterscheiden lernen.Sehr h�au�g �ndet man, dass die Dipolmomente dem elektrischen Feld, durch das sieinduziert werden, proportional sind, dass alsop = �E (3.56)gilt. Die Proportionalit�atskonstante � hei�t dann die Polarisierbarkeit. Wir wollenjetzt die Bildung eines induzierten Dipols in in�nitesimalen Schritten �p verfolgen.Bei jedem solchen Schritt �andert sich die Feldenergie des Dipols um �W = �E �p.Das folgt aus (3.43), wenn wir Ladungsneutralit�at annehmen, also Q = 0, und nurden Dipolbeitrag ber�ucksichtigen. Nun kann sich das Dipolmoment von induziertenDipolen nur durch �anderungen �E des Feldes ver�andern, wobei gem�a� (3.56) �p =� �E gilt. Somit ist �W = �E �p = � 1� p �p;und durch Integration �uber �pW = � 12� p2 = �12 pE: (3.57)Gegen�uber dem Fall des gedrehten Dipols mit jpj =const tritt ein Faktor 1=2 auf:der induzierte Dipol gewinnt nur die H�alfte der Energie des gedrehten Dipols.
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Kapitel 4
Elektrostatik
Das Grundproblem der Elektrostatik besteht darin, die Poisson{Gleichung��(r) = � 1�0 �(r) (4.1)f�ur eine vorzugebende Ladungsverteilung �(r) zu l�osen. Die Poisson{Gleichung isteine partielle Di�erential{Gleichung, deren L�osung nur dann eindeutig wird, wennau�erdem Randbedingungen vorgegeben werden. Eine besonders einfache Randbe-dingung ist die Forderung, dass das Potential �(r) im Unendlichen verschwindensoll: jrj ! 1 : �(r)! 0: (4.2)Die partielle Di�erential{Gleichung (4.1) zusammen mit einer Randbedingung wie(4.2) nennt man auch ein Randwert{Problem. F�ur das obige Randwert{Problem istuns die L�osung bereits aus dem Kapitel 3 bekannt, n�amlich�(r) = 14 � �0 Z d3r0 �(r0)jr � r0j : (4.3)Die Theorie der Randwert{Probleme der Elektrostatik (und ebenfalls der sp�aterin diesem Text noch einzuf�uhrenden Magnetostatik) befasst sich mit sehr verschie-denen Typen von Randbedingungen, insbesondere im Endlichen, und stellt ein ei-genst�andiges und sehr umfangreiches Kapitel der Elektrodynamik dar, das wir im81



82 4. ELEKTROSTATIKRahmen dieses Textes nur sehr begrenzt behandeln k�onnen. Wir werden in diesemKapitel einige typische elektrostatische Situationen behandeln und auch kurz aufdie allgemeine Problematik eingehen.Wir erw�ahnen an dieser Stelle noch eine einfache Folgerung aus der Poisson{Gleichung f�ur den Fall verschwindender Ladungsdichte. Wenn in einem Bereich Bdes Raumes �(r) = 0, also auch ��(r) = 0, dann kann das Potential �(r) im Inne-ren von B kein relatives Extremum besitzen. Wenn es n�amlich ein solches relativesExtremum an einem Ort re 2 B g�abe, dann existierte wegen der Di�erenzierbarkeitvon �(r) auch eine Kugel Ke 2 B mit dem Mittelpunkt in re, so dass @�(r)=@r�uberall auf der Grenz�ache @Ke von Ke nach innen (relatives Maximum) oder nachau�en (relatives Minimum) zeigte. Dann w�are aberI@Ke df @�(r)@r 6= 0; � ZKe d3r��(r) 6= 0;im Widerspruch zur Annahme ��(r) = 0 in B.4.1 Elektrische Leiter und Kapazit�aten4.1.1 Elektrische LeiterElektrische Leiter sind eine Klasse von Materialien mit einem speziellen Verhalten inelektrischen Feldern. Das Verhalten von Materialien in elektrischen Feldern werdenwir sp�ater allgemein in einem besonderen Kapitel behandeln. Elektrische Leiter imBesonderen sind aber sehr einfach zu beschreiben und f�uhren zu interessanten undsehr oft auftretenden Randwert{Problemen, so dass wir sie bereits hier vorwegneh-men wollen.Elektrische Leiter zeichnen sich dadurch aus, dass in ihnen frei bewegliche elek-trisch geladene Teilchen, sogenannte elektrische Ladungstr�ager existieren. Unter denelektrischen Leitern be�nden sich vor allem die Metalle, in denen Elektronen alsLadungstr�ager frei beweglich sind. In Halbleitern k�onnen aber auch sogenannteElektronen{L�ocher als freie Ladungstr�ager auftreten, und in Ionen-Leitern auchIonen. Eine Folge der Existenz von freien Ladungstr�agern besteht darin, dass imInneren von Leitern o�enbar keine elektrischen Felder auftreten k�onnen:



4. ELEKTROSTATIK 83E(r) = 0 im Inneren von Leitern. (4.4)G�abe es dort n�amlich ein E(r) 6= 0, dann w�urde eine Kraft F (r) = qE(r) 6= 0 aufdie Ladungstr�ager (mit der Ladung q) auftreten und diese verschieben. Das geschiehtso lange, bis die Ladungstr�ager insgesamt eine r�aumliche Kon�guration angenommenhaben, die zu einem Gegenfeld E0(r) = �E(r) f�uhrt und somit das urspr�unglicheFeld E(r) kompensiert. (Dass tats�achlich eine solche Endsituation zustande kommtund nicht etwa eine fortw�ahrende Schwingung der Ladungstr�ager, liegt daran, dassdie Bewegung der Ladungstr�ager ged�ampft ist, also Bewegungs{Energie in Form vonW�arme an den Leiter abgibt.)Die Folge von E(r) = 0 im Inneren von Leitern ist, dass wegen E(r) = �@�(r)=@rdas elektrische Potential dort konstant ist: �(r) =const. Diese Aussage reicht vomInneren des Leiters aus bis an seine Rand�ache, denn anderenfalls k�onnten Felderim inneren Randbereich auftreten. Folglich ist die Rand�ache eines Leiters eine�Aquipotential�ache:�(r) = const auf der Rand�ache eines Leiters. (4.5)Aus der Feldgleichung �0 @@r E(r) = �(r) (4.6)folgt dann weiter, dass �(r) = 0 im Inneren des Leiters. Diese Aussage gilt nichtnotwendig f�ur seine Rand�ache, weil im �Au�eren des Leiters E(r) 6= 0 sein kann,so dass die Ableitung auf der Rand�ache, z.B. in Normalen{Richtung, einen vonNull verschiedenen Wert liefern kann. Eine weitere Folgerung aus dieser Feststellungist, dass Leiter eine elektrische Ladung nur auf ihrer Rand�ache tragen k�onnen. InAnalogie zur r�aumlichen Ladungsdichte �(r), die wir im Kapitel 3 de�niert hatten,beschreiben wir die Ladung auf Rand�achen von Leitern durch eine Fl�achendichte�(r)(=Ladung pro Fl�ache) der elektrischen Ladung.Wir werden jetzt eine wichtige Relation zwischen �(r) und dem elektrischen FeldE(r) au�erhalb des Leiters herleiten. Dazu benutzen wir die in der Elektrodynamiknoch h�au�ger vorkommende Pillendosen{Konstruktion, die in der Abbildung 4.1skizziert ist. Dort ist ein Ausschnitt aus einer Rand�ache S eines Leiters gezeigt. Indiese denken wir uns einen Zylinder der H�ohe 2�s mit seiner Achse senkrecht zu Seingesetzt, so dass sich jeweils ein St�uck der H�ohe �s des Zylinders im Inneren und
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S Abbildung 4.1: Pillendosen{Konstruktionim �Au�eren des Leiters be�ndet. Es seinen weiterhin F (+) und F (�) die Stirn�achendes Zylinders im �Au�eren und im Inneren. Wir integrieren die Feldgleichung (4.6)�uber das Zylinder{Volumen V :�0 ZV d3r @@r E(r) = ZV d3r �(r) (4.7)Die linke Seite formen wir mit dem Gau�schen Integralsatz um. Unter Beachtungvon E(r) = 0 im Inneren, also auf F (�), �nden wir
�0 ZV d3r @@r E(r) = �0 I@V df E(r)= �0 ZF (+) df E(r) + �0 ZF (�) df E(r) +O(�s)= �0 ZF (+) df E(r) +O(�s)= �0 ZF (+) df nE(r) +O(�s); (4.8)



4. ELEKTROSTATIK 85worin O(�s) die Gr�o�enordnung der Integral{Beitr�age von der Mantel�ache und ndie (nach au�en gerichtete) Normalen{Richtung des Zylinders bezeichnen. Da sichLadung nur auf der Rand�ache des Leiters be�ndet, �nden wir f�ur die rechte Seitevon (4.7) ZV d3r �(r) = ZF df �(r); (4.9)worin F das von dem Zylinder auf der Rand�ache S des Leiters ausgeschnitteneFl�achenst�uck ist. Jetzt f�uhren wir den Grenz�ubergang �s ! 0 aus. Dabei wirdF (+) ! F . Indem wir (4.8) und (4.9) in (4.7) einsetzen, �nden wir�0 ZF df nE(r) = ZF df �(r); (4.10)und weil das Fl�achenst�uck F auf S beliebig ist, auch�0nE(r) = �(r): (4.11)Auf der Rand�ache S des Leiters muss das Feld E(r) die Normalen{Richtung nbesitzen, weil jede Tangential{Komponente durch Bewegung freier Ladungstr�agerim Leiter kompensiert wird. Damit folgt schlie�lich aus (4.11)E(r) = 1�0 �(r)n: (4.12)Das elektrische Feld an der Rand�ache des Leiters ist durch die Fl�achendichte derLadung des Leiters bestimmt.4.1.2 Die Kapazit�at eines LeitersEs sei im Raum ein einzelner Leiter L mit seiner Rand�ache S vorhanden. DerLeiter trage die elektrische Ladung Q, und sein elektrisches Potential sei �L. Daselektrostatische Problem dieser Anordnung lautet



86 4. ELEKTROSTATIK��(r) = 0 f�ur r 62 L; (4.13)�(r) ! �L f�ur r! S;�(r) ! 0 f�ur jrj ! 1:(r 62 L bedeutet, dass der Ort r weder in dem Leiter L noch auf seiner Rand�acheS liegt.) Da das Problem linear ist, machen wir den Ansatz�(r) = �L f(r): (4.14)Die dimensionslose Funktion f(r) ist dann zu bestimmen aus�f(r) = 0 f�ur r 62 L; (4.15)f(r) ! 1 f�ur r ! S;f(r) ! 0 f�ur jrj ! 1:Wir denken uns das Problem gel�ost und bestimmen die elektrische Ladung Q desLeiters, indem wir die Relation (4.12) verwenden:Q = IS df � = �0 IS df nE = �0 IS df E == ��0 IS df  @�(r)@r !+S = ��L �0 IS df  @f(r)@r !+S : (4.16)Der Index +S soll bedeuten, dass der Gradient von �(r) bzw. von f(r) auf derRand�ache S des Leiters nach au�en zu bilden ist. Es ist jadf  @f(r)@r !+S = df n  @f(r)@r !+S ;so dass



4. ELEKTROSTATIK 87n  @f(r)@r !+Sals Normalen{Ableitung von f(r) (nach au�en), also senkrecht zu S, interpretiertwerden kann.Als Kapazit�at des Leiters wird de�niertC = Q�L = ��0 IS df  @f(r)@r !+S : (4.17)Wir erkennen, dass die Kapazit�atC des Leiters nicht von �L undQ abh�angt, sondernnur noch von der Geometrie des Leiters, die ja in das Randwert{Problem f�ur f(r)in (4.15) eingeht. Wir k�onnen auch nachweisen, dass C > 0 sein muss. Die Funktionf(r) muss n�amlich von dem Wert f(r) = 1 auf der Rand�ache r 2 S auf denWert f(r) = 0 f�ur jrj ! 1 abfallen. Dieser Abfall muss monoton sein, weil f(r)anderenfalls im Au�enraum des Leiters ein relatives Extremum haben m�usste. Dasist aber nicht m�oglich, weil f(r) dort �f(r) = 0 erf�ullt, vgl. den Nachweis in derEinleitung zu diesem Kapitel. Der Gradient @f(r)=@r zeigt an der Rand�ache S inden Leiter hinein.Die Einheit der Kapazit�at lautetKapazit�at C �= el. LadungPotential �= CV = AsV =: F = Farad: (4.18)Beispiel: KugelkondensatorEin kugelf�ormiger Leiter mit dem Radius R (und dem Mittelpunkt im Ursprung0) trage die Ladung Q. Wir integrieren die Feldgleichung (4.6) �uber eine mit demLeiter konzentrische Kugel V mit einem Radius r > R�0 ZV d3r @@r E(r) = ZV d3r �(r)| {z }=Q : (4.19)Die linke Seite formen wir mit dem Gau�schen Integralsatz um:



88 4. ELEKTROSTATIKZV d3r @@r E(r) = I@V df E(r) = 4 � r2 rr E(r);eingesetzt in (4.19): 4 � r2 rr E(r) = Q: (4.20)(Auf der Kugel{Rand�ache ist der Normalen{Vektor gegeben durch n = r=r:) Ausder Kugel{Symmetrie folgt, dass das Feld E(r Normalen{Richtung besitzt, alsoE(r) = Q4 � �0 r2 rr = �@�(r)@r ; �(r) = Q4 � �0 r ; r > R: (4.21)Auf der Rand�ache der Kugel, r = R, besitzt das Potential also den Wert �L =Q=(4 � �0R), so dass sich f�ur die Kapazit�atC = Q�L = 4 � �0R (4.22)ergibt.4.1.3 Die Kapazit�at eines Systems von LeiternWir verallgemeinern die obigen �Uberlegungen auf ein System von Leitern L�, � =1; 2; : : : : Es seien S� die Rand�achen der Leiter, Q� ihre Ladungen und �� ihrePotentiale. Zu l�osen ist das Randwert{Problem��(r) = 0 f�ur r 62 L�; (4.23)�(r) ! �� f�ur r! S�;�(r) ! 0 f�ur jrj ! 1:(r 62 L� bedeutet, dass r in keinem der Leiter L� und auch nicht auf deren Rand-�achen S� liegen soll.) Wierum machen wir von der Linearit�at des Problems Ge-brauch und setzen f�ur die L�osung �(r) an



4. ELEKTROSTATIK 89�(r) =X� �� f�(r): (4.24)(Auch die Indizes � bezeichnen die Leiter L�.) Dieser Ansatz wird zu einer L�osungvon (4.23), wenn die f�(r) die folgenden Forderungen erf�ullen:�f�(r) = 0 f�ur r 62 L�; (4.25)f�(r) ! 1 f�ur r ! S�;f�(r) ! 0 f�ur r ! S�; � 6= �;f�(r) ! 0 f�ur jrj ! 1:F�ur die Fl�achendichte �� der Ladung auf L� folgt aus (4.12)�� = �0 (nE(r))S� = ��0  n@�(r)@r !S� ;und daraus weiter f�ur die Ladung Q� unter Verwendung des Ansatzes (4.24) f�ur�(r): Q� = IS� df �� = ��0 IS� df n@�(r)@r = ��0 IS� df @�(r)@r ==X� (��0 IS� df @f�(r)@r ) �� =X� C�� ��; (4.26)C�� = ��0 IS� df @f�(r)@r : (4.27)An die Stelle der Kapazit�at C eines einzelnen Leiters tritt die Kapazit�ats{MatrixC��. Im folgenden Unterabschnitt werden wir nachweisen, dass die Kapazit�atsmatrixsymmetrisch ist: C�� = C��.Beispiel: PlattenkondensatorDas System von Leitern bestehe aus zwei parallelen metallischen Platten der Fl�acheF im Abstand a. Das lineare Gleichungs{System (4.26) lautet hier
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Abbildung 4.2: Idealisierter PlattenkondensatorQ1 = C11�1 + C12 �2Q2 = C21�1 + C22 �2 ) (4.28)Da die C�� wiederum unabh�angig von den Ladungen und Potentialen sind, n�amlichnur von der Geometrie der Anordnung abh�angen, k�onnen wir ohne Beschr�ankungder Allgemeinheit annehmen, dass Q2 = �Q1 =: Q. Ferner ist aus Gr�unden derSymmetrie zwischen den beiden Platten C11 = C22 =: C. Damit wird aus (4.28)Q = C �1 + C12 �2�Q = C21 �1 + C �2 ) (4.29)Diese beiden Gleichungen m�ussen o�ensichtlich �aquivalent sein, woraus folgt, dassC12 = C21 = �C, und somitQ = C (�1 � �2) ; C = Q�1 � �2 : (4.30)Der Plattenkondensator ist in der Abbildung 4.2 skizziert. Wir nehmen an, dassdas Feld den Raum zwischen den Platten homogen erf�ullt, was nat�urlich nur dann



4. ELEKTROSTATIK 91der Fall ist, wenn die Fl�ache F der Platten in jeder Richtung ! 1 geht. Da derRaum zwischen den Platten ladungsfrei ist, ist das Feld E dort r�aumlich konstantund hat die Richtung senkrecht zu den Platten, in der Abbildung die x{Richtung.Bei endlichen Fl�achen treten an den R�andern der Platten Verzerrungen auf, dieaus Dimensionsgr�unden von der Ordnung O(a2=F ) sein werden. Diese Verzerrungenwerden vernachl�assigt.Wir integrieren die Feldgleichung (4.6) �uber ein Volumen V , das die linke Platte alsQuader umschlie�en soll:�0 ZV d3r @@rE(r) = �0 I@V df E(r) = Q: (4.31)Da das Feld E die Rand�ache @V nur �uber die Platten�ache F durchdringt, hatdas Integral auf der linken Seite den Wert �0 F E, worin E die x{Komponente desFeldes E ist. Da das Feld zwischen den Platten konstant sein sollte, ist das Potentialeine lineare Funktion in x, n�amlich �(x) = �E x+const, und �1��2 = E a. Damitfolgt aus (4.31) f�ur C aus (4.30)C = Q�1 � �2 = �0 F EE a = �0 Fa : (4.32)Dieses C wird auch als die Kapazit�at des Plattenkondensators bezeichnet.4.1.4 Die Feldenergie in einem System von LeiternWir berechnen die Energie des elektrischen Feldes E(r) in einem System von Lei-tern. Es sei im Folgenden V das Volumen au�erhalb der Leiter L�, so dass in V keineelektrischen Ladungen auftreten. Im �Ubrigen werden alle Bezeichnung aus dem vor-hergehenden Unterabschnitt �ubernommen. Die Feldenergie lautet gem�a� Kapitel 3W = �02 ZV d3rE2(r) = �02 ZV d3r  @�(r)@r !2 : (4.33)Wir formen um unter Benutzung der Produkt{Regel der Di�erentiation f�ur denGradienten:



92 4. ELEKTROSTATIK @�(r)@r !2 = @@r  �(r) @�(r)@r !� �(r)��(r);vgl. auch 2.2.2. Nun ist ��(r) = 0 in V , so dass sich die Feldenergie W aus (4.33)mit dieser Umformung und unter Benutzung des Gau�schen Integralsatzes in derForm W = �02 ZV d3r @@r  �(r) @�(r)@r ! = �02 I@V df �(r) @�(r)@r (4.34)schreiben l�asst. Die Rand�ache @V von V besteht aus(1) der 1{fernen Rand�ache, auf der �(r) = 0 und somit auch @�(r)=@r = 0,(2) und aus allen Rand�achen S� der Leiter L�, allerdings mit einer Normalen{Richtung, die von V aus gesehen in die Leiter L� hineinzeigt. Wie bisher wol-len wir aber Fl�achen{Integrale �uber die Rand�achen S� mit einer Normalen{Richtung aus dem Leiter L� in das Volumen V hinein notieren, wodurch einVorzeichen wechselt.Wir beachten au�erdem, dass �(r) = �� auf der Rand�ache S�. Insgesamt erhaltenwir damit W = ��02 X� IS� df @�(r)@r : (4.35)Schlie�lich setzen wir den linearen Ansatz (4.24) in der Gestalt@�(r)@r =X� �� @f�(r)@rin den Ausdruck f�ur W ein und erhaltenW = 12 X�;� (��0 IS� df @f�(r)@r ) ���� = 12 X�;� C�� �� ��; (4.36)
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Abbildung 4.3: Spiegelladung hinter einer Grenz�ache Leiter{Vakuumworin wir die De�nition (4.27) benutzt haben. Die Feldenergie W ist also eine qua-dratische Funktion der Potentiale �� auf den Rand�achen der Leiter. Aus (4.36)folgt auch C�� = @2W@�� @�� ; (4.37)und daraus bereits die schon fr�uher behauptete Symmetrie C�� = C��, denn W alsquadratische Funktion der �� ist sicher zweimal stetig di�erenzierbar, so dass dieAbleitungen nach �� und �� in (4.37) vertauschbar sind.4.2 Die Methode der SpiegelladungenDie Methode der Spiegelladungen ist eine Konstruktion zur Bestimmung des elek-trischen Feldes bei Anwesenheit von Leitern. Wir erl�autern diese Methode f�ur deneinfachsten Fall, dass sich eine elektrische Ladung Q im Abstand a vor einer ebenenund 1{weit ausgedehnten Rand�ache eines Leiters be�ndet. Wir w�ahlen ein Koor-dinatensystem, so dass dessen x{y{Ebene die Rand�ache des Leiters beschreibt und



94 4. ELEKTROSTATIKdie z{Richtung senkrecht zur Rand�ache steht, vgl. Abbildung 4.3. Die Ladung Qhabe die Koordinaten r1 �= (0; 0;+a). Das Potential �(r) dieser Anordnung ist wiefolgt zu bestimmen: ��(r) = � 1�0 �(r) = �Q�0 �(r) in z � 0; (4.38)�(x; y; z = 0) = const:Die erste Bedingung in (4.38) dr�uckt aus, dass die Punktladung Q an der Stelle r1die Quelle des Feldes ist, und die zweite Bedingung fordert, dass die x{y{Ebene,also z = 0 als Rand�ache des Leiters eine �Aquipotential�ache ist.Wir zeigen jetzt, dass diese beiden Bedingungen dadurch zu erf�ullen sind, dass wiruns eine �ktive Ladung �Q spiegelbildlich zu +Q hinter der Rand�ache des Leiters,also am Ort r2 �= (0; 0;�a) angebracht denken und das Potential in z � 0 als vonden beiden Ladungen +Q bei r1 und �Q bei r2 erzeugt denken:�(r) = Q4 � �0  1jr � r1j � 1jr � r2j! z � 0: (4.39)Zun�achst ist klar, dass dieses Potential die Poisson{Gleichung (4.38) in z � 0 l�ost,denn
��(r) = Q4 � �0 0BBBB@� 1jr � r1j| {z }=�4� �(r�r1)� 1jr � r2j| {z }=�4� �(r�r2)=01CCCCA ; (4.40)weil jr � r2j = qx2 + y2 + (z + a)2 > 0in z � 0, also �(r � r2) = 0 in z � 0. Wegenjr � r1j = qx2 + y2 + (z � a)2 > 0



4. ELEKTROSTATIK 95ist f�ur z = 0 jr � r1j = jr � r2j, also �(r) = 0, womit auch die zweite Bedingungin (4.38), dass die Ebene z = 0 eine �Aquipotential�ache sein soll, erf�ullt ist.Wie im vorhergehenden Abschnitt begr�undet, kann sich die elektrische Ladung einesLeiters nur an seiner Rand�ache be�nden. In unserem Fall muss sich dort auch La-dungen be�nden, weil Feldlinien von der Rand�ache ausgehen. Diese Ladung hei�tauch Inuenzladung. Wir berechnen die Fl�achendichte der Ladung auf der Rand-�ache des Leiters, indem wir (4.11) verwenden:
�(r) = �0 n E(r)jz=+0 = ��0 n  @�(r)@r !z=+0 = ��0  @�(r)@z !z=+0 : (4.41)Es ist @@z 1jr � r1;2j = @@z 1qx2 + y2 + (z � a)2 = � z � a[x2 + y2 + (z � a)2]3=2 ;�(x; y) = �Qa2 � 1[x2 + y2 + a2]3=2 (4.42)Wir berechnen nun die gesamte Inuenzladung Q0:

Q0 = Z df 0 �(x; y) = �Qa2 � Z 10 2 � r0 dr0[r02 + a2]3=2 == Qa �hr02 + a2i�1=2�r0=1r0=0 = �Q: (4.43)(In dieser Umrechnung haben wir r02 = x2+ y2; df = 2 � r0 dr0 substituiert.) Auf derRand�ache des Leiters, die der Ladung Q zugewandt ist, wird also insgesamt dieLadung Q0 = �Q inuenziert. Wenn der Leiter vor dem Einbringen der Ladung Qneutral (=ungeladen) war, muss sich die Gegenladung zur Inuenzladung auf einer1{entfernten Rand�ache des Leiters be�nden.



96 4. ELEKTROSTATIK4.3 Das allgemeine Randwert{ProblemZur L�osung der Poisson{Gleichung��(r) = � 1�0 �(r) (4.44)f�ur eine vorgegebene Ladungsdichte �(r) ist die Vorgabe von Randbedingungen er-forderlich. F�ur einen speziellen Fall, n�amlich �(r) = 0 in Anwesenheit von Leitern,haben wir das bereits im Abschnitt 4.1 gesehen. Den allgemeinen Fall formulierenwir wie folgt: es ist die Poisson{Gleichung (4.44) zu l�osen, wobei die Ladungsdichte�(r) innerhalb eines Volumens V vorgegeben sei und die L�osung �(r) auf der Rand-�ache @V von V gewisse Bedingungen erf�ullen soll. Diese Problemstellung nenntman das Randwert{Problem der Elektrostatik. Welche Bedingungen �(r) auf @Verf�ullen soll, werden wir sp�ater formulieren. Eine spezielle Version des elektrostati-schen Randwert{Problems ist der Fall, dass V das gesamte Volumen ist und dassdie L�osung �(r) auf der1{fernen Rand�ache von V verschwinden soll. Die L�osungdieses Randwert{Problems ist uns aus 2.4.2 bekannt:�(r) = 14 � �0 Z d3r0 �(r0)jr � r0j : (4.45)Um Aussagen �uber das allgemeine Randwert{Problem machen zu k�onnen, ben�otigenwir zwei wichtige Integrals�atze, die sogenannten Greenschen Identit�aten.4.3.1 Die Greenschen Identit�atenAusgangspunkt ist der Gau�sche SatzZV d3r @@r a(r) = I@V df a(r); (4.46)in den wir a(r) = �(r) @@r  (r)



4. ELEKTROSTATIK 97einsetzen. Dann ist unter Benutzung einer Umformung aus 3.1.2@@r a(r) = @@r  �(r) @@r  (r)! == @� (� @�  ) = (@� �) (@�  ) + @2�  == @�(r)@r @ (r)@r + �(r)� (r):Mit diesen De�nitionen und Umformungen wird aus dem Gau�schen Satz (4.46)ZV d3r  @�@r @ @r + �� ! = I@V df � @ @r : (4.47)(Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit haben wir die Argumente r in � und  fortge-lassen.) Es ist df = n df , worin n der Einheits{Vektor in der Normalen{Richtungvon @V (nach au�en) ist, so dassdf @ @r = df  n @@r!  :n @=@r hat die Bedeutung einer Normalen{Ableitung der Funktion  , also ihresGradienten in Normalen{Richtung. Hierf�ur ist die Schreibweise n @@r!  =: @ @n ; (4.48)�ublich, die allerdings missverst�andlich ist, weil nicht etwa nach dem Normalen{Vektor, sondern nach dem senkrechten Abstand von der Rand�ache @V abgeleitetwird. Setzen wir nun (4.48) in (4.47) ein, so erhalten wir die erste Greensche Identit�atZV d3r  @�@r @ @r + �� ! = I@V df � @ @n (4.49)



98 4. ELEKTROSTATIKWir denken uns die erste Greensche Identit�at (4.49) mit � statt  und umgekehrthingeschrieben und bilden die Di�erenz der beiden Identit�aten. Dabei f�allt das Pro-dukt der Gradienten von � und  heraus, und wir erhalten die zweite GreenscheIdentit�at ZV d3r (�� �  ��) = I@V df  � @ @n �  @�@n! : (4.50)
4.3.2 Die formale L�osung des Randwert{ProblemsWir denken uns die zweite Greensche Identit�at (4.50) mit der Variablen r0 statt rformuliert und w�ahlen �(r0) = �(r0) =elektrisches Potential sowie  (r0) = 1=jr�r0j.Dabei benutzen wir, dass

�0 �(r0) = �0 �(r0) = � 1�0 �(r0);�0 1jr � r0j = �4 � � (r � r0) :Die erste dieser Beziehungen ist wieder die Poisson{Gleichung, die zweite haben wirausf�uhrlich in 2.2.2 hergeleitet. (�0 ist der Laplace{Operator mit der Variablen r0statt r.) Mit diesen Vereinbarungen und den obigen Beziehungen erhalten wir ausder zweiten Greenschen Identit�atZV d3r0  �4 ��(r0) � (r � r0) + 1�0 �(r0)jr � r0j! == I@V df 0  �(r0) @@n0 1jr � r0j � 1jr � r0j @�(r0)@n0 ! : (4.51)(Alle gestrichenen Variablen beziehen sich auf r0.) Wir betrachten den Fall, dassder Punkt r innerhalb von V liegt. Dann liefert das Integral �uber den Term mit der�{Funktion �4 ��(r), und wir erhalten



4. ELEKTROSTATIK 99�(r) = 14 � �0 Z d3r0 �(r0)jr � r0j++ I@V df 0  1jr � r0j @�(r0)@n0 � �(r0) @@n0 1jr � r0j! : (4.52)Wenn in (4.51) der Punkt r au�erhalb von V gew�ahlt wird, erhalten wir o�ensichtlichdie Aussage, dass der Ausdruck auf der rechten Seite von (4.52) verschwindet.O�ensichtlich ist (4.52) noch keine explizite L�osung des Problems, weil das gesuchteelektrische Potential �(r) auf beiden Seiten der Gleichung auftritt. (4.52) ist eineIntegral{Gleichung, die �aquivalent zu dem anfangs gestellten Randwert{Problem ist.Nun tritt das gesuchte elektrische Potential �(r) auf der rechten Seite aber nur aufder Rand�ache @V auf. Das legt den Schluss nahe, (4.52) tats�achlich als explizi-te L�osung zu interpretieren, wenn das Potential �(r) und seine Normal{Ableitung@�(r)=@n auf der Rand�ache @V als Randbedingungen vorgegeben sind. Eine solcheVorgabe nennt man auch Cauchysche Randbedingungen. Wir werden im folgendenUnterabschnitt lernen, dass diese Randbedingungen eine �Uberbestimmung darstel-len und im Allgemeinen nicht miteinander vertr�aglich sind.Aus (4.52) geht die L�osung (4.45) hervor, wenn wir das Volumen V als den gesamtenRaum, @V also als die 1{entfernte Rand�ache w�ahlen und annehmen, dass@�(r0)@n0 = �n0E(r0);also die (negative) Normal{Komponente des elektrischen Feldes mit jr0j ! 1 schnel-ler als 1=jr � r0j verschwindet.Schlie�lich formulieren wir (4.52) f�ur den Fall, dass das Innere von V ladungsfrei ist,also �(r0) = 0:�(r) = I@V df 0  1jr � r0j @�(r0)@n0 � �(r0) @@n0 1jr � r0j! : (4.53)4.3.3 Dirichletsche und Neumannsche Randbedingungen,Eindeutigkeit der L�osungWir zeigen jetzt, dass die L�osung des elektrostatischen Randwert{Problems



100 4. ELEKTROSTATIK��(r) = � 1�0 �(r) (4.54)in einem Volumen V eindeutig ist, wenn entweder(1) Dirichletsche Randbedingung:das Potential �(r) auf der Rand�ache @V oder(2) Neumannsche Randbedingung:die Normal{Ableitung @�(r)=@n des Potentials �(r) auf der Rand�ache @Vvorgegeben ist.Wir f�uhren den Nachweis durch einen Widerspruchsbeweis. Es seien �1(r) und �2(r)zwei L�osungen von (4.54), die dieselben Randbedingungen, also Dirichletsche oderNeumannsche, erf�ullen. Es sei U(r) := �1(r) � �2(r) die Di�erenz zwischen denbeiden L�osungen. Dann ist U (Argument r nicht mehr mitgeschrieben) o�ensichtlichL�osung des folgenden Randwert{Problems:�U = 0 in V; ( entweder U = 0oder @U=@n = 0 ) auf @V: (4.55)Jetzt verwenden wir die erste Greensche Identit�at (4.49) mit der Wahl � =  = U :ZV d3r  @U@r @U@r + U �U! = I@V df U @U@n :Da �U = 0 in V und entweder U = 0 oder @U=@n = 0 auf @V , folgtZV d3r @U@r @U@r = ZV d3r �����@U@r �����2 = 0 : � @U@r = 0:�1 und �2 k�onnen sich also nur um eine Konstante unterscheiden. Im Fall derDirichletschen Randbedingung muss diese Konstante sogar den Wert 0 haben, weilU = 0 auf @V . In jedem Fall liefern �1 und �2 dasselbe elektrische Feld.Wenn also die Vorgabe entweder von � oder von @�=@n auf der Rand�ache @V dieL�osung � des Randwert{Problems schon eindeutig macht, dann wird die Vorgabevon Cauchyschen Randbedingungen, also � und @�=@n auf der Rand�ache @V , imAllgemeinen eine �Uberbestimmung darstellen.Alle obigen �Uberlegungen sind auf den Fall von gemischten Randbedingungen �uber-tragbar, bei denen auf Teilen von @V das Potential � und auf dem verbleibendenTeil von @V die Normal{Ableitung @�=@n des Potentials vorgegeben sind.



4. ELEKTROSTATIK 1014.4 L�osung mit der Greenschen FunktionEine Greensche Funktion G(r; r0) soll de�niert sein als eine L�osung von�0G(r; r0) = � 1�0 �(r � r0): (4.56)Es ist zu beachten, dass der Laplace{Operator �0 auf die Variable r0 in G(r; r0)wirkt. Man kann G(r; r0) als Potential am Ort r0 betrachten, das von einerpunktf�ormigen Einheitsladung Q = 1 am Ort r erzeugt wird, wobei die Rand-bedingungen zun�achst o�en bleiben. Aus 2.2.2 kennen wir eine spezielle L�osung von(4.56), n�amlich G(r; r0) = 14 � �0 1jr � r0j :Hier ist es o�enbar gleichg�ultig, ob � oder �0 auf G(r; r0) angewendet wird. Dieallgemeine L�osung von (4.56) k�onnen wir in der FormG(r; r0) = 14 � �0 1jr � r0j +H(r; r0) mit �0H(r; r0) = 0 (4.57)schreiben. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Freiheit bei der Wahl von H(r; r0) zu nut-zen, um die Integral{Gleichung (4.52) f�ur die L�osung �(r) eines Randwert{Problemsso umzuschreiben, dass sie nur noch eine der beiden m�oglichen Randwert{Vorgabenenth�alt, n�amlich die Dirichletsche f�ur �(r) oder die Neumannsche f�ur @�(r)=@n auf@V .Wir f�uhren jetzt eine Umformung durch, der derjenigen in 4.3.2 v�ollig analog ist.Wir greifen also wieder auf die zweite Greensche Identit�at (4.50) zur�uck, denken unsdiese mit r0 statt r als Integrations{Variable formuliert und w�ahlen �(r0) = �(r0)sowie  (r0) = G(r; r0). Wir erhalten damitZV d3r0 (�(r0)�0G(r; r0)�G(r; r0)�0�(r0)) == I@V df 0  �(r0) @@n0 G(r; r0)�G(r; r0) @@n0 �(r0)! :



102 4. ELEKTROSTATIKWir beachten nun, dass G(r; r0) die Beziehung (4.56) und �(r0) die Poisson{Gleichung (4.54) (mit r0 statt r) erf�ullt. Au�erdem nehmen wir an, dass der Ort rim Volumen V liegt. Wir erhalten dann nach dem Vorbild von (4.52)�(r) = Z d3r0G(r; r0) �(r0)++�0 I@V df 0  G(r; r0) @@n0 �(r0)� �(r0) @@n0 G(r; r0)! : (4.58)Jetzt trennen sich die Wege f�ur die beiden Typen von Randbedingungen.Dirichletsche Randbedingung:Wir w�ahlen als Randbedingung f�ur die Greensche Funktion GD(r; r0) = 0 auf demRand r0 2 @V . (Index D f�ur Dirichletsche Randbedingung.) Dann wird aus (4.58)�(r) = Z d3r0GD(r; r0) �(r0)� �0 I@V df 0�(r0) @@n0 GD(r; r0): (4.59)Die Bedeutung dieses Ergebnisses liegt darin, dass wir nur noch ein einziges Dirich-letsches Randwert{Problem l�osen m�ussen, n�amlich�0GD(r; r0) = � 1�0 �(r � r0) in V; GD(r; r0) = 0 auf r0 2 @V; (4.60)d.h. f�ur eine Punktladung und verschwindenden Randwert auf @V , und damit dieL�osung �(r) f�ur alle Dirichletschen Randwert{Probleme��(r) = � 1�0 �(r) (4.61)und vorgegebenem �(r) auf @V ausdr�ucken k�onnen.Neumannsche Randbedingung:Wir k�onnen hier nicht v�ollig analog zum Dirichletschen Fall vorgehen, weil wir alsRandbedingung nicht etwa @G(r; r0)=@n0 = 0 auf @V fordern k�onnen. Das erkennen



4. ELEKTROSTATIK 103wir, wenn wir die De�nitions{Beziehung (4.56) f�ur Greensche Funktionen �uber einVolumen V integrieren,ZV d3r0�0G(r; r0) = � 1�0 ZV d3r0 �(r � r0);auf der linken Seite den Gau�schen Integralsatz anwenden,ZV d3r0�0G(r; r0) = ZV d3r0 @@r0 @@r0 G(r; r0) == I@V df 0 @@r0 G(r; r0) = I@V df 0 @@n0 G(r; r0);au�erdem annehmen, dass der Ort r in V liegt, so dassZV d3r0 �(r � r0) = 1:Insgesamt erhalten wir also I@V df 0 @@n0 G(r; r0) = � 1�0 ;und diese Beziehung ist im Allgemeinen mit @ G(r; r0)=@n0 = 0 f�ur r0 2 @V nichtvertr�aglich. Sie besagt aber, dass wir@@n0 GN (r; r0) = � 1�0 1j@V j (4.62)als Neumannsche Randbedingung fordern k�onnen, worin j@V j den Fl�acheninhalt derRand�ache @V bedeutet. Setzen wir diese Randbedingung in (4.58) ein, so erhaltenwir �(r) = h�i@V + Z d3r0GN(r; r0) �(r0) + �0 I@V df 0GN(r; r0) @@n0 �(r0); (4.63)



104 4. ELEKTROSTATIKworin h�i@V := 1j@V j I@V df 0�(r0)der (r�aumlich konstante) Mittelwert des Potentials auf der Rand�ache @V ist. Jetztm�ussen wir also nur noch das einzige Neumannsche Randwert{Problem�0GN(r; r0) = � 1�0 �(r � r0) in V (4.64)mit dem Randwert (4.62) l�osen und k�onnen damit die L�osungen �(r) f�ur alle Neu-mannschen Randwert{Probleme��(r) = � 1�0 �(r) (4.65)und vorgegebenem @�(r)=@n auf @V ausdr�ucken. Im �Ubrigen f�allt die Konstanteh�i@V bei der Bildung des elektrischen Feldes heraus.Die M�oglichkeit, alle Dirichletschen und Neumannschen Randwert{Probleme aufzwei Typen von Greenschen Funktionen GD und GN zu reduzieren, beruht ent-scheidend auf der Linearit�at der Poisson{Gleichung. Die Bestimmung dieser beidenGreenschen Funktionen gelingt allerdings nur f�ur recht einfache Rand�achen @V .



Kapitel 5
Elektrischer Strom undmagnetische Flussdichte
Diese Einf�uhrung in die Elektrodynamik geht { zun�achst { von empirischen Befundenaus. Die Coulomb{Wechselwirkung zwischen elektrischen Ladungen gab Anlass zurEinf�uhrung des Begri�s des elektrischen Feldes und zur Formulierung von Feldglei-chungen. Auch die Einf�uhrung des magnetischen Feldes und die Formulierung vonFeldgleichungen daf�ur werden wir auf einen weiteren empirischen Befund gr�unden.Tats�achlich jedoch sind die beiden grundlegenden empirischen Befunde nicht un-abh�angig, und elektrisches und magnetisches Feld werden sich in der sp�ater zu for-mulierenden nicht{statischen Theorie als miteinander verkn�upft erweisen. Hinweisedarauf werden wir bereits in diesem Kapitel erhalten, obwohl es auch hier zun�achstum die Formulierung einer statischen Theorie des magnetischen Feldes geht.5.1 Erhaltung der elektrischen Ladung5.1.1 Die elektrische FlussdichteWie wir bereits im Unterabschnitt 1.2.2 bemerkt hatten, ist elektrische Ladung einecharakteristische Eigenschaft gewisser Teilchen, z.B. von Elektronen oder Protonen.Wenn sich solche Teilchen bewegen, kommt es o�ensichtlich zum Transport von elek-trischer Ladung, allgemeiner ausgedr�uckt, zu einem elektrischen Strom. Wir wollenhier von vornherein die kontinuierliche Betrachtungsweise w�ahlen, die wir f�ur dieBeschreibung der elektrischen Ladung durch eine r�aumliche Dichte �(r) im Kapitel105



106 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE2.4 begr�undet hatten. Wir stellen uns vor, dass sich die elektrische Ladung durchVer�anderung ihres Orts im Raum bewegt. Eine erste Konsequenz daraus ist, dasssich dann im Allgemeinen die elektrische Ladung pro Volumen, die von einem Be-obachter an einem festen Ort registriert wird, also die Ladungsdichte auch zeitlich�andern wird. Wir werden deshalb die elektrische Ladungsdichte nicht nur wie bisherals Funktion des Ortes r, sondern auch als Funktion der Zeit schreiben: �(r; t).Die Bewegung der elektrischen Ladung beschreiben wir nun durch eine elektrischeFlussdichte j(r; t), die ebenfalls vom Ort und von der Zeit abh�angen kann. DieseFlussdichte wird wie folgt de�niert:(1) j(r; t) soll die Richtung der Ladungsbewegung am Ort r zur Zeit t haben.(2) Es sei dfn ein di�erentielles Fl�achen{Element am Ort r mit der Normalen{Richtung parallel zu j(r; t). Dann solldQ = jj(r; t)j dfn dt (5.1)die Ladungsmenge sein, die dort in der Richtung von j(r; t) durch dfn imZeitintervall dt transportiert wird.Die Einheit der elektrischen Flussdichte istFlussdichte j �= LadungFl�ache � Zeit �= Am2 :Wir bestimmen jetzt den elektrischen Strom dI durch ein Fl�achen{Element df mitbeliebiger Normalen{Richtung n = df=df; df = jdf j. Es soll dI als die elektri-sche Ladung de�niert sein, die pro Zeit durch df ie�t. In der Abbildung 5.1 isteine "R�ohre" mit einer Querschnitts{Fl�ache dfn und der Achsenrichtung parallel zuj skizziert. (Der Querschnitt muss nicht notwendig kreisf�ormig sein). Die "R�ohre"schneide aus einer Fl�ache ein Fl�achenst�uck df aus, das eine beliebige Orientierunghabe, so dass � der Winkel zwischen df und j ist. Der Strom durch die Querschnitts-�ache dfn ist derselbe wir durch df , alsodI = jj(r; t)j dfn = jj(r; t)j jdf j cos� = j(r; t) df : (5.2)Wenn die Bewegung der Ladungstr�ager durch ein Geschwindigkeitsfeld v(r; t) be-schrieben werden kann, d.h., durch die Geschwindigkeit v(r; t), die ein geladenes
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Abbildung 5.1: Stromdichte und StromussTeilchen zur Zeit t am Ort r besitzt, dann ist das entsprechende j(r; t) parallel zuv(r; t). W�ahrend des di�erentiellen Zeitintervalls dt schiebt sich dann durch einenQuerschnitt der "R�ohre" in Abbildung 5.1 diejenige Ladungsmenge dQ, die in demVolumen dfn jv(r; t)j dt enthalten ist, alsodQ = �(r; t) dfn jv(r; t)j dt = �(r; t) v(r; t) df dt;worin �(r; t) wieder die Ladungsdichte ist. Dem entspricht ein StromdI = �(r; t) v(r; t) df :Durch den Vergleich mit (5.2) erkennen wir, dass die entsprechende Flussdichtej(r; t) = �(r; t) v(r; t) (5.3)lautet. Diesen Ausdruck nennt man auch eine konvektive Flussdichte. Nicht immerl�asst sich eine Flussdichte j(r; t) sinnvollerweise als konvektive Flussdichte beschrei-ben. F�ur die Elektronen in einem Leiter z.B. ist deren Geschwindigkeit eine stati-stisch verteilte Gr�o�e, so dass auf der rechten Seite von (5.3) ein Mittelwert zu bildenw�are. In solchen F�allen ist es einfacher, nur mit der ph�anomenologischen Flussdichtej(r; t) zu arbeiten.



108 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE5.1.2 Die Erhaltung der elektrischen LadungMit der in 1.2.2 vereinbarten Bezeichnung der beiden Arten von elektrischer Ladungals "positiv" und "negativ" haben wir jetzt bewirkt, dass sich dieselbe Bewegungderselben Absolutmenge von Ladung der beiden Arten durch ein Vorzeichen in derFlussdichte j unterscheidet. Diese Bezeichnung hat zur Folge, dass die Bewegungder einen Art von Ladung und die r�aumlich entgegengesetzte Bewegung der anderenArt von Ladung in dem Sinne �aquivalent sind, dass sie durch gleiche Flussdichtenj beschrieben werden. Eine solche Folgerung darf nat�urlich nicht nur durch einespezielle Bezeichnungsweise begr�undet sein. Das lie�e sich nur dadurch verhindern,dass wir bei der Bezeichnung gr�un und rot f�ur die beiden Arten von elektrischerLadung geblieben w�aren. Wir h�atten dann also immer auch zwei Ladungsdichten�gr�un und �rot sowie zwei Flussdichten jgr�un und jrot mitf�uhren m�ussen. Bis zumjetzigen Stand unserer �Uberlegungen w�urden sich die beiden Arten von Ladungen,"gr�une" und "rote" unabh�angig voneinander durch den Raum bewegen k�onnen.Diese Bemerkung ist wichtig, um die Tragweite der jetzt einzuf�uhrenden Erhaltungvon elektrischer Ladung zu ermessen.Wir f�uhren an dieser Stelle einen weiteren, grundlegenden empirischen Befund indie Theorie ein, der im Allgemeinen in der folgenden Form ausgesprochen wird:Die elektrische Ladung ist erhalten. In der Bezeichnungsweise "gr�un" und "rot" f�urdie beiden Arten von Ladungen m�usste dieser Befund so ausgedr�uckt werden: glei-che Absolutmengen jeweils "gr�uner" und "roter" Ladungen k�onnen sich vernichten(kompensieren), und ebenso k�onnen nur gleiche Absolutmengen jeweils "gr�uner" und"roter" Ladungen gebildet werden. Jetzt bew�ahrt sich die Z�ahlung der beiden Artenvon Ladungen als "positiv" und "negativ" erneut, weil bereits mit dieser Z�ahlung derSatz von der Erhaltung der Ladung auf elegante Weise ber�ucksichtigt werden kann.Nochmals: die Z�ahlung "positiv" und "negativ" f�ur die beiden Arten von Ladungenbegr�undet nicht etwa die Erhaltung von Ladung, sondern die Erhaltung erlaubt dieZ�ahlung von Ladung als "positiv" und "negativ".Wir wollen den Satz von der Erhaltung der Ladung in eine Aussage �uber die La-dungsdichte �(r; t) und die Flussdichte j(r; t) umformen. Dazu betrachten wir dieLadung Q (positiv oder negativ) in einem beliebigen Volumen V . Wir nehmen an,dass die Form und die Position des Volumens V zeitlich konstant sind. Dann l�asstsich Q und seine zeitliche �Anderung wie folgt durch die Ladungsdichte �(r; t) aus-dr�ucken: Q = ZV d3r �(r; t); dQdt = ZV d3r @@t �(r; t): (5.4)



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 109Die Zeitableitung kann durch das Raum{Integral "hindurchgezogen" werden, weildas Integrationsgebiet V verabredungsgem�a� zeitlich konstant sein sollte. Sie mussinnerhalb des Integral aber als partielle Zeitableitung geschrieben werden, weilder Ort r als Integrationsvariable in V nicht von der Zeitableitung betro�en ist.Wir werden im folgenden Unterabschnitt die Bedeutung einer totalen Zeitableitungd�(r; t)=dt kennen lernen.Der Satz von der Erhaltung der Ladung kann nun auch so ausgedr�uckt werden: dieLadungQ in V kann sich nur dadurch �andern, dass ein �Uberschuss von Ladung durchdie Rand�ache @V von V in V hinein{ oder aus V herausie�t. Wir formulieren dasin der Form dQdt = � I@V dI: (5.5)Die dI sollen die Str�ome durch die Fl�achen{Elemente df von @V sein. dI > 0 sollbedeuten, dass der Strom in Normalen{Richtung ie�t, d.h. f�ur positive Ladungvon innen nach au�en oder �aquivalent f�ur negative Ladung von au�en nach innen,entsprechend dI < 0. Diese Vereinbarung begr�undet das negative Vorzeichen auf derrechten Seite. In jedem Fall wird durch das Integral auf der rechten Seite die Bilanzaller Ladungstransporte �uber die Rand�ache @V gebildet und damit gesagt, dasssich positive und negative Ladung kompensieren. Wenn das Integral auf der rechtenSeite von (5.5) verschwindet, kompensieren sich s�amtliche Ladungstransporte �uber@V (oder es ie�t �uberhaupt kein Strom) und es ist dQ=dt = 0.Unter Verwendung von (5.2) und des Gau�schen Integralsatzes kann das Integralauf der rechten Seite von (5.5) wie folgt geschrieben werden:I@V dI = I@V df j(r; t) = ZV d3r @@r j(r; t): (5.6)Wir setzen diese Umformung sowie dQ=dt aus (5.4) in (5.5) ein und fassen die beidenVolumen{Integrale zusammen:ZV d3r  @@t �(r; t) + @@r j(r; t)! = 0: (5.7)Diese Aussage gilt f�ur beliebige Volumina V . Das ist nur m�oglich, wenn der Integrandan jedem Ort r verschwindet:



110 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE@@t �(r; t) + @@r j(r; t) = 0: (5.8)Diese Gleichung, die sogenannte Kontinuit�ats{Gleichung, ist die lokale Version desSatzes von der Erhaltung der Ladung. Weil sich die obigen Umformungen auch inumgekehrter Richtung durchf�uhren lassen, ist die Kontinuit�ats{Gleichung �aquivalentzu allen anderen Formulierungen des Erhaltungssatzes f�ur die Ladung.Wir werden im weiteren Verlauf dieses Textes zun�achst die station�are Theorie formu-lieren. Sie ist dadurch de�niert, dass s�amtliche Feldgr�o�en einschlie�lich der Dichtenvon Ladung und Fluss zeitunabh�angig sind: E = E(r); � = �(r) usw., aber auchj = j(r). Aus der Kontinuit�ats{Gleichung (5.8) folgt dann@@r j(r) = 0 f�ur station�are Flussdichten. (5.9)Durch Integration �uber ein beliebiges Volumen V folgt daraus, dass sich im stati-on�aren Fall die Str�ome durch beliebige geschlossene Fl�achen immer kompensierenm�ussen.5.1.3 Konvektive Flussdichten und totale ZeitableitungWir nehmen an, dass die Bewegung der Ladungstr�ager durch ein Geschwindigkeits{Feld v(r; t) beschrieben sei, wie wir das bereits im vorhergehenden Unterabschnitterl�autert hatten, so dass j(r; t) = �(r; t) v(r; t), vgl. (5.3). Wir denken uns nun einenBeobachter, der ausgehend von einem beliebigen Ort r0 mit den Ladungstr�agern"mitschwimmt". Das soll bedeuten, dass der Ortsvektor r(t) dieses mitbewegtenBeobachters bei vorzugebendem Geschwindigkeitsfeld v(r; t) aus der Di�erential{Gleichung drdt = v(r; t) (5.10)f�ur eine Anfangs{Position r0 z.B. zur Zeit t = 0 zu l�osen ist. Wenn dieser mitbe-wegte Beobachter eine vorgebene Ladungsdichte �(r; t) messend verfolgt, wird ernicht nur eine zeitliche �Anderung aufgrund der expliziten Zeitabh�angigkeit in �(r; t)feststellen, sondern auch aufgrund seiner eigenen Orts�anderung im Ort r. Die vondem mitbewegten Beobachter gemessene Zeitableitung wird zur Unterscheidung von



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 111@=@t mit d=dt bezeichnet. F�ur sie gilt in Bezug auf �(r; t) unter Beachtung der Ket-tenregel der Di�erentiationddt �(r; t) = @@t �(r; t) + @@r �(r; t) drdt = @@t �(r; t) + v(r; t) @@r �(r; t); (5.11)vgl. auch (5.10). Wenn wir nun andererseits j(r; t) = �(r; t) v(r; t) in die Kon-tinuit�ats{Gleichung (5.8) einsetzen und dort die Produkt{Regel f�ur die Divergenzvon �(r; t) v(r; t) ausf�uhren, (Argumente (r; t) zur Vereinfachung der Schreibweisenicht mehr mitgeschrieben)@@r (� v) = @� (� v�) = (@� �) v� + � (@� v�) = v @@r � + � @@r v;vgl. auch (2.2.2), dann erhalten wir@@t �+ v @@r � + � @@r v = 0;bzw. unter Beachtung von (5.11) d�dt + � @@r v = 0: (5.12)Dieses ist die Form der lokalen Version der Ladungserhaltung f�ur den mitbewegtenBeobachter, oft auch die substantielle Version zum Unterschied von der explizitenVersion (5.8) genannt. Wenn der mitbewegte Beobachter keine zeitliche �Anderungder Ladungsdichte beobachtet, also d�=dt = 0, dann folgt dort, wo �uberhaupt La-dung vorhanden ist, also wo � 6= 0, dass die Divergenz der Geschwindigkeit ver-schwindet: @v=@r = 0. Ein solches Geschwindigkeitsfeld nennt man auch inkom-pressibel. Wie wir aus (5.11) ablesen, sind die Bedingungen d�=dt = 0 f�ur die In-kompressibilit�at und @�=@t = 0 f�ur die Stationarit�at keinesfalls �aquivalent.Die Beziehung (5.11) gilt o�ensichtlich f�ur jede beliebige skalare Funktion �(r; t)und wird deshalb allgemein in der "Operatorform"ddt = @@t + v(r; t) @@r (5.13)geschrieben. Man nennt d=dt auch die totale Zeitableitung im Gegensatz zur parti-ellen Zeitableitung @=@t.



112 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE5.2 Lorentz{Kraft und magnetische InduktionAusgangspunkt der Theorie elektrischer Felder war die Coulomb{Wechselwirkungzwischen elektrischen Ladungen. Aus Gr�unden z.B. bereits der Galilei{Invarianzvon Inertial{Systemen, die sich relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeitbewegen, muss es auch eine Wechselwirkung zwischen bewegten Ladungen, also zwi-schen elektrischen Flussdichten geben. Eine statische Ladungs{Verteilung �(r; t) ineinem Inertial{System muss ja als eine Flussdichte j(r; t) in einem anderen Inertial{System auftreten, die Wechselwirkung zwischen den statischen Ladungen im erstenSystem also als Wechselwirkung zwischen Fl�ussen im zweiten System. Wenn unsdie korrekte Relativit�ats{Theorie der Elektrodynamik bekannt w�are, dann m�usstenwir mit ihrer Hilfe aus der Coulomb{Wechselwirkung zwischen Ladungen auf diegesuchte Wechselwirkungen zwischen Fl�ussen schlie�en k�onnen. (Tats�achlich f�allt,wie wir sp�ater lernen werden, die korrekte Relativit�ats{Theorie der Elektrodyna-mik nur bei sehr kleinen Relativ{Geschwindigkeiten mit der Galilei{Relativit�at derNewtonschen Mechanik zusammen.)5.2.1 Formulierung der Lorentz{Kraft und der magneti-schen InduktionWir werden hier zun�achst einen anderen Weg gehen, n�amlich die Wechselwirkungzwischen elektrischen Str�omen bzw. Flussdichten als einen weiteren empirischen Be-fund in die Theorie einf�uhren. Wir betrachten zwei Ladungen q und q0 an den Ortenr bzw. r0. Diese beiden Ladungen sollen sich mit den Geschwindigkeiten v bzw. v0bewegen. Dann �ubt q0 die sogenannte Lorentz{KraftF = q v �B(r); (5.14)auf q aus. Darin ist B(r) die sogenannte magnetische Induktion (auch magnetischeFlussdichte genannt), die von der bewegten Ladung q0 erzeugt wird und die folgendeForm hat: B(r) = �04 � q0 v0 � r � r0jr � r0j3 : (5.15)�0 ist die sogenannte magnetische Feldkonstante (auch magnetische Permeabilit�atdes Vakuums genannt), �uber die sogleich noch etwas zu sagen ist. Wenn wirB(r) aus



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 113(5.15) in (5.14) einsetzen, dann erhalten wir f�ur die "magnetische" Wechselwirkungzwischen q und q0 den AusdruckF (m)qq0 = �04 � q q0 v �  v0 � r � r0jr � r0j3! ; (5.16)der das Analogon zur Coulomb{WechselwirkungF (e)qq0 = 14 � �0 q q0 r � r0jr � r0j3 (5.17)darstellt. Ebenso ist o�ensichtlich das elektrische FeldE(r) = 14 � �0 q0 r � r0jr � r0j3 (5.18)einer Punktladung q0 am Ort r0 das Analogon zu B(r) in (5.15).Wir k�onnen sogleich auch vom Fall diskreter Punktladungen zu kontinuierlichenLadungsverteilungen �(r) bzw. Flussdichten j(r) �ubergehen, indem wir die �Uberle-gungen f�ur den elektrischen Fall in 2.2 auf den magnetischen Fall analog �ubertragen.Im elektrischen Fall lautete die Verallgemeinerung f�ur E(r) in (5.18) auf eine La-dungsdichte E(r) = 14 � �0 Z d3r0 �(r0) r � r0jr � r0j3 ; (5.19)d.h., nach dem allgemeinen Schemaq0 ! Z d3r0 �(r0) : : :Das analoge Schema f�ur bewegte Ladungen lautetq0 v0 ! Z d3r0 �(r0) v0 : : :! Z d3r0 j 0(r0) : : : ;



114 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTEso dass sich die kontinuierliche Version der magnetischen Induktion aus (5.15) zuB(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)� r � r0jr � r0j3 : (5.20)ergibt. Die Bemerkungen �uber glatte Ladungsverteilungen in 2.4.3 �ubertragen sichentsprechend auf den magnetischen Fall.5.2.2 EinheitenDie physikalische Einheit f�ur die magnetische Induktion ist aus der Lorentz{Kraftin (5.14) ablesbar:Magn. Induktion B �= Kraftel. Ladung �Geschwindigkeit �= NsCm == Vsm2 =: Tesla = T;worin wir die De�nition des Volt (V) aus 1.2.4 benutzt haben. Damit sind in (5.2.2)die Einheiten der Gr�o�en B; q; v und r festgelegt, so dass die Konstante �0 durcheine Messung bestimmt werden kann. Deren Ergebnis lautet�0 = 1; 26 : : : � 10�6 V � sA �m :O�ensichtlich h�angt dieser Wert von der fr�uher in 1.2.3 getro�enen Wahl f�ur dieEinheit der elektrischen Ladung ab. Wir wollen jetzt untersuchen, welche Auswir-kungen eine andere Wahl f�ur die elektrische Ladung haben w�urde. Wir notieren qstatt q f�ur die andere Einheit. Die Coulomb{WechselwirkungF = 14 � �0 q q0 r � r0jr � r0j3w�urde dann etwa die Form



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 115F = 14 � �0 q q0 r � r0jr � r0j3erhalten, denn auch die Einheit von �0 h�angt von der Wahl der Einheit f�ur dieLadung ab. Da auf der linken Seite in jedem Fall eine Kraft steht, deren Einheitunabh�angig von der Wahl der Einheit der Ladung ist, m�ussen die einheiten von qund �0 die folgende Relation erf�ullen:q2�0 = q2�0 ; � q = � q; � := s�0�0 :Da die elektrische Flussdichte j die Einheit Ladung/(Fl�ache�Zeit) hat, vgl. 5.1.1,gilt auch j = � jFerner folgt aus der Lorentz{KraftF = q v �B = q v �Bdie Einheiten{Relation B = qq B = 1� B:Schlie�lich erh�alt die Darstellung der magnetischen Induktion in (5.20) in denver�anderten Einheiten die FormB(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)� r � r0jr � r0j3 :Wenn wir hierin B und j gem�a� den obigen Umrechnungen durch B und j ersetzenund das Ergebnis mit (5.20) vergleichen, erhalten wir die folgende Relation zwischen�0 und �0:



116 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE�0 = 1�2 �0 = �0�0 �0 bzw. �0 � �0 = �0 � �0:Das Produkt der Konstanten �0 und �0 ist also von der Wahl der Einheiten un-abh�angig. Mit der Wahl des Coulomb als Einheit f�ur die elektrische Ladung lautetendie beiden Konstanten�0 = 8; 859 � 10�12 A � sV �m ; �0 = 1; 26 � 10�6 V � sA �m :Hieraus erkennen wir zun�achst, dass das Produkt �0 �0 die Einheit s2/m2, also dieeiner inversen Geschwindigkeit hat. Wir berechnen deshalb 1=p�0 �0 in der EinheitGeschwindigkeit und erhalten mit den obigen Angaben1p�0 �0 = 2; 9939 � 108 ms ;also die Geschwindigkeit des Lichtes, vgl. 1.1. Warum hier die Geschwindigkeit desLichtes auftritt, werden wir sp�ater in der zeitabh�angigen (nicht{station�aren) Theorielernen.5.3 Drahtf�ormige elektrische Leiter, Biot{Savartsches GesetzIn (5.20), B(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)� r � r0jr � r0j3 ;ist angegeben, wie die magnetische Induktion B(r) f�ur eine vorgegebene elektrischeFlussdichte j(r0) zu berechnen ist. Der in der Magnetostatik �ubliche Fall ist jedoch,dass nicht eine Flussdichte j(r0), sondern elektrische Str�ome I 0 in drahtf�ormigenLeitern ("Dr�ahten") vorgegeben sind. Wir wollen deshalb (5.20) auf diese Situationumschreiben.



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 1175.3.1 Biot{Savartsches GesetzWir betrachten ein Volumen{Element d3r0, das ein St�uck dr0 eines drahtf�ormigenLeiters L0 enthalte. dr0 ist ein Linien{Element l�angs des Leiters L0. Durch den LeiterL0 soll der elektrische Strom I 0 = dq0=dt (Einheit: Ampere) ie�en. Der Fluss derLadungstr�ager durch L0 sei durch eine mittlere Geschwindigkeit v0 beschreibbar, f�urdie v0 = dr0=dt gilt. Damit ist j(r0) = �(r0) v0, worin �(r0) die Ladungsdichte ist,die die Ladungstr�agern im Draht L0 bilden. Folglich ist dq0 = �0(r0) d3r0 die elektri-sche Ladung im Volumen{Element d3r0. Damit k�onnen wir die folgende Umformungdurchf�uhren: d3r0 j(r0) = d3r0 �(r0) v0 = dq0 dr0dt = dq0dt dr0 = I 0 dr0:Diese setzen wir in den obigen Ausdruck (5.20) f�ur B(r) ein und erhaltenB(r) = �04 � I 0 ZL0 dr0 � r � r0jr � r0j3 : (5.21)Das Integral l�angs L0 ist jetzt als Linien{Integral zu interpretieren.Beispiel: Unendlich langer, geradf�ormiger DrahtWir wollen (5.21) f�ur einen unendlich langen, geradlinigen Draht auswerten. DiesesProblem hat zwei Symmetrien:{ Rotations{Symmetrie um den Draht als Achse,{ Translations{Symmetrie l�angs des DrahtesWir w�ahlen den Ursprung O des Bezugssystems (x0; y0; z0) auf dem Draht. Die Draht-achse sei zugleich die z0{Achse. Wegen der Translations{Symmetrie k�onnen wir Oauf dem Draht so w�ahlen, dass der Ortsvektor r des "Aufpunktes" A, f�ur dessenPosition wir B(r) berechnen wollen, senkrecht auf dem Draht steht, vgl. Abbildung5.2. Mit den Bezeichnungen in dieser Abbildung ist danndr0 � (r � r0) = jdr0j jr � r0j sin � e� = dz0 r;



118 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE

r r � r0�dr0

I 0 e�r0

Abbildung 5.2: Magnetische Induktion eines 1{langen, geradlinigen Leiterdrahtes.worin e� der Einheits{Vektor in Azimutal{Richtung ist, dz0 := jdr0j und jrj = r =jr � r0j sin �, vgl. Abbildung 5.2. Ferner istjr � r0j = qr2 + r02 = qr2 + z02:Damit erhalten wir B(r) = �04 � I 0 r Z +1�1 dz0 �r2 + z02�3=2 e�:Mit der Substitutionz0 = r sinh �; dz0 = r cosh � d�; r2 + z02 = r2 cosh2 �wird Z +1�1 dz0 �r2 + z02�3=2 = 1r2 Z +1�1 d�cosh2 � = 1r2 [tanh �]+1�1 = 2r2 ;



5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTE 119so dass das Endergebnis B(r) = �0 I 02 � r e�: (5.22)lautet. Man beachte, dass r nunmehr der senkrechte Abstand des Aufpunktes A vomDraht bedeutet. Die Feldlinien von B(r) sind konzentrische Kreise um den Draht(mit Ebenen senkrecht zum Draht). Das Feld B(r) f�allt � 1=r mit dem Abstand rvom Draht ab, so lange r klein im Vergleich zur Drahtausdehnung ist.5.3.2 Kraft auf einen stromdurchossenen DrahtWir berechnen die Lorentz{Kraft auf einen stromdurchossenen Leiter L, die von ei-nem anderen stromdurchossenen Leiter L0 ausge�ubt wird. Wir betrachten ein St�uckdr des Leiters L am Ort r, in dem sich die Ladung dq mit einer Geschwindigkeit vbewegt. Die Lorentz{Kraft auf dr lautetdF = dq v �B(r) = dq drdt �B(r) = dqdt dr �B(r) = I dr �B(r):Insgesamt erf�ahrt der Leiter L also die KraftF = I ZL dr �B(r): (5.23)B(r) sollte von dem Strom I 0 im Leiter L0 erzeugt werden, so dass wir daf�ur denAusdruck (5.21) einsetzen k�onnen:F LL0 = �04 � I I 0 ZL dr � ZL0 dr0 � r � r0jr � r0j3 : (5.24)Mit der Regel a� (b� c) = b (a c)� c (a b) (vgl. Anhang D.1.2) wirddr � (dr0 � (r � r0)) = (dr (r � r0)) dr0 � (dr dr0) (r � r0) ;



120 5. ELEKTRISCHER STROM UND MAGNETISCHE FLUSSDICHTEeingesetzt in (5.24)F LL0 = �04 � I I 0 ZL0 dr0  ZL dr r � r0jr � r0j3!� �04 � I I 0 ZL ZL0 (dr dr0) r � r0jr � r0j3 : (5.25)In dem inneren Integral des ersten Beitrags machen wir die folgende Umformung:ZL dr r � r0jr � r0j3 = � ZL d 1jr � r0j! = " 1jr � r0j#L{EndeL{Anfang = 0;weil der Leiter L nach Voraussetzung unendlich lang ausgedehnt sein sollte. DasselbeErgebnis erhalten wir �ubrigens auch mit der Vorstellung, dass der Leiter L einegeschlossene Schleife mit1{gro�em Radius ist. Wir haben in der obigen Umformungau�erdem benutzt, dass @@r 1jr � r0j = � r � r0jr � r0j3 ;vgl. 1.3.1. Das Endergebnis lautet alsoF LL0 = � �04 � I I 0 ZL ZL0 (dr dr0) r � r0jr � r0j3 : (5.26)Diese Kraft F LL0 kann Anziehung oder Absto�ung der beiden Leiter L und L0 be-wirken: Parallele Str�ome: I I 0 dr dr0 > 0 : Anziehung;Antiparallele Str�ome: I I 0 dr dr0 < 0 : Absto�ung: (5.27)Schlie�lich bemerken wir, dass F LL0 antisymmetrisch gegen eine Vertauschung L$L0 ist. Wir m�ussen dazu r; dr; I mit r0; dr0; I 0 vertauschen, woraus F L0L = �F LL0folgt. Die Wechselwirkungskraft F LL0 erf�ullt also das dritte Newtonsche Prinzipactio=reactio.



Kapitel 6
Magnetostatische Feldgleichungen
Das Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung von magnetostatischen Feldgleichungenf�ur die magnetische Induktion B(r). Wir suchen also das magnetische Analogon zuden elektrostatischen Feldgleichungen@@r �E(r) = 0; @@r E(r) = 1�0 �(r);vgl. 2.4.2. Auch im magnetischen Fall werden wir die Rotation und die Divergenzvon B(r) bestimmen und dabei eine gewisse "spiegelbildliche Symmetrie" zum elek-trischen Fall �nden.6.1 Das Vektor{Potential und die Divergenz dermagnetischen Induktion6.1.1 Das Vektor{PotentialDer Ausgangspunkt unserer �Uberlegungen ist die Darstellung der magnetischen In-duktion B(r) f�ur eine vorgegebene elektrische Flussdichte j(r),B(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)� r � r0jr � r0j3 ;121



122 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENvgl. 5.2.1. In dieser Darstellung verwenden wir { zum wiederholten Mal {r � r0jr � r0j3 = � @@r 1jr � r0j ;so dass B(r) auch in der FormB(r) = � �04 � Z d3r0 j(r0)�  @@r 1jr � r0j! : (6.1)geschrieben werden kann. Die Kombination innerhalb des Integrals formen wir mitHilfe des Levi{Civita{Tensors wie folgt um:(j(r0)�  @@r 1jr � r0j!)� = ��� j�(r0) @ 1jr � r0j = ���� @ j�(r0)jr � r0j == �( @@r � j(r0)jr � r0j)� :Hierin haben wir benutzt, dass j(r0) nicht von r abh�angt, also @ j�(r0) = 0, unddass ��� = ����. Damit erhalten wir f�ur die magnetische InduktionB(r) = �04 � Z d3r0 @@r � j(r0)jr � r0j = @@r � �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j == @@r � A(r); (6.2)A(r) := �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j : (6.3)Die darin ausgef�uhrte Vertauschung von Integration und Rotation,Z d3r0 @@r � : : : = @@r � Z d3r0 : : :ist erlaubt, weil die Integration �uber r0 geht und auch das Integrationsgebiet, n�amlichder gesamte Raum, in dem j(r0) 6= 0, von r unabh�angig ist.A(r hei�t das Vektor{Potential. Wir werden lernen, dass es eine �ahnliche Bedeutungwie das skalare Potential �(r) des elektrischen Feldes besitzt.



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 1236.1.2 Die Divergenz der magnetischen InduktionWir berechnen die Divergenz der magnetischen Induktion, indem wir deren Dar-stellung durch das Vektor{Potential benutzen und wiederum den Formalismus desLevi{Civita{Tensors verwenden:B(r) = @@r � A(r) : B� = ��� @� A ;@@r B(r) = @�B� = ��� @� @� A = 0; (6.4)weil die Kombination des Levi{Civita{Tensors mit einem symmetrischen Ausdruckverschwindet: ��� @� @� = 0, vgl. 1.3.3. Wir haben also gezeigt, dass die magnetischeInduktion B(r keine Quellen besitzt.Wir k�onnen jetzt auch schon die erste Analogie zwischen den elektrostatischen undmagnetostatischen Feldgleichungen formulieren:E(r)) = � @@r �(r) : � @@r �E(r)) = 0;B(r)) = @@r �A(r) : � @@r B(r)) = 0: (6.5)Die Ausdrucksweise spiegelbildliche Symmetrie soll zum Ausdruck bringen, dass indieser Analogie zwischen Elektrostatik und Magnetostatik Rotation und Divergenzihre Rollen tauschen. Damit muss aber auch das "magnetische Potential" ein Vektor{Potential werden. Wir werden im n�achsten Abschnitt lernen, dass die spiegelbildlicheSymmetrie auch f�ur die Rotation der magnetischen Induktion zutri�t.6.1.3 Vektor{Potential f�ur quellenfreie FelderBereits in der klassischen Mechanik wird gezeigt, dass die beiden folgenden Aussagenrichtig sind:{ Wenn ein Feld als Gradient eines skalaren Potentials darstellbar ist, dannverschwinden seine Wirbel (seine Rotation).



124 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN{ Wenn die Wirbel (die Rotation) eines Feldes verschwinden (verschwindet),dann ist dieses Feld als Gradient eines skalaren Potentials darstellbar.(Hier ist vorauszusetzen, dass die Wirbel in einem einfach zusammenh�angendenGebiet des Raumes verschwinden.) Die Wirbelfreiheit eines Feldes und seine Dar-stellbarkeit als Gradient einer skalaren Funktion sind also �aquivalent:@@r �E(r) = 0 () E(r) = � @@r �(r): (6.6)Diese �Aquivalenz haben wir auch im Kapitel 1 dieses Textes noch einmal gezeigt.Wir zeigen jetzt, dass die analoge Aussage auch f�ur Quellen und Vektor{Potentialgilt:{ Wenn ein Feld als Rotation eines Vektor{Potentials darstellbar ist, dann ver-schwinden (verschwindet) seine Quellen (seine Divergenz).{ Wenn die Quellen (die Divergenz) eines Feldes verschwinden (verschwindet),dann ist dieses Feld als Rotation eines Vektor{Potentials darstellbar.Die erste Aussage haben wir soeben, n�amlich in (6.4) gezeigt. Um auch die zweiteAussage nachzuweisen, setzen wir voraus, dass B(r) ein quellenfreies Feld sei, d.h.,seine Divergenz verschwindet. Wir zeigen, dass unter dieser Bedingung das folgendeFeld A(r) ein Vektor{Potential zu B(r) ist:A1(x1; x2; x3) = Z x3x30 d�3B2(x1; x2; �3)� Z x2x20 d�2B3(x1; �2; x30);A2(x1; x2; x3) = � Z x3x30 d�3B1(x1; x2; �3);A3(x1; x2; x3) = 0:Hierin sollen die �2; �3 kartesische Integrations{Variablen und x20 und x30 beliebige,konstante Anfangswerte der Integration sein. Die Ableitungen der Komponentenvon A(r) lauten, soweit sie nicht verschwinden:



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 125@2A1 = Z x3x30 d�3 @2B2(x1; x2; �3)� B3(x1; x2; x30);@3A1 = B2(x1; x2; x3);@1A2 = � Z x3x30 d�3 @1B1(x1; x2; �3);@3A2 = �B1(x1; x2; x3):Damit bilden wir komponentenweise die Rotation des Feldes A(r):@2 A3 � @3A2 = B1(x1; x2; x3);@3 A1 � @1A3 = B2(x1; x2; x3);@1 A2 � @2A1 = � Z x3x30 d�3 (@1B1(x1; x2; �3) + @2B2(x1; x2; �3)) +B3(x1; x2; x30)= Z x3x30 d�3 @3B3(x1; x2; �3) +B3(x1; x2; x30)= [B3(x1; x2; �3)]�3=x3�3=x30 +B3(x1; x2; x30) = B3(x1; x2; x3);womit der Nachweis erbracht ist. Das hier angegebene Vektor{PotentialA(r) ist einespezielle Wahl. Wir werden sp�ater sehen, dass man A(r) auf sehr vief�altige Weisein �aquivalente Vektor{Potentiale, d.h., in solche, die dieselbe Rotation besitzen,"umeichen kann".Wir fassen das Ergebnis nochmals zusammen: Die Quellenfreiheit eines Feldes undseine Darstellbarkeit als Rotation eines Vektor{Potentials sind �aquivalent@@rB(r) = 0 () B(r) = @@r �A(r): (6.7)6.2 Die Wirbel der magnetischen Induktion6.2.1 Die FeldgleichungWir folgen der bisher festgestellten Analogie mit den elektrostatischen Feldgleichun-gen. Dort wurden Aussagen �uber die Wirbel und die Quellen des elektrischen Feldes



126 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENgemacht. In 6.1.2 haben wir bereits eine Aussage �uber die Wirbel der magnetischenInduktion gemacht, n�amlich, dass diese verschwinden. Wir werden jetzt also dieWirbel der magnetischen Induktion untersuchen. Indem wir die magnetische Induk-tion durch das Vektor{Potential darstellen und einen im Anhang D.1.2 bewiesenenHilfssatz verwenden, erhalten wir@@r �B(r) = @@r �  @@r �A(r)! = @@r  @@r A(r)!��A(r): (6.8)Der erste Term auf der rechten Seite ist der Gradient eines Skalars, n�amlich derDivergenz vonA(r), der zweite Term bedeutet die Anwendung des skalaren Laplace{Operators � auf das Vektorfeld A(r). Wir m�ussen diese beiden Terme getrenntauswerten, wobei wir die Darstellung (6.3),A(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j ;verwenden.(1) @@r  @@r A(r)!:@@r A(r) = @@r �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j = �04 � Z d3r0 @@r j(r0)jr � r0j == �04 � Z d3r0 j(r0) @@r 1jr � r0j = � �04 � Z d3r0 j(r0) @@r0 1jr � r0j :Hier haben wir benutzt, dass j(r0) nicht von r abh�angt, also @j(r0)=@r = 0,sowie @@r 1jr � r0j = � @@r0 1jr � r0j :Zur weiteren Umformung verwenden wir die Produkt{Regel@@r0 ; j(r0)jr � r0j! = j(r0) @@r0 1jr � r0j + 1jr � r0j @@r0 j(r0);



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 127vgl. 3.1.2, so dass@@r A(r) = � �04 � Z d3r0 @@r0 ; j(r0)jr � r0j!+ �04 � Z d3r0 1jr � r0j @@r0 j(r0):Der zweite Term auf der rechten Seite verschwindet f�ur station�are Flussdichten,@j(r0)=@r0 = 0, vgl. 5.1.2, wie wir sie hier vorausgesetzt haben. Im ersten Termauf der rechten Seite formen wir mit dem Gau�schen Integralsatz um:�04 � Z d3r0 @@r0 ; j(r0)jr � r0j! = I1 df 0 j(r0)jr � r0j = 0;denn die Fl�achen{Integration erstreckt sich �uber eine Rand�ache, die alleFlussdichten j(r0) in ihrem Inneren enth�alt, auf der also j(r0) = 0. DieseRand�ache kann m�oglicherweise die1{weit entfernte Rand�ache sein, f�ur die1=jr � r0j ! 0. In jedem Fall ist also@@r A(r) = 0: (6.9)Es sei nochmals betont, dass dieses Resultat die obige Darstellung (6.3) f�urdas Vektor{Potential A(r) voraussetzt.(2) �A(r).Da die Integrationsvariable r0 von den Ableitungen nach r im Laplace{Operator � nicht betro�en ist, wird�A(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)� 1jr � r0j :Nun ist, wie in 2.2.2 gezeigt,� 1jr � r0j = �4 � �(r � r0);also �A(r) = ��0 j(r):



128 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENDamit k�onnen wir das Ergebnis der Rechnung in (6.8) formulieren:@@r �B(r) = �0 j(r): (6.10)Dieses ist die gesucht zweite Feldgleichung f�ur die Wirbel der magnetischen Induk-tion. Damit lauten die Feldgleichungen f�ur die magnetische Induktion insgesamt@@r �B(r) = �0 j(r); @@r B(r) = 0: (6.11)Um die "spiegelbildliche" Symmetrie zwischen den elektrostatischen und den ma-gnetostatischen Feldgleichungen deutlich zu machen, stellen wir die beiden Paarevon Feldgleichungen einander gegen�uber:@@r � E(r) = 0; @@r E(r) = 1�0 �(r);@@r � B(r) = �0 j(r); @@r B(r) = 0: 9>>>>=>>>>; (6.12)
6.2.2 Magnetische FeldlinienWir greifen zur�uck auf die Diskussion der elektrischen Feldlinien in 2.4.4. Wir hattendort begr�undet, dass die elektrischen Feldlinien an den Quellen des elektrischenFeldes, den elektrischen Ladungen, beginnen und enden und dass es keine in sichgeschlossenen elektrischen Feldlinien gibt, weil die Wirbel des elektrischen Feldes inder statischen Theorie verschwinden.Im magnetischen Fall liegen die Verh�altnisse genau umgekehrt. Die magnetischeFeldgleichungen (6.12) besagen, dass es keine Quellen des magnetischen Feldes, alsokeine "magnetischen Ladungen" gibt. Daran wird sich auch in der zeitabh�angigenTheorie nichts �andern. (Diese Aussage ist zun�achst einmal auf die klassische Elek-trodynamik begrenzt; es ist eine o�ene Frage, ob in der Quantenfeld{Theorie derElementarteilchen nicht vielleicht doch "magnetische Ladungen", sogenannte ma-gnetische Monopole auftreten k�onnen.) F�ur die magnetischen Feldlinien bedeutetdas, dass diese keinen Anfang und kein Ende haben k�onnen, also stets in sich ge-schlossen sein m�ussen.



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 129Wir hatten in 2.4.4 auch bereits begr�undet, dass in sich geschlossene Feldlinien nurdann auftreten k�onnen, wenn das betre�ende Feld nicht{verschwindende Wirbelbesitzt und ein endlicher Fluss dieser Wirbel durch die in sich geschlossenen Feldli-nien hindurchtritt. Es sei L eine in sich geschlossene Feldlinie und F ein beliebigesFl�achenst�uck, das von L berandet wird. Wir bilden das Linien{Integral �uber die ma-gnetische Induktion B(r) l�angs L und erhalten mit dem Stokesschen Integralsatz:IL drB(r) = ZF df @@r �B(r): (6.13)Wir setzen links die Bahngleichung f�ur die Feldlinie L ein,drds = B(r);vgl. 2.4.4, und rechts die Feldgleichung (6.12) f�ur @=@r �B(r):IL dr drds = �0 ZF df j(r): (6.14)Auf der linken Seite w�ahlen wir die Bogenl�ange als Parameter s f�ur die Darstellungder Feldlinie, so dass (dr)2 = (ds)2. Auf der rechten Seite liefert das Fl�achen{Integralden Strom I durch F bzw. durch die Feldlinie L:IL ds = �0 I: (6.15)Elektrische Str�ome I sind also von geschlossenen magnetischen Feldlinien umgeben.Die obige �Uberlegung ist unabh�angig von der Wahl des Fl�achenst�ucks F , das von derbetrachteten Feldlinie berandet werden soll. Die Fl�achen{Integrale �uber verschiedeneFl�achenst�ucke F mit demselben Rand L unterscheiden sich o�enbar um Fl�achen{Integrale �uber geschlossene Fl�achen @V , die ein Volumen V beranden. Es ist abermit dem Gau�schen IntegralsatzI@V df j(r) = ZV d3r @@r j(r) = 0im station�aren Fall.
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Abbildung 6.1: Magnetische Induktion in einer langen Spule.6.2.3 Anwendung: Lange SpuleAls Anwendung der Feldgleichung f�ur die Wirbel der magnetische Induktion be-stimmen wir deren Feld in einer Spule, die n Windungen auf einer L�ange ` besitzt.Wenn die L�ange ` hinreichend gro� im Vergleich mit dem Radius der Spule ist,k�onnen wir annehmen, dass das Feld B nur im Inneren der Spule vorhanden ist.Aus Symmetrie{Gr�unden kann B nur die Richtung der Spulenachse haben. Es seiF eine Fl�ache, die die eine Seite der Windungen der Spule senkrecht schneidet. DieAbbildung 6.1 zeigt einen Schnitt durch die Spule in der Fl�ache F . Wir integrierendie Feldgleichung f�ur die Wirbel von B �uber diese Fl�ache:ZF df @@r �B(r = �0 ZF df j(r): (6.16)Auf der linken Seite verwenden wir den Stokesschen Integralsatz und machen Ge-brauch von der n�aherungsweisen Annahme, dass das Feld B nur im Inneren derSpule auftritt: ZF df @@r �B(r = I@F B(r) � `B;worin B die Komponente von B in der Richtung der Spulenachse ist. Das Integralauf der rechten Seite von (6.16) liefert das n{fache des Stromes I, der durch denSpulendraht ie�t. Durch Einsetzen in (6.16) �nden wir also



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 131B = �0 n Ì : (6.17)6.3 Eichung des Vektor{PotentialsWenn A(r) ein Vektor{Potential zu B(r) ist,B(r)) = @@r �A(r);dann ist auch A0(r) = A(r) + @@rF (r) (6.18)ein Vektor{Potential zu B(r), worin F (r) eine beliebige (di�erenzierbare) skalareFunktion ist. Der Nachweis f�ur diese Behauptung:@@r �A0(r) = @@r �A(r) + @@r �  @@rF (r)! = @@r �A(r);weil die Rotation eines Gradienten verschwindet. Man nennt den �Ubergang von ei-nem Vektor{Potential A(r) zu einem Vektor{Potential A0(r) gem�a� (6.6) eine Um-eichung des Vektor{Potentials und die freie Wahl der Funktion F (r) die Eichfreiheitdes Vektor{Potentials.Man kann die Eichfreiheit verwenden, um die Divergenz des Vektor{Potentials fest-zulegen. Es seiA(r) irgendein Vektor{Potential mit bekannter Divergenz @A(r)=@rund A0(r) das gesuchte Vektor{Potential, dessen Divergenz @A0(r)=@r vorgegebensei. Da beide Vektor{Potentiale dieselbe magnetische Induktion B(r) liefern sollen,muss sein@@r � (A0(r)�A(r)) = 0 =) A0(r)�A(r) = @@r F (r);was der Aussage in (6.18) entspricht. Wir formulieren die Divergenz und �nden



132 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN@@r A0(r) = @@r A(r) + @@r @@r F (r):Nun ist @@r @@r F (r) = �F (r);so dass �F (r) = @@r A0(r)� @@r A(r): (6.19)Da die rechte Seite durch Vorgabe bzw. Vorkenntnis bekannt ist, stellt diese Glei-chung die Bestimmungs{Gleichung f�ur dasjenige F (r) dar, mit dem sich das Vektor{Potential A(r) gem�a� (6.18) in A0(r) mit vorgegebener Divergenz umeichen l�asst.Es ist formal dieselbe Gleichung wie die Poisson{Gleichung der Elektrostatik, vgl.2.4.2.Die Darstellung von A(r) in (6.3),A(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j ;hat, wie wir in 6.9 gezeigt haben verschwindende Divergenz:@@r A(r) = @@r �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j = 0: (6.20)Man nennt eine Eichung mit verschwindender Divergenz auch Coulomb{Eichung.Wie wir in (6.8) gezeigt haben, gilt allgemein@@r �B(r) = @@r  @@r A(r)!��A(r); (6.21)



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 133so dass die Feldgleichung f�ur die Wirbel von B(r), ausgedr�uckt in A(r) allgemein@@r  @@r A(r)!��A(r) = �0 j(r) (6.22)lautet. Speziell f�ur die Coulomb{Eichung ist also�A(r) = ��0 j(r): (6.23)Dieses ist das magnetostatische Analogon zur elektrostatischen Poisson{Gleichung��(r) = � 1�0 �(r): (6.24)Damit haben wir zumindest grunds�atzlich die M�oglichkeit, Probleme der Magneto-statik mit �ahnlichen Techniken anzugehen, wie wir sie im Kapitel 4 f�ur die Elek-trostatik entwickelt haben. Allerdings haben die magnetostatischen Probleme wegenanderer Vorgaben f�ur die Flussdichte j(r) und anderer Typen von Randbedingungenoft eine andere Struktur als elektrostatische Probleme.In der statischen Theorie erscheint es zun�achst so, als sei nur das Vektor{Potentialvon der Eichfreiheit betro�en, nicht jedoch das skalare elektrische Potential.In der nicht{station�aren Theorie werden wir lernen, dass die allgemeine Eich{Transformation immer zugleich das Vektor{Potential und das skalare Potential be-tri�t.6.4 ZerlegungssatzDie Zusammenstellung der Feldgleichungen f�ur das elektrische Feld E(r) und diemagnetische Induktion B(r) in (6.12) l�asst vermuten, dass ein Feld durch seineQuellen und Wirbel eindeutig bestimmt ist. F�ur das elektrische FeldE(r) werden dieQuellen vorgegeben, w�ahrend die Wirbel verschwinden sollen, f�ur die magnetischeInduktion B(r) werden umgekehrt die Wirbel vorgegeben, w�ahrend die Quellenverschwinden sollen. Wir stellen darum jetzt die allgemeine Frage, ob ein Feld f(r)durch Vorgabe seiner Quellen und Wirbel,



134 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN@@r f(r) = q(r); @@r � f(r) = w(r) (6.25)eindeutig bestimmbar ist. Wir versuchen, die gestellte Frage zu beantworten, indemwir das Feld f(r) zerlegen, f(r) = e(r) + b(r); (6.26)und zwar in der Weise, dass e(r) die f�ur f(r) vorgegebenen Quellen q(r) besitzt,aber wirbelfrei ist, und b(r) die f�ur f(r) vorgegebenen Wirbel w(r) besitzt, aberquellenfrei ist. e(r) und b(r) erf�ullen also jeweils denselben Typ von Feldgleichungenwie das elektrische Feld E(r) bzw. die magnetische Induktion B(r):@@r � e(r) = 0; @@r e(r) = q(r);@@r � b(r) = w(r); @@r b(r) = 0: 9>>>>=>>>>; (6.27)Wir k�onnen jetzt auf die Aussagen in 4.3 f�ur das elektrische Feld und in 6.3 f�ur diemagnetische Induktion zur�uckgreifen, dass diese n�amlich nach Setzung von geeigne-ten Randbedingungen durch ihre Feldgleichungen jeweils eindeutig bestimmt sind.Dann tri�t dieselbe Aussage auch auf e(r) und b(r) zu. Auch die Zerlegung von f(r)in (6.26) ist eindeutig. Es sei f(r) = e0(r) + b0(r) eine Zerlegung in zwei andereFelder e0(r) und b0(r) mit denselben Eigenschaften und Randbedingungen wie e(r)und b(r). F�ur die Di�erenz d(r) := e0(r)� e(r) erhalten wir die Feldgleichungen@@r � d(r) = 0; @@r d(r) = 0: (6.28)Wegen der Wirbelfreiheit ist d(r) durch ein Potential darstellbar:d(r) = � @@r �(r):Einsetzen in die Quellengleichung liefert��(r) = 0: (6.29)



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 135Es sind entweder Dirichletsche Randbedingungen, n�amlich �(r) = 0 auf der vorge-gebenen Rand�ache, oder Neumannsche Randbedingungen, n�amlich @�(r)=@n = 0auf der vorgegebenen Rand�ache, (oder gemischte Randbedingungen) zu fordern.Wie wir in 4.3.3 gezeigt haben, folgt daraus �(r) =const bzw. d(r) = 0. DenselbenSchluss k�onnen wir f�ur b(r) statt e(r), ziehen, vgl auch 6.3. Damit ist die obi-ge Vermutung, dass ein Feld durch Vorgabe seiner Quellen und Wirbel (sowie derRandbedingungen) eindeutig bestimmt ist, best�atigt.6.5 Magnetische Multipol{EntwicklungWir wollen im weiteren Verlauf dieses Kapitels die magnetischen Analogien zu denThemen formulieren, die wir im Kapitel 3 f�ur das elektrische Feld erarbeitet ha-ben. Wenn wir wie im Kapitel 3 vorgehen wollten, m�ussten wir uns zun�achst mitder magnetischen Feldenergie und ihrer Dichte befassen. Es wird sich sp�ater zeigen,dass das im Rahmen einer statischen magnetischen Feldtheorie nicht m�oglich ist.Der Grund daf�ur ist, dass das Feld B(r) der magnetischen Induktion gem�a� seinerFeldgleichungen durch elektrische Str�ome aufgebaut wird, die einen zeitlichen An-fang gehabt haben m�ussen. Das elektrische Feld E(r) kann man sich dagegen durcheine beliebig langsame Trennung von Ladungen aufgebaut denken.Wir wenden uns deshalb hier sogleich der magnetischen Multipol{Entwicklung undsp�ater den Flussdichten in �au�eren Feldern zu.6.5.1 Die Entwicklung, Monopol{TermAusgangspunkt ist analog dem elektrischen Fall das Vektor{Potential in der EichungA(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j : (6.30)Wir nehmen wieder an, dass j(r0) 6= 0 nur in einem begrenzten Bereich jr0j < R unddass wir A(r) in hinreichend gro�er Entfernung jrj � R davon auswerten wollen.Wir entwickeln deshalb auch hier 1=jr � r0j nach r0 und k�onnen diese Entwicklungaus 3.2.1 �ubernehmen:1jr � r0j = 1r + x� x0�r3 + : : : = 1r + r r0r3 + : : : : (6.31)



136 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENIm Gegensatz zum elektrischen Fall entwickeln wir hier nur bis zur ersten Ordnung,k�onnen deshalb also auch nur Dipol{Beitr�age erwarten. Magnetische Quadrupol{Terme lassen sich nach demselben Muster wie im elektrischen Fall formulieren, kom-men jedoch in Anwendungen recht selten vor.Einsetzen von (6.31) in (6.30) f�uhrt zu einer EntwicklungA(r) = A(0)(r) +A(1)(r) + : : : ; (6.32)A(0)(r) = �04 � 1r Z d3r0 j(r0); (6.33)A(1)(r) = �04 � 1r3 Z d3r0 (r r0) j(r0): (6.34)Der Term A(0)(r) entspricht dem elektrischen Monopol{Term�(0)(r) = 14 � �0 1r Z d3r0 �(r0):Da es jedoch wegen @B=@r = 0 keine magnetischen Quellen bzw. Ladungen gibt,erwarten wir, dass dieser Term verschwindet. Wir zeigen das mit der folgendenRechnung: Z d3r0 j�(r0) = Z d3r0 ��� j�(r0) = Z d3r0 �@0� x0�� j�(r0) == � Z d3r0 x0� @0� j�(r0): (6.35)In dieser Umformung haben wir partiell integriert, ausf�uhrlichZ d3r0 �@0� x0�� j�(r0) = IF 0 df 0� x0� j�(r0)� Z d3r0 x0� @0� j�(r0):Das Fl�achen{Integral verschwindet, wenn die Rand�ache F 0 die Flussdichte j�(r0)enth�alt, also j�(r0) = 0 auf F 0.In (6.35) ist @0� j�(r0) = @@r0 j(r0) = 0f�ur station�are Flussdichten j(r0). Dieser Schluss ist also in der nicht{station�aren,zeitabh�angigen Theorie nicht mehr m�oglich. Dort werden monopol{artige Termeauftreten, die von nicht{station�aren Flussdichten herr�uhren.



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 1376.5.2 Magnetischer DipolWir werden zeigen, dass sich der Term 1. Ordnung in (6.32) als magnetischer Dipol{Term in der FormA(1)(r) = �04 � 1r3 m� r; m = 12 Z d3r0 r0 � j(r0) (6.36)schreiben l�asst. Der Vektor m hei�t der magnetische Dipol der Flussdichte j(r0).Der obige magnetische Dipol{Term ist analog zum elektrischen Dipol{Term�(1)(r) = 14 � �0 1r3 p r; p = Z d3r0 r0�(r0):aus 3.2.1.Wir f�uhren den Nachweis von (6.36) "r�uckw�arts", indem wir zeigen, dass diese For-mulierung mit dem Term 1. Ordnung in (6.34) �ubereinstimmt. Unter Verwendungder De�nition f�ur m in (6.36) berechnen wir(m� r)� = ��� m� x = 12 Z d3r0 ��� ���� x0� x j�(r0) == 12 Z d3r0 (��� �� � ��� ��) x0� x j�(r0) == 12 Z d3r0 x x0 j�(r0)� 12 Z d3r0 x0� x j(r0): (6.37)Hier haben wir benutzt, dass��� ���� = ���� ���� = ���� �� + ��� ��;vgl. Anhang D.1.1. Der erste Term in der letzten Zeile von (6.37) hat bereits diegew�unschte Form in (6.34), allerdings mit dem Faktor 1=2. Es bleibt zu zeigen,dass der auch der zweite Term in der letzten Zeile von (6.37) diese Form (mit dementgegengesetzten Vorzeichen) hat. Wir f�uhren eine �ahnliche Umformung wie in(6.35) durch:



138 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN�12 Z d3r0 x0� x j(r0) == �12 Z d3r0 x0� �� x� j(r0) == �12 Z d3r0 x0� �@0x0�� x� j(r0) == 12 Z d3r0 x� x0� @0 (x0� j(r0)) == 12 Z d3r0 x� x0� ��� j(r0) + x0� @0 j(r0)� == 12 Z d3r0 x� x0� j�(r0); (6.38)womit der erw�unschte Nachweis erbracht ist. Darin haben wir nochmals die Bedin-gung @0 j(r0) = 0 der Stationarit�at der Flussdichte verwendet. Wir berechnen diemagnetische Induktion B(1)(r) des Dipol{Terms:B(1)(r) = �04 � @@r � �1r m� r� ;B(1)� = �04 � ��� @� ���� 1r3 m� x�� == �04 � ��� ��� m� @� � 1r3 x�� == �04 � (��� ��� � ��� ���) m�  �3 x� x�r5 + ���r3 ! == �04 � 1r5 hm� ��3 x2� + r2 �����m� ��3 x� x� + r2 ����i == �04 � 1r5 h3m� x� x� � r2m�i ;B(1)(r) = �04 � 1r5 h3 (mr) r � r2mi (6.39)in Analogie zum elektrischen Feld eines elektrischen DipolsE(1)(r) = 14 � �0 1r5 h3 (p r) r � r2 pi ;vgl. 3.2.1.
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Abbildung 6.2: Ebene Leiterschleife6.5.3 Beispiel: Ebene LeiterschleifeAls Beispiel f�ur einen magnetischen Dipol betrachten wir einen ebenen, in sich ge-schlossenen Leiterdraht ("Schleife") L, der von einem elektrischen Strom I durch-ossen werde. Wir berechnen das magnetische Dipolmoment gem�a� (6.36):m = 12 Z d3r r � j(r):Wie wir in 5.3.1 gezeigt haben, ist bei einem drahtf�ormigen Leiter d3r j(r) = I dr,so dass hier m = I2 IL r � dr: (6.40)Nun ist 12 r � dr = df



140 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENgerade das Fl�achen{Element eines Segments der Schleife, das in der Abbildung 6.2f�ur die gezeigte Stromrichtung entgegen dem Uhrzeigersinn senkrecht zur Schleifen{Ebene nach "oben", d.h., der Blickrichtung entgegen zeigt ("Rechte{Hand{Regel"f�ur das Kreuzprodukt.) Also ist m = I F ; (6.41)worin F wiederum senkrecht zur Schleifen{Ebene nach "oben" zeigt undjF j =Fl�acheninhalt der Schleife.6.5.4 Bewegte LadungenEin weiteres und oft auftretendes Beispiel f�ur magnetische Momente sind bewegteLadungen, z.B. rotierende Ladungen. Die Bewegung von Ladungen stellen wir unswieder als die Bewegung von Ladungstr�agern vor. Diese seien beschrieben durch einestation�are Ladungs{ und Flussdichte �(r) bzw. j(r). Die Flussdichte j(r) l�asst sichdurch das Geschwindigkeitsfeld v(r) der Ladungen ausdr�ucken,j(r) = �(r) v(r);weil die Flussdichte hier rein konvektiv ist, vgl. 5.1.3. Die Berechnung des magneti-schen Moments ergibt jetztm = 12 Z d3r r � j(r) = 12 Z d3r �(r) r � v(r) == 12 Z d3r �(r)�(r) r � p(r): (6.42)Hier haben wir neben der Ladungsdichte �(r) auch die Massendichte �(r) der La-dungstr�ager eingef�uhrt, die durch�(r) = lim�V!0 M�V�V (6.43)



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 141mit M�V = Masse im Volument{Element �V de�niert ist. Au�erdem ist p(r) =�(r) v(r) die Impulsdichte der Ladungstr�ager. Wenn nun das Verh�altnis vonLadungs- und Massendichte r�aumlich konstant ist, weil z.B. nur eine Art von La-dungstr�agern mit einem typischen Verh�altnis�(r)�(r) = qm (6.44)von Ladung pro Masse in dem betrachteten System vorhanden ist, dann erhaltenwir aus (6.42) f�ur das magnetische Momentm = q2m L; L = Z d3r r � p(r): (6.45)L ist o�ensichtlich der Gesamt{Drehimpuls des Systems von Ladungstr�agern.Dieses Ergebnis ist anwendbar auf einen rotierenden K�orper, der elektrisch geladenist und eine typische Ladung q=m pro Masse tr�agt. Wir vergleichen es mit derAussage der Quantentheorie �uber das magnetische Moment eines Elektrons. Der Spindes Elektrons entspricht klassisch der Rotation eines Teilchens um eine Achse durchseinen Schwerpunkt. Der Drehimpuls S des Elektrons ist quantisiert: eine beliebigeKomponente von S, z.B. S3, kann die Werte S3 = ��h=2 annehmen, worin �h =h=(2 �); h = Plancksches Wirkungsquantum. Wenn die oben hergeleitete Formel(6.45) f�ur das magnetische Moment auf das Elektron anwendbar w�are, m�usste diesesein magnetisches Moment m3 = �e �h=(4me) besitzen, worin e die Elementarladungund me die Masse des Elektrons sind. Tats�achlich jedoch lautet das magnetischeMoment des Elektrons m3 = �g e �h4me ; g � 2; (6.46)ist also etwa doppelt so gro� wie der klassische Wert aus (6.45). Daraus ist zu schlie-�en, dass die Interpretation des Elektrons (und ebenso anderer Elementarteilchen)als homogen geladene starre K�orper quantentheoretisch nicht korrekt ist. "Homo-gene Ladung" pro Masse schlie�t ja die Vorstellung ein, dass sich der K�orper ausMassenelementen zusammensetzt, die s�amtlich dieselbe Ladung pro Masse tragen.Das Elektron ist aber gerade ein elementares Teilchen, das eine solche Zerlegung inkleinere Massenelemente nicht mehr zul�asst.



142 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENNeben dem Drehimpuls des Spins k�onnen Teilchen auch noch einen Bahn{Drehimpuls besitzen. Diese sind so quantisiert, dass eine beliebige Komponente,z.B. L3, die Werte L3 = m �h; m = 0;�1;�2; : : : (6.47)annehmen kann. Hier liefert die klassische Formel (6.45) f�ur das magnetische Bahn-moment m3 = e �h2me m; (6.48)was in der Quantentheorie best�atigt wird. Allerdings ist die Bewegung eines einzel-nen Ladungstr�agers nicht station�ar, so dass (6.45) hier gar nicht anwendbar w�are.6.6 Stromverteilungen in �au�eren FeldernDieser Abschnitt ist das magnetische Analogon zum Abschnitt 3.3 im elektrischenFall: wir betrachten eine Stromverteilung, charakterisert durch ihre Flussdichte j(r)in einem �au�eren Feld B(r) der magnetischen Induktion, die nicht durch das be-trachtete j(r), sondern von anderen, hinreichend weit entfernten Flussdichten er-zeugt wird. Die betrachtete Flussdichte j(r0) sei lokalisiert in der Umgebung des"Strom{Schwerpunktes" r, d.h., j(r0) 6= 0 in einem Bereich jr0 � rj < R und@@r0 �B(r0) = 0 im Bereich j(r0) 6= 0: (6.49)Nach wie vor soll j(r0) station�ar sein, also@@r0 j(r0) = 0: (6.50)Im Abschnitt 3.3 hatten wir zun�achst die Energie einer Ladungsverteilung in einem�au�eren Feld bestimmt. Die magnetische Analogie dazu k�onnen wir hier noch nichtformulieren, weil die magnetische Feldenergie, wie wir bereits fr�uher bemerkt hat-ten, erst im Rahmen der vollst�andigen zeitabh�angigen Theorie formulierbar ist. Wirbeginnen deshalb mit der Berechnung der Kraft auf eine Stromverteilung in einem�au�eren Feld.



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 1436.6.1 Kr�afteAuf das Stromelement in d3r0 wirkt die Lorentz{KraftdF = d3r0 j(r0)�B(r0); (6.51)auf die gesamte Stromverteilung j(r0) also die ResultierendeF = Z d3r0 j(r0)�B(r0); (6.52)bzw. in Komponenten F� = ��� Z d3r0 j�(r0)B(r0): (6.53)Wie im elektrischen Fall nehmen wir an, dass wir das Feld B(r0) um den "Strom{Schwerpunkt" r in eine Taylorreihe entwickeln k�onnen:B(r0) = B(r) + (x0� � x�) @�B(r) + : : : ; (6.54)eingesetzt in (6.53)F� = ��� B(r) Z d3r0 j�(r0) ++��� @�B(r) Z d3r0 (x0� � x�) j�(r0) + : : : (6.55)Nun hatten wir bereits in 6.5.1 gezeigt, dassZ d3r0 j�(r0) = 0; (6.56)wenn j�(r0), wie vorausgesetzt, station�ar ist. Wir schreiben das Ergebnis von (6.55)in der Form



144 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENF� = ��� M�� @�B(r) + : : : ; (6.57)M�� := Z d3r0 (x0� � x�) j�(r0) == Z d3r0 x0� j�(r0)� x� Z d3r0 j�(r0) == Z d3r0 x0� j�(r0); (6.58)worin wir nochmals (6.56) f�ur station�are Stromverteilungen benutzt haben. M��ist o�ensichtlich ein Tensor 2. Stufe, vgl. 3.2.2. In 6.5.2 hatten wir gezeigt, dasswiederum f�ur station�are StromverteilungenZ d3r0 x0� x j(r0) = � Z d3r0 x� x0� j�(r0);bzw., wenn wir rechts den Summations{Index � in  umbenennen,Z d3r0 x0� x j(r0) = � Z d3r0 x x0 j�(r0);und nunmehr beachten, dass x beliebig w�ahlbar ist,Z d3r0 x0� j(r0) = � Z d3r0 x0 j�(r0): (6.59)Diese Aussage bedeutet, dass f�ur den in (6.58) de�nierten TensorM� = �M� (6.60)gilt, d.h., dass der Tensor M� antisymmetrisch ist. Wir �ubertragen nun die De�ni-tion (6.36) f�ur das magnetische Diplomoment auf den Fall, dass die Stromverteilungj(r0) ihren Schwerpunkt am Ort r hat:m = 12 Z d3r0 (r0 � r)� j(r0); (6.61)in Komponenten



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 145m� = 12 ��� Z d3r0 (x0� � x�) j(r0) = 12 ��� M� ; (6.62)vgl. die De�nition (6.58). Wir multiplizieren (6.62) mit ���� (einschlie�lichSummations{Konvention f�ur �), beachten die Summations{Regeln des Levi{Civita{Tensors, vgl. D.1.1, und die Antisymmetrie des Tensors M�� :���� m� = 12 ��� ���� M� = 12 (��� �� � ��� ��) M� == 12 (M�� �M��) =M�� ; (6.63)eingesetzt in (6.57) (mit geeigneter Umbenennung der Indizes, so dass bereits de�-nierte Indizes nicht mehrfach verwendet werden)F� = ��� ����m� @�B(r) + : : := ��� ���� m� @�B(r) + : : := (��� �� � ��� ��) m� @�B(r) + : : := m @�B(r)�m� @ B(r) + : : : (6.64)Nun ist @ B(r) = 0, weil die magnetische Induktion quellenfrei ist. Au�erdembenutzen wir, dass das magnetische Moment, de�niert in (6.61), unabh�angig vomOrt r ist, denn m = 12 Z d3r0 (r0 � r)� j(r0) =12 Z d3r0 r0 � j(r0)� 12 r � Z d3r0 j(r0) == 12 Z d3r0 r0 � j(r0);worin wir nochmals (6.56) verwendet haben. Damit k�onnen wir das Ergebnis (6.64)wie folgt schreiben:



146 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGENF� = �@� (�m B(r)) + : : : ; F = � @@r (�mB(r)) + : : : : (6.65)Wir haben also formal dasselbe Ergebnis gefunden wie elektrischen Fall in 3.3.2 beiverschwindender Gesamtladung Q der Ladungsverteilung:F = � @@r (�pE(r)) + : : : : (6.66)Wie im elektrischen Fall l�asst sichWm = �mE(r) als Potential f�ur eine Translationdes magnetischen Moments m interpretieren.Wir k�onnen das Ergebnis (6.65) in eine andere Form bringen, wenn wir die bereitsin 3.3.4 benutzte Produkt{RegelC �  @@r �D(r)! = @@r (CD(r))�  C @@r! D(r)mit C =konstanter Vektor f�ur C = m und D(r) = B(r) verwenden und (6.49)beachten: F (r) =  m @@r! B(r) + : : : ; (6.67)ebenfalls gleichlautend mit dem elektrischen Fall. Wir �nden schlie�lich noch einedritte Formulierung, wenn wir die Produkt{Regel@@r � (m�B(r)) =m  @@r B(r)!�  m @@r! B(r)verwenden (Nachweis s.u.) und die Quellenfreiheit von B(r) beachten, n�amlichF (r) = � @@r � (m�B(r)) + : : : : (6.68)Wir zeigen die soeben verwendete Produkt{Regel:



6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN 147( @@r � (m�B(r)))� = ��� @� ��� m�B�(r) == ��� ��� @�m�B�(r) == (��� ��� � ��� ���) @�m�B�(r) == m� @� B�(r)�m� @� B�(r):6.6.2 DrehmomenteAnalog zu (6.52) lautet das resultierende Drehmoment auf die Stromverteilung j(r0)bezogen auf den "Strom{Schwerpunkt" bei r� = Z d3r0 (r0 � r)� (j(r0)�B(r0)) : (6.69)Wieder entwickeln wir B(r0) um den "Strom{Schwerpunkt" r. Im Folgenden wirdsich jedoch zeigen, dass hier im Unterschied zu den Kr�aften auf j(r0) bereits derEntwicklungsterm niedrigster Ordnung einen nicht{verschwindenden Beitrag liefert,also � = Z d3r0 (r0 � r)� (j(r0)�B(r)) + : : : : (6.70)Wir schreiben � aus (6.70) in Komponenten auf, benutzen die De�nition (6.58)f�ur den antisymmetrischen Tensor M��, die "Umkehrformel" (6.63) und beachtenM�� = 0 wegen der Antisymmetrie vonM�� sowie (6.56) f�ur station�are Flussdichten:�� = Z d3r0 ��� (x0� � x�) ��� j�(r0)B�(r) == ��� ��� �M��B�(r)� x� B�(r) Z d3r0 j�(r0)� == (��� ��� � ��� ���) M��B�(r) ==M��B�(r)�M�� B�(r) == m ���B�(r) = ���m B�(r);bzw.



148 6. MAGNETOSTATISCHE FELDGLEICHUNGEN� =m�B(r) (6.71)analog zum elektrischen Fall. Es tritt wie im elektrischen Fall ein Drehmomentbereits in einem homogenen, d.h. r�aumlich konstanten Feld B(r) = B auf.Wir stellen die Analogien zwischen einer Ladungsverteilung �(r) in einem �au�erenelektrischen Feld E(r) einerseits und einer Stromverteilung in einem �au�eren FeldB(r) der magnetischen Induktion andererseits noch einmal zusammen:elektrisch: magnetischDipolmoment: p = Z d3r0 r0 �(r0) m = 12 Z d3r0 r0 � j(r0)Kraft: F = � @@r (�pE) F = � @@r (�mB)Drehmoment: � = p�E � =m�B



Kapitel 7
Die Maxwellschen Gleichungen
In diesem Kapitel werden wir die zeitabh�angige Feldtheorie der Elektrodynamik, diesogenannten Maxwellschen Gleichungen formulieren. Wir werden versuchen, dieseFormulierung auf rein physikalische Argumente zu st�utzen. Zu diesen Argumentengeh�oren Invarianzen, die die bisher formulierte statische Theorie bereits besitzt,n�amlich Invarianzen gegen die folgenden, diskreten Transformationen:(1) Zeitumkehr: T(2) Ladungsumkehr: C(3) Parit�atsumkehr: PWir werden deshalb im ersten Abschnitt dieses Kapitels zun�achst die obigen Trans-formationen T; C; P de�nieren und die Invarianz der bisher formulierten statischenTheorie gegen T; C; P nachweisen.7.1 Zeit{, Ladungs{ und Parit�ats{Umkehr7.1.1 Zeit{UmkehrDie Zeit{Umkehr wird formal de�niert durch ihre Wirkung auf die Zeitvariable t:T t = �t: (7.1)149



150 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENDaraus folgt, dass auch alle ersten Zeitableitungen ihr Vorzeichen unter T �andern,nicht jedoch die zweiten Ableitungen, weil diese als zweifache Anwendung des Ope-rators der ersten Zeitableitung interpretiert werden k�onnen:
T @@t = � @@t ; T @2@t2 = + @2@t2 : (7.2)Man nennt eine Variable x mit der Eigenschaft T x = +x gerade und eine Variablex mit der Eigenschaft T x = �x ungerade unter der T{Transformation.Ausgangspunkt f�ur die folgenden �Uberlegungen ist, dass die Teilchen{EigenschaftenMasse m und elektrische Ladung q invariant bzw. gerade gegen T sind, au�erdemaus geometrischen Gr�unden auch der Ort r:T m = m; T q = q; T r = r: (7.3)Da mit dem Ort r auch das Volumen{Element �V invariant gegen T ist, ist mit derelektrischen Ladung q auch ihre r�aumliche Dichte � = q=�V invariant gegen T . Ausdiesen Annahmen ergibt sich das folgende T{Verhalten von abgeleiteten Variablen:Variable: De�nition: T{Verhalten:Geschwindigkeit: v = drdt ; T v = �v;Beschleunigung: a = dvdt ; T a = +a;Kraft: F = ma; T F = +F : (7.4)

Die Kraft F = qE auf ein geladenes Teilchen sowie die Lorentz{Kraft F = q v �B und die weiteren Zusammenh�ange aus der statischen Feldtheorie der bisherigenKapitel erlauben es uns, die obige Schluss{Kette f�ur das T{Verhalten in die Elektro{und Magnetostatik fortzusetzen:



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 151Variable: De�nition: T{Verhalten:Elektrisches Feld: E = 1q F ; T E = +E;Elektrisches Potential: E = � @@r � T � = +�;Magnetische Induktion: F = q v �B; T B = �B;Vektor{Potential: B = @@r �A; T A = �A;Elektrische Flussdichte: @@r j = � @@t �; T j = �j:
(7.5)

Hier haben wir benutzt, dass mit r auch @=@r invariant gegen T ist.Jetzt wenden wir die Zeitumkehr T auf die elektro{ und magnetostatischen Feld-gleichungen an:Feldgleichung: T{Version:@@r �E = 0; T�! @@r �E = 0;@@r E = 1�0 �; T�! @@r E = 1�0 �;@@r B = 0; T�! @@r (�B) = 0; �= @@r B = 0;@@r �B = �0 j; T�! @@r � (�B) = ��0 j; �= @@r �B = �0 j: (7.6)
Die elektro{ und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen die Zeit-umkehr T .Wenn es Quellen der magnetischen Induktion, also "magnetische Ladungen" qm =@B=@r g�abe, dann w�aren das Skalare mit einem Verhalten T qm = �qm.7.1.2 Ladungs{UmkehrDie Ladungs{Umkehr wird formal de�niert durch ihre Wirkung auf die elektrischeLadung q:



152 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENC q = �q: (7.7)Daraus folgt, dass alle Variablen, die die Ladung linear enthalten, z.B. r�aumlicheLadungsdichte � und elektrische Flussdichte j sich ebenfalls ungerade unter C ver-halten: C � = ��; C j = �j: (7.8)Ort, Zeit und Masse sollen sich invariant bzw. gerade unter C verhalten, woraus dasgleiche Verhalten auch f�ur Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kraft folgt. Damitk�onnen wir bereits das C{Verhalten der Variablen in der Elektro{ und Magnetostatikbestimmen: Variable: De�nition: C{Verhalten:Elektrisches Feld: E = 1q F ; CE = �E;Elektrisches Potential: E = � @@r � C � = ��;Magnetische Induktion: F = q v �B; CB = �B;Vektor{Potential: B = @@r �A; CA = �A: (7.9)
Jetzt wenden wir die Ladungs{Umkehr C auf die elektro{ und magnetostatischenFeldgleichungen an:Feldgleichung: C{Version:@@r �E = 0; C�! @@r � (�E) = 0; �= @@r �E = 0;@@r E = 1�0 �; C�! @@r (�E) = � 1�0 �; �= @@r E = 1�0 �;@@r B = 0; C�! @@r (�B) = 0; �= @@r B = 0;@@r �B = �0 j; C�! @@r � (�B) = ��0 j; �= @@r �B = �0 j: (7.10)
Die elektro{ und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen dieLadungs{Umkehr C.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 153

e1
e2e3

e3Abbildung 7.1: Rechts{ und Links{Basis{Systeme7.1.3 Parit�ats{UmkehrDie Parit�ats{Umkehr wird formal de�niert durch ihre Wirkung auf den Orsvektorr: P r = �r: (7.11)Diese Transformation ist eine Raumspiegelung am Ursprung des gew�ahlten Koordi-naten{Systems. Dabei soll der Ursprung jedoch beliebig w�ahlbar sein.Die Parit�ats{Umkehr bewirkt auch eine Vertauschung von "links" und "rechts".Um das zu verstehen, m�ussen wir zun�achst kl�aren, was die Begri�e links und rechtsbedeuten. Unter den orthonormierten Basis{Systemen e�; � = 1; 2; 3 gibt es zweiKlassen, die wir als "links" und "rechts" bezeichnen. Alle Links{Systeme lassen sichuntereinander durch Drehungen (und Translationen) zur Deckung bringen, desglei-chen alle Rechts{Systeme. Es ist aber nicht m�oglich, ein Links{System ausschlie�lichdurch Drehung (und Translation) in ein Rechts{System zu �uberf�uhren bzw. umge-kehrt. Um das einzusehen, denken wir uns die Konstruktion eines Basis{Systemsschrittweise durch die Wahl der e1; e2; e3 in dieser Reihenfolge ausgef�uhrt. Alle Paa-re e1; e2 lassen sich noch durch reine Drehungen (und Translationen) untereinanderzur Deckung bringen. Bei der Wahl des dritten Vektors gibt dann zwei M�oglichkei-ten, e3 und e3 = �e3, vgl. Abbildung 7.1, die nicht mehr durch Drehungen ineinan-der �uberf�uhrt werden k�onnen. Eine der beiden M�oglichkeiten wird in Anlehnung an



154 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENdie "Rechte{Hand{Regel" als "rechts" bezeichnet, die andere als links. Die Freiheitbei der Wahl des dritten Vektors entspricht der Festsetzung der Orientierung beimVektor{Produkt, die ebenfalls als rechts gew�ahlt wird, alsoe1 � e2 = e3: (7.12)Diese Orientierung bleibt o�enbar erhalten, wenn man in (7.12) die Indizes 1; 2; 3zyklisch vertauscht: 1! 2! 3! 1! : : :. Dagegen bewirkt die Vertauschung vonzwei Basis{Vektoren, z.B., von e1 und e2 in (7.12) einen Vorzeichen{Wechsel,e2 � e1 = �e3;d.h., das System e2; e1; e3 ist ein Links{System, wenn e1; e2; e3 ein Rechts{Systemist. Die in der Abbildung 7.1 gezeigte M�oglichkeit e1; e2; e3 mit e3 = �e3 erzeugtebenfalls ein Links{System, wenn e1; e2; e3 ein Rechts{System ist, denn aus (7.12)folgt dann e1 � e2 = e3 = �e3:Da der Ortsvektor r als Linear{Kombination der Basis{Vektoren e� darstellbar ist,m�ussen letztere sich o�enbar unter der P{Transformation ebenfalls ungerade verhal-ten: P e� = �e�. Wenn wir die gesamte Basis einer P{Transformation unterwerfen,e0� := P e� = �e�, wird aus einer Rechts{Basis eine Links{Basis, denne01 � e02 = e1 � e2 = e3 = �e03: (7.13)Vektoren a mit ungeradem P{Verhalten, also P a = �a, bezeichnet man als polareVektoren. Wir werden sogleich zu kl�aren haben, welche weiteren Vektoren au�er demOrtsvektor aus physikalischen Gr�unden polar sein sollen. Das Kreuz{Produkt a� baus zwei polaren Vektoren a und b verh�alt sich dann aber unter P gerade:P (a� b) = (�a)� (�b) = a� b: (7.14)Vektoren ! mit geradem P{Verhalten, also P ! = !, bezeichnet man als axialeVektoren oder auch Pseudo{Vektoren. Es seien a; b polar und !; � ;� axial. Dannfolgen aus der �Uberlegung in (7.14) die folgenden Regeln:



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 155a � b = ! : axiala � ! = b : polar! � � = � : axial (7.15)Da Kreuz{Produkte durch den Levi{Civita{Tensor dargestellt werden,! = a� b : ! = ��� a� b�;haben die Regeln (7.15) Auswirkungen auf das Verhalten dieses Tensors unter sol-chen Koordinaten{Transformationen, die eine Recht{Links{Vertauschung bewirken.Die zeitliche Ableitung kann die P{Eigenschaft eines Vektors, kurz auch als Parit�atbezeichnet, nicht �andern, weil sie als Limes eines Di�erenzen{Quotienten darstellbarist. Damit ist klar, dass Geschwindigkeit v und Beschleunigung a ebenfalls polarsind. Daraus folgt weiter, dass auch Flussdichte j, Kraft F und das elektrischeFeld E = F =q polar sind. Nach der Regel (7.15) folgt dann aber aus der Formder Lorentz{Kraft F = q v � B, dass die magnetische Induktion B axial ist. DasVektor{Potential A ist gem�a� der Regel (7.15) wieder polar, denn inB = @@r �Aist mit r auch die Ableitung @=@r polar, so dass A polar sein muss, damit Baxial wird. Wir stellen das Verhalten der genannten Variablen unter P noch einmalzusammen:
polar: r; @@r ; v; j; a; F ; E; A (7.16)axial: B; � = r � F : (7.17)Jetzt wenden wir die Parit�ats{Umkehr P auf die elektro{ und magnetostatischenFeldgleichungen an:



156 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENFeldgleichung: P{Version:@@r �E = 0; P�! � @@r � (�E) = 0; �= @@r �E = 0;@@r E = 1�0 �; P�! � @@r (�E) = 1�0 �; �= @@r E = 1�0 �;@@r B = 0; P�! � @@r B = 0; �= @@r B = 0;@@r �B = �0 j; P�! � @@r �B = ��0 j; �= @@r �B = �0 j: (7.18)
Die elektro{ und magnetostatischen Feldgleichungen sind invariant gegen die Pa-rit�ats{Umkehr P .Wenn es Quellen der magnetischen Induktion, also "magnetische Ladungen" qm =@B=@r g�abe, dann w�aren das Skalare mit einem Verhalten P qm = �qm. Skalaremit diesem Verhalten nennt man auch Pseudo{Skalare.7.2 Formulierung der Maxwellschen GleichungenZiel dieses Abschnitts ist die Erweiterung der bisher formulierten statischen Feld-theorie f�ur das elektrische Feld E(r) und f�ur die magnetische Induktion B(r) zueiner zeitabh�angigen Theorie, auch dynamische Theorie genannt, die auch zeitlichver�anderliche Felder, z.B. elektromagnetische Wellen beschreiben kann. Die statischeTheorie hat die Form @@r �E(r) = 0@@r E(r)� 1�0 �(r) = 0@@r �B(r)� �0 j(r) = 0@@r B(r) = 0

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.19)
Wir beachten, dass die beiden Feldtheorien f�ur E(r) und B(r) im statischen Fallgetrennt ("entkoppelt") sind. Das wird sich im dynamischen Fall �andern.Wir formulieren zun�achst eine Reihe von Forderungen, denen die zu formulierendedynamische Theorie gen�ugen soll. Es wird sich dabei um physikalisch motivierteForderungen handeln, die letztlich empirisch zu begr�unden sind.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 1577.2.1 Der statische GrenzfallDie statischen Feldgleichungen (7.19) sollen als station�arer Grenzfall aus der zu for-mulierenden dynamischen Theorie hervorgehen, d.h., die dynamische Theorie mussdie folgende Form besitzen:@@t f: : :g = @@r �E(r; t)@@t f: : :g = @@r E(r; t)� 1�0 �(r; t)@@t f: : :g = @@r �B(r; t)� �0 j(r; t)@@t f: : :g = @@r B(r; t)
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.20)

7.2.2 Linearit�atDie statische Theorie ist linear in den Feldern, d.h., f�ur sie gilt das Superpositions{Prinzip. Diese Eigenschaft soll auch die zu formulierende dynamische Theorie be-sitzen. Das bedeutet, dass die Ausdr�ucke in f: : :g auf der linken Seite von (7.20)linear in den Feldern sein m�ussen. Wenn jedoch ein Ausdruck f: : :g linear in denFeldern ist, muss auch die entsprechende rechte Seite Vektor{Charakter besitzen.Das ist aber nur f�ur die Wirbel{ bzw. Rotations{Terme auf der rechten Seite derFall. Die linken Seiten der skalaren Quell{ bzw. Divergenz{Gleichungen m�ussen alsoverschwinden: @@t f: : :g = @@r �E(r; t)0 = @@r E(r; t)� 1�0 �(r; t)@@t f: : :g = @@r �B(r; t)� �0 j(r; t)0 = @@r B(r; t)
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.21)

Aus der Forderung der Linearit�at folgt also bereits, dass es keine "magnetischenLadungen" geben kann.



158 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN7.2.3 Felder als vollst�andige VariablenDie FelderE(r; t) undB(r; t) sollen den Feldzustand in jedem Zeitpunkt vollst�andigbeschreiben, d.h., wenn E(r; t) und B(r; t) an einem Ort r zu einem Zeitpunkt t ge-geben sind, sollen daraus die Zeitableitungen @E(r; t)=@t und @B(r; t)=@t der Feldereindeutig bestimmbar sein. Dann d�urfen auf der linken Seite von (7.21) h�ochstensZeitableitungen 1. Ordnung in den beiden Feldern auftreten. Zusammen mit derForderung der Linearit�at bedeutet das, dass die dynamische Theorie die folgendeGestalt haben mussa1 @@t E(r; t) + a2 @@t B(r; t) = @@r �E(r; t)0 = @@r E(r; t)� 1�0 �(r; t)b1 @@t E(r; t) + b2 @@t B(r; t) = @@r �B(r; t)� �0 j(r; t)0 = @@r B(r; t)
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.22)

7.2.4 Invarianz gegen T;C und PDie statische Theorie ist invariant gegen T; C und P , also gegen die Umkehr von Zeit,Ladung und Parit�at. Diese Eigenschaft soll auch die zu formulierende dynamischeTheorie besitzen. Wir best�atigen sofort, dass die Theorie in der Form (7.22) die P{Invarianz bereits besitzt. Wenn wir nun die Operationen T und P nach den Regelnund Ergebnissen aus dem vorhergehenden Abschnitt 7.1 auf (7.22) anwenden undfordern, dass (7.22) dabei in sich selbst �ubergeht, m�ussen wir gleichlautend f�ur beideOperationen T und P a1 = 0 und b2 = 0 setzen:axial: a2 @@t B(r; t) = @@r �E(r; t)skalar: 0 = @@r E(r; t)� 1�0 �(r; t)polar: b1 @@t E(r; t) = @@r �B(r; t)� �0 j(r; t)pseudo{skalar: 0 = @@r B(r; t)
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.23)



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 1597.2.5 Erhaltung der LadungDie dynamische Theorie soll die Forderung der Erhaltung der elektrischen Ladungerf�ullen. Die Erhaltung der elektrischen Ladung wird gem�a� 5.1.2 durch die Konti-nuit�ats{Gleichung @@t �(r; t) + @@r j(r; t) = 0 (7.24)ausgedr�uckt. Aus der skalaren Gleichung in (7.23) berechnen wir @�=@t:@@t �(r; t) = �0 @@t @@r E(r; t) = �0 @@r @@t E(r; t):Die Ableitungen nach der Zeit t und die Divergenz k�onnen wir vertauschen, wennwir annehmen, dass die Felder hinreichend oft di�erenzierbar sind. F�ur @E=@t setzenwir nun den Ausdruck aus der polaren Gleichung in (7.23) ein und erhalten somit@@t �(r; t) = �0b1 @@r  @@r �B(r; t)!� �0 �0b1 @@r j(r; t): (7.25)Der erste Term auf der rechten Seite, die Divergenz einer Rotation, verschwindet.Dann erkennen wir, dass (7.25) genau dann mit der Kontinuit�ats{Gleichung (7.24)�ubereinstimmt, wenn b1 = �0 �0. Damit erhalten wir f�ur die dynamische Theorie aus(7.23) (a): a2 @@t B(r; t) = @@r �E(r; t)(b): 0 = @@r E(r; t)� 1�0 �(r; t)(c): �0 �0 @@t E(r; t) = @@r �B(r; t)� �0 j(r; t)(d): 0 = @@r B(r; t)
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>; (7.26)



160 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN7.2.6 Relativit�at und Lorentz{KraftEs bleibt noch die Konstante a2 in (7.26) zu bestimmen. Das soll durch die For-derungen geschehen, dass die dynamische Theorie die Lorentz{Kraft F = q v �Bwiedergibt und dass sie das Relativit�ats{Prinzip erf�ullt. Wir betrachten ein zun�achststatisches Feld B(r) der magnetischen Induktion, das durch irgendwelche Str�omez.B. in Leitern erzeugt werde. Jetzt denken wir uns diese felderzeugenden Str�omemit einer konstanten Geschwindigkeit v bewegt. Ein ruhender Beobachter wird danndie magnetische Induktion B(r; t) = B(r � v t) (7.27)beobachten. Gem�a� der axialen Gleichung (a) in (7.26) ist mit dem zeitabh�angigenB(r; t) ein Feld E(r; t) verkn�upft, das wir jetzt bestimmen wollen. Wir berechnendie Zeitableitung von B(r; t) und erhalten mit der Kettenregel@@t B�(r � v t) = (@� B�(r � v t)) (�v�) = � v @@r! B�(r; t);@@t B(r � v t) = � v @@r! B(r; t): (7.28)Jetzt benutzen wir den in 6.6.1 gezeigten Satz@@r � (v �B(r; t)) = v  @@r B(r; t)!�  v @@r! B(r; t);worin v nach Voraussetzung als unabh�angig von r anzunehmen ist. (Die zus�atzlicheVariable t betri�t die obige Aussage nicht.) Da die Divergenz von B(r; t) verschwin-det, bleibt @@r � (v �B(r; t)) = � v @@r! B(r; t);eingesetzt in (7.28)



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 161@@t B(r � v t) = @@r � (v �B(r; t)) :Somit folgt aus der axialen Feld{Gleichung (a) in (7.26)a2 @@r � (v �B(r; t)) = @@r �E(r; t)bzw. @@r � (E(r; t)� a2 v �B(r; t)) = 0:Hieraus k�onnen wir weiter schlie�en, dass der Ausdruck in (: : :) als (negativer) Gra-dient eines elektrischen Potentials darstellbar ist. Da es jedoch keine felderzeugendenelektrischen Ladungen in unserer Anordnung geben soll, muss der Ausdruck in (: : :)sogar verschwinden bzw. es mussE(r; t) = a2 v �B(r; t) (7.29)sein. Wir denken wir uns nun eine Probeladung q in die Anordnung gebracht. Aufdiese wirkt dann die Lorentz{KraftF = qE(r; t) = a2 q v �B(r; t): (7.30)Jetzt kommt das Relativit�ats{Prinzip ins Spiel: die beschriebene Anordnung ist�aquivalent zu der Situation, dass die Str�ome, die das Feld B(r; t) erzeugen, ruhenund die Probeladung q sich mit der Geschwindigkeit �v bewegt. Auf sie wirkt danneine Lorentz{Kraft F = �q v �B(r; t): (7.31)Die beiden Ausdr�ucke (7.30) und (7.30) f�ur die Lorentz{Kraft m�ussen �uberein-stimmen, woraus a2 = �1 folgt. Jetzt haben wir die endg�ultige Form der dyna-mischen Feld{Gleichungen, die sogenannten Maxwellschen Gleichungen begr�undet.Wir schreiben sie in der Form



162 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN@@r �E(r; t) = � @@t B(r; t); (7.32)@@r E(r; t) = 1�0 �(r; t); (7.33)@@r �B(r; t) = �0 j(r; t) + �0 �0 @@t E(r; t); (7.34)@@r B(r; t) = 0: (7.35)Diese Schreibweise bringt zum Ausdruck, dass auch in der dynamischen Theorie diebeiden Felder E und B jeweils durch ihre Wirbel und Quellen bestimmt sind undzwar nach dem Zerlegungssatz in 6.4 in eindeutiger Weise. Anders als im statischenFall jedoch sind die beiden Felder E und B in der dynamischen Theorie miteinan-der verkoppelt. Die dynamische Theorie "vereinigt" die beiden im statischen Fallgetrennten Theorien der Elektrizit�at und des Magnetismus. Die "Vereinigung" vonTheorien ist in der modernen Physik ein sehr wichtiger Vorgang auf dem Weg zueinem m�oglichst geschlossenen und einheitlichen physikalischen Weltbild.7.3 Integrale Formen und Lenzsche Regel7.3.1 Verallgemeinertes Gesetz von Biot{Savart und Ver-schiebungsstromDie magnetostatische Feldgleichung@@r �B = �0 j (7.36)ist in der dynamischen Theorie erweitert worden zu@@r �B = �0 j + �0 �0 @@t E (7.37)(Wir lassen im Folgenden zur Vereinfachung der Schreibweise die Argumente (r; t)immer dann fort, wenn die Interpretation von Ort und Zeit eindeutig ist.)



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 163Wir integrieren die dynamische Gleichung (7.37) �uber ein beliebiges Fl�achenst�uckF und erhalten unter Verwendung des Stokesschen IntegralsatzesI@F drB = �0  I + @@t �0 ZF df E! ; (7.38)worin @F der Rand von F und I der elektrische Strom durch F ist. Der statischeTeil (@ : : : =@t = 0) dieser Aussage ist das Biot{Savartsche Gesetz: ein elektrischerStrom I ist von in sich geschlossenen B{Feldlinien umgeben. Man kann nun diedynamische Erweiterung so lesen, dass ein sich zeitlich �anderndes elektrisches Feldwie ein elektrischer Strom wirkt. Deshalb bezeichnet manjv := �0 @@t E bzw. Iv := ZF df jv (7.39)auch als Verschiebungs{Flussdichte bzw. Verschiebungsstrom.7.3.2 Faradaysches InduktionsgesetzDas Gegenst�uck zum verallgemeinerten Gesetz von Biot{Savart erhalten wir, wennwir die andere dynamische Wirbel{Gleichung,@@r �E = � @@t B (7.40)�uber ein beliebiges Fl�achenst�uck F integrieren. Mit denselben Umrechnungen wieoben ergibt sich I@F drE = �@	@t ; 	 := ZF df B: (7.41)Die hier de�nierte Gr�o�e 	 hei�t in Analogie zu (7.38) auch der magnetische Flussdurch das Fl�achenst�uck F . Damit wird auch die gelegentlich verwendete Bezeichnungmagnetische Flussdichte (statt magnetischer Induktion) f�ur B klar. (7.41) hei�t dasFaradaysche Induktionsgesetz. Es besagt, dass ein sich zeitlich �anderndes B{Feldvon in sich geschlossenen E{Feldlinien umgeben ist. Der Umlaufsinn ist gegen�uber



164 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENjenem im Biot{Savartschen Gesetz gerade umgekehrt, was uns noch gleich bei derDiskussion der Lenzschen Regel besch�aftigen wird.Man kann die linke Seite von (7.41) auch als (negative) elektrische Potential{Di�erenz ��� �uber den geschlossenen Weg des Randes @F von F deuten:�� = @	@t :Bei der Herleitung von (7.41) haben wir implizit angenommen, dass das Fl�achenst�uckF ortsfest (nicht zeit{abh�angig) ist undB sich zeitlich �andert. Aus dem Relativit�ats{Prinzip folgern wir, dass auch dann eine elektrische Potential{Di�erenz �uber @Finduziert wird, wenn sich F bewegt und z.B. B nicht von der Zeit abh�angt, alsostatisch ist. Wir f�uhren den Nachweis daf�ur hier durch. Er ist erwartungsgem�a� sehr�ahnlich den �Uberlegungen in 7.2.6. Zun�achst ist@	@t = ddt ZF df B(r; t)= ZF df @@t B(r; t) + ZF df  v @@r! B(r; t): (7.42)Hier haben wir Gebrauch gemacht von dem Begri� der totalen Zeitableitung, denwir bereits aus 5.1.3 kennen: ddt = @@t + v @@r : (7.43)Der erste Term ber�ucksichtigt eine m�ogliche explizite Zeitabh�angigkeit in B(r; t),der zweite eine Bewegung der Fl�ache F und damit der Integrationsorte r mit einer imAllgemeinen lokalen, d.h., vom Ort abh�angigen Geschwindigkeit v. Wir verwendeneine bereits in 7.2.6 gezeigte Identit�at (f�ur verschwindende Quellen von B) und denStokesschen Integralsatz, um (7.42) wie folgt weiter umzuformen:@	@t = ZF df @@t B(r; t)� ZF df @@r � (v �B(r; t))= ZF df @@t B(r; t)� I@F dr v �B(r; t): (7.44)



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 165

@@t B
L j � E

B
Abbildung 7.2: Zur Lenzschen RegelWir setzen das Induktions{Gesetz (7.41) ein und erhaltenZF df @@t B(r; t) + I@F dr (E(r; t)� v �B(r; t)) = 0: (7.45)Wenn @B=@t = 0 und keine weitere Induktion statt�ndet, folgt E = v � B, unddas ist in der Tat identisch mit dem Ausdruck (7.29) in 7.2.6, und zwar f�ur a2 = �1,was dort gerade gezeigt wurde, und f�ur �v statt v, weil v hier die Geschwindigkeitder Fl�ache F ist, dort diejenige von B(r; t) = B(r � v t).7.3.3 Lenzsche RegelWir betrachten die Situation in der Abbildung 7.2. Ein zeitlich sich �anderndes Feldder magnetischen Induktion, dargestellt durch den Pfeil @B=@t, ist nach dem Fara-dayschen Induktions{Gesetz umgeben von in sich geschlossenen Feldlinien von E.Wir denken uns dort z.B. einen ringf�ormigen Leiter L, der aufgrund des E{Feldesvon einem Strom mit der Flussdichte j durchossen wird. Wegen des negativenVorzeichens im Induktions{Gesetz ist f�ur die Richtung von E die "Linke{Hand{Regel" anzuwenden. Die Flussdichte j wird nach dem Biot{Savartschen Gesetz ih-rerseits von in sich geschlossenen Feldlinien einesB{Feldes umgeben, die aber wieder



166 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENgem�a� der "Rechten{Hand{Regel" zu konstruieren sind. Es ergibt sich damit, dassdas zuletzt genannte, von j verursachte B{Feld dem urspr�unglichen @B=@t ent-gegengesetzt ist, also der Induktionsursache entgegenwirkt. Die Verallgemeinerungdieser Beobachtung wird als Lenzsche Regel formuliert: Induktionsvorg�ange und ihreelektrodynamischen Folgeerscheinungen verlaufen in der Weise, dass sie der Induk-tionsursache entgegenwirken.Unsere Konstruktion in der Abbildung 7.2 zeigt auch, dass wir zu demselben Schlussgekommen w�aren, wenn im Faradayschen Induktions{Gesetz ein positives und imBiot{Savartschen Gesetz ein negatives Vorzeichen auftreten w�urden. Es kommt alsolediglich auf die "negative R�uckkopplung" an, die man in der Sprache der Mechanikals eine "R�uckstellkraft" bezeichnen w�urde. Dieses Verhalten ist die Ursache daf�ur,dass es im elektrodynamischen Feld zu Oszillationen kommt, die wir sp�ater bei derDiskussion der elektromagnetischen Wellen im Einzelnen studieren werden.
7.4 Potentiale und WellengleichungIn der statischen Feldtheorie haben wir gezeigt, dass sich das elektrische Feld Eund das Feld B der magnetischen Induktion durch ein skalares Potential � bzw. einVektor{Potential A darstellen lassen,E = � @@r �; B = @@r �A; (7.46)vgl. 1.3 und 6.1.3. Die jeweils inhomogenen statischen Feldgleichungen lie�en sichdaraufhin in Gleichungen vom Typ der Poisson{Gleichungen f�ur die Potentiale �und A umformen, n�amlich in�� = � 1�0 �; �A = ��0 j; (7.47)vgl. 2.4.2 und 6.3. Insbesondere die Poisson{artige Gleichung f�ur A hing von derEichung ab. Diese Ergebnisse der statischen Theorie lassen sich f�ur die dynamischeTheorie verallgemeinern.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 1677.4.1 Existenz der Potentiale und EichtransformationDie Aussage, dass das Feld B der magnetischen Induktion quellenfrei ist, ist beim�Ubergang von der statischen Theorie zur dynamischen Theorie unver�andert geblie-ben. Also k�onnen wir unter Verwendung von 6.3 weiterhin schlie�en, dass ein Vektor{Potential A existiert: @@r B = 0 () B = @@r �A: (7.48)Diese Darstellung setzen wir in die Maxwellsche Gleichung f�ur die Wirbel des E{Feldes ein: @@r �E = � @@t B = � @@t @@r �A:Wir setzen (wie bereits fr�uher) voraus, dass die Felder hinreichend oft nach r und tdi�erenzierbar sind. Dann k�onnen wir Zeitableitung und Rotation vertauschen. Wirfassen die beiden Rotationsausdr�ucke zusammen und schlie�en wie folgt:@@r �  E + @@t A! = 0 () E + @@t A = � @@r �; (7.49)weil ein Feld, hier E + @A=@t, dessen Wirbel verschwinden, immer als Gradienteines skalaren Potentials darstellbar ist. Wir fassen die beiden Darstellungen f�ur Eund B zusammen: E = � @@t A� @@r �; B = @@r �A: (7.50)Diese Darstellung ist die dynamische Verallgemeinerung von (7.46). Einmal mehrzeigt sich, dass die Felder E und B in der dynamischen Theorie nicht unabh�angigvoneinander sind.Wir fragen wie im statischen Fall nach der M�oglichkeit, die Potentiale � und Aumzueichen. Wie im statischen Fall in 6.3 stellen wir zun�achst fest, dass ein Potential



168 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENA0 = A+ @@r F (7.51)mit einer beliebigen (di�erenzierbaren) skalaren Funktion F zu demselben B{Feldf�uhrt wie A, weil die Rotation des Gradienten von F verschwindet. Damit dasumgeeichte Potential A0 auch zu demselben E{Feld f�uhrt, erwarten wir, dass auchdas skalare Potential � in ein �0 umgeeicht werden muss. Wir bestimmen �0, indemwir E durch A0 und �0 darstellen und die Umeichung (7.51) f�ur A0 einsetzen:E = � @@t A0 � @@r �0= � @@t A� @@t @@r F � @@r �0= � @@t A� @@r  �0 + @@t F! (7.52)Damit diese Darstellung f�ur E mit derjenigen durch A und � in (7.50) �uberein-stimmt, ist zu fordern, dass �0 + @@t F = �:Die vollst�andige Umeichung f�ur die Potentiale, die sogenannte Eich{Transformation,lautet demnach A0 = A+ @@r F; �0 = �� @@t F (7.53)mit einer beliebigen (di�erenzierbaren) skalaren Funktion F = F (r; t).Die M�oglichkeit der Umeichung der Potentiale gem�a� (7.53) nennt man Eich{Invarianz der Theorie. Sie hat weitreichende Konsequenzen. Aus der Mechanik istbekannt, dass (kontinuierliche) Invarianzen mit Erhaltungss�atzen verkn�upft sind:Die r�aumliche und zeitliche Translations{Invarianz mit der Erhaltung von Impulsund Energie, die Invarianz gegen Raumdrehungen mit der Erhaltung des Drehim-pulses (Noethersches Theorem). Wir werden sp�ater lernen, dass die oben formulierteEich{Invarianz mit der Erhaltung der elektrischen Ladung verkn�upft ist, die wir in5.1 als empirischen Befund in die Theorie eingef�uhrt hatten.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 1697.4.2 Die Wellen{GleichungDie Darstellung der Felder E und B durch Potentiale ist o�enbar �aquivalent mitden beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen:@@r �E = � @@t B@@r B = 0 9>>>=>>>; () 8>>><>>>: E = � @@t A� @@r �B = @@r �A: (7.54)Wir haben soeben die Schlussrichtung von links nach rechts gezeigt; die umgekehrteRichtung von rechts nach links ist noch einfacher durch Einsetzen sofort zu best�ati-gen. Wir wollen jetzt die Darstellung der Felder E und B durch die Potentiale indie inhomogenen Maxwellschen Gleichungen@@r E = 1�0 �; @@r �B = �0 j + �0 �0 @@t E (7.55)einsetzen. Es ist @@r E = @@r  � @@t A� @@r �! = � @@r @@t A���; (7.56)worin � der Laplace{Operator ist. Unter Verwendung von@@r �  @@r � a! = @@r  @@r a!��aaus D.1.2 f�ur ein beliebiges Feld a = a(r; t) wird@@r �B = @@r �  @@r �A! = @@r  @@r A!��A: (7.57)Wir setzen die Umformungen (7.56) und (7.57) in die beiden inhomogenen Max-wellschen Gleichungen (7.55) ein. Das Ergebnis k�onnen wir in der folgenden Weiseformulieren:



170 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN�� + @@t @@r A = � 1�0 �; (7.58)�A� �0 �0 @2@t2 A� @@r  @@r A+ �0 �0 @@t �! = ��0 j: (7.59)Jetzt nutzen wir die Eichfreiheit der Potentiale � und A, indem wir die sogenannteLorentz{Eichung @@r A = ��0 �0 @@t � (7.60)w�ahlen, von der wir unten zeigen, dass sie sich stets realisieren l�asst. Mit dieserEichung erhalten wir aus (7.58) und (7.59) die beiden Wellen{Gleichungen2� = � 1�0 �; 2A = �0 j; (7.61)worin 2 := �� 1c2 @2@t2 (7.62)der sogenannte d'Alembert{Operator ist undc = 1p�0 �0 : (7.63)Die beiden Wellen{Gleichungen, partielle Di�erential{Gleichungen zweiter Ordnungin Raum und Zeit, ersetzen zusammen mit der Darstellung der Felder E und Bdurch die Potentiale � und A in (7.54) die vier Maxwellschen Gleichungen, diejeweils partielle Di�erential{Gleichungen 1. Ordnung in Raum und Zeit sind.Die Struktur der linken Seiten der Wellen{Gleichungen (7.61) ist von anderenWellen{Ph�anomenen bekannt, z.B. von der Ausbreitung des Schalls. Der Parameterc hat darin die Bedeutung der Ausbreitungs{Geschwindigkeit der jeweiligen Welle.



7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN 171Das wird sich im Folgenden auch f�ur die hier behandelten elektromagnetischen Wel-len best�atigen. Mit dieser Bemerkung kn�upfen wir an die Diskussion in 5.2.2 an,wo wir bereits festgestellt hatten, dass der Ausdruck 1=p�0 �0 die Dimension einerGeschwindigkeit hat.Wir bemerken schlie�lich, dass wir auch Wellen{Gleichungen f�ur die Felder E undB herleiten k�onnen, indem wir den d'Alembert{Operator 2 auf deren Darstellungdurch die Potentiale � und A in (7.54) anwenden und die Wellen{Gleichungen(7.61) f�ur die Potentiale einsetzen. Unter der Voraussetzung, dass die Potentialehinreichend oft nach r und t di�erenzierbar sind, so dass s�amtliche Ableitungenvertauscht werden k�onnen, erhalten wir2E = �2  @@t A+ @@r �! = � @@t 2A� @@r 2� == 1�0 @@r �+ �0 @@t j; (7.64)2B = 2 @@r �A = @@r � 2A = ��0 @@r � j: (7.65)7.4.3 Die Lorentz{EichungWir begr�unden, dass sich stets eine Umeichung in die Lorentz{Eichung (7.60)ausf�uhren l�asst. Es seien �; A irgendwelche Potentiale f�ur die Felder E und B.Gesucht ist eine Eich{TransformationA0 = A+ @@r F; �0 = �� @@t F; (7.66)d.h. eine skalare Funktion F , so dass die Potentiale �0; A0 die Lorentz{Eichung@@r A0 + 1c2 @@t �0 = 0 (7.67)erf�ullen. Aus (7.66) berechnen wir@@r A0 = @@r A+�F;@@t �0 = @@t �� @2@t2 F;



172 7. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGENund daraus weiter unter der Verwendung der De�nition (7.62) f�ur 2:2F + @@r A+ 1c2 @@t � = @@r A0 + 1c2 @@t �0:Mit der Forderung der Lorentz{Eichung (7.66) f�ur �0; A0 wird daraus2F = � @@r A� 1c2 @@t �: (7.68)Aus dieser Gleichung ist die Erzeugende F der gesuchten Eich{Transformation zubestimmen. Die rechte Seite von (7.68) ist als gegeben zu betrachten, weil �; Aja irgendwelche vorgegebenen Potentiale sein sollten. Folglich ist die Bestimmungvon F �aquivalent zur L�osung der Wellen{Gleichung f�ur die Potentiale. Wenn dieLetztere eine L�osung besitzt, was wir bereits aus physikalischen Gr�unden voraus-setzen werden, dann l�asst sich auch immer ein F f�ur die Eich{Transformation zurLorentz{Eichung �nden.



Kapitel 8
Bilanz{Gleichungen
In diesem Kapitel werden wir lernen, dass die Maxwellschen Gleichungen Aussagen�uber Bilanzen physikalischer Gr�o�en machen, zu denen die auch in der KlassischenMechanik diskutierten Gr�o�en Energie, Impuls und Drehimpuls geh�oren. Als eineneue, typisch elektrodynamische Gr�o�e tritt jetzt noch die elektrische Ladung hinzu,mit der wir die Diskussion der Bilanz{Gleichungen auch beginnen werden.8.1 Elektrische Ladung und das Schema derBilanz{GleichungenWir greifen zur�uck auf die Formulierung der Erhaltung der elektrischen Ladung in5.1.2. Diese haben wir ausgedr�uckt durch die Forderung, dass sich die elektrischeLadung Q in einem Volumen V nur dadurch �andern kann, dass Ladung �uber dieRand�ache @V entweder einie�t oder ausie�t:dQdt = � I@V dI = � I@V df j(r; t): (8.1)Wenn Q eine Gr�o�e w�are, die nicht erhalten ist, m�ussten wir auf der rechten Seitenoch einen weiteren Term hinzuf�ugen:dQdt = � I@V df j(r; t) + ZV d3r �(r; t): (8.2)173



174 8. BILANZ{GLEICHUNGENHier w�urde �(r; t) die Erzeugung oder Vernichtung von Q pro Volumen und Zeitam Ort r zur Zeit t beschreiben. Mit denselben Umformungen wie in 5.1.2, also
Q = ZV d3r �(r; t); dQdt = ZV d3r @@t �(r; t);I@V df j(r; t) = ZV d3r @@r j(r; t)k�amen wir dann zuZV d3r  @@t �(r; t) + @@r j(r; t)� �(r; t)! = 0; (8.3)bzw., weil das Volumen V beliebig w�ahlbar ist, zu@@t �(r; t) + @@r j(r; t) = �(r; t): (8.4)Dieses ist eine Bilanz{Gleichung. Sie beschreibt, wie sich im allgemeinen Fall eineDichte �(r; t) zeitlich �andert, n�amlich durch Transport mit der Flussdichte j(r; t)und durch Erzeugung oder Vernichtung mit einer r�aumlichen Dichte �(r; t). F�ur dieelektrische Ladung ist �(r; t) = 0, d.h., sie wird weder erzeugt noch vernichtet. Unserweiteres Ziel ist jetzt die Formulierung von Bilanz{Gleichungen f�ur die Energie, denImpuls und den Drehimpuls.8.2 Bilanz der Energie8.2.1 HerleitungAusgangspunkt sind die beiden Maxwellschen Gleichungen, die die zeitlichen Ablei-tungen der Felder enthalten. Wir schreiben sie in der Form



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 175@@r �E + @@t B = 0; (8.5)@@r �H � @@t D = j; (8.6)worin wir zur Vereinfachung der SchreibweiseH := 1�0 B; D := �0E (8.7)eingef�uhrt haben. Sp�ater, bei der Beschreibung des Verhaltens von Materie in denFeldern E und B werden die FelderD undH noch eine eigenst�andige physikalischeBedeutung erhalten.Wir multiplizieren (8.5) skalar mit H, (8.6) skalar mit E und bilden die Di�erenzder beiden so entstandenen Ausdr�ucke:E @@t D +H @@t B +H  @@r �E!�E  @@r �H! = �j E: (8.8)Wir formen zun�achst die Ausdr�ucke mit den Zeitableitungen um:E @@t D +H @@t B = �0E @@t E + 1�0 H @@t B == @@t  �02 E2 + 12�0 B2! : (8.9)Den Ausdruck mit den Rotationen formen wir unter Verwendung der Produkt{RegelH  @@r �E!�E  @@r �H! = @@r (E �H) (8.10)um. Diese Produkt{Regel l�asst sich unter Verwendung des Levi{Civita{Tensors undseines Verhaltens gegen�uber Vertauschung der Indizes wie folgt nachweisen:



176 8. BILANZ{GLEICHUNGEN@@r (E �H) = @� (��� E�H) == ��� [(@� E�) H + E� (@�H)] == H ��� @� E� � E� ��� @�H == H  @@r �E!�E  @@r �H! :Mit diesen Umformungen erh�alt (8.8) die Form einer Bilanz{Gleichung (8.4):@w@t + @@r S = �j E; (8.11)w := �02 E2 + 12�0 B2; S := E �H = 1�0 E �B: (8.12)8.2.2 DiskussionDas in (8.12) de�nierte w muss die Bedeutung der r�aumlichen Dichte einer physika-lischen Variablen haben. w enth�alt den uns aus 3.1.2 bekannten Ausdruck �0E2=2f�ur die r�aumliche Dichte der Energie eines statischen E{Feldes. Aus (8.12) folgernwir deshalb:(1) �0E2=2 ist auch die r�aumliche Dichte der Energie eines dynamischenE{Feldes,(2) B2=(2�0) ist die r�aumliche Dichte der Energie des B{Feldes, dynamisch undim Grenzfall auch statisch.Folglich hat der Vektor S = E�H , der sogenannte Poynting{Vektor, die Bedeutungder Flussdichte der Feldenergie. Er beschreibt also den Fluss von Feldenergie proFl�ache und Zeit in S{Richtung. Wir bemerken, dass wir zu dem Poynting{Vektordie Rotation eines beliebigen Vektor{Feldes hinzuaddieren k�onnen, ohne dass sichseine Divergenz und damit die Bilanz{Gleichung (8.11) �andert:S0 := S + @@r �C : @@r S 0 = @@rS:



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 177Wir folgern weiter, dass der Term �j E auf der rechten Seite von (8.11) die Bedeu-tung der Erzeugung bzw. Vernichtung von Feldenergie, nicht etwa von Energie �uber-haupt, hat. Weil die Erhaltung der gesamten Energie eine grunds�atzliche Eigenschaftphysikalischer Systeme ist, deren Zusammenhang mit der zeitlichen Translations{Invarianz in der Klassischen Mechanik gezeigt wird, fragen wir, mit welchen ande-ren Formen von Energie Feldenergie ausgetauscht werden kann. Dazu stellen wirzun�achst fest, dass die Feldenergie gem�a� (8.11) erhalten ist, wenn j = 0, d.h., wennkeine elektrische Ladung bewegt wird. Dann darf aber auch keine elektrische La-dung vorhanden sein, weil diese in einem bewegten Inertial{System auch stets alsbewegte Ladung auftritt. Es sind demnach elektrische Ladungen bzw. elektrisch ge-ladene Teilchen, mit denen Feldenergie ausgetauscht werden kann. Wir betrachtendie Kr�afte, die auf elektrisch geladene Teilchen von den Feldern E und B ausge�ubtwerden: FE = qE; FB = q v �B: (8.13)Wir gehen zu r�aumlichen Dichten q ! � und q v ! � v = j �uber und addieren diebeiden Kr�afte, die dann zu einer Kraft{Dichte f =Kraft pro Volumen wird,f = �E + j �B; (8.14)der sogenannten Lorentz{Kraftdichte. Wenn wir diese skalar mit der Geschwindig-keit v der geladenen Teilchen im Sinne eines Geschwindigkeits{Feldes, vgl. 5.1.1,multiplizieren, erhalten wir die r�aumliche Dichte der Leistung der Felder E und Ban den geladenen Teilchen. Da j = � v, ist v (j �B) = 0 und wir erhaltenf v = � v E = j E: (8.15)Dieser Ausdruck tritt auf der rechten Seite von (8.11) mit dem negativen Vorzeichenauf, weil f v = j E > 0 bedeutet, dass Leistung dem Feld entnommen wird und aufdie geladenen Teilchen �ubertragen wird, entsprechend umgekehrt.Ein Beispiel f�ur den Verlust von Feldenergie, also j E > 0, liefert der Transport vonLadung in Leitern, also die elektrische Leitung. Hier folgt die Ladungsbewegungdem elektrischen Feld E, d.h., j und E sind parallel. Die elektrische Leitung wirdsehr h�au�g durch das ph�anomenologische Ohmsche Gesetz beschrieben,j = �E; (8.16)



178 8. BILANZ{GLEICHUNGENworin � die spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit ist. Aus dem Ohmschen Gesetz folgtj E = �E2 > 0; (8.17)weil � > 0. Das FeldE �ubertr�agt Energie an die geladenen Teilchen, z.B. Elektronen,indem es sie beschleunigt. Die Ladungstr�ager ihrerseits sto�en an die Ionen desLeiters und geben ihre Bewegungs{Energie als Schwingungs{Energie an die Ionenab. Diese �au�ert sich in einer Zunahme der Energie des Ionen{Gitters, die sogenannteOhmsche W�arme, die sich durch eine Temperatur{Erh�ohung nachweisen l�asst. DieserProzess ist irreversibel. Das l�asst sich bereits am Ohmschen Gesetz (8.16) ablesen:wenn wir dort den Zeitumkehr{Operator T anwenden, wechselt j auf der linken Seitedas Vorzeichen, w�ahrendE rechts unge�andert bleibt. (� ist eine Material{Konstante,die unter T invariant ist.) Das Ohmsche Gesetz ist also nicht zeitumkehr{invariant.Die Irreversibilit�at im Ohmschen Gesetz ist eine thermodynamische Eigenschaft, dieletztlich auf den 2. Hauptsatz der Thermodynamik zur�uckgeht. Das Ohmsche Gesetzist deshalb eher Bestandteil der Thermodynamik als der Elektrodynamik.Ein Beispiel f�ur den Gewinn von Feldenergie, also j E < 0, liefert der Vorgang desAuadens eines Kondensators. Das elektrische Feld E hat die Richtung von denpositiven zu den negativen Ladungen auf den beiden Platten. Um den Kondensatorweiter aufzuladen, muss positive Ladung von der negativ geladenen Platte zur po-sitiv geladenen Platte, also gegen die Richtung des bereits vorhandenen E{Feldesgebracht werden. Das bedeutet einen Fluss j gegen die Feldrichtung von E und so-mit j E < 0. �Aquivalent dazu ist nat�urlich die Verschiebung von negativer Ladungvon der positiv zur negativ geladenen Platte.
8.3 Bilanzen des Impulses und des Drehimpulses8.3.1 Impuls{BilanzAusgangspunkt sind wieder die beiden Maxwellschen Gleichungen (8.5) und (8.6),die die zeitlichen Ableitungen der Felder enthalten. Wir multiplizieren jetzt (8.5)vektoriell, also als Kreuzprodukt, von links mit D, (8.6) vektoriell von rechts mitB und bilden ebenfalls wieder die Di�erenz der beiden so entstehenden Ausdr�ucke.Wir erhalten



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 179D �  @@t B!+  @@t D!�B +D �  @@r �E!�  @@r �H!�B == �j �B :(8.18)Unter Verwendung der Produkt{Regel der Di�erentiation wirdD �  @@t B!+  @@tD!�B = @@t (D �B) : (8.19)F�ur die Umformung der Ausdr�uckeD �  @@r �E! = �0E �  @@r �E! ;  @@r �H!�B = 1�0  @@r �B!�Bverwenden wir eine allgemeine Beziehung f�ur ein beliebiges Vektorfeld a = a(r)a�  @@r � a! = @@r �12 a2��  a @@r! a: (8.20)Zum Nachweis bilden wir die �{Komponente der linken Seite und formen wie folgtum: (a�  @@r � a!)� = ��� a� ��� @� a� = ��� ��� a� @� a� == a� @� a� � a� @� a� = @� �12 a2��� a� @� a�: (8.21)Damit ist der Nachweis f�ur (8.20) schon gef�uhrt. Wir ben�otigen diese Hilfsformelaber in einer etwas anderen Form und f�uhren deshalb die Umformung in (8.21) wiefolgt weiter:(a�  @@r � a!)� = @� �12 a2�� @� (a� a�) + a� @� a� == @� �12 a2 ��� � a� a��+ a� @� a�: (8.22)



180 8. BILANZ{GLEICHUNGENWir wenden (8.22) zun�achst auf a = E an. Mit der Maxwellschen Gleichung@� E� = @@r E = 1�0 �erhalten wir (E �  @@r �E!)� = @� �12 E2 ��� � E�E�� + 1�0 �E�: (8.23)Dann wenden wir (8.22) auf a = B an. Mit der Maxwellschen Gleichung@� B� = @@r B = 0erhalten wir (B �  @@r �B!)� = @� �12 B2 ��� �B�B�� : (8.24)Einsetzen von (8.23) und (8.24) in die �{Komponente der Gleichung (8.18) liefertzusammen mit der Umformung (8.19)@@t (D �B)� + @� "�0 �12 E2 ��� � E�E��+ 1�0 �12 B2 ��� �B�B��# == � (�E + j �B)� : (8.25)Diese Gleichung hat die Struktur einer Bilanz{Gleichung, n�amlich@@t �� + @@r P (�) = �f�: (8.26)Hierin ist



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 181�� = (D �B)� bzw. � = D �B; (8.27)f� = (�E + j �B)� bzw. f = �E + j �B: (8.28)Der Divergenz{Term in (8.26) ist so zu lesen, dassP (�) = P�� e�; @@r P (�) = @� P��; (8.29)P�� := �0 �12 E2 ��� � E�E�� + 1�0 �12 B2 ��� � B�B�� : (8.30)P�� wird also interpretiert als die �{Komponente eines "Vektors" P (�). Da P��symmetrisch ist, P�� = P��, h�angt diese Interpretation nicht von der Reihenfolgeder Indizes � und � ab. Die n�aher liegende Interpretation besteht darin, P�� alsTensor aufzufassen. In 3.2.2 hatten wir den Begri� des Tensors bereits eingef�uhrt.Demnach sollte P�� dann als Tensor de�niert sein, wenn es sich unter orthogonalenTransformationen wie das Produkt von zwei Vektor{Komponenten a� b� transfor-miert. Dieses Verhalten ist in der De�nition (8.30) direkt ablesbar, wenn wir unsdaran erinnern, dass auch ��� ein Tensor ist, wie wir ebenfalls in 3.2.2 bereits ge-zeigt hatten. Durch die Divergenz{Bildung @� P�� wird nun der Tensor P�� zu einemVektor "verj�ungt", ebenso, wie ein Vektor a� durch die Divergenz{Bildung @� a� zueinem Skalar "verj�ungt" wird.Bei der physikalischen Diskussion der Bilanz{Gleichung (8.26) gehen wir von derrechten Seite aus. Aus (8.28) lesen wir ab, dass die rechte Seite bis auf das Vorzeichendie Bedeutung der �{Komponente der r�aumlichen Dichte der Lorentz{Kraft hat. Dasbest�atigen wir sofort, indem wir f� bzw. f in (8.28) mit dem Volumen{Element d3rmultiplizieren und j = � v einsetzen:f d3r = � d3r (E + v �B) = dqE + dq v �Bworin dq = � d3r. Nach dem zweiten Newtonschen Gesetz ist Kraft die �Anderung desImpulses pro Zeit, entsprechend f�ur die r�aumlichen Dichten, so dass �� = (D �B)�unter der Zeitableitung @=@t auf der linken Seite von (8.26) die Bedeutung der �{Komponente der r�aumlichen Dichte des Feldimpulses bzw. � = D � B die derr�aumlichen Dichte des Feldimpulses hat. Dass die Lorentz{Kraftdichte f auf derrechten Seite von (8.26) mit dem negativen Vorzeichen auftritt, hat seinen Grund



182 8. BILANZ{GLEICHUNGENdarin, dass diese die Kraft auf Ladungen, also die Impuls{�Anderung pro Zeit f�ur dieLadungen beschreibt. Jede Impuls{Zunahme f�ur die Ladungen bedeutet aber eineImpuls{Abnahme f�ur das Feld und umgekehrt.Wir folgen nun dem allgemeinen Schema von Bilanz{Gleichungen weiter und in-terpretieren den Vektor P (�) = P�� e� als die Flussdichte der �{Komponentedes Feldimpulses, bzw. den Tensor P�� als �{Komponente der Flussdichte der �{Komponente des Feldimpulses. Wegen der Symmetrie von P��, also P�� = P�� istdie letztere Interpretation invariant gegen eine Vertauschung der Indizes � und �.In der materiellen Kontinuums{Theorie wird gezeigt, dass der wesentliche Anteil derDiagonal{Elemente von Impuls{Flussdichten der hydrostatische Druck ist. Darumhei�en Impuls{Flussdichten auch Spannungs{Tensoren, und P�� darum der Max-wellsche Spannungstensor.8.3.2 Bilanz des Drehimpulses
Aus der Bilanz{Gleichung (8.26) f�ur den Impuls k�onnen wir eine Bilanz{Gleichungauch f�ur den Drehimpuls gewinnen, wenn wir uns daran erinnern, dass der Dreh-impuls L mit dem Impuls p durch L = r � p, in Komponenten L� = ���� x� p�zusammenh�angt. Wir schreiben die Impuls{Bilanz (8.26) in Komponentenform:@t �� + @� P�� = �f�; (8.31)@t := @=@t: Um daraus eine Aussage �uber den Drehimuls zu erhalten, m�ussen wir of-fensichtlich mit ���� x� multiplizieren, wobei diese "Multiplikation" nat�urlich immerdie Summations{Konvention einschlie�t:���� x� @t �� + ���� x� @� P�� = ����� x� f�: (8.32)Es ist ���� x� @t �� = @t (���� x� ��) ;



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 183weil die partielle Zeitableitung @t (bei festgehaltenem Ort) nicht auf die Koordinatex� wirkt: @t x� = 0.Mit der Produktregel der Di�erentiation erhalten wir weiter
���� x� @� P�� = @� (���� x� P��)� ���� P�� @� x�= @� (���� x� P��)� ���� P��= @� (���� x� P��) :Darin haben wir benutzt, dass @� x� = ��� und ���� P�� = 0, weil P�� symmetrischist und eine Kombination ���� P�� mit einem symmetrischen Tensor P�� immerverschwindet, vgl. 1.3.3.Wir setzen diese Umformungen in (8.32) ein und erhalten (mit einer Umbenennungder Indizes �! ; �! �) die Bilanz{Gleichung

@t `� + @� T�� = ���; (8.33)`� = ��� x� � ; (8.34)T�� = ��� x� P�; (8.35)�� = ��� x� f : (8.36)Hier sind `� die �{Komponente der r�aumlichen Dichte des Feld{Drehimpulses, T��die �{Komponente der Flussdichte der �{Komponente des Feld{Drehimpulses, diekeine Symmetrie besitzt, und �� die �{Komponente der r�aumlichen Dichte des Dreh-moments der Lorentz{Kraft.Wir k�onnen die Drehimpuls{Bilanz (8.33) auch wieder in derselben Form wie dieImpuls{Bilanz schreiben:@@t `� + @@r T (�) = ��; T (�) := T�� e�: (8.37)



184 8. BILANZ{GLEICHUNGEN8.4 Erhaltung von Energie, Impuls und Drehim-pulsDie oben hergeleiteten Bilanz{Gleichungen f�ur Energie, Impuls und Drehimpuls ent-halten auf ihren rechten Seiten jeweils "Austauschterme" f�ur den Austausch vonEnergie, Impuls und Drehimpuls des Feldes mit geladenen Teilchen. Letztere sinddurch ihre Ladungsdichte � und ihre Flussdichte j beschrieben. Nun sind Energie,Impuls und Drehimpuls die elementaren physikalischen Variablen, f�ur die Erhal-tungss�atze gelten. Um die hier formulierten Bilanz{Gleichungen zu Erhaltungss�atzenzu erweitern, m�usste man die entsprechenden Bilanzen auch f�ur das System der ge-ladenen Teilchen aufstellen. Im Allgemeinen wechselwirken diese auch mit weiterenungeladenen Teilchen, die dann ebenfalls einzuschlie�en w�aren. Wie wir im Fall derelektrischen Leitung in 8.2.2 gesehen haben, kann Feldenergie schlie�lich sogar inW�arme{Energie �uberf�uhrt werden. Folglich m�ussten auch die thermodynamischenBilanz{Gleichungen f�ur Energie, Impuls und Drehimpuls eingeschlossen werden. Erstdiese Gesamtheit von gekoppelten Bilanz{Gleichung w�urde die Erhaltung von Ener-gie, Impuls und Drehimpuls sichtbar werden lassen.Ein einfacherer Fall liegt f�ur das sogenannte freie Feld vor. Darunter versteht mandie Dynamik von E und B ohne Vorhandensein von geladenen Teilchen, also f�ur� = 0 und j = 0. F�ur diesen Fall verschwinden die rechten Seiten der oben herge-leiteten Bilanz{Gleichungen, und wir erhalten Erhaltungss�atze f�ur Energie, Impulsund Drehimpuls des Feldes:Energie: @w@t + @@r S = 0; (8.38)Impuls: @@t �� + @@r P (�) = 0; (8.39)Drehimpuls: @@t `� + @@r T (�) = 0: (8.40)Dass f�ur das freie Feld Energie, Impuls und Drehimpuls erhalten sind, war zu er-warten. Aus dem Noetherschen Theorem der Mechanik wissen wir ja, dass Erhal-tungss�atze f�ur Energie, Impuls und Drehimpuls Konsequenzen aus Invarianzen sind,n�amlich den Invarianzen gegen Translationen der Zeit, Translationen des Ortes undDrehungen um beliebige Achsen im Raum. Das gilt auch f�ur Feldgleichungen. Diefreien Maxwellschen Gleichungen (also f�ur � = 0 und j = 0) enthalten(1) die Zeit nur als Ableitung @=@t, sind also invariant gegen Translationen derZeit,



8. BILANZ{GLEICHUNGEN 185(2) den Ort nur als Ableitung @=@r, sind also invariant gegen Translationen desOrtes,(3) zwar keineWinkelvariablen, sondern vektorielle Operationen wie Rotation undDivergenz, die gegen Transformationen der Basis, also gegen Drehungen inva-riant sind.Wenn � 6= 0; j 6= 0 w�aren, k�onnten vorgegebene Ladungsdichten und FlussdichtenZeitprogramme, r�aumliche Inhomogenit�aten und ausgezeichnete Richtungen vorge-ben und damit die obigen Invarianzen brechen.
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Kapitel 9
Freie elektromagnetische Wellen
In diesem Kapitel werden wir L�osungen der Maxwellschen Gleichungen diskutieren.Die Maxwellschen Gleichungen sind { vom mathematischen Standpunkt aus gesehen{ partielle Di�erential{Gleichungen in den Variablen Ort und Zeit. Zu ihrer L�osungm�ussen { au�er Ladungs{ und Flussdichte �(r; t) bzw. j(r; t) { Randbedingungenf�ur die Felder E(r; t) und B(r; t) vorgegeben werden. Die r�aumlichen Randbedin-gungen besagen, wie sich die Felder z.B. f�ur jrj ! 1 verhalten sollen. Es k�onnenaber auch r�aumliche Randbedingungen f�ur endliche Orte r auftreten, z.B. dann,wenn elektrische Leiter anwesend sind, vgl. 4.1. Die "zeitlichen Randbedingungen"besagen, welchen Verlauf die Felder zu einer bestimmten Anfangszeit haben sollen.Man w�urde sie dann eher Anfangsbedingungen nennen.Wir k�onnen in diesem Text keine mathematisch ersch�opfende Theorie der L�osungvon partiellen Di�erential{Gleichungen formulieren. Im Kapitel 4 hatten wir eini-ge Techniken zur L�osung statischer partieller Di�erential{Gleichungen, sogenannterRandwert{Probleme, angef�uhrt. Wir werden auch in diesem Kapitel immer wiederauf Randbedingungen zur�uckkommen. Vorerst wollen wir f�ur dieses Kapitel ver-einbaren, dass die zu diskutierenden L�osungen der Maxwellschen Gleichungen dengesamten Raum erf�ullen k�onnen, dass es also keine Randbedingungen im Endlichenzu erf�ullen geben soll.Wir wollen weiterhin in diesem Kapitel den besonderen Fall diskutieren, dass keinegeladenen Teilchen auftreten. Dann verschwinden Ladungs{ und Flussdichten: � =0; j = 0. Die zu l�osenden Maxwellschen Gleichungen lauten in diesem Fall@@r �E = � @@t B; @@r E = 0; (9.1)187



188 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN@@r �B = 1c2 @@t E; @@r B = 0; (9.2)worin bis jetzt noch 1=c2 = �0 �0 bzw. c = 1=p�0 �0 als Abk�urzung verwendet wird.In 7.4 haben wir gezeigt, dass aus den Maxwellschen GleichungenWellengleichungenfolgen. F�ur verschwindende Ladungs{ und Flussdichten haben diese die Form2E =  �� 1c2 @2@t2! E = 0; 2B =  �� 1c2 @2@t2! B = 0: (9.3)Die L�osungen dieser Wellengleichungen hei�en freie Wellen. Wir m�ussen aber be-achten, dass die Wellengleichungen Folgerungen aus den Maxwellschen Gleichungen,doch nicht etwa �aquivalent zu ihnen sind. Um die Eigenschaften von freien Wellen inE und B zu bestimmen, m�ussen wir gelegentlich auf die Maxwellschen Gleichungen(9.1) und (9.2) zur�uckgreifen.Wir erinnern noch daran, dass auch die Potentiale � und AWellengleichungen vomTyp (9.3) erf�ullen, vgl. Abschnitt 7.4.2.9.1 Ebene WellenWir betrachten in diesem Abschnitt einen besonders einfachen Typ von L�osungender Wellengleichungen (9.3), auf den wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels nochzur�uckgreifen werden. Die Wellengleichungen (9.3) sind vom Typ2 u =  �� 1c2 @2@t2! u = 0; (9.4)worin u = u(r; t) anstelle der Komponenten von E und B steht.9.1.1 Ebene Wellen in z{RichtungWir nehmen an, dass die Felder E und B bzw. u in (9.4) nur von einer Koordina-tenrichtung, z.B. nur von x3 =: z abh�angt: u = u(z; t). Dann wird aus (9.4)



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 189 @2@z2 � 1c2 @2@t2! u(z; t) = 0: (9.5)Wir suchen L�osungen dieser Gleichung durch die Substitutionen� := z � c t; z = 12 (� + �) ;� := z + c t; t = 12 c (� � �) : 9>>=>>; (9.6)Damit wird @@� = @z@� @@z + @t@� @@t = 12  @@z � 1c @@t! ;@@� = @z@� @@z + @t@� @@t = 12  @@z + 1c @@t! ;=) @2@� @� = 14  @2@z2 � 1c2 @2@t2! :Wir k�onnen die Wellengleichung (9.5) also in der Form@2@� @� u = 0 (9.7)schreiben. Diese Gleichung besitzt die allgemeine L�osung u = f+(�) + f�(�) bzw.durch R�ucktransformation in die Variablen z; tu(z; t) = f+(z � c t) + f�(z + c t); (9.8)worin die f+(: : :) und f�(: : :) beliebige (zweimal di�erenzierbare) Funktionen sind.Die L�osung u(z; t) = f+(z � c t) bedeutet anschaulich, dass ein beliebiger, z.B.zur Zeit t = 0 vorgegebener Funktionsverlauf f+(z) sich mit der Geschwindigkeitc in die positive z{Richtung verschiebt, entsprechend in negativer z{Richtung f�uru(z; t) = f�(z + c t). Da die Wellengleichung linear in u ist, lassen sich die beidenL�osungen �uberlagern. Nat�urlich h�angt diese Deutung nicht von t = 0 als Anfangszeit



190 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENab. Der Funktionsverlauf kann bei beliebiger Zeit t = t0 in der Form u = f�(z�c t0)vorgegeben sein.An dieser Stelle der Entwicklung der Theorie k�onnen wir nun erstmalig feststellen,dass die bisher nur als Abk�urzung benutzte Gr�o�e c = 1=p�0 �0 die Bedeutung derGeschwindigkeit von (zun�achst ebenen) elektromagnetischen Wellen hat. Wir hattenbisher lediglich festgestellt, dass c = 1=p�0 �0 die Einheit einer Geschwindigkeitbesitzt, vgl. 5.2.2.Das Argument z�c t in f�(: : :) hei�t die Phase der L�osung der Wellengleichung. DenPunkten z gleicher Phase sind also dieselben Werte der "Wellenfunktion" f�(z�c t),d.h., dieselben physikalischen Feldzust�ande zugeordnet. Die Punkte gleicher Phaseliegen auf den Ebenen z = �c t, die senkrecht auf dem Basis{Vektor ez in z{Richtungstehen und sich mit der Geschwindigkeit �c in der Richtung ez bewegen. L�osungender Wellengleichung von diesem Typ hei�en allgemein ebene Wellen. Ein Beispiel istf�(z � c t) = Cb exp "�(z � c t)22 b2 #:(C =const). Dieses ist ein "Wellenbuckel" in der Form einer Gau�{Glocke der Breiteb.9.1.2 Allgemeine ebene WellenDie oben beschriebenen ebenen Wellen, die sich in z{Richtung fortbewegen, lassensich sogleich verallgemeinern zuu(r; t) = f (n r � c t) : (9.9)Hier ist n ein Einheitsvektor, n2 = 1, in einer beliebigen Raumrichtung und f(: : :)wieder eine beliebige (zweimal di�erenzierbare) Funktion. Zun�achst zeigen wir, dassu in (9.9) eine L�osung der Wellengleichung 2 u = 0 ist:@� u = n� f 0 (n r � c t) ; � u = @2� u = n2� f 00 (n r � c t) = f 00 (n r � c t) ;@t u = �c f 0 (n r � c t) ; @2t u = c2 f 00 (n r � c t) ;2 u = ��� 1c2 @2t � u = 0:



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 191(f 0(: : :) und f 00(: : :) bedeuten die ersten und zweiten Ableitungen der Funktionennach ihrem Argument.) Die Orte gleicher Phase der L�osung u in (9.9) liegen aufEbenen n r � c t = �0 =const. Wir formen diese Darstellung um inn (r � n (c t+ �0)) = 0:Die Orte r gleicher Phase liegen also in einer Ebene, die senkrecht auf n steht undden Punkt r0(t) = n (c t+ �0) enth�alt. Dieser bewegt sich mit der Geschwindigkeitc in n{Richtung.Wie wir oben bereits bemerkt hatten, steht u f�ur die Komponenten der Felder Eund B. Wir k�onnten gem�a� (9.9) also f�ur diese Felder L�osungen der Wellengleichungin der FormE�(r; t) = f� �n(�;E) r � c t� ; B�(r; t) = g� �n(�;B) r � c t� (9.10)konstruieren, worin die f�(: : :); g�(: : :) insgesamt 6 beliebige (zweimal di�erenzier-bare) Funktionen und die n(�;E); n(�;B) 6 beliebige Einheitsvektoren sind. Aller-dings m�ussten wir diese L�osungen noch in die vollst�andigen Maxwellschen Gleichun-gen (9.1) und (9.2) einsetzen und daraus weitere Bedingungen an die Funktionenf�(: : :); g�(: : :) und die Vektoren n(�;E); n(�;B) gewinnen. Wir beschr�anken unsstatt dessen von vornherein auf die folgenden, physikalisch anschaulichen F�alleE(r; t) = E0 f (n r � c t) ; B(r; t) = B0 f (n r � c t) : (9.11)Die Felder unterscheiden sich hier nur durch ihre Amplituden{Vektoren E0;B0 undhaben im �Ubrigen dieselbe Orts{ und Zeitabh�angigkeit und damit auch dieselbe Aus-breitungsrichtung n. Wir untersuchen nun, welche Aussagen wir �uber die ParameterE0;B0;n aus den Maxwellschen Gleichungen (9.1) und (9.2) erhalten. Wir beginnenmit der Bedingung, dass die Divergenzen von E und B verschwinden m�ussen:@@r E = @@r (E0 f (n r � c t)) = @� (E0;� f (n r � c t)) == E0;� @� f (n r � c t) = n�E0;� f 0 (n r � c t) == (nE0) f 0 (n r � c t) :



192 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENDamit die Divergenz verschwindet, muss nE0 = 0 sein. (L�osungen mit f(: : :) =const seien ausgeschlossen.) Die Feldamplitude E0 und damit das Feld E(r; t)m�ussen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung n stehen. Dieselbe Rechnung f�urB statt E ergibt nB0 = 0, also dieselbe Aussage f�ur B(r; t). Wellen mit dieserEigenschaft, also nE0 = 0; nB0 = 0; (9.12)hei�en transversal. Die elektromagnetischen (zun�achst ebenen) Wellen sind trans-versal.In einem n�achsten Schritt fordern wir, dass die L�osungen (9.11) die Maxwell{Gleichung @@r �E = � @@t B (9.13)erf�ullen. Es ist@@r �E = @@r � (E0 f (n r � c t)) =  @@r f (n r � c t)!�E0: (9.14)Diese Umformung entnehmen wir aus der Produkt{Regel f�ur eine skalare Funktion� = �(r) und einem Vektorfeld a = a(r)@@r � (�a) = @�@r � a+ � @@r � a; (9.15)die wir in Komponenten{Schreibweise unter Verwendung der gew�ohnlichen Produkt{Regel der Di�erentiation wie folgt nachweisen:( @@r � (�a))� = ��� @� (� a) = ��� (@� �) a + � ��� @� a :Wenn wir in (9.15) � = f(n r � c t) und a = E0 setzen und beachten, dass E0unabh�angig von r ist, erhalten wir die Umformung (9.14). Ferner ist



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 193@@r f (n r � c t) = n f 0 (n r � c t) ;wie oben bereits komponentenweise benutzt, so dass@@r �E = n�E0 f 0 (n r � c t) : (9.16)Andererseits ist @@t B = @@t (B0 f (n r � c t)) = �cB0 f 0 (n r � c t) : (9.17)(9.16) und (9.17) eingesetzt in die Maxwellsche Gleichung (9.13) f�uhrt auf die For-derung n�E0 = cB0: (9.18)Das bedeutet insbesondere, dass nicht nur E0 und B0 senkrecht auf der Ausbrei-tungsrichtung n stehen, sondern dass dar�uber hinaus auch E0 und B0 aufeinandersenkrecht stehen. Was die Orientierungen betri�t, bilden die Vektoren n; E0; B0gem�a� (9.18) in dieser Reihenfolge ein rechts{orientiertes "Dreibein".Es bleibt noch zu fordern, dass die L�osungen (9.11) auch die Maxwell{Gleichung@@r �B = 1c2 @@t E (9.19)erf�ullen. Mit den analogen Umformungen wie oben ist@@r �B = n�B0 f 0 (n r � c t) ;@@t E = �cE0 f 0 (n r � c t) ;was, eingesetzt in (9.19), auf



194 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENn�B0 = �1c E0 (9.20)f�uhrt. Diese Gleichung ist aber identisch mit (9.18). Das erkennen wir, wenn wir auf(9.20) von links die Operation n� anwenden,n� (n�B0) = �1c n�E0;und jetzt auf der linken Seite die Identit�atn� (n�B0) = (nB0) n� n2B0beachten. Mit nB0 = 0, vgl. (9.12), und n2 = 1 kommen wir wieder zu (9.20).Dass die letzte der noch o�enen Maxwellschen Gleichungen keine neue Aussageliefert, ist verst�andlich, weil unser L�osungsansatz ja bereits die aus den MaxwellschenGleichungen folgende Wellengleichung erf�ullte.9.2 Monochromatische ebene Wellen9.2.1 Einzelne monochromatische ebene WelleVon besonderer Bedeutung sind die monochromatischen ebenen Wellen,E(r; t) � cos (k r � ! t+ �); B(r; t) � cos (k r � ! t+ �); (9.21)weil noch gezeigt werden wird, dass sich beliebige freie Wellen stets als �Uberlagerungvon monochromatischen ebenen Wellen darstellen lassen. Hier haben wir das bisherverwendete Argument n r� c t, das ja die Dimension L�ange besitzt, durch Multipli-kation mit einem Faktor der Dimension 1/L�ange dimensionslos gemacht, um es alsArgument in der Funktion cos (: : :) verwenden zu k�onnen:k r � ! t := k (n r � c t) ; =) ( k = kn;! = c k (9.22)



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 195Der Wellenzahl{Vektor k ist verkn�upft mit der Wellenl�ange �. Letztere ist dadurchde�niert, dass sich die Welle als Funktion des Ortes nach Fortschreiten um � inAusbreitungs{Richtung k � n periodisch wiederholt:jkj� = 2 �; jkj = 2 �� : (9.23)Die Kreisfrequenz ! ist mit der Schwingungsdauer T verkn�upft:! T = 2 �; ! = 2 �T : (9.24)Die Frequenz f ist de�niert durch f := 1=T = !=(2 �) = c=�. � in (9.21) ist einebeliebige Phasenkonstante.Die Rechnungen mit monochromatischen ebenen Wellen gestalten sich erheblicheinfacher in der komplexen SchreibweiseE(r; t) = E0 ei (k r�! t); B(r; t) = B0 ei (k r�! t): (9.25)Diese Schreibweise ist so zu interpretieren, dass bei allen Schl�ussen auf physikalischreale und damit auch reelle Felder die Realteile zu bilden sind. Das ist eine v�olligunproblematische Operation, solange nur Ausdr�ucke betro�en sind, die linear in denFeldern sind. Wenn Produkte, z.B. Quadrate von Feldern wie in Ausdr�ucken f�ur dieFeldenergie zu bilden sind, ist wie folgt vorzugehen:(1) Bildung des Realteils,(2) Bildung der Produktausdr�ucke.Wenn wir im Folgenden Ausdr�ucke E20 usw. bilden, soll allerdings das komplexwer-tige Quadrat des komplexen Vektors E0 gemeint sein.Die fr�uheren (�aquivalenten) Beziehungen (9.18) und (9.20)B0 = 1c n�E0 bzw. E0 = �cn�B0 (9.26)



196 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENwerden mit n = k=k; k := jkj, s.o., zuB0 = 1c k k �E0 = 1! k �E0 bzw. E0 = � ck k �B0 = c2! k �B0: (9.27)Auch die Amplituden{Vektoren E0;B0 sollen komplex sein d�urfen. Die Relationen(9.27) sind dann so zu lesen, dass sie sowohl f�ur die Real{ als auch f�ur die Ima-gin�arteile von E0;B0 gelten sollen. Die Vektoren k bzw. n sollen jedoch nach wievor reell sein. Wie oben bereits bemerkt, ist auch das Quadrat E20 eine komplexeZahl. Wir de�nieren nun einen Phasenwinkel � sowie einen Amplituden{Vektor Edurch E20 = jE20j e�2 i�; E = E0 ei�: (9.28)�� < 2� � �. Es folgt, dass E2 reell ist:E2 = e2 i�E20 = jE20j: (9.29)Dagegen ist E im Allgemeinen nicht reell, sondern besitzt einen Real{ und Ima-gin�arteil: E = E1 + iE2; (9.30)worin E1; E2 reell sein sollen. Aus dieser Darstellung folgtE2 = E21 �E22 + 2 iE1E2: (9.31)Da jedoch E2 reell ist, vgl. (9.29), folgt weiter, dassE1E2 = 0; (9.32)E1; E2 stehen also senkrecht aufeinander. Der urspr�ungliche Amplituden{VektorE0 in (9.25) steht senkrecht auf n bzw. k. Das gilt dann auch f�ur E , weil diese



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 197beiden Vektoren gem�a� (9.28) parallel sind. Folglich stehen auch Real{ und Ima-gin�arteil E1; E2 von E senkrecht auf k. Diese Feststellungen erlauben es uns, einrechtsh�andiges, orthogonales Basis{System ex; ey; ez zu w�ahlen, so dassk = k ez; E1 = jE1j ex; E2 = �jE2j ey: (9.33)Das Vorzeichen bei E2 richtet sich danach, ob das Dreibein E1;E2;k rechts{ oderlinksh�andig ist. Wir setzenE0 = E e�i� = (E1 + iE2) ei�in (9.25) ein, bilden den Realteil des so entstehenden Ausdrucks f�ur E(r; t) underhalten mit der obigen Wahl von k = k ezRe [E(r; t)] = Re h(E1 + iE2) ei (kz�! t��)i == E1 cos (kz � ! t� �)�E2 sin (kz � ! t� �): (9.34)Wir k�onnen � = 0 durch die Wahl des Zeit{Nullpunkts erreichen. Die x{ und y{Komponenten dieser Welle lautenEx(z; t) = jE1j cos (kz � ! t); Ey(z; t) = �jE2j sin (kz � ! t): (9.35)Daraus lesen wir ab, dass Ex(z; t)jE1j !2 +  Ey(z; t)jE2j !2 = 1: (9.36)Der Feld{Vektor (9.34) beschreibt eine elliptische Spirale, d.h., seine Projektionauf die x{y{Ebene l�auft auf einer Ellipse mit den Halbachsen jE1j und jE2j im(mathematisch) positiven oder negativen Sinn um, w�ahrend er mit jedem Umlaufum eine Wellenl�ange � in z{Richtung fortschreitet. Den magnetischen Feld{VektorRe(B(r; t)) k�onnen wir entsprechend aus (9.27) konstruieren, d.h., Re(B(r; t)) l�auftRe(E(r; t)) mit der Phase � nach oder vor. Man nennt diese Welle, die den allge-meinsten Fall einer monochromatischen ebenen elektromagnetischen Welle darstellt,elliptisch polarisiert. Wenn jE1j = jE2j, hei�t die Welle zirkular polarisiert, wennjE1j = 0 oder jE2j = 0, hei�t sie linear polarisiert.



198 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN9.2.2 �Uberlagerung monochromatischer ebener WellenWir gehen nochmals auf die Wellengleichung, z.B. f�ur das elektrische Feld2E(r; t) =  �� 1c2 @2@t2!E(r; t) = 0; (9.37)zur�uck und wollen diese durch die Fourier{Transformation l�osen, die wir im An-hang C.3 dargestellt haben. Wir stellen E(r; t) durch seine Fourier{Transformiertedar. Da E(r; t) eine Funktion von r �= (x1; x2; x3) und der Zeit t ist, m�ussen wirdie Fourier{Transormation nach insgesamt 4 Variablen durchf�uhren. Die �ublicheSchreibweise daf�ur istE(r; t) = Z d3k Z d! ~E(k; !) ei (k r�! t): (9.38)Hier sind k �= (k1; k2; k3) die zum Ort r konjugierten Fourier{Variablen und ! die zurZeit konjugierte Fourier{Variable. Integriert wird �uber alle k1; k2; k3; ! jeweils in denGrenzen von �1 bis +1. Das soll im Folgenden f�ur alle Integrale vereinbart sein,die keine anderen Integrationsgrenzen tragen. Wir erkennen an der Form von (9.38)auch bereits, dass die physikalische Bedeutung von k und ! die des Wellenzahl{Vektors und der Frequenz sein wird.Um sicher zu stellen, dass das elektrische Feld E(r; t) reell ist, k�onnten wir wieoben verfahren und nur den Realteil von E(r; t) in (9.38) als physikalisch relevantauswerten. Im Fall der Fourier{Transformation gibt es noch eine andere M�oglichkeit,die wir hier verwenden. Wir berechnen das konjugiert KomplexeE�(r; t) von E(r; t)in (9.38) und fordern, dass E�(r; t) = E(r; t).E�(r; t) = Z d3k Z d! ~E�(k; !) e�i (k r�! t)= Z d3k Z d! ~E�(�k;�!) ei (k r�! t): (9.39)Hier haben wir im zweiten Schritt die Substitution k ! �k und ! ! �! aus-gef�uhrt. Dabei vertauschen in jedem Integral die Integrations{Grenzen �1 und+1 und die Integrations{Di�erentiale �andern ihr Vorzeichen. Beides kompensiertsich gegenseitig. Wenn wir nun fordern, dass der Ausdruck in der letzten Zeile von



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 199(9.39) identisch mit der rechten Seite von (9.38) sein soll, so folgt o�ensichtlich alsRealit�ats{Bedingung f�ur E(r; t), dass~E�(�k;�!) = ~E(k; !) bzw. ~E�(k; !) = ~E(�k;�!); (9.40)z.B. durch Umkehrung der Fourier{Transformation.Wir setzen nun die Fourier{Transformation (9.38) in die Wellengleichung (9.37) ein.Die in 2 enthaltenen Ableitungen nach dem Ort und nach der Zeit k�onnen wir mitder Integration �uber k und ! vertauschen:2E(r; t) = Z d3k Z d! ~E(k; !)2 ei (k r�! t)= Z d3k Z d! ~E(k; !)  �k2 + !2c2 ! ei (k r�! t) = 0: (9.41)Hier haben wir die folgenden Schritte ausgef�uhrt:@@r eik r = ik eik r; (9.42)� eik r = @@r  @@r eik r! = (ik)2 eik r = �k2 eik r: (9.43)(In der zweiten Zeile haben wir die Produkt{Regel (E.6) aus dem Anhang E ver-wendet.) In der zweiten Zeile von (9.41) steht die Fourier{Darstellung einer Funk-tion, die identisch verschwinden soll. Das ist nur m�oglich, wenn die entsprechendeFourier{Transformiert ebenfalls identisch verschwindet: �k2 + !2c2 ! ~E(k; !) = 0 bzw. �!2 � c2 k2� ~E(k; !) = 0: (9.44)Es muss also ~E(k; !) = 0 sein, wenn nicht !2�c2 k2 = 0, d.h., wenn nicht ! = �c k.(k := jkj). Der allgemeinste Ausdruck f�ur diesen Zusammenhang ist o�ensichtlich~E(k; !) = ~E1(k) �(! � c k) + ~E2(k) �(! + c k): (9.45)



200 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENEinsetzen dieses Ausdrucks in die Fourier{Darstellung (9.38) f�uhrt dazu, dass die!{Integration nur Beitr�age f�ur ! = �c k liefert. Damit erhalten wir als allgemeineL�osung der Wellengleichung (9.27) den AusdruckE(r; t) = Z d3k � ~E1(k) ei (k r�c k t) + ~E2(k) ei (k r+c k t)� ; (9.46)worin ~E1;2(k) = ~E(k;�c k): Damit �ubersetzt sich die Realit�ats{Bedingung (9.40)in ~E�1(k) = ~E2(�k) bzw. ~E�2(k) = ~E1(�k): (9.47)Diese Relation erh�alt man auch, wenn man in der Darstellung (9.46) nach demfr�uheren Muster erneut fordert, dass E�(r; t) = E(r; t).Man muss die allgemeine Fourier{Darstellung (9.38) f�ur ein Feld E(r; t) und dieDarstellung (9.46) f�ur die L�osung der Wellengleichung (9.37) begri�ich unterschei-den. Nur die erstere ist eine Fourier{Transformation, in ihr wird konsequenterweise�uber k und ! integriert. Die Darstellung der L�osung in (9.46) enth�alt nur noch einek{Integration und kann schon deshalb keine allgemeine Fourier{ Darstellung mehrsein.Unter Verwendung der Realit�ats{Bedingung (9.47) kann man (9.46) in verschiedenerWeise umformen, z.B.
E(r; t) = Z d3k � ~E1(k) ei (k r�c k t) + ~E�1(�k) ei (k r+c k t)�= Z d3k � ~E1(k) ei (k r�c k t) + ~E�1(k) e�i (k r�c k t)� : (9.48)Im zweiten Schritt haben wir im zweiten Teil des Integrals k ! �k substituiert.Hier ist nun direkt ablesbar, dass E(r; t) reell ist. Die hier vorgstellten �Uberlegungenf�ur das elektrische Feld E(r; t) lassen sich sinngem�a� auf alle Felder �ubertragen, diedie Wellengleichungen erf�ullen, also z.B. auf B(r; t), aber auch auf die PotentialeA(r; t) und �(r; t).



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 2019.3 Wellenpakete, Phasen{ und Gruppen{Ge-schwindigkeitDie folgenden �Uberlegungen f�uhren wir zun�achst mit Wellen durch, die nur von einerKoordinaten{Richtung, z.B. nur von x3 =: z abh�angen. Die Verallgemeinerung aufbeliebige r{Abh�angigkeiten wird sich als sehr einfach herausstellen. Es sei u(z; t)eine Komponente der Felder E;B. Aus der Erf�ullung der Wellengleichung 2 u = 0folgt, dass u(z; t) sich gem�a� (9.46) wie folgt darstellen l�asst:u(z; t) = Z +1�1 dk �~u(k) ei (k z�!(k) t) + ~u�(k) e�i (k z�!(k) t)� : (9.49)Hierin bedeutet !(k) = c k f�ur elektromagnetische Wellen. Einige der folgendenSchlussfolgerungen schlie�en aber auch andere Wellen mit einer anderen Dispersion!(k) ein, so dass wir bei der allgemeineren Schreibweise bleiben wollen. Wir betrach-ten nun eine �Uberlagerung der Art (9.49) unter der Annahme, dass die auftretendenWellenzahlen k aus einem Band, d.h., aus einem begrenzten Bereich in der N�aheeiner Wellenzahl k0 stammen. Wir w�ahlen deshalb als Amplituden{Funktion ~u(k)eine Gau�{Glocke ~u(k) = u0p2 � � exp "�(k � k0)22 �2 #: (9.50)Diese Gau�{Glocke besitzt ihr Maximum bei k = k0 und eine Breite k0��, de�niertdurch ihre Wendepunkte. Die Normierung haben wir so gew�ahlt, dassZ +1�1 dk ~u(k) = u0; (9.51)wie sich sofort durch elementare Integration best�atigen l�asst. Das bedeutet zugleich,dass lim�!0 ~u(k) = u0 �(k � k0); (9.52)vgl. auch C.1. Wir setzen (9.50) in (9.49) ein und berechnen u(z; t). Mit der Substi-tution � = (k � k0)=� erhalten wir f�ur den ersten Teil des k{Integrals



202 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENZ +1�1 dk ~u(k) ei (k z�!(k) t) == u0p2 � � Z +1�1 dk exp "�(k � k0)22 �2 + i (k z � !(k) t)#= u0p2 � Z +1�1 d� exp "��22 + i (k0 + � �)� i! (k0 + � �) t#: (9.53)Dieses Integral l�asst sich ohne Kenntnis der Funktion !(k) nicht weiter auswerten.Wenn jedoch die Breite � der Gau�{Glocke (9.50) hinreichend klein ist, k�onnen wir!(k0 + � �) nach � � entwickeln und nach dem Term 1. Ordnung abbrechen:! (k0 + � �) � !(k0) + v � �; v =  d!(k)dk !k=k0 : (9.54)F�ur elektromagnetische Wellen ist !(k) linear, !(k) = c k, so dass (9.54) exakt wird.Wir setzen (9.54) in (9.53) ein und erhaltenZ +1�1 dk ~u(k) ei (k z�!(k) t) == u0p2 � ei (k0 z�!(k0) t) Z +1�1 d� exp "��22 + i� (z � v t) �#= u0 ei (k0 z�!(k0) t) exp "��22 (z � v t)2#: (9.55)Im letzten Schritt haben wir die nunmehr elementare �{Integration ausgef�uhrt. Derzweite Teil des k{Integrals in (9.49) liefert das konjugiert Komplexe von (9.55). DasEndergebnis lautet alsou(z; t) = 2 u0 cos [k0 z � !(k0) t] exp "��22 (z � v t)2#: (9.56)Dieses Ergebnis ist in der Abbildung 9.1 als Moment{Aufnahme, d.h. f�ur eine festeZeit t als Funktion von z dargestellt. Eine Welle



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 203u(z; t)
z

Abbildung 9.1: Wellenpaket� cos [k0 z � !(k0) t] = cos "k0  z � !(k0)k0 t!#bewegt sich mit der Phasen{Geschwindigkeit v0 = !(k0)=k0 in z{Richtung. Sie wirdbegrenzt durch den z{abh�angigen Amplituden{Faktor� exp "��22 (z � v t)2#der Breite 1=�, der sich mit der Gruppen{Geschwindigkeit v, de�niert in (9.54)in z{Richtung bewegt. Dieser Amplituden{Faktor formt das Wellen{Paket. ImAllgemeinen sind Phasen{ und Gruppen{Geschwindigkeit verschieden. Die Welle� cos (: : :) "gleitet" durch das Paket hindurch. Im Fall elektromagnetischer Wellensind Phasen{ und Gruppengeschwindigkeit gleich, n�amlich (f�ur ein beliebiges k stattk0) Phasen{Geschwindigkeit: v0 = !(k)k = c;Gruppen{Geschwindigkeit: v = d!(k)dk = c: (9.57)



204 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENIn der Abbildung 9.1 erscheint die Welle � cos (: : :) mit dem Amplituden{Faktorstarr verbunden, und beide bewegen sich mit der Geschwindigkeit c in z{Richtung.Wir k�onnen diese �Uberlegungen sogleich verallgemeinern und schreiben statt (9.49)u(r; t) = Z d3k ~u(k) ei (k r�!(k t)): (9.58)Wir w�ahlen die komplexe Schreibweise und bilden am Schluss der Rechnung denRealteil, um das physikalisch reale Feld zu erhalten. Es sei ~u(k) = f(k � k0) eineFunktion, die nur f�ur jk�k0j � � wesentlich von Null verschiedene Werte annimmt.Wir entwickeln !(k) bei k = k0 in eine Taylor{Reihe nach k � k0 und nehmenan, dass wir die Entwicklung f�ur hinreichend kleines � nach dem linearen Termabbrechen k�onnen:!(k) = !(k0) + (k � k0) v + : : : ; v =  @!(k)@k !k=k0 : (9.59)Einsetzen in (9.58) ergibtu(r; t) = ei (k0 r�!(k0 t)) Z d3k f(k � k0) ei (k�k0) (r�v t): (9.60)Wenn wir die Phase im Wellen{Faktor vor dem Integral in der Formk0 r � !(k0) t = k0 "r � k0jk0j !(k0)jk0j t#umschreiben, erkennen wir darin eine Welle mit dem Wellenzahl{Vektor k0 und derFrequenz !(k0), die mit der Phasen{Geschwindigkeit !(k0)=jk0j in der Richtungn = k0=jk0j fortschreitet. Dagegen beschreibt das k{Integral in (9.60) o�ensichtlichden Amplituden{Faktor, der mit der Gruppen{Geschwindigkeit v = @!(k)=@k (hierf�ur k = k0) fortschreitet.Wir w�ahlen f(k� k0) ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit als reell, weil ein Ima-gin�arteil nur zu einer zus�atzlichen Phase der Welle f�uhren w�urde. Weiterhin w�ahlenzur Vereinfachung f(k�k0) symmetrisch, also f(�k+k0) = f(k�k0). Dann wird



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 205Z d3k f(k� k0) ei (k�k0) (r�v t) = Z d3k f(k � k0) cos [(k � k0) (r � v t)];und der Realteil von u(r; t) in (9.60) liefertRe u(r; t) = cos [k0 r � !(k0) t] Z d3k f(k � k0) cos [(k � k0) (r � v t)]: (9.61)9.4 Modenzerlegung freier FelderIn 9.2.2 hatten wir bereits gezeigt, wie sich die allgemeinen L�osungen der Wellen-gleichungen 2E = 0 und 2B = 0 durch �Uberlagerung monochromatischer ebenerWellen darstellen lassen. Dabei hatten wir vorausgesetzt, dass f�ur die Felder E undB keine Randbedingungen im Endlichen zu erf�ullen sind. In diesem Abschnitt solldie L�osung der freienMaxwellschen Gleichungen (9.1) und (9.2), d.h., f�ur �(r; t) = 0und j(r; t) = 0, durch �Uberlagerung von monochromatischen Wellen bzw. durchZerlegung nach solchen Wellen noch einmal unter besonderer Ber�ucksichtigung derRandbedingungen formuliert werden. Dabei werden wir zu Ergebnissen kommen, dieuns den �Ubergang in die Quantentheorie freier elektromagnetischer Felder aufzeigen.9.4.1 EichungIn 7.4.1 haben wir gezeigt, dass sich die Felder E und B als Folge der beidenhomogenen Maxwellschen Gleichungen durch Potentiale � und A darstellen lassen:E = � @@t A� @@r �; B = @@r �A: (9.62)Wir zeigen jetzt, dass sich die Potentiale unter Benutzung von verschwindenderLadungs{ und Flussdichte � = 0 und j = 0 so w�ahlen lassen, dass� = 0; @@r A = 0: (9.63)



206 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENSeien � und A zun�achst beliebig gew�ahlte Potentiale f�ur E und B. Wir f�uhren eineerste Umeichung A0 = A+ @@r F1; �0 = �� @@t F1 (9.64)gem�a� 7.4.1 durch und w�ahlen F1 = F1(r; t) so, dass@@t F1 = �; =) �0 = 0; =) E = � @@t A0: (9.65)Da f�ur � = 0 die Divergenz von E verschwindet, folgt auch, dass@@r E = � @@r @@t A0 = � @@t @@r A0 = 0; (9.66)d.h., dass die Divergenz @A0=@r von A unabh�angig von der Zeit t ist. In einerzweiten Umeichung A00 = A0 + @@r F2; �00 = � @@t F2 (9.67)(mit �0 = 0) wollen wir fordern, dass@@r A00 = @@r A0 +�F2 = 0 (9.68)wird. Wir denken uns diese Gleichung f�ur F2 = F2(r; t) gel�ost. Da jedoch nachVoraussetzung @A0=@r unabh�angig von der Zeit t ist, l�asst sich auch immer eineL�osung F2 �nden, die unabh�angig von der Zeit t ist: F2 = F2(r). Dann folgt aberaus (9.67), dass auch �00 = 0. Damit haben wir (9.63) erf�ullt. Im Folgenden schreibenwir wieder �; A statt �00; A00 undE = � @@t A B = @@r �A: (9.69)Wir setzen diese Darstellung in die Maxwellsche Gleichung



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 207@@r �B � 1c2 @@t E = 0 (9.70)(f�ur j = 0) ein, @@r �  @@r �A!+ 1c2 @2@t2 A = 0;und benutzen auf der linken Seite die Umformung@@r �  @@r �A! = @@r  @@r A!��A;vgl. E.3. Da @A=@r = 0, folgt f�ur A die Wellengleichung2A =  �� 1c2 @2@t2! A = 0: (9.71)Dieser Nachweis war deshalb erforderlich, weil die Wellengleichung f�ur A in 7.4.2unter Verwendung der Lorentz{Eichung hergeleitet worden war. Wir haben gezeigt,dass sie im Fall freier Felder (� = 0 und j = 0) auch f�ur die hier verwendete Eichunggilt.9.4.2 L�osungen der Wellengleichung und RandbedingungenZur L�osung der Wellengleichung (9.71) machen wir den AnsatzA(r; t) = Ak(t) eik r (9.72)und erhalten die Di�erential{Gleichung��k2Ak(t)� 1c2 �Ak(t)� eik r = 0;�Ak(t) + !2kAk(t) = 0; (9.73)



208 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENvgl. auch (9.42) und (9.43). Hier bedeutet �Ak(t) die zweite Ableitung nach der Zeitund !k = c jkj. Die Auswahl der Wellenzahl{Vektoren k h�angt von den gew�ahltenRandbedingungen ab. Diese w�ahlen wir so, dass A und damit die Felder E und Bin einem quaderf�ormigen Volumen mit den Kantenl�angen L1; L2; L3 eingeschlossensind und an den W�anden dieses Volumens zyklisch fortgesetzt werden:A(x1 + L1; x2; x3; t) = A(x1; x2; x3; t);A(x1; x2 + L2; x3; t) = A(x1; x2; x3; t);A(x1; x2; x3 + L3; t) = A(x1; x2; x3; t): 9>=>; (9.74)Aus diesen Randbedingungen l�asst sich formal durch L1 !1 und ebenso f�ur L2; L3der fr�uher betrachtete Fall zur�uckgewinnen, dass im Endlichen keine Randbedingun-gen zu erf�ullen sind. Die zyklischen Randbedingungen erlauben die Verwendung vonlaufenden Wellen � exp (ik r) statt stehender Wellen, wie sie z.B. f�ur Randbedin-gungen vom Typ A(L1; x2; x3; t) = 0 usw. auftreten w�urden. Je gr�o�er das VolumenV = L1 L2 L3 ist, einen desto geringeren Einuss werden die Randbedingungen aufdie physikalischen Eigenschaften des betrachteten Systems haben.Setzen wir die zyklischen Randbedingungen in den Ansatz (9.72) ein, so erhaltenwir die Bedingungenei k1 L1 = 1; =) k1 L1 = 2 � n1; n1 = 0;�1;�2; : : :und analog f�ur k2; k3, insgesamt alsok� = 2 �L� n�; n� = 0;�1;�2; : : : : (9.75)Hierin soll keine Summations{Konvention gelten. (Die k� sind die Komponentendes Wellenzahl{Vektors k.) (9.75) besagt, dass die erlaubten Werte des Wellenzahl{Vektors k auf einem Gitter, dem sogenannten reziproken Gitter mit den Gitter{Abst�anden 2 �=L1; 2 �=L2; 2 �=L3 liegen. Wegen der Linearit�at der Wellengleichungl�asst sich deren allgemeine L�osung nun wieder durch �Uberlagerung von L�osungenmit dem Ansatz (9.72) gewinnen:A(r; t) =Xk Ak(t) eik r (9.76)



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 209Wie in 9.2.2 erf�ullen wir die Forderung, dass A(r; t) real sein muss, durch A�k(t) =A�k(t). Die Bedingung @A=@r = 0 f�ur die hier gew�ahlte Eichung f�uhrt auf@@r A(r; t) = i Xk kAk(t) eik r = 0; =) kAk(t) = 0: (9.77)9.4.3 Die FeldenergieWir benutzen die obige Zerlegung in "Moden" monochromatischer ebener Wellenzur Darstellung der FeldenergieW = Z d3r  �02 E2 + 12�0 B2! ; (9.78)vgl. 8.2.1. Es ist gem�a� (9.69) und (9.72)E = � @@t A =Xk _Ak(t) eik r; E� = � @@t A� =Xk _A�k(t) e�ik r: (9.79)E muss reell sein,E� = E. Das ist dadurch garantiert, dassA reell ist bzw. durch dieobige Forderung A�k(t) = A�k(t), die sich auf die Zeitableitungen _A�k(t) = _A�k(t)�ubertr�agt. Weil E reell ist, k�onnen wir E2 = EE� schreiben und erhalten durchEinsetzen von (9.79)Z d3rE2 = Z d3rEE� =Xk Xk0 _Ak _A�k0 Z d3r ei (k�k0) r: (9.80)(Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die Argumente r; t fort.) Es ist nunZ d3r ei (k�k0) r = V �k;k0 = ( V; wenn k = k00; wenn k 6= k0: (9.81)F�ur k = k0 ist (9.81) ganz o�ensichtlich richtig. F�ur k 6= k0, z.B. k1 6= k01 enth�alt dielinke Seite von (9.81) das Integral



210 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENZ L10 dx1 ei (k1�k01)x1 = ei (k1�k01)L1 � 1i (k1 � k01) = 0;weil (k1 � k01)L1 = 2 � (n1 � n01); ei (k1�k01)L1 = 1;vgl. (9.75). Damit ist (9.81) nachgewiesen und aus (9.80) folgtZ d3rE2 = Z d3rEE� = V Xk _Ak _A�k: (9.82)Auf analoge Weise berechnen wirB = @@r �A = i Xk k �Ak eik r;B� = @@r �A� = �i Xk k �A�k e�ik r;Z d3rB2 = Z d3rBB� = V Xk (k �Ak) (k �A�k) : (9.83)Eine weitere Umformung liefert(k �Ak) (k �A�k) = k [A�k � (k �Ak)]= k [(AkA�k) k � (kA�k)Ak] = k2AkA�k;weil kA�k = 0, vgl. (9.77). In dieser Umformung haben wir die zyklische Invarianzdes Spatprodukts benutzt, a (b� c) = b (c� a), und die Beziehung a� (b� c) =b (ac)� c (ab), vgl. E.1. Sie f�uhrt uns aufZ d3rB2 = V Xk k2AkA�k: (9.84)



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 211Aus (9.82) und (9.84) bilden wir nun die gesamte Feldenergie W in (9.78). Dabeibeachten wir, dass k22�0 = �0 k22 �0 �0 = �02 c2 k2 = �02 !2k;so dassW = Z d3r  �02 E2 + 12�0 B2! = �02 V Xk � _Ak _A�k + !2kAkA�k� : (9.85)9.4.4 Transformation auf kanonische KoordinatenWir f�uhren zwei Transformationen der Koordinaten Ak der Feldmoden hintereinan-der aus und werden dadurch eine kanonische Formulierung f�ur freie Felder erhalten.Zun�achst wollen wir die Bedingung A�k(t) = A�k(t) f�ur die Realit�at von A(r; t)identisch erf�ullen durch Ak(t) = ak(t) + a��k(t): (9.86)Damit sind die neuen Koordinaten ak(t) noch nicht eindeutig de�niert. Wir k�onnendeshalb noch fordern, dass die ak(t) dieselbe Di�erential{Gleichung (9.73) wie dieAk(t) erf�ullen, also �ak(t) + !2k ak(t) = 0; (9.87)und zwar mit L�osungen vom Typak(t) � e�i!k t; a�k(t) � e+i!k t;=) _ak(t) = �i!k ak(t); _a�k(t) = +i!k a�k(t): (9.88)Dann folgt durch zeitliches Di�erenzieren von Ak(t) in (9.86)



212 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN_Ak(t) = �i!k �ak(t)� a��k(t)� ; (9.89)wobei wir !�k = !k verwendet haben. Die beiden Gleichungen (9.86) und (9.89)stellen die Transformation zwischen den alten Koordinaten Ak; _Ak und den neuenKoordinaten ak;a�k dar. Diese linearen Transformations{Gleichungen k�onnen wirumkehren, um daraus ak und dann auch a�k zu berechnen:ak = 12 �Ak + i!k _Ak� ; a�k = 12 �A�k � i!k _A�k� : (9.90)(Wir schreiben die Zeitabh�angigkeit jetzt wieder nicht mehr mit.) Aus kAk = 0folgt durch zeitliche Di�erentiation auch k _Ak = 0, vgl. (9.77), und damit aus (9.90)auch k ak = 0; ka�k = 0: (9.91)Wir setzen die neuen Koordinaten in die Entwicklung von A(r; t) in (9.76) ein underhalten A(r; t) = Xk �ak + a��k� eik r= Xk �ak eik r + a��k eik r�= Xk �ak eik r + a�k e�ik r� : (9.92)Im letzten Schritt haben wir die Summations{Variable �k statt k substituiert.Wegen (9.88) ist ak eik r � ei (k r�!k t); a�k e�ik r � e�i (k r�!k t);so dass A(r; t) in (9.92) nach (laufenden) monochromatischen ebenen Wellen ent-wickelt wird.Wir setzen die Transformationen ((9.86) und (9.89) auch in den Ausdruck (9.85) f�urdie Feldenergie ein:



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 213W = �02 V Xk � _Ak _A�k + !2kAkA�k�= �02 V Xk !2k h�ak � a��k� (a�k � a�k) + �ak + a��k� (a�k + a�k)i= �0 V Xk !2k �ak a�k + a�k a��k�= �0 V Xk !2k ak a�k: (9.93)Im letzten Schritt haben wir in der Summe wieder �k statt k substituiert.Die zweite Transformation f�uhrt Koordinaten Qk und P k ein, die wie folgt de�niertsind: Qk = q�0 V (ak + a�k) ;P k = _Qk = q�0 V ( _ak + _a�k) = �i!kq�0 V (ak � a�k) ; (9.94)worin wir im letzten Schritt (9.88) benutzt haben. Aus (9.94) ist sofort ablesbar,dass Qk und P k reell sind: Q�k = Qk; P �k = P k: (9.95)Aus (9.91) folgt auch wieder, dasskQk = 0; kP k = 0: (9.96)Schlie�lich folgt aus (9.94) bei nochmaliger Anwendung von (9.88), dass�Qk = _P k = �i!kq�0 V ( _ak � _a�k) = �!2kq�0 V (ak + a�k) = �!2kQk;und �ahnlich f�ur P k, also�Qk + !2kQk = 0; �P k + !2kP k = 0: (9.97)



214 9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLENDie Umkehrung der Transformation (9.94) ergibtak = 12p�0 V �Qk + i!k Qk� ; a�k = 12p�0 V �Qk � i!k Qk� : (9.98)Daraus berechnen wir ak a�k = 14 �0 V  Q2k + 1!2k P 2k! ;was, eingesetzt in den Ausdruck (9.93) f�ur die Feldenergie, zuH :=W = 12 Xk �P 2k + !2kQ2k� : (9.99)f�uhrt. DiesesH :=W l�asst sich nun als Hamilton{Funktion im Sinne der kanonischenTheorie, die uns aus der analytischen Mechanik bekannt ist, deuten, wobei Qk undQk die kanonischen Variablen sind, denn es gilt ja_Qk = @@P k H = 12 @@P k Xk0 �P 2k0 + !2k0Q2k0� = P k;_P k = � @@Qk H = �12 @@Qk Xk0 �P 2k0 + !2k0Q2k0� = �!2kQk; 9>>>>=>>>>; (9.100)
was, ineinander eingesetzt, wieder zu (9.97) f�uhrt.Mit den beiden obigen Transformationen haben wir das freie elektromagnetrischeFeld (� = 0; j = 0) als eine Summe bzw. eine �Uberlagerung aus unabh�angigen har-monischen Oszillatoren dargestellt. Diese Oszillatoren, auch Feld{Oszillatoren oderModen genannt, sind jeweils durch den Wellenzahl{Vektor k charakterisiert. Hinzukommt noch die Polarisation, vgl. 9.2.1. Die kanonischen Bewegungs{Gleichungen(9.100) m�ussen dann o�ensichtlich �aquivalent zu den beiden Maxwellschen Glei-chungen in (9.1) und (9.2) sein, die Zeitableitungen enthalten. Die anderen bei-den Maxwellschen Gleichungen, die die Quellenfreiheit der Felder E und B aussa-gen, sind durch die Transversalit�ats{Bedingung erf�ullt, die hier durch (9.96), alsokQk = 0;kP k = 0, ausgedr�uckt wird.



9. FREIE ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 215Mit der Formulierung der kanonischen Theorie der freien Felder k�onnen wir unmit-telbar zu deren Quantenfeld{Theorie �ubergehen. Wir benutzen dasselbe "Rezept"wie beim �Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik: die ka-nonischen Variablen Qk und Qk werden als Operatoren betrachtet, die durch dieKommutator{Relationen[Qk;P k0 ] = i �h �k;k0 ; [Qk;Qk0] = 0; [P k;P k0 ] = 0: (9.101)verkn�upft sind. (Auch diese Kommutator{Relationen m�ussen noch um die "Quan-tenzahl" der Polarisation erweitert werden.)Wir geben abschlie�end noch die Darstellung von A(r; t); E(r; t) und B(r; t) durchdieQk und P k an. Diese erh�alt man, wenn man die beiden obigen Transformationenineinander einsetzt:A(r; t) = 12p�0 V Xk ��Qk + i!k P k� eik r + �Qk � i!k P k� e�ik r�= 1p�0 V Xk �Qk cos (k r)� 1!k P k sin (k r)� ; (9.102)
E(r; t) = � @@t A(r; t) = � 1p�0 V Xk � _Qk cos (k r)� 1!k _P k sin (k r)�= � 1p�0 V Xk [P k cos (k r) + !kQk sin (k r)] ; (9.103)B(r; t) = @@r �A(r; t)= � 1p�0 V Xk �k �Qk sin (k r) + 1!k k � P k cos (k r)� : (9.104)
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Kapitel 10Die inhomogene Wellengleichung,Ausstrahlung
Im vorhergehenden Kapitel 9 haben wir L�osungen der Wellengleichung f�ur freie elek-tromagnetische Felder, d.h. f�ur � = 0 und j = 0 diskutiert. Diese Wellengleichungwar von der Form 2 u = 0, worin u = u(r; t) f�ur die Komponenten der Felder Eund B, aber auch f�ur das skalare Potential � oder f�ur die Komponenten des Vektor{Potentials A stehen kann. In diesem Kapitel wenden wir uns der Wellengleichungf�ur den allgemeinen Fall � 6= 0 bzw. j 6= 0 zu. Wie wir in 7.4.2 gezeigt haben, lautetsie f�ur die Potentiale2�(r; t) = � 1�0 �(r; t); 2A(r; t) = ��0 j(r; t): (10.1)Daraus sind die Felder gem�a�E(r; t) = � @@t A(r; t)� @@r �(r; t); B(r; t) = @@r �A(r; t): (10.2)zu berechnen.10.1 L�osung der inhomogenen Wellengleichung10.1.1 Die Greensche FunktionWir schreiben die inhomogene Wellengleichung in der Form217



218 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG2 u(r; t) = �f(r; t); 2 = �� 1c2 @2@t2 ; (10.3)worin u(r; t) entweder das Potential � oder eine der Komponenten des Vektor{Potentials A und f(r; t) die jeweilige rechte Seite der entsprechenden Wellenglei-chungen ist. Wir nehmen an, dass die Felder den gesamten Raum erf�ullen k�onnen,so dass wir als Randbedingung nur deren Verschwinden im Unendlichen fordern:u(r; t)! 0 f�ur jrj ! 1. Zur L�osung von (10.3) stellen wir u(r; t) und f(r; t) durchihre Fourier{Transformierten dar:u(r; t)f(r; t) ) = Z d3k Z d! ei (k r�! t) ( ~u(k; !)~f(k; !) ; (10.4)vgl. 9.2.2. Sp�ater werden wir auch deren Umkehrungen ben�otigen:~u(k; !)~f(k; !) ) = 1(2 �)4 Z d3r Z dt e�i (k r�! t) ( u(r; t)f(r; t) : (10.5)Wir setzen die Transformationen (10.4) in die Wellengleichung (10.3) ein. UnterBeachtung von2 ei (k r�! t) =  �� 1c2 @2@t2! = � k2 � !2c2 ! ei (k r�! t)erhalten wir Z d3k Z d! " k2 � !2c2 ! ~u(k; !)� ~f(k; !)# ei (k r�! t) = 0:Hieraus folgt k2 � !2c2 ! ~u(k; !)� ~f(k; !) = 0; ~u(k; !) = ~f(k; !)k2 � !2c2 : (10.6)



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 219Wir setzen dieses Ergebnis in die Fourier{Transformation (10.4) f�ur u ein und er-setzen f(k; !) durch die Umkehr{Transformation (10.5) mit r0; t0 als Integrations{Variablen, weil r; t schon auf der linken Seite als Variablen in u(r; t) auftreten:u(r; t) = Z d3k Z d! ei (k r�! t)k2 � !2c2 1(2 �)4 Z d3r0 Z dt0 e�i (k r0�! t0) f(r0; t0):
Hierin vertauschen wir die Integration �uber k; ! mit denen �uber r0; t0. Das Ergebnisk�onnen wir in der Formu(r; t) = Z d3r0 Z dt0G (r � r0; t� t0) f(r0; t0); (10.7)G(r � r0; t� t0) = 1(2 �)4 Z d3k Z d! ei [k (r�r0)�! (t�t0)]k2 � !2c2 : (10.8)
schreiben. Die Art der Darstellung der L�osung u(r; t) der Wellengleichung in (10.7)ist uns bereits aus 4.4 bekannt. Dort war ein elektrostatisches Problem � u(r) =�f(r) mit u(r) = �(r) =elektrostatisches Potential und f(r) = �(r)=�0 zu l�osen.Die L�osung konnte durch die Greensche Funktion G(r; r0) dargestellt werden:� u(r) = �f(r); u(r) = Z d3r0G(r; r0) f(r0); G(r; r0) = 14 � 1jr � r0j :Hier haben wir den vereinfachten Fall aufgeschrieben, dass im Endlichen keineRandbedingung zu erf�ullen ist. Dann wird das Problem o�ensichtlich translations{invariant: G(r; r0) = G(r�r0). Eine andere Ausdrucksweise war, dass die GreenscheFunktion die Gleichung �G(r � r0) = ��(r � r0)l�ost, so dass die L�osung u(r) der Gleichung � u(r) = �f(r) wegen deren Linearit�atdurch �Uberlagerung angegeben werden konnte.



220 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGNach dieser Analogie haben wir G(r�r0; t� t0) in (10.8) als Greensche Funktion derWellengleichung 2 u(r; t) = �f(r; t) zu interpretieren. Um die Analogie vollst�andigzu machen, berechnen wir 2G(r � r0; t� t0):2G(r � r0; t� t0) = 1(2 �)4 Z d3k Z d! 2 ei [k (r�r0)�! (t�t0)]k2 � !2c2= � 1(2 �)4 Z d3k Z d! ei [k (r�r0)�! (t�t0)]= �(r � r0) �(t� t0); (10.9)vgl. C.3.10.1.2 Die Berechnung der Greenschen FunktionDie Integrationen �uber k = (k1; k2; k3) und ! in der Darstellung der GreenschenFunktion in (10.8) sind jeweils von �1 bis +1 auszuf�uhren:Z d3k Z d! : : : = Z +1�1 dk1 Z +1�1 dk2 Z +1�1 dk3 Z +1�1 d! : : : :Im Nenner des Integranden in (10.8) treten jedoch bei !2 = c2 k2 bzw. ! = � c jkjNullstellen auf, so dass die Integrationen ein divergierendes Ergebnis liefern. Es gibtnun M�oglichkeiten, diese Divergenzen zu vermeiden. Man kann versuchen, die diver-gierenden Integrale als Hauptwert{Integrale zu de�nieren oder den Integrationswegin der komplexen !{Ebene in bestimmter Weise beliebig eng an den beiden Singula-rit�aten vorbeizuf�uhren. Die obige Herleitung des Ausdrucks (10.8) f�ur die GreenscheFunktion ist o�ensichtlich unabh�angig von solchen Interpretationen. Welche der inFrage kommenden Interpretationen gew�ahlt wird, muss allerdings durch physikali-sche Argumente entschieden werden. Wir zeigen im Folgenden, dass die Interpreta-tion von (10.8) alsG(r � r0; t� t0) = 1(2 �)4 Z d3k Z +1+i ��1+i � d! ei [k (r�r0)�! (t�t0)]k2 � !2c2 ; � > 0; (10.10)
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Abbildung 10.1: Integrationsweg in der komplexen !{Ebenezu einem physikalisch realistischen, n�amlich kausalen Ergebnis f�uhrt. Die Integrati-ons{Grenzen im !{Integral in (10.10) sind so zu verstehen, dass der Integrationswegin der Halbebene Im! > 0 parallel im Abstand � zur reellen !{Achse verlaufen soll,vgl. Abbildung 10.1. �Aquivalent zu dieser Wahl ist es, den Integrationsweg bis aufdie beiden Punkte ! = � c jkj auf der reellen !{Achse zu belassen und ! = � c jkjauf einem beliebig engen Bogen in Im! > 0 zu umfahren, vgl. ebenfalls Abbildung10.1. Die zuletzt genannte Verschiebung des Integrationsweges ist erlaubt, weil derIntegrand in dem Bereich der Verschiebung regul�ar ist, also keine Singularit�atenbesitzt. Mit dieser Wahl des Integrationsweges berechnen wir nun zun�achstg(k; �) := Z +1+i ��1+i � d! e�i! �k2 � !2c2 ; k = jkj; � = t� t0; (10.11)und zwar durch Verwendung des Residuensatzes. Dazu schlie�en wir den Integra-tionsweg durch einen Halbkreis mit einem Radius R ! 1 entweder in der oberenkomplexen !{Ebene Im! > 0 oder in der unteren komplexen !{Ebene Im! < 0.



222 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGDiese letztere Wahl ist so zu tre�en, dass der Beitrag der Halbkreise zum Integralmit R!1 verschwindet. Es ist�i! � = �i (Re! + i Im!) � = �i Re! � � + Im! � �:Auf den beiden Halbkreisen muss also Im! � � ! �1 mit R ! 1 gehen. Dasbedeutet: � > 0 : Im! < 0; untere Halbebene;� < 0 : Im! > 0; obere Halbebene: ) (10.12)Der Residuensatz lautetI@G dz f(z) = 2 � i Xzi2GRes ff(zi)g : (10.13)Hierin ist G ein Gebiet in der komplexen z{Ebene, das von der Randlinie @G be-grenzt wird. Die Integration auf der linken Seite soll im mathematisch positivenSinn, also gegen den Uhrzeigersinn verlaufen. Auf der rechten Seite wird die Summe�uber alle Pole zi von f(z) in G ausgef�uhrt. Resff(zi)g ist das Residuum von f(z)bei zi, d.h., die Laurent{Reihe von f(z) bei zi habe die Formf(z) = aiz � zi + : : : ; ai := Res ff(zi)g :Wir beginnen mit dem Fall � > 0. Nach (10.13) ist dann der Integrationsweg durchden unendlich fernen Halbkreis in Im! > 0 zu schlie�en. Aus der Abbildung 10.1entnehmen wir, dass der so entstehende geschlossene Integrationsweg, der dort mitC< bezeichnet ist, keinen Pol des Integranden enth�alt. Nach dem Residuensatz ver-schwindet demnach das Integral: g(k; �) = 0 f�ur � < 0. Das bedeutet f�ur die Green-sche Funktion in (10.10), dass G(r � r0; t � t0) = 0 f�ur t � t0 < 0. Aus (10.7) folgtdamit f�ur die L�osung u(r; t) der Wellengleichung (10.3)u(r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0G (r � r0; t� t0) f(r0; t0): (10.14)



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 223Das Zeitintegral �uber t0, das urspr�unglich von �1 bis +1 zu erstrecken war, re-duziert sich auf den Bereich von t0 = �1 bis t0 = t. Um die darin enthaltenephysikalische Aussage deutlich zu machen, interpretieren wir u(r; t) als Folge oderals Wirkung der Ursache f(r; t). Die Funktion u(r; t) steht f�ur die Komponentendes Potentials A(r; t) bzw. f�ur �(r; t), entsprechend f(r; t) f�ur die der Stromdich-te j(r; t) bzw. f�ur die Ladungsdichte �(r; t). Die Wellengleichung beschreibt also,wie sich die Potentiale und mit ihnen die Felder E(r; t) und B(r; t) als Wirkung,n�amlich durch elektromagnetische Ausstrahlung aus der vorzugebenden Strom{ undLadungsdichte als Ursachen ergeben. Dann ist die Reduktion der Zeitintegration auft0 < t der Ausdruck der Kausalit�at: die Wirkung kann der Ursache zeitlich nur folgenund nicht etwa ihr vorauseilen.Es ist jetzt ersichtlich, dass wir die Kausalit�at erzwungen haben, indem wir den Inte-grationsweg der !{Integration in (10.10) in Im! > 0 an den Polen des Integrandenbei ! = �c k vorbeigef�uhrt haben. H�atten wir den Integrationsweg in Im! < 0 anden beiden Polen vorbeigef�uhrt, dann h�atten wir eine anti{kausale L�osung u(r; t)erhalten, die der Ursache f(r; t) vorauseilte. Dass auch dieses eine formal korrekteL�osung der Wellengleichung bzw. der Maxwellschen Gleichungen ist, liegt an derenZeitumkehr{Invarianz, vgl. 7.1.1.Jetzt berechnen wir g(k; �) aus (10.11) f�ur � > 0. In diesem Fall ist der Integrati-onsweg nach (10.12) durch den unendlich fernen Halbkreis in Im! < 0 zu schlie�en,vgl. Abbildung 10.1, Integrationsweg C>. Die beiden Pole bei ! = �c k liegen nun-mehr im Inneren des geschlossenen Weges C>, der jetzt allerdings im mathematischenegativen Sinn orientiert ist, was zu einem Vorzeichen{Wechsel f�uhrt. Mitk2 � !2c2 = � 1c2 (! � c k) (! + c k)erhalten wir aus (10.11) durch Anwendung des Residuensatzesg(k; �) = �c2 IC> d! e�i! �(! � c k) (! + c k)= (�2 � i) (�c2) X!=�c kRes e�i! �(! � c k) (! + c k)= 2 � i c2 " e�i! �! + c k!!=+c k +  e�i! �! � c k!!=�c k#= 2 � i c2 "e�i c k �2 c k + e+i c k ��2 c k #



224 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG= 2 � c sin (c k �)k : (10.15)Einsetzen dieses Ergebnisses in (10.10) ergibt f�ur die Greensche FunktionG(s; �) = c(2 �)3 Z d3k eik s sin (c k �)k ; s := r � r0; � = t� t0 > 0: (10.16)Das k{Integral berechnen wir durch Einf�uhrung von Kugelkoordinaten statt derkartesischen Koordinaten k1; k2; k3. Als Achse w�ahlen wir die Richtung von s, sodass d3k = k2 dk sin � d� d�; k s = k s cos �; s := jsj:Der Integrand h�angt nicht vom Azimutal{Winkel � ab; dessen Integration liefert2 �. Wir erhalten also aus (10.16)G(s; �) = c(2 �)2 Z +10 dk k sin (c k �) Z �0 d� sin � eik s cos �: (10.17)Das �{Integral l�osen wir durch Substitution von � = cos �; d� = � sin � d�:Z �0 d� sin � eik s cos � = Z +1�1 d� ei k s � = eik s � e�ik si k s = 2 sin (k s)k s ;so dass G(s; �) = 2 c(2 �)2 s Z 10 dk sin (c k �) sin (k s)= c(2 �)2 s Z 10 dk �cos �c k �� � sc���� cos �c k �� + sc��� : (10.18)



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 225Nun wird mit der Substitution � = c kZ 10 dk cos (c k x) = 1c Z 10 d� cos (� x) = 12 c Z 1�1 d� cos (� x) == 14 c Z 1�1 d� �ei�x + e�i�x� = �c �(x);eingesetzt in (10.18)G(s; �) = 14 � s �� �� � sc�� � �� + sc�� : (10.19)Da f�ur � = t � t0 > 0 stets � + s=c > 0, liefert die zweite �{Funktion mit die-sem Argument keinen Beitrag. Wir erhalten also als Endergebnis f�ur die GreenscheFunktion der elektromagnetischen Wellengleichung
G(r � r0; t� t0) = 8>><>>: 14 � jr � r0j �  t� t0 � jr � r0jc ! f�ur t > t0;0 f�ur t < t0: (10.20)

10.1.3 DiskussionErwartungsgem�a� h�angt die Greensche Funktion aus Gr�unden der r�aumlichen Iso-tropie nur von jr � r0j ab.Die Greensche Funktion (10.20) erf�ullt nicht nur die Forderung der Kausalit�at, alsoG(r � r0; t� t0) = 0 f�ur t < t0, sondern es ist dar�uber hinausG(r � r0; t� t0) = 0 f�ur t < t0 + jr � r0jc : (10.21)Diese Eigenschaft dr�uckt die Retardierung aus. Die Wirkung ist gegen�uber der Ur-sache um die Zeit jr � r0j=c verz�ogert. Dieses ist gerade die Laufzeit eines Signals,



226 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGdas sich mit der Geschwindigkeit c vom Ort r0 der Ursache zum Ort r der Wir-kung bewegt. Die Retardierung schlie�t o�ensichtlich die Kausalit�at ein. Mit derRetardierung w�are ein VerhaltenG(r � r0; t� t0) 6= 0 f�ur alle t > t0 + jr � r0jc (10.22)vereinbar. Die Greensche Funktion (10.20) hat jedoch die weitergehende Eigenschaft,dass G(r � r0; t� t0) 6= 0 nur f�ur t = t0 + jr � r0jc : (10.23)Die Wirkung tritt scharf zur retardierten Zeit t = t0 + jr� r0j=c ein, nicht nur nichtvorher, was gegen die Retardierung versto�en w�urde, sondern auch nicht nachher,was mit der Retardierung vereinbar w�are. Es l�asst sich zeigen, dass diese Eigenschafttypisch f�ur die Dimensionszahl d = 3 unseres Raumes ist. F�ur d = 4 w�urde (10.22)eintreten: die Ursache h�atte einen unendlich langen "Nachhall".Wenn wir die Greensche Funktion (10.20) in die Darstellung (10.7) f�ur die L�osungu(r; t) der Wellengleichung einsetzen, erhalten wiru(r; t) = Z d3r0 Z dt0G (r � r0; t� t0) f(r0; t0)= 14 � Z d3r0 Z t�1 dt0 �  t� t0 � jr � r0jc ! f(r0; t0)jr � r0j= 14 � Z d3r0 f  r0; t� jr � r0jc !jr � r0j : (10.24)Dieses Ergebnis l�asst sich anschaulich durch die Vorstellung deuten, dass der Ort r0die m�oglichen Ursachen im Raum abtastet, also alle Raumbereiche mit f(r0; : : :) 6= 0erfasst, und die Wirkung jeweils zur retardierten Zeit t � jr � r0j=c eintritt. DieWirkung f�allt � 1=jr�r0j mit der Entfernung von der Ursache ab. Dieses Verhaltenist typisch f�ur das elektromagnetische Feld, allerdings auch f�ur die Gravitation, undebenfalls eine Konsequenz der Raumdimension d = 3.u(r; t) in (10.24) ist eine partikul�are L�osung der inhomogenen Wellengleichung. Einbekannter Satz aus der Theorie der Di�erential{Gleichungen besagt, dass man im



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 227Fall linearer inhomogener Di�erential{Gleichungen deren allgemeine L�osung erh�alt,indem man zu einer partikul�aren L�osung die allgemeine L�osung der zugeh�origen ho-mogenen Di�erential{Gleichung addiert. Letztere sind freie Wellen, die wir ausf�uhr-lich im Kapitel 9 diskutiert haben. Die allgemeinen L�osungen der Wellengleichungf�ur die Potentiale A und � lauten demnach
A(r; t) = �04 � Z d3r0 j  r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ++ Z d3k h ~A1(k) ei (k r�c k t) + ~A�1(k) e�i (k r�c k t)i ; (10.25)
�(r; t) = 14 � �0 Z d3r0 � r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ++ Z d3k h~�1(k) ei (k r�c k t) + ~��1(k) e�i (k r�c k t)i : (10.26)10.2 Die Lienard{Wiechert{PotentialeWir werten die L�osungen f�ur A(r; t) und �(r; t) in (10.25) und (10.26) f�ur einepunktf�ormige Ladung q aus, die sich l�angs einer Bahn r(t) mit der Geschwindigkeitv(t) = _r(t) bewegt. Die Ladungs- und Flussdichte der punktf�ormigen Ladung lauten�(r; t) = q � (r � r(t)) ; j(r; t) = q v(t) � (r � r(t)) : (10.27)Wir �uberzeugen uns, dass sie die Bedingung der Ladungserhaltung erf�ullen:@@t �(r; t) = q @@t � (r � r(t)) = �q @� � (r � r(t)) _x� == �q v(t) @@r � (r � r(t)) = � @@r j(r; t): (10.28)(Die Ableitungen der �{Funktion sind im Sinne der Darstellung dieser Funktiondurch Grenz�uberg�ange zu verstehen, vgl. C.) Wir schreiben jetzt die partikul�are



228 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGL�osung der Wellengleichung f�ur das skalare Potential �(r; t), ausgedr�uckt durch dieGreensche Funktion, aus dem vorhergehenden Abschnitt 10.1 auf und setzen �(r; t)aus (10.27) ein:
�(r; t) = 1�0 Z d3r0 Z +1�1 dt0G (r � r0; t� t0) �(r0; t0)= 14 � �0 Z d3r0 Z +1�1 dt0 �  t� t0 � jr � r0jc ! �(r0; t0)jr � r0j= q4 � �0 Z d3r0 Z +1�1 dt0 �  t� t0 � jr � r0jc ! � (r0 � r(t0))jr � r0j= q4 � �0 Z +1�1 dt0 1jr � r(t0)j �  t� t0 � jr � r(t0)jc ! : (10.29)Wir verwenden im Folgenden die SchreibweiseR(t0) := r � r(t0); R(t0) := jR(t0)j = jr � r(t0)j: (10.30)Bei den weiteren Umformungen soll der Ort r, an dem das Potential �(r; t) zuberechnen ist, der sogenannte Aufpunkt, festgehalten werden. Zur Berechnung dest0{Integrals in (10.29) substituieren wir� = t0 � t + jr � r(t0)jc = t0 � t + 1c R(t0); d�dt0 = 1 + 1c ddt0 R(t0): (10.31)Nun ist ddt0 R(t0) = ddt0 jr � r(t0)j = �v(t0) @@r jr � r(t0)j == �v(t0) r � r(t0)jr � r(t0)j = �v(t0)R(t0)R(t0) ;also



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 229d�dt0 = 1� 1c v(t0) R(t0)R(t0) ;dt0jr � r(t0)j = dt0R(t0) = d�R(t0)� 1c v(t0)R(t0) ; (10.32)eingesetzt in (10.28):�(r; t) = q4 � �0 Z +1�1 d� �(�)R(t0)� 1c v(t0)R(t0)= 14 � �0 2664 qR(t0)� 1c v(t0)R(t0)3775ret ; (10.33)worin der Index "ret" bedeutet, dass der Ausdruck in [: : :] f�ur � = 0, d.h., f�urt0 = t � R(t0)=c auszuwerten ist. Ein v�ollig analoges Ergebnis erhalten wir f�ur dasVektor{Potential, n�amlichA(r; t) = 14 � �0 2664 q v(t0)R(t0)� 1c v(t0)R(t0)3775ret : (10.34)(10.33) und (10.34) hei�en die Lienard{Wiechert{Potentiale.10.3 Dynamische Multipol{EntwicklungIn diesem Abschnitt werden wir die Multipol{Entwicklungen, die wir in 3.2 f�urden statischen elektrischen Fall und in 6.5 f�ur den statischen magnetischen Fall ge-trennt formuliert hatten, auf den dynamischen Fall erweitern. Es ist unmittelbar ein-leuchtend, dass die dynamische Erweiterung f�ur den elektrischen und magnetischenFall zusammen ausgef�uhrt werden muss, da ja auch die Erweiterung der statischenelektrischen und magnetischen Feldgleichungen zu den dynamischen Maxwellschen



230 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGGleichungen zu einer Kopplung zwischen den elektrischen und magnetischen Ph�ano-menen, dargestellt durch die Felder E und B f�uhrte.In den statischen F�allen gingen die Multipol{Entwicklungen von den Ausdr�ucken�(r) = 14 � �0 Z d3r �(r0)jr � r0j ; A(r) = �04 � Z d3r0 j(r0)jr � r0j (10.35)f�ur das skalare Potential und f�ur das Vektor{Potential aus. Es wurde angenommen,dass Ladungs{ und Stromdichte �(r0) und j(r0) nur jeweils in einem begrenztenGebiet jr0j < R in der N�ahe des Ursprungs r0 = 0 von Null verschieden warenund dass die Potentiale in Entfernungen jrj � R ausgewertet werden sollten. Unterdieser Voraussetzung konnten die Ausdr�ucke in (10.35) nach r0, pr�aziser: nach r0=jrjentwickelt werden. Diese Entwicklung f�uhrte jeweils auf die statischen Multipol{Entwicklungen, die wir hier nur einschlie�lich der Dipol{Terme aufschreiben:�(r) = 14 ��0 Qr + 14 ��0 prr3 + : : : ; A(r) = �04 � 1r3 m� r + : : : : (10.36)Darin sind die gesamte elektrische Ladung Q und die Dipol{Momente p und mde�niert durchQ := Z d3r0 �(r0); p := Z d3r0 r0 �(r0); m = 12 Z d3r0 r0 � j(r0): (10.37)Wir werden jetzt im dynamischen Fall ganz analog vorgehen. Als Ausgangspunktdienen uns jetzt die dynamischen Erweiterungen von (10.35),
�(r; t) = 14 � �0 Z d3r0 � r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ; (10.38)A(r; t) = �04 � Z d3r0 j  r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ; (10.39)



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 231die wir oben in 10.1 als L�osungen der Wellengleichung gefunden hatten. Die Wel-lengleichung hatten wir f�ur die Potentiale unter Verwendung der Lorentz{Eichung@@r A(r; t) + 1c2 @@t �(r; t) = 0 (10.40)hergeleitet, vgl. 7.4.2 und 7.4.3. Es gen�ugt also, die dynamische Multipol{Entwicklung f�ur das Vektor{Potential A auszuf�uhren, weil wir daraus unter Ver-wendung der Lorentz{Eichung auch diejenige f�ur das skalare Potential � gewinnenk�onnen. Wie im statischen Fall seien �(r0; t) und j(r0; t) jeweils aud das Gebietjr0j < R in der N�ahe des Ursprungs begrenzt, jetzt allerdings zu allen Zeiten t.10.3.1 Die Entwicklung des Vektor{PotentialsWir haben die folgenden Ausdr�ucke nach r0 zu entwickeln:jr � r0j = r � x0� @� r + : : : = r � x0� x�r + : : := r � 1r (r r0) + : : : ; (10.41)1jr � r0j = 1r � x0� @� 1r + : : : = 1r + x0� x�r3 + : : := 1r + 1r3 (r r0) + : : : ; (10.42)vgl. auch 3.2. Diese Entwicklungen brechen wir nach der ersten Ordnung ab und wer-den deshalb auch im dynamischen Fall nur Monopol{ und Dipol{Terme beschreiben.Wir setzen die Entwicklung (10.41) in das Argument der Stromdichte ein:
j  r0; t� jr � r0jc ! == j �r0; t� rc + 1c r (r r0) + : : :�= j �r0; t� rc�+ 1c r (r r0) @@t j �r0; t� rc�+ : : : : (10.43)



232 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGDiese Entwicklung f�uhrt zusammen mit der Entwicklung (10.42) im Ausdruck(10.39) f�ur das Vektor{Potential zuA(r; t) = �04 � Z d3r0 �1r + 1r3 (r r0) + : : :� �� "j �r0; t� rc�+ 1c r (r r0) @@t j �r0; t� rc�+ : : :#= �04 � 1r Z d3r0 j �r0; t� rc� ++ �04 �  1r3 + 1c r2 @@t! Z d3r0 (r r0) j �r0; t� rc�+ : : : (10.44)Zun�achst formen wir den Term der Ordnung 0 um. Dazu de�nieren wir das dyna-mische elektrische Dipol{Moment in Erweiterung von (10.37) durchp(t) = Z d3r0 r0 �(r0; t); (10.45)bilden seine zeitliche Ableitung und formen diese unter Verwendung der Konti-nuit�ats{Gleichung f�ur die elektrische Ladung wie folgt um:_p(t) = Z d3r0 r0 @@t �(r0; t) = � Z d3r0 r0  @@r0 j(r0; t)! ;_p�(t) = � Z d3r0 x0� @0� j�(r0; t)= � Z d3r0 @0� (x0� j�(r0; t)) + Z d3r0 j�(r0; t) @0� x0�= Z d3r0 j�(r0; t);_p�t� rc� = Z d3r0 j �r0; t� rc� : (10.46)In dieser Umformung haben wir partiell integriert bzw., mit anderen Worten, dieProdukt{Regel der Di�erentiation und den Gau�schen Satz benutzt:Z d3r0 @0� (x0� j�(r0; t)) = I df� x0� j�(r0; t) = 0:



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 233Das Volumen{Integral �uber r0 schlie�t das Gebiet mit j�(r0; t) 6= 0 ein, so dass aufdessen Rand�ache j�(r0; t) = 0. Au�erdem haben wir @0� x0� = ��� benutzt. Mit demErgebnis der Umformung in der Form von (10.46) k�onnen wir den Monopoltermder Entwicklung in (10.44) durch die zeitliche Ableitung des elektrischen Dipol{Moments ausdr�ucken. Im statischen Fall tritt dieser Monopolterm also gar nicht auf.Im dynamischen Fall hat er aber nun die Ordnung eines Dipolterms, d.h. dieselbeOrdnung wie der eigentliche Dipolterm in der Entwicklung in (10.44) nach r0. Dasbedeutet, dass beide Terme, die wir in (10.44) hingeschrieben haben, von derselbenOrdnung im Sinne einer Entwicklung nach r0 sind. Alle folgenden Rechnungen sollensich nun auf diese Ordnung beschr�anken. Mit dieser Vereinbarung werden wir dasSymbol + : : : f�ur h�ohere Ordnungen fortlassen.Der eigentliche Dipolterm in (10.44) hat die FormA(1)� (r; t) = �04 �  1r3 + 1c r2 @@t! xM� �t� rc� ;M� �t� rc� = Z d3r0 x0 j� �r0; t� rc� : (10.47)Bei der weiteren Umformung dieses Terms greifen wir auf ein Ergebnis aus 6.5.2zur�uck. Dort hatten wir allgemein gezeigt, dass(m� r)� = 12 Z d3r0 x x0 j�(r0)� 12 Z d3r0 x0� x j(r0)= 12 xM� � 12 xM� (10.48)unter Verwendung der Schreibweise aus (10.47). Die Herleitung dieser Relation ent-hielt keinerlei Einschr�ankung, also auch nicht etwa die der Stationarit�at. Wir k�onnen(10.48) also auf ein zeitabh�angiges magnetisches Momentm(t) = 12 Z d3r0 r0 � j(r0; t) (10.49)�ubertragen. Es ist nun unser Ziel, den Term 1. Ordnung in (10.47) durch das ma-gnetische Moment auszudr�ucken. Das w�are sofort unter Verwendung von (10.48)m�oglich, wenn dort auf der rechten Seite : : : = xM�(t) st�ande. Das erreichen wir



234 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGdurch die folgende Umformung, in der wir nochmals die Kontinuit�ats{Gleichungbenutzen, au�erdem @0� x0 = �� und wieder partiell integrieren:M�(t) = Z d3r0 x0� j(r0; t) = Z d3r0 x0� �� j�(r0; t) == Z d3r0 x0� �@0� x0� j�(r0; t) = � Z d3r0 x0 @0� (x0� j�(r0; t)) == � Z d3r0 x0 �@0� x0�� j�(r0; t)� Z d3r0 x0� x0 @0� j�(r0; t) == � Z d3r0 x0 j�(r0; t) + Z d3r0 x0� x0 @@t �(r0; t) == �M�(t) +O(r02): (10.50)Wenn wir unsere Umformung konsequent auf Terme 1. Ordnung in der Entwicklungnach r0 beschr�anken, k�onnen wir also in (10.48) M�(t) = �M�(t) setzen, so dass(m(t)� r)� = x M�(t): (10.51)Wir setzen dieses Ergebnis in (10.47) ein und erhalten somit f�ur die Entwicklungdes Vektor{Potentials in (10.44)
A(r; t) = �04 � "1r _p�t� rc�+  1r3 + 1c r2 @@t! �m�t� rc�� r�#= �04 � �1r _p�t� rc�+ 1r3 m�t� rc�� r++ 1c r2 _m�t� rc�� r� : (10.52)Nun ist, wie wir sogleich zeigen werden,1r3 m�t� rc�� r + 1c r2 _m�t� rc�� r = @@r � �1r m�t� rc�� ; (10.53)so dass wir unser Ergebnis auch in der Form



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 235A(r; t) = �04 � (1r _p�t� rc�+ @@r � �1rm�t� rc��) : (10.54)schreiben k�onnen.Den Nachweis von (10.53) f�uhren wir in umgekehrter Richtung:@@r � �1rm�t� rc��� == ��� @� �1r m �t� rc��= ��� ��@� 1r� m �t� rc�+ 1r @�m �t� rc�� : (10.55)Nun ist @�m �t� rc� = � _m �t� rc� 1c @� r = �x�c r _m �t� rc� ; (10.56)so dass @@r � �1r m�t� rc��� == ��� �� 1r3 x�m �t� rc�� 1c r2 x� _m �t� rc��= � � 1r3 r �m�t� rc�+ 1c r2 r � _m�t� rc���= � 1r3 m�t� rc�� r + 1c r2 _m�t� rc�� r�� ; (10.57)womit (10.53) nachgewiesen ist.10.3.2 Berechnung des skalaren Potentials, DiskussionAus (10.54) berechnen wir die Divergenz des Vektor{Potentials. Da der Rotations{Term keinen Beitrag dazu liefert, erhalten wir



236 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG@@r A(r; t) = �04 � @@r �1r _p�t� rc�� = @@t ( �04 � @@r �1r p�t� rc��) : (10.58)Diese Relation vergleichen wir mit der Lorentz{Eichung in (10.40) und �nden daraus�(r; t) = � 14 � �0 @@r �1r p�t� rc�� ; (10.59)worin wir c2 �0 = 1=�0 benutzt und vorausgesetzt haben, dass kein weiteres stati-sches, also von der Zeit t unabh�angiges skalares Potential mehr auftritt, z.B. auchkein Beitrag �(r) = 14 � �0 Qreiner statischen Gesamtladung.Im Ausdruck (10.59) f�uhren wir eine Umformung durch, die analog derjenigen in(10.55) bis (10.57) ist:@@r �1r p�t� rc�� = @� �1r p� �t� rc�� == �@� 1r� p� �t� rc� + 1r @� p� �t� rc�= �x�r3 p� �t� rc�� x�c r2 _p� �t� rc�= � 1r3 r p�t� rc�� 1c r2 r _p�t� rc� : (10.60)Somit l�asst sich das skalare Potential auch in der Form�(r; t) = 14 � �0 � 1r3 r p�t� rc�+ 1c r2 r _p�t� rc�� (10.61)schreiben. Diese Darstellung des skalaren Potentials entspricht der des Vektor{Potentials in (10.52). Zur Diskussion unserer Ergebnisse schreiben wir diese beidenDarstellungen in der folgenden Form auf:



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 237A(r; t) = As(r; t) +Ad(r; t);�(r; t) = �s(r; t) + �d(r; t);As(r; t) = �04 � 1r3 m�t� rc�� r; (10.62)�s(r; t) = 14 � �0 1r3 r p�t� rc� ; (10.63)Ad(r; t) = �04 � �1r _p�t� rc�+ 1c r2 _m�t� rc�� r� ; (10.64)�d(r; t) = 14 � �0 1c r2 r _p�t� rc� : (10.65)In den Ausdr�ucken As(r; t) und �s(r; t) erkennen wir die Dipol{Beitr�age der sta-tischen Multipol{Entwicklung, die wir getrennt in 3.2 f�ur das skalare Potential undin 6.5 f�ur das Vektor{Potential durchgef�uhrt hatten. Lediglich das Zeitargumentkommt hier als retardierte Zeit t� r=c hinzu. Die statischen Dipol{Beitr�age verhal-ten sich als Funktionen des Abstands r wie � 1=r2. Die hier zus�atzlich auftretendendynamischen Dipol{Beitr�ageAd(r; t) und �d(r; t) verhalten sich als Funktionen desAbstands r wie � 1=r, d.h., sie fallen f�ur gro�e Entfernungen weniger stark ab unddominieren dort das Verhalten der Potentiale.10.4 Hertzscher DipolZiel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Felder E(r; t) und B(r; t) eineszeitabh�angigen, sp�ater auch harmonisch schwingenden elektrischen Dipols p(t).10.4.1 Fernfeld{N�aherungWir wollen s�amtliche Rechnungen in der sogenannten Fernfeld{N�aherungdurchf�uhren. Darunter versteht man, dass in allen folgenden Rechnungen immer nurderjenige Term ber�ucksichtigt wird, der die niedrigste Potenz n in einem Verhalten� 1=rn besitzt. Nach den Bemerkungen am Ende des vorhergehenden Abschnittsk�onnen wir uns dann also schon auf die dynamischen Beitr�age zu den Potentialen Aund � in (10.64) und (10.65) beschr�anken. Da voraussetzungsgem�a� kein magneti-scher Dipol auftreten soll, haben wir also von den folgenden Ausdr�ucken auszugehen:



238 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGA(r; t) = �04 � 1r _p�t� rc� ; �(r; t) = 14 � �0 1c r2 r _p�t� rc� : (10.66)Bei der Berechnung der Felder gem�a�E(r; t) = � @@r �(r; t)� @@t A(r; t); B(r; t) = @@r �A(r; t) (10.67)werden wir wiederholt Ausdr�ucke der folgenden Form zu berechnen haben:@� � 1rn f �t� rc�� == �@� 1rn� f �t� rc� + 1rn @� f �t� rc�= � n x�rn+2 f �t� rc�| {z }� 1=rn+1 � x�c rn+1 _f �t� rc�| {z }� 1=rn :
In Fernfeld{N�aherung wird also@� � 1rn f �t� rc�� = � x�c rn+1 _f �t� rc� +O �r�(n+1)� : (10.68)Ein v�ollig analoges Argument ergibt, dass in Fernfeld{N�aherung auch@� �x�rn f �t� rc�� = � x� x�c rn+1 _f �t� rc�+O �r�n� (10.69)Wir beginnen mit der Berechnung von B. (Innerhalb der folgenden Umformun-gen lassen wir der �Ubersichtlichkeit halber gelegentlich die Argumente (r; t) fort.Desgleichen schreiben wir + : : : f�ur h�ohere Ordnungen der Fernfeld{N�aherung nichtmehr mit.) B� = ��� @� A = �04 � ��� @� �1r _p �t� rc��= � �04 � ��� x�c r2 �p �t� rc� ;



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 239bzw. B(r; t) = �04 � 1c r2 �p�t� rc�� r: (10.70)Zur Berechnung von E m�ussen wir zwei Ausdr�ucke auswerten:@� � = 14 � �0 @� � 1c r2 x� _p� �t� rc��= � 14 � �0 1c2 r3 x� x� �p� �t� rc� ;@@t A� = �04 � 1r �p� �t� rc� ;zusammengefasstE� = 14 � �0 1c2 �x� x�r3 �p� �t� rc�� 1r �p� �t� rc�� ;E(r; t) = 14 � �0 1c2 r3 ��r �p�t� rc�� r � r2 �p�t� rc��= 14 � �0 1c2 r3 ��p�t� rc�� r�� r; (10.71)worin wir im letzten Schritt die Regel a� (b� c) = b (a c)�c (a b) benutzt haben.10.4.2 Diskussion und Energie{BilanzBei der Diskussion unserer Ergebnisse (10.70) f�ur B und und (10.71) f�ur E stellenwir zun�achst fest, dass r E(r; t) = 0; r B(r; t) = 0: (10.72)Diese beiden Relationen dr�ucken die Transversalit�at der von dem Dipol p(t) ausge-strahlten elektromagnetischen Welle aus. Der Vektor r zeigt n�amlich vom Ort des



240 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGDipols, der ja nach Voraussetzung in 10.3 der Ursprung sein sollte, zum Aufpunkt,an dem die Felder E und B zu bestimmen sind, ist also zugleich die Ausbreitungs{Richtung.Au�erdem erkennen wir aus (10.70) und (10.71), dassE(r; t) = 1�0 �0 1c r � �04 � 1c r2 �p�t� rc�� r�� r = cr B(r; t)� r: (10.73)Hieraus lesen wir ab, dass B; r; E in dieser Reihenfolge oder, zyklisch vertauscht,r; E; B ein rechtsh�andiges, orthogonales Dreibein bilden. Insbesondere stehen auchdie Felder E und B senkrecht aufeinander. Die vom Dipol p(t) ausgestrahlte Welleverh�alt sich also v�ollig analog zu einer ebenen Welle, wie wir sie in 9 betrachtethaben.B und E in (10.70) und (10.71) zeigen auch das richtige Parit�ats{Verhalten. Da p(t)polar ist, vgl. die De�nition (10.45), ist es auch �p(t). Folglich ist das durch �p(t)� rdargestellte B axial und das durch B � r dargestellte E wieder polar.Wir diskutieren die in 8.2 hergeleitete Energie{Bilanz@w@t + @@r S = �j E; (10.74)w := �02 E2 + 12�0 B2; S := 1�0 E �B: (10.75)f�ur die vom Dipol p(t) ausgestrahlte Welle. Wir berechnen zun�achst den Poynting{Vektor S. Unter Verwendung von (10.73), (10.70) und B r = 0 erhalten wirS = 1�0 E �B = 1�0 cr (B � r)� r = 1�0 cB2 rr == 1(4 �)2 �0 1c3 r4 �����p�t� rc�� r����2 rr : (10.76)Der Poynting{Vektor, d.h., die Energie{Flussdichte hat die Richtung r derAusbreitungs{Richtung r. Ferner ist S = 0 in der f�uhrenden Ordnung der Fernfeld{N�aherung, wenn �p = 0, d.h., wenn _p =const. Nach der De�nition (10.45) oder auch



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 241nach (10.46) w�urde das bedeuten, dass sich die elektrischen Ladungen �(r; t) d3r,die den Dipol erzeugen, mit jeweils konstanten Geschwindigkeiten bewegten, alsozeitlich konstante elektrische Flussdichten darstellen. Diese erzeugen jedoch nur sta-tische Felder, die von h�oherer Ordnung in der Fernfeld{N�aherung sind.In der Fernfeld{N�aherung verh�alt sich S als Funktion von r wie � 1=r2. DieseEigenschaft hat eine wichtige Konsequenz f�ur die vom Dipol abgestrahlte LeistungP := IF df S (10.77)Hierin ist F eine beliebige geschlossene Fl�ache. Wir berechnen P zun�achst f�ur denFall, dass F eine Kugel�ache mit dem Radius r ist, deren Mittelpunkt im Ursprungbzw. im Ort des Dipols liegt. Zur Berechnung des Integrals f�uhren wir Kugel{Koordinaten ein, deren momentane Achse jeweils die Richtung von �p sei. Dannist df = df rr f;d3r = r2 dr sin � d� d� = r2 d
 dr = df dr;df = r2 sin � d� d�;�����p�t� rc�� r����2 = �����p�t� rc�����2 r2 sin2 �;so dass P = 1(4 �)2 �0 c3 �����p�t� rc�����2 Z d�| {z }= 2 � Z �0 d� sin3 �| {z }= 4=3= 14 � �0 23 c3 �����p�t� rc�����2 : (10.78)Die insgesamt �uber die Kugel�ache abgestrahlte Leistung P ist unabh�angig von de-ren Radius r. Dem entspricht die Vorstellung, dass die abgestrahlte Leistung P ausdem Dipol bei r = 0 in das Feld �ubertragen wird und sich dann sogar auf belie-bige geschlossene Fl�achen verteilen muss, die den Dipol einschlie�en. Diese letztere



242 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGErweiterung begr�unden wir f�ur den station�aren Fall der Abstrahlung, in dem keinezeitlichen �Anderungen mehr auftreten, so dass in (10.74) @w=@t = 0 und folglich@@r S = �j E;P = I@V df S = ZV d3r @@r S = � ZV d3r j E: (10.79)Hier ist @V eine beliebige geschlossene Fl�ache, die das Volumen V einschlie�t. jist die elektrische Flussdichte des Dipols, die auf einen sehr engen Bereich um r =0 begrenzt ist. Es ist also P = 0, wenn V bzw. @V den Dipol bei r = 0 nichteinschlie�en, und es ergibt sich dieselbe leistung P f�ur alle V bzw. @V , die denDipol bei r = 0 einschlie�en.10.4.3 Ausstrahlung eines magnetischen DipolsWir betrachten jetzt noch den Fall, dass kein elektrisches Dipol{Moment, sondernnur ein magnetisches Dipol{Moment auftritt. Dann lauten die dynamischen Beitr�agezu den Potentialen in (10.64) und (10.65)A(r; t) = �04 � 1c r2 _m�t� rc�� r; �(r; t) = 0: (10.80)Daraus berechnen wirE(r; t) = � @@t A(r; t) = � �04 � 1c r2 �m�t� rc�� r= � 14 � �0 1c3 r2 �m�t� rc�� r; (10.81)B(r; t) = @@r �A(r; t);B� = ��� @� A = �04 � ��� ��� @� � 1c r2 _m� �t� rc� x��= �04 � ��� ��� ��x� x�c2 r3 �m� �t� rc� + : : :�= �04 � 1c2 r3 ��� ���� �m� �t� rc� x�� x + : : : ;B(r; t) = �04 � 1c2 r3 � �m�t� rc�� r�� r: (10.82)



10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNG 243Wir erkennen, dass diese Welle wiederum transversal ist,r E(r; t) = 0; r B(r; t) = 0; (10.83)und dassB(r; t) = � 1c r �� �04 � 1c r2 �m�t� rc�� r�� r = 1c r r �E(r; t): (10.84)Auch hier bilden also r; E; B in dieser Reihenfolge ein rechtsh�andiges Dreibein.Wenn wir die Felder E und B f�ur den hier betrachteten Fall der Ausstrahlungeines magnetischen Dipols mit jenen f�ur den Fall der Ausstrahlung eines elektri-schen Dipols in (10.70) und (10.71) vergleichen, erkennen wir, dass die Relationen"spiegelbildlich" sind:Felder: elektrisch: magnetisch:E � 1r3 ��p�t� rc�� r�� r � 1r2 �m�t� rc�� rB � 1r2 �p�t� rc�� r � 1r3 � �m�t� rc�� r�� r (10.85)
Diese Spiegelbildlichkeit bewirkt das richtige Parit�ats{Verhalten: das elektrischeDipol{Moment p ist polar, das magnetische Dipol{Moment m jedoch axial, vgl.(10.49). Die Struktur der Formeln in (10.85) f�ur E und B kann man allein aus denfolgenden Regeln gewinnen:(1) Parit�ats{Verhalten,(2) r; E; B bilden ein orthogonales Dreibein,(3) Ausstrahlung �ndet nur statt wenn �p 6= 0 bzw. �m 6= 0,(4) Retardierung f�ur das Zeitargument t� r=c,(5) in Fernfeld{N�aherung ist wegen der Energie{Bilanz jEj � 1=r und jBj � 1=r.



244 10. DIE INHOMOGENE WELLENGLEICHUNGAlle �ubrigen Einzelheiten der Formeln k�onnen durch eine Dimensions{Analyse er-schlossen werden.Die Berechnung des Poynting{Vektors ergibt jetztS = 1�0 E �B = 1�0 1c r E � (r �E) = 1�0 1c E2 rr == �0(4 �)2 1c3 r4 ���� �m�t� rc�� r����2 rr : (10.86)Seine Struktur ist v�ollig analog zu dem Fall des Hertzschen Dipols in (10.76).



Kapitel 11
Grundlagen derRelativit�atstheorie
Aufgabenstellung dieses Kapitels ist die relativistische Formulierung der Elektrody-namik. Wir werden ausgehen von der relativistischen Formulierung der klassischenMechanik und diese auf Felder erweitern.11.1 InertialsystemeEin grundlegender Begri� bei der Formulierung physikalischer Theorien ist der desInertialsystems. Bereits in der klassischen Newtonschen Mechanik wird dieser Be-gri� verwendet. Dort versteht man unter einem Inertialsystem ein r�aumliches Be-zugssystem, z.B. ein orthogonales Koordinatensystem, und eine M�oglichkeit, Zeitzu messen, also eine Uhr. Die Annahme in der Newtonschen, pr�aziser, in der nicht{relativistischen Mechanik ist nun, dass Zeit universal f�ur alle Bezugssysteme ist, d.h.,dass die Uhren in allen Bezugssystemen dieselbe Zeit anzeigen, also synchron laufen.Es sei ausdr�ucklich daran erinnert, dass sich diese Annahme auch auf Bezugssystemebezieht, die sich gegeneinander bewegen.Die Annahme einer universellen Zeit impliziert, dass es 1{schnelle physikalischeSignale zur Synchronisation gibt. Wie wir bereits am Anfang dieses Textes im Ab-schnitt 1.1 festgestellt hatten, widerspricht die Annahme einer 1{schnellen Ge-schwindigkeit physikalischer Signale dem experimentellen Befund, dass es eine ma-ximale Geschwindigkeit f�ur die Ausbreitung physikalischer Signale gibt, n�amlich dieGeschwindigkeit 245



246 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEc = 299 792 458 m/s: (11.1)Dieses ist die Geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen. Im Kapitel 9 haben wirnachgewiesen, dass sie durch c = 1=p�0 �0 gegeben ist. Im Kapitel 1 diente uns dieEndlichkeit der Ausbreitungs{Geschwindigkeit physikalischer Signale als Argumentf�ur die Notwendigkeit der Existenz physikalischer Felder. Hier wollen wir untersu-chen, welche Auswirkung diese Tatsache auf den Begri� des Inertialsystems und vorallem auf die Transformation zwischen verschiedenen Inertialsystemen hat.Wir m�ussen zun�achst den Begri� des Inertialsystems gegen�uber der nicht{relativis-tischen Theorie modi�zieren. Ein Inertialsystem soll ab jetzt ein r�aumliches Bezugs-system und eine Uhr bedeuten, wobei letztere jedoch eine system{eigene Zeit, diesogenannte Eigenzeit des Systems misst. Ab�urzend werden wir ein Inertialsystemdurch S = fr; tg, ein zweites durch S 0 = fr0; t0g charakterisieren.Wir f�uhren jetzt den Begri� des Ereignisses ein. Ein Ereignis kann z.B. die Aussen-dung eines Signals von einem Sender oder der Empfang eines Signals durch einenEmpf�anger sein, ganz allgemein eine physikalische Messung. Ereignisse haben o�en-sichtlich einen Ort, an dem sie statt�nden, und eine Zeit, zu der sie statt�nden. Diesewerden in verschiedenen Inertialsystemen im Allgemeinen auf verschiedene Weisenbeschrieben: Ereignis 1 Ereignis 2Inertialsystem S (r1; t1) (r2; t2)Inertialsystem S 0 (r01; t01) (r02; t02)Wir de�nieren den Abstand (�s)2 bzw. (�s0)2 zwischen den Ereignissen 1 und 2,der in den beiden Inertialsystemen S und S 0 im Allgemeinen verschieden ist, durchS : (�s)2 := c2 (�t)2 � (�r)2; ( �r = r2 � r1;�t = t2 � t1;S 0 : (�s0)2 := c2 (�t0)2 � (�r0)2; ( �r0 = r02 � r01;�t0 = t02 � t01;
9>>>>>=>>>>>; (11.2)Zwischen den Abst�anden (�s)2 und (�s0)2 der beiden Ereignisse in S und S 0 musses eine Transformations{Beziehung geben: (�s0)2 = F ((�s)2). Nun impliziert dieAussage der Existenz einer maximalen Ausbreitungs{Geschwindigkeit c f�ur physi-kalische Signale, dass diese in allen Inertialsystemen dieselbe ist. Diese Feststellung



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 247ist eine spezielle Version des Einsteinschen Relativit�ats{Prinzips: Die Naturgeset-ze sind invariant unter Transformationen zwischen Inertialsystemen. Insbesonderefolgt, dass sich die Aussagen(�s)2 = 0 () (�s0)2 = 0 (11.3)gegenseitig implizieren: wenn das Signal zwischen den beiden Ereignissen 1 und 2in S die maximale Ausbreitungs{Geschwindigkeit c besitzt, dann auch in S 0 undumgekehrt.Wir zeigen nun, dass (�s0)2 = (�s)2 f�ur beliebige Ereignisse1. Wir betrachten dazudie Abst�ande (ds)2 und (ds0)2 zwischen zwei in�ntesimal benachbarten Ereignissen.Die Transformation (ds0)2 = F ((ds)2) muss aus physikalischen Gr�unden stetig sein,d.h., dass das Di�erential (ds0)2 von derselben Ordnung sein muss wie (ds)2. Dannkann die Transformation F (: : :) nur die Form(ds0)2 = a(: : :) (ds)2 (11.4)haben, worin a(: : :) ein Transformations{Koe�zient ist, der nur noch von dimensi-onslosen relativen Eigenschaften von S und S 0 abh�angen kann, nicht mehr von (ds)2oder (ds0)2. Die einzige M�oglichkeit daf�ur ist die Kombination v=c, worin v = jvj derBetrag der Relativ{Gescshwindigkeit von S und S 0 ist. Eine Abh�angigkeit von derRichtung der Relativ{Geschwindigkeit v w�urde die Isotropie des Raumes verletzen.Wir betrachten nun die Hintereinander{Ausf�uhrung von Transformationen S1 !S2 ! S3 zwischen drei Inertial{Systemen S1; S2; S3 und vergleichen diese mit derdirekten Transformation S1 ! S3. O�ensichtlich muss danna�v31c � = a�v32c � a�v21c � (11.5)sein, worin v21 der Betrag der Relativ{Geschwindigkeit zwischen S2 und S1 ist,analog v32 und v31. Nun gilt f�ur die vektoriellen Relativ{Geschwindigkeitenv31 = v32 + v21;1Argumentation nach Landau{Lifshitz, Theoretische Physik, Bd. 2



248 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEso dass v31 = jv31j = qv232 + v221 + 2 v32 v21 cos ( 6 v32; v21):v31 h�angt also vom Winkel 6 v32; v21 zwischen v32 und v21 ab, w�ahrend a(v31=c)in (11.5) nicht von diesem Winkel abh�angt, weil die rechte Seite dort nur von denBetr�agen v32 und v21 abh�angt. Dieser Widerspruch l�ost sich nur dann auf, wennman schlie�t, dass a(v=c) =const, d.h., �uberhaupt nicht von v abh�angt. F�ur dieverbleibende Konstante a folgt nun aus (11.5) a = a2, also, weil aus physikalischenGr�unden a 6= 0 sein muss, a = 1, und somit(ds)2 = (ds0)2 =) (�s)2 = (�s0)2 (11.6)f�ur alle Paare von Inertialsystemen.11.2 Lorentz{TransformationIn der nicht{relativistischen Theorie folgt aus dem ersten Newtonschen Prinzip, dassInertialsysteme durch die Galilei{Transformation miteinander verkn�upft sind:r = r0 + v t + r00; t = t0: (11.7)Die Transformation t = t0 dr�uckt die Annahme einer universellen Zeit aus. Wirk�onnen immer r00 = 0 durch Wahl des Zeit{Nullpunktes erreichen. v ist die Relativ{Geschwindigkeit: Der Ursprung r0 = 0 des Bezugssystems S 0 bewegt sich in S mitder Geschwindigkeit v. F�ur die Geschwindigkeiten folgt aus (11.7)drdt = dr0dt + v: (11.8)Die Geschwindigkeiten addieren sich wie Vektoren, was eine direkte Folge der univer-sellen Zeit t = t0 ist. Dadurch lassen sich beliebig gro�e Geschwindigkeiten erzeugen.Um eine relativistisch korrekte Transformation zwischen zwei Inertialsystemen zukonstruieren, m�ussen wir von der Forderung (11.6)



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 249(�s)2 = (�s0)2 bzw. c2 (�t)2 � (�r)2 = c2 (�t0)2 � (�r0)2 (11.9)ausgehen. Wir schreiben die gesuchte Transformation in der Formr = f(r0; t0); t = g(r0; t0) (11.10)und betrachten den Abstand der Ereignisse (r; t) und 0; 0 in S bzw. (r0; t0) und 0; 0 inS 0. (Das gemeinsame Ereignis (0; 0) de�niert die Urspr�unge und den Zeit{Nullpunktbeider Systeme S und S 0.) Dann mussc2 t02 � r02 = c2 t2 � r2 = c2 g2(r0; t0)� f 2(r0; t0) (11.11)identisch f�ur alle r0 und t0 erf�ullt sein, was nur m�oglich ist, wenn f(r0; t0) undg(r0; t0) lineare Funktionen sind. Daraus folgt �ubrigens bereits, dass sich auch inder relativistischen Theorie zwei Inertialsysteme nur mit einer konstanten Relativ{Geschwindigkeit gegeneinander bewegen k�onnen.Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir die folgende Wahl tre�en: DieAchsen e� bzw. e0�, jeweils � = x; y; z der orthogonalen Koordinatensysteme in Sbzw. S 0 sollen jeweils parallel zueinander sein und ex und e0x sollen parallel zu derkonstanten Relativ{Geschwindigkeit sein. Dann k�onnen wir die lineare Transforma-tion zwischen S und S 0 in der Formx = Ax0 +B c t0; c t = C x0 +D c t0 (11.12)schreiben. Die Bedingung (11.9) lautet mit der obigen Wahl der r�aumlichen Koor-dinatensysteme jetzt c2 t02 � x02 = c2 t2 � x2. Wenn wir die Form (11.12) in dieseBedingung einsetzen, erhalten wirc2 t02 � x02 == (C x0 +D c t0)2 � (Ax0 +B c t0)2= (D2 �B2) c2 t02 � (A2 � C2) x02 + 2 (C D � AB) c t0 x0: (11.13)Damit diese Relation identisch f�ur alle x0 und t0 erf�ullt ist, ist zu fordern, dass



250 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIED2 �B2 = 1; A2 � C2 = 1; C D � AB = 0: (11.14)Dieses sind drei Bedingungen f�ur die 4 Koe�zienten A;B;C;D. Wir erwarten also,dass die gesuchten Transformationen eine einparametrige Schar bilden. Wir erf�ullendie Bedingungen (11.14) identisch durchA = D = cosh �; B = C = sinh�; (11.15)worin � der Schar{Parameter ist. Die Transformation (11.12) lautet somitx = x0 cosh � + c t0 sinh�;c t = x0 sinh� + c t0 cosh�: ) (11.16)Wir bestimmen die physikalische Bedeutung des Schar{Parameters �, indem wir denUrsprung des Systems S 0 bei x0 = 0 vom System S aus beobachten. F�ur x0 = 0 folgtaus (11.16):x = c t0 sinh�; c t = c t0 cosh�; =) xc t = tanh�: (11.17)Nun ist v := x=t o�ensichtlich die Relativ{Geschwindigkeit von S 0 gegen S in dergemeinsamen x{Richtung, so dass der Parameter � de�niert ist durchtanh� = vc =: �: (11.18)Wir dr�ucken auch cosh� und sinh� durch � = v=c aus:cosh� = 1q1� tanh2 � = 1p1� �2 =: ;sinh� = tanh�q1� tanh2 � = �p1� �2 = � ;so dass die gesuchte Transformation



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 251x = x0 + v t0q1� v2=c2 ; y = y0; z = z0;t = t0 + v x0=c2q1� v2=c2 (11.19)lautet, bzw. unter Verwendung der obigen Abk�urzungen �;  auchx =  (x0 + � c t0) ; y = y0; z = z0;t =   t0 + �c x0! : (11.20)Diese relativistisch korrekte Transformation zwischen zwei Intertialsystemen hei�tLorentz{Transformation (in einer speziellen Form). Wir untersuchen noch, wie sichdie Geschwindigkeiten unter der Lorentz{Transformation verhalten. Dazu bilden wirdie Di�erentiale dx =  (dx0 + � c dt0) ; dt =   dt0 + �c dx0!und dy = dy0; dz = dz0 und bilden darausux := dxdt = dx0 + � c dt0dt0 + � dx0=c = dx0=dt0 + � c1 + � dx0=(c dt0) = u0x + v1 + v u0x=c2 : (11.21)Hier sind ux bzw. u0x die Geschwindigkeiten eines Punktes, der sich in x{Richtungbewegt und von S bzw. S 0 beobachtet wird. Wir zeigen, dass stets ux < c, wennv < c und u0x < c sind. Es ist dann n�amlichu0x � u0x vc = u0x �1� vc� < c �1� vc� = c� v;woraus



252 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEu0x + v < c+ u0x vc = c  1 + u0x vc2 !
und weiter ux = u0x + v1 + v u0x=c2 < c (11.22)folgt. Durch eine relativistisch korrekte Addition ergeben sich Geschwindigkeiten,die stets kleiner als die Lichtgeschwindigkeit c sind.11.3 4{Vektoren, Transformationen11.3.1 4{VektorenDie Bedingung (11.6) f�ur Transformationen zwischen Inertialsystemen, (�s)2 =(�s0)2, lautet ausgeschriebenc2 (�t)2 � (�r)2 = c2 (�t0)2 � (�r0)2oder auch c2 (�t)2 � (�x�)2 = c2 (�t0)2 � (�x0�)2 : (11.23)In dieser letzteren Schreibweise haben wir die im Abschnitt 1.3.2 eingef�uhrteSummations{Konvention(�x�)2 = �x� ��x� � 3X�=1 (�x�)2 (11.24)benutzt. Unser Ziel ist es nun, den gesamten zeitlich{r�aumlichen Ausdruck (�s)2 =c2 (�t)2 � (�x�)2 in einer zu (11.24) analogen Form zu schreiben. Dazu de�nierenwir einen 4{Vektor xi mit den kontravarianten Komponenten



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 253(xi) := (c t; r) ; i = 0; 1; 2; 3; (11.25)d.h., x0 := c t und die xi sind die Komponenten des Ortsvektors r f�ur i = 1; 2; 3.Zur Vermeidung von Verwechslungen benutzen wir im Folgenden immer lateinischeIndizes i; j; k; : : : f�ur 4{Vektoren und wie bisher griechische Indizes �; �; ; : : : f�urgew�ohnliche 3{Vektoren. Weiter de�nieren wir einen 4{Vektor xi mit den kovarian-ten Komponenten (xi) := (c t;�r) ; i = 0; 1; 2; 3: (11.26)Die kontravarianten und kovarianten Komponenten unterscheiden sich also in denr�aumlichen Komponenten um ein Vorzeichen, xi = �xi, i = 1; 2; 3, und stimmenin der zeitlichen Komponente �uberein: x0 = x0. (Wir schlie�en uns mit diesen De-�nitionen der Konvention in der internationalen Literatur an. Dabei kommt es zuder verwirrenden Folge, dass die r�aumlichen kovarianten Komponenten xi geradedie negativen Werte der Komponenten des Ortsvektors r sind, die wir bisher mitx�; � = 1; 2; 3 bezeichnet hatten. Die umgekehrte Version w�are naheliegender gewe-sen.) Wir bilden jetzt die Produkte xi xi aus kontra{ und kovarianten Komponentenund summieren �uber i = 0; 1; 2; 3:3Xi=0 xi xi = (c t)2 � r2: (11.27)K�unftig wollen wir auch f�ur 4{Vektoren eine Summations{Konvention vereinbaren:Wenn in einem Produktterm kontra{ und kovariante Komponenten eines 4{Vektorsmit demselben Index i auftreten, dann soll �uber diesen Index von i = 0 bis i = 3summiert werden: ai bi � 3Xi=0 ai bi: (11.28)Dagegen wird in einem Ausdruck ai bi oder ai bi nicht �uber i summiert. Damit erh�alt(11.27) die Form xi xi = (c t)2� r2, und die Bedingung (11.6) f�ur Transformationenzwischen Inertialsystemen wird zu�xi�xi = �x0 i�x0i: (11.29)



254 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEIn Analogie zu a b = a� b� bezeichnet man die Kombination (11.28) als Skalar-produkt zwischen zwei 4{Vektoren. Im gew�ohnlichen 3{dimensionalen Raum ist(�r)2 = �x��x� ein r�aumlicher Abstand. Analog bezeichnet man �xi�xi alsden 4{Abstand im 4{dimensionalen Raum aus Zeit und gew�ohnlichem Raum.11.3.2 4{TransformationenTransformationen zwischen Inertialsystemen haben gem�a� (11.29) die Eigenschaft,den 4{Abstand unge�andert zu lassen. Diese Eigenschaft besitzen im gew�ohnlichen3{dimensionalen Raum die orthogonalen Transformationenx� = U�� x0�; x0� = U�� x�; U� U� = U� U� = ���: (11.30)Wir �ubertragen diese Eigenschaft auf den 4{dimensionalen Raum aus Zeit undgew�ohnlichem Raum und schreibenxi = U ik x0 k; x0 i = Uki xk: (11.31)Die Orthogonalit�ats{Relationen lauten jetztU ij Ukj = �ik; Uji U jk = �ik; (11.32)worin �ik = ( 1 i = k;0 i 6= k; (11.33)das verallgemeinerte Kronecker{Symbol ist. Durch die Stellung der Indizes habenwir die Summationen in den linearen Transformationen eingeschlossen.Die U ik sind 4{Matrizen, die o�ensichtlich die allgemeine Form einer Lorentz{Transformation beschreiben. Unter ihnen muss die spezielle Lorentz{Transformationaus dem Abschnitt 11.2 in (11.20) sein. Wenn wir diese in der Form



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 255x0 =  �x0 0 + � x0 1� ;x1 =  �x0 1 + � x0 0� ; x2 = x0 2; x3 = x0 3schreiben und mit der allgemeinen Form in (11.31) vergleichen, erhalten wir�U ik� = 0BBB@  �  0 0�   0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA (11.34)F�ur die 4{Matrizen sollen bei der Stellung der Indizes dieselben Regeln gelten wiebei 4{Vektoren: Wird ein Index i "gesenkt" oder "gehoben", bleibt das Elementunver�andert, wenn i = 0, und �andert sein Vorzeichen, wenn i = 1; 2; 3. Es ist alsoz.B. U ik = ( U ik wenn k = 0;�U ik wenn k = 1; 2; 3: (11.35)Mit dieser Vereinbarung erhalten wir aus (11.34)�Uik� = 0BBB@  ��  0 0��   0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA ; (11.36)denn f�ur i = k �andert sich im Vergleich zu U ik in (11.34) kein Vorzeichen, weil danngleichzeitig zwei zeitliche oder zwei r�aumliche Indizes gesenkt oder gehoben werden,und f�ur i = 0; k = 1 und i = 1; k = 0 �andert sich das Vorzeichen.Wenn wir nunmehr von der Transformation (11.31) ausgehen, k�onnen wir durchSenken und Heben der Indizes folgende Schritte ausf�uhrenxi = U ik x0 k () xi = Uik x0 k () xi = Uik x0k: (11.37)Im ersten Schritt haben wir konsequent auf beiden Seiten den Index i gesenkt,im zweiten Schritt den Index k einmal gehoben und einmal gesenkt, wodurch keinVorzeichenwechsel auftritt. Analog wird



256 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEx0 i = Uki xk () x0i = Uki xk () x0i = Uki xk: (11.38)Jetzt k�onnen wir die Invarianz des Abstands, xi xi = x0 i x0i unter der allgemeinenLorentz{Transformation unter Benutzung der Orthogonalit�ats{Relation (11.32) ex-plizit �uberpr�ufen:xi xi = U ik x0 k Uij x0j = U ik Uij x0 k x0j = �jk x0 k x0j = x0 k x0k: (11.39)Das Transformations{Verhalten, das wir bisher am Beispiel des 4{Vektors xi ausZeit und Ort erkl�art haben, soll nun auf beliebige 4{Vektoren �ubertragen werden.Wie im Fall des gew�ohnlichen 3{dimensionalen Raums werden wir im FolgendenObjekte ai einen 4{Vektor nennen, wenn sie sich unter einer allgemeinen Lorentz{Transformation wie der Vektor xi in (11.31) transformieren, alsoai = U ik a0 k; a0 i = Uki ak: (11.40)Dieselbe Rechnung wie in (11.39) liefert dann, dass allgemein jedes Skalar{Produktai bi von zwei 4{Vektoren unter einer Lorentz{Transformation invariant ist:ai bi = U ik a0 k Uij b0j = U ik Uij a0 k b0j = �jk a0 k b0j = a0 k b0k: (11.41)11.3.3 Die 4{Geschwindigkeit und 4{BeschleunigungWie wir im Abschnitt 11.3.1 begr�undet haben, ist dxi = (c dt; dr) ein 4{Vektor undds = qc2 (dt)2 � (dr)2 ein Skalar, d.h., letztere Gr�o�e ist invariant gegen Lorentz{Transformationen. Folglich istui := dxids ; ui := dxids (11.42)wieder ein 4{Vektor, der als 4{Geschwindigkeit bezeichnet wird. Seine Komponentenlauten u0 = dx0ds = c dtds = 1p1� �2 = ; (11.43)



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 257mit � = v=c, und f�ur � = 1; 2; 3u� = dx�ds = c dx�dt = c v�: (11.44)Hier sind v� = dx�=dt die Komponenten der gew�ohnlichen 3{dimensionalen Ge-schwindigkeit. Aus (11.43) und (11.44) folgtui ui = 2 � 2c2 v2 = 2 �1� �2� = 1: (11.45)Wir di�erenzieren diese Relation nach s. Unter Beachtung der Produkt{Regel derDi�erentiation erhalten wirduids ui + ui duids = 2 ui duids = 0: (11.46)Auch ai := dui=ds ist wieder ein 4{Vektor und wird als 4{Beschleunigung bezeichnet.In der 4{dimensionalen Raum{Zeit stehen 4{Geschwindigkeit und 4{Beschleunigungsenkrecht aufeinander: ai ui = 0.11.3.4 Der 4{GradientWir zeigen, dass auch die Ableitungen nach den Komponenten xi und xi des 4-Vektors aus Zeit und Ort sich wie 4{Vektoren verhalten. Dazu schreiben wir gem�a�der Ketten{Regel der Di�erentiation@@xi = 3Xk=0 @x0k@xi @@x0k : (11.47)@x0k=@xi berechnen wir aus der Transformations{Relation auf der rechten Seite in(11.38). Indem wir dort die Bezeichnungen i und k vertauschen, erhalten wirx0k = U ik xi; =) @x0k@xi = U ik;



258 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEso dass @@xi = 3Xk=0 U ik @@x0k : (11.48)Diese Relation hat die allgemeine Form (11.40) einer Lorentz{Transformation,n�amlich ai = U ik a0 k;wenn wir de�nieren @@xi =: @i; @@x0k = @0 k; (11.49)so dass @i = U ik @0 k: (11.50)V�ollig analog wird dann auch@@xi =: @i; @@x0 k = @0k; @i = Uik @0k: (11.51)@i bzw. @i wird als 4{Gradient bezeichnet. Dieser transformiert sich wie ein 4{Vektor.Wie sich sofort best�atigen l�asst, gilt f�ur den 4{Gradient@k xi = �ik; @i xi = @i xi = 4:



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 25911.4 4{Tensoren11.4.1 Gew�ohnliche TensorenObjekte Aik; Bikj; : : :, die zwei oder mehr Indizes tragen, bezeichnet man als 4{Tensoren, wenn sie sich wie Produkte ai bk; ai bk cj; : : : von Komponenten von 4{Tensoren transformieren:ai bk = U i` Ukm a0 ` b0m �= Aik = U i` UkmA0 `m;ai bk cj = U i` Ukm U jn a0 ` b0m c0n �= Bikj = U i` Ukm U jnB0 `mn; 9=; (11.52)usw. Die Anzahl der Indizes bestimmt die Stufe des jeweiligen Tensors: Aik ist einTensor 2. Stufe, Bikj ist ein Tensor 3. Stufe usw. 4{Vektoren kann man als Tensoren1. Stufe bezeichnen, Skalare als Tensoren 0{ter Stufe.Ein Tensor 2. Stufe Aik hei�t wie �ublich symmetrisch, wenn Aik = Aki. Durchbeidseitiges Senken des Index k folgtAik = Aki () Aik = Aki: (11.53)Wenn Aik symmetrisch ist, schreibt man deshalb auch Aik statt Aik oder Aki.Ein Beispiel f�ur einen symmetrischen Tensor ist das Kronecker{Symbol �ik, das wirbereits im Abschnitt 11.3.2 eingef�uhrt hatten. Die Symmetrie von �ik folgt direktaus der De�nition in (11.33). Die Tensor{Eigenschaft erkennen wir, wenn wir dieOrthogonalit�ats{Relation (11.32) wir folgt umschreiben:�ik = U ij Ukj = U ij Uk` �j̀: (11.54)Diese Relation ist vom Typ einer Transformation f�ur einen Tensor 2. Stufe nach demMuster von (11.52), jedoch mit der Besonderheit, dass �ij = �0 ij . Der symmetrischeTensor �ij besitzt in allen Inertialsystemen dieselbe Gestalt.Ein weiteres Beispiel f�ur einen symmetrischen Tensor ist der sogenannte metrischeTensor



260 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIEgik = 8><>: 1 i = k = 0;�1 i = k = 1; 2; 30 i 6= k; (11.55)Aus der De�nition folgt unmittelbar, dass gik symmetrisch ist undgik = �ik: (11.56)Damit ist dann auch bereits gezeigt, dass gik tats�achlich ein Tensor ist und dassauch gik in allen Inertialsystemen dieselbe Gestalt hat. Mit dem metrischen Tensorgik l�asst sich das Heben und Senken von Indizes formal bewerkstelligen. Wie sichsofort best�atigen l�asst, gilt ai = gik ak; ai = gik ak (11.57)usw., wobei gik = gik. Unter Verwendung des metrischen Tensors l�asst sich dasSkalarprodukt als ai bi = gik ai bk = gik ai bk (11.58)schreiben.Mehrfach indizierte Objekte werden in der Sprache der Mathematik als Matrizenbezeichnet. Matrizen mit zwei Indizes lassen sich in einem Schema darstellen, wiewir das f�ur U ik in (11.34) oder f�ur Uik in (11.36) im Abschnitt 11.3.2 getan haben.Auch Tensoren 2. Stufe lassen sich in einem solchen Matrix{Schema darstellen, z.B.die Tensoren �ik und gik als��ik� = 0BBB@ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA ; �gik� = 0BBB@ 1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 1CCCA : (11.59)Die Begri�e Matrix und Tensor m�ussen aber scharf voneinander getrennt wer-den. Wie zu Beginn dieses Abschnitts dargestellt, ist ein Tensor beliebiger Stufedurch sein Verhalten unter einer Lorentz{Transformation de�niert. Die Lorentz{Transformation ihrerseits l�asst sich durch eine 4� 4{Matrix U ik bzw. Uik beschrei-ben. Diese Matrix stellt keinen Tensor dar.



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 26111.4.2 Pseudo{TensorenBereits im Abschnitt 1.3.3 hatten wir den 3{dimensionalen Levi{Civita{"Tensor"durch ��� = 8><>: +1 (�; �; ) = gerade Permutation von (1; 2; 3);�1 (�; �; ) = ungerade Permutation von (1; 2; 3);0 sonst, (11.60)de�niert, ohne nachgewiesen zu haben, dass es sich dabei tats�achlich um einen Ten-sor im Sinne des Verhaltens unter einer 3{dimensionalen orthogonalen Transforma-tion handelt. Wie wir n�amlich im Abschnitt 3.2.2 vereinbart hatten, sollte auch ein3{dimensionaler Tensor dadurch charakterisiert sein, dass er sich unter einer ortho-gonalen Transformation wie das Produkt von Komponenten von Vektoren transfor-miert. Ein 3{dimensionaler Tensor 3. Stufe A�� sollte sich also wieA�� = U�� U�� U�A0��� (11.61)transformieren, worin U�� eine orthogonale 3� 3{Matrix ist, vgl. (11.30). Wir neh-men nun an, dass �0�� die Eigenschaft (11.60) des 3{dimensionalen Levi{Civita{Tensors besitzt und diskutieren die rechte Seite von (11.61) f�ur den Fall A0��� = �0���:
��� = U�� U�� U� �0��� = ������� U� 1 U� 2 U� 3U� 1 U� 2 U� 3U 1 U 2 U 3 ������� == ������� U11 U12 U13U21 U22 U23U31 U32 U33 ������� �0�� = det (U) �0�� ; (11.62)worin wir die bereits im Abschnitt 1.3.3 erl�auterte De�nition einer 3 � 3{Determinante durch das Levi{Civita{Symbol und das Verhalten einer Determinantebei Permutation ihrer Zeilen benutzt haben. Nun folgt aus der Orthogonalit�atsrela-tion (11.30), U� U� = U� U� = ��� bzw. UT U = U UT = 1;



262 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE(UT =Transponierte von U), dassdet �UT U� = det �U2� = 1; =) det (U) = �1: (11.63)Das Ergebnis in (11.62) besagt also, dass ��� unter einer orthogonalen Transforma-tion mit det(U) = +1 invariant ist, jedoch unter einer orthogonalen Transformationmit det(U) = �1 sein Vorzeichen �andert. Nun wollen wir aber erreichen, dass dasLevi{Civita{Symbol in s�amtlichen Koordinaten{Systemen die Gestalt (11.60) be-sitzt. Dazu muss o�ensichtlich der Faktor det(U) kompensiert werden. Das k�onnenwir dadurch erreichen, dass die allgemeine Transformation (11.61) im Fall des Levi{Civita{Tensors einen zus�atzlichen Faktor det(U) erh�alt, also��� = det(U)U�� U�� U� �0���: (11.64)Dieser Faktor det(U) tritt dann auch in den Transformationen aller Tensoren auf,in deren De�nition der Levi{Civita{Tensor genau einmal als Faktor auftritt. Mannennt Tensoren mit dem Transformations{Verhalten (11.64) Pseudo{Tensoren.Wir zeigen jetzt, dass die Unterscheidung zwischen "gew�ohnlichen" Tensoren undPseudo{Tensoren gerade dem unterschiedlichen Verhalten von polaren und axia-len Vektoren unter Raumspiegelungen entspricht, das wir im Abschnitt 7.1.3 imZusammenhang mit der Parit�ats{Umkehr diskutiert hatten. Wir betrachten eineRaumspiegelung am Ursprung, dargestellt durch die orthogonale TransformationU = 0B@ �1 0 00 �1 00 0 �1 1CA ; det (U) = �1 (11.65)Gew�ohnliche bzw. polare Vektoren a�; b�; : : : transformieren sich unter diesem Uo�ensichtlich wie a� = �a0�; b� = �b0�; : : :. Ein axialer Vektor c, de�niert alsc = ��� a� b� (11.66)transformiert sich dann gem�a� (11.64) unter U aus (11.65) wiec = det(U)U� c0� = �det(U) c0 = +c0; (11.67)



11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE 263beh�alt also seine Richtung unter Raumspiegelung bei, was gerade die axialen Vek-toren auszeichnete.Analog zur De�nition des 3{dimensionalen Levi{Civita{Tensors in (11.60) de�nierenwir seine 4{dimensionale Version durch�ijkl = 8><>: +1 (i; j; k; l) = gerade Permutation von (1; 2; 3; 4)�1 (i; j; k; l) = ungerade Permutation von (1; 2; 3; 4)0 sonst (11.68)Alle Eigenschaften des 3-dimensionalen Levi{Civita{Tensors �ubertragen sich ana-log auf den 4{dimensionalen Fall, insbesondere das Verhalten unter Lorentz{Transformationen. Mit der zu (11.64) analogen Transformations{Relation und unterder Annahme, dass �0::: die Eigenschaft (11.68) besitzt, erhalten wir�ijkl = det(U)Uim Ujn Ukp U`q �0mnpq= det(U) ��������� Ui1 Ui2 Ui3 Ui4Uj1 Uj2 Uj3 Uj4Uk1 Uk2 Uk3 Uk4U`1 U`2 U`3 U`4 ���������= (det(U))2 �0ijkl = �0ijkl; (11.69)d.h., durch den zus�atzlichen Faktor det(U) wird der 4{dimensionale Levi{Civita{Pseudo{Tensor invariant gegen Lorentz{Transformationen. Wir weisen noch daraufhin, dass Transformationen mit det(U) = �1 sowohl durch eine Zeit{Spiegelungt! �t als auch durch eine Raum{Spiegelung r ! �r realisiert werden k�onnen.Im Anhang D sind die Rechenregeln f�ur den 3{ und 4{dimensionalen Levi{Civita{Tensor zusammen gestellt und hergeleitet. Die wichtigsten unter ihnen lauten��� ���� = ����� ��� ����� �� ����� = ��� �� � ��� ��; (11.70)��� ���� = 2 ��; (11.71)��� ��� = 6; (11.72)



264 11. GRUNDLAGEN DER RELATIVIT�ATSTHEORIE�ijkl �inpq = � ������� �jn �jp �jq�kn �kp �kq�ǹ �p̀ �q̀ ������� ; (11.73)�ijk` �ijpq = �2 ����� �kp �kq�p̀ �q̀ ����� = �2 ��kp �q̀ � �kq �p̀� ; (11.74)�ijk` �ijkq = �6 �q̀; (11.75)�ijk` �ijk` = �24: (11.76)Au�erdem gilt �ijk` = ��ijk`: (11.77)



Kapitel 12
Lorentz{Kovarianz derElektrodynamik
Die physikalische Motivation f�ur die Entwicklung der klassischen Feldtheorie imKapitel 1 war die Feststellung, dass wegen der Existenz einer maximalen Signal{Geschwindigkeit c physikalische Wechselwirkungen nur �uber Felder vermittelt wer-den k�onnen. In diesem Kapitel zeigen wir nun, dass die aus dieser Feststellung ent-wickelte Elektrodynamik auch tats�achlich die daraus folgende korrekte Invarianzbesitzt, n�amlich die unter Lorentz{Transformationen.12.1 4{Strom und 4{PotentialUnser Ziel wird es zun�achst sein, auch in der Elektrodynamik 4{Vektoren in dersel-ben Weise wie in der relativistischen Punktmechanik zu identi�zieren. Die elemen-taren 4{Vektoren der Punktmechanik sind der Zeit{Ortsvektor xi = (c t; r) und derEnergie{Impuls{Vektor pi = (E=c;p).12.1.1 4{StromEine grundlegende Aussage f�ur die Elektrodynamik ist die der Ladungserhaltung@@t �+ @@r j = 0; (12.1)265



266 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKworin � die r�aumliche Ladungsdichte und j die elektrische Stromdichte sind, vgl.Kapitel 5. Wir fordern jetzt, dass die Aussage der Ladungserhaltung invariant ge-gen einen Wechsel des Inertialsystems durch eine Lorentz{Transformation ist. Dannmuss sich die linke Seite in (12.1) als ein Lorentz{Sklalar schreiben lassen. Die Ab-leitungen in (12.1) erfolgen bereits nach dem 4{Vektor xi = (c t; r). Das erkennenwir in der Schreibweise @@(c t) c �+ 3X�=1 @@x� j� = 0; (12.2)worin j� die drei r�aumlichen Komponenten der Stromdichte j sind. Die linke Seitevon (12.2) wird nun genau dann ein Lorentz{Skalar, wenn wir(ji) := (c �; j) (ji) := (c �;�j) (12.3)als einen 4{Vektor, n�amlich als die 4{Stromdichte einf�uhren. Wir erinnern nun andie De�nition des 4{Gradienten im Abschnitt 11.3.4, n�amlich
(@i) =  @@xi! =  @@(c t) ; @@r! ; (@i) =  @@xi! =  @@(c t) ;� @@r! ; (12.4)und k�onnen damit die Ladungserhaltung in der Lorentz{invarianten Form@i ji = 0 (12.5)ausdr�ucken. Mit der Einsicht, dass ji ein 4{Vektor ist, k�onnen wir sogleich auch dasVerhalten seiner Komponenten c �; j� unter einer Lorentz{Transformation angeben,z.B. unter derjenigen, die wir im Abschnitt 11.3.2 als Beispiel betrachtet hatten:�U ik� = 0BBB@  �  0 0�   0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA ; � = vc ;  = 1p1� �2 : (12.6)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 267Einsetzen von ji aus der De�nition (12.3) in die Transformations{Relation ji =U ik j 0 k f�uhrt auf � =  ��0 + vc2 j 0 1� ; j2 = j 0 2;j1 =  �v �0 + j 0 1� ; j3 = j 0 3: (12.7)Wie anschaulich zu erwarten ist, "mischt" eine Lorentz{Transformation mit einerRelativ{Geschwindigkeit v 6= 0 die Ladungs{ und Stromdichten.12.1.2 4{PotentialWie wir im Abschnitt 7.4.2 gezeigt haben, erf�ullen das skalare Potential � und dasVektor{Potential A die Wellen{Gleichungen2� = � 1�0 �; 2A = ��0 j: (12.8)Wir wollen auch diese Wellen{Gleichung in eine Lorentz{invariante Schreiweise um-formen. Dazu beachten wir zun�achst, dass der Operator 2 bereits ein Lorentz{invarianter, skalarer Operator ist:2 = �� 1c2 @2@t2 = @2@r2 � 1c2 @2@t2 = �@i @i; (12.9)vgl. (12.4). Wenn wir nun die beiden Wellen{Gleichungen (12.8) mit �0 = 1=(�0 c2)in der Form 2 � = � 1�0 c c �2 cA = � 1�0 c j; 9>>>>=>>>>; (12.10)schreiben, erkennen wir, dass sich diese Gleichungen in der 4{Schreibweise



268 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK2�i = � 1�0 c ji (12.11)zusammen fassen lassen, wenn wir ein 4{Potential �i durch(�i) := (�; cA) ; (�i) := (�;�cA) (12.12)de�nieren. Beide Seiten der Gleichung (12.11) sind jetzt 4{Vektoren. Folglich trans-formiert sich diese Gleichung unter einer Lorentz{Transformation in20 �0 i = � 1�0 c j 0 i: (12.13)Die Gleichungen (12.11) bzw. (12.13) sind also nicht "invariant" wie Skalare, sondernLorentz{kovariant, d.h., sie haben dieselbe Form in den jeweiligen Variablen. Indiesem Fall ist sogar noch 20 = 2. Da �i = (�; cA) ein 4{Vektor ist, k�onnen wirsogleich auch nach dem Muster von (12.7) das Verhalten seiner Komponenten unterder speziellen Lorentz{Transformation (12.6) bestimmen:� =  ��0 + v A0 1� ; A2 = A0 2;A1 =  � vc2 �0 + A0 1� ; A3 = A0 3: (12.14)
12.1.3 Lorentz{Eichung, UmeichungDie Potentiale � undA erf�ullen die Wellen{Gleichungen (12.8) nur dann, wenn diesedie Lorentz{Eichung 1c2 @@t � + @@r A = 0 (12.15)erf�ullen. Mit den De�nitionen des 4{Vektors �i in (12.12) l�asst sich die Forderungder Lorentz{Eichung in die Lorentz{invariante Form@i�i = 0 (12.16)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 269bringen. Wenn also die Lorentz{Eichung in einem Inertialsystem erf�ullt ist, dannauch in jedem anderen. Diese Aussage ist unverzichtbar f�ur die Feststellung derLorentz{Kovarianz der Wellen{Gleichung (12.11).Im Abschnitt 7.4.1 haben wir gezeigt, dass sich die Potentiale � und A einerEichtransformation �0 = �� @@t F A0 = A+ @@r F (12.17)unterziehen lassen und dass die Felder E und B dadurch nicht ge�andert werden.Hier ist F = F (r; t) eine beliebige (di�erenzierbare) Funktion. Auch die Eichtrans-formation (12.17) l�asst sich Lorentz{kovariant formulieren. Dazu formen wir wiefolgt um: �0 = � � @@(c t) c FcA0 = cA + @@r c F 9>>>>=>>>>; �0 i = �i � @iG; (12.18)worin wir @i = @=@xi beachtet haben und G := c F eine beliebige (di�erenzierbare)skalare Funktion des 4{Vektors xi ist.12.2 Der Feld{Tensor12.2.1 De�nitionDie Felder E und B werden als Ableitungen der Potentiale � und A dargestellt:E = � @@r �� @@t A; B = @@r �A: (12.19)Es liegt deshalb nahe, den 4{TensorF ik := @i �k � @k �i (12.20)



270 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKzu untersuchen, worin @i der 4{Gradient und �i = (�; cA) das 4{Potential aus(12.12) ist. Dass F ik ein Tensor ist, folgt daraus, dass @i �k das Produkt von Kom-ponenten von zwei 4{Vektoren ist, vgl. Abschnitt 11.4. Dass einer dieser beiden 4{Vektoren, n�amlich @i, ein Operator ist, �andert nichts am Transformations{Verhaltendes Produkts. Die gleiche Transformations{Eigenschaft besitzt die Kombination@k �i. Aus der De�niton (12.20) ist auch ersichtlich, dass F ik ein antisymmetrischerTensor ist: F ik = �F ki.Wir berechnen zun�achst das Element F 10:F 10 = @1 �0 � @0 �1 = @@x1 �0 � @@x0 �1 == � @@x1 �0 � @@x0 �1 = � @@x1 �� @@(c t) cA1 == @@x1 �� @@t A1 = E1: (12.21)Wir k�onnen diese Rechnung unter Verwendung der Antisymmetrie von F ik sofortverallgemeinern zu F �0 = �F 0� = E�; � = 1; 2; 3: (12.22)F�ur das Element F 21 erhalten wirF 21 = @2 �1 � @1 �2 = @@x2 cA1 � @@x1 cA2 == c  @@x1 A2 � @@x2 A1! = cB3: (12.23)Auch diese Rechnung l�asst sich sofort verallgemeinern zuF 21 = �F 12 = cB3;F 32 = �F 23 = cB1;F 13 = �F 31 = cB2: 9>=>; (12.24)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 271Der Tensor F ik, der sogenannte Feld{Tensor, hat somit die folgende Gestalt:�F ik� = 0BBB@ 0 �E1 �E2 �E3E1 0 �cB3 cB2E2 cB3 0 �cB1E3 �cB2 cB1 0 1CCCA (12.25)Die 6 r�aumlichen Komponenten der Felder E und B bilden also die 6 unabh�angigenKomponenten eines antisymmetrischen 4� 4{Tensors.Wir �uberzeugen uns nochmals davon, dass eine Eichtransformation (12.18) den Feld{Tensor invariant l�asst:F 0 ik = @i�0 k � @k �0 i= @i ��k � @k G�� @k ��i � @iG�= @i�k � @k �i � (@i @k G� @k @iG)| {z }=0 = F ik: (12.26)12.2.2 Lorentz{Transformation der FelderDa die Felder Komponenten eines Tensors sind, k�onnen wir deren Verhalten untereiner Lorentz{Transformation gem�a�F ik = U ij Uk` F 0 j` (12.27)angeben. Als Beispiel w�ahlen wir diie Lorentz{Transformation aus (12.6),�U ik� = 0BBB@  �  0 0�   0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA ; � = vc ;  = 1p1� �2 ;die eine Relativ{Bewegung der beiden Systeme l�angs der parallelen x1{ bzw. x0 1{Achsen mit der Relativ{Geschwindigkeit v beschreibt. Es ist



272 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKE1 = F 10 = U1j U0` F 0 j`= U10 U01 F 0 01 + U11 U00 F 0 10= (� )2 F 0 01 + 2 F 0 10= 2 (1� �2)| {z }=1 F 0 10 = F 0 10 = E 0 1: (12.28)Die Komponente E1 des elektrischen Feldes l�angs der Relativ{Bewegung bleibt un-ver�andert. Die Berechnung von E2 ergibtE2 = F 20 = U2j U0` F 0 j` = U0` F 0 2`= U00 F 0 20 + U01 F 0 21=  F 0 20 + �  F 0 21 =  �E 0 2 + v B0 3� ; (12.29)und analog auch E3 =  �E 0 3 � v B0 2� : (12.30)Die Transformation der r�aumlichen Komponenten des Feldes B ergibtB1 = 1c F 32 = 1c U3j U2` F 0 j` = 1c F 0 32 = B0 1; (12.31)B2 = 1c F 13 = 1c U1j U3` F 0 j` = 1c U1j F 0 j3= 1c U10 F 0 03 + 1c U11 F 0 13= � c F 0 03 + c F 0 13 =  �B0 2 � vc2 E 0 3� ; (12.32)und analog B3 =  �B0 3 + vc2 E 0 2� ; (12.33)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 273zusammen gefasstE1 = E 0 1; B1 = B0 1E2 =  (E 0 2 + v B0 3) B2 =  �B0 2 � vc2 E 0 3�E3 =  (E 0 3 � v B0 2) B3 =  �B0 3 + vc2 E 0 2� 9>>>>>>=>>>>>>; (12.34)
12.3 4{Schreibweise der Maxwellschen Gleichun-genDie Maxwellschen Gleichungen@@r �E = � @@t B; @@r B = 0;@@r �B = �0 j + �0 �0 @@t E; @@r E = 1�0 �; (12.35)enthalten Ableitungen der Felder E und B nach dem Ort r und der Zeit t. Wirerwarten deshalb, dass die Maxwellschen Gleichungen in der 4{Schreibweise Kom-binationen aus @i und dem Feldtensor F ik enthalten.12.3.1 Die inhomogenen GleichungenDie einfachste Kombination dieser Art ist @i F ik. Hier wird �uber i = 0; 1; 2; 3 sum-miert, so dass das Ergebnis dieser Operation insgesamt ein 4{Vektor mit dem kon-travarianten Komponenten{Index k ist. Die Kombination @i F ik wird deshalb auchVerj�ungung des Feld{Tensors F ik genannt. Wir berechnen unter Verwendung derDarstellung des Feld{Tensors in (12.25) und der Maxwellschen Gleichungen (12.35)@i F i0 = @@xi F i0 = @@x1 E1 + @@x2 E2 + @@x3 E3= @@r E = 1�0 � = 1�0 c c � = 1�0 c j0; (12.36)



274 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKworin wir von der De�nition (12.3) der 4{Stromdichte (ji) = (c �; j) Gebrauchgemacht haben. Ebenso berechnen wir@i F i1 = @@xi F i1 = @@x0 F 01 + @@x2 F 21 + @@x3 F 31= �1c @@t E1 + c  @@x2 B3 � @@x3 B2!= 1�0 c 24��0 @@t E1 + 1�0  @@r �B!135 = 1�0 c j1: (12.37)V�ollig analoge Ausdr�ucke ergeben sich in @i F ik f�ur k = 2; 3 statt k = 1. Wir fassendie Ergebnisse der beiden Rechnungen in (12.36) und (12.37) zusammen zu@i F ik = 1�0 c jk: (12.38)Diese 4 Gleichungen f�ur k = 0; 1; 2; 3 stellen die 4{Schreibweise der inhomogenenMaxwellschen Gleichungen dar. Ohne weitere Argumentation stellen wir fest, dassdiese 4{Gleichung Lorentz{kovariant ist, denn links steht ein durch Verj�ungung er-zeugter 4{Vektor und rechts steht der 4{Vektor der Stromdichte. Beide Seiten trans-formiieren sich also in derselben Weise.12.3.2 Die homogenen Maxwellschen GleichungenZur Gewinnung der 4{Schreibweise f�ur die homogenen Maxwellschen Gleichungengehen wir von @B=@r = 0 aus und formen diese Gleichung unter Verwendung desFeld{Tensors in (12.25), seiner Antisymmetrie und von @i = �@i f�ur i = 1; 2; 3 wiefolgt in die 4{Schreibweise um:@@r B = @1B1 + @2B2 + @3B3= c �@1 F 32 + @2 F 13 + @3 F 12�= c �@1 F 23 + @2 F 31 + @3 F 12� : (12.39)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 275In der letzten Zeile auf der rechten Seite steht die zyklische Kombination @1 F 23+: : :von sogenannten �au�eren Ableitungen des Feld{Tensors f�ur die Indizes 1; 2; 3; 1; 2 : : :.Als �au�ere Ableitung eines Tensors wird allgemein eine nicht{verj�ungende Kombi-nation @i F jk bezeichnet. Die zyklische Kombination in (12.39) k�onnen wir unterVerwendung des 4{dimensionalen Levi{Civita{Tensors auch wie folgt schreiben:@1 F 23 + @2 F 31 + @3 F 12 = �12 �0jk` @j F k`: (12.40)Zur Best�atigung beachten wir, dass auf der rechten Seite nur dann nicht{verschwindende Terme auftreten, wenn j; k; ` jeweils verschiedene Werte von 1; 2; 3annehmen und dass �0123 = �0231 = �0312 = �1;�0132 = �0213 = �0321 = +1:(Es ist �0123 = �1, weil de�nitionsgem�a� �0123 = +1 und somit �0123 = ��0123 = �1,weil 3 r�aumliche Indizes gesenkt werden.) Damit wird�0jk` @j F k` = �@1 F 23 + @1 F 32�@3 F 12 + @3 F 21�@2 F 31 + @2 F 13= �2 �@1 F 23 + @2 F 31 + @3 F 12� ; (12.41)womit (12.40) nachgewiesen ist. Unter Verwendung von (12.40) k�onnen wir nun diehomogene Maxwellsche Gleichung @B=@r = 0 in der Form�0jk` @j F k` = 0 (12.42)schreiben. Dieses Ergebnis f�uhrt auf die Erwartung, dass die homogenen Maxwell-schen Gleichungen insgesamt die 4{Form�ijk` @j F k` = 0 (12.43)



276 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKhaben. Zur Best�atigung berechnen wir �1jk` @j F k` nach demselben Muster wie in(12.41):
�1jk` @j F k` = �@2 F 30 + @2 F 03�@0 F 23 + @0 F 32�@3 F 02 + @3 F 20= �2 �@0 F 23 + @2 F 30 + @3 F 02� ;12 �1jk` @j F k` = �@0 F 23 � @2 F 30 � @3 F 02= �@0 F 23 + @2 F 30 + @3 F 02= @@t B1 + @@x2 E3 � @@x3 E2= @@t B1 +  @@r �E!1 : (12.44)Auf der rechten Seite steht gerade die 1{Komponente der linken Seite der homogenenMaxwellschen Gleichung in der Gestalt@@t B + @@r �E = 0; (12.45)so dass �1jk` @j F k` = 0. Analog zu (12.44) zeigen wir, dass �ijk` @j F k` = 0 auch f�uri = 2; 3. Damit haben wir (12.43) f�ur alle i = 0; 1; 2; 3 best�atigt.Auch die 4{Form der homogenen Maxwellschen Gleichungen in (12.43) ist Lorentz{kovariant. Allerdings steht auf der linken Seite ein 4{Pseudo{Vektor, vgl. Abschnitt11.4.2, d.h., unter einer Lorentz{Transformation U ik erhalten wir aus (12.43)det(U) �ijk` @0 j F 0 k` = 0: (12.46)Da aber auf der rechten Seite = 0 steht, k�onnen wir den Faktor det(U) sogleichherausk�urzen.



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 27712.3.3 DiskussionDie Maxwellschen Gleichungen lauten in der 4{Schreibweise zusammengefasst@i F ik = 1�0 c jk; �ijk` @j F k` = 0: (12.47)Man kann @i F ik als verallgemeinerte 4{Divergenz de�nieren, die einen 4{Tensorzu einem 4{Vektor verj�ungt. Analog kann man �ijk` @j F k` als verallgemeinerte 4{Rotation de�nieren, die einen 4{Tensor zu einem 4{Pseudo{Vektor verj�ungt. Mitdiesen De�nitionen kann man die Maxwellschen Gleichungen symbolisch auch inder Form DivF = 1�0 c j; RotF = 0 (12.48)schreiben. Darin dr�uckt sich nochmals aus, dass ein Feld physikalisch durch Diver-genz und Rotation, also durch Quellen und Wirbel bestimmt wird.Wir de�nieren nun einen zu F ij dualen Tensor durcheFij := 12 �ijk` F k`: (12.49)Wie man durch Auswertung dieser De�nition leicht best�atigt, hat der duale Tensordie Gestalt � eFij� = 0BBB@ 0 cB1 cB2 cB3�cB1 0 E3 �E2�cB2 �E3 0 E1�cB3 E2 �E1 0 1CCCA : (12.50)
Die De�nition (12.49) von eF l�asst sich umkehren. Wir muliplizieren beide Seitenmit �ijmn und erhalten mit den Rechenregeln f�ur den Levi{Civita{Tensor aus demAbschnitt 11.4.2 bzw. aus dem Anhang D



278 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK�ijmn eFij = 12 �ijmn �ijk` F k`= � (�mk �ǹ � �m̀ �nk ) F k`= �Fmn + F nm = �2Fmn;oder mit einer anderen Bezeichnung der Indizes auchF ij = �12 �k`ij eFk` = �12 �ijk` eFk`: (12.51)Jetzt k�onnen wir auch die Maxwellschen Gleichungen f�ur den dualen Tensor eF ausdenen f�ur F in (12.47) bestimmen:@i eFij = 12 �ijk` @i F k` = �12 �ijk` @i F k` = 0; (12.52)�ijk` @j eFk` = 12 �ijk` �k`mn @j Fmn= � ��im �jn � �in �jm� @j Fmn= �@j F ij + @j F ji = 2 @j F ji = 2�0 c ji: (12.53)F�ur den dualen Feld{Tensor eF �nden wir also in symbolischer SchreibweiseDiv eF = 0; Rot eF = 2�0 c j: (12.54)12.4 Lagrange{Dichte f�ur die Teilchen{Feld{WechselwirkungFeld{Theorien lassen sich weitgehend charakterisieren durch wenige, physikalischelementare Forderungen. Wir wollen zeigen, dass sich die klassische Elektrodynamikcharakterisieren l�asst durch die Eigenschaften



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 279(1) Lorentz{Kovarianz,(2) Linearit�at (G�ultigkeit des Superpositions{Prinzips)(3) Eich{Invarianz (Ladungs{Erhaltung)Wir werden aufgrund dieser Forderungen ein Wirkungs{Integral formulieren unddaraus mit dem Lagrange{Formalismus das dynamische Verhalten der Felder undder mit ihnen wechselwirkenden Teilchen herleiten.12.4.1 Die relativistische PunktmechanikMit dem oben beschriebenen Programm k�onnen wir bereits die Mechanik eines re-lativistischen Massenpunktes gewinnen. Dabei gehen wir von der �Uberlegung aus,dass das aus der analytischen Mechanik bekannte Wirkungs{Integral die FormW = Z 21 d : : :haben muss, worin "1" und "2" den Anfang bzw. das Ende eines Bahnabschnitts desTeilchens charakterisieren. Wir fordern nun, dass das Wirkungs{IntegralW Lorentz{invariant ist, d.h., ein Lorentz{Skalar ist. Zur Beschreibung der Teilchenbahn kommtnur der 4{Vektor xi = (t; r) in Frage, der das Ereignis "Teilchen zur Zeit t am Ortr" darstellt. Im Integranden darf aber der 4{Vektor xi nicht explizit auftreten,weil damit die Homogenit�at von Raum und Zeit verletzt w�urde, sondern nur dasDi�erential dxi. Die einzige M�oglichkeit, daraus einen Skalar zu bilden, istds2 = dxi dxi:Folglich muss das Wirkungs{Integral die FormW = � Z 21 ds (12.55)haben, worin die physikalische Bedeutung des Faktors � noch zu bestimmen seinwird. Nun ist



280 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKds = qdxi dxi = q(c dt)2 � (dr)2 = s1� v2c2 c dt;so dass W = � c Z t2t1 dts1� v2c2 : (12.56)Hieraus lesen wir die Lagrange{Funktion L ab:L = � cs1� v2c2 : (12.57)Die Bedeutung des Faktors � k�onnen wir durch Vergleich mit dem nicht{relativisti-schen Fall v � c bestimmen, in dem die Lagrange{Funktion f�ur ein freies TeilchenL = T = mv2=2 lautet. Wir entwickeln L in (12.57) nach v=c und erhaltenL = � c  1� v22 c2 + : : :! = � c� �2 c v2 + : : : : (12.58)Der Term 0{ter Ordnung � c ist konstant und liefert keinen Beitrag bei der For-mulierung der Lagrangeschen Gleichung. Damit der Term 1{ter Ordnung mit dernicht{relativistischen Lagrange{Funktion L = T = mv2=2 �ubereinstimmt, muss� = �mc sein, woraus L = �mc2s1� v2c2 (12.59)folgt. Aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass aus dem Variations{Prinzip�W = 0 f�ur das Wirkungs{Integral die Lagrangeschen Gleichungen folgen, die f�urdas freie Teilchen ddt @L@v � @L@r = 0 (12.60)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 281lauten. Da f�ur das freie Teilchen L nicht vom Ort r abh�angt, folgt weiter, dass derImpuls p = @L@v = �mc2 @@v  1� v2c2!1=2 = m vq1� v2=c2 (12.61)konstant ist.Wir wollen die Variation des Wirkungs{Interals W jetzt noch einmal konsequentin der 4{Schreibweise durchf�uhren, weil wir diese auch f�ur die Teilchen{Feld{Wechselwirkung und f�ur die Dynamik des Feldes selbst ben�otigen werden. Es istmit W aus (12.55) und � = �mc�W = �mc Z 21 �ds = �mc Z 21 � �dxi dxi�1=2 : (12.62)An dieser Stelle m�ussen wir die korrekte Nebenbedingung f�ur die Variation � kl�aren.Im nicht{relativistischen Fall lautete diese �t = 0: die Variation sollte den zeitlichenAblauf der Bewegung l�angs einer Bahn nicht ber�uhren. Allgemeiner k�onnen wirformulieren, dass die Wirkungs{Integrale variierter Bahnen miteinander verglichenwerden sollen bzw. dass Variation und Bahnablauf unabh�angige Operationen seinsollen. Daraus folgt, dass die Variation � und der Di�erential{Operator d l�angs derBahn vertauschen: � d = d �. Damit wird� �dxi dxi�1=2 = 12 �dxi dxi��1=2 � �dxi dxi�= 12 �dxi dxi��1=2 �dxi �dxi + dxi �dxi�= 12 �dxi dxi��1=2 �dxi d �xi + dxi d �xi�= �dxi dxi��1=2 dxi d �xi = dxids d �xi; (12.63)eingesetzt in (12.62)�W = �mc Z 21 dxids d �xi = �mc Z 21 ui d �xi; (12.64)



282 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKworin wir die De�nition der 4{Geschwindigkeit ui := dxi=ds benutzt haben, vgl.Abschnitt 11.3.3. In dem Integral in (12.64) f�uhren wir eine partielle Integrationdurch: �W = �mc hui �xii21 +mc Z 21 dui �xi= �mc hui �xii21 +mc Z 21 ds duids �xi: (12.65)Die Variation � soll wie im nicht{relativistischen Fall nur Bahnen mit festem Anfangund Ende miteinander vergleichen, so dass der Randterm ui �xi der partiallen In-tegration am Bahn{Anfang und {Ende verschwindet. Im �Ubrigen soll die Variation�xi beliebig sein, so dass aus �W = 0 in (12.65)duids = 0 bzw. ui = const (12.66)folgt. Wir de�nieren den 4{Impuls durch pi := mui, so dass mit ui =const auchpi =const. Daraus folgt auch wieder p = m v =const, dennui = dxids = 1q1� v2=c2 �1; vc � ; pi = 1q1� v2=c2 �m; pc � : (12.67)
12.4.2 Die Teilchen{Feld{WechselwirkungWir wollen das Wirkungs{Integral (12.55) f�ur einen freien Massenpunkt um einenAusdruck erweitern, der die Wechselwirkung des Teilchens mit einem Feld be-schreibt. Das Feld soll durch einen 4{Vektor �i = �i(xj) beschrieben werden. Nachwie vor wird das Teilchen durch seine Bahn{Di�erentiale dxi beschrieben. Weiter-hin soll auch das erweiterte Wirkungs{Integral ein Lorentz{Skalar sein, f�ur den sichjetzt die Kombination �i dxi anbietet. Tats�achlich ist dieses die einzige M�oglichkeit,wenn wir die fr�uhere Forderung erf�ullen wollen, dass das Superpositions{Prinzipgelten soll. Aus dieser Forderung folgt o�ensichtlich, dass das Feld �i im Wirkungs{Integral in der Verbindung mit den Teilchen{Koordinaten xi nur linear auftretenkann. Das erweiterte Wirkungs{Integral lautet also



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 283W = Z 21 h�mcds� �i dxii : (12.68)Wir f�uhren nun wiederum die Variation nach den Teilchenbahnen wie im vorher-gehenden Abschnitt 12.4.1 durch. Dabei tritt auch ein Term ��i auf, weil das Feldl�angs der Teilchenbahn vom Ort des Teilchens abh�angt. Im Einzelnen erhalten wiraus (12.68): �W = Z 21 h�mc �ds� � ��i dxi�i ; (12.69)�ds = d�s = ui d�xi; vgl. (12.63),� ��i dxi� = ��i dxi + �i �dxi = ��i dxi + �i d�xi;��i dxi = @k�i �xk dxi = @i�k dxk �xi;eingesetzt in (12.69)�W = Z 21 h� �mcui + �i� d�xi � @i�k dxk �xii : (12.70)In dem Teil des Integranden mit dem Di�erential d�xi f�uhren wir eine partielleIntegration nach dem Muster von (12.65) aus:Z 21 �mcui + �i� d�xi = � Z 21 �mcdui + d�i� �xi;weil keine Randterme (mcui+�i) �xi am Anfang und Ende der Bahn auftreten. Diepartielle Integration liefert in (12.70)�W = Z 21 hmcdui + d�i � @i�k dxki �xi: (12.71)Da die Variationen �xi im �Ubrigen beliebig sind, folgt aus dem Variations{Prinzip�W = 0, dass der Integrand verschwindet:mcdui + d�i � @i�k dxk = 0:



284 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKWir f�uhren noch d�i = @k �i dxk ein und dividieren durch ds:mc duids = dpids = f ik uk; f ik := @i�k � @k�i: (12.72)f ik ist ein antisymmetrischer Tensor, der wie der 4{Feld{Tensor F ik = @i�k � @k�igebildet ist. Wir versuchen darum, die hier zun�achst rein formal entwickelte Lorentz{invariante Feldtheorie auf die Elektrodynamik abzubilden, indem wir f ik = g F iksetzen, worin g ein noch zu bestimmender Kopplungs{Faktor ist. Mitds = c dt; ui = dxids = c dxidt ;  = 1q1� v2=c2erhalten wir aus (12.72) dpidt = c dpids = g F ik dxkdt ; (12.73)und daraus f�ur die Komponente i = 1dp1dt = g  F 10 dx0dt + F 12 dx2dt + F 13 dx3dt != g  F 10 dx0dt � F 12 dx2dt � F 13 dx3dt != g c �E1 + v2B3 � v3B2� = g c �E1 + (v �B)1� ;worin wir die Form (12.25) f�ur den Feld{Tensor F ik benutzt haben. Analoge Er-gebnisse erhalten wir f�ur die Komponenten i = 2; 3. Wir stellen also fest, dass mitder Setzung g = q=c die Komponenten i = 1; 2; 3 der Bewegungs{Gleichung (12.72)bzw. (12.73) die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung q unter der Einwirkungder Lorentz{Kraft q (E + v � B) beschreibt. Die Komponente i = 0 von (12.73)liefert dp0dt = qc  F 01 dx0dt + F 02 dx2dt + F 03 dx3dt ! = qc E v: (12.74)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 285Nun ist p0 = mcu0 = mcq1� v2=c2 ;so dass (12.74) auch in der Formddt m c2q1� v2=c2 = qE v (12.75)geschrieben werden kann. Diese Beziehung ist als Energie{Bilanz des Teilchens zulesen, weil qE v auf der rechten Seite gerade die Leistung des Feldes an dem Teilchendarstellt.12.4.3 Die homogenen Maxwellschen GleichungenDas Wirkungs{Integral, das die Dynamik eines Teilchens mit der Ladung q in Wech-selwirkung mit elektromagnetischen Feldern darstellt, ist nach den �Uberlegungen imvorhergehenden Abschnitt gegeben durchW = Z 21 ��mcds� qc �i dxi� : (12.76)Der antisymmetrische 4{Tensor, der die Felder E und B gem�a� (12.25) enth�alt,lautet F ik = @i�k � @k �i: (12.77)Wie wir im Abschnitt 12.3.2 gezeigt haben, folgen aus der Form der De�nition vonF ik in (12.77) bereits die homogenen Maxwellschen Gleichungen. Wir best�atigendiese Aussage nochmals durch eine explizite Rechnung:�ijk` @j F k` = �ijk` @j @i �k � �ijk` @j @k �i = 0: (12.78)



286 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKJeder der beiden Beitr�age auf der rechten Seite verschwindet bereits einzeln,�ijk` @j @i : : : = 0; �ijk` @j @k : : : = 0;weil jede Kombination des vollst�andig antisymmetrischen Tensors �ijk` mit einemTensor, der in Teilen der Indizes i; j; k; ` gerade ist, verschwindet, vgl. Abschnitt1.3.3. Wir stellen also fest, dass das Paar der homogenen Maxwellschen Gleichungeneine physikalische Konsequenz ausschlie�lich der Teilchen{Feld{Wechselwirkung ist.Um auch die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen aus einem Wirkungs{Integralzu gewinnen, werden wir zu (12.76) einen Term hinzuf�ugen, der nur die Dynamikdes Feldes betri�t.12.4.4 Lagrange{Funktion und Hamiltonsche BeschreibungAus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass das Wirkungs{Integral �ubereinen Bahnabschnitt zwischen den Zeiten t1 und t2 das zeitliche Integral �uber dieLagrange{Funktion ist, vgl. (12.57). Wir formen jetzt das Wirkungs{Integral f�ur dasTeilchen und seine Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld in (12.76) soum, dass wir daraus die Lagrange{Funktion ablesen k�onnen. Dazu verwenden wirds = s1� v2c2 c dt;�0 = �; �� = cA�; � = 1; 2; 3dx0 = c dt; dx� = �dx�; � = 1; 2; 3;worin � das skalare elektrische Potential ist und A� die (r�aumlichen) Komponentendes Vektor{Potentials sind. Damit k�onnen wir W in (12.76) umformen zuW = Z t2t1 dt 24�mc2s1� v2c2 � q� + q vA35 ; (12.79)woraus wir die Lagrange{FunktionL = �mc2s1� v2c2 � q� + q vA (12.80)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 287ablesen. Aus L bilden wir durch Ableitung nach der Geschwindigkeit v den kanoni-schen Impuls P :
P = @L@v = �mc2 @@v s1� v2c2 + qA= m vq1� v2=c2 + qA: (12.81)

Damit erhalten wir f�ur die Hamilton{Funktion H:
H = P v � L= mv2q1� v2=c2 +mc2s1� v2c2 + q�= mc2q1� v2=c2 + q�: (12.82)

Hieraus �nden wir best�atigt, dass der erste Term o�ensichtlich die Energie des Teil-chens ohne Feld darstellt, vgl. auch (12.75). Andererseits folgt aus (12.81)
(P � qA)2 = m2 v21� v2=c2 = m2 c21� v2=c2 �m2 c2;=) mcq1� v2=c2 = qm2 c2 + (P � qA)2;

eingesetzt in (12.82) H = cqm2 c2 + (P � qA)2 + q�: (12.83)



288 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK12.5 Ladungs{Erhaltung und Eich{Invarianz12.5.1 Kontinuierliche Massen{ und Ladungs{VerteilungWir wollen die bisherige Formulierung des Wirkungs{Integrals f�ur ein einzelnes Teil-chen und seine Wechselwirkung mit elektromagnetischen Feldern verallgemeinernauf ein System mit beliebig vielen Teilchen und schlie�lich auf eine kontinuierlicheMassenverteilung mit einer r�aumlichen Dichte �. Der �Ubergang von einem einzelnenTeilchen zu einem System von Teilchen mit den Massen m�; � = 1; 2; 3; : : : lautet f�urdas Wirkungs{Integral WT der Teilchen (noch ohne Wechselwirkung mit Feldern)WT = �mc Z 21 ds! �c X� m� Z 21 ds�: (12.84)Der �Ubergang zu einer kontinuierlichen Massenverteilung mit der Dichte � erfolgtallgemein durch X� m� : : :! Z d3r � : : : ;f�ur das Wirkungs{Integral WT in (12.84) alsoWT ! �c Z d3r � Z 21 ds = � Z 21 d
� dsdt : (12.85)Hier ist d
 = c dt d3r = dx0 dx1 dx2 dx3 das di�erentielle Volumen{Element im 4{Raum. Wie der Abstand ist auch das Volumen unter Lorentz{Transformationeninvariant, d.h., d
 ist ein Lorentz{Skalar. Das IntegralZ 21 d
 : : :soll bedeuten, dass �uber den gesamten (eigentlichen) Raum sowie �uber die Zeit bzw.�uber x0 von x0 = c t1 bis x0 = c t2 zu integrieren ist. Da in (12.85) sowohl WT alsauch d
 Lorentz{Skalare sind, muss das auch auf � ds=dt zutre�en, vgl. Anhang zudiesem Abschnitt.



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 289F�ur das Wirkungs{Integral WTF f�ur die Wechselwirkung zwischen Teilchen undFeldern ergibt sich analog der folgende �Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungs{Verteilung:WTF = �qc Z 21 dxi�i �xj� ! �1c X� q� Z 21 dx�i�i �xj��!! �1c Z d3r � Z 21 dxi�i: (12.86)q� sind die Ladungen der Teilchen und � ist die r�aumliche Ladungsdichte. (Im letztenSchritt haben wir das Argument xj in �i nicht mehr mitgeschrieben.) Nun istd3r � dxi = 1c � dxidt d
und � dx0dt = c �; � dx�dt = � v�; � = 1; 2; 3;und somit � dxidt = ji; � dxidt = ji; (12.87)vgl. die De�nition von ji in (12.3), wobei j = � v. Somit lautet die kontinuierlicheVersion von WTF WTF = � 1c2 Z 21 d
 ji�i: (12.88)Das Integrations{Gebiet ist dasselbe wie in WT in (12.85)Anhang zu 12.5.1Wir weisen nach, dass � ds=dt ein Lorentz{Skalar ist. O�ensichtlich ist dm = � d3rein Lorentz{Skalar. Dann ist



290 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIKdmdxi = � d3r dxidt dt = 1c � dxidt d
ein 4{Vektor, und da d
 ein Lorentz{Skalar ist, auch � dxi=dt. Nun k�onnen wir� ds=dt schreiben als � dsdt = � pdxi dxidt = s� dxidt � dxidt :Also ist � ds=dt der Betrag eines Skalar{Produkts aus zwei 4{Vektoren und damitein Lorentz{Skalar.12.5.2 Eich{TransformationDer Lorentz{invariante Ausdruck f�ur WTF in (12.88) enth�alt das 4{Potential �idirekt, d.h. ohne Ableitung, scheint also zun�achst nicht eich{invariant zu sein. Wirunterziehen WTF einer Eich{Transformation und fordern, dass die im Abschnitt12.4.3 aus �(WT + WTF ) = 0 hergeleiteten Feldgleichungen wie bisher invariantgegen die Eich{Transformation sind. Gem�a� (12.18) lautet die Eich{Transformationin 4{Schreibweise �0 i = �i � @iG; (12.89)so dass das transformierte W 0TF gegeben ist durchW 0TF = � 1c2 Z 21 d
 ji�0 i =WTF + 1c2 Z 21 d
 ji @iG: (12.90)In dem Integral mit dem Integranden ji @iG f�uhren wir eine partielle Integrati-on durch. Da wir hier �uber den 4{dimensionalen "Zeit{Raum" integrieren und dieGrenzen der Integration nicht �uberall im 1{Fernen liegen, entwickeln wir die par-tielle Integration schrittweise aus der Produkt{Regel der Di�erentiationji @iG = @i (jiG)�G@i ji;



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 291die, eingesetzt in (12.90),W 0TF = WTF + 1c2 Z 21 d
 @i (jiG)� 1c2 Z 21 d
G@i ji (12.91)ergibt. Durch Au�osung der i{Summe und R�uckf�uhrung auf die gew�ohnliche Schreib-weise wirdZ 21 d
 @i (jiG) = Z d3r c Z t2t1 dt @c @t (Gc �) + c Z t2t1 dt Z d3r @@r (�G j) : (12.92)Hierin ist mit dem Gau�schen Integral{SatzZ d3r @@r (�G j) = � I1 df G j = 0;weil �uber den gesamten (eigentlichen) Raum integriert wird und dort im1{Fernendie elektrische Stromdichte j verschwinden soll. In dem anderen Integral auf derrechten Seite von (12.92) beachten wir, dassZ t2t1 dt @c @t (Gc �) = [G�]t2t1 ;so dass wir insgesamt aus (12.91)W 0TF = WTF + 1c Z d3r [G�]t2t1 � 1c2 Z 21 d
G@i ji (12.93)erhalten. Bei der Ausf�uhrung der Variation � wird� Z d3r [G�]t2t1 = Z d3r � [G�]t2t1 = 0;weil



292 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK� [G�]t2t1 = 0;denn die Bahn sollte in den Zeitpunkten t1 ihres Beginns und t2 ihres Endes nichtvariiert werden. Also folgt aus (12.93)�W 0TF = �WTF � 1c2 � Z 21 d
G@i ji: (12.94)Wenn wir nun fordern, dass das Variations{Prinzip �W = 0 eich{invariant ist, dannm�ussen o�ensichtlich �WTF = 0 und �W 0TF = 0 f�ur beliebige Erzeugende G von Eich{Transformationen �aquivalent sein, d.h., das Integral auf der rechten Seite in (12.94)muss f�ur alle G verschwinden. Das ist nur m�oglich, wenn @i ji = 0. Diese Relationdr�uckt aber gerade die Ladungs{Erhaltung aus, vgl. (12.5). Damit haben wir gezeigt,dass sich die Eich{Invarianz und die Ladungs{Erhaltung gegenseitig bedingen. DieseWechselbeziehung zwischen einer Invarianz und einem Erhaltungssatz ist bereits ausder klassischen Mechanik bekannt. Dort wird unter Benutzung des NoetherschenTheorems gezeigt, dass es die folgenden weiteren Wechselbeziehungen gibt:Invarianz Erhaltungr�aumliche Translation Impulszeitliche Translation Energier�aumliche Drehung DrehimpulsEichung LadungEinmal mehr erkennen wir die 4{Struktur von Zeit und Raum: deren Invarianzbedingt die Erhaltung des 4{Vektors Energie{Impuls.12.6 Das Wirkungs{Integral f�ur das FeldAus dem Variations{Prinzip �(WT +WTF = 0) f�ur die Wirkungs{Integrale WT derTeilchen und WTF der Teilchen{Feld{Wechselwirkung haben wir durch Variationausschlie�lich der Teilchenbahnen �xi die Bewegungs{Gleichung f�ur die Teilchen,dpids = qc F ik uk; F ik := @i �k � @k �i; (12.95)



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 293und daraus weiter die homogenen Maxwellschen Gleichungen�ijk` @j F k` = 0 (12.96)gewonnen, vgl. (12.72) im Abschnitt 12.4.2 und (12.78) im Abschnitt 12.4.3. DieFelder, dargestellt durch ihr 4{Potential �i wurden nicht variiert, sondern als vor-gegeben f�ur die Bestimmung der Teilchen{Bahnen betrachtet.Wir wollen jetzt versuchen, auch die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen, deren4{Schreibweise @i F ik = 1�0 c jk (12.97)wir im Abschnitt 12.3.1, (12.38), kennen gelernt haben, aus einem Variations{Prinzipzu gewinnen. Jetzt geht es also um die Frage, wie die Felder aus den als vorgegebenbetrachteten Teilchen{Bahnen, dargestellt durch ji, zu bestimmen sind. Das bedeu-tet, dass in dem Variations{Prinzip f�ur die inhomogenen Maxwellschen Gleichungenausschlie�lich die Felder, nicht jedoch die Teilchen{Bahnen variiert werden m�ussen.Wir suchen also einen Ausdruck WF f�ur das Wirkungs{Integral der Felder, das denfolgenden Forderungen gen�ugen soll, vgl. die Forderungen zu Beginn des Abschnitts12.4:(1) WF soll Lorentz{invariant sein.(2) WF enth�alt nicht den 4{Strom ji, weil dieser bereits imWechselwirkungs{TermWTF = � 1c2 Z 21 d
 ji�i: (12.98)auftritt, vgl. (12.88). Das bedeutet zugleich, dass zur Herleitung der inhomo-genen Maxwellschen Gleichungen �(WTF +WF ) = 0 auszuf�uhren ist, weil auchWTF die Felder in Form ihres Potentials �i enth�alt.(3) Da die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen linear in den Feldern F iksind, muss WF die Felder als eine quadratische Form enthalten. Dann n�amlichf�uhrt die Variation � : : : = 0, die wie eine Ableitung wirkt, zu linearen Feld{Gleichungen.



294 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK(4) Da die Feld{Gleichungen nur eine Ableitung @i enthalten, darf WF keineAbleitungen von F ik enthalten, weil dann die Variation � : : : = 0 zu Feld{Gleichungen mit zweiten Ableitungen f�uhren w�urde.(5) Aus Gr�unden der Eich{Invarianz darf WF die Potentiale �i nicht direkt, d.h.,ohne Ableitungen enthalten. Im Term WTF konnte die Eich{Invarianz durchdie Forderung der Ladungs{Erhaltung @i ji = 0 erf�ullt werden. In WF ist dasnicht mehr m�oglich.Unter diesen Bedingungen bleibt als einzige M�oglichkeitWF = � Z 21 d
F ik Fik: (12.99)Das Integrations{Gebiet im 4{dimensionalen Zeit{Raum ist dasselbe wie in WTF in(12.98). Der noch o�ene Faktor � ist durch Vergleich mit der Feldgleichung (12.97)zu bestimmen und h�angt von dem verwendeten Einheiten{System ab.Wie bereits bemerkt, m�ussen wir jetzt �(WTF +WF ) = 0 durch Variation der Felderausf�uhren. Aus (12.98) und (12.98) entnehmen wir dannWTF +WF = Z 21 d
 �� 1c2 ji�i + �F ik Fik� ;� (WTF +WF ) = Z 21 d
 �� 1c2 ji ��i + � � �F ik Fik�� : (12.100)Es ist � �F ik Fik� = ��F ik� Fik + F ik (�Fik) = 2F ik (�Fik) ;�Fik = � (@i�k � @k�i) = @i ��k � @k ��i;so dass � �F ik Fik� = 2F ik @i ��k � 2F ik @k ��i:



12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK 295Durch Vertauschung der Bezeichnungen der Indizes i; k und unter Verwendung derAntisymmetrie von F ik erhalten wir weiter2F ik @i ��k = 2F ki @k ��i = �2F ik @k ��i;so dass � �F ik Fik� = �4F ik @k ��i:Damit lautet das Variations{Problem� (WTF +WF ) = Z 21 d
 �� 1c2 ji ��i � 4�F ik @k ��i� = 0: (12.101)Im zweiten Integranden auf der rechten Seite f�uhren wir eine partielle Integrationaus und benutzen dazu mit der Produkt{Regel der Di�erentiation@k �F ik ��i� = �@k F ik� ��i + F ik @k ��i;so dassZ 21 d
F ik @k ��i = Z 21 d
 @k �F ik ��i�� Z 21 d
 �@k F ik� ��i: (12.102)Unter Benutzung des auf 4 Dimensionen verallgemeinerten Gau�schen Integralsatzesist Z 21 d
 @k �F ik ��i� = I@
 dSk F ik ��i = 0: (12.103)Hierin ist zun�achst @
 der 3{dimensionale Rand des 4{dimensionalen Integrations{Gebietes des Integrals auf der linken Seite. Es berandet den gesamten eigentli-chen 3{dimensionalen Raum, liegt dort also r�aumlich im 1{Fernen, sowie zeit-lich das Intervall zwischen c t1 und c t2. dSk ist ein 4{Vektor, der das Volumender 3{dimensionalen Randelemente auf @
 beschreibt und auf diesen im Sinne des4{dimensionalen Raumes "senkrecht" steht. Das Integral �uber @
 in (12.103) ver-schwindet, weil



296 12. LORENTZ{KOVARIANZ DER ELEKTRODYNAMIK(a) F ik ! 0 im eigentlich r�aumlich 1{Fernen von @
 und(b) ��i = 0 auf dem zeitlichen Rand, d.h., bei x0 = c t1 und x0 = c t2.Damit lautet das Variations{Problem (12.101)� (WTF +WF ) = Z 21 d
 �� 1c2 ji ��i + 4� �@kF ik� ��i� = 0oder auch � (WTF +WF ) = Z 21 d
 �� 1c2 ji + 4� @kF ik� ��i = 0: (12.104)Da die Variationen ��i beliebig sind, folgt daraus@kF ik = 14� c2 ji:Durch Vertauschung der Bezeichnungen der Indizes i; k und unter Verwendung derAntisymmetrie von F ik k�onnen wir diese Gleichung in die inhomogenen Maxwell-schen Gleichungen (12.97) @i F ik = 1�0 c jk (12.105)�uberf�uhren, wenn wir � = ��0=(4 c) w�ahlen. Das gesamte Wirkungs{Integral f�urdas System der miteinander wechselwirkenden Teilchen und Felder lautet alsoWT +WTF +WF = Z 21 d
 "�� dsdt � 1c2 ji �i � �04 c F ik Fik# : (12.106)In nicht{kontinuierlichen Systemen lie� sich das Wirkungs{Integral als zeitlichesIntegral �uber die Lagrange{Funktion schreiben. In der kontinuierlichen Version in(12.106) wird aus dem zeitlichen Integral ein Integral �uber den Zeit{Raum mit demDi�erential d
. Man nennt den Integranden in (12.106) deshalb auch die Lagrange{Dichte des Systems der miteinander wechselwirkenden Teilchen und Felder.



Kapitel 13
Elektrische und MagnetischeFelder in Materie
In den bisherigen Kapiteln haben wir elektrische Ladungen und deren Str�ome imVakuum betrachtet. Wir haben eine gewisse r�aumliche Dichte �(r; t) der elektrischenLadung und deren Flussdichte j(r; t) als vorgegeben betrachtet und angenommen,dass es sonst keine anderen elektrischen Ladungen und Str�ome gibt. Diese Situation�andert sich, wenn Materie vorhanden ist. Diese besteht in ihrer mikroskopischen,d.h., atomistischen Struktur aus elektrisch geladenen Teilchen, z.B. Elektronen, Io-nen, elektrischen Dipolen, die sich auf einer mikroskopischen L�angenskala bewegenk�onnen. Dadurch kommen zu den als vorgegeben betrachteten �(r; t) und j(r; t)weitere Ladungs{ und Flussdichten ins Spiel, die den Verlauf und das Verhaltender Felder E(r; t) und B(r; t) der als vorgegeben betrachteten �(r; t) und j(r; t)beeinussen werden.Das ist die Problemstellung dieses Kapitels. Sie geh�ort eigentlich nicht in die Elektro-dynamik, denn die elektrodynamische Beschreibung der mikroskopischen Ladungenund Str�ome in Materie verlangt Aussagen der Festk�orper{Physik, die sich ihrerseitsder Quantentheorie und der Statistischen Physik bedienen muss. Wir wollen jedochder allgemeinen Tradition in der Literatur der Elektrodynamik folgen und hier ei-ne schematische Beschreibung des Verhaltens von elektrischen und magnetischenFeldern in Materie einschlie�en1.1Vgl. aber Landau/Lifshitz: "Theoretische Physik", wo der Band 2 ausschlie�lich die "KlassischeFeldtheorie", n�amlich Elektrodynamik und Gravitation, im Vakkum enth�alt und das Verhalten vonMaterie in elektrischen und magnetischen Feldern erst im Band 9, "Elektrodynamik der Kontinua"abgehandelt wird. 297
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Abbildung 13.1: Elektrisches Feld und Polarisation13.1 Ph�anomenologische Beschreibung13.1.1 Elektrische PolarisationWir stellen uns vor, dass Materie in ein �au�eres elektrisches Feld E eingebrachtwird, das z.B. von Ladungen auf den Platten eines Kondensators erzeugt wird. Dieelektrisch geladenen Teilchen mit Ladungen q in der Mikrostruktur der Materie er-fahren Kr�afte qE, und zwar positive Ladungen in Feldrichtung, negative Ladungengegen Feldrichtung. Das elektrische Feld bewirkt also eine Trennung der Ladungen.Wir stellen uns vor, dass die elektrisch geladenen Teilchen in der Mikrostruktur derMaterie durch atomare Kr�afte gebunden sind. Die sich einstellende Ladungstren-nung ist dann das Ergebnis eines Gleichgewichts zwischen dem �au�eren Feld E undden atomaren Bindungskr�aften. Die getrennten Ladungen k�onnen wir mikroskopischauch als induzierte Dipole beschreiben. Deren Richtungen erwarten wir als parallelzur Feldrichtung p � E.Wenn die betrachtete Materie bereits feste elektrische Dipole p besitzt wie z.B.Wasser{Molek�ule, dann werden diese ohne ein �au�eres E{Feld ungeordnet sein.Wenn jedoch das �au�ere E{Feld eingeschaltet wird, erfahren auch die Dipole Kr�afte,von denen wir in 3.3.2 gezeigt haben, dass sie sich durch eine potentielle Energie



13. FELDER IN MATERIE 299Wp = �pE beschreiben lassen. Das �au�ere Feld bewirkt also eine Ausrichtung derDipole in Feldrichtung, die jedoch gegen die thermische Bewegung gerichtet ist unddarum nur partiell erfolgen wird.Im Inneren der Materie werden sich die Ladungen der entweder induzierten oder imFeld ausgerichteten Dipole r�aumlich kompensieren. Es verbleiben aber Polarisations-ladungen �P an den Ober�achen. Diese bewirken o�ensichtlich eine Abschw�achungdes elektrischen Feldes E im Inneren der Materie. Diese Situation ist schematisch inder Abbildung 13.1 dargestellt. F�ur das Feld im Inneren m�ussen die Polarisations-ladungen als Quellen mitber�ucksichtigt werden, so dass die Maxwellsche Gleichung,die die Ladung als Quelle des elektrischen Feldes beschreibt, zu erweitern ist in�0 @@r E = � �! �0 @@r E = � + �P : (13.1)Wenn das �au�ere Feld r�aumlich nicht homogen ist, also vom Ort abh�angt,E = E(r),werden sich die Polarisationsladungen im Inneren der Materie im Allgemeinen nichtmehr vollst�andig komensieren, d.h., es kann auch dort ein �P = �P (r) 6= 0 auf-treten. Wenn das �au�ere Feld auch von der Zeit abh�angt, E = E(r; t), kommt eszus�atzlich zu dynamischen E�ekten, �P = �P (r; t), d.h., dass sich die Polarisations-ladungen bewegen werden und zu Polarisationsstr�omen jP = jP (r; t) Anlass geben.Selbstverst�andlich muss auch die Polarisationsladung erhalten sein, also@@t �P + @@r jP = 0; (13.2)weil auch in der mikroskopischen Struktur von Materie keine Ladung entstehen odervernichtet werden kann. Wenn jedoch Polarisationsstr�ome auftreten k�onnen, mussauch die Maxwellsche Gleichung abge�andert werden, in der elektrische Flussdichtenals Wirbel f�ur das Feld B der magnetischen Induktion beschrieben werden:@@r �B = �0 j + �0 �0 @@t E�! @@r �B = �0 (j + jP ) + �0 �0 @@t E: (13.3)Wir gehen jetzt zu einer alternativen Beschreibung von Polarisationsladung �P undPolarisationsstr�omen jP �uber, n�amlich zur elektrischen Polarisation P (r; t), die sogew�ahlt sein soll, dass



300 13. FELDER IN MATERIE�P (r; t) = � @@r P (r; t); jP (r; t) = @@t P (r; t): (13.4)Diese Wahl ist so getro�en worden, dass die Kontinuit�ats{Gleichung (13.2) identischerf�ullt ist. Allerdings stellt (13.4) selbst bei bekannten �P (r; t) und jP (r; t) keineeindeutige De�nition f�ur die elektrische Polarisation P (r; t) dar. Aus der zweitenGleichung in (13.4) folgt, dass P (r; t) nur bis auf ein statisches Feld festgelegt ist.Mit P (r; t) ist auch P 0(r; t) = P (r; t)+P 0(r) eine m�ogliche elektrische Polarisation.Mit der ersten Gleichung in (13.4) ist P (r; t) nur bis auf ein m�ogliches additivesWirbelfeld festgelegt, so dass mit P (r; t) auch jedesP 0(r; t) = P (r; t) + @@r �Q(r)eine m�ogliche elektrische Polarisation ist. Wir schr�anken diese Freiheit in einem er-sten Schritt durch die Forderung ein, dass es au�erhalb von Materie keine elektrischePolarisation geben soll, weil dort auch �P = 0 und jP = 0:P (r; t) = 0 au�erhalb von Materie. (13.5)Unter Verwendung von (13.4) k�onnen die beiden erweiterten Maxwellschen Glei-chung (13.1) und (13.3) wie folgt geschrieben werden:@@r D = �;@@r �  1�0 B! = j + @@t D; 9>>>>=>>>>; D(r; t) := �0E(r; t) + P (r; t): (13.6)
Das Feld D wird die elektrische Verschiebungsdichte genannt. Au�erhalb von Ma-terie ist nach (13.5) D = �0E, vgl. auch die Bezeichnungsweise in Kapitel 8.Die obigen �Uberlegungen setzen voraus, dass sich die Polarisationsladungen �P undihre Flussdichte jP begri�ich von den "�ubrigen" Ladungen � und deren Flussdichtej trennen lassen. Nun werden aber auch die Ladungen � und deren Flussdichte jletztlich wieder von geladenen Teilchen getragen, z.B. durch Elektronen oder Ionen.Wir f�uhren die begri�iche Trennung zwischen � und �P bzw. zwischen j und jPdadurch aus, dass � und j freie Ladungen beschreiben sollen, die im Gegensatz



13. FELDER IN MATERIE 301zu den durch Polarisation bzw. Ladungstrennung entstehenden �P und jP nichtgebunden, sondern frei beweglich sein sollen. Zu den freien Ladungen, die in der�alteren Literatur auch "wahre" Ladungen genannt werden, geh�oren dann aber auchetwa die frei beweglichen Elektronen in Leitern oder die frei beweglichen Elektronenund L�ocher in Halbleitern.13.1.2 MagnetisierungWir stellen uns jetzt vor, dass Materie in ein �au�eres Feld B der magnetischenInduktion eingebracht wird, das z.B. von Str�omen in einer Spule erzeugt wird. Auchin diesem Fall sind zwei Arten von Reaktionen der geladenen Teilchen in der Materievorstellbar:{ Wenn sich dasB{Feld zeitlich �andert, z.B. beim Einbringen der Materie in dasFeld oder beim Ein{ oder Ausschalten des Feldes, wird nach dem Induktionsge-setz ein elektrisches Wirbelfeld E induziert, das seinerseits Wirbelstr�ome dergeladenen Teilchen anwerfen kann. Nach der Lenzschen Regel erzeugen diesewiederum einB{Feld, das der �Anderung des �au�eren B{Feldes entgegenwirkt.Dieses Verhalten hei�t diamagnetisch.{ Wenn es in der Materie magnetische Momente m gibt, z.B. Bahnmomentevon Elektronen in Atomen oder Spin{Momente der Elektronen, erfahren diesedurch das �au�ere B{Feld Kr�afte, von denen wir im Abschnitt 6.6.1 gezeigthaben, dass sie sich durch eine potentielle Energie Wm � �mB beschrei-ben lassen. Das �au�ere Feld bewirkt also eine Ausrichtung der magnetischenMomente in Feldrichtung, die jedoch wie im Fall der elektrischen Dipole imE{Feld gegen die thermische Bewegung gerichtet ist und darum nur partiellerfolgen wird. Dieses letztere Verhalten hei�t paramagnetisch.Im Allgemeinen wird man in Materie beide Arten von Verhalten, diamagnetischund paramagnetisch beobachten, und es ist eine Frage der spezi�schen Material-eigenschaften, welche der beiden Arten von Magnetismus dabei �uberwiegt. In jedemFall werden Magnetisierungsstr�ome mit einer Flussdichte jM = jM(r; t) auftreten,entweder direkt durch Induktion oder getragen von den Ringstr�omen der vorhan-denen und durch das B{Feld partiell ausgerichteten magnetischen Momente. Auchhier erwarten wir, dass sich die jM im Inneren der Materie teilweise kompensie-ren, z.B. schon innerhalb eines Atoms, wenn dort Elektronen mit entgegengesetztenDrehimpulsen auftreten, vgl. Abschnitt 6.5.4.



302 13. FELDER IN MATERIEDas Auftreten von Magnetisierungsstr�omen mit einer Flussdichte jM veranlasst uns,die Maxwellsche Gleichung zu erweitern, in der elektrische Flussdichten als Wirbelf�ur das Feld B der magnetischen Induktion beschrieben werden. Dazu w�ahlen wirals Ausgangspunkt die Formulierung in (13.6), wo bereits die Polarisierungsstr�omedurch die elektrische Polarisierung P in Materie ber�ucksichtigt sind, und erhalten@@r �  1�0 B! = j + @@t D�! @@r �  1�0 B! = j + jM + @@tD: (13.7)Jetzt beachten wir eine Besonderheit der Magnetisierungsstr�ome: es handelt sichdabei, wie soeben beschrieben, stets um Ringstr�ome, also um "Strom{Linien" (ana-log den Feld{Linien), die in sich geschlossen sind. Wir nehmen also an, dass dieDivergenz der jM verschwindet, so dass wir diese als Wirbel einer MagnetisierungM =M (r; t) darstellen k�onnen:jM(r; t) = @@r �M (r; t): (13.8)Diese Darstellung ist o�ensichtlich analog zu (13.4) f�ur die elektrischen Polarisation.Aus ihr folgt unmittelbar, dass es keine "Magnetisierungsladung" �M gibt, dennaus deren Erhaltung, die wiederum zu fordern ist, und aus dem Verschwinden derDivergenz von jM folgt@@t �M + @@r jM = 0; @@r jM = 0 =) @@t �M = 0; (13.9)und daraus �M = 0, weil nach unserer Konstruktion keine statische "Magnetisie-rungsladung" auftreten kann. Um ein naheliegendes Missverst�andnis an dieser Stellezu vermeiden, sei betont, dass ein �M 6= 0 nicht etwa "magnetische Ladung", alsoeinen magnetischen Monopol bedeuten w�urde. Auch �M w�are elektrische Ladung,wenn es sie g�abe.Auch (13.8) ist keine eindeutige De�nition f�urM (r; t), denn mit jedemM(r; t) istauch M 0(r; t) =M(r; t) + @@r F (r; t)



13. FELDER IN MATERIE 303eine m�ogliche Magnetisierung, wobei F (r; t) eine beliebige skalare Funktion ist. Wieim elektrischen Fall schr�anken wir diese Freiheit in einem ersten Schritt durch dieForderung ein, dass es au�erhalb von Materie keine Magnetisierung geben soll, weildort auch jM = 0: M (r; t) = 0 au�erhalb von Materie. (13.10)Unter Verwendung von (13.8) k�onnen wir die erweiterte Maxwellsche Gleichung(13.7) umschreiben. F�ur diese und f�ur die andere, hier unver�anderte MaxwellscheGleichung in (13.6) erhalten wir insgesamt also@@r D = �; @@r �H = j + @@t D; (13.11)D(r; t) := �0E(r; t) + P (r; t);
H(r; t) := 1�0 B(r; t)�M(r; t): (13.12)Die beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen@@r B = 0; @@r �E = � @@t B (13.13)bleiben unver�andert. Die erste der beiden homogenen Maxwellschen Gleichungen be-sagt, dass es keine magnetischen Monopole gibt, was nat�urlich auch f�ur die Teilchenzutri�t, aus denen Materie besteht. Die zweite homogene Maxwellsche Gleichungist, wie wir im Abschnitt 7.2.6 gezeigt haben, mit der Lorentz{Kraft der Felder Eund B auf geladene Teilchen verkn�upft, die nat�urlich auch auf diejenigen geladenenTeilchen wirkt, aus denen Materie besteht. Tats�achlich haben wir das Verhalten vonMaterie in den Feldern E und B gerade unter der Annahme beschrieben, dass dieReaktion der geladenen Teilchen in der Materie auf der Lorentz{Kraft beruht.Die beiden erweiterten inhomogenen Maxwellschen Gleichungen (13.11) und die un-ver�anderten homogenen Maxwellschen Gleichungen (13.13) bilden kein geschlossenesSystem von partiellen Di�erential{Gleichungen f�ur die auftretenden Felder. Wie wir
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�s
�s F (1)F

F (2)Abbildung 13.2: Pillendose an der Grenz�ache Vakuum{Materialim Zerlegungssatz im Abschnitt 6.4 gezeigt haben, ist ein Feld erst durch Angabeseiner Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt. Die Maxwellschen Gleichungen in(13.11) und (13.13) beschreiben aber nur die Quellen von B und D und die Wirbelvon E und H. Das System der Maxwellschen Gleichungen ist nur dann eindeutigl�osbar, wenn es einen Zusammenhang zwischen D und E bzw. zwischen H und Bgibt oder �aquivalent zwischen P und E bzw. zwischenM und B. Wir werden sp�aterin diesem Kapitel solche Zusammenh�ange in linearer Weise als Approximationen f�urdas Verhalten von Materie in den Feldern E und B formulieren und diskutieren.
13.2 Grenzbedingungen f�ur die FelderDie �Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts zum Verhalten von Materie in denFeldern E und B gelten nur innerhalb eines von Materie erf�ullten Raumbereichs.Au�erhalb dieses Bereichs sollten die elektrische Polarisation und die Magnetisierungverschwinden, vgl. (13.5) und (13.10). An einer Grenz�ache zwischen Material undVakuum werden wir also im Allgemeinen ein unstetiges Verhalten der Felder zuerwarten haben. Dasselbe gilt, wenn zwei Materialien mit verschiedenem elektrischenoder magnetischen Verhalten aneinander grenzen. F�ur die L�osung der MaxwellschenGleichungen in Anwesenheit von Materialien ist es entscheidend, die Unstetigkeitender Felder an solchen Grenz�achen richtig zu beschreiben.



13. FELDER IN MATERIE 30513.2.1 Grenzbedingungen f�ur die Normal{KomponentenWir werden das Unstetigkeits{Verhalten der Felder E; D; B; H aus den Maxwell-schen Gleichungen in (13.12) und (13.13) herleiten. Zuerst diskutieren wir die beidenGleichungen, die die Quellen von B und D beschreiben,@@r B = 0; @@r D = �; (13.14)und benutzen daf�ur die Konstruktion der "Pillendosen", die wir bereits im Abschnitt4.1.1 eingef�uhrt hatten. Diese Konstruktion ist hier nochmals in der Abbildung 13.2dargestellt. Wir denken uns einen Zylinder der H�ohe 2�s mit seiner Achse senkrechtin die betrachtete Grenz�ache eingesetzt, so dass sich jeweils ein St�uck der H�ohe �sdes Zylinders auf den beiden Seiten der Grenz�ache be�ndet. Wir integrieren dieQuellengleichung f�ur B �uber das Zylinder{Volumen V und wenden den Gau�schenIntegralsatz an:ZV d3r @@r B = Z@V df B = ZF (1) df B + ZF (2) df B +O(�s) = 0; (13.15)worin F (1) und F (2) die obere bzw. untere Stirn�ache des Zylinders ist. Der TermO(�s) beschreibt den Beitrag von der Mantel�ache des Zylinders. Jetzt f�uhren wir�s ! 0 aus. Dabei verschwindet der Beitrag der Mantel�ache des Zylinders, unddie beiden Stirn�achen streben gegen die Schnitt�ache F des Zylinders mit derGrenz�ache: F (1;2) ! F . Aus (13.15) wirdZF df �B(1) �B(2)� = ZF df n �B(1) �B(2)� = 0: (13.16)Hier sind B(1) und B(2) die B{Felder unmittelbar oberhalb und unterhalb derSchnitt�ache F , und n ist deren Normalen{Vektor. Das Minuszeichen vor B(2) r�uhrtdaher, dass die Normalenrichtung auf F (2) entgegengesetzt zu der auf F (1) ist. DasErgebnis in (13.16) gilt f�ur beliebige Schnitt�achen, so dass daraus die allgemeineRelation n �B(1) �B(2)� = 0 (13.17)



306 13. FELDER IN MATERIEfolgt: an Grenz�achen zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei ver-schiedenen Materialien verh�alt sich die Normal{Komponente des B{Feldes stetig.Aus der Gleichung f�ur die Quellen von D in (13.14) folgt statt (13.15)ZV d3r @@r D = Z@V df D = ZF (1) df D + ZF (2) df D +O(�s) = ZV d3r �: (13.18)F�ur �s! 0 wird ZV d3r �! ZF df �;worin � eine m�ogliche Ladung pro Fl�ache auf der Grenz�ache ist. Wenn sich dier�aumliche Dichte � der Ladung �uberall stetig verh�alt, wird � = 0. Ein � 6= 0 kannnur auftreten, wenn � auf der Grenz�ache singul�ar ist und dort einen endlichen Wertpro Fl�ache besitzt. Allgemein �nden wir also als Grenzbedingung f�urD statt (13.17)n �D(1) �D(2)� = �: (13.19)Wenn keine Grenz�achen{Ladung auftritt, verh�alt sich die Normal{Komponente desD{Feldes stetig, anderenfalls springt sie um den Wert der Ladung pro Grenz�ache.Wir erkennen �ubrigens jetzt, dass die im Abschnitt 4.1.1 hergeleitete Regel f�ur dasVerhalten des E{Feldes an Leiter{Ober�achen ein Spezialfall von (13.19) ist, weilE dort im Inneren verschwindet.Es sei daran erinnert, dass � keine Polarisations{Ladungen einschlie�t, sondern nurfreie Ladungen beschreibt.13.2.2 Grenzbedingungen f�ur die Tangential{KomponentenWir wenden uns jetzt den beiden Maxwellschen Gleichungen zu, die die Wirbel derFelder E und H beschreiben:@@r �E = � @@t B; @@r �H = j + @@t D: (13.20)



13. FELDER IN MATERIE 307Wiederum integrieren wir diese beiden Gleichungen �uber das Volumen der "Pil-lendose" in Abbildung 13.2 und wenden jetzt eine andere Version des Gau�schenIntegralsatzes an, n�amlich ZV d3r @@r �E = I@V df �E (13.21)und analog f�urB. Am Schluss dieses Abschnitts zeigen wir, wie sich diese Version ausder gew�ohnlichen Version des Gau�schen Integralsatzes herleiten l�asst. F�ur �s! 0erhalten wir analog zu (13.15) und (13.16)I@V df �E ! ZF df � �E(1) �E(2)� = ZF df n� �E(1) �E(2)� : (13.22)Wir nehmen an, dass sich das Feld B und seine zeitliche Ableitung @B=@t auf derGrenz�ache stetig verhalten, so dass f�ur �s! 0ZV d3r @@t B ! 0:(13.21) und (13.22) angewendet auf die erste der beiden Maxwellschen Gleichungenin (13.20) ergibt also ZF df n� �E(1) �E(2)� = 0;bzw., weil die Schnitt�ache F beliebig ist,n� �E(1) �E(2)� = 0: (13.23)An der Grenz�ache zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei verschie-denen Materialien verh�alt sich Tangential{Komponente des E{Feldes stetig.Bei der analogen Umformung f�ur die zweite der beiden Maxwellschen Gleichungenin (13.20) tritt zus�atzlich ein Term ZV d3r j



308 13. FELDER IN MATERIEauf. Wenn die Flussdichte j auf der Grenz�ache stetig ist, verschwindet dieses In-tegral f�ur �s ! 0. Die Grenz�ache kann aber eine singul�are Fl�achen{Stromdichtetragen. Dann schreiben wir d3r = df dz, worin z eine lokale Koordinate in Normalen{Richtung sei, so dassZV d3r j = ZF df Z +�s��s dz j ! ZF df �; � := lim�s!0 Z +�s��s dz j: (13.24)� ist dadurch zu de�nieren, dass dQ = j�j d`n dt die elektrische Ladung ist, diew�ahrend der Zeit dt innerhalb der Grenz�ache in �{Richtung durch ein Linienele-ment d`n senkrecht zu � transportiert wird.Wenn wir annehmen, dass sich auch das FeldD und seine zeitliche Ableitung @D=@tauf der Grenz�ache stetig verhalten, erhalten wir aus der zweiten der MaxwellschenGleichungen in (13.20) die Grenzbedingungn� �H(1) �H(2)� = �: (13.25)An der Grenz�ache zwischen einem Material und dem Vakuum oder zwei verschie-denen Materialien verh�alt sich Tangential{Komponente desH{Feldes stetig, falls inder Grenz�ache keine Fl�achen{Stromdichte � auftritt, anderenfalls springt sie um�.Wir k�onnen die Grenzbedingungen f�ur die Felder E;D;B;H in eine Form bringen,die die Verkn�upfung mit den jeweiligen Maxwellschen Gleichungen, aus denen siefolgen, noch deutlicher macht. Wir de�nieren dazu den Operator � durch� a := n �a(1) � a(2)� ; � � a := n� �a(1) � a(2)� ; (13.26)worin a eines der Felder E;D;B;H ist. Die kontinuierlichen Maxwellschen Glei-chung mit den ihnen jeweils zugeordneten Grenzbedingungen sind in der folgendenTabelle angegeben:



13. FELDER IN MATERIE 309Kontinuierliche GrenzbedingungenMaxwellsche Gleichungen@@r B = 0 � B = 0@@r D = � �D = �@@r �E = � @@t B � �E = 0@@r �H = j + @@t D � �H = �13.2.3 Nachweis der verwendeten Version des Gau�schenIntegralsatzesWir gehen aus von der gew�ohnlichen Version des Gau�schen IntegralsatzesZV d3r @@r b(r) = I@V df b(r); (13.27)worin V ein beliebiges Volumen, @V seine Einh�ullende und b(r) ein beliebiges (dif-ferenzierbares) Vektorfeld sei. Wir setzen b(r) = c � a(r), worin c ein beliebigerkonstanter Vektor sei:ZV d3r @@r (c� a(r)) = I@V df (c� a(r)) : (13.28)Im Integranden der linken Seite ist@@r (c� a(r)) = @� ��� c� a(r) = �c� ��� @� a(r) == �c  @@r � a(r)! : (13.29)Das Spatprodukt im Integranden der rechten Seite in (13.28) formen wir wie folgtum:



310 13. FELDER IN MATERIEdf (c� a(r)) = c (a(r)� df) = �c (df � a(r)) : (13.30)Einsetzen von (13.29) und (13.30) in (13.28) f�uhrt aufc ZV d3r @@r � a(r) = c I@V df � a(r);bzw., weil c beliebig ist, aufZV d3r @@r � a(r) = I@V df � a(r): (13.31)13.3 Mikroskopische und makroskopische Be-schreibung von Feldern in MaterieBei der ph�anomenologischen Beschreibung von elektrischen und magnetischen Fel-dern in Materie im Abschnitt 13.1 haben wir Polarisations{Ladungen, {Str�ome sowieMagnetisierungs{Str�ome als rein ph�anomenologische Begri�e eingef�uhrt, ohne derenmikroskopischen Hintergrund zu diskutieren. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen,wie sich diese ph�anomenologischen Begri�e und die mit ihnen zusammenh�angen-de elektrische Polarisation und Magnetisierung auf mikroskopische Vorstellungengr�unden lassen.13.3.1 Mikroskopische Ladungs{ und FlussdichteEs seien ri(t) die Orte bzw. Bahnen von Teilchen i = 1; 2; : : : ; N mit der jeweiligenelektrischen Ladung qi in der Struktur von Materie, z.B. von Elektronen oder Ionen.Diese mikroskopischen Ladungen f�uhren zu einer mikroskopischen Ladungsdichteb�(r; t) =Xi qi � (r � ri(t)) ; (13.32)vgl. auch Abschnitt 2.4.1. Im Folgenden werden wir alle mikroskopischen Variablendurch b�; bj; : : : usw. bezeichnen. Zu der mikroskopischen Ladungsdichte b� geh�ort einemikroskopische Flussdichte



13. FELDER IN MATERIE 311bj(r; t) = b�(r; t) v(r; t) =Xi qi v(r; t) � (r � ri(t)) == Xi qi vi(t) � (r � ri(t)) ; (13.33)vgl. auch Abschnitt 5.1.1. Hier ist vi(t) = dri(t)=dt die Geschwindigkeit des Teil-chens Nr. i. b� und bj erf�ullen die Bedingung der Ladungserhaltung, denn@@t b�(r; t) = Xi qi @@t � (r � ri(t)) = �Xi qi vi(t) @@r � (r � ri(t)) ;@@r bj(r; t) = Xi qi vi(t) @@r � (r � ri(t)) ;so dass @@t b�(r; t) + @@r bj(r; t) = 0: (13.34)Der Gradient der �{Funktion @ �(r � ri(t))=@r ist ein symbolischer Ausdruck. Wirstellen die �{Funktion durch einen geeigneten Grenz�ubergang in einer di�erenzier-baren Funktion dar, vgl. Anhang C, bilden aber zuerst den Gradienten und f�uhrendann den Grenz�ubergang aus.Die mikroskopischen Ladungs{ und Flussdichten f�uhren zu mikroskopischen Poten-tialen
b�(r; t) = 14 � �0 Z d3r0 b� r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ;cA(r; t) = �04 � Z d3r0 bj  r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ; (13.35)vgl. Abschnitt 10.1.



312 13. FELDER IN MATERIE13.3.2 MittelungDurch eine geeignete Mittelung �uber die mikroskopischen Ladungen und Str�omekommen wir zu makroskopischen Ausdr�ucken, die uns hier interessieren sollen. DasProblem solcher Mittelungen hatten wir bereits im Abschnitt 2.4.3 angeschnitten.Die mikroskopischen Gr�o�en sollen �uber ein Volumen �V gemittelt werden, z.B. diemikroskopische Ladungsdichte�(r; t) = 1�V Z�V d3s b�(r + s; t); (13.36)wobei �V so zu w�ahlen ist, dass es{ einerseits immer noch sehr viele mikroskopische Teilchen enth�alt, aber{ andererseits hinreichend klein ist, um noch �Anderungen der Ladungsdichte aufeiner makroskopischen L�angenskala zu erfassen.Wir schreiben die Mittelung in (13.36) in der Form�(r; t) = Z d3s f(s)b�(r + s; t); (13.37)worin f(s) 6= 0 nur in s 2 �V undZ d3s f(s) = 1:Wir erhalten (13.36) aus (13.37) f�urf(s) = ( 1=�V f�ur s 2 �V;0 f�ur s =2 �V; (13.38)aber auch jede glatte Funktion f(s) mit analogen Eigenschaften ist f�ur die Mittelunggeeignet.



13. FELDER IN MATERIE 313Wenden wir nun die Mittelung auf die Darstellung des mikroskopischen skalarenPotentials b�(r; t) durch die mikroskopische Ladungsdichte b�(r; t) in (13.35) an, soerhalten wir�(r; t) := Z d3s f(s) b�(r + s; t)= 14 � �0 Z d3s f(s) Z d3r0 b� r0; t� jr + s� r0jc !jr + s� r0j :Hier substituieren wir r00 := r0 � s als neue Integrations{Variable statt r0 underhalten weiter
�(r; t) = 14 � �0 Z d3s f(s) Z d3r00 b� r00 + s; t� jr � r00jc !jr � r00j= 14 � �0 Z d3r00 1jr � r00j Z d3s f(s) b� r00 + s; t� jr � r00jc !

= 14 � �0 Z d3r0 � r0; t� jr � r0jc !jr � r0j ; (13.39)worin wir die De�nition der gemittelten Ladungsdichte in (13.36) f�ur den Ort r00 stattr und f�ur die retardierte Zeit t � jr � r00j=c statt t benutzt und die Integrations{Variable r00 wieder in r0 zur�uckbenannt haben.Wir haben mit (13.39) ein Ergebnis erhalten, das identisch mit jenem im Vaku-um im Abschnitt 10.1.3 ist. Wir m�ussen die gemittelte Ladungsdichte �(r; t) alsdie Dichte der freien ("wahren") Ladungen ohne Polarisationsladungen interpretie-ren. Letztere sind mikroskopische Ladungen, die o�ensichtlich durch die Mittelungeliminiert worden sind. Konsequenterweise erhalten wir dann auch ein gemitteltesPotential �(r; t), das nur von den freien Ladungen erzeugt wird. Analoge Schl�ussetre�en auch auf das mittlere Vektor{Potential zu, das wir durch dieselbe Mittelungaus dem mikroskopischen Vektor{Potential in (13.35) berechnen und das nur durchdie mittlere, freie Flussdichte j(r; t) bestimmt ist.



314 13. FELDER IN MATERIEDie soeben ausgef�uhrte Mittelung ist o�ensichtlich zu grob, indem sie s�amtlichedurch Polarisation und Magnetisierung entstehenden mikroskopischen E�ekte elimi-niert. Um diese Elimination zu verhindern und tats�achlich zu einer mikroskopischenBeschreibung von Polarisation und Magnetisierung zu kommen, werden wir andersvorgehen m�ussen, n�amlich zun�achst durch eine Multipol{Entwicklung in b� und bjmikroskopische elektrische und magnetische Dipole bzw. deren Dichten einf�uhrenund erst dann Mittelungen durchf�uhren.13.3.3 Mikroskopische Multipol{EntwicklungWir gehen von den Ausdr�ucken (13.35) f�ur das mikroskopische skalare Potential b�und das mikroskopische Vektor{Potential cA aus und f�uhren dort eine Multipol{Entwicklung nach den mikroskopischen elektrischen und magnetischen Dipolendurch. Dabei k�onnen wir uns formal auf die dynamische Multipol{Entwicklung imAbschnitt 10.3 st�utzen. F�ur das Vektor{Potential benutzen wir das dort hergeleiteteErgebnis A(r; t) = �04 � (1r _p�t� rc�+ @@r � �1rm�t� rc��) ;und f�ur das skalare Potential�(r; t) = � 14 � �0 @@r �1r p�t� rc�� :Wir erinnern daran, dass in diesen Ergebnissen ausschlie�lich die Multipol{Entwicklung bis zur Ordnung der Dipol{Terme benutzt wurde, jedoch noch keineFernfeld{N�aherung ausgef�uhrt wurde und auch nicht etwa statische Beitr�age ver-nachl�assigt wurden. F�ur den Fall vieler mikroskopischer elektrischer Dipole pi(t)und magnetischer Dipolemi(t) jeweils an den Orten ri mit i = 1; 2; : : : ; N sind dieobigen Ausdr�ucke f�ur die Potentiale umzuformulieren incA(r; t) = �04 � Xi ( 1jr � rij _pi  t� jr � rijc !++ @@r � " 1jr � rijmi  t� jr � rijc !#) ; (13.40)b�(r; t) = � 14 � �0 Xi @@r " 1jr � rij pi  t� jr � rijc !# : (13.41)



13. FELDER IN MATERIE 315Wir erkennen, dass diese mikroskopischen Potentiale ausschlie�lich die Beitr�age dermikroskopischen Dipole, nicht jedoch Beitr�age von den freien Ladungen enthalten.Letztere m�ussen am Ende der folgenden Umformungen noch hinzugef�ugt werden.Zun�achst f�uhren wir analog zu den mikroskopischen Ladungs{ und Flussdichten in(13.32) und (13.33) r�aumliche Dichten der elektrischen und magnetischen Dipoleein: cP (r; t) = Xi pi(t) � (r � ri) ; (13.42)dM(r; t) = Xi mi(t) � (r � ri) : (13.43)Mit diesen De�nitionen lassen sich die Potentiale cA und b� in (13.40) und (13.41)umschreiben incA(r; t) = �04 � Z d3r0 ( 1jr � r0j c_P  r0; t� jr � r0jc !++ @@r � " 1jr � r0jdM  r0; t� jr � r0jc !#) ; (13.44)b�(r; t) = � 14 � �0 Z d3r0 @@r " 1jr � r0j cP  r0; t� jr � r0jc !# : (13.45)Im n�achsten Schritt f�uhren wir die Mittelung durch, wie wir sie im vorhergehendenAbschnitt 13.3.2 beschrieben haben,A(r; t)�(r; t)P (r; t)M (r; t) 9>>>=>>>; = Z d3s f(s) 8>>>><>>>>: cA(r; t)b�(r; t)cP (r; t)dM(r; t) (13.46)und erhalten damit aus (13.44) und (13.45)A(r; t) = �04 � Z d3r0 ( 1jr � r0j _P  r0; t� jr � r0jc !+



316 13. FELDER IN MATERIE+ @@r � " 1jr � r0jM  r0; t� jr � r0jc !#) ; (13.47)�(r; t) = � 14 � �0 Z d3r0 @@r " 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc !# : (13.48)In den Integranden dieser Ausdr�ucke, soweit sie Ableitungen @=@r als Divergenzoder Rotation enthalten, formen wir wie folgt um:@@r " 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc !# == � @@r0 " 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc !# ++ 1jr � r0j " @@r0 P (r0; t0)#t0=� ; � = t� jr � r0jc : (13.49)Zur Begr�undung dieser Umformung: Der Ausdruck auf der linken Seite h�angt von rnur in der Kombination r � r0 ab, und f�ur diese Kombination darf @=@r = �@=@r0gesetzt werden. Allerdings tritt au�erdem eine Abh�angigkeit von r0 allein im r�aum-lichen Argument in P (r0; : : :) auf. Deren Beitrag muss auf der rechten Seite durchden zweiten Term kompensiert werden. Aus (13.46) folgt durch Integration �uber r0unter Verwendung des Gau�schen IntegralsatzesZ d3r0 @@r " 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc !# == Z d3r0 1jr � r0j " @@r0 P (r0; t0)#t0=� ; � = t� jr � r0jc ; (13.50)weil Z d3r0 @@r0 " 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc !# == Z1 df 0 1jr � r0j P  r0; t� jr � r0jc ! = 0;



13. FELDER IN MATERIE 317wobei vorauszusetzen ist, dass P (r0; : : :) = 0 auf der1{fernen Grenz�ache, also f�urjr0j ! 1.V�ollig analog zu (13.49) ist@@r � " 1jr � r0jM  r0; t� jr � r0jc !# == � @@r0 � " 1jr � r0jM  r0; t� jr � r0jc !#++ 1jr � r0j " @@r0 �M(r0; t0)#t0=� ; � = t� jr � r0jc ; (13.51)woraus durch Integration �uber r0 in Analogie zu (13.50)Z d3r0 @@r � " 1jr � r0jM  r0; t� jr � r0jc !# == Z d3r0 1jr � r0j " @@r0 �M(r0; t0)#t0=� ; � = t� jr � r0jc ; (13.52)folgt. Hier haben wir den Gau�schen Integralsatz in der Version (13.31) und dasArgument benutzt, dass auch M(r0; : : :) = 0 f�ur jr0j ! 1.Wir de�nieren jetztPolarisations{Ladungsdichte: �P (r; t) = � @@r P (r; t);Polarisations{Stromdichte: jP (r; t) = _P (r; t);Magnetisierungs{Stromdichte: jM(r; t) = @@r �M(r; t):
9>>>>>>>>=>>>>>>>>; (13.53)

Diese De�nitionen sind mit jenen in den Abschnitten 13.1.1 und 13.1.2 formal iden-tisch. Die physikalische �Ubereinstimmung mit den fr�uheren De�nitionen ist aber erstdann gesichert, wenn wir zeigen k�onnen, dass die durch (13.42) und (13.43) de�nier-ten und in (13.46) gemittelten r�aumlichen Dichten P der elektrischen Dipole und



318 13. FELDER IN MATERIEM der magnetischen Dipole in derselben Weise in die inhomogenen MaxwellschenGleichungen eingehen wie im Abschnitt 13.1. Wir fassen zun�achst unsere obigenUmformungen zusammen, indem wir (13.50) und (13.52) in (13.47) und (13.48)einsetzen und die dabei De�nitionen in (13.53) verwenden:
A(r; t) = �04 � Z d3r0 1jr � r0j "jP  r0; t� jr � r0jc !++jM  r0; t� jr � r0jc !# ; (13.54)�(r; t) = 14 � �0 Z d3r0 1jr � r0j �P  r0; t� jr � r0jc ! : (13.55)13.3.4 Die Maxwellschen Gleichungen in MaterieWie wir im Abschnitt 13.3.3 ausgef�uhrt haben, sind die Potentiale in (13.54) und(13.55) nur die der mikroskopischen elektrischen und magnetischen Dipole. Zu ihnenm�ussen noch die Potentiale der freien ("wahren") Ladungen � und ihrer Stromdich-ten j hinzugef�ugt werden, so dass wir von
A(r; t) = �04 � Z d3r0 1jr � r0j "j  r0; t� jr � r0jc !++jP  r0; t� jr � r0jc !+ jM  r0; t� jr � r0jc !# ; (13.56)�(r; t) = 14 � �0 Z d3r0 1jr � r0j "� r0; t� jr � r0jc !++�P  r0; t� jr � r0jc !# (13.57)auszugehen haben. Nach wie vor sind die Felder E und B durch die Potentialebestimmt, n�amlich durchE = � @@r �� @@t A; B = @@r �A; (13.58)



13. FELDER IN MATERIE 319woraus die unver�anderten homogenen Maxwellschen Gleichungen@@r �E = � @@t B; @@r B = 0 (13.59)folgen. Zur Herleitung der inhomogenen Maxwellschen Gleichungen berechnen wiraus (13.58) @@r E = @@r  @@r �!� @@t @@r A;@@r �B = @@r �  @@r �A! : (13.60)Es ist @@r  @@r �! = ��;@@r �  @@r �A! = @@r  @@r A!��A; (13.61)vgl. auch Anhang D.1.2. Au�erdem nehmen wir an, dass die Potentiale A und � inLorentz{Eichung vorliegen: @@r A = ��0 �0 @@t �; (13.62)vgl. Abschnitt 7.4.2. Wir setzen (13.61) und (13.62) in (13.60) ein und erhalten@@r E = ��� + �0 �0 @2@t2 � = �2�; (13.63)@@r �B = @@r  @@r A!��A= �0 �0 @@t  � @@r �!��A= �0 �0 @@t  E + @@t A!��A= �0 �0 @@t E � 2A: (13.64)



320 13. FELDER IN MATERIEHierin haben wir �0 �0 = 1=c2, 2 = �� 1c2 @2@t2 ;vgl. Abschnitt 7.4.2, und au�erdem nochmals die Darstellung (13.58) f�ur E verwen-det. Jetzt greifen wir auf Ergebnisse des Abschnitts 10.1 zur�uck. Dort hatten wirgezeigt, dass Ausdr�ucke vom Typ der Potentiale in (13.56) und (13.57) L�osungender Wellen{Gleichungen2A = ��0 (j + jP + jM) ; 2� = � 1�0 (� + �P ) (13.65)sind, wenn man als Randbedingung fordert, dass die Potentiale im 1{Fernenverschwinden. �Ubrigens gelten auch die Wellen{Gleichungen f�ur die Potentiale in(13.65) nur unter der Annahme der Lorentz{Eichung (13.62), vgl. Abschnitt 7.4.2.Wir setzen (13.65) in (13.63) und (13.64) ein und erhalten@@r E = 1�0 (�+ �P ) ; (13.66)@@r �B = �0 �0 @@t E + �0 (j + jP + jM) ; (13.67)und mit den De�nitionen (13.53) f�ur �P ; jP ; jM auch@@r (�0E + P ) = �; (13.68)@@r �  1�0 B �M! = j + @@t (�0E + P ) : (13.69)Diese Gleichungen sind tats�achlich identisch mit den Maxwellschen Gleichungen inMaterie, wie wir sie im Rahmen der rein ph�anomenologischen Theorie in (13.11),(13.12) im Abschnitt 13.1 formuliert hatten. Mit den �Uberlegungen dieses Abschnittshaben wir also den rein ph�anomenologischen Ansatz des Abschnitts 13.1auf einekonsequente mikroskopische Basis gestellt. Damit haben wir auch festgestellt, dasssich die elektrische Polarisation P als r�aumliche Dichte der mikroskopischen elektri-schen Dipole und die Magnetisierung M als r�aumliche Dichte der mikroskopischenmagnetischen Dipole in der Materie interpretieren lassen.



Kapitel 14
Ph�anomenologischeMaterial{Relationen,Suszeptibilit�aten
14.1 Material{RelationenWie wir im Abschnitt 6.4 gezeigt haben ist ein Feld durch seine Quellen und Wirbeleindeutig bestimmt. Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum,@@r �E = � @@t B; @@r B = 0;@@r �B = �0 j + �0 �0 @@t E; @@r E = 1�0 �; (14.1)beschreiben jeweils die Quellen und die Wirbel der beiden Felder E und B, legendiese damit eindeutig zu allen Zeiten fest. Die Maxwellschen Gleichungen in Materie,@@r �E = � @@t B; @@r B = 0;@@r �H = j + @@t D; @@r D = �; (14.2)321



322 14. MATERIAL{RELATIONENbeschreiben jedoch vier Felder E; B; D; H, und zwar jeweils die Quellen von Dund B und die Wirbel von E und H, legen also die vier Felder nicht eindeutig fest.Nat�urlich ist die Situation, dass Materie in gegebene elektrische und magnetischeFelder eingebracht wird, aber physikalisch eindeutig. Die vorgegeben Felder k�onnenz.B. durch elektrische Ladungen auf Kondensatoren oder durch Str�ome in Spulende�niert sein. Folglich m�ussen die Felder D und H, oder { was �aquivalent ist { dieelektrische Polarisation P und die MagnetisierungM in Materie nach Vorgabe vonE und B durch Material{Beziehungen bestimmt sein. Die allgemeinste Form solcherMaterial{Beziehungen zwischen Feldern sind Funktionale, die wir aus physikalischenGr�unden als kausal voraussetzen:P (r; t) = � [E(r0; t0);B(r0; t0)] ;M (r; t) = � [E(r0; t0);B(r0; t0)] ; 9=; t0 � t: (14.3)Die elektrische Polarisation P (r; t) und die Magnetisierung M(r; t) am Ort r undzur Zeit t sollen vom Verlauf der Felder E(r0; t0);B(r0; t0) an allen Orten r0 und zuallen Zeiten t0 � t abh�angen k�onnen. Die Bedingung t0 � t dr�uckt gerade die Kau-salit�at aus. Dieser sehr allgemeine funktionale Ansatz l�asst die M�oglichkeit zu, dassbei der elektrischen und magnetischen Polarisierung von Materie Wechselwirkungenzwischen benachbarten Bereichen r0 6= r auftreten und dass das betre�ende Materialein Ged�achtnis mit t0 < t besitzt. Letzteres ist bei der Hysterese in Ferromagnetenbeobachtbar wie sie in der Abbildung 14.1 skizziert ist. Dort ist die Magnetisie-rungM als Funktion des Feldes H (statt B, s.u.) aufgetragen. F�ur sehr gro�e Wertevon jHj wird eine S�attigungs{Magnetisierung �Ms erreicht. Der Verlauf des Zusam-menhangs M(H) h�angt davon ab, von welchen Werten von H und M man ausgeht.Die Kurve, die von M = +Ms bei H > 0 ausgeht und zu M = �Ms bei H < 0f�uhrt, hat einen anderen Verlauf als der umgekehrte Vorgang. Die Bestimmung derFunktionale �[: : :] und �[: : :] aus den mikroskopischen Eigenschaften des jeweiligenMaterials ist eine typische Problemstellung f�ur die Theoretische Festk�orperphysik.Dabei sind au�erdem Methoden der Statistischen Physik zu verwenden, weil �uberdie mikroskopische Dynamik der Materialien in geeigneter Weise gemittelt werdenmuss, vgl. Abschnitt 13.3.Der funktionale Zusammenhang (14.3) wird gew�ohnlich vereinfacht und umgeschrie-ben in P (r; t) = � [E(r0; t0)] ; M(r; t) = � [H(r0; t0)] ; t0 � t: (14.4)Es wird also angenommen, dass ausschlie�lich ein elektrisches FeldE zu einer elektri-schen Polarisation P der Materie f�uhrt, nicht eine magnetische Flussdichte B bzw.
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Abbildung 14.1: Hysterese in Ferromagneten: Abh�angigkeit von der Vorgeschichteein magnetisches Feld H. Entsprechend wird angenommen, dass nur B bzw. H zueiner Magnetisierung M in Materie f�uhrt, nicht jedoch E. Diese Annahmen sindphysikalisch plausibel, werden auch empirisch best�atigt, sind jedoch aus der Theo-rie heraus nicht zwingend. Gelegentlich lassen sich auch Symmetrie{Argumente f�urdiese Vereinfachung anf�uhren.Weiterhin haben wir in (14.4) �[H(r0; t0)] anstelle von �[B(r0; t0)] geschrieben. Of-fensichtlich sind beide Schreibweisen m�oglich und letztlich bez�uglich ihrer physi-kalischen Information auch �aquivalent, doch ist die Schreibweise �[H(r0; t0)] die�ublichere, zumal das H{Feld �uber die (statische) Maxwellsche Gleichung
@@r �H = j

auch direkt mit den als bekannt anzunehmenden Str�omen z.B. in einer felderzeu-genden Spule verkn�upft ist.



324 14. MATERIAL{RELATIONEN14.2 Lineare Relationen, Suszeptibilit�aten14.2.1 Suszeptibilit�atenDer einfachste Fall einer funktionalen Abh�angigkeit (14.4) sind lineare Funktionale.Wir schreiben sie in der FormP�(r; t) = �0 Z d3r0 Z t�1 dt0 �(e)��(r; r0; t; t0)E�(r0; t0);M�(r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(m)�� (r; r0; t; t0)H�(r0; t0): 9>>>=>>>; (14.5)Hier haben wir die Forderung der Kausalit�at explizit ber�ucksichtigt, indem wir dieIntegration �uber t0 nur bis zur Zeit t erstrecken. Wir k�onnen uns die linearen Funk-tionale in (14.5) als die linearen Terme einer "funktionalen Taylor{Entwicklung" derallgemeinen Ausdr�ucke in (14.4) vorstellen, d.h., (14.5) ist als lineare Approximati-on von (14.4) interpretierbar. Dabei haben wir allerdings vorausgesetzt, dass keineTerme 0{ter Ordnung auftreten, d.h., dass P = 0, wenn E = 0, und M = 0, wennH = 0. Wenn diese Voraussetzung nicht zutri�t, besitzt das Material eine soge-nannte spontane elektrische Polarisation oder Magnetisierung. Die in der Abbildung14.1 skizzierte Abh�angigkeitM(H) f�ur einen Ferromagneten zeigt gerade eine solchespontane Magnetisierung, alsoM 6= 0 bei H = 0, die allerdings auch wieder von der"Vorgeschichte" des Systems abh�angt. Wir werden uns in diesem Text jedoch aufden Fall beschr�anken, dass keine spontanen Werte von P und M auftreten.Die Erwartung, dass die lineare Approximation (14.5) des allgemeinen funktionalenZusammenhangs (14.4) f�ur nicht zu hohe Werte der Felder E und H eine hinrei-chende Beschreibung darstellt, wird experimentell best�atigt. F�ur sehr hohe FelderE und H, wie sie etwa in laser{erzeugten Lichtwellen auftreten, muss die Entwick-lung (14.5) allerdings um Terme zweiter und sogar dritter Ordnung erg�anzt werden.Solche nicht{linearen Abh�angigkeiten insbesondere zwischen P und E bilden denAusgangspunkt f�ur die Nicht{lineare Optik, ein aktuelles Forschungsgebiet mit einerinzwischen sehr gro�en Zahl technologischer Anwendungen.Die Koe�zienten �(e)��(: : :) bzw. �(m)�� (: : :) hei�en die (linearen) elektrischen bzw. ma-gnetischen Suszeptibilit�aten. Schon aus formalen mathematischen Gr�unden m�ussensie Tensoren sein, weil sie zwei Vektorfelder P und E bzw. M und H miteinanderverkn�upfen. Daraus folgt auch bereits ihr Tensor{Charakter, vgl. Abschnitt 3.2.2.Unter Verwendung von thermodynamischen Argumenten l�asst sich zeigen, dass dieSuszeptibilit�aten symmetrische Tensoren sind, also



14. MATERIAL{RELATIONEN 325�(e)��(: : :) = �(e)��(: : :); �(m)�� (: : :) = �(m)�� (: : :): (14.6)Dann k�onnen wir nach einem bekannten Satz der Linearen Algebra in dem Materialstets ein Koordinaten{System �nden, in dem die Tensoren �(e)��(: : :) und �(m)�� (: : :)diagonaleGestalt haben. Wenn das Material kubische Symmetrie besitzt, m�ussen diedrei diagonalen Terme �ubereinstimmen, weil eine Drehung um eine der kubischenAchsen um einen rechten Winkel die diagonalen Terme untereinander vertauscht,die physikalische Situation aber nicht �andert. Ein �ahnliches Argument zeigt, dass diediagonalen Terme auch in Materialien mit hexagonaler Symmetrie �ubereinstimmen.In all diesen F�allen lassen sich die linearen Relationen in (14.5) in der FormP (r; t) = �0 Z d3r0 Z t�1 dt0 �(e)(r; r0; t; t0)E(r0; t0);M (r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(m)(r; r0; t; t0)H(r0; t0): 9>>>=>>>; (14.7)schreiben, d.h., dass P parallel zu E und M parallel zu H ist. Das gilt nat�urlichauch in Materialien, die makroskopisch isotrop sind, z.B. in amorphen Materiali-en, in Gasen und F�ussigkeiten. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir imFolgenden fast immer den isotropen Zusammenhang (14.7) verwenden. Die Verall-gemeinerung auf den vollst�andigen tensoriellen Fall bereitet keine Schwierigkeiten.14.2.2 Ohmsches Gesetz, Hall{E�ektIn leitenden Materialien, z.B. Metallen, Halbleitern, elektrolytischen Fl�ussigkeiten,kommt es bei Anlegen eines elektrischen Feldes E zu einem Stromuss. Allgemeinm�ussten wir hierf�ur einen funktionalen Zusammenhang zwischen der sich einstellen-den Stromdichte j und dem Feld E formulieren:j(r; t) = �[E(r0; t0)]:Auch hier denken wir uns die lineare Approximation nach dem Muster im Abschnitt14.2.1 durchgef�uhrt und erhalten dannj(r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(r; r0; t; t0)E(r0; t0): (14.8)



326 14. MATERIAL{RELATIONENDieser lineare Zusammenhang wird als Ohmsches Gesetz bezeichnet, und �(: : :) alsspezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit. Es ist zu betonen, dass es sich um eine approxi-mative Materialgleichung handelt, die experimentell allerdings in fast allen leitendenMaterialien best�atigt wird.Die bisher in diesem Text entwickelte Elektrodynamik erf�ullte die drei Invarianzengegen Zeitumkehr T , gegen Parit�atsumkehr P und gegen Ladungsumkehr C. ImKapitel 7 haben wir diese Invarianzen sogar zur Formulierung der MaxwellschenGleichungen benutzt. Das tri�t auch auf die linearen Material{Relationen zwischenP und E und zwischen M und H in (14.7) zu. Insbesondere verhalten sich P undE beide gerade unter T und M und H beide ungerade unter T . (Dieses Verhaltenvon P und M l�asst sich aus deren De�nition als r�aumliche Dichte elektrischer bzw.magnetischer Dipole gewinnen.) Das Ohmsche Gesetz jedoch bricht die Invarianzgegen die Zeitumkehr T : die Stromdichte j auf der linken Seite verh�alt sich unge-rade unter T , das elektrische Feld E auf der rechten Seite dagegen gerade unter T .Die elektrische Leitung in Materialien ist also ein irreversibler Prozess. Dabei wirdFeldenergie in sogenannte Stromw�arme umgewandelt. Das geht auch aus der Bilanzder Energie hervor, die wir im Abschnitt 8.2.1 hergeleitet haben:@w@t + @@r S = �j E: (14.9)Der Term �j E auf der rechten Seite beschreibt den Energie{Austausch zwischendem Feld und den geladenen Teilchen, die die Stromdichte j tragen. F�ur die elektri-sche Leitung ist stets j E > 0, wenn �uberhaupt ein FeldE 6= 0 und eine Stromdichtej 6= 0 auftreten. Der Strom "folgt" dem elektrischen Feld, ie�t also dem Feld nie-mals entgegen. Es ist demnach stets �j E < 0: Feldenergie geht auf die Teilchen�uber und wird von ihnen durch St�o�e ("Reibung") letztlich als Stromw�arme, auchOhmsche W�arme genannt, auf das Material �ubertragen. Dass dieser Prozess nichtumgekehrt ablaufen kann, ist eine Folge des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-mik, weil bei der Erzeugung von Stromw�arme Entropie erzeugt wird.Wenn in einem leitenden Material au�er dem elektrischen Feld E auch eine ma-gnetische Flussdichte B auftritt, erfahren die Ladungstr�ager eine Lorentz{KraftF L = q v � B, worin q die Ladung pro Teilchen und v seine Geschwindigkeit ist.Wir nehmen an, dass B nicht die Richtung von j = � v besitzt, vgl. Abschnitt 5.1.1,so dass v�B 6= 0. Die Lorentz{Kraft lenkt die Ladungstr�ager senkrecht zur Strom-richtung j ab. In einem r�aumlich begrenzten Leiter, z.B. einem Draht, kommt es sozu einer Auadung des Randes. Dadurch wird ein elektrisches Feld EH , das soge-nannte Hall{Feld, aufgebaut. Dieser Vorgang l�auft so lange weiter, bis das Hall{Felddie Lorentz{Kraft F L kompensiert, also



14. MATERIAL{RELATIONEN 327EH = �v �B = �R j �B; R = 1�; (14.10)Die Konstante R = 1=� wird auch Hall{Konstante genannt. Da � = q n, worin n dier�aumliche Dichte der Ladungstr�ager ist, erlaubt die Messung der Hall{Konstanteneine experimentelle Bestimmung der Ladungstr�ager{Dichte in Leitern.14.3 Fourier{Transformation14.3.1 Zeitliche und r�aumliche Homogenit�atWir nehmen an, dass das betrachtete Material station�ar bzw. zeitlich homogen ist.Es sollen in dem Material also keine Prozesse, z.B. Relaxationen, auf einer zeit-lich makroskopischen Skala mehr ablaufen. Insbesondere soll sich das Material ineinem Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts be�nden. Dann h�angen dieSuszeptibilit�aten �(e)(: : :) und �(m)(: : :) in den linearen Relationen (14.7) bzw. diespezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit �(: : :) in (14.8) nur noch von den Di�erenzender Zeitargumente ab:P (r; t) = �0 Z d3r0 Z t�1 dt0 �(e)(r; r0; t� t0)E(r0; t0);M (r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(m)(r; r0; t� t0)H(r0; t0);j(r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(r; r0; t� t0)E(r0; t0):
9>>>>>>>=>>>>>>>; (14.11)

Nach wie vor kann das Material noch ein "Ged�achtnis" besitzen; dieses soll abernicht von dem absoluten Zeitpunkt abh�angen.Wir wollen die analoge Aussage in Bezug auf die r�aumliche Struktur des Materialsmachen, also annehmen, dass es auch r�aumlich homogen ist. Diese Annahme be-darf { im Unterschied zur zeitlichen Homogenit�at { einer besonderen Diskussion.Zun�achst einmal besitzt jedes Material eine atomare oder molekulare Struktur, istalso auf einer mikroskopischen Skala keineswegs r�aumlich homogen. Wir haben aberbereits im Abschnitt 13.3.2 eine Mittelung durchgef�uhrt, die ja �uberhaupt erst dieGrundlage f�ur die Begri�e der elektrischen Polarisierung und der Magnetisierungals mittlere r�aumliche Dichten der elektrischen und magnetischen Dipole gescha�en



328 14. MATERIAL{RELATIONENhat. Diese Mittelung sollte sich �uber einen Volumenbereich �V erstrecken, der hin-reichend viele Teilchen enth�alt, so dass die atomare oder molekulare Inhomogenit�atder Materie in den Material{Relationen wie (14.11) nicht mehr auftritt.Es gibt allerdings auch gegen die Annahme einer makroskopischen r�aumlichen Ho-mogenit�at einen Einwand, n�amlich die Existenz von Grenz�achen, entweder zwischeneinem Material und dem Vakuum oder zwischen zwei verschiedenen Materialien. DerHomogenit�atsbereich wird in diesen F�allen auf den Raum zwischen den Grenz�acheneingeengt, und die oben erw�ahnte Mittelung verbietet es, die mikroskopische Nach-barschaft von Grenz�achen in die hier anzustellenden �Uberlegungen einzubeziehen.Im �Ubrigen werden zwei homogene Bereiche, die durch eine Grenz�ache getrenntsind, durch die Grenzbedingungen f�ur die Felder verkn�upft, die wir im Abschnitt13.2 hergeleitet hatten.Unter Beachtung dieser Diskussion machen wir nun die Annahme einer r�aumlichenHomogenit�at, nehmen also an, dass die Suszeptibilit�aten �(e)(: : :) und �(m)(: : :) bzw.die spezi�sche elektrische Leitf�ahigkeit �(: : :) in in den linearen Relationen (14.11)nur noch von den Di�erenzen der Ortsvariablen abh�angt und erhaltenP (r; t) = �0 Z d3r0 Z t�1 dt0 �(e)(r � r0; t� t0)E(r0; t0);M (r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(m)(r � r0; t� t0)H(r0; t0);j(r; t) = Z d3r0 Z t�1 dt0 �(r � r0; t� t0)E(r0; t0):
9>>>>>>>=>>>>>>>; (14.12)

Um ein m�ogliches Missverst�andnis zu vermeiden, sei betont, dass hier die zeitli-che und r�aumliche Homogenit�at der Material{Eigenschaften angenommen wurde.Selbstverst�andlich k�onnen aber die FelderE(r; t);H(r; t) und auch P (r; t);M (r; t)und j(r; t) von Ort und Zeit abh�angen, also zeitlich und r�aumlich inhomogen sein.Das tri�t z.B. auf den Fall zu, dass E(r; t) und H(r; t) elektromagnetische Wellensind.14.3.2 Fourier{TransformationDie zeitliche und r�aumliche Homogenit�at der linearen Relationen in (14.12) legt esnahe, diese einer Fourier{Transformation zu unterziehen. Wir f�uhren die Fourier{Transformation am Beispiel der linearen Relation zwischen P und E in (14.12) aus;die folgenden Rechnungen lassen sich sofort auf die anderen Relationen �ubertragen.Die Fourier{Transformationen f�ur E(r; t); P (r; t) lauten



14. MATERIAL{RELATIONEN 329E(r; t)P (r; t) 9=; = Z d3k Z d! ei (k r�! t) 8><>: fE(k; !);fP (k; !); (14.13)Die Fourier{Transformation ist uns aus dem Kapitel 9 bekannt, desgleichen aus demAnhang C. Damit E(r; t) reell ist, mussfE�(k; !) = fE(�k;�!) (14.14)erf�ullt sein, und gleichlautend f�ur P . Zu integrieren ist in (14.13) �uber alleWellenzahl{Vektoren k in 3 Dimensionen und �uber alle Frequenzen !. Die Umkehr{Transformation zu (14.13) lautetfE(k; !)fP (k; !) 9>=>; = 1(2 �)4 Z d3r Z dt e�i (k r�! t) 8<: E(r; t)P (r; t) (14.15)vgl. Anhang C. Wir berechnen jetzt fP (k; !), indem wir die obigen Fourier{Transformationen und die lineare Relation in (14.12) verwenden. In der letzterenerstrecken wir die Zeit{Integration formal von t0 = �1 bis t0 = +1 und ber�uck-sichtigen die Bedingung der Kausalit�at durch die Vereinbarung�(e)(r � r0; t� t0) = 0 f�ur t < t0: (14.16)Wir erhalten dannfP (k; !) = 1(2 �)4 Z d3r Z dt e�i (k r�! t) P (r; t)= �0(2 �)4 Z d3r Z dt e�i (k r�! t) �� Z d3r0 Z dt0 �(e)(r � r0; t� t0)E(r0; t0)= �0(2 �)4 Z d3r0 Z dt0 e�i (k r0�! t0)E(r0; t0) �� Z d3r Z dt e�i [k (r�r0)�! (t�t0)] �(e)(r � r0; t� t0)= �0 e�(e)(k; !)fE(k; !): (14.17)



330 14. MATERIAL{RELATIONENHier haben wir die Umkehrformel (14.15) und die folgende De�nition f�ur e�(e) be-nutzt: e�(e)(k; !) := Z d3r Z dt e�i [k (r�r0)�! (t�t0)] �(e)(r � r0; t� t0)= Z d3r Z dt e�i (k r�! t) �(e)(r; t); (14.18)worin wir im letzten Schritt r00 := r � r0 und t00 := t � t0 substituiert und an-schlie�end r00; t00 wieder in r; t umbenannt haben. e�(e)(k; !) ist o�enbar die Fourier{Transformierte der orts{ und zeitabh�angigen Suszeptibilit�at �(e)(r � r0; t� t0) bzw.�(e)(r; t), wobei wir allerdings den Faktor 1=(2 �)4 aus Gr�unden der einfacherenSchreibweise anders als in (14.13) bzw. (14.15) zugeordnet haben.Mit dem Ergebnis (14.17) haben wir den sogenannten Faltungs{Satz bewiesen. Mannennt n�amlich eine Relation vom Typ der linearen Relationen in (14.12) eine Fal-tung. Faltungen gehen unter der Fourier{Transformation in Produkte der Fourier{Transformierten �uber. Wir erinnern nochmals daran, dass die Faltungen in (14.12)eine Konsequenz aus der Annahme zeitlicher und r�aumlicher Homogenit�at waren.V�ollig analog zu (14.17) folgen aus den anderen beiden linearen Relationen in (14.12)auch fP (k; !) = e�(m)(k; !) fH(k; !);ej(k; !) = e�(k; !)fE(k; !): 9>=>; (14.19)Die De�nitionen der Fourier{Transformierten vonM ;H; j; �(m); � folgen sinngem�a�den obigen De�nitionen.14.3.3 Kramers{Kronig{RelationenWir untersuchen jetzt die Auswirkung der Bedingung der Kausalit�at f�ur die Sus-zeptibilit�aten als Funktionen der Zeit auf deren Fourier{Transformierten als Funk-tionen der Frequenz. Wenn wir die linearen Relationen (14.12) nur bez�uglich desOrtes r bzw. der Wellenzahl k einer Fourier{Transformation unterziehen, bleibendie zeitlichen Faltungen bestehen, w�ahrend bez�uglich der k{Abh�angigkeit Produkt{Ausdr�ucke entstehen. Wie man nach dem obigen Muster sofort best�atigt, kommenwir damit zu linearen Relationen vom Typ



14. MATERIAL{RELATIONEN 331g(t) = Z dt0 �(t� t0) f(t0); (14.20)worin g(t); f(t); �(t� t0) f�ur die k{Fourier{Transformierten von P ;E; �(e) usw. ste-hen. Wir untersuchen jetzt die Fourier{Transformierte e�(!) von �(t). Nach demVorbild von (14.18) iste�(!) = Z +1�1 dt e�i! t �(t) = Z +10 dt e�i! t �(t); (14.21)worin wir im zweiten Schritt die Eigenschaft der Kausalit�at benutzt haben, vgl.(14.16). Aus physikalischen Gr�unden setzen wir voraus, dass e�(!) f�ur alle reellenFrequenzen ! existiert. In mathematischer Sprechweise bedeutet das, dass das t{Integral von t = 0 bis t = +1 auf der rechten Seite von (14.21) f�ur alle reellen! konvergiert. Wir wollen jetzt die analytische Fortsetzung von e�(!) f�ur komplexeWerte von ! diskutieren, w�ahrend die Zeit t weiterhin reell bleiben soll. Nun isti! t = i (Re !) t� (Im !) t;e�(!) = Z +10 dt e�i (Re !) t+(Im !) t �(t); (14.22)worin Re ! bzw. Im ! den Real{ bzw. Imagin�arteil von ! bedeuten. Aus (14.22)lesen wir ab, dass das t{Integral auf der rechten Seite in Im ! < 0 um so mehrkonvergiert, wenn es bereits gem�a� obiger Voraussetzung auf der reellen Achse Im! = 0 konvergiert. Eine andere Ausdrucksweise f�ur diese Feststellung lautet, dasse�(!) keine Singularit�aten in der Halbebene Im ! < 0 besitzt.Wir diskutieren jetzt das IntegralJ := IC d!0 e�(!0)!0 � !; (14.23)worin C ein geschlossener Integrationsweg in der komplexen !0{Ebene ist, der in derAbbildung 14.2 skizziert ist und aus folgenden Teilst�ucken besteht:C0: l�angs der reellen !0{Achse von !0 = �R bis !0 = ! � � und von !0 = ! + �bis !0 = R,
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Abbildung 14.2: IntegrationswegCR: auf dem Halbkreis in Im !0 < 0 mit dem Radius R und dem Mittelpunkt imUrsprung !0 = 0,C�: auf einem Halbkreis in Im !0 < 0 mit dem Radius � und dem Mittelpunkt in!0 = !.Wir werden den Grenzfall R ! 1 und � ! 0 betrachten. Zun�achst einmal stellenwir fest, dass das Integral J in (14.23) verschwindet, J = 0, weil der Integrationswegim Gebiet Im !0 < 0 verl�auft, in dem der Integrand, also auch die Funktion e�(!0)keine Singularit�aten besitzt, s.o.Weiter zeigen wir, dass der Beitrag �uber das Teilst�uck CR zu dem Integral J f�urR!1 ebenfalls verschwindet, weil der Integrand auf CR f�ur R!1 verschwindet.Wenn wir n�amlich annehmen, dass �(t) aus physikalischen Gr�unden beschr�ankt ist,j�(t)j < M , gewinnen wir f�ur Im !0 < 0 aus (14.22) die Absch�atzungje�(!0)j �M Z 10 dt e�jIm !0j t = MjIm !0j : (14.24)Nun ist auf CR



14. MATERIAL{RELATIONEN 333!0 = R ei�; Im !0 = R sin�; jIm !0j = R jsin�j ;so dass Im !0 ! 1 f�ur R ! 1 und somit in (14.24) je�(!0)j ! 0 f�ur R ! 1.(Auszunehmen sind lediglich die singul�aren Punkte bei � = 0 und � = �, die jedochkeinen endlichen Beitrag zu dem Integral �uber CR liefern.)Zur Berechnung des Beitrags des Teilst�ucks C� zu dem Integral J substituieren wir!0 = ! � � ei�; d!0 = �i � ei� d�:F�ur � = 0 bis � = � wird gerade der Halbkreis in Im !0 < 0 durchlaufen. F�ur � = 0wird !0 = ! � � und f�ur � = � wird !0 = ! + �, und wir erhaltenZC� d!0 e�(!0)!0 � ! = i Z �0 d�� �! � � ei�� ;so dass f�ur �! 0 lim�!0 ZC� d!0 e�(!0)!0 � ! = i� e�(!): (14.25)Schlie�lich schreiben wir den Beitrag des Teilst�ucks C0 zu dem Integral J f�ur R!1und �! 0 in der FormZC0 d!0 e�(!0)!0 � ! = lim�!0 "Z !���1 d!0 e�(!0)!0 � ! + Z +1!+� d!0 e�(!0)!0 � !#=: P Z +1�1 d!0 e�(!0)!0 � ! (14.26)eines sogenannten Hauptwert{Integrals. Dass dieses existiert, erkennen wir aus derfolgenden �Uberlegung: wir substituierenin �1 < !0 � ! � � : !0 = ! � !00;in ! + � � !0 < +1 : !0 = ! + !00;



334 14. MATERIAL{RELATIONENund erhaltenP Z +1�1 d!0 e�(!0)!0 � ! = lim�!0 Z�1d!00 e�(! + !00)� e�(! � !00)!00 : (14.27)(1) Der Grenzwert f�ur �! 0 existiert, weil e�(!) regul�ar sein sollte und deswegendie Di�erenz e�(!+!00)� e�(!�!00) = O(!00) f�ur !00 ! 0, so dass dadurch derNenner !00 kompensiert wird.(2) Das Integral lim�!0 Z�Rd!00 e�(! + !00)� e�(! � !00)!00konvergiert auch f�ur R!1, weil die Umkehrung von (14.21),�(t) = 12 � Z +1�1 d! ei! t e�(!)auch f�ur t = 0 konvergieren soll, d.h., dass bereits e�(!) von ! = �1 bis! = +1 integrierbar ist, um so mehr der Integrand des obigen Hauptwert{Integrals.Wir fassen unsere Rechnungen zusammen: Da das Integral J in (14.23) �uber dengesamten Integrationsweg C = C0+CR +C� verschwindet und da der Beitrag �uberCR f�ur R!1 ebenfalls verschwindet, bleibt f�ur R!1 und �! 0ZC0 d!0 e�(!0)!0 � ! + ZC� d!0 e�(!0)!0 � ! = 0:Daraus folgt nach Einsetzen der obigen Ergebnissee�(!) = i� P Z +1�1 d! e�(!0)!0 � !: (14.28)Wenn wir e�(!) bzw. e�(!0) auf beiden Seiten in Real{ und Imagin�ar{Teil zerlegen,erhalten wir daraus die beiden Relationen



14. MATERIAL{RELATIONEN 335Re e�(!) = � 1� P Z +1�1 d! Im e�(!0)!0 � ! ;Im e�(!) = 1� P Z +1�1 d! Re e�(!0)!0 � ! : 9>>>=>>>; (14.29)Dieses sind die Kramers{Kronig{Relationen, die, wie oben erl�autert, f�ur die beidenSuszeptibilit�aten �(e)(k; !); �(m)(k; !) und f�ur die spezi�sche Leitf�ahigkeit �(k; !)jeweils als Funktion der Frequenz ! gelten. (Die Abh�angigkeit vom Wellenzahl{Vektor k spielt dabei keine Rolle; man k�onnte �(e); �(m) und � statt (14.18) auchnur bez�uglich der Zeit einer Fourier{Transformation unterziehen und die Kramers{Kronig{Relationen f�ur �(e)(r; !) usw. formulieren, aber das ist nicht �ublich.)Die Kramers{Kronig{Relationen besagen, dass Real{ und Imagin�arteil der Suszep-tibilit�aten nicht unabh�angig voneinander sind. Letztlich ist das eine Folge der Kau-salit�at, denn die entscheidende Voraussetzung, dass e�(!) in Im ! < 0 regul�ar ist,folgte direkt aus der Tatsache, dass das Fourier{Integral �uber die Zeit t in (14.22)keine Beitr�age f�ur t < 0 liefert. W�are das aber der Fall, dann k�onnten wir den Schluss�uber die Regularit�at von e�(!) in Im ! < 0 nicht mehr ziehen.In der Literatur wird die Fourier{Transformation zwischen � und e� in (14.21) auchmit dem umgekehrten Vorzeichen im Exponenten, also in der Forme�(!) = Z +10 dt e+i! t �(t)de�niert. Mit einer Transformation t! �t weist man sehr einfach nach, dass danndie obigen Kramers{Kronig{Relationen eine Vorzeichen{�Anderung erfahren.Man kann die Kramers{Kronig{Relationen verwenden, um die Funktion Im e�(!) ausdem Verlauf von Re e�(!) oder umgekehrt zu bestimmen. Es reicht also aus, entwederRe e�(!) oder Im e�(!) durch eine Messung zu bestimmen. Allerdings ben�otigt manjeweils den Verlauf von Re e�(!) oder Im e�(!) f�ur alle Frequenzen und au�erdemkonvergieren die Integrale in den Kramers{Kronig{Relationen mit ihrem asympto-tischen Verhalten � 1=!0 sehr langsam.14.4 Modelle14.4.1 Thomsonsches Atom{ModellIm Abschnitt 13.1.1 hatten wir �uberlegt, dass es zwei m�ogliche Mechanismen f�ur dieelektrische Polarisation in Materie gibt:



336 14. MATERIAL{RELATIONEN(1) Unter der Einwirkung eines elektrischen Feldes k�onnen gebundene Ladungs-tr�ager partiell verschoben werden und so mikroskopische elektrische Dipoleentstehen.(2) Bereits in der Materie vorhandene elektrische Dipole k�onnen unter der Ein-wirkung eines elektrischen Feldes partiell orientiert werden.Der unter (2) genannte Mechanismus ist ein thermodynamischer Vorgang: Die parti-elle Orientierung der Dipole im Feld aufgrund ihrer potentiellen EnergieWp = �pEerfolgt gegen deren thermische Bewegung. Die sich einstellende Orientierung h�angtvon der Energie der thermischen Bewegung und somit von der Temperatur ab. Die-ser Mechanismus wird in der Thermodynamik und Statistischen Physik untersucht.F�ur nicht zu tiefe Temperaturen T ergibt sich ein Verhalten �(e) � 1=T .Der unter (1) genannte Mechanismus ist im Wesentlichen ein dynamischer Vorgang:Die Kraft F = qE, die ein elektrisches Feld E auf eine Ladung q aus�ubt, f�uhrtzu einer Verschiebung der Ladung, die sich aus dem Gleichgewicht mit der Bin-dungskraft der Ladung ergibt. Diesen Vorgang wollen wir in diesem Abschnitt ineinem einfachen klassischen Modell, dem Thomsonschen Atom{Modell, beschreiben.Die klassische Beschreibung ist eine N�aherung. Korrekterweise m�usste man quan-tentheoretisch rechen, doch h�angen die folgenden Ergebnisse davon qualitativ nichtab.Ein Atom soll beschrieben werden durch{ einen Kern am Ort rK mit einer punktf�ormigen Ladung Z e und{ eine kugelf�ormige Elektronen{Verteilung mit einem Zentrum bei re, einem Ra-dius R und der Gesamtladung �Z e, die homogen innerhalb der Kugel verteiltsein soll.Die Ladungsdichte des Kerns lautet voraussetzungsgem�a��K(r) = QK � (r � rK) ; QK = Z e; (14.30)und die der Elektronen�e(r) = 8><>: Qe4 � R3=3 in jr � rej < R;0 in jr � rej > R: Qe = �Z e: (14.31)



14. MATERIAL{RELATIONEN 337Wir berechnen das elektrische Feld Ee der Elektronen innerhalb der "Elektronen{Kugel". Dieses ist rotationssymmetrisch um den Mittelpunkt re der "Elektronen{Kugel". Wir setzen zur Vereinfachung der Schreibweise zun�achst re = 0 und f�uhrenam Ende der Rechnung eine Translation um re durch. Es sei Vr eine Kugel mit demMittelpunkt bei re = 0 und dem Radius r � R. Wir integrieren die elektrostatischeFeldgleichung �0 @@r Ee = �e�uber Vr und erhalten unter Verwendung des Gau�schen Integralsatzes�0 I@Vr df Ee = ZVr d3r �e: (14.32)Es istI@Vr df Ee = 4 � r2 jEej ; ZVr d3r �e = Qe4 � R3=3 ZVr d3r = Qe � rR�3 ;eingesetzt in (14.32) jEej = Qe4 � �0 rR3 ; Ee = Qe4 � �0 1R3 r;und nach Translation um re Ee = Qe4 � �0 1R3 (r � re) : (14.33)In diesen Umformungen haben wir von der Rotations{Symmetrie des Feldes EeGebrauch gemacht. Wir nehmen nun an, dass der Kern bei der zu berechnendenLadungsverschiebung die "Elektronen{Kugel" nicht verl�asst, so dass wir bei derBerechnung der Kraft FK der Elektronen auf die Kernladung ausschlie�lich dasElektronenfeld innerhalb der "Elektronen{Kugel" in (14.33) verwenden k�onnen:



338 14. MATERIAL{RELATIONENFK = QK Ee(rK) = QeQK4 � �0 1R3 (rK � re) = �(Z e)24 � �0 1R3 (rK � re) : (14.34)Wegen des dritten Newtonschen Prinzips "actio=reactio" lautet die Kraft des Kernsauf die Elektronen F e = �FK . Kern und Elektronen sollen au�erdem unter der Ein-wirkung eines zeitabh�angigen externen elektrischen Feldes E(t) stehen, das die La-dungstrennung zwischen Kern und Elektronen bewirkt. Die Bewegungs{Gleichungenvon Kern und Elektronen lauten dannmK �rK = FK +QK E(t) = �(Z e)24 � �0 1R3 (rK � re) + Z eE(t);Z me �re = F e +QeE(t) = (Z e)24 � �0 1R3 (rK � re)� Z eE(t): (14.35)Hierin ist mK die Kernmasse und Z me die gesamte Elektronenmasse. Die Annah-me, dass ein rein zeitabh�angiges externes elektrisches Feld E(t) auftritt, ist eineN�aherung, denn jedes zeitabh�angige elektrische Feld breitet sich gem�a� der Wellen-gleichung 2E = 0 auch r�aumlich aus, ist also auch ortsabh�angig. Wir nehmen aberan, dass die Wellenl�ange � dieser Welle gro� ist im Vergleich zum Durchmesser desAtoms, der von der Gr�o�enordnung des Bohrschen Radius � 1 �A = 10�10 m ist. DieWellenl�angen von sichtbarem Licht liegen im Bereich 4. . . 8 10�7 m. Wellenl�angenin der Gr�o�enordnung von Atomdurchmessern liegen bereits im Bereich von R�ont-genstrahlung, f�ur die die hier vorgestellte Theorie auch aus anderen Gr�unden nichtmehr zutri�t.Wir dividieren die Bewegungsgleichungen in (14.35) durch mK bzw. Z me und �ndendurch Subtraktion eine Bewegungs{Gleichung f�ur den Di�erenzvektor rK � re:d2dt2 (rK � re) = � 1mK + 1Z me� "�(Z e)24 � �0 1R3 (rK � re) + Z eE(t)# : (14.36)Es ist mK � Z me, so dass 1mK + 1Z me � 1Z me :



14. MATERIAL{RELATIONEN 339Wir de�nieren den Verschiebungsvektor r := rK � re und erhalten f�ur diesen aus(14.36) die Bewegungs{Gleichung�r + !20 r = eme E(t); !20 := Z e24 � �0meR3 : (14.37)Diese Bewegungs{Gleichung beschreibt einen harmonischen Oszillator mit der Ei-genfrequenz !0 unter der Einwirkung einer externen Kraft � E(t). Wenn das exter-ne elektrische Feld E(t) von einer monochromatischen elektromagnetischen Welleherr�uhrt, so dass E(t) = eE(!) e�i! t; (14.38)dann kommt es in Abhh�angigkeit von der Frequenz ! des externen Feldes zuResonanz{Ph�anomenen, bei ! = !0 sogar zu einer Resonanz{Katastrophe, weilder Oszillator unged�ampft ist. Eine solche Resonanz{Katastrophe ist physikalischunrealistisch. Tats�achlich werden in einem Material immer D�ampfungen f�ur schwin-gende Dipole auftreten, z.B. durch Abstrahlung oder Kopplung an die akustischenModen des Materials. Wir beschreiben diese D�ampfungs{Prozesse modellhaft durchEinf�ugung eines linearen D�ampfungsterms in die Bewegungs{Gleichung (14.37):�r +  _r + !20 r = eme E(t); (14.39)worin  eine weitere Material{Gr�o�e ist.14.4.2 Suszeptibilit�at und PolarisierbarkeitWir w�ahlen das externe Feld E(t) als monochromatische Welle wie in (14.38). Dannlautet, wie aus der Theorie des linearen Oszillators aus der Mechanik bekanntund auch sofort nachpr�ufbar, eine partikul�are L�osung der inhomogenen linearenDi�erential{Gleichung (14.39)r(t) = eme 1!20 � !2 � i ! E0 e�i! t: (14.40)



340 14. MATERIAL{RELATIONENUm die allgemeine L�osung zu erhalten, ist die Gesamtheit der L�osungen der ho-mogenen Di�erential{Gleichung, also f�ur E(t) = 0 hinzuzuf�ugen. Diese L�osungenenthalten aber s�amtlich den Term � exp (� t), klingen also zeitlich exponentiellab. Wir betrachten das Problem f�ur Zeiten t � 1=. Dann sind die L�osungen derhomogenen Gleichungen abgeklungen, und (14.40) stelllt die asymptotische L�osungdar.r(t) beschreibt die relative Verschiebung einer Ladung Z e, so dass damit ein elek-trisches Dipolmomentp(t) = Z e r(t) = �0 e�(!)E(t); e�(!) := Z e2�0me 1!20 � !2 � i  ! (14.41)verbunden ist. e�(!) hei�t die Polarisierbarkeit des betre�enden Atoms. Zur Be-rechnung der elektrischen Polarisation P erinnern wir uns, dass diese als mittlerer�aumliche Dichte der elektrischen Dipole de�niert war. Also ist P = np, worin ndie mittlere r�aumliche Dichte der Atome in dem Material sei. Wir schreiben analogzu (14.38) P (t) = eP (!) e�i! tund erhalteneP (!) = �0 e�(e)(!)fE(!); e�(e)(!) = Z n e2�0me 1!20 � !2 � i ! ; (14.42)also eine elektrische Suszeptibilit�at, wie wir sie allgemein in den vorhergehendenAbschnitten dieses Kapitels diskutiert hatten. Diese h�angt nicht von einer Wellen-zahl k ab, weil das hier betrachtete Modell unabh�angige polarisierbare Atome miteiner mittleren Dichte n beschreibt. W�urden wir eine Kopplung zwischen den Ato-men einf�uhren, dann w�urde sich eine Wellenzahl{Abh�angigkeit ergeben, und das soerweiterte Modell w�urde sogenannte optische Gitterschwingungen in dem Materialbeschreiben.Aus (14.43) k�onnen wir durch elementare Rechnungen auch Real{ und Imagin�arteilder Suszeptibilit�at bestimmen, n�amlich



14. MATERIAL{RELATIONEN 341Re e�(e)(!) = Z n e2�0me !20 � !2[!20 � !2]2 + ( !)2 ;Im e�(e)(!) = Z n e2�0me  ![!20 � !2]2 + ( !)2 : (14.43)

!!0
Im �(!)

Re �(!)
Abbildung 14.3: Real{ und Imagin�arteil der Suszeptibilit�at als Funktionen der Fre-quenzDie Abbildung 14.3 zeigt den Real{ und Imagin�arteil der Suszeptibilit�at als Funk-tionen der Frequenz.Im statischen Grenzfall ! = 0 lautet die atomare Polarisierbarkeite�(0) = Z e2�0me 1!20 = 4 � R3 = 3VR; (14.44)worin wir die De�nition der Eigenfrequenz in (14.37) eingesetzt haben und VR =4 � R3=3 das Volumen der "Elektronen{Kugel" und damit auch des Atoms selbst



342 14. MATERIAL{RELATIONENist. Die Proportionalit�at der atomaren Polarisierbarkeit zum Atomvolumen l�asstsich experimentell best�atigen.Der wesentliche Punkt des Thomsonschen Atom{Modells ist die Bewegungs{Gleichung (14.37) und darin wiederum die Tatsache, dass einer Ladungstrennungum den Abstandsvektor r eine R�uckstellkraft F = �k r entgegenwirken soll, wobeik = m!20 und m die reduzierte Masse m � Z me des Systems ist. Wir k�onnen diesenGrundgedanken des Modells auf beliebige Molek�ule �ubertragen, die kein permanen-tes Dipol{Moment tragen sollen, f�ur die also p = 0, wenn E = 0. Wenn man ein sol-ches Molek�ul in ein elektrisches FeldE einbringt, wird man erwarten, dass es zu einerLadungstrennung kommt, der auch wieder eine R�uckstellkraft F (r) als Funktion derLadungsverschiebung r entgegenwirkt. Wenn wir F (r) in eine Potenz{Reihe nachr entwickeln, wird kein Term 0{ter Ordnung auftreten, weil F = 0 f�ur r = 0. F�urVerschiebungen r, die klein im Vergleich zur Molek�ulgr�o�e sind, wird man schon ausphysikalischen Gr�unden annehmen d�urfen, dass der niedrigste, nicht{verschwindendeTerm in der Reihen{Entwicklung F (r) = k r + : : : eine hinreichende N�aherung ist.Das dadurch entstehende Modell f�uhrt auf dieselbe Bewegungs{Gleichung (14.37)wie das Thomsonsche Atom{Modell. Wir k�onnen also die obigen Ergebnisse auf be-liebige Molek�ule ohne permanentes Dipol{Moment �ubertragen, ohne allerdings dieEigenfrequenz !0 auf die Parameter des Molek�uls zur�uckf�uhren zu k�onnen.14.4.3 Das Drude{ModellWenn man in der Bewegungs{Gleichung (14.37) !0 = 0 setzt, also annimmt, dasses keine R�uckstellkraft f�ur die Ladungstr�ager gibt, beschreibt man physikalisch eineSituation, in der diese dem Feld frei folgen k�onnen. Das ist aber gerade der Fall f�urdie "freien" Ladungstr�ager, die nicht zur elektrischen Polarisation beitragen. Dasdurch !0 = 0 entstehende Modell,_v +  v = eme E(t); v := _r; (14.45)hei�t das Drude{Modell und wird als einfachste Beschreibung des Verhaltens freierLadungstr�ager, z.B. Elektronen in Metallen, verwendet. Wenn wir wieder ein FeldE(t) w�ahlen, das einer monochromatischen Welle entspricht, und einen entsprechen-den Ansatz f�ur die Geschwindigkeit v der Ladungstr�ager machen,E(t) = fE(!) e�i! t; v(t) = ev(!) e�i! t;



14. MATERIAL{RELATIONEN 343erhalten wir als asymptotische L�osung von (14.45) f�ur t� 1= analog zu (14.40)ev(!) = eme ( � i!) fE(!): (14.46)Aus der Geschwindigkeit erhalten wir die elektrische Stromdichte j = e n v, worinn nunmehr die r�aumliche Dichte der freien Ladungstr�ager mit der Ladung e ist.�Ublicherweise dr�uckt man die D�ampfungs{Konstante  durch � := 1= aus. � hatdie Dimension einer Zeit. Wie wir oben schon �uberlegt hatten, ist es diejenige Zeit,nach der Anfangsbedingungen der Bewegung abklingen. Man nennt � deshalb auchdie von der D�ampfung bestimmte Relaxationszeit. Damit erhalten wir insgesamt aus(14.46) ej(!) = e�(!)fE(!); e�(!) = n e2 �me (1� i! �) ; (14.47)also das Ohmsche Gesetz mit einer komplexen, frequenz{abh�angigen spezi�schenLeitf�ahigkeit e�(!). Die Gleichstrom{Leitf�ahigkeit f�ur ! = 0 lautete�(0) = n e2 �me : (14.48)Den Imagin�arteil von e�(!) f�ur ! 6= 0 rechnet man hier zweckm�a�igerweise in einePhasenverschiebung der Stromdichte gegen�uber dem Feld um. Es iste�(!) = n e2 �me (1� i! �) = n e2 � (1 + i! �)me [1 + (! �)2] = je�(!)j ei�je�(!)j = n e2 �meq1 + (! �)2 ; tan� = ! �;so dass j(t) = je�(!)j fE(!) e�i (! t��);Re j(t) = je�(!)j fE(!) cos (! t� �): (14.49)



344 14. MATERIAL{RELATIONEN14.5 Clausius{Mosotti{RelationIn diesem Abschnitt diskutieren wir die Frage, welches elektrische Feld auf einAtom oder Molek�ul polarisierend wirkt und dort einen elektrischen Dipol erzeugt.In verd�unnter Materie, z.B. in Gasen, ist das wirksame elektrische Feld das externeFeld E, das z.B. zwischen den Platten eines Kondensators besteht, bevor die Mate-rie, im Beispiel also das Gas dort eingebracht wurde. In dicht gepackter Materie, z.B.in Fl�ussigkeiten und Festk�orpern beeinussen sich die Dipole benachbarter Atomeoder Molek�ule gegenseitig und beeinussen damit das auf das einzelne Atom oderMolek�ul wirksame Feld, das wir zum Unterschied vom externen Feld E mit E(a) be-zeichnen wollen. Die lineare Relation f�ur das atomare oder molekulare Dipolmomentin (14.41), p = �0 e�E, ist abzu�andern in p = �0 e�E(a), desgleichen auch die lineareRelation f�ur die Polarisation in P = �0 e�(e)E(a). Wir lassen Zeit{ bzw. Frequenz{Argumente fort, weil die folgenden �Uberlegungen ausschlie�lich f�ur statische Felderdurchgef�uhrt werden sollen.Wir versuchen das Problem der Berechnung von E(a) aus dem externen Feld Edurch ein Gedanken{Experiment zu l�osen. Wir stellen uns ein Material vor, dasaufgrund eines bestehenden elektrischen Feldes eine homogene Polarisation P tr�agt.Aus diesem Material denken wir uns einen kugelf�ormigen Bereich mit dem Radius aherausgestanzt, und zwar bei festgehaltener PolarisationP . Dann denken wir uns einAtom oder ein Molek�ul in den entstandenen kugelf�ormigen Hohlraum eingebracht.Dessen dort auftretendes Dipolmoment wird zur selbstkonsistenten Bestimmung derPolarisation P benutzt.In einem ersten Schritt greifen wir auf ein Ergebnis des Abschnitts 14.4.1 zur�uck.Wir hatten dort das elektrische Feld einer homogen geladenen Kugel im Inneren derKugel bestimmt. Das Ergebnis lautete, �ubertragen auf eine Ladung Q und einenKugelradius a E0(r) = Q4 � �0 1a3 r; jrj < a: (14.50)Au�erhalb der Kugel, also in jrj > a, ist das Feld E0(r) identisch mit einem Feld,das eine punktf�ormige Ladung Q erzeugen w�urde, alsoE0(r) = Q4 � �0 1r3 r; jrj > a: (14.51)



14. MATERIAL{RELATIONEN 345Durch elementare Integration bestimmen wir das zugeh�orige Pontential �0(r),n�amlich bis auf Integrationskonstanten�0(r) = Q4 � �0 8>>>><>>>>:  const � r22 a! jrj < a;�const + 1r� jrj > a: (14.52)Die Integrationskonstanten werden so gew�ahlt, dass (a) �0(r)! 0 f�ur jrj ! 1 und(b) �0(r) an der Kugelober�ache r = a stetig ist. Die Forderung der Stetigkeit folgtdaraus, dass �0(r) sogar di�erenzierbar sein muss. Das Ergebnis lautet�0(r) = Q4 � �0 8>>>><>>>>:  32 a � r22 a! jrj < a;1r jrj > a: (14.53)In einem zweiten Schritt bestimmen wir das Potential �(r) einer Kugel, die ho-mogen polarisiert ist. Dazu �uberlagern wir die Potentiale von zwei entgegengesetztgeladenen Kugeln im Abstand r0 und f�uhren dann r0 ! 0 aus:�(r) = �0 �r � 12 r0�� �0 �r + 12 r0�= �r0 @@r �0(r) +O(r20) = r0E(r) +O(r20)= 14 � �0 8>>>><>>>>: Q r0 ra3 + O(r20); jrj < a;Q r0 rr3 + O(r20); jrj > a; (14.54)Jetzt f�uhren wir den Gren�ubergang r0 ! 0 durch. Dabei wird Q r0 ! p das Dipol-moment der Kugel, f�ur das andererseits p = (4 � a3=3)P gilt, worin P die Polaria-tion der Kugel ist. Einsetzen dieser Relationen in (14.54) f�uhrt auf�(r) = 13 �0 8>>><>>>: P r; jrj < a;a3r3 P r; jrj > a: (14.55)



346 14. MATERIAL{RELATIONENWir betrachten jetzt den kugelf�ormigen Hohlraum, der nach dem Ausstanzen derKugel in dem Material verblieben ist, und bezeichnen das Potential im Inneren desHohlraums mit �(a)(r), s.o. Wir wollen das Potential �(a)(r) unter der Voraus-setzung berechnen, dass sich das Material in einem externen homogenen E{Feldbe�ndet. Dann muss �(a)(r) die Relation�(a)(r) + �(r) = �E r (14.56)erf�ullen, worin �(r) das Potential aus (14.55) f�ur jrj < a Zur Begr�undung von(14.56): �(a)(r) + �(r) ist dasjenige Potential, das sich ergibt, wenn wir die ausge-stanzte Kugel zur�uck in den Hohlraum einsetzen. Dieses letztere Potential soll abernach Voraussetzung ein externes homogenes Feld E beschreiben. Damit ist (14.56)begr�undet und wir erhalten daraus�(a)(r) = �E + 13 �0 P� r; jrj < a; (14.57)und f�ur das zugeh�orige Feld im Inneren der HohlkugelE(a)(r) = @@r �(a)(r) = E + 13 �0 P ; jrj < a: (14.58)Das Feld E(a)(r) im Inneren der gedachten Hohlkugel betrachten wir als das wirk-same Feld, das polarisierend auf ein Atom oder Molek�ul wirkt, so dassp = �0 e�E(a);P = �0 n e�E(a) = �0 n e� �E + 13 �0 P� ; (14.59)aufgel�ost nach P : P = �0 n e�1� 13 n e� E: (14.60)



14. MATERIAL{RELATIONEN 347Hieraus erkennen wir zun�achst, dass die gegenseitige Beeinussung der atomarenbzw. molekularen Dipole die Polarisierung verst�arkt. Die elektrische Suszeptibilit�ate�(e) ist nun de�niert durch P = �0 e�(e)E, so dass wir aus (14.60)e�(e) = n e�1� 13 n e� (14.61)ablesen. Die Au�osung dieser Relation nach e� lieferte� = 1n e�(e)1 + 13 e�(e) : (14.62)Dieses ist die Clausius{Mosotti{Relation. Sie erlaubt es, aus einer Messung der elek-trischen Suszeptibilit�at e�(e) die atomare Polarisierbarkeit e� zu bestimmen, wenn dieDichte n bekannt ist.



348 14. MATERIAL{RELATIONEN



Anhang A
Krummlinige Koordinaten
Eine allgemeine Theorie der Transformation auf krummlinige Koordinaten ein-schlie�lich der Transformation von Di�erentialausdr�ucken und Di�erentialoperato-ren �ndet man in Textb�uchern �uber Di�erentialgeometrie oder auch �uber Allgemei-ne Relativit�atstheorie. Wir stellen hier die wichtigsten Aussagen �uber orthogonalekrummlinige Koordinaten zusammen, zu denen insbesondere die am h�au�gsten auf-tretenden F�alle von Zylinderkoordinaten und Kugelkoordinaten geh�oren.A.1 Das TransformationsschemaEs seien e�� = 1; 2; 3 die Basisvektoren eines kartesischen Koordinatensystems, alsoe� e� = ���; (A.1)und x�; � = 1; 2; 3 die kartesischen Koordinaten eines Punktes im Raum bzw.Komponenten seines Ortsvektors r: r = x� e�: (A.2)Wir vereinbaren also wiederum die Summationskonvention.Eine Koordinatentransformation von den kartesischen Koordinaten x� zu beliebi-gen, also auch nicht{kartesischen, d.h. krummlinigen Koordinaten ��; � = 1; 2; 3 istde�niert durch Transformationsgleichungen349



350 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN�� = ��(x1; x2; x3); � = 1; 2; 3: (A.3)Wie in der Physik �ublich unterscheiden wir nicht den Namen der Variablen �� vondem Funktionssymbol f�ur die Abh�angigkeit von den x�. Wir wollen voraussetzen,dass die Transformation in (A.3) di�erenzierbar und bis auf h�ochstens endlich viele,sogenannte Singularit�aten eindeutig umkehrbar ist.Durch ��(x1; x2; x3) =const f�ur � = 1; 2; 3 sind die Koordinaten�achen de�niert.Alle Punkte auf dieser Fl�ache besitzen denselben Wert der Koordinate ��. Die kar-tesischen Koordinaten�achen x� =const sind Ebenen jeweils senkrecht zu e�. Wirwollen annehmen, dass sich die drei Koordinaten�achen �� =const f�ur � = 1; 2; 3 mith�ochstens endlich vielen Ausnahmen immer in einem Punkt schneiden und umge-kehrt, dass durch jeden Punkt im Raum bis auf h�ochstens endlich viele Ausnahmenimmer gerade drei solcher Koordinaten�achen gehen. F�ur kartesische Koordinatenist diese Aussage o�ensichtlich. F�ur beliebige Koordinaten �� ist es eine Annahme,die �aquivalent zu der Annahme der eindeutigen Umkehrbarkeit ist.Wir bilden das Di�erential von ��. Unter Verwendung der Kettenregel erhalten wird�� = @��@x� dx�: (A.4)Di�erentielle Verschiebungen dx� mit der Eigenschaft, dass d�� = 0, liegen o�en-sichtlich innerhalb einer Koordinaten�ache �� =const. Folglich steht der Vektorg� := J�� e�; J�� := @��@x� ; (A.5)senkrecht auf der Koordinaten�ache �� =const. Wir wollen nun weiter annehmen,dass sich die drei Koordinaten�achen �� =const in jedem Punkt senkrecht schneiden,bzw., dass die g� paarweise senkrecht aufeinander stehen:g� g� = 0; wenn � 6= �: (A.6)Man kann sich leicht �uberlegen, dass das au�er f�ur kartesische Koordinaten z.B. auchf�ur Zylinder{ und Kugelkoordinaten der Fall ist. Es liegt nahe, die g� analog den e�als Basisvektoren f�ur die krummlinigen Koordinaten �� zu verwenden. Gem�a� (A.6)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 351sind sie zwar orthogonal, jedoch anders als die e� im allgemeinen nicht normiert. Esist g21 = J211 + J221 + J231 = J�1 J� 1 = J2� 1 (A.7)und analog f�ur g22; g22. Diese Relation l�asst sich nicht in der Formg2� = J�� J��schreiben, weil die Summationskonvention auf beiden Seiten die �{Summe bildenw�urde, was aber nicht beabsichtigt ist. (Die allgemeine Theorie vermeidet dieseSchwierigkeit durch Verwendung von sogenannten kontra{ und kovarianten Basen.)Wir umgehen das Problem durch die De�nition einer diagonalen Matrix GG := 0B@ g1 0 00 g2 00 0 g3 1CA ; bzw. G�1 := 0B@ g�11 0 00 g�12 00 0 g�13 1CA ; (A.8)worin g1 := jg1j usw. Dann ist leicht einzusehen, dasse0� = �G�1��� g� (A.9)f�ur � = 1; 2; 3 drei orthonormierte Basisvektoren bilden, die wie die g� senkrechtauf den Koordinaten�achen �� =const stehen. Wenn wir in diese Relation die Dar-stellung (A.5) durch die e� einsetzen, erhalten wire0� = �G�1��� J� e = U� e ;U� : = �G�1��� J�: (A.10)Die Transformationsmatrix U� transformiert zwischen zwei jeweils orthonormiertenBasen e� und e0 . Eine solche Transformationsmatrix ist uns aus dem Abschnitt 1.3bereits bekannt: es muss eine orthogonale Matrix sein. Wie dort gilt also



352 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATENU�� = e� e0�; U� U� = U� U� = ���; (A.11)bzw. U UT = UT U = 1 oder U�1 = UT in Matrizenschreibweise. Die Umkehrungvon (A.10) lautet somit e� = U�� e0�: (A.12)(Wie bereits im Abschnitt 1.3 �andern wir je nach Bedarf die Namen der Indizes.)Da die Matrix G diagonal und somit auch symmetrisch ist und dasselbe dann auchf�ur die Inverse G�1 gilt, k�onnen wir die De�nition von U in (A.10) auch in der FormU� = J� �G�1��� = �J �G�1�� bzw. U = J �G�1 (A.13)schreiben.A.2 Die Di�erentialeWir betrachten die Koordinaten�achen zu den Werten �� und ��+d�� f�ur � = 1; 2; 3.Diese sechs Fl�achen begrenzen im Sinne von Di�erentialen 1. Ordnung ein Paral-lelepiped. Mit der Annahme, dass sich die Koordinaten�achen �� =const senkrechtschneiden, ist das Parallelepiped sogar rechtwinklig. Es hat die analoge Bedeutungwie das in kartesischen Koordinaten von den dx1 e1; dx2 e2; dx3 e3 aufgespannterechtwinklige Parallelepiped. Wir bestimmen die Kantenl�angen ds01; ds02; ds03 des Par-allelepipeds in den krummlinigen Koordinaten. Sie entsprechen den dx1; dx2; dx3 imkartesischen Fall, d.h., ein Di�erential dr des Ortsvektors bzw. ein Linienelementl�asst sich in den beiden System darstellen alsdr = dx� e� = ds0� e0�: (A.14)Daraus folgt mit dem Transformationsschema aus dem Abschnitt 1.3ds0� = U�� dx�: (A.15)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 353Wir wollen nun dx� auf der rechten Seite durch die d� ausdr�ucken. Dazu greifenwir zur�uck auf (A.4), d�� = @��@x� dx� = J�� dx�;woraus durch Multiplikation mit (J�1)� folgt�J�1�� d�� = J�� �J�1�� dx� = dx ;bzw. dx� = �J�1�� d�; (A.16)eingesetzt in (A.15)ds0� = �J�1�� U�� d� = �J�1 � U�� d� = �G�1�� d�; (A.17)vgl. (A.13). Die krummlinigen Komponenten des Linienelements dr lauten also inden einzelnen Koordinatenrichtungends01 = d�1g1 ; ds02 = d�2g2 ; ds03 = d�3g3 ; (A.18)vgl. (A.8). Hieraus folgt unmittelbar f�ur das Volumenelement, d.h. f�ur das Volumendes Parallelepipeds d3r = d�1 d�2 d�3g1 g2 g3 = 1g d�1 d�2 d�3; (A.19)worin g := g1 g2 g3 = det (G) ; (A.20)det(G) bedeutet die Determinate der Matrix G, vgl. (A.8). Desgleichen lauten dieFl�achenelemente df 01; df 02; df 03 in krummlinigen Koordinaten



354 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATENdf 01 = d�2 d�3g2 g3 e01; df 02 = d�3 d�1g3 g1 e02; df 03 = d�1 d�2g1 g2 e03: (A.21)Die Diagonalelemente g1; g2; g3 von G beschreiben also die r�aumliche Verzerrung,die durch krummlinige Koordinaten entsteht. Sie ber�ucksichtigen insbesondere, dassdie krummlinigen Koordinaten �� nicht notwendig L�angenkoodinaten sind, sondernetwa auch Winkel wie im Fall von Zylinder{ und Kugelkoordinaten. Auch die Trans-formationen der Di�erentialoperatoren Gradient, Divergenz und Rotation, die wirim folgenden Abschnitt herleiten werden, st�utzt sich ausschlie�lich auf die MatrixG bzw. ihre diagonalen Elemente g1; g2; g3.A.3 Die Di�erentialoperatorenIm folgenden seien �(r) eine beliebige skalare Funktion und a = a(r) ein beliebigesVektorfeld, beide di�erenzierbar. Wir werden das Argument r, das man sich in kar-tesischen oder krummlinigen Koordinaten ausgedr�uckt denken kann, aus Gr�undender Vereinfachung der Schreibweise im folgenden nicht mehr mitf�uhren. F�ur dieTransformation der Komponenten des Feldes a erhalten wir ausa = a� e� = a0� e0� (A.22)mit den Transformationsregeln aus dem Abschnitt 1.3a� = U�� a0�; a0� = U�� a�; (A.23)vgl. auch (A.15).A.3.1 Der GradientIndem wir die Kettenregel der Di�erentialrechnung und die Transformationsregelnund De�nitionen aus dem Abschnitt A.1 verwenden, erhalten wir:@�@r = e� @�@x� = U�� e0� @�@x� @�@� = U�� J� e0� @�@� : (A.24)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 355Nun ist U�� J� = �U�1��� J� = �U�1 � J�� = G� ;vgl. (A.13), eingesetzt in (A.24) mit einer Umbenennung der Indizes@�@r = e� @�@x� = e0�G�� @�@�� ; (A.25)in Komponenten @�@r = e� @�@x� = e01 g1 @�@�1 + e02 g2 @�@�2 + e03 g3 @�@�3 : (A.26)Wie oben bereits angek�undigt, ist die Transformation allein durch die g1; g2; g3 be-stimmt. Im n�achsten Abschnitt werten wir diese und die folgenden Transformati-onsformeln f�ur Zylinder{ und Kugelkoordinaten aus.A.3.2 Die DivergenzMit denselben Mitteln, allerdings in einer aufwendigeren Rechnung, transformierenwir die Divergenz wie folgt:@a@r = @a�@x� = @��@x� @@�� �U�a0� = J�� @@�� �U�a0� : (A.27)Den Ausdruck in den (: : :) ersetzen wir darin unter Verwendung von U = J � G�1,vgl. (A.13), bzw. auch U�1 = G � J�1 durchU� a0 = �U�1�� a0 = G� a0 �J�1��� = g�1G� a0 � g �J�1��� ;worin wieder g =det(G) = g1 g2 g3, und erhalten unter Verwendung der Produktregelder Di�erentiation



356 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN@a@r = @a�@x� = g �J�1��� J�� @@�� hg�1G� a0i+g�1G� a0 J�� @@�� �g �J�1���� : (A.28)Wir werden sogleich zeigen, dass der zweite Summand darin verschwindet, so dass@a@r = @a�@x� = g @@�� �g�1G� a0� ; (A.29)oder in Komponenten@a@r = @a�@x� = g " @@�1  1g2 g3 a01!+ @@�2  1g3 g1 a02!+ @@�3  1g1 g2 a03!# : (A.30)Auch diese Transformationsformel ist allein durch die g1; g2; g3 bestimmt.Wir zeigen jetzt noch, dass der zweite Summand in (A.28) verschwindet. UnterVerwendung der Produktregel wirdJ�� @@�� �g �J�1���� = �J�1��� J�� @g@�� + g J�� @@�� �J�1���= @g@�� + g J�� @@�� �J�1��� : (A.31)Nun ist J� @x�@�� = @��@x @x�@�� = @x�@x = �� ;so dass @x�@�� = �J�1��� und @@�� �J�1��� = @2x�@�� @�� : (A.32)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 357Zur Berechnung von @g=@�� greifen wir auf (A.7) zur�uck. Wenn wir dort auf beidenSeiten nach �� di�erenzieren, erhalten wirg1 @g1@�� = J� 1 @@�� J� 1;so dass unter Verwendung der Produktregel@g@�� = g2 g3 @g1@�� + g3 g1 @g2@�� + g1 g2 @g3@��= g2 g3g1 J� 1 @@�� J� 1 + g3 g1g2 J� 2 @@�� J� 2 + g1 g2g3 J� 3 @@�� J� 3: (A.33)@J� 1=@�� usw. berechnen wir ausJ� � �J�1��� = ���durch Di�erentiation nach ��,@@�� J�� � �J�1��� + J�� @@�� �J�1��� = 0;und Multiplikation mit J� ,@@�� J�� � �J�1��� J� + J�� J� @@�� �J�1��� = 0;woraus zusammen mit (A.32)@@�� J� = �J�� J� @2x�@x� @x�folgt. Mit diesem Ergebnis f�ur  = 1; 2; 3 setzen wir die Rechnung in (A.33) fort:



358 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN@g@�� = � "g2 g3g1 J� 1 J� 1 + g3 g1g2 J� 2 J� 2 + g1 g2g3 J� 3 J� 3# J�� @2x�@x� @x�= �g hJ� 1 g�11 J� 1 g�11 + J� 2 g�12 J� 2 g�12 + J� 3 g�13 J� 3 g�13 i J�� @2x�@x� @x�= �g �J�� �G�1�� 1 J�� �G�1�� 1 + J�� �G�1�� 2 J�� �G�1�� 2++J�� �G�1�� 3 J�� �G�1�� 3� J�� @2x�@x� @x�= �g J�� �G�1��� J�� �G�1��� J�� @2x�@x� @x�= �g �J �G�1��� �J �G�1��� J�� @2x�@x� @x�= �g U�� U�� J�� @2x�@x� @x�= �g J�� @2x�@x� @x� = �g J�� @2x�@x� @x� : (A.34)Wenn wir dieses Ergebnis und (A.32) in (A.31) einsetzen, erhalten wir die behaupteteAussage J�� @@�� �g �J�1���� = 0:A.3.3 Die RotationAuf analoge Weise erhalten wir mit den Transformationsformeln f�ur Vektoren undKomponenten, mit U = J � G�1 und der De�nition J�� = @��=@x� sowie mit derProduktregel der Di�erentiation@@r � a = ��� e� @@x� a= ��� U�� e0� @@x� (U� a0�)= ��� U�� e0� @��@x� @@�� hJ� �G�1��� a0�i



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 359= ��� U�� J�� J� @@�� h�G�1��� a0�i e0� ++��� U�� J�� �G�1��� a0� " @@�� J�# e0�: (A.35)Wir werden sogleich zeigen, dass der zweite Summand verschwindet. Im ersten Sum-manden formen wir nochmals unter Verwendung von U = J �G�1 um:��� U�� J�� J� = ��� J�� J�� J� �G�1��� = ���� det(J) �G�1��� ;vgl. die De�nition der Determinante im Abschnitt 1.3. Nochmals aus U = J � G�1folgt det(U) = det(J) det �G�1� = det(J)det(G) = 1g det(J):Da nun U orthogonal ist, also UT U = 1, folgt auchdet(UT U) = [det(U)]2 = 1;so dass det(U) = �1. Durch eine Umnummerierung der krummlinigen Koordinaten�1; �2; �3 k�onnen wir immer det(U) = +1 erreichen. Damit wird det(J) = g. Unterder Voraussetzung, dass der zweite Summand in (A.35) verschwindet, ist also@@r � a = g ���� �G�1��� @@�� h�G�1��� a0�i e0�= g2 g3 " @@�2  1g3 a03!� @@�3  1g2 a02!# e01 ++g3 g1 " @@�3  1g1 a01!� @@�1  1g3 a03!# e02 ++g1 g2 " @@�1  1g2 a02!� @@�2  1g1 a01!# e03: (A.36)



360 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATENAuch diese Transformation ist ausschlie�lich durch die g1; g2; g3 bestimmt.Wir zeigen jetzt noch, dass der zweite Summand in (A.35) verschwindet. In diesemSummand tritt die folgende Kombination auf:J�� @@�� J� = @��@x� @@�� J� = @@x� J� = @2��@x� @x :Dieser Ausdruck ist symmetrisch in den Indizes �; , so dass seine Kombination mit��� verschwindet, vgl. Abschnitt 1.3.A.4 Zylinder{ und KugelkoordinatenDie in der Physik am h�au�gsten auftretenden krummlinigen Koordinaten sindZylinder{ und Kugelkoordinaten. Wir stellen im folgenden die Transformationsfor-meln f�ur diese beiden F�alle dar. Deren Herleitung aus den allgemeinen Transforma-tionsformeln der vorhergehenden Abschnitte sind elementare Rechenschritte, die wirhier nicht im einzelnen au��uhren.A.4.1 ZylinderkoordinatenAusgehend von einem kartesischen System mit den Koordinaten x1; x2; x3 sind dieZylinderkoordinaten �; �; z wie folgt de�niert: die Projektion des Ortsvektors r in dieEbene e1; e2 wird durch deren L�ange � und deren Winkel � zur Achse e1 beschriebenund z � x3. Daraus resultierenden die folgenden Transformationsgleichungen:x1 = � cos� � = qx21 + x22x2 = � sin� � = arctan x2x1x3 = z z = x3 (A.37)
J = 0BBBBBB@ cos� �sin�� 0sin� cos �� 00 0 1

1CCCCCCA (A.38)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 361g1 = 1; g2 = 1�; g3 = 1; g = g1 g2 g3 = 1�: (A.39)Linienelement: dr = d� e0� + � d� e0� + dz e0z; (A.40)Volumenelement: d3r = � d� d� dz: (A.41)
Gradient: @�@r = @�@� e0� + 1� @�@� e0� + @�@z e0z; (A.42)Divergenz: @@r a = 1� 24@ �� a0��@� + @a0�@� + � @a0z@z 35 ; (A.43)Rotation: @@r � a = 1� "@a0z@� � � @a0�@z # e0� ++ "@a0�@z � @a0z@� # e0� ++1� 24@ �� a0��@� � @a0�@� 35 e0z: (A.44)Durch die Kombination von Divergenz und Gradient erhalten wir auch die h�au�gvorkommende Operation "div grad"@@r @@r � = ��; � = @2@x2� = @2@x21 + @2@x22 + @2@x23 ; (A.45)n�amlich �� = 1� " @@�  � @�@� !+ 1� @2�@�2 + � @2�@z2 # : (A.46)A.4.2 KugelkoordinatenAusgehend von einem kartesischen System mit den Koordinaten x1; x2; x3 sind dieKugelkoordinaten r; �; � wie folgt de�niert: der Ortsvektor r wird durch seine L�ange



362 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATENr = jrj und durch seinen Winkel � zur Achse e3 beschrieben, seine Projektion in dieEbene e1; e2 durch ihren Winkel � zur Achse e1. Daraus resultieren die folgendenTransformationsgleichungen:x1 = r sin � cos� r = qx21 + x22 + x23x2 = r sin � sin� � = arctan qx21 + x22x3x3 = r cos � � = arctan x2x1 (A.47)
J = 0BBBBBBBB@ sin � cos� cos � cos�r � sin�r sin �sin � sin� cos � sin�r cos �r sin �cos � �sin �r 0

1CCCCCCCCA (A.48)
g1 = 1; g2 = 1r ; g3 = 1r sin � ; g = g1 g2 g3 = 1r2 sin � : (A.49)Linienelement: dr = dr e0r + r d� e0� + r sin � d� e0�; (A.50)Volumenelement: d3r = r2 sin � dr d� d�: (A.51)
Gradient: @�@r = @�@r e0r + 1r @�@� e0� + 1r sin � @�@� e0�; (A.52)Divergenz: @@r a = 1r2 sin � "sin � @ (r2 a0r)@r + r @ (sin � a0�)@� + r @a0�@� # ;(A.53)Rotation: @@r � a = 1r2 sin � 24r @ �sin � a0��@� � r @a0�@� 35 e0r ++ 1r sin � 24@a0r@� � sin � @ �r a0��@r 35 e0� ++1r "@ (r a0�)@r � @a0r@� # e0�: (A.54)



ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN 363�� = 1r2 sin � "sin � @@r  r2 @�@r !+ @@�  sin � @�@� !+ 1sin � @2�@�2 # : (A.55)



364 ANHANG A: KRUMMLINIGE KOORDINATEN



Anhang B
Die Integrals�atze
In den Kapiteln 1 und 2 haben wir den Integralsatz von Stokes f�ur ein Rechteckund den Integralsatz von Gau� f�ur ein quaderf�ormiges Volumen nachgewiesen. Die-se Nachweise haben wir auf beliebige Fl�achen bzw. beliebige Volumina �ubertragen,indem wir beliebige Fl�achen im Raum durch Rechtecke und beliebige Voluminadurch Quader approximiert haben. Bei der Summation �uber die Rechtecke und �uberdie Quader fallen die Beitr�age �uber die inneren Grenzlinien bzw. die inneren Grenz-�achen heraus. Die beiden S�atze gelten demnach f�ur die genannten Approximationenbeliebiger Fl�achen bzw. Volumina und damit im Grenzfall konvergierender Appro-ximationen auch f�ur beliebige Fl�achen bzw. Volumina.Durch Verwendung von krummlinigen Koordinaten lassen sich die beiden Inte-grals�atze auch direkt ohne Zuhilfenahme von Approximationen nachweisen.B.1 Der Gau�sche IntegralsatzEs sei V ein beliebiges Volumen und F := @V seine geschlossene Grenz�ache("Einh�ullende"). Wir w�ahlen den Ursprung O eines Systems von Kugelkoordina-ten innerhalb von V . Es bezeichne nun R = R(�; �) den Abstand eines Punktes, derin der Richtung �; � auf F = @V liegt, vom Ursprung. Die Punkte in V und aufF = @V k�onnen wir dann durch die folgenden Koordinaten beschreiben:V : r; �; � 0 � r � R(�; �)F = @V : r = R(�; �); �; �365



366 ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZEWenn R = R(�; �) mehrdeutig ist, weil F = @V so gefaltet ist, dass in der Richtung�; � mehrere Punkte auf F = @V liegen, denken wir uns das Volumen V in Teilvolu-mina zerlegt, so dass deren Grenz�achen eindeutig durch R = R(�; �) beschreibbarsind. Wir zeigen dann den Gau�schen Integralsatz f�ur jedes der Teilvolumina undbilden deren Summe, in der sich die Beitr�age �uber innere Grenz�achen herausheben.Unter Verwendung des Ausdrucks@@r a = 1r2 sin � "sin � @ (r2 ar)@r + r @ (sin � a�)@� + r @a�@� # ; (B.1)f�ur die Divergenz des Vektorfeldes a = a(r) und von d3r = r2 sin � dr d� d� f�ur dasVolumenelement in Kugelkoordinaten wirdZV d3r @@r a == Z 2�0 d� Z �0 d� Z R0 dr "sin � @ (r2 ar)@r + r @ (sin � a�)@� + r @a�@� # : (B.2)Hier soll R stets R = R(�; �) bedeuten. (Zur Vereinfachung schreiben wir ar; a�; a�f�ur die Komponenten von a in Kugelkoordinaten statt a0r; a0�; a0� wie im Anhang A.)Die Integrationen �uber die drei Summanden der Divergenz in (B.2) werten wir wiefolgt aus: Z R0 dr @ (r2 ar)@r = R2 ar;F ; (B.3)worin ar;F := ar (R(�; �); �; �)den Wert der Komponente ar auf der Grenz�ache F = @V bedeuten soll.



ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZE 367Z �0 d� Z R0 dr r @ (sin � a�)@� == Z �0 d� @@� "sin � Z R0 dr r a�#� Z �0 d� R @R@� sin � a�;F : (B.4)Nun ist Z �0 d� @@� "sin � Z R0 dr r a�# = "sin � Z R0 dr r a�#�=��=0 = 0; (B.5)weil sin � = 0 f�ur � = 0 und � = �.Z 2�0 d� Z R0 dr r @a�@� == Z 2�0 d� @@� "Z R0 dr r a�#� Z 2�0 d�R @R@� a�;F ; (B.6)und Z 2�0 d� @@� "Z R0 dr r a�# = "Z R0 dr r a�#�=2��=0 = 0; (B.7)weil das r{Integral in [: : :] periodisch in � mit der Periode 2 � ist.Wir setzen die Ausdr�ucke (B.3) bis (B.7) in (B.2) ein und erhaltenZV d3r @@r a == Z 2�0 d� Z �0 d� "R2 sin � ar;F � R @R@� sin � a�;F � R @R@� a�;F# : (B.8)Wir zeigen nun, dass das Integral auf der rechten Seite gerade gleich dem Fl�achen-integral von a �uber die Grenz�ache F = @V ist, womit der Gau�sche Integralsatz



368 ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZEbewiesen w�are. Dazu ermitteln wir die Fl�achenelemente df auf F = @V . Letztereist beschrieben durch R = R(�; �) oder auch 	(r; �; �) = r � R(�; �) = 0. Also giltauch d	 = 0 auf @V .d	 = dr � @R@� d� � @R@� d� = dsr � 1r @R@� ds� � 1r sin � @R@� ds�; (B.9)worin dsr = dr; ds� = r d�; ds� = r sin � d�die Linienelemente in Kugelkoordinaten sind. F�ur d	 = 0 liegen diese Elemente inF = @V , so dass der VektorN@V := er � 1r @R@� e� � 1r sin � @R@� e� (B.10)senkrecht auf F = @V steht, und folglich df � N@V . Den noch fehlenden Faktorermitteln wir f�ur den Fall df � er, dann n�amlich istdf = ds� ds� er = r2 sin � d� d� er;so dass f�ur r = Rdf = N@V R2 sin � d� d�=  R2 sin � er � R @R@� sin � e� � R @R@� e�! d� d�: (B.11)Die Bildung des Skalarprodukts a df liefert o�ensichtlich gerade den Integrandenauf der rechten Seite von (B.8), womit der Gau�sche SatzZV d3r @@r a = I@V df a (B.12)f�ur beliebige Volumina bewiesen ist.



ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZE 369B.2 Der Stokessche IntegralsatzEs sei F ein beliebiges Fl�achenst�uck im Raum und L = @F seine geschlossene Grenz-linie ("Saum"). Wir w�ahlen ein System von Zylinderkoordinaten. Die Projektion derLinie L = @F in die Ebene e�; e� (z=0) bildet dort eine ebenfalls geschlossene Linie,die wir mit L0 bezeichnen. Das System von Kugelkoordinaten sei so gew�ahlt, dasssein Ursprung O innerhalb von L0 liegt. Es bezeichne R = R(�) den Abstand derPunkte, die in der Richtung � auf L0 liegen, vom Ursprung, und z = H(�; �) dieH�ohe z der Punkte auf F �uber der Ebene z = 0. Die Punkte auf F; L = @F und L0k�onnen wir dann durch die folgenden Koordinaten beschreiben:F : �; �; z = H(�; �) 0 � � � R(�)L = @F : � = R(�); �; z = H(R(�); �)L0 : � = R(�); �; z = 0Falls die so de�nierten Funktionen � = R(�) oder z = H(�; �) mehrdeutig werden,m�ussen wir L und entsprechend F auf geeignete Weise zerlegen und anschlie�enddie Summe �uber die Zerlegung bilden, vgl. die entsprechende Bemerkung im vorher-gehenden Abschnitt.Zun�achst bestimmen wir die Fl�achenelemente df auf F , und zwar analog wie imvorhergehenden Abschnitt. Wir beschreiben F durch 	(�; �; z) = z �H(�; �) = 0.d	 = dz � @H@� d�� @H@� d� = dsz � @H@� ds� � 1� @H@� ds�; (B.13)worin ds� = d�; ds� = � d�; dsz = dzdie Linienelemente in Zylinderkoordinaten sind. F�ur d	 = 0 liegen diese Elementein F , so dass der Vektor NF := ez � @H@� e� � 1� @H@� e� (B.14)



370 ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZEsenkrecht auf F steht. Den noch fehlenden Faktor ermitteln wir f�ur den Fall df � ez,dann n�amlich ist df = ds� ds� ez = � d� d� ez;so dass df =  ez � @H@� e� � 1� @H@� e�! � d� d�: (B.15)Unter Verwendung des Ausdrucks@@r � a = 1� "@az@� � � @a�@z # e� ++ "@a�@z � @az@� # e� ++1� "@(� a�)@� � @a�@� # ez (B.16)f�ur die Rotation des Vektorfeldes a = a(r) in Zylinderkoordinaten bilden wir dasSkalarprodukt aus df und der Rotation von a und integrieren �uber das Fl�achenst�uckF : ZF df  @@r � a! == Z 2�0 d� Z R0 d� "@(� a�;F )@� � @a�;F@� � @H@�  @az;F@� � � @a�;F@z !��@H@�  @a�;F@z � @az;F@� !# ; (B.17)worin a�;F := a� (�; �;H(�; �))



ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZE 371den Wert der Komponente a� auf der Fl�ache F bedeuten soll, entsprechend f�ur dieanderen Komponenten. Wegen dieser impliziten zweifachen Abh�angigkeit von � und� k�onnen wir die Integrationen nicht direkt ausf�uhren, sondern m�ussen zun�achst dietotalen Ableitungen bilden:d(� a�;F )d� = @(� a�;F )@� + � @a�;F@z @H@� ; (B.18)da�;Fd� = @a�;F@� + @a�;F@z @H@� ; (B.19)daz;Fd� = @az;F@� + @az;F@z @H@� ; (B.20)daz;Fd� = @az;F@� + @az;F@z @H@� : (B.21)Aus den letzten beiden Relationen (B.20) und (B.21) folgt noch�@H@� @az;F@� + @H@� @az;F@� = �@H@� daz;Fd� + @H@� daz;Fd� : (B.22)Wir setzen (B.18),(B.19) und (B.22) in das Integral in (B.17) ein:ZF df  @@r � a! == Z 2�0 d� Z R0 d� "d(� a�;F )d� � da�;Fd� � @H@� daz;Fd� + @H@� daz;Fd� # : (B.23)Die einzelnen Integrationen liefern:Z R0 d� d(� a�;F )d� = Ra�;L; (B.24)worin a�;L = a� (R(�); �;H (R(�); �))



372 ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZEden Wert der Komponente a� auf der Grenzlinie L = @F bedeuten soll, entsprechendf�ur die anderen Komponenten.Z 2�0 d� Z R0 d� da�;Fd� = Z 2�0 d� dd� "Z R0 d� a�;F#� Z 2�0 d� dRd� a�;L (B.25)mit Z 2�0 d� dd� "Z R0 d� a�;F# = "Z R0 d� a�;F#�=2��=0 = 0; (B.26)weil das �{Integral in [: : :] periodisch in � mit der Periode 2 � ist.Z 2�0 d� Z R0 d� @H@� daz;Fd� == Z 2�0 d� dd� "Z R0 d� @H@� az;F#� Z 2�0 d�  @H@� !L dRd� az;L �� Z 2 �0 d� Z R0 d� @2H@� @� az;F ; (B.27)Z 2�0 d� dd� "Z R0 d� @H@� az;F# = "Z R0 d� @H@� az;F#�=2��=0 = 0; (B.28)Z 2�0 d� Z R0 d� @H@� daz;Fd� == Z 2�0 d� Z R0 d� dd�  @H@� az;F!� Z 2�0 d� Z R0 d� @2H@� @� az;F ; (B.29)Z 2�0 d� Z R0 d� dd�  @H@� az;F! =  @H@� !L az;L �  @H@� az!�=0| {z }=0 : (B.30)Anschaulich ist unmittelbar einleuchtend, dass die Funktion z = H(�; �) f�ur � = 0nicht mehr von � abh�angen kann. Die obigen Integrationen setzen wir in (B.23) einund erhalten



ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZE 373ZF df  @@r � a! == Z 2�0 d� (Ra�;L + dRd� a�;L + " @H@� !L dRd� +  @H@� !L# az;L) : (B.31)Wir zeigen nun, dass das Integral auf der rechten Seite gerade gleich dem Linienin-tegral von a �uber die Grenzlinie L ist. Es istdr a = ds� a� + ds� a� + dsz az = d� a� + d� � a� + dz az: (B.32)Wir haben die Grenzlinie L durch � = R(�) und z = H(R(�); �), also mit � alsunabh�angiger Variablen dargestellt. Darum m�ussen wir alle Di�erentiale durch d�ausdr�ucken: d� = dRd� d�; dz = " @H@� !L dRd� +  @H@� !L# d�:Einsetzen in (B.32) f�uhrt genau auf den Integranden in (B.31), womit der StokesscheIntegralsatz ZF df  @@r � a! = I@F dr a (B.33)f�ur beliebige Fl�achenst�ucke F bewiesen ist.



374 ANHANG B: DIE INTEGRALS�ATZE



Anhang C
Die Diracsche �{Funktion
Im Abschnitt 2.2.2 haben wir die Diracsche �{Funktion als eine Schreibweise ein-gef�uhrt, um den Gau�schen Integralsatz formal auch auf das elektrische Feld einerPunktladung anwenden zu k�onnen. Wir hatten n�amlich gezeigt, dass� 1r = @2� 1r = @@r  @@r 1r! = 0 f�ur r 6= 0; (C.1)aber bei formaler Verwendung des Gau�schen IntegralsatzesZV d3r� 1r = ZV d3r @@r  @@r 1r! = I@V df  @@r 1r! = ( �4 � (r = 0) 2 V;0 (r = 0) 62 V: (C.2)Hier ist das Volumenintegral f�ur den Fall (r = 0) 2 V wegen der Singularit�at desIntegranden bei r = 0 nicht de�niert, w�ahrend das Fl�achenintegral �uber @V de�niertist und die angegebenen Werte besitzt. Hieraus hatten wir die formale Schreibweise� 14 � � 1r =: �(r);�(r) = 0 f�ur r 6= 0;aber ZV d3r �(r) = ( 1 (r = 0) 2 V;0 (r = 0) 62 V: (C.3)375



376 ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTIONentwickelt. Unter formaler Verwendung des Gau�schen Integralsatzes hatten wir imAbschnitt 2.2.2 auch gezeigt, dass f�ur eine stetige Funktion �(r)ZV d3r �(r) �(r) = �(0) (C.4)gilt, wenn r = 0 in V liegt, anderenfalls verschwindet das Integral.�ublicherweise stellt man die �{Funktion �(r) f�ur die 3{dimensionale Variable r alsProdukt �uber 3 �{Funktionen der kartesischen Komponenten x1; x2; x3 von r dar:�(r) = �(x1) �(x2) �(x3); (C.5)wobei in Analogie zu (C.4) f�ur eine stetige Funktion �(x)Z +1�1 dx �(x) �(x) = �(0) (C.6)gelten soll. dass (C.5) im Sinne von (C.4) richtig ist, erkennen wir an der folgendenUmformung:Z d3r �(r) �(r) = Z dx1 �(x1) Z dx2 �(x2) Z dx3 �(x3)�(x1; x2; x3)= Z dx1 �(x1) Z dx2 �(x2)�(x1; x2; 0)= Z dx1 �(x1)�(x1; 0; 0) = �(0; 0; 0) = �(0): (C.7)C.1 Die 1{dimensionale Delta{Funktion und dieDarstellung durch einen Grenz�ubergangDer Grund f�ur die formale Schreibweise mit der �{"Funktion" liegt darin, dass manmit diesem Symbol in Bezug auf Integration oder Di�erentiation wie mit einergew�ohnlichen (stetigen oder di�erenzierbaren) Funktion rechnen kann, obwohl essich gar nicht um eine Funktion im �ublichen Sinne handelt. Es gibt eine mathemati-sche Theorie f�ur Objekte wie die �{"Funktion", die Theorie der Distributionen. F�ur



ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTION 377die �uberwiegende Zahl der physikalischen Anwendungen der �{"Funktion" lohnt die-ser Aufwand nicht. Dennoch sollte man auch in der Physik �uber eine mathematischkorrekte Vorstellung �uber die Verwendung der �{"Funktion" verf�ugen. Eine M�oglich-keit daf�ur ist die Darstellung der �{"Funktion" durch geeignete Grenz�uberg�angein gew�ohnlichen Funktionen. Wir werden im folgenden di�erenzierbare FunktionenD�(x) mit einem Parameter � kennenlernen, die durch den Grenz�ubergang �! 0 indie �{Funktion �ubergehen: D�(x) �!0�! �(x): (C.8)Dieser Grenz�ubergang soll dadurch de�niert sein, dass er die Beziehung (C.6) liefert,also lim�!0 Z +1�1 dx �(x)D�(x) = �(0): (C.9)Die Beziehung (C.6) soll also als symbolische Schreibweise f�ur den Grenz�ubergang in(C.9) interpretiert werden. Da D�(x) sogar di�erenzierbar sein soll, ist das Integralin (C.9) im gew�ohnlichen Riemannschen Sinn de�niert.Die am h�au�gsten in der Physik vorkommenden Darstellungen f�ur D�(x) sind:D�(x) = 12 � �(�� jxj) ; (A): Kasten;= 12 � exp �jxj� !; (B): Exponentialfunktion;= 1p2 � � exp � x22 �2!; (C): Gau�glocke;= �� 1�2 + x2 ; (D): Lorentz{Kurve;= �� x2 sin2 x� ; (E): Spaltfunktion:
(C.10)

Hierin ist �(s) die Heavyside{Funktion, de�niert durch�(s) = ( 1 f�ur s � 0;0 f�ur s < 0



378 ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTIONWie man leicht erkennt, haben alle obigen Darstellungen von D�(x) unter der Trans-formation x = � � die folgende Skalierungseigenschaft:D�(� �) = 1� D1(�); (C.11)worin D1(�) aus (C.10) f�ur � = 1 folgt. Man kann ebenfalls nachweisen, dass dieD1(�) normiert sind, d.h. Z +1�1 d� D1(�) = 1; (C.12)und zwar entweder durch elementare Integrationen oder durch Anwendung ent-sprechender Integrationstechniken. dass bedeutet, dass wegen (C.11) dann auch dieD�(x) normiert sind: Z +1�1 dxD�(x) = Z +1�1 d� D1(�) = 1: (C.13)Die Abbildung C.1 zeigt graphische Darstellungen der D�(x) aus (C.10).C.2 Nachweis von (C.9)Wir weisen jetzt die Beziehung (C.9) f�ur stetige Funktionen �(x) und f�ur die D�(x)aus (C.10) nach. Wir beachten, dass in allen F�allen D�(x) � 0. Wir f�uhren denNachweis, indem wir lim�!0 Z +1�1 dx [�(x)� �(0)] D�(x) = 0 (C.14)zeigen. Das Integral teilen wir in drei Bereiche auf:Z +1�1 dx [�(x)� �(0)] D�(x) = J�(a) +R+� (a) +R�� (a); (C.15)



ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTION 379
(A)
(B)
(C)
(D)
(E)

D�(x)

0�� +� xAbbildung C.1: Graphische Darstellungen von D�(x)mit J�(a) := Z +a�a dx [�(x)� �(0)] D�(x);R+� (a) := Z +1a dx [�(x)� �(0)] D�(x);R�� (a) := Z �a�1 dx [�(x)� �(0)] D�(x);worin a eine positive Zahl ist, a > 0, �uber die wir sogleich verf�ugen werden. Zun�achstsch�atzen wir J�(a) ab. Unter Beachtung von D�(x) � 0 wirdjJ�(a)j � maxjxj�a j�(x)� �(0)j Z +a�a dxD�(x)= maxjxj�a j�(x)� �(0)j Z +a=��a=� d� D1(�): (C.16)Bei der Absch�atzung von R+� (a) beachten wir, dass �(x) � �(0) wegen der voraus-gesetzten Stetigkeit von �(x) beschr�ankt ist: j�(x)� �(0)j < C. Damit wird



380 ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTIONR+� (a) � C Z +1a dxD�(x) = C Z +1a=� d� D1(�): (C.17)Ganz analog wird R�� (a) abgesch�atzt. Jetzt verf�ugen wir, dass mit �! 0 auch a! 0gehen soll, allerdings in der Weise, dass a=�!1. Das l�asst sich z.B. durch die Wahla � p� erreichen. Dann ist wegen der Stetigkeit von �(x)lima!0maxjxj�a j�(x)� �(0)j = 0sowie lima=�!1 Z +1a=� d� D1(�) = 0;und analog f�ur R�� (a). Damit ist der erw�unschte Nachweis erbracht.C.3 Die Fourier{TransformationDer Fall (D) f�ur D�(x) aus (C.10) hat eine besondere Bedeutung f�ur die Fourier{Transformation. Um diesen Zusammenhang herzustellen, schreiben wirD�(x) = �� 1�2 + x2 = 12 � Z +1�1 dk ei k x�� jkj: (C.18)Um diese Identit�at nachzuweisen, spalten wir die Integration auf der rechten Seitein die Bereiche von �1 bis 0 und von 0 bis +1 auf und berechnen die beidenverbleibenden Integrale durch elementare Integration. F�uhren wir den Grenz�uber-gang � ! 0 direkt in (C.18) aus, so �nden wir im Sinne der fr�uher eingef�uhrtensymbolischen Sprechweise 12 � Z +1�1 dk ei k x = �(x): (C.19)Diese symbolische Aussage wird z.B. bei der Umkehrung der Fourier{Transformationbenutzt. Als Fourier{Transformierte ~f(k) einer Funktion f(x) wird de�niert



ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTION 381~f(k) := 12 � Z +1�1 dx f(x) e�i k x: (C.20)Wir multiplizieren beide Seiten mit exp (i k x0) und integrieren �uber k:Z +1�1 dk ~f(k) ei k x0 = 12 � Z +1�1 dk Z +1�1 dx f(x) ei k (x0�x): (C.21)Wenn wir die Reihenfolge der k{ und x{Integrationen auf der rechten Seite vertau-schen d�urften und dann (C.19) verwenden, erhalten wirZ +1�1 dk ~f(k) ei k x0 = Z +1�1 dx f(x) 12 � Z +1�1 dk ei k (x0�x)= Z +1�1 dx f(x) �(x0 � x)= Z +1�1 dx00 f(x0 � x00) �(x00) = f(x0); (C.22)worin wir im letzten Schritt x00 := x0�x statt x als Integrationsvariable substituierthaben. Wenn wir nun wieder x statt x0 schreiben, wird aus (C.22)f(x) = Z +1�1 dk ~f(k) ei k x; (C.23)also die Umkehrung der Fourier{Transformation in (C.20).Die Tatsache, dass wir durch die Vertauschung der Reihenfolge der k{ und x{Integrationen in (C.22) auf die �{"Funktion" gesto�en sind, weist darauf hin, dassdie Vertauschung nicht erlaubt ist, weil das Ergebnis eben keine integrierbare Funk-tion im Sinne des Riemannschen Integralbegri�s ist. Unter der Voraussetzung, dassaber das x{Integral in (C.20) konvergiert, m�usste die korrekte Rechnung statt (C.22)wie folgt lauten:Z +1�1 dk ~f(k) ei k x0 = lim�!0 Z +1=��1=� dk ~f(k) ei k x0= lim�!0 12 � Z +1=��1=� dk Z +1�1 dx f(x) ei k (x0�x)= lim�!0 Z +1�1 dx f(x) 12 � Z +1=��1=� dk ei k (x0�x)= lim�!0 Z +1�1 dx f(x)D�(x0 � x): (C.24)



382 ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTIONDa wir nun im Abschnitt C.2 nachgewiesen haben, dass die Darstellung (D) f�urD�(x) f�ur �! 0 die allgemeine Relation (C.9) erf�ullt, folgt aus (C.24) f�ur �! 0 dieUmkehrformel (C.23) der Fourier{Transformation.C.4 Darstellung der 3{dimensionalen �{Funktiondurch einen Grenz�ubergangAuch die 3{dimensionale �{Funktion k�onnen wir direkt durch einen Grenz�ubergangdarstellen, ohne auf den 1{dimensionalen Fall zur�uckgreifen zu m�ussen. Im Anschlussan (C.3) de�nieren wir D�(r) := � 14 � � 1r + � ; � > 0: (C.25)Wir berechnen nun nach dem Muster im Abschnitt 2.1@� 1r + � = � 1(r + �)2 x�r ;@2� 1r + � = �@�  1(r + �)2 x�r != 2(r + �)3 x2�r2 + 1(r + �)2 x2�r3 � 1(r + �)2 3r= 2(r + �)3 � 2(r + �)2 r = � 2 �(r + �)3 r ;D�(r) = 12 � �(r + �)3 r : (C.26)Die Funktion D�(r) besitzt endliche Werte f�ur r 6= 0, die jedoch mit � ! 0 ver-schwinden: lim�!0D�(r) = 0 f�ur r 6= 0: (C.27)Bei r = 0 besitzt D�(r) eine Singularit�at, ist jedoch integrierbar. Wir integrierenD�(r) �uber jrj � R, also �uber eine Kugel mit dem Radius R und dem Mittelpunktin r = 0. Mit der Substitution s := r + � erhalten wir



ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTION 383Zjrj�R d3r D�(r) = 2 Z R0 dr r2 �(r + �)3 r = 2 � Z R+�� ds s� �s3 == �2 � hs�1iR+�� + �2 hs�2i�� = � RR + ��2 : (C.28)F�ur �! 0 liefert das Integral den Wert 1, und zwar unabh�angig von der Wahl vonR: lim�!0 Zjrj�R d3r D�(r) = 1: (C.29)Wir k�onnen sogar den Radius R mit � verschwinden lassen, allerdings schw�acher als�, z.B. R = p�: Zjrj�p� d3r D�(r) =  p�p�+ �!2 =  11 +p�!2 �!0�! 1: (C.30)Wir zeigen nun die zu (C.9) entsprechende Relationlim�!0 Z d3r �(r)D�(r) = �(0) (C.31)f�ur stetige Funktionen �(r), indem wir analog wie im Abschnitt C.2 vorgehen. Wirteilen das zu (C.14) analoge Integral in zwei Teile jrj � R und jrj > R auf. Au�erdemsei j�(r)� �(0)j � C wegen der vorausgesetzten Stetigkeit. Es istZ d3r [�(r)� �(0)] D�(r) == Zjrj�R d3r [�(r)� �(0)] D�(r) + Zjrj>R d3r [�(r)� �(0)] D�(r);�����Zjrj�R d3r [�(r)� �(0)] D�(r)����� � maxjrj�R j�(r)� �(0)j Zjrj�R d3r D�(r) == maxjrj�R j�(r)� �(0)j � RR + ��2 ;�����Zjrj>R d3r [�(r)� �(0)] D�(r)����� � C Zjrj>R d3r D�(r) == C "1� � RR + ��2# :



384 ANHANG C: DIE DIRACSCHE �{FUNKTIONJetzt w�ahlen wir wieder R = p�, so dasslim�!0 maxjrj�p� j�(r)� �(0)j = 0wegen der vorausgesetzten Stetigkeit undlim�!0241�  p�p�+ �!235 = 0;s.o. Damit ist (C.31) nachgewiesen. Die Beitr�age zu dem Integral kommen f�ur �! 0aus einer beliebig kleinen Umgebung von r = 0.



Anhang D
Der Levi{Civita{Tensor in 3 und 4Dimensionen
Wie wir im gesamten Text der Elektrodynamik erfahren, stellt der Levi{Civita{Tensor ein sehr rationelles Hilfsmittel beim Umgang mit Ausdr�ucken dar, in de-nen Kreuzprodukte und der Di�erentialoperator der Rotation vorkommen. DieseErfahrung bezieht sich zun�achst einmal auf den dreidimensionalen Ortsraum. Die4{Schreibweise der Elektrodynamik zeigt uns jedoch, da� es zum Kreuzprodukt undzur Rotation auch 4{dimensionale Entsprechungen gibt, die sich am geeignetstenmit dem 4{dimensionalen Levi{Civita{Tensor darstellen lassen. Wir wollen deshalbin diesem Anhang einige "Rechenregeln" f�ur den Levi{Civita{Tensor in 3 und in 4Dimensionen zusammenstellen. Die wichtigsten dieser Regeln betre�en Ausdr�ucke,in denen Produkte von Levi{Civita{Tensoren auftreten. Solche Ausdr�ucke ergebensich immer dann, wenn Kreuzprodukte oder Di�erentialoperatoren der Rotationmehrfach verschachtelt auftreten.
D.1 Produktausdr�ucke von zwei 3{dimensionalenLevi{Civita{TensorenD.1.1 Die RechenregelnWir erinnern zun�achst noch einmal an die De�nition385



386 ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSOR��� = 8><>: +1 (�; �; ) = gerade Permutation von (1; 2; 3)�1 (�; �; ) = ungerade Permutation von (1; 2; 3)0 sonst (D.1)des 3{dimensionalen Levi{Civita{Tensors aus dem Abschnitt 1.3.3. Wir wollen jetzteinen Ausdruck f�ur das Produkt ��� ���� von zwei Levi{Civita{Tensoren formulie-ren, in denen beliebige Indizes (�; �; ) bzw. (�; �; �) auftreten k�onnen. Jeder dieserIndizes darf beliebige Werte von (1; 2; 3) annehmen. Wir zeigen nun die folgendeIdentit�at: ��� ���� = ������� ��� ��� ������ ��� ����� �� �� ������� (D.2)Wir zeigen zun�achst, dass beide Seiten dasselbe Verhalten bei Permutation der In-dizes �; �;  untereinander bzw. �; �; � untereinander besitzen. Werden n�amlich aufder linken Seite zwei Indizes in �; �;  oder in �; �; � vertauscht, �andert sich das Vor-zeichen. Dem entspricht in der Determinante auf der rechten Seite die Vertauschungvon zwei Zeilen oder von zwei Spalten, die ebenfalls zu einer Vorzeichen{�Anderungf�uhrt.Wenn zwei der Indizes �; �;  auf der linken Seite �ubereinstimmen, so dass ��� = 0,treten in der Determinante auf der rechten Seite zwei gleiche Zeilen auf, so dass auchdie Determinante verschwindet. Wenn links zwei der Indizes �; �; � �ubereinstimmen,so dass ���� = 0, treten in der Determinante auf der rechten Seite zwei gleicheSpalten auf, so dass auch die Determinante verschwindet.Es bleibt zu zeigen, dass kein weiterer Faktor in der Relation (D.2) auftritt. Einsolcher Faktor w�urde nicht im Widerspruch zur �ubereinstimmenden Symmetrie aufden beiden Seiten stehen. Um den Faktor zu ermitteln, gen�ugt es, einen speziellenFall zu betrachten, z.B. � = � = 1; � = � = 2;  = � = 3. Auf der linken Seiteerhalten wir dann �123 �123 = 1 und auf der rechten Seite������� 1 0 00 1 00 0 1 ������� = 1;womit (D.2) bewiesen ist.



ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSOR 387Aus (D.2) folgen nun weitere wichtige Relationen, auf die wir beim Umrechnen vonProduktausdr�ucken von Levi{Civita{Tensoren zur�uckgreifen k�onnen. Wenn wir in(D.2) z.B. � = � setzen, entsteht auf der linken Seite der Ausdruck ��� ���� , in demper Summations{Konvention �uber � = 1; 2; 3 zu summieren ist. Auf der rechten Seiteentwickeln wir die Determinante nach der ersten Zeile. Durch konsequente Beachtungder Summations{Konvention und unter Verwendung von ��� = 3 erhalten wir��� ���� = ����� ��� ����� �� ����� = ��� �� � ��� ��: (D.3)Statt der soeben beschriebenen Herleitung k�onnen wir diese Relation auch wiederdurch Symmetrie{Betrachtungen und einen speziellen Fall direkt beweisen. BeideSeiten haben dasselbe Verhalten bei Vertauschung von �;  bzw. von �; � und beideSeiten verschwinden, wenn entweder � =  oder � = � (oder beides). Als speziellenFall w�ahlen wir � = � = 2;  = � = 3, so dass die �{Summation links einen Term6= 0 nur noch f�ur � = 1 liefert und ��23 ��23 = 1. Auf der rechten Seite erhalten wirf�ur die Determinante ebenfalls ����� 1 00 1 ����� = 1;womit (D.3) bewiesen ist.Jetzt setzen wir in (D.3) auch noch � = �. Unter Beachtung der Summationskon-vention, die jetzt auch f�ur � gilt, erhalten wir aus (D.3)��� ���� = ��� �� � ��� �� = 3 �� � �� = 2 �� : (D.4)Schlie�lich sei auch noch � = :��� ��� = 2 � = 2 � 3 = 6: (D.5)Die Summe auf der linken Seite erstreckt sich �uber alle 3! = 6 Permutationen(�; �; ) von (1; 2; 3), f�ur die stets ��� ��� = +1.



388 ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSORD.1.2 AnwendungenWir gehen aus von den Darstellungen des Kreuzproduktes und der Rotation durchden Levi{Civita{Tensor im Abschnitt 1.3.3:(a� b)� = ��� a� b ;  @@r �C(r)!� = ��� @� C(r): (D.6)Hier bedeuteten (: : :)� die �{Komponente des jeweiligen Vektorausdrucks in (: : :)und @� = @=@ x� die �{Komponente von @=@ r.Nat�urlich k�onnen wir diese Darstellungen durch Multiplikation mit dem Basisvektore� (einschlie�lich Summationskonvention f�ur �) umschreiben zua� b = ��� e� a� b ; @@r �C(r) = ��� e� @� C(r): (D.7)Unser erstes Anwendungsbeispiel soll die Berechnung des doppelten Kreuzproduktesa � (b � c). Unter Verwendung der obigen Darstellungen und der Regeln aus demAbschnitt D.1.1 erhalten wir f�ur dessen �{Komponente(a� (b� c))� = ��� a� ��� b� c�= ��� ��� a� b� c�= (��� ��� � ��� ���) a� b� c�= a� b� c� � a� b� c�= b� (ac)� c� (ab):Hier haben wir benutzt, da� wegen der zyklischen Invarianz ��� = ��� und da�a� c� = ac usw., vgl. auch Abschnitt 1.3.2. Durch Multtiplikation mit e� erhaltenwir aus dem obigen Ergebnis die aus der Vektorrechnung bekannte Formela� (b� c) = b (ac)� c (ab) : (D.8)Auf analoge Weise berechnen wir die in der Elektrodynamik h�au�g vorkommende"doppelte Rotation" eines Vektorfeldes C(r). Zur Vereinfachung der Schreibweiseschreiben wir das Ortsargument r nicht mehr mit. Es ist nach dem obigen Vorbild



ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSOR 389 @@r �  @@r �C!!� = ��� @� ��� @� C�= ��� ��� @� @� C�= (��� ��� � ��� ���) @� @� C�= @� @� C� � @� @� C�= @�  @@r C!��C�:In dieser Umformung haben wir die Divergenz des Vektorfeldes C(r),@� C� = @@r C;sowie die Schreibweise � = @� @�f�ur den Delta{Operator benutzt, vgl. Abschnitt 2.1. Die vektorielle Form des Ergeb-nisses der obigen Umformung lautet@@r �  @@r �C! = @@r  @@r C!��C: (D.9)Im ersten Term auf der rechten Seite wird der Gradient desjenigen Skalars gebildet,der durch die Divergenz des Vektorfeldes C entsteht. Im zweiten Term wirkt derskalare Operator � im Sinne eines Skalarprodukts auf das Vektorfeld C.Ein weiteres Beispiel ist die Berechnung der Rotation des Kreuzproduktes zweierVektorfelder B = B(r) und C = C(r): @@r � (B �C)!� = ��� @� ��� B� C�= ��� ��� @� (B� C�)= (��� ��� � ��� ���) @� (B� C�)= @� (B�C�)� @� (B� C�)= C� @� B� +B� @� C� � C� @� B� �B� @� C�=  C @@r! B� +B�  @@r C!� C�  @@r B!�  B @@r! C�;



390 ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSORbzw. in vektorieller Form@@r � (B �C) =  C @@r! B +B  @@r C!�C  @@r B!�  B @@r! C: (D.10)In der obigen Umformung haben wir die gew�ohnliche Produktregel der Di�erentiati-on f�ur @� = @=@x� verwendet. Im Ergebnis (D.10) tritt die Operator{KombinationC @@r = C� @� (D.11)auf. Dieses ist ein skalarer Operator, der auf ein Vektorfeld analog zur Multiplikationeines Skalars mit einem Vektor wirkt. Das Ergebnis ist also wieder ein Vektor. DerOperator links in (D.11) wird auch als "Vektorgradient" bezeichnet. Das kann jedochirref�uhrend sein, weil es sich nicht um einen Gradienten handelt, der ja auf eineskalare Funktion wirkt und als Ergebnis ein Vektorfeld hat.Wenn der Vektor C konstant ist, also nicht vom Ort r abh�angt, giltC �  @@r �B! = @@r (C B)�  C @@r! B: (D.12)Wir f�uhren den Beweis dieser Behauptung, indem wir die �{Komponente der linkenSeite hinschreiben und wie folgt umformen:"C �  @@r �B!#� = ��� C� ��� @�B�= ��� ��� C� @�B�= C� @�B� � C� @� B�= @� (C� B�)� C� @� B�:



ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSOR 391D.2 Produktausdr�ucke von zwei 4{dimensionalenLevi{Civita{TensorenUnter Beachtung der kontra{ bzw. ko{varianten Schreibweise von 4{Vektoren, diewir im Abschnitt 11.3 eingef�uhrt haben, ist der 4{dimensionale Levi{Civita{Tensorzu de�nieren als�ijk` = 8><>: +1 (i; j; k; `) = gerade Permutation von (1; 2; 3; 4)�1 (i; j; k; `) = ungerade Permutation von (1; 2; 3; 4)0 sonst (D.13)Es gilt nun f�ur beliebige Wahlen der Indizes i; j; k; `�ijk` = ��ijk`; (D.14)wobei f�ur den 4{dimensionalen Levi{Civita{Tensor dieselben Regeln f�ur das Hebenund Senken von Indizes gelten soll, die wir im Abschnitt 11.3 allgemein eingef�uhrthaben1. Damit ist bereits klar, dass �ijk` und �ijk` sich h�ochstens um ein Vorzeichenunterscheiden k�onnen, also auch dieselben Anti{Symmetrie{Eigenschaften besitzen.Beide Seiten verschwinden, wenn auch nur zwei der Indizes i; j; k; ` �ubereinstimmen.Es gen�ugt also, den speziellen Fall i = 0; j = 1; k = 2; ` = 3 zu betrachten. Inder Tat ist aber �0123 = ��0123, weil drei r�aumliche Indizes (1,2,3) gehoben werden,wodurch sich jedesmal das Vorzeichen �andert.In Analogie zum 3{dimensionalen Fall in (D.2) gilt nun
�ijk` �mnpq = � ��������� �im �in �ip �iq�jm �jn �jp �jq�km �kn �kp �kq�m̀ �ǹ �p̀ �q̀ ��������� : (D.15)V�ollig analog zum 3{dimensionalen Fall k�onnen wir erkennen, dass beide Seitendasselbe Verhalten bei Vertauschung von Indizes in (i; j; k; `) bzw. in (m;n; p; q)1(D.14) ist keine korrekte kontra{ oder ko{variante Gleichung, weil dort alle gleichnamigenIndizes entweder in kontra- oder kovarianter Stellung stehen m�ussen. (D.14) ist nur Element f�urElement zu lesen.



392 ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSORhaben. Beide Seiten verschwinden auch, wenn in (i; j; k; `) bzw. in (m;n; p; q) jeweilszwei oder mehr Indizes �ubereinstimmen. Es bleibt wiederum nur ein spezieller Fallzu betrachten. Wir w�ahlen i = m = 0; j = n = 1; k = p = 2; ` = q = 3 underhalten unter Beachtung von (D.14) die korrekte Aussage, dass
�0123 �0123 = � ��������� 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1 ��������� = �1;womit (D.15) bewiesen ist.Nach demselben Muster wie im 3{dimensionalen Fall im Abschnitt D.1.1 k�onnenwir aus (D.15) weitere Regeln gewinnen, indem wir einen oder mehrere Indizes aus(i; j; k; `) mit einem oder mehreren Indizes aus (m;n; p; q) gleich setzen und dabeidie 4{dimensionale Summations{Konvention beachten. Dabei erhalten wir zun�achst�ijkl �inpq = � ������� �jn �jp �jq�kn �kp �kq�ǹ �p̀ �q̀ ������� : (D.16)Beide Seiten haben dasselbe Verhalten bei Vertauschung oder �Ubereinstimmung vonIndizes. Als speziellen Fall w�ahlt man hier z.B. j = n = 1; k = p = 2; ` = q = 3, sodass links nur f�ur i = 0 ein Term 6= 0 auftritt, der gem�a� (D.14) den Wert �1 besitzt.Denselben Wert liefert die rechte Seite f�ur diesen Fall, womit (D.16) bewiesen ist.Nach dem Muster des Abschnitts D.1.1 setzen wir nun auch j = n einschlie�lichSummations{Konvention nun auch �uber j und erhalten�ijk` �ijpq = �2 ����� �kp �kq�p̀ �q̀ ����� = �2 ��kp �q̀ � �kq �p̀� : (D.17)Beide Seiten haben dasselbe Verhalten bei Vertauschung oder �Ubereinstimmung vonIndizes. Als speziellen Fall w�ahlt man hier z.B. k = p = 2; ` = q = 3. Dann gibt esauf der linken Seite zwei Terme 6= 0 in der Summe �ij23 �ij23, n�amlich f�ur i = 0; j = 1und i = 1; j = 0, die beide den Wert �1 liefern, insgesamt also �2. Denselben Wertliefert die rechte Seite f�ur diesen Fall, womit (D.17) bewiesen ist.



ANHANG D: LEVI{CIVITA{TENSOR 393Setzen wir auch noch k = p einschlie�lich Summationskonvention nun auch �uber k,so erhalten wir �ijk` �ijkq = �6 �q̀: (D.18)Beide Seiten verschwinden, wenn ` 6= q, weil dann in der Summe �ijk` �ijkq keineKombinationen von Indizes mit Termen 6= 0 mehr auftreten k�onnen. Als speziellenFall w�ahlt man hier z.B. ` = q = 3. Dann gibt es auf der linken Seite in der Summe�ijk3 �ijk3 6 Summanden 6= 0, n�amlich gerade die Anzahl von Permutationen der dreiIndex{Werte (0; 1; 2) f�ur (i; j; k). Alle diese Summanden haben den Wert -1, vgl.(D.14).Schlie�lich wird, wenn alle Indizes �ubereinstimmen,�ijk` �ijk` = �6 �`̀ = �24 = �4!; (D.19)weil links jetzt alle 4! = 24 Permutationen (i; j; k; l) von (0; 1; 2; 3) den Beitrag -1liefern.
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Anhang E
Formeln der Vektor{Analysis
E.1 Vektor{Algebra3{dimensionale orthogonale Basis:e�; � = 1; 2; 3; e� e� = ��� = ( 1 � = �;0 � 6= � (1:3:2) (E.1)Transformation zwischen zwei orthogonalen Basen:e� e� = ��� e0� e0� = ���U�� = e� e0�e� = U�� e0� e0� = U�� e�x� = U�� x0� x0� = U�� x�@� = U�� @0� @0� = U�� @�U� U� = U� U� = ���

9>>>>>>>>=>>>>>>>>; (1:3:2) (E.2)
Vektor{Algebra: a� (b� c) = b (ac)� c (ab) : (D:1:2) (E.3)E.2 Gradient, Divergenz, RotationBezeichnungen: 395



396 ANHANG E: FORMELN DER VEKTOR{ANALYSISr = qx21 + x22 + x23@� = @@x�Formeln: @� r = x�r ; @r@r = rr (1:3:1) (E.4)@� 1r = �x�r3 ; @@r 1r = � rr3 (1:3:1) (E.5)Produkt{Regeln:@@r (�(r)a(r)) = @�(r)@r a(r) + �(r) @a(r)@rbzw. @� (� a�) = (@� �) a� + � (@� a�) 9>=>; (3:1:2) (E.6)@@r � (�(r)a(r)) = @�(r)@r � a(r) + �(r) @@r � a(r) (9:1:2) (E.7)@@r (a(r)� b(r)) = b(r)  @@r � a(r)!� a(r)  @@r � b(r)! (8:2:1) (E.8)Wenn c ein konstanter Vektor ist:c�  @@r � a(r)! = @@r (ca(r))�  c @@r! a(r) (3:3:2) (E.9)@@r � (c� a(r)) = c  @@r a(r)!�  c @@r! a(r) (6:6:1) (E.10)E.3 Laplace{OperatorDe�nition: � = @� @� = @2@x21 + @2@x22 + @2@x23 (E.11)Formeln: � 1r = 0 r 6= 0 (2:1) (E.12)@@r �  @@r �C! = @@r  @@r C!��C: (D:1:2): (E.13)



ANHANG E: FORMELN DER VEKTOR{ANALYSIS 397E.4 Partielle IntegrationWenn �(r) = 0 oder  (r) = 0 (oder beides) f�ur r 2 @V =Rand�ache desIntegrations{Gebietes V :ZV d3r (@� �)  = � ZV d3r � (@�  ) (3:1:2) (E.14)�(r) = a�(r) in (E.14):ZV d3r (@� a�)  = � ZV d3r a� (@�  ) (3:1:2) (E.15)�(r) = @� �(r) in (E.14):ZV d3r (��) = � Zd d3r (@� �) (@�  ): (E.16)E.5 Integrals�atzeStokesscher Integralsatz:ZF df @@r � a(r) = I@F dr a(r) (1:4:1) (E.17)Gau�scher Integralsatz:ZV d3r @@r a(r) = I@V df a(r) (2:2:1) (E.18)Andere Version:ZV d3r @@r � a(r) = I@V df � a(r): (2:2:3) (E.19)De�nition: @@n = n @@r ;worin n der Einheits{Vektor in Normalen{Richtung auf einer vorzugebenden Fl�acheist.1. Greensche Identit�at:ZV d3r  @�@r @ @r + �� ! = I@V df � @ @n (4:3:1) (E.20)2. Greensche Identit�at:ZV d3r (�� �  ��) = I@V df  � @ @n �  @�@n! : (4:3:1) (E.21)


