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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zur Festkorpertheorie I ersetzt nicht den regelméfligen Besuch der Vorlesungen.
Es ist als Ergénzung gedacht, zum Nacharbeiten oder zur Vorbereitung auf Klausuren und Priifun-
gen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer kritisch betrachtet werden, es kénnten noch
Druckfehler enthalten sein!

Wesentlicher Bestandteil der Vorlesung Festkorpertheorie I sind die Ubungen. Es ist unbedingt erfor-
derlich, den Stoff durch eigenstindiges Bearbeiten von Ubungsaufgaben zu vertiefen.

Fiir Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschldge bin ich jederzeit dankbar. Sie kénnen auch per
E-mail an mich (goetz.uhrig@tu-dortmund.de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Version des
Skripts ist im Internet iiber meine Homepage

http://tl.physik.uni-dortmund.de/uhrig/

erreichbar.

Gotz S. Uhrig

2 G.S. Uhrig
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1 Zweite Quantisierung

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Grundziige der zweiten Quantisierung dargestellt. Dabei
handelt es sich um eine formale Umformulierung, welche dazu dient, die Forderung nach total sym-
metrischen bzw. total antisymmetrischen Wellenfunktionen direkt zu beriicksichtigen. Dieser Schritt
soll im Folgenden kurz beschrieben werden.

1.1 Zusammenhang zur ersten Quantisierung

Betrachtet man ein System, welches genau n € Ny ununterscheidbare Teilchen beinhaltet, so wird der
entsprechende Hilbertraum H,, durch recht komplizierte Wellenfunktionen ;(ry,72,...,7,) beschrie-
ben. Die Komplexitdt der Wellenfunktionen ;(x1, zo, ..., x,) ist eine Folge der Forderung, dass fiir
ununterscheidbare Teilchen die Wellenfunktionen entweder total symmetrisch oder total antisymme-
trisch sind. Im Falle total antisymmetrischer Wellenfunktionen spricht man von Fermionen und im
Falle total symmetrischer Wellenfunktionen von Bosonen.

Selbst fiir wechselwirkungsfreie Systeme nehmen die Wellenfunktionen eine recht komplizierte Form
an. Betrachtet man z.B. ein System aus N Fermionen, welche durch die N Einteilchenwellenfunktionen

©1(r), 2(r), ..., on(r) beschrieben werden, so ist eine total antisymmetrische Wellenfunktion durch
o1(r1)  p1(r2) o1(rN)
r r ... TN
¢(T1,T2,...,Tn) = det gpz( 1) 802( 2) 902( ) (11)
en(r) en(r2) ... on(rn)
gegeben.

Fine besondere Rolle spielt der Hilbertraum Hg, der aus nur einem einzigen Zustand aufgebaut ist.
Dieser Zustand wird als Vakuum bezeichnetﬂ. Der Hilbertraum H, welcher nur ein Teilchen beinhaltet,
wird in allen einfithrenden Kursen zur Quantenmechanik ausfiihrlich behandelt.

1.2 Der Fockraum

Der sogenannte Fockraum F' ist gegeben durch die direkte Summe aller H,
F=Hy®H ®HyDHsPH, ®DHsD ... (12)

Dieser Raum ist ebenfalls ein Hilbertraum mit all seinen iiblichen Eigenschaften, wie z.B. der Existenz
eines Skalarproduktes.

!Das Vakuum muss nicht gleich dem Grundzustand sein, also nicht unbedingt dem Zustand mit dem kleinsten Ener-
gieeigenwert entsprechen.
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1.3 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Es ist {iblich auf dem Fockraum F sogenannte Erzeugungsoperatoren ¢! und Vernichtungsoperatoren
¢ einzufiihren, welche die Anzahl der Teilchen um eins erhohen oder verringern

' H,— H, 1 ¥n>0 (1.3a)
c: H,—H, 1Vn>0 (1.3b)
c: Hy—0. (1.3c)

Ist {|o)} eine Orthogonalbasis von Hy, dann erzeugt der Operator ¢l ein Teilchen im Zustand |o) und

der Operator ¢, vernichtet ein Teilchen im Zustand |«). In Gleichung (C3d) wird ein Vernichtungsope-
rator auf das Vakuum angewendet, was dazu fiihrt, dass das Vakuum auf den Nullvektor abgebildet
wird. Es kann also kein Teilchen mehr im Vakuum vernichtet werden.

1.3.1 Wiederholung: der harmonische Oszillator

Wir betrachten den Hamiltonoperator des harmonischen Oszillators

2

1
H= 2p_m + §mw2x2 (1.4)

wobei m die Masse bezeichnet.
Um die weitere Rechnung tibersichtlicher zu gestalten, fiihren wir dimensionslose Orts- und Impuls-

operatoren
mw [ 1
=, — P=4/— 1.5
@ V A v mhwp (15)

ein. In diesen Koordinaten lassen sich Ort und Impuls schreiben als

x:\/%Q p=vVmhwP. (1.6)

Hierbei bezeichnet

h
=/ — 1.7
o mw (17)
die Ostzillatorldnge.
Der Hamiltonoperator wird nun zu
hw
H=— (P*+ Q%) . (1.8)

Die neuen Operatoren P und @ erfiillen die Vertauschungsrelation
[Q,P] =il. (1.9)

Wir konnen nun die Linearkombinationen

a :i(QJrz'P) sowie aT:i(Q—z‘P) (1.10)

V2 V2
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welche den Auf- bzw. Absteigeoperator definieren, einfiihren.
Fiir diese Operatoren gilt die Vertauschungsrelation

[a ,aT] =aa —a'a =1 (1.11)

und der Hamiltonoperator lédsst sich durch

1 1
H:M(a*a +§> :h<N+§> (1.12)
ausdriicken. Hier haben wir den Zahloperator N mit den Eigenzustinden |n) mit
N |n) =n|n) (1.13)

eingefiihrt.
In dieser Basis gilt fiir den Aufsteiger

a'ln) =vn+1n+1) (1.14)

und analog fiir den Absteiger

alny=+vnln—1). (1.15)

Im Folgenden werden bosonische Operatoren durch b (b) und fermionische Operatoren durch f (fT)
beschrieben. Ein Operator ¢ (c') kann sowohl einen bosonischen als auch einen fermionischen Operator
darstellen.

1.3.2 Bosonen

Bosonen werden durch symmetrische Wellenfunktionen beschrieben. Demnach muss gelten
bl,bly [0) = bfb, [0) - (1.16)

Da jede Wellenfunktion mit einem Teilchen im Niveau « und einem Teilchen in Niveau 3 symmetrisch
beziiglich deren Vertauschung sein muss, muss ganz allgemein gelten

b [v) = bLbl [v) ¥ ) e F . (1.17)

Demnach folgt
Tt —
[ba,bﬁ} =0 (1.18)

und durch hermitesche Konjugation
[bﬁ,ba] —0 = [ba,bﬁ] ~0. (1.19)
Ob erst ein Teilchen in 3 erzeugt oder in « vernichtet wird, ist gleichermaflen dquivalent

Dby V) =byblIv) Y a# B, (1.20)

8 G.S. Uhrig
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solange wir nicht vom selben Niveau o = 3 sprechen. Also gilt

[ba,bg] —0 Ya#4. (1.21)

Fiir dasselbe Niveau a = ( gilt wie beim harmonischen Oszillator

[ba,bg] ~1. (1.22)
Gleichung (CZI)) und (CZZ) koénnen zu
(b b)) = a0 (1.23)

zusammengefasst werden.

1.3.3 Fermionen

Fermionen werden durch antisymmetrische Wellenfunktionen beschrieben. Demnach muss gelten
Frhw)y = — £t v F 1.24
falglv) = =fafilv) ¥ |[v)eF. (1.24)
Daraus folgt fiir Fermionen, dass der Antikommutator verschwinden muss
{Fh sl = slsb+ risi=o. (1.25)

Hermitesche Konjugation liefert ebenfalls

{fa,fﬁ} =0. (1.26)

Es bleibt nun noch zu kldren, welche Vertauschungsrelationen fermionische Erzeuger und Vernichter
besitzen. Dazu betrachten wir zuerst nur ein einzelnes Niveau « mit Vakuum |0,) und besetztem
Zustand |1,)

1 fa100) =0 (1.27a)

fo £5100) =104) (1.27b)
1)

fct fa’1a> :‘1a> (1.27C)
0

falfkIla) =0 (1.27d)

Aus den Gleichungen (CZ7al) und (C27H) folgt {fa, f;r} |0o) = |04) und aus den Gleichungen ([C27d)
und ([LZ7dl) analog {fa,fg} [1o) = |14). Also gilt

{fa,fat} —1. (1.28)

Dies kann als Verallgemeinerung des harmonischen Oszillators auf Fermionen angesehen werden.

G.S. Uhrig 9
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Als néchstes betrachte man unterschiedliche Niveaus o und § mit o # 3. Fiir den Operator f, fg
existiert nur ein einziger Zustand |1,,0g), der nicht auf den Nullvektor abgebildet wird. Dasselbe gilt
fiir den Operator f; fo und den Zustand |0, 13). Beide Ergebnisse sind bis auf Phasen gleich. Also
gilt

fofb11a:08) = €% £, [10,05) . o€ R (1.29)

Um die Phase ¢ zu ermitteln, multipliziert man von links mit f;r[

Fifo fh 110, 08) = € fLF1fo 10, 05)
<= —_—— (1.30)

- = f3 A fo= 11

und erhélt
l=—e?oc¥=—1
T T (1.31)
Aus den beiden Gleichungen (CZ¥) und (C3T]) folgt insgesamt
{fa,fg} = b - (1.32)

Die Vertauschungsrelationen von Bosonen und Fermionen besitzen demnach die gleiche Struktur. Bei
Fermionen muss jedoch anstelle des bei den Bosonen auftretenden Kommutators der Antikommutator
verwendet werden! Wir fassen zusammen

{ca,cH¢ =003 » (1.33)

wobei [.,.]_ fiir den Kommutator steht, wenn die ¢, fiir Bosonen stehen und [.,.], fiir den Antikom-

mutator, wenn die ¢, fiir Fermionen stehen.

1.4 Der Besetzungszahloperator

Neben den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren spielt ebenfalls der sogenannte Besetzungszahl-

operator
Mo = Chc,, (1.34)

eine wichtige Rolle. Die vorherigen Rechnungen und unser Wissen um Auf- und Absteiger im harmo-
nischen Oszillator zeigen, dass dieser Operator gerade die Teilchen im Zustand |a) z&hlt

No [Na) = Mo [Na) (1.35)

mit
ne € {0,1} fiir Fermionen (1.36)
und n, € Ny fiir Bosonen. (1.37)

Um den Operator 7, von seinen Eigenwerten n, deutlich zu unterscheiden wird ein " verwendet.
Als néchstes wollen wir zwei Eigenschaften des Besetzungszahloperator festhalten. Zunéchst gilt

T
ﬁ:rx = <ch ca> = CLCQ = Ny - (1.38)

07

10 G.S. Uhrig
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Der Besetzungszahloperator ist also ein hermitescher Operator, was man auch direkt aus dem rein reel-
len Eigenwertspektrum und den paarweise orthogonalen Eigenvektoren hétte folgern kénnen. Ebenfalls
vertauschen Besetzungszahloperatoren fiir unterschiedliche Niveaus

[lasfig] =0 Y a#4. (1.39)

Fiir Bosonen folgt diese Eigenschaft direkt aus der Tatsache, dass bosonische Operatoren unterschied-
licher Niveaus vertauschen. Fiir Fermionen ist dies aufgrund der Antivertauschungsrelation nicht so
offensichtlich. Da jedoch eine gerade Anzahl an Vertauschungen durchgefithrt wird, gilt

Fitatbfy=— fifhfats
= firltst.
== fltsta (1.40)
= fifafifa

= Nahg = Nghg .

Geméf und sind 7, und 7z paarweise vertauschende hermitesche Operatoren, so dass wir
wissen, dass es eine orthogonale Eigenbasis zu allen diesen Besetzungszahloperatoren gibt. Diese Basis
heifit Besetzungszahlbasis und kann explizit hingeschrieben werden.

1.4.1 Die Besetzungszahlbasis

Die Besetzungszahlbasis des Fockraums kann direkt aus der Einteilchenbasis {|a)} gewonnen werden

(C(Tn)nal (01‘42)na2 (C(tés)nag

Ty Nags Moy« ) = ...10 1.41
| a1 a2 a1 > \/nal! \/HOQ! \/na?)! | > ( )
mit
N, €{0,1};m € N fiir Fermionen (1.42)
und ng,, € Noym € N fiir Bosonen. (1.43)

Die so definierte Basis ist orthonormal. Fiir Fermionen ist zu beachten, dass die Reihenfolge der
Operatoren aufgrund der Antivertauschungsrelation wichtig ist.

1.5 Feldoperatoren

Weiterhin wollen wir die sogenannten Feldoperatoren 1&(7_") definieren, wobei 7 die Position im Ortsraum
beschreibt. Wir wollen uns an dieser Stelle nicht auf die Dimension von 7 festlegen. In einer Dimension
wiére 7 eine normale Zahl und in héheren Dimensionen ein Vektor.

Die Verwendung des Buchstabens v lésst vermuten, dass es sich bei 12)(77) um eine Wellenfunktion
handelt. Dies ist jedoch nicht der Fall. Die Verwendung des Buchstabens 1) kommt daher, dass manche
Formeln in zweiter Quantisierung mit Hilfe der Feldoperatoren eine sehr #dhnliche Form besitzen,

G.S. Uhrig 11



1 Zweite Quantisierung FKT WS 11/12

wie ein analoges Einteilchenproblem formuliert mit Hilfe von Wellenfunktionen. Definiert werden die
Feldoperatoren durch

() =Y balf)e, mit Go(F) = (Fla) (1.44)
()= n (el . (1.45)

Das Skalarprodukt (7]a) ist das iibliche Skalarprodukt zwischen zwei Einteilchenzusténden, ¢, (7) ist
die Ortsdarstellung des Zustandes |a). Die Funktion ¢, (7) ist somit nichts anderes als die Wellen-
funktion des Zustandes |a) in Ortsdarstellung. Das Standardbeispiel ist dabei eine ebene Wellen mit
Wellenvektor k

1 o
op(F) = —= &, (1.46)
wobei V' das betrachtete Volumen ist.

Die Vertauschungsrelationen der Feldoperatoren 1&(7_") sind gegeben durch

9 o) L = 0 =POLET] (1.47a)
@ | = =) (1.47b)
:F
Dabei ist die Abbildung [, ] gleich dem Kommutator [+, -] fiir Bosonen und gleich dem Antikommu-

tator {-,-} fiir Fermionen. Die Gleichung (CAZal) ist offensichtlich. Der Feldoperator ¢)(7) bzw. ih(7)
ist eine Linearkombination ausschliellich aus Vernichtern bzw. Erzeugern. Da alle Vernichter bzw.
Erzeuger untereinander (anti)vertauschen folgt Gleichung ([CZ7al). Gleichung (CA7D) folgt aus

:2% Gl O3()eh]

=" 6a(M85(7) [casch]
o, ﬁ’—:ﬁ
=

EGRIGH

:F

(1.48)

wobei wir die Vollsténdigkeit 1 = )" |) (a| der Basis {|a)} ausgenutzt haben.

1.5.1 Wichtige Operatoren in zweiter Quantisierung

In diesem Abschnitt wird eine Ubersicht dariiber geliefert, wie Operatoren in erster Quantisierung
in Operatoren in zweiter Quantisierung iibersetzt werden. Fiir die wichtigsten Operatoren sind die
Ergebnisse in Tabelle [Tl aufgelistet. Die Indizes i,j stehen dabei fiir Teilchen ¢ und Teilchen j und
d?r fiir die rdumliche Integration in d Dimensionen.

Als Beispiel wollen wir zeigen, dass die Darstellungen der kinetischen Energie in erster und zweiter
Quantisierung in Tabelle [T dquivalent sind. Betrachten wir n Teilchen, so ldsst sich feststellen, dass

12 G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 1.5 Feldoperatoren

Tabelle 1.1: Operatoren in erster und zweiter Quantisierung

erste Quantisierung zweite Quantisierung
Teilchendichte || () = 3 87— 7) () = B (7))
i
_— : ; " < : st (o2 e ad
Kinetische Energie Hyin = — Q—Vi Hygn = — [ 7(7) 2—V Y(r) dr
;o v
#uBeres Potential ffpot = Zu(f;) ﬁpot = /W(F)U(F)@(F) d’r
g v
- 1 . 1 . . . .
Wechselwirkung Hing = 5 Zv(f;‘ —75) | Hint = 5/ W(F)W(W)U(F_ 7)) (7) d?r atr!
i#£] %

die Wirkung des jeweiligen Operators auf all diese n Teilchen identisch und unabhéngig voneinander
ist. Dies ist offensichtlich in erster Quantisierung, da wir lediglich die kinetischen Energien fiir jedes
einzelne Teilchen aufsummieren. In zweiter Quantisierung behandeln wir die Teilchen ebenfalls als
unabhéngig, da wir ausschliefSlich Einteilchenoperatoren betrachten, welche genau ein Teilchen ver-
nichten und es wieder erzeugen. Dies geschieht an allen Orten des Raumes. Demnach hat also auch der
Operator in zweiter Quantisierung die gleiche Wirkung auf jedes der n Teilchen an deren n Positionen.

Um zu zeigen, dass die Darstellungen des Operators Hyin in erster und zweiter Quantisierung aqui-
valent sind, muss demnach nur noch gezeigt werden, dass sie die gleichen Matrixelemente fiir ein
einzelnes Teilchen besitzen. Demnach betrachten wir lediglich die Wirkung im Unterraum H;. In
erster Quantisierung erhalten wir fiir das Matrixelement (3| Hyy, |o), wobei @ und § den jeweiligen
Einteilchen-Basiszustand kennzeichnen

= 2
(8] Hian |a) = (8] £ |a) (1.49a)
/ (617 ﬂ—rr>< ) dtrd?y’ (1.49D)

Z 5//

—h2 -
- [ 1= @ddr:% [ osFoumit (1.49¢)
G P (7) v

Dabei ist ¢ () die Wellenfunktion des Zustandes |c) in Ortsdarstellung und ¢g() die Wellenfunktion
des Zustandes |3) in Ortsdarstellung. Die Gleichheit der linken Seite von ([CZ9al) und der rechten
Seite von (CZ9d) hétte man auch direkt hinschreiben kénnen, da man dazu offensichtlich nur den
Impulsoperator in Ortsdarstellung benétigt.

In zweiter Quantisierung benutzen wir die Relation ¢,/ |a) = daas |0). Anschaulich bedeuted dies, dass
das Vakuum nur dann aus dem Einteilchenzustand im Niveau « erreicht wird, wenn der Vernichter
genau auf dieses Niveau « wirkt. Jeder andere Vernichter liefert den Nullvektor. Durch hermitesche

G.S. Uhrig 13
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Konjugation und Ersetzen von a durch § erhélt man (g c;g/ = (0| 6gg’. Damit erhélt man in zweiter
Quantisierung

(8] Blin |0} == / (819} () FHH() |a) dr

2m
d
/2% (8] chy 6% (P92 60 () ot ) ' (150)
(018 Saar10)

wobel wir in der letzten Zeile ausgenutzt haben, dass das Vakuum normiert ist (0|0) = 1.

Aus der Tatsache, dass alle Matrixelemente in einer gegebenen Basis gleich sind, folgt, dass die beiden
Operatoren identisch sind. Wir haben also die Aquivalenz der Darstellungen der kinetischen Energie
in erster und zweiter Quantisierung gezeigt. Der Name ,zweite Quantisierung® bezieht sich darauf,
dass die Ausdriicke fiir die Operatoren sehr dhnliche Gestalt besitzen wie die Erwartungswerte von
Wellenfunktionen. Es sei hier aber erneut darauf hingewiesen, dass es sich bei den 1[18 um Feldoperatoren
handelt.

Der Wechselwirkungsoperator Hiye (vgl. Tabelle []) ist unser Standardbeispiel fiir einen Zweiteil-
chenoperator. Zu beachten ist, dass dieser nur dann wirkt, wenn wirklich zwei Teilchen vorhanden
sind. Er hat keinerlei Effekt auf ein einzelnes Teilchen. Per definitionem wechselwirkt ein Teilchen
nicht mit sich selbst. In erster Quantisierung wird dies dadurch erreicht, dass in der auftretenden
Doppelsumme gleiche Indizes ausgeschlossen werden (i # j). In zweiter Quantisierung werden Selbst-
wechselwirkungen durch die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter ausgeschlossen. Dadurch, dass
zwei Vernichtungsoperatoren auf der rechten Seite stehen, wird sichergestellt, dass, wenn nur ein Teil-
chen (oder keines) vorhanden ist, der gesamte Wechselwirkungsoperator Hiy, Null liefert; also keine
Wechselwirkung vorhanden ist. Eine naive Umsetzung

Ao = 1/ (Fo(F — 7)) dtr dér’ %/W(fw(ﬁ)v(f—f’)zﬁf(f')zﬁ(f’) dlr dh' (151

wiirde Selbstwechselwirkungen eines einzelnen Teilchens beinhalten.

1.5.2 Fouriertransformation

Da wir hdufig mit translationsinvarianten Systemen zu tun haben werden, ist es sinnvoll in den Impuls-
raum zu wechseln. Dies geschieht durch Fouriertransformation. Wir spezialisieren demnach unseren
vorherigen Formalismus in der Art, dass wir fiir die Quantenzahl o nun den Wellenvektor k verwenden.
Wir erhalten dadurch ¢z (7) = ﬁ exp(iEF) mit dem Volumen V. Fiir die Feldoperatoren erhalten wir

. 1 -
() = ﬁZeXp(lkﬂcg (1.52a)

OH(F) = WZexp(—iEF)c}%. (1.52b)

14 G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 1.5 Feldoperatoren

Die inverse Transformation ist gegeben durch
= [ exp(-iEn i (1530)
¢ = —= [ exp(—ikr)y(r)d%r .53a
k N p
o= / exp(iFF) Bt (7) dr . (1.53b)
k \/V

Zu beachten ist dabei der Vorzeichenwechsel im Exponenten, der auf Grund der hermiteschen Kon-
jugation fiir Erzeuger gerade andersherum verlduft als fiir Vernichter. Im thermodynamischen Limes,
d.h. fiir unendliches Volumen V — oo, gehen die Summen in Integrale iiber

> - 2Vd/ddk. (1.54)
(2m)"J

Dies folgt aus dem Abstand Ak = 27 /L zwischen zwei diskreten k-Punkten k = 27n/L (n € N, L:
Anzahl der Punkte in einer Dimension). Im Limes L — oo geht Ak in dk iiber. In hoheren Dimensionen
folgt der Zusammenhang (C54]) aus dem Produkt der unterschiedlichen Koordinaten von kEund V =
L%. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren werden durch Feldoperatoren im Impulsraum ersetzt

VVep — (k) = / exp(—ikr) ¥(F) d%r . (1.55)

\%

Diese erfiillen die (Anti—)Vertauschungsrelationenﬁ
O, DE)] = 0 = [91®). @) (L.56a)
[w(E),W(k')] = @l sE-F) . (1.56b)

Die Gleichung ([LAGH) erhélt man geméiB

~ ~ — -

{1/1(7;)71”(/4)]$ /exp( k7 + ik 7 [@(f),l/ﬁ(ﬁ)} 4ty ady

:':
V _/_/
S(ri)
L 1.57
_ / exp(i(F — )7 dir (1.57)
1%

Man beachte dabei, dass die Normierung eine Konvention beinhaltet. Es ist wichtig festzuhalten, dass
fiir jede Funktion f, welche kein Feldoperator ist, nach Konvention die Fouriertransformation

_'—l ex i_’r k — ! exp(ik7) f (k) ¢ a

1) = Z p(iF7) £ (F) e / D7) (F) %k (1.58a)

f(k) = /exp —ikF) f(7) d — /exp (—ik?) f(7) d%r . (1.58b)
\%4 \%4

verwendet wird.

2 Antikommutator (+) bei Fermionen, Kommutator (—) bei Bosonen.

G.S. Uhrig 15
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1.5.3 Operatoren im Impulsraum

Mit den obigen Definitionen kénnen wir nun sémtliche Operatoren auch im Impulsraum darstellen.
Auf der rechten Seite ist zusétzlich der thermodynamische Limes angegeben

A(F) = %§exp(iqﬁ’“) ag) (Qi)d / exp(ig7) 7() d%q (1.59a)
Vv
() = %: Aoy — 1 2711')d / B D(F + @) Ak (1.59b)
1%
fin = 3 PR e — = PR Ry o0 (1.59¢)
Vv
=y 030 — o [ ut-aa@ o (1.594)
1%
Hiy = % Z C;%_HTC;%I_(T v(q) Cr Cr — (1.59¢)

@ // DHE+@) N E — @) o(@ $(F) d(F) dk ak’ d’q .
\%4

Graphisch kénne die durch Gleichung (CR9d) beschriebenen Prozesse durch Abb. [Tl dargestellt wer-
den.

i k+q
]
v(@) |

K K —q

Abbildung 1.1: Diagrammatische Darstellung eines Wechselwirkungsprozesses aus Hiye.

Als Beispiel wollen wir an dieser Stelle nur den Ausdruck (ChUal) ableiten. Alle anderen Formeln

ergeben sich aus analogen Rechnungen. Ausgehend von der Teilchendichte 7(7) = 4T (7)¢(F) ergibt
sich mit den Definitionen (CRZ) und ([CARD)

A(g) = / exp(—igF) 1 (7) §(7) dr
1%

_ 1 B B d
_Zv/exp(—IQT—lkT+lk F)C,;C,;/ d’r
%4

kK’ (1.60)

— g T
—Z(S(k: k—q) CeCr,

kK’

“Ye.
K kg
k
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FKT WS 11/12 1.5 Feldoperatoren

Betrachtet man Formel (Ch9d), so wird ein Teilchen mit derselben Quantenzahl erst erzeugt und dann
vernichtet. Solch ein Operator wird als diagonal in der gegebenen Basis bezeichnet. Dies war fiir einen
solchen Einteilchenoperator im Impulsraum aufgrund der Translationsinvarianz zu erwarten.

Wairen alle Anteile des Hamiltonoperators diagonal, so hitten wir das Problem gelost, da wir dann
alle Eigenwerte und Eigenvektoren direkt angeben konnten. Dies ist jedoch meist nicht der Fall. Der
Wechselwirkungsterm Hi,; zum Beispiel ist hochgradig nicht diagonal, da die Teilchen Impulse aus-
tauschen.

G.S. Uhrig 17



2 Einfiihrung in die Beschreibung von Festkorpern

2.1 Quantentheorie und Stabilitat der Materie

Wir wollen uns zunéchst klar machen, was wir unter einem festen Korper verstehen wollen. Eine nicht
strenge, aber praktisch niitzliche, Definition von festen Korpern ist: Feste Korper sind Gebilde aus
wechselwirkenden Atomen und Molekiilen, die durch eine definierte Oberfliche abgeschlossen werden
und die stabil sind. Dabei wollen wir Folgendes anmerken:

a) Der erste Teil dieser Definition schliefit Fliissigkeiten und Gase mit ein und bezeichnet das
Forschungsgebiet der Physik der kondensierten Materie.

b) In der Definition kommt der neue Begriff der Oberfliche vor, die Festkorper und Fliissigkeiten
von Gasen unterscheidet.

c¢) Ist die Oberfldche definiert und stabil, sind Fliissigkeiten ausgeschlossen.

Die Stabilitéit des Wasserstoff-Atoms ist durch die Quantentheorie verstanden. Sie ist dquivalent zur
Existenz einer endlichen Grundzustandsenergie. In Abbildung BTl ist dies schematisch dargestellt.

Potential fiir e~ im H-Atom

\ Coulomb-Potential oc %

Ey

Abbildung 2.1: Coulomb-Potential

Dieses Bild bleibt qualitativ auch bei komplizierteren Atomen richtig. Das Bild von Elektronen in
effektiven Potentialen und das Pauli-Prinzip fithrt zum Verstédndnis des Periodensystems der Elemente.

Als weitere grofie Leistung der Quantentheorie muss man das Verstédndnis der chemischen Bindung
ansehen. Dies ist in Abbildung dargestellt. Dabei gilt qualitativ: Eigenfunktionen einer Mulde,
deren Eigenwert zur Eigenfunktion einer anderen Mulde passt, greifen stark in die andere Mulde tiber.
Die entsprechenden Eigenwerte spreizen auseinander. Einer wird abgesenkt (— bindendes Niveau),
der andere angehoben (— antibindendes Niveau).

18



FKT WS 11/12 2.1 Quantentheorie und Stabilitidt der Materie

bindend antibindend

— F )
! Aufspreizen der
Energieniveaus

m —

Abbildung 2.2: Qualitatives Verhalten der Energieniveaus in einem Zwei-Mulden-System. Typischer-
weise ist das bindende Niveau symmetrisch und das antibindende antisymmetrisch. Der umgekehrte
Fall ist aber auch moglich.

Mit Hilfe der Quantenmechanik kann man also die chemische Bindung und die Stabilitéit von Molekiilen
verstehen.

Approximativ liasst sich ebenfalls die Festkorperbindung verstehen. Betrachtet man N benachbarte
Atome, so spreizen diese in N Energieniveaus auf. Sie bilden somit ein so genanntes Energieband.
Nicht so einfach ist die Stabilitdt von Festkorpern zu verstehen. Die Energie des Grundzustandes
eines N-Teilchen-Systems mufl ndmlich proportional zu N sein. Dazu haben Dyson, Lieb, Thirring
und andere bewiesen, dass die Materie stabil ist, wenn sie aus leichten und schweren Teilchen besteht,
wobei die Leichten Fermionen sind, die mit den Schweren (Bosonen oder Fermionen) in Wechselwirkung
(Coulomb) stehen miissen. Als Beispiel betrachten wir den folgenden Hamiltonoperator

9 9
v N Pi Pk
%_i2m+K2MK
2.1)
+ 82 Z 1 + 62 Z ZKZL 62 Z ZK (
dmeo i<j 7 =751 4meo K<L ‘EK—EL‘ dmeo iK Fi—EK‘

Dies ist der universelle mikroskopische Hamiltonoperator fiir den Festkorper, wenn 4, j die Elektronen
und K, L die Kerne nummeriert. Er wird uns noch ldnger beschéftigen und gegebenenfalls durch
weitere Wechselwirkungen fiir Details ergidnzt werden, wie z.B. der Spin-Bahn-Wechselwirkung.

G.S. Uhrig 19



2 Einfiihrung in die Beschreibung von Festkérpern FKT WS 11/12

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass mit Hilfe der Quantenmechanik die folgenden vier Punkte
qualitativ verstanden sind:

1) Stabilitdt der Atome

2) Periodensystem
3) Chemische Bindung
4) Stabilitdt kondensierter Materie

Die Festkorperphysik ist aber nicht nur angewandte Quantentheorie, denn sie hat es mit etwa 10
Teilchen zu tun, wodurch Ergebnisse und Methoden der statistischen Physik notwendig sind. Weiterhin
wechselwirken die Teilchen untereinander, so dass die Vielteilchenphysik ebenfalls eine wichtige Rolle
spielt. Des weiteren muss man, um an einem Festkorper etwas messen zu konnen, diesen anregen;
den Festkorper also storen bzw. ihn aus dem Gleichgewicht bringen. Somit miissen auch Elemente der
Nicht-Gleichgewichtsphysik verwendet werden.

20 G.S. Uhrig



3 Kleine Storungen des Gleichgewichts: Lineare
Antworttheorie

3.1 Aligemeine lineare Antworttheorie

Bei der allgemeinen linearen Antworttheorie wird ein Eingangssignal s(¢) mit einem Ausgangssignal
f(t) verkniipft. Das Ausgangssignal f(t) betrachtet man dabei als Antwort auf das Eingangssignal s(t)
(sieche Abbildung BTl). Dieser Zugang hat nichts speziell mit der Quantentheorie zu tun und ist in sehr
vielen technischen Gebieten von groliem Nutzen, insbesondere auf dem Gebiet der Signalverarbeitung.

s(t) B ()

\j

\i

Abbildung 3.1: Eingangs- und Ausgangssignal (Antwort) an einer black box.

Eine Antwort ist linear, wenn gilt, dass aus allen
Blsi(t)] = fi(t) (3.1)

folgt
B [asl(t) + /BSQ(t)] = Oéfl(t) + ﬂfg(t) Va,feR. (3.2)

Dieser lineare Zusammenhang ist hdufig dann gegeben, wenn das Eingangssignal sehr klein ist.
Weiterhin fordert man Kausalitét, also dass aus

s(t)=0 Vit<ty (3.3)
folgt

Ft)=0 Vi<t . (3.4)

Héufig, aber nicht immer, gilt Zeittranslationsinvarianz. Mit anderen Worten, die black box hat
keine innere Uhr. Es gilt dann V s(¢) und 7 € R

Bls(t+71)=f(t+71). (3.5)

Bei Linearitét gilt allgemein

f(t) = /X(t,t’) s(t') dt’ . (3.6)

R
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Dies folgt aus

s(t):/é(t—t’)s(t’) dt’

= 1) = BIs] =B | [ st~ s(t) (3.7)

:/B[é(t—t’)] s(th) dt,
N———
T =x(tt)

wobei im letzten Schritt die Linearitét explizit ausgenutzt wurde. Bei Kausalitét gilt zusétzlich
x(tt)=0 vi<t . (3.8)
Zuletzt soll nun noch gezeigt werden, dass bei Zeittranslationsinvarianz

X(t:#) = x(t =) (3.9)
gilt, d.h. es muss nur eine Zeitabhéangigkeit bekannt sein. Aus

o0

flt+71)= /X(t,t') s +7)dt’ vVr (3.10)

—00

folgt mit t =0, ¢ — ' — 7

(e 9]

£(r) = / X0 — 1) s(t)) dt’ . (3.11)

—00

Also muss nur x(0,¢ — 7) bekannt sein, um das Ausgangssignal berechnen zu kénnen. Es ist somit
aufgrund der Zeittranslationsinvarianz lediglich die zeitliche Differenz zwischen Eingangs- und Aus-
gangssignal relevant. Daraus folgt V 7 € R

xtt)=xt+7t' +7)=x{t—t,0) = x(t—1t), (3.12)

wobei fiir das letzte Gleichheitszeichen 7 = —t' gewiihlt wurde. Fiir die Antwort f(¢) gilt dann

o0

f(t) = /X(t—t’) s(t') dt’ (3.13)

—00
d.h. es liegt eine Faltung vor. Bei Kausalitat gilt

Xt =0 Vt<0. (3.14)

3.2 Kubo-Formalismus

Nachdem im vorherigen Abschnitt die lineare Antworttheorie allgemein dargestellt wurde, soll diese
nun fiir den Fall quantenmechanischer Systeme spezialisiert werden.
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Als Ausgangssituation sei bei t = —oo ein quantenmechanisches System im Gleichgewicht gegeben.
Dies sei beschrieben durch den Dichteoperator pg und den Hamiltonoperator Hy. Fiir ¢ > —oo werde
das System gestort durch

o(t) = —As(t) , (3.15)

wobei A einen Operator darstellt (z.B. eine Spinkomponente) und s(t) eine Funktion, die fiir t — —oo
gegen Null geht (z.B. ein Magnetfeld). Der Operator A ist hermitesch.

Der gesamte Hamiltonoperator

H(t) = Hy + 6(t) (3.16)
bestimmt iiber die von-Neumann-Gleichung

d

Colt) =~ [H.p(0)] (3.17)

den Dichteoperator j(t), der fiir t — —oo in pg iibergeht. Eine typische Fragestellung der Festkorper-
physik ist folgende: Wie éndert sich der zeitliche Mittelwert einer Grofle, gegeben durch einen Operator
B, gegeniiber dem Gleichgewichtsmittelwert

(B)so = Sp (Bm) —: B, . (3.18)

Ziel ist es also die Grofle

(B)p) = Sp <Bﬁ(t)> (3.19)

zu bestimmen und somit f(t) := (B) 5(t) — Bo. Zur Berechnung von ([ET9) benutzen wir das Wechsel-
wirkungsbild der Quantenmechanik, das einem Operator X mit Hilfe der unitéren Transformation

Uy (t) = exp <—%ﬁ0t> : (3.20)
welche die ,,Hauptdynamik* enthélt, den Operator
Xw(t) = U3 (t) X Uo(t) (3.21)

zuordnet. Setzen wir X = D, so ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir p im Wechselwirkungsbild

%ﬁw(t) :% (eXp (iﬁﬁot> p(t) exp (-iﬁffot>>

=0l (t) (-% [H,ﬁ(t)} +% [Ho,ﬁ(t)D Jo(t) (3.22)
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Diese Differentialgleichung wandeln wir mit der Anfangsbedingung

pw(t — —o0) = po (3.23)
in eine Integralgleichung um
t ot
pw(t) — po = / %ﬁw(t’) dt’ = % / [Aw(t’), pw(t)] s(t) dt’ . (3.24)

Die Integralgleichung B2 16sen wir durch Iteration. Dazu setzen wir py auf der rechten Seite ein
und erhalten dadurch pw in 1. Ordnung in s(t)

R N i .
pwlt) = po + 3 / [Aw(t/),po} s(t') dt’ + O (s(t)?) . (3.25)
—00
Bemerkung: Das Einsetzen von Gleichung [B23) in Gleichung [B24)) fithrt zum quadratischen Respon-
se, z.B. Photoemission oc |E|?; der kubische Response ist wichtig in der nichtlinearen Optik.

Die lineare Antwort (linearer Response) auf eine Stérung erhilt man durch Einsetzen von Gleichung

BZ3) in Gleichung BI9)

(B)s0) =0 (Ba(t)) = S (Do(t) (1) BUo(t) T3 (1) 5(1)) (3.26a)
=50 (Bw(t) pw(t) ) (3.26D)

zykl. Invarianz unter der Spur
—By + % /t Sp <B’W(t) [Aw(t'), ;sOD s(t) dt’ + O (s(t)?) (3.26¢)
=B+ f (;;OJr O (s(t)?) . (3.26d)

Die zyklische Invarianz unter der Spur ist eine wichtige Rechenregel

Sp (B [A, ﬁ0]> —Sp (BAﬁO _ BﬁOA) — Sp ((BA — AB> ;30>
N (3.27)
=([5.4]),, -
Also lasst sich Gleichung ([B26d) schreiben als
. t
Bsy =Bo+ 5 [ 50 (Bwlt) [Aw(e).in]) s) at+0 (s2)
o . (3.28)
By + / o~ )3 ([Bw(n), Aw)] >,;0 s(t') dt' + O (s(t)?) |
- —xpa(tt) ’
Die soeben definierte Funktion
xpalt,t') = % < [Bw(t), Aw(t')] >,30 ot — ') (3.29)
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heifit verallgemeinerte Suszeptibilitéit oder Response-Funktion oder auch Greenfunktion (bis
auf das Vorzeichen). Es kann leicht gezeigt werden, dass xp(¢,t') nur von der Differenz ¢t —t’ abhéingt,
da Hy konstant und somit das System translationsinvariant in der Zeit ist. Es hat keine innere Uhr,
also gilt

xa(t,t') = xBalt —t) . (3.30)

Die physikalische Bedeutung von xpa(t — t') wurde in ihrer Allgemeinheit zuerst von Ryogo Kubo
(1957) erkannt: Die lineare Antwort auf eine Storung lésst sich auf Gleichgewichtserwartungswerte
zuriickfithren. Gleichgewichts-Korrelationsfunktionen gehéren heute zu den wichtigsten Messgrofien
der Festkorperphysik.

Die alleinige Abhéingigkeit von ¢ — ' in ypa kann ausgenutzt werden, um Fouriertransformationen
durchzufiithren

s(t) :% / s(w) e ! dw (3.31a)
F(t) = (B)4) — Bo :% / f(w)e ™ dw (3.31D)
xBa(w) = / xpa(t) e dt . (3.31¢)

Mathematisch gesehen handelt es sich in Gleichung ([BZX) um eine Faltung. Da bekanntlich eine
Fouriertransformation eine Faltung von zwei Funktionen in ein Produkt iiberfiihrt, gilt einfach

f(w) =xBa(w) s(w) . (3.32)
3.3 Formale Eigenschaften der Response-Funktion

3.3.1 Beziehungen fiir physikalische Observable

Fiir physikalische Observable A, B hermitesch gilt

Xpat) = xpa(l) (3.33a)
= Xpalw) = xpa(-w) (3.33b)
= Re (xpa(w)) ist gerade in w (3.33¢)
= Im (xpa(w)) ist ungerade in w . (3.33d)

Dabei folgt (B33al) aus (B29) und B330) aus E31d).

3.3.2 Kramers-Kronig-Relationen
e Die Fouriertransformierte xpa(w) ist der Grenzfall der Laplacetransformierten
xBA(2) :/XBA(t) ¢t dt, Tmz>0 (3.34)
0
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mit

xBA(W) :(Slim+ XBA(w+1d) mit weR. (3.35)
—0

Wenn ypa(t) beschrinkt ist, so ist xp4(z) eine in der oberen komplexen Halbebene holomorphe
Funktion. Die Funktion xpa(t) ist beschrénkt, wenn B und A es sind. Selbst wenn sie es nicht
sind, ist es physikalisch meist sinnvoll von der Beschrénktheit von xp4(t) auszugehen. Aufierdem
reicht fiir die absolute Konvergenz des Integrals in Gleichung ([B34]), dass xpa(t) schwicher als
jede Exponentialfunktion wichst. Das bedeutet, dass ein potenzartiger Anstieg (x ¢") auch
erlaubt ist.

Dass xpa(t) = 0 fiir t < 0 gilt, folgt aus der Kausalitét: Wirkung nach Ursache. Fiir |z| — oo
verschwindet xpa(z) % Man erkennt dies daran, dass e** fiir immer gréBer werdenden Im z
immer schneller abféllt. Daraus folgt im Rahmen der Funktionentheorie, dass x4 (z) als Cauchy—
Integral

1 7 W'
xpalz) = 5~ / %Ai_(; dw' (Imz > 0) (3.36)

dargestellt werden kann. Zu beachten ist, dass aufgrund der Eigenschaft ypa(z) % lediglich
iiber die reelle Achse integriert werden muss. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Ausgangs-

punkt ist dabei die Cauchysche-Integralformel
xBAZ) = / XBAlw (3.37)
27 W=z ’
¥

wobei v eine einfach geschlossene Kurve in der oberen Halbebene ist, d.h. in dem Gebiet, in
dem xp4(w’) holomorph ist. Nun wiithlt man als Integrationsweg einen Halbkreis in der oberen
Halbebene mit Radius R (vgl. Abbildung BZ). Es muss nur noch gezeigt werden, dass wegen

Abbildung 3.2: Integrationsweg

xBa(2) = 40 (%) fiir |2| — oo gilt, dass der obere Halbkreis fiir R — oo nichts beitrégt. Der

z

26
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Halbkreis wird mit ' = Re¥ parametrisiert, was dw’ = iR e'% dg impliziert

lim /WXBA(Rei“")Rei“" |XBA Re“ﬂ YRel? |
R—00 Rel¥v —z Rﬂoo — Iz
=0
cR (3.38)
< li — 4+ 0O(R?)d
<A, (R(R—\z!)* (1)) az
»=0
o

= 1‘
Roso R — ||

Daher bleibt nur das Integral entlang der reellen Achse iibrig, wobei wir uns merken, dass w’
eigentlich fiir 5lim+(u)’ +19) steht, also einen infinitesimalen positiven Imaginérteil besitzt. Das
—0

zugehorgie xpa(w +i01) ist die so genannte retardierte Suszeptibilitit
54w = 6lim+ xBa(w' + i) . (3.39)
—0
Aus dieser Darstellung folgen die Kramers-Kronig-Relationen. Dazu setzen wir z = w+1i6 (6 > 0,5 —
0t)

(e o]

XBA(w) = : / XBA—(W,). dw’

27 W —w—10
—00
) ~ o) (3.40)
1 xpalw) ., .
=5 ][ D — dw’ +imr xpa(w)|
— 00

wobei f fiir den Cauchy—Hauptwert

]O[O f(z)dz = El_i)r& 7)f(1') dz + /Oof(x) dx (3.41)

einer Funktion f mit der Singularitit zy steht. Das zweite Gleichheitszeichen in Gleichung (BZ0)
resultiert aus der Verschiebung des urspriinglichen Integrationsweges, siche Abbildung B3l

/
Pol bei w-Ebene
W' =w+1id
Urspriinglicher Integrationsweg - Reelle Achse
§— 0t ° -
ersetzt durch: Hauptwert
+ Y halbes Residuum

Abbildung 3.3: Verschiebung und Aufspaltung des Integrationswegs

Man beachte, dass der infinitesimale Halbkreis um den Pol eine d-Funktion liefert

2 . .
1 i iRe% d i .
lim o [ XBABCPIRTdp  dm e W = wt Re (3.42)
R—0 271 Re¥ o

™
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Diese Gleichung und ([BZ1]) werden hiufig als formale Rechenregel

1 1
= P—+i 4
P . imd(x) (3.43)

formuliert, wobei P den Hauptwert (,,principal value*) bezeichnet. Aus Gleichung (B40) folgt

o0

1 xBA(W
xpalw) = — ][ 75 _( w) dw’ (3.44)

und mit w — —w

o0

1 XBA(W/) / / /

Xpa(-w) = ][ i W
— 00

o /
1 _
=— ][ 7XBA,( w) dw' .
71 —w +w

— 0o

(3.45)

Also gilt fiir den Realteil von xpa(w) unter Ausnutzung von Gleichung (B33d)
1
Rexpa(w) =5 (xpa(w) + xpa(-w))
° / /
1 _ _
1 ][ xBA(W) ; xpa(=w') o
W —w (3.46)

2mi
—00
s /

T w—w

—00

wobei wir auch Gleichung ([B33dl) verwendet haben. Analog gilt fiir den Imaginérteil von xp4(w)

1 [ Re W'
Im xpa(w) = — ][ %{fj) dow’ . (3.47)

Die Gleichungen [BZ4) und BZD) sind die so genannten Kramers-Kronig-Relationen, welche besagen,
dass wenn Im ypa(w) fiir alle Frequenzen bekannt ist, daraus Re xpa(w) folgt und umgekehrt.

Es reicht also, nur den Imaginér- oder nur den Realteil zu messen. Allerdings muss man sich zur
Verwendung der Kramers-Kronig-Relationen noch Informationen fiir xy pa(w — o0) verschaffen.

Alternativ kann man ganz ypa(w) messen und die Kramers-Kronig-Relationen zur Uberpriifung der
Messgenauigkeit verwenden.

3.3.3 Energieabsorption

Als néchstes wollen wir die Energieabsorption AE bei einem Experiment, z.B. einer Absorptionsmes-
sung, berechnen (vgl. Abbildung B4l). Dabei werden wir sehen, dass man mit ihr gerade Imypa(w)
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messen kann. Wir betrachten

AE = / d—i<ﬁo>ﬁ(t) dt = / d—iSp <H0pw( )) dt (3.48)
:%J/“sp(ﬁh[ﬁmww,ﬁw<w])s@)dt (3.48)
:%U/Sp<AW@)vw@%ﬂﬂ>8@)&, (348¢)

wobei von ([BA8D]) nach ([B2Rd) die zyklische Invarianz unter der Spur verwendet wurde. Man beachte
zusiitzlich, dass in (BZ8a) verwendet wurde, dass Hy sich beim Ubergang ins Wechselwirkungsbild
nicht dndert.

Fragen wir nach dem linearen Beitrag in s(t) zu AE, so setzen wir pw(t) = po+ O (s(t)) in der letzten

Gleichung und finden wegen pgy o e=BH0 gofort {;30, ]:IO} = 0 und somit AE = O (82(25)).
Um die relevante zweite Ordnung zu berechnen, setzen wir [B20)) in (BZ8d) ein

) t
AE :% / dt s(1) / dt’ s(t') Sp <Aw(t)% HAW(t'), ,ao] HOD +0(s31) . (3.49)
Der verschachtelte Kommutator kann weiter vereinfacht werden. Dazu betrachten wir
h d sy s R

[ Aw 0.0 ] =[ [0, dwe] o] (3.500

— | AoAw(t) — Aw(t)Ho, jo| (3.50D)

=HoAw(t)po — Aw(t)ﬁoﬁq— poHoAw (t) +poAw (t) Ho (3.50c)

Aw(t)poHo HopoAw(t)
= [0, Aw(t)po] + [poAw(®), o] (3.50d)
= [0, Aw (1) . Ho| (3.500)

wobei in ([B00al) die Heisenbergsche Bewegungsgleichung verwendet wurde. Aus Gleichung (BZ9) und
Gleichung BA00) folgt dann

o] t

AE:%/dts(t)/dt’s(t)%sp(Aw(t)[ wi(t'), p D

— 00 —00

(3.51)
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wobei man beachte, dass 8yO(t — t') = —&(t — t') keinen Beitrag liefert, da Aw(0) mit sich selbst
kommutiert. Mit Oy xaa(t —t') = —0ixaa(t —t') und Opxaa(t —t') =0 V ¢t < ¢ haben wir schliefilich

AE = //dt dt’ s(t) (%XAA(t - t’)> s(t') . (3.52)
Mit der Parseval-Identitét
[ee) 1 o0
[ r®awat= o [ g w (3.53)
folgt dann
i O [ N
AE:/dt s(t) —/dt xaa(t —1") s(t")
—— Ot
—“00  =g*(t)  —00
=g(t) (3.54)
1 oo
=— [ s"(w) (—iw) x(w) s(w) dw
2

Wir haben dabei noch verwendet, dass die Ableitung 0; nach Fouriertransformation dem Faktor —iw
entspricht.

Da s*(w)s(w) = |s(w)|?> = ( Res(w))? + ( Im s(w))? nach E33d) und (B33d)) eine gerade Funktion ist
und Rex44(w) ebenfalls gerade ist, liefert das Integral iiber w Re xy44(w) gerade null. Die Funktion
w Im x 44 (w) ist gerade, wodurch sich deren Funktionswerte fiir negative und positive w addieren. Es
folgt somit aus Gleichung ([B314)

1 o0

AE = — /w[s(w)]z Im xa4(w)dw . (3.55)
T

0

Der absorptive Anteil der Suszeptibilitdt ist somit durch deren Imaginérteil gegeben.

3.3.4 Dissipations-Fluktuationstheorem

Im Folgenden werden wir zeigen, dass Absorption und Fluktuation eng miteinander verkniipft sind.
Die Fluktuationsfunktion Fp4(t) ist definiert durch

Fpa(t) = % <<Bw(t) - BO) (A - A0> + (21 - A0> <Bw(t) - BO) >ﬁ0 . (3.56)
Zuerst finden wir
<<Bw(t) - Bo) <A - Ao) >ﬁ0 = <B’W(t)fl>ﬁ0 - Bo%— <Bw(t)>ﬁ0 Ao + BoAg
Ao Bo (3.57)
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wobei wir wiederum die Zeittranslationsinvarianz ausgenutzt haben. Fiir die andere Reihenfolge ergibt
sich analog

<(A - A0> (Bw(t) - B0> >,30 - <ABW(t)>ﬁO — AyBy . (3.58)

Schreiben wir die Spur explizit in der Eigenbasis von Hy aus (Hg|n) = E, |n)), so erhalten wir

1 . . . .
Fpa(t) = ————— o BEn olEnt/h il B iy e iEmt/h i A |n
pa(t) 2Sp(e—7A0) <n§m (n| B |m) (m| Aln)
. . . . 3.59
3o P G ] Afm) o <mrB!">> o
— ApBy

Vertauscht man in der zweiten Doppelsumme n < m, so kann man Gleichung ([B5d) wie folgt zusam-
menfassen

Fpa(t) = m (Z <G*BE’” o’ E) er(Pn =Bt () B |m) <mlflln>> —(A)(B) . (3.60)

n,m

Diese Gleichung ([BB0) wird Spektraldarstellung oder Lehmann-Darstellung von Fp4(t) genannt. Fiir
die Fouriertransformierte

Fpa(w) = /ei“tFBA(t) dt (3.61)
folgt daraus
wh . N
F - B A “PEm 4 e=FEn) §(hw — Ey, + E,,) —2mhAgBod(hw
5A) =g oy o (r B lm) (ol A (o7 4o ) + Ey) ~2mh Ao Bod (o)
e PEn (14-e=PM)§(hw—Em+En)
(3.62a)
—rh; (1 + e—ﬁ’w> p(hw) — 211 Ag Bod (Fiw) (3.62b)
mit
1 . "
hw) i = ——— n| Blm) (m| A|n)e PP § (hw — E, + E,) . 3.63
p(fw) Sp(e_ﬁHO)mZm<| [m) (m| A|n) ( ) (3.63)
Die analoge Rechnung fiir Im ypa(w) liefert im Falld] B = At auf Grund des Kommutators
Imyxpa(w) =7 (1 - efﬁh‘”) p(hw) . (3.64)

Der Vergleich der beiden Spektraldarstellungen fiihrt auf das Dissipations-Fluktuationstheorem

1 hw
Im xpa(w) = = Fpa(w) tanh Phw . (3.65)
—_—— h —— 2
Dissipation Fluktuation

Fiir allgemeines B muss Im xBA(w) durch % (XBA (w+ iO*) — xBA(w— iO+)) ersetzt werden.
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3.3.5 Einfaches Beispiel

Die in Abschnitt B:3 Tl bis B3 A behandelten formalen Eigenschaften der Response-Funktion lassen sich
leicht an einfachen Beispielen verifizieren. Zum Beispiel soll xpa(t) eine Grundfrequenz €2 enthalten
und mit einer Zerfallszeit 7 abklingen

xBA(t) = O(t)Csin(Qt)e 7 . (3.66)

Daraus ergibt sich fiir xp4(w) (vgl. Abbildung BH)

xBA(w) = / O(t)C'sin(2t) e T el dt

_ ic /ei(Q+w+j)t_/ei(Q+w+j)t dt
2
0 0 (3.67)

_ic —1 —1
T2 e+ -1 iw-0) -1

o Wi (w-) -
2 w02+t w-02+% )

T

Dieses xpa(w) erfiillt Gleichung ([B33al) bis [B33d)). Fiir w — z ergibt sich die Laplacetransformation
und xpa(z) ist proportional zu % fiir 2 — oo. Daraus folgen alle weiteren Beziehungen (d.h. Kramers-
Kronig etc.).

Bevor wir solche Korrelationsfunktionen kennenlernen, brauchen wir weitere elementare Erkenntnisse
der Festkorpertheorie.
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Quelle I T---

Probe [T N

Detektor

Abbildung 3.4: Fiktives Experiment

Abbildung 3.5: Real- und Imaginirteil von xpa(w) in Abbhingigkeit
von z = ¢ fiir C' =1 und 78 = 10.
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4 Atomare Einheiten und Festkorpereigenschaften
- Entwicklungsparameter

Fiir die Ubung haben wir die atomaren Einheiten ausgerechnet. Als typische Linge haben wir den
Bohrschen Radius ag = #*/me? betrachtet. Viele Festkorpereigenschaften versteht man mit Hilfe der
atomaren Einheiten, z.B. sind Atomabstidnde im Festkorper einige ag grofl, woraus typische Ionisati-
onsenergien zwischen 5 und 25eV ( ~ E, = h’/ma2) folgen. Schmelztemperaturen der Metalle liegen
bei ca. 1000 K < T;, = Fa/kg, was daran liegt, dass mit einem teilweisen Aufbrechen der Gitterstruktur
schon viel Entropie gewonnen werden kann, ohne dass die ganze atomare Energie aufgewendet werden
muss. Die Kompressibilitdt von Metallen ist wesentlich groer als 1/p, mit P, = Fo/a3, da a > ay ist,
nimlich @ ~ 2 bis 5ag und der Abstand mit hoher Potenz eingeht P, ~ a~*. Die Zerreififestigkeiten
von Metallen liegen bei ~ 107%P,, was auf Baufehler wie Versetzungen und Storstellen im Metall
zuriickzufiihren ist. Andere Grofien wie der elektrische Widerstand liegen in der Nihe der atomaren
Einheit.

Fazit: h,e,m bestimmen weitgehend die Eigenschaften der gewdhnlichen Materie, fiir die jedoch
T < T, und P < P, gilt[]

Festkorper sind weitgehend mit nichtrelativistischer Quantenmechanik behandelbar. Strahlungskor-
rekturen gehen mit Potenzen von «, der dimensionslosen Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten
a = €*/he = 1/137,036. Relativistische Effekte wie die Spin-Bahn-Kopplung sind nur fiir schwere Kerne
wichtig, da dort die elektronischen Geschwindigkeiten in der Nahe der Atomkerne wesentlich hoher
sind. Solche Korrekturen sind aber nur fiir Details wichtig.

Schreiben wir den Hamiltonoperator auf atomare Einheiten um
Ho = E.H, (4.1)

mit R — aoé und E, = "*/ma2. Fiir die kinetische Energie der Elektronen erhalten wir

=2 2 9
p_l—_h_ = \2 _h_i = \2 l ‘
om ~ 2m i(vz) ~ Z_(vz) —Ea2zi:Az. (4.2)

Schreiben wir analog alle weiteren Beitréige des Hamiltonoperators in atomaren Einheiten um, erhalten
wir letztlich

~ 1 1 m 1 Zk 2y, ZK
H=—= A, — = —Ag + -t == — = (4.3)
2 2 e M L T S R Rl S

Die Indizes K, L nummerieren Atomkerne, die Indizes 7, j Elektronen. Als nicht-triviale Parameter
bleiben m/Myx und Zg, wobei Zx und My bis auf Isotopieeffekte zusammenhéngen. Der Einfluss von

!Bei weiBen Zwergen hingegen gilt 7' >> T, und P >> P,, weil Atome dort in ihre Bestandteile zerlegt sind.
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Zk ist dhnlich kompliziert wie in der Atomphysik: Schaleneffekte dominieren. Finfach ist nur der
Einfluss von m/My =~ 10~*. Diese Erkenntnis von Born und Oppenheimer fiihrt zur sogenannten
adiabatischen Niherung oder auch Born-Oppenheimer-Nidherung. Diese wollen wir zunéchst
qualitativ kennenlernen:

Fiir eine grobe Abschitzung nehmen wir die Massen der Kerne als gleich an, also Mg = MV K. Sei
das System aus Kernen und Elektronen im Gleichgewicht. Im zeitlichen Mittel gibt es also keine Kréfte
zwischen den Teilchen. Bei Schwankungen um die Gleichgewichtslage sind die Kréfte bei Kernen und
Elektronen gleich

K.~ MR ~mf. (4.4)

Die Kerne sind also sehr viel langsamer als die Elektronen. In grober Naherung sind Elektronen-
und Kernbewegung voneinander entkoppelt. Diese Fast-Lokalisierung der Kerne ist hochgradig
nicht-trivial und bildet die Basis der Chemie, in der man in Molekiilgeriisten denkt. Ausnahmen wie
NHj3 oder Wasserstoffbriickenbindungen kann man quantenmechanisch verstehen.

Auslenkungen des Kerns aus seiner Ruhelage beschreiben wir durch ein Oszillatorpotential
M .
7w%((AR)2. (4.5)

Bei AR =~ ag éndert sich die Energie des Elektronensystems in der Umgebung um FE,

1 M 5
§E [ 7&)[{&0.

Stellen wir diese Gleichung um, so finden wir, dass die Eigenfrequenzen des Kerns wg proportional zu
den Eigenfrequenzen des H-Atoms w, = #/ma? sind

FE, 1 2 om 1 m
2 a 2
TP Bl — = W2, 4.6

K ad M madmadiM M ° (4.6)

wobei m die Elektronenmasse und M eine typische Kernmasse sei. Wir erhalten daher die Relation

WK m
— = 4.7
W, M (4.7)
Typische Impulse und Auslenkungen schwerer Kerne konnen aus der Nullpunktsenergie abgeschéitzt
werden zu ) )
Dic hwi — Mwi, ARY?
£y —— . 4.
2M 2 2 (AR) (4.8)
Damit erhalten wir
2 Mg = My by = b1y [ TPa M (4.9)
P = MWK = B[ e = B\ T VP ‘

Das Verhiltnis des Impulses bzw. der Auslenkung eines schweren Kerns zum Impuls p, bzw. zur
Auslenkung eines Elektrons ist daher

PK 4/ M ARk m
Pa m o agp M (4.10)

Betrachten wir die kinetische Energie der Kerne Txern —% Do MﬂKAK als Storung, so erhalten

e

=5 was klein, aber nicht sehr klein ist. Der

wir als Entwicklungsparameter fiir die Energie \/3; ~
ungestorte Hamiltonoperator

~

ﬁIO =H — T\Kern (411)
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héngt parametrisch von den Orten der Kerne Ry ab. Im Prinzip berechnen wir die elektronische
Grundzustandsenergie Ep ({Rx}) und minimieren sie, was allerdings selbst fiir Molekiile im Allge-
meinen undurchfiihrbar ist. Daher nehmen wir die Gitter- oder Molekiilstruktur meist als gegeben
hin.
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5 Periodische Strukturen

Kristalle sind einfacher zu beschreiben als ungeordnete Korper wie Gliaser, Gummi etc., welche in
metastabilen Zustinden sind.

Definition (Bravaisgitter): Ein Bravaisgitter ist ein Punktgitter I', welches durch
f: l1dy + lady + l3d3 (51)
beschrieben wird mit I € T und l; € 7Z. Die Basisvektoren @; spannen eine Elementarzelle des Gitters

auf. Allerdings ist weder die Wahl der {@;} noch die Elementarzelle eindeutig. Nur das durch die
Basisvektoren definierte Volumen

‘/e = (51 X 62) . 53 (52)

ist eindeutig, was man daran sieht, dass die Gesamtanzahl N der Elementarzellen und das Gesamtvo-
lumen V festliegen mit V=1V, - N.

\ ’ b)

k!
o

~
Oy

~
-
-

Abbildung 5.1: a) Wigner-Seitz-Zelle eines Dreiecksgitters. Das Sechseck spiegelt die sechszéhlige Sym-
metrie des Gitters wider. b) Zum Vergleich ist eine einfachere, aber weniger symmetrische, Elementar-
zelle gezeigt.

Definition ( Wigner-Seitz-Zelle): Eine Wigner-Seitz-Zelle ist eine eindeutige Elementarzelle, die
um einen mathematischen Gitterpunkt die volle Symmetrie des Bravaisgitters hat. Die Konstruktion
einer dreidimensionalen Wigner-Seitz-Zelle iiber Mittelebenen ist bekannt. Abb[BT] zeigt ein Beispiel
in zwei Dimensionen mit Mittelgeraden.

Es gibt zwei Klassen von Punktsymmetrien im Bravaisgitter.

1) Drehungen um Achsen durch feste Gitterpunkte
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Dabei gilt folgende Einschrinkung

A'B'=AB-p mitpeZ

B' = pa ' - A a—|—2asin(gp—g) =ap
| | — cos(¢p)
l—p
a\ ' " /a = cosly) = —
A Q Es gibt also nur Symmetrieachsen mit ¢ = 2%
A a B mit n = 2,3,4,6, d.h. 2.,.3..4. und 6. Ordnung,

da |cos(p)| < 1. Es gibt keine fiinfzihlige Sym-
metrie in echten Kristallen. Quasikristalle hingegen
konnen eine fiinfzéhlige Drehsymmetrie aufweisen.

2) Spiegelungen an Symmetrieebenen

Die Menge aller Spiegelungen und Drehungen, die
an einem Kristall durchgefithrt werden kénnen, bil-
den die Punktgruppe des Kristalls. Es gibt sieben
Kristallsysteme: triklin, monoklin, rhombisch, te-
tragonal, rhomboedrisch (oder auch trigonal), he-
xagonal, kubisch

|
[}
[}
[}
|
|
[}
[}
PR T
|
[}
L)
[}
|
|
[}
[}
]
|
[}

Die Symmetrie einer Punktgruppe kann auf mehrere Arten realisiert werden. Die kubische Punktgrup-
pe kann z.B. auf drei Arten — durch ein einfach kubisches (sc fiir simple cubic), durch ein kubisch raum-
zentriertes (bec fiir body-centered cubic) oder durch ein kubisch flichenzentriertes (fec fiir face-centered
cubic) Gitter — realisiert sein. Auf diese Weise kommt man zu 14 Bravaisgittern im dreidimensionalen

Raum, siche Abb.

Die Bedeutung der Bravaisgitter liegt darin, dass physikalische Eigenschaften durch Funktionen dar-
gestellt werden konnen, die auf dem Bravaisgitter periodisch sind. Wie bereits bekannt ist, kénnen
periodische Funktionen durch eine Fourierreihe dargestellt werden

—

FE+1 = F07) =3 _ e fz, (5.3)
g
wobei fz = V%; [ f(7)e=%" d3r der Fourierkoeffizient und V, das Volumen der Elementarzelle ist. Die
EZ

Periodizititsbedingung €9 = 1 (& el — 1 mit ¢ = 1,2,3) wird durch solche g erfiillt, die das
reziproke Gitter g € I'* bilden . B .

g = 91b1 + g2b2 + g3bs (5.4)
mit g; € Z. Die Basisvektoren des Gitters d; sind mit den Basisvektoren des reziproken Gitters bi
durch

;- b; = 2mdy; (5.5)
verkniipft. Die Basisvektoren des reziproken Gitters konnen explizit mit Hilfe der Basisvektoren des
Gitters berechnet werden o

bi = Veaj X Eik (5.6)

mit 4, j, k zyklisch. Das Volumen der Einheitzelle V, = @; - (42 x d2) steht mit dem Volumen des
reziproken Gitters durch
e )
¢ Ve

(5.7)
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Bravais Parameters Simple (P) Volume Base Face
lattice centered (I) | centered (C) | centered (F)
ay # ay ¥ az
Triclinic Xz F Oy F g
iy # g # i3
(g3 = oz = 90°
Monoclinie oy # 90°
9
® ®
@y # G 7 ag ®
Orthorhombic 1y = 3 = aeyg = 90° e %o
@ = ay 7 as
Tetragonal 2 = O3 = gy = 90°
.
®
iy =Gy = d3
Trigonal o2 = a3 = aay < 120°
AT
TRy
®
Iy = g = (3 { '
Cubic oz = oo = oy = HW)° ¢ e
ay = ay # a;
kpz — 1200
Hexagonal a3 = aay = 90°

Abbildung 5.2: Abgebildet sind alle moglichen Bravaisgitter im dreidimensionalen Raum. Die Abbil-
dung wurde http://folk.uio.no/dragos/Solid/FYS230- Exercises.html entnommen.

G.S. Uhrig
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in Beziehung.

Eine Gleichung
G- [ = 2mc = const. (5.8)

beschreibt eine Ebene senkrecht zum konstanten Vektor ¢. Bei ¢ = 0 hat man eine Ebene durch den
Ursprung.

Ursprung

Abbildung 5.3: Beispiel fiir Netzgeraden zu (g; = 1,7, = 2).

Legen wir den Ursprung in einen Punkt des Bravaisgitters (siche AbbB3)) und stellen wir [ wie in
(B dar, erhalten wir

Qy

g8
=Y gli=c ce. (5.9)
g =1

[\D ‘

Es gibt beliebig viele (11, l2,13)-Tupel, die () erfiillen. Diese (ly,l2, l3)-Tupel spannen eine Netzebene
des Bravaisgitters auf. Wenn alle ¢ € Z zugelassen werden entsteht ein Stapel von unendlich vielen
parallelen Netzebenen, siche Abb. B3l

Unter den g1, g2, g3 gibt es einen teilerfremden Satz g,,75, g3, die sogenannten Miller-Indizes. Dieser
Satz von g;,7s, g3 ermoglicht es uns, den minimalen Abstand zweier benachbarter Netzebenen zu
berechnen, der sich fiir ¢ = 1 ergibt

-

d-g=2m| (5.10)

Wir finden |d| = %. Die Zahlentheorie lehrt uns, dass ([9) bei teilerfremden {g;} tatséchlich fiir ¢ = 1
erfiillt werden kann.

Die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters heifit 1. Brillouin-Zone.
Um ¢ € T zu messen, ist Strahlung mit einer Wellenldnge im Bereich A < ag erforderlich. Mit der

Dispersionsbezichung w = ck = 627” folgt, dass nach

h
ho > 25~ keV (5.11)
agp

die erforderliche Strahlung sehr hochenergetisch ist, z.B. Rontgenlicht. Mit E,, = % fiir Neutronen
erreicht man dhnliche Wellenléngen bei deutlich kleineren Energien.
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Kris_tall

E .k

Abbildung 5.4: Grundschema eines Streuexperimentes

5.1 Streuung und Braggbedingung

Bei der Streuung massiver Teilchen werden Teilchen mit einer Anfangsenergie E; = h*k?/20 in einem
Anfangszustand, einer ebenen Welle mit Normierung eiEF/(QW)S/Q,aD einer Probe, beschrieben durch
ein gitterperiodisches Streupotential f(7) = f(7+ f), gestreut (vgl. Abb. B4l). Nach der Streuung
besitzen die Teilchen die Energie E; = 7*F/20r und sie sind im Endzustand e’ Jiamy3/2. Fiir Photonen
gilt analog E; = c|k| und E; = c|k'|. Im Falle der elastischen Streuung gilt |k| = |F|, k und ¥’
sind vom Betrag her gleich. Jedoch wird sich die Richtung von k' von der von k unterscheiden. Wie
wahrscheinlich das Ereignis der Streuung eines Teilchen mit Wellenvektor k ist, kann in 1. Born’scher
Néherung, also in Storungstheorie 1. Ordnung, mittels des Matrixelements I berechnet werden

1 iR ey RT3
—(27‘_)3/\/6 f() e racr

1 iF—F+g)7 13
E Zfa/e( Ty (5.12)

I~ (£ (0]F) =

IIE

Die Streuung an einem perfekten Kristall ergibt die Auswahlregel

EF=k+g| (5.13)

aus der man durch Messung von k und k' den Vektor g ermitteln und somit das reziproke Gitter I'*
messen kann. In der Praxis folgt noch mehr, da man aus der Intensitét der Reflexe sowohl fz als auch
die Dichteverteilung der Kerne und der Elektronen im Kristall erhélt. Somit kann die Kristallstruktur
experimentell untersucht werden.

Aus der Auswahlregel (BI3)) folgern wir fiir elastische Streuung die Braggbedingung (BI6)). Wir be-
trachten

(F)? =(k+§)? =k +27-k+g° (5.14)

Mit |k| = 27”,|E’| = 2T und || = 25, wobei der Netzabstand d aus den Miller-Indizes berechnet wird
und n € Z, folgt

2%G+g>=0 = 2k cos(@—l—g)—i-]ﬁ] =0, (5.15)

wobei die Winkelverhéltnisse in Abbildung illustriert sind. Mit cos(f + §) = —sin(f) bekommen
wir schliefflich die Braggbedingung

‘stin(ﬁ) =n\ nez ‘ (5.16)
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=~
«l

Netzebene

N

Abbildung 5.5: Winkelverhéltnisse bei der Braggstreuung an Netzebenen

5.2 Kristallgitter

Basis: @ ®

Abbildung 5.6: Quadratgitter mit zweiatomiger Basis

Ein Kristallgitter besteht aus einem Bravaisgitter und einer Basis (Atome), wie es exemplarisch in Abb.
BBl dargestellt ist. Ein Kristall besteht aus gegeneinander verschobenen Bravaisgittern. Gegeniiber dem
Bravaisgitter ohne Basis gibt es neue Symmetrieelemente:

e Unter Schraubenachsen verstehen wir die Drehung um eine Achse und eine Parallelverschiebung
um einen Bruchteil der Gitterperiode in Achsenrichtung, siche AbbE7

e Unter einer Gleitspiegelebene verstehen wir die Spiegelung an einer Ebene und die Parallelver-
schiebung in eine Richtung in der Spiegelebene um die kleinste halbe Gitterperiode.

Die Unterschiede zwischen den neuen und den alten Symmetrieelementen fallen nicht ins Gewicht,
wenn man die Richtungsabhéngigkeit makroskopischer physikalischer Grofien untersucht. Dann kann
man die geringere Symmetrie des Kristalls durch Untergruppen der Punktgruppe des Bravaisgitters
beschreiben. Ein Schema der Symmetriehierarchien ist in Abb. gezeigt.

Weitere fiir uns wichtige Kenngrofien in Kristallgitern sind:

e Die Koordinationszahl ist die Anzahl nichster Nachbarn. Im sc-Gitter betrigt sie 6, im bcce-
Gitter 8 und im fece-Gitter 12.

e Die dichteste Kugelpackung findet man im fec- und im hep-Gitter (hezagonal closed packed).

e Im Kiristall ist die elektrische Leitfahigkeit im Allgemeinen ein Tensor

j=cE & ji=) ok (5.17)
k

42 G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 5.3 Eigenfunktionen bei diskreter Translationssymmetrie

a) Seitenansicht
1 2 3 1 2 3

|[«——a——]

Achsenansicht
D
b
P

7 V4
N\ N\ N\ N\

Abbildung 5.7: Illustration einer Schraubenachse (a) und einer Gleitspiegelebene (b) mit Gitter-
konstante a

Bei kubischer Symmetrie ist o; isotrop, d.h.

=0l & oy=0d. (5.18)

I

e Nach der dc-Leitfahigkeit (direct current=Gleichstrom) unterscheidet man zwischen Isolatoren
und Leitern.

14 Bravaisgitter-Arten

/

7 Kristallsysteme

T~ 32 Kristallklassen

(Untergruppen) \

230 Raumgruppen

Unterschied zwischen Gleitspiegelung
und Spiegelung bericksichtigt

1651 magnetische
Raumgruppen

Abbildung 5.8: Hierarchie der Translations- und Punktsymmetrien, siehe auch M. Béhm, Symmetrien
in Festkorpern, Wiley.

5.3 Eigenfunktionen bei diskreter Translationssymmetrie

Im Kristallgitter ist die Physik invariant gegen diskrete Translationen um [ '€ . Daher wollen wir die
Eigenfunktionen des entsprechenden Operators

T.= e 7 (5.19)
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auffinden. Es gilt R R
TPl =7+
Aus der Quantenmechanik wissen wir némlich, dass fiir zwei Operatoren A und B gilt ed Be 4 =

B+ C, wenn C = [A, B] und [C, A] = 0. Es gilt dann fiir jede Potenz von 7 und damit auch fiir jede
Funktion f(7)

) Tp= f(F+

Sei hk ein Eigenwert von 7 im Zustand |k), also

Dann gilt '
T-k) = e wh R By = o7k | ) (5.20)
Also ist e~ F ein Eigenwert zum Translationsoperator T~ und |k:> der zugehorige Eigenzustand. Der

—il'k

Eigenwert e von T~ im Zustand ]k> bleibt ungeiindert, wenn wir von k zum #quivalenten Gitter-

punkt k + g mit g € I'" iibergehen, da e —il§ = 1 fiir g € I'". Wir beschrinken uns daher bei der
Klassifikation der Eigenwerte von Tﬂ aufk: aus der 1. Brillowin-Zone (1. BZ).

Der Zustand \k:> war bisher ein Eigenzustand von 7 und damit eine ebene Welle in Ortsdarstellung.
Nun verallgemeinern wir aber und fordern nur noch, dass |E> Eigenzustand zu T} mit Eigenwert e ik
ist. Welche Eigenschaften hat dann die zugehorige Wellenfunktion ()7 Wir Werten auf zwei Arten

aus

- (5.21)

Die allgemeine Funktion uz(7) = ik Y(7), die eine Art ebene Welle beschreibt, ist gitterperiodisch,
denn L .
up(F+ 1) = e M o (P4 1) = e g (7) = ug (7). (5.22)

Die Eigenfunktionen des Translationsoperators f} heiflen Blochfunktionen. Sie haben die Gestalt

Ue(7) = & ug(7) (5.23)

mit ug () = uE(F—i—l_j und k € 1. BZ. Blochfunktionen sind im Allgemeinen keine reinen ebenen Wellen

mehr. Sie bestehen aus Uberlagerungen von ebenen Wellen mit den Wellenvektoren k+ g mit k fest,
aber g € I'*".

Zur Abzdhlung der k-Werte in der 1. BZ wihlen wir periodische Randbedingungen fiir die Blochfunk-
tionen. Nach N Atomen wiederholt sich dann der eindimensionale Kristall. Analoges gilt in mehreren
Dimensionen. Im Dreidimensionalen ist ein Kristall als Parallelepiped mit Kantenvektoren der Lange
I_:Z- = N;d; darstellbar. Dieser enthélt N = Ny - Ny - N3 Elementarzellen und hat das Gesamtvolumen
V = N - V.. Die periodischen Randbedingungen im grofien Volumen fithren wegen der Bedingung

(7 + L) = (7)) = eF T up () = e )y (7 + L) (5.24)
i (7)
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iiber e Li — 1 auf k ;= %pi mit p; € 7. Ausgedriickt durch die Einheitsvektoren {l_);} des reziproken
Gitters folgt

k= —b; | 2
- (5.25)

Die Beschrinkung der {p;} auf Werte innerhalb der Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters I'* ist im
Allgemeinen schwieriger geschlossen hinzuschreiben. Daher wihlt man meist eine einfache Elementar-
zelle von I'*, z.B. das von den {b;} aufgespannte Parallelepiped. Dann gilt offensichtlich

Pi € {071727"' 7NZ_1}
Verkiirzt werden wir im Folgenden diese reziproke Elementarzelle Brillouinzone oder auch BZ nennen.
Fiir die Anzahl der k-Werte in der BZ gilt N = Ny - Ny - N3. Zu jedem k-Wert gehort das Volumen

1> - = 1 (2m)®  (27)3
Ak = —b, - = _ .

=gl (e xbs) = V. %
V*

e

(5.26)

Es gilt im sogenannten thermodynamischen Grenzfall mit V — oo und AE? — dk3

k) = oV A . 1% I
E;BZ F(k) = E%Z F(k) o Ok / F(R)dk? | (5.27)
= < 1. BZ

Diesen Limes sollten Sie sich einfach merken.

5.4 Gitterschwingungen

5.4.1 Born-Oppenheimer-Ndherung (quantitativ)

Die Besonderheit bei der sogenannten Born-Oppenheimer-Niherung liegt darin, dass man die kine-
tische Energie der Kerne als Stérung betrachtet, wir schreiben den Hamiltonoperator daher in der
Form

f'\[ = f:fo + TKern- (528)

Der ungestorte Hamiltonoperator H, 0(1%) hiingt parametrisch von den Kernkoordinaten R= (--- Ry - )
ab. In Kapitel [ werden wir Verfahren zur Berechnung der Eigenfunktionen von Hy(R) kennenlernen.
Hier betrachten wir das Eigenwertproblem fiir die Elektronen als gelost durch die Eigenwertgleichungen

ﬁo(é) SDn(F’ é) = 5n(é) Qpn(ﬁ ﬁ)a (5'29)

wobei der Index n den Satz der Quantenzahlen fiir die Elektronen bezeichnet. In 7 ist der Satz aller
Elektronenkoordinaten zusammengefasst. Die ¢, (7, R) bilden eine Basis fiir ein festes R. Das optimale
R, welches uns die Kristallstruktur festlegt, wird im Prinzip durch Minimierung der elektronischen

Grundzustandsenergie bestimmt, also aus min {50 (é)}
R

1) Gesucht sind zunéchst die Eigenfunktionen (7, ﬁ) von H. Wie bereits bekannt ist, kénnen wir
die Eigenfunktionen nach den Basisfunktionen ¢,, eindeutig entwickeln

Y(F, R) =" ¢n(R) on(F, R), (5.30)
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wobei die ¢n(é) Entwicklungskoeffizienten sind, die parametrisch von R abhingen. Aus der
zeitunabhéngigen Schrodingergleichung erhalten wir dann

<~ <ﬁ0 + fKern - E) Z ¢n(é)80n(7?a é) =0, (531)

n

wobei E die Eigenenergie ist. Da ﬁo nur die kinetische Energie der Elektronen Tel enthalt,

differenzieren wir nur nach 7, so dass gilt

ﬁ0¢n(é) = wn(é)ﬁo (5.32)

Fiir die kinetische Energie der Kerne gilt aberl
m >
~ MK

~2 ~2 > >
2 () ) () ()]
K

j:Kern(lpn : Qpn) -
(5.33)

Damit wird (B31]) zu

0= (Ho+ Ticern = E) > ol By ()

~ ~2

= D (enlR) ~ B)putin + 3 onTicerntin + 3 D 5y [2<?K¢n>PK + (PKm] V.
n n n K

(5.34)
Skalare Multiplikation mit ¢} und das Skalarprodukt beziiglich 7
[ e Byt e =,
ergeben fiir alle j h
(Tien +25(B) — E) (B) + 3 Cin( R, Pyu(B) = 0., (5.35)

My
(5.36)
Dabei verwenden wir offensichtlich
'"Wir nutzen die Leibniz-Regel (f - g)” = f"-g+2f" - g + f - ¢". Allgemein gilt (fg)™ = > 70 (’;)f(j)g(m*j).
G.S. Uhrig
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AR = [ 4o (P, D)
e (5.37)
BM(R) = / dr*N ot (7, R) (PKgon(r,R)>

2) Nun wollen wir nach k = {/m/m entwickeln, wobei M die Protonenmasse sei. Diesen Entwick-

lungsparameter verwenden wir, da wir aus den Uberlegungen zu Kapitel Bl wissen, dass die
Fluktuationen mit « skalieren. Wir verwenden formal Mg = O(M). Der elektronische Grundzu-
stand liegt bei n = 0 mit der Grundzustandsenergie ao(R) Deren Minimum beziiglich R definiert

die Kristall- oder Molekiilstruktur, die durch Ry gegeben ist. Wir schreiben R= Ro+ Iip, wobei

E’ die Groflenordnung 1 hat, und fiir den kanonischen Impuls Lx zu ;’

o[}

K
K

s

: (5.38)

so dass [p?‘(, Hg(] = 1hda30 K Kk weiterhin gilt. Damit gilt fiir die kinetische Energie der Atomkerne

~ M 13 _,
TKern = Z 2MK 2M Z MK I€2 Z MK (539)

Da éo die Gleichgewichtslage ist, beginnt die Entwicklung von &g (E) quadratisch in ;’, was uns
an den harmonischen Oszillator erinnert. Es ist

2
- - K o
w0l = o(Fo) + 5 3 Zﬁ) Do (K K)o s + O(r7). (5.40)

Die Matrix ¢ ist die Hesse-Matrix, welche reell symmetrisch und positiv-(semi)definit ist. Das

Wort semi kommt herein, da es sechs kollektive Auslenkungen gibt, fiir die sich 60(§) nicht
dndert. Globale Verschiebungen aller Atomkerne in die drei Raumrichtungen dndern auf Grund
der Translationsinvarianz die elektronische Energie nicht. Fiir diese p hat ¢ also die Eigenwerte
0. Fiir globale Rotationen gilt dasselbe. a -

Nun schétzen wir @-n ab. Die Integrale f_lyn() und Bj(f) sind proportional zu ° E, daher ist der

erste relevante Anteil zu éjn o £'/k. Er riihrt von ggf) her und beriicksichtigt P Kk o 1/k. Der

K)

zweite Anteil ist proportional zu x* und rithrt von B](.n her. Folglich kénnen Beitréige von éjn in

bis in Ordnung s vernachlissigt werden. Bis zu dieser Ordnung wird die Gitterbewegung
konsistent beschrieben durch

Z M—HK + 0> bas(K, K') plepier | o(R) = <E - 80@0)) Yo(R). (5.41)

K, K" o,

?Dies sicht man am deutlichsten ohne die Reskalierung auf ;A'f und 11
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In dieser so genannten harmonischen Niherung faktorisiert die Wellenfunktion des Gesamtsys-
tems und beschreibt eine adiabatische Bewegung

W(7, ) = 0(p) - o7, Ro) (5.42)

mit B = Ry + /1/5’.
Die Nullpunktsenergien der Phononen liefern hw := E — EQ(EQ) o k2. Identisch null sind die

Beitrage wj(ﬁ) mit j # 0. Beachten Sie, dass wir also annehmen, dass das System elektronisch
immer im Grundzustand ist.

Im Folgenden betrachten wir anharmonische Korrekturen. Wir gehen also iiber die harmonische
Néherung hinaus, behalten aber die adiabatische Beschreibung (BZ2)) bei. Harmonische Néhe-
rung und adiabatische Niéherung sind also zu trennen. Erstere beinhaltet letztere — aber nicht
umgekehrt.

Bei Molekiilen und Halbleitern gilt

ej—EQ—i-eo—E:Ej—E:O(H:O) fir j#o (5.43)
~——
O(r0) O(x?)

Dies gilt nicht fiir Metalle, da diese beliebig kleine Anregungsenergien besitzen und somit €; —
E = O(k?) moglich ist. Aus [Z3) folgt iiber Stérungstheorie fiir (35 in den C-Termen, dass

1/)]' ~ aj(ﬂ/)() = 0(163). (5.44)

Nichtadiabatische Korrekturen zur Wellenfunktion sind also proportional zu O(x3). Thr Einfluss
auf die Energie ist nach ([B30) o< k% wegen der Riickwirkung von v; auf ¢y in zweiter Ordnung
Storungstheorie. Folglich kann man in (B35) ohne Mitnahme von ) (R) mit j # 0 iiber die har-
monische Ndherung hinausgehen,und zwar bis in Ordnung x°, wenn man 600 mit berticksichtigt.
Das System aus Elektronen und Kernen bleibt adiabatisch. In adiabatischer Niherung haben wir
somit

fKern + EO(E) - FE+ aoo(é, ﬁ) ¢anharm(é) =0, (5-45)

wobei wir £o(R) bis einschlieBlich #® entwickeln.

Bei Metallen sind nicht-adiabatische Terme wichtig, was zur spéter zu besprechenden Elektron-
Phonon-Wechselwirkung fithrt. Wegen des Faktors x kann man jedoch auch in Metallen die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung in Storungstheorie behandeln, was Inhalt des so genannten
Migdaltheorems von 1958 ist.

48
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6.1 Allgemeines

Zur Beschreibung von Phononen schreiben wir (&Z1]) als

ﬁphlbo(é) = <E — Eo(ﬁ)) Ibo(ﬁé) (6.1)
mit dem Phononen-Hamiltonian
-~ K2 M 32 .
Hon =5 | D0 77T+ D D s 0 rer | - (62)
2 My
K KK’ af

Dieser beschreibt gekoppelte harmonische Oszillatoren mit KQQbag(K.K ") als a-te Komponente der
Kraftkonstanten (Federkonstanten), die der Kern K spiirt, wenn sich Kern K’ in S-Richtung verschiebt.

Leider ist nur fiir Ionenkristalle die Berechnung der ¢,4 noch relativ einfach. Fiir Ionenkristalle kann
man das Problem mittels Ewaldsummation 16sen.

Zur Diagonalisierung von f-\lph verwenden wir die gleichen Verfahren wie bei gekoppelten Pendeln, nur
dass dies mehr Indizes bendtigt.

Zunichst reskalieren wir ﬁ?‘( und p¥ durch

(6.3)
o [M1
Damit bleiben die kanonischen Vertauscher erhalten und es gilt
M 32 "2
ZKQM—HK — Y T, (6.4)
K K K
und ,
WY D GapC KN P — D D Braiws 0 P = 07 By (6.5)
K,K’ ap K,K' o
mit
Brakg = ———kr" ¢o3(K,K'). 6.6
Ko, K'B P Pap(K, K') (6.6)

Wir sehen B als Matrix an mit Matrixelementen B rg. Diese wird durch ein reelles, orthogonales
C ﬂ diagonalisiert
QTE C=D mit Dgar'p=DradKa,ks- (6.7)

! C kann auch komplex unitér gewéhlt werden, was aber nicht zwingend notwendig ist.
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Daher definieren wir
P :QTBI und II :QTE'. (6.8)

Die kanonischen Vertauschungsrelationen kénnen leicht iiberpriift werden. Wir wollen zeigen, dass die
Groflen immer noch der kanonischen Vertauschung geniigen, d.h. dass gilt

[3’, Q’T} — il = [3”, ﬂ’ﬂ . (6.9)

Die dort auftauchende Vektorstruktur entspricht dem dyadischen Produkt z oy = z yT = M mit

M;; = x; - y;. Das Skalarprodukt z -y = fg entsteht gerade durch die andere Reihenf(;lge. Aus
folgt

' =1'c. (6.10)
Somit folgt fiir den Kommutator
0| =t g ot e =ctime =int qed (6.11)
Vereinfachend schreiben wir
PBY=(Cp)BECp)=pTCBC " (6.12)
D

Fassen wir die Transformationen zusammen, erhalten wir den phononischen Hamiltonoperator

1

Hyn = 5> { (&) + D () } (6.13)

,Q
Dieser Hamiltonoperator

e beschreibt eine Summe von entkoppelten harmonischen Oszillatoren

e beschreibt Anregungen eines beliebigen Systems mit lokalisierten Kernen, wie Molekiile, amorphe
oder kristalline Festkorper.

e hat die Eigenenergien £ =h) . /D% (nf + %) Diese quantisierten Anregungen heiflen Pho-
nonen. Analog nennt man bei einem elektromagnetischen Feld die quantisierten Anregungen
Photonen.

Die Diagonalisierung wird durch die Kristallsymmetrie entscheidend vereinfacht. Statt Matrizen der
GoBe 1023 x 10?2 miissen nur Matrizen der Grofe 3r x 3r diagonalisiert werden. Hier ist r die Zahl der
Tonen in der Gitterzelle, also die GroBe der Basis. Sei K = (I, v) im Kristall mit den Index v = 1---7,
der die Atome in der Elementarzelle adressiert und [ € T’ bezeichnet die Gitterzelle. Im Kristall héngen
aufgrund der Translationssymmetrie die Kraftkonstanten nur von der relativen Lage der Ionen bzw.
der Atome im Gitter ab. Sei B ein Operator des Potentials. Dann bedeutet das

E(l_: vzl 'V, 8) = B(l + " vl + f",y’ﬁ) H+f=0 E(f— U v,0;0,0/3) (6.14)
oder formal

[E,ff} — 0. (6.15)

Man kann also zur dynamischen Matrix und zu den Gitter-Translationsoperatoren gemeinsame Eigen-
zustédnde finden.
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—

Sei ¢ = ¢(l', v, a) ein Eigenzustand zu B. Eine Gittertranslation wirkt auf ihn gemaf
f} <c(f/, v, a)) =c(l' =1L v, a). (6.16)

Wir wihlen nun unter allen moglichen C(f ' v, a) solche Eigenzustinde, die auch Eigenzustinde zum
Translationsoperator T} sind. Nach Abschnitt besagt das Blochtheorem

J/\} (clg(f', v, a)) = cl;;(l_" —Lva)= e_il;'fclg(f', v,a) (6.17)

wobei k auf die erste Brillouinzone eingeschrankt werden muss, um die Eigenwerte nicht mehrfach zu
zéhlen.

Durch [§179) ist die I-Abhdingigkeit der cj; vollstindig bekannt. Sei ndmlich

(6.18)

r T i

=e"ep(v,a).

Damit kann die Diagonalisierung der dynamischen Matrix B auf diejenige der (3r x 3r)-dimensionalen
Matrix fiir deren Fouriertransformierte zuriickgefiihrt werden.

Sei w? ein Eigenwert von B, d.h. ECE(Z_: v,a) = wzcE(l_; v, ) und ausgeschrieben
> Bv,asl' v, B) (I, V', B) = w?(k) (L, v, ). (6.19)
'8 — —
’ ettt er(v',8) et lep(va)
Es folgt aus (617
Z B(f— I v,0;0,0/, B) ik =) eg(y', B) = wQ(E) ep(v, @) (6.20)
L'

=2 g Dp(v,v’, )

und somit die Diagonalisierung der fouriertransformierten dynamischen Matriz QE im 3r-Raum der
v, .

Dy (v,a;v 'B) = ZB (—f/,u,a;ﬁ, V',B) okl (6.21)

Die dynamische Matrix besitzt die folgenden Eigenschaften:

-

e B ist wie ¢ positiv-(semi)-definit, d.h., man erhilt den Eigenwert 0 nur fiir & = 0. Sonst sind
die Eigenwerte stets grofler als Null.

e B ist reell symmetrisch, d.h.
B(lv,e;1",V/,3) = B,V ;L. 0), (6:22)

woraus folgt
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° QE ist hermitesch, denn

i (6.23)

:DE(VI7ﬁ;V7a) )

wobei wir im letzten Schritt I’ so substituieren, dass I/ —'in I — " iibergehtl.

e Die 3r Eigenvektoren e,;j(l/, «) mitj = 1---3r kénnen orthonormiert gewéhlt werden
Z el’%j(u, a)er, (v, o) = 651, (6.24)
rvo

da sie Eigenvektoren zur selben hermiteschen Matrix 2/5 sind. Die Eigenfrequenzen wj(l;) sind
die nicht-negativen Wurzeln aus w? > 0, denn B ist positiv semidefinit.

e Zuletzt berechnen wir noch die Normalkoordinaten. Dazu bauen wir die Matrix g aus den
normierten Eigenvektoren ¢ auf. Sie bilden die Spalten von C'. Es gilt

cEj(l,l/, o) o et elgj(l/, Q). (6.25)

Dieser Ansatz kann jedoch fiir den unendlich ausgedehnten Kristall nicht normiert werden. Da-
her betrachten wir einen endlichen, periodischen Kristall mit N Atomen. Dann sind die Eigen-
zusténde cg (l v, &) normierbar

e e];j(u, a) (6.26)

mit k& aus der Brillouinzone.

Als Wiederholung berechnen wir die Orthonormalitét

7 1 ik —k)l x
Zc (Lv,a)e (l,y, a) = NZe (k k)le];j(u,a)eg,j,(u, Q)

Lo Iva
o (6.27)
@ % ik '—k)-l 5 = 6kk/6
U
Jetzt kénnen wir die Cp; aus @24]) als Spaltenvektoren der Matrix ' verwenden. Somit ist
C(lv,a; k,j) = L ok le. (v, @) (6.28)
) ) ? ’J - \/N k] ) * N

Diese Matrix ist unitédr und nicht reell orthogonal wie die Urspriingliche, weil in den Eigenvektoren zu
B laufende Wellen enthalten sind. Trotzdem ist sie fiir unsere Zwecke voll geeignet.

277 — o] — [ mit Summation iiber 1.
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Mit solch einem (' folgt fiir die Terme unseres phononischen Hamiltonoperators (G.1)

N 1 M, .7
D ;;,j = T 2 v/ MI:2 e el’%j(u, a)p . (6.29a)

l,v,«

und

1 IMK2 7, =
. = i 3 M“ e er T2 (6.29b)
—~ v ’

lva

und fiir den Kommutator gilt
1010, | = idg 8 mit K€l BZ, (6.30)

Wir sehen also, dass p ;; nicht hermitesch ist. Daher sieht flph etwas anders aus, als zu Beginn des
J
Abschnittes, namlich

Ty 1 7% 17 2\ AL x ~
Hyp = 5 Z (HEjH Lot wi(k)pgp %J) . (6.31)
p* und II'* kann man durch p’ und I/ ausdriicken. Dazu brauchen wir noch eine kurze Zwischenbe-
trachtung. Aus der Definition von D;. folgt
Di(v, o5V, B) = D_p(v, a5/, B). (6.32)

Die Eigenwertgleichung ([E20) wird fiir e_;(v, o) komplex konjugiert

> Di(v, a5V, Bl (v, B) = wi(=k)e” (v, ). (6.33)
v.B

Daraus folgt, dass der Eigenwert w?(—E) von D i auch ein Eigenwert von 2/}’ ist, d.h. es gilt
wj(k) = wj‘(—/{?). (6.34)

Die Eigenvektoren e* i Zu den Eigenwerten w;(—k) spannen denselben Eigenraum auf wie die e
—kj
Daher kénnen wir

e*_Ej = ey (6.35)
wahlen, woraus folgt, dass R R

Dieses Ergebnis setzen wir in den Hamiltonoperator (E31]) ein, so dass der Rest wie in der Quanten-
mechanik gelost werden kann. Wir erhalten fiir den Absteige- und den Aufsteigeoperator

wilk =N 7 ~
b = ]2(h)pl*j+ =11,
2hw;(k)
(6.37)
Y b1 e B &)
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Fiir die Kommutatoren gilt wie iiblich

L T W [ R L (6.38)

Somit kénnen wir unseren Hamiltonoperator wieder in vertrauter Form als harmonischen Oszilltator
aufschreiben .
7o [t
Hyn =Y hw;(k) (bgjb,;j + 5) : (6.39)
Kj
Der Grundzustand |0) von f-\lph hat die Nullpunktsenergie

LS (6.40)
kj

und es gilt b |0) =0 Vk € BZ, j € {1---r}. Die Funktionen wj(E) heiflen Dispersionsrelationen
fir die Phononenfrequenzen. Sie hédngen ebenso wie die Matrixelemente von D;. stetig von k ab.

Drei Phononenzweige sind dabei besonders ausgezeichnet. Fiir sie gilt wj(lg) — 0 fiir k — 0. Wir wihlen
die Nummerierung so, dass diese drei ausgezeichnneten Phononen mit j € {1, 2, 3} bezeichnet sind. Der

Grund liegt darin, dass ein konstante Verschiebung des Kristalls (ﬁ@ = p?) keine Potentialinderung

und somit keine Riickstellkréifte hervorruft. Eine konstante Translatlon in eine beliebige Raumrichtung
verschiebt den Kristall als ganzes, ohne ihn zu verzerren, also ohne ihn anzuregen

— - M !
Z B(l,v,a;1", V) M/l;2 P’ =o. (6.41)

Damit wird die Eigenwertgleichung (20 durch
ez =\ —5;(a) (6.42)

mit w;(0) = 0 gelost. Es gibt drei linear unabhéngige s;(a). Eine Entwicklung von wj(lg) nach k fiir
diese drei Phononenzweige liefert

Zc koks + O(kY). (6.43)

Wegen der Inversionssymmetrie w](k:) = wj(— E) treten keine ungeraden Potenzen von k auf. Die
Konstanten ¢’ > héngen von der Richtung von k ab. Sie héngen mit den elastischen Konstanten des
Kristalls zusammen, siehe Ashcroft Mermin, Kapitel 22.

Wir betrachten diese Anregungen im Folgenden allgemein und ohne konkrete Rechnung. Im hydro-
dynamischen Limes k — 0 kann ein Kristall als elastisches Kontinuum behandelt werden siehe Elas-
tizitdtstheorie, Landau-Lifschitz, Bd. 7. Die Phononenzweige wj(E) — 0 fiir £ — 0 heifen daher auch
akustische Phononen, weil sie die quantisierten Schallwellen darstellen. Bei orthogonaler Kristall-
symmetrie gilt

epq Il k longitudinale Phononen
’ (6.44)

€f 91 €5 Lk transversale Phononen.
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Bei r Atomen pro Elementarzelle gibt es neben den drei akustischen Zweigen 3r — 3 optische Zweige
(wj(k) = w;(0) > 0 fiir k£ — 0). Sie koppeln in Ionenkristallen besonders stark an Licht.

Ein einfaches Beispiel fiir diese allgemeinen Eigenschaften ist die lineare Kette, wie sie in Ubungs-
aufgaben behandelt wird. Tatséchliche Phononenspektren sind komplizierter. In einfachen kubischen
Kristallen gibt es entlang der ersten Brillouinzone mit hoher Symmetrien Entartungen der transver-
salen Moden.

Wir unterteilen die Zweige in vier Klassen:
e longitudinal akustisch (LA),
e longitudinal optisch (LO),
e transversal akustisch (TA)

e und transversal optisch (TO).

w(é’) 3 (q,O,U) (7r,q,0) (Tr'q!ﬂ"q’O) (%q,Q)

2.5

r X M r R
(000) (w00) (m0) (000) (mmm)

Abbildung 6.1: Phononendispersion fiir ein einatomiges sc-Gitter mit Nichster- und Ubernsichster—
Nachbar—Wechselwirkung Bild entlang ausgewéhlter Richtungen in der 1. BZ. Bild wurde G. Czycholl,
Theoretische Festkorperphysik entnommen.
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Abbildung 6.2: Gemessene und gerechnete Phononen-Dispersionsrelation fiir Argon. Bild wurde G.
Czycholl, Theoretische Festkorperphysik entnommen.
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Abbildung 6.3: Gemessene und gerechnete Phononen-Dispersionsrelation fiir NaCl (fcc-Gitter mit
einatomiger Basis). Bild wurde G. Czycholl, Theoretische Festkorperphysik entnommen.
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6.2 Thermodynamik der Phononen

Die Phononen haben als Bosonen die Besetzungszahl

.‘_ o 1
() = (b, b)) a, = 1 (6.45)

und die innere Energie

U=E=(Hpy)p —EO_ZM (6.46)

Die spezifische Wérme erhélt man bekanntlich als partlelle Ableitung der inneren Energie nach der

Temperatur

CV 10U Z—»] 1 / 3 0 hwj( )

= — _— 4
Vo var - @)y, ar Z b1 (6.47)

wobei im letzten Schritt die Summe in ein Integral (Kontlnuumslimes) iiberfithrt worden ist.

e Im Grenzfall sehr hoher Temperaturen, also Bhwj(lg) < 1, konnen wir den Integranden entwickeln

und bekommen )
T
T Dt=— -S4 4
-1 =11 -5 ), (6.45)

womit wir das Integral ausfithren kénnen und erhalten fiir die spezifische Warme der Phononen

CV 3rN 1
Vo2 —
v = v ket Om)
das Gesetz von Dulong-Petit. Die O(1/72)-Korrektur enthélt auch noch anharmonische Korrek-

turen.

(6.49)

e Im Grenzfall tiefer Temperaturen bekommen wir
- den Beitrag optischer Phononen, wenn der Integrand immer klein ist, d.h. w = wg = const,

hw

C‘O/pt N hwE 2 61“3%
= Br=3)37ks (k:BT> o > (6.50)
()

Eine endliche Anregungsenergie, auch Energieliicke genannt, im Spektrum fiithrt zu einem
exponentiell kleinen Beitrag in der spezifischen Wéarme.

- den Beitrag akustischer Phononen, bei denen der Hauptbeitrag von k — 0 herriihrt

. E .
w; () = cs <m> |, (6.51)

wobei ¢g eine richtungsabhingige Schallgeschwindigkeit ist. Nutzen wir d*k = k2 dk dQ aus
und substituieren x = [Shcg - |k|, konnen wir die Integration durchfithren

Cy 0 4 / 70563 dz

hd 4 0——

VvV T h3(47r B’ Z d A3(k/k) 1
e ( 0

=:3dm g 7r4/15

(6.52)

x T3.

G.S. Uhrig 57



6 Phononen FKT WS 11/12

Dabei haben wir die Obergrenze fiir z nach co gelegt,was fiir ' — oo die richtige Asymptotik
erfasst. Das resultierende T3-Gesetz gilt immer fiir akustische Phononen in drei Dimensio-
nen. In d Dimensionen berechnet man analog Cv/v oc T%°, wenn w, o |k|® gilt.

e Von der gerade angefiihrten Asymptotik ist das Debyemodell zu unterscheiden, das noch starker
vereinfacht.

02 04 06 08 T T2 T2 715 T8

T/Ogp

Abbildung 6.4: Temperaturabhingigkeit des Gitteranteils der Spezifischen Wéarme im Debye-
Modell (gestrichelte Kurve) und im Einstein-Modell (durchgezogene Kurve). Bild wurde G. Czy-
choll, Theoretische Festkorperphysik entnommen.

Es nimmt an

w=clk| fir |k < kpebye = kp. (6.53)
In einer Kugel %”k% = w mit Radius kp erhalten wir die Besetzungsdichte n
N k3,
=D 6.54
v " 62 (6:54)

Haufig wird hwp = hckp definiert und kpOp = hwp. Damit gilt fiir die spezifische Wéarme

@D/T

C T\° e
v = 9nkp N (6.55)
@ 2
Debye D 0 (ex —1)

V

6.3 Zustandsdichten der Phononen

Die folgende Betrachtung gilt allgemein fiir dispersionsabhéngige Gréflen. Wir betrachten den ther-
modynamischen Ubergang

i 3 (k) = - wplw w
VZF% (k) Z(%) /Bzdk: F(w;(k)) _./ dwp(w) F(w), (6.56)

— 00
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dabei definieren wir die spektrale Dichte oder Zustandsdichte durch
w) = - ;;Z S(w—wj(k) — ; @) /BZ dk3 6(w — wj(k)). (6.57)

Wir fithren eine Koordinatentransformation auf krummlinige Koordinaten durch, siche Abbildung G5
dk3 — dSdk,
dw;(k ) \V%uj( )] dk |,

(6.58)

wobei dS ein infinitesimales Flichenelement ist. Damit berechnen wir das Integral

— Z /BZ deklﬁé(w — w;(k))

dw;( 1 -
- Z/BZ dS|V~w] % G )35(w—wj(k)) (6.59)

1 1
= E / . dSs 3= ENE
j S mit wj(k)=w (27T) |va](k)|

Es bleibt ein zweidimensionales Integral iiber Fldchen S mit konstanten Frequenzen auszufiihren, fiir
die gilt w = w;(k).

Beispiele zur spektralen Dichte sind

. wj(E) = wg (Einstein fiir optische Phononen) = p(w) = Mé(

o wji(k k) = c|k| mit |k| < kp (Debyemodell) = p(w) =
sionen. Allgmein gilt p(w) oc w1

w—wpg)

273 sw20(wp — w) Dies gilt fiir drei Dimen-

e Wegen der Periodizitét wj(lg) = uﬁ(iﬂ—ﬁ) mit § € I'* muss es Punkte geben, an denen ﬁw](ﬁ) =0
ist. Diese Punkte bedingen sogenannte van Hove Singularitéiten (1953). Als Beispiel betrach-
ten wir die lineare Kette mit Néchster-Nachbar—Wechselwirkung. Es gilt

w(k) = wolsin (ka/2) |. (6.60)

Damit erhalten wir
2 1
plw) = %mm)w
1 1
"~ 7w | cos(ka/2)| (6.61)
2 1
a 2

a\/wi — w?

Die Nullstellen der Wurzel im Nenner der spektralen Dichte bedingen die van Hove Singula-
ritdten, die in einer Dimension 1/v/ Aw-Divergenzen sind.

Im Allgemeinen gilt in d Dimensionen p(w) o |w — w0|g71. Der Exponent 0 in zwei Dimensionen steht
dabei fiir einen endlichen Sprung Ap oder eine logarithmische Singularitit.

Nun betrachten wir dreidimensionale Beispiele von van Hove Singularitdten. Wir entwickeln um einen
stationdren Punkt bei kg nach Taylor

w(k) = w(ko) + % S (F = Fo)avap(k = Fo)g + O ((AF)?), (6.62)
o
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mit Ak =k — 120. Nach einer Hauptachsentransformation der quadratischen Form y haben wir entlang

der Hauptachse die Eigenwerte 71,72 und ~3. Nun sind zwei Fille zu betrachten.

e 1. Fall: Seien alle v; > 0 oder alle v; < 0 entsprechend einem Maximum oder Minimum. Wir

betrachten hier ein Minimum; der Fall des Maximums lduft vollkommen analog mit umgekehrten
Vorzeichen fiir Aw = w — wp. Setze (K); = /|7i|(k — ko); fiir i = x,y, z. Somit folgt

1
Aw = 552 (6.63)

Im néichsten Schritt fithren wir die Transformation von k auf 7 in EXD) durch und gehen im
Raum der < auf die Darstellung (E29)

1 1 dS.
plw) = / = —, (6.64)
(2m)° \/Inrysl /| Viaw;(R)]
wobei dS, = x2dQ, und 6,3&)]'(12) = R sind, d.h. wir integrieren iiber Kugeln als Flédchen
konstanter Energie. Damit erhalten wir fiir die spektrale Dichte

1 1 1 1
W)= —————h=———/|w —wol, (6.65)
272\ /117273 7 \/2[717273]

welche eine wurzelartige Singularitiat aufweist. Diese gilt aber nur in der Umgebung der Extre-
malenergie. Beachte, dass selbstverstéindlich lokale Extrema solche Singularitéten induzieren.

2. Fall: Es liegt ein Sattelpunkt vor, bei dem das Vorzeichen eines v; anders ist als das der
anderen beiden. Konkret nehmen wir v > 0, 9 > 0 und 73 < 0. Der Fall v < 0, 792 < 0
und 3 > 0 lduft analog mit anderem Vorzeichen fiir Awy. Die Reihenfolge der 4; kann ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit so gewéhlt sein, dass 73 das abweichende Vorzeichen besitzt.
Es sel Aw = w —wp = %(/@i - mz), wobei wir die zwei Vorzeichen von Aw unterscheiden.
Zunéchst fithren wir Zylinderkoordinaten | , k., ¢ ein

—

V,gAu) = IiJ_é]_ + Kzgz

) (6.66)
Viw| =k =/k? + K2 und dS =2rk -\/dr? +dk2,

wobei letzterer Ausdruck aus dem Satz von Pythagoras folgt, siche Abbildung Die Wurzel
erfasst die schrige Bogenlinge, die um die z-Achse im Abstand k,; rotiert wird und so das
Fldchenelement d.S ergibt.

- Aw < 0 bzw. w < wp: Wir betrachten ein zweischaliges Hyperboloid, siche Abbildung 6.0l
Nach Pythagoras gilt

dr. \ 2
dS = 27k dk, 1+< K) (6.67)
dlﬁ_

Die Spektraldichte ist dann

K1 =kKe

1 2

ds
) = / ,
2m)% /Iy g V24/K3 = Aw

wobei der Faktor 2 im Z#hler von den zwei Schalen herriihrt. Da das Hyperboloid nicht
beschriankt ist, miissen wir auch einen maximalen Cutoff k. einfiihren, bis zu dem die
verwendete Taylorentwicklung sinnvoll ist. Weiterhin haben wir ausgenutzt, dass gilt

\/Ii%_—Flig:ﬂ\/lii—Aw (6.69)

(6.68)

60

G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 6.3 Zustandsdichten der Phononen

fiir den Gradientenbeitrag und

d
K2 =K1 —2Aw = Ky =4/k? —2Aw und dI{Z: L
Rl 2

k] —2Aw
) (6.70)
dk, /@i Iii — Aw
= 1 =1 =2 .
* (dm_) +ni—2Aw K —2Aw

Also erhalten wir schliellich

1 4 Kl dliJ_
p(w) = VK2 —2Aw — V=2Aw) .
2m)® /Iesl Jo N 2Aw 717273| ( )
(6.71)

Diese Spektraldichte enthilt also eine Wurzelsingularitéit. Beachten Sie, dass y/k2 — 2Aw
nicht singulér fiir Aw — 0 ist.
- Aw > 0. Wir betrachten also ein einschaliges Hyperboloid, siehe Abbildung 6.0 Hier folgt

1 Iﬁ_dlﬁ_ 1 < 3
K

pw) =
(2m)3 V |717273 \ /HL — QAW |717273| ‘

— 27w — 0) . (6.72)

wobei der Faktor 2 der Flache fiir x, > 0 und x, < 0 zuzuschreiben ist und v2Aw der
Mindestwert fiir £, ist. Fiir diesen Fall besitzt die spektrale Dichte also keine Singularitt.

Die obigen Ergebnisse sind sehr schon in Abbildung fiir d = 3 illustriert. Dabei wurde

d
k) o Zcos(k:ia) (6.73)

als besonders einfache Dispersion verwendet. Man erkennt auch deutlich die Dimensionsabhéngig-
keit der Zustandsdichte. Fiir die Zustandsdichte (EZ3) ergibt sich im formalen Grenzfall d — oo
eine Gaufiverteilung, die keinerlei van Hove Singularitéiten mehr aufweist.

Fiir Phononen sind realistische Zustandsdichten in den Abbildungen B3, und gezeigt. Sie
resultieren aus der Dispersion, die in den Abbildungen BTG und gezeigt sind. Beachten Sie das
asymptotische Verhalten p(w) ox w? fiir kleine Frequenzen.
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6.4 Phononenspektroskopie und S(7,w)

Wir wollen in diesem Abschnitt die inelastische Neutronenstreuung an den Kernen eines einfachen
Kristallgitters untersuchen. Die relevante Lingenskala ist hier 1071 m, was einer Energie von etwa
0,082 eV bzw. einer Temperatur von 950 K entspricht. Wir benétigen also thermische Neutronen. Das
Streupotential ist kurzreichweitig, da es auf lokaler Wechselwirkung (keine Coulombwechselwirkung)

beruht. In Bornscher Niherung kénnen wir also V(7)) = > raj § (f’ - R}) verwenden, wobei a; das

Streupotential verschiedener Isotope beschreibt. Enthélt die Substanz nur ein Isotop, ist aj konstant.

Mochte man die Zahl derjenigen Neutronen bestimmen, die mit einer bestimmten Energie unter ei-
nem bestimmten Winkel auf den Detektor auftreffen, so betrachtet man den doppelt differentiellen
Wirkungsquerschnitt

d*o # gestreute Teilchen in Alw,w + Aw], [, Q + AQ)]

= lim i 74
A0 dw  AG—0 Aw—0 AQAW - # einfallende Teilchen pro Zeit und Fliche - (6:74)

Die Zahl der einfallenden Teilchen erhilt man aus

# einfallende Teilchen hk
N = = = — .
o Flache - Zeit T= 5 (6.75)
~—
VN

mit dem Teilchenstrom J. M bezeichnet hierbei die Masse des Neutrons und npy die Teilchendichte
pro Volumen.

Der Zustand eines Neutrons |k) geht beim Streuvorgang iiber in |k + @) = |¥'). Die aufgenommene
Energie des Neutrons ergibt sich hierbei zu

(hF? _ (hk)?

hw =07 oM -

(6.76)

Beim Ubergang des Neutrons von Zustand |k) zum Zustand |k + ¢) geht das Gitter, beschrieben durch
die initialen Phononenbesetzungszahlen |...n;...) und der Besetzungswahrscheinlichkeit

Py = S, e PE:
(A

in den finalen Zustand |...ny...) iiber.

Sei nun W (k,i — ¥, f) die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang des Neutrons von |k) zu |k 4 @)
unter der Voraussetzung, dass das Gitter gleichzeitig vom Zustand ¢ in den Zustand f iibergeht. Mit
dieser Wahrscheinlichkeit ergibt sich die Zahl der gestreute Teilchen in Alw,w + Aw], [, 2 + AQ] zu

v
(2m)?

Ns(Qw)= > Py -W(ki—k, f)(Voy) k3 (6.77)

{nims}

wobei Vny die Anzahl der Neutronen mit Wellenvektor k in der Probe bezeichnet, die potentiell
gestreut werden konnen. # gibt hierbei die Anzahl der Neutronenendzusténde an.

Weiterhin verwenden wir, dass d®k’ = k"2dk'dQ und dass aus

(hk? _ (nk)?

hw =31 oM

= hK'dk = Mdw (6.78)

62 G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 6.4 Phononenspektroskopie und S(q,w)

folgt, so dass
M
A3k = kdQ - Kdk = k/dedw (6.79)

gilt und erhalten damit fiir den Wirkungsquerschnitt

d?c M\? V2K . .
= — = P, A W(k,i— K. f). 6.80
dQ dw <27rh> o k {Z} Wk, i — K, f) (6.80)
ni,nf

Zur Berechnung von W(E,z Sy , f) verwenden wir Fermis Goldene Regel und erhalten
- 2m | -, - 12
W(k,i— k. f) = = |FAVIED)]| 8 (hw+ (By — E)) (6.81)

mit dem Matrixelement

. . 1 . I,
(K'|V k) = V/ dr3V (7) e 19" mit §=k —k (6.82a)
|4
1 -
= V Z af eflqu" (682b)

wobei V(7) = > apd(7 — R}) ausgenutzt wurde.

l
Man beachte, dass der Ausdruch [6.82B noch ein Operator in den atomaren Auslenkungen ist. Hieriiber
geht die Phonondynamik in den Wirkungsquerschnitt ein.

Eingesetzt ergibt sich der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt also zu
2

d?o _igR. 1
10 4o = ( ) k h2 Zp{nl} Z nf|za q l|nl ) (w—|— ﬁ(Ef — Ez)> . (6.83)

{ni} {ns} U

Diesen Ausdruck wollen wir nun auf eine Korrelationsfunktion zurtickfithren. Dazu benutzen wir die
Fourierdarstellung der d-Funktion

1 [~ _
o(x) = —/ et dt

2 J_ o

und R;= [+ prund erinnern uns an g'oc & = y/m/M und

) Sp e BHon O A
> Py Oy = oo (o) <65H)> = (0 >H :

{ni}

Wir verwenden den Operator im Heisenbergbild
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da er erlaubt

<ni’eiEit/h ei@ﬁfe—iEft/h’nf> _ (ni]ei‘jéf () ’nf>

durch die rechte Seite kompakt auszudriicken. Damit erhalten wir

S Gl TR 1) (1] TR 1) = (] (TR 1TRO) |
{ns}

und so die folgende Darstellung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

d20' 2 1 k/ / [ee) -y id- i o
dew:< > Za aj e /_Oo<eqpl ) ¢ qu'(0> tdt = Za ap f(L,U) . (6.84)

Ly

Diese Darstellung enthilt bereits den thermischen Erwartungswert beziiglich flph. Um iiber die Isotope
summieren zu kénnen, machen wir zwei Annahmen. Die erste ist, dass das Gesamtsystem selbstmit-
telnd ist. Damit ist gemeint, dass verschiedene Teile des Systems sich wie verschiedene Konfigurationen
(Verteilungen) der Isotope verhalten. Dann kann die Streuung am Gesamtsystem durch die Streuung
am Konfigurationsmittel beschrieben werden. Die zweite vereinfachende Annahme ist die, dass die
Isotopverteilung an einem Gitterplatz vollig unabhéngig von der auf dem anderen Platz ist. Dies fiihrt

dazu, dass wir den Erwartungswert a; aj; zerlegen konnen in

Fiir das Konfigurationsmittel verwenden wir die Uberstriche, um den Unterschied zu thermischen
Erwartungswerten herauszustreichen. Es ergibt sich

d*a 2 PN L AT »n d*Okonarent | d°Cinkohiirent

— — l / A 2 l l — onaren mkeKonaren ) )

a0 dw >_f(.0)+2a Zf(’) Qdo | dQ dw (6.85)
ll/ l

Der kohérente Anteil der Streuung enthilt die Interferenz der Streuwellen von allen verschiedenen
Kernen. Im inkohédrenten Anteil tritt keine Interferenz der Streuung an verschiedenen Kernen auf.
Hier werden lediglich die Streuquerschnitte aller Einzelkerne summiert.

Die weitere Umformung nutzt folgende aus der Ubung bekannte Sétze aus.

1) A, B seien Operatoren mit dem Kommutator C' := [A, B]_. Falls [C, A]_ = [C, B]_ = 0, dann
gilt streng

oA eB _ A+B 3O _ JA+B+

¢ (6.86)

l\)\»—l

Weil in ([GX) A = uj’:ﬁ'f (t) und B = —icj’;%’f (0) gilt, ist der Operator C' einfach eine komplexe
Zahl. Man beachte ndmlich, dass p(¢) und p(0) Linearkombinationen bosonischer Erzeuger und
Vernichter sind. Somit erhalten wir
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Spa(@.t) = <ei(fﬁl-(t) e—i@a7(0>> _ <eic7(5ﬂt)—2?ﬁ(0>)+é[A,B}f>

In diesem Exponenten kommen die Phononen-Erzeuger und -Vernichter linear vor. Zur weiteren
Umformung benutzen wir

2) Sei L=uab+ yl;T und ‘H = ebb der Hamiltonoperator. Dann gilt fiir den Erwartungswert

(eF) et (657

Die Aussage verallgemeinert sich direkt auf Summen vieler Bosonen bei allgemeinem bilinearen
Hamiltonoperator. Wir setzen L = A + B und finden

ﬁ2+é:A2+AE+BA+Bz+[A,B]:A2+QAB+B2

Damit ergibt sich

S,jp@t)—exp{ <( )+ (q*ﬁﬁ<0>)2>+<(q*ﬁl<t>) (cfﬁp<0>)>} -

Im ersten Term kann die Zeitabhéngigkeit entfallen wegen der Homogenitéat der Zeit, d.h. der Trans-
lationsinvarianz in der Zeit.

Wir definieren den Exponenten 2W (§) des Debye-Waller-Faktors e 2" (%) durch

W(q) = < ((72%)2> (6.88)

und die Paar-Korrelationsfunktion P durch

Pp(@) = (@ ) (a5(0) ). (6.89)

so dass

Sip(@.t) = exp (=2 (@) exp (Prp(@.1)) (6.90)

folgt. Man beachte, dass die Paar-Korrelationsfunktion auch die Information iiber den Exponenten
des Debye-Waller-Faktors enthilt, da P l’( ,0) = W (q) gilt.

Die Intensitdt der Streuung wird durch W(q) beschrieben. Um zu sehen, dass die Intensitdt mit
zunehmender Temperatur abfillt, muss W (q) berechnet werden. Betrachten wir dazu die Auslenkung

i \/_,/ ﬁ bﬁb[EJ)gj(E) eifl (6.91)

k:

b

womit sich die Korrelationsfunktion zu

G.S. Uhrig 65



6 Phononen FKT WS 11/12

iy kT . T . t
k/)) o <<b,w + bfzz,]) (t) (b it bfkﬂ,’j/)>

(6.92)

ergibt. Man beachte, dass b(t) = 7! b und bf(t) = e“! b7 gilt. Wegen der Diagonalitit des Hamilton-
operators gibt es im Erwartungswert der obigen Formel nur Beitréige fiir —k = &/ und j = j'. Damit
ergibt sich

(e #0050 (o #8550 ) = Yo [ (wB) | Ot (w38) 005 g

aus ( bb ) aus (bib)

mit

np(w) = —5—. (6.93)

EELBZ,J’

(6.94)

Man beachte, dass P;j; fast eine Fouriertransformierte des Terms in den eckigen Klammern darstellt.
Es gilt nur ,fast*, da nur iiber die Brillouinzone summiert wird.

Nun berechnen wir den Exponenten des Debye-Waller Faktorﬂ, der sich aus Pri{q,t = 0) zu

ergibt. Um einen Eindruck vom Effekt des Debye-Waller Faktors zu bekommen, diskutieren wir ihn
nun in einfach kubischer Symmetrie, so dass ¢, ¢é;, g€, und ge, dasselbe W haben, so dass gilt

W (@) = 2 (W(gex) + W (a&,) + W (ges)).

3 . . 2 e 142 :c/2+ —:c/2_
Man benétigt folgende Zwischenrechnung: 1+ == = o=~ = ZI/Q _me/Z = coth (%)
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Also kann man (¢ €)* durch ¢?/3 ersetzen. Daraus folgt, dass W (q) o ¢* gilt und man kann W (§) als

2W(§) = gi]; ?dwp(w)é coth (%“’) (6.96)
0

schreiben. Darin enthilt die Zustandsdichte p die Summe {iber die verschiedenen Moden j. Der Faktor
6 im Nenner ergibt sich aus 6 = 2d, wobei d die Dimension des Systems bezeichnet. Nun kann man
Aussagen iiber den Debye-Waller Faktor fiir verschiedene Dimensionen d treffen, wenn man sich an

p o< w1t erinnert. So gilt in einer Dimension

W@ _

fiir alle Temperaturen einschliellich 7' = 0, da W als Integral iiber 1/w divergiert. In zwei Dimensionen
gilt

9

efQW(q) _ > O fllI' T = 0
=0 firT >0

da cothz o 1/x fiir kleine z gilt. Bei T = 0 ist der Cotangens hyperbolicus strikt 1, so dass die
Integration (E00) wegen p(w) o w konvergiert. Fiir 7 > 0 entsteht aber wieder ein 1/w-Pol, der das
Integral divergieren léasst. In drei Dimensionen gilt fiir alle Temperaturen

e 2@ 0,

da p(w) o w? die Divergenzen im Integranden kompensiert. Allgemein gibt e W@ an, wie stark
die Fluktuationen die Streuung vermindern. Beachte, dass steigende Temperaturen W(q) ebenfalls
steigen ldsst. Plausiblerweise vermindert also ein Anwachsen thermischer Fluktuationen den Debye-
Waller Faktor e 2"(@ und damit die Streuintensitiit.

Als niichstes diskutieren wir den Faktor e/ 77 Wir erinnern uns, dass p « k war und somit P o
k? = \/m/M gilt. Also kann der Faktor als klein angesehen werden. Wir entwickeln daher fiir kleine
P und erhalten so

Speziell fiir t — oo ist das wohl begriindet, da die Korrelation zwischen p(0) und p(t) zerfillt und somit
lim¢ o P(t) = 0 gilt. Wir werden uns letztlich fiir die Fouriertransformierte im Frequenzraum interes-
sieren. Die korrekte Beschreibung des Verhaltens fiir ¢ — oo bedeutet, dass die schmalen Strukturen,
die wesentliche Anderungen auf kleinen Frequenzintervallen umfassen, erfasst werden. Im Frequenz-
raum langsamer verdnderliche Strukturen werden nicht erfasst. Tatséchlich ist man aber gerade an
scharfen Peaks interessiert, die zu schmalen Strukturen gehoren.

Wir diskutieren nun die einzelnen Ordnungen.
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e 0. Ordnung: Aus der 1 folgt nach

d*0kon 72 o 2@ iql—1"y 77 7 Ng2 e 2W (@ iq U F(7 —2 _—2W(Q) -
2o aq <@ Z f (1,1 Na@” e e f(1,0) x Na“ e I(w)A(G),

r‘ﬁ‘l
—

Ly

wobei f(I,0) = [7 dte ! = 27§ (w) ist. Die Laue-Funktion A(q) ist definiert durch

A@ =Y T =V Y 87— 9). (6.97)

leT ger

Sie ist gegeben durch die Summe von §-Funktionen, die an den reziproken Gittervektoren I'*
positioniert sind. Man spricht auch von einem ,,Kamm von §-Funktionen®. Der Vorfaktor ist das
Volumen der reziproken Elementarzelle, d.h. der Brillouinzone.

Wir erinnern uns, dass bei der elastischen Streuung genau die Funktion Zfer '@ auftauchte.
Aus ihr folgte die Braggbedingung (sieche Abschnitt Bl auf Seite EII). Wir sehen hier, dass in der
ausfithrlichen Rechnung die Braggbedingung in fithrender Ordnung wieder erscheint. Allerdings
haben wir nun gelernt, dass es eine Reduktion um e~2W(@ gibt. Die Intensitéit der Streuung ist
auf Grund der Fluktuationen vermindert.

Der inkohérente Beitrag der Streuung hat keine ¢g-Abhéngigkeit, da er vollig lokal ist. Er ist
konstant als Funktion von ¢.

1. Ordnung: In linearer Ordnung in P erhalten wir Beitréige von einzelnen Phononen durch die
Fouriertransformation von P. Es gilt namlich

2

o oW Lo |1 6]()
x Na“e ZA(q—i—k) (P

. Ve
k,j Absorption von Phononen Emission von Phononen

2
d®oon

dw dQ2

k
5 nB(wj)d(w —wj)  + (1 +n8(w;))d(w + wj)

Hierzu schlieflen wir folgende Bemerkungen an.

1) Die,,1“in (14np) steht fiir spontane Emission; der Faktor ,ng“ fiir die stimulierte Emission
von Phononen.
2) Schriinkt man sich mit ¢ auf Werte in der ersten Brillouinzone ein, so gilt A(7+k) o §(7+k)
Deswegen kann man experimentell Phononendispersionen messen.
3) Beachte
S hk'")? hk)?
g=kK —k ﬁw:( ) —( ) (6.98)

2m 2m

Dies setzt voraus, dass solche Vorgénge bei Experimenten besonders gut funktionieren, wenn
Impuls und Energie in der passenden Groflenordnungen liegen: h€) ~ 10 — 100 meV und
A = 0,1 nm. Dies macht thermische Neutronen zum idealen Werkzeug fiir sie Experimente,
da diese beide Bedingungen erfiillen, wohingegen z.B. Rontgenstrahlung nur die richtige
Wellenlénge, aber zu hohe Energie, und sichtbares Licht zwar die richtige Energie, aber
eine zu grofle Wellenléinge, besitzt.
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Zum Schluss werfen wir noch einen Blick auf die inkohédrente Streuung. Da hier ohne Phasenfaktor
ebener Wellen iiber die Orte summiert wird, ergibt sich

2

Lo« VAR Y o { () (B))d(w — w;(R)) + (1 + i (w (£))o(w + w;(F)) }
wag & a’e > o ng(w; W — wj ng(w; W+ wj
k.
Nt
= NAa2e W@ 750 5 k) + 6 k 6.99
= NB@e W@ ST s (0 — i (B) 0w + () (6.99)
k?j
wobei wir im letzten Schritt
1 e A 1
L+np(-w) =1+ e o1 e Pe—1 1-—ebo —np(w)
verwenden sowie
in (wo)d(w —wp) = ln (w)d(w — wp)
g Blwo 0) = ~nB 0

und
o (1 mnli0))8(w + ) = == (14 mp(~))5(w + wi) = ~p(@)3(w + 1)

benutzt haben. Fiir kubische Kristalle kann die k-Summe in ([E39) auf die Zustandsdichte zuriick-
gefiihrt werden, so dass sich

d?c 5 Zn (w)
5 —2w(q 4 "B
Q x NAa?e T (p(w) + p(—w)) (6.100)

ergibt. Dies bedeutet, dass man unter diesen Bedingungen die Zustandsdichte p direkt messen kann.
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Abbildung 6.5: krummlinige Koordinaten

ZE T

m—mﬂ-::[)

Abbildung 6.6: Es gibt bei den van Hove Singularitdten zwei Fille zu unterscheiden, wenn ein
Sattelpunkt vorliegt, bei dem das Vorzeichen eines ~; anders ist als das der anderen beiden. Diese
sind schematisch skizziert. Fiir w — wy > 0 liegt ein einschaliges Hyperboloid vor, fiir w —wg < 0
ein zweischaliges.

70 G.S. Uhrig



FKT WS 11/12 6.4 Phononenspektroskopie und S(q,w)

(I

Miwn

oy v g o s | & 4 3

L

5
[N = P PR R

TRl A [T T T P T T[T T

b fR T}

afear)

ST S R R R I

Abbildung 6.7: Dargestellt sind die Zustandsdichten eines tight-binding Elektrons mit Néchst—
Nachbar—Hiipfen auf einem hyperkubischen Gitter in verschiedenen Dimensionen.
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ngq(w)

Abbildung 6.8: Phononenzustandsdichte fiir das dreidimensionale sc-System mit Néchster- und

Ubernéichster-Nachbar-Kopplung. Die zugehdrigen Dispersionen sind in Abb. gezeigt.Bild wur-
de G. Czycholl, Theoretische Festkorperphysik entnommen.

Abbildung 6.9: Gerechnete Phononen-Dispersionsrelation fiir Argon. Bild wurde G. Czycholl, Theore-
tische Festkorperphysik entnommen.

T AN E NN W N

0 100 200

Abbildung 6.10: Gerechnete Phononen-Zustandsdichte fiir NaCl (fcc-Gitter mit einatomiger Basis).
Bild wurde G. Czycholl, Theoretische Festkorperphysik entnommen.
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7 Elektronen in Festkorpern

7.1 Rekapitulation aus der Thermodynamik und Statistik

Zu Beginn dieses Kapitels stellen wir kurz die Ergebnisse fiir das freie Fermigas zusammen. Dieses ist
bestimmt durch einen Hamiltonoperator der Form

H = Ze,;fgpf,;g (7.1)
Ko
worin o € {7,]} und e = h;—:f lauten. Der Einfachheit halber werden wir im folgenden Verlauf

Einheiten verwenden, in denen A = 1 ist. Wichtig ist noch die Zustandsdichte
1
o) =5 3 6w <) (7.2)
k

und speziell die Zustandsdichte an der Fermikante w = ep, d.h. p(eF). Man beachte die Abh#ingigkeit
p(eF) oc m#? der Zustandsdichte p von der Dimension d.

Die Sommerfeldentwicklung der Fermiverteilungsfunktion

1 272

np(w) = ———— = O(ep —w) — &' (w —er) (ksT)* — + O (T*) (7.3)
1+ e*BT 6
wenden wir auf
% :/ p(w)np(w) dw = const.

an, woraus sich

0= (u—er) pler) + (kBT)Q%zﬂ'(eF) +0(T7) |
———

o

ergibt. Analog erhalten wir

Ey o T2

7= | wntmp)de = 5+ (u—erlenplen) + (TP (o)), + O (T)

woraus sich
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_ 2T
2 = (kT pler) (7.4
und schlielich
Cy 10E , m° -
V" var BTyl =T =

ergibt. Wichtig ist an dieser Stelle, dass v massenabhingig ist und einen grofien Wert fiir grofle Massen
besitzt.

Betrachten wir als erstes die Pauli-Suszeptibilitét

1 oM

— V a—B o (76)

X

mit der Magnetisierung M und dem Magnetfeld B. Ohne Wechselwirkung verschiebt B lediglich das
chemische Potential

fAIB = —BM = _mBBNT + mBBNl
mit

mp =

T
2B

und dem gyromagnetischem Moment g ~ 2. Es gilt

NT = / plw)np(w —mpB) dw ,

—00

was zu einer Verschiebung der Stufenfunktion ©(ep — w), also zu

AN; = p(ep)mpB + O (1%, B?)

fithrt. Analog erhalten wir

AN| = —p(ep)mpB + O (1°,B%) |

woraus die mittlere Magnetisierung

M = (M) = 2m}p(er)B + O (T?, B?) (7.7)

und schlieBSlich die Suszeptibilitéit

X = 2mip(er) (7.8)

folgt. Dieses Ergebnis ist richtig bis auf Terme, die proportional zu (kg71'/ €F)2 sind, welche alle klein
sind, da ep/kp ~ 1000 — 10000 K gilt. Wir kénnen hieraus den Schluss ziehen, dass fiir die weiteren
Betrachtungen nur Zustdnde an der Fermikante relevant sind.
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7.2 Elektronische Bander

Wir wollen nun die Energiebénder von Elektronen im Festkorper berechnen. Was auf den ersten Blick
nach einem unlésbaren Vielteilchenproblem aussieht, vereinfacht sich durch die Gitterperiodizitiat und
dem damit verbundenen Blochtheorem, siche Abschnitt B3l Nach dem Blochtheorem kennen wir den
Ansatz fiir Einteilchenwellenfunktionen in periodischen Potentialen. Diese sind

wobei ug(7) gitterperiodisch ist. Jedoch liegt ug () nicht eindeutig fest. Es gibt verschiedene Bénder,
d.h. verschledene Klassen von ug(r) mit Zusatzhcher Quantenzahl. Dieses sehr weite Forschungsfeld
wollen wir, typisch fiir die Theorie, in zwei gegensétzlichen Grenzfillen studieren, nidmlich

1) fast freie Elektronen und

2) stark gebundene Elektronen.
7.2.1 Grenzfall fast freier Elektronen
Wir starten in zweiter Quantisierung (ohne Spin) mit den Hamiltonoperatoren

272
Frn = S 2 g (7.9)

und

A~

Hpot = / & u(®) Dt (r) P (r) (7.10)

mit gitterperiodischem Potential u(r) = > ;cp- ug

o = Y g [ ST iy,

kg ger~ -
5(g+k—q)

= > Y g+§f];*. (7.11)

L ger*

Wir sehen, dass I:[pot die Fermionen bei k mit jenen bei k + g koppelt. Sei u nun beliebig klein, aber
endlich, so gilt, dass die Energleelgenwerte durch £ gegeben sind. Jedoch taucht diese Energie nicht
nur bei k auf, sondern auch bei k+ g, ger=. Dles ist in Abbildung [Tl dargestellt.

Nun wollen wir noch etwas quantitativer werden und die fithrende Ordnung Stérungstheorie betrach-
ten. In k diagonal ist das Element ug f% Ji- Es beschreibt das mittlere externe Potential und kann bei
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.‘E.and 4
Band 3

£(k)

Band 2

+/- 99

an

-2 1 0 1 2 3
k [2r7a]

Band 0+

Abbildung 7.1: Darstellung der Elektronenbénder fast freier Elektronen. An den Schnittpunkten liegt
Entartung vor, weshalb dort gewohnliche Storungstheorie versagt. Die senkrechten Pfeile zeigen die
jeweilige Grofle der Bénder an. Der waagerechte Pfeil gibt die Grofle gg an und zeigt, welche Moden
durch flpot gekoppelt werden.

geeigneter Wahl des Energienullpunktes auf 0 gesetzt werden. Wir kénnen also ug = 0 erreichen. Dann
ist im Allgemeinen die Storungstheorie zweiter Ordnung relevant, welche die Form

2
u»
ger=\{0} “k+g k
——
AEE

hat. Diese Entwicklung funktioniert gut fiir ‘Aalﬂ > ‘ug‘. Jedoch bricht sie zwangslaufig zusammen,
wo Entartung vorliegt, also wenn 6%+§ = E% gilt. Dies sind die Schnittpunkte der Parabeln in Abbildung

[C1l Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass nur zwei Werte 5%+§ und 5% relevant sind in der Nahe

eines Schnittpunktes. Dann betrachten wir fiir k~ EO den Hamiltonoperator

s PR PR : :
Hr~ o li+ =5 T gieg Hvali gl t valilisg (7.13)
N~ —_———
€l el
k k+g

Zur Diagonalisierung muss folgende 2 x 2 Matrix diagonalisiert werden

was auf die Eigenwerte
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Kk

Abbildung 7.2: Darstellung einer Antikreuzung durch NiveauabstoBung.

2
0 0
1 (6ﬁ—€ﬂ H)
+ _ 0 0 k k+g 12
EE = 5 (€E +6E+§) + f + !ug| (714)

fithrt. Wir finden also eine Niveauabstofiung, auch Antikreuzung (anticrossing) genannt, an den Kreu-

zungspunkten der Biander, siehe Abbildung [[2l Damit spalten die Bander auf und es entstehen Ener-
giebénder, die von so genannten Bandliicken getrennt sind, sieche Abbildung [3l

Man beachte, dass im Vergleich zum freien Fermigas, bei dem die Masse m fest war, die Masse m im
Gitter variieren kann. Eine starke Wechselwirkung kann die Masse besonders grofl machen.

7.2.2 Grenzfall stark gebundener Elektronen

Im stark lokalisierten Falﬂ, der qualitativ dem fast freien Fall entspricht, geht man von den exakt
bekannten Wellenfunktionen am Kernort aus. Mathematisch heifit dies, dass man das atomare Problem

(T + Vat(F))) Qpn("?) =E, Qpn("?) (7'15)

bereits gelost hat. Nun berticksichtigt man die Gitterperiodizitdt und erhélt

H=T+ Vperioa(?) =T + > _ Var (7 = ). (7.16)
ler

Wir definieren eine Potentialdifferenz

n der Literatur wird hiufig der englische Name , tight binding model* benutzt.
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24084

£(k)

-3 -2 -1 0 1 2 3
k [217a]

Abbildung 7.3: Schematische Darstellung der Entstehung von Bandliicken

Im Grenzfall stark lokalisierter Elektronen kann man annehmen, dass

-

AVipn(F=1) =0,
da entweder die Wellenfunktion oder die Potentialdifferenz klein sind. Also kann man AV als Stérung
betrachten, nach der man entwickeln kann, siche Abb. [l

Allerdings haben wir noch keine Blochzusténde vorliegen. Daher betrachten wir die wellenartige Uber-
lagerung der atomaren Orbitald]

up(F+lo) = YT o (74 Iy — 1) = () (7.17)

erfiillt, was man mittels der Substitution I — I+ Iy sieht. Jedoch sind die 1, z(7) nicht orthonormiert,
denn es ergibt sich

2Dieser Ansatz wird LCAO-Ansatz, engl. ,,linear combination of atomic orbitals“, genannt.
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7.2 Elektronische Béander

)
Y )

Vperiod

AV,

on(r-)
o

mit

ans(l) = [ = D) . (7.18)

Bei starker Lokalisierung wird ay, (1) nur fiir [ aus der Nachbarschaft des Aufpunktes nennenswert
von 0 verschieden sein. In linearer Ordnung oder geméfl des Ritz’schen Variationsverfahrens erhalten
wir fiir die Energien

(7.19)
wozu wir noch

<wn7.’;‘ ﬁ ‘wn7];> = En <¢n7g’¢n’g> + N Z eik‘(ll—l2) /d37@*

G.S. Uhrig
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/N

S
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\

Energie

N

0 Uberlapp

Abbildung 7.5: Schematische Darstellung der Bénder als Funktion des Uberlapps.

bendtigen. Alle drei Funktionen sind um l_; lokalisiert. Sind alle drei l_; paarweise verschieden, ist der
Integrand sehr klein und wir vernachléssigen ihn vollig. Sonst gibt es zwei Fille:

1) =10 #* I3: Hier ergibt sich
5= [ @rlead AV,

was eine Konstante ist, da l_i = l_é gilt.

2) lh=1I5 #* l1: Hier ergibt sich

1 J P = = - 7T - -
— ) hl) / drh (= 1) Var (F— ) g (F—11) = > e ™ / rof (7 — D)W (F — Dn(7)

£l 1240

B

wobei wir die Translationsinvarianz ausgenutzt haben, um L=0 festzulegen. Dieser Beitrag erscheint
N mal. Damit ergibt sich letzlich

=L

B+, e FA()
O 2 Q, (7.20)

en(k) = En W
1+ Zl;ﬁo e ol

wobei die Summen durch ihre Nichstnachbarterme dominiert werden. Wir erkennen, dass wir es wieder
mit Biandern zu tun haben, siche Abb. [CHl

Systematischer, als von den ¢, (7) zu beginnen, ist es, von den so genannten Wannier-Funktionen
zu starten. Diese sind nach Konstruktion orthonormiert. Man definiert zuerst im k-Raum

by 7=V /10, £l (7.21)

)
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Dann sind die riicktransformierten Funktionen im Ortsraum die gewiinschten Wannier-Funktionen
S _of_ A ik
wp(F—1) = — Z e b - (7.22)
k
Da die Fouriertransformation eine unitiare Transformation ist, gilt

/d%w;;(ﬁ—z})wn(??—z}) =67 7, s

was impliziert, dass die zu ([ZI8) entsprechenden a,; verschwinden. Mit diesen Funktionen erhélt man
also in der zur ersten Rechnung analogen Betrachtung

en®) = B, 4+ e MA() (7.23)
%0
— 2 .
E, = / &3r w (7) 2p—m + Zvat(F—z) Wy (F) (7.24)
l
N / Er wk (7 — DV (F — Dwy (7) (7.25)

Beschriankt man sich auf ein so genanntes NN- (Néchstnachbar) Hiipfen

t =\ mit [ sei NN,

so hat man das typische tight-binding Modell. Fiir ein einfach-kubisches Gitter erhalten wir als Ener-
giedispersion mit £, =0

e(k) = —2t (cos (kza) + cos (kya) + cos (kza))

was fiir ein k; in Abbildung [0 dargestellt ist.

In zweiter Quantisierung erhélt man solche Dispersionen durch eine raumliche Fouriertransformation
eines Hamiltonoperators der nur Néachstnachbar-Hiipfen enthélt

H=-t> flfy < H= Z (k)L s

(4,9)

Damit erfasst man natiirlich nur ein Band. Das reicht aber hdufig schon aus, wenn es nur ein Band ist,
das die Fermienergie schneidet und daher die Physik dominiert. Die Erweiterung auf mehrere Bénder
und den Spin fithrt zu

.I.
H= Z{;‘n fkna an

k,n,a

mit 7 € Ny als Bandindex und o € {1, |} als Spinindex.

Man beachte, dass in einem System ohne spinspezifische Wechselwirkungen die Dispersion En(/;;) vom
Spin unabhéngig ist.
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(-17a,0,0) (0,0,0) (Tda:0,0)

Abbildung 7.6: Tight-binding-Dispersion eines einfach-kubischen Gitters mit Nachstnachbar-Hiipfen.

7.3 Periodische Einteilchenprobleme

In diesem Einschub wollen wir einige Grundideen numerischer Methoden zur Berechnung elektroni-
scher Bandstrukturen kennenlernen. Man beachte, dass im Rahmen dieser Methoden die Elektronen
ohne Wechselwirkung behandelt werden, was eigentlich falsch ist. Allerdings werden wir spéter sehen,
dass sich die hier prisentierten Methoden als Teil einer umfassenderen Betrachtung als sehr niitzlich
erweisen werden.

7.3.1 Wigner-Seitz-Methode

Das Ziel ist es, die Schrédingergleichung

2
( 271 62+vpemd(f)> W(F) = e(7) (7.26)

m

zu losen, wobei die Wellenfunktionen )z (7 +1)= ekl ¥5(7) das Blochtheorem erfiillen sollen. Die Idee
zur Vereinfachung des Problems kann man mathematisch als

Vperiod(F) = Z Vat(F_ 1_3 = Vat(F) + ZU( T — [1) ~ U(T) + ‘/0 (727)
f#O =:(r) l;éO

aufschreiben, da die Kernpotentiale hiufig eine Kugelsymmetrie aufweisen, wie es in Abbildung [
dargestellt ist.

Die Idee ist nun, das Problem erst in einer Zelle zu 16sen

T;Z)(’F) = Yi,m(a’ QD)XI (T)’ (728)
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NN a7z
=

‘A

Abbildung 7.7: Darstellung eines periodischen Potentials, welches in der Nihe des jeweiligen Atom-
kerns in guter Naherung kugelsymmetrisch ist.

in welchem wir aufgrund der angenommenen Kugelsymmetrie den Winkelanteil durch Kugelflichen-
funktionen erfassen kénnen. Die bekannte radiale Differentialgleichung bestimmt den radialen Anteil

X1,c aus ([C2J) zur Energie e

2 I(l+1) 2m 2m
X;:a + 7X;,a - <f + ﬁ%ﬂ) Xle = _ﬁ?SXl,e .

Mit diesen Informationen setzt man die Blochwellenfunktion
V() =D Ay Yim(0,0)x1,(r) (7.29)
lm
an und fordert die Erfiillung der Anschlussbedingungen

-

V() = e My (7 4 (7.30a)
Vie() = e MO (F+1) (7.30b)

fiir gewisse Punkte 7 = 7}, die an der Oberfliche der Wigner-Seitz Zelle liegen. Aus den Anschluss-
bedingungen ([Z30al) ergibt sich ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten A; .
Nur wenn dieses singuldr wird, gibt es eine nicht verschwindende Losung fiir die A4;,, und man hat
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ein 5(12) gefunden. Fiir gegebenes k fihrt man also € von —oo bis Vo durch und merkt sich diejenigen
g, die eine nicht triviale Losung zulassen.

Bemerkungen:

e Uberpriift man die Anschlussbedingungen (Z30al) an v Oberflichenpunkten, ergeben sich 4v
Bedingungen und man wir 4v Koeffizienten A, ,, beriicksichtigen.

e Man erhélt mit der Wigner-Seitz Methode niemals einen Ansatz fiir eine Wellenfunktion, die
wirklich das Blochtheorem erfiillt, da immer nur endlich viele Oberflichenpunkte und Koeffizi-
enten betrachtet werden. Allerdings erhilt man eine gute Ndherung fiir die Dispersionen e, (k).

e Der Unterschied zur LCAO besteht darin, dass nicht atomare Zustédnde mit ¢)(co) = 0 als Basis
der Variation herangezogen werden, sondern ,realistischere“ Wellenfunktionen in den Wigner-
Seitz Zellen, deren Asymptotik fiir » — oo irrelevant ist.

7.3.2 Entwicklung nach ebenen Wellen

Man konnte vom Limes freier Elektronen starten und die Wellenfunktion im reziproken Raum k+T*
bzw. mit einer endlichen Auswahl von ¢ € T'* bestimmen. Es zeigt sich jedoch, dass man sehr vie-
le Vektoren ¢ mitnehmen muss, um eine gute Beschreibung zu erhalten. Das riihrt daher, dass die
Wellenfunktionen in der Ndhe der Atome sehr den atomaren Wellenfunktionen d&hneln und sehr kurz-
wellige Oszillationen aufweisen. Diese kénnen nur durch Wellen mit hohen Wellenvektoren dargestellt
werden. Diese Methode ist also nicht effizient, aber konzeptionell ein guter Ausgangspunkt fiir die
néchste Methode.

7.3.3 APW (augmented plane wave) Methode

Wir kombinieren nun die beiden vorherigen Ansétze zu einem erweiterten Ansatz mit ebenen Wellerfl.
Wir nehmen dazu an, dass das Potential in der Zelle einem Muffin-Backblech entsprichtﬂ, also die
Form

o(|7 = 1]) fiir |7 — 1] < ro
Vo falls |7 — 1] > 7o viel

besitzt, die in Abbildungﬁ illustriert ist. Innerhalb der Muffinkugeln verwendet man
Ve(F) = ) At Yim (6, 0)x1,0(r)
l,m

und passt an der Oberfliche der Muffin-Kugel stetig differenzierbar an ebene Wellen

®Das englische Wort ,,augmented® heifit ,erweitert®.

4Dieser Ansatz heiBt in der Literatur entsprechend “muffin-tin”.

®Das Bild ist gemeinfrei lizensiert (creative-common-license) und ist unter
http://www.flickr.com/photos/poppywright /382952845/ (zusammen mit einem Muffin-Rezept) zu finden.
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Abbildung 7.8: Zur Hlustration des APW-Ansatzes. Bildnachweis siehe Fufinote B auf Seite

mit ¢ = ZX an. Die ebenen Wellen sind natiirlich im konstanten Zwischenbereich die richtigen Losun-

2m
gen.
Aus den Anschlussbedingungen resultiert wieder ein homogenes lineares Gleichungssystem, das bei
gewissen £(k) singulir wird. Empirisch findet man, dass die willkiirliche Wahl von r¢ nur einen geringen
Einfluss auf das Ergebnis hat, solange ry physikalisch sinnvoll gewéhlt wird.

7.3.4 OPW (orthogonalized plane wave) Methode

Die Idee dieser Methode basiert auf der Einsicht, dass die energetisch tiefliegenden, also nahe am Kern
liegenden, Zustédnde gut durch die atomaren Zustédnde

—

c 1 ikl -
l,E(F) = \/—N Zekl (' —1)
I

erfasst werden, wobei das hochgestellte ¢ fiir ,,core“, also Kern, steht. Die wichtigen Blochzustéinde 1,[)’%
in der Nihe der Fermienergie miissen senkrecht auf den Kernzusténden liegen. Also projiziert man die
Kernzustéinde aus den ebenen Wellen heraus geméf

b i) = 1B) = 1w (wie] B). (7.31)

I<n
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Abbildung 7.9: lustration zur OPW-Methode. Entnommen aus G. Czycholl, Theoretische Festkorper-
physik, S. 97. Oberste Kurve: ebene Welle; zweite Kurve: periodisch wiederholte Kernwellenfunktion;

dritte Kurve: orthogonale Korrektur zur ebenen Welle (zweiter Term auf der rechten Seite von Glei-
chung (Z3T)); unterste Kurve: orthogonalisierte ebene Welle (linke Seite von (Z3TI)).

wie der Name der Methode schon suggeriert. Durch die Rausprojektion der Kern-Zustéinde erhélt
man einen Blochzustand, der kurzwellige Oszillationen in Atomn#he aufweist. Dies ist in Abbildung
illustriert. Daher kann man mit

_ b
T,Z)n,]; - Z ak,ﬁ¢n,l¥+g’
g

und relativ wenigen ¢ eine gute Beschreibung erzielen.

7.4 Klassifikation von Festkorpern

-

Nehmen wir die Bandstruktur ¢;(k) als bekannt an. Der Grundzustand wird durch Auffiillen der
tiefstgelegenen Zustédnde in der Form

N= ) 1=2 > 1
1,k

lE,oe{+1/2} L
e(k)<er ei(k)<ep

beschrieben, wobei bis zur Fermienergie er aufgefiillt wird. Bei Spinentartung, die sich darin dufert,
dass die Dispersion ¢;(k) nicht vom Spin abhéngt, fithrt die Spinsumme zu einem pauschalen Faktor
2. Die Grundzustandsenergie betrigt

EO =2 Z 81(]2).
1,k

EZ(E)<€F
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k k

Abbildung 7.10: Ilustration nicht iiberlappender Bénder (a) und iiberlappender Bénder (b).

Auf Grund der Stéchiometrie der chemischen Verbindungen ergibt es sich, dass die Anzahl Elektronen
pro Elementarzelle n, = N./N typischerweise eine ganze Zahl ist: n, € N. Bei einatomiger Basis gilt
offensichtlich n, = Z mit der Kernladungszahl Z. Es gibt nun zwei Moglichkeiten:

1) Es gibt nur vollstindig gefiillte Bénder (Valenzbénder) und dariiber vollstindig leere Bénder
(Leitungsbénder). Die Energie zwischen der Oberkante der gefiillten Bénder und der Unterkante
der leeren Bénder heifit Bandliicke. Die Fermienergie liegt in der Bandliicke. Diese Substanzen
heiflen Halbleiter oder Bandisolatoren, was synonym ist. Die Bandliicken betragen typischerweise
1leV-7eV.

2) Die Fermienergie liegt in einem Band, das teilgefiillt ist. Damit gibt es keinerlei Mindestenergie,
die aufgebracht werden muss, um Elektronen umzusetzen. Selbst kleinste elektrische Felder ver-
schieben Elektronen und fiithren so zu Strémen: Es liegen Metalle vor. Die teilgefiillten Bénder
sind Leitungsbander.

Unter welchen Bedingungen liegt was vor? Das ist eine der zentralen Fragen der Festkorperphysik.
Einen einfachen Anhaltspunkt erhélt man aus der Annahme energetisch nicht iiberlappender Bénder
und n. € N, siehe auch Abbildung [ZT0

e Ist n. gerade, so werden n./2 Béinder vollstéindig gefiillt sein. Wir erwarten einen Isolator.

e Ist n. ungerade, so sind nur (n. — 1)/2 Bénder vollgefiillt. Das (n. + 1)/2te Band ist halbgefiillt
und wir erwarten ein Metall.

Dieses Schema stimmt ungefiihr. Konkret kann man sich auf n,, die Anzahl der Elektronen in den
duleren Schalen beschrinken, da die inneren Schalen auf jeden Fall vollstéindig besetzt sind.

e n, = 1: Li, K, Na, Rb, Cs (Alkalimetalle) und Cu, Ag, Au (Edelmetalle): halbgefiillte s-Bénder
= gute Metalle. In Abbildung [ZTT] ist die Bandstruktur von Kupfer dargestellt.

e n, = 3: Al, Ga, In, Tl: Wir erwarten hier Metalle in Ubereinstimmung mit dem experimentellen
Befund.

e n. = 2: Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra (Erdalkalimetalle). Trotz gerader Anzahl liegen Metalle vor, da
die s- und p-Bénder iiberlappen. Das ist nicht {iberraschend, da sie atomar entartet ist, siehe
Wasserstoffatom.
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e Ubergangsmetalle: Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Cu, Zn, haben alle die Elektronenkonfiguration

3d"+1 4521 34— und 4s— Niveaus sind energetisch benachbart; ihre Binder iiberlappen. Daher
liegen Metalle vor. Die 4s-Zusténde sind dabei weniger lokalisiert als die 3d-Zusténde.

Elemente der 4. Hauptgruppe: Sie kristallisieren haufig in Diamantstruktur, also mit zwei Ato-
men pro Elementarzelle. Dies fiihrt zu n’, = 8 und es gibt 4 sp>— Orbitale pro Atom, also 8
insgesamt. Dies fiihrt zu 4 Valenz- und 4 Leitungsbénder, also zu Isolatoren. So ist der Koh-
lenstoff (Diamant) ein Isolator mit einer sehr grofien Bandliicke und Silizium hat eine indirekte
Liicke. Man spricht von einer direkten Liicke, wenn das Minimum des Leitungsbandes beim sel-
ben Wellenvektor liegt wie das Maximum des Valenzbandes. Ist das nicht gegeben, spricht man
von einer indirekten Liicke. In Abbildung [[ 12 ist die Bandstruktur von Silizium dargestellt. Der
Unterschied zwischen direkter und indirekter Liicke ist fiir optische Anregungen relevant. Licht
hat wegen der sehr grofien Lichtgeschwindigkeit bei hw ~ 2eV = hck (fast) keinen Impuls. Es
induziert also direkte, nimlich impulserhaltende Uberginge.

Konfigurationen der Hauptgruppen III-V oder II-1V sind Halbleiter wie GaAs, InSb, ZnSe oder
ZnS. Sie sind vergleichbar mit Silizium, haben aber meist eine direkte Energieliicke. Als Beispiel
sind die Bandstrukturen von GaAs und ZnSe in Abbildung dargestellt.

Elemente der 5. Hauptgruppe: Sb, As, Bi haben zwei Atome pro Elementarzelle, was auf n, =
10 fiihrt. Allerdings findet man wegen des Bandiiberlapps eher metallisches als halbleitendes
Verhalten.

Ionenkristalle: I-VII, z.B. NaCl, KBr, NaJ usw. Die NaCl-Struktur (zweiatomige Basis) fiihrt
auf n, = 8 und damit auf einen Isolator. Da hier eine sehr gute Lokalisierung vorliegt, kann
man das isolierende/halbleitende Verhalten schon im Ortsraum verstehen. Nat und Cl~ haben
jeweils vollstandig gefiillte Schalen, die so genannte Edelgaskonfiguration.

Es gibt noch Ubergangsmetallverbindungen wie z.B. LayCuOQy, das ein Isolator ist, obwohl ein
Band halbgefiillt ist. Hier werden lokale Wechselwirkungseffekte wichtig, die verhindern, dass
zwei Elektronen auf einem Gitterplatz zu finden sind, auch wenn sie antiparallelen Spin auf-
weisen. Dadurch wird bei halber Fiillung, d.h. einem Elektron pro Platz, jeder elektronische
Transport blockiert. Man nennt wechselwirkungsgetriebene Isolatoren Mottisolatorenfl. Fiir ihre
Beschreibung dienen Modelle, die wir nun besprechen wollen.

%Neben Band- und Mottisolatoren gibt es noch Andersonisolatoren, die durch starke Unordnung verursacht werden.
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Abbildung 7.11: Bandstruktur von Kupfer lings der Hauptsymmetrierichtungen der fcc-Brillouin-
Zone. Man erkennt ein Band, dass die Fermienergie (waagerechter Strich) kreuzt. (Quelle: G. A.
Burdick: Phys. Rev. 129 (1963) 138)
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Abbildung 7.12: Bandstruktur von Silizium. Die Fermienergie liegt bei 0. Man erkennt die indirekte
Liicke. (Quelle: G. Czycholl, Theoretische Festkorperphysik)
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Abbildung 7.13: Bandstruktur von GaAs (oben) und ZnSe (unten). Beide weisen direkte Liicken auf.
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7.5 Hubbardmodelle

Das tight-binding-Modell ist die einfachste Form, wechselwirkungsfreie Elektronen im Festkorper zu
beschreiben. Eine Forschungsrichtung besteht nun darin, die Wechselwirkungsfreiheit der Anregung
beizubehalten, jedoch die Berechnung der Bénder immer ausgefeilter und realistischer zu machen.
Dies sind Bandstrukturrechnungen, die heutzutage mittels verschiedener Dichtefunktionale durch-
gefithrt werden. Ziel ist es dabei, einen moglichst grofien Teil der statischen Wechselwirkung zwischen
den Elektronen zu beriicksichtigen. Den Grundlagen der Dichtefunktionaltheorie wenden wir uns erst
spater zu.

Wir wollen hier erst eine andere Richtung einschlagen und ein moglichst einfaches Modell hinschreiben,
dass den wesentlichen Teil der Elektronenbewegung und der Elektronenwechselwirkung beinhaltet
speziell der Wechselwirkung der Anregungen untereinander. Dies ist das so genannte Hubbardmodelﬂ

H=-t) <f§,ofj,o + h.c. > +Uzﬁz’,Tﬁi,L —ﬂzﬁw ’
i 1,0

<Z7.]>70- d

Hﬁpfterm:‘krin. Energie “S—~—— %,—/

lokale Wewi chem. Pot.
worin (i, j) die Summe iiber néchste Nachbarn in einem beliebigen Gitter mit beliebiger Dimension
bezeichnet und ferner U > 0 vorausgesetzt wird. Man beachte, dass

A ~ 2 ~ ~ ~2 ~2
(R + P, )™ = 20, iy + 0G| + NGy
———

Mg, | 41

gilt, weil 71 die Eigenwerte 0 und 1 hat und somit 72 = 7 gilt. Daher stellt nur die Wechselwirkung
zwischen den verschiedenen Spinspezies eine echte Zweiteilchenwechselwirkung dar.

Bemerkungen:

1) Die Dominanz des Nichstnachbar-Hiipfens hatten wir beim tight-binding-Modell schon erklért.
Sie gilt vor allem fiir d-Orbitale. Die f-Orbitale sind h&ufig schon so stark lokalisiert, dass nur
ein minimales Hiipfen im Leitungsband auftritt.

2) Die Reduktion der Wechselwirkung auf den lokalen Term ist durch eine Reihe von Argumenten
zu begriinden:

e 1/r-Abhingigkeit des Coulomb-Potential. Dieses ist offensichtlich maximal bei minimalem
Abstand. Allerdings ist der Abfall relativ langsam.

e Abschirmung
Wird ein Elektron in den Festkorper gebracht, so polarisiert es die Umgebung. Dadurch
wird seine zusétzliche Ladung mit zunehmendem Abstand immer besser abgeschirmt. Ein
weiteres Elektron spiirt nur noch dieses abgeschirmte Potential und nicht mehr das nackte
Elektron. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung[LT4lillustriert und im Anschluss quantitativ
abgeleitet.

e Eine Wechselwirkung iiber eine endliche Distanz d mittelt sich eher heraus, d.h. das ein-
zelne Elektron sieht dominant nur den statischen, mittleren Anteil. Grund ist die mit d
wie d? ansteigende Anzahl von Wechselwirkungspartnern. Eine groe Anzahl von Wech-
selwirkungspartnern bedingt, dass die relativen Fluktuationen klein sind und somit die
Wechselwirkung gut als statisch aufgefasst werden kann.

"Vgl. John Hubbard, Proc. Roy. Soc. A 276 238 (1963)
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Abbildung 7.14: Tlustration der Abschirmung des Coulombfeldes eines zusétzlichen Elektrons in einem
Festkorper.

3) Als grobe Richtwerte fiir die Parameter des Hubbardmodells kann man ¢ = 0,1 — 0,5eV und
U =1-6eV annehmen.
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7.5.1 Abschirmung

Betrachten wir eine von auflen (extern) eingebrachte Ladung
— V2o () = dar o™ (7) (7.32a)
& ™ @) = dr o™ (@) (7.32D)

Dabei bezeichnet ¢®<'(7) das externe Potential und o®!(7") die externe Ladungsdichte. Die zweite
Zeile der obigen Gleichung folgt aus der oberen durch rdumliche Fouriertransformation. Die gesamte
Ladungsdichte ergibt sich als Summe der externen und induzierten Ladungstrigerdichten

o(F) = o™ (7) + o™ (F) . (7.33)

Mit dem tatsichlichen Potential ¢(7) und der dielektrischen Funktion e(7) ergibt sich

() = /d?’r’e(F— ) () (7.34a)
© ¢N(q) = e(@)o(q) - (7.34b)
Fiir das Gesamtpotential und die Gesamtladung gilt natiirlich analog zu ([Z32)
—V2¢(F) = 4mo(F) (7.35a)
& () = Amo(d) - (7.35b)

Schliellich konnen wir die induzierte Ladungstrégerdichte mithilfe der Suszeptibilitdt x ausdriicken

o) = X(D) ¢(q) - (7.36)
Nun existieren zwei Arten, das tatséchliche Potential ¢(g) zu bestimmen.
1) Uber Gleichung ([Z34H) kommt man zu

1

7@ (7.57)

¢(q) =

2) Uber (Z35H) erhilt man:

o) = Fro@ = 5 (7@ + ")

= ) + i—Zx@ 8()

Auflésung nach ¢®**(q) fiihrt zu

= @) = o) (1~ (@)

=0~ T
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Vergleicht man die beiden Wege, so erhilt man

e(q)=1- Z x(q) - (7.38)

In einfachster Ndherung ergibt sich
(@) = x(0) = —e2 2 . (7.39)

g—z bezeichnet die Anderung der Teilchenzahl bei Anderung des chemischen Potentials. Damit ergibt
sich

4me? On
=1 — 7.40
) =1+ o (7.40)
Definiert man den Thomas—Fermi—Wellenzahlvektor folgenderweise
g = 47762%—72) , (7.41)
so ergibt sich
s
Damit finden wir fiir das Potential einer externen Punkladung @)
4
¢ (r) = % & ¢™(g) = —qQQ (7.43a)
1 47rQ 47 Q
o(q) = = (7.43D)

) ¢ @R+

Man beachte, dass der letzte Ausdruck [CZ30) keine Singularitit besitzt. Uber die Fourier-Riicktrans-
formation erhélt man das sogenannte Yukawa—Potential

_ d3q iqr 47TQ _ Q —kTpr

Dieses exponentiell abfallende Potential wird auch als abgeschirmtes Coulomb-Potential mit endlicher
Reichweite bezeichnet. Daher ist das effektive Potential einer zusétzlichen Ladung nicht langreichwei-
tig, wenn sie in ein geladenes Medium gebracht wird.

Eine starke Abschirmung begriindet die Verwendung lokaler Nidherungen fiir die elektronische Wech-
selwirkung in Festkorpern mit beweglichen Ladungstrigern.
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7.5.2 Erweitertes Hubbardmodell

Muss man weiter reichende Wechselwirkungen als bisher betrachten, kann man den Hamiltonoperator
des Hubbardmodells modifizieren

H=—t Z < fjg—i—hc)—l—UanTnzl—i—— an] uan (7.45)

<27.]>0 <Zv.7> *

Der mit % markierte Term wird im Allgemeinen Wechselwirkungen zwischen allen Spinarten beinhal-
ten. Der volle Teilchenzahloperator n; ergibt sich als Summe der spinabhéngigen Teilchenzahlopera-
toren

Man beachte, dass fiir 7; nicht mehr 77 = f; gilt, da 7#; auch den Eigenwert 2 hat.

7.5.3 Spinlose Fermionen

Wenn nur eine Spinsorte zum Problem beitrégt, z.B. bei starker Polarisierung oder in einer Dimension,
wo man Hardcorebosonen oder Spinflips (bei S = 1/2) durch spinlose Fermionen ersetzen kann, sieht
der Hamiltonoperator wie folgt aus

14 L .
H:—thinj—i—E anj—uZm (7.46)
<t,)> <i,7> [
Hier gibt es keine Spinabhéngigkeit mehr, so dass
ﬁ’l = f@Tf’l .

7.5.4 Mehrband—Hubbardmodell

Betrachtet man mehrere Bénder (Orbitale) an einem Gitterplatz, so bedarf es einer weiteren Modifi-
kation

1
i = Z ( n,n/ Z ' Uf] n U) + 5 Z <U i + Ifz nUflyn/,Ufzjtn’,o"fi,n,ol) (747)

s /
<t,J >/ Nea 1,0,0
n,n n,n’

Wobei n das jeweilige Band (Orbital) bezeichnet. Der Teilchenzahloperator ist iiber
= Z f@'Tngfina
o,n

gegeben.

Dieser Hamiltonoperator zeichnet sich dadurch aus, dass alle Wechselwirkungen lokal sind, es aber
auch Wechselwirkungen zwischen Elektronen verschiedener Bénder (Interband—Wechselwirkung) gibt.
Der Austauschterm I ermoglicht die Bildung magnetischer Momente, was dann leicht zu magnetischer
Ordnung fithren kann.

Man kann den Austauschterm wie folgt verstehen. Betrachten wir dazu zwei atomare Orbitale ¢, (7)
und ¢p(r). Wir nehmen an, dass diese an einem Atom liegen und somit senkrecht zueinander stehen.
Alternativ kann es sich auch um zwei Wannier-Orbitale an einem Atom fiir zwei unterschiedliche
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Bénder handeln. Untersuchen wir die potentielle Energie, wenn je ein Elektron in diesen Orbitalen sitzt.
Die Ortswellenfunktion kann symmetrisch oder antisymmetrisch sein, je nachdem welche Symmetrie
der Spinanteil besitzt. Wichtig ist, dass der Gesamtzustand antisymmetrisch ist. Der Ortsanteil sei

Y (71, 72) = % (¢a(71)n(72) £+ @a(T2) (1)) - (7.48)

Die Wechselwirkungsenergie Eyy, vermittelt durch das Coulombpotential V', betréigt

2
r1,T

Ew = @|V]|y) = eQ/dri)’ drj 7‘%?5 - Fz\)’ (7.49a)
—AL] (7.49b)

1
A= [ arbars gu) eulr) —— i) plra) >0 (7.49)

N e’ ’7“1 - 7“2‘ R
loa(r1)]? oy (r2)]?

1

1= [ artard i) eulre) e ei) ) (7.490)

Wir iiberpriifen die Aquivalenz von A7 und AW an einem Beispiel. Dazu betrachten wir n,n’ € {a, b}
und den Zustand fc]: ngT|0 > und wenden den Operator

. I
Hxc = —§f£,ofl/,0/fn/,afn,af (7.50)

an. Somit erhalten wir

N I 1
Hxcfl fl10>=( —5fi iy — Shify o> (7.51)
n=a,n'=b,o=0'=1 n=bn'=a,0=0'=7

und damit wie gewiinscht

Hxofy 1 11410 >= ~If} £ 0 > (7.52)

Das Vorzeichen von [ ist nicht ganz klar, d.h. es héngt letztlich von Details der Wellenfunktionen
ab. Sind jedoch ¢, und ¢, bei 0 stark lokalisiert, dominieren die Beitrige mit 7 =~ 75 wegen der
Divergenz des Potentials, so dass I > 0 ist. Fiir 7, = 7 entstehen im Integranden fiir I wieder die
Betragsquadrate der Wellenfunktionen und somit stark positive Beitrige. Das hat zur Folge, dass
parallele Spinrichtung bevorzugt wird. Typischerweise ist I ~ 1eV. Das Vorzeichen von [ entspricht
der Hundschen Regel, die auf genau dem eben skizzierten Argument beruht.

Sind ¢, und ¢, an verschiedenen Atomen lokalisiert, ist es unklar, welches Vorzeichen I hat. Ent-
sprechend gibt es antiferromagnetische (AFM) oder ferromagnetische (FM) Kopplungen, die zu un-
terschiedlichem, kollektiven Magnetismus Anlass geben. Wir kénnen also auch das Heisenbergmodell
mit ferromagnetischen Kopplungen antreffen.

7.5.5 Hubbardmodell im Grenzfall starker Wechselwirkung

Im Folgenden wollen wir untersuchen, was sich aus dem Hubbardmodell fiir starke Wechelwirkung
U — oo ergibt. Dazu treffen wir folgende Annahmen:
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e Im Mittel befindet sich ein Elektron an einem Gitterplatz (halbe Fiillung).
e Wegen der starken Wechselwirkung (U — oo) sind Doppelbesetzungen (fast) verboten.

Den Wechselwirkungsteil des Hamiltonoperators schreiben wir wie folgt

Hy = U; (m — %) (m — %) : (7.53)

Um die obigen Annahmen zu rechtfertigen, betrachten wir den Energieunterschied von einfacher und
doppelter Besetzung

Hy(einfach) = —% Hy(doppelt) = % = Hy(leer) .

Auf benachbarten Gitterplitzen gibt es die zwei Félle
1) Spins sind antiparallel ? $

2) Spins sind parallel ? *

Entwickeln wir nun in zweiter Ordnung in ¢ (Hiipfen), so betrachten wir die virtuellen Prozesse

1)$ $—> . ﬂ — ? i und/oder ? $—> ﬂ s — f i Ausgehend vom Originalzustand
(zwei Elektronen auf verschiedenen Plétzen mit unterschiedlichem Spin) fithrt die Stérung durch
den Hiipfterm zu einer Doppelbesetzung, anschliefend relaxiert das System wieder zum Aus-
gangszustand. Der Energieunterschied AFE betrigt in zweiter Ordnung Stérungsrechnung

2t
AE = ——.

U
Die zweite Ordnung der Storungrechnung ist darin begriindet, dass erst in der zweiten Ordnung
in ¢ die Hiipfterme beitragen konnen (3, ,, | (n[H¢m) >(E,, — Ep)~1). In linearer Ordnung gibt
es keinen Beitrag, da die ,,gehiipften Zustédnde* orthogonal zu den urspriinglichen stehen.

2) Aus der parallelen Spinanordnung (s. oben Konfiguration 2) ist wegen des Pauliverbots kein
Hiipfen moglich. Der Energieunterschied ist Null

AE =0.

Relevant ist also lediglich die Spinausrichtung! Vergleichen wir also mit einem reinem Spinmodell
(S = +1/2), dem so genannten Heisenberg—Austauschmodell

Hp=J > 88 +C. (7.54)
<,7>

Die Spinoperatoren miissen dabei als Skalarprodukt auftauchen, da im Problem keinerlei Spinrichtung
ausgezeichnet ist und somit nur Terme auftauchen konnen, die invariant unter Drehungen der Spin-
vektoroperatoren sind. Man beachte, dass fiir S = 1/2-Operatoren quadratische und hohere Potenzen
der Spinoperatoren sich wieder als lineare oder konstante Terme schreiben lassen. Dies folgt aus der
Algebra der Paulimatrizen.
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Ausgeschrieben gilt

SiS; = 577 + S7Sy + SYSY
— QzZQz 1 +q— - g+ (7'55)
= 5157 + 5 (SFs; +578F) -

Es sei angemerkt, dass es prinzipiell eine Vielzahl von Spinmodellen dieser Art gibt. Sie unterscheiden

sich unter anderem im Vorzeichen der Kopplungen J, oder bei Brechung der Spinrotationssymmetrie
oder in unterschiedlichen Kopplungen der einzelnen Spinrichtungen (J;, Jy, J>).

Betrachten wir nun die Energiedifferenzen der einzelnen Konfigurationen
J J
(L Hg| 1) = -5 +C (1 Hn 1) =5 +C.

Also muss —|—% = % gelten, woraus folgt

A

J = (7.57)

Es resultiert das so genannte antiferromagnetische Heisenbergmodell. Abseits halber Fiillung verbleibt
die Hiipfmoglichkeit von Lochern oder Elektronen, in diesem Fall spricht man vom tJ-Modell, das
sehr haufig fiir Mottisolatoren relevant ist, das wir aber hier nicht weiter diskutieren wollen.
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7.6 Hartree—Fock—Nd&herung

Wir kommen nun zu einer einfachen, aber hiufig ausreichenden Néherung, die oft eingesetzt wird.
Der Einfachheit halber arbeiten wir mit einem tight-binding Modell. Die Aussagen gelten auch fiir
kontinuierliche Elektronengase.

Wir wollen eine Wechselwirkung wie zum Beispiel Hin =) ; j Vi;j nyn; vereinfacht behandeln. Ziel ist
es, die Einteilchenenergien so gut wie moglich zu erfassen.

7.6.1 Die Naherung

Bei einem Einteilchenoperator A, d.h. einem Operator, der nur auf ein Teilchen wirkt, definieren wir
tAr =A—-(A), . (7.58)

( )o meint den Erwartungswert beziiglich eines Hy. Es wird also der mittlere Wert abgezogen, so dass
der so genannte normalgeordnete Operator : A: wirklich nur die Fluktuationen beschreibt.

Ein Beispiel ist

e = = () (7.59)

Also fiir T =0
k| < kp = e = fif—1 (7.59b)
k| > kp = e =l (7.59¢)

Fiir bilineare Hy kann das Konzept der Normalordnung auch auf 7' > 0 verallgemeinert werden.

Was wir brauchen, ist die Verallgemeinerung der Normalordnung auf Wechselwirkungsterme. Damit
meinen wir den Anteil, der nur auf zwei existierende Anregungen wirkt und keine konstanten (Null-
teilchen) Anteile oder Einteilchenanteile enthélt. Fiir Fermionen ist folgender Zusammenhang gegeben
(hier ohne Beweis)

Hafifs = fl 23 fs: 1. Zeile
+:fl fo <f§f4 >0 + <f1Tf2 >0 i fa
—lfls (Rta) = (A, ffa 2. Zelle  (7.60)
+flfie (fof]) + (ffr), 2 hofl:

+ <fff2 >O<f§f4>0 - <fff§ >O <f2f4>0 + <f1*f4 >0 <fzf§ >0 . 3. Zeile

Man beachte die Vorzeichen, die der fermionischen Antivertauschung Rechnung tragenﬁ. Die erste
Zeile enthilt den eigentlichen Zwei-Teilchen—Anteil, die zweite den eigentlichen Einteilchenanteil und
die dritte schliellich den eigentlichen Nullteilchenanteil.

Die Hartree—Fock- oder Molekularfeldniherung (englisch ,,mean—field“) besteht darin, den Zweiteil-
chenanteil wegzulassen, das heisst

Fraflifs~ 2. Zeile + 3. Zeile .

Es werden nur die Nullteilchen— und Einteilchenanteile mitgenommen. Nach Konstruktion ist die
Naherung gut, wenn zwei Teilchen nicht sehr stark wechselwirken, z.B. keine gebundenen Zustéande
eingehen.

8Fiir Bosonen gilt derselbe Ausdruck mit positiven Vorzeichen
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7.6.2 Bemerkungen

1) Hiufig betrachtet man Hamiltonoperatoren Hy, die die Teilchenzahl erhalten ([Hy, N] = 0).
Dann weiss man, dass

i) =0={slrf) . (7.61)
Unsere obige Formel vereinfacht sich damit zu
Hrafifs= 1t Rflfs:
+ififo <f§f4>0+<f1Tf2> i
+ififa <f2f§ >0 + <f1Tf4 >0 L fofd:
+ () (A + (), (nh), -

Die Erwartungswerte ( f;f;) und < f;r fj > heilen anomale Erwartungswerte, da sie meist Null

(7.62)

sind. Eine wichtige Ausnahme sind Supraleiter.

2) Der typische Fall eines Wechselwirkungsterms ist eine Dichte-Dichte Wechselwirkung. Dann gilt

iing = f) fif 1

=:flfiflt
+: f;ff it < f j [ >0 + < f;r fi >0 . f]T fj:  Hartree-Einteilchenterme 3
+: fz‘Tfj : <fiij >0 + <fz‘TfJ' >0 :finj : Fock-Einteilchenterme e
’ M+ < f;rfj >0 < foj >Q Nullteilchenterme
Hartree

Fock

Die Hartree—Terme wiirde man schon klassisch vermutet haben. Die Fock—Terme hingegen sind
ein typischer Quanteneffekt, der aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen herriihrt.

3) Man mache sich bewusst, dass die Hartree-Fock—Theorie im Allgemeinen ein selbstkonsistentes
Problem darstellt, da die Erwartungswerte < f;r fj> einerseits den vollstéandigen Einteilchen—
Hamiltonoperator definieren, andererseits erst von ihm festgelegt werden.

4) Die Hartree-Fock—Theorie kann #quivalent auch aus einem Variationsprinzip abgeleitet werden
(siche z.B. G. Czycholl Kapitel 5.3.1).

5) Man beachte, dass in der Hartree-Fock—Theorie
ninj ~ Hartree + Fock + (7)o (7 ), + <f;rfj > <flf;>
gilt. Nach Konstruktion ((: A: ), = 0) gilt aber fiir den Erwartungswert der linken Seite
(Riiy o = (g i o+ ( 185 ) (£if] ), -

Das Gleichheitszeichen gilt nur beziiglich Hyp.
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7.6.3 Einfaches Beispiel
Betrachten wir ein Modell spinloser Fermionen in einer Dimension

H=-tY ( Flf+ h.c.) + VY i (7.64)

Das Modell ist translationsinvariant und diese Symmetrie soll nicht gebrochen werden. Als Grundzu-
stand nehmen wir den Fermisee beziiglich

e(k) = —2tcos(ka) .

Die Gitterkonstante ist a. Die Fiillung sei vorgegeben (7 ) = n.

€ (k)

-Tva k va

Abbildung 7.15: Illustration des Fermisees zum Modell (ZG4).

Aus der Grafik lesen wir ab
N 2kpa N k:Fa

)
m

27
da N .
a
n—f—%[W@(EF—E(k)) dk,

worin N die Anzahl der Elektronen und L die Anzahl der Gitterplitze ist. Der Erwartungswert der
kinetischen Energie pro Platz betriagt analog

<i> == /W e(k)O(er — (k) dk = = /kF e(k) dk (7.65a)
0

L 2 J_ m
2 2
_ sin(ka) SF _ sin(akr) (7.65b)
T T
2t
= sin(mn) . (7.65¢)

Andererseits gilt auch

<%> = —t (< fz‘JrfiJrl > + <sz+1fi >) =2 < fini-f-l > . (7.65d)
T
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Die letzte Umformung ist moglich, da die beiden Erwartungswerte aufgrund der Inversionsinvarianz
identisch sind.

Schlussendlich erhilt man durch Vergleich von ([Z65d) und ([Z65d])

<f;fi+1> _ sin{mn) : (7.66)

™

Damit erhalten wir

Hyp = —tZ(:f;le: +h.c) +<T>+2Vn2:ﬁi:

Hartree
+ VZ (i Fl fien s <fifz'T+1 > — i flfi <fz'Tfi+1 >>
i N’ N———
_<fg+1fi >:_Sin(ﬂ'")/7r Sin(ﬂn)/ﬂ' (767)

R LGN
—

s
Hartree v

Fock

/

Die letzten beiden Terme geben den Beitrag der Wechselwirkung in Hartree—Fock—Theorie zur Ge-

AEyp = LV <n2 - (Sin(m)>2> . (7.68)

samtenergie an

™

Fiir die Einteilchenenergien d.h. die Vorfaktoren von : f;r f; sund : f;r Jij 1 ¢ erkennen wir:

1) Der Hartree-Term hebt die Einteilchenenergie konstant an: V' : 7; : (nj—1 +njp1) =2V 10, :n
Dies ist der Vorfaktor des lokalen Terms : f;r fi o

2) Der Fock—Term ist nichtlokal (: f;r fiy1 1), das heiBit er verkniipft verschiedene Plitze. Hier — in
unserem Beispiel — renormiert er das Hiipfen

V.
t — tren = t + tFock :t+—SID(7Tn) .
™

Also gilt

‘ epr(k) = —2tren cos(k) +2Vn ‘ (7.69)

Bemerkung: Dass sich in Hartree-Fock—N&herung der Grundzustand gar nicht &ndert, ist nicht typisch.
Es ist im vorliegenden Beispiel der Einfachheit des Modells geschuldet.

7.6.4 Hartree—Fock—Beschreibung des homogenen Elektronengases

Wir betrachten in erster Quantisierung

Ne P2 Al e?o 1Q 2
H = EA— / d37’/ = (1 + = Ir———— 7.70
— 2m zzl v |7 — 7| Q;M—rj (7.70)
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wobei g9 = Ne/v die als konstant betrachtete Teilchendichte ist. Diese Ladungsverteilung miissen wir
annehmen um die Ladungsneutralitit des Gesamtsystems zu erreichen. Liegt keine Neutralitdt vor,
wichst die Energie des Gesamtsystems fiir V' — oo iiberextensiv, was ein instabiles System darstellt.

Da die mittlere Ladungsdichte der positiven Ladungen der der negativen Ladungen entspricht, ist die
klassische elektrostatische Energie gleich Null. Mit

() (i) — () Al 4 al) o (A) ) = () ()

sehen wir, dass dies bedeutet, dass der Hartree—Term die positive Hintergrundladung exakt kompen-
siert. Es bleibt nur der Fock—Term {ibrig.

In zweiter Quantisierung haben wir also

h2k? Ame? R
H=3 Stidio— 2~ 0@i(=q)
k,o

E,cﬁg
1 Ao ' ' (7.71)
Y fk+q afk’ o Ti 0 TR -
kK q
o,0’
Der effektive Einteilchen—-Hamiltonoperator resultiert aus
T T
Tzl i g b Tio = f11+ o <fi, D >
qT ; direkte oder Hartree—Terme
+ :fﬂli“ /fE’, ’ <fk+(jofk,a>
72
- f;Jrqo fk’p": <fg‘, a,f];’7a> (77)
: : Austausch- oder Fock—Terme
N :f/E'—q*,a'fE,O: <fk+_’afk'7<7' > '
+ konst. .

Man beachte, dass aufgrund von Symmetrieuberlegungen ndmlich Spinrotation und Translation, in
den Hartree—Termen nur die Terme mit §= 0 beltragen Diese werden von der positiven Hintergrund-
ladung kompensiert. In den Fock—Termen ist ¢ = ¢’ und k+ qg= k' notwendig.

Fiir Temperatur 7' = 0 und eine rotationssymmetrische Fermikugel gilt

<f]1.1,0'1fk;270'2 > = H(k:F - kl) 5];17];260-1,0—2 .

Damit erhalten wir

47‘(’6 (kp — k')
_ E tor E fo o 71:
Hen - 2m f fk"’ ~ ko U% k' — k2 (773)

Die Dispersion lesen wir ab
- K21 4re?
Vi k= k|

Im thermodynamischen Limes (V' — oo) geht die Summe in ein Integral iiber

1 1 1 b ! d(cos )
v E : = dk”— = Ak’ k2 / . (775
k’<k |k kl|2 (277)3 / | — k"|2 (277)2 /0 1 k%2 4+ k2 — 2Kk cos ( a)
k' <kp
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Die letzte Umformung besteht in der Einfithrung von Kugelkoordinaten unter der Annahme, dass
k|| €, liegt, was die Allgemeinheit nicht einschrénkt, da wir Kugelsymmetrie vorausgesetzt haben.
Rechnen wir weiter, ergibt sich

1

R S LYV B S W R R 7.75h
_k; ’k /{:/’2 o (2m)2 Jo —2kK" n(k” + B u) -1 (7.75b)
I u——
1 ke (k+ K)?
= —— dk'K' In [ ———= .
7o)k /o " ((k: v (7.75¢)
kp /11— 22 1+x
= (= 1 .75d
272 <2+ 4x n‘1—$>k) (7.75d)
xT /kF
4,
3r —
| — freiee i
o -- €, deshomogenen e -Gas ]
<
w l B
0 /// \ schwache log- .
L P Singularitaet |
| I S - (1-x) log(1-x)
o o5 1 15 = 2
k/k

F

Abbildung 7.16: Hartree-Fock—Dispersion des homogenen Elektronengases und die Dispersion freier
Teilchen. Die Energie ¢ wurde auf die Fermienergie g9 = #°k¢/2m skaliert.

Meist wird die Elektronendichte gg durch den dimensionslosen relativen Streuradius rs und den Bohr-
schen Radius ag dargestellt nach

47 1
?rg’ag _ g ) (7.76)
Man erinnere sich an die Zahlenwerte und Definitionen
h2 2 h2
= =136eV ap = —— = 0,529A . (7.77)
2mag 2aq me
Mit gp = @ ) 4” k:3 ergibt sich daraus
Or 1
k= — (7.78a)
4 rgag
or/)'/* 1,92
:> kF —= ( 7r/4) —= ? . (7.78b)
aoprs aprs

Fiir die freie Dispersion gilt

N AN A 778
om 2ma(2) Ty <E> ’ ( . C)

G.S. Uhrig 105



7 Elektronen in Festkérpern FKT WS 11/12

Man beachte, dass interessanterweise die freie Dispersion aus [ZZ8d) fiir r¢ — 0 mit ;2 stirker
divergiert als der Fock-Beitrag in ([LZodl) und [ZZ8L). Das bedeutet, dass ein dichtes Elektronengas
einen relativ schwicheren Fock—Beitrag hat. Generell gilt, dass die Wechselwirkung weniger wichtig
fiir dichte fermionische Systeme ist als verdiinnte — anders als man es intuitiv erwarten wiirde. Es liegt
daran, dass dichte Fermisysteme hohe Fermienergien aufweisen. Somit bedingt das Pauliverbot, dass
dichte Fermisysteme als relativ frei angesehen werden kénnen.

Weiterhin interessiert uns die Gesamtenergie, die aus

f t e t - f - /gt . f .
f12+(f,ofl%'fqio'fkﬁo’fk,o - <f12+qiofkﬂ > <f12uqio/fk’ﬂ> <f1%+qiofk’7o’ > <f12uqio/fk70>

Hartree Fock

folgt. Man beachte, dass die Hartree- und Fock—Terme jeweils nur einmal auftreten, im Unterschied
zum Einteilchenoperator. Wir erhalten

R?k?  e%kp k2 — k> |k+kp
Fap =2 § — - § 24 L ]
HE ( - kek ' k — kg

) . (7.79)

Fock—Beitrag

Die divergenten Hartree- und Hintergrundsbeitrige lassen wir fort, da sie sich letztlich wegheben. Der
Faktor 2 vor der ersten Summe ist durch den Spin begriindet. Die einzelnen Summen kann man im
Kontinuumslimes als Integrale berechnen

L o A RV
2 _— = = — 5 .
Z 2m  2mm? /0 W dk 10mm?2 i (7.80)
k<kgp
k2 — k% |k +kp vk 5 Vo,
1 = kpk — k?)In (kp + k) dk = — kg . 7.80b
Z kek |k — kg 27T2kF/_k (ki ) n (ke + ) 6m2 F ( )
k<kp F
Schlussendlich kénnen wir mit N, = V/3x2 k3 schreiben
3n% 5 3e?
EHF = Ne <10 ]CF - E kF> s (781&)
oder durch rg ausgedriickt
Neh? (221 0,916
Eyr = - < 72 _ Y > = Fiin + Ex . (7.81Db)
2mag TS Ts
——
X Ein o Ex

Der Index ,x“ steht hier fiir ,exchange“ (Austausch). Man beachte, dass diese Energie bei fester
Dichte (rs = const) extensiv (o< N.) ist, wie es auch physikalisch sinnvoll ist. Wie schon bei der
Einteilchendispersion diskutiert, wird der Wechselwirkungsbeitrag bei hoher Dichte (rs — 0) unwichtig
im Vergleich zum direkten kinetischen Beitrag.
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7.7 Dichtefunktionaltheorie

In diesem Kapitel widmen wir uns der Dichtefunktionaltheorie, fiir die Walter Kohn 1998 mit dem
Nobelpreis in Chemie ausgezeichnet wurde.

7.7.1 Grundidee der Dichtefunktionaltheorie

Die Frage am Anfang lautet: ,,Kénnen wir auch bei Wechselwirkung Bandstrukturen berechnen?* Ei-
gentlich geht dies nicht, da auf Grund der Wechselwirkung ein zusétzliches Elektron oder Loch keine
feste Energie-Impuls—Beziehung, d.h. Dispersion, hat. So wird ein solches Elektron iiber die Wech-
selwirkung Elektron—Loch—Paare erzeugen. Sowohl Energie als auch Impuls verteilen sich damit tiber
viele Teilchen. Wenn wir aber nur die Grundzustandsenergie bestimmen wollen, hilft uns die Dichte-
funktionaltheorie weiter. Alle Zusténde, Grundzustand und Anregungen, sind dabei nur Naherungen.

Wir starten vom Hamiltonoperator

Ne ﬁQ Ne o2

H = L V(7 _ 7.82
: 2m+AZ (TZ)+Z|'F1‘—'FJ' (7.82)
=1 =1 1<)

Betrachten wir die mathematische Abbildung

H
Ip: ) — E(|Y) = 7@’[2%1&';’@ : (7.83a)
Die Grundzustandsenergie ergibt sich aus
Ey = min E(|y)) . (7.83b)

{lv)}

Weiterhin betrachten wir die Abbildung auf die Teilchendichte

>0 =)

¢> . (7.83¢)

Die Grundidee der Dichtefunktionaltheorie besteht darin, die Energie als Funktional der Teilchendichte
E({n(r)}) zu formulieren. Im Allgemeinen geht das nicht. Schon zu Beginn der Quantenmechanik
haben wir gelernt, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢)(7)|? wesentlich weniger Information als die
Wellenfunktion ¢ (7) enthélt. Durch die Anwesenheit vieler Teilchen wird das Problem, von n(7) auf
|t)) zu schliefen, im Prinzip nur noch aussichtsloser.

Wir treffen daher die folgenden Einschrénkungen.

e n(7) sei die Teilchendichte eines Grundzustands zu einem Hamiltonoperator H.

e Dieser Hamiltonoperator sei von der Form ([L82) mit bekanntem kinetischen und Wechselwir-
kungsterm.

Wir zeigen, dass aus der Gleichheit zweier solcher Teilchendichten

n(7) = n'(7)
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die Gleichheit der zugrunde liegenden Zustédnde

[¥) = [v")

folgt, wenn beide Grundzustinde zu H und H’ sind. Dabei kénnen sich H und H’ nur in ihrem
Einteilchenpotential V' und V' unterscheiden.

Wir treffen noch folgende Annahmen:

e die Zusténde sind normiert,

e es liegt keine Entartung vor

Dann bringen wir die Annahme [¢) # |[¢') zum Widerspruch. Nach dem Variationsprinzip folgt
B =@ H|v) < [H[Y)= @ H+V =V [¢) =B+ @ |V -V'|)
_B+ /d% (VR — V') () .

Vertauscht man in dieser Argumentationskette [¢)) < [¢)') und entsprechend H < H’, so erhilt man
analog

F' < E+/d3r (V'(7) = V(7)) n(7) .
Addiert man beide Gleichungen, fiihrt
E+FE <FE +F (7.84)
zum Widerspruch. Also muss doch
V() = V'(7) und ) = [4")
(bis auf eine Phase) gelten, was zu beweisen war.

Es gibt also eine eindeutige Beziehung zwischen n(7) als Grundzustandsteilchendichte und der Ener-
gie E. Also gibt es ein Funktional E({n(7)}) fir Grundzustandsdichten. Das ist das Theorem von
Hohenberg € Kohn.

Bei festem V (7) stellt E({no(7)}) ein absolutes Minimum dar, wenn ng(7) die zu H gehérende Grund-
zustandsdichte ist. Definiert man E ({n(7)}) = (¢ | H | 1), so gilt aufgrund der Stationaritét

SE|, _ =0 (7.85a)

n=ng

unter der Nebenbedingung gegebener Gesamtteilchenzahl

N, = / d*rn(7) . (7.85b)

Letzteres ist wichtig festzustellen, wenn man grof$kanonisch rechnen will. Damit variiert man

b (E({n}) — ,u/dgrn(r)> =0 (7.85¢)

Das Problem in der Praxis ist, dass E({n}) nicht bekannt ist! Hier ist man auf Approximationen
angewiesen. Dazu zerlegen wir

E({n}) =T({n}) +V({n}) + U({n}) (7.86)
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T({n}) = <w
V({n}) = <

Dieses Funktional der Dichte ist explizit bekannt.

V= < Z e

Nur die potentielle Energie ist also wirklich bekannt.

mit

Ne o

S
2m

i=1

zp> kinetische Energie (7.87a)

> = /dgr V() n(r) potentielle Energie (7.87b)

> Wechselwirkungsenergie (7.87¢)

Wir benétigen nun moglichst gute Naherungen oder Ansétze fiir die unbekannten Funktionale der
kinetischen Energie und der Wechselwirkungsenergie. Naheliegend ist folgende Wahl fiir die Wechsel-

U ({n}) = / B a3 PO (7.89)

’—» —»/’

wirkung

Dies ist die klassische elektrostatische Wechselwirkungsenergie. Quantenmechanisch ist es aber nur
der Hartreebeitrag. Schon der Fockterm wird nicht erfasst, daher setzt man

o =2 [t [ 2 g . 7

7!

Die Austausch—Korrelationsenergie Fy.{n} ist nicht bekannt.
Vom freien Elektronengas wissen wir

h2 3h2 2/3 5
E in — k5 - 2 /3
kin = g2 VEE = 1o (B7) T Vg

mit N, = V/3x2 k3 und ng = Ne/v. Verallgemeinernd setzen wir

T({n() = 15 (7°) " = [ @ () (7.90)
T

was zumindest bei langsam verdnderlicher Dichte ein guter Ansatz ist. Unter Vernachldssigung von
Ey.({n}) haben wir damit

E({n}) A/d3 )7 + /d3rV /d3 /d3 ’”‘j)_”r )| (7.91)

Die Minimierung unter der Nebenbedingung konstanter Teilchenzahl liefert

_ 9 72/3 - / 3, e*n(r)
= 3An(r) + V(@) + [ d°r T (7.92)
Verr (7)
1 /2m SN\
= n(r) = 33 (ﬁ (- Veff(r))> : (7.93)
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Man beachte, dass Veg noch von n(7) abhéngt, so dass obige Gleichung nicht explizit ist, sondern
selbstkonsistent gelost werden muss. Das kann im Allgemeinen iterativ geschehen.

Man kann sich klarmachen, dass ([L33)) der Thomas—Fermi-N#herung entspricht. Wie dort darf n(r)
nur sehr langsam variieren, damit das Ergebnis eine gute Approximation ist.

Letztlich ist der Ausdruck ([C33) fiir quantitative Rechnungen noch zu grob. Speziell die kinetische
Energie wird zu ungenau behandelt. Eine heuristische Verbesserung ist Folgende: Man nimmt an, dass
1 als Slaterdeterminante von Einteilchenwellenfunktionen [1;) beschrieben werden kann. Dann gilt

n() =3 ()’ (7.94a)

B2 e

T = =5 3 [ ar*vi 0 9t (7:91b)
Man beachte, dass nicht behauptet wird, dass |) wirklich ein Einteilchenzustand ist. E({n}) lautet

E({n}) = T({n}) +V({n}) + / art [ ; ; + Be{n} (7.95)
aus ([Z940)

wobei n(7) aus (L94al) gewonnen wird. Wir variieren nun nicht direkt nach n(7) sondern nach den 1;

0= iz 4 B({m) = Doy [ oy ey (7.96)

wobei die Einteilchenenergien e; einfach Lagrangemultiplikatoren sind. Daraus resultieren die Diffe-
rentialgleichungen

2 e“n(r w({n .
Eﬂbi = <—h—A + V( ) /d '3 ‘7“ _(_:)‘ + 5E5n(({f') })> 1/11(7“) (7.97)

Diese Gleichungen heissen Kohn—Sham—Gleichungen fiir die effektive Einteilchenwellenfunktionen ; ().
Sie stellen eine nichtlineare Schrodingergleichung dar, die ein noch zu bestimmendes effektives Poten-

tial
i [ ) B}
V) = V(7 ¢ T S

enthalten. Da das effektive Potential iiber n(7) noch von den ;(7) abhéingt, liegt keine normale lineare
Schrodingergleichung vor, sondern ein nichlineares Selbstkonsistenzproblem.

Bemerkungen

1) &; und v; haben eigentlich keine physikalische Bedeutung. Sie sind primér Hilfsgroflen zur Dar-
stellung von n(7). Tatséchlich nimmt man die €; zur Beschreibung der Bandstruktur, was iiber
das Koopmans—Theorem approximativ begriindet werden kann.

2) Die Kohn-Sham Gleichungen sind noch selbstkonsistent zu losen. Hierbei kommen die nume-
rischen Methoden zur Behandlung gitterperiodischer Bandstrukturen zum Einsatz, sieche Ab-

schnitt

3) Die Kohn-Sham Gleichungen behandeln die kinetische Energie exakt, da dort H ein echter
Einteilchenoperator ist. Allerdings bleibt unsere Unkenntnis von Ey.({n(7)}) bestehen.
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Fiir das homogene Elektronengas berechnet man in Hartree—Fock—Né&herung

3 2 3 2
Fre = =2 Nokp = =2 Vng (372n0) "> . (7.98)
47 47

Daher ist
3e2

Bellnh) == (3)" [t ()" (7.99)

ein plausibler Ansatz. Eine tiefere Begriindung, als dass im homogenen Fall das Hartree-Fock—Ergebnis
das Elektronengases reproduziert wird, existiert nicht.

Das resultierende Austauschpotential lautet

n /3 1/3
Vel = ) — 2 (2) 7 iy (7.100)

Praktischerweise wird nur die Dichte am Ort 7 fir Vi.(7) benotigt. Daher handelt es sich um eine so
genannte ,lokale Dichte Naherung* (LDA, Local Density Approximation).

In den aktuellen Berechnungen von Bandstrukturen verwendet man sehr hdufig LDAs, allerdings mit
gewissen Verbesserungen, z.B.

Ve (P) = B(n(7)) (n(7))""

mit empirisch bestimmten Funktionen §(n(7)). Hiufig wird S(n(7)) so bestimmt, dass das numerisch
exakt bekannte Ergebnis fiir die Grundzustandsenergie des homogenen Elektronengas reproduziert
wird.

Erweiterungen umfassen auch die Auftrennung in lokale Dichten mit Spinabhéngigkeiten
n(r) — ny(7) .

Damit konnen auch statische Magnetisierung im Ferromagneten und Antiferromagneten erfasst wer-
den. Man beachte aber, dass letztlich nur die Grundzustandsenergie mit diesen Zugéngen erfasst
wird.

G.S. Uhrig 111



8 Kollektiver Magnetismus

Nun wollen wir Isolatoren mit lokalisierten Spins betrachten, wie sie bei grolen Wechselwirkungswerten
U vorliegen. Das relevante Modell ist das Heisenberg-Modell

Hy = Z 5;5] i,j auf einem Gitter (8.1)
<i,7>
wobei der lokale Spin allgemein jeden Wert {1/2, 1 3/2, 2, ...} annehmen kann.

8.1 Spontane Symmetriebrechung

Wir betrachten .
7= Zelq” S mit o= {x,y,z} . (8.2)
i
Beispiele
e Im Fall 7= 0 liegt homogene Magnetisierung vor.

e Fiir ¢ = (m,m) auf einem Quadratgitter liegt alternierende Magnetisierung vor.

8.1.1 Mit Magnetfeld

Betrachten wir ein System mit &uflerem Magnetfeld h
H(h) = Ho— hSg . (8.3)
Die induzierte Magnetisierung betrigt

1 — z
mg(h) = Nz 5P <e o S,q) (8.4)

mit der kanonischen Zustandssumme Z = Sp(e™#).

Spontane Symmetriebrechung liegt vor fiir (siehe Abbildung BI)

li li Ah, N,T . 8.5
Jim, Lim mg(h, N,T) # 0 (8.5)
Die Reihenfolge der Limiten ist wichtig. Fiir 7" > 0 und N < oo sind némlich alle Funktionen von
H analytisch, da H als endlichdimensionale Matrix betrachtet werden kann und e* eine analytische

Funktion ist und somit auch

hlgélJr mg(h, N,T) =0 .

Nur das thermodynamische System, d.h. N — oo, kann wirklich Singularitdten zeigen.
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keine spontane
Symmetrie-
brechung

spontane
Magnetisierung

>
h

——/

Abbildung 8.1: Abhéngigkeit einer Magnetisierung vom dufleren so genannten Quellfeld ohne und mit
spontaner Symmetriebrechung.

8.1.2 Ohne Magnetfeld

Ohne aufleres Magnetfeld kann man einen spontanen Symmetriebruch durch Korrelationsfunktionen
charakterisieren

1 _
§°(q) = 7= Sp (e sg52,) (8.6)
Spontaner Symmetriebruch ist durch
lim = §9°(q) £ 0 (8.72)
charakterisiert oder dquivalent durch
lim  lim 4% <§Z—§j> £0. (8.7b)
|7 — 7| —00 N—00

Obige Gleichung ([BZH) definiert ,,wahre* langreichweitige Ordnung, wihrend ein potenzartiger Abfall
o |7 —7;| 77 héufig quasi-langreichweitig genannt wird. Relation (BXZH) bedeutet, dass die Ausrichtung
eines einzelnen Spins zu einer Magnetisierung der ganzen Probe fiihrt.

8.2 Mermin—-Wagner—Theorem

Ein wichtiges Theorem, das so genannte Mermin—Wagner—Theorem, schliefit die Existenz spontan
gebrochener Symmetrie unter gewissen Bedingungen aus. Sei

1 sl z
H=3 Z JijSiS; — hSZ (8.8)
1,]
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mit kurzreichweitiger Wechselwirkung, d.h.
_ 1 . .
J:ﬁZJ¢j|ri—rj|2<oo. (89)
Z?]
Dann gibt es keine spontan gebrochene Symmetrie bei endlichen Temperaturen in einer und zwei

Dimensionen d = 1, 2.

Man merke sich, dass in niedrigen Dimensionen Fluktuationen die Ordnung zerstéren.

Beweis: Zum Beweis definiert man ein Skalarprodukt von Operatoren mittels

o—BEm _ o~BEn
(A18) = 5 3 talalpm) (| ) (=)

n,m

(8.10)

Falls E, = E,, auftritt, ersetze man den Klammerterm durch fe #%m, 7 ist die Zustandssumme. Das
entspricht nach 'Hopital dem Grenzwert des Differenzenquotienten fir F,, — E,,. Fiir B = A erkennt
man leicht, dass (A]A) > 0 auBer fiir A = 0 gilt. Grund ist die Positivitdt des Klammerausdrucks in
(BI0). Wir haben also ein echtes Skalarprodukt vorliegen.

Aus tanh(z) < z fiir x > 0 folgt die rechte Ungleichung

0< 55 _2(e +e ) (8.11)
woraus
Bl gt i
(AlA) < 5 ATA+ AA (8.12)
folgt. Die Cauchy—Schwartz Ungleichung fiir Skalarprodukte liefert die linke Ungleichung
I(A|B)[? < (A]A) (B|B) < g <ATA+ AAT> (B|B) . (8.13)

Nehmen wir an, dass es einen Operator CT mit der Eigenschaft

B= [CT H}
gibt. Dann gilt [1
(A|B) = < [CT,AT] > und (B|B) = < [CT, H, C]} > . (8.14)
Zusammen folgt daraus
(< ('t A) >‘2 < g (ata+aat) ([ctmcl) . (8.15)
Konkret withlen wir
C =52 und A= Sf,;fqﬂ :

"Aus B = [CT, H] folgt dann By, (m|B|n) = (C’T)m ., (En — Er) und somit
= (AlB) =13, (AT, Cl. (e—ﬁEm _ e—ﬁEn) = —Lsp (Al [ct,e7?H]) = ([ct, AT])

(et m)

mn
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woraus fiir inversionssymmetrische Gitter
1 -
z T T\ — Yy gy — vy
S(AtA+aat)y = (58 s, )= NSW(E+
folgt. Auf der linken Seite von ([BIH) finden wir

(fet ) =([s7e 82, ) =1485) = itvmg.
Definieren wir noch

0= (s mst])

die sogenannte Doppelkommutatorfunktion, dann lautet unsere Ungleichung
m2 < BSY(k + q) F(k) .

F (IZ) kann mittels des Hamiltonoperators beschrénkt werden

PO = g+ S g [ (sist - 157 )

1,7,
= hmgt o S T (eos(RF; — 7)) — 1) (SUsp 4 757 )
il
k|2 =2 yaQy 4 g2
< hmg + 2NZ|ng||7“J | ‘<SS e >‘ ’

75l

(8.16a)

(8.16D)

(8.17)

(8.18)

wobei der cosinus durch eine Parabel abgeschitzt wurde. Mit ‘<Sijly >‘ < §? und ‘< S;Sf >‘ < 52

folgt
= |(sysy + 5557 )| < 287,

woraus

F(k) < hmg + 252 Jk?
folgt. Kombinieren wir alles, erhalten wir
m2 < BSY (k + q) [hmg+ 25 Tk?]

oder

SvY (K >—kBTmé
( +(j) - hmq—i- 252 Jk2
mit 1 1 1
= vy (L - VYL — Y\2 \ ~ g2
N 2 SVEFD =5 3SR =53 ((817) <8
keBz ieBz i

Summiert man iiber alle k in Gleichung ®ZI) erhélt man im thermodynamischen Limes

, _ kpTmZ /’f Ag k1 dk
— @2md Jo hmg+2S2JK?

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)

Dabei wurde die Summe in der Brillouinzone schon in ein Integral tiberfiihrt und ein Abschneidepa-
rameter (cut—off) k. eingefiihrt, der dem kleinsten Abstand zum Rand der Brillouinzone entspricht.

G.S. Uhrig
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Damit sind gewisse Bereiche der Brillouinzone weggelassen worden, was aber im Anbetracht der Un-
gleichung kein Problem ist.

Weiterhin haben wir allgemeine Kugelkoordinaten verwendet und Ay ist die Kugeloberfliche einer
d-dimensionalen Einheitkugel, z.B. A1 =2, Ay =« , A3 = 4.

Nun werten wir aus

e In einer Dimension d = 1 ergibt sich

kpm?2 7252
§2> P70 arctan </<:C ﬁ) . (8.24a)

B 271'\ / jQSth(j

Fiir h — 0 erhalten wir arctan (k:m / ‘,75;??) — m/2 und somit
q

1 ijm:i/Q
S8 > — B 8.24b
VB Vi (5:240)
was uns zu
5227
=S Ty n (8:24c)

fithrt. Daraus folgt, dass fiir h — 0 auch die Magnetisierung
mg — 0

gegen Null gehen muss. Also liegt kein spontaner Symmetriebruch vor.

e Fiir d = 2 erhalten wir

kgTm?2 7622
25 2B g n< L5 k) . (8.25)

hmg

Auch hier gilt, dass die rechte Seite fiir h — 0 gegen oo strebt, wenn nicht gleichzeitig mg — 0
geht, was einen Widerspruch erzeugt. Also kann auch hier keine spontane Symmetriebrechung
vorliegen.

Somit haben wir das Mermin—Wagner—Theorem bewiesen. Physikalisch anschaulich bedeutet es, dass
thermische Fluktuationen eine spontan gebrochene kontinuierliche Symmetrie kaputt machen.

8.3 Goldstone—Theorem

Wir fithren den dynamischen Strukturfaktor S(q,w) ein

S = [ a3 (50)55(0)) (5.262)
e -
27  Ba/bar ; B
TNz T (o] 55| 6) (B8] 52z] @) 6w + Ea — Ep) - (8.26b)
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Bei t = 0 spricht man von der gleichzeitigen Korrelation

55 (q) = /_OO 3—:S(q_',w) :% (8557, . (8.27)

Tatséchlich gibt es eine einfache Verbindung zur Doppelkommutatorfunktion

F(qf):%<{ s [ﬁ,sg”>:/ood—“w5(qu). (8.28)

oo 2T

Eine Abschitzung einer typischen Energieskala erhilt man durch das erste Moment

Wg = @ (8.29)

S(q)

S(
Bei T = 0 gilt bei Existenz einer Energieliicke A ﬁ
S(qw) =0 firw<A,

also gilt

AEQ_J@

Nun betrachten wir wieder

1 -
H = Z Jij S; S; (8.30)
7/7]

mit 1
7 S o2
J:ﬁZ‘Jinm—Tﬂ < 0.
27-]

Das Goldstone—Theorem besagt nun, dass bei Existenz einer Divergenz in S(¢) an der Stelle ¢ = ¢p,
d.h.

lim S**(¢) =— oo, (8.31a)

7—qo
die minimale Anregungsenergie verschwindet, also
lim E(q) =0 . (8.31b)
q—qo

Dies impliziert, dass es keine Energieliicke an der Stelle ¢y gibt. Zur Herleitung verwenden wir wie

oben (BI9)
() < 28271
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ohne aufleres Feld und finden

(8.32)

was obige Aussage beweist, denn fiir divergente Nenner geht die rechte Seite gegen Null.

Insbesondere gilt das Korollar: Liegt langreichweitige Ordnung bei ¢y vor, d.h S(gy) o< N, gibt es
liickenlose Anregungen.

Diese Anregungen sind die berithmten Goldstonebosonen. Ein bekanntes Beispiel stellen akustische
Phononen dar, die offensichtlich die Translationsinvarianz spontan brechen. Ein weiteres wichtiges
Beispiel sind Spinwellen und Magnonen, die wir im Folgenden besprechen wollen.

8.4 Anregungen im geordneten Magneten

Die Spinwellen oder Magnonen werden als Bosonen beschrieben. Im ersten Schritt wird der Spin
bosonisch repréisentiert. Wir benutzen hier die so genannte Holstein—Primakoff-Darstellung, es gibt
aber noch eine Vielzahl anderer Darstellungen. Konkret nutzen wir

St =0bT /25 — iy, (8.33a)
5™ = /25 — b (8.33D)

S* =-S5+ (8.33¢)
mit dem Teilchenzahloperator
iy =b'b . (8.33d)
Nun sind die Spin-Kommutatorbeziehungen
[S+,SZ] =5t & (57,57 =-5~ (8.34a)
und
[S+,87] =257 (8.34D)

zu iiberpriifen.

(5%, 87 = [b V28 =iy, =5 + ) (8.35a)

—bf
—

- [bT,ﬁb] V25 —hy = —SF
1+ny
P
[ST,87] = b (25 — ) b— /25 — iy BT /28 — iy, (8.35b)
=mnp (25 +1—nyp) — (25 —np) (1 + 1)
:ﬁb—QS—F’be:Q(—S—{—be)
=25*
Allerdings ist der Hilbertraum der Bosonen noch zu grof. Statt der 25 + 1 Spinzustéinde umfasst er
unendlich viele Zustédnde. Die Operatoren sind aber so konstruiert, dass sie nicht aus dem physikali-

schen Spin—Hilbertraum herausfiihren, wenn sie auf einen physikalischen Zustand angewendet werden.
Dies folgt aus den erfiillten Vertauschungsrelationen.
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8.4.1 Ferromagnet

Wir wollen nun ein ferromagnetisches System, charakterisiert durch eine negative Kopplung —J, be-
trachten ,
_ J.d. _ + o+
H=-JY SS=-7> (s;s; +3 (si ST+ h.c.>> . (8.36)
<i,j> <i,j>
Setzen wir nun die Definitionen der Holstein—Primakoff-Bosonen (B33) ein

=) < — 7)(S — 7)) + % <bj V(25 — ) (28 — ) bi + h.c.>> (8.37a)

<i,j>

= —JS%dN + 2dJSZnZ —J > iy

<i,j>

s (3B Eene)

<2,)>

(8.37h)

Wir wollen nur die Einteilchendynamik betrachten und machen daher eine 1/s—Entwicklung. Eine
solche Entwicklung entspricht einer Entwicklung um so genannte klassische Spins, die einfach Vekto-
ren fester Lénge sind. Klassische Vektoren sind nicht gequantelt und haben daher alle Einstellungen
beziiglich einer gegebenen Achse. Das entspricht einem quantenmechanischen Spin mit S — oo, da es
fiir diesen Grenzwert unendlich viele (25 + 1) Einstellméglichkeiten gibt.

Konkret nehmen wir nur den O(S?) und den O(S) Term der Entwicklung mit
H = —JS%N + szSan ~Jsy (b*b + he ) +0(1) (8.38a)
<,7>
Happ = —JS?dN + " wpbl by . (8.38b)
k

Die zugehorige Dispersion hat fiir hyperkubische Gitter folgende Gestalt

d
wp =2dJS — 2JSZ cos(kja) = 2dJS (1 — ;) (8.39)
=1

mit

d
Z kla s

&I>—‘

wie auch in Abb. skizziert ist.

Bemerkungen

e Es existiert keine Energieliicke, wie wir vom Goldstone—Theorem erwarten wiirden.

e Wir erkennen so genannte ,,nicht relativistische* Anregungen mit quadratischer Dispersion fiir
kleine k.

e Das Ergebnis ist sogar exakz in jeder Ordnung %, solange nur genau ein Spinflip, d.h. ein
Boson, betrachtet wird.
Die Wurzeln in sind dann 1, weil nach Vernichtung des einen Bosons ein Vakuum vorliegt
und somit n; = 0 Vi gilt. Wird das eine Boson nicht vernichtet, ergibt der gesamte Term sowieso
0.
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0
(va,0) (0,0) (va,0)

(k k)

Abbildung 8.2: Skizze der ferromagnetischen Einteilchendispersion mit doppelter Nullstelle.

8.4.2 Antiferromagnet

Nun wenden wir uns einem Hamiltonoperator mit positiver Kopplung +.J zu

H=JY S§8=1JY <Sij +% (587 + h.c.)) : (8.40)

<i,7> <i,7>

Klassisch bevorzugen benachbarte Spins eine antiparallele Ausrichtung. Auf hyperkubischen Gittern
fiihrt das zu einer von Platz zu Platz alternierenden Magnetisierung, um die herum wir entwickeln
wollen.

Wegen der alternierenden Magnetisierung ist die Ersetzung durch bosonische Operatoren genau wie
beim Ferromagneten (B37) nicht zielfiihrend. Um die Situation der des Ferromagneten anzugleichen,
drehen wir an jedem zweiten Platz (siche auch Abb. B3) um S* um 180°. Dort gilt

S% — —§7 (8.41a)
S — 5% (8.41b)
SY — —85Y (8.41c)
St — 8~ und S™ — ST, (8.41d)

Beachte, dass das so nur funktioniert, wenn das Gitter so in zwei Gitter A und B zerfillt, dass nur
A-Spins mit B-Spins wechselwirken, aber nie zwei Spins aus dem gleichen Untergitter miteinander
wechselwirken. Solche Gitter heiflen ,,paar“oder auch ,bipartit“. Antiferromagnete auf anderen Git-
tern, z.B. Dreiecksgitter, heiflen in der Physik , frustriert*, weil sie keien klassische Ordnung erlauben,
die jeden Bond energetisch minimiert.
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Abbildung 8.3: Illustration eines zweidimensionalen antiferromagnetischen Gitters mit A-Gitter (volle
Kreise) und B-Gitter (leere Kreise).

Man erhélt den Hamiltonoperator in folgender Gestalt
1
H=17> (-s;5; +3 (sjsj + h.c.>> : (8.42)
<1,7>
Fiithren wir nun die Ersetzung durch, erhalten wir

H= —JS%dN +2dJS Z fi—J Y iy (8.43)

<i,j>

g ()

Entwickeln wir diesen Ausdruck, so erhalten wir

H = Happ + O(1) (8.44a)
mit
Happ = —JS2dN + 2d.JS Z fi+ IS (b} bl + h.c.) . (8.44b)
<t,7>

Durch Fouriertransformation erhalten wir
d

1
Hypp =+ Eo+2dJS Z {bT 53 cos(kja) (b;% bT—E + h.c.) } . (8.44c)
R
Wir fahren mit einer Bogoliubov—Transformation
by = l;]: cosh 6 + BL: sinh 0 (8.45)
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fort. Dies eingesetzt erhalten wir

Bﬂ
AR k (3171
H=Ey+2dJ5Y ( blbg+ = <b o+ h.c.)) AR, (8.46)
k
mit
Ap = cosh? @ + sinh?  + 2; cosh 6 sinh ¢

= cosh(26) + ;. sinh(26) (8.47a)

By = ’y];(coshQ 0 + sinh? ) + 2 cosh 6 sinh 0
= 7; cosh(20) + sinh(26) (8.47b)
AEy=dJSY (A —1). (8.47¢)

E
Ziel der Transformation war es, die nicht-diagonalen Terme zu eliminieren, d.h. B = 0 zu erreichen.

Das erfordert
tanh(20;) = —v; . (8.48a)

Weitere algebraische Umformungenﬁ der hyperbolischen trigonometrischen Funktionen liefern

Ap= 11— (8.48b)
H=—2d]S> —dJSZ (1 - —’y%)

Schlielich ergibt sich

it (8.49)
+2dJSZ,/1 — 2L by
Um die Dispersion zu berechnen, entwickeln wir 'y];
1 -
el 4 ) .
o ;kl—l—(’)k) — 57k (8.50a)
1-
=2~ l- EkQ +O(kY (8.50b)
1k 3
1- % ~ + O(k°) . (8.50c)
Vd
Damit erhalten wir als Dispersion fiir kleine k
wi = 2dJS, /1= ~2 ~ 2VdTS k| = vsw |K] (8.51)

eine lineare Dispersionsrelation mit der Spinwellengeschwindigkeit vgw = 2v/d.JS. Antiferroma-
gnetische Magnonen @hneln also Phononen. Eine qualitative Skizze der Dispersion findet sich in Abb.

2

Aj. = cosh 20(1 + 5 tanh 20) = /1 — ~?
k (1+ )=y1-7

—Vk
— tanh 260

1 !
V1 —tanh20®2 V1=

wegen 1 = cosh 202 — sinh 262 folgt — m =1

cosh 20 =
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> -
(0,0) (n/a,n/a)k

Abbildung 8.4: Schematische Darstellung einer zweidimensionalen antiferromagnetischen Dispersions-
kurve.

Die zur Berechnung des antiferromagnetischen Modell gewéihlte Niherung ist gut, wenn die Abwei-
chung vom geordneten Néel-Zustand mit

—

moglichst klein ist. Dabei sei @ = (7/a,T/a, ..., 7/a) der Néelvektor in d Dimensionen.

Dabher ist die Gréfle der Abweichung von me zum Sattigungswert S ein wichtiges Kriterium

mg=1{S2) =5~ (i) . (8.52)

Die Erwartungswerte haben dabei die Bedeutung

e (SZ): an einem Platz
e (nyp): an einem Platz des Gitters mit Spin 7.

Wegen der Translationsinvarianz nach der Drehung auf einem Untergitter, gilt

<ﬁb>:%zbzbi:%zb£’bé (8.53a)
‘ k
= %Z < <B£, cosh 0 + B—E sinh 6) (BE cosh 6 + BLZ sinh 0) > . (8.53b)
k

Bei T' = 0 erhalten wir

L ZsinhQ(HE) L Z (cosh(20;) — 1) . (8.53¢c)
N 2N
k

E
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Driickt man noch den Cosinushyperbolicus durch den hyperbolischen Tangens und durch 73 (nach
Gleichung ([BZ8al) aus, erhélt man

1 1
Ny ) = —— — 1 8.53d
() =g | = (3.534)
k k
11 / 4 1
= —— d% | —-11| . 8.53¢
2(27T)d BZ 1_7% ( )

1) In einer Dimension (d = 1) finden wir, dass
<ﬁb> — o0

gitl, wegen der 1/k-Divergenz im Integranden. Somit ist die geordnete Phase vollkommen instabil
gegen Quantenfluktuationen. Qualitativ haben wir so etwas schon beim Debye—Waller—Faktor
kennengelernt und auch das Mermin—-Wagner—Theorem kann fiir d = 1 auf den 7" = 0 Fall
erweitert werden.

In der Tat zeigt die exakte — sehr komplizierte — Losung des eindimensionalen Problems keinerlei
langreichweitige Ordnung, sondern quasi-langreichweitige Ordnung mit

2) In zwei Dimensionen d = 2 findet man fiir (7, ) den Wert
(ny) ~ 0,196 60 .
Fiir S = 1/2 bedeutet dies
m = 0,30340

was etwa 2% vom exakten, numerisch bestimmten Wert abweicht. Es gibt keine exakte analyti-
sche Losung des Heisenberg—Quantenantiferromagneten in zwei Dimensionen.

3) In drei Dimensionen d = 3 erhilt man
(np) =0,078,

was fiir S = 1/2 zu
m = 0,422

fithrt. Die energetisch tiefliegenden Moden machen nur einen kleinen Teil der Brillouinzone aus.

Bemerkung: Bei endlicher Temperatur tritt ein Faktor coth(gw];) hinzu und die Magnetisierungskor-
rektur divergiert sogar in zwei Dimensionen. In drei Dimensionen bleibt sie jedoch endlich. Auch das
entspricht qualitativ dem, was wir vom Debye—Waller—Faktor her kennen und vom Mermin—Wagner—

Theorem erwarten.

Es ist ein Problem, den Ubergang aus der langreichweitig geordneten Phase heraus zu beschreiben.
Dieses Problem ist nicht leicht 1osbar. Als Ausblick werden im Folgenden zwei Ansdtze erwiahnt.
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8.4.3 Dyson—Maleev—Darstellung
Man kann die Komplexitit der Holstein—Primakoff-Darstellung noch vereinfachen

St =b1(25 — ) ST =b 5% =-S5+, (8.54a)
oder

ST =pf ST = (25 — )b 5% =S+ . (8.54b)

Diese Umformungen erfiillen konjugiert zueinander die Drehimpulsvertauschungsrelationen. Allerdings
sind die Operatoren nicht explizit hermitesch. Sie sind es nur in ihrer Wirkung auf den physikalischen
Unterraum des viel grofleren bosonischen Hilbertraumes.

Der ferromagnetische Hamiltonoperator lautet in der Dyson—Maleev—Darstellung
. X 1 . .
Hp=-J Y {(S — i) (S = 1)) + 5 (bj (28 — ) bj + bE (25 — 1) b>} . (8.55)
<i,j>

Beim Antiferromagneten benutzen wir auf einem Untergitter (B5Zal) und auf dem anderen (E2Z0)
nach der Spindrehung auf einem Untergitter. Es ergibt sich

Hap = —J Z {Sij - % (S;LS;L + S;S;)} (8.56a)
<i,j>
1
=—J Z {(S — ﬁz) (S — ﬁj) + 5 <b;r (25 — ﬁz) b;r + b; (25 — ﬁj) bj)} (8.56b)
<i,j>

Vorteile der Dyson—Maleev—-Darstellung

e Es treten nur lineare und quadratische Terme auf und keine Wurzelterme. Damit hat man im
schlimmsten Fall Zweiteilchenwechselwirkungen zu beriicksichtigen. Es muss keine %-Entwicklung
im Hamiltonoperator durchgefiithrt werden.

e Eine Molekularfeldbehandlung ist leicht moglich.

Nachteile

e Die Operatoren sind nicht explizit hermitesch, daher erhélt man bei der Naherung moéglicherweise
unphysikalische Ergebnisse.

Sowohl die Holstein—Primakoff- als auch die Dyson—-Maleev—Darstellung haben den Nachteil, dass sie
explizit von der symmetriegebrochenen Phase ausgehen. Damit eignen sich beide Darstellungen nicht
oder nur sehr bedingt fiir die Beschreibung der ungeordneten Phase, wie sie oberhalb der Curie—
Temperatur T, bzw. der Néeltemperatur Ty vorliegt. Heuristisch kann man das durch die Einfiihrung
von Lagrange-Multiplikatoren, die m = 0 erzwingen, realisieren. (Takahashi, 1989)

Es gibt aber auch eine bosonische Darstellung, die dieses Problem nicht hat.
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8.4.4 Schwingerbosonen

Wir definieren die Existenz zweier Bosonenarten pro Gitterplatz, beschrieben durch die Operatoren
a' und b'. AnschlieBend formulieren wir die Transformation

1
St =a'b S~ =bla S* = §(aTa —b'D) . (8.57)

Um physikalisch sinnvolle Zustédnde zu erhalten, fordern wir weiterhin die Giiltigkeit der Nebenbedin-
gung (siehe auch Abbildung K3
28 =ala +b'b . (8.58)

Tatséchlich erfiillt (BE7) die Drehimpulsvertauschungsreationen und fithrt auch nicht aus dem phy-

Abbildung 8.5: Veranschaulichung der Schwingerbosonen. Der markierte Teil entspricht 25 = 4 und
beschreibt daher einen S = 2 Unterraum, der genau 5 Zustéinde umfasst.

sikalischen Unterraum heraus. Das heifit, ein physikalischer Zustand wird durch die Anwendung der
Spinoperatoren in bosonischer Darstellung ([B57) wieder auf einen physikalischen Zustand abgebildet.

Die Hamiltonoperatoren Hr und Har enthalten nur quartische Terme; bilineare Terme treten nicht
auf

= —J<%:> { (a a; — b b; > <a}a]~ — b;-bj) + % (a;-fbib;aj + a}bjbzai)} (8.59a)
Har = —J%;{ (afai — ble:) (ala; —blb;) +% (afbialb; + b*a]b*a,)} . (8.59D)

Diese konnen ebenfalls in Molekularfeldndherung behandelt werden. Tatséchlich muss man dabei nicht
die Symmetrie brechen, was einen klaren Vorteil darstellt.

Der Hauptnachteil besteht darin, dass wir pro Gitterplatz in der Molekularfeldndherung zwei un-
abhéngige Anregungen einfiithren, obwohl es in der geordneten Phase pro Gitterplatz nur eine geben
sollte.

Hier wird die Wechselwirkung zwischen zwei Anregungen wieder essentiell, was aber iiber den Rahmen
dieser Vorlesung hinausgeht.

126 G.S. Uhrig



9 Elektron—Phonon—Kopplung und Supraleitung

9.1 Frohlichmodell

Bisher haben wir Elektronen und Phononen getrennt voneinander betrachtet. Dies geschah aufgrund
der Born—Oppenheimer—-Nédherung (s. Abschnitt BZT]) mit dem Entwicklungskoeffizienten

J]m
—<K1.
M<<

Nun wollen wir einen Schritt weitergehen. Dies werden wir der Ubersichtlichkeit halber nicht in voller
Allgemeinheit tun. Also wenden wir uns einem einfachen tight—binding Modell

H=Y e/, (9.1)
J

zu. Der Energieterm ¢; in Abhéngigkeit der Kernpositionen u; hat folgende Gestalt

ei({u}) =eca +¢ Z ujis — uj) + O(Au?) . (9.2)

Der Index GG steht fiir Gleichgewicht. Die Summe iiber § lduft iiber néchste Nachbarn. Das Auftau-
chen von Differenztermen wie w45 — u; ist darin begriindet, dass eine globale Verschiebung keinen
Effekt haben darf, was durch die Differenzenbildung gesichert ist. Die Kernpositionen stellt man mit-
hilfe von Phononenerzeugern und -vernichtern dar

_ igr; | N t

H =Y eccffj+ Hepn = Hoc + Heph - (9.4)
J

Damit ergibt sich

Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung H p}, schreibt sich als

e ph = Z ( ) Z 2qu <eiq(7?j+5) — eiq?j) (bq—{— bT_q») eiikl?j fg,l eikm?j fEQ (95)

2,q

Wie zu erwarten liefert die Summe tiber j die Impulserhaltung, die sich als Kronecker—§ der Wellen-
vektoren zeigt. Damit kénnen wir schreiben

Hepn = Z S 0w ,/2]\;% (e ~1) (vg+0! ;) £L 1, (9.6a)

k17k27q 5

=" My (bp+ 01 ) 1L S (9.6b)
k.q
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mit dem Kopplungsmatrixelement Mg

/

My = \/gﬁ 5 A;qu Z <eiqf —1) (9.6¢)

: Mw Z (cos(gia) — 1) . (9.6d)

Die letzte Zeile gilt auf so genannten hyperkubischen Gittern in d Dimensionen und nutzt die Inver-
sionssymmetrie aus, so dass keine Sinusterme auftauchen.

Der Term (LGH) reprisentiert die Elektron-Phonon-Kopplung in fiihrender Ordnung. Man nennt
den entsprechenden Hamiltonoperator zusammen mit den Elektronen- und Phononenanteilen haufig

Frohlichmodell.

Grafisch konnen die von H, pp représentierten Prozesse wie in Abb. [l dargestellt werden. Man

(a) Absorption (b) Emission

Abbildung 9.1: Diagrammatische Darstellung der Wechselwirkungsprozesse erster Ordnung zwischen
Phononen und Elektronen.

beachte, dass die Impulserhaltung im Kristall immer nur modulo eines reziproken Gittervektors gilt.
Man spricht auch von Kristallimpulserhaltung.

Erweitern wir unsere Uberlegungen um Spinfreiheitsgrade, erhalten wir

H = Z o fg,’a fl%o Elektronen
k.o

Z Mg <b +b ) fE+*o fk,a Kopplung

(9.7)

+ Z wg bJr by Phononen

+ Konstanten

Dieser Hamiltonoperator enthélt keine Terme, die den Spin veréindern. Das liegt daran, dass Gitter-
schwingungen keine solchen Spinflips hervorrufen.

9.2 Mikroskopische Basis der Supraleitung

Nun widmen wir uns der Frage, inwieweit die Phononen eine attraktive Wechselwirkung der Elektronen
vermitteln kénnen. Grafisch wird der Prozess in Abb. dagestellt.
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Abbildung 9.2: Streuprozess zweier Elektronen iiber ein Phonon (links) und die resultierende Elektron—
Elektron-Wechselwirkung (rechts).

Durch einen Basiswechsel - vermittelt durch eine unitére Transformation U - eliminiert man die linaren
Phononenanteile im Hamiltonoperator. Man bedenke, dass

U=e’
genau dann unitér ist, wenn ST = —8 gilt, d.h. S ist antihermitesch

UTU:eSTeS:e_SeS:]l.

9.2.1 Einschrittverfahren nach Frohlich

In diesem Abschnitt wollen wir - wie oben angesprochen - den linearen Elektron—Phononen—Kopplungsterm
eliminieren und effektive Terme zweiter Ordnung systematisch ableiten

HF:esHe_S:H+[S,H]+%[S,[S,H]]+... . (9.8)

Wir wahlen folgenden explizit antihermiteschen Ansatz fiir S

— . T T L AX R T =
§= Z (Akvlfb*qﬂf]@rqjgfk,a Aa,jb—q.f];,ofk_i_qﬁ) . (9.9)
k.q

Den zweiten Term der Summe kénnen wir durch die Transformation k — k — ¢ und anschlieend
q— —q als
* i =
AE-}—(T,—(qu /5+q:of k.o
schreiben. Weiterhin benennen wir den diagonalen Teil des Hamiltonoperators, der jeweils nur von
Elektronen oder Phononen abhéngt, mit Hp

Hp=H,+ th . (910)

Dabei ist

_ t -~ "
He =3 e fi i How = 3 wgbhg . (0.11)
q

Eo
Nun stellen wir an unsere Transformation die Forderung, dass

— Ide-ph = [Sa HD] 5 (912)
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da sich so die linearen Beitrége He pn und [S, Hp)] in ([.8) wegheben. Man rufe sich noch die Kommu-
tatorbeziehungen der fermionischen/bosonischen Operatoren in Erinnerung

[b* bt b} — _pf [b, bt b] —b (9.13a)
s =g 2R (9.13b)
Berechnen wir nun den Kommutator aus (@12)

S, Hp) =) {A/;,q (—w_,;— i T 515) biqf%+§,a Tio

—

wd (9.14)

* T
_AE+@—¢T <wq~ ~ Citq + 8,;) bifﬁ-i—qfa fE,a} .

Um unsere Forderung zu erfiillen, muss also gelten

—Mg=— (w,j+6,g+(f—€l;> AE,(T (9.15a)
und analog
-M*.= (€E+q. —&p — wq) Ftd—a (9.15b)

Ar . o =—""9 9.16
B0 o= e ot 7 (9.16a)
Mz
Ap = 4 : (9.16b)
T WGt g R

Um zu dieser Form zu kommen, haben wir ausgenutzt, dass w; = w_g gilt und haben an einzelnen
Stellen ¢ — —¢ und kE—k+ ¢ substituiert.

Man beachte, dass auf Grund der Antihermizitit von S und der Hermitizitit von HY die Gleichung
([@T20) keine andere Information als ([II5hal) und (@.I6H) nicht mehr als (@160 enthilt. Um im weiteren

Verlauf Schreibarbeit zu sparen, definieren wir

O g = wWogt e 6 (9.17a)
ﬂ];j = Epig T fk T Wi (9.17b)

Bemerkungen

e Die Entwicklung bricht fiir Qo = 0 oder Bﬁcj = 0 gusammen. Dies wird Resonanzbedingung
genannt

iiqg R *Twg -

Man beachte die Inversionssymmetrie wg =w_gund ez =¢_p.

e S ist stark singulér, fiir w > Ae treten jedoch keine Probleme auf.
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Nun widmen wir uns wieder unserem eigentlichen Ziel, der Ableitung der effektiven Wechselwirkung.
Folgende Terme kompensieren sich zur Hélfte

1S, Hep] + 5 15,5, Hpl] = 5[5, Ho] - (918)

. . _He—ph
Betrachten wir nun den verbliebenen Kommutator

1
5 [S, He—ph] =

i d : i
-E:[( fr g = A b ) I T (Madl g M2gbg) L f | 919)

—

k,q
k'.q

o,0’

l

l

Wir haben es mit einem Problem der Art [BF, B'F'] zu tun, wobei B (F') bosonische (fermionische)
Operatoren repriisentieren, die miteinander kommutieren [B, F| = 0. Hier hilft uns die Nebeniiberle-

gung
[BF,B'F'| = [BF,B'| F' + B' [BF,F'| = [B,B'| FF'+ B'B[F,F'| . (9.20)

T T2

Der Term T5 in der letzten Gleichung enthélt einen Term, der bilinear in Bosonenoperatoren und biline-
ar in den Fermionenoperatoren ist. Er beschreibt daher die Wechselwirkung eines Phonons mit einem
Elektron, nicht die zweier Elektronen untereinander. Der Term 7} hingegen ist quadrilinear in den
fermionischen Erzeugern und Vernichtern und beschreibt daher die gewiinschte Elektron—Elektron—
Wechselwirkung.

Der Ausdruck T; erfordert, dass ¢’ = —q ist. Wir berechnen

13"5422 (‘Aﬁa—akﬂﬁ“‘Aﬁu@qﬂ%)f;_adfk/ i Tio (9.21)
RE

Der geklammerte Vorfaktor in der Summe sieht wie folgt aus

M_-? M-|?
—Ap, M- AL Mg=— M + Mg ) (9.22)
Tt R wgtEp_g— e W-gtER —Ep_g

Unter Ausnutzung der Inversionsymmetrie Mgz = M_z und wy = w_z definieren wir das Matrixelement
der Wechselwirkung

| MglPwq
ViR~ A2 -2 (9:23)
q

mit Ae =¢ I Was nicht von k abhéngt. Damit konnen wir die effektive Wechselwirkung als

PR

W= 3" Vg o fh o fl

k+q,0 " k'—q,0’
kR G

oo’

fl;’,a’ fE,U ’ (924)

schreiben.

Nach Cooper beschreibt dieser Term eine Anziehung. Geht man davon aus, dass zwei Teilchen nahe
der Fermikante gestreut werden, ergibt sich nur eine kleine Energiedifferenz (siche auch Abb. B3]).
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Dann ist das entsprechende Matrixelement negativ wegen |Ae| < wg, was eine Anziehung impliziert
(negatives Vorzeichen in (23))). Das bedeutet Paarbildung und letztlich Supraleitung nach Bardeen,
Cooper und Schrieffer (BCS).

Allerdings fithrt W fiir gréfere Energiedifferenzen zu Abstofung. Dies wird in den Rechnungen meist
,von Hand“ abgeschnitten. Es bleibt aber unklar, warum die Anziehung aufler bei sehr kleinen Energien
gewinnen sollte. Aulerdem ist die Entwicklung singulér und daher nicht sehr vertrauenswiirdig, weil
wir die Transformation doch pertubativ begriindet haben.

Wir erwihnen hier nur, dass man die unitédre Transformation kontinuierlich wesentlich kontrollierter
durchfithren kann (Lenz/Wegner 1996 und Uhrig 2001), so dass keine Singularitéten auftreten. Es
resultiert eine rein anziehende Wechselwirkung ohne Singularitét.

t

Abbildung 9.3: Illustration des relevanten BCS—Prozesses. Ein Elektronenpaar bei (/2, —E) mit anti-

parallelem Spin wird nach (/2:” , —K ) gestreut. Relevant sind die Prozesse in der Ndhe der Fermiober-
flache.

Ende
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