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Vorbemerkung

Der erste Teil des Skriptums (Abschnitte 1 bis 14) gibt eine Einfithrung in einige Grundbegriffe der
theoretischen Festkorperphysik. Es vereinigt einige theoretische Aspekte der Vorlesung ”Physik VI”
sowie der einstiindigen Vorlesung ” Theoretische Festkorperphysik I” im Sommer-Semester 2001.

Der zweite Teil (Abschnitt 15 bis 31) bringt dann einige darauf aufbauende weiterfithrende Kapitel,
die Gegenstand der dreistiindigen Vorlesung ” Theoretische Festkorperphysik IT7 im Winter-Semester
2001/2002 war.
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Ubersicht iiber die Themen im Skriptum von Hunklinger und
Enss und in diesem Skriptum
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1 Born-Oppenheimer-Huang-Naherung

Siehe Hunklinger-Enss: 3.4 Kovalente Bindung beim Wasserstoffatom S. 79
Siehe Hunklinger-Enss: 5 Gitterdynamik: Einleitung S. 125

In der Festkorperphysik betrachtet man in der Regel Schwingungsanregungen (Phononen) und
elektronische Anregungen als Elementar-Anregungen, zu denen dann weitere in der Regel kollektive
Anregungen kommen kénnen.

Begriindet wird diese Aufteilung durch die Born-Oppenheimer-Néhrung, die auch adiabatische
Néherung genannt wird. Man fasst zundchst Atomkerne und die inneren Elektronen zu Ionen zusam-
men. (Letztere sicht man als anndhernd starr an. Soweit notwendig werden die Polarisierbarkeit und
die magnetischen Momente der Ionen beriicksichtigt.)

Fiir die starren Ionen und die dusseren Elektronen hat man den Hamilton-Operator

H = H61+Hion+Helfion =T+V (11)
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Helfion = Z%lfion(ri - Rj) (14)

Dabei werden die Ortskoordinaten und die Massen der Ionen mit R und M;, die der d&ufleren Elektronen
mit r und m bezeichnet. Da die Massen der Ionen erheblich gréfler sind als die der Elektronen,
vernachlassigt man zunéchst die kinetische Energie der Ionen. Dann werden die Ortskoordinaten der
Tonen gute Quantenzahlen und man 16st fiir vorgegebene R; das Elektronenproblem
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Die vollstandige Schrodinger-Gleichung lautet dann fiir die Wellenfunktion
U=> o.(.Ri)a(-Ri.;.1j..)
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Wiirden die Terme, die durch die geschwungene Klammer gekennzeichnet sind, fehlen, so bliebe die
Schrédinger-Gleichung fiir die Wellenfunktion ¢,

2 92
Z ;jw %ﬁ? Eo(-Ri.)¢a(-Ri.) = Edu(.Ri..). ()

Dabei ist E, das neue effektive Ionenpotential. In dieser Naherung separiert die Gleichung in eine fiir
die Elektronen (¢),) und eine fiir die Gitterschwingungen (¢, ).
Der mit der Klammer bezeichnete Anteil in (1.6) stellt die Elektron-Phonon-Wechselwirkung dar.
Die zu Grunde liegende Vorstellung ist, dass sich die Elektronen rasch bewegen und damit den
Tonen adiabatisch folgen. Da m/M, = 1/1836 < 1, erfolgt die Bewegung der Elektronen und der
Tonen auf zwei verschiedenen Zeitskalen.
Jedoch seien zwei Probleme dieser Naherung erwahnt:
1) Die 9, sind sehr schwer zu bestimmen, insbesondere wenn die R,; kein reguléres Gitter bilden. Dazu
kommt, dass es fiir spezielle Werte der R; Entartungen gibt.
2) Die Elektron-Phonon-Wechselwirkung tragt meist nur wenig zur Grundzustandsenergie bei. Aber sie
ist trotzdem fiir viele Festkorper-Effekte wichtig. (Peierls-Instabilitat, Supraleitung, el. Leitfahigkeit).



Das gilt vor allem dann, wenn die wesentlichen Elektronen-Anregungsenergien in der Gréflenordnung
der Phononen-Energien sind.

Als Ausgangspunkt hat sich die ndherungsweise Entkopplung von Phonon- und Elektron-Freiheits-
graden sehr bewéhrt.



2 Periodische Gitter: Deckoperationen

Siehe Hunklinger-Enss: 1.3 Struktur der Kristalle S. 8-24

2.a Translationen

Ein periodisches Gitter geht unter Translationen um drei Vektoren a), a(®), a® | die nicht komplanar
sind, in sich tiber. Dadurch entsteht ein Bravaisgitter oder primitives Gitter, das heiffit ein Punktgitter,
dessen Gitterpunkte sich schreiben lassen

R™ = nja) 4 nya® 4 nza® (2.1)

mit ganzen Zahlen n, na, ns. Falls die a(?) so gew#hlt sind, dass simtliche Translationen, die das Gitter
mit sich zur Deckung bringen, durch R darstellbar sind, spricht man von primitiven Gittervektoren.
Diese al¥ spannen eine Elementarzelle auf.

Unter einer Wigner-Seitz-Zelle versteht man alle Punkte, die einem Gitterpunkt am néachsten sind.
Auf diese Weise entsteht eine Einteilung des Raumes in lauter gleiche Gitterzellen. Beispiele siehe
Hunklinger, S. 24, Abb. 1.26 und 1.27, Madelung I, S. 60, Fig. 2.11 und 2.12. Thr Volumen ist das der
Elementarzelle.

Daneben verwendet man auch die (konventionelle) Einheitszelle, ein ganzzahliges Vielfaches der

Elementarzelle. Das Volumen der Einheits- oder Elementarzelle ist
V, = |(a® xa®).a®| (2.2)

Innerhalb einer Einheits- oder Elementarzelle befinden sich » Atome i = 1,...r, deren Orte man durch

Rn,i = (n1 + sl,i)a(l) + (TLQ + Sg,i)a(Q) + (n3 + 5371')8(3) (23)
angibt.
Tabelle einiger kubischer Gitter mit einer Einheitszelle in Form eines Wiirfels der Seitenlange a,
laM| =]a®| = ]a®)| =a, a® . a® =a® .a®) = a® .a) = .
Gitter T S1 So S3 S4 primitive Gittervektoren Volumen der
(s5 S S7 Sg) Elementarzelle
sc 1 (000) al a® al) a’
a 1a® _a® 2D 1a®) o)
bee 2 (000) (£%%) %@ a® o) r a®/2
2
fee 4 (000) (033) (303) (330) | 2, alna afal a’/4
Na  (000)  (033) (303) (330) :
DS e R R 1 R wie fee a’/4
CsCl 2| Cs,Cl (000) (311) wie sc a’
Diamant} CZn  (000)  (043) (30%)  (310) : 3
Sy 8| ds  dib @i din diy wie fec a /4( )
24

Dabei steht sc fiir simple cubic (einfach kubisch), bee fiir body-centered cubic (kubisch raumzentriert),
fee fiir face-centered cubic (kubisch flichenzentriert). Figuren dazu siehe Kittel, Fig. 28 bis 30.

2.b Allgemeine Deckoperationen

Ein Gitter geht im Allgemeinen nicht nur durch Translationen sondern auch durch Drehungen und
/oder Spiegelungen in sich iiber. Im allgemeinen gibt es einen Satz von orthogonalen Transformationen
« und Translationen a, so dass das Gitter unter den Transformationen

r'=ar+a={a,alr (2.5)
in sich iibergeht.

Die Determinante einer orthogonalen Matrix kann entweder +1 oder —1 sein. Wir beginnen mit
det(o) = +1. Dann gehort die Matrix o zur SO(3).



Ein Spezialfall ist die Einheits-Matrix (Identitét): Alle Eigenwerte von « sind +1. Dann stellt (o, a) =
(1,R(™) die Translationen dar.

Da alle Eigenwerte einer orthogonalen Matrix betragsméfig gleich 1 sind, ist ein Eigenwert von « gleich
+1 (Eigenvektor n(® Richtung der Drehachse), die beiden anderen sind e*'¢ mit dem Drehwinkel ¢.
Falls an(®) = 0, dann ist dies eine Drehung, falls aber an(®) # 0, dann muss man das Gitter auch
noch in Richtung der Drehachse verschieben und man spricht von einer Schraubung.

Im zweiten Fall ist det(a) = —1. Wir betrachten zunéchst zwei Spezialfalle:

Falls alle Eigenwerte gleich —1 sind, («,a) = (—1,a), dann stellt die Operation eine Inversion am
Zentrum a/2 dar,r’ =a—r.

Ist dagegen ein Eigenwert —1 mit Eigenvektor n(®) und sind zwei Eigenwerte +1, dann hat man
es bei a || n(®) mit einer Spiegelung an einer Ebene senkrecht zu n(®) durch a/2 und andernfalls
mit einer Gleitspiegelung zu tun. Generell gilt: Falls die Verschiebung a Komponenten in den
Richtungen mit Eigenwerten 41 hat, dann benotigt man zuséatzlich zur Drehung oder Spiegelung
noch eine Verschiebung. Andernfalls kann man Drehachse oder Spiegelebene so wéhlen, dass eine
Verschiebung nicht notwendig ist.

Allgemein hat man fiir det(a) = —1 einen Eigenwerte —1 mit Eigenvektor n(®) und ein Eigenwert-paar
eT®. Dies beschreibt dann eine Drehspiegelung mit Drehachse parallel zu n(® und Spiegelebene
senkrecht darauf.

Wir betrachten noch, welche Drehwinkel ¢ moglich sind (wir tun das hier nur fiir ein Bravais-Gitter,
doch lésst sich der Beweis leicht verallgemeinern): Mit der Notation RL") = Zi Aping mit Ay = aff),
beschreiben wir die Operation oR™ = R(™ in der Matrix-Form aAn = Am oder m = A~ 'aAn.
Diese Gleichung ergibt fiir ein beliebiges ganzzahliges Tripel (n1,n2,n3) ganzzahlige (mq,ma, ms).
Daher muss die Matrix A~ '« A lauter ganzzahlige Eintréige haben. Dann ist aber die Spur

Sp(A~'aA) = Sp(a) = +1 + 2cos ¢ (2.6)

ganzzahlig. Daher bleiben nur die Moglichkeiten

cosp= +1 +1/2 0 -1/2 -1

6- 4- 3- 2-  zahlige Drehachse. (2.7)

2.c Gruppeneigenschaften, Raumgruppe und Punktgruppe

Die zweimalige Anwendung einer Deckoperation stellt wieder eine Deckoperation dar. Auch ist die
Riickgéngigmachung (also das Inverse) einer Deckoperation wieder eine Deckoperation. Diese stellen
also eine Gruppe dar, die Raumgruppe. Man findet fiir die zweimalige Anwendung und das Inverse

{ala}{d/|a’} = {ad/|aa’ + a}, (2.8
{ala}™' = {a7 | —aal. (2.9)

Die Menge der Operationen « bildet selbst eine Gruppe, die Punktgruppe. Je nachdem, ob man
a) das Bravaisgitter oder die Kristallstruktur, b) die Punktgruppe oder die Raumgruppe betrachtet,

unterscheidet man
Bravaisgitter Kristallstruktur

Punktgruppe | 7 Kristallsysteme 32 kristallographische Punktgruppen
Raumgruppe | 14 Bravaisgitter 230 Kristallklassen




3 Reziprokes Gitter und Streuung

3.a Etwas elastische Streuung

Siehe Hunklinger-Enss: 2.2 Einfache Theorie der Streuung S. 33-35

Trifft ein Teilchen (Elektron, Photon, Neutron) auf einen Koérper, so kann unterschiedliches
geschehen: Das Teilchen kann unverdndert hindurchlaufen, es kann streuen, ohne den Korper zu
verdndern (elastische Streuung), es kann den Korper in einen anderen Zustand tiberfithren (inelastis-
che Streuung) einschliellich der Moglichkeit, dass dabei andere Teilchen erzeugt oder herausgeschlagen
werden, und es kann absorbiert werden. Wir betrachten zunéchst nur den einfachsten Fall der elastis-
chen Streuung (tatséchlich nimmt der Koérper dabei zumindest Impuls auf, wobei die dadurch bedingte
Anderung der Schwerpunktsenergie aber vernachlissigbar ist).

Bei Streuung an einem einzelnen Teilchen (Ion oder Elektron) geht von diesem eine Streuwelle aus.
Im einfachsten Fall kann man diese durch die Streuldange f darstellen, die zu einer isotropen Streuung
fihrt. Wird die einlaufende ebene Welle durch eine Amplitude

A = Agellkor—wot) (3.1)

beschrieben, so erhédlt man fiir die Streuwelle, die am Ort 1’ gestreut wird, die Streuamplitude

As — AO f ei(k0~r/+k0\r—r’\—wot) (32)
r—r/|
Unter der Annahme, dass die Streuwelle in einer Entfernung grof§ gegeniiber der Ausdehnung des
Korpers beobachtet wird, vernachléssigt man in Nenner r/, ersetzt dort also |r — r’| &~ r, wihrend man
im Exponenten den von r’ abhéngigen Wegunterschied beriicksichtigen muss, |[r —¢v'| = r —r - r//r.
Man fiihrt noch den Wellenvektor k in Richtung des Beobachtungspunktes r ein, k = kor/r und erhélt
dann fiir die Streuamplitude

ikor ,
A= AofeTel((ko—k“ —uwot). (3.3)

Die Streuamplitude hangt also wesentlich vom Streuvektor K = k — kg ab.

Die Streuung erfolgt im Korper an vielen Streuern und auch diese sind nicht unbedingt punktformig.
Man muss daher die Dichte p(r) der Streuer beriicksichtigen. Unter Einfithrung dieser Dichte erhalt
man die Amplitude in der Form

ei(ko’!‘—wgt)
A= Ap————A (3-4)
mit der Streuamplitude
A= f/dgrp(r)e*iK'r. (3.5)

Bei Anwesenheit verschiedener Streuer ist fp(r) durch }°. fipi(r) zu ersetzen.
Der Streuquerschnitt ergibt sich dann zu

do = |Ag|?r2dQ/| Ao|? = |A2dQ = f? / Brd®r’ p(r)p(r’)e K g0, (3.6)
Nehmen wir zunéchst an, p sei konstant. Dann finden wir flir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
d_U _ f2p2 /dBT,e—iKm / d3T/eiK.r/ (3.7)
dQ
Im Wesentlichen folgt fiir einen makroskopischen Korper hieraus ein 6(K). Wir kénnen das folgender-

maflen sehen: Nehmen wir an, der Korper sei ein Quader. In x-Richtung sei er von 0 bis a ausgedehnt.
Die x-Integrationen liefern dann

a . a . , 4 si 2/K;a
/0 dxeﬂK”/ da’e=" = —smK(2 2—)- (3.8)
0 T




Diese Funktion ist bereits von der Beugung am Schlitz bekannt. Sie hat ein ausgeprigtes Maximum
bei K, = 0, eine erste Nullstelle bei K, = 7/a, was fiir eine makroskopische Ausdehnung a sehr klein
ist und fillt unter Oszillationen fiir groBeres K, wie 1/K?2 ab. Fiir makroskopische Ausdehnung a kann
man sie durch eine §-Funktion ersetzen. Den Vorfaktor findet man durch Integration

S 4 si 2(Kya S : 2k’
/ de% ~ 2a / ah ™" = 2ra. (3.9)
—00 x —00

Entsprechend werden die Integrationen in den beiden anderen Raumrichtungen durch gefiihrt, so dass
man fiir konstantes p schliellich

- = [P (2n)’Ved*(K) (3.10)

mit dem Volumen Vp des Korpers erhélt. Dies ist eine Streuung in Vorwéartsrichtung (Schatten und
Beugung). Sie tragt aber auch dazu bei, dass die Welle nach vorne oder riickwérts phasenverschoben
wird, was zu einer Brechzahl verschieden von 1 fithrt. Fiir einen Korper anderer (aber hinreichend
kompakter) Form gilt (3.10) ebenfalls. Je gréfier der Korper desto kleiner ist der Bereich, in der die
Fourier-Transformierte wesentlich von 0 verschieden ist. Ansonsten verwendet man, dass das Integral
iiber K eine d-Funktion in r — r’ ergibt,

/dBK/ dsr/ dBT/eiK(rfr') :/ d37’/ dSTI/dBKeiK.(rfr’)
14 14 14 14
:/ d%/ a3’ (2n)383 (r — ') = (27)3 V. (3.11)
14 14

Interessanter sind die Beitrége, die dadurch entstehen, dass p(r) von seinem Mittelwert abweicht.
Ersetzen wir r durch r + r’, dann bleibt

do

0 — V(2 (2m) 0 (K) + / 0rg(r)e ) (3.12)

mit der Korrelationsfunktion
g(r) = {p(x)p(x" + 1)) — (p)*, (3.13)
wobei (...) die Raummittelung {iber r’ anzeigt. In einer amorphen Substanz oder einer Fliissigkeit hangt
g nur vom Abstand (nicht von der Richtung) r ab. Der Streuquerschnitt ergibt die (dreidimensionale)
Fouriertransformierte von g(r).
Man beachte, dass wir hier nur die Einfach-Streuung betrachtet haben. Der Probekorper muss also
so diinn sein, dass Mehrfach-Streuung vernachlassigbar ist.

3.b Gitter und reziprokes Gitter

Siehe Hunklinger-Enss: 2.3 Fourier-Entwicklung von Punktgittern S. 36-42
In einem idealen Kristall beriicksichtigt man die langreichweitige Ordnung, die sich darin ausdriickt,
dass p gitterperiodisch ist

plr + Ry) = plr). (3.14)
Entwickelt man p in eine Fourier-Reihe
p(r) = pae'ST, (3.15)
G
dann ist . .
p(r+R,) = Z pgelCRnglGT (3.16)
G

Aus der Gitterperiodizitiit folgt also, dass !B~ fiir alle R, gleich 1 sein muss. Das ist genau dann
erfiillt, wenn es fiir die Basisvektoren a gilt. Man muss daher

a;- G =2mm; (3.17)



mit ganzzahligen m; fordern. Fiir allgemeines R, gilt dann ¢'¢R» = 2D mimi _ .

Die Vektoren G, die (3.17) erfiillen, heiflen reziproke Gittervektoren. Wir bezeichnen sie mit
G, wobei m aus den drei Indices my, ma, mg besteht. (Im Skriptum Hunklinger/Enss mit h, k!
bezeichnet) Die Losung der Gleichung

a; - G,, = 2mm; (3.18)
kann zunéchst in der Form X
Gm =) m;b;, a;-b; =216, (3.19)
j=1
geschrieben werden. Die letztere Gleichung hat die Losung
b, = ?/—;T(ag x az), by = ‘2/—7;(513 x ay), bz= ?/—;T(al X ag). (3.20)

Dabei ist V7 = (a; x ag) -ag das Volumen der Elementarzelle, das mit dem Volumen der Elementarzelle
des reziproken Gitters iiber (by x bg) - by = (27)3/V7 verkniipft ist.

Man sieht aus der Darstellung (3.19), dass die reziproken Gittervektoren selbst ein Gitter bilden
mit den Basisvektoren b, das reziproke Gitter.

3.c Streuung am Gitter

Siehe Hunklinger-Enss: 2.4 Streuung an Kristallen S. 43-46
Wir betrachten zunéchst die Entwicklungskoeffizienten p,, in der Entwicklung

p(r) = pmelmT, (3.21)

wobei wir jetzt p,, statt pg,, schreiben. Wir erhalten diese Koeffizienten durch Integration iiber die
Elementarzelle, in dem wir iiber das von den Basisvektoren a aufgespannte Parallelepiped integrieren,

1 ~iG
m = — e U Tp(r). 3.22
o= [, e ot (3.22)

Man fiihrt hier die Fourier-Entwicklung beziiglich der drei Richtungen der a durch analog zur eindi-
mensionalen Fourier-Entwicklung. Man beachte, dass

/ e—iGmT _ { V, firG=0 (3.23)
v, 0 sonst.

(Man findet das leicht, indem manr =}, s;a® 0<s; <1 parametrisiert.) Nachdem aber ¢'GRBn = 1,
muss die Integration nicht unbedingt iiber das Parallelepiped erfolgen. Vielmehr kénnen Volumen-
Bereiche auch um Gittervektoren verschoben beriicksichtigt werden. Zum Beispiel kann man auch
iber die Wigner-Seitz-Zelle integrieren, die im vorhergehenden Abschnitt eingefiithrt wurde.

Fiir mehrere Arten von Streuern erhélt man dann den differentiellen Streuquerschnitt

do .
o= A2 = (27)*Vp Zm: 1> £ipiim|*6*(Gm — K). (3.24)

%

Es entstehen also diskrete Streupeaks an den reziproken Gittervektoren, die iiber die Fourier-Trans-
formierten von p Auskunft geben. Insbesondere findet man die reziproken Gittervektoren, die die
Berechnung der a erlauben. Damit erhdlt man Aufschluss iiber die Gitterstruktur.



4 Phononen in harmonischer Naherung

Siehe Hunklinger-Enss: 5.2 Bewegungsgleichung der Gitteratome S. 128-131
Siehe Hunklinger-Enss: 5.3 Gitterschwingungen S. 131-141

4.a Bewegungsgleichungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Phononen. Wir tun
das, da sehr vieles davon flir den quantenmechanischen Fall iibernommen werden kann. Das liegt daran,
dass die Bewegungsgleichungen fiir die klassischen Auslenkungen 1 und die quantenmechanischen
Operatoren der Auslenkungen die gleichen sind.

Die Ionen befinden sich an den Orten R, ; + n,,;. Dabei nummeriert n = (n1,n2,n3) die Einheits-
zellen und ¢ nummeriert das Ion innerhalb dieser Zelle, ¢ = 1,...r. Die kinetische Energie lasst sich
dann

T = Z i (4.1)

nio

schreiben. Dabei nummeriert o die kartesischen Komponenten. Die potentielle Energie schreiben wir
in harmonischer Naherung

1 mi
V=353 Vil niatimis + O(°). (4.2)

Dabei sind die Matrix-Elemente V- die zweiten Ableitungen des Potentlals nach den Auslenkungen.
Die harmonische Naherung besteht darm dass wir die Terme der Ordnung 7® vernachlissigen. Daraus
ergeben sich die Bewegungsgleichungen

mjp

4.b Symmetrien

Wir betrachten nun die Symmetrien der V. Die Matrix V ist reell. Sie ist auch symmetrisch. Nur in
dieser symmetrischen Form ist die Bewegungsgleichung (4.3) richtig. Andernfalls miisste Vn’?iﬁ durch

(V:: iﬁ + VJ;;%) ersetzt werden, was dann der Symmetrisierung entspricht,

Vil =y, (4.4)

nia mj3

Bei Verschiebung des Festkorpers um einen konstanten Vektor 67, 7mig — Nmig + 6ng éndert sich die

Kraft nicht,
Z Vol = (4.5)

Bei Rotation des Gitters um einen konstanten Winkel tritt keine riicktreibende Kraft auf. Die in-
finitesimale Rotation stellen wir durch die orthogonale Matrix 1 4+ §¢ dar. Aus der Orthogonalitat
folgt (1 + d¢)(1 + d¢*) = 1 in linearer Ordnung in §¢. Dabei zeigt der Index ' das Transponierte an.
Es muss also

5+ 60" =0 (4.6)

gelten. d¢ ist also eine antisymmetrische Matrix. Die drei unabhingigen Komponenten d¢1s, d¢o3 und
d¢31 sind die drei infinitesimalen Drehwinkel um z-, - und y-Achse. Die durch die Rotation aus der
Ruhelage entstehende Auslenkung ist gegeben durch

R+ n= (1 + 5¢))Ra Mnia = Z 5¢aﬁRniﬁ- (47)
Daraus folgt dann
Z Viid%65, Ringy = 0, (4.8)
mjBy
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woraus dann fiir gegebenes G+
Z Vi Rinjy = Z Vyia R (4.9)

folgt. Unter Verwendung von (4.5) konnen wir das auch

Vrgiﬁ mjy nw V,:Zfﬂ mjﬁ*Rm’ﬁ) (4-10)

schreiben. Schliefllich gilt fiir ein periodisches Gitter noch
yas _ ymtliB _ Vjﬁ( —n). (4.11)

nio n+l,ia

4.c Losung der Bewegungsgleichungen

Die allgemeine Losung (siehe Mechanik-Vorlesung) ist durch die Uberlagerung von zeitlich periodischen

partikularen Losungen der Form
1

Tnia (t) = \/—ﬁ

gegeben. Die Amplitude der Auslenkungen sind die u/v M. Der Faktor 1/v/M wurde eingefiihrt,
damit wir anschliefend eine symmetrische Matrix zu diagonalisieren haben. Wir erhalten dann durch
Einsetzen und Ausfaktorisieren von e~ “* die Eigenwertgleichung

Unige @t (4.12)

mjip
2 mjp miB _ Vi
Wtinio = Y On Ui, O = #MJ (4.13)

mjp
Da die Matrix ® symmetrisch ist, wissen wir, dass die 3rN Eigenwerte w? reell sind. Ist w? positiv, so
handelt es sich tatsichlich um Oszillatoren. Ist w? = 0, so ist e ~'“* durch ¢ — to zu ersetzen; dies findet
man fiir die Translationen und (fiir kleine Winkel) fiir die Rotationen. Ist schlieBlich w? < 0, dann ist
iw reell und man hat eine exponentiell anwachsende und eine exponentiell verschwindende Losung; der
Festkorper ist instabil. Die harmonische Naherung gilt nur fiir kleine Auslenkungen. Ist w? negativ,
dann wird der Festkorper in eine andere stabile Lage {ibergehen oder er verliert seine Festigkeit.
Die Matrix ® hat die Grofie 3r N x 3rN. IThre Diagonalisierung wird aber flir ein periodisches Gitter
sehr vereinfacht. Hier setzt man
Unia = cm(q)eiqR" (4.14)

an. Die Amplitude der Auslenkung hingt also nur von dem Gitterplatz ¢ innerhalb einer Gitterzelle
ab und ist dann noch mit der Phase ¢!®®» multipliziert; es handelt sich um eine ebene Welle mit dem
Wellenvektor q. Man beachte, dass q nur bis auf reziproke Gittervektoren definiert ist.

Man findet mit diesem Ansatz die Eigenwertgleichungen

wiein(q) = Z e AR =R I8 (1) _ peis(q) (4.15)
mjB3

oder mit der dynamischen Matrix

fo(q) _ Z q)mjﬁ iq-(Rm—Rpn) _

. \/— 2

VJB 1(1'Rm (416)

in der Form 4
wein(a) =Y DI (a)ejs(a). (4.17)
JB
Die Matrizen D haben die Grofie 3r x 3r und fithren auf 3r Phononenéste w = wy(q) mit Amplituden
Cia = c2,(q). Die speziellen Losungen haben dann die Form

) Y
n,:(q,t) = \/ﬁclx_\(q)ez(an w(@)t) (4.18)
K3
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Wir betrachten noch einige Symmetrien:
a) Es gilt ' '
wr(@) =wr(a+G), da D(a) = D(a+G) (4.19)

flir alle reziproken Gittervektoren G.
b) Weiter gilt ' _

wi(~a) = wx(@) und ¢;(~q) = cf(q), da D}(~a) = D" (a) (4.20)
¢) Weiter ist D hermitesch,

Dll(a) =Y @l (m)e R = 3 i3 (—m)eltRr = 3 @53 (m)e” 4R = Dig*(q) = Di3(~q)

(4.21)

4.d Periodische Randbedingungen

Genau genommen ist diese Behandlung nur zuléssig fiir einen Koérper mit periodischen Randbedingun-
gen. Fiir grofie Kérper wird das Volumen-Verhalten (bulk) hierdurch korrekt beschrieben. Dagegen
sind Oberflachenwellen hier vernachlassigt. Bei periodischen Randbedingungen etwa von der Form

77(”1 ,n2,ng)ie — 77(7’11 +Ni,n2+Na,n3+N3)ias (422)

besteht das Periodizitatsvolumen Vp aus N = NNy N3 Elementar- oder Einheitszellen. Dementspre-
chend gibt es dann IV verschiedene g-Werte. Sie miissen den Bedingungen

Niq-a® = 27y (4.23)
mit ganzen v; geniligen. Die Losung findet man am einfachsten, indem man q nach reziproken Gitter-

vektoren entwickelt 4
q=)Y a;b? (4.24)
J

Dann folgt mit (3.19)
N;q-a'¥ = 2rN;o; = 210y, o = % (4.25)
i

Benachbarte q-Vektoren sind daher um die Vektoren b(") /Ny, b®) /Ny, b®) /N3 entfernt. Thre Dichte

um g-Raum betragt daher

N1N2N3 NV, W 96
(B0 % b@) bO] ~ 2m)7 ~ ) (426)

weshalb man fiir makroskopische Systeme die Summe {iber q ersetzt durch das Integral

VLPZH (2;)3/d3q... (4.27)
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5 Kontinuumstheorie

Siehe Hunklinger-Enss: 5.1 Schallausbreitung S. 125-128

5.a Mikroskopische Kontinuumstheorie

Wir beschrianken uns auf ein Bravais-Gitter. Sonst ist noch die Verschiebung der Untergitter ge-
geneinander zu beriicksichtigen, was zu umfangreicheren Rechnungen fithrt. Wir beginnen mit der
Bewegungsgleichung

Mnnoz = - Z Vmﬁnmﬁ (51)
mp

Wir nehmen nun an, die Auslenkung 7 sei eine langsam veranderliche Funktion des Ortes und entwick-
eln n,, in eine Taylor-Reihe um R,,.

877 0%n
NImp = nﬁ(Rn) + g (Rm - R B 3 E Ry, — Ry)s oz 8[;5 + .. (52)
o Y

Es folgt dann die Bewegungsgleichung

an 1
L 8 BB A
Mij, = _2 :Vm ng — E (R, — R ) v oz, 3 Z (Rm_Rn)’Y(Rm_Rn)évrg 91,0 -

m,3,y m,3,7,0

(5.3)
Wir betrachten nun die verschiedenen Terme in der Entwicklung: Der erste Term verschwindet, da

>, V8 = 0 wegen der Translationsinvarianz (4.5).

Wir gehen davon aus, dass im Inneren die Summe
= Z Vﬁlxﬁ (Rm'y - Rn'y) (5.4)

vom Gitterpunkt n unabhéngig ist, und dass die Beitrdge am Rand nur von der Groflenordnung aV’
sind, so dass etwaige Abweichungen am Rand in der folgenden Mittelung vernachléassigbar sind. Dann
konnen wir I' ersetzen durch

Z Vil (R = Rouy) = - Z Ry Z yms Jif S Ry SV, (5.5)

Da die jeweils innere Summe verschwindet, verschwindet I' und damit der Entwicklungskoeffizient vor
der Ableitung %CZ.
Ahnlich behandeln wir auch die Entwicklungskoeflizienten der zweiten Ableitungen. Wir definieren

A 1
2006@’75 = _VZ Z(Rm - Rn)'y(Rm - Rn)aVn’Zﬁ (5.6)

Auch hier gehen wir davon aus, dass die Grossen innerhalb des Gitters unabhéangig von n sind. Dann
haben wir

2Capys = — 3 (Bm— Rn)y(Rm — Rn)sVi2’
1
- _VP Z Ry Rins Z VﬂTxﬁ + Cas,8y + Cay,85 — 713 Z By Bns Z V”:Z‘ﬁ (5.7)

mit

Cas By = Z Rm'yRmSVJZﬁ- (5.8)
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Die Koeflizienten C heiflen Elastizitdts-Moduln. Die in (5.7) angegebenen expliziten Summen ver-
schwinden, da die innere Summe wegen (4.5) verschwindet. Es bleibt also

2Cap.16 = Cas,py + Can 5 (5.9)
und die Bewegungsgleichung
. A 0%
Pl = E Caﬁ,'yé . (5.10)
375 8178935

Symmetrien: Vertauschen wir in der Definition von C die Indices nad mit mB7y, so dndert sich C
nicht. C ist daher invariant gegeniiber Vertauschung des vorderen mit dem hinteren Index-Paar,

Cos.py = Cpy.as: (5.11)

Aus der Rotationsinvarianz (4.9) folgt, dass man die vorderen beiden Indices @ und ¢ miteinander
vertauschen kann, wie auch die hinteren beiden § und -,

Cas.8v = Csa,py = Csa,yp- (5.12)
Aus diesen Gleichungen leitet man auch leicht her, dass die gleichen Symmetrien auch fiir die C gelten,
éaé,ﬁ’v = ééa,ﬁ'y = é&x,’yﬁ = éﬁ’y,aé- (5.13)

Wir bemerken, dass sich mit Hilfe der Symmetrie-Relationen die C' durch die C ausdriicken lassen
Cas,8y = Copryo + Car,ps — Cas pr- (5.14)

Da C invariant ist gegen Vertauschung der beiden hinteren Indices konnen wir die Bewegungsgleichung
auch in der Form

.. 0 1 (Ong Oy
— i C S AT 5.15
Pl 26: axé %y: a61ﬁ72 (ax’y + ax[j ( )
schreiben. Man bezeichnet die Grosse
L (ong Oy
=— |+ 5.16
=3 (aasV ey (5.16)
als den Verzerrungstensor. Er ist offensichtlich symmetrisch
€8y = €43. (5.17)
Die Grofle
0as = ) Casprepy (5.18)
By

bezeichnet man als Spannungstensor. Er ist ebenfalls symmetrisch auf Grund der Symmetrie von C,
(5.12)

Oas = Osa- (5.19)
Daher kann die Bewegungsgleichung auch
. 045
Piio =Y o (5.20)
s

geschrieben werden. Auf Grund der Symmetrien ist es iiblich, die Indices der 6 unabhingigen Kompo-
nenten des Verzerrungstensors € und des Spannungstensors o in folgender Weise zusammen zu fassen:

11 22 33 23 13 12

1 2 3 4 5 6 (5:21)

Cij, 1,7 = 1..6 ist dann symmetrisch und hat im Allgemeinen 21 unabhéngige Komponenten. Durch
Kristallsymmetrie reduziert sich deren Anzahl aber héaufig.
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5.b Verzerrungs- und Spannungstensor
5.b.a  Verzerrungstensor

Wir haben oben den Verzerrung@— und den Spannungstensor definiert. Der Verzerrungstensor ist
verkniipft mit den Ableitungen #. Im allgemeinen hat man neun derartige Komponenten. Man
ol

zerlegt sie liblicherweise in den symmetrischen und den antisymmetrischen Anteil
g
. €3y T Wy, €8y = €48, Wy = —Wnp (5.22)
Ly
Der symmetrische Anteil beschreibt (in linearer Ordnung) die Verzerrung. Hierzu bilden wir zunéchst
die Verdnderung des Orte des Gitters in Abhéngigkeit von ihrer Ruhelage

e

d(R+1n)q =dxq + Jrg

dzgs. (5.23)

Hieraus ergibt sich fiir das Quadrat eines infinitesimalen Abstands dl

(d)? = d(R+n)-d(R+n) = (dza)2+2%dxadzg+a—n-a—ndxadzg = (0ap + 2€48) dzodzs (5.24)
0x3 Oz Oz
it 1/0 0 0 0
Mo Y n n
ap = (e 2B S0 2T 2
caf =3 <8$3 + 0xq * 0xq 6305) (5:25)

In linearer Ordnung stimmt € mit dem oben definierten iiberein. Man kann e diagonalisieren. Der
Korper ist in Richtung der Eigenvektoren um den Faktor 1 + € verlangert, wenn ¥ die Eigenwerte
sind. (Dies gilt in linearer Ndherung in %. Exakt gilt es, wenn man e durch

(AD)? = (1 + €)*)apdradrs (5.26)

definiert. Das Volumen vergréBert sich dann um den Faktor [[;(1+€®), was in linearer Niherung mit
1+3,e® =1+ Spur (e) iibereinstimmt.
on

Der antisymmetrische Anteil von 5 beschreibt eine Drehung. Wir hatten ja schon infinitesimale

Rotationen eingefiihrt, die auf Auslenkungen

)
Mo = Pogzs, d.h. a& = Do (5.27)
g

mit antisymmetrischem & fiihrten.

5.b.f Spannungstensor

In Gleichung (5.20) haben wir die Kraftdichte als Divergenz des Spannungstensors o ausgedriickt

.. aaa&
pit = o = 3 2 (5.25)
§

Die Kraft, die auf ein Volumen V wirkt, kann daher mittels des Gaussschen Satzes in ein Oberflichen-

integral umgewandelt werden
Ka:/ %y 9003 :/ Af50as. (5.29)
v Oxs ov

Das Drehmoment, das auf das Volumen wirkt, kann nun wahlweise durch die im Volumen wirkende
Kraftdichte oder die Oberflachenkraft ausgedriickt werden. Dabei schreiben wir das Drehmoment als
antisymmetrischen Tensor

MY; = /Vdgr(xak:g—xgk:a), (5.30)

M};ﬁ = /m/ dfs(xaops — ¥30as)- (5.31)
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Formen wir den zweiten Ausdruck in ein Volumen-Integral um, so erhalten wir

0
M};ﬁ = / dfs(za0ss — x300s) = / d3r—8 (xa0Bs — T30as)
v \% s
ox ox
_ \% o B R YaY
= s | (a—m% - a—“) =+ [ (o0 =000 (5:32)

Da die Ausdriicke fiir das Volumen- und das Flachenintegral {ibereinstimmen miissen, muss 034 — 0o
verschwinden, das heifit ¢ muss ein symmetrischer Tensor sein. Die Oberflaichenkraftdichte odf gibt
die Kraft an, die von auflen auf das Volumen wirkt. Umgekehrt {ibt das Volumen auf seine Umgebung
die Kraftdichte —odf aus. Befindet sich der Korper in einem isotropen Druck p, so ist o diagonal
0ap = —pdap und die Oberflachenkraft ergibt sich zu —pdf. Sie steht also senkrecht auf der Oberflache.
Im allgemeinen ist aber ¢ nicht proportional zur Einheits-Matrix. Dann treten auch Scherkrafte, das
heifit Kréfte parallel zur Oberflache auf.

5.c Akustische Aste

Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus (5.10) mit dem Ansatz einer ebenen Welle
n = ue!(@r—«t) (5.33)

wobei u die Richtung der Auslenkung angibt. Damit erhélt man das Eigenwertproblem

pwiug = Z C’ag,wgq,nguﬁ (5.34)
Bvé
mit der Eigenwertgleichung
de > Caprotys — pwdap | =0. (5.35)
v¥é

In diesen Gleichungen kann man auch C durch C ausdriicken und wegen der Symmetrie in v und §
letztendlich CA'agms durch Cys g, ersetzen. Man erkennt aus (5.35), dass sich die Eigenfrequenzen in
der Form

wr(q) =qea(@), G=a/q (5.36)

schreiben lassen. Die Frequenzen sind also proportional ¢, der Proportionalitatsfaktor ¢ ist die Schall-
geschwindigkeit. Sie ist im Allgemeinen richtungsabhéngig.

5.c.a Spezialfall: Kubischer Kristall

Fiir den kubischen Kristall setzen wir voraus, dass er durch orthogonale Transformationen, die die x-,
y-, und z-Achse ineinander iiberfiihren, in sich iibergeht. Dann ist

Ci1 = Cop = (33, Cig =0C13=Ca3, Cy4 = Cs5 = Cegg. (5.37)

Hier waren die vier Indices «, 3,7, § von C' jeweils paarweise gleich. Vorzeichenfaktoren bei den orthog-
onalen Transformationen traten daher jeweils paarweise auf. Sind von den vier Indices drei gleich und
der vierte verschieden, so fithrt eine Drehung um eine dieser beiden Achsen um 180° diese Komponente
von C in ihr Negatives tber (z.B. z,z,x,y — x,z,z,—y bei Drehung um x-Achse); daher ist diese
Komponente gleich 0. Sind von den vier Indices zwei gleich und die beiden anderen jeweils verschieden,
so fiihrt eine Drehung um 90° um die Achse, die zweifach vorkommt, C' in sein Negatives iiber (z.B.
x, Ty, 7 — x,T, 2, —y); daher verschwindet diese Komponente auch.
Mit den Abkiirzungen

A=Cy1 —Cu,B=C1a+Cu, E = pw? — Cpug? (5.38)
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und

Z Ci51~07¢5 = C11di + Cua(@3 +¢3) = Ag} + Caad?, (5.39)
~¥é
Z Ci52v07v95 = (Ci2+Cus)q1q2 = Baige (5.40)
~¥é

folgt dann die Eigenwertgleichung
A¢t —E  Bgqigz  Baqigs
Bqigz  Ag3 —E  Bgags | =0. (5.41)
Bqigs Bqags Aqg —F

Diese Gleichung dritten Grades in F, das die Eigenfrequenz w enthéalt, vereinfacht sich fiir die Symme-
trie-Richtungen

a=g¢-(1,0,0) | pwi=Cug? (5.42)
t pwis = Cug® (5.43)
q s 1 1 ,
=—-(1,1,0) 1 =(=C =C C 5.44
q NG (1,1,0) pwi (2 11-1-2 12+ Cua)q (5.44)
1 1
topwi = (500 = 5Ci)g? (5.45)
t pwi = Cug® (5.46)
— L) 1 op?= e+ 2on + o) (5.47)
q—\/g ) P1—311 312 344(1 .
1 1 1
t ng,3 = (5011 - §C12 + 5044)(12 (5.48)

Man sieht hier explizit, dass die Schallgeschwindigkeiten richtungsabhéngig sind. Im Allgemeinen sind
alle drei Schallgeschwindigkeiten wie hier im Fall der (1,1,0)-Richtung voneinder verschieden. Man
vergleiche mit Abb. 5.13 auf Seite 149 im Skriptum Hunklinger /Enss.

Im isotropen Fall reduzieren sich die drei Elastizitats-Konstanten auf zwei. Der Tensor vierter Stufe
C muss dann gegeniiber beliebigen Rotationen invariant sein. Er reduziert sich dann auf die Form

Casys = 008045C12 + (0ary08s + 9008~ )Caa, (5.49)
woraus
Ci1 =Ci2+2Cu (5.50)
folgt. In diesem Fall erhélt man unabhéngig von der Richtung die Frequenzen
I pwi=Cng (5.51)
t pwis = Cug®. (5.52)

5.d Erganzungen
5.d.a Lagrange-Formulierung

Im Rahmen einer phanomenologischen Kontinuumstheorie geht man davon aus, dass man kinetische
und potentielle Energie durch die Auslenkungen 7 als Funktion des Ortes und der Zeit ausdriicken
kann. Die kinetische Energie ldsst sich dann schreiben als

T = g/d3rh2(r,t). (5.53)
Die potentielle Energie driickt man durch den Verzerrungstensor aus
1
V= 3 /dgrcagﬁaalge’y(s. (5.54)
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Die Bewegungsgleichungen erhélt man am einfachsten aus der Lagrange-Funktion
L=T-YV, (5.55)

wobei sich die Lagrange-Funktion als Integral tiber die Lagrange-Dichte schreiben lasst.

n
£ o= [@nagh (5.56)
Px—.o 1
L = 5 E T’i*i ﬁg éca[j75€aﬁefyg. (557)
(0% Py

Die Bewegungsgleichung erhilt man durch Variation der Wirkung

S = /dtﬁ (5.58)
beziiglich 7,
oL 0L _0On
_ 3 L :/ 3 .a (6% .
58 / dtd rzaja dtd3r B 5 + 23: —5222 5—(9% (5.59)
0 0L 0 0L
- 3
= Randterme — /dtd Tza:(sna E% +%:Tﬁ@ ) (5.60)

woraus dann die generelle Form der Bewegungsgleichung

0 0L 0 0L
§%+%:Tﬁa%%0 (561)

folgt. Die Auswertung dieser Gleichung fithrt wieder auf die Bewegungsgleichung (5.10).

5.d.6 Kristall unter Auflerer Spannung

Wir hatten frither argumentiert, dass das Potential keine Beitrage linear in n hat, da sonst bereits
unausgelenkt Kréfte auftreten wiirden. Steht allerdings ein Kristall unter einer dufleren Spannung,
dann gibt es lineare Beitrage des Potentials, die durch die &uleren Krifte kompensiert werden

. 1
VKrlstall _ Z Knanna + 5 Z Vn’fgﬁnnanmﬁ_ (562)

Hinzu kommen dann die dufleren Kréfte, die durch das Potential

VA = =3 " Koallna (5.63)

beschrieben werden.
Steht der Kristall unter homogener Spannung, dann bilden wir das Integral iiber die auf den Kristall
wirkende Kraftdichte multipliziert mit den Ortskoordinaten

0 0 0
/d37“kaacg = /dgrmg 8039(;6 = /d%% —/d?’raixfaa(s = —/d3raag = —Vpoas. (5.64)

s

Hierbei haben wir verwendet, dass die Spannung im Kristall natiirlich nur im Kristallvolumen besteht.
Ersetzen wir das Integral iiber die Kraftdichte durch die Summe iiber die Kréfte, so folgt

Z KnaRnﬁ = *VPo—aﬁ~ (565)
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Als néchstes betrachten wir die Rotationsinvarianz. Sie trifft auf das Kristallpotential, aber in der
Regel nicht auf das Potential der &ueren Kraft zu. Wir erhalten daher unter der Rotation (4.7)

SVEIM =N " Ka®ap(Rap + 1ng) + Y Vi na® sy Ry + O(0°) (5.66)
Dieses §V muss identisch verschwinden. Daher folgt fiir den von 1 unabhéngigen Beitrag
> KpaRns =Y KngRna, (5.67)

also die Symmetrie des Spannungstensors. Der mit ®3.,7,, multiplizierte Beitrag aus (5.66) muss mit
dem mit ®,37,, multiplizierten {ibereinstimmen. Daraus folgt

Sor g + > Vi Ry = S0 K + > Vi Ry, (5.68)

Multiplizieren wir mit R,s, summieren iiber n und setzen wir die Definitionen von C und o ein, so
finden wir

75QVJQ5 + Cm;ygy = 75ag0w5 + Ca(sﬁg. (5.69)
Daraus folgt, dass die Grosse
Sm;ﬁV = Ca§’ﬁ7 + 5ag(775 = CaMg + 5M055 (5.70)
die Symmetrien
Sas.py = Sasyp = Ssa,py = Spy.a (5.71)

hat. Fiir die GroBen C folgt dann

1
Caﬁ,'y& = Saﬁ,'yé - 5aﬁo—’y5a Saﬁ,'yé = 5(5016,67 + Sa'y,ﬁ5)7 (572)

wobei auch S wieder die Symmetrien

gazi,ﬁv = gazi,'yﬁ = Sﬁa,ﬁy = Sﬁ’y,a6~ (573)
folgen. Fiir einen isotropen Druck o,3 = —pdag folgen die Symmetrien (5.13) auch fiir die
Coprs = Saprs + Poapdys. (5.74)
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6 Quantisierung der Gitterschwingungen: Phononen

Siehe Hunklinger-Enss: 5.4 Experimentelle Bestimmung von Dispersionskurven S. 141-155

6.a Diagonalisierung und Normalkoordinaten

In diesem Abschnitt behandeln wir die Phononen quantenmechanisch unter Verwendung dessen, was
wir bereits bei der klassischen Behandlung in Abschnitt 4 hergeleitet haben. Wir schreiben dazu den
Hamilton-Operator in einer etwas kompakten Schreibweise mittels Matrizen

H= % (\/LM)T (\/LM) + % (\/Mn)T o (Vary). (6.1)

Dabei sind p und n Spaltenvektoren, M ist diagonal. Die Diagonalisierung von ® geschieht mittels
einer unitdren Transformation

o =U'GU, UU=1, (6.2)

wobei ? die Diagonalmatrix mit den Quadraten der Eigenfrequenzen ist. Wir kénnen dann

H= % (U\/LM)T (U\/LM) + % (U\/MU)T@Q (U\/Mn) (6.3)

mit
A)* A
ol = ZUSM @U@ (6.4)
A
1 .
Uila) = bl (@ (65)

VN~ YN“e

schreiben. Dabei werden die Indices A, q als vordere, mjj3 als hintere Indices von U'm_] B(q) angesehen.
Von hier aus konnen wir die Normalkoordinaten elnfuhren

p w 1 * —ig-R,, Pnia
P(a) = (U\/—M) (a) = TN %{;C?@ (q)e "o R Nave (6.6)
@ = (UVaT) " (@) = o et R i (6.7

Diese Transformation haben wir im Abschnitt 4 in zwei Schritten durchgefiihrt: Erst fithrten wir eine
Fourier-Transformation durch; dies ist eine unitare Transformation, anschliefend diagonalisierten wir
die 3r x 3r-Matrizen ebenfalls durch eine unitére Transformation.

Da nach (4.21) D(—q) = D*(q), kann man ¢}, (—q) = ¢}*(q) withlen. Dann erhilt man

Py(—q) = P{(q), Qx(—q) =Ql(a). (6.8)
Die Kommutatoren erhalt man zu
[Q1(a), Qu(d)] =0, [Pl(a),P.(d)] =0. (6.9)
und
QL@ (@) = 3 UN(@VIRU, (@) [ Prnss) (6.10)

nia,mjp \% Mj

Der Kommutator auf der rechten Seite ergibt ind,,m0;;003. Damit reduziert sich der Kommutator auf

(@@, Pu(@)] = D U2 (@Unia (@) = UV )y rq = 1003 pdaar- (6.11)
Der Hamilton-Operator selbst nimmt die Diagonalform
1
H =33 (Pl@Pi(@) +3(@)Q)(@)Qxr(a) (6.12)
Aq

in Form von entkoppelten Oszillatoren an. (Lediglich die Oszillatoren fiir q und —q sind noch miteinan-
der verkniipft.
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6.b Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Wir definieren die Phononen-Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren durch

ax(q) == ﬁwqmq) +iPy(q)), (6.13)
al (@) == —— (@)@} (@) — iPL(@)). (6.14)

v/ 2hwy(q)

Fir die Kommutatoren findet man

[ax(q),al,(q)] = SNONCIE (q,)(*iwx(q)[QA(Q),Rf(q’)]+iwu(q’)[PA(q),QL(q’)]

—_

—_

= o w)\(q)w (q/) (hu))\(q)(sk;téqql + hwu(q/)é/\ﬂéqq,) = 6)\H6Clq" (615)
m

Ahnlich zeigt man auch

[ax(@), au(q)] =0, [a}(a),af(a)] = 0. (6.16)
Fiir den Phonon-Teilchenzahl-Operator erhalten wir dann
o (@or(@) = g (@0} @Q@ + Pl P@) + 35 (Qh@P @) - Pl@x(@) .
(6.17)

Unter Verwendung von (6.8) und (6.11) kénnen wir den letzten Term umformen P}:(q)QA(q) =
Q;(fq)PA(fq) — ih. Berlicksichtigen wir noch, dass wx(—q) = wa(q), so konnen wir den Hamilton-
Operator durch den Phonon-Teilchenzahl-Operator ausdriicken

1

H = ; hws(a)(a} (@ax(a) + 5). (6.18)

Der Grundzustand des Hamilton-Operators ist gegeben durch ay(q)|0 >= 0. Der Zustand mit jeweils
nx(q) Phononen in der (A, q)-Mode

{na(@)}) = 1;[ <ﬁ(a§(q))”*(q)> 10) (6.19)
mit der Energie
B =Y hor(@na(a) +3) (6.20)
Aq

Fiir spatere Zwecke driicken wir die Auslenkungen 1 durch die Erzeugungs- und Vernichtungs-
Operatoren aus. Hierzu machen wir die orthogonale Transformation(6.7) riickgangig,

VMn=U'Q, (6.21)
und setzen aus (6.13) und (6.14)

(@) = | o (@ +a} (-a)) (6.22)
s = —= 3\ e (@R (a1 (q) + o (—a) (6.23)
mi \/N - 2M1‘W,\(Q) ( A

ergibt. Ersetzen wir fiir den af-Term noch —q durch q, so kénnen wir

was explizit

- % Z < ﬁ)\(q)cf‘*(q)eiq'ﬁ"at\(q) + h.c.> (6.24)
Aq ¢

schreiben.
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7 Phononenstatistik und spezifische Warme

Siehe Hunklinger-Enss: 5.5 Spezifische Warmekapazitat S. 155-167

7.a Bose-Statistik

Wie wir gesehen haben, konnen harmonische Phononen
na(q) =0,1,2, ... (7.1)

fach angeregt sein; sie geniigen daher der Bose-Statistik. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine n-fache

Besetzung betrigt
it 1
n n I
pn:7zoo 07“”'+% =y -7 pr=¢ *BT (7.2)
n'=
Als mittlere Besetzung ergibt sich die Bose-Funktion

hw

) " kT 1
Z npn = 0-(1=7)+1-(r—r?)+2-(r2=r3)+... = r4ri 434 = LN Bhw = — .
17 — W
n=( r 1 —e FBT eFsT — 1
(7.3)

7.b Energie und spezifische Warme 1

Die mittlere Energie (Energie-Erwartungswert) ist dann

E = ZM (,Wl +%> (7.4)

T _ ]

Bei hohen Temperaturen kgT > hw,(q) fiir alle Aste X und Wellenvektoren q folgt

b= ——t 3= +0) (7.5)

Damit folgt

1T) — 3 NksT + O( (7.6)

kBT)

Der fithrende Term ist das klassische Ergebnis (Dulong-Petit). Bei tiefen Temperaturen, das
heifit sobald kgT > hwx(q) fur die optischen Phononen, sind deren Beitrdge (bis auf das hw/2)
vernachlassigbar.Fiir die akustischen Phononen kann man bei hinreichend tiefen Temperaturen

wx(q) = ex()g (7.7)

setzen. Dabei sind die ¢ (Q2) die Schallgeschwindigkeiten der drei akustischen Aste in Richtung €.
Dann folgt fiir die Energie

1 Vi

E=FEo+ Y hex()q—mg— = P3 Z/d%hm T m— (7.8)
Aq e*sT —1 e*sT — 1

Substituieren wir nun im Integral

kT
hC,\ (Q)

hex 3 2
=——gq, d°¢q=¢°dgdQ=
T kBT% qg=4q4dq

3
) 22dxdQ, (7.9)
dann folgt

VP kBT Tmax 23y
E=FEy+—l Z/ ET) / e (7.10)

)\
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Dabei ergibt die A-Summe iiber die drei akustischen Aste und das Integral iiber den Raumwinkel
gerade 3 - 4mc—3. Das x-Integral ist bis kz—CTQmaX zu erstrecken, was im Tieftemperatur-Bereich sehr
grofl wird, so dass wir bis Tyax = 00 integrieren kénnen. Dann erhélt man mit

0 .3 4
/O = fml -5 (7.11)
den Beitrag der Phononen zur Energie
2 -
E—Ey= WVP(kBT)“c*, (7.12)

woraus dann auch das T3-Gesetz der spezifischen Wirme folgt. Speziell fiir einen isotropen Korper
héngt ¢ nicht von der Richtung ab. Man erhélt dann

— 1 2
350 = 33 + 3 (7.13)

7.c Zustandsdichte

Es sei z(w)dw die Anzahl von Phononenzustianden im Intervall w...w+dw. Dann kénnen wir die Energie

schreiben als "
E—Ey= /dwz(w)miw. (7.14)

efsT — 1

Fiir die akustischen Phononen hat man im linearen Bereich w ¢

/ 2(w)dw = Cw}, (7.15)
0

da die Ausdehnung des Bereichs der Phononen im g-Raum in allen drei Richtungen proportional wy
ist. Durch Ableiten nach der oberen Grenze folgt

z(w) = 3CwW. (7.16)

Wir berechnen hieraus die Energie bei tiefen Temperaturen

1 keT\* 3 kpT\* 74
E—Ey= 3c/clwhw3T = 30h 2= /dx T _son(Z2) T (7.17)
e*sT _ 1 h e? —1 h 15
Durch Vergleich mit (7.12) finden wir
VPT 3Vp 23
= Wc 3, z(w) = Wu} c 3. (718)

7.d Debye-Frequenz und Phononen-Energie 11

Die Zustandsdichte (7.18) gilt nur fiir niedrige Frequenzen. Da keine beliebig hohen Frequenzen
auftreten, muss sie fiir hinreichend grofie Frequenzen verschwinden. Debye setzte daher ndherungsweise

z(w) = (7.19)

%w%__‘% w < wp

0 w > Wp

an. Das heifit, er nahm an, dass das w2-Gesetz bis zu einer Grenzfrequenz wp gilt, es aber keine

Phononen mit héheren Frequenzen gibt. Man bezeichnet diese Abschneidefrequenz heute als Debye-

Frequenz. Die Debye-Frequenz selbst errechnet sich daraus, dass es insgesamt 3N akustische Phononen
gibt,

/o z(w)dw = 3N = ﬁw%c__g'. (7.20)
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Daraus erhalt man die Debye-Frequenz.
Wir konnen nun die Energie ausdriicken als

hwp

31— [P . 1 3Vp (kgT)*— [F&T 3

E—-Ey= —Pc—3/ dwhwsT:—P( 133) C_S/ R — (7.21)
272 o oFnT _1 27 h 0

Mit der Debye-Temperatur kgOp = hwp erhilt man aus (7.20)

— 67N ho\?
Vpe3 = —— = 6n°N 7.22
" wp " (kB@D) (7:22)
und damit o
T4 = 23
E - Ey=9Nkg— d 2
0=9 B@%/O E——— (7.23)

Ahnlich erhélt man durch Differenzieren von (7.21) nach der Temperatur die spezifische Wérme, die
von den Phononen herriihrt

_dE 7 /OTD idz
o

t) = — =3Nkp— —_—
CD() ar B®3D el’—l)Q’

(7.24)
eine Funktion, die bis auf den Faktor N nur vom Verhéltnis 7/0Op abhingt. Allerdings wird die
Zustandsdichte von der Debye-Néherung im Allgemeinen abweichen, so dass diese Funtion nur eine
Naherung darstellt.

Zuséatzlich hat man optische Phononen. Im einfachsten Fall nimmt man an, sie haben unabhéangig
von Wellenvektor und den 3(r-1) Asten die gleiche (Einstein-)Frequenz wg. Dann erhélt man den
Beitrag
(Or/T)*

cg(T)=3N(r — 1)1€Bm

(7.25)
mit der Einstein-Temperatur O definiert durch kg©®g = hwg.

Selbst wenn man die fiir harmonische Phononen korrekte Gleichung (7.14) verwendet, hat man fiir
hohere Temperaturen Abweichungen auf Grund der Anharmonizitaten zu erwarten.
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8 Neutronen-Streuung und Debye-Waller-Faktor

Siehe Hunklinger-Enss: 5.4 Experimentelle Bestimmung von Dispersionskurven S. 141-155
Wir gehen aus von einem Anfangszustand eines einfallenden Neutrons mit Impuls 7k und einem
Festkorper, dessen Phononen n{(q)-fach angeregt sind,

W = coe™ " {nS(q)}) (8.1)

Wir betrachten nun die Streuwelle bei Streuung an Atomen der Streulinge f;. Man findet fiir die
Streuwelle

ZFn no (K){na(a)}) (8.2)

st
mit ) )
h h
E =
3ok E({ma})

K=k-ko, k=k-, 3+ E({n}}) (8.3)

und
Frno(K) = 3 ({na (@)} fie K ®nit 1) {08 (q)}). (8.4)

me

Der einfallende Neutronenstrom ist gegeben durch Jy = ¢ Avg, wobei A die Querschnittsfliiche des
Probekorpers und vy die Geschwindigkeit der Neutronen ist. Der gestreute Strom ergibt sich zu
dJy =3 vl Fno (K )|2c3dQ). Daraus errechnet sich der Wirkungsquerschnitt (pro Elementarzelle)

dJ; Ndo do
d—é =307 = NdQcOvo, (8.5)

gg = Z . (8.6)

Mitteln wir iiber die Besetzungen {n°} und ziehen wir die Abhéngigkeit von w heraus hw = E,, — E,,0,
so folgt der doppelt differentielle Wirkungsquerschnitt

d.h. zu

d?o 1 k 9 1
s = N {H%} 1o B ()50 = (B = Boo)p({n°})
= NZ(; fifjow = wa(@dna(a >>;e—iK'<Rmn'—RW'>
x> {n® + ndlem MM O} ({n e M {0 + n})p({n’}), (87)
{n°}

wobei p({n°}) die Besetzungswahrscheinlichkeit im Festkorper angibt.
Wir entwickeln nun unter Verwendung von (6.24)

1 —iq- R h *
K-nmﬁ%j(e frod@al(@) the), 2t =gy s K @ 69)

Die Matrixelemente (n® + dn|...n°) kénnen wir nun faktorisieren in ein Produkt von Matrixelemente
fiir jeweils einen Oszillator

({n° + 6n}le B Mmi [{n°}) = [ [(nR(q) + 6na(q) ex —;( Ma)e " Fral(q) + hee.) ) [ng(q)).
1;[ q NC! p( ks q ) q

(8.9)
Da sich die Besetzungszahlen fiir die meisten Phononen-Moden nicht oder nur um eins veréndern,
geniigt es, die Matrix-Elemente zu betrachten, bei denen die Besetzungszahl ungeandert bleibt oder
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sich nur um +1 &ndern. Da bei fast allen die Anderung der Besetzungszahl 0 ist und N solche Matrix-
Elemente zu multiplizieren sind, miissen wir in der Entwicklung der Exponentialfunktion auch noch
die Terme der Ordnung 1/N mitnehmen. Falls alle 0n = 0 (elastische Streuung), dann folgt durch
Entwicklung der Exponentialfunktion

[T @lexp(lnd(@) = Tis@it - hia@P 2} (a}ox + axal)In (q)
Aq Aq

exp ——Zm () +5)) = exp(-T). (8.10)

Einige Phononen kénnen aber angeregt oder absorbiert werden. Fiir diese einzelnen ersetzt man den
entsprechenden Faktor im Produkt iiber alle A, q (der praktisch gleich 1 ist) durch

(@) + Lexp( (@) = (e + 1|J—%e-iq'ﬁm'ﬁ(q)a;(q)|n§<q>>

- %e-i@wﬁ(q) n(q) + 1, (8.11)
(n(a) — 1] exp(.)n(@) = <n§<q>—1|ﬁew"~ A (@a(@)[n (@)

= R (@) /nf (@). (8.12)

VN

Hierbei wurde ebenfalls die Exponentialfunktion entwickelt. Die 1 trégt nichts bei, der Beitrag linear
im Erzeuger bzw. Vernichter ist der Wesentliche, da die htheren wegen der Faktoren 1/ VN fiir grofie
Systeme vernachléassigbar sind.

Mit jeder Phononenanregung (én = 1) ist ein Phasenfaktor e~
vernichtung ein Faktor et9R» verkniipft. Bei der Mittelung iiber die verschiedenen Besetzungen n
wird aus V~VZ

ia-Rm verkniipft, mit jeder Phononen-

0

1 _ 1
WilK) = 1 3 (@R () + 5). (813)
Aq
Unter Verwendung des Ausdrucks (8.8) fir K - n,,,; folgt
1o
Wi(K) = 5 (K- mp,)%. (8.14)

Setzen wir die Ausdriicke in den differentiellen Wirkungsquerschnitt ein, so folgt

d?o

_ —iK-(Roi—Ro;) §(,, _
AQde Z fzf] W Zw)\ 571/\
{5n}w
x Zeﬂ K2 oA (R R —W7V<K>—WJ<K>Hsm,z-,j@m(q)) (8.15)
mn Aq
mit
S(0) = 1, (8.16)
1 _
Sxaii(+l) = N%A( Q)" (q)(ma(q) + 1), (8.17)
1 ., _
Sxaii(—1) = N%A( a)7; (@)ma(q). (8.18)

Es bleibt die Summe iiber m und n auszuwerten. Im Gitter mit periodischen Randbedingungen ergibt

sie
—i(K+Y s (Rpm—Ry) _ A2
P T R ) N2 e 319
G

mn
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wobei G die reziproken Gittervektoren sind. Wir wollen nun das Kronecker-¢ in ein Dirac-6 umwandeln.

Hierzu verwenden wir aus (4.27)
VP 3
.= d°k... 8.20
zk: (2m)3 / (8.20)

woraus dann mit

D ko=1= /d3k53( ) (8.21)

Kk
2 3
S0 — 5 (8.22)
Vp
folgt. Damit haben wir
d?0con k (2m)3 3
e - R On > 5w72wk )ona(q) 6° (K + > dna(q)q — G)
G,{én} Aq
« Zfzf e~ 1K (Roi —Ro;) o= Wi ( HSA(MJ (8.23)

ij
Man bezeichnet diesen Wirkungsquerschnitt als koharenten erkungsquerschnitt. Es wurde angenom-
men, dass das Streuverhalten nur von den jeweiligen Platz in der Elementarzelle, das heif3t von ¢
abhingt. Wir finden dann zum einen den Debye-Waller-Faktor e=2" oder fiir verschiedene Atom-
sorten e~ Wi(K)=Wi(K) Er hiingt nach (8.13) von K und von der Temperatur ab. Weiter beobachten
wir die Energie-Erhaltung, die im 5(w — ...) steckt, das heifit es gilt

2
k2 + Z“’A )ona(q) = h—ko (8.24)

2mn Mn

Weiter gibt es noch eine Quasi—Impuls—Erhaltung, die in der zweiten J-Funktion steckt,

k+Y dnx(q)q=ko+G. (8.25)

Dies ist nicht die Impuls-Erhaltung. Abgesehen von den akustischen ”"Phononen” mit q = 0, die
gar keine Oszillatoren sind, tragen die Phononen keinen Impuls, da sie an den verschiedenen Orten
in unterschiedlicher Phase schwingen. Tatsachlich wird der Impuls vollstandig an diese akustischen
”Phononen” mit q = 0 iibertragen,das heif3t in die Translationsbewegung. Die Quasi-Impuls-Erhaltung
rithrt nicht von der Translationsinvarianz her (in dem Sinne, dass die Energie des Kérpers invariant
gegeniiber einer Verschiebung aller Atome um einen konstanten Vektor ist), sondern von der Gitterpe-
riodizitat. Es handelt sich also um eine zusétzliche Symmetrie, die zu der zusétzlichen Erhaltung des
Quasi-Impulses bis auf reziproke Gittervektoren G fiithrt.

Falls alle én = 0 sind, haben wir die elastische Streuung mit der Energie-Erhaltung, §(w), die als
Bragg-Streuung auftritt, > o 6°(K — G), und mit der Amplitude ), fie K Roi o= Wi (K)

Falls ein dn = +1, dann erhilt man die Faktoren 6(wFwx(q)) und 6%(K+q— G). Bis auf reziproke
Gittervektoren andert sich der Impuls des Neutrons um den Quasi-Impuls des Phonons. Die Faktoren
na(q) + 1 fiir die Erzeugung eines Phonons und 7y (q) fiir die Vernichtung ergeben die Stokes- und
die Anti-Stokes-Linie. Diese Ein-Phonon-Prozesse erlauben die Messung der Phononendispersion. Das
Intensitétsverhiltnis von Stokes- zu Anti-Stokes-Linie ist durch (7 + 1)/7 = e/ (*8T) gegeben.

Falls zwei on = +1, hat man fiir festes K = k — kg = +q;1 £ q2 eine kontinuierliche Verteilung von
Fw(ar) = w(qz).

Die Verteilung auf 0-, 1-, 2-Phononen-Prozesse héangt von der Temperatur ab. Der Debye-Waller-
Faktor bietet fiir die Verteilung eine Abschatzung. Berechnen wir fiir ein primitives Gitter das folgende
Integral iiber den Streuquerschnitt, wobei wir die Beitrdge, bei denen insgesamt v Phononen erzeugt
und absorbiert werden, mit p” multiplizieren,

/d d3 kOd Ucohpzwn\ 27T f2 72WHZS)\ 5n [on|

& dQdw a2 o
_ (2m)° er—zwe% Y g PP @P @ (@+3) _ (2m)° FRem2WAW (8.26)
Ve Vz
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Durch Entwickeln nach p erhélt man die Beitrige fiir verschiedene Y [0n|. Gegeniiber dem elastischen
Streuqerschnitt ist der Beitrag fiir > |dn| = 1 um den Faktor 2W kleiner oder gréfier, der fiir Y [on| = 2
um den Faktor 2IW?2. Summiert man alle Beitriige auf (p = 1), so hebt sich der Debye-Waller-Faktor
weg.

Inkohirente Streuung

Bisher waren wir davon ausgegangen, dass das Gitter streng periodisch ist, das heifit auch, dass an
allen Gitterorten, die sich um Gittervektoren R,,, unterscheiden, das gleiche Isotop eines Elements mit
der gleichen Streuldnge sitzt. Dies ist aber in der Regel nicht der Fall, was dazu fithrt, dass auch die
Streulédngen unterschiedlich sind. Wir wollen nun annehmen, dass die Isotope zufillig und unkorreliert
verteilt sind. Dann hangt die Streuldnge nicht nur von ¢, sondern auch von der Gitterzelle m ab. Dann
hat man im Ausdruck fiir den Wirkungsquerschnitt (8.15) die Mittelung iiber

2

vorzunehmen. Der erste Term liefert den oben angegebenen Beitrag; man muss nur f; durch den
Mittelwert f; ersetzen. Der zweite Term liefert aber den inkohérenten Beitrag

dQUinc k — B .
dQdw ko Z (F2 = fi)o(w — ZWA Jona(q))e 2" 0 H Sxayisi- (8.28)
Aq

O (6n}i

Man hat nach wie vor die Energieerhaltung, aber die Delta-Funktion fiir die Quasi-Impuls-Erhaltung
fehlt. Einen dhnlichen Beitrag erhilt man fiir Ionen mit Gesamtspin ungleich Null, da die Streulénge
vom Gesamtspin Ion plus Neutron abhingt.

Abschatzung des Debye-Waller-Faktors im kubisch primitiven Kristall:

Aus
= gy S el =

folgt nach Mittelung |K - cA(q)|? = K?|cA(q)|?/3 =K2/3 und Verwendung der Debye-Niiherung

l 27,2 2 ©p/T T

3H2K? (T 1 /T o 41
WK T2 =) da. 8.30
6MN; oM (@D) QkBGD/O T 1™ (8:30)

Der Integrand kann fiir groffle  durch x, fiir kleine z durch 2 approximiert werden. Daraus folgt

2 22 .
Op>T [=~1i(8), W= %:2112& kBl@D (Nullpunktsschwingungen) (8.31)
Op kT [~ 2% W = 3k fn( (k]E:B@j];)? (Ausdehnungsquadrat o T')

Moéssbauer-Effekt

Beim Mossbauer-Effekt geht ein angeregtes Atom unter Abgabe eines y-Quants in seinen Grundzu-
stand iiber. Dies ist ein Prozess, der an einem Atom stattfindet. Der Riickstoss, den dieses eine Atom
erleidet, wird nun auf eine unterschiedliche Anzahl von Phononen iibertragen. Dabei kommt auch der
Fall vor, dass kein Phonon angeregt wird. Die Verteilung ist &hnlich wie beim inkohérenten Wirkungs-
querschnitt. An die Stelle des Faktors f? — EQ tritt die Zerfalls-Wahrscheinlichkeit des angeregten
Zustands. Die Wahrscheinlichkeit, dass kein Phonon angeregt (oder absorbiert) wird ist durch den
Debye-Waller-Faktor e=2"i gegeben. Es gibt umgekehrt auch den Fall, dass die Strahlung wieder
absorbiert wird (Resonanz-Absorption). Da die Linie sehr scharf ist, kénnen damit geringe Ener-
gieverschiebungen beobachtet werden, zum Beispiel der Energie-Verlust eines y-Quants, das sich im
Gravitationsfeld der Erde um etwa 10 m nach oben bewegt.
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9 Polaritonen

Siehe Hunklinger-Enss: 11.2 Elektrische Polarisation S. 370-378

9.a Lagrange-Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir das Polariton-Problem, das heifit die Kopplung zwischen optischen
Phononen und elektrodynamischem Feld in eine quantenmechanische Form bringen. Wir tun das aus
zwei Griinden: Zum einen ist es eine gute Gelegenheit, das elektromagnetische Feld in quantisierter
Form einzufiihren, zum anderen kann man an dieser Stelle lernen, wie man mit bosonischen Erzeugern
und Vernichtern umgeht, wenn der Hamilton-Operator sich nicht als Teilchenzahl-Operator schreiben
lasst. Allerdings behandeln wir das Problem in etwas vereinfachter Form: Wir vernachlassigen den
elektronischen Anteil zur Dielektrizitatskonstante und beriicksichtigen hier den Unterschied zwischen
lokalem und mittlerem elektrischen Feld nicht.
Wir gehen aus von der Lagrange-Dichte fiir das elektromagnetische Feld

1
Lp = ——F"F,, =

1 1 1.
HAY — QY AF A, —-0,A,)=—— AP +—(-A P)2. (9.1
167 (a a )(aﬂ‘ a H) 8 (rOt ) +87T(C +gra'd ) (9 )

1
16m
Der rein mechanische Anteil der Lagrange-Funktion ldsst sich

. . c
Lng = pait + pait = 5 (1 — 7o) (9-2)
schreiben. Wir zerlegen in den akustischen und optischen Anteil (der Einfachheit halber haben wir
hier nur den Beitrag zur potentiellen Energie mitgenommen, der von der Verschiebung der beiden
Untergitter gegeneinander herriihrt.)

ma mi

_ 7 S L S 9.3
un na+m1+m2no My =M= o o (9.3)

Dann schreibt sich der mechanische Anteil der Lagrange-Funktion

p1+p2. p. c
Ly = TniJr 5173 - 5’75,

L P1p2

= , 94
p1+ p2 (94)

wobei wir p als reduzierte Massendichte bezeichnen kénnen. Im Folgenden lassen wir den akustischen
Freiheitsgrad 1, weg und lassen bei dem optischen Freiheitsgrad den Index , weg.
An dieses wollen wir nun die optischen Phononen ankoppeln. Dieser Kopplungsterm hat die Form

1 . 1 )
LK = _EAMJH = EA Jp — (I)pp (95)
Mit der Polarisations-Stromdichte jp = P und der Polarisations-Ladungsdichte pp = —divP folgt
1 . . 0 1.
Lx = EA P+ @divP = — (A-P) + V(¢P) — (EA + grad®) - P. (9.6)

ot

Da partielle Zeit- und Ortsableitungen nichts zu den Bewegungsgleichungen beitragen, kénnen wir sie
vernachldssigen. Beriicksichtigen wir jetzt, dass P = ng(n; — 1) = ngn, dann folgt

1.
Lk = fnq(EA + grad®) - n. (9.7)

Zur weiteren Behandlung zerlegen wir die Vektorfelder in ihre longitudinalen und transveralen Anteile.
Entwickeln wir ) nach seinen Fourier-Komponenten,

1 ik
- E e! ~1‘7 9.8
n \/V_P - Mk ( )
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so bezeichnen wir die Anteile von m,, die parallel zu k sind, als longitudinal, die senkrecht dazu
stehenden als transversal. Weiter wollen wir die Coulomb-Eichung divA = 0 verwenden, dann ist das
Vektorpotential rein transversal, und die Lagrange-Funktion kann in einen Anteil, der nur longitudinale
Komponenten enthélt, und einen, der nur transversale Komponenten enthélt, zerlegt werden,

L=Ly+Lx+Lvy=L+ Ly (99)
mit
1 p. C
L = g(gradCI))anqgradCI)-er57]12757)12 (9.10)
1 . ng ; . P C
Ly = ——(otA)? + —A?— —An, +0f — —ni. 11
¢ g (T0tA)" + o3 s AN+ S0 S (9.11)

Wir untersuchen zunéichst den longitudinalen Anteil. Die Variation nach dem Coulomb-Potential ergibt

oL oL

1
5o V(W—CI)) = —dlv(ﬂgradq) +ngn,) = 0. (9.12)

Dies ist die Gleichung fiir das Coulomb-Potential. Hierdurch wird grad® — 47mngn;, = 0 und man kann

1 0. C + 4mn2¢?
(grad® — dmngn,)? + L3 — ——

L= —
T 2

(9.13)
schreiben, wobei das erste Quadrat identisch verschwindet und auch unter Variation verschwindet, so
dass man es weglassen kann. Dann bleibt noch die Lagrangefunktion fiir den harmonischen Oszillator
mit dem Freiheitsgrad n ibrig. Man erhilt das Quadrat der longitudinalen Eigenfrequenz

O dmn2q?
wi=—o 44 (9.14)

p p

Falls bei der Bewegung der beiden Untergitter gegeneinander kein Dipolmoment entsteht (¢ = 0,
Beispiel Diamant), dann ist w; durch den mechanischen Anteil wg = 1/C/p gegeben. Falls der mechanis-
che Anteil nicht vorhanden wére, dann bliebe die Schwingung mit der Plasmafrequenz wp = ngy/4w/p.

Insgesamt hat man also

wi = wl +w. (9.15)

Wir betrachten nun den transversalen Anteil. Wir entwickeln das Vektorpotential
1 by ik-r
A= Vp )\z}; ekA,\yke y (916)

wobei A\ zwei transversale Polarisationen beschreibt. Wir verlangen
ep-k=0, eff=et,, ep-eM =0 (9.17)

Damit die Felder reell sind, verlangt man z.B. n}, = n_,. Wir finden dann den transversalen Anteil
der Lagrange-Funktion

1
8mc?

1
Ly = Z (ngA/\kA)\k +

. o C ng ;
AncAr_x + gTD\kn/\fk — KAk ?qAAkmk> . (9.18)
Kk

Hieraus erhalt man die zu A und 7 kanonisch konjugierten Impulse

d.iy 1 . ng

My = — = A — — 9.19

Ak G e N =k (9.19)
dL;

Iy = ——— = o7 9.20

= Pk (9.20)
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Mittels der Lagrange-Gleichungen
dM g 0Ly dIT 0L

= = 9.21
det OAN_k’ dt ONx—k ( )
folgt
1 . ng . 1 5

Ay — 2 =——k?A .22
T2 AN~ Tk 47Tk Ak (9.22)

py ng ;
Pk — —an - 7(]14)\1(. (923)

Setzt man wieder das Zeitverhalten proportional zu e™'“¢ an, so muss die charakteristische Matrix

w? k2 nqiw
w4 ko ngiw
< e giw 7 ¢ ) (9.24)

verschwinden, woraus sich die Eigenwertgleichung
wt — Wk — w2k + PR =0 (9.25)

fir die Frequenzen w der transversalen Polaritonen ergeben.

9.b Hamilton-Operator und Quantisierung

Wir kénnen nun den Hamilton-Operator fiir den transversalen Anteil bestimmen,

He = > (MyacAnc+ T wop) — L (9.26)
Ak
k2
= Z (27TC2M,\kM,\k + gA/\kA)\fk + dmengnye M—x
Ak
1 1 9 9
JFQ_ﬁH/\kH/\fk + 5(0 +4mqn )77/\k7])\k) . (9.27)

Als kanonisch konjugierten Variablen bestehen zwischen M und A die Kommutator-Relationen

h
(M, Ax—w] = T(s/\,)\’(sk,k’- (9.28)

Damit kénnen wir analog zum harmonischen Oszillator Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir
Photonen einfithren. Ohne Kopplung zur Materie haben wir fiir das elektromagnetischem Feld

k2 1
_ 2 _ i
Hyy = Z (27Tc My My + S_WA/\kA/\_k) = Z flck’(b)\kb,\k + 5) (9.29)
Ak Ak
mit
27he . | hk
Ay = A (b;k + b,\_k), My =1 %(b;k — b,\_k) (9.30)
und
e, b ] = O dieirs  [bade, bavir] =0, [b 1,0 0] = 0. (9.31)

Wir haben jetzt tatséchlich diskrete Anzahlen von Photonen, die mit den Photonenzahl-Operatoren
b'b gemessen werden und damit das elektromagnetische feld quantisiert. Die zugehdrige Energie eines
Photons ist fick = hw. Wir haben bei dieser Rechnung die Polarisation durch die Elektronen(bénder)
nicht mit beriicksichtigt.

Fiir die Gitterschwingungen kénnen wir nun wieder dhnlich wie frither, aber bereits unter Ein-
beziehung des Polarisations-Termes proportional zu 4wg?n? mit C' + 4r¢*n? = pwi die Erzeuger und
Vernichter fiir die Phononen einfithren

h . . [hwip
Mk = 1/ Q—Mp(af\k +ar-—k), =1y 21/) (aly — ar—x), (9.32)
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so dass der Phononen-Beitrag zum Hamilton-Operator
1
Hpy = %; hen(al axi + 5) (9-33)

lautet.
Zwischen beiden Beitragen gibt es die Kopplung

Hyt = Z drengnMy—x = Zihﬁ\/g(a;k + a)\_k)(b]:\ik — b)\k) (9.34)
Ak Ak
mit
B8=nq,| . (9.35)
w1p

Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die Polaritonen sind nun Linearkombinationen
der bisherigen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

a;r( = waL + fEbL +ya_x + 2b_x. (9.36)
Sie miissen
[H, aL] = hwkok (9.37)

erfiillen, wobei wy die Anregungsfrequenzen sind. Fiir positive wyi hat man tatséchlich Erzeugungs-
Operatoren, fiir negative Vernichter. Dass dies Erzeugungs-(und Vernichtungs-)Operatoren sind, sieht
man folgendermaflen: Es sei |¢) ein Eigenzustand, H|¢) = E|¢). Dann gilt

H(ol¥)) = [H, af[v) + ol HY) = (hwy + E)(of|¥)). (9.38)

Daher ist der Zustand aL|1/)> Eigenzustand von H mit der Energie hwy + F, also mit einer um hwy
erhohten Energie.
Man berechnet daher die Kommutatoren

| = hwal +ihBVED] —b_y), (
| = —hwa ik —ihBVEb] — b 1), (
[H,bl] = kbl —ingvVk(al +a ), (9.41
| = —hckb_y —ihBVE(a) +a_x). (

Die Eigenfrequenzen ergeben sich als Eigenwerte der Determinante

w 0 iBVE  —igVk
—w —iVE  iBVE

0
4
—i8VEk —ipvk  ck 0 (9.43)
—igvk —ipvVEk 0 —ck
Die Eigenwertgleichung lautet dann
wi — wi(Pk? 4 W) +wictk? = 0, (9.44)

wobei w?c? —4ew % = wic? verwendet wurde. Damit ergeben sich wieder die gleichen Eigenfrequenzen.

Grundzustand

Wie kann man den Grundzustand fiir das System beschrieben durch den Hamilton-Operator

1 1 .

Hy = Hpy+Hpy+Hyky = Zﬁck(b;kb,\k+§)+z lel(a;ka)\kJr§)+Z lﬁﬂ\/E(a;k%‘a,\fk)(bi_kfb)\k)
Ak Ak Ak

(9.45)
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angeben? Er hat die Form

) = e”|0), (9.46)
wobei B bilinear in den Erzeugungs-Operatoren a' und b ist
1
B = 3 Z (u/\ka;ka]:\fk + w/\kb;kb]:\fk + ’U/\k(a]:\kb;fk + b;ka]:\—k)) (9.47)
Ak

Hierzu verwendet man

1
HeP =eP )" —Hyn, Ho=H, Hy=[Hy 1B (9.48)

n
Wir wollen zunéichst diese Beziehung zeigen. Dazu setzen wir die Entwicklung nach A\ an

_ A"
e M HN = Z —Ho. (9.49)

n

Wir differenzieren die linke Seite nach A und erhalten [e=*2 He*B, B]. Setzen wir nun die Entwicklung
ein und differenzieren die rechte Seite von (9.49), so folgt

Z%[Hn,A] = Z%Hn (9.50)

n

Setzt man nun links und rechts die Koeffizienten von A" ~! gleich und beriicksichtigt, dass fiir A = 0
in (9.48) H = Hy tibrig bleibt, so ist (9.48) gezeigt.

Wenn nun B bilinear in den Erzeugungs-Operatoren ist, dann ergibt der Kommutator H; = [H, B]
wieder einen bilinearen Ausdruck von Erzeugungs-Operatoren, auch einen, in dem ein Faktor Erzeuger
und einer Vernichter ist und eine Konstante. Bilden wir nun Hs = [Hj, B], so ist dieser Ausdruck
bilinear in den Erzeugungs-Operatoren und H3 und hohere verschwinden, da Hs und B kommutiert,
da alle Erzeugungs-Operatoren miteinander kommutieren. Damit lautet die Gleichung

HeP|0) = o (H + [H, B] + L [H, B], B)|0) (9.51)

Damit wir einen Eigenzustand erhalten, muss der Anteil von H + [H, B] + %[[H, B], B], der bilinear
in den Erzeugungs-Operatoren ist, verschwinden. Das ergibt die Bestimmungsgleichungen fiir die
Koeffizienten in B, die Konstante ergibt die Energie und die Terme von H + [H, B] + %[[H, BJ, B],
die einen Vernichter enthalten, ergeben angewandt auf |0) ohnehin Null. Man kann stattdessen auch
fordern, dass die Vernichter @ angewandt auf den Grundzustand null ergeben, das heifit dann, dass
sich die Erzeugungs-Operatoren a und b! in a + [a, B] wegheben miissen.
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10 Unabhangige Elektronen

Siehe Hunklinger-Enss: 7.1 Freies Elektronengas S. 201-207
Siehe Hunklinger-Enss: 7.2 Metalleigenschaften im Modell des freien Fermi-Gases: Spez. Warme S.
207-210

10.a Freies Elektronen-Gas

Als einfachste Beschreibung von Elektronen im Festkorper nimmt man an, dass die Elektronen frei
sind, das heifit die Wechselwirkung mit den Ionen und anderen Elektronen nur einen konstanten ort-
sunabhéngigen Beitrag liefern.
Dann gilt fiir die Wellenfunktionen der Einteilchenzustéande
h2

Hy(r) = —o— L9(r) = ep(r). (10.1)
Nehmen wir an, das System befinde sich in einem Quader mit den Seitenlangen L, Lo und L3 und
periodischen Randbedingungen ¢ (r + €;L;) = ¥(r), so kann man die Einteilchenzusténde als ebene
Wellen

1 .
P (r) = —=elkT 10.2
(r) TS (10.2)
mit dem Peridizitdts-Volumen Vp = LiLsLg schreiben. Dabei ist k; = 272’7 mit ganzen m;. Die
Einteilchen-Energie betragt '
h2
k) = —Fk% 10.3
1) = 5 (10.3)
Die Dichte der k-Vektoren ist wie in (4.26) gegeben durch
1 LyLoL \%
e iy (10.4)

Ak’lAk'QAk'g o (27’(’)3 (27’(’)3

Im Grundzustand sind alle Zusténde bis zur Energie er, der Fermi-Energie besetzt. Diese Zustande

erfullen
2 2

2
- € B . ] .
k' < F k'E ( O 5)

Sie liegen im k-Raum in einer Kugel vom Radius kr, der Fermikugel. Man bezeichnet hkp als den
Fermi-Impuls und die Geschwindigkeit der Elektronen auf der Fermi-Kugel als die Fermi-Geschwindig-
keit. Man findet den Zusammenhang zwischen Elektronendichte und Fermi-Energie

N 1 1 . 1 4 . k3
n=-—=— 2= Bk-2=——ki-2=-""2. (10.6)
Ve Vb k; 873 Jicrn gr3 3 ¢ 372
Der Faktor 2 wurde wegen der beiden Spin-Einstellungen eingefiihrt. Die Fermi-Energie ldsst sich
damit )
€F = h—(37r2n)2/3 (10.7)
2m

schreiben.

10.b Fermi-Statistik

Im Rahmen eines kanonischen Ensembles der Temperatur 7' ist die Wahrscheinlichkeit, einen N-
Teilchenzustand j der Energie I; anzutreffen,

p; = o Fi/(ksT) 7 (10.8)

wobei
7 — Ze*Ei/(kBT) — o F/(kaT) (10.9)
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die Zustandssumme, F' die freie Energie und kg die Boltzmann-Konstante ist.

Die Bedingung einer festen Teilchenzahl N ist fiir praktische Rechnungen haufig unzweckméfig.
Stattdessen betrachtet man ein groflkanonisches Ensemble mit variabler Teilchenzahl, wobei man ein
chemisches Potential p einfiihren muss, das die mittlere Anzahl der Teilchen festlegt. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit den Zustand j mit /N; Teilchen und Energie E; anzutreffen,

pj = e~ (FimnN;)/(kaT) /1y (10.10)
mit der groflkanonischen Zustandssumme

Y = Ze_(E7'_“Nj)/(kBT) — o~/ (ksT) (10.11)

mit dem groflkanonischen Potential 2. Nun kénnen alle Einteilchen-Zusténde unabhéngig voneinander
besetzt werden. Die Wahrscheinlichkeit f;, dass der Einteilchenzustand ¢ besetzt ist im Verhaltnis
dazu, dass er nicht besetzt ist, ist durch den Boltzmann-Faktor gegeben,

fi —(ei—m)/(knT)
R 10.12
-7 ¢ ’ (10.12)

woraus die Fermi-Funktion )
fi=frle—p) = NeEmy s

folgt. Damit lasst sich die mittlere Teilchenzahl N, die mittlere Energie FE und die Entropie S
ausdriicken

(10.13)

N = Zfi, (10.14)
E o= Yaf (10.15)
S = *kBZ(filnfz‘Jr(l*fi)ln(lffi))- (10.16)

10.c Zustandsdichte, spez. Warme und chemisches Potential

Im Rahmen des Einteilchen-Bildes fithrt man die Zustandsdichte D(e) fiir die Elektronen ein. Sie gibt
die Anzahl von Ein-Elektron-Zusténden pro Volumen und Energie-Interval an. Mit dieser Zustands-
dichte erh&lt man fiir den Grundzustand

€F
n :/ D(e)de. (10.17)
Fir freie Elektronen hatten wir 32
k:% 1 2merp
_ M _ - il . 10.18
"T 32 T 32 ( h? ( )

Daraus folgt dann

dn  (2m)3/2€'/2
de  2m2p8
wobei wir die Stufenfunktion 6 hinzugefiigt haben, da es nur fiir positive ¢ Zusténde gibt.

Wir wollen nun unter der Annahme, dass das Einteilchenbild eine gute Ndherung darstellt, die Zus-
tandsdichte aber eine allgemeine Form haben kann, das chemische Potential und die spezifische Warme
des Systems betrachten. Dabei sind Summen iiber Funktionen, die von € abhéngen, auszuwerten,

D(e) €), (10.19)

Vip Zg(ei) = /D(e)g(e)de (10.20)
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und zwar

N

n= o= /D(e)f(e — p)de, (10.21)
E
oo /D(e)ef(e—u)de (10.22)

Die Auswertung dieser Integrale erfolgt nach dem Verfahren von Sommerfeld, wobei angenommen wird,
dass sich die Zustandsdichte in der Umgebung der Fermikante in einem Bereich der Gréfle kg1 nur
langsam verandert. Es sei

G(p) = /g(e)f(e — p)de = /Mg(ﬁ)de + /g(e)(fT(E — ) — fole — p))de. (10.23)

Das zweite Integral gibt nur fiir € ~ p einen wesentlichen Beitrag, da fr(e — pu) — fo(e — p) fir
le — pu| > kT sehr klein wird. Man entwickelt daher

g9(€) = g(u) + (e — g (1) + ... (10.24)

Beriicksichtigt man noch, dass

1 1
1

ez/(ksT) +1 + e—x/(ksT) +1 =54 (1025)

fr(z) + fr(—z) =

woraus folgt, dass fr(xz) — fo(x) eine ungerade Funktion von x ist, dann reduziert sich G(u) auf

”w 0o
G(p) = / g(e)de +2¢' (1) /  fr(z)ds. (10.26)
0
Substituiert man unter dem Integral x = kpT'y, so folgt
e - o zdx B 9 o ydy _ 27T2
/O IfT(I)d.f —/O m = (k’BT) /O oy +1 = (k’BT) ﬁ (1027)
und damit , )
' 7t

G(p) :/ g(e)de + %(kBT)Qg/(,LL)+ %(k sT)*g" (1) + ..., (10.28)

wobei wir den néchsten nicht verschwindenden Term noch mitgenommen haben. Dies ist die Sommer-
feld-Entwicklung.
Wir werten damit nun die Teilchendichte aus

n—/ D(e)de + F(kz sT)?D'(u / D(e)de+ (u —er)D ()—f—%(kBT)QD'(eF). (10.29)

Dabei wurde mehrfach p durch ep ersetzt, wo der Fehler in hoherer Ordnung als (kg7')? ist. Da die
Dichte der Elektronen erhalten bleibt (jedenfalls fiir konstantes Volumen) und der erste Term nach
dem letzten Gleichheitszeichen bereits die Teilchendichte ist, gilt

2

(1 — er)D(er) + %(k:BT)QD’(eF) = 0. (10.30)
Dies fiihrt auf eine Verschiebung des chemischen Potentials
w2 D'(er)
=ep — —(kpT)? o(r* 10.31
I = €p 6(B)D(€)+() ( )
Fiir die Energie erhalten wir schliefllich
E " 2
= = [ eD@de+ Tk (wy
Vp 6

- /F eD(e)de + (u — ep)er D(er) + %Q(kBT)QeFD'(eF) +%2(kBT)2D(eF) (10.32)
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Wegen (10.30) hebt sich der unterklammerte Beitrag weg. Daraus folgt dann

7.‘_2
E‘g) = E‘EE) + F(chT)QD(eF). (10.33)

In die Anderung der Energie geht also die Zustandsdichte der Elektronen an der Fermikante ein.
Nur die Elektronen mit Energien von etwa € — ep = O(kpT') konnen thermisch angeregt werden und
gewinnen jeweils etwa die Energie kgT. Aus diesem Ergebnis erhalten wir die spezifische Warme der
Elektronen pro Volumen
1 dFE
= (G
Ve dT

die linear mit der Temperatur anwéachst.

2
v = %k%TD(eF), (10.34)

37



11 Elektronen im periodischen Potential

Siehe Hunklinger-Enss: 7.3 Elektronen im periodischen Potential S. 219-236
Siehe Hunklinger-Enss: 7.4 Einfluss der Brillouinzone S. 237-242

11.a Bloch-Theorem, Bander

Um die Elektronen im Festkorper zu beschreiben, geht man aus von einem effektiven Potential, das
die Tonen und die anderen Elektronen auf ein Elektron ausiiben. In einem periodischen Gitter wird

dies ein periodisches Potential sein,
V(ir+R)=V(r), (11.1)

wobei R ein beliebiger Gittervektor unseres Kristalls ist. Wir fiihren nun einen Translations-Operator
Tr ein,
Try(r) = ¢(r +R). (11.2)

Es gilt dann
TV ()$(r) = V(r + R)p(r + R) = V(r + R)TRo(x). (11.3)

Da dies fiir eine beliebige Wellenfunktion v gilt, folgt als Wirkung des Translations-Operators
TRV (r) =V(r+R)TR. (11.4)

Die explizite Darstellung fiir den Translations-Operator lautet

1
TR = eR'V:1+R~V+§(R~V)2+... (11.5)
RV (Ru:0: Ry0y R0 (11.6)

1
B Vap(r) = w(r)—l—Ra@aw(r)—i—§RaRg8a6gw(r)+..., (11.7)

wobei dieser Ausdruck gerade die Taylor-Entwicklung darstellt. Wir beobachten aus dieser Darstellung
weiterhin, dass
TrV = VTR, also [Tr,p] = 0. (11.8)

Fiir einen gitterperiodischen Hamilton-Operator
H= p—m +V(r), V()=V(E+Ry,) (11.9)

gilt also

[Tr,,H] = 0. (11.10)

mn )

Nun ist Tr, Tr,, = TR, +R.,, = IR, TR, , das heit T, = (Ta,)™ (Tay)™2(Tas)™* und TPT{ — RV
e BV = T p also TII{TR = Ty = 1. Der Translationsoperator ist also ein unitdrer Operator. Zu
unitaren Operatoren gibt es genauso wie zu hermiteschen Operatoren einen Satz orthogonaler Eigen-
funktionen. (Man sieht das folgendermafien: Da T7T = TTT = 1, kommutiert 7 mit 77 und damit
auch T+ TT mit (T — T"). Da letztere hermitesch sind, haben sie gemeinsame orthogonale Eigenfunk-
tionen. Allerdings sind die Eigenwerte von T" in der Regel nicht reell. Sie sind aber betragsméfig gleich
1. Ist némlich der Eigenwert zu T + Tt gleich 2a und zu i(T — T') gleich 2b, wobei a und b reell sind,
so ist der zu T (a — ib) und der zu T (a +ib). Da aber TT' = 1, folgt (a —ib)(a +ib) = a® +b* = 1).
Daher haben H, T,,, T,, und T,, gemeinsame orthogonale Eigenfunktionen mit Eigenwerten 1,

HT/) = 61/)7 Taﬂ/’ = Ciwa TRJ/’ = 071110320?311) (1111)
Wir wollen nun die Eigenwerte ¢; in der Form ¢; = ek @i gusdriicken, dann gilt nimlich

Tr,¥(r) = ¢(r + Ry) = Xy (r), (11.12)
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das heiflt die Eigenfunktionen von H lassen sich in der Form

P(r) = ¥ Tuy(r) (11.13)

schreiben, wobei uk (r + R) = uk(r) gitterperiodisch ist (Blochsches Theorem).
Wir betrachten noch die Bestimmung des Wellenvektors k aus ¢; = el*'@i. Es folgt

In cz

+2mm; =k - a;. (11.14)

Dieses Gleichungssystem haben wir schon in 3.18 kennengelernt. Die Losung ist

lnc]
k = ij 5 )b (11.15)

Der Wellenvektor ist also bis auf reziproke Gittervektoren festgelegt. Man kann ihn daher immer
innerhalb der (ersten) Brillouinzone wéhlen. Man charakerisiert daher die Wellenfunktionen mit dem
Wellenvektor k und einem zusétzlichen Index n, dem Band-Index, 9 (r) = ¢,k(r). Der Eigenwert ¢, (k)
wird als die Band-Energie des Elektrons bezeichnet.

11.b Fast freie Elektronen

Wir gehen aus von einem gitterperiodischen Potential
r) = Z V(Gm)eiGm'ra (11.16)
m

das wir nach seinen Fourier-Komponenten entwickelt haben (vgl. die Entwicklung der gitterperiodis-
chen Dichte in (3.15), wobei die G, die reziproken Gittervektoren sind,

1 .
V(Gp) = —/ d®rV (r)e1Gm T, (11.17)
Gitterzelle
Mit 1
9) = =TS u(Gr e (11.18)
folgt durch Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung
n? :
> o (ko Gn)? (G ) KFCm)T LN "V (G (G )@ BTG EIT = "¢k ikt Gm)r
m
m ml m
G (11.19)

Fiir den Koeffizienten der Fourier-Komponente e folgt dann

(; (k+Gp)? —e(k )) wW(G) + El: V(G)u(Gpi) = 0. (11.20)

Fiir ein schwaches Potential ergibt die Storungstheorie (Ju(0)| > [u(Guxo)|)

(—Gy)

e(k)fh—kQJrV +Zh2 k G

1#0 2m

(11.21)

Diese Entwicklung bricht zusammen, wenn fiir einen reziproken Gittervektor k2 = (k — G;)? gilt, das
heif}t fir 2k - G; = G2. Mit k = G / 2 + 0k fiihren wir dann entartete Storungstheorie fiir die beiden
(fast) entarteten Komponenten durch

(;;((2; +0k)* e+ V(O)) u(0) +V(Gu(-G) = 0, (11.22)
V(=G)u(0) + (:m (0k — (2;)2 +V(0) - e) u(-G) = 0, (11.23)
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woraus sich die Energien

n? [ G? ) h?
_ 2 @ . sk)2
=5 ( 1 + o0k > +V(0) £/ V(Q)V(-G) + (2m) (G- d0k)2. (11.24)
ergeben. Entwickeln wir die Wurzel nach (G - dk), so folgt
h? (G - 0k)?
.. =|V(G — 4 ... 11.25
V7= V@) + g e + (11.25)

Es entsteht also eine Energieliicke von 2|V(G)|. Die hier betrachtete Authebung der Entartung tritt
gerade an den Grenzen der Brilouin-Zonen auf und fithrt dort zur Aufspaltung der Bénder.

11.c Tight-binding Naherung

Im Rahmen dieser Ndherung gehen wir von einer starken Bindung zwischen Elektronen und Ionen
aus und nehmen gleichzeitig eine schwache Wechselwirkung zwischen den Elektronen an benachbarten
Atomen. Es sei ®,(r) eine Elektron-Wellenfunktion im Atom, d.h.

52
(—Q—A + Val(r )) D, (r) = €,Py(r). (11.26)
Als Nidherungslosung fiir das periodische Potential
= Valr—Rp) (11.27)
setzen wir die Uberlagerung
Ui (1) \/_Zelk Reg,(r — R,) (11.28)

an. Diese hat die Eigenschaft, dass sie bereits dem Bloch-Theorem geniigt, das heifit bei Verschiebung
um den Gittervektor R, multipliziert sie sich mit e®"®m_ Die Einteilchenenergie ergibt sich dann als
Erwartungswert zu

(x| H )

) = )

(11.29)

Fiir die Normierung erhalt man

1 1 B ) i / i

R.R,
(11.30)
mit
Cn = /d37“<1>;(r —R,)®.(r). (11.31)
Bei der Berechnung des Matrixelements (H) erhélt man
(e Hhie) =Y epeRn (11.32)
mit
: h?
€n = /d3r<I>:(r -R,) <2—A +V(r )> a(r)
52
_ /d%q);(r “R,) (——A Y, (r)) Ba(x)
ea®a(r)
+ /d3r<I>:(r —R,) (V(r) — Va(r))) @a(r) (11.33)

€n
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Sind die Ionen weit voneinander entfernt, dann sind die Matrixelemente €, klein, da das Potential des
Ions am Ort des Elektrons nicht mit der atomaren Wellenfunktion multipliziert wird. Ebenso sind die
Uberlapp-Matrixelemente ¢,, aufler fiir cg = 1 klein. Damit erhalt man

T eikRug,
Néherungsweise kann man den Nenner gleich 1 setzen und sich bei der Summe im Zahler auf den Term
am gleichen Ort und den néchsten Nachbarn beschréanken. Fiir ein fcc-Gitter erhilt man dann zum
Beispiel

k k k
e(k) = €a + €0 + 46, (Cos(%a) cos(%a) + Cos(%a) cos(

ksa

koa ksa
5 ) + cos(—) cos(i)) (11.35)

2 2

Dabei hingen die Matrixelemente €y und €; vom Gitterabstand a ab. Fiir grofie Abstinde gehen sie
wegen des fehlenden Uberlapps rasch gegen Null.

1l.c.aa Das Bandspektrum von Diamant und ein niitzlicher Satz iliber die Eigenwerte
von Matrizen

Wir beginnen mit dem Satz: Hat eine hermitesche Matrix A die Eigenwerte a1, as, ... a, und eine
andere Matrix B Eigenwerte zwischen by, und bpax, so liegen die Eigenwerte von A + B in der
Vereinigungsmenge U;[@; 4+ bmin---@; + bmax]. Man kann sich von der Richtigkeit {iberzeugen, indem
man die Eigenwerte von A+ AB in Abhéngigkeit von A betrachtet. Ist |[n(A)) Eigenfunktion von A+\B
mit Eigenwert €, dann gilt j—f\ = (n(\)|B|n()\)). Dieser Erwartungswert liegt aber zwischen by,i, und
bmax- Daher gilt by < % < bmax. Geht man vom Eigenzustand mit Eigenwert a; zu A aus, so kann
er sich nur zwischen by,i, und by von a; entfernen, womit der Satz gezeigt ist.

Diesen Satz wollen wir nun auf die Bandstruktur von Diamant anwenden. Im Rahmen des Tight-
binding-Modells kénnen wir H darstellen als Summe zweier Beitrdge. Der erste berticksichtigt die s-
und p-Wellenfunktionen an den Gitterplatzen

A = GSZ|R+ri,5><R+ri,s|
R,i
+ > (RA+ri,p) (R 410, pu| + [R+14,py) (R 415, py| + [R+ 15, p2) (R + 14, p2[(11.36)
R,

wobei wir die Notation mit bras (| und kets |) beniitzt haben. Der zweite beriicksichtigt die kovalente
Bindung in Form eines tight-binding Matrixelements zwischen den iiberlappenden Orbitalen.

B=-tY (R,8)(R+4,~0[+ R+ -05)(R,4). (11.37)
R,§

Die Summe lauft iiber das eine Untergitter, R. Die benachbarten Atome liegen auf dem anderen
Untergitter. Vom urspriinglichen Gitter erreicht man es durch Verschiebung um ¢ = §(vs,vy,v.),
wobei die v; gleich £1 sind und vyv,v, = +1. Das ket |R, d) steht fiir das hybridisierte Orbital

|Ra 5> =

N | =

(IR, s) + vz|R, pz) + vy|R, py) + vz R, p2)). (11.38)

Der Anteil A des Hamilton-Operators hat die Eigenwerte €5 und €,,, der Anteil B die Eigenwerte —t und
+t fiir den bindenden und antibindenden Zustand. Alle Eigenwerte sind hoch entartet. Addiert man
nun die Beitrége, so findet man, solange 2t < €, — €, zwei erlaubte Energiebereiche in den Intervallen
[es —t...cs +t] und [ep — t...€p +¢]. Sobald aber 2t > ¢, — €, geht erneut eine Bandliicke auf, denn jetzt
kann man im Satz A mit B vertauschen und findet, dass man nur Bandenergien in den Intervallen
[es — t...p — t] und [eg + t...€p + t] hat. Siehe Figur 7.26 im Skriptum Hunklinger/Enss.
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11.d Wannier-Funktionen

Wir hatten bereits die Bloch-Funktionen eingefiihrt, die die Eigenzustinde zum Einteilchen-Hamilton-
Operator sind,

H’lpnk(r) = en(k)wnk(r) (11.39)
mit

/ Er () e (£) = Sn Siaer - (11.40)

Wir bilden nun die Uberlagerung aller Wellenfunktionen eines Bandes

®,(r) = \/—%ank(r). (11.41)
k

Es folgt nun

—ik-Ron Z e ik Rm—ikry, (1) (11.42)
k

£ o

\er

Berticksichtigt man, dass u gitterperiodisch ist, u(r)

u(r — Ryy), so ergibt die obige Summe

f Z e MR g(r) ¢_ Z Unie(r = Ron) = @ (v = Rop). (11.43)

Die Funktionen @, (r — R,,) heilen Wannier-Funktionen. Sie sind orthogonal zu einander und liefern
durch Umkehr der Fourier-Transformation wieder die Blochfunktionen

Vi (r) = \/_Ze‘kRm(P —R,) (11.44)

und

* 1 ik- —ik’- ’ 3 *
\/d37"®n(r — Rm)Qn/ (I' — le) = N Z (§ k'R —ik' R, /d3r1/)nk(r)z/)n/k/ (r)

kk’

6nn’ 6kk’

]‘ ik- — /
=¥ > e B R )5 = Gt G (11.45)

Die Wannier-Funktionen sind (in der Regel) um R, lokalisierte Wellenfunktionen, die gemaf (11.43)
die Bloch-Funktionen ergeben, und zugleich die angenehme Eigenschaft haben, an verschiedenen Git-
terorten orthogonal zu sein, was fiir die Atomwellenfunktionen nicht galt. Auf Grund dieser Eigen-
schaften verwendet man die Wannier-Funktionen gerne als lokale Basis von Wellenfunktionen. Die
Wannierfunktionen sind nicht eindeutig festgelegt, da die Phasen der Blochfunktionen willkiirlich sind.
Man wird jedoch die Wahl in der Regel so treffen, dass die Wellenfunktionen moglichst gut lokalisiert
sind. Man ist vielleicht erstaunt, dass man alle Wellenfunktionen eines Bandes in eine einzige Wan-
nierfunktion packen kann. Man muss aber bedenken, dass die Blochfunktionen gitterperiodisch sind,
das heif}t jede Blochfunktion ist bereits bestimmt, wenn man sie fiir eine Gitterzelle kennt. Die Menge
aller N Blochfunktionen kann man dann im Volumen NV, = Vp also dem Volumen des Probekorpers
unterbringen. Genau iiber dieses Volumen aber ist die Wannierfunktion festzulegen.
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12 Einige Eigenschaften von Bandern

12.a Impuls und effektive Massen

Siehe Hunklinger-Enss: 8.1 Bewegungsgleichung und effektive Masse S. 244-246

In diesem Abschnitt wollen wir den Zusammenhang zwischen Impuls, Gruppengeschwindigkeit
und Energie herleiten und eine effektive Masse einfiihren. Dazu entwickeln wir die Wellenfunktion
Y k+ok(r) nach den wm,k(r)eiék'” mit infinitesimalem Jk,

U sk (r) = KT Z QP k(T). (12.1)
m
Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung gibt
R :
Hwn,k—i-ék = (_%A + V) elék.r Z amwm,k(r)
m

= en(k+ 0K T i k(r)

m

, h2(0k)2  B? h?
idk-r ~ X e
e gm QU ( o + imék \Y QmA —l—V) Ymk(T). (12.2)
Hieraus folgt
2(5K)2
g O, (h (k) + E(5k ‘Ptemk) —en(k+ (5k)) Ymx = 0. (12.3)
2m m

m

Fiir kleines 0k kénnen wir a,, = 1 und a,, = O(dk) setzen. Bilden wir nun das Skalarprodukt von
(12.3) mit m k, m # n, so folgt

i (em() — 0(0) + O(K)) + -5k - Py = O(5K)), (12.4)

was uns erlaubt, a,, in Ordnung ¢k auszudriicken. Bei Multiplikation von (12.3) mit v, folgt

h*(6k)* | h h
;m) + E(Sk “Pnn + Gn(k) — Gn(k + (5k) + %ﬁ O‘mgék “Pnm =0, (12'5)
woraus man bis einschlieBlich Ordnung (§k)?
h2 ((Sk)2 h fl2 |5k : pmn|2
Kt oK) = e (k) + 0K g g y 0k Pl 12.
en(k+0k) = en(k) + ———+ — 0k - Pan + — %:nen(k) — em(k) (126)

bekommt. Falls ¢, (k) nicht entartet ist, ist diese Einteilchenenergie stetig und differenzierbar,
m
Pun = (p) = 7 gradeen (k) (12.7)

das heifit gleich der Masse m multipliziert mit der Gruppengeschwindigkeit. Die zweite Ableitung der
Einteilchenergie

1 92 1 1 ol B D2 1
= € _ _60[’[3 + — Z PmnPrm +pmnpnm — <_*) (128)
h* OkoOkg m m? en(k) — €m (k) m* ) .
stellt das Inverse der effektiven Masse des Kristallelektrons dar. Sie ist ein symmetrischer Tensor mit
positiven oder negativen Eigenwerten. Das heifit, die Masse kann positiv oder negativ sein. An der

Bandkante gilt in der Regel

*
2 mg,

e(k) = e(ko) + n 3 (ko = Koa)” (12.9)

wobei die Eigenwerte m}, an der unteren Bandkante positiv, an der oberen negativ sind.
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12.b Symmetrien
12.b.a Folgerungen aus der Punktgruppe
Aus der Translationsgruppe (Gitterperiodizitit) erhielten wir das Blochsche Theorem, das
en(k) = en(k + G) (12.10)

flir alle reziproken Gittervektoren G impliziert. Allgemein ist jedoch unser Hamilton-Operator unter
der Raumgruppe
r=ar+a (12.11)

invariant. Ist daher ¥,x(r) = eXTu,(r) mit gitterperiodischem w,, Eigenfunktion von H mit Eigen-
wert €, (k), so ist auch . .
Yk (ar +a) = ek orelkay | (ar 4 a) (12.12)

Eigenfunktion zum gleichen Eigenwert. unx(ar + a) ist gitterperiodisch, da aR,, Gittervektor ist,
denn

{ala}{1|Rn}Hala} ! = {1|aR,} (12.13)

ist Element der Translationsgruppe. Dann ist ¥,k (ar +a) Eigenfunktion mit dem Wellenvektor o'k =
a~ 'k mit der gleichen Energie, da k - ar = (a'k) - r, wobei der Index * das Transponierte anzeigt.
Daraus folgt

en(k) = €,(a k) oder €, (ak) = €, (k). (12.14)

Die Energien haben also die volle Symmetrie der Punktgruppe. Alle Vektoren ak haben fiir festes k
dieselben Energien. Speziell fiir Inversions-Symmetrie folgt (Annahme Inversionszentrum im Ursprung)

¢n—k(r) = wnk(_r)7 Gn(_k) = €n(k)' (12'15)

12.b.f Spezielle Symmetrie-Richtungen

Fiir Wellenvektoren k, die in bestimmten Symmetrierichtungen liegen, gibt es as, fiir die ak = k+ G,
mit reziprokem Gittervektor G gilt. Diese as bilden eine Untergruppe der Punktgruppe. Fiir diese
k-Vektoren kann man die Eigenzustéinde gemf ihres Transformationsverhaltens unter den Operationen
« klassifizieren.

Beispiel: In einem kubischen Gitter sei die Spiegelung ' = z, v = y, 2/ = —z eine Symmetrie-
Operation . Dann geht k = (k;, k,,0) in sich iiber. Zustédnde kénnen bei dieser Spiegelung ihr

Vorzeichen dndern oder erhalten, da a? = 1, ¥(x,y, 2) = £ (x,y, —2). Fir k = k-(1,0,0), \%(1, 1,0),
k_

73 (1,1,1) gibt es mehr Symmetrie-Operationen. Diese Zustdnde werden nach den irreduziblen Darstel-
lungen der entsprechenden Untergruppen klassifiziert.

Beispiel: Vierzihlige Achse (a) und Spiegelung (S) an der z-Achse (zweidimensionale Betrachtung).
Verhalten fiir k = 0. Nach diesem Schema wird zum Beispiel die supraleitende Wellenfunktion in den
CuO3-Schichten der Hochtemperatur-Supraleiter klassifiziert.

a(_ol (1)) s((l) _01) (12.16)

Wegen o* = 1 folgt fiir awp = Aty die Gleichung \* = 1, also A = £1, #i. Es sei nun ¢/ = Sy. Mit
aS = Sa~! folgt
a = aSy =Sa "t = A"18y = A1y (12.17)

Fiir A = +1 gilt mit ap = +1) auch o)’ = £¢'. Man kann daher Linearkombinationen S(¢) + ') =
+(tp+4’) bilden, die simultan Eigenfunktionen von « und S sind (eindimensionale Darstellungen) und
zwar kann man sie kennzeichnen durch

A M

Sey(z2—y2) = g +1 -1, (1218)
da:27y2 -1 +1
dxy -1 -1
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wobei M der Eigenwert unter Spiegelung ist. Man bezeichnet sie als s- oder d- (auch g-)Wellenfunk-
tionen. Der Index von s und d enthélt das einfachste Beispiel einer Funktion dieser Symmetrie. Alle
diese Funktionen haben positive Paritiit, da die Paritéit durch eine Drehung um 180° erzeugt wird, und
hierzu o mit dem Eigenwert A\? gehort.

Fiir die Zustinde mit A = +i kommutieren o und S nicht. Aus oS = Sa~! folgt oS = Sar™2 =
—Sa. Man kann sie daher nicht simultan diagonalisieren, es bleiben zweidimensionale Darstellungen.
Sie haben ungerade Paritdt und man bezeichnet sie als p-Zustande. Einfachste Funktionen sind x und
y. Offensichtlich ist

ar=—y, ay=z, Sr=z Sy=—y. (12.19)

Im Allgemeinen werden die Untersuchungen mit Methoden der Gruppentheorie durchgefiihrt.

12.c Spin-Bahn-Kopplung und Zeitumkehr-Invarianz

Siehe Hunklinger-Enss: 8.1 E(k) 1= E(-k) | S. 248-249
Bisher haben wir spinabhéngige Beitrdge zum Potential vernachlassigt. Mit der Spin-Bahn-Kopp-
lung (bewirkt die Feinstrukturaufspaltung im Atom) lautet der Hamilton-Operator

5 1
H= —%A +V(r)+AVV(r)- (YV X o) (12.20)

mit der Kopplung A und den Pauli-Matrizen

) (DGR

Wir zeigen nun, dass es in einem solchen System trotz der Spinabhangigkeit immer eine zweifache
Entartung gibt. Es sei Hy = exp. Wir bilden das Konjugiert-Komplexe in der Ortsdarstellung

(—:—mA + V(r) + AVV(r) - (%V X (—0'*))) Y= e (12.22)

Man rechnet leicht nach, dass

—o* = 0;10'0@/, J;lHJyl/}* =e*, H(ioyn") = e(ioyy™). (12.23)
Man bezeichnet
, —} ) ( () )
= e Is d = 12.24
Y = oyt < w?_ als den zu ¢ ) ( )

zeitumgekehrten Zustand. Aus ¢ = i (r) folgt der zeitumgekehrte Zustand ¥ = ¥_k(r). Bei
Zeitumkehrinvarianz gilt daher ex = e_x. (Die Zeitumkehr-Invarianz wird durch ein duleres Magnetfeld
oder spontane Magnetisierung gebrochen.)

12.d Inversion und Zeitumkehrinvarianz

Die zeitumgekehrte und die raumgespiegelte Eigenfunktion sind orthogonal zu einander,
> [ drogwnon) = [ (o) + v @ (1) =0 (12:25)
S

Falls beide Invarianzen bestehen, sind alle Zustidnde zu gegebenem k-Vektor (mindestens) zweifach
entartet: Kramers-Entartung.
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S

k k k

In der Figur wird die Situation fiir p-Bander gezeigt. In der ersten der drei Figuren wird der Fall ohne
Spin-Bahn-Kopplung gezeigt: fiir £ = 0 hat man 6-fache Entartung, fiir endliches k dreimal zweifache
Entartung (Spin-Entartung).

Zweite Figur: Mit Spin-Bahn-Kopplung und Inversions-Zentrum (z.B. Ge) hat man fiir k¥ = 0 vierfache
und zweifache Entartung (p3/2 und pq/2), fiir & # 0 besteht dreimal eine zweifache Entartung (Ge).
Dritte Figur: Mit Spin-Bahn-Kopplung, aber ohne Inversions-Zentrum hat man fiir ¥ = 0 wieder
vierfach und zweifach Entartung, fiir & # 0 bleibt keine Entartung aufler in Symmetrie-Richtungen
(InSb).

In allen Féllen besteht die Invarianz k — —k. Diese Darstellung gilt fiir eine allgemeine k-Richtung.
In der Regel werden die Bandenergien aber fiir bestimmte Symmetrie-Richtungen wiedergegeben.

€ € €
1 2 1
>< 1
1 2 1
2 2 ><%
[111] [100] [110]
k k K" Das sieht fiir InSb (Indium-Antimonid) dann etwa

so aus (vgl. Quanten-Kittel Fig. 14.6). Man erkennt, dass nur in [110]-Richtung die Entartung
vollstidndig aufgehoben ist. In [100]-Richtung sind alle Zustdnde zweifach entartet, in [111]-Richtung
sind sie teilweise zweifach entartet.
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13 Quanten-Halleffekt

Siehe Hunklinger-Enss: 8.4 Quantisierung der Elektronenbahnen im Magnetfeld S. 274-286

13.a Freie Elektronen im Magnetfeld und im elektrischen Feld
13.a.a Wiederholung aus der Mechanik und Bewegungsgleichungen

In der Hamilton-Mechanik leitet man fiir ein Elektron im elektromagnetischen Feld die Lagrangefunk-
tion

L= %qﬂ - SA(r) v+ ed(r) (13.1)

her. Dabei ist A das Vektor-Potential und ® das skalare Potential des elektromagnetischen Feldes.
Hieraus ergeben sich die Komponenten des kanonischen Impulses

oL e
=2 . = CA, 13.2
p OV, o c ( )
und damit die Hamilton-Funktion
H =pyvy — L = (mu, — EAa)va — EUQ + EA v—ed = EUQ —ed (13.3)
c 2 c 2
oder, wenn wir v = - (p + £A) einsetzen
1 e \?2
H=o—(p+°A) ~co. (13.4)
2m c

Dabei ist p der kanonische Impuls, fiir den klassisch die kanonischen Poisson-Klammern und quan-
tenmechanisch die kanonischen Kommutator-Relationen gelten. Hingegen ist P = mv = p + £A der
mechanische Impuls.
Fiir diesen gelten die Kommutator-Relationen
e e eh eh

[Pa; Pgl = [pa + EAaapﬁ + EAﬁ] = E(aaAB — 9pAa) = EGQB’YBW- (13.5)
Die Komponenten des mechanischen Impulses kommutieren also nicht miteinander. Man erhalt die
Bewegungsgleichungen

. 1 1 P
r = E[I',H] = m([r,pa]Pa +Pa[r,pa]) = E’ (136)
: 1 o1
P = 2mih[P7P]+E[PaeE'r]*2mih([P7Pa]Pa+Pa[P7Pa])7eE
- —2£(f><B—B><1")—eE (13.7)
C

wie in der klassischen Mechanik. (Hieraus folgt fiir homogene Felder die Uberlagerung von Zyklotron-
Schwingungen der Frequenz w, = fn—li und falls E senkrecht zu B steht eine Trift mit der Geschwindig-

keit <£.)
13.a.6 Quantenmechanische Behandlung

Wir bestimmen nun die Eigenfunktionen in einem Magnetfeld, dessen Richtung wir parallel zur z-Achse
annehmen, und einem dazu senkrecht stehenden in x-Richtung orientierten elektrischen Feld,

B = rotA = Be,, A = Bzey, (13.8)
E = —grad® = Fe,, b =—ekbx. (13.9)

Der Schrodinger-Gleichung lautet dann
2 9® 1 (hd eB \® n &
( +— ( = + e—x) +eEx | Y =ep (13.10)

2madx?  2m \idy ¢ C 2m 922
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Da die y- und z-Komponenten des Impulses mit H vertauschen, kénnen wir fiir die Wellenfunktion 1)
ansetzen . .
P = el Ruytk=2)) (), (13.11)

Damit lautet die Schrédinger-Gleichung

(—%;—; + ﬁ(ﬁky + %ac)Q + %kﬁ + eEac) b =ep (13.12)
oder mit . . .
We= o W0 p T (13.13)
finden wir - N A - o
<%@+3w3(xz0)2)w (e %kfeEonrW) Y. (13.14)

Dies ist die Schrodinger-Gleichung des harmonischen Oszillators der Frequenz w,, der um x( zentriert
ist. Die Energie-Eigenwerte ergeben sich dann zu

R mc?E? 1
Die Quantenzahl v charakterisiert das jeweilige Landau-Niveau. Ohne duferes elektrisches Feld sind
die Energien von xy unabhéngig. Wir wollen feststellen, wieviele Zustédnde in einem Niveau liegen,
und betrachten dazu ein Quadrat in der x, y-Ebene mit Kantenldnge L. In y-Richtung verlangen wir
periodische Randbedingungen. Dann erhalten wir fiir benachbarte Zustande

27 2mhe
Ak'y:— AIO:L@B.

(13.16)

Damit ergibt sich eine Entartung
N L _ L?eB
Az 2mhe

(13.17)

Man hat also pro Flacheneinheit 2;]?16 Zustande in einem Landau-Niveau. Wir betrachten nun den

Halleffekt und bestimmen dazu die Geschwindigkeiten der Elektronen

(V) = ?<8z> =0, (vy)= i<ﬁay> + eB

m 1 mc

1 eB E
= —(hky + —x0) = c—=. 13.1
(@) = —(hky + —10) = c5 (13.18)
Fiir ein gefiilltes Landau-Niveau eines zweidimensionalen Elektronengases erhélt man damit die Hall-

stromdichte

_ N e’B E ¢
Jy = en(vy) = eﬁ(vy) =——Ccp= %E (13.19)
Dabei ist n die Dichte der Elektronen pro Fliache. Man erhilt also eine Hallleitfahigkeit pro gefiilltem
Landau-Niveau
By _ & 13.20
oH == (13.20)

13.b Ganzzahliger Halleffekt

Der ganzzahlige Quanten-Halleffekt wurde von v. Klitzing entdeckt, Phys. Rev. Lett. 45 (1980) 496.
Erste Erklarungen wurden gegeben von Laughlin, Phys. Rev. B 23 (1981) 5632 und Halperin, Phys.
Rev. B 25 (1982) 2158. Beobachtet wurde, dass in Schichten, die Elektronen tragen, bei Anlegen eines
starken Magnetfeldes senkrecht zur Schicht bei tiefen Temperaturen in Abhingigkeit vom Magnetfeld
Plateaux in der Hallleitfahigkeit bei ganzzahligen Vielfachen von % mit hoher Prézission auftreten.
Im ersten Moment wiirde man argumentieren, dass ja zwischen Landau-Niveaus grofle Energie-Liicken
liegen, so dass die Fermikante meist zwischen den Niveaus liegt und daher fast immer nur gefiillte

Landau-Niveaus beitragen, was dann zu diesem Ergebnis fithrt. Aber die Erklarung ist falsch, denn
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die Zahl der Elektronen ist vorgegeben und damit auch die teilweise Fiillung des obersten besetzten
Landau-Niveaus.

Tatsachlich spielt eine Rolle, dass sich auf Grund von Unordnung die Elektronen in einem Zu-
fallspotential bewegen. Um zu sehen, was passiert, wollen wir die folgende Geometrie betrachten. Wir
nehmen an, die Elektronen kénnen sich auf einem Zylinder bewegen. Wir bezeichnen die Koordinate
in Richtung der Zylinderachse mit z und langs des Zylinderumfangs mit y. Durch den Zylinder geht
ein magnetischer Fluss ®,,, der in z-Richtung variiert und dadurch ein Magnetfeld senkrecht zum
Zylinder-Mantel erlaubt. Weiterhin sei dieser Fluss zeitabhéngig. Die zeitliche Veranderung induziert
eine Spannung 92 Jings des Umfangs. Das Vektorpotential ist dann

c Ot
P
A =ey(Bx+ L—) = e, (Bx — cEyt), (13.21)
y
wobei L, der Zylinder-Umfang ist. damit hat man das zeitabhéngige Problem fiir freie Elektronen

9 1 (hd eBx 2 O
(‘%@*%(?KHT‘W) )w—lha (13.22)

mit der (partikuldren) Losung
W = ot Rt (1 — o (8)), (13.23)

wobei z/; wieder die Wellenfunktion des harmonischen Oszillators ist und

cEt  heky, Dk,  cE 1 ;E?

B eB’ m B’ €:hwc(y+§)+2mB2

To = (13.24)
Die Wellenfunktionen verschieben sich in dieser Beschreibung mit der Geschwindigkeit ¢E/B in -
Richtung. Fiir freie Elektronen ergibt sich damit wieder die gleiche Geschwindigkeit und der gleiche
Beitrag zur Hallleitfahigkeit.

; LS 7]0
LX [0} )

- = lokalisiert | = ausgedehnt

Tatséchlich bewegen sich die Elektronen aber in einem Zufallspotential. Generell gilt fiir die Kom-
ponente P, des mechanischen Impulses bei Anderung des magnetischen Flusses ®,, um A®,,

_ieAdy h O e AD _ieAdy
P,(AD,, RcLy Y — 24 Z(A m RoLy Y
(A, )e (F5 + S+ )
—ieAdy h O —ieAdy
= e nty Y <T8—y+2Ay> =e ™Iy YP(0). (13.25)

Damit folgt mit einem beliebigen Potential auf dem Zylinder aus

H(®y)) = ey (13.26)
auch _ .
_ ieA®y, _ieA®m
H(®p + Ady)e” "elv Yap = ce” el Yy, (13.27)
Die Wellenfunktion muss lings des Zylinderumfangs periodisch sein. Dies ist fiir A®,, = % erfiillt.

Man erhilt also bei Anderung von ®,, um ein halbes Flussquant bis auf eine Phase e~27%/Ly die glei-
chen Eigenfunktionen. Das heifit eine Verdnderung von ®,,, um hc/e bewirkt eine Abbildung Eigen-
funktion — Eigenfunktion. Eigenfunktionen im ungeordneten Potential konnen bereits ohne duflere
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magnetischen oder elektrischen Felder lokalisiert oder ausgedehnt sein. Bei Anlegen des Magnetfeldes
werden die lokalisierten Zustdnde sich wenig &ndern. Bei Variation von ®,, werden sie sich in sich
abbilden. Dagegen werden sich ausgedehnte im wesentlichen in x-Richtung bewegen. Bei vollstandiger
Besetzung der ausgedehnten Zustinde innerhalb eines Landau-Niveaus wird bei Anderung von ®,,, um
he/e sich eine ganze Zahl von Elektronen, in der Regel eins (man stelle sich an einer Stelle einen ide-
alen Draht vor, der freie Elektronenbewegung erlaubt) durch den Querschnitt bewegen. Wenn daher
die Fermikante auflerhalb des Bereichs der ausgedehnten Zustédnde liegt, so erhdlt man in der Tat als
Hall-Leitfahigkeit die Anzahl der Landau-Niveaus, deren ausgedehnte Zustdnde besetzt sind, multi-
pliziert mit e?/h. Diese Grofie wurde wegen ihrer hervorragenden Reproduzierbarkeit inzwischen als
Leitwert-Normal eingefiihrt. Das Inverse wurde zu h/e? = 25812.80x definiert, wobei der Index K fiir
v. Klitzing steht. Die ausgedehnten Zustande liegen in der Regel in der Néahe des Landau-Niveaus
ohne Storung, wahrend die weiter entfernten Zustande lokalisiert sind. Geht daher die Fermi-Energie
bei Variation des Magnetfeldes durch das Zentrum des Bandes mit den ausgedehnten Zustéanden, dann
verdndert sich die Hallleitfahigkeit; in diesem Bereich erhélt man auch einen Beitrag zur Parallel-
Leitfahigkeit. Bewegt sich die Fermikante durch den Bereich der lokalisierten Zustédnde, dann nimmt
die Hallleitfahigkeit ihren quantisierten Wert an und die Parallelleitfahigkeit verschwindet.

Ein topologische Argument, das auch fiir wechselwirkende Systeme gilt, wurde von Avron und
Seiler, Phys. Rev. Lett. 54 (1985) 259 gegeben. Die Frage, wie sich die Landau-Niveaus aufspalten und
welchen Beitrag diese zum quantisierten Halleffekt liefern, wird von Thouless, Kohmoto, Nightingale
und den Nijs, Phys. Rev. Lett. 49 (1982) 405 gegeben.

13.c Gebrochenzahliger quantisierter Halleffekt

Entdeckung durch Tsui, Stormer und Gossard, Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 496, Laughlin-Wellenfunk-
tion Phys. Rev. Lett. 50 (1983) 1395.

Wir bestimmen zunéchst nochmals die Wellenfunktionen des freien Elektronengases im starken
Magnetfeld ohne elektrisches Feld. Wir verwenden die symmetrische Eichung A = g(—y7 x)

1 (h eB \* 1 (h eB \?
H=—|(-0,- = — (20, + =z . 13.2
Qm(ia’” 2cy) +2m(iay+2cx) (13:28)
Wir fiithren nun die Koordinaten
eB
=4/ — 13.2
(&) =/ 57 (%,) (13.29)
ein, womit sich H in der Form
_ E 1o 2, /1 2\ _ E a2 a2, 42 2 : -~
H = Zwe | (0 =0)" + (20, + &) | = Jwe (—0F — 07 + & + 0 + 2i(nde — £0n)) (13.30)
schreiben lasst und setzen schlieflich
z=§—1in, 2" =& +in, (13.31)
woraus
0c =0, + 0.+, 0= —i0, +10,- (13.32)
mit
O,z=1, 0,2°=0, 0,,2=0, 0O,2"=1. (13.33)
folgt. Damit lésst sich der Hamilton-Operator in der Form
1, 1 1
schreiben.
Fiir das unterste Landau-Niveau muss nun gelten
1
(O + =2)Y(2,2") = 0. (13.35)

2
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Daraus folgt
Olnvy 1
— == 13.36
0z* 27 ( )
mit der Losung )
b= H 1(2), (13.37)

wobei f eine beliebige holomorphe Funktion von z ist. Alle diese Wellenfunktionen gehéren zum
untersten Landau-Niveau mit € = %hwc. Die hoheren Landau-Niveaus erhalt man durch mehrfaches
Anwenden des Aufsteige-Operators

by = (0. 4 L ) = e (L0 4 2 A (13.35)

mit Energie €, = fiw.(v + 1), da

1 1
[0 + 52", 0x + 52 = -1 (13.39)

Ein Satz orthogonaler Eigenfunktionen im untersten Landau-Niveau kann damit in der Form
P = 2lem 37 (13.40)

geschrieben werden. Laughlin hat nun fiir den gebrochenzahligen Quantenhall-Effekt die folgende
Mehrteilchen-Wellenfunktion vorgeschlagen:

(21,22, ..., 2N) = H(zl —z;)™ Hefézizf. (13.41)
i<j i

Fir m = 1 ist dies die Slater-Determinante = Vandermonde-Determinante

N-1 _N-2

z%v . z%v , 21 1

Zy Z 22 1

e e | [EEE) (13.42)
N-1 _N-2 L

ZJI\\IF% ZJXF% . 2Zn—1 1 i<j

2y 2y ... ZN 1

fir alle Zustdnde bis [ = N — 1. Man kann natiirlich auf der linken Seite zur Potenz von z; noch das
jeweilige e~## /2 multiplizieren und erhélt dann die N-Teilchen-Wellenfunktion. Da die Elektronen
Fermionen sind, muss die Wellenfunktion bei Vertauschung zweier Elektronen ihr Vorzeichen wechseln.
Dies ist der Fall fiir ungerades m. Diese Laughlin-Zustinde stellen eine sehr gute Naherung der
Mehrteilchen-Wellenfunktion dar, da bei Annadherung zweier Elektronen die Wellenfunktion wie a™
verschwindet, wobei a der Abstand der Elektronen ist. Damit wird der gegenseitigen Abstoflung gut
Rechnung getragen.

Wir entnehmen der Wellenfunktion, dass eine Besetzung bis 2™ stattfindet. Das Maximum
der Aufenthaltswahrscheinlichkeit (2*2)"Ne™*"% liegt bei 2*z = m(N — 1) ~ mN, das heiit bei
22 +y? = i—rgmN , was einer Kreisflache :—émN entspricht. Die Maximalzahl von Elektronen auf dieser
Flache ist mN, das heifit der Fiillfaktor definiert als die Anzahl der Elektronen N durch die maximal
mogliche Elektronenzahl mN betrdgt 1/m. Die Hall-Leitfahigkeit ergibt sich dann zu oy = %, da
nur der Bruchteil 1/m der Elektronen beitragt. Es wurden m = 3,5,7 gefunden, aber auch andere
Briiche mit ungeraden Nennern. Auf die Erklarung dieser Zustédnde kénnen wir hier nicht eingehen.

Eine gute weiterfiihrende Ubersicht gibt "The Quantum Hall Effect’, Prange und Girvin (Heraus-

geber), Springer-Verlag 1987.

(N-1)

13.d Zyklotron-Bewegung

Wir kénnen an dieser Stelle auf die Zyklotronbewegung eingehen und uns die zeitabhangige Schrédin-
ger-Gleichung fiir ein Elektron, Hy = ih%—f ansehen. Eine (spezielle) Losung lasst sich als Gaufisches

Wellenpaket schreiben
= e—%zz—%z*z—czz*+a*z+ﬁz*+i¢ (1343)
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Dabei wollen wir erlauben, dass «, 8 und ¢ von der Zeit abhédngen. Die zeitliche Veranderung von «
und (8 bewirkt eine Veranderung des Schwerpunkts des Wellenpakets und gibt damit seine Bewegung
wieder. Im Prinzip kénnten auch a, b und ¢ von der Zeit abhéangen. Dies wiirde eine Veranderung der
Breite des Wellenpakets beschreiben. Solche Bewegungen interessieren hier nicht. Wir wenden nun H
und iAZ auf ¢ an und erhalten

ot
(0x+ + %zw = (=bz" —cz+p+ %z«)w (13.44)
(-0, + %Z*)(az + %z)z/) = <(az +oert—at + %z*)(sz* —cz+ B+ %z) +c— %) 1(13.45)
%w = (26" + 2" B+ig)v. (13.46)

Damit folgt dann aus Hy = ih%—f
hwe | (az + ¢z — « +§z )(—bz fcz+ﬂ+§z)+c =ih(za" + 2" 0 +19). (13.47)

Die bilinearen Beitrége in z und z* treten nur auf der linken Seite der Gleichung auf. Es muss daher
gelten

1 1
(az+cz* + 52*)(—bz* —cz+ 52) =0, (13.48)
das heif}t einer der beiden Faktoren muss verschwinden. Daher ist entweder a = 0, ¢ = f% oder b =0,
c = % Ein normierbares 9 erhilt man nur fiir ¢ > 0, da die Beitrige proportional zu 22 und z*?

im Exponenten nicht in allen Richtungen y/z abfallen. Daher miissen wir die zweite Losung b = 0,
c= % verwenden. Der Koeffizient a ist unbestimmt. Damit die Funktion in allen Richtungen abfillt,
muss |a| < 1 gelten. Der Grenzfall |a] = 1 ergibt in einer Richtung, die von der Phase von a abhéngt
(a muss nicht reell sein) abgesehen von einem Eichfaktor ebene Wellen, wie wir sie auch frither schon
kennengelernt haben. Fiir das folgende wollen wir aber a = 0 wéhlen, was einen gleichméssigen Abfall

des Wellenpakets in alle Richtungen ergibt
P = e 3P HaT A HiG (13.49)

Es bleibt nun fiir «, 8 und ¢ die Gleichung

we ((z* —a")B+ %) =i(2&* + "0 + i) (13.50)
oder aufgeteilt in die Koeflizienten von z, z* und dem konstanten Term
& =0, wf=iB, wc(% —a*f) = —¢ (13.51)
zu 16sen. Man findet
a =const = ag, B(t) = Boe Wt p= f%wct +iagB(t) + ¢o. (13.52)
und
) = e~ 277 gz A1) —ag B(t) — glwettido (13.53)

Wir zerlegen nun den Exponenten der Wellenfunktion in seinen Real- und Imaginarteil und finden

w _ ef%(zfafﬁ)(z*704*7ﬁ*)+%(za*7z*a+z*ﬁfzﬁ*7a*ﬁ+aﬁ*)7%iwct’ (1354)

wobei wir den konstanten Faktor exp(%(a*a + 0*06) + i¢g) weggelassen haben. Dieser Zerlegung
entnehmen wir, dass der Schwerpunkt des Wellenpakets durch

z=a+ 3 =ag+ foe ! (13.55)

gegeben ist. Dieser durchléuft also einen Kreis, dessen Mittelpunkt durch « und dessen Radius (im
&, n-Raum) durch |G| gegeben ist, mit der Zyklotronfrequenz w..
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14 Magnonen

14.a Ferromagnet

Siehe Hunklinger-Enss: 10.2 Ferromagnetismus S. 355-359
Wir gehen aus von einem Modell wechselwirkender Spins S, die an Gitterplatzen lokalisiert sind
(Heisenberg-Modell). Der Hamilton-Operator sei

J
H= fgz;sr-sﬁdfguBHo.z;sr, (14.1)

wobei d tiber die nachsten Nachbarn lauft. Da jedes Spin-Produkt in der Summe zweimal vorkommt,
haben wir den Faktor % eingefiihrt. Der Operator des Gesamtspins ist

Stot = Y _ Sr. (14.2)

Ist J positiv, dann ist es energetisch giinstig, wenn sich die Spins alle parallel einstellen. Es ergibt sich
ein Zustand mit Gesamtspin NS. Ohne Magnetfeld ist der Zustand 2N .S + 1-fach entartet. Ist das
Magnetfeld positiv, so ist der Zustand mit maximalem S* energetisch am gilinstigsten und man hat fiir
den Grundzustand |0)

Stot . St0t|0> = NS(NS + 1)|O>7 Stzot|0> = NS|O> (143)

14.a.c¢ Spinwellen-Naherung
Wir betrachten zunachst die Spinwellen-Naherung. Dazu verwenden wir die Bewegungsgleichung
ihA = [A, H], (14.4)
die aus d
ih = (1416) = WI[A, H]ly) (14.5)

folgt. Abgesehen von der Termen in der Wechselwirkung, die nicht vom Spin S, abhéngen, kénnen
wir die Wechselwirkung in der Form

Sy f, £f=-J) Scia—gusHp (14.6)
d
schreiben. Es folgt dann
ihSe =[S, PP = 1e*P1SY 8 = —i(S x £)°, (14.7)
also '
hSr =Sy x (JY_Seya+ gusHy). (14.8)
d

Der Spin prézessiert um ein effektives Magnetfeld, das sich aus dem angelegten Magnetfeld Hy und
dem Wechselwirkungs-Magnetfeld der Nachbar-Spins zusammensetzt.

Wir wollen nun annehmen, dass das Magnetfeld in z-Richtung ausgerichtet ist, und dass die Spins
im Mittel in z-Richtung ausgerichtet sind. Wir ersetzen daher die Faktoren S? jeweils durch (S*)

hSE = (Jz(S*) +gusHo)SY — J(S*) Y SY 4, (14.9)
d
hSY = —(Jx(S%) + gusHo)ST + J(S*) Y 5%, q. (14.10)
d

Setzen wir nun ebene Wellen in einem primitiven Gitter an,

S;.C _ Aeikr—iwt, S[g‘; _ Beiqu‘—iu.;t7 (1411)
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so folgt

—ihwA = hwiB, (14.12)

CihwB = —hwiA, (14.13)
1 ik-d

= - ! 14.14

Tk P ; € ) ( )

hwx = Jz(S*)(1 — ) + gusHo, (14.15)

wobei wy die Eigenfrequenzen der Magnonen sind. Fiir kleines k ist

1 2
S e zd:(k -d)7, (14.16)
so dass man Anregungsenergien
J(S*
hwy ~ gusHo + <2 >Z(k-d)2 (14.17)
d

findet, was sich fiir ein einfach kubisches, kubisch raumzentriertes und kubisch flichenzentriertes Gitter
der Gitterkonstante a auf
hwi = gupHo + J(S7) (ka)? (14.18)

reduziert, was wir auch
hwie = gusHo + W°K?/(2m”) (14.19)

mit J(S*)a? = h?/(2m*) schreiben kénnen.

14.a.f Behandlung mit der Holstein-Primakoff-Transformation

Holstein und Primakoff driicken die Spin-Operatoren durch Bose-Operatoren af. und a, aus

St = 5% 44SY =Vv25(1 —ala./(29))Y %y, (14.20)
S; = ST —iSY=+2Sal(1-ala./(29))?, (14.21)
S7 = S—ala,. (14.22)

Man beachtet zunéchst, dass S und S; hermitesch adjungiert zueinander sind. Man iiberzeugt sich
davon, dass diese Operatoren die richtigen Eigenschaften haben. Fiir den Kommutator

[57,8%] = (S—ala)V25(1 —afa/(29))%a — V251 —aa/(25))/%a(S — ala)
= V251 —ata/(29)Y/2[S — ala,a] = V25(1 — aa/(25))/2a = ST, (14.23)

Dabei haben wir verwendet, dass (1 — afa/(25))'/? mit afa kommutiert, da ersteres nur von afa

abhéangt. Ahnlich zeigt man [S#,57] = —S~. Weiter findet man
S8t = 28a'(1—a'a/(29))a =2Sa'a — a'a’aa, (14.24)
StS— = 258(1—a'a/(29))Y%aad’ (1 - ata/(25))'/2
25(1 —ata/(29))(1 + a'a) = 25 + (25 — 2)a’a — a'ataa. (14.25)

Dabei haben wir verwendet, dass aa’ = ata+1 ist und dies mit (1 —afa/(25))'/? kommutiert. Hieraus
lesen wir ab, dass

[St,87] = 28 —2a'a =257 (14.26)
1
S-S = S(StST+575)+ 57
= S+(2S—-1)d'a—a'a’aa + (S —ala)? = S(S+1). (14.27)
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Damit ist der Nachweis erbracht, dass man die Spin-Operatoren auf diese Weise darstellen kann. Wir
haben hier nur die Spinkomponenten des Spins am gleichen Ort betrachtet. Es ist offensichtlich, dass
diese an verschiedenen Orten kommutieren, da auch die zugehorigen Bose-Operatoren kommutieren.
Wir beobachten, dass aber die Anwendung der Bose-Operatoren auf afa < 2S beschrinkt ist, da
sonst die Wurzel aus einem negativen Ausdruck zu ziehen ist. In Naherungen wird dies nicht immer
beriicksichtigt, so dass diese dann nur fiir (afa) < 29 giiltig sind.

Fiir sehr niedrige Temperaturen kann man

St =+v2Sa, S; =+2Sd (14.28)
approximieren. Vernachlassigt man im Produkt
S528% = (8 —alay)(S — ai,arl) ~ S? — S(alar + ai,arl) (14.29)

den Anteil alarai,arz, das heif}t iiberall im Hamilton-Operator Beitrage, die Produkte aus vier Bosonen-
Operatoren enthalten, so bleibt

J 1 — — z Qz z
H = *EZ <§(Sj_sr+d+sr S;r+d)+SrSr+d> 7g'u’BHOZS"
r.d r
s

= 5 (aIerar +alaria+ S —alar — ai+dar+d> — gusHy Z(S —alay) (14.30)
rd r

Wir konnen nun die Bose-Operatoren wieder der Fourier-Transformation unterwerfen

1 . 1 .

T ikrat _ —ik-ra

al = — E e ray, ar=-—= E e ak (14.31)
VN y VN

und erhalten

J
H=Ey+» (JzS(1 - ) + gusHo) afax, Eo= —§N252 — guHyNS. (14.32)
k

Durch Beriicksichtigung der Terme vierter Ordnung in den Bose-Operatoren kann man dann Korrek-
turen bei hoheren Temperaturen bestimmen.

14.a.v Spezifische Warme und Magnetisierung

Wir wollen noch die Energie und die Magnetisierung bei tiefen Temperaturen und ohne dufleres Feld,
Hy = 0, betrachten. Fiir die Energie ergibt sich

hWk VP 3 hwk
E=E Sl S RS G L) e S 14.33
0t zk: o —1 - 0t g / eBhan — | (14.33)

Mit d®k = 47k2dk und der Substitution z = Shwy = Bh*k?/(2m*) folgt

VekpT(2m*kpT)3/2 [ 23/2d ['(5/2)¢(5/2)VekpT (2m*kpT)3/?
E = B, + kel @m ke T) /Z 2 _ o4 LODCODVekeTCmTke )77 (g 5
(2m)%h e’ —1 (2m)%h
Der Beitrag zur spezifischen Warme ergibt sich zu
dE  5T(5/2)¢(5/2)Vpks(2m* kg T)>/?
=—= . 14.
Cv ar Sr2h? (14.35)
Die spontane Magnetisierung ergibt sich ganz analog zu
M(T) = gus(Siw) = gus(NS — ) me)
k
Vo (2m*kgT)%/? [ 2'/2dz
= gus(NS - at B3) /
(2m)2h e* —1
['(3/2)¢(3/2)Ve(2m*kpT)3/?
(27)2h%)3/2

95



Es gilt also sowohl fiir die spezifische Wiarme wie auch fiir die Abnahme der Magnetisierung ein 7/2-
Gesetz.
Dabei ist ((v) die Riemannsche (-Funktion

=1
C(v) = " (14.37)
n=1
Der Zusammenhang ergibt sich auf folgende Weise
 z¥dz > zVe *dz * & =1
/O 1= /O T = /0 ZV;efnzdz =T(v+ 1)7;1 =T+ 1Cw +1). (14.38)

Man findet speziell I'(3/2)¢(3/2) = 2.315, T'(5/2)((5/2) = 1.783.

14.b Antiferromagnet
Siehe Hunklinger-Enss: 10.3 Antiferromagnetismus S. 361-363

14.b.ac Spinwellen-Naherung

Wir betrachten nun ein Gitter mit Spins, zwischen denen eine antiferromagnetische Kopplung besteht.
Wir wollen annehmen, dass man das Gitter in zwei Untergitter A und B zerlegen kann, so dass nur
jeweils eine Wechselwirkung zwischen Spins auf zwei verschiedenen Untergittern besteht. Das heifit im
Hamilton-Operator

H=1JY Sy Sria—gaHoaps Y S;—gpHopus ) 57 (14.39)
r,d rcA reB

wollen wir annehmen, dass alle Orte r auf dem Untergitter A, alle Orte r +d aber auf dem Untergitter
B liegen. Als Beispiel kann man sich vorstellen, dass auf einem einfachen Gitter mit den Gitterpunk-
ten R, = nja; + nsas + ngas die Gitterpunkte mit geradem ni + no + n3 zum Untergitter A, die
mit ungeradem zum Untergitter B gehoren. Auf einem zentrierten Gitter gehoren etwa die mit den
Gitterpunkten nia; + noas +nzas zu A, die mit (n1 +1/2)a; + (ne +1/2)as + (n3 + 1/2)as zu B. Ein
flaichenzentriertes Gitter ist nicht geeignet.

Wir nehmen nun an, dass die Spins auf dem Untergitter A vorwiegend nach oben, die auf dem
Untergitter B vorwiegend nach unten ausgerichtet sind auf Grund der antiferromagnetischen Wechsel-
wirkung und duflerer (fiktiver) Magnetfelder H4 > 0, Hg < 0.

Wir fithren nun wieder die Spinwellen-Naherung durch. Mit St = S% +iSY folgt dann

d . .

lhESXr = (=Jz(Sf) + gA,uBHoA)S:{r + J(S%) Z Sngrd? (14.40)
d

. d . -

m&sgr = (=J2(S5) + gBusHop)SH, + J(SE) Y Shiia: (14.41)
d

Die Bestimmung der Anregungsfrequenzen fiir die ebenen Wellen reduziert sich dann auf die Bestim-
mung der Eigenwerte von

~J2(Sf) + gapsHoa J2(S5) e (14.42)
J2(SE) 1« —J2(S) + gppsHop )’ .

Speziell ohne dufleres Feld und fiir (Sf) = —(SZ) ergibt sich

hwie = +J2(S2)1 /1 — 42 (14.43)

Fiir kleine k folgt in diesem Fall aus dem ferromagnetischen Analogon JSz(1 — v) = h*k?/(2m*) fiir
den antiferromagnetischen Fall J{S?),/1 — v = hc*k, also eine lineare Dispersion mit der Magnonen-
geschwindigkeit c*.
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14.b.5 Holstein-Primakoff-Transformation

Wir verwenden auf dem Untergitter A wieder die Darstellung (14.20-14.22) fiir die Spins, auf dem
Untergitter B aber wegen der anderen Orientierung die Darstellung

St = 87 4+iSY =25bi(1 - bib./(29))Y2, (14.44)
ST = 8% —iSY =/25(1 — blb./(25))"/ by, (14.45)
S* = bib.— 8. (14.46)

Man iiberzeugt sich leicht, dass auch hier die Kommutator-Relationen und das Quadrat des Spins die
richtigen Werte ergeben. Wir fithren wieder die harmonische Naherung durch und erhalten

H = JSZ (arbr+d + aIbI‘+d - S + ala/[‘ + bi+dbr+d)
r,d
—gaHoaun Z(S - aiar) + gpHopun Z(S - blbr). (14.47)
reA reB

Wir fithren jetzt wieder die Fourier-Transformation (14.31) und analog

1 a 1 N

b= —= N el b= —— Y ek (14.48)

e e

durch. Dann lasst sich der Hamilton-Operator
H = Ey+JSz Z (’}/Adldk + ’}/BBLZA)k + ’)’kdki)fk + ’)Lk(AlLbT_k) , (14.49)
k
gaHoaps gsHopuB

Ey, = JS%:(1- — =14+=—— =1-=———— 14.50
0 2(1=ya—7B), 74 + 79, 0 B 73, ( )

schreiben.
Um Grundzustandsenergie und Anregungsenergien zu finden, muss man den Hamilton-Operator
diagonalisieren. Dies geschieht durch eine geeignete unitéare Transformation. Wir setzen

ik = ukok — vy, (14.51)
i, = ukof — vkBk, (14.52)
by = wfx —vkaf, (14.53)
o'y = wefhly — vkax. (14.54)

Wir setzen der Einfachheit halber voraus, dass u und v reell sind. Die Operatoren o und 8 werden als

Bose-Operatoren vorausgesetzt. Man tiberzeugt sich, dass das dquivalent ist dazu, dass auch a und b

Bose-Operatoren sind. Voraussetzung ist allerdings, dass uf — v = 1 gilt. Diese Operatoren setzen

wir nun in den Hamilton-Operator ein. Man erhalt dann

H = Ey+JSz Z (fyAvﬁ + 731}12( — 2’7kUkUk)
k

+ JSz Z (vaup + vBVE — 2McuKvk) alak
k

+ JSz Z (vavi + YBUR — 2McuKvK) 8Bk
K

+ JSz Z (=(va + vB)ukvk + 1(up + v3)) (alﬁik + axfB_k)- (14.55)
K

Wir verlangen nun, dass der Koeffizient bei den anormalen Termen of 5T 4 a8 verschwindet,

—(va + vB)urcvi + (Ui + vif) = 0, (14.56)
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woraus mit uf — v =1

Tk YA+ B
UkVk = E, Ui + ’U12( = T, (1457)
2
é = \/<¥> — A2, (14.58)
ul + v} .
(ya+7v8)—= B K — 2o = éx (14.59)
folgt. Damit reduziert sich der Hamilton-Operator auf
H = Ey+J5:Y (M +ék>
2
k
+ J82Y (% + gk) afax +J52Y <% + ék> B B (14.60)
k k

Falls kein &dufleres Magnetfeld anliegt, reduzieren sich mit y4 = yg = 1 die Anregungsenergien auf
hwg = JSz4/1 — 'yﬁ und fir kleine k hat man hwyx = hc*k.
14.b.y Spezifische Wirme und Untergittermagnetisierung

Unter der Annahme, dass keine &ufleren Magnetfelder anliegen, wollen wir nun Energie und Untergitter-
Magnetisierung bestimmen. Wir beobachten zunéchst, dass in diesem Fall v4 = vy = 1. Damit folgt

& =1/1— 3. (14.61)

Wir waren bei der Betrachtung ausgegangen von einem Zustand, in dem die Spins auf A nach oben, die
auf B nach unten ausgerichtet sind. Solch einen Zustand bezeichnet man als Néel-Zustand. Tatséchlich
ist der Grundzustand ein komplizierterer Zustand. Der hier berechnete Zustand stellt eine bessere
Naherung dar, was man schon daran erkennt, dass seine Energie F, niedriger als die Energie Ey des

Néel-Zustandes liegt,
By =FEog—JSzY (1,/1713). (14.62)
k

Die Magnetisierung des Untergitters A ergibt sich zu

o 1
M} = gaps Y _(S—(afax)) = gapsNS—gaps Y vi = gausN(S+3 14.63)
k

JgAMB 1
)_ 7(
k > 2T

wobei wir afa = (ual — vB)(ua — v3") verwendet haben. Der Beitrag (—v3)(—v3') ergibt das v2. Sie
ist gegeniiber dem des Néel-Zustands reduziert.

Zur spezifischen Warme brauchen wir keine neue Rechnung anstellen. Wegen der linearen Dis-
persion wird die Rechnung wie bei akustischen Phononen durchgefithrt und ergibt einen Beitrag zur
spezifischen Wirme proportional zu 7. Zu beachten ist, dass es zwei Magnoneniste an Stelle von drei
akustischen Phononen-Asten gibt.
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15 Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren kennen wir bereits von den Phononen. Sie waren das Vor-
bild fiir die Photonen- Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren der Quantenelektrodynamik. Fast
zur gleichen Zeit stellte sich heraus, dass man sie auch fiir Teilchen, die durch die Schrédinger-Gleichung
beschrieben werden, verwenden kann. Tatsédchlich nimmt durch ihre Verwendung der Hamilton-
Operator eine wesentlich iibersichtliche Form an. Ihre Verwendung erlaubt iiber die Schrédinger-
Gleichung hinaus auch Prozesse zu beschreiben, bei denen die Anzahl der Teilchen nicht erhalten
ist.

Es sei angemerkt, dass die Operatoren, die wir hier betrachten, eine (nicht-kommutative) Algebra
bilden. Es gelten also Kommutativ- und Assoziativ-gesetz der Addition, das Assoziativ-Gesetz der
Multiplikation und das Distributiv-Gesetz.

15.a Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Fermionen

Wir wollen nun die Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Fermionen einfiihren. Hierzu gehen
wir aus von einem vollstdndigen Satz orthonormierter Einteilchenfunktionen ¢;(q), wobei wir der Ein-
fachheit halber Orts- und Spinfreiheitsgrad zu einer Variablen ¢ = (r,s) zusammengefasst haben.
Statt einer Orts- und Spinbasis kann man auch von einer anderen ausgehen. Tatsdchlich wird die
Basis, in der wir schliellich arbeiten, aus den Zustanden der Basis, die wir mit ¢ gekennzeichnet haben,
aufgebaut. Wir kénnen nun die Slaterdeterminante aus N Teilchen schreiben als

Gi(q1)  bi(q2) o dii(an)

1 ; ; ;
2'1,2'2,...2']\/‘)5 — ¢Z2(QI) ¢Z2(q2) ¢12(QN) , (15.1)
¢iN (QI) ¢iN (qQ) ¢’iN (QN)
genauer (qi,qa, ...qn i1, 42, ...in) = |...|. (Der Faktor 1/v/N! verschwindet, wenn wir fiir die Definition

von |q1, g2, ...qn) die gleiche Konvention verwenden). Vertauschen wir die Zeilen der Nummern m und
n, so andert sich das Vorzeichen. Die Wellenfunktion ist antisymmetrisch

i1 iN) = — |10 )- (15.2)

Im Folgenden benédtigen wir noch eine Formel zur Bestimmung des Uberlapps

. 1 "
(J1,d2--gNli1,i2..iN) = ﬁ/dfhd%---dfm %elt(%‘k (ql))%elt(@k (@1))- (15.3)

Hierzu wollen wir beispielsweise zunéchst die ¢7 -Integrale durchfiihren. Diese Funktion tritt fir alle
q1, ... gn auf. Wollen wir gerade tiber ¢7, (q1) integrieren, so kénnen wir die Spalte [ mit der Spalte 1
in beiden Determinanten vertauschen und dann die Integrations-Variable ¢; mit ¢; vertauschen. Das
ergibt N gleiche Beitrdge und es bleibt

<j1,j2...jN|i1,i2...iN> = !/dqldq2...qu¢;fl (ql)k>diet (¢;k(Ql))(}€e}(¢zk(QI)) (154)

1
(N -1) 1>1

Wir fiihren jetzt die Integration iiber ¢; durch und erhalten

. . . . . . _ (_)m—l *
(J1,J2--JNlit, iz in) = ;mmm dgz...dgn k;iflgl(éjk (@) k;gggﬂ(qﬁzk (@)
= Y i ()" 2N i1y 1) (15.5)
m
Diese Gleichung kann iteriert werden und ergibt schliefSlich
(g1, J2-inlin, dgein) = det(8,,. 4, )- (15.6)

99



Wir bemerken, dass Zustande unterschiedlicher Teilchenzahl als orthogonal auf einander angesehen
werden

(J1,Jo---dmlin, to..in)y = 0 fir M # N. (15.7)
Die Rekursionsformel (15.5) bleibt (ohne den Zwischenschritt mit der g-Integration) giiltig fiir Zusténde
unterschiedlicher Teilchenzahl. Fiir N # M steht eben links und rechts 0

(1, Gaerdnalin igein) = D 8y i (=)™ Gaerrdaa 111, i g 10i0). (15.8)
m

Wir definieren nun den Erzeugungs-Operator cl-L durch seine Wirkung auf einen beliebigen Zustand

clliv.in) = |iyir.in). (15.9)

Er fiigt also dem N-Teilchenzustand ein weiteres Teilchen im Zustand ¢ hinzu. Ist dieser Zustand
bereits im N-Teilchenzustand besetzt, so ist das Ergebnis 0. Ein Zustand kann nicht zweimal besetzt
werden. Bei Anwendung zweier Erzeugungs-Operatoren folgt

clelliv.in) =i, j,i1..in) = —|j,4,i1...in) = —chel|ir..in). (15.10)

Da dies bei Anwendung auf beliebige Zustande gilt, folgt generell fiir die Operatoren

c}c} = —clef (15.11)

€
das heif3t, die Erzeugungs-Operatoren antikommutieren, was man auch

hyells = cle] + clel =0 (15.12)

schreibt. Wir kennzeichnen hier den Antikommutator mit [..,..]+. Auch die Bezeichnung {..,..} ist
iiblich.
Als néchstes fithren wir Vernichtungs-Operatoren als hermitesch adjungierte Operatoren zu cf ein

(]1.7M|Cz|lllN> = <212N|Cj|jle>* = <212N|Z;.71.7M>* = (Z,]1JM|212N>
_ S () i G it i1 Gt in) N =M +1 (15.13)
B 0 N#M+1 ‘
Damit folgt dann, dass ¢; ein Teilchen mit der Quantenzahl ¢ vernichtet,
cilivin) = Y (=) i liteimo1yimi1in), (15.14)
cilvak) = 0. (15.15)
Dabei ist |vak) der Vakuum-Zustand, also der Zustand ohne Teilchen. Wir finden weiter
(aleici[b) = (blefella)” = —(blclcla)” = —(ale;eb). (15.16)
Daher antikommutieren auch ¢; und ¢;,
cicj = —cjc; oder [, ¢l = cicj +¢je; = 0. (15.17)
Wir werten noch [¢f, ¢;]1 = cle; 4 ¢j¢l aus
clejlivein) = (=) 850, i1 im—1im1.0n), (15.18)
m
cielliv.in) = cjli ivin) = 0 jlivin) + D (=)0 i1 1imi1.min), (15.19)
m
(CIC]‘ + CjCI)|Z'1...’L'N> = 5i7j|l'1...i]v>. (15.20)

60



Damit ergibt sich fiir den Antikommutator
[Cj, C;-r]Jr = CjC,:-r —+ CIC]' = (Sjyp (1521)

Haufig arbeitet man mit orthonormierten Zustéanden. Dies ist aber nicht zwingend. Falls die Zustande
nicht orthonormiert sind, folgt
(vaklle;, ]+ Ivak) = (i), (15.22)

zum Beispiel mit Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren im Orts-Raum
Yi(r)vak) = [r),  [p("), T (X)) = 6@ — ). (15.23)
Allgemein ist dann in den obigen Formeln d;; durch (j|i) zu ersetzen. Es gelten weiterhin die Anti-

Kommutatoren (15.12 und 15.17).

15.b Einteilchen-Operatoren

Wir betrachten nochmal Gleichung (15.18). Vertauschen wir der Reihe nach ¢ mit iy, ...i,,, so finden
wir
clejliviny = 6 li1eim—1,4,imi1.0in). (15.24)
m

Falls sich also j unter den Quantenzahlen i,, befindet, so wird es durch ¢ ersetzt. Wir betrachten nun
den Teilchenzahl-Operator. Er lautet

N =3 de, (15.25)
denn aus
cleilivein) = (854, + -0iin )it in) (15.26)
folgt nach Summation iiber 4
Nli1...in) = Nliq...in). (15.27)

Die Anwendung des Operators N multipliziert also den N-Teilchen-Zustand mit N.
Wir betrachten nun den allgemeinen Einteilchen-Operator 7. Er wirkt im Ortsraum im Allge-
meinen als Integral-Kern auf die Wellenfunktion

T|®)= /d37°'t(r1,r')(I)(r',rg...rN) —|—/d?’r't(rg,r')q)(rl,r'...rN) + ...+/d3r't(7°N,r')q)(rl,rg...r').

(15.28)
Mit der Transformation auf die Basis der ¢
t(r,r') = Zti,j@(?“)@ () <= t;; = /dgrd?’r'qﬁ(r)t(r,r')qﬁj (r') (15.29)
%]

folgt zunéchst fiir den Einteilchen-Zustand

T|Zl> = Zti7j¢i(r1) /d3r/¢;f(r/)¢il (r/) — Zti,il gbi(rl) (1530)

%

8

Jyi1

und

Tliv) = > tiili). (15.31)
Fiir den N-Teilchen-Zustand gilt dann

Tlivin) = 3 tiiliyigin) + Y tiiylin, i ig.in) + ... (15.32)
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da der Operator auf jeden Einteilchenzustand wirkt, die anderen aber ungedndert lasst. Daraus

schlieffen wir
T = Zt” clej, (15.33)

denn der Einteilchen-Zustand j wird stets durch ZZ t;,51 ersetzt.
Beispiele: Einteilchenpotential

tr, ) = V() —1) <= t;; = /d3r¢f(r)V(r)¢j (r). (15.34)
Kinetische Energie:
* h2
i = [ 61w 5265 0) (15.35)
Verwenden wir speziell ebene Wellen
1
= Her 15.36
¢k(r) \/vpe ( )
so folgt
> hk?
T = Ck.sCk,s» (1537)
p 2m

wobei jetzt die Spin-Variable s (genauer die z-Komponente) wieder hinzugefiigt wurde. Dies ist die
kinetische Energie in der Impuls-Darstellung.

15.c Zwei-Teilchen-Operatoren

Die Coulomb-Wechselwirkung ist wie viele anderen Wechselwirkungen ein Zwei-Teilchen-Operator.
Wir betrachten daher jetzt seine Darstellung durch Erzeuger und Vernichter . Die Wirkung eines
Zwei-Teilchen-Operators V auf einen N-Teilchen-Zustand ist gegeben durch einen Integralkern V' mit
der Wirkung

(r1,ro..rn|VI|®) = /d3r’d3r”V(r1,7’2,7"’,7"”)@(7”,7’”,7"3...7"]\;) + ...
= Z/d?’r'd3 "Virg i, r"® (i, i, i) (15.38)
1<)

Wir stellen nun V' in der Basis der 7 dar

Viry,ro, ' 0"y = 3 Vigay di(r)d; (r2) 5 (r') g5 ("), (15.39)
4,4, 3"
dann folgt
(r1,ralV]in,ia) = /ﬁ%ﬁg"E:‘%um@@ﬂ%@ﬁ¢()%( 5

4,454 .5

1 / " ’
ﬁ(¢i1 (’I“ )¢i2 (T ) — Giy (T )¢11(

X

1
= > Vijiria — Viginin) 750i1(r1)¢5(r2) = Vigira (i ralis ). (15.40)
0,J j

Das heifit fiir den Zwei-Teilchen-Zustand gilt

Vi, io) = Y Vijirislis 4)- (15.41)
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Dementsprechend ergibt die Wirkung von V auf den N-Teilchenzustand eine Uberlagerung der An-
wendung der Zweiteilchen-Wechselwirkung auf alle Paare, wobei die tibrigen Zustiande unverandert

bleiben,
V0ivin) = D> Vi inloorim = doin = i) (15.42)
m<n 1,j
Diese Operation wird durch Operatoren c;r c;( c;rcir bewirkt. Zum Nachweis berechnen wir mittels (15.18)
CICilc;r-Cj/Hl...Z'N) = Cl—tci/ Z(sj/,in|'“in — ]>
n
= 6j,i’ Z(Sj’fin""in d Z>
n
+ Z 1 in 0t iy |owiiom, = iy — Jonn). (15.43)
m#n

Der Term in der zweiten Zeile kann geschrieben werden
8jir Y jtsin
n

Bringen wir ihn auf die linke Seite der Gleichung, so bleibt dort vor dem Zustand |i;...ix) der Operator

i = i) = [l eolicleplin.in). (15.44)

c;rcz-/c}cj/ - [c},ci/]+c;fcj/ = c;rcz-/c}cj/ - cj[c;{,ci/]+cj/ = fcjc}ci/cj/ = c;rc}cj/ci/ (15.45)

und damit

AR D S
E ‘/IJJ/'J'CiCjCJ'CZ'|Zl"'ZN>

4,5,4",5"
= E E Vijimin | dm = Goin — Jo). + E g Vi dvim in

m<n 1i,j n<m t,j

iy = Jeim — i), (15.46)

wobei wir explizit die beiden moglichen Reihenfolgen von m und n berticksichtigt haben. Wir kénnen
nun in der zweiten Summe m mit n und ¢ mit j vertauschen. Dann ist die letzte Summe ebenfalls eine
mit m < n, das ket ist das gleiche wie in der vorhergehenden Summe und aus V; ; ;.. ;, wird durch diese
Vertauschung V. Generell ist aber wegen der Gleichheit (Ununterscheidbarkeit) der Teilchen

Lyl tm *
Viii i = V.. . Daher stimmen die letzte und die vorletzte Summe iiberein und wir haben
5Jtmstn J5%tntm
1 3 P
V= 5 %7j,i/7j/cicjcj/ci/. (1547)
4,5, ,5"

Beachten Sie den Faktor 1/2 und die Reihenfolge der Indices. Der Faktor 1/2 rithrt daher, dass sowohl
der Term ‘/;7j,i/,j/cjc;cjfci/ als auch der Term ‘/'j-JJ/,ifc;fcjci/cj/ das ket [¢'5’) in das ket |ij) tiberfiihrt.
Diese Doppelzahlung wird durch den Faktor 1/2 korrigiert.

15.d Lokales Potential
Als Beispiel betrachten wir ein lokales Potential
V(r1, 81,79, 89,1], 57,15, 55) = V(r1 —12)0°(r1 — r1)8° (r2 — 15)05, o1 0, a1 (15.48)

Stellen wir es in der Impuls-Darstellung dar, so finden wir

Vi st ka,so k! sl ks, = 551,53582,85/d3T1d3T2¢i1(1”1)(151*(2(1?2)‘/(1?1 — T2) i, (T2) dicy (T1)
]_ b - . 7 . ’
= 551’511552’512W/d37’1d37’261(k17k1).r1+1(k27k2).r2v<r1 —r9) (15.49)
P
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Die Exponential-Funktion kénnen wir auch
ei(kll—k1)~(1‘1—r2)+i(k/2—k2—k1+k/1)~[‘2 (15'50)
schreiben. Fiihren wir nun statt r; und ry als unabhéngige Variable r = ry — ry und rsy ein, so ergibt

die Integration iiber ry gerade Vp5k1+k27k/1 +k;,- In der d-Funktion steckt die Impuls-Erhaltung, der
Impuls k] + ki der beiden Teilchen wird neu in ky + ko aufgeteilt. Dabei bezeichnet man

q=k] -k =—(ks — ko) (15.51)
als den Impuls-Ubertrag. Das Matrix-Element ergibt sich dann zu

1 iq-r
Vk17817k27s2,kllas/ k! SIQ = 581,8 682,8/2vpv(q)6k1+k27k1+k’27 V(q) = /dgreq V(I’) (1552)

’
12720 1

V(q) ist also die Fourier-Transformierte des lokalen Potentials, das sich

V=5 ST V@, ., chy o —as i tas (15.53)
P k1,k2,q,51,82

schreiben lasst. Speziell fiir die Berechnung fiir das Coulomb-Potential gehen wir aus von einem
abgeschirmten Coulomb-Potential (Yukawa-Potential) V(r) = 26~ und finden

T

igqr—Ar o) ) 27 1 1
Vig) = 62/d37“67 = eQ/dQ/ rdrel(acos0=Nr — 62/ d<Z)/ dcos)———
r 0 0 ~1 (XA —igcosf)?

1 1 1 4me?
— 2re2 = 15.54
€3 ()\iq )\+iq) A2 4 g2’ ( )

was fir A = 0 den Limes des Coulomb-Potentials liefert.

15.e Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren fiir Bosonen

Wir werden uns hier vorwiegend mit Elektronen und Phononen befassen. Fiir letztere kennen wir
bereits die Erzeuger und Vernichter. Es stellt sich heraus, dass fiir bosonische Teilchen die gleichen
Beziehungen fiir Erzeuger und Vernichter gelten wir fiir Phononen. Wir wollen diese bosonischen
Erzeuger und Vernichter hier in Analogie zu denen fiir Fermionen einfithren. Zunéchst méchte ich die
fermionische Determinante (15.1) in etwas anderer Form schreiben

i ioein) = ==Y (=) i (ar1)di (ap2). by (gPN)
P

= —Z(_)P¢ip1 (q1)¢ip2 (q2)"'¢’iPN (qN)- (1555)
P

Dabei lduft P iiber alle N! Permutationen der Zahlen 1,2..N. (—=)% ist +1 oder —1 je nachdem, ob
P eine gerade oder ungerade Permutation ist. Es hangt also davon ab, ob man die Permutation durch
eine gerade oder ungerade Anzahl von Transpositionen erhélt. Eine Transposition ist der Austausch
von zwei Zahlen der Zahlen 1 bis N. Die aus (1,2,3) entstehenden Permutationen (1,2,3), (2,3,1) und
(3,1,2) sind gerade, wahrend (1,3,2), (2,1,3) und (3,2,1) ungerade sind. Unter Pi verstehen wir die
Zahl, die durch die jeweilige Permutation aus i entsteht. So ergibt die Permutation (1,2,3)—(2,1,3)
zum Beispiel P1 =2, P2 = 1, P3 = 3. Fiir Bosonen fiihren wir nun ein

liv,i2.in) = %Z¢i1(QP1)¢i2(QP2)---¢iN(QPN)
©P

- ﬁZ‘f)im(ql)@m(@)---@m(qw)- (15.56)
P
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Die Vorzeichen-Faktoren (—)F fallen also weg, da es sich um Bosonen handelt. Die Wellenfunktionen
sind symmetrisch

|i1 i oo i) = |01y (15.57)

Fiir den Uberlapp erhilt man eine #hnliche Rekursions-Formel

(J1, J2--Jnalin, d2...0 Z5g1,zm Jo-dM it dm—1, Gmg1- 0N ). (15.58)

m

Die bosonischen Erzeuger b;f werden nun durch

bl|ir..in) = |iyi1...in) (15.59)
definiert. Jetzt gilt allerdings
bIbtiv..in) = [i,j,1.in) = |j,i,d1..in) = bIb] [i1..in), (15.60)
also kommutieren die Erzeuger
[b],b1) = 0. (15.61)

Fiir den Vernichtungs-Operator definiert als hermitesch Adjungiertes des Erzeugungs-Operators findet
man dann

(rodnalbilivin) = (irein|bllgi.jar)* = (ireinli, jrojar)® = (G j1ejarlin..in)
= Siiy, (1o ding i1 o1, s 1) (15.62)
m

und

bilivin) = Y Giipliteim 1,imi1.in), (15.63)
m
bilvak) = 0. (15.64)
Weiter folgt

(albib[b) = (blblb]|a)* = (blblbl|a)* = (alb;bsb), (15.65)

also
[bi, bJ] = bibj — bjbi =0. (1566)

Schliellich betrachten wir noch den Kommutator zwischen Vernichter und Erzeuger

bibsliy...in) = Z5%|i,z'1...¢m_1,im+1...m>, (15.67)
b]bjl’LlZN> = bj|i,i1. AN > = 5]71|21 + 25 71m|l 11 lm—1, b1 > (1568)
(b]b;r — bIbJ |21...ZN> = 5j,i|ll---iN>- (1569)
Das ergibt fiir den Kommutator
[b],bz] 0j.i (15.70)

Iteriert man den Ausdruck fiir den Uberlapp (15.58), so findet man
(Greed i1 in) =D 8y ipsOssips - Oinipn- (15.71)
P

Teilchenzahl-Darstellung: Das Matrix-Element ist nur von 0 verschieden, wenn beide N-Teil-
chen-Zusténde alle Einteilchen-Zustéande in gleicher Anzahl besetzt haben. Auf die Reihenfolge kommt
es nicht an. Man kann also angeben, wie oft jeder Zustand i besetzt ist. Bezeichnet man diese
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Anzahl mit n;, dann stellt sich heraus, dass der Uberlapp das Produkt aller n;! ist, da es jeweils n;!
Permutationen gibt, fiir die die Kronecker-Delta gleich 1 werden,

N
(ivoinlivin) = [[nils ni="_ 6ii,.- (15.72)
[ m=1

Das Produkt lduft dabei iiber alle Einteilchen-Zusténde ¢ des Hilbert-Raums. Verwendet man statt
der obigen Notation, in der wir die N Einteilchen-Zustéande auffiithren, die Besetzungen, so fithrt man
die normierten Zustdnde, die durch alle Besetzungszahlen n; charakterisiert sind, ein

(b))™
i) =[] ﬁ|vak>. (15.73)

Man erkennt, dass fiir diese die bereits von den Phononen bekannten Beziehungen

o) = Vi + 1 +1.2), biloong) = ialong — 1..) (15.74)

%

gelten. Fiir Fermionen kann man diese Teilchenzahl-Darstellung auch verwenden, allerdings muss man
die Reihenfolge der Zusténde wegen der Vorzeichen genau definieren. Die Faktoren n;! spielen dann
keine Rolle, da dann nur n; = 0 und n; = 1 auftritt und 0! = 1! = 1, allerdings ist dann in (15.74)

v/n; + 1 durch /1 — n; zu ersetzen.
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16 Hartree-Fock-Niherung, RPA (Random-Phase-Approxi-
mation), Plasmonen

Wir suchen einen Operator A, der die Eigenschaft
[H,A] = €A (16.1)

hat. Ein solcher Operator beschreibt eine Anregung der Energie €, denn ist |®) ein Zustand der Energie
E, d.h. H|®) = E|®), dann folgt

HA|®) = [H, A]|®) + AH|D) = eA|®) + AE|®) = (E + €)A|D). (16.2)

Die Energie des Zustandes A|®) ist also um e hoher als die des Zustandes |®). Allerdings ist es nur
in idealen Fallen moglich, solche Operatoren exakt zu finden. Doch kann man nadherungsweise solche
Operatoren bestimmen.

16.a Einteilchen-Anregungen in Hartree-Fock-Naherung
Der Operator cL  beschreibt die Hinzufiigung eines Teilchens mit Impuls 2k und Spin s. Wir berechnen
1
[H, CLS] = Z €Ky [Cleckl,swCLs] + Y Z Vq[CL181CL282Ck2,q752Ck1+q751,CLS]. (16.3)
ki,s1 kisikasaq

Der erste Kommutator ergibt

i T T T T i _ T
[cklslckhsl’cks] = %y ek 515 Caesl+ — [Cklsl7cks]+ck1,81 = ey, Ok1 KOs s (16.4)
und der zweite Kommutator
T T i _ i i
[ck1 51 Ckasy Cka—a,52Cki+q,51> Cks] = Ckys; Ckpsy Cka—a,s2 [Ckl +q,s15 Cks]+
i i T
T Ckys1%%kass [Ck2—q,82acks]+ck1+qasl
_ i
= CklslCk2520k2*q7525k1+q,k551,S
i i
- CklslCk2526k1+q,515k2*q,k552,5' (16.5)
Damit folgt dann
P i 1 S Vad] i 1 S Vel
[H’ cks] =  €kCyq + 2VP chk—qslck2326k2*q,52 - 2VP chklslck+qsck1+q51
kosaq kisiq
_ Py L P
= €k, + ™ Z VaClt qsCiy s, Cki+as: - (16.6)

kisiq

Dabei wurde in der ersten Summe q durch —q und ks durch k; ersetzt und in der zweiten Summe
wurden die beiden Erzeugungs-Operatoren miteinander vertauscht. Man beachte, dass V_4 = Vg
wegen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen gilt.

Wahrend der erste Term wieder der Erzeugungs-Operator ist, mit dem wir H kommutiert haben,
gilt das nicht fiir den zweiten Term. Wir miissen fiir diesen eine Naherung vornehmen. Dazu {iberlegen
wir uns, dass einige Einteilchen-Zustédnde bereits besetzt sind. Das heifit, dass fiir k; unterhalb der
Fermikante die Anwendung des Operators cLSlck1 s, den Faktor 1 ergibt, wahrend er fiir k oberhalb
der Fermikante den Faktor 0 ergibt. Man ersetzt aus diesem Grund

T T ol T T T _ T T
ck-‘,—qscklslckl“rqSl ~ Ck—',—qs <Cklslck1+q51> - Cklsl <Ck+qsck1+q51> - 5Q,0nk1510ks - 5k,k1 55,510ksnk+q5'

(16.7)
Damit erhalten wir
1 1
[H, CLS] = (Gk +7 Z Vonk, s, A ZankJrqs)cLS = EEFCLS. (16.8)
P kis1 P qa
Hartree—Term Fock—Term
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Der Hartee-Term VoN/Vp wird fiir das Elektronengas durch die Wechselwirkung mit der positiven
Tonenladung kompensiert. Analog findet man

[H, eis) = [el,, H]T = —[H, el )T ~ —ellF ey (16.9)

Die Anwendung von cys ermiedrigt die Energie des Zustandes um e}lF'.
Noch einige Anmerkungen:

a) Diese Rechnung ist nicht auf den Grundzustand beschrénkt. Fiir endliche Temperaturen hat man
nks durch den thermischen Erwartungswert zu ersetzen.
b) Wir sind hier von einem translationsinvarianten Hamilton-Operator ausgegangen. Haben wir etwa
ein gitterperiodisches Potential und rechnen mit ebenen Wellen, so wird das periodische Einteilchen-
Potential zwischen Elektronen und Ionen auf der rechten Seite der Gleichung (16.8) auch Beitrége
mit Operatoren CL a5 erzeugen, wobei G reziproke Gittervektoren sind. Dann muss erst &hnlich wie
im Abschnitt (11.b) diagonalisiert werden, was auf die Blochzustdnde fiihrt. Dabei ist zu beachten,
dass dann die Besetzungen n selbst-konsistent bestimmt werden miissen. Das fithrt faktisch auf ein
nicht-lineares Gleichungssystem.

16.b Normal-Ordnung

Wir haben oben die Ersetzung (16.7) vorgenommen. Es gibt ein systematisches Verfahren dafiir,
das als Normal-Ordnung bezeichnet wird. Im Detail findet es sich unter http://www.tphys.uni-
heidelberg.de/~wegner/Wick Normal.ps . Hier nur einige Bemerkungen dazu. Die Normal-Ordnung
wird durch Doppelpunkte gekennzeichnet. Dabei gilt

1= 1, (16.10)
caA(ch,e) + BB(ct ) = a: Al e): +6: B(c,e) (16.11)
CL A = CLA : +Z(c£cl) : [c},A]i 5 (16.12)

1
ck:A: = A +Z(ckcj) ey Alg s (16.13)

l

Sie gilt also fiir bestimmte Erwartungswerte (czcl), wobei auf Grund der Antikommutator-Beziehung

dann natiirlich <ckc}L> = 0k, — (c}ck> gelten muss. Dabei ist [.., A]+ als Kommutator auszuwerten fiir
Monome in A mit einer geraden Anzahl von Faktoren ¢ und ¢f, und als Anti-Kommutator fiir eine
ungerade Anzahl derartiger Faktoren. Grob gesagt wird aus A ein Faktor ¢; herausgezogen und in den
Erwartungswert <CLC[> hineingezogen, was auf (czcﬁ[cj, Al fithrt.
Zunachst finden wir
CLZZCLZ, Ckp =:Ck: (16.14)

Man muss sich nur vorstellen, man multipliziert C;L oder ¢, mit 1 =: 1 :Dann ergibt sich obiges
Resultat, da clT und ¢; mit der 1 kommutieren. Als néchstes betrachten wir

CLCk’ = CL S i =1 czckz : —i—Z(cLCQ : [c},ck/]i i=: clck/ : —l—(clck/) (16.15)
1

Ahnlich finden wir

ck/cL =: ck/cL : —|—(ckfc£). (16.16)

Addiert man beide Ausdriicke, so findet man
: clck/ D ck/cl :=0. (16.17)

Dies ist ein Beispiel fiir den allgemeinen Satz, dass man unter der Normal-Ordnung Erzeugungs- und
Vernichtungs-Operatoren miteinander vertauschen kann und dass sich dabei nur das Vorzeichen andert.
Eine §-Funktion tritt dabei nicht auf. Diese steckt bereits in den abgespaltenen Erwartungs-Werten.
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Der normalgeordnete Anteil : ckck/ : stellt die Fluktuation des Operators chkz um seinen Mittelwert

dar.
Fiir den obigen Operator c;iﬂsczlslckﬁqsl erhalten wir

T T — T oA . T

Ck—}-qscklslckl“rqSl - ck-‘,—qs(' Cklslck1+q51 . +<Cklslck'1+q51>) (16]‘8)
S | T . St ) St
= 1Oy gsChys Chitast |~ ¢ Chisy t (ChygsChitasi) T T Chpgs © (Chys, Chitasy )

Wir haben also in der Hartree-Fock-Néherung den Fluktuations-Anteil : C;L +q sc;il s, Chitqs; @ VeI-
nachlassigt.

Die normal geordneten Produkte haben noch eine weitere interessante Eigenschaft. Falls H — N
eine Linearkombination von Operatoren chl ist, dann ist der Erwartungswert im groflkanonischen

Ensemble beschrieben durch e AUH=1N) fiir einen Operator A =: A gegeben durch den konstanten
Beitrag von A.

16.c Teilchen-Loch-Anregungen in RPA
Der Operator der Teilchendichte lasst sich

Zc c;(ilp(r)|7) Zc c; @5 (r)e;(r) (16.19)

ausdriicken. Verwenden wir als Basis ebene Wellen, so folgt
= 3 g (16.20)
kK5
und deren Fourier-Transformierte schreibt sich
p(q) = /dgre_lq T Z Che sCK 5 A /d3re‘(k —k—q)r Z ClesCk+qs- (16.21)
K ks

Fiir Operatoren dieses Typs wollen wir nun den Kommutator mit H bilden
[H, CLkaJrqS] = [H, CLS]CkJrqs + CLS [H, Citqs)

t 1 t
= (€x — €ktq)ChsChtas T 5o v Ve el qrsChey s, Ot s Cicras
' k151

1
2V Z Ve /cksclﬁq 751 Ck151Ck+q’+qs- (16.22)

q’,kis1

Wir haben Terme der Form cf¢ mit H kommutiert und neben Termen dieser Form auch solche vom
Typ c2c? erhalten. Wir wenden daher erneut die Normalordnung an und finden
o d e 16, C = Ok, MkiqrsOss; © Ol C : g .0n cel c :
k+q’s ks, Ckita’siCk+aqs = k,k1"'k+q’sVss1 - Ck, 5, Ck+aqs - q’,07¢kys1 + Ckyq/sCktas -
LT . LT .
Oky ktqds1sMktas * CkpqsChita’s: * T0qq Mktars © Cy s, Catals: -
LAt T .
+ const.t : ¢y 1 Chy s, Cki+a's: Cktgs (16.23)
Die ersten beiden Beitrage tragen zur Hartree-Fock-Energie bei, die ndchsten beiden sind neu und
zeigen, dass zwischen Teilchen und Loch eine Wechselwirkung besteht. Die Konstante tritt nur fiir

q = 0 auf. Der letzte Beitrag ist der Fluktuations-Beitrag, den wir vernachlissigen. Ahnlich gehen
wir mit dem letzten Term in (16.22) vor und erhalten schliefilich

- g o= HF _ HF . .t .
[H’ * CksCk+as ] - (Ek - €k+q) CksCk+as -
Z i A 3 o :
Ve qllk+q * Ck1616k1+q51 LT Vq/nkJrq : Ck+ 1sCk+q+q’s * (1624)
Ve 2 Ve £ a
181
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1 i i
+ 713 qu/nk " CxtqisCktata’s 7V Z V_ alk © O, _qge, Chkisy

q’ kis1
HF _ _HF
= (4" —eita) t clicras : (16.25)
1 1
+ Vp(nkJrq —ng)Vy Z : cleclirqsl T (Nktq — Z Vo ck+q /Cktqq’s -
klsl
r(a)

Die zweite Summe ist schwierig zu behandeln. Sie wird haufig vernachlassigt. Fiir kleine q ist das
beim Elektronengas gerechtfertigt, da Vq divergiert.
Wir setzen nun unseren Operator A als Uberlagerung

A= arcl, cictqs (16.26)
k,s

mit Amplituden a¢ an. Dann folgt durch Einsetzen unter Vernachlissigung der zweiten Summe in
(16.25)

2V,
Al = Zak(eE - €k+q)CL50k+qs +— e Z Nktq — Nk)0k Z Cle, s, Cki+as1 s (16.27)
k151
was mit
hw Z akCLkas (16.28)
ks

iibereinstimmen soll, wobei hw die Anregungsenergie ist. Daraus ergeben sich die Koeffizienten-
Gleichungen fiir cLsck+qs

1
(elF — effq hw)ax + 2Vqy w Z(nk/+q —ny/)ax = 0. (16.29)
P

c

Mit der zunéchst unbekannten Konstanten C finden wir

2 Vq

C, 16.30
ak = hw + €k+q _ GEF ( )
was eingesetzt in die Definition von C' auf die Gleichung
2V riq — Nk’
“a Z Tra " T __ ¢ (16.31)

hw + ek,+q €10/

fihrt. Dies ist die Eigenwertgleichung fiir die Anregungsenergie hw. Daraus folgt entweder C' = 0, was

ein von 0 verschiedenes ay nur fiir hiw = el — ellF +q ergibt, oder C' # 0, woraus dann folgt, dass die
obige Klammer gleich 1 sein muss, d.h.
" Z Meia e L (16.32)
W ho+ealf g —ad  Va '

folgt.
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f(0)

1/ Vq

hw

Die Funktion f(w) hat Pole bei hw = ellF — eEE_q und zwar mit positivem (negativem) Residuum

bei positivem (negativem) w, da dort €lf — GE,FJF und nk1q — Nk ebenfalls positiv (negativ) sein

muss. Zwischen diesen Polen ist die Funktion monoton fallend (steigend). Es gibt also dort jeweils
einen Eigenwert. Bei Temperatur 1" = 0 erstreckt sich der Bereich der Pole iiber ein endliches Intervall,
da ein Impuls k' + q auBerhalb der Fermiflache, der andere k’ innerhalb liegen muss, oder umgekehrt.
Das fiihrtt bei gegebenem q auf eine maximale Energiedifferenz ellf — EE/F_;_ Auflerhalb kann aber
f(w) langsam auf 1/Vy abfallen, so dass diese Losung im Gegensatz zu den anderen weit von den
Energiedifferenzen GE,F eEﬂq entfernt liegt. Dies ist eine kollektive Losung. Charakteristisch ist, dass
ax nur langsam variiert.

Diese kollektive Losung betrachten wir etwas genauer: Fiir kleine ¢ nehmen wir an, dass hw >

€ — €ty q- Wir setzen noch Vg fiir das Coulomb-Potential (15.54) ein und entwickeln in Gleichung
(16.32)
47762 2 Z nk’—‘,—q — Nk’
@ Vp &~ hw+ g~ €
8me? [ 1
= e (a ;mmq —me) + Z — el ) (i g — i) + ) =1 (16.33)

Nun ist ), (nk/4q — nr) = 0, da die Anzahl der Elektronen von der gleichen Anzahl abgezogen wird.
Den néchsten Term formen wir fiir kleines ¢ um

H H H H H
Z(ek,F — ek/]iq)nk/+q — Z(ek,F — ek’iq)nk’ = Z(Gk}iq 2€k/ —+ €k/+q)nk1
k’ k’ wk’
d2 €K’ 9 1
- anqﬁdk/ dk’l k= %:h qaqp (m*)aﬁ nk’. (1634)

Im isotropen Fall ist das dann gleich #2¢?N/(2m*), wobei 1/m* iiber die besetzten Zustéinde gemittelt
wird. Damit ergibt sich als Frequenz die Plasmafrequenz

4 2
Wk = 7;:” (16.35)
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16.d Plasmonen-Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren

Die Plasmonen sind Ladungsschwingungen, die naherungsweise Bosonen sind. Die zugehorigen Erzeu-
gungs- und Vernichtungs-Operatoren kann man folgendermaflen einfiithren:

2V4Cq

Al = g KCL C aqx = 16.36
q Zk: q,kCksCk+as; q,k hwp +€E£q — GEF ( )

mit einer Normierung Cgy. Wir betrachten den Kommutator
[Aq’aAL] = Z(aq,kaqﬁk - aq,k+q’aq’,k+q)cir<+q/sck+qs- (16.37)

ks
Fir q = ' ersetzt man cl+q,sck+qs A Nik+q und erhélt
Nk+q — Nk
[Aqv AT] = 8V;C3 HF HF
4 4 q;(hwp—i—equ—ek )?

df(w

= AV2C W df(w) (16.38)
a-q dw o,

Diesem Ausdruck entnimmt man, dass Cq = O(1/v/Vp), damit der Kommutator [Aq, Af] = 1 wird.
Man erhélt also

1
Al o >t tcras, (16.39)
ks
1 1 ..
[Aq/, AL] o 713 Z ...CL+q,ka+q5 0.8 \/—V_PAL_q/ fur q 7& q/ (1640)
ks
1 1
[Aq/, Aq] X VP Z "'cich’sck"l‘qs X \/—V_PAq_;,_ql. (1641)
ks

Speziell [Aq, A_q] verschwindet, falls nur e_x = ex. Wegen der Faktoren 1/+/Vp kénnen diese Kom-
mutatoren hiaufig vernachléssigt werden. Man fiihrt dann den Plasmonen-Anteil

> hwp Al Aq (16.42)
qa

separat im Hamilton-Operator mit den Bosonen-Kommutator-Beziehungen
[Aq/,AL] =dqq: [Aq,Aq] =0 (16.43)

ein.
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17 Dielektrizitatskonstante und Abschirmung

Wir wollen in diesem Abschnitt die Dielektrizitdtskonstante und die Abschirmung betrachten. Dazu
gehen wir aus von einer Storung

Ulr,t) = ue'drHwttat ¢ c (17.1)

Dabei beschreibt ein kleines positives o das adiabatische Einschalten der Stérung. In erster Ordnung
zeitabhingiger Storungstheorie in v geht der Zustand

i€t N S

—— )k k)=——e'*" 17.2
exp(~ ). k)= e (172)

iiber in ot

ie

Yi(t) = exp(— ;; ) (k) + bicrq(t) [k + @) + bic—q(t) [k —q) +...) . (17.3)

Eingesetzt in die Bewegungsgleichung
lhg;/’k = (Ho + ue' ™ Hetrot 4 e e )y (17.4)

ergibt das bei Weglassen des Faktors exp(fisTkt)

exclk) + (ilbirq + bicrqei) [k + @) + (1hbi—q + bic—qex) [k — @) (17.5)
= exlk) + (extrqbriq + ue“ )|k + Q) + (ek—_qbk—q + u e )k — q) + O(ub).

Daraus folgt dann, wenn wir b von Ordnung u ansetzen,
bt q + (€ — €1ctq)birq = ue@ttot (17.6)

mit der Losung
uelwt+at

. 17.7
—hw + ex — €k+q T iha ( )

bk+q(t) =

Ahnlich findet man

b ,Ul*efithrat 17 g
_qlt) = . .
k q() hw+€k7€k,q+iﬁa ( )
Daraus ergibt sich in erster Ordnung in u folgende Anderung der Ladungsdichte
1
Sp(r,t) = B2 — —
plet) = 3 (It O - )
2 . . .
= = Z (lelk'r + bk+q(t)el(k+q).r + bk—q(75)31(1(_01)%'2 - 1) Jx
Vp -
2e iq-r —iq-r
- D (brera(H)e T + bi_q(t)e 4T + c.c.) fi + O(b%)
k
2e * ig-r
- Z (bictq(t) + by (1)) €97 fic + c.c.
Kk
2 fx Jx iq-rHwitat
W% zk: (Fbw + €k — €ktq +iha + hw+ e — €x—q — iha) ¢ ute.c.
2e fk - fk+q iq-r+iwt+at
= — friwtTa .C. 17.9
szk:ek—ek+q—hw+ihozue tece ( )

Beim Ubergang auf die letzte Zeile haben wir im zweiten Term der vorletzten Zeile unter der Summe
k durch k + q ersetzt.
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Beim Hinzufiigen einer Testladung (duflerer Ladung) p, entsteht ein Potential U,. Auflerdem wird
eine innere Ladung dp induziert. p, + dp erzeugen das Gesamtpotential U. Wir haben bereits dp als
Funktion von U bestimmt. Wir bestimmen noch U = e¢ als Funktion von p

AU(r,t) = eA¢(r,t) = —dmep(r,t), (17.10)
QPU(r,t) = dmep(r,t) fiir U oc e'97, (17.11)
divE = d4mp, (17.12)
epdivE = divD = 47p,. (17.13)
Daraus folgt
Pa op dmedp 8me? Jk = Jx+q
= =1-—=1- =1 . 17.14
GD(qa w) P 0 q2U + q2VP zk: letq — €k + hw — iha ( )

Dies ist die Lindhard-Gleichung fiir die Dielektrizitatskonstante des Elektronengases. Beriicksichtigen
wir den Limes

1
lim —— = P~ + ind(w), (17.15)

a—0 w — i w

so folgt
8me? S — fir
R , = 1+ P E . 17.16
“p(q,w) ¢*Vp — €ktq — €k T w ( )
-~ 8me?
Sep = o (fic = fira)O(xctq — €k + Iw). (17.17)
K

Man sieht,dass Rep(q,w) = 0 fir die Plasma-Frequenz w = wp. Der Imaginérteil beschreibt die
Absorption durch Teilchen-Loch-Anregungen (Dampfung der elektromagnetischen Welle).

17.a Statische Abschirmung: Metall

Wir betrachten die statische Abschirmung (w = 0) in einem Metall. Wir werten dazu die statische
Dielektrizitatskonstante

87T€ fk fk+q
-1 17.18
ep(q,0) =1+ 2vp§ pp—— (17.18)

und zwar fiir igup = q|Vex| < kgT aus. Wir konnen dann

15)

fie fira =~ G etcra ~ ) (17.19)

setzen und erhalten

8me? 8f 47re A2
=1 D(e =1+ — 17.2
o(a.0) =1+ oS- 50 =1+ T [ D) +5 (17.20)
mit

M\ = 47e? D(ep). (17.21)

mit der Zustandsdichte (10.17) D(er) an der Fermikante. Daher ergibt sich fiir die Fourier-Transfor-
mierte von Potential und Ladung

GD(an) : (_q2)¢q = _477/)&((1)7
(—¢* = N)bq = —4mpa(a),
(A =X)p(r) = —4mpa(r), (17.22)

woraus sich dann fiir die Punktladung p, = eé3(r) das abgeschirmte Potential ¢(r) = £e~*" ergibt. Die
Punktladung umgibt sich mit einer Abschirmungswolke. Ihre Ausdehnung ist von der Gréfenordnung
1/X. Man bezeichnet diese Grofe als Abschirmlénge.

74



17.b Statische Abschirmung: Halbleiter

In einem Halbleiter erhalten wir eine schwache statische Abschirmung zuséatzlich zu der Dielektrizi-
tatskonstante auf Grund von Ubergéngen zwischen den Béndern (siehe néchster Abschnitt). Liegt
das chemische Potential weit von der unteren Bandkante des Leitungsbandes entfernt, so kann man in
guter Niherung (Siehe Hunklinger-Enss: G1.(9.8) S. 294) f = e~ (<=1 setzen

8me? af 8me? 4me?
Ser — _ - E = — n.. 17.23
P Ve ” L( aek) @?VpkpT ” f q2kBTne ( )
Ein entsprechender Beitrag kommt von den Lochern, so dass wir
4me?(ne
A2 = dme(ne +n1) (17.24)

kT €iso

finden. In der Regel erstreckt sich dann die Abschirmung {iber sehr viele Atomabsténde.

17.c Dielektrizitatskonstante: Isolator

Bisher haben wir die Wellenfunktionen als ebene Wellen betrachtet. Im Isolator miissen wir aber
explizit Blochfunktionen |L,k) und |V k) betrachten. Dabei steht L fiir Leitungsbander, V fiir
Valenzbander. Wir erhalten

4mre? > (f (&) = flagg) (L Kle™ 97|V k + q) |

ep=1+ _ +(L V). (17.25)
q*Vp LVEs Uiq — €k T hw — iha
Mit f(ef) =0, f(eKJrq) =1 und dem Uberlapp aus (12.4)
Liq- hq-pLv
L, k|e™ 97|V, k =— : 17.26
<7 |e | ) +Q> m eV — el ( )
findet man fir w =0 und ¢ — 0
16me*h’ (a-pryv)?/¢? 4ags
=1+ : =N e, pleds (17.27)
Eingesetzt in die Maxwell-Gleichung (17.13) ergibt das
—epPPq = —ATpag, (17.28)
- anCIﬁGQ,ﬁ(bq = —47paq; (17.29)
a,f3
daraus dann im Ortsraum
Ou(€0,3056(x)) = —Ampa(r). (17.30)
E=-V¢, D=¢pE, divD = 4mp,, (17.31)

wobei ep ein Tensor ist, der fiir ¢ — 0 endlich bleibt, wihrend man bei Anwesenheit von beweglichen
Ladungstragern in diesem Limes eine Divergenz erhalt, wie oben hergeleitet.
17.d Plasmaschwingung mit Dampfung

Wir betrachten jetzt noch die Plasmaschwingung mit Dampfung. Zunéchst sehen wir uns die Symme-
trien der Dielektrizitdatskonstante an. Wir erhalten

Z Jx — fxiq . :Z Jrrq — fx ' :Z fx — fxiq _ (17.32)
- €kt+q — €k + hw — iha - €k — €kt+q + hw — iha - €k+q — €k — hw +iha

(6]



wobei wir beim Ubergang von der ersten zur zweiten Summe k& durch —k — ¢ ersetzt haben und dann
verwenden, dass €_j = €x. Daraus finden wir

ep(q,w —ia) = ep(q, —w + i) = €f5(q, —w — i) (17.33)
und damit
Rep(q,w) = Nep(q, —w), S[ep(q,w) = —Sep(q, —w). (17.34)
Aus
palw) = ep(@)p(w) (17.35)
folgt mit
palt) =cd(t) = [ dwep ), pule) = o (17.36)
T
schlie3lich

pt) = = / 4w (17.37)

T on ep(w)

Die Hauptbeitrage rithren von w ~ fwy her. Dort findet man mit

_ a(lw —wp —iI') W R Wp, B M e

0= { a(—w—wp +iI') w~ —wp. a= o |, al' = —Se(wyp). (17.38)
Damit findet man » y
c dwe'” ¢ dwelw

D=5 | oo -iT 2ra) ore. -0 17.39

plt) =5 w—wy —il 27Ta/w+wpﬂ‘ ( )

Der Integrand hat Pole bei w = Fw, +iI'. Fiir ¢ < 0 verschiebt man den Integrationsweg nach
Sw — —oo, fiir positives dagegen nach Sw — 4o00. Dann verschwinden die Integrale. Fiir ¢ < 0 kann
man das durchfithren, ohne {iber einen Pol verschieben zu miissen. Daher ergibt sich dann p(¢) = 0.
Fiir positives ¢t dagegen erhalt man zwei Polbeitrage, so dass man

0 t<O0
p(t) = { ieq(iwp—T)t _ icg(—iwp=T)t = 2 gin(y e £ >0 (17.40)

erhalt. Der Imaginarteil I' beschreibt also die Dampfung.
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18 Effektive Paar-Wechselwirkung

18.a Elektron-Phonon-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt formulieren wir die fiir die Supraleitung wichtige Elektron-Phonon-Wechselwir-
kung durch Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Fiir ein einfaches Gitter konnen wir die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung (1.4) durch die Auslenkung n,, der Ionen darstellen

Hel—ion = Z ‘/el—ion(rj - Rn - 77n)- (18'1)

Dabei hat man die Vorstellung eines starren Ions. Man entwickelt nun

Vvel—ion(rj -R, - Un) = ‘/el—ion(rj — Rn) _nngradr‘/el—ion(rj - Rn) (18-2)
N—_— —
zum Einteilchen—Potential der Elektronen Ho_pn

Wir driicken nun gemaéss (6.23) die Auslenkungen durch die Normal-Koordinaten aus

N, = fZ\/ZMM )l (ax (q) + af (~a). (18.3)

wobei wir zur Unterscheidung von den Elektron-Operatoren die Polarisations-Vektoren der Phononen
mit e statt ¢ bezeichnet haben. Zum anderen driicken wir den Gradienten des Potentials hier fiir ebene
Wellen (aber dhnlich auch fiir Bloch-Zusténde) aus

1 ot
(grad,V(r — Rp))w k. = A /d3re‘(*k HITerad, V(r — Ry,)

]. B ’
= —i(-kK + k)v /d3re‘(*k HITY (r — R,,)
P

_ i(k/7k)ei(7k,+k)'R"i/d3Te( k'+k) rv( )
P

= i(k — k)l k) vk K (18.4)

Damit ergibt sich fiir die Elektron-Phonon-Wechselwirkung

i 1 h ; . /
H Coh = — A iqgR, T _ ]L/ ) k/_k l(kfk )-R.,LV L.
P Ty qukkls\/m (@) (@)e’ 4™ (ax(q) +a) (=)o s (K —k)e k—k

(18.5)
Die Summe iiber die Gitterpunkte durch n gekennzeichnet, ergibt N ) 0q4k—k/,g mit den reziproken
Gittervektoren G. Damit folgt

Ham= | XY el (- @V al@) +al -y ae (156)

Aq.k,s,G

Die Vektoren k, q und k' = g+ k — G liegen innerhalb der (ersten) Brillouinzone. Falls G # 0, spricht
man von Umklapp-Prozessen. Eine Néaherung, die wir hier der Einfachheit halber verwenden wollen,
besteht darin, a) bei den Umklapp-Prozessen q— G durch q zu ersetzen und b) fiir die Polarisation der
Phononen anzunehmen, dass die longitudinalen Phononen des Impulses q in dieser Richtung orientiert
sind, so dass nur diese zur Elektron-Phonon-Wechselwirkung beitragen, d.h. e(q) || q. Dann gilt

Hel—pn = Z Mq(a(q) + aT(—q))chqscks, (18.7)
q.k,s

wobei q und k iiber die ganze Brillouinzone laufen und cL tqs = cL +q-Gs Angenommen wird, und

VN

My=—-i— ——m—
4 % 2]\4wlong (q)

(e(q) - q)V_gq. (18.8)
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Die Wechselwirkung ist hermitesch, da e*(—q) = e(q), Vg = V_q, w(q) = w(—q), woraus dann

Mg = M_q folgt. Wihlt man e(q) = %1, dann folgt —i(e(q) - q) = ¢ und Mg x \/q.

18.b Die Frohlichsche Transformation

Frohlich hat erstmals eine Transformation von der Elektron-Phonon-Wechselwirkung auf eine effektive
elektronische Paarwechselwirkung angegeben. Er geht aus von

H = Ho+ Hea- ph; (189)
Hy = qu al q0q * + Z €k : ckscké : +Ey, (18.10)
He—ph = Z My ckJrchl“)aol + ckscl<_|rqéctJr E (18.11)

und fithrt eine unitiare Transformation
1
HY = ¢ %He® = H+[H,S] + S[H, S5, 8]+ ... (18.12)

durch, wobei er nach Potenzen von M und S entwickelt und S = O(M) annimmt und fordert, dass
der Beitrag in O(M) zu H verschwindet,

1
H' = Hy+ Ha_pn + [Ho, 8]+ [H_pn, 5]+ 5{[Ho, 8], 8] +O(M°) (18.13)
—_—
=0
3[Hel—pn,9]

Aus der Forderung, dass der Beitrag in erster Ordnung in M verschwindet, ergibt sich der zweite
Beitrag zu % [Hei—ph, S]. Wir bestimmen nun S. Der Ansatz dafiir ist dhnlich dem Ausdruck fiir die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung,

S = Z Sqk : ck+qsckéaq cLsck+qsa£) 5 (18.14)
a.k,s

lediglich die Koeffizienten S unterscheiden sich von M und ein Minus-Zeichen steht zwischen den
beiden Termen, da S als Generator einer unitdren Transformation antihermitesch ist, wahrend die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung hermitesch ist. Der Kommutator ergibt

[Ho, S Z Sq.k(€ktq — wq) chchksaq D= Z Sq.x(€x — €ktq +wq) CLSCH_QSCLZl ;, (18.15)
a,k,s q,k,s

Die Forderung Hei—ph + [Ho, S] = 0 ergibt dann
My

Sop=— 94
qaQ, .
€k ~ €ktq T Wq

(18.16)

Bilden wir nun den Kommutator [Hei—pn,S], so erhalten wir vielerlei Beitrige, ...+ : ctefee @ +...
cte : 4eonst. + ... : atacte : +... 1 afa : +... : afatele : +...: afal : +... : aacte : +... : aa . Die
Beitrige ... : c¢fcfee 1 ergeben die effektive Wechselwirkung zwischen den Elektronen. ... : ¢fe : und
...a'a : ergeben Verinderungen der Elektronen- und Phononen-Energien.

Wir berechnen nun fiir die hier interessierende effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung

i (A F i 1
[Het—pn, S ZM Ck+qacksaq+ck56k+qsa Z Sarkr  (Cor g s Ck/s Qg — Clor g Ckrs' Gy -
k/ !
(18.17)
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Die hier interessierenden cfcfee Beitriige entstehen durch Kommutieren der Phononen-Operatoren.
Wir erhalten daher nur Beitrége fiir ' = q,

[Hel—pn, S| = — Z MqSqx - CL+quksCL'slck’+qS’ t((ng +1-nq)
a.k,sk’,s’
+ Z MQSCLk' : CLsck'f‘chIc’Jrqs’ck's' : (nq - (nq + 1))
qk,s,k’,s’
Y (MaSarat Moo oar) gl gt (1819
a.k,sk’,s’

Wir werten die Matrixelemente aus

1 1 2M2w

MoSer—q — M_qS_quw = —M?2 + > a%a .

a’q.k’'—q q”—q,k a <€k,_q — €k’ + Wwq €k’ — €k/—q + W_q (Gk'_q _ ka)2 _ wé
(18.19)

Damit erhalten wir schliefSlich den Frohlichschen Hamilton-Operator
HY™ = Hy+ VT, (18.20)
VFr - Z Vq}T{(ak’ : le-(JrquIc’qu’ck’S/ckS 5 (1821)
q,k,s,k’,s’
M?2w

Vol — (18.22)

(ek/fq — €k/)2 — w?l '

18.c Transformation mittels Flussgleichungen

Die Idee dieses in den letzten Jahren hier entwickelten Verfahrens besteht darin, den Hamilton-Operator
einer kontinuierlichen unitaren Transformation zu unterziehen und ihn dadurch auf eine block-diagonale
Form zu bringen,

H(l +dl) = e™ H(l)e ! (18.23)
was auf die Flussgleichung
dH(I
O — oy, ) (18.24)

mit dem antiunitaren Generator n der unitaren Transformation fithrt. Wir bezeichnen [ als den Flusspa-
rameter. Wir starten bei [ = 0 mit dem Ausgangs-Hamilton-Operator H(0) = H und erwarten, dass
H (0) block-diagonal ist. Dazu zerlegt man den Hamilton-Operator in den blockdiagonalen Anteil H¢
und den auflerdiagonalen Anteil H*. Wir geben nun ein Argument, dass dann

n(l) = [H({1), H*(1)] (18.25)
eine gute Wahl fiir den Generator ist. Dazu betrachten wir

d o o dHTdH
S tr((HY)?) = te(H =) = tr(H'—), (18.26)

da die Spur des Produktes aus H" und H¢ verschwindet. Das Produkt ist nimlich auBerdiagonal.

Dann folgt weiter
d

Etr((H’)Q) =tr(H"(nH — Hn)) = tr(n(HH" — H'H)). (18.27)
Wiéhlen wir nun n = [H, H"], so folgt, da n antihermitesch ist,
d
5 (")) = () = —tr(y'n) < 0. (18.28)

Die AuBerdiagonal-Elemente nehmen also ab bis = 0, also HY mit H* kommutiert. Falls wir als H<¢
nur den Diagonal-Anteil behalten, so verschwindet n erst, wenn es nur noch Auflerdiagonal-Elemente
gibt zwischen Zustinden, die beziiglich H9 entartet sind.
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Wir wollen dieses Schema jetzt auf die Elimination der Elektron-Phonon-Wechselwirkung anwenden
und bezeichnen als auflerdiagonal die Anteile, die die Anzahl der Phononen verdndern. Daher ist die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung der Auflerdiagonal-Anteil,

H"=Hg_pn = Z Mgk : (CL+qsck5aq + cLsckJrqsaL) : (18.29)
q,k

und der Diagonal-Anteil besteht aus Hy und der effektiven Zweiteilchen-Wechselwirkung, die wahrend
des Flusses entsteht.

HY = Hy+ Vg, (18.30)
Hy = qu : a};aq : +Zek : CLkas : +Ey, (18.31)
a Kk
Vet = Z Vakk : CLJrqSCL,qS/Ck's'Cks : (18.32)
q.k,s,k’,s’

Dabei wird Vog von Ordnung M? sein. Hohere Ordnungen vernachlissigen wir, genau so wie bei
Frohlich. Wir bestimmen zunéchst

n=[HYH = [Hy,H)+OM?) =" nqu: (ch,qsstq — chcrqsal) . (18.33)
q,k,s
Mgk = (Ek—i—q — €k — Wq)Mq,k- (1834)

Wir setzen diesen Ausdruck nun in die Flussgleichung
dH
S =l H) = [n, Ho + H' + O(M?) (18.35)
ein und finden zunéachst
[, Hol = = D (€1crq — €1 — wa) " Maic : (el g Chotq + clycrcrasal) 3, (18.36)
q,k,s

woraus die Flussgleichung fiir die Elektron-Phonon-Kopplung folgt

dM,
d?yk = —(excrq — €k — wq) Mgk (18.37)
mit der Losung
2
Mg () = e~ (kra=ac—wa)lyp (18.38)
Nun betrachten wir noch
[, H'] = Z (MakNq 1 —a + M-qktall-qk) : CIT<+quL’—qs/Ck’S’CkS o (18.39)

q.k,s,k’,s’

Dabei haben wir Terme von anderer Form, wie nach (18.16) aufgefiihrt, weggelassen und erhalten
damit die Flussgleichung fiir das effektive Potential
dVg i,k (1)
dl

= 0200 % (e e — wqle (i )

= Mqxngx—-q+ M_qk+qll-qx

+ (Gk/_q — €k’ — Wq)e_((ek_€k+q_w‘1)2+(€k/*q_6kl_wQ)2)l) ) (1840)

woraus dann
€k’ — €k'—q — Wq

—wq)® + (€k+q — €k — wq)?

€k'—q — €k’ — Wq
18.41
(€x—q — € — wq)? + (€x — €ktq — wq)2> ( )

Vaope(0) = Mi . ((ek/ — ew
—q
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folgt. Wir stellen einen kurzen Vergleich mit dem Ergebnis von Frohlich an:

a) Die Wechselwirkung, die sich mit den Flussgleichungen ergibt, ist weniger singuldr. Im Nenner von
(18.41) steht die Summe zweier Quadrate, in dem von (18.22) die Differenz zweier Quadrate.

b) Fiir energie-erhaltende Prozesse (on-shell), das heifit fiir exq + €w—q = €k + € erhélt man mit
beiden Verfahren das gleiche Ergebnis.

c¢) Fiir die Supraleitung sind die Prozesse mit k/ = —k wichtig (Elektronen-Paare mit Gesamt-Impuls
0 wechselwirken). Dort erhdlt man

M2w M2w
Vi e =— A , Ve = a2 . 18.42
PR 02— (ekrq —a)? MO W2 4 (kg — )? .
Das Flussgleichungs-Potential ist nicht singular und stets attraktiv.
d) In der unitdren Transformation hat man folgenden Unterschied: Aus
dH (I
1) =vauute, H o, ) (18.43)
schlieft man auf :
dU dU
EHUT +UH— = nUHU' —UHU™y (18.44)
und damit folgt fir U(l) die Flussgleichung
du(l
% =n()U(1) (18.45)

mit der Anfangsbedingung U(0) = 1. Durch Iteration findet man

U(l)1+/l dl’n(l’)+/l 1" /l A1) + ... (18.46)

Bilden wir den Logarithmus

%) %) 1
S = mU(o) = /O dl’n(l’)+% /O ar” /O A @), )] + . (18.47)

so kann man leicht nachrechnen, dass der Term in Ordnung 1 mit dem Frohlichschen —S™ i{iberein-
stimmt. Der zweite Term mit dem Kommutator ergibt den Unterschied zwischen beiden Transforma-
tionen. Generell haben wir den Eindruck gewonnen, dass das permanente Anpassen des Generators
n(l) an die jeweilige Wechselwirkung H (l) zu weniger singuldren Wechselwirkungen fiihrt als die ein-
malige wie sie von Frohlich verwendet wurde. Man kann sich fragen, wieso zwei Storungsrechnungen
unterschiedliche Ergebnisse liefern konnen. Dies liegt daran, dass wir nicht diagonalisieren, sondern
block-diagonalisieren. Die Blockdiagonalisierung ist aber nicht eindeutig festgelegt. Vielmehr kénnen
sich verschiedene derartige Blockdiagonalisierungen noch durch unitdre Transformationen innerhalb
der Blocke unterscheiden.
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19 Cooper-Paare und BCS-Losung
19.a BCS-Grundzustand

Die Grundidee von Bardeen, Cooper und Schrieffer (BCS) war, dass sich im supraleitenden Zustand
kohérente Paare von Elektronen bilden, die einen Gesamtimpuls 0 und in vielen Fallen Gesamtspin 0
haben (Singlett-Supraleiter). Der wesentliche Anteil des Hamilton-Operators ist

v
H= Zek(cick + cT_kc,k) N Zc}icf_kc,k/ck/. (19.1)
k kK’

Dabei steht & fur k, 1 und —k fir —k, |. Im allgemeinen héngt die Kopplung V von k und k' ab. Hier
wird der Einfachheit angenommen, dass V von k und k&’ unabhéngig sind. Weiter wird angenommen,
dass sich die Wechselwirkung nur in einer Umgebung der Fermikante erstreckt, so dass |ex — p| <
hwp, da man davon ausgeht, dass nur Elektronen hinreichend nahe an der Fermikante dazu beitragen
und man beriicksichtigt, dass nur akustische Phononen, deren Energie bis zu i mal Debye-Frequenz
reichen, wesentlich beitragen kénnen. In der Tat finden wir (18.42), dass im Rahmen der Frohlichschen
Néherung die effektive Kopplung fiir grofie Energiedifferenzen abstoflend wird, und dass im Rahmen
der Flussgleichungs-Naherung die Wechselwirkung zwar attraktiv bleibt, aber die Matrixelemente fiir
|ex—exr| > hw klein werden. Der Naherung (19.1) erlaubt uns, eine analytische Rechnung vorzunehmen.
BCS setzen nun fiir den Grundzustand

o) = [ J(ur + vicjel ) vak) (19.2)
k

an. Es werden also Paare von Elektronen erzeugt. Interessanterweise hat dieser Zustand keine feste
Teilchenzahl. Vielmehr sind alle Paare k£ und —k unabhéngig von einander mit der Wahrscheinlichkeit
u? unbesetzt und mit der Wahrscheinlichkeit vi besetzt, wobei man

up +vf =1 (19.3)
fordert. Dann ist der Zustand normiert
(tolto) = H(Ui +op) = 1. (19.4)
k

Mit diesem Ansatz erhélt man die Erwartungswerte

W) = 2> 1, (19.5)
k
14
(H—uN) = 2 Z(ek — p)vi — N Zukvkukwk/. (19.6)
k kk’
Wir wollen nun die uy und vy unter der Nebenbedingung (19.3) variieren. Am einfachsten setzen wir
Ul = COS P, Vi = sin ¢ (19.7)

an. Dann konnen wir die Winkel ¢, unabhéngig variieren,

%UJ —uN) = 4(ex, — p)ugvr — % ;ukﬂuk/ (ui —v?). (19.8)
Mit der Abkiirzung
A= % ; U Vgr (19.9)
folgen dann die Gleichungen
(0 = p) - 2, = A (uf = of) . (19.10)
sin(2¢x) cos(264)

82



Diese Gleichungen haben immer die triviale Losung

A=0, up,=1Lv,=0 flir e > p,
up =0,y =1 fir e <p. (19.11)
Dies entspricht dem Hartree-Fock-Zustand, in dem die Elektronen bis ¢, = u aufgefiillt sind. Daneben
gibt es auch noch die nicht-triviale Losung A # 0 mit

A 2 € — U

= =, up— v = - =, (19.12)
A% + (e, — ) A% + (e, — )

2upug =

wobei dann A der Gleichung

Vv A
- (19.13)
2N ; VA + (e —p)?
geniigen muss. Mit der Zustandsdichte D(e) fiir die Elektronen fiihrt dies auf die Gleichung
p+hwp d R
_ (6 mit V = Ev =WV, (19.14)
th V 6 - + AQ N

da die Zustandsdichte auf das Volumen Vp und nicht auf die Zahl der Gitterpunkte N bezogen ist.
Fiir fiwp > A und der Ndherung D(e) ~ D(ep) fithrt dies auf

2
A = 2hwpe PRIV, (19.15)
Wir miissen jetzt betrachten, ob diese BCS-Losung auf eine niedrigere Energie fiihrt,

(H — pN)Ypes — (H — pN ) normal = Z ((er — ) (207 — 20(p — €x)) — Augvy) (19.16)
k

Die Summanden sind negativ, denn aus

€k — M
Jex — p)? + A2

(19.17)

folgen die Summanden
(e )+A/2<0 fir e>p

€—p—
Vie—p2iaz (19.18)

u—e—(\/%<0 fir €<y,

da
24 A2/2 2 4+ A2/9)2 At/4
o] < TELY2 Gepen g2 < T HA/DT 0 AT
Va? + A2 22 + A? 22 + A2

Fiir A < hwp folgt eine Energieabsenkung um AE = —D(ep)A2 /4.

(19.19)

19.b Anregungen

Fiir das Vakuum gilt, dass die Anwendung des Vernichtungs-Operators 0 ergibt, cis|vak) = 0. Ahnlich

kann man fiir den BCS-Zustand einen Vernichtungs-Operator « bilden, so dass a|ig) = 0. Es ist
namlich

(vlcj + uie_y)|[Yo) = 1_[(u;€ + UkCLCJLk) (vlcj + uje—y)(u + Ulcl ) vak) (19.20)

k£l

(ul'ulcf —ul'ulcf )|vak)=0,

ahnlich
(—wiet | + wer) o) = 0. (19.21)
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Man definiert daher die Operatoren

Qa_j = UupC_p + UkcL — aik = ukcik + Vg, (19.22)
Q= URCL — vkc]L_k — O‘L = ukcz — VpC—p- (19.23)

Man iiberpriift nun
ok, o]y = g, o] = lamg, a—gli[af, ol ]+ = [af,al ]y = [af 0l ] =0, (19.24)
[Oék,OéT_k/]Jr = [Oé,k,()éz,]Jr = 0, [Ozk,OéL,]Jr = [Oé,k,OéT_k,]Jr = 5k,k’ (1925)

Es gelten also fiir die Operatoren « die fermionischen Vertauschungs-Beziehungen. Wir konnen die
Beziehungen nach den urspriinglichen Elektron-Operatoren auflosen,

cL = ukaz + g g, — cp=upoyg+ vkoﬁ_k, (19.26)

= upal y —vpar, — g =upa g —vial. (19.27)

Daraus ergibt sich dann fiir die Teilchenzahl-Operatoren und die Erzeuger und Vernichter von
Paaren

chk + cikc_k = (ui - U%)(alak + aika_k) + 2ukvk(a2aik +a_gog) + 207, (19.28)
clcik = uiazaik — Uia_kozk + upvg (1 — alak — aika_k), (19.29)
coiep = ufa_joq — lea;raT_l + (1 — a;ral — aT_la,l). (19.30)

und damit fiir den Hamilton-Operator

v
H—-uN = 2 Z(ek — p)vi — I Zukvkulvl
k k,l

2V
o 3 (o )+ ) o
l

k

Vv
+ Z <ek — 1) 2upvg — (uf — ’Ui)ﬁ zl:uwl> (O‘LO‘L@ + a_gay)

k
+ O™ +aPa+aa? +afa® + o). (19.31)
(Terme der Ordnung O(1/N)afa, O(1/N)afal und O(1/N)aa, die im thermodynamischen Limes

vernachliissigbar sind, wurden weggelassen. Mit der Forderung (e — p)2ugvy = A(u? — v?) reduziert
sich der Hamilton-Operator auf

H—pN = z}; \/m(azak + oﬁ_ka,k) +2 Zk:(ek — )i — % ; upvruoy + O(amat=m),

(19.32)
die anomalen Terme alak +ai 10—k fallen dann weg. Fiir den BCS-Zustand betrégt die Einteilchenan-
regungsenergie /A2 4 (e, — )2 > A, es gibt also ein Energieliicke A fiir das Hinzufiigen eines Elek-
trons. Andert man die (mittlere) Elektronenzahl nicht, so bendtigt man zwei Erzeuger af, so dass fiir
derartige Anregungen (z.B. optische) eine Energieliicke von 2A auftritt.

19.c Sprungtemperatur

Wir verwenden, dass das grofSkanonische Potential G(p') = E — uN — T'S fiir einen beliebigen statis-
tischen Operator p’ grofer ist als G(p) fur die tatséchliche Gleichgewichtsverteilung p o e AUH—pN)
d.h. man kann fiir p’ ein Variationsverfahren durchfithren, bei dem G(p’) minimiert wird, um eine
Néaherung fiir p zu finden. Dazu setzen wir

p, ~ e_ﬁZk en(alartal o) (19.33)
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an und variieren €; und ¢y, (19.7). Es folgt dann

(H — p) =23 (e — ) (o — o) (Ex) +2 3 (e — )ef — (Z wpn(1 - 2f<ék>>> - (1934)
k k k

Wir definieren v
A= zk:ukvk(l —2f(é1)). (19.35)
Dann erhalten wir, da die Entropie S nicht von den ¢ abhingt, sondern auf Grund der Darstellung
(19.33) nur von den ¢,
oG O(H — pN)
of ofs
Daher gilt wie bisher Gleichung (19.10)

= 4(ex — purv(l — 2f (&) — 2A(ug — vi) (1 - 2f(&)) = 0. (19.36)

2er, — p)upvr = A(ui —v3). (19.37)
Weiter finden wir
oG of (éx) oS
= -T =0. 19.38
Déi 9er oen (19.38)
Hétten wir es mit dem konventionellen Einteilchen-Problem zu tun, dann stiinde in der grolen Klammer

er — o und die Losung wire dann die exakte €, = e, — p. Daher ist die grofe Klammer von (19.38)
gleich €,

2 ((ex — ) (ujy — v}) + 2Augwy,)

€ = (er — ) (ufy — ) + 2Auxvy, (19.39)

woraus mit (19.37) wieder die Anregungsenergie

€k = A2+ (e, — p)? (19.40)

folgt. Lediglich der Ausdruck (19.35) fiir die Liicke A ist bei endlicher Temperatur von der bei Tem-
peratur O verschieden. da € positiv ist, ist bei T = 0 f = 0. Bei endlicher Temperatur ergibt sich
aber jetzt

VA 11—ePé

A*— T a5 -
2N £ & 14 e P
———

(19.41)

Die unterklammerte Funktion ist fiir positives € eine monoton fallende Funktion von é. Daher gibt es
eine nicht-triviale Losung nur, falls

v 1 1-e Pl VD) [*Pdel—e
— = — > 1. 19.42
2N g |€k — M| 1+ e Blex—ul 2 /O € 14 e Be ( )

Daraus folgt, dass die Sprungtemperatur 7., das heifit die Temperatur bei der die supraleitende Phase
einsetzt, gegeben ist (mit = fe) durch

¥ Tp/Te oz
VD) / del=ce® (19.43)
0

2 r 1l4+e?®
Das z-Integral ergibt fiir grofies Tp /T, ungefahr 0.13 + In(7p /7). Daraus folgt dann

; A
T, = 1.14Tpe 2/(VPW) = 0.57#. (19.44)
B

Wir bemerken noch, dass eine genauere Untersuchung der Gleichung (19.41) fiir Temperaturen etwas
unterhalb T, das Anwachsen der Liicke mit einem Wurzelgesetz ergibt

T }
A(T) ~ 3.06kpTe\ |1 — - fiir T<Te. (19.45)
C
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19.d Erganzungen

Wir haben hier mittels der Naherung (19.1) fiir die Paar-Wechselwirkung demonstriert, wie es zu
einem Zustand kommt, dessen Energie niedriger als die Hartree-Fock-Energie ist. Im Allgemeinen hat
die Paarwechselwirkung keine solch einfache Form. Praktische Rechnungen werden mit realistischeren
Paar-Wechselwirkungen durchgefiihrt. Dabei ist die Frohlichsche Néherung wenig geeignet, obwohl
sie in der Entwicklung der Theorie eine wesentliche Rolle gespielt hat. Tatsachlich kann man die
Elektron-Phonon-Wechselwirkung besser eliminieren. Ein allgemein anerkanntes Verfahren ist das von
Eliashberg, das auf eine retardierte Paar-Wechselwirkung fithrt. Mit den Flussgleichungen haben wir
eine instantane Wechselwirkung erhalten. Andreas Mielke (Europhys. Lett. 40 (1997) 195) hat nach
beiden Verfahren die Sprungtemperatur berechnet und gefunden, dass nur Unterschiede von wenigen
Prozenten auftreten.

SchlieBllich kommen wir noch einmal auf die Normalordnung aus Abschnitt 16.b zuriick. Dort hatten
wir die Normalordnung mittels Erwartungswerten (cfc) und (cct) eingefiihrt. Tatsdchlich haben wir
(fiir T = 0) neben (vgl. (19.27-19.29)

<c£ck> = (cT_kc,k> =}, (ckcb (c_pch L) = Up (19.46)
auch anomale von 0 verschiedene Paar-Erwartungswerte
(CLCLJ = —(cikcb = upvg, {c_pck) = —(CpC_k) = URVL. (19.47)

Damit erhélt man zum Beispiel nicht nur

chk =: chk : —I—U,Qf, cikc_k =: cikc_k : +vi (19.48)
sondern auch
CLCT,;C =: clcik D HURVE, C—kCkL =: C_kCk : FURVE. (19.49)
Fiir den Hamilton-Operator erhédlt man dann
1%
H—-uN = Z(ek — u)(ckck +cf D ek + v?) N Z Ckc w F ukvr) (c—pcrr + upvg) :
k k.k

= 2Z(ek — p)vi — % <Z ukvk>
k k
+ Z ((ek — ) (c}ick + cikc,k) A (chT_k + c_pck) :) +:0(cfefec) - (19.50)
k

Die Terme : O(cfctec) : werden jetzt vernachliissigt. Der konstante Term ist die Grundzustandsenergie.
Unter Beriicksichtigung von €, — 1 = (u% —v2)ér, A = 2upvgéy mit € = /((ex — p)? + A? erhélt man
fiir die Anteile mit ¢'¢, ¢fet und cc

> en(afar + ol Lo y) (19.51)
k

wie in (19.32). Die Rekursions-Formeln (16.12 und 16.13) sind nun zu verallgemeinern zu
cL:A: = A +Z cpCl) cl, ]+ : +Z e, Al (19.52)
c, 1 A: = :ckA:—i—chcl e, 4] +chcl :cl7 | (19.53)
1

Dabei sind zuerst die Kommutatoren auszuwerten, so dass aus Monomen von A, die vom Grade m in
¢! und ¢ sind, solche vom Grade m — 1 werden.
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20 Elektrodynamik des Supraleiters

20.a Dauerstrome

Landau hat folgendes Argument fiir Dauerstrome gegeben: Er betrachtet einen Kristall der Masse M,
der sich mit der Geschwindigkeit v bewege. Ein Elektronengas bewege sich im Beobachtungssystem
mit Geschwindigkeit 0. Reibung wird nun die Geschwindigkeit des Kristalls verringern und gleichzeitig
das Elektronengas beschleunigen. Dies geschieht durch Erzeugung von Anregungen im Elektronengas.
Anregungsenergie und Impuls seien Ey und k. Dann muss gelten

M 2 M /2
= o+ B M= MY 4Tk, (20.1)
wobei, v/ die Geschwindigkeit nach der Anregung ist. Eliminiert man v’, so bleibt
212
hk-v = FEy. 20.2
V= T Bk (20.2)

Fiir eine makroskopische Masse kann der 1/M-Term vernachlédssigt werden. Der niedrigste Wert von
v, der diese Bedingung erfiillt, ist die kritsche Geschwindigkeit
E
v = Minimum von h_ll; (20.3)

Fiir den Supraleiter ist das etwa A/(fikr), da an der Fermikante die Anregungsenergie am geringsten
ist.

20.b Meissner-Effekt und London-Gleichung

1935 wurde von F. und H. London phénomenologisch vorgeschlagen, dass in einem Supraleiter die

Stromdichte durch .

j=——— 20.4
J 42 ( )

gegeben ist. Der Vorschlag erscheint zunachst ungewohnlich, da man iiblicherweise die Beziehung
j=o0E (20.5)

mit der elektrischen Leitfihigkeit o und der Feldstirke E hat. Ausgangspunkt dafiir ist folgende
Uberlegung. Falls kein Bremsmechanismus vorhanden ist, erwartet man nach Newton

dj/dt = pv = nge?/mE = —nge?/(mc)A, (20.6)

wobei angenommen wird, dass man in einer Eichung arbeitet, in der das Potential & = 0 ist. ny ist dabei
die Dichte der supraleitenden Ladungstriager. Integration nach der Zeit ergibt (20.4). Wir werden unten
zeigen, dass diese Beziehung im supraleitenden Zustand besteht, wollen aber erst ihre Konsequenz
betrachten. Hierbei ist auch zu beachten, dass London eine bestimmte Eichung vorausgesetzt haben,
die insbesondere divA = 0 und das verschwinden der Normalkomponente von A an einer Oberflache,
durch die kein Strom tritt, forderte. Aus (20.4) folgt

rotj = —ﬁB (20.7)
und mit der Maxwell-Gleichung
rotB = %j (20.8)
folgt
rot rotB(r) = _A_liB(r) oder — AB(r)= —)\L%B(r). (20.9)

Daraus folgt, dass es im Supraleiter kein homogenes Magnetfeld gibt. Vielmehr fallt ein an der
Oberflache eines Supraleiters parallel anliegendes Magnetfeld im Inneren exponentiell ab, B(xz) =
B(O)e’z/ AL Man bezeichnet )\, als die Londonsche Eindringtiefe. Gleichzeitig bewirkt dieser expo-
nentielle Abfall einen Strom an der Oberfliche, der das Magnetfeld abschirmt. Ein Supraleiter ist ein
perfekter Diamagnet.
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20.c Storungstheorie

Um die London-Gleichung mikroskopisch herzuleiten, miissen wir untersuchen, welchen Strom ein
Vektor-Potential erzeugt. Dazu fiihren wir eine Storungstheorie in A durch und betrachten zunéchst
das generelle Schema der Stérungstheorie. Sei

H(t) = Hy + H'(t) (20.10)

der Hamilton-Operator Hy mit einer zeitabhéngigen Storung H'(t). Wir bestimmen nun die
Veranderung der Dichtematrix p auf Grund dieser Storung in erster Ordnung in H'. Wir setzen
an

p(t) = po +p'(t). (20.11)

Dabei beschreibe py einen Gleichgewichtszustand zu Hy. Wir betrachten nun die von-Neumann-
Gleichung

o) = [H(t),p(0)) (20.12)

ho'(t) = [Hoyo (O] + [H' (1), pol. (20.13)

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir beriicksichtigt, dass po mit Hy kommutiert,

da pg ein Gleichgewichts-Ensemble zu Hy beschreibt. Weiter haben wir den Kommutator [H'(t), p/(¢)]

vernachléssigt, da er bereits von zweiter Ordnung in der Stérung ist. Wir 16sen nun (20.13). Dazu
fithren wir die Heisenberg-Operatoren ein (sie 16sen die homogene Gleichung fiir p’.)

ﬁ/(t) _ engt/hp/(t)efngt/h’ ﬁ/(t) _ engt/hH/(t)efiHot/h' (2014)

Mit diesen Operatoren reduziert sich Gleichung (20.13) auf

ihp (t) = —[Ho, /] + ihe! 1ot/ 3! (t)e~H0t/M = [1'(t), po (20.15)
mit der Losung
W i ¢ ITLT! (4!
Ft) = -5 dt'[H' ("), pol, (20.16)
. t
o) = f% / dt'eHot /R F! (1), poletHot/h, (20.17)

Fiir den Erwartungswert eines Operators C' zur Zeit ¢ ergibt das
OO = (OO~ [ e ), e
= -1 [ atw OO W)
= (C)o(t) — ﬁ/_; at'([C(t), H'(t')])o, (20.18)
wobei der Index o angibt, dass die Auswertung mit der Gleichgewichtsgesamtheit py erfolgt.

20.d Herleitung der London-Gleichung

Wir wollen dies nun auf den Strom in einem Supraleiter anwenden. Wir gehen aus von einem
zeitabhingigen Vektorpotential A und fragen nach dem daraus resultierenden Strom j.
In (16.20) hatten wir fiir die Ladungsdichte die Darstellung

e i(k'—k)-r
p(r):VPk;Se(k k) CLka’s (20.19)
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gefunden, wobei wir jetzt die Ladung e mit beriicksichtigt haben. Fiir die Stromdichte erhélt man

zunéchst

. eh k + kl s kl—k)~ 1
jo(r) = Z ell T C1sCk/s- (20.20)
mVp KK s 2

Fiigt man noch ein Vektorpotential hinzu, so erhalt man den zusatzlichen Term

e

j =—— A(r). 20.21

Jar) = ———p(r) A(r) (20.21)

Wir wollen nun betrachten, was ein zeitabhéngiges Vektorpotential zum Strom beitragt. In erster

Ordnung in A erhalten wir zunichst den Beitrag

627’L

j =——A(r). 20.22

{jar))a = ———A(r) (20.22)
Ein weiterer Beitrag ergibt sich aus der ersten Ordnung Storungsrechnung. Wir setzen dazu A(r) =
Ape'?T an und finden die Stérung

H' = f% /d3rj0(r) CA(r) = f;—hc (k — %) - Agch gs- (20.23)
k,s
Damit erhalten wir fiir jg
Go(r))a = imf—chvp Z #ei(k’—k”)'r((k _ g) - Ap)
kK ks,
X /t dt’([él,,s, (t)ew s (), 6Ls(t/)ék7qs(t/)]>(); (20.24)

wobei angenommen wird, dass fiir A = 0 kein Strom flieft, also (jo(r))o = 0. Wegen der Translations-
Invarianz erhalt man nur Beitrage fir k” + k = k' + k — q. Das erlaubt k" = k/ — q zu setzen.
Damit reduziert sich #ei(kl_k”)'r = (k' — %)eiq'”. Bei der Berechnung des Kommutators ist nun zu
faktorisieren. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten zu kontrahieren und zwar mit a) k” =k — q, k' =k,
s'=sund b) k" = -k, k' =q — k, s = —s. Damit bleibt dann

Go()a = imech‘L/Peiq'rZ(k—g)((k—%)'Ao)/ dt' (K1 + K>), (20.25)
k,s >
Ki = (¢ qu(t)ek—qs())o (Crs (e, ()0
— {ek—qs(V)E_ (D)o (s () ews (£))o, (20.26)
Ky = (el (0, ()0 (Cq-is(t)ex—ast))o
— (@ ()E (D)0 (ras(t)eqis(t))o- (20.27)

(Gt (D) (#))o = ((udun () + vrcl  (8) (urdf (t') + ved_i(t')))o. (20.28)
Mit B B
al(t) = e t/hal ap(t) = e ey e = /(ep — p)? + A2 (20.29)
folgt dann o B )
(rs (DEL (1))0 = w3 (1 — f(ex))ei W =0/R o2 (e )eler(t=t0/M, (20.30)

Wir fithren die Abkiirzungen

u=uk, U =uk_q, v=1vk, ¥ =vk_q, (20.31)
F=1@w), f'=f(uq) ex=etwE=0/M o _ oFécalt'=0)/h (20.32)
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ein. Dann folgt

K1 = (u?f'el +0%(1 = el )(W?(1 = fey +v°fe)

(W?(1 = f)el + v f'el ) (u’ feq +0° (1—f) -); (20.33)
Ky = wouv'(fe- — (1 fles)(1— )¢, — f'e’)

wou'v' (1~ fle- — fer) (/e — (1— f)el), (20.34)

wobei beide Spineinstellungen das gleiche Ergebnis liefern. Geordnet nach den Faktoren e und e’ erhalt
man

K1+ Ky = (epe/,uv'+e_e u'v)(uv' —u'v)(1—f— ')+ (epe_un’' —e_e ov”) (uu +ov”) (f' = f). (20.35)

Berticksichtigt man das Zeitintegral (w,w’ = £1)
t t / ’ / h
i/ dt'eye’, = i/ dt/elvert —t/htiwéeqt=t)/h — = (20.36)
o w S wek + w’&k,q

wobei wir wieder angenommen haben, dass die Storung langsam eingeschaltet wird, so folgt schlieflich

(u'v —w')*(1 - f - N (uu’ +v0")*(f' = f)

€k + €x— q €x — gqu

i

t
E/ dt'(K; + K») =

(20.37)

Wir betrachten nun den Limes ¢ — 0. In diesem Limes wird v’ = u, v’ = v, so dass der erste Term
verschwindet, da der Nenner mindestens gleich 2A ist. Beim zweiten Term ist uu’ + vv’ = 1 zu setzen
und ékji gkf wird durch die Ableitung —% ersetzt.

—q

i [t df
— dt' (K1 + Ko) = ——=. 20.38
h/—oo (K1 + K>) dé ( )
Damit finden wir schliellich
: N’ g df
{(Jo(r))a = et 4 E k(k - Ao)(—53)- (20.39)

Mitteln wir nun iiber alle Richtungen, dann wird k(k - Ag) ersetzt durch Agk?/3, und wir erhalten

X 2?2 dAm [~ . d
<Jo(r)>A=A(r)%(QT):3?/O dkk (_dé’;). (20.40)
Damit finden wir )
() = (Ga®) +o(x)) = ——A()n, (20.41)
mit
—n—h—2 2 Arn af df
n=n- TS /dk:k; ( dgk), (20.42)

wobei man ng als die supraleitende Dichte bezeichnet. Im supraleitenden Zustand tragt der zweite
Term bei der Temperatur 0 nicht bei, da f fiir alle k-Werte gleich 0 ist. Im normalleitenden Zustand
setzt man |e — p| fiir € ein oder, da die Ableltung von f symmetrisch im Argument € — y ist, auch

. . d
einfach € — p. Dann findet man mit I dk 7z nk
2 4w 4

Im normalleitenden Zustand heben sich also die Beitrage weg. Tatséchlich fallt ng von der Temperatur
0 bis zur Sprungtemperatur 7, monoton auf 0 ab. Die Londonsche Eindringtiefe ergibt sich dann zu

c m

AL =

. 20.44
4mng ( )
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21 Hubbard-Modell

Bisher haben wir fiir die Elektronen das Bandermodell zu Grunde gelegt. Die Wechselwirkung zwischen
den Elektronen haben wir nur als Hartree-Fock-Potential wie auch fiir die dielektrischen Eigenschaften
im Rahmen der RPA beriicksichtigt (Abschnitt 16 und 17). Tatséchlich hat die abstoBende Wech-
selwirkung zwischen den Elektronen weitreichendere Konsequenzen, da sie zu starken Korrelationen
(oder Anti-Korrelationen) im Festkorper fithrt. Dieses Gebiet der starken Korrelationen ist zur Zeit
ein wichtiges Forschungsgebiet in der Festkorperphysik.

J.Hubbard (und zur gleichen Zeit unabhingig auch J. Kanamori und M.C. Gutzwiller) haben
1963 ein Modell zur Beschreibung von stark korrelierten elektronischen Systemen vorgeschlagen, das
heute Hubbard-Modell genannt wird. Sie nehmen an, dass ein wesentlicher Effekt der Coulomb-
Wechselwirkung in einer Abstossung von zwei Elektronen am gleichen Gitterplatz besteht. Sie fligen
daher zu dem Einteilchen-tight-binding Hamilton-Operator

Hyin = — Z tR,—R.CL(R1)cs(Ra) (21.1)
Rl,RQ,S
noch eine Abstoflung hinzu,
Hiy =U Y ni(R)ny(R) (21.2)
R

mit den Teilchenzahloperatoren
n (R) =l (R)ep (R) (21.3)

am Ort R hinzu.

21.a Mott—Metall—Isolator—ﬁbergang

Dieses Modell wurde zunéchst eingefiihrt, um zu verstehen, dass ein System mit einer ungeraden
Anzahl von Leitungselektronen pro Elementarzelle ein Isolator sein kann. Man wiirde erwarten, dass
solch ein System ein Metall ist, da die Bander auf Grund der Kramers-Entartung jeweils zweifach
entartet sind (siehe Abschnitt 12.d). Daher ist das oberste Band dann nur halb gefiillt und sollte
daher metallisch sein. Der Grund fiir das isolierende Verhalten liegt in Folgendem: Wir nehmen
an, das Band sei halb gefiillt. Dann werden sich bei starker Abstoung U die Elektronen aus dem
Weg gehen. Jeder Gitterplatz ist einfach besetzt. Nimmt man nun ein Elektron weg, so wird man
eine typische Bandenergie der Groflenordnung +¢z gewinnen, wobei z die Koordinationszahl, also die
Anzahl der néchsten Nachbarn ist. Filigt man dagegen ein Elektron hinzu, so muss man nicht nur die
Energie +tz aufwenden, sondern zuséatzlich noch die Energie U, da das Elektron sich nur auf an einem
schon von einem Elektron besetzten Ort bewegen kann. Damit erhalt man fiir die Valenz-Elektronen,
grob gesagt, ein Band von —tz bis +tz, flir die Leitungselektronen dagegen von U — tz bis U + tz.
Falls U > 2tz, tritt eine Energieliicke auf. Man spricht daher von dem unteren und dem oberen
Hubbard-Band und spricht von einem Mott-Isolator.

21.b Pauli-Paramagnetismus und Stoner-Kriterium

Wir wollen uns nun ansehen, wie das System auf ein dufleres Magnetfeld reagiert. Dazu schreiben wir
den Hamilton-Operator mit einem dufleren Feld

H—pN = (ac— el e+ U D nj(R)n (R) — usB Y sna(R). (21.4)
R,s

ks R

Dabei haben wir den g-Faktor gleich 2 gesetzt. Wir erwarten, dass bei Anlegen des dufleren Feldes die
Elektronen mit Spin nach oben und die mit Spin nach unten unterschiedliche Besetzung haben und
setzen daher unterschiedliche Erwartungswerte ny und n| an. Fiir den Erwartungswert des Hamilton-
Operators erhalten wir

(H—uN)y = Z(ek — p— pBBs)nks + UNgngn (21.5)
k,s
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mit

1
ns =57 > ks (21.6)
k,s
Durch Ableiten des groflkanonischen Potentials erhalten wir
dG ds
=ex—pu—pupBs+Un_g—T—— 21.7
K €k — 4 — uBDSs +UN dnis ( )
woraus wieder
nks = f(ex — p— upBs + Un_y) (21.8)

folgt. Wir betrachten nun die Magnetisierung
Ny
M = pp=(ny —ny) (21.9)
Vp

und die Suszeptibilitat

dM  up dsny,s df (
X = = — V
P

d
- = 21.1
dB W — dB 4B ) ( 0)

Ausgehend vom nicht magnetisierten Zustand lasst sich das in

<1+_Zdek> 2#]32( dek) (21.11)

umformen. Man beobachtet, dass sich fiir niedrige Temperaturen die Summe

Z e = €r) (21.12)

durch die Zustandsdichte an der Fermikante ausdriicken lasst. Damit folgt fiir die Suszeptibilitat mit
U=WU/Ns,=V,U
2D
X = ”]317(@) (21.13)
- §UD(€F)

Siehe Hunklinger-Enss: Pauli-Paramagnetismus Abschnitt 7.2 S. 211-212 fiir U = 0 . Solange
1~
§UD(6F) <1, (21.14)

ist das System paramagnetisch. Wenn dieses nach Stoner benannte Kriterium nicht erfillt ist, das heifit
bei groflerem U oder groflerer Zustandsdichte, ist die Losung M = 0 bei B = 0 nicht stabil.Das System
wird ferromagnetisch. Voraussetzung ist, dass es nicht noch leichter in einen anderen Ordnungszustand
iibergeht.

21.c Antiferromagnetismus

Tatséchlich zeigt das Hubbard-Modell eine Reihe weiterer interessanter Eigenschaften. Eine dieser
Eigenschaften ist, dass es bei halber Fillung antiferromagnetische Ordnung aufweist, falls es sich um
ein paares Gitter handelt, d.h. falls es sich in zwei Untergitter A und B aufteilen l&sst, so dass alle
néchsten Nachbarn von Gitterpunkten aus A Gitterpunkte in B sind und umgekehrt. Ein quadratisches
Gitter hat solch eine Eigenschaft. Markieren wir die Gitterpunkte abwechselnd weifl und schwarz wie
bei einem Schachbrett, so haben wir die beiden Untergitter gekennzeichnet. Auch ein einfach kubisches
Gitter und ein kubisch-raumzentriertes Gitter haben diese Eigenschaft. Dagegen hat ein Dreiecksgitter
und ein kubisch flichenzentriertes Gitter diese Eigenschaft nicht.
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Wir wollen diesen Antiferromagnetismus jetzt betrachten. In diesem Antiferromagneten sind ab-
wechselnd an den Gitterpunkten mehr Spins nach oben oder nach unten. Wir setzen daher an

(ns(R)) = %(n + msel Ry, (21.15)

wobei der Wellenvektor qp so gewéhlt ist, dass

i 1 ReA
iqo-R __ )
¢ o { -1 ReB (21.16)
gilt. Fiir ein quadratisches Gitter mit Gitterkonstante a gilt qo = (%, Z), fiir ein einfaches kubisches

Gitter (sc) go = (Z,Z,Z) und fiir ein raumzentriertes kubisches Gitter (bcc) qo = (2£,0,0). Damit
formen wir um

nRy(R) = (n1(R) + 5(n +me ™) (n (R) + 5(n — mel@0™))

= i(nQ*mQH%Z(nfmseiqo'R):nS(R):+;nT(R)m(R): (21.17)

Beachten wir noch, dass
Z c'(R)e(R)el0R = Z ¢ ck/e‘(k k'+ao): Z ckck/ék K'+qo,0 = Z €. Cktqo,  (21.18)
R 5 R,k K/ kK’

dann erhalten wir fiir den Hamilton-Operator bei Vernachlassigung der : nn :-Terme

Un Um
H—-uN = Ey+ Z(ek — 1+ 7) sl ens EERDSLE o Chraps (21.19)
k,s k,s
U Ny
Ey = Z(Ek — p)nics + 1 (n® —m?) (21.20)
k,s
mit

! 1 a0 R 1 i

n= Z( Z ChsCks)y M = A Z se (ns(R)) = A Z 5(ChsChqos)- (21.21)
S R,s N k,s SR,s 5 ks

Bevor wir diese Gleichungen 16sen, beachten wir, dass wir nur Hiipf-Matrix-Elemente zwischen den
Untergittern A und B haben. Daraus folgt fiir den Einteilchen-Hamilton-Operator

= tr,roc'(R1)c(Re) = Y excfan (21.22)
mit )
=—> tre®® (21.23)
R

(R1—Rs2)

Da zwischen verschiedenen Untergittern e'd°- —1, folgt dann

€k+qo — —€k- (2124)

Wir zerlegen nun die Brillouinzone in zwei Anteile, so dass in einem der Vektor k, im anderen k—+qq liegt
und bezeichnen die Summe iiber einen Teil mit einem Strich. Tatséchlich haben wir beim Eintreten
des Antiferromagnetismus eine Gitterzelle doppelter Grofle, da jetzt in einer Gitterzelle sowohl ein
Gitterpunkt des Untergitters A wie auch des Untergitters B liegt. Dieser Verdoppelung der Wigner-
Seitz-Zelle entspricht eine Halbierung der Brillouinzone. Wir kénnen dann den Hamilton-Operator in
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der Form

Un !
H=pN=Bo + (5 =1 chons + clpqpeticrans
k,s
i

§ : Lt T .
+ €k  CisCks — CiyqosCktaos

k,s
Um
- s CLSCk+qos + chqucks : (21.25)
k,s

schreiben. Im Rahmen der Hartree-Fock-Néaherung bilden wir die Kommutatoren

Un N Ums ;

[H - MN’ CLS] = (7 —H + 6k)cks Tck+qos7 (2126)
Ums Un
[H— N cf o] = - 5 o, + (5 —n- €lcta0s) Chey g (21.27)
Eigenl6sungen
i Un : Vol
[H — /,LN, aks] = (7 — ‘Ll, —+ Gk)OLks (2128)
kann man mit dem Ansatz
OLLS = ukc;r(s + SkaL+qos (21.29)
finden. Mit diesem Ansatz sind die beiden Gleichungen
U
ExUK — Tm’l)k = ékuk, (2130)
U
_Tmuk — €kUk = €kUk (21.31)

zu erfillen. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit uy, die zweite mit vy und addieren und sub-
trahieren wir die Gleichungen, so erhalten wir, wenn wir auch noch die Normierung

up + v =1 (21.32)

fordern,
G = (ui —videx — Umuiug, (21.33)
a = (ui —v)é (21.34)

Multiplizieren wir die Gleichung (21.30) mit vk und (21.31) mit uy, dann folgt

U
—Tm = 2upicéi. (21.35)
Aus diesen drei Gleichungen erhélt man dann
U U
up — v = f—k, QU = — Zn, x = (—m)2 + ei. (21.36)
€k 2€éx 2
Eine zweite Eigenlosung ergibt sich mit
I = —sucf y 21.37
6ks Svkcks + ukck—i—qos ( . )
zZu U
n A
H —pN, B = (5 — i = én)Bi. (21.38)
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Man hat also zwei Arten von Anregungen, die durch eine Liicke U|m| von einander getrennt sind,

Ulm|
2

da fir die a-Anregungen die Einteilchenergien grofler gleich % -+ sind, wihrend sie fiir die

(-Anregungen kleiner gleich % — - % sind. Man {iberzeugt sich leicht davon, dass die Operatoren
af, «, B, B den bekannten Anti-Kommutator-Beziehungen fiir Fermionen geniigen. Den Hamilton-

Operator konnen wir dann

li li
Un . Un .
H—uN =Ey + E (7 —p+éx): aLSaks + E (7 — = éx): ﬁlsﬁks D (21.39)
ks ks

schreiben. Man erhélt fiir die Erwartungswerte

Un . Un .
<04L504k's'> = 5k,k’5s,s’f(7 — 1+ éx), (51T(Sﬁk's'> = 5k,k'(ss,s'f(7 — = Ex). (21.40)
Es bleibt nun die Selbstkonsistenz-Gleichung (21.21) fiir m
1 li
m = Fz:s(c;rmck_|_qos +CL+qgsckS>v (21.41)
5 ks
zu 16sen. Zunichst driicken wir die Erzeuger ¢! durch af und g aus,
CLS = ukaLS - svkﬁl, chqu = svka};s + ukﬁls. (21.42)
Damit folgt dann fiir die Erwartungswerte
Un . Un .
(choors) = Uif(T —pté) + Uﬁf(T — p— k), (21.43)
Un . Un .
<CL+qoka+qos> = ”012<f(7 —pté) + uif(T — H =€), (21.44)
Un . Un .
(chatrcrans) = (Chquetis) = surne(f(r —pt+ad) —f(G —p—a))  (2145)
und
2 « Un . Un .
no= EZ(f(T—H‘FGk)‘Ff(T—H—Gk)), (21.46)
Kk
4 < U U
mo= 5 gukvkw?” — i+ a) = (5 =i =) (21.47)
Um 1 Un Un
- S g — ) — (e — e 21.48
stkjgk<f<2 n-a) =[5~ ptéd) (21.48)

Man sieht, dass m = 0 immer eine Losung ist. Fir p = Un/2 erreicht man halbe Besetzung, das heifit
im Mittel ist jeder Gitterplatz einfach besetzt. Dann ergibt sich fiir halbe Fiillung

/

_Um 1

Umn e~ 11— e P&
m = - =
NS " €k

(F(=0 = F(60) = T 2 =
Sk

(21.49)

Dies ist die gleiche Gleichung wie fiir die Liicke in der Supraleitung (19.41), wobei m durch A und V
durch U ersetzt ist. Man erhélt also bei halber Fiillung bei tiefen Temperaturen stets Antiferromag-
netismus. An die Stelle von fiwp tritt dann etwa die halbe Breite W des Elektronenbandes in (19.42).
Unter der vereinfachten Annahme, dass die Zustandsdichte D im Band konstant ist, folgt aus

w
Vp/ D(e)de =2N, — V,WD=1. (21.50)
-w
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Damit ergibt sich aus (19.44) fiir die Ubergangstemperatur zum Antiferromagnetismus unter
Berticksichtigung, dass in (21.49) nur iiber die eine Halfte der k summiert wir, wihrend in (19.41)
iiber alle summiert wird, )

kT, = 1.14We 2/UD) — 1 14We2W/U, (21.51)

Die Ubergangs—Temperatur wachst also mit U an.
Allerdings ist die Situation anders, wenn man die halbe Fiillung verldsst. In diesem Fall hat man
flir den Grundzustand, der gerade noch nicht antiferromagnetisch ist,

n=1+4§V,D(0) mit u = % +0 (21.52)

wobei D die Zustandsdichte ohne Wechselwirkung ist. Im Grenzfall m — 0 erhdlt man dann

1==V, | d In—,
177 )y e T

U /W D(e) _UV,D W (21.53)
\

wobei W von der Groenordnung der halben Bandbreite ist. Aus diesen beiden Gleichungen ergibt
sich dann, dass der Antiferromagnetismus bei

n=1+e WU (21.54)

verschwindet. Er ist also nur in der Umgebung halber Fiillung zu erwarten.
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22 Das t-J-Modell

Im Grenzfall groflen Us wird die Anzahl der Doppelbesetzungen an einem Gitterplatz minimal sein.
Daher wird fiir n < 1 keine Doppelbesetzung auftreten, bei n > 1 hat man Doppelbesetzung, aber
kein Gitterplatz wird leer bleiben. Bei n = 1 wird jeder Gitterplatz genau einmal besetzt sein. Die
zusatzlichen Elektronen werden sich dann auf dem Hintergrund dieser Einfachbesetzung bewegen.
Tatséchlich gibt es natiirlich virtuelle Anregungen, bei denen die Doppelbesetzung hoher ist. Dabei
springt ein Elektron auf einen bereits einfach besetzten Platz, unmittelbar danach springt dieses oder
das andere Elektron zuriick. Springt das andere zuriick, so bedeutet das einen Austausch zwischen
den Spins der benachbarten Elektronen und damit eine effektive Spin-Spin-Wechselwirkung zwischen
benachbarten Spins. Diese wollen wir nun berechnen. Dazu teilen wir den Hamilton-Operator in drei
Anteile,

H=Hy+ Hy + H_ + Hip. (22.1)

Dabei ist Hy der Anteil der kinetischen Energie, bei dem sich die Anzahl der Doppelbesetzungen nicht
andert, H, erhoht die Anzahl der Doppelbesetzungen um 1, H_ vermindert sie um 1. Hierzu zerlegen
wir

l(R) = cl(R) +dl(R), el(R) = (1-n_,R)cI(R), dl(R)=n_,R)IR).  (22)
el erzeugt ein Elektron an einem leeren Platz, wihrend df ein Elektron an einem Platz erzeugt, der
schon mit einem Elektron mit umgekehrter Sprinrichtung besetzt ist.

Hy = Y trw (ef(R)e(R)+d[(R)ds(R)), (22.3)
R,R/,s

Hy = Y tr rd(R)es(R), (22.4)
R,R',s

H. = Y trrel(R)d(R), (22.5)
R,R/,s

Hy = UY nm(R)ny(R). (22.6)
R

Nun wollen wir H; und H_ eliminieren. Wir fiihren wieder eine unitdre Transformation durch
H.s =e “He’ (22.7)
mit
S=8,-5, S =81 (22.8)

Wir nehmen an, dass S von Ordnung ¢/U ist. Dann erhalten wir Beitrige in Ordnung U, ¢ und t2/U,
wobei wir in letzterer Ordnung nur die Beitrdge mitnehmen, die die Anzahl der Doppelbesetzungen
erhalten,

Heff = Hint + HO + (HJr + [Hinta SJr]) + (H, - [Hinta S*])
1 1
+(H-, 8] = 5[ Hie §1, 84 ]+ (<[Hy, S) = S {[Hine, 841, 5-)) (22.9)
Mit der Forderung
Hy + [Hint,S+] =0, H_ —[Hin,S-]=0 (22.10)
reduziert sich Hog auf )
Heff:HintJrHoJrE([H,,SJr]— [Hy,S_]). (22.11)
Wir beobachten, dass
[Hint, H:] =UHy, [Hin,H-]=-UH_, (22.12)
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da Hiy,, gerade U mal der Doppelbesetzung ist. Daher wird (22.10) mit

1 1

Sy =—=H S_=——=H_ 22.13
+ U + U ( )

gelost und wir erhalten

1
Heg = Hing + Ho + E[HJF, H,]. (22.14)
Der Kommutator

[Hy, H =) tr, Rrotr, r.[d(R1)es(Ro), el (Ra)dy (Ry)] (22.15)

enthilt verschiedene Beitrdge. Wenn alle vier Orte von einander verschieden sind, verschwindet der
Kommutator. Es bleiben Beitrage mit zwei verschiedenen Orten und drei verschiedenen Orten, wobei
wir davon ausgehen, dass wir nur Beitrdge mit Ry # R; und Ry # Rg haben. Wir wollen diese kurz
auffithren:

oo o oo o o o
2=4 3 2=3 4 2=3 4
o o ° o0 0/ oo
b) o ° d) o '/0 e o o0
o0 ° o0 ° o0 o o
1=3 2=4 1=4 2=3 1=4 2=3
X ) ° °
e) ./ f) ./ ) o \
o0 o0 o o
Dabei erhalten wir auf Grund des Kommutators [d'e, efd] = dfeefd — efddie jeweils zwei Beitrige,

wobei in drei Fallen aber einer davon verschwindet.

a) Rz = R; und die beiden anderen Orte verschieden davon beschreibt einen Prozess bei dem von
dem einfach besetzten Ort Ry und dem doppelt besetzten Ort Ry je ein Elektron auf den bisher
unbesetzten Ort R; springen. Da es energetisch ungiinstig ist, wenn unbesetzte Platze simultan mit
doppelt besetzten bestehen, ist dieser Prozess sehr unwahrscheinlich.

b) Ry = Ry. Dies ist der umgekehrte Prozess. Die Elektronen des doppelt-besetzten Punktes Reo
springen auf den schon einfach besetzten Ort R; und den unbesetzten Ort Rj3. Auch hier liegt ein
leeerer Platz neben einem mit doppelter Besetzung, was ebenfalls unwahrscheinlich ist.

¢) Ry = R; und Ry und R verschieden davon. Dieser Beitrag liefert

> tr, Rotre R, [dI(R1)es(Ra), el (Ra)dy (Ry)]

Rl,Rg,Rg,S,S'
- - Z tRl*R2tR3*R1ei/(R3)eS(R2)[dl(Rl)ads’(Rl)]+
Rl,RQ,Rg,s,S'
= Y treratrer (elRo)esRo)n o (Ra) + el (Ro)es(Ro)el(Ra)e—s(Ra) ) (22.16)
R17R27R3,S
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= ) triomtmym | Y el(Ra)ol eq(Ro)SH(Ry) — %ZGI(RB)es(Rz)n(Rl)

Ri,R2,R3 «a,s,s’ s
(22.17)
mit

Z cl(R)o? e (R) (22.18)
Bei der Umformung von (22.16) nach (22.17) wurde

2551754652753 = 551,52553,54 + Z 0-31,820—33784 (2219)

verwendet. Dies ist ein Prozess, bei dem ein Elektron auf einen Platz des gleichen Untergitters springt.
Dieser Prozess hdangt vom Spin eines dritten Elektrons ab und kann diesen sogar verandern. Ist das Sys-
tem im antiferromagnetischen Zustand, so ist dieses dritte (benachbarte) Elektron meist in Gegenrich-
tung ausgerichtet, so dass man niherungsweise ein Hiipfmatrix-Element tg . r. = > g tR;-R;tR,-R.»
/U erhilt.

d) R3 = Ry ergibt einen &hnlichen Beitrag

> R, Rotr, R [d](R1)es(Ra), €], (Ro)dy (Ry))]
RI,RQ,R4,S7S/

= >t Rotr,-r.dl(R1)dy (Ra)[el, (R2), es(Ro)]4

Rl,RQ,R4,S,s’

= Y R RuIR, R, (dl(Rl)ds(Rd(l —n_s(Rz)) + di(Rl)d—s(R4)CES(R2)C&»(R2)322-QO)
Rl,RQ,R4,S

= Y trimtr r. | Y di(R1)o%de(R)S*(Rs) + ZdT (R1)ds(R4)(2 — n(Ry))
Ri,R2,R4 «,s,s’

(22.21)

Auch hier erhélt man wie unter c) ein Hiipf-Matrix-Element zwischen zwei Plétzen auf dem gleichen
Untergitter unter Mitwirkung eines dritten Elektrons bei Rgs. Im Antiferromagneten wird der Spin
des zusatzlichen Elektrons, das zur Doppelbesetzung fithrt, in umgekehrter Richtung ausgerichtet
sein wie die Spins des gleichen Untergitters. Daher ist der Spin des Elektrons bei Ro mit grofler
Wahrscheinlichkeit ausgerichtet wie dieses zusétzliche Elektron, so dass wir fiir dieses ndherungsweise
das Hiipfmatrixelement tg g, = —> g, tR;-R,!R,-R,/U erhalten.

e) Rs = Ry, Ry = Ry: Dieser Beitrag beschreibt einen Prozess, bei dem zwei Elektronen von Ry nach
R, springen. Er setzt also voraus, dass ein doppelt besetzter Gitterplatz neben einem unbesetzten
liegt. Auch dies ist fiir grofies U ein unwahrscheinlicher Prozess.

f) R3 = Ry, Ry = Ry: Dieser Beitrag liefert

Z IR, -R:tR,—R, [di (Rl)eS (RQ)a 61/ (RQ)dS’ (Rl)] (2222)
Rl,RQ,S,S'
= Y teretrers (DR Ay (Ro)es(Ro)el, (R2) — do (Ra)d] (Ra)el, (Ra)e, (Ra))
Rl,RQ,S,S'
(22.23)

Wir bringen die explizite Auswertung.

didy = Os9mnen_s, (22.24)
esei, = 055 (1 —mns)(1—n_s), (22.25)
ded] = 0ou(l=ngn_o—0_ el (22.26)
ei,es = 0ssns(l—n_g) + 5—3,5'01505- (22.27)
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Die §_s,s-Terme liefern
—8_5 wdy (R1)dE (Ry)el, (Ra)es(Ra) = ¢l (R1)es (Ry)el, (Ra)es (Ra) — 0s ons (Ri)ns (Ra).  (22.28)

Nehmen wir diesen 5 o-Term mit den vorhergehenden zusammen, so folgt

nslnfsl(]- - ns2)(]~ - nfs2) - (]- - nls)nfslnSQ(]- - nfs2) — Ns1Ms2 (2229)
= n751(1 - n752)(nsl - nsQ) — Ns1Ms2 (2230)
= N_g1Mel — Nes1Me2 — N 51 N1 N2 + N1 Ns2N— g2 — Ns1Ms2- (22.31)

Beachten wir, dass bei Vertauschung der Orte 1 und 2 noch mal der gleiche Beitrag entsteht, so sehen
wir, dass sich n_s1ns1n_so und n_sngn_ss wegheben. Es bleibt dann

N_g1Ms1 — Neg1Ms2 — Ns1Ne2 = N_s1Ms1 — N1Ms2 (22.32)

so dass wir schliefllich mit (22.19) den Beitrag

R§2 tR,—R>!R,—R, Za:(QSa(RﬂSa(Rz) - %n(Rl)TL(Rg) + 201 (Ry)n; (Ry)) (22.33)

erhalten. Bei halber Besetzung (nur dann ist der Spin an den Gitterplidtzen von 0 verschieden) erhélt
man also einen antiferromagnetische Wechselwirkungs-Beitrag

Jr,— 4%
H= Y %S(Rl) ‘S(Ry) mit Jr, g, = %, (22.34)
Ri,R2

Betrachtet man ein exakt halb gefiilltes Band, so hat man einen Antiferromagneten beschrieben
durch Hj (siehe Abschnitt 14.b). Man beobachtet, dass jetzt die kritische Temperatur fiir den An-
tiferromagnetismus proportional t2 /U ist, also mit wachsendem U abfillt. Das hier durchgefiihrte
Verfahren ist fiir starkes U gut (strong-coupling limit), wéhrend das im vorhergehenden Abschnitt fiir
kleine U gut ist (weak-coupling limit). Im Bereich mittlerer Kopplung ist das Hubbard-Modell nur
schwer zu behandeln.

Hat man etwas weniger oder mehr als halbe Fiillung, so nimmt man Hy hinzu. Man spricht
dann vom t-J-Modell. Man kann auch noch die ¢-Terme, die wir unter ¢) und d) kennengelernt haben,
mitnehmen. Nahe an der halben Fiillung konnen wir die Operatoren ef und e durch die entsprechenden
Loch-Operatoren ersetzen

dR) =sl_4(R), c(R)=sl" (R) (22.35)
und erhalten dann den Beitrag
Hy =— Y tg r (di(R)d(R)) + I[(R)L(R)) (22.36)
R,R/,s
mit 1
/ —
lRer =7 > tr-rotrr w (22.37)

R

zum Hamilton-Operator. Man bezeichnet dies dann als das t-t'-J-Modell.
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23 Hochtemperatur-Supraleiter I
23.a Cuprat-Schichten

Viele der Hochtemperatur-Supraleiter zeichnen sich dadurch aus, dass sie aus Cuprat-Schichten, CuOs,
bestehen, zwischen denen sich andere Schichten befinden. Man nimmt daher an, dass diese Schichten
wesentlich fiir die Hochtemperatur-Supraleitung sind. Wir betrachten ein Beispiel, das Las_,Sr, CuOy,
ein mit Strontium dotiertes Lanthan-Cuprat. In diesem wechseln sich jeweils zwei La0O-Schichten
und eine Cu0Oz-Schicht ab. Waren die Schalen dieser Atome abgeschlossen, so hétte man es mit
Laj" Sr?tCu'* O}~ zu tun, was pro Elementarzelle zu einer Ladung —1— z fithren wiirde. Tatséichlich
sind die Schalen der Cu-Atome und der zwei O-Atome in den Cuprat-Schichten nicht voll aufgefiillt.
Vielmehr bleiben Locher mit einer Konzentration cc, in der 3d-Schale des Kupfers und Locher der
Konzentration co in der 2p-Schale dieser zwei Sauerstoff-Atome. Damit ergibt sich folgende Ladungs-

Bilanz:
Ton Anzahl Ladung pro Atom Gesamt-Ladung

La 2—x 3 6 — 3x
Sr T 2 2x
Cu 1 1+ cou 1+ cou
O 2 —2+4+co —4 4+ 2co
O 2 —2 —4
Summe —1—2 4 ccu + 2¢co

Es muss daher wegen der erforderlichen Neutralitit coy + 2co = 1 + z gelten. Eine Abschétzung
(P. Fulde, Electron Correlations in Molecules and Solids, sect. 14.2) belduft sich auf ¢cy = 0.6 +0.15z,
co = 0.2+ 0.425z. Wir haben es also mit Locher-Leitung zu tun. Wegen der tetragonalen (bei nicht zu
tiefen Temperaturen) Symmetrie sind die d-Zusténde des Kupfers aufgespalten. Das hochste Niveau
wird vom dg2_2-Zustand eingenommen. Hinzu kommen die p, und py-Zustinde der Sauerstoff-Atome.
Dies fithrt dann zu einem 3-Band-Modell. Im einfachsten Fall ordnet man den Elektronen Energien €y
und €, zu und fithrt Hiipf-Matrixelemente ¢,4 zwischen den einander iiberlappenden d-Orbitalen des
Kupfers und den p-Orbitalen des Sauerstoffs ein.

=
ctacs

Wir fiihren nun die Erzeugungs—Operatoren di(R,,) fiir die d-Orbitale an den Gitterplitzen R,
und die Erzeugungs-Operatoren pi (R, + a,/2) und pf (R, + a,/2) mit a, = ae, und a, = ae, fiir
die p-Orbitale ein. Dann kénnen wir den Band-Hamilton-Operator schreiben als

Hy = ey di(Ry)ds(Ry) (23.1)

+ o > (R S pes(Re 4+ 55) + pha (R + )y (R + 31))

2 2 2

_ & Ayy ]
)+ Pys (R + 22) = pys (R — 22))

a,
Yy xs Rn
) =+ Pas( 5

. a a
- de( (R + 55) + pha (R = 35) 4+ (R + 32

) = Pl (R — 2)) du(Ry)
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Mit den Fourier-Transformierten

1
di(R,) = > e Red] (23.2)
VNs
pT (Rn n m) _ 1 Z eik~Rn+i%;,y pT . (23 3)
xT,Ys x,yks °
2 VNS
folgt dann
Hy = e Z dkédks + €p Z DyksPrks + kaépyks)
k’ a +
+ 2it kspaké 2itpq Zsm 5 —— )dy Pyks
ks
kya
—  2it s + 2itpg Z sin —)pykédks, (23.4)
ks
so dass die Bandenergien durch die Eigenwerte der Matrix
€d 2it,qsin(22)  —2it )y sm(k2 )
—2it g sin(£z2) €p 0 (23.5)
2it g sin(222) 0 e
gegeben sind. Diese sind
— kza k
ok = 5 V (3202 + 483 (oin 2+ sin® 24), (23.6)
€3k = €p (23.7)
mit Eigen-Operatoren
Cgks = ,ydvidil-cs + Z ’Ya,iplky (238)
a=w,y
die
[H,cl,] = ei(k)chy, (23.9)
erfiillen, was auf
Hy = €(k)cl,Cixs (23.10)
i,k,s
flihrt.
Nun ist €4 > €. Die Béinder 1 und 2 haben die Breite W = /(=52)2 + 8¢, — “5°2. Das unterste

Band liegt zwischen €, — W und ¢,. Das mittlere Band ist dispersionslos bel €p. Das oberste Band
liegt zwischen ¢4 und eq + W. Die beiden unteren Bander sind besetzt. Die interessante Physik spielt
sich im obersten Band ab, das teilweise besetzt ist.

Wir konnen davon ausgehen, dass die beiden unteren Bander besetzt sind und interessieren uns
daher nur fiir das oberste Band. Wir entwickeln

2
€d+€p  €d—€p Aoy . o ksa . 5 kya

k) = — ——

e1(k) 5 + 5 +€d_€p(sm 5 + sin 5 )
= €q + 4t — 2t(cos(kza) + cos(kya)) (23.11)

mit
2
t=—2— (23.12)
€d — €p

Lassen wir die Konstanten eq + 4¢ weg und beriicksichtigen wir nur noch das oberste Band, so bleibt
schliellich der Einteilchen-Hamilton-Operator

:ftz (R+a,)+cl(R—a,)+cl(R+a,) +cl(R—ay))cs(R). (23.13)
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23.b Vom Dreiband- zum Einband-Hubbard-Modell

Bisher haben wir nur die Bénder ohne die abstoflende Wechselwirkung zwischen den Elektronen be-
trachtet. Wir miissen davon ausgehen, dass es einen Beitrag

Ud
Hiy = UdZdT R.)d, (R,)d; (R >l gl g it (23.14)
kk’,q

gibt. Kehren wir nun die unitidre Transformation (23.8) um
dis = Z ’YZE,z'CIksv plks = Z ’YZ,iC;fks (23.15)
i i

und ersetzen v durch seinen Mittelwert, so erhalten wir ndherungsweise, wobei wir nur die Beitrage
des obersten Bandes berticksichtigt haben,

Hipy = UZCT Ro)ei(Rn)er(Rn) (23.16)

mit U = Uq¥z1*. Dabei lassen sich aus (23.9) in erster Ordnung in

T =tpa/(€a — &) (23.17)
die v berechnen,
kza . kya
Vo1 = —20T Sln(T)'Yd,la Yyl = *2lTSH1( )’Vd 1 (23.18)
und aus
a1l + vzl + gl =1 (23.19)
schliefllich auch L L
Na1=1- 272 (mﬁ(%‘l) + sin2(%a)) , (23.20)
was gemittelt
Y1 =1-27° (23.21)

ergibt. Die abstolende Wechselwirkung wird durch diesen Faktor reduziert, ist aber immer noch recht
grof3.

Das Band, das hier die wesentliche Rolle spielt, ist das antibindende Band. Das bindende Band
ist voll besetzt. In der Regel geht man von dieser Darstellung durch Elektronen iiber zur Darstellung
durch Locher ausgehend von einem Zustand, in dem alle Elektronen-Orbitale gefiillt sind. Um zu
dieser Darstellung zu gelangen, muss man Erzeuger und Vernichter vertauschen. Dies dndert an der
Abstossung (23.14) nichts, wenn man davon absieht, dass dann noch ein Anteil proportional zur
Teilchenzahl entsteht. Bei den Hiipfmatrix-Elementen andert sich dann das Vorzeichen. Dies lésst
sich jedoch kompensieren, wenn man an jedem zweiten Gitterplatz ¢f und ¢ in —c' und —c abéndert
(Eichtransformation).

Wir haben also jetzt ein Ein-Band-Hubbard-Modell erhalten und es stellt sich die Frage: Fiihrt
dieses Modell und gegebenenfalls wie zu einem Supraleiter. Der genaue Mechanismus ist umstritten und
die Situation ist noch immer dhnlich der in Physics Today June 1991 beschriebenen, wo R. Schrieffer
und P.W. Anderson ihre unterschiedlichen Vorstellungen diskutieren. Beide greifen auf das Hubbard-
Modell zuriick. Beide weisen der Dotierung durch Locher, manchmal auch durch Extra-Elektronen
wesentliche Bedeutung zu. In der Tat sind viele der Supraleiter bei halber Fiillung Antiferromagneten.
Schrieffer argumentiert mit ” Spin bags”. Darunter versteht er ein Loch, das sich in einer antiferromag-
netischen Umgebung bewegt. Dieses Loch reduziert in seiner Umgebung den Antiferromagnetismus.
Kommen sich zwei solche Locher nahe, so ergeben ihre Umgebungen eine effektive Wechselwirkung, die
fiir die Supraleitung verantwortlich sind. Schrieffer und auch andere Autoren sehen den wesentlichen
Mechanismus innerhalb der Schichten. Eine Kopplung zwischen verschiedenen Schichten halten sie nur
insoweit fiir wesentlich, als in einem zweidimensionalen System mit kurzreichweitiger Wechselwirkung
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eine kontinuierliche Symmetrie nicht gebrochen werden kann. Diese kann erst in einem dreidimension-
alen System gebrochen werden.

Anderson hingegen hilt eine inkohédrente Kopplung zwischen den Schichten fiir den wesentlichen
Mechanismus. Andersons Sichtweise hat sich, nach seinen eigenen Worten fokussiert ”on a non-Fermi-
liquid normal state with separate spin and charge excitations, and deconfinement by interlayer Joseph-
son tunneling as the driving force for the superconductivity,” wahrend Schrieffer seinerseits ”the in-
terplay between antiferromagnetism and superconductivity, extending the pairing theory beyond the
Fermi-liquid regime in terms of spin polarons and "bags’™ verfolgt hat.

Viele Autoren stehen dem Bild Schrieffers ndher und betrachten antiferromagnetische Fluktuationen
als wesentliche Grundlage der Hochtemperatur-Supraleitung. Dazu gehort zum Beispiel auch Scalapino
(Physics Reports 250 (1995) 329). Es gibt jedoch auch gewichtige Stimmen, die der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung eine wesentliche Rolle zuweisen. Generell gehen diese Theorien davon aus, dass ein
”intermedidres Boson” die effektive Wechselwirkung vermittelt.

Die meisten Rechnungen und inzwischen auch Experimente ergeben, dass es sich nicht um eine
s-Wellensupraleitung handelt, sondern um eine d-Wellensupraleitung.

23.c Eine effektive Wechselwirkung

Wir (I. Grote, E. Kérding und F.W.) haben zum Hubbard-Modell eine Rechnung mittels Flussglei-
chungen angestellt (cond-mat/0106604), die wir im Folgenden noch besprechen werden.

Prinzipiell will man mittels Flussgleichungen den Hamilton-Operator diagonalisieren. Haben aber
der Grundzustand oder typische Eigen-Zustinde des Hamilton-Operators eine erheblich andere Struk-
tur als die anfanglichen Ausgangszustdnde, dann kann das nur mit einer sehr komplizierten unitéren
Transformation erreicht werden. Eine solche kann man aber nur schwer ndherungsweise realisieren.
Wir wollen uns daher mit einer einfacheren unitaren Transformation begniigen, die aber die Eigen-
schaft hat, dass der so gewonnene Hamilton-Operator zur weiteren Behandlung sehr geeignet ist. Dies
konnen wir erreichen, wenn wir den Hamilton-Operator auf eine Form bringen, die noch all die For-
men moglicher Ordnungen enthalt, mit denen wir rechnen miissen. Tatséchlich wollen wir aus der
Zweiteilchen-Wechselwirkung

1
W Z V(kla k2, q1, qQ) : CLISICQ1S1CLQSQCQ2S2 : 5k1+k27Q1+Q2 (23'22)

k1,q1,81,k2,92,82

die folgende Wechselwirkungen erhalten, andere aber eliminieren:

(k,q) = V(k —k ¢ —q), (23.23)
(k,q) = Vi(k gk, Q) (23.24)
Ve(k,q) = Vi(k.q,q,k (23.25)
(k,q) = VI(k, q+qo,q,k+qo) (23.26)
(k,q) = V(k.q+qo0,k+q0,9), (23.27)
(k,q) V(k,q0 —k,9,90 — q)- (23.28)

Warum sind diese Wechselwirkungen interessant? Die erste, Vg haben wir bereits bei der Behandlung
der Supraleitung kennengelernt. Wir benétigen sie natiirlich auch hier, um den Phaseniibergang zur
Supraleitung beschreiben zu kénnen. Auch Vj ist wichtig, denn es sind genau die Matrixelemente, die
bei der Behandlung des Antiferromagnetismus wichtig sind. Dabei ist gy wieder der Wellenvektor, der
die beiden Untergitter voneinander unterscheidet. Vi erlaubt nicht nur, dass die Magnetisierung von
Gitterplatz zu Gitterplatz alterniert, sondern auch ein solches Alternieren fiir die Dichte der Elektronen.

Die Beitrage Vi3 und Vg sind die Beitrage, die in der Hartree-Fock-Naherung verwendet werden.
Vx ist schliellich ein Beitrag, der eine alternierende Struktur fiir das Supraleitungskondensat zulésst.
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24 Landau-Theorie

Beitrdge vom Typ Vi und auch Vg wurden von Landau in der Fermifliissigkeits-Theorie eingefiihrt.
Man spricht auch von der Landautheorie.

Landau nahm an, dass man bei tiefen Temperaturen langlebige elektronische Anregungen nahe der
Fermikante hat und fiihrte den Ausdruck

1
E = Eo + Z eﬁénks + % Z f(kS, k’s’)énksénk/sz (241)
k,s ks, k’s’

fiir die Energie des Systems ein. Dabei sind die dnks die Anzahl von Elektronen, die man dem
Grundzustand oberhalb der Fermikante hinzufiigt oder unterhalb der Fermikante wegnimmt (dies sind
Quasiteilchen, das heisst sie konnen zum Beispiel Elektronen sein, die ihre Umgebung polarisiert haben.
Sie enthalten also Abschirmungs- und dhnliche Effekte). Man erkennt, dass €} die Einteilchenenergie
ist, die man aufbringen muss, um dem Grundzustand ein Elektron hinzuzufiigen oder die man erhélt,
wenn man ihm ein Teilchen entnimmt. Ist der Zustand bereits angeregt, dann dndert sich die Energie
um

dE 4 1 .,
s = Jon = Gt o kzs’f(ks,k s )0nrs. (24.2)

Die Koeffizienten f geben die Wechselwirkung zwischen den Elektronen wieder.
Die Beitrage von Vi und Vy in (23.24,23.25) lauten

1 1
kK)ol cxsel, cwy = — Kk, K )onysdni o 2.
2VP . S; ) VH( ’ ) Cksck Ck s Ck 2Vp . S; y VH( y ) Nks0MNk ( 3)
und .
—2Vp Z Vi (k, k’) : CLsck’sCL/s’Cks’ : (24.4)

’ ’
k,s,k’,s

Hieraus nehmen wir die Beitrage mit s = s’. Die anderen kann man prinzipiell auch mitnehmen.
Sie beschreiben die transversalen Fluktuationen im Spin. Wir wollen diese in diesem Abschnitt nicht
beriicksichtigen. Dann erhalten wir

1

7% Z Vp(k, k’)dnksénk/s. (245)

k,k',s
Aus beiden Beitragen erhalten wir

1+ ss’

f(ks, X's") = Via(k, k') — Ve (k, k). (24.6)
Vielfach wird die Theorie fiir isotrope Systeme angewendet. Dann hangt natiirlich € nur vom Betrag
von k ab. In der Umgebung der Fermikante gilt dann

€ =+ hop(k — kp) (24.7)

mit der Fermigeschwindigkeit vp. Weiterhin erweist sich normalerweise nur die Besetzung nahe der Fer-
mikante als wesentlich. Dann kann man in f die Abhéngigkeit vom Betrag von k und k’ vernachléassigen
und muss lediglich die Richtung dieser Vektoren beriicksichtigen. Auf Grund der Isotropie geht dann
nur der Winkel zwischen k und k’ in f ein, so dass man nur die Abhéngigkeit von n = k/k und
n’ = k'/k’ beriicksichtigen muss, so dass f nur eine Funktion von n - n’ ist. Weiterhin setzen wir
voraus, dass keine Spinrichtung ausgezeichnet ist, also Invarianz gegen die Transformation s — —s.
s’ — —s’ besteht. Dann lasst sich f in der Form

f(ks,K's") = f(n-n') +ss'g(n-n') (24.8)

schreiben.

105



Wir wollen jetzt betrachten, wie das System auf eine &dussere Storung beschrieben durch
— > ks hs(k)ony, reagiert. Wir erwarten, dass sich dann die Besetzung veréndert. Im allgemeinen
werden dann die Zusténde bis kr(n) = kro + 0ks(n) besetzt sein. Wir finden dann insgesamt

s = €'(k) — hy(k (ks, ks’ )onyr s 24.9
exs = € (k) VP ;f s, ks")ony (24.9)
Die letzte Summe formen wir um zum Integral
FroSka (n) /2 ! k%«“ 1t /
A, dk'k"? f(ks,K's') = dQ, f(ks,K's" )0k 24.1
o Ja [ fles ') = s [ a0 fesdesibg () (2010
An der Fermikante gilt dann
= €kg(n),s: (24.11)
also 12
— F 7! /
0 = hethn) = (1) + 1 3 / A, f ks, K's )k (m'). (24.12)

Nachdem f nur von dem Winkel zwischen n und n’ abhéngt, entwickeln wir in Legendre-Polynome

fks, K's") = Z(fl +giss)Pi(n-n') = Z(fl + giss’) ZYlm n)Y; (n'). (24.13)

l l

Ebenso entwickeln wir die Storung h und die Verdnderung der Fermiflache nach Kugelflachenfunktionen

= Z hslm}/lm (n), 5sz Z 5kslm}/lm (2414)

ilm

und erhalten
+ ss’ qgi

0= FLUF(skslm - slm + Py Z fl2l 1

5k im (24.15)

mit den Losungen

hiim + hytm hpm + hym
2 - D ’
o Sy R TR )

0ktim + 0kyim =

hiim — h hiim — h
5lem B 5kllm _ Tim m o Tlm m (2416)

2
h’UF —+ mﬁ#gl FLUF(]' + 21+1gl)

Hierbei haben wir verwendet, dass aus N = Vpkj/(372) unter Verwendung von dN = VpDde und
de = hvpdkr die Beziehung Drhvp = k% / 72 mit der Zustandsdichte Dy an der Fermikante folgt.

24.a Kompressibilitat
Die Kompressibilitat lasst sich ausdriicken

10V 16N
-7 - - 24.1
"TTVEP T Ve op (24.17)

Wir wollen daher dN/du bestimmen und fiithren die Stérung hs = dp ein. Dann folgt

Viardp Sk(n) = o

hsoo = VATSu, Oksgp = ——— S
=00 K %~ hor(1 + Dr fo) hor(1 + Dr fo)

(24.18)

Damit ergibt sich
N N D
oN _ 3 _ _VeDr (24.19)
Ow  hkpvr(1+ Drfo) 1+ Drfo
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24.b Suszeptibilitat

Ahnlich wie die Kompressibilitdt kénnen wir auch die magnetische Suszeptibilitit aus der Mag-
netisierung M = up(Ny — N|)/Vp und der Stérung hs = ppsB berechnen. Man findet

_OM _ Dy

== 24.20

X

24.c Galilei-Invarianz

Ersetzen wir im Hamilton-Operator die Impuls-Operatoren p; durch p; — mv, so bewegt sich der
Grundzustand mit der Geschwindigkeit v. Man erhalt ihn, wenn man die Wellenvektoren k durch
k — mv/h ersetzt. Die Fermiflache wird dann durch

dk(n) zmv-n/hszvalm/h (24.21)

m

beschrieben, wahrend der Hamilton-Operator in erster Ordnung in v den zuséatzlichen Beitrag

hs(k) =hv-k = E U kpY1m (24.22)
erhélt. Daraus folgt dann
hkp k2
= — — . 24.2
vr m 37r2hf1 (24.23)

Die Fermigeschwindigkeit ist also direkt mit dem Landau-Parameter f; verkniipft. Diese Uberlegungen
gelten nur fir Fliissigkeiten ohne Substrat. Das Elektronengas hat zum Beispiel das Gitter als Substrat,
daher gilt fiir dieses allein die Galilei-Invarianz nicht.

24.d Instabilitaten

Wir betrachten jetzt generell Instabilitdten des Systems gegen Deformationen der Fermikante. Wir
setzen daher

Skps(n) =Y (6kf), + 6k}, )Yim (n) (24.24)
lm
und erhalten

1 1 1 k}FO+5k‘5(l’l) 0

VP(EfuN) = VP(EOMNO)+(27)325:/dQ"/kFO dkk? (e — 1)
+ ﬁz / dQ,dQ,. / dkdk' f(ks,K's') (24.25)
_ 1 hkgvr 0 (2 Dy fi 12 Drg
= o)+ e S (1 2 i g ).

Eine Stabilitét ist also nur vorhanden, wenn alle Koeffizienten 1+ Df; /(21 4+ 1) und 1+ Dg; /(21 + 1)
positiv sind. Man erkennt, dass dann auch die Kompressibilitdt und die Suszeptibilitit positiv sind.
Fiir 1 4+ Df;/3 erhélt man aus der Galilei-Invarianz fikp/(mur). Man zeige, dass dies die kinetische
Energie pro Volumen, Nmuv?/2V,, ist. Sind die 1+ Df;/(20 + 1) und 1 + Dg; /(2] + 1) nicht positiv,
dann geht der rotations-invariante Zustand verloren. Die Symmetrie des Systems wird dann spontan
gebrochen. Man spricht von einer Pomeranchuk-Instabilitét.
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25 Hochtemperatur-Supraleiter II

25.a Die Fluss-Gleichungen

Wir kommen nun auf die Behandlung der Hubbard-Wechselwirkung mittels Flussgleichungen zurtick.
Wir miissen natiirlich wieder einen geeigneten Generator 7, Gl. (18.25) fiur die Fluss-Gleichungen
aufsuchen. Hierbei werden wir folgendermaflen vorgehen: Wir gehen aus von einer quadratischen
Form des Hamilton-Operators

1
G(H) = 5 Zgij,lejiHlk- (25.1)

Diese soll so gewahlt werden, dass sie durch die Fluss-Gleichungen ein Minimum wird. Man wahlt also
eine positiv semi-definite Form g und méochte, dass nach Anwendung der Fluss-Gleichungen nur die
Beitrage mit Eigenwerten O iibrig bleiben. Zunachst wird man g symmetrisch wéahlen

9ij .kl = Gkl ij (25.2)

und verlangen, dass G reell ist. Da H hermitesch ist, folgt

* 1 *
G"(H) = B Zgij,lez‘ijl (25.3)

und damit
Gijkl = i1k (25.4)

Unter dem Fluss verédndert sich G geméfl

dG
F Zgijvkl(nijmi = Hjmimi) Hir, = Zﬂjz‘ (gmg kt Him Hik — Gim ki Himg Hu).- (25.5)
Damit der Ausdruck semi-negativ ist, wahlen wir

Nji = — Z(gmj,leimHlk = Gim ki HmjHip)" = Z(_gjm,lkainl + Gmi ik Hjm Hit), (25.6)

das man auch
n=[HH), Hj;=> gyjunHy (25.7)

schreiben kann. Da G unter dem Fluss abnehmen soll, wahlt man eine quadratische Form, die fiir die
gewilinschte ”diagonale” Form verschwindet, deren andere Eigenwerte aber positiv sind. Beispielsweise
ist dies mit einem Doppelkommutator mit einem hermiteschen Operator v moglich,

H' = v, v, H]]. (25.8)

Mit dieser Wahl betrachtet man die Anteile von H als diagonal, die mit v kommutieren. Nimmt man als
v zum Beispiel den Operator der Anzahl der Quasiteilchen (Zahl der Locher unterhalb der Fermikante
plus Zahl der Elektronen oberhalb der Fermikante), so ergibt dies ein 7, das eine Wechselwirkung
liefert, die die Anzahl der Anregungen iiber die Fermikante erhélt. In der Diagonal-Darstellung von v
ergibt sich H}; = (v; — v;)>H;;. Am einfachsten kénnen wir v als Einteilchen-Operator einfiihren

v = kaczck (25.9)
k

Ein Beitrag der Form Hkl,kg,...k;,k;,...czlCLQ---Ckgck;--- erscheint dann in H* mit der Eliminations-
Funktion

Tk ko, k| kb, = (’Ukl + v, + ... — Ugy — Vgl — )2 (2510)
multipliziert. Sie gibt an, wie dringend dieser Term eleiminiert werden soll. Im allgemeinen wird es
zweckmafig sein, die Beitrdge mehrerer v zu addieren, damit nur speziell die gewiinschten Beitréage in
H {ibrig bleiben

_ « « « « 2
Thy ko KK, = E (Ukl +ug, +... — Ukr = Vpy — ) . (25.11)

[e3
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Wir bemerken bei dieser Wahl: Falls der Impuls eines Erzeugungs- und eines Vernichtungs-Operators ii-
bereinstimmen, dann ist die Funktion r die gleiche wie wenn die beiden Operatoren entfernt waren. falls
insbesondere die Impulse der Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren paarweise iibereinstimmen,
dann verschwindet r. Nun moéchten wir haben, dass r auch fiir Paare CL und ckq, verschwindet. Dann
fordern wir vk = Vk4qq- Ahnlich wollen wir, dass r auch fiir Paare CL und cik verschwindet. Dazu
wahlen wir v + v_x = 0.

25.b Storungs-Theorie

Wir wollen nun die Fluss-Gleichung

o =y H) = [, V') H = [T+ V, V1], T+ V] (25.12

storungstheoretisch losen. In erster Ordnung in der Wechselwirkung erhalten wir

dVvi(l
%0 _ v (25.13)
dl
und damit
dVi(ki1, ko5 q1, qo; 1
1 (121 a1, 62:1) = —Ae(k1, k2, q1,92)°r(k1, k2, q1, g2) Vi (k1, k2, q1, g5 1) (25.14)
mit
Ae(ki, ko, q1,q2) = €k, + €ky — €q1 — €gs- (25.15)
und
Vi(k, k2, q1,q2;1) = eiAé(kl’kz’ql’q2)2r(k1’k2m’qz)lv(k1, k2, q1,q2). (25.16)

Daher wird der Zerfall von V; nicht nur durch die Differenz der Energien Ae, sondern auch durch den
Eliminations-Faktor r bestimmt. Fiir die Beitrage in zweiter Ordnung der Wechselwirkung erhalt man

die Gleichung
dV; . r r

Auf der rechten Seite ist die Normal-Ordnung durchzufiihren. Es bleiben dann Terme vom Typ ¢/™¢™
mit m = 1,2,3. Wir werden im wesentlichen Terme mit m = 2 betrachten. Fiir diese kann man die
Differentialgleichung 16sen. Zu berechnen sind die Beitrage V5, fiir die r = 0 ist. Fiir diese verschwindet
V3 auf der linken Seite der Gleichung. Auf der rechten Seite der Gleichung haben wir Beitrage der
Form V({a})V({b}) mit geeigneten Faktoren r und Ae. Dabei stehen {a} und {b} jeweils fiir vier
Impulse. Wir wollen sie nicht im einzelnen hinschreiben, bemerken aber, dass sie nach Integration auf
Grund der [-Abhéngigkeit (25.16) die Form

r(fa})(2Ae({a}) + Ae({b})) — r({b})(Ae({a}) + 2Ae({b}))
r({a})Ae({a})? + r({b})24e({b})?

annehmen. Es stellt sich nun heraus, dass fiir die zu berechnenden Beitrage stets r({a}) = r({b}) gilt,
so dass sich die Faktoren r herauskiirzen und wir keine spezifische Wahl treffen miissen.

Auf diese Weise konnen wir in zweiter Ordnung in der Kopplung U die effektive Wechselwirkung
der Form (23.22-23.28) berechnen.

V({ah)V({b}) (25.18)

25.c  Freie Energie

Diese Wechselwirkung ist nun auf ihre Stabilitdt gegen Symmetriebrechung zu untersuchen. Das heifit,
wir miissen das groflkanonische Potential

G=(H—puN)—-TS, (25.19)
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auf sein Verhalten bei Variation der Erwartungswerte

@Cl) = 10k1 + Ukt Vit = Vi (25.20)

(chel) = Aty = —ALk (ack) = Axy (25.21)

untersuchen. Die Wechselwirkung ist eine quadratische Form in den v und A.

E—uN = Fy—ulNg+ Z(Gk - M)Vks,ks
ks
1 *
+ Z VB(ka q)Aks,—ks/Aqsﬁqu/
2VP k,q,s,s’
1 " *
+ 2Vp Z (VH(ka A)Vis ksVas'as’ — Vr(k, q)l’ks’,ksl/‘ls/vqs)
k,q,s,s’
1 *
+ Z VY (ka q)Aks,qo—ks’Aq&q{J_qs/
2VP k.q,s,s’

1 * *
+ % Z (VC (k7 q)l/qurks,ksVQO‘i‘qS'aqS' —Va (k7 q)VqOJrks"kSqu-i-qs’,qs) (2522)
k.q,s,s’

Es bleibt noch die zugehorige Entropie fiir kleine v und A zu bestimmen. Wir gehen aus von der
Matrix

_ (CLCU (CLCIT) 7
= ( (cker) (ckclT) ) =D+4 (25.23)

mit der Diagonal-Matrix D und der Matrix A

noékl 0 Vi1 A*
D= kR , A= ' ki), 25.24
( 0 (1 —n9)0k, A1~k ( )

Nun kann man diese Matrix durch eine unitdre Transformation diagonalisieren, die der Einfiihrung

neuer Fermionen entspricht,
ct u v af

Die Diagonalisierung bis zur zweiten Ordnung in den Auflerdiagonal-Matrixelementen ergibt bekannt-
lich die Eigenwerte

_ Aij Aji
Ni = Dy + A + Z Do D (25.26)
J#i
Hieraus lasst sich dann die Spur einer analytischen Funktion berechnen,
trf(D+4) = > FO) =Y f(Di)+> (N — Di) f'(Dis) + ...
~ N 1 A
= 21: f(Dii) + Z f'(Dii) Aii + 3 21: J"(Dii) A3,
1 f'(Di) = f/(Dy;) 3
+ 5 Z Ay Ay DD, +0(4%). (25.27)
1,51
Im vorliegenden Fall erhalten wir die Entropie als
S = —kptr(RIn R). (25.28)
Wir haben also f(n) = —kpnInn zu entwickeln und erhalten
. N A k
f(n®) = —kpn®Inn’,  f'(n°) = —kp(1 +1nn®), f"(n") = —n—lg. (25.29)
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und damit

S = S"+ksBd (€ — wvan

k
_ %3 Z |l/kk/|2f(ﬁ(€2) — N)75(62/ — )

kK’

— S A PR — ). B~ ) (25.30)

kE’

bis zur zweiten Ordnung in v und A mit

S0 —kp Z (npInn) + (1 —nf)In(1 —ny)), (25.31)
k
f(z,y) i N f_yy(e”+1)(ey+1) (25.32)
ol 1 ¢ 7€
mit dem Limes )
T 4+1
flz,z) = (ee;x) (25.33)
und den Symmetrien

Zur Berechnung des grofkanonischen Potentials miissen wir damit von (25.22)

75 = 2L S (09 s + it ) sk + ) e F (09 i)
k,s,s’
(25.35)
mit
(k) = f(Blek — 1), B = @), ul) = F(B(ex — ), Blew — 1)
P () = F(3lex — ), Bl — can)s JolK) = F(Blex — ), Bleap ik — ) (25.36)
abziehen.

Diese quadratische Form ist dann daraufhin zu untersuchen, ob sie positiv definit ist. Fiir die vier
Kanale, die durch die Indices g, g, v und ¢ gekennzeichnet sind, hat man jeweils eine quadratische
Form

1

U 1
F o= — S (801 +=Vi)Aid, +5 3 frliA
ﬁ 2VP kq(ﬁU)( + thaQ) k q+2 - fk K=k

1 U U\ 2 .
= 52 <7Ak7q + (7) Biq + 5k,q> VIR T (25.37)
k,q

mit ’ T
p _ OWha (25.38)

B AV A I TV
auf ihre Positivitdt zu untersuchen, wobei natiirlich bei zwei Kanélen v statt A steht.

Im weiteren entwickeln wir das groflkanonische Potential bis in zweiter Ordnung in v und A. Der
Beitrag in erster Ordnung in v aus F — pu{(N\') und der Entropie heben sich weg. Die Beitrige in zweiter
Ordnung werden dann einer Stabilitatsanalyse unterworfen. Solange die quadratische Form in v und
A positiv definit ist, ist das System stabil mit ¥ = 0 und A = 0. Sobald dieser Ausdruck nicht mehr
positiv definit ist, ist dieser symmetrische Zustand instabil. Das System geht in einen Zustand iiber,
in dem v oder A von Null verschieden ist. Man lernt daraus, wann, das heiflt bei vorgegebenem U und
t bei welcher Temperatur 7' der Phaseniibergang stattfindet.

111



25.d Symmetrien
25.d.a¢ Gittersymmetrie

Wir betrachten Zustdnde auf einem quadratischen Gitter. Fiir dieses Gitter haben wir eine Gruppe
von acht Symmetrie-Operationen, die das Gitter in sich iiberfithren. Dies niitzt man bei der Sta-
bilititsanalyse aus. Vier der Operationen sind Rotationen R"™, wobei R eine Rotation um 90° ist. Vier
weitere sind Spiegelungen an den beiden Achsen und an den beiden Diagonalen. ZweckméBig ist es,
zunéchst zwischen Zustdnden gerader und ungerader Paritit zu unterscheiden. Die Anwendung des
Paritéts-Operators ist in der Ebene eine Rotation um 180°, wird also durch R? beschrieben. Da, eine
Rotation um 360° den Zustand in sich iiberfiihrt, ist R* = 1. Die Eigenwerte von R? sind also £1
(Paritiit). Die Zustinde positiver Paritit haben die Form (v(k) + v(—k))/v/2, die negativer Paritit
(v(k) — v(—k))/v2. Lediglich in den Féllen, in denen v(k) mit v(—k) iibereinstimmt, gibt es nur
den Zustand positiver Paritit v(k). Dies passiert fiir k = (0,0), aber auch fiir k = (7,0), (0, 7) und
(%,%) = qo, da sich dann k und —k durch einen reziproken Gittervektor unterscheiden.

Bei den Zusténden positiver Paritit kann man nun vier Fille unterscheiden. R hat wegen R? = +1
die Eigenwerte +1. Das Gleiche gilt fiir die Spiegelungen. Dabei ergeben sich fiir die Spiegelungen M,
an den Achsen die gleichen Eigenwerte, ebenso fiir die Spiegelungen My an den beiden Diagonalen.
In der folgenden Tabelle fithren wir erst die Notation fiir die entsprechende Symmetrie an, dann ein
Beispiel, und dann die drei Eigenwerte.

| R M, Mgy
5+ 1 1 +1 +1
so=g zy(x?—-y?) | +1 -1 -1 (25.39)
dy % — 2 -1 +1 -1
d_ Ty -1 -1 +1
Wenn M, = —1, dann hat die Funktion fiir k; = 0 und k, = 0 einen Knoten, wie auch fiir k£, = 7- und

ky = .. Falls Mg = —1 hat die Funktion fiir k, = +k, Knoten.

Fiir die Zustande ungerader Paritéat ist es nicht moglich, fiir alle Operationen simultan einen be-
stimmten Eigenwert anzugeben. Man kann zum Beispiel R = +i verlangen. Dann fiithrt aber jede
Spiegelung den Zustand mit R = +i in den mit R = —i {iber oder umgekehrt. Oder wir suchen
einen Zustand, der unter Spiegelung an der z-Achse in sein negatives und unter Spiegelung an der
y-Achse in sich iibergeht. Dann werden aber die Spiegelungen an einer Diagonalen oder die Rotation
um 90° den Zustand in einen iiberfiihren, der unter Spiegelung an der y-Achse in sein negatives und
unter Spiegelung an der z-Achse in sich iibergeht. Da immer zwei Zustinde derartig miteinander
verkniipft sind, spricht man hier von einer zweidimensionellen Darstellung der Gruppe. Wegen ihrer
negativen Paritit und da die einfachsten Funktionen x und y sind, spricht man von p-Zustdnden. Fiir
die p-Zustande hat man stets zweifache Entartung.

Wir werden die Instabilitdten nach diesen fiinf Darstellungen klassifizieren.

25.d.6 Alternierende Ordnung

Bei den Wechselwirkung Va, Vo und Vi tritt der Vektor qp in Erscheinung, der ein alternierendes Ver-
halten beschreibt. Wir gehen davon aus, dass V reell ist, da in der symmetrischen Phase Zeitumkehrin-
varianz und Paritats-Erhaltung gilt. Dann erhélt man unter Beriicksichtigung der Hermitezitdt und
der Symmetrie bei Vertauschung der Paare

V(k,q) = V(k+qo,q+ do) (25.40)

Dies hat zur Folge, dass man Eigenzustinde mit (v(k)+v(k+qo))/v/2 bilden kann, die ich mit Q = +1
kennzeichne.

25.d.y Spin-Singulett und Spin-Triplett

Generell ist zwischen Spin-Singuletts und Spin-Tripletts zu unterscheiden. In dem supraleitenden Kanal
haben wir cLSlcik@. Haben wir eine Funktion gerader Paritdt in k, so muss die Spinwellen-Funktion
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antisymmetrisch sein: Spin-Singulett. Ist sie von ungerader Paritdt, so ist die Spinwellen-Funktion
gerade: Spin-Triplett. Auch fiir Vi ergeben sich die Spin-Wellenfunktionen aus den Symmetrien der
Orts- (oder besser Impuls-) Wellenfunktionen.

Anders ist die Situation fiir die Teilchen-Loch-Anregungen, die durch Vi, Vg, VA und Vi beschrie-
ben werden. Wir zerlegen zum Beispiel

Vas'qs = Vads,s + Z vteo (25.41)

in die Singlett-Amplitude v® und die Triplett-Amplituden v**. Damit ergibt sich dann fiir die Ausdrii-
cke im Hartree- und im Fock-Anteil der Wechselwirkung

ZVlts,kquS’,qS’ = Z % 0s.s + ZV*W s (gdsr s + ZVZO‘U?',S') =4n’ry (25.42)
s,s’ s,s’ a
und
D Vieo ksVas'.as = Z V8w S+Zu;ma°% Vil +Zutﬁ o) =200 +2Zu*m v (25.43)
s,s’
was auf
]- *S . S ]‘ T [e2
7 2 (@Valk @) = Vel @)y = = D Vielk, )i (25.44)
k.q k,q,a

flihrt, wobei hier allerdings vy stets reell ist. Fiir die anomalen Erwartungswerte sieht die Zerlegung
etwas anders aus

Aqs,—qs' = €558 + (eaa)s,s/Aga. (25.45)

mit € = 0¥ und der Symmetrie
Ay =A%, AR =-A%. (25.46)

Dann folgt

D Ak Aas,—as = (€00 AR+ (€075 0 Al ) (65,6 Ay + (€0 )5, AY) = 2A18AG +2 ZA”“AZ"‘~
s,s’
(25.47)
Fiir Singulett- und Triplett-Kanal erhalten wir also die gleichen Beitrage. Allerdings gehort das Sin-
gulett zu gerader, das Triplett zu ungerader Paritat.
Beriicksichtigen wir alle drei Symmetrien, so unterscheiden wir
a) gemaf der Gittersymmetrie s, s—, d4, d— und p-Zusténde,
b) homogene und alternierende Ordnungen, letztere mit @ = +1 und @ = —1,
¢) Supraleitung und Teilchen-Loch-Ordnung letztere mit S = 0 und S =1,
insgesamt also 5 x 3 x 3 = 45 verschiedene Mé6glichkeiten der Symmetrie- Brechung
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25.e Diagonalisierung

Fiir diese 45 Moglichkeiten kann man sich numerisch die Matrizen V; , und die Entropiefaktoren f
berechnen und hat dann die Eigenwerte zu untersuchen, das heifit man bestimmt die Eigenwerte von
%A + (%)QB + 1. Sobald einer negativ wird, wird das System instabil. Man beachte, dass f, A und B
nur von 7'/t abhéngen. Daher bestimmt man fiir festes T/t den kritischen Eigenwert (U/t)., fir den
erstmals ein Eigenwert 0 wird.

Falls die Gittersymmetrie nicht sy ist oder = —1, dann verschwindet der Beitrag aus A und man
bestimmt dann den niedrigsten Eigenwert A von B und erhilt das zugehorige (U/t)e = 1/v/—\.

Wir geben unten die berechneten Instabilititen an. Wir miissen sie auch interpretieren. Das
Auftreten der Instabilititen bedeutet, dass das System in einen Zustand niedrigerer freier Energie
kommt, indem es den symmetrischen Zustand verlasst und in einen tibergeht, fiir den v oder A ver-
schieden von 0 ist. Gébe es nur die betrachteten quadratischen Terme in der freien Energie, dann
wiirden v oder A beliebig grofl werden. Tatséchlich gibt es Terme héherer Ordnung in der Entropie,
die wir nicht berechnet haben, die aber dafiir sorgen, dass v und A endlich bleiben. Wir setzen nun die
Erwartungswerte von v und A ein und gehen zu der sich daraus ergebenden neuen Normal-Ordnung
iiber. Dann erhalten wir zum Beispiel aus dem V-Term von (23.23)

1 *
2VP Z VB(k’ q) : (Aksyka' + cLsCiks’)(Aqs,*qS' + qus’cqs) : (2548)
k,q,s,s’

Summieren wir nun

1 1 s «a « 1 t
oIS Zq: Vo(k @)Aqs—as = € gy zq: Vi (q,k)AS + za: e (€0 ) 37 zq: Vi (k, @)AY
= VE(K)esw + VE*(K)(€0)ss (25.49)

mit
o= e (25.50)
(e}
Dabei ist e ein Einheitsvektor. Es kommt hier zum Ausdruck, dass alle Komponenten des Tripletts

entartet sind, so dass man eine beliebige Uberlagerung haben kann. Dann bleibt schliellich aufler einer
Konstanten, die die Energieabsenkung beschreibt und Termen : ¢fcfec @ in der neuen Normal-Ordnung

> (iK)eaw + D> VEK)(€0)aw) : cfycl ey - (25.51)

k,s,s’
Ahnliches gilt fiir die anderen Kanile. Wir geben das Verfahren noch explizit fiir Vi und Vi an. Aus

]‘ *
2y 2 V@) s (s elutio) Casas + o as):
»q,5,5

]‘ *
TS 7 Vi(k @) (Vg s + ChyCiesr) (Vasr.as + hrCas) - (25.52)
k,q,s,s’

erhalten wir die folgenden Beitrige : cfe

1 S 1 (07 (07
™ Z (2Vu(k,q) — Vr(k, q))chLScks T Z Vr(k, q)Z/él CLSUSS,ckS/
q.k,s q,k,s,s’,a
= Y Vik)e o + D VK)o s (25.53)
k,s k,s
mit
N 1 .
Vi) = > @Vu(k,q) - Vie(k,q)vs, (25.54)
q
N 1
Vik) = 7 > Ve(k, q)vh. (25.55)
q
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Auch hier verwenden wir die Entartung des Tripletts.

Betrachten wir jetzt noch die Gittersymmetrie. Die Funktionen v und A sind danch klassifiziert.
Wegen der Invarianz von V' (k, q) unter den Symmetrie-Operationen, sind auch die neuen Funktionen
Vi(k), V3(k) und V*(k) danach zu klassifizieren. Wir geben nun die Funktionen mit den niedrigsten
Fourier-Komponenten an

Sy 1, cos(kga) + cos(kya)
s_ =g | sin(kza)sin(kya)(cos(kza) — cos(kya))
dy cos(kga) — cos(kya) (25.56)
d_ sin(kga) sin(kya)
D sin(kga), sin(kya)

Bei halber Fiillung ist an der Fermikante cos(kgza) + cos(kya) = 0. Die zweite angegebene Funktion
fiir s, die auch mit s* bezeichnet wird, hat daher einen Knoten an der Fermikante. Sie ist aber nicht
von der Abstoflung betroffen, das heifit der abstoflende Beitrag in erster Ordnung in U wirkt sich fiir
diese Funktion nicht aus. Daher wurde auch sie als Kandidat fiir die Supraleitung diskutiert.

Fiir Vo, Vo und V4 miissen wir noch zwischen ) = +1 und Q = —1 unterscheiden. Dann sind die
Funktionen mit den niedrigsten Fourier-Komponenten
Q=+1 Q=-1

Sy 1 cos(kga) + cos(kya)

s— =g | sin(kya)sin(kya)(cos(2kza) — cos(2kya))  sin(kga) sin(kya)(cos(kga) — cos(kya)) (25.57)
dy cos(2kga) — cos(2kya) cos(kga) — cos(kya) '
d_ sin(kga) sin(kya) sin(2kza) sin(kya) + sin(kya) sin(2kya)
D sin(2kza), sin(2kya) sin(kza), sin(kya)

25.f Ergebnisse

channel line pattern

Antiferromagnetism Phir qy sy | e
Pomeranchuk instability phsi0dy | ======--
Band splitting ph siq_p ———————
Superconductivity pp si 0 dy _
Flux phases phsiftr q- dy | ------
Pomeranchuk instability | phsi 0 s_ =g R —

In den Figuren (auch farbig erhéltlich) zeigen wir die kritischen Werte der niedrigsten (U/t). als
Funktion von T/t fiir zwei verschiedene Werte von p/t. Zunéchst sind in der Tabelle die wichtigsten
auftretenden Instabilitdten angegeben. In der zweiten Reihe charakterisieren wir die Instabilitdten: ph
steht fiir Teilchen-Loch (particle-hole), pp fiir Teilchen-Teilchen (particle-particle) si fiir Singulett, tr
fir Triplett, g+ fiir @ = %1, sonst 0.

U/t)e
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Antiferromagnetismus Bei y = 0 (halbe Fiillung) ist die niedrigste Instabilitdt die antiferromag-
netische. Es stellt sich allerdings heraus, dass der Beitrag in zweiter Ordnung in U den Antiferromag-
netismus unterdriickt. Das ist im Einklang damit, dass fiir grofle U die antiferromagnetische Kopplung
wieder abnimmt. Wenn wir die halbe Fiillung verlassen, wird der Antiferromagnetismus schwécher
und verschwindet schliefflich.

Die néchste Instabilitit ist eine Pomeranchuk-d-Wellen-Instabilitét. Sie ergibt einen die tetrago-
nale Symmetrie brechenden Beitrag

2m Z(cos(kza) - cos(kya))c};scks =m Z(CL(R+ a;) +cl(R—a,) —cl(R+a,) —cl(R—a,))cs(R).
k,s R,s
(25.58)

Pomeranchuk-Instabilitdt und Verzerrung Diese Instabilitat fiihrt dazu, dass die Fermikante
ihre tetragonale Symmetrie verliert und in einer Richtung ausgebuchtet wird. m kann ein beliebiges
Vorzeichen haben und wachst betragsméflig von T, ab mit fallender Temperatur an. Dem entspricht bei
Kopplung an das Gitter eine rhomboedrische Verzerrung und zwar eine rechteckige, die auch tatsachlich
in einer Reihe von Hochtemperatur-Supraleitern gefunden wird.

Die damit verkniipfte Verzerrung kann man folgendermafien verstehen: Die Hiipfmatrix-Elemente
héngen vom Abstand der Atome ab, verdndern sich also bei Verzerrung. Das fithrt zu einer Kopplung

(1) S (R + ) + ¢l (R~ a))e(R) + (& — )
R
= =2(t— 5661? ) ; cos(kxa)cltck + (z — ) (25.59)

Dabei beschreibt

881? die verzerrung in xz-Richtung. Mit dem Erwartungswert
A, = Zcos(kzxa)(c};cg (25.60)
k

und analog fiir A, erhalt die freie Energie nun die Form

B = [ Ouy Ouy 1 g\ Ouy ?
F = Fy(Ay, Ay) + 21 (%Ax + a—yAy) +5C <( o ) + (a—y) (25.61)

Dabei ist Fyy der Beitrag zur freien Energie des Hubbard-Modells ohne Ankopplung an die Verzerrungen.
Der letzte Beitrag ist (in vereinfachter Form) die Elasitizitats-Energie des Gitters. Wir miissen nun
das Minimum der freien Energie aufsuchen. Beziiglich der Verzerrung fiithrt das auf

OF ~ 0
S — 204, +CZE =0, (25.62)
05= Ox
T
was auf die Verzerrung
Ouy 2t
=——=A,;, 25.63
Ox C ( )
analog fiir Ju, /0y fiihrt. Da die Instabilitdt von di-Symmetrie ist, folgt A, = —A, und damit

Ouy /0y = —0uy/Ox.

p-Wellen-Instabilitidt Als néchstes folgt eine Teilchen-Loch-Instabilitat, die zu einem Beitrag
Z i(mg sin(kza) + my Sin(kya))CLJrquCks (25.64)
k,s

fithrt. Das ergibt dann Einteilchen-Eigenwerte

ék) = i\/€2(k) + (mg sin(kya) + my sin(kya))?, (25.65)

was eine Aufspaltung in zwei Bénder beschreibt, die allerdings an den beiden Stellen e(k) = 0 und
my sin(kga) + my sin(kya) = 0 zusammenhéngen.
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Supraleitungs-Instabilitdt Dieser schliefit sich dann erst die Supraleitungs-Instabilitdt mit
dg2_,2-Symmetrie an, die allerdings wesentlich starker als die anderen supraleitenden Instabilitdten
ist. Die zugehorigen grofiten und kleinsten Eigenwerte A bei halber Fiillung multipliziert mit 100 sind
in der folgenden Tabelle angegeben.

Symmetrie T=0.1¢t T =0.03t
St 12,51 ...-0.10 25.90 ...-0.39
s_.=g 0.00 ...-0.71  0.00...-1.75
dy 0.01...-2.49 0.01...-5.49

d_ 0.69 ...-0.04  2.36 ...-0.06

P 1.35...-032  2.74...-097

Dabei ist nur der Beitrag zweiter Ordnung fiir s berticksichtigt. Daraus ergeben sich kritische (U/t). =
6.34 fir T'= 0.1t und 4.27 fir T' = 0.03t.

Flussphasen-Instabilitat Es folgt die sogenannte Flussphasen-Instabilitdt, die von verschiedenen
Autoren (Kotliar, Affleck und Marston, Chakravarty) diskutiert wurde. (Fiir g = 0 ist sie mit der
dy-Supraleitungs-Instabilitat entartet.) Fiir diese erhdlt man einen Beitrag zur Einteilchen-Energie

Z (cos(kga) — cos(ky a))ckJrchk —= Ze‘q“ cRJra + cR a, cTRJray - C}pay)CR- (25.66)
Kk

Wir konnen diesen imaginaren Beitrag zum Hiipf-Matrix-Element dadurch veranschaulichen, dass wir
jeweils einen Pfeil auf der Kante (link) zwischen den Nachbarpunkten in der Richtung einzeichnen, in
der der Imaginarteil positiv ist. In Gegenrichtung ist er dann wegen der Hermitezitdt negativ.

Man sieht, dass auf dem Weg um eine Quadrat (Plaquette) alle Imaginérteile das gleiche Vorzeichen
haben. Dies kann nicht weggeeicht werden. Vielmehr ist die Summe der Phasen invariant. Sie kann
auch durch einen entsprechenden magnetischen Fluss durch das Quadrat erzeugt werden. Daher spricht
man von einer Flussphase. Durch diese Storung entsteht ebenfalls eine Aufspaltung in zwei Bénder,
die energetisch giinstig ist.

Als néchstes kommt eine g-Wellen-Pomeranchuk-Instabilitét.

Wir haben hier die Instabilitdten in der Reihenfolge ihrer Starke aufgezéhlt. Zu beachten bleibt,
dass eine Symmetriebrechung haufig andere unterdriickt, so dass sich die starkste auswirkt. In wieweit
die anderen ebenfalls auftreten, miisste separat untersucht werden.
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U/t)e

SchlieBlich zeigen wir noch das Ergebnis fiir u/t = 1/4, was einer Dotierung = = 0.1159 bis =
0.1030 entspricht. Die antiferromagnetische Instabilitat ist vollig verschwunden. Es sei noch darauf
hingewiesen, dass die Ergebnisse bei tiefen Temperaturen (7'/¢ < 0.05) mit Unsicherheiten verbunden
sind. Dies wird gegenwartig verbessert.
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26 Molekularfeld-Naherung

Es gibt viele Systeme, bei denen zwei Phasen bei Annéherung an den sogenannten kritischen Punkt
einander immer dhnlicher werden. Das bekannteste Beispiel ist der kritische Endpunkt der Koexistenz-
linie von Fliissigkeit und Dampf. An diesem Endpunkt und bei héheren Temperaturen kann man nicht
mehr zwischen zwei Phasen unterscheiden: Man hat nur noch das Gas. Ein anderes Beispiel ist ein
Ferromagnet. Unterhalb der Curie-Temperatur ist das System ferromagnetisch. Ob der Magnetismus
in der einen oder anderen Richtung ausgerichtet ist, hangt von der Vorgeschichte ab. Erwarmt man
den Ferromagneten, so nimmt die Magnetisierung ab, bis sie schliefflich am Curie-Punkt kontinuierlich
verschwindet. Es gibt weitere Arten kontinuierlicher Phaseniibergdnge. Ihnen allen ist gemeinsam,
dass man sie durch einen Ordnungsparameter beschreibt. Im Falle des Ferromagneten ist das die Mag-
netisierung, im Falle des Gas-Fliissig-Ubergangs die Differenz zwischen der Dichte und der kritischen
Dichte. Dieser Abschnitt ist in erheblichem Umfang dem Abschnitt IT des Uberblicks-Artikels von L.P.
Kadanoff et al. in Review of Modern Physics 39 (1967) p. 395 entnommen.

26.a Landau-Theorie fur kritische Phanomene

Landau hat eine allgemeine Formulierung fiir diese Phaseniibergénge gegeben. Er schreibt die freie
Energie (wir werden spéter sehen, dass es sich um ein Zwischending zwischen Hamilton-Funktion und
freier Energie handelt) als Integral iiber den Raum

F = /d3rf(r) (26.1)
und entwickelt die Dichte f(r) nach Potenzen des ”Feldes” S(r),
f(x) = fo(T) = h(r)S(x) + a(T)S?(r) + b(T)S*(r) + c(T)(VS(r))>. (26.2)

Dabei sei S(r) die Grofe, deren Erwartungswert der Ordnungsparameter ist, den wir mit m bezeichnen,
m = (S(r)). Wir nehmen an, dass die S(r) klassische Grofien sind. Die Grofien h, a, b werden als
Kopplungen bezeichnet, S, S2, S* Operatoren. Daneben sind sowohl fiir die Kopplungen wie auch fiir
S die Bezeichnung Feld iiblich. Der erste Term go(T") ergibt die freie Energie bei verschwindendem
Ordnungsparameter. Der zweite Term beschreibt die Ankopplung eines dufleren symmetriebrechenden
Felds (im magnetischen Fall eines Magnetfeldes h = B). Die weiteren Terme sind gerade in S, da
vielfach eine Symmetrie S — —S besteht, die nur vom hS-Term gebrochen wird.

Wenn F die freie Energie ist, dann erhalt man den wahrscheinlichsten Zustand als Minimum der freien
Energie. Wir ersetzen also unter Vernachlissigung aller Fluktuationen S durch den Erwartungswert
m, variieren m(r) — m(r) + dm(r) und erhalten in erster Ordnung in dm

OF = /d?’?“ém(r)[—h(r) + 2am(r) + 4bm>(r) — 2cAm(r)] (26.3)

Da der Ausdruck fir alle ém(r) verschwinden muss, folgt
(2a + 4bm?(r) — 2cA\)m(r) = h(r). (26.4)

Dann ergibt sich aus (26.4) der Ordnungsparameter. Ist die Losung dieser Gleichung nicht eindeutig,
so ist die mit der niedrigsten freien Energie zu wahlen. Damit das Verfahren funktioniert, miissen b
und ¢ positiv sein. Falls b negativ ist, muss man einen S%-Term in der freien Energie hinzunehmen.
Falls ¢ negativ ist, kann der Ordnungsparameter nicht homogen sein.

Im einfachsten Fall ist h konstant. Dann erhalt man

(2a + 4bm*)m = h. (26.5)

Fiir h = 0 hat die Gleichung die Losungen
m = 0, (26.6)
m = +(—a/2b)'/2 (26.7)
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Die erste Losung ergibt das Minimum der freien Energie fiir @ > 0, die zweite fiir a < 0. Landau macht
nun die einfachste Annahme fiir die Temperatur-Abhéngigkeit von a,

a(T) = (T — T.). (26.8)

Oberhalb T, verschwindet der Ordnungsparameter, unterhalb ist er von 0 verschieden. Sein Vorzeichen
kann positiv oder negativ sein. Legt man ein schwaches symmetriebrechendes Feld an, so ergibt sich
eine Anderung ém des Ordnungs-Parameters aus

2a(m + om) + 4b(m> + 3m2dm) = h, (26.9)
woraus . }
fir T >1T. a >0, m=20 m=2L=_h
20 = 2T T0) (26.10)

ﬁiI‘T<TC Cl<07 m=(—a/2b)1/2, 5m:%@=m

folgt. Die Suszeptibilitit divergiert also mit [T — T,|~!.
An der kritischen Temperatur ergibt sich aus (26.5) ein Anwachsen der Magnetisierung mit

m = (%)1/3. (26.11)

Schliellich beobachten wir noch, dass die freie Energie bei h = 0 von der Form

_ Ve fo(T) fir T > T.
7= { Ve (fo(T) —a(T)?/4b) fir T < T (26.12)
ist. Dieser Extra-Beitrag in der freien Energie fiihrt unter Beriicksichtigung von
Ch = —TO°F/0T%/Vp (26.13)

auf einen Sprung in der spezifischen Wirme AC = T.a'?/2b pro Volumen bei Ti., wobei angenommen
wird, dass die zweite Ableitung von fo(T') stetig ist.

Wir geben eine anschauliche Argumentation fiir die Beziehung (26.8). Wir betrachten das System auf
einer Skala, auf der wir zur Bestimmung der Dichte S(r) bereits mehrere Spins eines Ising-Modells
einbeziehen, das heifit wir mitteln tiber ein Volumen AV mit vielen Spins. Dann beschreibt ein S(r)
eine grofle Anzahl von Konfigurationen, die in dem Volumen AV die gleiche Gesamt-Magnetisierung
haben. Unser F enthélt sowohl die Energie wie auch die Entropie des Systems. Da die Wechselwirkung
des Ising-Modells bilinear ist, erwarten wir Terme proportional S(r), wenn ein Magnetfeld anliegt und
proportional S? und (VS(r))?. Da eine parallele Ausrichtung der Spins energetisch giinstig ist, ist
der Vorfaktor a; vor S? negativ und der Koeffizient ¢ vor (VS(r))? positiv. Dazu kommt dann der
Entropie-Beitrag. Man kann diesen nach Potenzen von S? entwickeln, Seny = fo + @252 + b2S* + ...
Da die Entropie mit wachsender Ordnung, d.h. mit wachsendem S? abnimmt und zwar immer stéirker,
sind as und by negativ. Damit ergibt sich in der freien Energie F = E — T'Soyt ein positiver Koeffizient
b= —Tbs, aber a = a1 — T'as, wobei sowohl a; als auch as negativ ist. Man erkennt, dass a fiir hohe
Temperaturen positiv ist, da der Entropie-Term tiberwiegt. Fiir tiefe Temperatur ist a negativ, da der
Energie-Term iiberwiegt. Bei T' = T, heben sie sich im Rahmen der Molekularfeld-Néherung weg.

26.b Korrelationen

Wir betrachten nun die Fluktuationen des Ordnungs-Parameters. Genauer gesagt, wir interessieren
uns fiir die Korrelationen

g(r,x') = ((S(x) —m)(S(x') —m)) = (S(x)S(x")) — m?. (26.14)

Diese konnen wir dadurch erhalten, dass wir uns fragen, um wieviel sich der Ordnungs-Parameter am

Ort r andert, wenn wir am Ort r’ das h-Feld andern. Aus

(A)a = tr(Aexp[(=H + A)/(ksT)]) _ (A)o (44) — {4){A)
tr(exp[(—H + A)/(ksT))) kT

(26.15)
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folgt dann in erster Ordnung in 6h fiir A = S(r) und A = [d%’Sh(r')S(xr')

1

dm(r) =6(S(r)) = T

d*r'g(r,v")oh(r"). (26.16)

Ersetzen wir nun in (26.4) m(r) — m(r) + om(r) und h(r) — h(r) + dh(r), so folgt
(2a + 12bm? — 2¢/\)dm(r) = Sh(r). (26.17)
Diese Gleichung wird in drei Dimensionen durch

kT exp(—|r — 1’| /§)
8mc |r — 1’|

¢ = c (/)T —-T)"Y?  fieT > Te,h =0, (26.19)
“Va+6om2 | (¢/2d)V2(T.—T) 2 firT < To,h =0 '
gelost. Wir sehen daraus, dass sich die Korrelation bei Anndherung an den kritischen Punkt {iber

grofle Entfernungen, gegeben durch die Korrelationslinge &, erstreckt. In drei Dimensionen fallt die
Korrelation am kritischen Punkt mit [r—r/|~* ab. In d Dimensionen erfolgt der Abfall mit [r—r/|~(4=2),

g(r,r’) = (26.18)

mit

26.c Giiltigkeits-Bereich der Landau-Theorie

Diese Theorie nimmt an, dass man die freie Energie nach Potenzen des Ordnungsparameters entwickeln
kann. Dies gilt fir viele Theorien (Ndherungen) wie der van der Waals Gleichung fiir eine Fliissigkeit
oder der Weissschen Molekularfeldtheorie. Wir haben auch die Supraleitung in dieser Form behandelt.
Diese Theorien geben in der Regel korrekte Aussagen, so lange man nicht zu nahe am kritischen Punkt
ist. In der unmittelbaren Umgebung des kritischen Punktes ergeben sie aber falsche Ergebnisse.
Ginzburg hat ein Kriterium angegeben, wann die Molekularfeld-Naherung gut ist. Dabei verwendet
man folgendes Argument: Man hat erhebliche Fluktuationen des Ordnungsparameters. Jedoch kann
man diese tiber ein Gebiet mitteln. Der grofite Abstand, iiber den das sinnvoll ist, ist die Korre-
lationslange. Man verlangt daher, dass die Korrelation klein ist gegen das Quadrat des Ordnungs-
Parameters,

(0S(r)3S (1)) jpmrr|me < M. (26.20)

Wir lassen nun der Einfachheit halber alle Zahlenfaktoren weg, betrachten das Problem aber fiir
allgemeine Dimension d des Raums. Dann ergibt die Ungleichung zunéchst

k‘BTC |a|

s < g (26.21)

Wir bezeichnen nun die Korrelationslinge bei Temperatur 0 mit & und fithren die relative Tempe-
raturdifferenz 7 = £21= ein. Dann kénnen wir & = &/|7['/? und a = o/T.7 schreiben, wodurch die
Ungleichung die Form

kb

ca’§3_2

kT d/2—1 '
L C|Z|_2 < a'Tel7] oder |T|27d/2 >
€ b

(26.22)

annimmt. Wir konnen nun noch a’, b und ¢ eliminieren, indem wir die Korrelationslange bei Temper-
atur 0 und den Sprung AC' in der spezifischen Warme durch diese Groflen ausdriicken,

¢ a/2

ks
dAC

Wir erhalten dann

r?7% > (26.24)
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Tatséchlich ist noch ein numerischer Faktor einzufligen. Nach der vorhergehenden Rechnung wére

das 1/(16me) fur d = 3. Ginzburg und Levanyuk haben eine etwas sorgféltigere Argumentation
durchgefithrt und kommen zu dem Ergebnis, dass die Landau-Theorie fiir |7| grofier als
1 kp 2
S - 26.2
e T 3on2 (AC§3> (26:25)

gut sein sollte. Der Faktor £§ im Nenner von 7. zeigt an, dass mit wachsender Reichweite der Krifte,
die zu einer grofieren Korrelationslange & fiihrt, der Bereich, in dem die Landau-Theorie nicht gilt,
sehr klein werden kann. Dies gilt insbesondere flir konventionelle Supraleiter. In Zinn findet man
& = 2300 A und AC = 0.8 x 10* erg/cm?K, woraus 7, ~ 10714 folgt. Im fliissigen Helium hat man ein
&o, das dem Abstand der Atome entspricht. Es folgt 7. &~ 1. In Eisen ist der Sprung in der spezifischen
Wirme AC ~ 3 x 107 erg/cm® K und & = 2 A, woraus 7. ~ 1072 folgt. Im Antiferromagneten
haben die Magnetfelder der Spins die Tendenz, sich gegenseitig wegzuheben. Daher ist dort die effek-
tive Wechselwirkung kurzreichweitig und 7, relativ gro. In Ferroelektrika hat Ginzburg 7. ~ 10~4
abgeschatzt. Fiir Antiferroelektrika erwartet man wieder grofiere 7.

Wir haben die obige Rechnung fiir allgemeine Dimension durchgefiithrt. Damit haben wir nicht nur eine
Abschétzung fiir zweidimensionale Schichten. Wir sehen noch etwas anderes: Wenn namlich d > 4,
dann steht auf der linken Seite der Gleichung (26.24) |7| hoch einem negativen Exponenten. Das heifit,
dann ist die Umgebung des kritischen Punktes nicht mehr von der Landau-Theorie ausgeschlossen. In
vier Raumdimensionen ist |7|2~%/2 = 1. Tatséchlich ist dies ein Grenzfall fiir die Landau-Theorie, auf
den wir zurtickkommen werden.
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27 Homogenitats- und Skalengesetze

27.a Potenzgesetze und kritische Exponenten

Bereits um die Jahrhundertwende 1900 war bekannt, dass das Molekularfeld-Verhalten etwa der van
der Waals-Gleichung das Verhalten in der Umgebung des kritischen Punktes nicht korrekt beschreibt.
(Zur Geschichte der kritischen Phénomene siehe J.M.H. Levelt-Sengers, Physica 73 (1974) 73.)
Beispielsweise hatte man experimentell gefunden, dass die Dichte des Gases bzw. der Fliissigkeit nicht
durch p — p. oc (T — T.)? mit 8 = 1/2 beschrieben wird, sondern mit 3 = 0.3434 (Verschaffelt 1900).
Auch die anderen Gréflen, wie Suszeptibilitédt, spezifische Warme, Korrelationen zeigten Gesetze mit
anderen Potenzen,

spezifische Warme Cxt™®

Ordnungsparameter bei h = 0 m o 70

Suszeptibilitat x x 77

Ordnungsparameter bei T' = T, m oc h'/? (27.1)
Korrelation bei Tt g(r,r’) oc [r — ¢/ |24

Korrelationslange Eoxx TV,

Man bezeichnet die Groflen o, G, 7, §, n und v als kritische Exponenten. In der folgenden Tabelle
zeigen wir einige Werte von kritischen Exponenten

Exponent Molekularfeld Ising-M. Ising-M. Heisenberg-M. sphérisches M.

d=2 d=3 d=3 d=3
! 0(Sprung) 0(ln) 0.109 —0.116 -1
;i 1/2 1/8 0.325 0.365 1/2 (272)
0% 1 7/4 1.241 1.387 2 '
5 3 (15) 4.82 4.80 5
n 0 1/4 0.031 0.033 0
v 1/2 1 0.630 0.705 1

Zunachst haben wir die Molekularfeld-Werte angegeben. Als néchstes die des zweidimensionalen Ising-
Modells. Onsager gelang 1944 die Losung dieses Modells. Er fand, dass die spezifische Warme eine
logarithmische Singularitidt hat. Weitere Rechnungen, vor allem von Yang (1952), brachten auch die
spontane Magnetisierung und die Suszeptibilitdt. Allerdings kennt man die exakte Losung dieses
Modells nur fiir ~ = 0. Man erkannte hieraus, wie auch aus Rechnungen fiir das sphérische Modell
(Berlin und Kac 1952), dass die kritischen Exponenten sich durchaus von den Molekularfeld-Werten
unterscheiden konnen. Auf die Werte des dreidimensionalen Ising- und Heisenberg-Modells werde ich
spater zuriickkommen. Es sei aber bereits bemerkt, dass die Werte fiir das dreidimensionale Ising-
Modell auch fiir Fliissigkeiten am kritischen Punkt zutreffen sollten. Man sieht, dass Verschaffelts
Exponent 8 = 0.3434, der tatsdchlich nicht so prazis gemessen wurde, gut mit dem § = 0.325 fiir das
Ising-Modell iibereinstimmt.

Das spharische Modell ist ein Modell mit der Wechselwirkung

H= % > L oSE)SE)—h>_ S(r), (27.3)

r,r’

wobei die Wechselwirkung kurzreichweitig ist und die Felder S(r) kontinuierliche reelle Variable sind
mit der einzigen Einschrinkung Y~ S?(r) = N, wobei N die Anzahl der Gitterplitze ist.

27.b Skaleninvarianz und Skalengesetze
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27.b.ac  Kritischer Punkt

Wir wollen jetzt die Idee der Skaleninvarianz einfiihren. Dazu betrachten wir etwa einen Ferromagneten
oder ein Gas-Fliissigkeits-System am kritischen Punkt. Durch ein Mikroskop werden wir Doméanen
(oder Tropfchen) unterschiedlicher Grofie erkennen. Es wird Tropfchen in Blasen und Blaschen in
Tropfen geben, da der kritische Punkt durch starke Fluktuationen charakterisiert ist. Nun gehen wir
zu einer geringeren Vergréflerung iiber und reduzieren den Kontrast in geeigneter Weise. Dann werden
wir wesentlich das gleiche Bild vor uns haben, das heifit, auf der neuen Skala haben wir die gleiche
Verteilung von Doménen (oder Tropfen) vor uns. Wir sagen: Das kritische System ist skaleninvariant.
Nehmen wir an, die urspriingliche Vergroflerung ergibt eine Korrelation des Ordnungsparameters

(5(0)S(r)) = g(r). (27.4)

r=br’ (27.5)
andert die Dichte des Ordnungsparameters geméfl
S(r)d%r = S(r')d%’ = b=4S(x")d%r, (27.6)

wobei d die Dimension des Raumes ist. Die Anderung des Kontrasts bewirkt einen weiteren Faktor,
den wir mit b¥* bezeichnen. Dann gilt

S(r) = b8 (x') (27.7)
und
(S(0)S(r)) = b ~21(5' (0)'(x")). (27.8)
Da sich das beobachtete Bild nicht gedndert hat, haben wir
(5'(0)5'(x")) = g(r'), (27.9)
woraus
g(r) = @ =Dg(r/b) (27.10)

folgt. Diese Gleichung gilt fiir eine Anderung der Lingenskala um einen Faktor (Vergrofierung) b. Wir
konnen dies p mal anwenden
g(r) = L2@n=DPg(p /pP) (27.11)

und konnen b sehr nahe an eins wahlen. Dann erhalten wir mit b = L und beliebigem L

g(r) = L= g(r/L). (27.12)
Waéhlen wir schliellich L = r, so folgt
g9(1)

mit dem kritischen Exponent n = d + 2 — 2yj,.

27.b. Kritisches Gebiet

Im kritischen Gebiet ist unser System durch die Temperaturdifferenz 7 = (T — T¢.) /T, und ein symme-
triebrechendes Feld h charakterisiert. Wir beobachten das System wieder durch das Mikroskop. Wenn
wir nun die Vergroflerung und den Kontrast wie vorher verdndern, beobachten wir ein anderes Bild:
Das System ist nicht mehr skaleninvariant. Bei einer geringeren Vergréflerung beobachten wir jedoch
das Bild, das wir bei der urspriinglichen Vergroferung bei einer anderen Temperaturdifferenz 7/ und
einem anderen symmetriebrechenden Feld h’' beobachten. Daher ist die Anderung der Langenskala
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und der Skala des Ordnungsparameters dquivalent zu einer Abbildung von 7 und h nach 7/ und A'.
Dann folgt fiir den Ordnungsparameter

m(7, h) = ((S(r))7.n = b~ m(7', h'). (27.14)

Fiir die Korrelation folgt
(S(0)S(x))rn = b2 =D (S'(0)S' (') 1 (27.15)

und damit fiir die Korrelationsfunktion G
Gr,7,h) = (S(O)S (X)) —m? (7. 1) = > =DG(T 7 ). (27.16)
Auf grole Entfernungen ist der Zerfall der Korrelationsfunktion naherungsweise exponentiell,

exp(—r/&(r, 1)

7"2(d7yh)

G(r,7,h) x (27.17)

Dann folgt fiir die Korrelationslange
E(r, h) = 0E(T,1). (27.18)

Eine dhnliche Beziehung erhilt man fiir die Suszeptibilitit (der Faktor kpT ist hier weggelassen)
(k) = [ d((S(0) = m)(S@) ~ m))ny
= b2y"*d/ddr<(5’(0) —m/)(S' (") = m)) 1
), (27.19)

Wir werden spéater finden, dass 7/ und A’ nicht-singuliare Funktionen von 7 und h sind. Da sich
definitionsgeméfl 7 = 0, h = 0 auf 7/ = 0, A’ = 0 abbilden, kénnen wir fiir kleine 7 und h

7' = AgT + \h, (27.20)
= N1+ Mk (27.21)

schreiben. Da ein Vorzeichenwechsel von h nur das Vorzeichen von b’ &ndern wird, aber nicht 7/, sind
A = X" = 0. Wir betrachten nun den Spezialfall 7 = 0. Dann gilt offensichtlich

m(0,h) = b %m(0, \ph), (27.22)
x(0,h) = b2~ (0,\yh). (27.23)

Differenzieren wir (27.22) nach h, so folgt
x(0,h) = b=\, x (0, Aph). (27.24)
Der Vergleich von (27.23) mit (27.24) ergibt
Ap = bVn, (27.25)
Ahnlich kann man durch Betrachtung des singuliren Anteils der Energie und der spezifischen Wirme
Ap = bYE (27.26)

schreiben. Wenn wir nun b = L wie frither setzen, dann erhalten wir die Homogenitatsgesetze

Glrmh) = LX =G5, 7LY" hL™), (27.27)
¢(r,h) = LE(TLY®, hLY"), (27.28)
m(r,h) = LY *m(rLY% hL¥"), (27.29)
x(r,h) = L4\ (rLY® hLY"). (27.30)
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Die Gleichung (27.29) kann nach h integriert werden. Dies ergibt die Dichte der freien Energie, die wir
nun mit F' bezeichnen (tatséchlich nur den singuléren Anteil davon)

Fing(T,h) = L™ Fyng (TLYE A LY"). (27.31)

Diese Bezichung gibt wieder, dass sich die Dichte der freien Energie mit dem Faktor L¢ wie das inverse
Volumen umskalt, so dass die freie Energie selbst erhalten bleibt. Genau genommen ziehen wir aus
der freien Energie auch noch den Faktor kgT heraus,

F = F/(VpksT). (27.32)

Tatséchlich ist Fiing nicht die komplette Dichte der freien Energie. Es gibt noch einen reguléren Anteil,
der nicht zum kritischen Verhalten beitragt,

F = Fing + Freg- (27.33)
Differenziert man (27.31) zweimal nach 7, so erhélt man den singulédren Anteil der spezifischen Wérme
Caing (7, h) = L2~ Cling (TLYZ, RLLY"). (27.34)

Aus diesen Ausdriicken kénnen wir nun mit der Wahl 2 = 0 (manchmal auch 7 = 0) und |7|LV* =1
ablesen, dass die kritischen Exponenten gegeben sind durch
_ d—yn _ th—d Yn 1

, B §=- = (27.35)

2yE —d
o= — ’ Y ’ - -
YE YE YE d—yn YE

Da nur zwei Skalen-Exponenten y, und yg die kritischen Exponenten bestimmen, sind diese nicht
unabhéngig. Vielmehr gelten die Skalengesetze

at28+~y = 2 (27.36)
2—a = dy, (27.37)

v = v(2-n) (27.38)

56 = B+y=2-a—-4. (27.39)

Der letzte Exponent wird auch mit A bezeichnet. Er verkniipft Groflen, die sich jeweils in einer
Ableitung nach h unterscheiden. Man priife diese Skalengesetze fiir die Daten in der Tabelle (27.1)
nach. Fiir welche Dimension d sind die Skalengesetze fiir die Molekularfeld-Naherung erfillt?

Die Homogenitatsgesetze lassen sich experimentell iiberpriifen. Wir gehen aus von Gleichung (27.29)

m(r, h) = LY~ 4m(rLY= hL") (27.40)
und legen L durch |7|L¥2 =1 fest. Dann folgt

h
s

m h

m
e~ MEL ) oder g =miE, (27.41)

Fiir den Ferromagneten CrBrz wurde h/|7|® gegen m/|7|® aufgetragen (Ho und Litster, Phys. Rev.
Lett. 22 (1969) 603). Man erkennt, dass die Messpunkte auf zwei Kurven, die eine fir T > T,
die andere fiir T < T, fallen. Eine dhnliche Auftragung gibt es auch fiir Nickel (Kouvel und Comly,
Phys. Rev. Lett. 20 (1968) 1237). Siehe auch Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical
Phenomena, Kapitel 11, §4.

Die dabei beobachteten Exponenten sind fiir CrBrg § = 0.368, v = 1.215, fiir Nickel § = 0.378,
v =1.34.
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28 Renormierungsgruppe

28.a Grundidee

Wir haben im vorhergehenden Abschnitt ein intuitives Bild fiir die Homogenitétsgesetze entwickelt. In
diesem Abschnitt wollen wir es mit Renormierungsgruppenideen begriinden. Die Beobachtung, dass die
Korrelationsfunktion am kritischen Punkt skaleninvariant ist, ldasst vermuten, dass auch die effektive
Wechselwirkung am kritischen Punkt diese Eigenschaft hat. Wir nennen die Prozedur, die die Skala
der Wechselwirkung verdndert, Renormierungsgruppe (RG). Wir bezeichnen die Hamilton-Funktion

mit H und fithren das dimensionslose
H =H/(ksT), (28.1)

das im Integral fiir die Zustandssumme auftritt, das wir in Zukunft als Hamilton-Funktion bezeichnen.
Die Dichte der freien Energie ist definiert als

—F = € Intrexp(—H). (28.2)
Vp
Die Renormierungsgruppen-Transformation besteht nun aus zwei Schritten
a) einer Anderung der Lingenskala um einen Faktor b = e! in allen linearen Dimensionen. Wir lassen
dabei die Zustandssumme Z = Intr exp(—H) invariant. Da das Volumen um den Faktor e schrumpft,
gilt fiir die Dichten F'
Fy=e¢YF. (28.3)

b) einer Elimination und/oder Transformation der Freiheitsgrade S, die die freie Energie invariant
lasst.

Der zweite Schritt ist notwendig, um einen Hamilton-Operator zu erhalten, der mit dem urspriinglichen
verglichen werden kann. Die Dichte der Freiheitsgrade S muss auf die urspriingliche reduziert werden
durch das Ausdiinnen der Freiheitsgrade, die Fluktuationen kurzer Wellenldngen beschreiben (Fourier-
Komponenten mit grolen Wellenvektoren). Zum anderen muss das System erweitert werden auf eines
mit dem Volumen des urspriinglichen. Dann gibt es eine eins-zu-eins-Entsprechung der urspriinglichen
und der neuen Variablen. Wenn wir unser System unter dem Mikroskop betrachten, beobachten wir
unter geringerer Vergrosserung weniger Details, was dem Eliminations-Prozess entspricht. Andererseits
beobachten wir dann ein grofleres Volumen, was der Erweiterung des Volumens entspricht.

Die vollstandige RG-Transformation von Hy nach H; schreiben wir

H, = Ri(Hy), F(Hy)=e "F(H). (28.4)

In vielen Fallen ist es moglich, die RG-Prozedur fiir infinitesimales [ zu formulieren. Dann kann die
erste Gleichung (28.4) in differentieller Form geschrieben werden

dH
< = 9H. (28.5)

wobei G der Generator der Renormierungsgruppe ist. Im allgemeinen wirkt G nichtlinear auf H.

28.b Fixpunkt, Klassifizierung von Operatoren

Nun machen wir zwei Annahmen:
a) Wir nehmen an, dass es eine Fixpunkt-Hamilton-Funktion H* gibt,

GH* = 0. (28.6)

H* ist eine Hamilton-Funktion, die sich auf sich selbst abbildet. b) Wir nehmen an, dass eine kritische
Hamilton-Funktion gegen H* konvergiert.

lim H, = H*. (28.7)
l—o0
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Dies ist eine wesentlich schwachere Bedingung als die Forderung, die kritische Hamilton-Funktion Hy
sei H*. Die Bedingung (28.7) verlangt nur, dass die effektive Wechselwirkung unter der Renormierungs-
gruppe gegen einen Fixpunkt konvergiert.

Um nun das kritische Verhalten zu untersuchen zerlegen wir den Generator G in den Anteil £ linear
in AH und den Beitrag Q in héherer Ordnung in AH,

G(H"+ AH)=LAH + Q(AH). (28.8)
Es gilt also Q(AH) = O(AH)?. Wir definieren nun Eigen-Operatoren (Eigen-Funktionen)
ﬁOZ = yiOi (289)

und nehmen im Folgenden an, dass die Eigen-Operatoren einen kompletten Satz von Operatoren bilden,
so dass jede Hamilton-Funktion (jeder Hamilton-Operator) Hy entwickelt werden kann als

Hy=H"+Y_ p;O;. (28.10)
[

Dann erhalten wir in linearer Ordnung in p

H =H"+ Z pie¥o;. (28.11)

Je nach Eigenwert y unterscheidet man

y>0 relevante Operatoren
y=0 marginale Operatoren (28.12)
y <0 irrelevante Operatoren.

Der Gleichung (28.11) entnimmt man unmittelbar, dass am kritischen Punkt die Felder (in der Feldthe-
orie Quellen) p; aller relevanten Operatoren verschwinden miissen.
Marginale Operatoren konnen als relevante oder irrelevante Operatoren agieren. Dies hangt davon
ab, ob die nichtlinearen Terme p; nach Null oder von Null wegtreiben. Es gibt auch den seltenen
Fall, dass ein marginaler Operator eine Linie von Fixpunkten erzeugt wie beim zweidimensionalen
Acht-Vertex-Modell.
Es gibt einen speziellen Operator, den konstanten (das heifit den von S unabhéngigen) Beitrag poVp,
fiir den formal

OO = ‘/137 Yo = d (28.13)

gilt, da das Volumen Vp um einen Faktor e~# schrumpft, was durch ein Anwachsen von po um einen
Faktor e? kompensiert wird. Das Hinzufiigen einer Konstanten #ndert am kritischen Verhalten jedoch
nichts. Er ist der Ursprung des reguléren Anteils der freien Energie.

Die Art des kritischen Verhaltens hingt von der Anzahl der symmetrie-erhaltenden relevanten Opera-
toren ab. (Symmetrie-erhaltend bedeutet, dass die Symmetrie des Hamilton-Operators erhalten bleibt;
eine spontan gebrochene Symmetrie des Systems wird dadurch nicht ausgeschlossen.) Entwickeln wir

H=> @0, H* =) 10, (28.14)

so erhalten wir
pi = Bl — - (28.15)

Fiir einen normalen kritischen Punkt hat man einen relevanten symmetrie-erhaltenden Operator (aufler
0p) Og, der die kritische Temperatur bestimmt

] [
pp =7 = Py — iy = (6= B, e =0 (28.16)
E
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Grob gesprochen ist Og proportional zu H abziiglich Erwartungswert am kritischen Punkt. An einem
trikritischen Punkt hat man zwei relevante symmetrie-erhaltende Operatoren (auler Op) und folglich
zwei Bedingungen fiir kritisches Verhalten.

Die RG-Prozedur ist nicht eindeutig definiert. Dies hat eine Anzahl von Folgerungen, die wir hier
nur aufzéhlen (F.W., J. Physics C7 (1974) 2098): H* hangt von der RG-Transformation ab. Variiert
man die RG-Transformation infinitesimal, dann adndert sich H* um Operatoren, die wir redundant
nennen. Formal héangen die Exponenten y der redundanten Operatoren von der Wahl der RG ab,
aber die redundanten Operatoren tragen nicht zur freien Energie bei. Daher haben die Exponenten
der redundanten Operatoren keine physikalische Bedeutung. Die Exponenten der anderen Operatoren
sind invariant gegen infinitesimale Variationen der RG-Gleichungen. Redundante Operatoren kénnen
in numerischen Rechnungen recht stérend sein, wenn sie formal Eigenwerte y > 0 haben. Sie haben
nur kurzreichweitige Korrelationen.

28.c Skalen der freien Energie

Nehmen wir an, es reiche aus, nur zwei Operatoren, O und den Operator des Ordnungs-Parameters
Oy, zu beriicksichtigen,

H():H*JrTOEJrhOh, (28.17)
was mit
Hy = H* + 1Y O + he¥*' O, (28.18)
dann
F(1,h) = e U F(re¥®! hevnl) (28.19)

ergibt. Dies stimmt mit L = e’ mit der Gleichung fiir den singuliren Anteil der freien Energie (27.31)
unseres intuitiven Bilds iiberein.

Normalerweise hat man eine unendliche Anzahl von Stérungen £;0; in Gleichung (28.10). Um ihren
Effekt auf das Homogenitétsgesetz zu betrachten, fiigen wir wenigstens einen hinzu,

Hy=H"+70g + hOp, + 11;0; (28.20)

und erhalten
Hy = H* + 7¢¥"'Op + he'"' Oy, + ;e 0, (28.21)
Fr, by ) = |7[4/9% P(21, — Hi ). (28.22)

’ |7—|y;L/yE’ |7-|yi/yE

Wir interessieren uns fiir das kritische Verhalten, das heifit den Limes 7 — 0

Wi 0 y;<0Ooder y; =0
yi/ys { +oo y; >0 und p; # 0. (28.23)

|7

Falls O; relevant ist, (y; > 0), dann muss pu; explizit beriicksichtigt werden. Fiir irrelevante Operatoren
kann der Term p;/|7|¥/¥® vernachlissigt werden, wenn F' nach Potenzen von p; entwickelt werden
kann. Man beachte, dass die rechte Seite von (28.21) die freie Energie weit entfernt vom kritischen
Punkt enthéalt. Der irrelevante Operator fiithrt zu einer Korrektur zum Skalen-Verhalten

h

Yn/YE

F = |r|¥vep(+1 |
-

,0) 4 pui| 7| vE B (41, ,0) + ... (28.24)

’ |7—|y;L/yE

Solch eine Korrektur wurde im superfluiden Helium gefunden (G. Ahlers, Phys. Rev. A8 (1973) 530).

28.d Korrelationen

Bisher haben wir nur translationsinvariante Operatoren betrachtet. Wir kénnen auch die Eigenwert-
gleichung fiir einen lokalen Operator O; betrachten

L£O; = —x;0;. (28.25)
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Dann ergibt sich in linearer Naherung aus
Hy = H* + \;0; (28.26)

die Hamilton-Funktion 3
H; = H* + \e %0;. (28.27)

An Stelle von O;, das eine Funktion der S(r') ist, konnen wir O;(r) betrachten, das wir erhalten, indem
wir S(r’) durch S(r’ +r) ersetzen. Dieser Operator O;(r) wirkt in der Umgebung von r. Aus

Hy = H* + X04(r) (28.28)

folgt dann R
Hy = H* + \e %0 (re7!), (28.29)

da die Lingenskala unter der RG-Transformation um den Faktor e~! schrumpft.
Wir konnen nun die Exponenten x; und y; durch Einfithren des translationsinvarianten Operators

0; = / d%rO;(r) (28.30)
miteinander verkniipfen. Wir erhalten dann aus
Hy = H* + 11,0, = H* + ui/ddréi(r) (28.31)
die Hamilton-Funktion
H = H*+ pe = /ddréi(re_l)

= H* +uie(d*x")l/dd(re*l)éi(re*l)

H* 4 pield==l0;, (28.32)

Der Vergleich mit (28.11) ergibt
yi =d— a, (28.33)

es sei denn das Integral verschwindet, was passiert, wenn man den Gradienten eines Operators O;
betrachtet. Man iiberzeugt sich in diesem Fall leicht, dass aus (28.29)

LYVO; = —(z; + 1)VO; (28.34)
folgt.
Aus einem Hamilton-Operator
Ho = H* 4+ 70g + hOp, + A1 04(0) + A0y, (1) (28.35)
folgt dann 3 R
H; = H* + 7¢¥2' 05 + he?"' Oy, + A€W~ D0, (0) 4 A= DO, (re ™). (28.36)

Differenzieren wir die zugehorige freie Energie (diesmal nicht die Dichte), so erhalten wir die Korrela-

tionsfunktion
62

G(r,7,h) = _m(VOF(HO)”M:Az:O (28.37)
Da die freie Energie unter der Renormierungsgruppe erhalten bleibt, Vo F(Hy) = V,F(H;), folgt
92
G(r,m,h) = *M(VlF(Hl))hl:&:o
= W= DlG(re! Te¥rl hevnl), (28.38)

womit dann auch (27.27) hergeleitet ist.
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28.e Nichtlineare Beitrage

Bisher haben wir angenommen, dass wir nur den linearen Term £ des Generators G zu beriicksichtigen
brauchen. Wir wollen nun betrachten, was nicht-lineare Terme bewirken. Dazu nehmen wir auch
Beitrége zweiter Ordnung in G mit und erhalten die Gleichungen

dpti

1 .
Vit g Zai,j,kujuk +0(1?) (28.39)

gk

28.e.ac Nichtlineare Skalenfelder

Wir konnen nun nicht-lineare Skalenfelder g; einfiihren, die exakt

dg;
= Y;0; 28.4
di Yigi ( 8 0)

geniigen sollen, wobei auch diese nach den p entwickelt werden,

1
gi = i+ 5 D bigksie + O(). (28.41)
7,k

Setzen wir nun (28.41) in (28.40) ein, so folgt

1 1 1 3
Yiki + 5 Z @ig kb + 5 Z(yj + Yr)bi g kb e = Yiti + 5 Z Yibi ke + O(p°), (28.42)
J.k Jrk j.k
was mit
Qi,j,k

Yi — Y5 — Yk
gelost wird. Solange also jeweils y; # y; + yr (und entsprechende Ungleichungen fiir Terme in héherer
Ordnung in p), kann man diese Skalenfelder ¢ einfithren. Fiir diese gilt exakt

bijk = (28.43)

F(..gi..)=e MF(.. ge¥l.). (28.44)

28.e.f Regulirer Anteil der freien Energie

Addiert man eine Konstante zur Wechselwirkung, so d&ndert diese nur pg im Beitrag poVp in Gleichung
(28.13). Sie wirkt sich aber nicht auf die anderen p aus. Daher gilt

F(go-..gi-) =90+ F(0..g;...). (28.45)

Der regulidre Term der freien Energie ist nun

1 0,5,k
Freg =490 :NO+ _Zijﬂjuk +O(,LL3), (2846)
2 d—y; — Y

wahrend der zweite Beitrag in (28.45) der singuldre Beitrag ist. Der regulére Beitrag wird in der Regel
einen Beitrag proportional 72 enthalten, der dann einen Untergrund zur spezifischen Wirme liefert.

28.e.y7 Logarithmische spezifische Wirme

Falls der kritische Exponent der spezifischen Warme verschwindet, o = 0, folgt aus (27.35) 2yp = d.
In diesem Fall kann das Skalenfeld go nicht so einen einfachen Term proportional 72 haben, da der
Nenner in (28.43) verschwindet. Beschrénken wir uns auf das Gleichungssystem

d 1 dr
O — dpo + sa0.5,57 U

p— 2 .4
dl 2 yBT; (28.47)
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so folgt

1
go = jo — §aO,E,E(l —lo)™, gp=T (28.48)

Dabei ist Iy eine Integrationskonstante. Wir kénnen nun, da gg mit e
2 In |7| schreiben und finden schliefilich

/2 anwiichst, | —lo = 2 In|gg| =

1
go = o — EGO’E’ETQ In|r|, gg=T (28.49)

Jetzt steckt in dem bisher reguldren gy die logarithmische Singularitat, wahrend der singuldre An-
teil T2Fsing(7' = +1) einen Sprung in der spezifischen Warme enthalten kann. Eine logarithmische
Singularitat der spezifischen Wirme tritt im zweidimensionalen Ising-Modell auf (Onsager). Im Acht-
Vertex-Modell (Baxter) findet man logarithmische Singularitéten der Form (T' — T;)" In |T — T¢| fiir
gerade n. Die hier gegebene Erklarung findet sich bereits bei Widom und bei Kadanoff.

28.e.) Marginaler Operator

Interessantes Verhalten ergibt sich auch, wenn ein marginaler Operator O,, auftritt, y,, = 0. Dann
folgt aus

dg, 1 9
= 53 %mmm 28.
B i, (28.50)

die Losung

_ 2 _ 241 (0)
Nm(l) T ammm(l + lO) C2- ammmlﬂm(o). (2851)

Falls ammmpim (0) und damit lg = 2/(apm (0)) negativ ist, konvergiert pi,, () (sehr) langsam gegen 0,
ist es dagegen positiv, so divergiert es. Hat man nun fiir 7 die Gleichung

.
q -~ YET T aEmBmT, (28.52)
so folgt
l l —2aEmE/ammm
(1) = evr! (%) 7(0). (28.53)
0

Dies fithrt dazu, dass man fiir Erwartungswerte nicht nur Potenzen von 7, sondern auch Potenzen von 7
multipliziert mit nicht ganzzahligen Potenzen von | In |7|| erhalten kann. Solche Singularitdten wurden
zuerst fiir das sphérische Modell gefunden, spiter generell fiir die S*-Theorie in d = 4 Dimensionen
(Larkin und Khmelnitskii), wie auch fiir die S5-Theorie in d = 3 Dimensionen (Riedel und F.W.). Dies
gilt auch in d = 3 fiir bestimmte Systeme mit Dipol-Wechselwirkung.

Literaturangaben in F.W., The Critical State, General Aspects, in C. Domb and M.S. Green (eds.)
Phase Transitons and Critical Phenomena, Academic Press, 6 (1976) p.7-124
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29 Renormierungs-Gruppe mit scharfem Abschneide-Impuls

29.a Ursprung der Renormierung

Das Problem der Renormierung trat zunéchst in der Teilchenphysik auf. Es besteht darin, dass bei
der storungstheoretischen Berechnung von Groflen Integrale auftreten, die divergieren, und zwar um
so stirker, je hoher die Ordnung der Entwicklung ist. Was tun? Die Integrale divergieren meist bei
groBen Wellenvektoren. Fithrt man einen maximalen Wellenvektor ein, bis zu dem man integriert, so
bleiben die Integrale endlich. Man weifl aber nicht, welchen maximalen Wellenvektor A man verwenden
soll. Man verglich daher die Ergebnisse filir verschiedene grole A und fand, dass man bei geeignetem
Umskalen verschiedener Groflien und geeignetem Verdndern von Kopplungen einen Limes A — oo
definieren kann, der endliche Ergebnisse fiir Groflen von festen Wellenvektoren ergibt. Das Verfahren,
das einem den Zusammenhang der Kopplungen und Skalen mit der Anderung des Abschneide-Impulses
A ergibt, nennt man Renormierungsgruppe.

In der Festkorperphysik hat man dieses Problem in der Regel nicht. Man geht zum Beispiel von einem
periodischen Gitter aus. Dann sind die Integrationen nur innerhalb der Brillouinzone auszufiihren.
Man hat einen natiirlichen Abschneide-Impuls A. Trotzdem ist auch hier die Renormierungsgruppe
bei den kritischen Phanomenen eingezogen. Der Grund liegt darin, dass sich dort das wesentliche
Verhalten auf sehr grofien Absténden abspielt oder entsprechen fiir Wellenvektoren y — 0. Kritische
Phénomene und die Teilchenphysik haben gemeinsam, dass man das Verhéltnis A/u gegen unendlich
untersuchen muss. Daher miissen wir auch hier die Langenskala &ndern und sind (zumindest bei einem
scharfen Abschneiden) gezwungen, die Freiheitsgrade, die nach dem Umskalen Wellenvektoren grofier
A haben, auszuintegrieren und zu verfolgen, wie sich dadurch die effektive Wechselwirkung bei kleinen
Wellenvektoren entwickelt.

29.b Renormierung der Landau-Wechselwirkung

Wir wollen nun eine explizite Rechnung mit der Renormierungs-Gruppe durchfithren. Wir gehen aus
von einer Wechselwirkung der Form vom Landau-Typ (26.2)

H= /ddr (%(VS(r))Q + %S(r)Q —hS(r) + %(S(r)Q)Q) : (29.1)

Diese Wechselwirkung haben wir gleich fiir das isotrope n-Vektormodell hingeschrieben. Das Feld
unseres Ordnungsparameters hat also n Komponenten und die Wechselwirkung ist isotrop (bis auf den
Term hS, der fiir h # 0 eine Richtung auszeichnet).

Wir fiihren zunéchst die Skalentransformationen durch. Dies ergibt mit n = 0

H = /ddT/ <%(V/S/(r/))2 + %bQS’(r’)Q _ hbd/2+lsl(r/) + %b4d(sl(r/)2)2> , (29'2)

wobei wir r = br’, S(r) = b'~%/28/(r') substituiert haben. Wir lassen im Folgenden die Striche ’ weg.
Wir driicken die Wechselwirkung nun durch die Fourier-Komponenten

S(r) = \/LV_P > 8qelaT (29.3)

aus und erhalten

a2b4fd

2 b2
Hl _ Z q +2a1 quiq o Vphbd/QJrlSO +
qa

Z(S(h S(m)(SCISS*CIl*qz*QS)' (294>

Wir gehen davon aus, dass die urspriingliche Wechselwirkung H Fourier-Komponenten bis A enthielt.
Auf Grund der Skalentransformation enthélt die Wechselwirkung H’ Fourier-Komponenten bis Ab.
Wir miissen daher die Fourier-Komponenten zwischen A und Ab eliminieren. Wir miissen daher

e = ] </ dsqa) e (29.5)

la|>A,
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ausintegrieren. Dabei numeriert der Index , die n Komponenten von S. Wir werten dieses Integral
aus, indem wir uns fragen: Wie éndern sich die Koeffizienten a; und as vor S3 und (S3)?? Diese
Beitrage rithren her von

1 azb*—4 ab*—4
AH' = 5 Z (q2 JrbQ‘ll)Squq + 22V Z (SqS,q)(S%) + 2V Z (SqSO)(quSO)- (29-6)

P P
lal>A la|>A la|>A

Mit der Wahl b = ¢!, [ infinitesimal, sind alle anderen Beitriige vernachlissigbar. Wir schreiben diese
Wechselwirkung in der Form

1
AH' = 5 Z (q2 + b2a1)San*qﬁ(5a,ﬁ + faﬁ)a (29'7)
la|>A
wobei
fap = (60,588 + 2S0aS05), ¢ = _wbt (29.8)
aff = a,B390 0ar03), = Vp(q2 T 620,1) . .
Nun ist
/ dSq,1dSq 2.--dSqndS_q1dS_q2..dS_gnexp | = > (¢° +b%a1)SqaS—qs(0a.5 + fa.5)
af
B const (29.9)
(2 +b2ay)det(1 + f)’ '
was

H </ dSqa) exp(—AH') = constexp(f% Z Indet(1+ f)) (29.10)

la|>A,« lal>A

ergibt. Wir entwickeln nun nach Potenzen von f

% Z lndet(1+f) = 3 Z 1H1+Zfaa _Z faafﬁﬁffaﬁf[ja)ﬁ‘...)
la|>A |q|>A af
= 5 > (Zfaafngagfga+...) (29.11)
l[a|>A af

Fiir infinitesimales [ ergibt die Summe

> 9(g) = Veleg(A), (29.12)

la|>A

wobei ¢ eine Konstante ist und sich ¢’ auf

/ az

c = 7‘/13(6” 1Y) (29.13)
reduziert. Damit haben wir dann
as
Z foza = (TL + Q)WS%, (2914)
a% 212
> fapfoa = (n+ S)W(SO) (29.15)

und damit schlielich den Beitrag der Eliminations-Prozedur

1 lca?

lecay 4
S 8)——=——
)+ AT

A0 - Z( (S2)2. (29.16)

= Z Indet(1+ f) = (n+2)

\q\>A
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Beriicksichtigen wir die Anderung von a1, as und h nach (29.4) und (29.16), so erhalten wir die
Differentialgleichungen

da; azce(n + 2)
— = 2 - 29.1
a A A (29.-17)
das asc(n + 8)
— = (4—-d - 29.18
dl ( )GQ (al +A2)27 ( )
dh d
— = — 4+ 1)h. 29.1
U (2 +1Dh (29.19)
29.c eEntwicklung
Fiir den Fixpunkt muss nun gelten
da1 da2 dh
=—2=—=0 (29.20)

Al dl Al
Da die soeben durchgefiihrte Rechnung exakt ist fiir a; = 0, erwarten wir, dass sie eine gute Naherung
fiir kleine as darstellt. Auf Grund der Landau-Theorie erwarten wir, dass a; im kritischen Gebiet klein
ist. Wir entwickeln daher die Gleichungen bis zur quadratischen Ordnung in den as,

da c c
d—ll = 201+ 450 +2)az — 4 (n+ Daray, (29.21)
da c
d—; = cay— (n+ 8)a3, (29.22)
wobei wir die Abkiirzung
e=4—d (29.23)
eingefiihrt haben.
Wir finden dann
a) den trivialen Fixpunkt mit
al =0, a}=0, h*=0, (29.24)
b) den nicht-trivialen Fixpunkt
e(n +2)A? eA?
pE VA Ml ) SR M ) 29.25
K 2n+8) 0 2T cnts) (2025)

Diese Groflen sind also fiir kleines e tatsachlich klein. Linearisieren wir jetzt die Gleichungen um den
Fixpunkt, so finden wir

da c

d—ll = 2 g7+ 2)a3)( - af) + (a2 — a3), (29.26)
da 2c . N

d—12 = (e— F(n + 2)a3)(az — aj). (29.27)

Daraus ergeben sich dann die Skalenexponenten fiir den trivialen Fixpunkt

€
YE=2, y2=¢€ yYp=3— 5 (2928)

und fiir den nicht-trivialen Fixpunkt zu

2
nr €& Yo=—€ Yh=3— % (29.29)

Fir d < 4 hat der nicht-triviale Fixpunkt einen, der triviale Fixpunkt zwei relevante symmetrie-
erhaltende Operatoren. Daher erwartet man fiir d < 4, dass der nicht-triviale Fixpunkt das Verhalten
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in der Umgebung eines normalen kritischen Punktes beschreibt. Der triviale Fixpunkt beschreibt das
trikritische Verhalten in drei Dimensionen.
1 1

a=g, ﬁ—4, ~v=1. (29.30)
Wir hatten anfangs n = 0 gesetzt. Natiirlich ist diese Grofle zunéchst unbestimmt. Zu bestimmen ist
sie aus dem Vorfaktor von (VS(r))2. In der Tat ist dieser Term der Hamilton-Funktion der einzige,
der nicht klein ist. Er muss erhalten bleiben. Es stellt sich heraus, ohne dass wir das ndaher untersucht
haben, dass n in erster Ordnung in e gleich Null bleibt. Es sei erwéahnt, dass man bei der obigen
Rechnung zum Beispiel eine kubische Anisotropie S4(r) hinzufiigen kann. Es ergibt sich dann ein
interessantes Flussdiagram fiir as und die neue Kopplung.

29.d Ergebnisse fiir das isotrope n-Vektormodell

Was wir soeben betrachtet haben, ist der Anfang der e-Entwicklung, das heif3t einer Entwicklung der
Exponenten in Potenzen von € = 4 — d. Die Terme in Ordnung e haben wir gerade berechnet. Wir
geben noch die Terme in Ordnung € an. Aus 7 und v kann man die anderen Exponenten «, 3, § und
v aus (27.36) bis (27.39) berechnen. Der Exponent w beschreibt die fithrende Korrektur zum Skalen,
w=(d—y;)/ye in (28.24)

_ _nt2 3
n = St 8)26 + O(¢€”), (29.31)
n+2 (n+2)(n? +22n+52) 4 3
= 1 O 29.32
i T omte)© A(n + 8) +0(e), (29.32)
3(3n+ 14) ,
w = €— WG +O(€ ) (2933)

Wir beobachten, dass die Exponenten sowohl von der Dimension 4 — € als auch von der Anzahl n
der Komponenten des Ordnungsparameters m = (S) abhéngen. Systeme, die durch ein und densel-
ben Fixpunkt beschrieben werden, haben gleiche kritische Exponenten. Man sagt, sie gehoren zur
gleichen Universalitatsklasse. Konventionelle kritische und trikritische Phaseniibergange gehoren zu
verschiedenen Universalitatsklassen. Systeme mit der langreichweitigen Dipol-Wechselwirkung wer-
den durch eine weitere Universalitatsklasse beschrieben. Stanley hat gezeigt, dass das n-Vektormodell
im Limes n — oo durch das sphérische Modell beschrieben wird. Fiir dieses erhédlt man im Bere-
ich 2 < d <= 4 die Exponenten n = 0, v = 2/(d — 2). Ausgehend von diesem Limes gibt es eine
1/n-Entwicklung. Fiir d = 3 Raumdimensionen ergibt diese

8 1
- — 29.34
1 3.2, TO(3), (29.34)
24 1
gl . +0(3) (29.35)

SchlieBlich haben Mermin und Wagner gezeigt, dass es fiir n > 2 keine spontane Magnetisierung bei
endlichen Temperaturen in d = 2 Dimensionen gibt. Fiir n > 2 gibt es die folgende Entwicklung in
€=d-2

6I

_ 2

no= + O(€"), (29.36)
_ l o 1 4—n / 2

e + 2(n—2)2€ + O(€%). (29.37)

Man kann auch zeigen, dass sich das System mit n = —2 formal weitgehend wechselwirkungsfrei
verhalt, woraus 7 = 0, v = 1 unabhéngig von der Dimension folgt. Jedoch ist keine Entwicklung in
n + 2 bekannt. Man kann ein n, d-Diagramm mit Hohenlinien fiir Exponenten zeichnen. Fiir o und
~ finden sie sich in F.W., Lecture Notes in Physics 54 (1976) 1-29 (Springer). Viele Daten sind in J.
Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena, Oxford Science Publications zu finden.
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30 Pfadintegrale fir klassische Felder

30.a Pfadintegrale

Wir wollen uns nun mit Pfadintegral-Darstellungen befassen und zwar sowohl fiir klassische Systeme
als auch fiir quantenmechanische. Wir beginnen mit einem klassischen System, das von einem reellen
Feld ¢(r) abhéngt. Wir betrachten also die Zustandssumme

Z = /Dd)exp(fS((,zb)). (30.1)

Dabei bedeutet D¢, dass wir iiber ¢ an allen Orten integrieren. Wie das im Einzelnen zu verstehen
ist, stellen wir im Weiteren dar. Es sei nur bemerkt, dass der Grenziibergang zum kontinuierlichen r
nicht ohne Probleme ist. Da wir an Erwartungswerten und Korrelationen interessiert sind, fiigen wir
einen Quellterm hinzu

Z(J) = /D¢exp(—5(¢) +J-¢) mit J-¢ = /der(r)qb(r). (30.2)
Durch Differentiation nach J erhalten wir
S 20 = Z0)60) (303)

und entsprechend fiir hohere Ableitungen
67’7,
dJ(r1)0J(re)...0J (ry)

Z(J)]1=0 = Z(0)(p(r1)op(r2)...4(xn)). (30.4)

Wir wollen zu einer storungstheoretischen Beschreibung iibergehen. Dazu betrachten wir zunachst das
Gauss-Integral

Zo(J) = /quexp(—%cf)l(cf)—i— J - ¢) mit pK¢ = /ddr/ddr’¢(r)K(r,r’)¢(r’). (30.5)

Dabei verlangen wir an, dass der Kern K symmetrisch und positiv ist. Wir fithren nun das Inverse Gg
zu K ein,

/ddr”Go(r, K (" r') = 6r —1'). (30.6)
Dann kann man das Integral (30.5) auswerten, indem man quadratisch ergédnzt zu
1 1 1
Zo(J) = /Dcf)exp(—§(q§ — GoJ)K(¢p — GoJ) + §JGOJ) = Zp(0) exp(gJGoJ). (30.7)

Unter Verwendung dieser Gleichung iiberzeuge man sich, dass fiir die Gauss-Verteilung

(p(r1)p(r2))0 = Go(ri,ra), (30.8)
(p(r1)d(r2)e(r3)o(ra))o = Go(ri,r2)Go(rs,re) + Go(rr,r3)Go(ra, ra) + Go(r1, r4)Go(r2, 130.9)

gilt. Hat man ein Produkt von 2n Faktoren ¢, so hat man die Orte r; auf alle Arten zu Paaren
zusammenzufiigen und das Produkt der jeweiligen G aufzusummieren. Es gibt dann insgesamt (2n —
D= (2n—1)-(2n — 3)...3 - 1 Beitrige.

Wir haben das Feld durch die lokalen Amplituden ¢(r) dargestellt. Man kann auch von einer anderen
Basis ausgehen. Da K und die Wechselwirkung V', die wir unten einfiithren, in der Regel translation-
sinvariant sind, ist es hdufig zweckmafig, die Fouriertransformierte

1 ik-r 1 ik-r
p(r) = szkjd)kek = W/ddk?qﬁkek ; (30.10)
b = [ dtroe e (30.11)
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einzufithren. Dann transformiert sich

1 1
K¢ = / dr / Ao’ (r)K (r,v")o(r') = 7 Zde)quk = @t / A% Ky dred_xc (30.12)
mit
Ky = / drK (r)er. (30.13)
Speziell fir
6Ko= [ alr(m*é*w) + (Vo)) (30.14)
folgt ,
Ky =m?+k? G(k)—; Gol ')—L/ddkﬂ (30.15)
= O T e O T (g m2 + k2’ '
Wir kommen nun zur Stérungstheorie. Es sei
1
5(9) = 50K+ V(9)- (30.16)
Beachten wir, dass
O Jo J-¢
= .1
5J(r)e o(r)e’?, (30.17)
dann konnen wir das Funktional-Integral
Z(J) = /D¢exp(—5(¢) +J-9) (30.18)
ausdriicken als 5 )
Z(J) = — — . = 1
(J) eXp( V(dJ(r))) exp(QJGOJ) (30.19)
und erhalten damit fiir die Zustandssumme
) 1
Z(O) = exp <V (W)) eXp(§JGOJ) o (3020)
Fiir die Korrelationen kénnen wir nach wie vor die Gleichung (30.4) verwenden und erhalten
Z(0){p(r1)p(r2)...0(rp)) = o exp | =V o ex (EJG J) (30.21)
VO ) = S T (61)8 7 (r2) 0 () 7 () ) ) P '

Die Ausdriicke (30.20) und (30.21) erlauben uns eine stérungstheoretische Entwicklung nach Potenzen
des Potentials V' durchzufiihren.

30.b Storungstheorie und Diagramme

Man zeichne alle moglichen Diagramme, indem man zunéchst Vertices fiir die Kopplungen
Vi(r1,ra,...rg) in

V(o) = Z % /ddrlddrg...ddrka(rl,rg, TE)o(r1)o(r2)...0(rk) (30.22)
k

in vorgegebener Anzahl zeichnet. Dabei erhalten diese je k duflere Beine, die mit Orten r versehen
werden. Weiter zeichnet man Orte mit Beinen fiir die Faktoren ¢(r), die in der Korrelation auftreten.
Dann verbindet man die verschiedenen Beine die von den ¢s der Korrelationen und den ¢s der Vertices
herrithren, durch Linien, denen man die Propagatoren Go(r,r’) mit den jeweiligen Orten zuordnet.
Die Propagatoren und die Kopplungen V, sind miteinander zu multiplizieren und tiber die Orte der
Vertices ist aufzuintegrieren. Dies ergibt einen diagrammatischen Beitrag. Dieser ist allerdings noch
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mit einem kombinatorischen Faktor zu multiplizieren. Dazu stellen wir folgende Uberlegung an. Wir
nummerieren die Enden der Propagatoren der Reihe nach durch. Zunéchst wahlen wir einen ersten
Punkt willkiirlich, als zweiten das andere Ende des Propagators. Dann einen dritten Punkt nach
Belieben, dann den vierten als anderes Ende des von drei ausgehenden Propagators. Haben wir in
unserem Diagramm nj, Faktoren Vj, so haben wir anfangs einen Faktor [[, (1/n4!k!™*). Dabei stecken
die Faktoren 1/k! bereits in der Definition der Wechselwirkung. Der Faktor 1/nj! rithrt von der
Entwicklung der Exponentialfunktion exp(—Vj) her. Wir fragen nun, wieviele Moglichkeiten es gibt,
dieses Diagramm herzustellen. Héngt der Punkt eins an einem Vj, so hat man die Wahl zwischen ny,
solcher Vertices, dazu noch die Wahl aus k Linien, die von diesem Vertex weggehen; insgesamt also
eine ny - k-fache Wahl. Beim Punkt zwei besteht, falls er am gleichen Vertex liegt, die Wahl zwischen
k — 1 duBeren Enden, falls er an einem anderen Vertex Vj liegt, hat man eine (n; — 1)k fache Wahl.
Liegt er an einem Vertex Vi mit &' # k, so bleibt der Faktor ng k’. Lediglich, wenn man an einen
auBeren Punkt gelangt, hat man keine Wahl andere Wahl. Insgesamt stellt man fest, dass durch diese
Faktoren der Anfangsfaktor [], (1/n4!k!™*) kompensiert wird. Allerdings kann es sein, dass mehrere
dieser Wahlmoglichkeiten das gleiche Diagramm liefern. Dann hat man zuviel gezéhlt. Gibt es also
insgesamt s verschiedene Abbildungen des Diagramms auf sich selbst, so ist es mit dem Faktor 1/s zu
multiplizieren. So gilt schon, wenn ein Propagator von einem Vertex auf diesen zuriickkehrt, dass allein
dafiir ein Faktor 1/2 anzusetzen ist, da gewissermaflen der Propagator in beide Richtungen durchlaufen

werden kann. Weiterhin ist noch das Vorzeichen (f)zk e

OO & O=0

In dieser Figur bringen wir zunéchst die Diagramme fiir die Zustandssumme bis zur zweiten Ord-
nung in Vj,

zu berticksichtigen.

zZ 1 1 1 1,
Z_0_1_§U1+4_8U2+1_6U3+1_28U1
Der Faktor 1/8 bei v; kommt zum Beispiel dadurch zustande, dass man in jedem der beiden Propaga-
toren die beiden Enden austauschen kann, ohne dass sich dadurch das Diagramm verdndert. Schliefllich
kann man auch die beiden Propagatoren miteinander vertauschen und das Diagramm geht in sich tiber.
Daher drei Faktoren 1/2. Eine andere Betrachtung ist die, dass man zur Berechnung dieses Diagramms
den Erwartungswert eines Produktes von vier Faktoren ¢ an dem Vertex V;/24 zu berechnen hat. Das
Ergebnis ist die Summe der drei Beitrage in (30.9). Daher erhélt man den Faktor 3/4! = 1/8. Wir
bilden nun den Logarithmus von Z,

. (30.23)

F 1 1 1
———=InZ=InZy— - — — 30.24
T n nZzy 8U1+48U2+ 16’1)3+ ( )

Hat ein zusammenhéngendes Diagramm v; einen Symmetriefaktor 1/s;, so gilt fiir ein Produkt [, v;"
der Symmetriefaktor [[,(1/n;!s!""), da man die n; Diagramme in n;! Permutationen herstellen kann.
Daher gilt fiir die freie Energie, dass man sie als Summe aller in sich geschlossenen zusammenhéngenden
Diagramme erhalt.

: dO dl d2

0. &

d, d
Bei der Berechnung der Korrelationen erhdlt man nach (30.21) zunéchst Z(0) multipliziert mit der
Korrelation. Man bemerkt, dass sowohl Diagramme auftreten, bei denen alle Teile iiber Propagatoren
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mit duBeren Enden zusammenhingen, wie auch solche, die Vakuum-Beitréige enthalten. Bezeich-
nen wir die Diagramme ohne Vakuum-Diagramme mit d;, so sicht man, dass sich Z(0)([]; ¢(r;)) =
Zo Y, (£d;/s;)x Vakuum-Diagramme schreiben ldsst, so dass man

<H o)) = D (£di/si) (30.25)

?

hat. Die Korrelationen ergeben sich als Summe der zusammenhéngenden Diagramme. Im konkreten
Fall der Zweipunkt-Korrelation folgt

(p(r)p(r')) = do — % + % + % + d—64 + . (30.26)

Beachte, dass man die beiden Enden r und r’ nicht miteinander vertauschen kann. Fiir do(r,r’) hat
man Go(r,r’).

30.c Dyson-Gleichung

Betrachten wir die Diagramme d; zur Zweipunkt-Funktion, so sehen wir, dass sich in ds die Schleife aus
dy wiederholt. Allgemein haben die Beitrage zur Zweipunkt-Funktion eine Anzahl von Propagatoren,
bei deren durchschneiden das Diagramm in zwei Teile zerfallt. Zwischen diesen Propagatoren sind
jeweils Beitrége, die man als Selbstenergie ¥ bezeichnet, so dass man schreiben kann

G = Gy + GoXGo + GoXGoXGo + ... = Gy + GoXG oder G '= Gal -2 (3027)

Diese letztere Beziehung ist die Dyson-Gleichung. Die Beitrage erster und zweiter Ordnung finden sich

in der nachsten Figur.
S1 S92 S3
Y=——"+ =+ =+4.. 2
5 + 1 + 5 + (30.28)

Sl SZ %

30.d Vierer-Korrelation

Wir betrachten noch die Vierer-Korrelation (¢(r1)¢(r2)é(rs)e(rs)). Wir beobachten dass wir alle
Beitrége aus GG erhalten und zusétzlich noch Beitrage C, bei denen alle vier Orte ry, ... ry miteinander
verbunden sind,

(¢(r1)9(r2)¢(r3)e(rs)) = G(r1,12)G(r3,1a) + G(r1,13)G(r2, 1) + G(r1,14)G (12, 73) + C(r1, T2, T3, T4).

(30.29)
Die Beitrage zu C' bis zur zweiten Ordnung sind in der nachsten Figur gezeigt. Dabei treten allerdings
die Beitrage co in drei Varianten auf, da es drei Moglichkeiten gibt, die aufleren Orten r; ... r4 zu

Paaren zusammenzufiigen. Die Beitrége cs treten in vier Varianten auf, da der Selbstenergiebeitrag s,
in jeder der dufleren Linie eingefiigt werden kann.

XX X

Man erhélt damit

c 2 Permutationen ¢ 3 Permutationen
C=—c+ 2t 5 + 3t > + ... (30.30)
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Man kann aus C' die vier dufleren Beine herausziehen und erhélt
C(ry,r2,r3,14) = /ddrllddr'gddrgdddG(rl, r1)G(ra,rh)G(rs, v4)G (e, vy T (r], vh,rh, 1)), (30.31)

I" enthélt dann bis in zweiter Ordnung in V4 nur die Beitrage aus ¢; und co, nicht aber aus c3, aus
denen man die &ufleren Propagatoren entfernt hat.

30.e Komplexe Felder

Man hat bei manchen Problemen auch mit komplexen Feldern ¢ zu tun. Haufig startet man von

Zo(J) = /D¢exp(—¢TK¢+ T+ ¢l), (30.32)
K¢ = / dr / A’ ¢* (r) K (r, v )o(r'), (30.33)
Je = / d%J* (r)¢(r) (30.34)
mit KT = K und erhilt
Zo(J) = Zo(0) exp(JTGoJ). (30.35)

Man beachte, dass man jetzt die Kopplungen V in der Form
1
vV=>" o /ddrl...ddrkddr’l..ddrgvk,l(rl, T, T, )0 (11) .0 (r1) O (1)) (1)) (30.36)
o7 Kl

schreibt. Es gibt jetzt die Permutations-Symmetrie nur noch beziiglich der k£ Faktoren ¢* untereinan-
der und der [ Faktoren ¢ untereinander. Dementsprechend kann man jetzt die beiden Enden eines
Propagators nicht mehr miteinander vertauschen. Um das klar darzustellen, ist es zweckméfig, die
Propagatoren mit einem Pfeil vom Ort mit ¢(r) nach dem mit dem Faktor ¢* zu versehen. Damit
ergeben sich andere Symmetriefaktoren und man erhélt fiir die Korrelationen jetzt

(9" (r)o(x")) = do — d1 +do +d5 + % + .. (30.37)

und fiir den Logarithmus der Zustandssumme

V1 V2 V3
mZ=InZy——=+—=+—=>+.. 30.38
n nZo— 5 +tgto+ ( )
Treten in V nur Beitriige mit k = [ auf, so ist S gegen Transformationen ¢(r) — e*¢(r) mit beliebigem
Winkel « invariant. Solange diese Symmetrie nicht gebrochen ist, kénnen nur Korrelationen (¢**¢')
von Null verschieden sein, wenn k = [. Welcher Beitrag in (30.29) verschwindet dann? Wie &ndern
sich die Symmetriefaktoren fiir die drei Beitrage co?
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31 Pfadintegrale fiir Bosonen

Wir wollen nun betrachten, wie man die Zustandssumme Z = tre ?H eines bosonischen Systems
mittels Pfad-Integralen darstellen kann.

31.a Koharente Zustande und Zustandssumme

Es sei |c) eine Uberlagerung von Zustéinden unterschiedlicher Besetzungszahl eines Bosons (Erzeuger
b und Vernichter b), die die Gleichung
ble) = cle) (31.1)

erfiillt, wobei ¢ eine komplexe Zahl ist. Die Losung findet man mit

b(b")"10) = n(b")"~"|0) (31.2)
als -
€)= exp(cb)]o) = 3 %cn(bT)ﬂO). (31.3)

Man bezeichnet solche Zustande als kohédrente Zustande. Man erhalt fir die Matrixelemente

1 1
(d]e) = Z — ()" =™ (0[b™ (bT)™|0) = exp(c*c). (31.4)
n! ml —_——
o 8!

Wir behaupten nun, dass sich die Identitat schreiben lasst als
1= /d2c|c><c|e76*6, (31.5)

wobei wir unter d?c die Integration iiber ¢ in der gesamten komplexen Ebene meinen,

o dRedSe  dede®  rdrde

d = 31.6
¢ T 27 T ( )
mit ¢ = re!?. Denn mit den normierten n- und m-Teilchenzustéinden |n) und |m) folgt
wflm) = [ de ol (m) e
—~— ——
Vol Ik
- /Tdrdqb L prtmei(n=m)go—r? _ Orn /dr2(r2)"e_’“2 = 0p.m- (31.7)
™ nlm! n! ’
Wir bestimmen nun das Matrix-Element
Hnty kRl (c™)men \k 11t
bh)"b = ——— (0|b™(b b (b1H)™|0
IOl = ST e i)
7 Ty (0o =k (b1)n=1|0) 2y
(Cl*)m'Jrkcn'Jrl m’ n’ * c*c
= > e (ol BH™]0) = (¢*)Fcle e (31.8)
! n —_———
67nlyn/ml!
Hieraus folgt die fiir das Weitere wichtige Identitat
(¢)ADY, b)|e) = e CA(¢*, ), (31.9)

wobei der Operator A(b‘L7 b) normalgeordnet sein muss, dass heiit die Erzeuger b' miissen links von
den Vernichtern b stehen.
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Dies konnen wir nun zur Darstellung der Zustandssumme verwenden

Z = tre " = lim tr(efﬁH/")”

n—oo

n
= liml_[/dQCl(cn|e_ﬁH/”|cn_1>(cn_l|e_m{/"|cn_2)...<cl|e_ﬁH/”|cn)e_c;c”_“'_cyfc1
I=1

hdeQCl exp(z -1 — Z ) H(l — BH(ci,ci—1)/n)
1 l l l
= lim H/d%l exp Y (i1 — cjer — BH(c},ci1)/n). (31.10)
l 1
Dabei ist ¢y = ¢,, zu verstehen. Wir konnen also die Zustandssumme in der Form

Z = /D206Xp(75), S = Z((C;‘cl —cja_1+ BH(c,c—1)/n)) (31.11)
1

schreiben.
Wir wollen diesen Ausdruck nun fir ein ideales Gas auswerten. Es sei

Hy = (€ — p)b'b. (31.12)
Dann folgt fiir die Zustandssumme

Zy = H/dQCl exp(— ch*cl + Zcfcl_la) mit a =1 — B(e — pu)/n. (31.13)
! 1 1

Mit

1
d? —c'Kc¢) = 1.14
];[/ crexp(—c'Ke) K (3 )

erhalten wir

1 1
_ 1 —-a _ _
Zy=1/ . =1 an = 1B (31.15)

—a 1

was auch mit dem bekannten Ergebnis Zg = 1 + e 8(e=#) 4 e=20(c=1) 4 iibereinstimmt.

31.b Kontinuums-Limes

Wir betrachten noch den Kontinuums-Limes. In diesem fithren wir ¢(7) ein durch

l
a=cn), m= B, Ar= g (31.16)

und fithren in der Wirkung S in (31.10) den Kontinuums-Limes n — 0o, A7 — 0 durch und erhalten

B
S = / dr(c*(r)é(r) + H(c* (1), c(1))). (31.17)
0
Wir transformieren beziiglich der imaginéren Zeit in den Frequenz-Raum

ofr) =k Z c(wj)e™wim (31.18)

mit
Bw; = 27j, w; = 2jrkpT, (31.19)
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womit dann die Randbedingung ¢,, = ¢(8) = ¢o = ¢(0) erfiillt ist. Die Frequenzen w; bezeichnet man
als Matsubara-Frequenzen. k ist eine Konstante, iiber die wir noch in verschiedener Weise verfiigen
werden. Damit erhélt man dann umgekehrt

I :
clw;) = k_ﬁ/o dre(r)e™i™ (31.20)

oder solange man noch mit diskreten ¢(7;) arbeitet,

1

c(w;) = - zl: e(m)eim (31.21)
Wir stellen nun die Wirkung S durch die ¢(w) dar. In der Kontinuums-Formulierung erhalten wir
S=kBY (—iw; + e — p)e* (wy)e(w)), (31.22)
J
in der diskreten N
S=kn> (1 - ae®™/")c* (w))e(w;). (31.23)
J

Wir wahlen nun & = 1//n. Dann ist die Transformation unitir und die Normierung von Z ungeéndert.
Im diskreten Fall erhalten wir hieraus

1 1
Zase =[] 1 = (31.24)
j

— qe2mij/n T 1—an

wie vorher. Wir wollen nun fiir die Kontinuums-Formulierung j nur von —(n—1)/2 bis (n—1)/2 laufen
lassen, so dass wir die gleiche Anzahl von Feldern ¢(w;) haben wie fiir die diskrete. Dann erhalten wir

n—1

z n n" 1
Ziomt = | ] — =— : (31.25)
—2 - 2t —w)\”
Pt mij + B(e — ) szl (2m5)2 Ble — p) H#O(l + (ﬁ(%j;)> )

2

was im Limes grofler n

e\ " 1 e\" _ Ble—w
o~ () k= (8) o g 31,26
' 0 QSinh(—ﬁ(E;“)) T ( )

ergibt. Der Faktor (e/m)™ rithrt daher, dass die Ersetzung von 1 — exp(iw;3/n) durch —iw;3/n fir
Werte j in der GroBenordnung n/2 nicht mehr gut ist. Sobald aber w; > € — p ist die Abweichung

durch € — p vernachléassigbar, so dass nur ein von € — p unabhangiger Faktor zwischen Zyont und Zgisk
auftreten sollte. Tatsichlich findet man aber einen Faktor e~ =5 . Woher riihrt er?

Der Grund liegt darin, dass wir ¢*(7;)c(m; — A7)=bTb durch ¢*(7;)e(r;) im Hamilton-Operator ersetzt
haben. Nun entspricht aber ¢*(7;)e(r; + A7)=bb! = bTb+1. Das heiit ¢*(7)c(7') ist an der Stelle 7/ = 7
diskontinuierlich. Da wir die Funktionen mittels der Fourier-Transformierten dargestellt haben, ergibt
die Riicktransformation den Mittelwert aus 7/ = 7+ 0 und 7/ = 7 — 0, das heiBt ¢*(7)c(r)=b'b + 1.
Wir miissen daher entweder in einer storungstheoretischen Entwicklung stets den Vernichter ¢(r — 0)
verwenden oder b'b durch ¢*c — % ersetzen. In letzterem Fall bedeutet das, dass man eine Normalord-
nung mit (b7b) = % einfithren muss und in diesem so normal-geordneten Hamilton-Operator bf=¢* und
b=c ersetzt. Insbesondere folgt dann auch b™2b=c*?c — ¢*, b1b*=c*c? — ¢ und b2b*=c*?c? — 2¢*c + 5.
Siehe auch Gollisch und Wetterich cond-mat/0008273.

Fiir unser obiges Beispiel bedeutet das, dass wir zu S noch einen Term —@ hinzuzufiigen

haben, was dann

Z—flewig (%) Ziex (31.27)

ergibt und wir damit abgesehen von der Gesamt-Normierung Ubereinstimmung mit dem diskreten
Limes erhalten.
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31.c Korrelationen

Wir fligen nun zur Wirkung S wieder Quellterme hinzu
B
Z(J*J) = /DQCexp(—S—i- Jledclg), Je= / drJ*(1)e(r) (31.28)
0

und finden (J und J* kénnen unabhéngig angenommen werden)

2 = /DQCC(T) exp(—S + Jic+cl), (31.29)
8J*(7)
0Z
= fog ot
8.J(7) / T)exp(=5+ Jle+clJ). (31.30)
und insbesondere
62Z 2 * !
8J()8T* (1) | — e /D cc™(r)e(r) exp(=S) = Z(0)(c"(7")e(7))- (31.31)

Gehen wir auf die diskrete Formulierung (31.10) zuriick, so sehen wir, dass

2eer (! f tr(e BT Hple(r =T HpeTH) -l s 1
/D cc*(1")e(r) exp(=S) = { tr(e~ (- Hpol D Hpt—7H) 7 < (31.32)

Man fithrt daher Operatoren

b(r) =e™Hpte ™ p(1) = e"Hpe TH (31.33)
ein und hat damit
0°Z Z(0)G(T,T") (31.34)
— =— T, T )
SJ(T")6J(T*) | ;_ 1o ’

mit (das Minuszeichen vor G ist Konvention)

/
_G(r, ) = (T (o )b(r))) = { PR T <7 31.35
rr) = @b pe = { MO T (31.35)
Man nennt T’ den Zeit-Ordnungs-Operator. Er bringt den Operator mit der grofleren Zeit stets links
vor den Operator mit der kleineren Zeit. Unter Verwendung der zyklischen Invarianz unter der Spur
findet man

G(r,7")=G(r - 7). (31.36)
Man hat also Translationsinvarianz in 7 und man findet
G(r <0)=G(t+ ). (31.37)
Weiterhin findet man die Limites
~G(+0) = (') =1+n, —G(-0)= (b'b) =n. (31.38)

G ist also bei 7 = 0 unstetig, G(+0) — G(—0) = —1.
Wir fihren nun zu G die Fourier-Transformierte ein

) B+To .
G = kT Y Gla), Gl = [ drenai), (31.39)

J o

wobei wegen der Periodizitat von G(7) ein beliebiges 79 zwischen —( und 0 gewihlt werden kann.
Fiir ein freies Boson folgt mit

Ho = (e — p)b'd, b(r) =elW7ht  b(r) = e (=W7p (31.40)
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und daraus (e—s)
ne” \¢THT T <0,
7G0(T) - { (1 + n)e*(éfﬂ)r > 0.

und
1

B8
G )= —(1 dreliwi—etw) — =
(i) = =1+ [ dre ——

Setzen wir jetzt
Tle+clJ =Y (Jre(w;) + Jic"(w;)),
J
so finden wir mit
B . .
So = / dr(c*(1)é(r) + (e — p)e* (T)e(r) = B _(—iw; + € — p)e* (w))e(w;)
0 .
J
durch quadratische Erganzung die Zustandssumme
Zo(J*,J) = Zo(0,0) exp ( ZL) = Z(0,0) exp(knT Y _ J7 J;Go(w))).
) 6 1Wj e+ ‘LL) ) - ) J

Fiir allgemeines H koénnen wir G(w;) umformen
B s . /
G(w;) = ksT / dr / dr'es =TI G (7, )

- kaT/ dT/ dr'es (T (e (7Y e(T))
= —B{c"(wj)e(w))),

wobei wir in (31.18) jetzt k = 1 wihlen. Dies fiihrt auf
Z(J* J) = /DQCeXp(—S—i— Jle+ )

mit

A * . * . * A *
5= [ ar(e e + HE @uctr) = 8 —iwsewi)elws) + [ arH(E (0).elr).

J

Mit

folgt

B (kD) . .
/O drH (c* Z o > et (wyy)c (wji )e(wn)-c(wi )05 jr 5.

(31.41)

(31.42)

(31.43)

(31.44)

(31.45)

(31.46)

(31.47)

(31.48)

(31.49)

(31.50)

Dies ist jetzt wieder Ausgangspunkt einer Diagramm-Entwicklung. Dabei hat man jetzt Propagatoren
(c*c)g = —kpT G und Vertices —3V. An jedem Vertex hat man auf Grund der zeitlichen Translations-

Invarianz eine §-Funktion in den Matsubara-Frequenzen.

Wir haben bisher nur einen Bosonen-Freiheitsgrad betrachtet. Alle Uberlegungen lassen sich analog
fiir viele Bosonen-Freiheitsgrade durchfithren. Man muss dann nur die Freiheitsgrade (bf, b, ¢*, ¢) von

den entsprechenden Orten oder Impulsen abhingen lassen.

Wir sehen hier auch, warum in der Regel bei kritischen Phénomenen die Quantennatur des Systems
nicht beriicksichtigt werden muss. Fiir w; # 0 hat man im Nenner des Propagators ein zusatzliches
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iw;, das verhindert, dass der Propagator divergiert. Daher tragen diese Matsubara-Frequenzen nicht
wesentlich zum kritischen Verhalten bei. Man kann sich diese Freiheitsgrade vielmehr ausintegriert
denken. Dann bleibt nur noch eine Theorie mit der alleinigen Matsubara-Frequenz 0 iibrig. Dies
ist aber eine klassische Theorie. Geht allerdings die Temperatur gegen 0, dann gibt es auch kleine
Matsubara-Frequenzen. Die zugehorigen Freiheitsgrade konnen dann wichtig werden. Man spricht
dann von quantenkritischem Verhalten.
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32 Pfadintegrale: Ausblick

32.a Fermionen

Wir haben bisher nur die Feldtheorie fiir Bosonen aufgestellt. Dabei waren wir erst von dem klassischen
Feld fiir Bosonen, einem komplexen Feld ausgegangen, und haben fiir solch ein Feld die Pfadintegrale
entwickelt. Daran anschliefend wurde die Pfadintegral-Formulierung fiir Bosonen entwickelt. Es ergibt
sich, dass die Vertauschungs-Regeln zwischen Erzeugern und Vernichtern dazu fithren, dass man eine
zusétzliche Zeitvariable (letzendlich neben Orts- oder Impuls-Koordinaten) einfithren muss. Wir haben
die Theorie fiir endliche Temperaturen entwickelt, in der die Zeit imaginar war und von 0 bis if lief.
Es gibt auch eine Theorie fiir den Grundzustand. Dort rechnet man mit reellen Zeiten. Schliefllich
kann man fiir endliche Temperaturen auch neben den imaginéren noch reelle Zeiten einfithren. Dann
multipliziert sich die Anzahl der Felder mit zwei.

Ahnlich kann man fiir Fermionen vorgehen. Man braucht dort zunéchst das dquivalente klassische
Feld. Da die Erzeuger antikommutieren, miissen auch die klassischen Felder antikommutieren. Dies
leisten Grassmann-Variable. Sie konnen das zum Beispiel unter
http://www.tphys.uni-heidelberg.de/ wegner/grassmann.ps nachlesen. Formal findet man viel Ahn-
lichkeit mit der Herleitung fiir Bosonen.

Auf einen Punkt mochte ich hier noch eingehen. Man definiert die Korrelations-Funktion &hnlich
wie fiir die Bosonen,

~a(n ) = e ={ YR TS (2.1
mit der Zeitentwicklung R
fry=eflem™ f(r) =™ fe7H (32.2)

fiir die fermionischen Erzeuger und Vernichter fT und f. Dabei vertauscht der Zeitordnungs-Operator
nicht nur die beiden Operatoren f und f, sondern dndert auch noch das Vorzeichen beim Vertauschen.
Es gilt wieder G(r,7') = G(r — 7). Man erhilt G(+0) = —1 + n, G(—0) = n, woraus wieder der
Sprung G(+0) — G(—0) = —1 folgt. Die zyklische Invarianz liefert jedoch

G(r)=-G(r+p), —-p<7<0. (32.3)
Die Folge ist, dass bei der Entwicklung
G(r) = k:BTZe_i‘”J'TG(wj) (32.4)

J

jetzt nicht mehr e i# = 1 gilt, was bei den Bosonen auf die Matsubara-Frequenzen w; = 2jmkgT
fithrte, sondern e~ “wi# = —1, was die fermionischen Matsubara-Frequenzen wj = (2§ + 1)mksT ergibt.
Insbesondere ist w = 0 keine Matsubara-Frequenz fiir Fermionen.

32.b Summation von Diagrammen

Ein géngiges Verfahren bei der Auswertung von Korrelationen ist es, bestimmte Klassen von Diagram-
men aufzusummieren. Wir hatten im Abschnitt 30.c die Dyson-Gleichung und die Selbstenergie be-
trachtet. Ein Naherungs-Verfahren besteht darin, bestimmte Beitrage der Selbstenergie mitzunehmen,
im einfachsten Fall etwa das Diagramm s;. Etwas besser rechnet man, wenn man in s; den Propa-
gator Gy durch G selbst-konsistent ersetzt. Dann hat man zum Beispiel auch s, und viele andere
Beitrage beriicksichtigt. Man kann sich davon iiberzeugen, dass dies bei den Fermionen der Hartree-
Fock-Naherung entspricht.

Ahnlich wie wir bei der Dyson-Gleichung die Beitrige betrachtet haben, die die Einteilchen-
irreduziblen Einschiibe ¥ sind, kann man bei dem Korrelations-Anteil C' zunéchst die &ufleren Propa-
gatoren G herausziehen, schematisch C = GGTGG (30.31) und dann betrachten, welche Zweiteilchen-
irreduziblen Anteile K verbleiben, die durch Durchschneiden von zwei Propagatoren nicht zerfallen.
Dies fiihrt auf die Bethe-Salpeter-Gleichung, schematisch

I'= K + KGGT. (32.5)
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Dies kann auf zwei Arten und Weisen geschehen. Entweder die beiden Propagatoren laufen in die gleiche
Richtung, dann betrachtet man Zwei-Teilchen-Anregungen, oder sie laufen in Gegenrichtung, dann
betrachtet man Teilchen-Loch-Paare. Approximiert man K = V', so erhélt man fiir Teilchen-Loch-
Paare die RPA-Naherung. Im allgemeinen sind die K fiir diese beiden Bethe-Salpeter-Gleichungen
verschieden.

Man kann also bekannte Naherungen durch Klassen von Diagrammen darstellen. Es wird auch
offensichtlich, wie man diese Naherungen verbessern kann, indem man zum Beispiel zu ¥ oder K
weitere Beitrage hinzunimmt.

Mehr kann man in Biichern wie Fetter/Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems,
Abrikosov, Gorkov, Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics,
Nozieres, The Theory of Interacting Fermi Systems (nur T=0),

Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena finden.
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14 Metalle

14.a Fermiflachen

Im wesentlichen gibt es fiinf topologisch unterschiedliche Méglichkeiten fiir die Besetzung von Béandern:

a) Die energetisch tiefstliegenden Bénder sind voll besetzt. Sie haben keine Fermifliche. Die Elektro-

nen sind stark gebunden (Rumpfelektronen).

b) Ein Band ist fast voll besetzt. Ein kleiner Bereich der Brillouinzone ist aber unbesetzt. Im aus-

gedehnten Zonenschema sind die unbesetzten Bereiche nicht miteinander verbunden.

¢) Das Band ist teilweise besetzt. Im ausgedehnten Zonenschema sind jedoch die Bereiche mit En-

ergien kleiner als die Fermienergie wie auch die Bereiche mit Energien grofier als die Fermienergie tiber

beliebig weite Entfernung miteinander verbunden. Dies tritt zum Beispiel im Kupfer und im Gold auf.

Man kann noch unterscheiden, ob diese Verbindung ein-, zwei- oder drei-dimensional ist.

d) Das Band ist fast unbesetzt. Im ausgedehnten Zonenschema sind die besetzten Bereiche nicht

miteinander verbunden.

e) Die energetisch hochstliegenden Bénder sind vollstdndig unbesetzt und haben keine Fermiflache.
Hat man in einem Festkorper nur Bénder des Typs a) und e), so liegt die Fermienergie zwischen

diesen beiden Typen von Béndern und das Material ist ein Halbleiter oder Isolator. Sonst ist der

Festkorper in der Regel metallisch, falls nicht starke Wechselwirkungen zu einem anderen Verhalten

flihren.

14.b Zustandsdichte

Aus der Dichte der Elektronen bis zur Energie €,

n(e) = / “deD(e) = zn: (2%)3 /B k(e - (1) (14.1)

erhalt man die Zustandsdichte der Elektronen

1 1 df,
D(e) - Z W /Brioullinzone d3k5(6 - €n(k)) B ; (2’/T)3 / |97”adk€n(k)| ' (142)

n

Dabei erstreckt sich das letzte Integral tiber die Flache der Energie €. Der Index ,, ist der Bandindex.
Die spezifische Warme ist mit dieser Zustandsdichte D(er) zu berechnen.

14.c Spinparamagnetismus

Vernachlassigen wir zunéchst die Wirkung des Magnetfelds auf die Elektronen und betrachten nur die
Wechselwirkung mit dem Spin, so ergibt sich die Einteilchen-Energie

1 h
ngs =€ L — gups.B., s.=4=, pup= ——, ¢=20023=2+2 1. (14.3)
T ’ 2 2me T

Damit ergibt sich die spinabhéangige Teilchenzahldichte

1 n 1
ne=y_ 3 /d3’€f(€%,k —p—gpsB:) = 5 + 5 D(er)gupsB. (14.4)
n

[\

und damit der Unterschied in der Dichte der Elektronen in beiden Spinrichtungen

1
ny —ny = 5D(er)gunB. (14.5)

und die Magnetisierung (magnetisches Moment pro Volumen)
M = ($ps)*Dier) B (14.6)

Dieser Beitrag wird als Pauli-Paramagnetismus bezeichnet.
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14.d Bahnmagnetismus

Wir berechnen nun den Beitrag des Bahnmagnetismus fiir freie Elektronen zunéichst im kleinen Mag—

netfeld (fw, < kpT). Sei v die Nummer des Landau-Niveaus und N = FeB =

Anzahl der Zustdnde im Landau-Niveau. Dann ergeben sich Teﬂchenzahl und Energle zZu

N

e L,
2N;§/dsz(eu)

iy
2N;§/dkzzef(e—u)

Wir haben nun die v-Summen auszuwerten

E

1 1
zy:g(hw(u—i— 5)) :/0 (hwr) dV—l—Z[ (hw( V+ ) — /0 g(hw(v +6))dd| .

Wir entwickeln nun
1 1

D)+ (6= S’ + 56— 32 ()g" + .

glhw(v +9)) = g(hw(v + 5

und erhalten damit

S gt + 5)

/ gdv — i(hw)Q / dvg” (hwv)
L / e+ 2 (¢ (0)  g'(00) + Oh)?

Wir setzen nun € ein und erhalten
L h? 1
2N == [ dk.g(—k? + hw. -
;0277/ 9k + (v + )

. me
212k

mewf/dk 0 (thkﬁ—i-e)

h2
k- /deg(%ki t€ay) + 4872 Oe

Der erste Beitrag ergibt mit

h2 h2 hQ h2
€xy = %(k’i + k;) = %k’f_’ degy = Ek@dkl = %dk’xdky.
Damit wird aus dem ersten Term
E d3k (h_2k2)
473 2m

wie fiir ein verschwindendes Magnetfeld.

/OOO g(hwv)dv — 2—14(hw)2 zy:g”(hw(l/ + %)) + ...

(14.7)

(14.8)

(14.9)

(14.10)

(14.11)

(14.12)

(14.13)

(14.14)

Zur Auswertung des zweiten Beitrags fiir N ersetzen wir die Fermifunktion in (14.7) und (14.8)

durch die Theta-Funktion und erhalten mit

8f(eru)77/ oy — o0k
/dkziaez = dk.d(e, — p) = 2661:

(der Faktor 2 rithrt von k = +kp her) und damit fiir die Teilchendichte

mw? 0k
n=no+ Dler)(u(B) — p(0) = 555 =no

o4

(14.15)

(14.16)



Der zweite Beitrag fiir E/Vp ergibt mit g = ef(ep — €)

0 Okp
— - =2kp — 2ep——. 14.1
[ kg etter — ) = 2hr - 26 5 - (14.17)
Damit erhalten wir
E E; mw? Okr
— = B) — (0 S (kp —ep—— 14.18
= = T2 eps(en)lB) — p0) + 315 (ke — er 50, (1419
so dass unter Beriicksichtigung von (14.16) schlieflich
E EO mw2 EO 2 2 D(GF)
= = Skp = — B 14.19
Ve Vp o 2am2F Ty, THBY TG (14.19)

folgt. Daraus erhélt man den Landau-Diamagnetismus. Aus dem Differential der elektromagnetischen
Energiedichte

1 1
du=-—HdB = (—B— M)dM 14.2
U= (4 ) (14.20)
folgt fiir die Energie

dE =TdS — VpMdB (14.21)

und damit 92E

Ly Ly 9

XL="%35 = —glﬁBD(EF% xp+xz=(1- g)NBD(GF)- (14.22)

Zusatzliche Rumpfelektronen geben den Langevin-Diamagnetismus

Zer
XL.D. = ~NIg s (r7) (14.23)
mit der Tonendichte n; und den Van-Vleck-Paramagnetismus
[(s]p2:10)[?
=2 - 14.24
Xv=2nry E, - B, (14.24)

14.e Starkes Magnetfeld

Im starken Magnetfeld, d.h. fiir Aiw, > kT beobachtet man den de Haas-van Alphen-Effekt. Wir
betrachten zunéchst eine vereinfachte Darstellung, in dem wir nur ein zweidimensionales System be-
trachten. Die Energien der Landau-Niveaus seien

e, = (2v+ 1)upB, (14.25)
die Entartung
N=rB ¢B (14.26)
" he '
(Wir betrachten nur eine Spineinstellung). Dann sei 7 die Anzahl der Elektronen durch Entartung
N N
V===—. 14.27
N ¢&B ( )

Wir zerlegen nun 7 in seinen ganzzahligen Anteil und den Rest §,
v=1[p], v=v+d 0<di<1, vganz (14.28)

Dann sind die Niveaus 0,...v — 1 ganz gefiillt, im Niveau v sind 6N Elektronen. Die Energie ergibt sich
dann zu

E = NOA+3+4..+@v-1)upB+ (2v+1)upBSN
= NupB(?+ (2v41)8) = NupB(i* + 6(1 — 6))
N2 5(1—46
_ MBS (142 - ), (14.29)

95



da

7= (v +6)? =v?+ 206 + 6 (14.30)
Daraus folgt die Magnetisierung
oF
M =— 14.31
VpoB (14.31)
m (B, (1+v)¢B
1B 2 1% +v
E=—7—N"(1 1-— -1 14.32
woraus
M = upn {1/(%1) +(1+v) <%1>]
B v—002v+1)
= upN — (14.33)

folgt. Die Magnetisierung nimmt also jeweils (fir ¥ > 0) von M (6§ = 0) = ppn kontinuierlich auf
M5 =1) = —upn ab, um dann wieder auf +ppgn zu springen.

14.f Azbel-Kaner Resonanz

Im Rahmen einer halbklassischen Naherung schreiben wir die Bewegungsgleichungen der Band-
Elektronen in der Form

lk = Sv x B = —Ve x B. (14.34)
c he

Wir haben nun zwei Konstanten der Bewegung, k| = k- B/B und (k). Die in der Brillouinzone fiir
konstante k| umlaufene Fliche ist dann

‘ dk

Dabei gibt der Index | den zu B senkrechten Anteil an. Aus der Bewegungsgleichung erhilt man

. B
hlky| = 2—c|gradLe|. (14.36)
Fir die Umlaufdauer erhdlt man dann
hie dk h2c OF, 21
Th=— ¢ ——— = — =, .= —. 14.37
eB ?{ lgrad ] eB Oe “ T. ( )

Die Azbel-Kaner-Resonanz, auch Zyklotron-Resonanz, wird fiir Frequenzen w = nw. beobachtet. Man
legt das Magnetfeld und das elektrische Feld (Radiofrequenz) parallel zur Metalloberfliche an. Da das
elektrische Feld im Inneren des Metalls rasch absorbiert wird, werden viele Vielfache von w,. beobachtet.

14.g de Haas-van Alphen Effekt

Wir betrachten noch den de Haas-van Alphen-Effekt in Kristallen. Fiir die Zyklotron-Frequenzen gilt
Ae = hw.Av. Mit (14.37) folgt daraus

21 eB 2meB
AF, = ——Ae= A 14.
k o h2c € e v, ( 38)
woraus dann die Beziehung
2meB
F. = 14.39
h=g (14.39)

folgt. Damit erhélt man als Abstand der Magnetisierungsextreme

1 2me
A— = . 14.40
B hCFk ( )

o6



Aus diesen Absténden kann man die Querschnitte Fj, bestimmen. Tatsdchlich ist das nicht ganz so
einfach, da man Beitrége aller k| hat. Allerdings tragen die fiir extremes F}, am stirksten bei, da sich
dort Fj mit k) am wenigsten dndert. So kann man in Kupfer den Querschnitt der Bauch- und der
Halsbahnen den Oszillationen klar entnehmen.
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15 Halbleiter

In einem Halbleiter liegt die Fermi-Energie in einer Energieliicke, das heiffit einem Energiebereich,
in dem es keine Energiezustande gibt. Das darunter liegende Band heifit Valenzband, das dariiber
liegende Leitungsband.

15.a Ladungstrager-Konzentration

15.a.a¢ Elektronen

Die Dispersion an der unteren Kante des Leitungsbandes werde durch

R [ k2 k2 k2
ce(k) =€+ — | =%+ L —= (15.1)
2 Mye mye Me

beschrieben, wobei wir die Hauptachsen des Massentensors als Koordinatenachsen gewéhlt haben.
Tatséchlich kann das Energieminimum auch bei k # 0 liegen, was leicht beriicksichtigt werden kann. Es
kann auch mehrere entartete Energieminima geben, was als Faktor in der Zustandsdichte mitgenommen
werden kann. Die Anzahl der Elektronen pro Volumen im Band bis zur Energie € > ¢, ergibt sich zu

¢ 2 Ar 1 (20— e)m:\*?
’ no_ _
/EL de D(e ) = % ?kxmaxkymaxkzmax = ﬁ (Te> (152)
Volumen des Fermi—Ellipsoids
mit
mr = My MyeMye,  Phamax = /2mje(€ — ). (15.3)
Damit folgt die Zustandsdichte
_ ! £)3/2 /e
D(e) = 7 (2m2)%“ Ve — ec. (15.4)
2m2h

Fiir die Leitungselektronen-Konzentration folgt

o0
Ne = / deD(e)f(e — ), (15.5)
wobei man die Fermifunktion annahern kann durch den Ausdruck fir die Boltzmann-Statistik
1
— P _B(€_H)
Fle= 1) = Sy e, (15.6)

solange €. — > kpT'. Damit folgt

(oo}
/ dey/e — eqeBlemee) = ?(kBT)WQ (15.7)

€c

und damit die Konzentration der Ladungstrager

T\ 372
ne:2(k3 mE) e Blec—n), (15.8)

27h?
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15.a.0 Locher im Valenzband

Aus dem Valenzband sind einige Elektronen thermisch angeregt. Diese fehlenden Elektronen bezeichnet
man als Locher. Zur Berechnung ihrer Konzentration gehen wir aus von der Dispersion

R [ k2 k2 k2
eL(k)—< e ), (15.9)

2 \Imipl  Imil  miy

wobei die Massen jetzt negativ sind, da wir um das Maximum des Valenzbandes entwickeln, das wir
auf Energie 0 gelegt haben. Wir erhalten nun analog die Zustandsdichte

1

D(€) = 5 (2Imi ) /2V=e, mi? = mimy (15.10)

und damit die Konzentration der Locher

0
ny, = / deD(e)(1 — f(e — p)). (15.11)
Solange p > kT, approximieren wir
eBle—n)
_ ) = o eBlen)
1—fle—p)= pyETCmm i e (15.12)
und erhalten damit 52
kBT|mL|*> -y
n,=2 ———— e K. 15.13
b < 2mh? ( )

Daraus folgt das Massenwirkungsgesetz

(ksT)*(mgimi )3/ 0B

NeNp, = 5510 (15.14)
Falls n, = ny,, dann folgt fiir das chemische Potential die Temperaturabhangigkeit
€ 3 Imi|
=—+ —kpTIln—=. 15.1
% 5 + 1B n m (15.15)
Halbleiter werden héufig mit Donatoren und Akzeptoren dotiert, zum Beispiel
n-Halbleiter p-Halbleiter
Donatoren: 5 wertige Atome | Akzeptoren: 3 wertige Atome
P, As, Sb B, Al, Ga, In

in 4 wertigen Kristallen Si, Ge.
Da der Kristall im Wesentlichen seine Struktur beibehélt, muss ein Donator-Elektron in das Leitungs-
band, wihrend ein Akzeptor ein Elektron aus dem Valenzband holt. Daher gilt

Ne — NI, = Np — NA. (15.16)

Die Situation wird dadurch komplizierter, dass durch die Dotierung Verunreinigungsniveaus entstehen,
deren Bindungsenergien in der Grofenordnung von 0.01 bis 0.1 eV liegen.

15.b Dynamik der Kristall-Elektronen

Unter einer dufleren Kraft F erhélt man einen Hamilton-Operator
H=Hy—F-r. (15.17)
Sei unser Elektron zur Zeit ¢ = 0 im Zustand 1, (ko). Dann ist es zur Zeit dt im Zustand

’lp(dt) — e—int/Tzwn(kO) — e—iHodt/fH—iFmdt/hwn(kO) — e—ien(kg)dt—i-idkrwn(ko). (1518)
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Mit

dk 1
folgt )
P(dt) = e_le"(k())dt/h’lﬁn(ko + dk), (15.20)

falls keine Ubergénge von Band n in andere Bénder m erfolgen. Tatsiichlich finden jedoch solche
Ubergiinge statt. Da aber e, # €, oszillieren sich diese Beitrdge vor allem bei niedrigen Feldstarken
sehr gut weg. Bei hohen Feldstirken tritt der Zener-Effekt auf. Dies ist eine Art Tunneleffekt
im k-Raum, das heifit ein Tunneln durch den verbotenen Energiebereich. Dieser Ubergang ist
storungstheoretisch nicht erfassbar.

Unter einem elektrischen Feld,

h% =—eE, k=ky— %t (15.21)
durchlduft der k-Vektor das Band, was einmal positive, einmal negative Geschwindigkeit bedeutet.
Das Elektron oszilliert. Diese Bloch-Oszillationen haben jedoch nur sehr selten Bedeutung, da in der
Regel eine Streuung nach etwa 7 ~ 107'4 Sekunden stattfindet. Die Feldstirke miisste etwa 107
V/cm sein, damit die Oszillation vor der Streuung erfolgt. Diese extremen Felder fithren in der Regel
zum Durchschlag. Jedoch hat man diese Oszillationen in periodischen Schichtstrukturen, in denen die
Gitterperiode grofl und damit die reziproken Gittervektoren b; klein sind, bei sehr tiefen Temperaturen
und reinen Substanzen beobachten konnen.

Wir betrachten die Bewegungsgleichung

) Pa 1[0\ 1 0% . 1
=P 29y 2 %€ (1) g, 15.22
YT h<8ka> hokaoks © \m7) ;0" (15.22)

das heifit
m*v =F. (15.23)

Leitungselektronen erfahren eine positive Beschleunigung (m* > 0) im Sinne von v - F > 0, wihrend
Elektronen am oberen Bandende eine negative Beschleunigung erfahren (m* < 0, v-F < 0). Einige
der Elektronen fehlen im Valenzband: Daher hat man einen Strom in Richtung der Feldstéarke, da das
ganz gefiillte Band nichts beitrégt.

Ohne Feld ergibt ein Band die Stromdichte

2e
873

2e

~3.3 d*knf* (e — p) = 0. (15.24)

Je = —e(nv) = dBkfle — u)%vkek =
Das letzte Integral ist iiber die Oberfliche der Brillouinzone zu erstrecken. f* ist das Integral der
Fermi-Funktion f. Das Integral ergibt 0, da sich die Beitrdge an der Oberflaiche der Brillouinzone
paarweise gegenseitig wegheben.

Bei Anlegen eines Felds macht man haufig einen Relaxationszeitansatz. Das heifit man geht davon
aus, dass im Mittel die zusétzliche Geschwindigkeit, die das Elektron durch ungestorte Beschleunigung
in der Zeit 7 erreicht, hinzukommt,

v =vg— (m}) LeEr, (15.25)

e

was auf
Je = (mg) " nee’Ete (15.26)

€

fithrt. Ahnlich erhiilt man fiir die Valenzelektronen
ju = (=mi) 'nLe’Em, (15.27)

Das Minus-Zeichen riihrt daher, dass diese Elektronen im vollen Band fehlen.
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15.c Zyklotron-Resonanz

Falls w.7 > 1, dann kann ein Elektron viele Zyklotronumlaufe bis zu einer Streuung durchlaufen und
man kann die Zyklotronresonanz beobachten. Aus der Bewegungsgleichung

ik =SvxB (15.28)
C

folgt, wenn wir die Koordinatenachsen in Richtung der Hauptachsen von m* wahlen und wir das
Magnetfeld in Richtung der Hauptachse z legen, B = Be,,

eB . eB

by = —ky, ky=—Fk 15.29
* mic Y mic " ( )
die Gleichung
. 2B2
iy = ————k, (15.30)
mpmgc
und damit die Zyklotronfrequenz
eB
W = ——. (15.31)
mzmyc

In einer allgemeinen Richtung von B folgt

. k k.
kmE<Bz v p, ) (15.32)
c . ms

Durch Division der Komponenten von k und B durch geeignete Potenzen von m* konnen wir die
Gleichung in die Form

ke e B, ky By k. (15.33)
vmi e\ /mimy . /mi /mimE /m} '
bringen. Wir fiihren daher
- k - Bo/ms,
fo = 2=, By= Vo (15.34)
NG e
ein und erhalten C el
k=-kxB (15.35)

und damit die Zyklotronfrequenz

~ B2 B2 B2
wC=§|B|=E¢ i, Do B (15.36)

* * * * * *
c\l mymi - mimi  mimg

Man kann daher aus gemessenen Zyklotronfrequenzen auf die effektiven Massen schlielen.
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