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��� ������� �	�	�	
7��
 ? ��
	�	
7��
 ������	���# ���!��	���
�3

• ������	��� ��� �	
��!���� @���% !&�� �	��������

• 6����������	�

• ��
�	������ ������	���3 ����7������ ������	���# ,	����	
��� A)������� ��� ��� B��%
������	
��C

��	 
������� �������������� �

��������� �	�
����	�� D ⊂ C ����� f : D → C� ���� 	�
�� f �� D �	�	�	
7�� �����
f 
� ����� z0 ∈ D ������� �
������
����� 
��� ��	� f ′(z0) = limz→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

��
��
����

�������� �	

����

���� � �����	����	�� �������
���� ��� �������������� ��
 D ⊂ C ��������
��� f : D →
C 	�������	�
���� �
���


� f 	�� �� D �
�� ���������
���



�
∫
C f(z)dz = 0 ��� ���� ����	��������� ����� �
�� ������� !�"�� C ⊂ D�

���� � �����	����	� �������
�����
�� ��
 D ⊂ C ����� f : D → C 	�������	� Ur(z0) =
{z ∈ C | |z − z0| ≤ r} ⊆ D� r > 0�
���� �
���

f(z) =
1

2πi

∫
C

f(ω)
ω − z

dω (∀z ∈ Ur(z0))

 ���
 # ���	 z0 +re2πit (0 ≤ t ≤ 1) �������  
��� ��	� C 
�� �
� ���� �
���� 
� ���
�
"��
�
�� ���	������ !��
��
�
� � z0 "�� $��
� r�

)���������3

• f ��� D �	�	�	
7� ⇒ f ��� D !����!� 	� �	�7��D ��E=!�
�

• f : Ur(z0) → D �	�	�	
7� ⇒ f(z) =
∑∞

r=0
f(r)(z0)

r! (z − z0)r (z ∈ Ur(z0))
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• � ��� D �	�	�	
7� ⇔ f ��� D ����F�����

• ���� "�� %
�"
���� (��� ��&� !����
����� ������	� ��� �	�������
����� �	������� A⇒
��������������& ��
 )��!
�C

• :	���� )!!������������������ �	�	�	
7��
 ������	���3  ������������&# ���& �	� ��

6�!�����
���# ,�D����7
��&�7

����  ������
����!����� ��
 D ⊂ C ����� f : D → C 	�������	� a /∈ D�
U̇r(z0) = {z ∈ C | 0 < |z − a| < r} ⊂ D�
���� 	�
�� a �
�� A��	���
��C ������
���� "�� f �

!����
&���
���

• 	����� '$
�����(��	�� )�������
�������

• *�� (limz→a|f(z)| = ∞)

•  ������
�	 '���� "�� #������
+,�
���������

���� " �#������$%��
������� R := {z ∈ C|r < |z| < R} , 0 ≤ r < R ≤ ∞ 
�� $
�����
���
f : R → C 	�������	�
⇒ f 	�� �
����
�� -�������

f(z) = g(z) + h(1/z), z ∈ R

 ���
 g : UR(0) → C 	�������	 �� h : U1/r(0) → C 	�������	 �
� h(0) = 0� .�� ����� h
��� G��7������ '⇒ !����
&���
�� "�� �
�����
�/����

���� & �'���(��������� D ⊂ C 0�����������
��� z1, . . . , zk ∈ D,
f : D\{z1, . . . , zk} → C 	�������	� C ����	�������� ����� �
�� ������ !�"� 
� D\{z1, . . . , zk}�
���� �
��� ∫

C
f(z)dz = 2πi

k∑
j=1

χ(C; zj)resz=zjf

�



� �����
������ �	
���
��	
 �
������
��	
 ��������	�

��� ��������������������

���� � �)�����
����	���
����� �������
�� *��+�������� ��
�� p(z) �� q(z) � �

*��1���� ���� C �� ��
 R(z) = p(z)

q(z) (z ∈ C, q(z) �= 0)� ��
�� z1, . . . , zk �
� "����	
������
*��������� "�� $ �� ��
�� u1, . . . , uk ����� 2��������
���� �
�� �� �
����
� ����
���� *��1���� p1(z), . . . , pk(z) ���� C �
� pr(0) =
0 (∀r = 1, . . . , k) �� �
� �
����
� ����
����� *��1��� p0(z) ���� C� ������ �
���

R(z) =
k∑

r=1

pr(
1

z − zr
) + p0(z) (z ∈ C, z �= zr∀r = 1, . . . , k)

0� �
�� grad pr = ur�

3� �
�� (D�����&3
��� pr ��
 G��7����� �	� R !&�� ��
 �	������� zr A����� :��
�������������C� �� zr �	�������#
��� pr(z) ��� �	�F�	� ��� �� ��� pr(0) = 0 ���� ��� ���& �	� :��
���� ��
��
 ���

p0(z) := R(z) −
k∑

r=1

pr(
1

z − zr
) AHC

�� I���� ����� zr (∀r = 1, . . . , k) ���� ��!!�
� ������
����# ��� ���	 �	�	�	
7�� �	
����&��
��� ��& C�
�� p0 
���	���� ������	� A���� R(z) ��� pr( 1

z−zr
) ���� 
���	���� ������	���C# �	��# ���� p0

��� �	�F�	� ���� A���
��!� R(z) = A(z)
B(z) �� ��"
&��
 �	
� ��� !����&� ��������������& ��


)��!
�J ���� G	�	�� ���� ���� I��� @��������� �	� B ��� ���� @�� �	� A ����!���C
����� ��� ��� (D�����& ��
 B�
���� �&����
(∗)3 (� ��� grad pr = ur

(�����������3
)���	���� �� ���3

R(z) =
k∑

r=1

p̃r(
1

z − z0
) + p̃0(z)

��� p̃r, (r = 0, 1, . . . , k) ��
 ��	
��
��� )
�� ��� μ ∈ {1, . . . , k}�  � ����
 ������� 4��!��

.



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

�	� zμ ��� ����3

R(z) = p̃μ(
1

z − zμ
) +

⎛
⎜⎝ k∑

r=1
r �=μ

p̃r(
1

z − zr
) + p̃0(z)

⎞
⎟⎠

��� ��
 )���
��� �� ��
 ������
 ��� �� ��
 ������ ������� 4��!�� �	� zμ �	�	�	
7��
����
 ��� ��� 	!�� B�
���� ��� :��
���%B�
���� �	� R(z) !&�� ��
 �	������� zμ�
���� ��
 (����������� ��
 :��
���%B�
���� �	�� ���	 p̃μ = pμ� ���� ��� �"
 ����
μ = 1, . . . , k� ����
 �	�� ���� p0 = p̃0�

�����

6��� ���� �������� B�
���� �"
 !����!�� ��
	�	
7�� ������	��� ��� CK

�������	��

(��� ��
	�	
7�� ������	� ��� C ��
� ��!�� ��
�� ���� �	�	�	
7�� ������	�
f : C \ S → C# �	!�� S ⊂ C ���� ����
��� 1������� �	� C ���# ���� S ��� ������ G������%
7���� �� C A⇔ C \ S ��� 	E��C�

�������

 �� S ���������# �	 ��
� ��� ����� "!�
 ��� G��7������
∑

s∈S ps( 1
z−s) ��)��� ����
��
���

�����

(���"�
�� �	� �	���
��&�
&������� ���������

���� � �)�����
����	���� ,�� -�����$#�.���� 
� ��
 S ⊂ C �
������ 4�� ����� s ∈
S ��
 �
�� ����� 4���
�� hs : C → C ������� �
� hs(0) = 0� '.�� ����� {hs}s∈S

�
�� G��7�������
��������
���� �
�� �� �
�� 	�������	� 4���
�� h : C \ S → C� ����� )�����
� 
� s ∈ S
���	 hs �������  
�� ∀ s ∈ S� ��	�

h(z) − hs(
1

z − s
)

	�� 
� s �
�� 	������ �
�����
�/�� '.�� ����� 	 �
�� :$��� ��
 G��7�������
���%
�����
5��� %6����� ��� )�����
�"����
���  ����� ���	 h+ g ��������  ���
 h �
�� �����
%6��� 
�� �� g ���� 
���



� ��
 � �
�� �� C ��������	� 4���
�� �
� *�������������� S �� �
� )�����
���
ps (s ∈ S)� ���� �
�� �� *��1���� qs (s ∈ S) �� �
�� ����� 4���
�� g� ������ �
���

f(z) =
∑
s∈S

(ps(
1

z − s
) − qs(z)) + g(z) (z ∈ C \ S)

 ���
 �
� $�
	� ���	�� �� ��������� 7�
������� K ⊂ C \ S ���
�	�/�
� ������
���"���
����

;



��� ��
�����
���	
�	����

3� �
�� �C  �� � �������# �	 ���

h(z) :=
∑
s∈S

ps(
1

z − s
) (z �= s ∀s)

	E��!�
 ���� :$��� ��
 G��7�������
�������
��� � ����������
��� K ⊂ C �	�7���# ���� ��� K !����
���� ��� K ∩ S ��� !����
�����
��
� | K ∩ S |= ∞# �	 ����� K ∩ S# ���	 ���� S# ����� G������7���� �� C ����
>	�&��	%����
��
���� �# �� S ����
���
����
3 K ∩ S ������� ��� S �!&���!�
� ��� s0, s1, s2, . . . ���� )!&����� �	� � ���
|s0 |≤|s1 |≤|s2 |≤ . . . → ∞� A ��!��	���
� 3  �� 0 ∈ S ⇒ s0 = 0J ��
��
3  �� n ≥ 1 ⇒|
sn |> 0�C
���&� hn := hsn � ��� n ≥ 1�
��� ������	� hn( 1

z−sn
) ��� �	�	�	
7� ��� ��
 	E���� �
��������!� | z |<| sn | A�	

�3

n ≥ 1C# !����&� ���	 �	
� ���� 1�F�	

��������������� �� ��� ����� 0# ������ ���
�	�7����� ,���� �������<� �!�	��� �	���
��
��
@��� ��'����	� ��
 �	���
��& �D�����
� ���	 ��� �	�F�	� qn(z)# �	���� ���3

|hn(
1

z − sn
) − qn(z)|≤ 1

n2
∀z ��� |z |≤ |sn |

2︸ ︷︷ ︸
A�	�7���+C

AHC

��� K ⊂ C �	�7����
���� ∃ N ∈ N# �	���� |z |≤ |sn|

2 ∀z ∈ K ��� ∀n ≥ N �
���� (∗) ��� ��

∞∑
n=1

1
n2

< ∞

�	�� ���	# ���� ��� L����

h(z) := h0(
1

z − s0
) +

∞∑
n=1

(
hn

(
1

z − sn

)
− qn(z)

)

��� �	�7���� K ⊂ C \ S �������<� �!�	��� �	���
��
��
 ��!��	���
� ��� h ��� C \S �	�	�	
7�� ME����������� ��� h A��� ����� ���� h + g ���
g ��&C ���� :$��� ��
 G��7�������
������� ���� H ��� h &��� :$�����# �	 ��!��
H ��� h ������!�� G��7������ ∀s ∈ S# ����
 ��� g := H − h ��&�

��C ,�� !��
����� ��� G��7�������
������ {ps}s∈S � ����� ��� ��� :$��� f ���� �	
���%
���&��# ���	 ���� ��� ����
 �C A�D7��&��+C �	���
���
�� :$���� ����
 ����
�������� ����
!���� �� ���� ��&� ������	� g�

������	��

6��!�� ��� ���� ��� C ��
	�	
7�� ������	� f ��� �	������������ S�

�C ,�� !������� ��� G��7������ ps�

9



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��C ,�� ����
�����
∑

s∈S ps( 1
z−s) ��� �	���
��& ��� !������� �� �	�F�	�� qs (s ∈

S)# �	����
∑

s∈S

(
ps

(
1

z−s

)
− qs(z)

)
��� �	�7���� K ⊂ C \ S �������<� �!�	���

�	���
��
��

���C ,�� ��
����� A+C ���� ��&� ������	� g �D7��&�� &� '����# �	����

f(z) =
∑
s∈S

(ps(
1

z − s
) − qs(z)) + g(z) (z ∈ C \ S)

/�����
� 
� ����	��	��

π2

sin2 πz
=

∑
n∈Z

1
(z − n)2

(z ∈ C \ Z) AHC

 ���
 �
� ���	�� ��
�� ���
�	�/�
� ������ �� !������� K ⊂ C \ Z ���"���
����

3� �
�� ���
3 �	������������ �	� π2

sin2 πz
��� S = Z� >�������� ��
 G��7������3 (�

���3

sin z = z − z3

3!
+

z5

5!
∓ . . . (z ∈ C)

��� &������� z ���� !�� 0# z �= 0� ,�� ���
��!�3

π

sin πz
=

1
z
· 1

sinπz
πz

=
1
z
· 1

1 − (πz)2

3! ± . . .︸ ︷︷ ︸
��������� �� 	��	� 
�	��	� ���	��� ��� z=0

=
1
z
· (1 + a2z

2 + a4z
4 + . . .)

π2

sin2 πz
=

1
z2

· (1 + 2a2z
2 + . . .) =

1
z2

+ 2a2 + . . .

⇒ G��7����� �	� π2

sin2 πz
��� ����� 1

z2 �

��� ��� n ∈ Z ����# z ���� !�� n# z �= n� ���� ���3

π2

sin2 πz
=

π2

sin2(π(z − n) + πn)

=
π2

sin2(π(z − n))

=︸︷︷︸
����� z=0

1
(z − n)2

+ 2a2 + . . .)

⇒ G��7����� �	� π2

sin2 πz
!�� z = n ��� ����� 1

(z−n)2
�

����	��	�� �
� ���� ��� )�����
��
∑

n∈Z
1

(z−n)2

�� �� !������� K ⊂ C \ Z

0�



��� ��
�����
���	
�	����

���
�	�/�
� ������ ���"�������

3� �
�� ��� K ⊂ C \ Z �	�7����
��� |z |≤ c ,∀z ∈ K# ���� ���3

|z − n| = |n − z | ≥ |n| − |z |≥|n| −c ≥ | n |
2

# �����3 |n| ≥ 2c

����
 �	��3

∑
n∈Z

|n|≥2c

1
| z − n |2 ≤ 4 ·

∑
n∈Z
|n|≥2c

1
n2

< ∞

⇒
∑
n∈Z

1
| z − n |2 ��� ��� K �������<� �!�	��� �	���
����

0� ������ ��
�� ��
��� "�� (∗) 	���� �
� ���
�	� *�������������� S = Z �� �
� ���
�	��
)�����
��� ���� ��
��
��� �
�� ����� 4���
�� g �
�

π2

sin2 πz
=

∑
n∈Z

1
(z − n)2

+ g(z) (∀z ∈ C \ Z)

����	��	�� g ≡ 0

3� �
�� >������3 ����� ����� ��� ∑
n∈Z

1
(z − n)2

���� 7�
�	����� ��� ��
�	�� 0# ���	 �	�� g(z + 1) = g(z)# ∀z ∈ C \ Z� ���� ���������
�	�� g(z + 1) = g(z)# ∀z ∈ C�
(� ���3

| sin2 πz | = | eπiz − e−πiz

2i
|2

=
1
4
(eπiz − e−πiz)(e−πiz − eπiz)

=
1
4
(e−2πy − e−2πix − e2πix + e2πy)

=
1
4
(e2πy + e−2πy) − 1

2
cos(2πx)︸ ︷︷ ︸

	������
�

→ ∞ # �"
 |y| → ∞ �������<� �� x.

����
 ���3

| π2

sin2 πz
|→ 0 # �"
 |y| → ∞ �������<� �� x.

 ��!��	���
� ��� π2

sin2 πz
��� R := {z = x + iy | |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} !����
�����

00



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��� z ∈ R# n �= 0� ���� ���3

|z − n|2 = |(x − n) + iy|2
= (x − n)2 + y2

= |n − x|2 + y2

≥ (|n| − |x|)2 + y2

≥ (|n| − 1︸ ︷︷ ︸
≥0

)2 + y2

≥ (|n| − 1)2 + 1

����
3

∑
n∈Z

1
|z − n|2 =

1
|z|2 +

∑
n∈Z
n �=0

1
|z − n|2 AHHC

≤ 1 +
∑
n �=0

1
(|n| − 1)2 + 1

< ∞

����
 ���
∑

n∈Z
1

(z−n)2
��� R !����
����� )��	 ��� ���� g ��� R !����
�����

�� g �����# ��� g �
������
����� ��� {z = x + iy | |x| ≤ 1 , |y| ≤ 1} !����
����� )��	 ���
g ��� {z = x + iy | |x| ≤ 1} !����
�����

:�	������⇒ g = c �	�������

)
����� (∗∗) &���# ����
∑

n∈Z
1

(z−n)2 ��� R �������<� �!�	��� �	���
��
��
��D��
� x ∈ R� ���� ���3

lim
y→∞

∑
n∈Z

1
(z − n)2

=
∑
n∈Z

lim
y→∞

1
(z − n)2︸ ︷︷ ︸

=0# ���� 1
|z−n|2 = 1

(x−n)2+y2

= 0

���	� �&���3 π2

sin2 πz
→ 0 , |y| → ∞ , x ∈ R �����

⇒ c = 0



� ���������	��������	�� ��
 ��������


π cot πz =
1
z

+
∑
n∈Z
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

) (z ∈ C \ Z)

 ���
 �
� ���	�� ��
�� ���
�	�/�
� ������ ���"���
��� �� !������� K ⊂ C \ Z

3� �
�� ��� �� �C &��� ���3 �	������������ �	� π cot πz ��� S = Z# G��7����� ��

0�



��� ��
�����
���	
�	����

z = n ∈ Z ��� ����� 1
z−n � ��� L����

∑
n∈Z
n �=0

1
z − n

��� ����� N����� ��� �	���
��& A!������3
∑∞

n=1
1
n = ∞# ���	 ���� ��� ���� ���

L�&�7� ��� >������� �	� ���& (2)# �C �	
���� ��� �	�F�	�� qs (s ∈ Z) ��
 ��	
��
���
)
� !���������
��
 �	������� 1�
� ��
 1�F�	
���������� �	� 1

z−n (n �= 0) ��� ����� 1
z−n |z=0= − 1

n �
)��	 ����
����� ���

∑
n �=0(

1
z−n + 1

n) ��� �	���
��&+
(� ���

1
z − n

+
1
n

=
z

(z − n)n

A���
 �
��� n O���
������ ��� ���
∑

n �=0
1
n2 < ∞C�

,�� &��� �� ��
 1�� ������� A+C3

1
z

+
∑
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)

��� ��� �	�7���� K ⊂ C \ Z �������<� �!�	��� �	���
����
����
 �D�����
� ���� ��&� ������	� g# �	����3

π cot πz =
1
z

+
∑
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)
+ g(z) (z ∈ C \ Z)

����	��	�� g ≡ 0

3� �
�� ,�� ��E�
��&��
�3 A���& �	� ����
��
�<C

∂

∂z

⎛
⎝1

z
+

∑
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)⎞
⎠

= − 1
z2

+
∑
n �=0

(
− 1

(z − n)2

)

= −
∑
n∈Z

1
(z − n)2

05



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

4�� �����
3

∂

∂z
(π cot πz) = π

∂

∂z
(
cos πz

sin πz
)

= π
π(− sin πz · sinπz − cos πz · cos πz)

sin2 πz

= − π2

sin2 πz

@��� �C ��� �� C \ Z 6�!���# �	�� g = const�
��� ������	� π cot πz ��� ���
���+ (� ���3

−1
z

+
∑
n �=0

(
1

−z − n
+

1
n

)
= −

⎛
⎝1

z

∑
n �=0

(
1

z + n
− 1

n

)⎞
⎠

= −
⎛
⎝1

z

∑
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)⎞
⎠ (n �→ −n# L���� �!�� �	���+)

)��	 ���

1
z

∑
n∈N
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)

���� ���
���+

⇒ g = const = 0

08



��� ��	�����	 �
�����	

��	 �������� ��������

6��!�� ��� ���� �	�� (pn)n∈N �� C�

���� ,�� ��'���
� �� �����	���
 �����
∏∞

n=1 pn�

�������������  ��
�����
∏∞

n=1 pn ���<� ���"������# ����� ��� �	�� (PN )N ≥ 1 ��

��
����7
	����� PN :=

∏N
n=1 pn �	���
��
��  �� P = limN→∞ PN # ���&� P =

∏∞
n=1 pn�

�������

�C  �� ��� ����	
 pn = 0# �	 ��� P = 0# ���	 ���� ��
 ��
� �	� P �
 ����� �	� ��
 ��&��
�	�� (pn)n∈N �!�

��C M�� ���� ���
∏∞

n=1 pn ��� ��
 L����
∑∞

n=1 log pn ��
��"7��� Alog ��� :	�
������C#
��� ���
&� !
����� ��� pn �= 0 ∀ n A��
��
 P �= 0# ���� ��� log P !��
������ ����C�

���C �7���
 �	���� ��
 �	�	�	
7�� ������	��� ��� ���������� �
	����� ��
�������# ��� ���
�	���� ���� ����# ���� ����� @���������� ��!��� )��	3 Ppn �= 0 ∀ nQ ��� &� 
�������

��������� �0���(
��	�� )��(�+��� ��
 (pn)n∈N �
�� 4���� 
� C ������� ���� pn = 0
�� ��� ����
�	 "
��� pn� ��
 m �
� ��6��� ���
�
"� ����� -�	� n �
� pn = 0�
���� 	�
��

∏∞
n=1 pn �	���
���� ����� �
� 4���� (PN )N≥m+1 �
� PN :=

∏N
n=m+1 pn ���+

"������ 
�� �� �
��� "�� 0 "����	
������ %
��� P 	���
.�� ����� ���� ∞∏

n=1

pn := p1 · . . . · pm · P

/����+���� 
� 2�� '���� �
�	� 
����� �
�� ���� 7���� pn �= 0�



� 3���	��� 0
� ���"�������� *����� 
�� ���� ���� 0�  ��� �
��� ��
��� 7���� 0 
���

/�����
� 
�
∏∞

n=2(1 − 1
n2 ) 
�� ���"������ �� 	�� ��� ,��� 1

2 �

3� �
�� )��� 1�
�� pn ���� �= 0� (� ���3

PN =
N∏

n=2

(1 − 1
n2

) =
N∏

n=2

(n − 1)(n + 1)
n2

=
1 · 2 · . . . · (N − 1) · 3 · 4 · . . . · (N + 1)

(1 · 2 · . . . · N) · (1 · 2 · . . . · N)

=
N + 1
N · 2

=
1
2
· (1 +

1
N

)

→ 1
2

�"
 N → ∞

02



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�



�
∏∞

n=1(1 − 1
n2 ) 
�� ���"������ �� 	�� ��� ,��� 0� '�
�	� 
�8�




�
∏∞

n=1
1
n 
�� �
�	� ���"������ 
� �
��� ������ ��&�
�
��� ����

PN =
N∏

n=1

1
n

=
1

N !
→ 0 (N → ∞)

���� �� 
� 9��
∏∞

n=1 pn ���"������� �� �
�� ��� ���
��� �
�� pn → 1 (n → ∞)�



� 0� ����� pn �= 0 ∀n ≥ 1� ���� 
��
∏∞

n=1 pn ���� ���� ���"�������  ���
∑∞

n=1 Log pn

���"���
���� ')
�� 
�� Log z = log |z| + i · Arg z �
� −π < Arg z ≤ π ��� )��� ���
��� %����
�	����
:����� �
��� 9�� P =

∏∞
n=1 pn� �� �
�� �� h ∈ Z� ������

∑∞
n=1 Log pn = Log P +2πih�

9�� �����	�� S =
∑∞

n=1 Log pn� �� �
�� es =
∏∞

n=1 pn�

3� �
�� �C  � ��
 @	����	� ��
 ��'����	� ��� �"
 N ≥ m + 1 :

pN+1 =
PN+1

PN
→ P

P
= 1 (N → ∞)

AG��
 !
����� ��� pn �= 0 ∀ n ≥ m + 1 ��� P �= 0C

��C (� ���� pn �= 0 ∀ n ≥ 1# �����
3

S =
∞∑

n=1

Log pn

����3

S = lim
N→∞

SN ��� SN :=
N∑

n=1

Log pn

���� ��
 ��������� �	� exp �	��3

eS = lim
N→∞

eSN = lim
N→∞

exp

(
N∑

n=1

Log pn

)

= lim
N→∞

N∏
n=1

exp (Log pn) = lim
N→∞

N∏
n=1

pn

= lim
N→∞

PN

��� ��� ������
� P =
∏∞

n=1 pn3
���� �	���
��
� ��� �	�� (∏N

n=1 pn

P

)
N≥1

→ 1

0�



��� ��	�����	 �
�����	

��� εN := Log
(QN

n=1 pn

P

)
�

�� Log z �� z = 1 �����# �	�� limN→∞εN = Log 1 = 0� �"
 I���� N ∈ N �!� ��
hN ∈ Z ���

εN =
N∑

n=1

Log pn − Log P + 2πihN AHC

 � ��
 1��3

exp εN =
∏N

n=1 pn

P

���

exp

(
N∑

n=1

Log pn − Log P

)
=

∏N
n=1 pn

P
A)�����	�����	
���C

exp z = exp z′ ⇔ z − z′ ∈ 2πiZ

(� ���3

εN+1 − εN = Log pN+1 + 2πi(hN+1 − hN ) #

���	3

2πi(hN+1 − hN ) = εN+1︸ ︷︷ ︸
→0

− εN︸︷︷︸
→0

−Log pN+1︸ ︷︷ ︸
→1︸ ︷︷ ︸

→0

����
 �	��3 lim
N→∞

(hN+1 − hN ) = 0

�� hN ∈ Z ∀ N ≥ 1# �	�� hN+1 − hN = 0 �"
 N 
	<# ���	 hN = h �	������ �"
 N

	<� )�� (∗) �	�� ����3

∞∑
n=1

Log pn = Log P − 2πih.

/����+���� ,���� 
� ��	��
�� ��� 
�5���� pn = 1+an� 0
�� ��� ���
�� 3��
���� ��� �
�
!��"������ "��

∏∞
n=1(1 + an) 
�� ���� limn→∞ an = 0�

0.



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

���� �� 
� ��
 1 + an �= 0 ∀ n ≥ 1� ���� �
�� �������� 5������ /;
"������

∞∑
n=1

Log(1 + an) ������ ���"������

⇔
∞∑

n=1

an ������ ���"������



� 4�!������ �	���
��&� 9��
∑∞

n=1 an ������ ���"������� �� ���"���
��� ��� *�����∏∞
n=1(1+an)� �
� !��"������ ��� *������� 
�� ����� ��!������ ��� 	�
�� ��� ,���

	/��� �
�	� "�� ��� $�
	������� ��� 4������� ���

3� �
�� �C (� ���

lim
z→0

log(1 + z)
z

= lim
z→0

log(1 + z) − log(1)
z

=
∂

∂z
log z |z=1

=
1
z
|z=1= 1

 ��
∑∞

n=1 |an| �	���
��� 	��

∑∞

n=1 |Log(1+an)| �	���
���# �	 ��� �	�������
�����
an → 0 (n → ∞)�
 � ��
 1��3
 � �
���� ���� ��� ���� ������� ��� !������� �	������� �	���
��&�
���
����
 � &������ ���� �	�� ���� ������!�� �
���
���# ����

Log(1 + an) → 0 (n → ∞)
exp(·)
=⇒ 1 + an → e0 = 1 (n → ∞)
=⇒ an → 0 (n → ∞)

 �� ���	
∑∞

n=1 an 	��

∑∞

n=1 Log(1 + an) �!�	��� �	���
���# �	 �	��3
 �� ε > 0# �	 ��� �"
 ���� n P
	< ���Q3

(1 − ε)|an| ≤ |Log(1 + an)| ≤ (1 + ε)|an|

A>������3 �"
 an = 0 ���� 	!�� 4���������� �
������
����� 
�����+C
��� )������ ��� ���&�� �C �	��� �	��� ��� ��� ,�I	
������
���
��� �"
 L������

��C  ��
∑∞

n=1 |an| �	���
���# �	 ��� an → 0 (n → 0)# ���	 |an| ≤ 1/2 �"
 n 
	<� ����

��� �"
 �	���� n# ���� 1 + an �= 0�
��� �	���
��& ��� �
	������

∏∞
n=1(1 + an) �	�� �	��� ��� �C ��� ���& 0# ��C�

��� ��!������ �	���
��& ��� �
	������ �
�!� ����# �� ���� L���� A�� ������ �����∑∞
n=1 Log(1+ an)C ���� ���� �!�	��� �	���
��
�# ���� ��� ��!����� �	���
��
�# ��

��
!����� ��� �C ��� ���& 0# ��C�

0;



��� ��	�����	 �
�����	

����  � ��
 D ⊂ C ���� �� (fn)n∈N �
�� 4���� 	�������	�� 4���
���� fn : D →
C ������� ���� �
� $�
	�

∑∞
n=1 fn(z) �� ����� ��������� 7�
������ "�� D ���
�	�/�
�

������ ���"���
����
���� 
�� ��� ����� z ∈ D ��� *�����

F (z) =
∞∏

n=1

(1 + fn(z))

����
��� ���"������ �� z �→ F (z) 
�� �� D 	�������	�

3� �
�� ��� ��!������ �	���
��& ��� �
	������ �"
 I���� z ∈ D �	�� ��� ���& �# ��C# ���
an = fn(z)�
@	�� &� &����3 � ��� D �	�	�	
7��
(� ��"� G	�	�	
7��� ��� U &� &����# �	!�� U ⊂ D 	E�� ��� Ū ⊂ D �	�7���# �"
 I����
�	���� U �
@��� �	
������&�� �	���
��
�

∑∞
n=1 fn(z) ��� Ū # ���	 ���� ��� U �������<� �!�	����

@��� ��� �	�������� �	���
��&�
���
��� �"
 �������<�� �	���
��&# �	���
��
� ����

(fn)n∈N ��� U �������<� ��� 0# ���!��	���
� �!� �� m ∈ N# �	���� �"
 n > m ���3

|fn(z)| < 1 ,

|Log(1 + fn(z))| ≤ 3
2
|fn(z)| (∀ z ∈ U)

A����� >����� �	� ���& �# �C ��� ε = 1/2C
��

∑∞
n=m+1 fn(z) ���� �	
������&�� ��� U ⊂ Ū A�	�7���C �������<� �	���
��
�# ���

��� 6������ ���
 �"
 3

S(z) :=
∞∑

n=m+1

Log(1 + fn(z))

@��� ��� ���& �	� ����
��
�< ��� ���	 S(Z) ��� U �	�	�	
7��
����
 ��� ���� ���� �"
3

eS(z) =
∞∏

n=m+1

(1 + fn(z)) A����� ���& 0# ��C+C

����
 ��� ����3

F (z) = (1 + f1(z)) · . . . · (1 + fm(z)) eS(z)

��� U �	�	�	
7��

�������

��� S ⊂ C ����
�� ��� I���� s ∈ S ��� ��� ms ∈ N &��	
�����
6�!� �� ���� ��&� ������	� h : C → C ��
�
�# ����

09



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

�C h(z) = 0 ⇔ z ∈ S

��C ordz=s h = ms ∀ s ∈ S K

�������

-�# �	���� ������	��� h ���� ��� �D7��&�� ��� G���� �	� P����
��
�<%�
	������Q �	���
���
���
,�� ����� ���� ��� �	����� � ���� %6��� ��� <���������"����
��� {(s,ms) | s ∈ S}�

���� " �)��(�+����� ,�� 1��������2�� +


� ��
 S ⊂ C �
����� �� ms ∈ N (∀ s ∈ S)�
���� 	�� �
� <���������"����
��� {(s,ms) | s ∈ S} �
�� %6��� h�
5��� %6����� ������ �
�	 ��	��
��� 
� ��� :�������

H(z) = h(z) · eg(z) (z ∈ C)

 ���
 g : C → C �����



� ��
 f : C → C ����� f �
�	� 
����
��	 <�� �� S := {z ∈ C | f(z) = 0}� '���	 47 9

�� ���� � �
�����8�
��
 ms := ordz=s f � ���� �
�� �� *��1���� Ps (s ∈ S) �� �
�� ����� 4���
�� g�
������ ∀ z ∈ C �
���

f(z) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∏
s∈S

(1 − z

s
)ms · ePs(z) · eg(z) , 0 /∈ S

zm0 ·
∏
s∈S
s �=0

(1 − z

s
)ms · ePs(z) · eg(z) , 0 ∈ S

�
� *������ ���	�� '���������� ����
��
�<%�
	������ �
�� �� C ����
��� ���"��+
�����

3� �
�� �C  �� S �������# �	 ���
∏

s∈S(z − s)ms ���� :$��� h�
��� � ���������� M��� (�����
����� ���� ��� �	
������&��# ���� 0 /∈ S# ���� ����
@��������� ��
 M
���� m0 �� z = 0 ���� ��� �����
����� �
&�����# ����� ���
��� zm0 �����7��&��
�� ���� ��� ��� �	
����# ���� ��� �����

∏
s∈S(z− s)ms ��� �
	����∏

s∈S(1− z
s )ms !��
������ ����# ������� A�	E�������+C !����
� �	���
��&������������

����
��� s1, s2, . . . ���� )!&����� �	� S ��� 0 < |s1| ≤ |s2| ≤ . . . → ∞ A����� >����� �	�
���& 0��C�
��� mn := msn � ��� ������	� (1− z

sn
)mn ��� ��� ��� (�������
�!��� U|sn|(0) �	�	�	
7�

��� ������������
��� @��� �1  �D�����
� ����
 ���� �	�	�	
7�� ������	� An(z) ���
U|sn|(0)# �	����

(1 − z

sn
)mn = e−An(z) (z ∈ U|sn|(0))

z = 0 ⇒ 1 = e−An(0) ⇒ An(0) ∈ 2πiZ

��



��� ��	�����	 �
�����	

��
�� )�����	� ����� ���������� �	� 2πi ���� ��� ���	 �

������# ���� An(0) = 0�
,�� ��������� An(z) ��� U|sn|(0) �� ���� 1�F�	

����� ����� ��� ���� ��� ��� �	�%

7����� |z| ≤ |sn|
2 �������<� �!�	��� �	���
���� ,�� ���� ���	 ��� �	�F�	� Pn(z)

'����# �	���� An(z) − Pn(z) �"
 |z| ≤ sn
2 !����!� ����� ��
��

�� exp �����# �!� �� ���	 ��� �	�F�	� Pn(z)# �	����∣∣∣∣
(

1 − z

sn

)mn

· ePn(z) − 1
∣∣∣∣ =

∣∣∣ePn(z)−An(z) − 1
∣∣∣ ≤ 1

n2
∀ z ��� |z| ≤ |sn|

2

����
 ��� ��� L���� ∞∑
n=1

[(
1 − z

sn

)mn

· ePn(z) − 1
]

��� �	�7���� K ⊂ C �������<� �!�	��� �	���
���� @��� ���& 5 ��� ����
3

h(z) :=
∞∏

n=1

[
(1 − z

sn
)mn · ePn(z)

]

��� C ��!����� �	���
��� ��� �	�	�	
7�� ME��!�
 ��� � ���� :$��� ��
 ��
������
{(s,ms) | s ∈ S}�
����� H ��� h &��� :$������
���� ��� H

h ��& ��� ������������
��� �� C (�������
�!���# �D�����
� g ��& ��� H
h = eg�

��C ��� ��
������ {(s,ms) | s ∈ S} ��� ��� :$��� f ���� �	
������&��# ���	 ���� ���
����
 �C �	���
���
�� :$����
@��� ��
 P(�����������Q ����
 �C �	�� ���	 ���� ��C�

�	
���

����� ��� @	����	��� ��� �� >������ ��� ��
��(
1 − z

sn

)mn

= e−An(z) , z ∈ U|sn|(0)

An(0) = 0

!�������� �	�	�	
7�� ������	� An : U|sn|(0) → C ��� �������� !������� ��� ���� �D7��&��
����!�� ��
����

 � ��
 1�� 3
)���	����# �� �D�����
�� &��� �	�	�	
7�� ������	��� An, Ãn# ��� ��� &��� >��������
�
�"����� ���� ���

e−An(z) = e−Ãn(z) ∀ z ∈ U|sn|(0)

⇒ An(z) = Ãn(z) + 2πihz ��� hz ∈ Z (∀ z ∈ U|sn|(0))

⇒ hz = h = const. ∀ z

���� An ��� Ãn ���� ������ (� �	�� h ≡ 0# ���� An(0) = Ãn(0) = 0� )��	 An(z) = Ãn(z) ∀z�

�0



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

����
 ���� �����3
An(z) = −mn log(1 − z

sn
)

A � ��
 1��3 ���� ��� )�����	�����	
��� �	� exp ��� m ∈ N �
�"��� ��� ������	� ���
>�������C
�"
 |z| < 1 ���

Log(1 − z) = −
∞∑

r=1

zr

r
AHC

A � ��
 1��3 ��E�
��&��
�� !����
 ������ A�
���!� ���� !�������� ���&��C �����
�3

− 1
1 − z

!&�� −
∞∑

r=0

zr

���	 ���� !���� ������ �	� AHC �$������� �� ��� c = const ��
��������� )����
��� �� z = 0
�����
� c = 0�C

⇒ An(z) = mn

∞∑
r=1

1
r
(

z

sn
)r (|z| < |sn|)

��� �	�F�	�� Psn �
���� ��� ���	 �D7��&�� ��
�� )!!
����� 	!��
 L�����

3���

��� ��
 � ��������	� � �
�	� 
����
��	 <��� ���� 
�� � ��� =��
��� � �
�� ������
4���
�����
'>����	���� ��� !6���� ��� ��������	�� 4���
���� 
�� ��� =��
������6���� ��� 9�����
+
�/������
�	� ��� ������ 4���
������

3� �
�� ��� S ��� �	������������ �	� f � ���� ��� S ����
���
��� ms := − ordz=s f ∈ N�
@��� ���& 8 ��� ��� @������������
������ {(s,ms) | s ∈ S} ���� :$��� ��
���&� g := hf �
���� ��� g ���� �	���
����	� ��&3 f = g/h�

/�����
� 
� ��
 S = {n2 | n ∈ N},ms = 1 ∀ s ∈ S�
��

∑
n≥1

z
n2 �� !������� ���
�	�/�
� ������ ���"���
���� ���� ��� Ps(z) ≡ 0 ������

∀ s �= 0� ���� 
��

h(z) = z

∞∏
n=1

(1 − z

n2
) (z ∈ C)

�
�� %6��� ��� ��������� <���������"����
����



� ��
 S = Z, ms = 1 ∀ s ∈ S�
�� ?

∑
n �=0

z
n @ �
�	� ������ ���"���
���� ��� ��� *��1���� Ps �
� gradPs ≥ 1 ����
�
�

������
�����
��
 n �= 0� ��� �
����� 7��� "�� An(z) 
�� z

n � .�� ������	�� ��	��(
1 − z

n

)
e

z
n

��



��� ��	�����	 �
�����	

0� �
���

ez = 1 + z +
z2

2!
+ . . . (z ∈ C)

��	��� (
1 − z

n

)
e

z
n = (1 − z

n
)(1 +

z

n
+

1
2!

· ( z

n
)2 + . . .)

= 1 + (
z

n
)2 · B(

z

n
)

 ���
 B(z) �� C 	�������	 �
�

B(0) = −1 +
1
2!

= −1
2

��
∑

n �=0
z2

n2 B( z
n) �� !������� ���
�	�/�
� ������ ���"���
���� ������

h(z) = z
∏
n �=0

(1 − z

n
) · e z

n


�� %6��� ��� ��������� <���������"����
����
,���� ��� ����
����� !��"������ ��� *������ �
���

h(z) = z
∏
n≥1

[
(1 − z

n
) · e z

n · (1 +
z

n
) · e− z

n

]

= z
∏
n≥1

(1 − z2

n2
)




� 0� �
���

sinπz = πz
∏
n≥1

(1 − z2

n2
) (z ∈ C)

3� �
�� @��� ��
 (����������� �� ���& 8#�C �!� �� ���� ��&� ������	� g ���

eg(z) = sinπz = πz
∏
n≥1

(1 − z2

n2
)

B���3 g ≡ 0
���� sin z = z− z3

3! ± . . . ��� sin πz
πz �� z = 0 ���� ��!!�
� ������
���� ��� ����� �	
�

��� ��
� 1 ���
��
��� ���

eg(z) · sin πz

πz
=

∏
n≥1

(1 − z2

n2
) AHC

�� z = 0 ���# �	 �	��

eg(0) = 1 ⇒ g(0) ∈ 2πiZ

�5



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��
�� )�����	� ����� ��&&������ ���������� �	� 2πi ���� ��� �

������ g(0) = 0�
��� |z| < 1� ���� ���� ���� ����	
�� �� �
	���� 
����� �	� AHC �= 0J ���� ���& 0#��C
�	�� ���	

∞∑
n=1

Log
(

1 − z2

n2

)
= Log

[
eg(z) · sinπz

πz

]
+ 2πitz (tz ∈ Z)

>������3 Log (w · w′) = Log w + Log w′ �"
 w,w′ ���� !�� 1�
�� Log ��� exp ���� ���� &��������
 ����
� ����# �	�� �"
 |z| < ρ < 1 Aρ �����C3

∞∑
n=1

Log
(

1 − z2

n2

)
= g(z) + Log

(
sin πz

πz

)
+ 2πitz AHHC

��
∑∞

n=1 Log(1− z2

n2 ) ��� �	�7���� ⊂ Uρ(0) �������<� �!�	��� �	���
��
�# ��� �����
������	� �	�	�	
7�# ���	 ������

⇒ tz = t = const ∀ z ∈ Uρ(0)

@��� ��� ���& �	� ����
��
�< ���� ��� !���� ������ �	� AHHC ��E�
��&��
��3

∞∑
n=1

−2 z
n2

1 − z2

n2

= g′(z) +
1

sinπz
πz

· ∂

∂z

sin πz

πz

⇒
∞∑

n=1

2z
z2 − n2

= g′(z) +
πz

sin πz
· π · (cos πz · πz − sin πz)

(πz)2

= g′(z) +
π2z

(πz)2
· cos πz · πz − sin πz

sin πz

= g′(z) + πcotπz − 1
z

(z ∈ U̇ρ(0))

��
����!
���&�
���� ��� �	������3

π cot πz =
1
z

+
∑
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

)
(z ∈ C \ Z)

=
1
z

+
∑
n≥1

(
1

z − n
+

1
n

+
1

z + n
− 1

n

)

=
1
z

+
∑
n≥1

2z
z2 − n2

⇒ g′(z) = 0 (∀ z ∈ U̇ρ(0))

�� U̇ρ(0) 6�!���# �	�� ���� ���  ������������&

g′(z) = 0 ∀ z ∈ C

⇒ g = const.

�8



��� ��	�����	 �
�����	

����3

g(0) = 0
⇒ g(z) ≡ 0.

�2



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��� ��� �����������

�������

,�� ����
7	���
� A�� P���"
�����
 �����QC ��� ���������� n! ��� n ∈ N0# ���� ��� ����� ����
A&�������� ������C ������	� Γ(x) (x ∈ R, x > 0) ���3

�C Γ(n) = (n − 1)! ∀ n ∈ N

��C Γ(x + 1) = xΓ(x) ∀ x > 0, x ∈ R

!"
	��

x ∈ N : Γ(x) = lim
N→∞

Nx(N − 1)!
x(x + 1) · . . . · (x + N − 1)

������

�C ������ (����������� ��� ���� �	���� ������	�K

��C ���� ��� Γ(x) ��� Re(z) > 0 !&�� ��& C �	�	�	
7�# ��
	�	
7� �	
����&��K

���C ��
�� ������ (����������� ���� Γ �������� !������� ��
���K

#�	��
��
���  �������
���
�

�"
 ������ n ��� ����� ���
# ��� ��� ����
7	���
�� �	�����
�"
 
	<� n ��� n! ���
 
	< ��� ��� ������	� ����
 ���� P�������<��
Q# ��� �	���� ���	
�������
 ����
7	���
�� �$�����

 � ��
 1��3
��� x ∈ N , N ∈ N� ���� ���3

Γ(x + N) = (x + N − 1)! = (N + x − 1)!
= (N + x − 1)(N + x − 2) · . . . · (N + 1) · N · (N − 1)!

= Nx(1 +
x − 1

N
)(1 +

x − 2
N

) · . . . · (1 +
1
N

) · 1 · (N − 1)!

�"
 N → ∞ ���3

1 +
x − 1

N
, 1 +

x − 2
N

, . . . , 1 +
1
N

→ 1

����
 �	��

lim
N→∞

Nx(N − 1)!
Γ(x + N)

= 1 AHC

(� ��� ����3

Γ(x + N) = (x + N − 1)! = (x + N − 1)(x + N − 2) . . . (x + 1)x (x − 1)!︸ ︷︷ ︸
=Γ(x)

��



��� ��	 ����� �������

����
 �	�� ��� AHC3

Γ(x) = lim
N→∞

Nx(N − 1)!
x(x + 1) . . . (x + N − 1)

@���������3 ,�� 7
	!��
� ����� ��'����	� ��� ��� x ∈ N �
���&� ��
�� x ∈ R#
Ax �= 0,−1,−2, . . .C 	��
 �	�
 z ∈ C# Az �= 0,−1,−2, . . .C# �	
�������&� ��
 :����
�D�����
��

���������� ��
 x ∈ R, x > 0� ��
 z ∈ C�
���� ����� xz := ez·log x�
��
 D−N0 := {z ∈ C | z �= 0,−1,−2, . . .}

���� �� 
� ���	 �
� >����	�
��

Γ(z) := lim
N→∞

N z(N − 1)!
z(z + 1) · . . . · (z + N − 1)

 
�� �
�� �� D−N0 	�������	� 4���
�� ��&�
����
�
��� 	�
�� Γ%������	�� ��
�� ���������� 6��<=���� �
	���������������



� 0� �
�� �
� (���
=���� �
	������
��������

Γ(z) =
1
z

∞∏
n=1

(1 + 1
n)z

1 + z
n

(z ∈ D−N0)




�

0� �
��� Γ(z + 1) = z · Γ(z) ∀ z ∈ D−N0

�� Γ(n) = (n − 1)! ∀ n ∈ N

3� �
�� �C &������� ���

��C �"
 N ∈ N ��� ΓN (z) := Nz(N−1)!
z(z+1)·...·(z+N−1) �

���� ���3

ΓN+1(z)
ΓN (z)

=
(N+1)zN !

z(z+1)...(z+N)

Nz(N−1)!
z(z+1)...(z+N−1)

= (1 +
1
N

)z · N

z + N

= (1 +
1
N

)z · 1
1 + z

N

)���!�3 ,�� &��� ��� �	���
��& ��� �
	������ �� ��C+

�.



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

,�� ����� ���
&� R�# ���& 5 ��+ �"
 z ∈ C ���� ��� |ω| < 1 ���&� ���

(1 + ω)z := ez·Log(1+ω)

���� ��� (1 + ω)z �	�	�	
7� �� |ω| < 1 ��� ��� �� ω = 0 ��� 1�F�	
����������

(1 + ω)z = 1 +
∞∑

n=1

(
z

n

)
ωn |ω| < 1

���3

(
z

n

)
=

z(z − 1) · . . . · (z − n + 1)
n!

A,�� ��
�'&��
� ���� ��
�� ���&������� )!������ ���  ������	�# �	
��� ����� )��  C
,�� ���
��!�3

(1 + ω)z = 1 + zω + ω2A(z, ω) mit

A(z, ω) :=
∞∑

n=2

(
z

n

)
ωn−2 (|ω| < 1)

���� ��� A(z, ω) ��� !����
������ 1�������� ��
 �	
�

{z ∈ C | |z| ≤ c} × {ω ∈ C | |ω| ≤ α} (c > 0, 0 < α < 1)

!����
�����
 � ��
 1��3

|A(z, ω)| ≤
∞∑

n=2

|
(

z

n

)
| ·|ω|n−2

≤
∞∑

n=2

|z|(|z| + 1) . . . (|z| + n − 1)
n!

· αn−2

≤
∞∑

n=2

c(c + 1) . . . (c + n − 1)
n!︸ ︷︷ ︸

=(−c
n )(−1)n

αn−2

=
∞∑

n=2

(−c

n

)
(−α)n−2

= A(−c,−α) < ∞

��� K ⊂ D−N0 �	�7����
@��� 	!��� A��� ω = 1

N C ��� ����
 >����&�� ��
 �	���
������ L���� ��� ����

�;



��� ��	 ����� �������

∀ z ∈ K ��� �"
 ���� N 
	< ���3∣∣∣∣(1 +
1
N

)z · 1
1 + z

N

− 1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
[
1 +

z

N
+

1
N2

A(z,
1
N

)
]
·
[
1 − z

N
+

z2

N2
B(

z

N
)
]
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 − z2

N2
+ (1 +

z

N
)

z2

N2
B(

z

N
)

+
1

N2
A(z,

1
N

)(1 − z

N
) +

1
N2

A(z,
1
N

) · z2

N2
B(

z

N
) − 1

∣∣∣∣
≤ C

N2
��� �������� C.

@��� R�# ���& 5 ��� ��
∑∞

N=1
1

N2 < ∞ �	�� ���	# ���� ��� �
	����3

∞∏
N=1

ΓN+1(z)
ΓN (z)

=
∞∏

N=1

(1 + 1
N )z

1 + z
N

AHHC

��!����� �	���
��� ��� D−N0 ��� ��� �	
� ���� �	�	�	
7�� ������	� ��
�������
-���
 ����	
 �� AHHC ��� ��� D−N0 ������� @���# ���	 �	�� ���� ��
 ��'����	�3

∞∏
N=1

ΓN+1(z)
ΓN (z)

= lim
M→∞

M∏
N=1

ΓN+1(z)
ΓN (z)

= lim
M→∞

ΓM+1(z)
Γ1(z)

= z lim
M→∞

ΓM+1(z)

���C (� ���3

Γ(z + 1) = lim
N→∞

N z+1(N − 1)!
(z + 1) . . . (z + N)

= lim
N→∞

z
N

z + N

N z(N − 1)!
z(z + 1) . . . (z + N − 1)

= z lim
N→∞

1
z
N + 1

N z(N − 1)!
z(z + 1) . . . (z + N − 1)

= z · Γ(z)

��
��
3 Γ(1) = 1� ���� Γ(z + 1) = z · Γ(z) �������� Γ(n) = (n − 1)!

�9



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

���� �� 
� Γ(z) ��&�
��� �
�� ��������	� 4���
�� �� C� �
��� 
�� 	�������	 ��
D−N0 �� 	�� �
����	� *��������� 
� z = −N � (N = 0, 1, 2, 3, . . .) �
� resz=−N =
(−1)N

N !



� 1
Γ(z) 	�� 	������ �
�����
�/��� 
� ��� *����� z = −N � (N = 0, 1, 2, 3, . . .) �� 
��
�
�� ����� 4���
���
0� �
�� �
� ����
��
�<=���� �
	���������������

1
Γ(z)

= z · eγz
∞∏

n=1

(1 +
z

n
)e−

z
n ,

 ���
 γ := lim
N→∞

(1 +
1
2

+ . . . +
1
N

− log N) = 0, 57221 . . .

�
� (���
%,�����
	��=���� �	������� 
���




� 0� �
�� ��� (���
=���� (
��&������&

Γ(z) · Γ(1 − z) =
π

sin πz

3� �
�� �C ���	� ������3 Γ(z) �	�	�	
7� ��� D−N0 � ��� ������ z = 0,−1,−2, . . . ����
7�
 ��'����	� ��	���
�� ������
������ �	� Γ(z)�
��� N ∈ N0� ���� Γ(z + 1) = z · Γ(z) �
���� ��� ��������3

Γ(z + N + 1) = z(z + 1) · . . . · (z + N)Γ(z)

⇒ �"
 z ���� !�� −N # �!�
 z �= −N 3

Γ(z) =
Γ(z + N + 1)

z(z + 1) . . . (z + N)
=

g(z)
z − (−N)

�	!��

g(z) :=
Γ(z + N + 1)

z(z + 1) . . . (z + N − 1)
#

g(−N) �= 0 ��� g(z) �	�	�	
7� �� ����
 4��!�� �	� z = −N ����

@��� ��'���	� ��� ����
 Γ(z) �� z = −N ����� �	� �
���
 M
���� ���

resz=−N Γ(z) = lim
z→−N

(z + N)Γ(z)

= g(−N)

=
Γ(1)

(−N)(−N + 1) . . . (−1)

=
(−1)N

N !

5�



��� ��	 ����� �������

��C  � ��
 (���
=����� �
	������
������� �	� Γ(z)# z ∈ D−N0 ��� I���
 ����	
 �������
@����

⇒ Γ(z) �= 0 ∀ z ∈ D−N0

�� Γ(z) �� ��� ������� z = −N # (N = 0, 1, 2, . . .) �������� �	�������� ���# ��� 1
Γ(z)

�	
� ��!!�
� ������
������ ��� ����� �	
� ��� ��
� @��� &�
 �
���� M
���� ���
����
 ��� 1

Γ(z) ��&�

����	�����
����	�� ��� an := 1+ 1
2 +. . .+ 1

n−log n� ��
 &����3 (an) ��� �	�	�	�
������� ��� ���� ����� !����
����� A⇒ :���� �D�����
� ��� ��� ����� ��
 
$<��� ����
��
���
�����C
(� ���3

an − an+1 = (1 +
1
2

+ . . . +
1
n
− log n) − (1 +

1
2

+ . . . +
1
n

+
1

n + 1
− log(n + 1))

= − log n − 1
n + 1

+ log(n + 1)

= − 1
n + 1

+ log
n + 1

n

�����
 ���3

log
n + 1

n
=

∫ n+1
n

1

dt

t
# ���� log x =

∫ x

1

dt

t
�"
 x > 0

≥
∫ n+1

n

1

n

n + 1
dt (t ≤ n + 1

n
⇒ 1

t
≥ n

n + 1
)

= (
n + 1

n
− 1) · n

n + 1

=
1
n
· n

n + 1

=
1

n + 1

����
 �	��3 an ≥ an+1�
��
��
3

n∑
ν=1

1
ν

=
n∑

ν=1

∫ ν+1

ν

dt

ν

≥
n∑

ν=1

∫ ν+1

ν

dt

t

=
∫ n+1

1

dt

t

= log(n + 1)
> log n

⇒ an ≥ 0 ∀ n
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��� z ∈ D−N0 � ���� ���3

N z

ez(1+ 1
2
+...+ 1

N
)

= ez(log N−(1+ 1
2
+...+ 1

N
))

→ e−γz (N → ∞)

����
 ���3

z · Γ(Z) = Γ(z + 1)

= lim
N→∞

N z+1(N − 1)!
(z + 1) . . . (z + N)

= lim
N→∞

N z

ez(1+ 1
2
+...+ 1

N
)
· ez(1+ 1

2
+...+ 1

N
) · N !

(z + 1) . . . (z + N)

= e−γz · lim
N→∞

ez(1+ 1
2
+...+ 1

N
)

(1 + z
1)(1 + z

2 ) . . . (1 + z
N )

⇒ 1
Γ(z)

= z · eγz lim
N→∞

(1 +
z

1
)(1 +

z

2
) . . . (1 +

z

N
) · e−z(1+ 1

2
+...+ 1

N
)

= z · eγz
∞∏

n=1

(1 +
z

n
) · e− z

n

A���� ��� �	���
����� �
	���� ��� �����
 �	� @��� ��
���������� ����	
�� ��� �����
��� :���� ��
 ��
����7
	����� ��� ez+z′ = ez · ez′ �C

�"
 z = 0,−1,−2, . . . ��� ��� �
	������
������� ���
 A!���� ������ ���� @���C�

���C (� ���3

Γ(z + 1) = z · Γ(z)
	��	��	 z �→−z=⇒ Γ(1 − z) = (−z) · Γ(−z)

����
 �	��3

1
Γ(z) · Γ(1 − z)

=
1

Γ(z)
· 1
−zΓ(−z)

ii)
=

[
z · eγz

∞∏
n=1

(1 +
z

n
)e−

z
n

]
·
[
(−1

z
) · (−z) · e−γz

∞∏
n=1

(1 − z

n
)e

z
n

]

= z ·
∞∏

n=1

(1 − z2

n2
)

 � R� ��
�� �&���3 sin πz = πz ·∏∞
n=1(1 − z2

n2 )� ����
 �	��3

1
Γ(z) · Γ(1 − z)

=
sin πz

π

5�



��� ��	 ����� �������

����  � 
� �
� Γ+4���
�� 
�� ����	�/��� 
� ����� ����
��� 0 < a ≤ x ≤ b�



� ����������	
	���� ��� Γ������	�� ���� �	�������

��
 D ⊂ C �
� :��
���  ���	�� ��� ����
��� 1 ≤ x < 2 ���	/��� ��
 f : D → C
	�������	 �
� ��� ��������� 0
�����	������

A� f 
�� �� ��� ����
��� 1 ≤ x < 2 ����	�/����

B� f(z + 1) = z · f(z) ∀ z �
� z, z + 1 ∈ D

���� �
���

f(z) = f(1) · Γ(z) (∀ z ∈ D)

3� �
�� �C (� ���3

N z = ez·Log N

= e(x+iy)Log N

⇒ |N z| = ex log N

= Nx AHC

��
��
 ��� ����3

|w| ≥ Re(w) ∀ w ∈ C AHHC

����
 �	�� ��� ��
 ��'����	� �	� Γ(z) "!�
 ��� 6��<=���� �
	������
�������3

|Γ(z)| = lim
N→∞

| N z(N − 1)!
z(z + 1) . . . (z + N − 1)

|

= lim
N→∞

Nx(N − 1)!
|z(z + 1) . . . (z + N − 1)| ���� AHC

≤ lim
N→∞

Nx(N − 1)!
x(x + 1) . . . (x + N − 1)

���� AHHC

= Γ(x)

�� Γ(x) ��� ��� �	�7����� [a, b] �����# ��� Γ(x) �	
� ���� !����
�����

��C ��
�� ��� �	
���
���

f(z + 1) := z · f(z)

��
� f ���&������ ��� 1 + D, 2 + D, . . . , n + D, . . . (n ∈ N) �	
�����&�# �	!��
n + D := {n + z | z ∈ D}� ���� �C ��� f ���� �	����'���
�+
6�����	 ��
� f ��
�� ��� �	
���
���

f(z) :=
f(z + 1)

z

���&������ ��� −1 + D,−2 + D, . . . ,−n + D, . . . (n ∈ N) ��
	�	
7� �	
�����&�# ���
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

�	�������� �$������� �� z = 0,−1,−2, . . .�  ������� �
���� ��� ���	 ���� ��� C ��
	%
�	
7�� ������	� A!������3 {z ∈ C | 1 ≤ x ≤ 2}C# �	�	�	
7� ��� D−N0 ��� �	��������
�$������� �� z = 0,−1,−2, . . .�
���� f(z + N + 1) = z(z + 1) . . . (z + N)f(z)# ∀ z ∈ D−N0 A���&������� )�������
��
 ������	����������+C ��� ��
 G��7����� ��
 :��
������������� �	� f �� z = −N #
AN = 0, 1, 2, . . .C3

(−1)N

N !
· f(1)

1
z + N

����3

f(z) =
f(z + N + 1)

z(z + 1) . . . (z + N)

���

z = −N

,�� ���&�3

h(z) := f(z) − f(1)Γ(z) (∀ z ∈ D−N0)

@��� ���& �# ��C ��� ���� h �� ����� ������
������ z = 0,−1,−2, . . . G��7������ �����
@���# ���	 ��'���
� �A&C ���� ��&� ������	��
���� f(z +1) = z · f(z) ��� Γ(z +1) = z ·Γ(z) ��� ���� h(z +1) = z ·h(z)# A∀ z ∈ CC�
��
��
 ��� h ��� 1 ≤ x ≤ 2 !����
����# ���� f ���� �	
������&�� ��� Γ ���� 1��� �C
��!�� ����� (���������� (� ���3

h(z) =
h(z + 2)
z · (z + 1)

z �= −1, 0 AHC

��� z = x + iy� ��� −1 ≤ x ≤ 0� ���� ��� 1 ≤ x + 2 ≤ 2# ���	 ��� ��
 B����
 
����� �	�
AHC !����
����� ��� ��<�
��� |y| ≥ 3

2 � ���� ���3

1
|z| ≤

1
|y| ≤

2
3

1
|z + 1| ≤

1
|y| ≤

2
3

����
 ��� h(z) ���
{
z ∈ C | −1 ≤ x ≤ 0, |y| ≥ 3

2

}
!����
����� )�� ��� �	�7�����{

z ∈ C | −1 ≤ x ≤ 0, |y| ≤ 3
2

}
��� ��� ������	� 	������ !����
���� ⇒ h ��� !����
����

��� −1 ≤ x ≤ 0� ��� )!!����� z �→ 1 − z ��� ��� �7������ �� ��
 6�
���� x = 1
2 �

����
 ��� h(1 − z) !����
���� ��� 1 ≤ x ≤ 2�

���&�3

H(z) := h(z) · h(1 − z) (z ∈ C)

58



��� ��	 ����� �������

���� ��� H ��& ��� ��� 1 ≤ x ≤ 2 !����
���� ��� �� ���3

H(z + 1) = h(z + 1)h(−z)

= z · h(z) · 1
−z

h(1 − z)

= −h(z)h(1 − z)
= −H(z)

(� ��� ���	3

|H(z)| = |H(z + 1)|

����
 �	��3 H ��� ��� ��& C !����
�����
Liouville=⇒ H(z) = H(1) = h(1) · h(0) = 0#

���� h(z) = f(z) − f(1)Γ(z)# ���	 h(1) = 0�
����
 ��� ���	 h(z) ≡ 0 A# ���� D ��� ��� 6�!���C�
)���	���� �� �!� ��� z0 ∈ C ��� h(z0) �= 0� ���� ��� h(z) �= 0 �� ����
 �������
4��!�� U �	� z = z0� )��	 �	��3

h(1 − z) = 0 ∀ z ∈ U

��	�����������=⇒ h(1 − z) = 0 ∀ z ∈ D

���� h(z) = 0 ∀ z ∈ D

���	 h(z0) = 0 �

���� " �#����(����	� ��
�+�����������
�� 0� �
���

Γ(
z

2
)Γ(

1 + z

2
) =

√
π · 21−zΓ(z) (z ∈ D−N0)

3� �
�� ,�� !����&� ��� ���& �	� ��������� D = D−N0 ��� ��� 6�!���# ������� ��� ��
�����
1 ≤ x ≤ 2 �������� ���

f(z) := 2z−1Γ(
z

2
)Γ(

1 + z

2
) (z ∈ D−N0)

���� ��� f ��� ��� ��
����� 1 ≤ x ≤ 2 !����
����� ��
��
 ���3

f(z + 1) = 2zΓ(
1 + z

2
)Γ(1 +

z

2
) (������	���������� ��
 Γ%������	�)

= 2z · Γ(
1 + z

2
)Γ(

z

2
) · z

2

= z · 2z−1 · Γ(
1 + z

2
) · Γ(

z

2
)

= z · f(z)
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

@��� ���& 5#��C ���3

f(z) = f(1) · Γ(z)

(� ���3

f(1) = Γ(
1
2
) · Γ(1) = Γ(

1
2
)

@��� ��� (���
=����� (
��&������& ���3

Γ(z) · Γ(1 − z) =
π

sin πz
z= 1

2=⇒ Γ(
1
2
)2 =

π

sin π
2

= π

����
3 Γ(
1
2
) = ±√

π

)�� ��
 �
	�����	
��� �	� (���
 ����� ��� Γ(1
2 ) ≥ 0# ���� ���� ����	
�� ��� �
	������

���� > 0�

����3 Γ(z) �= 0 ∀ z ∈ D−N0

�	��3 Γ(
1
2
) > 0

����
3 Γ(
1
2
) =

√
π

5�



��� ��	 ����� �������

���� & �4�
����	�� �������
�� +


� ��� ��
�����
�	� 9������� ∫ ∞

0
tz−1e−tdt


�� ��� Re(z) > 0 ������ ���"������� ��	�

lim
A→0

∫ 1

A
|tz−1e−t|dt ��

lim
B→∞

∫ B

1
|tz−1e−t|dt

��
��
�����



� 4�� Re(z) > 0 
��

Γ(z) =
∫ ∞

0
tz−1e−tdt

B�� >����� !��$���� ��
 �	������ :���� ��� ��
 )���F��� A	��� >�����C3

#����� ��
 f : (0, 1] → R ����
� �� f(t) ≥ 0 ∀ t� 0� ���� C > 0� ������∫ 1

A
f(t)dt ≤ C 0 < A < 1

���� ��
��
���

lim
A→0

∫ 1

A
f(t)dt

3� �
�� �C ��� z = x + iy ����# x > 0� (� ���3

|tz−1| = |e(z−1) log t|
= e(x−1) log t

= tx−1

(� ���3 ∫ 1

A
tx−1e−tdt ≤

∫ 1

A
tx−1dt

= [
1
x

tx]1A

=
1
x

(1 − Ax)

≤ 1
x

5.



� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

)��	3 limA→0

∫ 1
A tx−1e−tdt �D�����
� ���� ��� ,�I	
������
���
��� �"
  ���
���� 6�%

����	 ���3

tx−1 ≤ C · et/2 (∀ t ≥ 1)

 � ��
 1��3 ��� 4�������� ��� �O�������� &�

(x − 1) log t ≤ log C +
t

2

����
 �	��3 ∫ B

1
tx−1e−tdt ≤ C ·

∫ B

1
e−t/2dt

= C · [−2 · e−t/2]B1
= 2 · C · (−e−B/2 + e1/2)
≤ 2Ce−1/2

S������ ��� 	!�� �	�� ����# ���� limB→∞
∫ B
1 tx−1e−tdt �D�����
��

��C ,�� !����&� ��� ���& �	� ��������+

���3 f(z) :=
∫ ∞

0
tz−1e−tdt (Re(z) > 0)

0� ������	����������3

f(z + 1) =
∫ ∞

0
tze−tdt

= [tz · (−e−t)]∞0 −
∫ ∞

0
z · tz−1(−e−t)dt︸ ︷︷ ︸

=z·f(z)

(� ���3

[tz(−e−t)]∞0 = 0 − 0 = 0

����3

tz · e−t = ez log t−t

)��	3

f(z + 1) = z · f(z)

5;



��� ��	 ����� �������

�� >����
�������� ��� 1 ≤ x ≤ 2� (� ���3

|f(z)| ≤
∫ ∞

0
|tz−1e−t|dt

=
∫ ∞

0
tx−1e−tdt

=
∫ 1

0
tx−1e−tdt +

∫ ∞

1
tx−1e−tdt

��� ∫ 1

0
tx−1e−tdt ≤

∫ 1

0
e−tdt < ∞

����3

tx−1 = e(x−1) log t ≤ e0 = 1 �"
 t ≤ 1, x ≥ 1

��
��
3 ∫ ∞

1
tx−1e−tdt ≤

∫ ∞

1
t · e−tdt < ∞ A7�
������  ���
���	�C

����3

tx−1 = e(x−1) log t ≤ elog t = t

5� G	�	�	
7��� �	� f(z)3
���

fn(z) :=
∫ n

1/n
tz−1e−tdt (Re(z) > 0, n ∈ N)

���� ��� fn �	�	�	
7� A# ���� [ 1
n , n] ��� �	�7���# ����� :��!��&%�
���
��� ��#

����� �
����%>����+C� 4���
 >����&�� ������
 )!�����&�� ��� ����
 �C &���
���# ���� (fn)n∈N ��� �	�7���� �������<� ��� f �	���
��
�� @��� ��� ���&
�	� ����
��
�< ��� ����
 f �	�	�	
7��

���� 0� % 5� �	�� ����3

f(z) = f(1) · Γ(z) (∀ z ��� Re(z) > 0)

��<�
��� ���3 f(1) =
∫ ∞

0
e−tdt = [−e−t]∞0 = 1

������� ��� ��
���� ���� Γ(z) �"
 |z| 
	<K 6�����
3 ���� ��� ���� ���
������� ��������
������	� '����# ��� Γ(z) �"
 |z| 
	< �� �77
	D����
�K  ��!��	���
�3 ����� z = n ∈ N# n

	< % ��� ������ n! K
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

���� 5 �����
�����	� *����
�� 
� ��
 C− = {z ∈ C | z �= x ��� x ∈ R, x ≤ 0}� �
�
�/��� ��� �����
"��� ������� 5�	�� ����	�
���� �������� 0����� ���� �
�� ��� z ∈ C−�

Γ(z) =
√

2πzz− 1
2 e−zeH(z)  ���


zz− 1
2 = e(z− 1

2
) Log z

�� H(z) �
�� �� C− 	�������	� 4���
�� 
��� �
� 
� ����� ������!�
����

Wδ := {z ∈ C \ {0} | −π + δ < Arg z < π − δ} , δ > 0

��� |z| → ∞ ����� <�� ��	��

� �

�
1

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

,δ

π − δ

−π + δ



� 4�� x ∈ R, x > 0 �
���

Γ(x) =
√

2πxx− 1
2 e−xe

ϑ(x)
12x �
� 0 < ϑ(x) < 1

3� �
�� �C >����� �� ���
�
�� ���
�����+

��� H0(z) = (z + 1
2)(Log(z + 1) − Log z) − 1

#���� �� ��


A := C− ∩
{

z ∈ C | |z +
1
2
| >

1
2

}
4�� z ∈ A 
�� �����

H0(z) =
∑
ω≥2

ω ������

1
ω + 1

(
1

2z + 1

)
AHC

8�



��� ��	 ����� �������

3� �
�� �"
 |z + 1
2 | > 1

2 ���

|2z + 1| > 1 ⇒ | 1
2z + 1

| < 1

����
 �	���
��
� AHC �������<� �!�	��� ��� �	�7����� 1�������� �	� A ��� ���
����
 ���� �	�	�	
7�� ������	� ��� A� �"
 x ∈ R, x > 0 ���

log(x + 1) − log x = log
x + 1

x

= log
1 + 1

2x+1

1 − 1
2x+1

= log
(

1 +
1

2x + 1

)
− log

(
1 − 1

2x + 1

)

�"
 |y| < 1 ���3

log(1 + y) =
∑
ω≥1

(−1)ω+1

ω
yω AL��������������� ��� :	�
������C

����
 �	��

log(x + 1) − log x =
∑
ω≥1

(−1)ω+1

ω

(
1

2x + 1

)ω

+
∑
ω≥1

1
ω

(
1

2x + 1

)ω

= 2 ·
∑
ω≥1

ω ��������

1
ω

(
1

2x + 1

)ω

����
3

H0(x) = (x +
1
2
)[log(x + 1) − log x] − 1

=
∑
ω≥1

ω��������

1
ω

(
1

2x + 1

)ω−1

− 1

=
∑
ω≥2

ω������

1
ω + 1

(
1

2x + 1

)ω

)��	 ��� AHC �"
 x > 0# ���� ��� A ∩ R� �� !���� ������ �	� AHC �	�	�	
7� ��� A ����#
������� ��� ���� ���  ������������& ��� ��& A "!�
����

#���� �� 4�� z ∈ C−� |z + 1
2 | > 1 �
���

|H0(z)| ≥ 1
2

1
|2z + 1|2
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

3� �
�� �"
 |z + 1
2 | > 1 ��� |2z + 1| > 2# ���	 1

|2z+1| < 1
2 � ��� ωi = 1

2z+1 �

���� ��� ���� :���� 0

|H0(z)| ≤ 1
3
|ω|2 +

1
5
|ω|4 +

1
7
|ω|6 + . . .

≤ 1
3
|ω|2[1 + |ω|2 + |ω|4 + . . .]

<
1
3
|ω|2 +

1
1 − 1

4

(
ω <

1
2

)

=
4
9
|ω|2 ≤ 1

2
|ω|2

�"
 z ∈ C− ���

H(z) =
∞∑

n=0

H0(z + n) ��� :���������	� $�
	�

#����  � �
� $�
	� H(z) ���"���
��� ���
�	�/�
� ������ �� ��������� 7�
�������
"�� C− �� 
�� ��	�� �
�� 	�������	� 4���
��� 0� �
���

lim
|z|→∞
z∈Wδ

H(z) = 0 AHHC

3� �
�� ��� U ⊂ C� ��� z ∈ U � �"
 n ∈ N0# n 
	< ���3

|(z + n) +
1
2
| = |(n +

1
2
) − (−z)|

≥ |(n +
1
2
)| − |z| > 1

)��	 �	�� ���� :���� �3

|H0(z + n)| ≤ 1
2

1
|2(z + n) + 1|2

≤ 1
2

1
|2(x + n) + 1|2

≤ 1
2

1
n2

����� n ���� �	�� �	 
	<# ����

2(x + n) + 1 ≥ n, ���� x ≥ −(n + 1)
2

��
∑∞

n=1
1
n2 < ∞# �	���
��
� �	��� H(z) ��� K �������<� �!�	��� A,�
�������+

7���C�

8�



��� ��	 ����� �������

(� ��"� AHHC �"
 δ ����� &� &����# ���� �"
 δ < π
2 � �"
 �	���� δ ���3

Wδ = {z = x + iy ∈ C | x > 0 	��
 |y| ≥ C|x|}

��� �������� C = C(δ) > 0�
(� �!� ���� ���"
����� B��� N(δ) ∈ N# �	���� ∀ n ≥ N(δ) ��� ∀ z ∈ Wδ ���3

z + n ∈ C, |(z + n) +
1
2
| > 1

@��� :���� � ��� ����
3

|H0(z + n)| ≤ 1
2

1
|2(z + n) + 1|2

=
1
2

1
(2(x + n) + 1)2 + 4y2

(∀ n ≥ N(δ), ∀ z ∈ Wδ)

�"
 x > 0 ���

(2(x + n) + 1)2 + 4y2 ≥ (2x + 2n + 1)2 ≥ (2n + 1)2

�"
 |y| > C|x| ���3

(2x + 2n + 1)2 + 4y2 ≥ (2x + 2n + 1)2 + 4C2x2

≥ (2X0,n + 2n + 1)2 + 4C2X2
0,n

���

X0,n = − 2n + 1
2(1 + C2)

���� ��� ������	�

x �→ (2x + 2n + 1)2 + 4C2x2

����� �� X0,n ��
 ,������ ���

)��	 �D�����
� C1 = C1(δ) > 0 ���

H0(z + n) ≤ 1
(2n + 1)2

(∀ n ≥ N(δ), ∀ z ∈ Wδ)

��� ε > 0� ��
∑∞

n=0
1

(2n+1)2
�	���
��
�# �!� �� N(ε) ∈ N# �	����

∑
n≥N(ε) 1

(2n+1)2
≤ε�
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� �����
������ �	
��� � ������ ��������	�

��� N := max {N(δ), N(ε)}� ���� ��� �"
 ���� z ∈ Wδ3∑
n≥N

|H0(z + n)| ≤ C1

∑
n≥N

1
(2n + 1)2

≤ C1

∑
n≥N(ε)

1
(2n + 1)2

≤ C1 · ε

��� I��&� n < N A���� ���� ��
 ������� �����+C� �"
 |z| 
	< ��� ����3

|(z + n) +
1
2
| > 1

@��� :���� � �	�� ����
3

|H0(z + n)| ≤ 1
2

1
|2(z + n) + 1|2 → 0 (|z| → ∞)

 ������� �	��3

lim
|z|→∞
z∈Wδ

H(z) = 0

��� h(z) := zz− 1
2 e−zeH(z) ��� z ∈ C−�

#���� "� 0� �
���

A� h(z + 1) = z · h(z)

B� h(z) 
�� ����	�/��� 
� 1 ≤ x ≤ 2�

3� �
�� 0� (� ���

h(z) = e(z− 1
2
) Log z−z+H(z)

>��
�����3

h(z + 1)
h(z)

= e(z+ 1
2
) Log(z+1)−(z+1)+H(z+1)−[(z− 1

2
) Log z−z+H(z)]

= eH(z+1)−H(z)+(z+ 1
2
)[Log(z+1)−Log z]+Log z−1

= eH(z+1)−H(z)+H0(z)+Log z

= eLog z

= z
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��� ��	 ����� �������

����3

H(z + 1) − H(z) =
∞∑

n=0

H0(z + 1 + n) −
∞∑

n=0

H0(z + n)

= −H0(z)

�� e−z ��� !����
���� ��� 1 ≤ x ≤ 2# ���� |e−z | = e−x�
)�� Wπ/2 = {z ∈ C | x > 0} ��� H(z) → 0 �"
 |z| → ∞ ���� :���� 5�  ��!��	�%
��
� ��� H(z) ��� eH(z) ��� 1 ≤ x ≤ 2 !����
����� (� ���3

|zz− 1
2 | = |e(z− 1

2
) Log z|

= eRe[(z− 1
2
) Log z]

�	!��3

Re[(z − 1
2
) Log z] = Re[(x − 1

2
+ iy)(Log |z| + iArg(z))]

= Re[(x − 1
2
) Log |z| − y Arg(z)]

= y[(x − 1
2
)
Log |z|

y
− Arg(z)]

��� 1 ≤ x ≤ 2� �"
 y → ±∞ ��� Arg(z) → ±π
2 ��� Log |z|

y → 0�

�D

�
F

z1

z2

0 �Arg z1

Arg z2

���

�
�

�	

��
 L������� �	� (z − 1
2) Log z ��� ��� −∞ �"
 |y| → ∞# ���!��	���
� ���

eRe[(z− 1
2

Log z)] !����
�����

82
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������ �	
��� � ������ ��������	�

@��� :���� 8 ��� ��� ���& �	� �������� �D�����
� ��� A ∈ C− \ {0}# �	����

Γ(z) = A · h(z) (z ∈ C−)

@��� ��
 :����
������ ��
�	77�����	
��� ���3

Γ(
z

2
)Γ(

1 + z

2
) =

√
π21−zΓ(z)

,�� z = n ∈ N ���3
√

π = 2n−1 Γ(n
2 )Γ(1+n

2 )
Γ(n)

(� �	��3

√
π = A · 2n−1

(
n
2

)n/2−1/2
e−n/2eH(n

2
)
(

1+n
2

) 1+n
2

− 1
2 e−

1+n
2 eH( 1+n

2
)

nn− 1
2 e−neH(n)

= A ·
(
2n−1−n

2
+ 1

2
− 1+n

2
+ 1

2

)
·
(
n

n
2
− 1

2
−n+ 1

2

)
(1 + n)

n
2 e−

1
2 ·

(
eH( 1+n

2
)eH(n

2
)e−H(n)

)
= A · 2− 1

2 · n−n
2 (1 + n)

n
2 e−

1
2 ·

(
eH( 1+n

2
)eH(n

2
)e−H(n)

)
= A · (2e)− 1

2 (1 +
1
n

)
n
2 · eH( 1+n

2
)+H(n

2
)−H(n)

@��� :���� 5 ���3

H(
n

2
),H(

1 + n

2
),H(n) → 0 �"
 n → ∞

��
��


|1 +
1
n
|n → e ��� (1 +

1
n

)
n
2 → √

e

)��	 �	��3

√
π = A2−

1
2 �"
 n �→ ∞

⇒ A =
√

2π

��C @��� �C ��� �"
 x > 03
Γ(x) =

√
2πxx− 1

2 e−xeH(x)

8�



��� ��	 ����� �������

@��� :���� 0 ��� z = x > 0 ��� ω := 1
2x+1 ���3

H0(x) =
1
3
ω2[1 + ω2 + ω4 + . . .]

=
1
3

1
(2x + 1)2

1
1 − ( 1

2x+1)2

=
1
3

1
(2x + 1)2 − 1

=
1
3

1
4x(x + 1)

=
1
12

(
1
x
− 1

x − 1

)

⇒ 0 < H(x) =
∞∑

n=0

H0(x + n)

≤ 1
12

∞∑
n=0

(
1

x + n
− 1

x + 1 + n

)

≤ 1
12

1
x

���&� ϑ(x) := 12x · H(x)# ��
��� �	�� ��� >����7����

8.
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� �	
������	 ��������	�

	�� 
�����  ������!��� �������

���������� ��
 D ⊂ C �� f : D → C� 0� ���� ω ∈ C \ {0}� ������ ���� z ∈ D ⇒ z+ω ∈
D '��	� D 
�� 
�"��
��� ���� 7�������
���� ���	 ω�� :
�� ����

f(z + ω) = f(z) ∀z ∈ D

�� 	�
�� f A�������C 7�
�	����� ��� ��
�	�� ω�

/�����
� 
� ez �
� z ∈ C 	�� *��
��� 2πi



� sin z, cos z �
� z ∈ C 	���� *��
��� 2π

�������  �� f : D → C 7�
�	����� ��� ��
�	�� ω# �	 ��� g : 1
ωD → C, g(z) := f(z · ω) A���

g : 1
ω D :=

{
z
ω | z ∈ D

}
C 7�
�	����� ��� ��
�	�� 03

g(z + 1) = f(ω(z + 1)) = f(ωz + ω) = f(ωz) = g(z)

����
 ���� ��� ��� ������� ��� ������	��� f : D → C ��� ��
�	�� 0 !����
������  ��!�%
�	���
� ��� ����3

f(z + n) = f(z) ∀ z ∈ Z

��� ���������� ���������� ��� ��& C �	�	�	
7�� ������	� ��� ��
�	�� 0 ��� e2πiz� �����
������	� �7���� �� �	������ ���� ������� L	���+
��
 ���&�� �� �	������ �	
���# ���� ���3

D = Da,b := {z ∈ C | a < Im(z) < b}

�	!�� −∞ ≤ a < b ≤ ∞�

� D

�
F

�

!

Da,b
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� �	
������	 ��������	�

���� �� ��
 f : Da,b → C 	�������	 �
� *��
��� A� ���� 	�� f �
�� �	�
��
�����������

f(z) =
∞∑

n=−∞
ane2πinz (z ∈ Da,b)

�
� �
����
� ����
����� !��C�
����� an ∈ C�
�
� $�
	� 
�� ���
�	�/�
� ������ ���"������ �� !������� "�� Da,b �� �� �
�� �
� 4������

an =
∫ 1

0
f(z)e−2πinzdx (∀ n ∈ Z)

 ���
 z = x + iy0 �
� y0 ∈ (a, b) �����

�������

•  � ��
 �	�T&�������	
��� ��
� ��
 "!�
 ��� 
����� ��
��!�� ����
��
��

• ��� �	�
��

���� ����7
���� ��
 :��
���
���� �� e2πiz �

3� �
�� ��� D := Da,b� ,�� !��
����� ��� )!!�����

D → C, z �→ q := e2πiz

����� !����� D ��� ��� L���!���

R := {q ∈ C | r < |q| < R}

���

r := e−2πb, R := e−2πa

��� ��
 �	������	�3

e−2πb = 0 �"
 b = ∞
e−2πa = ∞ �"
 a = −∞

 � ��
 1��3

r < |q| < R ⇔ e−2πb < e−2πy < e−2πa

⇔ a < y < b ����3 z ∈ D

��'���
�3 F : R → C, F (q) := f(z)# ����� q = e2πiz ��� z ∈ D�

�C ���� ��� F �	����'���
�# ���� q = e2πiz = e2πiz′ ⇒ z − z′ ∈ Z# ���� z′ = z + n ���
n ∈ Z# �!�
 f(z′) = f(z + n) = f(z)# ���� f ��� ��
�	�� 0�

��C F ��� ��� R �	�	�	
7��

2�



��� !�� �� "	
������	 ��������	�

/����+���� �
�� ������ ��� �� ������ ��	� ���	� <��	 ��� %�
��
�+!����� �
���

∂

∂q
F (q) =

∂

∂e2πiz
F (e2πiz)

=
∂

∂e2πiz
f(z)

=
1

∂e2πiz

∂z

· ∂

∂z
f(z)

=
1

2πie2πiz
f ′(z)

=
1

2πiq
f ′(z)

3� �
�� AG	�	�	
7���%>����7���C ��� q0 ∈ R# ��� ����
�����

lim
q→q0

F (q) − F (q0)
q − q0

����� ���� �	�� (qν)ν∈N �� R ��� qν → q0 (ν → ∞), qν �= q0 ∀ ν� ���
��!� qν = e2πizν

��� q0 = e2πiz0 ��� zν , z0 ∈ D�
(� ���

0 ← qν − q0 = e2πizν − e2πiz0

= e2πiz0(e2πi(zν−z0) − 1)

����
3

e2πi(zν−z0) → 1

����
 �	��3

Log e2πi(zν−z0) → Log 1 = 0

���� Log ��� !�� z = 1 ������ @��� ��'����	� ���3

0
(ν→∞)← Log e2πi(zν−z0) = 2πi(zν − z0) + 2πimν (mν ∈ Z)

= 2πi(zν + mν) − 2πiz0

= 2πiz′ν − 2πiz0 ��� z′ν := zν + mν

⇒ z′ν → z0

20



� �	
������	 ��������	�

(� �	��3

lim
ν→∞

F (qν) − F (q0)
qν − q0

= lim
ν→∞

f(zν) − f(z0)
e2πizν − e2πiz0

= lim
ν→∞

f(z′ν) − f(z0)
e2πiz′ν − e2πiz0

���� f ��� z �→ e2πiz ���� 7�
�	����� ��� ��
�	�� 0

= lim
ν→∞

1
e2πiz′ν−e2πiz0

z′ν−z0

· f(z′ν) − f(z0)
z′ν − z0

=
1

2πie2πiz0
· f ′(z0)

����
 ��� F �� q0 �	�7��D ��E�
��&��
!�
�

@��� �1 0 ��� F (q) ���� :��
������������� �� a = 03

F (q) =
∞∑

n=−∞
anqn (q ∈ R)

��� �������<� �!�	��� ��� �	�7���� ⊂ R �	���
��
�# ���

an =
1

2πi

∫
|q|=ρ

F (q)
qn+1

dq (r < ρ < R)

�	!�� "!�
 ��� ���� ������ �� ������������ 7	������� ����� ��
��������� �
�������� ��
q = 0 �	� L����� ρ ����
��
� ��
��
��
��� �	��� ��� )������ ��� ���&��� @����%�
����� ��� ��
 ��� !����7���� �	
��� �	� an3
��� ������� �
�������� ��
� 7�
����
����
� ��
��

ϕ(x) = ρe2πix (0 ≤ x ≤ 1)

@��� ��'����	� �	�� ���	3

an =
1

2πi

∫ 1

0

F (ρe2πix)
(ρe2πix)n+1

· 2πi · ρ · e2πixdx

=
∫ 1

0

F (ρe2πix)
(ρe2πix)n

dx

,�� ����� ρ = e−2πy0 ��� y0 ∈ (a, b)� (� ��� e2πiz = e−2πy0 · e2πix = ρ · e2πix# ��
��

F (e2πiz) = f(z) ⇒ >����7����

/�����
� ��
 k ∈ N, k ≥ 2� ��
 H = D0,∞ = {z ∈ C | Im(z) > 0} �
� ����� )��������� ����
�
���

∑
n∈Z

1
(z − n)k

=
(−2πi)k

(k − 1)!

∞∑
n=1

nk−1e2πinz (z ∈ H) AHC

3� �
�� ��� L���� ����� �	� AHC �	���
��
� �������<� �!�	��� ��� �	�7���� �� C \ZJ A�"

��� ���� k = 2 ����� ��7�0# R0 >���7��� ���� ���& �# �����
3 π2

sin2 πz
=

∑
n∈Z

1
(z−n)2

# ��
 ����

2�



��� !�� �� "	
������	 ��������	�

k > 2 ��� �����	+C
 ��!��	���
� ��� ��� ����� ����� �	� AHC �	�	�	
7� ��� H� ���� ��
 �!�	����� �	���
��&
��� ��� ����� ����� �	� AHC 7�
�	����� ��� ��
�	�� 0# ��� ���	 ���� �	�
��
���������� ����
	!��� ���&�
@��� ��
 ��
����!
���&�
���� ��� �	������ ���3

π · cot(πz) =
1
z

+
∑
n∈Z
n �=0

(
1

z − n
+

1
n

) (z ∈ H)

abs.Konv.=
1
z

+
∑
n≥1

(
1

z − n
+

1
n

+
1

z + n
− 1

n
)

=
1
z

+
∑
n≥1

(
1

z − n
+

1
z + n

)

(� ���3

π · cot(πz) = π
cos πz

sin πz

= π
eπiz+e−πiz

2
eπiz−e−πiz

2i

= πi
eπiz + e−πiz

eπiz − e−πiz

= πi
e2πiz + 1
e2πiz − 1

= πi
q + 1
q − 1

= πi
(q − 1) + 2

q − 1

= πi(1 +
2

q − 1
)

= πi(1 − 2
∞∑

n=0

qn) (�	���
����� L����)

= πi − 2πi

∞∑
n=0

qn (|q| < 1, ����3 z ∈ H)

)��	 ��� ∀ z ∈ H3
1
z

+
∞∑

n=1

(
1

z − n
+

1
z + n

) = πi − 2πi

∞∑
n=0

e2πinz

>���� ������ ���� ��� �	�7���� �������<� �!�	��� �	���
���# �"
��� ���	 !����!� 	��
��E�
��&��
� ��
���� (����� )!������ �
�!�3

− 1
z2

−
∞∑

n=1

[
1

(z − n)2
+

1
(z + n)2

]
= −(2πi)2

∞∑
n=1

ne2πinz

⇒
∑
n∈Z

1
(z − n)2

= (2πi)2
∞∑

n=1

ne2πinz
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� �	
������	 ��������	�

��
  ������	� A�%��� )!������C �
���� ��� ∀ k ∈ N, k ≥ 23

(−1)k(k − 1)!
∑
n∈Z

1
(z − n)k

= (2πi)k
∞∑

n=1

nk−1e2πinz
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��� !���"����	 ��������	�

	�	 
��� ��!��� �������

����� �����	
��	����

6�!� �� �	�	�	
7�� ? ��
	�	
7�� ������	��� f ��� C# ������ &��� P
���� ���!�����Q
��
�	��� ��!��# ����
∃ ω1, ω2 ∈ C �����
 ���!���� "!�
 R# �	���� ���3

f(z + ω1) = f(z), f(z + ω2) = f(z) ∀ z ∈ C?

�������	�� (��� ��� C ��
	�	
7�� ������	� ��� ���� )!!����� f : C �→ C̄ := C ∪ {∞}#
��
�
� ����

�C S(f) := f−1({∞}) ����
�� �� C ���

��C f0 := f |C\S(f) �	�	�	
7� ��� ��� �	���� ��� ������ ��� S(f) �	�������� �����

���� f ��� g ��� C ��
	�	
7�# �	 ��� f0 + g0 ��� C \ (S(f) ∪ S(g)) �	�	�	
7� ��� ��� ��
S(f) ∪ S(g) ��
 ������������� ������
������� )��	 ��� f0 + g0 ���� ��������� �	
����&��
&� ����
 ��
	�	
7��� ������	� f + g ��� C� 6�����	 ��
� fg# f ′ ��� f

g ��'���
� Ag �����
��������� @���C�

��� ��� C ��
	�	
7��� ������	��� !����� ����� �$
7�
�

���������� 0
�� 7�
������ L ⊂ C 	�
�� 6����
 '
� 0���
��	�� ?����
��@�� ����� �� � �

���� R �
���� ���	/��
�� -�	��� ω1, ω2 ∈ C �
��� ������

L = Zω1 ⊕ Zω2 := {mω1 + nω2|m,n ∈ Z}

.�� ����� {ω1, ω2} �
�� >���� "�� %�

� L�

�
 �

ω1 = 1# ω2 = i

0
��

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� � � � � � � �

� L�

�
 �

��������
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�
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�
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�

�
�

�
�

�
�

/����+���� 
� .�� ��
�� ��
�	� '8�� {ω1, ω2} �� {ω′
1, ω′

2} �
�� ���� ���� 3����

��������� :
����� L�  ��� ∃M ∈ GL2(Z) =
{(

a b
c d

)
∈ M2(Z)|ad − bc = ±1

}
�
�

22



� �	
������	 ��������	�

(
ω′

1

ω′
2

)
= M

(
ω1

ω2

)
�



� ��� *��
��������
��
 L = Zω1 ⊕ Zω2 ⊂ C �
� :
����� ���� ��&�
��� ��� �
�� D;
"����������
�� �� C
���	

z ∼ z′ ⇔ ∃z − z′ ∈ L

4�� �
� D;
"����������� [z] "�� z �
��� [z] = z + L� �
� .���� ��� D;
"������������
����
�	��� ��� �
� C | L 'C ����� L��
3���	��� C | L 
�� �
� ���
�
"� :���� (C,+) ���
"
�
��� ���	 ��� <�������
��� (L,+)
�� 
�� ��	�� �
�� :���� ���� [z]+[z′] := [z+z′]� .�� ����� C | L ��� ��
�	����	
���
E���� z ∈ C 
�� /;
"����� � �
��� *��� 
� ��� 6
���������

F = F(ω1, ω2) = {t1ω1 + t2ω2 | 0 ≤ t1, t2 ≤ 1}

- �
 *���� �� F �
�� ���� ���� /;
"������  ��� �
� ���
�	 �
�� ���� �� ���������+
�
������� ��
��� ��� $/���� "�� F �
����� 9����
&�
��� ��� ����������
������ ��
����
�� ��	/�� ��� �
��� 7����

��������� �4

�����	� *��+�������� F���� �
��� ����7������� ������	� �� :
���� L
"�����	� ��� �
�� ��������	� 4���
�� f : C �→ C̄� ������ ���� �
���

f(z + ω) = f(z) ∀ ω ∈ L, ∀ z ∈ C

2�



��� !���"����	 ��������	�

/����+���� 
� 0� �
��� f(z + ω) = f(z) ∀ω ∈ L, ∀z ∈ C ⇔ f(z + ω1) = f(z), f(z +
ω2) = f(z) ∀z ∈ C�  ��� L = Zω1 ⊕ Zω2� 5� �
���� :��� ����� ��� ���
��
��	�
4���
���� ��	 �	77���%7�
�	������ ������	����



� 9�� c ∈ C̄ �� �
�� f(z) = c� �� �
�� ��	 f(z + ω) = c ∀ ω ∈ L� 0� 
�� ��	�� �
��"����
��3� "�� ��� <��������� ���� *��������� �	���	 L � �����	���




� �
� ���
��
��	�� 4���
���� �� :
���� L �
���� �
��� !6���� K(L)� �
���� ���	/��
��� ?!���������+!6����@ C '��	� !��������� �
�� '��
"
���� �
��� ���
��
��	� 4��+
�
���� 4������ f ∈ K(L) ⇒ f ′ ∈ K(L)


"� ��� <��� P����7������ ������	�Q ����� "�� ��� 7	���
� ��� ����7�������  ���
����
��� �
�� 9�������� ��������� :������� ∫ z

a

dt√
P (t)

 ���
 P (t) �
� *��1��� G� ���� H� :����� �	�� ��	����	� <��������� 
��� '��� ,���
��� 9�������� 	/��� "�� ��� ,�	� ��� ,����

√· 
� <����� �� "�� ��� ,�	� ���
9�������
��� ���� ����
�
��� 9�������� ������ �� ��
 ��� 3����	��� "�� %/���� "�� 0��
�����6���� .��
���� ��
��� '"���8�� �
� ?F���	�����
��@ �
��� ���
��
��	�� 9�������� 
�� �
�� ���
�+
�
��	� 4���
��� 9� �
���� �
��� 
�� �
� 7	���
� ��� ���
��
��	�� 9�������� ?/;
"�����@
�
� ��� 7	���
� ��� ���
��
��	�� 4���
�����
7	���
� ��� ���
��
��	�� 4���
����� ��	� ��	6� ���8
,������ 0��
���� 	���� 
	��� �������
��	�� <��� ���	 �
�	�� �
� ���
��
��	��
!�"�� � ��� %������� �
�� !�"�� 
� C2 ������� ���	 :��
�	���� ��� 4���
y2 = x3 + ax + b �
� a, b,∈ C� Δ := 4a3 − 27b2 �= 0� 0��
���� �
�� 
���	���� ��	�
�6���� ���	 ���
����� 4���
���� ��������
�
���  ������  /	���� ���
��
��	� !�+
"�� ��� �
����	��� 71�� "�� !�"�� �
��� ��� �
� ��� �
�	� ��	� �
�� '�
� 	����
?:���	���	� A@ ��  ����� ���	 ���
��
��	� 4���
���� ��������
�
�����

2.



� �	
������	 ��������	�

����� ��	 �������	���	� ����	

(� �!� 8 %
�"
�����	� �/���# ����� �!�� �	������� >�������� �"
 ��� (D�����& ����7��%
����
 ������	��� ���

���� � ��� #���,�

���	�� ������ 0
�� ���
��
��	� 4���
�� �	�� *��������� 
�� ��� ��+
�
��� �
�� ���������

3� �
�� ��� f ����7����� &�� 6����
 L� �"
 I���� z ∈ C �!� �� ���� ω ∈ L ��� z + ω ∈
F(ω1, ω2) = 6
��������� &�
 >���� {ω1, ω2}�
�� f ����7�����# ��� f(z + ω) = f(z)� ����
 ����� f ���	� I���� �����
 ��
�� ��� F(ω1, ω2)
��� >������3 F(ω1, ω2) ��� �	�7���+  �� ����
 f ��� C �	�	�	
7�# �	 ��� f ���!��	���
�
�����# ��� ���	 ��� F(ω1, ω2) !����
����# ���	 ���� ��� C !����
����� )��	 ��� f ���� ��&�#
!����
����� ������	� ⇒ f �	������ ���� ��� ���& �	� :�	������ A�1 0C�

���� � ��� #���,�

���	�� ������ 4�� ����� f ∈ K(L) �
���∑
z∈C|L

reszf = 0

'�����
�� ���� �
� "�����/��
��� >���������1���� ��� *��������� "�� � ����� %� ��� ��+
�
��� �
�� ����
�	8�

3� �
�� B��� &�������3 ��� ����� ����� ��� ������� ��� �	����'���
�+
 � ��
 1��3 G���� f ��������� ����� �	�� �	���	 L# �	 ����� f ��������� ����� �	�� �� F A����%
������� 6
���������C# �!�
 F ��� �	�7��� A⇒ !����
����C# ���	 ����� S(f) := f−1({∞})
����� G������7���� �� F� �
)��� ���3 resz0f(z) = resz0+ωf(z) ∀ω ∈ L# ���� ��� :��
������������� �	� f(z) �� z0+ω
��� ����� ��
 :��
������������� �	� f(z − ω) �� z0 ��� f(z − ω) = f(z)3∑

n≥n0

an(z − (z0 + ω))n

�"
 a ∈ C ��� Fa := a + F = {a + z | z ∈ F}�

2;



��� !���"����	 ��������	�

� D

�
F

Fa

a
������ a + ω1

�
�
�
�
�
�

a + ω2������
a + ω1 + ω2

�
�
�
�
�
�

���� ���� C|L ��� Fa A�	���	 L���������'����	���C ������'&��
� ��
���� A���
# ���� ���
z ∈ C# �	 ∃ ω ∈ L ��� (z − a) + ω ∈ F# ���� z + ω ∈ a + F = Fa)
,�� ����� a# �	���� ��� ��� L��� ∂Fa �	� Fa ����� �	�� �	� f �����# ���� f ��� ��� F ��

������� ����� �	�� A��	�C� ���� ������� ���  ���
� int Fa �	� Fa ���� ����� L�7
����������
I���
 �	������� �	� f �	���	 L�
@��� ��� L����������& ��� ����3

∑
z∈intFa

reszf =
1

2πi

∫
∂Fa

f(w)dw

�	!�� ∂F ���� ������ �� 7	������� ����� ��
�������� ��
�� ����
3

2πi
∑

z∈C\L
reszf =

∫
∂Fa

f(w)dw

=
∫ a+ω1

a
f(w)dw +

∫ a+ω1+ω2

a+ω1

f(w)dw

+
∫ a+ω2

a+ω1+ω2

f(w)dw +
∫ a

a+ω2

f(w)dw

�	!�� "!�
 ��� ����7
�������� 6�
������"��� ����
��
� ��
��

 � 8�  ���
�� ��!�������
� ��� w �→ w − ω1� ���� f(w − ω1) = f(w) ��� ���� ������
 ���
�� "!�
 ��3 ∫ a+ω1

a+ω1+ω2

f(w)dw = −
∫ a+ω1+ω2

a+ω1

f(w)dw

���	 �
�!� ��� ����� ��� 8� ��� ��� ��  ���
��� @���� (!���	 �	�� ���� 1
����	
����	�
w �→ w − ω2# ���� ��� ����� ��� 5� ��� ��� 0�  ���
��� @��� �
�!��
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� �	
������	 ��������	�

3���

��� 
� 0� �
�� ��
� f ∈ K(L) �
� ���� �
��� �
����	�� *�������� ����� L�



� 0
� f ∈ K(L) \ C 	�� �
�������� �
�� �
�������� �������� *�������� ����� L ����
�
�������� � �
 ����� L "����	
����� *����������

3� �
�� �C ���
 ���� ���& �+

��C ��� ��� �	����� 4����
�� �	� �C ����
 >������� �	� ���& 0�

���������� ��
 D ⊂ C ���� �� f : D → C̄ ��������	� f �≡ 0� ��
 z0 ∈ D�


� ��
 c ∈ C� .�� ���� ����� ���� f 
� z0 ��� ,��� c �
� ������������ k ∈ Z, k ≥ 0
���
���� �����

ordz0(f − c) = k

3���	��� ordz0(f − c) > 0 ⇔ f(z0) = c



� 9�� z0 *�������� "�� f ��� 2����� k ≥ 1 '���� ordz0f = −k�� �� ���� ���� ���� f

� z0 ��� ,��� ∞ �
� >
�����		�
� k ���
����

����  � � #���,�

���	�� ������ E���� f ∈ K(L) \ C �
��� ����� ,��� c ∈ C̄ �����
L ���
�	 ��� �� '�
� >
�����		�
��� ���/	����
:������ 9�� c ∈ C� �� �
���∑

z∈C|L
z ��
� *��

ordz(f − c) = −
∑

z∈C|L
z 
�� *��

ordzf

3� �
�� B��� &�������3 >���� ������ ���� �������3
�"
 P
�����Q ���	� �&��� �� ���& ��
�"
 P�����Q3 )���	����# f − c ��� ��������� ����� @���������� �	���	 L# ���� ��� f − c
��������� ����� @���������� �� F� �� F �	�7��� A⇒ !����
����+C ��� ���	 ��� @��������������
�	� f − c ����� G������7����� )!�
 ��� @���������� �� f − c ���� ��� @���������� ��
 ��� ���
6�!��� C \S(f) �	�	�	
7��� ������	� f0 − c A��� f0 := f |C\S(f)C� @��� ���  ������������&
A�1 0C �	��3 f0 − c = 0# ���� f0 ≡ c �	������ ⇒ f ≡ c �	������� �
���� ��� M
���� ��
 �	� z �	���	 L �!����# ��� ���
� A>��
����� ��� :��
�������������
��� !����&� f(z + ω) = f(z) ∀ ω ∈ L�C
��� c ∈ C ����� �� f ����� �	������# ���3

f ′

f − c
∈ K(L)

��



��� !���"����	 ��������	�

,�� ����� ���& � ��� ����� ������	� ���

0 =
∑

z∈C|L
resz

f ′

f − c

(� ���3

resz
f ′

f − c
= resz

(f − c)′

f − c
= ordz(f − c)

A����� >����� &�� @���% U �	��������&��������  ���
��+C� ����
3

0 =
∑

z∈C|L
z ���� �	�

ordz(f − c) +
∑

z∈C|L
z ��� �	�

ordz(f − c)

=
∑

z∈C|L
z ���� �	�

ordz(f − c) +
∑

z∈C|L
z ��� �	�

ordzf

Az �	� �	� f ⇔ z ��� �	� �	� f − c+C

���������� .�� ����� �
� 
� ���� G ���������� ���
�
"� ����� -�	� �
� M
���� "�� f
'��� f��

���� " �"� #���,�

���	�� ������ ��
 f ∈ K(L)\C �� ��
 α1, . . . , αr �� � β1, . . . , βs �
�
"�����/��
��� >���������1���� ��� <��+ �� � *��������� "�� f ����� L�  ���
 ���� <��+
�� � *�������� �
� ��������	����� >
�����		�
��� ����
���
���� �
���


� r = s



�
∑r

j=1 αj −
∑s

j=1 βj ∈ L ���� <��+  ��
��� ���� *��������� �
��� 
� :
����8

3� �
�� �C ��� ��� ��
 ���� c = 0 �� ���& 5+

��C B�� >����� !��$���� ��
 �	������3

#����� ��
 D �
� 0�����������
�� �� f �
�� �� D ��������	� 4���
�� �
� ���+
�
�	 "
���� <��+ �� *��������� a1, . . . , an� ��
 g : D → C 	�������	� ��
 C �
��
����� �
�� ������� ����	������� !�"� 
� D \ {a1, . . . , an}�
���� �
���

1
2πi

∫
C

g(z)
f ′(z)
f(z)

dz =
n∑

ν=1

χ(C; aν)ordaν f · g(aν)

3� �
�� 6�����	 ��� �� ���� g ≡ 1 A���& "!�
 ��� @� C�

�0



� �	
������	 ��������	�

��� ������	� g(z)f ′(z)
f(z) ��� ��� D \ {a1, . . . , an} �	�	�	
7�J

resz=aνg(z)
f ′(z)
f(z)

= ordaν f · g(aν)

,�� ����� ��� L����������& ��+

��
�� )!����
� ��
 α1, . . . , αr, β1, . . . βr �	���	 L ���� ��� �

������# ���� ���
α1, . . . , αr, β1, . . . βr ∈ intFa ��� �������� a ∈ C ���� f ��� �� F ��
 ������� �����
@���% U �	���������
,�� ����� ��� :���� �� ��� g(z) = z� ���� �	��

r∑
j=1

αj −
r∑

j=1

βj =
1

2πi

∫
∂Fa

z
f ′(z)
f(z)

dz

=
1

2πi

(
4∑

ν=1

∫
Cν

z
f ′(z)
f(z)

dz

)

�	!��3

• C1, . . . , C4 ��� �� >��� ����������� 6�
������"��� �����

•  ���
��
� ��
� "!�
 ��� L��� ∂Fa# ���� ������ ��
��������# 7	����� 	
������
��

• ,�� !������ ��� �	������	� "!�
 ��� ��������������+

C1������C4

�
�
�
�
�
�

C3

������

C2

�
�
�
�
�
�

(� ���3 ∫
C4

z
f ′(z)
f(z)

dz =
∫
−C2

(z − ω1)
f ′(z − ω1)
f(z − ω1)

dz (z �→ z − ω1)

= −
∫

C2

(z − ω1)
f ′(z)
f(z)

dz

= −
∫

C2

z
f ′(z)
f(z)

+ ω1

∫
C2

f ′(z)
f(z)

⇒ 1
2πi

(∫
C2

z
f ′(z)
f(z)

dz +
∫

C4

z
f ′(z)
f(z)

dz

)
=

ω1

2πi

∫
C2

f ′(z)
f(z)

dz

��



��� !���"����	 ��������	�

@��� �	
������&�� ��� f ��� C2 ����� @���% U �	��������� �� C2 �	�7��� ���# ��� ���	
C2 ��������� �� ����� ������� 	E���� L������� R AV(�������
�!���C# ��� ��� f �����
@���% 	��
 �	�������� ����
@��� �1 0 A���& "!�
 	E��� )!!������� ? ���& ��
 6�!�����
��� !&�� :���� &�

�	�	�	
7��� ��
&��C ���� ��� ���	 ���
��!��3

f(z) = eh(z) ∀ z ∈ R

�	!�� h(z) ��� R �	�	�	
7�� (� �	��3

f ′(z) = h′(z) · eh(z)

= h′(z) · f(z)

⇒ f ′

f
= h′

)��	 ��� h �����������	� �	� f ′
f ��� R�

@��� ��� L�����
���� �"
 ��
�������
��� �	�� ����
3∫
C2

f ′(z)
f(z)

dz = h(a + ω1 + ω2) − h(a + ω1)

(� ���3

eh(a+ω1+ω2) = f(a + ω1 + ω2) = f(a + ω1) = eh(a+ω1)

⇒ h(a + ω1 + ω2) − h(a + ω1) ∈ 2πiZ

����
3

1
2πi

(∫
C2

z
f ′(z)
f(z)

dz +
∫

C4

z
f ′(z)
f(z)

dz

)
∈ Zω1

(!���	 &��� ���3

1
2πi

(∫
C1

z
f ′(z)
f(z)

dz +
∫

C3

z
f ′(z)
f(z)

dz

)
∈ Zω2

�5



� �	
������	 ��������	�

����� ��	 �	�	����������	 ℘��� ����

����

�C �	���
����	� ����
 ����7������� ������	� ℘ &�� 6����
 L ��� �	�������� A&�����
 M
�%
���C ���� �� ��� ������� ��� L�

��C ,�� &���3 K(L) = C(℘) + ℘′C(℘) �	!�� C(℘) ��
 �$
7�
 ��
 
���	����� ������	���
�� ℘ ����

�	������	�3

�C L = Zω1 ⊕ Zω2 ⊂ C ������ 6����


��C �����
∑

ω∈L\{(0,0)} ���
��!� ���
∑′

ω∈L�

#����� ��
 r > 2� ���� 
�� ∑
ω∈L

′ 1
|ω|r < ∞

3� �
��

��� f : R2 \ {(0, 0)} → R, f(x, y) :=
|xω1 + yω2|r
|xi + y|r

���� ��� f(x, y) > 0# ���� ω1, ω2 ���� "!�
 R �����
 ���!����� ��
��
 ��� f �	�	�� �	�
6
�� @���# ����

f(λx, λy) = f(x, y) ∀ λ �= 0, ∀ (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)}

��
��
 ����� f ��� ��� �	�7����� S′ =
{
(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1

}
��
 ,������ ��# ���

���	 �	
� ���� ����� !����
���� ��
�� ��� C > 0�
����
 �	��3

|f(x, y)| ≥ C ∀x, y ∈ R2 \ {(0, 0)} (���
��!� z = |z|︸︷︷︸
λ

· z

|z| ∈ S′)

,�� ����� ���� �� ��� (x, y) = (m,n) ∈ Z2 \ {(0, 0)}� (� �	��3

1
|mω1 + nω2|r ≤ 1

C
· 1
|mi + n|r

���� ��� ,�I	
������
���
��� ��"� �� ���	 &� &����3

∑
(m,n)∈Z2

′ 1
|mi + n|r < ∞

>������3 (���������� @	
�3 |mi + n| =
√

m2 + n2�
)��� @	
��� ��� R2 ���� �O��������# ���!��	���
� ��� ��� ����������� @	
� �O�������� &�


�8



��� !���"����	 ��������	�

,�D������	
� A||(x, y)||∞ = max {|x|, |y|}C� �	����� ��"� �� ��� &� &����# ����

∑
(m,n)∈Z2

′ 1
||(m,n)||r∞

=
∞∑

N=1

#
{
(m,n) ∈ Z2 | ||(x, y)||∞ = N

} 1
N r

< ∞

:����� &� �����3 #
{
(m,n) ∈ Z2 | ||(x, y)||∞ = N

}
= 8N �

�

�

N

N

� � �

� �

� � �

����
 ��
� 	!�� L���� ��I	
����
� ����3

8 ·
∞∑

N=1

1
N r−1

< ∞ �� r > 2

�2



� �	
������	 ��������	�

���� �� 
� �
� $�
	�

℘(z) :=
1
z2

+
∑
ω∈L

′
(

1
(z − ω)2

− 1
ω2

)
z ∈ C \ L


�� �� !������� ⊂ C\L ���
�	�/�
� ������ ���"������ �� ��&�
��� �
�� 	������+
�	� 4���
�� �� C\L� �
��� 	�
�� ����
��
�<=���� ℘%������	�� �
� ℘+4���
�� 	��
*��������� ��� 2����� B 
� ��� *����� �� %�



� 0� �
���

℘′(z) = −2
∑
ω∈L

1
(z − ω)3

z ∈ C \ L

�
� 4���
�� ℘′
�� ������� �� 
�� ∈ K(L)�




� 0� �
��� ℘ ∈ K(L) �� ord ℘ = 2�


"� �
� 4���
�� ℘(z) 	�� � z = 0 �
� %�������� 
�����

℘(z) =
1
z2

+
∑
n≥1

(2n + 1)G2n+2z
2n (0 < |z| < ρ := min {|ω| | ω ∈ L,ω �= 0})

 ���
� G2k :=
∑
ω∈L

′ 1
ω2k

k ∈ N, k ≥ 2

�
� ����������� �	�	���� (���������
����� "�� :� 
�	� 2k � L �
���

3� �
�� �C ��� K ⊂ C \ L �	�7���� (� ���� |z| ≤ R ∀ z ∈ K� ��� ω ∈ L �	 ������# ����
|ω| > 2R� �"
 z ∈ K ��� �	���� ω ��� ����3∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ω2 − (z − ω)2

ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ω2 − (z2 − 2ωz + ω2)
ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ z(z − 2ω)
ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
,�� �����&� ��� 1�
�� ��
���� �!+

0� |z| ≤ R ���� �	
������&��

��

|z − 2ω| ≤ |z| + 2|ω|
≤ R + 2|ω|
≤ |ω|

2
+ 2|ω| =

5
2
|ω|

��



��� !���"����	 ��������	�

5�

|z − ω|2 = |ω − z|2
≥ (|ω| − |z|)2 (∗)
≥ (|ω| − R)2

≥ (|ω| − |ω|
2

)2

=
1
4
|ω|2

AHC3 !������3 |z| ≤ R < 2R < |ω| ���� ���� �	� ω�

)��	3 ∣∣∣∣ 1
(z − ω)2

− 1
ω2

∣∣∣∣ ≤ R · 5
2 |ω|

|ω|2 · 1
4 |ω|2

=
10R
|ω|3

@��� ��� :���� ��� ����
 ��� L���� ��� K �������<� �!�	��� �	���
���� @��� ���
���& �	� ����
��
�< ��� ℘(z) ��� C \ L �	�	�	
7�� @��� ��'����	� ��� ℘(z) �	77����
�	�������� �� L A��
 G��7����� �� z = ω ��� 1

(z−ω)2 C�

��C @��� ��� ���& �	� ����
��
�< ��
� ℘(z) ��������� �!������� ��
���3

℘′(z) = − 2
z3

− 2
∑
ω∈L

′ 1
(z − ω)3

= −2
∑
ω∈L

1
(z − ω)3

z ∈ C \ L

��� L���� ��� �!�	��� �	���
��� A��������� )
����� ��� 	!��+C�
��� ω0 ∈ L� ���� ���3

℘′(z + ω0) = −2
∑
ω∈L

1
(z + ω0 − ω)3

= −2
∑
ω∈L

1
(z − (ω − ω0))3

= −2
∑
ω∈L

1
(z − ω)3

(∗)

= ℘′(z)

AHC >������3 ,�� ω ��
������� ���� ω − ω0 ���� (������� ��� L# ���� L ��� �!������
6
�77�J �����
3 ��� L���� ��� �!�	��� ��� ����� ���� ��!����� �	���
����

�	����� ��� ℘′ ∈ K(L)
(� ���3 ℘′(−z) = −℘′(z)3 ���
+

���C &� &����3 ℘ ∈ K(L)# ���� ℘(z + ωj) = ℘(z) ∀ z ∈ C \ L, j = 1, 2�
(� ���3 ℘′(z + ωj) − ℘′(z) = 0 ���� ��C� ���� ℘(z + ωj) − ℘(z) ��� )!������ @���� ��

�.



� �	
������	 ��������	�

C \L 6�!���# �	�� ℘(z + ωj)−℘(z) = cj (∀ z ∈ C \L, j = 1, 2) ��� cj ∈ C �	�������
���&� z := −ωj

2 �∈ L�
���� �	��3

0 = ℘(
ωj

2
) − ℘(

ωj

2
) = ℘(

ωj

2
) − ℘(−ωj

2
) = cj

ord ℘ = 2 ���
# ���� ℘ ��� �� ��� ������� ��� L �	77���� �	���������

��C (� ���3

℘(z) =
1
z2

+ g(z) �	!��

g(z) =
∑
ω∈L

′
(

1
(z − ω)2

− 1
ω2

)
��� |z| < ρ �	�	�	
7�

���&������� )!������ �
�!�3

g(n)(z) = (−1)n(n + 1)!
∑
ω∈L

′ 1
(z − ω)2+n

(n ≥ 1)

����
3

g(n)(0) = (−1)n(n + 1)!
∑
ω∈L

′ 1
(−ω)2+n

= (n + 1)!
∑
ω∈L

′ 1
ω2+n

=
{

0 � ���
���
(n + 1)!G2+n � �
���

�����
3

g(z) =
∑
n≥0

g(n)(0)
n!

zn (|z| < ρ, !������3 g(0) = 0)

=
∑
n≥2

� �	���	

(n + 1)G2+nzn

=
∑
n≥1

(2n + 1)G2n+2z
2n

�;



��� !���"����	 ��������	�

���� � ���6�������
�
���	��� (�� ℘$*��+������ 0� �
���

℘′(z)2 = 4℘(z)3 − g2℘(z) − g3

 ���


g2 := 60 · G4

g3 := 140 · G6

�
� ����������� ����
��
�<%�	�������� ��� 6����
� : �
���

3� �
�� $��� ,�� &���# ����3

℘′(z)2 − 4℘(z)3 + g2℘(z) ∈ K(L)

���� ��!!�
� ������
���� �� z = 0 ���� G��
&� ����
����� ��� ��� G��7����� ��� ��� �	�%
������� 1�
� �����
 ������	�+

(� ���3

℘(z) =
1
z2

+ 3G4z
2 + 5G6z

4 + . . .

℘′(z) = − 2
z3

+ 6G4z + 20G6z
3 + . . .

�C ����
3

℘′ · ℘′ = (− 2
z3

+ 6G4z + 20G6z
3 + . . .) · (− 2

z3
+ 6G4z + 20G6z

3 + . . .)

=
4
z3

− 12G4
1
z2

− 40G6 − 12G4
1
z2

− 40G6 + . . .

=
4
z6

− 24G4
1
z2

− 80G6 + . . .

��C (!���	3

4℘3 =
4
z6

+ 36G4
1
z2

+ 60G6 + . . .

���C 4�� &����&�3

g2℘ = 60G4
1
z2

+ 0 + . . .

����
 �	��3

℘′2 − 4℘3 + g2℘ = −140 · G6(+ �$��
� 1�
��) = −g3

����
 ��� ���	 �� ��
 1�� ℘′2−4℘3 +g2℘ �� z = 0 ���� ��!!�
� ������
���� A���� G��7�����+C
��� ����� �	
� ��� ��
� −g3 ��� ���� ℘′2 − 4℘3 + g2℘ ∈ K(L) ��� ����
 ����� ������	�

�9



� �	
������	 ��������	�

�	�	�	
7� ��� C� �	����� ��� ���� ��� �
���� :�	����������� ���&

℘′2 − 4℘3 + g2℘ = const = −g3

3���

��� ��
 ω3 := ω1 + ω2 �� ��
  �
��� ej := ℘(ωj

2 ) �
� j = 1, 2, 3�
���� �
��

℘′2 = 4(℘ − e1)(℘ − e2)(℘ − e3)

/����+���� �
� -�	��� 0, ℘(ω1
2 ), ℘(ω2

2 ), ℘(ω3
2 ) �
�� $���/��������� ����� % ��� ��������+

��� B����������7����� ��� 6����
� :� ��	� ������
��� *���� z ∈ C|L �
� 2z ≡ 0 (L)� ��	�
2z ∈ L�
9� ��� 7���

2z ∈ L ⇔ z =
1
2
L =

{m

2
ω1 +

n

2
ω2 | m,n ∈ Z

}

3� �
�� (� ���3

−℘′(
ωj

2
)

i)
= ℘′(−ωj

2
)

ii)
= ℘′(

ωj

2
) = 0

�C ℘′ ��� ���
���

��C ���� ℘′ ��� ��
�	�� ω1, ω2, ω3

���� ���& � ���� ���	 e1, e2, e3 @���������� ��� ��!������ �	�F�	�� 4X3 − g2X − g3 ∈ C[X]�
B� &����3 ej �= ei �"
 j �= i A���	 ���� e1, e2, e3 ���� @���������� ��� �	�F�	��+C

 � ��
 1��3 )���	����# ei = ej �"
 ��� i �= j# ����3

ordωi
2

(℘ − ei) ≥ 2

ordωj
2

(℘ − ej) ≥ 2

����3 ℘(
ωj

2
) = ei

��� ℘′(
ωi

2
) = 0

����7
������ �"
 j�

���� ��
 )������ ei = ej �	�� ���	3

ordωi
2

(℘ − ei) ≥ 2

ordωj
2

(℘ − ei) ≥ 2

)!�
 ωi
2 �∼ ωj

2 mod L ���� i �= j� )��	 �	�� ord ℘ ≥ 4� �

.�



��� !���"����	 ��������	�

�	����� ���3

4X3 − g2X − g3 = 4(X − e1)(X − e2)(X − e3)

⇒ >����7����

�������	��

�C ��� K A&������� ��� ��
 )�����	� + ��� ��
 ,����7������	� ·C ��� �$
7�
� ����
���<� k ⊂ K 1����$
7�
# ����� (k,+) 4���

�77� �	� (K,+) ��� (k×, ·) 4���

�77�
�	� (K×, ·) ���� ���� ��� k &������� ��� ��
 �������
������ )�����	� + ��� ��

,����7������	� · ���!�� ��� �$
7�
� ,�� ����� K/k ���� �$
7�
�
�����
���

,
�	�
� 3 ,�� ���� K ��� k%����	

��� ��E����� ��� ��
 �����
�����7������	�
(λ, a) �→ λa ��� λ ∈ k, a ∈ K� ,�� ����� dimkK ��� �$
7�

�� �	� K/k ��� ���
��!�
���
�"
 [K : k] A>���7����3 [C : R] = 2, [K(L) : C] = ∞, [R : Q] = ∞C�

��C ����� K,K ′ �$
7�
� (��� )!!����� ϕ : K → K ′ ���<� '!6����+�)�������	
���#
����� ���3

ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b)
ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b)

ϕ(1) = 1

�����
 ���<�  �	�	
7������# ����� �
 !�I����� ���� G��
�"
 
����� ���	� ��� ��
I����������
 � ��
 1��3
��� a �= 0� ���� ���3 ϕ(a−1) · ϕ(a) = ϕ(a−1a) = ϕ(1) = 1 ⇒ ϕ(a) �= 0� )��	 ��� ϕ
��I������

����  �����+��������� 
� ��
 K+(L) = {f ∈ K(L) | f(z) = f(−z) ∀z ∈ C} ��� !6�+
��� ��� �
���� ����7������� ������	���� ���� 
�� �
� 5��
�����

ϕ : C[X] → K+(L), R(X) �→ R(℘)

��&�
��� �� �
� !6����	�������	
���� 9����������� 
�� ϕ ������
"� ��� 	�
��
C(℘) = K+(L)� ���� 
�� ���� ������ ���
��
��	� 4���
�� �
�� ���
����� 4���
�� 
�
℘�



� 0� �
�� [K(L) : K+(L)] = 2 �� {1, ℘′} 
�� 3��
� "�� K(L)/K+(L)� <��	 
� �
��
��	���

K(L) = C(℘) ⊕ C(℘) · ℘′

3� �
�� �C ��� P (X) ∈ C[X] ����� ��� @���7	�F�	�# grad P = n ≥ 1� ���� ��� P (℘) �����
��� @���������	�# ���� P (℘) ��� ���� �	������� ��
 M
���� 2n �� � A# �� ℘ �	�������
��
 M
���� � �� � ���C�

�� ℘ �
���# ��� ���� P (℘) �
��� ∀ P (X) ∈ C[X]� ����
 ��� ϕ ��'���
��

.0



� �	
������	 ��������	�

���
3 ϕ ��� G	�	�	
7������ A)����
��� �� ℘C

�"
 ��� @������� ���  �	�	
7������ 
����� �� ���� >��� ��C &� &����# ���� ϕ ��
I�����
���� )��	3 &���3 C(℘) = K+(L)# �� 
�����3 K+(L) ⊂ C(℘)�

#����� ��
 f ∈ K+(L) �
� S(f)(= f−1({∞}) ⊂ L� ���� 
�� f �
� *��1��� 
� ℘�

3� �
�� M��� (�����
����� ��� f �����%�	������� @��� ��� 0� :�	����������� ���& ���
���� S(f) �= ∅�
��� ω0 ∈ S(f)� @��� �	
������&�� ��� ���� ω0 ∈ L� �� �!�
 f(z + ω) = f(z) ∀ ω ∈ L
��$
� I���� ω ∈ L �	��� &� S(f)# ���� S(f) = L�  ��!��	���
� ��� ���� 0 ∈ S(f)�

���

f(z) = a−2nz−2n + �$��
� 1�
�� 0 < |z| < ρ, n ≥ 1, a−2n �= 0

��� :��
������������� �	� f �� 0� >������3 f ��� �
���+

(� ��� ����

℘(z) =
1
z2

+ �$��
� 1�
�� 0 < |z| < ρ

℘(z)n =
1

z2n
+ �$��
� 1�
�� 0 < |z| < ρ

���� ��� g := f−a−2n ·℘n �� z = 0 ����� �	� ��
 M
���� < 2n� )��� ���3 g ∈ K+(L)
A���� f, ℘ �
���C ��� S(g) ⊂ L�

��
���
� ��� ��� g �����	 �������� �	� f # ���� A���&������� )!&����� �	� �	���&��
�	� ℘C# �	 �
���� ��� ���� ������� ������ ���
����� ��� �	�F�	� P [X] ∈ C[X]# �	����
f − P (℘) �� z = 0 ���� ��!!�
� ������
���� ��� ��� �	
� ��� ��
� @��� ��������

�� f(z + ω) = f(z) ∀ω ∈ L# ��� ���	 f −P (℘) ��&# ���	 �	������ @��� ���� :�	������ �

)��	 f = P (℘)�

��� f ∈ K+(L), a �∈ L� ��� a ���� �	������� ��
 M
���� N ≥ 1 �	� f � ���� ���
(℘(z) − ℘(a))N ���� @��������� �� z = a ���������� ��
 M
���� N � ���� ���

g(z) := f(z) · (℘(z) − ℘(a))N

���� ��!!�
� ������
���� �� z = a� �� f �	���	 L ��������� ����� �	�������� ���# �!�
�� ���	 aj ∈ C \ L (j = 1, . . . ,m) ��� Nj ∈ N (j = 1, . . . ,m)# �	����

G(z) := f(z) ·
m∏

j=1

(℘(z) − ℘(aj))Nj

�$������� �	�� �� L ����

>������3 G ∈ K+(L)� ������ ��� ����
 ��� :���� ��� G ��# �	 �	�� G ∈ C(℘)�

.�



��� !���"����	 ��������	�

��C ��� f ∈ K(L)� ���� ��� ���� f(−z) ����7����� &� L� ���

f1(z) :=
f(z) + f(−z)

2

f2(z) :=
f(z) − f(−z)

2

���� ��� f1, f2 ∈ K(L)# f1 ��� �
���# f2 ��� ���
����
��
��
 ���

f = f1 + f2 = f1 + ℘′ f2

℘′

�	!�� �
���# ���	 ∈ K+(L)� ����
 ��� f ∈ K+(L) ⊕ K+(L)℘′# ���	 �
&���� {1, ℘′}
��� K+(L)%����	

��� K(L)�

��
��
3 0 ��� ℘′ ���� "!�
 K+(L) �����
 ���!����3

g · 1 + h · ℘′ = 0 (g, h ∈ K+(L))
⇒ h = 0

���� �	��� �$���� ��� ������<��# ����3

℘′︸︷︷︸
���
���

= − g

h︸︷︷︸
gerade

`

⇒ g = 0

)��	 ��� {1, ℘′} >���� �	� K(L) "!�
 K+(L)�

.5
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������	 ��������	�

����! ��� ��	����	 "�	��	


��� L = Zω1 ⊕ Zω2 ���� �������

���� � ����� ,�� 7��
�� ��
�� α1, . . . , αr �� β1, . . . , βr �� �
�� r *���� 
� C� �
� �
�
>
�����		�
��� �����	�� �6����� ����� ���� ���� �
�� "����	
���� �
��� 0� ����� αi �∼ βi

����� L ∀i, j = 1, . . . , r� 0� ��
��
��� ���� ���� �
� f ∈ K(L) �
� <��������� α1, . . . αr

�������
"� *��������� β1, . . . , βr '�
� >
�����		�
��� ���/	����  ����

r∑
i=1

αi =
r∑

i=1

βi AHC

3� �
�� 6�!� �� f ∈ K(L) ��� ��� ����!���� (�����������# �	 ��� AHC ���� ���& 8�

6���� ������
� AHC�
$��� ,�� �	���
���
� f ��� W�	����� &����
 ��&�
 ������	���# �	!�� B����
 ��� @����

��� G���� ��
 �	� ,�
�������(��	�� σ+4���
�� �	���
���
� ��
����

#����� ��� �����
�	� *�����

σ(z) = z ·
∏
ω∈L
ω �=0

(1 − z

ω
)e

z
ω

+ 1
2
( z

ω
)2

	�
�� ����
��
�<=���� σ%������	��


� �
� 4���
�� ���"���
��� ����
��� �� 
�� �� C 	�������	 �
� <��������� ������ 2��+
��� 
� ��� *����� "�� L �� ����� <������������
�



� 0� �
��

σ(z + ω0) = eaω0z+bω0σ(z) ∀ z ∈ C, ω0 ∈ L

 ���
 aω0, bω0 ∈ C "�� ω0 ��	/��
�� �������� -�	��� �
���

3� �
�� ��� ������	� σ �	���
���
� ��� ��� G���� ��� ����
��
�<=����� �
	�������&�� A��7� 0#
R �# ���& 8C# ���� ��� ����� ���� ��&� ������	� ��� @���������� �
���
 M
���� ���� �� ���
������� ��� L \ {∅} ��� G���� ��� )����&��3∏

ω∈L
ω �=0

(1 − z

ω
)ePω(z)

�	!�� ��� �	�F�	�� Pω(z) ��
�� )!!
����� ��
 L����

∑
ν=1

1
ν
(
z

ω
)ν |z| < ω

�
������ ��
����

.8



��� !���"����	 ��������	�

6���� ��� !�� ��
 4���
������ ��� �
	������∏
n∈Z
n �=σ

(1 − z

ω
)e

z
n A��7� 0# R �# >�7� �C

&��� ��� ������# ���� ��� �	�7���� K ⊂ C ���3∣∣∣(1 − z

ω
)e

z
ω

+ 1
2
( z

ω
)2 − 1

∣∣∣ ≤ CK
1

|ω|3

��� CK ��
 �	� K �!�����

��
∑

ω∈L
′ 1
|ω|3 < ∞ A:���� R ��5C �	�� ���� ���& 5# R 5# ��7� �# ���� ��� �
	���� ��!�����

�	���
��
� ��� σ(z) ���� ��� C �	�	�	
7�� ������	� ����

��� )����� "!�
 ��� @���������� ��� ���� ���
�

σ(z) ��� σ(z + ω0), ω0 ∈ L, ��!�� ��� ������� @����������# ����
 ���

σ(z + ω0)
σ(z)

��& ��� ������������
���

�� C (�������
�!��� ���# ���3

σ(z + ω0)
σ(z)

= eh(z) z ∈ C

��� h(z) ��&# ����

σ(z + ω0) = eh(z) · σ(z)

(� ��"� &� &����# ���� h′′(z) = 0 ∀ z ∈ C \ L�

(� ���3

σ′(z + ω0) = σ′(z) · eh(z) + σ(z)h′(z)eh(z)

���	3 h′(z) =
e−h(z)·σ′(z+ω0)−σ′(z)

σ(z)

=
σ′(z + ω0)
σ(z + ω0)

− σ′(z)
σ(z)

z �∈ L

B� &���� ��� ���	# ���� (
σ′

σ

)′
(z + ω0) =

(
σ′

σ

)′
(z) (∀ z �∈ L)

���� �	�� �"
 ���� ω0 ∈ L �����# ���� ��
 &����# ����
(

σ′
σ

)′
����7����� ��� A!&�� :C� ,��

.2



� �	
������	 ��������	�

!������3

σ′

σ
= (log ◦ σ)′ = �	�
��������� )!������

��
 &����3
(

σ′
σ

)′
= −℘(z)

��� ������	� σ(z)
z ��� !�� z = 0 ���� ��!!�
� ������
�����

�"
 |z| < ρ = min {|ω| | ω ∈ L,ω �= 0} ���� ���� ����	
�� ��� �
	������ �= 0� @��� ��7� 0#
R �# ���& 0# ��C ��� ����

log
σ(z)

z
=

∑
ω∈L

′ Log
(
(1 − z

ω
) + e

z
ω

+ 1
2
( z

ω
)2
)

+ 2πimz

z ���� 0=
∑
ω∈L

′ Log

(
(1 − z

ω
) +

z

ω
+

1
2
(
z

ω
)2
)

+ 2πimz

��� L����
∑

ω∈L
′ . . . ��� ��� �	�7���� K ⊂ Uρ(0) �������<� �!�	��� �	���
����  � ��


1��3

log(1 − z

ω
) = −

∑
ν≥1

1
ν

(
z

ω
)ν

∣∣∣∣log(1 − z

ω
) +

z

ω
+

1
2
(
z

ω
)2
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
ν≥3

1
ν
(
z

ω
)ν

∣∣∣∣∣∣
≤

∑
ν ≥ 3| z

ω
|ν

= | z
ω
|3 1

1 − | z
ω |

≤ Ck
1

|ω|3

�	!�� Ck ��
 �	� k �!���� ���� A1 − | z
ω | ≥ 1

2 �"
 ω 
	<C
��� >����7��� �	��# ��

∑
ω∈L

′ 1
|ω|3 < ∞�

��� ��� z ���� !�� ��

z �→ 2πimz = log
σ(z)

z
−

∑
ω∈L

′
(

log(1 − z

ω
) − z

ω
− 1

2
(
z

ω
)2
)

���� ��� 
����� ����� ����� ���# ��� mz �	�������

.�



��� !���"����	 ��������	�

6���������� )!������ �
�!�3

∂
∂z (σ(z)

z )
σ(z)

z

=
∑
ω∈L

′
(

− 1
ω

1 − z
ω

+
1
ω

+
z

ω2

)

����
σ′(z)
σ(z)

− 1
z

=
σ′(z)z−σ(z)

z2

σ(z)
z

= −
∑
ω∈L

′
(

1
ω − z

− 1
ω
− z

ω2

)
z �= 0

����
σ′(z)
σ(z)

=
1
z
−

∑
ω∈L

′
(

1
ω − z

− 1
ω
− z

ω2

)
z �= 0

��� 6������� ��� �"
 ���� z ∈ C, z �= 0 ��� Pz ���� !�� �Q� @��� ���  ������������& ���
������� ∀z ∈ C \ L�

)��	 ��� (σ′
σ )′(z) = −℘(z)� ��
��� �	�� ��� :�����

�����
 �� >����� ��� ���&�� �	� )!���

���&�3 ω0 =
r∑

i=1

αi −
r∑

i=1

βi ∈ L

��� f(z) =
σ(z − α1 + ω0) ·

∏r
j=2 σ(z − αj)∏r

j=1 σ(z − βj)

���� ��� f ��� C ��
	�	
7� ��� ��� ���� :���� 0 ��� ����7
�������� @���% U �	��������
��� ����7
�������� ��������������� @���% U �	�������� �$���� ���� �������� �����!��# ����
αi �∼ βj ∀i, j ∈ {1, . . . , r} ��
�

��
��
 ��� ���� :���� ��C ∀ ω ∈ L3

f(z + ω) =
σ(z − α1 + ω0 + ω)

∏r
j=2 σ(z + ω − αj)∏r

j=1 σ(z + ω − βj)

=
eaω(z−α1+ω0)+bω ·∏r

j=2 eaω(z−αj)+bω∏r
j=1 eaω(z−βj)+bω

· σ(z + ω0 − α1)
∏r

j=2 σ(z − αj)∏r
j=2 σ(z − βj)

= eaωω0e(− Pr
j=1 αj+

Pr
j=1 βj)aωf(z)

= f(z)

..



� �	
������	 ��������	�

.;



� �������
�	�

��� "���#����

%��� %�
���&&& ,	����	
��� ���� ��� ��
 	!�
�� G��!�!���

H = {z ∈ C | Im z > 0}

�	�	�	
7�� ������	���# ��� ������ �������� 1
����	
����	������&� ����
 ����
���� 6
�7%
7�� �	� �!
	���� �����
�� 1
����	
����	��� ��!���

%���	��&&&

SL2(R) = {M ∈ M2(R) | det M = 1}

��� 6
�77� ����
 ��$�������
 ,��
�&�������7������	��

>������3

detAB = det A · det B

detA−1 =
1

detA
����� A ����
���
!�


-����

M =
(

a b
c d

)
∈ SL2(R)

��'���
� ���� �	������� �!
	���� �����
� 1
����	
����	� A���� .6�
������������
�� �%
�����C �	� H �� ����3

z �→ az + b

cz + d

 � ��
 1��3 ��� z ∈ H� ���� ��� cz + d �= 0� A���� ��
� cz + d = 0, c �= 0 ⇒ z = −d
c ∈ R

����� �� HJ c = 0 ⇒ d = 0 � &� ad − bc = 1C

.9



� #���� �
�	�

��
��
3

Im(
az + b

cz + d
) = Im

(az + b)(cz + d)
|cz + d|2

= Im
ac|z|2 + adz + bcz̄ + bd

|cz + d|2 (z = x + iy)

=
(ad − bc)y
|cz + d|2

=
y

|cz + d|2 > 0

(��� ,	����	
� �	� 6������ k ��� ���� ���� �	�	�	
7�� ������	� f : H → C# ��� A��!��
������ P�����������Q B����&�	
������&����C �	������ 1
����	
����	����
������ ���3

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)k · f(z) ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ

�	!�� Γ ⊂ SL2(R) ⊂ M2(R) ∧= R4 ���� ����
��� 4���

�77� ����

#��� Γ = SL2(Z) =
{(

a b
c d

)
∈ M2(Z) | ad − bc = 1

}
�

G��
!�� ��� k ���� �	
��!��� �����# ����� ������� ��&� B����

������� X!�
 ��� 1��	
�� ��
 ,	����	
��� ��� ��� ������	������	
�� ������� )����%
����� ��� ��� B��������	
��+ ���� �	�� �	�����
� ��
��� ��� ����� >���7��� ��� ��
 1��	
��
��
 ��&&������ O���
�������� �	
���3

/�����
� ��
 m ∈ N� ��
 A ∈ Mm(Z), A = (aμν)1≤μ,ν≤m�
>�������������


� A ��
 ������� ��	� aμμ 
�� ������ ∀ μ = 1, . . . ,m�



� A �1�����
��	� ��	� A = A′ 'I��������
���� .���
��

4�� x ∈ Mm,1(R) ∼= Rm ����� Q(x) := 1
2x′Ax ∈ R�

���� �
�� �
� x = x1e1 + . . . + xmem 'eν � ν+��� 0
�	�
��"�������

Q(x) =
1
2
(x1e

′
1 + . . . + xme′m)A(x1e1 + . . . + xmem)

=
1
2

∑
1≤μ,ν≤m

xμxν e′μAeν︸ ︷︷ ︸
=aμν

=
∑

1≤μ,ν≤m

aμνxμxν +
m∑

ν=1

aνν

2
x2

ν ���� aμν = aνμ

= ������	�
�� ;�����
��	� 4��� 
� ��� ?F�����
�����@ x1, . . . xm

-����"�����������




� A '�� � Q� ��
 ���
�
" ��&�
�� ��	� Q(x) > 0 ��� x �= 0�

;�



��� #���������

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

2
2

� � �
2

⎞
⎟⎟⎟⎠ ������� >������������ 
�+


��

Q(x) = x2
1 + . . . x2

m

���������� ��
 n ∈ N�

rQ(n) := # {x ∈ Zm | Q(x) = n}
= 5���	� ��� ������������ "�� n ���	 Q

#���� �� rQ(n) < ∞

3� �
�� @��� :) 0 ��� A "!�
 R A��
�� ���� 	
��		���� ,��
�DC ���	�������
!�
# ����

∃U ∈ GLm(R) A��� U ′U = E)

�	����

U ′AU =

⎛
⎜⎝λ1

� � �
λm

⎞
⎟⎠ (��� λν ∈ R ∀ ν)

�� Q > 0# ���

λν = e′ν

⎛
⎜⎝λ1

� � �
λm

⎞
⎟⎠ eν

= e′νU
′AUeν

= (Ueν)′A(Ueν) > 0

���� Ueν > 0� ��� M := {x ∈ Rm | Q(x) = n}�
����	��	�� , ��� �	�7����

3� �
�� (� ���3

Q(x) =
1
2
x′Ax

=
1
2
x′U ′−1

⎛
⎜⎝λ1

� � �
λm

⎞
⎟⎠U−1x

=
1
2
(U ′−1x)′

⎛
⎜⎝λ1

� � �
λm

⎞
⎟⎠ (U−1x︸ ︷︷ ︸

=:y

)

;0



� #���� �
�	�

���� ���3

M =

{
Uy | 1

2

(
m∑

ν=1

λνy
2
ν

)}
= >��� ��
 �	�7����� ,��� ����
 U

=

⎧⎪⎨
⎪⎩y ∈ Rm |

m∑
ν=1

λνy
2
ν︸︷︷︸

(
√

λνyν)2

= 2n

⎫⎪⎬
⎪⎭ (>������3 λν > 0 ∀ ν)

�� U ����� ���# ��� ����
 ���� M �	�7����

(� ��� ���	

{x ∈ Zm | Q(x) = n} = M ∩ Zm

= ������� ����
 �	�7����� ,��� ��� ����
 ���I������ ,���

���	 ��������

�������������

,�� �!� ���� �6��
�	�� ����� 	��
 &�������� ��F�7�	������ (n → ∞) �	
��� �"
 rQ(n)
���

/�����
�

A =

⎛
⎜⎝2

� � �
2

⎞
⎟⎠ , Q(x) = x2

1 + . . . + x2
m

���� 
�� rQ(n) = 5���	� ��� ������������ "�� n ��� ���� "�� m ������	�
��� =��������

%�	������ '(�����) ,�� ��'���
� ��� 7	�����
	�

ϑQ(τ) :=
∑

x∈Zm

e2πiQ(x)τ (τ ∈ H)

�	
��� ��� ����3

ϑQ(τ) = 1 +
∞∑

n=1

rQ(n)e2πinτ AHC

���� ϑQ(τ) ��� ��� �
&������ �	�
��

���� ��
 �
������������ ������	� rQ(n)�

#���� �� ϑQ(τ) 
�� �� ��������� 7�
������� "�� H ���
�	�/�
� ������ ���"������� 9��+
��������� 
�� ϑQ(τ) �� H 	�������	 �� �� �
�� 'J��

3� �
�� ���
S(τ) :=

∑
x∈Zm

|e2πiQ(x)τ | =
∑

x∈Zm

e−2πQ(x)v (��� τ = u + iv)

;�



��� #���������

��� ‖·‖ ��� ����������� @	
� ��� Rm� ��� ������ ������	� Q(x) Ax ∈ RnC ����� ��� ���
�	�7����� {x ∈ Rm | ‖x‖ = 1} ��
 ,������ ��� ���� Q(x) > 0 ∀ x �= 0 �!� �� ���	
c > 0# �	����

Q

(
x

‖x‖
)

≥ c ∀ x ∈ Rm, x �= 0

(� �	��3

Q(x) ≥ c ‖x‖2 = c

(
m∑

ν=1

x2
ν

)
∀ x ∈ Rm

����
3

S(τ) ≤
∑

x∈Zm

e−2πc(x2
1+...+x2

m)v

=

(∑
λ∈Z

e−2πcλ2v

)m

(v ≥ ε > 0# ���� z ∈ �	�7�����)

≤
(∑

λ∈Z

e−2πcελ2

)m

=

(
1 + 2 ·

∞∑
λ1

e−2πcελ2

)m

< ∞

A��
������ ��� ��
 �	���
������ L����3 0 < q := e−2πcε < 1C

�	���������� ���
�����

�C ��� N ∈ N ��� ���� �	� Q# ���� N ��� ��� �������� 7	������ ��&� B��� # �	���� N ·A−1

�����
 �
��� ����

/�����
�

A =

⎛
⎜⎝2

� � �
2

⎞
⎟⎠ 	�� ���� 4� �����

A−1 =

⎛
⎜⎝1/2

� � �
1/2

⎞
⎟⎠ ⇒ 4 · A−1 =

⎛
⎜⎝2

� � �
2

⎞
⎟⎠

���3 Γ0(N) :=
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z) | N |c

}
���� ��� Γ0(N) A����
���C 4���

�77� �	� SL2(Z) A�
�����C ��� ϑQ ∈ Mm/2(Γ0(N))
= C%����	

��� ��
 ,	����	
��� �	� 6������ m

2 &�
 6
�77� Γ0(N)�

;5



� #���� �
�	�

{f : H → C |f �	�	�	
7�,

f

(
az + b

cz + d

)
= Em

(
a b
c d

)
(cz + d)m/2f(z)∀

(
a b
c d

)
∈ Γ0(N)

f ��� 	�������	 
� ∞ ��� �� ����� ����
�� ��
����}

�	!�� Em

(
a b
c d

)
���� ������ 8%�� (���������
&�� ��� ��� zm/2 := em/2 Log z Az ∈

C, z �= 0C# ���� m ��
 �
���� A(� ��� Em

(
a b
c d

)
= ±1# ����� m �
���+C

��� >������ 	�������	 
� ∞ !�������3 ������ ��� ��� 1
����	
����	������& �"

f ��� M = ( 1 1

0 1 ) �� Az �→ z + 1C# �	 '���� ��� f(z + 1) = f(z)� )��	 ��� f ����
��7���� ��0 ���� �	�
��
����������

f(τ) =
∑
n∈Z

ane2πinτ

,�� '���� an = 0 ∀n < 0� ���� F (q) := f(z) Aq = e2πiz, 0 < |q| < 1C ��� ��!!�
�
������
���� �� q = 0�

 �� m ���
���# �	 ��� ��� ��� 	��������� :� 
�	� 3 1��	
�� ���
 ���� ������
��
+

��C dim Mm/2(Γ0(N)) < ∞ A������
��
 &� !�������+C

���C �"
 m ≥ 4 ��� ��� ���� ��
���� ������&�
����

Mm/2(Γ0(N)) = Em/2(Γ0(N)) ⊕ Sm/2(Γ0(N))

�	!�� Em/2(Γ0(N)) ��
 �	� ��� �	�������� 0
������
���
	�� �����7����� ����	
%

��� ��� ��� Sm/2(Γ0(N)) ��
 4���

��� ��
 �7��&���	
����

A,�� �	
��
�3 ���� �	�������� 1�
�� �� ��� �	�
��
������������ �	� f ���� @���#
���!��	���
�3 a0 = 0# ���� f(τ) =

∑∞
n=1 ane2πinτ C

�"
 m ≥ 4# m �
��� ��� Em/2(Γ0(N)) ���� >���� �	� ����&��������� ������	���#
��
�� �	�
��
�	�T&������ ��
�� ��������
� 1����
������ ��!�� ��
����

/�����
� k ∈ 2N, k ≥ 4� ���� Ek(SL2(Z)) = CEk�  ���


Ek(τ) :=
1
2

∑
ggT (c,d)=1

1
(cτ + d)k

(τ ∈ H)

�����
�� ���� ���� *���� (c, d) ∈ Z2 �
� ggT (c, d) = 1� .�� ��
���

Ek(τ) = 1 + ck

∞∑
n=1

σk−1(n)e2πinτ

σk−1 =
∑
d|n
d>0

dk−1

ck = !��������

;8



��� #���������

������	�� �"
 ������ m ��� 	�� Sm/2(Γ0(N)) = {0}# ���� �"�
� ���� &� �D7��&����
�	
���� �"
 rQ(n)+

/�����
�

m = 4, A =

⎛
⎜⎜⎝

2
2

2
2

⎞
⎟⎟⎠

Q(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4,
m

2
= 2, N = 4.

.��  �
�

S2(G0(4)) = {0} , dim M2(Γ0(4)) = 2
M2(Γ0(4)) = E2(Γ0(4))

= C(P (τ) − 4P (4τ)) ⊕ C(P (τ) − 2P (2τ))

 ���


P (τ) =
3
π2

∑
n∈Z

∑
m∈Z
m�=0

(m + nτ)−2

= 1 − 24
∞∑

n=1

σ1(n)e2πinτ

�� ϑQ ∈ M2(Γ0(4))� ��
��
���� α, β ∈ C �
�

ϑQ(τ) = α(P (τ) − 4P (4τ)) + β(P (τ) − 2P (2τ))

3���
���� "�� α �� β ���	 >�����
�	 ��� ������ ��
��� 4��
�����C�
����� ��
��
��� ��
���8

1 = α(−3) + β(−1)
rQ(1) = 8

�����

1 = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4

�� 
�� ���� �
� xν = ±1� ���� ������� �
�� <���
��	���

8 = α(−24 − 0) + β(−24 − 0)

;2



� #���� �
�	�

��	���

1 = −3α − β

8 = −24α − 24β

⇒ α = −1
3
�� β = 0

5����

ϑQ(τ) = −1
3
(P (τ) − 4P (4τ))

>�����
�	 ��� 4��
�����C�
����� �� ��
��� ��
��� ∀ n ≥ 1 ���
���

ϑQ(n) = −1
3
(−24σ1(n) + 4 · 24σ1(

n

4
))

!��"���
���

σ1(
n

4
) = 0 ��� 4 � n

�����

P (4τ) = 1 − 24
∑
n≥1

σ1(
n

4
e2πinτ )

⇒ rQ(n) = 8(σ1(n) − 4σ1(
n

4
))

9������������

rQ(n) ≥ 1 ∀n ≥ 1

/�����
 �/�8��� (�� #���������	�� "$9��(����$������ n = p ��
�� ����
RQ(p) = 8(σ1(p)−4σ1(p

4 )) = 8(1+p)� 9�� Sm/2(Γ0(N)) �= {0}� �� ������� ��� 
�5����
�� ��1�����
��	� 4������ ��� rQ(n) �
� n → ∞� 9� ��� 7���

ϑQ = '0
������
�����
�� K '��
��������������
��

.��  �
�� ')�����

f(τ) =
∞∑

n=1

ane2πinτ ∈ Sm/2(Γ0(N))

⇒ an = O(nm/4) n ≥ 1

��	���

rQ(n) = (���������� 7�
������� ��� :�6��������� nm/2−1) + O(nm/2) (n → ∞)

;�



��� #���������

σk−1(n) =
∑
d|n

dk−1

=
∑
d|n

(n

d

)k−1

= nk−1
∑
d|n

1
dk−1

= O(nk−1) (k ≥ 4)

σk−1(n) = nk−1 +
∑
d|n
d�=n

dk−1 ≥ nk−1

;.



� #���� �
�	�

��	 "�������  �$ ����������������

���������� ��
 G �
�� :���� �� S �
�� .����� .�� ���� ����� ���� G �� S '"��
�
���� 	7�
��
�� ����� �� �
�� 5��
���� G × S → S� (g, s) �→ g ◦ s �
��� ������


� e ◦ s = s ( ∀ s ∈ S; e �������� 0������ "�� G�



� (g1g2) ◦ s = g1 ◦ (g2 ◦ s)

.�� ����� Gs := {g ∈ G | g ◦ s = s} �
� ���!������	

�77� "�� s �� Gs =
{g ◦ s | g ∈ G} ��� M
!�� "�� s ���� G�

,�� ��'���
� ���� SO�������&
�����	� ��� S ��
��

s ∼ s′ ⇔: ∃ g ∈ G ��� s′ = g ◦ s

��� SO�������&������ �	� s ��� Gs ��� ��� ��� ���� ���I����� B�
���� S =
⋃

j∈I Gsj #
�	!�� Gsj Aj ∈ IC ��� ��
���������� M
!��� ��
��������

���� �� 
� �
� :���� SL2(R) ����
��� �� H ���	(
a b
c d

)
◦ z =

az + b

cz + d



� ��
 Aut(H) := {f : H → H | f �
	�������	} '��	� f �
����
"� f �� f−1 	�������	L
Aut(H) 
�� :���� ���� !�����
�
���� ���� 
�� �
� 5��
����

SL2(R) \ {±E} → Aut(H)(
a b
c d

)
mod {±E} �→ (z �→ az + b

cz + d
)

�
� :�����	�������	
��� �
� E := {w ∈ C | |w| < 1}�

3� �
�� �C ���	� �&���3 z ∈ H ⇒ az+b
cz+d ∈ H A����� R 0# �� ��� Imaz+b

cz+d = Im z
|cz+d|2 C

���
3 (
1 0
0 1

)
◦ z = z

;;



��� #�����
�""	$ ������	�����	
	��

��
��
3 (
a1 b1

c1 d1

)
◦
((

a2 b2

c2 d2

)
◦ z

)
=

(
a1 b1

c1 d1

)
◦ a2z + b2

c2z + d2

=
a1 · a2z+b2

c2z+d2
+ b1

c1 · a2z+b2
c2z+d2

+ d1

=
a1(a2z + b2) + b1(c2z + d2)
c1(a2z + b2) + d1(c2z + d2)

=
(a1a2 + b1c2)z + a1b2 + b1d2

(c1a2 + d1c2)z + c1b2 + d1d2

�����
 ���3 (
a1 b1

c1 d1

)(
a2 b2

c2 d2

)
=

(
a1a2 + b1c2 a1b2 + b1d2

c1a2 + d1c2 c1b2 + d1d2

)

��C B�������3  ��

(
a b
c d

)
∈ SL2(R)# �	 ��� z �→ az+b

cz+d ���� !��	�	�	
7�� )!!����� �	�

H ��� ���� ���!��� ��� 4����
�!!����� ��
� ��!�� ��
��3

z �→
(

a b
c d

)−1

◦ z =
dz − b

−cz + a

!������3 z =

((
a b
c d

)−1 (
a b
c d

))
◦ z

=
(

a b
c d

)−1

◦
((

a b
c d

))
◦ z

��� ϕ : SL2(R) → Aut(H)#
(

a b
c d

)
�→

(
z �→ az+b

cz+d

)
�

@��� �C ��� ϕ 6
�77���	�	�	
7�������
,�� &���3

0� ϕ ��
I�����

�� ker ϕ = {±E}
���� �	�� ��
��� &������� ��� ��� G	�	�	
7������& ��� &����� )����� ��� ���&��+

3� �
�� 0� ,�� &���3

�C ��� M7�
���	� �	� SL2(R) ��� H ��� �
�������# ���� &� !����!��� z1, z2 ∈ H
∃ M ∈ SL2(R) ��� M ◦ z1 = z2

!C  �� f ∈ Aut(H) ��� f(i) = i ⇒ ∃ M ∈ SL2(R) ��� f(z) = M ◦ z ∀ z ∈ H�

3� �
�� �C (� 
����� &� &����# ���� &� I���� z ∈ H ��� M ∈ SL2(R) ��� M ◦i =
z �D�����
�# ���� ��� M1 ◦ i = z1,M2 ◦ i = z2 ⇒ M2M

−1
1 ◦ z1 = M2 ◦ i = z2�

��� ���	 z = x + iy ∈ H �����

��� M :=
(

y1/2 xy−1/2

0 y−1/2

)
∈ SL2(R)�

;9



� #���� �
�	�

���� ���

M ◦ i =
y1/2i + xy−1/2

y−1/2

= yi + x

= z

!C ��� )!!�����

g : H → E := {w ∈ C | |w| < 1}
g(z) :=

z − i

z + i

��� ���� !��	�	�	
7�� )!!����� �	� H → E A����� �1 0C�
(� ��� g(i) = 0�
��� 4����
�!!����� ��
� ��
��

w �→ −iw − 1
w − 1

��!���
��� f ∈ Aut(H) ��� f(i) = i ��� F := g ◦ f ◦ g−1 ∈ Aut(E)� (� ��� F (0) = 0�
@��� ��� :���� �	� �����
& ���� ����
 �����3

|F (w)| ≤ |w|, |F−1( w︸︷︷︸
������ w �→F (w)

)| ≤ |w| ∀ w ∈ E

⇒ |F (w) ≤ |w| ≤ |F (w)| ∀ w ∈ E

���� |F (w)| = |w|

@��� ��� :���� �	� �����
& �	�� ����


F (w) = eiϑw ∀ w ∈ E ��� ϑ ∈ R ����

���� |F | ��� ��<�
 0 ����� �����
�� ��D7����� (� ���3

f = g−1 ◦ F ◦ g

9�



��� #�����
�""	$ ������	�����	
	��

)��	3

f(z) = (g−1 ◦ F )(g(z))

= (g−1 ◦ F )
(

z − i

z + i

)

= g−1

(
eiϑ z − i

z + i

)

=
−ieiϑ z−i

z+i − i

eiϑ z−i
z+i − 1

=
−ieiϑ(z − i) − i(z + i)

eiϑ(z − i − (z + i)

=
−i(eiϑ + 1)z − eiϑ + 1
(eiϑ − 1)z − i(eiϑ + 1)

=
cos ϑ

2 · z + sin ϑ
2

− sin ϑ
2 · z + cos ϑ

2

=
(

cos ϑ/2 sin ϑ/2
− sin ϑ/2 cos ϑ/2

)
◦ z ∈ SL2(R)

A�	�
 ∈ SO2(R)# ���� cos2 + sin2 = 1�C

��� f ∈ Aut(H)� @��� �C �D�����
� M ∈ SL2(R) ��� M ◦ i = f(i)�
���� ��� z �→ f−1(M ◦ z) ∈ Aut(H) ��� ����� )!!����� ����� i �����
@��� !C �D�����
� ����
 M1 ∈ SL2(R) ���

f−1(M ◦ z) = M1 ◦ z ∀ z ∈ H

�� �	��3
M ◦ z = f(M1 ◦ z)

���	3
(MM−1︸ ︷︷ ︸
∈SL2(R)

) ◦ z = f(z) ∀ z ∈ H

�� (� ��� ±E ∈ ker ϕ�

��� ������
� M =
(

a b
c d

)
∈ ker ϕ ����

az + b

cz + d
= z ∀ z ∈ H

⇒ cz2 + (d − a)z − b = 0 ∀ z ∈ H

⇒ c = 0, d − a = 0, b = 0 M =
(

a 0
0 a

)
,

1 = detM = a2 ⇒ a = ±1
⇒ M = ±E
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� #���� �
�	�

��� &����� )����� ��� ���&�� �	�� �	��� ��� ��� G	�	�	
7������& ��
 6
�77��%
���	
��

��
 ������
�� �� �	������ ��� M7�
���	� �	� ����
���� 4���

�77�� Γ ⊂ SL2(R) ⊂
M2(R) ∼= R4 ��� H�

>��	���
� ������ ��!��3 Γ = SL2(Z) 	��
 Γ ⊂ SL2(Z) �	� ���������  ���D A&�>� Γ0(N)C�

���������� �
� :���� SL2(Z) =
{(

a b
c d

)
∈ M2(Z) | ad − bc = 1

}
	�
�� A�	���C ,	%

���
�77��

�7�&����� ,��
�&�� �� SL2(Z)3

T =
(

1 1
0 1

)
, T ◦ z = z + 1 A1
�������	�C

S =
(

0 −1
1 0

)
, S ◦ z = −1

z
A��"
&��C

/����+���� ��� <��� ,	����	
� '�� � ,	���
�77�� 	�� �
�	�� �
� ,	���� �� ���
%
������ 5������ � ��� ������� ����� �� ��� �������
��	�� :������
�� !����
��	 
�� �
�
,	��� �
�� :�6��� �
� ��� �
��� �������
��	�� 4���
�� '��3� y3 = 4x3−g2x−g3 ���
��
��	�
!�"�L g2, g3 ,�
�������+!��������� �� :
���� L� ������� �� �
� �
�	 �
�	� /������  ���
��� �
� 4���
�� �� 
���� 7����������
���� ���� 
���� '9� 3�
��
�� ��������
�
��� ��� g2

�� g3 ���	 τ ∈ H� ��	� L = Zτ ⊕ Z� 0������ ��� τ �→ aτ+b
cτ+d (

(
a b
c d

)
∈ SL2(Z))� �� 
��

j := g3
2

g3
2−27g2

3
�
� .���� ���� j(aτ+b

cτ+d ) = j(τ)��

����

)�� I���� M
!�� Γ◦z = {M ◦ z | M ∈ Γ} ����� ��� ����� P��������Q L�7
���������� ���+
��� ,��� �����
 ������ �	�� P�������Q !����
��!!�
 ���� ��� P���$��Q �	���
����� (���%
�������� A&�>� &�������������C ��!���

���������� 0
�� 7�
������ F ⊂ H 	�
�� �����������!�
���� ��� �
� 2�����
�� "�� Γ
�� H� ����� �
���


� F 
�� �����



� - ����� z ∈ H ��
��
��� M ∈ Γ� ������ M ◦ z ∈ F̄ 'I 5���	��� "�� F 
� H��




� #
{
M ∈ Γ | M ◦ F̄ ∩ F̄ �= ∅} < ∞


"� 9�� z1, z2 ∈ F �� ��
��
��� M ∈ Γ �
� M ◦z1 = z2� �� �
�� ��� ���
��� �
�� M = ±E
�� ��	�� z1 = z2�

9�



��� #�����
�""	$ ������	�����	
	��

���� �� �
� .���� F =
{
z = x + iy ∈ H | |x| < 1

2 , |z| > 1
}

�� �
� 4�������������
�	

��� SL2(Z)�

x

y�

�
1−1 1

2−1
2

ρ = e2πi/3 i

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�

��
�

�
�

�
�

�

�
�

�
��

�
�

���

F

3� �
�� ,�� ���� ��� ������ �C !�� ��C ��
 ��'����	� ����������+

�C ���
 A��
 ������� &����
 	E���
 ,���� ��� 	E��+C

��C ���
��!� Γ(1) := SL2(Z)�
-���� z ∈ H 	
��� ��� ����� )6	� h(z) = Im z &��
 � R0 ��
�� �&���3

Im
az + b

cz + d
=

Im z

|cz + d|2 ∀
(

a b
c d

)
∈ SL2(R)

 ��!��	���
� ���3

h(
az + b

cz + d
) = |cz + d|−2h(z) ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ(1)

#���� �� E���� 2��
� Γ(1) ◦ z ���	/�� *���� w ���
����� )6	�� �
��� �
�� '����
����� *����� �� Γ(1) ◦ z� �	�������
�
��� ���	 �
� F����
�	����
|cw + d| ≥ 1 ∀ (c, d) ∈ Z2 �
� ggT (c, d) = 1�

3� �
�� ��� z = x+iy ∈ H ����� ���� ��� ��� 4�������� |cz+d| ≤ 1 ��
 ������� �����
:$����� (c, d) ∈ Z2 A���
3 ������� �	� �	�7����� ��� ����
���
 ,��� ��� �������#
Zz ⊕ Z ��� 6����
+C�
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� #���� �
�	�

(� ��� �!�
3

h(M ◦ z) ≥ h(z) ⇔ |cz + d| ≤ 1 (M =
( ∗ ∗

c d

)
∈ Γ(1)) AHC

�� ��� G$�� �	� M ◦ z ��
 �	� ��
 &������ B���� �	� M �!����# ��� ��� ����� �����
�	� AHC ����� ��D������ ��
�� )��	 ��� Γ(1) ◦ z ������ ��D�����
 G$���
��� w ∈ Γ(1) ◦ z� ���� ���3

h(w) ��D���� ⇔ h(w) ≥ h(M ◦ z) ∀M ∈ Γ(1)
⇔ h(w) ≥ h(M ◦ w) ���� w ��� z ���� ����
 Γ(1) �O��������+

⇔ |cw + d| ≥ 1 ∀
( ∗ ∗

c d

)
∈ Γ(1)

⇔ |cw + d| ≥ 1 ∀ (c, d) ∈ Z2 ��� ggT (c, d) = 1

>������3

0�

(
a b
c d

)
∈ Γ(1) ⇒ ad − bc = 1 ⇒ ggT (c, d) = 1�

�� 4�����
�3  �� (c, d) ∈ Z2 ��� ggT (c, d) = 1 ⇒ ∃ a, b ∈ Z ��� ad − bc = 1 A����
Z ��� G��7������
��C

⇒ M =
(

a b
c d

)
∈ Γ(1)

>������3 h(z) ��� ����
���� ����
 ��
 M7�
���	� �	� 1
�������	���

(
1 b
0 1

)
, b ∈ Z�

,�� !������� b ∈ Z �	# ����

(
1 b
0 1

)
◦ w = w + b ��� (��������� Re (w + b) ≤ 1

2

���� ���� ��� w + b ����
 �	�� ��D����� G$�� ��� �� �	��3

#���� �� ��

F ′ =

{
z = x + iy ∈ H | |x| ≤ 1

2 , |cz + d| ≥ 1 ∀ (c, d) ∈ Z2 �
� ggT (c, d) = 1
}
�

���� ��
��
��� � ����� z ∈ H �
� M ∈ Γ(1) �
� M ◦ z ∈ F ′�

#����  � 0� �
���

F ′ = F̄ =
{

z = x + iy ∈ H | |x| ≤ 1
2
, |z| ≥ 1

}

3� �
�� (� ���3 F ′ ⊂ F̄ # ���� ggT (1, 0) = 1�

��� ���	 ������
� z ∈ F̄ ��� (c, d) ∈ Z2 ��� ggT (c, d) = 1�
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��� #�����
�""	$ ������	�����	
	��

B� &���� ���3 |cz + d|2 ≥ 1� (� ���3

|cz + d|2 = |(cx + d) + icy|2
= (cx + d)2 + c2y2

= c2(x2 + y2) + 2cdx + d2

≥ c2 − |c| · |d| + d2 (���� |z| ≥ 1 ��� |x| ≤ 1
2
)

≥ 1

���� ��� O���
������� �	
� x2 − xy + y2 ��� 7	����� ��'���+

B�� >����� �	�

���C ���

��C &���� ��
 ���
# ������� �	������

#���� "� A� ��
�� z, z′ ∈ F̄ �� �� ���� M ∈ Γ(1) �
� z′ = M ◦ z� ��
 z �= z′�
���� �
�� ��� ����

• x = ±1
2 �� z′ = z ∓ 1� M = ±T∓1 ����

• |z| = 1 �� z′ = −1
z � M = ±S

B� 0� �
���

Γ(1)z =

⎧⎪⎨
⎪⎩

< −E , ST > ����� z = ρ = e2πi/3 = −1+i
√

3
2

< −E , TS > ����� z = −ρ̄ = e−πi/3 = 1+i
√

3
2

< −E , S > ����� z = i

AHC

9� ����� ������� 4/���� �
��� Γ(1)z = {± E}�
�
� ���	�� 
� 'J� ���	����� F���������� �
�� ����
�	8

3� �
�� B������� ��� ���
# ���� ��� :���� 8 )������ ���C ��� ��C ��� ���&�� �	����

���� S2 = −E ��� (ST )3 = (TS)3 = −E # �	�� ���� ��� 4���

�77�� 
����� �� AHC
������� ����� ��� ���� ���� �� Γ(1)z ���������# ����3

S ◦ i = −1
i

= i

(� ���3

ρ3 = 1, ρ �= 1 ⇒ ρ2 + ρ + 1 = 0

����
3

ST ◦ ρ = S ◦ (ρ + 1) = − 1
ρ + 1

=
1
ρ2

= ρ

6�����	3

TS ◦ (−ρ̄) = −ρ̄
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� #���� �
�	�

��� z, z′ ∈ F̄ # z′ = M ◦ z ��� M =
(

a b
c d

)
∈ Γ(1)�

@��� �	���
����	� �	� F̄ = F ′ ���� ���� z, z′ ������ �� ������� M
!�� Γ(1) ◦ z ���
��D�����
 G$���  ��!��	���
� ��� ���	

h(z) = h(z′) = h(M ◦ z) =
h(z)

|cz + d|2

(� �	��3

|cz + d|2 = 1

�����
 ���3

1 = |cz + d|2 = c2(x2 + y2) + 2cdx + d2

≥ |c|2 − |c||d| + |d|2 (���� z ∈ F̄)

= (|d| − |c|
2

)2 +
3
4
|c|2

≥ 1

)��	 ���� �� I���
 ������ 6��������� ������+ ����
3

(|d| − |c|
2

)2 +
3
4
|c|2 = 1

���� ����� ��
 ������� ����� ,$���������� �"
 c ��� d &�# �������3

0� ����3 c = 0, d = ±1
���� ���3

M =
( ±1 b

0 ±1

)
= ±

(
1 b
0 1

)
��� b ∈ Z

���	

z′ = M ◦ z = z ± b

����
 ��� �������


b = 0 (⇒ z′ = z, M = ± E)

	��
 �!�


x = ±1
2
, z′ = z ∓ 1

⇒ b = −1 , ���� M = ± T−1 , 	��
 b = 1 , ���� M = ± T

�� ����3 c = ±1, d = 0

9�



��� #�����
�""	$ ������	�����	
	��

���� �	��3 Y&YV0 ���

M =
(

a ±1
±1 0

)
��� a ∈ Z

���

z′ = M ◦ z =
az ∓ 1
±z

= ± a − 1
z

���� |z| = 1 ��� ���� | − 1
z | = 1# ���	 ���� −1

z ∈ F̄ �
�� z′ ∈ F̄ # �	�� ����
 ��
 �
�� �����3

) a = 0
(� �	��

z′ = −1
z
M = ± S A��� !����7���C

��� �� ����

z = z′

�	��

z2 = −1

���	

z = i

> ±a = c · a = 1
���� ���� �����

−1
2

= Re(−1
z
)

= Re(
−z̄

|z|2 )

= −x

����


x =
1
2

����

|z|2 = x2 + y2 = 1

9.



� #���� �
�	�

�	��3

y2 =
3
4

⇒ y =
√

3
2

����

z = −ρ̄ =
1 + i

√
3

2

��
��


z′ = 1 − 1
−ρ̄

= 1 +
1
ρ̄

= −ρ̄

��
��


M =
(

1 −1
1 0

)
	��
 M = −

(
1 −1
1 0

)
= TS = −TS

N ±a = c · a = −1
,�� &��� ��� �!��# ���� z′ = z = ρ ��� M = ±(ST )2�

5� ����3 c = ±1, d = ±1
,�� &��� ��� 	!��# ���� z′ = z = −ρ̄ ��� M = ±(TS)2 	��
 z′ = z = ρ ���
M = ± ST �

9;
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	��

�y

�x

−ρρ

S ◦ F

�
�

�
�

�
�
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�
�

�
�

�
�
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�

�
�
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�
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�
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��

�
�

�

��
�

�
�

�
�

�

�
�

�
��

�
�

���

F

3���

��� �
� :���� Γ(1)  
�� ������ "�� T =
(

1 1
0 1

)
�� S =

(
0 −1
1 0

)
�

3� �
�� ,�� &��� &�������3
����	��	�� ��� Γ(1)′ ��� �	� S ��� T �
&���� 4���

�77� �	� SL2(Z) ��� z ∈ H� ����
�D����
� ��� M ′ ∈ Γ(1)′ ��� M ′ ◦ z ∈ F̄ �

3� �
�� A��
 >����7���C ,�� &��� ��� �� :���� 0# ���� I���
 M
!�� Γ(1)′ ◦ z ������ ���
��D�����
 G$�� �������+
����� ��&� M ′ ∈ Γ(1)′ ��� h(M ′ ◦ z) ��D����� ����� n ∈ Z ���

|Re(T n ◦ M ′ ◦ z)| ≤ 1
2

���� ���3
z′ := (T n ◦ M ′

∈Γ(1)′
) ◦ z ∈ F̄

��
 !
������ ��
 &� &����# ���� |z′| ≥ 1�
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� #���� �
�	�

)���	���� |z′| < 1� ���� �	��

h(S ◦ z′) = h(− 1
z′

) = Im(− 1
z′

)

=
Im(z′)
|z′|2

> Im(z′) = h(z′)

� &�
 ���� �	� z′# ���� S ∈ Γ(1)′�

����� ������ ����� z0 ∈ F A&�>� z0 = 2iC� ��� M ∈ Γ(1)� @��� ��� �!�� >��������� �D�����
�
��� M ′ ∈ Γ(1)′ ��� M ′ ◦ (M ◦ z0) = M ′M ◦ z0 ∈ F̄ � @��� :���� 8 �	�� M ′M = ± E �

⇒ M ∈< −E , S, T >=< S, T > (S2 = −E)

0��



��� �	%������ ��� #���� �������	� ��� #���� �
�	�

��� ��%���� #� "����������� �� "���������

���������� ��
 k ∈ Z� ��
 f : H → C� ���� 	�
�� f ,	���������	� �	� 6������ k !&��
Γ(1) = SL2(Z)� ����� �
��


� f 
�� ��������	�



� f(az+b
cz+d) = (cz + d)kf(z) ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ(1)




� f 
�� ��������	 
� ∞�

��!�� !������� ���C ��� �	�����3

,�� ����� ��C �� ��� M =
(

1 1
0 1

)
= T � (� �	�� f(z + 1) = f(z)�

)��	 ��� f ���� ��7���� ��0 f(z) ���� �	�
��
����������

f(z) =
∑
n∈Z

ane2πinz

A�������<� �!�	��� �	���
��� ��� �	�7���� �� {z ∈ H | y ≥ y0 > 0}C
��
 �	
��
�3 (� �D�����
�� ��
 ������� ����� n < 0 ��� an �= 0�
)���
� ����3  �� R = {q ∈ C | 0 < |q| < 1} ��� F : R → C ��
��

F (q) := f(z) (q = e2πiz , z ∈ H)

��!��# �	 ��� F (q) ���� �����%����������� ������
���� A���� P�	�Q 	��
 P��!!�
QC �� q = 0�

���������� 0
�� .�������
�� "�� :� 
�	� k ����� Γ(1) 	�
�� ,	����	
�� ����� f ��
H 	�������	 
�� �� f 
� ∞ 	�������	 
���
%�������� ������� ��� �
� 4��
����� 
����� "�� f � ���� an = 0 ∀ n < 0�
0
�� ����	� .������� 	�
�� �7��&���	
�� ����� ��	 ���	 a0 = 0 �
���

��������� �)�����������	�� �����	��������� ��
 k ∈ Z ����� ��
 f : H → C�

4�� M =
(

a b
c d

)
∈ SL2(R) ����� ���

(f |k M)(z) := (cz + d)−kf(
az + b

cz + d
)

#����� 0� �
��


� f |k E = f



� f |k M1M2 = (f |k M1) |k M2 '��	� �
� :���� SL2(R) ����
��� "�� ���	�� �� {f : H →
C} �
� f ◦ M := f |k M�

0�0



� #���� �
�	�

3� �
�� �C ���
�

��C �"
 M =
( • •

c d

)
���&� j(M,z) = cz + d�

���� ���

j(M1M2, z) = j(M1,M2 ◦ z)j(M2, z) A�	&F���
�����	�# P�	&F���
�����	�QC

@��� ��'����	� ��� (f |k M)(z) = j(M,z)−kf(M ◦ z)�
����
 ���3

(f |k M1M2)(z) = j(M1M2, z)−kf((M1M2) ◦ z)

= j(M2, z)−k · j(M1,M2 ◦ z)−k · f(M1 ◦ (M2 ◦ z))
= ((f |k M1)|k)M2

3���

��� ��
 k ������� 0
�� 4���
�� f : H → C ������� �
� 3��
����

f(
az + b

cz + d
) = (cz + d)kf(z) ∀

(
a b
c d

)
∈ Γ(1)

���� �����  ��� �
��

f(z + 1) = f(z) �� f(−1
z
) = zkf(z)

3� �
�� @��� ��'����	� ��� f(az+b
cz+d) = (cz + d)kf(z) ���� ����# ���� f |k M = f � @���

��� �	
	���
 &� ���& 5���� ��
� Γ(1) �	� S ��� T �
&���� (� ���

(f |k S)(z) = z−kf(−1
z
) ��� (f |k T )(z) = f(z + 1)

)��	 �	�� ��� >����7��� ��� ��� :�����

/����+���� 
� 9�� k �������� �� �
�� �� ��
�� "�� <�� "����	
������ .�������
����
"�� : 
�	� k ����� Γ(1)� ��� ������	�� ��� 0
�����	��� 

� ��� ��&�
�
�� �
� M =( −1 0

0 −1

)
= −E�

f(z) = f

(
(−1) · z + 0
0 · z + (−1)

)
= (0 · z + (−1))kf(z) = (−1)kf(z)

����� k �������� �� ����� f ≡ 0�



� 0
�� 4���
�� f : H → C 
�� ���� ���� .������� "�� :� 
�	� k ����� Γ(1)� ����� f
�
�� 4��
����� 
�����

f(z) =
∑
n≥0

ane2πinz (���"������ ∀ z ∈ H)

0��



��� �	%������ ��� #���� �������	� ��� #���� �
�	�

	�� ��  ��� �
��

f(−1
z
) = zkf(z)

'3���	�� 	
��� ��� !������� �� %����8�




� .��������� �
��� ��������� :� 
�	�� k ����� Γ(1) �
���� �
��� C+>�������� Mk�


"� f ∈ Mk, g ∈ Mk′ ⇒ fg ∈ Mk+k′

0�5



� #���� �
�	�

��& '��! ���� �(� "���������

��!�� "�	���	��	�

��������

�C ��� A ∈ Mm(R)# A = A′� ,�� ���
��!� ���� A > 0# ����� A 7	����� ��'��� ����

��C ��� A ∈ Mm(R)# A = A′# B ∈ Mm,n(C)� ,�� ���&� A[B] := B′AB AV�F����
�����
(n, n)%,��
�DC�
���� ��� A[B1B2] = (A[B1])[B2]

���������� ��
 A ∈ Mm(R), A = A′, A > 0� ���� 	�
��

ϑA(z) :=
∑

g∈Zm

eπiA[g]z (z ∈ H)

�
�� 1����
�����

#���� �� �
� $�
	� ϑA(z) 
�� ���
�	�/�
� ������ ���"������ 
� y ≥ y0 > 0 'y0 ������

����������� �� !������� ⊂ H� ��	�� 
�� ϑA(z) �� H 	�������	�

3� �
�� ����� 5�0+ ��� &����&������ �	
������&���� �	
� AA ��& ��� �
���C ��
��� !���
>����� ��
 �	���
��& ��
���� !����&�+

���� �� 0� �
�� �
� 1�����
����	
����	���	
����

ϑA−1(−1
z
) =

√
det A ·

(z

i

)m/2
ϑA(z) ∀ z ∈ H

)
����
 
�� (z

i

)m/2
:= em/2 Log z

i (z �= 0)

����� m ��������

�����
���� �"
 z ∈ H ���� ���&�3

f(ω) :=
∑

g∈Zm

eπiA[g+ω]z (ω ∈ Cm)

0�8



��& '	��"�	�	  (
 #���� �
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����

f(ω + h) = f(ω) ∀ h ∈ Zm

⇒ f(ω) =
∑

h∈Zm

a(h)e2πih′ω

���

a(h) =
∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
f(ω)e−2πih′ωdu (ω = u + iv, v ∈ Rm����)

3� �
�� >������3 ,�� A > 0 ��� ���� A−1 > 0# ���� A−1 = A[A−1] A)�����
��!��+C
���&�3

f(ω) :=
∑

g∈Zm

eπiA[g+ω]z

����	��	��

��� L���� f(ω) �	���
��
� �������<� �!�	��� ��� �	�7����� 1�������� �	� Cm ��� ���
�� I���
 ��
��!��� ��7�
�� ���� �	�	�	
7�� ������	��

3� �
�� ��� �� 5�0 �&���# ��� ���� A > 0# ���� �� ��� δ ∈ R+ �!� ���3

A[g] ≥ δ ‖g‖2 = δg′g (g ∈ Zm)
Im(A[g + ω]z) = A[g]y + 2 Im(ω′Agz) + Im(A[ω]z) (z = x + iy, y > 0)

≥ δyg′g + 2 Im(ω′Agz) + Im(A[ω]z) AHC

��� K ⊆ Cm �	�7���� �� ��� ������	� g �→ g′g O���
������ ���# g �→ Ag �����
 ��� δy > 0
��� ��� 
����� ����� �	� AHC ≥ 1

2δyg′g �"
 ���� !�� ��� ������� ����� g ∈ Zm ∀ ω ∈ Cm A�������3
X!��+C
����
 ��� ∑

g∈Zm

∣∣∣eπiA[g+ω]z
∣∣∣ ≤ ck +

∑
g∈Zm

e−π/2δyg′g

��� ck > 0 �������
(�� ��
����� ��� ��
 �	���
������ L���� �����
� ���� ��� ��"������ �	���
��&�������

���� ��
 �!�	����� �	���
��& ��
 L���� f(ω) ���3

f(ω + h) = f(ω) ∀ h ∈ Zm

����
 ��� f(ω) ��� �	�
��
����������

f(ω) =
∑

k∈Zm

a(k)e2πik′ω

���

a(k) =
∫ 1

0

∫ 1

0
. . .

∫ 1

0
f(ω)e−2πik′ωdu (ω = u + iv, v ∈ Rm, v ����)

0�2



� #���� �
�	�

��
 >����� �	�� ������ ��� ��� ���� m = 1 7�
  ������	��

@��� ��� ���& �	� ��!��� A)@)   C ���3

a(k) =
∫

In

(ω)e−2πik′ωdu �	!��3 In = [0, 1]n

=
∫

In

(
∑

g∈Zm

eπi(A[g+ω]z−2k′ω))du

=
∑

g∈Zm

∫
In

eπi(A[g+ω]z−2k′ω))du

u �→u−g
=

∑
g∈Zm

∫
In+g

eπi(A[ω]z−2k′ω)+2πik′g)du k, g ��&

=
∫

Rn

eπi(A[ω]z−2k′ω)du

������ ��
���
�� ���<� *�
������	�� �����
�����
���

��
�� O���
������� (
��&�� �
���� ���3

A[ω]z − 2k′ω = zA[ω − A−1kz−]−A−1[k]z−1

����� ��� v = Im(A−1kz−1) �	 �	��3

a(k) = e−πiA−1[k]z−1

∫
Rn

eπiA[k]zdu

,�� ���
��!� A = B′B ��� B ∈ GLm(R)�

 � ��
 1��3 ���� :) �D�����
� ��� U ∈ GLm(R) ���

A[U ] =

⎛
⎜⎝d1 0

� � �
0 dm

⎞
⎟⎠ ��� dν > 0 ∀ ν = 1 . . . m

���&�3

Δ =

⎛
⎜⎝
√

d1

� � � √
dm

⎞
⎟⎠

���	3

A = E [ΔU−1]

���&�3

B = ΔU−1

 �  ���
�� ��!�������
� ��� U �→ B−1U � ��� ������	�������
������� �����
 ��!�������	� ���

0��
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 #���� �
�	�

(det B)−1� )��	 ��� ����

|det B|−1 = (det A)−1/2

���� ∫
Rn

eπiA[u]zdu =
∫

Rn

eπi(Bu′)(Bu)zdu

= (det A)−1/2

∫
Rn

eπiu′uzdu

= (det A)−1/2

∫
Rm

eπi(k2
1+...+k2

n)zdu

= (det A)−1/2

(∫ ∞

−∞
eπit2zdt

)m

#���� �� 4�� y > 0 �
��� ∫ ∞

−∞
e−πt2ydt = y−1/2

3� �
�� ��!�������
�3

t =
x√
πy

=
1√
πy

∫ ∞

−∞
e−x2

dx

@��� ��� (���
����� (
��&�����& A��� S = 1
2C ���3

Γ(
1
2
) =

∫ ∞

0
t−1/2e−tdt =

√
π

��!�������
� ��� t �→ x2 �	 �	��3

2
∫ ∞

0
x−1e−x2

xdx =
∫
−∞

∞e−xdx =
√

x

��� ������	� z �→ (
z
i

)m/2
��� z �→ ∫∞

−∞ eπit2zdt ���� ��� H �	�	�	
7� ��� ������� ��� ��

7	������� ������
�� )���� "!�
���� @��� ���  ������������& ���3(∫ ∞

−∞
eπit2zdt

)m

=
(z

i

)m/2

(� �
�!� ����3

a(k) = e−πiA−1[k]z−1
(detA)−1/2

(z

i

)m/2

@�� ���3
ϑA(z) =

∑
k

a(k) = f(0)

0�.



� #���� �
�	�

���� �� ��
 A ∈ Mm(Z)� ������� A = A′� A > 0� detA = 1� ���� �
�� ��� ���
��� �
��
8 | m �� ϑA 
�� �
�� .������� "�� :� 
�	� m

2 ����� Γ(1)�

3� �
�� >������ &�������3 ���� A,B &��� !����!�� ��&&����� �
���# �F����
�����# 7	�����
��'���� ,��
�&�� ��
 6
$<� m ��� ��� B = A[U ] ��� U ∈ GLm(Z)# �	 ���3 ϑA = ϑB�

 � ��
 1��3

ϑB(z) =
∑

g∈Zm

eπiA[U ][g]z

=
∑

g∈Zm

eπiA[Ug]z

=
∑

g∈Zm

eπiA[g]z = ϑA(z)

���� ��� g ��
������� ���� Ug ��� 6����
 Zm ��� ��� L���� ��� �!�	��� �	���
����

����� ��� �	
������&���� ��� �� ���& �� ���� detA = 1 ��� A−1 = A[A−1

=U
] ��� ����

ϑA−1 = ϑA�

)���	���� 8 � m� (
���&� ��� ��4� A ��
��
(

A
A

)
	��


(
A

A
A

A

)
�	 ���� ��� �

������#

���� m ≡ 4 mod 8�

@��� ���& 0 ��� ����3

ϑA(−1
z
) =

(z

i

)m/2
ϑA(z)

= −zm/2ϑA(z) ���� m ≡ 4 (8)

���

ϑA |m/2 S = −ϑA (S =
(

0 −1
1 0

)
)

��
��
 ���3

ϑA |m/2 T = ϑA (T =
(

1 1
0 1

)
)

���� A ��� �
��� ��� ��� ����
 ���� �	�
��
���������� �� e2πiz A�� R0C

)!�
 (TS)3 = −E � ����
 �	��3

ϑA = ϑA |m/2 (−E) (
m

2
�
���+)

= ϑA |m/2 (TS)3

= ϑA |m/2 TS |m/2 TS |m/2 TS

= (−1)3ϑA = −ϑA

0�;



��& '	��"�	�	  (
 #���� �
�	�

����3

ϑA |m/2 TS = ϑA |m/2 T |m/2 S

= ϑA |m/2 S

= −ϑA

⇒ ϑA ≡ 0

�# ���� ��
 �	������� 1�
� �	� ϑA ��� ����� 1�

)��	3 8 | m�

��� I��&� 8 | m� ���� ��� ���� ���& 0

ϑA(−1
z
) = zm/2ϑA(z)

��
��
 ��� ϑA ��� �	�
��
����������

ϑA(z) = 1 +
∑
n≥1

rA(n)e2πinz (z ∈ H)

���

rA(n) := #
{

g ∈ Zm | 1
2
A[g] = n

}

����
 ��� ϑA ∈ Mm/2 ���� R 5# >���
��� ��C

/�����
� '�IM�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 0 −1
0 2 0 −1
−1 0 2 −1

−1 −1 2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2 −1

−1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

��!�� #��	���	���	��	�

���������� ��
 k ∈ Z� k ������� k ≥ 4� ���� 	�
��

Gk(z) :=
∑
m,n

′ 1
(mz + n)k

(z ∈ H)

(���������
�����

0�9



� #���� �
�	�

����  � 
� �
� $�
	� Gk(z) 
�� ���
�	�/�
� ������ ���"������ �� 3���
�	��

Dε :=
{

z = x + iy ∈ H | y ≥ ε , x2 ≤ 1
ε

}
(ε > 0)

9����������� 
�� Gk(z) �� H 	�������	�



� Gk ∈ Mk

3� �
�� �C ����	��	�� ∃ δ > 0# �	���� ∀ z ∈ Dε ��� ∀ m,n ∈ Z ���3

|mz + n|2 ≥ δ(m2 + n2) (= δ|mi + n|2) AHC

3� �
��

(∗) ⇔ m2(x2 + y2) + 2mnx + n2 ≥ δ(m2 + n2)

⇔ (x2 + y2 − δ)m2 + 2xmn + (1 − δ)n2 ≥ 0

(� ��"� ���	 &� &����# ���� ��� δ > 0 �D�����
�# �	���� ∀ z ∈ Dε ��� O���
�������
�	
�

(x2 + y2 − δ)X2 + 2xXY + (1 − δ)Y 2

7	����� ����%��'��� ���# ���� ��
 ��
�� ≥ 0 ��������

���� ��� �O�������� &�

0� x2 + y2 − δ ≥ 0

�� ����
�������� = (2x)2 − 4(x2 + y2 − δ)(1 − δ) ≤ 0

>������ �C ��� �
�"��� A�"
 z ∈ DεC# ���� ��
 δ > 0 ����� ����
��C ��� �O�������� &�

0 ≤ (1 − δ)y2 − δx2 − δ(1 − δ)

)!�
 �"
 z ∈ Dε ���3

(1 − δ)y2 − δx2 − δ(1 − δ) ≥ (1 − δ)y2 − δε−1 − δ(1 − δ)

)��	 
����� �� &� &����# ���� ��� δ > 0 �D�����
�# �	���� ∀ z ∈ Dε ���3

(1 − δ)y2 − δε−1 − δ(1 − δ) ≥ 0 AHHC

�!�
3

(∗∗) ⇔
(δ<1)

y2 ≥ δε−1 + δ(1 − δ)
1 − δ

←− 0 (δ → 0)

00�



��& '	��"�	�	  (
 #���� �
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����
 ��� ∀ z ∈ Dε3 ∑
m,n

′ 1
|mz + n|k ≤ δ−k/2

∑
m,n

′ 1
|mi + n|k < ∞

���� �� ��7���� ��� ��
�� �&���3

∑
ω∈L

′ 1
|ω|r < ∞ �"
 r > 2, L = Zω1 ⊕ Zω2 ⊂ C ��� 6����
�

>������3 )�� ������ )������ �	��# ���� Gk(z) �	�	�	
7� ��� H ����

��C �� Γ(1) =< S, T > ��"� �� &� &����# ����3

0� Gk(z + 1) = Gk(z)

Gk(z + 1) =
∑
m,n

′ 1
(m(z + 1) + n)k

=
∑
m,n

′ 1
(mz + (m + n))k

= Gk(z)

�� Gk(−1
z ) = zkGk(z)

Gk(−1
z
) =

∑
m,n

′ 1
(m(−1

z ) + n)k

= zk
∑
m,n

′ 1
(nz − m)k

= zkGk(z)

>������3 ,�� (m,n) ��
������� ���� (m,m + n) ��� (n,−m) ���� (������� ��
Z2 \ {0, 0} ��� ��� L����� ���� �!�	��� �	���
����

5� Gk ��� �	�	�	
7� �� ∞
���� Hk(q) := Gk(z) ��� 0 < |q| < 1 ��� q = e2πiz ��� z ∈ H ��� �� q = 0 ����
��!!�
� ������
�����
@��� ��� L����������� G�!!�
��������& !������� ����# ���� Hk(q) �� ����
 ����%
��� ��	����� 4��!�� �	� q = 0 !����
���� ���� ���� ��� �����
���� 
�����# �����
limq→0 Hk(q) �D�����
�# ���� limy→∞ Gk(z) �D�����
��

��� (zν)ν∈N ���� �	�� �� H ��� yν → ∞ �"
 ν → ∞�
���� Gk(z + 1) = Gk(z) ���� ��� ��������# ���� |xν | ≤ 1

2 ∀ ν�
)�� Dε ��� ε = 1 ��� ��� L���� Gk(z) �������<� �	���
���# ���	 ���� ��

6
��&"!�
�� ��������� �	
��	���� ��
���3

lim
ν→∞Gk(zν) =

{∑
m,n

′ limν→∞ 1
(mzν+n)k → 0 �"
 m �= 0

2
∑∞

n=1
1

nk �"
 m = 0

000



� #���� �
�	�

���� " �*���������	� (�� 4������������	���� 0� �
���

Gk(z) = 2 · ξ(k) + 2 · (2πi)k

(k − 1)!

∑
n≥1

σk−1(n)e2πinz (z ∈ H, k ������, k ≥ 4)

 ���

ξ(k) =

∑
n≥1

1
nk

��� ,��� ��� $
�������	�� ξ+4���
�� �� ��� ������ k 
�� ��

σk−1(n) :=
∑
d|n
d>0

dk−1

3� �
�� ,�� �7���� ��� L���� A�!�	��� �	���
���+C ��� �� ��� 1�
�� ��� m = 0 ��� m �= 0�
����

Gk(z) = 2 · ξ(k) +
∑
m�=0

∑
n∈Z

1
(mz + n)k

= 2 · ξ(k) + 2 ·
∑
m≥1

∑
n∈Z

1
(mz + n)k

 � ��7���� ��0 ��
�� �&���3

∑
n∈Z

1
(z + n)k

=
(−2πi)k

(k − 1)!

∑
n≥1

nk−1e2πinz (z ∈ H, k ∈ N, k ≥ 2)

,�� ����� ���� �� ��� z �
���&� ��
�� mz ��� �
����3

Gk(z) = 2 · ξ(k) + 2 · (2πi)k

(k − 1)!

∑
m≥1

(
∑
n≥1

nk−1e2πimnz)

���&� m · n := t� ���� ��
������� n ���� 1����
 �	� t ��� ��� �
����3

Gk(z) = 2 · ξ(k) +
2(2πi)k

(k − 1)!

∑
t≥1

(
∑
n�t

nk−1)2πitz

00�
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���� & �/�����

�$%�	
���� .�� ��&�
��� �
� 3������
+-�	��� B0, B1, B2, . . . ���	 �
�
7�1������ 
�����

t

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
tn (|t| < 2π)

���� �
���


� Bn ∈ Q ∀ n ≥ 0� ����
��� 
�� B0 = 1, B1 = −1
2 , Bn = 0 ��� n > 1 ��������



� '$����
����������
∑n

ν=0

(
n
ν

)
Bν = (−1)nBn




� 4�� k ������� k ≥ 2 
��

ξ(k) =
(−1)

k
2
−12k−1Bk

k!
πk

/����+���� ω �→ ω
eω−1 	�� 
� ω = 0 �
�� 	������ �
�����
�/� �� �
��� ���� ��� ,��� 1

��� ���� eω = 1 + ω + ω2

2! + . . .� 5�	 	�� ω
eω−1 
� ω = 2πiν 'ν ∈ Z, ν �= 0� *���������� ����

���"���
��� �
� 7�1�����
	� 
� ω
eω−1 � ω = 0 
� |ω| < 2π�

3� �
�� �C ���

��C >��
������ ��� ��� :����

lim
t→0

t

et − 1
= lim

t→0

∞∑
n=0

Bn

n!
tn

�	 �	��3 B0 = 1�

�����
 ���3

−t = t(
1 − et

et − 1
)

= t(
1

et − 1
+

et

1 − εt
)

= t(
1

et − 1
+

1
e−t − 1

)

=
t

et − 1
− −t

e−t − 1

=
∑
n≥0

Bn

n!
(1 − (−1)n)tn

⇒ −t =
∑
n≥0

Bn

n!
(1 − (−1)n)tn

= 2tB1 + 2t3
B3

3!
+ 2t5

B5

5!
+ . . .

����
 �	�� ���� �	�T&��������
�����3

B1 = −1
2
, Bn = 0 ∀n > 1, n ≡ 1 (2)
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� #���� �
�	�

L���
��	���	
���3

∑
n≥0

(
n∑

ν=0

(
n

ν

)
Bν )

tn

n!
=

∑
n≥0

0≤ν≤n

Bν

ν!(n − ν)!
tn

���&�3 k := n − ν# ���	 n = ν + k

=
∑
ν≥0
k≥0

Bν

ν!k!
tν+k

= (
∑
ν≥0

Bν

ν!
tν)(

∑
k≥0

tk

k!
)

=
t

et − 1
· et

=
t

1 − e−t

=
−t

e−t − 1

=
∑
n≥0

(−1)n · Bn
tn

n!

L���
��	���	
��� ��� B0 = 1 ⇒ Bn ∈ Q ∀n ≥ 0�  � ��
 1��

(n = 1) : B0 + B1 = −B1 ⇒ B1 = −1
2

(n = 3) : B0 + 3B1 + B2 + B3 = −B3 (B3 = 0) ⇒ B2 =
1
6

���� B4 =
1
30

, B6 = − 1
42

, . . .

���C ���&� t = 2πiz� �"
 |z| < 1 ��� ����3

∑
n≥0

Bn

n!
(2πi)nzn =

2πiz

e2πiz − 1

= πz
2i

e2πiz − 1
!= πz(cot πz − i)
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��& '	��"�	�	  (
 #���� �
�	�

(� ���3

cot πz =
cos πz

sin πz

=
eπiz+e−πiz

2
eπiz−e−πiz

2i

= i · eπiz + e−πiz

eπiz − e−πiz

= i · e2πiz + 1
e2πiz − 1

= i

(
1 +

2
e2πiz − 1

)

���� B1 = −1
2 �	�� �	���3

πz · cot(πz) = 1 +
∑
n≥2

ngerade

Bn

n!
(−1)n/2(2π)nzn

@��� ��
 ��
����!
���&�
���� ��� �	������ �	��3

zπ cot(πz) = z

⎛
⎝1

z

∑
n≥1

(
1

z − n
+

1
z + n

)⎞
⎠

= 1 +

⎛
⎝∑

n≥1

1
z2 − n2

⎞
⎠ 2z2

= 1 −
⎛
⎝∑

n≥1

1
n2 − z2

⎞
⎠ 2z2

= 1 − 2z2
∑
n≥1

1
n2

· 1
1 − ( z

n)2

= 1 − 2z2
∑
n≥1

1
n2

∑
k≥0

( z

n

)2k

= 1 − 2
∑
k≥0

⎛
⎝∑

n≥1

1
n2k+2

⎞
⎠ z2k+2

= 1 − 2 ·
∑
n≥2

ngerade

⎛
⎝∑

k≥1

1
kn

⎞
⎠

︸ ︷︷ ︸
→ξ(n)

zn

002



� #���� �
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���������� �
� $�
	�

Ek(z) :=
1

2ξ(k)
Gk(z)

	�
�� �	
�������
�� (���������
�����

@��� ���& 5# ���C ���3

Ek(z) = 1 − 2k
Bk

∑
n≥1

σk−1(n)e2πinz

A
���	���� �	�
��
�	�T&������+C

�7�&���� ���3

E4 = 1 + 240
∑
n≥1

σ3(n)qn

E6 = 1 − 504
∑
n≥1

σ5(n)qn

����

B4 =
1
30

��� B6 = − 1
42

��&� �	�T&������+

00�



��) *��	�� �
�	�

��) *����������

�������	�� ��� a ∈ C# r > 0# U̇r(a) = {z ∈ C | 0 < |z − a| < r}# f : U̇r(a) → C �	�	�	
7�#
a ��� ���� �����%����������� ������
���� �	� f �
���

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − a)n (z ∈ U̇r(a))

��� :��
���%(���������� ���� ��� an = 0 ∀ n < 0 !�� ��� ������� ����� )���������

,�� ��'���
�3
orda f := min {n ∈ Z | an �= 0}

���������� ��
 f �
�� .�������
�� "�� :� 
�	� k ����� Γ(1)� f �≡ 0� ���� ����� ���

ord∞ f := ord0 F

 ���
 F (q) := f(z) �
� q = e2πiz� z ∈ H

���� � �:�
��������
�� ��
 f �
�� .�������
�� "�� :� 
�	� k ����� Γ(1)� f �
�	�

����
��	 <��� ���� �
���

ord∞ f +
1
2

ordi f +
1
3

ordρ f +
∑

[z]∈Γ(1)|H
z �∼i, ρ

ordz f =
k

12
AHC

)
�� 
�� ρ = e2πi/3 �� �
� ���� �
��� ��������� �
�	 ���� ���� 2��
��� [z] 
� Γ(1) | H�
z �∼ i� z �∼ ρ�

/����+���� 4����� 'J� 
�� �
��"���� ��	�


� ordz f 	/��� �� "�� ��� !������ [z] "�� z ����� Γ(1) ���
!���� �����

f

(
az + b

cz + d

)
= (cz + d)k︸ ︷︷ ︸

�=0

f(z) ∀
(

a b
c d

)
∈ Γ(1)



� f 	�� ����� Γ(1) �� ����
�	 "
��� <��+ �� *����������
9� ��� 7��� F (q) = f(z) 'q = e2πiz, z ∈ H, 0 < |q| < 1� 
�� ��������	 '.������+
�
��8� �� �
�	� 
����
��	 <��� ��	�� �
���� �
� *��� �� <��������� "�� F �
������
9����������� ∃ δ > 0� ������ 4';� ��
�� *��+ ���� <��������� 
� 0 < |q| < e−2πδ 	��
�
� 5���	�� "�� �6��
�	�� �
�� q = 0� ��	� f(z) 	�� ��
�� *��+ ���� <�������� 
�
Im z > δ� ��


F =
{

z = x + iy ∈ H | |x| <
1
2
, |z| > 1

}
4�������������
�	

���� 
�� F̄ ∩ {z ∈ H | y ≤ δ} ��������

00.



� #���� �
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�y

�x

y = δ F

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
���

�
�

��

�
�

���

5��� 	�� f ���� �� ����
�	 "
��� <��+ �� *���������� ��	�� 	�� f 
� F̄ �� ����
�	
"
��� *��+ �� <����������

3� �
�� $��� ,�� ����
��
� 1
2πi

f ′(z)
f(z) ���� ����� ������ �	��'&��
��� QL�����Q �	� F̄ ���

��
��� ���  ���
�� ��� &��� ��
��������� ������ ���# ������ ��� G���� ��� ���&�� "!�
 ���
@� ��� &�� &������ ����
 >����&�� ��� 1
����	
����	����
������� �	� f ����
 Γ(1)�

�C )������3 f ��� ����� @���% 	��
 �	�������� ��� ��� L��� ∂F̄ ��� )������� �	�
�$�����
����� ρ ��� i A��� ���� ���� −ρ̄C�

��� C ��� ����� !����
��!��� ��
��# ���� ������ ��
�������� ��� ����!���
 M
���%
���
�� ��� �	���� ��  ���
�� �	� C ���� ��� L�7
�������� I���
 @���% ��� �	��������
�	� f ���� A��� )������� �	� �$�����
����� ρ ��� iC� X!�
 AE ����� ����� @���%
	��
 �	���������

00;
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�y

�x

A E

B

B′ C C ′
D

D′

F

iρ −ρ̄

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

��

�
���

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

���

,�� !�
����� 1
2πi

∫
C

f ′(z)
f(z) dz = I�

@��� ��� ���& "!�
 ��� @� A�1 0C ���3

I =
∑

[z]∈Γ(1)|H
z �∼i,ρ

ordz f

,�� ��
��� ��� ���  ���
�� ��� ��
��������� ����� ���3

0� ��� )!!����� z �→ q = e2πiz !����� ��� 6�
������"��
−→
EA ��� ���� �
�������� ω

�� q = 0 �!# ���� ������ ��
��������# ������ 	
������
� ��� �	���� ��  ���
��
�	� ω ����� @���% 	��
 �	������� �	� F (q) ���� ��� )������� �	� �$�����
�����
q = 0�

 � ��
 1��3
−→
EA ��
� 7�
����
����
� ��
�� iδ − t A��� −1

2 ≤ t ≤ 1
2C# ���	 ���3

q = e−2πδe−2πit (−1
2
≤ t ≤ 1

2
)

,�� ���
��!�3

f(z) =
∑
n≥N

ane2πinz = F (q) =
∑
n≥N

anqn
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� #���� �
�	�

����
3

∂

∂q
F (q) =

∑
n≥N

nanqn−1

∂

∂z
f(z) = 2πi

∑
n≥N

nane2πinz

= 2πiq︸︷︷︸
= ∂q

∂z

∑
n≥N

nanqn−1

= 2πiq
∂

∂q
F (q)

⇒ f ′(z)∂z = F ′(q)∂q

����
3

1
2πi

∫
−→
EA

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫
ω

F ′(q)
F (q)

dq

= − ord0 F

= − ord∞ f

�� ��
 �
���!	��
�

BB′ ��
� 7�
����
����
� ��
�� z = ρ + reit# �	!�� r > 0 ����
��� π

2 ≥ t ≥ α ��� α ���!���� �	� r� ,�� ���
��!� f(z) = (z − ρ)mg(z) ���
m = ordρ f # ���	 g(z) �	�	�	
7� !�� ρ ��� g(ρ) �= 0� ���� ���3

f ′(z)
f(z)

=
m

z − ρ
+

g′(z)
g(z)

����
3

1
2πi

∫
�

BB′

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫ α

π/2

m

reit
+

g′(ρ + reit)
g(ρ + reit)

r · i · eitdt

=
m

2π
(α − π

2
) +

r

2π

∫ α

π/2

g′(ρ + reit)
g(ρ + reit)

eitdt

−→ m

2π

(π

6
− π

2

)
+ 0 (�"
 r → 0)

= −m

6
= −1

6
ordρ f

���� ��
  ���
��� �� &������ 1�
� ��� !����
���� ���

α → π

6
(∧= 30◦) �"
 r → 0

6�����	 &��� ���∫
�

DD′

f ′(z)
f(z)

dz → −1
6

ord−ρ̄ f = −1
6

ordρ f (r → 0, ρ ∼ −ρ̄)

0��



��) *��	�� �
�	�

���

1
2πi

∫
�

CC′

f ′(z)
f(z)

dz → −1
2

ordi f (r → 0)

5�
−−→
AB ��
� ��
�� z �→ z + 1 ���

−−→
ED′ �
����	
���
�� �� f(z + 1) = f(z) ��� f ′(z)

f(z) dz
����
���� ����
 z �→ z + 1 ⇒

1
2πi

(∫
�
AB

+
∫

�
DE

)
f ′(z)
f(z)

dz = 0

8� ��� )!!����� z �→ S · z = −1
z AS =

(
0 −1
1 0

)
C "!�
�"�
�

�

C ′D ���
�

CB′� ����
3

1
2πi

(∫
�

B′C
+

∫
�

C′D

)
f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫
�

B′C

f ′(z)
f(z)

dz − 1
2πi

∫
�

B′C

f ′(Sz)
f(Sz)

d(Sz) AHC

(� ���3

f(Sz) = f(−1
z
) = zkf(z)

⇒ kzk−1f(z) + zkf ′(z) =
∂

∂z
f(Sz) = f ′(Sz)

∂

∂z
(Sz)

⇒ f ′(Sz)
f(Sz)

d(Sz) =
kzk−1f(z) + zkf ′(z

zkf(z)
dz

=
(

k

z
+

f ′(z)
f(z)

)
dz

����
3

(∗) = − 1
2πi

∫
�

B′C

k

z
dz → − k

2πi

∫ π/2

2π/3

d(eit)
eit

(r → 0)

= − k

2πi
· i

(
π

2
+

2π
3

)
=

k

12

��C f ��!� @���% !&�� �	�������� ��� ∂F̄ � ,�� �	��'&��
� C ��� �� ��
 )!!����� ����!��
��� ��
���
� ��� 	!���

0�0
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�y

�x

A E

B

B′ C C ′
D

D′

F

iρ −ρ̄

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

��

�
�

�
�

�
�

��

�
���

�
�

�
�

�
��

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

���

3���

���
dim Mk < ∞

3� �
��k < 0 )���	����# �� �!� f ∈ Mk# f �≡ 0�  � ��
 �����&�	
��� ��� ���� ��� �����
����� ������# ��� 
����� ����� �!�
 ≥ 0# ���� f ��� �	�	�	
7� ���������<���� ∞� �

k ≥ 0 ��� N := [ k
12 ]� ,�� !��
����� ϕ : Mk → CN+1# f �→ (a0, a1, . . . , aN )� ���� ��� ϕ �����
+

����	��	�� ϕ ��� ��I�����+

3� �
�� ��� ϕ(f) = 0# ���	 a0 = a1 = . . . = aN = 0� )���	���� f �= 0� ���� ���3
ord∞ f ≥ N + 1� @��� ��
 �����&�	
��� �	��3

k

12
≥ N + 1 = [

k

12
] + 1 �

)��	 f ≡ 0�

����
 ��� dim Mk ≤ N + 1�

0��



��) *��	�� �
�	�

#����� ��
�� E4 �� E6 �
� ������
�
����� 0
������
���
	�� "�� :� 
�	� H �� � N ����
Γ(1)� ���� ' ���� B4 = − 1

30 � B6 = 1
42��

E4 = 1 + 240
∑
n≥1

σ3(n)e2πinz

E6 = 1 − 504
∑
n≥1

σ5(n)e2πinz

��


Δ :=
1

1728
(
E3

4 − E2
6

)
���� 
�� Δ �
�� ��
�������� "�� :� 
�	� AB ���� Γ(1)�

Δ = e2πiz + . . .

Δ(z) �= 0 ∀z ∈ H

3� �
�� �� E4 6������ 8 ��� E6 6������ � ���# ��� Δ ���� ,	����	
� �	� 6������ 0� !&�
Γ(1)�

(� ���3

E3
4 = 1 + 3 · 240e2πiz + . . .

E2
6 = 1 + 2 · 504e2πiz ± . . .

����
 ��� Δ �7��&���	
� ��� ��
 1�
� !�� q ��� ����� 0� @��� ��
 �����&�	
��� ��� k = 12
��� ���� ord∞ Δ = 1 ���3

ordz Δ = 0 ∀z ∈ H

)��	 ��� Δ(z) �= 0 ∀z ∈ H�

��� Mk ��
 C%����	

��� ��
 ,	����	
��� �	� 6������ k !&�� Γ(1) ��� Sk ��
 4���

���
��
 �7��&���	
���� AMk = {0} ����� k ≥ 3 ���
���C

���� �� ��
 � ������� ���� �
���


� Mk = {0} ��� k < 0� M2 = {0}


� M0 = C




� 4�� k ≥ 4 
�� Mk = CEk ⊕ Sk


"� �
� 5��
���� f �→ fΔ 
�� �
� 9������	
��� "�� Mk−12 �� Sk�

3� �
�� �C ��� k < 0� ��� f ∈ Mk�  �� f �= 0# �	 ��� ��� ����� ����
�7
��� &�
 �����&%
�	
���# ���� ��� 
����� ����� ��
 �����&�	
��� ��� ������ ��� ��� ����� ����� ��� ≥ 0�
)��	 ��� f ≡ 0�

0�5



� #���� �
�	�

��� k = 2� ���� ��� ��� 
����� ����� ��
 �����&�	
��� 1
6 � ,�� ���� 1

6 ����� ���
��!��
��� 1

6 = n + 1
2n′ + 1

3n′′ ��� n, n′, n′′ ∈ Z, n, n′, n′′ ≥ 0� ����
 ��� M2 = {0}�
��C C ⊂ M0 ���
+ ��� ������
� f ∈ M0� ��� z0 ∈ H ���� ��� g(t) := f(z) − f(z0) ∈ M0�

(� ��� g(z0) = 0� @��� ��
 �����&�	
��� A�������� ��� gC �	�� g = 0 ⇒ f = const.
����
 M0 ⊂ C�

���C ��� f ∈ Mk ��� a0 ��
 �	������� 1�
� �	� ��
 �	�
��
���������� �	� f � ��� g :=
f − a0Ek� ���� ��� g ∈ Sk ��� f = a0Ek + g# ���	 Mk = CEk ⊕Sk� @��� ��'����	� ���
���
# ���� CEk ∩ Sk = {0}�

��C ���
3 f �→ fΔ ��� ���� ��I������ �����
� )!!�����

>����� ��
 ��
I���������3 ��� g ∈ Sk� ��� f := g
Δ � �� Δ(z) �= 0 ∀z ∈ H# ��� f ��� H

�	�	�	
7�� )��� ��� f ∈ Mk−12# ���� Δ ∈ M12, g ∈ Sk� (� ���3

ord∞ f = ord∞ g − ord∞ Δ ≥ 0

���� g ��� �7��&���	
�# ���	 ord∞ g ≥ 1 ��� ord∞ Δ = 1� ����
 ��� f �� ∞ �	�	�	
7�#
��	 f ∈ Mk−12�

3���

��� ��
 k ≥ 0� k ������� ���� �
��

dimMk =
{ [

k
12

]
����� k ≡ 2 mod 12[

k
12

]
+ 1 ����� k �≡ 2 mod 12

/����+���� <��	 ���� B 
��� Sk = {0},Mk = CEk ��� k = 4, 6, 8, 10� 4����� 
��� S12 = CΔ�

3� �
�� ��� �	
��� ��� ���
 �"
 k ≤ 10 ���� ��� ���	� >���������� �"
 k ≥ 4 ���3

dim Mk = 1 + dimSk = 1 + dimMk−12

(
���&� ��� k ��
�� k + 12# �	 ������� !���� ������ ��
 6������� �� 0 ��� )��	 ��� ���
6������� �������� ���
 ∀k ≥ 0# k �
����

3���

��� ��
 k ≥ 0� k ������� ���� �
���� �
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