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KAPITEL 0

Grundlagen

1. Komplexe Zahlen

1.1. Der Koérper C. Auf dem R—Vektorraum R? mit Elementen z =
(z,y) definieren wir eine Multiplikation durch

2120 = (z1,11) - (T2, 92) = (129 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) -

Dann ist C := (R? +,+) ein Koérper, der Kérper der komplexen Zahlen,
mit Nullelement (0, 0), Einselement (1,0) und

1 1
Z:(%y)#(O,O)j;:Z T 2ip

(JI, _y) :
Die Abbildung
R—C, z—(z0)
ist ein Korpermonomorphismus, wir fassen R C C als Unterkorper auf und
identifizieren z = (z,0).

Fiir i = (0,1) gilt i* = —1, d.h. 7 ist Nullstelle des Polynoms 2% + 1.
Wir haben V 2z = (z,y) € C:

z = (z,y) = 2(1,0)+y(0,1) = z+iy = Rez + i Imz
Rea‘lteil ImagiLérteil
BEMERKUNG. C kann nicht angeordnet werden.
ANNAHME. doch = 0<1?=1und 0<®*=-1=0<1+(-1)=0
1.2. Konjugation. Fiir z =z +11y sei Z:=x —iy. Dann ist

J.C—-C, z—7Z

ein Kérperautomorphismus mit J? = id und Fixkérper R. Mit anderen Worten

z+w=7Z+w, Zw=72zZw, =z zER&S2=7Z.

al

Weiter ist

1 1
Rez:§(z+§), Imz:Q—i(z—Z).
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Anschaulich ist z — Z die Spiegelung an der reellen Achse:

1.3. Euklidischer Abstand, C als metrischer Raum. Wie iiblich
seien

(21, 22) = 2172 + Y112
das euklidische Skalarprodukt

|2l = Va? +y?
der euklidische oder Absolutbetrag und
d(z1, 22) = |21 — 29

der euklidische Abstand bzw. die euklidische Metrik. Dann gelten die
Regeln

Zl =12, [Rez| <|z|, [mz| <[ef, 2Z=]2"
und _
a4z ..
27 =— fir z#0.
|2%]

Der euklidische Abstand d macht C zum metrischen und damit insbesondere
zum topologischen Raum. Begriffe wie offen, abgeschlossen, Umgebung, stetig,
Konvergenz, Cauchy-Folge, Haufungspunkt oder kompakt sind damit definiert.
Ist z € C, so schreiben wir 4(z) fiir die Menge aller Umgebungen von z.

Wir wiederholen z.B. Konvergenz:

a, wa<=Ve>0 3 ngeN:|a,—a|<e Vn>ng.

Dies ist dquivalent zu (Rea, — Rea und Ima, — Ima).
C ist vollstdndig, d.h. V Cauchy-Folge in C konvergiert gegen komplexe Zahl.
Man hat die iiblichen Limessétze sowie zusétzlich

lim|a,| = |lima,|, lima, =lima,
falls lim a,, existiert.
1.4. Zusammenhang. Sei A C C.

1.4.1. Definition.
(i) Eine stetige Abbildung o : [a,b] — A heifst Weg mit Anfangspunkt
a(a) und Endpunkt a(b).
(“a verbindet a(a) mit a(b)”). A heifit wegzusammenhdngend,
wenn je zwei Punkte in A durch einen Weg verbindbar sind.
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(ii) A heifit zusammenhdngend, wenn die Bedingungen des folgenden
Satzes erfillt sind.

1.4.2. Satz. Fs sind dquivalent:
(i) Sind Ay, As C A offen (bzgl. der induzierten Metrik bzw. Topologie)
mit
AiNAy=0, AUAy = A, so folgt Ay = A oder Ay = A.
(ii) Ist B C A offen und abgeschlossen (bzgl. der induzierten Metrik bzw.
Topologie), so ist B = A oder B = ().
BEWEIS. Aufgaben. O

1.4.3. Satz. Stetige Abbildungen bilden

(i) wegzusammenhingende Mengen auf ebensolche ab
(ii) zusammenhdingende Mengen auf ebensolche ab.

BEWEIS. Aufgaben. O
1.4.4. Satz. Fir G = A offen sind dquivalent:

(i) G wegzusammenhdingend
(‘Gebiet”)
(ii) G zusammenhdingend.
BEWEIS. Aufgaben. O

1.4.5. BEISPIEL. Gebiete sind etwa:
Offene Kreisscheiben K,.(a) :={2 € C ||z —a| < r},

/N
/7 /0SS
die obere Halbebene H := {z € C | Im z > 0}, R
VAV A A VA A A A4

C\R_:=C\{zeR |z <0} 0

2. Konvergenz von Reihen

2.1. Konvergente Reihen.

2.1.1. Definition. Fine Reihe Y a, komplezer Zahlen (i.A. ist k = 0,1)
v=k

n
heifit konvergent mit Summe s, wenn s, == Y a, — s. Wir schreiben
v=k

[ee]
dann auch s = Y a,.
v==k
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2.1.2. Satz. Aquivalent:

(i) a, = s ist konvergent.

v=~k
n

{)Ve>0 3 ng>k:| > al<e ¥V nm>ng(mitn>m)
v=m++1
( “Cauchy-Kriterium”)
(iii) > Rea, = Res und > Ima, = Ims sind konvergent.

(iv) Cauchy fiir Real- und Imagindrteil.
BEWEIS. (i)<=(ii) bzw. (iii)<=>(iv) ist die Vollsténdigkeit von C bzw. R.
(i)<=>(iii) ergibt sich wegen zn: a, = 3 Rea, + zn: Im a, aus den Limessétzen
fiir Folgen. - - - O

2.1.3. BEISPIEL. Geometrische Reihe

> 1 — it 1
Zz”: AR V. zeC mit |z]<1.
T~ 1—=2 1—2

2.2. Absolute Konvergenz und Umordnung.
Motivation. Wir betrachten ein Beispiel. Die Reihen

oty [NUEE S S
277371 W 3 257771

sind Umordnungen voneinander, sie sind konvergent, haben aber die verschie-
denen Summen

In2 bzw. g In2.

Will man, unabhéngig von Umordnungen, immer denselben Grenzwert erhal-
ten, so braucht man, dass die Reihe absolut konvergiert.

2.2.1. Definition. ) a, heifit absolut konvergent, wenn Y |a,| konvergiert.
v=k v=k

2.2.2. BEMERKUNG.

(i) Jede absolut konvergente Reihe ) a, ist konvergent und es gilt

|2l <X a
(i) Majorantenkriterium. Sei ) r, eine konvergente Reihe reeller Zah-
k
len 7, > 0. Ist > a, eine Reihe komplexer Zahlen mit |a,| < r, fur
k
fast alle v > k, so ist ) a, absolut konvergent.
k

BEWEIS. Anwendung des Cauchy-Kriteriums. 0
2.2.3. Umordnungssatz. Ist Y a, absolut konvergent, so auch jede Umord-

0
nung dieser Reihe, genauer gilt

ZaT(y) = Zau YV  Biyektion 7:N—N.
0 0

BeEwEILs. Wortwortlich wie im Reellen. O
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2.3. Produkte von Reihen. Sind ) a,, ) b, zwei Reihen, so heifit je-

de Reihe Y ey, wo ¢, ¢y, ¢o, ... genau einomal dioe Produkte a, b, durchliuft,

eine Prod(l)lktreihe von y_ a, und ) b,. Besonders wichtig fiir uns ist das
Cauchy-Produkt. " "

ZPA mit  py = Z aub, .
=0

purv=A>A

2.3.1. Reihenproduktsatz. Sind ) a,, ) b, absolut konvergent, so auch
0 0
V Produktreihe Y ¢y und es gilt
0

(20:@“)<20:b1,) :20:@\ .
BEWEIS. V Ie N 3 meNmit {c,...,q} C{aub, | 0 < p,v <m} . Also
folgt

gw < (%m)(éw) < (gauo(gw <00

Damit ist > ¢, absolut konvergent und nach dem Umordnungssatz kann man

zur Berechnung von ) ¢y jede Anordnung der a,b, benutzen, die man durch

Ausmultiplizieren von ( Y a,)( Y b,) erhélt. Also ist
v=0

©n=0
S (350 (550) - (S0 (550)
A=0 e n=0 v=0 n=0 v=0
U
2.4. Cauchy’scher Doppelreihensatz.  Sei a,,, (¢,v) € N x N, eine
Doppelfolge komplexer Zahlen. Dann gilt: > ( > \aWD konvergiert genau
n=0 v=0
dann, wenn ) < > |aW|) konvergiert. In diesem Fall ist
v=0 ©n=0
> () =3 ()
©=0 v=0 v=0 n=0

BEWEIS. Aufgaben O






KAPITEL 1

Analytische Funktionen

(Weierstraf’scher Ansatz)

3. Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen und -reihen
Seien A C C und (f,)nen eine Folge von Funktionen f, : A — C.
3.1. Punktweise Konvergenz.

3.1.1. Definition. f, heifst punktweise konvergent in A (gegen eine Funk-
tion f: A— C), fallsV z€ A f.(z) konvergiert (gegen f(z)). Wir schreiben
dann f, — f, f=1limf,.

3.2. Gleichmiaflige Konvergenz.

3.2.1. Definition. f, heifit gleichmdf$ig konvergent in A (gegen f: A —
C), falls

Ve>0 IneN:|fulz)—f(z)<e Vn>nyg, VzeA.
Wir schreiben dann f, = f.
3.2.2. BEMERKUNG.

(i) fa=f<= (Ref,=Ref und Imf, = Imf)
i) (fa=f gn.=g9g, abeC)= (af,+bg,= af+bg)
(ii) (fn=1f, gn=y9, [,gbeschrinkt) = (fn 9o — f-9)-
(Ubung)

3.2.3. Cauchy-Kriterium:
fn gleichmdflig konvergent <—= ¥V ¢ >0 3 nye N:

|fu(2) = f(2)] < ¢ Vnm>ny, VzEA

BEWEIS. Wie im reellen Fall. 0
3.3. Lokal-gleichmiflige Konvergenz. Sei A = () offen.

3.3.1. Definition. f, heifst lokal-gleichmdfSig (kompakt) konvergent in
Q (gegen f:Q — C), falls die Bedingungen des folgenden Satzes erfiillt sind.
Wir schreiben dann f, ﬁ f-

3.3.2. Satz. Aquivalent:
)V zeQ 3 Ueiz) offen, U C Q: f,|U = f|U.
13
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(i) V K C Q kompakt: f,|K = f|K.

BEWEIS. (i) = (ii)
Sei K C Q kompakt. V ze€ K 3 U, € U(2): f.|U.= f|U, .

T

Da K kompakt 3 zy,...,2, € K mit K C |JU,, =: U. Dann f,|U = f|U,
i=1
also auch f,|K = f|K.

(i) = (i)
Sei z € 2. Wéhlen Radien s,r mit K(z) =: U C K,(2) =1 K C Q.

offen kompakt

Dann f,|K = f|K, also auch f,|U = f|U. O

3.3.3. BEMERKUNG. (f, = ) = (fn = )= (fo— f).
3.3.4. Stetigkeitssatz: (f, = f, fast alle f,, stetig) = (f stetig).

BEWEIS. Wie im reellen Fall. 0J
3.4. Funktionenreihen. Obige Definitionen und Aussagen iibertragen

sich wie tiblich auf Funktionenreihen ) f, durch Betrachten der Partialsum-

v=k
men fu. Auerdem gilt das
v=k

Majorantenkriterium von Weierstraf3: Sei ) r, eine konvergente Reihe
in R, mit
lfo(2)| <r, VzeA, fir fast alle v .
Dann konvergiert > f, gleichméBig auf A.
BEWEIS. Fiir n > m grofl genug gilt

n

| Z fo(2)] < Z 1£(2)] < Z ry(2) VzeA

v=m+1 v=m+1 v=m+1
und Behauptung folgt aus Cauchy-Kriterium. 0J

Die bereits in § 2 erwdhnten Probleme beim Umordnen von Reihen fithren zu

3.5. Normale Konvergenz von Funktionenreihen. Sei wieder A =
Q) offen.

3.5.1. Definition. > f, heifit normal konvergent in (2, falls die Bedin-
gungen des folgenden trivialen Satzes erfillt sind.

3.5.2. Satz. Aquivalent:
i)V 2zeQ 3 Ueslz) offen, U C Q: > |f.|lu konvergiert.
(i) V K C Q kompakt: > |f,|x konvergiert.

Dabei verwenden wir die Bezeichnung: Sind X eine Menge, g : X — C eine
Funktion und M C X, so sei

|g|ar := sup [g(m)] .
meM
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3.5.3. BEMERKUNG.

(i) Normal konvergent — lokal-gleichmé&Big konvergent.
(i) Fiir Q = K,.(c) sind obige Bedingungen dquivalent zu:
V. 0<s<r:Y.|fulk.(c) konvergiert.

3.5.4. Umordnungssatz: Konvergiert Y f, in Q normal gegen f, so kon-

0
vergiert ¥ Bijektion 7 : N — N auch ) f-) in Q normal gegen f.
0

Bewels. Fir K C Q kompakt konvergiert > |f,|x, also auch ) |f-u)lxk,
nach dem Umordnungssatz (2.2.4). Ist z € 2 so folgt speziell mit K = {z} :

> Ju(2) =22 frn(2)- O
Analog ergibt sich aus (2.3.1):

3.5.5. Reihenproduktsatz: Sind > f,,> g, normal konvergent in 2, so
auch jede ihrer Produktreihen gegen (> f,) (. gu)-
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4. Potenzreihen

4.1. Formale Potenzreihen. Ist ¢ € C ein fester Punkt, so heifit jede
Funktionenreihe
Zal,(z — )", a, € C
0

(formale) Potenzreihe mit Entwicklungspunkt ¢ und Koeffizienten a,,.
Jedes Polynom Y a,(z — ¢)’wird als Potenzreihe mit a, = 0 fir v > n auf-
0

gefafit. Die Potenzreihen mit festem Entwicklungspunkt ¢ werden zu einer
C—Algebra durch

Sa,(z—=¢) + > b (z—¢) = D(a,+b,)(z— )
(P a(z—c)")(Xb(z—0)) = 32 ( X aub).

A ptr=XA
4.2. Konvergente Potenzreihen.

4.2.1. Definition. Fine Potenzreihe Y a,(z — ¢)” heifit konvergent, wenn
3 29 # cmit ) a,(z0—c)” konvergiert. Wichtiges Beispiel ist die geometrische
Reihe > 2V, konvergent fiir |z| < 1.

4.2.2. Abel’sches Lemma: Gibt es zu > a,(z — ¢)” reelle Zahlen r >
0, M > 0, so daff |a,|r* < M ¥ v, so konvergiert > a,(z — ¢)” normal
in K.(c).

BeEwEIS. Wir wenden (3.5.3), (i) an. Fir 0 < s < r gilt
S\¥ S\v
M, = la,(z —¢)” Koo < la,|s” = |a,| <;> r’ < M(;) )
Wegen 2 < 1 konvergiert M, . O

4.2.3. Korollar. Konvergiert > a,(z — ¢)” in zg # ¢, so ist Y a,(z — ¢)”
normal konvergent in K.,_(c).

BEWEIS. a,(z9 — ¢)” ist Nullfolge, also beschrankt. O
4.3. Konvergenzradius. Sei ) a,(z — ¢)” eine Potenzreihe.

4.3.1. Definition. R := sup {|zo—c| | > a,(z0—c)” konvergent } € R U{oo}

heifit Konvergenzradius und Kg(c) Konvergenzkreis von ) a,(z —c)".

4.3.2. Konvergenzsatz fiir Potenzreihen:
Ist R > 0, so konvergiert > a,(z — ¢)” normal in Kg(c) und divergiert in

C \ KR(C).
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BEWEIS. Sei 0 < s < R. Dann 3 2z, mit s < |20 — ¢|] < R. Nach (4.2.3)
konvergiert - a,(z — ¢)” normal in K|.,_(c) und somit erst recht in K(c).

Ist zg ¢ Kg(c), so divergiert > a,(z — ¢)” nach Definition von R. O
Insbesondere ist die Grenzfunktion
Kg(c) — C, z—>Za,,(z—c)”

stetig. Zum Konvergenzverhalten auf dem Rand 0K g(c) des Konvergenzkreises
vergleiche Aufgaben. Fiir Anwendungen niitzlich sind:

4.3.3. (i) Formel von Cauchy-Hadamard: FEs gilt

1
R = _rm .

(ii) Quotientenkriterium: Ist a, # 0 fir fast alle v, so ist

|a1/+1| |a1/+1|
Speziell R = lim QS:'I‘, falls dieser Limes existiert.
BEWEIS. Wie im reellen Fall. U
4.3.4. Beispiele:
(i) Exponentialreihe exp(z) = V;OZV—U, cR = lim ‘a“::‘” = lim (v +
1)=o00.
(ii) Logarithmische Reihe > #z” :R = lim m'“i‘l' = lim 2 =
1 v
1. B
(iii) Arcustangensreihe > %zm‘_l : R = 1 nach Cauchy-Hadamard,
1
da

zu%l v =2 — 1 ungerade .

0 v gerade
|a,| =

4.4. Identitatssatz fiir Potenzreihen.  Von grofler Bedeutung fiir die
Funktionentheorie ist die Tatsache, dafl eine konvergente Potenzreihe durch
ihre Grenzfunktion bestimmt ist. Wir zeigen zunéchst:

4.4.1. Satz (Isolierte Nullstellen). Sei f(z) = > a,(2—c)” in K,(c) konver-
gent. Wenn nicht alle a, =0, so03 0 <s <rmit f(z) #0 V z € Kq(c)\{c}.
Insbesondere ist jede Nullstelle isoliert.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist n := min{v | @, # 0} € N und f(z) =
(z—¢)"g(z) wo g(2) = > antu(z — ¢)”. Die Funktion g(z) ist stetig in K, (c)

v=0
mit g(¢) = a, # 0. Also 3 0 < s < r mit g(z) # 0 und somit auch f(z) #
0 V ze Kqe)\{c}. O

4.4.2. Identitdtssatz: Seien f(z) = > a,(z — )", g(z) = > b,(z —¢)”
in K,.(c) konvergent. Gibt es eine Folge z, — ¢, 2z, € K,(¢)\ {c} Vn, mit
f(zn) = g(zn) ¥, so folgt a, =b, V.
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BeweEIs. Mit f, g konvergiert auch h:= f —g, h(z)=>_ (ay — b,,) (z—c)",
in K,(c). Wenn nicht alle a,, = b,, so liefert (4.4.1) ein 0 < s < r mit h(z) #
0 Vze Kc)\{c}.Wegenz, —c I nygeNmitz, € Kic)\{c} Vn>ng
im Widerspruch zu h(z,) = 0. O
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5. Analytische Funktionen
5.1. Definitionen.

5.1.1. Definition und Bemerkung: Seien Q2 C C offen und f : Q — C
ewne Funktion.

(i) f heifit in ¢ € Q in eine Potenzreihe entwickelbar, wenn 3
Potenzreihe Y a,(z — ¢)¥, die in einem Kreis K,.(c¢) C Q gegen f
konvergiert: f(z) = > a,(z —¢)” ¥V z € K,(c). Diese Potenzreihe
ist dann nach dem Identititssatz (4.4.2) eindeutig bestimmt und heifit
Potenzrethenentwicklung von f in c.

(ii) f heifit analytisch, wenn f in jedem Punkt von ) in eine Potenzreihe
entwickelbar ist. f ist dann insbesondere stetig.

5.1.2. Beispiel: Die Funktion 1 ist auf C* := C\ {0} nicht Grenzfunktion
einer Potenzreihe, aber analytisch:  Um c € C* gilt
1 1 1 1 1 c—z\V (—=1)¥ 5
z  ctz—c cl-—F EZ< c ) =2 vl (z=¢)
mit Konvergenzradius 1/1im {/1/]c|*+1 = |c| .
5.2. Entwicklungssatz fiir Potenzreihen. Sei f(2) =) a,(2—c)" eine

Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f analytisch in Kg(c).
Genauer gilt V d € Kg(c): Die Potenzreihe

é <§a”+” (“ j ”) (d - c)”) (2 — d)

hat mindestens den Konvergenzradius R — |d — ¢| und konvergiert gegen f in
KR—jd—|-

BEWEIS. Sei d € Kg(c).

Die binomische Formel liefert V z € Kg(c):

f2) = Tale-o = Ya(-d+d-0)
_ i;oa (:) (d—¢)#(z — )P |

Da aber 3 |a,| (:) |d—c|"~H |z—d* = |ay|<\z—d\+\d—c\)yund > \a,,\<|z—
=0 v=0

d|+|d— c|>y mindestens fir |z —d|+ |d — ¢| < R konvergiert, so folgt fiir solche
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z aus dem Cauchy’schen Doppelreihensatz:

_ g i:;o a, (Z) (d — ¢) (= — d) - gia (Z) (d— )= (z — d)"
= (S (M) o) —ar

O

5.3. Identitéitssatz fiir analytische Funktionen. Seien G C C ein
Gebiet und f, g : G — C analytisch. Gibt es ¢ € GG und Folge z, — ¢, =z, €
G\{c} V n,mit f(z,) =g(z,) V n,so folgt f =g.

BEWEIS. Sei B:={2€ G |3 U € U(z), U C G mit flU = g|U}. B ist
offen per Definition und nicht leer nach Voraussetzung und dem Identitétssatz

(4.4.2). Wir zeigen G \ B ist auch offen, dann folgt G = B, da G zusam-
menhéngend. Sei dazu d € G\ B.

ANNAHME. V U € {(d) gilt UNB # (. Dann 3 Folge w,, — d, w, € B V n.
Wieder nach (4.4.2) folgt d € B £ . Also 3 U € 4(d), U C G\ B. 0

5.3.1. Isoliertheit der Nullstellen: Seien G C C ein Gebiet und f : G —
C analytisch, f # 0. Dann hat f héchstens isolierte Nullstellen in G.

BEWEIS. Sei ¢ € G mit f(c) = 0. Betrachten Potenzreihenentwicklung f(2)
Y a,(z—c)” in K,(c). Nach (4.4.1) 30<s<rmit f(z) #0Vz € K(c)\{c
vorausgesetzt nicht alle a, = 0. Wire dies der Fall, so folgte f | K,.(c) =0
zum Identitétssatz.

(I Swadll|

5.3.2. Bemerkung: Ist ) C C offen, so ist

A(Q) = {f Q—-C|f analytisch}
eine kommutative C— Algebra mit 1:

g€ AQ) = f+yg, [-9€AQ).

Da die Hintereinanderausfihrung analytischer Funktionen analytisch ist (Auf-
gaben) folgt mit (5.1.2):
f

frg€ AQ), g(2) #0 VzeQ = EEA(Q).
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6. Elementare Funktionen

Wir wollen die Exponentialfunktion, die trigonometrischen und die Hyperbel-
funktionen auch fiir komplexes Argument definieren.

6.1. exp,sin,cos. Nach (4.3.4) konvergiert

[e.e] v

exp(z) = ) %

v=0
und somit auch die Reihen

C) — S (DY out
sin(z) = > w2
v=0

2o+1)!

cos(z) = Zo —((;ig,u i
normal auf ganz C. Nach (5.2) sind exp, sin, cos € A(C).
Wir schreiben auch e* fiir exp(z) (dies ist vorldufig noch keine Potenz).

6.1.1. Euler’sche Formel: ¢* =cosz+isinz V z¢e C.

BEWEIS. Wegen 2 = —1, * = —i, i* =1 gilt
2m-+1 . v m 2 m 241
(iz) Z%H _ 2z
D DIy S
und die Behauptung folgt durch Grenziibergang. U
Wegen
cos(—z) =cosz, sin(—z)= —sinz
folgt e7** = cos z — 4 sin z und somit auch

1 . . 1 . .
cos z = 5(6” +e %), sinz= 2—(6” —e )

i
6.1.2. Additionstheorem: VY z,w € C gilt:

exp(z +w) = exp(z) - exp(w)

cos (z +w) = cos(z)-cos(w)—sin(z) -sin(w) und

sin (z +w) = sin(2) - cos (w) 4 cos (z) sin (w) .
BEWEIS. Fiir exp verwenden wir das Cauchy-Produkt:

o0 v 0 )\ )\
ew() o) = X T fu - £y (M)

A=0 ptov=XA A=0
> (Zt\—?’)y = exp(z+w) .
A=0
Die Behauptung fiir cos bzw. sin folgt durch Additon bzw. Subtraktion von

elFHw) — iz giv — (cos z+i sin z)(cos w + 4 sin w)
mit der analogen Formel fiir e=#*+%). O
Fiir w = —z ergibt sich

ef-e”=1

und insbesondere e* 20 V z € C.
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Weitere Formeln folgen wie im reellen, etwa
cos’z +sin®z=1.
6.2. Polarkoordinaten. Aus der reellen Analysis wissen wir, dafl sich
jedes z € C in der Form
z = |z|e" = |z|(cos ¢ + i sin @)

schreiben 1a8t.

Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition von ganzzahligen Vielfachen von 27 bestimmt,
jeder solche Winkel heiffit Argument von z,

p=argz .
Normieren wir ¢, etwa durch ¢ € [0,27[ oder ¢ €|— 7, 7| so ist ¢ eindeutig
bestimmt. |z|, ¢ heiflen dann Polarkoordinaten von z.
Multiplikation in Polarkoordinaten:
2w = |z]e" - w]e = [2] [w] ),
insbesondere gilt die
6.2.1. Moivresche Formel: V z = |z|e? € C:
2" = |z]"e"™ = |z|"(cos e + i sinny) .
6.3. Epimorphiesatz fiir exp und Folgerungen.
6.3.1. Satz. (i) exp : C — C* ist ein Gruppenepimorphismus der addi-
tiven Gruppe C in die multiplikative Gruppe C*.
(ii) Kern(exp) = 2miZ, d.h. die ganzzahligen Vielfachen von 2mi sind

genau die Perioden von exp.
(iii) Jeder Streifen der Form

{zeC|r<Imz<r+2r}, reR,
wird durch exp bijektiv auf C* abgebildet.

BEWEIS. (i) Ist w € C*, so sei z := log |w| 4+ i argw. Dann ist

- 6log|w\ el ABW |?,U‘€Z agw _ .,
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(i) Sei z =z + iy € Kern (exp). Dann 1 = e* = e*(cosy + i siny),
ie. x =0,cosy =1, siny =0, ie.z € 2miZ.
Umgekehrt liefert die Eulersche Formel (6.1.1): €™ = cos2mk +
¢ sin 2k = 1.
(iii) Die Surjektivitdt wurde in (i) mitbewiesen, die Injektivitét folgt nach
(ii) wegen e = e¥ = e* % = 1.
U

6.3.2. Logarithmen komplexer Zahlen: b e C heifit Logarithmus von
a € C, b=loga, falls e® = a. Wie eben gesehen gilt: ¥V a € C* hat genau die
abzdihlbar vielen Logarithmen

logla| + 7 arga .
(Wir studieren hier log noch nicht als Funktion !).

6.3.3. Wurzeln: b € C heifst n—te Wurzel aus a € C, b = /a, falls
b" = a (Einheitswurzel, falls a = 1). Es gilt: ¥ a € C* hat genau die n
n—ten Wurzeln

exp ((27rki—|—loga)/n), k=0,1,....n—1,

wo log a ein fizierter Logarithmus.
Denn: Das Additionstheorem liefert

<exp ((27rk:z' + loga)/n))n =exploga =a,

daf die n Zahlen paarweise verschieden sind folgt aus (6.5.1),(ii) und da 2" —a
hdchstens n Nullstellen hat, sind wir fertig. In Polarkoordinaten:

a=la|e” = Ya= {/]a| exp (%(<p+2k:7r)>, keZ.

6.3.4. Satz. (i) sinz =0<= 2z €7Z, cosz=0<+=z¢€ 7§+ 7L
(i) 27Z ist die Menge der Perioden von sin und cos
(iii) sin und cos nehmen jedes ¢ € C abzdhlbar unendlich oft an.

BEwEIS. (6.1.1) und Eigenschaften von exp. O
6.3.5. Tangens und Cotangens: Wo Nenner # 0 sei

sin 2z COS 2

tanz = , cotz:i= — .

coS 2 sin 2z

Dann gilt, wo definiert,
1 62iz_1 ,622‘2—}—1
tanz = — cotz =1

2627Lz+1’ 62iz_1‘
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sowie das

Additionstheorem: tan(z + w) = [@pettanw cot(z + w) = Qtzcotwl

1—tan z-tanw ’ ~ cot z+cotw

Die Nullstellen ergeben sich aus (6.3.4), die Menge der Perioden ist jeweils
w. Zur Potenzreihenentwicklung vergleiche Aufgaben.

6.3.6. Hyperbelfunktion: Diese werden ebenfalls wie im reellen definiert:

: o 1z -z _ 1 241
sinhz = (e —e7%) = Z—(2u+1)! z )
. 1(,z —z _ 1 2u
coshz = g(e*+e7) = Yogyz" -
Es gilt
sinhz = —siniz, coshz = cosiz
i
sowie

cosh?z —sinh?z = 1 .
Hieraus folgt, dass die Menge der Perioden jeweils 2wiZ. ist sowie das

Additionstheorem: sinh(z + w) = sinhz coshw + coshz sinhw ,
cosh(z + w) = coshz coshw + sinhz sinhw .



KAPITEL 2

Holomorphe Funktionen

(Cauchy’scher Ansatz)

7. Komplex differenzierbare Funktionen

Seien 2 C C offen und ¢ = a + b € Q).

7.1. Komplexe Differenzierbarkeit.

7.1.1. Definition und Bemerkung: f : Q) — C heifst komplex diffe-
renzierbar in c, falls

(i) 3 A:Q — C stetig in ¢ mit
f(z)=flc)+(z—c) A(z) VzeQ.

Aquwalent:
(i) 3 lim L2200
Aquivalent:
(i) 3 aeC mit lim {&=&=atd ¢

z—cC z=c

Ist f komplex differenzierbar in ¢ so heifst
7(0) = AQ) =tim L2210 _

z—cC Z—C

die Ableitung von f in c. Wie im reellen ergibt sich:
f komplex differenzierbar in ¢ = f stetig in c.

7.1.2. Beispiele:

(i) f analytisch in ¢ = [ komplex differenzierbar in c: Ist f(z) =

> ay(z—c¢)” umc, so gilt
0

f(z)=ao+(z—0c) Y afz—c)"
I T
f(e) ~ ~ -
A(z)

mit f'(c) = A(c) = a;.

(ii) J: C— C, z — z, ist in keinem Punkt ¢ € C komplex differenzier-
bar: Firz=c+t, teR, ist %z%zl,ﬂirz:c—i—it, teR,
ist =2 ==t — 1 . 0

z—c it

25
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7.1.3. Wortwértlich wie im reellen zeigt man:
Linearititsregel: (af + Bg)'(c) = af'(c)+ B¢ (c) .
Produktregel: (fg)'(c) = f'(c)glc)+ f(c)d'(c) .

! ! /
Quotientenregel: <§> (c) = %(g(a)g(c) , falls g(c) #0 .

Kettenregel: (go f)(c) =g (f(c)) - f'(c) .
7.2. Reelle Differenzierbarkeit.

7.2.1. Definition und Bemerkung: Sei zundchst f : Q) — R reell-wertig.
Dann heifsit f reell differenzierbar in c, falls

3 A, Ay 0 Q— R stetigin ¢ mit

f(2) = f(c)+ (x —a) A1(2) + (y — b) Ay(2) V z=x+iyeQ.
Ist dies der Fall, so haben wir die partiellen Ableitungen
of  \._ _ of v ._ _
%(C) = fo(c) == A(0), o (c) == fy(c) == Ag(c) .

Sei nun f = u+iv : Q — C komplex-wertig. Dann heifst f reell differen-
zterbar in c, falls

(1) u,v reell differenzierbar in c .
<~

(i) 3 Ay, Ay:Q—C  stetigin ¢ mit

f(z) = f(o)+(z—a) Ay (2)+(y—b) Ay(2) V z=x+iye.

<

(ii) 3 L:C—C R—linear mit lim W =0.
Ist dies der Full, so hat man das totale Differential

Df(c) == L
sowie die partiellen Ableitungen
% (c) = fule) = wuz(e)+ivg(c) = Ayle)

2(0) = f0) = wle)+inle) = Asc)

Als Matriz:
D(e)(E+iC) — (“x(c) “y(c))-@

vz(¢)  vy(c)
= <uz(c)£ + uy(c)§> + i(vx(c)g + vy(c)§> :
7.3. Wirtinger Ableitungen.
7.3.1. Satz. In (7.2) ist zu (i) dquivalent:

(iv) 4 A1 A :Q—C stetigin ¢ mit
f(z)=f(c)+ (z—c)A1(2) + (Z —T) Az(2) V 2e€eQ.
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BeEwEs. (ii) = (iv):

f(2) = fe) + (x —a) Au(2) + (y — b) Ba(2)

_ (c)+%(z—c+§—E)A1(z)——(z—c—z+c)A2(z)
= FO+ (=) 5 (Ma(e) —id(2) + (- 8) 5 (Ai2) +iAe(2)
e A2(2) ’

(iv) = (ii): analog. O
7.3.2. Definition. Ist (iv) erfiillt, so heiffen

of 1 /0f Of
92 (=10 = Ae) = 5 (5, )~ i),

of of of
L0 = 10 = () = 5 (G @ + 5 )

die Wirtinger Ableitungen von f in c.

7.3.3. Erginzung: Fir %, % gelten zu (7.1.3) analoge Regeln, vergleiche
Literatur.

7.4. Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen.

7.4.1. Vorbemerkung: Die C—linearen Abbildungen C — C sind genau
die Drehstreckungen z — az, a € C. Ist nun L : C — C R—linear, L =

ll l2 . T ll l2 X 1.
(l3 l4) mit (y) — (l3 l4> (y) , S0 gilt:

L C—linear, i.e. L(z) = L(1) -z Vz<= L(i) =il(l) <=1, =1y, ls = -3

7.4.2. Satz. Fir f=u+w: Q — C sind dquivalent:

(i) f ist komplex differenzierbar in c.
(ii) f ist reell differenzierbar in ¢ und Df(c) ist C—linear.
(iii) f ist reell differenzierbar in ¢ und uy(c) = vy(c), uy(c) = —v,(c) .
(” Cauchy-Riemann”)
(iv) f st reell differenzierbar in ¢ und % (¢)=0.

BeEwEIs. Nach Vorbemerkung ist (ii)<=>(iii) aber auch (i)<=>(ii) wegen (7.1.1),(iii)
und (7.2),(iii). (iii)«<=(iv), denn:

Ue) =

N[= N[

(#0+15(0) = 4 (001040 +1 (510+040))
(ee) = v(0) + 7 (wy(0) + val0)) )

7.4.3. Korollar: [ komplex differenzierbar in c = f'(c) = f.(c) = f.(c) .
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BEWEIS.

7.4.4. Beispiele:
(i) Uberall reell - aber nirgends komplex differenzierbar sind:

z—>Rez:x:%E%
I . Oy — i
J(z)=z: =1
z—J(2)=Z: £ =

(ii) Uberall reell - aber nur in 0 komplex differenzierbar ist
02> _ d(z*+y*)

z— |2]?: = =z

0z 0z

Esist%zz‘z(O):O.
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8. Holomorphe Funktionen
8.1. Definitionen. Sei ) C C offen.

8.1.1. Definition. f : Q@ — C heifst holomorph, falls f komplex differen-
zierbar in allen ¢ € Q. Ist dies der Fall, so heifit f': Q — C, ¢ — f'(c), die
Ableitung von f in . Ist f' wieder holomorph, so schreiben wir f@ := (f')’
und induktiv, falls definiert, f® = (f&=DY mit fO .= f  fO .= "

8.1.2. Bemerkung: O(2) :={f:Q — C holomorph} ist C—Algebra:
f,gGO(Q) :>f+g> ngO(Q),

sowtie

56(9(9), falls g(2) #0 VzeQ.

8.2. Analytische Funktionen sind holomorph.

8.2.1. Satz. Jede analytische Funktion ist holomorph. Genauer gilt:
Ist f(2) = > a,(z—c)” eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0,
0

so0 ist f holomorph in Kg(c) und die Ableitung f'(z) = Y. va,(z —¢)*~1 hat
ebenfalls den Konvergenzradius R. (7 Gliedweise Diﬂ"erizntation”).
BEWEIS. Sei g(2) = ; va,(z —c)”~! mit Konvergenzradius R/

(1) Wir zeigen R=R'. R' < R: Sei |z — ¢| < R'. Wegen

la,[|z—cl” = |z—c||a,]|z—c|"' < lz—c|v]a||z—c" 1, v>1,
ist mit g(z) auch f(z) konvergent.

R < R':Seir < R. Wihle s mit r < s < R. Dann ist die Folge |a,|s”
beschrankt. Wegen

Nullfolge

|ay | ™\
vla, |t = ( s”) I/<—> —0
T

S

ist die Folge v|a,|r”~! beschrinkt. Mit dem Lemma von Abel folgt
r < R'. Da r < R beliebig war, folgt R < R/.
(2) Sei d € Kg(c). Nach (5.2) ist

1) = f (fj (“j”) (d=<)) (="

die Potenzreihenentwicklung von f um d. Mit (7.1.2) folgt: f ist
differenzierbar in d mit

P = 5 a (M5 ) 0= 0r = £ vasla-ot = gl
O
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8.2.2. Korollar: f:Q — C analytisch = V c € Q gilt:
f ist beliebig oft differenzierbar in ¢ und hat um ¢ die Potenzreihenentwicklung

o £0)(,
f(z)= Z fle) (z —c) (" Taylor-Reihe")

BEWEIS. Sei f(z) = > a,(z—c)” die Potenzreihenentwicklung von f in c. Aus
(8.2.1) folgt mit Induktion: f ist beliebig oft differenzierbar in ¢ und es gilt

[e.e]

M) = Dt vty =1) o (gt D ag (2 = o

S (pto)!
= ZO Mu! “ Aty (z =)
M:

Insbesondere: ) (c) =v! a, . O
8.2.3. BEMERKUNG. Vergleiche mit (5.2).

8.2.4. Identititssatz: Seien G C C ein Gebiet und f,g € A(G) mit 3 ¢ €
G so dass f¥)(c) = g™ (c) Y v. Danngilt f=g.

8.2.5. Die elementaren Funktionen: Gliedweise Differentiation liefert

exp'z=expz, sin'z=-cosz, cos'z=—sinz
sowie
sinh’ z = coshz, cosh’z =sinhz.
Mit der Quotientenregel folgt, wo definiert:

/. _ sin?z+cos?z __ 1 _ 2
tan' z = B2 = —— = 1 4 tan” z,

/. _ —sin®z—cos?z _ —1 __ 2
cot' z = 7 = = (14 cot®z).

8.3. Charakterisierung lokal-konstanter Funktionen.

8.3.1. Definition. Sei A Cc C. f : A — C heifit lokal-konstant in A,
wenn
VaecA 3 Ueidla) mit flUNA istkonstant.

8.3.2. Lemma: Fir A C C sind dquivalent:

i) Jede lokal-konstante Funktion f : A — C ist konstant.
ii) A ist zusammenhdngend.

BEWEIS. (i) = (ii): Sei B C A. Betrachte die charakteristische Funktion

1 zeB
(2= 90 eca\B

Sind B und A\ B offen (bzgl. der induzierten Topologie), so ist x, lokal-
konstant und somit konstant. Ist x, = 1, so folgt B = A, ist x, = 0 so folgt
B=10.

(ii) = (i): Sei ¢ € A fest. Die Faser B := f~!(f(c)) C A ist nicht leer und
offen in A, da f lokal-konstant. B ist auch abgeschlossen, da f insbesondere
stetig. Also ist B = A, i.e. f konstant. O

8.3.3. Satz. Sei Q) C C offen. Fiir f : Q) — C sind dquivalent:
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i) f ist lokal-konstant in ).
i) feOf) und f'(2) =0 Vze.
BeEwEIs. (i) = (ii): klar.

(ii)) = (i): Sel f =u+iv. Wegen 0 = f' = u, + i v, folgt u, = v, =0 und
somit auch u, = v, = 0 mit Cauchy-Riemann. Nach GdM II sind dann auch
u und v und somit auch f lokal konstant. O

8.3.4. Korollar: Sei G C C ein Gebiet. Dann sind fir f : G — C dquiva-
lent:

i) f ist konstant in G .
i) feOG) und f'(2) =0 V z€G.

Bewers. Nach (1.4.3) ist fiir jedes lokalkonstante f : G — C auch f(G)
zusammenhéngend. Also ist f konstant. O

8.4. Stammfunktionen.

8.4.1. Definition. Q2 C C offen, f:Q — C Funktion.
F : Q — C heifst Stammfunktion von f, falls F € O(Q2), F' =f.

8.4.2. BEMERKUNG. G C C Gebiet, Fi, Fy : G — C Stammfunktionen von
f:G— C= F, — F, ist konstant.

8.4.3. Satz. Sei f(z) = > a,(z — ¢)” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
0
v+1
R und ist Stammfunktion von f in Kg(c).
BEWEIS. (8.2.1) O

R > 0. Dann hat F(z) =Y —a,(z — ¢)"*! ebenfalls den Konvergenzradius
0
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9. Wegintegrale

9.1. Integration in reellen Intervallen. Sei I = [a,b] C R ein kom-
paktes Intervall.

9.1.1. Definition. Ist f =u+iv: 1 — C stetig, so sei fir r,s € 1

S S

]f@&::/mw&+w/ww&ec.

T r

9.1.2. Integrationsregeln: Seien f,qg:1 — C stetig. Dann gilt:
b

i) f(af(t)—l—ﬁg(t))dt:afbf(t)dt +ﬂfg(t)dtVa,ﬁ€(C.

a

T b

ﬁnff@dt:ff@dt+fﬂw& Vrel.

W) [T de = [ f)ar

9.1.3. Standardabschdtzung: f:1 — C stetig. Dann gilt

\/bfoe)dt | < /b\f(t)\dt-

b
BEWEIS. Sei [ f(t)dt =re' in Polarkoordinaten. Dann gilt

b

)/bf(t) d ) :Tze_w/bf(ﬂ dt = /Re (e f(t))dt + i/blm(e_wf(t))dt.

a

reR= f Im (e7* f(t)) dt = 0. Da die Abschiitzung fiir reellwertige Funk-
tionen gilt, afolgt Behauptung aus
Re(e™#f) < |Re(e™*f)| < |eef] = If].
0

9.1.4. Definition. f : I — C heifit stetig differenzierbar, falls Re f und
Im f dies sind. Ist f differenzierbar, so nennen wir

I = f0) = Re () + i (m ()
die Ableitung von f.
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9.1.5. Differentiationsregeln: Linearitits-, Produkt- und Quotientenregel
bleiben unverdndert richtig. Auflerdem gilt die

Kettenregel: Q C C offen, ~ : 1 — C differenzierbar mit v(I) C Q und
f e 0Q) = for differenzierbar mit

(foy)(®) = f(v®)-~(t), Vtel.

9.1.6. Definition. Sei f : [ — C eine Funktion. Dann heifit F': I — C eine
Stammjfunktion von f, falls F' differenzierbar ist mit F' = f .

9.1.7. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f:1 — C
stetig. Dann gilt:

)z — [ f(t)dt ist Stammfunktion von f

ii) Ist F irgendeine Stammfunktion von f, so ist
/f(t) At = F(s)—F(r) ¥ rsel.

BeEwWEIS. Wende iiblichen Hauptsatz auf Re f,Im f an. 0

9.1.8. Korollar:

i) F1,Fy : I — C Stammfunktionen von f : I — C = F| — F; ist
konstant.

ii) Substitutionsregel: Sind J C R ein weiteres kompaktes Intervall
und ¢ : J — I stetig differenzierbar, so qilt V f : I — C stetig:

s o(s)
/ o) @) dF = / f) At Vrsed
r o(r)

iii) Partielle Integration: f,g:1 — C stetig differenzierbar. Dann:

/ fg'(t) dt = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / F(t)g(t) dt.

BEWEIS. )V zel:
Fi(z) = [ f(t) dt+ Fi(a) = Fy(z) — Fy(a) + Fi(a).

ii) Ist F' Stammfunktion von f, so auch F o ¢ von (f o ¢) - ¢’ nach der
Kettenregel. Mit Hauptsatz folgt:

s w(s)
[ 1e®)¢® dt = (Pop))~(Fop)tr) = Flols)-Flet) = [ £ ar.
r o(r)

iii) F' Stammfunktion von f'g = fg — F' Stammfunktion von fg¢’.
O
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9.2. Integrationswege.
9.2.1. Definition.

i) Nach (1.4.1) ist ein Weg mit Anfangspunkt vy(a) und Endpunkt v(b)
eine stetige Abbildung v : [a,b] — C, wo [a,b] C R ein kompaktes In-
tervall. S(7y) := ~([a, b]) heifit Spur von ~v. Wir sagen, v verlduft in
A C C, falls S(v) C A. v heifit geschlossen, falls vy(a) = ~(b), und
Nullweg, falls v konstant ist.

ii) Fin Weg~ : |a,b] — C heifit stetig differenzierbar, wenn die Funk-
tion v es ist. In diesem Fall heifst

b

Liy) = / ()] dt

a

die Ldnge von 7.
9.2.2. Beispiele:

(i) Strecken: Sind zy,z, € C, soisty:[0,1] = C, t+— (1 —t)zg+t 2z
ein stetig differenzierbarer Weg der Linge
1

L(y) = [|z1 — 20| dt = |21 — 20|. (Strecke von zy nach z.)
0

(ii) Kreisbégen: Sind ¢ € C, r > 0,0 < a < b < 27w, so ist
v:la,b] = C, t— c+ret ein stetig differenzierbarer Weg (Kreis-
bogen). Fiir a = 0, b = 2r erhalten wir die Kreislinie vom Radius
r um ¢ (wir schreiben dann auch v = 0K,(c)), Linge:

b

b
/\Meit\ dt = r/dt = r(b—a).

a

9.2.3. Definition und Bemerkung: Wir definieren eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der stetig differenzierbaren Wege: Zwei solche, v : I =
la,b] = C und 5 : I = [a,b] — C, heiffen dquivalent, wenn 3 ¢ : I — I mit
(i) ¢ stetig differenzierbare Bijektion
(i) yop =7 j ‘

I
x 7 / (” Parametertransformation”)
C

(i) ¢'(¢) >0 Vtel
¢ ist dann monoton wachsend, insbesondere gilt p(a) = a, ¢(b) = b. Weiter
ist S(7) = S() sowie L(¥) = L(y) (Substitutionsregel).

9.2.4. Umkehrweg: Fiir v : [a,b] — C sei —vy definiert durch
—v:la, b)) = C, t—~vy(a+b—1t)
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9.2.5. Summenweg: Fir~;:|a;, b;] = C, j=1,2, mit v1(b1) = v2(az)
sei v, + o definiert durch

’Yl(t) t e [al, bl]

+72 :lay,bo—as+0b C, t
nrn [al 2 @ 1] - — {72(t+a2—b1) t e [bl,bg—a2+b1].
Analog: 1+ ...+ Vm (Summe endlich vieler Wege)

9.2.6. Definition und Bemerkung: FEin Weg v : [a,b] — C heifst stiick-
weise stetig differenzierbar (oder Integrationsweg), wenn 3 stetig diffe-
renzierbare Wege vi,...,%m mit v =1 + ...+ Ym. Mit anderen Worten: 3
Zerleqgunga =tg <ty < ...<ty, =0>, sodassy | [tx_1,1tx| stetig differenzierbar
ist Vk. In diesem Fall heifit

Liy) = / @ dt =3 / @l de = 3 L)

k=1,
die Ldnge von .

9.2.7. Beispiel: Sind c¢,d € C, so heifit jeder Summenweg [z, 21] + ... +
[Zm—1, 2m] mit 2o = ¢, zym, = d Polygon oder Streckenzug von ¢ nach d.

9.3. Integration lings Wegen.

9.3.1. Definition. Sei v : [a,b] — C ein stetig differenzierbare Weg. Dann
setzen wir fir alle f: S(vy) — C stetig

/f dz :Z/f(Z) dz :Z/b(fov(t)) Y(t) dt.

Ist v stiickweise stetig differenzierbar, v = v1+. ..+ Y mit stetig differenzier-

barem y;, so sei
/fdz = Z/fdz.
¥ k=1

9.3.2. Beisptel: FirceC,r >0 undn € Z qilt:
2 2

[ (C—ordc = [(retyiretar — i it q
0Ky (c) 0 0
~J0 n# —1
) 2ri n=-—1

da iy ¢!+t Stammfunktion von i etV

9.3.3. Unabhdngigkeitssatz: Sind v, dquivalente stetig differenzierbare
Wege, so gilt ¥V f:S(y) =S(7) — C stetig:

[rae= [sa

Y v
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BEWEIS. Sei ¢ eine Parametertransformation, v o ¢ = 4. Dann gilt
F(E) = 2 (e®) ¢ ()

und mit der Substitutionsregel folgt

~
—~
N
~
2
SN—
N—
N
—~
~
S~—
(oW
Skl
N o
~
—
=2
—
©
~
~
SN—
SN—
N—
\2\
—
©
~
~
S~—
SN—
‘6\
—~
~
S~—
(oW
~

[fdz =
v

9.3.4. Integrationsregeln: Fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege gilt:
Linearititsregel: [(af +0g)dz = o fdz+ 3 [gdz
gl 8!

v
Summenregel: [ fdz = [fdz + [ [fd=
Y172 "

Umkehrregel: [ fdz = — [ fdz
— v

BeEwEIs. Die Linearititsregel folgt aus der entsprechenden Regel (9.1.2),(i).
Die Summenregel ergibt sich direkt aus Definition (9.3.1). Zum Beweis der
Umkehrregel nehmen wir (E v stetig differenzierbar an und betrachten ¢ :
la,b] — [a,b], t— a+b—t. Dann gilt —y =~ o0 ¢ und ¢ ist wegen ¢'(t) =
—1 < 0 monoton fallend, d.h. insbesondere p(a) = b, ¢(b) = a. Mit der
Substitutionsregel folgt

JFde = FO00) 7 (e0) 910) dt = [ faw)y @
=~ [16w) @@ = [ 1 a-

9.3.5. Transformationsregel: Seien 0,0 ccC offen, g :AQ — Q holo-

morph mit stetiger Ableitung g'. Es sei” ein Integrationsweg in  und v := go~y
der Bildweg in Q). Dann gilt ¥V f : S(y) — C stetig:

JECEE / F(9(0) ¢'(€) d¢

BEwEIS. (E 4 stetig differenzierbar. Dann folgt

/ f(2) dz = / FaG0) ¢ G0) A (8) dt = / £(9(0) ¢(0) dc.
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9.3.6. Standardabschitzung: Sei vy : |a,b] — C Integrationsweg. Dann
gilt fiir alle f : S(y) — C stetig:

‘/fdz) < g L

BEWEIS. (i) Sei zunéchst v stetig differenzierbar. Dann folgt mit (9.1.3):

[ = | / o) 0 d < [ 1o ol < 1,10,

(ii) Ist vy =y + ... + vm mit stetig differenzierbaren -, so folgt mit (i)

/fdz Z)/fdz‘ = i}f}sm)[’(%) < ‘f‘S(V)L
k=11, k=1

O

9.3.7. Vertauschungssatz: Seien -y ein Integrationsweg und f, : S(v) — C
eine Folge stetiger Funktionen.

(i) Konwvergiert f, gleichmdfig in S(v), so gilt

lim/fn dz = /limfn dz.
g

Y
(ii) Konvergiert Y f, gleichmdfig in S(v), so gilt

Z/f,,dz - /nydz.

BEWEIS. Nur (i) zu zeigen. Nach Stetigkeitssatz (3.3.4) ist f := lim f,, stetig,
insbesondere 3 [ f dz. Die Standardabschétzung liefert:

‘/f"dz_/fdz ‘/ dz <|fn—f\s<w>L(7)—>0-

9.3.8. Beispiel: Wir berechnen

< ceC,r>0 und ze€C\IK,.(c).

8K, (c)

Nach (5.1.2) gilt fir z,¢ € C:

v

L (=) c—z)" = ! ey alls |z —c —c
¢—z _Z(C C)V'H( ) (—CZ<<—C> falls | [ <I¢—d
L (=1 —c) = — L C—cy alls —c z—c
(—=z _Z( z)”+1( ) z—cz<z—c) Jalls | | <] -
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Fiir ein festes z € K,(c) konvergiert die erste Reihe gleichmdfig in ¢ auf
0K, (c) nach (3.4): <@)V = <%)V V ¢ € 0K, (c) ist Majorante. Ana-
log fiir z € C\ K,(c) fest und die zweite Reihe.

Mit dem Vertauschungssatz und (9.3.2) folgt:

d d

C_CZ — Z(z—c)” / ﬁ = 27i, z € K,(c)
dK,(c) OK,(c)

d¢ 1 ,

(—2 _Zm / ((—0)"d¢ =0, z€C\ K,(c).

0K (C) oK, (C)
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10. Wegunabhingigkeit von Integralen, Cauchy’scher Integralsatz
10.1. Wegunabhingig integrierbar.

10.1.1. Motivation: Wir kehren zuriick zu Beispiel (9.3.2). Sindr > 0, ¢ €
C, so betrachten wir die Halbkreisbogen

E o und erhalten wie in (9.53.2):

/Cd—gc = T, /Cd—gc = —Ti.
C+ -

Das Integral [ hingt also i.A. nicht nur von Anfangspunkt za und Endpunkt
Y+
zg sondern auch vom Verlauf des Weges v ab. Wir suchen im folgenden nach

Kriterien fiir die Wegunabhdngigkeit von Integralen.

10.1.2. Definition und Bemerkung: Seien )2 C C offen und f : Q2 — C
stetig. f heifit wegunabhdngig integrierbar, wenn

<A

Y-

i) Fir je zwei Integrationswege ~y1,v2 in Q0 mit gleichem Anfangs- und

Endpunkt gilt
[rerac = [ ac
71 72

oder dquivalent:

(ii) Fiir jeden geschlossenen Integrationsweg 7y in € gilt

JEGESE

10.1.3. Satz. Sei f : QQ — C stetig. Besitzt f eine Stammfunktion F (f heifst
dann integrierbar), so ist [ wegunabhdingig integrierbar. Genauer gilt

/ £(0) d¢ = F(4(%) - F(2(a))

fiir jeden Integrationsweg 7y : |a,b] — €.

BEWEIS. i) Ist v stetig differenzierbar, so ist F' oy Stammfunktion von
(fo7)7 nach der Kettenregel (9.1.5). Mit dem Hauptsatz (9.1.7) folgt
die Behauptung.

ii) Ist v =91 + ... + 7, mit stetig differenzierbaren ~;, so folgt mit (i):

/ FOd = / FOAC = .. = F(y(b)) — F((a)).
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Fiir Gebiete gilt auch die Umkehrung:
O

10.1.4. Satz. f : G — C stetig. Ist f wegunabhdngig integrierbar, so besitzt f
eine Stammfunktion. Genauer gilt: Ist ¢ € G fest, so ist

z— F(z /f d¢, 7. irgendein Weg von c nach z
Yz

eine Stammfunktion von f.

BEWwWEIS. Da f wegunabhingig integrierbar, ist ' wohldefiniert (unabhingig
von der Wahl von ~,).

Sei d € G. Wihlen r > 0 mit K,(d) C G.

Sei z € K,(d). Dann ist d

v = va+[d,z] + (—7.) ein

geschlossener Weg in G und V=
es gilt:

— /fdg = F(d)+/de—F(Z)

Y [d,z]

und somit

PO-I _ pa)| = — | /f /f(d) ac|

[d,z]
1

- = )[d/} O - s@yac| < =5 |r-s@l 1)

- ‘f_f(d)‘sqd,z])'
Da f stetig, folgt h—%w = f(d). O

10.2. Integrabilitidtskriterium fiir Sterngebiete.

Zum Nachweis der Existenz einer Stammfunktion von f : G — C stetig miissen
wir also [ f dy = 0 zeigen V geschlossenen Weg . Dies ist in der Praxis i.A.

N
nicht zu verifizieren. Fiir bestimmte Gebiete konnen wir aber unsere Bedingung
abschwichen.
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10.2.1. Definition und Bemerkung: A C C heifit sternformig, falls
3 ceAmitle,z] CA YV ze A Jedes solche ¢ heifit Zentrum von A. A

ist dann insbesondere wegzusammenhdngend, ist A offen, so heifit A Stern-
gebiet.

10.2.2. Beispiele:
(i) Jede konvexe Menge ist sternformig.

(ii) C\ R_ ist sternformig, aber nicht konvex. —e

oY J

(iii) C* ist nicht sternformig.
10.2.3. Dreiecke: Ist A C C ein abgeschlossenes Dreieck,

C2

, so heift

Co &

0A = [Co, Cl] + [Cl, 02] + [62, CO]
der Rand von A.
10.2.4. Satz. f: G — C stetig, G Sterngebiet. Ist

/ £(¢) d¢ =0
OA

YV abgeschlossenes Dreieck A C G, so besitzt f eine Stammfunktion.

BEWEIS. Sei ¢ ein Zentrum von GG und

F(2) ::/f(g)dg Vzed.

[¢,2]
zu d € G wéhle r > 0 mit K,(d) C G. Fiir z € K,(d) sei A das abgeschlossene
Dreieck mit den Eck-

punkten ¢, z, d.
Dann ist A C G

/'

und die Behauptung folgt wegen [ f(¢) d¢ = 0 wie in (10.1.4). O
oA
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10.3. Der Cauchy’sche Integralsatz fiir Sterngebiete.

10.3.1. Integrallemma von Goursat: Seien 2 C C offen und f: Q2 — C
holomorph. Dann gilt

/f d¢ =0 YV abg. Dreieck A C ().
OA

BEWEIS. Schreiben I(A) := [ fd¢ V abg. Dreiecck A C Q. Sei nun ein
oA
solches A fixiert.

Wir zerlegen A in
4 kongruente Dreiecke /\
Ay, ..., A4 Dann gilt:
4 —
1a) = 1A, /\\/\

Setzen A' := A,,, wo v so, dass I(A,,) maximal. Dann ist

1
II(A)| < 4[I(AY)] und L(OAY) = 5L(aA).
Induktiv erhalten wir eine Folge A > Al > ... > A" > ... mit

L roa).

1(A)] < 41(A")] wnd LA = o

Hilfssatz: 3 ce [ A"
v=1
(Dies gilt fiir jede absteigende Folge nicht-leerer Kompakta in C, in unserem

Fall ¢ sogar eindeutig bestimmt: Ubung).
Da f komplex differenzierbar in ¢, 3 A : ) — C stetig in ¢, A(c) = 0, mit

f(©) :f(0)+(C—C)(f’( )+AQ) vV Ceq.
Da ¢ — f(c) + (¢ — ¢) f'(c) eine Stammfunktion hat folgt mit (10.1.3):

1] = | [ =04 de| < [ =) AQ)] 0 LA
IA™
< L(OA™)* |Algan
und somit

1
Q)] < 4]1(A")] < 4" (LOA)? |Aloan — 0.

n—oo

O

10.3.2. Satz von Cauchy fiir Sterngebiete: f : G — C holomorph, G
Sterngebiet mit Zentrum c. Dann gilt:
i) G—=C, z— [ fd¢ ist Stammfunktion von f
[c,2]

ii) f ist wegunabhdingig integrierbar
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iii) V geschlossenen Integrationsweg v in G ist [ f d¢ =0
Y
BeweErs. (i), (ii), (iii) sind &quivalent nach (10.1.2), (10.1.3), (10.1.4). Die
Giiltigkeit von (i) ergibt sich aus (10.2.4), (10.3.1). O

10.3.3. Verschdirfung des Integrallemmas: [ : Q — C stetig, ¢ €
mit f | Q\ {c} holomorph. Dann gilt

/dezO YV abg. Dreieck A C ).
oA

BEWEIS. i)ceg A;jsodAC Q C Q mit ¢ ¢ Q) und Behauptung folgt
mit (10.3.2).
ii) ¢ ist ein Eckpunkt von A, etwa

Wiéhle a, b wie eingezeichnet.
Dann folgt mit (i):

fd¢| = fac < floa,, L(0AG)
Jrad < | [ rad < ., wos

0Aqp

< \f|BAa’b<|a—b|+|b—c\+\c—a|> 0.

a,b—c

iii) Ist ¢ € A beliebig, so zerlege A in Dreiecke mit ¢ als Eckpunkt, etwa

= AR

[
-

Die Behauptung folgt dann aus (ii).
[

10.3.4. Verschdrfung des Satzes von Cauchy: f : G — C stetig, G
Sterngebiet, c € G mit f | G\ {c} holomorph. Dann ist

/f d¢=0 YV geschlossenen Integrationsweqg v in G .

Y
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10.4. Der Cauchy’sche Integralsatz fiir einfach zusammenhéingen-
de Gebiete.

10.4.1. Vorbemerkung: Ist[a,b] C R ein kompaktes Intervall, so ist
¢ :[0,1] = [a,b], t—a+(b—a)t

eine stetig differenzierbare Bijektion mit ¢'(t) >0 V t € [0,1].
Nach dem Unabhingigkeitssatz (9.3.3) kénnen wir fir unsere Zwecke (E an-
nehmen, dass jeder Integrationsweg iber [0, 1] definiert ist.

10.4.2. Homotopie von Wegen: Seien I =|0,1], Q C C offen und v,7 :
I — Q zwei (stetige) Wege mit gleichem Anfangs- und Endpunkt. Dann heiffen
v und 7 homotop in Q (v ~ 3), falls 3 h: I x I — Q mit:

i) h stetig

el (”Homotopie”)

Fiir festes s ist dann
hs: I —Q, t — h(t,s)
ein (stetiger) Weg in Q mit hs(0) = z4, hs(1) = zg .

I~ ™

hi =

N
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Sind zx und zg fixiert, so ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der

Wege mit Anfangspunkt z4 und Endpunkt zg. Ist v : I — € geschlossen, so
heifst v nullhomotop in (), falls > Nullweg.

10.4.3. Beispiel: ~(t) = ™'t F(t) = e ™, t € 0,1] sind homotop in C
vermoge
h:IxI—C, (t,5) — (1 — s)e™it + se™it,

h liefert aber keine
Homotopie in Q@ = C\ {0}, ZE Z4
da h(3,3)=0¢Q.

10.4.4. Satz von der Homotopie-Invarianz: Scien f : & — C holo-
morph und v,% : [0, 1] — Q Integrationswege. Dann gilt:

vxi= [fac=[rac
v ol

BEWEISs. Aufgabe 23. U

10.4.5. Korollar: Seien f:Q — C holomorph und ~ : [0,1] — ©Q geschlos-
sener Integrationsweg. Dann gilt:

v nullhomotop in Q:>/f d¢=0.

BEWEIS. 7 ~ 7, wo ¥(t) =~(0) =~(1) V te]0,1]. Mit (10.4.4):

/fdc /fdc /f

o= /\

O

10.4.6. Definition und Bemerkung: SeiG € C Gebiet. G heifsit einfach
zusammenhdngend, wenn fir je zwei Wege 7,7~ : [0,1] — G mit gleichem
Anfangs- und Endpunkt gilt ~ .

Aquivalent: ~ :[0,1] — G geschlossener Weg = ~ nullhomotop in G (Ubung).
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10.4.7. Satz von Cauchy fiir einfach zusammenhdingende Gebiete:
f G — C holomorph, G einfach zusammenhdingend. Dann besitzt f eine
Stammfunktion.

BEWEIS. Sei v : [0,1] — G ein geschlossener Integrationsweg. Dann ist
nullhomotop in G, d.h. es gilt [ f d¢ = 0 nach (10.4.5). Wieder mit (10.1.4)
Y

folgt Behauptung. O

10.4.8. Beispiel:
(i) C* ist nicht einfach zusammenhingend, da [ % =2mi,
DK 1(0)
vergleiche (9.3.2).

(ii) G C C sternformig = G einfach zusammenhdingend, da:
Sei v :[0,1] — G ein geschlossener Weg mit v(0) = v(1) = a.

(a) Ist a ein Zentrum von G,
so setze
h(t,s) :=(1—3s)v(t)+sa.

(b) Ist a beliebig und ¢ ein Zen-
trum von G, so wende a)
auf [c,a]l +~v —[c,a] an.



FUNKTIONENTHEORIE 47

11. Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben,
Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor

11.1. Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben. Sei f: ) — C

holomorph, K, (c¢) C Q eine Kreisscheibe. Dann gilt

6 = 5 | %dc V2 e K(e)

0Ky (c)

BEWEIS. Sei z € K,(c). Setzen

FO-f(=) e\ {z}
— (—=
7o { e =

und wéhlen s > r mit K (c) C . Da f € O(Q) folgt g € O(2\ {z}) und ¢
stetig auf Q. Wir wenden den verschérften Integralsatz (10.3.4) auf g | K(c)
an. Zusammen mit Beispiel (9.3.8) folgt:

0= [ gd¢ = [ Ld¢-—f) | X
0K (c) 0K (c) 0K (c)
= [ Kac¢-2rif(z).
K (c)

U
11.2. Entwicklungslemma. Seien ¢ € C, r > 0 und f : 0K,(¢) — C

stetig. Dann ist
1 f(©)
K
9: 80 = C 2= o / 2 4¢
0K, (c)

in K, (c) in eine Potenzreihe um ¢ entwickelbar:

:ZGV(Z—C)” mit a,,:% / %d(, z € K,(c).

9K, (c)

BEWEIS. Sei z € K,.(c) fest. Dann gilt nach (9.3.8):

Cf(_C)Z :Zﬁ@—@y, ¢ € 0K, (c)
und diese Reihe konvergiert gleichméflig auf 0K, (c) in ¢ nach (3.4):
|

FO e < Ll
e o] < 5

Mit dem Vertauschungssatz (9.3.7) folgt:

Z 271'2 / Z _ I/+1 Z C dC Z 21 / (C i(g))l/-i-l dC>(Z_C)V
OKr(c

8K, (c)

< )V |f‘8Kr(c)

O
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11.3. Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor. Sei f : 0 — C holo-
morph. Dann ist f auch analytisch. Genauer gilt: Ist ¢ € §2, so ist f in dem
maximalen Kreis K,(c) C © in eine Potenzreihe entwickelbar:

= a,(z—c)’ mit a, = L 1<) z c
6= Yat-o it a=s [ LEoac sexo),

K, (c)

wo 0 < r < s beliebig.

BEWEIS. Sei 0 < r < s. Wegen f € O(Q) liefert die Cauchy-Formel f(z) =

= [ g d({ Vz € K,(c). Das Entwicklungslemma liefert eine Potenzrei-
0Ky (c)

henentwicklung in K, (c). Wegen (8.2.2) (a, = £ (VV)!(C)) oder dem Identitatssatz
héngen die Koeffizienten nicht von r ab. O

11.4. Holomorphiekriterien. Fiir f : Q) — C stetig sind dquivalent:
(i) f holomorph in .

(ii) [ fd{=0 V abgeschlossenes Dreieck A C Q.
oA

(iii) [ fd¢ =0 V geschlossenen, in © nullhomotopen Integrationsweg .
il

(iv) f ist lokal integrabel in 2.

(v) f ist lokal wegunabhingig integrierbar in (2.

Vi)V K (c)CcQ: flo)=5 [ d¢  VzeK.()
(vii) f analytisch in €.

BEWEIS.

(10.2.4)

(il) =—>(iv)

N
{b.
10.4.5 (

Q
(i) )

iii)




FUNKTIONENTHEORIE 49

11.4.1. Bemerkung: Sei [ € O(Q) Dann ist f beliebig oft komplex diffe-
renzierbar in Q und f™ € O(Q) VneN,

11.5. Cauchy’sche Integralformeln fiir Ableitungen. Seien f € O(f)
und K,(c) C Q. Danngilt VneN, V:ze K.(c):
|
ey f(C) d
f (Z) : / (< _ Z)n-l—l C :

271
OKr(c)

BEWEIS. Wir zeigen durch Induktion nach n: Vn € N, V f € O(Q) gilt
obige Formel. Den Fall n = 0 haben wir in (11.1) erledigt. Fiir den Indukti-
onsschluss n — n+ 1 sei f € O(Q) gegeben. Wir wenden die Induktionsvor-
aussetzung auf f’ an:

n+1 ) = AV n_' f/(C) Py c
P = 0 = g [ e veeK.

0Ky (c)

Fir z € K,.(c) fest ist
g:Q\{z} —-C, (—

holomorph und V ¢ € Q\ {z} gilt:
FQEC—2)" = f(On+1)(¢—2)" f©Q (41

! - pu—
9(@) = (C — z)2n+2 (C—z)rtl (C—2)n+2
Mit (10.1.3) folgt
0 = [ ¢Qd¢ = [ Zxdi-m+1) [ Zzd¢ =
0K (c) 0K (c) K (c)
= 2Dz —(n+1) [ A dC.
r(c)
O

11.6. Cauchy’sche Ungleichungen.

11.6.1. Cauchy’sche Abschitzungen fiir Ableitungen: Seien f € O()
und K,(c) CQ. Dann gilt YneN, Vze K. (c):

n r :
f™(2)| < m@ flog — mit di= [min |6 ¢ —2] .

BeEWwEIS. Die Cauchy’sche Integralformeln fiir Ableitungen (11.5) und die Standard-
abschéitzungen (9.3.6) liefern fiir z € K, (c):

fmeE) =2 (Cf(<n+1d<’ nl
0K (c)

f(C)

)n+1

ey HIOK(©)

_ f(©
= nlr ‘(C )t < nl d?il ‘f}aKr(c)'
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11.6.2. Cauchy’sche Ungleichungen fiir Taylorkoeffizienten: Seien

f(z) = Y. a,(z—c)” eine konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius R
und 0 <r C R. Dann gilt

‘CEV‘ < }f‘aKr(c)
rv

V vreN.

v!

< 4 5 | flok(e) - [

BEWEIS. |a,| = )fm(c)

V!




KAPITEL 3

Erste Anwendungen der Cauchy-Formel

12. Der Konvergenzsatz von Weierstrafl

12.1. Weierstrafy’scher Konvergenzsatz. Seien f,, : {2 — C eine Folge
von Funktionen mit f, ﬁ f. Dann gilt

fneOQ) = fe0(Q).
In diesem Fall konvergieren dann auch die Ableitungen

[ ﬁf(’“) V keN.

BEWwEIS. Nach dem Stetigkeitssatz (3.3.4) ist f stetig in 2. Der Vertauschungs-
satz (9.3.7) liefert

/f d<‘ = lim /fndCGoursatO
0A OA

vV  abgeschlossenen Dreiecke A C Q, d.h. f ist holomorph nach (11.4).

Sei nun K C € kompakt. (E K = m ein Kreis, da wir K mit endlich
vielen Kreisen iiberdecken kénnen. Wahlen r > s mit K,.(c¢) C Q. Dann folgt
mit den Cauchy’schen Abschéitzungen:

r
< kl——
K,S(C) - sk-‘rl

79— g

fo =1

— 0.
0K r(c)

O

12.2. Weierstraf’scher Differentiationssatz fiir Reihen. Konvergiert
Yo fu, fu € O(Q), lokal (normal) in Q gegen f, soist f € O(Q) und V k € N

konvergiert f,sk) lokal (normal) in Q gegen f*),

BEWEIS. Normale Konvergenz impliziert lokale und fiir diese folgt die erste

Aussage aus (12.1). Es bleibt zu zeigen, dass mit ) f, auch ) flsk) normal
in 2 konvergiert. Sei K C () kompakt. Aus den Cauchy’schen Abschatzungen
folgt: 34 Kompaktum K C L C Q und V k£ > 1 eine konstante M; mit
B, < MIfl, V¥ f € O@). Also gilt

Z‘flgk)‘}( < Mk2|fy\L < 00.

51
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12.3. Weierstraf3’scher Doppelreihensatz. Seien f, = ) a,,(2—c)*
=0

i € N, Potenzreihen, die alle in einem Kreis K, (¢) konvergieren. Konvergiert
f(z) =>" fu(z) lokal in K,(c), so hat f in K,(c) die dort konvergente Potenz-
reihendarstellung

f(e) = g(éaw—c)“) _ é(gaw)@—c)“.

BEWEIS. Mit (12.2) folgt f € O(K,(c)) und f® = 3 f% v ;e N. Nach

v=0

dem Entwicklungssatz (11.3) hat f in K,(c) die dort konvergente Taylorent-
wicklung

o] 00 00 (

f#(c) B )
S Lo = (L)
n=0 pn=0 v=0 ~—
l

apy
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13. Offenheitssatz und Maximumprinzip
13.1. Offenheitssatz.

13.1.1. Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdum-
en heifst offen, falls

UCX offen = f(U)CY offen.

13.1.2. Offenheitssatz: Sei f:Q — C holomorph und nirgends lokal kon-
stant. Dann ist f offen.

(13.1.2.1) Zum Beweis zeigen wir zunéchst den

Existenzsatz fiir Nullstellen: f € O(Q), K,(c) C Q. Dann gilt:

%1Ii<n( : lf(2)] >|f(¢)] == f hat Nullstellein K,(c).
zEe r(c

Beweis: Annahme: falsch. Dann 3 K,.(c) CU C Q, so dass f null-

offen

stellenfrei ist in U. Also ist g := 1/(fly) € O(U) und die Cauchy’sche
Abschétzung (11.6.1) fiir n = 0 liefert
L/1f(0) = 19(a)] < lglo, = 1/ min [f(2)].

2€0K, ()

4 0

(13.1.2.2) Beweis des Offenheitssatzes: Seien U C 2 offen und ¢ € U.
(E f(c) =0 (sonst betrachte f(z) — f(c))
Wir zeigen: 3 Kreis K¢(f(c)) = K(0) C f(U).

Da f um ¢ nicht konstant ist liefert der Identitédtssatz (5.3): 3 K,.(¢) C U
mit 0 ¢ f(OK,(c)). Es gilt dann 0 < mln |f( )| =: 2s.

z€0K
Sei nun d € K4(0), i.e. sei |d| < s. Dann 1st
[f(z) —dl = |f(2)] —ld] > s > |d] V. z€ 0K, (c)
und somit g}l{ln |f(z) —d| > |d|. Nach dem Existenzsatz fiir Nullstellen
e ”‘
3 zp € K,(c) mit f(zo) d. Esfolgt K,0)C f(U). O

13.1.3. Satz von der Gebietstreue: Seien G C C ein Gebiet und f :
G — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f(G) ein Gebiet.

BEWEIS. Mit G ist auch f(G) zusammenhéingend, da f stetig. Andererseits
ist f nirgends lokal konstant wegen dem Identitdtssatz und die Behauptung
folgt aus dem Offenheitssatz. O

13.2. Maximum- und Minimumprinzip.

13.2.1. Maxzimumprinzip: Seien G C C ein Gebiet und f € O(G). Dann
qgilt:
(1) Hat f ein lokales Mazimum in c € G, d. h. 3U € U(c) mit
IfI < [fe)]  VzeU,

so ist f konstant.
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(2) Ist G beschrinkt und f noch definiert und stetig auf G, so nimmt |f|
sein Mazximum auf OG an:

IfE < [floe vV 2eG.

BEWEIS. Die zweite Behauptung folgt aus der ersten und diese wiederum aus
dem Offenheitssatz: Nach Voraussetzung 3U € U(c) mit |f(2)] < [f(¢)] V =z €
U. Es folgt

fU) c {weC| wl < [f(c)l}-
Also ist f(U) keine Umgebung von f(c), d.h. f ist nicht offen. Also ist f
konstant. O

Anwendung auf 1/ f liefert:
13.2.2. Minimumprinzip: Hat [ € O(G) ein lokales Minimum in ¢ € G,

so ist f(c) =0 oder f konstant. Ist zusitzlich G beschrinkt und f noch stetig
auf G, so hat f Nullstellen in G oder | f| nimmt sein Minimum auf OG an.
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14. Wachstum und Fundamentalssatz

14.1. Wachstumslemma.

14.1.1. Definition und Bemerkung: Jede Funktion f € O(C) heifst
ganz. Nach dem Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor konvergiert dann jede
Potenzreihenentwicklung von f auf ganz C. Ist f ganz aber kein Polynom, so
heifst f ganz transzendent. Beispiele hierfiir sind exp, cos, sin, sinh, cosh .

14.1.2. Wachstumslemma: Seip = > a,z" € C|z] ein Polynom n—ten
v=0
Grades. Dann 3 R > 0, so dass ¥ z mit |z| > R gilt:

Sl < )] < 2al el
BEWEIS. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei nun n > 1 und r(2) := nz_: la,||z]” . Dann gilt V z:
lan| 2" = r(2) < |p(x)] < lanll2* + 7(2).
Fir |2] > 1 und v < n ist |2]Y < |2]"! und somit 7(z) < M|z|""! mit
M = nz_: |a,| . Die Behauptung folgt mit R := max {1,2M/|a,|} . O

14.1.3. Satz. Ist f ganz, so ist f ein Polynom vom Grad < n genau dann,
wenn 3 M, R > 0 mit

|f(2)] < M|z| V |z > R.
BEWEIS. Sei f(z) = Y a,2” die Potenzreihenentwicklung um 0. Ist obige

Abschétzung erfiillt, so liefern die Cauchy’schen Ungleichungen fiir v > n + 1
und r > R

1 1 N
la,| < v ‘f|BK7~(c) < FMT r_)—o; 0.
Die andere Richtung folgt aus dem Wachstumslemma. U

Der Spezialfall n = 0 liefert den
14.1.4. Satz von Liouville: Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
14.1.5. Bemerkung: Falsch im Reellen, betrachte etwa sin .

14.2. Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nicht konstante komplexe
Polynom hat mindestens eine komplexe Nullstelle.

BEWEIS. p = > a, 2" habe den Grad n > 1. Hitte p keine Nullstelle, so wére
v=0
}D ganz. Nach dem Wachstumslemma wére % aber auch beschréankt:

1
3 R>0: p2)l 2 Slaa| 2" V2| 2 R
impliziert ) )
1/pz)| < —F/—— < — -
’ |an] [2" T Jan| R?

Mit dem Satz von Liouville folgte 1/p konstant. 7 O
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14.2.1. Korollar: Jedes komplexe Polynom zerfillt in Linearfaktoren. Ge-
nauver gilt:  Hatp = > a, z¥ den Grad n, so ezistiert eine bis auf Reihenfolge

v=0
eindeutige Darstellung

p(z) = an(z - Cl)ml . (Z — cr)m’“

mit ¢, € C, ¢, #co, und my € N\ {0}, > mp=n.
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15. Holomorphe Logarithmen und Wurzeln

15.1. Holomorphe Logarithmen. Sei G € C stets ein Gebiet.

15.1.1. Definition und Bemerkung: Ist f € O(G), so heifst g € O(G)
holomorpher Logarithmus von f in G, falls

exp (9(z)) = f(2) V zedG.
Existiert ein solches g, so ist f insbesondere nullstellenfrei und es gilt

ff=ge"=4f, dh

/
g = f7 . (Logarithmische Ableitung)
15.1.2. Ezistenzlemma: Fir f € O(G) nullstellenfrei in G sind dquiva-

lent:

(i) 3 holomorpher Logarithmus zu f in G.
L ist integrabel in G.

7l
(iii) ff? d¢ = YV geschlossenen Integrationsweg v in G.
o

BEWEIS. (ii) und (iii) sind #quivalent nach (10.1.3), (10.1.4).

(
(i) = (ii) gilt nach (15.1.1).
( ) (i) Sei F' € O(G) mit F' = f'/f. Fiir h := f - exp (—F) gilt dann
= flexp (—F) — f F" exp (—F) = 0. Also ist h konstant, d.h. 3 a # 0 mit
f = a exp F. Wihle b € C mit e’ = a (vergleiche (6.3.2)). Fiir g := F + b gilt
dann exp g = f. O

15.1.3. Existenzsatz: Ist G einfach zusammenhingend und f € O(G) in
G nullstellenfrei, so besitzt f einen holomorphen Logarithmus in G.

BeEwEIs. (15.1.2) + Cauchy (10.4.7). O

15.1.4. Bemerkung: Unter den obigen Voraussetzungen lafst sich jeder ho-
lomorphe Logarithmus g von f nach (10.1.4) in der Form

/—d(+b mit e’ = f(c)

schreiben, wo ¢ € G fest und v, irgendein Weg von ¢ nach z. Insbesondere folgt

1) = exp/—dc

15.1.5. Bemerkung und Definition: Sei G C C* einfach zusammen-
héingend. Dann ist f(z) = z holomorph und nullstellenfrei in G. Ist g holo-
morpher Logarithmus von f in G, so heifit g Logarithmusfunktion oder
Zwetg des Logarithmus in G. Alle Zweige des Logarithmus sind dann von
der Form

gy =g+ 2rki, kelZ:
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Es gilt e9*?) = 2 und ist h beliebig mit e"?) = z, so folgt e9®)~h2) = 1,
i.e. g(z) — h(z) = 2wik(z), k(z) € Z. Mit g,h ist auch k stetig und somit
konstant.

Wir betrachten nun speziell G = C\ R_. Dann ist

d¢

logz =
¢

(1,2]
ein Zweiqg des Logarithmus, dessen Finschrdankung auf die positive reelle Achse

der nattrliche relle Logarithmus ist. Wir nennen diesen Zweig Hauptzweig,
alle anderen Nebenzweige des Logarithmus in C\ R_ .

Wihit man als Weg v, von 1 nach z =re'¥, —nm<p<m,

z =re
zuerst die Strecke [1,r] und
dann den Kreisbogen von r
nach z, so folgt wegen der

Wegunabhdngigkeit: ° > |
0 1 r
¢ [dt  [iret
ire .
[ [ i
[1,2] 1 0

(vergleiche auch Aufgabe 14 €)).

Nach (4.5.4), (i) ist \(z) = (_1,);_1 (z—1)" konvergent in K1(1). Gliedweise
1

Differentiation liefert

N = S-ap = ——— =L vieg).

- 1—(1-2) z

Also ist X in K1(1) eine Stammfunktion von + und stimmt somit dort bis auf
eine additive Konstante mit log z tiberein. Auswerten in 1 liefert A\(z) = log z.

15.2. Holomorphe Wurzeln. Sei G C C Gebiet, f € O(G) und n > 1.
15.2.1. Definition. ¢ € O(G) heifit holomorphe n-te Wurzel aus f, falls
= f.

15.2.2. Bemerkung: Ist q eine n-te holomorphe Wurzel aus f # 0, so sind
q.Cq,...,(" g mit ¢ = exp(2mi/n)

alle holomorphen Wurzeln aus f.

BEWEIS. f #0 = 3 0 £ U = Gmit 1/q € O(U). Ist g € O(U) irgendeine

n—te Wurzel von f, so gilt <§>n = 1in U. Nach (6.3.3) nimmt g/q nur die

Werte 1,(,...,¢" 1 in U an. Da g/q stetig 3k mit g = (¥¢ in U und dann
auch in G nach dem Identitétssatz. O
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Mit dem Additionstheorem der Exponentialfunktion folgt:

15.2.3. Exzistenzsatz: Ist g € O(G) ein Logarithmus von f, so ist exp (+ g)
eine n—te Wurzel von f. Ist G einfach zusammenhdingend, so hat f eine n—te

Wurzel.

15.2.4. Definition. Ist speziell f(z) = z und q eine holomorphe n—te Wurzel
von f, so heifst ¢ auch n-te Wurzelfunktion.

15.3. Die Gleichung f(z) = f(c)exp [ & d¢
ol

Fiir spétere Verwendung notieren wir:

15.3.1. Satz. Ist G C C ein Gebiet und f € O(G) nullstellenfrei in G, so gilt

1) = exp/7d<

fiir jeden Weg v in G von ¢ nach z .

BEWEIS. Es sei 7 : [a,b] — G ein Weg. Wahlen a =:t) <t; < ... <t,:=b
und Kreisscheiben Uy, ..., U, in G mit: =, := ~v | [t,_1,t,] verlauft ganz in
U,. Dann gilt v =1 4+ ...+ 7, und mit (15.1.4) folgt:

£1© . f(w)
eXp/ 0 T heny T

Mit dem Additionstheorem fiir exp folgt die Behauptung. O

15.3.2. Korollar: Secien G C C ein Gebiet, f € O(G) nullstellenfrei in G
und v ein geschlossener Weg in G. Dann gilt

f |
/f d¢ € 2miZ.

BEWEIS. Obiger Satz liefert exp [ fT/ d(¢ =1 und somit die Behauptung we-
8!

gen Kern(exp) = 27wi7Z. O
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16. Riemann’scher Fortsetzungssatz, biholomorphe Abbildungen,
lokale Nebenform

16.1. Riemann’scher Fortsetzungssatz.

16.1.1. Definition. (i) Seien Q C C offen, A C Q abgeschlossen bzgl.
der Relativtopologie und f € O(Q\ A). Dann heifit f stetig (holo-
morph) nach A fortsetzbar, wenn 3 F:Q — C stetig (holomorph)
mit flova = [

(ii) Seien X topologischer Raum und A C X. Dann heifit A diskret in X,
wenn' ¥ p € A gilt: p ist isolierter Punkt von A, d.h. 3 U € U(p)
mit U N A = {p}.

16.1.2. Riemann’scher Fortsetzungssatz: Seien A diskret und abgeschlos-
sen in Q C C offen und f € O(Q\ A).  Aquivalent:
(i) f ist holomorph nach A fortsetzbar.
(i) f ist stetig nach A fortsetzbar.
(ili) Vee A 3U € U(c), U C Q, mit f|y ist beschrinkt.
(iv) £1ni(z —¢)f(z)=0 VceA.

Bewels. (E A = {0} einpunktig. (i) = (ii) = (iii) = (iv) ist trivial.
(iv) = (i): Wir betrachten

z €\ {0}
z=0

Nach Annahme ist g stetig in 0, daher h(z) = h(0)+z g(z) komplex differenzier-
bar in 0 mit 2'(0) = g(0) = 0. Wegen f € O(Q2\ {0}) ist h € O(Q2), also um 0

g: Q02— C, z—>{éf(z) und  h(z) :=zg(z2).

in seine Taylorreihe entwickelbar, h(2) = 22 3~ a, 22 wegen h(0) = h/(0) = 0.
v=2
Fiir 2z # 0 ist h(z) = 22 f(2) und somit lisst sich f durch > a,2”~2 holomorph
v=2
nach 0 fortsetzen . O

16.1.3. Bemerkung: Der Salz zeigt, dass die Verschérfungen (10.3.3) und
(10.3.4) keine echten Verschirfungen sind.

16.2. Biholomorphe Abbildungen.

16.2.1. Definition. Seien Q2 C C offen und f € O(QY) . Dann heifst f biholo-
morphe Abbildung von Q auf QY = f(Q), falls gilt: Q' ist offen, f: Q —
ist bijektiv mit Umkehrabbildung f~' € O(%Y) .

16.2.2. Beispiele:

(i) exp:{z | =7 <Imz <7} — C\ R_ ist biholomorph, die Umkehr-
abbildung ist der Hauptzweig des Logarithmus.

(i) tan ;] — 3, 5[+iR — C\ {it | |t| > 1} ist biholomorph mit Umkehr-
abbildung

1 1+w
arctanw = — log ,
21 1 —w

wo log der Hauptzweig des Logarithmus —(Aufgabe 13).
Analoge Aussagen erhdlt man fiir cot, cosh, sinh, cos, sin .

Y
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16.2.3. Biholomorphiekriterium: Sei f € O(Q) injektiv. Dann ist Q' =
f(2) offen, es gilt f'(2) #0 Vz e Q und f:Q — Q ist biholomorph mit
—1y/ 1 !
(f)(w) T @) Vw e .

BEWEIS. (i) Nach Voraussetzung ist f holomorph und nirgends lokal
konstant. Nach dem Offenheitssatz (13.1.2) ist dann f offen, somit
f~1 stetig und insbesondere €’ offen.

(ii) Die Charakterisierung lokal konstanter Funktionen in (8.3.3) liefert
fiir die Ableitung: f’ ist lokal nirgends identisch Null. Also ist die
Nullstellenmenge N(f’) diskret und abgeschlossen in € (Isoliertheit
der Nullstellen (5.3.1)). Da f offen ist nach (i) folgt: A := f(N(f'))
ist diskret und abgeschlossen in €V'.

(iii) Seid = f(c) € A\ A. Dann 3A : Q — C stetig in ¢ mit f(z) = f(c)+
(z — ¢)A(z) und A(c) = f'(c) # 0. Mit z = f~Hw), w € , ergibt
sich w = d + (f'(w) — ¢)A(f~!(w)). Andererseits ist h := Ao f~!
stetig in d mit h(d) = f'(c) # 0. Es folgt

Flw) = £ (d) + (w— d)@

wo U € $4(d) hinreichend klein. Insgesamt ist f~! in d komplex diffe-
renzierbar mit

Ywe U,

1 1
() = = Vd e '\ A.
D=5 = @) \

(iv) Da f~! stetig ist folgt aus (iii) und dem Riemann’schen Fortsetzungs-
satz dass f~' € O(Q). Die Gleichung (f~') (w) - f'(fHw)) = 1
schlieBlich gilt in '\ A, aus Stetigkeitsgriinden gilt sie dann in ganz
(Y. Insbesondere ist f'(z) 20 Vz € Q.

16.3. Lokales Biholomorphikriterium. Um das Biholomorphiekriteri-
um anwenden zu konnen, benttigt man Bedingungen fiir die Injektivitdt ho-
lomorpher Abbildungen. Wir zeigen zunéchst:

16.3.1. Approximationslemma: Seien f € O(Q) und K,.(c) C Q. Dann
qilt:
fw) — f(2)

o) <

Bewers. Da f(¢) — f'(¢)¢ eine Stammfunktion von f'(¢) — f'(c) ist, gilt nach
(10.1.3):

fw) =12 - FQw=-2) = [ (£10-£@)dc  Vuze Ko

[z,w]
Die Standardabschéitzung (9.3.6) liefert die Behauptung. O

16.3.2. Injektivititslemma: Seien f € O(Q) und ¢ € Q mit f'(c) # 0.
Dann 3 U € U(c), U C Q, mit f|y ist injektiv.

f/—f'(c)) Vw,z € K, (¢), w#z.

Kr(c)
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BeEWEIS. f'(c) #0, f stetig = 3 K,(c) C Q mit
F=rel < re.

Kr(c)

Es folgt f(w) # f(z) fir w # 2z, w,z € K,.(c), sonst erhielte man einen 4
zum Approximationslemma. Also ist f|x, (¢ injektiv. O

16.3.3. Definition. Eine Funktion f € O(2) heifit lokal btholomorph um
c € Q, wenn 3U € U(c) offen, U C Q, mit f|ly: U — f(U) ist biholomorph.

16.3.4. Lokales Biholomorphiekriteriium: Seien f € O(Q), ¢ € Q.
Dann gilt:  f lokal-biholomorph um ¢ <= f'(c) # 0.

BeEweEls. (16.3.2) + (16.2.3). O

16.4. Lokale Normalform. Seien f € O(Q2), ¢ € 2. Ist f nicht identisch
0 um ¢, so exisiert auf Grund des Identitétssatzes ein v € N mit f(c) = f'(¢) =
coo= D (e) = 0 und f®(c) # 0.

16.4.1. Definition und Bemerkung: Die (Nullstellen) Ordnung von
f in c ist definiert durch

o) = min{v € N| f")(c) #0}  falls f nicht identisch 0 um c,

¢ ’ 00 sonst.
Es qult

fle) = 0 <= o(f) > 1
sowie die Rechenregeln:

(1) Oc(fg> - Oc(f) + Oc(g);

(i) oc(f + g) = min{o.(f), 0.(g)} mit Gleichheit falls o.(f) # 0.(g) -
Weiter heifit v(f, c) :== o.(f — f(c)) die Vielfachheit von f inc (7f nimmt
den Wert f(c) mit der Vielfachheit v(f,c) an”). Aquivalent (sofort):

(i) v(f,c) =n < o0

(ii)) Um c gilt f(z) = f(c) + (z — )" g(2), g holomorph in ¢ mit g(c) # 0
Vergleiche mit dem Beweis von (4.4.1).

16.4.2. Lokale Normalform: Sei f nicht konstant um c. Dann 3 h lokal
biholomorph um ¢ mat

f = flo)+hY9 um c.

BEWEIS. Seien n := v(f,c) und f(z) = (2 — ¢)"g(2z) wie oben. Wir wihlen
K, (c) so klein, dass g € O(K,.(c)) und dort nullstellenfrei. Nach (15.2.3) dq €
O(K,(c)) mit ¢" = gk, (). Ist K,(c) klein genug, so ist h := (2 —c¢)q : K,(c) —
h(K,(c)) biholomorph nach (16.3.4) , da h'(c) = q(c) # 0 wegen ¢"(c) = g(c) #
0. Dariiberhinaus gilt f = f(¢) + h™ in K,(c). O



KAPITEL 4

Isolierte Singularititen, meromorphe Funktionen,
Residuenkalkiil

17. Isolierte Singularitéiten

Funktionen wie S1Z 1 ),e% sind bis auf isolierte Punkte (”Singula-

z 7 22(z—i
ritdten”) definiert und holomorph. Wir beschreiben die méglichen Arten von
Singularitéten.

17.1. Definition. Sind 2 C C offen, ¢ € Q und f € O(Q\ {c}), so heifit
c isolierte Singularitét von f. Weiter heifit dann ¢

(i) hebbare Singularitit von f, falls f holomorph nach ¢ fortsetzbar,
(ii) Pol von f, falls ¢ keine hebbare Singularitit von f, aber von
(z—¢)"f(z) fur ein n > 1,
(iii) wesentliche Singularitit von f, sonst.

17.1.1. Beispiele:
(i) flz) =2z = 5 B2 o e C*, st durch f(0) = 1 holomorph

z = (2v+1)!
nach 0 fortsetzbar.
(ii) =~ hat Pole in 0 und i: 22f(2) bzw. (z — i) f(2) sind holomorph

22(z—1
ncgch )O bzw. i fortsetzbar.
(iii) f(z) = eY* hat wesentliche Singularitit in 0: z"e'/* ist nicht holo-
morph nach 0 fortsetzbar, da sonst z"eY* Polynom vom Grad < n
nach (14.1.3).
17.2. Riemannscher Hebbarkeitssatz. Fiir eine isolierte Singularitét
cvon f:Q\ {c} — C sind dquivalent:

(i) ¢ hebbare Singularitét.
(ii) f stetig nach c fortsetzbar.
(ili) 3 U e U(c), U CQ: flinge ist beschrénkt.

BEwEIS. (16.1.2). O
17.3. Pole. Sei ¢ isolierte Singularitéit von f: Q\ {c¢} — C.
17.3.1. Definition. Ist ¢ Pol von f, so heifit
min{n > 1| ¢ ist hebbare Singularitit von (z — ¢)" f(z)}
die Ordnung des Pols c von f.

17.3.2. Hauptsatz fiir Pole:  Firn > 1 sind dquivalent:
(i) ¢ ist Pol der Ordnung n von f.
63
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(ii) 3g € O(Q), g(c) # 0, mit
f(z) = % VzeQ\ {ch.

(i) 3U € U(c) offen, U C Q, Fh € O(U) mit: h hat Nullstelle in ¢ der
Ordnung n, h ist nullstellenfrei in U \ {c} und es gilt f = 1/h in

U\ {c}.
(iv) 3U € U(c), U € Q, IMy, My > 0 mit
Ml M2
< < A U .
n < Vel < YaeUM (g

) Fortsetzung g €

BEWEIS. (i) = (ii): Nach Voraussetzung hat (z —¢)" f(z
¢) # 0 (sonst wire

O(Q2). Da n minimal mit dieser Eigenschaft ist, folgt g(
(2 — ¢)" 1 f(2) holomorph fortsetzbar).

(i) = (ili): Ist g wie in (ii), so 3U € U(c)offen, U C €, mit ¢ in U ohne
Nullstelle. Dann hat
hz) = (z2—0¢)"/9(2)

die gewiinschten Eigenschaften.

(iii) = (iv): Ist h wie in (iii), so gilt nach (16.4.1) um ¢ ((E auf U, sonst U
kleiner): h(z) = (z —¢)" ho(z) mit hy € O(U) und ho(z) #0 Vz € U, sowie
My = inf (1 / |h0(z)\> >0, M = sup (1 / |h0(z)\> <.

Fir z € U \ {0} folgt
Ml 1 1 M2
< = (2] = < :
[z —c[* 7 |z = |ho(2)] [z =l lho(2)] = |z ="

(iv) = (i): Seien U, My, My wie in (iv). Da |z — ¢|" |f(2)| < M, fir z €
U\ {c}, soist (z—c)" f um ¢ beschréinkt. Die Abschitzung |z —c["7!|f(2)| >
M, /|z — c| liefert: (2 — )" f ist um ¢ nicht beschriinkt. Nach (17.2) und
(17.3.1) ist ¢ ein Pol von f der Ordnung n. O

17.3.3. Korollar: FEs gilt:

f hat Polin ¢ <= lim f(z) = c0.

BEWEIS. lim f(2) = 00 <= lim1/f(z) = 0 und dies ist richtig nach (iii) des

zZ—cC zZ—cC

Hauptsatzes. O

17.3.4. Entwicklung von Funktionen um Polstellen: FEs gilt: f hat
Pol in ¢ der Ordnungn <=3 by,...,b, € C, b, # 0 und fo € O(Q) mit

=Y cEm ) Vee@\ (o).

In diesem Fall sind fo und by, ..., b, durch f eindeutig bestimmt.

v=1
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BEwEls. = Nach (17.3.2), (ii) 3 g € O(Q), g(c) # 0 mit
flz) = 29 vzeQ\{c}; dabeiist g durch f eindeutig bestimmt. Sei

(z—c)”
g(z) = > a,(z—c)” die Potenzreihenentwicklung von g um ¢, etwa konvergent

=0
in K,(c) C Q. Fir z € K,(c) \ {c} gilt

oS n—1 00
f(Z) = —(z_lc)n Z_:O CLZ,(Z — C)V — z_:O (z—i;”—” + Z_: CLZ,(Z _ C)V—n
= L T X el = gty + fle).

Die Funktion fy € O(K,(c)) ist holomorph nach Q fortsetzbar durch fy(z) =

f(z)=> (zf”c)y und es ist b, = ag = g(c) #0.
v=1
Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der von g.

(i) <= (ii): Umgekehrt folgt aus einer Darstellung wie oben, dass (z—c¢)" f(z)
aber nicht (z — ¢)"~! f(2) nach ¢ holomorph fortsetzbar ist. O

17.4. Satz von Casorati-Weierstrafl. Fiir f € O(Q2\ {c}) sind dquiva-
lent:
(i) ¢ ist wesentliche Singularitét von f.
(i) YU € U(c), U C Q gilt f(U\ {c}) =C. Mit anderen Worten:
Va € C 3 Folge z, — cmit f(z,) — a.

BEWEIS. = Annahme: falsch, d.h. 3 U wie oben mit f(U \ {c}) nicht
dicht in C. Dann 3 Kreisscheibe K, (a) mit f(U \ {c}) N K,.(a) = 0, d.h.
|f(z) —a| >r Vz e U\ {c}. Die Funktion g(z) := 1/(f(z2) — a) ist somit
holomorph in U \ {¢} und beschrénkt durch 1/r, hat also eine hebbare Singu-
laritét in ¢. Dann hat f(z) = a 4+ 1/g(2) in ¢ eine hebbare Singularitdt (falls

lim g(z) # 0) oder einen Pol nach (17.3.2) (falls lim g(z) = 0). '

<=: Klar nach (17.2) und (17.3.2). O
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18. Meromorphe Funktionen
18.1. Definition und Beispiele.
18.1.1. Definition. Sei 2 C C offen. Fine meromorphe Funktion f in ()
ist eine holomorphe Funktion f: Q\ P(f) — C, wobei gilt::

(1) P(f) ist diskret in €.
(ii) Die Punkte von P(f) sind Pole von f.

Dann heifit P(f) die Polstellenmenge von f.
Wir schreiben M(Q) := {meromorphen Funktionen auf Q} .
18.1.2. Bemerkung:
(i) P(f) stets abgeschlossen (in ).
(i1) Holomorphe Funktionen sind meromorphe Funktionen mit P(f) = 0.
18.1.3. Beispiele: Auf ganz C meromorph sind:
(i) Jede rationale Funktion

r=2, p,q Polynome, q#0.
q
P(f) ist dann Teilmenge der Nullstellenmenge von q.

sin z
CoSs z

18.1.4. Satz. Mit geeignet definierten Verkniipfungen ist M(QY) eine C— Algebra,
die abgeschlossen ist bzgl. der Differentiation. Ist Q0 = G ein Gebiet, so ist
M(Q) sogar ein Kdrper.

(ii) tanz = (vergleiche Aufgaben).

BEWEIS. Aufgaben. O

18.1.5. Definition und Bemerkung: Seien f € M(Q), ¢ € Q. Nach
(17.3.4) hat f um c eine eindeutige Entwicklung

f(z):Za,,(z—c)”, a, €C, a,#0.
von Verallgemeinerung von (16.4.1) setzen wir o.(f) :=n . Es gilt:
(i) 0c(f) > 0 <= f holomorph in c.
(ii) o.(f) < 0 <= f hat Pol in ¢ der Ordnung —o.(f).
Weiter gelten die Rechenregeln:
(1) Oc(fg) - Oc(f) + Oc(g)
(i) oc(f +g) = min (0c(f), 0c(g)) mit =, falls oc(f) # 0c(g)-

18.2. Reihen meromorpher Funktionen.

18.2.1. Definition. Eine Reihe Y f, von in Q meromorphen Funktionen f,
heifft kompakt konvergent (bzw. normal konvergent) in ), wennV K C
Q kompakt 3 vy € N mat

(i) Vv > vy ist P(f,)NK =10,

(ii) > fulx konvergiert gleichmdfig auf K (bzw. > |f,|x < 00).

V> V>
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18.2.2. Bemerkung:
(i) Sind (i) und eine der Bedingungen in (ii) erfillt, so ist P :=J P(f,)
diskret und f =" f,lap € O\ P) nach dem Konvergenzsatz von

Weierstrafy (12.1). Die Grenzfunktion f stellt also eine meromorphe
Funktion in Q0 dar mit Polen oder hebbaren Singularititen in P.

(ii) Umordnungssatz (3.5.4), eine Variante des Reihenproduktsatzes (3.5.5)
und der Differentiationssatz von Weierstrafs (12.2) ibertragen sich

(Ubung).
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19. Laurententwicklung holomorpher Funktionen in Kreisringen

Hat f € O(Q\{c}) einen Pol in ¢, so 3 Reihenentwicklung f(2) = > a,(z2—

v=—n

c)” etwa in K (c)\ {c} (17.3.4). Wir entwickeln nun allgemeiner in Kreisringen

holomorphe Funktionen in Reihen > a,(z — ¢)”. Das fiihrt auch zu einem
v=—00

Klassifiktationssatz fiir isolierte Singularitéten.

19.1. Cauchy-Theorie fiir Kreisringe.

19.1.1. Definition. Sind r,s € RU{oo}, 0 <r < s und c € C, so heifst

K, (c) ={2€C|r<|z—c| <s}

Kreisring um ¢ mit Radienr,s.

19.1.2. Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisringe: Sei f € O(K, s(c)).
Dann gilt

/de: / fd¢ V ppceR, r<p<o<s.
K (c) 9K (c)

BEWEIS. Satz von der Homotopieinvarianz (10.4.4):

19.1.3. Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe: Secien f € O(Q)
und K, s(c) C Q ein Kreisring. Dann gilt

1 f(€) 1 f(€)
f(Z)—% / de—% / @df Vze K, 4(c).

OK(c) dK(c)




FUNKTIONENTHEORIE 69

BEWEIS. Sei z € K, (c). Wie im Beweis der Cauchyschen Integralformel
(11.1) setzen wir

F(O—f(=) &= Q\{Z}
. (—z
10 {f’() =

Dann ist g € O(Q\ {z}) und g stetig in Q, also g € O(2) nach dem Riemann-
schen Hebbarkeitssatz (16.1.2). Mit dem Integralsatz (19.1.2) folgt

[ oac = [ guc

0K (c) 0K (c)
und somit
d¢ f(Q) dg
_ d¢ —
[ - e / el =L O e
OKr(c) 0K, (c 0K (c) 0K (c)
%/—/ ——

I l
0

27

U
19.2. Laurenttrennungen. Seien K, ,(c) ein Kreisring und f € O(K, 4(c)).

19.2.1. Definition. Fine Laurenttrennung von f ist ein Paar (fi, f2) von
Funktionen f1 € O(K, (c)), f2 € O(K(c)) mit lim fi(2) =0 und

f(2)=1(z) + f2(z)  VzeK(o).
f1 heifit Hauptteil, f, Nebenteil von f.

19.2.2. Satz. Zu f existiert eine Laurenttrennung (f1, f2). Dabei sind f1, fo
eindeutig bestimmt: Yp mitr < p < s gilt

foz) = o [ BHdC VzeK(e),
OKy(c)

hz) = 5% [ &a¢ vzeC\K, (o).
9Ky (c)

BEwEls. Existenz: Nach dem Entwicklungssatz (11.2) ist

1 f(Q)
- S 4
) = 5 [ Hac repes,
K o(c)
holomorph in K,(c). Es gilt p < 0 < s = fo,|k,() = f2,, nach dem Integral-

satz. Also 3 f, € O(K,(c)) mit fo|k, ) = fo,, Vp.
Analog erhélt man f; € O(K so(€)) mit

fi(z) = — 27” / =2 d§ Vze C\ K,(c), r<p<s.

DI, (c)

Ist z € K, 4(c), so wéhle p,o mit r < p < |z —¢| < ¢ < s. Dann liefert
die Integralformel angewendet auf K,, die Gleichung f(z) = fi(2) + fa(2).
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SchlieBlich folgt mit der Standardabschétzung fiir Integrale

|f‘8Kp c

Az < po—t

|z —=cl—p

dh. lim fi(2) =0

Eindeutigkeit: Seien (f1, f2) und (g1, 92) Laurent-Trennungen.

Dann sind by = f; — g1 € O(K,0(c)), he == fo — g2 € O(Ks(c)) mit
h1|Kr,5(c) = hQ‘KhS(C). AISO E|h . C — (C ganz mit h‘K'r,oo(C) = hl, h Ks(c) =
ho . Wegen lim h(z) = 0 folgt h = 0 nach Lionville, d.h. fi = g1, fo = go. O

Z— 00

19.3. Laurententwicklung. Sei f € O(K, (c)) mit Laurenttrennung
(f1, f2). Dann 3 eindeutige Darstellung

(e e} (e}

fz) =Y asz—0™ + D alz—c" VzeK.).

v=1 v=0

Die erste Reihe konvergiert auf K, . (c) normal gegen f1, die zweite auf K(c)
normal gegen fo. Es gilt

al,zi, / (C{#dc fir r<p<s, vezk.

271 )u+1
K (c)
BewEIs. Wir entwickeln fo(2) = > a,(z — ¢)” in K(c¢) nach Cauchy-Taylor.

v=0
Zur Herleitung einer Reihe fiir fi(z) betrachten wir

T: Ky (0)\ {0} — K, (c), w—c+ % :

T ist biholomorph mit Umkehrabbildung z — 1/(z—¢). Dann ist g := fi 0T €
O(K4,(0) \ {0}). Aus lim fi(2) = 0 folgt lin%)g(w) = 0, d.h. mit ¢(0) := 0

ist g € O(K1/,(0)) nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz. Wir entwickeln
g(w) = Z b, w” in K7,,(0) nach Cauchy-Taylor. Es folgt f1(z) = go T '(z) =

Z b,(z—c)7 Z a_,(z—c)™" auf K, »(c). Dass die Entwicklungen normal

konvergleren ist Bestandtell von Cauchy-Taylor. Also miissen wir nur noch die
Formel fiir die a,, zeigen: Vn € Z gilt

(2= f(2) ji: apint1(z—c)™" + j{: Ayni1(z — )"
v=0
Wegen der normalen Konvergenz und (9.3.7) diirfen wir gliedweise integrieren:

(€= f(Q)d¢ 2 an2mi, r<p<s.
9K, (c)

Dabei gilt (%), da ({ — ¢)” eine Stammfunktion hat Vv # —1. O
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19.4. Laurentreihen.

19.4.1. Definition. Fine Reihe der Form

Za,,z—c Za,,z—c”—i—Za,,z—c
V=—00 v=0
heifit Laurentreihe umc. > a_,(z—c)™" heifft Hauptteil, > a,(z—c)”
v=1 v=0
Nebenteil. > a,(z — ¢)” heifit konvergent in zy € C (mit Summe
f(z0) = fi(z0) + fa(20)), falls > a_,(20 — )™, > a,(z0 — ¢)” konvergent
v=1 v=0

(mit Summe fi(z9) bzw. fo(20)). Analog erklirt man absolute, kompakte
und normale Konvergenz von Laurentreihen.

Holomorphe Funktionen in Kreisringen um c¢ sind in Laurent-Reihen um c
entwickelbar nach (19.3). Umgekehrt gilt:

19.4.2. Konvergenzsatz fiir Laurentrethen: Seien Y. a,(z—c)” eine

V=—00

Laurentreihe, s der Konvergenzradius des Nebenteils und 1/r der Konvergenz-

radius von Y, a_, w".
v=1
(i) » > s = Laurentreihe konvergiert in keiner offenen, nichtleeren Teil-
menge von C.
(ii) 7 < s = Laurentreihe konvergiert normal in K, s(c) gegen eine dort
holomorphe Funktion. Die Laurentreihe konvergiert in keinem Punkt

von C\ K, s(c) .

BEwEIS. Wir wenden den Konvergenzsatz fiir Potenzreihen (4.3.2) an:

Dann gilt:

g(w) = > a_, w” konvergiert normal in K ,,(0) und divergiert in C\ K ,(0) .

v=1

Also konvergiert i a_,(z—c)” in C\ K,(c) normal gegen f(z) = g(1/(z—c¢))

v=1
und ist divergent in K,.(c). Andererseits konvergiert fo(z) = > a,(z — ¢)”
v=0
normal in K(c) und divergiert in C\ Ky(c). O

19.4.3. Identititssatz fiir Laurentreihen: Sind Y. a,(z —c)”,

V=—00

> by,(z—c)” Laurentreihen, die beide auf einer Kreislinie 0K,(c), p >0,

V=—00

gleichmdfig gegen dieselbe Grenzfunktion f konvergieren, so gilt

) e dyp VYveZ.

a, = b, =

2mp”
0

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich aus dem Vertauschungssatz (9.3.7) durch
Einsetzen der Laurentreihen in das Integral auf der rechten Seite. U
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19.5. Charakterisierung isolierter Singularititen.

19.5.1. Klassifikationssatz: FEs sei ¢ eine isolierte Singularitit von

fe0oQ\{c}). Ist

fz2) = > alz—¢)
die Laurententwicklung von f um c, so ist ¢
(i) hebbare Singularitit <~ a,=0  firv<0

(ii) Pol der Ordnung n>1 <= a, =0 fiirv< —n und a_, #0
(iii) wesentliche Singularitit <= a, # 0 fiir unendlich viele v < 0

BEWEIS. Wegen der Eindeutigkeit der Laurententwicklung folgt die Aussage
aus dem Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor (11.3) und der Entwicklung von
Funktionen um Polstellen (17.3.4). O

19.5.2. Beispiel: Entwickeln f(z) = ﬁ in Ko1(0), Ko1(i) und K1 +(0):

[e.°]

f2) = Zimmm = 2o (=)= X (=), 0<] <1,
v=0

fz) = i(l_,’__zi—z)Q - ﬁ(l-i-;)/ - ﬁ(i(—l)”%ﬂ(z—i)”)/

v=1 v=1
00 ) .
= X (D) EE (-9, 0<|z—i] <1,
v=—1
o o]
fl2) = mipy = 5 X m = Y
# v=0 v=0
-3 .
= Z Z’u+SZVa |Z‘>1
v=—00

Im Folgenden wollen wir den Residuensatz beweisen und einige niitzliche Fol-
gerungen ziehen. Der Residuensatz ist die natiirliche Verallgemeinerung des
Cauchyschen Integralsatzes auf holomorphe Funktionen mit isolierten Singu-
laritdten. Der Beweis wird mit Hilfe des Laurentschen Entwicklungsatzes auf
den Integralsatz zuriickgefithrt. Wir zeigen zunéchst eine allgemeine Version
des Integralsatzes sowie der Integralformel.
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20. Allgemeine Cauchysche Integralformel
20.1. Die Indexfunktion.

20.1.1. Definition. Sei v ein geschlossener Integrationsweg in C. Fiir z €

C\ S(v) heifst

ind,(2) = 27rz C

die Umlaufzahl von ~ bzgl. z. Weiter hezﬁen Inty = {z € C\ S(v) |
ind,(z) # 0} bzw. Exty = {z € C\ S(vy) | ind,(2) = 0} das Innere bzw.
Aufere von .

20.1.2. Eigenschaften der Indexfunktion:

(i) ind,(2) €Z VzeC\S(y).

ii) md L (2) ist lokal-konstant in C\ S(7).

ii) Inty und Ezty sind offen.

v) OInty C S(v), OFExty CS(y).

v) Int~y ist beschrankt, Ext~y ist nicht leer und unbeschrdnkt.

(
(i
(i
(
BEWEIS. Aufgaben . O
°0

20.2. Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz. Wir wollen folgende Fra-
ge beantworten: Wie lassen sich bei vorgebenem Definitionsbereich ) die ge-
schlossenen Wege v in  charakterisieren, fiir die gilt [ fd¢ = 0 fiir alle

gl

feomn)?

20.2.1. Definition. Seien (2 C C offen und ~v ein geschlossener Integrations-
weg in 2. Dann heifit v nullhomolog in €, falls

/fdg:o Vfeow).
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20.2.2. Beispiel: Nach dem Korollar (10.4.5) zu dem Satz iber die Homotopie-
Invarianz gilt fir jeden geschlossenen Integrationsweg v in €):

~v nullhomotop in 2 = v nullhomolog in €.

20.2.3. Allgemeiner Satz von Cauchy: Sei~y ein geschlossener Integra-
tionsweg in ). Dann gilt:

~v nullhomolog in Q) <= Inty C Q.

BEWEIS. =>: Sei c € Int .

Annahme: c¢ ¢ (). Dann ist i € O(Q), aber es gilt

/Cd—gc = 2mi ind,(c) # 0 7

<=: Zunéchst einige Bezeichnungen:

Fiir ¢ € C und ¢ > 0 betrachten wir das Gitter
A(c) == {c+eny +ieny | ny,ne € Z}.
Zwei Punkte zg, 2z € A.(c) heilen benachbart,

wenn |zp — 21| = €.
In diesem Fall . x .
nennen wir

die Verbindungsstrecke Zpz; auch Kante des Gitters.
Ein Streckenzug [z9, z1] + . .. + [Zm—1, Zm]

.
heiflit e—Kantenweg (zu ¢),
wenn z,_, und z; gleiche
oder benachbarte Gitterpunkte
sind V k.

Schliefllich schreiben wir I = [0, 1] und nennen fiir zy € A.(c) die Menge
Qs =20 + (eI x el),

das Gitterquadrat (mit linker unterer Ecke z).

Sei nun vy : I — €2 ein geschlossener Integrationsweg mit Inty C €2 und sei ¢
der Anfangs- und Endpunkt von v. Wir haben zu zeigen:

/fdg:o YV feo®).
]

1. Schritt: (E v ein geschlossener e —Kantenweg zu c:
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Wegen der Kompaktheit von I und da ~ stetig ist, ist auch () kompakt und
~ gleichméfig stetig. Also existieren

(i) € > 0 mit 0 < e < 5d(([0,1]),02), wobei
d(v([0,1]),09Q) := min{d(w,ws) | wy € ([0, 1]), wy € ON}

(ist 2 = C, so setze € = 1).
(i) 6 > 0 mit [t; —ta] < = |y(t1) —y(ta)| <€
(iii) n € Nmit £ < §
(iv) zx € Ac(c) mit |y(k/n) — 2| <v2e, k=0,...,nund 2y = 2, = c.
(v) Kiirzeste e—Kantenwege 7 zu ¢ von z,_; nach z, Vk.

[ ] L] [ L [ ] [ ]
[ ] [ ] L] [ ]
[ ] L] L] [ ] ® [ ]
[ ] [ ] *—
[ ] [ ] [ ] [
*—— [ ] [ ] [ ] [ ]

Dann ist
Y=t oo+
ein geschlossener e —Kantenweg zu ¢ mit
gl
vermoge
H:IxI—Q, (s,t)—(1—=s)vy((t)+s3(t).

Der Satz von der Homotopie-Invarianz liefert

[rac= [ rac
y 5

V f € O(Q). Insbesondere folgt wie im Beweisteil 7=—", dass Inty C Q
(daInty C Q).
2. Schritt: (E v ein geschlossener e —Kantenweg zu ¢ mit Int vy = (:

Nach dem 1. Schritt: ~ ein geschlossener e—Kantenweg zu c.

Seien Q.,, . .., @, die nach Eigenschaft (v) der Indexfunktion in (20.1.2) end-
lich vielen Gitterquadrate, deren Mittelpunkte ¢4, ..., ¢, in Int v liegen. Dann
gilt

Q. C S(y) Ulnty C Q.
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/ \ O
Seien [ der 2k
"Randweg” von @),
. [ ]
und «y, ein

e—Kantenweg von
¢ nach z; mit

S(Oék) c Q.

-

(Ist 2, € S(7), so kann man auf 7 entlang gehen, andernfalls ist z; € Inty C Q
und damit auch alle Punkte auf einem e—Kantenweg von z; aus, solange dieser
~ nicht trifft).
Dann ist v, = ag + Br — ax nullhomotop in €2 und somit Int~v, C ) sowie
[fd¢=0 V feO(Q). Also ist
Vi

¥ :=y—ind,(c1)7 — ... — indy(cm) Ym

ein geschlossener e—Kantenweg zu ¢ mit

[rac=[rac vieow
0 v

und
Inty = 0.

3. Schritt: Ein geschlossener ¢e—Kantenweg mit Inty = () durchliuft jede
seiner Kanten in beiden Richtungen gleich oft.

21

Sei (B Zyz;
eine senkrechte Kante. ¢ o

20

Sie werde von v m—mal von unten nach oben und m—mal von oben nach
unten durchlaufen. Wir gehen von v zu einem e—Kantenweg 7 iiber, in dem
wir jede Durchlaufung von unten nach oben

===
|
| . )
|
L___

L
|
|
|

L __

[
| |

A . |
| |
L____+

bzw. von oben nach unten

L
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wie eingezeichnet ersetzen. Wegen Int 4 = () folgt
inds (¢;) = ind, (¢1) + m = m
inds (c2) = ind, (c2) + n =n

Da 7 die Kante Zjz; nicht durchlauft und die Indexfunktion auferhalb der
Spur lokal konstant ist (Eigenschaft (ii) der Indexfunktion in (20.1.2) (ii)),
folgt inds (¢;) = inds (c2) und somit m =n. O

20.3. Allgemeine Cauchysche Integralformel. Sei v nullhomolog in
Q. Dann gilt vV f e O(Q):

ind, (2) f(2) QM/g_ng ¥ 2eQ\SH).

BEWEIS. Sei z € 2\ S(7). Wie beim Beweis der Cauchyschen Integralformel
(11.1) betrachten wir

FO-f(=) Ce\{z}
— (—z
o { e (=

Dann ist g € O(2) nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz (17.2) und somit
[ gd¢ = 0, da y nullhomolog. Es folgt

R (S S IS
i [ A= e o [ 2 = i),
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21. Der Residuensatz

Der Residuensatz ist, wie bereits gesagt, die natiirliche Verallgemeinerung
des Cauchyschen Integralsatzes auf holomorphe Funktionen mit isolierten Sin-
gularitdten und hat viele Anwendungen innerhalb und auflerhalb der Funk-
tionentheorie.

21.1. Residuen.
21.1.1. Definition und Bemerkung: Sei f € O(Q\ {c}) mit Laurent-
entwicklung f(z) = > a,(z —¢)” um ¢, etwa in K,(c)\ {c}. Dann heifit

res. f :== a_1 das Restduum von f in c.

Nach dem Satz (19.3) iiber die Laurent-Entwicklung gilt Vs mit 0 < s <1

1
res. f = a_1 = o / f(Q)d¢.
K (c)

Das Residuum ist also der Koeffizient der Laurent-Entwicklung, der beim In-
tegrieren wie oben {ibrig bleibt.

21.1.2. Bemerkung: FEs gelten die folgenden Regeln:
(i) res. (af+Bg) = ares. f+Lres.q, f,g€ O(Q\{c}), «a,B€eC.

(ii) Ist ¢ einfacher Pol von f € O(Q\ {c}), so gilt
res. f = hin(z —c) f(2).

(iii) Ist ¢ ein Pol hichstens n—ter Ordnung von f € O(Q\ {c}) und g die
holomorphe Fortsetzung von (z — ¢)"™ f(z) nach ¢, so gilt

1
(n—1)
(iv) Sind g,h € OU), U € U(c) offen, g(c) # 0, h(c) =0 und W' (c) # 0,
so hat f := g/h in c einen einfachen Pol und es gilt

resc [ = g(c)/W(c).

res. f =

BEWEIS. (i) o.k.
(ii) Um ¢ gilt f(2) = a_1/(z — ¢) + h(z), wo h holomorph um c.

(iii) Um cgilt f(2) = a—n/(z —¢)"+...+a_1/(2 — ) + h(z), wo h holo-
morph um c¢. Es folgt g(2) =a_, +...+a_1(z—c)" 1+ ... um ¢,

dh. res. f = a1 = 72579 V(e).

(iv) Um ¢ gilt h(z) =h(c)(z —¢) + ..., es folgt

i —C y4 :imz_cﬁzg(c)
lim( = ¢)f(z) = lm(z = ¢) 1= = 555 # 0.
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21.1.3. Bezispiele:

(i) In Beispiel (19.5.2) zur Charakterisierung isolierter Singularititen ha-

ben wir die Laurententwicklungen von f(z) = Zg(i_i) um 0 und i be-

stimmt. Es gilt reso f = (—1)""* =1, res; f = (—1) =% = —1.
(ii) f(z) = % ist meromorph in C, die Polstellen sind gerade die
d—ten Wurzeln aus —1: ¢, = ¥ e™¥/* = % (147, v=20,...,3.
Nach Teil (iv) der obigen Bemerkung sind alle Pole einfach mit
32V o2 i/4 1 ) 1
- - = @ = -mifd .
rese, f 473V e3mi/4 44V ¢ 421/\/_ (1-1).

21.2. Residuensatz. Seien 2 C C offen, v ein nullhomologer Weg in (2
und A = {cq, .. .,cm} C Q endlich mit ANS(y) = 0. Dann gilt V f € O(Q\ A):

57 /fd( = 1nd L(c) -rese(f) .

ce)

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir, dass die Summe rechts endlich ist: Da das
Residuum res.(f) Null ist fir ¢ ¢ A, wird tatséchlich nur iiber die endlich
vielen Punkte von A N Int~y summiert. Fiir jedes p sei nun h,, der Hauptteil
der Laurententwicklung von f um ¢, . Dann ist h, € O(C\ ¢,) (der Radius r
in Satz (19.3) iiber die Laurententwicklung auf Kreisringen ist hier 0). Es folgt

f =2 h, € O) (die Differenz ist per Definition des Hauptteils um jedes ¢,
-1

holomorph). Der allgemeine Satz von Cauchy liefert
/de - Z/hudg.
p=17

Wir schreiben h,(¢) = Z a—yu(¢—c,)~" und erhalten mit dem Vertauschungs-

satz (9.3.7) (die Reihe konverglert nach Satz (19.3) iiber die Laurententwick-
lung auf Kreisringen insbesondere gleichméBig auf S(v), da AN S(y) = 0):

Jhd (= Za—wf )7rd¢
ol
® luf —¢,) ¢
= rescu(f) 271 -ind,(c,,) -
Dabei gilt (*), da (( —c¢,) 7" fiir v > 2 eine Stammfunktion in C\ {c,} hat. O

21.2.1. Bemerkung.

(i) Man beachte, dass in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet alle
geschlossenen Integrationswege nullhomolog sind.
(ii) Der Residuensatz erlaubt es, Integrale der Form [ f d{ ohne kompli-

8!
zierte Rechnungen zu bestimmen. Wir werden im ndchsten Abschnitt
ein einfaches Beispiel sehen.
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(iii) Der Residuensatz gilt auch, wenn wir nur voraussetzen, dass f bis auf
eine in Q diskrete (nicht notwendig endliche) Teilmenge A C Q mit
AN S(y) = 0 holomorph ist: Mit Eigenschaft (iv) der Indexfunkti-
on und dem allgemeinen Cauchyschen Integralsatz folgt IntyCInt~y U
S(v)CcQ. Wegen Eigenschaft (v) der Indexzfunktion ist aber Int~ kom-
pakt und enthdlt somit nur endlich viele Punkte der in € diskreten

Menge A.
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22. Anwendungen des Residuensatzes

Wir beginnen mit einer Anwendung des Residuenkalkiils in der reellen Ana-
lysis, ndmlich der Berechnung reeller Integrale. Wir erkléren die Vorgehenswei-
se an einem Beispiel. Fiir weitere Beispiele siehe Literatur.

+oo
22.1. Beispiel. [ ljljcQ =T.

— 00
Dies konnen wir mit Hilfe einer Stammfunktion direkt ausrechnen:

T

/ dx ;
= arctanz
1+ 22

-

T

— .
77— 00

Wir bestimmen das Integral nun ohne Stammfunktion durch Fortsetzen des
Integranden ins Komplexe. Dazu schreiben wir
1 1

f(z) = 1+22 (z+i)(z—1)
Br
Wir betrachten die Wege ;
ap = [—rr],
By = 0K, (0)|jo,,, r>1 E— >
Vr = QT+ ﬂr .

Da C einfach zusammenhéngend ist, ist insbesondere ~, nullhomolog in C.
Also liefert der Residuensatz:

1 d
ind,, (7) res;(f) + ind,, (—i) res_;(f) = o / 1+<<2 ’

I I [
1 1/24 0 Yr

r Qo ﬁr

d.h.

Die Standardabschétzung ergibt

/ d¢ mr .
—_— —_— % .
14+¢| = r2—1 roo
Br

Es folgt

[ dz d¢

ki — 5 . 0J
/1+x2 /1+<2 A

Nun diskutieren wir Anwendungen in der Funktionentheorie.
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22.2. Anzahlformel fiir Null- und Polstellen. Die Details zum Be-
weis von Satz 18.1.4 itber M(Q2) als C-Algebra zeigen: Ist f € M() eine
meromorphe Funktion, so ist auch die Ableitung f’ eine meromorphe Funkti-
on mit der gleichen Polstellenmenge wie f. Weiter ist der Quotient f/g zweier
Elemente f,g € M(£2) insbesondere dann definiert als Element in M (£2), wenn
g nur endlich viele Nullstellen in Q hat. Also ist das Integral in dem folgenden
Satz definiert:

22.2.1. Satz (Null- und Polstellen zihlendes Integral). Sei f € M(Q)
mit nur endlich vielen Null- und Polstellen in Q. Dann gilt fir jeden nullho-
mologen Weg v in 2, der durch keine dieser Stellen geht:

S o) - Y o) = - [ L& ac.

¢ Nullstelle von f d Polstelle von f 2 v f(<>

BEWEIS. Die Behauptung ergibt sich aus dem Residuensatz und dem folgenden
Lemma. O

22.2.2. Lemma:
(i) Ist f € O(U), U € Y(c) oﬁen und ist ¢ eine Nullstelle von f, so gilt:

resc( ) oc(f).
(ii) Ist f € M(U), U € 4U(d) ﬁen und ist d ein Pol von f, so gilt:
res. (f (2) ) = —ou(f).

(2)

(z — )" g(2) mit n := o.(f) und g holo-

f
BEWEIS. (i) Um c gilt f(z) =
0 (siehe die Rechenregeln fiir die Ordnung in

morph um ¢ mit g(c) #
(16.4.1)). Es folgt

f'z) _nz=o"lge)+(z-o"¢'(z) _ n
f(2) (z —c)ng(2) (z—¢)
um ¢ und somit die Behauptung.
(ii) Analog mit m = o4(f) und einer Darstellung f(z) = % (siche den
Hauptsatz fiir Pole (17.3.2), (ii)).

+ holomorph

O

22.2.3. Bemerkung: Ist a € C ein beliebiger Punkt, so gelten obige Aus-
sagen analog fir a-Stellen anstatt Nullstellen, d.h. fiir Punkte ¢ € € mit
f(c) = a: Ersetze die Ordnung o.(f) durch die Vielfachheit v(f,c) (vergleiche

(164 1)) U,ndff(C d< durchf f(C <

Wir behandeln noch einen Spezialfall.

22.2.4. Definition. Ein geschlossener Weg v in C heifit einfach geschlos-
sen, wenn

Inty#0 wund ind,(2)=1 VYV z e Inty.
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22.2.5. Bezispiel:

(i) Kreisrander sind einfach geschlossen (9.3.8).
(ii) Dreiecksrander sind einfach geschlossen (Aufgaben).

22.2.6. Anzahlformel fiir Null-und Polstellen: Sei f € M(Q) mit nur
endlich vielen Null- und Polstellen in Q). Sei weiter v ein einfach geschlossener
nullhomologer Weg in 2, so dass f null- und polstellenfrei auf v ist. Dann ist
1 1!
2m i f ic € Z
8!
gleich Anzahl der Nullstellen - Anzahl der Polstellen in Int~ (mit Vielfachheit

gerechnet).

22.3. Satz von Rouché. Scien f,g € O(1). Ist v ein einfach geschlosse-
ner nullhomologer Weg in {2 mit

() [F(O=g(O] < 19(O] ¥ CeS50),

so haben f und ¢ die gleiche Anzahl von Nullstellen in Int~y (mit Vielfachheit
gerechnet).

BEwEIS. Wir betrachten die auf €2 meromorphe Funktion h := f/g. Nach (%)
ist ¢ nullstellenfrei auf S(v). Aus Stetigkeitsgriinden gibt es dann eine offene
Menge U C Q, S(y) C U, so dass g nullstellenfrei in U ist und so dass ()
auch auf U gilt:

|h(z) —1] <1 VzeU, dh. h{U)CK(1l)CcC\R_.

Somit ist log h wohldefiniert in U nach Abschnitt (15.1) und dort eine Stamm-
funktion von h'/h = f'/f — ¢'/g. Da f, g nullstellenfrei sind auf S(v) nach

(x) folgt
_ L [l L [g
0_27Ti de QWi/gdC

ol v
und somit die Behauptung mit der Formel in (22.2.6) . O
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