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Kapitel � Komplexe Zahlen

��� Konstruktion der komplexen Zahlen

Wir setzen im folgenden den K�orper IR der reellen Zahlen als bekannt voraus�

Satz �� Es sei C � IR � IR � f�a� b� j a� b � IRg die Menge der Paare reeller
Zahlen� C ist bez�uglich der Verkn�upfungen

�a�� b�� � �a�� b�� � �a� � a�� b� � b��

�a�� b�� � �a�� b�� � �a�a� � b�b�� a�b� � a�b��

ein K�orper�

Beweis� Man zeigt leicht� da� C ein kommutativer Ring und ��� �� Einselement ist�
F�ur �a� b� �� ��� ��� also a� � b� �� �� gilt

�a� b� �
�

a

a� � b�
�

�b
a� � b�

�
� ��� ���

Folglich ist �a� b� invertierbar und damit C ein K�orper� �

Bez�uglich der Addition und der Verkn�upfung

c � �a� b� � �c a� c b�

ist C ein ��dimensionaler Vektorraum �uber IR� Die Elemente � � ��� �� und i � ��� ��
bilden eine Basis von C� Jedes Element aus C schreibt sich daher

z � �a� b� � a ��� �� � b ��� �� � a � b i�

Es gilt i� � ��� ��� � ���� �� � �� und allgemeiner

�a � bi� �c � di� � ac� bd � �ad � bc� i�

Die De�nition komplexer Zahlen als Paare reeller Zahlen legt es nahe� sie mit Punk�
ten der Ebene zu identi�zieren� Man spricht dann von komplexer oder Gau�scher
Ebene� Jeder komplexen Zahl z � a�bi entspricht ein Punkt �a� b� in der komplexen
Ebene� a hei�t Real� und b Imagin�arteil von z� geschrieben

a � Re z� b � Im z�

Man nennt z � a � bi die zu z � a � bi konjugiert komplexe Zahl� Man erh�alt z
durch Spiegeln an der reellen Achse�

�



� �� Komplexe Zahlen

�

�

��
��

��
��

��
��
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z � a � bi

z � a� bi

Wie man leicht zeigt� gilt

z � z�

z � w � z � w�

zw � z � w�
Ferner ist

Re z �
z � z

�
� Im z �

z � z

� i
�

Zur Vereinfachung fassen wir IR als Teilk�orper von C auf� Es gilt

z reell �� z � z�

Das Produkt einer komplexen Zahl mit seiner Konjugierten ist eine nicht negative
reelle Zahl

z z � �a � bi��a� bi� � a� � b� 	 ��

Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl z ist dann

jzj �
p
zz �

p
a� � b��

Geometrisch ist jzj der Abstand von z zum Nullpunkt� Es gilt jzj� � zz � jzj�� also
jzj � jzj� Ferner gilt f�ur Real� und Imagin�arteil die Absch�atzung

� jzj 
 Re z� Im z 
 jzj������

Satz �� Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften

jzj � � �� z � ��

jz � wj 
 jzj� jwj�
jz � wj � jzj � jwj�



��� Quadratische Gleichungen �

Beweis� Durch Nachrechnen� z�B� f�ur die Dreiecksungleichung�

Nach ����� gilt Re�zw� 
 jzwj � jzj jwj� also

jz � wj� � �z � w��z � w� � zz � ww � � Re�zw�


 jzj� � jwj� � � jzj jwj � �jzj� jwj�� �

�

Aus Satz ��� ergibt sich� da� die komplexen Zahlen bez�uglich der Abstandsfunktion

d�z� w� � jz � wj

einen metrischen Raum bilden�

��� Quadratische Gleichungen

Ein wesentlicher Unterschied zwischen reellen und komplexen Zahlen zeigt sich hin�
sichtlich der Existenz von Quadratwurzeln� In IR besitzt die Gleichung x� � a nur
f�ur a 	 � L�osungen� Mit

p
a sei die L�osung 	 � bezeichnet� In C lassen sich dagegen

aus jeder komplexen Zahl die Quadratwurzeln ziehen�

Satz �� Die Gleichung z� � a � bi besitzt in C die L�osungen

z��� � �
�r

�

�
�a �

p
a� � b�� � �i sgn b

r
�

�
��a �

p
a� � b��

�
������

Hierbei ist

sgn b �

�
� f�ur b 	 �

�� f�ur b � �

das Signum von b� Man veri�ziert ����� durch Quadrieren

z�� � z�� �
�

�
�a �

p
a� � b��� �

�
��a �

p
a� � b�� � �i sgn b �

r
�

�
b� � a � bi�

Man �ndet die Formel f�ur die Wurzeln durch den Ansatz

�x � iy�� � a � bi�

woraus durch Vergleich von Real� und Imagin�arteil

x� � y� � a� �xy � b



� �� Komplexe Zahlen

folgt� Wir erhalten hieraus

a� � b� � �x� � y��� � �x�y� � �x� � y����

Aus
x� � y� �

p
a� � b� und x� � y� � a

folgt dann

x� �
�

�
�a �

p
a� � b��

y� �
�

�
��a �

p
a� � b���

Wegen jaj 
 p
a� � b� lassen sich die Quadratwurzeln in IR ziehen� Dabei sind die

Vorzeichen von x und y so zu w�ahlen� da� �xy � b gilt�

Satz �� Jede quadratische Gleichung

z� � pz � q � �� p� q � C

besitzt zwei L�osungen in C �sie fallen zusammen� wenn p� � �q � � ist��

Beweis� Die Gleichung l�a�t sich durch quadratische Erg�anzung umformen

z� � pz �
p�

�
� p�

�
� q � � ��

�
z �

p

�

��
�
p�

�
� q�

Ist p� � �q � �� so existiert eine L�osung� andernfalls gibt es zwei verschiedene Qua�
dratwurzeln und damit auch zwei verschiedene L�osungen der quadratischen Glei�
chung� �

��� Trigonometrische Darstellung

Jede komplexe Zahl z �� � besitzt eine Darstellung

z � r �cos t � i sin t��

wobei r � jzj und t durch z eindeutig bis auf Vielfache von �� bestimmt ist� Fordert
man �� 
 t � �� so ist t eindeutig bestimmt� Man nennt dann t Argument von z�
geschrieben

t � arg z� �� 
 t � ��

Man beachte� da� das Argument nur f�ur komplexe Zahlen z �� � de�niert ist�



��� Trigonometrische Darstellung 	

Aufgrund der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen gilt die For�
mel von Moivre

�cos t� � i sin t���cos t� � i sin t��� � cos�t� � t�� � i sin�t� � t��

F�ur die Argumente folgt daraus

arg�z�z�� � argz� � argz� mod ���

�Hierbei bedeutet t� � t� mod ��� Es gibt ein k � ZZ mit t� � t� � �k���

Die geometrische Konstruktion des Produkts ergibt sich aus der �Ahnlichkeit der
Dreiecke ��� �� z�� und ��� z�� z� �z��� In der folgenden Skizze ist z� � ��i� z� � ���i
und z� � z� � � � �i�

�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�� �

�
������� �

�

�

z�

z�z�

z�

Entsprechend benutzt man bei der geometrischen Konstruktion eines Quotienten
die �Ahnlichkeit der Dreiecke ��� �� z�� und ��� z��z�� z���

Sind z� und z� aus C� so ist der Winkel zwischen den Vektoren z� und z�

�� �z�� z�� � arg

�
z�
z�

�
�

Man spricht von einem gerichteten Winkel� der in diesem Fall von z� nach z� gerichtet
ist� Es gilt

�� �z�� z�� � � �� �z�� z���

Durch Induktion nach n ergibt sich aus der Moivreschen Formel

�cos t � i sin t�n � cosnt � i sinnt������

Hieraus folgt f�ur n�te Wurzeln
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Satz �� Ist a � r�cos t� i sin t� die trigonometrische Darstellung einer komplexen
Zahl� so hat die Gleichung

zn � a

die n L�osungen

zk � n
p
r

�
cos

t � ��k

n
� i sin

t � ��k

n

�
� k � �� �� � � � � n� ��

Die L�osungen liegen daher in der komplexen Ebene auf einem Kreis um den Null�
punkt mit dem Radius n

pjaj� Sie bilden ein regelm�a�iges n�Eck�

Beispiel

Die Gleichung z� � �� � � besitzt wegen ��� � ���cos� � i sin�� die L�osungen

zk � �

�
cos

� � ��k

�
� i sin

� � ��k

�

�
� k � �� �� �� ��

also

z� � ��cos �
�

� i sin �
�
� �

p
��� � i�

z� � ��cos ��
�

� i sin ��
�

� �
p

���� � i�

z� � ��cos ��
�

� i sin ��
�

� �
p

����� i�

z� � ��cos ��
�

� i sin ��
�

� �
p

���� i��

�

�

��
��qq
q q

z�z�

z� z�
�

��� Erweiterte komplexe Ebene

Es sei bC �� C  f�g�
Man erweitert hierbei die komplexe Ebene durch einen weiteren Punkt� den man
mit � bezeichnet� Die Verkn�upfungen in C lassen sich teilweise auf bC �ubertragen�
Man de�niert

z � � � � � z � ��
z

� � ��
z

�
� �

f�ur z �� � und
z �� � �� z � �

f�ur beliebige z � C� Man beachte� da� einige Ausdr�ucke wie ��� und � �� nicht
de�niert sind�

Geometrisch l�a�t sich bC auf der Riemannschen Zahlenkugel darstellen� Es sei

S � f�x�� x�� x�� � IR� j x�� � x�� � x�� � �g
die Einheitssph�are�



��� Aufgaben 


Satz �	 Die Abbildung

� � S � bC� �x�� x�� x�� ��
�	
z �

x� � ix�
�� x�

falls �x�� x�� x�� �� ��� �� ��

� f�ur �x�� x�� x�� � ��� �� ��

ist eine Bijektion� �Man bezeichnet � als stereographische Projektion��

Beweis�

Man verbindet den Nordpol N � ��� �� �� mit einem
Punkt P � �x�� x�� x�� von S durch eine Gerade� Diese
besitzt die Parameterdarstellung

x � ��� �� �� � t�x�� x�� x� � ��� ��
��

�

�

�
�
��

�
�
�T
T
T
T
T
r q
q

N

P

z

Setzt man die dritte Komponente Null

� � t�x� � �� � �� also t �
�

�� x�
�

so erh�alt man den Schnittpunkt

z �

�
x�

�� x�
�

x�
�� x�

�
�

x� � ix�
�� x�

der Geraden mit der �x�� x���Ebene� die man als komplexe Ebene deutet�

Umgekehrt ist durch z eindeutig ein Punkt P � S als Schnittpunkt von S mit der
Verbindungsgeraden von z und N bestimmt� �

��� Aufgaben

Aufgabe �� F�ur welche z � C gilt �� � �i�z � IR �

Aufgabe �� Ermittle die L�osungen der quadratischen Gleichung

��� i�z� � ��� �i�z � ��	 � 	i� � ��

Aufgabe �� Beweise die Identit�at

jz� � z�j� � jz� � z�j� � �
�jz�j� � jz�j�

�
und zeige hiermit� da� die komplexen Zahlen z�� z�� z� mit

z� � z� � z� � � und jz�j � jz�j � jz�j � �

in der komplexen Ebene ein gleichseitiges Dreieck bilden�
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Aufgabe �� Zeige� da� die Gleichung

a z � b z � c � �� a� b� c � C

eine eindeutige L�osung besitzt� wenn jaj �� jbj gilt� Gib im Fall jaj � jbj eine Bedin�
gung an� unter der keine L�osung der Gleichung existiert�

Hinweis� Beachte b z � a z � c � ��

Aufgabe �� Ermittle s�amtliche L�osungen der Gleichungen

z� � � � �i� z� � �� � �
p

� i

und skizziere sie in der komplexen Ebene�

Aufgabe �	 Gegeben seien zwei komplexe Zahlen z� � � � i und z� � � � �i�
Ermittle z� und z�� so da� alle vier Zahlen in der komplexen Ebene ein Quadrat
bilden�

Hinweis� Benutze� da� die Multiplikation mit i eine Drehung um einen rechten
Winkel bedeutet� Es gibt drei L�osungen�



Kapitel � M�obiustransformationen

��� Die Gruppeneigenschaft

Eine Funktion

f � bC � bC� f�z� �
a z � b

c z � d
mit a d� b c �� �

hei�t M�obiustransformation oder gebrochen lineare Abbildung�

Wegen

f�z� �
a � b

z

c � d
z

setzt man f��� � a
c
� ferner f�ur die Nullstelle des Nenners f�� d

c
� � ��

�Die Bedingung ad� bc �� � schlie�t die konstanten Funktionen aus��

Beispiele

�� f�z� � z � b� Die Abbildung ist geometrisch eine Translation oder Parrallel�
verschiebung um den Vektor b�

�� f�z� � a � z� Um die geometrische Bedeutung zu erkennen� schreiben wir
a � r�cos� � i sin��� Dann ist

f�z� � r�z�
Streckung

� �cos� � i sin�� �z �
Drehung

� z�

also f in eine Drehung um � und eine anschlie�ende Streckung �Stauchung�
um den Faktor r zerlegbar� Geometrisch nennt man eine solche Abbildung eine
Drehstreckung�

�� Die Abbildung f�z� � �
z

bezeichnet man als Inversion am Einheitskreis�

Ist z � r � �cos t � i sin t�� so gilt

f�z� �
�

r
�cos��t� � i sin��t�� �

�

jzj� � z�

Punkte au�erhalb des Einheitskreises werden in das Innere abgebildet und
umgekehrt� Dabei ist f��� � � und f��� � ��

�
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�� F�ur eine allgemeine M�obiustransformation mit c �� � gilt

f�z� �
a z � b

c z � d
�

bc� ad

c�
�

z � d�c
�
a

c
�

also ist f aus den obigen elementaren M�obiustransformation zusammensetz�
bar� Ist c � �� so kann man d � � setzen� Dann ist f�z� � az � b� also f eine
Drehstreckung mit nachfolgender Translation�

Satz �� Die M�obiustransformationen bilden �bez�uglich der Hintereinanderschal�
tung� eine Gruppe�

Beweis� ��� Das Produkt zweier M�obiustransformationen ist wieder eine M�obi�
ustransformation� Seien

f�z� �
a z � b

c z � d
und g�z� �

a� z � b�

c� z � d�

zwei M�obiustransformationen� Dann ist

�f � g��z� � f�g�z�� �

�z � �
�a a� � b c�� z �

�z � �
�b d� � a b��

�c a� � d c�� �z �
�

z � �c b� � d d�� �z �
�

Es ist noch zu zeigen� � 	 � 
 � �� ��

Jede M�obiustransformation f l�a�t sich durch eine Matrix

M�f� �

�
a b
c d

�
darstellen� Die obige Verkn�upfung entspricht gerade der Matrizenmultiplikation

M�f � g� � M�f� �M�g��

Mit dem Determinantensatz ist dann

� 	 � 
 � � DetM�f � g� � DetM�f� �z �
���

�DetM�g� �z �
���

�� ��

�Beachte� Die Matrizen M�f� �

�
� a � b
� c � d

�
beschreiben f�ur alle � �� � die gleiche

M�obiustransformation��



��� Die Gruppeneigenschaft ��

��� F�ur Abbildungen ist das Assoziativgesetz stets erf�ullt

�h � g� � f�z� � h � �g � f��z��

��� Neutrales Element ist die Identit�at� f�z� � z�

��� f���z� �
d z � b

�c z � a
ist das Inverse von f�z� �

a z � b

c z � d
� Dies ergibt sich aus

�
a b
c d

��
d �b
�c a

�
�

�
ad� bc �

� ad� bc

�
�

�

Bemerkung

Die Gruppe der M�obiustransformationen ist nicht kommutativ� Es sei

f�z� �
z

z � i
� g�z� �

z � �

z � �
�

Dann ist

�f � g��z� �

z � �

z � �
z � �

z � �
� i

�
z � �

��� i�z � ��� �i�

und analog

�g � f��z� �
�z � i

�z � �i
�

Wegen

�f � g���� �
�

�� �i
�� �g � f���� �

�

�

ist die Verkn�upfung nicht kommutativ�

Ein Punkt z � bC hei�t Fixpunkt einer M�obiustransformation f � wenn f�z� � z
ist�

Satz �� Eine von der Identit�at verschiedene M�obiustransformation besitzt einen
oder zwei Fixpunkte�

Beweis� ��� Es sei c � �� Wir k�onnen f�z� � a z�b annehmen� Dann ist f��� � ��
also ist � ein Fixpunkt von f �

a� Sei a � �� Dann ist b �� � �wegen f �� id�� Die Gleichung f�z� � z � b � z hat
in C keine L�osung� also f keinen weiteren Fixpunkt�



�� �� M�obiustransformationen

b� Sei a �� �� Dann ist z �
b

�� a
ist ein zweiter Fixpunkt�

��� Es sei c �� �� Dann ist f��� �
a

c
� also � kein Fixpunkt� Es gilt

f�z� �
a z � b

c z � d
� z �� c z� � �d� a� z � b � ��

Also ist z ein Fixpunkt� wenn z L�osung dieser quadratischen Gleichung ist� Nach
Satz ��� besitzt eine quadratische Gleichung zwei L�osungen in C �die m�oglicherweise
zusammenfallen k�onnen�� �

Beispiele

��� Es sei

f�z� �
z � �

z � �
�

Die Gleichung f�z� � z f�uhrt auf eine quadratische Gleichung

z� � �z � � � �z � ���z � �� � ��

also sind z� � � und z� � �� Fixpunkte�

��� f�z� � z � � besitzt keinen Fixpunkt in C� Es ist jedoch f��� � �� also �
einziger Fixpunkt von f in bC�

��� Das Doppelverh�altnis

z�� z�� z� und z� seien vier verschiedene Punkte aus bC� Dann hei�t

DV �z�� z�� z�� z�� �
z� � z�
z� � z�

�
z� � z�
z� � z�

Doppelverh�altnis von z�� z�� z� und z�� Ist einer der Punkte unendlich� z�B� z� � ��
so betrachte man

DV ��� z�� z�� z�� �
z�
z�
� �

z� � z�
�

z�
z�
� �

z� � z�

z����
z� � z�
z� � z�

�

F�ur variables z ist f�z� � DV �z�� z�� z�� z� eine M�obiustransformation� Hierf�ur gilt

f�z�� � �� f�z�� � �� f�z�� � ��



��� Das Doppelverh�altnis ��

also

f�z� � DV �z�� z�� z�� z� �

�
z� z� z�
� � �

�
�z��

Damit ergibt sich folgende Interpretation des Doppelverh�altnisses� Ist f die M�obi�
ustransformation� die z� nach �� z� nach � und z� nach � abbildet� so gilt

DV �z�� z�� z�� z�� � f�z���

das Doppelverh�altnis ist also das Bild des vierten Punktes�

Satz �� Sind �z�� z�� z�� und �w�� w�� w�� zwei Tripel paarweise verschiedener Punk�

te in bC� so gibt es genau eine M�obiustransformation f mit

f�z�� � w�� f�z�� � w�� f�z�� � w��

Beweis�

��� Eindeutigkeit� Gegeben seien zwei M�obiustransformationen f und g mit

f�zi� � g�zi� � wi f�ur i � �� �� ��

Damit besitzt f�� � g drei Fixpunkte� Nach Satz ��� ist dann f�� � g � id� also
f � g�

��� Existenz� Wie oben mit Hilfe des Doppelverh�altnisses gezeigt wurde� gibt es
eine M�obiustransformation h�z� mit

h�z�� � �� h�z�� � �� h�z�� � ��

Entsprechend gibt es ein g�z� mit

g�w�� � �� g�w�� � �� g�w�� � ��

Dann hat f � g�� � h die gew�unschte Eigenschaft� �

Wegen dieser Eigenschaft sagt man auch� da� die M�obiustransformationen scharf
dreifach transitiv auf bC operieren� Man schreibt f�ur die eindeutig bestimmte M�obi�
ustransformation

f �

�
z� z� z�
w� w� w�

�
�

Man rechnet mit diesen Symbolen wie mit Permutationen� Es gilt�
z� z� z�
w� w� w�

�
�
�

v� v� v�
z� z� z�

�
�

�
v� v� v�
w� w� w�

�
�

�
z� z� z�
w� w� w�

���
�

�
w� w� w�

z� z� z�

�
�
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Satz �� Eine M�obiustransformation f l�a�t das Doppelverh�altnis invariant� d�h�

DV�f�z��� f�z��� f�z��� f�z��� � DV�z�� z�� z�� z���

Beweis� Man erh�alt nach den obigen Regeln

DV �f�z��� f�z��� f�z��� f�z��� �

�
f�z�� f�z�� f�z��

� � �
�

�f�z���

�

�
z� z� z�
� � �

��
f�z�� f�z�� f�z��
z� z� z�

�
 �z �

f��

�f�z���

�

�
z� z� z�
� � �

�
�z�� � DV �z�� z�� z�� z���

�

Anwendung

Ist eine M�obiustransformation in der Form

f �

�
z� z� z�
w� w� w�

�
gegeben� so gilt wegen der Invarianz des Doppelverh�altnisses

DV�w�� w�� w�� w� � DV�z�� z�� z�� z��

Man kann dies benutzen� um w � f�z� zu berechnen� indem man diese Gleichung
nach w au��ost�

Beispiel Es sei

f �

�
� � i � � i �

� � � i ��

�
�

Aus
w � �

w � �
�

� � i� �

� � i � �
�
z � �� � i�

z
�

� � i� �� � i�

� � i

folgt

w �
iz � �

z � �
�



��� Die Kreisinvarianz �	

��� Die Kreisinvarianz

Satz �� Das Doppelverh�altnis DV�z�� z�� z�� z�� ist genau dann reell� wenn die vier
Punkte auf einem Kreis oder einer Geraden liegen�

Beweis� Es sei

f�z� �
a z � b

c z � d

die durch

f �

�
z� z� z�
� � �

�
bestimmte M�obiustransformation� Dann ist f�z� genau dann reell� wenn

a z � b

c z � d
�
a z � b

c z � d

gilt� Dies ist gleichwertig mit

�a z � b��c z � d�� �c z � d��a z � b� � ������

oder
�a c� c a� zz � �a d� c b�z � �d a� b c�z � �d b� b d� � ������

Setzt man z � x � i y� so erh�alt man die Gleichung

� eines Kreises� wenn �a c� c a� �� � und

� einer Geraden� wenn �a c� c a� � � ist�

z� und z� erf�ullen ������ weil f�z�� � �� f�z�� � � reell sind� f�z�� � � bedeutet
c z� � d � �� also erf�ullt z� die Gleichung ������ also auch ������ Folglich wird durch
die Gleichung ����� der Kreis bzw� die Gerade festgelegt� worauf z�� z� und z� liegen�

Ferner ist DV �z�� z�� z�� z�� � f�z��� Das Doppelverh�altnis ist daher genau dann
reell� wenn f�z�� reell ist� also z� die Gleichung ����� erf�ullt� �

Korollar �	 Eine M�obiustransformation f�uhrt Geraden und Kreise wieder in Ge�
raden und Kreise �uber� �M�oglicherweise geht dabei eine Gerade in einen Kreis und
ein Kreis in eine Gerade �uber��

Bemerkung Man fa�t h�au�g Geraden als Kreise durch unendlich oder Kreise mit
unendlichem Radius auf und spricht dann von der Kreisinvarianz der M�obiustrans�
formationen�
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Bei gegebener M�obiustransformation

f�z� �
a z � b

c z � d

l�a�t sich leicht erkennen� ob ein Kreis K auf eine Gerade abgebildet wird� Ist c z� �
d � �� so folgt f�z�� � �� Dann geht K in eine Gerade �uber� wenn z� auf K liegt�

Beispiel Der Einheitskreis K� � fz j jzj � �g wird durch f�z� �
��

z � �
wegen

z� � � � K� auf eine Gerade abgebildet�

�

� �

�

K�

�

i

��
�� w����z����

f��

Dagegen geht der Kreis K� � fz j jzj � �g wieder in einen Kreis �uber �da z� � � ��
K���

��� Invarianz der Orientierung

Sei K ein Kreis oder eine Gerade� Eine Orientierung von K wird durch ein Tripel
�z�� z�� z�� von Punkten von K gegeben�

Bez�uglich der Orientierung �z�� z�� z�� liegt der Punkt z

� links von K� wenn Im �DV �z�� z�� z�� z��  � ist und

� rechts von K� wenn Im �DV �z�� z�� z�� z�� � � ist und

� auf K� wenn Im �DV �z�� z�� z�� z�� � �� also DV �z�� z�� z�� z� reell ist�

Wegen der Invarianz des Doppelverh�altnisses bei einer M�obiustransformationen
w � f�z� liegt w auf derselben Seite bez�uglich der durch �w�� w�� w�� de�nierten
Orientierung wie z bez�uglich �z�� z�� z��� Diese Eigenschaft nennt man Invarianz der
Orientierung �

Tats�achlich gibt es nur zwei Orientierungen� Wegen der Invarianz des Doppel�
verh�altnisses braucht man hierzu nur die Orientierungen der reellen Achse zu be�
trachten� Ist deren Orientierung durch ��� ���� festgelegt und �z�� z�� z�� ein belie�
biges reelles Tripel� so kann

f�z� �
a z � b

c z � d
� DV �z�� z�� z�� z�



��� Invarianz der Orientierung �


mit reellen Koe�zienten geschrieben werden� Man berechnet dann leicht

Im �DV �z�� z�� z�� z�� �
ad� bc

jcz � dj� Im z�

Die Unterscheidung von links und rechts bedeutet daher nichts anderes als die Un�
terscheidung von oberer und unterer Halbebene� Sie h�angt nur von dem Vorzeichen
von ad� bc ab�

Beispiel

Die durch ��� i���� gegebene Orientierung des Einheitskreises bezeichnet man als
positiv� F�ur z � � ist DV ��� i���� �� � i� Folglich liegt der Ursprung bez�uglich
der positiven Orientierung links vom Einheitskreis� Bei umgekehrter Orientierung
�Uhrzeigersinn� l�age er rechts�

Ist K ein Kreis oder eine Gerade� so f�uhrt eine Orientierung auf K zu einer
Zerlegung der komplexen Ebene

C � K� K K	 �

Bei anderer Wahl der Orientierung erh�alt man die gleiche Zerlegung� nur da� die
Rollen von K� und K	 vertauscht werden�

Bei einer M�obiustransformation gehen die einzelnen Teile der Zerlegung in die ent�
sprechenden Teile des Bildes �uber� Ist speziell K eine Gerade und das Bild ein Kreis
K �� so werden die durch die Gerade bestimmten Halbebenen jeweils vollst�andig auf
das auf das Innere von K � oder aber vollst�andig auf das �Au�ere von K � abgebildet�

Beispiel

Die M�obiustransformation

f �

��� � �
�� � i

�
f�uhrt die reelle Achse in den Einheitskreis �uber� Sie hat die Darstellung

f�z� �
iz � �

z � i
�

Wegen f�i� � � geht die obere Halbebene H � fz j Im z  �g auf das Innere des
Einheitskreises �uber�
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��� Aufgaben

Aufgabe �� Zeige� da� die Kreise Kr � fz � C j jz�rj � rg bei der M�obiustrans�
formation

w � f�z� � �
z � �

z
in zur imagin�aren Achse parallelen Geraden �ubergehen� Ermittle den Bildbereich
f�G� von

G � fz � C j jz � �j 	 � und jz � �j 
 �g�
Aufgabe �� Gegeben seien die M�obiustransformationen

f�z� �
z

z � �
und g�z� �

iz � �

z � �
�

Berechne die Fixpunkte von f und gfg��� Begr�unde� da� ein Fixpunkt von f durch
g auf einen Fixpunkt von gfg�� abgebildet wird�

Aufgabe �� Gegeben seien f�ur a � C� jaj �� � die M�obiustransformationen

fa � bC � bC� fa�z� �
az � �

z � a
�

��� Zeige� da� diese M�obiustransformationen den Einheitskreis fz � C j jzj � �g
auf sich abbilden �d� h� aus jzj � � folgt jfa�z�j � ���

��� Zeige� da� die Fixpunkte von fa auf dem Einheitskreis oder auf der imagin�aren
Achse liegen�

Aufgabe �� a� Welche Beziehung besteht zwischen den Doppelverh�altnissen

DV �z�� z�� z�� z�� und DV �z�� z�� z�� z�� �

Was folgt� wenn beide Doppelverh�altnisse gleich sind�

b� Es sei z� �� z� und f eine M�obiustransformation� f�ur die

f�z�� � z�� f�z�� � z�

gilt� Zeige� da� die Fixpunkte von f und die Punkte z�� z� auf einem Kreis oder einer
Geraden liegen�

Aufgabe �� a� Ermittle alle M�obiustransformationen

f�z� �
az � b

cz � d
� ad� bc �� ��

f�ur die f��� � ��� f���� � � gilt�

b� Zeige� da� ein solches f stets zwei verschiedene Fixpunkte in bC besitzt� die mit
den Punkten � und �� auf einem Kreis oder einer Geraden liegen�



Kapitel � Di�erentiation

��� Grenzwerte

Es sei a � C und �  � eine positive reelle Zahl�� Dann hei�t

U��a� � fz � C j jz � aj � �g
��Umgebung von a� Eine Teilmenge A von C hei�t o	en� wenn zu jedem a � A eine
��Umgebung von a existiert� die ganz in A liegt�

a�A

�
���

U��a� � A�

Es sei a � C und f � C �� C eine Funktion� Dann hei�t F � C Grenzwert von f
bei Ann�aherung an a� wenn zu jedem ��  � ein �  � existiert� so da� jf�z��F j � ��

f�ur alle z � U��a�� z �� a gilt� geschrieben

F � lim
z�a

f�z��

Man sagt� da� f�z� gegen F konvergiert� wenn z gegen a konvergiert� Der Funkti�
onswert f�a� selbst spielt bei der Grenzwertbildung z � a keine Rolle und braucht
nicht einmal de�niert zu sein�

Satz �� Existieren die Grenzwerte

F � lim
z�a

f�z� und G � lim
z�a

g�z��

so existieren auch folgende Grenzwerte

lim
z�a

�f�z� � g�z�� � F � G

lim
z�a

c � f�z� � cF� c � C

lim
z�a

�f�z�g�z�� � F �G

lim
z�a

f�z�

g�z�
�

F

G

Bei der letzten Beziehung mu� g�z� �� � in einer Umgebung von a und G �� �
vorausgesetzt werden�

Beweis wie im Reellen� z�B�

jf�z�g�z�� F �Gj � j�f�z�� F ��g�z��G� � F �g�z��G�

� G�f�z�� F �j

 jf�z�� F j jg�z��Gj� jF j jg�z��Gj

� jGj jf�z�� F j�
Die rechte Seite wird beliebig klein� wenn z gegen a konvergiert�

��
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De�nition

Eine Funktion f hei�t stetig in a� wenn

lim
z�a

f�z� � f�a�

ist�

Korollar �� Sind f und g stetig in a� so sind auch f�g� cf � f �g� f
g
�falls g�a� �� �

ist� stetig in a�

��� Di�erenzierbare Funktionen

De�nition Eine Funktion f hei�t di	erenzierbar in a� wenn der Grenzwert

lim
z�a

f�z�� f�a�

z � a

existiert� Man schreibt dann

f ��a� �
df

dz
�a� �� lim

z�a

f�z�� f�a�

z � a
�

Satz �� Ist f dierenzierbar in a� so ist f auch stetig in a�

Beweis�

lim
z�a

�f�z�� f�a�� � lim
z�a

�
f�z�� f�a�

z � a
� �z � a�

�
� lim

z�a

f�z�� f�a�

z � a �z �
existiert

� lim
z�a

�z � a� �z �
��

� �

Es folgt limz�a f�z� � f�a�� also die Stetigkeit in a� �

Satz �� Sind f und g di	erenzierbar in a� so sind auch f � g� c � f � f � g und
f

g
�falls g�a� �� �� di	erenzierbar in a� und es gilt in a

�f � g�� � f � � g�

�c � f�� � c � f �
�f � g�� � f � g � f g��

f

g

��
�

f � g � f g�

g�



��� Di�erenzierbare Funktionen ��

Beweis� Wie im Reellen� Als Beispiel der Beweis der Produktregel

�f � g���a� � lim
z�a

f�z� g�z�� f�a� g�a�

z � a

� lim
z�a

�
f�z�� f�a�

z � a
g�z� � f�a�

g�z�� g�a�

z � a

�
�

f und g sind nach Voraussetzung dierenzierbar� weiter ist g nach Satz ��� auch
stetig in a� das hei�t

lim
z�a

g�z� � g�a��

Damit folgt �f � g���a� � f ��a� g�a� � f�a� g��a�� �

Beispiele

�� f�z� � c konstant� Es ist

f�z�� f�a�

z � a
�

c� c

z � a
� ��

Daher ist f f�ur alle a � C dierenzierbar� und es gilt f ��a� � ��

�� Es sei f�z� � z� Wegen

f�z�� f�a�

z � a
�

z � a

z � a
� �

ist f dierenzierbar f�ur alle a � C und f ��a� � ��

�� Es sei f�z� � zn mit n � IN� Die Funktion ist ebenfalls dierenzierbar und
f ��a� � nan�� f�ur alle a � C�

Beweis durch Induktion nach n� Die Formel ist richtig f�ur n � �� wie eben
gezeigt wurde�
Sei f�z� � zn	� � zn � z� Nach der Produktregel ist dann

f ��a� � n � an�� � a � an � �n � ��an

�� Es sei nun f�z� � �
zn

� z�n mit negativem Exponenten� Nach der Quotien�
tenregel ist

f ��a� �
�nan��
a�n

�
�n
an	�

� �n a�n���
also f dierenzierbar f�ur alle a �� ��

Satz �� �Kettenregel� Ist f � A �� C� g � B �� C mit f�A� � B und f di	e�
renzierbar in z� g di	erenzierbar in f�z�� so ist g � f � A �� C in z di	erenzierbar�
und es gilt

�g � f���z� � g��f�z�� � f ��z��

Beweis wie im Reellen�



�� �� Di�erentiation

��� Die Cauchy	Riemannschen Di�erentialglei	

chungen

Jede komplexe Funktion f � C �� C besitzt die Darstellung

f�z� � u�x� y� � iv�x� y� � z � x � iy�

wobei u und v reelle Funktionen in zwei Ver�anderlichen sind� Man nennt u Real�� v
Imagin�arteil von f �

Es ist
lim
z�z�

f�z� � lim

x�y��
x� �y��

u�x� y� � i lim

x�y��
x� �y��

v�x� y�

�wegen jaj� jbj 
 ja� bij 
 jaj� jbj�� d� h� existiert ein Grenzwert von f � so existieren
auch die entsprechenden Grenzwerte des Real� und Imagin�arteils� Insbesondere gilt�
Die Funktion f ist genau dann stetig� wenn u� v stetig sind�

Satz �	 Ist f�z� � u�x�y� � iv�x� y� di	erenzierbar� so sind u und v nach x und
nach y partiell ableitbar� und es gelten die Cauchy�Riemannschen Di	erentialglei�
chungen

�u

�x
�
�v

�y
�

�u

�y
� ��v

�x
������

Die Ableitung von f ist

f ��z� �
�u

�x
� i

�v

�x
������

Beweis� Sei f dierenzierbar in z� Es gilt f�ur h � IR

f ��z� � lim
h��

f�z � h�� f�z�

h

� lim
h��

�
u�x � h� y�� u�x� y�

h
� i

v�x � h� y�� v�x� y�

h

�
�

Damit sind u und v partiell nach x ableitbar� und es gilt ������ Andererseits ist bei
Grenzwertbildung parallel zur imagin�aren Achse

f ��z� � lim
h��

f�z � ih�� f�z�

ih
�

� lim
h��

�
�i u�x� y � h�� u�x� y�

h
�
v�x� y � h�� v�x� y�

h

�
�

also sind auch u� v nach y partiell ableitbar� und es gilt

f ��z� � �i �u
�y

�
�v

�y
������

Durch Vergleich von ����� und ����� ergibt sich ������ �



��� Die Cauchy	Riemannschen Di�erentialgleichungen ��

Beispiele

�� Die Funktion f�z� � z� � x� � y� � �xyi ist dierenzierbar f�ur alle z � C�
Der Realteil u � x� � y� und Imagin�arteil v � �xy erf�ullen daher die Cauchy�
Riemannschen Dierentialgleichungen� es ist

�u

�x
� �x �

�v

�y
�

�u

�y
� ��y � ��v

�x
�

Ferner ist nach ����� die Ableitung

f ��z� � �x � �yi � �z�

�� Sei f�z� � �ax � by� � i�cx � dy�� Die partiellen Ableitungen sind

�u

�x
� a

�u

�y
� b

�v

�x
� c

�v

�y
� d�

Damit f dierenzierbar ist� mu� daher a � d� b � �c sein� also

f�z� � a�x � iy� � b�y � ix� � �a� bi��x � iy� � �a� bi�z�

De�nition Eine komplexe Funktion f hei�t holomorph oder regul�ar in a� wenn f
in einer Umgebung von a dierenzierbar ist�

Beispiel

Die Funktion f�z� � z ��z � x��y� ist in z � � dierenzierbar� aber nicht holomorph�

lim
z��

f�z�� f���

z � �
� lim

z��

z�z

z
� lim

z��
�z � �

existiert� Es ist u�x� y� � x� � y�� v�x� y� � �� also

�u

�x
� �x

�u

�y
� �y

�v

�x
� �

�v

�y
� �

Die Cauchy�Riemannschen Dierentialgleichungen sind f�ur z �� � nicht erf�ullt� f ist
also f�ur z �� � nicht dierenzierbar� also ist f nicht holomorph in z � ��
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Satz �
 Es sei f�z� � u�x� y� � i v�x� y� eine komplexe Funktion� Existieren in
einer Umgebung U von a die partiellen Ableitungen von u und v� sind diese dort
stetig und gen�ugen den Cauchy�Riemannschen Di	erentialgleichungen

�u

�x
�
�v

�y
�

�u

�y
� ��v

�x
�

dann ist f holomorph in a�

Beweis� Sei �  � gegeben und z � U � Wegen der Stetigkeit der partiellen Ablei�
tungen gibt es ein 	  �� so da� f�ur jhj � jk � i �j � 	 und z � h � U�����u�x�x � k� y � ��� �u

�x
�x� y�

���� � ������

gilt� Entsprechende Absch�atzungen gelten f�ur die anderen partiellen Ableitungen

�u

�y
�

�v

�x
�

�v

�y
�

Nach dem Mittelwertsatz ist

u�x � k� y � ��� u�x� y� � u�x � k� y � ��� u�x� y � ��

�u�x� y � ��� u�x� y�

� k
�u

�x
�x � k�� y � �� � �

�u

�y
�x� y � ���

mit den Zwischenwerten k� und ��� Dann ist wegen ���������u�x � k� y � ��� u�x� y�� k
�u

�x
�x� y�� �

�u

�y
�x� y�

���� � �jkj� j�j� � 
 � jhj �

und analog f�ur v����v�x � k� y � ��� v�x� y�� k
�v

�x
�x� y�� �

�v

�y
�x� y�

���� � �jkj� j�j� � 
 � jhj ��

Nach den Cauchy�Riemannschen Dierentialgleichungen ist

�k � i �� �
�u

�x
� i

�v

�x
� � k

�u

�x
� �

�v

�x
� i

�
�
�u

�x
� k

�v

�x

�
� k

�u

�x
� �

�u

�y
� i

�
k
�v

�x
� �

�v

�y

�
�

Man erh�alt also ����f�z � h�� f�z�� h

�
�u

�x
� i

�v

�x

����� 
 � jhj ��



��� Die Exponentialfunktion �	

Daraus ergibt sich ����f�z � h�� f�z�

h
� �u

�x
� i

�v

�x

���� 
 � �

f�ur alle �  �� Also ist f dierenzierbar f�ur alle z � U � also f holomorph in a� �

De�nition Eine zweimal partiell dierenzierbare Funktion u�x� y� hei�t harmo�
nisch oder Potentialfunktion� wenn sie der Laplaceschen Dierentialgleichung

�u ��
��u

�x�
�
��u

�y�
� �

gen�ugt�

Korollar �� Real� und Imagin�arteil einer holomorphen Funktion sind harmonisch�

Beweis� Nach dem Satz von Schwarz sind die gemischten partiellen Ableitungen
gleich� also ist aufgrund der Cauchy�Riemannschen Dierentialgleichungen

��
�u

�y�
�

�

�y

�v

�x
�

�

�x

�v

�y
�

��u

�x�
�

also �u � � und analog �v � �� �

��� Die Exponentialfunktion

Mit Hilfe von Satz ��
 lassen sich holomorphe Funktionen de�nieren� Wir setzen
voraus� da� die reelle Exponentialfunktion sowie die trigonometrischen Funktionen
bekannt sind� und de�nieren

exp � C � C� exp z � ex � �cos y � i sin y�� z � x � i y�

Wie im Reellen schreibt man auch exp z � ez�

Eigenschaften

�� F�ur reelle z stimmt die Funktion exp mit der reellen Exponentialfunktion
�uberein�

�� exp ist holomorph in der ganzen Ebene� und es gilt

d

dz
exp z � exp z�
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Beweis� Real� und Imagin�arteil sind

u�x� y� � ex cos y� v�x� y� � ex sin y�

Sie gen�ugen den Cauchy�Riemannschen Dierentialgleichungen und besitzen
stetige partielle Ableitungen� Nach Satz ��
 ist daher die Exponentialfunktion
eine in der ganzen Ebene holomorphe Funktion� Nach ����� gilt

d

dz
exp z �

�u

�x
� i

�v

�x
� ex cos y � i ex sin y � exp z�

�� Mit der Formel von Moivre ergibt sich die Funktionalgleichung

exp�z� � z�� � ex�	x� � �cos�y� � y�� � i sin�y� � y���

� exp z� � exp z��

�� exp besitzt keine Nullstellen�

Beweis� Die Annahme exp�z�� � � f�ur ein z� f�uhrt auf einen Widerspruch

� � exp��� � exp �z� � ��z��� � exp�z�� � exp��z�� � ��

	� Die Exponentialfunktion ist periodisch mit der Periode ��i� F�ur k � ZZ gilt

exp�z � ��i k� � exp z�

�� Jede komplexe Zahl z �� � besitzt die Darstellung

z � r�cos t � i sin t� � reit�

�Eulersche Formel�� Wegen r  � gilt r � ex f�ur ein x � IR� also ist z � ex	it�
Folglich tritt jede komplexe Zahl z �� � als Wert der Exponentialfunktion
auf und zwar genau einmal im Periodenstreifen fz � C j ��k 
 Im z �
���k � ��g� k � ZZ� Es gilt

exp z� � exp z� �� z� � z� � ��ki f�ur ein k � ZZ����	�

Bemerkung Mit Hilfe der Exponentialfunktion lassen sich die trigonometrischen
Funktionen f�ur komplexe Argumente einf�uhren�

cos z �
�

�

�
eiz � e�iz

�
� sin z �

�

�i

�
eiz � e�iz

�
�

Umgekehrt ist
eiz � cos z � i sin z�

Erst die Erweiterung der reellen Funktionen ins Komplexe zeigt die enge Beziehung
zwischen der Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen�



��� Gebiete �


��� Gebiete

Eine oene Teilmenge eines metrischen Raumes hei�t zusammenh�angend� wenn sie
sich nicht als Vereinigung zweier disjunkter nicht leerer oener Mengen darstellen
l�a�t�

De�nition Eine nicht leere oene zusammenh�angende Menge der komplexen Ebe�
ne hei�t ein Gebiet�

Hilfssatz �� Je zwei Punkte eines Gebietes G lassen sich durch einen ganz in G
liegenden Streckenzug mit achsenparallelen Strecken verbinden�

Beweis� Sei a � G und A eine Menge aller Punkte in G� die sich mit a durch einen
achsenparallelen Streckenzug miteinander verbinden lassen�

��� A ist o	en� Sei b � A� Weil G oen ist� gibt es ein U��b� � G� Sei nun
x � U��b�� Dann l�a�t sich b mit x durch einen zweiteiligen Streckenzug �bc� cx� mit
achsenparallelen Strecken verbinden� der ganz in U��b�� also in G liegt�

b

U��b�

G

q

q

a

PP
PP

PP
P

qq��
��

c

x

Wegen b � A lassen sich au�erdem a und b mit einem achsenparallelen Streckenzug
verbinden� also auch a mit x�

Somit ist x auch ein Punkt von A� Also gilt U��b� � A� Also ist A oen�

��� B �� G n A ist o	en� Sei b � B und U��b� � G� Dann ist U��b� � B� W�are
n�amlich x � U��b� nicht in B� so w�urde x � A folgen� Dann g�abe es einen achsen�
parallelen Streckenzug� der a mit x verbindet� also w�are auch a mit b verbindbar�
also b � A �Widerspruch�� Zu jedem b � B gibt es daher ein U��b� � B� d�h� B ist
oen�

��� Es ist G � A B� A �B � �� A und B oen� Wegen a � A ist A �� �� Weil G
zusammenh�angend ist� folgt B � �� also G � A� Folglich ist jeder Punkt von G mit
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jedem anderen Punkt von G durch einen Streckenzug mit achsenparallelen Strecken
verbindbar� �

Satz ��� Ist f eine in einem Gebiet G de
nierte holomorphe Funktion mit ver�
schwindender Ableitung� so ist f konstant �

Beweis� Aus

f ��z� �
�u

�x
� i

�v

�x
� � folgt

�u

�x
�

�v

�x
� ��

Nach dem Mittelwertsatz ist dann

u�x�� y�� u�x�� y� � �x� � x�� � �u
�x

��� y� �z �
��

� � mit x� 
 � 
 x�

Also ist u�x�� y� � u�x�� y�� d�h� u ist auf einer zur reellen Achse parallelen Strecke
konstant� Analog folgt dies f�ur eine zur imagin�aren Achse parallelen Strecke�

Nach dem obigen Hilfssatz ist dann u auf ganz G konstant� Entsprechend gilt dies
f�ur v� Folglich ist auch f � u � iv auf G konstant� �

Bemerkung� Der Zusammenhang von G ist f�ur die G�ultigkeit des Satzes not�
wendig� Ist G � A B�A � B � �� so ist

f�z� �

�
� f�ur z � A
� f�ur z � B

holomorph in G und f ��z� � ��

��
 Konforme Abbildungen

Eine Kurve � ist eine stetige Abbildung

� � �a� b� � C� t �� z�t� � x�t� � iy�t��

�a� b� � IR hei�t das Parameterintervall� Die Kurve � hei�t di	erenzierbar � wenn der
Grenzwert

z��t� � lim
h��

z�t � h�� z�t�

h
� x��t� � i y��t�

f�ur alle t � �a� b� existiert� z��t� hei�t Tangentenvektor in z�t��



��
 Konforme Abbildungen ��

r

rz�a�

z�b�

r�����	z�t�

z��t�

Ist f eine holomorphe Funktion und � eine dierenzierbare Kurve� so ist auch die
Bildkurve

�� � �a� b� � C� t �� w�t� � f�z�t��

ebenfalls dierenzierbar� Aufgrund der Kettenregel gilt

w��t� � f ��z�t�� � z��t�������

Schneiden sich zwei dierenzierbare Kurven �� und �� in z und besitzen dort von
Null verschiedene Tangentenvektoren z�� und z��� dann hei�t

�� ���� ��� � arg
z��
z��

Winkel zwischen den beiden Kurven�

De�nition

Eine Abbildung f � G� C hei�t konform �winkeltreu� in z � G� wenn sich stets je
zwei durch z verlaufende Kurven �� und �� mit dem gleichen Winkel schneiden wie
ihre Bildkurven

�� ���� ��� ��� ���� � �
�
���

Die Abbildung f hei�t in G konform� wenn f in jedem Punkt z � G konform ist�

Satz ��� Eine holomorphe Funktion f ist in allen Punkten z konform� in denen
Ableitung f ��z� �� � ist�

Beweis� Es seien z��t� und z��s� die Parameterdarstellungen der Kurven mit nicht
verschwindenden Tangentenvektoren z���t�� und z���s�� in z� Nach ����� ist dann

arg
w�
��t��

w�
��s��

� arg
f ��z� � z���t��
f ��z� � z���s��

� arg
z���t��

z���s��
�

�
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Bemerkung Es gilt

arg�w��t��� � arg�f ��z� � z��t��� �
�

arg f ��z� �z �
�

� arg z��t��
�

mod ���

Der Winkel � ist demnach nur von f � nicht aber von der Kurve abh�angig� Bei der
Abbildung f werden also die Tangentenvektoren der Kurven durch z um den gleichen
Winkel � � arg f ��z� gedreht�

Beispiele

�� w � f�z� � z ist nicht konform f�ur alle z�

�� ���� ��� � � �� ���� � �
�
���

Die Absolutbetr�age der Winkel bleiben zwar erhalten� der Richtungssinn kehrt
sich aber bei der Spiegelung um� Solche Abbildungen bezeichnet man auch als
konform im weiteren Sinne �

�� Es sei f�z� � z�� Die Ableitung f ��z� � �z verschwindet nur f�ur z � �� in allen
anderen Punkten ist die Abbildung konform�

In z � � ist f nicht konform� Der Winkel zwischen der reellen Achse und einer
Geraden durch den Nullpunkt verdoppelt sich beim Quadrieren�

Satz ��� �Gauss ����� Sei G ein Gebiet� f � G� C� f�z� � u�x� y� � i v�x� y��
mit stetigen partiellen Ableitungen von u und v� Ist f konform in G� so ist f auch
holomorph in G�

Beweis� Es sei z � G und z�t� � x�t�� i y�t� die Parameterdarstellung einer Kurve
� durch z mit dem Tangentenvektor z��t� �� �� Dann ist

x�t� � �
�
�z�t� � z�t���

y�t� � �
�i

�z�t�� z�t���

�
���

Die Bildkurve wird dargestellt durch

w�t� � f�z�t�� � u�x�t�� y�t�� � i v�x�t�� y�t���

Also
w��t� � ux � x��t� � uy � y��t� � i � �vx � x��t� � vy � y��t�� �



��� Aufgaben ��

Mit ��� gilt dann�

w��t� � A � z��t� � B � z��t� mit

�
A � �

�
��ux � vy� � i �vx � uy��

B � �
�
��ux � vy� � i �vx � uy��

Da z��t� �� � ist� gilt dann

w��t�

z��t�
� A � B

z��t�

z��t�
� A � B e��i arg
z

���

d�h�
w��t�

z��t�
liegt auf einem Kreis um den Punkt A mit dem Radius jBj� Weil f

konform ist� ist arg
w��t�

z��t�
unabh�angig von der gew�ahlten Kurve� also ist B � ��

d�h� die Cauchy�Riemannschen Dierentialgleichungen sind erf�ullt� Also ist f nach
Satz ��
 �Seite ��� holomorph� �

��� Aufgaben

Aufgabe �� Wie mu� man die Konstanten ai� bi� ci w�ahlen� damit

u�x� y� � a�x
� � �b� xy � c�y

�

v�x� y� � a�x
� � �b� xy � c�y

�

Real� und Imagin�arteil einer holomorphen Funktion sind�

Aufgabe �� Zeige

jf ��z�j� �

�������
�u

�x

�u

�y
�v

�x

�v

�y

�������
f�ur eine dierenzierbare Funktion f �

Aufgabe �� Pr�ufe� ob die folgenden Funktionen v � IR� � IR Imagin�arteil einer
in C holomorphen Funktion sind� und bestimme gegebenenfalls eine Funktion u �
IR� � IR� so da� f � u � iv holomorph wird�

a� v�x� y� � e�x ��� x� sin y�

b� v�x� y� � e�y sinx � �xy � �y�
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Aufgabe �� a� Ermittle Real� und Imagin�arteil der Hyperbelfunktionen

cosh z �
�

�
�ez � e�z�� sinh z �

�

�
�ez � e�z�

und berechne die Absolutbetr�age j cosh zj und j sinh zj�
b� Bestimme die Nullstellen der beiden Funktionen�

c� Beweise
cosh� z � sinh� z � ��

Hinweis� Zeige durch Bildung der Ableitung� da� f�z� � cosh� z � sinh� z konstant
ist� und berechne f����

Aufgabe �� Es sei f eine in einem Gebiet G holomorphe Funktion� die nur reelle
Werte annimmt� Zeige� da� dann f auf G konstant ist�

Aufgabe �	 Ermittle eine konforme Abbildung� die das Gebiet

G � fz � x � iy � C j x� � y� � � und y  �g

auf das Innere des Einheitskreises abbildet�

Hinweis� Benutze M�obiustransformationen und die Abbildung f�z� � z��

Aufgabe �
 Bestimme die Bildkurven der achsenparallelen Geraden g � y � y�
bzw� h � x � x� bei der Abbildung f�z� � z�� � z�� Skizziere das Bild des Quadrats
mit den Ecken f�� �� � � i� ig�



Kapitel � Integration

��� Kurven und Wege

Eine Kurve � ist eine stetige Abbildung

� � �a� b� � C� t �� z�t� � x�t� � iy�t��

z�a� hei�t Anfangs�� z�b� Endpunkt der Kurve� � hei�t geschlossen� wenn Anfangs�
und Endpunkt �ubereinstimmen�

Es sei
j�j � fz�t� j t � �a� b�g

die Punktmenge der Kurve� Als Bild des kompakten Intervalls �a� b� ist j�j eine
kompakte Teilmenge von C�

Es sei
P � ft� � a� t�� � � � � tn � bg

eine Partition des Intervalls �a� b�� Wir nehmen hierbei stets ti�� 
 ti an� Die Teilin�
tervalle �ti��� ti� haben die L�ange �ti � ti�ti��� Es sei P die Menge aller Partitionen
von �a� b��

Ist z�t� die Parameterdarstellung einer Kurve� so geh�ort zu jeder Partition P � P
eine Folge von Punkten zi � z�ti� auf der Kurve� Verbindet man die Punkte zi� so
entsteht ein der Kurve einbeschriebener Streckenzug� Seine L�ange ist

���� P � �
nX
i��

jzi � zi��j�

Eine Kurve nennt man rekti
zierbar� wenn f���� P � j P � Pg nach oben be�
schr�ankt ist� Das Supremum

���� � sup
P�P

���� P �

hei�t L�ange der Kurve� Eine Kurve hei�t Weg� wenn sie rekti�zierbar ist�r
r

r
r

�
�
�
��

�
�
��r

z�

z�

zn

z�

��



�� �� Integration

Eine Kurve � hei�t glatt ist� wenn die Koordinatenfunktionen x�t�� y�t� auf �a� b�
stetig dierenzierbar sind� In diesem Fall ist � rekti�zierbar� also ein Weg� Die L�ange
ist

���� �

Z b

a

p
x��t�� � y��t��dt �

Z b

a

jz��t�jdt�

Eine Kurve � hei�t st�uckweise di	erenzierbar� wenn eine Partition

t� � a 
 t� 
 � � � tn � b

des Parameterintervalls �a� b� existiert� so da� z�t� auf den Teilintervallen �ti��� ti�
dierenzierbar ist�

Beispiele

�� Die Kurve
� � ��� ��� � C� t �� z�t� � eit � cos t � i sin t

ist stetig dierenzierbar und stellt den Einheitskreis dar� Wegen z��� � z����
ist � eine geschlossene Kurve�

�� Die Kurve � � ���� �� � C

z�t� �

�
t f�ur t � ���� ��

�� � i�t f�ur t � ��� ��

besteht aus zwei Geradenst�ucken� Sie ist st�uchweise glatt�

��� De�nition komplexer Integrale

Eine Partition P � hei�t feiner als P � wenn P � P �� d�h� wenn jeder Punkt von P
auch Punkt von P � ist�

Sind P�� P� Partitionen von �a� b�� so ist P � P�P� eine gemeinsame Verfeinerung
von P� und P��

Es sei
P � ft� � a� t�� � � � � tn � bg

eine Partition des Intervalls �a� b�� Unter dem Feinheitsgrad verstehen wir

��P � � maxfti � ti�� j i � �� � � � � ng

die maximale L�ange der Teilintervalle�



��� De�nition komplexer Integrale �	

Beispiel

P � f i
n
j i � �� �� � � � � ng und P � � f i

�n
j i � �� �� � � � � �ng

sind Partitionen von ��� �� mit P � P �� also ist P � eine Verfeinerung von P � Dagegen
gilt f�ur die Partition

P �� � f i

n � �
j i � �� �� � � � � n � �g

zwar ��P ��� � ��P �� es ist jedoch P �� keine Verfeinerung von P �

Es sei

� � �a� b� � C� t �� z�t� � x�t� � iy�t�

eine Kurve und
P � ft� � a� t�� � � � � tn � bg

eine Partition des Intervalls �a� b�� zi � z�ti� sind Punkte der Kurve�

Aus dem Teilintervallen Ii � �ti��� ti� w�ahlen wir jeweils einen Punkt ci� Diesen
entsprechen Punkte �i � z�ci� auf �� der zwischen zi�� und zi liegt�

Ist f�z� eine komplexe Funktion� so hei�t

R�f� P � �
nX
i��

f��i��zi

mit �zi � zi � zi�� eine Riemann�Summe�

De�nition

Eine komplexe Funktion f hei�t integrierbar l�angs des Weges �� wenn

�
S�C

�
���

�
P�

�
P�P�

jS � R�f� P �j � ����

gilt� In Worten� Bei gen�ugend feinen Partitionen liegen die Riemann�Summen belie�
big dicht bei S�

Eigenschaften

�A� Ist f l�angs � integrierbar� so ist S eindeutig bestimmt� Man schreibt

S �

Z
�

f�z�dz�



�� �� Integration

Beweis� F�ur S und S � gelte ���� Annahme� jS�S �j � ��  �� Dann existieren
P� und P �

� mit

jS �R�f� P �j � � f�ur alle P � P�

jS � �R�f� P �j � � f�ur alle P � P �
�

Sei R�f� P � eine Riemann�Summe zur Partition P �� P�  P �
�� Da P eine

Verfeinerung von P� und von P �
� ist� folgt

� � � jS � S �j
 jS � R�f� P �j �z �
	�

� jR�f� P �� S �j �z �
	�

� � � �Widerspruch��

�B� Linearit�at Z
�

�f � g�dz �

Z
�

fdz �

Z
�

gdz�Z
�

afdz � a

Z
�

fdz�

Beweis� F�ur Riemann�Summen gilt

R�f � g� P � �
nX
i��

�f��i� � g��i���zi � R�f� P � � R�g� P �

R�af� P � �
nX
i��

af��i��zi � aR�f� P ��

Daraus folgen die entsprechenden Formeln f�ur die Integrale�

�C� Zerlegung in Teilwege� Es sei � � �� � �� eine Unterteilung des Weges �

�� � �a� c� � C� �� � �c� b� � C�

Das Integral
R
�
fdz existiert genau dann� wenn die Integrale

R
��
fdz undR

��
fdz existieren� und es giltZ

�

fdz �

Z
��

fdz �

Z
��

fdz�

�D� Inverser Weg� Ist � � �a� b� � C� t �� z�t� � x�t� � i y�t� ein Weg� so hei�t

�� � ��b��a� � C� t �� z��t� � x��t� � i y��t�
der zu � inverse Weg � Dann istZ

�

f dz � �
Z
��

f dz



��� De�nition komplexer Integrale �


Beweis� Eine Partition P � ftig von �a� b� entspricht einer Partition P � �
f�tig mit inverser Anordnung�

P � t� 
 t� 
 � � � 
 tn

P � � �tn 
 �tn�� 
 � � � 
 �t��

also

R�f� P � �
nX
i��

f��i��zi � zi���

� �
nX
i��

f��i��zi�� � zi� � �R�f� P ���

Damit gilt jS�R�f� P �j � j�S�R�f� P ��j� Folglich ist f l�angs�� integrierbar�
wenn f l�angs � integrierbar ist� F�ur das Integral giltZ

��

fdz � �
Z
�

fdz�

�E� Unabh�angigkeit von der Parametrisierung� Ist � � �a� b� � C ein Weg und
u � �a�� b�� � �a� b� stetig� bijektiv und monoton wachsend� so ist

�� � �a�� b�� � C� t �� z�u�t��

ein Weg� Ist f l�angs � integrierbar� so ist f auch l�angs �� integrierbar� und es
gilt Z

�

f dz �

Z
��
f dz�

Beweis� Sind P bzw� P � die Mengen der Partitionen von �a� b� bzw� �a�� b��� so
ist

P � � ft�ig �� P � fti � u�t�i�g
eine Bijektion� Es ist f��i� � f�z��c�i�� � f�z�u�c�i��� also

R�f� P � �
nX
i��

f��i� �zi � R�f� P ��

Da sich
R
�
f dz und

R
��
f dz beliebig gut durch R�f� P � und R�f� P �� approxi�

mieren lassen� m�ussen sie gleich sein�



�� �� Integration

��� Integration �uber glatte Kurven

Wie f�ur Riemann�Integrale im Reellen kann man zeigen� da� auch im Komplexen
auf � stetige Funktionen integrierbar sind� Speziell f�ur glatte Kurven gilt

Satz �� Ist � � �a� b� � C� t �� z�t� � x�t� � i y�t� eine glatte Kurve und f stetig
auf �� so ist f integrierbar l�angs der Kurve � undZ

�

f�z� dz �

Z b

a

f�z�t�� � z��t� dt������

Dabei stehen auf der rechten Seite der Gleichung nach Aufspaltung in Real� und
Imagin�arteil gew�ohnliche Riemann�Integrale� z��t� ist der Richtungsvektor der Kur�
ve�
Beweis� Sei f�z� � u�x� y� � i v�x� y� und

f�z�t�� � u�x�t�� y�t�� � i v�x�t�� y�t�� � �u�t� � i �v�t��

wobei �u� �v � �a� b� � IR Real� und Imagin�arteil der zusammengesetzten Funktionen
f � z sind� also

f�z�t�� � z��t� � ��u�t� � i �v�t�� � �x��t� � i y��t��

� ��u x� � �v y�� � i ��u y� � �v x�� �

Damit ergibt sich f�ur das rechte Integral in der Gleichung �����

S �

Z b

a

��ux� � �v y�� dt � i

Z b

a

��u y� � �v x�� dt������

Andrerseits erhalten wir f�ur die Riemann�Summen die Zerlegung

R�f� P � �
nX
i��

f��i� �zi

�
nX
i��

��u�ci� � i �v�ci�� � ��xi � i�yi�

�
nX
i��

��u�ci� �xi � �v�ci� �yi � i ��u�ci� �yi � �v�ci� �xi�� �

Den vier Summanden in dieser Formel entsprechen die vier Integralen von S in
������ Bei gegebenem �  � gilt f�ur gen�ugend feine Partitionen�����

Z b

a

�ux� dt�
nX
i��

�u�ci� �xi

����� �
�

�
������



��� Integration �uber glatte Kurven �������
Z b

a

�v y� dt�
nX
i��

�v�ci� �yi

����� �
�

�
������ �����

Z b

a

�u y� dt�
nX
i��

�u�ci� �yi

����� �
�

�
����	� �����

Z b

a

�v x� dt�
nX
i��

�v�ci� �xi

����� �
�

�
������

Beweis von ������

Weil �u � x� mit �u und x� stetig auf �a� b�� also auch Riemann�integrierbar ist� gilt
f�ur gen�ugend feine Partitionen P � P����Z b

a

�u � x� dt�
nX
i��

�u�ci� � x��ci� � �ti

��� � �

�
����
�

Da x�t� dierenzierbar ist� gilt nach dem Mittelwertsatz

�xi � x�ti�� x�ti��� � x���ci� ��ti

mit �ci � �ti��� ti� und �ti � ti � ti��� also

nX
i��

�u�ci� �xi �
nX
i��

�u�ci� � x���ci� ��ti������

Man beachte� da� ci und �ci i� a� verschieden sind� Sie liegen aber im gleichen Teilin�
tervall der Partition� Das nutzen wir jetzt aus�

Da �u als stetige Funktion beschr�ankt auf �a� b� ist� gibt es ein U mit

j�u�t�j 
 U f�ur alle t � �a� b��

Nach Voraussetzung ist die Kurve glatt� also x�t� stetig dierenzierbar� Damit ist
x��t� stetig auf dem Kompaktum �a� b�� also auch gleichm�a�ig stetig� Das hei�t� es
gibt ein 	  � mit

jt� � t�j � 	 � jx��t��� x��t��j � �

� �b� a�U
�

Setzen wir von der Partition P voraus� da� ihr Feinheitsgrad ��P � � 	 ist� so ist
jci � �cij � 	� also

jx��ci�� x���ci�j � �

� �b� a�U
�
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Damit erhalten wir�����
nX
i��

�u�ci� x
��ci� �ti �

nX
i��

�u�ci� �xi

����� 
�
��
�

��� nX
i��

�u�ci� � �x��ci�� x���ci�� ��ti

���



nX
i��

U � �

� �b� a�U
��ti �

�

�
�

Aus dieser Ungleichung und aus ���
� folgt schlie�lich �����������
Z b

a

�ux� dt�
nX
i��

�u�ci� �xi

�����

���Z b

a

�ux� dt�
nX
i��

�u�ci�x
��ci� �ti

���� �����
nX
i��

�u�ci� x
��ci� �ti �

nX
i��

�u�ci� �xi

����� � �

�
�

Analog zeigt man ������ ���	�� ������ F�ur gen�ugend feine Partitionen P gilt dann

jS � R�f� P �j 

�����
Z b

a

�ux� dt�
nX
i��

�u�ci� �xi

����� �

�����
Z b

a

�v y� dt�
nX
i��

�v�ci� �yi

�����
�

�����
Z b

a

�u y� dt�
nX
i��

�u�ci� �yi

����� �

�����
Z b

a

�v x� dt�
nX
i��

�v�ci� �xi

����� � �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
� ��

Damit ist f integrierbar l�angs �� und es gilt ������ �

Bemerkung Wegen der Eigenschaft �C�
R
��	��

�
R
��

�
R
��

ist der Satz ��� auch
f�ur st�uckweise glatte Kurven anwendbar�

Satz �� Ist f integrierbar l�angs � und M eine obere Schranke f�ur die Werte jf�z�j
auf �� also

jf�z�t��j 
M f�ur alle t � �a� b��

so gilt ����Z
�

f dz

���� 
M � �������

wobei � die Bogenl�ange von � ist�

Beweis� F�ur eine Riemann�Summe gilt

jR�f� P �j �

�����
nX
i��

f��i� �zi

�����

 M �

nX
i��

j�zij � M � ���� P � 
 M � ��



��� Integration �uber glatte Kurven ��

wobei ���� P � die L�ange des durch P bestimmten Polygonzuges ist�

Zu jedem �  � gibt es eine Partition P mit����Z
�

f dz

���� 
 jR�f� P �j�
����Z

�

f dz � R�f� P �

���� 
M � � � ��

Da diese Ungleichung f�ur alle �  � gilt� folgt die Behauptung ������ �

Beispiel

Es sei f�z� � x� � i �x � y� und � � ��� �� � C� z�t� � t � i t�� der Parabelbogen

�

� r
�

�

Dann ist Z
�

f�z� dz �

Z �

�

f�z�t�� z��t� dt

�

Z �

�

�t� � i �t � t��� � �� � � i t� dt

�

Z �

�

��t� � � t�� dt � i

Z �

�

�� t� � t� � t� dt

� �	

�
�

�

�
i�

Wir wollen das Integral nach Satz ��� absch�atzen� F�ur den Integranden gilt

jf�z�t��j � jt� � �t � t��ij �
p
t� � �t � t��� 


p
	

und f�ur die Bogenl�ange

� �

Z �

�

p
� � �t� dt 


p
	

f�ur alle t � ��� ��� Wir erhalten damit die Absch�atzung����Z
�

fdz

���� 
 p
	 �
p

	 � 	�
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��� Aufgaben

Aufgabe �� Sch�atze den Betrag des Integrals

I �

Z
�

z

�
 � z�
dz

durch � nach oben ab� wobei

� � ��� �� � C� z�t� � ei
�

� t

die Strecke zwischen � und
p

��� � i� ist�

Hinweis� Unterteile dazu den Weg geeignet in zwei Teilwege und sch�atze die entste�
henden Integrale einzeln ab�

Aufgabe �� Berechne Z
�

z��� ��z� dz�

wobei der Integrationsweg �

a� die Strecke zwischen � und � � i�

b� der Bogen zwischen � und � � i des Kreises um � mit dem Radius ��

c� der Streckenzug ist� der aus den Strecken von � nach i und von i nach � � i
besteht�

Aufgabe �� Berechne
R
�
zdz entlang folgender Wege

a� � � z�t� � t� � it� � 
 t 
 ��

b� � � z�t� �

�
�ti� � 
 t 
 �

��t� �� � �i� � 
 t 
 �
�



Kapitel � Die Umlaufzahl

��� Abstand von Mengen

Es sei E ein metrischer Raum� Eine Teilmenge A von E hei�t abgeschlossen� wenn
ihr Komplement CA � E n A oen ist�

Ein Punkt x � E ist ein Ber�uhrungspunkt einer Teilmenge A � E� wenn je�
de Umgebung von x einen nicht leeren Durchschnitt mit A hat� Die Menge aller
Ber�uhrungspunkte hei�t Abschlu� von A� geschrieben A�

De�nition

��� Es sei x ein Punkt� B eine nicht leere Teilmenge eines metrischen Raumes E�
Dann hei�t

d�x�B� � inffd�x� b� j b � Bg
Abstand von x und B�

��� Es seien A und B nicht leere Teilmengen von E� Dann hei�t

d�A�B� � inffd�a� b� j a � A� b � Bg

Abstand von A und B�

Eigenschaften

��� A � A�

Beweis� Ist a � A� so gilt a � U��a� � A f�ur alle �  �� also U��a� � A �� ��
d� h� a � A�

��� A � B � A � B�

Beweis� Ist a � A� so folgt U��a� � B � U��a� � A �� � f�ur alle �  �� also
a � B� Damit ist A � B�

��� A � A �� A ist abgeschlossen�

Beweis� Ist A abgeschlossen und a �� A� so gibt es eine ganze Umgebung U��a�
im Komplement von A� da dieses oen ist� Damit ist a auch kein Ber�uhrungs�
punkt� liegt also nicht in A� Damit ist A � A gezeigt� Die umgekehrte Inklusion
folgt aus ���

��



�� �� Die Umlaufzahl

Es sei A � A und a �� A� also U��a� � A � � f�ur ein �  �� also ist U��a�
im Komplement von A enthalten� Das bedeutet aber� da� dieses oen� also A
abgeschlossen ist�

Bemerkung� Ist B abgeschlossen und A � B� so gilt A � B � B nach
���� also ist A ist die kleinste A umfassende abgschlossene Menge�

��� d�x�B� � � �� x � B

Beweis� a� Es sei x � B und �  �� Dann gibt es ein b � B mit b � U��x��
Also ist

d�x�B� 
 d�x� b� � ��

Weil �  � beliebig gew�ahlt werden kann� ist d�x�B� � ��

b� Es sei x �� B� Dann gibt es ein �  � mit U��x� � B � �� F�ur jedes b � B
ist d�x� b� 	 �� also d�x�B� 	 �  ��

�	� jd�x�B�� d�y� B�j 
 d�x� y�

Beweis� F�ur alle b � B gilt

d�x�B� 
 d�x� b� 
 d�x� y� � d�y� b��

also
d�x�B� 
 d�x� y� � d�y� B��

also
d�x�B�� d�y� B� 
 d�x� y��

Analog ergibt sich

d�y� B�� d�x�B� 
 d�y� x� � d�x� y��

also gilt �	��

Satz �� Ist A eine kompakte� B eine abgeschlossene Teilmenge von E und sind A
und B disjunkt� so gilt d�A�B�  ��

Beweis� Wegen �	� ist die Abbildung A� IR� x �� d�x�B� stetig� Weil eine stetige
Funktion auf einer kompakten Menge ihr Minimum annimmt� gibt es ein a � A mit
d�A�B� � d�a� B�� Aus a �� B � B folgt d�a� B�  � wegen ���� �

Bemerkung Ist A nur abgeschlossen� aber nicht kompakt� so folgt im allgemeinen
nicht d�A�B�  ��
Beispiel� Die beiden Teilmengen von IR�

A � f�x� �� j x � IRg� B � f�x� ex� j x � IRg
haben den Abstand Null� obwohl sie disjunkt sind�



��� Die Umlaufzahl �	

��� Die Umlaufzahl

Sind a� z�� z� komplexe Zahlen� so ist der Winkel zwischen den Strahlen von a nach
z� und von a nach z� gleich

� � �� �z�� z�� � arg
z� � a

z� � a
� �� 
 � � ��

Hilfssatz �� Es sei � � ��� �� � C� z � z�t� eine Kurve und a ein nicht auf �
liegender Punkt� Es gibt dann eine eindeutig bestimmte Funktion g � ��� �� � IR mit
folgenden Eigenschaften

��� g ist stetig�

��� g�t� � arg
z�t�� a

z���� a
mod ���

��� g��� � ��

�D�h� g mi�t den Winkel beim Durchlaufen der Kurve ���

�

�

t















r

r
�



a z���

z���

�
�
�
��
r z�t�

Beweis� Es sei j�j die Punktmenge von � und � �� d�a� j�j�  �� Wegen der
gleichm�a�igen Stetigkeit von z�t� gibt es ein 	  � mit

jt� t�j � 	 �� jz�t�� z�t��j � ��

F�ur jt� t�j � 	 ist dann ����arg

�
z�t�� a

z�t��� a

����� � �

�
�



�� �� Die Umlaufzahl

Wegen jz�t� � aj� jz�t�� � aj 	 �  jz�t� � z�t��j ist n�amlich der Winkel bei a der
kleinste im Dreieck �a z�t�� z�t��� also kleiner als �

�
�

��� Eindeutigkeit von g� Wegen ��� ist

g�t�� g�t�� � arg

�
z�t�� a

z�t��� a

�
mod ���

also f�ur festes t�

g�t�� g�t��� arg

�
z�t�� a

z�t��� a

�
� ��k�t��

Dann ist k�t� eine stetige Funktion in t im Intervall ft � IR j jt� t�j � 	g� Au�erdem
ist k�t� ganzzahlig und k�t�� � �� Daraus folgt

g�t�� g�t�� � arg

�
z�t�� a

z�t��� a

�
f�ur jt� t�j � 	�

Wir w�ahlen eine Partition P � ft� � �� t�� � � � � tn � �g� deren Feinheitsgrad
��P � � 	 ist� Dann ist tk � tk�� � 	� F�ur t � ��� �� sei ti 
 t � ti	�� also auch
t� ti � 	� Wir erhalten dann

g�t� � g�t�� g��� � g�t�� g�ti� �
iX

k��

�g�tk�� g�tk����

� arg

�
z�t�� a

z�ti�� a

�
�

iX
k��

arg

�
z�tk�� a

z�tk���� a

�
�

Der rechtsstehende Ausdruck ist nur abh�angig von der Kurve und P � also ist g
eindeutig bestimmt�

��� Existenz von g� De�niere g wie in der vorigen Gleichung� Diese Funktion hat
dann die Eigenschaften ��� bis ���� �

Man nennt

V ��� a� �� g���

die Argumentvariation der Kurve � bez�uglich des Punktes a� Sie ist f�ur alle a �� j�j
de�niert� F�ur eine gen�ugend feine Partition P � ft�� t�� � � � � tng gilt die obige Formel

V ��� a� �
nX

k��

arg

�
z�tk�� a

z�tk���� a

�
�



��� Die Umlaufzahl �


Eigenschaften der Argumentvariation

�� Ist � � �� � ��� so ist V ��� a� � V ���� a� � V ���� a��

�� Es ist V ���� a� � �V ��� a��

�� V ��� a� ist stetig in a�

�� Ist � geschlossen� also z��� � z���� so ist V ��� a� � � mod ��� also V ��� a� �
�n� mit n � ZZ�

De�nition Ist � eine geschlossene Kurve� so hei�t

n��� a� �
�

��
V ��� a� � ZZ

Umlaufzahl oder Windungszahl der Kurve � bez�uglich a�

Beispiele

��� Es sei � gegeben durch z�t� � e��i t mit t � ��� ��� Dann erf�ullt g�t� � ��t die
Eigenschaften ��� bis ��� von Hilfssatz 	��� Es ist

n��� a� �

�
� f�ur jaj � �

� f�ur jaj  ��

��� Wegen der Stetigkeit ist n��� a� konstant in den zusammenh�angenden Teilmengen
von C n j�j� Man hat daher die Umlaufzahlen f�ur diese Bereiche zu bestimmen�
Beispielsweise ist

� �

�

�

�

�

��



�� �� Die Umlaufzahl

��� Einfach zusammenh�angende Gebiete

De�nition ��� Ein geschlossener Weg � hei�t nullhomolog in einem Gebiet G�
wenn die Umlaufzahl

n��� a� � �

f�ur alle a � C nG ist�

��� Ein Gebiet G hei�t einfach zusammenh�angend� wenn jeder geschlossene Weg �
in G nullhomolog ist�

Beispiele

��� G � C ist einfach zusammenh�angend�

��� G � C n fa�� � � � � ang ist nicht einfach zusammenh�angend� da ein Kreis um
einen der Punkte eine Umlaufzahl � besitzt�

��� Wir nennen einen Punkt a � C n G mit � verbindbar� wenn zu jeder Zahl
R � IR ein x � CnG mit jxj 	 R existiert� so da� sich a mit x durch einen Weg
in C nG verbinden l�a�t� Dann gilt� Sind alle Punkte a �� G mit � verbindbar�
so ist G einfach zusammenh�angend�

Beweis� Da die Punktmenge j�j einer geschlossenen Kurve � kompakt� also
beschr�ankt ist� gibt es ein Quadrat Q � fz j j Im zj� jRe zj 
 Rg� das j�j
enth�alt� F�ur x �� Q ist n��� x� � ��

Sei a � CnG� Nach Voraussetzung ist a mit einem x �� Q in C nG verbindbar�
Wegen der Stetigkeit der Umlaufzahl auf C n j�j ist

n��� a� � n��� x� � ��

Anschaulich besagt die Bedingung� da� das Gebiet G keine L�ocher besitzt�
Hierzu geh�oren konvexe� aber auch sternf�ormige Gebiete

T
T
T
T������

�
�
�
�
�
S
S
S
SHHHHHHH
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��� Einfach zusammenh�angende Gebiete ��

oder z� B� das unbeschr�ankte Gebiet

G � fz � x � iy j �� � x � � oder � � � y � �g�

Die Bedingung� da� die Punkte a �� G in C nG mit � verbindbar sind� ist nicht
notwendig f�ur den einfachen Zusammenhang�

Beispiel

�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

A�

A�

A�

D�

D�

���

B�

Es sei �an� eine reelle positive� monoton wachsende Folge mit dem Grenzwert �

�z� B� an �
n

n � �
�� Wir de�nieren dann folgende Punkte im Einheitsquadrat

A� � �a�� a��

An � �an� an�� Bn � ��an� an�� Cn � ��an��an�� Dn � �an	���an�

f�ur n � IN und den Streckenzug

Hn � �An� Bn�  �Bn� Cn�  �Cn� Dn�  �Dn� An	���

Das Gebiet

G � f�x� y� � IR� j jxj� jyj � �g n
��
n��

Hn



	� �� Die Umlaufzahl

ist einfach zusammenh�angend� kein Punkt aus Hn l�a�t sich jedoch in C n G mit
einem Punkt au�erhalb des Einheitsquadrats verbinden�

��� Aufgaben

Aufgabe �� E sei ein metrischer Raum� A und B seien Teilmengen von E�
Zeige

a� A B � A  B�

b� A � B � A � B�

Gib ein Beispiel an� f�ur das die Gleichheit in b� nicht gilt�

Aufgabe �� Skizziere eine Kurve� bei der �� ��� ��� �� als Umlaufzahlen vor�
kommen�



Kapitel � Integration holomorpher
Funktionen


�� Cauchyscher Integralsatz

Satz 	� �Cauchy ����� Ist f holomorph in einem Gebiet G und � ein nullho�
mologer geschlossener Weg in G� so giltZ

�

f�z� dz � ��

Beweis� siehe Anhang� �

Beispiele

�� f�z� � z� ist in ganz C holomorph� Weil C einfach zusammenh�angend ist� sind
alle geschlossenen Wege nullhomolog� Daher giltZ

�

f�z� dz � ��

f�ur alle geschlossene Wege�

�� Die Funktion f�z� �
�

z
ist holomorph in G n f�g� Der Einheitskreis

� � ��� ��� � C� z�t� � eit

ist wegen n��� �� � � nicht nullhomolog� es giltZ
�

�

z
dz �

Z ��

�

e�it � ��i e��dt � ��i�

Man erh�alt einen von Null verschiedenen Wert� F�ur den Kreis

� � ��� ��� � C� z�t� � � � eit

ist dagegen das Integral Null� weil in G der Weg nullhomolog ist�

�� Die Funktion f�z� �
�

z ��� z�
ist holomorph in G � C n f�� �g� Sei � der

folgende Weg�

	�



	� 
� Integration holomorpher Funktionen

� �

�

�

Es ist n��� �� � n��� �� � �� Also ist � nullhomolog� Folglich giltZ
�

f dz �

Z
�

�

z ��� z�
dz � ��

In einfach zusammenh�angenden Gebieten sind alle geschlossenen Wege nullhomo�
log� man erh�alt daher als Spezialfall des Cauchyschen Integralsatzes

Korollar 	� Ist f holomorph in einem einfach zusammenh�angenden Gebiet G und
� ein geschlossener Weg in G� so giltZ

�

f�z� dz � ��

De�nition

Ein Integral �uber f�z� hei�t wegunabh�angig� wenn f�ur zwei Wege mit gleichem
Anfangs� und Endpunkt stetsZ

��

f�z�dz �

Z
��

f�z�dz

gilt�

Gleichwertig hiermit ist Z
�

f�z�dz � �

f�ur geschlossenene Wege� �Man setze � � �� � ���� Aus dem obigen Korollar ergibt
sich dann

Korollar 	� Ist f holomorph in einem einfach zusammenh�angenden Gebiet G� so
sind die Integrale �uber f wegunabh�angig�




�� Die Integralformeln 	�

De�nition Zwei geschlossene Wege �� und �� hei�en homolog� wenn

n���� a� � n���� a� f�ur alle a � C nG

gilt� ��nullhomolog� bedeutet �homolog zur Nullfunktion���

Korollar 	� �� und �� seien geschlossene homologe Wege in G� Ist f holomorph
in G� so gilt Z

��

f dz �

Z
��

f dz�

Beweis� Da G zusammenh�angend ist� gibt es in G einen Weg ��� der den Anfangs�
punkt von �� mit dem von �� verbindet� Der Weg � � ����������� ist geschlossen�
und f�ur alle a � C nG ist n��� a� � �� also ist � nullhomolog� Nach Satz ��� folgtZ

�

f dz �

Z
��

f dz �
Z
��

f dz � �

und damit die Behauptung� �

Beispiel

Die Funktion f�z� �
�

z � a
ist holomorph in G � C n fag� Sei � ein geschlossener

Weg in G und �� der n��� a��fach durchlaufene Kreis um a mit dem Radius ��

�� � z�t� � a � e��i t� t � ��� n��� a��

Wegen n��� a� � n���� a�� a � C nG� sind � und �� homolog� also istZ
�

dz

z � a
�

Z
��

dz

z � a
�

Z n
��a�

�

��i

e��i t
� e��i t dt � ��i n��� a�������


�� Die Integralformeln

Satz 	� �Cauchysche Formel� Sei f holomorph in einem Gebiet G und � ein
nullhomologer Weg in G� Dann gilt f�ur a � G n j�j�Z

�

f�z�

z � a
dz � ��i � n��� a� � f�a�������



	� 
� Integration holomorpher Funktionen

Beweis� Nach ����� istZ
�

f�z�

z � a
dz �

Z
�

f�z�� f�a�

z � a
dz �

Z
�

f�a�

z � a
dz

�

Z
�

f�z�� f�a�

z � a
dz � ��i � n��� a� � f�a��

Folglich mu� nur gezeigt werden� da� das IntegralZ
�

f�z�� f�a�

z � a
dz

verschwindet�

F�ur festes a ist die Funktion

g�z� ��
f�z�� f�a�

z � a

in G� � G n fag de�niert und holomorph� Wegen limz�a g�z� � f ��a� gibt es eine
��Umgebung U��a� � G mit

jg�z�� f ��a�j � � f�ur z � U��a�� z �� a�

Also ist
jg�z�j 
 jg�z�� f ��a�j� jf ��a�j � � � jf ��a�j �� M�

Es sei nun �� ein n��� a��fach durchlaufener Kreis um a mit dem Radius r � �� �
und �� sind dann bez�uglich G� homolog�

n��� a� � n���� a�

und n��� b� � n���� b� � � f�ur b � C nG
Nach Korollar ��� ist Z

�

g�z� dz �

Z
��
g�z� dz�

also ����Z
�

g�z� dz

���� �

����Z
��
g�z� dz

���� 
M � �� r � n���� a��

Weil r beliebig klein gew�ahlt werden kann� gilt����Z
�

g�z� dz

���� � ��

also Z
�

f�z�� f�a�

z � a
dz � ��

�




�� Die Integralformeln 		

Beispiel

Die Funktion f�z� � ez ist in ganz C holomorph� Der Kreis um � mit dem Radius
�� also

� � z�t� � � � e��i t� t � ��� ���

ist in G � C ein nullhomologer Weg mit n��� �� � �� Dann ist nach Satz ��	
�Cauchysche Formel� Z

�

ez

z � �
dz � ��i � e� � � � ��i e�

Lemma 		 Es sei � ein Weg und g eine auf � stetige Funktion� Die f�ur z � Cn j�j
de
nierte Funktion

f�z� �

Z
�

g���

�� � z�n
d�� n � �� �� �� � � �

ist holomorph in C n j�j� und es gilt�

f ��z� �

Z
�

n � g���

�� � z�n	�
d��

�Die Formel bedeutet� da� man unter dem Integral dierenzieren darf��
Beweis� Wir betrachten zun�achst z als fest gew�ahlt und � � d�z� j�j�  �� Sei
jhj 
 � �� �

�
� also z � h �� j�j� Ist � � j�j� so gilt j� � zj 	 �� also

j� � z � hj 	 j� � zj � jhj 	 �

f�ur jhj � �� Dann ist

f�z � h�� f�z�

h
�
Z
�

n � g���

�� � z�n	�
d� �

�

Z
�

�
g���

h � �� � z � h�n
� g���

h � �� � z�n
� n � g���

�� � z�n	�

�
d�

�

Z
�

�� � z�n	� � �� � z � h�n � �� � z�� n � h � �� � z � h�n

h � �� � z � h�n � �� � z�n	�
� g��� d�

�

Z
�

h � P �� � z� h�

�� � z � h�n � �� � z�n	�
� g��� d��

wobei P �� � z� h� ein Polynom in �� � z� und h ist� Dann sind P �� � z� h� und g�z�
auf der kompakten Menge j�j beschr�ankt� also

jP �� � z� h� � g���j 
 M



	� 
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Hiermit folgt����Z
�

h � P �� � z� h�

�� � z � h�n � �� � z�n	�
� g��� d�

���� 
 jhj � M

��n	�
� �����

wobei ���� die Bogenl�ange von � ist� F�ur h� � wird die rechte Seite beliebig klein�
also konvergiert das Integral gegen Null� Folglich ist f dierenzierbar in z� und es
gilt

f ��z� �

Z
�

n � g���

�� � z�n	�
d��

Dies gilt f�ur jedes z � C n j�j� also ist f holomorph in C n j�j� �

Satz 	
 Ist f holomorph in einem Gebiet G� so ist auch f � holomorph in G �und
somit auch f ��� f ���� � � � �

Beweis� Sei a � G� � ein Kreis um a� der mit seinen inneren Punkten in G liegt�
� ist dann nullhomolog �n��� b� � � f�ur b � C nG� also b au�erhalb des Kreises ���

Nach Satz ��	 �Cauchysche Formel� ist

f�z� �
�

��i

Z
�

f���

� � z
d��

Nach Lemma ��� ist f�z� dierenzierbar und

f ��z� �
�

��i

Z
�

f���

�� � z��
d�������

Nochmals Lemma ��� angewendet� ergibt� da� f � holomorph in G ist� �

Durch Dierentiation der Cauchyschen Integralformel �����Z
�

f���

�� � z�m	�
d� � ��i � n��� a� � f�z�

ergeben sich die weiteren Cauchysche Integralformeln

Korollar 	� Ist � nullhomolog und f holomorph in G� so gilt f�ur s�amtliche z �� j�j
und m � �� �� �� � � � �

m 

Z
�

f���

�� � z�m	�
d� � ��i � n��� a� � f 
m��z��
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�� Wegunabh�angige Integrale

Ein Integral �uber eine Funktion f sei wegunabh�angig� alsoZ
�

f dz � �

f�ur alle geschlossenen Wege �� F�ur alle z�� z� � G ist dannZ
�

f dz

unabh�angig von dem z� mit z� verbindenden Weg �� Man schreibtZ
�

f dz �

Z z�

z�

f dz �

Oenbar gilt Z z�

z�

f dz �

Z z�

z�

f dz �

Z z�

z�

f dz�Z z�

z�

f dz � �
Z z�

z�

f dz�

Hilfssatz 	� Ist das Integral �uber eine stetige Funktion f wegunabh�angig� so ist
f�ur fest gew�ahltes z� � G die Funktion

F �z� �

Z z

z�

f��� d� mit z � G

holomorph in G� und es gilt
F ��z� � f�z��

Beweis� Wegen der Wegunabh�angigkeit und des Zusammenhangs von G ist das
Integral wohlde�niert f�ur alle z � G� Es ist

F �z � h�� F �z�

h
� f�z� �

�

h

Z z	h

z

f��� d� � �

h
f�z�

Z z	h

z

d�

�
�

h

Z z	h

z

�f���� f�z�� d��

Weil f stetig ist� gilt jf���� f�z�j � � auf der Strecke �z z �h� f�ur gen�ugend kleines
h� also ����F �z � h�� F �z�

h
� f�z�

���� � �

jhj � � � jhj � ��

Also ist F �z� dierenzierbar und F ��z� � f�z�� �



	� 
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Satz 	�� �Morera ���	� Ist in G das Integral �uber eine stetige Funktion wegun�
abh�angig� so ist f holomorph�

Beweis� Nach dem Hilfssatz ��� ist f die Ableitung einer holomorphen Funktion
F � Nach Satz ��
 ist dann auch f holomorph� �

Nach Korollar ��� sind Integrale von holomorphen Funktionen wegunabh�angig�
wenn G einfach zusammenh�angend ist� Der Satz von Morera ergibt die Umkehrung�
Nur holomorphe Funktionen haben diese Eigenschaft�

De�nition

Eine Funktion F �z� hei�t Stammfunktion einer Funktion f�z� in G� wenn F holo�
morph ist und

F ��z� � f�z�

f�ur alle z � G gilt�

Eigenschaften

�A� Besitzt f�z� eine Stammfunktion� so ist f holomorph �Satz ��
��

�B� Jede in einem einfach zusammenh�angenden Gebiet G holomorphe Funktion f
besitzt eine Stammfunktion� n�amlich

F �z� �

Z z

z�

f��� d��

Denn� Nach dem Cauchyschen Integralsatz �Satz ���� sind die Integrale �uber f
wegunabh�angig� Nach Hilfssatz ��� ist dann F �z� �

R z
z�
f��� d� Stammfunktion

von f �

�C� Die Stammfunktionen von f sind bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt�
Denn�

F �
��z� � F �

��z� � f�z� �� �F��z�� F��z��� � ��

Nach Satz ���� �Seite ��� ist dies mit F��z�� F��z� � konstant gleichwertig�

Satz 	�� Besitzt f in G eine Stammfunktion F � so sind die Integrale �uber f weg�
unabh�angig� und es gilt f�ur einen beliebigen Weg � mit dem Anfangspunkt z� und
Endpunkt z� Z

�

f dz � F �z��� F �z���




�� Wegunabh�angige Integrale 	�

Beweis� ��� Sei G zun�achst einfach zusammenh�angend� Nach Eigenschaft �A� ist
f holomorph� also sind die Integrale �uber f wegunabh�angig� also ist nach �B�

��z� �

Z z

z�

f�z� dz

eine Stammfunktion� Mit Eigenschaft �C� hat man weiter f�ur die Stammfunktion F

��z� � F �z� � c�

F�ur z � z� ergibt sich damit ��z�� � � � F �z�� � c� also c � �F �z��� alsoZ
�

f�z� dz �

Z z�

z�

f�z� dz � ��z�� � F �z��� F �z���

��� Sei nun G beliebig� Wir w�ahlen eine Partition P des Parameterintervalls� so
da� f�ur die entsprechenden Punkte z�� z�� � � � � zn auf der Kurve �

jzi � zi��j � � � d�j�j�C nG�

gilt�

G

z� r r
r r
r
r zn

zi��
��

��
��

��
��

Der Teilweg �i zwischen zi�� und zi liegt in einem Kreis um zi mit dem Radius ��
also in einem einfach zusammenh�angenden Gebiet� Wie im ersten Beweisteil folgt
dann Z

�i

f dz � F �zi�� F �zi����

Damit ergibt sichZ
�

f�z� dz �
nX
i��

Z
�i

f�z� dz �
nX
i��

�F �zi�� F �zi����

� F �zn�� F �z���

wobei zn der Endpunkt der Kurve ist� �



�� 
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Beispiele

�� f�z� � z� � cos z ist holomorph in G � C und

F �z� � � � z � cos z � �z� � �� � sin z
ist eine Stammfunktion� �Die Stammfunktionen elementarer Funktionen kann
man einer Integraltafel entnehmen��

F�ur f�z� � zn� n � �� �� �� � � �� ist

F �z� �
�

n � �
� zn	�

ist eine Stammfunktion� alsoZ
�

zn dz �
�

n � �

�
zn	�
� � zn	�

�

�
�

wobei z� der Anfangs�� z� der Endpunkt von � ist�

�� Die Funktion f�z� �
�

zn
� n  �� ist holomorph in G � C n f�g und

F �z� �
�

n � �
� zn	�

eine Stammfunktion� Es gibt eine Stammfunktion� obgleich G nicht einfach
zusammenh�angend ist�

�� f�z� � �
z

ist holomorph in G � Cnf�g� Es gibt keine Stammfunktion� weil die
Integrale �uber f nicht wegunabh�angig sind�


�� Der Logarithmus

Wir de�nieren den Logarithmus als eine Stammfunktion von f�z� � �
z
� Da der ganze

Holomorphiebereich von f�z� nicht einfach zusammenh�angend ist� w�ahlen wir das
einfach zusammenh�angende Gebiet

G � C n fz � IR j z 
 �g
und setzen

log z �

Z z

�

dz

z
������

Hierbei kann als Integrationsweg ein beliebiger Weg gew�ahlt werden� der � und z
verbindet und die negative reelle Achse nicht schneidet� Dann gilt




�� Der Logarithmus ��

�� log ist holomorph in G und

�log z�� �
�

z
�

�� F�ur positive reelle Zahlen stimmt log mit dem nat�urlichen Logarithmus ln
�uberein�

�� Berechnung von log z� Es sei z � rei�� also r � jzj� � � arg z� Wir w�ahlen als
Verbindungsweg � � �� � �� mit

�� � z��t� � � � t �r � ��� t � ��� ��

das Geradenst�uck zwischen � und r auf der reellen Achse und

�� � z��t� � r � ei� t� t � ��� ��

der Kreisbogen von r nach z�

Dann ist

log z �

Z
��

dz

z
�

Z
��

dz

z

� ln r � i � �
� ln jzj� i arg z�

Das Bild von log ist

B � fz � C j �� � Im z � �g�
Zum Beipiel ist

log��� � i� � ln�
p

�� � i
��

�
�

log���� i� � ln�
p

��� i
��

�
�

N�ahert man sich mit t � � in log��� � ti� der negativen reellen Achse� so
erh�alt man im Grenzwert �i� f�ur t  � und �i� f�ur t � �� In C w�urde ein
Sprung von �i� entstehen�

�� Es sei jetzt � ein beliebiger Weg in C n f�g von � nach z� Ferner sei �� das
Geradenst�uck von � nach z� Dann ist �� � ���� geschlossen und � � �� ����
also Z

�

dz

z
�

Z
��

dz

z
�

Z
��

dz

z

� log z � ��i � n���� ��

� log z mod ��i�



�� 
� Integration holomorpher Funktionen

	� Es gilt
exp�log z� � z und log�exp z� � z mod ��i�

Beweis� Es sei z � r ei�� Dann ist

exp�log z� � exp�ln r � i�� � r ei� � z�

Hieraus folgt
exp�log�exp z�� � exp z�

also auch die zweite Formel nach ���	�� Seite ���

�� log�z� � z�� � log z� � log z� mod ��i f�ur z�� z� � G�

Beweis� Es ist

exp�log z� � log z�� � exp log z� � exp log z� � z� z� � exp log�z� z���

Die Behauptung folgt dann wieder nach ���	�� Seite ���


�� Aufgaben

Aufgabe 	� Berechne mit Hilfe der Cauchyschen Integralformeln

a�

Z
�

cos z

z�z� � ��
dz� b�

Z
�

cos z

z�
dz�

wobei � der einmal positiv durchlaufene Kreis um � mit dem Radius � ist�

Aufgabe 	� Es sei f holomorph in G� � nullhomolog und a �� j�j� ZeigeZ
�

f ��z�

z � a
dz �

Z
�

f�z�

�z � a��
dz�

Gib eine entsprechende Formel f�ur die zweite Ableitung an�

Aufgabe 	� Berechne die Integrale

a�

Z
�

�z� � z

z � a
dz b�

Z
�

z� � �z

�z � a��
dz

f�ur jaj �� �� wobei � durch

z�t� � eit� t � ��� ��k�� k � IN

gegeben ist�




�� Aufgaben ��

Aufgabe 	� Berechne Z
�

�z� � ��z � �

�� � z���z� � ��
dz�

wobei � der unten skizzierte Integrationsweg ist

�� �

�

�

i

�i

Hinweis� Partialbruchzerlegung

Aufgabe 	� Berechne die Integrale

a�

Z
�

sin� z dz� b�

Z
�

z� e�z dz

unter Verwendung von Stammfunktionen� Dabei sei � ein Weg� der � und � � i
verbindet�

Aufgabe 		 Berechne alle m�oglichen Werte des IntegralsZ
�

dz

� � z�
�

wobei � ein Weg ist� der � und � verbindet und �i nicht enth�alt�

Aufgabe 	
 Es sei f�z� �
�

z
und � � ��� ��� � C� z�t� � eit der Einheitskreis�

Berechne

F �a� �

Z
�

f�z�

z � a
dz

f�ur jaj � ��

Hinweis� Partialbruchzerlegung f�ur a �� ��



Kapitel 	 Unendliche Reihen

��� Funktionenreihen

Es sei
�X
k��

fk�z� � f��z� � f��z� � � � �

eine unendliche Reihe komplexer Funktionen� und

sn�z� �
nX

k��

fk�z�

seien die zugeh�origen Teilsummen�

De�nitionen

�� Eine Reihe
P

fk�z� konvergiert punktweise auf einer Teilmenge E von C gegen
f�z�� wenn gilt �

z�E

�
���

�
N

�
n	N

jf�z�� sn�z�j � ��

�Hierbei ist N von z und � abh�angig��

�� Eine Reihe
P

fk�z� konvergiert gleichm�a�ig auf einer Teilmenge E von C gegen
f�z�� wenn gilt �

���

�
N

�
n	N

�
z�E

jf�z�� sn�z�j � ��

�In diesem Fall kann N unabh�angig von z � E gew�ahlt werden��

In beiden F�allen schreiben wir

f�z� � lim
n��

sn�z� �
�X
k��

fk�z��

Ist die Grenzfunktion f�z� nicht bekannt� so l�a�t sich die Konvergenz mit Hilfe des
Cauchy�Kriteriums zeigen� Gilt�

���

�
N

�
n�m�N

�
z�E

j
mX
k�n

fk�z�j � ��

so konvergiert
P�

k�� fk�z� gleichm�a�ig auf E�

Eine Folgerung davon ist

��



��� Funktionenreihen �	

Satz 
� �M�Test von Weierstra�� Gilt

jfk�z�j 
M � ak
f�ur z � E und ist

P
ak konvergent� so konvergiert

P
fk�z� gleichm�a�ig auf E�

Beweis� Es ist �����
mX
k�n

fk�z�

����� 

mX
k�n

jfk�z�j 
M �
mX
k�n

ak�

Wegen der Konvergenz von
P

ak wird die rechte Seite f�ur gro�e n und m beliebig
klein� �

Beispiel Die Reihe
�X
k��

zk

�� zk

konvergiert gleichm�a�ig auf E � fz � C j jzj 
 rg f�ur r � �� Es ist n�amlich
j�j � jzk � ��� zk�j 
 jzkj� j�� zkj� also �� r 
 �� jzkj 
 j�� zkj� also���� zk

�� zk

���� 
 rk

�� r

M � rk�

f�ur M �
�

�� r
� Die geometrische Reihe

P�
k�� r

k ist f�ur r � � konvergent� also

konvergiert die obige Reihe gleichm�a�ig nach dem M�Test�

Wie im Reellen zeigt man

Satz 
� Konvergiert f�z� �
P

fk�z� gleichm�a�ig auf E und sind die Funktionen
fk�z� stetig� so ist auch f�z� stetig�

Satz 
� Es sei � ein Weg� fk�z� seien stetig auf �� Bei gleichm�a�iger Konvergenz
auf � gilt Z

�

�X
k��

fk�z�dz �
�X
k��

Z
�

fk�z�dz�

�gliedweise Integration��

Beweis� Nach Satz 
�� ist auch f�z� �
P�

k�� fk�z� stetig und damit integrierbar�
F�ur die Teilsummen gilt����Z

�

f dz �
Z
�

sn dz

���� �

����Z
�

�f � sn� dz

���� 
 ���� � sup
z�j�j

fjf � snjg �



�� �� Unendliche Reihen

wobei ���� die L�ange von � ist� Daraus folgtZ
�

f�z� dz � lim
n��

Z
�

�
nX

k��

fk�z�

�
dz

� lim
n��

nX
k��

Z
�

fk�z� dz

�
�X
k��

Z
�

fk�z� dz�

De�nitionen

��� Eine Reihe
P

fk�z� konvergiert lokal gleichm�a�ig in einem Gebiet G gegen
f�z�� wenn zu jedem a � G eine Umgebung U��a� � G existiert� auf derP

fk�z� gleichm�a�ig gegen f�z� konvergiert�

��� Eine Reihe
P

fk�z� konvergiert kompakt in einem Gebiet G gegen f�z�� wenn
sie auf jeder kompakten Teilmenge A � G gleichm�a�ig gegen f�z� konvergiert�

Beispiel
P�

k�� z
k konvergiert lokal gleichm�a�ig auf

G � fz � C j jzj � �g
gegen die Funktion

f�z� �
�

�� z
�

Beweis� ��� Die Teilsummen sind

sn�z� �
nX

k��

zk �
�� zn	�

�� z
�

also ist

f�z�� sn�z� �
�

�� z
� �� zn	�

�� z
�

zn	�

�� z
�

Sei a � G� also jaj � �� Setzt man � �� �
�
��� jaj�  �� so gilt f�ur z � U��a�

j�� zj 	 � und jzj � �� ��

Damit ist ���� zn	�

�� z

���� � ��� ��n	�

�
f�ur alle z � U��a��



��� Funktionenreihen �


F�ur n�� konvergiert ��� ��n	� gegen Null� Es folgt die gleichm�a�ige Konvergenz
auf der Umgebung U��a�� Damit konvergiert

P
zk lokal gleichm�a�ig auf G gegen

f�z� �
�

�� z
�

���
P

zk konvergiert jedoch nicht gleichm�a�ig gegen f�z� in G� Zu �  � w�urde
sonst ein N mit

jf�z�� sn�z�j �

���� zn	�

�� z

���� � �

f�ur alle n 	 N existieren� Wenn z jedoch dicht bei � liegt� wird dieser Ausdruck
beliebig gro��

Lemma 
� Lokal gleichm�a�ige Konvergenz ist �aquivalent zur kompakten Konver�
genz�

Beweis� ��� Sei
P

fk�z� lokal gleichm�a�ig konvergent und A eine kompakte Teil�
menge von G� Zu jedem Punkt a � A existiert dann eine oene Umgebung U�a�� auf
der

P�
k�� fk�z� gleichm�a�ig konvergiert� Weil A kompakt ist� wird A bereits durch

endlich viele Umgebungen �uberdeckt� etwa

A � U�a��  U�a��  � � �  U�an� �

Zu �  � und i � f�� � � � � ng gibt es dann ein Ni mit

jf�z�� sn�z�j � �

f�ur alle n 	 Ni und z � U�ai�� Ist N � max fNig� so gilt

jf�z�� sn�z�j � �

f�ur alle n 	 N und z � A�

��� Jede abgeschlossene Kreisscheibe K � fz j jz � aj 
 �g ist kompakt� also
konvergiert

P�
k�� fk�z� gleichm�a�ig auf U��a� � K� also lokal gleichm�a�ig� �

punktweise Konvergenz

lokal glm� Konvergenz �� kompakte Konvergenz

gleichm�a�ige Konvergenz

�

�



�� �� Unendliche Reihen

Satz 
� �Weierstra�� Seien fk�z� holomorph in G und
P�

k�� fk�z� kompakt kon�
vergent gegen f�z�� Dann ist auch f�z� holomorph in G und

f ��z� �
�X
k��

f �k�z� f�ur alle z � G

�gliedweise Di	erentiation��

Die di	erenzierte Reihe ist ebenfalls kompakt konvergent�

Bemerkung� Im entsprechenden Satz f�ur reelle Funktionen mu� man die gleich�
m�a�ige Konvergenz der dierenzierten Reihe fordern�

Beweis� ��� Sei a � G und U��a� � G� Weil U��a� einfach zusammenh�angend ist und
die Funktionen fk holomorph sind� gilt f�ur jeden in U��a� liegenden geschlossenen
Weg nach Satz ��� Z

�

fk�z� dz � ��

Auf der kompakten Menge j�j konvergiert
P�

k�� fk�z� gleichm�a�ig gegen f�z�� Nach
Satz 
�� ist also Z

�

f�z� dz �
�X
k��

Z
�

fk�z� dz �z �
�

� ��

Nach dem Satz von Morera �Satz ����� Seite 	�� ist f�z� dann holomorph in U��a��
damit in ganz G�

��� Sei a � G und U��a� � G� Man w�ahle f�ur � einen Kreis um a mit einem Radius
r � �� Zu �  � gibt es wegen der kompakten Konvergenz von

P�
k�� fk�z� ein N

mit �����f����
nX

k��

fk���

����� � � � r
�

f�ur n 	 N und alle � � j�j�

F�ur z � U r

�
�a� gilt dann nach den Cauchyschen Integralformeln������f ��z��

nX
k��

f �k�z�

����� �

���� �

��i

Z
�

f����Pn

k�� fk���

�� � z��
d�

����

 �

��
� � � r

�
� ��

r
�

�� � ��r�z�


� �

f�ur alle n 	 N � Damit ist

f ��z� �
�X
k��

f �k�z��

Dabei konvergiert die Reihe gleichm�a�ig auf U r

�
�a�� Dies gilt f�ur alle a � G� Damit

konvergiert sie lokal gleichm�a�ig� also kompakt auf G� �



��� Potenzreihen ��

��� Potenzreihen

Wie im Reellen zeigt man

Satz 
	 �Hadamardsche Formel� Sei
P�

n�� an � �z � a�n eine Potenzreihe und

s �� lim sup
n��

n

p
janj�

R ��

���	��

� falls s � �
�

s
falls � � s ��

� falls s � �

Dann gilt�

�� Die Potenzreihe konvergiert kompakt in G � fz j jz � aj � Rg�
�� Ist jz � aj  R� so divergiert die Reihe�

R hei�t Konvergenzradius der Potenzreihe�

Bemerkung� F�ur die Punkte auf dem Konvergenzkreis �jz � aj � R� hat man
keine Aussage �uber die Konvergenz� Dies zeigen folgende Beispiele

��� Es sei f�z� �
P�

n�� z
n� Es ist R � �� die Reihe divergiert f�ur alle Punkte des

Konvergenzkreises�

��� Die Reihe f�z� �
P�

n��

zn

n
hat ebenfalls den Konvergenzradius R � �� sie

konvergiert f�ur z � ��� divergiert aber f�ur z � ��

��� Die Reihe f�z� �
P�

n��

zn

n�
ist gleichm�a�ig konvergent f�ur alle z mit jzj � ��

�M�Test mit der Vergleichsreihe
P �

n�
��

Korollar 

 Sei R der Konvergenzradius von
P�

n�� an � �z � a�n� Dann ist die
Funktion

f�z� �
�X
n��

an � �z � a�n

holomorph in G � fz j jz � aj � Rg und

f ��z� �
�X
n��

n � an � �z � a�n���




� �� Unendliche Reihen

Beweis� Die Behauptung folgt direkt aus Satz 
�	 von Weierstra� mit der kom�
pakten Konvergenz der Reihe in G � fz j jz � aj � Rg� �

Bemerkung Wegen

lim sup n
p
janj � lim sup n

p
n �z �

�

� lim sup n
p
janj � lim sup n

p
n janj

hat die dierenzierte Reihe den gleichen Konvergenzradius wie die urspr�ungliche
Reihe�

Anwendung� De�nition holomorpher Funktionen durch Potenzreihen

Setzt man

exp z ��
�X
n��

zn

n 
�

so folgt

�� R � �� also ist exp z holomorph auf ganz C� F�ur z � IR ist auch exp z reell
und stimmt mit der reellen Exponentialfunktion �uberein�

�� Nach Satz 
�
 ist die Ableitung

�exp z�� � exp z�

�� Es gilt exp z � ez� wobei mit ez die in Kapitel � de�nierte Exponentialfunktion
gemeint ist�

Beweis�

Betrachte g�z� � e�z � exp z� Dann ist

g��z� � �e�z � exp z � e�z � exp z � ��

Dann ist g�z� � konstant� also exp z � c � ez� Wegen exp��� � � � e� ist c � ��
somit

exp z � ez�



��� Die Taylor	Entwicklung 
�

��� Die Taylor	Entwicklung

Satz 
� Es sei f holomorph in einem Gebiet G� a � G und Kr �� fz j jz�aj � rg
eine o	ene Kreisscheibe� welche ganz in G liegt� Dann gilt

f�z� �
�X
n��

f 
n��a�

n 
� �z � a�n

f�ur alle z � Kr�

Beweis� Sei z � Kr fest gew�ahlt� jz � aj � r� � r� Sei � ein Kreis um a mit der
Parameterdarstellung � � a� � � eit� t � ��� ��� und r� � � � r� Wegen Kr � G mu�
auch j�j � G gelten� F�ur � � j�j ist����z � a

� � a

���� �
r�
�
� ��

Unter Anwendung der geometrischen Reihe ergibt sich

f���

� � z
�

f���

� � a
� �

�� z � a

� � a

�
f���

� � a
�
�X
n��

�
z � a

� � a

�n

�
�X
n��

fn��� mit fn��� �
f���

� � a
�
�
z � a

� � a

�n

�

Weil f stetig auf � ist� gilt jf���j 
 A f�ur � � j�j� also

jfn���j 
 A

�
�
� r�

��z�
	�

�n
�

Da
P�

r�
�

�n

konvergent ist� folgt nach dem M�Test die gleichm�a�ige Konvergenz

von
P

fn��� auf j�j� Nach Satz 
�� kann man dann gliedweise integrieren�

�

��i

Z
�

f���

� � z
d� �

�X
n��

�
�

��i

Z
�

f���

�� � a�n	�
d�

�
� �z � a�n�

Nach den Cauchyschen Integralformeln ist dann

f�z� �
�X
n��

f 
n��a�

n 
� �z � a�n �

�




� �� Unendliche Reihen

Beispiele

�� Sei f�z� � ez � ex � �cos y � i sin y� wie in Kapitel � de�niert� f ist holomorph
in C mit den Ableitungen f 
n���� � �� also

ez �
�X
n��

zn

n 
f�ur alle z � C �

Dies ist ein zweiter Beweis der Gleichwertigkeit beider De�nitionen�

�� Die Funktion f�z� �
�

� � z
ist holomorph in C n f��g� Dann ist

f 
n��a�

n 
�

����n

�� � a�n	�
�

also

f�z� �
�X
n��

����n

�� � a�n	�
� �z � a�n����

Die Konvergenz gilt f�ur z � Kr mit Kr � G � C n f��g� Man w�ahlt r
maximal� also r � j����� aj � j� � aj� Die Potenzreihe konvergiert dann f�ur
jz � aj � r � j� � aj� F�ur jz � aj  r ist sie divergent�

�� Sei f�z� �
g�z�

h�z�
eine rationale Funktion� g�z� und h�z� Polynome und gek�urzt�

Seien weiter 
�� � � � � 
k die Nullstellen des Nennerpolynoms h�z�� Dann ist f�z�
holomorph in G � C n f
�� � � � � 
kg�
Die Taylor�Reihe

f�z� �
�X
n��

an � �z � a�n

von f in a konvergiert dann im gr�o�ten Kreis Kr um a� der f
�� � � � � 
kg nicht
enth�alt� Der Konvergenzradius ist

R � min
i���


�k

ja� 
ij �

Er l�a�t sich also hier ohne Hadamardsche Formel bestimmen�

Bemerkung Weierstra� nennt eine Funktion analytisch� wenn sie lokal� also in
einer Umgebung von a durch eine Potenzreihe darstellbar ist� Nach Satz 
�
 und
Satz 
�� sind die Begrie �holomorph� und �analytisch� �aquivalent�



��� Identit�atsatz 
�

��� Identit�atsatz

Zwei Potenzreihen bezeichnet man als identisch� wenn ihre Koe�zienten gleich sind�
Es soll nun untersucht werden� ob sie identisch sind� wenn sie in einer Umgebung
von a die gleiche Funktion darstellen�

De�nition

Ein Punkt a � G hei�t ein H�aufungspunkt einer Teilmenge A� wenn in jeder Umge�
bung von a ein von a verschiedener Punkt aus A liegt�

Beispielsweise ist � H�aufungspunkt von A � f �

n
j n � INg� Zu einem H�aufungs�

punkt a von A� so gibt es stets eine Folge �zi� in A� zi �� a� die gegen a konvergiert�

Satz 
� �Identit�atssatz f�ur Potenzreihen� Stimmen die durch zwei Potenzrei�
hen de
nierten Funktionen

f�z� �
�X
n��

an � �z � a�n und g�z� �
�X
n��

bn � �z � a�n

auf einer Menge A� die a als einen H�aufungspunkt besitzt� �uberein� so haben sie
gleiche Koezienten�

Beweis� Sei U eine Umgebung von a� wo f und g durch die obigen Potenzreihen
dargestellt sind und �zi�� zi �� a eine Folge in U � A mit lim zi � a� f und g sind
dierenzierbar nach Satz 
�
 und damit stetige Funktionen in U � also gilt f�ur den
ersten Koe�zienten

a� � f�a� � limf�zi� � limg�zi� � g�a� � b��

Wir nehmen an� da� bereits ak � bk f�ur k � �� �� � � � � m�� gezeigt ist� Wir de�nieren
dann die Potenzreihen

fm�z� �
�X

n�m

an � �z � a�n�m � am � am	� � �z � a� � � � �

gm�z� �
�X

n�m

bn � �z � a�n�m � bm � bm	� � �z � a� � � � � �

Sie haben den gleichen Konvergenzradius wie die Ausgangsreihen� sind also als Funk�
tionen stetig in a� Mit

p�z� �
m��X
n��

an � �z � a�n �
m��X
n��

bn � �z � a�n
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erhalten wir

f�z� � p�z� � fm�z� � �z � a�m

g�z� � p�z� � gm�z� � �z � a�m�

Wegen zi �� a folgt hieraus
fm�zi� � gm�zi�

f�ur alle zi� also

am � fm�a� � limfm�zi� � limgm�zi� � gm�a� � bm

Durch vollst�andige Induktion ergibt sich so die Behauptung� �

Satz 
�� �Identit�atssatz f�ur holomorphe Funktionen� Stimmen zwei in ei�
nem Gebiet G holomorphe Funktionen f und g auf einer Teilmenge A � G �uberein�
die einen H�aufungspunkt a � G besitzt� so sind sie gleich� d�h� es ist f�z� � g�z� f�ur
alle z � G�

Beweis� Sei z � G� Verbinde a und z durch einen in G liegenden Weg �� Die
kompakte Menge j�j hat einen Abstand �  � von C nG �ist G � C� setze � �� ���
Es sei z� � a� z�� z�� � � � � zn � z eine Punktfolge auf � mit jzi � zi��j � � f�ur alle
i � �� � � � � n� Jede Kreisscheibe U��zi� �� fz j jz � zij � �g liegt dann in G und
enth�alt neben zi auch den folgenden Punkt zi	��

G

r r
r
��
��r

r zn � z

r��
��
��
�� zi

z�z�

Die Taylor�Reihen von f und g in a konvergieren nach Satz 
�� in U��a� und stellen
dort f und g dar� Da a ein H�aufungspunkt von A ist� gilt nach Satz 
�� f�z� � g�z�
auf U��a��



��� Laurent	Reihen 
	

Nun ist z� ein H�aufungspunkt von Punkten aus U��a�� also stimmen f und g
auf U��z�� �uberein� Wiederholt man diese �Uberlegung f�ur z�� z�� � � �� so ergibt sich
schlie�lich nach n Schritten

f�z� � g�z��

Dies gilt f�ur alle z � G� also sind f und g gleich� �

Korollar 
�� Die Nullstellen einer holomorphen Funktion f �� � sind isoliert� das
hei�t zu jeder Nullstelle a gibt es eine Umgebung U�a�� in der au�er a keine weitere
Nullstelle liegt�

Beweis� W�are a nicht isoliert� so w�are a H�aufungspunkt einer Menge A von Null�
stellen� Nach Satz 
��� m�u�te f mit der Nullfunktion �ubereinstimmen� �

Beispiel Die Funktion f�z� � z� � sin
�
�
z

�
ist holomorph auf G � C n f�g� f hat

die Nullstellen �
� k

� k � ZZ n f�g� mit dem H�aufungspunkt �� Dies ist jedoch wegen
� �� G kein Widerspruch zum Korollar�

��� Laurent	Reihen

Eine Reihe

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n

hei�t eine Laurent�Reihe� Sie hei�t konvergent� wenn die Teilreihen

h�z� �
��X

n���

an � �z � a�n und g�z� �
�X
n��

an � �z � a�n

konvergent sind� Man setzt dann

f�z� � h�z� � g�z�

g�z� hei�t regul�arer Teil � h�z� Hauptteil der Laurent�Reihe�

Beispiele

�� Jede Potenzreihe ist eine Laurent�Reihe mit Hauptteil ��
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�� Die Funktion

f�z� �
�

�z � a�k

�X
n��

an � �z � a�n� k � IN� a� �� �

ist eine Laurent�Reihe mit endlichem Hauptteil

h�z� �
�

�z � a�k

k��X
n��

an � �z � a�n�

Satz 
�� Es sei f�z� �
P�

n��� an � �z � a�n eine Laurent�Reihe und

r� �� lim sup
n��

n
p
ja�nj�

r��� �� lim sup
n��

n

p
janj�

Dann konvergiert die Laurent�Reihe im Ringgebiet

G � fz j r� � jz � aj � r�g
kompakt und stellt dort eine holomorphe Funktion dar�

Beweis� Ist u �
�

z � a
� so gilt f�ur den Hauptteil

��X
n���

an � �z � a�n �
�X
n��

a�n � un�

Diese Reihe konvergiert nach Satz 
�� �Seite ��� kompakt f�ur

juj � � �
�

r�
��

���� �

z � a

���� � �

r�
�� r� � jz � aj�

Sei G� � fz j r� � jz � ajg� Weil u �
�

z � a
stetig ist� entspricht jeder kompakten

Teilmenge von G� � fz j r� � jz � ajg eine kompakte Teilmenge von fu j juj � �
r�
g�

also ist auch die Konvergenz bez�uglich z kompakt�

��� Die Potenzreihe g�z� �
P�

n�� an � �z � a�n konvergiert kompakt in

G� � fz j jz � aj � r�g�
Die Laurent�Reihe f�z� � h�z� � g�z� konvergiert daher kompakt auf G � G� �G��
Nach dem Satz von Weierstra� �Seite ��� stellt f�z� eine in G holomorphe Funktion
dar� deren Ableitung man durch gliedweise Dierentiation erh�alt� �
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Beispiel f�z� �
P��

n��� zn �
P�

n��

�
z
�

�n
� Dann ist

r� � lim sup
n��

n

p
j�j � �

r��� � lim sup
n��

n

s���� �

�n

���� �
�

�
�� r� � �

Nach Satz 
��� konvergiert die Reihe kompakt in G � fz j � � jzj � �g�

Satz 
�� �Laurent ����� Es sei f in einem Ringgebiet

G � fz j r� � jz � aj � r�g

holomorph� Dann kann f um a in eine in G konvergente Laurent�Reihe entwickelt
werden� die in G kompakt konvergiert�

Beweis� ��� Wir de�nieren

an �
�

��i

Z
�

f���

�� � a�n	�
d��
���

f�ur alle ganzen Zahlen �auch negativen�� Der Integrationsweg ist

� � z�t� � a � r eit t � ��� ��� r � �r�� r���

Er liegt in G� Wir zeigen als erstes� da� an unabh�angig von dem gew�ahlten r ist�

Beweis� Wir betrachten die Kreise

�� � z��t� � a � �� e
it t � ��� ���

�� � z��t� � a � �� e
it t � ��� ���

mit r� � �� � �� � r� und verbinden z� � a � �� und z� � a � �� durch einen
Hilfsweg ��� Der Weg

� � ��� � �� � �� � ��

ist nullhomolog in G� nach dem Cauchyschen Integralsatz folgt

� �
�

��i

Z
�

f���

�� � a�n	�
d� � � �

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d� �

�

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d��

also
�

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d� �

�

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d��
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��� Sei z � G fest gew�ahlt und jz � aj � �� Wir w�ahlen ��� �� mit

r� � �� � � � �� � r��

Die Kreise �� � z�t� � a��� e
it und �� � z�t� � a��� e

it mit t � ��� ��� liegen ganz in
G� Wir verbinden a � �� mit a � �� wieder durch einen Hilfsweg �� so� da� z �� j��j
gilt� Der Weg

� � ��� � �� � �� � ��

ist dann nullhomolog und es gilt n��� z� � �� Nach der Cauchyschen Integralformel
ist

f�z� �
�

��i

Z
�

f���

� � z
d� � � �

��i

Z
��

f���

� � z
d� �

�

��i

Z
��

f���

� � z
d�

��� Berechnung des ersten Integrals�

F�ur � auf j��j gilt ����� � a

z � a

���� �
��
�

� ��

also

� f���

� � z
�

f���

z � a
� �

�� � � a

z � a

�
�X
���

f��� � �� � a��

�z � a��	�

Die Reihe konvergiert gleichm�a�ig auf ��� also kann man gliedweise integrieren

� �

��i

Z
��

f���

� � z
d� �

�X
���

�
�

��i

Z
��

f��� � �� � a�� d�

�
� �

�z � a��	�

�	���n
�

��X
n���

an � �z � a�n

mit an �
�

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d��

��� Berechnung des zweiten Integrals�

F�ur � � j��j gilt ����z � a

� � a

���� �
�

��
� ��

also
f���

� � z
�

f���

� � a
� �

�� z � a

� � a

�
�X
n��

f��� � �z � a�n

�� � a�n	�
�

Die Reihe konvergiert gleichm�a�ig auf ��� also ist

�

��i

Z
��

f���

� � z
d� �

�X
n��

an � �z � a�n� an �
�

��i

Z
��

f���

�� � a�n	�
d��
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�

Insgesamt ist also

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n�

mit den in �
��� de�nierten Koe�zienten an� �

Erg�anzung� Die Koe�zienten an der Laurent�Reihe sind durch f eindeutig be�
stimmt� und es gelten f�ur n � ZZ und r� � r � r� die Cauchy�Absch�atzungen

janj 
 M

rn
�

wobei M � maxfjf�z�j j jz � aj � rg ist�

Beweis� Sei

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n �
�X

n���

bn � �z � a�n

und

� � z�t� � a � r eit t � ��� ��� r � �r�� r���

Wegen gleichm�a�iger Konvergenz auf kompakten Mengen ist

�

��i

Z
�

f�z� � �z � a��k�� dz �
�X
��

an �
�

�

��i

Z
�

�z � a�n�k�� dz

�
� ak�

weil

�

��i

Z
�

�z � a�n�k�� dz �

�
� f�ur n �� k

� f�ur n � k

ist� Bei Verwendung der zweiten Reihe ergibt sich bk� also ist ak � bk f�ur alle k � ZZ�

Ist jf�z�j 
M f�ur z � j�j� so folgt aus �
���

janj 
 �

��
� M

rn	�
� ��r �

M

rn
�

�

Die allgemeine Formel �
��� f�ur die Koe�zienten

an �
�

��i

Z
�

f���

�� � a�n	�
d��

wobei � � ��t� � a � r eit� t � ��� ��� ist� f�uhrt i�a� auf Rechenschwierigkeiten� Man
versucht sie durch Umformungen zu umgehen�
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Beispiel Die Funktion

f�z� �
z

�z � �� � ��� z�
�

�

z � �
�

�

�� z

ist holomorph in

a� G� � fz � C j jzj � �g� also

f�z� � �
�X
n��

zn �
�X
n��

�z
�

�n
�

�X
n��

�
�� �

�

�n

�
� zn

f wird also in G� durch eine Potenzreihe dargestellt�

b� G� � fz � C j � � jzj � �g� Dann ist

f�z� �
�
z

�� �
z

�
�

�� z
�

�
�X
n��

�
�

z

�n

�
�X
n��

�z
�

�n
�

�X
n���

an � zn

mit

an �

�	
 � f�ur n 
 ��
�

�n
f�ur n 	 �

die Laurent�Reihe in G��

c� G� � fz � C j jzj  �g� Forme wie folgt um�

f�z� �
�
z

�� �
z

�
�
z

�� �
z

�
�X
n��

�

zn
� ��� �n�

Man erh�alt eine Laurent�Reihe� die nur aus dem Hauptteil besteht�



��
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��
 Isolierte Singularit�aten

Ein Punkt a hei�t isolierte Singularit�at einer Abbildung f � wenn eine Umgebung
U�a� von a existiert� so da� f in

U � � U n fag

de�niert und holomorph ist�

Dann ist f holomorph in einem Ringgebiet

U � � fz j � � jz � aj � rg�

�Man beachte� da� f in a nicht de�niert zu sein braucht��

Bemerkung� z � a hei�t ein regul�arer Punkt einer Abbildung f � wenn f in
a holomorph ist� Regul�are Punkte sind nach der obigen De�nition auch isolierte
Singularit�aten� Wenn man von den singul�aren Punkten einer Abbildung spricht� so
meint man in der Regel die nicht regul�aren�

Sei a eine isolierte Singularit�at und

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n in G � fz j � � jz � aj � rg

die zugeh�orige Laurent�Entwicklung in a�

Dann hei�t a

� hebbare Singularit�at� falls an � � f�ur n � � ist�

� Pol k�ter Ordnung �k � IN�� falls a�k �� � und an � � f�ur n � �k ist�

� wesentliche Singularit�at� wenn im Hauptteil der Laurent�Reihe unendlich viele
Glieder auftreten�

Beispiele

�� f�z� �
sin z

z
ist de�niert f�ur z �� � und holomorph� Die Laurent�Entwicklung

ist

f�z� � �� z�

� 
�
z�

	 
� � � � �

z � � ist daher eine hebbare Singularit�at�
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�� f�z� � sin

�
�

z

�
besitzt die wesentliche Singularit�at in z � �� da die Laurent�

Entwicklung

f�z� � z�� � z��

� 
�
z��

	 
� � � �

unendlich viele Glieder mit negativen Exponenten enth�alt�

�� f�z� �
�

sin
�
�
z

� �

z � � ist keine isolierte Singularit�at� da � H�aufungspunkt der Singularit�aten
z � �

k�
� k � ZZ ist�

Satz 
�� a ist genau dann eine hebbare Singularit�at� wenn es eine Umgebung U
von a gibt� so da� f in U � � U n fag beschr�ankt und holomorph ist�

Beweis� ��� F�ur eine hebbare Singularit�at gilt

f�z� �
�X
n��

an � �z � a�n � a� � a� �z � a� � a� �z � a�� � � � �

f�ur � � jz�aj � r� Mit f�a� � a� �man �andert den Wert f�a�� wenn er vorher anders
de�niert war� wird f�z� in fz j jz � aj � rg durch eine Potenzreihe dargestellt und
ist also dort holomorph� In

A � fz j jz � aj 
 r

�
g

ist f beschr�ankt �als stetige Funktion auf einer kompakten Menge�� F�ur

U � fz j jz � aj � r

�
g

ist also f beschr�ankt und holomorph in U � � U n fag�
��� Sei r� so gew�ahlt� da� G � fz j � � jz � aj � r�g � U und

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n und jf�z�j 
M f�ur z � G

gilt� F�ur einen Kreis um a mit einem Radius r � r� ist nach den Cauchy�Absch�atzun�
gen

ja�nj 
 M

r�n
� M � rn

f�ur n � IN� Weil r beliebig klein gew�ahlt werden kann� folgt a�n � � f�ur alle n � IN�
Folglich ist a eine hebbare Singularit�at� �
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Bemerkung� Ist f stetig in a und holomorph in U � � U n fag� so ist f auch
holomorph in a�

Dies gilt nicht im Reellen� so ist zum Beispiel f�x� � jxj stetig in � und dieren�
zierbar f�ur alle x �� �� aber nicht dierenzierbar in x � ��

Hilfssatz 
�� Ist g stetig in a� so gibt es ein 	  �� so da�

jg�z�j 	 �

�
jg�a�j

f�ur alle z � U��a� gilt�

Beweis� Wegen der Stetigkeit von g gibt es ein 	  � mit

jg�a�� g�z�j 
 �

�
jg�a�j

f�ur ja� zj � 	� Dann ist

jg�a�j 
 jg�a�� g�z�j� jg�z�j�
also

jg�z�j 	 �

�
jg�a�j

f�ur alle z � U��a�� �

Satz 
�	 Ist a ein Pol� so gibt es zu jedem M � IR ein �  � mit jf�z�j 	 M f�ur
jz � aj 
 �� z �� a�

Beweis� Sei a ein Pol k�ter Ordnung� also

f�z� �
g�z�

�z � a�k
�

wobei g�z� holomorph in U � fz j jz�aj � rg und g�a� �� � ist� Wegen der Stetigkeit
von g�z� gibt es ein 	  � mit

jg�z�j 	 �

�
jg�a�j  �

f�ur alle z � U��a�� Daraus folgt

jf�z�j �
jg�z�j
jz � ajk 	 jg�a�j

� � �k �

f�ur � � jz�aj � � � 	� Es ist jg�a�j  �� F�ur gen�ugend kleines � ist dann
jg�a�j
� � �k 	 M �

also jf�z�j 	M � �



�� �� Unendliche Reihen

Satz 
�
 �Casorati�Weierstra�� Sei a eine wesentliche Singularit�at von f � c
eine beliebige komplexe Zahl und �  �� Dann gibt es in jeder Umgebung von a ein
z �� a mit jf�z�� cj � ��

Beweis� Annahme� Es gibt ein c � C und ein �  � mit eine Umgebung U�a� mit

jf�z�� cj 	 �

f�ur � � jz � aj � 	� also ���� �

f�z�� c

���� 
 �

�
�

Die Funktion g�z� �
�

f�z�� c
ist also holomorph und beschr�ankt �durch �

�
� in

U � � fz j � � jz � aj � 	g� besitzt also nach Satz 
��� eine hebbare Singularit�at in
a�

Also ist
�

f�z�� c
� �z � a�k � g�z��

g�a� �� �� k 	 �� g holomorph in U und

f�z� � c � �z � a��k � �

g�z�
�

Es ist jg�z�j 	 �
�
� jg�a�j f�ur jz�aj � � � 	� also g ohne Nullstellen in diesem Bereich�

Also ist
�

g�z�
holomorph f�ur jz � aj � ��

Damit ist f regul�ar oder besitzt einen Pol in a� Folglich ist a keine wesentliche
Singularit�at �Widerspruch�� �

W�ahlt man verschiedene komplexe Zahlen c� und c�� so gibt es in jeder noch so klei�
nem Umgebung einer wesentlichen Singularit�at ein z� und z�� deren Funktionswerte
dicht bei c� bzw� c� liegen� also kann

jf�z��� f�z��j
beliebig gro� werden� d� h� f schwankt in jeder beliebig kleinen Umgebung um jeden
Wert�

Beispiel Die Funktion

f�z� � exp�
�

z
� �

�X
n��

�

n 

�
�

z

�n

hat in z � � eine wesentliche Singularit�at� Sie setzt sich aus zwei Funktionen zu�
sammen� F�ur diese gilt



��
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�a� Die Exponentialfunktion nimmt im Periodenstreifen

Tk � fz j ��k 
 Im z � ���k � ��g

jede komplexe Zahl w �� � als Funktionswert an�

�b� Bei der M�obiustransformation g�z� �
�

z
gehen die zur reellen Achse parallelen

Geraden in Kreise �uber� die durch � gehen und deren Mittelpunkte auf der
imagin�aren Achse liegen�

�

�

��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
�

���ki���

��ki

Tk

g�Tk�	

��
��
��
r

r

Sei �  �� W�ahlt man k so gro�� da� ���k��� � � ist� so gilt g�Tk� � U����� Auf
g�Tk�� also auch auf U���� nimmt dann f�z� jeden Wert w �� � an�

Bemerkung� Die Eigenschaften einer Funktion in der N�ahe einer isolierten
Singularit�at� die in den vorangehenden S�atzen f�ur hebbare Singularit�aten� f�ur Pole
und f�ur wesentliche Singularit�aten bewiesen wurden� schlie�en sich gegenseitig aus�
sie kennzeichnen daher diese Singularit�aten� Es gilt

a hebbare Singularit�at �� Es gibt eine Umgebung U � so da� f auf
U � � U n fag beschr�ankt ist�

a Pol �� Zu jedem M gibt es eine Umgebung U
mit jf�z�j 	 M auf U � � U n fag�

a wesentliche Singularit�at ��
Zu jedem c � C� �  � und jeder Um�
gebung U von a gibt es ein z � U � �
U n fag mit jf�z�� cj � ��



�� �� Unendliche Reihen

��� Aufgaben

Aufgabe 
� a� Es sei E eine Teilmenge von C� Es seien fn � E � C beschr�ankte
Funktionen� die gleichm�a�ig gegen eine Funktion f � E � C konvergieren� Zeige�
da� dann auch f auf E beschr�ankt ist und da� eine Zahl M existiert� so da�

jfn�z�j 
M

f�ur alle z � E und alle n � IN gilt�

b� Es seien �fn� und �gn� zwei Folgen von Funktionen E � C� die gleichm�a�ig
gegen f bzw� g konvergieren� Zeige� da� dann �fngn� gleichm�a�ig gegen fg konver�
giert�

Hinweis� fg � fngn � �f � fn�g � fn�g � gn��

Aufgabe 
� Es sei G � fz � C j jzj � �g und �fn� eine Folge komplexwertiger
Funktionen auf G� Zeige� Konvergieren die fn auf jeder der Mengen

Ek � fz � G j jzj 
 k

k � �
g� k � IN

gleichm�a�ig� so konvergieren sie kompakt auf G�

Aufgabe 
� Ermittle die Taylor�Reihe
P�

k�� ak z
k der Funktion

f�z� �
�

�z� � ����z � ��

und bestimme ihren Konvergenzradius aus der Lage der Singularit�aten�

Aufgabe 
� Ermittle die Laurent�Reihen der Funktion

f�z� �
�

�z � ���z � ��

im Nullpunkt f�ur die m�oglichen Ringgebiete�

Aufgabe 
� Welche isolierten Singularit�aten besitzen die folgende Funktionen

a� f�z� �
z � �

z� � �z
� b� f�z� �

cos z

z
�

c� f�z� �
�� e�z

z�
� d� f�z� �

cos �
z

z
�



Kapitel 
 Residuen

�� Der Residuensatz

Ist a eine isolierte Singularit�at und

f�z� �
�X

n���

an � �z � a�n� � � jz � aj � r�

die Laurent�Reihe von f � so hei�t der Koe�zient a�� Residuum von f in a� geschrie�
ben

Res �f� a� � a���

Nach �
��� sind die Laurent�Koe�zienten

an �
�

��i

Z
�

f�z�

�z � a�n	�
dz�

wobei � ein Kreis um a mit dem Radius � mit � � � � r ist� Speziell ist

Res �f� a� � a�� �
�

��i

Z
�

f�z� dz������

Satz �� �Residuensatz� Es sei f holomorph in einem Gebiet G mit Ausnahme
endlich vieler isolierter Singularit�aten z�� � � � � zm� Ist � ein nullhomologer Weg� der
durch keine der Singularit�aten zi geht� so gilt

�

��i

Z
�

f�z� dz �
mX
i��

n��� zi� � Res �f� zi������

Beweis� f ist holomorph in G� � G n fz�� � � � � zmg� Seien �i Kreise um zi� die
ganz in G liegen und au�er zi keinen weiteren singul�aren Punkt enthalten� Weiter
verbinde �i in G� den Anfangspunkt A von � mit �i�

�




�� � Residuen

G

r t r
r�
��

�
��

�
��
� �

z�

zm
�m

��

A



�



Der Weg

�� � � �
mX
i��

��i � n��� zi� � �i � �i�

ist nullhomolog in G�� Nach dem Cauchyschen Integralsatz verschwindet das Integral
von f �uber ��� also istZ

�

f�z� dz �
mX
i��

n��� zi� �
Z
�i

f�z� dz

�
mX
i��

n��� zi� � ��i � Res �f� zi� �

woraus ����� folgt� �

Beispiel Es sei Z
�

dz

z� � �z � �

gegeben� Aus
�

z� � �z � �
�

��
�

z � �
�

�
�

z � �

folgt

Res �f� �� � ��

�
und Res �f� �� �

�

�
�

Mit dem Residuensatz ist dannZ
�

dz

z� � �z � �
� �i � �n��� �� � n��� �� � �



�� Der Residuensatz ��

Regeln zur Berechnung von Residuen

�A� Ist a ein Pol ��Ordnung� so gilt

Res �f� a� � lim
z�a

�z � a� � f�z�

Beweis� Wegen

�z � a� � f�z� � �z � a� � �a�� �z � a��� � a� � � � ��
� a�� � a� �z � a� � � � �

ist
lim
z�a

�z � a� � f�z� � a�� � Res �f� a� �

�B� Es sei f�z� �
g�z�

h�z�
� wobei g� h holomorph in a und h�a� � � und h��a� �� �

ist� Dann folgt

Res �f� a� �
g�a�

h��a�
�

Beweis� Die Taylor�Entwicklung h�z� � h��a��z � a� � a��z � a�� � � � � zeigt�
da� a ein Pol erster Ordnung von f ist� Nach �A� ist dann

Res �f� a� � lim
z�a

�z � a� � f�z� �
g�a�

h��a�
�

�C� Sei f�z� �
g�z�

�z � a�n
� g holomorph und g�a� �� �� Dann ist

Res �f� a� �
g
n����a�

�n� �� 
�

Beweis� Es sei g�z� � a� � a��z � a� � � � � die Taylor�Entwicklung mit den
Koe�zienten

ak �
g
k��a�

k 
�

Dann ist

f�z� �
g�z�

�z � a�n
�

a�
�z � a�n

� � � �� an��
z � a

� an � � � �

und daher

Res �f� a� � an�� �
g
n����a�

�n� �� 
�



�� � Residuen

Beispiele ��� Es sei

f�z� �
�

z� � �z � �
�

�

�z � ���z � ��
�

Dann sind z � � und z � � Pole erster Ordnung� Nach der Regel �B� ist

Res �f� �� �
�

�z � �

���
z��

� ��

�

Res �f� �� �
�

�z � �

���
z��

�
�

�
�

��� Es sei

f�z� �
zez

�z � ���
�

Bei z � � liegt ein Pol ��ter Ordnung� Um �C� anzuwenden� bilden wir die Ablei�
tungen

g�z� � zez

g��z� � �z � ��ez

g���z� � �z � ��ez�

also ist

Res �f� �� �
g���z�

� 

���
z��

�
�z � ��ez

�

���
z��

�
�e

�
�

�� Singularit�aten in �

Eine Umgebung von � � bC ist de�niert durch U � fz � C j jzj  Rg  f�g�
De�nition z � � hei�t eine isolierte Singularit�at von f � wenn f in UR � fz � C j
jzj  Rg f�ur ein R � IR holomorph ist� Die Art der Singularit�at in � ist de�niert
wie die von f

�
�
z

�
in � und

Res �f��� �� � �

��i

Z
�

f�z� dz�

wobei � ein Kreis mit einem Radius �  R ist� das Residuum von f in ��

Satz �� Es gilt

Res �f��� � �Res

�
�

z�
f�

�

z
�� �

�
������



�� Singularit�aten in � ��

Beweis� Es sei f�z� �
P�

n��� an �zn die Laurent�Reihe von f�z� f�ur das Ringgebiet
UR � fz j jzj  Rg� Nach ����� ist

Res �f��� � � �

��i

Z
�

f�z� dz � �a���

Wegen
�

z�
� f
�

�

z

�
� � � �� a� z

�� � a�� z
�� � a�� � a�� z � � � �

ist a�� � Res

�
�

z�
f

�
�

z

�
� �

�
� �

Beispiel

Es sei f�z� � zn � an�� z
n�� � � � � � a�� Wegen

f�
�

z
� �

�

zn
� an��

�

zn��
� � � � � a�

ist � ein Pol n�ter Ordnung� Sein Residuum ist

Res �f��� � �Res

�
�

z�
f�

�

z
�� �

�
� ��

Satz �� f habe in C nur endlich viele isolierte Singularit�aten z�� � � � � zm und ��
Dann gilt

mX
i��

Res �f� zi� � Res �f��� � �������

Beweis� Sei � ein Kreis mit dem Radius R� der z�� � � � � zm enth�alt� Nach Satz ���
ist dann

�Res �f��� �
�

��i

Z
�

f�z� dz �
mX
i��

Res �f� zi� �

weil n��� zi� � � f�ur alle zi ist� �

De�nition

Eine geschlossene Kurve � hei�t einfach� wenn n��� z� nur die Werte � und � an�
nimmt� Ist n��� z� � �� so hei�t z ein innerer� ist n��� z� � �� so hei�t z ein �au�erer
Punkt der Kurve�



�� � Residuen

Korollar �� f sei holomorph in C mit Ausnahme endlich vieler Singularit�aten
z�� � � � � zm� Ist � ein einfacher Weg� der durch keinen der Punkte zi verl�auft� so gilt

�

��i

Z
�

f�z� dz �
X

zi innerer Pkt


Res �f� zi�

� �
X

zi au�erer Pkt�

Res �f� zi� � Res �f��� �

Beispiele

Es sei

f�z� �
z� � �z

z� � �

mit Singularit�aten in ��� Da f holomorph f�ur jzj  � ist� ist � isoliert� Wegen

f�
�

z
� �

�

z�
� � �z�

�� z�

ist � ein Pol ��ter Ordnung� Durch Entwicklung der Funktion

�

z�
� � �z�

�� z�
�

�

z�
�� � �z���� � z� � z� � � � �� �

�

z�
�� � z� � �z� � � � �

erhalten wir

Res �f��� � �Res

�
�

z�
f�

�

z
�� �

�
� �Res

�
�

z�
� � �z�

�� z�
� �

�
� ���

Ferner ist f�ur z � �� nach der Regel �B�

Res �f� �� �
z� � �z

�z

���
z��

�
�

�
�

Res �f���� �
z� � �z

�z

���
z���

�
�

�
�

Damit ist die Summe der Residuen Null�

Ist � der Kreis um � mit dem Radius �� so sind z � �� innere Punkt� also ist

�

��i

Z
�

z� � �z

z� � �
dz � Res �f� �� � Res �f����

� �Res �f��� � ��

��� Es sei Z
�

z�

� � z�
dz�



�� Singularit�aten in � ��

wobei � aus dem Halbkreis in der oberen Halbebene mit einem Radius R  � und
der Strecke ��R�R� auf der reellen Achse zusammengesetzt ist�

Die Nullstellen von � � z� sind

zn � ei tn mit tn �
�

�
� n � �

�
� n � �� �� �� ��

Im Innern von � liegen

z� �
�p
�

�� � i� und z� �
�p
�

��� � i�

Es sind Pole ��Ordnung von f � Hierf�ur gilt

Res �f� zn�

B�
�

z�

� z�

���
z�zn

�
�

� z

���
z�zn

�

also

Res �f� z�� �

p
�

�
��� i� und Res �f� z�� �

p
�

�
���� i��

Wir erhalten Z
�

z�

� � z�
dz � ��i �Res �f� z�� � Res �f� z��� �

�p
�
�

Das Ergebnis ist unabh�angig von R� Dies l�a�t sich bei Berechnung uneigentlicher
Integrale verwenden� Sei �� � z�t� � t� t � ��R�R�� �� � z�t� � R eit mit t � ��� ��
und � � �� � �� wie oben� Dann istZ

�

f�z� dz �

Z R

�R

x�

� � x�
dx �

Z
��

z�

� � z�
dz�

Dabei ist ����Z
��

z�

� � z�
dz

���� 
 ���� R�

R� � �

���� � � �R�
was f�ur R�� zu Null wird� Hieraus folgtZ �

��

x�

� � x�
dx �

�p
�
�

Analog zu diesem Beispiel zeigt man

Satz �� Es sei

f�x� �
anx

n � � � � � a�
bmxm � � � � � b�

mit m 	 n � � und bmx
m � � � � � b� �� � f�ur x � IR� Dann istZ �

��

f�x�dx � ��i�Summe der Residuen in der oberen Halbebene�

� � ��i�Summe der Residuen in der unteren Halbebene��



�� � Residuen

Eine weitere Anwendung des Residuensatzes ist die Berechnung der Integrale der
Form

��Z
�

R�sin t� cos t�dt�

wobei R�u� v� eine rationale Funktion in u und v ist�

Satz �	 F�ur den Einheitskreis � � z�t� � eit� t � ��� ��i� gilt

Z
�

R

�
�

�i

�
z � �

z

�
�
�

�

�
z �

�

z

��
dz

iz
�

��Z
�

R�sin t� cos t�dt�

Beweis� Man hat dabei nur in dem linken Integral die Parameterdarstellung des
Einheitskreises einzusetzen� �

Um das rechtsstehende Integral zu berechnen� ersetzt man daher in
R

R�sin t� cos t�dt

sin t durch
�

�i

�
z � �

z

�
cos t durch

�

�

�
z �

�

z

�
dt durch

dz

iz
�

Das Integral geht dann �uber inZ
�

R

�
�

�i

�
z � �

z

�
�

�

�

�
z �

�

z

��
dz

iz
�

Z
�

f�z�dz�

Dabei ist f�z� eine rationale Funktion in z� Die L�osung ist nach dem ResiduensatzZ
�

f�z�dz � ��i
X
jaij	�

Res �f� ai� �

wobei die ai die Singularit�aten von f innerhalb des Einheitskreises sind�

Beispiel Um
��Z
�

dt

� � cos t

zu berechnen� f�uhren wir die obige Substitution durch und erhaltenZ
�

�

� � �
�

�
z � �

z

� dz

iz
�

Z
�

��i

z� � �z � �
dz�



�� Nullstellen und Pole �	

Singularit�aten liegen bei ���p�� wobei nur �� �
p

� innerhalb des Einheitskreises
liegt� F�ur Pole �� Ordnung gilt nach �B�

Res

� ��i

z� � �z � �
��� �

p
�

�
�

��i

���� �
p

�� � �
�
�ip

�
�

also
��Z
�

dt

� � cos t
�

��p
�
�

�� Nullstellen und Pole

De�nition Sei f�z� � �z � a�mu�z�� u�a� �� f���g� Dann hei�t m Ordnung von
f an der Stelle a� geschrieben ordaf � m� Es gilt

m  � � a Nullstelle der Vielfachheit m
m � � � a Pol der Ordnung �m�

Es sei f gegeben� Die Funktion

g�z� �
f ��z�

f�z�

hat an den Stellen Singularit�aten� wo f Singularit�aten oder Nullstellen besitzt�

Hilfssatz �
 Ist orda f � m �� �� so ist a ein Pol erster Ordnung von f �

f
und

Res

�
f �

f
� a

�
� orda f �

Beweis� Sei f�z� � �z � a�mu�z� mit u�a� �� �� �� Dann ist

f ��z�

f�z�
�

m �z � a�m��u�z� � �z � a�mu��z�

�z � a�mu�z�

�
m

z � a
�
u��z�

u�z�
�

Weil u�
z�
u
z�

regul�ar ist� ist a ein Pol �� Ordnung und Res
�
f �
z�
f
z�

� a
�

� m � ordaf� �

Aus dem Residuensatz folgt



�� � Residuen

Satz �� Die Funktion f�z� sei holomorph in G bis auf Pole a�� � � � � ak� au�erdem
seien ak	�� � � � � al die Nullstellen von f in G� Ist g�z� holomorph in G und � ein
nullhomologer Weg� auf dem keiner der Punkte ai liegt� so gilt

�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�
dz �

lX
i��

n��� ai� � ordaif����	�

Ist speziell � ein einfacher Weg� so gilt

�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�
dz �

X
ai innerer Pkt


ordaif�

Korollar �� Sei � einfach� N die Anzahl der Nullstellen von f innerhalb von ��
P die Anzahl der Pole von f innerhalb von �� jeweils mit ihrer Vielfachheit bzw�
Ordnung gez�ahlt� Dann ist

�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�
dz � N � P�

Korollar ��� Sei � einfach� f�z� holomorph innerhalb von � �also keine Pole��
Dann ist

N �
�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�
dz

die Anzahl der Nullstellen innerhalb von � �mit Vielfachheit gez�ahlt��

Korollar ��� Sei � einfach� f�z� holomorph innerhalb von � und w � C eine
komplexe Zahl� Dann ist

Nw �
�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�� w
dz

die Anzahl der Stellen a innerhalb von �� f�ur die f�a� � w gilt�

Oensichtlich gilt

f�a� � w �� a ist Nullstelle von f�z�� w

Satz ��� �Hauptsatz der Algebra� Jedes nicht�konstante Polynom

f�z� � zn � an�� z
n�� � � � �� a�

besitzt eine Nullstelle in C�

Eine Folgerung ist� da� jedes Polynom n�ten Grades n Nullstellen in C �mit ihrer
Vielfachheit gez�ahlt� besitzt�

Wir wollen diese etwas sch�arfere Aussage mit Hilfe des Korollars ���� beweisen�
Hierzu ben�otigen wir



�� Aufgaben �


Hilfssatz ��� S�amtliche Nullstellen des Polynoms

f�z� � zn � an��z
n�� � � � � � a�

liegen in fz j jzj � Rg mit R � � � jan��j� � � � � ja�j�

Beweis� Sei jzj 	 R� Wegen R 	 � gilt jzjk 	 R� also �
jzjk


 �
R

� k � �� � � � � n�����f�z�

zn
� �

���� �
���an��
z

� � � �� a�
zn

��� 
 jan��j
jzj � � � �� ja�j

jznj

 �

R
�jan��j� � � �� ja�j� � ��

W�are f�z� � �� so w�urde ein Widerspruch folgen� also kann z mit jzj 	 R keine
Nullstelle des Polynoms sein� �

Beweis des Hauptsatzes

Sei R wie im Hilfssatz ���� gew�ahlt und � � z�t� � R � eit� t � ��� ���� der Kreis um
� mit dem Radius R� f�z� ist holomorph in ganz C� Da alle Nullstellen von f�z�
innerhalb � liegen� ist ihre Anzahl

N �
�

��i

Z
�

f ��z�

f�z�
dz � �Res

�
f ��z�

f�z�
��
�

� Res

�
�

z�
f ���

z
�

f��
z
�
� �

�
�

Aus
�

z�
� f

���
z
�

f��
z
�

�
�

z
� n � �n� ��an��z � � � �

� � an��z � � � �

folgt

N � Res

�
�

z�
f ���

z
�

f��
z
�
� �

�
� n�

�� Aufgaben

Aufgabe �� Es sei n 	 � eine ganze Zahl� Berechne das IntegralZ
�

dz

�z� � �z��� � z��n

mit � � z�t� � � eit� � 
 t 
 ���

Hinweis� Benutze das Residuum in ��



�� � Residuen

Aufgabe �� Berechne das IntegralZ
�

z�

�z � ����z � �
�
���z � ��

dz

mit � � z�t� � e�it � �
�
� � 
 t 
 ���

Aufgabe �� Berechne mit Hilfe des Residuensatzes die reellen Integrale

a�

Z ��

�

cos x

�� � cosx
dx b�

Z �

�

x� � �

x� � �
dx �

Aufgabe �� Es sei f ein Polynom von einem Grad n 	 �� Zeige mit Hilfe des
Residuensatzes f�ur einen Kreis � mit gen�ugend gro�em RadiusZ

�

dz

f�z�
� ��

Was gilt f�ur Polynome vom Grad � �



Anhang A Metrische R�aume

Es sei E eine Menge und

d � E � E � IR	 � fa � IR j a 	 �g
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften

��� d�x� y� � � �� x � y�

��� d�x� y� � d�y� x�

��� d�x� z� 
 d�x� y� � d�y� z�

f�ur x� y� z � E� Dann hei�t d eine Abstandsfunktion oder Metrik auf E und E ein
metrischer Raum bez�uglich d�

Die komplexe Ebene bildet bez�uglich d�x� y� � jx � yj einen metrischen Raum�
Allgemein ist der IRn bez�uglich d�x� y� � kx� yk ein metrischer Raum� wobei

kxk �
q
x�� � � � � � x�n

die euklidische Norm ist�

Ist �  � eine reelle Zahl und a � E� so hei�t

U��a� � fx � E j d�x� a� � �g
eine ��Umgebung von a� Unter einer Umgebung von a verstehen wir eine Teilmenge
von E� die eine ��Umgebung von a enth�alt�

Eine Teilmenge A von E nennen wir o	en� wenn zu jedem a � A eine Umgebung
existiert� die ganz in A liegt� Ein Punkt a � A hei�t ein innerer Punkt� wenn eine
Umgebung U existiert� die ganz in A liegt� Oene Mengen sind daher Teilmengen�

die nur aus inneren Punkten bestehen� Es sei



A die Menge der inneren Punkte von

A� Dann ist



A� A� Eine Menge A ist genau dann oen� wenn A �



A gilt�

Eine Teilmenge A hei�t abgeschlossen� wenn ihr Komplement CA � E n A oen
ist� Ein Ber�uhrungspunkt von A ist ein Punkt x � E mit der Eigenschaft� da�
jede Umgebung von x einen nicht leeren Durchschnitt mit A hat� Die Menge aller
Ber�uhrungspunkte wird mit A bezeichnet und hei�t Abschlu� von A� Es gilt A � A�
Die Teilmenge A ist genau dann abgeschlossen� wenn A � A gilt�

Der Rand von A besteht aus allen Punkten des Abschlusses A� die keine inneren
Punkte sind� Jede Umgebung eines Randpunktes enth�alt Punkte aus A und aus dem
Komplement von A�

��



��� A� Metrische R�aume

Beispiel Die Teilmenge

A � f�x� y� � IR� j �� 
 x� y � � g
der Ebene ist weder oen noch abgeschlossen� F�ur die inneren Punkte gilt

�� � x� y � ��

Der Rand besteht aus den Punkten �x� y�� f�ur die jxj � jyj � � gilt� Der Abschlu�
ist

A � f�x� y� � IR� j �� 
 x� y 
 � g�

�

�

�

�

�

�



A A A

Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes E� Ein System fUig oener
Mengen hei�t eine o	ene �Uberdeckung von A� wenn

A �
�
i

Ui

gilt� wenn also A von den Mengen Ui �uberdeckt wird�

De�nition Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes E hei�t kompakt� wenn
jede oene �Uberdeckung von A ein endliches Teilsystem enth�alt� das ebenfalls eine
�Uberdeckung ist�

Nach dem Satz von Heine�Borel ist ein abgeschlossenes Intervall �a� b� von IR
kompakt� Allgemein ist eine Teilmenge A des IRn genau dann kompakt� wenn sie
abgeschlossen und beschr�ankt ist� Insbesondere gilt dieses Kriterium in der komple�
xen Ebene�

Der folgende Satz verallgemeinert die Cantorsche Intervallschachtelung in IR�

Satz A� Ist A kompakt und

A� � A� � A� � � � �
eine Folge abgeschlossener� nicht�leerer Teilmengen von A� so gilt�

i

Ai �� ��



���

Beweis� Nehmen wir an� da� der Durchschnitt leer ist� so bilden die Komplemente

Ui � CAi

eine oene �Uberdeckung von A� Weil A kompakt ist� gibt es ein endliches Teilsystem�
das A �uberdeckt� Wegen U� � U� � � � � existiert ein Index n mit A � Un � CAn�
Dies steht aber im Widerspruch zu An � A und An �� �� �

Ein metrischer Raumes E hei�t zusammenh�angend� wenn er nicht Vereinigungs�
menge zweier disjunkter� nicht�leerer oener Mengen ist� Eine Teilmenge A von E
hei�t zusammenh�angend� wenn A als Teilraum von E zusammenh�angend ist�

Wir sagen� da� sich zwei Mengen A und B ber�uhren� wenn entweder A �B oder
A�B nicht leer ist� Ber�uhren sich zwei zusammenh�angende Mengen� so ist ihre Ver�
einigungsmenge ebenfalls zusammenh�angend� Es sei a � E und Ka die Vereinigung
aller zusammenh�angenden Teilmengen von E� die a enthalten� Je zwei ber�uhren sich
in a� also ist Ka zusammenh�angend und oenbar die gr�o�te zusammenh�angende
Teilmenge von E� die a enth�alt� Ka hei�t die Zusammenhangskomponente von a in
E� Sind zwei Zusammenhangskomponenten verschieden� so sind sie auch disjunkt�
Damit ist

E �
�
a�E

Ka

eine Zerlegung von E in seine Zusammenhangskomponenten�

Beispiel Es sei � eine einfache Kurve in der komplexen Ebene� Das Komplement

C n j�j
zerf�allt dann in zwei Zusammenhangskomponenten und zwar in die Menge der in�
neren und die Menge der �au�eren Punkte�

Es seien E und E � metrische R�aume mit den Abstandsfunktionen d bzw� d� und
f � E � E � eine Abbildung� Ist a � E� so hei�t ein Element a� � E � Grenzwert von
f bei Ann�aherung an a � E� geschrieben

a� � lim
x�a

f�x��

wenn zu jedem ��  � ein �  � existiert� so da�

f�x� � U���a
�� f�ur alle x � U��a�� x �� a

gilt�

Eine Abbildung f � E � E � hei�t stetig in a� wenn

f�a� � lim
x�a

f�x�

ist� Die Abbildung f hei�t stetig� wenn sie in jedem Punkt von E stetig ist�
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Satz A� Es sei f � E � E � stetig� Dann gilt

��� Ist A eine kompakte Teilmenge von E� so ist das Bild f�A� ebenfalls kompakt�

��� Ist A zusammenh�angend� so ist auch das Bild f�A� zusammenh�angend�

F�ur reellwertige Funktionen folgt

Satz A� Ist f � E � IR stetig und A eine nicht�leere kompakte Teilmenge von E�
so nimmt f auf A Maximum und Minimum an�

Eine Funktion f � E � E � hei�t gleichm�a�ig stetig� wenn zu jedem ��  � ein
�  � existiert� so da� f�ur zwei Punkte a� b � E mit d�a� b� � �

d��f�a�� f�b�� � ��

gilt� formal geschrieben �
����

�
���

�
a�E

f�U��a�� � U���f�a���

Bei gleichm�a�iger Stetigkeit kann � unabh�angig von a� also f�ur alle Punkte von E
gleichm�a�ig gew�ahlt werden�

Satz A� Ist eine Funktion f � E � E � stetig und ist E kompakt� so ist f
gleichm�a�ig stetig auf E�

F�ur Beweise und eine ausf�uhrlichere Darstellung sei auf Ahlfors ��� verwiesen�



Anhang B Beweis des Cauchyschen
Integralsatzes

B�� Reduktion auf Streckenz�uge

Es sei � � z � z�t� eine Kurve und

P � ft�� t�� � � � � tng

eine Partition des Parameterintervalls� Jedem Parameterwert ti � P ist ein Punkt
der Kurve

zi � z�ti�� i � �� �� � � � � n�

zugeordnet� Man erh�alt hiermit zu der Partition P einen der Kurve einbeschriebenen
Streckenzug

S�P � � �z�z�� � �z�z�� � � � � � �zn��zn��

Ist � eine geschlossene Kurve� so ist auch S�P � geschlossen�

Hilfssatz B� Es sei � eine geschlossene Kurve in einem Gebiet G� Dann gibt es
eine Partition P � des Parameterintervalls� so da� f�ur alle Verfeinerungen P � P �

die Streckenz�uge S�P � in G liegen und f�ur die Umlaufzahlen

n��� a� � n�S�P �� a��B���

f�ur alle a � CG � C nG gilt�

Beweis� Sei A � j�j die Punktmenge des Weges �� A ist als stetiges Bild einer
kompakten Menge ebenfalls kompakt� Au�erdem ist CnG abgeschlossen� Nach Satz
	�� ist der Abstand � �� d�A�C nG�  �� �Im Fall G � C� also C nG � � setze man
� �� ��� �

�

�

�
�
�
��

��
�PPPP

B
B
BB������l

ll

G�

S�P �

r r r r
rrrr

���

���
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Da z�t� stetig� also auch gleichm�a�ig stetig auf dem kompakten Parameterintervall
ist� gibt es ein 	  � mit

jt� � t�j � 	 �� jz�t��� z�t��j � ��

Sei P � eine Partition mit einem Feinheitsgrad ��P �� � 	 und P � ftig � P ��
zi � z�ti�� Wir betrachten den zugeh�origen Streckenzug

S�P � � �z� z�� � �z� z�� � � � �� �zn�� zn��

��� F�ur z � �zi�� zi� gilt� weil ��P � � 	 ist�

jzi � zj 
 jzi � zi��j � ��

also z � G� weil die Punkte au�erhalb G einen Abstand 	 � von � besitzen� Folglich
liegt S�P � ganz in G�

��� F�ur einen Punkt a � CG gilt d�a� j�j� 	 �� also wegen ��P � � 	

jz�ti�� z�ti���j � � 
 d�a� j�j��

Wie im Beweis von Hilfssatz 	�� gezeigt wurde� ist dann

n��� a� �
�

��

X
i

arg

�
z�ti�� a

z�ti���� a

�
� n�S�P �� a��

�

Hilfssatz B� f sei stetig in einem Gebiet G und � � ��� �� � C� z � z�t� ein
Weg in G� Zu jedem �  � gibt es dann eine Partition P� von ��� ��� so da� f�ur alle
Verfeinerungen P � P� ����Z

�

f dz �
Z
S
P �

f dz

���� � ��B���

gilt� wobei S�P � der � einbeschriebene zu P geh�orige Streckenzug ist�

Beweis� Es sei A � j�j die Punktmenge des Weges � und � de�niert wie in Hilfssatz
B��� Die Menge

B �
n
z
��� d�z� j�j� 
 �

�

o
ist dann abgeschlossen und beschr�ankt� also kompakt und liegt in G�



B�� Reduktion auf Streckenz�uge ��	

�

�

�

�
�� �

�
G

�
�

�
�
��

�
�

�� �
�

T
T
T

��

�

��
���

�

HHH

A � j�j

B

Es sei �  �� Die Abbildung f ist stetig� also auch gleichm�a�ig stetig auf B� Es gibt
also ein 	�  �� so da� f�ur alle z� z� � B

jz � z�j � 	� � jf�z�� f�z��j � �� ��
�

��
�B���

gilt� Hierbei ist � die Bogenl�ange von ��

Ferner ist � gleichm�a�ig stetig auf ��� ��� Es gibt also ein 	  � mit

jt� t�j � 	 � jz�t�� z�t��j � �

�
minf�� 	�g��B���

Ist der Feinheitsgrad ��P � � 	� so liegt S�P � � �z� z�� � � � �� �zn�� zn� in B� denn
f�ur z � �zi�� zi� gilt dann

jzi � zj 
 jzi � zi��j � �

�
�

Weil zi � A und d�z� A� 
 �

�
ist� liegt z in B�

Da f integrierbar ist� gibt es eine Partition P�� so da� f�ur alle P � P�����Z
�

f dz � R�f� P �

���� � �

�
�B�	�

gilt� Man kann ��P�� � 	 annehmen� da man die Partition verfeinern kann� F�ur
P � P� gilt dann auch ��P � � 	�

Wir betrachten eine Riemann�Summe

R�f� P � �
nX
i��

f��i� � �zi � zi��� �
nX
i��

Z
�zi�� zi�

f��i� dz
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zu P � P� mit � � �zi� zi���� Hiermit ist

R�f� P ��
Z
S
P �

f�z� dz �
nX
i��

Z
�zi�� zi�

�f��i�� f�z�� dz�

F�ur z � �zi�� zi� ist

j�i � zj 
 j�i � zij� jzi � zi��j � 	�

�
�
	�

�
� 	��

Wegen �B��� folgt

jf��i�� f�z�j � �

��
�

also ����R�f� P ��
Z
S
P �

f�z� dz

���� 
 nX
i��

�

��
jzi � zi��j 
 �

�
��B���

Aus �B�	� und �B��� folgt dann mit der Dreiecksungleichung �B���� �

Damit ist gezeigt� Jedes Integral �uber einem nullhomologen Weg � l�a�t sich durch
ein Integral �uber einem nullhomologen Streckenzug S�P � � �z� z�� � �z� z�� � � � � �
�zk�� zk� beliebig gut approximieren�

B�� Ketten

Es sei M eine nicht leere Menge� Unter der freien von M erzeugten abelschen Gruppe
verstehen wir die Menge der formalen SummenX

nixi� ni � ZZ� xi � M�

wobei aber nur endlich viele der Koe�zienten ni von Null verschieden sind� mit der
Addition X

nixi �
X

mixi �
X

�ni � mi�xi�

Wir bezeichnen im folgenden die Punkte der komplexen Ebene mit A�B� � � �� Es
sei G ein Gebiet� Ein Punktepaar �AB� hei�t Strecke von G� wenn jeder Punkt der
Strecke mit den Endpunkten A und B zu G geh�ort� Wir fassen �AB� auch als Weg
mit der Parametrisierung ��� �� � C� z�t� � A � �B � A�t auf�

Ein Punktetripel � � �ABC� hei�t ein Dreieck des Gebietes G� wenn jeder Punkt
aus dem Dreieck mit den Eckpunkten A�B�C zu G geh�ort� �Es sind hier auch
entartete Dreiecke zugelassen� bei denen die Punkte auf einer Geraden liegen��

Zwei Strecken und auch zwei Dreiecke werden als verschieden angesehen� wenn die
Punkte nicht in der angegebenen Reihenfolge �ubereinstimmen� So sind z� B� �ABC�
und �BCA� verschiedene Dreiecke�

Es sei G ein Gebiet in C und



B�� Ketten ��


K� die von den Dreiecken aus G erzeugte freie abelsche Gruppe�

K� die von den Strecken aus G erzeugte freie abelsche Gruppe�

K� die von den Punkten aus G erzeugte freie abelsche Gruppe�

Die Elemente aus Ki hei�en i�dimensionale Ketten� k�urzer i�Ketten� �Dreieck�
Strecke� Punkt bezeichnet man h�au�g auch als ��� �� bzw� ��dimensionales Simplex��
Spezielle ��Ketten sind die Streckenz�uge

K� � �AB� � �BC� � � � �� �DE��

Wir de�nieren den Rand eines Dreiecks durch

�� � ��ABC� � �BC�� �AC� � �AB��

den Rand einer Strecke durch

��AB� � B � A�

Diese Abbildungen lassen sich zu Randabbildungen

� � K� � K�� ��
X

ni�i� �
X

ni��i

und
� � K� � K�� �

�X
ni�AiBi�

�
�
X

ni�Bi � Ai�

fortsetzen�

De�nition

��� Eine ��Kette K� hei�t ein Zyklus� wenn �K� � � ist�

��� Eine ��Kette K� hei�t ein Rand� wenn eine ��Kette K� mit �K� � K� existiert�

Beispiel

Es sei K� � �AB� � �BC� � � � �� �DE� ein Streckenzug� Dann ist

�K� � �B � A� � �C � B� � � � �� �E �D� � E � A�

also ist ein Streckenzug genau dann ein Zyklus� wenn Anfangs� und Endpunkt gleich
sind�

Der Rand eines Dreiecks � � �ABC� ist

��ABC� � �BC�� �AC� � �AB��

Nochmalige Randbildung ergibt

���ABC� � �C � B�� �C � A� � �B � A� � ��

Da ��Ketten Linearkombinationen von Dreiecken sind� ist der Rand einer ��Kette
stets ein Zyklus�
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De�nition

Eine ��Kette K� �
P

i ni �AiBi� hei�t reduziert� wenn die Koe�zienten ni positiv
sind und je zwei in K� auftretende Strecken h�ochstens einen Randpunkt gemeinsam
haben�

Hilfssatz B� Jede ��Kette K� �
P

i ni �AiBi� besitzt eine Darstellung

K� � K�
� � �K��

wobei K�
� reduziert und K� eine ��Kette in G ist�

Beweis� Dies folgt aus

�AB� � �BA� � ���AB A� � �AAA��
�A B� � �AC� � �C B� � ���AB C�� �B C B�� �BBB���

���

mit C � �AB�� Die rechtsstehenden Dreiecke sind entartet und enthalten nur Punkte
der Strecke �A B�� liegen also in G� �

Eine reduzierte ��Kette K� �
P

i ni �AiBi� l�a�t sich geometrisch veranschaulichen�
indem man jeden Punkt Ai durch einen ni�fachen Pfeil mit Bi verbindet� Ein Zy�
klus K� mit �K� � � ist dadurch gekennzeichnet� da� in jeden Punkt gleich viele
Pfeile hinein� wie hinausf�uhren� Ein reduzierter Zyklus ist eine Summe geschlossener
Streckenz�uge� Um dies zu zeigen� beginnt man in einem beliebigen Punkt und geht
in Richtung eines hinausf�uhrenden Pfeils zum n�achsten Punkt� von hier zu einem
weiteren Punkt usw� Wegen der endlichen Anzahl der Punkte tritt einmal der Fall
ein� da� sich in der Reihe ein Punkt wiederholt� Man erh�alt hiermit einen geschlos�
senen Streckenzug� den man additiv abspaltet� Mit dem Rest setzt man dann das
Verfahren fort�

Beispiel

Es sei

K� � �AB� � �B F � � ��F D� � ��DE� � �E A�� �C E�� �C D� � ��C F ��

wobei C � �AB� ist� Man best�atigt leicht� da� K� ein Zyklus ist� Um zu einem
reduzierten Zyklus zu kommen� benutzt man ���

�AB� � �AC� � �C B� � ���AB C�� �BC B�� �BBB���
�C E� � ��E C� � ���C E C� � �C C C���
�C D� � ��DC� � ���C DC� � �C C C��

und erh�alt K� � K�
� � �K� mit

K�
� � �AC� � �C B� � �B F � � ��F D� � ��DE� � �E A� � �E C� � �DC� � ��C F ��

K� � �ABC�� �B C B�� �BBB�� �C E C�� ��C C C�� �C DC��
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Die Aufspaltung in Streckenz�uge ergibt

K�
� � ��AC� � �C B� � �B F � � �F D� � �DE� � �E A��

� ��F D� � �DC� � �C F ��

� ��F D� � �DE� � �E C� � �C F ���

B�� Umlaufzahl von �	Zyklen

Es sei K� �
P

i ni �AiBi� eine ��Kette� Die Gesamtheit der Punkte der in K� auf�
tretenden Strecken bilden den Tr�ager von K�� geschrieben

jK�j �
�
i

�AiBi��

wobei nur die Indizes ber�ucksichtigt werden� f�ur die ni �� � ist� Die Strecken sind in
G enthalten� also liegt auch jK�j in G� Da die Strecken als Wege aufgefa�t werden
k�onnen� l�a�t sich der Begri der Argumentvariation auf ��Ketten �ubertragen�

De�nition

Ist K� �
P

i ni �AiBi� eine ��Kette� so hei�t

V �K�� a� �
X
i

ni V ��AiBi�� a�

Argumentvariation von K� bez�uglich a �� jK�j�
Oensichtlich ist die Argumentvariation additiv

V �K�
� � K�

� � a� � V �K�
� � a� � V �K�

� � a�

und stetig in a�
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Hilfssatz B� Ist K� ein Zyklus in G� so ist

V �K�� a� � � mod ��

f�ur alle Punkte a� die nicht auf jK�j liegen�
Beweis� Ist K� der Rand eines Dreiecks oder ein geschlossener Streckenzug� so ist
die Argumentvariation ein Vielfaches von ��� Nach Hilfssatz B�� gilt K� � K�

���K��
wobei K�

� reduziert� also Summe von Streckenz�uge ist� und K� Summe von Dreiecken
ist� Die bei der Zerlegung benutzten Formeln ��� enthalten nur entartete Dreiecke�
deren Seiten in jK�j liegen� Folglich ist a auch kein Punkt des Tr�agers von K�

� sowie
der Dreiecksr�ander aus K�� �

De�nition

Ist K� ein Zyklus und a �� jK�j� so hei�t

n�K�� a� �
�

��
V �K�� a� � ZZ�B�
�

die Umlaufzahl von K�� Der Zyklus K� hei�t nullhomolog� wenn

n�K�� a� � � f�ur alle a � C nG�B���

gilt�

Ist K� � �� � ��ABC� � �BC�� �AC� � �AB� der Rand eines Dreiecks� so gilt

n�K�� a� �

�
� falls a ein innerer Punkt�

� falls a ein �au�erer Punkt ist�

Die ganzzahlige Funktion n�K�� a� ist stetig in a� also konstant auf allen Zusam�
menhangskomponenten von C n jK�j�

Satz B� Es sei G ein Gebiet� Ein Zyklus K� �
P

i ni �AiBi� ist genau dann Rand
einer ��Kette in G� wenn K� nullhomolog ist�

Beweis� ��� Sei K� Rand einer ��Kette in G� also

K� � �

�
rX
i��

mi�i

�
�

F�ur a � CG ist a �au�erer Punkt der Dreiecke �i� also n���i� a� � � und damit

n�K�� a� �
rX
i��

mi n���i� a� � ��



B�� Umlaufzahl von �	Zyklen ���

also K� nullhomolog�

��� Es sei nun umgekehrt K� nullhomolog� Nach Hilfssatz B�� ist

K� � K�
� � �K��

wobei K�
� reduziert und K� eine ��Kette in G ist� Mit K� ist auch K�

� nullhomolog�

Es sei �AB� eine Strecke in K�
� der Vielfachheit n�� also

K�
� � n� �AB� � n� �CD� � � � � �

Wir betrachten zwei spiegelbildliche Punk�
te a und a� auf der Mittelsenkrechten von
�AB�� Dann ist V ��AB�� a� � �V ��AB�� a���
Der Winkel liegt dicht bei �� wenn ja � a�j
klein ist� F�ur die �ubrigen Strecken ist f�ur klei�
ne ja � a�j wegen der Stetigkeit V ��C D�� a�
n�aherungsweise gleich V ��C D�� a���
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Vergleicht man die Umlaufzahl von K�
� in a und a�� so ist

n�K�
� � a�� n�K�

� � a
�� �

�
�

��
� n� �V ��AB�� a�� V ��AB�� a��� � n� �V ��C D�� a�� V ��C D�� a��� � � � � �

n�aherungsweise n�� also wegen der Ganzzahligkeit sogar gleich n�� Das bedeutet�
da� sich beim �Uberschreiten der Strecke �AB� von a nach a� die Umlaufzahl um n�
vergr�o�ert�

Dies gilt auch� wenn man noch zus�atzliche Strecken mit der Vielfachheit � hin�
zuf�ugt� Man kann daher eine Triangulierung des durch die Punkte aus jK�

� j bestimm�
ten Bereichs annehmen� Zu jedem der Dreiecke �i geh�ort dann eine feste Umlaufzahl
mi� Ist diese von Null verschieden� so mu� dieses Dreieck vollst�andig in G liegen�
weil K�

� nullhomolog ist�

Die ��Kette
K�

� � K�
� � �K�

�

mit K�
� �

P
imi�i hat f�ur alle a �� jK�j die Umlaufzahl �� In einer Darstellung

K�
� � K�

red � �K�
�

sind dann nach der obigen �Uberlegung die Koe�zienten von K�
red Null� also ist

K�
� � �K�

� � Folglich ist K�
� und damit auch K� Rand einer ��Kette� �

Der Beweis dieses Satzes enth�alt ein Verfahren� um f�ur eine nullhomologe ��Kette
eine Darstellung als Rand einer ��Kette zu berechnen�
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Beispiel

Gegeben sei der geschlossene Streckenzug

K� � �AB� � �B C� � �C A� � �AF � � �F D� � �DC� �
�C E� � �E B� � �BD� � �DA��
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Um zu einem reduzierten Zyklus zu kommen� m�ussen wir noch den Punkt H als
Schnittpunkt von �BD� und �C A� einf�uhren�

Mit den in der Skizze eingetragenen Umlaufzahlen setzen wir

K�
� � �H GA�� �E B C�� �C DH�� �ADF ��

Dann ist

K�
� � K� � �K�

�

ein ��Zyklus mit n�K�
� � a� � � f�ur alle a �� jK�j� Man berechnet

K�
� � K� � � ��BGA�� �E B C�� �C DG�� �ADF ��

� �AB� � �BA� � �B C� � �C B� � �F D� � �DF �

� �DC� � �C D� � �E C� � �C E� �

� �DA� � �AD� � �H D� � �DH� �

� �C A�� �C H�� �H A� � �BD�� �BH�� �HD��

Anwendung der obigen Formeln ��� ergibt K�
� � �K�

� � wobei K�
� nur aus entarteten

besteht� Hiermit ist

K� � �
�
K�

� � K�
�

�
�

F�ur die Dreiecke aus K�
� ist sicherzustellen� da� sie Dreiecke des Gebietes sind� Also

mu� G die vier in der Formel f�ur K�
� auftretenden Dreiecke enthalten �z�B� ist dies

richtig f�ur G � Cnfa� bg� wobei a und b zwei Punkte sind� die im Innern des Dreiecks
�B C H� bzw� �ADH� liegen��



B�� Das Goursatsche Lemma ���

B�� Das Goursatsche Lemma

Wir setzenZ
�AB�

f dz ��

Z
�

f dz mit � � ��� �� � C� z�t� � A � t � �B � A�

und f�ur eine ��Kette K� �
P

i ni�Ai Bi�Z
K�

f�z� dz ��
X
i

ni

Z
�Ai Bi�

f�z� dz�

Lemma B	 �Goursat� Ist f holomorph in einem Gebiet G� so istZ
��

f dz � ��B���

f�ur alle in G liegenden Dreiecke � � �ABC��

Beweis� Seien D� E und F die Mittelpunkte der Strecken �B C�� �AC� und �AB��
Seien weiter

� � �AB C�� �a � �F BD�� �b � �E DC��

�c � �AF E� und �d � �F DE��
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Sei M �
��R
��

f dz
��� Sei weiter o�B�d�A� �� dasjenige der vier Teildreiecke �a � � ��d�

f�ur das
���R���

f dz
��� maximal ist� Ist M� dieser maximale Wert� so gilt

M 
 � �M��

Man zerlegt nun �� wieder in vier Teildreiecke und erh�alt ein ��� so da�

M� 
 � �M�� wobei M� �

����Z
���

f dz

����
ist� Man setzt dieses Verfahren fort und gewinnt eine Folge ineinandergeschachtelter
Dreiecke

� � �� � �� � �� � � � �

F�ur die Mn �
���R��n

f dz
��� gilt jeweils Mn 
 � �Mn	�� also

M 
 �n �Mn

Nach Satz A�� folgt
T

i �i �� �� d�h� es gibt ein z� �
T

i �i � G�

Sei �  �� Weil f holomorph in z� ist� gilt f�ur z � U��z������f�z�� f�z��

z � z�
� f ��z��

���� � ��

also
jf�z�� f�z��� f ��z�� � �z � z��j 
 jz � z�j � ��

Es sei S die L�ange der l�angsten Seite von �� Die l�angste Seite von �n ist dann
Sn � �

�n
� S lang�

W�ahlt man n so gro�� da� Sn � �
�n
� S � 	 ist� Dann gilt �n � U��z��� F�ur z in

�n gilt dann

jf�z�� f�z��� f ��z�� �z � z��j 
 jz � z�j � 
 � � S
�n

�
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R
��

z dz � � gilt

Mn �

����Z
��n

f dz

����
�

���Z
��n

�f�z�� f�z�� �z �
R
��n

��

� f ��z�� �z � z�� �z �
R
��n

��

� dz
���


 � � S
�n

� �Sn �
� � S�

�n
�



B�� Das Goursatsche Lemma ��	

Also ist M 
 � � S�� Da �  � beliebig gew�ahlt werden kann� folgt M � �� �

Bemerkung Der Goursatsche Beweis ������ kommt anders als in fr�uheren Be�
weisen ohne Stetigkeitsforderung an f ��z� aus� Die Stetigkeit und auch die Holomor�
phie von f ��z� ergeben sich dann als eine Folgerung des Cauchyschen Integralsatzes
�siehe Satz ��
� Seite 	��� Goursat benutzt in seinem Beweis Rechtecke� Die Idee�
Dreiecke zu verwenden� stammt von Pringsheim �������

Satz B
 �Cauchyscher Integralsatz� Ist f holomorph in einem Gebiet G und
� ein nullhomologer geschlossener Weg in G� so giltZ

�

f�z� dz � ��

Beweis� Sei �  �� Nach Hilfssatz B�� �Seite ���� gibt es eine Partition P�� so da�
f�ur Streckenz�uge S�P � mit P � P�����Z

�

f dz �
Z
S
P �

f dz

���� � ��

gilt� Nach Hilfssatz B�� ist f�ur P � P �  P��

n�S�P �� a� � n��� a� � � f�ur alle a � C nG�

also ist S�P � nullhomolog und damit nach Satz B�	 Rand einer ��Kette K� �P
ni�i� Nach dem Goursatschen Lemma ist dannZ

S
P �

f dz �
X

ni

Z
��i

f dz � ��

also ����Z
�

f dz

���� � ��

Weil �  � beliebig gew�ahlt werden kann� ist das Integral Null� �
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