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Einleitung

Grundlegend fiir die lineare Algebra sind die Begriffe des Vektorraumes
und des linearen Gleichungssystems, die beide eng untereinander zusam-
menhéngen.

Lineare Gleichungssysteme sind in allen Wissenschaften, in denen mathe-
matische Modelle und Methoden verwendet werden unvermeidlich, seien
es Natur- und Ingenieurwissenschaften oder Wirtschafts- und Sozialwissen-
schaften. Allerdings liegen die Probleme nicht in Form von Gleichungssyste-
men vor, sondern oft ist die Aufstellung der Gleichungssysteme durch geeig-
nete Modellbildung und durch Formulierung in mathematischer Sprache das
Hauptproblem. Dies ist aber nicht Gegenstand der linearen Algebra, diese
beschéftigt sich mit der Struktur der Losungsmenge linearer Gleichungssy-
steme, d. h. mit den Vektorraumen.

Historisch hat der Vektorraumbegriff allerdings nicht diesen operationel-
len Ursprung, sondern er hat sich aus den geometrischen Objekten wie
Gerade, Ebene und dreidimensionaler Anschauungsraum entwickelt. Durch
Einfiihrung eines kiinstlichen Ursprungs und gradliniger kartesischer Koor-
dinaten durch Pierre de Fermat (1601-1655) und vor allem durch René Des-
cartes (1596-1650) gelang eine Verschmelzung von Geometrie und Algebra
und damit wurde es moglich, geometrische Objekte durch Gleichungen zu be-
schreiben. Aber erst durch den Mathematiker und Gymnasiallehrer Hermann
Gunther Graflmann (1809-1877) wurde die Theorie des n-dimensionalen Vek-
torraumes als Theorie der Ausdehnungsgebiete erstmals axiomatisch formali-
siert und entwickelt. Als fundamentaler Begriff der Mathematik konnte sich
der Begriff des Vektorraumes allerdings erst sehr viel spater aufgrund des Er-
folges des dreidimensionalen Vektorkalkiils in der Physik durchsetzen. Der
Begriff eines beliebigen reellen Vektorraumes taucht zuerst 1922 bei dem
Analytiker Stephan Banach (1892-1945) auf, wiahrend sich der Begriff des
abstrakten Vektorraumes iiber einem beliebigen Korper erst im Zuge der mo-
dernen Algebra in den Arbeiten von Emmy Noether (1882-1935) und Barthel
Leendert van der Waerden (1903-1996) als Spezialfall des Moduls tiber ei-
nem Ring entwickelt. Die endgiiltige Fixierung des Vektorraumbegriffs im
heutigen Sinne findet sich erst 1947 in den Werken von Nikolas Bourbaki.
Hochstinteressante Aspekte dieser historischen Entwicklung findet man in
den Lehrbiichern von Brieskorn [Bri83] und Kocher [K6c¢83].
5
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Lineare Gleichungssysteme und sogar ihre Losung mit Hilfe des, wie man
heute sagt, gaullschen Algorithmus waren natiirlich schon sehr viel frither
bekannt, etwa als Methode des fang cheng in einem chinesischen Mathemati-
klehrbuch des zweiten vorchristlichen Jahrhunderts.

Wir iiberspringen diese Zeitspanne von iiber 2000 Jahren und geben mit ei-
nigen Beispielen eine Idee von den vielfidltigen Anwendungen linearer Glei-
chungssysteme. Fiir die exakten Definitionen der verwendeten mathemati-
schen Begriffe verweisen wir auf die spiateren Kapitel des Skriptes.

Da praktische Anwendungen der Mathematik sich heute letztlich immer als
Computerprogramme in Software niederschlagen, wird die computerméaflige
Behandlung von Begriffen und Methoden von Beginn an systematisch mit-
entwickelt.

Beispiele linearer Gleichungssysteme

Wir geben jetzt einige Beispiele von Gleichungssystemen, die zum Teil aus
Anwendungen kommen. Sie illustrieren die grofle praktische Bedeutung li-
nearer Gleichungssysteme.

Beispiel 1.1

Ein Vater hat einen Sohn und eine Tochter. Der Vater ist viermal so alt wie
sein Sohn und der Sohn ist finf Jahre dlter als seine Schwester. In finf Jah-
ren sind Vater und Sohn zusammen sechsmal so alt wie die Tochter.

Wie alt sind Vater, Sohn und Tochter?

Das lineare Gleichungssystem mit v = Alter des Vaters, s = Alter des Sohnes,
und t = Alter der Tochter lautet:

v=4s, s=t+5, (v+5)+(s+5) =6(t+5).
Das Gleichungssystem schreiben wir systematisch folgendermaf3en auf:

v—4s+0-t=0,
0O-v+s—t=5,
v+s—6t=20.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten v, s, t.

Die Losung mit Hilfe des gaullschen Algorithmus geht wie folgt:

1T 4 00 1 -4 0] 0 1T -4 0 0
o 1 -1 5|10 1T -1} 5|—=]|0 1 =15
1T 1 —6/20 0 5 —6/20 0 0 —1|-5

Als Losung erhalten wir also: t =5, s =10, v =40, d. h. der Vater ist 40 Jahre
alt, sein Sohn zehn und seine Tochter finf.
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Beispiel 1.2
Wir definieren eine Ebene im R? als Losungsmenge einer linearen Gleichung

E:axi+ax,+azx3=D>b
mit a;, az, a3, b € R und a; # 0 fiir mindestens ein 1.

Dies stimmt mit der Anschauung tiberein (sind alle a; und b gleich 0, so er-
halten wir als Losungsmenge den ganzen R3, sind alle a; = 0 und b # 0, so ist
die Losungsmenge leer).

Um den Schnitt der beiden Ebenen, die durch die Gleichungen E; : x; + x> +
2x3 = 2 und E;, : x; + x3 = 4 gegeben sind, zu bestimmen, miissen wir also
das Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen 16sen, wobei wir wie in
Abschnitt I1.7 beschrieben vorgehen:

11 2|2 T 1 22
— .
(1014) <0—1 —12)

Wir erhalten —x;—x3 = 2 also —x; = x3+2und x; = —x,—2x3+2 = —x3+4, wo-
bei x3 € R beliebig sein kann. Wir haben also unendlich viele Lésungen, aber
in sehr schoner Form. Schreiben wir t statt x3 so erhalten wir als Losungs-

menge
4—t 4 1
EiNE, = —2—t teR ) = -2 +t —1 teR
t 0 1
4 ]
—| 2 |+R-| -1
0 1

Dies ist offensichtlich die Parameterdarstellung einer Geraden im R3 durch
die Punkte (é) und (é)

0 1)
Beispiel 1.3
Im allgemeinen werden sich zwei Ebenen, E;, E,, im R? in einer Geraden
schneiden, in Spezialfidllen konnen die Ebenen aber parallel sein (E; N E, = ()
oder iibereinstimmen (E; = E»).

Sei E; die Ebene
Ei:ixi+x2+2x,=3
und E, eine beliebige Ebene
B, aixy + axxy + azxz =b.

Wir wollen feststellen fiir welche a;, ay, a3, b entweder E; N E, eine Gerade,

3 1 1 2 3
— .
b 0 a, — aq a3—2a1 b —3(11

leer oder E; ist:

1T 1 2
a; daz as
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Die letzte Gleichung lautet
(az — (11)7(2 + (a3 — 20.1)7(3 =b-— 3(11.

Ein wenig Uberlegung liefert (da die Losungsmenge der ersten Gleichung E;
ist, und da die Losungsmenge der zweiten Gleichung unabhéngig von x; ist):

EiNE;=0 & ay—ay=a3—2a;=0,(b—3ay) #0, (1)
E]ZEZ & az—a1=a3—2a1:b—3a1:O. (2)
In allen anderen Fillen ist E; N E, eine Gerade.

Im Fall E; = E, haben wir wieder ein Gleichungssystem (2) mit drei Glei-
chungen in den vier Unbestimmten a;, ay, a3, b zu lésen. Dies ist homogen,
wir lassen deshalb die letzte (Null-)Spalte weg:

-1 100 -1 1 00 -1 1 00
—2 010 |+ 0 -2 10 [~ 0 -2 10
-3 0 0 1 0 =3 0 1 0 O —% 1

Da wir die letzte Nullspalte weggelassen haben, ergibt sich durch Riicksub-
stitution, b = 2a3, 2a; = az und a; = a,, oder (a;, az, a3, b) = a; - (1,1,2,3).

Daraus konnen wir aber alle drei Fille ablesen:

E; = E; genau dann, wenn die Gleichung von E; ein Vielfaches # 0 der Glei-
chung von E; ist; E; N E; = () genau dann, wenn der Koeffizientenvektor
(aj, az, a3) ein Vielfaches # 0 des Koeffizientenvektors von E; ist, aber die
rechte Seite b von E; nicht das gleiche Vielfache der rechten Seite von E; ist;
und E; N E, ist eine Gerade in allen anderen Fallen.

Beispiel 1.4

Im “Computer aided geometric design” (CAGD) werden zum Design von
Fliachen und Kurven (z. B. im Automobil- oder Flugzeugbau) Flichen- und
Kurvenstiicke verwendet (meist durch sogenannte kubische Splines reali-
siert), die dann an den Endpunkten oder Randkurven glatt zusammenpassen
miissen. Am bekanntesten sind die Bézier-Kubiken, die von dem franzosi-
schen Auto-Designer bei Renault, P. Bézier, eingefiihrt wurden (diese werden
heute z. B. auch in der Text-Beschreibungssprache PostScript verwendet).

Ein typisches Problem ist z.B. die Bestimmung einer kubischen Parabel
f(x) =ax> +bx? +cx +d

durch zwei Punkte (x7,y1), (x2,y>2) in der Ebene mit vorgegebener Steigung
m; in (x3,y1) und m; in (x2,y2).

Far (x1,y1) = (0,2), (x2,y2) = (4,0), my = —3, m, = —3 ergibt sich aus
f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢

und
f(0)=2,f(4) =0,f'(0) = —3und f'(4) = -3
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das lineare Gleichungssystem

d = 2
64a+16b+4c+d = 0O,
c = -3

48a+8b+c = -3,

alsod=2,c¢c=-3,6a+b=0,32a+8b =5, und damit a = —2 und b = .
Die Kurve y = —2x3 + 22x? — 3x + 2 hat etwa die folgende Gestalt

y 25

-

Die Aufgabe ist, wie leicht zu sehen ist, stets losbar und daher konnen kubi-
sche Splines stiickweise definiert und glatt aneinander gesetzt werden.
Beispiel 1.5

Die folgende Planungsaufgabe zeigt, dall durchaus Gleichungen mit vielen
Veranderlichen in der Praxis auftauchen.

Ein Konzern besitzt n Fabriken F4, ..., F,, in der Fabrik F; wird das Produkt
P; hergestellt.

Zur Produktion einer Einheit von Py werden a;, Einheiten von P; benétigt; wir
nehmen an a;; = 0.

Am Ende eines Produktionszyklus sind x, Einheiten von Py hergestellt, k =
1,...,n; wir haben also einen Produktionsvektor x = (x1,...,xn).

Zur Herstellung von x = (x1,...,x,) werden

n

E Xk = A41Xq + -+ AjnXn
k=1

Einheiten von P; verbraucht.

Fir den Markt verbleiben damit

n

Y; =% — E AjkXk

k=1
Einheiten von P;.

Die Planungsaufgabe lautet nun:
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Der Mehrbedarfy = (y1,...,yn) ist vorgegeben. Gesucht ist ein Produktions-

vektor x = (x1,...,Xx,) mit
x1—(anxi+- + amxn) = i
Xn — (anlxl + -+ annxn) = UYn.

Also ist ein lineares Gleichungssystem zu l6sen. Allerdings, und das macht
das Problem schwerer, ist zu beachten, daf3 alle x; > 0 sein miissen (natiirlich
sind auch die y; und die a;, > 0).

(Das Modell heif3t Leontieff-Modell und ist nach Vassili Leontieff benannt, der
1973 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhielt.)

Ein einfaches Beispiel mit zwei Fabriken, Verbrauchsmatrix

3 0

und zunichst unbestimmtem Mehrbedarf (y;,y,) liefert das Gleichungssy-
stem

1—%U1H1—% Y H1—%
-1 1|y 0 2 |3uitu2 0 1
Syt + 2uz
0 1
Beispiel 1.6

%Ul + Eyz
Ein Gleichungssystem besitze die spezielle Losung (1,0, 1)* und das zugehori-

Ui
%yl +§yz

1
/N
o

ge homogene System besitze (1,1,1)" als Losung und habe den Rang zwei.
Finde ein Gleichungssystem, das diese Bedingungen erfiillt.

Da die Lésungen Vektoren im R? sind, ist es ein System in drei Variablen.

Da der Rang zwei ist, hat die Zeilen-Stufen-Form zwei Zeilen. Da die Losungs-
menge nicht von der Form abhéngt, konnen wir das System in Zeilen-Stufen-
Form annehmen:

Problem: Finde Gerade im R3 die durch (1,0, 1) geht und so, daf3 die in den
Nullpunkt verschobene Gerade durch (1,1,1)* geht.

ajxy + axz + apzxz = by,
axx, + axx3 = by.
(1,0,1)" ist Losung:

ap + a3 = by, (1)
azs = by. (2)
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(1,1,1)tist Losung des homogenen Systems:
an+ap+aiz=0, 3)
a» +ax =0. (4)

Das zugehorige lineare Gleichungssystem in aqq, a;2,, a3, a2, a3, by, b, lau-
tet:

app a2 a3 axp axs by b apn a2z a3 axp a3 by
(1) 1 0 1 0 0 -1 0 1 0 1 0 0 -1
@1 1 1 0o o o of o 1 0 0o 0o 1
4] 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0
2)\ 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 1 0

Das System hat unendlich viele Losungen, und da der Rang 2 sein soll, muf}
az 75 0 und ajzs 7& 0 sein.

Wir wahlen
an=1= a3 =>by=—1,
ap=1=b;=-1,
anp=1=a;3=-2.
Also ist
X1+ x2—2x3 =—1,
Xy — X3 = —1

ein geeignetes Gleichungssystem.
Beispiel 1.7
In einem einfachen elektrischen Netzwerk, wie z. B.

|
= |
V=2V

D R1=4Q

I, R,=30Q)
b=t =y

I3

D R3=40)

I

bezeichnet man mit U die Spannung, mit I den Strom und mit R den Wider-
stand, gemessen in Volt (V), Ampere (A) und Ohm (Q) respektive. Dabei gelten
folgende Gesetze:

b>
0
0
0
—1
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e Ohmsches Gesetz: Der Spannungsabfall iiber einen Widerstand ist das
Produkt von Widerstand und StromU U=R-I.

th
I
L

e 1. Kirchhoffsches Gesetz (Knotengleichung): Die Summe der in einen Kno-
ten hineinflieBenden Strome ist gleich der Summe der hinausflieBenden
Strome. Beispiel: I1+I4=1,+I3

I4 I,

I3

e 2. Kirchhoffsches Gesetz (Maschengleichung): Die Summe der Span-
nungsverluste in einem geschlossenen Kreis ist gleich der Gesamtspan-
nung in einem Kreis. Beis%iel: V=U1+U,

1

Uz
KJ% KJ%
L L

v

Im obigen Beispiel stellt man mit Hilfe der drei Gesetze das folgende lineare
Gleichungssystem auf:
I+I3 = I, (Knotengleichung)
41, + 31, = 2, (1. Maschengleichung)
4135431, = 4. (2. Maschengleichung)

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem:

1T -1 1|0 1T -1 1|0 1 -1 1] 0
4 302 |—=|0 7 412 |—=|0 7 —4] 2],
0 3 4|4 0 3 4|4 0 0 40|22

woraus sich als Losungen ergeben:

11 — 144 , 40y _ 3 —_3_1n_ 1
I3 = 0,12—7(20+20)—5und11—5 0~ 20



KAPITEL 1

Mengen, Zahlen, Gruppen, Korper

Wir beginnen jetzt, grundlegende Begriffe einzufithren und zu besprechen,
die fiir alle mathematischen Disziplinen gleich wichtig sind.

1. Etwas Logik

Die Mathematik verwendet die axiomatische Methode, d. h. gewisse Aussa-
gen nennt man Axiome. Mit den Regeln der Logik werden daraus neue, wah-
re Aussagen gewonnen. Viele Bemithungen der Mathematik sind darauf ge-
richtet, in den unterschiedlichen Erscheinungsformen gemeinsame einfache
Strukturen und Prinzipien zu finden und diese axiomatisch zu fassen. Die Ma-
thematik 148t sich aber nicht auf Logik reduzieren. Mathematik ist wesent-
lich mehr, als nur aus wahren Aussagen andere wahre Aussagen korrekt zu
folgern. Die Mathematik ist eine Aullerst kreative Wissenschaft, die stiandig
neue Strukturen schafft, deren groBle Bedeutung sich manchmal erst viel
spater erschlieBt. Die Mathematik hat ihre gesellschaftliche Relevanz iiber
Jahrtausende bewiesen, und zwar nicht durch korrektes logisches Schlief3en,
sondern durch die Schaffung von wichtigen Strukturen. Was wichtig ist, wird
nicht durch Logik entschieden, sondern iiber einen historisch ldngeren Zeit-
raum und in einem komplexeren Riickkoppelungsprozell mit der Realitét.

Natiirlich ist korrektes logisches Schlielen die Grundlage jeder mathemati-
schen Argumentation. Jeder weil3, wie oft in der Umgangssprache etwa die
doppelte Verneinung falsch verwendet wird. Das darf in mathematischen Be-
weisen auf gar keinen Fall passieren. Das korrekte Verneinen sollte deshalb
besonders geiibt werden.

Einige Begriffe und Notationen, die zum téglichen mathematischen Hand-
werkszeug gehoren, werden jetzt eingefiihrt.
Definition 1.1
Es seien A und B Aussagen, so lassen sich daraus durch folgende Operationen
neue Aussagen gewinnen:

13
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Name Symbol Bedeutung

Konjunktion A AB “A und B”; sowohl A als auch B

Disjunktion AVB “A oder B” (oder Dbeides); nicht-aus-
schlielendes Oder

Negation —A “nicht A”

Implikation A = B “aus A folgt B”; “A impliziert B”; in der Bedeu-
tung (—A)V B

Aquivalenz A & B “Aist dquivalent zu B”; “ A ist gleichbedeutend
zu B”; in der Bedeutung (A = B)A (B = A)

Bemerkung 1.2

Man beachte, dal3 der Schluf3 “aus A folgt B” fiir jede Aussage B richtig ist,
wenn A falsch ist. Das folgt aus der Definition von “=”. Mit der Wahrheit von
B hat die Richtigkeit der SchlufSweise nichts zu tun!

Beispiel 1.3

Hier nun einige mathematische Aussagen.

A. Jede gerade Zahl ist Summe zweier ungerader Zahlen.

B. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

C. Jede gerade Zahl groer zwei ist Summe zweier Primzahlen.

D. Zu jedem Kreis 146t sich, nur mit Zirkel und Lineal, ein Quadrat kon-
struieren, das den gleichen Flacheninhalt hat.

E. Die Gleichung x™ + y™ = z™ besitzt fiir n > 2 keine Losung mit positiven
ganzen Zahlen x, y, z.

F. Gegeben sei eine Familie nicht-leerer Mengen. Dann 1468t sich aus jeder
der Mengen ein Element auswéahlen.

Die Aussage A ist offensichtlich wahr, und auch die Aussage B ist richtig,
allerdings ist dies keine triviale Aussage. Sie muf3 bewiesen werden. Die Aus-
sage C ist die bekannte Goldbachsche Vermutung aus dem Jahre 1742. Sie ist
bis heute weder bewiesen noch widerlegt.

Die Aussage D ist unter dem Begriff Quadratur des Kreises bekannt. Sie ist
falsch, was sich daraus ableiten 146t, dal die Kreiszahl 7t transzendent ist
(Lindemann 1882). Umgangssprachlich sollte man also die Quadratur des
Kreises nicht als Synonym fiir etwas extrem Schwieriges verwenden, sondern
fiir etwas Unmogliches.

Die Aussage E hat jahrhundertelang als Fermatsche Vermutung die Mathe-
matiker beschéftigt. Sie wurde erst 1995 von dem englischen Mathematiker
Wiles als wahr nachgewiesen. Fiir den Beweis wurden modernste und tiefste
mathematische Methoden verwendet.

Die Aussage F, méchte man meinen, ist offensichtlich wahr, eher noch als Aus-
sage A. In gewissem Sinne ist diese Aussage jedoch weder beweisbar noch
widerlegbar. Sie ist im Axiomensystem der Mengenlehre von Zermelo und



1. ETWAS LOGIK 15

Fraenkel unabhingig von den anderen Axiomen. In der Tat kann man die
Aussage F, die als Auswahlaxiom bezeichnet wird, als Axiom der Mengen-
lehre zulassen (was wir, wie die iiberwiegende Zahl der Mathematiker, tun
wollen) oder auch nicht. Da das Auswahlaxiom, wenn iiberhaupt, so nur fir
uberabzédhlbare Mengen strittig ist, sind Zustimmung oder Ablehnung kaum
von praktischer Relevanz.

Soweit zu einigen interessanten mathematischen Aussagen. Mit den Mitteln
der Logik erhalten wir, dafl die nichste Aussage wahr und die iibernéichste
Aussage falsch ist.
Beispiel 1.4 G. Die Aussage A oder die Aussage D ist wahr. (A V D)

H. Die Aussagen A und D sind wahr. (A A D)
Beispiel 1.5
Ein typischer Gebrauch des mathematischen “oder” findet sich bei der Multi-
plikation von ganzen Zahlen a, b:

a-b=0 = a=0V b=0.
Natiurlich kénnen beide Zahlen null sein.

Neben Aussagen, die wahr oder falsch sein konnen, sind Aussagefunktionen
oder Prddikate wichtig, die erst dann wahr oder falsch werden, wenn spezielle
Werte eingesetzt werden.

Beispiel 1.6

So ist etwa fiir ganze Zahlen a und b die Aussage a > b erst dann wahr oder
falsch, wenn konkrete Zahlen eingesetzt werden, z. B. 42 > 37.

Aussagefunktionen werden in der Praxis hdufig mit Quantoren gebraucht.

Definition 1.7
VoderV : “fir alle”.

Joder A : “es gibt”.
Ist P eine Aussagefunktion, so bedeutet:

Vx : P(x) : “firalle x gilt P(x)”,

dx : P(x) : “esgibtein x, so dall P(x) gilt”.
Beispiel 1.8

vVx,Vy,Vz,¥yn : n>2=x"+y"#z"

Dies ist fiir positive natiirliche Zahlen x, y, z und n die Fermatsche Vermu-
tung.

Bemerkung 1.9

Wichtig ist das richtige Verneinen einer Aussage.

-(Vx : P(x)) & Ix : (—P(x)).

Die Verneinung der Aussage “fiir alle x gilt die Aussage P(x)” ist gleichbedeu-
tend mit “es gibt ein x, fiir das die Aussage P(x) nicht gilt”.

ﬂ(Elx : P(x)) &S Vx o (_‘P(X)).
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Die Verneinung der Aussage “es gibt ein x, fiir das die Aussage P(x) gilt” ist
gleichbedeutend mit “fiir alle x gilt die Aussage P(x) nicht” bzw. mit “fiir kein
x gilt die Aussage P(x)”.

(A=B) & ("B=—A).

Die Aussage “aus A folgt B” ist gleichbedeutend mit “aus nicht B folgt nicht
A”. Letzteres bezeichnet man auch als Kontraposition von ersterem.
Notation 1.10

Als Notation haben sich “,” sowie “und” anstelle von “/\” eingebiirgert, und
“oder” statt “VvV” sowie “nicht” statt “=”.

AUFGABEN
Aufgabe 1.11 a. Driicke die folgenden Aussagen in Worten aus und, falls
eine Aussage falsch sein sollte, ersetze sie dabei durch ihre Negation.
@AVvVvmelN dnelN :m=n-+n,
@VmeN, VneN: m>n — JleN: m=n+1,
(i) 3meN, InelN :(m#n)A(m*=nm).
b. Driicke die folgende Aussage in Symbolen aus: Zwischen je zwei verschie-
denen reellen Zahlen gibt es eine weitere reelle Zahl.
Aufgabe 1.12
Negiere die folgenden Aussagen:

a. Jedes Auto, das am Samstag um neun Uhr auf dem Parkplatz parkte,
war rot.

=2

Mindestens ein Auto, das am Samstag um neun Uhr auf dem Parkplatz
parkte, war rot.
Am Samstag um neun Uhr parkten rote Autos auf dem Parkplatz.
Jede ganze Zahl ist ein Vielfaches von drei.
Es gibt keine grof3te ganze Zahl.
f. Die Summe von je zwei ungeraden Zahlen ist gerade.
Aufgabe 1.13
Beweise oder widerlege die Aussagen d.-f. in Aufgabe 1.12
Aufgabe 1.14
Welche der folgenden Schluf3folgerungen ist korrekt?

® &0

a. Falls es anfingt zu regnen, wird die Stralle naf3. Aber, da die Strafe nicht
nal} werden wird, wird es auch nicht regnen.

b. Falls die Bundesrepublik aus der EU ausscheidet oder falls das Handels-
defizit reduziert wird, wird der Butterpreis fallen. Das Handelsdefizit
wird steigen, sofern die Exporte nicht erhoht werden. Also wird der But-
terpreis nicht fallen.

c. Einige Politiker sind ehrlich. Einige Frauen sind Politiker. Also sind ei-
nige weibliche Politiker ehrlich.

d. Wenn ich nicht hart arbeite, werde ich einschlafen. Ich befiirchte, ich

werde nicht einschlafen. Also befiirchte ich, daf3 ich hart arbeiten werde.
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Aufgabe 1.15
Diskutiere die folgende Aussage und ihren Beweis:
“Satz”: Fir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt:

Lty 2 v ®)

Beweis: Man quadriere die Gleichung (3) und multpliziere das Ergebnis mit
vier, um
x? 4+ 2xy + y? > 4xy
zu erhalten. Zieht man auf beiden Seiten 4xy ab, so erhilt man
(x—y)? =x>—2xy +y*> > 0.

Letzteres ist immer erfiillt, also ist die Aussage bewiesen. O

2. Abbildungen und Mengen

Der folgende “naive” Mengenbegriff des deutschen Mathematikers Cantor
(1845-1918) ist praktisch fiir alle Zwecke der Mathematik ausreichend. Da-
nach ist eine Menge eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschie-
denen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens. Die Objekte hei-
Ben Elemente der Menge.

Wir fithren nun einige wichtige Symbole und Konstruktionen im Zusammen-
hang mit Mengen ein.

Definition 2.1

Es seien M, N, I, M; (i € I) Mengen, P eine Aussagefunktion.

{x1,...,%Xn} : Menge aus den (verschiedenen) Elementen

X1y nvyXn
: z. B.{1,1}={1,{1,2,3} =1{3,1,2}

xeM . xist Element der Menge M;

x € M . xist nicht Element der Menge M,

{x e M| P(x)} : Menge aller Elemente x € M, fiir die die Aussage
P(x) gilt;

(0 oder { } . leere Menge, die Menge, die keine Elemente enthélt;

M cC Noder MCN : Mist Teilmenge von N, d. h. jedes Element von M
ist auch Element von N, d. h.x e M = x € N;

M =N : M CNund N C M;

M # N . =(M =Nj;

MEN : MCNund M #N;

M NN :  Durchschnitt der Mengen M und N, d. h. M NN =
x|xeM A x €N}

N My :  Durchschnitt aller Mengen M; mit i € I, wobei I

icl

als Indexmenge bezeichnet wird, d. h. ()., M; =
xIViel : xeMi={x|xeM;Viel}
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MUN : Vereinigung der Mengen M und N, d. h. MUN =
{x|xe MV xe N}

UM; : Vereinigung aller Mengen M; mit i € I

el dh UgMi={x|3Fiel: xe My

MA\N : Differenzvon Mund N,d. h. M\ N ={xe M |x &
N}

M x N : kartesisches Produkt von M und N, Menge aller (ge-
ordneten) Paare,d. h. MxN ={(m,n) |m € MAn €

NJ;
[IMi : Kkartesisches Produkt aller Mengen M; mit i € I,
el d. h. HieI M; = {(Xi)iel | xXi € MjVie I},
P(M) : Potenzmenge von M, Menge aller Teilmengen von

M, d. h. P(M) = (N |N C M.

Fihren wir nun noch einige spezielle Mengen ein:

N:={0,1,2,3,...} : die Menge der natiirlichen Zahlen;

7 ={0,4+1,4£2, ...} : die Menge der ganzen Zahlen;

Q:= {% lp,q €Z,q#0} : die Menge der rationalen Zahlen;

R : die Menge der reellen Zahlen - diese lassen

sich durch endliche oder unendliche Dezimal-
briiche darstellen;

R-o bzw. R_g : die Menge der positiven bzw. negativen reellen
Zahlen.

Hier und im Folgenden verwenden wir die folgenden Symbole:

.= . “per definitionem gleich”, d. h. die linke Seite wird durch die
rechte Seite definiert;

& . “per definitionem dquivalent”, d. h. die linke Seite gilt defini-
tionsgemall genau dann, wenn die rechte Seite gilt.

Bemerkung 2.2
In Singular ist “=” das, was mathematisch gesehen “.=” ist, ndmlich der Zu-
weisungsoperator. Der Vergleichsoperator “=" ist in Singular hingegen “==".

In Definitionen werden wir hiufig statt “.&” etwas unexakt “falls” verwenden,

siehe etwa Definition 2.7.

Beispiel 23 a. NG Z G QG R.
Die Inklusionen sind klar. Dal3 die Mengen nicht gleich sind, zeigt man
dadurch, dafl man ein Element der gro3eren Menge angibt, das nicht in
der kleineren enthalten ist.

1 1
“1€Z, 1¢N, 5€Q 5¢% V2eR, V240Q.
b. Sei fiir i € IN die Menge M; := [—i,1] :={x € R| —1 < x < i}. Dann gilt:
ﬂMi:{O}; UMi:R-

ielN i€elN
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c. Rx -“xR:=[]R:= [] R={(x1,...,xn)|x €R}
i=1 ie{l,...,n}

Definition 2.4
Seien M und N Mengen.

a. Eine Relation zwischen M und N ist eine Teilmenge ' C M x N.
b. SeiI' € M x N eine Relation. Das Tripel f = (M, N, T") hei3t Abbildung
von M in N, falls gilt:
(i) fist linksvollstindig,d. h.vxe M dy e N : (x,y) €T, und
(i1) f ist rechtseindeutig, d. h. V (x,y) e TV (x/,y’) e T gilt: x =x' =
y=y"
Statt f = (M, N, T') schreibt man gemeinhin auch f : M — N, und statt
(x,y) € T schreibt man y = f(x) oder x — y.
Die Menge T := T = {(x,y) € M x N | y = f(x)} hei3t der Graph der
Abbildung f.
Wir bezeichnen mit

NM.=[f: M — N | f ist Abbildung}

die Menge der Abbildungen von M nach N.

Bemerkung 2.5

Eine Abbildung f : M — N besteht also aus drei Daten, dem Definitionsbereich
M, dem Wertebereich N und der Abbildungsvorschrift, die jedem x € M genau
ein y = f(x) € N zuordnet. Man beachte, daf3 nicht gefordert wird, da} f(x) in
irgendeiner Form aus x (mittels einer universellen Formel) berechenbar sein
mulfl. Mit den Mitteln der Logik 148t sich beweisen, dal3 es nicht berechenbare
Abbildungen gibt.

Fur Abbildungen, die auf dem Computer dargestellt werden sollen, kommen
natiirlich nur berechenbare Abbildungen in Frage. Mehr noch, man braucht
einen Algorithmus, der aus gegebenem x den Wert f(x) in endlich vielen
Schritten berechnet.

Statt des Begriffs rechtseindeutig verwendet man h&aufig auch den Begriff
wohldefiniert.

Man beachte ferner, daf} fiir zwei Abbildungen f,g : M — N genau dann gilt

f = g, wenn fiir alle x € M gilt f(x) = g(x).

Definition 2.6 a. Es sei M eine Menge. Die Abbildung idp: M — M 1 x — x
heil3t die Identitdit oder identische Abbildung auf M.
Wir schreiben hiufig kurz id statt idy;, wenn keine Unklarheiten zu
befiirchten sind.

b. Ist N C M eine Teilmenge, so nennen wir ixm : N — M : x — x die

(kanonische) Inklusion von N in M.
Wir schreiben manchmal auch iy oder i statt i, sofern keine Mil3-
verstiandnisse auftreten konnen.
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Definition 2.7
Es sei f : M — N eine Abbildung, A C M, B C N.

a. f(A):={ye N|3Ixe A : y=f(x)} heilit das Bild von A unter der
Abbildung f.

b. 7 1(B) :={x € M| f(x) € B} heit Urbild von B unter f.
Ist B = {y} fiir ein y € N, so schreiben wir auch f~'(y) statt f~'(B).

c. Die Abbildung fja : A — N :x — f(x) hei3t Einschrdnkung von f auf A.
Es gilt offenbar I, =T¢N (A x N).

d. f hei3t injektiv, falls gilt:

Vx,x’eM : f(x) =f(x) = x=x/,

d. h. zwei verschiedene Elemente von M konnen durch f nicht auf das-
selbe Element in N abgebildet werden.
e. f heil3t surjektiv, falls gilt:

YyeNdxeM : y="~(x),
d. h. f(M) =N, d. h. jedes Element von N kommt als Bild unter f vor.
f. f heil3t bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung 2.8
Ist f : M — N eine Abbildung, A C M und B € N mit f(A) C B, dann
bezeichnen wir hin und wieder auch die Abbildung

A — B:x— f(x)

mit f 5 und als Einschrankung von f auf A. Das ist zwar etwas unsauber, wird

aber in den konkreten Féllen nicht zu Zweideutigkeiten fiihren.

Beispiel 2.9 a. Sei f : R — R die Abbildung, die durch die Vorschrift
f(x) = x* gegeben ist. Der Graph Tt = {(x,y) € R? | y = x?} ist die
Normalparabel.

f(x)

f ist weder surjektiv (da etwa —1 ¢ f(RR)) noch injektiv (da z. B. f(—1) =
1 =1(1)).

b. g : R0 — R : x — /x ist eine Abbildung, die injektiv ist (da fur x,x’ €
R>o aus /x = Vx’ folgt, daB x = x/), aber nicht surjektiv (da f(Rso) =
R>o # R).
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9(x)

c. h:Rso — Rso:x — /x unterscheidet sich von g nur durch den Wertebe-
reich. Aber dies reicht, daf} h bijektiv ist.
Definition 2.10
Es seien I und M Mengen

a. Eine Familie von Elementen in M mit Indexmenge 1 ist eine Abbildung
F:1— M.
Fir i € I setze x; := F(i) € M. Dann schreibt man statt F: I — M auch
(xi)ie1 (oder kurz (x;), falls tiber I kein Zweifel besteht) und nennt dann
(xi)ie1 eine Familie von Elementen in M mit Indexmenge 1.

b. Ist F : I — M eine Abbildung und J C I, so heif3t die Einschrankung
Fj von F auf | auch eine Teilfamilie und wird gemeinhin auch mit (x;)ic;
bezeichnet.

Bemerkung 2.11

Beachte, daB} in der Familie F = (x;)ic; fiir i,j € I mit i # j sehr wohl x; = x;
gelten kann, wiahrend dies in der Menge {F} := F(I) = {x; | 1 € I} nicht der Fall
ist.

Wir schreiben meist kurz x € F, wenn wir x € F(I) meinen.

Beispiel 2.12 a. Fir ] = () spricht man von der leeren Familie.

b. Die Familien in M mit Indexmenge I = {1,...,n} werden mittels der
Schreibweise in Definition 2.10 a. mit den Elementen des n-fachen kar-
tesischen Produktes Mx - xM identifiziert, d. h. eine Familie (x;)ic; =
(x1,...,xn) ist das Gleiche wie ein n-Tupel.

c. Eine Familie mit I = IN nennt man eine Folge. Somit ist

MY = {F: N — M | Fist Abbildung} = {(xi)ien | Xi € M}

die Menge aller Folgen in M.

d. Jede Teilmenge N C M ist eine Familie mittels der kanonischen Inklusi-
on iy.

e. IstM={M;|ie€llund F:1T— M :1i— M, so heilit F = (M,)ic; auch eine
Familie von Mengen.
In Definition 2.1 haben wir - ohne dies zu erwahnen - bereits Familien
von Mengen benutzt und den Schnitt, die Vereinigung sowie das kartesi-
sche Produkt von beliebigen Familien von Mengen definiert!
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Definition 2.13

Sind f; : M7y — M5 und f; : M, — M3 Abbildungen, so heilit die Abbildung
foof1: My — Ms:x = f5(f1(x)) die Komposition von f; und f.

Lemma 2.14

Die Komposition ist assoziativ, d. h. sind f; : My — My, f, : My, — M3 und
f3: M3 — My Abbildungen, so gilt:

(f30f2) Of] :f3O (fzof]).

Wir schreiben fiir die beiden Ausdriicke deshalb auch vereinfacht f; o f; o fy.

Beweis: Nach Definition der Komposition gilt fiir alle x € M;:
((fzofz) o fy)(x) = (f30 1) (f1(x)) = f3 (fz(fl (X))>

=f3((f20f1)(x)) = (fz0 (f20 1)) (x).

Bemerkung 2.15
Man darf die Reihenfolge der Komposition nicht vertauschen! Betrachte etwa:

f:RoR:x—x+1, g:R—=R:x— x%
Dann gilt:
(Fog)x) = () =2 +1, (gof)lx)=glx+1)=(x+1)>
Damitist fog #gof,daetwa (fog)(1)=2#4=(gof)(1).

Wir fithren nun die folgenden Notationen ein.

Definition 2.16

Zwei Mengen M und N heillen gleichmdchtig, falls es eine bijektive Abbildung
f: M — N gibt. Mit

Anzahl der Elemente in M, falls M endlich ist,

#M = M| = { oo, falls M unendlich viele Elemente enthalt,

bezeichnen wir die Mcchtigkeit der Menge M.!
Lemma 2.17
Es seien M und N zwei endliche Mengen.

a. Genau dann gilt IM| < |N|, wenn es eine injektive Abbildung f : M — N

gibt.

b. Genau dann gilt |M| > |N|, wenn es eine surjektive Abbildung f : M — N
gibt.

c. Genau dann gilt IM| = |N|, wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N
gibt.

L Auch fiir unendliche Mengen gibt es unterschiedliche Machtigkeiten, sog. Kardinalzah-
len, auf die wir hier aber nicht eingehen wollen.
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Beweis: Es seien M = {x1,..., X und N = {y1,...,yn} mit paarweise ver-
schiedenen Elementen x; # x; fiir i # j und y; # y; fir i #j. Es gilt M| =m
und |N| = n.

a. Ist m < n, so definiere f : M — N durch f(x;) = y; furi=1,..., m. Dann
gilt firi,j € {1,..., m} miti+#j

f(xi) = yi #y; = f(x;).

Mithin ist f injektiv.

Ist umgekehrt f : M — N eine injektive Abbildung, so gilt f(M) =
{f(x1),...,f(xm)} € N eine Teilmenge von paarweise verschiedenen Ele-
menten. Mithin enthédlt N mindestens m Elemente, und folglich gilt
m<nmn.

b. Ist m > n, so definiere f : M — N durch f(x;) = y; firi=1,...,n und
f(xi) =y; firi=n+1,..., m. Dann gilt offenbar f(M) ={y1,...,yn} =N
und f ist surjektiv.
Ist umgekehrt f : M — N eine surjektive Abbildung, so gilt {y;,...,yn} =
N = (M) = {f(x1),..., f(xm)}. Mithin enthalt die Menge {f(x1),...,f(xm)}
n verschiedene Elemente, und folglich ist m > n.

c. Die Aussage folgt unmittelbar aus den ersten beiden Teilen.

Bemerkung 2.18
Sind M und N endliche Mengen, so folgt aus M & N mittels Lemma 2.17
unmittelbar IM| < [N| und M und N sind nicht gleichméchtig.

Dies gilt fiir unendliche Mengen nicht mehr, wie das Beispiel N & Z zeigt.
Denn die Abbildung

2k, fir k > 0,

f:7Z—-IN:k
- H{ k-1 firk<o,

ist bijektiv, wie man sich leicht iiberzeugt. Also sind IN und Z gleichméchtig.
Lemma 2.19
Seien M und N zwei nicht-leere Mengen, f : M — N eine Abbildung.

a. f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M gibt mit
gof=idm.

b. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M gibt mit
fog=idn.

c. f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : N — M gibt mit
gof =idym und f o g =idn.

d. Ist f bijektiv, so ist die nach c. existierende Abbildung g eindeutig be-
stimmt und ebenfalls bijektiv. Sie heifst die Inverse oder Umkehrabbil-
dung von f und wird mit ' bezeichnet.
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Beweis: a. “=”: Es sei f injektiv. Dann gilt fiir y € f(M), daB |[f'(y)| =1,
also f~'(y) = {x,} fiir ein geeignetes x, € M und f(x,) = y. Hingegen ist
f'(y) =0 fiiry € f(M). Wihle ein xo € M # () fest und definiere eine
Abbildung

xy, fallsy e f(M),

: N M:
9: 8= yH{xo, falls y € N\ f(M).

Dann gilt fiir x € M:

(gof)(x) =g(f(x)) = x¢x = x = idm(x).
Da x € M beliebig gewéhlt war, folgt also g o f = idn.
“<”.Esseinun g: N — M mit gof = idyp gegeben. Seien ferner x,x’ € M
mit f(x) = f(x’), dann gilt:
x =1idm(x) = (go f)(x) = g(f(x)) = g(f(x’)) =(gof)(x') =idm (x') =x".

Also ist f injektiv.
b. “=”. Es sei f surjektiv. Dann konnen wir zu jedem y € N = f(M) ein
Xy € M wéhlen mit f(x,) = y. Definiere eine Abbildung

g:N—=M:ym— x,.
Dann gilt firy € N:

(fog)y) =f(g(y)) =f(xy) =y =idn(y).

Day € N beliebig gewahlt war, folgt also f o g = idx.
“&”. Esseinun g : N - M mit f o g = idyn gegeben. Fiir y € N definiere
x := ¢g(y) € M. Dann gilt:

y =idn(y) = (fog)ly) = f(gly)) = f(x) € f(M).

Also ist f surjektiv.

c. “=": Ist f bijektiv, so gilt fiir jedes y € N, dal} ]f_] (y)] = 1 und die Defini-
tionen der Abbildungen g in den beiden obigen Teilen stimmen iiberein,
so dal} wir eine einzige Abbildung g : N — M erhalten mit:

gof=idy und fog=idy.

“£”: Dies folgt unmittelbar aus den obigen beiden Teilen.

d. Die Bijektivitdt von g folgt aus dem in c. bewiesenen Kriterium fiir Bi-
jektivitdat. Mithin bleibt die Eindeutigkeit von g zu zeigen, unter der Vor-
aussetzung. Angenommen, h: N — M sei eine weitere Abbildung mit

hof=1idym und foh=1idy.
Fir y € N beliebig gilt dann:
£(9(y)) = (fo g)(y) = idn(y) = (foh)(y) = f(h(y)).
Da aber f injektiv ist, folgt damit g(y) = h(y) und schlieB3lich und g = h.
O
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Bemerkung 2.20

Man beachte, da3 die Umkehrabbildung f~' : N — M nur fiir eine bijektive
Abbildung f : M — N erklart ist, daf3 aber fiir eine beliebige Abbildung h :
M — N und eine beliebige Teilmenge B C N das Urbild h—'(B) definiert ist.

Fir ein bijektives f stimmen beide Notationen tiberein, das heif3t das Urbild
f~1(B) von B C N unter f ist gleich dem Bild f~'(B) von B C N unter f~'.

Ist f nicht bijektiv, so ist zwar weiterhin fiir jedes y € N das Urbild f'(y)

erklart, aber die Relation {(y,x) € Nx M | x € ~'(y)} ist keine Abbildung, da

sowohl f~'(y) = () (falls f nicht surjektiv ist) als auch |f~'(y)| > 1 (falls f nicht

injektiv ist) moglich ist. In ersterem Fall ist die Linksvollstandigkeit verletzt,

in letzterem Fall die Rechtseindeutigkeit.

Beispiel 2.21 a. Ist M eine Menge, so ist idy bijektiv, da offenbar idy, =
idpm o idp.

b. Die Abbildung f : Z — 7Z : x — 2x ist injektiv, da fiir x,y € Z aus 2x = 2y
unmittelbar x = y folgt. f ist aber nicht surjektiv, da etwa die Zahl 1 kein
Urbild besitzt.

c. Im Gegensatz zu b. ist die Abbildung g: Q — Q : x — 2x sowohl injektiv,
als auch surjektiv. Fir letzteres beachte man, daf} fiir eine rationale Zahl
y € Q die rationale Zahl 3 € Q ein Urbild von y unter g ist.

Wir kommen noch einmal auf Relationen zuriick. Wir hatten schon Abbildun-
gen als Relationen mit besonderen Eigenschaften definiert. Andere wichtige
Relationen haben auch einen speziellen Namen.

Definition 2.22

Es sei M ein Menge. Eine Ordnungsrelation auf M, auch Halbordnung oder
partielle Ordnung genannt, ist eine Relation R € M x M, so dal} fiir alle
X, Y,z € M gilt:

a. (x,x) €R, (“Reflexivitat”)

b. (x,y),(y,x) ER = x =1y, (“Antisymmetrie”)

c. (x,y),(y,z) R = (x,z) € R. (“Transitivitat”)
Notation 2.23

Es sei M eine Menge und R ein Ordnungsrelation auf M. Wir definieren fiir
X,y eM

x <y & (x,y) €R,
und sprechen hin und wieder auch von der Ordnungsrelation “<” statt R, so-
fern keine Miflverstiandnisse zu befiirchten sind. Ferner sprechen wir von der
partiell oder (teil-)geordneten Menge (M, <).

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition 2.22 wie
folgt formulieren. Fiir x,y,z € M soll gelten:

a. x <x, (“Reflexivitat”)
b.x<y,y<x = x=uy, (“Antisymmetrie”)
c. x<yy<z = x<z (“Transitivitat”)
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Gilt fir x,y € M, dal x <y und x # vy, so schreiben wir auch x < y.
Definition 2.24
Es sei M ein Menge.

a. Eine Ordnungsrelation “<” heil3t Totalordnung oder lineare Ordnung,
falls je zwei Elemente aus M vergleichbar sind, d. h. fiir je zwei Elemente
x,y € M gilt x <y odery < x.

b. Ist “<” eine Ordnungsrelation auf M, A C M und x € A, so heilit x
minimal (bzw. maximal) in A, falls fiir alle y € A mit y < x (bzw. x < y)
gilt x = y.

c. Eine Totalordnung heilit Wohlordnung, falls jede nicht-leere Teilmenge
von M ein minimales Element besitzt.

Beispiel 2.25

Die reellen Zahlen (R, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind to-
tal geordnet, aber nicht wohlgeordnet.

Gleiches trifft auf (Z, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation
L2102 <.
zu. Allerdings definiert die “untibliche” Anordnung
O<—-1<l<—-2<2<-3<3<...
in der Tat ein Wohlordnung auf Z.

Die natirlichen Zahlen (IN, <) sind bereits mit der tiblichen Kleiner-Gleich-
Relation wohlgeordnet.

Beispiel 2.26

Ist M eine Menge, so ist die Potenzmenge P(M) von M durch

A<B := ACB, fir A,BcP(M),

partiell geordnet, aber im allgemeinen nicht total geordnet. Z. B. sind im Fall
M = NN die Elemente {2} und {3} in P(IN) nicht vergleichbar.

Allgemeiner gilt, ist N eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind, so
wird N mit der analogen Definition von “<” eine partiell geordnete Menge.

Der Begriff der Ordnungsrelation bereitet in der Regel keine grof3en begriff-
lichen Schwierigkeiten. Wohl auch deshalb, da im taglichen Leben alles mog-
liche verglichen wird - seien es Grof3en, Entfernungen oder Geschwindigkei-
ten.

Bei dem folgenden Begriff der Aquivalenzrelation ist das ganz anders. Er
bereitet den Studierenden oft extreme Schwierigkeiten. Deshalb zunéchst
der Versuch einer anschaulichen Erlauterung. Die grundlegende Idee besteht
darin, komplexe Probleme dadurch zu vereinfachen, dal man dhnliche (man
sagt dquivalente) Objekte in einem Paket oder Topf (man sagt in einer Aquiva-
lenzklasse) zusammenfallt und dann mit den Paketen oder Topfen weiterrech-
net anstatt mit deren Inhalt, der aus vielen Elementen bestehen kann. Man
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kann auch sagen, dall der Begriff dquivalent den Begriff gleich abschwicht
und dquivalente Objekte so behandelt werden, als wenn sie gleich wéren.
Definition 2.27

Es sei M eine Menge. Eine Aquivalenzrelation auf M ist eine Relation R C
M x M, so daB} fiir alle x,y,z € M gilt:

a. (x,x) €R, (“Reflexivitat”)

b. (x,y) €R = (y,x) €R, (“Symmetrie”)

c. (x,y),(y,z) R = (x,z) € R. (“Transitivitat”)
Notation 2.28

Es sei M eine Menge und R ein Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren fiir
x,yeM

x~y & (x,y) €R,
und sprechen hin und wieder auch von der Aquivalenzrelation “~” statt R,
sofern keine MiBBverstdandnisse zu befiirchten sind.

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition 2.27 wie
folgt formulieren. Fiir x,y,z € M soll gelten:

a. x ~x, (“Reflexivitat”)

b.x~y = y~x, (“Symmetrie”)

C.X~Yy,y~z = X~z (“Transitivitat”)
Definition 2.29

Es sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir x € M heifit
die Menge

xXl:={yeM|y~x}
die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € [x] heil}t ein Reprdasentant der Klasse
[x]. Mit

M/~::{[x] \XGM}

bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrela-
tion ~.

Beispiel 2.30

Ein gutes Beispiel fiir Aquivalenzklassen, das allen bekannt ist, sind die ra-
tionalen Zahlen. Wir wissen, daf} ein Bruch auf verschiedene Weisen als %
dargestellt werden kann, z. B. ist § = 2.

Man kann die rationalen Zahlen wie folgt als Aquivalenzklassen von Paaren
ganzer Zahlen definieren. Fiir (p, q), (p’,q') € M :=Z x (Z\{0}) definiere

(p,a)~(p',d") = pq’' =p'q.

Man priift leicht nach, daf§ dadurch auf M eine Aquivalenzrelation definiert
wird.

Wir setzen nun QQ := M/ ~ und fiir (p, q) € M setzen wir % = [(p, q)} , d. h. die
rationale Zahl % ist die Aquivalenzklasse des Paares (p, q) unter der obigen
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Aquivalenzrelation. Dann bedeutet die Definition von ~ soviel wie, daf tund
E—Z gleich sind, wenn die kreuzweisen Produkte von Zahler und Nenner, pq’
und p’q, iibereinstimmen.

Auch die Rechenregeln fiir rationale Zahlen lassen sich mit Hilfe der Aquiva-
lenzklassen definieren. Fiir (p, q), (r,s) € M definiere:

[(p,q)] + [(r,8)] == [(ps + qr,qs)],
[(p,q)] - [(r,8)] = [(pT,qs)].

Wenn man sich die Aquivalenzklassen als Topfe vorstellt, in denen man die
untereinander dquivalenten Elemente gesammelt hat, so kann man das obige
Rechenprinzip als “Topfrechnen” bezeichnen. Will man zwei Topfe addieren
(bzw. multiplizieren), so nimmt man aus jedem der Topfe ein Element, addiert
(bzw. multipliziert) diese Elemente und schaut, in welchen Topf das Resultat
gehort. Dieser Topf ist dann die Summe (bzw. das Produkt) der beiden Topfe.

Was man sich bei diesem Vorgehen allerdings klar machen muB, ist, daf3
das Ergebnis nicht von der Wahl der Repréasentanten (der Elemente aus den
Topfen) abhdngt. Wir fithren das fiir die Addition der rationalen Zahlen vor.

Sind (p’,q’) € [(p,d)] und (+',s’) € [(r,s)] andere Représentanten, dann gilt
p'qd = q'p und r's = s'r. Es ist zu zeigen, daB} (p’s’+ q'r’,q’s’) € [(ps +qr, qs)}
gilt. Ausmultiplizieren liefert

(p's"+q'r")(qs) =p'gs’s + q'qr’'s = q'ps’s + q'qs'r = (ps + qr)(q’s’),
was zu zeigen war.

AbschlieBend zeigen wir noch, dal die Aquivalenzklassen einer Menge eine
Zerlegung dieser Menge in paarweise disjunkte Teilmengen liefert.
Definition 2.31 a. Zwei Mengen M und N heilen disjunkt, falls MNN = (.
b. Eine Familie (M;);c; von Mengen heil}t paarweise disjunkt, wenn fiir alle
i,j € I mit i #j gilt M; und M; sind disjunkt.
c. Es sei M eine Menge. Eine paarweise disjunkte Familie (M;)ic; von Teil-
mengen von M heil3t eine Zerlegung von M, falls M = | J;.; M.
Wir schreiben in diesem Fall:

M=]][M.
iel

Lemma 2.32

Es sei M eine Menge. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann bilden die
Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M, d. h. jedes x € M liegt in
genau einer Aquivalenzklasse.

Insbesondere gilt fiir je zwei Aquivalenzklassen [x] und [y] entweder [x] = [y]
oder [x] N [y] = 0.
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Beweis: Sei x € M beliebig. Aus x ~ x folgt x € [x] C UMGM /N[y]. Mithin gilt
M= (] Wl
yleM/~
Es bleibt also zu zeigen, daBl die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind.

Seien [x], [y] € M/ ~ mit [x] N [y] # (. Dann gibt es ein z € [x] N [y], und es gilt
z ~x und z ~ y. Wegen der Symmetrie gilt aber auch x ~ z und mittels der
Transitivitiat dann x ~ y. Sei nun u € [x] beliebig, dann gilt u ~ x und wieder
wegen der Transitivitdt u ~ y. Also u € [y] und damit [x] C [y]. Vertauschung

der Rollen von x und y in der Argumentation liefert schlief8lich [x] = [y]. O
Korollar 2.33
Sei M eine endliche Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und My, ..., M

seien die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen von ~. Dann gilt:

S

Ml =D My,
i=1

Beweis: Mit M sind auch alle M; endlich und die Behauptung folgt aus Lem-
ma 2.32. L

AUFGABEN
Aufgabe 2.34
Seien A, B, C C M Mengen.

a. Ax(BUC)=(AxB)U(A xC),
b. Ax(BNC)=(AxB)N(A xC),
c. Ax(B\C)=(AxB)\ (A xC),
d. A x B =B x A genau dann, wenn einer der folgenden Félle vorliegt

(i) A =0, oder
(iii) B = 0.

Aufgabe 2.35 (De Morgansche Gesetze)
Sei X eine Menge und A, B C X. Zeige:

a. X\ (AUB) = (X\ A) N (X\ B), und
b. X\ (ANB) = (X\ A) U (X\B).

Aufgabe 2.36 (Verallgemeinertes Distributivgesetz)
Seien M eine Menge und (M;)ic1 eine Familie von Mengen. Beweise:

MU (ﬂMi> = (MUM,).
iel iel
Aufgabe 2.37

Es seien M und N Mengen, und P(M) und P(N) bezeichnen die Potenzmen-
gen. Beweise die folgenden Aussagen:

a. PIMNN) =P(M)NP(N),
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b. PAIMUN) D P(M) U P(N),

c. PIMUN) =P(M)UP(N) genau dann, wenn M C N oder N C M.
Aufgabe 2.38
Gib die zu den folgenden Mengen gehorenden Potenzmengen an:

0, {0}, {a,b} und P({a,b}).

Aufgabe 2.39
Untersuche die folgenden Abbildungen auf Injektivitat, Surjektivitat und Bi-
jektivitat:

a.f:RxR—->RxR : (x,y)— (y,3),

b.g:RxR—=RxR : (x,y)— (x+3,y—2),

c. h:RxR—=RxR : (x,y)— (xy,x+ 1), und

d k:RxR—=RxR : (x,y) — (xy,x+y).
Aufgabe 2.40
Es sei M eine Menge, P(M) die Potenzmenge von M. Wir definieren ein Ab-
bildung:

f:PM) - P(M) : X— M\ X

Zeige, f ist eine Bijektion.
Aufgabe 2.41
Priife, ob die folgenden Abbildungen bijektiv sind:

a.f:-R—>R : x—3x+2,
b.g:Z —7 : x— 3x+2.

Aufgabe 2.42
Finde eine Menge M und zwei Abbildungen g, f: M — M, so daf} gilt:

a. f ist surjektiv, aber nicht injektiv.

b. g ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Aufgabe 2.43
Es sei M eine Menge, P(M) die Potenzmenge von M. Zeige, dal} es keine
surjektive Abbildung f : M — P (M) gibt.
Hinweis: Man nehme an, daf} es eine Surjektion f gibt und betrachte die Menge {m € M | m ¢
f(m)}, d. h. die Menge der Elemente von M, die nicht in ihrem Bild enthalten sind.
Aufgabe 2.44
Seien M, N zwei nicht-leere Mengen, f : M — N eine Abbildung. Beweise die
folgenden beiden Aussagen:

a. f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen X und fiir
alle Abbildungen g: N — Xund h: N — X aus go f = ho f folgt: g = h.
b. f ist genau dann injektiv, wenn gilt:

VX#D,Vg: X—>M,Vh:X > M :(fog)=(foh) = g=h.

Aufgabe 2.45
Seien L, M, N Mengen und f: L — M, g: M — N Abbildungen. Dann gelten:
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a. Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv, aber f nicht notwendigerweise.

b. Ist g o f injektiv, so ist f injektiv, aber g nicht notwendigerweise.

c. Ist g o f bijektiv, so ist g surjektiv und f injektiv.

d. Ist g surjektiv und f injektiv, so ist g o f nicht notwendigerweise bijektiv.

Aufgabe 2.46
Seien M und N zwei endliche Mengen mit [M| = [N|, f : M — N eine Abbil-
dung. Zeige, daf} die folgenden Aussagen dquivalent sind:

a. f ist bijektiv,
b. f ist injektiv,
c. f ist surjektiv.

Aufgabe 2.47
Wir definieren auf IN \ {0} eine Relation R durch

R:={(n,m) € (N\{0}) x (N\{0}) | n| m}.

Ist R eine Aquivalenzrelation oder eine Ordnungsrelation (und dann ggf. eine
Totalordnung oder gar eine Wohlordnung).

Aufgabe 2.48

Zu gegebenem n € IN definieren wir auf Z eine Relation

Ro={(x,y) €ZXZ|n|(x—y)}.

Ist R,, eine Aquivalenzrelation oder eine Ordnungsrelation (und dann ggf. eine
Totalordnung oder gar eine Wohlordnung).

Hinweis: Fiir zwei ganze Zahlen x und y gilt x | y, in Worten x teilt y, genau dann, wenn es
eine ganze Zahl z gibt, so dal} x - z = y. Vgl. auch Definition 5.3.

Aufgabe 2.49

Sei M eine endliche Menge. Ist die Relation R = {(A, B) € P(M)xP(M) | |A| =
\BI} auf der Potenzmenge P(M) eine Ordnungsrelation?

Aufgabe 2.50

Es sei RY die Menge aller Abbildungen von R nach R. Wir definieren eine
Relation R auf R® durch R = {(f, g) € R® x R® | f(0) = g(0)}. Zeige, daB R eine
Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 2.51

Wieviele Aquivalenzrelationen gibt es auf der Menge {1,2, 3}.

Aufgabe 2.52

Suche zu jeder Teilmenge T der Menge M = {reflexiv, symmetrisch, transitiv}
eine Relation, die zwar die Eigenschaften aus T, nicht aber die aus M\ T
besitzt.

Aufgabe 2.53

Ist der folgende Beweis korrekt, wonach schon aus der Symmetrie und der
Transitivitéat einer Relation R auf einer Menge M die Reflexivitat folgt?
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Sei a € M.
Aus (a,b) € R folgt wegen der Symmetrie (b, a) € R.
Aus (a,b) € R und (wie eben gezeigt) (b,a) € R folgt dann wegen
der Transitivitit (a, a) € R, also die Reflexivitat.

3. Gruppen und Homomorphismen

Die grundlegendste und wichtigste algebraische Struktur auf einer Menge ist

die Gruppenstruktur.

Definition 3.1 a. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer nicht-
leeren Menge G und einer zweistelligen Operation “”, d. h. einer Abbil-
dung

:GxG—G:(x,y —x-y,

so dal} die folgenden Gruppenaxiome gelten:

1 (x-y)-z=x-(y-z) Vx,y,z€e G, (“Assoziativgesetz”)
(i) dee G : Vxe G : e-x=x, (“Existenz eines Neutralen”)
() Vxe Gadx ' eG : x' -x=e. (“Existenz von Inversen”)

Ein Element mit der Eigenschaft von e nennt man ein neutrales Element
der Gruppe G. Ein Element mit der Eigenschaft von x’ nennt man ein
Inverses zu x.
b. Erfiillt das Paar (G, ) nur das Axiom (i) so nennt man (G, -) eine Halb-
gruppe.
c. Wir nennen (G, -) ein Monoid, falls nur das Axiom (i) und (ii)’ gelten:
(i1 JeeG :VxeG :e-x=x-e=x. (“Existenz eines Neutralen”)
d. Eine (Halb-)Gruppe bzw. ein Monoid (G, -) hei3t abelsch oder kommuta-
tiv, wenn (G, -) zudem noch dem folgenden Axiom gentigt:
v) x-y=y-x Vx,yeaG (“Kommutativitatsgesetz”)
e. Eine (Halb-)Gruppe bzw. ein Monoid (G, -) heif3t endlich, falls |G| < oo,
und sonst unendlich. |G| hei3t die Ordnung von G.
Lemma 3.2
Es sei (G, -) eine Gruppe.

a. Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat zusdtzlich die
Eigenschaft:
x-e=x VxeQG.

b. Sei x € G. Das inverse Element x' zu x ist eindeutig bestimmt und hat
zusdtzlich die Eigenschaft:

Beweis: Sei e € G ein neutrales Element, und sei x € G beliebig. Ferner sei
x’ € G ein zu x Inverses.
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Da (G, -) eine Gruppe ist, gibt es ein x” € G mit x” - x’ = e. Also folgt, unter
Ausnutzung des Assoziativgesetzes:

xox'=e-(x-x) = (x"-x) (x %) =x" ((x" %) - X)

Damit gilt aber:
x-e=x-(x"-x)=(x-x)-x=e-x=x.
Folglich sind die zusitzlichen Eigenschaften in a. und b. gezeigt.

Sei nun é € G ein weiteres neutrales Element, so gilt:

e=¢-e—ce.

Sei X' € G ein weiteres inverses Element zu x, so gilt:

X =x"e=%(x-x)=(%x)-x'=e-x' =x".

Notation 3.3

Statt (G, -) schreiben wir hdufig nur G, sofern keine Unklarheiten uiber die
Operation bestehen. Aullerdem schreiben wir, fiir x,y € G, statt x - y oft
verkiirzt xy. Das neutrale Element bezeichnen wir auch mit 1 statt mit e,
oder mit 15 bzw. eg, wenn wir hervorheben wollen, in welcher Gruppe es das
Neutrale ist. Und das zu x € G existierende, eindeutig bestimmte inverse
Element wird mit x ' bezeichnet.

Ist die Gruppe abelsch, so bezeichnet man die Operation meist mit + anstatt
mit -. In diesem Fall verwenden wir die Bezeichnung 0 (bzw. 0g) fiir das neu-
trale Element und —x fiir das zu x € G eindeutig bestimmte Inverse.
Lemma 3.4

Sei G eine Gruppe, x,y,a,b € G. Dann gelten:

a. (xq)f1 =xund (xy) ' =y x.

b. In G gelten die Kiirzungsregeln:
(1) ax=bx = a=0>, und
(i) xa=xb = a=bh.

Beweis: Der Beweis verlauft dhnlich wie der Beweis von Lemma 3.2 und sei
dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. n

Beispiel 3.5 a. (Z,+), (Q,+) und (R, +) mit der tiblichen Addition als Grup-
penoperation sind abelsche Gruppen. Das neutrale Element ist jeweils
die Zahl Null, und das zu einer Zahl x existierende Inverse ist die Zahl
—X.



34 I. MENGEN, ZAHLEN, GRUPPEN, KORPER

b. (Q\{0},-) und (R \ {0}, -) mit der iiblichen Multiplikation als Gruppenope-
ration sind ebenfalls abelsche Gruppen. Das neutrale Element ist jeweils
die Zahl Eins, und das zu einer Zahl x existierende inverse Element ist
die Zahl }c .

c. (Z\{0},-) ist hingegen nur ein (abelsches) Monoid mit der Zahl Eins als
neutralem Element. Das Axiom (iii) ist nicht erfiillt, da nur die Zahlen
x =1und x = —11in Z \ {0} ein Inverses x ' = . besitzen.

d. (IN, +) ist ebenfalls nur ein (abelsches) Monoid mit der Zahl Null als neu-
tralem Element, da zu x > 0 kein Inverses —x in N existiert.

e. Die einfachste Gruppe ist die einelementige Gruppe G = {e}, deren Grup-
penoperation durch e - e = e definiert ist.

f. Sei M ein Menge und $(M) := {f : M — M | f ist bijektiv}. Die Komposi-
tion o definiert eine zweistellige Operation auf $(M).

Behauptung: ($(M),o) ist eine Gruppe. Sie heillt die symmetrische
Gruppe auf der Menge M.

Zunichst wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl die Komposition zweier
bijektiver Abbildung wieder bijektiv ist, sprich, dafl das Bild der Abbil-
dung o auch wirklich wieder in $(M) liegt.

Sind f,g : M — M bijektiv, so existieren Abbildungen f~': M — M und
g~' : M — M nach Lemma 2.19, und fiir diese gilt (unter Verwendung
der Assoziativitat der Komposition, Lemma 2.14):

(fog)o(g'of ')=fo(gog')of '=foidmof ' =fof ' =idp,

und analog (g~ 'of ") o(fog) = idm. Folglich gilt wieder mit Lemma 2.19,
dafB} f o g bijektiv ist.

Die Assoziativitat von o, sprich Axiom (i), ist bereits in Lemma 2.14 ge-
zeigt. Die Identitat idy, auf M ist bijektiv (siehe Beispiel 2.21) und hat die
Eigenschaft, dal} idy, of = f fiir alle f € $(M). Sie ist mithin das neutrale
Element von ($(M), o). Die zu f € $(M) nach Lemma 2.19 existierende
inverse Abbildung ist, wie dort gezeigt, die Inverse im Sinne von Axiom
(>iii). Also ist ($(M), o) eine Gruppe.

g. Ist M = {1,...,n}, so schreiben wir $,, statt $(M) und wir nennen %,
die symmetrische Gruppe auf n Ziffern oder die Permutationsgruppe vom
Grad n. Die Elemente von $,, heillen Permutationen.

Definition 3.6

Sei (G, -) eine Gruppe, x € G. Wir setzen x° := e, und fiir i € IN, i > 0, definie-
ren wir rekursiv x* := x - x'~', und schliefllich x *:= (x ') L

Lemma 3.7

Sei (G, ) eine Gruppe, x € G, i,j € Z, so gelten:

a. x'-x =x"Y, und

b. (xi)j = x1,
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Beweis: Beachte, aus Definition 3.6 folgt unmittelbar:
=" VxeGVkeZ

a. Seien i,j € Z. 1. Fall: Sei x € G beliebig, i > 0. Beweis durch Induktion
nach i.
0

i=0:Danngiltx'-x¥) =x°-x) =e-x) =% =%,

i— 1+ 1: Nach Definition und Induktionsvoraussetzung gilt:

i+1

X 'Xj:(X‘Xi)‘Xj:X'(Xi'Xj):X-Xi+jzxi+]+j'

2. Fall: Sei x € G beliebig, i < 0. Aus dem 1. Fall (angewendet auf x')
und Definition 3.6 folgt (da —1 > 0!):

xtox = (x’1)_i- (x’1)_j = (><’1)_i_j = x',

b. Seien i,j € Z, x € G. 1. Fall: j > 0. Beweis durch Induktion nach j.
j = 0:Dann gilt (xi)) — (xi)o — e — %0 — i

j — j + 1: Nach Definition, Induktionsvoraussetzung und Teil a. gilt:
(Xi)i+1 _ (Xi) . (Xi>5 — xbox = i — O

2. Fall: j < 0. Nach Teil a. gilt x - x' = x 7" = x° = ¢, und somit (x*) -

x . Aus dem 1. Fall und Definition 3.6 folgt dann (da —j > 0!):

(9= (697

T ()T = D) b
(x7) X X"

]

Bemerkung 3.8

Ist (H,-) eine Halbgruppe (bzw. ein Monoid) und x € H, so definiert man fiir
0 #1i € N (bzw. i € IN) das Element x' analog und zeigt fiir 0 # i,j ¢ N
(bzw. 1,j € IN) die obigen Potenzgesetze mit den gleichen Beweisen.
Definition 3.9

Sei (G, -) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heil3t Untergruppe von G, wenn
(U, -) eine Gruppe ist, d. h. die Einschrankung der Operation - auf U macht U
zu einer Gruppe.

Proposition 3.10

Sei (G, -) eine Gruppe und () # U C G eine nicht-leere Teilmenge. Dann sind
gleichwertig:

a. U ist eine Untergruppe von G,
b. Vx,y e Ugilt:xy € Uund x' € U.

Beweis: “a. = b.”: Sei zunéchst U eine Untergruppe von G. Nach Definition
bedeutet dies, daf3 das Bild von U x U unter der Abbildung - in U liegt, d. h. fiir
x,y € U gilt xy € U. AuBlerdem gelten in U die Gruppenaxiome. Sei also
eu € U das Neutrale in U und eg € G das Neutrale in G. Ferner bezeichne zu
x € U x7' stets das Inverse von x in G, d. h. x'x = xx™' = eg. Dann gilt:

eu = eueg = eu(euey') = (eueu)ey = euey' = e.
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Bezeichne nun zu x € U %' das Inverse von x in U, so gilt nach Definiti-

! ! ! wegen der

X = ey = eg, alsoist X' = x~
Eindeutigkeit des Inversen in G, und damit x ' € U.

“a. & b.”: Da xy € U fiir alle x,y € U, ist das Bild von U x U unter der Ab-
bildung - in der Tat in U enthalten. Es bleibt also, die Axiome (i)-(iii) nach-
zupriifen. Dabei gilt (iii) nach Voraussetzung und (i) ubertréagt sich von der
grofleren Menge G auf die Teilmenge U. Da U # (), existiert ein x € U. Nach
Voraussetzung gilt dann aber x~' € U und damit eg = x 'x € U. Da aber

egx = x fur alle x € U, ist auch (ii) erfillt. O

on X' € U. Zudem gilt aber %~

Beispiel 3.11 a. ({—1,1},-) ist eine Untergruppe von (Q \ {0}, ), wie unmit-
telbar aus Proposition 3.10 folgt.
b. Fiir « € R bezeichne ¢, : R> — R? die Drehung der Ebene um den
Nullpunkt um den Winkel « im Bogenmal. Setze SO(2) := {¢p4 : R? —
R?| « € R}. b

o«(P)

Offensichtlich gilt 40 @p = @up fiir o, B € R, und fiir « € R ist somit
©_« = (Ps)”", da @y = idg:. Insbesondere ist ¢ also bijektiv fiir jedes
x € R.
Damit folgt aus Proposition 3.10, dal SO(2) eine Untergruppe von $(RR?)
ist.

c. Sei E,, C R? das reguldre n-Eck.

Wir setzen
U= {(Poc € SO(2) ‘ Pulbn) = En}-

Behauptung: (U, o) ist eine Untergruppe von (SO(2),0).
Fir ¢, ¢p € U gilt

((poco (PB)(ETL) = (Poc((pB(En)> = (poc(En) =Eq
und

(P;](En) = (9;1 ((poc(En)) = ((P;] © (poc)(En) = idRz(En) = En.
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Also gilt 9,0 @p € Uund ¢,' € U, und da idg: = @, € U, ist U # ) und
folglich ist U nach Proposition 3.10 eine Untergruppe von SO(2).
Offensichtlich besteht U aus allen Drehungen ¢, mit o = k- &, k =
0,...,n— 1. Insbesondere gilt also, |U| =n.

d. Sein € Z und nZ :={nz | z € Z} die Menge aller Vielfachen von n.
Behauptung: (nZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +).
Seien nz,nz’ € nZ, dann gilt nz + nz’ = n(z+z’) € nZ und —(nz) =
n - (—z) € nZ. Da ferner () # nZ C Z, folgt wieder mit Proposition 3.10
die Behauptung.

e. Die Inklusionen Z C Q, Z C R und @ C R machen die Teilmenge
beziiglich der Addition als Gruppenstruktur jeweils zu Untergruppen.

Immer wenn man eine Struktur auf einer Menge definiert hat, spielen
die strukturerhaltenden Abbildungen eine besondere Rolle. Diese werden
(Struktur-)Morphismen oder (Struktur-)Homomorphismen genannt.
Definition 3.12

Es seien (G, -) und (H, x) zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G — H heil3t Grup-
penhomomorphismus (oder kiirzer Homomorphismus oder nur Morphismus),
falls fir alle x,y € G gilt:

f(x-y) = f(x) * f(y).

Beispiel 3.13 a. Ist (G, ) eine Gruppe und U C G eine Untergruppe, dann
ist die kanonische Inklusion iy : U — G ein Gruppenhomomorphismus,
da fiir x,y € Ugilt iy(x-y) =x-y = iu(x) - iuly).

b. Sei a € Rund m : (R,+) — (R,+) : x — ax die Multiplikation mit a,
dann ist m, ein Gruppenhomomorphismus, da fiir x,y € R gilt

ma(x +y) = alx +y) = ax + ay = ma(x) + ma(y).
c. Ist (G, ) eine Gruppe und g € G, so hat man Abbildungen
Rg:G—=G:xm—xg (die “Rechtstranslation”)
und
Lg:G— G:x— gx (die “Linkstranslation”)
Fir g # e gilt jedoch wegen der Kirzungsregel
Lo(g-9) = ¢° # g* = Lg(g) - Ly(g)

und entsprechend fiir Ry. Also sind L4 und Ry fiir g # e keine Gruppenho-

momorphismen.

Man sieht leicht, daB3 L, und Ry bijektiv sind, mit Inverser L -+ bzw. R,-1.
d. Ist (G, -) eine Gruppe und g € G, so definiert man

ig:G—>G:XHg_1xg::x9.

iy hei3t innerer Automorphismus oder Konjugation mit g.
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Behauptung: Die Konjugation ist ein bijektiver Gruppenhomomorphis-
mus.
Fuar x,y € G gilt:

ig(xy) =g~ (xylg =g~ (xey)g =g~ (X(ggq)y)g

= (97'xg) (97 yg) = 1g(x) - ig(v),
also ist iy ein Gruppenhomomorphismus. Aullerdem gilt fiir ein beliebi-
ges x € G:

(igoig1)(x)=g" <(9")_]xg”) g=(g""g)x(g7'g) = exe = x =idg(x),

also ist iy oi,-1 = idg. Analog sieht man i,-1 o i5 = idg, und folglich ist i,
bijektiv nach Lemma 2.19.
Es ist offenbar i; = Rjo ;1. Die Komposition von zwei Nicht-Homomor-
phismen kann also durchaus ein Homomorphismus sein. Das folgende
Lemma sagt, dall umgekehrt die Komposition von zwei Homomorphis-
men stets wieder ein Homomorphismus ist.

Lemma 3.14

Sind f1:(Gq,:) = (Ga, %) und 1, : (Gy, *x) — (G3z, x) Gruppenhomomorphismen,

so ist auch f,0f1:(Gq,-) — (G3, x) ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Seien x,y € Gy, dann gilt:

(faofy)(x-y) =T2(f1(x-y)) = T2(f1(x) * f1(y)) = f2(f1(x)) x f2(f1(y))
= (f2of1)(x) x (f20f1)(y).

Definition 3.15
Seif: (G,-) — (H,x*) ein Gruppenhomomorphismus.

a. Wir nennen f einen Monomorphismus, falls f injektiv ist.

b. Wir nennen f einen Epimorphismus, falls f surjektiv ist.

c. Wir nennen f einen Isomorphismus, falls f bijektiv ist.

d. Wir nennen f einen Endomorphismus, falls (G, ) = (H, x).

e. Wir nennen f einen Automorphismus, falls f ein bijektiver Endomorphis-
mus ist.

Beispiel 3.16
In den obigen Beispielen 3.13 ist m, fiir a # 0 ein Automorphismus mit In-
verser m. .

Die Konjugation ist ebenfalls ein Automorphismus.
Proposition 3.17
Es sei f:(G,:) — (H, *) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten:

a. f(eg) = en.
b. f(x ") = (f(x)) " fiirx € G.
c. Ist f bijektiv, soist f~' : H — G ein Gruppenhomomorphismus.
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d. Ist U C G eine Untergruppe von G, dann ist f(U) C H eine Untergruppe
von H.

e. Ist V C H eine Untergruppe von H, dann ist ' (V) C G eine Untergruppe
von G.

f. Im(f) := f(G), das Bild von f, ist eine Untergruppe von H.

g. Ker(f) := f'(en), der Kern von f, ist eine Untergruppe von G.

Beweis: a. Esgilt

en x fleg) = fleg) = f(eg - eg) = f(eg) * f(eg).

Mit Hilfe der Kiirzungsregel 3.4 folgt dann ey, = f(eg).
b. Fir x € G gilt:

f(x ) = f(x) =f(x - x) = fleg) = en.

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen in H folgt die Behauptung.

c. Ist f : G — H bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f~' : H — G.
Seien u,v € H. Setze x := f'(u) und y := f'(v), also u = f(x) und
v = f(y). Dann gilt:

flusxv)=1" (f(x) *f(y)) = ! (f(x-y)) =x-y=~1"(u)-f'(v).

Also ist f~' ein Gruppenhomomorphismus.
d. Sind u,v € f(U), dann existieren x,y € U mit f(x) = uund f(y) = v. Da
x -y € U, gilt:

uxv="~f(x)*f(y) =f(x-y) e f(U).
AuBerdem gilt x ! € U und somit:
wl=(f(x) T =f(x ") € f(U).

Da zudem f(eg) € f(U), also f(U) # 0, folgt mit Proposition 3.10, daf3 f(U)
eine Untergruppe von H ist.

e. Seien x,y € f'(V), so gilt f(x-y) = f(x)*f(y) € V, da V eine Untergruppe
ist. Also gilt x -y € f'(V). AuBerdem gilt f(x ') = (f(x)) ' € V, wieder
da V eine Untergruppe ist. Somit liegt auch x~' in f~'(V). Da das Urbild
von V unter f ferner nicht leer ist, alldieweil wegen f(eg) = ey € V
gilt, daB eg € f'(V), folgt wieder mit Proposition 3.10, daB f~'(V) eine
Untergruppe von G ist.

f. Dies folgt aus d., da G eine Untergruppe von G ist.

g. Dies folgt aus e., da {ey} eine Untergruppe von H ist.

Lemma 3.18
Ein Gruppenhomomorphismus f : (G,-) — (H, ) ist genau dann injektiv, wenn
Ker(f) ={eg}.
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Beweis: Ist f injektiv, so ist f~'(ey) hochstens einelementig, und wegen
f(eg) = ey gilt dann Ker(f) = f'(ey) = {eg).

Gilt umgekehrt Ker(f) = {eg}, und sind x,y € G mit f(x) = f(y), so folgt wegen:
en="f(x)x (fly)) =fx)=fly")=Ff(x-y™),

= eg, also x = y. Somit ist f injektiv. ]

—1

daBx-y~'
AUFGABEN

Aufgabe 3.19
Untersuche, welche der folgenden Verkniipfungen Gruppen definieren:

a. G:=Q x Qmit (a,b) - (a’,b’):= (aa’,bb’) fiir a,a’,b,b’ € Q,
b. G := (Q\{O}) X (Q\{O}) mit (a,b)-(a’,b’) ;= (ab’,ba’) fiir a,a’, b, b’ € Q\{0},
c. G == Q xQ\{(0,0} mit (a,b) - (a’,b’) := (aa’ — bb’,ab’ + ba’) fiir
a,a’,b, b’ € Q,
d. G:= Q-0 X Q-omit (a,b)-(a’,b’) := (aa’,bb’) fiir a,a’,b,b’ € Q-,.
Aufgabe 3.20 a. Eine Halbgruppe, in der die beiden Kiirzungsregeln gel-
ten, braucht noch keine Gruppe zu sein.
b. Eine endliche Halbgruppe, in der die beiden Kiirzungsregeln gelten, ist
eine Gruppe.
Aufgabe 3.21 a. Finde eine Halbgruppe (H,-), in der es unendlich viele
linksneutrale Elemente gibt, d. h. unendlich viele Elemente | € H mit
l-h =hfir alle h € H.
b. Gibt es in einer Halbgruppe ein Linksneutrales und ein Rechtsneutrales,
so stimmen sie iiberein.
Aufgabe 3.22 (Direktes Produkt)
Es seien (G, ) und (H, -) zwei Gruppen. Wir definieren auf der Menge G x H =
{(x,y) | x € G,y € H} eine Operation durch (x,y) * (x",y’) := (x - x’,y - y’) fur
(x,y), (x',y’) € G x H. Zeige, dann ist (G x H, %) eine Gruppe.

Anmerkung: Wir bezeichnen G x H als das (Gufere) direkte Produkt von G und H
Aufgabe 3.23

Es sei (G,-) eine Gruppe. Genau dann ist G abelsch, wenn fiir alle g,h € G
gilt: (g-h)?2 = g?-h2

Aufgabe 3.24

Es sei (G, ) ein Gruppe mit neutralem Element e. Gilt g* = e fiir alle g € G,
so ist G abelsch.

Aufgabe 3.25

Es sei M # () eine Menge. Zeige, (5(M), o) ist genau dann abelsch, wenn |[M| <
2.

Aufgabe 3.26

Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen von (S(]R), o)?

a. Uy :={f € 3(R) | f(x) # x fiir nur endlich viele x € R},
b. U, :={f € $(R) | f(x) < f(y) falls x <y},
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c. Us:={f € (R) | [f(x)| = |x| fiir alle x € R}.
Aufgabe 3.27 (Untergruppenkriterium)

Es sei (G, ) eine Gruppe und ) # U C V eine nicht-leere Teilmenge. Dann
sind gleichwertig:

a. U ist eine Untergruppe von G.

b. Fiir alle x,y € U gilt: x -y~ € U.
Aufgabe 3.28
Essei G:={f,p: R—R:x— ax+b|a,b e R,a#0}. Zeige, dal G beziiglich
der Komposition von Abbildungen eine nicht-abelsche Gruppe ist.
Aufgabe 3.29
Es sei (G, -) eine Gruppe und () # U C G eine endliche Teilmenge. Zeige, genau
dann ist U ist eine Untergruppe von G, wenn fiir alle u,v € U gilt: u-v € U.
Aufgabe 3.30
[Satz von Lagrange] Es sei (G, -) eine Gruppe und U C G eine Untergruppe
von G. Wir definieren auf G eine Relation ~; durch

g~uh:©@ g'-helu
fiir g, h € G. Man beweise die folgenden Aussagen:

a. ~y ist eine Aquivalenzrelation mit [g] = ¢g- U :={g-u|u e U} fiir g € G.
b. Fir g € G gilt, U und g - U sind gleichméachtig.
c. Ist |G| < oo, so gilt:

Gl =[G/ ~ul.

Hinweise: In b. gebe man konkret eine Bijektion zwischen den beiden Mengen an, und fiir
c. beachte man Lemma 2.32.

Aufgabe 3.31

Es sei (G, -) ein endliche Gruppe von gerader Ordnung mit neutralem Element
e. Zeige die folgenden Aussagen:

a. G enthilt mindestens ein Element g # e mit g2 = e.
b. Ist G eine Gruppe der Ordnung |G| = 4, so ist G abelsch.

Hinweis: Fiir a. betrachte man die Relation ~auf Gmit g~h & h=goderh=g"'.

Aufgabe 3.32

Es sei (G, -) eine Gruppe mit genau einem Element g # ¢, so daB8 g*> = e. Dann
gilt h-g=g-hfiralleh e G.

Aufgabe 3.33

Es sei (G, -) eine Gruppe. Priife, welche der folgenden Abbildungen ein Grup-
penhomomorphismus / Gruppenisomorphismus ist, wobei g,h € G fest vorge-
geben seien:

a.G—-G:x—g-x-g,
b.G—-G:x—h-x-g,
c. G5 G:x—h'.-x-g,
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d. G5 G:ix—x,

e. G5 G:xm— x4

Aufgabe 3.34

(G, -) sei eine Gruppe, und die Abbildung « : G — G sei definiert durch «(g) =
g~ fiir g € G. Zeige, genau dann ist « ein Gruppenhomomorphismus, wenn G
abelsch ist.

Aufgabe 3.35

Bestimme alle Gruppenhomomorphismen « : (Q,+) — (Z, +).

Aufgabe 3.36

Bestimme alle Automorphismen von (Q, +).

Aufgabe 3.37

Es sei (G, ) eine Gruppe. Fiir g € G definieren wir

xg:G =G x—g -x-g.
a. Zeige, fiir jedes g € G ist oy ein Gruppenisomorphismus.
b. Zeige, die Menge Aut(G) := {x € $(G) | «ist ein Automorphismus} ist
eine Untergruppe von (S(G), o).
c. Zeige, die Menge Inn(G) := {4 | g € G} ist eine Untergruppe von Aut(G).
d. Die Abbildung ¢ : G — Aut(G) : g — o4 ist ein Gruppenhomomorphis-
mus mit Ker(¢) =Z(G):={he G|h-x=x-h Vx € G}.

4. Die symmetrische Gruppe

Die symmetrische Gruppe $(M) der bijektiven Selbstabbildungen einer Men-
ge M ist die “Urmutter” aller Gruppen. Fiir eine beliebige Menge M ist $(M)
allerdings wenig niitzlich, da man auller der Definition kaum etwas tiber sie
aussagen kann.

Fir eine endliche Menge M ist das ganz anders. Zunachst einmal ist es egal,
ob wir $({x1,...,xn}), fiir eine beliebige n-elementige Menge M = {x1, ..., Xn},
betrachten oder $, = $({1,...,n}). Die beiden Gruppen sind isomorph, und
zwar so offensichtlich, daf3 wir keinen Unterschied machen - wir identifizieren
sie. $,, ist nicht nur die Urmutter aller endlichen Gruppen,? $,, ist auch fiir
praktische Anwendungen sehr wichtig. In der linearen Algebra werden wir
die Gruppe 5, vor allem im Zusammenhang mit Determinanten benétigen,
vgl. Abschnitt I1.9.

Definition 4.1 a. Ein Element o € $,, heif3t eine Permutation. Wir beschrei-

ben o durch das folgende Schema:

2Der Satz von Cayley sagt, daB jede endliche Gruppe G mit |G| = n isomorph zu einer
Untergruppe der $,, ist, vgl. Aufgabe 4.21.
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bzw.
X1 X2 ... Xn
(G(m) o(x2) ... o(xn) )’
falls x1,...,x, irgendeine Anordnung der Zahlen 1, ... n ist.
b. Eine Permutation o € 3, fir die es eine Zerlegung von {1,...,n} =

{ay, ..., axtU{by,..., b «} gibt, so daB gilt:

o — ary a ... Qag—1 Qg b] ce bnfk
- )
a as ... ax aq b1 cen bn—k

heif3t ein k-Zyklus.
Wir schreiben kurz: o = (a;...ay).
Beachte: die Zyklen (a; ...ayx), (axa;...ax_1), etc. stimmen tiberein!
c. Ein 2 — Zyklus wird auch eine Transposition genannt.
Eine Transposition T = (1 j) ist mithin eine Permutation, die nur die zwei
Zahlen i und j miteinander vertauscht, alle anderen aber fest 1403t.
d. Das neutrale Element von 3,,, per definitionem idy;
Einfachheit halber mit id bezeichnen.
Beispiel 4.2
Die Gruppe %, ist fiir n > 3 nicht abelsch, denn fiir die Zyklen (1 2), (13 2) €
3, gilt:

n), wollen wir der

.....

(12)0(132)=(13)#(23)=(132)0(12).

Bemerkung 4.3

Fir kleine Werte n ist $,, sehr iibersichtlich, fiir gro3e Werte n wird %, jedoch
riesig.

$; ={id}und $, = {id, (1 2)}. $3 ={id, (1 2), (1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} hat schon
sechs Elemente, $; gar 24 und $¢ ungefihr 1032, Letztere Zahl entspricht in
etwa der angenommenen Anzahl der Nukleone des Universums.
Bemerkung 4.4 (Prinzip der vollstdndigen Induktion)

Es gelte eine Aussage fiir die ganze Zahl n, (Induktionsanfang), aullerdem
sei folgendes richtig: gilt die Aussage fiir ein beliebiges n > ny (Induktions-
voraussetzung), so gilt sie auch fiir n + 1 (Induktionsschluf3). Dann gilt die
Aussage fiir alle ganzen Zahlen n > n,.

Proposition 4.5

S =n!=1-2-3.--n.

Beweis: Wir zeigen durch Induktion tiber n etwas allgemeiner:
Behauptung: Sind M = {x;,...,x,J und N = {y1,...,yn} zwei n-elementige
Mengen, so hat die Menge

Iso(M,N) :={f : M — N | f ist bijektiv}
genau n! Elemente.

Induktionsanfang: Sei n = 1, dann gilt offensichtlich |Iso(M,N)| =1 =11
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Induktionsschlufi: Es sei n > 1 beliebig, aber fest, und es gelte | Iso(M’, N’)| =

(n—1)! fur alle n — 1-elementigen Mengen M’ und N’.

Seien nun M und N zwei n-elementige Mengen. Fiir i € {1,...,n} definieren
wir:
Iso; .= {f € Iso(M,N) | f(x1) = yi}.
Offensichtlich ist die Einschriankung?
ISOi — Iso (M \ {X]}, N \{yl}) = f‘M\{)q}

bijektiv, und daher gilt nach Induktionsvoraussetzung |Iso;| = (n — 1)!. Da
nun aullerdem

Iso(M,N) = H Iso;,
i=1

d. h. (Isoi)icq1,.. n} ist eine disjunkte Zerlegung von Iso(M, N), folgt:

.....

[Iso(M,N)| = ) |Isoi| =n-(n—1)! =nl

i=1

]

Bemerkung 4.6
Wir wollen uns jetzt mit den Transpositionen ndher beschéftigen. Zunéchst
ist klar, daB fiir eine Transposition T € $,, gilt 7! = 7, also T° = id.

Allgemeiner gilt fiir eine Permutation

B 1 2 ... 0n
o o) ... om) )’

daB das Inverse o' gegeben ist durch

o o(1) o(2) ... o(n)
1 2 ... n '
Man kann das Inverse einer Permutation also einfach durch ablesen “von
unten nach oben” beschreiben.
Proposition 4.7

Jede Permutation in 5, n > 2, ldft sich als Komposition von hochstens n
Transpositionen darstellen.

Beweis: Wir fiithren den Beweis durch Induktion tiber n.

Induktionsanfang: Sein = 2. Es ist $, = {id, (1 2)}, und id = (1 2) o (1 2), also
folgt die Behauptung.

Induktionsschluf3: Sei nun n > 2 gegeben, und die Behauptung gelte fiir n
bereits. Ferner sei 0 € $,, ;1 beliebig, aber fest. Es gibt eini € {1,... n+ 1} mit
on+1)=1iDanngiltmitt=(n+1 1)

(Too)n+1)=n+1,

3Siehe Bemerkung 2.8.
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also konnen wir die Einschrinkung* ¢’ = (1o 0),_n als Element von $,,

auffassen. Mithin gilt nach Induktionsvoraussetzung, es gibt Transpositionen
Tiyeo oy T € B, k <M, mit
O—I:T{O‘“OT{C

Bezeichnen wir mit 7; die Fortsetzung von T, die definiert wird durch

(1), fallsl<n
{1 1 1,... 11:1 )
T {) M+ }_){v ,TL+} H{T\_‘I—], fallslzn+1>

so folgt unmittelbar
TOO="T10-" Ty,
und mithin
o= (ToT)oo=To(ToO)=ToT;0+0Ty.

D. h. 0 ist Komposition von k + 1 < n + 1 Transpositionen. O

Korollar 4.8
Jede Permutation lafit sich als Produkt von Transpositionen zweier aufeinan-
derfolgender Zahlen schreiben.

Beweis: Wegen Proposition 4.7 reicht es, dies fiir eine Transposition (i j) mit
i < j zu zeigen. Es gilt aber offenbar

(ij) = (ii+1o(i+1i+2)0o--0(j—2j—1)o(j—1j)o
oj—2j—To-o(i+Ti+2)o({ii+1).
N

Die Darstellung einer Permutation als Komposition von Transpositionen ist
also keineswegs eindeutig. Was jedoch unabhingig ist, ist, daf3 eine Permu-
tation entweder immer durch eine gerade oder immer durch eine ungerade
Anzahl von Transpositionen darstellbar ist. Das wollen wir nun beweisen und
definieren dazu das Vorzeichen einer Permutation.

Definition 4.9

Es sei 0 € $,, gegeben.

a. Ein Zahlenpaar (i,j) mit 1 < 1i,j < n heil}t ein Fehlstand von o, falls 1 < j,
aber o(i) > of(j).
b. Wir definieren das Signum oder Vorzeichen von o durch

sgn(o) +1, falls o eine gerade Anzahl von Fehlstédnden besitzt,
& ] —1, falls o eine ungerade Anzahl von Fehlstanden besitzt.

Beispiel 4.10
Eine Transposition T = (1 j) € $,, mit i < j, hat exakt 2- (j —1—1) — 1
Fehlstinde, ndmlich

(ii+1),01+2),...,(05),0+1j),G0+25),...,0G—175),

4Siehe Bemerkung 2.8.
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. 12 3 4
“\21 4 3

hat die Fehlstédnde (1,2) und (3,4). Also gilt sgn(o) = 1.

und mithin gilt sgn(t) = —1.

Die Permutation

Manchmal ist die folgende geschlossene Formel niitzlich, deren Beweis als
Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen sei.

Lemma 4.11

Fiir 0 € 8, gilt:

B o(j)—o(i)  o(2)—o(1) o3)—0o(1) omn)—on—1)
o= 1l 5 ="57 "5 Tamon

1<i<i<n

Satz 4.12 a. Fiir 01,0, € $,, gilt:
sgn(o7 0 02) = sgn(o4) - sgn(oy).

b. Ist 0 = Ty 0--- 01 € 3, eine Komposition von k Transpositionen, dann
gilt:
sgn(o) = (-1~

Beweis: Es sei 0 = 0c'’o1 € $, mit ¢’ € S, undt=(ii1+ 1) fireini €
{1,...,n—1}1Ist (i,14+ 1) ein Fehlstand von ¢’, so hebt T diesen auf und o hat
einen Fehlstand weniger als o’. Ist hingegen (i,1 + 1) kein Fehlstand von o,
so erzeugt die Komposition mit T diesen Fehlstand und o hat einen Fehlstand
mehr als o’. Damit gilt dann aber

sgn(o) = —sgn(o’) = sgn(o’) - sgn(T).

Da jede Transposition als Produkt von Transpositionen zweier aufeinander-
folgender Zahlen geschrieben werden kann, 148t sich wegen Proposition 4.7
auch jede Permutation als Produkt solcher Transpositionen schreiben.

Seien nun 07 = Tj0---0%, und 0, = ¥,;70---07, ¢ als Produkte solcher Trans-
positionen aufeinanderfolgender Zahlen gegeben. Dann folgt mit Induktion

T

sgn(oy003) = (—1)""* = (=1)"- (=1)° = sgn(o1) - sgn(02).

Damit ist a. gezeigt und b. folgt mittels Induktion nach k.

Bemerkung 4.13
Die Aussage in Satz 4.12 a. 148t sich eleganter auch wie folgt formulieren.
Betrachte sgn als eine Abbildung

sgn: %, —{—1,1},

und betrachte ({—1, 1}, -) als Gruppe (siehe Beispiel 3.11). Dann besagt 4.12 a.,
daf sgn ein Gruppenhomomorphismus ist.



4. DIE SYMMETRISCHE GRUPPE 47

Der Kern dieses Homomorphismus besteht aus allen Permutationen mit posi-
tivem Vorzeichen, man nennt diese auch gerade Permutationen, und ist nach
Proposition 3.17 eine Untergruppe der ...

Die Menge {0 € %, | sgn(o) = —1} ist keine Untergruppe der %,,, da sie etwa
das neutrale Element id nicht enthalt.

Definition 4.14

A, = Ker(sgn) = {0 € 3,, | sgn(o) = 1} heil}t die alternierende Gruppe vom
Grad n.

Lemma 4.15

[Anl =2, fiirn > 2.

Beweis: Es sei 1 € $,,. Wegen Satz 4.12 gilt:
S \A,={0ce8,.| sgn(o)=—-1}={t00’ |0’ € A} = TA,.
Ferner ist die Abbildung
A, —TAL: 00— TOoO
offensichtlich eine Bijektion. Also gilt
[Bnl = [3n \ Al + |An| = [TA] + [An] = 2 [Aq.

AUFGABEN
Aufgabe 4.16 (Zyklenzerlegung einer Permutation)
Sei 0 #n € IN und ($,, o) die Symmetrische Gruppe vom Grad n.

Sei 0 € 5, eine beliebige Permutation. Beweise die folgenden Aussagen a.—
c. und lose Teil d.:

a. Fur a,b € {1,...,n} definieren wir

a~b & dveZ : a=0Y(b).

~ ist eine Aquivalenzrelation auf{1,..., n}.
b. Fiir a € {1,...,n} bezeichne [a] die Aquivalenzklasse von a bez. ~. Dann
gilt:

JkeN : [a ={a,0(a),...,c* (a)}.
c. Es gibt eine disjunkte Zerlegung {1,...,n} = U;]{aﬂ,...,aﬂq}, so daf3
G:(aﬂ"‘aﬂq)O---O(aﬂ"‘atkt)-

(Wir nennen diese Darstellung die Zyklenzerlegung von c.)
12345 12345
d. E i = = $ ben.
s seien 7 25 431)° 35 92 4 1 € %5 gegeben
Berechne die folgenden Permutationen und gib ihre Zyklenzerlegung
(gemél c.) sowie eine Zerlegung in Transpositionen (= 2-Zykel) (geméalf3
Proposition 4.7) an:

o O, 00T, 7(’], o .
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Hinweis: Die Teile a. bis c. bauen jeweils aufeinander auf. Wer Teil b. sauber beweisen
mochte, denke iiber die folgenden Aussagen nach: (i) 3 ko > 0 minimal mit o*°(a) = q; (ii) fiir

alle A € Z gilt 0**°(a) = a; und (iii) fiir die ganzen Zahlen ist Division mit Rest moglich.

Aufgabe 4.17
Sei 0 # n € N eine natirliche Zahl und sgn : %, — {—1,1} der Signum-
Homomorphismus. Zeige, falls w € $,, die Zyklenzerlegung m = (a7---aj, ) o

...o(ay - ay, ) besitzt, so gilt
sgn(m) = (=1 T (=)

Insbesondere, ein k-Zyklus hat genau dann Signum 1, wenn k ungerade ist.
Aufgabe 4.18 (Ordnung einer Permutation)
Sei (G, -) eine Gruppe, g € G. Wir definieren

o(g) = 4 falls gk#e VO#k €N,
9= min{k € N\ {0} | gk =e}, sonst.

Seinun (G, ) = (3, 0) und 7w € $,, habe die Zyklenzerlegung 7w = (aj;--- ay, )o
...o(ay - ay,), dann gilt

O(g) = kgv(k1) s )kt)'

Insbesondere, ein k-Zyklus hat Ordnung k.

Aufgabe 4.19 (Typ einer Permutation)

Es sei m € 5,, eine Permutation mit Zyklenzerlegung m = (a;;---ap,)o...0
(ay -+ aw,), so daBl gilt k; < k; < --- < k¢. Dann heif3t das Tupel (kq,..., k)
der Typ der Permutation 7. Fiur zwei Permutationen 7,0 € &, mit Typ
(k1,...,k¢) bzw. (14,..., 1) gilt:

JEeES, M= o000 & (ki,....k =(L,...,1L).

(In Worten, zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie den
gleichen Typ haben.)

Aufgabe 4.20 (Kleinsche Vierergruppe)

Die Teilmenge K4 := {(1),(1 2) o (3 4),(1 3) o (2 4),(1 4)0 (2 3)} C B, ist
eine Untergruppe der Symmetrischen Gruppe vom Grad 4, die sogenannte
Kleinsche Vierergruppe.

Aufgabe 4.21 (Satz von Cayley)

Ist (G, -) eine endliche Gruppe mit |G| = n, so ist G isomorph zu einer Unter-
gruppe von 3,,.

5. Faktorgruppen und Kongruenzen

Wir kommen in diesem Abschnitt noch einmal auf den Begriff der Aquivalenz-
relation, d. h. einer reflexiven, symmetrischen und transitiven Relation auf
einer Menge, zuriick. Allerdings wollen wir jetzt Relationen auf einer Gruppe
betrachten, die mit der Gruppenstruktur vertraglich sind.
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Definition 5.1
Es sei G eine Gruppe und ~ eine Aquivalenzrelation auf G. ~ heifit mit der
Gruppenstruktur vertrigliche Aquivalenzrelation, falls fir alle x,y,z € G gilt:

X~y = zX ~Zy.

Lemma 5.2
Es sei G eine Gruppe.

a. Ist ~ eine mit der Gruppenstruktur vertrigliche Aquivalenzrelation, dann
gelten:
(1) Die Aquivalenzklasse U := [e] des neutralen Elementes e € G ist eine
Untergruppe von G.
(i1) Fiir x,y € G gilt:

x~y & x 'yel.
b. Ist umgekehrt U C G eine Untergruppe von G, so wird durch
x~y & x 'yel fiirx,yeG
eine mit der Gruppenstruktur vertrigliche Aquivalenzrelation definiert.
In beiden Fdllen gilt fiir x € G
x] =x-U:={xu|lueU}

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit G/U bezeichnet, |G : U| := #G/U
heift der Index von U in G, und die zu x € G gehirende Aquivalenzklasse x - U
wird Restklasse modulo U genannt.

Beweis: a. (i) Sind x,y € U, dann gilt x ~ e und y ~ e. Damit gilt aber
XYy ~Xe =X~ e,

also xy € U. Aullerdem gilt

x T=xTle~x"Tx=e,

also auch x ' € U. Da ferner U nicht leer ist, wegen e ~ e, ist mit
Proposition 3.10 U eine Untergruppe von G.
(i) Far x,y € G mit x ~ y gilt

1

e=x "x~xy,

also x 'y € U. Umgekehrt folgt aus x 'y € U
x =xe~x(x""y) =v.

b. Seien x,y,z € G. Da x'x = e € U, ist ~ reflexiv. Da mit x 'y € U
auch y~'x = (x*]y)*1 € U gilt, ist ~ auch symmetrisch. Ferner folgt aus
x y,y'zelU,daB x 'z = (qu) (yqz) € U, und damit die Transitivitat
von ~. Mithin ist ~ eine Aquivalenzrelation.
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Ferner gilt fiir x,y,z € Gmit x ~y
(zx) N(zy) = (x "z ) (zy) =x(z Tz)y=x"Tey =x"'y € U.

Also ist ~ mit der Gruppenstruktur vertraglich.

Ein ganz wichtiges Beispiel hierzu ist die Kongruenz ganzer Zahlen.
Definition 5.3
Sein € Z fest gewahlt. x,y € Z heillen kongruent modulo n, falls x—y € nZ =

{np|peZ}
Wir verwenden die Notation
x=y (n) oder x=vy (modn).

Bemerkung 5.4
Da nZ C Z eine Untergruppe von (Z,+) ist, ist nach Lemma 5.2 Kongruenz
modulo n eine mit der Gruppenstruktur vertrédgliche Aquivalenzrelation auf
Z.. Weiter folgt fiir x € Z

[x] =x +nZ

ist die zu x gehorende Aquivalenzklasse und wird auch Kongruenzklasse mo-
dulo n genannt. x + nZ ist die Menge aller y € Z, so dall x —y durch n teilbar
ist.

Fur die Menge der Kongruenzklassen modulo n schreiben wir
Ly =72/ :=7/(n) :=7Z/nZ.
Aus der Division mit Rest, sieche Lemma 5.5, folgt fiir jedes x € Z existiert ein
geZundeinreZmit0 <r<n-—1,sodal gilt
X=qn-+rm.

Es folgt

Zn={[0],01],...,In— 1]},
d. h. Z,, hat genau n Elemente, d. h. n Kongruenzklassen modulo n in Z, die
eindeutig durch die Zahlen 0,1,...,n — 1 reprasentiert werden. So repréasen-
tiert z. B. [0] die durch n teilbaren Zahlen in Z.
Lemma 5.5 (Division mit Rest)
Zu x,y € Z mity # 0 existieren eindeutig bestimmte Zahlen q,r € 7 mit

x=qy+7r, 0<r<lyl. 4)
Beweis: Die Existenz von q und r ist klar. Es bleibt also die Eindeutigkeit zu
zeigen. Ist (q’, r’) ein weiteres Zahlenpaar, fiir das (4) gilt, so folgt:
x=qy+r=qy+r. (5)
O.E. gilt v’ > r, also 0 < r <1’ < |y|. Dann folgt aber aus (5)

0<(g—q)y=r"—r <yl
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Da q — q’ € Z, mul folglich q — q’ = 0 gelten, also ¢ = q’ und dann auch
r=r. -

Definition 5.6
Eine Untergruppe U C G von G heillt normal oder Normalteiler, falls fiir alle
x € Gund u € U gilt:

quU.xzzu-xzz{u’XIu'GU}.

Wir schreiben in diesem Falle U < G.
Bemerkung 5.7 a. Aus der Definition folgt fiir eine Untergruppe U unmit-
telbar, daB3 U < G genau dann, wenn fiir alle x € G und u € U gilt:

xux ' e U. (6)

b. Man beachte, daf3 eine Teilmenge U C G zunéchst einmal eine Unter-
gruppe sein muf}, um ein Normalteiler sein zu konnen!

c. Ist G abelsch, so ist jede Untergruppe ein Normalteiler.

d. Die Untergruppe U := {id, (1 2)} C 53 ist kein Normalteiler der %3, denn
fir o = (23) € 33 gilt

00(12)o0'=(23)0(12)0(23)=(13)&U.

Satz 5.8
Es sei (G, -) eine Gruppe.

a. Eine Untergruppe U C G von G ist genau dann ein Normalteiler, wenn
auf der Menge G/U die Operation

X] -yl =[x-yl, fiir[x], [yl € G/U,

wohldefiniert ist, d. h. die Vorschrift G/Ux G/U — G/U: ([x], [y]) — [x-y]
definiert eine Abbildung.

b. Ist U C G ein Normalteiler von G, dann ist (G/U,-) mit der in a. definier-
ten Gruppenoperation eine Gruppe mit neutralem Element [e] = U. Fiir
[x] € G/U gilt ferner [x]7' = [x'].

Man nennt G/U die Faktorgruppe von G nach U.
Die Restklassenabbildung

m:G— G/U:x— [x]

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Ker(m) = UL

Beweis: a. Sei zunichst U < G und seien [x] = xU, [y] = yU € G/U. Fur
beliebige u,v € U ist zu zeigen:

(xu)(yv) € (xy)U.
Wegen v € U ist das dquivalent zu

xuy € (xy)U.
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Dies ist nun wiederum gleichwertig zu
uy = x"(xuy) € x ' (xyU) = yU,

was erfullt ist, da U < G.
Gilt umgekehrt, dafl die Operation wohldefiniert ist, und sind x € G und
u € U gegeben, so ist zu zeigen:

xux! e U.
Da [xu] = [x], gilt
U=_Je] = [x . x’1] = [x] - [x’1] = [xu] - [x’q = [xux’l},

was gleichbedeutend zu xux~' € U ist. Also ist die Untergruppe U ein
Normalteiler.

b. Nach Teil a. ist die Gruppenoperation wohldefiniert, und fiir [x], [y], [z] €
G/U gilt:

(X1~ ) - [2] = Iyl - [2] = [(xy)z] = [x(yz)] = X - [yz] = IX] - ([ - [z]).
AuBlerdem ist [e] - [x] = [ex] = [x], so daB} [e] das Neutrale von G/U ist, und
es gilt

X7 x =[x x] = el

und somit besitzt [x] ein Inverses, nédmlich [x] ™' = [x'].
SchlieBlich folgt aus den Definitionen

niixy) = [xyl = [x] - [yl = n(x) - n(y)
und Ker(7t) = 7! ([e]) = [e] = U, so daB} 7t ein Gruppenhomomorphismus
mit Ker(7r) = U ist.
O

Betrachten wir nun wieder den Spezialfall G/U =7Z,,

Definition 5.9

Wir definieren auf Z, eine Addition und eine Multiplikation reprisentanten-
weise, d. h. fir [x], [y] € Z,, definieren wir

I+l =Kx+yl und [x]-[yl=I[x-yl

Satz 5.10 a. Die Addition und die Multiplikation sind wohldefiniert,
d. h. unabhdngig von der Wahl der Reprdasentanten.
b. (Zn,+) ist eine abelsche Gruppe mit [0] als neutralem Element. Zu [x] €
Z. ist [—x] € Z,, das Inverse.
c. (Z\{[01},") ist eine Halbgruppe mit neutralem Element [1].

Beweis: a. Die Wohldefiniertheit von + folgt aus Satz 5.8, da nZ ein Nor-
malteiler von Z ist.



5. FAKTORGRUPPEN UND KONGRUENZEN 53

Bleibt also die Wohldefiniertheit von - zu zeigen. Seien x’ = x + na und
Yy’ =y+nbmita,b,x,y € Z gegeben, d. h. [x'] = [x] und [y’] = [y]. Dann
gilt
xy' =xy + n(xb + ay + nab),

also [x'y’] = [xyl.

b./c. Die nachzupriifenden Axiome lassen sich mittels der Definition sofort
daraus ableiten, dal3 (Z,+) eine abelsche Gruppe ist und (Z \ {0}, ) eine
Halbgruppe.

O

Beispiel 5.11

Fiir Gruppen und Halbgruppen kleiner Ordnung, d. h. mit wenig Elementen,
ist es sinnvoll sog. Verkniipfungstafeln aufzustellen, aus denen zu je zwei ge-
gebenen Elementen die Summe bzw. das Produkt der beiden Elemente abge-
lesen werden kann. Im Falle von Z,, erhalten wir fiir n = 2, 3,4 die folgenden

Verkniipfungstafeln.

n=2: ~+ 0] 1]
(0] | [0] [1]
(11| [11 [0]

n=23: + ([0 1] (2] 2]
(o101 nl [zl [0]
(101 21 [0] 2]
(2] | [2] [0] [1] 1]

n =4 + | [0 ] [2] (3] - (o 1 21 3
(0] | [o] 11 21 [3] [0] | [0] [0] [0] [O]
(101 21 31 [0] (arpfor nr 21 B3l
(2] | [2] 3] [o] 1] (21 | [0 [2] [0 [2]
(311 (3] [0 [11 [2] (31 (0] (3] [21 [1]

Der folgende Isomorphiesatz ist einer von mehreren wichtigen Isomorphie-
satzen der Gruppentheorie, er ist der grundlegendste.

Satz 5.12 (Homomorphiesatz)

Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt:

a. Ker(f) ist ein Normalteiler von G.
b. Die durch f induzierte Abbildung

f: G/ Ker(f) = Im(f) : [x] — f(x)

ist wohldefiniert und ein Isomorphismus.

Beweis: a. Sind u € Ker(f) und x € G, so gilt:

f(xux’]) = f(x)f(u)f(x’]) = f(x)er(x’1) = f(x)f(x’])
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— f(xx71) = f(eg) = ey.
Mithin gilt xux~" € Ker(f), und Ker(f) ist ein Normalteiler von G, da
Ker(f) C G nach Proposition 3.17 bereits eine Untergruppe von G ist.

b. Wir zeigen zunichst, da f wohldefiniert ist. Sei dazu [x] = [x] €
G/ Ker(f) gegeben. Dann gilt also x 'x’ € Ker(f) und damit

ey = f(x’]x’) = f(x’])f(x’) = (f(x))_]f(x’).

Mithin gilt f(x) = f(x’), und f ist somit wohldefiniert.
Far [x], [y] € G/ Ker(f) gilt ferner

f(Ix] - y]) = f([xy]) = fxy) = f(x)f(y) = F([x]) - f(]).

Also ist f ein Gruppenhomomorphismus.
f ist offensichtlich surjektiv. Bleibt also noch zu zeigen, da8 f injektiv ist.
Seien dazu [x], [y] € G/ Ker(f) mit f(x) = f([x]) = f([y]) = f(y), so gilt

ey = (f(x))qf(y) =f(x )f(y) =f(x'y).
D. h. x 'y € Ker(f), also [x] = [y]. Mithin ist Finjektiv.
L]

Bemerkung 5.13

Betrachten wir den surjektiven Gruppenhomomorphismus sgn: %, — {—1,1},

vgl. Bemerkung 4.13, dann gilt Ker(sgn) = A,,. Mithin folgt aus dem Homo-

morphiesatz 5.12 insbesondere [$./A,| = |{—1,1}| = 2. Da nach dem Satz von
[Sn |

Lagrange, siehe Aufgabe 3.30, zudem gilt [$,.,/A .| = A erhalten wir so einen

zweiten Beweis der Aussage von Lemma 4.15.

AUFGABEN

Aufgabe 5.14 (Normalteiler)

Es sei (G, -) eine Gruppe, N C G eine Untergruppe von G. Zeige die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

N <G.

x'nx € N fiir alle x € Gund n € N.

x "Nx C N fiir alle x € G.

xN = Nx fiir alle x € G.

. (xN) - (yN) = (xy)N fiir alle x,y € G.

Aufgabe 5.15

Zeige durch ein Gegenbeispiel, daB3 fiir eine Teilmenge N einer Gruppe (G, -)
aus x 'mx € N fiir alle x € G noch nicht folgt, daB N ein Normalteiler ist.
Aufgabe 5.16

Zeige, die Kleinsche Vierergruppe K; aus Aufgabe 4.20 ist ein Normalteiler

JEEN S

von %,.

Aufgabe 5.17

Es sei (G, ) eine Gruppe und N C G eine Untergruppe von G mit der Eigen-
schaft |G/N| = 2, dann ist N ein Normalteiler von G.
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Aufgabe 5.18

Es sei (G, ) eine Gruppe und n > 0 eine (fest gegebene) natiirliche Zahl. Zei-
ge, ist N C G die einzige Untergruppe von G mit |[N| = n, dann ist N ein
Normalteiler von G.

Aufgabe 5.19

Ist (G,-) eine Gruppe, U C G eine Untergruppe und N < G. Zeige:

a. U-N:={un|u e U,n € N}ist eine Untergruppe von G.
b. N < UN.
c. UNNJU.

Aufgabe 5.20 (1. Isomorphiesatz)
Ist (G, ) eine Gruppe, U C G eine Untergruppe und N < G. Dann ist

U/UNN = UN/N

Aufgabe 5.21 (2. Isomorphiesatz)
Es seien (G, -) eine Gruppe, M C N C G zwei Normalteiler von G. Zeige, dann
ist auch N/M ein Normalteiler von G/M und es gilt:

(G/M)/(N/M) = G/N.

Aufgabe 5.22
Es seien G und H endliche Gruppen von teilerfremder (siehe Definition 6.1)
Ordnung. Zeige, dal} es genau einen Homomorphismus von G nach H gibt.

Hinweis: Verwende den Homomorphiesatz 5.12 und den Satz von Lagrange 3.30.

6. Der Euklidische Algorithmus

Neben dem gaulBlschen Algorithmus zur Losung linearer Gleichungssyste-
me, siehe Abschnitt 9, ist der Euklidische Algorithmus zur Bestimmung des
grof3ten gemeinsamen Teilers der wichtigste elementare mathematische Al-
gorithmus.

Definition 6.1

Fir a,b,p € Z definiert man:

a. a teilt b (oder a ist Teiler von b), falls es ein ¢ € Z gibt mit b = ac. Wir
schreiben kurz: a | b.
b. p hei3t Primzahl, falls p > 1 und falls p auler p und 1 keine weiteren
positiven Teiler besitzt.
c. a und b heilen teilerfremd (oder coprim), falls 1 und —1 die einzigen
gemeinsamen Teiler von a und b sind.
d. p heillt grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, in Zeichen p = ggT(a,b),
falls gilt:
(i) plaund p | b, und
(i) Vp' € Zmitp' | aund p’|b gilt: p’ | p.
D. h. falls p ein gemeinsamer Teiler von a und b ist, so daf} jeder andere
Teiler von a und b auch ein Teiler von p ist.
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Bemerkung 6.2
Fir a,b € Z\ {0} ist der grofite gemeinsame Teiler ggT(a, b) bis aufs Vorzei-
chen eindeutig bestimmt.

Denn, sind p € Z und p’ € Z beides grofite gemeinsame Teiler von a und b, so
gilt p | p’ und p’ | p, also gibt es ¢, ¢’ € Z mit p = ¢’p’ und p’ = cp. Mithin gilt
p =c’cp, also ¢’c =1, woraus ¢ = ¢’ € {—1, 1} folgt.

Algorithmus 6.3 (Euklidischer Divisionsalgorithmus)

INPUT: a,be Z\{0}.

OutpuT: ggT(a,b).
1. Schritt: Falls |a| < |b], so vertausche a und b.

2. Schritt: r = a (mod b) (“Rest der Division von a durch b”)
3. Schritt: 5 while (r > 0)

a="b;
b=r;
r=a (mod b);

4. Schritt: return (b);

Beweis: O. E. b > 0. Im Algorithmus erhalten wir durch Division mit Rest,
siehe Lemma 5.5:

a=bg+r, 0<r<b.

Setze ro := b und r; := r, dann erhalten wir im 3. Schritt bei Division mit
Rest:

To =T1q1 + T2, 0<r<ry,

1 =T20q2 + T3, 0<13<T1y,

Th—2 = Thn-10n-1 + Th, 0 < Th < Th-1,
Tn-1 = Tndn + Tny1, T4l = 0.

Wegen r; > v, > r3 > ... stoppt der Algorithmus mit r,,,; = 0 und gibt r,,
zurick.
Behauptung: r, = ggT(a,b).
Beweis durch Induktion tiber n, d. h. die Anzahl der Iterationen in der While-
Schleife.
Induktionsanfang: n = 0. Dannist 0 = r,,; = rj,alsob | aund ro = b =

ggT(a,b).

Induktionsschluf: Sei nun n > 1 und die Behauptung gelte fiir alle Paare
von Zahlen, fiir die der Algorithmus nach n — 1 Iterationen stoppt. Die Be-
trachtung der letzten n — 1 Schritte unseres Algorithmus liefert mithin durch

5Die Beschreibung des Algorithmus orientiert sich an der Sprache des Computeralgebra-
Systems SINGULAR.
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Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf ro und r;:

Th = ggT(TOvr1) = ggT(b)T)

Wegen a = bq + r ist r,, mithin auch ein Teiler von a. Ist nun v’ € Z ein
weiterer Teiler von a und b, dann gilt:

TJ | (a_bq) =T,
also folgt:
| Th.
Mithin ist r, = ggT(a,b). ]

Korollar 6.4
Zu a,b € Z\ {0} gibt es ganze Zahlen x,y € Z mit

ggT(a,b) = xa + yb.

Beweis: Wir filhren den Beweis wieder durch Induktion iiber die Anzahl n
der Iterationen im Euklidischen Algorithmus und verwenden die Notation
von 6.3

Induktionsanfang: n = 0. Dann gilt a = bq und b = ggT(a,b)=0-a+1-b.

Induktionsschlufl: Sei die Aussage wieder richtig fiir n — 1. Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung, es gibt x’,y’ € Z mit

= ggT(ro,m1) =x'ro+y'r1 =xb+y'(a—bg) =y’'a+ (x'—y'q)b.

D. h. mit x =y’ und y = (x’ — y’q) ist die Behauptung bewiesen. O

Aus dem Beweis des Korollars 146t sich unmittelbar der erweiterte Euklidi-
sche Algorithmus als rekursiver Algorithmus zur Bestimmung des ggT(a,b)
sowie der Zahlen x und y ableiten.

Algorithmus 6.5 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)

INPUT: a,b e Z\ {0}, |a]| > |bl.

OuTpPUT: [ggT(a,b),x,y] mit ggT(a,b) =xa +yb.
1. Schritt: r = a (mod b) (“Rest der Division von a durch b”)

2. Schritt: if (r ==0)

{
return ([b,0,1]);

}

else

{
list 1 = ggT(b,1);

return ([1[1],13],1[2] — 13] * (a — 7)/b]);
}
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Beispiel 6.6
Es seien a =5 und b = 3. Der Euklidische Algorithmus liefert:

5=1-3+4+2
3=1-2+1
2=2-14+0 = 1=ggT(3,5).

Der erweiterte Euklidische Algorithmus liefert
1=3-2=3-(5-3)=2-3+(-1)-5.

Korollar 6.7
Fiir a,b € 7\ {0} sind dquivalent:

a. a und b sind teilerfremd.
b. ggT(a,b) = *1.
c. Ix,y €Z : 1 =xa+yb. (“Bézout Identitat”)

Beweis: Die Aquivalenz von a. und b. ist klar, und die Implikation “b. = ¢.”
folgt aus Korollar 6.4.

Es bleibt also “c. = b.” zu zeigen. Seien dazu ¢ = ggT(a,b) und x,y € Z mit
1 =xa +yb. Da c sowohl a als auch b teilt, folgt

clxa+yb=1,
und mithin ist c € {—1,1}. O

Satz 6.8
SeinecZ n>1.

a. Es seien (0] # [a] € Z,.. Genau dann gibt es ein [b] € Z,, mit [a] - [b] = [1],
wenn a und n teilerfremd sind.
b. Genau dann ist (Z. \{[0]},) eine Gruppe, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: a. Fir [0] # [a] € Z,, gilt wegen Korollar 6.7:

dbleZ, : [a-[b]=[11& IbeZ : ab—1enZ

& db,ceZ  ab—nmc=1& ggT(a,n) ==£1.

b. (Z, \{[0]},-) ist genau dann eine Gruppe, wenn jedes [0] # [a] € Z, ein
multiplikatives Inverses besitzt. Wegen Teil a. und Bemerkung 5.4 ist
das gleichwertig dazu, daf3 n teilerfremd zu den Zahlen 1,... , n — 1 ist,
mit anderen Worten, daf3 n eine Primzahl ist.

O
Bemerkung 6.9

Der erweiterte Euklidische Algorithmus angewandt auf a und n berechnet
das Inverse zu [a] in Z,,, falls es existiert.
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Lemma 6.10
Seien a,bq,...,b, € Z\ {0} mit ggT(a,b;) =*1fiiri=1,...,r. Dann gilt

gegT(a,by---b,) = +£1.

Beweis: Nach Korollar 6.4 gibt es ganze Zahlen x;,y; € Z mit
1 =x;b;+vyia, furi=1,... 1.
Folglich gilt:

(x1---xr)(by---by) = (1 =y1a)--- (1 —yra) = T —yaq,
fiir ein geeignetes y € Z. Die Behauptung folgt dann aus Korollar 6.7. [

Proposition 6.11 a. Sind aq,...,a, € Z \ {0} paarweise teilerfremd und b €
Z\{0}ymit a; | bfiiri=1,...,r, so gilt:

ar---a.|b.
b. Ist p eine Primzahl und sind a;,...,a, € Z\{0} mitp | a;---a,, so gibt es
einie{l,..., v} mit
plai
Beweis: a. Wir fiihren den Beweis durch Induktion tiber r.

Induktionsanfang: Fir r = 1 ist die Aussage trivial. Sei nun r = 2. Dann
gibt es x,y € Z mit

xa; +ya; =1.
Ferner existieren ganze Zahlen c;,c; € Z mit b = c;ai, i = 1,2. Daraus
folgt:
b = ajci(xa; +yaz) = ar(aci)x + (araz)ery
= ar(axc2)x + (a1az)cry = araz(cxx + cry).

Induktionsschluf3: Sei nun r > 2 und die Behauptung sei fiir r bereits
bewiesen. Wir setzen a’ := a; - - - a,. Mit Lemma 6.10 folgt

ggT (ar-H) a/) =1.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt aber a’ | b, und aus dem Fall r = 2
angewandt auf a’ und a,,; folgt somit:

/
ar---arpp=4a 'ar+1‘b-

b. Da p eine Primzahl ist, gilt fiir i € {1,...,r} entweder ggT(a;,p) = +1
oder ggT(a;,p) = £p. Wiirde fir allei = 1,...,r gelten ggT(a;,p) = +£1,
so wiirde mit Lemma 6.10 folgen ggT(a;---a,,p) = +1, im Widerspruch
zur Voraussetzung.

]
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Satz 6.12

In 7 gilt die eindeutige Primfaktorzerlegung, d. h. jede Zahl a € 7Z mit a > 1
lafst sich als Produkt a = p;---p, von Primzahlen p,...,p, darstellen und
diese Darstellung ist (bis auf die Reihenfolge) eindeutig.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Nehmen wir an,
nicht jede Zahl a > 1 sei Produkt von endlich vielen Primzahlen. Dann gibt es
eine kleinste Zahl a > 1, die nicht Produkt von endlich vielen Primzahlen ist,
und insbesondere ist a keine Primzahl. Aber dann gibt es Zahlen 1 < a;,a; <
a mit a = a; - a,. Da a eine minimale “schlechte” Zahl war, sind a; und a,
mithin das Produkt von endlich vielen Primzahlen, und somit trifft selbiges
auch auf a zu, im Widerspruch zur Annahme.

Zum Beweis der Eindeutigkeit seien Primzahlen p;,...,p, und q1,..., qs ge-
geben mit

a=pi - Pr=01 s
Dann gilt p, | q1-- - qs, und aus Proposition 6.11 b. folgt, da p, eine Primzahl
ist, daB es ein i € {1,...,s} gibt mit p,/q;. Da q; eine Primzahl ist und p, > 1,

gilt also p, = gi. Durch Umnumerieren kénnen wir i = s erreichen. Induktion
uber r liefert dann die Behauptung. O

Bemerkung 6.13
Der Satz gibt keinerlei Hinweis darauf, wie man die Primfaktorzerlegung von
a findet. Der Beweis ist nicht konstruktiv.

Zwar gibt es Algorithmen, Zahlen in Primfaktoren zu zerlegen, aber alle be-
kannten Algorithmen sind fiir grole Zahlen sehr langsam. In der Tat beru-
hen heute viele Verschliisselungsmethoden auf der Tatsache, daf3 es einfach
ist, groB3e Zahlen zu multiplizieren, aber sehr schwierig, sie wieder in ihre
Faktoren zu zerlegen.

Satz 6.14 (Euklid, ~ 300 v. Chr.)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: Annahme, es gédbe nur endlich viele Primzahlen, p;,...,p,. Nach
Satz 6.12 ist die Zahl ¢ = p;--- p, + 1 Produkt von Primzahlen. Also existiert
einie{l,...,r} mit

pilpr-prt1,
aber dann gilt auch p; | 1 im Widerspruch zu p; > 1. O

Lemma 6.15
Es seien a,n € Z \ {0} mit ggT(a,n) = +1. Dann hat die Kongruenzgleichung

ax = b (mod n)

fiir jedes b € Z. eine Losung x € Z, die modulo n eindeutig ist.
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Beweis: Die Behauptung ist, daf} es genau eine Klasse [x] € Z, mit [a] - [x] =
[b] gibt.

Betrachte die Abbildung
Qrq : Zin — Ly 2 [x] = [a] - [x] = [ax].
Behauptung: ¢y ist ein Isomorphismus.

Man sieht leicht, dal ¢y ein Gruppenhomomorphismus von (Z,,+) ist. Es
bleibt also zu zeigen, dall ¢, bijektiv ist. Da Z, endlich ist, reicht es, zu
zeigen, daB ¢y injektiv ist,® d. h. Ker (¢(q) = {[0]}, siche Lemma 3.18. Nach
Satz 6.8 gibt es ein [c] € Z, mit [c][a] = [1], da ggT(a,n) = +1. Sei nun
[x] € Ker (¢(q), dann gilt [a][x] = [0], und damit

Also ist Ker (@) = {[0]}.

Da nun @4 bijektiv ist, gibt es zu b € Z beliebig jeweils genau ein [x] € Z,
mit

Satz 6.16 (Chinesischer Restsatz)
Seien ny,...,n, € Z\ {0} paarweise teilerfremd. Dann existiert zu beliebig vor-
gegebenen ganzen Zahlen a,,...,a, € Z eine Losung x € 7 des Kongruenzglei-
chungssystems

x = a7 (mod ny),

x = a, (mod n,),

(7)

X = a, (mod n,).
Diese Losung ist modulo N :=n - - - n, eindeutig bestimmt.

Auflerdem gilt, wenn N; := nﬁl und wenn x; die Kongruenzgleichung
Nixi = a; (mod ny), d. A [x] = [ad[Ny] 7' € L,
lost,i=1,...,7, dann ist

T
X = E Nixi
i=1

eine Losung!

Beweis: Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit der Losung modulo N. Seien
x,x’ € Z zwei Losungen von (7). Dann gilt furi=1,... r

x —ay, x' — a; € iZ.

6Siehe eine Aufgabe 2.46.
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Damit gilt aber x — x’ € niZ, d. h. ny | (x — x'), fiir alle i = 1,... 7. Aus
Proposition 6.11 folgt dann N | (x — x’), d. h. x — x" € NZ, und damit

X

= x' (mod N).

Es bleibt also die Existenz einer Losung x zu zeigen. Da N; und n; teilerfremd
sind, existiert nach Lemma 6.15 eine Losung x; € Z fiir die Gleichung

Nixi; = a; (mod n;).

Setze nun
T
X = E NiXi.
i=1

Wegen n; | N; fiir j # i gilt:
x = Nix; (mod ny) = a; (mod ny).

]

In der Praxis wahlt man die n; als paarweise verschiedene Primzahlen. Falls
man vorher abschitzen kann, daf} fiir die auszurechnende Losung x gilt x <
N, dann ist x sogar eindeutig und nicht nur eindeutig modulo N.

Beispiel 6.17

Gegeben sei das folgende Kongruenzgleichungssystem:

x=a; =1 (mod 2),
x = a; =2 (mod 3),
x = a3z =4 (mod 7).
Es sind ny = 2,n, = 3,n3 = 7 paarweise teilerfremd, und N =2 -3 .7 = 42,
N1 :21, NZ =14 und N3 = 6.
Die Berechnung der Inversen von [N;] in Z, geschieht mit Hilfe des erwei-
terten Euklidischen Algorithmus. Da n; und N; teilerfremd sind, gilt nach
Korollar 6.7
xiNi +yini =1
fiir geeignete x; € Z (und y; € Z, die hier nicht interessieren).
R =01"=0€Z=xi=a;-1=1,
(4" =21""=2€Zs=x:=0a,-2=4,
6 '=[6l€Z; =x3=as3 6=24.

Es folgt:
x=21-14+14-446-24 =221 =11 (mod 42).

Also ist x = 11 die modulo 42 eindeutig bestimmte Losung.

Bemerkung 6.18
Angewandt wird der Chinesische Restsatz wie folgt. Man fiihrt eine Rechnung
statt mit ganzen Zahlen r-mal modulo verschiedener Primzahlen pq,...,p,

durch. Fir jedes p; sei das Ergebnis a;. Man bestimmt mit dem erweiter-
ten Euklidischen Algorithmus x; und mittels Chinesischem Restsatz x. Dann
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stimmt x mit dem wirklichen Ergebnis modulo p;---p, iiberein. Weill man,
dafl das wirkliche Ergebnis, d. h. das Ergebnis bei Durchfiihrung der Rech-
nung mit ganzen Zahlen, kleiner als p; - - - p, ist, dann ist x das gesuchte Er-
gebnis.

Diese Art ist oft viel schneller, als direkt mit ganzen Zahlen zu rechnen
(z. B. bei der Berechnung grofler ganzzahliger Determinanten).

In SINGULAR liefert prime(n); die grofite Primzahl p mit 2 < p <
min{n,32003}. Mit LIB ‘‘general.lib’’; und primes(n,m); erhilt man alle
Primzahlen im Intervall [prime (n), m], sofern 2 < n < m < 32003.

AUFGABEN

Aufgabe 6.19

Bestimme den groBiten gemeinsamen Teiler der Zahlen 10219176 und 2377188
mit Hilfe des euklidischen Algorithmus.

Aufgabe 6.20 (ggT)

Es seien a;,...,a, € Z, n > 2. Eine Zahl g € Z heif}t groBter gemeinsamer
Teiler von ay, ..., a, (kurz: ggT(aq,..., a,)), falls gilt:

(i) gla;furallei=1,...,n,und
(i1) fur alle ¢’ € Z mit g’ | a; firallei=1,... ,ngilt g’| g.

a. Zeige, es gilt ggT(a;,..., an) = ggT (ggT(ay,...,an 1), an), falls n > 2.7
b. Zeige, g = ggT(as,...,as) genau dann, wenn gZ = a1Z + --- + a,Z =

{CL]X] + - AnXn ’ X1y...4Xn € Z}
c¢. Genau dann besitzt die diophantische Gleichung aix; + -+ + apxn = b
(mit b € Z) eine Losung (x1,...,x,) € Z", wenn ggT(a;,...,a,) | b.

Aufgabe 6.21 (kgV)
Es seien a,b € Z. Eine Zahl k € Z heif3t kleinstes gemeinsames Vielfaches von
a und b (kurz kgV(a, b)), wenn gilt:

(1) a|kund b |k, und
(ii) fur allek’ € Zmit a |k’ und b | k' gilt k | k'.

Zeige, k € 7 ist genau dann kgV(a, b), wenn kZ = aZ N bZ.

Aufgabe 6.22

Fir a,b € N\ {0} seien a =p7" ---pY und b =p!" -+ - p* mit vy, u; € N, pi # p;
fir i # j, Primfaktorzerlegungen von a und b. Dann ist k = pﬁ“ - pM mit
Ai = max{vj, 1} ein kgV von a und b.

Aufgabe 6.23

Schreibe eine Prozedur ggT, die zwei ganze Zahlen a und b einliest und eine
Liste zuriickgibt, die als ersten Eintrag den grofiten gemeinsamen Teiler d

"Beachte, ein ggT ist nur bis auf’s Vorzeichen eindeutig bestimmt, mithin soll die Aussage
bedeuten, wenn h € Z ein ggT von ay,...,a,_1 ist, dann gilt: genau dann ist g € Z ein ggT
von h und a,,, wenn g auch ein ggT von aq,..., a, ist.
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von a und b enthélt sowie zwei Zahlen p und g, so daB gilt

d =pa+ gb.

Hinweis: Der Operator div in Singular arbeitet zur Zeit noch nicht in der gewiinschten Weise,
wenn die betragsgroflere Zahl negativ ist! Will man an einer Stelle den Ausdruck a div b
verwenden, so schreibe man statt dessen (a-(a mod b)) div b. Beachte die Sonderfille a =0
oder b = 0 oder |a| < [b|!

Aufgabe 6.24

Finde eine ganze Zahl z, so dal} z = ai(mod n;) furi =1,2,3, wo (a;, a,a3) =
(7,—7,9) und (nq,ny,n3) = (2,15,7).

Aufgabe 6.25

Schreibe eine Prozedur restsatz, die zwei Vektoren a und n ganzer Zahlen
einliest, und, falls die Vektoren die gleiche Anzahl an Komponenten haben
und die Eintriage in n paarweise teilerfremd und nicht Null sind, eine ganze
Zahl x zuriick gibt, so daB gilt:

xzai(modni), ‘v’i=1,---,1‘,

wobei a= [aj,...,a,] und n= [n,,...,n,]. Sind die Vektoren nicht gleich lang,
ist einer der Eintrédge in n Null oder sind die Eintrédge in n nicht paarweise
teilerfremd, so soll eine entsprechende Fehlermeldung ausgegeben werden.

Man verwende zur Berechnung von x den folgenden Algorithmus:
INPUT: n4,...,n, € Z paarweise teilerfremd, a;,...,a, € Z

OUTPUT: x € Z mit x = ai(mod ny) firi=1,...,r

e INITIALISIERUNG: Yy := Ny, X 1= Q;
e HAUPTSCHLEIFE: Firi=2,...,r tue
— Berechne p, q € Z mittels erweitertem Euklidischen Algorithmus,
so daB gilt: py + qn; = 1.
- X :=pya; + gnix
-y i=yny
- x:=x (mod y)
e Gib x zuritick.

7. Ringe und Korper

Der Begriff des Ringes verallgemeinert die ganzen Zahlen, wéhrend der Be-
griff des Korpers die rationalen und reellen Zahlen verallgemeinert. In einem
Ring gibt es zwei Operationen, eine Addition und eine Multiplikation, die
gewissen, aus den ganzen Zahlen vertrauten, Regeln geniigen. Ein Korper
ist ein Ring, in dem zusitzlich jedes Element ungleich Null ein Inverses
beziiglich der Multiplikation besitzt. Dies ist die intuitive Vorstellung von ei-
nem Ring bzw. einem Korper, die exakten Definitionen folgen jetzt.
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Definition 7.1 a. Eine Menge R mit zwei zweistelligen Operationen
+:RxR—=R:(x,y) —x+vy, (“Addition”)

und

-:RxR—=R:(x,y) —x-y, (“Multiplikation”)

heif}t ein Ring, falls die folgenden Axiome erfiillt sind
(1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe (deren neutrales Element mit 0
bzw. O bezeichnet wird),
(1)) x-(y-z) =(x-y)-zfiralle x,y,z € R, (“Assoziativitit der Multi-
plikation”)
(i) x-(y+z)=x-y+x-zund (y+z)-x=y-x+z-xfir alle x,y,z € R.
(“Distributivitat”)
b. (R, +,-) heilt ein Ring mit Eins, falls es ein Element 1 = 1z € R gibt mit
1-x=x-1=xfir alle x € R.
c. (R,+,-) heillit kommutativ, falls x -y =y - x fiir alle x,y € R gilt.
Beispiel 7.2 a. (Z,+,-), (Q,+,-) und (R, +, -) mit der tiblichen Addition und
Multiplikation sind kommutative Ringe mit Eins. Fiir n > 1ist (nZ, +,-)
ein kommutativer Ring ohne Eins.
b. Z. ist mit den in Definition 5.9 definierten Operationen ein kommutati-
ver Ring mit Eins [1], wie sich aus Satz 5.10 ergibt.
c. Ist M eine beliebige Menge und (R, +, -) ein Ring, so ist

RM:={f| f: M — R ist eine Abbildung}
mit den punktweise definierten Operationen
+:RMxRM 5 RM: (f,g) = (f+9: M — Rix— f(x) + g(x)),
und
G RM X RM 5 RM: (f,g) = (f-g: M — Rix— f(x) - g(x)),

ein Ring mit der Nullfunktion 0 : M — R : x — Oy als neutralem Element
der Addition, wie man mit etwas Fleil nachpriift.
Bemerkung 7.3
Wir werden in Ringen fiir die Addition stets das Zeichen + und fiir die Mul-
tiplikation das Zeichen - verwenden, auch wenn wir gleichzeitig verschiedene
Ringe betrachten. Wir verzichten im Folgenden deshalb darauf, die Ringope-
rationen jeweils in Form von “ein Ring (R, 4, -)” anzugeben.

Ist R ein Ring und sind x,y € R, so schreiben wir statt x + (—y) auch kurz
X —Y.

Mit einer neuen Struktur definieren wir auch gleich die strukturerhaltenden
Abbildungen.
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Definition 7.4
Es seien R und S Ringe. Eine Abbildung f : R — S heillit Ringhomomorphismus
oder Ringmorphismus oder Ringabbildung, falls fiir alle x,y € R gilt:

flx+y)=~f(x)+f(y) und f(x-y)="=F(x)-f(y).

Bemerkung 7.5
Ist f : R — S ein bijektiver Ringhomomorphismus, dann ist auch f—': S — R
ein Ringhomomorphismus.

DaB f~' mit der Addition vertriglich ist, folgt aus Proposition 3.17 c., da f ein
Homomorphismus von der abelschen Gruppe (R,+) nach (S, +) ist. Fir die
Vertraglichkeit mit der Multiplikation kopiere man den dortigen Beweis.
Beispiel 7.6 a. Die kanonischen Inklusionen iz : Z — Q, ig : Q@ — R und
inz : N7 — 7 sind Ringhomomorphismen.
b. Die Abbildung Z — nZ : x — nxist fiir n > 1 kein Ringhomomorphismus,
daetwan-(1-2)#(n-1)-(n-2).

Die Inklusionen fiihren uns gleich zum néchsten Begriff.
Definition 7.7
Sei R ein Ring und S C R. S heif}t ein Unterring von R, falls fiir alle x,y € S
gilt
x+y€eS sowie x-yeS
und falls zudem S mit diesen Operationen selbst ein Ring ist.
Bemerkung 7.8
Ist S C R ein Unterring des Ringes R, so ist die kanonische Inklusionis:S — R
ein Ringhomomorphismus.
Proposition 7.9
Es sei R ein Ring und () # S C R. Genau dann ist S ein Unterring von R, wenn
fiir alle x,y € S gilt

a.x+ye€Ss,
b. —x € S, und
c.x-yeSs.

Ist R zudem kommutativ, so ist auch S kommutativ.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition des Begriffes Ring und
Proposition 3.10. [

Bevor wir einige allgemeine Aussagen iiber Ringe beweisen, definieren wir
gleich den Begriff des Korpers. Grob gesprochen sind Korper Ringe, in denen
man zusétzlich noch dividieren darf (auBler durch Null).
Definition 7.10 a. Eine Menge K mit zwei zweistelligen Operationen + und
- heil3t ein Korper, falls gilt
(1) (K,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins, und
(1) (K\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe.
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b. Eine Abbildung zwischen Korpern heillt ein Korperhomomorphismus,
falls sie ein Ringhomomorphismus ist.

c. Erfiillt (K, +, ) nur die Bedingungen

(i) (K,+,-) ist ein Ring mit Eins, und

>i1") (K\ {0},-) ist eine Gruppe,
d. h. die Multiplikation ist nicht notwendig kommutativ, so nennen wir
(K, +, -) einen Schiefkorper.

d. Eine Teilmenge F C K eines Korpers K, die ein Unterring ist und fiir
die gilt (F\ {0},-) ist eine abelsche Gruppe, heilit ein Unterkorper oder
Teilkorper von K.

Notation 7.11

Ist K ein Korper oder ein Schiefkorper und ist x € K\ {0}, so bezeichnen wir
das multiplikative Inverse zu x mit x ' oder i (Vgl. Notation 3.3.)
Bemerkung 7.12

Durch Auflisten und vergleichen der Axiome sieht man unmittelbar, daf3 eine
Menge K mit zwei zweistelligen Operationen + und - genau dann ein Korper
ist, wenn gilt:

a. (K, +) ist eine abelsche Gruppe.
b. (K\ {0}, ) ist eine abelsche Gruppe.
c. Fir alle x,y, z € K gilt:

x-(Yy+z)=x-y+x-z
Entsprechend ist K genau dann ein Schiefkérper, wenn gilt:
a. (K, +) ist eine abelsche Gruppe.

b. (K\ {0},) ist eine Gruppe.
c. Fir alle x,y, z € K gilt:

x-(y+z)=x-y+x-z und (y+z)-x=y-x+z-x.

Man beachte, dal} bei einem Korper aufgrund der Kommutativitat der Multi-
plikation, das zweite Distributivgesetz aus dem ersten folgt, wahrend das bei
Schiefkérpern nicht der Fall ist.

Schliefllich ist K genau dann ein Ring mit Eins, wenn gilt:

a. (K, +) ist eine abelsche Gruppe.
b. (K\ {0}, ) ist eine Halbgruppe.
c. Fir alle x,y,z € K gilt:

x-(y+z)=x-y+x-z und (y+z)-x=y-x+z-x.
Beispiel 7.13
(Q,+,-) und (R,+, ) sind Korper, wiahrend (Z, +, -) kein Korper ist, da etwa
die Zahl Zwei in Z kein Multiplikatives Inverses besitzt.

Bevor wir weitere Beispiele behandeln, notieren wir erst einmal die wichtig-
sten Rechenregeln fiir Ringe und Korper.
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Lemma 7.14 (Rechenregeln)
Es sei R ein Ring. Fiir x,y,z,u,v € R gelten:

_(_X):X)

X+y=z & x=z—Y,
—(x+y)=—x—v,
0-x=x-0=0,
(—=x) -y =x-(—y) =—(x-y),
£ (—x)-(~y) =x-y, und

g x-(y—z)=x-y—x-z

© o TP

Ist R gar ein Korper, so gelten zusdtzlich:

h. 1 #£0, insbesondere hat ein Korper mindestens zwei Elemente,
(xq)*1 =x, fiir x # 0,
x-y=0 & x=0o0dery =0,
z-x=z-yYy,z#0 = x=vy,
4+ ¥ = XY fiiru, v # 0,

wv ?

x*=1 & xe{-1,1.

[

B~ F e

Beweis: Die Aussagen a., b., c. und k. folgen unmittelbar aus Lemma 3.4.

d. Firx e Rgilt0-x=(04+0)-x=0-x40-x, also folgt 0 - x = 0 mittels der
Kiirzungsregeln in (R, +). Analog sieht man x - 0 = 0.
e. Fir x,y € R gilt wegen d.:

xy+(—x)-y=(x—x)-y=0-y=0,

also —(x -y) = (—x) - y. Die Gleichheit des Ausdrucks zu x - (—y) folgt
analog.
f. Fur x,y € R folgt unter Zuhilfenahme von a. und e.:

(—x) - (—y)=—(x-(—y)) =—(— (x-y)) =x-y.
g. Fiir x,y, z € R impliziert e.:
x-(y—z)=x-y+x-(—z)=x-y+(—(x-z)) =x-y—x-z

h. Sei e € R\ {0} das neutrale Element der Multiplikation in der Gruppe
(R\ {0}, ). Dann gilt mit Lemma 3.2:

1=1-e=ec R\ {0}

i. Es seien x,y,z € Rmit z #0und z - x = z - y. Dann gilt:

1 1

x=1x=(z"2z)x=z"(zx)=z"-(zy)=(z " 2) y=1-y=u.

j- Ist x = 0 oder y = 0, so gilt mit d. auch x - y = 0. Seien also x,y # 0. Wir
miissen zeigen, da3 dann auch x -y # 0. Angenommen, x -y = 0. Dann

gilt:
O:(x-y)-(y’1-x’1):x-(y-y’])-x’]:x-1-x’]:x-x’1:1,
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im Widerspruch zu h.
1/m. Der Beweis der Aussagen sei dem Leser als Ubungsaufgabe empfohlen.

]

Lemma 7.15
Der Ring 7., ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis: Nach Beispiel 7.2 ist Z,, ein kommutativer Ring mit Eins fiir jedes
n € N, und nach Beispiel 7.13 ist Zy = Z kein Korper. Ferner ist Z; = {[0]}
kein Korper nach Teil h. von Lemma 7.14, und fiir n > 1 gilt nach Satz 6.8,
(Z \ {[0]}, ) genau dann eine abelsche Gruppe, wenn n eine Primzahl ist. [

Bemerkung 7.16
Ist R ein Ring und gilt 1x = Ok, dann ist R = {0}, d. h. der Nullring ist der
einzige Ring mit Eins, in dem das Nullelement gleich dem Einselement ist.

Ist R # {0} ein Ring mit Eins, so besitzt Ox wegen Lemma 7.14 d. und h. nie-
mals ein Inverses Element beziiglich der Multiplikation. Diejenigen Elemen-
te, die ein Inverses besitzen, haben einen speziellen Namen.
Definition 7.17
Sei R ein Ring mit Eins. Ein Element x € R heilit invertierbar oder Einheit,
falls es ein y € R gibt mit

x-y=y-x=1.
Die Menge der Einheiten von R wird mit R* bezeichnet und heif3t die Einhei-
tengruppe von R. Der Name wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt.
Lemma 7.18
Ist R ein Ring mit Eins, so ist (R*,-) eine Gruppe.

Beweis: Der Beweis stellt eine leicht Ubung im Nachweis der Gruppenaxio-
me unter Verwendung der Rechenregeln in Lemma 7.14 dar. n

Bemerkung 7.19

Ein kommutativer Ring K mit Eins ist also genau dann ein Koérper, wenn
K* =K\ {0}

Entsprechend ist ein Ring K mit Eins genau dann ein Schiefkérper, wenn
K* = K\ {0}

Korollar 7.20

Fiirne N, n >0, gilt:

n

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von Z: und Satz 6.8. [

Lemma 7.21
7., ist der kleinste Korper, d. h. jeder Korper mit zwei Elementen ist isomorph
zu 7.
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Beweis: Nach Lemma 7.14 h. besitzt jeder Korper mindestens zwei Elemen-
te, 0 und 1, also reicht es in der Tat zu zeigen, da} jeder Korper mit zwei
Elementen isomorph zu 7Z; ist.

Sei nun K = {0, 1} ein Korper mit zwei Elementen. Wir behaupten, die Abbil-
dung
f:K—=7Z,:0—[0], 1~ [1]

ist ein Isomorphismus. Da sie offenbar bijektiv ist, reicht es zu zeigen, dal} f
ein Ringhomomorphismus ist. D. h. man muB fiir a,b € {0, 1} zeigen:

fla+b)="f(a)+f(b) und f(a-b)="F(a)-f(b),
was durch Ausprobieren der jeweils vier Moglichkeiten leicht zu sehen ist. [

Lemma 7.22
Es sei f: F — K ein Korperhomomorphismus.

a. Ist f # 0, so ist f injektiv. Man nennt f dann auch eine Korpererweiterung.
b. Ist f bijektiv, so ist T~' : K — F ebenfalls ein Kérperhomomorphismus.

Beweis: a. Wegen 1-f(1)=1(1)=f(1-1) =1(1)-1(1), gilt mit Lemma 7.14

k.
f(1) =0 oder f(1)=1.

Angenommen, f(1) =0, soist flirx e F f(x) =f(x-1) =f(x) - f(1) = f(x) -
0 = 0. Mithin ist in diesem Fall f = 0 die Nullabbildung, im Widerspruch
zur Voraussetzung f # 0.
Also gilt f(1) = 1. Da f ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt f ist genau
dann injektiv, wenn {0} = Ker(f) = {x € F | f(x) = 0}. Es reicht also
Ker(f) = {0} zu zeigen. Fiir x € F \ {0} gilt aber:

f(x)-f(x) =f(x-x1) =f(1) =1#0.

Also gilt mit Lemma 7.14 j., daB3 f(x) # 0, also x ¢ Ker(f).
b. Dies folgt aus Proposition 3.17 c., der entsprechenden Aussage fiir Grup-
penhomomorphismen.

]

Die Korper Q und R auf der einen Seite und Z,, p Primzahl, auf der anderen
Seite besitzen einen wichtigen Unterschied. In Q ist 1T+ 1+ 1 + ... niemals
0, in Z, gilt hingegen p - 1 = 1+ .?. +1 = 0. Das fiihrt uns auf die folgende
Definition.

Definition 7.23

Es sei R ein Ring mit Eins. Die kleinste natiirliche Zahl n > O mit n -1 :=
> 1 =14+ .™ 41 = 0 heilit, so sie existiert, die Charakteristik des Ringes
R. Existiert keine solche Zahl n, so sagen wir, der Ring hat die Charakteristik
null.

Wir schreiben char(R) fiir die Charakteristik von R.
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Bemerkung 7.24
Wir haben fiir jeden Ring R eine kanonische Abbildung

©:7Z—R:k—k-1.
Man sieht sofort, dafl ¢ ein Ringhomomorphismus ist. Zudem gilt fiir n > 0
char(R) =n & Ker(¢) =nZ.

Dies ist nur eine andere Formulierung der Definition.
Beispiel 7.25

Es gilt: char(Q) = char(R) =0, char(Z,,) = n firn > 1.
Lemma 7.26

Ist K ein Korper mit char(K) # 0, so ist char(K) eine Primzahl.

Beweis: Wir nehmen an, n := char(K) sei keine Primzahl. Wegen 1 # 0 gilt
n > 1. Dann gilt aber n = m - k fiir geeignete m,k € N mit 1 < m,k < n.

Da n die kleinste positive Zahl mit n -1 = 0 ist, so sind k' := k-1 € K und
m’:=m- 1 € K beide nicht null. Andererseits gilt

kK- m'=(k-m)-1=n-1=0,

im Widerspruch zu Teil j. von Lemma 7.14. O

Wir kommen jetzt zum Korper C der komplexen Zahlen, dem neben R wich-
tigsten Korper. Warum reichen eigentlich die reellen Zahlen nicht aus, wo-
zu braucht man die komplexen Zahlen? Ja, man kann sogar fragen, warum
wir iberhaupt die reellen Zahlen benétigen, wenn wir doch ohnehin nur mit
endlichen Dezimalbriichen, also rationalen Zahlen, rechnen konnen? Die Ant-
wort auf die zweite Frage ist schnell gegeben. Wir wissen alle, dal} etwa ganz
natiirlich auftretende Groflen wie die Liange der Diagonalen eines Quadra-
tes mit Seitenléinge eins, sprich die Zahl v/2, oder das Verhéltnis von Umfang
zum Durchmesser eines Kreises, sprich die Kreiszahl 7, keine rationalen Zah-
len sind. Sie sind aber reelle Zahlen und die reellen Zahlen sind in gewissen
Sinne (wie der Leser in der Analysis lernen kann), eine Vervollstiandigung
der rationalen Zahlen. Wir brauchen also die reellen Zahlen, da die ratio-
nalen Zahlen Liicken aufweisen. Die komplexen Zahlen werden nun deshalb
eingefiihrt, um einen Mangel, den die reellen Zahlen immer noch haben, zu
beheben. Hierbei geht es um das Losen von Gleichungen, aber nicht mehr
linearen, sondern quadratischen. Es ist bekannt, dafl das Quadrat einer re-
ellen Zahl stets nicht-negativ ist. Also kann es keine reelle Zahl x geben, die
die Gleichung x? = —1 16st.

Als Losung genau dieser Gleichung wird nun eine neue Grof3e eingefiihrt, die
imagindre Einheit i. Definitionsgemi8 ist sie diejenige Zahl, fiir die i* = —1
gilt. Wenn man nun eine solche Grofle i einfiihrt, dann ist damit alleine gar
nichts gewonnen. Man will ja mit i auch rechnen kénnen, und zwar will man

2

moglichst alle Rechenregeln von R iibertragen. Man will nicht nur i =1 -1,
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sondern auch i + i oder Ausdriicke wie 37 + 421 bilden konnen. Dabei sollen
die so zu konstruierenden komplexen Zahlen die reellen Zahlen als Teilmenge
enthalten.

Daf} es wirklich ein solches Zahlsystem komplexer Zahlen, in unserer Sprache
den Korper der komplexen Zahlen, gibt, ist iiberhaupt nicht klar und wurde
historisch erst spét realisiert und auch akzeptiert.® Gau3 hat die Zahlen geo-
metrisch, als Punkte in der Ebene, eingefiihrt, weshalb die komplexen Zahlen
heute noch gaufische Zahlenebene heillen. Wir fithren die komplexen Zahlen
ebenfalls als reelle Zahlenpaare ein, definieren die Addition und die Multipli-
kation aber algebraisch und werden die Definitionen erst im Anschlufl daran
geometrisch interpretieren.

Definition 7.27

Die Menge C :={(x,y) | x,y € R} zusammen mit der durch

(x,y) + (w,v) == (x+uw,y+v), fur(x,y),(u,v) €C,
und
(x,y) - (w,v) := (xu—yv,xv +yu), fir (x,y),(u,v) €C,
definierten Addition und Multiplikation heif3t der Korper der komplexen Zah-

len. Fur z = (x,y) € C heil}t R(z) := x der Realteil von z und J(z) := y der

Imaginarteil.
Lemma 7.28
(C,+, ) ist ein Korper.

Beweis: Man sieht sofort, dafl (C,+) eine abelsche Gruppe ist mit (0,0) als
neutralem Element und (—x, —y) als Inversem zu (x,y) € C.

Etwas mehr ist zu zeigen, um zu sehen, daf} (C\{(0,0)}, -) eine abelsche Grup-

pe ist mit (1,0) als neutralem Element und (ﬁ, _xz—if) als Inversem zu
(x,y) € C\{(0,0)}. Wir iiberlassen den Nachweis dem Leser als Ubungsaufga-
be. H
Bemerkung 7.29

Wir wollen nun sehen, dal} C ein Erweiterungskorper von R ist. Dazu betrach-
ten wir die Abbildung

@:R—C:x— (x,0).
Man priift leicht nach, daf3 ¢ ein injektiver Kérperhomomorphismus ist.
Wir identifizieren R mit dem Bild ¢(R) = R x {0} € R x R = C. Damit ist R
ein Unterkorper von C.

Notation 7.30
Praktischer als das Rechnen mit Paaren von Zahlen ist die folgende Notation

8Erstmals taucht v/—1 wohl um 1540 bei Cardano auf. Wirklich als Zahlsystem wurden
die komplexen Zahlen aber erst durch Gaull, 1777-1855, etabliert. Hierzu und zu vielen wei-
teren interessanten Tatsachen um die komplexen Zahlen vgl. [Ebb92] § 3.
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fiir komplexe Zahlen. Wir setzen x := (x,0) fiir x € Rund i:= (0, 1). Dann gilt
firz = (x,y) e C

z= (X)U) = (X)O) + (O)U) - (X,O) + (O)]) . (U>O) - X‘|‘U.J
Bemerkung 7.31
Mit dieser Schreibweise gilt zunéchst:
2 =1(0,1)-(0,1) = —1.
Ferner ergibt sich die etwas willkiirlich anmutende Definition der Multipli-
kation ganz “natiirlich” aus
(x +iy)(u+1iv) = (xu +1*yv) +i(xv +yu) = (xu —yv) + i(xv + yu).

Bemerkung 7.32
Auf R und C hat man noch andere wichtige Strukturen, die man auf beliebi-
gen Korpern nicht hat.

Auf R hat man die Ordnungsrelation <, die eine totale Ordnung auf R ist,
und die mit den Operationen auf R vertréaglich ist, d. h. fiir x,y,z € R gilt:

a.x<y = x+z<y+z und
b.0<x,0<y = 0<xy.

Auflerdem hat man auf R die Betragsfunktion

x, x>0

|~!:R—>R>O:xv—>{
- —x, x<O0.

Die Ordnungsrelation < auf R 148t sich nicht so auf C fortsetzen, daf} die
obigen Gesetze a. und b. erhalten bleiben.? Im Gegensatz dazu besitzt C aber
eine Betragsfunktion,

[]:C— Rso:x+1iy — VX% +y?,
die die Betragsfunktion auf R fortsetzt.
AuBlerdem gibt es auf C eine weitere wichtige Abbildung, die komplexe Kon-
jugation

C—oCiz=x4+1wyr—z:=x—1y.
Fir z € C hei3t z die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Die folgenden Eigenschaften der komplexen Zahlen sind einfach nachzuwei-
sen, und ihr Nachweis sei dem Leser uiberlassen.

Lemma 7.33
Fiir z,w € C gelten:

+w=z+w,

W =ZW,

SIS
NIl N W

N

9Sonst wiirde entweder 0 < i oder 0 < —i gelten, und somit 0 < i? = —1 oder 0 < (—i)? =
—1, was im Widerspruch zur Definition von < auf R steht.
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g. lz+w| <|z[ + wl, und
h.z=0 & |z =0.

Teil g. nennt man die Dreiecksungleichung. Sie wird vor allem in der Analysis
von grofler Bedeutung sein. Elementargeometrisch wird ihre Bedeutung im
Folgenden augenscheinlich.

Geometrische Deutung der komplexen Zahlen

Wir betrachten z = (x,y) als Richtungsvektor in der Zahlenebene R?.

Die Addition ist einfach die komponentenweise Addition, also die Addition
der Vektoren.

w4z

Zur geometrischen Interpretation der Multiplikation brauchen wir die Be-
tragsfunktion. Der Betrag r := |z| einer komplexen Zahl z ist die Liange des
Vektors z (Pythagoras). Fiir z # 0 hat z’ .= l—; die Lange eins, und es gilt

z=lz|- 2/ =1-7.

D. h. z ist das Produkt eines Vektors von Léange eins mit einer nicht-negativen
reellen Zahl. Dabei ist z’ vollstandig durch den Winkel « bestimmt, den z’ mit
der x-Achse einschlie3t, ndmlich z’ = (cos(oc), sin(oc)). Also ist jede komple-
xe Zahl z # 0 eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel « =: arg(z), das
Argument von z, bestimmt. Das Paar (r,«) = (Izl, arg(z)) nennt man die Po-
larkoordinaten von z.

3 =12
isin(«) x = arg(z)
(o8
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Die komplexen Zahlen vom Betrag eins sind genau die Punkte auf dem Ein-
heitskreis. Fiir z’ € C mit |z’| = 1 gibt es also genau ein 0 < « < 27t mit

z' = cos(a) +isin(«x) = e'*,
wie man in der Analysis lernt. Damit gilt fiir ein beliebiges c € C
c =lc|- (cos(B) +1isin(B)) =Ic| - e*,
fir g = arg(c).

Daraus ergibt sich fiir die Multiplikationsabbildung mit einer festen komple-
xen Zahl z = |z| - e'*,

m,:C—C:cm lz-|c|-et™HP),

Die Multiplikation mit z ist also eine Drehstreckung, daf} heif3t der Vektor c
wird um den Winkel & = arg(z) gedreht und um den Faktor |z| gestreckt.

AUFGABEN

Aufgabe 7.34 (Direkte Summe)

Es seien (R, +,-) und (S, +, ) zwei Ringe. Wir definieren auf der Menge R x S
zwei Operationen + und - durch:

(r,s)+ (r',s")i=(r+71',s+5s')

und
(r,8) - (r/,8") i=(r-7',5-5)
fir (r,s), (r',s’) € R x S. Zeige, (R x S, +, ) wird dadurch zu einem Ring.

Anmerkung: Wir nennen R x S die direkte Summe von R und S. Als Schreibweise ist R& S
gebriuchlich.
Aufgabe 7.35 (Gaullsche Zahlen) a. Es sei Q[i] :={a +1b | a,b € @}, wobei
1 € C die imaginire Einheit ist. Zeige, Q[i] ist ein Teilkorper von (C, +, -).
b. Es sei Z[i] :={a+1ib | a,b € Z}. Zeige, Z[i] ist ein Teilring von (Q[i], +, -).
c. Definiere ¢ : Z[i] = N : a+ib — |a + ib]? = a? + b2 Zeige, fiir A,B ¢
Z.[i] \ {0} gibt es Q,R € Z[i mit A=Q -B+ Rund 0 < ¢(R) < ¢(B).
Anmerkung: Ringe zusammen mit einer Funktion wie in ¢. nennt man euklidische Ringe!
Aufgabe 7.36
Es seien M eine Menge und K ein Koérper. Ist dann KM ein Kérper?
Aufgabe 7.37
Es sei p eine Primzahl und K = Z,,.

a. Zeige, a? — a = 0 fiir alle a € K.
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b. Zeige, (a + b)? = aP? + bP fiir alle a, b € K.

c. Zeige,istn € N, so gilt p | n? — n.
Aufgabe 7.38
Ein Ring (R, +, -) heil3t nullteilerfrei, falls gilt: V x,y € Rmit x-y =0gilt x =0
odery = 0.
Zeige, ein endlicher, nullteilerfreier Ring mit 1 ist ein Schiefkorper.
Aufgabe 7.39
Ist K ein endlicher Korper ungerader Charakteristik. Zeige, in K gibt es genau
‘KIT” Quadrate und “qT—] Nicht-Quadrate.
Hinweis: Betrachte den Gruppenhomomorphismus K* — K* : a — a?.
Aufgabe 7.40
Esseienz=1—1,z =1+2-1c C. Bestimmez+z/, z -z
Aufgabe 7.41
Bestimme alle Korperautomorphismen « : C — C fiir die gilt «(r) =r Vr € R.

,v ’Z") z‘Z, z

8. Matrixgruppen

Die fiir die lineare Algebra wichtigsten Gruppen sind die Matrixgruppen. Wir
werden hier nur die elementarsten Grundtatsachen bereitstellen. Die Theorie
der Matrixgruppen geht weit dariiber hinaus und ist heute noch ein hochak-
tueller Gegenstand der mathematischen Forschung.
Generalvoraussetzung: Im Verlauf dieses Abschnitts bezeichne R stets
einen kommutativen Ring mit Eins.

Definition 8.1 a. Eine m x n-Matrix tiber R ist ein rechteckiges Schema A

mit Eintrdgen aus R der Form

apnn a2 ... Qn

azr dz ... Qzn
A =

Qmi Gm2 ... Qmn

wenn keine Unklarheiten zu befiirchten sind.
b. Ist A = (ay;) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir
a; = (airy ..., Qin)
als den i-ten Zeilenvektor von A und
Cl]j
=
amj

als den j-ten Spaltenvektor von A.
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c. Die Menge aller m x n-Matrizen tiber R wird mit
Mat(m x n,R)

bezeichnet, und falls m = n, dann auch kurz mit Mat,(R) = Mat(n, R)
und man spricht von quadratischen Matrizen.
d. Ist A = (ay;) € Mat(m x n, R), so heiflt die n x m-Matrix

app axzr ... Qpu
;2 az@p ... (Qm2
At:= ,
Ain d2n ... Qmn
d. h. fir A* = (aj;) gilt aj; = aj;, die Transponierte oder transponierte
Matrix von A.
e. SchlieBllich definieren wir
X1
= Mat(n x 1,R) = : X1y..0,Xn €ER
XTI

Die Elemente von R™ heiflen Vektoren oder Punkte im R™. x; heif3t die i-te
Komponente des Vektors x.

Wir definieren und untersuchen zunéchst allgemeiner, als wir es fiir die Ma-

trixgruppen selbst brauchen, die Matrixaddition, die Skalarmultiplikation

und die Matrixmultiplikation.

Definition 8.2 a. Es seien A = (a),B = (by) € Mat(m x n,R) und A € R.
Dann definiert man

app+bn ap+bi ... am+bim
A+B = (ay+by) = az —f—bm azz-{-bzz aZﬂ—f—bZH |
Ami +bmi G2+ bmz .. Amn - bn
sowie
Aajr Aap ... Aage
A-A=(Aay) = Aaxr Aaxp ... Adpn
Admi Adm2 ... AQmn

b. Sind A = (ay;) € Mat(m x n,R) und B = (b;x) € Mat(n x p,R) zwei Ma-
trizen, wobei A genauso viele Spalten wie B Zeilen hat. Dann definieren
wir das Matrixprodukt durch

AoB:= C, mit C = (Cik) S Mat(m X Pp, R und Cix := Z Cll) ik

Bemerkung 8.3 a. Die in Definition 8.2 a. definierte Addition zweier Matri-
zen definiert auf Mat(m x n, R) offensichtlich eine zweistellige Operation,
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beziiglich derer Mat(m x n,R) eine abelsche Gruppe (Mat(m x n,R),+)
wird, wie man leicht nachpriift.

b. Die in Definition 8.1 a. definierte Skalarmultiplikation kann als zwei-
stellige Operation

-:Rx Mat(m xn,R) - Mat(m xn,R): (A,A) — A-A

aufgefaf3t werden. Diese wird spéater nidher betrachtet werden.
Wir werden meist kurz AA bzw. Ax schreiben, statt A - A bzw. A - x, wenn
A€ R, A e Mat(m x n,R) und x € R™.

c. Die in Definition 8.1 b. eingefiihrte Matrixmultiplikation kann ebenfalls
als zweistellige Operation

o:Mat(m x n,R) x Mat(n x p,R) —» Mat(m xp,R): (A,B)— AoB

aufgefafl3t werden. Wir schreiben statt AoB haufig kurz AB, insbesondere
auch Ax statt A o x fiir x € R™.

d. Man beachte, da3 die Vektoren im R"™ Spaltenvektoren sind, jedoch
schreiben wir sie aus Platzgriinden in aller Regel als “transponierte Zei-
lenvektoren”. Ferner schreiben wir statt (x; ... x.)' meist (x1,...,%x.)%
um die Trennung zwischen den einzelnen Vektoreintriagen deutlicher zu
machen.

e. Sind x = (Xl)"‘)xn)t)y = (Uh---»yn)

Skalarprodukt
(x,y) = inyi
i=1

von x und y. Dieses definiert eine zweistellige Operation auf R™

t € R", dann definieren wir das

() :R"xR" = R: (x,y) — (x,y).

f. Sind A = (ay;) € Mat(m x n,R) und B = (bj) € Mat(n x p,R), und gilt
A o B = (ci), dann ist das Element cy. = (a!, b’) das Skalarprodukt aus
dem i-ten Zeilenvektor von A und dem k-ten Spaltenvektor von B.

g. Man beachte, dafl das Produkt nur dann definiert ist, wenn A soviele
Spalten wie B Zeilen hat. Das Produkt A o B hat dann soviele Zeilen wie
A und soviele Spalten wie B.

Beispiel 8.4
Folgende Matrizen A, B € Mat(2 x 3,R) und C € Mat(3 x 2,

1
A:<1 0 z>’82<3 2 1),(?: 5
312 045
3
Dann gilt:

A+t 23 J3-A= 306 ind Aoc=( 7 2.
357 9 3 6 1 3

Jede Matrix definiert wie folgt eine Abbildung.

) seien gegeben:

R
0
1
1
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Definition 8.5
Ist A € Mat(m x n,R), so definieren wir
an oo Qin X1 Z;ﬂ:] a15%;5
fa:R" = R™:x— Ax = : : : = :
Qmi -+ GQmn Xn 2 i1 GmiX

fa heillt die zu A assoziierte oder zu A gehorige Abbildung.

Bemerkung 8.6

Um den Zusammenhang zwischen A und f5 besser zu verstehen, betrachten
wir fiir i = 1,...,n den i-ten Einheitsvektoren e = (51;,- - ,6n:)" € R, wo &;;
das Kronecker Symbol'° ist, d. h.

wo die Eins in der i-ten Komponente steht.

Es ist dann
2 i andi ari
fae') = : = : |=d,
> i Gmidii Qmi
d. h. die i-te Spalte von A ist das Bild des i-ten Einheitsvektors unter f .
Hieraus folgt insbesondere, daf3 A durch f5 eindeutig bestimmt ist.

Lemma 8.7
Fiir x,y € R", A,B € Mat(m x n,R), C € Mat(n x p,R) und A € R gelten:

a. A(x +y) = Ax + Ay und A(Ax) = AAXx,
b.A-(AoC)=(A-A)oC=A0o(A-C),
C. fAJrB :fA+fB, und

d. fy\A = 7\fA
Beweis: Es seien A = (ay;),B = (by), x = (x1,...,xn) ' und y = (y1,...,yn)"
a./b. Dies sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.
c. Es gilt:
an —|-b11 Cl]n—i-b]n X1
fas(x) = (A +B)x = : :
Am1 + bml cer Qmn Tt bmn Xn

19Das Kronecker Symbol &;; fiir i,j € IN ist definiert durch

dij 1= b o
0, i#j.
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> i@y +baylx > i anx; > i by
= : = : + : = Ax + Bx.
> i (ams + buy)x; 2 QmiX 2 s by
d. Es gilt:
Adjp ... Adin X1

faa(x) = (AA)x =

AQmi ... AQmn Xn
2 mi(Aa)x 2L aiX;
> i (Aam)x; > i QmiX

]

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Multiplikation von Matrizen mit den zu-
gehorigen Abbildungen vertragt.
Satz 8.8

Fiir A € Mat(m x n,R) und B € Mat(n x p,R) gilt:

faos =faofg.

Beweis: Da Definitionsbereich und Wertebereich von beiden Abbildungen
ubereinstimmen, reicht es zu zeigen:

(faop)(x) = (fa o fg)(x), fiir alle x € RP.
Seien A = (ay;) und B = (bjx), und sei x = (x1,...,%,)* € RP gegeben.

(fao)(X) = (Ao B)x = : . )

n n
2 i1 Qmibyr oo 250y Ambyy Xp

P n
k=1 Zj:] a15D50X

P n
k1 21 Gy bjicxic

Ferner gilt:
an v A1n ZE:1 b]kxk
(faofg)(x) =fa(Bx) = A(Bx) = :
Ami --. Qmn > 1 baxk
251 a1 Xy bk 251 2k @by
2 5m1 Gmj 2 bjxc 251 2 Amibjo

Beide Ausdriicke stimmen (bis auf die Reihenfolge der Summation) iiberein,
was zu zeigen war. O



8. MATRIXGRUPPEN 81

Korollar 8.9
Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, d. h. fiir A € Mat(m x n,R), B €
Mat(n x p,R) und C € Mat(p x q,R) gilt

Ao(BoC)=(AoB)oC.

Beweis: Dies folgt aus Satz 8.8, da die Komposition von Abbildungen asso-
ziativ ist und da eine Matrix A durch die Abbildung f. eindeutig bestimmt
ist. O

Man kann die Aussage des Korollars natiirlich auch direkt nachweisen, was
auf die gleiche Rechnung wie in 8.8 fiihrt - statt des einen Vektors x hat man
die q Spaltenvektoren von C zu multiplizieren, was etwas mehr Schreibarbeit
bedeutet.
Lemma 8.10
Sind A,B € Mat(m x n,R) und C,D € Mat(n x p,R), so gelten die Distributiv-
gesetze:

Ao(C+D)=AocC+AoD,

sowie
(A+B)oC=AoC+BoC.

Beweis: Die Aussage kann wie Korollar 8.9 aus Lemma 8.7 und Satz 8.8
abgeleitet werden und sei dem Leser als Ubung anempfohlen. n

Von jetzt an wollen wir uns auf quadratische Matrizen beschrianken. Sind alle
Matrizen aus Mat(n,R), d. h. haben alle die gleiche Grof3e, dann konnen wir
diese beliebig untereinander multiplizieren.

Lemma 8.11

(Mat(n, R), o) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element

1 0 ... 0
01 ... 0

1, =E,:= o ) ,
0 0 ... 1

d. h. 1,, = (by;). Wir nennen 1,, die Einheitsmatrix.

Beweis: Wir haben bereits in Bemerkung 8.3 gesehen, dal} o eine zweistellige
Operation auf Mat(n, R) definiert, die zudem nach 8.9 assoziativ ist. Es bleibt
also zu zeigen, daf} 1,, ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation ist.

Sei dazu A = (ajx) € Mat(n,R), dann gilt 1,, o A = (cy) mit
Cik = Z 6ijajk = Qik.
j=1

Alsoist 1,0 A = (cy) = A. O
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Korollar 8.12
(Mat(n, R),+,0) ist ein (i. a. nicht-kommutativer) Ring mit Eins 1.,.

Beweis: Aus Bemerkung 8.3 folgt, daf3 (Mat(n, R), +) eine abelsche Gruppe
ist. Da zudem (Mat(n,R), o) nach Lemma 8.11 eine Halbgruppe ist und nach
Lemma 8.10 die Distributivgesetze gelten, folgt die Behauptung - vgl. Bemer-
kung 7.12. O

Definition 8.13
Eine Matrix A € Mat(n,R) heilt invertierbare Matrix oder reguldre Matrix,
falls es eine Matrix B € Mat(n,R) gibt mit Bo A =1,und AoB = 1,,.

Die Menge
Gl.(R) :== Gl(n,R) :={A € Mat(n,R) | A ist invertierbar}
der invertierbaren Matrizen heil3t allgemeine lineare Gruppe.

Wir werden spéater sehen (vgl. Korollar 11.10.7), dafl im Falle R = K, ein
Korper, A genau dann invertierbar ist, wenn es ein B € Mat(n, K) gibt mit
BoA =1,.

Der Name allgemeine lineare Gruppe ist durch den folgenden Satz begriindet.
Im Besonderen folgt damit, dafl die Matrix B aus der obigen Definition ein-
deutig bestimmt ist und gerade das Inverse A~' von A beziiglich der Grup-
penoperation o ist.

Satz 8.14

(Gln(R), o) ist eine Gruppe mit neutralem Element 1.,

Insbesondere gelten fiir A,B € Gl,,(R)
(AoB)"'=B oA, und (A7) =A.

Beweis: Wegen 1,,0 1, = 1, gilt 1, € Gl,,(R) und somit ist G1,,(R) # 0.

Sind A, A’ € Gl.(R), so gibt es Matrizen B, B’ € Mat(n,R) mit AcB=Bo A =
A’oB’=B’0o A’ = 1,. Damit gilt dann fiir B’ o B € Mat(n,R)

(AocA’)o(B'oB)=Ao(A'oB)oB=Aocl,oB=Ao0oB=1,,
und analog sieht man (B’ o B) o (Ao A’) = 1,. Also ist Ao A’ € Gl,(R), und
Gl,.(R) ist somit abgeschlossen gegeniiber der Operation o.

Wegen Korollar 8.9 gilt zudem, dal3 die Operation o assoziativ auf Mat(n, R)
ist, also erst recht auf der Teilmenge Gl (R).

Wir haben bereits in Lemma 8.11 gesehen, dall 1, o A = A fiir alle A €
Gl,.(R) € Mat(n,R). Da zudem 1, € Gl,(R) gilt, ist 1,, das neutrale Element
von GI,,(R).

Sei A € Gl,(R), so gibt es per definitionem ein B € Mat(n, R) mit
AoB=BoA =1,. (8)
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Wegen (8) gilt aber zum einen B € GIl,(R) und zum anderen erfiillt B die
Bedingung des zu A gehorenden inversen Elementes.

Also ist (Gl,(R),0) eine Gruppe, und die angegebenen Eigenschaften folgen
aus Lemma 3.4. O

Bemerkung 8.15
Fir n =1 1ist (Gl,(R), o) nichts anderes als (R*,-), d. h. die Abbildung

Gl (R) — R*: (A) = A,

die eine 1 x 1-Matrix (A) auf das Ringelement A abbildet, ist ein Gruppeniso-
morphismus.

Fir n > 1 ist die Matrixmultiplikation und damit Gl,,(R) i. a. nicht kommuta-
tiv. Fiir 2 x 2-Matrizen gilt etwa:

a b . a b’ B aa’ +bc’ ab’ 4+ bd’

c d ¢/ d' ] \ ca’+dc’ cb'+dd

a’ b’ [ @ b\ [ ada+bc ab+b'd

¢ d c d/) \ ca+dc cb+dd )’
was im allgemeinen ungleich ist. Sei etwa R = R dann gilt

b)) =)0 0)-(00)-(05)

Man beachte, da3 in obigem Beispiel die Multiplikation von rechts mit (9 /)

und

die Spalten vertauscht, wiahrend Multiplikation mit der gleichen Matrix von
links die Vertauschung der Zeilen bewirkt. Es handelt sich dabei um ein all-
gemeineres Phinomen, das wir nun ndher untersuchen wollen.

Definition 8.16 a. Es sei A € R*. Dann heif3t die Abbildung

aq aj
Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R): a |~ | A\gy |,
am am

die die i-te Zeile einer Matrix mit A multipliziert, eine elementare Zeilen-
operation vom Typ I.
b. Es sei i # j. Die Abbildung

aq aj
Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R) : a |—| a+aq |,

Am am
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die die j-te Zeile zur i-ten Zeile addiert, nennt man eine elementare Zei-
lenoperation vom Typ II.
c. Essei A € Rund i # j. Dann heifit die Abbildung

aq aq
Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R): ai | = | a+Ag |,
am am

die das A-fache der j-ten Zeile zur i-ten addiert, eine elementare Zeilen-
operation vom Typ I11.
d. Es sei i < j. Dann heif3t die Abbildung

as aj

aq aj
Mat(m x n,R) — Mat(m x n,R): : — : ,

a; ai

(o ey [alwey

die die i-te und j-te Zeile vertauscht, eine elementare Zeilenoperation vom

Typ IV.

Entsprechend definiert man elementare Spaltenoperationen, indem man in
den obigen Definitionen tiberall Zeile durch Spalte ersetzt.

Definition 8.17

Esseien A e R, n > 0und 1 <1i,j < nmit1i#j. Wir definieren die folgenden
quadratischen Matrizen in Mat(n, R):

b. Si(A) =1, 4+ (A—1)-Ei,

c. Qi=1,+E,

d. Q)(A):=1,+A -E,und

e. Pli=1,—El—E]+E]+EL

Die Matrizen S;(A), Qi und Q{()\) heiflen Elementarmatrizen, und die P{' heiflen
Permutationsmatrizen.

Die Namen sind durch folgendes Lemma gerechtfertigt. Der Beweis dieses
und des folgenden Lemmas erfolgt durch einfaches Ausmultiplizieren und sei
dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Lemma 8.18

Es seien A € R, 1 < i,j < nmiti#jund A € Mat(n x m,R). A, Ay, A
und Ay mogen die durch folgende elementare Zeilenoperationen entstande-
nen Matrizen bezeichnen:
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A entstehe durch Multiplikation der i-ten Zeile von A mit A,
A1 entstehe durch Addition der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile von A,
A entstehe durch Addition des A-fachen der j-ten Zeile von A zur i-ten Zeile
von A, und
Arv entstehe durch Vertauschen der i-ten Zeile von A mit der j-ten Zeile.

Dann gilt:

Ar=Si(A) oA, A= Q]1 oA,

Amr=QI(A) oA, A =PloA.
Bemerkung 8.19
Man kann analog elementare Spaltenoperation von A betrachten und definiert
AL AT AT ynd A, indem man in der Definition von A}, Ay, A und Apy das
Wort “Zeile” durch “Spalte” ersetzt. Dann gilt analog fiir A € Mat(m x n,R):

Al = Ao Si(A), Al=A0 Q]
AT=Ao0Ql(A), AV=AoP.

Die Wirkung der Matrix (¢ }) in Bemerkung 8.15 ist also ein Spezialfall der
Permutationsmatrizen.

Lemma 8.20

Es seien A € R*, 1 <1i,j <nmiti+#jund A € Mat(n x m,R). Dann gelten:

QI =$;(A") 0 QLo S(A),
und
Pl = QioQ)(~1) 0 QioS;(—1).

Die Aussage dieses Lemmas 14t sich so interpretieren, daf3 die elementaren
Zeilen-/Spaltenoperationen vom Typ III fiir A € R* und IV auch durch mehr-
fache Ausfiihrung von Operationen vom Typ I und II erzielt werden konnen.

Die folgende Aussage benotigen wir spater, um zu zeigen, dall die Losungs-
menge eines linearen Gleichungssystems invariant gegeniiber elementaren
Umformungen ist (siehe Satz 11.7.13).
Proposition 8.21
Es seien A € R*, 1 <1,j <nmiti#j. Dann gelten:

a. Si()\*l) 0 Si(A) =Si(A) o Si(AT") =1,

b. Q=10 Qi = Qo Qi(-1) =1n,

c. QAN oQA) =QIA) o Q(—A) = 1, und

d. PloPl =1,

D. h. die Elementar- und die Permutationsmatrizen sind invertierbar und die
Inversen sind wiederum Elementar- | Permutationsmatrizen vom gleichen Typ.

Beweis: Wir fithren den Beweis fiir c. vor. Die uibrigen Teile lassen sich dann
analog zeigen.
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Fir A € R* gilt, vermittels der Distributivitat der Matrixmultiplikation:
QAN oQIA) = (In—A-E)) o (In+A-E) =1, —A* - EloEl =1,
da E{ o E{ = 0 wegen 1 # j. Beachte dazu, daB} fiur E{ o Ei = (cy) gilt:
Clk = Z 01105pdipdjk,

p=1

und daf fir i # j und p beliebig gilt 6;,0:, = 0.
Vertauschen von A und —A zeigt, dafl auch Q{()\) ) Q{(—?\) = 1, gilt. ]

Bemerkung 8.22

Die Proposition impliziert also, dafl die Elementarmatrizen und die Permu-
tationsmatrizen Elemente der allgemeinen linearen Gruppe Gl,,(R) sind. Im
Falle, dafl R = K ein Korper ist, gilt aber noch mehr. Wir zeigen spéter, daf
die Elementarmatrizen die Gl,(K) erzeugen - vgl. dazu Bemerkung I1.5.30.

Abschlielend beweisen wir einen Hilfssatz, der beim Rechnen mit Matrizen
Anwendung finden wird.
Lemma 8.23 a. Fiir A € Mat(m x n,R) und B € Mat(n x p,R) gilt:

(AoB)'*=B'o A"
b. Fiir A € Gl,.(R) gilt:
(A) "= (A"

Beweis: a. Seien A = (ay;) € Mat(m x n,R) und B = (bj) € Mat(n x p,R),
dann ist A o B = (cy) € Mat(m x p,R) mit

n
Cik = E aijbjk.
j=1

Ferner ist Bt o A' = (dy;) € Mat(p x m,R) mit

dii =) byay.
j=1
Also gilt ¢y = dy; und damit
(AoB)' = (cy)' = (dii) =B'o A"
b. Aus Ao A~ = A" o A = 1,, folgt mit Teil a.
(AN oAt =AY (AT) =1,

also ist At invertierbar mit Inverser (A*1)t.

AUFGABEN

Aufgabe 8.24 (Diédergruppe vom Grad 8)

Es sei G = GI;(R). Wir setzen A := ({') € G,B:= (} %) € G und E := 1,.
Priife die folgenden Eigenschaften nach:
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a. AY=B’=EundB-A-B'=A"1.
b. Dg:={A'-B'|1=0,1,2,3; j=1,2}ist eine Untergruppe von G.
C. |]D3| = 8.

Hinweis: Wenn man geschickt vorgeht, kommt man in Teil b. ohne eine einzige Matrixmulti-
plikation aus!

Aufgabe 8.25 (Diédergruppe vom Grad 8)

Die Diédergruppe Dg besitzt genau drei Untergruppen der Ordnung 4 und 5
Untergruppen der Ordnung 2.

Aufgabe 8.26 (Diédergruppe vom Grad 6)

1 1
7V3 =

Es sei G = GL,(R). Wir setzen A = ( N l\/§> € G B:= (%) € Gund
2 2

E := 1,. Priife die folgenden Eigenschaften nach:

a. A>=B?’=FEundB'"-A-B=A""

b. Dg:={Al, A1-B|j=0,1,2}ist eine Untergruppe von G mit [D¢| = 6.

c. D¢ besitzt genau drei Untergruppen der Ordnung zwei und eine Unter-
gruppe der Ordnung drei.

d. D¢ ist isomorph zur Symmetrischen Gruppe ;.

Anmerkung: Die Diédergruppe vom Grad 6 ist die Symmetriegruppe des gleichseitigen Drei-
ecks.

Aufgabe 8.27 (Quaternionengruppe)

Es sei G = G1,(C). Wir setzen A := () € G,B:=({?) € Gund E := 1,.
Priife die folgenden Eigenschaften nach:

a. A*=B*=FEundB'-A-B=A"".

b. Qs:={A}, AJ-B|j=0,1,2,3}ist eine Untergruppe von G mit |Qg| = 8.

c. Qg besitzt genau drei Untergruppen der Ordnung 4 und nur eine Unter-
gruppe der Ordnung 2.

d. Alle Untergruppen von Qg sind Normalteiler.

Anmerkung: Die Quaternionengruppe ist neben der Diédergruppe der Ordnung 8 bis auf
Isomorphie die einzige nicht-abelsche Gruppe der Ordnung 8.

Aufgabe 8.28

Es sei R ein beliebiger Ring, A = (ay)
Zeige, A" = 0.

1. € Mat(n, R) mit ay; = 0 fir i > .

9. Der GauB3-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl man jede Matrix durch elementa-
re Zeilenoperationen in Zeilen-Stufen-Form transformieren kann. Wir zeigen
aber nicht nur, dal das im Prinzip moglich ist, sondern wir geben ein Ver-
fahren an, wie man die elementaren Zeilenoperationen durchzufithren hat,
so dal man nach endlich vielen Schritten die Zeilen-Stufen-Form erhélt. Ein
solches konkretes Verfahren nennt man einen Algorithmus - in diesem Fall
den Gauf3-Algorithmus.
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Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei K ein Korper.
Wir definieren jetzt exakt, was es heillt, dafl eine Matrix Zeilen-Stufen-Form
hat.

Definition 9.1
Es sei A = (ay;) € Mat(m x n, K).

a. A besitzt Zeilen-Stufen-Form, kurz ZSF, falls es ein r, mit 0 < r < m und

Indizes ji,...,jrmit 1 <j; <jo < ... <j, < mgibt, so daf} folgendes gilt:
(1) ay=0fir1 <i<rund1 <j <jj
(i) ay=0fuirr<i<mundj=1,...,n,und

(iii) ay, #O0furi=1,... .
Die Zahl r nennen wir den Zeilenrang™ von A, die Kérperelemente as;,
heiflen die Pivots oder Angelpunkte der Zeilen-Stufen-Form.

b. Eine Zeilen-Stufen-Form von A heillt reduziert oder speziell, falls zusitz-

lich gilt:
(iv) ay, =1firi=1,...,r,und
(V) ay, =0firk<iundi=1,... 1.
Bemerkung 9.2
Eine Matrix A in Zeilen-Stufen-Form ist also von der folgenden Gestalt:
O oo 0 @y, *  oov il Lol e e el e ol o X
O A A e
O v v tr s s 0 s 0 asy % e e .
Aol . :
0 0

Hat A reduzierte Zeilen-Stufen-Form, so sind die Pivots alle Eins und die
Eintrage in der Spalte oberhalb der Pivots sind alle Null.

Der Zeilenrang von A darf Null sein. Das ist genau dann der Falle, wenn A
die Nullmatrix ist.

Beispiel 9.3

Betrachte die Matrizen A, B, C € Mat(4 x 5,K) mit

o1 0 30 2 01000
A 0 0j1 20 B- 2 and C = 103 40
0 00 0T 0 00220
00000 0 00000

Die Matrix A ist in reduzierter ZSF mit Zrang(A) = = 3,j; = 2,j> = 3 und
j3 =9O.

1Vgl. Bemerkung I1.5.24.
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Die Matrix B ist in ZSF mit Zrang(B) =r =4 und j; = 1,j; = 2, j3 = 3 und
j4 = 4. Die ZSF ist aber nicht reduziert.

Die Matrix C ist nicht in ZSF. Aber durch Vertauschen der beiden ersten Zei-
len entsteht eine Matrix, die ZSF hat.

Wir wollen nun zeigen, dall man Matrizen iiber einem Korper K mittels ele-
mentarer Zeilenoperationen auf Zeilen-Stufen-Form bringen kann.

Satz 9.4

Jede Matrix A € Mat(m x n,K) laft sich mittels endlich vieler elementarer
Zeilenoperationen in reduzierte Zeilen-Stufen-Form iiberfiihren.

Diese ist eindeutig bestimmt und wird mit RZSF(A) bezeichnet.

Bemerkung 9.5

Der Beweis des Satzes ist konstruktiv, daf3 hei3t, aus dem Beweis 146t sich
ein Algorithmus zur Berechnung einer ZSF von A herleiten, der sogenannte
Gaufi-Algorithmus.

Man beachte, dall Zeilen-Stufen-Formen i. a. nur tiber einem Korper existie-
ren, da z. B. fiir die Ausloschung der Eintrdgen unterhalb der Pivots die Divi-
sion durch beliebige Elemente ungleich Null notwendig ist.

Beweis von Satz 9.4: Sei A € Mat(m x n, K). Ist A =0, so hat A bereits ZSF
mit r = 0 und wir sind fertig.

Ist A # 0, so fiihre folgende Schritte durch:

1. Schritt: Durchlaufe die Spalten von oben nach unten, mit der ersten
Spalte beginnend, bis der erste Eintrag a;,;, # 0 gefunden ist:

0 0O 0 =« *
0 * *

ah i * ES

x %k *

0 .0 x * *

2. Schritt: Steht a;,;, nicht in der ersten Zeile, d. h. i; # 1, dann vertau-
sche die Zeilen a; und a;, - Zeilenoperation vom Typ IV. Die so entstan-
dene Matrix heile A; = (di). Dann ist d;;, unser erstes Pivot.

3. Schritt: Erzeuge in der Spalte @' von A; unterhalb von di;, Nullen
durch elementare Operationen vom Typ III, d. h. addiere fiirk =2,..., m

zur k-ten Zeile das —f;k#-fache der ersten Zeile. Die Spalten mit Index
N
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kleiner als j; werden dadurch nicht gedndert. Das Ergebnis ist dann ei-
ne Matrix von der Form:

0 ... 0 ai|= ... «
A | 000 |

: P A,

0 ...0 0

wobei A; eine (m — 1) x (n —j;)-Matrix ist, sofern j; # n.

Istn —j; =0o0der m — 1 =0 oder A® =0, so sind wir fertig.

Andernfalls ist A; # 0, und wir fithren Schritt 1-3 mit A, durch. Dabei kann
man alle Zeilenoperationen auf die Matrix A" ausdehnen, ohne daf sich in
den ersten j; Spalten etwas dndert, da dort nur Nullen stehen. Ist A, umge-
formt, so erhilt man eine Matrix A?) der Form:

0 ... 0 a%]) O

0 ...0 0 ... 0 ayf|* ... =«
A@=10...0 0 ... 0 0

: Do Do A3

0...0 0 ... 0 0

mit einem Pivot agj und, sofern nicht m — 2 = 0 oder n — j, = 0, einer Matrix
A3, die eine Zeile und mindestens eine Spalte weniger als A, hat.

Ist A3 =0, so sind wir fertig. ansonsten fahren wir fort wie bisher und erhal-
ten Matrizen A®), A4, A¥, etc.. Das Verfahren stoppt, falls nach r-maligem
Durchlaufen der Schritte 1-3 entweder r = m oder r = n oder A,;; = 0. In
jedem der drei Fille ist die Matrix A" in ZSF.

Y

Um die Matrix A" = (a(r)> in reduzierte ZSF zu bringen, multiplizieren

(r 1

wir zunéchst die Zeilen a ), firi=1,...,r, mit -5, was einer elementaren
ais

Zeilenoperation vom Typ I entspricht. Die so entsgghende Matrix heifle A’ =
(aj;). Sodann addiert man firi=1,...,rund k = 1,...,i— 1 zur k-ten Zeile
das —ay, -fache der i-ten Zeile — elementare Operationen vom Typ III — und
nennt in jedem Schritt die neue Matrix wieder A’. Man sieht unmittelbar,
daf die entstehende Matrix A” = (a}}) reduzierte ZSF hat, da in Spalte j; die

Elemente ay; in a;; =0, fiir k < 1, tibergegangen sind.

Damit ist die Existenz einer reduzierten ZSF gezeigt. Es bleibt also, deren
Eindeutigkeit zu zeigen. Den Beweis dafiir konnen wir allerdings erst in Ka-
pitel I1.5 fithren, siehe Seite 143 n

Aus Satz 9.4 folgt unter Beriicksichtigung von Lemma 8.18 sowie der Tatsa-
che, dal} jede Permutationsmatrix das Produkt von Elementarmatrizen ist,
unmittelbar Korollar 9.6.
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Korollar 9.6
Es sei A € Mat(m x n, K), dann gibt es Elementarmatrizen Ty,..., Ty, so daf;

RZSF(A)=Tio...0ToA.

Insbesondere hat T o ...o Ty o A also reduzierte ZSF.
Beispiel 9.7
Wir tiberfiihren nun die folgende Matrix in reduzierte ZSF.

0 0O -1 2 3 -1 1 -3 0 2
o1l T TI1+1
-1 1 -3 0 2 B 0 0 -1 2 3 —
1T —1 1 4 3 1T —1 1 4 3
I— —1I
1 1]-3 0 2 11 30 2 s 11
1T [I1—2-11
00 —_] 2 3 e 00 —_] 2 3 m
0 0|—2 4 5 00 00 —1
1 -1 3 0 -2 1T -1 3 0 0
I 1+2.111 1311
0 01 -2 -3 'm 0 01 -2 0 S
0 00 0 1 0 00 0 1
1 -1 0 6 0
0 01 =20
0 0 0 0 1

Die vierte Matrix besitzt bereits ZSF mit unterstrichenen Pivots, die letzte ist
in reduzierter ZSF.

Wir bemerken, dafl wir auch auf anderem Weg zum Ziel gekommen wéren,
und zwar durch andere Wahl der Pivots.

0 0 -1 2 3 1T -1 143
1 1 -3 0 2 I 111 1 1 -3 0 2 II— 1141
1 -1 143 0 0 -1 23
11 1403 11 14 3
I 11111 Il — 11
0 0/=2 45 — 0 0 =245 SR
0 0|—-1 23 0 0 00 3
T -1 1 4 3 T -1 1 40
I—1-3-111 I—=I-II
0 1 -2 +3 ; 0 01 =20
II-11—3 111
0 00 0 1 0O 00 01
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1T -1 0 60
o 01 =20
0O 00 01

In der Praxis sind 1000 x 1000-Matrizen keine Seltenheit. Dort wird mit einer
festen Stellenzahl gerechnet und deshalb treten bei grolen Matrizen unter
Umstanden erhebliche Rundungsfehler auf. Es kommt der Wahl der richtigen
Pivots eine grofle Bedeutung zu. Ist das gewéahlte Pivot zu klein, so kann
bei Division durch dieses Pivot im dritten Schritt der Rundungsfehler riesig
werden - fiir den Computer bedeutet dies in etwa, als ob man durch Null
zu dividieren versuche. Deshalb wahlt man in der Praxis das betragsméafig
groBte Element als Pivot.

Rechnet man allerdings in Computeralgebrasystemen mit exakter Arithme-
tik, so spielt die Ausloschung durch Rundungsfehler keine Rolle. Dort muf3
man eher dafiir sorgen, daf3 die Zahlen, d. h. die Zdhler und Nenner, nicht
zu grofl werden, da dies zu erheblichen Geschwindigkeitsverlusten fithren
wiirde.

Wir wollen abschlieBend den GauB3-Algorithmus in leicht abgewandelter Form
als rekursiven Algorithmus zur Bestimmung der reduzierten ZSF einer Ma-
trix formulieren.

Algorithmus 9.8 (Gaul3-Algorithmus)

INPUT: A € Mat(m x n,K).

OuTPUT: RZSF(A), die reduzierte Zeilen-Stufen-Form von A.

1. Schritt: Falls A = 0 oder m = 1, gehe zu Schritt 8.

2. Schritt: Durchlaufe die erste Spalte von oben nach unten, bis ein Ele-
ment ungleich Null a;; gefunden wurde oder das Ende der Spalte erreicht
ist.

3. Schritt: Wurde kein ai; # 0 gefunden, bilde eine Untermatrix B von A
durch Streichen der ersten Spalte von A und gehe zu Schritt 6. Andern-
falls, vertausche die Zeilen a; und a;.

4. Schritt: Fur k = 2,..., m addiere zur k-ten Zeile das —%-fache der
ersten Zeile.

5. Schritt: Falls n = 1, gehe zu Schritt 7. Andernfalls bilde eine Unter-
matrix B := A] von A, durch Streichen der ersten Zeile und der ersten
Spalte von A.

6. Schritt: Wende den Algorithmus auf die Untermatrix B an.!2

2Djes ist der Rekursionsschritt, indem der Algorithmus mit einer kleineren Untermatrix
aufgerufen wird. Das Ergebnis, das man dabei zuriick erhilt, wird wieder in die Matrix A
eingefiigt. — Fiir eine Definition von A} siehe auch Definition I1.10.2.
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7. Schritt: Die Matrix A liegt nun in ZSF vor. Fir i = m bis 1 = 1,
d. h. rickwaérts zidhlend, durchlaufe die Zeile a;, beginnend mit der er-
sten Spalte, bis ein Element ai; # 0 gefunden wurde oder das Ende der
Zeile erreicht ist.

In letzterem Fall tue nichts, in ersterem multipliziere die Zeile a; mit ai

und addiere fiir k = 1,...,1 — 1 zur k-ten Zeile das —ay;-fache der i-ten
Zeile.
8. Schritt: Gib die (veranderte) Matrix A zurtick.
AUFGABEN
Aufgabe 9.9
Bestimme eine ZSF sowie die RZSF von den folgenden Matrizen:
1
3 3 (1) 100 4 8
21 0 | 0 3285
03 0 23410
Aufgabe 9.10

Schreibe eine Singular-Prozedur gauss reduction, die eine Matrix A einliest
und die mittels Gauf3-Elimination ermittelte Zeilen-Stufen-Form der Matrix
ausgibt. Die Eintrage der Matrizen sollen vom Typ poly sein. Es diirfen die
in matrix.lib definierten Prozeduren multrow, addrow und permrow verwen-
det werden. Teste Deine Ergebnisse mit der Prozedur gnf aus der Bibliothek
linalg.1ib.

Aufgabe 9.11

Andere die Prozedur gauss_reduction aus Aufgabe 9.10 so ab, daB sie eine Ma-
trix und eine ganze Zahl einliest. Ist die Zahl 0, so soll die Prozedur (wie bis-
her) die nicht reduzierte Zeilen-Stufen-Form der Matrix ausgeben. Ansonsten
soll nun die vollstandig reduzierte Zeilen-Stufenform zuriickgegeben werden.
Aufgabe 9.12

Bestimme die vollsténdig reduzierte Zeilen-Stufen-Form folgender 10 x 15-
Matrizen A und B:

a. Definiere A durch: ring r = 0,x,dp;
ideal I = 1..150;
matrix A[10][15] = I;
b. B entstehe aus A dadurch, dafl in A die Diagonalelemente zu 1 gesetzt
werden.
c. Man beweise das Ergebnis fiir A ohne Zuhilfenahme von Singular.

Hinweis: Durch den Befehl pagewidth=500; wird erreicht, dafl die Matrizen vollstindig an-

gezeigt werden. B 146t sich aus A mit Hilfe einer Schleife erzeugen.
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KAPITEL II

Vektorraume

In diesem Kapitel werden Vektorrdume und lineare Abbildungen tiber belie-
bigen Korpern eingefithrt. Wesentlich ist der abstrakte Zugang ohne Basen,
der die strukturellen und weniger die rechnerischen Aspekte in den Vorder-
grund stellt.

Den Begriff der Basis eines Vektorraumes werden wir definieren und zeigen,
daf} jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Nach Auswahl einer Basis verhalten
sich dann (endlich-dimensionale) Vektorrdume wie der R™ und lineare Abbil-
dungen wie Matrizen. Allerdings besitzt ein Vektorraum viele Basen und je
nach Wahl der Basis dndert sich das Erscheinungsbild der Vektoren und der
Matrizen; wie sich das dndert, werden wir auch untersuchen.

Fir uns wichtig sind in diesem Kapitel diejenigen Eigenschaften von Vek-
torrdumen und linearen Abbildungen, die unabhéngig vom Erscheinungsbild,
also basisunabhingig, sind. Man nennt dies die invariante Theorie der Vek-
torraume. Nicht nur aus strukturellen Griinden, auch fiir die Anwendungen
ist es wichtig, zu wissen, welche Eigenschaften invariant sind, sich also bei
Basiswechsel nicht dndern.

Ein wichtiges Beispiel eines invarianten Begriffs ist der Rang einer Matrix.
Wir werden mit Hilfe der abstrakten Theorie der Vektorrdume den Rang fiir
lineare Abbildungen definieren, so dal} er per definitionem invariant ist, und
wir werden dann zeigen, dall man ihn mit Hilfe des gauf3schen Algorithmus
aus der Zeilen-Stufen-Form einer jeden darstellenden Matrix ablesen kann.

Dies allein zeigt schon den Wert der abstrakten Begriffsbildungen. Die Be-
griffe werden viel klarer, letztlich einfacher und unbelastet von speziellen
Wahlen, schwerfilligen Notationen, etc.. Der wichtigste Vorteil der abstrak-
ten Theorie ist jedoch, daf3 in konkreten Anwendungen Vektorraume oft nicht
mit einer Basis gegeben sind, sondern man weil3 nur, dafl die untersuchten
Objekte die Struktur eines Vektorraumes besitzen, ja manchmal ist eine Ba-
sis gar nicht bekannt.

Will man jedoch konkret etwas ausrechnen, z. B. den Rang einer gegebenen
linearen Abbildung, dann braucht man wieder Basen und Matrizen. Wir wer-
den deshalb am Schluf} dieses Kapitels zeigen, wie man z. B. Basen bestim-
men kann, und dann, mit Hilfe des gaullschen Algorithmus, die vorher ab-
strakt definierten Begriffe konkret berechnen kann.

95
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1. Vektorriaume und Moduln

Ein Vektorraum ist nicht nur eine Menge mit einer Struktur, wie etwa eine
Gruppe, ein Ring oder ein Korper, sondern zu einem Vektorraum gehort im-
mer ein Korper, der auf dem Vektorraum operiert. Da viele der Definitionen
ohne Mehraufwand fiir Ringe statt fiir Korper gelten, behandeln wir diesen
allgemeineren Fall gleich mit. Statt von einem Vektorraum spricht man dann
von einem Modul.

Generalvoraussetzung: Sofern keine weiteren Angaben gemacht sind, sei
K in diesem Abschnitt ein kommutativer Ring mit Eins.

Zwar machen die Definitionen auch fiir beliebige Ringe Sinn, und die meisten
Aussagen gelten ebenfalls, aber die Beweise sind teilweise langlicher.
Definition 1.1

Ein K-Modul (oder Modul iiber K) besteht aus einer nicht-leeren Menge V
sowie einer Verkniipfung

+:VxV—>SV:(xy)—x+uy,

die Vektoraddition genannt wird, und einer Operation von K auf V, d. h. einer
Abbildung

KXV o Vi(AXx)— A-x=Ax,

die Skalarmultiplikation genannt wird, so daf3 die folgenden Gesetze gelten:

a. (V,+) ist eine abelsche Gruppe,
b. fir A,u € Kund x,y € V gelten:

1) A+ w)x = Ax + ux, (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)
(11)) A(x+y) =Ax + Ay, und (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)
(111) (Ap)x = A(ux). (“verallgemeinertes Assoziativgesetz”)

Besitzt K eine Eins - wie z. B. jeder Korper - so fordern wir zudem:
b.(iv) 1-x =xflr alle x € V.

Ist K ein Korper, so nennt man einen K-Modul auch einen K-Vektorraum oder
einen Vektorraum tiber K.

Die Elemente aus V nennt man Vektoren und die aus K Skalare. Der Null-

vektor, d. h. das neutrale Element aus V beziiglich der Addition, wird mit 0

bzw. mit 0y bezeichnet und das neutrale Element von (K, +) ebenfalls mit 0

bzw. mit Ox.

Beispiel 1.2 a. Der Nullmodul V = {0} mit A - 0 = 0 fiir alle A € K ist fiir
jeden Ring K ein K-Modul. Man bezeichnet den Nullmodul auch mit K°.

b. Der Ring (bzw. Korper) K selbst mit der Ringaddition als Vektoradditi-

on und der Ringmultiplikation als Skalarmultiplikation ist ein K-Modul
(bzw. K-Vektorraum).
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c. Fir n > 1 ist die Menge K™ (siehe Definition 1.8.1) mit der in Definition
1.8.2 definierten komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation
ein K-Modul, bzw. ein K-Vektorraum, falls K ein Korper ist.

Speziell sind R™, C™ und Z} (p eine Primzahl) Vektorrdume iiber R, C
bzw. Z,,. Ferner ist Z™ ein Z-Modul.

d. Allgemeiner ist fiir n, m > 1 die Menge Mat(m x n, K) der m x n-Matrizen
tber K mittels der in Definition 1.8.2 a. definierten Addition und Skalar-
multiplikation ein K-Modul mit der Nullmatrix

0 ... 0

0:=0,:= : :

0 ... 0
als neutralem Element beziiglich der Addition.

e. Ist K ein Unterkorper des Korpers L, so ist L mit der Korperaddition
als Vektoraddition und mit der Kérpermultiplikation (eingeschrankt auf
K x L) als Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum. Entsprechendes gilt
natiirlich fir Ringe.

Z. B. konnen wir auf diese Weise R als Q-Vektorraum oder C als R-
Vektorraum auffassen.

f. Ist M eine Menge und K ein Ring (bzw. Korper), so wird der Ring KM
(siehe Beispiel 1.7.2) mit der Ringaddition als Vektoraddition und der
folgenden Operation

KX KM KM (A f) = (AF: M = Kix = A f(x))

als Skalarmultiplikation ein K-Modul (bzw. K-Vektorraum), wie man so-
fort sieht.

g. Allgemeiner zeigt man, dal} fiir eine Menge M und einen K-Modul V
durch die Operationen

—I—:VMXVM—>VM:(f,g)r—>(f—l—g:M—)V:xr—>f(x)—i—g(X))
und
K x VM VM () = (A M = Vix s A f(x)

die Menge VM aller Abbildungen von M nach V zu einem K-Modul wird.

h. Da man fir M = {1,...,n} eine Abbildung f : M — K in eindeutiger
Weise durch die Familie von Bildelementen (f(1 ). ,f(n)) beschreiben
kann, sieht man leicht, daf} die Zuordnung

KM 5 K™ f s (F(1),..., f(n)

in diesem Falle eine Bijektion ist. Man priift tiberdies leicht nach, daf3
diese Abbildung ein Vektorraumhomomorphismus im Sinne von Defini-
tion 1.5 ist. KM und K" sind dann also isomorph.

Lemma 1.3

In einem K-Vektorraum gelten folgende Rechenregeln:
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a. Ox-x=0vund A-0y =0y fiirallex €V, A € K.
b. Fiir A € Kund x € V gilt:

Ax=0y = A=0 oder x=0.

c. (—1)-x=—xfiirallexecV.

Beweis: Es seien x € V und A € K gegeben.
a. Es gilt:
Ov+0xk-x=0k-x=(0x+0kg) x=0kg-x+ 0k "X,
also 0y = Ok - x, wie aus den Kiirzungsregeln fir (V, +) folgt. Analog gilt:
Ov+A-O0y=A-0y=A-(0v+0y)=A-0y+A-0y,

und damit Oy = A - Oy.
b. Ist A € K mit A # 0, dann gibt es ein Inverses A~' € K. Aus A - x = 0 folgt
dann aber wegen a. und den Vektorraumaxiomen

Ov=A"-0y=A"-Ax)=ATA) x=1-x=x
c. Fir x € K gilt:
X+ (=1)-x=T1-x+(=1)-x=(1+(=1)) - x =0x-x =0y.
Also ist (—1) - x das (eindeutig bestimmte) additive Inverse zu x.

]

Bemerkung 1.4
Ist K ein Ring mit Eins, so folgt mit den gleichen Beweisen, dal} die Aussagen
von Lemma 1.3 a. und c. ebenfalls gelten.

Die Eigenschaft b. gilt fiir Moduln aber im Allgemeinen nicht, wie die folgen-

den Beispiele zeigen.

a. Wir betrachten K = Z, mitn =p-q, p,q > 1. Dann gilt fiir den Z,.-Modul
Z, mit A = [p] und x = [q]

Ax=I[p-ql=[n]=[0], aber A#]I0],x#I0].

In diesem Fall hat der Ring Z, sogenannte (nicht-triviale) Nullteiler,
d. h. es gibt Elemente A, u € Z,, \ {0} mit A - p = 0.

b. Auch wenn der Ring K keine Nullteiler (auler 0) besitzt, gilt die Eigen-
schaft b. in obigem Lemma nicht unbedingt. Sei etwa K =Z und V = Z,,.
Mittels

A-[kl:=[A-k], furAeZ[K € Zn,,
wird V zu einem K-Modul, und es gilt:
n-k]=Mmh-k|=1[0], fuaralle[k]e Z,,
obwohl n # 0.
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Wie stets, betrachten wir auch bei Vektorraumen (bzw. Moduln) sogleich die
strukturerhaltenden Abbildungen.

Definition 1.5

V und W seien K-Moduln. Eine Abbildung f : V — W heil}t K-lineare Abbil-
dung oder Modulhomomorphismus, wenn fir alle A € Kund x,y € V gilt

a. f(x+y) =f(x) +f(y) und (“Additivitdt”)
b. f(Ax) = Af(x).

Eine injektive (bzw. surjektive bzw. bijektive) K-lineare Abbildung heifit auch
Monomorphismus (bzw. Epimorphismus bzw. Isomorphismus). Gilt V =W, so
nennen wir eine K-lineare Abbildung auch einen Endomorphismus, und ist
sie zudem bijektiv, so sprechen wir von einem Automorphismus.

Die Menge aller K-linearen Abbildungen von V nach W bezeichnen wir mit
Homy(V, W) und die Menge aller Endomorphismen von V mit Endg (V).

Ist K ein Korper und sind V und W entsprechend Vektorraume, dann spricht
man natiirlich von Vektorraumhomomorphismen statt von Modulhomomor-
phismen.

Bemerkung 1.6

Ist K ein Ring mit Eins, so lassen sich die beiden Bedingungen a. und b. in
obiger Definition zusammenfassen zu der Bedingung:

f(Ax + wy) = Af(x) + uf(y), faralleA,peK,x,yeV.

Lemma 1.7

Es seien U, V und W K-Moduln, und f,f" € Homyg(U,V) und g,g9’ €
Homy(V, W). Ferner seien x,x1,...,xn € Uund A\,A' ) Aq,..., A, € K. Dann gel-
ten:

a. f(Oy) = Oy und f(—x) = —f(x).

b. f(A1x1 4+ ...+ Axn) = Af(x1) + ...+ Anf(xn).

c. Ist f bijektiv, so gilt ' € Homy(V, U).

d. gof € Homg(U, W).

e. T+ 1A -fe Homg(U, V).

f.go (M+A'f") =A(gof)+A(gof’) und (Ag+A'g’)of =A(gof)+A'(g'of).
g. AM(gof)=(Ag)of=go (Af).

Beweis: Wegen Bedingung a. in der Definition von K-linearen Abbildungen
gilt, dall f und g Gruppenhomomorphismen der den Moduln unterliegenden
additiven Gruppen sind. Wir kénnen also die Ergebnisse zu Gruppenhomo-
morphismen aus Proposition 1.3.17 anwenden.

a. folgt dann aus den Teilen a. und b. von Proposition 1.3.17.
b. folgt mittels Induktion aus den beiden Bedingungen fiir Linearitat.
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c. Wieder aus Proposition 1.3.17, diesmal Teil c., folgt, daBl f~' der Bedin-
gung a. der Definition von Linearitit geniigt. Es bleibt zu zeigen:

f1(Ay) =Af'(y), furalleAeK,yeV.

Sei also A € Kundy € V gegeben. Setze x := f'(y). Wegen der Linearitit
von f gilt
1 (Ay) = T (AMf(x)) =1 (f(Ax)) = Ax = Af ' (y).
d. Die Additivitat von g o f folgt aus Lemma 1.3.14. Weiter gilt wegen der
Linearitat von f und g fiur A € Kund x € U:
(gof)(Ax) = g(f(Ax)) = g(Af(x)) = Ag(f(x)) = A(g o f)(x).
e. Es gilt:
f(x1 +x2) + f'(x1 +x2)
(f(x1) + f(x2)) + (f'(x1) + f'(x2))
= (f(xq) +1'( x1 ) + (f(x2) + f'(x2))
(f+ ) (1) + (f+ ) (x2)

(fF+ )1 +x2) =

und
(f +f)(Ax) = f(Ax) + f'(Ax) = AMf(x) + Af’(x)
= Af(x) +1'(x)) =A(f + ') (x).

Also ist f + f’ linear.
AulBlerdem gilt:

(A=) (x1 4+ x2) = AMf(x1 +x2)) = A(f(x1) + f(x2))

Af(x1) +Af(x2) = (A £)(x1) + (A - ) (x2),
sowie
(A ) (Arx1) = A(f(A1x1)) = A(Af(x1))
(AA)T(x1) = MA)F(x1) = A (Af(x1)) = M(A - ) (x1),

und damit ist auch A - f linear.

f./g. Die Nachweise sind elementar und seien dem Leser iiberlassen.

]

Die wichtigsten Beispiele linearer Abbildungen sind die durch eine Matrix A
definierten Abbildungen f .

Proposition 1.8

Fiir A € Mat(m x n,K) gilt:

fa € Homy (K™, K™).

Beweis: Die Aussage folgt aus Teil a. Lemma 1.8.7. O

Beispiel 1.9
Im Falln = 1 und A = (a) ist die K-lineare Abbildung fo : K - K:x — a-x
gerade die Multiplikation mit a.



1. VEKTORRAUME UND MODULN 101

Behauptung: Ist K ein kommutativer Ring mit Eins, so ist jede lineare Ab-
bildung f : K — K von der Form f = f5 fiir A = (a) € Mat(1, K) geeignet.

Dazu setzt man a := f(1). Dann gilt fiir x € K beliebig:
f(x) =x-f(1) = Ax = fa(x),
also f = fa.

Wir werden spéter sehen, dall die Behauptung allgemein fiir lineare Abbil-

dungen f : K™ — K™ zutrifft, siehe Korollar 2.12.

Beispiel 1.10 a. Die lineare Abbildung fy;, : R? — R?: (x,y)' — (Ax, Ay) ist
eine Streckung um den Faktor A.

R2
Ay
. AQ)
()
0 X AXx

b. Fur « € R setzen wir

A ( cos(a) —sin(«) )

sin(x) cos(x)

Dann ist die lineare Abbildung fa, : R? — R? eine Drehung um den
Winkel «. Beachte dazu, daf3

Ae' = (cos(a),sin(a))’ und Ae? = (—sin(a),cos(a)),

woraus die Aussage fiir die Einheitsvektoren ¢' und e’ unmittelbar folgt.

sin(«)

cos( )

Daraus leitet sich die Aussage fiir einen beliebigen Vektor (x,y)* mittels
der Linearitit von f 5 ab:

fa((x,u)") =xfa(e') +yfa(e?).
c. Ist n > m, so ist die Abbildung
pr: K™ — K™: (x1,..., %) = (x1,. .., xm)"

eine K-lineare Abbildung, genannt die kanonische Projektion.
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Ist m > n, dann ist die kanonische Inklusion

t

ign K™= K™ (%, x) = (X, 000, %0, 0,00, 0)0

ebenfalls K-linear. Beides priift man leicht nach.

Wie bei Gruppen und Ringen definiert man auch bei Moduln und Vektorraum-
en Unterstrukturen.

Definition 1.11

Es sei V ein Modul iiber K. Eine Teilmenge U C V von V heif3t Untermodul,
wenn U mit der Einschrankung der Addition und Skalarmultiplikation auf U
selbst ein K-Modul ist.

Ist V = K (vgl. Beispiel 1.2), so nennen wir einen Untermodul auch ein Ideal.

Ist K ein Korper, so nennt man einen Untermodul von V einen Untervektor-
raum oder kurz Unterraum von V.

Proposition 1.12

Es sei V ein K-Modul und () # U C V eine nicht-leere Teilmenge von V.

a. Dann sind gleichwertig:
(1) U ist ein Untermodul von V.
(i1) Fiir alle A € Kund x,y € U gilt:

x—yeUu und Mel.

b. Ist K ein Ring mit Eins, so sind gleichwertig:
(1) U ist ein Untermodul von V.
(i1) Fiir alle A\, € K und x,y € U gilt:

Ax +py € U

Beweis: Die Richtung (i) = (ii) ist in beiden Féllen klar aus der Definition.
Bleibt also jeweils (ii) = (i) zu zeigen. In Fall a. folgt aus Aufgabe 1.3.27
mittels (ii), daB (U, +) eine Untergruppe von (V,+) ist, im Fall b. folgt dies
aus Proposition 1.3.10 mit (A, ) = (1,1) sowie (A,u) = (—1,0) in (ii). U ist
ferner abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation (in b. wiahlt man in
(i1) dazu p = 0), und somit ist U ein Untermodul, da die tibrigen Modulaxiome
sich von V auf U ibertragen. n

Beispiel 1.13 a. Ist V ein K-Modul, so ist {0y} stets ein Untermodul von V.
Ferner ist V selbst ein Untermodul. Man nennt diese beiden auch die

trivialen Untermoduln
b. Ist V ein K-Modul und x € V, dann ist

Kx:=K-x:={Ax | A € K}

ein Untermodul von V. Beachte dazu, daf} fiir x; = Aix € Kx 1 =1,2) und
A € K beliebig gilt:

X1+ x2 = (A1 + A2)x € Kx und Axq = (AA)x € Kx,
und daB Kx # () wegen Oy = Ok - x € Kx.
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c. Sind V und W zwei K-Moduln, dann ist Homg(V, W) ein Untermodul des
K-Moduls WV (siehe Beispiel 1.2), wie aus Proposition 1.12 mit Hilfe von
Teil e. von Lemma 1.7 folgt. Man beachte dabei, dall Homy(V, W) nicht
leer ist, da die Nullabbildung linear ist.

d. In der Analysis zeigt man, dafl Summe sowie skalare Vielfache von steti-
gen bzw. k-fach stetig differenzierbaren Funktionen wieder stetig bzw. k-
fach stetig differenzierbar sind, 0 # k € IN U {oo}. Da ferner die Funk-
tion R — R : x — 0 stetig und k-fach differenzierbar ist fiir jedes
0 #k € NU{o0}, gilt

C°R):={f:R — R | f ist stetig)
und
C*R) :={f: R — R | f ist k-fach stetig differenzierbar}, 0 # k € IN U {c0},

folgt aus Proposition 1.12, daB C°(R) und C¥(R) Unterrdume des R-
Vektorraumes R® sind.

Solche Funktionenrdume spielen in der Analysis eine grofle Rolle. Sie
sind fiir kein n isomorph zu R", und sie sind ein gutes Beispiel fiir den
Wert der abstrakten Theorie der Vektorraume.

Wichtige Untermoduln und Unterrdume erhilt man durch lineare Abbildun-
gen.

Lemma 1.14

Sind V und W K-Moduln, f € Hom(V,W), dann sind Ker(f) = f~'(0w), der
Kern von f, und Im(f) = f(V), das Bild von f, Untermoduln von V bzw. W.

Beweis: Wir wollen wieder Proposition 1.12 anwenden. Dazu beachten wir
zunéchst, dall wegen f(0y) = Oy Ker(f) und Im(f) beide nicht leer sind.
Sind A € K und x,y € Ker(f), so gilt:

f(x+y) =f(x)+fly) =0w+0w =0 und f(Ax) =Af(x) =A-0w = O0w.
Also ist x +y, Ax € Ker(f).

Sind nun x,y € Im(f), so gibt es Vektoren u,v € V mit f(u) = x und f(v) = y.
Dann gilt aber

x+y="~f(u)+f(v) =f(u+v) € Im(f) und Ax =Af(u) = f(Au) € Im(f).

Es folgt aus Proposition 1.12, dafl Ker(f) und Im(f) Untermoduln sind. O

Lemma 1.15
Ist V ein K-Modul und (U;)ic1 eine Familie von Untermoduln in V, so ist der

Durchschnitt (,.; U; ein Untermodul von V.

iel
Beweis: Da Oy € U, fiir alle i € [, ist U := [");; U; nicht die leere Menge. Es
bleibt also zu zeigen, daB fiir x,y € U und A € K gilt:

x+yeU und Ax e U.
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Fir ein beliebiges i € 1 gilt, da U; ein Untermodul von V ist und da x,y €

U C U, daB x +y € U; und Ax € U;. Also liegen die Vektoren im Durchschnitt
u. O

Bemerkung 1.16

Die Vereinigung von zwei Untermoduln ist i. a. kein Untermodul mehr!

Sei etwa U; := Re' C R? die x-Achse und U, := Re? ¢ R? die y-Achse. Dann
liegt (1,1)* = e'+e? nicht in U; UU,, und mithin kann U;UU, kein Unterraum
von R? sein. W,

U,

Es ist durchaus niitzlich, sich Eigenschaften von Vektorraumen iiber einem
beliebigen Kérper am Beispiel des R? bzw. des R klar zu machen. Dies ist
zwar in keinem Fall beweiskriftig, aber kann durchaus wichtige Einsichten
oder Ideen tiber zu beweisende oder vermutete Sachverhalte geben.

Die Geraden durch den Ursprung 0 in der Ebene R? sind die nicht-trivialen
Unterrdaume von R?. Entsprechend sind die Geraden und Ebenen durch den
Ursprung im Raum R3 die nicht-trivialen Unterrdume des R3.

Geraden und Ebenen, die nicht durch den Ursprung gehen, sind keine Un-
terraume.

Wir wollen uns von nun an auf die Theorie der Vektorrdume konzentrieren.
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AUFGABEN

Aufgabe 1.17

Welche der folgende Teilmengen von R* sind Unterriume des R*? Begriinde
Deine Aussagen.

{(1,0,0,0)%,(0,1,0,0)%,(1,1,0,0)%,(0,0,0,0)'},

{(x,0,0,0),(0,u,0,0)* | x,y € R},

{(x,x,y,y)* [ x,y € R},

{(x1,%2,x3,%x4)" | x; € R, 21 xi =1},

{(X],Xz,X3,X4 | x; € R, le Xi = O}.

Ist {(1,0,0,0)%(0,1,0,0)%(1,1,0,0)%(0,0,0,0)'} aufgefalit als Teilmenge
von (Z;)* ein Unterraum des Z,-Vektorraums (Z,)*?

Aufgabe 1.18

Es sei V = R der R-Vektorraum der Abbildungen von R nach R. Welche der
folgenden Teilmengen von V sind Unterrdume von V? Beweise Deine Aussa-
gen.

a.
b.
C.
d.
e.
f.

a. Uy :={feV|[f(0) =2}

b. U,:={f € V| f(1) =0},

c. Us:={f € V| fist beschriankt},

d Uy:={feV]||f(x)<4VxeR}
Aufgabe 1.19 (Gerade und Ungerade Funktionen)
Es sei V = R der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R, U := {f €
VI[f(—x) =f(x) Vx € Rjund U’ :={f € V| f(—x) = —f(x) V x € R}.! Zeige, U
und U’ sind Unterrdume von V.
Aufgabe 1.20
Es sei (K,+,-) ein Korper, (V,+,:) ein K-Vektorraum und U,U’ C V Un-
terraume von V. Zeige, genau dann ist U U U’ ein Unterraum von V, wenn
U C U oder U’ C U.
Aufgabe 1.21
Gib alle Elemente und alle Unterrdume des Z,-Vektorraums (Z,)? an.
Aufgabe 1.22
Es seien f, g € Endg(V), V ein K-Vektorraum, 0 # A € K. Zeige:

a. Im(f + g) C Im(f) + Im(g),
b. Ker(f + g) D Ker(f) N Ker(g),
c. Im(Af) = Im(f),
d. Ker(Af) = Ker(f),
Im(fog) C Im(f), und
f. Ker(f o g) O Ker(g).
Aufgabe 1.23 (Projektionen)
Es sei V ein K-Vektorraum. f € Endg(V) heiBt Projektion, falls {2 = f gilt.
Zeige, die folgenden Aussagen sind dquivalent:

@

IDie Funktionen in U nennt man gerade Funktionen , die in U’ ungerade.
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a. f ist eine Projektion,

b. idy —f ist eine Projektion,
¢. Im (idy —f) = Ker(f),

d. Ker (idy —f) = Im(f).

Aufgabe 1.24
Es sei V ein K-Vektorraum und f € Endg(V). Zeige, fir m,n € N mit m < n
gilt:

Ker(f™) C Ker(f") und Im(f™) D Im(f").

Finde Beispiele, so daf3 die Inklusionen stets strikt sind.

Aufgabe 1.25

Es seien U, V,W drei K-Vektorrdume, f € Homy(U, V) und g € Homy (U, W).
Zeige, genau dann gibt es ein h € Homg (W, V) mit ho g = f, wenn Ker(g) C
Ker(f).

Aufgabe 1.26

Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins.

a. Zeige, die Abbildung ¢ : (R,+,:) — (Mat(n xn,R),+,0): A+ A-1,, ist ein
Ringmonomorphismus.

b. Betrachten wir nun R und Mat(n x n,R) als R-Moduln. Ist dann ¢ auch
ein R-Modul-Homomorphismus?

Aufgabe 1.27 (Funktionenraum)

Essei V= C*®(R) = {f : R —» R | fist unendlich oft differenzierbar} der R-
Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R. Zeige, die
Abbildung D : V — V : f — f’, wobei f’ die Ableitung von f bezeichne, ist eine
R-lineare Abbildung.

Es gilt exp(x) = Y (X € V. Folgt aus der Linearitét von D, da8 D (exp(x)) =
5 oD(%) = expl()?

Aufgabe 1.28

Es sei (R,+, ) ein kommutativer Ring mit 1 # 0. Zeige, genau dann ist R ein
Korper, wenn R nur die beiden trivialen Ideale {0} und R besitzt.

2. Lineare Abhingigkeit und Basen

Sind x1,...,x, Vektoren eines K-Vektorraumes V, so ist auch jede Linearkom-
bination x = A1x1 + ...+ Ax, ein Vektor in V, wie wir in Lemma 1.7 gesehen
haben. In diesem Abschnitt geht es nun um Familien von Vektoren B = (x1)icr,
I eine eventuell unendliche Indexmenge, so daf} jeder Vektor x € V als endli-
che Linearkombination x = A;xy, + ...+ Ax;, fiir geeignete A; € Kund x;, € B
darstellbar ist. Ist diese Darstellung zudem fiir alle x eindeutig, so heif3t B
eine Basis. Wir werden sehen, daf} jeder Vektorraum eine Basis besitzt und
daf} die Anzahl der Elemente einer Basis nur vom Vektorraum V, nicht aber
von der Basis abhéngt. Diese Anzahl nennt man die Dimension von V.
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Der Nachweis der Existenz und der Unabhéngigkeit der Anzahl der Elemente
ist nicht ganz einfach. Da diese Aussagen auch nur fiir Vektorraume, nicht
aber fiir allgemeine Moduln gelten, werden wir fiir diesem Abschnitt folgende
Generalvoraussetzung treffen.?

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer
Ring mit Eins und K ein Korper. V bezeichne einen R-Modul respektive einen
K-Vektorraum, je nach aktuellem Kontext.

Definition 2.1 a. Wir nennen x € V eine Linearkombination von x1, ..., X, €

V, falls es Ay, ..., A, € R gibt mit

X =AX1+ ...+ AX,

Ist eines der A; ungleich Null, so nennen wir die Linearkombination
nicht-trivial

b. Ist F = (x{)ic1 eine Familie von Vektoren aus V, so heift x = } ,_;Aix; eine
endliche Linearkombination von Elementen aus F, wenn A; € R fir alle
1 € I und wenn nur endlich viele der A; ungleich Null sind.
Wir verwenden die Notation Z{GI Aixi, A; € R, oder Z)T:] Ajxi;, Aj € R, um
eine endliche Linearkombination von Elementen in F anzusprechen.

c. Vektoren x1,...,x, € V heillen linear abhdngig, falls es Aq,..., A, € R gibt

mit A; # 0 fiir mindestens eini € {1,...,1}, so daf3
Ax1+ ...+ AX. = 0.

Andernfalls heiflen sie linear unabhdangig.

d. Eine Familie F = (x;)ic1 heillt linear unabhdingig, wenn fir jede endli-
che Teilfamilie (x;,,...,x;,) von F gilt, dal die Vektoren x;,,...,x; linear
unabhingig sind. Andernfalls heil}t sie linear abhéingig.

Bemerkung 2.2 a. Es sei F = (x;)ic1 eine Familie von Vektoren. Dann sind

gleichwertig:
(i) Fist linear unabhéngig.
(ii) Fiir jede endliche Teilfamilie (x;,,...,x;,) von F gilt:
Ao A€Rmit Y Ak =0 = Ay =...=A,=0.

j=1

Entsprechend sind ebenfalls gleichwertig:
(i) Fist linear abhéngig.

2Der Grund dafiir, daB etwa Lemma 2.6 sowie alle Aussagen zur Existenz von Basen iiber
beliebigen Ringen falsch sind, ist der Umstand, daf3 es nicht ausreicht, dafl ein Ringelement
ungleich Null ist, um bereits dadurch dividieren zu diirfen. Dies schligt sich z. B. darin nie-
der, daB fiir A € R und x € V durchaus Ax = 0 gelten kann, ohne dall A oder x Null sein
miiiten. Man sollte bei Aussagen iiber Moduln tber beliebigen Ringen also streng darauf
achten, dall man diese scheinbar selbstverstdindliche Tatsache nicht benutzt!
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(i) Es gibt eine endliche Teilfamilie (x;,,...,x;,) von Fund Ay,... A, €
R\ {0}, so daB3

i )\)'Xi]. =0.
j=1

Dies ist nur eine formalere Schreibung der Definition.

b. Nach Definition ist die leere Familie linear unabhéngig.

c. Aus der Definition von linearer Unabhéngigkeit folgt unmittelbar, daf3
jede Teilfamilie einer linear unabhéingigen Familie wieder linear un-

abhéngig ist.
d. Aus dem letzten Punkt folgt wiederum, daf} fiir eine endliche Familie
(x1,...,%x,) gleichwertig sind:
(i) Die Familie (xq,...,x,) ist linear (un)abhéngig.
(i1) Die Vektoren x4, ..., x, sind linear (un)abhéngig.
Beispiel 2.3
Die Einheitsvektoren e',...,e™ € R"™ sind linear unabhingig, denn fiir

7\],...,)\n€ R mit 2?21 Ale‘:Ogllt

0 A1
=Ae'+ . F et = ],
0 An
alsoA;=...=A,=0.

Obwohl die Einheitsvektoren e' Spaltenvektoren sind, ist es in der mathe-
matischen Literatur gebriauchlich, den Index als Subskript zu schreiben. Wir
werden uns dieser Notation anschlieen und schreiben von nun an fir die
Einheitsvektoren

n

er,...,en statt e', ... em

sofern wir nicht besonderes hervorheben wollen, dal3 es sich um Spaltenvek-
toren handelt.

Beispiel 2.4

Die Vektoren x; = (1,0,1), x, = (1,1,1)tund x3 = (3, 1,3)' in R? sind hingegen
linear abhéngig, da offensichtlich x3; = 2x; + x;, d. h. wir haben eine nicht-
triviale Linearkombination

2x1 +x2 —x3 =0,

die Null ergibt.
Lemma 2.5
Sei F = (xi)ic1 eine Familie von Vektoren des R-Moduls V.

a. Ist x; =0 fiirein i € 1, so ist F linear abhdngig.
b. Gilt xi = x; fiir zwei i,j € I mit i #j, so ist F linear abhdngig.

Beweis: a. Ist x; =0, soist 1-x; = 0 eine nicht-triviale Linearkombination,
die Null ergibt, also ist F linear abhéngig.
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b. Ist xi = x;, so ist x; — x; = 0 eine nicht-triviale Linearkombination, die

Null ergibt, und F ist linear abhéingig.
[

Die folgende Aussage ist nur in K-Vektorraumen wahr, da zu ihrer Herleitung
die Division durch Elemente ungleich Null notwendig ist.

Lemma 2.6

Fiir eine Familie F = (x{)ic1 von Vektoren in einem K-Vektorraum V sind gleich-
wertig:

a. Fist linear abhdngig.
b. Es gibt ein x;, i € 1, das eine endliche Linearkombination der Elemente in
{x;15 €1,j#1}ist.

Beweis: Ist F linear abhéngig, dann gibt es iy,...,i, € Tund Aq,... A, € K*

mit
Z }\)'Xij =0.
j=1

Aber dann gilt:

A
Xy, = Z _A_ixLJ y
j=2
d. h. x;, ist eine endliche Linearkombination der tibrigen x;.
Gilt hingegen fiir ein i € I
37\5 eK:x= Z /)\ij,

JeNNi}

Z /7\]'7(]' =0

jel

dann ist mit A; := —1

eine endliche nicht-triviale Linearkombination, die Null ergibt, also ist F line-
ar abhéangig. O

Definition 2.7 a. Sei M C V eine Teilmenge von V und sei M = {U C
V| M C U, U Untermodul von V} die Menge aller Untermoduln, die M
enthalten, dann setzen wir

(M) := (M)g:= (| U

und nennen (M) das Erzeugnis von M (oder den von M erzeugten Unter-
modul oder die lineare Hiille von M).
b. Ist F = (xi)ic1 eine Familie von Vektoren, dann setzen wir

c. Eine Familie F von Vektoren in V heif3t Erzeugendensystem von V, falls
(Fy =V.
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d. Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V heil3t eine Basis von
V.
Proposition 2.8
Sei F = (xi)ic1 eine Familie von Vektoren in V.

a. (F) ist ein Untermodul von V.

b. (F) = { X {.;Axi | Ay € R}, d. h. (F) besteht aus den endlichen Linearkom-
binationen von Elementen in F.2

c. Genau dann ist F linear unabhdngig, wenn sich jedes Element in (F) in
eindeutiger Weise als Linearkombination der Elemente von F schreiben
laft.

d. Genau dann ist F eine Basis von V, wenn sich jedes Element von V in
eindeutiger Weise als Linearkombination der Elemente von F schreiben

lapt.

Beweis: a. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.15.

AiGR}.

Aus Proposition 1.12 folgt unmittelbar, daB W ein Untermodul von V
ist, da eine Linearkombination zweier endlicher Linearkombinationen
wieder eine endliche Linearkombination ist und da 0 € W # (). AuBlerdem
gilt F C W, also gilt nach Definition des Erzeugnisses

b. Wir setzen

W = {Z /)\ixi

icl

(F) cw.

Andererseits gilt fiir jeden Untermodul U von V, der F enthéilt, dal er
auch jede endliche Linearkombination von Elementen aus F enthilt,
sprich W C U. Aber dann ist W in jedem Untermodul enthalten, der
F enthélt und mithin gilt

W C (F).

c. Sei zunachst F linear unabhéngig. Da es fiir jedes x € (F) nach a. A; € R
mit x = Y [ ;Aix; gibt, bleibt nur die Eindeutigkeit der Darstellung zu
zeigen. Seien also auch p; € R mit Z{GI wix; = x. Dann gilt:

Oy=x—x=) Noxi — > g = > (A — wxe

iel iel iel
Da F linear unabhéngig ist, mufl mithin gelten:

7\1—“120 fur allei e 1.
Also ist die Darstellung eindeutig.

3In diesem Zusammenhang definieren wir die leere Summe 2 icpMixi == 0 als den Null-
vektor, so daf} die Aussage auch fiir die leere Familie F gilt.
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Sei umgekehrt die Eindeutigkeit der Darstellung eines jeden Vektors in

(F) gegeben, und seien ferner A\; € Rmit } |

ic1 Aixi = 0. Wir miissen zeigen,

A =0 furalleiel. 9)

Da aber auch } .,
mit Elementen aus F ist, folgt (9) aus der Eindeutigkeit der Darstellung.
d. Folgt aus c..

0 - x; = 0 eine endliche Linearkombination der Null

O

Beispiel 2.9 a. Im R"™ bilden die Einheitsvektoren eine Basis E =
(e1,...,en), die sogenannte kanonische Basis oder Standardbasis.
Beachte dazu, dal3 E nach Beispiel 2.3 linear unabhéngig ist. Aullerdem
gilt fir x = (x1,...,xn)" € R" beliebig

X =X1€1+...Xnen € (E).

Also ist E auch ein Erzeugendensystem von V.
b. Analog sieht man, daB fiir n, m > 1 die Familie

Eli=1,...,mj=1,...,n),

wobei F_]1 = (elkh:])_.,m;k:] _____ n mit ek = 511 . 6)'k (siehe auch Definition
1.8.17), eine Basis des R-Moduls Mat(m x n, R) ist.
Bemerkung 2.10

Da in einer linear unabhéingigen Familie F = (x;)ic; von Vektoren in V die
Elemente paarweise verschieden sind, ist F durch die Teilmenge F(I) = {x; |1 €
I} C V bis auf die Reihenfolge festgelegt, und wir identifizieren gelegentlich F
mit F(I). Wenn es uns auch nicht auf die Indexmenge ankommt, sprechen wir
einfach von einer linear unabhdngigen Teilmenge von V. Diese Sprechweise
verwenden wir insbesondere bei Basen gelegentlich.

Lemma 2.11

Seien V und W zwei R-Moduln, f,g € Homg(V, W) und F = (x;)ic1 eine Familie
von Vektoren in V. Dann gelten:

a. f((F)) = (f(x¢) |1 € I).
b. Gilt V = (F) und gilt f(xi) = g(xi) fiir alle i € 1, dann gilt g =f, d. h. f ist
eindeutig bestimmt durch f ).
c. Ist F eine Basis von V und ist f injektiv, dann ist die Familie f(F) :=
(f(xi) | 1 € 1) eine Basis von Im(f).
d. Ist F eine Basis von V, dann gelten:
(1) fist genau dann injektiv, wenn f(F) linear unabhdangig ist.
(i1) f ist genau dann surjektiv, wenn f(F) ein Erzeugendensystem ist.
(iii) f ist genau dann bijektiv, wenn f(F) eine Basis ist.

Beweis: Der Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. n
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Satz 2.12 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen)
Seien V und W Moduln iiber R, B = (xi)ic1 eine Basis von V und F = (yYi)ier
eine Familie von Vektoren in W.

Dann existiert genau eine lineare Abbildung f € Homg(V, W) mit

f(Xi) =VYi fur alleie I

Beweis: Die Eindeutigkeit der Abbildung f, so sie existiert, folgt aus Teil b. in
Lemma 2.11.

Es bleibt also die Existenz zu zeigen. Dazu konstruieren wir f durch lineare
Fortsetzung. Sei x € V, dann 148t sich x in eindeutiger Weise schreiben als

X = Z /Aixi
il
mit A; € R. Folglich wird mittels der Festsetzung
f(x) := Z /7\11.)1 ew
icl
eine Abbildung f: V — W definiert.
Behauptung: f ist R-linear.

Seien dazu A, p € Rund x = Y [ Axi,x’ = Y [;A{x; € V. Dann folgt aus der

icl
Definition von f:

f(?\x + LLX/) —f (Z /()\)\i + u?\{)xi> = Z /(7\7\1 + H}\{)Ui

iel iel

= )\Z /Aiyi + uZ ,A{yi = Af(x) + uf(x’).

iel iel

Beispiel 2.13

Sei E = (ey,...,en) die kanonische Basis von R", und seien a' =
(air,...,am)t € R™ i =1,...,n, beliebige Vektoren in R™. Satz 2.12 besagt
dann, daB es genau eine lineare Abbildung f : R™ — R™ mit e; — a' gibt.

Diese Abbildung kennen wir bereits. Ist ndmlich A € Mat(m x n,R) die Ma-

trix, deren Spaltenvektoren die a', i = 1,...,m, sind, dann gilt wegen der
Eindeutigkeitsaussage in 2.12 f = f,, denn fa(e;) = Ae; = a' (sieche Bemer-
kung 1.8.6).

Korollar 2.14

Jede lineare Abbildung f : R™ — R™ ist von der Form f = fa fiir eine eindeutig
bestimmte Matrix A € Mat(m x n,R).

Es gilt dabei, daf f(e;) = a',i=1,...,n, der i-te Spaltenvektor von A ist.
Beweis: Ist f € Homg (R™, R™) gegeben, so setzen wir a':=f(ey), i=1,...,n,

und die Aussage folgt aus Beispiel 2.13 unter Beriicksichtigung der Eindeu-
tigkeitsaussage aus Satz 2.12. O
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Proposition 2.15
Fiir A € Mat(n, R) gilt, {5 ist genau dann bijektiv, wenn A invertierbar ist.

In diesem Fall gilt (fa)™' = fa-1.

Beweis: Ist A invertierbar, dann folgt aus Satz 1.8.8:
fA (] fA*1 — onA*1 = f]ln = ian,

und analog fo 1 o fo = idgn. Also ist f5 invertierbar und die eindeutig be-
stimmte Inverse ist f5 1.

Sei nun umgekehrt f 5 bijektiv. Dann gilt wegen Lemma 1.7, daB (fo) ™' : R™ —
R™ linear ist. Also folgt mittels Korollar 2.14, dal3 eine Matrix B € Mat(m x
n, R) existiert mit (fo)~" = fg. Aber dann gilt:

f1, =idgn =fa 0 (fa) ' =faofp = fac.

Die Eindeutigkeitsaussage in Korollar 2.14 impliziert dann A o B = 1,,, und
analog Bo A = 1. Also ist A invertierbar und B = A1, O

Bemerkung 2.16

Die elementaren Zeilenoperationen lassen sich durch invertierbare Matrizen
reprasentieren, vgl. Lemma 1.8.18, sind mithin also Automorphismen von
Mat(n x m,R).

Von jetzt ab betrachten wir in diesem Abschnitt nur noch Vektorrdume tiber
einem Korper K. Unser Ziel ist es, zu zeigen, daf} jeder Vektorraum eine Basis
besitzt, was auf Moduln tiber beliebigen Nicht-Korpern i. a. nicht zutrifft.
Lemma 2.17

Fiir eine Familie F = (x{)ic1 von Vektoren in V sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

a. Fist eine Basis von V.

b. F ist ein minimales Erzeugendensystem von V, d. h. V = (F) und fiir ] G 1
gilt V£ (xi|1€]).

c. F ist eine maximale linear unabhdngige Familie in V, d. h. F ist linear
unabhdngig und jede echte Oberfamilie (x; | j € J) mit 1 G ] ist linear
abhdngig.

Beweis: “a. = b.”: Ist F eine Basis, so erzeugt F den Vektorraum V per defini-
tionem. Ist (x; | j € J) eine echte Teilfamilie von F und ist i € I\ ], so gibt es
wegen der linearen Unabhéngigkeit von F keine Darstellung
Xi— Z /7\]'7()" = 0, 7\]' < K,
j€]

alsoist x; & (x;1j €7)

“b. = ¢.”: Wir zeigen zunichst, dal F linear unabhéngig ist. Angenommen,
dies sei nicht der Fall, dann gibt es nach Lemma 2.6* eini € I und A; € K,

4Hier geht ein, daB K ein Korper ist!
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j eI\ {i}, mit
Xi = Z /?\,-xj.
JENL}
Dann gilt aber
(xlie\{i) =(qyliel)=V,
im Widerspruch zur Minimalitiat von F.

Seinun (x;|j € J) mit I ; ] eine echte Oberfamilie von Fund j € ]\ I, so gibt
esA € K, 1€, mit
/
X5 = Z 7\17(1,

icl
da F ein Erzeugendensystem ist. Folglich ist
—Xj + Z I)\iXi = O,
icl
und damit ist (x; | j € J) linear abhéngig.
“c. = a.”: Da F linear unabhéngig ist, bleibt zu zeigen, daf3 (F) = V. Dies folgt
aus dem folgenden Lemma 2.18 O

Lemma 2.18
Ist T = (xi)ic1 eine linear unabhdngige Familie in V mit (F) G V, so ist fiir jedes
x € V\ (F) die Familie (x,x; | 1 € 1) linear unabhdngig.

Beweis: Seien dazu A, A; € K, 1 € [, mit
M+ Y Ao =0
iel
Dann folgt® A = 0, wegen x ¢ (F). Da aber F linear unabhéngig ist, folgt damit
auch A\; =0 fir i € I. Also ist (x,x; | 1 € I) linear unabhéngig. O

Wir wollen jetzt zeigen, daf} jeder Vektorraum eine Basis besitzt. Da wir
dies nicht nur fiir Vektorraume mit einem endlichen Erzeugendensystem be-
weisen wollen, benétigen wir das folgende Zornsche Lemma, eine Aussage,
die zu den logischen Grundlagen der Mathematik gehort. Grob gesprochen
gehort es zu den (im Rahmen einer formalen Mengenlehre) nicht aus ande-
ren Axiomen herleitbaren Axiomen. Man kann aber zeigen, dafl das Zorn-
sche Lemma dquivalent zum Wohlordnungssatz und zum Auswahlaxiom ist,
vgl. [Mo0082, Sze50]. Ohne diese Axiome 146t sich der Existenzsatz tiber Ba-
sen nicht fir beliebige Vektorraume beweisen.

Fiir endlich erzeugbare Vektorrdume, die fiir die Praxis natiirlich ausreichen,
werden wir im nichsten Abschnitt einen konstruktiven Beweis geben. Nicht
nur in der Theorie der Vektorrdume ist das Zornsche Lemma ein wichtiges
Beweismittel fiir unendliche Objekte.

Definition 2.19

Es sei (M, <) eine nicht-leere, teilgeordnete Menge.

5Hier geht ein, daB K ein Korper ist!
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a. Eine Teilmenge K von M heif}t eine Kette, wenn sie beziiglich < total
geordnet ist.

b. Ist K eine Kette in M, so heifit ein Element x € M eine obere Schranke
von K, falls fiir alley € K gilt y < x.

c. Ein Element x € K C M einer Teilmenge K von M heil3t maximal, falls
fir alle Elemente y € K gilt:

x<y = x=Vy.
Bemerkung 2.20
Man beachte, dal3 ein maximales Element x in K nicht unbedingt grofler als
alle anderen Elemente in K ist. Es kann durchaus sein, dall es mit einigen
Elementen nicht vergleichbar ist.
Axiom 2.21 (Lemma von Zorn)
Es sei (M, <) eine nicht-leere, teilgeordnete Menge. Gilt, daf3 jede Kette in M
eine obere Schranke besitzt, so besitzt M ein maximales Element.

Die Hauptarbeit fiir den Existenzbeweis fiir Basen wird in der folgenden Pro-
position geleistet.

Proposition 2.22

Sei F eine linear unabhdngige Familie in V und E ein Erzeugendensystem von
V, das F enthdlt. Dann existiert eine Basis B von Vmit F C B C E.

Beweis: Wir betrachten das Mengensystem M = {G C
V | Gistlinear unabhingig,.F € G C E}. Da F € M, ist M nicht leer.
Aullerdem ist M beziiglich der Inklusion “C” teilgeordnet (siehe Beispiel
1.2.26).

Behauptung: Jede Kette I in M besitzt eine obere Schranke.

Sei also K eine Kette in M. Wir setzen X := (J. G. Dann gilt sicher G C X
fir alle G € K. Sobald wir gezeigt haben, dal X € M, ist also X eine obere
Schranke von K. Wegen F C G C E fiir alle G € K, gilt auch

FCXCE.

Es bleibt also noch zu zeigen, dal X linear unabhingig ist. Seien dazu

X1,...,X%X € Xund Aq,..., A, € K gegeben mit
D A =0. (10)
i=1

Dann gibt es G1,..., G, € K mit x; € G;. Da K eine Kette - also total geordnet

- ist, gibt es ein G € £ mit x; € G; C G. Da aber G linear unabhéngig ist und
(10) eine Gleichung in (G) ist, gilt:

Also ist X linear unabhéngig, d. h. in M, und damit eine obere Schranke von
K.
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Wir konnen also das Zornsche Lemma auf M anwenden und erhalten, dal M
ein maximales Element B besitzt.
Behauptung: B ist eine Basis von V.

Da B € M, ist also B linear unabhéngig, und es bleibt zu zeigen, dafl B ein
Erzeugendensystem von V ist. Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Dann
gilt insbesondere B & E und es gibt ein Element x € E\ (B). Nach Lemma
2.18 gilt dann aber, dafl B U {x} linear unabhingig ist und somit, wegen F C
BuU{x} CE,

BuU{x} e M,

im Widerspruch zur Maximalitiat von B. Also war die Annahme falsch und B
ist eine Basis. O

Korollar 2.23 (Basisergdnzungssatz) a. Jede linear unabhdangige Teilmen-
ge F' von V kann zu einer Basis erganzt werden.
b. Jedes Erzeugendensystem E' von V enthdlt eine Basis.

Beweis: Fiir a. wihle in Proposition 2.22 F = F' und E = V, und fiir b. wéahle
dort F=0und E=F'. O

Damit haben wir insbesondere den folgenden Satz bewiesen.
Satz 2.24
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Wir notieren noch den folgenden Austauschsatz, dal man in einer Basis ge-
eignete Elemente durch andere linear unabhéngige austauschen kann.

Satz 2.25 (Schwacher Austauschsatz)

Ist B eine Basis von V und F' eine linear unabhdngige Familie, so existiert eine
Teilfamilie B’ von B, so daf3 B’ UF’ eine Basis von V ist.

Beweis: Wihle in Proposition 2.22 F=F und E=BUF'. O

Bemerkung 2.26

Auch wenn jeder Vektorraum eine Basis besitzt, kann nicht notwendigerweise
fiir jeden Vektorraum eine Basis angegeben werden. R als Q-Vektorraum ist
ein gutes Beispiel fiir einen Vektorraum, bei dem man keine Basis angeben
kann.

Behauptung: Eine Basis von R als Q-Vektorraum ist iiberabzihlbar.®

Hierzu argumentieren wir wie folgt:

a. R ist iiberabzdhlbar. Dies zeigt man mit Hilfe des Cantorschen Diagonal-
verfahrens. R ist sicherlich nicht endlich. Ware R abzéhlbar, so gidbe es

6Eine Menge M heiBt abzdhlbar, falls es eine bijektive Abbildung IN — M gibt. Sie heif3t
hochstens abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzihlbar ist, und sie heif3t iiberabzdahlbar, falls
sie nicht hochstens abzihlbar ist.
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eine bijektive Abbildung von ¢ : N — R, und wir schreiben dann ¢(i),
i € N, in Dezimaldarstellung:

e(0) = ao—p, @o—po+1 --- Qoo, Qo1 Aoz ao3
(1) = al—p;, A1—p;+1 ... QA10, G171 A2 A3
p2) = a_—p, a2_-p,+1 ... Qz2p0, Q21 A2 A23
Dann setzen wir a := ag, aj1a»asz--- € R, d. h. a ist diejenige Zahl,

die in obiger Aufzihlung durch die unterstrichenen Diagonalelemente
gegeben ist. Nun dndern wir jede der Ziffern von a ab (etwa by; = 1, falls
ai;; = 0 und bj; = 0 sonst) und erhalten eine Zahl

b =Dbgo, bbbz - € R,

mit a;; # by; fur allei € N. Da ¢ bijektiv ist, gibt eseini € N mit ¢(i) = b,
also ay; = by, im Widerspruch zur Konstruktion von b. (Wir miissen noch
beriicksichtigen, daf3 0,9999--- = 1, was aber die einzige Zweideutigkeit
der Dezimaldarstellung ist, und dieser weichen wir durch unsere Wahl
der b;; aus.) Also ist R uberabzahlbar.

. Die abzdhlbare Vereinigung hochstens abzdhlbarer Mengen ist wieder
hochstens abzdahlbar. Seien dazu M; = {ay, ai1, ai2,...}, 1 € N, (ohne Ein-
schrankung) abzidhlbare Mengen, dann schreiben wir sie wie folgt auf:

My : Qoo Qo1 > Qo2 Qo3 > Qog
N
M;: ao ann a2 a3 Qg
v
M, : ax a4z axp az ax
L
Mz : az aszx az dasz3 0axy

Abzdihlen der Elemente wie angedeutet, wobei man Elemente, die mehr-
fach vorkommen, nur beim ersten Mal berticksichtigt, liefert eine Bijek-
tion von IN — (J;.y M, mithin ist die Vereinigung abzéhlbar.

. Esgilt also Z = NU (—IN) und

= U 1z= U {&lrez}
0#£qeIN 0#qeIN
sind abzahlbar.
. Das kartesische Produkt zweier hochstens abzdhlbarer Mengen ist wieder
hochstens abzdhlbar. Seien dazu M und N zwei hochstens abzéhlbare
Mengen, dann gilt
MxN=[J{m}xN,
meM
wobei N — {m} x N :n — (m,n) eine Bijektion ist, {m} x N also hochstens
abzéahlbar ist.
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e. Ein Vektorraum YV iiber einem hochstens abzdihlbaren Korper K mit
hochstens abzdhlbarer Basis ist hochstens abzdhlbar. Sei dazu (ohne Ein-
schrankung) B = (x; | i € IN), eine abzédhlbare Basis von V. Firn € IN
setzen wir

Vi = (X1, ., Xn).

Dann gilt V,, = K™, also ist V,; nach d. mit Induktion tiber n abzihlbar.
Aber dann ist V = (J ..y Vn nach b. abzéhlbar.
f. Da Q abzahlbar ist, R aber iiberabzihlbar, folgt die Behauptung aus e..

AUFGABEN

Aufgabe 2.27

Es sei V ein K-Vektorraum, U C V ein Unterraum, 0 #u € Uund v € V \ U.
Zeige, v und u sind linear unabhéngig.

Aufgabe 2.28

Es sei (V,+,-) ein C-Vektorraum. Schrianken wir die Skalarmultiplikation
auf den Teilkorper R von C ein, so wird V offensichtlich auch zu einem R-
Vektorraum. Zeige, fiir Vektoren vq,...,v, € V sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

a. (vq,...,v,) ist linear unabhéngig uber C,

b. (vq,1ivy,..., Vv, 1v,) ist linear unabhéngig tiber R.
Aufgabe 2.29
Es sei (V,+,-) ein K-Vektorraum, und x4,...,x, € V seien linear abhéingige
Vektoren mit der Eigenschaft, dafl je n — 1 der Vektoren linear unabhéngig
sind. Zeige:

a. Es gibt Ay, ..., Ay € K\ {0} mit der Eigenschaft

i 7\17(1 =0.
i=1

b. Gilt fur wy,...,un € K ebenfalls } I, uix; = 0, so gibt es ein v € K mit
wy=A;-vfirallei=1,...,n.

Aufgabe 2.30
Es sei V = RR. Fiir k € N definiere f, : R — R : x — sin(kx) und gy :
R — R : x — cos(kx). Zeige, (fk, g |0 #k € ]N) ist eine (unendliche) linear
unabhingige Familie im R-Vektorraum RE.
Aufgabe 2.31 (Folgenraum)
Essei V=K® := KN ={a: N — K | aist Abbildung} = {(ao, ar,a,,...) | a; €
K V i € IN} der K-Vektorraum aller Folgen iiber K mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation. Ferner sei t* € V die Folge, die an i-ter
Stelle eine Eins und sonst nur Nullen enthélt, das heif3t als Abbildung ist
t': IN — K definiert durch t'(n) = §;, fiir n € N. Ist dann (t' | i € V) eine
Basis von V?
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Aufgabe 2.32

Es sei V ein K-Vektorraum, und f,g € Endg(V) mit Ker(f) = 0 sowie 0 ;Ct
Ker(g) & V. Zeige, (f, g) ist eine linear unabhéngige Familie im K-Vektorraum
Endg (V).

Aufgabe 2.33

Es sei V ein K-Vektorraum und f € Endk(V), so daB} fiur alle v € V gilt f(v) €
(v). Zeige, dann gibt es ein A € K, so daf} fiir alle v € V gilt f(v) = Av.
Aufgabe 2.34

Ist R ein Ring, so heiBt ein Ideal m C R maximal” falls gilt:

(i) m # R, und
(i1) fir alle Ideale  C Rmitm C [ # R gilt, m = 1.

Zeige, ein Ring mit 1 # 0 besitzt (mindestens) ein maximales Ideal.

Hinweis: Wende das Lemma von Zorn auf eine geeignete Menge M # () von Idealen an!

3. Endlich-dimensionale Vektorriume

Wir betrachten jetzt endlich erzeugte Vektorrdume V, d. h. Vektorrdaume, die
ein endliches Erzeugendensystem besitzen. Nach Korollar 2.23 besitzt V dann
auch eine endliche Basis. Fiir solche Vektorrdaume kann man die Sitze des
vorigen Abschnitts teilweise verschiarfen und vor allem kann man in diesen
Vektorraumen mit Hilfe von Basen und Matrizen effizient rechnen.
Generalvoraussetzung: Auch in diesem Kapitel sei K stets ein Korper und,
sofern nichts anderes vermerkt ist, V ein endlich-erzeugter K-Vektorraum.
Lemma 3.1 (Austauschlemma)

Sei (x1, -+ ,Xxn) eine Basis von Vund y = > " Aixi € V mit A\; # 0 fiir ein
je{l,...,n}. Dannist (y,x;|1=1,...,n,1#j) eine Basis von V.

Man kann also x; gegen y austauschen.

Beweis: Wegen \; # 0 gilt
1 Ai
X.:_.y_ _'Xh
TN ;7\)'
und somit
V: <X1»"')Xn> - <U»X1)-~-,Xn> - <y>Xi ‘ 1#])

Bleibt also zu zeigen, daB3 (y,x; | i # j) linear unabhéngig ist. Seien dazu
u € K,i=1,...,n, gegeben mit

n
O=mwy+ ) uxi=) wAi+ ) Hx
i i i

= WiAX; + Z(Hj)\i + pi)xi
A

"Das heif3t, m ist ein echtes Ideal, das in keinem anderen echten Ideal enthalten ist.
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Dann folgt aus der linearen Unabhangigkeit von xq,...,x,
wA; =0 und = —wA, firi#j.
Wegen A; # 0, ist also p; = 0 und damit auch
w =0 furi#j.
Damit ist die lineare Unabhéangigkeit von (y, x; | 1 # j) gezeigt. n

Beispiel 3.2

Ist zum Beispiel E = (ey,...,e,.) die kanonische Basis des K™ und x =
(A1, ..., An)t € K" mit A; # 0, so konnen wir e; gegen x austauschen und er-
halten wieder eine Basis.

Konkret kann man in der Basis E = (e, ey, e3) von R® den Vektor (1,2,0)t
gegen e oder e; austauschen, nicht aber gegen es.

Das Austauschlemma wird benutzt, um den wichtigen Steinitzschen Aus-
tauschsatz zu beweisen.

Satz 3.3 (Austauschsatz von Steinitz)

Es sei (x1,...,xn) eine Basis von V und (yi,...,y,) eine linear unabhdingige
Familiein V.

Dann lassen sich die xq,...,x, so umnumerieren, dafl (Yi,...,Yr, Xri1y---,Xn)
eine Basis von V ist.

Insbesondere gilt: v < n.

Bemerkung 3.4

Der Austauschsatz von Steinitz besagt also, dafl man - nach eventuellem Um-
numerieren - die linear unabhéngigen Vektoren xq,...,x, durch yy,...,y, er-
setzen kann.

Nach dem schwachen Austauschsatz 2.25 wissen wir, dafl die Familie
(Y1,...,y) durch Elemente aus {x1,...,x,} zu einer Basis von V ergéanzt wer-
den kann. Wir miissen jedoch noch zeigen, dall die neue Basis genau n Ele-
mente besitzt.

Beweis von Satz 3.3: Wir fiihren den Beweis mittels Induktion tiber r.

Fir r = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Nehmen wir also an, daf
r > 0 und daf3 die Behauptung bereits richtig ist fiir r — 1. D. h. nach evt. Um-
numerieren ist (yi,...,Yr—1,%r, ..., Xn) €ine Basis von V. Dann besitzt y, eine
Darstellung der Form

Yr = )\191 +...+ )\T—lyT—] + ATXT +... )\nxny

mit A\; € K. Angenommen, A\, = ... = A,, = 0, dann wére (y1,...,y,) linear
abhéngig, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gibt es ein j € {r,..., n}
mit A; # 0. Durch Umnumerieren konnen wir annehmen, daf} j = r gilt. Dann
konnen wir aber nach dem Austauschlemma 3.1 y, gegen x, austauschen, und
die Behauptung ist bewiesen. ]
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Bemerkung 3.5

Im Austauschsatz tauschen wir nacheinander x;, durch y;, x;, durch y,,
etc. und schlieBlich x;. durch y, fiir geeignete 1i;,...,1. aus. Im j-ten Schritt
wissen wir, daf} wir eine Darstellung

j—1
Y = Z Ayt + Z Axy
1=1

{1}
haben mit Ay # 0 fiir ein i; ¢ {i,...,1j.1}, und dann koénnen wir x;, durch y;
ersetzen.

Wie wir eine solche Darstellung von y; mit Hilfe des Gauf3’schen Algorith-
mus berechnen konnen, werden wir spater sehen, siehe 6.1. Damit haben wir
dann ein konstruktives Verfahren fiir die Anwendung des Steinitzschen Aus-
tauschsatzes.

Als Folgerung des Steinitzschen Austauschsatzes erhalten wir den folgenden
Satz.
Satz 3.6 a. Ist V endlich erzeugbar, so ist jede Basis von V endlich und alle
Basen haben gleich viele Elemente.
b. Ist V nicht endlich erzeugbar, so hat jede Basis unendlich viele Elemente.

Beweis: a. Dal} V eine endliche Basis B = (xq,...,x,) besitzt, folgt aus
Proposition 2.22. Dabei konnen wir o. E. annehmen, daf3 n die minimale
Michtigkeit einer Basis ist. Sei nun B’ eine weitere Basis von V. An-
genommen, |[B’| > n. Dann gibt es eine linear unabhéngige Teilfamilie
(Y1,...,Yns1) in B/, im Widerspruch zum Austauschsatz von Steinitz, der
verlangt n +1 < n.

b. Dies ist offensichtlich, da jede Basis V erzeugt.

Satz 3.6 rechtfertigt die folgende Definition.
Definition 3.7
Fiir einen (nicht notwendig endlich erzeugten) K-Vektorraum V definieren wir
die Dimension von V durch
. n, falls V eine Basis mit n < co Elementen besitzt,
dimy (V) := . : :
oo, falls V nicht endlich erzeugt ist.

Ist dimg(V) < oo, so nennen wir V einen endlich-dimensionalen K-Vektor-
raum.

Aus Satz 3.6 und Definition 3.7 folgt unmittelbar das folgende Korollar.
Korollar 3.8

Es sei dimy(V) = n, E ein Erzeugendensystem von V und B eine linear un-
abhdngige Familie. Dann gilt:

a. |[E| > n.
b. |B| <n.
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c. In beiden Fallen gilt Gleichheit genau dann, wenn die Familie eine Basis
ist.
Beispiel 3.9 a. Es gilt:
dimg(V) =0 & Vv={(0) & V={0L

b. dimg (K™) = n, da die kanonische Basis E = (ey, ..., e,) genau n Elemen-
te enthalt.

c. dimg(Q) = dimg(R) = dim¢(C) =1, aber dimg(R) = co und dimp (C) = 2.
Fir letzteres zeige man, daf3 die Familie (1,1) eine R-Basis von C ist.

Als Folgerung konnen wir alle endlich-dimensionalen K-Vektorrdaume bis auf
Isomorphie klassifizieren.

Satz 3.10
Es sei dimyg(V) = nund E = (ey,...,en) die kanonische Basis des K". Dann
gelten:
a. Ist B = (x1,...,xn) eine (numerierte®) Basis von V, so bestimmt B einen
Isomorphismus

bg: VoK ixi—e fiiri=1,...,n
durch lineare Fortsetzung. Man nennt ¢y die Karte von V zur Basis B.
b. Ist umgekehrt | € Homg (V,K") ein Isomorphismus, dann ist p~'(E) :=
(W'(e1),..., 0" (en)) eine numerierte Basis von V.
c. Die Abbildung
« :{B | B num. Basis} — {1 € Homy (V,X") [ Isom.}
B — (I)B

ist bijektiv mit inverser Abbildung

B : { € Homg (V,K") [ Isom.} — {B|B num. Basis}
P — P~ 1(E).

Beweis: a. Nach Satz 2.12 bestimmen die Zuordnungen
xi—e,i=1,....,n, und e r—xiy i=1,...,n,

zwei lineare Abbildungen ¢g : V — K™ und ¢® : K™ — V. Es bleibt zu
zeigen, daf}

dpodp® =idwn und PPodg=idy.

Dazu reicht es wegen Lemma 2.11 b. nachzuweisen, daf3 die Abbildungen
jeweils auf einer Basis iibereinstimmen, was sie aber per definitionem
tun.

8Dadurch, daB Basen Familien von Vektoren sind, hier also B eine Abbildung von
{1,...,n} nach V ist, ist B bereits per definitionem mit einer Ordnung (=Numerierung) ver-
sehen. Wenn wir dennoch hin und wieder den Begriff numerierte Basis verwenden, dann
nur, um den Umstand hervorzuheben, daf in der vorliegenden Situation die Reihenfolge der
Basiselemente wesentlich ist.
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b. Da 1\~ ein Isomorphismus ist, folgt mit Lemma 2.11 d., da3 1}~ (E) eine
Basis ist.

c. Bezeichnen wir die Menge der Basen mit B und die der Isomorphismen
mit 7, so miissen wir zeigen, daf

xoff=idy und Poa=idg.
Sei nun B = (x1,...,x,) € B, dann gilt

(Boa)(B) =dg'(E) = (bg'(e1), ..., d5'(en)) = (x1,..., %) = B,

also B o « = idg. Ist umgekehrt 1 € Z, so gilt mit B := {~'(E), daB
die Isomorphismen ¢g und 1 auf B iibereinstimmen, und somit wegen
Lemma 2.11 gleich sind. Damit folgt also:

(o B)(W) = (W7 (E)) = dp =,
d.h. aop =ids.

Insbesondere haben wir das folgende Korollar gezeigt.

Korollar 3.11

Ist dimy (V) =n, so gilt V = K™

Korollar 3.12

Fiir zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume V und W sind gleichwertig:

a. v=Ww,
b. dimk(V) = dimg(W).

Beweis: Aus der Definition der Dimension folgt, dal eine Basis von V genau
n := dimg(V) Elemente hat und eine Basis von W genau m := dimg (W) Stiick.
Ist f: V — W ein Isomorphismus, so tiberfithrt er laut Lemma 2.11 eine Basis
von V in eine Basis von W. Mithin gilt n = m.

Ist umgekehrt n = m, so gibt es nach Korollar 3.11 Isomorphismen f: V — K"
und g : K™ — W. Dann ist gof:V — W ebenfalls ein Isomorphismus. O]

Satz 3.13
Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorraume gleicher Dimen-
sion und f € Homy(V, W). Dann sind gleichwertig:

a. f ist bijektiv,
b. f ist injektiv,
c. fist surjektiv.

Beweis: Der Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O
AUFGABEN

Aufgabe 3.14

EsseiU ={(aj,...,as5)' € R’ | a; —2a; = 0 = 2a4 + as} C R°. Bestimme die

Dimension von U sowie eine Basis, die den Vektor (2,1,1,—1,2)* enthilt.
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Aufgabe 3.15

Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg(V) = n > 1. Ferner seien f € Endg(V)
und x € V so, daB} (x,f(x),...,f"'(x)) eine linear unabhéngige Familie ist.
Zeige, die Familie (idy,f, % ..., f"") ist linear unabhéngig im K-Vektorraum
Endk(V).

Aufgabe 3.16

Es sei B := ((3,5,2) (1,1,—-1)%,(2,4,1)").

a. Zeige, B ist eine Basis von R?.
b. Ersetze mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz zwei Vektoren in B
durch die Vektoren (1,3,2)' und (—2,1,2)".

Aufgabe 3.17
Es sei V ein K-Vektorraume mit dimg(V) < co und U C V ein Unterraum von
V. Zeige, genau dann gilt U = V, wenn dimg(U) = dimg(V).
Aufgabe 3.18
Es sei K® := {(ai)iew | a; € K} der K-Vektorraum aller Folgen im Korper K,
vgl. Aufgabe 2.31. Definiere Abbildungen S, T : K* — K* durch

S((ai)ie]N) = (a1,02,03,...),

und
T((ai)ielN) = (0,ap, ar,...).

a. Zeige, S und T sind K-lineare Abbildungen.

b. Bestimme Ker(S), Im(S), Ker(T) und Im(T).

c. Uberpriife die Abbildungen auf Injektivitéit und Surjektivitit.
d. Bestimme die Komposita SoTund T o S.

4. Direkte Summanden und Quotientenriume

In diesem Abschnitt geht es um die Darstellung eines Vektorraumes als (di-
rekte) Summe von Unterraumen sowie um wichtige Dimensionsformeln.

Wir haben schon gesehen, daf} die Vereinigung von Unterrdumen eines Vek-
torraumes i. a. kein Vektorraum mehr ist. Aber der von der Vereinigung er-
zeugte Unterraum ist wichtig genug, um einen eigenen Namen zu bekommen.
Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt ist K wieder ein Korper und V
ein beliebiger K-Vektorraum.

Definition 4.1

Es sei (U;)ic; eine Familie von Unterrdaumen von V. Dann heif3t

Z Ui = <U U.1>
icl icl K
die Summe von (U;)ic1.

Ist I ={1,...,k}, so schreibt man fiir gewohnlich

U; +...4+ U
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Bemerkung 4.2
Es gilt:

uieui,iEI},

Su- {3

iel iel
wie man leicht aus Proposition 2.8 sowie der Tatsache ableitet, daf3 die rechte
Seite ein Unterraum ist, der die U; enthéalt.
Definition 4.3
Ist (U;)icr eine Familie von Unterrdumen von V, dann heif3t die Summe U :=
> i1 Ui direkt, falls sich jedes u € U in eindeutiger Weise in der Form

u= Z /ui, mit u; € U;
el
darstellen 148t.

Man schreibt dann

u:@ui,

iel
oderU=U;D---® Uy, falls I ={1,... k.

Beispiel 4.4

Ist F = (xi)ic1 ein Erzeugendensystem von V, dann gilt

V= Z<X1>K.

iel

Ist F sogar eine Basis, dann gilt
V= @<X1>K.

Der wichtigste Fall ist die Summe U+ U’ ={u+u'|u e U,u’ € U’} von zwei
Unterrdumen U und U’ von V.

Lemma 4.5

Sind U und U’ Unterrdume von V, dann sind gleichwertig:

a. U+U =UsU.
b. UNnU" ={0}.
Beweis: Ist die Summe U + U’ direkt und x € UN U/, dann gilt
x=x+0=0+xe U+ U’
und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung in U + U’ muf} x = 0 sein.

Ist umgekehrt UN U’ = {0} und sind x; + x; = x>+ x5 € U+ U’ mit x; € U und
x{ e U,1i=12, so gilt:

x1—x2=x5—x; eUnuU ={0}

Also ist x; = x, und xj = x5, d. h. die Darstellung ist eindeutig. O

Von besonderer Bedeutung ist die folgende Dimensionsformel.
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Satz 4.6 (Dimensionsformel fiir Unterrdume)
Ist dimy (V) < oo und sind U und U’ Unterrdume von V, dann gilt:

Beweis: Wir beweisen mehr, ndmlich wie wir geeignete Basen von U, U’ und
U N U wahlen kénnen.

Sei Byru = (x1,...,%,) eine Basis von U N U’. Wir erganzen By zu ei-
ner Basis By := (x1,...,%,VY1,...,Ys) von U, und zu einer Basis By :=
(X1,...,%r,21,...,2¢) von U’. Das geht nach dem Basisergdnzungssatz 2.23.
Behauptung: By, = (x1,...,%Y1,...,Ys, 21, ...,2¢) ist Basis von U + U’.

Dazu zeigen wir, daf} jedes Element von U + U’ eine eindeutige Linearkombi-
nation von Elementen aus By, ist. Sei also x + x’ € U+ U’ mit x € U und
x’ € U'. Dann gilt:

T s T t
X = Z Aixi + Z wy; und x' = Z Alxi + Z Wy Zx,
i1 —1 i1 k=1

mit eindeutig bestimmten Ay, A, y;, p € K,i=1,...1,j=1,... s, k=1,... t.
Daraus folgt:

T

S t
x+x' = Z (A +A)xi + Z Wy; + Z Wy Zx.
=1 k=1

i=1
Wegen x = (x+x’) —x’ und x’ = (x+x’) —x wiirden sich aus nicht-eindeutigen
Koeffizienten fiir x + x’ auch nicht-eindeutige Koeffizienten fiir x und x’ erge-
ben, was die Behauptung beweist.

Aus der Behauptung folgt,
dimg (U+U') = r4s+t = (r4s)+(r+t)—r = dimy (U)+dimg (U') —dimg (UNU').
]

Korollar 4.7
Ist dimy (V) < oo, dann sind fiir Unterrdume U und U’ von V die folgenden
Aussagen dquivalent:

a.Vv=UuUeU,

b. V=U+ U und dimg(V) = dimg(U) + dimg (U’), sowie

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Lemma 4.5, Satz 4.6 und dem
folgenden Lemma 4.8. O]

Lemma 4.8
Ist dimy (V) < co und U C V ein Unterraum. Dann sind gleichwertig:

a. U=V.
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Beweis: Der Beweis ist Ubungsaufgabe 3.17. n

Definition 4.9

Es sei U C V ein Unterraum von V. Ein Unterraum U’ von Vmit V =U ¢® U’
heif3t ein (direktes) Komplement von U in V.

Lemma 4.10

Jeder Unterraum U von V besitzt ein direktes Komplement.

Beweis: Wihle eine Basis B von U und ergéanze sie durch eine linear un-
abhangige Menge B’ zu einer Basis BUB’ von V geméll dem Basisergédnzungs-
satz 2.23. Dann ist nach Korollar 4.7 U’ := <B’ > ein Komplement von U. O]

Man beachte, dal Komplemente nicht eindeutig bestimmt sind.
Beispiel 4.11
Ist V= R?und U = (e,) die y-Achse, dann sind

Ua = <€] + aez)

fiir a € R, die Geraden mit Steigung a, unendlich viele verschiedene Komple-
mente von U. Beachte dazu nur, da UNU, = {0} und dimg (R?) =2=1+1=
dimg (U) + dimp (Uy).

u/
)

aep

Wir definieren jetzt als Ersatz fiir die nicht-eindeutig bestimmten Komple-
mente den Quotientenraum, der in gewisser Weise ebenfalls U komplemen-
tiert und zudem eindeutig bestimmt ist. Er hat aber den Schonheitsfehler,
daB er kein Unterraum von V ist.

Der Quotientenraum hat noch einen weiteren Vorteil gegentiber den Komple-
menten, er existiert auch fiir Untermoduln von Moduln iiber Ringen, wahrend
das fiir Komplemente i. a. nicht mehr gilt.

Definition 4.12

Es sei U ein Unterraum des K-Vektorraumes (V,+,-). Dann ist (U, +) eine
Untergruppe von (V,+) und wir konnen die Faktorgruppe (V/U,+) bilden.
Auf V/U definieren wir nun eine Skalarmultiplikation

< KxV/U—V/U: (?\, [x]) — [Ax].

Wir nennen (V/U, +,-) den Quotientenraum oder Faktorraum von V nach U
(bzw. von V modulo U).
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Die Definition wird durch das folgende Lemma gerechtfertigt.

Lemma 4.13

Die in Definition 4.12 definierte Skalarmultiplikation ist wohldefiniert und
(V/U, +, ) ist ein K-Vektorraum.

Beweis: Es seien [x] = [y] € V/U und A € K, dann ist x —y € U, und mit-
hin Ax — Ay = A(x —y) € U. Aber damit gilt [Ax] = [Ay], und somit ist die
Skalarmultiplikation wohldefiniert.

Wir haben bereits in Satz 1.5.8 gesehen, dafl (V/U, +) eine abelsche Gruppe
ist. Zudem ist V/U per definitionem abgeschlossen gegeniiber der Skalarmul-
tiplikation, und die iibrigen Axiome tibertragen sich von V nach V/U, wie man
unmittelbar einsieht. O

Satz 4.14 (Homomorphiesatz) a. Ist U ein Unterraum von V, so ist die Rest-
klassenabbildung
m:V—V/U:x— [x]
ein Epimorphismus mit Ker(mt) = U.
b. Sind V und W K-Vektorrdume und ist f € Homy(V, W), so ist die gemaf;
Satz 1.5.12 existierende Abbildung

f:V/Ker(f) — Im(f) : [x] — f(x)

ein Isomorphismus.

Beweis: Unter Rickgriff auf die Satze 1.5.8 und 1.5.12 bleibt jeweils nur die
Vertriglichkeit der Abbildungen 7 und f mit der Skalarmultiplikation zu zei-
gen. Seien dazu x € V und A € K. Dann gelten:

(Ax) = [Ax] = Alx]
und
F(?\[x]) — F([?\x]) = f(Ax) = AMf(x) = 7\f~([x]).
O

Das folgende Lemma stellt die Beziehung zwischen Komplementen und Quo-
tientenrdaumen her.
Lemma 4.15
Sei U C Vein Unterraum von V und U’ C V ein Komplement von Uin V. Dann
ist die Einschrankung

U — V/U:x— [x]

von mauf U’ ein Isomorphismus.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dal 7t surjektiv ist. Sei dazu [x] € V/U gegeben.
Wegen V = U @ U’ 146t sich x als x =y + zmity € U und z € U’ schreiben.
Damit gilt:

[x] = [z] =m(z) € Im (7).

Also ist 71 surjektiv.



4. DIREKTE SUMMANDEN UND QUOTIENTENRAUME 129
Bleibt zu zeigen, daB 7 injektiv ist, d. h. Ker (7)) = {0}. Sei dazu z € Ker (),
dann gilt
(0] = m(z) = [2].
D. h. z € U. Damit gilt aber z € UN U’ = {0}, also z = 0. O

Als Folgerung aus der Dimensionsformel fiir Unterrdaume und dem obigen
Lemma erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.16 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)

Es seien V und W K-Vektorrdume mit dimyg (V) < oo, U sei ein Unterraum von
V und f € Homg(V, W). Dann gelten:

a. dimg(V/U) = dimg (V) — dimg(U).
b. dim(V) = dim ( Ker(f)) + dimg (Im(f)).
Beweis: a. Ist U’ C V ein Komplement von U in V, so folgt aus Korollar 4.7
und Lemma 4.15

b. Die Formel folgt unmittelbar aus Satz 4.14, Korollar 3.12 sowie Teil a..

O
Beispiel 4.17
Betrachte in V = R? den Unterraum
u={(1,2)
sowie die Vektoren xo = (—2,0)%, x; = (3,2)' und x, = (4,4)".
W, X0+ U u x1+U=x+U

X2

X1

W,

VU={=x+U|[xeR*} mitx+U=x"+U & x—x’ € U. Geometrisch
besteht V/U also aus allen Geraden im R?, die parallel zur Ursprungsgeraden
U sind. Die Klasse [0] = U ist die einzige Ursprungsgerade in V/U, nur sie
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ist ein Unterraum. Die anderen Klassen [x], x ¢ U, sind keine Unterraume,
sondern sogenannte affine Unterrdume.

AUFGABEN

Aufgabe 4.18

Es seien U = ((1,0,1,1)%,(-=1,1,0,0)") ¢ R*und U’ = ((1,0,1,0), (1,1,1,1)Y) C
R*. Zeige, R* =U @ U’.

Aufgabe 4.19

Es sei U = ((1,2,3,4)%,(1,1,1,1)Y) ¢ R* Bestimme mit Hilfe des Austausch-
satzes von Steinitz eine Basis von R*/U.

Aufgabe 4.20

Es sei V = REF der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R, U := {f €
VI|f(—x) =f(x) Vx € Rlund U :={f € V| f(—x) = —f(x) V x € R} —
vgl. Aufgabe 1.19. Zeige, V=U o U’.

Aufgabe 4.21

EsseiV=R3U={x+vy,yy—xt|xyecRund U ={(x,y,z2)' € R} |z =
2x +y}. Bestimme Basen von U + U’, UN U/, V/U und V/U’.

Aufgabe 4.22

Es sei K ein Korper. U := {(ay,...,a,) | a1 = ... = an € K} und U’ :=
{(ar,...,an) | @i € K,X ;a; = 0} sind Unterrdume des K". Bestimme
dimg(U), dimg(U’), dimg(U N U’') und dimg(U + U).

Aufgabe 4.23

Es sei V ein K-Vektorraum mit dimy(V) = 5, und U und U’ Unterraume mit
dimy(U) = 3 und dimg(U’) = 4.

a. Welche Werte kann dimg (U N U’) annehmen?

b. Gib fiir jeden der Werte von dimy (U N U’) ein Beispiel (K, V, U, U’) an.
Aufgabe 4.24
Ist U ein Unterraum des K-Vektorraums V und F und G seien Familien in V.

a. Gilt V = (F), dann gilt V/U = (x + U | x € F).

b. Gilt VVU=(x+U|x € F)und U= (G), sogilt V= (FUG).
Aufgabe 4.25 (Invariante Unterraume)
Es sei U C V ein Unterraum des K-Vektorraums V, und f € Endg(V) mit
f(U) € U. Wir sagen dann, U ist f-invariant.
Definiere fy : U — U durch fy(x) = f(x) fiir alle x € U, und fy,y : V/U — V/U
durch fyu(x +U) = f(x) + U fiir alle x + U € V/U. Zeige:

a. fy und fy,y sind K-lineare Abbildungen, insbesondere ist fy,; wohldefi-
niert.

Ker(fy) = Ker(f) N U und Im(fy) C Im(f) N U.

Im (fyu) = (Im(f) +U)/U.

Ker (fvu) 2 (Ker(f) +U)/U.

Falls dim(V) < oo, dann gilt

dimy (Ker(f)) — dimg (Ker(fy)) < dimg (fvu) < dimg (Ker(f)).

© o T
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Aufgabe 4.26
Es sei V ein (nicht-notwendig endlich-dimensionaler) K-Vektorraum, f €
Endy (V) und U C V ein f-invarianter Unterraum. Zeige:

a. Genau dann ist Im (fy) = Im(f), wenn V = U + Ker(f).

b. Genau dann ist Ker (fy,u) = 0, wenn Ker (f) = Ker(fy).
Aufgabe 4.27
Es sei V = U; & U, ein K-Vektorraum und f € Endg(V) mit f(U;) € U; fir
i=1,2. Zeige:

a. Im(f) =Im (fy,) ® Im (fy, ).

b. Ker(f) = Ker (fy,) @ Ker (fy, ).
Aufgabe 4.28
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endy (V). Zeige, dal3 dann
die folgenden Aussagen gleichwertig sind:

a. V= Ker(f) ® Im(f),
b. V = Ker(f) + Im(f),
c. Ker(f) N Im(f) ={0},
d. Ker(f?) = Ker(f),
e. Im(f?) = Im(f).
Aufgabe 4.29
Gib Beispiele f,g € Homp (R? R?) an mit Im(f) = Ker(f) und R? = Im(g) &
Ker(g).
Aufgabe 4.30
Es sei V ein K-Vektorraum, char(K) # 2, und f € Endg(V) mit f? = idy. Zeige:

a. Im (f —idy ) = Ker (f +idy ), und
b. V=Ker (f —idy ) ® Ker (f +idy ).
Aufgabe 4.31
Es sei V ein K-Vektorraum, f, g € Endg(V). (Vgl. Aufgabe 1.23.) Zeige:

a. Gilt fog = gof, so sind Im(f) und Ker(f) g-invariant.
b. Ist f eine Projektion und sind Im(f) und Ker(f) g-invariant, so gilt fog =
gof.
c. Sind f und g Projektionen mit f o g = g o f, so gilt
(i) Im(f o g) =Im(f) N Im(g), und
(i1) Ker(f o g) = Ker(f) + Ker(g).
d IstV=U; U, =W; W, mit U; C W, und W; C U,, so gilt

V= (U1 +W1) © (UZQWZ).

Aufgabe 4.32 (Isomorphieséitze)
Es seien U, U’ C V Unterrdume des K-Vektorraumes V. Zeige:

a. (U+u)y/u=u’/(unu’,
b. Falls U’ C U, dann gilt (V/U’)/(U/U’") = V/U.
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5. Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir haben im Wesentlichen bereits in Korollar 2.14 gesehen, dal} es eine Bi-
jektion zwischen der Menge Mat(m x n,K) der (m x n)-Matrizen mit Ein-
trédgen in K und der Menge Homy (K™, K™) der linearen Abbildungen K™ — K™
gibt. Wir wollen diese Bijektion verallgemeinern zu einer Bijektion zwischen
Mat(m x n, K) und Homy(V, W) fiir beliebige K-Vektorrdaume mit dimyg(V) =n
und dimg(W) = m. Zudem wird sich die Bijektion als Isomorphismus von
Vektorraumen erweisen.

Ein wichtiger Teil dieses Abschnittes ist dem Verhalten von Matrizen einer
linearen Abbildung bei Basiswechsel gewidmet.

Zum Schlull werden wir zeigen, dall der Zeilenrang einer Matrix mit dem
Spaltenrang iibereinstimmt und daf3 die reduzierte Zeilen-Stufen-Form einer
Matrix eindeutig ist.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei K ein Korper, und V und
W seien zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen B = (by,...,b,)
und D = (d,,..., d). Insbesondere gelte also dimg (V) = n und dimg(W) = m.

Ferner sei E = (eq,...,e,) die kanonische Basis von K" und F = (f4,...,f,,) die
kanonische Basis von K™,
Proposition 5.1
Die Vektorrdume Mat(mxn, K) und Homg (K“, Km) sind zueinander isomorph,
wobei die Abbildungen ® und VY zueinander inverse Isomorphismen sind:
® : Mat(m xn,K) — Homg (K" K™)
A — fa,
und
Y : Homg (K™ K™) — Mat(m x n,K)
f — Ay,
wobei die Matrix As dadurch definiert wird, daf3 ihr i-ter Spaltenvektor a'
gerade f(ey) ist.

Beweis: Nach Proposition 1.8 ist das Bild von ® in Homy (K™, K™) enthalten,
und aus Lemma 1.8.7 wissen wir, da3 die Abbildung @ K-linear ist. Ferner
folgt aus Korollar 2.14, daf} es zu jeder linearen Abbildung f : K™ — K™ eine
eindeutig bestimmte m x n-Matrix A mit f = f gibt, d. h. @ ist bijektiv und
damit ein Isomorphismus.

AuBerdem gilt fiir die Umkehrabbildung @', ebenfalls nach Korollar 2.14,
daf der i-te Spaltenvektor von ®'(f) fiir f € Homg (K", K™) gerade f(e;) ist.
Also ist @' = ¥, und damit ist ¥ linear und ein Isomorphismus nach Lemma
1.7. [

Bemerkung 5.2
Es seien f € Homg (K™, K™) und g € Homyg (K™, KP). Dann gilt:

Agof = Ag o Af.



5. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 133

Beachte dazu, dall wegen fo, = fund fa, =g firi=1,...,n gilt:
Agorei = (gof)(e)) = g(f(e))) = g(Aser) = Ag(Arer) = (Ago Ages.

Das heil3t aber, daf3 die n Spalten der beiden Matrizen tibereinstimmen.

Auf dem K-Vektorraum Endx (V) = Homg(V, V) haben wir neben der Addition
und der Skalarmultiplikation eine dritte Operation, die Komposition. Dieser
Umstand motiviert die folgende Definition, die wir allgemeiner fiir kommuta-
tive Ringe mit Eins formulieren.

Definition 5.3

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins 1z. Ein R-Modul (B,+,-), auf dem
zuséatzlich eine Multiplikation

0:BxB—-B:(x,yl—xoy

definiert ist, so daf3 (B, 4, o) ein Ring mit Eins 13 ist, heil3t eine R-Algebra, falls
die Skalarmultiplikation mit der Ringmultiplikation vertraglich ist, d. h. fiir
A € Rund x,y € B gelten:

A(xoy)=(A-x)oy=xo0(A-y).

Ein R-Algebrenhomomorphismus ist ein R-Modulhomomorphismus ¢ : A — B

zwischen zwei R-Algebren A und B, der zugleich ein Ringhomomorphismus

ist mit @(14) = 1.

Beispiel 5.4 a. (Endg(V),+,-,0) ist eine K-Algebra.
Beachte dazu, daf} aus Beispiel 1.13 folgt, dall End (V) ein K-Vektorraum
ist, wahrend mit Hilfe von Lemma 1.7 folgt, dal Endy(V) auch ein
(i. a. nicht-kommutativer) Ring mit Eins idy ist, in dem zudem die Ver-
traglichkeit mit der Skalarmultiplikation mit der Ringmultiplikation
gewihrleistet ist.

b. (Mat(n,K),+,,0) ist ebenfalls eine K-Algebra.

Beachte dazu, dafl Mat(n, K) nach Beispiel 1.2 ein K-Vektorraum ist und
nach Korollar 1.8.12 ein (i. a. nicht-kommutativer) Ring mit Eins 1,,, in
dem nach Lemma 1.8.7 zudem die Vertraglichkeit der Skalarmultiplika-
tion mit der Ringmultiplikation gewéahrleistet ist.

Proposition 5.5

Die K-Algebren Mat(n, K) und Endg (K“) sind zueinander isomorph und die

in Proposition 5.1 definierten Abbildungen ® und VY sind in diesem Falle zu-

einander inverse K-Algebrenisomorphismen.

Beweis: Wegen Proposition 5.1 und Bemerkung 1.7.5 ist nur die Vertraglich-
keit von @ mit o zu priifen. Diese folgt aber aus Satz 1.8.8. O]

Wir kommen jetzt zum Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Ab-
bildungen zwischen Vektorraumen mit Basen.
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Definition 5.6
Ist f € Homy(V, W) und sind ¢ und ¢p die Karten von V zur Basis B bzw. von
W zur Basis D, so heil3t die Komposition

dpofody' KT — K™

die Koordinatendarstellung von f beziiglich der Basen B und D (oder kurz,
beziiglich (B, D)).

Mit ME(f) bezeichnen wir die nach Proposition 5.1 zu ¢p o f o ¢ assoziierte
Matrix ¥(dppofody') = Ay o o> und nennen sie auch die Matrixdarstellung
von f beziiglich (B, D).

Fiir einen Vektor x = ) ' ; A;b; nennt man den Vektor

Mg(x) == dpg(x) = (Ar,...,An) e K"

den Koordinatenvektor oder die Koordinaten von x beziiglich B.

Bemerkung 5.7

Die Koordinatendarstellung von f schreibt man am besten in Form eines kom-
mutativen Diagramms:

V—————=>W

Dofo¢)B
Die Kommutativitdt eines Diagramms von Abbildungen bedeutet, daf3 die
Komposition von Abbildungen mit gleichem Anfangs- und Endpunkt léangs
Pfeilen (in Pfeilrichtung) gleich sind. Hier bedeutet dies einfach

dpof=(ppofody')ods.

Wie wir in Satz 3.10 gesehen haben, ist die Wahl eines Isomorphismus V —
K™ aquivalent zur Wahl einer Basis von V. Die Wahl einer Basis B von V
bestimmt eindeutig einen Isomorphismus ¢g : V — K™, mit dessen Hilfe wir
V und K" identifizieren kénnen.

Durch Wahl von Basen B in V und D in W koénnen wir lineare Abbildungen f :
V — W mit ihrer Koordinatendarstellung ¢ppofody' : K* — K™ identifizieren
und damit auch mit der zugehorigen Matrix ME(f), vermittels Proposition
5.1. Wir werden héufig nicht zwischen der Koordinatendarstellung ¢ppofodyg’
und der Matrixdarstellung ME(f) unterscheiden.

Fiir einen Vektor x = ) " ; A;b; gilt offenbar
Mp (f(x)) = MB(f) o Mg(x),

d. h. der Koordinatenvektor Mp(f(x)) von f(x) beziiglich der Basis D ist das
Matrixprodukt der Matrixdarstellung M (f) von f beziiglich B und D mit dem
Koordinatenvektor Mg(x) von x beziiglich B.
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Insbesondere ist die i-te Spalte von ME(f) gerade der Koordinatenvektor von

f(by) beziiglich D.

Beispiel 5.8 a. Ist V=K"und W = K™, dann gilt ¢ = idx» und ¢ = idgm.
Mithin folgt ME(f) = A fiir f € Homy (K™, K™).

b. Die Aussagen von Lemma [.8.18 lassen sich auch so formulieren, daf3
die Elementar- bzw. Permutationsmatrizen die Matrixdarstellungen der
elementaren Zeilenoperationen sind. (Vgl. auch Bemerkung 2.16.)

c. Sei V = K? mit Basis B = (by,b,) = ((1,2)%,(1,1)") und W = K3 mit Basis
D = (dy,dz,d3) = ((1,1,0)%(0,1,1)%(0,0,1)%), und sei f : V — W die
lineare Abbildung, die definiert wird durch

b] — 3d]—4d2+6d3,
bz — 3d1—3d2+4d3.

Dann gilt:
3 3
MEB(f)=| —4 —3
6 4

Unser Ziel ist es nun, in obigem Beispiel aus M (f) die Matrix A = ME(f) zu
bestimmen. Dazu fithren wir folgende allgemeine Begriffsbildung ein.
Definition 5.9
Sind B = (by,...,by) und B’ = (bf,...,b},) zwei Basen von V, so heifit der
Isomorphismus

TS := dp o dpp' : K* — K"
Basiswechsel oder Koordinatentransformation beziiglich (B, B’).

Wir haben also folgendes kommutatives Diagramm:

X

KM ———— K™
Wir schreiben fiir die Matrixdarstellung ME(TE,) der Einfachheit halber wie-
der TP.
Bemerkung 5.10
Offensichtlich ist der Basiswechsel ein Spezialfall der Koordinatendarstel-
lung, denn es gilt

Tg = p o idvody',

und entsprechend fiir die Matrixdarstellung
TBB/ - Mgl(id\/).

Damit gilt ferner, da die i-te Spalte von T2, der Koordinatenvektor Mg/ (b;)
von b; beziiglich B’ ist.
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AuBerdem folgt unmittelbar aus der Definition von TP, dal
(ng)ii‘ - Tg/.

Satz 5.11 (Basiswechsel)
Seien B und B’ Basen von V, D und D’ Basen von W und f € Homg(V, W).
Dann gilt:

ME,(f) =TD o ME(f) o TS,

Ist speziell V=W, B =D,B' =D, A =ME(f), A’ = ME,(f) und T = TE, dann
gilt:

A'=ToAoT .
Beweis: Es gilt:
((bD' o d)61) o (d)D ofo d);) o (d)B o q)gJ) =¢profo d)g,]
Mittels Bemerkung 5.2 gilt dann aber:

D B B’
To o Mp(f) o T = Ay ogp! © Agpofody’ © Apody ]

_ _ B’
(dp 10 oldofody Jo(dpodbs ) = Aoy ofoss ] = Mpr ().

Bemerkung 5.12
Man kann den Beweis von Satz 5.11 als Diagrammjagd in folgendem kom-
mutativen Diagramm bezeichnen:

¢pofody’
KTL > Km
’“\% qV
B f D
T V—W 15
A/ CI)D/
KTL > Km
dprofody,

Dabei impliziert die Kommutativitdt der inneren Diagramme die des dulle-

ren. Die Aussage des Satzes zusammen mit der (TBB,)f1 = T2 ist dann (unter
Beriicksichtigung von Bemerkung 5.2) gerade die Kommutativitédt des Dia-
gramms.

Beispiel 5.13

Wir wollen nun fiir die Abbildung in Beispiel 5.8 c. die Matrixdarstellung
ME(f) beziiglich der kanonischen Basen berechnen. Nach Satz 5.11 gilt:

ME(f) = TP o ME(f) o TE.
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Um TP auszurechnen, miissen wir d;, d, und ds in der kanonischen Basis aus-
driicken und die Koeffizienten als Spaltenvektoren in die Matrix TP iibertra-
gen:

Um TE zu ermitteln, miiBten wir die Einheitsvektoren e; und e, als Linear-
kombination der Basis B darstellen, was auf das Losen zweier Gleichungs-
systeme hinaus liefe. Stattdessen konnen wir aber auch TP bestimmen und
anschlielend invertieren, was sich im Falle einer (2 x 2)-Matrix anbietet, da
das Invertieren sehr einfach ist (vgl. Beispiel 10.8),

-1
a b B 1 d —-b
c d ad—be\ —¢ a /'’

sofern die Matrix invertierbar ist.

Analog zum Fall von TP erhalten wir

und somit

Also gilt:

100 3 3 . 3.0
Mif)= 1 1 0 |o| —4 -3 o( 2_1>: 1 -1
011

Wir konnen jetzt fiir Vektorrdume mit Basen, ganz analog zu Proposition 5.1

fiir K™, den Vektorraum Homy(V, W) mit dem Vektorraum Mat(m xn, K) iden-

tifizieren.

Satz 5.14 a. Die Vektorrdume Homy(V,W) und Mat(m x n,K) sind zuein-
ander isomorph, wobei die Abbildungen ME und 1§ zueinander inverse
Isomorphismen sind.:

ME : Homg(V,W) — Mat(m x n,K)

f = MB(f),
und
LE : Mat(m xn,K) — Homg(V,W)
A — LE(A),
mit

i-ter Spaltenvektor von MBE(f) ist der Koordinatenvektor
Mp (f(bi)) von f(by) beziiglich der Basis D,
und die lineare Abbildung LE(A) ist definiert durch



138 I1. VEKTORRAUME

LE(A)(b;) ist der Vektor in W, dessen Koordinatendarstellung

beziiglich D gerade der i-te Spaltenvektor von A ist.
b. Fiir V=W ist

M3 : Endg (V) — Mat(n, K)

ein K-Algebrenisomorphismus mit LS als inversem Isomorphismus.

Beweis: Wegen Lemma 1.7 f. ist die Abbildung

WP : Homy (V, W) — Homy (K™, K™) : f = ¢p o fo ¢y’
eine K-lineare Abbildung. Ferner ist die Abbildung

@3 : Homy (K™, K™) — Hom(V, W) : g — ¢p' ogo dp

offensichtlich die inverse Abbildung, so dall beides Isomorphismen sind. Fer-
ner gilt, mit den Notationen aus Proposition 5.1,

ME=VoWE und L =dFo,

so daf3 die Behauptung aus Proposition 5.1 folgt. n

Die Koordinatentransformationen in Vektorraumen mit Basen fiihren auf fol-
gende Aquivalenzbegriffe fiir Matrizen, die wir allgemeiner fiir Matrizen iiber
Ringen formulieren.

Definition 5.15

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins.

a. Zwei Matrizen A und A’ in Mat(m x n,R) heiflen dquivalent, falls es
invertierbare Matrizen S € Gl,,(R) und T € Gl,,(R) gibt mit

A'=SoAoT .

b. Zwei Matrizen A und A’ in Mat(n, R) heillen d¢hnlich oder konjugiert, falls
es eine invertierbare Matrix T € Gl,(R) gibt mit

Al=ToAoT .

Bemerkung 5.16
Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen sind in der Tat Aquivalenzrelatio-
nen, wie der Leser leicht nachpriifen kann.

Fir einen Korper K konnen wir sie auch wie folgt formulieren:

a. A und A’ in Mat(m x n, K) sind genau dann dquivalent, wenn es Basen
B und D von K™ bzw. K™ gibt, so daf3

far=LpH(A)

gilt. D. h. beziiglich geeigneter Basen definieren A’ und A die gleiche
Abbildung.
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b. A und A’ in Mat(n, K) sind genau dann dhnlich, wenn es eine Basis B des
K™ gibt, so daf

far=L5(A)
gilt. In diesem Fall wird also im Bild- und Urbildraum die gleiche Basis
gewahlt.
Definition 5.17

Ist f € Homy(V, W), so definieren wir den Rang von f als
rang(f) := dim (Im(f)).

Ferner definieren wir fiir eine Matrix A € Mat(m x n,K) den Rang von A
durch:

rang(A) :=rang(fa).

Satz 5.18 (Normalform beziiglich Aquivalenz)
Es sei f € Homg(V, W) mit rang(f) = r. Dann gibt es Basen B von V und D von

W mit
1,10
MB(f) = | —
D() (O >)

wobei hier 0 jeweils die Nullmatrix der entsprechenden Gréfle meint.®

Beweis: Wihle vermoge Lemma 4.10 ein Komplement U von Ker(f). Nach
Satz 4.14 und Lemma 4.15 ist

fiu: U — Im(f) : x — f(x)

ein Isomorphismus.

Wihle eine Basis (d;,...,d.) von Im(f). Dann ist (by,...,b,) mit b; =
(fu)~'(d;) eine Basis von U, nach Lemma 2.11. Wihle nun eine Basis
(byy1,...,b,) von Ker(f), dann ist wegen V = U & Ker(f) B = (by,...,b,)
eine Basis von V. Ergéanze ferner (d;,...,d,) zu einer Basis D = (d4,...,d)
von W vermoge Korollar 2.23. Dann gilt:

f(by) = di,. i=1,...,1,
0, i=r+1,...,n.

Also hat ME(f) die gewiinschte Gestalt. [

Korollar 5.19 (Normalform beziiglich Aquivalenz)
Zu A € Mat(m x n,K) mit r = rang(A) existieren Matrizen S € Gl(K) und

T € Gl.(K) mit
SvoT1:(Ii)T O). (11)

9Man bezeichnet die vier Matrizen 1, € Mat(r,K), 0 € Mat (r x (n —1),K), 0 € Mat ((n —
r) x 1,K) und 0 € Mat(n — r,K) auch als Blocke von M (f) und die Matrix M} (f) als eine
Blockmatrix.
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Beweis: Anwendung des Satzes 5.18 auf f : K™ — K™ liefert, es gibt Basen
B und D von K™ bzw. K™ mit

1, |0
(o 0):MBD(fA):TBoME(fA)oTE:TE,voTE.

Die Behauptung folgt also, da S := T, und T := T{ invertierbar sind. O

Bemerkung 5.20
Aus Korollar 5.19 folgt, dall zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn
sie den gleichen Rang haben.

Mat(m x n, K) zerfillt also in min{m, n}+ 1 Aquivalenzklassen und jede Aqui-
valenzklasse ist durch den Rang einer ihrer Matrizen eindeutig bestimmt.
Dariiber hinaus besitzt jede Aquivalenzklasse [A], A € Mat(m x n, K), einen
besonders schonen Repriasentanten, ndmlich

S

Diesen Reprasentanten von [A] nennt man die Normalform von A beziiglich
Aquivalenz.

Die Klasseneinteilung von Mat(m x n, K) beziiglich Aquivalenz ist also ziem-
lich grob. Die Klasseneinteilung von Mat(n, K) beziiglich Konjugation (oder
Ahnlichkeit) ist viel feiner und die Klassifikation sowie die Herleitung einer
Normalform beziiglich Konjugation ist viel schwieriger. Das wird ein wichti-
ges Thema des nédchsten Semesters sein.

Korollar 5.21

Fiir A € Mat(n, K) sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.
b. rang(A) = n.
c. Es gibt eine Matrix B € Mat(n,K) mit Bo A = 1,.

Beweis: Fir A € Mat(n,K) und S, T € Gl,,(K) gilt, So A o T ist genau dann
invertierbar, wenn A invertierbar ist.

Denn, ist A invertierbar, soist T"' o A~' 0 S~! eine Inverse von So A o T. Ist
umgekehrt S o A o T invertierbar mit Inverse B, dann ist To B o S eine Inverse
von A, da

Ao(ToBoS):Sqo(SvoTOB)oS:SqO]anS:SqOS:]ln,
und analog (ToBoS)o A =1,,.

Da nun die Blockmatrix in (11), fiir m = n, genau dann invertierbar ist, wenn
rang(A) = r = n, folgt “a.&b.” aus Korollar 5.19.

Lemma 5.22 impliziert, daf} fiir eine Matrix A, fiir die es ein B € Mat(n, K)
gibt mit Bo A = 1,, gilt:

n =rang(l,) =rang(Bo A) <rang(A) <n,
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also rang(A) = n. Mithin ist eine solche Matrix A invertierbar. Die Umkeh-
rung gilt per definitionem. n

Lemma 5.22
Fiir Matrizen A € Mat(n x p,K) und B € Mat(m x n, K) gilt:

rang(B o A) < min { rang(A),rang(B)}.
Beweis: Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. n

Unser Ziel ist es als nachstes, zu zeigen, dal} die maximale Anzahl linear
unabhingiger Spalten einer Matrix gleich der maximalen Anzahl linear un-
abhangiger Zeilen ist, und daf beide Zahlen dem Rang der Matrix gleich sind.
Definition 5.23

Es sei A € Mat(m x n, K) mit Spaltenvektoren a',..., a™ und Zeilenvektoren
ar, ..., Qm.
Der von den Zeilen erzeugte Unterraum ZR(A) := (aj,...,al,) von K™ heifit

der Zeilenraum von A, und der von den Spalten erzeugte Unterraum SR(A) :=

(a',...,a™) von K™ heit der Spaltenraum von A.

Wir definieren den Zeilenrang von A durch Zrang(A) := dimg (ZR(A)) und
entsprechend den Spaltenrang von A durch Srang(A) := dimg ( SR(A)).
Bemerkung 5.24

Ist A in Zeilen-Stufen-Form, so stimmt die Definition des Zeilenrangs von A
mit der Definition in 1.9.1 tiberein.

Da die Spalten einer Matrix A gerade die Zeilen der Transponierten A' sind
und umgekehrt, gilt also SR(A) = ZR (A'), ZR(A) = SR (A'), Srang(A) =
Zrang (A') und Zrang(A) = Srang (A").

Wie man unmittelbar aus den Definitionen ablesen kann, gilt zudem
SR(A) =Im(fa).
Mithin gilt insbesondere:
rang(A) = Srang(A).

Lemma 5.25
Es sei A € Mat(m x n,K), S € Gl.,(K) und T € Gl.(K). Dann gilt:

Zrang(SoAoT) =Zrang(A) und Srang(SoAoT) = Srang(A).
Ferner gilt:
ZR(SoA)=ZR(A) und SR(AoT)=SR(A).
Beweis: Da fiir S € Gl,,(K) und T € Gl,,(K) nach Lemma 1.8.23 auch S* ¢

Gl,.(K) und T* € Gl,,(K) gilt, reicht es unter Beriicksichtigung von Bemerkung
5.24, die Aussage fiir den Spaltenrang bzw. den Spaltenraum zu zeigen.
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Es gilt SR(A) = Im(fa) und SR(SoAoT) =Im(fsofaofy). Dafg: K™ — K™
ein Isomorphismus, also insbesondere injektiv ist, ist auch

(fs);: Im(fa o f1) = Im(fs o fa o f1) = fs(Im(fa o f7))
ein Isomorphismus. Mithin gilt nach Korollar 3.12, daf
Srang(SoAoT) = dimg (Im(fsofaofy)) = dimk (Im(faofr)) = Srang(AoT).
Es reicht mithin zu zeigen, daf3
SR(A) =SR(AoT),
oder anders ausgedriickt,
Im(fa) =Im(faofy).

Sei dazu y € Im(fa o f1), dann gibt es ein x € K" mit y = (fa o f1)(x) =
fa(fr(x)) € Im(fa).

Ist umgekehrt y € Im(fA). Dann gibt es ein x € K™ mit y = fa(x). Wir setzen
z:= (fr) “'(x) € K™ Dann gilt:

y = falx) = fA<(fT ° f;1)(x)) — (faofr)(z) € Im(fa o f1).

Satz 5.26
Fiir A € Mat(m x n,K) gilt:

rang(A) = Srang(A) = Zrang(A).
Beweis: Nach Bemerkung 5.24 wissen wir bereits, dall rang(A) = Srang(A)
gilt.
Nach Korollar 5.19 gibt es invertierbare Matrizen S € Gl,,(K) und T € Gl,,(K)

mit
SvoT:(ILT 0)»
0

wobei r = rang(A). Dann gilt aber mit Hilfe von Lemma 5.25
rang(A) =rang(SoAoT) =r=Zrang(So Ao T)=Zrang(A).
O

Aus Lemma 5.25 ergibt sich nun, daf3 sich der Rang einer Matrix durch ele-
mentare Zeilenoperationen nicht dndert. Wir erhalten also den folgenden Al-
gorithmus zur Bestimmung des Ranges einer Matrix.

Algorithmus 5.27 (zur Bestimmung des Rangs)

INPUT: A € Mat(m x n,K).

OUTPUT: rang(A)

1. Schritt: Uberfiihre A in reduzierte ZSF.
2. Schritt: Zahle die Anzahl r der Nicht-Nullzeilen in RZSF(A).
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3. Schritt: Gib die r zuruck.

Wir notieren nun noch eine einfache, aber niitzliche Folgerung.

Korollar 5.28

Sei A € Mat(m xn, K). Genau dann ist rang(A) = v, wenn A eine invertierbare
rx r-Untermatrix'® besitzt, aber keine invertierbare s x s-Untermatrix fiir s > 7.

Beweis: rang(A) ist gleichzeitig die Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen
und die Maximalzahl linear unabhéngiger Spalten.

Ist rang(A) = r, so wiahlen wir r linear unabhéngige Zeilen aus. Die ent-
stehende Matrix hat Zeilenrang r und somit auch Spaltenrang r. Von der
Untermatrix konnen wir also r linear unabhéingige Spalten auswahlen. Die
resultierende (r x r)-Matrix hat Rang r und ist somit gemaf3 Korollar 5.21 in-
vertierbar. Es ist zudem Kklar, daf3 r maximal mit dieser Eigenschaft ist, denn
sonst hdatte A mehr linear unabhéngige Zeilen.

Fiir jede invertierbare (s x s)-Untermatrix von A sind die zugehorigen Zeilen
linear unabhingig, also folgt auch die Umkehrung. O

Bislang sind wir dem Leser den Beweis der Eindeutigkeit der reduzierten
Zeilen-Stufen-Form einer Matrix A € Mat(m x n, K) schuldig geblieben. Nun
sind wir in der Lage, dieses Versdumnis nachzuholen.

Beweis der Eindeutigkeit in Satz 1.9.4: Es sei also A € Mat(m xn, K) eine
m x n-Matrix.

Da elementare Zeilenoperationen durch Multiplikation mit Elementar-
bzw. Permutationsmatrizen von links realisiert werden, gilt fiir eine ZSF B
von A, dall es eine invertierbare Matrix S € Gl,,,(K) gibt mit B = SoA (vgl. auch
Korollar 1.9.6). Mit Lemma 5.25 folgt dann ZR(A) = ZR(B), insbesondere gilt
mit Korollar 3.8 also, daf3 die Zeilen von B eine Basis von ZR(A) bilden, da

r:=dimg (ZR(A)) = Zrang(A) = Zrang(B). (12)
Seien nun B = (by) und B’ = (b;
toren by,...,b,, bzw. bj,..., bl und Pivotspalten {ji,...,j.} bzw. {j;,...,j.} -
beachte, dall die Anzahl r = rang(A) nach (12) fiir beide gleich ist. Wir zeigen
nun per Induktion, dal die Zeilen der Matrizen B und B’ iibereinstimmen.

) zwel reduzierte ZSF von A mit Zeilenvek-

Induktionsbehauptung: Fir i € N gilt entweder i > r oder b, ; = b/_., insbe-

T—1

sondere also j,_; =j;_;.

Induktionsanfang: i = 0. O. E. gelte j, > j.. Da b, € ZR(A) = (b},...,b]), gibt

esAq,..., A+ € Kmit
b, =) Abi.
i=1

0Dabei nennt man eine Matrix, die durch Streichen von Zeilen und Spalten aus A ent-
steht, eine Untermatrix von A.
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Insbesondere gilt firi=1,...,r—1
0= bT]'{ = 7\1 und bﬁ; = 7\1~,

nach (iv) und (v) in Definition 1.9.1 angewandt auf die reduzierte ZSF B’ mit
Pivotspalten jj, ..., j. sowie (i) angewandt auf die ZSF B. Also folgt b. = A, -b..
Da b, # 0, muBl A, # 0 gelten und somit j. = j, wegen (i) in 1.9.1. Aber dann
gilt nach (iv) in 1.9.1 1 = b,;, = A, und somit b, = b..

Induktionsschritt: 0 < i < r—1 und die Behauptung gelte schon fiir 0,...,i—1.
O. E. gelte j,—; > j/_,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun b, ; € ZR(A) =
(bf,..., bl ,bri41,...,by) also gibt es Aq,..., A, € Kmit

by i = i Mbi+ ) Aeb
k=1 k

=r—i+1
Insbesondere gilt nach (v) in Definition 1.9.1, angewandt auf die reduzierte
ZSF B, firk=r—1+1,...,r

0="Dryj =AM,
dar—i < k, und (i) angewandt auf B sowie (v) auf B’ liefert firk =1,... r—i—1
0=b, 15 = A,

daj; <j/_; <jri. Insgesamt erhalten wir also wieder
b, =A._;b/ .. (13)

Waire j,_i > j._;, dann wére wieder mit (i) 0 = b, ; = Arqim Widerspruch
zu (13) und b,_; # 0. Also ist j,_; = j,_; und dann folgt mit (iv) aus 1.9.1, daB
}\rfi = brfi Jeoi — 1, und damit aus (13) brfi = bi—i'

Also haben wir mit Induktion gezeigt, dafl die Zeilen von B und B’ iiberein-
stimmen, d. h. daB} die reduzierte Zeilenstufenform von A eindeutig bestimmt

1st. O]

Nachdem die Eindeutigkeit der reduzierten Zeilen-Stufen-Form nun gezeigt
ist, erlauben wir uns aus Satz 1.9.4 und Korollar 1.9.6 einige Folgerungen zu
ziehen.

Korollar 5.29

Es sei A € Mat(n,K). Dann sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.
b. RZSF(A) =1,.
c. Es gibt Elementarmatrizen Ty,..., T, € Mat(n, K) mit:

TkO...OT1 oA = ]ln.
d. Es gibt Elementarmatrizen T{,..., T, € Mat(n, K) mit:

A=T/ o...oT.
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Beweis: Nach Korollar 5.21 gilt, dal A genau dann invertierbar ist, wenn
rang(A) = n. Also folgt die Aquivalenz von a.-d. aus Korollar 1.9.6 unter
Berticksichtigung von Proposition 1.8.21. O

Bemerkung 5.30
Ist (G, ) eine Gruppe und M C G eine Teilmenge von G, dann sagen wir, M
erzeugt G oder G ist das Erzeugnis von M, wenn gilt:

G={xy"xIneNxy,...,xn € M e1,...,en € {-1,1}}.

In diesem Sinne folgt aus Korollar 5.29, dall Gl,,(K) von den Elementarmatri-
zen erzeugt wird.

Aus Korollar 5.29 leitet sich folgendes Verfahren zur Bestimmung der Inver-
sen einer invertierbaren Matrix ab. Hierzu beachte man, daf3 fiir Elementar-
matrizen Tq,..., Ty, fur die gilt, daBl Ty o...0 T; o A = 1,,, ferner gilt, daf3

Teo...oT10 (A, 1,) = (1, Tko...0T7) = (]ln,A_]).

Algorithmus 5.31 (zur Bestimmung der Inversen)
INPUT: A € Mat(n,K).

OUuTPUT: Inverse von A, so sie existiert, eine Fehlermeldung sonst.

1. Schritt: Erweitere die Matrix A um 1,, zur Matrix C = (A,1,) €
Mat(n x 2n, K).

2. Schritt: Uberfiihre die C in reduzierte ZSF C’ = (A’, B).

3. Schritt: Falls rang (A’) = n, dann gib B zuriick, sonst gib eine Fehler-
meldung zuriick.

Beispiel 5.32
Wir betrachten die 3 x 3-Matrix

€ Mat(3 x 3,K)

_—0 —
S - -
_— ot
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und versuchen die Inverse mittels des Algorithmus 5.31 zu bestimmen.

A 1n

T 11, 1 0 O

o 1.1}, 0 1 0

T o1, 0 0 1 I — I -1
T 11, 1 0 O

o 1.1, 0 1 O

O -1 0|—-1 0 1 I — T+ II
T 11, 1 0 O [— I-1III
o 11}, 0 1 O IT— II —III
o o 1|—-1 1 1

T 1.0 2 -1 —1 [—I-1I

O 10| 1 0 -1

o o0 1|-1 1 1

1T 00 1T -1 O

o 10| 1 0 -1

o o0 1|—-1 1 1

Hieraus ergibt sich gemal obigem Algorithmus zunéchst, dafl A invertierbar
ist, und ferner, dal3

Korollar 5.33
Sei A € Mat(m x n,K) mit r = rang(A), so ldfsit sich A durch endlich viele
elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die folgende Form bringen.:

1,10
(110)

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 5.19 und Korollar 5.29, da elementa-
re Operationen nach Lemma 1.8.18 und Bemerkung 1.8.19 durch Multiplika-
tion mit Elementarmatrizen realisierbar sind. O

Wir wollen nun noch an einem Beispiel zeigen, wie man eine Matrix mittels
des gauBschen Verfahrens auf Normalform (14) bringt.

Beispiel 5.34

Fir A € K sei

c o > —
o > = >
> o o o
- c o o
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Durch elementare Zeilen und Spaltenoperationen tiberfithrt man A, in Nor-

malform:

T A0 0 1 A 00

A1 0O Zeilen- 0 1-A2 00 Spalten-
—_—

OA 10 operationen 0 A 1 0 operationen

0 0 A1 0 0 Al

1 0 00 100 0

0 1-A2 0 0 Zellen- 010 0

|—'>
0 0 10 operationen 0 0 1 0
0 0 01 000 1—-A°

Insbesondere gilt, rang(A) = 4 fiir A> # 1 und rang(A) = 3 sonst.
Algorithmus 5.35 (Normalform-Algorithmus)
INPUT: A € Mat(m x n,K).

OUTPUT: Normalform von A beziiglich Aquivalenz

1. Schritt: Uberfiihre A in reduzierte ZSF und transponiere diese.

2. Schritt: Uberfithre die Transponierte erneut in reduzierte ZSF und
transponiere das Ergebnis.

3. Schritt: Gib die (verdanderte) Matrix A zuriick.

AUFGABEN

Aufgabe 5.36

Bestimme die Matrixdarstellung ME, (f) der R-linearen Abbildung f
R* — R3 : (x1,%x2,%3,%4)' — (x1 — x2,%2 + x4,%1)t beziiglich der Ba-

sen B = ((1,0,0,—1)%(0,1,0,—1)%(0,0,1,—1),(0,0,0,1)) von R* und B’ =
((1,0,0)%(0,1,0)5(1,1,1)*) von R?.

Aufgabe 5.37

Es sei B = ((1,1,1,1)%(-1,0,0,1)%,(0,—1,0,1)%(0,0,—1,1)') und D =
((1,1,0)%(0,1,1)% (0,0, 1)Y).

a. Zeige, B ist eine Basis des R* und D eine Basis des R>.

b. Fiir f € Homg (R*, R?) mit f(xq, %2, X3,%4) = (X1 —X2,X3, X2+ x4)" bestimme
MB (7).

c. Bestimme umgekehrt die Funktionsvorschrift fiir g € Homg (R*, R?) mit

1 0O -1 0
ME(g)=1]2 1 31
0 —1 2 0
Aufgabe 5.38
Betrachte die Basen By = ((1,1)4,(0,1)Y), B, = ((2,-1)%(2,3)), B3 =
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((4,4)%,(1,2)") und B4 = ((—1,1)%(0,2)") des R?, sowie die R-lineare Abbil-
dung f : R? — R? mit Matrix-Darstellung

ME () = ( oo )

a. Ermittle die Transformationsmatrizen Ty 2 und Ty * mit ng oMg; (f)oTy ? =
Mg, (f).
b. Ermittle Basen Bs und B¢ von R? mit

10
Mg (f) = :
B (1) < 0 0 )
Aufgabe 5.39

Es sei B = (x1, %2, x3) eine Basis des K-Vektorraumes V, D = (y;,y>) eine Basis
des K-Vektorraumes W und f € Homy(V,W =, so daB ME(f) = (ai;)i=12j-123
die Matrix-Darstellung von f beziiglich (B, D) ist. Ferner setzen wir:

/ /

X7 =%X1+X2+ X3 Y =12

/ !/

X; = X2+ X3 Y =Yir— Y2
[

und B’ = (x1,x2,x3) sowie D’ = (y7,y5).

a. Zeige, B’ ist eine Basis von V und D’ ist eine Basis von W.
b. Bestimme, die Matrix ME,(f), d. h. die Matrix-Darstellung von f
beziiglich der Basen (B, D’).
Aufgabe 5.40
Es sei V ein R-Vektorraum, B = (xq,x,,x3) eine Basis von V und B’ =
(U1,Y2,Y3) mit y; = x7 + %3, Y2 = x7 + x2 und y3 = x1 +x2 + x3.

a. Zeige, B’ ist eine Basis von V.
b. Bestimme ME,(f), wobei f € Endg (V) gegeben ist durch

a O Db
Mi(f)=| =b a a |, mita,beR.
a bb
Aufgabe 5.41
Es sei V # {0} ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und f € Endy(V). Zeige, die
beiden folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. Fiir je zwei Basen B und B’ von V gilt:
Mg(f) = Mg (f).

b. Es gibt ein A € Kmit f = A - id.

Aufgabe 5.42
Es sei A € Mat(n,K) mit AB = BA fiir alle B € Mat(n x n,K). Zeige, es gibt
ein A\ € Kmit A =A-1,.
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Aufgabe 5.43
Es sei K ein Korper. Wir definieren die Spur einer quadratischen Matrix A =
(ai]-)i). € Mat(n x n,K) als Summe der Diagonalelemente von A, d. h.

Spur(A Z aii.

Sei nun V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, E eine fest vorgegebene Basis
von V und f € Endk(V). Dann definieren wir

Spur(f) := Spur (Mg(f)).
Zeige die folgenden Aussagen:

a. Spur(AB) = Spur(BA) fir A, B € Mat(n, K).

b. Spur(A) = Spur(B~'AB) fiir A € Mat(n,K) und B € Gl,(K).

c. Spur (ME(f)) = Spur (ME(f)) fiir eine beliebige Basis F von V. Insbeson-
dere ist die Definition von Spur(f) unabhéngig von der gewéhlten Basis.

d. Ist (vq,...,v1) eine Basis von Ker(f) und G’ = (vm + Ker(f),...,vn +
Ker(f)) eine Basis von V/ Ker(f), so gilt fiur die Basis G = (vq,...,v,) von

V:
0 ‘ *
ME(f) = ; :
<t ( 0 | M (fv/ker(n) )

e. Gibt es ein v € N mit f" = 0 € Endk(V), so gilt Spur(f) = 0.
f. Gibt es ein r € N mit A" = 0, so gilt Spur(A) =0.

Hinweis zum Beweis von e.: Induktion iiber n. Zeige, zunéchst Ker(f) # {0} und wende In-
duktion auf fy, ger(f) an, (vgl. Aufgabe 4.25). Fiir Teil f. beachte dann, daf} (fA)" = fa-.
Aufgabe 5.44

Es sei V ein K-Vektorraum, f € Endg(V) und U C V ein f-invarianter
Unterraum. Ferner sei nun B’ = (v;,...,v,) eine Basis von U und B =
(Vi,...,V,Vry1,...,Vvn) eine Basis von V. Wir wissen bereits, dall dann B” =
(vip1 +U,...,vy + U) eine Basis von V/U ist.

Zeige, es gilt
ME:(fu) C

0 ME, (fyu)

Mg(f) =

)

wobei 0 € Mat ((n — 1) x ,K) die Nullmatrix ist und C € Mat (r x (n —1),K)
geeignet.

Aufgabe 5.45

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg(V) und es gelte
V=U&...% U, fir f-invariante Unterrdume U;,i=1,...,r, mit dimyx(U;) =
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;. Zeige, es gibt eine Basis B von V mit

Al 0 o 0
ME(f) = O A . , wobei A; € Mat(n;, K).
-
Aufgabe 5.46

U, V und W seien K-Vektorrdume, f € Homg(U, V), g € Homg(V, W). Zeige:

a. rang(g o f) < min{rang(f),rang(g)}.

b. Ist f surjektiv, so gilt rang(g o f) = rang(g).

c. Ist g injektiv, so gilt rang(g o f) = rang(f).
Aufgabe 5.47
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg(V) und U C V
ein f-invarianter Unterraum von V. Zeige, dann gilt

rang (fyyu) = dimg (Im(f)) — dimg (U N Im(f)) < rang(f) — rang (fu).

Aufgabe 5.48

Berechne durch elementare Umformungen den Rang von
0O bbb
a O bb
a a 0 b

Aufgabe 5.49

Schreibe eine Singular-Prozedur rang, die eine Matrix einliest und ihren Rang
ausgibt.

Aufgabe 5.50

Bestimme die Inverse der Matrix

1 3 —1 4
25 -1 3
04 -3 1
-3 1 -5 =2
Aufgabe 5.51
Bestimme, sofern sie existiert, die Inverse der Matrix
2 -3 2 5
A 1 —1 1 2
-3 2 2 1
1 1 -3 -5

Aufgabe 5.52
Zeige, die folgende Matrix A € Mat(4, R) ist invertierbar und berechne die
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Inverse,
13 -1 4
A= 25 -1 3
04 =3 1
-3 1 -5 =2
Aufgabe 5.53

Schreibe eine Prozedur invers, die eine Matrix A einliest und, falls A eine
invertierbare Matrix ist, die Inverse von A zuriick gibt, ansonsten den String

‘‘Die Matrix ist nicht invertierbar.’’.

Die Prozeduren unitmat und concat aus der Bibliothek matrix.lib diirfen
verwendet werden.
Aufgabe 5.54

Finde regulidre Matrizen X, Y mit XAY = ( Eor 8 ) , WO

1 -2 3 0
2 —7 10 —1

A= o 4 7 9 und r = rang(A).
3 -5 7 1

Aufgabe 5.55
Schreibe eine Prozedur normalform, die eine Matrix A einliest und die Nor-
malform von A beziiglich Aquivalenz ausgibt.

6. Einige Algorithmen - Teil I

Wir haben, basierend auf dem Gaul3-Algorithmus 1.9.8 zur Berechnung der
reduzierten Zeilen-Stufen-Form einer Matrix, bereits am Ende von Abschnitt
5 Algorithmen zur Berechnung des Ranges (5.27), der Normalform (beziiglich
Aquivalenz - 5.35) und ggf. der Inversen (5.31) einer Matrix entwickelt. Wir
wollen in den beiden Abschnitten 6 und 8 eine Reihe weiterer Algorithmen
angeben, mit deren Hilfe man Objekte, die in den vorhergehenden Abschnit-
ten eingefiihrt wurden, auch rechnerisch bestimmen kann. Schlief3lich folgen
in den Abschnitten 7 und 9 dann nochmals Algorithmen zur Berechnung der
Parametrisierung eines linearen Gleichungssystems (7.16) und zur Berech-
nung der Determinante einer quadratischen Matrix (9.18). Sie alle beruhen
ebenfalls auf dem GauB3-Algorithmus.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei K ein Korper.

Zunichst wollen wir das Austauschverfahren von Steinitz algorithmisch for-
mulieren.

Algorithmus 6.1 (Austauschverfahren von Steinitz)

INPUT: Eine Basis B = (x4,...,x,) und eine linear unabhingige Familie
F = (y1,...,ys) von Vektoren in V = (B) C K™

OuTPUT: Eine Basis B’ von V, die F enthéalt.
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1. Schritt: Schreibe die Vektoren in B als Spalten in eine Matrix A.
2. Schritt: Furi=1,..., r tue:
¢ Bilde eine neue Matrix A’ aus A und y; (als letzter Spalte).
e Uberfithre A’ in reduzierte Zeilen-Stufen-Form und suche in der
letzten Spalte den ersten Eintrag ungleich Null.
e Streiche die entsprechende Spalte aus A und héinge statt dessen y;
als Spalte an A an.
3. Schritt: Gib die Spalten der verdnderten Matrix A zuriick.

Mit dem folgenden Algorithmus kann man sicherstellen, daf3 die Eingabeda-
ten beim Steinitz-Algorithmus auch den gestellten Anforderungen geniigen.
Algorithmus 6.2

INPUT: Zwei Familien B = (x;,...,x,) und F von Vektoren in K™,

OUTPUT: Eins, falls B eine Basis ist und F C (B), Null sonst.

1. Schritt: Schreibe die Vektoren von B als Spalten in eine Matrix A und
hénge die Vektoren aus F als Spalten an.

2. Schritt: Uberfithre die Matrix A in reduzierte ZSF. Gilt rang(A) = m
und sind die ersten m Spalten Pivotspalten, so gib Eins zuriick. Sonst
gib Null zurick.

Der folgende Algorithmus zur Bestimmung einer Basis aus gegebenem Er-
zeugendensystem beruht auf der Tatsache, dall elementare Zeilenoperationen
den Zeilenraum nicht verdndern - vgl. Lemma 5.25.

Algorithmus 6.3 (Basisberechnung)

INPUT: Ein Erzeugendensystem F des Unterraums U C K™,

OUTPUT: Eine Basis von U.

1. Schritt: Schreibe die Vektoren von F als Zeilen in eine Matrix A und
uberfithre A in reduzierte Zeilen-Stufen-Form.
2. Schritt: Gib die ersten rang(A) Zeilen als Vektoren zuriick.

Hieraus ergibt sich unmittelbar ein Algorithmus zur Bestimmung der Basis
der Summe zweier Unterraume des K™.

Algorithmus 6.4 (Summe zweier Unterraume)

INPUT: Erzeugendensysteme F und G von zwei Unterrdumen U und U’ des
K™,

OuTPUT: Eine Basis von U + U'.

1. Schritt: Bilde aus F und G ein Erzeugendensystem und berechne mit-
tels 6.3 eine Basis von U+ U’ = (FU G).
2. Schritt: Gib diese Basis zuriick.

Da eine endliche Familie von Vektoren genau dann linear unabhéngig ist,
wenn sie eine Basis ihres Erzeugnisses ist, und da die Dimension des Erzeug-
nisses einer solchen Familie gerade der Rang der Matrix ist (vgl. Satz 5.26),
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deren Spalten die Erzeuger sind, liefert Korollar 3.8 den folgenden Algorith-

mus.
Algorithmus 6.5 (Test auf lineare Unabhéngigkeit)
INPUT:  Eine Familie F = (x;,...,x,) von Vektoren in K™,

OUuTPUT: Eins, falls F linear unabhéngig ist, Null sonst.

1. Schritt: Ist F leer, gib Eins zuriick, sonst schreibe die Vektoren in F als
Spalten in eine Matrix A.
2. Schritt: Ist rang(A) = m, so gib Eins zuriick, sonst Null.

Ist f = f A fiir eine m x n-Matrix A, dann wird das Bild von f von den Spalten
von A erzeugt. Wir konnen eine Basis des Bildes also wie folgt bestimmen.
Algorithmus 6.6 (Bild von f)

INPUT: A € Mat(m x n,K).

OUuTPUT: Eine Basis von Im(f4).

1. Schritt: Transponiere A und tiberfiihre die Transponierte in reduzierte
ZSF.

2. Schritt: Transponiere das Ergebnis wieder und gib die ersten rang(A)
Spaltenvektoren zuritick.

Fir einige Algorithmen, etwa zur Bestimmung des Kerns einer linearen Ab-
bildung, benotigen wir zunédchst einen Algorithmus zur Berechnung einer
Parametrisierung der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems, was
uns zum folgenden Abschnitt 7 fithrt.

AUFGABEN

Aufgabe 6.7

Schreibe eine Singular-Prozedur basis, die einen Modul M einliest und eine
Liste L=e,r,B mit drei Eintriagen ausgibt. e soll vom Typ int sein und den
Wert 0 annehmen, wenn die Erzeuger von M linear abhéingig sind, und 1 an-
dernfalls. r, ebenfalls vom Typ int, soll die Dimension von M wiedergeben, und
B, vom Typ module, soll eine Basis von M sein. — Ist der gegebene Modul der
Null-Modul, so soll als Basis wieder der Nullmodul zuriickgegeben werden.!!

Hinweis: Ein Modul in Singular ist eine Datenstruktur, die aus einer Familie von Vektoren besteht.
Mathematisch heif3t das, ein Modul M wird dadurch gegeben, da3 man Singular ein Erzeugendensystem
von M vorgibt. Fiir mehr Informationen sei auf das Singular-Manual (help module;) verwiesen. — Ist M
vom Typ module, so wird mittels A=matrix(M); eine Matrix A erzeugt, deren Spalten die Erzeuger von
M sind. Analog kann man mit M=module(A) ; eine Matrix in einen Modul konvertieren. — Die Befehle
submat (siehe matrix.lib) und transpose sind fiir die Prozedur hilfreich.

Aufgabe 6.8

Schreibe in analoger Weise Singular-Prozeduren, die die tibrigen Algorithmen
umsetzen.

HDas ist zwar mathematisch nicht korrekt, aber in Singular ist das Erzeugnis der leeren
Menge nicht verfiigbar.
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Aufgabe 6.9
Es sei E die kanonische Basis des R°. Betrachte f € Endy (R”) mit

rmrm
—
—h
S—
I
|
—
|
—
o
S = - -
O =

a. Bestimme eine Basis von Ker(f).
b. Bestimme eine Basis von Im(f).

7. Lineare Gleichungssysteme

Fur ndhere Ausfithrungen zur Bedeutung von Gleichungssystemen fiir An-
wendungen verweisen wir auf die Einleitung des Skriptes.
Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutativer
Ring mit Eins und K ein Korper. Ferner bezeichne (e;,...,e,) die kanonische
Basis von K™ und (fy,...,f,,) die kanonische Basis von K™,

Definition 7.1 a. Ein lineares Gleichungssystem uiber R

anx; + apxz + ... + amxn = by
(LGS) azxy + axpxy + ... + 0aypXn = bz
amiX1 + am2X2 + ... + GmnXn = bn

besteht aus m Gleichungen in n Unbestimmten oder Variablen x4, ..., xn

mit a;j,b; € Rfir1 <i<mund 1 <j <n.
Da sich (LGS) mittels Matrixmultiplikation auch kurz schreiben 148t als

Ax =D,
sprechen wir meist von dem linearen Gleichungssystem Ax = b.
b. Die Matrix
ayr ... Qin
A=(ay) = : : € Mat(m x n,R)
Am1 ... AOmn

heif3t Koeffizientenmatrix und der Vektor b = (b;y,...,b,)* € R™ die In-
homogenitdat des Gleichungssystems (LGS). Ferner heif3t die Matrix

apr ... Qin b]
A= (A,b):= : : : € Mat (m x (n+1),R)
Aml ... Qmn | bm

die erweiterte Koeffizientenmatrix von (LGS).
c. Das lineare Gleichungssystem (LGS) heil3t homogen, falls b = Ogm der
Nullvektor in R™ ist. Ansonsten heif3t das System inhomogen.
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d. Ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b gegeben, so heifit das Glei-
chungssystem Ax = 0 (mit 0 = Ogm) das zugehorige homogenisierte Glei-
chungssystem.

e. Ein Vektor ¢ = (cq,...,cn)t € R™ heillt Losung von (LGS), wenn die Glei-
chung Ac = b erfiillt ist. Die Menge aller Losungen von (LGS) wird mit

Los(A,b) := {c € R"| Ac =b}.

bezeichnet.

f.Sei A € Mat(m x n,R) und seien yi,...,y,, Unbestimmte, y =
(Y1,...,ym)". Falls fiir jedes b € R™ das lineare Gleichungssystem Ax = b
eine Losung besitzt, sagt man, Ax =y ist universell losbar.
Ist die Losung zudem fiir jedes b eindeutig bestimmt, so sagt man Ax =y
ist universell eindeutig losbar.

Bei einem linearen Gleichungssystem sind also Ringelemente ai; und b; fest
vorgegeben, wihrend fiir die Unbestimmten x; Ringelemente c; gesucht wer-
den, die das Gleichungssystem losen.

Falls R = R, so kann ein lineares Gleichungssystem entweder gar keine, ge-
nau eine oder unendlich viele Losungen haben. Wir werden im Folgenden
mehrere Verfahren zur Lésung kennenlernen'? und uns, im Fall von mehr
als einer Losung, mit der Struktur der Losungsmenge Los(A, b) beschéftigen.
Eine wichtige Rolle spielt dabei die lineare Abbildung f : R™ — R™.
Bemerkung 7.2

Es sei A € Mat(m x n,R) und b € R™. Dann folgt unmittelbar aus den Defini-
tionen:

Los(A,0) = Ker(fa).
Insbesondere, Los(A, 0) ist ein R-Modul.

Ebenfalls anhand der Definitionen sieht man, dall das lineare Gleichungssy-
stem Ax = b genau dann eine Losung besitzt, wenn b € Im(f,).

Damit gilt dann aber, dal Ax = y genau dann universell lo6sbar ist, wenn f»
surjektiv ist.

Und ferner, dal Ax = y genau dann universell eindeutig 16sbar ist, wenn f
bijektiv ist.

Beispiel 7.3

Das lineare Gleichungssystem

X1+ 2x+x3=1
2x1+ 3% =1

Xz—XgZO

12Sjehe GauB-Algorithmus 7.16 und Cramersche Regel 10.12.
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ist inhomogen, hat als Koeffizientenmatrix

1
0 | € Mat(3 x 3,R),
-1

A=

o N =
— W N

und als erweiterte Matrix

12 111
A=|23 0]1 | eMat(3x4R).

01 —-1]0
Die Losung ist in diesem Fall ganz einfach. Wir erhalten x3 = x, aus der
3. Gleichung, 3x, = 1—2x; aus der 2. und, wenn wir das in die erste Gleichung
einsetzen, x; + (1 — 2x;) = 1, also x; = 0. Einsetzen von x; = 0 in die 2. und 3.
Gleichung liefert, daf (0, 3, %)t die einzige Losung ist.
Satz 7.4
Seien A € Mat(m x n,R), b € R™ und sei x° € R™ eine Lésung des linearen
Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt:

Los(A,b) = x° + Los(A, 0),

d. h. fiir jede Losung y des zugehorigen homogenisierten Gleichungssystems
Ax = 0 ist x° +y eine Losung des inhomogenen Systems Ax = b, und jede
Lésung des inhomogenen Systems ist von dieser Form.

Beweis: Sei zunichst y € Los(A, 0). Dann gilt:

A(x°+y) =Ax°+Ay=b+0=b,
also ist x° +y € Los(A, b).
Ist umgekehrt x € Los(A, b). Dann gilt fiir y := x — x°

Ay=A(x—x°) =Ax—Ax°=b—-b =0,

also ist y € Los(A, 0). Aber damit ist x =x° +y € x° 4+ Los(A, 0). O
Von jetzt an wollen wir uns mit der Losbarkeit von linearen Gleichungssyste-
men tiber einem Korper K beschéaftigen

In diesem Fall kann man die Aussage des Satzes 7.4 auch so formulieren:

Falls Los(A,b) # 0, dann ist Lés(A, b) ein affiner Unterraum '3
von K™, wobei der zugehorige Unterraum Los(A, 0) ist.

Man beachte, dafl homogene lineare Gleichungssysteme stets losbar sind (et-
wa durch x = 0), inhomogene aber i. a. nicht. Kennt man jedoch eine Losung
des inhomogenen Systems, so kennt man alle, sobald man die Losungen des
homogenisierten Systems kennt.

13D, h. Los(A, b) ist von der Form x° + U mit x° € K™ und U C K" ein Unterraum.
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Definition 7.5
Ist A € Mat(m x n,K), b € K™, x° € Los(A, b) und (y1,...,yx) eine Basis von
Los(A,0), dann nennen wir (x° 4+ ys,...,x° +yy) eine Basis von Los(A, b).

Zunichst betrachten wir das homogene Gleichungssystem Ax = 0. Dabei folgt
das folgende Lemma unmittelbar aus den Definitionen.

Satz 7.6

Sei Ax = 0 mit A € Mat(m x n,K) ein homogenes lineares Gleichungssystem.
Dann gelten:

a. dimg (Lo6s(A,0)) =n —rang(A).
b. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
(1) 0 € K™ ist die einzige Losung von Ax = 0.
@11) Ker(fa) = {0}
(i1i) fa ist injektiv.
(iv) rang(A) = n.

Beweis: Teil b. folgt unmittelbar aus Teil a. und Bemerkung 7.2 sowie Lem-
ma 1.3.18. Fiir Teil a. beachte man, dall nach Satz 4.16 gilt:

dimy (Los(A,0)) = dimg (Ker(fa)) =n — dimg (Im(fa)) =n —rang(A).

]

Fir inhomogene Gleichungssysteme Ax = b betrachtet man die erweiterte
Koeffizientenmatrix A = (A,b).

Satz 7.7

Fiir das inhomogene Gleichungssystem Ax = b mit A € Mat(m x n,K) und
b € K™ gelten:

a. “Existenz einer Losung”: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) Ax = b besitzt (mindestens) eine Losung.
(i) b € Im(fA).
(iii) rang(A) = rang(A,b).
b. “Eindeutigkeit der Losung”: Besitzt Ax = b eine Lésung x°, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(i) x° ist die einzige Losung.
(1) Ker(fa) = {0}
(iii) rang(A) = n.

Beweis: a. Die Aquivalenz von (i) und (ii) wurde bereits in Bemerkung 7.2
diskutiert. Es bleibt also die Gleichwertigkeit von (ii) und (iii) zu zeigen.
Da Im(fa) von den Vektoren a', ..., a™ erzeugt wird, gilt:

b € Im(fa) & bist Linearkombination von a',..., a™

& Im(fa) =(ad',...,a") = (a',...,a™ b) = Im(f3).
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Da ferner Im(fa) C Im(f4), gilt nach Lemma 4.8 die Gleichheit der Vek-
torrdume genau dann, wenn

rang(fa) = dimg (Im(fa)) = dimg (Im(f,)) =rang(A,b).
b. folgt unmittelbar aus den Séatzen 7.6 und 7.4.

Satz 7.8 a. Fiir A € Mat(m x n, K) sind gleichwertig:

(1) Ax =y ist universell losbar.

(i1) fa ist surjektiv.

(iii) rang(A) = m.

b. Fiir A € Mat(n, K) sind gleichwertig:

(1) Ax =y ist universell eindeutig losbar.

(i1) fa ist bijektiv.

(iii) rang(A) = n.

Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (ii) wurde in beiden Féllen bereits in
Bemerkung 7.2 diskutiert. Es bleibt also jeweils die Gleichwertigkeit von (ii)
und (iii) zu zeigen.

a. T ist surjektiv, genau dann, wenn Im(f,) = K™ gilt. In Anbetracht von
Im(fa) C K™ist dies mittels Lemma 4.8 gleichwertig dazu, daf3

rang(A) = rang(fa) = dimg (Im(fa)) = m.
b. Mittels Satz 3.13 folgt die Behauptung aus Teil a.

]

Aus Satz 7.6 und Satz 7.8 ergibt sich folgender Algorithmus zum Test, ob eine
lineare Abbildung injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

Algorithmus 7.9 (Test auf Injektivitat / Surjektivitét)

INPUT: A € Mat(m x n,K).

OUuTPUT: Meldung, ob fa injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

1. Schritt: Bestimme den Rang r von A.
2. Schritt: Ist r = m = n, gib “f 5 ist bijektiv” zuriick. Ist r = m < n, gib
“f o ist surjektiv” zuriick. Ist r = n < m, gib “f 5 ist injektiv” zurtick.

Fur die folgende Definition und das anschlieBende Lemma, betrachten wir
kurzfristig noch einmal Gleichungssysteme iiber einem beliebigen kommuta-
tiven Ring mit Eins.

Definition 7.10

Zwei lineare Gleichungssysteme Ax = b und A’x = b’ mit A;A’ € Mat(m x
n,R) und b,b’ € R™ heillen dquivalent, wenn es eine invertierbare Matrix
T € Gl(R) gibt mit

A’=ToA und b =Tb.
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Bemerkung 7.11

Man weist leicht nach, daB die Aquivalenz von Gleichungssystemen Ax = b
mit A € Mat(m xn,R) und b € R™ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Gleichungssysteme {Ax =b | A € Mat(m x n,R),b € R™} ist.

Lemma 7.12

Es seien Ax = bund A’x = b’ mit A,A’ € Mat(m x n,R) und b,b’ € R™ zwei
dquivalente lineare Gleichungssysteme. Dann gilt:

Los(A,b) = Los (A',b).

Beweis: Ist x € Los(A,b), dann gilt Ax = b und damit
b'=Tb=T(Ax) = (ToA)x = A'x.
Also ist x € Los (A, b’).
Ist andererseits x € Los (A’,b’), dann gilt A’x = b’ und damit
b=T b =T "(A'%) = (T'oA')x = Ax.
Also ist x € Los(A, b). [

Wir wollen nun einen Algorithmus kennenlernen, der es uns erlaubt, die
Losung eines linearen Gleichungssystems Ax = b in parametrisierter Form
zu bestimmen, d. h. eine Basis des Losungsraumes zu berechnen. Der wich-
tigste Schritt ist hierbei die Uberfithrung der erweiterten Koeffizientenmatrix
(A, b) in reduzierte Zeilen-Stufen-Form.

Wir missen deshalb zunédchst zeigen, dafl der Losungsraum eines linearen
Gleichungssystems Ax = b, A € Mat(m x n,K), b € K™, invariant gegeniiber
den folgenden elementaren Umformungen ist:

I Eine Gleichung von Ax = b wird mit A € K\ {0} multipliziert.
II Eine Gleichung von Ax = b wird zu einer anderen addiert.
III Das A-fache einer Gleichung, A € K, wird zu einer anderen addiert
IV Die Reihenfolge der Gleichungen wird veriandert.

Beachten wir, daf3 die Ausfithrung einer elementaren Umformung vom Typ
I-IV fiir ein Gleichungssystem gleichwertig dazu ist, daf} die zugehorige Ma-
trix mittels einer entsprechenden elementaren Zeilenoperation vom Typ I-IV
umgeformt wird, dann heif3t das, wir miissen den folgenden Satz zeigen.
Satz 7.13

Ist Ax = b ein Gleichungssystem mit A € Mat(m x n,K) und b € K™, und
ist A'’x = b’ ein Gleichungssystem, das aus Ax = b durch eine elementare
Umformung entstanden ist, dann gilt:

Los(A,b) = Los (A',b').

Beweis: Da A'’x = b’ aus Ax = b durch eine elementare Umformung ent-
standen ist, gibt es, in Anbetracht von Proposition 1.8.21 und Lemma 1.8.18,
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eine invertierbare Matrix T € Gl,(K) mit To (A, b) = (A’,b’). Die beiden Glei-
chungssysteme sind also dquivalent und die Behauptung folgt aus Lemma
7.12. [

Aus Satz 7.13 und Satz 1.9.4 folgt, dall wir die erweiterte Matrix eines Glei-
chungssystems Ax = b mit A € Mat(m x n,K) und b € K™ mittels Gaul3-
Algorithmus in (reduzierte) Zeilen-Stufen-Form tiberfithren konnen, ohne daf3
sich die Losungsmenge dndert.

Wir betrachten deshalb den Fall, daf3 die Matrix A in ZSF gegeben ist, ndher.
Satz 7.14

Sei A € Mat(m x n,K) eine Matrix in Zeilen-Stufen-Form und b € K™ Die
erweiterte Koeffizientenmatrix habe die Gestalt

0 ... 0 ay * T 3 B o
o ... ... 0 0 azj, * Cee e ... X bz

(Ab)=1] 0 ... ... ... ...... cee e 0 @y, x ... x| by

(15)
mit Pivots ay;, # 0 fiiri=1,...,7. Dann gilt:

a. Ist eines der Elemente b,1,...,b,, ungleich Null, so besitzt Ax = b keine
Losung.

b. Sind b,,; = ... = b,y = 0 und gilt r = n, so besitzt Ax = b genau eine
Losung.

c. Sind b,,1 =...=b,, =0und gilt r < n, so besitzt Ax = b mehr als eine
Lésung und Los(A, b) ldft sich durch K™ parametrisieren.

Beweis: Wir zeigen zunichst, da Im(fA) ={y e K™ |y,;1=... =ym =0}

Die Inklusion “C” folgt daraus, daf} die Zeilen a,;q,...,a,, von A alle Null
sind. Die Inklusion “O” folgt daraus, daf3 (001 e ajf) eine linear unabhéngige
Familie der Dimension r ist mit Hilfe von Lemma 4.8.

14Daf sich eine Menge M durch K* parametrisieren 148t, bedeutet, daf3 es eine “gute”
Bijektion von K* auf die Menge gibt. Was “gut” ist, kommt dabei auf den Zusammenhang
an. In der Analysis wird dies in aller Regel bedeuten, dafl die Abbildung hinreichend oft
differenzierbar sein soll, wahrend Topologen sich schon damit begniigen wiirden, daf} die
Abbildung stetig ist. Wir hingegen fordern, da M = x° + U, fiir einen Unterraum U von V und
einen Vektor x° € V, ein affiner Raum ist, daB die Abbildung affin sein soll, d. h. sie soll von
der Form sein

d:KE =X+ Uy = X0 +f(y),

wobei f : K¥ — U eine lineare Abbildung ist. Wir nennen die Bijektion dann auch eine Para-
metrisierung von M.
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Teil a. folgt dann mit Satz 7.7 und Teil b. folgt aus Satz 7.7 zusammen mit
Satz 5.26. Teil c. folgt aus den Séatzen 7.7, 7.4 und 7.6. Man beachte dabei, daf
Los(A,0) nach Korollar 3.11 als Vektorraum der Dimension n —r isomorph zu
K™ ist. ]

Bemerkung 7.15
Wir wollen nun angeben, wie man im Fall c¢. aus Satz 7.14 aus der Zeilen-
Stufen-Form (15) von A die Parametrisierung von Los(A,b) als Abbildung

¢ K" — Lés(A,b)
herleitet. Sei hierzu A = RZSF(A) in reduzierter ZSF gegeben.

Die Parameter x;,,...,x; nennen wir die gebundenen Parameter und die x;
mitj € I:={1,...,n}\ {j1,...,j:} die freien Parameter. Dies riihrt daher, daf3
sich aus (15) fiir eine Losung x ergibt
in:bi—zaﬁx)’, i:1,...,T. (16)
jel

D. h. die gebundenen Parameter héingen von den freien Parametern ab.

Identifizieren wir K™ nun mit K' und schreiben somit y = (y; | j € 1) fiir
einen Vektor y € K™, dann ergibt sich die Parametrisierung hieraus als

¢ : KV — Los(A,b) 1y — x°+ f(y), (17)
wobei
0 fallsj eI
f=q ’ 18
" { by, fallsj=ji, (18)
und
f:K"" = K"y (z1,...,z0)5 (19)
mit
z = Yj, faIIS]. € I., (20)
— > w1 Gy, fallsj =js.

Damit ist f eine lineare Abbildung und somit ¢ affin.

Man beachte, daB x° in diesem Fall eine spezielle Losung von Ax = b ist,
wéahrend Im(f) = Los(A,0).

Algorithmus 7.16 (Algorithmus zur Losung eines LGS)

INPUT: Ax =D, ein LGS.

OUTPUT: Eine Parametrisierung y — x° + f(y) von Lés(A, b), d. h. eine spe-
zielle Losung x° sowie eine Matrix B mit f = fg, sofern eine solche existiert.

1. Schritt: Aufstellen der erweiterten Koeffizientenmatrix (A, b).

2. Schritt: Berechnen einer reduzierten Zeilen-Stufen-Form (A’ b’ ) von
(A,b) mit r = Zrang (A’).

3. Schritt: Ist b;,; # 0, dann ist das LGS nicht l6sbar. Andernfalls be-
stimmt man die Parametrisierung gemaf (17)-(20), wobei im Fall r = n

der Vektor x° die eindeutig bestimmte Losung ist. D. h.
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e Ist b/ ; # 0, gib eine Meldung zuriick, dafl das LGS nicht 16sbar ist.

e Istb/,, =0undr=mn,sogibx®=(b},...,b]) als eindeutig bestimm-
te Losung zuriick und keine Matrix.
e Ist b/,;, = 0 und v < n, so bestimme zunéchst die Pivotspalten

0 als Nullvektor und addiere

{31,...,j+). Initialisiere den Vektor x
fuir i = 1,...,r zum ji-ten Eintrag b!. Ferner definiere eine Matrix
B’ € Mat(n, K) dadurch, daB3 firj = 1,...,n die j-te Zeile gerade der
Einheitsvektor e; ist, falls j ¢ {j;,...,j.}, und —a{ falls j = j; fiir ein
i =1,...,7r. Sodann streiche aus B’ die Spalten j;,...,j,, um eine
Matrix B zu erhalten. Gib (x°, B) zuriick.

Beispiel 7.17 (Fortsetzung von Beispiel 7.3)

Mit Hilfe des GauB3-Algorithmus 148t sich Beispiel 7.3 systematischer Losen.
Wir tiberfithren die erweiterte Koeffizientenmatrix mittels elementarer Zei-
lenoperationen in ZSF:

1 2 1|1 12 1] 1 T 2 1| 1

23 01T =10 =1 =21 |—=|0 -1 =2|-1

01 —1]0 O 1 —-1| 0 0 0 —=3|-1
Das zugehorige Gleichungssystem lautet jetzt:
X1+ 2x+x3= 1
—X2—2X3: 1

—3X3 =—1.

Es ergibt sich: x3 =1, x;=1—-2x3 =1, % =1—2x; —x3 =0.
Beispiel 7.18

Wir betrachten das Gleichungssystem

1
30

X+y+z—u=a
x—y+z+u=> (21)
x+y+3z—u=c

mit zunéchst beliebigen a,b,c € K. In Matrixschreibweise lautet das Glei-
chungssystem:

111 -1 x a

1 211 1 L [

301 3 1 z ¢
u

Durch den GauB-Algorithmus tuberfiihren wir die erweiterte Koeffizienten-
matrix in Zeilen-Stufen-Form:

1T 11 —1|a T 11 —-1|a
1 -11 1/b || 0 -20 2|b—-a
3 13 —1j|c 0 00 O0|lc—2a-b

Es folgt, daf3 das Gleichungssystem (21) genau dann losbar ist, wenn ¢ = 2a+b
gilt, was wir im folgenden annehmen wollen.
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Um die Parametrisierung zu bestimmen, iiberfiihren wir die erweiterte Koef-
fizientenmatrix nun in reduzierte Zeilen-Stufen-Form:

1T 11 -1la 101 0|l (a+b)

1 =11 1/b|—=|[010 1|3 (a—D)

3 13 —1]c 000 0 0
Daraus erhalten wir als Parametrisierung:
% (a+Db) —z
2 . 4 z % (a_b) u
¢ :K°— Los(A,b) Cc K*: — +

u 0 z
0 u

Fir groBBe numerische Matrizen wird man, statt die reduzierte ZSF zu be-
stimmen, die Parametrisierung aus der einfachen ZSF durch Riicksubstituti-
on ermitteln, da das ein rechnerisch weniger aufwendiges Verfahren ist.

AUFGABEN

Aufgabe 7.19

Priife, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme losbar sind, und bestim-
me ggf. samtliche Losungen:

—Xx + 6y + 2z = 4 X +y + z — u =4
2x — 2y — z = 2 x — Yy + z + u = 8
3x — 4y — 2z = 1 x + Yy + 3z — u = 6
Aufgabe 7.20
Fir welche a,b € R besitzt das lineare Gleichungssystem
ax + z = ab
—2x + by + az = -Db
by + (a+1)z = D

auller (b, 1,0) noch weitere Losungen. Bestimme sie.
Aufgabe 7.21
Fir welche t € R ist das lineare Gleichungssystem

tx + y + z =1
ty + z =1
tx + y + tz =1

losbar? Fir welche t € R ist die Losung eindeutig?
Aufgabe 7.22
Fir welche t € R ist das lineare Gleichungssystem

2x — ty + z =1
3x + 4y + 2z =t
tx — 2y + 3z = 2

16sbar?
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Aufgabe 7.23
Fur welche a,b, c,d € R ist das lineare Gleichungssystem

X + vy + z a
X 2y + 3z =D
x + 4y + 7z = ¢
x + 8y + 15z d
losbar?
Aufgabe 7.24

Diskutiere die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

a b? x\ [a—b
a’? b y/ \b—-a
in den Fallen

ab # 0,
ab =0,
a=">b,und
d. a+b=0.

Aufgabe 7.25

Finde ein lineares Gleichungssystem iiber R mit spezieller Losung
(2,2,3,3,4)", dessen homogenes System (1,0,0,2,0)* sowie (1,1,0,1,0) als
Losungen besitzt und Rang zwei hat.

Aufgabe 7.26

Seien E; : a;x+ay+aszz=cyund E; : byx+boy + b3z = ¢, die Gleichungen
zweier Ebenen E; und E, im R3 — vgl. Einleitung Beispiel .1.3. Beweise die

SIS A

folgenden Aussagen:
a. E; = E; genau dann, wenn gilt:
JAe R\{0} : Vi=1,...,3 Aa; = b;und Ac; = c,.
b. E1NE, =0 (d. h. E; und E; sind parallel) genau dann, wenn gilt:
FIAe R\{0} : Vi=1,...,3 Aay = by, aber Acy # c,.

c. E;NE; ist eine Gerade genau dann, wenn keiner der beiden obigen Fille
eintritt.

Hinweis: Wenn man geschickt vorgeht, kann man die drei Teilaufgaben mit einem gemeinsa-
men Ansatz bearbeiten. Zudem kann man “o. B. d. A.” annehmen, daf} a; # 0. Weshalb?
Aufgabe 7.27

Verwende das Ohmsche Gesetz sowie die beiden Kirchhoffschen Gesetze, um
die in dem unten gegebenen Netzwerk flieBenden Strome I;, ..., Iszu be-
stimmen - vgl. Einleitung Beispiel .1.7.



Aufgabe 7.28

8. EINIGE ALGORITHMEN - TEIL II

1

— V3=bV

| - ]
:[1 |I L1
V=2V Rs=10)
] R1=2Q R4s=10 —
I
[, B10 4 .
2 5
=] |
I3
] R3=1Q
V=2V
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Lose das folgende lineare Gleichungssystem mittels Gaul3-Algorithmus und
gib eine Parametrisierung der Losungsmenge an:

Aufgabe 7.29

v + w —
v + 2w
v + w + 3x

- Yy + z
Y
-y — 3z

Priife, ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind, und

gib ggf. die inverse Abbildung an:

a. f:R> > R3 :

b. g: R* - R* :

X X+Y

y|—=| vtz |,

z z+x

X1 2X1+ %2+ x4
X2 - 3X1 + X2+ X3+ Xg
X3 2x1 + %3+ X4
X4 2x1 + %2+ x3

8. Einige Algorithmen - Teil 11

Wir wollen nun einige Algorithmen angeben, denen der Algorithmus zur
Bestimmung der Parametrisierung der Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems zugrunde liegt.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei K ein Korper.

Ist f = f A fiir eine m xn-Matrix A, dann ist der Kern von f gerade die Losungs-
menge Los(A,0) des homogenen Gleichungssystems Ax = 0. Insbesondere bil-
den die Spalten der Matrixdarstellung der Parametrisierung eine Basis des

Kerns.

Algorithmus 8.1 (Kern von f,)

INPUT:

A € Mat(m x n,K).
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OUTPUT: Eine Basis von Ker(fa).

1. Schritt: Bestimme eine Parametrisierung (x°,B) von Ax = 0 gemif
7.16.
2. Schritt: Gib die Spaltenvektoren von B als Basis zurtick.

Wir haben in Abschnitt 7 gelernt, dal Unterraume des K™ als Losungsmen-
gen von homogenen linearen Gleichungssystemen auftauchen. Um etwa den
Schnitt zweier Unterrdume des K™ zu bestimmen, ist es niitzlich, aus dem
Erzeugendensystem eines Unterraumes ein Gleichungssystem bestimmen zu
konnen, das den Unterraum beschreibt.

Algorithmus 8.2 (Gleichungen eines Unterraumes)

INPUT:  Eine Familie F = (x1,..., %) von Vektoren im K™,

OUTPUT: Eine Matrix A € Mat(k x n) mit Los(A,0) = (F).

1. Schritt: Schreibe die Vektoren aus F als Zeilen in eine Matrix B €

Mat(m x n,K) und bestimme eine Basis (yj,...,yx) von Ker(fg) =
Los(B, 0) mittels 8.1.

2. Schritt: Schreibe die Vektoren (yi,...,yx) als Zeilenvektoren in eine
Matrix A.

3. Schritt: Gib A zuriick.

Abschlielend sind wir nun in der Lage, einen Algorithmus anzugeben, mittels
dessen sich eine Basis des Schnitts zweier Unterraume des K™ ermitteln 148t.
Algorithmus 8.3 (Durchschnitt zweier Unterraume)
INPUT: Zwei Familien F und G von Vektoren in K™,

OUTPUT: Eine Basis des Schnitts von (F) und (G).

1. Schritt: Bestimme Matrizen A und A’ geméf} 8.2, so dal} (F) = Los(A, 0)
und (G) = Los (A’,0).

2. Schritt: Bilde aus den Zeilen von A und A’ eine gemeinsame Matrix A”.

3. Schritt: Bestimme eine Basis B von Ker(fa») = Los (A”,0) gemaf 8.1
und gib B zuriick.

AUFGABEN

Aufgabe 8.4

Schreibe Singular-Prozeduren, die die obigen Algorithmen umsetzen.
Aufgabe 8.5

Es sei U = ((2,-1,1,-14(1,-2,2,1)%,(3,-1,0,2)") Cc R* und U =
((3,-2,3,8)%(2,1,-5,3)") C R* Bestimme eine Basis von U N U’

9. Determinanten

Wir werden jetzt eine ganz neue Moglichkeit kennenlernen, um quadratische
lineare Gleichungssysteme zu lésen, ndmlich mit Hilfe von Determinanten.
Die Determinante ordnet einer quadratischen Matrix iiber einem Korper ein
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Element des Korpers zu, das genau dann ungleich Null ist, wenn die Matrix
invertierbar ist. Die Determinante liefert aber nicht nur ein niitzliches Kri-
terium fiir die Invertierbarkeit, sie ist vor allem aus theoretischen Griinden
von unschéatzbarem Wert. Z. B. liefert die Cramersche Regel mit Hilfe der
Determinante eine geschlossene Formel fiir die Losung eines linearen Glei-
chungssystems. Aus dieser Formel lassen sich Eigenschaften der Losungen
als Funktionen der Koeffizienten der Matrix bestimmen.

Die Determinante einer Matrix ist eine polynomiale Funktion in den Ein-
tragen der Matrix. Sind diese Eintréige etwa reelle oder komplexe Zahlen, so
héngt die Determinante stetig von den Eintrdgen ab. Daraus folgt z. B. die
wichtige Tatsache, dal} eine invertierbare Matrix bei kleiner Stérung der Ein-
trage invertierbar bleibt. Damit wird eine Verbindung zur Analysis herge-
stellt. Eine weitere wichtige Bedeutung in der Analysis hat die Determinante
fiir die Volumenberechnung.

Wir werden die Eigenschaften der Determinante soweit entwickeln, wie sie
in der linearen Algebra wichtig sind. Allerdings fiihrt uns die Determinante
auch hier schon auf eine hohere Stufe: die Determinante ist nicht nur linear,
sie ist multilinear, wie wir gleich sehen werden.

Da wir die Determinante spiter, im Zusammenhang mit Eigenwerten und
Normalformen, auch fiir Ringe benotigen werden, entwickeln wir die grund-
legenden Eigenschaften allgemein fiir Ringe.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei R stets ein kommutati-
ver!® Ring mit Eins und K ein Kérper.

Definition 9.1

Wir definieren fiir A € Mat(n,R) die Determinante von A durch die Leibniz-
sche Formel

det(A) :=|A| := ngn 0)Qig(1) " * * Ano(n)- (22)

oed

Beispiel 9.2 a. Istn=1,dannist A = (a) € Mat(1,K) und det(A) =
b. Ist n =2, dann ist $, = {id, (1 2)} und damit folgt:

an; a2
det(A) = det = anaz — ag20z1,
a1 a»

d. h. det(A) ist das Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus
dem Produkt der Elemente der Nebendiagonalen.

15Dije Kommutativitit ist in diesem Abschnitt von groBer Bedeutung!
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c. Fir n = 3 hat $,, bereits sechs Elemente. Man berechnet in diesem Fall
die Determinante mit der Regel von Sarrus:

an a2 a3 an a2
AN AN AN
N N N
N N AN
N o N o N o
azs G922 g3 Qg1 az
- AN N \\““w‘ \\
N SN N
N N N
asg G32 Q33 asg asz

Die Produkte der Elemente lédngs der gestrichelten Linien tauchen bei
der Berechnung der Determinante als positive Summanden auf, die Pro-
dukte der Elemente lédngs der gepunkteten Linien als negative Summan-
den. D. h., wir erhalten:

det(A) = ajjaxnass+ appazas + ajzazas

—aj13022031 — 4171023032 — A12021033.

d. Fir n = 4 ergeben sich schon 4! = 24 Summanden und fiir n = 10 gar
10! = 3628800. In numerischen Anwendungen sind 1000 x 1000-Matrizen
keine Seltenheit, so daf} es sich von selbst versteht, dafl dabei nicht die
Definition, bei der dann fiir die Determinante iiber 10%°*” Produkte be-
rechnet werden miifiten, zur Berechnung verwendet werden kann. In
der Tat wird zur Berechnung von Determinanten iiber Korpern wieder
der Gaul3-Algorithmus eine wichtige Rolle spielen.

Proposition 9.3
Ist A = (ay) € Mat(n,R) eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix, d. h. a;; =0
fiiri>j (bzw. i < j), dann ist

det(A) =ar- - Qnn

das Produkt der Diagonalelemente.

Beweis: Ist id # o0 € $,, so gilt fiir mindestens eini i > o(i) (bzw. 1 < o(1)).
Wegen der Voraussetzung aisi) = 0 fiir i > o(i) (bzw. i < o(i)) bleibt von den

Summanden in (22) also nur der fir id dbrig. O
Bemerkung 9.4
Fir die Determinante von A € Mat(n, R) gilt:
det(A) = ) sgn(0)ae(n)1- - Aofrn. (23)
ocedn
Dazu beachten wir, daB fiir 0 € $, o' eine Permutation der Zahlen 1,...,n

ist,d.h.{1,...,n}={c""(1),..., 0 "(n)}. Beachtet man nun noch, daf3 sgn(c) =
sgn (07') und daB es gleich ist, ob ich iiber ¢ € $,, summiere oder iiber 0~ €
$,., da auf beide Weisen alle Elemente von $,, je einmal erreicht werden, dann
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erhalten wir:

det(A) = ) ics. sgn(cf)a(r1

Proposition 9.5
Fiir A € Mat(n,R) gilt:
det(A) = det (A").

Beweis: Sei A = (ay;) und At = (aj;), dann gilt af; = a;;. Mithin erhalten wir
mit Hilfe von Bemerkung 9.4

det(A) = > ,cs. 88N(0)Q16(1) " Qnon)
= Y oes, S8R(0)ag ) gy, = det (AY).

Die Determinante 148t sich wie folgt axiomatisch charakterisieren.
Satz 9.6 a. Die Determinantenfunktion

det : Mat(n,R) — R: A+ det(A)
hat folgende Eigenschaften:
(i) det ist linear in jeder Spalte, d. h. fiir 1 <i<nund A\, u € R gilt:
det (a'...Aa'+pb'...a") =Adet(a'...a"...a") + pudet (a'...b"...a").
(i1) det(A) =0, falls A zwei gleiche Spalten enthdlt.
(iii) det(1,) = 1.

b. Ist 5 : Mat(n,R) — R eine Funktion mit den Eigenschaften (i) und (ii) von
a., dann gilt fiir A € Mat(n,R)

§(A) = 8(1,,) - det(A).

Insbesondere gilt also, daf3 det durch die Eigenschaften (i)-(iii) in a. ein-
deutig bestimmt ist.

Definition 9.7

Es seien V und W R-Moduln.

a. Eine Abbildung
f:Vi=Vx .M xV oW

heil3t multilinear, falls f in jedem Argument linear ist, d. h. falls fiir
xy,yi € V,i=1,...,nund A, u € R gilt:

f(xhn-»}\Xi‘l‘Hin--»Xn) :)\f(Xh...,Xi,...,Xn) +uf(x1)'-')yi>-")xn)'
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b. Eine multilineare Abbildung f : V" — W heil}t alternierend, falls fiir
(X1,...,Xn) € VM mit x; = x; fiir ein 1 # j, gilt:

X1,y Xiy oo oy X4y 000, Xn) = 0.

Bemerkung 9.8

Die Eigenschaften (i) und (ii) in Satz 9.6 a. besagen also, dal} det eine alter-
nierende multilineare Abbildung von Mat(n,R) = R"x .. xR"™ — R ist, wo die
Gleichheit von Mat(n,R) und R™"x .m. xR™ so zu verstehen ist, daf} wir eine
Matrix als Tupel ihrer Spaltenvektoren auffassen. Bei der Eigenschaft (iii)
handelt es sich um eine Normierung.

Eine beziiglich den Spalten alternierende multilineare Abbildung 6
Mat(n,R) — R heillt eine Determinantenform. Teil b. in Satz 9.6 besagt dann,
daf} es nur eine normierte Determinantenform gibt.

Beweis von Satz 9.6: Wir werden im Beweis die Formel (23) zur Berech-
nung der Determinante verwenden, da sie auf die Bediirfnisse der Determi-
nante als multilineare Abbildung beziiglich der Spalten zugeschnitten ist.

a. Es seien @ = (ay5,...,aq)%, j = 1,...,n, und b* = (byy,...,bn)" Wir
setzen A := (a'...a'...a"), B := (a'...b'...a™) und C := (a'...Aa' +
ubt...am).

(i) Dann gilt:
det(C) = ZO‘ESn Sgn(a) Qg1+ (}\ao(i)i + ubd(i)i) c Qo(nn
= A Zde$n sgn(a) Qo)1 - Qon)n

1D seg, S8N(0) o)1+ bo(i)it** Qotnin
= Adet(A) + udet(B).

(ii) Sei nun a' = dJ, fiir ein i # j. Ist T = (i j), die Transposition, die i
und j vertauscht, dann besitzt &, die folgende Zerlegung:

$,=A,UA.T.
Ferner gilt fir o € A,
sgn(o) =1 und sgn(ot)=-1.

Wir erhalten also:

det(A) = 2 ,ca, Qo1 Gofi)i*  Qofj)i*** Aofnn
- ZGEAn Qot(1)1 " Qor(i)i* " Aor(j)j = * * Aor(n)n = 0
Denn wegen Agr(i)i = Uo()i = Ao(j)j» Qor(j)j — Ao(i)j — Qo(i)i und da

ot(k) = o(k) fiir k # 1, j folgt mittels der Kommutativitat der Multi-
plikation in R, daf} die erste Summe gleich der zweiten ist.
(iii) det(1,) =sgn(id)-1---1=1.
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b. Mit den Notationen von a. gilt a* = 3, ajie’. Aus der Multilinearitét

von 6 folgt:

n n mn
5(A) = Z aj;18(e" a*...a") = Z aj, 1 Z aj,20(e)" €2 a®...a")
=1 j1=1 jr=1
mn
=...= am---a]-nné(ej] ej“).
I yeeey jn=1

Genau dann, wenn jq,...,j. alle paarweise verschieden sind, existiert

eine Permutation o € $,, mit (e ...eJ") = (e”V ... e°™),

Falls zwei der j; iibereinstimmen, dann gilt (e’ ... ") =0, da 6 alter-

nierend ist.
Aus dem folgenden Lemma 9.9 folgt:

5(e°M ... e°™) =ggn(c)-6(e'...e™) =sgn(o) - 5(1,).

Insgesamt haben wir damit gezeigt:

O(A) = Z Qo(1)1** * Ao(nn SEN(0) - 8(1,) = det(A) - 6(1,,).

ocdn

Lemma 9.9

Ist f: V™ — W eine alternierende multilineare Abbildung zwischen R-Moduln,

dann gilt fiir c € $,,
f(Xo(1)y -+ oy Xom)) = sgn(0)f(x1,...,Xn).
Insbesondere gilt:

X1, Xy ooy Xy ooy Xn) = —F(Xa, 000 %, 00 X4y ey X )

Beweis: Da o Produkt von Transpositionen ist und das Signum ein Gruppen-

homomorphismus ist, gentigt es, den Fall zu untersuchen, dall o = (i j) eine

Transposition ist. Da ferner f alternierend und multilinear ist, folgt:

0 = flx1,...,Xi+X5, ..., Xi +X4,...,Xn)
X1,y Xy ey Xy ooy Xn) (X0, oo Xy oo Xy e ey X))
HE (X1, oo X5y ey Xy ey X)) T, X Xy e X))
= f(X1, 0, Xiy ooy X5y ey Xn) (X0, X5, e Xy e X))

Daraus folgt die Behauptung.

Aus Satz 9.6 leiten wir sofort das folgende Korollar ab.
Korollar 9.10
Es sei A € Mat(n,R) und A € R

a. Bei Vertauschung zweier Spalten von A dndert sich das Vorzeichen von

det(A).

b. Bei Multiplikation einer Spalte von A mit N multipliziert sich det(A) mit

A
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c. Bei Addition des A-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte dndert
sich det(A) nicht.

d. Sind zwei Spalten von A linear abhdingig, so ist det(A) = 0. Insbesondere
ist det(A) =0, falls eine Spalte von A gleich Null ist.

Beweis: a. Da det nach Satz 9.6 alternierend ist, folgt die Aussage aus
Lemma 9.9.
b. Dies folgt aus der Multilinearitat von det, siehe Satz 9.6.
c. Fir A= (a'...a™) und A’ = (a'...d + Aa'...a") folgt aus der Multili-
nearitit, und da det alternierend ist:

det(A’) = det(A) + Adet(a'...a'...a'...a™) =det(A)+A-0 = det(A).

d. Sind zwei Spalten linear abhéngig, so verschwindet eine Spalte nach Ad-
dition des A-fachen der anderen Spalte, ohne dal} sich die Determinante
andert - wegen c.. Ist aber eine Spalte von A Null, so folgt det(A) = 0 aus
b. mit A = 0.

]

Da die Determinante einer Matrix gleich der Determinante der Transponier-
ten ist, sind die Begriffe Spalte und Zeile austauschbar. Eine exaktere For-
mulierung bietet das folgende Korollar.

Korollar 9.11

Wir konnen det : Mat(n,R) — R auch als multilineare Abbildung auf den
Zeilen einer Matrix A auffassen.

Entsprechend gilt Korollar 9.10 auch fiir Zeilen statt Spalten.
Satz 9.12 (Determinantenproduktsatz)
Fiir Matrizen A,B € Mat(n,R) gilt:

det(A o B) = det(A) - det(B).

Beweis: Wihle A € Mat(n, R) fest und betrachte die Abbildung
b :Mat(n,R) — R:B +— det(A o B).

0 ist multilinear beziiglich der Spalten von B, da A aufjede Spalte von B linear
wirkt. Aullerdem ist 5 alternierend, da mit B auch A o B zwei gleiche Spalten
hat. Damit folgt aus Satz 9.6:

det(A o B) = 8(B) = §(1,,) - det(B) = det(A) - det(B).

Korollar 9.13
Fiir A € Gl,,(R) gilt:

det (A1) = (det(A)) .
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Beweis: Fiir A € Gl,,(R) gilt:
1 =det(l,) =det (Ao A™") =det(A)-det (A"),
und analog 1 = det (A”) -det(A). Also ist det(A) invertierbar und die Inverse
ist det (A™"). O

Korollar 9.14
Die Abbildung
det : (Gl.(R),0) — (R*,")

ist ein Gruppenepimorphismus.

Beweis: Wegen Korollar 9.13 liegt das Bild von det in R*. Nach Satz 1.8.14
und Lemma 1.7.18 sind ( Gl,.(R),0) und (R*,-) Gruppen, und nach Satz 9.12
ist det ein Gruppenhomomorphismus. Ferner gilt fiir A € R* gerade,

Alo ..o

0
det = A,

also ist det surjektiv. O

Korollar 9.15
Sind A und B konjugiert, d. h. es gibtein T € GL,,(R)mit B=ToAoT ', dann
gilt:

det(A) = det(B).

Beweis: Aus Satz 9.12 und Korollar 9.13 folgen:
det (ToAoT ") =det(T) - det(A) - det(T) " = det(A).
[

Soweit konnten wir die Theorie der Determinanten fiir Matrizen tiber belie-
bigen kommutativen Ringen mit Eins entwickeln. Jetzt wollen wir spezielle
Aussagen herleiten, die nur fiir Korper gelten.

Zunichst konnen wir Korollar 9.15 verwenden, um die Determinante fiir En-
domorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraumes zu definieren.
Definition 9.16

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B und f € Endg(V).
Wir definieren die Determinante von f durch

det(f) := det (Mj(f)).

Bemerkung 9.17

Da die Matrixdarstellungen eines Endomorphismus f zu verschiedenen Basen
nach Satz 5.11 konjugiert sind, ist diese Definition unter Beriicksichtigung
von Korollar 9.15 unabhéngig von der Wahl der Basis B.
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Wir kommen jetzt zur praktischen Berechnung von Determinanten. Wir ha-
ben schon gesehen, dal3 die Definition selbst nur zur Berechnung von Deter-
minanten kleiner Matrizen geeignet ist. In der Tat treten in der Summe (22)
so viele positive wie negative Vorzeichen auf. Arbeiten wir nun tiber Z oder
Q oder R, so wird durch das wechselnde Vorzeichen das Resultat in der Regel
nicht so grof} sein, als wenn man positive Zahlen aufsummieren miif3te. Sind
allerdings die Eintriage Unbestimmte (d. h. Eintrdge aus dem Polynomring
R[xi | 1 <1i,j <nl), dann hat die Determinante wirklich n! Terme, sofern sich
keine Terme aufheben. In diesem Fall niitzt also auch kein noch so raffinier-
ter Algorithmus zur Berechnung, das Ergebnis ist fiir n > 10 praktisch nicht
mehr nutzbar, wenn iiberhaupt berechenbar. Allerdings treten in der Praxis
oft diinn besetzte Matrizen auf, also solche, die viele Nullen enthalten.

In diesem Fall, wie auch im Fall numerischer Eintréige ist es extrem wich-
tig, dafl Terme, die sich im Laufe der Rechnung wieder wegheben, gar nicht
erst berechnet werden. Der Gaul3-Algorithmus (und eine Variante davon fiir
Ringe, der sogenannte Bareiss-Algorithmus - siehe [Coh96]), bewirken dies.
Algorithmus 9.18 (Algorithmus zur Berechnung der Determinante uber K)
INPUT: A € Mat(n,K).

OUTPUT: det(A).

1. Schritt: Initialisiere eine Integer z.

2. Schritt: Uberfithre A mittels GauB-Algorithmus in nicht-reduzierte
ZSF.'® Jedesmal, wenn dabei zwei Zeilen vertauscht werden, ersetze z
durch —z. - Tritt wahrend der GauBreduktion eine Nullspalte auf, gib
Null zurtiick und breche ab.

3. Schritt: Gib das Produkt von z mit den Diagonalelementen der ZSF
zurick.

Beispiel 9.19
Sei A € Mat(n + 1,K) gegeben durch

0 1 2 3 n
1 0 1 2 n—1
2 1 0 1 n—2
A=113 2 0 n—3
nn-1n-2n-3 ... 0

16D, h. fiihre im GauB-Algorithmus 1.9.8 Schritt sechs nicht aus.
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Ziehe von der i-ten Zeile die (i + 1)-te Zeile ab fiiri =1, ..., n. Wir erhalten:
—1 1 1 1 1 1
-1 -1 1 1 1 1
-1 -1 —1 1 1 1
A=| -1 -1 —1 —1 1 1
-1 -1 —1 —1 -1 1
n n—1 n—-2n-3 ... 1 0
Addiere nun die erste Spalte zur i-ten Spalte fiiri = 2,...,n + 1. Dann erhal-
ten wir:
-1 0 0 ©0 0 0
x —2 0 0 0 0
*x x —2 0 0 0
0 0

*
*
*
| ...
N
S

Es folgt:
det(A)=(-1)-(-2)"" n=—m-(=2)™".

In diesem Beispiel haben wir durch ganz wenige Zeilen- und Spaltenopera-
tionen die Matrix in Dreiecksgestalt iiberfiihrt. Das lag aber an der spezi-
ellen Struktur der Matrix. Im allgemeinen Fall braucht der oben beschrie-
bene Algorithmus zur Berechnung der Determinante mit Hilfe des GauB3-
Algorithmus ~ %3 Multiplikationen fiir eine n x n-Matrix. In der Definition
der Determinante tauchen dagegen n! Summanden von je n Produkten auf,
mit n! ~ (2)", wobei e ~ 2.712... die eulersche Zahl ist. Man sagt, daB der
Gaul3-Algorithmus polynomial, die Definition aber exponentiell in der Grof3e
der Matrix ist. Grundsatzlich gelten polynomiale Algorithmen als effizient,
exponentielle dagegen als unakzeptabel ineffizient. Allerdings gibt es Félle,
wo keine polynomialen Algorithmen bekannt sind.

AUFGABEN

Aufgabe 9.20

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und A € R. Bestimme die Determi-
nante der Matrix

1 AAZ AT
A1 A L A2
A2 At 1 0 A3 | e Mat(n, R).
AN A ]

Aufgabe 9.21
Es sei K ein Korper, A € Mat(n, K). Zeige:
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a. Ist char(K) # 2, n € IN ungerade und gilt A* = —A, dann ist A nicht
invertierbar.
b. Ist char(K) = 2, so gibt es zu jedem 0 # n € N ein invertierbares A mit
At =—A.
Aufgabe 9.22
Es sei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und f € End¢(V). Mittels Ein-
schriankung der Skalarmultiplikation konnen wir V als R-Vektorraum auf-
fassen. Zeige:

a. f € Endgr (V).
b*. Bezeichnen wir mit detq(f) die Determinante von f als C-lineare Abbil-
dung und detg(f) die Determinante von f als R-lineare Abbildung. Dann

gilt:
dety (f) = |dete(f)|?
Hinweis: Fiur eine C-Basis (vi,...,vn) von V betrachte man die zugehorige R-Basis
(Vi,...,Vn,1v1,...,1vn) - vgl. LAI, Aufgabe 40 - sowie jeweils die zugehorige Matrixdarstellung von f. -

Wem der allgemeine Fall zu schwer ist, der beschrinke sich auf die Abbildung f: C — C:z — (a+1ib)-z

mit a,b € R fest vorgegeben. Was ist eine Basis von C als R-Vektorraum.

10. Laplacescher Entwicklungssatz und Cramersche Regel

Wir kommen jetzt zu einer alternativen Berechnung der Determinante, die
allgemein fiir Matrizen iber Ringen funktioniert.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring
mit Eins und K ein Korper.

Satz 10.1 (Kastchensatz)

Es sei A € Mat(n, R) eine Blockmatrix der Form

A (ﬂ;)
0D
mit B € Mat(k,R), C € Mat(k x ,R), D € Mat(l,R), 0 € Mat(l x k,R) und

n =k + L Dann gilt:
det(A) = det(B) - det(D).

Beweis: Man beachte, da

(8- (i) ()

Wegen des Determinantenproduktsatzes 9.12 reicht es mithin zu zeigen:

det (%) = det(D) (24)

B|C
det( oL ) = det(B). (25)

und
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Die Abbildung

1
61:Mat(l,R)—>R:D’Hdet< K O)
0D’

ist offensichtlich eine Determinantenform, d. h. sie geniigt den Bedingungen
(i) und (ii) aus Satz 9.6 a., mithin gilt:

det (%‘%) =67(D) = 6;(1) - det(D) = det(1,,) - det(D) = det(D),

d. h. (24) ist erfillt.
Analog ist die Abbildung

) B'| C
5, : Mat(k,R) — R: B’ — det BE
!

alternierend und multilinear in den Spalten von B’, also eine Determinanten-
form. Wieder folgt aus Satz 9.6 mit Hilfe von Proposition 9.3, daf3

det (%) — 5,(B) = 5,(1y) - det(B) = det( . 1(1:1 ) - det(B) = det(B),

womit auch (25) gezeigt ist. O

Zur Herleitung des Laplaceschen Entwicklungssatzes und der Cramerschen
Regel fithren wir jetzt verschiedene Hilfmatrizen ein.

Definition 10.2

Essei A = (ay) = (a'...a™) € Mat(n,R),n>2,und b = (by,...,b,)t € R™

Wir definieren die Ersetzungsmatrix
Aib):=(a"...a" Tba" .. aM),
in der die i-te Spalte von A durch b ersetzt wurde.

Ist b = ¢’ der j-te Einheitsvektor, so gilt:

an 0 Ain
Ai(e) =] ajp 1 Qjn
a1 ... 0 ... ann

Ersetzen wir in Ai(ej) zuséatzlich noch die j-te Zeile durch den i-ten Einheits-
vektor, dann erhilt man die Matrix

ayn ... 0 ... A1n
SsA)=| 0 ... 1 ... 0

an; ... 0 ... ann
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Streicht man in der Matrix A die j-te Zeile und die i-te Spalte, so erhélt man
die Streichungsmatrix

arn ... QA1i ari+r ... Qin
A — ai—11 ... G—1i-1 | Gj—1i41 - Qj—1n
n
Q11 o0 G1i—1 | GH1ipr -- Gjin
an1 ‘e ani—1 Qn i+ ann
Lemma 10.3

Fiir A € Mat(n,R), n > 2, 1 <1i,j <n, gilt:
det <Ai(€j>> = det (SJI(A)) = (—] )iﬂ det(An)
Beweis: S;;(A) entsteht aus Ai(ej) durch Subtraktion des aj.-fachen der i-ten
Spalte von der k-ten Spalte, k € {1,...,n}\ {i}. Also gilt nach Korollar 9.10:
det (Aq(e)) = det (S;(A)).

Durch i — 1 Spaltenvertauschungen und j — 1 Zeilenvertauschungen entsteht
aus S;i(A) die Matrix

Also folgt aus dem Késtchensatz 10.1 unter Beachtung der Korollare 9.10 und
9.11

det (Sﬂ(A)) = (—] )iﬂ det(Aﬂ)

In der folgenden Definition beachte man die Vertauschung der Indizes!
Definition 10.4
Fir A € Mat(n,R),n > 2,1 <1,j <n heilit
lej = (—1 )iJrj det(Aﬁ)
ein Kofaktor von A. Die Matrix der Kofaktoren
A* = (af) € Mat(n,R)

heil3t die Adjunkte oder Komplementdrmatrix von A.
Satz 10.5 (Satz tiber die Adjunkte)
Fiir A € Mat(n,R), n > 2, gilt:

Ao A=AocA* =det(A) - 1,.
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Beweis: Sei A* o A = (ci). Dann gilt mit Lemma 10.3:

j=1

=det(a'...a" " a“a"" .. a") = oy - det(A).
Das dritte Gleichheitszeichen folgt aus der Multilinearitét von det, das letzte,
da det alternierend ist.

Der Beweis, daBB A o A" = det(A) - 1,, geht analog. O

Korollar 10.6
Es sei A € Mat(n,R). Dann sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.
b. det(A) € R*, d. h. det(A) ist invertierbar in R.
c. fo:R™— R™:x — Axist ein Isomorphismus.

Zudem gilt, ist A invertierbar, dann ist

g b
det(A)

Beachte, ist R ein Korper, so bedeutet b. gerade:
det(A) # 0.

Beweis: Ist A invertierbar, dann ist det(A) invertierbar nach Korollar 9.13.
Ist nun umgekehrt det(A) invertierbar, dann ist nach Satz 10.5 auch A inver-
1

. . _] . #
tierbar mit Inverser A=' = AT A",

Die Aquivalenz von a. und c. haben wir bereits in Proposition 2.15 gesehen.
O

Wir wollen an dieser Stelle einmal die vielen Aussagen, die zur Invertier-
barkeit einer quadratischen Matrix tiber einem Korper dquivalent sind, sam-
meln.

Korollar 10.7

Fiir eine Matrix A € Mat(n, K) sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.

rang(A) = n.

det(A) # 0.

fA ist bijektiv.

fa ist injektiv.

fa ist surjektiv.

RZSF(A) = 1.

A ist das Produkt endlich vieler Elementarmatrizen.

PR -0 0 T
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i. Es gibt eine Matrix B € Mat(n,K) mit Bo A =1,.
j. Das Gleichungssystem Ax =y ist universell eindeutig losbar.

Beweis: Die unterschiedlichen Aquivalenzen sind in den Sétzen 2.15, 3.13,
5.21, 5.29, 7.2 und 10.6 gezeigt worden. ]

Zur Bedeutung des Satzes 10.5 bzw. von Korollar 10.6 ist anzumerken, daf3
aus der Invertierbarkeit von A als Element von Mat(n, R) folgt, daf} die Ein-
trige von A~ wieder in R sind.

Ist beispielsweise A € Mat(n,Z), dann konnen wir wegen 7Z C Q die Matrix
A mittels des GauB3-Algorithmus auf Zeilen-Stufen-Form bringen. Falls dann
das Produkt der Diagonalelemente (also det(A)) eine Einheit in Z ist - und
das heiit det(A) = £1 -, dann hat auch A~ Eintréige aus Z. Ist aber det(A) €
Q\{-1,0,1}, dann hat A~ Eintrige in Q und mindestens einer der Eintrige
von A~ ist keine ganze Zahl - selbst, wenn det(A) eine ganze Zahl war.

Beispiel 10.8
A < a b >
c d

Fir eine 2 x 2-Matrix
gilt:
d —b )
Af = ( ) . mit det(A) = ad — be.

—C a

Ist also ad — bc € R*, so gilt:

1 d —b
ATl = : .
ad — bc ( —C a >

Sei nun konkret R = Z und

A:12 undB:1].
3 4 3 4

Dann gilt det(A) = =2 ¢ {—1,1} = Z*, also ist A ¢ Gl,.(Z). Hingegen ist
B € Gl»(Z),da det(B) =1 € Z* und B~' € Mat(2,Z) mit

=3 1)

Man beachte, dal im Fall R = @ fiir die gleiche Matrix A wegen det(A) =
-2 Q= Q\{0}gilt, daB A iiber Q invertierbar ist, insbesondere also A~' €
Mat(2, Q) \ Mat(2,Z) mit

1 4 =2
Al=__. —
P )

VR
|
NIW N
|
Nl —
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Der Satz tiber die Adjunkte fithrt zu einer rekursiven Berechnungsformel fiir
die Determinante, die theoretisch sehr niitzlich ist. Sie ist auch als rekursive
Prozedur sehr einfach zu programmieren, aber nicht sehr effizient. Sie hat
die gleiche Komplexitat, wie die Leibnizsche Formel (22) zur Definition der
Determinante.

Satz 10.9 (Laplacescher Entwicklungssatz)

Es sei A € Mat(n,R).

a. Wir nennen die folgende Formel, die Entwicklung nach der i-ten Zeile:
det(A) = Y (—1)"ay det(Ay). (26)
j=1
b. Entsprechend nennen wir die folgende Formel, die Entwicklung nach der
j-ten Spalte:

det(A) = ) (—1)"ay det(Ay). 27)

i=1

Beweis: Nach Satz 10.5 gilt fiir A o A* = (cy)
det(A) = Cyy = Z ai]-a?i = Z(—] )”jaﬁ det(AU)
j=1

j=1

Damit folgt (26), und (27) zeigt man analog durch die Betrachtung von A* o

A. ]
Bemerkung 10.10
Entwickelt man A = (ay;) nach der ersten Zeile, so gilt:
ayr ... Qin Az ... Qon az; daAzz ... QAzn
= d — a2
Ant ... QQnn A2 ... Qnpn an1 an3y ... Qnpn
azr ... d2n

+.o (=D ag,

an1 ... Qun

Benutzt man dieses Verfahren, so entwickelt man am Besten nach Zeilen
bzw. Spalten, die moglichst viele Nullen enthalten. Die Vorzeichen merkt man
sich am Giinstigsten mit der sogenannten Schachbrettregel.:

+ - + -
-+ — +
+ — + -
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Fiir kleine Matrizen, insbesondere wenn die Matrix diinn besetzt ist, ist dies
Verfahren zur Berechnung der Determinante (und zur Berechnung der In-
versen) durchaus verwendbar. Fiir groBBere Matrizen ist auf jeden Fall der
gaullsche Eliminationsalgorithmus (und fiir Ringe die Variante von Bareiss)
vorzuziehen.

Zur Berechnung der Determinante ganzzahliger Matrizen ist die effizienteste
Methode, die Determinante von A modulo vieler verschiedener Primzahlen p;
zu berechnen, und dann det(A) mit Hilfe des Chinesischen Restsatzes 1.6.16
zu bestimmen - vgl. Beispiel 1.6.17.

Algorithmus 10.11 (Laplace-Entwicklung)

INPUT: A € Mat(n,R).

OUTPUT: det(A).

1. Schritt: Initialisiere det auf Null.
2. Schritt: Falls n = 1, setze det = a;; und gehe zu Schritt 3. Sonst tue fiir
i=1,...,n
¢ Bilde eine Hilfsmatrix B durch Streichen der ersten Spalte und der
i-ten Zeile von A.
e Rufe den Algorithmus mit B auf und merke Dir das Ergebnis in
einer Hilfsvariablen x.
e Addiere zu det gerade (—1)"*" . a;; - x.
3. Schritt: Gib det zuriick.

Der Satz uber die Adjunkte liefert auch eine theoretisch sehr wichtige ge-
schlossene Formel fiir die Losungen eines linearen Gleichungssystems. Dies
ist die berithmte Cramersche Regel. Wir formulieren sie allgemein fiir lineare
Gleichungssysteme iiber einem Ring.

Satz 10.12 (Cramersche Regel)

Es sei A € Mat(n,R).

a. Das lineare Gleichungssystem Ax =y ist genau dann universell eindeutig
losbar, wenn det(A) € R*.
b. Ist det(A) eine Einheit in R und ist b € R™, dann gilt fiir die eindeutig

bestimmte Losung x = (x1,...,xn)* € R"von Ax=D>
_ 1
Xy = det(A) - det (Al(b))
ajn ... Qi1 by Qi ... Qg
_ 1 .
= o - det
Anr ... Qnia bn Anit1 .-+ Qnn

Beweis: a. Nach Satz 7.8 ist Ax = y genau dann universell eindeutig
losbar, wenn f, bijektiv ist, was nach Korollar 10.6 gleichwertig zu
det(A) € R* ist.
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b. Es sei also nun det(A) € R*, so ist A invertierbar nach Korollar 10.6 mit

1y, _ 1 CAH
det(A)

x=A

als eindeutig bestimmter Losung des linearen Gleichungssystems. Also
folgt mit Lemma 10.3 und der Multilinearitéat der Determinante

1 n 1 n ;
Xy = m . Zj:] afjb]- = m . Zj:1 det (Ai(e’)>b]-

— 1 n 1 i—1 . i
—  det(A) Zj:] det (Cl oatteattt, an)bj

= ﬁ(}n-det(a]...ai_1 batfl.. . am)
= Foiw - det (Aq(b)).

]

Bemerkung 10.13 a. Eine in der Analysis, aber nicht nur dort, wichtige
Eigenschaft der Determinante ist, dal sie stetig von den Eintrédgen der
Matrix A = (ay;) abhéngt. Das soll folgendes heifen:

Sind die ay = ay;(t) stetige Funktionen in t € R™, dann ist, da
det (A(t)) = Z sgn(o)aigm)(t) - - - Anom(t)
oESn

Summe von Produkten der Funktionen aj(t) ist, die Funktion
R™— R:t— det (A(t))

eine stetig von t abhidngende Funktion.
Alternativ, sind die a;; Variable, dann ist die Funktion

an — R: ((lij) — det(ai,-)

ein Polynom vom Grad n in den Variablen a;;, und damit sogar un-
endlich oft differenzierbar.

Insbesondere folgt, sind die Funktionen ay(t) stetig und gilt
det (A(to)) # 0, dann gilt auch det (A(t)) # O fiir alle t in einer hin-
reichend kleinen Umgebung von t,.

Aus der Cramerschen Regel folgt weiter:

Ist das lineare Gleichungssystem A(t)x = b fiur t = t, eindeutig
losbar, dann ist es auch fiir t nahe bei t, eindeutig losbar, und die
Losungen x(t) = (x;(t),... ,xn(t))t hingen in einer Umgebung von
to stetig von t ab.

b. Eine wichtige geometrische Eigenschaft der Determinante, die man

ebenfalls in der Analysis beweist, ist die Eigenschaft, eine Volumenform
Zu sein:
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Seien x',...,x™ € R™ und sei
P(x' XM ={Ax"+ . +AxX"€R"0< N < 1i=1,...,n}

das von den Vektoren x', ..., x™ aufgespannte Parallelotop.

Dann gilt:
|det (x'...x™)| = Volumen(P(x',...,x™).

AUFGABEN
Aufgabe 10.14
Fiir t € R definiere f; € Endg (R?) durch f(x,y,z) = (x+z,x+2y+z, tx+y—z)*.

a. Fir welche t € R ist f; ein Automorphismus?
b. Berechne in diesen Fillen f;' mit Hilfe der Adjungten von ME(f), wo E
die kanonische Basis des R? ist.

Aufgabe 10.15
Fur n € IN \ {0} definieren wir A,, € Mat(n, R) als die Matrix, deren Eintriage
auf der Diagonalen sowie auf der oberen und unteren Nebendiagonalen alle

eins sind, wahrend alle anderen Eintrdage null sind. Ferner setzen wir d,, =
det(A,).

a. Zeige, fir n > 3 gilt die Rekursionsformel d,, = d,, 1 — d. 2.
b. Zeige, fiir k € IN gilt

1, fallsn = 1(mod 6) oder n = 0(mod 6),
dn = 0, fallsn = 2(mod 6) oder n = 5(mod 6),
—1, falls n = 3(mod 6) oder n = 4(mod 6).
Aufgabe 10.16
Es sei K ein Korper, A € Kund n € IN \ {0}. Definiere

A =1 0 o ... 0
-1 A -1 0 ... 0
O -1 A -1 ... 0
Ay = C € Mat(n x n, K).
: =1 A =1
O ... ... 0 =1 A

Leite eine Rekursionsformel fiir d,, » = det (A, ) her und zeige, d,3x,1 = O fiir
alle k € IN.
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Aufgabe 10.17
Es sei V = Mat(2, K), der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber dem Korper K.
Zu A € V assoziieren wir eine K-lineare Abbildung

TAZV—)VIXi—)AOX.
Zeige:

a. Fir A € Vist Ty € Endg(V).

b. Genau dann ist det(A) # 0, wenn det (Ta) # 0.

c. Spur (Ta) = 2Spur(A).

d. a:V — Endg(V): A — Th ist K-linear, d. h. « € Homy (V,End(V)).
Aufgabe 10.18
Es seien a,b € R gegeben, V sei ein R-Vektorraum mit Basis B = (v,v;) und
f € Endr(V) sei gegeben durch f(v;) = av; + bv, und f(v;) = —bv; + av,.

a. Zeige, (idy,f,f?) ist eine linear abhéngige Familie im R-Vektorraum
Endy (V).

b. Zeige, genau dann ist f ein Automorphismus, wenn a? + b? # 0.

c. Falls a? + b2 # 0, bestimme f~'(v;) und f~'(v>).
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KAPITEL III

Eigenwerte und Normalformen

1. Der Polynomring K[t]

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Polynomring K[t] iiber einem Korper K ein-
zufithren und zu zeigen, daf} er einige gute Eigenschaften hat, die wir bereits
vom Ring 7 der ganzen Zahlen kennen. Grofle Teile des Abschnittes lassen
sich jedoch iiber einem allgemeinen kommutativen Ring mit Eins formulie-
ren.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt bezeichne R stets einen kom-
mutativen Ring mit Eins und K einen Korper.

Bevor wir uns dem Polynomring zuwenden, wollen wir ein Lemma beweisen,
das uns sagt, dafl wir nicht nur lineare Abbildungen auf einer Basis beliebig
vorschreiben kéonnen, sondern auch bilineare Abbildungen.

Lemma 1.1

Sei V ein R-Modul mit Basis B = (x; | 1 € 1) und sei F = (yi,- | (1,j) € T x I)
eine Familie von Vektoren in V. Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung
o:VxV—=Vmit alxi,x;) =y fiiralle (i,j) e I x L

Sind f =Y | axi,g =) i, bixi €V, so gilt
! !
a(f,g) = Z Z aib;yy. (28)
el jel

Beweis: Existenz: Seien f,g € V beliebig gegeben, dann lassen sich f und g
eindeutig als endliche Linearkombinationen f = ) [ ;aix;und g = Y [  bix;
der Basis B mit a;, b; € R fiir i € [ darstellen. Definieren wir «(f, g) durch (28),
so wird dadurch eine Abbildung

x:VxV -V

definiert. Es bleibt zu zeigen, dal} « bilinear ist.

Sei dazu ferner h = Y |_; cix; € Vund A, p € R. Dann gilt:

«(f,Ag+ph) = o (Y iy aixi, 2 ie(Abs + pei)xy)
= Zi/el (Z){GI ai(Ab; + HCi)Uii)
= Yia <7\ Yjeraibiyy + Y aﬁ?j%)
= A Z{el Zj,el aib;yy + HZ{Q Zj/el aiCjyij
= Ax(f,g) + pa(f, h).

187
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Analog sieht man:
x(Ag + uh, f) = Ax(g, f) + pa(h, f).
Also ist « bilinear.

Eindeutigkeit: Sei p : V x V — V eine weitere bilineare Abbildung mit
B(xi,x;) = yy fur alle (i,j) € I x I. Es ist zu zeigen, dal «(f,g) = B(f,g)
gilt fiir alle (f,g) € V x V.

Seien dazu f = ) [ aixi, g = ) i.;bix; € V gegeben. Dann folgt aus der Bili-
nearitit von f3

B(f,9) = B (Xicrats, Xiebos) = ZieaiB (xo, e by
= i1 @i e biBxi, %) = X {2 i aibjyy = aff, g).

Wir kommen nun zur Definition des Polynomringes.

Definition 1.2 a. Es sei V = RN der R-Modul der Folgen in R, vgl. Beispiel
I1.1.13 und Aufgabe I1.2.31.
Wir definieren fiir i € N die Folge

1, i=mn,

t':NoR:ne by, =
n {o, {4,

Den von den t' erzeugten Untermodul
R[t] == (t' [ie N),

nennen wir den Modul der abbrechenden Folgen in R oder den Polynom-
ring in der Veranderlichen t iiber R. Die Elemente von R[t] nennen wir
abbrechende Folgen oder Polynome.

b. Wir definieren auf R[t] eine bilineare Abbildung

- R[t] x R[t] — RI[t]

durch
th Y=t fur (1,j) € N x IN. (29)

Daf} durch (29) eine bilineare Abbildung auf R[t] definiert wird, folgt aus Lem-

ma 1.1 und Teil a. der folgenden Bemerkung.

Bemerkung 1.3 a. Behauptung: B := (t' | i € N) ist eine Basis des R-
Moduls R[t].
Nach Definition gilt bereits, dafl B ein Erzeugendensystem von R[t] ist.
Es bleibt also zu zeigen, daf} B linear unabhéngig ist. Seien dazu A; € R,

i € N, gegeben mit:
fi= Y Ati=o,

icelN



1. DER POLYNOMRING KI[t] 189

wobei mit 0 hier die Nullfolge, sprich die Abbildung 0 : N — R: n — Og,
gemeint ist. Dann gilt fiir n € IN beliebig:
0=f(n) =Y At'n) =Y A =An,

ielN ieN

d. h. A,, = 0 fiir alle n € IN. Also ist die Familie B linear unabhéngig.
b. Da B eine Basis von R[t] ist, 148t sich also jedes Polynom f € RIt] in
eindeutiger Weise als endliche Linearkombination
/ .
f= Z a;t', mit a; € R,

i€eN
darstellen. Daraus leiten wir mit Hilfe von (28) und des Cantorschen Dia-
gonalverfahrens die folgenden Formeln fiir f = ) {_ ait, g =Y |y bit' €
R[t] und A € R ab:

M = Z/Aaiti, (30)
ielN
frg=> (ai+Dbit, (31)
ielN
k
f-g= Z/Z/aib)'ti+j = Z/ ( Z aibj) th = Z/ (Z aibk_i) t*. (32)
i€EN jeN iEN  \i+j=k iEN  \ i=0

Daf} wir R[t] Polynomring nennen, rechtfertigt sich aus dem folgenden Satz.
Satz 1.4

Der R-Modul R[t] wird durch die zweistellige Operation “-” aus Definition 1.2
eine kommautative R-Algebra mit Eins t°.

Beweis: Nach Definition I1.5.3 bleibt folgendes zu zeigen:

a. (R[], +, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins t°, und
b. fiir alle f,g € R[t] und A € R gilt A(f - g) = (M) - g = £ - (Ag).

« »

Teil b. ist eine Folgerung der Bilinearitdt von “.” und fiir a. reicht es, da R[t]

ein R-Modul ist, zu zeigen, daB} fiir f, g, h € R[t] gilt:

(i) (f-g)-h=1-(g-h),

(i) f-g=g-f,
(i) f-(g+h)=f-g+f-h,und
(iv) t°-f =1.
Seien dazu also f = Y [y aith,g = > [ bitbh = Y [_ccitt € R[t] gegeben.
Dann folgt aus (32) mit dx = } ;s aibjund dy =} ;,;_, bic;
fog=Y 'dt* und g-h=)Y 'dit~ (33)

kelN kelN

Damit erhalten wir also:

(fg)h:Z,<Z diCj) tk

keEN  \itj=k



190 III. EEIGENWERTE UND NORMALFORMEN

und
f-(g-h) :Z/ (Z aid]-’) tk.
kelN i+j=k

Fir (i) bleibt mithin zu zeigen:

i+H=k i+=k

Sei dazu k € IN gegeben. Dann gilt mit (33)

2igodic = 2 iy (gt asbe) ¢ = 2ot ijmx QDG
= D orick s (Zt+j:ibtci) =2 orik Gsdy.

Damit ist (i) gezeigt. (ii) folgt aus

o= (X am) oo X na oo

iEN  \i+j=k iEN  \j+i=k
(iii) folgt aus der Bilinearitiat von “”, und fiir (iv) beachte man, dafl nach (29)

«“ »

gilt t° - t' = t'. Damit folgt wieder aus der Bilinearitit von

t0 f= Z/ai(to ) =f.

iclN

Bemerkung 1.5
Fir ein Polynom f = Z{e]N a;t' € R[t] und A € R definieren wir

f(A):= Y al.
€N
Dann liest man aus (30)-(32) fiir f, g € R[t] und A, u € R unmittelbar ab:
(F)(A) = w(f(A), (f+ g)(A) =f(A) + g(A), (f- g)(A) =f(A) - g(A) und t°(A) = 1.
Damit wird die Abbildung
@ :R[t] 5 R¥: f— (R— R: A f(A))

zum R-Algebrenhomomorphismus. Wir nennen die Unteralgebra Im(¢) von
RR die R-Algebra der Polynomfunktionen oder der ganzrationalen Funktionen.

Man beachte, dall ¢ nicht notwendigerweise injektiv ist, d. h. evt. ist ¢ kein
Isomorphismus von R[t] auf Im(¢), oder anders ausgedriickt, es besteht ein
wesentlicher Unterschied zwischen Polynomen und Polynomfunktionen.
Beispiel 1.6

Wir betrachten nun den Fall R = Z, = {[0], [1]} und das Polynom f = t> — t €
R[t]. f ist offenbar nicht das Nullpolynom, jedoch gilt f([0]) = [0] und f([1]) =
[0], also ist die Polynomfunktion ¢(f) : R — R die Nullfunktion, d. h. 0 # f €
Ker( o).
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Bemerkung 1.7
Die Abbildung

1:R < R[] : A = At°
ist ein R-Algebrenmonomorphismus. Dies erlaubt es uns, R mittels i mit Im (i)
zu identifizieren und somit R als die Teilmenge der konstanten Polynome von
R[t] aufzufassen.

Beweis: Aus den R-Modulaxiomen folgt fiir A, 1 € R:
A+ 1) = A+ )t = A0+ ut® = 1(A) +i(p).

sowie
i(Ap) = Ap)t® = A(ut®) = M(w).
Da zudem t° die Eins des Ringes R[t] ist, gilt auch:

§) = (AR = A(1t) = A(t2(1t0) ) = (M) - () = i(A) - i(w).

Ebenfalls wieder aus den R-Modulaxiomen folgt i(1) = 1-t° = t° = 13, und
somit ist gezeigt, daB3 i ein R-Modulhomomorphismus ist. Es bleibt also zu
zeigen, daf} Ker(i) nur aus dem Nullelement besteht.

Fiir A € Ker(i) gilt 0 = i(A) = At°, aber da t° linear unabhéngig ist, folgt damit
A=0. [

Definition 1.8
Seif =3 ', ait' € R[t] mit a,, # 0, dann heiflt deg(f) := n der Grad von f und

1=

lc(f) := a,, der Leitkoeffizient von f. Ist Ic(f) = 1, so nennen wir f normiert.
Fur f = 0 € R[t] setzen wir deg(f) := —oo. Damit gilt:
deg : R[t] = IN U{—o0}.

Beachte, ein Polynom f ist genau dann konstant, wenn deg(f) < 0.
Lemma 1.9 (Gradformeln)
Seien f, g € R[t] \ {0}. Dann gelten:

a. deg(f + g) < max { deg(f),deg(g)}.

b. deg(f - g) < deg(f) + deg(g).

c. Falls deg(f) # deg(g), dann gilt deg(f 4+ g) = max { deg(f), deg(g)}.
d. Falls 1c(f) - 1c(g) # 0, dann gilt deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Beweis: Seien f =) ' jait',g =) " bit" € R[t] mit a,, # 0 # b,,,. Wir setzen
a;=0firi>nundb; =0 furi > m.

a. O. E. n > m. Dann gilt

n

f+g= Z(ai"i’bi)ti» (34)

i=0

also deg(f + g) < n = max { deg(f),deg(g) }.
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c. 0. E.n > m. Dann gilt a, + b, = a,, # 0, und aus (34) folgt deg(f + g) =
n = max { deg(f), deg(g)}.
b. Nach (32) gilt f- g = 3 | i (25, aibxi)t* mit

K
anbm, falls k =n +m,
ibri= " 35
; ik { Zi:o aiby i+ Z];:nJH aib_ =0, fallsk>n+m+1. (35)
Also gilt deg(f - g) < n+ m = deg(f) + deg(g).
d. Fir a,b,, = lc(f) le(g) # 0 folgt aus (35) deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

]

Beispiel 1.10 a. Seif = 2t +1,g = -2t + 1 € Z[t], dann gilt f + g = 2,
also deg(f + g) < max { deg(f),deg(g)}, aber f-g = —4t*> + 1 und somit
deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

b. Betrachten wir hingegen f = 2]t + [1],g = [-2]t + [1] € Z4l[t], dann gilt
f.g=[—4]t>+ [1] = [1] und somit deg(f - g) < deg(f) + deg(g).

Da in einem Korper das Produkt zweier Elemente ungleich Null stets wieder
ungleich Null ist, erhalten wir aus Teil d. unmittelbar folgendes Korollar.
Korollar 1.11 (Gradformel)

Fiir f,g € K[t] \ {0} gilt deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Korollar 1.12

K[t]* = K* = K\ {0} = {f € K[t] | deg(f) = 0L

Beweis: Wir wissen bereits, dafl K* = K\{0} und per definitionem gilt K\ {0} =
{f € K[t] | deg(f) = 0}. AulBlerdem ist klar, daB} jede Einheit in K auch eine
Einheit in K[t] ist.

Seien also f, g € K[t] gegeben mit f-g = 1, dann gilt deg(f) +deg(g) = deg(1) =
0, also deg(f) = deg(g) =0, d. h. f,g € K\ {0} = K*. O

Korollar 1.13
K[t] ist nullteilerfrei.

Beweis: Angenommen, es seien f, g € K[t] \ {0} mit f - g = 0. Dann gilt —co =
deg(f - g) = deg(f) + deg(g) > 0, was einen Widerspruch ergibt. ]

Satz 1.14 (Allgemeine Division mit Rest)
Seien f,g € R[t] \ {0} mit a = lc(g) € R. Dann gibt es Polynome q,r € R[t] und
eine natiirliche Zahl k € IN mit

a“- f=q-g+r und deg(r)< deg(g). (36)

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion tiber n = deg(f).

Ist deg(f) < deg(g), so setze man k = 0, g = 0 und r = f, und (36) ist erfiillt,
vollkommen unabhéngig von n.

n

Sei nun also n = deg(f) > deg(g) = m und seien f = ) ;

1=

oaitt und g =
> ", bit". Insbesondere ist dann a = b.,.
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Im Falle n = 0ist auch m = 0, f = ap und g = by = a. (36) folgt mithin mit
q=ap, r=0und k =1, da af = apg + 0.

Sei nun also n > 0 und fiir alle Polynome h € R[t] \ {0} mit deg(h) < n gebe es
bereits q’, v’ € R[t] und k’ € IN mit

a“ h=gq -g+1" und deg(r) < deg(g). (37)

Setze h := a-f—a,-t"™.g € R[t]. Falls h = 0, dann sind wir fertig mit
k=149 = a,t" ™ und r = 0. Andernfalls wenden wir Induktion auf h an
und erhalten q’, v und k', so daB} (37) erfiillt ist. Setzen wir nunr =1/, q =
q' + a¥a,t™ ™ und k = k' + 1, so erhalten wir

a“-f=d" h+d¥ an - t"™.g=q-g+r
und deg(r) = deg (') < deg(g), wie gewiinscht.
Die Behauptung folgt also mittels Induktion. ]

Korollar 1.15 (Division mit Rest)
Seien f,g € K[t] \ {0}. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q,r € K[t]
mit

f=q-g+7v und deg(r)< deg(g). (38)

Beweis: Aus Satz 1.14 folgt, daB es ein k € N und q’, v’ € K[t] gibt mit lc(g)*-
f=4q'-g+r und deg (') < deg(g). Dalc(g) # 0 und da K ein Korper ist,

!/

konnen wir q = lc(qT und r = @ betrachten, und (38) ist erfiillt. Es bleibt

also die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung zu zeigen.

Seien dazu q,q’,r,7’ € K[t mit f =q-g+7=q'-g+1' und deg(r) < deg (1') <
deg(g). Dann gilt

(a—q')-g=1"—r. (39)
Angenommen, r # 1/, dann folgt aus (39), dall auch q — q’ # 0, und es gilt mit
Hilfe der Gradformeln in Lemma 1.9 und Korollar 1.11

deg (1') > deg (' — 1) = deg ((q —q')- g) > deg (q —q’) + deg(g) > deg(g),
im Widerspruch zu deg (') < deg(g).
Mithin ist also r = v’ und (39) impliziert dann, daf auch (q —q’) - g = 0. Da
nun g # 0 und da K[t] nullteilerfrei ist, folgt ¢ = q’. ]

Beispiel 1.16
Seien f =t7 — 2t 4+ t* —t3 +2t2 — 1,9 = t° — 2t> + 2t? — 1 € Q[t] gegeben. Wir
fithren Polynomdivision durch
(17 —2t° 4+t — 34+22 —1) @ t*=224+22—1)=t+
t7 — 2t° + 2t3 —t
=33+ 22+t — 1 =71

T
16 —2t>4+2t2 -1

und erhalten f =t-g+ (t* —3t>+ 2t> +t —1).
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Definition 1.17
Es sei B eine R-Algebra, b € B und f = ) | ait' € R[t]. Wir setzen f(b) :=
Y iy aibt € B.
a. Gilt f(b) =0, so heil3t b eine Nullstelle von f in B.
b. Gilt B=R,f#0undgilt firm € N (t—b)™|f, aber (t —b)™" /f, so
nennen wir b eine Nullstelle mit Vielfachheit mult(f,b) = m.
c. Gilt R C B und gibt es by,...,b, € Bmit f = (t —by)--- (t — b,), so sagen
wir, f zerfdllt tiber B in Linearfaktoren.
Beispiel 1.18

Sei f =t2—4 ¢ R[t], B =Mat(2,R) und b = ( 20 >,danngﬂt

0 -2

2
- (5 5] en-(50).

Also ist b eine Nullstelle von f in Mat(2, R).

Bemerkung 1.19 a. Nach Aufgabe 1.38 gibt es genau einen R-
Algebrenhomomorphismus ¢, : R[t] — B : t — b. Fur diesen gilt
gerade ¢ (f) = f(b).

Insbesondere gilt fiir f, g € R[t] und A € R also:

(Af)(b) = A-f(b),
(f+g)(b) = f(b) +g(b),
(f-g)(b = f(b)-g(b),

)
(Trw) (0) = 1.
b. Ist b € R eine Nullstelle von f € R[t] mit Vielfachheit m > 0, dann gilt
sicher (t —b) | f, d. h. es gibt ein Polynom q € R[t] mit f = q - (t — b)
und somit f(b) = q(b) - (b —b) = 0. Also ist b in diesem Fall auch eine
Nullstelle von f in R.
Ist umgekehrt b € R eine Nullstelle von f # 0 in R, so gilt nach dem
folgenden Lemma 1.20, dal3 b eine Nullstelle mit Vielfachheit m > 0 ist.
c. Fir ein konstantes Polynom r € R gilt r(b) = r fiir jedes b € R. Also
besitzt ein konstantes Polynom genau dann eine Nullstelle in R, wenn es
das Nullpolynom ist.
Lemma 1.20
Ist f € R[t] und N € R eine Nullstelle von f in R, dann gibt es ein Polynom
qgeRtImitf=q-(t—A).

Beweis: Setze g :=t— A € R[t] \ {0}. Da der Leitkoeffizient von g Eins ist, gibt
es nach Satz 1.14 Polynome q,r € R[t] mit
f=q-(t—AN)+r

und deg(r) < deg(t—A) = 1. Also ist r € R ein konstantes Polynom. Aber damit
gilt
0=FfA)=q(A)-(A=A)+T(A) =T,
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und somitist f =q - (t—A). [
Beispiel 1.21

Sei f = t3 — 1 € R[t], dann gilt offenbar f(1) = 13> — 1 = 0. Polynomdivision
liefert:

(13 —D:t=1)=t>+t+1.
3 —t?

tZ

t2—t

Alsogilt f = (t2+t+1) - (t—1).
Lemma 1.22
Ist 0 # f € K[t] mit deg(f) =n, so hat f hochstens n Nullstellen in K.

Beweis: Beweis durch Induktion nach n.
Ist n =0, so ist f konstant, und nach Bemerkung 1.19 hat f keine Nullstelle.

Sei nun n > 0. Besitzt f keine Nullstelle, so sind wir fertig. Sei also A eine
Nullstelle von f. Nach Lemma 1.20 gibt es ein Polynom q € K[t] mit f =
g - (t —A). Aus Korollar 1.11 folgt, dal dann deg(q) = deg(f) — 1 < n gilt.
Nach Induktion hat also g hochstens n — 1 Nullstellen. Es reicht deshalb, die
folgende Behauptung zu zeigen.

Behauptung: Ist N die Menge der Nullstellen von f, M die der Nullstellen
von g und N’ =N\ {A}, soist N’ C M.

Sei dazu n € N/, dann gilt

0=~f(u) =q(u) (L—A).

Da pu—A # 0 und da K als Korper nullteilerfrei ist, muf3 mithin q(u) = 0 gelten,
d.h. pne M. O

Korollar 1.23
Gilt #K = oo, so ist der Algebrenhomomorphismus

@ : K[t] = Im(¢p) C KX
aus Bemerkung 1.5 ein Isomorphismus, sprich, wir konnen die Polynome iiber
K mit den Polynomfunktionen identifizieren.
Beweis: Es reicht zu zeigen, dal} ¢ injektiv ist, d. h. daf3 ker(¢) = {0}.

Sei dazu f € ker(¢) gegeben. Dann gilt ¢(f) : K — K ist die Nullfunktion,
d. h. das Polynom f hat unendlich viele Nullstellen. Aber dann kann wegen
Lemma 1.22 f nur das Nullpolynom sein. n

Bemerkung 1.24 a. f =t?>+ 1 ¢ R[t] hat in R keine Nullstelle, zerfllt aber
tber C in Linearfaktoren, f = (t —1i)(t +1).
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b. Ein Korper K heil3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f €
K[t] \ K tiber K in Linearfaktoren zerfillt.

Ein zentraler Satz der Algebra, den wir hier jedoch nicht beweisen
konnen, und der fiir gewohnlich mit Mitteln der Analysis oder der To-
pologie bewiesen wird, ist der folgende

Fundamentalsatz der Algebra: C ist algebraisch abgeschlossen.

c. In der Algebra zeigt man, dafl jeder Korper K in einem algebraisch ab-
geschlossenen Korper K, dem algebraischen Abschluf3 enthalten ist. Ein
Polynom f € K[t] C K[t] kénnen wir also als Polynom in K[t] auffassen,
und als solches zerfillt es iiber K in Linearfaktoren. Diese Zerlegung ist
in Beweisen haufig hilfreich.

Definition 1.25
Sei R nullteilerfrei und seien a,b,d € R.

a. Wir definieren
alb:&e dceR:a-c=hb.

Wir sagen in diesem Falle a teilt b oder a ist ein Teiler von b.
b. d heil3t grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, falls gilt:
(i) d|aund d|b, und
(i1) fur alled’ € Rmitd’ | aund d’ | b gilt d’ | d.
Wir schreiben kurz d = ggT(a,b).
c. d heil3t kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, falls gilt:
(i) al]dund b | d, und
(i1) furalled’ e Rmita|d ' und b | d’ giltd | d’.
Wir schreiben kurz d = kgV(a, b).
d. Ist 0 # d ¢ R*, so sagen wir, d ist irreduzibel, wenn aus d = a - b folgt
a € R* oder b € R*.
e. Ist 0 # d ¢ R*, so sagen wir, d ist prim, wenn aus d | a - b folgt, d | a oder
d|b.
f. d heiBt quadratfrei, falls fiir alle p € R\ R* gilt p? /d.
g. Ein Ideal I <R der Form I = (d)r = dR heiit ein Hauptideal. Ist jedes
Ideal von R ein Hauptideal, so heif3t R ein Hauptidealring.

Beispiel 1.26 a. Ein Polynom f € K[t] vom Grad Eins ist stets irreduzibel.
Denn fiir g, h € K[t] mit f = g- h mul} gelten 1 = deg(f) = deg(g) +deg(h),
also o. E. deg(g) = 0 und damit ist g eine Einheit.

b. Das Polynom f = x? + 1 € R[x] ist irreduzibel.

Angenommen, das wére nicht der Fall, dann wiirde es zwei Polynome
g, h € R[t] vom Grad mindestens eins geben mit f = g - h. Aus der Grad-
formel wiirde dann aber deg(g) = deg(h) = 1 folgen, insbesondere gibe
esA, i€ R,A#0, mit g =At + . Somit wire —& € R eine Nullstelle von
f in R, insbesondere wiirde gelten (%‘)2 = —1, was nicht sein kann.

Bemerkung 1.27

In einem beliebigen nullteilerfreien kommutativen Ring mit Eins wird nicht
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notwendig ein ggT oder kgV zu gegebenen Elementen existieren. Und wenn
ein ggT bzw. kgV existiert, so werden sie nur bis auf Einheiten eindeutig be-
stimmt sein. Siehe Aufgabe 1.41, dort finden sich auch alternative Beschrei-
bungen des ggT bzw. kgV.

Satz 1.28

Seien f,g € KIt] \ {0}, so gibt es genau ein 0 # d € K[t] mit le(d) = 1 und
d = ggT(f, g).

Ferner gilt, es gibt Polynome p, q € K[t] mit

d=p-f+q-g (40)

Beweis: Ersetzt man in den Beweisen von Algorithmus 1.6.3 und Korollar
1.6.4 die Ausdriicke “0 < r; < r{ — 1”7 durch deg(r;) < deg(r;_1), so lassen sich
die Beweise unter Verwendung der Division mit Rest, Korollar 1.15, wortlich
ubertragen. ]

Aus dem Satz erhalten wir den folgenden Algorithmus zur Bestimmung des
grof3ten gemeinsamen Teilers zweier Polynome.

Algorithmus 1.29 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)

INPUT: f,g € K[t] \ {0}

outpuT: [ggT(f,9),p,q] mit ggT(f,g) =p-f+q-g.

1. Schritt: Falls deg(f) < deg(g), so vertausche f und g.
2. Schritt: r = f (mod g) (“Rest der Division von f durch g”)
3. Schritt: if (r ==0)
{
return <[lc(gg),0, lc(]g)D;
}
else
{
list 1 =ggT(g,r);
return ([U[T1],1[3],1[2] — 1[3] = (f — 1) /g]);
¥
Beispiel 1.30
Seien f =17 —2t® +t* —t3 + 2t2 — 1,9 = t° — 25 + 2t — 1 € Q[t] gegeben.

Wir setzen 1y := g und nach Beispiel 1.16 gilt
f=t-g+(t*=3t34+2t2+t—1),

alsor; =t*—3t3 4+ 22+t — 1.
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Polynomdivision von 1y durch r; liefert:

(16 — 2t° +2t2 0 —1) » =324t —1)=tP+t+ 1.
o =30+ 2t 4+ 3 — t?
-2t — B3 4+3t2 — 1

-3t 234 t2—t
=332+t — 1
=33 224t — 1

0=1,

Alsoist ggT(f,g) =11 =t* =33 +2t2 +t — 1.
AulBlerdem gilt
ggT(f,g) =ggT(g,m)=0-g+1-1y=1-f+(0—-1-t)-.g=~f—t-g.

Definition 1.31

Fir ein Polynom f = } ' ja;t' € K[t] definieren wir die formale Ableitung

D(f) = Y ', iait" € K[tl.

Bemerkung 1.32 a. Hat der Korper K die Charakteristik Null, so folgt aus
D(f) = 0 unmittelbar, da3 f Grad kleiner gleich Null hat, also konstant
ist. Ist hingegen char(K) = p > 0, so gilt zum Beispiel D (x?) = px?~' =0,
so dal} die Aussage nicht mehr gilt.

b. Wir iiberlassen es dem Leser, mittels Koeffizientenvergleichs zu zeigen,
daf} fiir die formale Ableitung die Produktregel gilt, d. h. seien f, g € K[t],
dann gilt

D(f-g)=f-D(g)+D(f) - g.

Definition 1.33
Es sei K C L eine Korpererweiterung und b € L.

a. Falls es ein Polynom 0 # f € K[t] gibt mit f(b) = 0 € L, dann heifit b
algebraisch iiber K.

b. Ist b algebraisch tiber K, so betrachten wir den K-Algebren-
homomorphismus ¢, : K[t] = L: g — g(b) aus Bemerkung 1.19. Dann
besitzt das Ideal 0 ## Ker(¢) <K[t] einen eindeutig bestimmten normier-
ten Erzeuger uy, den wir das Minimalpolynom von b nennen.

Bemerkung 1.34

Man beachte, daB fiir ein algebraisches Element b € [ genau dann deg(p,) = 1
ist, wenn b € K gilt.

Lemma 1.35

Es sei K C L eine Korpererweiterung und b € L sei algebraisch tiber K.

Ein Polynom q € K[t] \ {0} ist genau dann das Minimalpolynom von b, wenn

gilt:

(i) Ie(q) =1,
(i1) q(b) =0, und
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(iii) es gibt kein Polynom p € K[t] \ {0} mit deg(p) < deg(q) und p(b) = 0.

Beweis: L, erfiillt die Bedingungen (i)-(iii) offenbar. Sei also umgekehrt q €
K[t] \ {0} ein Polynom, das den Bedingungen (i)-(iii) gentigt, dann ist q wegen
(i1) und (iii) ein Element ungleich Null von minimalem Grad in Ker(¢,) und
damit nach dem Hinweis zu Aufgabe 1.39 ein Erzeuger des Ideals. Nach (i)
ist g aber auch normiert und somit das Minimalpolynom von b. ]

Satz 1.36
Ist char(K) = 0, dann sind fiir ein Polynom f € K[t] \ K die folgenden Aussagen
gleichwertig:

a. f ist quadratfrei.

b. Eins ist ein ggT (f, D(f)).

c. f zerfillt iiber dem algebraischen Abschluf3 K von K in paarweise verschie-
dene Linearfaktoren, d. h. f hat keine mehrfache Nullstelle in K.

Beweis: a. =b.: Angenommen, p € K[t] ist ein irreduzibles Polynom, das so-
wohl f als auch D(f) teilt. Da f quadratfrei ist, gibt es ein h € K[t] mit p [ h,
aber f = p - h. Aus der Produktregel folgt dann

D(p)-h=D(f) —p-D(h).

Da nun p ein Teiler von D(f) ist, teilt p also auch D(p) - h. Da ferner p nach
Aufgabe 1.43 prim ist und nach Wahl von h kein Teiler von h ist, ist mithin p
ein Teiler von D(p), im Widerspruch zu deg(p) > deg (D(p)) > 0.

b. =c.: Hat f einen mehrfachen Linearfaktor iiber K, dann existiert ein b € K,
ein r > 1 und ein h € K[t] mit

f=(t—b)"-h,

wobei h(b) # 0. Mittels der Produktregel folgt dann aber, dafl D(f)(b) = 0,
und damit D(f),f € Ker(¢dy) = upKIt]. Also ist up ein (nicht-konstanter) ge-
meinsamer Teiler von f und D(f), im Widerspruch zur Voraussetzung.

c. —a.: Ware f nicht quadratfrei, hitte f einen irreduziblen Faktor p € K[t] mit
Vielfachheit groer gleich zwei und dessen Nullstellen in K wiren mehrfache
Nullstellen von f, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 1.37

Die Bedeutung des Satzes liegt darin, dall man den grofiten gemeinsamen
Teiler zweier Polynome f,g € K[t] mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus
bestimmen kann. Man kann also, ohne die Nullstellen von f in K zu kennen,
feststellen, ob f mehrfache Nullstellen hat oder nicht, und zwar exakt!

Ist z. B. f € Q[t] gegeben (selbst bei Polynomen aus R[t] sind in der Praxis die
Koeffizienten in der Regel aus ()), dann kann man durch Berechnung des ggT
von f und D(f) in Q exakt feststellen, ob f mehrfache komplexe Nullstellen
hat oder nicht. Durch numerische Nullstellenberechnung ist dies mitunter
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gar nicht moglich, da mehrfache Nullstellen aufgrund von Rundungsfehlern
oft als verschieden berechnet werden.

Das Kriterium fiir Quadratfreiheit wird im Zusammenhang mit der Diagona-
lisierbarkeit von Matrizen von Bedeutung sein. (Vgl. Algorithmus 3.36.)

AUFGABEN

Aufgabe 1.38

Es sei A eine R-Algebra und a € A. Wir nennen A frei in a, falls
fiir jede R-Algebra B und jedes b € B gilt, dall es genau einen R-
Algebrenhomomorphismus ¢ : A — B gibt mit ¢(a) = b. Zeige:

a. R[t] ist frei in t.
b. Ist A frei in a, so gibt es genau einen Isomorphismus ¢y, : R[t] — A mit
do(t) = a.
Aufgabe 1.39
K[t] ist ein Hauptidealring.

Hinweis: Betrachte in I ein Element ungleich Null von minimalem Grad.

Aufgabe 1.40
Es seien f, g € K[t], [ < K][t]. Zeige:

.deg(f)=0 & feK* & fK[t] =K][t].

. fK[t] € gK[t] = deg(f) > deg(g).

. Falls fK[t] C gK[t] und deg(f) > deg(g), dann ist fK[t] ;Ct gK[t].
. fK[t] =gK[t] & dcekK* : f=cg.

. Es gibt genau ein normiertes Polynom f € K[t] mit I = fK[t].
Aufgabe 1.41

Es sei R nullteilerfrei und a,b,d,d’ € R.

o T ©

[

a. Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
(i) a|b,
(i1) bR C aR.
b. Zeige, falls R ein Hauptidealring ist, sind die folgenden Aussagen gleich-
wertig:
(1) d =ggT(a,b),
(i1) dR = aR+ bR.
c. Sind d und d’ beides ggT’s von a und b, so gibt es eine Einheit ¢ € R* mit
d=cd.
d. Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwertig
(i) d = kgV(a,b),
(i1) dR = aRNbR.
e. Sind d und d’ beides kgV’s von a und b, so gibt es eine Einheit ¢ € R* mit
d=cd'.
f. Ist d prim, so ist d irreduzibel.
g. Folgere die Behauptung von Satz 1.28 aus der Tatsache, da3 R = K[t] ein
Hauptidealring ist und den obigen Aussagen.
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Aufgabe 1.42 (ggT)
Es seien fq,...,f, € K[t], n > 2. Ein Polynom g € K[t] heil}t grof3ter gemeinsa-
mer Teiler von f4, ..., f, (kurz: ggT(f,...,f,)), falls gilt:

(1) g|fifurallei=1,...,n,und
(i1) fur alle g’ € K[t mit ¢’ | f; firallei=1,...,ngilt g’ | g.

a. Zeige, es gilt ggT(fy,..., ) = ggT (ggT(fy,...,fn 1), fn), falls n > 2.1
b. Zeige, g = ggT(f1,...,f,) genau dann, wenn gK[t] = f1K[t]+- - -+ K[t] :=
fihg +---fohe | hy, ... he € K[t
c. Genau dann besitzt die diophantische Gleichung f1x1+- - -+ f.x, = h (mit
h € K[t]) eine Losung (xq,...,x,.) € K[t|™, wenn ggT(f;,...,f.) | h.
Aufgabe 1.43
Es sei R ein Hauptidealring.

Zeige, daf} ein Element a € R genau dann irreduzibel ist, wenn a prim ist.

Insbesondere gilt fiir ein Polynom f € K[t], f ist irreduzibel genau dann, wenn
f prim ist.

Aufgabe 1.44 (ZPE-Ring)

Es sei R nullteilerfrei. Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a.Ist 0 # a € R\ R* dann gibt es irreduzible Elemente q1,...,q, mit
a = qi---q,. AuBlerdem gilt fiir zwei Darstellungen von a der Form
a=4di---qr = p1---ps mit q; und p; irreduzibel fiir alle i, daB r = s
und nach Umnumerierung unterscheiden sich g; und p; nur noch um
eine Einheit.

b. Ist 0 # a € R\ R*, dann gibt es irreduzible Elemente q;,...,q, mit a =
di---qr, und jedes irreduzible Element von R ist prim.

c. Ist 0 # a € R\ R*, dann gibt es Primelemente p;,...,p, mit a =p;---p..

R heif3t in diesem Fall ein ZPE-Ring oder ein faktorieller Ring, und man nennt
eine Zerlegung der Form a = p; - - - p, eine Primfaktorzerlegung von a.
Aufgabe 1.45

K[t] ist ein ZPE-Ring, d. h. fiir jedes Polynom f € K[t] \ K gibt es eindeutig be-

stimmte normierte, paarweise verschiedene, irreduzible Polynome pq,...,p:
und positive natiirliche Zahlen v+, ...,v,, so dal
f=le(f)-pi" - py. (41)

Man nennt die Zerlegung in (41) die eindeutige Primfaktorzerlegung von f.
Aufgabe 1.46
Es seien f, g € K[t] mit eindeutiger Primfaktorzerlegung f = lc(f) - p7" - - - p)"
und g = le(g) - p?“ ---p™, wobei wir hier zulassen wollen, daB v; bzw. A; null
sind. Wir setzen y; := min{vi, A} und «; := max{vi, A;}. Dann gilt:

1Beachte, ein ggT ist nur bis auf Einheiten eindeutig bestimmt, mithin soll die Aussage

bedeuten, wenn h € K[t] ein ggT von fy,...,f,_; ist, dann gilt: genau dann ist g € K[t] ein
ggT von h und f,, wenn g auch ein ggT von fq,...,f, ist.
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a. pi’ ---pt ist ein ggT(f, g).
b. p' ---p¥ ist ein kgV(f, g).
Aufgabe 1.47
Es f € K[t] mit eindeutiger Primfaktorzerlegung f = lc(f) - py" - - - p}r, g € K[tl.

a. f ist genau dann quadratfrei, wennv; =... =v, = 1.
b. f und g sind genau dann beide quadratfrei, wenn jedes kgV(f, g) quadrat-
frei ist.

Aufgabe 1.48

Es sei K C L eine Korpererweiterung, und es seien f, g € K[t] C L[t] so, dal} es
ein h € L[t] gibt mit f = g - h. Zeige, dann gilt bereits h € K[t].

Aufgabe 1.49

Es sei f € K[t] mit deg(f) € {2,3}. Zeige, f ist genau dann irreduzibel iiber K,
wenn f keine Nullstelle in K besitzt.

Aufgabe 1.50

Es seien a,b € Z mit a(a + 2) # b(b + 2). Zeige, f = t3 + at> + bt + 1 € Q[t] ist
irreduzibel uber Q.

Aufgabe 1.51

Bestimme alle irreduziblen Polynome in Z-[t] vom Grad kleiner als sechs.
Aufgabe 1.52

Es sei 0 # n € IN. Zeige, das Polynom t"™ — nt + n € C[t] besitzt in C keine
mehrfache Nullstelle.

Aufgabe 1.53

Es sei f € R[t] ein normiertes Polynom vom Grad zwei ohne Nullstelle in R.
Zeige, dann gibt es eine komplexe Zahl A mit f =t>+ (A +A)t+A- A
Aufgabe 1.54 (Funktionenkorper)

Es sei K ein Korper und K[t] der Polynomring in einer Variablen. Wir definie-
ren auf K[t] x (K[t] \ {0}) eine Aquivalenzrelation durch

(f,g)~ (f,9') & fg'=f'g

fur (f,g), (f’ g ) e K[t] x (K[t] \ {0}). Die zu (f, g) gehérende Aquivalenzklasse
bezeichnen wir mit 3 und die Menge der Aquivalenzklassen mit

K(t) = {f‘fgeK g;éO}

Zeige die folgenden Aussagen:

a. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf K[t] x (K[t] \ {0}).
b. Durch
fy¢._fotfe ypq £.51 . 1
g g g9 g g g9

fir é» ;—’, € K(t) werden eine wohldefinierte Addition und Multiplikation
auf K(t) definiert.

c. (K(t), +, ) ist ein Korper, der sog. Quotientenkorper von K[t] oder auch
Funktionenkérper genannt.?

2Die Konstruktion von Q aus Z erfolgte ganz analog - vgl. Beispiel 1.2.30.



1. DER POLYNOMRING K[t] 203
d. i:K[t] - K(t): f— { ist ein Ringmonomorphismus, insbesondere konnen
wir K[t] also als Unterring von K(t) auffassen.

Aufgabe 1.55
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und n > 2, dann definieren wir den

Polynomring R[xq, ..., x,] rekursiv als

R[x1, ..y xn) = (Rlx1, ..oy Xnoa]) [xa]
Wir nennen R[xq,...,x,] den Polynomring in n Verdnderlichen, und die Ele-
mente von R[xq,...,x,] nennen wir Polynome in n Verdnderlichen.
Durch die natiirlichen Inklusionen R[xq,...,xn_1] — R[x1,..., %] aus Bemer-
kung 1.7 haben wir durch Rekursion auch R < R[xq,...,x] und R[xq,..., %]
ist ein R-Modul, mehr noch, sogar eine kommutative R-Algebra mit 1y als
Eins.
Wir setzen fiir v = (vq,...,vy) € N™ und nun

Vn

i=vi+...4+vy und xV:=x7"---x}

wobei x ein neues Symbol ist. Zeige:

a. (x| v € N") ist eine Basis von R[x1, ..., x,] als R-Modul.
Insbesondere, jedes Polynom f € R[xj,...,x,] hat eine eindeutige Dar-
stellung als endliche Linearkombination der Form

d

/
f= E a,x’ = E ayvxy' X

Gilt dabei a, # 0 fiir ein [v| = d, so heiit deg(f) := d der Grad des
Polynoms f. Die Basiselemente x¥ = xj" - - - x}* nennen wir Monome.

b. Man leite die offensichtlichen Formeln fiir das Produkt und die Summe
zweier Polynome sowie fiir das skalare Vielfache eines Polynoms her.

c. Ist A= (Aq,...,An)t € R, so ist der Einsetzhomomorphismus

a d
dx:R[x1,...,xn] 2 R:f= Zava‘ X F(Ay L A) = Z a Ay A

[v|=0 [v|=0

ein R-Algebrenhomomorphismus.

d. Ein Polynom f € Rlxq,...,x,] heillt homogen vom Grad d, wenn fiir alle
A€ Rgilt f(A-x) =Ad- A,
Zeige, f € Rlxq,...,xn] ist genau dann homogen vom Grad d, wenn f =

> j—a &x", d. h. wenn in der Darstellung von f nur Monome vom Grad
d mit Koeffizienten ungleich Null vorkommen kénnen.

Man leite Gradformeln fiir R[x1, ..., x,] her.

Ist R nullteilerfrei, dann ist auch R[x;, ..., x,] nullteilerfrei.

Fir n > 2ist R[xq,...,x,] nie ein Hauptidealring.

@ o

R[x1,...,xn]) ist ein faktorieller Ring.
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Aufgabe 1.56

Schreibe eine Singular-Prozedur extggT, die zwei Polynome f und g einliest
und eine Liste ausgibt, die den normierten grofiten gemeinsamen Teiler d von
f und g enthélt sowie zwei Polynome p und q mit d = pf + qg.

2. Eigenwerte und das charakteristische Polynom

Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum iiber einem Koérper Kund f: V —
V ein Endomorphismus von V. In diesem und den ndchsten Abschnitten wol-
len wir die folgende Frage untersuchen:

Gibt es eine Basis B von V so, daf} die Matrix ME(f) eine besonders
einfache Gestalt hat, d. h., dal man wichtige Eigenschaften der
Abbildung f direkt aus der Matrix M}(f) ablesen kann?

Ist A € Mat(n,K) die Matrix von f bezuglich irgendeiner Basis von V, dann
transformiert sich A bei Ubergang zu einer anderen Basis mittels T o A o
T~ mit einer Matrix T € Gl,(K), die den Basiswechsel beschreibt - vgl. Satz
I1.5.11. Deshalb 148t sich obige Frage auch rein matrizentheoretisch wie folgt
stellen:

Gibt es zu gegebener Matrix A € Mat(n, K) eine invertierbare Ma-
trix T € Gl,(K) so, daB T o A o T~ eine besonders einfache Gestalt
hat und wichtige Eigenschaften von A sofort sichtbar sind?

Da die Matrix A die Abbildung
fa: KM — K":x— Ax

bestimmt, sind der Abbildungsgesichtspunkt und der Matrizengesichtspunkt
daquivalent.

Eine dhnliche Frage wie oben haben wir iibrigens schon in Abschnitt I1.5
beantwortet. Nach Korollar I1.5.19 existieren zu A € Mat(n,K) Matrizen

S, T € Gl (K) mit
SoAoT ' = L, 0 ,
0 0

wobei v = rang(A), d. h. A ist dquivalent der rechten Matrix. Wir erinnern
uns, daf} zwei Matrizen A, B € Mat(n, K) dhnlich oder konjugiert heilen, wenn
es eine einzige Matrix T € Gl,(K) gibt mit B = T o A o T~ Die Klassifikation
der Matrizen beziiglich Ahnlichkeit ist offensichtlich schwieriger, als diejeni-
ge beziiglich Aquivalenz, da wir nur eine statt zwei Matrizen zur Transfor-
mation frei haben.

Wir fiithren jetzt einige grundlegende Begriffe ein, die nicht nur fiir die Klas-
sifikation von Abbildungen von Bedeutung sind.

Generalvoraussetzung: Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f €
Endk(V). A bezeichne stets eine Matrix in Mat(n, K).
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Definition 2.1 a. A € K heif}t Eigenwert von f, falls es ein x € V' \ {0} gibt, so
daB f(x) = Ax gilt.
b. x € V\ {0} mit f(x) = Ax heil}t dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A.
c. Die Menge Eig(f,A) := {x € V | f(x) = Ax} heil}t der Eigenraum zum
Eigenwert A.
d. Die Menge o(f) := {A € K | Aist Eigenwert von f} der Eigenwerte von f
heil3t das Spektrum von f.

Entsprechend definieren wir fiir Matrizen.
Definition 2.2 a. A € K heil3t Eigenwert von A, falls es ein x € K™\ {0} gibt,
so dafl Ax = Ax gilt.
b. x € K™\ {0} mit Ax = Ax heillt dann ein Eigenvektor zum Eigenwert A.
c. Die Menge Eig(A,A) .= {x € V | Ax = Ax} heil}t der Eigenraum zum
Eigenwert A.
d. Die Menge o(A) := {A € K| A ist Eigenwert von A} der Eigenwerte von A
heil3t das Spektrum von A.
Bemerkung 2.3
Da f(x) = Ax fiir x € V und A € K genau dann erfiillt ist, wenn x im Kern der
linearen Abbildung f — Aidy € End (V) liegt, gilt also

Eig(f,A\) = Ker(f — Aidy).
Analog erhélt man:

Eig(A,A) = Los(A —Al,,0) = Ker(fa — Aidy).

Man beachte, dafl der Eigenraum Eig(f,A) von f zum Eigenwert A per defini-
tionem f-invariant ist.

Ist A Eigenwert von f mit Eigenvektor x, so bedeutet das anschaulich, daf f
in Richtung von x durch Multiplikation mit A wirkt. Diese Anschauung liefert
im Fall V = R™ und A > 0, daB3 f den Vektor x um den Faktor A streckt, falls
A > 1, und um den Faktor A staucht, falls A < 1.

RZ
Ay
, 1) =A()
(%)
0 X AX

Im Falle etwa von V = (' ist diese Vorstellung allerdings schon zu relativie-
ren, denn Multiplikation von x € C' mit A = re'* € C, r > 0,0 < « < 2,
bedeutet eine Streckung bzw. Stauchung von x um den Faktor r und eine Dre-
hung um den Winkel «, wenn wir C' mit R? identifizieren.

Dies fiihrt uns sofort auf die Frage nach der Existenz von Eigenvektoren.



206 III. EEIGENWERTE UND NORMALFORMEN

Beispiel 2.4 a. Ist dimg(V) = 1, so ist jeder Vektor ungleich Null ein Ei-
genvektor von f, da f schlicht die Multiplikation mit einer Konstanten
ist.

b. Ist dimg(V) > 2, so braucht f hingegen keine Eigenvektoren zu besitzen.
Dabei hiangt die Frage der Existenz wesentlich vom Grundkorper K ab.
Betrachte etwa die Drehung ¢4 : R> — R? um den Winkel x € R aus
Beispiel 1.3.11 mit Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basis
E = (e, e2)

AE [ cos(a) —sin(a)
A= Melea) = ( sin(a) cos(x) > '

(poc(el)
sin( o)

cos(«)

Aus einer rein geometrischen Betrachtung folgt unmittelbar, dafl ¢
bzw. A nur dann einen Eigenvektor besitzen konnen, wenn « ein ganz-
zahliges Vielfaches von 7 ist.

Dies sieht man auch sofort, wenn man die Abbildung ¢, als Abbildung
von C nach C auffaBt. Dann ist ¢, die Multiplikation mit e¢'*, und e'* ist
nur fiir ganzzahlige Vielfache von 7 reell.

Als C-lineare Abbildung von C nach C hat A damit aber Eigenvektoren
zum Eigenwert e'*, und zwar jeden Vektor z # 0. Wir werden weiter
unten sehen, dal} jeder Endomorphismus eines komplexen Vektorraumes
Eigenvektoren besitzt.

Eine besonders angenehme Situation ist die, dafl V eine Basis aus Eigenvek-
toren hat.

Definition 2.5

Es sei dimg(V) < co.

a. f hei3t diagonalisierbar (bzw. trigonalisierbar), falls es eine Basis B von
V gibt, so dal M:(f) eine Diagonalmatrix (bzw. eine obere Dreiecksma-
trix) ist.

b. A heillt diagonalisierbar (bzw. trigonalisierbar), falls es eine Matrix
T € Gl,.(K) gibt, so daB T o A o T~' eine Diagonalmatrix (bzw. eine obere
Dreiecksmatrix) ist.

Lemma 2.6
Es sei dimg(V) < oo. Dann sind gleichwertig:

a. V (bzw. K") besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von f (bzw. A).
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b. f (bzw. A) ist diagonalisierbar.

In diesem Fualle sind die Diagonalelemente genau die Eigenwerte von f
(bzw. A).

Beweis: Ist B = (xq,...,x,) eine beliebige Basis von V, so bestehen die Spal-
ten von ME(f) aus den Koordinatenvektoren Mg(f(x;)) von f(x;) beziiglich B,
i=1,...,n. Damit gilt:

f(x) =Axi & Mi(flei = Mg (f(xi)) = Aes.
Daraus folgt die Behauptung fiir den Fall von linearen Abbildungen. Der Fall
einer Matrix A 148t sich auf die Abbildung f zuriickfiithren. ]

Bemerkung 2.7
Aus dem Beweis des obigen Lemmas 2.6 folgt zudem, dafl im Fall 1T <
dimy (V) < oo fiir eine Basis B von V gilt:

o(f) = o(M3g(f)).
Im allgemeinen wird V keine Basis aus Eigenvektoren besitzen. Es gilt aber

stets die folgende Proposition.
Proposition 2.8

Sind x1,...,x, € V (bzw. K™) Eigenvektoren von f (bzw. A) zu paarweise ver-
schiedenen Eigenwerten X\, ..., A\, € K, dann ist die Familie (xq,...,x,) linear
unabhangig.

Insbesondere gilt, ist dimy (V) = n und besitzt f (bzw. A) n paarweise verschie-
dene Eigenwerte, so ist f (bzw. A) diagonalisierbar.

Beweis: Der Beweis sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

Bemerkung 2.9
Kennt man einen Eigenwert A € K von A, so kann man das lineare Glei-
chungssystem

(A—AL)x =0
l6sen und damit eine Basis des Eigenraumes Eig(A,A) = Los(A — A1,,,0) =
Ker(fa a1, ) = Ker(fao — Aldgn) bestimmen. D. h., bei Kenntnis des Eigenwer-
tes A lassen sich die Eigenvektoren von A zu A durch Losen eines linearen
Gleichungssystems bestimmen.

Aber wie kommt man zu den Eigenwerten von A?

Diese Frage fithrt uns jetzt zum ersten Mal auf ein nicht-lineares Problem.
Dazu betrachten wir die Matrix A — Al,,. Wir iberlegen uns mit Hilfe von
Korollar I1.10.7:

A € Kist Eigenwert von A € Mat(n, K)
& faan, : K" — K™ ist nicht injektiv
& A — AL, ist nicht invertierbar

& det(A —AL,) =0.
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Da wir davon ausgehen, A nicht zu kennen, sondern erst bestimmen zu wollen,
machen wir einen Ansatz, d. h. wir ersetzen A durch eine Unbestimmte t und
betrachten die Matrix

ap—t a2 Ain
asq a»n—1t ... as
A—tl, = _ o o € Mat (n, K[t]).
ani an2 ann_t

Hierbei sind die Koeffizienten aj; in K, aber die ai; — t nicht mehr. Sie sind
vielmehr Polynome in K[t].

Da K[t] ein kommutativer Ring mit Eins ist und da wir die Theorie der Deter-
minanten fiir solche Ringe entwickelt haben, haben wir jetzt keine Probleme
und konnen das Polynom det(A — tl,,) € K[t] betrachten.

Definition 2.10

Fir A € Mat(n, K) heifit das Polynom x, := det(A — t1,,) € K[t] das charakte-
ristische Polynom von A.

Lemma 2.11

Konjugierte Matrizen in Mat(n, K) haben das gleiche charakteristische Poly-
nom.

Beweis: Sind A, B € Mat(n, K) zwei konjugierte Matrizen, so gibt esein T €
Gl,.(K) mit B=To A o T~'. Damit gilt aber

B—tl,=ToAoT '—tl,=To(A—tly)oT"'

und T € Gl,(K) C Gl (K[t]), d. h. A — t1,, und B — t1,, sind konjugiert in
Mat (n, K[t]). Aber konjugierte Matrizen haben nach Korollar I1.9.15 die glei-
che Determinante, und daraus folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 2.12

Ist 1T < dimg(V) = n < oo und sind B und D zwei Basen von V, dann sind
ME(f) und MB(f) konjugiert in Mat(n, K). Also haben sie das gleiche charak-
teristische Polynom, und damit héangt die folgende Definition nicht von der
gewdhlten Basis B ab.

Definition 2.13

Es sei 1T < dimg(V) < oo und B sei eine Basis von V. Dann heif3t das Polynom
Xe = Xy = det (ME(f) — t1,,) € K[t] charakteristische Polynom von f.

Die Uberlegung, A ist Eigenwert von A genau dann, wenn det(A — Al,,) = 0,
fithrt zu folgendem wichtigen Satz.
Satz 2.14 a. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x, in K.
b. Ist 1 < dimg(V) < oo, so sind die Eigenwerte von f genau die Nullstellen
von x,.

Beweis: In Definition 1.17 und Bemerkung 1.19 haben wir fiir A € K den
Einsetzhomomorphismus ¢, : K[t] — K: p — p(A) kennengelernt.
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Da ¢, ein K-Algebrenhomomorphismus ist, folgt aus der Definition der Deter-
minante mittels der Leibnizschen Formel

det(A - tﬂn) = Z sgn(a)aﬁgm T a:w(n)

o€

mit A = (ay), af; = ay; fir i #j und aj; = a;; — t, daB

det(A — AL,) = det ((%(a{j))m) — da(det(A —t1,)) = x, (A)

fir A € K.3

Damit gilt also, A € Kist Eigenwert von A genau dann, wenn det(A—A1,) =0,
was wiederum genau dann der Fall ist, wenn A eine Nullstelle von x, ist.

Damit ist a. gezeigt. b. folgt mit Bemerkung 2.7. O

Bevor wir das charakteristische Polynom weiter untersuchen, zunéchst einige
Beispiele.
Beispiel 2.15 a. Betrachten wir zunéchst die folgende Matrix:

0 1
A= —1 2
-1 1

€ Mat(3, K).

N — =

Mit Hilfe der Regel von Sarrus oder durch den Laplaceschen Entwick-
lungssatz bestimmen wir das charakteristische Polynom von A als

—t 1 1
X, =det| —1 2—t 1 = 442 -5t4+2=—(t—1)%- (t—2).
-1 1 2—t

Alternativ kann man allgemein die Matrix A — t1,, € Mat (n,K[t]) C
Mat (n, K(t)) auch als Matrix tiber dem Korper K(t) auffassen. Die Defi-
nition der Determinante mittels der Leibnizschen Formel zeigt, daf3 die
Determinante von A nicht davon abhéingt, ob man A als Matrix tiber K[t]
oder iiber K(t) auffaflt. Arbeiten wir jedoch iiber K(t), so diirfen wir die
Determinante mittels des Gaul3schen Algorithmus I1.9.18 bestimmen, da

3D. h. es kommt aufs Gleiche raus, ob ich in A — t1, zunéchst A einsetze und dann die
Determinante bestimme, oder ob ich zuerst die Determinante von A —t1,, berechne und dann
A einsetze.
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K(t) ein Korper ist. Insbesondere diirfen wir dabei durch Polynome (un-
gleich Null) dividieren!

HHH*%I

—1 2—t 1 — 0 2—t—¢ 1—1 =
IIIHIII—;I 1 1

-1 1 2-t o 1-1 2—-t-1

—t (t] 12 1] IIIHIIIth%]II —t (t] 12 11

- t— - t—
0 — S — 0 —— S
o = G 0 0 —t+2

(42)
Entsprechend erhalten wir fiir das charakteristische Polynom

Xa = (=) (= 55) - (=t +2) = —(t = 1) (t—2).

Das charakteristische Polynom hat also die Nullstellen 1 und 2 = 2 - 1,
wobei 1 eine zweifache Nullstelle ist. Insbesondere ist also o(A) = {1, 2}.

Wir konnen jetzt fiir A = 1 und fiir A = 2 jeweils den Eigenraum Eig(A,A)
bestimmen.

Hierzu bestimmen wir eine ZSF von A — A1;.

Man beachte, da3 es dabei nicht erlaubt ist, in (42) in der letzten Ma-
trix t etwa durch A = 1 zu ersetzen, um die ZSF zu erhalten, da wir
bei den vorgenommenen Umformungen zur Ermittelung obiger Matrix
durch das Polynom t — 1 dividiert haben. Dies ist iiber K(t) eine erlaubte
Operation gewesen. Ersetzen wir jedoch t durch 1, so ist die Operati-
on nicht mehr erlaubt! Man kann dieses Phidnomen in geeigneter Weise
so interpretieren, dafl die Operation, die eine Matrix in ihre (reduzierte)
Zeilen-Stufen-Form tiberfiihrt eine unstetige Operation ist. (Vgl. Aufgabe
2.30.)

Als reduzierte ZSF von A — 13 erhalten wir:

Daraus ergibt sich
Eig(A,1) = {(r+s,1,8)" | r,s e K} =((1,1,0),(1,0,1)").

Eig(A, 1) ist also zweidimensional.
Analog ergibt sich Eig(A,2) aus

-2 11 1 0 —1
-1 01 |—=101 =11,
-1 10 00 O
und damit gilt Eig(A,2) = ((1,1,1)").
Ist K = Q, so lassen sich diese Rechnungen mit Singular wie folgt

ausfihren:
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ring r=0,t,dp;
matrix A[3][3]=0,1,1,-1,2,1,-1,1,2;
LIB "matrix.lib";
matrix B[3] [3]=A-t*unitmat(3);
poly p=det(B); // Das charakteristische Polynom von A.
—  —t3+4t2-5t+2
factorize(p); // Dies faktorisiert p iber Q).
— [1]: // Faktoren von p

[1]=-1

[2]=t-2

[3]=t-1

[2]: // Vielfachheiten

1,1,2
Dies bedeutet, dall der Leitkoeffizient von p gerade —1 ist (mit Vielfach-
heit eins), t — 2 ist ein Faktor von p mit Vielfachheit eins und t — 1 ist ein
Faktor von p mit Vielfachheit zwei.
Im Allgemeinen wird ein Polynom iiber () nicht in Linearfaktoren zerfal-
len. Dann kann man zu K = C iibergehen, aber man muf} die Nullstellen
dann numerisch approximieren. Auch das kann Singular.
LIB "solve.lib";
laguerre solve(p,5); // Berechnet die Nullstellen auf fiinf

// Nachkommastellen genau.

— [1]:
0.99980
[2]:
1.002
[3]
2

Man beachte, daf3 bei numerischer Rechnung Rundungsfehler auftreten.
Dabei wird die doppelte Nullstelle Eins als zwei dicht beieinander lie-
gende Nullstellen interpretiert. Die Angabe der Genauigkeit (hier finf
Stellen) bedeutet, dall intern mit (etwas mehr als) fiinf Stellen Genau-
igkeit gerechnet wird - das Ergebnis kann weniger genau sein, wie in
unserem Beispiel.

Wir wollen nun noch zeigen, wie man die GaufB-Reduktion zur Be-
stimmung des charakteristischen Polynoms tber Q(t) in Singular
durchfiihren kann.

ring R=(0,t),x,dp; // Definiert den Polynomring.Q(t) [x].

matrix B=map(r,B); // Bildet die Matrix B vom Ring r nach R ab.
LIB "linalg.lib";

matrix G=gauss nf(B); // Bestimmt eine ZSF von B.

print (G);
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— -t), 1, 1,
0, (-t2+2t-1)/(t), (t-1)/(v),
0, 0, (-t+2)

Um die Eigenrdume zu bestimmen, gehen wir wieder nach r zuriick.
setring r;
matrix C=subst(B,t,1); // Substituiert in B t durch 1.
print(syz(C)); // syz(C) liefert eine Basis des Kerns von C.
— 1, 0,

1, -1,

0, 1
print (syz(subst(B,t,2)));
— 1,

1,

1

. Wir hatten schon durch eine geometrische Argumentation gesehen, daf3

die Drehung ¢, um einen Winkel « im allgemeinen keinen reellen Ei-
genwert besitzt. Den gleichen Sachverhalt priifen wir nun noch einmal
mit algebraischen Methoden. Die Matrixdarstellung von ¢, beziiglich
der kanonischen Basis von R? ist

Damit gilt aber
Xon =X = (cos(a) —t)2+ sin?(«) = t> — 2 cos(a)t + 1.

Die Nullstellen von x, sind cos(a) + y/cos?(x)—1 und cos(a) —
v/cosZ(o) — 1. Fiir beide Terme gilt, sie sind genau dann reell, wenn o
ein ganzzahliges Vielfaches von 7t ist.

Insbesondere hat ¢, also nur dann reelle Eigenwerte, wenn « ein ganz-
zahliges Vielfaches von wist, d. h. A =1, oder A = —1,.

Es sei f € Endg (R?) die Spiegelung an einer Geraden (y) = R -y C R?
mit 0 £y = (y1,Y2) € R% (Vgl. Aufgabe IV.2.42.)

RZ
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Wir setzen x = (y,, —y;) € R% Dann gilt fiir das Skalarprodukt von x mit
Y

(%) =y2y1 —y1y2 =0
und B = (y, x) ist eine Basis von R?. Die Spiegelung f bildet mithin y auf
sich selbst und x auf —x ab, da x senkrecht auf (y) steht. Damit hat f die
folgende Matrixdarstellung beziiglich B

ME(f)=<; _?)

und das charakteristische Polynom von f ist gerade
X, =(t—=1)-(t+1).

Die Spiegelung von f ist also diagonalisierbar und hat das Spektrum
o(f) ={-1,1}.

Beschreiben wir f in den Standardkoordinaten E = (e, ;) von R?, so ist
f die Spiegelung an (e;) = R - e; gefolgt von der Drehung um den Winkel
«, wenn 5 der Winkel ist, den (y) mit (e;) einschlieBt. Wir erhalten also

- cos( o) sin( o) cos(a) —sin(«) 1 0
M(f) = . = ) o .
sin(x) —cos(«) sin(«) cos(x) 0 —1
Das charakteristische Polynom errechnet sich aus dieser Matrixdarstel-
lung als

(cos(a) —t) - (—cos(a) —t) —sin’(a) =t? =T =(t—1)- (t+1).

Bemerkung 2.16 a. Wir haben bereits gesehen, dall elementare Zeilen-
/Spaltenoperationen der Matrix A—t1,,, die wir tiber K(t) vornehmen nur
dann mit dem Einsetzen von A vertriglich sind, wenn wir zwischendurch
kein Element der Matrix durch ein Polynom g € K[t] dividiert haben, das
A als Nullstelle besitzt. (Vgl. Aufgabe 2.30.)

b. Ferner gilt festzuhalten, daf3 sich die Eigenrdume nur dann auf die an-
gegebene Weise bestimmen lassen, wenn die Eigenwerte exakt bekannt
sind. Eine numerische Approximation der Eigenwerte ist hierfiir nicht
hinreichend, da die Matrix A — (A + €)1, schon fiir kleine € in aller Re-
gel vollen Rang hat, wenn A € ¢(A). In diesem Fall liefert die Numerik
andere, iterative Verfahren zur gleichzeitigen Approximation von Eigen-
werten und Eigenvektoren.

Algorithmus 2.17 (Charakteristisches Polynom)

INPUT: A € Mat(n, K).

OUTPUT: ¥,, das charakteristische Polynom von A.
1. Schritt: Bilde die Matrix B=A —t- 1,,.
2. Schritt: Bestimme die Determinante von B mittels des Algorithmus

I1.9.18.
3. Schritt: Gib die Determinante zurtick.
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Vgl. auch Aufgabe 2.30.

Abschlieflend wollen wir einen nidheren Blick auf die Struktur des charakte-
ristischen Polynoms werfen.
Lemma 2.18 a. Es gilt:

Xp = (D)™™ + a1t L+ g,

wobei &1 = (—1)"". Spur(A) und xy = det(A).
b. Ist 1 < dimg(V) =n < oo, so gilt:

X, = (1) ™M™+ o gt L oo,
wobei &1 = (—1)"". Spur(f) und «, = det(f).

Beweis: Ist A = (ay) und A — tl, = (a};), dann folgt aus der Leibnizschen
Formel fiir die Determinante
Xa = (ann—t)- - (ann—1t) + Z sgn(0)alg(1) " Angm)-
id#£0€Sn
Da fir 0 # id mindestens zwei Faktoren in a - - a;,, konstante Poly-
nome sind, ergibt } ;;,,cq sgn(o)ajq -
ner gleich n — 2. Damit lassen sich die Koeffizienten von t™ und t™' in

A/ o(n €N Polynom vom Grad klei-
X, aus (aj; —t) - (ann — t) herleiten und sind wie behauptet. Ferner gilt
oo =X, (0) = det(A) ist das konstante Glied im charakteristischen Polynom.

Die Aussage fiir Endomorphismen f ergibt sich aus der fiir Matrizen unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dall sowohl die Determinante als auch die
Spur und das charakteristische Polynom eines Endomorphismus mittels einer
Matrixdarstellung zu beliebiger Basis definiert sind. ]

Bemerkung 2.19
Aus dem vorigen Lemma folgt insbesondere, daf} die Spur einer Matrix inva-
riant unter Konjugation ist. Vgl. hierzu Aufgabe 11.5.43.

AUFGABEN

Aufgabe 2.20

Bestimme alle Eigenwerte mit den zugehorigen Eigenrdumen der beiden K-
linearen Abbildungen S und T aus Aufgaben 11.3.18.

Aufgabe 2.21

Man betrachte den Unterraum P, := <’ci |1 =0,... ,n> der Polynome vom
Grad kleiner gleich n von K[t], und definiere zwei Abbildungen D, T : P, — P,
durch

n

n—1
D(f) =) (i+Nayt' bzw. T(f)=> ai(t+1)

i=0 i=0
fur f = Z?:O (l{ti.

a. Zeige, da3 D und T K-linear sind.
b. Bestimme die charakteristischen Polynome von D und T.
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Aufgabe 2.22
Es seien f, g € End (V). Zeige:

a. Ist dimy(V) < oo, so haben f o g und g o f die gleichen Eigenwerte.
b. Ist dimg(V) = oo, so gilt dies i. a. nicht mehr.

Aufgabe 2.23

Es sei V ein K-Vektorraum und f,g € Endg(V) so, da} g invertierbar ist und
fog—gof=Aidy fiir ein ein A € K. Zeige, ist u € K ein Eigenwert von g o f,
soist u+n-A € K Eigenwert von g o f fiir alle n € Z.

Aufgabe 2.24

Es sei 1 < dimg(V) < oo, f € Endg(V).

a. Ist U C V ein f-invarianter Unterraum, dann gilt:

Xf - Xfu : XfV/U .

b. Ist V = P;_, Ui, wobei die U; f-invariant seien, dann gilt:

x =] Ixa -
i=1

Aufgabe 2.25

Es seien A = (ay;), B = (by;) € Mat(n, K) zwei obere Dreiechsmatrizen. Zeige,
falls A und B konjugiert sind, dann sind die beiden n-Tupel (ay,..., a,,) und
(b11,...,bnn) bis auf die Reihenfolge gleich.

Aufgabe 2.26

Zeige, A € Mat(n, K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn A' diagonalisier-
bar ist.

Aufgabe 2.27

Es sei 1 < dimk(V) < co und f € Endk(V). f hei3t nilpotent, falls es einr e IN
gibt mit f" = 0. Zeige:

a. Ist f nilpotent, so ist 0 der einzige Eigenwert von f.
b. Ist f nilpotent, so besitzt der Eigenraum von 0 kein f-invariantes Kom-
plement.
c. Ist K = C und 0 der einzige Eigenwert von f, dann ist f nilpotent und es
gilt fdime(V) — 0,
Aufgabe 2.28
Es sei V ein R-Vektorraum und f € Endy (V).

a. Hat f2 einen nicht-negativen Eigenwert, so hat auch f einen Eigenwert.

b. Ist dimpy(V) = 2 und hat f? einen negativen Eigenwert A, so hat f keinen
Eigenwert und 2 = A - idy,.

c. Finde ein Beispiel mit dimg(V) > 2, so daB f? einen negativen Eigenwert
besitzt und f ebenfalls einen Eigenwert hat.

Aufgabe 2.29
Es sei A € Gl,(K). Zeige:
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a. Genau dann gilt x € Eig(A,A), wenn x € Eig (A~ A7),

Insbesondere gilt also o(A) = {\,...,A;} impliziert o(A7") =
AT OAT)
b. Istx, = (—1)™t"+ (=) " o 1t™ ' +... + (=)ot + o, dann gilt
Xy = (1M (=) L (1)

det (A7) (—t)"x, ().
Folgere, daB3 fiir n = 2 gilt

S A
Spur (A7) = %.

c. Falls A2 = A, dann gilt r := rang(A) = dimg ( Eig(A, 1)) und es gibt ein

T € Gl (K) mit
ToAoT '= 1|0 .
010

Aufgabe 2.30 a. Es seien R C S kommutative Ringe mit Eins und es sei
B € Mat(n,R) € Mat(n,S). Man tiberzeuge sich anhand der Definition
der Determinante mittels der Leibniz-Formel, daf3 die Determinante von
B unabhéngig davon ist, ob man A als Matrix uiber R oder als Matrix tiber
S auffaft.

b. Aus a. (mit R = K[t] und S = K(t)) leite man ab, daf} sich das cha-
rakteristische Polynom einer Matrix A € Mat(n, K) mittels des Gaull-
Algorithmus fiir Determinanten (vgl. Algorithmus I1.9.18) berechnen
laft.

c. Schreibe eine Singular-Prozedur char poly, die eine quadratische Matrix
A € Mat(n, Q) einliest und das charakteristische Polynom det(A — t1,,)
von A ausgibt. Dabei soll die Determinante mit Hilfe des modifizierten
rekursiven Gaul3-Algorithmus zur Determinantenberechnung bestimmt
werden:

INPUT: A € Mat(n, Q)
OuTPUT: X,

1. Schritt: Falls A nicht quadratisch ist, gib 0 zurtick.

2. Schritt: Beim ersten Aufruf von char poly ersetze A durch A—t1,,.

3. Schritt: Ist n =1, gib A[1, 1] zuriick.

4. Schritt: Firi=2,...,n reduziere die i-te Zeile mit der ersten.

5. Schritt: Streiche in A die erste Zeile und die erste Spalte, um eine
Matrix B zu erhalten.

6. Schritt: Rufe char poly mit B auf (stelle sicher, daf3 dies nicht mehr
als erster Aufruf gewertet wird!), multipliziere das Ergebnis mit
All,1] und gib es zuriick.

d. Berechne das charakteristische Polynom von A + 17y mit

matrix A[10] [10]=ideal(1..100);
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Hinweis: Man muf} iiber dem Ring ring r=(0,t),x,1p; arbeiten, was mathematisch bedeutet, dal wir
unsere Matrixeintrége als Elemente des Funktionenkérpers Q(t) auffassen, so daf3 wir auch durch Po-
lynome (ungleich Null) dividieren diirfen. — Als Prozedurkopf verwende man proc char_poly (matrix
A,list #). Dies erlaubt es, die Prozedur wahlweise mit einem oder mehreren Parametern aufzurufen.
Zudem kann mittels size (#) ; Giberprift werden, mit wieviel Parametern die Prozedur aufgerufen wur-
de. Damit kann man steuern, ob die Prozedur zum ersten Mal (size (#)==0) oder zum wiederholten
Male aufgerufen wird, indem man beim internen Aufruf von char_poly schlicht die Prozedur mit einem
zweiten Parameter aufruft. — Mit der Singular-Prozedur charpoly der Bibliothek 1inalg.1ib kann die
eigene Prozedur auf Richtigkeit getestet werden.

Aufgabe 2.31

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg(V).

a. Zeige, ist f diagonalisierbar, so besitzt jeder f-invariante Unterraum ein
f-invariantes Komplement.

b. Gib ein moglichst einfaches Beispiel fiir einen nicht-diagonalisierbaren
Endomorphismus g und einen g-invarianten Unterraum, der kein g-
invariantes Komplement besitzt.

3. Der Satz von Cayley-Hamilton

Generalvoraussetzung: Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum mit 1 <
dimg(V) = n < oo und f € Endg(V). A bezeichne stets eine Matrix in
Mat(n, K).

Wir ndhern uns in diesem Abschnitt unserem Ziel, eine Matrix A durch Kon-
jugation in moglichst einfache Form zu tiberfithren, ohne es aber schon ganz
zu erreichen. Wir stellen uns die Frage, wann man A in eine Diagonalmatrix
oder wenigstens in eine obere Dreiecksmatrix iiberfithren kann, d. h. , wann
A diagonalisierbar oder wenigstens trigonalisierbar ist.

Dazu beweisen wir zunéchst den folgenden Satz.

Satz 3.1

A (bzw. ) ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom
von A (bzw. von f) tiber K in Linearfaktoren zerfdillt.

Beweis: Ist f trigonalisierbar, so gibt es eine Basis B mit

Aox L. L. %
0 Ay =%

Mg(f): : . . :
0O ... 0 A =«
O ... ... 0 An

Damit folgt das charakteristische Polynom
Xe =AM —t) - (A —1t)

von f zerfallt iiber K in Linearfaktoren.
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Zerfalle nun umgekehrt das charakteristische Polynom von f in Linearfakto-
ren X, = (A —t)--- (A, — t). Wir beweisen mit Induktion iiber n = dimg(V),
daBl dann f trigonalisierbar ist. Im Fall n = 1 ist f nach Beispiel 2.4 sogar
diagonalisierbar. Sei also n > 1 und sei 0 # x; € V ein Eigenvektor von f zum
Eigenwert A\;. Wir setzen U := (x;) C V. Wegen f(x;) = AMx; € U ist U ein
f-invarianter Unterraum von V. Mithin folgt aus Aufgabe 2.24

Xeyy =2 —1) - (An—1),

d. h. das charakteristische Polynom von fy/, zerféllt iiber K in Linearfaktoren.

Da dimg(V/U) = n — 1 < n, existiert per Induktion eine Basis B” = (x; +
U,...,xn+U) von V/U, so daB ME, (fy,u) eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann
ist aber B = (x1,...,x,) eine Basis von V und mit B’ = (x;) gilt
ME) (f * A *
M = (M) ==

0 ME, (fvu) 0 | ME, (fvu)

Damit ist M3(f) eine obere Dreiecksmatrix und f ist trigonalisierbar.

Die Aussage fiir eine Matrix A erhalten wir aus der entsprechenden Aussage
far f A O

Bemerkung 3.2
Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, etwa K = C, so sind somit jede
Matrix A und jeder Endomorphismus f trigonalisierbar.

Eine vergleichbare Aussage fiir die Diagonalisierbarkeit gilt nicht.
Beispiel 3.3 a. Die Drehmatrix

A ( cos(x) —sin(«x) >

sin(«) cos(«)

hat das charakteristische Polynom x, = t*—2cos(x)t+1 = (t—A)-(t—A)
mit A = cos(a) +isin(a) € C, « € R. Damit hat x,_ also keine reellen
Nullstellen, wenn « kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, und somit ist
A Uber R nicht trigonalisierbar.

Hingegen zerfillt x, tber C in Linearfaktoren, so dafl A iiber C trigo-
nalisierbar sein muf}. In der Tat ist A, sogar diagonalisierbar mit

Ae~ [ 22,
0 A

Ist « kein ganzzahliges Vielfaches von 7, so besitzt A, zwei verschiedene
Eigenwerte, so daf3 zugehorige Eigenvektoren nach Proposition 2.8 eine
Basis von C? bilden miissen, die nach Lemma 2.6 eine Transformation
von A, in obige Diagonalmatrix bewirkt. Ist « hingegen ein ganzzah-
liges Vielfaches von 7, so ist A, = 1, oder A, = —1, und hat bereits
Diagonalgestalt.
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A:(O (1)) € Mat(2,C)

ist hingegen auch iiber C nicht diagonalisierbar. Denn, gébe es eine Ma-
trix T € Gl,(C) mit

b. Die Matrix

A O

ToAoT ' =
0 A

) € Mat(2, C),

dann wéare

2
2
o Oz (M0 =ToA?oT =0,
0 A2 0 A

also wiaren A\; = A\, = 0. Aber damit wiirde gelten:

O:rang< 72)1 f ) =rang (ToAoT ') =rang(A) =1,
2

da T € Gl,(C). Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Wir wollen noch ein weiteres Kriterium fiir Trigonalisierbarkeit angeben.
Definition 3.4 a. Eine aufsteigende Kette von Unterraumen

0 =VoSVig...SV,=V

heif3t eine Fahne von V.
b. Ist r = dimy(V), so hei3t die Fahne vollstdindig.
c. Sind die Vi, 1 =0,...,r, alle f-invariant, so heil3t die Fahne f-invariant.
Satz 3.5
Genau dann ist f trigonalisierbar, wenn V eine vollstindige f-invariante Fahne
besitzt.

Beweis: Ist B = (xi,...,x,) eine Basis von V, beziiglich derer ME(f) eine
obere Dreiecksmatrix ist, d. h. f(x;) € (x4,...,x)x = Vi firallei=1,... ,n.
Dann ist

{O}ZVO;\/];;VTL:V

eine vollstdndige f-invariante Fahne.

Ist umgekehrt eine vollstdndige f-invariante Fahne
{O}ZIVO;\A ; ;Vn:V

gegeben, dann starte man mit einer Basis von V;, ergénze sie zu einer Basis
von V, und diese zu einer Basis von V3 und bilde auf diese Weise rekursiv
eine Basis B = (x4,...,x,) von V,so daB V; = (x;,...,x)x. Da Vi, i=1,...,n,
f-invariant ist, folgt f(x;) € (x1,...,xi)x und mithin ist ME(f) eine obere Drei-
ecksmatrix. n
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Definition 3.6

Es sei A € K. Wir nennen mult (x,,A) bzw. mult(x,,A) die algebrai-
sche Vielfachheit von A als Eigenwert von A bzw. f, und dimg (Eig(A, 7))
bzw. dimy (Eig(f,%)) die geometrische Vielfachheit von A als Eigenwert von
A bzw. f.

Bemerkung 3.7

Da konjugierte Matrizen das gleiche charakteristische Polynom haben, ist
klar, daB3 fiir konjugierte Matrizen die algebraischen Vielfachheiten der Ei-
genwerte libereinstimmen.

In der Tat haben konjugierte Matrizen auch die gleichen geometrischen Viel-
fachheiten zu gleichen Eigenwerten.

Seien dazu A,B € Mat(n,K) und T € Gl,(K) mit B=To A o T~'. Dann gilt:

dimg (Eig(B,A)) = dimg (Lés(B —Aly,0))
= m—rang(B —Al,)
= n—rang (To(A—AL,)oT)
= m—rang(A —Al,)
= dimg (Los(A — ALy, 0))
= dimg (Eig(A,N)).

Man beachte, daf} zwar die Dimensionen der Eigenrdume von A und B zu A
ubereinstimmen, die Eigenrdume selbst aber im Allgemeinen nicht! Vielmehr
gilt:

Eig(B,A) ={Ty |y € Eig(A,A)},

denn
x € Eig(B,A) & (ToAoT ')x =Bx=»A

& A(T %) =A(T )

& T x e Eig(A )

& dy e Eig(AA) - x=Ty.
Definition 3.8
Wir werden im Folgenden sehr hdufig mit Blockmatrizen der folgenden Form
arbeiten:

Ail 0 - 0
A= O A | e Mat(n, k),

wobei A; € Mat(n,K),i=1,...,rmitn =n; +...+ n,. Es empfiehlt sich des-
halb, eine Kurzschreibweise fiir solche Diagonalblockmatrizen einzufiihren.
Wir schreiben kurz:

A:A]@@ArzéAl
i=1
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Bemerkung 3.9

Man beachte, daf3 es bei der obigen Schreibweise fiir Diagonalblockmatrizen
auf die Reihenfolge der Summation ankommt, dafl aber Matrizen, die durch
Anderung der Summationsreihenfolge entstehen, zueinander konjugiert sind!

Mit Hilfe dieser Notation gilt beispielsweise, dall eine Matrix A genau dann

diagonalisierbar ist, wenn es Korperelemente A,...,A, € K und positive
natiirliche Zahlen n,...,n, € IN gibt sowie eine invertierbare Matrix T €
Gl,,(K) mit

ToAoT = @Aiﬂm.
i=1

Satz 3.10 (Diagonalisierbarkeit)
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a. A (bzw. f) ist diagonalisierbar.

b. Das charakteristische Polynom von A (bzw. f) zerfdllt tiber K in Linearfak-
toren und fiir jeden Eigenwert A\ stimmen algebraische und geometrische
Vielfachheit tiberein.

c. Sind A\q,..., A die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A (bzw. f),
dann gilt

K" = P Eig(A,\) (bzw. V = (P Eig(f, m) .
i=1

i=1
Bevor wir nun den Satz beweisen, zeigen wir, dal} die algebraische Vielfach-
heit die geometrische Vielfachheit stets nach oben beschrankt.

Lemma 3.11

Fiir A € K gilt stets:

mult (x,,A) > dimg (Eig(A,A)) und mult(x,,A) > dimg ( Eig(f, ).

Beweis: Wihle eine Basis B’ = (xq,...,xs) von Eig(f,A) und ergéinze sie
durch (xi1,...,Xn) zu einer Basis B von V. Dann gilt mit B” = (xs1 +
Eig(f,A), ..., xn + Eig(f,A))

ME(f) — ME, (frig(en)) * _ [ ML * |
B 0 ME// (fV/Eig(f,}\)) O ME// (f\//Eig(f,)\))

Es folgt x, = (A —t)® und damit mult (x,,A) > s = dimy (Eig(f,A)).

' XfV/ Eig(f,A)
Die Aussage fiir eine Matrix A folgt aus der entsprechenden Aussage fiir fa.
]

Beweis von Satz 3.10: Es reicht jeweils, die Aussagen fiir eine Matrix A
oder fiir einen Endomorphismus f zu zeigen.

a. = b.: Ist A diagonalisierbar, dann ist A konjugiert zu einer Matrix der Form
C =@ Mln, mit A; # A fiir i # j. Damit gilt aber:

XA =Xc = (7\1 _t)n] "'(7\r_t)nr
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und Eig(C, ;) = (en;+.4ni_;+1y-- - €ny+..+n, )- Insbesondere ist
dimy (Eig(A,\)) = dimg ( Eig(C,\)) = ny = mult (x,, Ay

und x, zerfillt iiber K.

b. = c.: Es gelte x, = (A —t)™ --- (A, — t)™, mit paarweise verschiedenen

Ay, und ny = dimg (Eig(A,)\i))' Ferner sei Bi = (Xn,+.oni 415+ Xy ony )
eine Basis von Eig(A A;). Da dimg (K") = n = ng 4 ... + n,, reicht es zu
zeigen, dall B = (x;,...,x,) linear unabhéngig ist. Seien dazu p,,...,u, € K

n 4.4y

mit 0 = 3 I, wixi. Wir setzen y; = 3 10 7, wix € Eig(A Aj) und M =
i [y; #0).

Angenommen, |[M| > 1. Da die y; Eigenvektoren zu A; sind, folgt mit Propo-
sition 2.8 (y; | j € M) ist linear unabhéngig, im Widerspruch zu } ;_\ y; =

erzlyj =0.
Also gilt fir allej =1,...,r

n +... 4y

0=vy;= Z HiX4i,

i=ny +.. 4y +1
und da die B; linear unabhéngig sind, folgt wy,..., u, = 0.

c.=>a.: Essei V=@, Eig(f,A) und Bi = (Xn;4..4n 141, Xny+..4n;) S€l
eine Basis von Eig(A, A;). Da die Summe direkt ist, ist mithin B =B, U...UB,
eine Basis von V und es gilt,

ME(f) = P Ailn,
i=1
hat Diagonalgestalt. O]

Der letzte Schritt im Beweis liefert auch ein Verfahren zur Berechnung der
Transformationsmatrix T, so daB T~' o A o T Diagonalgestalt hat.
Algorithmus 3.12 (Algorithmus zur Diagonalisierung)

INPUT: A € Mat(n, K).

OuTpUT: 0, falls A uber K nicht diagonalisierbar ist,
1,D,T, falls A diagonaliserbar ist, wobei D eine zu A kon-
jugierte Diagonalmatrix ist, und T die zugehorige
Transformationsmatrix mit T"'o Ao T = D.

1. Schritt: Berechne das charakteristische Polynom von A.

2. Schritt: Faktorisiere das charakteristische Polynom tiber K. Ist einer
der Faktoren nicht linear, ist A nicht diagonalisierbar (nicht einmal tri-
gonalisierbar) und man gebe 0 zuriick. Sind alle Faktoren linear, so lie-
fert die Faktorisierung die Eigenwerte A, ..., A, sowie ihre algebraischen
Vielfachheiten nq, ..., n,.
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3. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert A; eine Basis des Eigenraums
Eig(A,\;) als Los(A — A;1,,,0) - vgl. Algorithmus I1.7.16 - sowie seine Di-
mension - vgl. Algorithmus I1.6.3 -, d. h. die geometrische Vielfachheit
von A;.

4. Schritt: Stimmt fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit mit
der geometrischen iiberein, so schreibe man die im 3. Schritt bestimmten
Basen als Spalten in eine Matrix und erhélt so T. Ferner erhélt man D,
indem man die Eigenwerte Aq,...,A; entsprechend ihren algebraischen
Vielfachheiten in der Diagonalen einer Nullmatrix eintrigt.

Bemerkung 3.13 a. In Singular mull man die Veranderliche t des charak-
teristischen Polynoms als Parameter einfithren, wenn man durch Poly-
nome in t dividieren will. Dies ist gleichbedeutend dazu, dafl man vom
Grundkorper K zum Korper K(t) iibergeht. — Z. B. ring r=(0,t) ,x,dp;.

b. Ob die Faktorisierung eines Polynoms algorithmisch moglich ist, hangt
wesentlich vom Grundkorper ab. In Singular ist die Faktorisierung iiber
Q sowie liber endlichen Korpern moglich. Fiir R und C sind solche Algo-
rithmen nicht bekannt.

In Singular erfolgt die Faktorisierung in irreduzible Faktoren mittels der
Prozedur factorize.

c. Aquivalent zur Zerlegung des charakteristischen Polynoms in Linear-
faktoren ist die exakte Bestimmung der Eigenwerte und ihrer Vielfach-
heiten. Die Approximation selbiger (etwa als Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms iiber R oder C) hilft im Allgemeinen nicht weiter.
Denn im 3. Schritt miissen die Nullstellen genau bekannt sein, um die
Eigenraume bestimmen zu kénnen.

Selbst, wenn alle Eigenwerte verschieden sind, kann aus ihrer Approxi-
mation keine Transformationsmatrix ermittelt werden.

Beispiel 3.14

Gegeben sei die Matrix

€ Mat(4, Q).

— O O N
—

N © O

— © O O

Wir tiberpriifen mit Hilfe von Singular, ob A diagonalisierbar ist.

ring r=0,t,dp;

matrix A[4][4]=2,-1,0,0,0,1,0,0,0,0,2,0,1,-1,-1,1;
LIB "matrix.lib";

matrix B[4] [4]=A-t*unitmat(4);

poly p=det(B);

—  t4-6t3+13t2-12t+4

factorize(p);
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— [1]: // Faktoren von p
[1]=1
[2]=t-2
[3]=t-1
[2]: // Vielfacheiten
1,2,2
matrix El=syz(A-unitmat(4));
print(E1); // Eig(A,1)

— 1, O

1, O

0, O

0, 1
mat_rk(E1); // dimg (Eig(A, 1 ))
— 2

matrix E2=syz(A-2*unitmat(4));
print(E2); // Eig(A,2)

— 1, O

0, O

1, -1

0, 1
mat_rk(E2); // dimg (Eig(A,Z))
— 2

/* Da die algebraische und die geometrische Vielfachheit von 1 und 2
jeweils iibereinstimmen, ist A diagonalisierbar. */

matrix T=concat(E1l,E2);

print(T); // T ist die Transformationsmatrix, die A diagonalisiert.

— 1, 0, 1, O
i, 0, 0, O
o, 0, 1, -1
0, 1, 0, 1

/* Alternativ liefert die Singular-Prozedur diag test aus linalg.lib
cooox/

LIB "linalg.lib";

diag test(A);

— 1 // D. h. A ist diagonalisierbar.

Beispiel 3.15

Die Matrix

A = ( : _1 ) € Mat(2,Q) c Mat(2,C)

hat als charakteristisches Polynom x, = t?—2t+2 = (t—(1+1)) - (t—(1—-1)),
welches tiiber @) irreduzibel ist, aber iiber C in zwei verschiedene Linearfak-
toren zerfillt. Es folgt, dal A tiber Q nicht diagonalisierbar ist, aber iiber C
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A~ 1+1 O' .
0 1—1

Wir kommen jetzt zu einer wichtigen Beziehung zwischen Polynomen einer-

gilt

seits und Matrizen bzw. Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums andererseits. Wir erinnern uns, daf3 wir in Bemerkung 1.19 fiir be-
liebige K-Algebren B und b € B den Einsetzhomomorphismus ¢4, : K[t] — B :
p — p(b) kennengelernt haben. Insbesondere haben wir fiir B = Mat(n, K)
und b = A also einen K-Algebrenhomomorphismus

b Kt] = Mat(n,K) :p— p(A)
und fiir B = Endk(V) und b = f einen K-Algebrenhomomorphismus
b¢: Kt] = Endg (V) :p — p(f).

Dabei gilt insbesondere ¢ (1) = 1,, und ¢p¢(1) = idy.

Bemerkung 3.16

Ist A = @._; A eine Diagonalblockmatrix, so verifiziert man leicht, daf fiir
k € N gilt A* = @] ; A¥, und damit, daB fiir ein Polynom p € K[t] gilt

p(A) =P (A
i=1

Insbesondere gilt also fiir eine Diagonalmatrix D = ", A\;1;, daf3

pA) 0 ... 0
p(D) = PrML; = ° S
' : RN
0 ... 0 p

In der Tat kann man sogar zeigen, daf fiir eine Blockmatrix der Form

Al o« oo
a=| O e Matn k),
0 - ---[A,
gilt, daf
p(A1) | = *
p(A) = O p(A2) ' € Mat(n, K),

wobei sich die Sterne oberhalb der Blocke veriandert haben.

Damit gilt insbesondere, dall p(A) eine obere Dreiecksmatrix ist, falls A eine
solche war.
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Nach Aufgabe 1.39 ist K[t] ein Hauptidealring, so daf} insbesondere die Idea-
le Ker(¢A) und Ker(d¢) je einen eindeutig bestimmten normierten Erzeuger
besitzen - fiir die Eindeutigkeit siehe Aufgabe 1.40. Diese sind sicher nicht
das Nullpolynom, da sonst die K-linearen Abbildungen ¢ bzw. ¢ injektiv
sein miifliten, was sie jedoch nicht sein konnen, da K[t] als K-Vektorraum
unendlich-dimensional ist, Mat(n,K) und Endk(V) jedoch nur endliche Di-
mension besitzen.

Definition 3.17

Das eindeutig bestimmte normierte Polynom pa (bzw. p;) mit Ker(da) =
(ua)kp (bzw. Ker(d¢) = (1) k) heilt das Minimalpolynom von A (bzw. f).
Bemerkung 3.18

Konjugierte Matrizen haben offenbar das gleiche Minimalpolynom.

Um das einzusehen, sei B = T"'o Ao T mit T € Gl,(K). Dann gilt B" =
(T"oAoT) =T "oA"oT und somit folgt fiir ein beliebiges Polynom p € K[t]

p(B)=T 'op(A)oT.

Da nun T invertierbar ist gilt somit p(B) = 0 genau dann, wenn p(A) = 0,
d. h. Ker($pa) = Ker(dg).

Lemma 3.19

Ein Polynom q € K[t] \ {0} ist genau dann das Minimalpolynom von A (bzw. f),
wenn gilt:

(@) le(q) =1,
(i1) q(A) =0 (bzw. q(f) =0), und
(iii) es gibt kein Polynom p € Klt] \ {0} mit deg(p) < deg(q) und p(A) = 0
(bzw. p(f) =0).

Beweis: Der Beweis geht analog zum Beweis von Lemma 1.35. O

Da dimg ( Mat(n,K)) = n? gilt, sind die n* + 1 Matrizen
1,=A%A" A2 ... A™
in Mat(n, K) linear abhéngig. D. h. es existieren A, ..., A,z € K, nicht alle null,
mit
MAC + MAT . FA2A™Y =0 € Mat(n, K).

Ein einfaches Dimensionsargument zeigt also, es gibt ein Polynom 0 # p =
A2t™ ...+ Ao € K[t] vom Grad kleiner gleich n? mit p(A) = 0. Der folgende
wichtige Satz von Cayley-Hamilton besagt nun, daf es sogar ein Polynom vom
Grad n gibt, das A annulliert.

Satz 3.20 (Cayley Hamilton)

Fiir das charakteristische Polynom x, von A (bzw. X, von f) gilt x,(A) = 0
(bzw. X, (f) = 0).
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Ist explizit X, = (—1)™" 4 an 1t"' + ... + xo, dann gilt die charakteristische
Gleichung

(=A™ + AV T+ 4 AT+ xpl, = 0.

Beweis: Da fiir eine Basis D von V gilt x,(f) = 0 genau dann, wenn 0 =

x; (MB(f)) = Xy 1 (MB(f)), reicht es, den Fall von Matrizen zu beriicksichti-
D

gen.

Betrachte dazu die Matrix B, := A—t1,, € Mat (n,K[t]) = (Mat(n,K))[t] sowie
die Adjunkte Bf € Mat (n,K[t]) = (Mat(n, K))[t] von By, die auch Busadjunkte
von A genannt wird. Dabei mochte die angegebene Mengengleichheit sagen,
daB wir die Matrizen B, und B? einmal auffassen konnen als Matrizen mit
Eintragen im Polynomring K[t], zum anderen aber auch als Polynome iiber
dem Matrizenring Mat(n, K), d. h. als Polynome, deren Koeffizienten Matrizen
sind.

Nach dem Satz iiber die Adjunkte I1.10.5 in Mat (n, K[t]) gilt die Adjunkten-
gleichung

BioB¥ = (A —tl,) o (A —tl,)" =det(A —tl,) 1,=x, - L. (43)

Beachten wir nun noch, daf} die Eintrédge von B* Determinanten von gewissen
(n—1) x (n—1)-Matrizen von B, sind, also Polynome vom Grad kleiner gleich
n — 1, so hat B¥ also auch als Polynom iiber dem Matrizenring hichstens den
Grad n — 1, d. h. es gibt Matrizen By, ...,B, 1 € Mat(n, K) mit

BY =B, 1t" 4 ...+ Byt + By € (Mat(n, K))[t].

Istnunx, = (—=1)™™+ o, 1t™ ' +...+ o, so folgt aus der Adjunktengleichung
(43)

q = (A—1Int)o (Buat™'+...+Bit+By) (44)
(—D)™Mat™ + otn g Int™ '+ .+ ol € (Mat(n, K))[t]
durch Koeffizientenvergleich fiir die B;, 1 =0,...,n—1:
—Bn1 = (_] )My
Aanl - anz = On_1ln
Aan - an - O(nf ]lTl
2 3 2 (45)

AB1—BO = OC]ILn
ABO = O(()ﬂn
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Multipliziert man die i-te Zeile in (45) mit A" ! und summiert die beiden
Seiten auf, so erhilt man die Behauptung:
—A"Bpq = (=1)"A"
A"Br g —A"'Bhy = on g A™
An—aniz _ An_anfg — (anzAn_z

AZB] - ABO = OC]A
ABO O(oln
0 = xalA).

Aus dem Beweis ergeben sich einige interessante Bemerkungen.

Bemerkung 3.21 a. Alternativ zum Koeffizientenvergleich im letzten Be-
weis konnte man auch in das Polynom q in (44) die Matrix A fiir t einset-
zen (im Sinne* von Definition 1.17), so daf3 die linke Seite die Nullmatrix
ergibt, da A — 1,, 0o A = 0. Die rechte Seite ergibt hingegen gerade x, (A).
Womit die Behauptung ebenfalls gezeigt wire.

b. Kennt man das charakteristische Polynom x, = (—1)™™ + o, 1t™ +

...+ &, so 148t sich daraus mittels (44) und der Rekursionsformel (45)
die Busadjunkte

(A —tly)* =B t™ '+ ...+ Bt + By
von A bestimmen. Fiir die B,,_, k = 1,...,n, gilt dabei explizit:
Brx = (—1)"AMT — o, 1AM 2 — . — AL,
und speziell gilt fiir die Adjunkte von A
A* =By = (—1)""TAM T — o AP — . — AL

Diese Formel zur Berechnung der Adjunkten von A ist weit effizienter,
als die Minoren® siamtlicher Streichungsmatrizen zu berechnen.

c. Man beachte, dafl der folgende offensichtliche Beweis fiir x,(A) = 0,
namlich “x, (A) = det(A — A = 1,,) = det(0) = 07, falsch ist, da “«” beim
Einsetzen von A in det(A —t1,,) € K[t] eben nicht die Matrixmultiplikati-
on ist! Man beachte ferner, daf} die Gleichung auch schon deshalb keinen
Sinn machen kann, da x, (A) die Nullmatrix ist, wahrend det(0) die Null
in K ist.

Korollar 3.22
Ist N\ - py"---pY die eindeutige Primfaktorzerlegung von x, (bzw. X,), so gilt
ma =pit - pl (bzw. py =py' ---pi) fiir geeignete 1 <y <vi, i=1,...,m

Insbesondere teilt das Minimalpolynom von A (bzw. f) das charakteristische
Polynom von A (bzw. f).

*Fiir das einfache Polynom p = B - t € (Mat(n, K))[t] ergibt sich dabei dann p(A) =Bo A.
SFiir eine Definition des Begriffes der Minoren einer Matrix siehe Definition IV.3.15.
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Beweis: Nach Wahl einer Basis B von V konnen wir annehmen, daf3 f durch
die Matrix A = ME(f) gegeben ist und fithren den Beweis auf die entspre-
chende Aussage fiir Matrizen zuriick.

Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, daBl x, € Ker(da) = (na)ku gilt. Also
gibt es ein h € K[t] mit x, = pa - h.

Daraus folgt ua =p}' ---pt fir 0 < uy < vy, i=1,...,r, geeignet. Wir miissen
zeigen, daf} jedes p; in na auch vorkommt, d. h., daB yu; > 1 firallei=1,...,r.

Nehmen wir an, daf} es ein i mit p; = 0 gibt. Dann sind pa und p; teilerfremde
Polynome, also existieren nach Satz 1.28 Polynome p, g € K[t] mit

1 =pua+ qpi

Am leichtesten fiihrt man dies zum Widerspruch, indem man zum algebrai-
schen AbschluB8 K von K iibergeht.® Da p; vom Grad deg(p;) > 1 ist, besitzt
es eine Nullstelle A € K. Aus der obigen Gleichung folgt, daB3 dann pa(A) # 0
gelten mubB.

Wegen pi(A) = 0, ist dann aber auch x, (A) = 0 und somit ist A ein Eigenwert
von A € Mat (n,K). Seinun 0 # x € K~ ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A. Dann gilt fiir das Polynom pa = Y ", a;it' € K[t] C K[t]

HA(A)x = Z ai(A'x) = Z ai(A'x) = pa(A) - x #0,
i=0 i=0
im Widerspruch zu pua(A) = 0. O

Gehen wir zum algebraischen AbschluB K von K iiber, so erhalten wir das
folgende Korollar.

Korollar 3.23

Hat das charakteristische Polynom von A (bzw. f) iiber K die Gestalt (—1)™- (t—
A)™M - (=A™, A € K, so gilt fiir das Minimalpolynom p = pa (bzw. p = )

w=(t—A)™ - (t—=Agd™, 1T<m<ng, i=1,...,s.
Beispiel 3.24 a. Ist A = Al,, € Mat(n, K) eine Diagonalmatrix mit gleichen
Diagonalelementen, so gilt offenbar

X, =A—t)" und pa=t—A,

denn A — A1, =0. In diesem Fall ist u quadratfrei.
b. Sei A € K und

€ Mat(n, K),

0
: . 1
O ... ... 0 A

6Wem dies nicht behagt, der mag getrost K als Unterkérper von € und K = C annehmen.



230

III. EEIGENWERTE UND NORMALFORMEN

d. h. J.(A) hat auf der Hauptdiagonalen den Wert A und auf der obe-
ren Nebendiagonalen Einsen stehen, ansonsten nur Nullen. Wir nennen
Jw(A) einen Jordanblock (oder eine Jordanzelle oder ein Jordankdstchen)
der Grofe n zum Eigenwert A .
Offenbar gilt wieder

X, = A—t)™

Nach Korollar 3.22 ist mithin py = (t —A)™ fiir ein 1 < m < n. Dabei ist
m die kleinste natiirliche Zahl mit (] — A1,)™ = 0. Nun ist aber

01 0 ...0

0 .
J=Ap=|[: . . . 0 =N

: o

0 ... ... 00

und man sieht mittels einer einfachen Induktion, dafl NP # 0 fiir p < n,
aber N™ = 0 (vgl. Aufgabe 1.8.28). Also gilt

wy=(t—A)"

Ist A =A;&... 5 A, € Mat(n,K) eine Diagonalblockmatrix mit A; €
Mat(ni, K), so folgt aus der Definition des charakteristischen Polynoms
unmittelbar (vgl. Aufgabe 2.24)

.
X, =] [Xn,-
i=1

Eine entsprechend einfache Formel fiir das Minimalpolynom gilt nicht.
Sei etwa A; = (}1) € Mat(2,K) und A, = (1) € Mat(1,K), dann gilt fir
A=A1DA;

pa=(t—=1)2# (t—1)° = pa, - pa,.

Vgl. Aufgabe 3.42 fiir eine korrekte Verallgemeinerung des Verfahrens.

Bemerkung 3.25

Zur praktischen Berechnung des Minimalpolynoms von A € Mat(n, K) kann
man wie folgt vorgehen. Aufgrund des Satzes von Cayley-Hamilton wissen
wir, daB die Matrizen A°, ... A™ linear abhingig sind. Fassen wir die Matrix

Al als einen langen Spaltenvektor in K™ auf und bezeichnen wir diesen mit

xi, dann suchen wir das minimale m, so daf xo, ..., x, linear abhingig sind,

und wir suchen ferner geeignete B,..., 1 mit

Xm + Bm_1Xm-1+ ...+ Boxo =0.

Dies ist dann gleichbedeutend damit, daf3

t™ 4 Bat™ L+ Bo € K[t

das gesuchte Minimalpolynom von A ist.
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Bezeichne X = (xo...xn) € Mat (n? x (n + 1),K) die Matrix, deren Spalten

Xo, . - ., Xn sind, dann suchen wir eine Losung des linearen Gleichungssystems
Bo
X-| : |=0ex™ (46)
Pn
mit By = ... = Prn = O und B,, = 1 und so, dall m minimal mit dieser
Eigenschaft ist. Da x,, . .., x,n_1 nach Definition von m linear unabhéingig sind,
Xo, - - ., Xm aber linear abhéingig, so bedeutet dies, daf in einer ZSF von X die
Zahlen 1, ... m Pivotindizes sind, wiahrend m + 1 kein Pivotindex mehr ist.

Berechnet man eine Parametrisierung der Losungsmenge von (46) mittels des
Algorithmus I1.7.16, so erhalten wir den gesuchten Koeffizientenvektor (3 als
ersten Spaltenvektor der Parametrisierungsmatrix.

Dies fiihrt zu folgendem Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms
einer Matrix A € Mat(n, K).

Algorithmus 3.26 (Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms)
INPUT: A € Mat(n, K)

OUTPUT: A

1. Schritt: Falls A nicht quadratisch ist, gib 0 zurick.

2. Schritt: Bilde die Potenzen A°, ..., A™ und schreibe die Matrizen in
Form von Spaltenvektoren der Linge n? in eine Matrix B € Mat (n2 X
(n+1),K).

3. Schritt: Berechne eine Parametrisierung von Los(B, 0).

4. Schritt: Verwende die Koeffizienten der ersten Spalte der Parametri-
sierung als Koeffizienten eines Polynoms und gib dieses zuriick.

Singular besitzt bereits ein Kommando, ndmlich syz, zur Berechnung der Pa-
rametrisierung einer Losungsmenge. Wir demonstrieren die Verwendung des
Kommandos an einem Beispiel.

Beispiel 3.27

LIB "matrix.lib";

ring r=0,t,1p;

matrix A[3][3]=1,1,0,0,1,0,0,0,1;

print(A);

— 110
010
0 01

matrix X=transpose(flatten(power(A,0)));

int 1i;

for (i=1;i<=3;i++)

{ X=concat (X, transpose(flatten(power(A,i)))); }
print(X); // Die i-te Spalte ist Al.
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— 1 111
0 1 2 3
0O 0 0O
0O 0 0O
1 1 11
0O 0 0O
0O 0 0O
0O 0 0O
11 11
module L=syz(X); // Bestimmt eine Parametrisierung von Los(X,0).
print(L);
— 1 0
-2 1
1 -2
0 1

Also ist ua = t* — 2t + 1 das Minimalpolynom von A.
Zur Kontrolle kann man die ZSF von X ansehen:

print(gauss_row (X)) ;

— 1, 0, -1, -2,
o, 1, 2, 3,
o, 0, 0, O,

0, 0, 0, O

m + 1 = 3 ist der kleinste Nicht-Pivot-Index, und (1,—2,1,0)" ist somit in der
Tat die gesuchte Losung.

Das Minimalpolynom 148t sich also durch Losen eines linearen Gleichungssy-
stems bestimmen. Wir wollen jetzt zeigen, dafl das Minimalpolynom ein effi-
zientes Kriterium dafiir liefert, ob eine Matrix A € Mat(n, K) diagonalisierbar
ist oder nicht.

Satz 3.28

A (bzw. 1) ist genau dann iiber K diagonalisierbar, wenn das Minimalpoly-
nom u = pup (bzw. w = Wy in paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfdllt,
d.h.wennesAy,..., A\, e Kmit Ay #\j, i1 #j, gibt mit = (t—Aq)--- (t—A,).

Beweis: Ist A diagonalisierbar, dann ist A konjugiert zu einer Diagonalma-

B= d}mm,
i=1

mit A\; # A fiir i # j. Nach Bemerkung 3.18 ist pa = pg und es folgt aus
Aufgabe 3.42 und Beispiel 3.24 mit Induktion

trix B der Form

g = (t—A7) - (£ —A).
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Fiir den Beweis der Umkehrung greifen wir etwas vor und verwenden Propo-
sition 3.33. Da das Minimalpolynom in paarweise verschiedene Linearfakto-
ren zerfillt, folgt damit, dafl V die direkte Summe der Eigenrdume von A ist
und somit folgt aus Satz 3.10, dall A diagonalisierbar ist. n

Korollar 3.29
Genau dann ist A iiber dem algebraischen Abschluf3 K von K diagonalisierbar’,
wenn ua quadratfrei ist.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Satzen 1.36 und 3.28. n

Fir den Beweis der Riickrichtung in Satz 3.28 brauchen wir einen neuen Be-
griff, der auch im folgenden Abschnitt fiir die Jordansche Normalform von
Bedeutung sein wird. Fiir A € K haben wir aufsteigende Folgen von Unter-
vektorrdumen von V (vgl. Lemma 3.31 und Aufgabe 3.49)

Ker (f —Aidy ) C Ker ((f —Aidy)?) C Ker ((f —Aidy)?) € ... CV
und
Los (A — ALy, 0) C Lés ((A —AL,)%0) C Lés ((A—A1,)%0) C...CV

Die Vereinigung all dieser Unterraume ist offenbar wieder ein Unterraum
und fiihrt zu folgender Definition.
Definition 3.30
Fir A € K heiflen
Hau(A,A) = | J Lés ((A —A1,)%,0) und Hau(f,A) = ] Ker ((f —Aidy)¥)
keN kEN
der Hauptraum oder verallgemeinerte Eigenraum von A bzw. f zu A.
Lemma 3.31
Es sei \ € K gegeben.

a. Dann gibt es ein 0 < m < n mit Ker ((f — Aidy)°) S ... & Ker ((f —
Aidy)™ ") € Ker ((f —Aidy)™) = Ker ((f — Aidy)¥) fiir alle k > m.
b. Fiir jedes k € N gilt, Ker ((f — Aidy)¥) ist f-invariant.
Insbesondere sind also Eigenrdume und Hauptraume von f f-invariant.
c. Fiir 1 = mult(py, A) gilt Hau(f,A) = Ker ((f — Aidy)').

Die entsprechenden Aussagen fiir eine Matrix A € Mat(n, K) gelten analog.

Beweis: Durch Betrachtung von f 5 ergibt sich die Aussage fiir eine Matrix A
unmittelbar aus der entsprechenden Aussage fiir Endomorphismen.

a. Sei m € N minimal mit der Eigenschaft, daB Ker ((f—Aidy)™) = Ker ((f—
?\idv)m”); ein solches m gibt es, da dimg(V) < oo. Es reicht, zu zeigen,
dafl dann Ker ((f —Aidy)™) = Ker ((f — Aidy)™*) fiir alle k > 0, wobei
“C” offenbar gilt. Wir fithren den Beweis mittels Induktion nach k, und

"D. h. A € Mat(n,K) C Mat (n,K) aufgefafit als Matrix mit Eintrégen in K kann mittels
einer invertierbaren Matrix T € Gl,, (K) auf Diagonalgestalt gebracht werden.
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der Induktionsanfang fiir k = 1 ist nach Voraussetzung erfiillt. Sei nun
k > 1und x € Ker ((f —Aidy)™"*) gegeben. Dann gilt, unter Verwendung
der Induktionsvoraussetzung,

(f — Aidy) (x) € Ker ((f — Aidy)™* ") = Ker ((f — Aidy)™).

Mithin ist (f — Aidy)™"'(x) = 0 und x € Ker ((f — Aidy)™"") = Ker ((f —
Aidy)™), was zu zeigen war.

b. Da f mit Potenzen von f und mit der Identitéat vertauschbar ist, gilt fir
k € N und x € Ker ((f — Aidy)¥)

(f — Aidv)k(f(x)) =f((f— Aidv)k(x)) =1(0) =0,
woraus die Behauptung folgt.

c. Angenommen, das sei nicht der Fall, dann gibt es ein x € V mit y :=
(f — Aidy)'(x) # 0, aber (f — Aidy)*(x) = O fiir alle k > 1. Da A l-fache
Nullstelle von ¢ ist, gibt es ein q € K[t] mit

K = (t_)\)l q,
wobei A keine Nullstelle von ¢ ist. Dann sind q und (t — A)*, fiir k > 1,
aber teilerfremd und nach Satz 1.28 gibt es Polynome p1, p,; € K[t] mit
t=A"pr4+qg-pr=1.
Es folgt
(pr(f) o (f = Aidy) ™ + pa(f) 0 q(f)) (y) = v. (47)
Andererseits gilt aber (f — Aidy)*Y(y) = (f — Aidv)*(x) = 0 sowie

0 = pe(f)(x) = (a(f) o (f = Aidy)") (x) = q(f)(y).
Aus (47) folgt damit y = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung.
[

Definition 3.32

Sei A € K gegeben. Die natiirliche Zahl m € IN aus Lemma 3.31 a. heif3t der
Nilpotenzindex des Endomorphismus f — Aidy. (Vgl. auch Aufgabe 3.49.)
Proposition 3.33

Es sei f ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom X, iiber K in
Linearfaktoren zerfdllt, d. h. es gibt \; e Kund 0 <m;<nyi=1,...,1,sodaf

X, = (=DM =A)" (=AD" und pe= (=A™ (B =A™
Dann gelten:

a. V= @121 Hau(f,Ai),
b. m; ist der Nilpotenzindex von f — A\;idy und
C. Ny = dlm]( (Hau(f, 7\1))

Die analogen Aussagen fiir eine Matrix A € Mat(n,K), deren charakteristi-
sches Polynom zerfdllt, gelten analog.
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Beweis: Wir beschrianken uns auf den Beweis im Falle eines Endomorphis-
mus f, da sich die entsprechende Aussage fiir eine Matrix A dann unmittelbar
auf f o zuriickfithren 143t.

a. Wir setzen V; := Hau(f,A;) und

Lt .
= = t—}\ m)'
s nl §

Da ggT(qi,...,q,) = 1, folgt aus Aufgabe 1.42 die Existenz von Polyno-
men pr,...,p, € K[t] mit

P1g1 +...+prqr = 1.
Setzt man Q; := qip;, dann folgt

D Qi) =idy.
i=1
Wegen (f — A;idy)™ o Qi(f) = pi(f) o we(f) = 0 folgt mit Lemma 3.31 c.

Im (Qi(f)) C Ker(f — Ajidy)™ = V..
AuBerdem gilt fiir jedes x € V

X = 21 Qi(f)(x) € 21 Im (Qi(f)) C ;vi,

dhVv=3!, V.
Es bleibt zu zeigen, dafl die Summe direkt ist. Nun gilt
1d\/) , firi= j,
0, fur i #j,
denn fiir i # j und x € V; gilt Qi(f)(x) = pi(f) o [ T, ;(f — Axidy)™ o (f —
Ajidy)™ (x) = 0 und fiir x € V; gilt deshalb

(Qi(f),, = (48)

)

Qi(f)(x) =) Q(f)(x) =idv(x).
j=1

(Insbesondere gilt Q;(f)? = Qi(f) und damit ist Q;(f) die Projektion auf
Vi mit Kern P, ; V; - vgl. Aufgabe 11.1.23.)

Ist nun also 0 = x; +...+x, eine Darstellung des Nullvektors mit x; € V;,
i=1,...,r,dann gilt

0= Qilf)(x1 4 ... +x:) = Qif)(x4) =%

Die Summe ist also direkt.

b. Seii e {1,...,r} gegeben und sei m € N der Nilpotenzindex von f — A;idy,
dann gilt nach Lemma 3.31 c. m; > m.
Angenommen, m; > m. Seinun x = x;+...+x, € V beliebig mit x; € V; fiir
j=1,...,7. Dann gilt (f — Ayidy)™(x;) = 0 und fiir j # i gilt qi(f)(x;) =0,
also folgt fiir w:= (t — A;)™q; € K[t]

n(f)(x) =0, d. h. u(f) =0,
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aber 0 < deg(u) < deg(us), im Widerspruch zur Definition des Minimal-
polynoms.

c. DaV = @_,V; und da die V; nach Lemma 3.31 f-invariant sind, folgt
aus Aufgabe 2.24

Xe = l_A[vai ’
i=1
Aus b. folgt Hey, = (t—=AY™ und damit folgt aus Korollar 3.22 Xe,, =
(t — A ¥mx M) wwas zu zeigen war.
L]

Aus Proposition 3.33 Teil b. und c. folgt, da die Hauptraume von f f-invariant
sind, unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 3.34
Sei f wie in Proposition 3.33, dann gilt
X1y = (T =A™
und
Hfara) = (=A™

Beispiel 3.35
Wir wollen nun unter Ausnutzung von Singular zeigen, dafl3 die Matrix

321

A= 0 2 1 | € Mat(3,Q)
0 0 3

nicht diagonalisierbar ist, und wir wollen die zugehorigen Hauptraume be-
stimmen.

Aus der Gestalt der Matrix ergibt sich unmittelbar x, = (t — 3)?(t — 2). Wie
im letzten Beispiel 3.27 bestimmt man das Minimalpolynom und stellt fest,
daB3 es gleich dem charakteristischen Polynom ist. 3 ist also eine doppelte

Nullstelle des Minimalpolynoms und somit ist A nicht diagonalisierbar nach
Satz 3.28

Wir wollen nun die beiden Hauptraume von A zu den Eigenwerten 2 und 3
bestimmen.

ring r= 0,t,1p;
matrix A[3][3]=3,2,1,0,2,1,0,0,3;

matrix B=A-3*unitmat(3);

syz(B); // Eig(A,3)

—  gen(3)+gen(1) // gen(i) ist der i-te Einheitsvektor in Q3,
// also hier (1,0,1)%.

syz (B*B) ; // Los ((A —313)%,0).

—  3xgen(2) +4x*gen(1) // (4,3,0)(0,—3,4)t

4 % gen(3) — 3 x gen(2)
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syz (B*B*B) ; // Los ((A—3113)3,O).
—  3xgen(2)+4xgen(1) // D. h. syz(B*B)=syz(B*B+*B).
4 x gen(3) —3 x gen(2)

Daf} Los ((A — 313)%,0) = Lés ((A — 313)3,0) wuBlten wir allerdings schon. Es
gilt also

HaU(A, 3) = <(4) 3) O)t) (O) _3) 4)t>
ist zwei-dimensional, wihrend Eig(A,3) = ((1,0,1)") ein-dimensional ist.

Analog bestimmt man den Hauptraum von A zum Eigenwert 2, der in diesem
Fall gleich dem Eigenraum ist, als

Hau(A,2) = Eig(A,2) = ((—2,1,0)").

Die Haupt- und Eigenrdume kann man nur berechnen, wenn die Eigenwerte
exakt bekannt sind. Wir wollen jetzt einen Algorithmus kennenlernen, mit
dessen Hilfe wir ohne Kenntnis der Eigenwerte feststellen konnen, ob eine
Matrix A diagonalisierbar ist oder nicht. Aullerdem liefert dieser Algorith-
mus im Falle der Diagonalisierbarkeit eine zu A konjugierte Diagonalgestalt,
wobei die Eigenwerte dann eventuell numerisch zu approximieren sind. Da-
zu greifen wir auf das Kriterium fiir die Quadratfreiheit eines Polynoms aus
Satz 1.36 zuriick.

Algorithmus 3.36 (Algorithmus zur Diagonalisierbarkeit)

INPUT: A € Mat(n, Q).

OoutrpUT: 0, falls A iiber C nicht diagonalisierbar ist,
1,D, falls A tiber C diagonalisierbar ist, wobei D eine zu
A konjugierte Diagonalmatrix mit ndherungsweise
bestimmten Eigenwerten ist.

1. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom p» von A sowie die formale Ab-
leitung D(pna) von pa und den ggT g von pa und D(pa).

2. Schritt: Ist deg(g) > 0, dann gebe 0 zuriick, sonst gehe zu Schritt 3.

3. Schritt: Man bestimme das charakteristische Polynom x, von A und
faktorisiere es tiber Q.

4. Schritt: Fir jeden irreduziblen Faktor von X, bestimme man néhe-
rungsweise die (paarweise verschiedenen !) Nullstellen. Diese schreibe
man mit der Vielfachheit, mit der der jeweilige irreduzible Faktor als
Faktor von x, vorkam, in eine Liste.

5. Schritt: Die Liste wird am Ende genau n Eintrédge enthalten, die man
auf die Diagonale einer Matrix D schreibt. Sodann gebe man ein Liste,
bestehend aus der Zahl 1 und aus D, zurtick.

Bemerkung 3.37 a. Der Algorithmus 146t sich in Singular problemlos im-
plementieren und greift dabei auf die Algorithmen 1.6.3 und 3.26 zuriick
sowie auf singularinterne Prozeduren zur Faktorisierung von Polynomen
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tber Q und zur ndherungsweisen Bestimmung von Nullstellen von Po-
lynomen. Um zu garantieren, daf} die ndherungsweise bestimmten Ei-
genwerte auf alle Falle mit der richtigen Vielfachheit angegeben wer-
den, machen wir uns wesentlich zu Nutze, daf3 verschiedene irreduzible
Faktoren auch verschiedene Nullstellen haben und daf3 ebenso ein irre-
duzibles Polynom keine mehrfache Nullstelle haben kann. Hierbei geht
ein, dafl Q Charakteristik Null hat. Wer mehr dazu wissen mochte, sei
auf Biicher zur Algebra und den Begriff der Separabilitidt von Polynomen
verwiesen.

Fir praktische Anwendungen und K = R ist es oft wichtiger, die kom-
plexen Eigenwerte von A numerisch approximativ zu bestimmen. Da-
zu existieren effiziente iterative Eigenwertverfahren oder man bestimmt
approximativ die Nullstellen von ps in C. Der oben dargestellte Algo-
rithmus liefert dann die exakten Vielfachheiten der Eigenwerte, d. h. die
Dimension der Eigenrdume. Dies ist ein effizientes und exaktes Verfah-
ren, das in den Bereich der Computeralgebra fillt.

Man beachte jedoch, daf3 der Algorithmus 3.36 nicht die Transformati-
onsmatrix liefert, die A in Diagonalgestalt tiberfiihrt.

Beispiel 3.38
Wir betrachten im Folgenden die Matrix

3 4 0 0
14 0 0

A= Mat(4, Q).
0 0 -3 —4 |EMAEQ

o 0 -1 4

Es ist unser Ziel, zu zeigen, dal3 A uber C diagonalisierbar ist, und eine zu A

konjugierte Diagonalmatrix ndherungsweise zu bestimmen.

LIB "linalg.lib";

ring r=0,t,1p;

matrix A[4][4]=-3,-4,0,0,-1,4,0,0,0,0,-3,-4,0,0,-1,4;

poly f=min poly(A); // Die Prozedur mufl mittels 3.26 selbst

f;
|_)

// implementiert werden.

t2-t-16;

poly Df=diff(f,t); // Bestimmt die formale Ableitung von f.
gcd(£,Df);

H

1 // Also ist A diagonalisierbar.

poly g=charpoly(A,"t"); // Das charakteristische Polynom von A.

factorize(g,2);

—

1] : // D. h. f ist irreduzibel und g = 2.
M=t2—-t-—-16

2] :
2

LIB "solve.lib";
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laguerre solve(f);
— (1] :
—3.531128874149274826183306615152
2] :
4.531128874149274826183306615152

Also ist die gesuchte Diagonalmatrix bei Rundung auf zwei Nachkommastel-

len
—3.53 0 0 0
D— 0 —3.53 0 0
0 0 453 0
0 0 0 453
AUFGABEN
Aufgabe 3.39

Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der folgenden Matrix und ent-
scheide, ob sie diagonalisierbar bzw. trigonalisierbar ist:

1
03
1
1

(o3 SE e M e}
N — O —

Aufgabe 3.40
Es sei V = Mat(2,K), E = (Eq1, Eq2, Eoq, Exn) die kanonische Basis von V und
T =Eq 4+ E12 + Ez2 € Gl;(K). Betrachte die Abbildung

f:VoV:A—ToAoT .
Zeige:

a. f € Endg(V).
b. f ist trigonalisierbar, aber nicht diagonalisierbar.
c. Bestimme eine Basis B von V, beziiglich derer ME(f) eine obere Dreiecks-

matrix ist.
Aufgabe 3.41
Sei V ein R-Vektorraum mit Basis E = (x1,x2,x3) und f € Endg (V) mit
f(x1) = x1 + 3x; + 6x3,
f(x2) = —3x7 — b5xp — 6x3,
f(x3) = 3x1 + 3x2 + 4xs.

Bestimme das Minimalpolynom von f, zeige, dal} f diagonalisierbar ist, und
bestimme eine Basis B, beziiglich derer f Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 3.42

Es sei V = U; @ U, ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg(V)
mit f(U;) C U;. Zeige:

a. Ker(¢¢) = Ker (c])]cu1 ) NKer ((bfuz).
b. ue =kgV (ke by, )-
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Aufgabe 3.43 a. Zeige, eine Matrix A € Mat(n,K) mit x, = (A —t)" ist
genau dann diagonalisierbar, wenn A = Al,,.

b. Zeige, eine Diagonalblockmatrix der Form A = @_; A; € Mat(n, K) mit

A; € Mat(n;,K) und n = nq + ... + n, ist genau dann diagonalisierbar,

wenn A; diagonalisierbar ist fiir allei=1,... 1.

c. Es sei A eine Diagonalblockmatrix wie in b. mit A; = J(A;, n4) ein Jor-
danblock fiiri = 1,...,r. Zeige, A ist genau dann diagonalisierbar, wenn
ny=1furallei=1,... .

Aufgabe 3.44 a. Es sei V # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f €
Endg(V) und {0} = Uo C U; & ... & U1 & Uy = V eine f-invariante
Fahne von V. Ferner seien die Minimalpolynome My, firi=1,...,m
paarweise teilerfremd. Zeige, dann ist

B = Hg v, 0 Bouyu,

b. Es seien my,...,m, € Nund Aq,..., A, € K seien paarweise verschieden.
Zeige, die folgende Matrix ist diagonalisierbar:

AMlm, | % o0 x
A 0 Aol
0 -
Aufgabe 3.45
Es sei A = (ay;) € Mat(4, K) eine obere Dreiecksmatrix mit a;; = ax # a3 =

aq4. Zeige, A ist genau dann diagonalisierbar, wenn a, = a3 = 0.
Aufgabe 3.46

Ist A € Gl,,(K), so gibt es ein Polynom g € K[t] mit A~' = g(A).
Aufgabe 3.47

Es sei V # 0 ein K-Vektorraum.

a. Sind A € Kund f,g € Endg(V) mit f o g = g o f, dann ist Eig(f,A) g-
invariant.
b. Zeige, ist dimg(V) = n < oo, so sind fiir A C Endg(V) die folgenden
beiden Aussagen gleichwertig:
(i) A ist simultan diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Basis B von V, so
daB fiir alle f € A gilt ME(f) ist eine Diagonalmatrix.
(i) Fur alle f € A gilt, f ist diagonalisierbar, und fiir alle f,g € A gilt,
fog=gof.

Hinweis: In b. fithre man fiir die Riickrichtung Induktion iiber n und betrachte ggf. eine Zerlegung von
V in zwei geeignete invariante Unterrdume kleinerer Dimension.

Aufgabe 3.48

Es sei V # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg(V). Zei-
ge, genau dann ist x, irreduzibel, wenn V nur die trivialen f-invarianten Un-
terrdume {0} und V besitzt.
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Aufgabe 3.49
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endg (V). Zeige:

a. Es gibt ein m € N mit Ker (f°) & ...  Ker (f™") C Ker (f™) = Ker (f¥)
fir alle k > m.
Die Zahl m heif3t auch der Nilpotenzindex der Abbildung f.
b. Fiir das m aus a. gilt ferner,
1) V=Im (f°) 2Im (f') 2... 2 Im (f™),
(i) Im (f™) = Im (f*) fiir alle k > m, und
(iii) V = Ker (f™) @ Im (f™). (“Fitting-Zerlegung von V”)
(iv) (fger(rm))" = O und fim(em) ist invertierbar.
c. Ist dimg(V) = oo, so gelten die Aussagen in a. und b. im Allgemeinen
nicht mehr.

Aufgabe 3.50

Schreibe eine Singular-Prozedur min poly, die eine quadratische Matrix A €
Mat(n, K) einliest und das Minimalpolynom von A zuriickgibt.

Aufgabe 3.51

Schreibe eine Singular-Prozedur diagonal, die eine Matrix A € Mat(n, Q) ein-
liest und feststellt, ob A diagonalisierbar ist. Falls ja, soll der Wert 1 ausgege-
ben werden, sonst 0.

Aufgabe 3.52

Schreibe Singular-Prozeduren, die die Algorithmen 3.12 und 3.36 umsetzen.

4, Die Jordansche Normalform

Generalvoraussetzung: Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum mit 1 <
dimg(V) = n < oo und f € Endg(V). A bezeichne stets eine Matrix in
Mat(n,K). Ferner gelte in diesem Abschnitt, dal3 das charakteristische Po-
lynom von f bzw. A iiber K in Linearfaktoren zerfallt.

Eine Matrix A € Mat(n, K), deren charakteristisches Polynom in Linearfak-
toren zerfillt, was etwa fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper wie C
stets der Fall ist, ist zu einer Matrix konjugiert, die besonders einfach gebaut
ist, der sog. Jordanschen Normalform von A. Aus der Jordanschen Normal-
form lassen sich Invarianten von A einfach ablesen und diese Invarianten
bestimmen die Matrix A bis auf Konjugation eindeutig.

Der folgende Satz iiber die Jordansche Normalform hat grofle theoretische

und auch praktische Bedeutung.

Satz 4.1 (Jordansche Normalform) a. Istx, = (—1)"[]L_;(t—A)™ und pa =
[T, (t = A)™, dann gibt es fiir jedes 1 < j < my i = 1,...,7, je ei-

ne natiirliche Zahl ty so, daff 3 ™j -ty = ny = dimg (Hau(A,\y)),
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Y Mty = dimg (Eig(A,Ay)), tim, > 1 und A ist konjugiert zu der Dia-

j=1
gonalblockmatrix

roomy by
Ja = @ @ @ 15(7\1)-
i=1 j=1 k=1

J A heiffit Jordansche Normalform von A, und die t; werden Elementartei-
ler von A zum Eigenwert \; genannt.

st x, = (=D)L, (t=A)™ und e = [ [i_; (t—A\)™, dann gibt es fiir jedes

1<j<myi=1,...,1, je eine natiirliche Zahl ti; und es gibt eine Basis
B so, daf8 3 ™ -ty =y = dimg (Hau(f, Ay)), 3™ tyy = dimg (Eig(f, A1),
tim, > 1 und

r m; b

Je:=Mi(f) = PP PTM.

i=1 j=1 k=1
J¢ heifft Jordansche Normalform von f, und die ti; werden Elementarteiler
von f zum Eigenwert \; genannt.

Es scheint angebracht, den Satz zunichst etwas zu erldutern, um ihn

verstandlicher zu machen.
Bemerkung 4.2 a. Ziel des Abschnittes ist es, zu zeigen, dall eine Matrix

A, deren charakteristisches Polynom zerfillt, konjugiert zu einer Ma-
trix von besonders einfacher Gestalt ist. Der obige Satz sagt nun, daf3
in der Tat A konjugiert ist zu einer Diagonalblockmatrix, deren Diago-
nalblocke, die J;(A;), alle Jordanblocke sind, also obere Dreiecksmatrizen,
die auf der Diagonalen stets den gleichen Wert A; stehen haben, auf der
oberen Nebendiagonalen nur Einsen und ansonsten nur Nullen (vgl. Bei-
spiel 3.24).

Dabei gelten:

e Die natiirlichen Zahlen t;; geben an, wieviele Jordanblocke der
GroBle j x j zum Eigenwert A\; denn vorkommen.

e j < m; bedeutet, dafl die maximale Grofle eines Jordanblockes m; x
m,; ist.

e ti;,, > 1 besagt, dafl auch mindestens ein Block der maximalen
GroB3e m; x m; vorkommt. D. h. die Vielfachheit von A; als Null-
stelle von p, gibt die maximale Grofle eines vorkommenden Jor-
danblockes in J5 zum Eigenwert A; an.

e Die Summe Z;L j-ti; gibt gerade an, wie oft der Eigenwert A; auf der
Diagonalen der Diagonalblockmatrix vorkommt, und da diese das
gleiche charakteristische Polynom wie A besitzt, mufl die Summe
mithin n;, also die algebraische Vielfachheit von A; als Eigenwert
von A, sein.

e Und } ™ty = dimg (Eig(A,A;)) bedeutet schlieBlich, dal die An-
zahl der Jordanblocke zum Eigenwert A;, die in Jo vorkommen, der
Dimension des Eigenraumes von A zum Eigenwert A; entspricht.
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b. Schon die direkte Summenschreibweise der Jordanschen Normalform
bringt zum Ausdruck, daf3 die Jordansche Normalform nur bis auf die
Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig bestimmt sein kann, und in der
Tat ist sie es auch, d. h.:

Zwei Jordansche Normalformen sind genau dann konjugiert, wenn
die Eigenwerte sowie zu den Eigenwerten die Elementarteiler iiber-
einstimmen.

Es ist leicht einsichtig, da3 eine Vertauschung der Blocke durch Kon-
jugation mit einer Reihe von Permutationsmatrizen erreicht werden
kann, dafl mithin zwei Jordansche Normalformen, deren Eigenwerte mit
zugehorigen Elementarteilern iibereinstimmen, zueinander konjugiert
sind.

Seien umgekehrt zwei Jordansche Normalformen zueinander konjugiert,
dann stimmen zunéchst die charakteristischen Polynome und damit die
Eigenwerte tiberein. Ferner folgt aus Aufgabe 4.15, dafl die Elementar-
teiler tibereinstimmen, da fiir eine invertierbare Matrix T € Gl,,(K) und
ein k € IN gilt

rang ((T—1 oAoT— ?\Iln)k> —rang (T~ o (A —ALy)*oT)

=rang ((A —Al,)").

Damit ist natiirlich auch die Jordansche Normalform eines Endomor-
phismus bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke eindeutig bestimmt.

c. Wir wollen folgende Notation einfithren, die die Jordanblécke von A
(bzw. f) zu einem Eigenwert A; zusammenfaft:

m; by mp b
JAA) =P PN bzw. JiA) =P P TN
j=1 k=1 j=1 k=1

Dann gilt
Ja=EPIaA) baw. Ji= TN
i=1 i=1

d. Es sei ] = (ay)i; eine Matrix in Jordanscher Normalform. S = (sy;)i;
bezeichne die Diagonalmatrix, die entsteht, wenn man in J alle Nicht-
Diagonalelemente zu Null setzt, d. h. s;; = ai; und si; = 0 fiir i # j. Ferner
setzen wir N = J — S, d. h. N ist eine Matrix, die nur auf der oberen
Nebendiagonalen Elemente ungleich Null besitzen kann.

Dann ist N nilpotent und es gelten

J=S+N mit NoS=SoN.
Man nennt dies auch die Jordan-Zerlegung® von J.

8Allgemeiner nennt man die Darstellung einer Matrix A € Mat(n,K) als A = S + N
mit N nilpotent und S diagonalisierbar (auch halbeinfach genannt, engl. semi-simple, daher
das S) und So N = N o S eine Jordan-Zerlegung von A. Solche Zerlegungen von Objekten
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Um die Aussage einzusehen, beachte man, dafl firi =1,...,rund 1 <
j <mygilt
J5(Ai) = Ailly + J;(0).
Damit gilt
my tU
s-DDDM
i=1 j=1 k=1
und .
N=DDD©
i=1 j=1 k=1
Aber damit folgt unmittelbar
my by
Nos_@@@u ) =SoN.
i=1 j=1 k=1

Es reicht natiirlich, den obigen Satz fiir einen Endomorphismus f zu zeigen,
da die Aussagen dann mittels f5 auch fir A gezeigt sind.

Wir werden den Satz zunéichst fiir nilpotente Endomorphismen zeigen,
d. h. fir Endomorphismen, die nur einen Eigenwert, ndmlich A = 0, besit-
zen, und den allgemeinen Fall dann auf diesen zuriickfithren.

Lemma 4.3

Es sei f € Endg(V) ein nilpotenter Endomorphismus mit s = t™ Dann gibt
es fiir jedes 1 < j < m je ein natiirliche Zahl t; und es gibt eine Basis B so,
dafp Y "1j -t = n = dimg (Hau(f,0)) = dimg(V), 3, t; = dimg (Eig(f,0)),
tm > 1und

Ji:= Mg(f) EB@J

ji=1 k=1
Beweis: Wir beachten zunéchst, dafl nach Proposition 3.33 bereits gilt
V = Hau(f,0) = Ker (f™)
und mithin insbesondere f™ = 0.

Wir fiihren den Beweis konstruktiv, so daf} sich daraus auch ein Algorithmus
zur Bestimmung der Basis B herleiten 148t. Dabei gehen wir schrittweise vor
und konstruieren in jedem Schritt alle Jordanblocke gleicher Grofle, begin-
nend mit dem groften.
Firj=0,...,m+ 1 definieren wir V' := Ker(f'). Da m der Nilpotenzindex ist,
gilt mithin

O:V‘);V] S..GVh=V
AuBerdem gilt f(V*') C VI fiir j = 0,..., m, so daB folgende Definition Sinn
macht: .

Vi=V/(VT+£(VH)).

in einen halbeinfachen und einen nilpotenten Anteil spielen auch in anderen Bereichen der
Mathematik eine Rolle - siehe etwa Lie-Algebren oder Jordan-Algebren.
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SchlieBlich setzen wir fiirj=1,...,m
tj = dlmK (V)> .

Unter Beriicksichtigung des Austauschsatzes von Steinitz wahlen wir rekur-
siv fiir j = m,...,1 Vektoren ej,..., e, € Vi, deren Restklassen eine Basis

von V’ bilden.
Sodann bilden wir fiirj = 1,...,m, k = 1,...,t; und r € IN die Familien von
Vektoren®

By = (" (e, P2 (es), - .., T (egid), T(e500)).
Wir behaupten

a. B=U= UL B$, ist linear unabhingig.

b VITl+ f(VH) = Vil 4 (e | L= 1,...m —jik = 1,... ty) fiir
ji=1,...,m

. Vi=ViT 4 (fY e [1=0,...,m—jik=1,... tj) firj=1,...,m+1.

d. Furj =0,...,mist B; = ( UL B?k> U (U{LH Gh B{;’) eine Basis
von V1,10

e. B =B, ist eine Basisvon Vundn =3 ,j - t;.

f. By ist eine Basis von Eig(f,0) = Ker(f) und dim (Eig(f,0)) = 3" t;.

g. Firj=1,...,mund k =1,... tist Wj. = (B),) ein f-invarianter, zykli-
scher Unterraum mit

BY
MB§{ (fwie) = T5(0).

(f) = @] 1@ 11500
> 1.

Zu a.: Angenommen, B wire linear abhéingig. Dann gibt es eine nicht-

triviale Linearkombination
1

m j—1
D> > D Nuf'len) =0. (49)

=1 k=1 1=0
Wir setzen zunédchst NV :={(j, 1) | Ik : Ajq # 0} # (. Sodann wéhlen wir

T:=max{j—1]|(,1) eN} >0
und setzen N, :={(j,1) € N |j — 1 = 1} # 0. Ferner definieren wir
jor=max{j |3 1:(j,1) € N}
SchlieBlich wahlen wir noch
j'=min{j | 3I1: (G,1) e N} =min{j | T <j <jo,TIKk:Ajxjr# O}

9Beachte, fiir r > j — 1 ist die Familie B, = { leer. AuBlerdem beachte man, daf} stets
B! C Bl gilt.

0Wobei wir fiir j = 0 die Familie By = () als Ergebnis der leeren Vereinigung erhalten, da
es keine By gibt.
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Sei nun 1 < j < m gegeben, dann folgt aus der Wahl von t
AN=0 VIi<j—1 Vk=1,...,t.
Ist j > j, dann gilt zudem nach Wahl von j,
Aja=0 Vli=j—1t Vk=1,...,t

Damit reduziert sich (49) auf

jo Y j—1 m Y j—1
0= Z Z Z Aaf'(ej) + Z Z Z Aaf(e5). (50)
j=1 k=1 l=max{0,j—t} j=jo+1 k=1 1=j—1+1

Beachten wir nun, daB fiir v € IN gilt f¥(e;) = O fiir alle v > j, dann
verschwindet der zweite Summand in (50) nach Anwenden von f* ' und
wir erhalten

jo Y
0=1f" 1 Z Z Z Ajk1f1+T71 (ij). (51)

j=1 k=1 l=max{0,j—t}

Da aber mit dem gleichen Argument ' '(e;) = 0 gilt fiir alle 1 > j—1 >
0 (sowie fiir alle 1 > 0, falls j < 7), reduziert sich (51) auf

J

jo
O—ZZA]k]T) e)k)

j=1 k=1

Nach Wahl von j’ wiederum ist dies gerade

o Y 0 j
O—ZZA)k)T ejk) _fli <ZZ7\Jk]T ))>

_)/ k=1 _)/ k=1
also
jo t
w —ZZA]k] (e € Ker(f’ ) = Vi1,
=i’ k=1
Aber damit folgt
Zx’k]ffre]’k— _f< Z Z}\]k] —T =’ )) EV]‘/J-}-f(V)‘/H).
=i’ +1 k=1

Da (ejx | k = 1,...,ty) aber linear unabhéngig modulo VV'~" + f(Vi'f1)
ist, erhalten wir

tj/
> Ajrjei—ein =0,
k=1

und sogar Ay j— = 0 fiir alle k, im Widerspruch zur Wahl von j'.

Zu b.: Wir fiihren den Beweis durch absteigende Induktion nach j.
Sei also zunéchst j = m. Man beachte dabei, da3 die Familie der e,
leer ist! Ferner gilt V™' = V = V™ und f(V™) = f(Ker (f™)) C
Ker (f™ ') = V™ '. Damit folgt insbesondere

Vm—1 + f(var]) — Vm—1)

womit der Induktionsanfang gezeigt ist.
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Seinun 1 <j < m. Es reicht zu zeigen, da3 (V™) C VI (fl(ej10) | 1 =
1,...,m—j;k=1,...,t1). Nach Definition der e;; und Induktionsvor-
aussetzung gilt
VIt = (ejaxlk=1,... tj1) + VI + (V)

= <€]‘+1‘k ‘ k = ], ,tj+]> +V]

+(f e [1=1,....m—=(G+1)k=1,...,t14)

= V+ <f1(e)‘+1+l,k) [1=0,....m—(G+1)k= 1,--->tj+1+1>-

Dabei gilt f(V’) C V=", Dann folgt aber

f(V]—H) g vj_] + <fl(ej+l,k) ‘ l= 1))m_]>k: 1""’tj+]>'

(52)

Zu c.: Wir fithren den Beweis durch absteigende Induktion nach j. Wegen
V™l — vV = VM ist fiir j = m + 1 nichts zu zeigen. Sei also 2 < j < m,
dann folgt die Behauptung aus Gleichung (52), und der Fall j = 1 folgt
analog.

Zu d.: Nach a. ist B; C B linear unabhéngig fiir j = 0, ..., m. Es reicht also,
zu zeigen, dal V' = (B;). Dies tun wir durch Induktion nach j. Dabei ist
fir den Induktionsanfang mit j = 0 nichts zu zeigen, da V, = {0} = ()
gilt.

Sei also j > 1. Dann gilt nach Teil c.

Vj :Vj_]+<fl(€j+1,k) ‘ le,...,m—j;k:1,...,tj+1>

Da f!(ej1x) € By fir 1 =0,...,m—jund k = 1,...,t;;, gilt und wegen
Bj],k - B?,k fuirk =1,...,t, folgt mit Induktion

Ve ((USUL B U (U Uiy BT ) + (UG UL Bl
(U Ut BS) U (Ul Uiy BLY) )
Die umgekehrte Inklusion “2” ist hingegen klar.

Zu e.: Offenbar ist B = B,,, und die Aussage folgt somit aus d..

Zuf.: Da V' = Ker(f) = Eig(f,0) ist, folgt aus d., da B; eine Ba-
sis von Eig(f,0) ist. Aus der Definition von B; folgt unmittelbar, daf3
dim (Eig(f,0)) = [Bi] = Y t;, da [B}'| = 1 firj = 1,...,m und
k=1,...,t.

Zu g.: Dies folgt unmittelbar aus der Definition von BY).

Zu h.: Dies folgt unmittelbar aus g. und dem Umstand, dal B = B,,,
d. h. V=" B/ Wi

N

Zu i.: Wire t,, = 0, so wire ]/ ' = 0 und mithin f™! = 0, im Widerspruch
zu pe =t
Damit ist das Lemma bewiesen. O

Definition 4.4 a. Fir eine natiirliche Zahl n > 1 heilt ein Tupel
(Viy ey vi) € (N {O})k eine Partition von n, falls gilt

n=vi+...+veg und vi>vr,>...>v>1.
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b. m: IN\ {0} — IN \ {0} bezeichne die Funktion, die einer natiirlichen Zahl n
die Anzahl der Partitionen von n zuordnet.
Korollar 4.5 a. Ist f € Endg(V) ein nilpotenter Endomorphismus, dann be-
sitzt V eine direkte Zerlegung

V=W;d...6 W

in f-invariante zyklische Unterrdume W; der Dimension dimy(W;) = v;.
Dabei sind die vi durch f eindeutig bestimmt und bilden eine Partition!!
von 1.

b. Ferner gilt, zwei nilpotente Endomorphismen f, g € Endg(V) sind genau
dann konjugiert,'? wenn die zugeordneten Partitionen gleich sind.

Beweis: Teil a. folgt aus dem Beweis von Lemma 4.3, wenn man dort die
Wiy als zyklische Unterrdume nimmt und nach ihrer Dimension ordnet. Die
Eindeutigkeit der Partition sowie die Aussage in b. folgen aus Bemerkung
4.2 b. und damit letztlich aus Aufgabe 4.15, wenn man beachtet, daf} sich
aus den Elementarteilern die Partition und umgekehrt aus der Partition die
Elementarteiler in offensichtlicher Weise bestimmen lassen. [

Korollar 4.6
Jede nilpotente Matrix A € Mat(n,K) ist konjugiert zu einer eindeutig be-
stimmten Matrix

]‘v] (0) 0 e 0
0 + (0 :
IA:]w(O)@@IVk(O): . Iz( ) . . )
0 . oo [ T4, (0)
wobei (vy,...,Vvy) eine Partition von n ist. Dabei gilt x, = (—1)™t" und pa =
.
Bemerkung 4.7

Ist A eine nilpotente Matrix mit py = t™ und bestimmt man analog zu dem
Verfahren im Beweis von Lemma 4.3 linear unabhéingige Familien

B]Qk = (fj_1(e)’k))fj_2(eik)) - )f](ejk)>ejk) C K"

in Los(A),0) firj=1,...,mund k =1,...,t;, dann ist die Matrix T € Gl,,(K),
deren Spalten gerade die Vektoren der Basis B von K™ sind, eine Transforma-
tionsmatrix, die A in Jordansche Normalform tiberfiihrt.

Korollar 4.8

Es gibt fiir jedes n > 1 in Mat(n, K) genau n(n) Konjugationsklassen von nil-
potenten Matrizen.

HDje v; sind die Dimensionen der zyklischen Unterrdume und damit die GréBen der
vorkommenden Jordankéstchen. Aus ithnen lassen sich also die Elementarteiler bestimmen

und umgekehrt!
12D, h. es gibt einen Automorphismus 1 € Glk (V) mit f =1~ o g o, oder dquivalent, es

gibt zwei Basen B und D von V mit ME(f) = MB(g).
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Bemerkung 4.9

Es ist offensichtlich, daf 7t in der Tat nur Werte in IN\{0} annimmt, daf} also fiir

jedes n > 1 der Wert t(n) endlich ist. 7t ist jedoch eine ziemlich komplizierte

zahlentheoretische Funktion. Wir wollen einige Werte von 7t angeben:
n|1]2]3]4]5] 6| 7] 8] 9]10] 100

mn) |[1]2]3]5[7]11]15]22]30 42190569292

Fir grofle n gilt
2n
~_1 V3
m(n) ~ TNETG 3.
Die Partitionen veranschaulicht man sich am besten durch das sogenannte
Young-Diagramm oder Young-Tableau. Dabei wird jeder Partition (vq,...,vy)

von n eindeutig ein Diagramm der folgenden Form zugeordnet:

vy Kéastchen
vi_1 Késtchen

| vi_>» Kéastchen

v3 Kéastchen

v, Kéastchen

| | v1 Kéastchen

Also entsprechen die Konjugationsklassen nilpotenter Matrizen bijektiv den
Young-Diagrammen. Diese zu klassifizieren ist offenbar ein kombinatorisches
Problem.

Wir kommen spéater noch einmal auf den Algorithmus zur Berechnung der
Jordanschen Normalform einer nilpotenten Matrix zuriick. Will man nur die
Normalform von A, aber nicht die Transformationsmatrix wissen, dann reicht
es, die Elementarteiler zu bestimmen, was mit Hilfe von Aufgabe 4.15 sehr
viel einfacher zu bewerkstelligen ist. Dies fiihrt auf folgenden Algorithmus
zur Bestimmung der Jordanschen Normalform einer Matrix A, deren charak-
teristisches Polynom zerfillt.

Algorithmus 4.10 (Jordansche Normalform - I)

INPUT: A € Mat(n, Q) mit pa zerfillt in Linearfaktoren

OUTPUT: Liste mit den Eigenwerten von A und den Elementarteilern

1. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom ps von A und faktorisiere es.

2. Schritt: Wenn pa nicht in Linearfaktoren zerfillt, gib eine Fehlermel-
dung zuritick.

3. Schritt: Fiir jeden Eigenwert A; mit mult(pa,A;) = m; bestimme man
fiirj =0,...,mi+1 die Zahlen rang ((A—?\iﬂn)j) und berechne daraus den
Vektor der Elementarteiler (ti, ..., tin ). Den Eigenwert und den Vektor
der Elementarteiler speichere man als i-ten Eintrag in einer Liste nf.

4. Schritt: Man gebe die Liste nf zuriick.

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 4.1.
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Beweis von Satz 4.1: Nach Proposition 3.33 zerfillt V in die direkte Summe
der Hauptraume V; := Hau(f,A;),i = 1,...,r, und diese sind invariant unter
f und f — A;idy. Betrachten wir nun die Abbildungen

(f — 7\1;id\/)\/4L : Vi — Vi

fir i = 1,...,7, so sind diese nilpotent mit Xieaiayry, = (—1)™t™ und
p(f —Ayidy)y, = t™ (vgl. Korollar 3.34). Nach Lemma 4.3 gibt es dann aber
fir jedes i = 1,...,r Basen B; von V; und natiirliche Zahlen t;,j = 1,...,m4,
so daf} gilt

a. Zml ) . tij =Ny = dlmK (Hau(f, }\i)),

b. ¥ ty = dimy (Eig ((F - Aiidv)w,0)> — dimy (Eig(f, A1),

c. tim, > 1und

d. ME (fv) - )\-Ilm + ME((F = Addy)y) = Adl, + (@ N ))
O D ).

Da fir B=B;U...UB, gilt

= P Mz (fv),
i=1
folgt die Behauptung. n

Wir wollen nun die wichtigsten Ergebnisse der beiden letzten Abschnitte fiir
Endomorphismen f € Endy(V), deren charakteristisches Polynom zerfillt, in
koordinatenfreier Form zusammenfassen, d. h. ohne dabei auf die Wahl einer
geeigneten Basis zu verweisen.

Satz 4.11 (Jordan Zerlegung)

Esseix, = (—1)"[Ti;(t = A)™, Ay # A, fiir 1 # j. Dann gelten:

a. V=@, ,Vimit V; = Hau(f,\,) (“Hauptraum-Zerlegung”)
b. dimg (V;) = mult(x,, A).
c. f hat eine eindeutig bestimmte additive Jordan-Zerlegung f = f¢ + f,, mit
(i) fsist diagonalisierbar (man sagt auch halbeinfach),
(i1) f, ist nilpotent, und
(1) fgof,=frof,
Dabei gilt, es gibt Polynome P,Q € K[t] mit f = P(f) und f,, = Q(f).

d. Vi ist invariant unter f, fs und f,..
e. Vi = Eig(fg, \y).
f. (fn)v, hat den Nilpotenzindex mult(is, Ay)

Beweis: Die Aussagen in a. und b. wurden bereits in Proposition 3.33 gezeigt.

Nach Satz 4.1 gibt es eine Basis B, so daB} J; := ME(f) Jordansche Normalform
hat, und nach Bemerkung 4.2 d. gibt es dann eine Diagonalmatrix S und eine
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nilpotente Matrix N mit J; = S+N und SoN = NoS. Seien nun f,, f,, € Endg(V)
die eindeutig bestimmten Endomorphismen mit

Mi(fs) =S und ME(f,) = N.

Dann folgt aus ME(f) = ME(fs) + ME(f,) = ME(f + 1)) und MB(fs 0 ) =
ME(fs) o ME(f,) = ME(f,) o ME(f) = ME(f,, o f), daB

f=fs+f, und fiof,="f,ofs.

Zudem ist f; diagonalisierbar und f,, nilpotent, da ME(f,,) nilpotent ist. Damit
ist die Existenz einer Jordan-Zerlegung in c. gezeigt, und Lemma 4.12 liefert
die Existenz der Polynome P und Q.

Ferner folgt aus der Definition von f; unmittelbar, dal V; = Eig(f,, A;) und
daB (f —Ajidv)y, = (fn)v,, womit aus Proposition 3.33 folgt, dal mult(ps, A)
der Nilpotenzindex von (f,,)y, ist. Damit sind e. und f. gezeigt.

Die spezielle Gestalt von M5(f) und ME(f,,) zeigt ferner unmittelbar, da V;

invariant ist unter fs und unter f,.. Die Invarianz gegeniiber f wurde bereits
in Lemma 3.31 gezeigt. Damit ist auch d. bewiesen.

Es bleibt schlieB3lich noch die Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung in c. zu zei-
gen.

Sei f = f, + f], eine zweite Jordan-Zerlegung. Wir wissen bereits, daf} es Poly-
nome P, Q € K[t] gibt mit

f¢=P(f) und f, = Q(f).

Nach Voraussetzung kommutieren f, und f/ je miteinander und mit sich
selbst, so daf3 beide auch mit f kommutieren. Aber damit folgt

flofg="f.oP(f) =P(f)of,=1fsof]

und analog
flof,="fyofl.
Da zudem f und f, diagonalisierbar sind, folgt aus Aufgabe 3.47, daf3 f; und

f. simultan diagonalisierbar sind, d. h. insbesondere es gibt eine Basis B,
beziiglich derer

ME(fs — ) = ME(f}, — fn) (53)
eine Diagonalmatrix ist. Andererseits ist die rechte Seite von (53) nilpotent.
Denn seien etwa N,N’ € N mit fN =0 = (f{l)N , dann ist, da f,, und f/, kom-
mutieren,

<f/ _ fn)NJrN’ _ E—lo(_] )N+N/fk(f/ )k o FN+N/—k
Y N (NN (1) K o NNk — 0 1 0 = 0,
Aber die Nullmatrix ist die einzige nilpotente Diagonalmatrix und mithin gilt
fe=f.und f, = f/. O



252 III. EEIGENWERTE UND NORMALFORMEN

Lemma 4.12
Mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz 4.11 sei pe = [[{_;(t —
Ay)™. Wir setzen q; := ﬁ, i=1,...,7, dann gibt es Polynome p;,...,p: €

K[t] mit p1q; + ... + prq: = 1. Setzen wir nun Q; := qip; € K[t, i =1,...,1,
sowie P:=3 | ANQi € K[t und Q := Y [_;(t—\) - Qi € K[t], dann gilt fiir die
im Beweis von Satz 4.11 definierten Endomorphismen f; und f,,

fs=P(f) und f,=Q(f).

Beweis: Nach Definition gilt ggT(q1,...,q,) = 1 und mithin folgt die Exi-
stenz der p;, i =1,...,r. (Vgl. Beweis von Proposition 3.33.)

Es reicht nun zu zeigen, dal P(f) und Q(f) auf die Vi, 1 = 1,...,r, einge-
schrankt jeweils mit f¢ respektive f,, iibereinstimmen.

Im Beweis von Proposition 3.33 wurde in (48) gezeigt, dafl Q;(f) die Projektion
auf Vi mit Kern (P; i V; ist. Mithin gilt fiir x € Vi, unter Berticksichtigung der
Definition von f,,,

T

Q(f)(x) = D (f = Ayidy) (Qs(f)(x)) = (f = Aiidy) (x) = fn(x).

=1

Ferner gilt

(PH+QN)K) = X (MO + ((F=Ajidv) o Qi(F) (x))
= 24 f(Qi(N(x) = flx).
Es folgt, f, = Q(f) und f = P(f) + Q(f), also auch f; = f — f,, = P(f). ]

Abschlie3end wollen wir noch einen Algorithmus beschreiben, mit Hilfe des-
sen man die Jordansche Normalform einer Matrix A inklusive der zugehori-
gen Transformationsmatrix bestimmen kann.

Algorithmus 4.13 (Jordansche Normalform - II)

INPUT: A € Mat(n, Q) mit u, zerfallt in Linearfaktoren.

OUTPUT: A und eine Transformationsmatrix T € Gl,(K) mit T"'oAoT = J 4.

1. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom pns von A und faktorisiere es.
2. Schritt: Wenn pa nicht in Linearfaktoren zerfillt, gebe man eine Feh-
lermeldung zuriick, andernfalls gilt py = [Ti_;(t —Ay)™.
3. Schritt: Furi = 1,...,r bilde man die Matrix B; = A — A1, und fiihre
folgende Schritte aus:
Schritt a.: Bestimme eine Basis D, von Los (B{™,0) sowie eine Ba-
sis Dy, 1 von Lés (B™ ', 0).
Schritt b.: Tausche D, _; mittels des Satzes von Steinitz in D,,, hin-
ein und bestimme die in D,,,, verbliebenen Vektorene! ;,...,e!

m; 1 » Tmy timi .
Schrittc.: Fir k = 1,... ty, schreibe man die Vektoren
B el ..., B%! , als Spaltenvektoren in eine Matrix T.

Schritt d.: Fiirj =m;—1,...,1 tue man folgendes:
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e bestimme eine Basis D;_; von Los (B}, 0);
e tausche D; ;U {B{‘le{’k [1=j+1,...,my k=1,... ty} mittels
des Satzes von Steinitz in D; hinein;
e bestimme die in D; verbliebenen Vektoren ej;, ..., €], ;
o fiir k = 1,...,t; schreibe die Vektoren B} 'e},...,Bfel als
Spaltenvektoren in die Matrix T.
4. Schritt: Gib T"'o Ao T und T zuriick.

Beispiel 4.14
Wir wollen nun die Jordansche Normalform und die Transformationsmatrix

von
211 2
010 0
_ Mat(4
A=l o 17 | EMathQ)
000 2

mit Hilfe von Singular bestimmen.

ring r=0,t,1lp;

matrix A[4][4]=2,1,1,2,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,2;
poly f=min poly(A); // Die Prozedur mufl nach 3.26

// implementiert werden.
factorize(f,2);

— [1]: // D. h. f=(t—1)3%t—-2)2.
_[11=t-1
_[1]1=t-2
[2]:
2,2
matrix B=A-unitmat(4);
print (syz(B*B));
— -2, 0, // D. h. Lés((A—h)z,O) =((—2,1,0,0)%(0,—1,2,0)%).
1, -1,
0, 2,
0, O
print(syz(B)); — -1, // D. h. Lbs(/\——ﬂ4,0)::<(—4,O,1,0)3.
0,
Wir kénnen mithin e; = (A — 14)(0,—1,2,0)* = (1,0,—1,0)" und e, =

(0,—1,2,0)" als Basisvektoren fiir Los ((A — 14)%,0) wéhlen.
B=A-2xunitmat (4) ;

print (syz(B*B)) ;
— 1, 0, // D. h. Lbs((A—Zh)z,O):<(1,0,0,0)t,(0,0,1,1)t).
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print(syz(B)); — , // D. h. Lés (A —214,0) =((1,0,0,0)").

b

1
0
0,
0

Wir kénnen mithin e3 := (A — 14)(0,0,1,1)* = (3,0,0,0)' und e4 = (0,0,1,1)*
als Basisvektoren fiir Los ((A — 14)?,0) wiéhlen.

Damit erhalten wir als Transformationsmatrix

1 0 30
0O -1 00
T=(er,eze3e4) = 1 201 € GL4L(Q)
0 0 0 1
und als Jordansche Normalform

1100
Iy = 0100
Al oo 2
0 0 0 2

Es gibt in Singular in der Bibliothek jordan.1lib auch bereits eine vorgefer-
tigte Prozedur, jordan, zur Berechnung der Jordanschen Normalform sowie
der Transformationsmatrix.

Anwendungen findet die Jordansche Normalform zum Beispiel in der Theorie
der linearen Differentialgleichungen, wo ein Fundamentalsystem mit Hilfe
der Exponentialabbildung einer Matrix beschrieben wird. Diese wird mit Hil-
fe der Jordanschen Normalform von A beschrieben. Vgl. Aufgabe IV.1.32.

AUFGABEN

Aufgabe 4.15

Mit den Bezeichnungen aus Satz 4.1 zeige man, firi=1,...,rund 1 <j < my
gilt:

ty = rang ((f — ?\iidv)jq) — 2rang ((f _ }\iidv)j) + rang ((f _ ?\iidv)jﬂ)
bzw.
ty =rang ((A —A\1,) ") — 2rang ((A — Ail,)’) + rang (A — \1,) ).

- und rang (J;(0)') = max{0,j — 1} fir 1 € IN. 2. Man

Hinweise: 1. Zeige, J;(0)' = (éuH,V)MV:] "

betrachte zunéchst den Fall r = 1 und A; = 0. 3. Den allgemeinen Fall fithre man auf die Abbildungen

gi == (f — )\i idV]Hau(f,?\i) zuriick.
Aufgabe 4.16
Bestimme die Jordansche Normalform der folgenden Matrizen:
1T 1 01 10 0 —1
A 0300 und B — -1 0 -1 0
-1 1 21 11 2 1
-1 1 0 3 00 0 1
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Aufgabe 4.17

Es sei A € Mat(5,K) mit x, = t(t — 1) pa = t(t — 1)? und rang(A — 15) = 2.
Bestimme die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 4.18

Bestimme eine Basis B von R?, beziiglich derer die Matrixdarstellung der Ab-
bildung f € Endg (R’) mit f(xq,%x2,X3,X4,%5) = (X1 — X2, X1 + 2X2 — X3, —X1 +
3x3, —X1 — 2%x2 — 2x3 + 2Xx4 — X5, X7 — X3 + 2x5)' Jordansche Normalform hat.
Aufgabe 4.19

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € Endx(V)und V =U; ®
U, mit f(U;) C U; fiir i = 1,2. Ferner sei B; eine Basis von U; mit Mgi (fu) =
Ifui in Jordanscher Normalform, dann ist B = B; UB; eine Basis von V, so daf3
die folgende Matrix in Jordanscher Normalform ist J¢ := ME(f) = ]fu] &) Ifuz.
Aufgabe 4.20

Sei A = A1®A; € Mat(n, K) mit A; € Mat(ny, K). Zeige, ist ] o, eine Jordansche
Normalform von A;, soist Ja = Ja, ® Ja, eine Jordansche Normalform von A.
Aufgabe 4.21

Es sei f € Endg(V) mit n = dimg(V) und p; = t™. Bestimme firi=1,... , n—1
die Jordansche Normalform von f'.

Aufgabe 4.22

Es sei A € Mat(n, K). Zeige, A und A sind konjugiert.

Aufgabe 4.23

Es seien A, B € Gl,,(K). Priife, ob die folgenden Aussagen gleichwertig sind:

a. X, = Xy, Ha = ug und rang(A) = rang(B).
b. A und B sind konjugiert.

Aufgabe 4.24 a. Schreibe eine Singular-Prozedur jordaninvariants, die ei-
ne quadratische Matrix A einliest und, falls das Minimalpolynom p, =
[Ti_;(t—Ay)™ tber Q in Linearfaktoren zerfillt, eine Liste nf von r Listen
ausgibt, so daB3 in der Liste nf[i] als Eintrdge gerade der Eigenwert A;
(Typ poly) und der Vektor der Elementarteiler t;,...,tim, (Typ intvec)
enthalten sind.

Man verwende folgenden Algorithmus:
INPUT: A € Mat(n, Q)
OUTPUT: Liste mit den Eigenwerten von A und den Elementarteilern
1. Schritt: Falls A nicht quadratisch ist, gib eine Fehlermeldung
zuriick.
2. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom ps von A und faktorisiere
es mittels factorize.
3. Schritt: Wenn pa nicht in Linearfaktoren zerfillt, gib eine Fehler-
meldung zuriick.
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4, Schritt: Fir jeden Eigenwert A; mit mult(pa, A;) = m; bestimme
man fiir j = 0,..., m; + 1 die Zahlen rang ((A — A;1,,)’) und berech-

ne daraus den Vektor der Elementarteiler tij,...,tin,. Den Eigen-
wert und den Vektor der Elementarteiler speichere man in der Liste
nf[i].

5. Schritt: Man gebe die Liste nf zurtick.
b. Schreibe eine Singular-Prozedur jordannf, die eine quadratische Matrix
A einliest, und, falls das Minimalpolynom tiber Q zerfillt, eine Jordan-
sche Normalform von A ausgibt.

Hinweise: Ist p ein Polynom, dann liefert jet (p,0) den konstanten Anteil des Polynoms. — Die Ergenisse

konnen mit den Prozeduren jordan und jordanform aus der Bibliothek jordan.1lib getestet werden.



KAPITEL IV

Endlich-dimensionale Hilbertraume

Bisher haben wir Vektorrdume iiber einem Korper als abstrakte, allgemeine
lineare Struktur kennengelernt, in der man Unterrdume verschiedener Di-
mension betrachten kann und zwischen denen die strukturerhaltenden Ab-
bildungen die linearen Abbildungen sind. Dies alles wurde sehr konkret, in-
dem wir Basen einfiihrten: Vektoren wurden zu Tupeln von Elementen von K
und lineare Abbildungen zu Matrizen.

Zwar haben wir zur Veranschaulichung den R™ herangezogen, Untervek-
torrdume als lineare (nicht gekriimmte) Teilmengen, z. B. Geraden und Ebe-
nen, durch den Ursprung interpretiert, aber dal3 dabei der Grundkorper
R war, spielte, mathematisch gesehen, iiberhaupt keine Rolle. Nur bei der
Jordanschen Normalform gingen Eigenschaften des Korpers K, wie die alge-
braische Abgeschlossenheit etwa von C, ganz wesentlich ein. Der Vektorraum
war fiir uns bisher kaum ein geometrisches Objekt, das wichtigste Vorkom-
men war das als Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems.

Mit den bisherigen Begriffen haben wir keine Moglichkeit, zu sagen, was die
Lange eines Vektors oder der Winkel zwischen zwei Vektoren ist. Um diese
Begriffe erklaren zu konnen, brauchen wir neue Strukturen wie Normen und
Skalarprodukte. Wenn wir messen, dann wollen wir aber auch ausdriicken
konnen, wann z. B. die eine Liange grofler als die andere ist, d. h. die Lange
oder der Winkel soll eine reelle Zahl sein. Deshalb werden in diesem Kapitel
reelle (und komplexe) Vektorrdume eine besondere Rolle spielen.

1. Bilinearformen und Skalarprodukte

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel bezeichne K, sofern nicht anders
angegeben, einen beliebigen Korper und V bezeichne einen Vektorraum iber
K.

Wir wollen den Abschnitt mit der reellen Ebene R? als Beispiel beginnen.
Beispiel 1.1
Wir definieren uns zunéchst zwei Abbildungen

|- 1I: R* — Rso,
die einem Vektor x = (x1,%,)t € R? seine Lénge ||x|| zuordnet, sowie
d:R?x R? = Rs,,

die zwei Punkten x € R? und y € R? ihren Abstand d(x,y) zuweist.
257
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Der Satz von Pythagoras liefert dann |[x|| = /X% + x3.
RZ

h ()
9 -

Wir nennen ||x|| auch die Norm des Vektors x. Da der Abstand der Punkte
x = (x1,x2)'und y = (y1,y2)" gerade die Lange des Vektors x — y ist, folgt
somit d(x,y) =[x —yll = /(x1 —y1)2 + (x2 — y2)*.

R2

4 —x
Mit Hilfe der Norm kénnen wir - nach einigen geometrischen Uberlegungen -
auch den Winkel £(x,y), den zwei Vektoren x und y miteinander einschlieflen,

bestimmen.
1 X
T
sin(o) === .
: y Y
X [lyll
sin(p) [+ 77K 5y i
cos( ) 1
cos(3)

= und 2 uber, die
(x| Iyl

beide die Liange eins haben, wobei wir x # 0 und y # 0 voraussetzen. Mit den

Dazu gehen wir zunéichst zu den normierten Vektoren

Bezeichnungen in der Skizze gilt dann
X
thon) =4 () ==
[l [yl
Um ¢ selbst (im Bogenmal}) auszudriicken, miifite man die Liange des Kreis-
bogens zwischen = und . messen, also einer gekriimmten Linie. Dazu be-

[II Iyl
darf es gewisser Grenzprozesse, die in der Analysis betrachtet werden.

Zur anschaulichen Herleitung des Winkels ¢ mit 0 < ¢ < 7, benotigen wir
nur, daf3 die Funktion

cos: [0,71] - R: ¢ +— cos(y)
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0.59

—1-

injektiv ist. Also reicht es, cos(¢) zu kennen, um den Winkel ¢ eindeutig
beschrieben zu haben. Unter Zuhilfenahme der obigen Skizze und des Addi-
tionstheorems fiir den Cosinus erhalten wir

cos(@) = cos(x—f3)

= cos(a)cos(B) + sin(x) sin(p)

—  X1Y1+%Y;
[l Tyl

Dies fiihrt zur Definition einer weiteren Abbildung
()i REX R = R: () = ((x1,%2)5 (Y1,12)") = (x,9) = x7y1 + x2Y2,
welche wir Skalarprodukt nennen und mit deren Hilfe wir erhalten

_ )
Il - [yl

cos()

oder alternativ

£(x,y) = ¢ = arccos ( (o y) ) .
x|l - Iyl

Wir sind also mittels recht einfacher Abbildungen in der Lage, Lingen und
Winkel auszudriicken.

Dieses Beispiel soll die im folgenden durchgefiihrten Definitionen motivieren.
Definition 1.2 a. Eine Abbildung

b:VxV =K,

die linear in beiden Argumenten ist, nennen wir bilinear oder Bilinear-
form, d. h. es muB} fiir x,y,z € V und A\,u € K gelten (vgl. Definition
11.9.7):

(i) b(Ax + puy,z) = Ab(x,z) + ub(y, z), und

(i1) b(z,Ax + ny) = Ab(z,x) + ub(z,y).
Wir bezeichnen mit Bilx(V) ={b: V x V — K | b ist bilinear} die Menge
der Bilinearformen auf V.

b. Eine Bilinearform b : V x V — K heil3t symmetrisch, falls fir x,y € V

stets b(x,y) = b(y, x) gilt.
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c. Ist K = C, so heil3t eine Abbildung

b:VxV—=C

sesquilinear oder Sesquilinearform, wenn b linear im ersten und semi-
linear im zweiten Argument ist, d. h. wenn fiir x,y,z € Vund A\,u € C
gilt:
(i) b(Ax + ny,z) = Ab(x,z) + ub(y, z), und
(ii) b(z,Ax + ny) = Ab(z,x) + fb(z,y).
. Ist K = C, dann nennen wir eine Sesquilinearform b : V x V — C her-

mitesch oder anti-symmetrisch, wenn fir x,y € V stets b(x,y) = b(y, x)
gilt.
Beachte, in diesem Fall gilt fiir x € V immer b(x,x) = b(x,x), also
b(x,x) € R!

. Ist K =R und b eine symmetrische Bilinearform oder ist K = C und b ei-

ne hermitesche Sesquilinearform, so heif3t b positiv definit (bzw. negativ
definit), wenn fiir alle 0 # x € V gilt:

b(x,x) >0 (bzw. b(x,x) <0).

Eine positiv definite symmetrische Bilinearform bzw. eine positiv definite
hermitesche Sesquilinearform nennt man auch ein Skalarprodukt oder
ein inneres Produkt auf V.

Fir ein Skalarprodukt ist die Bezeichnung

(w):VxV—=K

gebrauchlicher als b.

f. Ist K=R oder K = C und ist (-, -) ein Skalarprodukt auf V, so nennen wir

das Tupel (V, (,-)) im Fall K = R einen euklidischen (Vektor-)Raum und
im Fall K = C einen unitdren (Vektor-)Raum.

Ist zudem V endlich-dimensional, so spricht man in beiden Fillen auch
von einem endlich-dimensionalen Hilbertraum.'

Bemerkung 1.3 a. Ist K = R, dann ist eine Abbildung (-,-) : VXV — R

genau dann ein Skalarprodukt, wenn fiir x,y,z € Vund A, u € R gilt
1) (Ax+ py,z) = AMx, z) + 1y, 2),
(i) (x,y) = (y,x),
(iii) (x,x) > 0 falls x # 0.
Man beachte, dafl aus der Linearitéit von (-, -) im ersten Argument sofort
(0,0) = 0 folgt.

b. Ist K = C, dann ist eine Abbildung (-,-) : V x V — C genau dann ein

Skalarprodukt, wenn fiir x,y,z € Vund A, u € C gilt

Im Falle dimg (V) = oo wiirde man fiir einen Hilbertraum zusitzlich fordern, daB je-

de Cauchy-Folge auch konvergiert, was im endlich-dimensionalen Fall aber ohnehin gilt. Da

uns im weiteren Verlauf nur endlich-dimensionale euklidische und unitire Ridume interes-

sieren, konnen wir diese Forderung also getrost vergessen und der Analysis - oder genauer

der Funktionalanalysis - iiberlassen.
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@) (A 4wy, z) = A(x,2) + 1y, 2),
(i) (x,y) = {y,%),
(iii) (x,x) > 0 falls x # 0.
Man beachte, daBl wiederum aus der Linearitédt von (-, ) im ersten Argu-
ment sofort (0,0) = 0 folgt.
Wenn wir im Folgenden den Fall eines euklidischen und eines unitiaren

Raumes parallel behandeln wollen, dann werden wir uns haufig zunutze
machen, daB fiir eine reelle Zahl A gilt A = A, daB mithin zum Beispiel
fiir eine Bilinearform auf einem reellen Vektorraum V gleichbedeutend
ist, fiir alle A\, 0 € R und x,y,z € V zu zeigen

(z, A’ + ny) = A(z,x) + wiz,y)

oder

<Z’ Ax + PuJ> = }\<Z»X> + FL<Z,1J>,
oder daB fiir eine reelle Matrix A € Mat(n,R) genau dann A = At gilt,
wenn A = A" erfiillt ist.
Dieser Umstand erlaubt es uns, viele Beweise ohne lastige Fallunter-
scheidungen fiihren zu konnen.

Definition 1.4 a. Ist K = R oder K = C, so setzen wir A* := A fiir A ¢

b.

Mat(n, K). Wir nennen A* die zu A adjungierte Matrix.? .

Fir einen beliebigen Koérper K nennen wir eine Matrix A € Mat(n, K)
symmetrisch, wenn A = A",

Wir nennen eine Matrix A € Mat(n, C) hermitesch oder selbstadjungiert,
wenn A = A = A*,

Wir nennen eine symmetrische Matrix A € Mat(n,R) positiv definit
(bzw. negativ definit), wenn die in Beispiel 1.5 a. definierte symmetrische
Bilinearform b, positiv definit (bzw. negativ definit) ist.

Wir nennen eine hermitesche Matrix A € Mat(n,C) positiv definit
(bzw. negativ definit), wenn die in Beispiel 1.5 b. definierte hermitesche
Sesquilinearform b$ positiv definit (bzw. negativ definit) ist.

Beispiel 1.5 a. Ist A € Mat(n,K) eine quadratische Matrix, dann wird

durch
ba:K"x K" = K: (x,y) = balx,y) =x'ocAoy =x'Ay

eine Bilinearform auf K™ definiert, wie unmittelbar aus der Distributi-
vitat des Matrixproduktes folgt.

Zudem ist by genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.

Denn A = (ay) symmetrisch, impliziert ba(x,y) = x'Ay = (x'Ay)t =
y*Atx = y'Ax = ba(y, x). Wenn andererseit b, symmetrisch ist, dann gilt
ay = balei, ej) = balej, ei) = aji.

b. Analog gilt, ist A € Mat(n, C) eine quadratische Matrix, dann wird durch

b K" x K™ — K: (x,y) = bi(x,y) = x'AY

2Wie schon oben bemerkt, heiflt das fiir A € Mat(n, R) dann halt A* = At.
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eine Sesquilinearform auf C™ definiert, wie wiederum aus der Distributi-
vitiat des Matrixproduktes und der Additivitiat der komplexen Konjuga-
tion folgt.

Zudem ist b3 genau dann hermitesch, wenn A hermitesch ist.

Denn A = (ay) hermitesch, impliziert b5 (x,y) = x*'Ay = (x'Ay)t =

ythi = y*AX = b (u,x). Wenn andererseit b$, hermitesch ist, dann gilt
ai = b (e, ;) = b (ej, ei) = @y

. Es sei V = K". Dann definiert

<')'> (KT x K" — K ((X1)'~->Xn)t)(y1)"')yn)t) = inyi
i=1

eine symmetrische Bilinearform auf K", wie aus a. mit A = 1, folgt.

. Ist K = R, dann ist die symmetrische Bilinearform in c. positiv definit.

Wir nennen sie das kanonische Skalarprodukt oder das Standardskalar-
produkt auf R™.

Um die Behauptung zu sehen, sei 0 # x = (x1,...,xs)" € R™ Dann gibt
es ein i, so daf} x; # 0. Aber damit gilt

n
(x,x) = Zx)z >x? >0,
j=1

da sz > 0 fiir alle j # i.

. Ist K = C und V = C™, dann definieren wir

()X C™ = C: ((x1,..,%0)5 (U1, -, un)Y) = inlji.
i1

Aus b. folgt mit A = 1,,, daB (-, -) eine hermitesche Sesquilinearform ist.
Da fiir 0 # x = (x1,...,xn)t € C™ zudem x;X; = |x;|? ist, folgt wie in d., da3
(-,+) auch positiv definit ist.

Wir nennen (-,-) das kanonische Skalarprodukt oder das Standardska-
larprodukt auf C™.

Fir

11
A = Mat(4, R
<]4>€ at(4,R)

ist nach a. die Bilinearform b, auf R? symmetrisch. Da fiir x =
(x1,%2)5 Y = (y1,yY2)*t € R? ferner gilt

ba(x,x) = x5 + 2x1%2 + 4x5 = (%1 +x2)* + 3%3

ist ba zudem positiv definit, also ein Skalarprodukt.

. Ein wichtiges Beispiel einer symmetrischen Bilinearform wird durch die

Matrix

€ Mat(4,R)

oS O O =
o O = O
o = O O

o o O
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gegeben. Die zugehorige symmetrische Bilinearform auf dem R* ist nicht
positiv definit. In der speziellen Relativitdtstheorie wird der R* als Raum-
Zeit-Kontinuum aufgefaf3t, wobei die drei ersten Koordinaten die Raum-
koordinaten sind und die vierte Koordinate fiir die Zeit steht. Die Geo-
metrie, die zu der hier gegebenen Bilinearform gehort, ist die sogenannte
Minkowski-Geometrie.

h. Sei V = C([O, 1]) der R-Vektorraum der auf dem Intervall [0, 1] stetigen

Funktionen. Dann ist fiir f, g € V durch
1

(f,g) = L f(x)g(x)dx € R

nach den Rechenregeln fiir Integrale eine symmetrische Bilinearform auf
V definiert.
(-,-) ist sogar positiv definit, denn sei f(xy) # 0 fiir ein x € [0,1] (0. E. x4 €
10, 1)), dann gibt es ein & > 0, so daB} fiir alle x € [xo — 6,x0 + 8] C [0, 1] gilt
f(xo)

> |-

f(x)| >

Mithin gilt

=d- fz(Xo) > 0.

|
(£,) = JO (x)dx >

Jxo+6 fz(Xo)
2

Bemerkung 1.6 a. Im allgemeinen ist die Bedingung der positiven Definit-
heit durchaus nicht einfach nachzupriifen, da man meist nicht alle Vek-

Xp—&

toren 0 # x € V uberpriifen kann. Man beachte auch, daf3 es nicht reicht,
etwa fiir eine Basis B = (x1,...,x,) von V nachzupriifen, da (x;,x;) > 0
fir allei=1,...,n gilt.

Betrachte dazu die folgende symmetrische Bilinearform auf R?

() R*PxR* = R: ((ar,a2)% (by,b2)") = arby — azbs

sowie die Basis (x1,x2) = ((1,0)%,(2,1)"). Dann gilt (x,x;) =1 > 0 und
(x2,%x2) =3 >0, aber (ez,e;) = —1<0.

b. Eine symmetrische Matrix A € Mat(n,R) ist genau dann positiv
(bzw. negativ) definit, wenn fiir alle x € R™ gilt x*Ax > 0 (bzw.x'Ax < 0).
Damit folgt aber sofort, dal A genau dann positiv definit ist, wenn —A
negativ definit ist, und umgekehrt.

c. Eine hermitesche Matrix A € Mat(n, C) ist genau dann positiv (bzw. ne-
gativ) definit, wenn fiir alle x € C™ gilt x*AX > 0 (bzw. x'AX < 0).

Und wieder gilt, A ist genau dann positiv definit, wenn —A negativ defi-
nit ist, und umgekehrt.

Definition 1.7

Es sei K = R oder K = C. Eine Abbildung

-1V = Rxo,

die den folgenden drei Bedingungen gentigt, hei3t ein Norm auf V: fiir alle
x,Yy € Vund A € K soll gelten
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a. |lx[[>0und (x| =0 & x=0),
b. [[Ax|| = [A] - |Ix||, und
c. Ix+yll <Ixll+ Iyl (“Dreiecksungleichung”)

Das Tupel (V, || - ||) heilt dann ein normierter (Vektor-)Raum.

Bemerkung 1.8 a. Wir erinnern uns, dal3 eine Norm die Liange von Vekto-
ren sowie Abstdnde messen soll. Bedingung a. kann dann so interpre-
tiert werden, dal} jeder Vektor eine nicht-negative Lange hat und daf3
nur der Nullvektor die Lange null hat. Bedingung b. bedeutet, daf3 die
Streckung eines Vektors um den Faktor A seine Linge um |A| strecken
moge. Und Bedingung c. kann dahingehend interpretiert werden, daf
der Weg vom Ursprung iiber den Punkt x hin zum Punkt x + y unter gar
keinen Umstanden kiirzer ist, als der direkte Weg vom Ursprung zum

Punkt x +y.
y xX+y

Diese Forderungen scheinen allesamt fiir eine Funktion, die die Léange
von Vektoren beziehungsweise Abstdnde von Punkten messen soll, nicht
unbillig. Und in der Tat reichen diese Forderungen auch bereits aus, um
einen verniinftigen Langenbegriff zu erhalten.

b. Um den Lingen und Abstandsbegriff mittels einer Norm einzufiihren,
haben wir wesentlich verwendet, dal} ein Vektorraum V mit dem Null-
vektor einen ausgezeichneten Punkt besitzt, relativ zu dem man alle an-
deren Punkte betrachtet, und ferner haben wir uns zunutze gemacht,
dafl wir in einem Vektorraum Punkte addieren konnen. Man kann einen
verniinftigen Abstandsbegriff jedoch auch auf einer beliebigen Menge M,
die eine solche Struktur nicht besitzt, durch wenige Axiome einfiihren.
Eine Funktion d : M x M — R heillt Metrik, falls fiir alle x,y,z € M gilt:

(i) d(x,y) >0,und (d(x,y) =0 & x=y).

(i) d(x,y) = d(y,x).

(1) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z). (“Dreiecksungleichung”)
Dabei heil}t a. wieder, dafl der Abstand zweier Punkte, die nicht gleich
sind, stets positiv sein soll, b. bedeutet, da3 der Abstand von x zu y gleich
dem von y zu x ist und c. sagt, daf} es auf keinen Fall kiirzer ist, wenn
man von x nach z einen Umweg iiber y macht.

Das Tupel (M, d) nennt man dann einen metrischen Raum.
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Ist (V, | - H) ein normierter Raum, dann wird durch d(x,y) = [[x — y|| fiir
x,y € V auf V eine Metrik definiert, so dall jeder normierte Raum V in
kanonischer Weise ein metrischer Raum ist.

In der Analysis und Topologie ist man hdufig mit Mengen beschéaftigt,
die keine Vektorraumstruktur tragen, auf denen man aber dennoch
Abstdande - und mit Hilfe der Abstdnde den Begriff der Konvergenz, der
Stetigkeit und dhnliches - betrachten mochte. In diesem Kontext sind
metrische Raume von groBler Bedeutung. Da wir jedoch nur Mengen be-
trachten, die eine Vektorraumstruktur tragen, werden wir im Folgenden
mit dem Begriff der Norm auskommen, in der Tat sogar mit ganz spezi-
ellen Normen, solchen, die von Skalarprodukten herriihren - siehe Satz
1.9.

c. Wir wollen es aber nicht versdumen, ein kurzes Beispiel zu geben, daf3
zeigt, dall nicht jede Metrik auf einem Vektorraum in der beschriebenen
Weise von einer Norm herriihrt.

Dazu definieren wir auf R eine Abstandsfunktion

0, x=vy

d:RxR—=R:(x,y)—
1, x#vy.

Man sieht unmittelbar, daf3 d in der Tat eine Metrik ist.

Angenommen, es gidbe eine Norm || - || auf R, so, daf} fiir x,y € R gelten
wiirde d(x,y) = ||x —yl|, so wéare |[1|]] = [|]2—1]] = d(2,1) = 1 und damit
1=4d(3,1)=|3—1|| =12l = 2] - [|T|| = 2, was nun nicht sein kann, weil es

nicht sein darf.

d. Ein Vektorraum V iiber K = R oder K = C kann viele verschiedene
Normen besitzen. Aus Sicht der Analysis sind zwei Normen jedoch dann
gleich gut, wenn etwa Folgen beziiglich der einen Norm genau dann kon-
vergieren, wenn sie das auch beziiglich der anderen Norm tun - denn
dann stimmen auch Begriffe wie Stetigkeit beziiglich beider Normen
tiberein. Dies ist nun genau dann der Fall, wenn zwei Normen im fol-
genden Sinne dquivalent sind:

Zwei Normen || - || und | - | auf V heillen dquivalent, kurz || - || ~ | - |, falls es
Konstanten m, M € R-, gibt mit m - [|x|| < |x| < M - ||x]| fiir alle x € V.

In Aufgabe 1.27 wird gezeigt, dal} je zwei Normen auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum &Aquivalent sind, dall es also im Falle von
endlich-dimensionalen Vektorraumen, etwa beim R™, aus der Sicht der
Analysis ganz egal ist, welche Norm man auf dem Vektorraum betrach-
tet. Bei unendlich-dimensionalen Vektorraumen ist das nicht mehr der
Fall!

Nachdem wir nun einiges iiber Normen im allgemeinen gehort haben, wollen
wir einen speziellen Typ von Normen kennenlernen, namlich die Normen, die
von einem Skalarprodukt herriihren.
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Satz 1.9
Es sei (V, (-, >) ein euklidischer oder unitirer Raum. Dann wird durch

[-1]: V= Rso:x— v/ (x,%)

eine Norm auf 'V definiert.

Beweis: Seien x € V und A € K. Aus der positiven Definitheit von (-, -) folgt,
daB (x,x) > 0 und somit ||x|| definiert und stets nicht-negativ ist. Ferner folgt,
daB [|x|| = 0 genau dann gilt, wenn x der Nullvektor ist. Aus der Bilinearitit
bzw. Sesquilinearitit von (-, -) leiten wir her, daf3

(Ax,Ax) = )\X(X,x> = |7\|2<x,x>,
also [[Ax|| = [A] - [[x]].

Allein, die Dreiecksungleichung ist etwas schwieriger zu zeigen. Wir verwen-
den hierfiir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus Satz 1.10 und erhalten
fiir x,y € V - beachte dabei, fiir eine komplexe Zahl c € C ist R(c) = %(c + E)
der Realteil von c -

(x+y,x+y)=(xx)+(x,y) + (x,u) + (U, )
X2+ 2 - R((x,u)) + IlylI*

< I 4+2- | u)| + Il

Ix +yll?

< XIP 2 I Tyl + hll?
= (Ixll+ Ihll)™.
Hieraus folgt dann die Dreiecksungleichung. [

Es bleibt also, die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zu zeigen.
Satz 1.10 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Ist (V, (-, >) ein euklidischer oder unitirer Raum, dann gilt fiir alle x,y € V

|, u) | < Il - Tyl (54)

zudem gilt die Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis: Esist K =R oder K = C.

Fir x = 0 oder y = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig. Wir konnen also
X,y # 0 annehmen. Dann gilt fiir A € K

0 < (x—Ay,x —AY) = (x,%x) — Ax,y) — Alx,y) + A\ (y,y). (55)
Wihlen wir nun speziell A = é;“;’); € K, dann folgt
0 < (03— Gau) — G 0u) + B3 w)
_ I (C ) S (V)] () 2
= (%) (yv) (yv) ()

also
!(X,y>\2 < (%) - (y,Y)- (56)
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Durch Ziehen der positiven Wurzel folgt die gesuchte Ungleichung (54).

Nun sind x und y genau dann linear abhéngig, wenn es ein A € K gibt, fiir das
x = Ay gilt. Das wiederum ist wegen der positiven Definitheit von (-, -) gleich-
bedeutend dazu, daf} es ein A € K gibt, fiir das in (55) das Gleichheitszeichen
gilt. Dieses A ist eindeutig bestimmt, und aus (55) erhalten wir unmittelbar
A= é;z’,i, und damit ist die Gleichheit in (55) gleichwertig zur Gleichheit in

(56). O

Beispiel 1.11 a. Ist (-,-) das kanonische Skalarprodukt auf R™ bzw. C™,
dann bezeichnen wir die zugehorige Norm || - ||, als die euklidische Norm
auf R™ bzw. C™.

b. Es ist lehrreich, fiir eine Norm auf dem R™ die Sphdre S
r > 0 beziiglich der gegebenen Norm zu betrachten,

n—1

1) vom Radius

St ={xeR™|Ixl=r}.

Tl

Ist || - ||, die euklidische Norm, die durch das Standardskalarprodukt auf
dem R™ definiert wird, dann erhalten wir die Standardsphére S

Auf R? liefert das Skalarprodukt by mit A = ( 1 l > aus Beispiel 1.5

etwa folgendes Bild fir S :

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erlaubt es uns nun, in einem beliebi-
gen euklidischen Raum (V, (-,-)) Winkel zwischen zwei Vektoren zu definie-
ren. Denn aus der Ungleichung (54) folgt fir x,y € V

(xy)
Il (]
Wie schon oben bemerkt, wissen wir aus der Analysis, da} es zu jeder reellen
Zahl —1 < r < 1 genau einen Winkel « € [0, 7] gibt mit r = cos(«), ndmlich
o« = arccos(r).

<1 (57)
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Dies fiihrt zu der folgenden Definition.
Definition 1.12
Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum. Die eindeutig bestimmte Zahl « =
£(x,y) € [0, 7] mit
cos(a) = )
Il [l

heil3t Winkel zwischen x und y.

Ist (x,y) > 0, also « € [0, 5[, so spricht man von einem spitzen Winkel; ist
(x,y) <0, also « € |Z, 7], so spricht man von einem stumpfen Winkel; und im
Fall von (x,y) = 0, also « = 5 von einem rechten Winkel.

In letzterem Fall, wenn also (x,y) = 0, so sagen wir auch x und y sind ortho-
gonal zueinander und schreiben x 1 y.

Y Y Y
A B XD
(y) >0 oy =0 <0

“spitzer Winkel” “rechter Winkel” “stumpfer Winkel”

Wir wollen nun noch den Zusammenhang zwischen symmetrischen Bilinear-
formen bzw. hermiteschen Sesquilinearformen und Matrizen kléaren.
Definition 1.13

Es sei dimg(V) = n < cound b : V x V — K eine Bilinearform oder eine
Sesquilinearform? auf V. Ist B = (x1,...,xn) eine Basis von V, dann ordnen
wir b und B eine Matrix

MB(b) = (b(Xi,X)’)) € Mat(n, K)

1<i,ji<n
zu. Sie heil3t die darstellende Matrix von b beziiglich der Basis B.

Wegen der Bilinearitit bzw. Sesquilinearitét von b ist b durch Mg(b) eindeu-
tig bestimmt, denn fir x = Y ' Aixi,y =D 1, mixi € Vogilt

b(x,y) = Z Aib(xq,y) = Z Z)\iujb(xi)xj)
i1

i=1 j=1
bzw.
b(x,y) =Y Ablx,y) =) > Aigb(xi,x;).
i=1 i=1 j=1

Ferner ist b offenbar genau dann symmetrisch, wenn b(xi, x;) = b(x;,x;) fiir
alle i,j gilt, d. h. wenn Mg(b) symmetrisch ist. Und b ist genau dann hermi-
tesch, wenn b(xi,%;) = b(x;,x4) fir alle i,j gilt, d. h. wenn Mg(b) hermitesch
ist.

3Was natiirlich nur dann méglich ist, wenn K = C!
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Ist nun K = R und b symmetrisch bzw. K = C und b hermitesch, so ist nach
Definition 1.4 und unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.15 b genau dann
positiv (bzw. negativ) definit, wenn Mg(b) positiv (bzw. negativ) definit ist.

Beachten wir, daB fiir einen Vektor x = Y *; Aix; mit Mg(x) = (Aq,...,An)"

der Koordinatenvektor von x beziiglich B bezeichnet wird, dann haben wir

folgendes Lemma gezeigt.

Lemma 1.14 a. Ist B = (xq,...,xn) eine Basisvon Vund b:V xV — Keine
Bilinearform aufV, dann gilt fiir x,y € V

b(x,y) = Mg(x)" o Mp(b) o Mp(y).

b ist genau dann symmetrisch, wenn Mg(b) eine symmetrische Matrix ist,
d. h. Mg(b)t = M3z(b).
Ist K = R und b symmetrisch, so ist b genau dann positiv (bzw. negativ)
definit, wenn Mg(b) positiv (bzw. negativ) definit ist.

b. Ist B = (x1,...,xn) eine Basis des C-Vektorraumes Vund b:V xV — C
eine Sesquilinearform aufV, dann gilt fiir x,y € V

b(x,y) = Mg(x)" o Mg(b) o Mz (y).
b ist genau dann hermitesch, wenn Mg(b) eine hermitesche Matrix ist,
d. h. Mg(b)* = Mz(b).
Ist b hermitesch, so ist b genau dann positiv (bzw. negativ) definit, wenn
Mgz (b) positiv (bzw. negativ) definit ist.
Bemerkung 1.15 a. Ist V = K", E die kanonische Basis von K™, b : K™ x
K™ — K eine Bilinearform und A € Mat(n, K). Dann gilt offenbar

b= bME(b) und A= ME(bA).

b. Entsprechend gilt, ist V = C™, E die kanonische Basis von C™, b : C" x
C™ — C eine Sesquilinearform und A € Mat(n, C). Dann gilt offenbar

b - b;AE (b) ul’ld A - ME (bSA).

c. Die Aussage des Lemmas 148t sich mit Hilfe der Karte ¢g : V — K" :
x; — e; auch durch folgende kommutative Diagramme darstellen:

VxV VxV
\ \
b X bp K. bZW. b x b (D .
43('1’) /?\AB("U]
K™ x K™ Ccrx Cm

Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich die darstellende Matrix einer Bilinear-
form bzw. einer Sesquilinearform b unter Basiswechsel verhélt.

Dazu betrachten wir folgende kommutative Diagramme, wobei B und D Ba-
sen von V seien, dimg(V) = n < oo, und im Falle von Sesquilinearformen
K=C:
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K™ x K™ x C™
V xV > bzw. VxV
¢D><<b\/‘ 413;)) Cb]% /
K™ x K™ Ctx C™

Sei nun T = ME(idv) = ME(dp o d'), wobei E die kanonische Basis von K™
ist, die Matrix, die den Basiswechsel in V beschreibt, dann folgt fir x,y € K™
aus der Kommutativitat des Diagramms

x'Mp(b)y = (TEx) ‘Mp/(b)(TEy) = xt((Tg)t o Mp(b) o Tg)y

bzw.
X'Ma(b)7 = (TEx) ‘Mo(b) (TEu) =« ((TE)" o Mo(b) o TE )7,
also
Mg (b) = (T5) o Mp(b) o T§
bzw.
Mg(b) = (T5)" o Mp(b) o T,
wie man durch Einsetzen von e; fiir x und e; fiir y, i,j = 1,...,n, sofort sieht.

Wir erhalten also den folgenden Satz.
Satz 1.16 a. Sei dimg(V) =n < oo, B und D zwei Basen von V und sei b eine
Bilinearform aufV, dann gilt mit TS € Gl,,(K)

Mg(b) = (TE)" o Mp(b) o TS,

b. Sei dim¢ (V) =n < oo, B und D zwei Basen von V und sei b eine Sesquili-
nearform aufV, dann gilt mit T5 € G1,,(C)

Ma(b) = (T5) o Mp(b) o TE.

Bemerkung 1.17 a. Es bleibt festzuhalten, daBl sowohl Endomorphismen
f : V — V als auch Bilinearformen b : V x V — K sich nach Wahl ei-
ner Basis B durch Matrizen ME(f) bzw. Mp(b) beschreiben lassen. Bei
Basiswechsel, der durch die Matrix T = TS beschrieben wird, haben En-
domorphismen und Bilinearformen aber ein unterschiedliches Transfor-
mationsverhalten. Es gilt:

ME(f) =T 'oMB(f)oT und Msz(b) =T 'oMp(b)oT

b. Wir halten ferner fest, daB fiir dimg(V) = n < co nach Wahl einer Basis
B von V die Abbildung

Bilk(V) — Mat(n,K) : b — Mgz(b)

eine Bijektion ist.
Dabei werden die symmetrischen Bilinearformen auf die symmetrischen
Matrizen abgebildet.
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Ist K = R, dann gilt sogar, daf3 die Bijektion eine Bijektion zwischen der
Menge der Skalarprodukte und der Menge der positiv definiten symme-
trischen Matrizen liefert.

Die analoge Aussage fiir Sesquilinearformen gilt ebenfalls.

Wir wollen abschlielend im euklidischen Fall noch einmal das Verhéltnis zwi-
schen einem Skalarprodukt und der zugehorigen Norm betrachten, oder all-
gemeiner zwischen einer symmetrischen Bilinearform und der zugehorigen
quadratischen Form.

Definition 1.18

Ist b € Bilk(V) eine symmetrische Bilinearform auf V, dann nennen wir

qg:V—-K:xm— b(x,x)

die zu b gehorige quadratische Form.

Beispiel 1.19

Ist A = (ay) € Mat(n,K) symmetrisch und b = ba, dann gilt fiir x =
(X7,...,xn)t €K™

n
t 2
qgix) =x"'Ax = E AijXiXj = E ayx; +2 E AijXiX;.
i=1

ij 1<i<i<n
Damit konnen wir g als ein homogenes quadratisches Polynom in den Unbe-
stimmten x1, ..., x, auffassen - vgl. Aufgabe I11.1.55. Es gilt q(Ax) = A?q(x).

Auf den ersten Blick scheint es, daf3 die quadratische Form q weit weniger In-
formation enthélt, als die symmetrische Bilinearform b. Erstaunlicherweise
kann man b jedoch aus q zuriickgewinnen, wenn char(K) # 2 ist.

Lemma 1.20

K sei ein Korper mit char(K) # 2. Ferner sei b € Bil(V) eine symmetrische
Bilinearform und q die zugehorige quadratische Form. Dann gilt fiir x,y € V

b(x,y) = 3(a(x +y) — q(x) — qly)).

Beweis: Die Aussage folgt durch einfaches Einsetzen der Definition von ¢ in
die rechte Seite. H

Analog fithren wir die quadratische Form zu einer hermiteschen Sesquiline-
arform ein.

Definition 1.21

Ist b:V x V — C eine hermitesche Sesquilinearform auf V, dann nennen wir

q:V—-R:x— b(x,x)

die zu b gehorige quadratische Form.

Und auch hier gilt, dal die quadratische Form die hermitesche Sesquilinear-
form bereits bestimmt.
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Lemma 1.22
Sei b eine hermitesche Sesquilinearform aufV und q die zugehorige quadrati-
sche Form. Dann gilt fiir x,y € V

b(x,y) =3 (a(x +y) — d(x —y) + iq(x + iy) —ig(x — iy)).

Beweis: Die Aussage folgt wiederum durch einfaches Einsetzen der Definiti-
on von ( in die rechte Seite. H

Die Tatsache, daf} eine symmetrische Bilinearform bzw. eine hermitesche Ses-
quilinearform durch die quadratische Form schon eindeutig bestimmt ist,
nennt man Polarisierung.

AUFGABEN

Aufgabe 1.23

Es sei (V, (-, )) ein euklidischer oder unitirer Raum. Ferner sei || - || die durch
das Skalarprodukt definierte Norm. Zeige fiir x,y € V gilt:

a. |Ix +yll? + [x — yllI* = 2(/IxI1* + [lul]?) (“Parallelogramm-Gleichung”)
b. Aus x L y folgt |[x/|* + |lyll* = |Ix + yl% (“Satz des Pythagoras”)
Aufgabe 1.24
Essei V=U® U’ ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C und || - ||y bzw. || - ||u-
seien Normen auf U bzw. U’. Zeige, durch || - || : V — Rsp: v =u+u' —
|[w/lu + |w/|lw wird V zu einem normierten Raum.
Aufgabe 1.25
Es sei V = U® U’ ein K-Vektorraum mit K = R oder K = C und || - || eine Norm
auf V. Wird dann durch |- |: V — Rso: v =u+u' — [[u| + [[u/]| stets erneut
eine Norm auf V definiert?
Aufgabe 1.26 (Halbnorm)
Es sei V ein K-Vektorraum mit K=R oder K=C und «: V — R mit

(1) o(Ax) = [Ax(x) fir alle A € Kund x € V.
(A1) a(x1 +x2) < a(xq) + «(x,) fir alle x1,x, € V.

Zeige, dann gelten aullerdem:

a. a(x) >0 firallex € V.

b. U:={x € V| a(x) = 0} ist ein Unterraum von V.

c. Durch || -[|: V/U — R : [x] — «(x) wird eine Norm auf V/U definiert.
Aufgabe 1.27 (Aquivalenz von Normen)
Es sei K = R oder K = C und V ein K-Vektorraum. Zeige:

a. Die Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
der Normen auf' V.
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b. Je zwei Normen || - || und | - | auf K™ sind dquivalent.

c. Ist (W, - ||) ein normierter K-Vektorraum und f € Homg(V, W) injektiv,
dann wird durch |- [¢: V — R>o: v — [[f(v)|| eine Norm auf V definiert.

d. Folgere aus b. und c., da} je zwei Normen auf V dquivalent sind, falls
dimg(V) < oo.

e. Ist nun V = W, dimg(V) < oo und f bijektiv, dann zeige || - || ~ | - |f und
bestimme optimale Konstanten m, M € R.,.

Hinweis: In b. reicht es, zu zeigen, daf} jede Norm || - || &quivalent zu || - ||, ist. Man zeige zunéchst die
Existenz der oberen Schranke M mit || - || < M - || - || und folgere daraus, daf} die Abbildung || - || :
(K™, [1-1l2) = (R,|-]) stetig ist. Um die untere Schranke m mit m |- |l2 < ||- || zu finden, verwende man
sodann aus der Analysis, da S™ ' = {x € K" | [/l = 1} kompakt in (K™, | - ||2) ist und daf stetige
Funktionen auf einem Kompaktum ihr Minimum annehmen.

Aufgabe 1.28 (p-Norm und Maximumsnorm)

Es sei K = R oder K = C. Zeige:

1

a. Fir 0 # p € N wird durch x|, := (X, x{?)? fiir x € K™ auf K™ eine
Norm definiert.

b. Durch [x|,, := max{|xi{] i = 1,...,n} fir x € K™ wird auf K™ eine Norm
definiert.
c. Finde fiir || - |1, || - ||, und || - || paarweise Aquivalenzkonstanten.

Aufgabe 1.29 (Euklidische Norm)
Es sei K = R oder K = C. Zeige:

a. Durch [[All2 == 3_{_; /layl? fir A = (ay) € Mat(n, K) wird Mat(n, K) eine
Norm definiert, die sogenannte euklidische Norm.
b. Fiir A, B € Mat(n, K) und x € K™ gelten:
@) [[Ax[l2 < [[All2 - [1x]l2-
(i1) [|A o B[z <[|All2- [IB]]2-
c. Durch [|Al, = max { 3, ay |i=1,...n} fir A = (ay) € Mat(n, K) wird
Mat(n, K) eine Norm definiert, die sogenannte Zeilensummennorm.
d. Durch [|All; =max { Y I, lay||j=1,...n} fiir A = (ay) € Mat(n, K) wird
Mat(n, K) eine Norm definiert, die sogenannte Spaltensummennorm.

Hinweis: Man verwende die Ungleichung von Cauchy-Schwarz.

Aufgabe 1.30 (1'-Norm)
EsseiV = {(ai)i@N S KN | Zi00:0|ai’ < OO}

a. Zeige,dall durch ||-][: V — Rxo: (ai) — >_i,lai eine Norm auf V definiert
wird.

b. Berechne die Operatornorm der linearen Abbildung T: (V, [[l) — (V,[]]) :
(ap,ar,az,...) — (0,ap,as,...).

Aufgabe 1.31 (L'-Norm)

EsseiV =C° ([O, 1]) der Vektorraum der auf dem Intervall [0, 1] stetigen Funk-
tionen. Zeige, dal durch || - || : V — Ry : f — f; [f(t)|dt eine Norm auf V
definiert wird.
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Aufgabe 1.32 (Exponentialabbildung)

Essei|-|: R™ — R eine beliebige Norm und es sei
A
| -]l : Mat(n,R) - R>o: A — sup M
- O0#£xER™ x|

die Operatornorm auf Mat(n,R). Es seien A,B € Mat(n,R) und T € Gl,(R).
Zeige:

a. || - || ist eine Norm auf Mat(n, R).

b. [|[A o Bl < [[A]l-[[BIl.

c. Die Reihe ) ﬁA" ist absolut konvergent beziglich || - ||.
Insbesondere ist e* := Y > | %A“ € Mat(n, R).

d. Die Abbildung o« : Mat(n,R) — Mat(n,R) : X — T o Xo T ist stetig
bez. || - ||.

e. ToeroT 1 = gloAT '

f. Ist A =J(A,n) mit A € R, dann ist e* = N(A,n) und J.x = J(e*,n), wobei

0, i>j

¢ {=j—kk=0,...,n—1.

I

g IstJa =@, D Dl T\, i), soist Jen = DL, DI D, T (eM,5).

Hinweise: Man beachte, dafl in einem Hilbertraum aus absoluter Konvergenz einer Reihe die Konver-

N()\,Tl) = (Tlij) mit ny = {

genz der Reihe folgt. — In Teil e. betrachte man die Folgen von Partialsummen, die die Linke bzw. rechte
Seite definieren, und verwende Teil d. Fiir f. zerlege man A in den nilpotenten Anteil und den Diago-
nalanteil und verwende im Beweis den Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen. Der Beweis
von Teil g. ist dann ein Zweizeiler.

Aufgabe 1.33

Es seien (V|- Ilv) und (W, ||-[lw) zwei normierte R-Vektorrdume. Wir definie-
ren eine Abbildung

|| -] : Homg (V, W) —» RsoU {0} : f— su M\/
B 0#AxEV [y
a. Zeige, || - || ist eine Norm auf H := {f € Homg(V,W) | [[f| < oo} C
Homg (V,W).
b. Zeige, jede lineare Abbildung f € H ist stetig (beziiglich der Normen || - ||\,
und || - [lw).
c. Es sei nun (W, || [lw) = (V1] - [lv). Zeige:
(i) Ist V vollstidndig beziiglich || - ||y, so ist die Reihe ef := Y %f“
konvergent in Endy (V).
(i) Fir g € Endg (V) sind die Abbildungen

Ly:Endg(V) = Endg(V):f—gof

und
Ry : Endg (V) — Endgr(V) : f— fog

stetig beztiglich der obigen Norm.
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2. Orthogonale und unitire Abbildungen

Mit Hilfe eines Skalarproduktes, das wir jetzt fiir reelle und komplexe Vek-
torrdume V definiert haben, konnen wir den Begriff der Orthogonalitat er-
klaren. Zunichst betrachten wir die Orthogonalitdt von Vektoren und wol-
len zeigen, daf3 es zu jedem Skalarprodukt auf V eine orthogonale Basis gibt,
d. h. eine Basis, so daf3 je zwei verschiedene Vektoren darin aufeinander senk-
recht stehen. Normiert man die einzelnen Vektoren der Basis, so erhilt man
eine orthonormale Basis.

Die Herleitung der Existenz einer solchen Basis ist konstruktiv, und wir wer-
den einen einfachen Algorithmus, nach Gram und Schmidt, dafiir angeben.

Im Anschluf3 daran werden wir Abbildungen zwischen Vektorraumen mit
Skalarprodukt untersuchen, die mit dem Skalarprodukt vertraglich sind, die
zusétzliche Struktur also ebenfalls erhalten, sogenannte orthogonale Abbil-
dungen. Diese sind ldngen- und winkeltreu.

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt verwenden wir K stets dann,
wenn Aussagen sowohl fiir den Fall des Korpers K = R der reellen Zahlen, als
auch fiir den Fall des Korpers K = C der komplexen Zahlen gelten sollen. Fer-
ner sei (V, (-,-)) ein euklidischer Raum, falls K = R, und ein unitérer Raum,
falls K = C. Zugleich versehen wir V stets mit der durch (:,-) definierten
Norm, d. h. fiir x € V ist stets ||| = \/{x, x). — V wird nicht notwendigerweise
als endlich-dimensional vorausgesetzt.

Definition 2.1

Es seien M, N C V zwei Teilmengen.

a. Wir sagen, M und N sind orthogonal zueinander, wenn x 1| vy,
d. h. (x,y) =0, fur alle x €« M und y € N gilt.
Wir schreiben dann M 1L N. Ist M = {x}, so schreiben wir meist kurz
x L N.

b. Wir nennen M+ = {x € V | x L. M} das orthogonale Komplement von M.

Wir werden weiter unten sehen, daB3 in der Tat U im endlich-dimensionalen
Fall ein Komplement von U ist.

Lemma 2.2

Es sei M C V eine Teilmenge von V und U C V ein Unterraum von V.

a. Mt = (M)* ist ein Unterraum von V.
b. Sind 0 #x € M und 0 #y € M*, so sind x und y linear unabhdingig.

Beweis: a. Wegen 0 ¢ M+ ist M+ # (). Sind x,y € M+ und A, u € K, so gilt
firzeM

(Ax + ny, z) = Ax, z) + uly, z) =0,

Also Ax + py € M+, Damit ist M+ ein Unterraum von V.
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Da M C (M), gilt offenbar M+ D (M), Seien deshalb x € M* und
Y= i, Aixi € (M) mit x; € M und A; € K beliebig. Dann gilt

i=1
(y) =D Aux,xi) =0,
i=1

also auch x € (M)+.
Seien 0 # x € M und 0 # y € M* gegeben, und seien A\,u € K mit
Ax 4+ py = 0. Dann folgt
0= (M + ny,x) = Ax,x).
Wegen (x,x) # 0 ist also A = 0. Dann ist aber 0 = Ax + pwy = py und,
wegen y # 0, ist auch p = 0.
L]

Definition 2.3 a. Eine Familie F = (x; | i € I) von Vektoren aus V heif3t

orthogonal, falls x; L x; fiir alle 1,j € I mit i # j gilt.

Falls zusatzlich ||x;]| = 1 fiir alle i € I gilt, so heilt F orthonormal.

Es sei B eine Basis von V. Ist B eine orthogonale Familie, so nennen wir
B eine Orthogonalbasis, kurz OGB.

Entsprechend heif3it B eine Orthonormalbasis, kurz ONB, von V, wenn
die Familie B orthonormal ist.

Eine direkte Summe V = P
i,j € I miti+#]j gilt.

Wir schreiben dann auch V =1 U;.

U; heiit orthogonal, wenn U; L U; fiir alle

icl

Beispiel 2.4
Betrachten wir K™ mit dem kanonischen Skalarprodukt, dann ist die ka-

nonische Basis E = (eq,...,e,) offenbar eine Orthonormalbasis von K", da
(ei, ;) = dy furi,je{l,...,nh

Lemma 2.5

Es sei F = (x; | i € 1) eine orthogonale Familie in V \ {0}.

:
a. (uxiu Xi

ie I) ist orthonormal.

b. F ist linear unabhdngig.
c. Ist F eine ONB von V, so gilt fiir x € V

X = Z/(x, Xi)Xi, (58)

icl

insbesondere sind nur endlich viele (x,x;), 1 € I, ungleich null.

Beweis: a. Hier ist nichts zu zeigen.
b. Aus Y., "Aix; = 0 folgt fiir jedes i € I

0= <O,Xi> = Z,)\j<Xj,Xi> = 7\1<X1,Xi>.

jel

Da (xi,xi) # 0, mul} also A; = 0 gelten.
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c. Da die Darstellung x = Y {_;A;x; von x als endliche Linearkombination

von F eindeutig ist, folgt die Behauptung aus
(%, xi) = Z,AKX]',XO =Ailxi,xi) =AM, 1€L
jel
[

Bemerkung 2.6

Ist B eine ONB von V, so erlaubt es die Gleichung (58), einen Vektor aus V als
Linearkombination von B darzustellen, ohne hierzu eigens ein LGS l6sen zu
miissen, durch simples Einsetzen der Vektoren in das Skalarprodukt. Dieses
Verfahren ist sehr effizient und von hoher praktischer Bedeutung.

Die Tatsache, daf} sich die Koordinaten eines Vektors beziiglich einer ONB
mit Hilfe des Skalarproduktes so einfach ausdriicken lassen spielt aber auch
in vielen Beweisen eine Rolle, und ist somit ebenfalls fiir die Theorie von
Bedeutung.

Wir beweisen jetzt, dall jeder endlich-dimensionale Hilbertraum eine ONB
besitzt. Etwas allgemeiner gilt der folgende Satz.

Satz 2.7 (Gram-Schmidt)

Sei V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und U C V ein Unterraum von
V, dann ldft sich jede ONB von U zu einer ONB von V ergdnzen.

Mit U = {0} folgt das folgende Korollar.
Korollar 2.8
Jeder endlich-dimensionale Hilbertraum besitzt eine ONB.

Der Beweis von Satz 2.7 ist konstruktiv und wird auch das Gram-
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren genannt.

Beweis von Satz 2.7: Wir beweisen den Satz durch Induktion dber m :=
dimg (V) — dimg (U). Sei n = dimg(V), r = dimgk (U) und (y1,...,y,) eine ONB
von U.

Falls m = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei also m > 0, d. h. n > r. Ergénze B’
durch (x,41,...,%n) zZu einer Basis von V. Wir setzen nun

T

Urg1 1= X1 — Z<XT—H»Ui>Ui- (59)

i=1

Da x,. 1 € U, ist .1 # 0, und wir konnen deshalb

Yrp = m “Yrp (60)
setzen. Dann ist ||y,,1]| = 1 und auBlerdem gilt firi=1,...,r
<yr+1>Ui> = m<gr+hyi>

= g5 (fernud = T e v (s ue))

= ngLH ((XT+1)U1> - <XT+1)yi>) =0.
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Dann ist aber (yi,...,yr+1) eine ONB von U’ := (U, x,1) = (U,y;41), und wir
sind fertig mit Induktion. [

Algorithmus 2.9 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)
INPUT: M C K™ und ein Skalarprodukt (-,-) auf K?

OUTPUT: ONB B von (M)

1. Schritt: Bestimme eine Basis B’ = (x4,...,%,) von (M), z. B. mittels
Algorithmus I1.6.3.
2. Schritt: Firi=1,...,r filhre man folgende Schritte aus:
Schritt a.: berechne die Summe x{ = x; — Z;} (X4, X§)X53
Schritt b.: berechne x! = m Xl

Schritt c.: und ersetze x; in B durch x{'.
3. Schritt: Gib die verianderte Basis B zuriick.

Bemerkung 2.10 a. Um zu normieren, ist in obigem Algorithmus das Zie-
hen von Wurzeln notwendig. Verzichtet man jedoch auf die Normierung
der Vektoren, so kommt man ohne Wurzelziehen aus. Laf3t man im obi-
gen Algorithmus Schritt 2.b. weg und ersetzt dafiir in Schritt 2.a. die
rechte Seite der Gleichung durch

i — - <X"‘Xi/>xf
et

x! x!
=

dann liefert der obige Algorithmus eine Orthogonalbasis von (M). Das
hat den Vorteil, dal man exakt rechnen kann - etwa in Singular, wenn
die Eingabedaten rationale Zahlen waren.

b. Will man in der Praxis ein Skalarprodukt iibergeben, so wird man im
reellen Fall eine symmetrische Matrix iibergeben und im komplexen
Fall eine hermitesche. Das Skalarprodukt wird dann geméal} Beispiel 1.5
a. bzw. b. gebildet.

Beispiel 2.11

Es sei B = (x1,x2,x3) = {(1,0,1)%,(1,1,1)%,(0,0,4)*} C R?, wobei wir R* mit
dem kanonischen Skalarprodukt versehen betrachten. Man sieht leicht, daf3
B bereits eine Basis von R3 ist.

Wir wollen hier B zunichst in eine OGB von R? iiberfiihren und anschlieBend
normieren.

Wir setzen nun x} := (1,0,1)", dann ist (x{,x}) = 2.
Im néachsten Schritt setzen wir

XEZXZ_ 2:::::;7(4 = (]’]’1)’&_%(])0)])‘5: (O>]>O)t)

dann ist (x},x%) = 1.

Schlief3lich bilden wir
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und erhalten (x}, x}) = 8.

Damit ist B’ = ((1,0,1)%,(0,1,0)%,(—2,0,2)") eine OGB von R?, und nach Nor-
mierung ist

_ 1 1 1 1
B” - ((72) O» Tz)t) (O> 1 ) O)tv (_\ﬁv O» 72)‘[))
die ONB, die aus B durch das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsver-
fahren entsteht.
Definition 2.12
Es gelte V = U L U*. Da sich jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise darstel-
len 14Bt als x = u+u mit u € U und u’ € U+, kénnen wir eine Abbildung
Ty - V-V

definieren durch Tr(u + u’) =ufiruec Uundu' € Ut.

Diese nennen wir die orthogonale Projektion von V auf U.

Ist u € U mit |lul| = 1, so nennen wir |(x,u)| den Betrag der Projektion von x

auf (u). "
X

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Py

,,’/’7:(1’[(7() u

x|l - [cos (o) = [(x, w)]

Lemma 2.13
Es sei U C Vein Unterraum mit V=U 1L U*L.

a. my € Endg(V) ist eine Projektion mit Ker(my) = U+ und Im(my) = U.
b. Ist m € Endk(V) eine Projektion mit Ker(n) = Ut und Im(nt) = U, dann
Ist T = .

Beweis: a. Die Aussagen sind aus der Definition unmittelbar klar.
b. Sei also ein solches 7w gegeben. Dann gilt firx =u+uw € Vmitu e U =
Im(7t) und u’ € Ut = Ker(n) sowie y € V mit u = nt(y)
*(

ni(x) = m(u) + m(u’) = m(u) = 7’(y) = n(y) = u = my(x).

Proposition 2.14
Es sei dimg (V) < oo und U C V ein Unterraum.

a. V=ULUYd h UNU={0}und V=U+U"
b. Ist (x1,...,x;) eine ONB von U, dann gilt

T

mu(x) = Z<X)Xi>xi-

i=1
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Beweis: a. Fiir x € UNnU" folgt aus Lemma 2.2 b., da3 x = 0. Es bleibt also
zu zeigen, daB V = U + U+,
Aber, ist (x1,...,%,) eine ONB von U, so 148t sich diese nach Satz 2.7 zu
einer ONB (x4,...,x,) von V ergidnzen. Insbesondere gilt dann aber

V= (1., %)+ Xrp1y oo, Xn) C U+ UL

b. Ergidnzen wir wie in a. (x1,...,x;) zu einer ONB (x4,...,x,) von V, so gilt
fiir x = ) ' ; Aixi € V einerseits nach der Definition von 7y

mu(x) = Z Aty (%) = Z Aix;.
i=1 i=1

Andererseits folgt aus der Gleichung (58) in Lemma 2.5 A\; = (x,x;) fur
allei=1,...,n.

]

Wir kommen jetzt zu den strukturerhaltenden Abbildungen, d. h. zu solchen,

die mit dem Skalarprodukt vertréglich sind. Diese haben einen speziellen Na-

men.

Definition 2.15 a. Ist K = R, so heil3t f € Endr (V) orthogonal, falls fiir alle
x,y € Vgilt

(x,y) = (f(x), f(y)).

Wir nennen O(V) := {f € Endgr(V) | fist orthogonal} die orthogonale
Gruppe von V.
b. Ist K = C, so heilit f € End¢ (V) unitar, falls fiir alle x,y € V gilt

(x,y) = (f(x), f(y)).

Wir nennen U(V) := {f € End¢(V) | f ist unitar} die unitdre Gruppe von
V.

c. Wir nennen eine Matrix A € Mat(n, R) orthogonal,* wenn A o A* = 1,.
O(n) :={A € Mat(n,R) | A ist orthogonal} bezeichnen wir als orthogona-
le Gruppe vom Grad n.
SO(n):={A € O(n) | det(A) = 1} bezeichnen wir als spezielle orthogonale
Gruppe vom Grad n.

d. Wir nennen eine Matrix A € Mat(n, C) unitdr, wenn A o A* = 1,,.
U(n) :={A € Mat(n, C) | A ist unitar} bezeichnen wir als unitdire Gruppe
vom Grad n.
SU(n) := {A € U(n) | det(A) = 1} bezeichnen wir als spezielle unitdre
Gruppe vom Grad n.

4Da A* = A' ist, kann man fiir beliebige Korper K definieren, daB A € Mat(n, K) ortho-
gonal heift, falls A o At = 1,, gilt. Wir setzen dann O(n, K) als die Menge der orthogonalen
Matrizen in Mat(n, K) und nennen sie die orthogonale Gruppe vom Grad n uber K. Wie im
reellen Fall, zeigt man auch im allgemeinen Fall, dafl O(n, K) eine Gruppe beziiglich der Ma-
trixmultiplikation ist.
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e. Wir nennen eine Matrix A € Mat(n,K) normal, falls A o A* = A* o A.
(Vgl. Aufgabe 2.36.)
Bemerkung 2.16
Man sieht unmittelbar aus der Definition, dafl symmetrische, hermitesche,
orthogonale und unitiare Matrizen auch normal sind.

Wir werden im Folgenden zeigen, daf3 die oben definierten Gruppen in der
Tat Gruppen beziiglich der Matrixmultiplikation als Gruppenstruktur sind.
Vgl. Korollar 2.21.

Lemma 2.17

Es seien f,g € Endi (V) orthogonal bzw. unitar.

a. f erhdlt Liangen, Abstinde und (im orthogonalen Fall) Winkel, d. h. fiir
x,y € V gilt
IO = I1xll, (%) = fll =Ix =yl und £L(f(x),f(y)) = £(x,y).
b. Fiir alle x,y € V gilt:
xly & f(x)Lfly).

c. Ist A € o(f), dann ist |\ = 1.

d. f ist injektiv.

e. Ist f bijektiv, so ist T~' ebenfalls orthogonal bzw. unitdr.
f. f o g ist orthogonal bzw. unitdr.

g. Ist dimk (V) < oo, dann ist f bijektiv.

Beweis: a. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Norm und des
Winkels mittels des Skalarproduktes.
b. Folgt aus a..
c. Ist x € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € KK, so gilt nach a.

Xl = IF Gl = [[Ax]] = [A] - [Ix],

also [A| =1, da x #0.
d. Ist x € Ker(f), so gilt nach a. 0 = ||f(x)|| = [|x||, und somit x = 0.
e. Ist f invertierbar, dann gilt fir x,y € V

(1030, ) = (F(FT00), 1(F W) ) = x, ).
f. Fir x,y € V gilt

((fo9)(x), (fo 9)w)) = (f(9(x)), F(gw)) ) = (9(x), 9(y)) = (x,v).
g. Ist dimk (V) < oo, dann folgt aus d., daB3 f auch bijektiv ist.

Satz 2.18
Ist dimyk (V) < oo und f € Endik(V), dann sind gleichwertig:

a. f ist orthogonal bzw. unitdr.
b. Fiir jede ONB B von V gilt ME(f) ist orthogonal bzw. unitdr.
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c. Es gibt eine ONB B von V, so daf8 ME(f) orthogonal bzw. unitdr ist.
d. Fiir alle x € V gilt ||f(x)]| = [|x]l.

Beweis: a. = b.: Ist B = (x4,...,%x,) eine ONB von V, dann sind die Spal-
ten von MJ(f) gerade die Vektoren Mg (f(x;)), i = 1,...,n. Sei nun M5(f) o
ME(f)* = (ay) und bezeichne (-,-)kx» das kanonische Skalarprodukt auf K™,
dann gilt unter Beriicksichtigung der Definition der Adjungierten und unter
Beachtung von Mg((-,-)) = I,

ay = (Mg (f(x1)), Ma(f(x;)) ) pn = (F(x1), f(x5)) = (x1,%5) = 5.
D. h. ME(f) o ME(f)* = 1.
b. = c.: Klar.

c. = a.: EsseialsoB = (x1,...,x,) eine ONB beziiglich derer M} (f) orthogonal
bzw. unitéar ist. Dann folgt wie im Schritt “a. = b”.

(x1,%;) = 85 = (Ma(f(x1)), MB(f(%))) ) jen = (F(x1), F(%;))

fir alle ,j € {1,...,n}. Seien nun x = Y} ", Aixy,y = > ", wixy € V beliebig,
dann gilt
(FO), ) =D ) NIG(F(xa), fx)) = ) > Mi{xi, x5) = (x, ).
=1 =1 =1 =1

a. = d.: Dies wurde bereits in Lemma 2.17 gezeigt.

d. = a.: Dies folgt aus Lemma 1.20 im orthogonalen Fall und aus Lemma 1.22
im unitiaren Fall. n

Satz 2.19
Es sei A € Mat(n, K) und es sei K™ versehen mit dem kanonischen Skalarpro-
dukt (-, -)kxn. Dann sind gleichwertig:

a. A ist orthogonal bzw. unitar.

b. A ist invertierbar und A~ = A*.

c. A* ist orthogonal bzw. unitir und A~' = A*.

d. Die Zeilen von A bilden eine ONB von K™

e. Die Spalten von A bilden eine ONB von K™

f. ||Ax|> = ||xll2 fiir alle x € K™

g. Die lineare Abbildung fx € Endy (K™) ist orthogonal bzw. unitar.

Beweis: a. & g. folgt aus Satz 2.18 unter Berticksichtigung, daf3 die kanoni-
sche Basis E eine ONB von K™ ist und daB A = ME(f,).

a. & f. folgt ebenfalls aus Satz 2.18, da Ax = fA(x) fiir x € V.

a. = b.: Dies folgt unmittelbar aus A o A* = 1,,.

b. = c.: Nach Voraussetzung gilt A* o (A*)" = A*0 A =A""0A = 1, also ist
A* orthogonal bzw. unitar.
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c. = d.: Seien aj,...,a, die Zeilen von A. Dann folgt aus 1, = Ao A™! =
Ao A* = ({aj aj>]Kn)ij, daf die Zeilen von A eine ONB von K™ bilden.

d. = a.: Nach Voraussetzung gilt 1,, = ((ai, a,->]Kn)_ .= AoA* alsoist A ortho-

1)

gonal bzw. unitar.

a. = e.: Ist A orthogonal bzw. unitér, dann gilt 1,, = (A* o A)t = Ato (AY),
also ist auch A' orthogonal bzw. unitéar. Aber dann bilden die Zeilen von A,
sprich die Spalten von A, nach d. eine ONB.

e. = a.: Bilden umgekehrt die Spalten von A eine ONB, dann ist nach d. A"
orthogonal bzw. unitdr und somit gilt 1, = (A*) 0 At = (Ao A*)t. Aber dann
ist A orthogonal bzw. unitar. n

Lemma 2.20 a. Sei A € O(n), dann gilt det(A) € {—1,1}.
b. Sei A € U(n), dann gilt |det(A)| = 1.
c. Sind A,B € O(n), dann gilt AoB € O(n) und A~ € O(n).
d. Sind A,B € Un), dann gilt AoB € Un) und A~' € U(n).

Beweis: Es gilt

1 = det(l,) = det (A o A*) = det(A) - det (A")
= det(A) - det (A) = det(A) - det(A) = |det(A)[*.

Daraus folgen die Aussagen a. und b..

Dafl O(n) und U(n) gegen Inversion abgeschlossen sind, folgt aus Satz 2.19
c., und die Abgeschlossenheit gegeniiber der Matrixmultiplikation folgt aus
Lemma 2.17 f. unter Beriicksichtigung von Satz 2.19. O

Korollar 2.21 a. O(n) ist eine Untergruppe von Gl,.(R), und SO(n) ist eine
Untergruppe von O(n) vom Index zwei.
b. U(n) ist eine Untergruppe von Gl,.(C), und SU(n) ist eine Untergruppe
von U(n).

Beweis: Beachtet man, dafl 1,, in jeder der angegebenen Mengen liegt, alle
also nicht-leer sind, dann folgen die Aussagen aus Lemma 2.20. O

Bemerkung 2.22

(S':={z € C| |zl = 1},-) ist eine Untergruppe von (C*,-) und ({—1,1},-) eine
Untergruppe von (R*,-). Somit induziert det : Gl,,(K) — K* Gruppenhomo-
morphismen

det:O(n) — {—1,1} und det:Un)—S',

die in der Tat Epimorphismen sind, wie man leicht sieht, und deren Kerne
gerade SO(n) bzw. SU(n) sind.

Insbesondere sind also SO(n) bzw. SU(n) sogar Normalteiler von O(n)
bzw. U(n).
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Dariiberhinaus folgt, dal3 im orthogonalen Fall die Menge O (n) := {A €
O(n) | det(A) = —1} gleichméchtig zu SO(n) ist und O(n) = SO(n) U O™ (n)
mit SO(n) N O (n) = 0. O (n) ist jedoch keine Gruppe!

Vom rein matrizentechnischen Standpunkt aus sind orthogonale bzw. unitére
Matrizen ausgezeichnet, weil man sie so unglaublich einfach invertieren
kann, denn es gilt fiir A € O(n) bzw. A € U(n)

t

ATT=A" bzw. A=A
Insbesondere im Reellen haben sie aber auch eine besondere geometrische

Bedeutung.

Wir wollen in dieser Hinsicht nun die orthogonalen Matrizen bzw. die ortho-

gonalen Abbildungen des R™ fiir n = 1 und n = 2 untersuchen.

Bemerkung 2.23 a. O(1) = {—1,1}, d. h. O(R) = {—1id,id}, ist recht tiber-
sichtlich. Neben der Identitat haben wir nur die Spiegelung der reellen
Achse am Nullpunkt.

b. Im Fall n = 2 gilt

SOn) ={T(«x) | x € [0,2a]} und O (n)={S(«x) |« € [0,2n[},
insbesondere also
O(n) ={T(a),S(x) | « € [0, 27[},

wobei die Matrizen T(«) und S(«) fiir « € R wie folgt definiert sind:

T(o0) = < cos(a) —sin(«) > und S(a) = < cos(x)  sin(ot) > |

sin(«x) cos(x) sin(x) —cos(«x)

Dabei induziert T(«) eine Drehung um den Ursprung um den Winkel x
und S(«) eine Spiegelung an der Geraden <(c0s (5),sin (%‘))t>

Insbesondere ist im Fall n = 2 also jede orthogonale Abbildung eine Dre-
hung oder eine Spieglung.
Man beachte auch daf3

S(at) = T(a) 0 S(0) = T(at) ( 10 ) ,
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d. h. die von S(«) induzierte Spiegelung kann auch geschrieben werden
als Komposition der Spiegelung an der x-Achse gefolgt von einer Dre-
hung um den Winkel «. Und damit gilt zugleich, daf} jede Drehung im
R? Komposition von zwei Spiegelungen ist.

Fir den Beweis der Aussagen verweisen wir den Leser auf Aufgabe 2.43.

Beachtet man, daf} bei Transformation mit einer orthogonalen bzw. unitédren
Matrix T sowohl die darstellenden Matrizen von Bilinearformen (im Re-
ellen) bzw. Sesquilinearformen (im Komplexen) als auch die darstellenden
Matrizen von Endomorphismen das gleiche Transformationsverhalten zei-
gen, da schlicht T* = T~ gilt (vgl. Satz 1.16), und beachtet man weiterhin,
daf sich wichtige Eigenschaften wie die Orthogonalitat bzw. Unitaritidt von
Abbildungen (vgl. Satz 2.18, aber auch Aufgabe 2.36) nur erhalten, wenn
man Matrixdarstellungen beziiglich Orthonormalbasen betrachtet, so scheint
es naheliegend, sich im Folgenden fiir Transformationen auf orthogonale
bzw. unitiare Matrizen zu beschrinken oder - gleichwertig dazu - fiir Ma-
trixdarstellungen nur Orthonormalbasen zuzulassen.

Ziel wird es nun zunéichst sein, fiir orthogonale bzw. unitidre Abbildungen eine
ONB von V zu finden, beziiglich derer die darstellende Matrix eine moglichst
einfache Form hat.

Wie wir schon im Fall der Jordanschen Normalform gesehen haben, konnen
wir iiber K = R nicht die gleichen Ergebnisse erwarten, wie im komplexen
Fall. Wir untersuchen deshalb zunéchst den Fall von unitéaren Abbildungen.
Satz 2.24

Es sei dim¢ (V) < oo und sei f € End¢(V). Dann sind gleichwertig:

a. f ist unitar.
b. V besitzt eine ONB aus Eigenvektoren von f und fiir A € o(f) ist [A| = 1.
c. Ist o(f) ={A\1,..., A} CC,dann gilt ]\ =1fiiri=1,...,7rund

V = Eig(f,A) L ... L Eig(f,\,),

d. h. V ist die orthogonale Summe der Eigenrdume von f.

Beweis: a. = b.: Dal} die Eigenwerte alle Betrag eins haben, wissen wir be-
reits aus Lemma 2.17. Es bleibt also zu zeigen, dal} f beziiglich einer ONB
diagonalisierbar ist.

Wir fiihren den Beweis durch Induktion nach n = dim¢(V), wobei im Fall
n = 1 nichts zu zeigen ist. Wir konnen deshalb n > 1 annehmen.

Da K = C, besitzt f einen Eigenwert A sowie einen Eigenvektor 0 # x € V zu
A. Wir setzen U = (x).
Behauptung: U und U sind f-invariant.



286 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE HILBERTRAUME

Fiir U gilt die Aussage, da x ein Eigenvektor ist. Sei also y € U*. Wir miissen
zeigen, daB f(y) L x gilt. Da nach Lemma 2.17A- A = [A| = 1, gilt

(f(y),x) = (f(y), Ax) = A(f(y), Ax) = A(f(y), f(x)) = My,x) =0,
also f(y) L x, und damit f(y) € U*.

Da f. per definitionem ebenfalls unitér ist, folgt mit Induktion, dal3 es eine
ONB B” von Ut aus Eigenvektoren von f: gibt. Damit ist dann B = B’ U B"”
eine ONB von V aus Eigenvektoren von f.

b. = c.: Klar.

c. = a.: Wahlen wir zu jedem der Eigenrdume nach Satz 2.7 eine ONB B;
und setzen B = B; U ... U B, so ist B eine ONB von V, da die Eigenraume
paarweise senkrecht aufeinander stehen. Aber dann ist M} (f) = (ay;)i; eine
Diagonalmatrix und die Diagonalelemente sind gerade die Eigenwerte von f.
Nach Voraussetzung gilt a;; - @i = |ay/? = 1 fir allei = 1,...,r. Damit folgt
dann
MG(f) e Mg(f)* = 1y,

also ist ME(f) - und damit f - unitér. O

Bemerkung 2.25 a. Ist f € O(V) so, daf} das charakteristische Polynom von
f iber R in Linearfaktoren zerfillt, dann gilt Satz 2.24 fiir f analog - mit
dem gleichen Beweis.

b. Der Beweis von Satz 2.7 und dann auch der von Satz 2.24 funktioniert
dhnlich fiir abzdhlbar unendlich-dimensionale unitidre Vektorraume.
Dann hat f hochstens abzahlbar viele verschiedene Eigenwerte A1, A5, . . ..

Korollar 2.26

Ist A € U(n), dann gibt esein T € U(n) mit

D T O A O
0 .
T"oAoT=T'oAoT=
: . .0
0O ... ... 0 A,
wobei \; € C, Al =1,1=1,...,n, die Eigenwerte von A sind.

Insbesondere ist jede unitire Matrix diagonalisierbar.

Beweis: Ist A unitér, dann ist f5 unitir und wir finden eine ONB von C™ aus
Eigenvektoren von f,, sprich von A. Schreiben wir diese als Spalten in eine
Matrix T, soist T € U(n) und T transformiert A in eine Diagonalmatrix. [J

Der Beweis ist konstruktiv, sofern man die Eigenwerte von A exakt kennt.
Man leitet daraus folgenden prinzipiellen Algorithmus zur Bestimmung von
T her.
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Algorithmus 2.27
INPUT: A € U(n).

OUTPUT: T e U(n), sodaB3 T* o A o T Diagonalgestalt hat.

1. Schritt: Bestimme die Eigenwerte von A.

2. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert von A eine Basis des zugehori-
gen Eigenraumes.

3. Schritt: Orthonormalisiere die Basen der Eigenrdume mit dem Ortho-
normalisierungsverfahren von Gram-Schmidt und schreibe die Vektoren
in eine Matrix T.

4. Schritt: Gib schlieBlich T zurick.

Orthogonale Abbildungen lassen sich im Allgemeinen nicht diagonalisieren,
insbesondere nicht durch eine ONB. Wir haben in Beispiel II1.2.4 gesehen,
dafl zum Beispiel die Matrix

[ cos(a) —sin(a)
Tla) = ( sin(a)  cos(a) ) ’

die eine Drehung um den Ursprung um den Winkel « beschreibt, nicht diago-
nalisierbar ist. Der folgende Satz sagt nun, dal3 diese Beispiele im Wesentli-
chen aber auch schon die einzigen sind.

Satz 2.28
Es sei dimi(V) < oo und f € O(n). Dann besitzt V eine ONB B und es gibt
Zahlen v,s,t € N sowie Winkel «, ..., x. €]0,2n[\{7t}, so dafs

ME(f) =1, -1, T() ®...® T().

Beweisskizze: Wir wollen den Beweis hier nur skizzieren, auf die wesentli-
chen neuen Ideen aber explizit eingehen.

1. Schritt: Jedes Polynom in R[t], insbesondere auch ¥, 148t sich tiber R in
ein Produkt von Linearfaktoren und quadratischen Faktoren zerlegen.
Da die Eigenwerte von f nur +1 und —1 sind, folgt

X == (t=D"- (t+1)°-g1--- g

mit g; = t2 — 2cos(o;) + 1 € R[t], deg(g;) = 2 und g; hat keine reelle
Nullstelle.?
2. Schritt: Wie im unitaren Fall gilt

V = Eig(f,1) L Eig(f,—1) L U

5Da g; iiber C zerfillt, muB g; somit eine Nullstelle A € C \ R besitzen, und da die Koeffi-
zienten von g; reell sind, gilt dann 0 = 0 = g;(A) = gi(}), also g; = (t—A)(t—A). Da ferner fiir
eine ONB B von V gilt, daB ME(f) als Matrix tiber C aufgefaBt unitér ist, muB A als Eigen-
wert von ME (f) Betrag eins haben, d. h. es gibt ein o; €]0,2n[\{7t} mit A = cos(ox;) + isin(oy)
und g; = t2—2cos(«;)t+ 1. — Die gleiche Uberlegung auf ein normiertes irreduzibles Polynom
p € R[t] vom Grad groBer als eins angewandt, zeigt fiir eine Nullstelle A € C\ R von p, daf3

q=(t—A)(t—27) =t> = 2R(A)t + |A]* € R[t] ein Faktor von p ist und mithin q = p.
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mit U = (Eig(f,1) L Eig(f,—1))" und f(U) C U. Es folgt

Xe, =91 9.
Nach Cayley-Hamilton gilt dann aber fiir x € U

0=x;, (F)(x) =g1(... (ge(F)) .. ) (x).

Fir 0 # x € U existiert dann ein i, 1 <1i < t, mit

Y=g l... (ge(f))...)(x) #0, aber f*(y) — 2 cos(o;)f(y) +y = gi(f)(y) = 0.
Damit folgt fiir y

f2(y) = 2cos(o)f(y) —y € (f(y),y) = Uy,

und U; ist f-invariant mit Xiy, = 9t

3. Schritt: Um nun U; abspalten zu konnen, benétigen wir, daf3 das ortho-
gonale Komplement von U; in U f-invariant ist. Hat man dies tiberpriift,
schlie3t man mittels Induktion, daf

V = Eig(f,1) L Eig(f,—1) L U; L ... L U,

mit dimg (U;) = 2, U; f-invariant und x, =gi = t? — 2cos(o)t + 1.
4. Schritt: Unter Verwendung von Bemerkung 2.23 schlieit man dann,
daf fy, beziiglich einer (beliebigen) ONB die Gestalt T(«;) haben muB8.

]

Bemerkung 2.29

Satz 2.24 und Satz 2.28 l6sen das simultane Normalformproblem fiir positiv
definite hermitesche (bzw. positiv definite symmetrische) Matrizen einerseits
und unitére (bzw. orthogonale) Matrizen andererseits.

Im unitdaren Fall gibt es zu gegebener positiv definiter hermitescher Matrix S
und zu gegebenem unitdrem A € U(n) eine Matrix T € U(n) mit

T ¢ P |
0 ‘-. .. :
T'oSoT=1, und T 'oAoT=| : .. ~-.. .. ,
: .0
0 ... ... 0 A,

mit \; e Cund Ay =1,i=1..., 1.

Denn, da die Spalten von T eine ONB von C™" beziiglich bs bilden, ist S
beziiglich dieser Basis die Einheitsmatrix und S transformiert sich bei Ba-
siswechsel wie angegeben, und die Aussage zu A folgt aus 2.24.

Analog gibt es zu gegebener positiv definiter symmetrischer Matrix S €
Mat(n,R) und zu gegebenem orthogonalem A € O(n) eine Matrix T € O(n)
mit

TtoSoT=1, und T 'oAoT=1,®-1DT(x1)D...DT(owr),
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mit o; €]0,2nt[\{t},i=1,...,t.
Beispiel 2.30
Betrachten wir K3 mit dem kanonischen Skalarprodukt sowie die Matrix

: 18 —4
A=5 | -4 4 7 |eMat(3K).
8 1 4

Man rechnet sofort nach, dal A o A* = 13, da3 A also orthogonal bzw. unitar
ist.

Sei zunéchst einmal K = R. Wir rechnen nach, daf3
X, =t —tP+t—T=(t—-1)(t*+1),

dabei ist t2 + 1 = t> — 2 cos (%‘)t + 1. D. h., es muB} eine orthogonale Matrix T
geben, so daf

10 0
T'oAoT=]|0 0 —1
01 O

Um T zu bestimmen, berechnen wir zundchst den Eigenraum Eig(A,1) und
finden (1,2,2)" als ONB.

31323

Sodann suchen wir einen Vektor 0 # y € R3 mit

(Az + ]13) (U) = O)

d. h. wir suchen letztlich einen Vektor in Los (A% + 13,0), wobei
204 4 122
5 9 9
Apn,=| 48 8| (Gl
s 88 000

Da uns eine Losung y reicht, konnen wir y = (2,1, —2)' wiahlen und erhalten
dann als gesuchten f-invarianten Vektorraum

U= 0, A = (2,1,-2,2,-2,1)),

wobei natiirlich U = Los (A2 + 13, O). Lassen wir den Orthonormalisierungs-
algorithmus von Gram-Schmidt auf die Erzeuger von U los, so erhalten wir
zusammen mit der ONB von Eig(A, 1) als Transformationsmatrix

T=

|

WIN W= WIN
|

W= WIN WIN
M
o
~
w
=

WIN WIN W=

und, wie gewiinscht,

T 'oAoT=T'0AoT =

c o —
- o o
|
—
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Sei nun K = C, dann gilt x, = (t — 1)(t — i)(t + i). Wir erhalten eine
unitdre Transformationsmatrix T, die A diagonalisiert, indem wir die drei
Eigenrdaume von T bestimmen und die Basisvektoren jeweils normieren.

Weiterhin ist (3,3, %)t eine ONB von Eig(A,1). Ferner iiberzeugt man sich

durch Einsetzen in das Gleichungssystem, daf} (4, —1+3i, —1-31)" eine Losung
von (A —1il3)x = 0 ist. Durch Normierung erhalten wir dann (3, —¢ + 31, —¢ —
%i)t als ONB von Eig(A,1i). Da A eine reelle Matrix ist, muf} somit —i gerade

den konjugiert komplexen Vektor als Eigenvektor haben, d. h. (3, —1-1{ —14

6
11)" ist eine ONB von Eig(A, —i).

Wir erhalten also

1 2 2
3 3 3
T=| 2 —1+1i —1-1i | €UQ)
2 1 1: 1, 1:
3 T 2t et 2t
als Transformationsmatrix mit
10 0
T 'oAoT=T*0AoT=| 0 i 0
0 0 —i

Will man sich die mithsamen Rechnungen zur Bestimmung des Eigenraumes
von A zum Eigenwert i ersparen, so kann man dies ndherungsweise mit Sin-
gular tun, wenn man die Prozedur ONB aus Aufgabe 2.45 implementiert hat:

ring r=complex,x,1lp;
matrix A[3]([3]=1/9,8/9,-4/9,-4/9,4/9,7/9,8/9,1/9,4/9;
module B=syz(A-ixunitmat(3));
print (ONB(unitmat(3),B));
— 0.666667,
(—0.166667 + i % 0.5),
(—0.166667 — i * 0.5)

AUFGABEN

Aufgabe 2.31

Zeige, durch ((x1,x2,%3)", (U1,Y2,U3)") = x1u1 + X1z + X2yt + 2x2y2 + X2y3 +
X3Y2 + 2x3y3 fir (x1,%2,%3)%, (U1,Y2,93)t € R? wird ein Skalarprodukt auf R?
definiert, und bestimme eine Orthonormalbasis von R? beziiglich dieses Ska-
larproduktes.

Aufgabe 2.32

Bestimme eine Orthonormalbasis des Unterraumes V = {f 0,1 =Rt
at’+bt+c|a,b,c e R} CCO([0,1]) beziiglich des Skalarproduktes (-,-) : V —
R: (f,g) — [4f(t)g(t)dt.

Aufgabe 2.33

Es sei V = Mat(n, R). Wir definieren

():VxV—=R: (A B)— Spur (A'oB).
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a. Zeige, (-,-) ist ein Skalarprodukt auf V.
b. Zeige, fur U := {A € V| At = Ajund W = {A € V| A' = —A} gilt
V=ULW.
Aufgabe 2.34
Es sei (V, (,-)) ein euklidischer oder unitdrer Raum und G C Glk(V) sei eine
endliche Untergruppe der Automorphismengruppe von V. Zeige:

a. Durch (x,y) = ) ;. 5(f(x), f(y)) fir x,y € V wird auf V ein Skalarprodukt
definiert.

b. Ist f € G, so ist f unitar beziiglich des neuen Skalarproduktes (-, -).

Aufgabe 2.35
Es sei (V, (-, )) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und f € Endgk (V). Zei-

ge:

a. Es gibt genau ein f* € Endk(V), die sogenannte Adjungierte von f, mit
(f(x),y) = (x,*(y)) fur alle x,y € V.
b. Ist B = (x1,...,X,) eine Basis von V und G = ((xi,x]))ij:1 . € Mat(n, K)

die sogenannte Gramsche Matrix von B, dann gilt, G ist invertierbar und
ME(f) =G ' o ME(f) oG.

Insbesondere gilt, ist B eine Orthonormalbasis, dann ist M§(f*) die ad-

jungierte Matrix von ME(f).

Hinweise: In Teil a. betrachte man eine ONB B = (x1,..., xn ) und definiere f*(x;) als Linearkombina-
tion der x; in geeigneter Weise. In Teil b. zeige man zunéchst G o W(f*) =ME(f)toG.

Aufgabe 2.36

Es sei (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und f € Endk(V). f
heil3t normal, falls f o f* = * o f. Zeige:

a. Ist B eine Orthonormalbasis von V, dann ist f genau dann normal, ME(f)
normal ist.
b. Ist f normal, dann gelten:
(i) Ker(f) = Ker (f*).
(i1) V = Ker(f) L Im(f).
(iii) Im(f) = Im (f*).
c. Genau dann ist f orthogonal (bzw. unitir), wenn f* = f'.
Aufgabe 2.37
Es sei (V, (-,-)) ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und f € Endg(V). Zei-

ge:

a. Ist f normal und sind A, p € K mit A # p, dann gilt Eig(f,A) = Eig (f*,A)
und Eig(f,A) L Eig(f, u).
b. Ist K = C, dann sind gleichwertig:
(1) f ist normal.
(i) Es gibt eine Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von f.
(iii) [|f(x)]] = [|f*(x)|| fir alle x € V.
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Aufgabe 2.38

Es sei V ein endlich-dimensionaler unitirer Raum und f € End¢(V). Zeige,
die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. f ist normal.

b. Es gibt ein Polynom p € C[t] mit f* = p(f).

c. Fir alle g € End¢(V) mit fog=gofgiltf*og=gof".
Aufgabe 2.39
Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitiarer Raum und f €
Glk (V). Zeige, die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a. Fir x,y € Vmit x | y gilt f(x) L f(y).
b. Fir x,y € V mit [[x|| = [ly|| gilt [[f(x)|| = [[f(y)ll.
c. Esgibtein A € R.pund ein g € O(V) mit f = Ag.

Aufgabe 2.40

Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum. Eine Abbildung f €
Endg (V) heiit Spiegelung an (x)* (fiir 0 # x € V), falls f(x) = —x und f(y) =y
fiir alley € (x)*.

Zeige, ist f € Endg (V) eine Spiegelung an (x)*, dann gelten:

a. f ist orthogonal.
b. det(f) = —1 und f* =idy.
c. Firy e Vgilt: f(y) =y —
Aufgabe 2.41
Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und x,y € V \ {0}. Fer-

2(x,y)
(%)

X.

ner seien s € Endg (V) die Spiegelung an (x)* und t € Endg (V) die Spiegelung
an (y)*. Zeige die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

a. sot=+tos.
b. (x) = (y) oder x L y.

Aufgabe 2.42
Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Raum und f € O(V). Dann gibt es
k <n —dimg (Eig(f, 1)) Spiegelungen s;,...,sc € O(V) mit f =s70...0 sy

Insbesondere wird O(V) von Spiegelungen erzeugt.
Hinweis: Man fiithre Induktion tiber n. Betrachte zunéchst den Fall, dafl Eig(f,1) # {0}. Im Fall

Eig(f,1) = {0} betrachte die Spiegelung s; am orthogonalen Komplement von f(x) — x fiir ein festes

x # 0 und zeige, dal x € Eig(s; o f,1). Damit ist der erste Fall auf s; o f anwendbar.
Aufgabe 2.43
Zeige:

a. Die zu S(«) assoziierte Abbildung fs() ist eine Spiegelung an der Gera-

den <(c0s (%),sin (%‘))t>

b. SO(2) ={T(x) | x € R} und O (2) ={S(«) | x € R}.
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Insbesondere ist jede orthogonale Abbildung des R? entweder eine Dre-
hung oder eine Spiegelung.

Hinweis: In a. braucht man die Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus. In b. zeige man zunéchst,
daB jede Spiegelung von der Form fg(,) ist und wende dann fiir O™ (2) Aufgabe 2.42 an.

Aufgabe 2.44

Schreibe eine Singular-Prozedur 0GB, die eine symmetrische Matrix A €
Mat(n, Q) sowie eine endliche Familie von Vektoren M C Q™ einliest und eine
Orthogonalbasis von (M)r ausgibt.

Man verwende den folgenden Algorithmus:
INPUT: A € Mat(n, Q) positiv definit symmetrisch und M C Q™

OUTPUT: B Orthogonalbasis von (M)g.

1. Schritt: Bestimme eine Basis B von (M) mittels des Algorithmus I1.6.3.
2. Schritt: Firi=1,...,dim¢ ((M)) fiihre folgende Schritte aus:

a. Berechne v = B[i] — Z;} (B[ilto A o Bfj])/(B[jl* o A o Bfj]) - Bfjl.

b. Ersetze B[i] durch v.
3. Schritt: Gib die verinderte Basis B zuriick.

Aufgabe 2.45

Schreibe eine Singular-Prozedur ONB, die eine hermitesche Matrix A €
Mat(n, C) sowie eine endliche Familie von Vektoren M C C™ einliest und eine
Orthonormalbasis von (M) ausgibt.

Man verwende den folgenden Algorithmus:
INPUT: A € Mat(n, C) positiv definit hermitesch und M C C™.

OuTPUT: B Orthonormalbasis von (M).

1. Schritt: Bestimme eine Basis B von (M) mittels des Algorithmus I1.6.3.
2. Schritt: Firi=1,..., dim¢ ((M)) fiihre folgende Schritte aus:

a. Berechne die Summe v = B[i] — Z;} (Bli]* o A o B[j]) - Bfj].
b. Dividiere v durch y/(vto Ao V).
c. Ersetze B[i] durch v.

3. Schritt: Gib die veranderte Basis B zuriick.

Hinweise: M soll vom Typ module sein, ebenso die zuriickgegebene Basis B. — Das Skalarprodukt,
beziiglich dessen orthonormalisiert wird, ist gegeben durch (x,y) := x* 0 A oy. — Man beachte, daB x und
y in Singular vom Typ matrix sein miissen, damit transpose (x)*A*conjugate (y) nicht zu Problemen
fithrt, und daB in diesem Fall das Ergebnis von transpose (x) *A*xconjugate (y) wieder vom Typ matrix
ist, wenn auch eine 1 x 1-Matrix; auf den Eintrag kann mittels (transpose(x)*A*conjugate(y))[1,1]
zugegriffen werden. — Die Quadratwurzeln einer komplexen Zahl ¢ kann man mittels der Prozedur
laguerre_solve als Nullstellen von t? — ¢ aus solve.lib bestimmen. — SchlieBlich beachte man, da
diese Prozedur nur iiber dem Ring ring r=complex,t,1lp; Sinn macht.

Aufgabe 2.46

Ziel dieser Aufgabe ist es, zu zeigen, daB die Uberfithrung einer Matrix
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in Jordansche Normalform ein unstetiger Prozel} ist, widhrend das Gram-
Schmidt-Verfahren zur Uberfithrung einer Basis in Orthonormalform stetig
ist.

Es sei V = Mat(n,C) und || - [ : V — R>o : (ay) — max{Z]TL:1 lag| | i=
1,... ,n} sei die Zeilen-Summen-Norm auf V. (Vgl. Aufgabe 1.29.)

a. Zeige, die Abbildung J : (V,[|-l.) = (V, |- [l) : A+ Ja ist nicht stetig.5

b. Wir betrachten nun die offene Teilmenge U = GI,.(C) = V\ {A €
V| det(A) = 0} von V und die Abbildung ONB : U — U : B — ONB(B).
Zeige, ONB ist stetig.”

3. Hauptachsentransformation

Generalvoraussetzung: In diesem Abschnitt verwenden wir K stets dann,
wenn Aussagen sowohl fiir den Fall des Korpers K = R der reellen Zahlen, als
auch fiir den Fall des Korpers K = C der komplexen Zahlen gelten sollen. Fer-
ner sei (V, (-, )) ein euklidischer Raum, falls IK = R, und ein unitiarer Raum,
falls K = C. Zugleich versehen wir V stets mit der durch (.,-) definierten
Norm, d. h. fiir x € V ist stets [|x|| = m . —V wird nicht notwendigerweise
als endlich-dimensional vorausgesetzt.

Wir haben in den Satzen 2.24 und 2.28 Normalformen fiir strukturerhaltende
lineare Abbildungen eines endlich-dimensionalen Hilbertraumes hergeleitet.

Neben den strukturerhaltenden, d. h. den unitiren bzw. orthogonalen Abbil-
dungen gibt es andere wichtige Abbildungen, insbesondere die sogenannten
selbstadjungierten Abbildungen. Diese haben ebenfalls wichtige Anwendun-
gen und wir wollen zum Schlull dieses Abschnittes Normalformen fiir sie her-
leiten.

Definition 3.1

Ein Endomorphismus f € Endk (V) heil3t selbstadjungiert oder hermitesch,

6Damit die Jordansche Normalform einer Matrix A € Mat(n, C) eindeutig bestimmt ist,
sprich, damit | eine Abbildung wird, miissen wir festlegen, in welcher Reihenfolge die Jor-
dankéstchen in J 5 zu stehen haben. Die gewihlte Reihenfolge ist fiir die Aussage jedoch voll-
kommen irrelevant. Wir einigen uns darauf, die Eigenwerte einer Matrix wie folgt zu ordnen:
sind A = a+ ib und p = ¢ + id zwei Eigenwerte von A, so ist A > u, falls a > c oder falls
a =cund b > d. Ferner einigen wir uns darauf, daf3 bei der Jordanschen Normalform die Jor-
danblocke primér nach Grofie der Eigenwerte und sekundar nach Grofle der Jordankéstchen

sortiert werden.
"Beachte: Vektoren x;,...,x, bilden genau dann eine Basis von C", wenn die Matrix

B, deren Spalten x1,...,x, bilden, invertierbar ist. Die Abbildung ONB soll nun die Matrix
B uberfithren in die Matrix, deren Spaltenvektoren aus den Spaltenvektoren von B durch
das Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt hervorgehen. — Dal3 U offen in V ist,
folgt daraus, daB det : (V,[|-|) = (C,|-|) eine stetige Abbildung ist. — Man zerlege ONB in
eine Vielzahl von stetigen Funktionen, die durch Verkettung, Addition und Multiplikation
verkniipft sind. Dabei mache man reichlich Gebrauch davon, daf3 auf endlich-dimensionalen
Vektorrdumen alle Normen dquivalent sind.
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falls fir alle x,y € V gilt

(f(x),y) = (x, f(y)).
Bemerkung 3.2
Ist dimk (V) < oo, so wird in Aufgabe 2.35 fiir jeden Endomorphismus f €
Endy (V) ein eindeutig bestimmter Endomorphismus f* € Endk(V), der soge-
nannte zu f adjungierte Endomorphismus, definiert, der die Eigenschaft hat,
daB fir alle x,y € V gilt

(f(x),y) = (x,f*(y)).
Damit gilt, f ist genau dann selbstadjungiert, wenn f = f*, d. h., wenn f gleich
seiner Adjungierten ist.
Proposition 3.3
Fiir f € Endg (V) sind gleichwertig:

a. f ist selbstadjungiert.
b. Fiir jede ONB B von V gilt ME(f) ist symmetrisch bzw. hermitesch.
c. Es gibt eine ONB B von V, so daf$ ME(f) symmetrisch bzw. hermitesch ist.

Beweis: Es sei B = (x1,...,x,) eine ONB von V und ME(f) = A = (ay)i;-
Ferner seien v,w € V und x = Mg(v) € K" sowie y = Mg(w) € IK™. Da B eine
ONB von V ist, ist die darstellende Matrix des Skalarproduktes gerade die
Einheitsmatrix und damit gilt:

(f(v),w) = (Ax)' oy =x"'0Atol (61)

und
<v,f(w)> =x'o (A_y) =x'oAo7. (62)

a. = b.: Ist f selbstadjungiert und B eine beliebige ONB von V, so sind die
Ausdriicke in (61) und (62) gleich fur alle v,w € V. Setzen wir v = x; und
w = x;, so erhalten wir a;; = aj; und mithin A* = A. Aber dann gilt A = A*
und A ist symmetrisch bzw. hermitesch.

b. = c.: Klar.

c. = a.: Sei nun B eine ONB von V beziiglich derer ME(f) = A symmetrisch
bzw. hermitesch ist. Dann sind die Ausdriicke in (61) und (62) wieder gleich
fiir allev,w € V, da A' = A, und damit ist f selbstadjungiert. n

Die Bedingung A = A* ist iiberraschenderweise genau die Bedingung, die
wir an die darstellende Matrix des Skalarproduktes im K" gestellt haben.
Allerdings sind zwei wichtige Unterschiede festzuhalten. Erstens verlangen
wir hier nicht, dafl die Matrizen positiv definit sind und zweitens werden die
Matrizen hier als lineare Abbildungen aufgefafit und nicht als symmetrische
bzw. hermitesche Bilinearformen.

Lemma 3.4

Ist n = dimk (V) < oo und f € Endk (V) selbstadjungiert, dann ist x, € R[t]
und x, zerfallt iiber R.
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Insbesondere gilt, ist \ € o(f) ein Eigenwert von f, dann ist A € R.

Beweis: Ist B eine ONB, dann ist A = ME(f) symmetrisch bzw. hermitesch
und es reicht zu zeigen, daf} x, € R[t] iiber R zerfillt.

Hierfiir machen wir uns zunutze, dall wir A auf alle Fille auffassen konnen
als eine Matrix in Mat(n, C) und da8 gilt A = A*. Uber C zerfillt das charak-
teristische Polynom von A, d. h. es gibt A¢,... ,A,, € C mit

Xa = (Z1ME=Ag) o (E=An).

Es reicht nun, zu zeigen, dal3 Aq,...,A,, € R. Nun gibt es zu jedem A; aber

einen Vektor 0 # x; € C™ mit Ax; = A\ix;. Fur diesen gilt, da A* = A,
Ai(xf{ ox_i) = (Axi)t oXi =xloAtoxy
= x{oKox_i:xfoA_xi:A_i(x%ox_i).
Und da x! o X; # 0, folgt A; = Ay, d. h. A; € R. O

Bemerkung 3.5

Durch Ubergang V zu V¢ = C @z V und von f € Endg(V) zu idef €
End¢(C ®r V) kann man ohne Riickgriff auf Matrizen den Beweis direkt
fithren - der Ubergang sichert uns die Existenz von Eigenwerten und Eigen-
vektoren. (Vgl. Beispiel V.2.19 e. und Proposition V.2.22.)

AulBlerdem gilt auch im unendlich-dimensionalen Fall auf alle Félle, da} jeder
Eigenwert eines selbstadjungierten Endomorphismus reell ist.

Seien ndmlich x € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € KK, dann gilt
A(x,x) = <f(x),x> = <x,f(x)> = A(x, x).

Dann argumentiert man wie im Beweis von Lemma 3.4 weiter.
Satz 3.6
Es sei dimg (V) < oo und sei f € Endk (V). Dann sind gleichwertig:

a. f ist selbstadjungiert.
b. V besitzt eine ONB aus Eigenvektoren von f und fiir A € o(f) ist A € R.
c. Ist o(f) ={N\,... , A} C K, dann gilt \; e Rfiiri=1,...,rund

V = Eig(f,A\y) L ... L Eig(f,A,),
d. h. V ist die orthogonale Summe der Eigenrdume von f.
Beweis: a. = b.: Dal} die Eigenwerte alle reell sind, wissen wir bereits aus

Lemma 3.4. Es bleibt also zu zeigen, dal f beziiglich einer ONB diagonlisier-
bar ist.

Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n = dimg(V), wobei im Fall
n = 1 nichts zu zeigen ist. Wir konnen deshalb n > 1 annehmen.

Nach Lemma 3.4 zerfillt x, tber R in Linearfaktoren und somit besitzt f
einen Eigenwert A sowie einen Eigenvektor 0 # x € V zu A. Wir setzen U = (x).
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Behauptung: U und U" sind f-invariant.

Fiir U gilt die Aussage, da x ein Eigenvektor ist. Sei also y € U+. Wir miissen
zeigen, daB} f(y) L x gilt. Nun gilt aber

<f(y),X> = <U,f(x)> = <y,7\X> = 7\<y,X> =0,
also f(y) L x, und damit f(y) € U*.

Da f{. per definitionem ebenfalls selbstadjungiert sind, folgt mit Induktion,
daB es eine ONB B”” von U+ aus Eigenvektoren von f . gibt. Damit ist dann
B = B’ UB” eine ONB von V aus Eigenvektoren von f.

b. = c.: Klar.

c. = a.: Wahlen wir zu jedem der Eigenrdume nach Satz 2.7 eine ONB B;
und setzen B = B; U ... U B, so ist B eine ONB von V, da die Eigenrdaume
paarweise senkrecht aufeinander stehen. Aber dann ist M} (f) = (ay;)i; eine
Diagonalmatrix und die Diagonalelemente sind gerade die Eigenwerte von f.
Nach Voraussetzung gilt a;; € R fiir allei =1, ..., r. Damit gilt dann

—a -t

ME(f)* = M(f) = Mg(f),
also ist ME(f) - und damit f - symmetrisch bzw. hermitesch. ]

Korollar 3.7 (Hauptachsentransformation)
Zu jeder symmetrischen bzw. hermiteschen Matrix A € Mat(n, K) gibt es eine
Matrix T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A O Lo o 0
0 .
T*oAoT=T 'oAoT =
0
0 0 A,

mit A1, ..., An € R.

Insbesondere ist jede symmetrische bzw. hermitesche Matrix diagonalisierbar
und hat nur reelle Eigenwerte.

Dies ist eine wichtige Ergédnzung des Satzes iiber die Jordansche Normalform.

In Aufgabe 2.37 zeigen wir, dal} es in der Tat reicht, A* c A = A o A* zu
fordern, um zu sichern, dafl A tiber C diagonalisierbar ist. Das schlief3t die
Fille von hermiteschen und unitdren Matrizen ein, und die Eigenschaft ist
algorithmisch leicht nachzupriifen.

Wir wollen jetzt einen Algorithmus angeben, mit Hilfe dessen man eine or-
thogonale (bzw. unitire) Transformationsmatrix bestimmen kann, mit Hilfe
derer eine symmetrische (bzw. normale) Matrix auf Diagonalgestalt gebracht
werden kann.
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Algorithmus 3.8 (Diagonalisierung symmetrischer / normaler Matrizen)
INPUT: A € Mat(n, R) symmetrisch (bzw. A € Mat(n, C) normal).

OUTPUT: D € Mat(n,R) (bzw. D € Mat(n, C)) Diagonalmatrix mit D ~
A,und TeOMm) (bzw. TeUM) mit T 'oAoT =D.

1. Schritt: Uberpriife, ob A symmetrisch (bzw. normal) ist.

2. Schritt: Bestimme die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

3. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert von A eine Orthonormalbasis
des zugehorigen Eigenraumes. Schreibe die Basisvektoren als Spalten-
vektoren in eine Matrix T.

4. Schritt: Gib T* o Ao T und T zuriick.

Bemerkung 3.9

Statt zu orthonormalisieren kann man im dritten Schritt auch nur jeweils ei-
ne OGB bestimmen. Das hat den Vorteil, daf3 man keine Wurzel ziehen mul3,
falls zum Beispiel die Eintrage der Matrizen in Q sind. Man erhélt dann ei-
ne Matrix T, deren Spalten paarweise orthogonal zueinander sind, aber nicht
normiert. Es gilt dann nicht mehr T* = T~'. Aber man kann die Inverse von
T berechnen, und diese hat wieder Eintrédge in Q. Man kann also zumindest
exakt, d. h. ohne Rundungsfehler T so bestimmen, daB T~' o A o T eine Diago-
nalmatrix ist.

Beispiel 3.10
Wir betrachten C™ mit dem kanonischen Skalarprodukt sowie die Matrix
0 —1 1
A= -1 0 —i | eMat(3,0).
—i i 0

Da A = A* gilt, ist A hermitesch.

Wir berechnen eine Transformationsmatrix T mit paarweise orthogonalen
Spalten, die A in Diagonalgestalt tiberfithrt, mit Hilfe von Singular.

LIB "linalg.";

ring r=(0,1),t,dp;

minpoly=i2+1; // Das bewirkt, da i*=—1 gilt.

matrix A[3][3]=0,-1,i,-1,0,-i,-i,1,0;

poly p=det(A-unitmat(3)*t);

P

—  —t3+3x+2

In dem Ring r rechnen wir jetzt mit komplexen Zahlen der Form a + ib, wobei
a und b rational sind, d. h. in Q[i]. Singular kann in diesem Ring nicht fak-
torisieren. Wir wechseln daher in einen neuen Ring, in dem i eine Variable
ist.

ring s=0,(i,t),dp;

poly p=imap(r,p); // Wir holen das Polynom p nach s.

factorize(p);
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= [1]: // Faktoren von p
[1]=-1
[2]=t-2
[3]=t+1
[2]: // Vielfachheiten
1,1,2
setring r;

matrix wil=syz(A-2*unitmat(3));
print(wl);
— 1, // Basis von Eig(f,2).
_1’
-1
matrix w2=syz(A+unitmat(3));

print (w2);

— 1, 0, // Basis von Eig(f,—1)
1, 1,
0, -1i

matrix w3=orthogonalize(w2); // Prozedur aus linalg.lib, die die
// Spalten orthogonalisiert.
print(w3); — 1, -1/2,

1, 1/2,
0, -i
matrix T=concat(wl,w3);
T;
— 1, 1, -1/2, // Die Transformationsmatrix.
-1, 1, 1/2,
-i, 0, -i
matrix U=inverse(T);
print (UxA*T) ;
— 2, 0, O,
o, -1, 0,
0, 0, -1

A ist also konjugiert zu der obigen Diagonalmatrix und T ist eine Matrix mit
paarweise orthogonalen Spalten, die A diagonalisiert.

Man bezeichnet Korollar 3.7 auch als reelle bzw. komplexe Hauptachsentrans-
formation. Wir formulieren die Aussage nun noch einmal etwas anders und
ergianzen sie etwas.

Satz 3.11 (Hauptachsentransformation)

Sei IK™ versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt, sei ferner A € Mat(n, KK)
eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix und b = ba die durch A beschrie-
bene Bilinearform bzw. Sesquilinearform. Dann gelten.:



300 IV. ENDLICH-DIMENSIONALE HILBERTRAUME

a. Ist B = (x1,...,xn) eine ONB von K™ aus Eigenvektoren von A, so gilt
A0 Lo Lo 0
0 )
Mg(b) = ;
: e 0
0 ... ... 0 A,

d. h. b(xi,%x;) = Ady fiir i,j = 1,...,n, wobei A\; € R der zu x; gehorende
Eigenwert von Aist,i=1,...,n
D. h. esgibtein T € SO(n) bzw. T € SU(n) mit

Mg(b) =TtoAoT =T ToAoT.
b. Es existiert eine OGB B’ von K™ mit
Mg/(b) =1, ® -1, D 011,

wobei 0.,y € Mat(n — k — |, K) die Nullmatrix bezeichnet.
Also existiert ein T' € Gl,,(K) mit paarweise orthogonalen Spalten und

Mp/(b) =T 0 AoT =1, & —1,® 0n 1 1.

Bemerkung 3.12

Der aullerordentlich wichtige Satz besagt, daf3 jede reelle symmetrische Ma-
trix A mittels einer Koordinatentransformation T € SO(n) diagonalisierbar
ist und daf} gleichzeitig mit derselben Koordinatentransformation die durch
A beschriebene Bilinearform diagonalisiert wird.

Man beachte, dall die Eigenwerte Aq,...,A,, nur Invarianten des Endomor-
phismus sind, aber nicht der Bilinearform. Das ergibt sich schon aus Aussage
b., die besagt, da3 wir die Bilinearform durch eine andere Koordinatentrans-
formation auf noch einfachere Gestalt bringen konnen, ndmlich so, daf} in
der Diagonalen nur die Werte 0, 1 und —1 auftauchen. Das geht allerdings
1. a. nur, wenn wir darauf verzichten, daf3 die Koordinatentransformation or-
thogonal ist. In diesem Falle gilt nicht mehr T* = T~! und daher beschreibt
die Matrix T*o A o T auch nicht mehr den Endomorphismus A.

Die entsprechende Aussagen fiir hermitesche Matrizen gelten natiirlich auch.

Beweis von Satz 3.11: a. Nach Korollar 3.7 wissen wir, dafl A mittels ei-

ner Matrix S € O(n) bzw. S € U(n) diagonalisiert werden kann. Im Falle

z := det(S) # 1 multiplizieren wir die erste Spalte von S mit lz =z,

dann ist die konjugiert Komplexe dieser Matrix eine Matrix T in SO(n)
bzw. SU(n), die das Gewtinschte leistet.

b. Wir numerieren die Eigenwerte so, dall Ay,... A > 0, Mg, ..., Akt < 0

und Ay,141,...,As = 0ist. Dann ersetzen wir die ONB B = (xq,...,x,,) aus
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Teil a. durch B’ = (x{,...,x},) mit

Y 'm

1y 1=
o mxl, i=1,...,k+1,
Xi, 1:k—|—l—|—1,,n

Dann gilt b(x/, x|

I,x]) =0 fiir i # j sowie
1i=1,... .k
b(x{,x{) =< =1, i=k+1,....k+1,

0, i=k+1+1,...,n
O

Wir werden am Schluf3 des Abschnittes eine geometrische Anwendung der
Hauptachsentransformation besprechen, die auch den Namen erklart.

Obwohl die Eigenwerte Aq,...,A,, von A keine Invarianten der Bilinearform
ba sind, sind die in 3.11 b. auftretenden Zahlen k und 1 sehr wohl Invarianten
von ba. Genauer gesagt, gilt der folgende Sylvestersche Tragheitssatz.

Satz 3.13 (Sylvesterscher Triagheitssatz)

Ist A € Mat(n, K) eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix und sind T, T' €
Gl (K) und k,k',1,I' € Nso, daff TtoAoT = 11®—11® 0 und TP o AoT =
I & —1y & 0py_1, dann gilt k =k, L =1 und k+ 1 = rang(A).

Man nennt dann k auch den Index oder Tragheitsindex von ba oder von A, 1
den Morseindex und k — 1 die Signatur.

Beweis: Da T und T’ invertierbar sind, ist klar, daf3
k+1l=rang (T'oAoT) =rang(A) =rang (T" o AoT/) =k’ +1.

Es reicht also, zu zeigen, dal k = k’, und dazu reicht es, die folgende Behaup-
tung zu zeigen, da die rechte Seite dort nur von A abhingt, nicht aber von
T.

Behauptung: k = max { dimg(U) | U C K™ Unterraum : ba(x,x) > 0V 0 #
X € U}.

Wir bezeichnen die Spalten von T mit x4, ..., x,. Sie bilden eine Basis von K™.
Dafir0#x=3 " Axi € (x1,...,%0)

k k

K
ba(x,x) = Z AAbA (i, X5) = Z AP a(xi,xi) = Z A2 >0 (63)

ij=1 i=1 i=1
gilt, folgt schon einmal “<”.

Sei U irgendein Unterraum, so dal} fir alle 0 # x € U gilt ba(x,x) > 0.
Wir setzen W := (x11,...,%n). Analog zu (63) sieht man, daB} fiir x € W gilt
ba(x,x) < 0. Mithin gilt offenbar W N U = {0} und damit

dimg(U) = dimg (U + W) —dimg (W) + dimg (UNW) <n—(l+n—k—-1) =k.

Damit ist auch “>” gezeigt. O]
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Korollar 3.14
Es sei A € Mat(n,K) eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix mit
Tragheitsindex k und Morseindex 1.

a. k ist die maximale Dimension eines Unterraumes U von K™, so dafl ba
eingeschrankt auf U positiv definit ist.

b. 1 ist die maximale Dimension eines Unterraumes U von K™, so daf3 ba
eingeschrankt auf U negativ definit ist.

c. Ist T € G1,.(K) so, daf Tto A o T eine Diagonalmatrix ist, dann ist k genau
die Anzahl der positiven Elemente auf der Diagonalen und 1 die Anzahl
der negativen.

Beweis: a. Die Aussage wurde im Beweis von Satz 3.13 als Behauptung
formuliert und bewiesen.

b. Da eine Einschriankung von b, genau dann negativ definit ist, wenn die
entsprechende Einschrankung von b_, positiv definit ist, folgt die Aus-
sage aus a. und daraus, dal3 der Morseindex von A gerade der Tragheits-
index von —A ist.

c. Wie im Beweis von Satz 3.13 148t sich die Diagonalmatrix T*o A o T in
eine Diagonalmatrix mit den Werten 0, T und —1 auf der Diagonalen
iberfiihren, wobei die Anzahl der Einsen, d. h. der Tragheitsindex, ge-
nau der Anzahl der positiven Werte auf der Diagonalen von T'!o Ao T
entspricht. Entsprechendes gilt fiir L.

]

Eine symmetrische Bilinearform b auf R™ ist genau dann ein Skalarprodukt,
wenn sie positiv definit ist. Es ist daher auBBerordentlich niitzlich, Kriterien
fiir die positive Definitheit zur Hand zu haben.

Definition 3.15

Ist R ein kommutativer Ring mit Eins, A € Mat(n x m,R) und A € Mat(k, R)
eine k x k-Untermatrix von A, dann nennt man det (A) einen k-Minor von A.

Ist A € Mat(n, R) und entsteht die k x k-Untermatrix A(k) von A durch Strei-
chen der letzten n — k Zeilen und Spalten, so nennen wir A (k) die k-te Haupt-
matrix von A und det (A(k)) den k-ten Hauptminor von A.

Satz 3.16

Fiir eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix A € Mat(n, IK) sind die folgen-
den Aussagen gleichwertig:

a. A ist positiv definit.

b. Es existiert ein W € Gl,.(KK) mit A =W o W*,

c. Es existiert ein T € O(n) bzw. T € U(n), so daff Tto A o T eine Diagonal-
matrix mit positiven Diagonalelementen ist.

. Alle Eigenwerte von A sind positiv.

. A ist invertierbar und A~ ist positiv definit.

o

®
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f. Alle Hauptminoren von A sind positiv.
g. Der Tridgheitsindex von A ist n.
h. Die Signatur von A ist n.

Beweis: Wir schieben zwei Bemerkungen vorweg.

(1) Ist W € Gl (KK) beliebig, dann gilt:

A ist positiv definit. & x'oAox >0V x e K"
& xto (WtvoV_V) ox=(Wx)toAo (W) >0Vxe K"
& Wtho A o W ist positiv definit.
(i) Ist D = @i, A\il; eine Diagonalmatrix mit A; € R, dann ist D positiv
definit genau dann, wenn A; > 0 fiirallei=1,... n.
Denn fir x = (x1,...,x,)t € K™ gilt

n
Xt oDox = Z )\i|Xi|2,
i=1

so daf3 die Riickrichtung der Behauptung klar ist und die Hinrichtung
durch Einsetzen von ey, ..., e, fir x folgt.

Damit konnen wir den eigentlichen Beweis nun beginnen.

Die Aquivalenz von a. und c. folgt unter Beriicksichtigung von (ii) aus Ko-
rollar 3.7. Die Aquivalenz von c. und d. folgt ebenfalls aus Korollar 3.7, da
die Diagonalelemente von Tt o A o T gerade die Eigenwerte von A sind - wo-
bei man beriicksichtigt, daf3 diese reell sind, da es eigentlich nur die komplex
Konjugierten der Eigenwerte sind.

c. = b..WegenT'o Ao T =@, Ail; = D mit A\; € R-, kénnen wir die Diago-
nalmatrix

\/ﬁzé\/xﬂh

definieren und dann gilt mit W =T o vD € Gl (K)
A=ToDoT!= (TO\/S) o (\/ﬁoTt) = (To \/6) o (TO\/S)* =W o W*,

b. = a.: Da 1,, positiv definit ist, folgt die Behauptung aus (i).

a. & e.: Wir konnen ausnutzen, daf3 a. und b. Aquivalent sind. Fir W € Gl (K)

*

gilt offenbar (W*)_1 = (w7
Ist nun A positiv definit, dann ist A = W o W*, fiir ein W € Gl,(K), nach
b. invertierbar und A~' = (W”‘)f1 oW = (W*)f1 o <(W*)7]) ist wiederum
nach b. positiv definit.

Ist umgekehrt A" positiv definit, so folgt analog mit Hilfe von b., daf3 A posi-
tiv definit ist.

g. & h.: Klar.
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a. & g.: Nach dem Hauptachsentransformationssatz 3.11 gibt es ein W €
Gl (K) mit D := Wto AoW = 1, & 1, & On_r_1, wobei k der Tragheitsin-
dex von A ist. Wegen (i) und (ii) gilt nun, daf3 A genau dann positiv definit ist,

wenn k = n.

a. = f.. Die k-te Hauptmatrix A(k) beschreibt die Einschriankung der durch
A definierten Bilinearform b, auf den Unterraum (e,...,ex)x C K™ Da die
Einschrankung einer positiv definiten Bilinearform offenbar wieder positiv
definit ist, mull mithin auch die definierende Matrix A (k) positiv definit sein.

f. = a.: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n unter Ausnutzung der
bereits gezeigten Aquivalenzen, wobei fiir n = 1 nichts zu zeigen ist.

Sei also n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert eine Matrix T’ €
Gl 1(K), die A(n — 1) auf Diagonalgestalt mit positiven Diagonaleintrigen
transformiert:

T'oAMm—1)oT =P A1, = D.

i=1

Wir setzennun T =T’ @ 1, € Gl,,. Dann gilt

aq
~|-‘t O A o T - D : = A
an—
ar ... Qan— an
fiir geeignete a;,...,a, 1 € K, a,, € R.
Setzen wir nun ¢; = —3,j=1,...,n—1,und
Cq
ILTL—1 :
C= e Gl (K),
Cn—1
0 0 1
dann folgt
(ToC)!oAoToC= CtvoE:@ML.
i=1
Dabei ist

Ao An=det ((ToC)'oAoToC) =det(A)|det(ToC)* >0,

da det(A) > 0 der n-te Hauptminor von A ist. Da aber A;,...,A,,_; nach Vor-
aussetzung positiv waren, ist dann auch A,, positiv.

Aus (ii) folgt somit, dal (To C)to Ao T o C positiv definit ist, aber dann ist mit
(1) auch A positiv definit. O

Wir kommen jetzt zur geometrischen Interpretation der Hauptachsentrans-
formation. Die geometrischen Objekte sind Ellipsen und Hyperbeln, oder
allgemeiner, die Nullstellengebilde eines Polynoms zweiten Grades in zwei
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Verianderlichen. Der Satz tiber die Hauptachsentransformation besagt, daf3
z. B. jede Ellipse oder Hyperbel durch Translation und Drehung so bewegt
werden kann, daf3 die Hauptachsen mit den Koordinatenachsen iibereinstim-
men.

Zunichst benodtigen wir aber noch einige neue Begriffe.
Definition 3.17
Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Raum.

a. Eine Abbildung f : V — V heil3t eine affine Abbildung auf V, falls es ein
y € V gibt und ein g € Endg (V) mit f(x) =y + g(x) fir alle x € V.
b. Fiir y € V nennen wir die affine Abbildung

ty: Vo Vix—=x+y

die Translation um den Vektor y.
c. Eine Abbildung f : V — V heiBt eine Ahnlichkeit, wenn es einen Vektor
y € V gibt und eine orthogonale Abbildung g € O(V) mit f =t, 0 g, d. h.

f(x) :ty(g(x)) =y+g(x) VxeW

d. Ist V. = K", (-,-) das Standardskalarprodukt und sei f = t, o g mit
g € Gl (R™) eine bijektive affine Abbildung auf V, dann nennen wir die
induzierte Abbildung

Rx1,...,x0) = Rlx, ..., xn] :p = p(f(x1,..., %))

einen affinen Koordinatenwechsel von R[x1,...,Xn].
Bemerkung 3.18 a. Jede affine Abbildung f : R* — R™ 146t sich offenbar
in eindeutiger Weise schreiben, als f = t, o g mit y = f(0) € V und
g € Endr(V).
b. Ist f =t,0g: R™ — R" eine affine Abbildung mity € R"und g € Gl (]R“),
dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix T € Gl,(R) mit g = ft.
Damit gilt fur p € R[x1,...,xJ und x = (x1,...,%x,)"

p(f(x1,...,xn)) =p(Tx +y).
Ist beispielsweise p = x§ + 3x, — 1 € R[xy,x2], T = T(%) die Drehung um
90°und y = (2,—-2), dann ist fiir f =t o fy
p(f(x1,%2)) =p(—x2+2,%1 —2) = (—x2+ 2)* +3(x1 —2) — 1.
In Aufgabe II1.1.55 haben wir den Polynomring in mehreren Verianderlichen
eingefiihrt. Wir wollen nun die Nullstellengebilde von Polynomen in mehreren
Veranderlichen definieren.

Definition 3.19
Es seip € R[xy,...,x,] dann nennen wir die Menge

N(p) = {A= (M., A € R p(A) = 0}

eine algebraische Hyperfliche von R™.
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Ist deg(p) = d, so nennen wir d auch den Grad der Hyperfléache.

Ist n = 2, so sprechen wir auch von algebraischen Kurven statt von algebrai-

schen Hyperflachen.
Definition 3.20
Wir definieren auf R[xq, ..., x.] eine Relation durch
P=q & dceR':p=c-q
fir p,q € R[x1,...,x). Wir nennen p und q mit p = q auch dquivalent.
Bemerkung 3.21
Man sieht sofort, daB = eine Aquivalenzrelation auf R[x1, ..., x| definiert.

Ferner gilt offensichtlich, daf3 fiir zwei &quivalente Polynome p,q €
Rilxq,...,xn auch N(p) = N(q) gilt. Interessiert man sich also nur fiir das
Nullstellengebilde von p, so kann man p getrost durch ein dquivalentes Poly-
nom ersetzen und somit erreichen, dafl der konstante Anteil von p entweder
0 oder —1 ist.

Im Folgenden interessieren wir uns nur noch fiir algebraische Kurven vom
Grad zwei.

Bemerkung 3.22

Ist p € R[x1, x2] ein allgemeines Polynom zweiten Grades, dann gibt es reelle
Zahlen o1, x12 = a1, ®22, &1, 2, x € R so, dal

p= ocnx% + 2002%1X2 + X22X5 + X1X7 + XoXp + X = (x, Sx) + (a,x) + «,

wobei x = (x1,x2)%, 0 # S = (ay)ijepn 2 € Mat(2,R) und a = (o4, x2)*
Beispiel 3.23
Fir S = 15, a = (0,0)* und o = —1 erhalten wir p = x§ + x5 — 1, und die
Nullstellenmenge davon,
N(xT+x3—1)={A=A,A)" € R | AT+ A3 =1},

ist offenbar der Einheitskreis.

Ist S eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintriagen, d. h. o7, ¢ > 0
und o1, = a7 = 0, und ist ferner a = (0,0)' und « = —1, dann erhalten wir als
Nullstellengebilde von p

N((vorma)® + (veaa)® = 1) = { (A, A2) € B2 | (o) + (voara)* = 1}

eine Ellipse.
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C
/ Vo
\\ x11
Satz 3.24
Es sei
p = (x,5x) + (a,x) + « € Rlx1, x2] (64)
ein Polynom zweiten Grades mit symmetrischer Matrix 0 # S = (ay) €

Mat(2,R). Dann gibt es eine affine Koordinatentransformation mittels einer
Ahnlichkeit f = t, o fr von R* mit T € SO(2), so daf$ q := p(f(x1,x2)) dquiva-
lent zu einer der folgenden Normalformen ist:

I: det(S) > 0.
I.1: x #0und y1 > 0. Dann ist q = (Ax1)? + (Axx2)?> — 1 und N(q) ist
eine Ellipse.
1.2: « #0und oq1 < 0. Dann ist q = (AMx1)%>+ (Axx2)?>+ 1 und N(q) ist die
leere Menge.
1.3: « =0. Dann ist q = (Ax1)? + (Axx2)? und N(q) ist ein Punkt.
IT: det(S) <O.
I1.1: x # 0. Dann ist q = (Ax1)* — (A2x2)* — 1 und N(q) ist eine Hyperbel.
I1.2: & =0. Dann ist q = (AMx1)? — (Axx2)? und N(q) besteht aus zwei ver-
schiedenen Geraden durch den Ursprung.
III: det(S) =0, a # (0,0)%. Dann ist q = x§ — M, und N(q) ist eine Parabel.
IV: det(S) =0, a = (0,0)..
IV.1: « # 0 und S hat einen positiven Eigenwert. Dann ist ¢ = x§ — A\, A >
0, und N(q) besteht aus zwei parallelen Geraden.
IV.2: o # 0 und S hat einen negativen Eigenwert. Dann ist ¢ = x5+ A, A >
0, und N(q) ist die leere Menge.
IV.3: « = 0. Dann ist q = x? und N(q) besteht aus einer Doppelgraden,
d. h. einer Geraden, die man doppelt zahlt.

Bemerkung 3.25

Dies ist die vollstandige Klassifikation der Kurven zweiten Grades. Sie heillen
auch Kegelschnitte, da alle, bis auf die Falle 1.2, IV.1 und IV.2 als Schnitt des
Kreiskegels

N(x7+x3—x3) CR?

mit einer geeigneten Ebene im R3 realisierbar sind.
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I.1: Ellipse [.3: Punkt I1.1: Hyperbel

I1.2: Zwei Geraden mit Schnitt I1I: Parabel IV.3: Doppelgerade

1.1 besagt, daf3 sich jede Ellipse durch Translation und Drehung so bewegen
1aBt, daB3 die Hauptachsen der Ellipse mit den Koordinatenachsen iiberein-
stimmen. Daher kommt der Name Hauptachsentransformation.

Beweis von Satz 3.24: 1. Fall: a = (0,0)"%: Wir betrachten zunéichst den Fall
a=(0,0)t

Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation 3.7 existiert ein T
SO(2), so daB

0 w2
Man beachte noch, daf} nicht beide Eigenwerte 11; und u, null sein konnen, da

TtoSoT=T'0SoT = ( w0 )

S # 0. Also konnen wir o. E. annehmen, dal3 ; # 0 und daB @y > u, gilt, falls
Ho # 0.
Die lineare Abbildung fr: R> — R?: x — Tx ist eine Drehung und es gilt
p(Tx) = (Tx, (SoT)x) +«
= (x,(TtoSoT)x) +«
= wixf 4 pax3 + o

Da wir p ohnehin nur bis auf Aquivalenz klassifizieren wollen, kénnen wir
o. E. annehmen, dall « = 0 oder o« = —1 gilt. Setzen wir nun noch A\; = /|u,
dann erhalten wir folgende Fille.
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Fall 1.1: uy, u, > 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, da3 S positiv definit ist,
und nach dem Hauptminorenkriterium dazu, daf} det(S) > 0 und 7 > 0. Ist

o« = —1, so sind wir im Fall I.1, und ist « = 0, so sind wir Fall 1.3.

Fall 1.2: uy, u, < 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, dafl —S positiv definit ist,
daB also det(S) = det(—S) > Ound —;7 > 0. Ist « = —1, so sind wir im Fall 1.2,
und fiir « = 0 wieder im Fall 1.3, da wir dann das Polynom nochmals mit —1

multiplizieren konnen, um ein dquivalentes der gesuchten Form zu erhalten.

Fall 1.3: u; > 0, u2 < 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, daf p; - 1, = det(S) < 0
ist. Im Fall « = —1 fiihrt dies zu Fall I1.1, und im Fall = 0 fiihrt es zu Fall
I1.2.

Fall 1.4: u; > 0,u; = 0 oder u; < 0, uy = 0: Das ist dann gleichbedeutend dazu,
daf3 det(S) = 0 ist. Fur puy > 0 und o = —1 erhalten wir Fall IV.1, fiir u; < 0
und &« = —1 den Fall IV.2, und fiir « = 0 in den Fall IV.3.

2. Fall: a # (0,0)": Sind wir im Fall a = (0,0)* noch ohne Translation ausge-

kommen, so werden wir jetzt doch Translationen betrachten miissen.
Fiir ¢ € R? bewirkt die Translation t. : R> — R? : x — x + ¢ folgende Koordi-
natentransformation fiir p
p(x+c¢) = (x+¢,Sx+Sc)+2(a,x+¢c)+«
= (x,5x) +2(a+ Sc,x) + (c,Sc) + 2(a,c) + (65)
= (x,S5x) +2(b,x) + B3,
wenn wir b = a+ Sc und = (c, Sc) + 2(a, c) + « setzen.

Fall 2.1: 3c € R?*:b = a+ Sc = (0,0)": Dann haben wir p durch p(tc(x)) auf
den ersten Fall “a = (0,0)" zuriickgefiihrt. Es gibt also ein T € SO(2), so dal3
q =p((tc o f1)(x)) dquivalent zu einem der Félle I, IT oder IV ist.

Fall 2.2:Vc € R?:b=a+ Sc # (0,0)': Aus Lemma 3.26 folgt, daB es ein ¢ €

R? gibt mit Sb = S%c 4+ Sa = 0. Setzen wir nun noch & := _2<b_ﬁ)»13>’ dann gilt fiir

die Translation t.,s,°

p(x+c+8b) = (x,5x) +2(a+S(c+8b),x)+ (c+8b,S(c+ b)) +2(a,c+5b) + «
= (x,Sx) +2(b+8Sb,x) + 6*(b, Sb) + 25(b,b) + B

= (x,5%) + 2(b,x) +26(b,b) +

= (x,5%) 4 2(b,x).

Beachtet man, daf}, wegen Sb = 0, Null auf alle Fille ein Eigenwert von S ist
und daf} S # 0, so folgt aus dem Satz tiber Hauptachsentransformation 3.7 die

8Man setze zunichst in der Gleichung (65) fiir ¢ den Wert ¢ + b ein. Dann ziehe man
die Skalarprodukte auseinander und gruppiere sie neu, so dal man b = a + Sc, Sb = 0
sowie die Definition von 3 verwenden kann. Man beachte auch, daBl S symmetrisch, also
selbstadjungiert, ist.
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Existenz eines T € SO(2), so daf3

Di=TtoSoT=TosoT= | " 9},
0 0

wobei 1y # 0. Insbesondere sind wir also in dem Fall det(S) = 0.
Ferner gilt fiir T'b =: (u, A)* unter Beriicksichtigung, daB Tt =T,
(i, 0) = (T'oSoT)o (T'h) =T o (Sb) =0,
und mithin ist T'b = (0,A)", wobei A # 0, da T* invertierbar und b # (0,0)".
Aber dann iiberfiihrt x — Tx das Polynom (x, Sx) + 2(b, x) in das Polynom
(Tx, (So T)x) +2(b, Tx) = (x', Dx) 4+ 2(T'b, x) = wx] + 2Ax,.
D. h. dann aber, dal}

q:=p((tersp o fr)(x)) = X7 + 2Ax,
und damit sind wir genau im Fall III. n

Lemma 3.26
Ist S € Mat(n,R) symmetrisch, so gilt fiir die lineare Abbildung fs: R™ — R™

a. Ker (f§) = Ker(fs) und Im (f§) = Im(fs).
b. Zu jedem a € R™ existiert ein c € R™, so daf3 S’c + Sa = 0.

Beweis: a. Fiir x € Ker (3) ergibt sich aus
0 = (x,S$%x) = (Sx, Sx),

also fs(x) = Sx = 0 und x € Ker(fs). Die umgekehrte Inklusion ist Kklar.
Wir wissen bereits, dal Im(fs) D Im (f3) gilt. Da nun ferner

dimg (Im(fs)) = n — dimy (Ker(fs))
= n—dimg (Ker (f%)) = dimg <Im (f%))

gilt, folgt also die Gleichheit.
b. Es gilt fiir a € R™, dall S(—a) = fs(—a) € Im(fs

= Im (3), also gibt es
nach a. ein ¢ € R™ mit S%c + Sa = f4(c) — fs(—a) = 0.

]

Zum Schlul} dieses Kapitels wollen wir noch einen weiteren Beweis der Exi-
stenz einer OGB eines Vektorraumes mit einer Bilinearform geben. Dieser
Beweis hat den Vorteil, da} er fiir beliebige Korper K mit char(K) # 2 gilt und
gleichzeitig, im Fall K = R, ein effizientes Verfahren zur Diagonalisierung ei-
ner symmetrischen Matrix als darstellende Matrix einer Bilinearform liefert
- wohlgemerkt, nicht als darstellende Matrix eines Endomorphismus?® - womit
dann die positive Definitheit entschieden werden kann - siehe Satz 3.16.

9D. h. die Eigenwerte der Matrix werden sich dndern, da mit T durch Tt o A o T transfor-
miert wird und nicht durch T""To Ao T.
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In einem beliebigen Korper kann man nicht die Quadratwurzel ziehen
(z. B. besitzt 2 in () keine Quadratwurzel) und daher kann man nicht nor-
mieren, d. h. man kann i. a. keine ONB bestimmen. Die positive Kehrsei-
te ist jedoch, daB3 alle Operationen, die man durchfiihrt, auch wirklich im
Grundkorper K verbleiben.

Satz 3.27

Es sei K ein beliebiger Korper mit char(K) # 2 und V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum. Ist b € Bilk(V) eine symmetrische Bilinearform, dann besitzt V
ein OGB B = (x1,...,%xn), d. h.

b(xi,x;) =0 fiir alle i #j.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch Induktion iiber n = dimg(V), wobei
im Fall n = 1 nichts zu zeigen ist.

Sei also n > 1. Wir bezeichnen mit q : V — K : x — b(x,x) die zu b gehoren-
de quadratische Form. Ist q identisch Null, so ist nach Lemma 1.20 auch b
identisch Null, da char(K) # 2, und jede Basis ist eine OGB.

Wir konnen also annehmen, daf} es ein x € V gibt mit b(x, x) = q(x) # 0. Setze
U := (x)x und

U :={y € V|b(x,y) =0}

Aus der Bilinearitit von b folgt, daB U+ ein Unterraum von V ist. Wir wollen
nun zeigen, daB in der Tat V = U @ U+ gilt.

Sei dazu zunichst y € V beliebig. Dann setzen wir

/. bxy)
X = g X elu

b(x,y)

g P(x,x) =0, alsoy —x' € U+ und

und erhalten b(y —x/,x) =b(y,x) —
y=x'+y—x')eUu+ut

Alsoist V=U+ U-*.

Seinuny € UN U*', dann gibt es ein A € K mit y = Ax und damit Aq(x) =
b(x,Ax) = b(x,y) = 0. Da aber q(x) # 0, ist A = 0 und damit y = 0. Also gilt
unut = {0}

Schrianken wir b auf U' ein, so erhalten wir per Induktion eine OGB
(X2,...,%Xn) von Ut und B = (x,%2,...,%,) ist dann die gesuchte OGB von
V. O
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Korollar 3.28
Ist K ein beliebiger Korper mit char(K) # 2 und ist A € Mat(n, K) eine symme-
trische Matrix, dann gibt es eine Matrix T € Gl,.(K) mit

S T O O
0 . . :
TtoAoT = ,
: . .0
0O ... ... 0 A,
wobei Aq,..., A € K\ {0}, Ar;1 =... =A=0und r =rang(A).

Beweis: Nach Satz 3.27 gibt es zu ba eine OGB B = (x;,...,x,) von K™ Dabei
konnen wir durch Umnumerieren o. E. annehmen, dall b(x,x;) # 0 fir i =
1,...,7rund b(xy,x;) =0 firi=r+1,...,n fir ein geeignetes r. Wahle nun T
als die Matrix, deren Spalten die Vektoren in B sind, dann ist M(b) = T'toAoT
und hat die gewiinschte Gestalt, da B eine OGB ist.

Es bleibt zu zeigen, dall r = rang(A). Aber, da T invertierbar ist, gilt

r=rang (T'o Ao T) =rang(A).

Bemerkung 3.29

Man beachte, dafl die A; i. a. nicht nur von A abhéngen und auch nicht die Ei-
genwerte von A sind. Die Anzahl der Diagonalelemente ungleich Null hangt
jedoch stets nur von A ab, und im Fall K = R haben wir bereits gesehen, daf}
auch die Anzahl der Elemente grofler (Tragheitsindex) bzw. kleiner (Morsein-
dex) Null nur von A abhéngt.

Das Korollar 3.28 fiihrt zu folgender Uberlegung. Da T € Gl,,(K) ist, ist T das
Produkt von Elementarmatrizen T = P; o ... o P, und somit gilt

D:=T'cAoT=P.o...oPfoAoPjo...0Py

Das heif3t, dafl die Diagonalmatrix D aus A durch gleichzeitiges Durchfiihren
von elementaren Zeilen- und derselben Spaltenoperationen entsteht. Dabei
ist es wegen P'o (Ao P) = (Pt o A) o P egal, ob zuerst die Zeilenoperation oder
die Spaltenoperation durchgefiihrt wird.

Die Uberfithrung einer symmetrischen Matrix A in Diagonalgestalt mittels
gleichzeitiger Zeilen- und Spaltenoperationen nennt man das symmetrische
Gaufische Eliminationsverfahren oder den symmetrischen Gauflalgorithmus.

Es ist klar, daB man diesen Algorithmus ebenso einfach implementieren
kann, wie den Gaullschen Algorithmus. Will man zuséitzlich die Transfor-
mationsmatrix T bestimmen, so startet man wie bei der Invertierung einer
Matrix mit (A | 1,,), fihrt bei A die Zeilen- und Spaltenoperationen durch, bei
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1,, aber nur die Spaltenoperationen. Ist dann A diagonalisiert, so ist 1,, in die
Transformationsmatrix tiberfiihrt.

Wir formulieren den Algorithmus nun in rekursiver Form. Die Eingabe muf3
dann ein Schema der Form (A | 1,,) sein, damit die Ausgabe den gewiinschten
Erfolg hat.

Algorithmus 3.30 (Symmetrischer Gaulalgorithmus)

INPUT: A, T mit A € Mat(n, K) symmetrisch und T € GI,(K), r > n.

OUTPUT: T € GI(K) so, dal Tto A o T eine Diagonalmatrix ist, wobei
T durch Streichen der ersten r — n Spalten und Zeilen aus T
entsteht.

1. Schritt: Setze m =r—n.

2. Schritt: Man suche in der ersten Spalte von A den ersten Eintrag, der
nicht Null ist. Existiert ein solcher, merke man sich die Zeilennummer z,
sonst gehe man zu Schritt 5.

3. Schritt: Ist z # 1, so addiere die z-te Zeile von A zur ersten und die z-te
Spalte zur ersten. Addiere ferner die z + m-te Spalte von T zur m + 1-ten
Spalte.

4. Schritt: Fur k = 2,...,n addiere man das —A[l,k|]/A[l,1]-fache
der T + m-ten Spalte von T zur k + m-ten. Sodann addiere man
das —A[l,k]/A[l1,1]-fache der ersten Zeile von A zur k-ten und das
—AIll,k]/A[l1, 1]-fache der ersten Spalte zur k-ten.

5. Schritt: Falls n > 1, dann erzeuge man eine Matrix B, indem man aus
A die erste Zeile und die erste Spalte streicht. Sodann rufe man die Pro-
zedur mit den Parametern B und T auf und speichere das Ergebnis in
T.

6. Schritt: Man gebe T zurtick.

Beispiel 3.31
Wir betrachten die Matrix

A= (? : > € Mat(n,R).

Sodann bilden wir das Schema (A | 1,) und wenden den symmetrischen Gauf3-
algorithmus an:

0 11 0\ I=l+ir (3 2|1 o) HI=ILT /3 of7 -2
1 1|0 1 "2 "o 11 1)
. T —
FurT:<]

W= WwIN

) € GL;(R) gilt also
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Alternativ konnen wir auch wie folgt vorgehen:

0 1]1 0 II1 1T 110 1 II=II-1 1T 010 1
—_ e — .
1T 110 1 1.0/1 0 0 1|1 —1

Dann gilt fir S = < (1) : ) € GLL(R)

S'toAo0S = ] 0 .
0 —1

Die beiden Diagonalmatrizen besitzen nicht die gleichen Diagonaleintrige,
aber wir sehen, daf} ihr Tréagheitsindex und ihr Morseindex tibereinstimmen.
Ferner sehen wir, da Tragheitsindex und Morseindex von A beide nur Eins
sind, dal3 A weder positiv noch negativ definit ist.

AUFGABEN

Aufgabe 3.32

Bestimme eine orthogonale Matrix T € O(3), die die folgende symmetrische
Matrix A diagonalisiert:

5 2 2
A=|2 2 -4
2 4 2

Aufgabe 3.33
Es sei V # 0 ein endlich-dimensionaler unitarer Raum und f € End¢(V).
Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. f* = —f.

b. Fiir alle x € V gilt: (f(x),x) € iR.

c. Es gibt eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren von f und der
Realteil aller Eigenwerte ist Null.

Aufgabe 3.34 (Spektralzerlegung selbstadjungierter Endomorphismen)
Es sei V ein endlich-dimensionaler Hilbertraum und f € Endk(V) selbstad-
jungiert.

Zeige, es gibt reelle Zahlen A, ..., A; € R und selbstadjungierte Projektionen

m, ..., € Endk (V) mit den Eigenschaften
@) Y ,m=idy,
(11) T O Ty = 511' Vi furl,] € {1, .. ,T}, und
(111) f= ZI:] }\ini.
Aufgabe 3.35

Schreibe eine Singular-Prozedur normal, die eine normale Matrix A €
Mat(n, Q) einliest und eine zu A konjugierte Diagonalmatrix D € Mat(n, C)
wieder ausgibt. Zerfillt x, tiber Q, so soll zudem eine Matrix T bestimmt wer-
den, deren Spalten eine OGB von R™ bilden und die nach Normierung eine
unitiare Transformationsmatrix zur Diagonalisierung von A liefern.
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Man verwende folgenden Algorithmus.
INPUT: A € Mat(n, Q) normal.

OUTPUT: D € Mat(n, C) Diagonalmatrix mit D ~ A, und T € U(n) mit
T 'oAoT =D, falls p, iiber ) zerfillt.

1. Schritt: Uberpriife, ob A normal ist.

2. Schritt: Faktorisiere das Minimalpolynom p, iber @ und priife, ob es
zerfallt. Falls nein, gehe zu Schritt 4.

3. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert von A eine Orthogonalbasis des
zugehorigen Eigenraumes mittels der Prozeduren syz und 0GB - vgl. Auf-
gabe 2.44. Schreibe die Basisvektoren als Spaltenvektoren in eine Matrix
T.

4. Schritt: Bestimme eine zu A konjugierte Diagonalmatrix D € Mat(n, C)
mittels der Prozedur aus Aufgabe II1.3.52, und gib eine Liste bestehend
aus der Matrix D sowie ggf. der Matrix T zurtick.

Aufgabe 3.36

Schreibe eine rekursive Singular-Prozedur sgauss, die eine symmetrische Ma-
trix A € Mat(n, K) einliest und mittels des symmetrischen Gaul3-Algorithmus
auf Diagonalgestalt transformiert. Dabei verwende man den folgenden Algo-
rithmus:

INPUT: A € Mat(n, K) symmetrisch.

OUTPUT: D € Mat(n, K) Diagonalmatrix mit 3 T € GL,,(K) : TtoAoT
Diagonalgestalt hat.

1. Schritt: Uberpriife, ob A symmetrisch ist.

2. Schritt: Man suche in der ersten Spalte von A den ersten Eintrag, der
nicht Null ist. Existiert ein solcher, merke man sich die Zeilennummer z,
sonst gehe man zu Schritt 5.

3. Schritt: Ist z # 1, addiere die z-te Zeile von A zur ersten und die z-te
Spalte zur ersten.

4. Schritt: Fur k = 2,...,n = ncols(A) addiere man das —A[1,k]/A[l, 1]-
fache der ersten Zeile von A zur k-ten und das —A[1,k]/A[1, 1]-fache der
ersten Spalte zur k-ten.

5. Schritt: Falls n > 1, dann erzeuge man eine Matrix B, indem
man aus A die erste Zeile und die erste Spalte streicht. Ferner ru-
fe man die Prozedur sgauss mit B auf und speichere das Ergebnis in
submat(A,2..n,2..n).

6. Schritt: Man gebe A zuriick.

Aufgabe 3.37
Schreibe eine rekursive Singular-Prozedur sym gauss, die eine symmetrische

Matrix A € Mat(n, K) sowie ein optionales Argument 1ist # einliest und ei-
ne Matrix T € Gl,,(K) mit paarweise orthogonalen Spaltenvektoren ausgibt,
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so dall Tt o A o T Diagonalgestalt hat. Dabei verwende man den folgenden
Algorithmus:

INPUT: A € Mat(n, K) symmetrisch.
OUTPUT: T € Gl.(K) so, daB3 T* o A o T Diagonalgestalt hat.

1. Schritt: Uberpriife, ob A symmetrisch ist.

2. Schritt: Im ersten Rekursionsschritt setze man T = 1,,, in den spédteren
Rekursionsschritten setze man T =#[1].

3. Schritt: Setze m = ncols(T) —ncols(A).

4. Schritt: Man suche in der ersten Spalte von A den ersten Eintrag, der
nicht Null ist. Existiert ein solcher, merke man sich die Zeilennummer z,
sonst gehe man zu Schritt 7.

5. Schritt: Ist z # 1, addiere die z-te Zeile von A zur ersten und die z-te
Spalte zur ersten. Addiere ferner die z + m-te Spalte von T zur m + 1-ten
Spalte.

6. Schritt: Fur k = 2,...,ncols(A) addiere man das —A[l,k]/A[l,1]-
fache der 1 + m-ten Spalte von T zur k + m-ten. Sodann addiere man
das —A[l,k]/A[l1,1]-fache der ersten Zeile von A zur k-ten und das
—AI[1,k]/A[1, 1]-fache der ersten Spalte zur k-ten.

7. Schritt: Falls ncols(A)>1, dann erzeuge man eine Matrix B, indem man
aus A die erste Zeile und die erste Spalte streicht. Ferner rufe man die
Prozedur sym gauss mit den Parametern B und T auf und speichere das
Ergebnis in T.

8. Schritt: Man gebe T zuriick.



KAPITEL V

Dualitat und multilineare Algebra

Im letzten Kapitel der Vorlesung werden noch einmal lineare, bilineare und,
allgemeiner, multilineare Abbildungen behandelt. Etwas schematisch, aber
doch zutreffend kann man sagen, dal es das Ziel ist, Eigenschaften von mul-
tilinearen Abbildungen zu verstehen, indem man neue Vektorraume konstru-
iert und auf diesen lineare Abbildungen studiert, deren Theorie man schon
kennt. Die multilineare Theorie wird also, mittels der Konstruktion kompli-
zierterer Vektorraume auf die lineare Theorie zuriickgefiihrt. Dies erleichtert
nicht nur das Verstidndnis, sondern erlaubt es auch, konkrete Rechnungen
mit Matrizen durchzufiihren.

Zunéchst studieren wir jedoch lineare Abbildungen eines K-Vektorraumes V
in den Korper K selbst. Diese Abbildungen bilden wieder einen Vektorraum,
den Dualraum V*, der in besonders enger Beziehung zu V steht. Dualraume
spielen insbesondere bei und endlich-dimensionalen Funktionenrdumen ei-
ne wichtige Rolle. Hier wird im Wesentlichen aber nur auf die endlich-
dimensionale Theorie eingegangen.

1. Dualraum und transponierte Abbildung

Wir entwickeln die grundlegenden Begriffe zunéchst fiir beliebige Moduln
uber einem kommutativen Ring mit Eins, da das gar keinen Unterschied
macht. Fir weitergehende Aussagen werden wir uns allerdings auf Vek-
torrdaume beschranken.

Generalvoraussetzung: Es sei R stets ein kommutativer Ring mit Eins und
K ein Korper. V und W seien R-Moduln bzw. K-Vektorraume, je nach Kontext.
Definition 1.1 a. Der R-Modul

V* = Homg(V,R) ={g:V — R| g ist R-linear}

heil3t der Dualraum oder Dualmodul von V.
Die Elemente von V* werden Linearformen oder lineare Funktionale ge-
nannt.
b. Zu f € Homg(V, W) definieren wir die duale oder transponierte Abbildung
durch
f'"W* 5 V*:g— fi(g)=gof.
Statt f* schreiben wir auch * - vgl. Aufgabe 1.23.
c. Wir definieren eine kanonische duale Paarung auf V durch

(,): V"XV —=R:(g,x) — (g,x) = g(x).

317
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Bemerkung 1.2
Die Definition von f' wird durch das folgende kommutative Diagramm ver-

deutlicht:
VoW,
f‘(g)—go\f\ %
R
Lemma 1.3
Die duale Paarung (-,-) : V* x V — R ist bilinear.!

Beweis: Sei g € V*. Dann ist die Abbildung
(9,)=9:V—=R
per definitionem linear.
Ist nun x € V, dann gilt fiir A\, p € Rund g,h € V*
(Ag + uh,x) = (Ag + ph)(x) = Ag(x) + ph(x) = A(g,x) + p(h, x).
Also ist auch
(,x): V" =R
linear, und mithin ist die duale Paarung bilinear. O

Proposition 1.4
Seien U,V und W R-Moduln, A € R, f,f € Homg(V,W) und f' € Homgz(W, Ul).
Dann gelten:

a. ftist R-linear.
b. (idy)' = idy-.
c. (flof) =ftof,
d. Ist f ein Isomorphismus, so ist f* ein Isomorphismus.
e. (f+f) =f+fund M)t =A-f.
Insbesondere haben wir eine R-lineare Abbildung

t : Homg(V, W) — Homg (W*, V*) : f — f%.

Beweis: a. FirA,pue Rund g,h € V* gilt
f'Ag+uh) = (Ag+uh)of =A-(gof) + - (hof) =Af(g) + puf'(h).

b. Sei g € V*, dann ist idy/(g) = g o idy = g = idy-(g).
c. Sei g € U*. Dann gilt

(f'of)(g)=gof of=F(gof)="f(f"(g)) = (f'of")(q).

IFiir eine Definition des Begriffes bilinear sei auf Definition 2.1 verwiesen.
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d. Aus Teil b. und c. folgt:
(F) oft = (fof ") =id}y =idw-
und
flo(f1) = (fFof) =id} = idy- .
Mithin ist f ein Isomorphismus mit (f“)t als Inverser.

e. Die beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition der dua-
len Abbildung.

O

Beispiel 1.5 a. Seib:V x V — R eine Bilinearform und x € V fest gegeben.
Dann ist
b(x,:):V—=R:y— b(x,y)
linear und mithin b(x, ) € V*.
b. Ist V =R" und

b= <)> :R"x R" — R: ((X1a'-->xn)t)(y1)"')yn)t) = inyi)
i=1
und ist x = (x1,...,x,)*' € R™ fest vorgegeben, dann ist nach a.
() :R* =2 Ry = (yn,...,un) = (5 u) = ) xivs
i=1

eine Linearform.
c. Wiahlen wir in b. x = ey, k € {1,...,n}, so erhalten wir,

pr, = {ex, ) : R* = R: (y1,...,yn)" = Y,

daf die Projektion auf die k-te Komponente eine Linearform ist.

d. Die Umkehrung der Aussage in Proposition 1.4 d. gilt nicht. Dazu be-
trachten wir das folgende Beispiel.
EsseiR =7 und V = W = Z,. Dann gilt V* = Homy(Z,,7) = {0}, denn,
fiir einen Homomorphismus « : Z, — Z mit «([1]) =z € Z gilt

0=«([0]) = «([1] + [1]) = o([1]) + «([1]) = 22,

also «([1]) =z =0.
Dann ist aber Homy (W*,V*) = Homy, ({0},{0}) = {idjo }, und damit ist
jedes Element von Homy(W*, V*) ein Isomorphismus.
Hingegen ist Homy(V,W) = Homy(Z,,7Z,) = {idz,,0}, enthilt also die
Abbildung 0 : Z, — Z,, die alles auf die Null abbildet und sicher kein
Isomorphismus ist, wahrend 0* = id;o bijektiv ist.

Bemerkung 1.6

Istb: VxV — Reine Bilinearform, so definiert diese eine R-lineare Abbildung

dp: VoV ix—b(x,-).

Diese héangt jedoch von der Wahl von b ab. 1. a. existiert keine kanonische
Abbildung von V nach V*.
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Satz 1.7
Sei B = (x; | i € I) eine Basis des R-Moduls V, d. h. V ist ein freier Modul -
vgl. Aufgabe 2.32. Dann gelten:

a. Fiir jedes i € I gibt es eine eindeutig bestimmte Linearform x; € V* mit
(xi,%;) = by fir alle j € 1.

b. B* = (x] | i € 1) ist linear unabhdingig.

c. Ist B = (x1,...,xn) endlich, dann ist B* = (xj},...,x},) eine Basis von V*,
die sogenannte zu B duale Basis.
Insbesondere gilt dann V = V*,

Beweis: a. Lineare Abbildungen konnen auf einer Basis frei vorgegeben
werden und sind dann eindeutig bestimmt - vgl. Aufgabe 2.32.
b. Seien A; € R, i € [, mit }_;_ Ax! = 0. Dann folgt fiir j € I

i€l

0= <ZI}\1X>‘{,X]'> = Z/)\1<X${,Xj> = }\j.

icl iel

c. Wegen b. reicht es zu zeigen, daBl V* = (x3,...,x},).
Sei dazu g € V*. Wir setzen

n

h:= Z<9>Xi> xp e (X7, x5,
i=1
Dann folgt firj € {1,...,n}

n

h(x;) = Z(Q»XO (%}, %5) = (9,%)) = g(x;),

i=1

und mithinist g =h € (xj,...,x}).

Korollar 1.8

Ist V ein K-Vektorraum mit dimg(V) < oo, dann gilt dimy (V*) = dimg(V).
Korollar 1.9

Ist B = (xi| 1€ I) eine Basis des R-Moduls V, dann ist die R-lineare Abbildung

Gbp: Vo Viixi—xi, iel
ein Monomorphismus.

Ist B endlich, dann ist ¢y sogar ein Isomorphismus. (Vgl. Bemerkung 1.10 c.)
Bemerkung 1.10 a. Man beachte, zu einer endlichen Basis B hat man die
duale Basis B*. Zu einem Vektor x gibt es jedoch keinen dualen Vektor x*!
Bezeichnet man ¢g(x) mit x*, so hangt x* nicht nur von x ab, sondern
auch von der gewihlten Basis B.
b. Im Fall V = R™ hat man die kanonische Basis E = (ey,...,en), und -
akzeptiert man, dal} diese nicht von einer Wahl abhéngt - so liefert diese
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gleichsam einen kanonischen Isomorphismus
n
. Ly t _
Ge:R"—= (RY) tx=(x1,..., %) — (x,) = inef.
i=1

Es gilt dann fiiry = (ys,...,yn)* € R™ — vgl. Bemerkung 1.16 —

de(x)(y) =x"ov.

c. Ist V ein K-Vektorraum mit Basis B = (x; | 1 € I), so gilt stets V =
D Kxiund V* =[], , Kxj - vgl. Definition 2.7.
Man kann zeigen, dall @, ; Kx; und [ ]
wenn I endlich ist.
Insbesondere gilt also, ist dimg(V) = oo, so ist V 2 V*.
Beispiel 1.11
Wir wollen nun ein Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen R-

ic1 KX genau dann isomorph sind,

Vektorraum betrachten, bei dem es physikalisch relevante Elemente in V*
gibt, die nicht von V herkommen.

Sei V = C°([0, 1]). Wir betrachten auf V die Bilinearform

b:VxV->SR:(fg)— J1 f(t)g(t)dt.
0

Dann erhalten wir fiir f € V die Linearform auf V

1 1
J f=0b(f,"):V—oR:g »—>J f(t)g(t)dt
0 0

und damit die Abbildung

1 1
J :d)b:VHV*:fHJ f.
0 0
Behauptung: f(]) = ¢y, ist kein Isomorphismus.
Wir wollen zunéichst einmal bemerken, dal3 f; ein Monomorphismus ist, da b
ein Skalarprodukt - also positiv definit - ist, so dall bestenfalls die Surjekti-
vitat schief gehen kann.

Wir betrachten zunéchst fiir ein festes p €]0, 1[ das lineare Funktional
dp:VoR:f—1f(p)
und behaupten 5, ¢ Im <J"; )

Dazu nehmen wir an, es gébe ein 6 € V mit §, = f; 5, d. h., fiir alle f € V gilt

1
f(p) = 5,(f) = L 5(t)f(t)dt.

Wir nehmen ferner an, dal} es ein ty # p gibt mit 5(ty) # 0, 0. E. 8(ty) > 0
und to € ]0, 1[. Da 6 stetig ist, gibt es dann aber ein 0 < ¢ < min {!to —pl, [to —
0l, [to — 1/}, so daf

d(t) >0 Vtelto—e, to+ el (66)
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Wir wahlen nun eine stetige Funktion f € V mit

f(t) >O, vte]to—(i,to—}—&[,
=0, Vtelto—e,to+ el

z. B. die Funktion mit folgendem Graphen

to—¢ to to+e P 1
Dann fiihrt
1 to+e
0 =1(p) :J 6(t)f(t)dt:J S(t)f(t)dt >0
0 to—¢

zu einem Widerspruch. Also muf} 6(t) = 0 fiir alle t # p gelten, dann aber
auch 6(p) =0, da 6 stetig ist.

Aber damit folgt dann 5, = j; 5 = 0, und mithin gilt fiir alle auf [0, 1] stetigen
Funktionen f € V, daB} f(p) = 0 ist, was offensichtlich nicht der Fall ist.

Folglich ist 6, ¢ Im (j; ), und mithin ist J"; auch kein Isomorphismus.

Die Physiker hétten nun aber gerne, daf} auch &, das Integral einer steti-
gen Funktion wéire, und sie behelfen sich dadurch, dafl sie eine Funktion
5 :10,1 —» R U/{oo} einfithren mit 5(t) = 0 fiir t # p und &(p) = oo, wobei
das Unendlich auch noch so beschaffen ist, daB} fiir jede Zahl x € R das In-
tegral iber x - 6 auf dem Einheitsintervall gerade x ergibt, und leiten daraus
(66) her. — Mit anderen Worten, sie fassen schlicht alle linearen Funktionale
auf V als Funktionen auf [0, 1] auf.

Man beachte hierbei auch, daf} die Injektivitat von f; es erlaubt, jede stetige
Funktion g mit dem linearen Funktional | (1) g zu identifizieren, wéahrend halt
nicht jedes lineare Funktional auf diese Weise gewonnen werden kann.

b, heiit die Diracsche Deltafunktion, die jedoch nicht eine Funktion im
herkommlichen Sinne ist, sondern ein lineares Funktional auf CO([O, 1]).

Nun kann man zu einem Dualraum V* von V wieder den Dualraum (V*)
bilden. Es ist bemerkenswert und auch erstaunlich, dall es eine kanonische
Abbildung V — (V*)" gibt, obwohl keine kanonische Abbildung von V — V*
existiert.

Definition 1.12

Der R-Modul V** = (V*)" heiBt der Bidualraum oder Bidualmodul von V.
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Die R-lineare Abbildung
)k 1V — V™ ix = x™ = (4,x)

héangt nur von V und von keiner speziellen Wahl ab. Wir sagen deshalb, daf3
+* eine kanonische Abbildung ist.?

Lemma 1.13

Ist V ein K-Vektorraum, dann gelten:

a. *x ist eitn Monomorphismus.
b. Ist dimg(V) < oo, dann ist x* ein Isomorphismus.

Beweis: a. Angenommen, es gibe ein 0 # x € Ker(xx). Wir ergénzen die
Familie (x) zu einer Basis B von V, und setzen g := ¢3(x) € V*. Dann gilt

0=x"(g) = (g,x) = (dps(x),x) =1,

was ein Widerspruch ist.
b. Aus Korollar 1.8 folgt dim(V) = dimg (V*) = dimg (V**), und mithin ist
wegen a. ** ein Isomorphismus.

]

Im Fall von endlich-dimensionalen Vektorrdumen konnen wir mit Hilfe der
dualen Paarung Vektoren und Linearformen leicht beziiglich einer Basis
bzw. ihrer dualen Basis ausdriicken. Man vergleiche hierzu auch die Glei-
chung (58) in Lemma IV.2.5.

Lemma 1.14

Es sei B = (x1,...,xn) eine Basis des K-Vektorraumes V und B* die dazu duale
Basis von V*. Ferner seien x € V und g € V*. Dann gelten:

n

X = Z (xi,x) - xq (67)

i=1

und
n

9= (g,%)xi. (68)

i=1
Beweis: Sei x = ) ', Aix;. Dann gilt (x},x) = P Ai{xi,x;) = Ay, und (67)
folgt. (68) wurde bereits im Beweis von Satz 1.7 gezeigt. ]

Aus diesem Lemma leiten wir unmittelbar ab, wie sich die Matrixdarstellung
einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen zur Matrixdarstellung
der dualen Abbildung beziiglich der dualen Basen verhélt.

Proposition 1.15

Es seien V und W K-Vektorrdume mit Basen B = (x1,...,xn) und D =
(Y1,...,Ym), und f € Homy(V,W). Dann gilt

ME: (1) = (MB(f))".

2Die R-Linearitit von x* folgt unmittelbar aus der Bilinearitét der dualen Paarung.
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Insbesondere gilt fiir f € Homy (K“, Km) und A € Mat(m x n, K)

Aft = (Af)t und (fA)t = fAt.

Beweis: Aus Lemma 1.14 folgt fiirj € {1,...,n}

f) = 3 (vt flg)) - ue
i=1

und furie{1,...,m}
) =3 (Fi)x) X,
=1
Aber dann gilt
ME() = (Wi T09))) (_y
ji=1,..., n
und

.....

Es bleibt also firi=1,..., mundj=1,...,n zu zeigen

<yi,f(X])> = <ft(yi<)axl>
Aber per definitionem gilt
(£ (u2),x) = (7 0 F) (x5) = i (Flx;)) = (i, ;).
0

Bemerkung 1.16 a. Die Aussage in Proposition 1.15 1468t sich auch durch
folgendes kommutatives Diagramm ausdriicken:

f } 7 ft
f Homg(V,W) — Homy (W*, V) ¢t

B

MB(f) Mat(m x n,K) ———— Mat(n x m,K) M5 (f!)

Al > At
Insbesondere folgt aus dimg(V), dimg (W) < oo
t : Homg(V, W) — Homy (W*, V) o f s £

Im unendlich-dimensionalen Fall gilt das nicht mehr unbedingt -
vgl. Aufgabe 1.30.

b. Es sei E = (ey,...,e,) die kanonische Basis des K™ und E = (e3,..., e})
die dazu duale Basis von (K™)".
Wihrend wir im K™ = Mat(n x 1,K) die Vektoren als Spaltenvekto-
ren schreiben, wollen wir die Elemente von (K")" = Mat(1 x n,K) als
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Zeilenvektoren schreiben, sprich wir identifizieren g = Y ', e} mit

(K1, ey Bn)
Das hat den Vorteil, dal wir die Operation von g aufx = (Aq,...,Ay)t € K™*

als Matrixmultiplikation schreiben kénnen:

n n n

(g,%) :ZZNM@?eD :ZMNZ ( H1 ... Hn ) °

i=1 j=

A1

An

Wir leiten nun daraus ein Verfahren zur Bestimmung der dualen Basis
einer gegebenen Basis ab.

Seien Vektoren x; = (aji,...,an)t € KMfiiri =1,...,n gegeben und bilde
B = (x1,...,Xxn) eine Basis von K™,
Dann ist fir x = (by,...,bw) € (KY)', i = 1,...,n, die Familie
(x3,...,x%) genau dann die zu B duale Basis, wenn fiir alle i,j =1,...,n
gilt

aqj

<bﬂ bm)o Co = (%) = 8.
Anj

Aber das ist gleichwertig dazu, daf3

bn b]n ayr ... Qi

bn] bnn An1 ... Qnn

D. h., schreibt man die Vektoren der Basis als Spalten einer Matrix, so
erhilt man die duale Basis als die Zeilen der Inversen.

Beispiel 1.17
Es ist B = (x1,x2,x3) = ((0,—1,-1)%,(=1,0,1,)% (1,—1,0)") eine Basis des Q°.
Bestimmen wir mit Singular die Inverse der Matrix

A= -1 0 -1 | eGl:(Q),

Mithin ist die duale Basis

B* = (Xi‘I()XZ)X;) = (% (_])_])_1))% (_])_1)]))% (])_])])>

Wir wollen jetzt die Beziehung zwischen f und f* weiter untersuchen. Dazu

fiihren wir Orthogonalrdume ein.
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Definition 1.18
Es sei V ein R-Modul, U C V ein Untermodul von V und W C V* ein Unter-
modul von V*.

a. u° = {g e V] {(g,x) =0V x € U} heiBt der Orthogonalraum oder
Orthogonalmodul oder auch Annulator von U.

b. WO = {x € V| (g,x) = 0V g € W} heilt der Orthogonalraum oder
Orthogonalmodul oder auch Annulator von W.

Bemerkung 1.19 a. Aus der Bilinearitat der dualen Paarung folgt, dafl U°
sowie W® Untermoduln von V bzw. V* sind.
b. Betrachten wir V = R™ mit dem kanonischen Skalarprodukt und o¢¢ :
V — V*:e; — e}, dann gilt
bg U — U°
ist ein Isomorphismus - vgl. Aufgabe 1.23.
Daher riithrt auch die Bezeichnung Orthogonalraum.

Proposition 1.20
Es sei f: V — W ein K-Vektorraumhomomorphismus. Dann gilt:

a. Ker (f) = (Im(f))".
b. Im (f*) = (Ker(f))".

Beweis: a. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

gcKer(f')y&0="fg)=gof
&0=(gof,x)=g(f(x)) VxeV
©0=9(y)=(g,y) Vy e Im(f)
&g e (Im()°.

b. Sei g € Im (f*). Dann gibt es ein h € W* mit g = f'(h) = ho f. Ist nun
x € Ker(f), dann gilt

(g,x) = h(f(x)) = h(0) = 0.

Mithin ist g € (Ker(f))®.

Sei nun umgekehrt g € (Ker(f))°. Es ist unser Ziel, ein h € W* zu finden,
so dall g = f*(h) gilt. Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

Schritt a.: Wir wiahlen eine Basis B’ = (y; | 1 € I) von Im(f) und ergidnzen
diese zu einer Basis B = (yi,z; |1 € I,j € ]) von W. Sodann wéhlen wir zu
jedem yi, i € I, ein x; € f'(y;), und definieren eine K-lineare Abbildung
h € Homg (W, K) = W* durch

Yi— g(xi) € K) ie I)

h:W —K: .
z; = 0 €K, j €.

Schritt b.: Wir zeigen nun, daf} f'(h) = g.
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Sei dazu x € V. Dann gibt es A; € K, i € I, mit f(x) = Y {_; A;y;. Dann gilt

L
aber fiir x" := ) ;_;Aix,

f(x) =Y At = Y Ay = flx),
iel i€l
und damit f(x —x') = f(x) — f(x') = 0, d. h. x —x’ € Ker(f). Also gilt:
0=(g,x—x") =g(x) —g(x),
und damit

g =g(x) =Y Nglx) =Y Ahlyd =Y Nh(f(x)
i€l i

icl i€l

—h (f(z /?\ixi>> =n(f(x)) = h(fl0) = FR)x).

el
Also ist f*(h) = g.
Alternativer Beweis von (Ker(f))® C Im (f*) nach Philipp Diesinger:
Seig e (Ker(f))o. Es ist unser Ziel, ein h € W* zu finden, so dafl g = ft(h)
gilt.
Sei nun U C V ein Komplement von Ker(f) in V. Nach Satz 11.4.14 und
Lemma II.4.15 besitzt f,: U — Im(f) eine Inverse, sagen wir f': Im(f) —
U C V. Seinun U’ C W ein Komplement von Im(f), dann kénnen wir die
Linearform h: W — K auf Im(f) und auf U’ unabhéngig definieren durch
N = gu o f' und hyyr = 0. Damit gilt

f'(h)ju = (hof)ju=Nme o flu=guof ofu=gu
Zudem gilt f'(h)ker() = 0 = gjker(r) Wwegen (Ker(f))° O Im (f*) und da
g/ker(r) = O ist. Also folgt wie oben f'(h) = g.

]

Als Korollar erhalten wir einen eleganten Beweis, dal} Zeilenrang und Spal-
tenrang einer Matrix iibereinstimmen.
Korollar 1.21 a. Sei f € Homy(V, W) mit dimg(V), dimg (W) < oo, dann gilt

rang(f) = rang (f*).
b. Sei A € Mat(n x m,K), dann gilt Zrang(A) = Srang(A).
Beweis: a. Mit Hilfe von Aufgabe 1.24 erhalten wir folgende Gleichung
rang (f') = dimg Im (f*) = dimg Ker(f)® = dimg(V) — dimk Ker(f) = rang(f).
b. Aus Teil a. folgt dann unter Beriicksichtigung von Proposition 1.15
Srang(A) = rang(fa) = rang (f,) = rang(fa:) = Srang (A") = Zrang(A).

AUFGABEN
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Aufgabe 1.22
Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und f &
Homy(V, W). Zeige:

a. f'ist genau dann ein Monomorphismus, wenn f ein Epimorphismus ist.
b. ftist genau dann ein Epimorphismus, wenn f ein Monomorphismus ist.
c. ftist genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 1.23

Es sei (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum und f €
Endg (V). Ferner bezeichne f' € Endg (V*) die zu f duale Abbildung und
f* € Endg (V) die zu f adjungierte Abbildung.

a. Die Abbildung ¢ : V — V*: x — (x, ) ist ein Isomorphismus.
b. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Vv

of o

\% T> V*.

Insbesondere gilt f* = ¢ ' o fto .
c. Ist U C V ein Unterraum, dann ist ¢ (U*) = U°.

Hinweis: In Teil b. betrachte man geeignete Matrixdarstellungen der Abbildungen.
Aufgabe 1.24
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Unterraum
von V. Zeige, die Restriktion r : V* — U* : f — fj ist ein Epimorphismus mit
Ker(r) = ue.
Insbesondere gilt also dim (U°) = dim(V) — dimg(U).
Aufgabe 1.25
Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Wir definieren eine
Abbildung
(VW = Viige (Vo Kivies glv+U)).
Zeige, i ist ein Monomorphismus mit Im(i) = U°.
Aufgabe 1.26 (Dualitat)

Sind (M, <) und (N, <) zwei teilgeordnete Mengen, dann heif3t eine Bijektion
« : M — N eine Dualitdt, falls fir m, m’ € M gilt: m < m’ & «(m’) < a(m).

Es sei nun V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Mit L(V) bzw. L(V*)
bezeichnen wir die Mengen der Unterrdume von V bzw. V* - diese sind
beziiglich der Inklusion “C” teilgeordnet. Zeige:

a. Fir Ue L(V) und W € L(V*) gilt (U°)® = U und (W®)° = W.
b. Die Abbildungen

o:L(V) —>L(V*) U~ u°



2. MULTILINEARE ABBILDUNGEN UND DAS TENSORPRODUKT 329

und
©:L(V*) = L(V) : Wi We
sind zueinander inverse Dualitédten.
Aufgabe 1.27
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und L(V) sei die Menge der
Unterrdume von V, teilgeordnet durch die Inklusion. Zeige, daf3 die Abbildung

L:L(V)=L(V):U—ut

eine selbstinverse Dualitat auf L(V) ist.

Aufgabe 1.28

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U;, U, C V seien zwei
Unterraume von V. Zeige:

a. (U +Uy)° =Uusnus.

b. (U;NUy)° = U+ US.
Aufgabe 1.29
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und W;, W, C V* seien zwei
Unterraume von V*. Zeige:

a. (Wi +W,)® =WpPnwy.
b. (Wi N W2)® = WP + WS,
Aufgabe 1.30
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, V und W seien zwei R-Moduln und

t : Homg(V, W) — Homg (W*, V*) : f — .
Zeige:

a. Besitzen V und W Basen, dann ist t ein Monomorphismus von R-Moduln.
b. Ist t in a. auch stets ein Epimorphismus?
c. Finde Z-Moduln V und W, fiir die t kein Monomorphismus ist.

2. Multilineare Abbildungen und das Tensorprodukt

In diesem Abschnitt werden multilineare Abbildungen systematisch unter-
sucht. Wir haben bereits die Determinante als Beispiel einer Multilinearform
kennengelernt, die, aufgefal3t als Abbildung von den quadratischen Matrizen
in den Grundring, multilinear in ihren Zeilen und Spalten war. (Vgl. Definiti-
on I1.9.7.)

Das Tensorprodukt dient unter anderem dazu, solche multilinearen Abbil-
dungen in lineare Abbildungen zu tuiberfiihren, wobei, notgedrungen, der zu-
grundeliegende Vektorraum komplizierter wird. Damit steht dann die ganze
lineare Algebra insbesondere der Matrixkalkiil auch fiir multilineare Abbil-
dungen zur Verfiigung.

Wir werden Tensorprodukte nur fiir Vektorrdaume untersuchen, obwohl man
dies allgemeiner auch fiir R-Moduln iiber einem kommutativen Ring R mit
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Eins tun kann. Der Aufwand dafiir ist aber hoher und die Theorie wird noch
abstrakter. Die grundlegenden Definitionen kann man jedoch ohne Mehrauf-
wand auch tiber Ringen geben.

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel bezeichne K stets einen beliebi-
gen Korper und R einen kommutativen Ring mit Eins.

Wir wollen zunéchst den Begriff der multilinearen Abbildung, den wir in De-
finition I1.9.7 eingefiihrt haben, etwas verallgemeinern.

Definition 2.1

Es seien V, V4,...,V, R-Moduln. Eine Abbildung

f:Vix...xV,—>V

heillt multilinear, falls f in jedem Argument linear ist, d. h. falls fiir x;, y; € V;,
i=1,...,nund A, u € R gilt:

f(X1, v )Axi+ HYi, . .. )XTL) = )\f(xh ceey Xqy . )XTL) + Hf(xh <oy Yiy ..o )XTL)'
Ist n = 2, so nennt man f auch bilinear.

Die Menge der multilinearen Abbildungen von V; x...x V, nach V bezeichnen
wir mit L(V4,...,V,y V) = Lr(V4,...,Vy V).
Bemerkung 2.2 a. Sind V,V;,...,V, R-Moduln, so wollen wir fiir x; € V;,

ji=1,...,n, mit
(X1, oo, Riy ey Xn) = (X7, 000 X401, X1y e - -, Xn)
und mit
Vi ><...><\A/i><...><Vn:={(x1,...,%,...,xn)\x,-eV,-,j=1,...,n}

bezeichnen. Der Hut iiber einer Komponente bedeutet also, dal3 diese
Komponente ausgelassen wird - eine sehr niitzliche Notation!

Damit ist f : V; x ... x V;; — V genau dann multilinear, wenn fiir jedes
i=1,...,nund fur alle (x1,...,%i,...,%Xn) € V1 X ... xVix ... XV, gilt,

fi:Vi—=Vixe—= f(xg, ..o, X1, X, Xigtty - o, Xn)

ist R-linear.

b. Betrachten wir den R-Modul W := VV1*-*Va gller Abbildungen von
Vi X ... X V,, nach V aus Beispiel I1.1.2 g., so ist L(V; x ... x V;;V) ein
Untermodul von W.

Denn, da die Nullabbildung in L(V; x...x V; V) ist,ist L(V; x...xV,;; V)
nicht-leer, und da ferner die Summe zweier multilinearer Abbildungen
sowie das skalare Vielfache einer multilinearen Abbildung offenbar wie-

der multilinear sind, ist L(V; x ... x V;V) zudem gegen Addition und
Skalarmultiplikation abgeschlossen.

Beispiel 23 a. Sei V; = ... = V, = R"und V = R, und fiir Vektoren
X1,...,Xn € R™ bezeichne A(xq,...,x,) € Mat(n,R) die Matrix, deren

Spalten die Vektoren x4, ..., x, bilden, dann ist die Abbildung
det: R™x .™ XR™ = R: (x1,...,%xn) — det (A(x1,...,xn))
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multilinear nach Bemerkung I1.9.8.
b. Jede Bilinearform auf einem Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung.
Insbesondere gilt also, ist (-, -) ein Skalarprodukt auf R™, so ist

(,):R"xR" > R

bilinear.

Allerdings ist eine hermitesche Abbildung b auf einem C-Vektorraum
keine Bilinearform, also auch ein Skalarprodukt auf C™ nicht, da sie im
zweiten Argument nur semilinear ist.

c. Sei K[t] der Polynomring in einer Veridnderlichen t, dann ist K[t]
unendlich-dimensional mit Basis (t° t,t* t°,...). Analog wissen wir aus
Aufgabe II1.1.55, daf3 der Polynomring K[x1, x,] die Basis (x}" X5 ‘ V1,V2 €
IN) besitzt. Die Abbildung

K[t] x K[t] = K[xq,%2] : (f,g) — f(x1) - g(x2)

ist bilinear, wie aus der Distributivitiat sowie der Assoziativitit und der
Kommutativitat der Multiplikation in K[x, x;] folgt.

Um die Notationen nicht zu uniibersichtlich zu machen, behandeln wir

zunidchst den Fall n = 2, d. h. bilineare Abbildungen, eingehender.

Definition 2.4 a. Es seien V und W zwei R-Moduln. Ein Paar (U, ¢) mit U
ein R-Modul und ¢ : VxW — U eine bilineare Abbildung heil3t Tensorpro-
dukt von V und W, wenn (U, ¢) der folgenden universellen Eigenschaft
gentigt:

Fiir jedes weitere Paar (U’, ¢’) mit U’ ein R-Modul und ¢’ :
V x W — U’ eine bilineare Abbildung gilt, es existiert genau
eine lineare Abbildung Y : U — U’ mit Yo @ = ¢’, d. h. so, daB
das folgende Diagramm kommutiert:

Vxw—2 .

7/
e
¢’ v A

u/

Da nach dem folgenden Satz das Tensorprodukt, so es existiert, bis auf
eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt ist, schreibt man V@ W =
V®rW statt U und unterschligt - um Notation zu sparen - fiir gewohnlich
die bilineare Abbildung ¢ ganz.

b. Es seien Vi,...,V,, R-Moduln. Ein Paar (U, ¢) mit U ein R-Modul und
@ : Vix...xV,, — U eine multilineare Abbildung heif3t Tensorprodukt von
Vi,...,Vh, wenn (U, @) der folgenden universellen Eigenschaft gentigt:
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Fiir jedes weitere Paar (U’, ¢’) mit U’ ein R-Modul und ¢’ :
Vi x...xV, — U eine multilineare Abbildung gilt, es existiert
genau eine lineare Abbildung ¢V : U — W mit P o ¢ = ¢,
d. h. so, daf} das folgende Diagramm kommutiert:

Vix...xV,—2 .

N Y. g 3 11)
u/
Analog schreibt man wieder V; ® ... ® V,, statt U und unterschliagt die
multilineare Abbildung ¢ ganz.
c. Wir nennen die Elemente des Tensorproduktes auch Tensoren und die

Elemente in Im (@) reine Tensoren.

Es ist - wie stets bei Objekten, die durch universelle Eigenschaften definiert
werden (vgl. etwa Aufgabe II1.1.38) - kein Problem, die Eindeutigkeit fest-
zustellen, vorausgesetzt sie existieren. Hierbei soll eindeutig bedeuten, daf
jedes weitere Objekt, das dieser universellen Eigenschaft geniigt, isomorph
zu dem gegebenen ist, und dall mehr noch, der Isomorphismus ebenfalls ein-
deutig bestimmt ist.

Satz 2.5 a. Es seien V und W zwei R-Moduln und (U, ¢) und (U, ¢’) seien
zwei Tensorprodukte von V und W. Dann gibt es genau einen Isomorphis-
musy:U— UWmitpoe=q

b. Es seien Vi,...,Vy R-Moduln und (U, ¢) und (U, ¢’) seien zwei Ten-
sorprodukte von Vi,...,V.. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
PY:U—->UWmitpooe=¢q'.

Beweis: a. Aus der universellen Eigenschaft, der sowohl (U, ¢) als auch
(U, @’) geniigen, folgt, dal es zwei eindeutig bestimmte Abbildungen
P: U — UWund Y’ : U — U gibt, die das folgende Diagramm zum
kommutieren bringen:

VxW-—2— .
7\/
a0
¢’ R
‘v
u/
Damit gilt aber auch
Yopop=1y'op' =9 (69)
und
Yop'op'=Phoe=0q' (70)

Und aus der Eindeutigkeit folgt unmittelbar, dal3 nur { als Kandidat fiir
den Isomorphismus in Frage kommt!

Betrachten wir nun die bilineare Abbildung ¢ : V x W — U selbst, so
sagt die universelle Eigenschaft von (U, ¢), dal es genau eine lineare
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Abbildung 7 : U — U gibt mit mo ¢ = ¢. Offensichtlich ist idy eine
lineare Abbildung, die diese Eigenschaft besitzt, und mithin gilt 7t = idy.
Andererseits gilt nach (69) aber, dal {’ o \ ebenfalls diese Eigenschaft

hat, also

P'op =m=1idy.
Analog folgt aus (70) und der universellen Eigenschaft von (U, ¢’), daf
auch

Yo' =m=idy .

Mithin ist { ein Isomorphismus mit {’ als Inverser.
b. Der Beweis ist wortlich der gleiche wie in Teil a.

Bemerkung 2.6

War es noch kein Problem, die Eindeutigkeit des Tensorproduktes auch im
Fall von beliebigen Moduln iiber kommutativen Ringen mit Eins zu zeigen,
so bereitet die Existenz in diesem Fall doch weit gro3ere Probleme als im Fall
von Vektorrdumen iiber einem Korper, und wir wollen uns deshalb fiir den
Rest des Kapitels auf die Betrachtung von Vektorrdumen iiber einem Korper
K beschranken.

Wir wollen es aber nicht versdumen, eine Referenz fiir den Beweis zu geben,
dafl Tensorprodukte von beliebigen (auch unendlichen) Familien beliebiger
Moduln iber beliebigen kommutativen Ringen mit Eins existieren. Die Lite-
ratur hierzu ist vielfiltig, und eine mogliche Referenz ist [SS88] §80, S. 554
sowie Satz 80.1.

Um die Existenz des Tensorproduktes zu zeigen, benétigen wir einige neue
Begriffe, zum Beispiel den der duleren direkten Summe von Vektorraumen,
die ein Mittel darstellt, aus gegebenen Vektorrdaumen, neue zu gewinnen.

Bisher hatten wir nur die direkte Summe von Untervektorrdumen (U; | i € I)
eines Vektorraumes V betrachtet. Diese wird auch als innere direkte Sum-
me bezeichnet. Wir wollen nun die direkte Summe einer Familie von Vek-
torraumen (V; | i € I) definieren, die zunéchst nicht notwendig Unterraume
eines gemeinsamen Vektorraumes V sind.

Definition 2.7

Es sei (Vi |1i € I) eine Familie von K-Vektorrdumen. Dann heif3t

Pvi= {(Xi)iel e[[v

iel iel

x; # 0 fiir hochstens endlich viele i € I}

die dufere direkte Summe der V.

Fir die Elemente x = (x{)ic; von €, _; Vi schreiben wir auch

icl

/
X = (Xi)ier = Z X1,

icl
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wobei der Strich an der Summe wieder darauf hinweist, dafl nur endlich viele
Summanden ungleich Null sind.?

Bemerkung 2.8

Es sei (Vi | i € I) eine Familie von K-Vektorrdumen. Dann werden V =[], Vi
bzw. V = @,.; Vi durch die komponentenweise Addition und Skalarmultipli-
kation, d. h. durch

(Xi)ier + (Yi)ier == (xi + Yi)ier
und
A (xi)ier = (Axi)ier
fir A € K und (xi)ie1, (Ui)ier € V, zu K-Vektorraumen, wie man leicht nach-

prift.

Ist I ={1,...,n} eine endliche Menge, dann gilt per definitionem

V1 X ... an:ﬁVi:éVi,
i=1 i=1

wihrend fiir [I| = co offenbar @, V; ein echter Unterraum von [ [, Vi ist.

Die natiirlichen Abbildungen

€V —>HVi:XH (xilx=%x%x=0V1i#]j)
iel
und
8: Vi = P Virx = (xilxg=xx=0V1i#])
icl
sind Vektorraummonomorphismen, mittels derer wir die V; als Unterraume
von [[;c;V; bzw. (P;.;V; auffassen konnen - d. h. durch Identifikation mit
ei(Vi) bzw. 61(\/1)
Korollar 2.9
Es sei (Vi | i€ 1) eine Familie von K-Vektorrdumen.

a. Die duflere direkte Summe . ,V; ist die innere direkte Summe der
51(\/1), iel

b. Ist fiir i € 1 die Familie (xi; | j € Ji) eine Basis von V; und setzen wir

iel

xi; = 0i(xy) = (U [ Vi =x45, Y =0V k #1) fiiri € lund j € J;, dann ist

i =
(X{j ‘ ielje Ii)
eine Basis von @, Vi

3Wir erinnern uns, daB wir bereits in Definition 1.2.1 - unter Beriicksichtigung von Bei-
spiel 1.2.12 e. - das kartesische Produkt | [;.; Vi eingefiihrt haben, als die Menge der Familien
X = (xi)ier mit x; € V; fiir i € I, d. h. formal betrachtet, daB x : I — ] [;.; Vi eine Abbildung
ist mit x(i) = x; € Vi, wobei [ [, Vi := Uic; ({i} x Vi) € I x U, Vi die disjunkte Vereinigung
der V; bezeichnet. Es erscheint hier aber nicht notwendig, diesen formalen Gesichtspunkt
uberzustrapazieren.
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c. Ist 1={1,... ,n}und dimg(V;) < oo fiir i € 1, dann gilt
dimy (@ vi> =) dimg(V3).
i=1 i=1

Beweis: a. Da ein Vektor x = (xi)iec1 € @, Vi nur endlich viele Komponen-

el
ten ungleich Null besitzt, ist die Linearkombination
X = Z di(xi) € Z 8i(Vi)
iel iel
endlich, und damit P, Vi = ) ;. 8:(Vi).
Zudem folgt aus 0 = Z{d di(xi) = (xi)ie1, daBB x; = 0 fiir alle i € 1. D. h. die
Null besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von Vek-
toren aus den 6;(V;), und somit ist die Summe der 5;(V;) direkt.
b./c. Dies folgt unmittelbar aus a.

Allgemeiner gilt die folgende Beziehung.

Lemma 2.10

Sei V ein K-Vektorraum und (Vi | 1 € 1) eine Familie von Unterrdumen von V.
Ferner bezeichne U =
iteLund W=}

i1 Vi die duflere direkte Summe der Vektorrdume V,,
V; die Summe der V;in V - vgl. Definition 11.4.1.

el
Dann ist W genau dann eine innere direkte Summe, wenn die Abbildung
S:U— W: (Xi)iel — Z/Xi

iel

ein Isomorphismus ist.

Beweis: Wir wollen zunichst einmal festhalten, dal die Definition von 6
Sinn macht, da fiir (x;)ic; nur endlich viele der x; ungleich Null sind, und
daB b offenbar stets ein Epimorphismus ist.

Nun ist & genau dann injektiv, wenn fiir x = (xi)ier aus 0 = §(x) = Y i

bereits x; = 0 fiir alle i € I folgt. Aber das ist gleichwertig dazu, daf3 die Null
in ) .., V; eine eindeutige Darstellung als Linearkombination von Elementen

Xi

aus den V; besitzt, sprich, dafl die Summe eine innere direkte Summe ist. []

Beispiel 2.11 a. Ist I eine beliebige Menge und ist V; = K fiir alle i € I, dann
ist

P K =D Vi ={(A)ie1 | A € K, A # 0 nur fiir endlich viele i € I}.

iel icl
In diesem Fall wéare es etwas unangenehm, statt (A;)ic; kurz Z{elAi zZu
schreiben, da die Summe dann auch filschlicherweise als Summe in K
aufgefaBBt werden konnte. Es macht sich von daher ganz gut, die Ele-
mente in V; = K statt als A als A - 1 zu schreiben und somit letztlich zu
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erhalten

@K:{Z'm.i

icl iel

Ai € K, A; # 0 nur fiir endlich viele i € I}.

Aber auch dieses war mehr ein formales Problem, denn ein inhaltliches!
b. Ist in a. I = IN oder besser I = {t' | i € N}, dann ist ;K als K-

Vektorraum in natiirlicher Weise isomorph zum Polynomring K[t].

In diesem Falle wiirde man das direkte Produkt ][, ;K als Vektorraum

mit dem Ring der formalen Potenzreihen

KI[t]] = {Z ant™ | an € K}

n=0
identifizieren. Da wir diesen in der Vorlesung bisher nicht eingefiihrt

haben, mag man dies auch als Definition ansehen.

Wir wollen nun wieder zu dem Fall zweier Vektorrdume zuriickkehren
Bemerkung 2.12

Es seien V und W K-Vektorraume. Ist B = (x; | i € I) eine Basis von V und
D = (y; |j € ]) eine Basis von W, dann ist

C:= ((Xi,O), (O)y]) |1 € I)] € I)
also eine Basis des Vektorraumes Vx W =V & W.

Wir hatten frither schon gesehen, daf} eine lineare Abbildung durch Werte
auf der Basis eindeutig bestimmt ist. Fiir multilineare Abbildungen gilt dies
nicht direkt, sondern nur nach geeigneter Modifikation.

Wir kénnen die Werte auf der Menge M := {(xi,y;) | (i,j) € I x J} eindeutig
vorschreiben und erhalten so eine eindeutige bilineare Abbildung von V x W
in einen beliebigen Vektorraum U - vgl. Lemma III.1.1.

Man beachte, dafl die Menge der Tupel M :={(x;,y;) € Vx W | (i,j) € I x J},
im allgemeinen weder linear unabhéngig noch ein Erzeugendensystem von
V x W ist. — Im endlich-dimensionalen Fall sieht man schon aus Dimensions-
griinden, dimg(V x W) = dimg(V) + dimg(W) und |I x J| = dimg(V) - dimg (W),
dall M linear abhéngig sein muB.

Ferner ist offensichtlich, daf3 eine bilineare Abbildung f nicht eindeutig be-
stimmt sein kann durch ihre Werte auf C, da fiir (xi,0), (0,y;) € C stets gilt:

f(xi,0) = f(x4,0-0) =0-f(x4,0) =0
und
f(o)yl) = f(o : O)yi) =0- f(o)yl) = 0)
d. h. jede bilineare Abbildung wird auf C nur den Wert Null annehmen.

Fassen wir die wesentlichen Aussagen der Bemerkung in folgendem Lemma
zusammen.
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Lemma 2.13

Es seien V,W und U drei K-Vektorrdéume und B = (x; | i € I) sowie D = (y; |j €
J) Basen von V bzw. W. Ferner sei (zy |1 € 1,j € ]) eine beliebige Familie in Ul.
Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung f: V x W — U mit

f((x,u5)) =24 V(i,5) € Ix]J.
Sind x = Z{GI?\ixi eVundy = Zjlel wy; € W, so gilt

= Z,Z/Mujzﬁ.

icl jej

Beweis: Der Beweis ist eine offensichtliche Verallgemeinerung des Beweises
von Lemma III.1.1 und sei dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O

Nun sind wir in der Lage, die Existenz des Tensorproduktes V ® W zu zeigen,
wobei wir den Vektorraum als duflere direkte Summe von Vektorraumen so
konstruieren, daf3 jedem Tupel (xi,y;) aus B x D ein Element x; ® y; in V@ W
entspricht, so daB (x; ® y; | (i,j) € I x J) eine Basis von V ® W ist.

Satz 2.14

Seien V und W zwei K-Vektorrdume, dann gibt es einen Vektorraum V @ W
und eine bilineare Abbildung ¢ : VxW — VW, so dafi das Tupel (VRW, @)
ein Tensorprodukt von V und W ist.

Fiir x € Vund y € W definieren wir x @ y := @(x,y), d. h. die reinen Tensoren

sind genau die Tensoren der Form x ® y.

Beweis: Seien B = (x; | 1 € I) sowie D = (y; | j € ]J) Basen von V bzw. W.
Ferner sei B = (x; ®y; | i€ I,j € ]) eine Menge von paarweise verschiedenen

}\ij € K}

Man beachte, dafl der Strich an der Summe bedeutet, da3 nur endlich viele
Koeffizienten ungleich Null sind!

Symbolen. Dann setzen wir

VoW .= @ K= EB K= {Z”)GIX]MM@%

(i,j)elx] xi®y; B

Nach Korollar 2.9 ist B dann eine Basis von V @ W.

Ferner impliziert Lemma 2.13, dal} es genau eine bilineare Abbildung

P:VXW =S VRW:(x,y)) »xi®y;, (L,j)€lx],

gibt.*
Fir x = Y (A € Vundy = Y [ wy; € W folgt dann aus dem gleichen
Lemma
x®Y=0u) =Y > Apxi®y;. (71)
iel jeJ

4Eine andere Wahl blieb uns nicht, wenn wir der Definition von x®y aus der Behauptung
des Satzes im Fall x = x; und y = y; gerecht werden wollen.
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Wir haben den Vektorraum V ® W sowie die Bilinearform ¢ nun definiert,
und es bleibt zu zeigen, daf} sie der universellen Eigenschaft gentigen.

Sei dazu U’ ein beliebiger K-Vektorraum und ¢’ : V x W — U’ eine bilineare
Abbildung. Dann setzen wir z;; := ¢@’(xy,y;) fur (i,j) € I x J. Da B eine Basis
von V ® W ist, gibt es genau eine lineare Abbildung

ﬂ):V@W%UIZXi@y]ﬂ—)Zﬁ, (l,))EIX]
Aber dann gilt fiir x = } [ Axi € Vund y = Y, ujy; € W wegen (71)
(Wooe)(x,y) = 1l)(x®y) = Z{GIZ]{G])\iij(Xi ®Y;)
D il e MIiZy = D ier 2 i Aty @’ (x4, b5)
¢'(x,y).
Aber damit gilt o @ = @'. O]

Aus dem Beweis des Satzes folgt unter Beriicksichtigung der Eindeutigkeit
des Tensorproduktes unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 2.15

Sind (xi | 1 € I) sowie (y; | j € ]J) Basen von V bzw. W, so besitzt V@ W eine
Basis (xi®@vy;|iel,je]).

Insbesondere, ist dimg (V) = n < oo und dimg (W) = m < oo, dann ist dimg(V®
W)=n-m

Eine offensichtliche Verallgemeinerung von Lemma 2.13 und des Beweises
von Satz 2.14 beweist die Existenz des Tensorproduktes V; ® ... ® V,,. Wir
uberlassen die Details dem Leser.

Satz 2.16

Seien Vi, ..., Vy K-Vektorrdume, so gibt es ein Tensorprodukt (V1 ®...R V,, @)
von Vi,...,Vn

Ist dabei (xi; | j € Ji) eine Basis von Vi, i =1,...,n, dann besitzt V1 ® ... ® Vy,
eine Basis der Form

(%15, @ ... @ Xy | (1,0 dn) €J1 X oo X Tn).
Insbesondere gilt, sind die V; alle endlich-dimensional, dann ist
dimg(V; ® ... 0 V,) =dimg(V;) - - - dimg (V).
Fiir x; e Vi, 1=1,...,n, so schreiben wir
X1 ® .. @ Xn = @(X7,. .., Xn),
d. h. die reinen Tensoren sind genau die Tensoren der Form x; ® ... ® Xn.

Wir wollen nun zunéchst einige Rechenregeln fiir Tensoren herleiten.
Lemma 2.17

Sind V,W zwei K-Vektorrdume, dann gelten fiir x,x’ € V und y,y’ € W und
A € K die folgenden Rechenregeln.:

a. x®(y —I—y/) =x®y+x®y’ und (x—l—x’)®y =xQy+x' ®uy.
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b. A\(x®y) =(Ax) @y =x® (Ay).
Insbesondere gilt 0@y =x®0=0.

c. Jeder Tensor in V ®@ W besitzt eine (nicht eindeutige) Darstellung als end-
liche Summe von reinen Tensoren, d. h. fiir z € V @ W gibt es Elemente
vieVundwieW,i=1,...,1, mit

T
zZ = E Vi ® Wj.
i=1

Beweis: Beachten wir, daB3 fiir x € Vundy € Wgilt x® y = ¢(x,y), dann
folgen die Behauptungen a. und b. aus der Bilinearitét von ¢.

Es bleibt also, die Aussage in c. zu zeigen. Seien dazu (x; | i € I) sowie (y;|j €
J) Basen von V bzw. W. Dann besitzt z € V ® W eine Darstellung der Form

= Y Moy = Y Axeu= Y xe gy

(i)EIX] (1,j)EIX] (ij)elx]
Damit ist die Aussage gezeigt, und es ist zugleich auch klar, daf} die Darstel-
lung nicht eindeutig sein kann. n

Bemerkung 2.18 a. Man sollte beachten, daf} ¢ i. a. weder injektiv noch
surjektiv ist!

b. Ferner ist es wichtig, festzuhalten, dall jedes Element des Tensorpro-
duktes eine endliche Summe von reinen Tensoren ist, daf3 aber i. a. nicht
jedes Element selbst ein reiner Tensor ist - vgl. Beispiel 2.19 c.!

c. Die wichtigste Feststellung ist aber die, dall wir eine lineare Abbildung
auf dem Tensorprodukt V ® W dadurch in eindeutiger Weise festlegen
konnen, daf3 wir die Bilder der reinen Tensoren x®y, x € V,y € W, belie-
big so vorgeben, daf} die Vorgabe linear im ersten und linear im zweiten
Argument ist - formaler gesagt, indem wir eine bilineare Abbildung auf
V x W vorgeben. Das ist genau die Aussage der universellen Eigenschaft!

Kommen wir nun aber zu Beispielen, die verdeutlichen, daf3 das Tensorpro-
dukt eine sehr hilfreiche Konstruktion ist.
Beispiel 2.19 a. Es sei V ein K-Vektorraum. Die natiirliche Abbildung
P:VOK-—V:ix®@A— Ax
ist ein Vektorraumisomorphismus mit inverser Abbildung
P TV VeK:ix—xel.

Insbesondere gilt in diesem Fall, daf} jeder Tensor ein reiner Tensor ist.
Man beachte auch, daB} fiir die bilineare Abbildung ¢ : V x K — V :
(x,A) — Ax mithin gilt:

¢7'(0) = (V x {0}) U ({0} x K),

da ¢@(x,A) = 0 gleichwertig dazu ist, dall Ax = 0, also A = 0 oder x = 0.
Dann ist aber ¢~'(0) kein Unterraum von V x K! (¢ ist halt nur bilinear,
nicht aber linear!)
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Um die obige Aussage zu verifizieren, beachtet man zunéachst, dafl ¢ auf-
grund der Vektorraumaxiome bilinear ist und daf3 { gerade die von ¢
induzierte Abbildung auf dem Tensorprodukt ist - sprich, daf} sie durch
Vorgabe auf den reinen Tensoren bereits eindeutig beschrieben ist. Fer-
ner ist klar, daf} 1\ surjektiv ist, da x € V das Bild von x ® 1 unter
ist.

Wir wollen nun noch zeigen, daf3 {» auch injektiv ist. Dazu reicht es zu
zeigen, daB jeder Tensor in V ® K ein reiner Tensor der Form x ® 1 ist,
da dann 0 = P(x ® 1) = x impliziert, daB x ® 1 = 0 ® 1 = 0. Sei dazu
z=7) ! ;vi®\ € V® K gegeben. Dann gilt

T T

Z:Z(Vi@))\i)zz 1\)1®1 (Z)\1V1>®1

i=1 i=1
Die Aussage ist also gezeigt, und zugleich sehen wir, daf3 die obige Be-
schreibung der Inversen korrekt ist.

. Sei V ein K-Vektorraum. Die natiirliche Abbildung

P:VRK =V =P V:ixa Ar,..., A = (Arx, .. Anx)

ist ein Vektorraumisomorphismus.

Dies leiten wir aus der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes
her.

Wir betrachten dazu die bilineare Abbildung ¢’ : V x K* — V" .
(%, (A1, .., A0)Y) = (A%, ..., Anx). Sie induziert zunéchst einmal die obige
Abbildung .

Wir behaupten nun aber, dafl das Paar (V“, (p’) ebenfalls der universel-
len Eigenschaft des Tensorproduktes von V mit K" geniigt, und dann
sind V ® K™ und V™ isomorph, wobei die induzierte Abbildung 1\ dann
just dieser eindeutige Isomorphismus ist.

Sei nun dazu ¢@” : V x K* — U eine bilineare Abbildung. Dann definieren
wir eine Abbildung

P V= U (xg,...,%0) — @ (Z(xi,ei)> .

i=1

Da ¢” bilinear ist, ist 1\’ linear, und zudem folgt unmittelbar ¢@” ={’'o@’.

. Wir zeigen nun, daB i. a. nicht jedes Element ein reiner Tensor ist.

Angenommen, ¢; ® e, + e, ® e; € K? ® K? wire ein reiner Tensor. Dann
gibt es Vektoren x = Aje1 + Azez,y = Ajer + Aber € K2 mit

e1Rer+e;®er =AMAer®er+AMAjer ® ez + AAjer ® er + Ajer @ es.

Da (e;®e; | 1,j €{1,2}) eine Basis von K? ® K? ist, folgt durch Koeffizien-
tenvergleich

}\17\4 = 7\27\& =0 und 7\]7\2 = }\27\4 = 1,
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was aber nicht sein kann.
d. In Beispiel 2.3 haben wir gezeigt, dal} die Abbildung

K] x K[t] = K[x1,x2] : (f, g) — f(x1) - g(x2)

bilinear ist. Folglich existiert nach der universellen Eigenschaft des Ten-
sorproduktes genau eine lineare Abbildung

Kt] @k K[t] = K[x1,x2] : f ® g = f(x1) - g(x2).

Diese Abbildung ist in der Tat ein Isomorphismus!
Um das zu sehen, reicht es zu sehen, dal} eine Basis auf eine Basis ab-
gebildet wird. Aber (ti ® t | i,j € ]N) ist eine Basis von K[t] ® K[t] und
das Bild unter obiger Abbildung (xix} | i,j € IN) ist nach Aufgabe III.1.55
eine Basis von K[x1, x>].
Der Polynomring in zwei Verdnderlichen ist ein gutes Beispiel, um sich
das Tensorprodukt allgemein zu veranschaulichen!

e. Es sei V ein R Vektorraum. Da C ebenfalls ein R-Vektorraum ist, konnen
wir das Tensorprodukt

Ve =C®rV

bilden. V¢ heillt Komplexifizierung von V und wird mittels der Skalar-
multiplikation, die durch

A (pex) = (An) ®@x

filr A\, u € C und x € V definiert wird,? zu einem C-Vektorraum.

Die Komplexifizierung kann man sich sehr schon mit Hilfe von Basen
klar machen. Ist etwa B = (x; | j € ]) eine Basis von V als R-Vektorraum,
dann ist B¢ = (1 ® x; | j € J) eine Basis von V¢ als C-Vektorraum, insbe-
sondere 148t sich jedes Element x € C @ V eindeutig darstellen als

Y Niex) =Y Nex,

j€J S
mit \; € C, j € ]. Dies folgt unmittelbar daraus, dal (1 ® x;,i®x;|j € ])
eine Basis von C ®p V als R-Vektorraum ist.
Man beachte auch folgendes. Ist ] = {1,...,n}, so liefert die Basis B
zunichst einen Isomorphismus ¢g : V — R™ von R-Vektorrdumen, und
dieser induziert einen Isomorphismus

id@®(bB:V@=C®RV—>C®R]Rn:7\®Xj._))\®ej_

Nach Beispiel a. gilt aber C @z R™ = C™ als R-Vektorraume, so dafl wir
einen Isomorphismus

Ve = Ch: T x5 — e

5Wir iiberlassen es dem Leser, mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensorproduk-
tes zu zeigen, daf} diese Vorgabe auf den reinen Tensoren in der Tat zu einem Skalarprodukt
fithrt. — Man beachte auch, dall der Ausdruck p ® (Ax) nur fiir A € R Sinn macht!
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erhalten. Aber, dieser Isomorphismus ist a priori nur R-linear, dal er in
der Tat auch C-linear ist, ist noch zu zeigen - allerdings bedarf es dazu
nicht mehr als des Einsatzes der Definition der Skalarmultiplikation auf
Ve.

Lemma 2.20

Seien U,V und W K-Vektorrdume. Dann existieren eindeutig bestimmte

Isomorphismen:

a. VoW -——SWeV:x@y—yex

b. (VaW)aU — Vo(Wall) — VaWal : (xey)®z — x@(y®z) — x@y®z;
c. Veaw)oUu =S (Voal)e (Wel): (x,y)®z— (x®z,y®z);

d KQV -5 V:A®x— Ax.

Beweis: Dal} die Abbildungen existieren, eindeutig bestimmt sind und Iso-
morphismen sind, kann man leicht nachpriifen, indem man Basen der Vek-
torrdaume betrachtet.

Alternativ kann man jedoch auch ohne Basen nur mit der universellen Eigen-
schaft des Tensorproduktes arbeiten, was den Vorteil hat, daf} die Beweise im
Fall von Moduln iiber einem kommutativen Ring ebenfalls giiltig bleiben. Wir
wollen dies beispielhaft im Fall a. vorfithren und iiberlassen die tibrigen Félle
dem Leser als Ubungsaufgabe.

Da die Abbildung ¢’ : VW — W® YV : (x,y) — y ® x bilinear ist, gibt es
genau eine lineare Abbildung

P: VW -aWRVixQy—y®x.
Die Vertauschung der Rollen von V und W liefert eine lineare Abbildung

P WV VAW yx—x®Uy.

Wir wollen nun zeigen, dall {’ oV = idygw. Aber, wie wir im Beweis der
Eindeutigkeit des Tensorproduktes bereits explizit vorgefithrt haben, reicht
es dazu, daf3 )’ o\ auf den reinen Tensoren die Identitét ist, und das ist der
Fall. Analog gilt 1 o1’ = idwgy, so daB 1V ein Isomorphismus mit Inverser 1’
ist. [

Bemerkung 2.21
Wir bezeichnen mit L die Menge der K-Vektorraume.

a. Durch V ~ W, falls V = W fiir V, W € L, wird auf L eine Aquivalenzrela-
tion definiert.
Wir setzen nun £ = L/ ~ und definieren fir [V], (W] € L

Vie Wl:=[VeW]| und[V]I®[W]:=[V&W].

Dann folgt aus Lemma 2.20, dal3 (£,®) und (£, ®) kommutative Halb-
gruppen sind, mit neutralen Elementen [{0}] respektive [K].



2. MULTILINEARE ABBILDUNGEN UND DAS TENSORPRODUKT 343

b. Analog wird durch
(V,V) ~ (WW) & VeW =wa V/, fir (V,V'), (W,W) eLxL,

eine Aquivalenzrelation auf L x L definiert, und wir kénnen die Menge
R =L x L/ ~ betrachten.
Definieren wir nun fiir [(V,V')], [(W,W')] € R

(V)] & [WW)] = [(VeW,V &W)]
und
[(V,\ V)] @ [(WW)] = [(Vew)a (VeWw),(VeWw)a (V' aWw)],

dann folgt aus Lemma 2.20 — im Wesentlichen —, daf} (R, %, ®) ein kom-
mutativer Ring mit Eins 1z = [(K,0)] ist.
Die Abbildung

LoR:VI- [(V,0)]

ist dabei ein Homomorphismus von Halbgruppen beziiglich der beiden
Operationen ¢ und ®.

Man beachte, daf3 die Konstruktion von R der Konstruktion des Ringes
(Z,+,-) aus der Halbgruppe (IN, +) nachempfunden ist.

Zum Tensorprodukt von Vektorraumen gehort auch das Tensorprodukt von
linearen Abbildungen.

Proposition 2.22

Es seien V,V' V' W, W' W" K-Vektorrdume und f € Homg (V, V’), f' e
Homy (V',V”), g € Homy (W, W') und g’ € Homy (W', W").

a. Es gibt genau eine K-lineare Abbildung f @ g: VW — V' @ W' mit
(f®g)(x®@y) ="f(x)®g(y)
fiir alle x € Vundy € W.
b. Es gilt (f'of)® (g’cg) = (f'®g’) o (f®g) € Homy (Vo W, V" @ W”).
Beweis: a. Da die Abbildung ¢’ : VxW — V' @ W' : (x,y) — f(x) ® g(y)
bilinear ist, induziert sie eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
fRg: VoWV oW x@y— f(x)@g(y).

b. Die beiden linearen Abbildungen (f' o f) ® (g’ o g) und (f' ® g’) o (f ® g)
stimmen auf den reinen Tensoren iiberein. Da aber jedes Element in V ®
W eine Summe reiner Tensoren ist, sind die beiden Abbildungen gleich.

]
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Bemerkung 2.23

Wie schon erwéihnt, existiert das Tensorprodukt von Moduln iiber einem be-
liebigen kommutativen Ring mit Eins ebenfalls. Die Konstruktion unterschei-
det sich von der, die wir gegeben haben, da nicht jeder Modul eine Basis be-
sitzt. Es gilt aber per definitionem die universelle Eigenschaft und daher gel-
ten alle Eigenschaften, die man nur mit Hilfe der universellen Eigenschaft
beweist.

Insbesondere gelten Lemma 2.20 und Proposition 2.22. Zudem folgt mit einem
kurzen Blick in die Konstruktion im allgemeinen Fall, dafl auch Lemma 2.17
gilt - wobei a. und b. dort auch unabhéngig davon klar sind.

Der folgende wichtige Zusammenhang zwischen dem Tensorprodukt und dem
Dualraum gilt aber fiir Moduln, die keine Basis besitzen, nicht mehr.
Proposition 2.24

Sind V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, so existieren eindeutig
bestimmte Isomorphismen

ax: VW — (Ve W)*
mit der Eigenschaft, daf fiir f € V*, g€ W*, x e Vund y € W gilt

a(f®glx@y) =f(x) gly) = {f,x) - (g,),
sowie
B:V'"®W — Homy(V,W)
mit der Eigenschaft, daf3 fiir f € V*, x € Vundy € W gilt

B(f ®y)(x) =f(x) -y=(fx)-v.

Beweis: Sind f € V* = Homg(V,K) und g € W* = Homg (W, K) gegeben, dann
ist die Abbildung

@:VxW—=K:(xy)— f(x) gy)
bilinear, und mithin gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
VoW = K:x®y— f(x)-g(y),

die wir dann als «(f ® g) € Homg(V ® W, K) = (V @ W)* definieren.

Durch Anwenden der Eindeutigkeit sieht man unmittelbar, dafl « linear ist.
Es bleibt also zu zeigen, dal3 « bijektiv ist.

Seien dazu B = (xq,...,x,) sowie D = (yj,...,ym) Basen von V bzw. W. Dann
gibt es duale Basen B* = (xj,...,x}) und D* = (y3,...,y%) von V* bzw. W*,

und damitist 8= (x{ @y} [i=1,...,n,j =1,...,m) eine Basis von V* @ W*
und es reicht zu sehen, dal3 deren Bild eine Basis von (V ® W)* ist.

Daaber D = (x;®vy;|i=1,...,m,j =1,...,m) eine Basis von V ® W ist, ist
die duale Basis D* = ((x; ® x;)* [1=1,...,n,j = 1...,m) dadurch festgelegt,
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daB fiir xx ® y, mit der dualen Paarung gilt
(% @ %), Xk @ Y1) = dix - Oj1.
Nun gilt aber nach Definition fiir «(x; ® x}) gerade
<(X(Xi* ® X)), Xk ®UL> = (X} @ x}) (xi @ yu) = x§ (i) - X} (x1) = dixe - s
Also bildet « die Basis B auf die Basis D* ab und « ist ein Isomorphismus.

Wie im Falle von « sieht man mittels der universellen Eigenschaft des Ten-
sorproduktes V* ® W, dal} die Abbildung 3 definiert und linear ist. Es bleibt
wiederum zu zeigen, dal} 3 bijektiv ist.

Wir behalten die Bezeichnungen von oben bei. Dann bilden die Abbildungen
€ij :V—)W:xw—)éikyj, k:1,...,TL,
eine Basis £ = (5 |1 =1,...,n,j =1,...,m) von Homy(V,W).% Ferner wissen
wir,daB C = (x; ®y; | i =1,...,n,j = 1,...,m) eine Basis von V* ® W ist.
Nun gilt aber furie{1,...,nfundj €{1,..., m}
B(x; ®@y;) (xi) = (X}, xk) - U5 = i - U
fir alle k = 1,...,n. Mithin ist f(x} ® y;) = €y und damit ist das Bild der
Basis C unter 3 die Basis &£,  also ein Isomorphismus. O

Abschlie3end wollen wir noch einige Beispiele behandeln.

Beispiel 2.25 a. Es seien A € Mat (n’ x n,K) und B € Mat (m’ x m,K)
gegeben, und f = f5 : K* — K" sowie g = fg : K™ — K™ die assoziierten
linearen Abbildungen. Dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung

fg:K'oK™ = KY @K™ :x®y+— Ax @ By.

Wir identifizieren nun den n - m-dimensionalen K-Vektorraum K™ @ K™
mit dem Vektorraum K™ durch

K" K™ i) Knm . e ® €j F €(i-1)mitj

firi=1,...,nundj=1,... m.
Die Identifikation entspricht der Wahl einer Numerierung auf der Basis
von B=(eg®e |i=1,...,n,j =1,...,m) sowie der anschlieenden

Anwendung der Karte ¢ 5.

Analog identifizieren wir K™ ® K™ mit K™ mittels der Wahl einer Nu-
merierung auf B’ = (e;®@e; | i=1,...,n/,j=1,...,m/).

Wir wollen nun die Matrixdarstellung

ME, (f® g)

untersuchen.
6Wir wissen, daB3 die Karten ¢ und ¢p einen Isomorphismus zwischen Homy (V, W) und
Mat(n x m,K) induzieren und es gilt ¢p o €i5 0 b = Eij, wobei die Ei; die kanonische Basis
von Mat(n x m, K) bilden. Mithin bilden die €;; eine Basis von Homy (V, W).
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Dazu definieren wir fiir die Matrizen A und B das Tensorprodukt von A
und B durch
a1 B a1.B
A®B= € Mat (n'm’ x nm, K),
a1 B annB
und wir behaupten es gilt
ME (f® g) = A ®B.

Dazu betrachten wir f ® g angewandt auf e; ® e; € B. Es gilt

(f®g)lei® e;) = Ae; ® Bej = ZE; agiex @ Z{Z} byey

= Z akibljek X e
k=1,..., n’
1=1,..., m’
bpr
Z axibye—1ym 1.
k=1,..., n’
1=1,..., m/

Beachtet man nun noch, dafl ¢z(ei ® €;) = e(i_1)m4; ist, so folgt die Be-
hauptung, da dann der Eintrag in M&,(f ® g) zu e; ® e; gerade der Spal-

tenvektor

(a11byj, a1ibaj, - - ., Q1ibmrg, A2ib15, - oy Q21D+ ooy Qi - ey Qb))

ist.

Man beachte, dafl die Eintrage von A ® B gerade alle Produkte ay;by;
mitk=1,....n,i=1,...,n,1=1,...,m',j = 1,...,min der richtigen

Reihenfolge sind.
Als konkretes Beispiel betrachten wir A ® B fiir

A:12 12 3
01

o1 2
Damit erhalten wir

) € Mat(2,K) und B = ( > € Mat(2 x 3,K).

1232 46
1.B 2.B 01 2024
ASB = _ Mat(4 x 6.K).
@ <O~B1-B> 00 o1 2 3 | €Matl4xeK]
000012

. Wir wollen das Tensorprodukt zweier Matrizen nun benutzen, um kon-

kret ein Erzeugendensystem des Tensorproduktes zweier Unterrdume
von K™ bzw. K™ anzugeben, wenn diese selbst durch Erzeugendensyste-
me gegeben sind.

Dazu beachten wir zunéchst, daf} fiir lineare Abbildungen f: V — V' und
g:W— W gilt

Im(f ® g) = Im(f) ® Im(g).

Denn, sind (x; |i € I) und (y; | j € J]) zwei Basen von V bzw. W, dann sind
per definitionem (f(x;) | i € I) bzw. (g(y;) | j € J) Erzeugendensysteme
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von Im(f) und Im(g), und ferner ist B = (f(xi) ® g(y;) | i € L,j € J) ein
Erzeugendensystem von Im(f ® g). Zugleich ist B aber auch ein Erzeu-
gendensystem von Im(f) ® Im(g). Somit folgt die Behauptung.

Seien nun V C K™ und W C K™ zwei Unterrdume, die durch die Erzeu-
gendensysteme (x1,...,%xn) C K" bzw. (y1,...,ym) C K™ gegeben sind,
und seien A € Mat (n’ x n,K) und B € Mat (m’ x m, K) die Matrizen, de-
ren Spalten gerade die Vektoren der beiden Erzeugendensysteme sind,
dann ist

Im(fa) =SR(A)=V und Im(fg)=SR(B)=W.
Folglich ist
VoW =Im(fa) ® Im(fg) = Im(fa ® fg) = SR(A ® B),

d. h. die Spalten der Matrix A ® B bilden ein Erzeugendensystem von
V®W in KV,

In dem konkreten Beispiel in a. erzeugen sowohl die Spalten von A als
auch die von B ganz K?, und somit miissen die Spalten von A ® B ein
Erzeugendensystem von K* liefern, wie man unmittelbar sieht, da A @ B
bereits in ZSF vorliegt.

. In Singular kann man das Tensorprodukt von zwei Matrizen wie folgt
realisieren.

ring r=0,x,1p;

matrix A[2][2]=1,2,0,1;

matrix B[2][3]=1,2,3,0,1,2;

matrix C[nrows(A)][1];

matrix D[1] [nrows(B)];

matrix AB;
int i,j;
for (i=1;i<=ncols(A);i++)
{
for (j=1;j<=ncols(B);j++)
{
C=A[1..nrows(A),i];
D=B[1..nrows(B),j];
AB=concat (AB, transpose (ideal (C*D))) ;
}
}
AB=submat (AB,1. .nrows(AB),2..ncols(AB));
print (AB);
— 1,

b

3

2
0, 1
0, O,
0, O

-

3
» 2,
0
0

O~ O N
= NN
N W O

J 3
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AUFGABEN

Aufgabe 2.26

Es sei V ein K-Vektorraum und x,y € V. Zeige, genau dann gilt x @ y =y ® x,
wenn x und y linear abhéngig sind.

Aufgabe 2.27

Es seien Vq,...,V, K-Vektorraume und x;,y; € Vi, i=1,...,n, mit 0 # x; ®
... ®%Xn = Y1 ®...R®Yyn Dann gibt es Elemente Aq,..., A, € K mit A\ix; = y;,
i=1,...,n,und Ay ---A, = 1.

Aufgabe 2.28

Es seien V und W zwei K-Vektorraume, (xi,...,x,) C V linear unabhéngig
und (y1,...,Yn) CW, (21,...,2,) CWmit ) " xi®yi = > i ;% ®z;. Dann
gilt y; =z furallei=1,... n.

Aufgabe 2.29

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, F = (x; |1 € ) C Vund G = (y; | j €
J) C W zwei Familien von Vektoren und H = (x; ® y; |1 € I,j € ]). Zeige:

a. H ist linear unabhéngig in V ® W genau dann, wenn F und G linear
unabhéngig in V bzw. W sind.

b. H ist ein Erzeugendensystem von V ® W genau dann, wenn F und G
Erzeugendensysteme von V bzw. W sind.

c. H ist eine Basis von V ® W genau dann, wenn F und G Basen von V
bzw. W sind.

Aufgabe 2.30

Es seien V und W zwei K-Vektorrdaume und 0 # z € V®@ W. Ist r € N minimal,
so daf} es Vektoren x; € Vundy; e W,i=1,...,r,gibt mitz=} | ;x; ®yj, so
nennt man rang(z) = r den Rang des Tensors z.

Zeige, ist 0 #z = ) | ;% ®yi € V® W beliebig, dann sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

a. r = rang(z).

b. (x1,...,%,) und (y1,...,y,) sind linear unabhéangig in V bzw. W.
Aufgabe 2.31
Beweise die Aussagen in Lemma 2.20 mit Hilfe der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes.
Aufgabe 2.32
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, V ein R-Modul und ¢ : I —» V
eine Abbildung. Wir nennen (V, ¢) (oder auch nur V) frei vom Rang |I|, wenn
fir jedes andere Tupel (W, ¢’), mit W ein R-Modul und ¢’ : I — W eine
Abbildung, genau eine lineare Abbildung { : V — W existiert, so dall { o ¢ =
@', d. h., so dal} das folgende Diagramm kommutiert:

I ——— V.

s
v
¢’ L

w



3. AUSSERES PRODUKT UND AUSSERE ALGEBRA 349

Zeige:

a. (V, @) ist genau dann frei, wenn die Familie (x; | 1 € I), mit x; = ¢ (i) fur
i € 1, eine Basis von V ist.

b. Jeder Vektorraum tiiber einem Korper ist frei.

c. Gib ein Beispiel fiir einen Ring und einen Modul, der nicht frei ist.

Die obige universelle Eigenschaft beschreibt also genau das Faktum, daf} eine
lineare Abbildung auf einer Basis eindeutig vorgeschrieben werden kann!
Aufgabe 2.33

Es sei V ein R-Modul und U ein Untermodul. Man zeige, dafl der Quotien-
tenmodul V/U zusammen mit der Restklassenabbildung v : V — V/U der
folgenden universellen Eigenschaft gentigt:

Es sei W ein beliebiger R-Modul und f’ € Homg(V,W) mit
f'(U) = {0}, dann gibt es genau eine lineare Abbildung f €
Homg(V/U,W) mit " = f ov, d. h. so, da3 das folgende Dia-
gramm kommutiert:

v— sV
>\4 ¥ 7 Hf
w

Aufgabe 2.34
Seien U, V, W drei K-Vektorrdume. Dann gibt es genau einen Isomorphismus

Homy (U, V) @ W — Homg (U, VW) : foaw— (U= VeW:u— f(u) @w).

3. AuBeres Produkt und #uBere Algebra

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel bezeichne K stets einen beliebi-
gen Korper und R einen kommutativen Ring mit Eins.

Seien V und W zwei R-Moduln. Wir erinnern uns, dall wir in Definition 11.9.7
eine multilineare Abbildung

f:Vi=Vx.T. xV =W

alternierend genannt haben, wenn aus (x;,...,x,) € V" mit x; = x; fur ein
i # j folgt, daB f(x4,...,x,) = 0 ist. Man beachte, daf3 der Begriff alternierend
fiir eine multilineare Abbildung f nur Sinn macht, wenn alle Argumente von
f aus dem selben Vektorraum V stammen.

Ganz analog , wie durch das Tensorprodukt multilineare Abbildungen V; x
...xX V., = W eindeutig in lineare Abbildungen V;®...®V, — W transformiert
werden, soll jetzt ein dufleres Produkt V/\ .7. AV definiert werden, so daf3
alternierende multilineare Abbildungen Vx .7. xV — W eindeutig in lineare
Abbildungen VA .T. AV — W tiberfiihrt werden.
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Definition 3.1

Es sei V ein R-Modul und r > 1. Ein Paar (U, ¢) mit U ein R-Modul und
@ : V" — U eine alternierende multilineare Abbildung heif3t r-faches duferes
Produkt von V, wenn (U, @) der folgenden universellen Eigenschaft gentigt:

Fiir jedes weitere Paar (U’, ¢’) mit U’ ein R-Modul und ¢’ : V" — U’
eine alternierende multilineare Abbildung gilt, es existiert genau
eine lineare Abbildung { : U — U’ mit 1\ o ¢ = ¢’, d. h. so, da} das
folgende Diagramm kommutiert:

ve— L
A I
u/
Da nach dem folgenden Satz das r-fache dulBlere Produkt, so es existiert,
bis auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt ist, schreibt man A"V :=

VA .T. AV statt U und unterschlégt - um Notation zu sparen - fiir gewohnlich
die alternierende multilineare Abbildung ¢ ganz.

Ferner fithren wir fiir x,...,x, € V die folgende Notation ein
X1 A A X = QX Xy,
und nennen Elemente dieser Form reine Produkte oder zerlegbar.

Wir werden zunéchst wieder die Eindeutigkeit des dulleren Produktes zei-
gen, und seine Existenz dann aus der Existenz des Tensorproduktes herlei-
ten. Da wir die Existenz von Tensorprodukten nur fiir Vektorraume gezeigt
haben, werden wir uns dabei auch wieder auf den Fall von Vektorraumen be-
schranken, obwohl die Konstruktion im Falle von Moduln exakt gleich bleibt.
Satz 3.2

Es seien V ein R-Modul, v > 1 und (U, ¢) und (U, ¢') seien zwei r-fache du/flere
Produkte von V. Dann gibt es genau einen Isomorphismus { : U — U’ mit

Yo =9

Beweis: Aus der universellen Eigenschaft, der sowohl (U, ¢) als auch
(U’ , @’ ) gentigen, folgt, dal} es zwei eindeutig bestimmte Abbildungen { : U —
U und ¢’ : U — U gibt, die das folgende Diagramm zum kommutieren brin-
gen:

v —2 .
7\/

/
EIRUY ///
/
@’ /// BV

v

u’
Damit gilt aber auch

Yopoop=1yop =9 (72)
und

PYop'op =1hoe =20’ (73)
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Und aus der Eindeutigkeit folgt unmittelbar, daf3 nur 1\ als Kandidat fiir den
Isomorphismus in Frage kommt!

Betrachten wir nun die alternierende multilineare Abbildung ¢ : V" — U
selbst, so sagt die universelle Eigenschaft von (U, ¢), dal} es genau eine linea-
re Abbildung 7t : U — U gibt mit to ¢ = ¢. Offensichtlich ist idy, eine lineare
Abbildung, die diese Eigenschaft besitzt, und mithin gilt m = idy. Anderer-
seits gilt nach (72) aber, dal3 1’ 01 ebenfalls diese Eigenschaft hat, also

P o =m=idy.

Analog folgt aus (73) und der universellen Eigenschaft von (U’ , @’ ) , dal} auch
Pop' =m=idy .

Mithin ist { ein Isomorphismus mit 1’ als Inverser. ]

Vergleicht man den Beweis mit dem Beweis der Eindeutigkeit des Tensorpro-
duktes, Satz 2.5, so stellt man fest, daf} beide Beweise fast wortlich identisch
sind.

Kommen wir nun also zum Beweis der Existenz des dulleren Produktes im
Falle von K-Vektorraumen. Dazu fiihren wir zunéchst noch eine neue Notati-
on ein.

Definition 3.3

Es sei V ein K-Vektorraum und r € N. Dann definieren wir T°(V) = K und
rekursiv T"(V) =T (V)® V.

Damit gilt fir r > 1 dann wegen der Assoziativitidt des Tensorproduktes
T(V) =V .T.eW
Ferner setzen wir V, = {0} C K und definieren fiir jedes r > 1 einen Unterraum
Vi= (1 ®...0% [ x¢ e VVi=1,...,131#j 1 x=x3)x C T'(V).

Satz 3.4
Es sei V ein K-Vektorraum und r > 1. Setzen wir \'V :=T"(V)/V, und

(p:Vr—>/\TV:(x1,...,xr)r—>x1/\.../\xr::x1®...®xr(modVr),

dann ist das Paar ( A"V, (p) ein v-faches dufleres Produkt von V.

Beweis: Wir beachten zunéchst, dafl die Abbildung ¢ = vo¢ die Komposition
der zum Tensorprodukt gehorenden multilinearen Abbildung ¢ : V' — T7(V)
mit der linearen Restklassenabbildung v : T"(V) — T"(V)/V, ist. Damit ist
¢ insbesondere multilinear. Sind nun x;,...,x, € V mit x; = x; fiir ein i # j,
dann gilt zudem, dal x;®...®x, € V,, und mithin, @(x1,...,x;) =0.D. h. @ ist
auch alternierend. Es bleibt also, die universelle Eigenschaft zu uberpriifen.

Sei dazu @’ : V" — U’ eine alternierende multilineare Abbildung. Die uni-
verselle Eigenschaft des Tensorproduktes liefert, dal3 es genau eine lineare
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Abbildung V' : T"(V) — U’ gibt mit ' o ¢ = ¢’, d. h. so, da} folgendes Dia-
gramm kommutiert

vi— v,

h NgEIR
u/
Da ¢’ alternierend ist, ist P’(V,) = 0, und das bedeutet nach Aufgabe 2.33,
dafBl U’ in eindeutiger Weise durch T"(V)/V, faktorisiert, d. h. es gibt genau

eine Abbildung ¥ : T"(V)/V, — U/, so daBB ' = o, d. h. so, daf} das folgende
Diagramm kommutiert:

(V) —————— T"(V)/ V..
N N /3111)
u/
Aber dannist{ : T"(V)/V, = A"V — U eine Abbildung mit o =Ppovod =
Podp =0
Es bleibt noch zu zeigen, daf3 { eindeutig ist mit dieser Eigenschaft. Sei also

V" T(V)/ V.= A"V — W eine zweite Abbildung mit " o ¢ = ¢’. Setzen wir
V" :=¢P"ov:T"(V) — U/, dann gilt

b op =" ovod=1"0p =g/

also folgt mit der oben angegebenen Eindeutigkeit von 1)’ beim Tensorpro-
dukt, dafl 1" =1p’. Aber dann gilt )’ =" ov und aus der ebenfalls oben an-
gefithrten Eindeutigkeit von { beim Quotientenraum folgt, daB " =19. O

Lemma 3.5
Es sei V ein K-Vektorraum, dann gelten fiir x,x’,y,y’,x1,...,x: € Vund A € K
die folgenden Rechenregeln:

a. xA(y+y') =xAy+xAy’und (x +x') Ay=xAy+x'Av.
b. A(x Ay) = (Ax) Ay = x A\ (Ay).
Insbesondere gilt 0 Ay =x/\0 =0.
c. xAy=—yAx.
d. X i ALCAXALAGA LA =X A LA A LA A LA X

Beweis: a. und b. folgen wieder daraus, daf3 ¢ multilinear ist.

Seien x,y € V, dann gilt mit a., da ¢ alternierend ist
O=(x+y)A(x+y)=xAx+xAy+yAx+yAy=xAy+yAx.
Aber daraus folgt c., und d. folgt analog. n

Lemma 3.6
Es seien U, V,W K-Vektorraume, f € Homg(V,W), g € Homg(W, U) und r > 1.
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a. Es gibt genau eine lineare Abbildung
NNV AN Wi A Axe e flx) A Af(x).
b. Es gilt

/\(QOf):/\ 90/\ f:/\ V—>/\ U.
Beweis: a. Nach der Verallgemeinerung von Proposition 2.22 gibt es ge-
nau eine Abbildung T7(f) : T"(V) — T (W) mit T"(f)(x1 ® ... ® X;) —
f(x1) ® ... ® f(x,). Dabei gilt offenbar T"(f)(V,) € W.,. Aber dann sagt

die universelle Eigenschaft des Quotientenraumes aus Aufgabe 2.33, daf
T7(f) in eindeutiger Weise eine Abbildung

NNV A WiaALAx s fxa) AL Af(x)

induziert. Wir tiberlassen es dem Leser, sich mit dem detaillierten Nach-
weis der Eindeutigkeit herumzuplagen.

b. Ebenfalls nach Proposition 2.22 gilt T"(g o f) = T"(g) o T"(f), und da die
Quotientenbildung ebenfalls mit der Komposition vertraglich ist, folgt
somit die Behauptung.

]

Proposition 3.7
Sei (x1,...,%xn) eine Basis des K-Vektorraumes V. Dann gilt:

a. \'"V ={0} fiir alle r > n.
b. (xi; A...Axi, |1 <1 <...<1i,<n)isteine Basisvon \'V fiir1 <r <n.
Insbesondere gilt in diesem Fall: dimgx (\"V) = (7).
Beweis: Wir beweisen zunichst die Aussage in b.
Da (xi, ®...®x;, |1 <1 <n,j=1,...,7) eine Basis von T"(V) ist, ist
B :=(xy A\...Ax, [ T<{<n,j=1,...,7)

ein Erzeugendensystem von /" V. Bedenkt man nun noch, daB die Produkte,
bei denen ein Faktor mehrfach vorkommt, Null sind, und dafl3 die Vertau-
schung der Reihenfolge von Faktoren nur das Vorzeichen dndert, dann haben
wir in der Tat bereits

B:i=(xiy A...Ax, [T<{1 <. <1, <n)
ist ein Erzeugendensystem von A\ V.
Insbesondere gilt, dimk (A"V) < () = N.
Es bleibt zu zeigen, daf} B linear unabhéngig ist.

Sei dazu D = (e, .1, | 1 < 1y < ... < i, < n) eine Basis von K". Unser
nichstes Ziel ist es, eine alternierende multilineare Abbildung « : V™ — KN
zu konstruieren.
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Seidazuy = (y1,...,y:) € V" gegeben mit folgenden Darstellungen beziiglich
der Basis (x1,...,%,) von V:

n
yi:E ayXi, i:1,...,T.
j=1

Wir setzen dann A = (ay;) € Mat(r x n, K), d. h., wir schreiben die Koeffizien-
ten der Koordinatendarstellung der y; als Zeilen in die Matrix A.

Fiir einen Multiindex (ji,...,j,) mit1 <j; <...<j, < n sei
AG1y - yir) :det(aijl i,1=1,...,1)

der maximale Minor der Spalten j;,...,j, von A. Von diesen Minoren gibt es
exakt (") Stiick - beachte, r < n. Wir definieren nun

VKN (yr oy e Y Al ey
1<y <..<ir<n
Da die Determinante multilinear und alternierend beziiglich der Zeilen
einer Matrix ist, ist « eine alternierende multilineare Abbildung mit
(X, ooy X)) = €44,
Aus der universellen Eigenschaft des dulleren Produktes folgt somit die Exi-
stenz einer linearen Abbildung

T
N.
/\ V- K P Xy /\---/\Xir = e . 4.~

Da D eine Basis von KW ist, ist diese Abbildung mithin surjektiv und somit
folgt dimy (A"V) > N = (7).
Insgesamt erhalten wir dimg (/\"V) =N = ("), und insbesondere, daf3 B eine
Basis ist. Damit ist Teil b. bewiesen.

Fir r > n sind in xj, A ... Ax;,, 1 <j; <n, mindestens zwei Faktoren gleich,
also ist das Produkt Null, und es folgt Teil a., da auch in diesem Fall B’ ein
Erzeugendensystem von A"V ist. ]

Aus dem Beweis leiten wir das folgende Korollar her.

Korollar 3.8

Sei (e; | i = 1,...,n) die kanonische Basis des K™ und sei (e, i, | 1 < 11 <
... <1, <n)eine Basis von \'K". Seien ferner Vektoren yi, ...,y € V gegeben
mit y; = Z]T; aijej, ayy € K, und seien die v x r-Minoren A(j1,...,j) der Koef-

fizientenmatrix A = (ay;) € Mat(r x n,K) wie im Beweis von Proposition 3.7
definiert.

Dann gilt: y1 /\ ... Ny, = > Ay, ..., n)eq -

1<y <..<ir<n

Insbesondere gilt fiir r =n, A" K" =Ke;_, =Kundy,...,y, € K"

Yy A\... ANy, =det(A) =det(y1,...,yn).
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Dieses Korollar gibt eine schéne Interpretation des duBlern Produktes. AuBere
Produkte spielen in der Analysis, insbesondere bei der Integration auf Man-
nigfaltigkeiten eine wichtige Rolle.

AUFGABEN
Aufgabe 3.9
Es sei V ein K-Vektorraum und r > 1. Zeige:

U=x1®...0x: [ x; €VVi=T1,... 15 3T <i<r—1:% =Xi).

Aufgabe 3.10
Es sei V ein K-Vektorraum und (xq,...,x,) eine Familie von Vektoren in V.
Zeige, die folgenden beiden Aussagen sind gleichwertig:

a. (xq,...,x,) ist linear unabhéangig in V.
b. x; A...Ax, #0.
Aufgabe 3.11

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V mit Basis
(x1,...,%:). Zeige, es gilt

U={xeVI|[xAx3A...Ax, =0}

Aufgabe 3.12

Es sei V ein K-Vektorraum und U, W C V zwei Unterrdume von V mit Basen
(x1,...,%) bzw. (y1,...,y). Zeige, genau dann ist U = W, wenn (x; A ... A
Xrk = (U1 A A Yk

Aufgabe 3.13

Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n < co. Zeige, jedes Element von
A" 'V ist zerlegbar.

Aufgabe 3.14

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, A € K und f € Homg(V, W). Zeige:

a. /\r(ld\/) = ld./\r V&
b. \"(Af) = AT A"

Aufgabe 3.15
Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, r > 1 und f € Homg(V, W). Zeige:

a. Ist f injektiv, so ist A" f injektiv.”
b. Ist f surjektiv, so ist A" f surjektiv.
c. Ist f bijektiv, so ist A" f bijektiv.

Aufgabe 3.16
Ist V ein K-Vektorraum mit dimg(V) = n < co und f € Endg(V). Zeige:

det(f) = Spur (/\n f) .

"Dies gilt bei Moduln i. a. nicht mehr!
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Aufgabe 3.17
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und r > 1. Zeige, es gibt

*

einen kanonischen Isomorphismus A" (V*) — (A"V)



ANHANG A

Klausuren zur Linearen Algebra I & 11

FB Mathematik Wintersemester 1999/2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

1. Klausur in Linearer Algebra I

Klausurtermin: Samstag, 18. Dezember 1999, 09:00-12:00 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blattern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Alle nicht offensichtlichen Beweis-/Rechenschritte sind zu begriinden (und
ggf. durch ein Zitat zu belegen).

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: In einem StralBlen-Netzwerk gibt es Strallen und Kreuzun-
gen. Wir nehmen an, dalB3 der totale Verkehrsflufl (gemessen in Fahr-
zeuge pro Stunde F/h) in eine Kreuzung hinein gleich dem totalen Ver-
kehrsflull aus der Kreuzung hinaus ist. In dem unten gegebenen Kreis-
verkehr stehen die Zahlen und Variablen fiir den gemessenen bzw. zu
bestimmenden VerkehrsfluB3.

300 F/h %2 200 F/h
(3)
X3 X1
400 F/h X4 300 F/h

Stelle ein lineares Gleichungssystem auf, welches das Netzwerk be-
schreibt, und bestimme die Losungsmenge. Wie ist die durchschnittliche
Verteilung des Verkehrs in den verschiedenen Abschnitten des Kreisver-

kehrs fiir x4 = 500?
357
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Aufgabe 2: Bestimme die Losungsmenge des folgenden Gleichungssy-
stems iber R in Abhingigkeit vom Parameter t € R, und gib in dem Fall,
da die Losung nicht eindeutig ist, eine Parametrisierung der Losungs-
menge an:
X + y + z = 1
ty + z 1
tx + ty + z = 14+t

Aufgabe 3: Uberpriife die folgende Abbildung auf Injektivitit, Surjek-
tivitdt und Bijektivitat:

X
fRR-R*: |y |~ Xtz .
, 2x+z

Aufgabe 4: Seien M, N nicht-leere Mengen, f : M — N eine Abbildung.
Beweise, f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle XY € P(M) mit M =
XUYgilt f(X)Uf(Y) =N.

Aufgabe 5: Es sei (H,-) eine Halbgruppe, und fiir alle g, h, k € H gelte:
h-g=%k-g = h=k. Zeige, ist H endlich, so ist (H, -) eine Gruppe.

Aufgabe 6: Es sei (G, ) eine Gruppe.
a. Fiir g,h € G definiere g~h:& he {g,g7'}.
Zeige, ~ ist eine Aquivalenzrelation auf G mit Aquivalenzklasse
lg] ={g,9 7"} fiir g € G.
b. Zeige, ist G endlich und gilt 2 } |G|, so gibt es mindestens ein e # g €
G mit g? = e.

Aufgabe 7: Es sei (G,-) eine Gruppe. Fiir ¢ € G bezeichne iy den
zu g gehorenden inneren Automorphismus aus Beispiel 1.3.7 (4) der
Vorlesung (d. h. i, : G — G : x — g - x - g). Zeige, die Abbildung
@ :G — 3(G): g iy ist ein Gruppenhomomorphismus.

Aufgabe 8: Es seien n,k,1 € N\ {0}, und © = (a;---ax) € 3, sei ein
k-Zyklus, 0 = (by---b) € $,, ein l-Zyklus. Zeige, genau dann gibt es eine
Permutation ( € $,, mit ( 'omo (=0, wenn k = L.

Hinweis: Ist k = 1, so kann man ( konkret hinschreiben! Fiir die andere Richtung

betrachte man ¢! und 7'.

(5)

(4)

4)

(4)

(4)

(6)

4)

(7)
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Aufgabe 9: Schreibe eine Singular-Prozedur euler, die eine Variable x

vom Typ number und eine ganze Zahl n einliest und fiir n< 0 den Wert —1,
ansonsten den Wert > ;' % ausgibt. Die Prozedur soll einen Example- (7)
Teil mit zwei Beispielen enthalten, bei denen x eine reelle Zahl ist.

Hinweis: Es kann u. U. von Nutzen sein, den zugrunde liegenden Algorithmus in Wor-

ten anzugeben oder die Prozedur mit Kommentaren zu versehen.
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FB Mathematik Wintersemester 1999/2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

2. Klausur in Linearer Algebra I

Klausurtermin: Samstag, 26. Februar 2000, 09:00-12:00 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blattern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Alle nicht offensichtlichen Beweis-/Rechenschritte sind zu begriinden (und
ggf. durch ein Zitat zu belegen).

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: Es seien B = ((1,1,1)%,(1,1,0)%,(1,0,—1)") und B’ =

((2,1)4(1,1)Y). E bzw. E’ seien die kanonischen Basen des R* bzw. des

R?. Ferner sei f € Homg (R*, R?) gegeben durch f((x,y,z)") = (x —y +

z,2x +y)t.
a. Zeige, B und B’ sind Basen des R? bzw. des R*. ()
b. Bestimme ME, (f). (1)
c. Bestimme M, (f) sowie die Transformationsmatrizen T? und T;, (4

mit TE, - ME, (f) - TE = ME, ().

Aufgabe 2: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f €
Endy(V). Zeige, dall dann die folgenden Aussagen gleichwertig sind:
a. V= Ker(f) ® Im(f), (6)
b. V = Ker(f) + Im(f),
c. Ker(f) N Im(f) = {0}.
d. Ker(f?) = Ker(f).

Aufgabe 3: Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum, U, U’ C V Unterrdume mit V =U o U". (4)
Zeige, ist (uy,...,u) eine Basis von U, soist (u; + U/,...,u, + U’) eine
Basis von V/U'.
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Aufgabe 4: Seien U;, U, C V Unterraume des K-Vektorraumes V. (4)
Zeige: Uz/(lh N Uz) = (U1 + uz)/U]

Aufgabe 5: Es seien a,b € Z. Eine Zahl k € Z heil3t kleinstes gemein-
sames Vielfaches von a und b (kurz kgV(a, b)), wenn gilt:
() a|kund b |k und @)
(i1) fur allek’ € Zmit a | k' und b | k’ gilt k | k'.
Zeige, k € 7 ist genau dann ein kgV(a, b), wenn kZ = aZ N bZ.

Aufgabe 6: Ein Ring (R, +, ) heil3t nullteilerfrei, falls gilt: vV x,y € R mit
x-y=0gilt x =0odery =0. (4)
Zeige, ein endlicher, nullteilerfreier Ring mit 1 # 0 ist ein Schiefkorper

(d. h. R* =R\ {0}).

Aufgabe 7: Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f €
Endy (V) mit ! #£ 0, aber f™ = 0.
a. Zeige, es gibt ein x € V, so daB8 B = (x,f(x),...,f"'(x)) eine Basis
von V ist. (6)
b. Stelle ME(f) auf.Matrixdarstellung 1)

Anmerkung: Man nennt einen Vektor x wie in a. auch einen zyklischen Vektor von V.

Aufgabe 8: Es sei K ein Korper mit char(K) # 2, und n € IN sei unge-
rade. Ferner sei A € Mat(n x n,K) mit At = —A.
Zeige, A ist nicht invertierbar.

(4)

Aufgabe 9: Schreibe eine rekursive Singular-Prozedur determinante,

die eine Matrix A einliest und, falls A quadratisch ist, die Determinan-

te von A mittels des Laplace’schen Entwicklungssatzes berechnet und (8)
ausgibt. Ist die Matrix nicht quadratisch, soll eine Fehlermeldung aus-
gegeben werden.

Anmerkung: Ein Example-Teil ist nicht erforderlich, aber die Prozedur sollte kommentiert sein!
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FB Mathematik Wintersemester 1999/2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

Nachklausur in Linearer Algebra I

Klausurtermin: Samstag, 01. April 2000, 09:30-12:30 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blittern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Alle nicht offensichtlichen Beweis-/Rechenschritte sind zu begriinden (und
ggf. durch ein Zitat zu belegen).

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: EsseiB = ((1,1,1)',(1,—1,1)%,(1,1,—1)") eine Familie von
Vektoren im R3, und E bezeichne die kanonische Basis des R3.

a. Zeige, B ist eine Basis. (1)
b. Fiir k € R sei f,, € Homg (R*, R?) gegeben durch

110
Mp(fi) =111 k (3)
01 k
Bestimme det (fy). 1
c. Zeige, fy ist genau dann ein Isomorphismus, wenn k # 0. 1)
Aufgabe 2: Uberpriife die folgenden Abbildungen auf Surjektivitit,
Injektivitat und Bijektivitat.
a. f:R2—- R?: (x,y)lt— (x+vy,x—v)t, (2)
b.g:7Z — 7Z:z+— —2z+5. (2)

12345 67
24517 36
gung von 7' an und berechne das Signum sgn(m).

Aufgabe 3: Sei = ) € %;. Gib die Zyklenzerle- (2)

Aufgabe 4: Es sei (G,:) eine Gruppe und « : G — G : g — g°. Zeige, (4)
genau dann ist G abelsch, wenn « ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 5: Sei K ein Korper. Setze Sl,,(K) :={A € Gl,(K) | det(A) =1}.
Zeige, Sl (K) ist ein Normalteiler der Gruppe (Gln(K), o).
Anmerkung: Bei geschicktem Vorgehen ist der Beweis ein Dreizeiler. — Sl,, (K) heifit spezielle

lineare Gruppe.

Aufgabe 6: Es seien R und S zwei Ringe mit Eins, « : R — S ein Ring-
epimorphismus und I C R ein Ideal in R. Zeige, x(I) ist ein Ideal in S.

Hinweis: Wie zeigt man geschickt, dafl x(I) ein Untermodul des S-Moduls S - also ein Ideal - ist?

Aufgabe 7: Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg(V) = n < oco. Ein
echter Unterraum U ;Cé V heil3t maximal, falls fiir alle Unterraume U’
mit UG U C Vgilt: U = V. Zeige:
a. Ein Unterraum U ist genau dann maximal, wenn dimg(U) =n — 1.
b. Fiir maximale Unterrdume Uy, ..., U, gilt dimg (UsN---NU,) > n—r.

Aufgabe 8: Sei V ein K-Vektorraum und f € Endg(V) mit f? = 1.
a. Zeige, V = Im(f) @ Ker(f).
b. Zeige, ist dimg(V) < oo und r = rang(f), so gibt es eine Basis B von

V mit

Anmerkung: f* = f bedeutet f(f(v)) = f(v) fiir allev € V. Man nennt f dann auch eine Projektion.

Aufgabe 9: Schreibe eine Singular-Prozedur minimum, die zwei ganze

Zahlen a und b einliest und ihr Minimum zurtick gibt.

Anmerkung: Ein Example-Teil ist nicht erforderlich!
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4)

(6)
4)

(6)

4)

(3)



364 A. KLAUSUREN ZUR LINEAREN ALGEBRA I & II

FB Mathematik Sommersemester 2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

1. Klausur in Linearer Algebra II

Klausurtermin: Samstag, 27. Mai 2000, 10:00-13:00 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blattern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: Man zeige, die folgende Matrix A € Mat(3, R) ist diagona-
lisierbar und bestimme eine Transformationsmatrix T € Gl3(R), so daf3

T~' o A o T Diagonalgestalt hat: (5)
2 —1 1
A=| —1 2 1
0O 0 3

Aufgabe 2: Es sei K ein Korper mit char(K) # 2, V ein n-dimensionaler

K-Vektorraum mit Basis B = (x4,...,x,), n > 3, und U = (x3,...,%Xy).
Ferner sei f € Endg(V) mit f(U) C U und f(xq) = f(x2) = x1 + x2. Zeige:
a. X, = t(t—2)x,,- (2)
b. f ist genau dann trigonalisierbar, wenn fy, trigonalisierbar ist. (1)
c. Sind 0 und 2 = 2 1¢ keine Eigenwerte von fy;, so ist ps = t(t —2)pg,. ()
d. Genau dann ist f diagonalisierbar, wenn f, diagonalisierbar ist. (2)
e. Welche der Aussagen wird falsch, wenn char(K) = 2? Weshalb? 2)

Aufgabe 3: Essei V = (1,t,t%,t3) C R[t] der R-Vektorraum der Poly-
nome vom Grad kleiner gleich drei, und 0 # A € R. Durch
fa:VoVip—=p(t+A)—A-D(p) 5)

wird ein Endomorphismus auf V definiert (das braucht nicht gezeigt zu
werden). (Hier ist D(p) die formale Ableitung von p.)

Bestimme das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom von
f) sowie eine Matrixdarstellung von f, in Jordanscher Normalform.
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Aufgabe 4: Es sei K ein Korper und A = (ay;) € Mat(4,K) eine obere
Dreiecksmatrix mit a;; = a; # azz = ag.
Zeige, A ist genau dann diagonalisierbar, wenn a;; = az4 = 0.

Aufgabe 5: Es sei K ein Kérper mit char(K) = 0 und K sei ein algebra-
isch abgeschlossener Oberkorper von K. Zeige:

a. Ist p € K[t] mit deg(p) > 1, so gilt deg (D(p)) = deg(p) — 1.

b. Ist p € K[t] irreduzibel, so hat p in K keine mehrfache Nullstelle.

Aufgabe 6: Es sei K ein Korper, A, € Kmit u &€ {nA | n € IN}. Ferner
sei V ein K-Vektorraum und f,g € Endg(V) so,daB gof —fog=—Aidy
und daf3 u ein Eigenwert von g o f ist.

Zeige, dann ist auch © —n - A Eigenwert von g o f fiir alle n € IN.

Was bedeutet dies fiir die Dimension von V, falls A £ 0?

Hinweis: Man fithre Induktion iiber n.

Aufgabe 7: Sei V ein R-Vektorraum, dimp (V) =2 und f € Endg (V).
Zeige, hat f? einen negativen Eigenwert A, so hat f keinen Eigenwert.

Aufgabe 8: Schreibe eine Singular-Prozedur diagonal, die eine Matrix
A € Mat(n, Q) einliest, und feststellt, ob A iiber C diagonalisierbar ist.
Falls ja, soll 1 ausgegeben werden, sonst 0.

Hinweise: Die in den Ubungen erstellten Prozeduren diirfen verwendet werden. Fiir ein Polynom

p € Q[x] liefert diff (p,x) die formale Ableitung von p.
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FB Mathematik Sommersemester 2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

2. Klausur in Linearer Algebra II

Klausurtermin: Samstag, 08. Juli 2000, 10:00-13:00 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blittern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Alle nicht offensichtlichen Beweis-/Rechenschritte sind zu begriinden (und
ggf. durch ein Zitat zu belegen).

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: Bestimme eine orthogonale Matrix T € O(3), die die fol-

gende symmetrische Matrix A € Mat(3, R) diagonalisiert:
4 -2 0 (6)
A= -2 3 2
0 22

Aufgabe 2: Es sei (V,(,)) ein euklidischer oder unitérer Raum und

|- || bezeichne die durch das Skalarprodukt definierte Norm auf V. Zeige,

daB fiur x,y € V stets gilt:
a. x+yllP+llx —yll> = 2(IxI* +[lyl?)  (“Parallelogrammgleichung”) (1)
b. Aus x Ly folgt |[x/|* + |lyll* = Ix + yll>. (“Satz des Pythagoras”) (q)

Aufgabe 3: Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und

U;, U; C V seien zwei Unterrdume von V. Zeige:
a. (U +Uy)° = usg nus. (2)
b. (U;NUy)° = uy + us. 3)
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Aufgabe 4: Es sei V = Mat(n, R). Wir definieren
(,):VxV—=R: (A B)+— Spur (A*oB).

a. Zeige, (-,-) ist ein Skalarprodukt auf V.

b. Setze U:={A ¢ V|A'=Alund W = {A € V| At = —A}. Zeige,
V=U_LlW.

c. Im Fall n = 2 zeige man, da B = ((g) 3),(39),(¢ 5)) eine Basis von
U ist und bestimme eine Orthonormalbasis von U bez. (-, ).

Aufgabe 5: Es sei V ein endlich-dimensionaler unitéarer Raum und f €
End¢(V) so, daB3 es ein m € N gibt mit f™ = id,. Zeige, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

a. f ist unitar.

b. f ist normal.

c. Fur Eigenwerte A # p von f gilt Eig(f,A) L Eig(f, u).

Aufgabe 6: Es seiV # 0 ein endlich-dimensionaler unitarer Raum und
f € End¢(V). Zeige, die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
a. f* =—f.
b. Fiir alle x € V gilt: (f(x),x) € iR.
c. Es gibt eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren und der
Realteil aller Eigenwerte ist Null.

Hinweis: Im Tutorium wurde gezeigt, daB fiir g € Endc(V) aus (g(x),x) = 0 fiir alle x € V folgt,

daf} g = 0 gilt. Diese Aussage darf verwendet werden.

Aufgabe 7: Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K-
Vektorraume und f € Endg(V) sowie g € Endg(W) zwei Endomorphis-
men. Zeige, Spur(f ® g) = Spur(f) - Spur(g).

Aufgabe 8: Schreibe eine Singular-Prozedur positiv_definit, die eine
Matrix A € Mat(n, Q) einliest und, falls A positiv definit ist, den Wert 1
zuriick gibt, sonst den Wert 0.
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FB Mathematik Sommersemester 2000
Prof. Dr. Gert—Martin Greuel Thomas Keilen

Nachklausur zur Linearen Algebra II

Klausurtermin: Samstag, 21. Oktober 2000, 10:00-13:00 Uhr

Hinweise: Die Klausuraufgaben sind jeweils auf getrennten Blittern zu bear-
beiten. Nie zwei Aufgaben auf dem gleichen Blatt losen!!!

Alle nicht offensichtlichen Beweis-/Rechenschritte sind zu begriinden (und
ggf. durch ein Zitat zu belegen).

Die Zahlen in Klammern am rechten Seitenrand geben die Punktzahlen an,
die durch Losen der jeweiligen Aufgabe erreichbar sind. Insgesamt sind es 48
Punkte.

Jedes Blatt ist am oberen Rand der Vorderseite wie folgt zu beschriften:

eigener Name Aufgabennummer Name des Ubungsgruppenleiters

Aufgabe 1: Bestimme die Jordansche Normalform der folgenden Ma-
trix A € Mat(3, Q) und gib eine Transformationsmatrix T € Gl3(Q) an,

die sie in Jordansche Normalform tiberfithrt; (3)
2 1 0
A= 0 1 1

-1 -1 0

Aufgabe 2: Bestimme eine Basis des orthogonalen Komplementes von
u = ((1,0,1)5(1,2,1)") in R? beziiglich des kanonischen Skalarproduk-
tes.

(3)

Aufgabe 3: Es sei A € Mat(5,Q) eine Matrix mit A®> —4A% +4A =0 (4)
und rang(A) = 4. Bestimme das charakteristische Polynom von A.

Aufgabe 4: Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, U C V
ein Unterraum mit Basis (x1,...,x,) und x € V. Zeige, es gilt x € U genau
dann, wenn x; A ... Ax, Ax =0.

(4)
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Aufgabe 5: Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitérer Raum und f, g € Endk (V) seien normal. Zeige die Aquivalenz
der folgenden Aussagen:

a. fog=0.

b. gof =0.

c. Im(f) L Im(g).

Aufgabe 6: Zeige, ist A € Mat(n,R) eine symmetrische Matrix mit
x'*Ax > 0 fir alle x € R™, dann gibt es eine Matrix B € Mat(n, R) mit
B2 =A.

Aufgabe 7: Essein > 1. Fiir ay,...,a, € R definieren wir
a 1 0 ... O
1 a 1 :
Ala,...,an) = o 1 . . 0 € Mat(n, R).
: . an_1 |1
o ... 0 1 an
Zeige, A(aq,...,a,) ist genau dann positiv definit, wenn a; > 0, a, > a%

det(A(m ..... aj—Z])
det(A(m ..... aj_1 ])

und a; > fir3 <j<n.

Aufgabe 8: Es sei V # 0 ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und
f € Endx (V). Zeige, genau dann ist x, irreduzibel, wenn V nur die trivia-
len f-invarianten Unterrdume {0} und V besitzt.

Hinweis: Fiir die Riickrichtung betrachte man zunéchst einen normierten Primteiler p von x,

und zeige p = p¢. p fihrt dann zu einem hilfreichen zyklischen Unterraum von V.

Aufgabe 9: Es sei K ein Korper und es seien A € Mat(n,K) und B €
Mat(m, K) zwei Matrizen. Zeige:

a. det(A ® 1,,) = det(A)™.

b. det(A ® B) = det(A)™ - det(B)™.

ARLm_1 0

Hinweise: In a. zeige man zunéichst, dal det(A ® 1,,) = det ( 5 \ > Zum Beweis

von b. kann man a. verwenden.
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Die vorliegende Kurzeinfiihrung in das Computeralgebrasystem SINGULAR
erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstandigkeit. Ziel ist es, die Teilnehmer der
Ubungen zu den Vorlesungen Lineare Algebra und Einfiihrung in die Compu-
teralgebra schrittweise mit den notwendigen Begriffen und Befehlen vertraut
zu machen, die notwendig sind, das Programm im Rahmen der Ubungen ein-
zusetzen. Dies bedingt insbesondere, dafl der Einfithrung eine strikte Syste-
matik fehlt. Wir verweisen deshalb fiir eine systematische und vollstandige
Dokumentation von SINGULAR auf das Handbuch [GPS03].

Zwei Grinde haben uns bewogen, SINGULAR auch in der Linearen Algebra
zur Losung kleinerer Probleme einzusetzen: zum einen ist das Programm
SINGULAR kostenlos und fiir alle gdngigen Computerplattformen erhéltlich,
zum anderen ist die Programmiersprache von SINGULAR der Sprache C an-
gelehnt, was im weiteren Verlauf des Studiums von Vorteil sein mag. Wer das
Programm SINGULAR auf dem eigenen Rechner installieren mochte, findet
die Sourcen sowie Installationshinweise tiber die Singular Home Page:

http://www.singular.uni-kl.de/
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1. Erste Schritte

1.1. Notationen. In der vorliegenden Einfiihrung wollen wir uns auf fol-
gende Notationen einigen:

e SINGULAR-Ein- und Ausgaben sowie reservierte Worte werden in der
Schriftart Typewriter gesetzt, etwa exit; oder help.
e Das Symbol — leitet SINGULAR-Ausgaben ein, z. B.:
int i=b;
i;
— 5
e Eckige Klammern bezeichnen Teile der Syntax, die optional sind, also
fehlen konnen. Z. B.

pmat (M, [n]);

Der obige Befehl, eine Prozedur der Bibliothek matrix.1ib dient zur Aus-
gabe einer Matrix M als formatierte Matrix. Der optionale Parameter n
gibt die Breite der Spalten in Zeichen an. Wenn er fehlt, wird ein Stan-
dardwert genommen.
e Tasten werden ebenfalls durch die Schriftart Typewriter gekennzeich-

net, etwa:

n (driicke die Taste n),

RETURN (driicke die Eingabetaste),

CTRL-P (driicke die Control-Taste und die Taste P zugleich).

1.2. SINGULAR aufrufen und beenden. Es versteht sich von selbst,
daB die erste Frage die ist, wie man das Programm startet und wie man es
wieder beendet. Auf den am Fachbereich vorhanden Rechnern ist die jeweils
aktuellste Version von SINGULAR durch Eingabe des Kommandos

Singular
auf der Kommandozeile des Systems zu starten. Die Eingabe von
Singular -v
sorgt dafiir, dafl beim Start des Programms die Versionsnummer von SINGU-

LAR angezeigt wird.

Nach dem Start liefert SINGULAR einen Eingabeprompt, ein >, zuriick und
steht dem Nutzer fortan zur interaktiven Nutzung zur Verfiigung. Sobald sel-
biger Nutzer von dieser Moglichkeit nicht ldnger Gebrauch machen moéchte,
empfiehlt es sich, das Programm zu beenden. Hierzu stehen ihm drei Befehle
zur Verfiigung: exit;,quit; oder, fiir die ganz Schreibfaulen, $.

Man beachte hierbei, daf3 die Semikola im letzten Satz keine deplazierten
Satzzeichen darstellen, sondern zu den SINGULAR-Befehlen gehoren.

Generell schlieBt jeder Befehl in SINGULAR durch ein Semikolon ab!
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Das Semikolon teilt dem Rechner mit, er moge die just eingegebene Be-
fehlfolge doch bitte interpretieren und, sollte er dabei erfolgreich sein, auch
ausfiihren. Das Programm meldet sich entsprechend mit dem Ergebnis
(bzw. einer Fehlermeldung), gefolgt von einem neuen Eingabeprompt wieder.
Sollte man das Semikolon vergessen haben oder eine geschweifte Klammer
geoffnet und nicht wieder geschlossen haben, so zeigt einem Singular dies
dadurch an, daf3 als Eingabeprompt ein ., sprich ein Punkt, erscheint und
die Moglichkeit zu weiteren Eingaben, etwa dem fehlenden Semikolon, gibt.
Auf diese Weise besteht die Moglichkeit, langere Befehlsfolgen tiber mehrere
Zeilen zu strecken.

1.3. Die Online-Hilfe help. Neben dem Starten und Beenden des Pro-
gramms ist die ndchstwichtigste Information die, wie man sich Hilfe besorgt,
wenn man feststeckt. Hierzu steht in Singular der Befehl help, oder kurz
7, zur Verfiigung. Gibt man den Befehl help gefolgt von einem SINGULAR-
Befehl, einem SINGULAR-Funktions-/Prozedurnamen oder einer SINGULAR-
Bibliothek, so werden Informationen zum jeweiligen Objekt angezeigt. Bei
Bibliotheken erhélt man eine Auflistung der darin enthaltenen Prozeduren,
bei Befehlen, Funktionen und Prozeduren erfiahrt man ihren Zweck und fin-
det die allgemeine Syntax sowie, ganz wichtig, Beispiele fiir ihre Anwendung.

Beispiele:

help exit;
help standard.lib;
help printf;

Man kann sich die Hilfe auf verschiedenen Ausgabemedien, Browsern, anzei-
gen lassen. Standardméfig wird dies bei SINGULAR 2.0.4 Netscape sein. Das
heiit, dal SINGULAR nach Eingabe etwa von help exit; Netscape startet
und den zu exit; gehérenden Hilfetext dort anzeigt. (Uber selbsterklarende
Buttons steht damit das ganze Handbuch zur Verfiigung.) Neben Netscape
stehen noch weitere Browser zur Verfligung, von denen hier nur info und
builtin genannt sein sollen. Ersterer diirfte den Nutzern von Unix-Systemen
vertraut sein, letzterer zeigt den Hilfetext schlicht auf der laufenden SINGU-
LAR-Seite an und hat den Vorteil, auf allen Computerplattformen und ohne
zuséatzliche Programme (wie Netscape oder Info) zu funktionieren.

Mittels des Befehls system("browsers") ; erfahrt man, welche Browser SIN-
GULAR kennt, und durch system("--browser","builtin") ; wechselt man den
Browser von Netscape zu builtin — fiir andere Browser entsprechend. Fer-
ner besteht die Moglichkeit, bereits beim Start von SINGULAR einen Browser
zu wéahlen, indem das Programm etwa durch den folgenden Befehl gestartet
wird:

Singular —--browser=builtin
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Wihrend die Bedienung der Netscape-Hilfe selbsterklarend ist, benotigt man
Hinweise, wenn man mit Info noch nicht gearbeitet hat. Wer nicht mit In-
fo arbeitet, kann zu 1.6 gehen. Um sich innerhalb von Info fortzubewegen
verwende man die unten aufgefiihrten Kommandos, die alle aus einzelnen
Buchstaben bestehen. Beachte, man benutze niemals RETURN oder die Pfeilta-
sten! Einige Befehle lesen anschlieBend weitere Eingaben von der Komman-
dozeile am unteren Rand des Bildschirms. Hierbei steht die TAB Taste zur
Vervollstandigung eines teilweise eingegebenen Befehls zur Verfiigung.

Einige wichtige Info-Kommandos:

q Verlassen der Online-Hilfe

n Vorwartsblattern zum néachsten Mentipunkt

p Riickwartsblattern zum vorhergehenden Mentipunkt

m Auswihlen eines durch Namen spezifizieren Meniipunktes
f Aufrufen eines Querverweises

1 Aufrufen des zuletzt besuchten Meniipunktes

b Zuruckblattern zum Beginn des Mentiipunktes

e Vorwartsbldattern zum Ende des Mentipunktes

SPACE  Vorwértsscrollen um eine Seite

DEL Zuriickscrollen um eine Seite

h Aufrufen der Info-Einfiithrung

CTRL-H Aufruf eines Kurziiberblicks iiber die Online-Hilfe

S Durchsuchen des Handbuches nach einem bestimmten String
1,...,9 Aufrufen des i-ten Unterpunktes eines Meniis

1.4. SINGULAR unterbrechen. Unter Unix-dhnlichen Systemen und
unter Windows NT besteht die Moglichkeit, SINGULAR durch die Tasten-
kombination CTRL-C zur Unterbrechung seiner Tatigkeit zu bewegen. (Funk-
tioniert nicht bei ESingular!) SINGULAR reagiert durch Ausgabe des derzeit
auszufithrenden Befehls und erwartet weitere Anweisungen. Hier stehen fol-
gende Optionen zur Auswahl:

a SINGULAR fiihrt den aktuellen Befehl noch aus und kehrt dann
zum Toplevel zuriick,
c SINGULAR fahrt fort,

q das Programm SINGULAR wird beendet.

1.5. Eingaben editieren. Wer sich bei einem Kommando einmal ver-
schrieben hat, oder ein fritheres Kommando noch einmal benétigt, der mufl
sich nicht unbedingt die Miihe machen, alles noch einmal neu einzugeben.
Vorhandener SINGULAR-Text kann editiert werden. Hierzu unterhalt SINGU-
LAR eine History aller Befehle einer SINGULAR-Sitzung. Wir wollen nur eine
Auswahl der zur Verfiigung stehenden Tastenkombinationen zum Editieren
des Textes geben:
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TAB automatische Vervollstiandigung von Funktions- und
Dateinamen

“

CTRL-B bewegt den Cursor nach links

_

CTRL-F bewegt den Cursor nach rechts

CTRL-A bewegt den Cursor zum Zeilenanfang

CTRL-E bewegt den Cursor zum Zeilenende

CTRL-D loscht das Zeichen unter dem Cursor - nie auf leere Zeile
anwenden!

BACKSPACE

DEL

CTRL-H l6scht das Zeichen vor dem Cursor

CTRL-K l6scht alles vom Cursor bis zum Zeilenende

CTRL-U l6scht alles vom Cursor bis zum Zeilenanfang

1l

CTRL-N liefert die néchste Zeile aus der History

1

CTRL-P liefert die vorherige Zeile aus der History

RETURN schickt die gegenwirtig Zeile zum SINGULAR-Parser

1.6. Prozeduren. Hat man ein konkretes Problem, das mit SINGULAR zu
losen ist, ruft man das Programm auf, gibt die Befehlsfolge ein und erhélt ein
Ergebnis. Haufig mochte man gleiche Rechnungen aber mit unterschiedlichen
Eingaben durchfithren. Dann ist es sinnvoll, die Befehlsfolge als Prozedur zu
schreiben, der man die gewiinschten Eingaben als Argumente tibergibt und
die die Losungen zuriickgibt.

Die Syntax einer Prozedur ist recht einfach:

proc PROZEDURNAME [PARAMETERLISTE]

{

PROZEDURKORPER

}

Als PROZEDURNAME kommt jede noch nicht anderweitig vergebene Buchsta-
benfolge in Frage. In der PARAMETERLISTE sind die Typen und Namen der
Argumente, die der Prozedur tibergeben werden, festgelegt. Dabei ist die
PARAMETERLISTE durch runde Klammern einzuschlieBen. Der PROZEDURKORPER
enthilt eine Abfolge von zuldssigem SINGULAR-Code. Soll die Prozedur
ein Ergebnis zuriickliefern, so sollte dieses Ergebnis in einer Variablen
ergebnis gespeichert werden und die Prozedur sollte mit dem Befehl
return(ergebnis) ; enden.

Ein Beispiel sagt meist mehr als tausend Worte:
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proc permcol (matrix A, int cl, int c2)
{
matrix B=A;
B[1..nrows(B),cl]=A[1. .nrows(A),c2];
B[1..nrows(B),c2]=A[1. .nrows(A),cl];
return(B) ;

}

Die Prozedur permcol soll zwei Spalten einer Matrix vertauschen. Hierfiir er-
wartet sie drei Argumente. Das erste Argument erhilt den Namen A und ist
vom Typ matrix, die beiden folgenden heilen c1 und c2 und sind vom Typ
integer. Es folgen SINGULAR-Anweisungen und das Ergebnis wird in der Va-
riablen B vom Typ matrix gespeichert, die dann mit return(B) ; zuriickgege-
ben wird. Das bedeutet insbesondere, daf3 das Ergebnis der Prozedur vom Typ
matrix ist (siehe Abschnitt 2).

Eine Prozedur wird aufgerufen, indem man den Prozedurnamen, gefolgt von
den Argumenten in runden Klammern eingibt. Z. B.

LIB "matrix.lib"; LIB "inout.lib"; ring r=0, (x),1lp;
matrix A[3][3]=1,2,3,4,5,6,7,8,9;
pmat (A,2);
— 1 2 3
4 5 6
7 8 9

matrix B=permcol(A,2,3);
pmat (B,2);
— 1 3 2

4 6 5

7 9 8

Variablen, die innerhalb einer Prozedur definiert werden, sind nur dort be-
kannt, und konnen deshalb durchaus die gleichen Namen haben, wie Objekte,
die aullerhalb der Prozedur definiert sind.

1.7. Bibliotheken. Um Prozeduren fiir mehr als eine SINGULAR-Sitzung
verfiigbar zu machen, ist es sinnvoll, sie in Dateien abzuspeichern, die spater
von Singular wieder eingelesen werden konnen — sogenannten Bibliotheken
(= Libraries). Die Namen der Bibliotheken lassen meist Riickschliisse auf die
enthaltenen Prozeduren zu, und tragen grundsitzlich die Endung .1ib. Bi-
bliotheken werden in SINGULAR eingelesen durch den Befehl L1B gefolgt von
dem in Anfiihrungszeichen " eingeschachtelten Bibliotheksnamen, etwa

LIB "KeilenT.1lib";

(Bibliotheksnamen sollten nach Moglichkeit nur acht Zeichen lang sein, um
die Kompatibilitdt mit Betriebssystemen wie Dos zu gewéihrleisten!) Sofern
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es sich nicht um SINGULAR-eigene Bibliotheken handelt, sollten sie sich in
dem Verzeichnis befinden, von dem aus SINGULAR gestartet wurde.

Jeder Ubungsteilnehmer sollte fiir die Prozeduren, die im Laufe des Semesters
zu schreiben sind, eine Bibliothek anlegen — vorzugsweise unter dem eigenen
Namen, etwa KeilenT.1ib.

Natiirlich mull auch eine Bibliothek gewissen Syntaxregeln entsprechen,
und Prozeduren, die in Bibliotheken abgespeichert werden, sollten um zwei
erlauternde Zuséatze erweitert werden. Wir verdeutlichen dies an einem Mu-
sterbeispiel.

[I117777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

version="1.0";

info="
LIBRARY: KeilenT.1lib LOESUNGEN ZU DEN LA-UEBUNGEN
AUTHOR: Thomas Keilen, email: keilen@mathematik.uni-kl.de
PROCEDURES:

permcol (matrix,int,int) vertauscht Spalten der Matrix

permrow(matrix,int,int) vertauscht Zeilen der Matrix
n.

[I17777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
LIB "inout.1lib";
[I17777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
proc permcol (matrix A, int cl, int c2)
"USAGE: permcol(A,cl,c2); A matrix, cl,c2 positive integers
RETURN: matrix, A being modified by permuting column cl and c2
NOTE: Platz fiir wichtige Anmerkungen,
auch iber mehrere Zeilen gestreckt

EXAMPLE: example permcol; shows an example"

{

matrix B=A;
B[1..nrows(B),cl1]=A[1. .nrows(A),c2];
B[1..nrows(B),c2]=A[1. .nrows(A),cl];

return(B);

}

example

{

"EXAMPLE:";

echo = 2;

ring r=0, (x),1lp;

matrix A[3][3]=1,2,3,4,5,6,7,8,9;
pmat (A);

pmat (permcol(A,2,3));
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Taucht innerhalb einer Zeile ein Doppelslash // auf, so wird der Rest der Zeile
als Kommentar interpretiert und ignoriert.

Der erste Abschnitt, der zwischen den beiden Kommentarzeilen steht, ist so-
zusagen der Kopf der Bibliothek. Die erste Zeile enthélt das reservierte Wort
version, durch das die Versionsnummer der Bibliothek festgelegt wird. Dem
reservierten Wort info folgen allgemeine Informationen zur Bibliothek. Man
sollte beachten, dafl unter dem Punkt PROCEDURES: alle Prozedurnamen, die
in der Bibliothek enthalten sind, mit einer maximal einzeiligen Beschreibung
aufgefiihrt werden. Diesen Teil zeigt SINGULAR an, wenn die Hilfe zur ent-
sprechenden Bibliothek angefordert wird, etwa

help KeilenT.1lib;

Man beachte auch, dafl sowohl version, als auch info durch das Gleichheits-
zeichen, =, Strings zugewiesen werden, so dal} die Anfiithrungszeichen ", die
sie einschachteln ebenso erforderlich sind, wie das Semikolon am Ende der
Zeile!

Abschnitt zwei dient dem Einladen von anderen Bibliotheken, deren Prozedu-
ren bei den eigenen Prozeduren benotigt werden. Im Beispiel die Bibliothek
inout.lib, deren Prozedur pmat im example-Teil der Prozedur permcol ver-
wendet wird.

Im dritten Abschnitt folgen die Prozeduren, schlicht aneinander gereiht. (Da-
bei ist darauf zu achten, daf3 der Befehl proc stets am Beginn einer neuen Zei-
le steht!) Es empfiehlt sich, die in Abschnitt 1.6 angegebene Syntax fiir Proze-
duren um zwei Abschnitte zu erweitern. Zwischen Prozedurkopf und -kérper
kann man, in Anfiihrungszeichen " eingeschachtelt, einen Kommentarblock
einschieben, der gewisse Schlisselworte gefolgt von zugehoriger Information
enthélt. Unter USAGE: sollte eingegeben werden, wie der Befehl aufgerufen
wird, und ggf. von welchem Typ die Argumente sind. RETURN: sollte Informa-
tionen dariiber enthalten, von welchem Typ die Riickgabe ist, und ggf. weitere
Informationen. NOTE: dient dazu wichtige Hinweise, zur Prozedur, ihrer Be-
dienung, etc. zu geben. EXAMPLE: gibt schliellich einen Hinweis darauf, wie
man sich unter SINGULAR ein Beispiel zeigen lassen kann. Der hier erlauter-
te Kommentarblock enthélt die Information, die angezeigt wird, wenn man
unter SINGULAR Hilfe zu einer Prozedur anfordert, etwa durch

help permcol;

Der zweite Zusatzabschnitt am Ende der Prozedur wird durch das reservierte
Wort example eingeleitet, gefolgt von einem Abschnitt in geschweiften Klam-
mern, der SINGULAR-Code enthélt. Ziel ist es, ein Beispiel fiir die Wirkung
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der Prozedur zu geben, die dem Nutzer die Verwendung erleichtert. Der Nut-
zer erhélt das Beispiel durch Eingabe von example PROZEDURNAME;.

1.8. Ausgabe in Dateien / Einlesen aus Dateien. Der Befehl write
bietet die Moglichkeit, die Werte von Variablen oder beliebige Strings in einer
Datei abzuspeichern. Hierzu werden die Variablenwerte in Strings umgewan-
delt. Die folgenden Zeilen speichern Variablenwerte bzw. einen String in der
Datei hallo.txt:

int a=b;
int b=4;
write("hallo.txt",a,b);

write("hallo.txt","Das ist Singular.");

Es konnen also auch mehrere Variablen oder Strings durch Kommata ge-
trennt angegeben werden. Ihre Werte werden jeweils in eine neue Zeile ge-
schrieben.

Daten, die sich in einer Datei befinden, konnen mit dem Befehl read eingele-
sen werden. Dabei werden sie jedoch als Strings interpretiert, z. B.

read("hallo.txt");
— 5
4

Das ist Singular.

Soll SINGULAR-Code, der aus einer Datei eingelesen wird, auch als solcher
erkannt werden, dann muf} der read-Befehl an den Befehl execute libergeben
werden. Enthalte etwa die Datei hallo.txt die folgenden Zeilen,

4%x5-3;
6/3;
dann fithrt der Befehl

execute(read("hallo.txt"));

zu folgendem SINGULAR-Output:

— 17
2

Eine Kurzform fiir execute(read(...)) ist <, z. B.
< "hallo.txt";

Wer eine SINGULAR-Sitzung zur Sicherheit in einer Datei, etwa hallo.txt,
dokumentieren will, kann dies mit dem Befehl monitor tun, z. B.

monitor("hallo.txt","io");

Die Option "io" bewirkt, dal sowohl Eingaben (input), als auch Ausgaben
(output) gespeichert werden. Entsprechend fiihrt das Weglassen eines der
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beiden Buchstaben dazu, dal nur Eingaben oder nur Ausgaben gespeichert
werden. Die Option monitor erweist sich dann als sehr hilfreich, wenn man
unter einem Betriebssystem arbeitet, auf dem Singular instabil lauft bzw. auf
dem man keinen gut handhabbaren Editor zur Verfiigung hat. Man beachte,
daBl monitor eine Datei 6ffnet, aber nicht wieder schlief3t. Dies kann explizit
durch folgende Eingabe erreicht werden:

monitor("");

2. Datentypen in SINGULAR und Ringe

SINGULAR arbeitet mit einer ganzen Reihe von unterschiedlichen Struktu-
ren, die als verschiedene Datentypen vorliegen. Will man ein Objekt in SIN-
GULAR definieren, sprich eine Variable einfiihren, so ist es notwendig, ihr von
Beginn an einen Datentyp zuzuweisen.

In SINGULAR sind die Datentypen, bis auf die Ausnahmen string, int, intvec
und intmat, von einer Metastruktur abhingig, dem sogenannten Ring, iiber
dem sie leben. (Es ist Teil der Vorlesung Lineare Algebra, zu definieren, was
ein Ring ist, und welche Ringe in Singular zur Verfiigung stehen.) Will man
eine Rechnung in SINGULAR durchfiihren, ist es deshalb stets unabdingbar,
zunéchst den Ring zu definieren, iiber dem man arbeitet. Fiir die Lineare Al-
gebra werden wir zu Beginn mit den folgenden Ringdefinitionen auskommen:

ring r=0,x,1p; Die Menge der Polynome in der Variablen x
mit Koeffizienten in den rationalen Zahlen
Q.

ring r=(0,a,b), (x,y,z),1p; Die Menge der Polynome in den Variablen
x,Y, z, wobei die Koeffizienten rationale Aus-
driicke in den Variablen a und b sind.
Natirlich konnen statt a,b bzw. x,y,z auch
beliebige andere Variablen stehen. Wesent-
lich ist, daB3 die Variablen in der ersten Klam-
mer im Nenner von Briichen auftauchen
diirfen, die in der zweiten Klammer nicht.

ring r=(real,15),x,1p; Die Menge der Polynome in der Variablen x
mit Koeffizienten in den rellen Zahlen RR - bei
Rechnung mit 15 Nachkommastellen.

Wir werden zunéchst iiber den rationalen Zahlen ) rechnen. Reelle Zahlen
als Dezimalzahlen (floating point numbers) oder gar komplexe Zahlen werden
wir erst zu einem spéteren Zeitpunkt benotigen.
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Im folgenden geben wir eine Liste der in Singular verfiigbaren Datentypen,
und wir geben auch jeweils ein Beispiel an, indem wir eine Variable des ent-
sprechenden Typs definieren und ihr einen Wert zuweisen, durch den Opera-
tor =. Fiir die Lineare Algebra werden wir zunéchst mit den ersten acht Typen
auskommen. Die anderen werden nur der Vollstdndigkeit halber aufgefiihrt.
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int i=1;

string s="Hallo";

intvec iv=1,2,3,4;

intmat im[2][3]=1,2,3,4,5,6;

ring R=(0,a), (x,y),1p;

number n=4/6;

list 1=n,iv,s;

Der Datentyp integer repriasentiert die
Maschinenzahlen (= ganze Zahlen zwi-
schen —23" und 23'—1). AuBerdem werden
Wahrheitswerte (= boolean) als integers
reprasentiert, 0 = FALSE, 1 = TRUE.
strings sind beliebige Zeichenketten.
Stets durch Anfithrungszeichen einge-
grenzt.

Ein Vektor aus integers.

Eine Matrix mit 2 Zeilen und 3 Spalten

4 5 6
Der Ring ©Q(a)lx,y] mit lexikographi-
scher Ordnung. Fiir weitere Erlaute-

2
mit integer-Eintragen, hier ( 1 3 )

rungen konsultiere man das Handbuch
[GPS03].

numbers sind die Elemente des Korpers,
der dem Ring zugrunde liegt. Bei ring
r=0,x,1p; also die rationalen Zahlen, bei
ring r=(0,a),x,1lp; auch Briiche von Po-
lynomen in a mit ganzzahligen Koeffizi-
enten, etwa %

Eine Liste kann Objekte ganz unter-
schiedlicher Typen enthalten. Auf den
zweiten Eintrag von 1 kann durch 1[2]

zugegriffen werden.
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matrix m([2] [3]=1,2,3,4,5,6;

vector v=[1,2,3];

proc

poly f=x2+2x+1;

ideal i=f,x3;
gqring Q=i;
map g=R,x;

module mo=v, [x,x2,x+1];

def j;

link

resolution

Eine Matrix mit 2 Zeilen und 3 Spalten,
bei der die Eintriage entweder vom Typ
poly oder vom Typ number sind, wie hier

123

45 6 )
Ein Vektor im Modul R3. Sind die Ein-
trage samtlich vom Typ number, konnen
wir ihn aber auch als Vektor iiber dem
Grundkorper auffassen.
Der Datentyp procedure ist in Kapitel 1.6
ausfiihrlich besprochen.
Ein Polynom in den Veranderlichen des
Rings mit numbers als Koeffizienten, hier
f = x2 + 2x + 1. Beachte, daB Zahlen
vor den Monomen als Koeffizienten inter-
pretiert werden, wohingegen SINGULAR
Zahlen nach einzelnen Variablen als Ex-
ponenten interpretiert.
Das von f und x> erzeugte Ideal in R.
Der Quotientenring R/1i.
Die Restklassenabbildung von R nach Q,
die durch x — x definiert wird.
Der von den Vektoren v und (x,x%,x + 1)t
in R3 aufgespannte Modul.
Will man sich zum Zeitpunkt der Defini-
tion einer Variablen noch nicht festlegen,
welchen Typ sie haben soll, so definiert
man sie als def. Die erste Zuweisung, mit
der der Variablen ein Wert zugewiesen
wird, legt dann auch den Datentyp fest.
Fir den Datentyp 1ink verweisen wir auf
das Handbuch [GPS03].

Fir den Datentyp resolution verweisen
wir auf das Handbuch [GPS03].

Auf den ersten Blick mag es erscheinen, als ob die Matrizen im und m identisch
seien. Fiir SINGULAR ist das jedoch nicht der Fall, da sie von unterschiedli-

chem Typ sind!

Will man mit Dezimalzahlen rechnen, also gleichsam den Grundkorper R zur

Verfiigung haben, so mufl man in der Definition des Rings die “Charakteri-

stik” 0 durch real ersetzen (bzw. (real,50), wenn man mit 50 Nachkomma-

stellen rechnen will), z. B.

ring r=(real,10),x,1lp;
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Sogar die komplexen Zahlen sind verfiigbar, indem man real durch complex
ersetzt. i bezeichnet dann die imaginére Einheit, d. h. die Quadratwurzel aus
—1.

3. Einige Elemente der Programmiersprache SINGULAR

3.1. Zuweisungen. Will man in Singular Berechnungen durchfiihren, ist
es in aller Regel unabdingbar, dal man Variablen Werte zuweist. Dies ge-
schieht durch den Operator =. Man kann einer Variablen bereits bei ihrer
Definition einen Wert zuweisen,

int i=1;

oder dies zu einem spéateren Zeitpunkt nachholen,

int i;

i=2;

3.2. Schleifen. Es gibt zwei Typen von Schleifen, die for- und die while-
Schleifen.

Die for-Schleife wird typischerweise verwendet, wenn man eine Befehlsse-
quenz mehrfach ausfiihren mochte und die Anzahl bereits vor Eintritt in die
Schleife bekannt ist. Z. B.

int s=0;
int i;
for (i=1; i<=10; i=i+1)
{
s=s+i;

}

In gescheiften Klammern steht die Befehlssequenz, die iterativ ausgefiihrt
werden soll; in runden befinden sich Anweisungen, wie hiufig die Schleife
durchlaufen werden soll. Der erste Eintrag legt die Laufvariable (vom Typ
integer) fest; der zweite Eintrag gibt die Abbruchbedingung, d. h. die Schleife
wird nur solange durchlaufen, wie der Ausdruck den Wert TRUE ergibt; der
dritte Eintrag legt fest, wie sich die Laufvariable in jedem Durchgang dndern
soll. Das Beispiel berechnet somit die Summe der ersten zehn natiirlichen
Zahlen.

while-Schleifen bieten sich an, wenn die Anzahl der Durchldufe nicht a priori
klar ist. Z. B.



3. EINIGE ELEMENTE DER PROGRAMMIERSPRACHE SINGULAR 385
int s=10000;
int i=1;
while (s > 50)
{
i=i%*i;
s=s-1i;

}

Wieder folgt in geschweiften Klammern die Befehlssequenz, wiahrend in run-
den Klammern nur die Abbruchbedingung steht. Solange diese den Wert TRUE
liefert, wird die Schleife ausgefiihrt.

Bei beiden Schleifen wird die Abbruchbedingung vor dem ersten Eintritt in
die Schleife tiberpriift!

3.3. Verzweigungen. SINGULAR bietet als Verzweigung die if-else-
Anweisung, wobei der else-Anteil fehlen kann. Z. B.
int i=10;
int s=7,;
if (i<5 or s<10)
{
s=5;
}
else
{
s=0;

}

Wieder stehen die Befehlssequenzen als Block in geschweiften Klammern,
wahrend sich in runden Klammern die Verzweigungsbedingung findet.

3.4. Vergleichsoperatoren. In Singular gibt es die Vergleichsoperato-
ren == und '=, mit denen man Objekte vom gleichen Datentyp (etwa int,
string, matrix, etc.) miteinander vergleichen kann. == testet auf Gleichheit
und liefert mithin den Wert 1, wenn die Objekte gleich sind, und ansonsten 0.
I= testet auf Ungleichheit. Den gleichen Effekt hat <>.

Fiir die Datentypen int, number, poly und vector stehen zudem die Operato-
ren <, >, <= und >= zur Verfligung. Ihre Bedeutung fiir integers ist klar. Fir
die anderen Datentypen verweisen wir auf das Handbuch [GPS03].

3.5. Einige weitere ausgewiihlte Operatoren in SINGULAR. Wie be-
reits gesehen, hingen die Operatoren, die zur Verfiigung stehen, vom je-
weiligen Datentyp ab. Wir beschrianken uns auf die in der Linaren Algebra
zunéchst benotigten Datentypen.
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3.5.1. boolean Fir boolean-Ausdriicke sind die Verkniipfungsoperatoren
and und or sowie der Negierungsoperator not definiert.

not ((1==0) or (1!=0));
— 0
3.5.2. 4int. Fir integers sind die Operationen +, - und * génzlich unpro-

blematisch. ~ bedeutet potenzieren

int i=4;

i73;

— 64
Etwas schwieriger sind die Befehle div und mod, wobei ersterer synomym zu
/ ist. Fihrt man fiir zwei ganze Zahlen Division mit Rest durch, so liefert mod
den Rest, und div das Ergebnis ohne Rest. Z. B. 7 =2x 3+ 1, also

7 div 3;

— 2

7 mod 3;

— 1

3.5.3. list. Fir den Datentyp list gibt es die folgenden Operatoren:
+ Figt die Elemente von zwei Listen zu einer zusammen.
delete Loscht ein Element aus einer Liste, delete(L,3) loscht
das dritte Element der Liste L.
insert Flugt einer Liste ein Element hinzu. insert(L,4) fiigt
der Liste L das Element 4 an der ersten Stelle hinzu,
insert(L,4,2) an der zweiten.

3.5.4. matriz. Die Operatoren +, - und * stehen mit ihren offensichtlichen
Bedeutungen zur Verfiigung.

Wir verdeutlichen an Beispielen, wie auf einzelne Eintrédge einer Matrix
bzw. ganze Zeilen oder Spalten einer Matrix zugegriffen werden kann:

matrix m[2][3]=1,2,3,4,5,6;
print(m);
— 1,2,3,
4,5,6
m[1,2];
— 2;
m[1,1..3];
— 123
m[1..2,3];
— 3 6

4. Einige ausgewihlte Funktionen in SINGULAR

SINGULAR verfiigt iiber ein recht beachtliches Arsenal an Funktionen, die
zum Teil im Singular-Kern integriert sind, zum Teil tiber Bibliotheken zur
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Verfiigung gestellt werden. Wir wollen hier nur eine kleine Auswahl von
Funktionsnamen geben, die fiir die Bearbeitung der Ubungsblétter in Linea-
rer Algebra von Nutzen sein kénnen. Uber ihre Syntax sollte man sich mittels
help oder im Handbuch informieren.

4.1. Funktionen, die mit dem Datentyp matrix in Zusammenhang
stehen. ncols, nrows, print, size, transpose, det, als Funktionen im
Kern von SINGULAR. Ferner die Funktionen der Bibliothek matrix.1lib, ins-
besondere permrow, permcol, multrow, multcol, addrow, addcol, concat,
unitmat, gauss row, gauss col, rowred, colred. Auch die Funktion pmat
aus der Bibliothek inout.1lib ist interessant.

4.2. Funktionen, die mit dem Datentyp int in Zusammenhang ste-
hen. random, gcd, prime als Funktionen im Kern von Singular.

5. ESingular - oder der Editor Emacs

Es gibt viele Editoren, in denen man SINGULAR-Prozeduren und Bibliothe-
ken schreiben kann. Unter Unix-dhnlichen Systemen bietet sich der Editor
Emacs (oder Xemacs) an, da er den eingegebenen Code durch entsprechen-
de farbige Unterlegung der Schliisselworte leichter iiberschaubar macht und
eine Vielzahl von Optionen bietet, die das Editieren und finden von Fehlern
erleichtern.

Aber noch aus einem weiteren Grund empfiehlt es sich, Emacs zu benutzen.
SINGULAR kann in einem speziellen Emacs-Modus gestartet werden, ndmlich
als ESingular. Dies bedeutet, dafl zunédchst der Editor Emacs gestartet wird,
und dann innerhalb von Emacs das Programm SINGULAR. Der Vorteil besteht
darin, daf3 neben der vollen Funktionalitidt des Editors Emacs fiir das Editie-
ren von Dateien eine Reihe weiterer Optionen zur Verfiigung gestellt werden,
die die Bedienung vereinfachen — insbesondere fiir den unerfahrenen Nutzer,
dem Pulldown-Meniis zur Verfiigung stehen. Mittels

ESingular --emacs=xemacs

besteht die Moglichkeit, die Version von Emacs, die benutzt werden soll, fest-
zulegen, in diesem Fall der Xemacs. Alternativ kann der Standard mittels der
Environment-Variablen EMACS verandert werden.

6. Aufgaben

Aufgabe 6.1

Schreibe eine Prozedur binomi, die zwei natirliche Zahlen n und k einliest
und den Binomialkoeffizienten (}}) zuriickgibt. (Vereinbarung: falls k < 0 oder
k >mn, dann (}) =0.)



388 B. KURZEINFUHRUNG IN SINGULAR

Aufgabe 6.2

Schreibe eine Prozedur quadratsumme, die eine natiirliche Zahl n einliest und
die Summe der Quadratzahlen 12,22 32, ... n? ausgibt.

Aufgabe 6.3

Schreibe eine Prozedur minimum, die einen Vektor von natiirlichen Zahlen ein-
liest und das Minimum der Zahlen ausgibt.

Aufgabe 6.4

Schreibe Prozeduren zeilensummennorm, maximumsnorm und q_eukl norm, die ei-
ne (m x n)-Matrix A von reellen Zahlen einlesen und

a. die Zeilensummennorm von A (d. h. maxi_; _m (Z]%;|Ayl)),

b. die Maximumsnorm von A (d. h. max (IAi]-I | i=1,....m, j= 1,...,n)),
respektive

c. das Quadrat der euklidischen Norm berechnen (d. h. Z;;|A;[?).

Fiur den Absolutbetrag verwende die Funktion abs aus der Bibliothek
linalg.1lib.

Aufgabe 6.5

Schreibe eine Singular-Prozedur gauss_reduction, die eine Matrix A einliest
und die mittels GauB3-Elimination ermittelte Zeilen-Stufen-Form der Matrix
ausgibt. Die Eintriage der Matrizen sollen vom Typ number sein. Es diirfen die
in matrix.lib definierten Prozeduren multrow, addrow und permrow verwen-
det werden. Teste Deine Ergebnisse mit der Prozedur gnf aus der Bibliothek
linalg.1ib.

Aufgabe 6.6

Schreibe eine Prozedur ebenenschnitt, die die Koeffizienten zweier Ebenen-
gleichungen einliest und den Schnitt der Ebenen ausgibt. Verwende die Pro-
zedur gauss_reduction aus Aufgabe 6.5.

7. Losungen

Losung zu Aufgabe 6.1

proc binomi (int n, int k)

"USAGE: binomi(n,k); int n, int k

RETURN: int, Binomialkoeffizient n ueber k
EXAMPLE: example binomi; zeigt ein Beispiel"

{

if ((k < 0) or (k > n))

{

return(0) ;

}

else

{
int i;

int nenner,zaehlerl,zaehler2 = 1,1,1;



7. LOSUNGEN

for (i=1;i<=n;i++)

{

nenner = nenner * 1ij;

for (i=1;i<=k;i++)

{

zaehlerl = zaehlerl * i;
}

for (i=1;i<=n-k;i++)

zaehler2 = zaehler2 *i;

}
return (nenner / (zaehlerl * zaehler2));
}
}
example
{
"Beispiel:";
echo = 2;
binomi (5,2);
binomi(7,5);
}
Losung zu Aufgabe 6.2
proc quadratsumme (int n)
"USAGE: quadratsumme(n); int n
RETURN: int, Summe der ersten n Quadratzahlen
EXAMPLE: example quadratsumme; zeigt ein Beispiel"

{

if (n < 0)

{

return (0);

}

else
int i;
int ergebnis = O;
for (i=1;i<=n;i++)
ergebnis = ergebnis + 1i*i;
}
return (ergebnis);

example

{

"Beispiel:";

389
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echo = 2;
quadratsumme (3) ;
quadratsumme (5) ;
}
Losung zu Aufgabe 6.3
proc minimum (intvec iv)
"USAGE: minimum(iv); iv intvector
RETURN: int, the minimum of the entries in iv
EXAMPLE: example minium; shows an example"
{
int i;
int k=size(iv);
int ergebnis=iv[1];
for (i=2;i<=k;i++)
{
if (iv[i] < ergebnis)
{
ergebnis=iv[i];
}
}

return(ergebnis) ;

}

example
{
"EXAMPLE:";
echo=2;
intvec iv=3,2,5,2,1;
print (iv);
minimum(iv);
iv =-3,4,5,3,-6,7;
print(iv);
minimum(iv);
}
Losung zu Aufgabe 6.4
Wir schreiben zunéichst eine eigene kurze Prozedur zum Berechnen des Absolutbe-

trages.

proc abs_val (poly r)

"USAGE: abs_val(r); poly r - eine rationale/reelle Zahl

RETURN: poly, gibt den Absolutbetrag von r wieder, falls r eine reelle
Zahl

EXAMPLE: example abs_value; zeigt ein Beispiel"

{

if (r < 0)

{

return(-r);

}



7. LOSUNGEN 391

else

{
return(r) ;

}

}

example

{
"Beispiel:";
echo = 2;
ring r=real,x,lp;
abs_val(-5.45);
ring s=0,x,1p;
abs_val(-4/5);

}

proc zeilensummennorm (matrix A)
"USAGE: zeilensummennorm(A); matrix A mit rationalen/reellen Eintraegen
RETURN: poly, gibt die Zeilensummennorm von A wieder
EXAMPLE: example zeilensummennorm; zeigt ein Beispiel"
{
int i,j;
int n,m = ncols(A),nrows(A);
poly r,s = 0,0;
for (i=1;i<=m;i++)
{
for (j=1;j<=n;j++)
{

r = r + abs(A[i,j]);

}

if (r > s)

{

return (s);

}

example
{
"Beispiel:";
echo = 2;
ring r=real,x,lp;
matrix A[3][2]=-3,-2,-1,3,-4,2;
print(A);
zeilensummennorm(A) ;
ring r=0,x,1p;
matrix B[3][2]=-7,0,0,3,-4,2;
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print(B);

zeilensummennorm(B) ;
}

proc maximumsnorm (matrix A)
"USAGE: maximumsnorm(A); matrix A mit rationalen/reellen Eintraegen
RETURN: poly, gibt die Zeilensummennorm von A wieder
EXAMPLE: example maximumsnorm; zeigt ein Beispiel"
{
int i,j;
int n,m = ncols(A),nrows(A);
poly r = 0O;
for (i=1;i<=m;i++)
{
for (j=1;j<=n;j++)
{
if (abs(A[i,jl) > r)
{
r = abs(A[i,j]);
}
}
}

return(r) ;

}

example
{
"Beispiel:";
echo = 2;
ring r=real,x,lp;
matrix A[3][2]=-3,-2,-1,3,-4,2;
print(A);
maximumsnorm(A) ;
ring r=0,x,1lp;
matrix B[3][2]=-7,0,0,3,-4,2;
print(B);
maximumsnorm(B) ;

}

proc g-eukl norm (matrix A)
"USAGE: g_eukl norm(A); matrix A mit rationalen/reellen Eintraegen
RETURN: poly, gibt das Quadrat der euklidischen Norm von A wieder
EXAMPLE: example g_eukl norm; zeigt ein Beispiel"
{

int i,j;

int n,m = ncols(A) ,nrows(4);

poly r = O;

for (i=1;i<=m;i++)
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{
for (j=1;j<=n;j++)
{
r =r + abs(A[i,j]) * abs(A[i,jl);
}
}
return (r);
}
example
{
"Beispiel:";
echo = 2;

}

ring r=real,x,lp;

matrix A[3][2]=-3,-2,-1,3,-4,2;
print(A);

g-eukl norm(A);

ring r=0,x,1p;

matrix B[3][2]=-7,0,0,3,-4,2;
print(B);

q-eukl norm(B);

Losung zu Aufgabe 6.6

proc ebenenschnitt (matrix E1, matrix E2)

"USAGE: ebenenschnitt(E1,E2); matrix E1, matrix E2 - Koeffizienten von

zwel Ebenengleichungen
RETURN: list, (string,[vc,vt]), Informationen zum Schnitt von E1 und E2,

get.

{

eine Parametrisierung der Schnittgeraden

EXAMPLE: example ebenenschnitt; zeigt ein Beispiel"

matrix m[2] [4] E1[1,1..4],E2[1,1..4];
list 1;

matrix A[2] [4]

gauss_reduction(m) ;

if ((A[2,2] == 0) and (A[2,3] == 0) and (A[2,4] == 0))

{
1="Die beiden Ebenen sind gleich!";
return(l);
}
else
{
if ((A[2,2] == 0) and (A[2,3] == 0) and (A[2,4]
{
1="Die beiden Ebenen sind parallel!";
return(l);
}

else

393
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{
if (A[2,2] !'= 0)
{
vector vt = [-A[1,3]/A[1,1]+(A[2,3]1*A[1,2])/CA[1,1]*A[2,2]),-A[2,3]1/A(2,2],1];
vector vc = [A[1,4]/A[1,1]1-A[2,4]1/(A[1,1]1%A[2,2]),A[2,4]1/A[2,2],0];
1="Der Schnitt der Ebenen ist die Gerade [2] + t * [3]",vc,vt;
}
else
{
if (A[1,1] '= 0)
{
vector vt = [-A[1,2]/A[1,1],1,0];
vector vc = [A[1,4]1/A[1,1]1-(A[1,3]1%A[2,4]1)/(A[1,1]1%A[2,3]),0,A[2,4]1/A[2,3]];
1="Der Schnitt der Ebenen ist die Gerade [2] + t * [3]",vc,vt;
}
else
{
vector vt = [1,0,0];
vector vc = [0,A[1,4]1/A[1,2]-(A[1,3]1*A[2,4])/(A[1,2]%A[2,3]),A[2,4]1/A[2,3]];
1="Der Schnitt der Ebenen ist die Gerade [2] + t * [3]",vc,vt;
}
}
}
return (1);
}
}
example
{
"Beispiel:";
echo = 2;

ring r=0, (x

,V,2),1p;

matrix E1[1][4]=1,0,0,0;

print (E1);

matrix E2[1][4]=0,1,0,0;

print (E2);

list le=ebenenschnitt(E1,E2);

print(le);

matrix F1[1][4]=1,2,3,1;

print (F1);

matrix F2[1][4]=1,2,0,-1;

print (F2);

list 1lf=ebenenschnitt(F1,F2);

print(1£);

matrix I1[1][4]=0,2,3,1;

print(I1);

matrix I2[1][4]=0,2,0,-1;



print (I2);

list li=ebenenschnitt(I1,I2);
print (1i);

matrix G1[1][4]=1,0,0,0;
print (G1);

matrix G2[1][4]=1,0,0,1;
print (G2);

list lg=ebenenschnitt(G1,G2);
print(1lg);

matrix H1[1] [4]=1,0,0,0;
print (H1);

matrix H2[1] [4]=2,0,0,0;
print (H2) ;

list lh=ebenenschnitt(H1,H2);
print (1h);

7. LOSUNGEN

395



396 B. KURZEINFUHRUNG IN SINGULAR



Index

Ahnlichkeit, 307

Aquivalenz, 16

Aquivalenzklasse, siehe Relation
Aquivalenzrelation, siehe Relation
dhnlich, siehe Matrix

dquivalent, siehe Matrix

dulleres Produkt, siehe Produkt
uberabzahlbar, 118

Abbildung, 21
adjungierte, sieche Endomorphismus
affine, 307
bijektiv, 22, 24, 25, 27, 32, 33, 113, 125,
160, 167, 181, 360, 364
bilineare, 189, 261, 332
negativ definite, 262
positiv definite, 262
symmetrische, 261
Bilinearform, 261
duale, 319
identische, 21
Identitat, 21
injektiv, 22, 24, 25, 32, 33, 41, 72, 113,
125, 126, 167, 181, 192, 360, 364
Inklusion, 21, 68, 104
Inverse, 25
kanonische, 325
Komposition, 24
lineare, sieche Modulhomomorphismus
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multilinear, 332
multilineare, 171
alternierende, 172, 173
rechtseindeutig, 21, 27
sesquilineare, 262
antisymmetrische, 262
hermitesche, 262
negativ definite, 262
positiv definite, 262
Sesquilinearform, 262
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transponierte, 319
Umkehrabbildung, 25
wohldefiniert, 21
zu A assoziierte, 81, 82, 102, 114, 134,
157, 167, 181
zu A gehorige, 81
Abbildungsvorschrift, 21
abelsch, siehe Gruppe
abzéhlbar, 118
Addition, 67
Additivitat, 101
adjungiert, siche Matrix
Adjungierte, siche Endomorphismus
Adjunkte, siehe Matrix
affin, siehe Unterraum
affine
Abbildung, 307
Algebra, 135
freie, 196, 202
algebraisch, 200, siehe Hyperfliche, siehe
Kurve
algebraisch abgeschlossen, siehe Korper
algebraischer Abschlul3, siehe Korper
Algebrenhomomorphismus, 135, 140
Algorithmus, 90
Austauschverfahren von Steinitz, 126,
132, 153
Bareiss-Algorithmus, 176, 184
Bild von fA, 155
Chinesischer Restsatz, 66
Diagonalisierung einer unitdren Matrix,
289
Diagonalisierung symmetrischer / nor-
maler Matrizen, 300
euklidischer, 58, 65
erweiterter, 59, 199
exponentiell, 177
GauB3-Algorithmus, 90, 91, 94, 95, 176,
182, 184
Gleichungen aus Erzeugern bestimmen,
168
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Gram-Schmidtsches Orthonormalisie-
rungsverfahren, 280
Kern von f, 167
Laplace-Entwicklung, 184
Normalform-Algorithmus, 149, 153
polynomial, 177
symmetrischer GaufBlalgorithmus, 314,
315
zum Test auf Injektivitat / Surjektivitat,
160
zum Test auf lineare Unabhingigkeit,
155
zur Berechnung einer Basis, 154
zur Berechnung einer Basis der Summe
zweier Unterraume, 154
zur Berechnung der Determinante mit
Gaul}, 176
zur Berechnung des charakteristischen
Polynoms, 215
zur Berechnung des Durchschnitts zwei-
er Unterrdumen, 168
zur Berechnung des Minimalpolynoms,
233
zur Berechnung einer Basis, 155
zur Bestimmung der Inversen, 147, 153
zur Bestimmung des Rangs, 145
zur Bestimmung einer Parametrisie-
rung, 163
zur Diagonalisierung, 224, 239
zur Jordanschen Normalform, 251, 254
zur Losung eines LGS, 163
allgemeine lineare, siehe Gruppe
alternierend, siehe Abbildung
alternierende Gruppe, 49
Angelpunkt, siehe Pivot
Annulator, 328
Argument, 76
Assoziativitiat der Multiplikation, 67
Ausdehnungsgebiete, 5
Aussagefunktionen, 17
Auswahlaxiom, 17, 116
Automorphismus, siehe Gruppenhomo-
morphismus, siehe Modulhomomor-
phismus

Bézout Identitit, 60
Basis, 111, 113, 115, 117, 118, 121-123,
126, 127, 132, 136, 137, 154, 155, 189,
362
duale, 322
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kanonische, 113
numerierte, 124
Orthogonalbasis, 278
Orthonormalbasis, 278
Standardbasis, 113
von Los(A,b), 159
Basiswechsel, 137, 138, 151, 152, 175, 272
Koordinatentransformation, 137
Betragsfunktion, 75
Bidualmodul, 324
Bidualraum, 324
bijektiv, siche Abbildung
Bild, 22, siehe Gruppenhomomorphismus,
siehe Modulhomomorphismus
Bilinearform, siehe Abbildung
Blocke, siehe Matrix
Blockmatrix, siehe Matrix
Busadjunkte, 229

Cantorsches Diagonalverfahren, 118
Charakteristik, 73, 78, 177, 363
charakteristische Gleichung, 229
Computeralgebra, 240

coprim, 57

Cramersche Regel, siehe Satz

darstellende, siche Matrix
De Morgansche Gesetze, 31
Definitionsbereich, 21
Determinante, 169, 175, 168-187, 357,
363, 364
Determinantenform, 172
Determinantenfunktion, 171
Diédergruppe
seeGruppe, 89
Diagonalblockmatrix, siehe Matrix
diagonalisierbar, siche Endomorphismus,
siehe Matrix
Diagrammjagd, 139
Differenz, 20
Dimension, 123, 125, 126, 132
Dimensionsformel, siehe Satz, siehe Satz
Diracsche Deltafunktion, 324
disjunkt, siehe Menge
Disjunktion, 16
Distributivgesetz
verallgemeinertes, 31
Distributivitét, 67, 83
Division mit Rest, 52
Doppelgrade, 309
Drehstreckung, 77



Drehung, 38

Dreiecksmatrix, siehe Matrix

Dreiecksungleichung, 76, 266

dual, siehe Abbildung, siehe Paarung, siehe
Basis

Dualmodul, 319

Dualraum, 319

Durchschnitt, 19, 105, 168

Ebene
im R3, 7
im R?3, 166
Eigenraum, 207
Eigenvektor, 207
Eigenwert, 207
Vielfachheit
algebraische, 222
geometrische, 222
Einheit, 71
Einheitengruppe, siehe Ring
Einheitsmatrix, siehe Matrix
Einheitsvektoren, 81, 103, 110, 113
Einschrankung, 22
Element
maximales, 28, 117
minimales, 28
elementare Spaltenoperation, 86, 87
elementare Umformungen, siehe Umfor-
mungen
elementare Zeilenoperation, 86, 87
Elementarteiler, 244
Elemente, 19
Ellipse, 309
endlich, siehe Gruppe
Endomorphismus, siehe Gruppenhomo-
morphismus, siehe Modulhomomor-
phismus
adjungierter, 293, 297, 330
charakteristisches Polynom, 210
diagonalisierbar, 223
diagonalisierbarer, 208
halbeinfach, 252
hermitescher, 296
nilpotenter, 217
normaler, 293
orthogonaler, 282
selbstadjungierter, 296
Spektralzerlegung, 316
trigonalisierbarer, 208, 219, 221
unitérer, 282
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Entwicklung nach der i-ten Zeile, 183

Entwicklung nach der j-ten Spalte, 183

Epimorphismus, siehe Gruppenhomomor-
phismus, siehe Modulhomomorphis-
mus

Ersetzungsmatrix, siehe Matrix

Erzeugendensystem, 111, 115, 117, 118,
123, 127

Erzeugnis, 111, 126, 133

lineare Hille, 111
euklidisch, siehe Vektorraum

Fahne, 221
f-invariante, 221
vollstandige, 221
Faktorgruppe, siehe Gruppe
faktoriell, siehe Ring
Faktorraum, siehe Quotientenraum
Familie, 23, 23
leere, 23
linear abhéngig, 110, 111, 113
linear abhéngige, 109
linear unabhéngig, 110, 111, 113
linear unabhéngige, 109, 115-117, 120,
122, 123, 155
orthogonale, 278
orthonormale, 278
Teilfamilie, 23
fang cheng, 6
Fehlstand, 47
Fermatsche Vermutung, 16
Folge, 23, 120, 126
Folgen
abbrechende, 190
Folgenraum, 120, 126, 190
formale Ableitung, siehe Polynom
Funktion
differenzierbare, 105, 108
ganzrationale, 192
gerade, 107, 132
Polynomfunktion, 197
stetige, 105
ungerade, 107, 132
Funktional
lineares, siehe Linearform
Funktionenraum, 105, 108, 120, 132

gaufische Zahlen, 78

gaullsche Zahlenebene, 74
gerade, siehe Permutation

geT, 57-59, 61, 65, 198, 202, 203
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gleichméchtig, siehe Menge
Gleichung
diophantische, 65, 203
Gleichungssystem
homogenes, 156
homogenisiertes, 157
inhomogenes, 156
lineares, 156, 165-167, 360
dquivalent, 160
universell eindeutig l6sbar, 181
universell eindeutig losbar, 157
universell l6sbar, 157
Gleinchungssystem
lineares, 6-13
Goldbachsche Vermutung, 16
groflter gemeinsamer Teiler, 57, 198
Grad, 193, 205, siehe Hyperflache
Gram-Schmidtsches Orthonormalisie-
rungsverfahren, 279
Graph, 21
Gruppe, 34, 34—44, 360
abelsche, 34, 42, 43, 80, 364
allgemeine lineare, 84, 147
alternierende, 56
Diédergruppe, 89
direktes Produkt, 42
einelementige, 36
endliche, 34
Erzeugnis, 147
Faktorgruppe, 53
Gruppenaxiome, 34
Inverses, 34
kommutative, 34
neutrales Element, 34
Ordnung, 34
Ordnung eines Elements, 50
orthogonale, 282
Permutationsgruppe vom Grad n, 36
Quaternionengruppe, 89
spezielle lineare, 365
spezielle orthogonale, 282
spezielle unitire, 282
symmetrische, 42, 44-49, 169, 170, 360
symmetrische Gruppe, 36
unendliche, 34
unitire, 282
Untergruppe, 37, 40, 42
normale, 53
Untergruppenkriterium, 37, 43
Gruppenaxiome, sieche Gruppe

Gruppenhomomorphismus, 39, 40, 43, 78,
175
Automorphismus, 40
innerer, 360
Bild, 41
Endomorphismus, 40
Epimorphismus, 40
Homomorphismus, 39
Injektivitatskriterium, 41
innerer Automorphismus, 39, 44
Isomorphismus, 40
Kern, 41, 53
Komposition, 40
Konjugation, 39
Monomorphismus, 40
Morphismus, 39

hochstens abzihlbar, 118
halbeinfach, siehe Matrix, siehe Endomor-
phismus
Halbgruppe, 34, 37, 42, 54, 84, 360
Halbordnung, siehe Relation
Hauptachsentransformation, 301, 310
Hauptideal, siehe Ideal
Hauptidealring, siehe Ring
Hauptmatrix, 304
Hauptminor, siehe Minor
Hauptraum, 235, 236
verallgemeinerte Eigenraum, 235
hermitesch, siehe Matrix, siehe Endomor-
phismus
Hilbertraum, 262
homogen, siehe Polynom
Homomorphismus, siehe Gruppenhomo-
morphismus
Hyperbel, 309
Hyperflache
algebraische, 307
Grad, 308

Ideal, 104, 108, 365
Hauptideal, 198
maximales, 121

Identitat, siehe Abbildung

imaginére Einheit, 74

Implikation, 16

Index, siehe Untergruppe, 303

Indexmenge, 19

Induktion
Induktionsanfang, 45
Induktionsschluf3, 45



Induktionsvoraussetzung, 45
vollstandige, 45
Induktionsanfang, siehe Induktion
Induktionsschluf3, siehe Induktion
Induktionsvoraussetzung, siehe Induktion
Inhomogenitat, 156
injektiv, siehe Abbildung
Inklusion, siehe Abbildung
innerer Automorphismus, siehe Gruppen-
homomorphismus
inneres Produkt, siehe Skalarprodukt
Inverse, siehe Abbildung
Inverses, siehe Gruppe
invertierbar, 71, siehe Matrix
irreduzibel, 198, 203
Isomorphismus, siehe Gruppenhomomor-
phismus, siehe Modulhomomorphis-
mus

Jordan-Zerlegung, 245, 252, 252
Jordanblock, 232
Jordankéstchen, 232
Jordansche Normalform, 244
Jordanzelle, 232

Korper, 68, 73, 74, 78, 91, 108, 115, 177
algebraisch abgeschlossen, 198
algebraischer Abschluf3, 198
der komplexen Zahlen, 74
endlicher, 71, 72, 78
gauBsche Zahlen, siehe gaullsche Zahlen
Korpererweiterung, 72
Teilkorper, 69
Unterkorper, 69, 75, 99

Korpererweiterung, siehe Korper, 75, 99

Korperhomomorphismus, 69

Kirzungsregeln, 35, 42

kanonische, siehe Basis

Kardinalzahlen, 24

Karte, 124, 136

kartesisches Produkt, 20, 31

Kegelschnitte, 309

Kern, siehe Gruppenhomomorphismus,

siehe Modulhomomorphismus

Kette, 116

kgV, 65, 198, 202, 203, 363
kleinstes gemeinsames Vielfaches, 198

Kirchhoffsche Gesetze, 12, 166

Kleinsche Vierergruppe, 50, 56

kleinstes gemeinsames Vielfaches, siehe

kgV, siehe kgV
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Koeffizientenmatrix, 156
erweiterte, 156
Kofaktor, siehe Matrix
kommutativ, siehe Gruppe
kommutatives Diagramm, 136
Komplement, siehe Vektorraum
Komplementiarmatrix, siehe Matrix
komplexe Konjugation, 75
Komplexifizierung, 343
Komponente, siehe Vektor
Komposition, 24
kongruent modulo n, 52
Kongruenzgleichung, 62
Kongruenzklasse, 52
Konjugation, siehe Gruppenhomomorphis-
mus
konjugiert, siehe Matrix, 250
konjugiert komplexe Zahl, 76
Konjunktion, 16
Kontraposition, 18
Koordinaten, siehe Koordinatenvektor
Koordinatendarstellung, 136, 140
Koordinatentransformation, siehe Basis-
wechsel
Koordinatenvektor, 136
Koordinaten, 136
kartesische, 5
Kronecker Symbol, 81
Kurve
algebraische, 308

Losung, 157
leere Menge, 19
leere Summe, 112
Leibnizsche Formel, 169
Leitkoeffizient, 193, 194
Lemma

Austauschlemma, 121

von Zorn, 117
lineare Fortsetzung, 114, 124
lineare Hiille, siehe Erzeugnis
lineare Ordnung, siehe Relation
Linearfaktor, 196
Linearform, 319
Linearkombination, 108, 109

endliche, 109

nicht-triviale, 109
Linkstranslation, 39
linksvollstidndig, siehe Abbildung

Maichtigkeit, siehe Menge
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Matrix, 78
dhnlich, 141
dquivalent, 141
adjungierte, 263
Adjunkte, 180, 183
Blocke, 141
Blockmatrix, 141, 178
charakteristisches Polynom, 210
darstellende, 270
Diagonalblockmatrix, 222
diagonalisierbare, 208, 223, 224, 234,
239
Dreiecksmatrix, 170
Einheitsmatrix, 84
Elementarmatrix, 87, 93, 147, 181
Ersetzungsmatrix, 179
halbeinfach, 245
Hauptmatrix, 304
hermitesche, 263
Inverse, 152
invertierbare, 84, 114, 143, 147, 160,
174, 181, 364
Kofaktor, 180
Komplementidrmatrix, 180
konjugiert, 141, 142, 175
negativ definite, 263, 265
nilpotente, 90, 245
normale, 283
Nullmatrix, 99
orthogonale, 282
Permutationsmatrix, 87
positiv definite, 265
positiv definite, 263
quadratische, 79
regulére Matrix, 84
selbstadjungierte, 263
Streichungsmatrix, 180
symmetrische, 263
Transponierte, 79, 88, 171, 363
trigonalisierbare, 208, 219, 221
unitare, 282
Matrixdarstellung, 136, 139, 140, 151, 152,
186, 362, 364, 365
Matrixmultiplikation, 83
Matrixprodukt, 80
maximal, siehe Element
Menge, 19
disjunkt, 30
gleichméchtig, 24
Maichtigkeit, 24

INDEX

paarweise disjunkt, 30
partiell geordnet, 27
teilgeordnet, 27, 116
Metrik, 266
metrischen Raum, 266
minimal, siehe Element
Minimalpolynom, siehe Polynom, siehe Po-
lynom
Minkowski-Geometrie, 265
Minor, 304
Hauptminor, 304
Modul, 98
der abbrechenden Folgen, 190
freier, 350
Untermodul, 104
erzeugter, siehe Erzeugnis
triviale Untermoduln, 104
Untermodulkriterium, 104
Modulhomomorphismus, 101, 113
Automorphismus, 101
Bild, 105, 108, 133, 155, 156, 362
Endomorphismus, 101
Epimorphismus, 101
Injektivitatskriterium, 41
Isomorphismus, 101, 124, 130, 134, 140
Kern, 105, 108, 121, 133, 156, 159, 167,
362
Monomorphismus, 101
Vektorraumhomomorphismus, 101, 107
modulo, siehe Relation
Monoid, 34
Monom, siehe Polynom
Monomorphismus, siehe Gruppenhomo-
morphismus, siehe Modulhomomor-
phismus
Morphismus, siehe Gruppenhomomorphis-
mus
Morseindex, 303
Multiplikation, 67

Negation, 16
negativ definit, siehe Matrix
neutrales Element, siche Gruppe
nilpotent
Endomorphismus, 217
Nilpotenzindex, 236, 243
Norm, 260, 265
euklidische, 275
normal, siche Matrix, sieche Endomorphis-
mus



Normalform
beziiglich Aquivalenz, 142
beziglich Konjugation, 142
beziiglich Aquivalenz, 148, 153
Normalparabel, 22
Normalteiler, 53, 56
normiert, siehe polynom
Nullmatrix, siehe Matrix
Nullmodul, 98
Nullring, siehe Ring
Nullstelle, 196, 196, 197
Vielfachheit, 196
Nullstellengebilde, 307
Nullteiler, 100
nullteilerfrei, siehe Ring, 194
Nullvektor, 98

obere Schranke, 116

0GB, 278

Ohmsches Gesetz, 12, 166

ONB, 278

Ordnung, siehe Gruppe, siehe Gruppe
Ordnungsrelation, siehe Relation

orthogonal, siehe Vektoren, 277, siehe Fa-
milie, siehe Projektion, siehe Endo-
morphismus, siehe Gruppe, siehe Ma-

trix
Orthogonalbasis, siehe Basis
orthogonale, siehe Gruppe
Orthogonalmodul, 328
Orthogonalraum, 328
orthonormal, siehe Familie
Orthonormalbasis, siehe Basis

Paarung

duale, 319
paarweise disjunkt, sieche Menge
Parabel, 309
Parallelotop, 186
Parameter

freie, 163

gebundene, 163
Parametrisierung, 162

von Los(A,b), 163
partielle Ordnung, siehe Relation
Partition, 249, 250
Permutation, 36, 44

gerade, 48

Ordnung, 50

Transposition, 4547, 49

Typ, 50

INDEX

Zyklenzerlegung, 49, 50, 364
Zyklus, 45, 49, 360
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Permutationsgruppe vom Grad n, siehe

Gruppe
Pivot, 90
Polarisierung, 274
Polarkoordinaten, 76
Polynom, 190
charakteristisches, 210, 236
formale Ableitung, 200
Produktregel, 200
homogenes, 205
in Linearfaktoren zerfallen, 196, 197
in n Verdnderlichen, 205
konstantes, 193
Minimalpolynom, 200, 228, 233, 236
Monom, 205
Polynome
dquivalent, 308
normiertes, 193
Polynomfunktionen, 192
Polynomring, 190, 202
in n Verédnderlichen, 205
positiv definit, siehe Matrix
Potenzgesetze, 36
Potenzmenge, 20, 32
Potenzreihe
seeRing, 338
Pradikate, 17
prim, 198, 203
Primfaktorzerlegung, 203
eindeutige, 62
Primzahl, 57, 62, 73
Produkt
dulleres, 352
reines, 352
Produktregel, siehe Polynom
Projektion, 103, 107, 134, 365
auf die k-te Komponente, 321
Betrag der, 281
orthogonale, 281
Punkte, 79

quadratfrei, 198, 201, 204
quadratische Form, 273
Quadratur des Kreises, 16
Quantoren, 17
Quaternionengruppe
seeGruppe, 89
Quotientenraum, 130
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Faktorraum, 130

Rang, 141, 143, 145, 148, 152, 159, 181,
365
eines Tensors, 350
Rechenregeln
Korper, 70
Ringe, 70
rechten, siehe Winkel
rechtseindeutig, siehe Abbildung
Rechtstranslation, 39
Regel von Sarrus, 170
reguldre Matrix, siehe Matrix
reguldres n-Eck, 38
Rekursionsformel, 186
Relation, 21, 33
Aquivalenzrelation, 29, 30, 33, 49, 141,
161, 360
Aquivalenzklasse, 29
mit der Gruppenstruktur vertragli-
che, 50, 52
modulo, 29
Reprasentant, 29
Halbordnung, 27
lineare Ordnung, 28
Ordnung, 33
Ordnungsrelation, 27, 75
partielle Ordnung, 27
Totalordnung, 28
Wohlordnung, 28
Relativitatstheorie, 265
Reprisentant, siehe Relation
Restklasse modulo U, 51
Restriktion, 330
Ring, 67, 84, 108, 121
der Abbildungen, 67
der formalen Potenzreihen, 338
direkte Summe, 77
Einheitengruppe, 71, 85
endlicher, 54, 60, 67, 71, 73
euklidischer, 78
faktorieller, 203
gauBsche Zahlen, siehe gaul3sche Zahlen
Hauptidealring, 198, 202, 203
kommutativer, 67
mit Eins, 101
mit Eins, 67, 104, 177
Nullring, 71
nullteilerfrei, 78
nullteilerfreier, 205, 363

Polynomring, 203
Unterring, 68
Unterringkriterium, 68
ZPE-Ring, 203
Ringabbildung, siehe Ringhomomorphis-
mus
Ringhomomorphismus, 68, 108
Korperautomorphismus, 78
Ringabbildung, 68
Ringmorphismus, 68
Ringmorphismus, siehe Ringhomomor-
phismus

Satz
uber die Adjunkte, 180
uber die Diagonalisierbarkeit, 223
uber die Jordansche Normalform, 243
Allgemeine Division mit Rest, 194
Austauschsatz von Steinitz, 122
Basisergénzungssatz, 118
Chinesischer Restsatz, 63, 184
Cramersche Regel, 184
Determinantenproduktsatz, 174
Dimensionsformel, 128, 131
Division mit Rest, 52, 195
Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir li-
neare Abbildungen, 113
Fundamentalsatz der Algebra, 198
Gradformeln, 193, 194
Hauptachsentransformation, 299, 301
Homomorphiesatz, 55, 57, 130
Isomorphiesitze, 57, 134, 363
Kastchensatz, 178
Laplacescher Entwicklungssatz, 183
Normalform beziiglich Aquivalenz, 141,
142
schwacher Austauschsatz, 118
Sylvesterscher Trigheitssatz, 303
von Steinitz, 153
von Cayley, 50
von Cayley-Hamilton, 228
von Euklid, 62
von Lagrange, 43
Wohlordnungssatz, 116
Schachbrettregel, 183
Schiefkorper, 69, 78, 363
selbstadjungiert, siehe Matrix, siehe Endo-
morphismus
semi-linear, 262
Separabilitat, 240



Sesquilinearform, siehe Abbildung
Signatur, 303
Signum, 47, 48, 56
Vorzeichen, 47
Skalare, 98
Skalarmultiplikation, 80, 98
Skalarprodukt, 80, 262
inneres Produkt, 262
kanonisches, 264
Standardskalarprodukt, 264
Spaltenrang, 143, 145
Spaltenraum, 143
Spaltensummennorm, 275
Spaltenvektor, 79
Spektralzerlegung, siehe Endomorphis-
mus
Spektrum, 207
spezielle orthogonale, siehe Gruppe
spezielle unitére, siehe Gruppe
Sphire, 269
Spiegelung, 214
spitzen, siehe Winkel
Spur, 151, 187, 357
Standardbasis, siehe Basis
Standardskalarprodukt, siehe Skalarpro-
dukt
Streckung, 103
Streichungsmatrix, siehe Matrix
stumpfen, siehe Winkel
Summe, 126, 154
direkte, 127, 128, 132, 133, 365
dullere, 335
innerer, 335
orthogonale, 278
surjektiv, siehe Abbildung
symmetrisch, siehe Matrix
symmetrische Gruppe, siehe Gruppe

Teiler, 57, 198, 202
teilerfremd, 57
Teilfamilie, siehe Familie
Teilkorper, siehe Korper
Teilmenge, 19

linear unabhingige, 113
teilt, 57
Tensor, 334

Rang, 350

reiner, 334, 339, 340
Tensorprodukt, 333
Totalordnung, siehe Relation
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Tragheitsindex, 303

Translation, 307

Transponierte, siehe Matrix

transponierte Matrix, 79

Transposition, siehe Permutation

transzendent, 16

trigonalisierbar, siehe Endomorphismus,
siehe Matrix

Typ einer Permutation, siehe Permutation

Umformungen

elementare, 161, 173
Umkehrabbildung, siehe Abbildung
Unbestimmten, 156
unendlich, siehe Gruppe
unitir, siehe Vektorraum, siehe Endomor-

phismus, siehe Gruppe, sieche Matrix
unitére, siehe Gruppe
universell eindeutig losbar, siehe Glei-
chungssystem

universell 16sbar, siehe Gleichungssystem
universelle Eigenschaft, 333, 352
Untergruppe, siche Gruppe

Index, 51
Unterkorper, siehe Korper
Untermatrix, 145, 304
Untermodul, siehe Modul
Unterraum, siehe Vektorraum

affiner, 132, 158
Unterring, siehe Ring
Untervektorraum, siehe Vektorraum
Urbild, 22, 27

Variablen, 156
Vektor, 79, 98
Komponente, 79
zyklischer, 126, 247, 363
Vektoraddition, 98
Vektoren
orthogonale, 270
Vektorraum, 98, 115
endlich-dimensionaler, 123
euklidischer, 262
Komplement, 129, 130
orthogonales, 277
normierter, 266
Nullraum, 124
orthogonal, 277
unitérer, 262
Unterraum, 104, 107
erzeugter, siehe Erzeugnis
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invarianter, 133, 134, 151, 152 Zyklus, siehe Permutation
maximaler, 365
Summe, siehe Summe
zyklischer, 247
Unterraumkriterium, 104
Untervektorraum, 104
Vektorraumhomomorphismus, siehe Mo-

dulhomomorphismus
verallgemeinerte Eigenraum, siehe
Hauptraum

Vereinigung, 20
Verkniipfungstafeln, 55
Vielfachheit, 196
algebraische, siehe Eigenwert, 244
geometrische, siehe Eigenwert, 244
vollstandige Induktion, siehe Induktion
Volumenform, 185
Vorzeichen, siehe Signum

Wertebereich, 21
Winkel, 270

rechten, 270

spitzen, 270

stumpfen, 270
wohldefiniert, siehe Abbildung
Wohlordnung, siehe Relation
Wurzelfunktion, 22

Young-Diagramm, 251
Young-Tableau, 251

Zahlen
ganze, 20, 35, 44, 67, 69
komplexe, 73-78, 120, 178
natiirliche, 20
rationale, 20, 29, 35, 42, 44, 67, 69, 73,
118
reelle, 20, 35, 67, 69, 73, 118
Zeilen-Stufen-Form, 90, 95, 162
reduzierte, 90, 93, 146, 181
spezielle, 90
Zeilenrang, 90, 143, 145
Zeilenraum, 143
Zeilensummennorm, 275
Zeilenvektor, 79
zerlegbar, 352, 357
Zerlegung, 30
ZPE-Ring, siehe Ring
ZSF, siehe Zeilen-Stufen-Form
zu A assoziierte, siehe Abbildung
zu A gehorige, siehe Abbildung
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