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1 Grundbegriffe der Logik

Aussage: entweder wahr (w) oder falsch (f)
w bzw. f: Wahrheitswert

Beispiel 1.1. Die Winkelsumme im Dreieck betrdgt 180°. (w)
Fiir jede Aussage A ist ~A (nicht A) ihre Negation (Verneinung).

Alw f
ﬂA‘fW

Beispiel 1.2. A: Jede natiirliche Zahl ist Summe von hochstens 4 Quadraten. (w)
—A: Nicht jede nattirliche Zahl ist Summe von hochstens 4 Quadraten. (f)

Fiir Aussagen A,B sind auch die Konjunktion A A B (A und B) und die Disjunktion AV B
(A oder B) Aussagen:

A
B
ANB
AVB

—_—

w f
f w
f f
W W

g%

Unterscheide: mathematisches vV
umgangssprachliches “entweder-oder”

Beispiel 1.3. Die Winkelsumme im Dreieck betrdgt 180° oder jede natiirliche Zahl ist
Summe von hochstens 4 Quadraten. (w)

Fiir Aussagen A,B ist auch die Implikation A = B (A impliziert B, aus A folgt B) eine
Aussage:

A w w f f

B w f w f
A=>B w f w w
Beispiel 1.4. “3 = -3 = 32 = (=3)?” ist eine wahre Aussage (!!!)

Statt A = B schreibt man auch B < A, statt (A = B)A (B = A)auch A & B (A
dquivalent, gleichwertig zu B)

A
B
&

w w f f
w f w f
w f f w

Beispiel 1.5. ¥* =1 e x=1Vvx=-1(w)



Satz 1.5. Fiir Aussagen A und B gilt:
(i) AV (—A) ist stets wahr, A A\ (=A) ist stets falsch.
(i) —(—A) ist gleichwertig zu A.
(iii) —(A V B) ist gleichwertig zu (—A) A (=B). (De Morgan)
(iv) —(A A B) ist gleichwertig zu (—A) V (=B). (De Morgan)
(v) A = B ist gleichwertig zu (—A) V B.
(vi) A = Bist gleichwertig zu (—B) = (—A).
Beweis. Stelle jeweils die Wahrheitstafel auf, z.B. (v)

A B -A (A VB A=B
w w f w w

w f f f f
f w w w w
f f w w w

Bemerkung 1.5. (i) Regeln niitzlich fiir Beweise: statt A = B zeigt man oft
(=B) = (=4).

(ii) Weitere Regeln: Ubungsaufgaben

(iii) Logische Symbole sparsam verwenden! (Bessere Lesbarkeit!)

2 Grundbegriffe der Mengenlehre

Definition 2.1. (G. Cantor 1845-1918)
“Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.”

Bemerkung 2.1. (i) Definition nicht ganz exakt.

(ii) Objekte einer Menge: Elemente
Schreibweise: x € M, x ¢ M

Beispiel 2.1. N = {1, 2,3, ...} natiirliche Zahlen (nicht einheitlich)
Ny =1{0,1,2,3,...}

Z={..,-2,-1,0,1,2,...} ganze Zahlen

Q=1{%:p,q€Zq+0} rationale Zahlen

R reelle Zahlen (Analysis!)

C ={a+0bi:a,be R} komplexe Zahlen (spiter!)
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Definition 2.2. [M| Anzahl der Elemente einer Menge M (Mdchtigkeit)
|M| = 0: leere Menge. Schreibweise: () oder { }
|M| = co: unendliche Menge

Definition 2.3. M, N Mengen.
N Teilmenge von M (N C M) :&
jedes Element von N ist auch Element von M. (Sonst N € M).

Bemerkung 2.3. (i) Manche Biicher: N ¢ M statt N € M.

(ii) N echte Teilmenge von M: N € M und N # M.
Schreibweise: N & M.

(iii) Die Aussagen M = N und M € N AN C M sind gleichwertig. (Niitzlich fiir
Beweise!)

Beispiel 23. NCIN CZCQCRcCC
0 € Mund M C M fiir jede Menge M.

Definition 2.4. M, N Mengen.
(i) MUN :={x:x € MV x € N} Vereinigung
(i) MNN :={x:x € M A x € N} Durchschnitt
(iii) M\N := {x : x € M A x ¢ N} Differenzmenge
(iv) M,N disjunkt : M NN = 0.

Venn-Diagramme:

MQZ@N H@N ﬁ@i)»

e (W LY

Bemerkung 2.4. (i) Doppelpunkt vor dem Gleichheitszeichen: linke Seite wird durch
die rechte definiert.

(ii) Stets gt MNNCMCMUNundMNNCNCMUN.
Satz 2.5. Fiir Mengen M, N, P gilt stets:
(i) MUM=M=MnNM (Idempotenz)

.. MUN = NUM

(ii) MAN = NAM } (Kommutativitiit)



(iii) ﬁ 8 g 8 Ilj; z % 8 %g 8 113 } (Assoziativitiit)
_ MNANUP) = MANYUMANP)) . o
(iv) MU(NNAP) = (MUN)N(MUP) } (Distributivitiit)
M\(NNP) = (M\N)U (M\P)
(v) M\(NUP) = (M\N)N (M\P) } (De Morgan)

Beweis. nur erster Teil von (iv), Rest dhnlich oder offensichtlich

Definition 2.6. M Menge.
P(M) :=2M := {N : N C M} Potenzmenge von M (Menge aller Teilmengen von M).

Beispiel 2.6. M = {1,2} = P(M) = {0, {1}, {2}, {1, 2}}.
Satz 2.6. Fiir jede endliche Menge M ist [2M] = 2M|

Bemerkung 2.6. Unser Beweis beruht auf dem Prinzip der vollstindigen Induktion:
Fiir n € INj sei eine Aussage A, gegeben.

Ist Ap wahr (Induktionsanfang) und gilt A, = A, (Induktionsschritt) fiir alle n € INj,
so ist A, fiir jedes n € INy wahr.

Beweis. Ind.-Anf.: M| =0
Dann M = 0, also 2M = {0} und |2M| =1=2°

Ind.-Schr.: Sein € INj fest und die Aussage richtig fiir jede Menge mit n Elementen.
z.z. sie ist auch richtig fiir jede Menge mit n + 1 Elementen.
Sei also M Menge mit |[M| =n+ 1. Wegenn > Oistn+1 > 1, also M # 0. Wahle
x € M fest. Setze N := M\({x}. Unterscheide zwei Sorten von Teilmengen von M:
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(a) die Teilmengen von M, die x nicht enthalten, d.h. die Teilmengen von N.
Wegen |N| = n ist deren Anzahl 2".

(b) die Teilmengen von M, die x enthalten. Diese sind von der Form P U {x} mit
P € N. Wegen |N| = n ist auch deren Anzahl 2".

Insgesamt hat M also 2" + 2" = 2"*! Teilmengen.

Definition 2.7. M Menge, a,b € M.
Dann heifSt (a,b) := {{a}, {a, b}} das (geordnete) Paar mit den Komponenten a und b.

Bemerkung 2.7. (i) Fiirc,d € M giltalso: (a,b) = (c,d) ©a=cAb=d.
z.B.(1,2) # (2,1) # {2,1} = {1,2}.

(ii) Fira,b,c € Mnenntman (a,b,c) := ((a, b), c) das Tripel mit den Komponentena, b, c.
Es gilt: (a,b,c) = (d,e, f) ©®a=dANb=eAc=f.

(iii) Fahrt man so fort, dann erhélt man Quadrupel, Quintupel, Sextupel, etc.

Definition 2.8. M, N Mengen.
M X N :={(m,n): m € M A n € N} direktes (kartesisches) Produkt.

Beispiel 2.8. M = {a,b},N = {0, 1,2}
= M XN ={(a,0),(@,1),(@a,2),(,0),(b,1),(b,2)}

Bemerkung 2.8. M, N endliche Mengen = |M X N| = |[M]| - |N].
(Beweis leicht mit vollstandiger Induktion)

Definition 2.9. Gegeben seien eine Menge M und fiir jedes x € M eine Aussage A,. Dann
hat man neue Aussagen “Vx e M : A,” und “Ax e M : A,”.

“Yx e M:A,” wahr :& A, ist wahr fiir jedes x € M.

“Ix e M : A,” wahr :© A, ist wahr fiir mindestens ein x € M.

[V alle, d existiert]

Bemerkung 2.9. (i) Die Negation von “Vx € M : A,” ist “Ix € M : =A,”, nicht etwa
“VxeM:-A".
Zum Beispiel ist die Negation der falschen Aussage: “¥Yx € R : x # —x” die wahre
Aussage “dx € R:x = —x".

(ii) Die Negation von “Jdx € M : A,” ist analog “Vx € M : =A,”.

Definition 2.10. Gegeben seien eine nichtleere Menge X und zu jedem x € X eine Menge

M,.

Dann: (JM, = {m: 3Ix € X : m € M,} Vereinigung
xeX

M, :={m:Vx € X :m e My} Durchschnitt

xeX



Beispiel 2.10. X =IN,M, :={re R: —x <r <x},N, = {relR : —% <r< %}
Dann: |JM, =R, (N, = {0}.

xeIN xeIN

Bemerkung 2.10. X ={1,2,...,n} : My UM U---UM, = |JM, = UM,.

xeX i=1

X =N: M, := UM, Ahnlich fiir .
i=1 ielN

Definition 2.11. Eine Partition einer Menge M ist eine Menge # nichtleerer, paarweise
disjunkter Teilmengen von M mit M = J P.

PeP
Schreibweise: M = [-JP.
PeP

Bemerkung 2.11. “paarweise disjunkt” bedeutet:
N N P = 0 fiir je zwei verschiedene N, P € P.

Beispiel 2.11. (i) Z ={z € Z:z gerade } ) {z € Z : z ungerade}.
Partition in gerade und ungerade Zahlen.

(i) Z=NU{0}J (-IN)
Partition in positive Zahlen, negative Zahlen und 0.

3 Relationen und Funktionen

Definition 3.1. Eine Relation ist ein Tripel (M, N, R), das aus Mengen M, N und einer
Teilmenge R von M X N besteht. Statt (x, y) € R schreibt man xRy.

Beispiel 3.1. (i) M =N =R,R; ={(x,y) € RXxR: x <y} Kleiner-Relation

(i) M=N=R, R, ={(x,y) € RXxR: x =y} Gleichheitsrelation

(iii)) M=N=R,R3 ={(x,y) e RXxR: x* +y* = 1}

RN R

[ SR
, )

3

Definition 3.2. Eine Relation (M, N, R) nennt man Funktion (Abbildung), falls gilt:
(*) Zu jedem x € M existiert genau ein y € N mit xRy.



. "‘-!'_"9
T Rt N
>

y heifdt Bild von x unter R; man schreibt y = R(x).
M: Definitionsbereich, N: Wertebereich, Schreibweise:

R:M — N,x — R(x).
Abb (M, N) bezeichne die Menge aller Abbildungen von M nach N.

Beispiel 3.2. M beliebige Menge.
Identititsabbildung idy : M — M, x +— x
Allgemeiner: L € M Teilmenge
Inklusionsabbildung in)' : L — M, x +— x.

Definition 3.3. Gegeben: Abbildung f : M — N, Teilmengen X C M, Y C N.
Dann: f(X) := {f(x) : x € X} Bild von X unter f

Insbesondere: Bld (f) := f(M) Bild von f

FUY):={x e X: f(x) € Y} Urbild von Y unter f.

Beispiel 3.3. f: R — R, x — x?
[a,b] := {x € R:a < x < b} Intervall
f([=1,2])) = [0,4]

FUI-12D) = -2, V2],

A

\4

Definition 3.4. Eine Abbildung f : M — N heifst
(i) injektiv, falls fiir alle x, y € M gilt: f(x) = f(y) = x=y.
(ii) surjektiv, falls zu jedem y € N ein x € M mit f(x) = y existiert.

(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



= = &=

H wdf = N H wdlf g N

Bemerkung 3.4. (i) f injektiv & |f‘1({z})| <1VzeN.
(i) fsurjektive f(M)=N & [f({z})|>1VzeN.

(ii) f bijektiv e [f'({z})| =1 Vz € N.

Beispiel 3.4. (i) f: R — R, x > x?, weder injektiv noch surjektiv
(i) f:IN — IN,x — x + 1, injektiv, nicht surjektiv

Definition 3.5. Gegeben Abbildungen f : M — N,g: N — P.
Dann heifit die Abbildung go f : M — P, x +— g(f(x)) Komposition (Hintereinander-
ausfiihrung) von g und f.

/‘_\30

§°f

>
000
M N P

Beispiel 3.5.
" R—Rx+—x+2 :1R—>]R,x|—>E
& 3
gof:]R—>lR,x|—>x;2 ng:]R—>]R,XI—>§+2.

Achtung: go f # f o g;denn (g o £)(0) = 3;(f 0 g)(0) = 2.

Satz 3.5. Fiir Abbildungen f : M — N,g: N — P,h: P — Q gilt stets:
(i) (hog)o f =ho(go f)(Assoziativitit)
(i) foidy = f =idyof.
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Beweis.

(i) ((hog)o fHx) = (o g)(f(x)) = hg(f(x))) = h((g o ))(x)) = (o (g o f))x).

(i) (f oidm)(x) = fidm()) = f(x),
(idy o f)(x) = idn(f(x)) = f(x).

Bemerkung 3.5. Schreibe kurz: ho g o f.

Satz 3.6. Gegeben: Mengen M, N mit M # O und Abbildung f : M — N.

(i) finjektiv & Ag: N — M : go f =idy.

(i) f surjektiv & Jh: N — M : foh =idy.

(iii) f bijektiv & Ag: N — M :go f =idyAf o g=idy.
Ggf. ist g eindeutig bestimmt.

Beweis.

‘“ 4

4

(i)y"=

“ ”,
&

7

(iii)'=>

“ ”,
&

Eindeutigkeit:

(iy’=": Sei f injektiv und z € M fest. Wir definieren die Abbildung ¢ : N —
M:

Sei y € N.Im Fall y ¢ Bld (f) sei g(y) := z. Im Fall y € Bld (f) existiert genau
ein x € M mit y = f(x). Setze g(y) := x. Dann: g(f(x)) = x fir x € M, d.h.
go f = ldM

: Seien f : M — N, g : N — M Abbildungen mit g o f = idj. Seien x,y € M

mit f(x) = f(y). Dann:

x = idm(x) = (g o f)(x) = g(f(x)) = g(f(¥) = (g ° Hy) =idm(y) = v.

: Sei f : M — N surjektiv. Zu jedem y € N existiert dann ein x € M mit

y = f(x).Setze h(y) := x. Dann: f(h(y)) = f(x) = y. Wir erhalten eine Abbildung
h:N — Mmit f oh =idy.

Seien f : M — N,h : N — M Abbildungen mit f o & = idy. Dann:

N =1idn(N) = (f o h)(N) = f(h(N)) € f(M) € N, also f(M) = N.

: Sei f : M — N bijektiv. Nach (i) und (ii) existieren Abbildungen g,h : N — M

mit g o f =idy, f o h = idy. Dabei:

g=goidy=go(foh)=(go f)oh=idyoh =h.
folgt aus (i),(ii).
Seiauch g1 : N — M mit g3 o f =idy, f o g1 = idn.
Dann:g1:g1oidN:g1o(fog):(glof)og:idMog:g.
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Bemerkung 3.6. In (iii) heifst ¢ Umkehrabbildung von f. Man schreibt: g f

Also: f =idy, f o f~! = idw. Daher ist f~' bijektiv und (f")™" =
—f
Unterscheide:

e f1(x) Bild von x € N unter der Umkehrabbildung von f (nur definiert, falls f
bijektiv)

e f71(X) Urbild von X C N unter f (auch definiert, falls f nicht bijektiv ist).
Beispiel 3.6. f : R — R, x +— 2, ist bijektiv mit f' : R — R, x +— %.
Satz 3.7. Fiir Abbildungen f : M — N, g : N — P gilt stets:
(i) f,ginjektiv = g o f injektiv.
(ii) f, g surjektiv = g o f surjektiv.
(iii) f,g bijektiv = g o f bijektiv. Ggf. ist (go f)™' = f Lo g™l (I)

Beweis. (i) Seien f, g injektiv und x,y € M mit (g o f)(x) = (g o f)(y), d.h. g(f(x)) =
g(f(y)). Dann: f(x) = f(y), da g injektiv. Also x = y, da f injektiv.
(ii) Seien f, ¢ surjektiv. Dann: (g o f)(M) = g(f(M)) ' =7 o) 2%
Also: g o f surjektiv.

P.

(iii) Seien f, g bijektiv, also injektiv und surjektiv. Nach (i) und (ii) ist g o f injektiv und
surjektiv, also bijektiv. Ferner ist f ! o ¢! : P — N — M eine Abbildung mit
(gof)o(fTog™) = ((gof)of)og™ = (go(fof))og™" = (goidn)og™" = gog™! =idp,
(flogl)o(gof)=...=idu.

Also: f1o g™l = (g o ) nach Satz 3.6 (iii).

Definition 3.8. Gegeben Abbildung f : M — N und X C M.
Dann hei8t ¢ := f o in}!l : X — M — N, x +— f(x) Einschriinkung (Restriktion) von f
auf X. Man schreibt ¢ = f|X oder res} f. Andererseits heiflt f Fortsetzung von g auf M.

12



Beispiel 3.8. f: R — R, x > x?
flI0,1]:[0,1] — R, x +— x*

)

1

{ l0u]

Definition 3.9. Eine Abbildung f : M — N nennt man manchmal Familie oder (im Fall
M = N oder M = INy) Folge.
Dann heifst M Indexmenge. Man schreibt: f = (f(m))em = (f(m) : m € M).

Beispiel 3.9. Die Folge (%)%N ist die Abbildung f : N — R,n +— 1.
Definition 3.10. Sei (M,);c; eine Familie von Mengen. Dann heifst
HMZ' = ><M1 = {(mz-)z-d cm; € M; fliri e I}
i€l iel
das direkte (kartesische) Produkt von (M;);c;.

Bemerkung 3.10. Es gilt: (m;)ic; = (ni)ier © m; = n; firi € . Im Fall I = {1,...,k} schreibt
man M X- - - X Mj oder Hle M; = Xfﬂ M; statt [[,c; iy Mi, und man schreibt (my, ..., my)
statt (m;)iep,. k- Fr k = 2 identifiziert man das so definierte kartesische Produkt mit dem
frither definierten (vgl. Def. 2.8). Im Fall M; = ... = My =: M schreibt man M* statt
M X -+ X M. Also:

M ={(my,...,m) - meMfiri=1,... k}.

Definition 3.11. Sei (M;);e; eine Familie von Mengen. Fiir j € I heifst

prj: HMi —> M, (m;)ie; — m;

i€l

j-te Projektion (Projektion auf die j-te Koordinate).

4 Algebraische Grundbegriffe

Definition 4.1. Eine (innere) Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung
M x M — M. Das Bild von (a,b) € M X M schreibt man oft in der Forma+b,aob,a+Db,
a - b oder kurz ab.

Beispiel 4.1. (i) Addition +, Multiplikation -, Subtraktion — auf Q oder IR, aber nicht
Division, da z.B. 5 : 0 nicht definiert ist.

13



(i) A, V,= auf M = {w, f}
(iii) N, U, \ auf M = 2% (X Menge)
(iv) Komposition o auf M = Abb (X, X).

Bemerkung4.1. In der Algebra studiert man allgemeine Eigenschaften von Verkniipfun-
gen wie z.B. die Giiltigkeit des Kommutativgesetzes [a*b = bxa] oder Assoziativgesetzes
[@axb)*c=ax=(b=c)].

Definition 4.2. Eine Gruppe ist ein Paar (G, ), das aus einer Menge G und einer Ver-
kntipfung * auf G mit folgenden Eigenschaften besteht:

(i) ax(bxc)=(axb)*cftirallea,b,c € G (Assoziativgesetz)
(ii) Esexistierteine € Gmite*a =a = axe fiir alle a € G (neutrales Element)
(iii) Zujedema € G existiert eina’ € Gmitax*a’ = e = a’ *a. (inverses Element zu a)

Bemerkung 4.2. (i) Das Element e in (ii) ist eindeutig bestimmt; ist ndmlich auch
feGmit fra=a=axf firallea € G, so folgt:

f=fre=e.
Eine Gruppe enthélt also genau ein neutrales Element.

(ii) Zujedem a € G ist das Element 4’ in (iii) eindeutig bestimmt; denn ist auch d € G
mitax*d =e=d=a,so gilt:
Ad=d*e=dx@a*a’)=@*a)+a =exa’ =a'.
Zu jedem a € G existiert also genau ein inverses Element a’. Man schreibt a’ =: a™'.
Alsoa+at=e=a"+a.

(iii) Wegen des Assoziativ-Gesetzes schreibt man kurz a * b * ¢ (ohne Klammern).

(iv) Man nennt (G, *) eine kommutative oder abelsche Gruppe (N.H. Abel, 1802-1829),
falls gilt:

a*b="b=afirallea b € G (Kommutativgesetz).

Beispiel 4.2. (i) (Z,+),(Q,+), (R, +) abelsche Gruppen:
neutrales Element 0, invers zu x ist —x
Aber : (N, +) keine Gruppe (kein neutrales Element)
(INo, +) keine Gruppe (2 besitzt kein Inverses).
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(ii) (Q\{0},-), (IR\{0}, -) abelsche Gruppen:
neutrales Element 1, invers zu x ist 1.
Aber (Z\{0}, -) ist keine Gruppe (2 besitzt kein Inverses)

(iii) X beliebige Menge, Sym (X) Menge der bijektiven Abbildungen f : X +— X
(Sym (X), o) ist eine Gruppe:
neutrales Element idy, invers zu f ist die Umkehrabbildung f~!. Man nennt Sym (X)
die symmetrische Gruppe auf X. Die Elemente in Sym (X), d.h. die bijektiven Ab-
bildungen f : X — X heifen Permutationen von X. Man schreibt sie in der Form

(1 2 ... n)
f f2 ... f(n))
Ist z.B. X = {1, 2,3}, so ist

somon < (L 23, (1 238)(123) (123 123\ (123
ymX) =31 2 3)l1 3 2)\3 2 1)/{2 1 3|2 3 1)\3 1 2)1

d.h. |Sym (X)| = 6. Beachte:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
(1 3 2)°(2 1 3)=(3 1 2)¢(2 3 1)=(2 1 3)°(1 3 2)
Folglich ist Sym (X) nicht kommutativ.
Satz 4.2. Sei (G, *) eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gilt:
(i) el=e.
(i) (@) ! =a.
(iii) (a*b)™t = b1 +a™t (Achtung!; vQl. Satz 3.7).
Beweis. (i) exe=e= el =e.

(i) al*a=e=a*a'= @) ' =a

(i) (a»b)* (b ' *a ) =(axb)*bVN*a'l=(@+b*b)*at=@xe)ral=axa! =e.
(blxaH)x(axb)=...=e.
Also (a*b)™ =b'xa7L.
|

Definition 4.3. Ein Korper (ftield) ist ein Tripel (K, +, -), das aus einer Menge K und zwei
Verkniipfungen +, - auf K mit folgenden Eigenschaften besteht:

(i) (K,+) ist abelsche Gruppe; das neutrale Element in (K, +) bezeichnet man mit 0
(Nullelement).
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(ii) (K\{0},)ist abelsche Gruppe; das neutrale Element in (K\{0}, -) bezeichnet man mit
1 (Einselement).

(iii) a(b+ c) = (ab) + (ac) fir alle a, b, c € K (Distributivgesetz)

Bemerkung 4.3. (i) Fiira € Kbezeichnet man das inverse Element beziiglich + mit —a
(negatives Element). Fiir a,b € K gilt also:
a+(—a)=0,—(-a) =a,—(a+b) =(-a) + (=b).

1 oder % Fiir

(ii) Far a € K\{0} bezeichnet man das inverse Element beztiglich - mit a~
a,b € K gilt also:

aat=1,(a ) =a,@-b)'=blat=alb.

(iii) Wir sparen Klammern durch die Verabredung;:
“Punktrechnung geht vor Strichrechnung.”
Also: a(b + ¢) = ab + ac.

(iv) Wir definieren: a — b := a + (—b) (Subtraktion)
¢ :=qab~! (Division)
(v) Statt “(K, +,-) ist Korper “ sagt man kurz: “K ist Korper”. Wegen K\{0} # 0 ist stets
K| > 2.
Beispiel 4.3. (i) (Q,+,-),(R,+,),(C, +, ) sind Korper, (Z, +, -) nicht.

(ii) F, := {0, 1} ist Korper, wobei man definiert:

+]|0 1 -0 1
010 1 bindre Addition 0|0 O
111 0 110 1

Nachweis leicht, aber langwierig. IF, wichtig fiir Computer.

(iii) Gibt es auch Korper mit 3,4,5,... Elementen?
Spéter: Sei n € IN. Genau dann existiert ein Kérper mit n Elementen, wenn 7 eine
Primzahlpotenz ist.
Also: Es gibt Korpermit?2,3,4,5,7,8,9, ... Elementen, keine Kérper mit 6,10, 12,14, 15, . ..
Elementen.

Satz 4.3. K Korper, a,b € K. Dann:
(i) a-0=0.
(ii) a-(=b) = —(ab) = (—a)b.

Beweis. (i) a-0=a(0 + 0) = a0 + a0.
Addition von —(a - 0) : —(a - 0) + a0 = —(a0) + (a0) +a0.

0 0
Also: 0 = a0.
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(ii) a(=b) +ab = a(~b +b) = a0 2 0.

Also: a(—b) = —(ab).
Daher: (—a)b = b(—a) = —(ba) = —(ab).

5 Vektorraume

K Korper (z.B.R,C, Q, F,)

Definition 5.1. Ein K-Vektorraum (Vektorraum oder linearer Raum iiber K) ist ein Tripel
(V, +,-), das aus einer Menge V und Abbildungen

+: VXV —V, (v,w) — v+ w, (Addition)

+ KXV — V,(a,v) = av (Skalarmultiplikation)
mit folgenden Eigenschaften besteht:
(i) (V,+) ist abelsche Gruppe.

(ii) @+ b =av+bvtira,bec K v eV (Distributivgesetz).
(iii) a(v + w) = av + aw fiir a € K, v, w € V (Distributivgesetz).
(iv) (ab)v = a(bv) tira,b € K,v € V (Assoziativgesetz).

(v) Ixv=vfuirveV.
Bemerkung 5.1. (i) Man sagt kurz: V ist ein K-Vektorraum.

(i) Elemente in V: Vektoren, Elemente in K: Skalare
neutrales Element in (V, +): Nullvektor 0 =0y : 0+v =vflirv eV
inverses Element zu v € V beziiglich +: —v
Also: v+ (-v) =0,—(-v) =v,—(v+ w) = —v + (—w)
Definiere Subtraktion: v — w := v + (—w)
+ heifst innere, - duflere Verkniipfung von V.

Beispiel 5.1. (i) {Oy} (Nullraum) und K selbst.
(i) Firn e Nist K" = {(ay,...,a,) : ay,...,a, € K} ein K-Vektorraum mit:

(ﬂl,...,ﬂln) + (bl,...,bn) = (Lll + bl,...,ﬂn +bn)
r(ay,...,a,) = (ml,...{mn)

fel

o:(a"a1£l+l3 = (44*64/&1-*!’1) . o mz
b:(l’:,,"h)

| A

N
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(iii) Far K-Vektorraume V7,...,V, ist auch
Vix---xV,={(vq,...,0,) :v; € Vi furi=1,...,n}
ein K-Vektorraum mit
(01, ...,00) + (W1, ..., wy) : = (V1 +W1,...,0, + W)
rvy,...,0) = (rvy, ..., 10,).
(iv) Man kann C auch als Vektorraum tiber C, R, Q auffassen.
Satz 5.1. Gegeben: K-Vektorraum V,a € K, v € V. Dann gilt:
(i) av=0a=0Vvo=0.
(i1)) (—a)v = —(av) = a(-v).
Beweis.  (i)“<": analog zu Satz 4.3.

“=": Sei av = 0. Im Fall a = 0 ist nichts zu tun. Sei also 2 # 0. Aus “&” folgt:
O0=a'-0=aYav) = (a'a)o =1v ="0.

(ii) analog zu Satz 4.3.
O

Definition 5.2. Eine nichtleere (!) Teilmenge U eines K-Vektorraums V heifst Untervek-
torraum (linearer Unterraum) von V, falls gilt:

(i) uvel=>u+vel.
(i) ueae K=auel.
Bemerkung 5.2. Man kann (i) und (ii) zusammenfassen zu:
(%) a,beKuveld=au+bvel

Wegen U # 0 existiert ein Element u € U. Nach Satz 5.1 ist dann auch Oy = Ox - u € U,
d.h. U enthélt den Nullvektor von V. Ferner ist —u = —(1u) = (-1)u € U. Es folgt leicht:
(U, +, -) ist selbst ein K-Vektorraum.

Beispiel 5.2. (i) Fiir jeden K-Vektorraum V sind {0} und V Untervektorrdume von V.

(i) Fur v € Vist Kv := {av : a € K} ein Untervektorraum von V.

A

pl
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Satz 5.2. Fiir Untervektorriume U,, U, eines K-Vektorraums V ist auch U; N U, ein Unter-
vektorraum von V.

Beweis. Nach Bemerkung 5.2 ist Oy € U; und Oy € Uy, also auch 0y € U; N U,.

Folglich ist U; N U, # 0.

Seiena,b € Kund u,v € U; N U,. Wegen u, v € U, ist auch au + bv € U;. Analog ist auch
au + bv € U,. Daher ist au + bv € Uy N Uy, d.h. fiir U; N U, gilt (x). Also ist Uy N U, ein
Untervektorraum von V. O

Bemerkung 5.3. Fiir Untervektorrdume U;, U, eines K-Vektorraums V ist U; U U, i.Allg.
kein Untervektorraum von V.

Beispiel 5.3. U; := K(1,0) = {(4,0) : a € K} und U, := K(0,1) = {(0,b) : b € K} sind
nach Beispiel 5.2 Untervektorrdume von V = K?. Ferner ist (1,0) € U; € U; U U, und
(O, 1) e U, C U U Uy, aber (1,0) + (0, 1) = (1, 1) ¢ U, U U,. Daher ist U, U U, kein
Untervektorraum von V = K2.

Satz 5.3. Fiir Untervektorriume Uy, U, eines K-Vektorraums V ist auch die Summe
U, + U, := {1/[1 +uy:up € Uy, up € UZ}
ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wegen U; # 0 # U, ist auch Uy + U, # 0. Seien a,b € K,u,v € Uy + Up. Wir
schreiben u = u; + 1, v = v1 + v, mit uy,v; € Uy, Uy, v2 € Up. Dann gilt:

au + bv = a(uy + up) + b(vy + vp) = auy + auy, + bvy + bo,
= au; + bvy +auy, + bu, € Uy + U,.

—_—
el el

Dies zeigt: U; + U, ist ein Untervektorraum von V. m|

Beispiel 5.4. Sei 0 # v; € R®. Dann ist Ro; die “Gerade” durch v; und 0.
Sei v, € R*\IRv;. Dann ist Ro, die “Gerade” durch v, und 0.
Ferner ist U; + U, = {av; + bv, : a,b € R} die “Ebene” durch vy, v, und 0.

Bemerkung 5.4. Fiir Untervektorrdaume U, U, U; eines K-Vektorraums V ist

(U1 + U2) + U3 = {(u1 + uz) +uUz:u € U1,u2 € uZ,I/l3 € U3}
= {u1 + (uz + 1/[3) U € Ul,uz € UQ,M3 S U3}
= U1 + (u2 + U3)

Man schreibt kurz: U; + U, + Us.
Allgemeiner: U, + ... + U, fiir Untervektorrdume Uj, ..., U, von V.

Satz 5.4. Fiir Untervektorriume U, ..., U, eines K-Vektorraums V sind folgende Aussagen
gleichwertig:
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(1) Sindvy,,w, € Uy,...,v,,w, € U, mitv;+...4+0, = Wi+...+W,, 8018t V1 = W1,...,V, = W,,.
(2) Simdu,ely,...,u,e U, mitu; +...+u,=0,s0istu; =...=u, =0.

(3) Firi=1,...,nist ;N (U +...+ U1+ U1 +...+ U,) ={0}.

(4) Fiiri=2,...,nist ;N (U + ...+ U;_1) = {0}.

Beweis. Wir zeigen: (1) = (2) = (3) = (4) = (1).

(1) = (2): Sei (1) erfillt, und seien u; € Uy, ..., u, € U, mituy +... +u, =0.

zz. U1 =...=u, =0.
Wegen u; +...+ u, =0= 0 +...+ 0 folgtaus(1):
N S~ — —
el el, el el

uy=0,...,u,=0.

(2) = (3): Sei (2) erfulltund i€ {l,...,n}.
zz.UiNn(Uy+...+ U1+ U +...+ U, = {0}

“C” Seixe;N(Uy+...+ U1+ Ui + ...+ Uy).

z.z.x =0.
Schreibe x = uy+...+ui 1 +up 1 +.. . +u, mitu; € U; fiiralle j. Setze u; := —x € U,.
Dann:
0= w +...+ w1 + uw; + U1 +...+ uy,
S~— —— Y Y—— S~——
el el eu; el eu,
Aus (2) folgt u; = ... = u, = 0; insbesondere ist x = —u; = -0 = 0.

“2"”:. Klar, da die linke Seite ein Untervektorraum von V ist.

(B) = (4): Sei (3) erfilltund i€ {2,...,n}.
z.z. U;N (U1 + ...+ Uz-_l) = {O}

“c” Seixe ;N (Uy +...+ U4).
z.z.x = 0.
Schreibe x = uy + ... 4+ u;_; mit u; € U; fiir alle .

Dannx=u1+...+u;q4+ 0 +...+ 0 elh+...+U1+Uu+...+U,.
S~ S~——

eui+1 eun
Also: x € uim(ul+...+u,-_1+ui+1+...+un)@ {0}.
“D"”:. Klar, da die linke Seite ein Untervektorraum von V ist.
(4) = (1): Sei (4) erfullt, undseivy +...+v, =w;, +... + w, mitov, w;, € Uy, ..., v, w, € U,.

Z2.2.01 = W1,..., 05 = Wy
Wir machen einen Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen wir an, dass v; # w; fiir
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mindestens ein i € {1,...,n} ist. Wir wahlen i € {1,...,n} maximal mit v; # w;.
Dann gilt:

O=v1+...40,— (W1 +...+W,) =01+ ...+ 0, — Wy —...— W,y
=01—-—-mwn+...+o,—w, =01 —w1+...+0; —W;

nach Wahl von i. Im Fall i = 1 wére v; —w; = 0, d.h. v; = w;. Widerspruch. Also ist
i > 2. Dann ist

4
W, —0;,=01—w1+...+0;1 —W;—1 € Uiﬂ(ul+...+ui_1)(:) {0}
~— ~—— —
el; el S
Also ist w; — v; = 0, d.h. w; = v;. Widerspruch.
O
Definition 5.4. Ggf. nenntman U; +. . .+ U, eine direkte Summe und schreibt U, ®. . .®U,,.

Bemerkung 5.5. Wegen Satz 5.4 (4) gilt fiir Untervektorraume U, U, eines
K-Vektorraums V:
Genau dann ist U; + U, eine direkte Summe, wenn U; N U, = {0} ist.

Ul » fo} " e 10)
Ay N

o] Z(L

bl Tt . /

huine okl Lo

Bemerkung 5.6. Gegeben: Vektoren vy, ..., v, in einem K-Vektorraum V.
Setze:

Span (vy,...,0,) : = {@mv1 + ... +a,0, 1 a,...,a, € K}
= Kvy + ...+ Kv,.

Spany (vy,...,0,): von vy,...,v, aufgespannter Untervektorraum von V, lineare Hiille
von vy, ...,0,.

Elemente in Span, (v, ..., v,): (K-)Linearkombinationen von vy, ..., v,.

Im Fall Span, (vy,...,v,) = V sagt man: vy, ..., v, spannen V auf.

Anschaulich: Spany (vy, ..., v,) ist der “kleinste” Untervektorraum von V, der vy, ..., 0,
enthalt.
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Beispiel 5.6. (i) V=1R%0# v; € V,0, € V\Ruoy.
Dann: Span, (v, v;) “Ebene” durch 0, vy, vs.

(ii) Man setzt zusatzlich: Span, (0) = {0}.

6 Lineare Gleichungssysteme

K Korper

Beispiel 6.1.
x + y + 2z 9
2x + 4y - 3z 1
3v + 6y — 52 = of*)
-x + 3y + z 8

Bemerkung 6.1. Lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
in n Variablen (Unbekannten) x4, ..., X,:

apxy + apx, + ...+ adpx, = bl
ar1x1 + dapXx, + ... + dyuXx, = b2 (*)
AmX1 + AypXo + ... + AuuX, = by

Kurz: Z;’:l axj=bi(i=1,...,m).

a;; € K: Koeffizienten, b; € K Bekannten

Lésung: ein (x4, ...,x,) € K", das () simultan erfiillt.
Lésungsmenge: L = {(x1,...,x,) € K" : (x1,...,x,) Losung von (x)}
Fragen:

(i) losbar - unlosbar?
(ii) Wie viele Losungen?
(iii) Struktur der Losungsmenge?
(iv) Geometrische Veranschaulichung?
(v) Losungsalgorithmus?

Bemerkung 6.2.

x + 2y =1
3x—2y=1}(*)

Losungen:

Ly :={(x,y) € R*: x + 2y = 1} Gerade durch (1,0) und (-1,1)
L, :={(x,y) € R?: 3x — 2y = 1} Gerade durch (1,1) und (3,4)
Losungsmenge L=L; N L, = {(%, }I)}
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Allgemein: {(x, y) € R? : ax + by = c} ist in der Regel eine Gerade (a,b, ¢ € R).
Ausnahmen: Ox + 0y = 0 (ganze Ebene), Ox + Oy = ¢ # 0 (leere Menge).
Mehr als zwei Unbekannte:

{(x,y,2z) € R®: ax + by + cz = d} ist in der Regel eine Ebene im Raum.

Bemerkung 6.3. Elementare Umformungen eines linearen Gleichungssystems:
Typ I: Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

Typ II: Multiplikation einer Gleichung mit einem r € K\{0}.

x + y + 22 =9
2x + 4y - 3z =1

ZB 3 46y — 52 = oW
-x + 3y + z = 8

Addition des (-2)-fachen der ersten Gleichung zur zweiten ergibt:

x + y + 2z = 9
2y — 7z = =17
3x + 6y — 5z = 0 (B)
-x + 3y + z = 8

Wichtig: Bei einer elementaren Umformung dndert sich die Losungsmenge nicht; aus
(1) anx1 +apxy + ...+ ay,x, = b;
und
(i) apxi +apxy +...+a,x, = b;
folgt namlich fiir r € K:
(i) (aj +ran)x1 + (ap +rap)xy + ...+ (@jy + 1a;,)x, = b; +rb;
Umgekehrt: aus (i) und (ii") folgt (ii), indem man das (—r)-fache von (i) zu (ii") addiert.

Entsprechend bei elementaren Umformungen vom Typ IL
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Bemerkung 6.4. (Gaufi-Algorithmus, Eliminationsverfahren)
lange vor Gaufs (1777-1855) bekannt.

Grundidee: Uberfiihre ein gegebenes lineares Gleichungs-System durch systematische
mehrfache elementare Umformungen in ein lineares Gleichungs-System, dessen
Losungen man unmittelbar ablesen kann.

x + y + 2z =9
2x + 4y - 3z =1 )
(A) 3x + 6y — 52 = 0 Erhalte:
-x + 3y + z = 8
x + y + 2z = 9
2y — 7z = 17 )
(B) 3y - 11z = -27 Dann:
4y + 3z = 17
Q) y - F= Ty Also:
2% = 73
17z = 51
x =1
(D) 2y 1 i i Daher:
T2 T 7
0 =0
b =1
y 2
(E) . = 3
0 =0

Losungsmenge: L = {(1, 2, 3)}.

Definition 6.5. Seien m,n € IN. Eine m X n-Matrix mit Koeffizienten in K ist eine Abbil-
dung

A:{l,...,mix{1,...,n} — K, (i, j) — aj;.

Man schreibt:
a1 a2 ... i
ap; dxp ... Qo . .
A= . . ==, m =1, n) = (a5)i=1,.m = (@)
. . . j:1 ..... n
A1l A2« Apn
bll b]z oo blS
. . b21 b22 oo bZS N . .
Bemerkung 6.5. (i) SeiB =] . . . | eine weitere Matrix.
brl er R brs



Dann:
A-Bo m=r,n=s (glelches' If‘ormcft) N
und g;; = b;; fiir alle i, j (gleiche Koeffizienten)

(ii) Setze

.....

(iii) Gegeben: lineares Gleichungssystem (x) Z?zl aiixj=b; (i=1,...,m).

a1 ... dn
Dann: | : . | Koeffizientenmatrix von (x)
Ayl --- Aun
a1 ... n bl

erweiterte Matrix von (x)

Ayl oo App by
Vereinfachung der Schreibweise:
Fiihre elementare Umformungen an der erweiterten Matrix durch!

Beispiel 6.5. Lineares Gleichungssystem

x + y + z = 3
(*): x + 2y — z = 0
2x + 5y - 4z = -3

11 1 3
Erweiterte Matrix: |1 2 -1 O
25 -4 -3

11 1 3
Elementare Umformungen: 01 -2 -3

03 -6 -9
10 3 6
Noch einmal: [O 1 -2 —3]
00 0 O
Entspricht dem linearen Gleichungssystem
x + 3z = 6
(Fek) : y — 2z = -3
0 =0

Losungsmenge L = {(-3z + 6,2z — 3,2) : z € R} Gerade im R®.
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Bemerkung 6.6. Durch mehrfache elementare (Zeilen-) Umformungen kann man zwei
Zeilen einer Matrix vertauschen:

amg ... an —an —an ... aj

ap ... ai1+ﬁl]‘1 lll‘1+6lj1 ailg ... an

2 4 -10 6 12 28
24 -5 6 -5 -1
Mehrfache elementare Zeilenumformungen:
2 4 -10 6 12 28J

00 -2 0 7 12
Beispiel 6.6. A =

B=|0 0 -2 0 7 12
24 -5 6 -5 -1
Weitere elementare Zeilenumformungen:

24 -10 6 12 28
c=[00 2 0 7 12]
00 5 0 -17 -29
24 0 6 —23 -32
D=[0 0 20 7 12]
00 00 LI 1
24 0 60 14
1—::00—200—2]
00 0 01 1
120307
F:001001]
000012

Bemerkung 6.7. Eine beliebige vorgegebene Matrix A = (g;;) kann man durch mehrfa-
che elementare Zeilenumformungen stets in eine Matrix der folgenden Form tiberfiihren:

0..01 %% 0 %% 0 *... ...%
0.0 0 0...0 1 %--% 0 *... ..%
Z={0..0 0 0..0 0 0...0 1 *... ...%

Dabei ist x ein beliebiges Element in K (nicht unbedingt immer das gleiche).
Man sagt: Z hat reduzierte Zeilenstufenform, d.h.

1. Die Zeilen, die nur Nullen enthalten, stehen ganz unten.

2. Enthilt eine Zeile nicht nur Nullen, so ist der erste von 0 verschiedene Koeffizient
eine Eins (Fiihrende Eins).
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3. Eine Spalte, die eine fithrende Eins enthilt, enthilt sonst lauter Nullen.

4. Inzweiaufeinander folgenden Zeilen, die nicht nur Nullen enthalten, steht die fithren-
de Eins in der oberen Zeile links von der fithrenden Eins in der unteren Zeile.

Wichtig: An einer Matrix in reduzierter Zeilenstufenform kann man die Losungsmenge
des entsprechenden linearen Gleichungs-Systems unmittelbar ablesen.

u + 20 + 3x = 7
Beispiel 6.7. () w =1
y = 2
Losungsmenge L = {(—2v-3x+7,0,1,x,2) : x,v € R}
v, x freie Variablen, u, w, y gebundene Variablen

Bemerkung 6.8. Ein lineares Gleichungs-System der Form

n

(*) leinjZO(izl,...,m)

=1

nennt man homogen. Ggf. ist die Losungsmenge L ein Untervektorraum von K”; denn ()
besitzt stets die triviale Losung (0, ...,0) und fiirs = (s1,...,8,),t = (t1,...,t,) €L,c,d €K
ist auch cs +dt € L.

Satz 6.8. Ein homogenes lineares Gleichungs-System mit mehr Unbekannten als Gleichungen
hat stets eine nicht-triviale Losung.

Beweis. Wir fithren den Gaufi-Algorithmus durch. Dabei dndert sich die Anzahl der
Gleichungen und Unbekannten nicht. Das entstehende lineare Gleichungs-System in
reduzierter Zeilenstufenform hat also immer noch mehr Unbekannte als Gleichungen.
(und ist immer noch homogen). Daher muss es freie Variablen geben. Fiir diese kann
man von 0 verschiedene Elemente einsetzen. O

Bemerkung 6.9. Gegeben sei ein beliebiges (inhomogenes) lineares
Gleichungs-System:

n

(D) Za,-]-xj —bi(i=1,...,m).

j=1
Betrachte das entsprechende homogene lineare Gleichungs-System:

n

(H) ZainjZO(i=1,...,m).

=1

Wie hingen die Losungsmengen L(I) und L(H) zusammen?
Es kann vorkommen, dass L(I) = 0 ist.
Ist L(I) # @ und s = (s1,...,,) € L(I), so gilt:
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(i) Furt € L(H) ists + t € L(I).
(i) Fuiru e L(I)istt :==u—se€ L(H) mitu =s +£.

Man schreibt:

L(I) = s + L(H) |

Beispiel 6.9.
1 b + 2z

X + 2z
0 (H)y+z

(I) y + z

L(H) = {(-2z,-z,z) : z € R} Gerade
L(I) = {(-2z+1,-z,z) : z € R} parallele Gerade
=(1,0,0) + L(H)
=(-1,-1,1) + L(H)

1

P

L LH)

v

L) -
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7 Matrizen

K Korper.
Satz 7.1. Fiir m,n € IN wird K"™" zu einem K-Vektorraum, wenn man definiert:
A+B:= (Ell‘j + bi]‘), rA = (1’111‘]‘)

fier = (Lli]'), B= (bz]) e K™" re K.
Neutrales Element beziiglich +: Nullmatrix

0 ... 0
0:=0py:=]: ile K™

Negativ zu A = (a;j) ist —A = (—a;;).

Beweis. folgt unmittelbar aus den Rechenregeln in K.

1 2 10 2 2 1 2 2 4
3 4{+]|0 1|=|(3 5|, 2|3 4|(=|6 8].
5 6 10 6 6 5 6 10 12

Definition 7.2. Fiir A = (a;;) € K™, B = (by) € K definiert man das Produkt
AB =: C = (¢ys) € K™% durch

Beispiel 7.1.

n
Crs = Z artbts = arlbls + aerZS +...+ arnbns-
t=1

1 2 4 41 3
Beispiel7.2.A=( ), B=[0 -1 |3] 1
6] [o] > 7 Tl o

Ap_(12 27 30 13
“\8 -4 12
zB.:2-4+6-3+0-5=26.

Bemerkung 7.2. (i) Achtung bei den Formaten von A, B und AB!

(ii) Ein lineares Gleichungssystem () Z?zl a;;xj = b; (i = 1,...,m) kann man auch als

Matrixgleichung schreiben:

a1 ... Mn (X1 bl

Ayl v o A )\ X b,

Kurz: Ax = bmit A = (a;) € K™, x = (x;) € K™, b = (b;) € K™
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(iii) L.Allg.ist AB # BA, z.B.

0 1}(0 O 01 0 0)(0 1 00
@OMOJ:@O»%a@1MOJZQO)

Satz 7.2. Fiir das Produkt von Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

(i) (AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz).

(ii) A(B + C) = AB + AC (Distributivgesetz).
(iii) (A + B)C = AC + BC (Distributivgesetz).

(iv) r(AB) = (rA)B = A(rB).
Dabei seien die Formate jeweils “passend” und r € K.

Beweis. (1) Seien A = (lll']') S Kan,B = (bl]) € K”Xp, C= (Cij) € Kpa,
Dann: AB € K™?,(AB)C € K™1,BC € K™,A(BC) € K™, insbesondere haben
(AB)C und A(BC) das gleiche Format.
Koeffizienten von AB an Position (i, j):

Elﬂblj + ﬂigsz +...+ Elinbn]'.
Koeffizienten von (AB)C an Position (7, s):

(arlbll + ar2b21 +...+ arnbnl)cls
+(@nbiz + apby + ...+ a,bip)cas
+...
+(ﬂr1b1p + arzbzp +...+ ambnp)cps.

Koeffizienten von BC an Position (k, [):
bxicy + bgocor + ... + bkpcpl.
Koeffizienten von A(BC) an Position (7, s):

ar1(b11C1s + bioCos + ... + bryCps)
+llr2(b21C15 + b22C25 +...+ prCps
+...
+arn(bnlcls + anCQS +...+ bnpcps)-

Also: (AB)C = A(BO).

(ii)-(iv) analog.
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Definition 7.3. 1, := 0 € K™ heif3t Einheitsmatrix.
o 00
0 ... 0 1
10 1 00
Beispiel 7.3. 1, = (1),1, = (0 1),13 =|0 1 0}
0 01

Bemerkung 7.3. Rechne nach: 1,A = A = Al, fiir A € K™

Bemerkung 7.4. Eine Matrix A = (a;;) € K™ mit m = n heif$t quadratisch. Ggf. heifst
(a11,02, . .., an) € K" Hauptdiagonale von A:

ayp ... A1n

an [15)) cen Aoy

an (7% e Aun
Definition 7.4. A € K™ heifst

(i) linksinvertierbar, falls ein B € K™ mit BA = 1, existiert.
Ggt.: B linksinvers zu A.

(ii) rechtsinvertierbar, falls ein C € K™ mit AC = 1,, existiert.
Ggt.: C rechtsinvers zu A.

(iii) invertierbar, falls A linksinvertierbar und rechtsinvertierbar.

Satz 7.4. Zu jeder invertierbaren Matrix A € K™ existiert genau ein D € K™ mit DA = 1,
und AD = 1,,. (D =: A™" heif3t die zu A inverse Matrix.)

Beweis. Sei A invertierbar. Wihle B, C wie oben. Dann:
B =B1, =B(AC)=(BA)C=1,C=C.

Also:BA=1,,AB=1,,.
Sei E € K™ beliebig mit EA = 1, und AE = 1,,. Dann:

B = Bl,, = B(AE) = (BA)E = 1,,E = L.

. . . (1 2 (3 -2 (1 0} _
Beispiel 7.4. (1)A—(1 3),B—(_1 1)=>AB—(O 1)—BA.

Also: A invertierbar, B = AL.
Spéter: invertierbare Matrizen sind stets quadratisch.
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10
. 1 00 1 0 2
(11)A=[o la=(3 0 95 2 2)
00
Dann: BA = 1, = B A, also A linksinvertierbar.
Also: linksinverse Matrizen sind i.Allg. nicht eindeutig.
Beachte: A nicht invertierbar; denn sonst wére

B=Bl3=B(AA™) = (BAA =1,A =A™
und analog B; = A7}, also B = B;.

Satz 7.5. GL (n,K) := {A € K™" : A invertierbar} ist eine Gruppe beziiglich Matrizenmultipli-
kation mit neutralem Element 1,,.

Beweis. Fiir A,B € GL (n,K) gilt: 1, = AA™ = A"'A=BB' =B !B.
Also: AB-B'A'=A1,A'=AA1=1, B'A1.AB=...=1,.
Daher AB € GL (1, K).

Assoziativgesetz: Satz 7.2 (i)

neutrales Element: Bemerkung 7.3
Inverse Elemente: Fiir A € GL (1,K)ist AA™' =1, = A'A. AlsoauchA™' € GL(n,K). O

Definition 7.5. GL (11, K) heif$t allgemeine lineare Gruppe des Grades n iiber K (general
linear group)

Bemerkung 7.5. (i) (Berechnung einer rechtsinversen Matrix)
Gegeben: A = (a;;) € K"™".
Gesucht: X = (x;;) € K™ mit AX = 1,,.
Vergleich der ersten Spalten liefert lineares Gleichungs-System:

anxn + ... + dpX; = 1
a»nxyy + ... + dyXy1 = 0 (I)
QX1 + ... + auxm = 0

Berechne daraus x11, X1, ..., Xu1.
Vergleich der zweiten Spalten liefert lineares Gleichungs-System:

a1xXp + ... + X = 0
a1X1pp + ... + dyXyp = 1
az1X1pp + ...+ dzpXypy = 0 (II)
amX, + ... + auxp = 0

Berechne daraus X5, X2, . . ., X,p. Ahnlich mit anderen Spalten!
Vereinfachung: Lose diese m linearen Gleichungs-Systeme simultan. Fasse dazu
die verschiedenen rechten Seiten wieder zu einer Matrix 1,, zusammen. Schreibe A
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und 1,, nebeneinander. Wende auf A und 1,, die gleichen elementaren Zeilenum-
formungen an:

111 100
A=[1 2 1 1;=/0 1 O
113 0 01
111 1 00
010 -1 10
002 -1 01
101 2 -1 0
010 -1 1 0
001 -3 0 3
100 2 -1 -3
010 -1 1 0
001 -3 0 3
;-1 -4
Losung: X =|-1 1 0 |(Probe!)
1o

(ii) Berechnung einer linksinversen Matrix: d4hnlich

(iii) (Berechnung der inversen Matrix)

Gegeben A € K™". Wie in (i) priife man zunéchst, ob eine rechtsinverse Matrix
X € K™™ existiert. (Falls nicht, so ist A nicht einmal rechtsinvertierbar.) Existieren
verschiedene Rechtsinverse X,Y € K™, so ist A nicht invertierbar. (Sonst: X =
1,X=A"1AX =A", = A und analog Y = A7}, also X = Y.) Bleibt der Fall ibrig,
dass genau ein Rechtsinverses X existiert. Priife dann, ob auch XA = 1, ist. Falls
nicht, ist A nicht invertierbar. Falls ja, ist A invertierbar und X = A~

Obiges Beispiel:

Also: A invertierbar und X = A™L.

(iv) Spéter: A € K™ rechtsinvertierbar = m <n
A € K™ [inksinvertierbar = n < m
A € K™" invertierbar = n = m.
A € K™" rechtsinvertierbar & A linksinvertierbar.
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Definition 7.6. Fiir A € K" und r € N nennt man A" := A---A (r Faktoren) die r-te
Potenz von A.
Zusitzlich: A° = 1,,. Ist A invertierbar, so auflerdem:

A7 = (AT

Bemerkung 7.6. Dann gilt jeweils A”A° = A™*, aber i.Allg. nicht (AB)" = A’B’. Sind aber
A und B vertauschbar (d.h. AB = BA), so gilt auch (AB)" = A'B".

a1 ... A
Definition 7.7. Gegeben A =| : i e K,
Am1 -+ Aun
air ...
Dann AT :=| : | € K™ transponierte Matrix.
A1y ovn gy
12\
Beispiel 7.7. [3 4] = (; Z 5).
5 6 6

Satz7.7. (i) (AT = A.
(ii) (A+B)T = AT + BT, (rA)T = rAT.

(iii) (AB)T = BTAT (Achtung!)

(iv) A rechtsinvertierbar, B rechtsinvers zu A = AT linksinvertierbar, BT linksinvers zu AT.
(v) A invertierbar = AT invertierbar und (A7) = (AT,

Beweis.(i)-(ii) offensichtlich.

(iii) Seien A = (a;;) € K™, B = (b;;) € K™?. Dann AB € K"™%,(AB)" € K"*™. Andererseits
AT c Knxm’ BT c prn, BTAT € Kpxm.
Koeffizient von (AB)T an Position (i, j)
= Koeffizient von AB an Position (j, 7)
= ajlbli + Eljzbzl' +...+ ajnbni
= bliﬂjl + bziﬂjz +...+ bm-a]-n
= Koeffizient von BT AT an Position (i, ).

iv =1,=>1,= = = .
(iv) AB=1, = 1,,= 1T = (AB)T = BTA”

(v) folgtaus (iv) und der Aussage, die man aus (iv) erhélt, indem man links und rechts
vertauscht.
O
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Definition 7.8. Eine Matrix A mit AT = A (bzw. AT = —A) heifit symmetrisch (bzw.
schiefsymmetrisch).

12 3 0o 1 2
Beispiel 7.8. |2 4 5|symmetrisch,|-1 0 3]schiefsymmetrisch.
356 -2 -3 0

Bemerkung 7.8. Aus Satz 7.7 folgt leicht:

Fiir r,s € K und symmetrische (bzw. schiefsymmetrische) A, B € K™ ist auch rA + sB
symmetrisch (bzw. schiefsymmetrisch). Ist A invertierbar, so ist auch A™! symmetrisch
(bzw. schiefsymmetrisch). I.Allg. ist AB nicht symmetrisch (bzw. schiefsymmetrsich).
Dagegen ist AB + BA stets symmetrisch (bzw. AB — BA schiefsymmetrisch).

Definition 7.9. Fiir A = (2;;) € K™ nennt man

n

spur (A) := Zaﬁ =ay; +ay+...+a,,

i=1
die Spur von A.

Bemerkung 7.9. Mit anderen Worten: spur (A) ist die Summe der Koeffizienten auf der
Hauptdiagonalen von A.

123
Beispiel 79. A =14 5 6]=>spur(A)=1+5+9=15.

7 89

Satz 7.9. Fiir A,B € K™",C € K™",D € K™™,r,s € K gilt:
(i) spur (rA + sB) = rspur (A) + sspur (B).
(ii) spur (CD) = spur (DC).
(iii) spur (AT) = spur (A).
Beweis. Wir beweisen (ii); der Rest ist klar. Schreibe C = (¢;;), D = (d;j). Dann:

spur (CD) spur Z C,‘kdk]' : Z,] = 1, Ce ,m} = Z Clkdkl = Z dklclk

k=1

spur Z dycyj i, ] = 1,...,n] = spur (DC).
1=1
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8 Basis und Dimension

K Korper
Satz 8.1. Fiir Elemente vy, ..., v, in einem K-Vektorraum V sind gleichwertig:
(1) Aus tivor + ...+ t,v, =0mit ty,...,t, € Kfolgt stetst; =...=t, =0,

(2) Jedes Element in Span (v, ..., v,) lisst sich als Linear-Kombination riv1 + ... + 1,0, mit
eindeutig bestimmten ry,...,r, € K schreiben.

Beweis.

(1) = (2): Sei (1) erfillt, und seienry,5y,...,1,,S, € Kmitx = 1oy +...+71,0, = 5101 +...+5,0,.
Dann ist

0=ro +...+ 1,0, — (5101 + ... +8,0y) =10V + ... + 1,0, — 101 — ... — S,V
=701 —S101 + ... + 1,0, — 5,0, = (11 —51)U1 + ... + (1 — S,) 0.
Aus (1) folgt:r1 —s1=...=r,—5,=0,dh.r1 =s4,...,1, =5,.

(2) = (1): Sei (2) erfillt, und seien ty,...,t, € K mit 0 = t;o; + ... + t,0,. Da aufSerdem
0v; +...+ 0y, = 0ist, folgtaus (2): t; =0,...,t, = 0.

Definition 8.1. Ggf. nennt man v, ..., v, linear unabhdingig, sonst linear abhingig.

Bemerkung 8.1. Die leere Menge von Vektoren betrachtet man zusétzlich als linear
unabhdngig.

Beispiel 8.1. Sind v; = (1,1,0),v, = (0,1,1),v3 = (1,0, 1) € R? linear abhéngig?
Ansatz: 0 = t101 + £y + t303 = (tl +13,t1 +1,t + t3)
Erhalte lineares Gleichungssystem:

t + 3 = 0
ti + b =0
th + t3 = 0.

Gaufi-Algorithmus liefert: t; = £, = t3 = 0.
Also: vy, v, v3 linear unabhéngig.

Satz 8.2. Gegeben seien linear abhiingige Vektoren vy, ...,v, in einem K-Vektorraum V. Dann
liisst sich einer dieser Vektoren als Linear-Kombination der iibrigen schreiben.
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Beweis. Nach Voraussetzung existieren ty,...,t, € K, nicht alle gleich 0, mit t;o; +... +
t,v, =0.Seiie{l,...,n} mitt; # 0. Dann ist

O

Bemerkung 8.2. I. Allg. kann man sich nicht aussuchen, welcher der Vektoren Linear-
Kombination der iibrigen ist; z.B. sind

v =(1,0,0),v, = (0,0,1),v3 = (0,0,2) € R®

wegen 0-v; + 20, + (—1)v; = 0 linear abhédngig, aber v, ist keine Linear-Kombination von
v, und vs.

Satz 8.3. Fiir Elemente b, ..., b,in einem K-Vektorraum V sind gleichwertig:
(1) by,...,b, sind linear unabhingig und spannen V auf.

(2) by,..., b, spannen V auf; lisst man aber einen der Vektoren by, ..., b, weg, so spannen die
iibrigen V nicht mehr auf.

(3) by,..., b, sind linear unabhingig, nimmt man aber einen Vektor b,.1 € V hinzu, so sind
bi,..., by, by linear abhingig.

Definition 8.3. Ggf. nennt man by, ..., b, eine Basis von V.

Beweis.
(1) = (2): Sei (1) erfiillt.

Annahme: V = Span (b,,...,by,).
Dann existierenry,...,r, € Kmitb; = roby + ...+ 1,b,,.
Folglich (=1)b; + by + ... + 1,b, = 0.
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von by, ..., b,.

(2) = (3): Sei (2) erfiillt. Wir nehmen zunéchst an, dass by,...,b, linear abhdngig sind.
Nach Satz 8.2 konnen wir einen der Vektoren als Linearkombination der tibri-
gen schreiben. Nach Umnummerierung von bj,...,b, konnen wir annehmen:
by = by + ... +1,b, mitry, ..., 1, € K. Nach (2) existieren zu jedem v € V Elemente
S1,...,5: € Kmitov = s1b1+.. . +5,b, = (5172+52)bo+. . .+ (517, +5,)b, € Span (by, ..., b,).
Alsoist V = Span (b, ..., b,) im Widerspruch zu (2). Dies zeigt, dass by, . . ., b, linear
unabhéngig sind.

Sei jetzt b,.1 € V beliebig. Dann existieren ty,...,t, € Kmit b,41 = t1b1 + ... + t,by,
dh.0=tby + ... +t,b, + (=1)b,41. Folglich sind b, ..., b, b4 linear abhédngig.
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(3) = (1): Sei (3) erfiillt und v € V. Dann sind by, ..., b,, v linear abhédngig. Daher existieren
r1,...,s,s € K, nicht alle gleich 0, mit r1b; + ... + r,b, + sv = 0. Im Fall s = 0 wére
riby + ...+ ryb, = 0 im Widerspruch zur linearen Unabhédngigkeit von b, ..., b,.
Alsoists # 0und v = —1(riby + ... + r,b,) € Span (by, ..., by).

O

Beispiel 8.3. (i) ¢; := (1,0,...,0),e; := (0,1,0,...,0),...,e;, := (0,...,0,1) bilden eine
Basis des K" (Standardbasis oder kanonische Basis). Insbesondere ist 1 eine Basis
von K. Zusitzlich betrachtet man @ als Basis von K° := {0}.
Achtung: ey, ..., e, ist nicht die einzige Basis des K"!

() Furi=1,...,m,j=1,...,nsei E; die m X n-Matrix, die 1 an der Position (i, j) und
0 an allen anderen Positionen enthilt, z.B.:

10 01 00 0 0).
EH:(O O),E12:(O 0),E21:(1 0),E22:(0 1)1mFallm:n=2.

Man nennt E;; Matrixeinheit. Die Matrizeneinheiten E;; (i = 1,...,m;j = 1,...,n)
bilden eine Basis des K"™*" (Standardbasis oder kanonische Basis).

Satz 8.4. (Austauschsatz von Steinitz (1871-1928))

Gegeben sei ein K-Vektorraum V, der von Elementen e, . . ., e aufgespannt wird. AufSerdem sei-
enuy, ..., u; € V linear unabhiingig. Dann existieren iy, ..., i, € {1,...,k} mit der Eigenschaft,
dass uy, ..., ue,...,e; eine Basis von V bilden.

m

Beweis. Wir wahlenmoglichstvielee;, ..., e;,, mitder Eigenschaft, dassu;,...,u; e, ..., e
linear unabhidngig sind (evtl. m = 0). Fur j € {1,...,k}\{e;,...,e;,} sind dann

ui, ..., u,e,...,e,, e linear abhdngig. Daher existieren ry,...,7;,51,...,5,,t € K, nicht
alle gleich 0, mit 0 = ryuy +... +rju; + s1€;, +... +sye;, + te;. Im Fall t = 0 hitte man einen
Widerspruch zur linearen Unabhédngigkeit von uy,...,u,e;,...,¢;,. Daherist t # 0 und

1
ej = —g(hm +.. o+ +sie + ...+ 5,e,) €Span(uy, ..., ue;, ... ,e,).

Folglich git: e;,...,ex € Span (uy,...,use;,...,e;,). Also gehort auch jede Linear-Kom-
binationvoney, ..., e zuSpan (uy, ..., u,ée;,...,¢;,). Daherist V = Span(uy, ..., uei, ...,
eim). O
Bemerkung 8.4. Insbesondere kann man also einige Vektoren e, ..., e, weglassen um
eine Basis von V zu erhalten (Fall [ = 0).

Satz 8.5. Seien vy,...,v,, W1, ..., W, Elemente eines K-Vektorraums V mit
V =Span (v, ...,v,) und n > m. Dann sind wy, ..., w, linear abhingig.

Beweis. Schreibe w; = Y.i2; a;jv; (j = 1,...,n). Setze A := (a;;) € K™". Wegen n > m hat
das homogene lineare Gleichungs-System Z;l:l a;ixj =0 (i =1,...,m) nach Satz 6.8 eine
nichttriviale Losung (¢4, ..., t,). Dann ist

m n n m n
Z ai]'t]' 0U; = Z tj aijvi = t]’w]'.
=1 \ j=1 =1 =1 j=1

0

1
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Also sind wy, ..., w,, linear abhédngig. O

Bemerkung 8.5. Sind insbesondere v, ..., v, und wy, ..., w, zwei Basen von V, so folgt
n < m und analog m < n. Je zwei (endliche) Basen eines K-Vektorraums V haben
also die gleiche Anzahl n von Vektoren. Diese bezeichnet man als Dimension von V:
n = dimV = dimg V. Besitzt V keine endliche Basis, so schreiben wir dim V = oo und
nennen V unendlich-dimensional Nach Bemerkung 8.4 wird V dann auch nicht von
endlich vielen Vektoren aufgespannt.

Beispiel 8.5. dim K" = n, dim K™ = mn.

Satz 8.6. V Vektorraum der Dimension n < o0,vy,...,0, € V. Dann:
(i) vy,...,v, linear unabhingig = vy, ..., v, Basis von V.
(i) V = Span(vy,...,0y) = 01,...,0, Basisvon V.

Beweis. (i) Sei by,...,b, Basis von V. Steinitz: Man kann vy,...,v, zu einer Basis der
Form vy,...,v,,b;,...,b;, ergdnzen. Nach Bemerkung 8.5ist m = 0, d.h. vy,...,0,
bilden eine Basis von V.

(ii) Steinitz: V hat Basis der Form v;,...,v;,. Nach Bemerkung 8.5 ist m = n, d.h.
v1,...,0, bilden Basis von V.
O

Satz 8.7. Fiir jeden Untervektorraum eines endlich-dimensionalen Vektorraums V ist dim U <
dim V. Im Fall dim U = dim V folgt U = V.

Beweis. Sei ey, ...,e, Basis von V. Sind uy,...,u,, € U linear unabhéingig, so kann man
uy, ..., U, nach Steinitz durch einige der e;, ..., e, zu einer Basis von V ergdnzen. Nach
Bemerkung 8.5 ist also m < n. Wahlt man m moglichst grofs, so bilden uy, ..., u, nach
Satz 8.3 (3) eine Basis von U. Also: dimU = m < n = dim V. Ist m = n, so folgt aus Satz
8.6 (i), dass uy, ..., u, eine Basis von V bilden. Alsoist U = V. O

Definition 8.7. Untervektorraume der Dimension 1 bzw. 2 bzw. n — 1 (im Fall
dim V = n < o0) nennt man Geraden bzw. Ebenen bzw. Hyperebenen (durch 0).

Satz 8.8. U, U, Untervektorriume eines endlich-dimensionalen Vektorraums V =
dlm(ul + UZ) + dlm(Ul N UZ) = dim u, + dim U,.

Beweis. Satz 8.7: U, U,, U; + U,, U; N U, endlich-dimensional. Wahle Basis ay, ..., a, von
U; N Uy. Ergédnze diese zu Basen ay, ..., 4, b1,..., by von U; und ay, ..., a,c1,...,c VON
U,. Wir zeigen: ay, ..., ar,b1,...,b,c1,...,cp Basis von Uy + Us.

Dazu sei u € U; + U,. Schreibe u = uy + u, mit uy € Uy, uy € U,. Schreibe

uy = qay + ...+ quag + 511 + ... + 51y,

40



Uy =111 + ... + 1 + tic1 + ...+ tC

mit q1,71, ..., Gk, ", S1,-- -, S, b1, ..., ty € K. Dann ist
u=u +up €Span(ay,...,ak by, ..., b,c1,...,cp)

Dies zeigt: Uy + U, = Span(ay,...,ak, b1, ..., by, c1,...,Cn).
Seienjetzt x1,..., Xk, V1,..., Y1,21,- .., 2y € Kmit

X101 + ..+ X+ yab + oo+ yib 4z + o+ 20 = 0.

Dann: xqa; + ...+ xpax + yaibi + ... + yiby = —z101 — ... — ZyC € Un N Up.

Schreibe —zic; — ... = Z,,Cp = W11 + ... + WA Mit wy, ..., wx € K.

Dann: wya; + ... + wag + z161 + ... + 246 = 0. Daay, ..., ax,¢1,. ..,y linear unabhédngig
sind, folgtwy = ... =wy =z; =... = z,, = 0. Daher:

X101 + ..+ X + i+ oo+ b = 0.

Daay, ..., a b, ..., b linear unabhdngig sind, folgtx; = ... =x, =y; =... = 1, = 0. Dies
zeigt:ay, ..., ak,b1,..., by, c1,...,cp Basis von U; + Uy. Folglich:

dim (U; + Up) +dim (U;NU,) = (k+1+m) + k= (k+1)+ (k+m) =dim U; + dim U,.
O

Satz 8.9. Zu jedem Untervektorraum U eines endlich-dimensionalen Vektorraums V existiert
ein Untervektorraum U’ von Vmit V. =U& U'.

Beweis. Wahle eine Basis b, ..., b,, von U. Ergdnze diese zu einer Basis by, ..., by, c1,. .., ¢y
von V. Setze U’ = Span(cy, ..., c,). Fiir v € V existieren dann ry,...,7y,51,...,5, € Kmit
v=rb+...+r,b,+5s1c1+...+58,c,. Daher: V =U+ U'.

el el
Istu € UNUW,so existieren x1, ..., Xy, Y1,..., Yn € Kmit

u:x1b1+...+xmbm:y1c1+...+yncn,

dh.0=x1b1+...+xby—vic1—...—yuc,. Daby, ..., by, c1,. .., c,linear unabhdngig sind,
folgtx; = ... =x, = y1 = ... = y, = 0. Daher ist u = 0. Dies zeigt: U N U’ = {0}, d.h.
V=UesU. O

Definition 8.9. Man nennt U’ ein Komplement von U in V.

Bemerkung 8.9. 1. Allg. ist U’ durch U nicht eindeutig bestimmt.
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9 Der Rang von Matrizen

K Korper.

Definition 9.1. Fir A = (2;;) € K™ nennt man

a = (all,...,aln),...,am = (aml,...,amn) e K*

die Zeilen, ZR (A) := Span(ay,...,a,) € K" den Zeilenraum und zr (A) := dim ZR (A)
den Zeilenrang von A.

Satz 9.1. (i) Elementare Zeilenumformungen dndern Zeilenraum und Zeilenrang einer Ma-
trix nicht.

(ii) Hat A reduzierte Zeilenstufenform, so bilden die Zeilen von A eine Basis von ZR (A);
insbesondere ist dann zr (A) die Anzahl der von 0 verschiedenen Zeilen von A.

Beweis. (i) Seien Aunday, ...,a, wie oben, seieni, j € {1,...,m}miti # jundseir € K.
Dann:a;+ra; € Span (ay, ..., a,),d.h.Span (_{11/ oo, @j1,0) + 105,454, + a,) € ZR(A).
Die andere Inklusion erhdlt man analog. Ahnlich geht man bei elementaren Zeile-
numformungen vom Typ II vor.

(i) A habe reduzierte Zeilenstufenform:

0 ...0 a1s,
0 ...0 0 0...0

A=|0 0O 0 0...0 O Ays,
0 0
0o ... ... 0
(51 <8 < ...<8,a15 = ... =a, = 1). Offenbar ist ZR(A) = Span(ay,...,a,) =

Span(ay,...,a,). Wir zeigen, dass a,...,a, linear unabhédngig sind. Dazu seien
ti,...,ty e Kmit0 = tay +... + ta,. Fir j=1,...,rist dann

0= t1a1sj +...+ trllrsj = t]'.
O

Beispiel 9.1. (a) Gegeben:u; =(1,-2,1,2),u, = (2,-3,0,-1),u3 =(1,-3,3,7) € V := R%.
Gesucht: Basis von U := Span (uy, uy, us).
Betrachte Matrix mit Zeilen u;, uy, u3. Wende Gauf3-Algorithmus an:

1 -2 1 2 1 -2 1 2 1 0 -3 -8
2 30 -1|-]0 1 -2 -5({—|0 1 -2 -5].

1 -3 3 7 0O -1 2 5 00 0 O
Also: v; =(1,0,-3,-8),v, = (0,1,-2,-5) Basis von U.
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(b) Ergédnze die (linear unabhédngigen) Vektoren uy, u; aus (a) zu einer Basis von V! Nach
(a) ist Span (u3, up) = Span (v1, v;). Aufierdem:

10 -3 -8 1000
01 -2 -5 0100
00 1 ol " """lo010
00 0 1 0001

Also: V = Span (’01, Uy, 03, ’04) = Span (Lll, Ur, 03, ’04) mit U3 = (O, 0, 1, 0), Uy = (0, 0, 0, 1)
Dabher: u;, u,,v3,v4 Basis von V.
(c) Gegeben: u; =(1,-2,1,2),u, =(0,1,-2,-5),u3 = (0,0,1,1),
v1=(1,2,3,4),v,=(0,1,2,3),v3 = (0,0,1, 2).
Setze U := Span (uy, up, u3), V := Span (v1, 02, v3) € R*. Bestimme Basis von U N V!
Fiarw € UNVistw = xquq +Xouy +X3U3 = Y101 + YU + Y303 mit X1, X2, X3, Y1, Y2, Y3 € R,
d.h.
0= X1Uq + XoUp + X3U3 — Y101 — Y2U2 — Y303
= (X1 — Y1, —2x1 + X2 — 21 — Yo, X1 — 2xp + X3 — 3Yy1 — 2> — V3,
2x1 — 5xy + X3 — 4y1 - 3y2 - Zyg)

Erhalte: homogenes lineares Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix:

1 00-10 0 1000 i &
-2 1 0 -2 -1 0 0100 3 3
1 21 -3-2-1|7"7""loo10 -2 -1
2 51 -4 -3 -2 0001 L &

Losung: 12y, + 4y, + y3 = 0, d.h. y3 = =12y; — 4y,. Folglich:

W = Y101 + Y02 + (=12y; — 412)v3
= y1(v1 — 1203) + (v, — 4v3)
= yl(l, 2,-9,-20) + yz(O, 1,-2,-5).
Daher (1,2, -9, -20), (0,1, -2, —5) Basis von U N V. (Probe!)

Definition 9.2. Die Matrixeinheiten in K" seien E;; (i,j = 1,...,m). Eine Matrix der
Form

ui]‘ =1, +1’Ei]' (1’ € K,Z,] ef{l,...,m},i# ])
heifst elementar von Typ 1, eine der Form

1 0

Di(r) := r (re K\{O},ie{l,...,m})
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elementar vom Typ 11.

Beispiel 9.2. (Elementare 2 X 2-Matrizen:) ((1) ;),(1 (1)), (6 (1)), ((1) 8)

Typ1 Typ II

Bemerkung 9.2. (i) Rechenregel:

(ii)

(iii)

(iv)

E; fallsj=k.
EijEn = { o
0 sonst.

Fiir r,s € K gilt:

Uij(nUij(s) = (L + rE;j)(L + SEy))

= 1m + rEi]- + SEl‘j + 7S EijEij
——
=0
= 1m + (1’ + S)El’]'

= Ui]-(r + S).

Insbesondere: U;;(r)U;i(—r) = U;;(0) = 1,,. Analog: U;;(—r)U;;(r) = 1.
Daher: Ui]'(r) € GL (m, K) und Ujj(i’)_l = Uij(—r).

Fiir r,s € K\{0} ist analog D;(r)D;(s) = D;(rs). Insbesondere ist Dz-(r)Di(%) =D;(1) =
1,, und analog Di(})D;(r) = 1,,.
Daher ist D;(r) € GL (m,K) und Di(r)™" = D;(3).

Sei A € K™ beliebig. Dann ist U;;(r)A die Matrix, die aus A durch Addition des
r-fachen der j-ten Zeile zur i-ten entsteht. Analog ist D;(r)A die Matrix, die aus A
durch Multiplikation der i-ten Zeile mit r entsteht. Daher entspricht eine elementare
Zeilenumformung von A der Multiplikation von A mit einer elementaren Matrix
von links. Geht also C € K™ aus A durch k elementare Zeilenumformungen
hervor, so existieren elementare Matrizen Ej, ..., Ey mit C = E; - - - E{A. Folglich ist
F:=E;---E; € GL (m,K) mit C = FA.

Satz 9.2. Fiir A = (a;;) € K™ sind gleichwertig:

(1) A ist linksinvertierbar.

(2) Fiir jede Wahl von vy, ...,y € K hat das lineare Gleichungs-System

n

(*) Zaijxj:yi(izl,...,m)

=1

hochstens eine Losung.
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(3) Fiir mindestens eine Wahl von vy, ..., y,, € K hat () genau eine Losung.

(4) Das homogene lineare Gleichungs-System mit Koeffizienten-Matrix A hat nur die triviale
Losung.

(56) Der Gaufs-Algorithmus macht aus A die Matrix

1 0 ... 0
0 .
. 0
0o ... 0 1}
0O ... ... 0
0O ... ... 0
Beweis.
X1 V4!
(1) = (2): SeiBA=1,und A| : |=| : | Dann gilt:
Xn Ym
X1 X1 X1 n
=1, =BA| : |=B
Xn Xn Xn Ym

Folglich ist (xy, ..., x,) eindeutig bestimmt.
(2) = (3): Setzey; :=...:= Yy, :=0.
(3) = (4): Bemerkung 6.9

(4) = (5): Wende auf A den Gauf3-Algorithmus an; das Ergebnis sei C. Das C entsprechende
homogene lineare Gleichungs-System hat nur die triviale Losung. Daher gibt es
keine freien Variablen. Also hat C die angegebene Form.

(5) = (1): Sei C die angegebene Matrix. Nach obiger Bemerkung existiert ein F € GL (1, K)
mit C = FA. Daher ist C'"FA = C'C = 1,,, d.h. A ist linksinvertierbar.

O

Bemerkung 9.3. Aus Satz 9.2 (5) folgt, dass fiir jede linksinvertierbare m X n-Matrix gilt
n < m. Transponieren ergibt, dass fiir jede rechtsinvertierbare m X n-Matrix gilt: m < n.
Daher ist jede invertierbare Matrix quadratisch.

Satz 9.3. Fiir A = (a;;) € K"™" sind gleichwertig:
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(1) A ist rechtsinvertierbar.

(2) Der Gaufs-Algorithmus macht aus A eine Matrix ohne Nullzeilen.

(3) Fiir jede Wahl von vy, ..., Yy, € K hat das lineare Gleichungs-System

n

(%) Zaijxj:yi(izl,...,m)

=1

mindestens eine Losung.

Beweis.

1) = (2):

(2) = (3):

3) = (1):

Sei AB = 1,,. Der Gauf$-Algorithmus macht aus A eine Matrix C. Nach Bemerkung
9.2 (iv) existiert ein F € GL (m, K) mit C = FA. Folglich CBF~! = FABF! = F1,,F! =
FF~' =1,,. Daher kann C keine Nullzeilen enthalten.

Der Gaufs-Algorithmus mache aus A eine Matrix C = (c;;) ohne Nullzeilen. Sind
Vi, ..., Ym € Kbeliebig, so ist (x) dquivalent zu einem linearen Gleichungs-System

n

(**) ZCZ']'X]' =Z (Z =1,.. .,1’11).

=1

Da C reduzierte Zeilenstufenform hat und keine Nullzeilen enthalt, ist (% x) losbar.
Daher ist auch (%) losbar.

Sei (3) erfiillt. Dann sind die folgenden Matrixgleichungen l6sbar:

1 0
X11 0 X12 1
Al = =] [LA] : [=]9],
Xn1 0 Xn2

0

Daher existieren Elemente x;; € K(i=1,...,n;j=1,...,m) mit

Xnu1 o Xum

Satz 9.4. Fiir A = (a;;) € K™ sind gleichwertig:

(1) A invertierbar.
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(2) A linksinvertierbar.
(3) A rechtsinvertierbar.

(4) Fiir jede Wahl von vy, ..., y, € K hat das lineare Gleichungssystem

n

Zaijxj:yi (i:1,...,n)

j=1
genau eine Losung.

(6) Der Gaufs-Algorithmus macht aus A die Einheitsmatrix.

(6) A lisst sich als Produkt elementarer Matrizen schreiben.

Beweis.

(1) & (4): Satz 9.2 und Satz 9.3.
(1) = (2): trivial
(1) = (3): trivial

(2) = (5): Sei A linksinvertierbar. Nach Satz 9.2 macht der Gaufi-Algorithmus aus A eine
Matrix der Form

1 0 ... 0
0 .
: 0
C=fo ... 0 1
0 ... ... 0
0 ... ... 0

Da C auch quadratisch ist, folgt C = 1,,.

(5) = (6): Sei (5) erfiillt. Nach Bemerkung 9.2 (iv) existieren elementare Matrizen Ej, ..., E;

mitE; - -- ExA = 1,. Folglichist A = E;' - -- E{' mitelementaren Matrizen E, ..., E; .

(6) = (1): Seien Eq, ..., E; elementare Matrizen mit A = E; - - - Ex. Mit E4, ..., E; ist dann auch
A invertierbar.

(3) = (1): Sei A rechtsinvertierbar. Dann ist AT linksinvertierbar, also, wie wir bereits bewie-
sen haben, sogar invertierbar. Folglich ist auch A invertierbar.
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Definition 9.5. A,B € K™ heifien zeilendquivalent (A ~; B), wenn man A durch
mehrfache elementare Zeilenumformungen in B tiberfiihren kann.

Bemerkung 9.5. Nach Satz 9.4 gilt: A ~; B & JF € GL (m,K) : B = FA. Ferner ist nach
dem Gauf3-Algorithmus jede Matrix zu einer Matrix in reduzierter Zeilenstufenform
zeilendquivalent.

Satz 9.5. Fiir A, B, C € K™" gilt:

(i) A ~z A. (Reflexivitiit)

(ii)) A ~z B= B ~; A. (Symmetrie)

(iii) A ~; BAB ~; C = A ~5 C. (Transitivitiit)
Beweis. (i) 1,,A = A.

(ii) Sei A ~; B. Dann existiert ein F € GL (1, K) mit B = FA. Daher ist F~! € GL (m, K)
mit A = F'B. Folglich: B ~; A.

(iii) Sei A ~z B und B ~; C. Dann existieren F,G € GL (m,K) mit B = FA,C = GB.
Folglich ist GF € GL (m, K) mit C = GFA. Also: A ~; C.
O

Satz 9.6. Seien Y = (y;j), Z = (zi;) € K™ in reduzierter Zeilenstufenform mit Y ~z Z. Dann
istY =27

Beweis. (Induktion nach n) Zunéchst sei n = 1. Im Fall Y = 0 ist auch Z = 0 wegen
Y ~7 Z. Analogist Y =0imFall Z = 0.Seialso Y # 0 # Z. Dannist Y = (1,0,...,0)" = Z,
da Y, Z reduzierte Zeilenstufenform haben.

Sei jetzt n > 1. Wir nehmen Y # Z an. Die Matrizen Y, Z’, die aus Y, Z durch Streichen
der letzten Spalten entstehen, sind auch zeilendquivalent und haben reduzierte Zeilen-
stufenform. Nach Induktionist also Y” = Z’. Daher existiertein j € {1,...,n} mit y;, # zj,.
Fiirjedes x = (x1,...,x,)T € K™ mit Yx = 0ist auch Zx = 0, da sich bei elementaren Zei-
lenumformungen eines linearen Gleichungs-Systems die Losungsmenge nicht dndert.
Folglich ist (Y — Z)x = 0; insbesondere ist (y, — zj,)x, = 0, wegen Y’ = Z’. Alsoist x, = 0.
Analog gilt fiir jedes x = (xy,...,x,)" € K™ mit Zx = 0 auch x, = 0. Daher enthalten
die n-ten Spalten von Y und Z eine fithrende Eins; denn sonst kénnte man x, beliebig
wihlen. Die relevante fithrende Eins steht in Y und Z in der k-ten Zeile, wobei die k-te
Zeile von Y’ = Z’ die erste Nullzeile ist. Alle {ibrigen Koeffizienten in der letzten Spalte
von Y und Z sind gleich Null. Daher ist Y = Z. O

Bemerkung 9.6. (i) Anna und Bob wenden auf die Matrix X den Gauf3-Algorithmus
an und erhalten am Ende, ohne sich zu verrechnen, die Matrizen Y bzw. Z in
reduzierter Zeilenstufenform. Dann ist X ~7 Y (also auch Y ~; X) und X ~; Z,
alsoauch Y ~z Z und damit Y = Z. Die Matrix am Ende des Gaufi-Algorithmus ist
daher eindeutig bestimmt.
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(ii) Wie entscheidet man, ob vorgegebene A, B € K"™*" zeilendquivalent sind? Wende
auf A und B den Gauf3-Algorithmus an und erhalte am Ende Matrizen Y bzw. Z.
(AISOA ~z Y,B ~z Z) ImFallY = Zist A ~z Y=Z ~z B, dh. A ~z B.ImFallY # Z
ist A »z B. (Sonst wdre Y ~z A ~z B ~z Z im Widerspruch zu obigem Satz.)

- . 111 2 3 4
Beispiel 9.6. Sind A = 1923 ,B = (3 5 7
gef. ein F € GL (2, R) mit B = FA!

Wende auf A den Gaufi-Algorithmus an und nehme die gleichen elementaren Zeile-
numformungen an der Einheitsmatrix vor:

) € R¥® zeilendquivalent? Konstruiere

10 111
L2 =M =lo J A=h alt! 23)
1 0 111
M; ‘41) A2 ‘012)
2 -1 10 -1
Ms ~{-1 1) As “lo 1 2)
Firi=1,2,3 gilt: M;A = A; (Warum?)
Analog behandelt man B:
10 2 3 4
12 =M =lo J b=h =3 57)
1 0 2 3 4
vy T
-3 1 011
10 -6 2 0 -2
N = B =
N R
5 -3 10 -1
Na ~\-3 2) B 01 2)

Furi=1,2,3,4 ist wieder N;B = B;.
Insgesamtist A ~z A3 = By ~z Bund N4yB = By = A3 = M3A,d.h. B = N;lMg,A. Berechne
also N} ™':

5 -3 10
M:—sz) b:oJ
54) 1%
0o 1 21
50 10 15
0 1 2 1
10 2 3
01 35
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Fazit: N;' = (é g) und B = (é g)( 2 _1)A = (1 ;) A. (Probe!)

Bemerkung 9.7. (i) Esist klar, wie man definiert:

elementare Spaltenumformungen einer Matrix

reduzierte Spaltenstufenform

Spaltendquivalenz A ~s B
Spaltenraum SR (A)
Spaltenrang sr (A)

(ii) Elementare Spaltenumformungen einer Matrix entsprechen der Multiplikation mit
elementaren Matrizen von rechts.

(iii) A, B € K™ heifSen dquivalent (A ~ B), falls man A durch mehrfache elementare
Zeilen- und Spaltenumformungen in B {iberfiihren kann. Daher gilt:
A ~B & 3U € GL(m,K)AV € GL(n,K) : B = UAV. Fur ~ gilt ein zu Satz 9.5
analoges Resultat.

Satz 9.7. Fiir r € N und A € K™ sind gleichwertig:
(1) r = zr(A).

1, 0
(i)

(3) v =sr(A).
Beweis.

(1) = (2): Sei r = zr(A). Der Gaufs-Algorithmus liefert eine zu A zeilendquivalente Matrix
Z in reduzierter Zeilenstufenform mit genau r von 0 verschiedenen Zeilen. Durch
mehrfache elementare Spaltenumformungen (genauer: Spaltenvertauschungen)
wird aus Z eine Matrix der Form

1, %
(5 )

Durch weitere elementare Spaltenumformungen kann man T in die gewtinschte
Matrix verwandeln.
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(2) = (1): Sei (2) erfiillt. dann existieren invertierbare U, V mit

1, 0
UAV = (0 0) =: N.

InNund NV~! = UA verschwinden die letzten m—r Zeilen. Der Gauf-Algorithmus
macht also aus UA eine Matrix Z in reduzierter Zeilenstufenform mit mindestens
m — r Nullzeilen. Wegen Z ~; A folgt zr (A) <r.

SeiR € GL (m,K)mit Z = RUA = RNV~!. Daher haben Z und ZV = RN mindestens
m — zr (A) Nullzeilen. Der Gaufi-Algorithmus macht aus RN eine Matrix Y in
reduzierter Zeilenstufenform mit mindestens m — zr (A) Nullzeilen. Da N selbst
reduzierte Zeilenstufenform hat und N ~; RN gilt, folgt N = Y. Insbesondere ist
m—r>m—zr(A), dh.r <zr(A).

(2) © (3): analog.
O

Bemerkung 9.8. Nach Satz 9.7 ist zr (A) = sr (A) =: rg (A) fiir jede Matrix A. Man spricht
daher auch kurz von dem Rang von A.

Satz 9.8. Fiir A,B € K"™" gilt: A ~ B & rg (A) = rg (B).

1, 0

Beweis. “=": Sei A ~ Bund r := rg(A). Nach Satz 9.7 ist B ~ A ~ (0 0

). Aus Satz 9.7
folgt also: rg (B) = r.
“&<": Seirg(A) = rg(B) =: r. Nach Satz 9.7 gilt dann:

A~C’ﬂ~adhA~B

0 0
O
123
Beispiel 9.8. Gegeben A =4 5 6|e R>.
7 89
: : 1, 0
Finde U,V € GL (3, R) mit UAV = (0 0),r =rg(A)!

Ist A € K™" gegeben so schreibt man 1,,A,1, nebeneinander. Auf A wendet man
elementare Zeilen- und Spaltenumformungen an, bis man die gewiinschte Form

5 9
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erreicht hat. Dabei wendet man jede elementare Zeilenumformung (bzw. Spaltenumfor-

mung) auch auf 1,, (bzw. 1,) an, z.B.

100 123 100
1, =U, = 010/A= A =[456 13=V, = 010
00 1 7 89 001
1 00 1 2 3
U, = -4 10 Ay =|0 -3 -6
-7 01 0 -6 -12
-2 20 1 0 -1
U; = -4 1 0 A;=|0 -3 -6
1 21 0 0 0
-2 2 0 10 -1
u, = i -1 0 As=l01 2
1 21 00 0
100 10 1
A5201O V5: 01 -2
000 00 1

Jeweils gilt: U;AV; = A; (Warum?) Insbesondere: UsAV5 = As. (Probe!)

Satz 9.9. (Rangkriterium fiir lineare Gleichungs-Systeme)
Ein lineares Gleichungs-System (%) ist genau dann losbar, wenn der Rang der Koeffizienten-
Matrix von (%) mit dem Rang der erweiterten Matrix von (x) iibereinstimmt.

Beweis. Bei elementaren Zeilenumformungen &dndert sich weder an der Losbarkeit von
(x) noch an den Réngen der beteiligten Matrizen etwas. Daher kann man annehmen,
dass die erweiterte Matrix (und damit auch die Koeffizienten-Matrix) reduzierte Zeilen-
stufenform hat:

A1, X5, + + apx, = b
A5, X5, + + ayx, = b

Ays, Xs, + + a,.x, = b,
0 = b

0 = by,

Dieses lineare Gleichungs-System ist genau dann losbar, wenn b,y = ... = b,, = 0
ist. Dies bedeutet aber gerade, dass Koeffizienten-Matrix und erweiterte Matrix den
gleichen Rang haben. |
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10 Lineare Abbildungen

+1
3 —_—
9 .
4
0 { 9 ;
‘g' ﬂz — ﬂz Lineare
(l") —_— (x-Z,l—zx*s) Abblldw-j
%
\ {
-$ \. 1 o 1y
p-1
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! / R — R

(x,y,z? Lo d (.K*‘i, ""3)

Ll‘uaw

ALL;lo(ou

o
*V

K Korper.

Definition 10.1. Eine Abbildung f : V. — W zwischen K-Vektorrdumen V, W mit
(%) flax+by)=af(x)+bf(y) fura,be Kx,yeV
heifst linear oder (Vektorraum-) Homomorphismus. Man setzt

Hom (V, W) := Homg (V, W) := {f : V — W|f linear}.

Bemerkung 10.1. (i) Die Bedingung () ldsst sich folgendermafien aufspalten:

o flx+y)=fx)+ f(y furx,yeV.
o f(ax)=af(x)furae K, xeV.
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(if) Ggf.ist f(0) = f(0-0) = 0f(0) = 0; eine lineare Abbildung bildet also den Nullvektor
stets auf den Nullvektor ab.

Beispiel 10.1. Fiir A € K™" ist die Abbildung f : K™l — K™ x +—— Ax linear;
vgl. Rechenregeln fiir Matrizen. Wir werden spéter sehen, dass jede lineare Abbildung
K™ — K™ 50 gegeben wird.

Satz 10.1. Fiir K-Vektorraume V, W und f € Hom (V, W) gilt stets:

(i) Fiir jeden Untervektorraum V' von V ist f(V’) = {f(v') : v' € V’} ein Untervektorraum
von W, insbesondere ist Bld (f) = f(V) ein Untervektorraum von W.

(ii) Fiir jeden Untervektorraum W’ von W ist fY(W’) = {v € V : f(v) € W'} ein Un-
tervektorraum von V; insbesondere ist Ker (f) := f1({0}) = {v € V : f(v) = 0} ein
Untervektorraum von V.

(iii) Jeweils ist f~1(f(V")) = V' + Ker (f) und f(f{(W’)) = W N Bld (f).
(iv) Aus dimV < oo folgt dim Bld f < oo, dim Ker f < oo und

dim V = dimKer f + dim Bld f.

Beweis. (i) Wegen V' # 0 ist auch f(V’) # 0. Seien a,a" € Kw,w’ € f(V’). Dann
existieren v, v’ € V' mit w = f(v),w’ = f(v’). Folglich:

aw+aw =af(v)+a f(v') = flav+a'v") € f(V).

ev’

(ii) Wegen f(0) =0€ Wist0 e f1(W’),d.h. f{(W’) £ 0.Seiena,a’ € K,0,v' € f{(W),
d.h. f(v), f(v") € W. Dann:

flav+a'v')=af(v)+a' f(v') e W,
dh.av+a'v € W),

(iii) Sei v € f71(f(V")), d.h. f(v) € f(V’). Dann existiert v’ € V' mit f(v) = f(v'). Also
flo=v)=f(0)-f(©')=0,dh.v-v" €Ker fundv =0+ (v—-0") € V' +Ker f. Dies
zeigt: f1(f(V’)) € V' + Ker f.

Fir o' € V', x € Ker f ist umgekehrt f(v' + x) = f(v') + f(x) = f(v') € f(V’), d.h.

—_——

=0

v +x € fY(f(V’)). Dies zeigt: f1(f(V’)) = V' + Ker f.
Sei w € f(f~1(W’)). Dann existiert v € f'(W’) mit w = f(v). Also: w = f(v) €
W’ N Bld f. Dies zeigt: f(f"'(W’)) € W’ N BId f.
Sei umgekehrt w’ € W N Bld f. Dann existiert v € V mit f(v) = w’ € W’. Folglich
ve fIW)und w’ = f(v) € f(f1(W)). Dies zeigt: f(f~1(W’)) = W’ N BId f.
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(iv) Sei dim V < oo. Da Ker f Untervektorraum von V ist, folgt dim Ker f < co. Wihle
eine Basis by, ..., b,, von Ker f und ergédnze diese zu einer Basis by, ...,b, von V. Es
geniigt zu zeigen, dass f(by41), ..., f(b,) eine Basis von Bld f bilden; denn dann ist
dim Bld f < co und

dimKer f +dimBld f =m+(n—-m) =n=dim V.

Sei also w € Bld f. Dann existiert v € V mit w = f(v). Schreibe v = r1b; + ... + r,b,
mitrq,...,r, € K. Dann:

w=f) =11 f(b1) +... 47 f(bw) +7ms1 f (D) +. . A1, f(by) € Span (f(bys1), - - ., f(bn)).
N—— N——
=0 =0

Dies zeigt: Bld f € Span(f(by+1),..., f(b,)). Die andere Inklusion ist klar. Also
Bld f = Span (f(by+1), - - -, f(bn)).

Seien jetzt 741, ..., 7, € Kmit

0= Fust fbua1) + - . + Fuf () = f(Fusrbyss + - - + uby).

=X

Dann: x € Ker f. Also existieren ry,...,r, € Kmit x = by + ...+ r,,b,,. Folglich:
O=x—-x=rby+...+1,by — rys1bysi1 — ... — 1,b,,.

Daby, ..., b,linear unabhdngigsind, folgtr, = ... =, = 0. Alsosind f(by11), ..., f(bn)
linear unabhingig, d.h. sie bilden eine Basis von Bld f.
O

Definition 10.2. Fiir K-Vektorrdaume V, W und f € Hom (V, W) heifst Ker f := {v € V :
f(v) = 0} der Kern von f. Ferner nennt man def (f) := dim Ker f den Defekt und rg(f) :=
dim Bld f den Rang von f.

Beispiel 10.2. Die Abbildung f: R®> — R?, (x, y,z) — (x + z,x — y) ist linear; denn fiir
n',x,x,y,y,z,z € Rgilt

flrx,y,2)+7(x,y,2) = fex +v'X",ry + 7'y, rz + 1'2)
=(x+vrx +rz+7vZ, rx+7r'x —ry—r'y)
=r(x+z,x-y)+rx +z,x -y)
=rf(x,y,2)+7f(xX,y,2).
Ferner gilt: (x,y,z) eKer f & (x+z,x-y) =0 x+z=0Ax-y=0x=y=—z.
DaheristKer f = R(1,1, —1)und def (f) = 1. AusSatz 10.1 (iv) folgtrg (f) = 3—def (f) = 2.

Also ist Bld f ein 2-dimensionaler Untervektorraum von R?. Aus Satz 8.7 folgt Bld f =
R?, d.h. f ist surjektiv.
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Satz 10.2. Fiir K-Vektorraume V, W und f € Hom (V, W) gilt:

f injektiv & Ker f = {0}.

Beweis. (Erinnerung: f injektiv & aus f(x) = f(y) folgt stets x = y.)

Sei zundchst f injektiv. Fir v € Ker f ist dann f(v) = 0 = f(0), d.h. v = 0. Daher
Ker f = {0}.

Sei umgekehrt Ker f = {0}. Sind x, y € V mit f(x) = f(y), soist f(x —y) = f(x) — f(y) =0,
d.h. x — y € Ker f = {0}, also x = y. Folglich ist f injektiv. O

Bemerkung 10.2. Injektive (bzw. surjektive) lineare Abbildungen nennt man Monomor-
phismen (bzw. Epimorphismen).

Satz 10.3. Fiir K-Vektorriume V, W mit dimV = dim W < co und f € Hom (V, W) gilt:
f injektiv & f surjektiv

Beweis. Wegen dimKer f + dimBld f = dim V = dim W < oo gilt:
f injektiv & Ker f = {0} © dimKerf = 0 & dimBld f = dimW & Bldf = W & f
surjektiv. O

Bemerkung 10.3. Ggf. ist also f bijektiv, und man nennt f einen Isomorphismus.
Satz 10.4. Fiir K-Vektorriume U, V, W und f € Hom (U, V), ¢ € Hom (V, W) gilt:

(i) go f € Hom (U W).

(ii) g bijektiv = ¢~' € Hom (W, V).

(iii) Die Identititsabbildungidy : V — V,o+— v
und die Nullabbildung 0 = Oyw : V — W, v + 0 sind linear.

Beweis. (i) Fira, b€ K, x,y € U gilt:

(8 o filax +by) = g(f(ax + by)) = g(af(x) + bf(y))
= ag(f(x)) + bg(f(y)) = a(g o f)(x) + b(g o )y).

(ii) Fura,be K x,y € W gilt:

g '(ax + by) = g (ag(g™ (%)) + bg(g™ (v))) = &' (g(ag ™" (x) + bg~' (v)))
=ag~'(x) + bg~ ().

(iii) klar.
O

Definition 10.4. Existiert ein Isomorphismus f : V — W, so nennt man V, W isomorph
(V=W).
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Satz 10.5. Fiir K-Vektorriiume U, V, W gilt stets:
(i) V =V (Reflexivitiit)
(ii) V=W = W = V (Symmetrie)
(iii)) U= VAV =W = U = W (Transitivitit)
Beweis. (i) idy : V — Vist nach Satz 10.4 ein Isomorphismus.

(ii) Sei V = W. Dann existiert ein Isomorphismus f : V. — W. Nach Satz 10.4 ist auch
f': W — V ein Isomorphismus. Daher ist W = V.

(iii) Sei U = V und V = W. Dann existieren Isomorphismen f : U — V,g: V — W.
Nach Satz 10.4 ist auch g o f : U — W ein Isomorphismus. Daher ist U = W.
O

Satz 10.6. Gegeben seien K-Vektorriume V, W, eine Basis by, ..., b, von V und beliebige Ele-
mente cy, ..., c, € W. Dann existiert genau ein f € Hom (V, W) mit f(b;)) =c;fiiri=1,...,n.
Dabei gilt:

(i) Bld f = Span(cy,...,cn).
(ii) Ker f = {mb1 +... +a,b, 1 ay,...,a, € Kajc; +... +a,c, = 0}.
(iii) f surjektiv < Span(cy,...,c,) = W.
(iv) f injektiv & cy,...,c, linear unabhingig.
(v) f bijektiv & cy,...,c, Basisvon W.

Beweis. Existenz: Da b, ...,b, eine Basis von V bilden, ldsst sich jedes Element in V in
der Form a1b; + ... + a,b, mit eindeutig bestimmten a5, ...,a, € K schreiben. Wir
setzen

flarby + ... +ayb,) =aic1 + ...+ a,c,

und erhalten so eine Abbildung f : V — Wmit f(b;) = c; fiiri = 1,...,n. Diese ist
linear; denn fiir r, 7/, a1, 4}, ..., a,,a; € K gilt:

f(r(aiby + ... +a,b,) + 7' (a}by + ... +a,by))
= f(raiby + ...+ rayb, + 'alby + ...+ 7ayb,)
= f((ray + r'a))by + ... + (ra, + 'a;)by,)

= (ray +r'a))cr + ...+ (ra, + 1'a))c,

=raic; +r'ajcr + ..+ rauc, +r'ajc,

=r(acr + ...+ a,c,) +1'(ajcr + ...+ ac,)
=rf(mb +... +a,b,) +7 f(ajbh + ... +a,b,)
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Eindeutigkeit: Seien f, ¢ € Hom (V, W) mit f(b;) = ¢; = g(b;) fiir 1,...,n, und seiv € V
beliebig. Schreibe v = a1b; + ... +a,b, mitay,...,n € K. Dann:

f@) =aif(by) +... +a,f(b,) =a18(br) + ... +a,8(b,) = g(v)
Dies zeigt: f = g.
(i) Bld f ={aic1 +... +auc, : @, ... ,a, € K} =Spani(cy,...,cpn)
(ii) Klar.
(iii) folgt aus (i).
)y'=

: Sei f injektiv, und seien a3, ...,a, € K mit ajc; + ... + a,c, = 0. Nach (ii) ist
dannaiby +...+a,b, € Ker f = {0}. Da by, ..., b, linear unabhingig sind, folgt
a1 =...=a, =0.Dahersind cy, ..., ¢, linear unabhéngig.

(iv

1" 4

: Seiency, ..., c, linear unabhdngig, und seiv € Ker f.Schreibev = a;b1+. . .+a,b,
mitay,...,a, € K. Nach (ii) ist a;¢; + ... +a,c, = 0. Folglichista; = ... =a, =0
und damlt v = 0. Dies zeigt: Ker f = {O }. Daher ist f injektiv.

(v) folgt aus (iii) und (iv).

Satz 10.7. Fiir endlich-dimensionale K-Vektorriume V, W gilt stets:
V=W o dimV =dimW,|

Bemerkung 10.7. Ein K-Vektorraum der Dimension n < oo ist also stets zu K" isomorph.

Beweis. “=": Sei V = W. Dann existiert ein Isomorphismus f : V. — W. Aus Satz 10.1

folgt also dim V = dim Ker f + dim Bld f = dim W.
~—— ~——
=(0) =W

“<": Sei dim V = dim W. Wihle Basen by, ...,b, von V und ¢y, ..., c, von W. Nach Satz
10.6 existiert genau ein f € Hom (V, W) mit f(b;) = ¢; fiiri =1,...,n, und f ist ein
Isomorphismus. Also ist V = W.

O

Bemerkung 10.8. Fiir K-Vektorrdame V, W und f,¢ € Hom (V, W),a € K definiere man
Abbildungen

f+8:V—Wovr— f(v)+g@) und af : V— W,v+— af(v).
Dann gilt: f + g,af € Hom (V, W); denn fiirr,s € K, x, y € V ist

(f + Q)(rx +5y) = f(rx +sy) + g(rx + sy) = rf(x) + sf(y) + rg(x) + s3(y)
= 1(f(¥) + 8(x)) +s(f(y) + 8(y) = r(f + Q(¥) +s(f + &)(y),
(af)(rx +sy) = af(rx +sy) = a(rf(x) +sf(y)) = arf(x) +asf(y)
= raf(x) + saf(y) = r(af)(x) + s@f)(y).
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Satz 10.8. Auf diese Weise wird Hom (V, W) zu einem K-Vektorraum.

Beweis. Offensichtlich ist die Addition in Hom (V, W) assoziativ und kommutativ. Null-
vektor in Hom (V, W) ist die Nullabbildung. Negativ zu f € Hom (V, W) ist die Abbildung
—f =(-1)f € Hom (V, W). Auflerdem ist die Multiplikation mit Skalaren assoziativ. Fer-
ner gilt flirv € V:

@(f + 8)() = a(f + g)(v) = a(f(v) + g(v)) = af(v) + ag(v)
= (af)(©) + (ag)(v) = (af + ag)(v),
((@+)f)(v) = (a+b)f(v) =af(v) + bf(v)
= (af)(v) + (bf)(v) = (af +bf)(v),

d.h. es gelten die Distibutivgesetze a(f + §) = af +ag und (a + b)f = af + bf fur
a,b €K, f,g € Hom (V, W). Schliellich ist 1 - f = f fiir f € Hom (V, W). ]

Satz 10.9. Fiir K-Vektorrdume U, V, Wunda € K, f, f' € Hom (U, V), g, ¢’ € Hom (V, W) gilt:
() a(go f)=(ag)o f =goaf),
(i) (§+g)of=gof+gof,

(iii) go(f+f)=gof+gof.

Beweis. Fiir u € U gilt:

(i) (a(g o ) = a(go f)(u) = ag(f(w)) = (ag)(f(w)) = ((ag) o f)(w),
(@(go ) = ... =ag(f(u) = gaf(w)) = g((af)(u)) = (g o (af))(u),

(i) (g+ &) o fHw) = (g+g)f(w) = g(fw) + g (f(w) = (go fHw) + (g o f)u) =
(gof+g of)uw),

(iii) analog.

Bemerkung 10.10. Fiir einen K-Vektorraum V setzt man
End (V) :=Hom (V,V) ={f:V — V: f linear},
GL (V) :== Aut (V) := {f € End (V) : f bijektiv}.

Die Elemente in End (V) (bzw. Aut(V)) nennt man Endomorphismen (bzw. Automor-
phismen) von V.

Satz 10.10. GL (V) ist eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen.

Beweis. Fiir f,g € GL(V) ist auch g o f € GL (V) nach Satz 10.4. Die Komposition von
Abbildungen ist nach Satz 3.5 assoziativ. Neutrales Element in GL (V) ist idy; invers zu
f € GL(V) ist die Umkehrabbildung f~' € GL (V) (vgl. Satz 10.4). m|

Definition 10.10. Man nennt GL (V) die allgemeine lineare Gruppe von V (general linear
group).
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11 Lineare Abbildungen und Matrizen

K Korper.

Definition 11.1. Seien V, W K-Vektorraume mit Basen b4, ...,b,, bzw. ¢y, ...,c,, und sei
f € Hom (V, W). Schreibe

n

f(bj):ZaijCi (G=1,...,m)

i=1

mit g;; € K fiir alle 7, j. Dann heifdt A := (a;;) € K™ die Matrix von f bzgl. by, ..., b, und
C1,...,Cy.

Bemerkung 11.1. (i) Die Elemente 4;; € K sind durch f,by,...,b,,ci,...,c, eindeutig
bestimmt.

(ii) Merkregel: Die Matrix von f enthélt in der j-ten Spalte die “Koeffizienten” (“Ko-
ordinaten”) von f(b;) bzgl. cy, ..., cy.

(iii) Nach Satz 10.6 existiert umgekehrt zu jeder Matrix A = (;;) € K™ genau ein
f € Hom (V, W) mit f(b]) = Z?:l aijC; fur ] =1,...,m.

Beispiel 11.1. (a) Nach Beispiel 10.1 ist fiir A = (a;;) € K™ die Abbildung
f . Kle N K”Xl,x — Ax

linear. Seien by, ...,b, bzw. c4,...,c, die Standardbasen von K™! bzw. K"™<. Fiir
j=1,...,mistdann

Ll1]'
f(b]) = Ab] =] | =@jc + ...+ a,iC,.

lln]'
Daher ist A selbst die Matrix von f bzgl. by, ..., b, undcy,...,c,.

(b) Man rechnet leicht nach, dass
Vi={@abc)eR:a+b+c=0},

W:=|{rstu) e R :r+s+t+u=0)

Untervektorraume von R® bzw. R* mit Basen
o= (1,-1,0),0, := (0,1,~1)  bzw.
w1 :=(1,-1,0,0),w, :=(0,1,-1,0),w; :=(0,0,1,-1)
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sind. Man sieht leicht, dass durch
fa,b,c):==(@—-2b—-c,2a—b—-c,—a—b,—6a — 2c)
eine lineare Abbildung f : V — W definiert wird; denn aus a + b + ¢ = 0 folgt
@-2b-c)+R2a—-b—-c)+(-a—b)+(—-6a—2c)=-4(a+b+c)=0.
Wir setzen an:
f(v1) =(3,3,0,—6) = xw; + ywy + zws = (x,—x+ Y, -y +z,-2)

und erhalten x = 3,y = 6,z = 6, d.h. f(v1) = 3w, + 6w, + 6ws.
Analog berechnet man: f(v;) = (-1,0,-1,2) = —=1w; — 1w, — 2w;.
Die Matrix von f bzgl. v;, v, und w, w,, w3 ist also

3 -1
6 —-1].

6 -2

A=

Satz 11.1. Fiir K-Vektorriaume U, V, W mit Basen a4, ..., a; bzw. by, ..., by, bzw. ¢y, ..., c, gilt:

(i) Sind s,s" € Kund f, f' € Hom (V, W) mit Matrizen R,R" € K™ bzgl. b, ..., b, und
Ci,...,Cn, 5015t SR +s'R’ die Matrix von sf +s'f" bzgl. by, ..., by, undcq,...,cy.

(ii) Sind f € Hom (U, V) und ¢ € Hom (V, W) mit Matrizen R € K bzgl. aq,...,a; und
bi,..., by bzw. S € K™ bzgl. by, ..., by, und cy,...,c,, so0ist SR € K™ die Matrix von
gofbzglay,...,qqundcy,...,cp.

Beweis. (i) Aus f(b;) = Y., rijci und f'(bj) = Liy rijci folgt
(sf +5"f')(bj) =sf(b;) +s'f'(bj) =s Z riici +8' Z rl’.jci = Z (srij + s’r;j)ci.

i=1 i=1 i=1

(11) Aus f(a]-) = Zﬁl i’i]'bi und g(bl) = 2221 SkiCk fOlgt

(g0 f)aj) =g(f(a)) = g[i rijbi] = i ri;8(bi) = i rijzn: Sk = - (i Skﬂ’z’j] Ck-

Satz 11.2. Fiir K-Vektorriume V, W mit Basen by, ..., by, bzw. c1, ..., cy, ist die Abbildung
A : Hom (V, W) — K™,

die jeder linearen Abbildung f : V. — W ihre Matrix A(f) bzgl. by, ..., by, und cq,...,c,
zuordnet, ein Vektorraum-Isomorphismus.

62



Beweis. 11.1. m|

Bemerkung 11.2. (i) Insbesondere ist
dim Hom (V, W) = dim K™ = nm = (dim V)(dim W).

Im Fall W = K nennt man V* := Hom (V, K) Dualraum von V und seine Elemente
Linearformen auf V. Es ist also dim V* = dim V.

(ii) Im Fall V = W ist m = n. Meist wahlt man dann ¢; = by,...,c, = b, und spricht
von der Matrix A(f) von f bzgl. by,...,b,. Nach Satz 11.1 (ii) gilt in diesem Fall

Ag o f) = AQIA(S) fiir f,g € End (V).

Satz 11.3. Fiir K-Vektorriume V, W und f € Hom (V, W) mit Matrix A bzgl. Basen by, ..., b,
von Vundcy,...,c, von W gilt:

f bijektiv & A invertierbar.
Ggf. ist m = n und A" die Matrix von f~ bzgl. c1,...,c, und by, ..., by,

Beweis. “=": Sei f bijektiv. Nach Satz 10.4 ist dann f~' € Hom (W, V). Sei A’ die Matrix
von f'bzgl.cy,...,c,und by, ...,b,. Nach Satz 11.1 ist A’A die Matrix von f'o f =
idy bzgl. by,...,b,. Wegen idy(b;) = b; fiir j = 1,...,m ist 1,, die Matrix von idy
bzgl. by, ...,by,. Daherist A’A = 1,,. Analog ist AA’ = 1,.. Folglich ist A invertierbar
und A’ = A7!; insbesondere ist m = n.

‘“" 4

: Sei A invertierbar und ¢ € Hom (W, V) die nach Satz 11.2 eindeutig bestimmte
lineare Abbildung mit Matrix Al bzgl. ci,...,c, und by, ..., b,. Nach Satz 11.1 ist
A'A = 1,, die Matrix von g o f bzgl. by, ...,b,, d.h. (g o £)b)) = b; = idy (b)) fiir
j=1,...,m. Aus Satz 10.6 folgt also g o f = idy. Analog ist f o ¢ = idw, d.h. f ist
bijektiv.

O

Satz 11.4. Sei V ein K-Vektorraum mit Basis by,...,b,, und sei S = (s;) € K™". Setze
¢j = Y. siibi fiir j=1,...,n. Dann gilt:

S invertierbar & ¢4, ..., ¢, Basis von V.

Beweis. Nach Satz 11.2 existiert genau ein f € End (V) mit Matrix S bzgl. by, ..., b,. Nach
Definition ist f(b;) = Yo sijic; fir j = 1,...,n. Nach Satz 11.3 und Satz 10.6 gilt:

S invertierbar < f bijektiv & ¢y, ..., c, Basis von V.

Bemerkung 11.4. Ggf.istb; = }.i.; spcifir j=1,...,nmit (s}) = S
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Bemerkung 11.5. Seien V, W K-Vektorrdaume und f € Hom (V, W) mit Matrix A = (a;;) €
K™ bzgl. Basen by, ...,b, von Vund ¢y, ..., ¢, von W. Hat man weitere Basen b}, ..., D;,
von Vund ¢/, ...,c;, von W, so kann man auch die Matrix A" = (azf].) € K™ von f bzgl.

dieser Basen betrachten. Wie hiangen A und A’ zusammen?
Satz 11.5. Unter den obigen Voraussetzungen sei

m n

b; = Z Sijbi/ = Z tle;
=1 k=1

1

mit s;j, ty € K fiir alle i, j, k, 1. Dann gilt: S := (s;j) € GL(m,K), T := (ty) € GL(n,K) und
A’ = TAS | ; insbesondere ist A’ ~ A.

Beweis. Nach Satz 11.4 sind S, T invertierbar. Fiir j =1, ..., m gilt:
n m m m
Z a;c; = f(b) = f(z Skjbk] = Z skjf (D) = Z Skj Z Ak
Z agsyj ) tuc; = [ tilalkskj] cl.
=1 \I=1 k=1

I=1 k=1 i=1 i=1

Wegen der linearen Unabhédngigkeit von ¢}, ..., c;, folgt daraus:

m
a;j: Ztﬂalkskj (izl,...,n,jzl,...,m).

Daher ist A’ = TAS. m|

Satz 11.6. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorriume und f € Hom (V, W). Dann hat
die Matrix von f bzgl. passend gewithlter Basen von V und W die Form

(Br 8) mit r = rg (f).

Beweis. Seiby,...,b, eineBasisvonKer f. Ergdnze diese zu einer Basis by, . .., by, by, - - .,
b, von V.Im Beweis zu Satz 10.1 hatten wir gesehen, dass f(b.11), .. ., f(b,) eine Basis von
Bld f bilden. Ergédnze diese zu einer Basis ¢1 = f(by+1), - -, Chem = f(bn), Choms1, ..., Cx VO
W. Dann hat die Matrix von f bzgl. by1,...,b,,b1,..., by und ¢, ..., Cuom, Choms1, - - -, Ck
die gewiinschte Form (mit r = n — m). Dabei ist r = dim Bld f = rg f. m|

Beispiel 11.6. Die Abbildung f : R®* — R3, (x, y,z) — (x+2y+3z,4x+5y+6z, 7x+8y+9z)
ist linear. Man berechnet: Ker f = R(1, -2, 1). Man ergénzt zu einer Basis

b1 == (1,0,0),b := (0,1,0), b5 := (1,-2,1)
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von V := IR3. Wie oben bilden
1 = f(bl) = (1, 4:, 7), Cy = f(bz) = (2, 5, 8)

eine Basis von Bld f. Elementare Zeilenumformungen ergeben:

147\ (14 7
258 0 -3 -6/

Daher bilden ¢y, ¢z, ¢5 := (0,0, 1) eine Basis von W := IR®. Wegen

f(b1) = c1, f(b2) = 2, f(b3) =0

hat die Matrix von f bzgl. by, by, b3 und ¢y, ¢, c; die Form
1 0/0
0 10 ].

0 00

Satz 11.7. Seien V, W K-Vektorriume und f € Hom (V, W) mit Matrix A bzgl. Basen by, ..., by,
von Vundcy,...,c, von W. Dann ist rg (f) = rg (A).

Beweis. Nach Satz 11.6 hat die Matrix von f bzgl. passender Basen b}, ..., b;, von V und
¢j,...,c, von Wdie Form

, (1, 0} .
A :(O O)mltr:rg(f).
Nach Satz 11.5 gilt: A” ~ A. Aus Satz 9.8 folgt: rg A =rg A’ =r =rg f. |

Satz 11.8. Seien V ein K-Vektorraum und f € End (V) mit Matrix A bzgl. der Basis by, ..., b,
von V und mit Matrix A" bzgl. der Basis b’, ..., b; von V. Schreibe b;. =Yl sijb; mit s;; € K
fiiri,j=1,...,n. Dannist S := (s;;) € GL (n,K) und

A’ =S'AS

Beweis. Nach 11.4 ist S € GL (1, K). Schreibt man S! = (s;].), so ist bj = Y.ii, S:’jb:' (j =

1,...,n) nach Bemerkung 11.4. Die Behauptung folgt also aus Satz 11.5. O

Bemerkung 11.8. Es ist nicht immer moglich, eine Basis von V' so zu wéhlen, dass die
Matrix von f bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist, d.h. folgende Form hat:

* 0
0 *
Ist eine solche Wahl moglich, so nennt man f diagonalisierbar.
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Beispiel 11.8. Die Abbildung f : R*> — R?, (x, y) — (0, x) ist linear mit f o f = 0.

Annahme: Es existiert eine Basis by, b, von R?, bzgl. der die Matrix von f die Form

_ [ 0
A_(O le)

hat. Dann ist A? die Matrix von f o f =0, d.h.
a

2.0
— A2 _ 1
O—A—(O a%)'

Daher ist a; = a, = 0 und f = 0. Widerspruch.

Definition 11.9. Man nennt A, B € K™ dhnlich und schreibt A ~ B, fallsein S € GL (n, K)
mit B = S71AS existiert.

Bemerkung 11.9. (i) Man zeigt leicht, dass ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

(ii) Nach Satz 11.8 sind Matrizen, die zum gleichen Vektorraum-Endomorphismus,
aber verschiedenen Basen gehoren, dhnlich.

(iii) Wie stellt man fest, ob vorgegebene A, B € K" dhnlich sind? Dazu mehr in LA II.

Definition 11.10. A € K™ heifst diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix
dhnlich ist.

Bemerkung 11.10. (i) Seien V ein K-Vektorraum und f € End (V) mit Matrix A bzgl.
einer Basis von V. Nach Satz 11.8 gilt dann:

f diagonalisierbar < A diagonalisierbar

(ii) Wie stellt man fest, ob eine gegebene Matrix A diagonalisierbar ist? Dazu mehr

spater.
(iii) Ist
di 0
A=D=
0 d,
und S € GL (n, K) mit A = §7'DS, so ist
20
A*=5"'DS-S'DS =S'D*S =S S.
0 d2
Durch Induktion folgt fiir k € IN:
&0
Af=5"'D's=5" .. S
0 &

Auf diese Weise kann man die Potenzen von A schnell berechnen.
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12 Determinanten

K Korper.

Definition 12.1. Fiir A = (g;;) € K™ definiert man die Determinante

ayn ... Ain
det(A) :=|A| :=

Ayl ... Aun

folgendermafien: Fiir n = 1, d.h. A = (a11), sei |A| := ay;.
Ist n > 1 und |B| fiir B € K"~DX"=1) gchon definiert, so sei

n
A=) (<1 anlAql;
i=1

dabei ist A;; jeweils die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte entsteht:

a1 cen 111]‘_1 111]‘+1 cen A1n
A = ai-11 ... Gic1j-1 Aicjs1 --- Gicn
ii= |, . i ‘
aiv11 .- az+1]—1 a1+1]+1 e Aign
anl cee Lln]'_l an]-+1 ce Aun
Beispiel 12.1.
n=2: a b =ad —cb=ad - bc
c d
n=23:
a b c
e f b c b ¢
d e fl=al|, |-d|, . +g'
g ki h i h i e f
=aei —afh —dbi+dch + gbf — gce.
Merkregel:
a b _ b
N ex}x;/
e
I ATy 4,
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ann 12 iz g
axn A O3 4
a3z1 a3 033 034
41 Q42 Q43 A4y
Es ergibt sich eine Summe von 24 Produkten mit Vorzeichen.

QA3 A4
=aq1|A32 Aa33 034 —a21|...|+a31|...|—a41|...|=...
Agp 443 O44

=
I
>

n = 5: |A| ist eine Summe von 5 - 24 = 120 Produkten mit Vorzeichen.
n = 6: |A|ist eine Summe von 10! = 3628800 Produkten mit Vorzeichen.

Allgemein ist |A| eine Summe von n! Produkten mit Vorzeichen. Schon fiir relativ kleine
n ist die Definition fiir die Berechnung von Determinanten unbrauchbar (auch mit
Computer). Wir brauchen daher Eigenschaften von Determinanten, die die Berechnung
erleichtern. Wir beginnen mit Spezialféllen:

Eine obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix der Form

air ... ... A
0
A=
0 0 ay,,
Ggf. ist
Ay ... ... Ay aAzz ... ... A3y
0o . : . :
|Al = any . . . S| = andxn | . ) | = e =andxn Ay,
0O ... 0 a,, 0O ... 0 a,,

Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix ist also das Produkt der Elemente auf
der Hauptdiagonalen; insbesondere ist |0,,,| = 0 und |1,,| = 1.
Eine untere Dreiecksmatrix ist eine Matrix der Form

an 0 0
A=
0
L7 T / P
Ggf. ist
. (752 0 0
: - el ap aszz 0 .. 0
Al = a1 | —an | . . |Haz (a2 Gaz das e —t...
: - 0 : : .
g eee et 2 oo e e /U
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Wir behaupten, dass |A| auch in diesem Fall das Produkt der Elemente auf der Haupt-
diagonalen ist. Wir argumentieren dazu mit Induktion nach n. Im Fall n = 1 ist alles klar.

Im Fall n = 2 ist

Z (C) =ac—b-0=ac.

Sei jetzt n > 2 und die Behauptung fiir (n — 1) X (n — 1)-Matrizen bewiesen. Dann ergibt
die obige Gleichung:

|A| = all(a22 o 'ann) - 6121(0 “Az3 - 'ann) + 1131(0 -0- (g4 - - 'ann) -+ =anaxn - .

Damit ist unsere Behauptung fiir beliebige untere Dreiecksmatrizen bewiesen. Als Spe-
zialfalle halten wir fest:

e Die Determinante einer elementaren Matrix U;;(a) vom Typ I ist stets gleich 1.
¢ Die Determinante einer elementaren Matrix D;(a) vom Typ Il ist stets gleich a.

Satz12.1. (i) Firk=1,...,nundr,s € K gilt:

a1 e A1n a1 e A1n a1 e A1n
A1, .. Ak—1,n Ag-11 -+ k-1n A1 -+ Ak-1n

rtby +sc; ... rb,+sc,|=r| by ... b, |+s| caq ... ¢,
Ak+1,1 . Ake+1,n A1 --- Qk+in Aev11 oo+ Akvln

7 ce Ayn an ce Aun an A Ayn

(ii) Fiirk=1,...,n—2gilt:

ai A1n
Ak-1,1 Ak-1n
bl le _ O
bl bn '
Ak+2,1 Ak+2,n
an1 Aun

Beweis. (Induktion nach n)

(i) n =1:det(rb + sc) = rb + sc = rdet (b) + s det(c).
Sei also n > 1 und die Behauptung fiir (n — 1) X (n — 1)-Matrizen schon bewiesen.
Die drei Matrizen seien A = (a;;), B = (b;), C = (c)).
z.z.: |A| = r|B| + s|C|.
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Nach Definition ist |A| = Y1, (—1)"ta;|Axl.

Fiiri # kist Ay € K91 yon der gleichen Bauart. Nach Induktion ist also |Aj| =
7|Bi| + s|Ci1|. AuSerdem ist a;; = by; = c;1. Fiir den entsprechenden Summanden gilt
also:

(=1)™an|An| = (=1)*'bar|Bal + (=1)*'cis|Cal.

Dagegen ist Ayy = By1 = Cy und ayq = rbyq + sciq. Der k-te Summand ist also
(DAl = (=1 b r|Bul + (=1 e8| Cral.

Insgesamt folgt:

Al = Y [(=1 burlBal + (<1 casICal| = 7 Y (~1)* balBal +5 Y (~1)*'ca|Cal
i=1 i=1 i=1

= r|B| + s|C|.

(ii) z.z.Die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen aufeinander folgenden Zeilen

verschwindet.
a b

a b

Sei also n > 2 und die Behauptung fiir (n — 1) X (n — 1)-Matrizen schon bewiesen.
Die angegebene Matrix sei A. Dann gilt: |A| = Y1, (=1)*ay|Aa|. Firk #i # k+1
enthdlt auch A;; zwei gleiche aufeinander folgende Zeilen. Daher ist |A;1| = 0 nach
Induktion. Auflerdem ist Ay; = Agi1,1 und ax = by = ag41,1. Folglich ist

n=2: =ab—ab=0.

IAl = (=1)*'b1| A | + (=1)2b;| Ay | = 0.

O

Satz 12.2. (i) Vertauscht man in einer n X n-Matrix zwei Zeilen, so wird ihre Determinante
mit =1 multipliziert.

(ii) Die Determinante einer n X n-Matrix mit zwei gleichen Zeilen verschwindet.

(iii) Die Determinante einer n X n-Matrix mit einer Nullzeile verschwindet.
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Beweis.

ai

Ak-1,1
b1 +
l’)l +

Ax+2,1

Ar+2,1

an1

(i) Aus Satz 12.1 folgt:

a1y ai A1n an A1n
Ak—1n Ak-1,1 Ak-1n Ak-1,1 Ak—1n
b, + ¢, b, b, €1 Cn
= +
b, +c, b, + ¢ b, + ¢, b, + ¢ b, — ¢,
Ak+2,n Ak+2,1 Ak+2,n Ak+2,1 Ak+2,n
Aun a1 Ann a1 Aun
A1n a1 A1n ai A1n a1 A1n
Ak—1,n ax-1,1 Ak—1,n Ak-1,1 Ak—1,n ax-1,1 Ak—1,n
bn bl bn C1 Cn C1 Cn
+ +
bn (55] Cn bl bn C1 Cn
Ak+2,n k42,1 Ak+2,n Ak+2,1 Ak+2,n k42,1 Ak+2,n
Ayn an1 Ayn an1 Apn a1 Ayn

=0

=0

Damit ist die Behauptung bewiesen, falls die beiden zu vertauschenden Zeilen
benachbart sind. Den allgemeinen Fall fithren wir darauf zuriick. Wir wollen also
jetzt Zeile i und Zeile j vertauschen; dabei konnen wir i < j annehmen:

Zunédchst konnen wir durch (j — i)-fache Vertauschung von jeweils

zwei benachbarten Zeilen folgende Konfiguration erreichen:

Dann fiithren wir noch j — i — 1 Vertauschungen von jeweils zwei

benachbarten Zeilen durch, um die endgiiltige Konfiguration zu erreichen:

Die Determinante dndert sich also insgesamt um den Faktor

(1) (=1 = -1,

(i) Nach (i) kann man annehmen, dass die beiden ersten Zeilen von A iibereinstimmen.
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Die Behauptung folgt dann aus Satz 12.1 (ii).

(iii) folgt direkt aus Satz 12.1 (i).

O

Satz 12.3. (i) Bei einer elementaren Zeilenumformung vom Typ I indert sich die Determi-

nante nicht.

(ii) Multipliziert man eine Zeile einer Matrix mit einem r € K, so wird ihre Determinante auch

mit v multipliziert.

(iii) Multipliziert man eine n X n-Matrix mit einem r € K, so wird ihre Determinante mit r"

multipliziert.

Beweis. (i) Fiir i # j gilt nach obigen Sétzen:

(ii) folgt aus Satz 12.1 (i).

(iii) folgt aus (ii).

a1 cee A1n a1
ai-1,1 e Ai-1,n ai-1,1

an + rajp ... Qin + raj,| = | an
Ait1 . Ait1n Ait1,1

an ce Ayn an

A1n
ai,
Ain

Aiy1,

ann

a1

n ai-1,1
+r 11]1

n Ai+11
a1

A1n

ai-1n

ai+1,n

al’”’l

O

Bemerkung 12.3. Man erhilt so eine gute Methode zur Berechnung von Determinanten:

1111 111
1212 010
11317 j0o02
1214 010

Satz 12.4. Fiir A € K™ gilt:

1

— O =

1
0
3

oN O

W o
Il
S O =

onN O
N O =

AeGL(n,K) & detA #0.

=1.2-2=4.

Beweis. Nach Satz 9.4 wird die Invertierbarkeit von A durch elementare Zeilenumfor-
mungen nicht beeinflusst. Nach Satz 12.3 wird auch das Verschwinden von |A| nicht
durch elementare Zeilenumformungen beeinflusst. Daher kann man annehmen, dass A

reduzierte Zeilenstufenform hat.

Ist A € GL (n,K), so ist A = 1, nach Satz 9.4. Folglich ist |A| = 1 # 0. Ist A ¢ GL (n,K),
so ist A nach Satz 9.4 nicht rechtsinvertierbar. Nach Satz 9.3 enthilt also A Nullzeilen.

Nach Satz 12.2 ist also |A| = 0.
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Bemerkung 12.4. Nach Satz 9.4 gilt auch: A € GL (n,K) & rg(A) = n.
Satz 12.5. (Produktregel fiir Determinanten)

A,BeK" =||AB| = |A| - |B|.

Beweis. Sei A ¢ GL (n,K), also auch AB ¢ GL (1, K). Nach Satz 12.4 verschwinden dann
beide Seiten.

Sei also A € GL (n,K). Nach Satz 9.4 ist dann A = E; - - - Ex mit elementaren Matrizen
Ei, ..., Ei. Fiir jede elementare Matrix E € K™ und beliebige C € K™ gilt nach Satz
12.3: |EC| = |E| - |C|. Daher ist

|AB| = |Eq -+ - ExBl = |Eq| - |[Ex -+ - ExBl = ... = [E4| - - |Ex| - B]
= |Eq| -+ |Ex—2| - |[Ex1Exl - [Bl = ... = [E1 - - - El - IB] = |A] - |BJ.

O
Bemerkung 12.5. Fiir A € GL (n,K) ist AA™! = 1,. Daherist 1 = [1,| = |AA7Y| = |A| - |A7Y),
d.h.|[|A7Y = 1A

Satz 12.6. A € K™ = ||AT] = |A]|.

Beweis. Ist A ¢ GL (n,K), so ist auch AT ¢ GL (n,K). Ggf. sind beide Seiten Null. Sei
also A € GL(n,K). Dann ist A = E;---E; mit elementaren Matrizen E, ..., Ei, also
AT = El---ET. Nach Satz 12.5 ist |A| = |Ej|---|E¢l und |AT| = |E]|---|[ET| = |ET]|---|ET|-
Daher genitigt zu zeigen, dass |ET| = |E| fiir jede elementare Matrix E ist. Im Fall E = U;;(a)
ist ET = Uj(a), also [E| =1 = |ET|. Im Fall E = D;(a) ist ET = E, also auch |ET| = |E|. |
Bemerkung 12.6. Alles, was wir iiber Zeilen von Determinanten bewiesen haben, gilt
also entsprechend auch fiir Spalten.

Satz 12.7. (Entwicklungssatz von Laplace)

n
A e K™ = IA| = Z (—1)i+kﬂiklAik| ﬁ;[r k=1,...,n.
i=1

Beweis. Man vertausche die Spalten von A so, dass die k-te Spalte zur ersten wird und die
Reihenfolge der tibrigen Spalten beibehalten wird. Dabei d@ndert sich die Determinante
um den Faktor (—1)*"! = (=1)¥*1. Dann folgt die Behauptung aus der Definition. O

Bemerkung 12.7. Genauer spricht man bei der obigen Formel von einer Entwicklung
nach der k-ten Spalte. Nach Satz 12.6 hat man die analoge Formel fiir die Entwicklung
nach der k-ten Zeile. Man entwickelt meist nach Zeilen oder Spalten mit vielen Nullen:

2 3 4
-0.

Il

—
N W =
W N W
—_ =
N W =
[e>BN e N \)
—_ =

Il

1
0
3
2

oo
W NN
_ = o
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Die Vorzeichen in der Formel verteilen sich schachbrettartig:

Definition 12.8. Fiir A = (a;)) € K" definiert man die Adjunkte A= (@;j) € K™ von A
durch d;; := (-1)"*/]A;il (Achtung bei der Reihenfolge!)

Satz 12.8. Dann ist AA = |A|- 1, = AA.

Beweis. Fiir i # k ist das Element an der Position (i, k) von AA gleich

n

Zaijdjk = Z (1Y a;|Ax = B,

=] =1

wobei B € K" aus A dadurch entsteht, dass man die k-te Zeile durch die i-te ersetzt. Da
B zwei gleiche Zeilen hat, ist |[B| = 0. Dagegen ist das Element an der Position (k, k) von
AA gleich

Z“kjﬁjk = Z (=1l Ayl = 1AL
j=1 j=1
Damit ist AA = |A[1,,. Analog ist AA = |A|l,. O

Bemerkung 12.8. Im Fall A € GL (1,K) ist |A| # 0, also |A™! = |A|"'A|. Damit hat man
eine explizite Formel fiir die inverse Matrix. In der Praxis ist diese Formel jedoch nur
tiir kleine Matrizen von Bedeutung.

Beispiel 12.8. Sei A = (i Z) mit 0 # |A| = ad — bc.

Dann ist A € GL(2,K) und A™! = —L- ( d _b). (Probe!)
ad-bc\—c g

Satz 12.9. (Cramersche Regel, 1704-1752)

Ein lineares Gleichungssystem (%) Yi_j ayx; = b; (i = 1,...,n) mit quadratischer Koeffizi-
entenmatrix A = (a;;) ist genau dann eindeutig losbar, wenn d := |A| # 0 ist. Ggf. gilt fiir
i=1,...,n
ai ... a1 by aiiv1 --- O1n

Ap1  -o. Qpi- bn Api+1 -+ Opn
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Beweis. Nach Satz 9.4 ist (x) genau dann eindeutig 16sbar, wenn A € GL (1, K) gilt. Nach
Satz 12.4 ist dies gleichwertig zu d # 0. Im Fall d # 0 folgt aus Bemerkung 12.8:

X1 bl bl
: =Y I B Y
=A o EA .
Xy, b, b,
dh.furi=1,...,ngilt
" " a1 ... @11 by api ... am
1 ) 1 " 1 | 1,' 1 '1 1,'1+1 1
i =< ) dibj =) (CD)7VbjlAl = 5
j=1 =1 gyl .. Auic1 by Ay ... Apg
O
Beispiel 12.9. Fiir das lineare Gleichungssystem (x) {2; I gg 1 gilt:
2 3 13 21
= = = = — = = |
d ‘1 2‘ 1, also x ‘1 2‘ 1,y }1 1' 1. (Probe!)

Bemerkung 12.9. Der obige Satz liefert eine explizite Formel zur Losung linearer Glei-
chungs-Systeme mit invertierbarer Koeffizienten-Matrix. In der Praxis zieht man jedoch
meist den Gaufi-Algorithmus vor.

Definition 12.10. Sei A € K™". Eine Matrix, die man durch Streichen von Zeilen
und/oder Spalten von A erhilt, nennt man Untermatrix von A.

Satz 12.10. Fiir A € K"™*" ist rg (A) die maximale Grofe einer quadratischen Untermatrix von
A mit nichtverschwindender Determinante.

123
Beispiel 12.10. A =4 5 6| = |A| = 0 (nachrechnen!), aber 411 g‘ =5-8 # 0. Daher:
7 8 9

rg (A) = 2. (Probe mit Gaufs-Algorithmus!)

Beweis. Sei r := rg(A) = dimZR(A). Dann enthélt A r linear unabhéngige Zeilen
ai,...,a;. Die entsprechende r X n-Untermatrix A’ von A hat also Rang r. Daher enthalt
A’ analog r linear unabhangige Spalten a’ , ..., @’ . Die entsprechende r X r-Untermatrix
A” von A’ hat also Rang r. Folglich ist |A”| # 0.

Andererseits gilt fiir jede Untermatrix B von A: rg(B) < r. Fiir s > r und jede s X s-

Untermatrix B von A ist also rg (B) < r < s und damit |B| = 0. O

13 Eigenwerte und Eigenvektoren

K Korper.
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Bemerkung 13.1. Seien by,...,b, und b},...,b; Basen eines K-Vektorraums V. Ferner
sei f € End (V) mit Matrix A bzgl. by, ...,b, und Matrix A’ bzgl. b/,...,b,. Nach Satz
11.8 ist A’ = S7'AS fiir ein S € GL (n, K); insbesondere ist |A’| = |S|™' - |A] - |S| = |A]|, d.h.
det A hiangt nicht von der Wahl der Basis ab. Man nennt |A| auch die Determinante von
f und schreibt det f := |A|. Rechenregeln fiir Determinanten von Matrizen tibertragen
sich dann in Rechenregeln fiir Determinanten von Endomorphismen. Z.B. gilt fiir f, g €
End (V),r € K:

(i) det(go f) = (detg)(det f).
(ii) detidy =1.
(iii) det(rf) =r"detf.
(iv) f bijektiv & det f # 0= det(f') = (det /)
Bemerkung 13.2. In der Situation von Bemerkung 13.1 gilt auch:
spur (A”) = spur (STTAS) = spur (ASS™) = spur (A).

Daher hédngt spur (A) nicht von der Wahl der Basis ab. Man nennt spur (A) auch die
Spur von f und schreibt: spur (f) := spur (A). Rechenregeln fiir Spuren von Matrizen
tibertragen sich auf Spuren von Endomorphismen. Z.B. gilt fiir jeden K-Vektorraum W
und f, f' € End (V), g € Hom (V, W),h € Hom (W, V) und 4,4’ € K:

(i) spur(af +a’'f’) =aspur(f) +a’spur (f');
(ii) spur(goh) =spur(hog);
(iii) spur (idy) = (dim V)1g.

Definition 13.3. Seien V ein K-Vektorraum, f € End (V) und r € K. Man nennt r Eigen-
wert von f, falls f(v) = rv fiir ein v € V\{0} ist. Ggf. heifst v Eigenvektor und

E(f)y:=xeV:f(x)=rx}={xeV:(f —r-idy)(x) =0} = Ker (f —r-idy)

Eigenraum von f zum Eigenwert r.

(e

/
I~
Fd
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Bemerkung 13.3. E,(f) ist also ein Untervektorraum von V; insbesondere ist 0 € E,(f).
Aber: 0 zdhlt nicht als Eigenvektor.

Beispiel 13.3. (i) SeiV := R*und f(a,b) := (b, a) fiira,b € R. Dannist (1, 1) Eigenvektor
von f zum Eigenwert 1 und (1, —1) Eigenvektor von f zum Eigenwert —1.

(i) Sei V := R* und f(a,b) := (b, —a) fiir a,b € R. Ist (a,b) € V Eigenvektor von f zum
Eigenwert r € IR, so ist

(=a,=b) = f(b,—a) = f(f(a, b)) = f(r(a,b)) = rf(a,b) =72 (a,b) = (r a,r’ b),

dh. 7 = -1 wegen a # 0 oder b # 0. Dies ist unmdoglich. Daher besitzt f weder
Eigenwerte noch Eigenvektoren.

Satz 13.3. Seien V ein K-Vektorraum und ry, ..., re € K paarweise verschiedene Eigenwerte von
f € End (V). Dann gilt:

Eﬁ(f) +... +E1’k(f) = EVl(f)®---@Erk(f)'
Ist u; ein Eigenvektor von f zum Eigenwertr; (i=1,...,k),sosind uy, ..., ux linear unabhingig.

Beweis. Wir beweisen zunédchst die erste Aussage mit Induktion nach k. Im Fall k = 1 ist
nichts zu tun. Sei also k > 1 und bereits gezeigt:

E (f)+...+E () =E.(f)®...®E,_(f).

Fernerseiv € E, (f)N(E, (f)+ (f))- Schreibe v = v1 +...+ v (v; € E,,(f)). Dann:

fk 1
101+ .+ 0 =10 = f(0) = f(01) oo+ f(Uke1) =101+ L+ o Uk

Nach Induktion gilt also fiiri = 1, ...,k — 1: r;v; = rv;, d.h. 0 = (r; — ) v;. Also ist v; = 0

~———

#0
und v = 0. Damit ist gezeigt:

E.(HNEL(f)+...+E (f)) = {0}

Aus Satz 5.4 und der Induktionsvoraussetzung folgt:

E.(f)+...+E.(f)=E.,(f)®...®E, (f).

Seien jetzt ay,...,ap € Kmit 0 = aqu; +...+ aue . Furi = 1,... k ist dann qu; = 0

—_—— —_——
€E,, () €E, (f)

nach dem ersten Teil des Beweises. Wegen u; # 0 folgt a; = 0. Also sind u;, ..., u; linear

unabhéangig. O
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Bemerkung 13.4. Aus Satz 13.3 folgt:

n:=dimV > dim[E, (f)®...® E, (f)]

=dimE, (f)+...+dimE, (f) > k.
S—— ~——
>1 >1

Daher kann f im Fall n < co hochstens n verschiedene Eigenwerte haben.

Satz 13.4. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V) mit Matrix A
bzgl. einer Basis von V. Fiir v € K gilt dann:

r Eigenwert von f & |rl, — Al = 0.
Beweis. r Eigenwert von f & E.(f) # {0} & Ker(f —r-idy) # {0} & f —r-idy nicht
injektiv & f —r -idy nicht bijektiv & A -r1, ¢ GL(n,K) © |A - r1,| = 0. O
Beispiel 13.4. Sei V := R* und f(a,b) := (3a + b,a + 3b) fiir a,b € R. Die Matrix von f
bzgl. der Standardbasis ist A := (3 1).

13

Fir x € R ist
x—3 -1
-1 x-3

Dabei gilt: x> — 6x + 8 = 0 & x € {2,4}. Daher sind 2,4 die einzigen Eigenwerte von f.
Auflerdem gilt:

lxls — Al =

':(x—3)2—1:x2—6x+8.

(a,b) €Ex(f) & (3a+b,a+3b) =2(a,b) Sa = —b.
(a,b) €E4(f) S (Ba+b,a+3b) =4(a,b) Sa=b.
Daher ist E>(f) = R(1,-1) und E4(f) = R(1,1). Nach Satz 13.3 sind (1,-1),(1,1) linear

unabhéngig, bilden also eine Basis von V. Die Matrix von f bzgl. (1,-1),(1,1) ist (3 2)

Bemerkung 13.5. Fiir A € K" nennt man die Abbildung
K — K, x +— |x1, — A|

das charakteristische Polynom von A. Nach dem Entwicklungssatz ist es von der Form

1

X" +a, X"+ tax+ag

mit ap,a1,...,8,-1 € K,a9 = (=1)"|A] und 4,1 = —spurA. Es hat also Grad n und ist
normiert, d.h. der Koeffizient a,, von x" ist gleich 1. Die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms von A nennt man auch die Eigenwerte von A. Ist also V ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum und f € End (V) mit Matrix A bzgl. einer Basis von V, so
sind die Eigenwerte von f genau die Eigenwerte von A.
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Satz 13.5. Ahnliche Matrizen besitzen das gleiche charakteristische Polynom (und damit die
gleichen Eigenwerte).

Beweis. Seien A,B € K™" dhnlich, d.h. B = S'AS fiir ein S € GL (1, K). Fiir x € K gilt
dann:

Ix1, — B| = [xS7!S — ST'AS| = |57} (x1, — A)S| = |S|* - x1, — A - |S| = |x1, — Al
O

Bemerkung 13.6. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € End V mit
Matrix A bzgl. einer Basis by, ...,b, von V. Dann hdngt das charakteristische Polynom
von A nur von f, nicht aber von der Wahl von b, ...,b, ab. (Wdhlt man eine andere
Basis cy,...,c, von V, so ist die Matrix B von f bzgl. ¢y, ..., c, zu A dhnlich, besitzt also
nach Satz 13.5 das gleiche charakteristische Polynom.) Man spricht daher auch vom
charakteristischen Polynom von f.

Satz 13.6. Fiir einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und f € End (V) sind gleichwer-
tig:

(1) f ist diagonalisierbar.

(2) V hat eine Basis, die aus Eigenvektoren von f besteht.

(3) V ist Summe der Eigenriiume von f.

(4) V ist direkte Summe der Eigenriume von f.

(6) dim V ist die Summe der Dimensionen der Eigenriiume von f.

Beweis.

“(1) = (2)”: Sei f diagonalisierbar. Dann hat die Matrix von f bzgl. einer geeigneten Basis
by,...,b, von V die Form

ai 0
A = °. . .
0 ay

Firi=1,...,nistalso f(b;) = a;b;, d.h. b; ist Eigenvektor von f zum Eigenwert a;.

“(2) = (3)”: Seiby,...,b, Basis von V, und jedes b; sei Eigenvektor von f zum Eigenwert g;. Ist
v € V beliebig, so existierenry, ..., r, € Kmitv = ribi1+...+r,b, € E; (f)+...+E, (f).
Also gilt:
V =E,(f)+...+ E,(f).

“(3) = (4)”: Satz 13.3.
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“(4)= (5)": AusV =E,(f)®...® E,(f) folgt:

dimV = dimE,,(f) + ... + dim E, (f).

“(5) = (1)”: Seienrs, ..., r, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, und sei
dimV =dimE, (f) +... + dimE, (f) = dim[E, (f)®...® E, (f)].

Dannist V = E, (f)®...®E, (f). Wahlt man eine Basis by, ..., bs, von E,,, eine Basis
bs,+1,+ -+ bs, von E,,(f), usw., so bilden by, ..., b, b, 41, . ..,bs,, ... eine Basisvon V,
bzgl. der die Matrix von f folgende Form hat:

1 0

&1

1

O

Beispiel 13.6. (i) Sei V = R*> und f(a,b) = (a,a + b) fiir a,b € R. Die Matrix von f bzgl.
der Standardbasis von V ist
4= (1 0)
1 1)

x—1 0

Das charakteristische Polynom von A ist 1 -1

‘ = (x — 1)%. Daher ist 1 der
einzige Eigenwert von A und f. Ferner gilt:
(a,b) € Ei(f) © (a,a+b) =1(a,b) ©a=0.

Folglich ist E1(f) = IR(0, 1); insbesondere ist dimE{(f) =1 <2 = dim V. Also ist f
nicht diagonalisierbar.

(i) Sei V := R*und f(a,b,c,d) = (a—b+d,b,—a—b+2c+d,—b+2d)fira,b,c,d € R
Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis von V ist

1 -1 01

0 1 00
A= -1 -1 2 1|

0 -1 0 2
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Fiirx € Rist|x14—A| = ... = (x—1)*(x—2)*. Daher sind 1, 2 die einzigen Eigenwerte
von f. Wir berechnen zunéchst E;(f) = Ker (idy — f):

01 0 -1 10 -1 0
00 0 O . 01 0 -1
14 —-A= 11 -1 -1|™ ...Gaufi-Algorithmus... — 00 0 0
01 0 -1 00 0 O

Daher bilden b, := (0,1,0,1),b, := (1,0,1,0) eine Basis von E;(f). Jetzt berechnen
wir Ex(f) = Ker (2 -idy —f):

110 -1 100 -1
010 0 010 0
2-L-A=11 10 1177000 0
010 0 000 0

Daher bilden b; := (1,0,0,1),bs = (0,0,1,0) eine Basis von E;(f). Folglich bilden
b1, by, b3, by ein Basis von V. Die Matrix von f bzgl. by, by, bs, by ist

SO O
o O = O
SON OO
N O© OO

insbesondere ist f diagonalisierbar.

Satz 13.7. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n < co und sei f € End (V) mit n verschie-
denen Eigenwerten ry,...,1,. Dann ist f diagonalisierbar.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 13.6 wegen

dimV > dim[E,,(f)®...®E, (/)] = dimE, (f) + ... + dim E, (f)
>n=dimV.

Beispiel 13.7. Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch

FO =0,F,:=1,F,;1 . =F,+F,1 (Tl € N)

Die ersten Fibonacci-Zahlen sind also 0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...
Wir suchen eine | geschlossene Formel |fiir F,,. Dazu beobachten wir:

)0 3)8) == )

=A
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Zur Berechnung von A" diagonalisieren wir A. Das charakteristische Polynom ist

X -1
-1 x-1

‘ =x-x-1,
mit Nullstellen r := %, S:= 1_7\/3 Daher ist die lineare Abbildung:

f: R>! — R>1, (g) — A (Z)

diagonalisierbar. Wir berechnen die Eigenrdume von f:

(o) B e al)=rfs) o o)< (2 v =me

Daher: E,(f) =R (1) und analog E(f) = R (1) Wir erhalten:

A L VA B G

—— ——
=:5 =:D
Also A =SDS ' mit 1 = L ( > _11) Daher:
0 ool _ ol 0Yoq _L rs" —r's 7 — "
A - SD S - S (O Sn)s e T \/g (T’Sn+1 _ Vn+1S 1’”+1 _ Sn+1)
und
F, _A,IO_L rm=s" .
Fn+1 - 1 - \/5 7,n+1 _Sn+1 s
insbesondere:

5

Wegen '% (#)n‘ < 1 kann man F,, auch durch Runden von % (%)n berechnen. In

dhnlicher Weise kann man andere rekursiv definierte Folgen behandeln.

Beispiel 13.8. Eine Maus befindet sich in einem Labyrinth der Form:
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Firi, j=1,...,4seia;die ["Ibergangswahrscheinlichkeit von Zelle i zu Zelle j nach einer
Minute. Die Ubergangsmatrix A = (1;)) € R** habe die Form

510
— 2 2
A7lo0 31
11 11
11 1 1

Dann gibt
3 1 1 3
S -
A=t 8
i 333
16 16 16 16

die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach 2 Minuten an. Fiir n € IN enthilt A" die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten nach n Minuten. Wie ist das Verhalten fiir n — o00? Zur
Berechnung von A" diagonalisieren wir A. Das charakteristische Polynom von A ist

2

7 3 1 1 1 1
A S Y- B S | Ie-2)
Fo e = e D7) (v 3)
Die Eigenrdume der linearen Abbildung
f:R¥ — R¥, 0 +— Av
sind
1 2 -1 -1
1 2 1 0
Ei(f) =R [ EL(N=R| 5 LEy(H)=R| 5 |+R| ;
1 -3 0 0
Daher:
1 2 -1 -1y (1 -3 -1-3 1 2 -1 -1\(1 0 00O
1 2 1 o0of_ |1 -4 % of_ | 2 1 0}J/0 - 00]_
A1201‘1—%0§‘120100%O‘SD'
1 -3 0 0 1 2 0 0 1 -3 0 0J)lo 0 0 3
=:S
dh. A =SDS ' und A" = SD"S™! (n € N). Folglich:
1000
0000
3 n _— : n) ¢-1 13 n _—
lim, . A" = S (lim,,_,.o D") S™ mit lim,,_,, D" = 000 of
0000
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Also:

1 1 2

12 1 -naoo0ok bodo2y 4Lz
imar=|t 2 1 0000 00s 5 5 -5_|5 5 53
1 1 1

130 o/loooo){-1 -1 2 of \I 113

Asymptotisch hilt sich also die Maus mit Wahrscheinlichkeit 3 in jeder der Zellen 1,2, 3
und mit Wahrscheinlichkeit % in Zelle 4 auf, unabhdngig von der Ausgangszelle. In
dhnlicher Weise kann man andere Prozesse in Biologie und Wirtschaft behandeln.

Beispiel 13.9. Ein Gliicksspieler besitzt 100€. Der Einsatz fiir jedes Spiel betrdgt 100€.
Der Spieler gewinnt jedes Spiel mit einer Wahrscheinlichkeit von 60%. Er braucht unbe-
dingt 600€. Wie liegen seine Chancen, dieses Ziel zu erreichen?

Wir haben 7 Zustidnde: den Besitz von 0,100,. . . ,600€. Die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten werden durch folgende Matrix gegeben:

U1l =
cCooco oN G
cCcooco NO O
oo o[Nowo
COoONO WO O
oONO WO OO
cCowo oo o
GTwo o oo o

Z.B.bedeutet die hervorgehobene 2, dass die Wahrscheinlichkeit, von 300€ zu 200€ tiber-
zugehen, bei 40% liegt. (Der Spieler hort auf, wenn er 0 oder 600€ besitzt.) Fiir n € IN
gibt A" die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Spielen an. Wir suchen lim,,_,., A".
Die Eigenwerte von A sind (nachrechnen!)

3v2 32

Vo _N63v2 3V2,

1'1'5 5’ 5 5

Die entsprechenden Eigenrdume der linearen Abbildung

f:R™ — R™, x — Ax
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sind (nachrechnen!)

o — _%_50 _%_94_9
~

< covo 7Yoo — o

I
S
|

~

EOZR

~

L
o = ¥eo 2_94_90 o olw &
|

o o
_V_43 _W_zl o

2
I

=

0 —
(o) o oo 89 <HOl o 0
O_QJO_‘I;O_ _l_ !

2
I

i

8|

2
I

ﬁ_s
F”_

~

(@) 9_4ﬁ_43 ﬁ_Zl o
o (S5

I
o
48]

Setze

enleN

O ol O I S~ O

2 2
(@) 9_4_W_43 _W_Zl (a»]
I I

(@] 9_4_W_43 _W_Zl o
e (S}

O
o _V_30 _M_94_90

und

SO O O O OO

oo

SO O O O nm

co o O_M_500
\O
oo 0f_50 o o

co¥po o oo

oSO - O O O O O

—\ O O O O OO

SDS™1,
SDS7!, S(lim,, o D™)S7! = lim,,_,, A™.

SD,d.h. A

Dann: AS
Folglich: A"
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Beachte:

1 0000O00O0
0100O0O00O0
000O0O0O0ODO
IimD"={0 0 0O 0O 0O OO
e 00000O0O0DO
000O0O0O0O0ODO
000O0O0O0ODO

Man berechnet:
1 0 ... 0 O
422 D243
665 ° © 665
52 o 81
133 - © 133
IimA"=]38 : 4
n—oo 3B © 35
16 o117
133 - © 133
32 o633
565 ° © 665
0O 0 ... 0 1

Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Startguthaben von x Euro irgendwann 600€ zu haben,
ist also:
0€ | 100€ | 200€ | 200€ | 400€ | 500€ | 600€

0 243 81 27 17 633 1

655 133 33 133 665
0% | 36,5% | 60,9% | 77,1% | 88% | 95,2% | 100%

Beispiel 13.10. Die Tschebyscheff-Polynome (erster Art) werden definiert durch
To(x) := 1, T1(x) := x, Tys1(x) := 2xT(x) — Ty-1(x) (1 € N).

Sie sind wichtig fiir die Interpolations- und Approximationstheorie.
Man berechnet:

To(x) = 2x* - 1
Ts(x) = 4x° — 3x
Ta(x) = 8x* —8x* + 1

Wir suchen eine geschlossene Formel fiir T,(x). Ansatz:

) %))

N ———
=A
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Die Eigenwerte von A sind (nachrechnen!)
a:=x+ Vx2-1,p:=x— Vx2 - 1.
Die Eigenrdume der linearen Abbildung

f: R — R, 0 +— Av

sind
1 1
=) 5=
Setze
11 a 0
sl o3 9)
Dann gilt:
_ 1 (p -1 _ _ a’ 0] .-
1 _ _ _ 1 An _ ng-1 _ 1
S _—ﬁ—a(—a 1),AS—SD,A—SDS ,A" =SD"S —S(O ,8”)5'
Es ergibt sich:

P ( @' - pla ﬁ”—a”)'

‘B — an+l‘8 _ ﬁn+10( ﬁn+l _ an+1

Wegen a + = 2x folgt:

T, =

ol pae @ e = e
L . %[anﬁ _ aﬁn +ﬁn+1 _ an+1] —
'l

_1[an+
2

Wir erhalten also die explizite Formel:

Tn(x):%(x+ Vx2—1)n+%(x— x2—1)n.

14 Euklidische Vektorraume

Definition 14.1. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
VXV —R,(v,w) — (vjw)

mit folgenden Eigenschaften:
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(1) (av +a’v'|w) = a(v|w) + a’(V'|w) fira,a’ € R,0,v",we V.
(i) (vlw) = (w|v) firv,w € V.
(iii) (v|v) > O fiir v € V\{0}.
Bemerkung 14.1. Aus (i), (ii) folgt:
(iv) (vlbw + b'w’) = b(vjw) + b’ (v|w’) fur b, b’ € R, v, w,w’ € V.

Wegen (i) ist fiir w € V die Abbildung f, : V — R, v +— (v|w) linear. Daher ist f,,(0) = 0,
d.h.

(v) Ow)=0farw e V.
Mit (ii) folgt:
(vi) (v|0)=0flurveV.

Beispiel 14.1. (i) Die Abbildung R" X R" — TR, (x,y) +— (x|y) mit (x|y) := Y7, x;y;
furx = (x1,...,x.), ¥ = (Y1,...,Yn) € R" ist ein Skalarprodukt, das Standardskalar-
produkt des R".

(ii) Seiena, b € Rmita < bund sei C[a, b] der R-Vektorraum aller stetigen (continuous)
Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] := {x € R : a < x < b}. Durch

(flg) := fﬂ ’ f(t)g(t)dt wird ein Skalarprodukt auf C[a, b] definiert, das Standardska-
larprodukt von Cla, b].

Satz 14.1. (Ungleichung von Cauchy-Schwarz)
Fiir jedes Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V gilt:

(xly)* < (xlx)(yly) fiir x, y € V.

Das Gleichheitszeichen tritt genau dann auf, wenn x, y linear abhiingig sind.

Beweis. Im Fall y = 0 steht auf beiden Seiten Null. Sei also y # 0 und ¢ := )

= G- Dann gilt:

0 < (x = cylx = cy) = (x|x) — c(x]y) — c(ylx) + cz(yly)
= (x|x) — 2c(xly) + A (yly)
2 2

= () - SOy Gy ly) _

Gy
o T e W

ly)

Multiplizieren mit (y|y) ergibt 0 < (x|x)(yly) — (x|y)?. Damit ist die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung bewiesen. Im Fall (x|x)(yly) = (x|y)? folgt 0 = (x — cylx — cy), d.h. x —cy = 0.
Also sind x, y linear abhéngig.

Ist umgekehrt x = dy fiir ein d € R, so ist (x|y)* = d*(yly)* = (x1x)(yly). |
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Definition 14.2. Einen R-Vektorraum V mit Skalarprodukt nennt man einen euklidi-
schen Vektorraum. Fiir v € V heifst |[v]| := +/(v|v) die Linge (Betrag, Norm) von v.

Beispiel 14.2. Im R? mit dem Standardskalarprodukt gilt: ||| = Va2 + b2 fiir v = (a,b) €
R?, d.h. |[v]]* = a* + b* (Pythagoras!)

0
“:\)“ N T (ﬁ,‘))
b

v

Satz 14.2. In jedem euklidischen Vektorraum V gilt:
(i) |loll >0 fiirve V.
(ii) |l =0 & v=0.

(iii) |lavl| = |a| - ||v]l fiira e R,v € V.

(iv) (Dreiecksungleichung)
llo+ wl| < [|ol| + |lwl| fiir v,w € V.

Beweis. (i) klar nach Definition
(i) |lv|l=0 & (vjv) =0 v =0.

(iii) llavll = (@vlav) = \fa2(vv) = Va2 \[(©lo) = lal - |[v]|.

(iv) |lo+wl]? = (v + wlv + w) = (v|v) + (V|w) + (W[v) + (W|w) = (v]v) + 2(V|w) + (W]w)
csu
< |

< (0lo) + 2|(@[w)| + (wlw) < ol + 2/l - lwll + [0l = (o]l + llwl])*.
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Bemerkung 14.2. Im Fall |[v + w|| = [[9|| + [|w|| folgt aus dem Beweis: |(v|w)| = [[v]| - [[w]].
Nach Satz 14.1 sind also v, w linear abhédngig. Im Fall w # 0ist daher v = cw fiireinc € R.
Folglich ist

c(wlw) = (vlw) = |(vlw)| = lc| - (wlw),

d.h. ¢ > 0. Es gilt also:
[lo+ wl|| = ||9|| + ||w|]| © w = 0 oder v = cw fiir ein ¢ > 0.
Satz 14.3. Fiir alle Elemente v, w eines euklidischen Vektorraums V gilt:
(1) lo+ w|l* = |[o|* + llwl|[* + 2(v|w) (Satz des Pythagoras)

(i) |lv + w|f? + v — w|l* = 2|[v|]* + 2||w||* (Parallelogrammgleichung)

Beweis. (i) |lv+w|* = (v+ wlv +w) = (v]v) + (V|w) + (W]v) + (W|w) = ||0]|* + 2(v|w) + |[w]|?.

(i) llo +wl + llo — wi? = [[ol? + 2(@lw) + llwl? + [P = 2(vfw) + lw]* = I/l + 2llw|.
O

Definition 14.4. Fiir Elemente v, w eines euklidischen Vektorraums V nennt man d(v, w) :=
lv — wl|| den Abstand (die Distanz) zwischen v und w. Die so definierte Abbildung
d:V xV — R nennt man die Metrik von V.

Satz 14.4. Fiir Elemente x, y, z eines eukldischen Vektorraums V gilt stets:
(i) d(x,y) = d(y, x).
(ii) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)
(iii) d(x,y) > 0.
(iv) dix,y) =0 x=y.
Beweis. (i) d(x,y) = llx = yll = I(=D(y — 0l = | = 1| [y — x]| = d(y, x).
(i) dx,2) = llx =zl = lIx =) + (y = 2 < Il = yll + [ly = 2ll = d(x, y) + d(y, 2).
(iii) klar.
(iv) dx,y)=0e|x-yl|l=0ex-y=0x=1y.
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Definition 14.5. Elemente v, w in einem euklidischen Vektorraum V mit (v|w) = 0 nennt
man orthogonal (senkrecht). Man schreibt: v L w.

(h-a) 4

Von 0 verschiedene Elemente vy, ...,v, € V nennt man
(i) ein Orthogonalsystem, falls v; 1L v; fiir alle i # j gilt.
(ii) ein Orthonormalsystem, falls zusitzlich ||v;|| = 1 fiir alle i gilt.

(iii) eine Orthonormalbasis (ONB) von V, falls sie ein Orthonormalsystem und eine
Basis von V bilden.

Satz 14.5. Jedes Orthogonalsystem vy, ..., v, in einem euklidischen Vektorraum V ist linear
unabhiingig.

Beweis. Seienay,...,a, € Rmitayv; +...+a,v, =0.Firk=1,...,nistdann 0 = (0lry) =

a1 (v1|og) + ... + a,(v,|ox) = ag (vklvg), d.h.ag = 0. O
~——
#0

Bemerkung 14.5. Fiir jede ONB b;, ..., b, eines euklidischen Vektorraums V und belie-
bige r1,51,...,"n, 5, € R gilt:

i=1

zn:sjbj] = Zn: risj(bilb;) = Zn: riSi

j=1 i,j=1 i=1

Beispiel 14.5. Die Standardbasis ey, ..., e, des R" ist eine ONB bzgl. des Standardskalar-
produkts.

Satz 14.6. (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)
Zu jeder Basis ay, . . . ,a, eines euklidischen Vektorraums V existiert eine ONB by, ..., b, von V
mit der Eigenschaft, dass jedes b; eine Linear-Kombination von ay, . .., a; ist.

Beweis. Fur by := ”% gilt: ||b1]| = 1. Sind bereits b, ..., b fur ein k < n konstruiert, so
setzen wir

k-1
Ck 1= A — Z (axlbi)b;.
P
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Firj=1,...,k—1 gilt dann:

k-1
(clby) = (aulby) = Y (@lb)(bilby) = (alby) = (alby) = 0
i=1

Daher bilden by, ..., br_1, cx ein Orthogonalsystem und by, ..., bi_1, by = ”C 0 ein Ortho-
normalsystem. Nach Satz 14.5 bilden am Ende by, ..., b, eine Basis von V. O

Beispiel 14.6. Im euklidischen Vektorraum R* mit dem Standardskalarprodukt ortho-
normalisieren wir a; = (4,2,-2,-1),a, = (2,2,—4,-5),a3 = (0,8, -2, -5):

by = = 1(4,2,-2,-1).

Cri=0ap — (ﬂz|b1)b1 (2 2 4 5) - %25%(4/ 2/ _2/ _1) = (_2/ 0/ _2/ _4)

by =15 = 55(-2,0,-2,-4).

C3:=4a3 — (C3|bl)bl (a3]b2)b>

=(0,8,-2,-5) — 1251(4,2,-2,-1) - 124—(20 -2,-4)

=(-2,6,2,0)

bs 1= oy = 7(-2,6,2,0).

Daher bilden by, b,, b3 eine ONB von U := Span (a3, a5, 43).

Satz 14.7. Jedes Orthonormalsystem a,...,a, in einem endlich-dimensionalen euklidischen
Vektorraum V kann man zu einer Orthonormalbasis von V ergiinzen.

Beweis. Nach Satz 14.5sind a3, ..., a,, linear unabhédngig. Wir ergdnzenay, . .., a,, zu einer
Basis ay,...,a,,am41,...,4, von V und wenden darauf das Gram-Schmidt-Verfahren an.
Wir erhalten eine Orthonormalbasis by, . . ., b, von V. Dabei gilt nach Konstruktion: b; = a;
furi=1,...,m. O

Definition 14.8. Fiir jede Teilmenge M eines euklidischen Vektorraums V nennt man

M*:={veV:m Lo firme M)
={v e V:(mlv) =0 fir m € M}

das orthogonale Komplement von M in V.

Bemerkung 14.8. Fir m € M ist (m|0) = 0, d.h. 0 € M*. Fur v,w € M*,a,b € R und
m € M ist (mlav + bw) = a(ml|v) + b(mlw) = 0, d.h. av + bw € M*. Dies zeigt, dass M* ein
Untervektorraum von V ist.

Satz 14.8. Fiir jeden Untervektorraum U eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums
V qilt:

(i) V = U U*; insbesondere ist dim V = dim U + dim U*.
(i) U = (U*)* = U
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Beweis. Wir wihlen eine Basis von U, orthonormalisieren diese mit dem Gram-Schmidt-
Verfahren und erhalten so eine Orthonormalbasis by, ..., b, von U. Diese erganzen wir
mit Satz 14.7 zu einer Orthonormalbasis by, ..., by, by, ..., by von V. Fir j=m+1,...,n
und rq,...,7, € Rist dann

i=1

b/] = Zfri (bilb)) =0,

d.h. b; € U*. Daher ist dim U* > n — m.
Furu e UN U+ ist (ulu) = 0, d.h. u = 0. Daherist U N U+ = {0}, also U + U+ = U U+
und

dim (U + U") =dimU +dimU*" >m+ (n—m) =n = dim V.

Folglichist V=U+U"*=U®& U".
Furu € Uv e U*ist 0 = (u[v) = (v|u). Daher ist U C U**. Andererseits gilt nach (i):

dim U = dimV —dim U* = dim V — (dim V — dim U) = dim UL
Folglich ist U = U**. |

Satz 14.9. Fiir Untervektorriume U, , U, eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums
V gilt stets:

(i) Uy c U & Uy € U
(it) (Uy + U)* = Uy NU;.
(iii) (U; NUy)* = Uy + Us.
Beweis.  (i)"=": klar nach Definition.
‘e U QU = UM C U = U C U

(ii) Wegen U; € U; + U, gilt nach (i): (U; + Uz)* € U;. Analog ist (U + Up)* € Uj.
Daher ist (U; + Uy)* € Uy N Uy . Umgekehrt gilt fiir uy € Uy, u; € Uy, v € Uy N Uy

(1 + Uz|v) = (ua]v) + (U2lv) =0+ 0 =0,
dh.v e (Uy + Uz)*. Daher ist U N Uy < (U; + Uy)*.
(i) (Uy N )t s nusy © W+ udy '+ u
O

Satz 14.10. Sei U ein Untervektorraum eines endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraums
V. Zu jedem v € V existiert dann genau ein uy € U mit

d(v, up) = min {d(v, u) : u € U}.
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Fiir jede Orthonormalbasis iy, . .., tly, von U ist ug = Y.y (0lu;)u;.

A N 4

(o)

Ny,
I

Beweis. Seien V,U,vund uy, ..., u, gegeben. Wir setzen ug := Y1 (vlu;)u;.
Firj=1,...,m gilt dann:

(0 = uolt)) = (vluy) = Y, (@l (wilat)) = (o) = (vlu) = 0.
i=1

1

Daher ist v — ug € U*. Fiiray, ..., a4, € Rund u := Y., au; gilt also:

~——
e+

m
v—u= v—uo+2[(v|ui) —au;.
i=1

el

Nach Pythagoras ist

m
o = ull? = llo = ol + ) [(oluy) = ail* > llo = o,
i=1

und Gleichheit hat man nur im Fall a; = (v|u;) firi=1,...,m. O

Beispiel 14.10. (Methode der kleinsten Quadrate, Gaufs)

S~

a:qn-}é

Eine Versuchsreihe hat Messwerte
(r1,%1),.-.,(rn,sn) € R?

ergeben. Wir suchen eine Gerade y = ax + b, die diese Messwerte “approximiert”, d.h.
es soll gelten:
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si~ar;+bfuri=1,...,n.
Genauer soll Y1, (ar; + b —s;)? moglichst klein werden. Wir setzen
v:=(r,...,1),0:=(1,...,1),v:=(s1,...,8,) € R".

Dann suchen wir 4,b € R mit |lav; + bv, — 9|| = min, d.h. im Untervektorraum U :=
Span (v1, v;) von V suchen wir einen Vektor uy = av; + bv,, der von v minimalen Abstand
hat. Nach dem Satz ist 1y = (v|u1)u; + (v|u)u,, wobei uq, u, eine Orthonormalbasis von
U ist.

Als konkretes Beispiel nehmen wir die Messwerte (2, 8), (3, 10), (=5, =3). Dann ist

01 = (2,3,-5),0: = (1,1,1),0 = (8,10, -3).

Wir wenden das Gram-Schmidt-Verfahren auf v, v, an und erhalten die Orthonormal-

basis

1 1

U = (2,3,-5),up; = (1,1,1).
T T \3
von U. Daher ist
1 1 1 1 1
uy = —61——(2,3,-5) + —15—(1,1,1) = ... = —(312,373, -115).
°T 33 V38 V3 A3 38

Wegen 1y = avy + bv, ist 32 =22+ bund 32 =32+ b, d.h.

g 6L, 190
38" 38"
/" ’”, — [82 (_7)2 (_1)2] — —
Probe”: (2a+b—8)*+ (3a+b—10)> + (-5a + b+ 3)* = =————— = 1L = 3~ 0,08

Bemerkung 14.10. Seien V ein euklidischer Vektorraum und 4,b € V\{0}. Nach der
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt:

L @b
llall - Il

Daher existiert genauein 9 = 9,, € Rmit0 <9 < mmund cosd = %

Yd

4 -
_4;\2 )

Man nennt 9 den Winkel zwischen a und b. Es gilt also:

(alb) = llall - 11bll - cos Y4

\'}
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Der Satz der Pythagoras nimmt dann folgende Form an:

lla = BI* = llall* + IIBII* — 2llall - 1bll cos 9, (Cosinussatz)

Offenbar gilt stets:

(1) Sap = Spa-

(ii) Sp-p = 11— g
(iii) Syq0 = 94p flir positive r,s € R.
(iv) a,blinear abhédngig < 9, € {0, 7t}.

Valbe 8,,=1

15 Isometrien und orthogonale Matrizen

Definition 15.1. Seien V, W euklidische Vektorrdaume und f € Hom (V, W) mit (f(x)|f(y)) =
(x|y) fiir alle x, y € V. Dann heift f Isometrie.

§

,,""_'_—a

-

| > I

Bemerkung 15.1. (i) Ggf. erhilt f Langen und Winkel; insbesondere ist f injektiv.

(ii) Ist f sogar bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung /™' : W — V eine Isometrie;
tir w, w’ € W gilt namlich:

(F @) @) = FE @D @) = @l').

(iii) Fir euklidische Vektorrdaume U, V, W und Isometrien f~: U—V,g:V— Wist
auch go f : U — W eine Isometrie; fiir u, u” € U gilt nAamlich:

(f@NIg(f @) = (fa)lf () = (ulw).

96



(iv) Stetsistidy : V — V eine Isometrie. Es folgt leicht, dass
O(V) :={f € End (V) : f Isometrie}

eine Gruppe bzgl. o ist. Man nennt O(V) die orthogonale Gruppe von V und ihre
Elemente orthogonale Transformationen.

Beispiel 15.1. Die Abbildung f : R? — R?, (a,b) +—> (2a+3b, —3a+ 2b) ist eine Isometrie;
denn fiir x = (x1,x2), y = (y1, y2) € R? gilt:

PR N A KN EERTE RN

16 12 1
T o5 W T g T pe el T g k2 T gt T pe il T gl gl
=X1Y1 + X212
= (xly).

Definition 15.2. Zwei euklidische Vektorraume V, W heiflen isometrisch isomorph, falls
eine bijektive Isometrie f : V — W existiert.

Bemerkung 15.2. Wie {iblich ist die isometrische Isomorphie reflexiv, symmetrisch und
transitiv.

Satz 15.2. Zwei endlich-dimensionale euklidische Vektorriume sind genau dann isometrisch
isomorph, wenn sie die gleiche Dimension haben.

Beweis. Nach Satz 10.7 haben isomorphe Vektorrdume stets die gleiche Dimension. Um-
gekehrt zeigen wir, dass jeder euklidische Vektorraum V der Dimension n < oo zum
R" mit dem Standardskalarprodukt isometrisch isomorph ist. Dazu wéahlen wir eine
Orthonormalbasis b, ..., b, von V. Die Abbildung f : R" — V, (x1,...,%,) = Y.y X;b;
ist linear und bijektiv, und fiir x = (x1,...,x,), ¥ = (y1,..., y») € R" gilt:

] = szyz (xly).

i=1

(FEIF W) = [Z xib,

Daher ist f eine Isometrie. |

Satz 15.3. Seien V, W euklidische Vektorridume mit Orthonormalbasen b, ...,b,, bzw. c,...,c,
und sei f € Hom (V, W) mit Matrix A = (a;;) € R™" bzgl. by, ..., by, undcy,...,c,. Dann gilt:

f Isometrie & ATA =1,

Beweis. “=": Sei f Isometrie. Fiiri, j =1, ..., m setzen wir

1 fallsi=j
Oij 1= a SZ, ] (Kronecker-Delta)
0 fallsi# |
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Dann gilt:

k=1

0ip = (bilby) = (f(bi)If (b)) = (Z A

Folglich ist 1,, = ATA.

“&": Sei umgekehrt ATA =1,,. Fiiri,j=1,...,m gilt dann:

n n
145 _
Ellel = akiakj = 6ij-

l:l k=1

n

(F®If (b)) = (Z B

k=1

Fiir beliebige x1, y1, ..., X, y» € R gilt also:

(g

= va‘ Xili e [Z xibj
i=1

m

in

i=1

j ] Zx v (FB)IF®)

1]1 H—/

Bemerkung 15.3. (i) SeiV eineuklidischer Vektorraum und sei f € End (V) mit Matrix
A bzgl. einer Orthonormalbasis by, ..., b, von V. Dann gilt insbesondere:

Also ist f Isometrie.
O

feo(V)ye ATA=1,|(© AeGL(#n,R)und A™ = A").

(i) Man zeigt leicht, dass
O(n) := O(n,R) := {A e R™ : ATA=1,}

eine Gruppe bzgl. der Multiplikation von Matrizen ist. Man nennt O(n) die ortho-
gonale Gruppe des Grades n (iiber R) und ihre Elemente orthogonale Matrizen.
Fir A € O(n) ist

1= 1] =|ATA| = |AT] - 1A = 1AP,

dh. Al e {1,-1).

(iii) Fiir jeden endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum V und alle f € O(V)
mit Matrix A bzgl. einer Orthonormalbasis von V gilt also: det f = |A| = £1.

Satz 15.4. Es seien V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis by, ...,b, und S :=
(sij) € R™". Wir setzen b;. =Y siibi (j =1,...,n). Dann gilt:
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b, ..., b, Orthonormalbasis von V & S € O(n).

Beweis. Fiir jk=1,...,nist (t|b;) = L1, sijs. Daher gilt:

b, ..., b, Orthonormalbasis von V & (b}lbl’{) = Oy fur alle j,k © Y1, sijsic = Oj fiir alle
ke STS=1, S e€0m). |

Satz 15.5. Scien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und 0 +# v € V. Wir
definieren
2(vlx)

o)

S, V—>D>Vixr—x-—

Dann gilt:

(i) s, ist linear.

(ii) s,(v) = —v.
(iii) s,(x) = x fiir x € (Rv)*.
(iv) s2 =idy.

(v) s, € O(v).

Beweis. (i) Furx,y € V,a,b € Rist

2(v]ax + by)v _, (x _ 2(vlv) )+b (y _ 2(vly)

so(ax+by) = (ax+by)— ) @) % (v[v)

v) = a5,(x)+bs,(y).

(i) 50(0) = 0 — 283 = —o
(i) x € (Ro)* = 5(x) = x ~ o = x.
(iv) 82(v) = 5o(=0) = —5,(v) = —(~v) = v und s2(x) = 5,(5,(x)) = s,(x) = x flir x € (Ro)*.

Wegen V = Rv @ (Rv)* folgt die Behauptung.

(v) Firx,y e V gilt:

3 2(v)x) 2(vly)
(o)l ()) = (x - ey - T v)
3 _ 2(vlx) _ 2(vly) 4(v|x)(vly) B

Definition 15.5. Man nennt s, die Spiegelung an der Hyperebene (IRv)*
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Bemerkung 15.5. Die Matrix von s, bzgl. einer geeigneten Orthonormalbasis von V ist

also
-1 0

insbesondere ist dets, = —1.

Satz 15.6. Seien V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n < oo und f € O(V). Dann
existieren k < n Elemente vy, ...,vx € V mit f =s, o...0s, [d.h. f lisst sich als Produkt von
hochstens n Spiegelungen schreiben].

Bemerkung 15.6. Dabei wird ein “leeres” Produkt als 1 = idy interpretiert.

Beweis. (Induktion nach n)
Im Fall n = 0 ist nichts zu tun. Sei also n > 1. Wir kénnen f # idy annehmen und v € V
mit f(v) # v wahlen. Wir setzen w := f(v) — v und s := s,,. Dann ist s(w) = —w, d.h.

s(f@)-v)=v-fv). (1)
Andererseits ist
Wlf(v) +v) = (f(v) - vl f(v) + v) = (f(V)|f(0)) - (vlv) =0,
d.h. f(v) + v € (Rw)* und damit
s(f@) +v)=flv)+v. (2

Addition von (1) und (2) ergibt s(2f(v)) = 2v, d.h. s(f(v)) = v.
Fir u € U := (Ro)* gilt also:

(@Is(f())) = (s(f()Is(f())) = (vlu) =0,
d.h. s(f(u)) € U. Daher kann man s o f zu einer Abbildung
g:U— Uur—s(f(u))

einschranken. Sicher ist g € O(U). Nach Induktion existieren uy, ..., uy € U (k—1 <n-1)
mit ¢ = s5,,|Uo...0s,|U. (Beachte, dass s,,|U eine Spiegelung auf U ist.) Fiir u € U ist
also

s(f(u)) = g(u) = 54, (.. .54, (1) ...).

Auflerdem ist s(f(v)) = v = (54, © ... 0 5,)(v). Wegen V = (Rv) & (Rv)* ist alsoso f =

Suy ©...08,,dh. f=s0s,0...05,. O
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Beispiel 15.7. Sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension 2, und sei f € O(V) mit

Matrix A = (i Z) bzgl. einer Orthonormalbasis e;, e, von V. Wegen ATA =1, ist

?+c2=1ab+cd=0,b*+d*=1.

Daher existiert genau ein 9 € R mit 0 < 9 < 2w und a = cos¥,c = sin 3. Ferner folgt
leicht: (b, d) = £(—c, a).

cosd —sind
Fall 1: (b,d) = (-c,a),d.h. A = (sinS cos d

ist f eine Drehung um den Winkel 9.

und |A| = cos? 9 + sin? 9 = 1. Geometrisch

cosd sind

Fall2: (b,d) = (¢, —a), d.-h. A = (sin 9 —cos?

) und |A] = — cos? 9 —sin? 9 = —1. Wir setzen
by := (cos $)e; + (sin §)e,
by := (—sin $)e; + (cos 2)e,.

Wir erinnern an die Additionstheoreme:

cos(a + ) = cosa-cosf —sina -sinf
sin (o + ) = sina - cosf + cosa - sin 8.

Offenbar bilden b,, b, eine Orthonormalbasis von V mit
9 : A T
fby) = (cos 5) [(cos 9)er + (sin D)ep] + (sm E) [(sin 9)e; — (cos D)ey]
= [(Sin J) (sin g) + (cos 9) (COS g)] e+ [(sin J) (cos g) — (cos ¥) (sin g)] e
Jd . 9
= CoSs (8 - E)el + sin (8 - E)ez =b

f(bz) = ... = —b2

Die Matrix von f bzgl. b, b, istalso C = ((1) _01) Geometrisch ist f eine Spiegelung
an der Geraden Rb;.
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Satz 15.8. (QR-Zerlegung von Matrizen)
Sei A € GL (n,R). Dann existieren ein Q € O(n) und eine obere Dreiecksmatrix R mit lauter

positiven Diagonalelementen und ; dabei sind Q, R eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir versehen den R™! mit dem Standardskalarprodukt und wenden auf die
Spalten aj, ...,a, von A das Gram-Schmidt-Verfahren an. Wir erhalten eine Orthonor-
malbasis by, ...,b, von R”™ mit Span (by,...,b;) = Span(ay,...,a) firi =1,...,n. Wir
schreiben:

a = rub
a, = riby + by

(I”i]'EIR).
a, = rlnbl + T’ang + ... + rnnbn

Das Gram-Schmidt-Verfahren zeigt auch, dass 711,72, ..., 4, positiv sind. Es sei Q die
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Matrix mit den Spalten by, ..., b,. Dann ist Q € O(n) und A = QR mit

i "2 ... Tu
0 Yoo ... Ty

R =
0 ... 0 7y

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei auch A = Q;R; mit Q; € O(n) und einer oberen
Dreiecksmatrix R;, die lauter positive Diagonalelemente hat. Dann ist Q7'Q; = RRI1 €
O(n) eine obere Dreiecksmatrix, die lauter positive Diagonalelemente hat. Wir schreiben

*x ok *
" 0 x *
Q Qi=]. .
0 0 *
Da die Spalten dieser Matrix paarweise orthogonal sind, folgt leicht: Q7'Q; = 1,, d.h.
Q=0Qiund R =R;. O
112
Beispiel 158. A=(1 2 3
111

Spalten:a; = (1,1,1),a, = (1,2,1),a3 = (2,3,1).
Gram-Schmidt-Verfahren:

1 1 1
b =—1,1,1),b, = —(-1,2,-1),b5 = —(1,0, -1).
V3 Y V2
Schreibe:
a = rub
a, = rpbi + rob
as = risbi + raby + 1r33b;
Dann:
m = (mlb) V3
r2 = (az2lby) %
r3 = (aslb) = 23
rn = (amlb) = %
ra = (aslby) = %
ri = (aslbs) = %
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QR-Zerlegung:

1 1 L 4
A
— | = = 6 6
S S |
v v ~wlo o ¥
=Q =R

(Probe!)

16 Selbstadjungierte lineare Abbildungen und symmetri-
sche Matrizen

Definition 16.1. Seien V ein euklidischer Vektorraum und f € End (V) mit (f(x)ly) =

(x|f(y)) tur alle x, y € V. Dann heifst f selbstadjungiert.

Satz 16.1. Seien V ein euklidischer Vektorraum und f € End (V) mit Matrix A = (a;;) bzgl.
einer Orthonormalbasis b, ..., b, von V. Dann gilt:

f selbstadjungiert & A symmetrisch.
Beweis. Firi, j=1,...,n gilt:

n

(f@Ib)) = [Z b

ij = Z axi(bklbj) = aji,
k=1 k=1

Z ﬂkjbk] = Z arj(bilby) = aj;.
k=1

k=1

(bil £(b7)) = [bi

“=": Sei f selbstadjungiert. Fiiri, j = 1,...,n gilt dann:
aji = (f(bi)lbj) = (bilf(bj)) = aij.
Daher ist A symmetrisch.

“&": Sei A symmetrisch. Dann gilt fiir x, y1,..., X, y» € R:

[f (Zn: xibi) Zn: yjbf] = [Zn: xif (bi) Zn: yjbj]
1 =1 1 =1

i= i=

= i xiyi(f(b)lb;) = i Xiyiaji = Zn‘ XiYjaij
ij=1 i,j=1 i,j=1
i,j=1 i=1 j=1

Dabher ist f selbstadjungiert.
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O

Beispiel 16.1. Sei V := R? ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt und sei f €
End (V) mit f(a, b) = (a+3b,3a+2b) fiira, b € R. Die Matrix von f bzgl. der Standardbasis

von V ist
1 3
A—(3 2).

Da die Standardbasis eine Orthonormalbasis von V ist, ist f selbstadjungiert. Man kann
dies auch direkt sehen; fiir x = (x1,x2), y = (1, ¥2) € V gilt namlich:
(f@ly) = (1 + 3x2)y1 + (Bx1 + 2x2)y2 = X1y1 + 3x2y1 + 3x1Y2 + 2xX01
= x1(y1 + 3y2) + 22381 + 2y) = (I f()).
Satz 16.2. (Fundamentalsatz der Algebra, C.F. Gaufs 1777-1855)
Seien ay, . ..,a, € C mit a, # 0 und n # 0. Dann hat die Funktion

p:C— C,z+ a,2" +a, 12"

+.. o+ mz+ag

mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis. Funktionentheorie oder Algebra. o
Satz 16.3. Jede symmetrische Matrix A € R™" besitzt einen reellen Eigenwert.

Beweis. Das charakteristische Polynom p von A ist ein reelles Polynom vom Grad n. Man
kann p auch als komplexes Polynom auffassen. Nach Satz 16.2 hat p eine Nullstelle t € C.
Dann ist t Eigenwert von A, aufgefasst als komplexe Matrix. Wir werden zeigen: t € R.

Die Abbildung f : C*! — C"™!,z — Azistlinear mit Matrix A bzgl. der Standardbasis.

21
Daher ist t auch Eigenwert von f. Seiz = | : | € C™! ein entsprechender Eigenvektor.
Zy
Wir schreiben t = r + si und z; = x; + y;i mit 7,5,x;,y; € R (j = 1,...,n) und setzen
X1 N
x:=|:|,y:=]:|eR™. Dannistz=x+iyund
Xn Yn

Ax +iAy = A(x + iy) = Az = f(z) = tz = (r + si)(x + iy) = (rx — sy) + i(sx + ry).

Vergleich von Real- und Imaginarteil liefert Ax = rx — sy und Ay = sx + ry. Daher gilt:

r Z:‘ YiXi — S Z:‘ yl.z = ryTx - syTy = yT(rx —sy) = yTAx = (yTAx)T

€R
=x"ATy = x"Ay = x"(sx + ry) = sx’x + rx"y

n n

_ 2

= sti +1’Z.Xl‘yi,
i=1 i=1
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dh.0O=s (Z X+ Z ylz] und s = 0. Polglichist t = r € R. m|

i=1 i=1

#0

Satz 16.4. Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f € End (V). Genau
dann ist f selbstadjungiert, wenn eine Orthonormalbasis von V existiert, die aus Eigenvektoren
von f besteht.

Beweis. “=": Sei f selbstadjungiert und A die Matrix von f bzgl. einer beliebigen Or-
thonormalbasis von V. Dann ist A € R™" symmetrisch. Nach Satz 16.3 besitzt A
einen Eigenwert 1 € R. Dieser ist auch Eigenwert von f. Sei v; ein entsprechender
Eigenvektor, 0.B.d.A. ||v;|| = 1. Dann ist V = Rv; & U mit U := (Rov;)*, und fir
u e U gilt:

(01lf () = (f(v1)lu) = (nolu) = r1 (01lu) =0,
——
=0
d.h. f(u) € (Rv;)* = U. Daher kann man f zu einer linearen Abbildung ¢ : U — U
einschranken. Offenbar ist U auch ein euklidischer Vektorraum, und fiir x,y € U
gilt:
(@Y = (FOI) = GIF W) = Flgy)).

Daher ist g auch selbstadjungiert. Wir argumentieren jetzt mit Induktion nach
dim V. Dann konnen wir annehmen, dass eine Orthonormalbasis v,,...,v, von
U existiert, die aus Eigenvektoren von g besteht. Dann bilden v;,v,,...,v, eine
Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.

“ 4

: Sei by, ..., b, eine Orthonormalbasis von V, die aus Eigenvektoren von f besteht.
Die Matrix A von f bzgl. by, ..., b, ist also eine Diagonalmatrix; insbesondere ist A
symmetrisch. Daher ist f selbstadjungiert.

O

Beispiel 16.4. Sei V := R% versehen mit dem Standardskalarprodukt, und sei f €
End (V) mit Matrix
6 -1 -1
A=[-1 6 —1]
-1 -1 6

bzgl. der Standardbasis von V. Wegen AT = A ist f selbstadjungiert. Wir berechnen die
Eigenwerte von f:

r—-6 1 1
1 r=6 1 |=...=@¢-4Hr-7)7
1 1 r-6
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Daher sind 4 und 7 die einzigen Eigenwerte von A (und f). Als nédchstes berechnen wir

E4(f)5
-2 1 1 1 0 -1
1 -2 1]—----—=]0 1 -1
1 1 -2 00 O

Eigenvektor ist z.B. (1,1, 1). Normierung ergibt b; = %(1, 1,1).

Dann berechnen wir E;(f):
111 111
11 1|l—----=|(0 00
111 000

Z.B. bilden (1,-1,0), (1,0, -1) eine Basis von E;(f). Auf diese wenden wir das Gram-
Schmidt-Verfahren an und erhalten die Orthonormalbasis

1 1
b, = —(1,-1,0),b; = —
T2 T Ve

von E;(f). Dann bilden by, by, b; eine Orthonormalbasis von V, und die Matrix von f

ngl bl, bz, bg ist
4 00
0 7 0].

007

1,1,-2).

Satz 16.5. Eine Matrix A € R™" ist genau dann symmetrisch, wenn ein S € O(n) existiert mit
der Eigenschaft, dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.

Beweis. “=": Sei A symmetrisch. Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V =
R" mit dem Standardskalarprodukt und die selbstadjungierte lineare Abbildung
f : V. — V mit Matrix A bzgl. der Standardbasis e, ...,e, von V. Nach Satz
16.4 existiert eine Orthonormalbasis by, ..., b, von V, die aus Eigenvektoren von
f besteht. Die Matrix B von f bzgl. by,...,b, ist also eine Diagonalmatrix. Wir
schreiben b; = Y sijei(sij € R). Dannist B = S7'AS,und nach Satz 15.4ist S € O(n).

“&"”: Seien A € R™, S € O(n) und S~'AS eine Diagonalmatrix. Dann ist
STTAS = (ST'AS)T = STAT(SH)T = S71ATS,

dh. A=AT
O

Bemerkung 16.5. Die Sdtze 16.4 und 16.5 bezeichnet man als Hauptachsentransforma-
tion. Sie sind duflerst wichtig.
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Beispiel 16.5. Zu

A=

2 -1 2
-1 2 2
2 2 -1

suchen wir ein S € O(3) mit der Eigenschaft, dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist.
Zunidchst bestimmen wir die Eigenwerte:

r—2 1 =2
1 r-2 =2
2 =2 r+1

=...=(r=3)*(r +3).

Daher sind 3 und -3 die einzigen Eigenwerte von A. Wir betrachten den euklidischen
Vektorraum V = R® mit dem Standardskalarprodukt und die lineare Abbildung f :
V — V mitMatrix A bzgl. der Standardbasis von V. Wegen AT = Aist f selbstadjungiert.
Wir berechnen E_;(f):

-5 1 =2 10

[1 -5 -2 —>—>[0 1

-2 -2 -2 00

O NI=N=

Z.B. ist (-1,-1,2) eine Basis von E_3(f). Normierung ergibt: b; := %(—1, —1,2). Analog
berechnen wir E;(f):
1 1 -2 11 -2
[1 1 -2 —>---—>[00 0].

-2 -2 4 00 O

Z.B. bilden (2,0,1),(-1,1,0) eine Basis des E3(f). Auf diese wenden wir das Gram-
Schmidt-Verfahren an und erhalten die Orthonormalbasis
b, : 1(201)17 1(152)
= —=\4 Y, 1),03 1= —(—L,9, .
V5 V30

von E;(f). Dann bilden by, by, b; eine Orthonormalbasis von V. Daher ist

S:= —2% (1) @ € 0(3)
Vo V5 30
und
-3 00 -3 00
AS=S5]10 3 O],d.h.SlAS: 0 3 O].
0O 03 0 03

(Probe!) Beachte dabei: S! = ST!
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Satz 16.6. Seien V ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f € O(V). Dann
existiert eine Orthonormalbasis von V, bzgl. der die Matrix von f folgende Form hat:

cos@; —singq 0
sing; cos@

cos @, —sing,
sing, cos@,
1

0 -1

Beweis. (Induktion nach dim V' =: n)

Im Fall n = 1 wahlen wir b; € V mit ||by|| = 1. Dann ist b; eine Orthonormalbasis von V,
und nach Bemerkung 15.3 ist det f = +1. Also hat die Matrix von f bzgl. b; die Form
(£1).

Im Fall n = 2 kann man nach Beispiel 15.7 eine Orthonormalbasis by, b, von V so wihlen,
dass die Matrix von f bzgl. by, b, eine der beiden folgenden Formen hat:

cosp -—sing) (+1 O

sinp cose |'\0 -1}
Seialson >3 und g := f+ f! € End (V). Hat f die Matrix A bzgl. einer beliebigen
Orthonormalbasis von V, so hat ¢ bzgl. der gleichen Orthonormalbasis die Matrix A +
A7t = A+ AT, Diese ist symmetrisch, besitzt also einen Eigenwert a € R. Dieser ist auch
Eigenwert von g. Sei v € V ein entsprechender Eigenvektor und U := Span (v, f(0)).
Wegen

f(f@) = f(g@) - f(v) = flav) —v =af(v) —ve U
ist f(U) € U. Da f bijektiv ist, folgt f(U) = U und U = f~(U). Fiir w € U* =: W und
u € Uist
(ulf@)) = (F @) | f(fw))) = 0.

—— —
el =wel~+

Dabher ist auch f(W) € U* = W, d.h. f(W) = W. Wir kénnen also f zu Abbildungen
fu € OU) und fw € O(W) einschranken. Wegen dimU < 2 und dimW < dimV
existieren nach Induktion Orthonormalbasen b, ...,b,, von U und b,,,1,...,b, von W,
bzgl. denen die Matrizen von f;; und f die gewtinschte Form haben. Wegen V = U® W
istby,...,b, eine Orthonormalbasis von V. Nummeriert man by, ..., b, notfalls noch um,
so hat die Matrix von f auch die gewtiinschte Form. O
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Beispiel 16.6. Sei V := R3, ausgestattet mit dem Standardskalarprodukt, und sei f €
End (V) mit Matrix

2 -1 2

2 2 —1]

-1 2 2

bzgl. der Standardbasis. Wegen ATA = 1; ist f € O(V). Das charakteristische Polynom
von A ist

1
A==z
3

p(x) =x> =2 +2x - 1= (x - 1)(x* —x + 1).

Daher ist 1 der einzige Eigenwert von f. Der entsprechende Eigenraum ist R(1, 1, 1) mit
Orthonormalbasis b; := %(1, 1,1).
Wir setzen W := E;(f)*. Dann bilden a, = (1,-1,0),a; = (1,0,-1) eine Basis von W.
Darauf wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren an und erhalten die folgende Ortho-
normalbasis von W:

bz = L(1,—1, 0), bg = L

N \/6(1, 1,-2).

Dabei gilt:

f(bs) = —=(1,0,-1) _ L 33y

V2 2772

1 —3
by) = —(=1,2, -1 =
fo) = (1,221 .

Die Matrix von f bzgl. der Orthonormalbasis b1, by, b; von V ist also

1
b2 + Ebg,

1 0 0 1 0 0
0 1 —g =[0 cosZ -—sinZ|.
0 g ! 0 sinZ cost

Satz 16.7. Zu jeder Matrix Q € O(n) existiert eine Matrix S € O(n) mit der Eigenschaft, dass
S71QS = STQS die folgende Form hat:

cos@; —sing; 0
sing; cos@

cos @, —sing,
sing, cos @,
1
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Beweis. SeiV := R™!, versehen mit dem Standardskalarprodukt. Dann ist die Abbildung
f:V — Vo + Qo eine Isometrie. Nach Satz 16.6 existiert eine Orthonormalbasis
bi,..., b, von V, bzgl. der die Matrix R von f die gewtinschte Form hat. Es gilt also:

Qby = f(by) = (cos ¢1)by + (sin )by
Qb, = f(by) = (—sin@q)by + (cos ¢1)b,

Fiir die Matrix S mit den Spalten b, ..., b, gilt also:

cos@; —sing
QS = Q(blbz .. ) = (b1b2 . ) sin P1  COsPq

SR,

d.h. R = 571QS = STQS wegen S € O(n). m|
Beispiel 16.7. Sei
-1 -4 22

Q::% -4 -1 22|, dh.Qe€0O@).
22 -2+2 3

Das charakteristische Polynom von Q ist

1 1 6
= —=x*—=x+1= +1(2—— +1).
p(x) =x ¥ T X (x+1)(x =X
Daher ist —1 der einzige reelle Eigenwert von Q, also auch der einzige reelle Eigenwert

der Isometrie
f:R¥ — R, 0 — Qu.

1 1
Dabei hat E_;(f) = ]R[l die Orthonormalbasis % {1] Wir setzen W := E_;(f)*. Dann
0 0

bilden

ap =

1 0
-1 , a3 1= 0
0 1

eine Basis von W. Das Gram-Schmidt-Verfahren macht daraus die Orthonormalbasis
e L[] e fo
h = —|—1}|,03 =
V2| ¢ 1
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von W. Dabei gilt:

4
f(bz)—gbz+gb3
4 3
f(ba):—gbz'i‘gba
Also ist . . ) .
S B A el
Qe —w Y=|w —x Y% § =5/
0 0 1 o o 1J\0 = =
[
S S R

d.h. R = S71QS = STQS (Probe!)
Setze also ¢ := arccos (%)
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