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Vorwort

Das vorliegende Skript ist eine TEX-Bearbeitung der Vorlesungen Analytische
Geometrie und Lineare Algebra I, I1, die ich im akademischen Jahr 1999/2000
am Mathematischen Institut der Georg-August-Universitdt in Gottingen ge-
halten habe. Bis auf einige Modifikationen enthélt das Skript genau den Text,
der auch tatsdchlich in der Vorlesung vorgetragen wurde.

Die Kapitel 1-9 wurden im Wintersemester 1999/2000 und die Kapitel 10-16
im Sommersemester 2000 behandelt. Die Ubungsaufgaben zur Vorlesung ste-
hen jeweils am Ende eines Kapitels, und auch die beiden Klausuren sind hier
mitaufgenommen.

Ganz herzlich méchte ich mich bei den Studierenden bedanken, die mit In-
teresse, vielen Fragen und Diskussionsbeitragen an diesem AGLA-Kurs teil-
genommen haben, sowie bei der Assistentin Charlotte Wahl, die diesen Kurs
mit Initiative und Tatkraft begleitet hat. Insbesondere stammt Kapitel 13
iiber die Jordansche Normalform vor ihr; den Stoff hat sie in einer Vorle-
sungsstunde behandelt, als sie mich vertreten hat.

Mein besonderer Dank gilt dem Doktoranden Stefan Wiedmann fiir die scho-
ne TEX-Bearbeitung des handgeschriebenen Textes sowie fiir etliche Anre-
gungen und Verbesserungsvorschldge.

Juli 2000 Ina Kersten

Einige abkiirzende Schreibweisen

es gibt

fiir alle

es folgt

genau dann, wenn

ohne

Ende des Beweises

Anzahl der Elemente einer Menge M

D/Hﬂ<u_|

E

Griechische Buchstaben

« alpha, 3 beta, x chi, d delta, A Delta, ¢ epsilon, 1 eta, v gamma, I' Gamma,
L jota, k kappa, A lambda, A Lambda, p mii, v nii, w omega, ) Omega, ¢
phi, ® Phi, 7 pi, II Pi, ¢ psi, ¥ Psi, p rho, ¢ sigma, > Sigma, 7 tau, ¢ theta,
© Theta, £ xi, = Xi, ( zeta



12 1. Einige Beispiele

1 Einige Beispiele

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung von
bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die wohlunterschiedenen Objekte heissen Elemente der Menge.
1895 Georg Cantor: Beitrdge zur Begrindung der Mengenlehre

Fiir ein Element m einer Menge M schreiben wir m € M, zum Beispiel
V2 € R, wobei R die Menge der reellen Zahlen bezeichnet und /2 diejenige
positive reelle Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. Die reellen Zahlen werden
in dieser Vorlesung als bekannt vorausgesetzt. Geometrisch gesehen sind die
reellen Zahlen genau die Punkte der Zahlengeraden.

| | | ‘ | | |
I I I ' I I I

-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 1: R = R! (1-dimensionaler Raum)

Man kann in R addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch jede Zahl
# 0 dividieren. R wird dadurch zu einem , Kérper® (vgl. Kapitel 2).

Beispiele fiir verschiedene Schreibweisen von Mengen
e {1,2,3,4,5, ...} =N, Menge der natiirlichen Zahlen
o {z? |z e N} ={1,4,9,16,25, ...}, Menge der Quadratzahlen in IN
e {n € N | n ist einstellige Primzahl} = {2,3,5,7}

e {reR |22+ 1=0} =g, leere Menge, da die Gleichung z*> + 1 = 0
keine Losung in R hat (vgl. Abschnitt 1.1).

Wir suchen nun nach einem Bereich, in dem die Gleichung 22 4+ 1 = 0 lésbar
ist. Da die Zahlengerade durch die reellen Zahlen besetzt ist, weichen wir
in die Ebene aus. Wir betrachten geordnete Paare (z,y) von reellen Zahlen
x,y € R. Hierbei bedeutet , geordnet®, dass (z,y) = (2/,3') genau dann gilt,
wenn x = x’ und y = y’. Diese Paare bilden den 2-dimensionalen reellen

Raum
R? := {(z,y) | z,y € R}

und konnen veranschaulicht werden als Punkte in der Ebene:
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1.1. Die komplexen Zahlen 13

(O7y) 7777777777 *
i=(0,1)4

Abbildung 2: Die Ebene R?

Allgemein definieren wir das kartesische Produkt zweier Mengen A und B als
Ax B:={(a,b) |a€ A, be B}
wiederum mit (a,b) = (a’,V’) genau dann, falls @ = o’ und b = b'. Es ist also

R?>=TR x R.

1.1 Die komplexen Zahlen

Wir definieren eine Addition und eine Multiplikation in R? wie folgt:
(@,y) + (@ y) = (@ + 2"y +)
() (@,y) - () = (xa’ — gy, 2y + 2'y)

Insbesondere gilt:

(2,0) + (2/,0) = (z + 2',0)
(2,0) - (2,0) = (za’,0)

Man kann also die reellen Zahlen R unter Erhalt von Addition und Multipli-
kation mit R x {0} = {(z,0) | z € R} C R? identifizierten.
Setze:

i:=(0,1)] = i*=(-1,0)=-1

Die Gleichung X2+1 = 0 hat also in R? eine Losung, wenn man R? mit obiger
Addition und Multiplikation versieht und R mit R x {0} identifiziert. Man
schreibt dann C statt R? und nennt C den Kérper der komplezen Zahlen.
Anstatt (x,y) € C schreiben wir auch z € C. Die komplexe Zahl i heisst
imagindre Einheit.
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14 1. Einige Beispiele

Eigenschaften der komplexen Zahlen

1. Esist (z,y) - (1,0) = (x,y), also ist (1,0) = 1 ,,neutrales Element“ der
Multiplikation.

2. Bsist (z,y) - (i miaz) = (1,0), falls (z,y) # (0,0), d.h. jedes

Element 0 # z € C besitzt beziiglich der Multiplikation (x) ein inverses
Element 2! € C.

3. Jedes Element z € C lésst sich eindeutig schreiben als
z=x+yt mit z,y €R

denn z = (z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y.0) - (0,1) = = + yi.
Man sagt hierfiir: ,,C ist ein 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis

{1,i}“.
Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen lassen sich nun
auch schreiben als (beachte i* = —1)

242 =(@+y)+ @ +yi)=c+2"+(y+y)i
22 = (x+yi)- (' +9i) = a2’ —yy' + (xy + 2'y)i

Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die folgenden Eigenschaften
einfach nachrechnen:

4. z7' = 2’z (Kommutativitét)
5. z(2'2") = (22')2" (Assoziativitét)
6. z(2 + 2") = 22’ + zZ” (Distributivitét)

Beispiel. ‘
Man stelle z = ffg; in der Form z = z + y mit x,y € R dar. Benutze dabei
die Gleichungen (a — b)(a + b) = a* — b* und > = —1. Dann ist

2431 1+20 247i—6 4+7.
= . = = —— —1
1—2¢ 142 1+4 5 5

z

1.2 Betrag einer komplexen Zahl

Ist 2z = x + yi mit x,y € R, so nennen wir z := x — yi die zu 2z konjugiert
komplexe Zahl. Es gilt:

2z = (z+yi)(z —yi) = 2* +¢*
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1.3. Der n-dimensionale Raum 15

Dies ist genau das Quadrat des ,euklidischen Abstands* des Punktes (z,y)
zum Ursprung. Wir definieren deshalb den Betrag einer komplexen Zahl

lz| == \/2?2 + 9?2 = V22

Abbildung 3: Die Zahl |z| ist der Abstand von Nullpunkt

Mit Hilfe des Betrages lésst sich nun das Inverse einer komplexen Zahl z # 0
einfach bestimmen: z - % =1, also 27! = Izi

5.
Ist 2 = o + yi mit 2,y € R, so heisst R(z) := z Realteil und I(z) =y
Imagindrteil von z.

1.3 Der n-dimensionale Raum

Der n-dimensionale Raum besteht aus der Gesamtheit von n-Tupeln reeller
Zahlen

R" :={(z1,...,2,) |zr e Rfirk =1,... ,n}

mit (z1,...,z,) = (2},...,2)) genau dann wenn, x; = 2}, ..., , = 2.

Die Elemente des R"™ lassen sich addieren und mit einem Skalar N € R
multiplizieren:

(T4, ..y xn) + (2, 2h) = (e + 2, o, + )

A (x1, ., x) = Az, .o, Axy,)

Man kann zeigen, dass es fiir n > 2 keine zu (*) in 1.1 analoge Multiplikation

(1, ... @) - (2],...,2)) gibt, die alle Axiome eines , Korpers® erfiillt (vgl.
2.1 fiir den Begriff des Korpers).
Es ist R" ein ,n-dimensionaler R-Vektorraum®. Die ,,Standardbasis* ist:

(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,...,0,1).
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16 1. Einige Beispiele

1.4 Geraden in der reellen Ebene

Eine Gerade in R? ist gegeben als Losungsmenge einer ,linearen Gleichung
in zwei Unbekannten®. Genauer definieren wir:

Definition.
Eine Teilmenge L von R? heiit Gerade, wenn es a,b, ¢ € R mit (a,b) # (0,0)
gibt so, dass L = {(z,y) € R? | ax + by = c}.

Beispiel.
Gegeben seien zwei Geraden durch 4x —y = 3 und x + y = 2. Wie berechnet
man den Schnittpunkt?

dr—y =3
N
1Ak
1 1 2.3 7
14
271 T+y=2

Abbildung 4: Schnittpunkt der beiden Geraden

Man hat das Gleichungssystem

de —y =3
T+y=2
zu losen. Als gemeinsame Losung der beiden Gleichungen ergibt sich z = 1,

y = 1, d.h. der Schnittpunkt ist (1,1).

1.5 Lineare Gleichungen in zwei Unbekannten

Wir betrachten zwei Geraden in R?2

Li={(z,y) €R*|ar +by=e} und Ly, ={(z,y) € R*|cx+dy=f}
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1.5. Lineare Gleichungen in zwei Unbekannten 17

parallel

Ly Ly

Lo L,

Abbildung 5: Zwei Geraden in R?

Wie im Beispiel ist das Gleichungssystem

(1) ar+by=e
(2) cx+dy=f
wobei (a,b) # (0,0) und (¢, d) # (0,0) sind, zu lésen.

Multiplizieren wir (1) mit d und (2) mit —b sowie (1) mit —c und (2) mit a,
so erhalten wir:

adx + bdy = de . —acx — bcy = —ce
sowie
—bcxr — bdy = —bf acx + ady = af

Addition ergibt

(ad —be)xr = de — bf | sowie |(ad—bc)y =af — ce

Wir betrachten nun die zu dem Gleichungssystem (1), (2) gehorende ,,Deter-
minante*
D::det(a b ) = ad — be
c d

und unterscheiden zwischen den folgenden drei Féllen

Fall I) D #0.
Dann hat das Gleichungssystem genau eine Losung:

_de—bf _af—ce
""" b V"D

Fall IT) D =0 und af — ce # 0 oder de — bf # 0.
Dann hat das Gleichungssystem keine Lésung, und die beiden Geraden
Ly, Ly sind parallel, wobei Ly #£ Ls.
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18 1. Einige Beispiele

Fall ITI) D =0und af —ce =de —bf = 0.
Ist a # 0, so ist ¢ # 0, denn wére ¢ = 0, so ware wegen D = ad —bc = 0
auch d = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (c,d) # (0,0). Durch
Multiplikation mit ¢ geht die Gleichung (1) iiber in

c c c
—ar + —by = —e,
a a a

und das ist Gleichung (1), da ad — bc = 0 und af — ce = 0 gilt. Es ist
also L; = L.

Ist b # 0, soist d # 0, denn wére d = 0 , so wire wegen D = ad—bc = 0
auch ¢ = 0 im Widerspruch zur Voraussetzung (c,d) # (0,0). Durch
Multiplikation mit 2 geht die Gleichung (2) in die Gleichung (1) iiber.
Es ist also wiederum L; = Ls.

1.6 Ebenen im R?

Eine Teilmenge E von R? heifit Ebene, wenn es ai,as,as,b € R gibt mit
(a1,a9,a3) # (0,0,0) derart, dass

E = {($1,SB2,ZL'3) € Rg | a1x1 + asxo + azrs = b}
Allgemein definiert man Hyperebenen im R™ durch
E:{({L‘l,...,l'n) € R" | a1x1+---+anxn:b}

mit (ai,...,a,) # (0,...0). Eine Hyperebene im R! ist dann ein Punkt und
im R? eine Gerade!!

1.7 Lineare Gleichungssysteme

Allgemein betrachten wir in der Linearen Algebra lineare Gleichungssysteme
mit m Gleichungen und n Unbekannten der Form

a111 + 122 + -+ A1 Ty — b1

a21T1 + Q92T + * + + + AopTy = b2

Am1T1 + AmaZe + -+ ATy = bm
sowie die sogenannte Matrix

11 A2 - Aip
Q21 Q22 -+ QAap

Am1l Am2 *°° Gmn
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1.8. Ubungsaufgaben 1 — 4 19

Beispiel einer Matrix (A. Direr 1514, Kupferstich ,Melancholia®):

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Zeilen-, Spalten-, Diagonal- und weitere Summen ergeben jeweils 34.

1.8 Ubungsaufgaben 1 — 4

Aufgabe 1.
Man stelle die folgenden komplexen Zahlen in der Form x 4+ yi mit z,y € R
dar:

2+ i—1 (1 \/5,)3 1

4 —5i’ i+1°

Aufgabe 2.
Zeichnen Sie die folgenden komplexen Zahlen zq, 29, 23, 24 als Punkte der Ebe-
ne

3+iVT7 3
24 = —2— =1

n=1-V3i, m=i+i?++i'+i, 2= it :

und berechnen Sie ihre Betrige.

Aufgabe 3.
Man untersuche das Schnittverhalten der beiden Geraden L; und Lo , falls

a) Li={(r,y) €R?|6x+3y=10}, Lo ={(2,y) e R? | T — 2y = -1}
b) Li={(z,y) €R* |4z +6y =28}, Ly ={(z,y) € R*| 5z + Py =10}

c) Li={(x,y) eR*|V32x-3y=0}, Ly={(z,y) e R’ |z—v3y=1}.

Aufgabe 4.

Man 16se das lineare Gleichungssystem

(34 5i)z1 4+ (4 —Ti)zg =22+ 95

(2 —6i)z1 + (5 — 3i)ze = 33 + Ti.

(Gesucht sind zwei komplexe Zahlen z; = x1 + y14 und 25 = x5 + Yo mit
x1, Y1, T, Y2 € R, welche die beiden Gleichungen erfiillen.)
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20 2. Vektorraume

2 Vektorraume

Eine Abbildung einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift f, die
jedem Element m € M genau ein Element f(m) € N zuordnet. Schreibweise:

f:M—N, mr+——— f(m)

2.1 Definition eines Korpers

Ein Kérper K ist eine Menge, auf der eine Addition
+:KxK—K, (a,0)——>a+0b
und eine Multiplikation
- KxK—K, (ab)+—ab
gegeben sind derart, dass folgende Regeln gelten:
(A1) (a+0b)+c=a+ (b+c) fir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz)

(A2) Es gibt ein Element 0 € K so, dass 0+ a = a fiir alle a € K gilt
(A3) Zu jedem a € K gibt es ein Element —a € K mit (—a) +a =0
(A4) a+b=">b+a fir alle a,b € K (Kommutativgesetz)
(M1) (ab)c = a(be) fir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz)
(M2) Es gibt ein Element 1 € K mit la = a fiir allea € K und 1 #0
(M3) Zu jedem a € K, a # 0, gibt es ein Element ¢! € K mit a~'a =1
(M4) ab = ba fir alle a,b € K (Kommutativgesetz)
(D) (a+b)c = ac+ be fiir alle a,b,c € K (Distributivgesetz)
Beispiele.
e ), R, C sind Korper
e Sei K = {0,1}. Setze
0+0=0 0+1=1+0=1
1+1=0 1-0=0-1=0-0=0 1-1=1

Dann ist K ein Korper.

e Die Menge Z der ganzen Zahlen ist kein Korper, da (M3) nicht gilt,
zum Beispiel ist £ = 57! ¢ Z. Die Axiome (A1) — (A4) sind in Z alle
erfiillt, Z ist beziiglich der Addition eine ,,Gruppe*.
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2.2 Definition einer Gruppe
Eine Menge G heifit Gruppe, falls auf G eine Verkniipfung

0:GxG—G, (a,b)——>aob
definiert ist derart, dass die folgenden Regeln gelten:

(G1) (aob)oc=ao(boc) fiir alle a,b,c € G (Assoziativgesetz)

(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G so, dass eoa = a fir alle a € G
gilt. Man nennt e auch linksneutral.

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein inverses Element a=' € G so, dass
a~!oa = e gilt. Man nennt a~! auch Linksinverses zu a.

Gilt in einer Gruppe zusétzlich a o b = b o a fiir alle a,b € G, so heifit G
abelsch oder kommutativ.

Beispiel.
Sei K ein Korper. Dann ist K beziiglich Addition eine abelsche Gruppe, und

K= K\{0}={z € K|z#0}

ist beziiglich der Multiplikation eine abelsche Gruppe.

2.3 Eindeutigkeit des neutralen und inversen Elements

Wir zeigen hier, dass in einer Gruppe auch ein rechtsneutrales Element sowie
zu jedem a € G ein rechtsinverses Element existiert. Daraus ergibt sich dann
die Eindeutigkeitsaussage in der Uberschrift.

Satz.
Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e. Dann gelten:

1

1. aoca " =eundaoe=a firalleacG

2. Es gibt genau ein e € G mit eoa = a Va € G, und zu jedem a € G
gibt es genav ein a”t mita loa=ce

Beweis. 1. Sei nach (G3) (a=!)™! ein Inverses von a~!. Es folgt einerseits
(e toatoaoa =¢coagoa?
N N~
(G3) (G2)
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22 2. Vektorraume

andererseits

und dies zeigt a o a™*

= e. Hieraus folgt
aoe=ao(atoa)=(aca)oa=coa=a
und damit Teil 1.
2. Angenommen es gebe e,¢’ € G mit eoa =a = ¢ oa Va € G, dann gilt
/

= ecoe =e
(G2) 1.

Ist a™'oa = a’ oa = e, dann folgt
1

' = cod = (atoa)od = ato(aocd)=
(G2) (G3) (G1) 1.

2.4 Definition eines K-Vektorraumes

Sei K ein Korper.
Ein K-Vektorraum V ist eine abelsche Gruppe beziiglich einer Addition

+:VxV—V, (vw)——v+w,

und zusétzlich ist eine Skalarmultiplikation
KxV —V, (A\v)— v

gegeben derart, dass die folgenden Regeln gelten:
(SM1) (Ap)v = A(pw) fir alle \,pe K,v eV
(SM2) lv=vwfiralleveV
(D1) AMv+w) =X v+ wfiralle \ € K, v,w eV
(D2) A+ p)v= v+ po firalle \,p € K,veV

Die Elemente eines K-Vektorraumes nennen wir auch Vektoren. Statt K-
Vektorraum sagen wir auch Vektorraum tiber K.
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2.5

Beispiele
{0} mit 0+0=0und N0 =0 V X € K ist ein K-Vektorraum.

R™ ist ein R-Vektorraum (vgl. 1.3)

Analog ist K" ein K-Vektorraum mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation. Insbesondere ist K = K! ein K-Vektorraum.

Sei X eine nicht leere Menge, und sei V := {f : X —— K} die Menge
aller Abbildungen von X mit Werten in K. Definiere fiir f,g € V und
AeK

(Addition) f+g: X — K, r+— f(z)+ g(x)
(Skalarmultiplikation) Af: X — K, x — Af(2)

Dann wird V' dadurch zu einem K-Vektorraum.

Das neutrale Element der Addition ist die Nullabbildung, die jedes Ele-
ment aus X auf 0 abbildet

X— K, z+——0
Die zu f € V inverse Abbildung ist
—f:X—K, z+—— — f(x)

Dass V ein K-Vektorraum ist, zeigt man durch Riickfithrung auf die
entsprechenden Vektorraumeigenschaften von K.

Wir nennen V = {f : X —— K} einen Funktionenraum mit Werten
in K und bezeichnen diesen Vektorraum auch als

Abb(X,K)={f: X — K}

Ist allgemeiner W ein K-Vektorraum und V = {f : X —— W}, so ist
V' analog wie oben ein K-Vektorraum. Speziell nennen wir fiir X = R"
und W = R™ den Vektorraum V = {f : R —— R™} den Raum der

vektorwertigen Funktionen in n Verdnderlichen.

R ist ein Q-Vektorraum, wie aus den Korpereigenschaften von R folgt.
Ebenso ist C ein R-Vektorraum und ein Q-Vektorraum.

Allgemein gilt: Ist L ein Korper, der K als ,, Teilkorper® enthélt, so ist
L ein K-Vektorraum.
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2.6 Rechenregeln in Vektorrdumen

Sei V ein K-Vektorraum. Das neutrale Element der Addition in V bezeichnen
wir mit 0 und nennen diesen Vektor den Nullvektor. Wir schreiben —uv fiir
das Inverse von v. Nach (G3) in Definition 2.2 folgt

—v+v:6

und also nach Satz 2.3 auch

v—l—(—v)zﬁ

fiir alle v € V. Ferner ist

O+v=v=0v4+0 VoveV

nach 2.2 und Satz 2.3. Weiterhin gelten die Regeln:
1. Fiir das neutrale Element der Addition 0 € K ist (v =0 Yo €V

2.00=0 VAeK
3. (—yv=—v YweV
Beweis. 1. Esist 0v = (0+0)v = Ov+0v. Addition von —0v ergibt 0 = Ov.
2. Esist A0 = A(0 + 0) = A0 + 0. Addition von —\0 ergibt 0 = A0.
3. Esist 0=0v = (—=1+1)v = (=1)v+1v = (=1)v+v, also —v = (—1)v.
[
2.7 Geometrische Anschauung
Sei V=R"und v = (z1,...,2,) € R". Fiir A € R ist Av = (Axq,..., A\zy,)

AU
A<O0

Abbildung 6: Beispiele fiir \v
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Es ist

0=0v=(0,...,0)
und —v=(=1v=_(-x1,...,—T,)
Sei w = (x7,..., ). Dann ist

v—w=v+(—w)=(r; -2, ..., 2, — )

Beispiel in R*: v = (2,1), w = (1,2)

— ov+w=(3,3) und v—w=(1,-1)

Abbildung 7: Diagonale des von v und w aufgespannten Parallelogramms

Ist w = A\v, so sind v und w ,linear abhéngig*

0 v 0
linear unabhangig linear abhangig

Abbildung 8: | linear unabhéngig“ und ,linear abhingig"

Ist Ao+ pw = 0 nur fir A\ = i = 0 moglich, so sind v und w ,linear
unabhéngig®.
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26 2. Vektorraume

2.8 Untervektorraume

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U von V heifit Teilraum oder Un-
tervektorraum von V| wenn folgendes gilt:

(UV1) U+ @

U enthalt mindestens ein Element

(UV2) uyyvelU = u+vel
U ist abgeschlossen gegeniiber der Addition

(UV3) ueUund Ne K = \ueU
U ist abgeschlossen beziiglich der Skalarmultiplikation

Bemerkung.
Ein Teilraum U von V ist selbst ein K-Vektorraum

Beweis. Wir miissen nur priifen, dass 0 € U und dass mit v € U auch —u € U
ist. Alle anderen Vektorraumaxiome sind dann erfiillt, da sie in V' gelten.
Nach (UV1) gibt es ein u € U und es folgt:

O=0u € U
(UV3)

Ist u € U beliebig, dann gilt:

2.9 Beispiele und Gegenbeispiele
1. e {0} ist ein Teilraum von V,da 0 +0=0und \0=0 Y€ K
e V ist Teilraum von V'

2. e Sind Uy, Uy Untervektorrdume von V', dann ist auch
UNUy:={veV]|veU, und v € Uy}

ein Untervektorraum von V.

o Allgemein gilt: Ist J eine beliebige Indexmenge und sind Uj, j € J
Untervektorrdume von V', so ist auch

Ui=NUj:={veV|vel;VjeJ}

jeJ

ein Untervektorraum von V.
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Beweis. Liegen u,v in allen Uj, so auch w4 v und Au, da die U;
Untervektorrdume sind. O

3. Seien a,b € R und (a,b) # (0,0). Dann ist
U:={(z,y) € R?|ax + by = 0}
ein Untervektorraum.

Beweis. (UV1) Esist 0= (0,0) € U, da a0+ b0 = 0. Insbesondere ist
U # o.

(UV2) Seien (z,y),(2',y’) € U, dann gilt

ar +by =0
ar’' +by =0

Addition ergibt: a(x + 2’) + b(y + y') = 0 und damit ist
(z,y)+ (@ y) =(x+2",y+y) €U
UV3) Seien (z,y) € U und A € K, dann gilt
( Y g

ar+by =10
== Aax + \by =0

und damit ist

Az, y) = Az, \y) €U
0

4. Behauptung: U := {(x,y) € R? | 2> + y* = 0} ist ein Untervektorraum
von R?.

Beweis. Fiir z,y € R\ 0 ist stets 22 > 0 und y* > 0, also wird die
,nicht lineare* Gleichung z? + y* = 0 in R? nur von 0 = (0, 0) erfiillt.

Es folgt U = {0} und somit ist U ein Untervektorraum von R2. O

5. Seien U;, Uy Untervektorrdume von V', dann ist
UyuUs :={veV |vel oderv e U}

im Allgemeinen kein Untervektorraum von V:
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Sei V =R2 U, = {(z,y) | 2x + 3y = 0}, Uy = {(z,y) | bz + 3y = 0}.
Uy, Uy sind Untervektorraume nach 3.), aber U; U Us nicht:

Sei (z,y) = (3,—2) und (2/,y') = (-3,5), dann ist (x,y) € U; und
(',y") € Uy Es ist (z,y) + (2/,y') = (0,3), aber (0,3) ¢ U; und
(0,3) ¢ Uy also ist (0,3) ¢ Uy UUs. Axiom (UV2) gilt nicht, und damit
ist Uy U Uy kein Untervektorraum.

6. S:={(r,y) € R?| 2* + y* < 1} ist kein Untervektorraum von R2.
O

Abbildung 9: Kein Untervektorraum

1

Beweis. Esistu=(3,3) €5, da (3)*+(5)? <1,aber 2u= (1,1) ¢ S,

da 12 + 1?2 = 2 > 1. Die Regel (UV3) gilt also nicht. O

2.10 Der von einer Teilmenge aufgespannte Teilraum

Sei V' ein K-Vektorraum und S C V eine beliebige Teilmenge von V. Dann
ist

Durchschnitt aller Teilraume
Span(S) := U :{ )
pan(S) m die S enthalten

U Teilraum von V'
mit SCU
ein Untervektorraum von V nach 2.9. Wir nennen Span(S) den von S erzeug-
ten oder den von S aufgespannten Untervektorraum von V. Es ist Span(S)
der kleinste Unterraum von V', der S enthilt (,kleinste® beziiglich ,,C*).

Definition.
a) Seien vy, ...,v, Vektoren aus V. Dann heifit ein Vektor v € V' Linear-
kombination von vy,...,v,, wenn es Elemente A\, ..., \, € K gibt so,
dass

v= MU+ + AU
gilt.
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b) Sei S C V eine beliebige Teilmenge. Ein Vektor v € V' heifit Line-
arkombination von Vektoren aus S, falls es endlich viele Elemente
vy, ...,u, € 5 gibt so, dass v Linearkombination von v, ..., v, ist.

Satz.

Seien V' ein K-Vektorraum, S C V' und Span(S) der von S erzeugte Unter-
vektorraum von V. Dann besteht Span(S) aus allen v € V', die Linearkom-
binationen von Vektoren aus S sind:

Span(S) ={veV |v=> As mit A\, =0 fir fast alle s € S}

seSs

Beweis. Sei U :={v € V| v ist Linearkombination von Vektoren aus S}.
Zu zeigen: U = Span(5)

C SeivelU

— V=AU + o A\, mit Aq, L N, € Koug, .0, €8
= v liegt in jedem Teilraum von V', der vy, ... v, enthélt

= v € Span(S)

2D Da U selbst ein Untervektorraum von V' ist, der S enthilt, folgt U D
Span(S).

2.11 Erzeugendensysteme

Sei V' ein K-Vektorraum und S C V. Ist Span(S) = V, so heifit S ein
Erzeugendensystem von V.

Ist also S ein Erzeugendensystem, dann gibt es zu jedem v € V ein m € IN
sowie Elemente vq,...,0, € S, A,..., A\ € K, mit v = \jor + -+ + Ao,
Wenn V eine endliche Teilmenge S = {vy,...,v,} als Erzeugendensystem
besitzt, so heiit V' endlich erzeugt. Es ist dann

V:{)\lvl—|—~-—|—)\nvn|)\1,...,)\n€K}

Zum Beispiel

Rz = {)\1(1,0) + )\2(0, 1) | )\1,)\2 c R}
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Beispiele.

e Seien V = R% U; = {0} x Rund Uy, = R x {0}. U; und U, sind
Teilriume von R?, aber U; U Uy ist kein Vektorraum, denn (1,0) € Uy,
(0,1) € Uy aber (1,0) + (0,1) = (1,1) £ U; U Uy,

U1:{0}X]R,

0 U, =R x {0}

Abbildung 10: U; U U, ist kein Untervektorraum

Der von S = U, U U, aufgespannte Teilraum von R? ist die Summe

U +U; = {U,l—l—UQ | Uy € Ul,’lLQ S UQ}

Hier gilt zusétzlich noch U; + Uy = R2.

e Seia,b € R mit a # 0,b # 0, dann bilden v; = (a,0),v2 = (0,b) und
v3 = (3,5) ein Erzeugendensystem von R2.

Beweis. Sei v € R? beliebig. Nach 1.3 ist v = (z,y) mit z,y € R. Es

folgt
T )
v = ($,y) = E(CL?O) + E(Oab) + 0(37 5)
= \v1 + Avs + A3v3
mit)\lzg,&:%und/\gzo. ]

Man sieht insbesondere, dass vs = (3,5) entbehrlich ist.

e Bilden v; = (1,1), vo = (1, —1) ein Erzeugendensystem von R? ?
Ansatz:

(2,9) = M (L, 1) + Aa(1, =1) = (A, A1) + (g, — o)
= (A1 + Ao, A — Ao)
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2.12. Summe von Teilrdumen 31

also
)\1—1-)\2::13
AM—A =y

Tty und )\2:33;3/

} — Alz

Die Vektoren (1, 1) und (1, —1) bilden also ein Erzeugendensystem, da
(x,y) = >\1<1a 1) + )\2(17 _1)

mit A\ = L;”’,)\Q =2V VY (x,y) € R? gilt.

e Bilden v; = (—3,3), v = (1,—1) ein Erzeugendensystem von R? ?
Ansatz:
(,9) = M (=3,3) + Aa(1, =1) = (=3A1,30) + (e, — o)
- (—3/\1 + A27 3)\1 - )\2)

also
—3)\1 + /\2 =T
M — A=y

Dieses Gleichungssystem ist aber nicht fiir alle (z,y) € R? lésbar, denn
setze z.B. (z,y) = (0, 1), dann ist das System

=3+ A =0 — 3A — A =0
M =X =1 A — A =1

nicht 16sbar. Insbesondere ist v = (0,1) keine Linearkombination von
v; und vy .

2.12 Summe von TeilrAumen

Sind Uj,j € J (Indexmenge) Teilrdume eines K-Vektorraumes V', so heifit
der von der Vereinigung S = U,¢; U; erzeugte Teilraum von V die Summe
der U;. Wir schreiben

> U

jed
Mit Hilfe von 2.11 folgt:

ZUj = {Zu] | u; € Uj,uy =0 fiir fast alle j € J}

jedJ jedJ

Speziell: Sind Uy, U, Teilrdume von V', so ist

U1+U2:{U1—|—U2|U1 < Ul,UQ < Ug}
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2.13 Direkte Summen von Teilriumen

Satz.
Seien Uy, Uy zwei Teilraume eines K -Vektorraumes V', und sei U = U1+ U, .
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. Istup 4+ ug = 6fu7“ uy € Uy, ug € Uy, dann ist u; = uy = 0
2. Fiir jedes uw € U st die Darstellung u = uy + us eindeutig
3. UyNU, = {0}

Beweis. 1 =2 Seien u = uy + uy = u} + uh mit uy,u) € Uy, ug, uy € Uy
zwei Darstellungen von u. Zu zeigen: uy = u} und uy = uj. Da

/ /
U1+U2:U1+U2

/ / n
= Up — Uy +up —uy =0
—_—— N —
elUx €Uz
1. — —
= up—u;p =0 und wup—uh=0
— wy =u; und uy =u

2=—3 Seiue U NU,. Zuzeigen:u:6

Esist u=u+0=04+u "&,—-0

3—=1 Seiu1+u2:6. Zuzeigenu1:u2:6

Da U1+U2:6 = u; = —us € Uy = w U Nl

2.14 Direkte Summen von Vektorriumen
Definition.

e Seien U;, U; Teilrdume eines K-Vektorraumes. Dann heifit die Summe
Uy + Uy die (innere) direkte Summe von Uy und Uy, falls eine der Be-
dingungen (und damit alle) aus Satz 2.13 erfiillt sind. Wir schreiben

dann:
U, U,
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e Seinen Vj, V5 beliebige K-Vektorraume. Wir definieren die (dussere)
direkte Summe als

Vi Vo= {(v1,v2) | v1 € V1,02 € Va}
mit komponentenweiser Addition und Skalarmultiplikation.

Bemerkung.
In Aufgabe 11 wird Satz 2.13 auf endlich viele Teilrdume Uy, ...,U, von V
verallgemeinert.

Beispiel.
Sei V =R?* und U; = {0} x R und Uy = R x {0}. Dann ist R? = U; & U,
die innere direkte Summe, da U; N U, = {0}.
Sei V4 = R und Vo, = R. Dann ist R? = R @ R die #ussere direkte Summe.
Analog ist R®" =R @ --- @ R eine dussere direkte Summe.

o T

n-Stiick

2.15 Ubungsaufgaben 5 — 11

Aufgabe 5.
Man zeige, dass die Menge G := R\ {—1} beziiglich der durch

aob:=a-+b+ab

fiir a,b € G definierten Verkniipfung eine Gruppe ist. Man 16se in G die
Gleichung

Hhoxob =17

Hinweis. Um zu zeigen, dass G eine Gruppe ist, verifiziere man die vier Be-
dingungen:

(GO) Sind a,b € G,soist auchaobe G.

(G1) Esist (aob)oc=ao (boc) fiir alle a,b,c € G.

(G2) Es gibt ein Element e € G so, dass e o a = a fiir alle a € G gilt.
(G3) Zu jedem a € G gibt es ein Element a™! € G so, dass a”'oa = e gilt.

Aufgabe 6.

Es sei G eine nicht leere Menge mit einer Verkniipfung o : G x G — G,
(a,b) — aob, die das Assoziativgesetz (G1) erfiillt. Man zeige, dass G genau
dann eine Gruppe ist, wenn die Gleichungen box = a und yod = ¢ Losungen
in GG besitzen, wobei a, b, ¢, d beliebige Elemente aus G sind.
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Aufgabe 7.
Sei V' ein Vektorraum iiber einem Koérper K. Man zeige:

a) Wenn fir A € K und v € V die Gleichung A\v = 0 gilt, dann ist A = 0
oder v =0.

b) Wenn fiir zwei Untervektorrdume Uy , Uy von V' auch deren Vereinigung
U, U U, ein Untervektorraum ist, dann gilt U; C Uy oder Uy C Uy .

Aufgabe 8.

a) Man untersuche, fiir welche ¢ € R die Menge
Ue:={(21,29,23) ER® | 11 + 13 + 13 = ¢}
ein Untervektorraum von R? ist.

b) Sei V:={f:R — R} der R-Vektorraum aller Abbildungen von R in R.
Dabei seien f + g und Af fiir f,g € V, A € R gegeben durch

f+g:R—=R, v flr)+g(x), wnd Af:R =R, 2= Af(z).

Man priife, ob U :={ f € V' | f(z) = f(—z) V 2 € R} ein Untervektor-

raum von V ist.

Aufgabe 9.
Man untersuche, welche der folgenden vier Mengen Untervektorrdume von
R? sind:

Ul—{( r,y) €R? |y =122}
={(r,y) eR* |z <y}
={(r,y) eR* |y =2z}

U4 {(z,y) eR? |2y >0}

Aufgabe 10.
Man stelle den Vektor w € R? jeweils als Linearkombination der Vektoren
V1, Ug, U3 dar:

a) w = (37271)7 U1 = (17071)7 Vg = (77371)7 V3 = (4737_1)
b) w=(-8,17,—14), v; =(2,1,0), vy =(3,0,5), vs=(—1,4,-1).
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Aufgabe 11.
Seien Uy, ..., U, Untervektorrdume eines K-Vektorraums V. Dann ist auch

U=U+-+U,={wm+ - +u, |luyyjeUfirallej=1,...,n}

ein Untervektorraum von V. Man beweise, dass folgende drei Bedingungen
dquivalent sind:

(1) Ist uy + - +u, =0 in U, so folgt u; = 0 fiir jedes j € {1,...,n}.

(2) Fiir jedes u € U ist die Darstellung v = uy + --- + w, mit u; € U;
eindeutig.

(8) Esist U;N (Uppq 4 --- 4 Uy,) = {0} fiir jedes i € {1,...,n—1}.

Man zeige dann anhand eines Gegenbeispiels, dass die obigen Bedingungen
fir n > 2 im allgemeinen nicht dquivalent sind zu Uy N---NU, = {0} .

3 Basis und Dimension

3.1 Lineare Unabhingigkeit

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum. Dann heissen vy, ...,v,, € V linear unabhdngig,
wenn aus
/\1U1—|—"'+/\m1)m:0, /\17...,)\m€K
stets folgt Ay = ... = A\, = 0. Andernfalls heissen vy, ..., v, linear abhdngig.

Eine Teilmenge S C V heifit linear unabhingig, wenn jede endliche Teil-
menge von S aus linear unabhéngigen Vektoren besteht.

Beispiele.

e ( ist linear abhéngig, da 1 - 0 = 0. Ebenso ist jede Menge, die den
Nullvektor enthélt, linear abhéngig.

e Die beiden Vektoren v; = (—3,3), v = (1, —1) sind linear abhéngig in
R2, denn vy + 3v, = 0.

v eV # 0, ist linear unabhingig, da nach Aufgabe 7a aus v = 0
folgt, A=10

Im Gegensatz dazu ist v linear abhingig von v, da 1v + (=1)v = 0

& ist linear unabhéngig
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e In K™ sind die Vektoren

er == (1,0,0,...,0)
es = (0,1,0,...,0)

linear unabhéngig.

R! R? €2

Abbildung 11: linear unabhéngige Vektoren

3.2 Kriterium fiir lineare Abhingigkeit

Satz.
Seim € N,m > 1. Dann ist sind fir vy,...,v, € V die beiden folgenden
Aussagen dquivalent:

1. vi,..., vy sind linear abhdingig

2. Es gibt (mindestens) ein j,1 < j < m so, dass v; Linearkombination
der tibrigen ist.

Beweis. 1 = 2 Seien vy, ..., v, linear abhingig. Dann gibt es Ay,..., A, €
K so, dass Ajvy + - - 4+ A v, = 0 gilt und A; # 0 fiir mindestens ein j.
Es folgt
U.:_ﬁv_..._ﬁv, _EU _..._Aﬂv
J A\ 1 A\ Jj—1 \s Jj+1 N, ™

J

2 = 1 Da die Definition 3.1 der linearen Unabhéngigkeit nicht von der Rei-
henfolge der Vektoren abhéngt, sei ohne Einschréankung j = 1. Es folgt

U1:A2U2+"‘+)\m’(}m
> )\1U1—)\2U2—“‘—)\m1}m:6 m1t>\1:17£0
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3.3 Definition einer Basis und Beispiele

Definition.
Eine Teilmenge B C V heifit Basis eines K-Vektorraumes V, falls gelten:

(B1) B ist linear unabhéngig
(B2) B ist ein Erzeugendensystem von V
Beispiel.

e O ist eine Basis von {0}

e Esist {e,...,e,} mit
e1=(1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,0,...,0,1)

eine Basis von K™ und heif3t die Standardbasis des K™.

e B={(1,1),(1,—1)} ist eine Basis von R?, denn wie bereits in 2.11 ge-
zeigt, ist B ein Erzeugendensystem von R?. Zu zeigen bleibt die lineare
Unabhéngigkeit. Sei also A1, A2 € R mit

(0,0) - )\1(1, 1) + /\2(1, —1)
= (A1 + X2, AL — A2)

Es folgt
AtA =01 A0 — A =0
A=Ay =0 2 = 2 = 1=

Diese Rechnung hétten wir uns eigentlich sparen kénnen, denn ein Er-
zeugendensystem mit 2 Elementen von R? ist stets eine Basis, wie wir
in 3.13.3 sehen werden.

e Aus dem Beispiel in 2.11 wissen wir, dass B = {(—3,3), (1, —1)} kein
Erzeugendensystem und damit auch keine Basis des R? ist. Die Vekto-
ren v, und v sind wegen vy + 3vy = 0 linear abhéngig. Das muss auch
so sein, denn in 3.13.4 werden wir sehen, dass zwei linear unabhéngige
Vektoren in R? stets eine Basis von R? bilden.
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3.4 Eindeutigkeit der Basisdarstellung

Satz.

Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum, der eine Basis (vy, ..., v,) besitzt.
Dann lisst sich jeder Vektor v € V eindeutig schreiben als Linearkombina-
tion

() v=MAvi+--+ v, mit Ay,... .\ €K

Beweis. Da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V' bilden, gibt es Elemente
My Ay € K mit v = A\og + -+ + A\, Sel v = vy + -+ - + p,v, mit
W1, - - by € K eine weitere Darstellung von v. Es folgt

O=0v—v= (M —p)vr + -+ (A — fn)n
Da vy,...,v, auch linear unabhéngig sind, folgt
Aj—py=0 Vji=1,....n
also \j =p; Vj=1,...,n. O

Besitzt ein Vektorraum V eine Basis B = (vy, ..., v,), dann kénnen wir also
jeden Vektor v € V eindeutig schreiben als Linearkombination (k). Insbe-
sondere gibt es also zu jedem v € V genau einen Vektor (Ai,...,A,) € K"
mit v = A\jvy + -+ + Ayv,. Wir nennen (Aq, ..., \,) den Koordinatenvektor
von v beziiglich B. Die Reihenfolge der Vektoren vy, ..., v, ist dabei fest
gewdhlt. Wir sprechen dann auch von einer geordneten Basis und schreiben
(v1,...,v,) statt {vy,..., 0.}

Beispiel.
Sei V' = R?. Dann schreiben wir v € R? als v = (z,y), also als Koordinaten-
vektor zur Standardbasis (e1, e2), denn (z,y) = z(1,0) + y(0,1).

3.5 Charakterisierung einer Basis

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum und B C V eine Teilmenge.

o B heifit minimales Erzeugendensystem , falls B ein Erzeugendensystem
von V ist, aber jede echte Teilmenge A C B kein Erzeugendensystem
von V' mehr ist.

e B heifit mazimale linear unabhdingige Teilmenge, falls B linear un-
abhéngig ist, aber jede echte Obermenge C' 2 B in V nicht mehr linear
unabhéngig ist.

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



3.6. Polynome 39

Satz.

Fiir eine Teilmenge B C V' sind dquivalent

1.
2.
3.

B ist eine Basis
B ist ein minimales Erzeugendensystem

B ist eine mazimale linear unabhingige Teilmenge

Beweis. 1 =2 Sei A C B und v € B\ A. Da B linear unabhéngig ist,

2=

3 =

3.6

gibt es nach Satz 3.2 keine Linearkombination von v mit Elementen
aus (B\ {v}) D A. Insbesondere ist A kein Erzeugendensystem von V'

3 Angenommen, B wire nicht linear unabhéngig, dann giabe es nach
Satz 3.2 ein v € B derart, dass v Linearkombination von Vektoren aus
B\ {v} wire und also B\ {v} ein Erzeugendensystem wére im Wider-
spruch zur Voraussetzung 2. Also ist B linear unabhéngig. Nach Satz
3.2 ist B auch maximal, da B Erzeugendensystem ist und sich damit
jedes v ¢ B als Linearkombination von Elementen aus B darstellen
lésst.

1 Sei B eine maximale linear unabhéngige Teilmenge. Zu zeigen: B
ist ein Erzeugendensystem.

Ist v € B, dann ist v = lv eine Linearkombination. Sei also v ¢ B.
Dann ist BU {v} nicht linear unabhéngig nach Voraussetzung. Es gibt
also vy,...,v, € Bund A\, A\,..., A\, € K, nicht alle gleich Null, mit

M+ Mu+ -+ At = 0

Es ist dabei A # 0, da sonst vy, ..., v, und damit auch B nicht linear
unabhéngig wiren. Es folgt
A1 Am
U o —71} —_ . e e — — 'm
A A

und damit ist v eine Linearkombination von Elementen aus B.

Polynome

Es sei V := Abb(K, K) der K-Vektorraum aller Abbildungen f: K — K.

Dann

sind Addition f + ¢ und Skalarmultiplikation Af fiir f,g € V und

A € K nach 2.5 gegeben durch

(f +9)(a) :== f(a) + g(a) Vae K
(AM)(a) :==Af(a) Vae K
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Wir betrachten nun die Menge M = {1,¢,¢%,...} C V mit
t": K — K at+—a"

fiir n € N und
1=t K —~K ar—1

Ist K = R, so erhalten wir fiir f =¢* und g = —4¢? das folgende Bild.

fla) =a’
0 a
g(a) = —3a®
Abbildung 12: Zwei Parabeln
Satz.
Besitzt K unendlich viele Elemente, so ist M = {1,¢,t* ...} linear un-

abhdngig in V.
Beweis. Nach Definition 3.1 geniigt es zu zeigen, dass die Abbildungen
1t t%, ... "

fiir jedes n > 0 linear unabhéngig sind. Fiir n = 0 ist dies sicher richtig.
Wir nehmen an, dass es eine Linearkombination f := Ao 4+ At + -+ + A\, t"
mit n > 0 und A, # 0 gibt, die f(a) = 0 fiir alle a € K erfiillt. Um diese
Annahme zum Widerspruch zu fithren, wihlen wir n paarweise verschiedene
Elemente by, ...,b, € K und zeigen, dass f(a) = (a —by)---(a — b,) - A, fiir
alle a € K\ {by,...,b,} gilt. Besitzt K unendlich viele Elemente, so folgt
der Widerspruch A\, = 0.

Da f(b1) = 0 = f(a) gilt, lasst sich f(a) schreiben als f(a) = (a — by)g(a)
mit g(a) = (A 4+ Aebi 4+ XbT) + -4+ (N1 + Anb1)a™ 2 + A0 und
g(a) =0 fir alle a € K\ {b1}.
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(Fiir n = 1 ist zum Beispiel (a — b1)g(a) = (a — b1)\y = ar; — by Ay = f(a),
da Ao = —b1 A1 wegen 0 = f(by) = Ao + A1by gilt.)

Analog ist g(a) = (a — bg)g'(a), wobei ¢'(a) die Form ¢'(a) = po + -+ +
-3 a2 + X\,a™ % hat und ¢'(a) = 0 fiir alle a € K \ {b1,b2} gilt. So
fortfahrend erhdlt man f(a) = (a —by) - -+ - (a—0by) -\ O

Bemerkung.

Besitzt K nur endlich viele Elemente, so braucht die Menge M nicht mehr
linear unabhéngig zu sein. Ist zum Beispiel K = {0,1} der in 2.1 definierte
Korper mit zwei Elementen, so ist ¢+t die Nullabbildung, und also sind ¢, t2
linear abhéngig.

Besitzt K unendlich viele Elemente, so nennen wir f := \g + A\t + -+ +
Apt™ mit A, # 0 ein Polynom vom Grad n und koénnen ¢ auch als eine
Unbestimmte auffassen, in die man beliebig Elemente a aus K einsetzen kann.
Allgemein wird der Polynomring in der Algebra-Vorlesung [I1] eingefiihrt,
(vgl. dort 6.12 fiir eine Unbestimmte sowie 21.3 und 21.6 fiir beliebig viele
Unbestimmte).

3.7 Basen in Vektorriaumen

Satz.
Ser V' ein K-Vektorraum und set M C S C 'V, wober M linear unabhingig

und S ein Erzeugendensystem sei. Dann gibt es eine Basis B von V' mit
McBcCS.

Beweis. Wir suchen unter allen Teilmengen X von V mit M C X C S eine
maximal linear unabhéngige. Diese ist nach 3.5 eine Basis. Wenn S endlich
ist, gibt es also sicher eine Basis B von V mit M C B C V. Hat S unendlich
viele Elemente, so ist nicht klar, ob es unter den obigen Mengen X eine
maximale gibt. Die Schwierigkeiten werden durch ein Aziom der Mengenlehre
behoben, das sogenannte Lemma von Zorn, (vgl. z. B. Algebra-Vorlesung [11,
7.5]). Dies garantiert die Existenz einer Basis B mit M C B C S. O

3.8 Existenzsatz

Satz.
Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis. Wahlein M = @ und S =V in 3.7. O
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3.9 Basiserginzungssatz

Satz.

Sei V' ein K-Vektorraum, M eine linear unabhingige Teilmenge und E ein
Erzeugendensystem von V. Dann lisst sich M durch Elemente aus E zu einer
Basis von V' ergdnzen.

Beweis. Wende 3.7 auf M und S = M U E an. O

Beispiel.
Man finde eine Basis fiir den von

v = (1,0, 1), ve = (2,1,0), vg = (1,—1,3)

erzeugten Untervektorraum von R? und ergéinze diese zu einer Basis von R3.
Zunéchst wird nachgepriift, ob die drei Vektoren vy , vy, v linear unabhéngig
sind: Der Ansatz (0,0,0) = Ajv; 4 Aovs 4+ Agvs = (A1, 0, A1) + (2A2, Ao, 0) +
(A3, —=A3,3A3) = (A1 + 2X2 + A3, A2 — A3, Ay + 3)3) fithrt zu den Gleichun-
gen Ay = A3 und \; = —3\3. Setzt man zum Beispiel \3 = 1 ein, so folgt

—3v1 + vy 4+ v3 = 0 , also sind vy, vy, v3 linear abhéngig.

Wir machen den Ansatz (0,0, 0) = Jv1 + [iavs = (11,0, p1) + (2u2, p2,0) =
(14242, pi2, p11) und erhalten p; = 0 = . Also sind vy, vy linear unabhéngig
und bilden daher eine Basis des von vy, vg, v3 erzeugten Untervektorraum von
R3.

Nun muss {v;,v5} zu einer Basis von R? ergéinzt werden. Ein Kandidat fiir
einen weiteren Basisvektor ist e3 = (0,0,1). Sei (z1,z2,73) € R? beliebig.
Der Ansatz ($1, T, 1’3) ; )\1’01 + )\QUQ + )\363 = ()\1 + 2)\2, )\2, )\1 + )\3) fihrt zu
Ay =To, A\ = 21 — 205 und A3 = x3 — 21 + 2x9. Es ist also B := {v1, va,e3}
ein Erzeugendensystem von R3. Speziell fiir z; = 25 = x5 = 0 folgt \y =
0 = Ay = A3, also ist B auch linear unabhéngig und damit eine Basis von
R3. (In 3.13 werden wir feststellen, dass jedes Erzeugendensystem mit drei
Elementen eine Basis von R? bildet.)

3.10 Der Austauschsatz

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Nach 3.8 besitzt V' dann eine
endliche Basis B = {vy,...,v,}. Dann gibt es eine konstruktive Methode um
eine Basis B zu finden. Wir wihlen einen Vektor v # 0 aus einem endlichen
Erzeugendensystem S von V. Wir fiigen solange Vektoren aus S zu B hinzu,
bis die Aufnahme eines jeden weiteren Vektors aus S zu linearer Abhéngigkeit
fithrt. Offensichtlich héngt B dann aber von der konkreten Wahl der Vektoren
ab. Ist aber wenigstens die Anzahl der Elemente in verschiedenen Basen
immer gleich? Auf diese Frage wollen wir im folgenden eine Antwort finden.
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Satz.
Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis {vy,...,v,}. Istv €V, v # 0, dann gibt
es ein j € {1,...,n} so, dass auch die Vektoren

{UIJ sy V-1, U Vg, - - 7vn}

eine Basis von V' bilden. Dabei kann man als j jeden Index wdhlen, fir den
Aj # 0 st in der Basisdarstellung v = A\vy + - - -+ A\yu, mit Ay, ..., \, € K.

Beweis. Dawv # 0 gibt es (mindestens) ein j mit A; # 0. Ohne Einschrankung
sei j = 1, ansonsten vertauschen wir einfach v; und v;. Zu zeigen ist nun,
dass v, vy, ..., v, eine Basis von V bilden.

Unabhéngigkeit. Sei v + pove + -+ - + ppv, = 0 mit 1y iy € K.
Setzen wir hierin die obige Basisdarstellung fiir v ein, so folgt

piAvr 4 (Ao + p2)ve + -+ -+ (1 An + ) v, = 0
Da vy,...,v, linear unabhéngig sind, folgt

A =0und N+ p; =0firi=2,...,n
— 1 =0,daX F#0

Also sind v, vy, ..., v, linear unabhingig.
Erzeugendensystem. Da v = A\jv; + -+ - + A\,v, und Ay # 0 gilt, folgt

(%) vy = —(V—= A9 — -+ = A\0p)

Ist w € V beliebig, so ist w = pivy + - - + ppv, mit gy, ..., pu, € K,
da vy,...,v, eine Basis bilden. Einsetzen von (x) ergibt

1
w:,u1<)\1(2]—>\2112—"'—)\n’0n))+/L2U2+"'+Mn’l)n

_ M1 _ 1 A2 _ HiAn
—)\1U+<u2 N >v2+ +<,un N )Un

Damit ist w eine Linearkombination von v, vq, ..., v, .
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3.11 Folgerung aus dem Austauschsatz

Korollar.

Besitzt V' eine Basis, die aus n Vektoren besteht, dann sind je m Vektoren
aus V- mit m > n linear abhdingig.

Insbesondere gilt: In einem endlich erzeugten K-Vektorraum V' haben je zwer
Basen dieselbe Anzahl von Elementen.

Beweis. Sei B = {vi,...,v,} eine Basis von V. Der Beweis wird indirekt
gefithrt. Annahme: wy, ..., w, € V mit m > n sind linear unabhéngig.
Wendet man 3.10 mit v = w; an, erhélt man eine neue Basis

{Uh ceey Uj—1, W1, Ujga, - - 7Un}

Man kann dann ws schreiben als wy = A\jvi 4+ -4+ X101+ wi + X041+
<-4 A\, mit A, up € K. Dabei gibt es einen Index k, fiir den A\, # 0 gilt
(denn sonst wire wy — pyw; = 0 im Widerspruch zur Annahme).

Wendet man 3.10 auf die neue Basis mit v = ws und j = k an, so be-
kommt man eine Basis von V', die wy, wy und nur noch n — 2 Vektoren aus
B enthélt. So fortfahrend erhélt man eine Basis B’ = {wy,...,w,} von V,
in der alle n Vektoren der Basis B ausgetauscht sind gegen Elemente von
{wy, ..., Wy, Wy}

Da m > n ist, kann man w,, als Linearkombination der Elemente von B’
schreiben und erhélt einen Widerspruch zur Annahme.
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus der ersten. O

3.12 Dimension eines K-Vektorraums

Definition.

Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann heifit die Anzahl der Ele-
mente einer Basis von V' die Dimension von V. Wir schreiben fur die Di-
mension dimg V und nennen V einen endlich dimensionalen Vektorraum. In
diesem Fall schreiben wir auch dimg V' < oo. Ist V nicht endlich erzeugt,
dann schreiben wir dimg V' = oc.

Beispiele.
o dimyg K" =n (vgl. 3.3)
dimg {0} = 0 (eine Basis des Nullvektorraums {0} hat 0 Elemente)

[ ]

e dimg Abb(K, K) = oo (vgl. Satz 3.5 und Satz 3.6)
e dimg C =2, denn {1,} ist eine Basis

e dimg R = oo und dimg C = o0
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3.13 Weitere Folgerungen aus dem Austauschsatz

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gelten:

1. Weniger als n Vektoren kénnen kein Erzeugendensystem bilden (nach
Satz 3.5)

2. Mehr als n Vektoren sind linear abhéngig (nach 3.11)

3. Jedes Erzeugendensystem mit n Vektoren ist linear unabhéngig und
damit eine Basis (nach 1. und 3.2)

4. Jede linear unabhéngige Teilmenge mit n Vektoren ist auch ein Erzeu-
gendensystem und damit ebenfalls eine Basis (nach 3.9 und 3.11)

Haben wir zum Beispiel im R? drei linear unabhéngige Vektoren gefunden, so
wissen wir, dass diese eine Basis bilden. Die zweite Basiseigenschaft brauchen
wir dann nicht mehr nachzuweisen.

3.14 Dimension eines Untervektorraums

V=R"
Us = Ebene durch 0

\ 0

0

Abbildung 13: Geraden und Ebenen

Satz.
Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und set U C V' ein Untervektor-

raum von V. Dann ist auch U endlich erzeugt und es gilt dimyx U < dimg V.
Ist dimyg U = dimg V, dann ist U = V.

Beweis. Sei M eine Basis von U. Dann besteht M aus linear unabhéngigen
Elementen von V. Diese kann man nach 3.9 zu einer Basis B von V ergénzen.
Da M C B und B eine endliche Menge ist, ist auch M endlich und also
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Ist U C V und v € V\U. Dann ist v keine Linearkombination von Elementen
aus M, also MU{v} linear unabhéngig nach 3.2. Es folgt dimy U < dimg V.
O

3.15 Dimensionssatz

Satz.
Sind Uy, Uy Teilrdume eines endlich dimensionalen K -Vektorraumes V', so
qilt

dlmK(U1 + UQ) = lelK U1 + dlmK U2 — le’lK(U1 N Ug)

Beweis. Wéhle Basis {u1, ..., u,} von Uy NUs. Ergédnze diese mit Elementen
aus Uy zu {uq,...,u.,v1,...,0s}, einer Basis von U; und durch Elemente
aus Us zu {uy,...,u,,wy,...,w}, einer Basis von Uy (vgl. 3.9). Wir zeigen,
dass B := {uy,...,u,v1,...,0s,W1,...,w} eine Basis von U; + Us ist. Da

B offensichtlich ein Erzeugendensystem von U; + Us bildet, miissen wir noch
die lineare Unabhéngigkeit priifen. Sei also

(%) )\1u1+---+)\rur+ulvl—|—...+usvs+u’1w1+~--+u;wt:6

Es folgt
U= MUy + -+ Nty + 01 + - sty = —phwy — - —
el cUs
also u € U;NU,. Insbesondere gibt es aq, ..., € K mit . = ayui+. . .+a,u,
Es folgt

U=oquy+...+ou+0v +...+0vs = Aug + - -+ Aoy + v + .o s

Da {uy,...,u.,v1,...,0s} eine Basis von U; bildet, ist die Darstellung von «
eindeutig, und Koeffizientenvergleich ergibt p; = 0 fiir 1 < i < s. Eingesetzt
in (*) folgt dann

Aty + -+ ANty + phwy + -+ phw, =0

Da {uy,...,up, wy,...,w;} eine Basis von Uy bilden folgt \; =0 fir 1 <i <
rund g = 0 fiir 1 < j < ¢. Damit ist B linear unabhiingig und bildet eine
Basis von U; + U,. Es folgt

dimg(Uy +Us)=r+s+t=(r+s)+(r+t)—r
= dlmK U1 + dlmK Ug — dlmK(U1 N Ug)
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3.16 Lineare Abbildungen

Seien V', W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V —— W eine Abbildung.
Dann heifit f eine K-lineare Abbildung oder ein Vektorraumhomomorphis-
mus, falls gelten:

(L) flv4+w) = f(v)+ f(w) fir alle v,w € V
(L2) f(Av) = Af(v) fiir alle A € K und allev € V

Eine K-lineare Abbildung f : V —— V nennen wir auch einen Endomor-
phismus von V.

3.17 Beispiele
1. Die Nullabbildung V. —— W, v — 6, ist K-linear

2. Die komplexe Konjugation f : C —— C, z —— Z, ist R-linear, aber
nicht C-linear

Beweis. Ist z = x +yi, 2/ =2’ + ¢yt € Cmit z,2",y,y € R, dann ist
f(2) = x — yi und damit
fe+d)=(@+a)—(y+y)i=z—yit+a' —yi=f(z)+ f(z)
fAz) =Ax —Ayi = ANz —yi) = Af(z) VAeER
Damit ist f eine R-lineare Abbildung. Aber f ist nicht C-linear, da
F(i) = F(#) = f(—1) = 1 aber
if (i) = i(—i) = —(ii) = 1 £ —1

3. Sei I =[a,b] :={x € R|a < x <b} ein Intervall in R, und seien
C°(I):={g: I — R | g stetig}
CY(I) :={g: I — R | g stetig differenzierbar}
Teilrdume von Abb(,R). Die beiden Abbildungen
D:C'(I)—C°(I) g+——g ,Ableitung*
T:C%I) ——C'(I) g+ / () dt ,Stammfunktion®
sind R-lineare Abbildungen.

4. Sei X eine Menge und K ein Korper, dann ist fiir jedes o € X die
Abbildung F': Abb(X, K) — K, f —— f(z0) eine K-lineare Abbil-
dung. Sie heifit Auswertungsabbildung.
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3.18 Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Ab-

bildungen
Satz.
Seien V., W zwei K-Vektorriume, und sei (vq,...,v,) eine Basis von V.
Dann gibt es zu beliebig vorgegebenen Vektoren wy,...,w, € W genau eine

K-lineare Abbildung f -V —— W mit f(v;) = w; fir 1 <i<n.

Beweis. Da (vy,...,v,) eine Basis von V ist, gibt es zu jedem v € V eindeutig
betimmte Elemente \i,..., \, € K mit v = A\jv; + -+ + A\, v, , vegl. 3.4.

Eindeutigkeit Ist f eine K-lineare Abbildung wie oben, so folgt

fw) = fhvr+-- 4 Ay)
(Ll)%(LQ) /\1f<vl) + e+ /\nf(vn)
- /\1w1++/\nwn

Damit ist aber das Bild von v eindeutig festgelegt.

Existenz Setzen wir f(v) := AMw; + -+ + \w,, so erhalten wir eine K-
lineare Abbildung f:V —— W mit f(v;) = w; fiir 1 <i <n.

]

3.19 Eigenschaften von linearen Abbildungen

Seien V,W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V —— W eine K-lineare
Abbildung. Dann gelten

1. £(0) =0, da f(0) = £(00) = 0f(0) = 0 nach 2.6

2. f(=v) = =f(v), da f(=v) = f(=1v) = (=1) f(v) = —f(v)
3. Ist U ein Teilraum von V', dann ist f(U) := {f(u) | v € U} ein Teilraum
von W, denn
UV1 Aus U # @ folgt auch f(U) # @ nach 1.
UV2 Sei wy,ws € f(U). Dann gibt es uy, us € U mit f(uy) = w; und
f(ug) = wy. Dann ist wy+wy = f(ug)+ f(uz) = f(ur+uz) € f(U).
UV3 Sei w € f(U), A € K und w = f(u) fiir ein v € U. Dann ist
Aw = Af(u) = f(Au) € f(U).
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Insbesondere ist

bild(f) := f(V) ={w e W | Jv € V mit f(v) = w}

ein Teilraum von W und heifit das Bild von f.

4. Sei kern(f) := {v € V | f(v) = 0} der Kern von f. Dann ist kern(f)

ein Teilraum von V', denn

UV1 0 € kern(f) nach 1.

UV?2 Sind u,v € kern f, dann ist f(u+v) = f(u) + f(v) =0+0=0
und damit ist auch u 4 v € kern(f)

UV3 Ist u € kern(f) und A € K, dann ist f(Au) = Af(u) = X0 =0
und deshalb ist mit u auch Au € kern(f).

Satz.
Seien V.W zwei K-Vektorrdume, und sei f : V —— W eine K-lineare
Abbildung, dann gilt:

f:V —— W st injektiv genau dann, wenn kern(f) = 0
Beweis. = Sei v € kern(f) beliebig, dann folgt

Jw)=0=f0 — v=0

<= Seien v,v’ € V mit f(v) = f(v'). Zu zeigen ist v = v'.
Aus f(v) = f(v') folgt:
0=f(v)— f(¥)=flv—1) = v—1v" €kern(f)
Da kern(f) = 0 nach Voraussetzung ist, folgt v — v/ = 0 und damit

v="1.

]

Trivialerweise gilt: f : V' —— W ist surjektiv genau dann, wenn bild(f) = W.

3.20 Isomorphismen von K-Vektorrdumen

Definition.

Seien V, W zwei K-Vektorrdume und sei f : V —— W eine K-lineare Ab-
bildung. Ist f bijektiv (injektiv und surjektiv) dann nennen wir f einen
Isomorphismus.
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Ist f: V —— W bijektiv, so gibt es eine Umkehrabbildung g : W —— V
mit

g(f(v))=v YveV
flg(w)) =w YweW

Oft wird dafiir auch g = f~! geschrieben.

Bemerkung.
Wenn f : V —— W ein Isomorphismus ist, dann ist die Umkehrabbildung
g: W —— V K-linear und damit ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Fir w,w’ € W gilt
(f(g(w)) + f(g(w')) nach (4)

g
g(f(g(w) +g(w'))) da f K-linear
g(w) + g(w') nach (3)

g(w +w')

Analog gilt flirw e W, A € K

9(Aw) = g(Af(g(w))) nach (4)
= g(f(Ag(w))) da f K-linear
= Ag(w) nach (3)
[

Seien V', W zwei K-Vektorrdume. Wir nennen V' isomorph zu W und schrei-
ben dafiir V' ~ W, falls es (mindestens) einen Isomorphismus f : V —— W
gibt. Ist V' isomorph zu W, dann ist nach obiger Bemerkung auch W iso-
morph zu V.

3.21 Klassifikationssatz fiir endlich dimensionale Vek-
torraume

Satz.
Seien V., W endlich dimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt

(dimg V = dimg W| <=

Insbesondere ist jeder n-dimensionale K -Vektorraum isomorph zu K.

Beweis. Sei B = (vy,...,v,) eine Basis von V.
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—> Sei C = (wy,...,w,) eine Basis von W. Nach 3.18 gibt es eine K-
lineare Abbildung f: V —— W mit f(v;)) = w; firi=1,...,n. DaC
ein Erzeugendensystem von W ist, gibt es zu jedem w € W Elemente
A,y Ay € K s0, dass w = \wy + - -+ + Aw, gilt. Es folgt w = f(v)
mit v = Ay + - - + AUy, und also ist f surjektiv. Ist w = 0, so folgt
M ==X\, =0, also v = 0, da C linear unabhingig ist. Nach 3.19
folgt, dass f injektiv ist. Es gilt also V ~ W.

< Sei f:V —— W ein Isomorphismus. Ist w € W, so ist w = f(v) mit
einem v € V, da f surjektiv ist. Es gilt v = A\v; + -+ + \yv, mit
A, ..\, € K, da B ein Erzeugendensystem von V' ist. Hieraus folgt
w= f(v) = Af(01) + -+ Af (o), und B = (F(or), .., f(v,) ist
also ein Erzeugendensystem von W. Ist f(v) = 0, so ist auch v = 0,
da f injektiv ist. Da B linear unabhéngig ist, muss also auch B’ linear
unabhéngig sein. Es folgt dimx W =n = dimg V.

]

3.22 Dimensionsformel

Seien V' ein endlich dimensionaler und W ein beliebiger K-Vektorraum. Dann
ist fiir jede K-lineare Abbildung f : V —— W der Untervektorraum bild(f)
endlich dimensional, und es gilt die Dimensionsformel

dimg V' = dimg kern(f) + dimg bild(f)

Beweis. Sei M eine Basis von V', dann wird bild(f) von {f(b) | b € M} er-
zeugt. Damit ist nach 3.5 bild(f) ein endlich dimensionaler Untervektorraum,
und die Behauptung ergibt sich aus dem folgenden Lemma. ]

Lemma.
Sei {uy,...,u.} eine Basis von kern(f). Wihle vy,...,vs € V so, dass
f(v1),..., f(vs) eine Basis von bild(f) bilden. Dann ist

B = {uy,...,up,v1,...,0s}
eine Basis von V.
Beweis. Unabhingigkeit Sei
6:Alul+'--+)\rur+u1v1+---usvs, mit \;, p; € K Vi, j

% 6: f(6> - ,ulf(vl) + -+ ,usf(vs)a da Up, ..oy Up € kern(f)a
=  up=---=ps=0,da f(vy),... f(vs) linear unabhéingig sind
= AN =---=A\.=0,dau,...,u, linear unabhingig sind

B ist also linear unabhéngig.
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Erzeugendensystem Seiv € V| dann gibt es pq,...,us € K mit

f)=pf(v1)+ -+ psf(vs), da f(vy1),..., f(vs) Basis von bild(f),

= f(U) = f(,ulvl + e usvs)a da f K-linear

— v — pivy — - - - — lsvs € kern(f)

= U — V] — - — fsUs = AU + -+ Aw, mit AL N, € K
da uy, ..., u, Basis von kern(f) ist. Damit ist v Linearkombination der

Elemente aus B.
O]

Bemerkung.

Ist kern(f) = {0}, dann ist V =~ bild(f), also dimg V = 0 + dimy bild(f)
nach 3.21.

Ist bild(f) = {0}, dann ist V = kern(f), also dimg V = dimg kern(f) + 0.
Man schreibt oft auch rang(f) statt dimg bild(f) und nennt diese Zahl den
Rang der Abbildung f. Die Dimensionsformel lautet dann

dimg V' = dimg kern(f) + rang(f)

3.23 Folgerung aus der Dimensionsformel
Korollar.
Seien V und W zwei endlich dimensionale K -Vektorrdaume, und es gelte
dimg V = dimg W. Dann sind fiir jede K-lineare Abbildung f :V —— W
dquivalent

1. f ist injektiv (Monomorphismus)

2. f ist surjektiv (Epimorphismus)

3. f st bijektiv (Isomorphismus)

Beweis. 1 = 2

f injektiv. = kern(f) = 0 nach Satz 3.19
— dimye bild(f) = dimy V. = dimgc WV

— bild(f) = W nach 3.14
= f surjektiv
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2=1
f surjektiv = dimg bild(f) = dimyx W = dimg V

= dimg kern(f) = 0 nach 3.22
— f injektiv nach Satz 3.19

3 <=1 klar nach Obigem und da “bijektiv = injektiv + surjektiv” gilt.
O

3.24 Beispiele fiir unendlich dimensionale Vektorriu-
me
Beispiel.

Eine Folge ist eine Abbildung N —— K. Jedem n € IN ist also ein a,, € K
zugeordnet, wir schreiben (a,),enw oder (aj,as,...). Im Folgenraum V =
Abb(IN, K) ist U := {(by)nen | b1 = 0} ein echter Teilraum (U C V), und
dennoch ist V.—— U, (ay,az,...) —— (0,ay, as,...), ein Isomorphismus.
(Nach 3.14 und 3.21 kann ein endlich dimensionaler K-Vektorraum niemals
zu einem echten Teilraum isomorph sein, denn ist dimyg V < ocound U C V,

dann ist dimg U < dimg V' und damit V 2 U.)

Beispiel.

Sei K = R, [a,b] C R ein Intervall. Sei V := C%[a,b]) und U := {F €
C'([a,b]) | F(a) = 0} € V (vgl. 3.17.3). Dann besagt der Hauptsalz der
Differential- und Integralrechnung: Die Abbildung

T:V——U fr— F mit F(x):/ £() dt
ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung
D:U——V, Fr——F

Beispiel.
Auch Korollar 3.23 gilt nicht fiir unendlich dimensionale Vektorraume, das
zeigen die folgenden Abbildungen:

e fi : Abb(N,K) —— Abb(N, K), (ai,as,...)— (0,a1,as,...) ist
injektiv, aber nicht surjektiv

o f2 : Abb(]N,K) —_— Abb(]N,K), (al,(lg,...) P (ag,ag,...) ist

surjektiv, aber nicht injektiv
e D:C'([a,b]) — C%Ja, b)) ist surjektiv, aber nicht injektiv

e 7:C%a,b]) — C'([a,b]) ist injektiv, aber nicht surjektiv
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3.25 Ubungsaufgaben 12 — 21
Aufgabe 12.

a) Man priife, ob die Vektoren v; = (4,4,4), vy = (2,4,6) und vz = (3,4, 5)
ein Erzeugendensystem von R? bilden.

b) Man untersuche, fiir welche ¢ € R die Vektoren
v = (1, 3,4) , Uy = (S,t, ]_1) , U3 = (-4, —4, O)
linear abhingig in R? sind.

Aufgabe 13.
Man priife, ob die Vektoren vy, v, v3 linear unabhéingig in R* sind, wenn

a) v =(1,1,-1,0), vy = (0,1,1,~2) und vy = (3,1, —5,4) ,
b) vy =(1,1,—-1,0), v = (0,1,1,—2) und v3 = (3, —1,—5,4) .

Aufgabe 14.
Man konstruiere eine Basis fiir den von

v =(1,-2,0,1), vo =(0,0,2,5), vg=(-2,4,2,3)

erzeugten Untervektorraum von R* und ergiinze diese Basis dann zu einer
Basis von R*.

Aufgabe 15.

Es sei {vy, v} eine Basis eines 2-dimensionalen R-Vektorraums V. Man un-
tersuche, fiir welche Zahlen r, s € R auch die beiden Vektoren wy, = rv; + v
und wy = vy + svy eine Basis von V' bilden.

Aufgabe 16.
Man konstruiere fiir die folgenden R-Vektorrdume jeweils eine Basis:

U = {(onam.25) € 5 a1 a2y =0}
Uy = {(x1,29,25,24) € R* |21 + 20+ 323 =0, 1+ 22 +24=0}.

Aufgabe 17.
Es sei t € R. Man bestimme die Dimension des von den Vektoren

’U1:(1,2,t+2), UQZ(_l,t+1,t)7 ’U3:(0,t,1>

erzeugten Untervektorraums U; von R3.
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Aufgabe 18.

Sei {vy,...,v,} eine Basis eines K-Vektorraums V', und sei f : V — W eine
K-lineare Abbildung von V' in einen K-Vektorraum W. Dann ist f eindeutig
bestimmt durch die n Vektoren wy = f(vy),...,w, = f(v,) aus W. Man
beweise die folgenden beiden Aussagen:

(a) f ist injektiv <= wy,...,w, sind linear unabhingig in W.

(b) f ist surjektiv <= wy,...,w, bilden ein Erzeugendensystem von W.
Aufgabe 19.

Ist fiir Teilrdume Uy, ..., U, eines K-Vektorraums V' eine der Bedingungen

aus Aufgabe 11 erfiillt, so nennt man den Teilraum U; + - - - + U, eine direkte
Summe von Teilraumen und schreibt dafir U; @ --- @ U,,.

Man nennt zwei Teilrdume U; und U, eines K-Vektorraums V' komplementdre
Teilrdume, wenn Uy + Uy = V und U; N Uy = {0} gelten (d. h. wenn V' =
Uy @ U, gilt).

Man beweise fiir einen n-dimensionalen K-Vektorraum V' die folgenden bei-
den Aussagen:

a) Ist U; ein p-dimensionaler Teilraum von V| dann gibt es einen zu U; kom-
plementéaren Teilraum U, , und jeder solche Teilraum U; hat die Dimension

n—op.
b) Es ist V eine direkte Summe von 1-dimensionalen Teilrdumen:
V=U® - ®U, mitdimgU, =1 fir e =1,...,n.

Aufgabe 20.
Sei U; der von den Vektoren

vy =(1,0,0,1), wvy=(=2,—-1,1,1), wv3=(-3,-2,2,3)
und Us der von den Vektoren
vy =1(2,1,0,3), wvs=(-1,-1,0,-2), wvs=(7,4,0,11)

erzeugte Teilraum von R*. Man berechne die Dimensionen dimgU; , dimgUs ,
dimR(Ul + UQ) und dlm]R(Ul N Ug)

Aufgabe 21.
Die R-lineare Abbildung f : R?* — R? sei definiert durch

f(1,0,0) = (-1,1,3), f(0,1,0)=(0,6,3), f(0,0,1) = (2,4,-3).

Man konstruiere jeweils eine Basis von kern(f) und bild(f).
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4 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei e; = (1,0), ex = (0,1) die Standardbasis von R?, und sei f : R? — R?
eine R-lineare Abbildung. Dann ist f durch Angabe von f(e;) und f(e2)
eindeutig bestimmt (vgl. Satz 3.18). Es ist

fle1) = arrer + asiea = (arn, az)

f(e2) = arney + ases = (aga, as)

mltaZJE]Rfurlgz,]§2
Benutzen wir die ,,Spaltenschreibweise*

1) = = () mase- ()

Dann wird f beziiglich der Standardbasis beschrieben durch ein rechteckiges
air a2
Q21 G22

Schema . Dies nennen wir eine 2 x 2-Matrix.

4.1 Matrizen

Sei K ein Korper. Eine m x n-Matriz iber K ist eine Anordnung von mn
Elementen aus K nach folgendem Schema

a1 a2 Q1n
21 Q22 Q2p,
Am1  Am2 Amn

und nennen die waagrecht geschriebenen n-Tupel (ail .. am) die Zeilen
alj

und die senkrecht geschriebenen m-Tupel | : | die Spalten der Matrix. Es
Amyj

ist dann m die Anzahl der Zeilen und n ist die Anzahl der Spalten.
Mit M,,,xn(K) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen iiber K. Zum
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Beispiel

aix G2 13 =12
21 Q22 A3 =

a1 a2

.o i=1,2,3

M3><2(K) = a1 @92 Qij € K fur j=12
a3zr a3z

Es ist M0 (K) ein mn-dimensionaler K-Vektorraum beziiglich komponen-
tenweiser Addition und Skalarmultiplikation

(aij) + (bij) = (@i +bij) A ai;) == (Aaij)

Eine Basis bilden die Matrizen €;;, die am Kreuzungspunkt der i-ten Zeile
mit der j-ten Spalte eine 1 haben und sonst nur aus Nullen bestehen. Zum
Beispiel fiir m = n = 2 bilden

H_lOﬁ_Ol_,_OOﬁ_OO
611—007612—007621—10,622—01

eine Basis von Moy (K).

4.2 Produkt von Matrizen

Das Produkt A- B zweier Matrizen A, B ist nur definiert, wenn die
Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist.

Definition.

..........

.....

Cij = itbij + Qigbaj + -+ + Ainbnj

n
=D auby
k=1

das Produkt von A € M5, (K) und B € M, (K). Es ist C' € M, (K).
Wir schreiben C' = A - B oder einfach C = AB.
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Bemerkung (Merkregel).
Es ist (beziiglich des noch zu definierenden Standardskalarprodukts, vgl. 7.8)

blj
Cij = (aﬂ, C ,am) . fiir 232:11,7,,72
b
j-te
= (i-te Zeile von A)- [ Spalte
€M1 (K) von B
———
EMnxl(K)
Beispiele.
3 4 . .
1 1 1 5 6l — 1 Zeile mal 1. Spalte, 1. Zeile mal 2. Spalte
2 2 2 o ~ \2. Zeile mal 1. Spalte, 2. Zeile mal 2. Spalte
3 Spalten
3 Zeilen
[ 3+5+7, 4+6+8 )\ (15 18
- \6+10+14, 8+12+16/ \30 36
3 4 1 11 3+8, 3+8 3+8 11 11 11
5 6 2 9 9] = 5412, 5+12, 5+ 12| = |17 17 17
7 8 5 Zeilon 7+16, 7+ 16, 7416 23 23 23
2 Spalten
3.
1 2
3 5 7 1 2| = 3+5+7, 6+10+14\ (15 30
4 6 8 1 2 - \4+6+8, 8+12+16) \18 36
3 Spalten
3 Zeilen
4.

a;n apz) (1 a1 1+apx-0 ar
= = = 1. Spalte
<a21 CL22> (0) (alz -1+ as - 0) <6121> ( palte)
ain aiz) (0 a1 -0+app-1 a2
= = = 2. Spalt
(am CL22> <1> (am -0+ ag - 1) <a22> ( paltc)

Hierdurch wird eine K-lineare Abbildung f : K? —— K? definiert

(vgl. 3.18).
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5. Produkt von Diagonalmatrizen € M, (K). Eine Matrix der Form

a 0 -+ 0
0 a9 0
: _ | € Muxn(K)
0 0 - a,

heifit Diagonalmatriz. Die Multiplikation zweier Diagonalmatrizen ist
besonders einfach

aq O --- 0 b1 0O --- 0 Clel 0 0
0 a9 0 0 bQ 0 0 a2b2 0
o 0 - a, 0 0 - b, 0 0 - ayb,

4.3 Transponierte Matrix
Ist A= (a;;) € Myxn(K), so heifit
‘A= (aji) € Mysm(K)
die zu A transponierte Matriz. Es gelten die Regeln:
1. (A4 B) ="A+ B fiir A, B € M,;,xn(K)
2. (NA) = \(*A) fiir A e K
3. (*A) = A fiir A € M, (K)

4. {AB) = 'B'A fiir A € Myxn(K), B € M,x(K) (vgl. Beispiele 4.2 1.
und 3.).

Wir erhalten ‘A, indem wir die Zeilen von A als Spalten schreiben. Ist speziell
m = n, so entsteht ‘A durch Spiegelung an der Diagonalen

1 2 3 1 4 7
A=[45 6| = "A=[25 8
789 369

4.4 Die Matrix M§(f) einer linearen Abbildung

Seien V', W zwei endlich dimensionale K-Vektorrdume und sei

Homg (V,W):={f:V — W | f ist K-linear}
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Dann ist Homg (V, W) ein Teilraum von Abb(V, W), also insbesondere selbst
ein K-Vektorraum. Sei dimg V' = n und dimx W = m. Wir wéhlen eine
Basis B = (v1,...,v,) von V und eine Basis C = (wy, ..., w,,) von W. Dann
ordnen wir jedem f € Homg(V,W) eine von B und C abhéngige Matrix
M%(f) € Myuxn(K), genannt Darstellungsmatriz, wie folgt zu:

Sei fir j=1,...,n

f(Uj) = ai;ws + Qo;W2 + -+ A W,

die geméf 3.4 eindeutige Basisdarstellung von f(v;) € W. Die Koeffizienten

aij, ..., am; € K schreiben wir nun als j-te Spalte (j = 1,...,n) der Matrix
aip Gz - Qin
M%(f) _ Q21 Q22 -+ QA2
Umi @ma Qo
Satz.

Die Abbildung
MS : Homg (V, W) —— Myn(K), f = ME(f)
st ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Beweis. K-Linearitdt Seien f, g € Homg(V, W) zwei K-lineare Abbildun-
gen und seien fiir j =1,...n

f('l}j) = aljwl + a2jw2 + -+ amjwm

g(vj) = bljwl + ijU)Q + -+ bmjwm
die Basisdarstellungen von f(v;) und g(v,). Es folgt

ME(f + g) = (aij + bij) = (ai) + (bi;) = Mg(f) + M§(g)
ME(Af) = (Aay) = May) = AM5(f) VAe K

und M§ ist damit K-linear.

Bijektivitidt Sei A = (a;j) € M;;,x,(K). Dann gibt es nach 3.18 genau eine
K-lineare Abbildung

[V —W, mit f(v;) = ayw + agws + - + AW,

fir j = 1,...,n, also mit A = M§(f). Dies zeigt, dass M§ bijektiv ist.
O
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Beispiele.
Sei

fiR*——R* (z,y)— Bz —2y,2+vy)

1. Sei B=C = {(1,0),(0,1)}, dann ist MG(f) = (? _12> , denn
f(1,0) = (3,1) und f(0,1) = (-2, 1).

2. 15t B = {(1,0), (0, 1)} und € = {(3,1), (2, 1)}, soist M§(f) =
denn f(1,0) = 1(3,1) + 0(—2,1) und f(0,1) =0(3,1) + 1(—2, 1).

0
1 )

4.5 Die Dimension von Homg (V, W)

Satz.
Sind V', W endlich dimensionale Vektorrdume, so ist auch Homg (V, W) end-
lich dimensional, und es gilt

Beweis. Sei dimg V' = n und sei dimg W = m. Dann gibt es nach Satz 4.4
einen Isomorphismus Homg (V, W) ~ M,,s,(K). Aus Satz 3.21 folgt dann
die Behauptung, da dimg M,,x,(K) = mn nach 4.1 gilt. O]

Definition.
Sei V' ein K-Vektorraum, dann heif3t

V* := Homg(V, K)

der Dualraum von V.

Ist V endlich dimensional, dann ist auch V* ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum, und fiir W = K folgt aus Satz 4.5

=1

4.6 Die Darstellungsmatrix M2(id)

Sei V' ein K-Vektorraum und B = {vy,...,v,} Basis von V. Dann gehort zur
Identitit
id:V——V, v
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die Matrix
10 - 0
5. 0 1 0
MB(ld) = . . . = En S Mnxn(K)a
00 --- 1
denn id(v;) = v; = 1v; fiir j = 1,...,n. Wir nennen E,, auch Finheitsmatriz
in M, (K).

4.7 Die Darstellungsmatrix M{(f o g)

Seien U, V, W endlich dimensionale K-Vektorraume,

A = (uy,...,u) eine Basis von U
B = (v1,...,v,) eine Basis von V
C = (wyq,...,wy,) eine Basis von W

Sindg:U — V und f:V —— W K-linear, so ist auch
fog:U—W, ur— f(g(u))

K-linear, und es gilt:

MA(f o g) = Mg(f) - M5(9)

Die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen
entspricht der Multiplikation von Matrizen.

Beweis. Es ist

aix - Qip bin -+ b
Mg(f) = : | Mi(g) =
Am1  *** Qmn b1 bye
C11 Cie
MS(fog) = 2
Cmi1 Cme
wobei
(1) flog) = aypwy + -+ + appwy, firk=1,...)n
(2) g(uj) = by + -+ byjv, fiir j=1,...,¢
(3) (fog)(uj) =crjwr + -+ cpjwy, fir j=1,...,¢
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Fir j =1,...,¢ gilt ferner:

(fog)(uy) = flg(u;)) 5 f(brjor + - -+ 4 bnjvn)
=byjf(v1) + -+ by f(vy), da f K-linear

(T) blj (a11w1 + -+ amlwm) + -+ bnj(alnwl + -t amnwm)

= (anblj + -+ alnbnj) wy+ -+ (amlblj + -+ amnbnj) W,

€15 Cmj

Koeffizientenvergleich mit (3) ergibt:

cij:ai1b1j+---+ainbnj furzzl,,m

Nach Definition 4.2 der Matrizenmultiplikation folgt die Behauptung. ]

4.8 Rechenregeln fiir lineare Abbildungen

Satz.
Sind U, V., W drei K-Vektorrdume, so ist die Verkniipfung

Homg (U, V) x Homg (V, W) — Homg (U, W), (g,f)—— fog

assoziativ und bilinear. Letzteres heifit, dass fir f, fi, fo € Homg(V, W),
9, 91,92 € Homg (U, V) und X € K gilt

fo(gi+g)=fogi+fog fodg=Afog)
(fi+f)og=fiog+ faoyg AMog=Afog)

Bewets. Assoziativitat ist trivial. Fir u € U ist

(f o (g1 +g2)(u) = f((g1 + g2)(u)) = flg1(u) + ga(u))
= f(g1(w)) + f(ga(u))
= (fogi)(u) + (fog)(u) = (fog + foga)(u)

Die anderen Eigenschaften folgen analog. ]

Die Rechenregeln fiir lineare Abbildungen iibertragen sich nach 4.4 und 4.7
auf Matrizen.
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4.9 Rechenregeln fiir Matrizen

Sind A, A" € M,sn(K), B,B" € My« (K), C € M,ys(K) und A\ € K, so
gelten:

1. (AB)C = A(BC) (Assoziativitét)

2. A(B+B')=AB+ AB' und (A+ A')B= AB + A'B

3. A(AB) = (M)B = \(AB)

4. E,A = AE, = A (Neutralitdt der Einheitsmatrix) (vgl. 4.6)

4.10 Koordinatenabbildung

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = (vy,...,v,). Nach 3.4 besitzt jeder
Vektor v € V' eine eindeutige Darstellung

V=M1 + -+ A\, mit A, o N, €K
Wir erhalten hierdurch einen Isomorphismus
A1
kg:V — K", vi— | :
An
und nennen diesen Koordinatenabbildung von V beziiglich B.
(kg ist bijektiv nach Aufgabe 18, weil

1 0

O .
k’B(Ul) = . ,...,k’B(’Un) =

0 1

eine Basis von K™ bilden.)
Der Wahl einer Basis von V' entspricht also der Wahl eines Isomorphismus

vV —» K"

4.11 Die zu einer Matrix gehorende Standardabbil-
dung

Sei A = (aij) € My,xn(K). Dann erhalten wir eine K-lineare Abbildung

T T
g: K" —K" || — 4.

In Tn
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genannt Standardabbildung zur Matrix A.
Dabei ist

T a3 - Aip T

Tn Am1 * Qmn T,

a1 + aj9x9 + - + a1y,

S mel(K)

Am1T1 + Am2T2 +--+ AynTn

Insbesondere gilt fiir den j-ten Standardbasisvektor von K"

0
0
ej= | 1| ~—— jte Zeile
0
0
dass
ay;
a2j . .
Aej=| .7 | = j-te Spalte von A fiir j =1,...,n
(myj

Regel: Die Spalten der Matrixz sind die Bilder der Standardbasisvektoren.

Bemerkung.

Esist A = M§(g), wobei B die Standardbasis von K™ und C die Standardbasis
von K™ ist.

Beispiel.

Sei f : K3 —— K? gegeben durch die Matrix beziiglich den

1 2 3
4 5 6
Standardbasen von K? und K*®. Dann ist (in Spaltenschreibweise)

1 0 0
1 2 3
o= G- o) =G o) - 6)
o) 4 o) )T \e

Insbesondere wird bild(f) von {(1), (2), (2)} erzeugt.

4 5
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4.12 Faktorisierung einer linearen Abbildung

Satz.

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,}, W ein K-Vektorraum
mit Basis C = {wq,...,wy,} und f : V. —— W eine K-lineare Abbildung.
Ist g die Standardabbildung zur Matriz M§(f), so ist das Diagramm

V / w
k’B{Z 2\]{@
K9, gm
kommutativ d.h. es ist
(goks =kco f]
Bewers. Fir j =1,...,n ist
(gokg)(v;) = g(ks(vy)) nach Def. von o
= g(e)) nach 4.10
= j-te Spalte von M§(f) nach 4.11
Ist
ayp - Qip
M%(f) = | : : mit f(v;) = ajjwy + -+ + amjwy, (vel. 4.4)
Am1 *° Qmn
dann folgt fiir j =1,...,n
(ke o f)(vj) = ke(f(vy)) nach Def. von o
= ke(ajwy + -+ + Amjwi,) nach 4.4
= ayjke(wr) + - + amjike(wn) da ke K-linear
= aijé + -+ Amj€m nach 4.10

— j-te Spalte von M§(f)

Hierbei ist

1 0
0 :
€1 = ) < Em = )
! : 0
0 1
die Standardbasis des K™. O
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4.13 Invertierbare Matrizen

Eine Matrix A € M, «,(K) heifit invertierbar, wenn es eine Matrix B €
M,uyen (K gibt mit
BA=F,

Lemma.
Ist A € M,,xn(K) invertierbar, so ist die Standardabbildung K™ —— K",
T +—— A, bijektiv.

x
(Dabei wird der Vektor @ = | : | mitzy,...,z, € K als Spalte geschrieben.)

T

Beweis. Ist AZ = 0, so folgt © = E,i = BAZ = 0. Die Standardabbildung
K" —— K™ ist also injektiv und daher nach 3.23 bijektiv. ]

Satz.
Ist A € M, xn(K) invertierbar und BA = E,, so ist AB = E,, und B ist
eindeutig bestimmit.

Beweis. Nach dem Lemma ist die Standardabbildung
K" — K" ¥+ A7
surjektiv. Also gibt es zu jedem ¢ € K™ ein ¥ € K™ mit
y=Ar = A(BA)Z = (AB)AZ = ABYy
wobei das zweite Gleichheitszeichen nach Voraussetzung gilt. Die Standard-
abbildung zur Matrix AB ist also die Identitét id, und hieraus folgt fiir die
Standardbasis B von K", dass AB = M&(id) = E,, nach 4.11 und 4.6 gilt.

Ist C' € M, x,(K) eine weitere Matrix mit CA = E,, so folgt (CA)B =
E,.B =B, also C' = B, da AB = E,, gilt. ]

Bemerkung.

Nach dem Satz gibt es zu jeder invertierbaren Matrix A € M, «,(K) genau
eine Matrix A™! € M,,»,(K) mit A™'A = E, = AA~'. Wir nennen A~! die
zu A inverse Matriz.

Die Matrix

- 1
T = 0 1 ist invertierbar mit 77! = — 11
1 13\-8 5

5 (s 5) 6 1) =(00) =
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68 4. Lineare Abbildungen und Matrizen

Regel: Ist 7= (2%) und det(T) := ad — be # 0, dann folgt

L1 (d —b
g ~ det(T) (—c a)

Ist det(7') = 0, dann gibt es keine inverse Matrix (vgl. 6.7 unten).

4.14 Basiswechsel in V

Beispiel.
Sei V.= R? und B = {(1,0),(0,1)}. Der Wechsel von B zur Basis B’ =
{(5,8),(—1,1)} wird beschrieben durch die Matrix

T := M5 (id) = (g _11>

denn
(5,8) = 5(1,0) + 8(0, 1)
(—1,1) = —1(1,0) + 1(0,1) (vgl. 4.4)
Es ist
T = 113 (_18 é) = M5 (id)
Satz.

Sei V' ein K-Vektorraum, und seien B = {vy,...,v,} und B = {v},... v}
zwei Basen von V. Dann ist T := ME,(id) € M,,n(K) invertierbar, und es
ist T~' = M% (id).

Beweis. Es ist

M2 (id) - M5, (id) = M5, (id)

7 4.6

Ey,

Wir nennen T' = M5, (id) die Matriz des Basiswechsels von B nach B’ .

4.15 Basiswechsel und Darstellungsmatrix

Seien V, W endlich dimensionale K-Vektorraume, B,5’ zwei Basen von V
und C,C’ zwei Basen von W. Ist T := M, (idy) und S := M¢, (idw ), so gilt

Mg (f) = ST ME(f) T

fiir jede K-lineare Abbildung f:V —— W.
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Beweis. Nach 4.14 ist S~' = M¢ (idy). Es folgt

4.16

STIMG(f) T = (ME (idw) MG(f) )M, (idv)
= ME (/) ME (idv)
= Mg(f)

Spezialfall

Folgerung.
Ist speziell V' =W, dann folgt aus 4.15 fir B=C und B =’

4.17
Sei

Mg (f) =T ' ME(f) T

Beispiel zu 4.15

f:R* —R?* (2,9) — (32 —2y,x +y)

und B = C die Standardbasis, B’ = {(5,8),(—1,1)}, C" = {(0,1),(1,1)}.

Damit ist f(5,8) = (=1,13) = 14(0,1)+ (—1)(1,1)
f(=1,1) = (=500 = 5(0,1)+(-5)(1,1)
also
ME(f) = (i‘*l _55) — SN T
mit

Probe
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4.18 Eine geschickte Basiswahl

Satz.
Seien V., W endlich dimensionale K-Vektorriume, und sei f : V —— W
eine K -lineare Abbildung. Dann gibt es Basen B von V und C von W so,
dass gilt
E. : 0
MS(f)= |-+ -+ | mit r=dimgbildf
0O : 0

Hierbei ist MG(f) in Blocken dargestellt. Es ist B, die (r X r)-Einheitsmatriz,
und O jeweils die Nullmatriz mit passendem Format.

Beweis. Seien vq,...,v, € V so gewahlt, dass f(v1) = wy,...,f(v,) =
w, eine Basis von bild f bilden. Ergéinze diese Basis zu einer Basis C =
(wi, ..., wy) von W. Sei (uq,...,us) eine Basis von kern f. Nach Lemma
3.22 bildet B = (vi,...,vp, Uy, ..., us) eine Basis von V und M$(f) hat die
angegebene Gestalt. [

4.19 Matrizentheoretische Formulierung

Folgerung.
Sei A € M, (K) und r die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten
von A. Dann gibt es invertierbare Matrizen S € My, 5 (K) und T € M5, (K)
so, dass gilt
E. : 0

STAT = :
0o : 0
Beweis. Sei B eine Basis von K™ und C eine Basis von K™. Nach 4.4 gibt es

eine K-lineare Abbildung f : K™ —— K™ so, dass A = M§(f). Nach 4.18
gibt es Basen B’ von K™ und C’ von K™ so, dass gilt

Mit 7 := M5, (idgn) und S := MS, (idgm) folgt ST'AT = M%,(f) nach 4.14
und 4.15. ]
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4.20 Rang einer Matrix

Definition.
Der Rang einer Matriz A € M, (K) (auch Spaltenrang genannt) ist die
Dimension des von den Spalten von A erzeugten Teilraumes von K.

Bemerkung.
Fiir die Matrix M§(f) einer K-linearen Abbildung f : V —— W gilt

rang M%(f) = dimg bild(f)

Beweis. Nach 4.12 gilt f = k;z' o g o ki, wobei k¢ und kg Isomorphismen
sind und g : K —— K™ die zu M§(f) gehorige Standardabbildung ist. Es
gilt also dimg bild(f) = dimg bild(g). Nach 4.11 wird aber bild(g) von den
Spalten von M%(f) erzeugt. ]

Wie in Bemerkung 3.22 definieren wir: rang(f) := dimy bild(f)

4.21 Rang und Invertierbarkeit

Korollar.
Sei A € My,xn(K). Dann gilt

| A ist invertierbar | <=

Beweis. = Sei A invertierbar, dann ist die Standardabbildung

T T
g: K" — K", Sl —A

Ty Tn

nach Lemma 4.13 bijektiv. Also ist rang A = n, da nach 4.11 bild(g)
von den Spalten von A erzeugt wird.

<= Seirang A = n. Dann gibt es nach 4.19 invertierbare Matrizen S, T €
M, xn(K) mit STYAT = E,,. Sei B :=TS™!, dann folgt

BA=TS *A=TS'ATT '=TE,T'=TT'=E,

Also ist A invertierbar.
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4.22 Die allgemeine lineare Gruppe

Satz.
1. Die Menge der invertierbaren Matrizen
GL,(K) :={A € M,,xn(K) | A ist invertierbar}

st eine Gruppe beziiglich der Matrizenmultiplikation.

2. Ist V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, so ist
GL(V):={f:V — V| f ist ein Isomorphismus}

eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung von Abbildungen.

3. Ist B eine Basis von V', dann ist die Abbildung
ME : GL(V) —~ GLu(K), f— ME(f)
ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. 1. Sind A, B € GL,(K), dann ist auch AB € GL,(K), denn
B7'A7! ist ein inverses Element

(B'AWAB =B Y (A"'AB=B'B=E,

Insbesondere gilt (AB)~! = B~'A~!. Die Matrizenmultiplikation liefert
damit eine Verkniipfung

GL,(K) x GL,(K) — GL,(K)
Zu zeigen bleibt die Giiltigkeit der Gruppenaxiome (vgl. 2.2).

e Esist (AB)C = A(BC') nach 4.9.

e F, ist neutrales Element, da E,A = AVA € GL,(K).

e Zu jedem A € GL,(K) gibt es ein Inverses A~! mit A™'A = E,
nach Definition von GL,,(K).

2. Sind f,g € GL(V), dann ist auch fog e GL(V).

e (fog)oh= fo(goh) gilt, da die Hintereinanderausfithrung von
Abbildungen assoziativ ist.

e Neutrales Element ist die Identitét.

e Die Existenz eines Inversen ergibt sich aus Bemerkung 3.20.

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



4.23. Die Transponierte einer invertierbaren Matrix 73

3. Seien f, g € GL(V), dann gilt nach 4.7
ME(f o g) = ME(f) M5(9)

d.h., M ist ein Gruppenhomomorphismus. Nach Satz 4.4 gibt es zu
jeder Matrix A € GL,(K) genau eine Abbildung f € Homg(V, V) mit
ME(f) = A. Es ist aber dann f € GL(V), denn die Umkehrabbildung
f~1 ergibt sich als Urbild von A™!, da E,, = ME(id) gilt. Daher ist M&
auch bijektiv und damit ein Gruppenisomorphismus.

O]

4.23 Die Transponierte einer invertierbaren Matrix

Bemerkung.
Sei A € GL,(K). Dann ist auch die transponierte Matrix ‘A in GL,,(K) und
es gilt

(4) =)

Beweis. Es ist

(AT A = (A4 =B, = E,

4.24 Der Zeilenrang von Matrizen

Definition.
Sei A € My,«n(K). Der Zeilenrang von A ist die Dimension des von den
Zeilen erzeugten Teilraumes von K™.

Satz.
Sei A € Myxn(K). Dann gilt

’ Spaltenrang von A‘ = ’ Zeilenrang von A‘

Beweis. Nach 4.19 gibt es invertierbare Matrizen R € M,,x,n(K) und T €
M, xn (K) so, dass

E. : 0
RAT = .
0 : 0
Wir zeigen zunéchst, dass Spaltenrang von A = Spaltenrang von RAT gilt.
Bezeichnet gg die zur Matrix B gehorige Standardabbildung, so gilt

rang B = dim bild(gg) =: rang(gp)
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nach 4.11 und 4.20. Es sind gr : K" K" und g : K™ —— K™
[somorphismen nach Lemma 4.13, und g vermittelt eine injektive K-lineare
Abbildung bild(gs) — K™. Es folgt rang(gr o g4 © gr) = rang(ga) und
daher rang(RAT) = rang A nach 4.11 und 4.7. Nun folgt

Spaltenrang von A = Spaltenrang von RAT (eben gezeigt)
= Spaltenrang von *(RAT) (offensichtlich)
= Spaltenrang von 'T''A 'R (nach 4.3)
= Spaltenrang von ‘A (eben gezeigt)

= Zeilenrang von A (nach Definition von ‘A in 4.3 )

]

4.25 Ubungsaufgaben 22 — 30

Aufgabe 22.
Es sei V' der Vektorraum aller 3 x 3-Matrizen {iber einem Kérper K. Man
zeige, dass die Abbildung

aix aiz Az
f:V—=K, Q21 Qg2 Q23 | V> G171 + Qg2 + a33,
a31 azz G33

K-linear ist, und konstruiere eine Basis von kern(f).

Aufgabe 23.
(a) Seien V und W endlich dimensionale K-Vektorraume, B = (vy,...,v,)
eine Basis von V und C = (wy,...,w,,) eine Basis von W und f : V — W

eine K-lineare Abbildung. Man zeige, dass der von den Spalten von M§(f)
erzeugte Teilraum von K™ isomorph zu bild(f) ist.

(b) Sei f:K?*— K? die Standardabbildung zur Matrix (3 i _61> Man

bestimme jeweils eine Basis von bild(f) und kern(f).

Aufgabe 24.
Fiir die R-lineare Abbildung

f:R®— R?, (1, 29, x3) — (11 — T2 + X3, =629 + 1223, —211 + 229 — 223)

berechne man die Matrix Mg(f), falls
(a) B=C=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
(b) B=C={(-1,0,1),(—1,2,1),(—2,0,4)}.
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Aufgabe 25.
Eine K-lineare Abbildung f : V — V heifit Projektion, falls f o f = f gilt.

Es sei f: R? — R? eine Projektion, fiir die (1,2) € kern(f) und (1,—1) €
bild(f) gelte. Man berechne die Matrix Mg(f), falls

(a) B=C={(1,0),(0,1)}
(b) B=C={(1,2),(1,—-1)}.
Aufgabe 26.

Sei V* = Homg (V, K) der Dualraum von V. Fiir j = 1,...,n sei vj € V*
definiert durch

1, fallsk=3y
vi(vg) =< s ‘7 fir k=1,...,n. Man zeige:
/ 0, fallsk#j

(a) B* = (vf,...,v}) ist eine Basis von V*.

(b) Ist f: V — W eine K-lineare Abbildung, so ist die Abbildung
oW = V* a—aof,

ebenfalls K-linear.

(c) Ist A= ME(f), so gilt A= ME (f) fiir die transponierte Matriz 'A.

Aufgabe 27.
Gegeben seien die Basen B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} und

B = {(37 _17 0)7 <_17 _17 1)7 (_37 27 _1)}
von R? sowie die R-lineare Abbildung f : R® — R3,
(21, T2, x3) — (—bxy — 18x9 — 24x3, 421 + 1329 + 1623, —221 — 629 — Tx3).

(a) Man berechne die Matrizen ME(f) und ME (f).
(b) Man berechne die Matrizen M (id) und ME (id).
(c) Man verifiziere die Gleichung M5 (f) = M§ (id) - ME(f) - ME (id) .

Aufgabe 28.
Gegeben seien die Basen

B ={(17,-25,1),(0,1,0),(16,0,1)} und B = {(1,0,0), (0,1,0), (16,2, 1)}

von R? sowie die Basen C = {(1,0), (0,1)} und C" = {(3,7),(2,5)} von R2.
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Es sei f: R® — R? eine R-lineare Abbildung mit der Matrix

cre (32 —1
MB(f) - (7 5 6 :
(a) Man berechne die Matrizen S := M, (idg2), T := M§ (idgs) und M, (f).

(b) Man verifiziere die Gleichung Mg, (f) = S~ - M§(f) - T .

Aufgabe 29.
Es sei f : R® — R? eine R-lineare Abbildung mit der Matrix M§(f) =

0o 2 -1

—3 —2 4 | beziiglich der Standardbasis B = {(1,0,0), (0, 1,0),(0,0,1)}
-2 0 2

von R?. Man berechne die Matrix MJ (f) fiir die Basis

B ={(2,1,2),(1,2,2),(2,2,3)}.

Aufgabe 30.
(a) Sei f : V — V eine K-lineare Abbildung, und seien B, B’ zwei Basen
von V. Man zeige:

ME (f) € GL,(K) <= f ist ein Isomorphismus.

(b) Man zeige: Die Abbildung M§ : GL(V) — GL,(K), f — ME(f), ist ein

[somorphismus von Gruppen.

5 Lineare Gleichungssysteme

b
Sei A = (a;;) € Myxn(K) und b= : | € K™. Gesucht sind alle Vektoren
bm
Iy
=1+ | € K" fiir die gilt
:L‘n
AZ =1
oder ausfiihrlich (gemé&f Definition 4.2 der Matrizenmultiplikation fiir AZ)
anry + 0+ AT, = b
11 + 0 ApnTn = bm

Wir nennen AZ = b ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen in n
Unbekannten xq, ..., z,.
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5.1 Beispiele

1. Das System AZ = 0 heiBt homogenes lineares Gleichungssystem. Die
Menge der Losungen ist der Kern der Standardabbildung

K" — K™, ¥+—— A%
Insbesondere ist AZ = 0 losbar, da 0 € K™ stets eine Losung ist.

2. Sei K = R. Das System

\/gl‘l — 31’2 =0
X1 — \/31'2 =1

besitzt keine Losung (vgl. Aufgabe 3c).

5.2 Losbarkeitskriterien

Seien A = (a;j) € Myxn(K)und f: K — K™, ¥ —— A%, die zugehorige
Standardabbildung. Dann gelten

1. Aquivalent sind

(a) Das System AZ = b ist 16sbar, d.h. hat mindestens eine Lésung
(b) b € bild f
ip - Qin air o G | b
(c) rang | : : | =rang
m1 - Qmn m1 -~ Omn bm
,Rang von A = Rang der um b erweiterten Matrix (A[b).*

2. Aquivalent sind

(a) AZ = b ist universell losbar, d.h. fiir jedes b € K™ lésbar.
(b) f ist surjektiv
(c) rang A =m

3. Aquivalent sind

(a) AZ = b ist eindeutig lésbar, d.h. hat genau eine Losung

-

(b) rang A = n = rang (A|b)

4. Falls m = n (n Gleichungen und n Unbekannte), dann sind dquivalent
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(a) AT = b ist eindeutig losbar

(b) rang A =n
In diesem Fall ist # = A=) die Lésung.

5. Ist m < n (weniger Gleichungen als Unbekannte), so hat das homogene
System AZ = 0 stets eine Losung # 0 (nicht triviale Losung).

Beweis. zu 1., 2. 1. und 2. gelten, weil bild(f) von den Spalten von A
erzeugt wird (vgl. 4.11) und also

dimg bild(f) = rang A

ist (vgl. 4.20).
zu 3. Wenn das System AZ = b l6sbar ist, so gilt

AZ = b ist cindeutig lésbar <= kern(f) = {0}

=% Zekern(f) => A(T+7) = AT+ AZ =b+0. Damit ist 7= 0,
da wir sonst zwei verschiedene Losungen hétten.

w=% kern(f) = {0} S f injektiv. = Eindeutigkeit

3. folgt nun aus 1. und der Formel

n.= dimg kern(f) + rang A

zu 4. Da m = n ist gilt

rang A =n = A invertierbar

zZu 5.

m < n = dimg bild(f) < n
— dimg kern f > 0, dan =, dimg kern(f) + dimg bild(f)

—> Behauptung folgt nach 5.1 1.
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5.3 Die Menge der Losungen

Sei A € Mypyn(K) und f : K® ——~ K™, Z+— AZ. Das System AZ = b
sei losbar. Wenn ¥y € K™ irgendeine Losung ist, so ist

To+kern f 1= {Zy + 7| ¥ € kern f}

die Menge aller Losungen des Systems; sie ist im allgemeinen kein Teilraum
von K™, aber ein sogenannter , affiner Unterraum®.

Insbesondere ist ein losbares Gleichungssystem Az = b genau dann eindeutig
16sbar, wenn das zugehérige homogene System A7 = 0 nur die triviale Losung
# = 0 hat (und in diesem Fall gilt: Anzahl der Gleichungen > Anzahl der
Unbekannten nach 5.2 5.).

Beweis. Ist 7 € K™ eine Losung, dann folgt

A(Z) — ) = ATy — ATy =b—b=0
= T — Ty € kern f = ¥ € Ty + kern f

Ist umgekehrt 7, € ¥y + kern f, also 'y = Zy + & mit & € kern f, dann gilt

Ay = ATy + %) = AT+ AZ=b+0=1b

]
Beispiel.
Zu losen ist das System
—T -+ 21‘2 + xT3 = -2
3r1 + —8xy 4+ —2z3 = 4
T + + 4]73 = =2

Methode: Es ist
-1 2 1 |2 Addiere das 3-fache der 1. Zeile

(Ap)=| 3 -8 —2| 4 zur 2. Zeile

10 4|2 Addiere die 1. Zeile zur 3. Zeile
—1 1]-2

My=| 0 -2 1]-=2 Addiere die 2. Zeile zur 3. Zeile
0 2 5| -4
12 1] -2

My=| 0 —2 1]|—2
0 0 6|—6
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Es folgt
6373:—6:>£L‘3:—1
- —2.T2—].:—2:>£L’2:]./2
1
— —$1+2§+1(—1):—2:>x1:2

5.4 Elementare Umformungen einer Matrix

Sei A € M,xn(K). Eine elementare Zeilenumformung von A ist einer der
folgenden Vorgénge:

I) Vertauschung zweier Zeilen

IT) Multiplikation einer Zeile mit einem A € K* = K \ {0}
IIT) Addition des A-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile, A € K
Entsprechend ist eine elementare Spaltenumformung definiert.

Bemerkung.
Elementare Umformungen éndern den Rang einer Matrix nicht (vgl. Aufgabe
32a).

5.5 Elementare Umformungen und die Losungsmenge

Bemerkung.

Sei A € Myun(K) und b € K™. Geht die Matrix (A|b) durch elementare
Zeilentransformationen in die Matrix (A’ |l;/ ) iiber, so haben die linearen
Gleichungssysteme AZ¥ = bund A'Z = b dieselbe Losungsmenge.

=,

Beweis. Elementare Zeilenumformungen von (A|b) bewirken, dass zwei Glei-
chungen vertauscht werden (I), eine Gleichung mit A # 0 multipliziert wird
(IT) oder ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen addiert wird (III).
Die Losungen von A7 = b sind also auch Losungen von A'Z = V.

Da man die genannten Vorgédnge auch durch ebensolche wieder riickgédngig
machen kann, sind die Losungen von A’Z = b auch die Losungen des Systems

—

AZ =b. m
Elementare Spaltenumformungen veridndern die Losungsmenge.

Spaltenvertauschungen kann man zur Lésung benutzen, muss aber dann die
Unbekannten entsprechend umnummerieren.
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5.6 Gauflscher Algorithmus (m = n = rang A)
Sei A € M, 4, (K) und rang A = n. In diesem Fall ist das lineare Gleichungs-

—

system AZ = b eindeutig losbar (vgl. 5.2 4.), und in jeder Spalte von A gibt
es ein Element ungleich Null.

-

1. Schritt Wir starten mit der Matrix (A|b) und erreichen durch Zeilenver-
tauschungen (falls notig) dass aq; # 0 ist. Addiere das —o--fache der

ersten Zeile zur i-ten Zeile fiir ¢« = 2,...,n. Wir erhalten eine Matrix
der Form
* !/ / /
apy @y e ap, | b
!/ / /
0 ay -+ ay, | b
!/ !/ /
0 Apy 0 Qpp bn

2. Schritt Durch eventuelle Zeilenvertauschung mit einer Zeile, die un-
gleich der 1. Zeile ist (beachte: rang A = n), stellen wir sicher, dass

ayy # 0 ist. Addieren wir nun das — Z}Q -fache der 2. Zeile zur i-ten Zeile

fiir jedes ¢ # 2, dann ergibt sich eine Matrix der Form

* " 1 //
aj; 0 afy - af, | b
* " 1 /!

0 a3 aj; -+ Gy, | by
1 1 /!

0 O 0,33 A CL3n bg
1 1 /!

0 O an3 U a’nn bn

Wir iterieren nun dieses Verfahren. Da rang A = n ist, konnen wir im k-ten
Schritt stets durch eventuelle Zeilenvertauschung unter den Zeilen k, ..., n
erreichen, dass das Element an der Stelle (k, k) ungleich Null ist. SchlieBlich
ergibt sich eine Matrix der Form

(ITI O AR 0 b;
0 . .
: .0 :
o - 0 a,|b
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5.7 Verfahren zur Inversion einer Matrix

Sei A € GL,,(K). Dann ist rang A = n (vgl. 4.21). Wenden wir die Umfor-
mungen aus 5.6 auf A an und multiplizieren am Schluss die i-te Zeile mit
1/af;, so erhalten wir die Einheitsmatrix F,,

1)

1 0 0
0

. 0
0 0 1

Wir erhalten nun A~!, indem wir alle elementaren Umformungen, die A in
E,, iiberfiihrt haben, in derselben Reihenfolge auf F,, anwenden.

Beispiel.

A= 5 =1\ 2Z-%z (5 —1\ Zi+%2 (5 0 iz 10 _E
8 1 0o £ 0 8) 5z 0 1) 7

Eg _ (1 0) ZZ_%ZI ( 18 O) Z1+1%Z2 (1538 153> %21 ( %8 1;3> _ A—l
5
0 1 -5 1 -5 1) 8% \-3 13

(vgl. 4.13)

5.8 Gauflscher Algorithmus

Sei A € My,«n(K). Un das System AT = b zu 16sen, fiithren wir solange

-

elementare Zeilenumformungen der Matrix (A|b) durch, bis die Gestalt

alll * e * * e PRI >|< bll
0
: *
0 - 0 ap|% -+ oo x| mit a;; #0 firi=1,...,¢
0 0 |0] % *
erreicht ist. Durch Vertauschung der Spalten ¢ 4 1,...,n konnen wir das

Verfahren fortsetzen, miissen dann aber die Unbekannten entsprechend um-
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nummerieren. SchlieBlich erhalten wir eine Matrix der Form

O L
0

: * | Sl

0 -+ 0 al|* - - x| b mit al, #0 firi=1,...,k
0 -~ -~ 0 [0 - 0]t

I I N T 4

Der Rang von A und die Losbarkeit des Systems lassen sich nun einfach
ablesen: rang A = k, und A% = b ist 16sbar genau dann, wenn b} | = -+ =
b =0 (vgl. 5.2 1.).

Beispiel.
Sei
001 1
A=|(1 2 1| undb= |0
12 2 0
Es folgt
00 1[1\ ~/1220) (12 2|0
(Ap)=11 2 1[0 Rl 2 1o == (00 110
12 2{0 00 1|1 00 111
o 2 200\ 2 210
2% o -1 0/0 | 222 [0 -1 0]0
0 1 01 0 0 01

-,

Es folgt, dass rang A = 2 und rang(A|b) = 3 ist. Das System ist deshalb nach
5.2 1. nicht 16sbar.

5.9 TUbungsaufgaben 31 — 35

Sofern nicht anders vermerkt, beziehen sich die folgenden Aufgaben auf den
Korper R.

Aufgabe 31.

Problem aus einem Altchinesischen Mathematikbuch: Wieviele Hihne, Hen-
nen und Kiiken kann man fiir 100 Miinzen kaufen, wenn man insgesamt 100
Vogel haben will, und ein Hahn 5 Miinzen, eine Henne 3 Miinzen und drei
Kiiken 1 Miinze kosten? Die 100 Miinzen sollen hierbei vollstandig verbraucht
werden.
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Man stelle ein passendes lineares Gleichungssystem auf und gebe eine Losung
dieses Systems an, die auch das Problem 16st. Man ermittle dann die Menge
aller Losungen des Systems.

Aufgabe 32.
Sei K ein beliebiger Korper. Man zeige:

a) Geht eine Matrix B € M,,x,(K) durch elementare Umformungen aus
einer Matrix A € M,,,x,,(K) hervor, so gilt rang(B) = rang(A).

b) Jede m x n-Matrix kann durch elementare Umformungen in eine m x n-
Matrix der Form

cCi1 Clg ... Cip ... Cin
0 Co2 ... Cop ... Cop
C=10 0 ¢ Crn
0 0 O 0
o ... 0 0 ... 0

gebracht werden mit ¢;; # 0 fir i =1,...,r.

c) Es ist rang(C) =r.

Bemerkung. Aufgabe 32 liefert ein Verfahren zur Bestimmung des Ranges
einer Matrix. Man bringt die Matrix durch elementare Umformungen auf
eine Matrix der Gestalt C' und kann dann den Rang direkt ablesen.

Aufgabe 33.
5 1 2 3 4 0 —2 1
Esseien A=|—-1 1 1 =1 —1 1| sowieb=| 3 |undé= |0
3 3 4 1 2 2 4 3

a) Man bestimme rang(A), rang(A[b) und rang(A|7) .

b) Man bestimme die Dimension des Losungsraumes
U:={ZcR°|AZ=0}

und 16se das homogene Gleichungssystem A7 = 0.

c) Man ermittle jeweils die Losungsmenge der Gleichungssysteme AZ = b
und Ar¥ =¢C.
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Aufgabe 34.

In Abhéngigkeit von ¢t € R bestimme man die Losungsmenge des Gleichungs-
systems

tl’l + X2+ 23 = 1

T+ t{L‘Q + 3 = 1

$1+l'2+tl'3 =1.

Aufgabe 35.
(a) Fiir zwei Matrizen A, B € M,,,,(K) zeige man:

rang(A - B) < rang(A) und rang(A- B) < rang(B).

(b) Man zeige: Sind R € GL,,(K), T € GL,(K) und A € M,,,5,,(K) , so ist
rang(R - A-T) = rang(A).

6 Die Determinante einer n x n-Matrix

Beispiele.

1. A= (QH a12) - M2><2(K) — det A := a11Q99 — G1aa9; € K
Q21 22
2. Sarrussche Regel:

a1x Qa2 13
A= |ay axp a3 | € My (K)

a31 32 Q33

11022033 + Q120923031 + G21032013

= detA = c K
—@13022031 — Q12021033 — (423032011
01 2
A=13 4 5 = detA=30+42—-48—-24=0
6 7 8

6.1 Definition der Determinante

Die Determinante einer n x n-Matrix wird durch den folgenden Satz definiert.

Satz.
Es gibt genau eine Abbildung

det : Myun(K) — K, Ar— det A

mit den Figenschaften:

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Géttingen 2000,/01



86 6. Die Determinante einer Matrix

1. det ist linear in jeder Zeile
2. Istrang A < n, so istdet A =0
3. detFE, =1

Wir nennen det A die Determinante von A € M,,,(K) und det die Deter-
minante.
Der Beweis des Satzes erfolgt in 6.3 und 6.5 unten.

Bedeutung von 1. Seien zi,...,z, die Zeilen von A € M,,»,(K). Dann
lasst sich A schreiben als
21
A=
Zn,
und 1. bedeutet:
21 21 21 21 21

~

det | z; + 2 | =det | z; | +det| 2

* .

und det | Az; | = Adet | z;

Zn Zn Zn Zn Zn

firi =1,...,nund A € K. An den mit Punkten versehenen Stellen sind
dabei die Zeilen von A unverandert iibernommen.

6.2 Eigenschaften der Determinante

Lemma.
Sei det : My, (K) —— K eine Abbildung mit den Eigenschaften 1., 2., 3.
aus 0.1, und seien A, B € M,xn(K). Dann gelten

a) Geht B aus A durch Addition des \-fachen einer Zeile zu einer anderen
hervor, dann gilt

|det B = det A|

b) Geht B aus A durch Multiplikation einer Zeile mit A € K hervor, dann
qilt

|det B = Adet A

c) Geht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen hervor, dann gilt

[det B = —det A|
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Beweis. zu a) Ist

21 21
Zi Zi
A=1: und B = :
Zj Zj + )\Zi
Zn Zn
dann folgt
<1 <1
Zi Zi
det B T det A+Adet | : T det A, da rang | 1 [ <n (vgl. 4.24)
Zn Zn

zu b) Die Behauptung folgt direkt aus 6.1 1.

zu c) Ist
21 21 21 Z1 21
Z; Zj Zi Zj 2 + Zj
A= B = A= . By = : ¢= :
Zj Zi zi + 25 z; + 25 zi + 25
Zn Zn Zn Zn Zn

dann folgt det A > det A, , det B 5 det B; und

det A; + detB; = detC = 0
6.1.1 6.1.2
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88 6. Die Determinante einer Matrix

6.3 Beweis der Eindeutigkeitsaussage in 6.1

Seien det, det’ : M,,»,,(K) — K zwei Abbildungen mit den Eigenschaften
1., 2., 3. aus 6.1, dann ist det A = det’ A fiir jede Matrix A € M,,,(K).

Beweis. Ist rang A < n, dann ist nach 6.1.2 det A = det’ A = 0.

Sei rang A = n. Nach 5.6 und 5.7 konnen wir A durch elementare Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix F, verwandeln. Da det £, = 1 = det' E,
nach 6.1.3 gilt und wir die elementare Zeilenumformungen wieder riickgangig
machen koénnen, folgt mit den Rechenregeln aus 6.2 det A = det’ A. n

6.4 Die (n—1) x (n—1)-Matrix A;;

Definition.
Fir A € M, «,(K) bezeichne A;; die aus A durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte entstehende (n — 1) x (n — 1)-Matrix.

Beispiel.
a1 G122 ai3
A= [an ax azx
a31 a3z ass

dann folgt

Qg2 Q23 G2 13 a2 13
H <G32 a33> 2 <G32 a33> o (@2 6123>
— det A = a1 det All — 921 det Agl + as; det A31

= A11Q22033 — A11G432023

— Q21Q12033 + Q21032013 + (31A12023 — (31022013

6.5 Laplacescher Entwicklungssatz

Satz.

FEs gibt genau eine Abbildung det : M, «n(K) — K mit den Eigenschaften
1,2, 3 aus 6.1. Man kann det A induktiv durch Entwicklung der j-ten Spalte
berechnen, d.h. es gilt die Formel

(*) det A = Z(—l)iJerLij det Aij
i=1
fur jedes 7 =1,...,n. Ausgeschrieben bedeutet die Formel

det A = (—1)1+ja1j det Alj + -+ (—1)n+j(lnj det Anj fU,T’j = 1, o,
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Beweis durch Induktion nach n.
n=1 Setzedeta:=aVae K

n > 1 Wir nehmen an, dass es fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen eine Deter-
minante gibt. Wir wéhlen ein j € {1,...,n} aus und definieren det A
durch (%) fiir jedes A € M, (K). Zu zeigen: Die so gewonnene Abbil-
dung det hat die Eigenschaften 1, 2, 3 aus 6.1.

zu 1.) det ist linear in jeder Zeile, weil dies fiir jeden Summanden in

der Entwicklungsformel (x) gilt.

zu 2.) Sei A € M4, (K) und rang A < n. Zu zeigen det A = 0. Ist
rang A < n dann folgt aus 4.24, dass Zeilenrang A < n ist. Nach
3.2 gibt es dann eine Zeile z; von A, die Linearkombination der
anderen Zeilen ist, also z; = A\z1+- -+ N1z 1+ i1z + -+
Anzn mit Ay, ... A\, € K. Es folgt:

21
det A =det | 2z; | «— i-te Zeile

Zn

21

=det | Miz1 + - A1z + Aiizin o+ Anza

Zn

21 21
=Mdet |z | +---+ X N_i1det | z;_1 | « i-te Zeile

Zn “n

21 21
+ Nigpdet | zig1 | +---+ Apdet | 2, | « i-te Zeile

Zn Zn

Die Behauptung ergibt sich nun aus der folgenden Eigenschaft 2'.
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Lemma.
FEs gilt 2°: Sind in einer Matriz B € M, x,(K) zwei Zeilen gleich, so ist
det B = 0.

Beweis. In B = (b;;) seien die k-te und die f-te Zeile gleich, und es
sei ohne Einschrankung k < ¢. Mit Ausnahme von det By; und det By;
sind dann nach Induktionsvoraussetzung alle Determinanten det B;; =
0 (weil die Matrix B;; fiir ¢ # k,{ zwei gleiche Zeilen hat und also
rang B;; < n — 1 gilt). Es folgt

det B = (=1)*by; det By; + (—1)by; det By;
= (—1)jbk]((—1)k det Bkj + (—1)£ det ng)

(brj=be;)

Ist £ = k+1, so annulieren sich die Summanden in den Klammern, und
es ist det B = 0.

Vergleichen wir nun die beiden Matrizen

/ /

21 2]
21 2y,
/
z
k+1 _ : Y Y
By = ] und By; = p mit z, = 2,
-1
/ /
2 241
Zn Zn

dann kénnen wir By; durch ¢ — k — 1 Zeilenvertauschungen in By;
verwandeln. Nach Induktionsvoraussetzung und 6.2 bewirkt dies ¢ —
k — 1 Vorzeichenwechsel. Es folgt

(=1)*det By; + (—=1)"det By; = (—1)*(=1)"""" det By; + (—1)" det By,
= (—1)FF 1 det By; + (—1)" det By;
= (=1 + (=1)") det By = 0

und damit det B = 0. O

zu 3.) Fiir die Einheitsmatrix F,, berechnen wir (x). Es ergibt sich

det E, = (—1)"™7 1 det E};
N——

=1

Ind._Vor.
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6.6 Die Determinante einer oberen Dreiecksmatrix

Folgerung (aus 6.5).
Ist A € M, xn(K) eine obere Dreiecksmatriz, das heifit

a1 a2 - A1n
0
A=
o Qp—1n
0 0 Ann

so ist det A das Produkt der Diagonalelemente

detA=ay - an,

Dies gilt insbesondere auch fiir Diagonalmatrizen.

Beweis. Der Beweis ergibt sich durch Induktion nach n und Entwicklung

nach der ersten Spalte. ]
Beispiel.
[ ]
1 23 Lo (123 1 2 3
A=1[2 5 1 %4» 01 =5 — [0 1 =5
496/ 77 \o1 -6/ 77 \0o0 -1

Nach 6.2 und 6.6 folgt det A=1-1-(—1) = —1.

e Berechnung von det A durch Entwicklung nach der ersten Spalte

5 1 2 3 2 3
detAzldet(9 6)—2detA<9 6>+4detA<5 1)

=21 —2-(=15)+4-(=13) = —1

e Weitere Moglichkeit der Berechnung von det A. Es ist

1 2 3
detA(;Qdet 01 =5
" 01 —6

ot

1 -5
':.(l'det<1 _6>=—1
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6.7 Kriterium fiir invertierbare Matrizen

Sei A € M« (K). Dann sind dquivalent:
i) A ist invertierbar

ii) rang A =n

iii) det A # 0

Beweis. 1) <= ii) vgl. 4.21

ii) = iii) Ist rang A = n, so kann A wie in 5.6 durch elementare Zei-
lenumformungen in eine Diagonalmatrix {iberfiihrt werden mit lauter
Diagonalelementen ungleich Null. Nach 6.2 und 6.6 ist damit det A # 0.

iii) = ii) Dies folgt aus 6.1 2.
O]

6.8 Determinante der transponierten Matrix

Satz.
Ist A € M,yn(K), so ist
det A = det'A

Insbesondere kinnen wir det A auch durch Entwicklung nach der i-ten Zeile
berechnen. Es gilt

det A = Z(-l)iJrjaij det Aij
j=1

fiir jedes i =1, ..., n. Ausgeschrieben bedeutet dies
det A = (—1)i+1ai1 det Ail —+ 4 (—1)i+"ain det Am
fiir jedes i = 1,...,n.

Beweis. Definieren wir Linearitét in einer Spalte analog wie in 6.1, dann ist
die durch (*) in 6.5 gegebene Abbildung

det : Myun(K) — K, Ar— detA

auch linear in der j-ten Spalte fiir j = 1,...,n, denn in der Spaltenentwick-
lungsformel 6.5 hdngen die Matrizen A;y, ..., A;, nicht von der j-ten Spalte
ab, da diese gestrichen wurde.
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Da die Spalten von A die Zeilen von ‘A sind folgt, dass die Abbildung
Myn(K) — K, Ar— det’A

linear in jeder Zeile ist und damit 1. aus 6.1 erfiillt. Sie erfiillt auch 2., denn
nach 4.24 ist rang A = rang’A. Auch 3. ist erfiillt, da 'E,, = E,,. Da det nach
6.3 durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt ist, folgt det ‘A = det A fiir
alle A € M, (K). [

6.9 Multiplikationssatz fiir Determinanten

Satz.
Sind A, B € M5 (K) dann gilt

det(AB) = (det A) - (det B)

Insbesondere gilt: Ist A invertierbar, so ist

(det A)™t =det A™"

Bewers. Ist rang B < n, dann ist det B = 0 nach 6.7, und es ist auch
rang(AB) < n, (denn andernfalls wire AB invertierbar nach 4.21 und daher
auch B, was rang B = n nach 4.21 zur Folge hitte).
Es folgt 0 = det(AB) = det A - det B.

6.7 ——

=0
Sei B fest gewahlt mit rang B = n. Dann ist nach 6.7 det B # 0. Wir zeigen
nun, dass die Abbildung

f i Mpen(K) — K, A+— (det B) ' det(AB)

die Eigenschaften 1., 2., 3. aus 6.1 erfiillt. Mit der Eindeutigkeitsaussage aus
6.3 folgt dann det A = f(A) = (det B)~! det AB und also die Behauptung.

zu 1.) Fiir

21
C = |z + Zz,
Zn
folgt
ZlB ZlB
CB = (z; +z)B| = |zB+ 2B

zn B zn B
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also
ZlB ZlB
det(CB) = det | z;B | +det | 2B
zn B zn B
21 Z1

= det zi | B| 4+ det 2zl | B

4.2

Zn Zn
Durch Division mit (det B)™! folgt hieraus

21 21 21
flatz|=flz|+T]=

Zn Zn Zn

Analog ergibt sich

Zn Zn

zu 2.) Ist rang A < n, dann ist nach 4.21 auch rang AB < n und damit
det AB = 0 nach 6.7, insbesondere f(A) = 0.

zu 3.)

f(E,) = (det B)"! det(E,B) nach Def. von f
= (det B) 'det B =1
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6.10 Methode zur Berechnung der inversen Matrix

Satz.
Sei A = (a;j) € Mypxn(K) und det A # 0 dann gilt

1
det A

wobei B = (b;;) € Myxn(K) mit

bij = (-1)i+j det Aji

Beweis. Wir zeigen AB = det A - E,. Es ist AB = (¢;;) mit

Cij = Z aikbyj = Z air(—1)"7 det A, (nach Definition von B)
“ k=1 k=1

=det A" (Entwicklung nach der j-ten Zeile 6.8)

wobei A" aus A entsteht, indem die j-te durch die i-te Zeile ersetzt wird, also

det A firi=j
Cii =
! 0 fiir i # j, da in A’ zwei Zeilen gleich sind

Beispiel.
5 —1
A—<8 1) — detA=13

Damit ergibt sich fiir A~!

1 [ detA —det A 1 /1 1
-l = 11 21| _ 1 )
AT = 13 (— det Aj;  det Ay ) =13 (—8 5) vgl. 4.13 und 5.7

6.11 Cramersche Regel

Satz.
Sei A = (a;j) € GL,(K). Dann ist das lineare Gleichungsystem AT = b fiir
jedes be K" eindeutig losbar (vgl. 5.2 und 6.7), und die Ldosung ist gegeben
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durch
bi a2 -+ ai,
T = ——det
det A
bn Ap2  *++ QApp
a1 b oaiz -0 an,
Tog = det
det A
an1 bn Ap3z -+ Qpp
ay; o Qg1 by
1 det
Ty = e
" detA
An1 " Qpp—1 bn
x
Beweis. Sei ¥ = | ¢ | die Losung des Systems
Tn
a1 + -+ ATy = b1
ap1T1 + -+ Aupx, = bn
Sind
aii Q1n
S1 = 5 " y Sp =
an1 Ann

die Spalten von A, dann folgt

und also
ZL’1§1++IZ§;—Z)++$”§”:0
Insbesondere sind also die Vektoren si,...,2;5; — b, ..., S, linear abhingig
fir i = 1,...,n, und damit sind auch die Spalten der Matrix
ain v miay —br er o aig
Bi =
Qpy - in(lm—bn st Qpn
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linear abhéngig fiir + = 1,...,n. Nach 6.7 folgt det B; = 0 fiir e = 1,...,n.
Fiir s = 1,...,n erhalten wir

app - xia; — by o-oe an,
0 = det B; = det
Ap1 - Tilpg — bn H ¢ 7%
aip 0 -1 by G o ang
= z;det A — det : : :
6.8
Ap1 - QApi-1 bn Api+1 *° QApn
da det linear in der i-ten Spalte ist, und es folgt die Behauptung. ]

6.12 Orientierung in reellen Vektorrdumen

In R!

/

Y Y 0 z T

Abbildung 14: 2’ = Az mit det A > 0

Dann heiflen = und ' gleich orientiert. Es sind y,y’ gleich orientiert, da
vy’ = Ay mit det A\ > 0 gilt, und y, x sind nicht gleich orientiert, da y = Az
mit det A < 0, A € R.

Definition.
Sei V' ein R-Vektorraum mit dimg V' = n. Dann heilen zwei Basen B und B’
von V' gleich orientiert, wenn fiir die Matrix des Basiswechsels gilt

det M%,(id) > 0

Wir schreiben dann B ~ B'.

13

Behauptung ,~“ ist eine Aquivalenzrelation, d.h.
1. B~ B
2. B~B = B ~B
3. B~B und B ~B" — B~ B
Beweis. zu 1.) Esist ME(id) = E, nach 4.6 und det E,, = 1 > 0 nach 6.1
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zu 2.) Sei T := M5 (id). Dann ist ME (id) = 7! nach 4.14. Ist det T > 0,

so folgt det T—! = =7 > 0.

zu 3.) Esist Mg (id) MZ, (id) = M&, (id) und damit

det M5, (id) = det M5, (id) det M5, (id) > 0

>0 >0

Eine Aquivalenzklasse von Basen heilt Orientierung von V.

Definition.

V heiflt orientierter R-Vektorraum, wenn eine (geordnete) Basis B von V' als
positiv orientiert ausgezeichnet ist. Alle Basen, die zu B gleichorientiert sind
(also in der selben Aquivalenzklasse liegen) heifien dann positiv orientiert und
die anderen negativ orientiert. Im R™ sei stets die Standardbasis als positiv
orientiert ausgezeichnet.

6.13 Die Determinante eines Endomorphismus

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei f : V —— V eine K-
lineare Abbildung, das heiffit ein Endomorphismus von V. Wahle eine Basis
B von V und setze

det f := det ME(f)

Bemerkung.
det f ist unabhédngig von der Wahl der Basis B.

Beweis. Sei B’ eine weitere Basis von V. Dann gilt nach 4.16
ME, (f) =T~ ME(f) T mit T = M5, (id)
Es folgt

det Mg (f) = det(T~" ME(f) T) = det 7" - det ME(f) - det T
= det M3(f)

Die Definition von det f ist also unabhéngig von der Wahl der Basis.
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Bemerkung.
Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und sei f : V —— V eine
K-lineare Abbildung dann gilt

’ f ist ein Isomorphismus < |detf#0

Beweis. Es gilt:

f ist ein Isomorphismus
<= ME&(f) ist invertierbar (nach 4.22.3)
<= det f = det MB(f) # 0 (nach 6.7)

Einen Isomorphismus f : V —— V nennen wir einen Automorphismus.

6.14 Orientierungserhaltende Automorphismen

Sei V' ein endlich n-dimensionaler orientierter R-Vektorraum. Dann heifit ein
Automorphismus f : V —— V orientierungserhaltend, wenn f jede Basis
von V' in eine gleichorientierte Basis iiberfiihrt.

Bemerkung.

Es gilt
’ f ist orientierungserhaltend =
/

Beweis. Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V und sei B = (v{,...,v]) mit

f(vj) =) fiir j =1,...,n, dann ist auch B’ eine Basis von V' nach Aufgabe
18, da f bijektiv ist. Nach 4.4 gilt

ME(f) = Mz (id)
also
det f =detME(f) >0 <= detMg(id)>0 <= B~B
O

Insbesondere ist f orientierungserhaltend wenn f eine Basis von V in eine
gleichorientierte Basis iiberfiihrt.
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6.15 Orientierung im R"

Sei v1 = (11,021, -+, 0n1)s .-, Uy = (A1, Gop, - .., ayy) eine Basis von R".
Tragen wir v; als j-te Spalte ein, so erhalten wir eine Matrix A = (a;;) €
M, % (R) mit det A # 0 nach 6.7. Es gilt dann

B = (vy,...,v,) ~ Standardbasis | <=

Beweis. Sei
T T
fa:R" — R", A
Tn Tn
die zu A gehorende Standardabbildung. Sie bildet gerade den j-ten Stan-

dardbasisvektor auf die j-te Spalte ab (vgl. 4.11), und es ist det A = det f4.
Die Behauptung folgt nun aus 6.14. O]

6.16 Die Determinante als Volumen

Sei V = R", und seien vy, ..., v, Vektoren in V. Dann heif3t die Menge

Pvr,... o) ={ o+ + 0, | 0< N, < 1firi=1,...,n}

das von vy, ...,v, aufgespannte Parallelotop im R™.
Wir definieren das Volumen von P(vq,...,v,) als den Absolutbetrag
[det(vn, .., 03|

(hierbei wird v; wie in 6.15 als j-te Spalte einer n x n-Matrix aufgefasst).

Beispiel.
Sei ey,...,e, die Standardbasis in R". Dann ist |det E,|] = |1] = 1 das
Volumen des n-dimensionalen , Einheitswiirfels* P(eq, ..., e,).

6.17 Flacheninhalt eines Parallelogramms

Sei V' = R2. Wir berechnen den Flicheninhalt des Parallelogramms
P(Ul,l)2> = {)\11)1 + /\Q’UQ | 0 S )\1,)\2 S ].}
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6.17. Flacheninhalt eines Parallelogramms 101

V1 + U2

V2

U1

Abbildung 15: Parallelogramm

Es ist

v1 = Ay = A(cos a, sin «)

Vg = pwy = p(cos B, sin )
Fir 0 < 8 — a < 7 folgt

F/:]_.h’:l.sin(ﬁ_a):det (COS& Slna) >0

cos 3 sinf
mit Hilfe des Additionstheorems sin(f — o) = cosasinf — sinacos 5. Es

folgt mit h = uh’

_ ;. Acosa Asino
F= Ak = det (,ucosﬁ sin 3

Berechnen wir F' mit 6.16, dann ergibt sich mit v; = (ay, az) und vy = (by, bs)

a; b a; Qg
det <a2 b2> det <b1 b2>|
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102 6. Die Determinante einer Matrix

6.18 Die spezielle lineare Gruppe

Bemerkung.
Die spezielle lineare Gruppe

SL,(K):={AeGL, | detA=1}
ist eine Untergruppe von GL, (K).

Beweis. e Sind A, B € SL,,(K), dann sind auch AB und A~! € SL,,(K).
Dies folgt aus 6.9.

e Ferner ist SL,(K) # @, da E,, € SL,(K)

6.19 Ubungsaufgaben 36 — 42

Aufgabe 36.
Man priife, ob die folgenden Matrizen iiber R invertierbar sind, und bestimme
gegebenenfalls die inverse Matrix:

0123 1 2 -5 4
1 -3 0

1 2 3 4 2 1 -1 0
A_i ; _11’3_2345und0_3 0 1 2

345 6 1 -1 4 —4
Aufgabe 37.
(a) Man berechne die Determinante der Matrix

34 21

2135

A= 01 1 2 EM4X4(R).
1 240

(b) Man zeige mit Hilfe des LAPLACEschen Entwicklungssatzes, dass fir
z,y € R gilt:

z y 0 1

-y x —1 (2 2 2
det 0 1 = - = (" +y*+1)°.

-1 0 vy =

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



6.19. Ubungsaufgaben 36 — 42 103

Aufgabe 38.

1 2 3 1
Gegeben seien iiber R die Matrix A = [ 2 —1 1| und der Vektor b= |0
3 2 4 1

Zur Losung des linearen Gleichungssystems AZ = b benutze man

(a) die CRAMERsche Regel und

(b) den GAussschen Algorithmus.

(c) Man bestimme die inverse Matrix A~! und verifiziere die Gleichung

A~'b = 7 fiir die unter (a) und (b) gewonnene Lisung .

Aufgabe 39.
Man untersuche, ob die Matrizen

11 1 -1 -1 1 q -1 -1
1 1) \=1 1) \—1 —1) " a1
eine Basis des R-Vektorraums Mayo(RR) bilden.
Aufgabe 40.

In Abhéngigkeit von ¢t € R bestimme man die Losungsmenge des Gleichungs-
systems

Ty — 2o+ 23+ (1 —t)ay, =1

toy — (t+ Doy —t2ay =1t

T+ T+ (2t 4+ Das+ (1 + 1)z, =12

Aufgabe 41.
(a) Man bestimme alle 2 x 2-Matrizen iiber R , die zu sich selbst invers sind.

(b) Sei A € Myy(K), und sei A% die Nullmatrix. Man zeige, dass fiir jedes
A€ K gilt:

det(\Es — A) = A2
Aufgabe 42.
(a) Seien (z1,41), (x2,y2) und (x3,y3) drei Eckpunkte eines Parallelogramms
P in R2.

Man zeige: Der Fliacheninhalt von P ist gleich dem Betrag der Determinante

Iz
det |1 zo 1o

I z3 3
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(b) Man bestimme den Flicheninhalt F; eines Parallelogramms P; in R?, das
die folgenden Eckpunkte besitzt:

(=3,2), (1,4), (—2,-7) fir Py, (L,1), (2,—1), (4,6) fiir P,
(2,5), (—1,4), (1,2) fiir Py und (1,1), (1,0), (2,3) fir P, .

7 Metrische Vektorraume

Sei K ein Korper.

7.1 Involution auf K

Es sei K mit einer Involution versehen, d. h. es sei eine Bijektion
K — K, ar——a
gegeben derart, dass fiir alle o, 8,7 € K gilt
. @=a (“involutorisch”)
2. a+fB=a+p3 (“additiv’)
3. afy =apy

(Es werden hier drei statt zwei Faktoren genommen, weil (—1)% = —1
ist und also dann das Vorzeichen erhalten bleibt)

Bemerkung.
e Esist 0 =0, denn @ = o+ 0 =a+0. Insbesondere ist @ # 0 fiir o # 0
e Esist 1 =1 oder —1, denn
T=T11=T"T= T'=1 = T1=+1

e Ist T = 1, dann ist a3 = @@, und ist T = —1 dann ist of = —af
(wegen a3 = 1af = 1af).

Beispiele
1. Sei K=C={z+yi|x,y € R} miti* =—1, und
C—C, z+yi—x—1yt
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7.2. Metrik auf V 105

die kompleze Konjugation. Sie ist eine Involution mit 1 = 1.

—yl--------° T — Yl

Abbildung 16: Komplexe Konjugation

la. Die Identitat id : K — K, a —— « ist eine Involution, bei der @ = «
fiir alle a € K gilt.

2. Sei K = C. Die Abbildung C —— C, z + yi ——— — x + yi ist eine
Involution mit T = —1.

Abbildung 17: Spiegelung an der y-Achse

2a. Die Abbildung K - K, at — « ist eine Involution mit @ = —«
Va € K.

7.2 Metrik auf V

Sei K mit einer Involution versehen.

Eine Abbildung
s:VxV—K, (vw)r— (v,w)
heifit Metrik, falls gilt

(u+v,w) = (u,w) + (v, w)

(A, w) = Ao, w) } linear im ersten Argument
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106 7. Metrische Vektorriaume

2. (v,w) = (w,v) Symmetrieeigenschaft

fiir alle u,v,w € V und X € K.

Ein K-Vektorraum V mit einer Metrik s heifit metrischer Vektorraum.

Mit Hilfe einer Metrik werden wir spéater den ,, Winkel* zwischen Vektoren
definieren. Die Benutzung der spitzen Klammern deutet dies schon an.

Hinweis.
Die in dieser Vorlesung definierten metrischen Vektorrdume sind nicht zu ver-
wechseln mit den metrischen Rdumen, die in der Analysis eingefiihrt werden.

Bemerkung.
Ist V' mit einer solchen Metrik versehen, so gilt fiir alle u,v,w € Vund p € K

(u,v +w) = (u,v) + (u,w)

M ) = T, w)

} semilinear im zweiten Argument

Beweis. Es ist

(u, v+ w) = (v 4w, u) = (v,u) + (w, u)

= (v,u) + (w,u) da~additiv

und

7.3 Spezialfille

Sei K mit einer Involution versehen, und sei
s:VxV—K, (vyw)r— (v,w)

eine Metrik auf V' gemafl 7.2. Wir unterscheiden zwischen den folgenden
Fillen:

I) 1 = 1. Dann heiit V' ein hermitescher Raum und s eine hermitesche
Form auf V.

la) @ = a VYa € K. Dann ist (v,w) = (w,v) Yv,w € V, und wir nennen s
eine symmetrische Bilinearform auf V.
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IT) T= —1. Dann heifit V' ein schiefhermitescher Raum und s eine schief-
hermitesche Form auf V.

Ila) @ = —a Va € K. Dann ist (v, w) = —(w,v) Yv,w € V, und wir nennen
s eine schiefsymmetrische oder symplektische Form auf V.

Beispiele.
zu FallI e K = C und ~ die komplexe Konjugation. Sei
Vi={f:[0,1] — C| f stetig }

und

(f.9) = [ f(e)gla) dafir g €V

(Derartige Funktionenriume kommen insbesondere in der Funk-
tionalanalysis und in der Physik vor)

e K = C und ~ die komplexe Konjugation. Sei V' = C?. Setze
<(Oé1,042)7 (51752» = 04131 + 04232 fir g, g, f1, 02 € K
zu Fall Ia K = R, =id und V = R2. Setze

(a1, a2), (b1, B2)) = a1B1 — aafy fiir on, an, By, B2 € K

zuFall Il K =C, ;2 +yi+— —x+yiund V = C?. Setze

<(O(1,042), (61752» det (51 gz) fir Oél,az,ﬁl,ﬁg e K

zu Fall ITa K =R ,"= —id und V = R?. Setze

(o, 2), (B, B2)) = det <ﬁ ?) fir aq, ag, 51,02 € K

Zum Beispiel ((3,5),(1,2)) =6—5=1und ((1,2),(3,5)) =5—-6 = —1
sowie ((3,5),(3,5)) =15—15=0.

Bemerkung.

Zu den vier Fillen I, Ia, II, Ila gehoren vier unterschiedliche umfangreiche
mathematische Theorien. Die Definition in 7.2 ist so gemacht, dass wir einige
Beweise, die man sonst entsprechend der vier Theorien viermal fiihrt, nur
einmal machen miissen wie zum Beispiel beim Basiswechsel (7.6) oder bei
der Rangaussage (7.13).
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108 7. Metrische Vektorriaume

7.4 Die zu einer Metrik s gehorende Matrix My(s)

Sei K mit einer Involution versehen, und sei B = (vy,...,v,) eine Basis von
V. Dann ordnen wir einer Metrik

s:VxV—K, (vyw)r— (v,w)
folgende Matrix zu

(v, v1) o {v1,vn)
My(s) =

(Up,v1) =+ (Up,Un)

also Mg(s) = (aij) € Mpxn(K) mit a;; = (v;,v;). Nach 7.2.2. gilt

(QM) @:ajiVi,jzl,...,n

Umgekehrt gilt der

Satz.
Zu jeder Matriz (a;;) € Myxn(K) mit der Eigenschaft (2)1) gibt es genau
eine Metrik s mit Mgz(s) = A.

Beweis. Fur
v=Mur+ -+ A und w = pyur A+ pay

mit Ay, ..., A\, 1, .-, i € K setzen wir

s(v,w) = (v,w) ;= A1, A) A | 1| mit ul =1, Vi=1,...,n
Ho,

Nach Definition 4.2 der Matrizenmultiplikation folgt (v;,v;) = a;;, da

0

(0,...,0,1,0,...,0)-A-
€4 0

—_
|
Q

<

€j
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7.5. Bezeichnungen 109

und 1* = T-1 = 1 gilt. Also ist Mgz(s) = A. Offenbar ist s linear im er-
sten Argument. Und s ist durch (v;,v;) = a;; eindeutig bestimmt, denn in
Summenschreibweise 37 bj := by + -+ - + by, gilt nach 4.11

* *

Hq Z?:l aij /l;k' 1 n n

A- = s also ()\17,)\n)A :Z)\l(Zawuj)
u, S0 ng 1 pn)

und das bedeutet (v,w) = Z Ai 15 aij . Zu zeigen bleibt (v, w) = (w,v)

i,j=1
(vgl. 7.2). Es gilt

(v,w) = Y X pia; nach 7.1

= Z Xiﬁ;aji, da @;; = a;; nach Vor. (2))

= > Nlpjay,dap;=1-1;=1- /T:T 1

~

=D M ujaz

Al
= (1, i) - A | analog wie oben
A*

n

= (w,v)

7.5 Bezeichnungen
Fiir A = (a;j) € Myxn(K) sei A := (@;;). Dann heifit A
hermitesch, falls A =4 und 1= 1 gilt (Fall T in 7.3)

schiefhermitesch, falls A ='A und T = —1 gilt (Fall IT in 7.3)

symmetrisch, falls A = ‘A gilt, zum Beispiel A = <(1) _01>

schiefsymmetrisch, falls —A = 'A gilt, zum Beispiel 7.4, (_01 é)
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110 7. Metrische Vektorriaume

Seis: V xV K eine sesquilineare Abbildung, d.h. 1. und 1’. in 7.2
gelten. Definieren wir A := My(s) analog wie in 7.4, dann gelten:

A hermitesch <= s hermitesch
A schiefhermitesch <= s schiefhermitesch
A symmetrisch <= s symmetrisch

A schiefsymmetrisch <= s schiefsymmetrisch

7.6 Basiswechsel

Gegeben seien eine Involution™: K — K, a —— @,
eine Metrik s : V. —— V, (v,w) —— (v, w),
sowie zwei Basen B = (vy,...,v,) und B’ = (v},...,v)) von V. Setzen wir

T = M5, (id)

so gilt

MB/(S) — tT MB<S) T* Hllt T* = T . T

Beweis. Seien v,w € V und T = (¢;;). Es ist
v =AU+ A0, d W= Uy + -+ Uy
un
= oy + - -+ oy, = L] + - -+ + Buuy,

mit \;, p;, o, 3; € K. Nach 4.12) angewandt auf f = id, gilt kg(v) = T-kp (v)
fiir alle v € V und also

A1 q 1 B tuBi+ -+ tinfn
: =17T. : und : = T. : = :
: : 4.12 ] a2
)‘n Oy, Hn, ﬁn tnlﬂl + -+ tnnﬂn
Hieraus folgt
8 tnlfB + -+, By o
L =1 : =1T| : | =1T"|
und damit gilt
p aq By
S(U7 w) i <)\17 R )\n)MB<S) =1 T MB<S) T :
' o, Qp M

4:3 (alv cee 7(111) tTMB(S) T

P
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Andererseits ist

eH

s(v,w) = (g, ..., an)Mpg(s) | :

G
Da dies insbesondere fiir die Standardbasisvektoren gilt, folgt die Behaup-
tung. O

Beispiel.
Sei K = R und "= —id. Es seien B = {(1,0),(0,1)}, B = {(5,8),(—1,1)}
zwei Basen von V = R? und

s RE*xR* —— R, ((a1,0),(B1,5)) — det (%i %z>

Es liegt also das Beispiel zu Fall Ila in 7.3 vor. Es ist

T = M5, (id) = (2 _11>

und nach 7.4
10 10
M()_det10 det01 (0 1
Bs_dt01dto1 =1 0
1 o) “Mlo 1
und
5 8 5 8
M. (5) = det<5 8) “l )| (o 13
B/S_dt—11 w1 Y| \-18 0
“Ns g) 911

Berechnen wir den Basiswechsel nach 7.6, so ergibt sich, da in diesem Fall

T =1T = (-1)(-T) =T
SIS
B (j —51> (Z _11> - <—(i3 103>
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7.7 Euklidische und unitire Vektorriaume

Sei K = R und ™~ = id oder sei K = C und ~ die komplexe Konjugation
(x + yi — x — yi). Ein Skalarprodukt auf einem K-Vektorraum V ist eine
Abbildung

s:VxV—K, (v,w)r— (v,w)
derart, dass fiir alle u,v,w € V und A € K gilt

(u+v,w) = (u,w) + (v, w)

linear im ersten Argument
(Ao, w) = Ao, w) } °

2. (v,w) = (w,v) Symmetrieeigenschaft
3. (v,v) >0 firv#0 positiv definit

Nach 2. ist (v,v) € R, auch wenn I = C ist.

Ein Skalarprodukt ist also eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf
V, falls IK = R und eine positiv definite hermitesche Form auf V falls K = C
(vgl. 7.3, I, Ta, also 1 = 1). Ein K-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt
versehen ist, heiflt euklidisch, falls IX = R, und unitdr, falls K = C.

7.8 Das Standardskalarprodukt

Fir v = (aq,...,ap), w=(01,...,0,) aus K" setzen wir
<'U, w) = 05161 +-+ aan
insbesondere
<U, w) = O‘lﬁl + -+ O‘nﬁn
falls K = R. Es ist B
B
(v,w) = (aq,...,ap) - | ¢
DB
und die zugehorige Matrix beziiglich der Standardbasis ist die Einheitsmatrix

(vgl. 7.4 fiir 1 =1).

Beispiel.
Sei K=R, V =R? und v = (a,b) € R?. Dann ist

(o = () (5) =407 =
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Abbildung 18: Lénge des Vektors v

Wir nennen deshalb ||v|| := \/{(v,v) die Linge oder Norm von v. Es ist ||v||
der Abstand zwischen (a,b) und (0,0).

7.9 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Sei V' ein euklidischer oder unitérer K-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , )
wie in 7.7. In Anlehnung an das obige Beispiel definieren wir

[o]] == /v, v)
und nennen |[v|| die Linge oder Norm von v.

Satz.
Firv,w eV und A € K gelten

i) |Jv]|> = (v,v) >0, falls v #0

i) || xoll = Al -]l

iii) |(v,w)| < |v|| - [|w|| Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
w) [(v,w)| = ||v|| - ||lw]| <= v,w sind linear abhingig

v) ||[v+wl| < |v|| + |Jw|| Dreiecksungleichung
Beweis. i) folgt nach Definition der Norm und 7.7.3
ii)

[ Mv|]? = (v, Av) = M (v, v)

i

= [AP*(v,v) = [A[|v]®
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iii) Fir w = 0 ist die Behauptung trivial. Sei w # 0. Setze

Dabei ist (w,w) = |Jw||?> > 0 in R. Es folgt

0 < (v—Aw,v — Aw) nach 7.7 3.
= (v,v) — Mv,w) — Mw, v) + A\ {w, w)

7.2

= (v,v) — Mo, w), da (w,v) = (v,w) = Mw,w) = Mw,w)

(v, w)
[[w]]?

= |jv|* - - (v,w) nach i) und Definition von A
Multiplikation der Ungleichung mit ||Jwl||? > 0 ergibt
0 < [lolP*llw]]* = (v, w){v, w)
= ||v||?||w|]* = |{v, w)|* nach 1.2 falls K = C
iv) Fir w = 0 ist die Behauptung trivial. Sei w + 0.
=" Sei |[(v,w)| = ||v|| - [Jw|. Analog wie in iii) berechnen wir

(v, w)

0< (v — Aw,v — Aw) = [Jo]f? —

’ (v,w>

]

— ”UH2 _ |<an>|2
o]

=0

Insbesondere ist 0 = (v — Aw, v — Aw) und damit folgt v — A\w = 0
nach 7.7.3.

w<=—" Ist v = pw mit p € K, dann folgt
(v, wi = [, w = [l [(w, w)] = [l lwl] - el

Andererseits gilt
ol = llpoll = Ll

Es folgt die Behauptung.
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v) Mit der Bezeichnung R(z) fiir den Realteil einer komplexen Zahl z aus
1.2 erhalten wir

lv 4+ w||* = (v 4+ w,v + w) nach i)
= (v,v) + (v,w) + (w,v) + (w, w) nach 7.2
3 )12 + (v, w) + (v, w) + ||w||* nach 7.7

= [[ol* + 2R((v,w)) + [|w]|*, da (2 + yi) + (v — yi) = 22
< [loll* + 2w, w)| + [[w]]*, da R(z) < |2|
< [Joll* +2[jv]l - [lw]| + [|wl]f*

1i1)

= ([l + llwl)?

7.10 Winkel

Sei K = R und V ein euklidischer Vektorraum. Dann ist der Winkel ¢ =
<(v,w) fiir v,w # 0 definiert durch

congZMund()g(pgﬂ
o] - flwl]

Da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

< fvw) o
Al -l T

gilt und
cos : [0, 1] — [—1,1]

bijektiv ist, ist ¢ dadurch wohldefiniert. Es gilt also

(v, 0) = ||v]| - [Jw]| cos

und (v, w) = 0, falls ¢ = 7, also falls v und w senkrecht aufeinander stehen.
In diesem Fall schreiben wir v_Lw. Zum Beispiel ist fiir das Standardskalar-

produkt
0
1.0 (7) =0
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Definieren wir allgemein in einem euklidischen oder unitéaren K-Vektorraum
V, dass v,w € V orthogonal sind oder senkrecht aufeinander stehen, wenn
(v,w) = 0 gilt (in Zeichen vlw), so erhalten wir aus 7.9 v) ein Analogon
zum Satz des Pythagoras

viw = o+’ =|jv]* + [w]”

Im folgenden lassen wir uns in der Vorstellung, dass auch in einem beliebigen
metrischen Vektorraum (v, v) die Lénge von v festlegt, und (v, w) den Winkel
zwischen v und w definiert. Es gibt dann insbesondere Vektoren der Lénge
0, und v und w stehen senkrecht aufeinander, wenn (v, w) = 0.

7.11 Orthogonale Summen

Sei V' ein K-Vektorraum, der mit einer Metrik
VxV—K, (v,w) — (v,w)

versehen sei wie in 7.2. Wir nennen zwei Vektoren v, w € V orthogonal, wenn

(v,w) =0
gilt, und schreiben v_Lw.
Definition.
Seien Uy, ..., U,, Teilrdume von V und sei

UI:U1+"'—|—UmI:{U1+"'+Um|Uj€Uj\V/j:1,...,m}

die Summe der Unterrdume Uy, ..., U,,. Dann heifit die Summe eine ortho-
gonale Summe, wenn

L.U=U& - -®U, (vgl. 2.13, 2.14 und Aufgabe 11)
2. u;Lu; fir alle u; € U;, uj € U; und @ # j.

Wir schreiben dann

U=UiL-LU,|

Ziel: V als orthogonale Summe zu schreiben mit moéglichst einfachen Sum-
manden.
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7.12 Das Radikal eines metrischen Vektorraumes

Ist U ein Teilraum von V, so ist auch
Ut :={veV]|vluVYuecU}
ein Teilraum von V nach Aufgabe 50a.

Definition.

RadV := {v € V | vLlv' Yo' € V} heiit das Radikal von V, und V heift
requldr oder nicht ausgeartet, falls Rad V' = {6} gilt. In dem Fall nennen wir
auch die zugehorige Metrik s : V x V —— K, (v,w) —— (v, w) , reguldr
oder nicht ausgeartet.

Bemerkung.
Sei U ein Teilraum von V', dann ist U beziiglich der Einschréankung der Metrik
von V auf U ein metrischer Vektorraum, und es ist

RadU :={uc U |ulu Vu' e U} =UNU~*

Satz.
Sei V' ein zu Rad V' komplementdrer Teilraum, also V = V' @ RadV (vgl.
Aufgabe 19). Dann ist

V=V'1LRadV|

wobei die Finschrankung der Metrik s auf den Teilraum V'
slyixyr VXV — K, () 0") —— (d,0")

requldr ist und die Einschrinkung der Metrik s auf den Teilraum RadV
trivial ist, d.h. es gilt (v,w) =0 fir alle v,w € Rad V.

Beweis. Die Summe ist orthogonal, und es ist (v, w) = 0 fir alle v, w € Rad V'
nach Definition von Rad V. Noch zu zeigen: Rad V' = {0}.

Sei v/ € RadV’' C V' und sei v € V beliebig. Nach Voraussetzung gibt es
eine Zerlegung v = v/ + w mit v’ € V' und w € Rad V. Es folgt

Wovy=Wv+wy= (W) + (W, w)
=0, da w/€RadV’/ =0, da weRadV

=0 = 4/ €RadV

Insbesondere ist v’ € (Rad V)NV’ 7 {0}. O
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7.13 Geschickte Basiswahl zur Rangbestimmung

Es sei dimg V' =n und B = (vy,...,v,) eine Basis von V. Dann ist
<vlvvl> tre <,U17/Un>
Mp(s) = : :
</Un7/U1> e <Un7vn>

nach 7.4, und wir kénnen mit Hilfe von 7.12 leicht den Rang r von Mg(s)
bestimmen:

Satz.
i) RadV = {0} <= Mjy(s) € GL,(K) (é rang Mg (s) = n)

i) Es gibt eine Basis B' = (v},...,v.) von V so, dass mit T := M5, (id) gilt

rrn

0 ... 0
B : :
0 . 0
t . . * pumm pu—
T -Mg(s)-T = Mg () 0 0o 0
0O ... 00 ... 0O
wobei B € GL,.(K) mit r := rang Mg(s) A 50 T8 Mg (s) .
ufg. 32

Beweis. zu i) Die Beweisidee ist es zu zeigen, dass Mgz(s) = M§(p) fiir eine
geeignete K-lineare Abbildung p und eine passende Basis C gilt, und
dann die folgende Aquivalenz auszunutzen:

M%(p) € GL,(K) <= p ist ein Isomorphismus.

(Diese Aquivalenz ergibt sich so:

M%(p) € GL,(K) < n = rang M&(p) 5, dimg bild(p) <= p Iso-
morphismus) Nun zum eigentlichen Beweis von i):

Sei C = (¢1,...,¢n) die durch

= {1 fiir § = §
i\Vj) =

P 0 fiir i # j
definierte Basis von Homg (V) K). Ferner sei

V—K

p:V —— Homg(V,K), v+ {
w —— (w,v)

wobei der K-Vektorraum V folgendermafen definiert ist

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



7.13. Geschickte Basiswahl zur Rangbestimmung 119

1. Als additive Gruppe ist V =V
2. Fiir v € V und X € K ist die Skalarmultiplikation gegeben durch

Av:i=1\v

Offensichtlich ist B auch eine Basis von V, und p ist K-linear nach 7.2.

Schreiben wir

p(vj) = aijpr + - -+ + Apjpy, mit a;; € K

dann folgt aus 4.4, dass M§(p) = (a;;) ist. Es ist

(0, v5) = p(v;)(v3)
= a1;01(v;) + - -+ + anjpn(vi)
= a;; nach Definition von ¢;

Also gilt Mg(s) = M§(p). Daraus folgt, wie eingangs gesagt,

Mg(s) € GL,(K) <= pist ein Isomorphismus

Es ist
RadV :={v eV |(w,v) =0Vw € V} =kernp

Mit 3.23 folgt: p ist ein Isomorphismus <= RadV = {0}

zu ii) Schreibe V' = UL RadV wie in Satz 7.12 und bestimme eine Basis

B = (v],...,v},) von V so, dass (v],...,v],) eine Basis von U und

rUn r m

(Vi1 - - - Uy,) eine Basis von Rad V ist (vgl. Aufgabe 19). Mit 7.4 folgt

rrn

0 ... 0
B : :

0 ... 0

Mg (s) = | 0]0 0
0 ...0/0 ... 0

mit B € M, (K) und passenden Nullblécken. Nach i) ist rang B = m,
da die Einschrinkung von s auf U nach 7.12 reguldr ist. Nach 7.6 ist
Mg (s) =T - Mg(s) - T, also folgt m = r, da T invertierbar ist.

O]
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7.14 Folgerung fiir symmetrische und schiefsymmetri-
sche Matrizen

Sei A € My, (K) symmetrisch (YA = A) oder schiefsysmmetrisch (A = —A),
dann gibt es T' € GL,(K) so, dass

0 ... 0
B :
0 ... 0

t —
TAT_O 00 0
0 00 0

wobei B € GL,(K) und r = rang A ist.

Beweis. Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei B eine Basis von
V. Nach 7.4 gibt es genau eine Metrik s auf V' so, dass A = Mgz(s) gilt. Wéhle
B’ gemiB 7.13 ii) und setze T' := M5, (id). Dann folgt die Behauptung aus
7.13, da im symmetrischen wie im schiefsymmetrischen Fall 7" = T gilt. [

7.15 Dualitiatssatz

Sei V' ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, der mit einer Metrik s :
VxV—K, (v,w) —— (v,w) versehen sei (wie in 7.2), und es sei s
reguldr (d.h. Rad V' = {0}). Dann gelten fiir jeden Teilraum U von V/

1. dimg V = dimg U + dimg U+

2. Ist s|yxy : U x U — K regulir, dann ist V = U LU=, und auch die
Einschrinkung von s auf U~ ist regulér.

Lemma.

Sei V' ein K-Vektorraum und U ein Teilraum von V. Fir f € Homg(V, K)
sei fly : U —— K die Einschrinkung von f auf den Teilraum U. Dann ist
die K -lineare Abbildung

Homg (V, K) — Homg (U, K), fr— flu
surjektiv.

Beweis des Lemmas. Sei ¢ € Homg (U, K) und sei U’ ein zu U komple-
mentérer Teilraum, also V = U & U’ (vgl. Aufgabe 19), so setzen wir

f:UU — K, u+u+— g(u)
und es folgt fly =g O
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Beweis des Dualititssatzes. zu 1. Wie im Beweis von 7.13 1) ist

V—K

p:V —— Homg(V,K), vr— {
w — (w,v)

ein Isomorphismus, da Rad V = {0} ist. Sei
oV L+ Homg(V, K) —+ Homg (U, K)

dann ist p’ nach dem Lemma surjektiv (Komposition surjektiver Ab-
bildungen ist wieder surjektiv), also

dimg bild p’ = dimy Homg (U, K) = dimg U

Esist kernp/ = {v € V | {(u,v) = 0Vu € U} = U*. Es folgt
. 7 1 ST L .
dimg V = dimg V 5 dimg g/ + dimg U

kernp’  dimy bild p/

zu 2. Ist s auf U regulir, dann gilt U N U+ = {6} und mit 2.14 folgt
U+U+=U®U*. Aus 3.15 ergibt sich

dimg (U @ U') = dimg U + dimg U = dimg V

Da U @ U+ ein Teilraum von V ist, folgt U @ U+ = V nach 3.14.
Die Summe ist orthogonal nach Definition von U+. Zu zeigen bleibt

Rad U+ = {0}.

Sei u' € RadU+. Dann ist o' Lu” fiir alle u” € U+. Wegen v’ € U™ ist
aber auch o' Lu fiir alle w € U. Da V = U + U* ist, lisst sich jedes
v € V schreiben als v = v + " mit u € U, v’ € U*. Es folgt

(', vy = (W u) + (W', u")y =0

also v’ € RadV = {0}.

7.16 Hyperbolische Ebenen

Sei V' ein K-Vektorraum, der mit einer Metrik

s:VxV—K, (v,w) — (v,w)
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versehen sei. Ein Vektor v € V heifit isotrop, falls (v,v) = 0 gilt. Sind
v,w € V isotrop und gilt (v, w) = 1, so heifit

’H::KU+Kw‘

eine hyperbolische Ebene beziiglich s.
Es sind v und w linear unabhéngig, denn wére v = Aw mit A € K, so wire

1 = (v,w) = Aw,w) = Mw,w) =0
Es folgt dimy H = 2. Die Matrix von s|g«pg beziiglich B = (v, w) ist
(v,v) (v,w)\ (0 1
(w,v) (w,w)) \1 0

wobei 1 = 1 oder —1 (vgl. 7.2). Insbesondere ist s auf H regulér nach 7.13
i), da
01 -

7.17 Symplektische Radume

Sei 14+ 1#0in K. Sei V ein K-Vektorraum, der mit einer symplektischen
Metrik s : V x V —— K, (v,w) —— (v, w) versehen sei. Es ist dann s
schiefsymmetrisch, d.h.

(v,w) = —(w,v) Vo,w € V

Insbesondere gilt

(v,v) =0Yv eV

Nach 7.2 und 7.3 ist dann s linear in beiden Argumenten, insbesondere
(v, pw) = p(v,w) Vu € K (Fall Ila)

Satz.
Sei V' ein endlich dimensionaler K -Vektorraum, so ist

V=HLl---1H,1L1--- 1L,
mit hyperbolischen Ebenen H; und isotropen Geraden L;. Es ist
U:=HL---1LH,, requldr

und
RadV = LyL--- LL, das Radikal von V

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



7.17. Symplektische Riume 123

Hierbei ist mit einer isotropen Geraden ein 1-dimensionaler Teilraum L = Ku
mit (u,u) = 0 gemeint.

Folgerung.
Jeder regulédre symplektische Raum V' ist orthogonale Summe von hyper-
bolischen Ebenen, und es ist dimy V' = 2m eine gerade Zahl.

Beweis des Satzes. Sei U # {0} ein orthogonal unzerlegbarer Teilraum von
V', d.h. U 148t sich nicht darstellen als U = U; LU, mit echten Teilrdumen
Ui, Us.

sluxu = 0 In diesem Fall ist jeder Vektor u € U isotrop und jede Zerlegung
von U in eine direkte Summe von Teilrdumen trivialerweise orthogonal.
Da U aber orthogonal unzerlegbar ist, muss dimyx U = 1 gelten.

sluxu # 0 Dann gibt es Vektoren v/, w € U mit (v/,w) =: A # 0. Ist v := %/,
dann gilt
v’ 1

<U7w> = <X7w> = X<v,7w> =1

Die Vektoren v, w sind isotrop, da s symplektisch ist. Die Metrik s ist
regulédr auf U, da es sonst eine orthogonale Zerlegung

U = U'LRad(U)

geben wiirde (vgl. 7.12), und U unzerlegbar ist.

Sei H = Kv+ Kw die von v und w aufgespannte hyperbolische Ebene.
Nach 7.16 ist s|gxp regulir, und daher gilt U = H L H* nach 7.15.
Hieraus folgt H+ = {0}, da U orthogonal unzerlegbar ist. Es folgt
U = H ist eine hyperbolische Ebene.

Sei nun V' = V1 RadV ein Zerlegung von V geméafl Satz 7.12. Dann ist
s|yrwyr regulér (insbesondere # 0) und wir finden eine hyperbolische Ebene
Hy, wobei s|y,x g, regulir ist. Nach dem Dualitdtssatz 7.15 gilt

V'=H, L H;
~—
=V
und s|yryy» ist reguldr. So fortfahrend erhalten wir eine Zerlegung

V'=H,1l---1H,

mit hyperbolischen Ebenen H;.
Nach Definition ist s|raqvxraav = 0 und wir spalten eine (unzerlegbare)
isotrope Gerade ab

RadV =L, oV
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Trivialerweise ist die Zerlegung sogar orthogonal und s|y, ¢ = 0. So fortfah-
rend erhalten wir eine Zerlegung

RadV =L;L--- LLg

7.18 Normalform schiefsymmetrischer Matrizen

Korollar.
Ist A € GL,(K) und A schiefsymmetrisch (d.h. 'A = —A), so ist n = 2m
gerade und es gibt eine Matriz T' € GL,(K) so, dass

1 0 --- 0
TPAT = 0 Em wobei E,, = 0 e € Mypxm (K)

-E,1 0 P |

0O --- 0 1

Beweis. Es ist A = Mg(s) nach 7.4, wobei B Basis eines n-dimensionalen
K-Vektorraumes V' und s eine symplektische Metrik auf V' ist. Nach 7.13 i)
ist s regulér. Nach 7.17 folgt

V=H1---1H,,
mit hyperbolischen Ebenen H; und Basen B; = (v;, w;) mit
(v, v;) =0 = (w;,w;) und (v, w;) =1firi=1,...,m

Fir B := (vy, ..., 0m, w1, ..., wy,) gilt nach 7.4

M) = (o)

und mit T := ME,(id) folgt nach 7.6 die Behauptung. O

7.19 Orthogonalbasen

Sei 14+ 1 # 0 in K. Es sei nun V mit einer symmetrischen Bilinearform
5: VXV — K, (v,w) — (v, w) versehen, d. h. es gelte fiir alle u,v,w € V
und A € K

(u+v,w) = (u,w) + (v, w)
(A, w) = Mo, w)

} linear im ersten Argument

2. (v,w) = (w,v) symmetrisch (= Linearitéit im 2. Argument)
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Satz.
1. Ist dimg V = n, so besitzt V' eine orthogonale Zerlequng
V=I»[1--1L,
in 1-dimensionale Teilrdume Ly, ..., L,.

2. 'V besitzt eine Orthogonalbasis, das ist eine Basis B = (vy,...,v,) mit
viLlw; fiir alle i # j (d. h. mit (v;,v;) =0 fir alle i # j).

3. Es gibt eine Basis B von V' so, dass

a, 0 - 01]0 --- 0
0 ] )
: .0 : . .

Mg(s)=| 0 -+ 0 a,|0 --- 0| mta;#0Vj=1,...,m
0 010 0
0O -« -« 010 --- 0

und es ist m =n — dimg Rad V.

Beweis. zu 1. Wir zeigen zunéchst, dass jeder orthogonal unzerlegbare Teil-
raum U von V' eindimensional ist.

sluxy =0 Dann ist wie im Beweis von 7.17 dimg U = 1

sluxu #0 Dann ist U regulér, (denn sonst gébe es eine Zerlegung
U = U'LRadU nach 7.12). Es gibt ein v € U mit (u,u) # 0,
denn angenommen (u,u) = 0 fiir alle v € U, dann folgt
0= (u+v,utv)=(uu +uv)+(v,u) + v
0 0
= 2(u,v) Yu,v € U

Dann ist aber (u,v) = 0 Vu,v € U, also s|yxy = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung.

Sei also u € U mit (u,u) # 0. Dann ist L := Ku ein regulérer
Teilraum und nach 7.15 gilt

U=LLL" — L+ ={0}, da U unzerleghar — dimyg U = 1

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gttingen 2000,/01



126 7. Metrische Vektorriaume

Es ist V 2" V'L RadV, wobei V’ regulir ist. Induktiv erhalten wir

dann Zerlegungen (analog wie im Beweis von 7.17)

V=Ll ---1L,und RadV = L, ;1 L--- 1L,

zu 2. Sei B = (uy,...,u,) so gewidhlt, dass L; = Ku; ist, dann gilt

(uj,uj) =1a; #0 fir j=1,...,m

(uj,uj) =0firj=m+1,...,n

(ui,u;) = 0 fir alle ¢ # j
und die Behauptungen 2. und 3. folgen nach Definition 7.4 von Mg(s)
und da n = dimg V' + dimg RadV = m + dimg Rad V' nach dem

Dimensionssatz 3.15 gilt.
O

7.20 Orthonormalbasen

Sei K = R oder K = C, und sei V' ein euklidischer oder unitédrer Vektorraum
wie in 7.7. Ist V endlich dimensional, so besitzt V' eine Orthonormalbasis,

d.h. eine Basis (uy,...,u,) mit ||u;|| =1 fir alle j =1,...,n und u; Lu; fiir
alle i # j.
Satz (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren).
Wihle eine Basis (vy,...,v,) von V. Setze
U1
Uy ‘=
o
Dann ist ||u,|| = 1. Setze
: Uy
Uy 1= Vg — (U, Ur)uy und Uy = —
[zl
Setze
/ Uy
uy := v3 — (vg, ug)uy — (s, Ug)us und uz := Tl
3
U.S.W.
Dann ist (uy, ..., uy,) eine Orthonormalbasis von V.

Beweis. durch Induktion nach n = dimg V
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n =1 klar
n > 1 Sei k < n und Uy, der von vy, . .., v erzeugte Teilraum von V. Nach In-
duktionsvoraussetzung hat Uy eine Orthonormalbasis (ug, ..., ux). Set-
ze
u;c+1 = Ug+1 — (Uk:+1, U1>U1 — = <Uk+1,uk>uk
dann ist uj , # 0, da Vg1 & Ug. Setze upyq = % Es folgt
k+1
1
<uk+17uj> = f <Uk+1 - <Uk+1> U1>U1 — <Uk+17uk>uk,uj>
k+1
[t
1
= o (U1, u5) — (Urpr, wa) (U, ug) — - = (U, ug) (ug, uy)
Huk+1H
1
= (U1, u5) — (Vrgr, wy) (uy, )
[t [
=0 Vj=1,...,k
da s linear im ersten Argument ist, u,...,u; paarweise orthogonal
sind und (u;, u;) =1 ist. u

7.21 Beispiele

1. Sei K = R mit Involution id, V = R? und s das Standard-Skalar-
produkt, d.h. fiir v = (21, 22), w = (y1,y2) € R?

(v,w) = T1Y1 + T2Yo

Es folgt
(v,v) = 2% + 25 > 0 Vv # (0,0)

Insbesondere ist s positiv definit. Setze r := /(v,v) =: ||v]|. Ist » > 0
und K, := {v € V | ||v|| = r}, dann beschreibt K, einen Kreis.

Lo F--3

Abbildung 19: Kreis
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2.

Sei K = R mit Involution id, V' = R? und s eine Metrik gegeben durch

(v, W) = Ty — Doy fiir v = (21, 22),w = (y1,12) € R?

Dann ist s eine symmetrische Bilinearform, und es ist
<U7 U> - ZE% - I%
Hier konnen drei Fille auftreten

(v,v) =0 Zum Beispiel fir v = e; +e2 = (1,1) oder v = 1 — ey =
(1,-1) = (v,v) =0

(v,v) >0 Zum Beispiel fir v =2¢; + ey = (2,1) = (v,v) =3

(v,v) <0 Zum Beispiel fir v =e; +2e3 = (1,2) = (v,v) = =3

Ist r € R und H, := {v € V| (v,v) = r}, dann beschreibt H, eine
Hyperbel (r # 0) bzw. die beiden Winkelhalbierenden (r = 0).

X2

1+

Abbildung 20: Hyperbel

Sei B = {e1, es} die Standardbasis von V = R2. Dann ist
_ (fer,en) (ene2)) _ (1 0
MB(S) o (<€2,61> <€2,€2> o 0 —1

Nach 7.13 i) ist s reguliir (d.h. Rad(V) = {0}), denn det Myz(s) = —1 #
0, also Mgz(s) € GLa(R).

Sei u; == 3(e1 + €2) = (3,3), dann ist (uy,u1) = 0, und also ist u,
isotrop. Sei

U :=Ru; = {)\U,l | )\GR}
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Dann ist s|yxp nicht regulér, denn
RadU :={uecU|(u,w)=0YVweU}=UNnU+=U

wegen (Auy, puy) = Ap{ug,u) = 0 VA, pu € K. Insbesondere ist U #
{0}

Dieses Beispiel zeigt: Ein Teilraum eines requldren Raumes braucht also
nicht requldr zu sein.

Die Aussage 2 des Dualitiitssatzes (V = UL U%) ist ebenfalls nicht fiir
jeden Teilraum erfiillt, wie die folgende Behauptung zeigt.

Behauptung Ut :={veV |{vu)=0YVuecU}=U

Beweis. Sei ug := e; — ey = (1,—1). Dann bilden u;, us eine Basis von
V und es ist (us, us) = 0 und (uj,up) =5 + 3 =1

C Sei v € Ut. Dann gilt v = \juy + Aup mit A\, Ao € R, da {uy,us}
eine Basis von V bildet und

0= (v,u1) = (Mug + Aaug, uy)
= A1 (ug, ur) +A2 (U2, uq)
N—— N——

=0 =1

alsov =X \u, e U
D Klar, da (Auy, puy) = Ap(ug, uy) =0

]

Folgerung dimg U + dimg U+ = 1 + 1 = dimg V (wie in 7.15.1
allgemein bewiesen fiir reguldres V). Es gilt aber V 2 U + U+.

Bemerkung Esist V = Ruj + Rup mit uy = (3, 1) und up = (1,-1)
eine hyperbolische Ebene, da (uy,u1) = (us, ug) = 0 und (uy,ug) =1
gilt. (vgl. 7.16). Fiir B' = {uy, us} und die Standardbasis B gilt dann

4)

Mg (s) = <(1) é) und T := Mg,(id) - (

DO [0 =
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in Ubereinstimmung mit 7.6.

7.22 Tragheitssatz von Sylvester
Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und sei
s:VxV—R, (v,w) — (v,w),

eine symmetrische Bilinearform auf V. Wir wihlen einen maximal positiv
definiten Teilraum U von V| das ist ein Teilraum mit den Eigenschaften

1. (u,u) > 0 fir u e U\ {0}
2. Fiir allev € V\ U™ ist s|(++Kv)x(©++Kv) — R nicht positiv definit.
Sei U™ = (UMt ={veV|(v,u)y=0VYueU"}.

Lemma.
Ist s requlir (d.h. RadV = {0}), so gelten

i)V =Ut LU~
i) s ist auf U~ negativ definit (d. h. es ist (v,v) <0 firve U™\ {0}).

iii) dimg UT = dimg V' fiir jeden mazimalen positiv definiten Teilraum
VT vonV

Beweis. zu i) U™ ist regulér, da s|y+xp+ positiv definit ist. Nach 7.15 folgt
V=UTL({U"*
zu ii) Angenommen es gibt v € U~ mit (v, v) > 0. Dann ist s ist auf Ut @Rv

positiv definit im Widerspruch zur Maximalitit von U™, denn fiir alle
A€ R, ueUT gilt dann

(u+ v, u+ ) = (u,u) +21  (u,0)  +2* (v, v)
~—— N—— N——
>0 =0, da ve(U+)L >0

>0
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Also ist (v,v) < 0 fiir alle v € U™. Ist (w,w) = 0 fir ein w € U™, so
gilt fiir alle v € U~ und alle A € R, dass

0> (w+ M, w+ M) = (w, w) +2\ v, w) + A\* (v, v)

——— ——
-0 <0
Es folgt (v,w) = 0 fiir alle v € U~ (andernfalls erhélt man einen

Widerspruch, da A € R beliebig), also ist w € Rad U~. Es folgt w = 5,
da s nach 7.15 reguléar auf U~ ist.

zu iii) Sei V =V LV~ eine zweite Zerlegung. Dann ist nach 7.15

dimr V™ =n—dimg V™'

Angenommen: dimg V7 < dimg UT. Dann folgt

n < dimRU+ —|—n—d1mRV+ = diHlleJr —I—dlmRV*
= dimg(UT + V™) +dimg(UT NV ™)
— d; + - + - —_ 10
= dimg(U* +V7),da U n V_ ={0}
pos. def.  neg. def.
<n  Widerspruch

Es folgt dimg V" = dimzr UT (denn der Fall dimp Ut < dimp V' ist
analog).
O

Satz.
Es ist

V=U"1U LRadV

wobei s auf UT positiv definit, auf U~ negativ definit und auf Rad' V' gleich
0. Ist
V=VTLV LRadV

eine weitere solche Zerlegung, so ist
o +_ g + - - _ —
r i=dimr U" =dimg V"™ wund r~ :=dimgr U~ = dimg V

Beweis. Der Satz folgt aus 7.12 und dem Lemma, da U™, U™, V', V™ re-
gular. O
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Bezeichnungen

r~ heiBt Trigheitsindex (manchmal auch r+ — r7)
(r*t,r,ro := dimg Rad V') heifit Signatur
Min(r*,r7) heifit Isotropieindex

von V' beziiglich s.

Beispiele.
Sei V' regulér.

1. r¥ =n = V euklidisch

2. r* =3 und r~ = 1, dann heifit V' Minkowski-Raum. (Hier spielt sich
die spezielle Relativitétstheorie ab.)

7.23 Folgerung

Korollar.
Ist V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und

s:VxV—R, (v,w) — (v,w),

eine requlire symmetrische Bilinearform. Dann gibt es eine Basis
B = (v1,...,0,) von' V und ein rt € N so, dass

0 fiiri+#j
(vi,v5) =41 firi=j<r*
—1 firi=je{rt+1,...,n}

Die Zahl vt ist durch s eindeutig bestimmt.
Beweis. Wéhle gemif} Satz 7.19.2 eine Orthogonalbasis {uy, . .., u, }. Es folgt
0 firi#j
<ui7uj> = Lo ..
a; # 0 fir i = j da s regulér

Usg

Setze v; = el Es folgt die Behauptung bei passender Umnummerierung
und nach 7.22. ]
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7.24 Ubungsaufgaben 43 — 52

Aufgabe 43.
(a) Fiir v = (21,2, 23), w = (Y1,Y2,y3) aus R? sei

(v,w) = 31y + 4x1Y3 — 3Toy1 — Toys — 4x3Y1 + T3Y2 .
Hierdurch ist eine schiefsymmetrische Bilinearform
s R*xR* =R, (v,w) — (v,w),
definiert. Man bestimme die Matrizen Mg(s) und My (s) beziiglich der Basen

B ={(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} und B' = {(0,0,1), (0,1,0), (,1,-3)}.

4
(b) Fiir v = (21, 22, 73, 74), W = (Y1, Y2, Y3, Ya) aus R* sei

(v, wy = 3x1Yy1 + 3T1Y2 + 3T2y1 + 4x3ys + 424ys .

Hierdurch ist eine symmetrische Bilinearform s : R* x R* — R, (v,w)
(v,w), definiert. Man bestimme die Matrizen Mg(s) und Mp (s) beziiglich
der Basen

B =1{(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} und
B’ ={(1,0,0,0), (-1,1,0,0), (0,0,1,1), (0,0,3,—3)} von R*.

)99
Aufgabe 44.
Sei V' ein euklidischer R-Vektorraum. Man zeige, dass fiir u,v,w € V die
folgenden drei Aussagen gelten, und fertige zu (c) eine Skizze an:

(@) [[v—w|?*=|]v|*+ |w|* - 2{v,w) (“Kosinussatz”)

(b) Jv+w|®*+]jv—w|*=2|v||*+2|w|?*  (“Parallelogrammgleichung”)

(€) (w—w)L(v-w) = flu—wl?+]v—wl*=u-wv]?

Aufgabe 45.
Es sei R? mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es seien

(1 0 —1) (—1 1 —1) <—1 1 —1)
N=\—7= Y == =\—F7r5 = B=\T7)"55 =)
TNVBT T v T \avB 27 26 P \av3T 27 v

und vy :<0,0, 236> .

Man berechne den Abstand ||v; — v;|| fiir 4,5 € {1,2,3,4}, i < j. Sodann

zeige man, dass vy, vg, U3, U4 €in regelméssiges Tetraeder mit dem Mittelpunkt
0 bilden. Man ermittle, welche Winkel vy, vo, v3, v4 miteinander bilden.
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Aufgabe 46.

Es sei V := R* mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es sei U der
von den Vektoren (2,1,0,3), (4,2,1,—1), (1,0,2,—13) erzeugte Untervek-
torraum von V. Man bestimme eine Basis des zu U orthogonalen Untervek-
torraums U+ :={v eV |vLluVueU}.

Aufgabe 47.

Sei V ein euklidischer oder unitérer K-Vektorraum. Fiir v,w € V, v # 0,
zeige man: Es gibt genau einen Vektor v € V und genau ein A € K derart,
dass gilt: w = Av + v und u L v. Hierbei ist A = %533 . Man fertige vor der
Beweisfiithrung eine Skizze an.

(Av heiBt die orthogonale Projektion von w auf die Gerade IKv .)

Aufgabe 48.
Es seien R? und R* jeweils mit dem Standard-Skalarprodukt versehen.

11 1
2727

(a) Man ergénze uy = ( ) zu einer Orthonormalbasis von R?.

S

(b) Man ergénze u; = ( ,%),Ug = (—%, %, —%, %) zu einer Orthonor-

N[ =

1
599

N[ =

malbasis von R*.

Aufgabe 49.

Es sei R* mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es sei U der von
den Vektoren v; = (—3,-3,3,3), vy = (=5,—5,7,7) und vz = (4,—2,0,6)
erzeugte Teilraum von R*. Man benutze das SCHMIDTsche Orthonormalisie-
rungsverfahren zur Konstruktion einer Orthonormalbasis von U.

Aufgabe 50.

Sei V' ein metrischer K-Vektorraum mit Metrik s : V x V — K, (v,w)
(v, w). Man zeige:

(a) Ist U ein Teilraum von V, so ist U+ := {v € V| vLluV u € U} ein
Teilraum von V.

(b) Wenn V := V als additive Gruppe und eine Skalarmultiplikation fiir V'
durch X - v := Thv erklért ist, so wird V dadurch zu einem K-Vektorraum.
(c) Fiir jedes v € Vsind 4, : V — K, w — (v,w), und r, : V — K, w
(w,v), K-linear.

(d) Essind £: V — Homg(V,K), v — £, und r : V — Homg(V, K), v >
ry, K-linear.

Aufgabe 51.

Sei K ein Korper, in dem 1 + 1 # 0 gelte, und sei V' ein 2-dimensionaler
K-Vektorraum, versehen mit einer reguléren symmetrischen Bilinearform s :
VxV =K, (v,w)— (v,w).
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Man zeige: Wenn es einen isotropen Vektor u 0 in V gibt, ist V eine
hyperbolische Ebene.

Aufgabe 52.
(a) Man zeige: Vektoren v; # 0,...,v, # 0 in einem euklidischen R-
Vektorraum mit der Eigenschaft v; Lv; V ¢ # j sind linear unabhéngig, und
fiir jeden Vektor v aus dem von vy, ..., v, erzeugten Teilraum gilt:
_ <U7vl> v+ <U7Un> -
<’U1, U1> <Una Un)

(b) Es sei R? versehen mit dem Standard-Skalarprodukt. Man konstruie-

re mit Hilfe des SCHMIDTschen Orthonormalisierungsverfahrens eine Ortho-
normalbasis fiir den Teilraum U = { (21, 79, 73) € R3 | 1 + 225+ 323 =0}
und bestimme eine Basis von U*.

8 Metrische Abbildungen

8.1 Metrische Abbildung und Isometrie

Seien V', W zwei metrische K-Vektorrdume beziiglich derselben Involution
K — K, a+——a,und seien sy : VXV — Kund sy : WxW — K
Metriken auf V und W (gemaf 7.2).

Definition.

1. Eine K-lineare Abbildung f : V. —— W heifit metrisch oder Metrik
erhaltend, falls gilt:

sy (v,v") = sw(f(v), f(V')) Yu,0' € V

2. Eine K-lineare Abbildung f : V W heilt Isometrie, falls f me-
trisch und bijektiv ist. Wir nennen V' und W dann isometrisch.

8.2 Metrische Abbildung eines regulidren Raumes

Bemerkung.
Ist sy regulédr (d.h. Rad V' = {0}), so ist jede K-lineare metrische Abbildung
f V. —— W injektiv.

Beweis. Sei v # 0 in V. Dann gibt es ein v € V mit sy (v,0') #
sonst v € Rad V' wire). Es folgt sy (f(v), f(¢v') = sy(v,0) #

f metrisch

insbesondere f(v) # 0. Also ist f injektiv, (vgl. Satz 3.19). ]
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8.3 Spiegelungen

Sei 14+ 1#0in K, und sei s : V x V —— K eine regulidre, symmetrische
Bilinearform. Sei dimg V' = n > 2. Wihle v € V mit (v,v) # 0. Nach 7.15
ist dann V = Kv 1 (Kwv)*t, also dimg(Kv)t =n — 1. Wir nennen dann

(w, v)

(v,0)

eine Spiegelung an der zu Kv senkrechten Hyperebene U := (Kv)*.

o V—V, wr——w-2

Behauptung.
o :V —— V ist eine [sometrie mit den Eigenschaften

i) o(u) =uVuelU

ii) coo=id

Beweis. 1. o ist K-linear, denn:
A
o(Aw) = dw — 2< w,v)v = do(w)VAe K,weV
<'U, U) 7.2
und

/
o+ ) = w28

=w+uw —2
R Rt R RO

o) (o)
=o(w) + o(w') Vw,w' €V

2. o ist Metrik erhaltend, denn fiir alle w,w’ € V' gilt

) )
<0(w)70(w )> - < 2 <U,U> ’ 2 <U,U> >
= (w,w') — QM(IU,M - 2M<v,w’>

(v,v)
+ 4<w’<1;>7 i)u;; ) (v, v)

(v,0)

= <w’ w/>
da s symmetrisch ist und also (v, w') = (W', v) gilt.

3. o ist injektiv nach 8.2, also bijektiv nach 3.23. Gezeigt ist nun, dass o
eine Isometrie ist.
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8.4. Die Matrix einer Isometrie 137

zu i) Sei u € U. Dann ist o(u) = u — 221?25’0 = u, da (u,v) = 0 fiir alle
uwe U= (Kv)t.

zu ii) Esist

o(o(w)) = J(w — 2<w,v)v)

o(v) mnach 1.)

=w—2

v, da o(v) = —v

w
(v,v) (v,v)
=wYVYweV

[
Beispiel.
Sei V = R? und s das Standard-Skalarprodukt. Dann ist U = (Kv)! eine

Gerade. Fiir |[v]] = 1 ist w —— (w, v)v die orthogonale Projektion von w auf
Rov (vgl. Aufgabe 47).

Abbildung 21: orthogonale Projektion von w auf Kv

8.4 Die Matrix MZ(f) einer Isometrie f:V ——V

Satz.
Seien s : V xV —— K, (v,w) —— (v,w), eine Metrik (wie in 7.2),
f:V ——V eine Isometrie und B = (vq,...,v,) eine Basis von V. Fir

T = ME(f)

gilt dann

"TMg(s)T* =Mg(s)| (mitT*=1-T).
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Beweis. Da f ein Isomorphismus ist, ist B’ := (f(v1),..., f(v,)) eine Basis
von V nach Aufgabe 18. Dann gilt ME(f) = MZ,(id) nach 4.4. Es folgt

"TMyz(s)T* = Mg/(s) mnach 7.6
= Mj(s)

nach 7.4, da f metrisch ist. O

8.5 Lineare Gruppen
Nach 4.22 ist

M5 . GL(V) — GL.(K), f+— M.(f)

ein Isomorphismus von Gruppen. Im Hinblick auf 8.4 betrachten wir in
GL(V) die Untergruppe G(V,s) aller Isometrien f : V —— V' und in
GL,(K) die Unterguppe

Gn(K,Mg(s)) :={T € GL,(K) | "'T Mg(s) T* = Mgx(s)}

Dann erhalten wir einen Isomorphismus der Untergruppen
Mg : G(V7S> — Gn(K7 MB(S))v f S Mg(f)
Beispiele.

1. V euklidischer R-Vektorraum und B = (uy,...,u,) eine Orthonor-
malbasis von V' (vgl. 7.20). Dann ist Mgz(s) = E,, und die Gruppe
Gn(R,Mg(s)) ist die orthogonale Gruppe

On(R) := {T € GL,(R) | 'TT = E, }|.

Auch jede Matrix T' € GL,(R) mit "T'T = E,, wird orthogonal genannt.
Nach 4.2 sind dquivalent

i) T ist orthogonal

ii) Die Spalten von T bilden eine Orthonormalbasis von R™ beziiglich

des Standard-Skalar-Produkts

2. Analog: V unitdrer C-Vektorraum und B = (u4, .. ., u,) eine Orthonor-
malbasis von V. Dann ist G,,(C, Mg(s)) die unitire Gruppe

Up(C) = {T € GL,(C) | 'TT = E, }|.

Auch jede Matrix T' € GL,(C) mit "TT = E,, unitir genannt.
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3.Sei1+1#0in K und s: V x V —— K eine regulire schiefsymme-
trische Bilinearform. Dann ist n = 2m nach 7.17, 7.18 und es gibt eine
Basis B von V' so, dass

10 - 0
MB(S):<_%m %m>:: I,, wobei E,, = O .
0 -~ 0 1

Die Gruppe Spy,,(K) :={T € GLo,(K) | T1,,T = I,,} heifit symplektische
Gruppe.

8.6 Klassifikation regulédrer symplektischer Riaume

Satz.

Sei1+1+#0in K. Seien V., W endlich dimensionale K -Vektorrdume und
sy : VXV ——>K sowie syy : W X W —— K requldre symplektische
Metriken. Dann gilt

’V und W sind isometm’sch‘ <— ’dimK V =dimg W

Zu jeder geraden positiven Zahl 2m gibt es also bis auf Isometrie genau einen
requldren symplektischen K-Vektorraum der Dimension 2m.

Beweis. = klar (vgl. 3.21)

< Esist V=H;l---1H, und W= H{L---1LH] mit hyperbolischen
Ebenen H;, H] nach 7.17. Sei (u;,v;) eine Basis von H;, wobei u;, v;
isotrop und (u;,v;) = 1. Wihle analoge Basis (u},v.) von H] fiir i =
1,...,m. Dann ist

f:V—W, wu+—u, v;—> 0

eine Isometrie.

8.7 Klassifikation orthogonaler Ridume

Satz.
Seien V., W zwei endlich dimensionale R-Vektorrdume mit orthogonaler Geo-

metrie (d.h. sie seien jeweils mit einer symmetrischen Bilinearform sy :
VXV — K und sy : W x W —— K wversehen). Dann gilt

’V und W sind isometrisch‘ — ’V und W haben die gleiche Signatur ‘
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Insbesondere gibt es auf einem n-dimensionalen R-Vektorraum V bis auf
Isometrie genau n + 1 verschiedene regulire orthogonale Geometrien.

Beweis. Die Aquivalenz folgt aus 7.22 und 7.23.
Sei (r*,r~,rg) die Signatur von V. Da s regulér ist, ist ro = 0. Dann verblei-
ben fiir 7+ und = die n + 1 Moglichkeiten (0,n), (1,n—1),...,(n,0). O

8.8 Beispiele fiir regulire orthogonale R-Vektorrdume

Sei V' ein regulédrer orthogonaler R-Vektorraum wie in 8.7. Dann ist n =
dimg V =r* + 7~ wobei (r*,r7) die Signatur von V' bezeichnet, vgl. 7.22,
7.23.

1. 7t =n,r~ =0 =V euklidisch (vgl. 7.7)
2. r* =1,r7 =1 =V ist eine hyperbolische Ebene, (vgl. 7.16)

3. r* =3, r~ =1 =V ist der Minkowski-Raum (kommt, wie schon in
7.22 erwahnt, in der Relativititstheorie vor)

8.9 Orthogonale Gruppen O+ ,-)(R)

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, versehen mit einer reguléren sym-
metrischen Bilinearform s : V x V R mit Signatur (r*,r7). Dann ist
die Gruppe G(V, s) aller Isometrien V' —— V' isomorph zu

E.+ 0 E .+ 0
t T o T
(=) - =)

L. r* =mn, also V euklidisch = O+ ,-)(R) = O,(R) wie in 8.5.1.

O+ (R) == {T € GL,(R)

nach 7.23 und 8.5.

2. r* =3, r~ =1 (Minkowski-Raum). Dann heif3t

1 0 0 O 1 0 0 O
01 0 0 010 0
Oen(R) :=<T € GLy(R) 'T 001 0 T — 001 0
0 0 0 -1 00 0 -1

Lorentzgruppe (wichtig in der Physik).
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8.10 Bestimmung aller orthogonaler 2 x 2-Matrizen

Seien a,b € K mit a® + b*> = 1. Dann sind die Matrizen

a —b a b
T:<b a)undS:<b —a>

=506 @)=6)
ss=(3 2 (0 2)=(0 )

Dabei heifit T' € Mayyo(K) orthogonal, falls 'TT = Es, also falls T' € GLy(K)
und 77! =T (vgl. Regel 4.13).

orthogonal denn:

Satz.
Fiir Matrizen T' € Mayo(K) gilt

T orthogonal ‘ —|T = (Z _ab> oder T' = <a b@) mit a® + b =1

Beweis. <= siehe oben

— Esist T'= <i Z) mit a,b,c,d € K und

vpp — (0 €\ (o D) _ a>+c ab+ced) (10
“\b d)\c d)  \ab+cd B*+d*)  \0 1
alsoa? +c2=1,b>+d*>=1und ab + cd = 0.

2

1. Fall a # 0. Damnist b = —% —= 1 = >+ &> = § (¢ + d*) =

1

—cfalls d =

dta)d—a)=0=d=4a=b={ . @71
cfalls d = —a

2.Fall a=0. Dannist =1=c=4+1=d=0,daab+cd=0
=P =1= b=+l

]
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8.11 Orthogonale Abbildungen

Sei V ein euklidischer R-Vektorraum. Dann nennen wir eine metrische Ab-
bildung f : V —— V auch orthogonal.

Satz.
Ist B = (uy,...,u,) eine Orthonormalbasis von V', so gilt

’f : V. —— V st orthogonal ‘<:> T := ME(f) ist orthogonal

und wir haben nach 8.2, 8.4, 8.5 eine Isomorphie von Gruppen
ME:{f:V —— V| f orthogonal} —— O,(R), f+— ME&(f)

Beweis. ,—* Sei f ein orthogonale Abbildung. Dann ist f nach 8.2 und
3.23 eine Isometrie = ‘TT = E,, da B eine Orthonormalbasis ist.

,<=% DaT € GL,(R)

= f ist bijektiv nach 4.22.

— B' = (f(w),..., f(u,)) ist eine Basis von V nach Aufgabe 18
= ME(f) = M5, (id) nach 4.4

= My/(s) = E,, da Mgz(s) = E, und "T'Mg(s)T = Mg (s) nach 7.6
—> B’ ist ebenfalls eine Orthonormalbasis von V'

Fir v = Auy + -+ + A\, und w = pquy + ... 4 ppu, mit A\ u; € R
folgt nun nach den Regeln 7.7 fiir das Skalarprodukt

(v,w> = /\1,&1 +--+ >\n,un = <f(v),f(w)>

Beispiel.
Ist dimg V' = 2, so entsprechen die orthogonalen Abbildungen f:V —— V
bijektiv den Matrizen der Form

@ =b oder @ b mit a,b € R und a® +b* =1
b a b —a

Drehung, det()=1 Spiegelung, det()=-1

(vgl. 8.10).
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8.12 Geometrische Bedeutung, falls dimy V' = 2

Sei V euklidisch, B = (uy, u2) eine Orthonormalbasis von V und f : V —— V
orthogonal.

Behauptung.

a

Mg = (5!

b ) mit a® + b* = 1 = f ist eine Spiegelung

Beweis. 1. Fall a =1 = b= 0.
Fiir die Spiegelung

o:V—V wr— w—2(w,u)us
an der Geraden Ru; = (Rug)™® gilt o(u;) = uy und o(up) = —us, also

M&(0) = (é _01> = M5(f) = o = f nach 8.11

2. Fall a #1 = a= —1oder |a] <1,daa®+0*=1. Setze v = qu; + fuy
mit o = ,/1;—“ und (= ;—;’ Es folgt

1—a b?
_ 2 2 __
<U,U>—Oé + 5% = 5 +@
l-a ¥  (1—a)?+??

~ T2 T3i—a 2-a

=1
1—2a+a®+b .
2 —2a B

Sei

o V—V wr—w-—2(w,v)v

die Spiegelung an der Geraden (Rv)‘. Mit Hilfe von (u;,v) = a und
(ug,v) = (3 ergibt sich

o(u1) = up — 2a(auy + Bug) = uy — 20%u; — 20Buy
= (1 =14 a)ug + bus = auy + buy
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und

o(uz) = us — 2B(auy + Bug) = ug — 28%us — 20Buy
=(1- 1b_2a)u2+bu1= 1_1a_zlb2uQ+bu1
= af__aauz +buy, da 1 —b* = a?
= —al(l_—aa)m + buy = buy — aus

— ME(0) = (Z _ba> = M&(f) = ¢ = f nach 8.11
O
Es ist

SOQ(R) = {T € OQ(R) | detT = 1}

8.10 b

:{Te%ﬁﬂT:Cijmﬁﬁ+§:H

eine Untergruppe von O(R), genannt spezielle orthogonale Gruppe.
Sei a,b € R mit a® + b? = 1. Dann gibt es genau ein ¢ € [0, 27| mit
a = cosp und b =sinp

Insbesondere konnen wir jede Matrix 7" € Oy(R) in dieser Form darstellen.
Die Matrix
T — <CQS¢ —sin gp)
sing cosg

beschreibt beziiglich der Standardbasis eine Drehung um den Winkel ¢ im
mathematisch positiven Sinne (gegen die Uhrzeigerrichtung), und die Matrix

cosp  sing
sing —cosp
beschreibt eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden von ¢.

8.13 Ubungsaufgaben 53 — 54

Aufgabe 53.
Es sei R* versehen mit dem Standard-Skalarprodukt, und es sei f : R* — R*
definiert durch

f(@) = (1 +xo+ w3+ 24, 01+ X2+ T3+ Tg, T1+ T — Ty — Ty, X1+ To— T3 — Ty)
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fir z = (21, T2, 73, 74) € RL
Man bestimme eine Orthogonalbasis von kern(f) und ergénze diese zu einer
Orthogonalbasis von R?.

Aufgabe 54.
(a) Man berechne die Determinante der Matrix

] V2 0 0
T=-—|0 1 1 |&Msgs(R)
V2io 1 1

und bestimme die inverse Matrix 7 1.

(b) Man bestimme alle € R, fiir die die Matrix

—x z(l+x) 14z
1+2 —x $(1 + l’) S M3X3(R)
(14+z) 1+x —x

1
S ltae 1) |,

orthogonal ist.

8.14 Klausur I

1 -3 2 0

1. Seien A= |1 b Mg Mys(R) und b= Ll et
0 4 3 X3 0
1 1 5 0

(a) Man bestimme rang(A), rang(A[b) und die Losungsmenge des Glei-
chungssystems A7 = b .

(b) Sei B ='A, und sei U = {# € R* | B = 0}. Man bestimme eine
Basis von U .

1 2 -1 2
1 a O 9 3 4
2. Seien A = |a 5 0| € Msy3(R) und B = s _9 1 ¢l €
Lal 1 4 -1 2
Myxa(R) .

Man bestimme alle a € R, fiir die A invertierbar ist, und berechne in
diesen Féllen A1,

Man untersuche, ob B invertierbar ist.
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3. Man berechne die Determinante der Matrix

1 1 4 =2
0 1 3 1
3 1 5 2

4. Es sei R* mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es sei U der
von den Vektoren vy = (1,0,1,0), v, = (1,1,—1,1) und vz = (—1,2,0,1)
erzeugte Teilraum von R*.

Man benutze das SCHMIDTsche Orthonormalisierungsverfahren zur Kon-
struktion einer Orthonormalbasis von U.

5. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K, und
sei f : V — V eine K-lineare Abbildung. Man zeige, dass die beiden
folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

(1) bild(f) = kern(f)
(2) fof ist die Nullabbildung V' — V| v — 0, und

dimgV =2 - dimgkern(f) .

0 —a —b
6. Man zeige, dass der Rang der Matrix A = [a 0 —c| fiir beliebige
b ¢ O

Zahlen a,b,c € R nie 1 oder 3 sein kann.

9 Eigenwerte

Sei K ein Korper, und sei f : V —— W eine K-lineare Abbildung endlich
dimensionaler K-Vektorraume V', W. Dann gibt es nach 4.18 Basen B von
V und C von W so, dass

MG (f) = (%) mit 7 = dimg bild f

Problem: Wenn f:V —— V ein Endomorphismus ist, gibt es dann eine
Basis B von V so, dass ME(f) méoglichst einfache Gestalt hat?
Dieses Problem ist nicht so einfach zu l6sen, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel.
V' euklidisch, n = 2 und B = (uy, uz) eine Orthonormalbasis von V. Fiir die
Spiegelung ¢ an der Geraden Ru; ist dann

M) = (o %)

eine Diagonalmatrix. Aber eine Drehung o # +id 148t sich beziiglich keiner
Basis durch eine Diagonalmatrix beschreiben, wie sich aus 8.10 und 8.11

“ _ab> mit a4+ 0% =1,

ergibt, (denn Drehungsmatrizen haben die Gestalt < b

und aus a # +1 folgt b # 0).

Um Darstellungsmatrizen auf eine einfachere Gestalt (moglichst sogar auf
Diagonalgestalt) zu transformieren, miissen wir Basiswechsel durchfiithren wie
in 4.15:

MG (f) = S™'Mg(f) T

oder wie in 4.16:

ME (f) = T~ 'ME(H)T

Im ersten Fall (4.15) spricht man von dquivalenten und im zweiten Fall (4.16)
von dhnlichen Darstellungsmatrizen. Diese beiden Begriffe wollen wir jetzt
allgemein fiir Matrizen einfiihren.

9.1 Aquivalente Matrizen

Zwei Matrizen A, B € M, (K) heiflen dquivalent, falls es R € GL,,(K) und

T € GL,(K) gibt so, dass | B = RAT | gilt.

Nach 4.19 ist jede Matrix A € M,,,x,,(K) vom Rang r dquivalent zu

E. |0 B
(ﬁ) ,, Normalform

9.2 Ahnliche Matrizen
Zwei Matrizen A, B € M,,»,,(K) heiflen dhnlich, falls 3T € GL,(K) so, dass

B=T71'AT

Das Problem ist es nun, auch fiir Ahnlichkeit eine , Normalform“ zu finden.
Fir K = C fiihrt die Losung des Problems zur Jordanschen Normalform
(vgl. Kapitel 13).
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9.3 Diagonalisierbare Endomorphismen und Matrizen

Definition.

1. Ein Endomorphismus f : V. —— V heifit diagonalisierbar, falls es eine
Basis B von V gibt so, dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

2. Eine Matrix A € M,,«,(K) heifit diagonalisierbar, falls A &hnlich zu
einer Diagonalmatrix ist.

9.4 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei f: V —— V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Ein Element
A € K heifit Figenwert von f, falls es einen Vektor v # 0 in V' gibt mit

flw) =Xv
Jeder solche Vektor v # 0 heiBt dann Eigenvektor zum Eigenwert \.

Beispiel.
Sei V' euklidisch, dimg V' = 2 und B = (u4, ug) eine Orthonormalbasis. Fiir
die Spiegelung o : V' —— V an der Geraden Ru; gilt dann

o(u) =u; und o(ug) = —uy (vgl 8.3, 8.12)

Es folgt: uy ist Eigenvektor zum Eigenwert 1, und us ist Eigenvektor zum

Eigenwert —1. Es ist M&(0) = (1

0 _01> und also o diagonalisierbar.

Allgemein gilt:

9.5 Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit

Bemerkung.
Sei V' endlich dimensional. Dann ist ein Endomorphismus f : V' —— V genau
dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis besitzt, die nur aus Eigenvektoren
von f besteht.

Beweis. Fiir eine Basis B = (vy,...,v,) von V sind dquivalent:
M O - 0

ME(f) = L T VS W
T |
0 --- 0 A\,

ﬁf(vj) =\v; Vi=1,...,n
— v; ist Eigenvektor zum Eigenwert \; Vi =1,...,n ]
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9.6 Wann sind Eigenvektoren linear unabhéngig?

Satz.

Sei 'V ein K-Vektorraum. Ist v; Eigenvektor eines Endomorphismus f :
V ——V zum Eigenwert \; fir j = 1,...,n und gilt \; # X\; fir alle
i #£ j, so sind vy, ...,v, linear unabhdingig.

Im Falln = dimg V besitzt f also héchstens n verschiedene Eigenwerte; und
falls f genau n verschiedene Figenwerte besitzt, ist f diagonalisierbar.

Beweis. Induktion nach n:
n =1 Ist trivial, da v; # 0 nach Definition 9.4
n > 1 Die Behauptung sei richtig fiir £ < n. Sei
(%) vy + - 1V = 0 mit M1y oy i1 € K

Es folgt

0=f(0) = paf(vi) + -+ i1 f(Ver1)
(1) = 1ALV + - Lt Ak 1 Ukt

Da auflerdem

(2) 0 (f) Mot (101 + -+ 4 P 1 Vpy1)

gilt, ergibt (1) — (2)

0= 11 As — Mg U1 + - - - 4 (A — Mgt )0k

+ k1 (M1 — Mer1) Ut
0

e (A — ANey1) = = (A — 1) =0
AN
fir i#j i Hik

= 1 =0, davg #0

Ist dimg V' = n und hat f genau n verschiedene Eigenwerte, so besitzt V' eine
Basis, die aus Eigenvektoren besteht, und f ist nach 9.5 diagonalisierbar. [J
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9.7 Eigenrdume

Ist f:V ——V ein Endomorphismus und A ein Eigenwert von f, so heifit
der Teilraum

Vi = kern(f — Aidy)

der Figenraum von f zum Eigenwert A. Esist also|Vy, ={v € V' | f(v) = \v}

und Vy \ {0} ist die Menge aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert .

Bemerkung.
Ist dimg V = n, und sind Ay, ..., \; paarweise verschiedene Eigenwerte von
f, so ist die Summe V), +--- + V), direkt (wie aus 9.6 folgt), und es gilt

dlmK V)q + - +diIIlKV>\k S n

(wie mit Induktion aus 3.14, dem Dimensionssatz 3.15 und der Definition der
(inneren) direkten Summe 2.14 folgt).

9.8 Charakteristisches Polynom eines Endomorphis-
mus

Sei dimgV = n und h : V —— V ein Endomorphismus. Dann ist die
Determinante det i definiert durch det h := det M&(h) mit irgendeiner Basis
B von V. (Die Definition ist davon unabhéngig, welche Basis wir wéhlen,
vgl.6.13.)

Bemerkung.
Sei g = f—Aid mit A € K, wobei f : V —— V ein Endomorphismus von V'
ist. Dann folgt M&(g) = ME(f) — AE,, nach Satz 4.4 und 4.6 und also

det g = det (Mg(f) - )\En>

Ersetzen wir hierin A\ durch eine Unbestimmte x iiber K, so erhalten wir das
charakteristische Polynom von f. Es ist definiert als

xy() = det (MB(f) — wE,)

9.9 Charakteristisches Polynom einer Matrix

Sei = eine Unbestimmte iiber K, und sei A € M,,x,,(K). Dann heifit

Xa(x) :=det(A —zE,)

das charakteristische Polynom von A.
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Bemerkung.
Es gibt Elemente ag, aq,...,a, € K so, dass gilt

XA(T) = anz™ + ap_12" 7+ 4 ag

Hierbei ist
e a,=(—1)" alsoa, #0

e a, 1 = (—1)""1Spur A, wobei Spur A := Summe der Diagonalelemente
von A

e ap =det A
(Einen Beweis findet man z. B. in dem Buch von Fischer [7, S. 220].)
Beispiele.

1. A= (n x n)-Nullmatrix = ya(z) = det(—zE,) = (—1)"a"™

2. A=FE, = xalx)=(1—2)"=(-1)"(z - 1)"

3. A= (CCL Z) S MQXQ(K) —
—x b

>:I2—(a+d)(£+ad—bc
C d—l‘ N——" N—_——

xXa(x) = det (a
Spur A det A

9.10 Nullstellen des charakteristischen Polynoms

Satz.
Sei f V. ——V ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen K-
Vektorraumes V. Dann sind fiir A\ € K dquivalent:

i) X ist Bigenwert von f, (d.h. Jv € V' \ {0} mit f(v) = A nach 9.4)
i) Vi = kern(f — \id) # {0}
iii) xr(A) =0, (d.h. X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms x¢(z))

Beweis. Sei g = f — Aidy, also g(v) = f(v) — Av Vv € V. Dann gilt:

A Eigenwert von f <= V) = kerng # {6}

<= ¢ ist kein Isomorphismus (vgl. Satz 3.19, 3.23)

<= ME(g) ist nicht invertierbar (vgl. Satz 4.4 und 4.22.3)

> 0 =det ME(g) = det (ME(f) — AE,) =xs() O
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Beispiel.
Sei f : R? — R? der durch f(e;) = —ep und f(es) = e; definierte Endo-
morphismus, und sei B = (ej, e2) die Standardbasis.

— MZ(f) = (_01 é) und yf(z) = det <:317 1 > — 2241

= X(2) hat keine Nullstelle in R

————= [ besitzt keine Eigenwerte in R
Satz 9.10

= f ist nicht diagonalisierbar

9.11 Dimension eines Eigenraums

Lemma.

Seidimg V =n und f : V ——V ein Endomorphismus. Ist \ eine m-fache
Nullstelle des charakteristischen Polynoms x (), so gilt dimg Vy < m fir
den Eigenraum Vy\ = kern(f — Aidy)

Beweis. Sei (v1, ... ,vy) eine Basis von V). Ergénze diese zu einer Basis 5 von
V. Dann gilt
A0 0
ME(f) = (%‘%) mit A = O O € Myx((K)
0 - 0 A

und also folgt xs(z) £ det(Mg(f) - xEn) = (A — 2)%q(x) mit passendem
Polynom ¢(z). Es folgt £ <m O

9.12 Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit

Satz.

Serdimg V =nund f: V — V ein Endomorphismus. Seien Ay, ..., \; die
verschiedenen Figenwerte von f und V), := kern(f — \;id) die zugehdorigen
FEigenrdume fiirt=1,..., k. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist diagonalisierbar
2. xf(x) =N —ax)" - (A —2)™ und dimg Vy, =n; firi=1,... )k

3. V:V>\1@"'@V>\k

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



9.12. Hauptsatz iiber Diagonalisierbarkeit 153

Beweis. Es ist k£ < n nach 9.6.

1. = 2. Nach 9.5 besitzt V eine Basis B, die aus Eigenvektoren besteht.
Wir ordnen diese Basis entsprechend den Eigenwerten Ay, ..., A, also

B = (vi,...,v,) und f(vy) = Mup,..., f(vn) = Moy, f(Un,41) =
XUy i1y -+ s f (Uny) = Aovp,, usw. Es folgt

(x) n; <dimg V), firi=1,...,k

und
A O 0
1 0 . 0
0
0 0 N
ME(f) =
M 0 - 0
0 0 N
: o0
0 - 0 M\

= xs(@) = det(ME(f) — 2B, ) = (A — 2)™ -+ (A — 2)™
— dimg V), < n; nach 9.11

Mit () folgt dimg V), =n,; fir i =1,... k.

2. = 3. Da xy(x) den Grad n hat (vgl. 9.9) und da nach Voraussetzung
Xr(@) = (A — @)™ - (A — @)™ gilt, folgt

’n:n1+---+nk‘

Nach 9.7 ist die Summe V), 4 --- + V), direkt

;> dimK(V,\l ++V)\k) :dim[(v,\l + -+ dimg V)\k
=g+
=n

und also dimg(Vy, +--- + V3,) = dimg V. Da V), +--- + V), ein
Unterraum von V' ist, folgt Vi, +---+ V), =V nach 3.14.
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3. = 1. Wir wihlen von jedem V), eine Basis und erhalten dadurch eine
Basis von Eigenvektoren von V' = 1. nach 9.5.
O

Beispiel.
Sei f: R? —— R? definiert durch

fler) =er und  f(ex) = e +e

und sei B = (eq, e) die Standardbasis.

— A= ME() = (é })

— () = det(A — 2Ey) = <16”’ 1;) — (1—2)?

= 1 ist zweifacher Eigenwert.

= f ist nicht diagonalisierbar, da dimg V; # 2 gilt:

Esist e; € kern(f —id), da f(e;) —e; = 0. Ist A\jeq + Agey € kern(f — id) mit
A1, A2 € R, so folgt 0 =0+ Ao(f —id)(e2) = Aaeq + Aaea — Agey = Ageq und
also Ay = 0. Es folgt V} := kern(f —id) = Re; .

9.13 Trigonalisierbarkeit

Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum, so heifit ein Endomorphismus
[V —— V trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt so, dass ME( f)
eine obere Dreiecksmatrix ist.

Satz.
Seirdimg V =nund f : V —— V ein Endomorphismus. Dann ist dquivalent

i.) f ist trigonalisierbar
i) xp() =N —z)- - (A\y— ) mit A\y,..., \, €K
Insbesondere ist im Fall K = C jeder Endomorphismus von V' trigonalisierbar

Beweis. i.) = ii.) Ist f triagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B von V

so, dass
)\1 * *
ME(H) =10 T it A e K
: .. S %
0 -~ 0 M\,
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Es folgt

A —T ke *
0
Xf(x) = det(Mg(f) - xEn> = det _

: T . *
0 R L
= (=) (A — )
ii.) = i.) Wir zeigen durch Induktion nach n, dass es eine , f- invariante
Fahne“ gibt, das ist eine Kette von Teilrdumen
{0} =VocViCc---CV,=V

mit dimg V; = j und f(V;) C V; Vj = 1,...,n. Hieraus folgt (i),
denn dann gibt es nach dem Basisergdnzungssatz 3.9 eine Basis B =

(v1,...,v,) von V so, dass (vq,...,v;) eine Basis von Vj ist fiir jedes
j=1,...,n, und nach 4.4 ist ME(f) eine obere Dreiecksmatrix.
n =1 klar

n > 1 Nach Voraussetzung ist xs(z) = (\y —x)--- (N, — ). Dann ist
A1 eine Nullstelle und also ein Eigenwert von f nach 9.10. Sei w;
Eigenvektor zu Ay, also wy # 0 und f(w;) = Ajw;. Wir ergénzen

wy zu einer Basis B’ = (wy,...,w,) von V.
A1 ‘ iz -+ din
B 0 :
— MB’(f) = : A mit A := (az‘j)id‘zg 77777 n
0
Sei U der von (ws, ..., w,) erzeugte Teilraum von V. Wir definie-

ren zwei K-lineare Abbildungen:
h:U—V:=Kuw, wjr—a,wVj=2,...,n

g:U—U, wjr— agjws+---+anw,Vj=2,....n

Es folgt f(u) = h(u)+g(u) Yu € U nach 4.4, und A ist die Matrix
von g beziiglich der Basis (ws, ..., w,) von U. Es ist

)\1—$‘a12 Ain

0
) =det| N = (= 2)x,(@)
- n—1
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also x4(z) = (A2 — x)--- (A, — x) nach Voraussetzung (ii). Wir
wenden die Induktionsvoraussetzung auf U und g an und erhalten
eine g-invariante Fahne

{0}=UycUyC---CU1=U

Dann ergibt V; := V; + U;_; die gewiinschte f-invariante Fahne,
denn fiir A € K und u € U;_; ist

f()\w1 + U) = )\)\1101 + f(u)
= AMw; + h(u) + g(u) €V
—_——— ——
%1 EUjfl

Nach dem ,Fundamentalsatz der Algebra“ (der in der Funktionentheorie-
Vorlesung gezeigt wird), zerféllt jedes Polynom mit komplexen Koeffizienten
iiber C in Linearfaktoren. Hieraus folgt die letzte Behauptung im Satz. [J

9.14 Selbstadjungierte Endomorphismen
Sei K = R oder C, und sei

. a falls K = R
a =
r—yifallsa=z+yi € Cmit z,y € R
Sei V' ein euklidischer oder unitérer K-Vektorraum (vgl. 7.7).

Definition.
Ein Endomorphismus f : V —— V heifit selbstadjungiert (bzgl. (, ), falls

(f(0),w) = (v, f(w)) Yo,weV

Bemerkung.
Wenn B = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V und A = ME(f) ist, so

gilt
’ f selbstadjungiert ‘<:>

(A = A bedeutet, dass A symmetrisch bzw. hermitesch ist, vgl. 7.5)

Beweis. Es gilt

f selbstadjungiert <= (f(v;),ve) = (v;, f(v)) Vi, k=1,...,n

Da B orthonormal ist, gilt fiir ME(f) =: (a;;) nach Definition 4.4:

(f(v;), ) = ayj{vr, vg) + -+ -+ an; (Vn, V) = ag,
<Uj7 f(Uk)> = le:<"0j, ’Ul> + ... +m<vj,vn> _ @
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9.15 Spektralsatz (,, Hauptachsentransformation*)

Sei f:V V' ein selbstadjungierter Endomorphismus eines n-dimen-
sionalen euklidischen oder unitéren K-Vektorraumes V. Dann besitzt V' eine
Orthonormalbasis, die aus Eigenvektoren von f besteht. Die Eigenwerte von
f sind sédmtlich reell.

Beweis mit Fundamentalsatz der Algebra. Nach 9.13 hat y ¢(x) eine Nullstel-
le A € C. Sei v Eigenvektor zu A, also v # 0 und f(v) = M. Es folgt

(f(v),v) = (Av,v) = A, v)
(v, f(v)) = (v, M) = Mv,v)
Da (v,v) #0 (vgl. 7.7) = A=A und also A € R.
Setzte U = Kv = f(U) CU = f(U+) C U™, denn fiir u € U~ folgt

<f(u)’ U> f selbsta:djungiert <u,w> u E:UJ' 0
eU

Da U regulir ist, folgt V = ULU* und dimg U+ = n — 1 nach 7.15. Da
flur : U+t —— U* selbstadjungiert, ergibt Induktion die Behauptung. [

9.16 Hermitesche und symmetrische Matrizen

Korollar.

a) Sei A € Myxn(C) hermitesch (d.h. ‘YA = A). Dann gibt es eine unitire
Matriz T € GL,(C) (d.h. 'TT = E,,) so, dass

M O - 0
tpa7 = | 0

ST

0 -~ 0 A,

mit)\l,...,)\neR

b) Sei A € M, (R) symmetrisch (d.h. 'A = A). Dann gibt es eine orthogo-
nale Matriz T € GL,(R) (d.h. 'TT = E,,) so, dass
N O - 0
rar = |
N |
0 - 0 M\,
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In beiden Fdllen sind A\q,..., N\, die Eigenwerte (mit Vielfachheiten) der
Standardabbildung f : K" —— K", ¥'+—— AZ .

Beweis. Sei s das Standardskalarprodukt (vgl. 7.8) und B die Standardbasis
von V := K" Dann ist A = ME(f) (vgl. 4.11), und f ist selbstadjungiert nach
Voraussetzung und Bemerkung 9.14. Nach dem Spektralsatz 9.15 besitzt V
eine Orthonormalbasis B’, die aus Eigenvektoren von f besteht. Es folgt

AN O - 0
' 0o . T
B — _ -1 o B (G
MB’(f) 9—5 : - - 0 4:6 T AT mlt T = MB’<1dV) ,
0 -+ 0 X\,
wobei Ai,...,\, die Eigenwerte von f sind. Da B, B’ Orthonormalbasen

— Mg (s) = E, = Mg(s) = B, = 'TE,T = 'T =T . Es folgt die
Behauptung im Fall K = R. Falls K = C ist, folgt

M 0 - 0

0 — TUAT — TAT = 'SAS mit S .= T
. o

0 0 A

9.17 Beispiele
Man untersuche, ob
f:R*—R*, (a,b,c)+— (—5a+7c, 6a+ 2b— 6¢c, —4a + 6¢)

diagonalisierbar ist und konstruiere gegebenenfalls eine Basis B von R? so,
dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

1. Schritt Bestimme die Matrix M5, (f) beziiglich der Standardbasis B’ von
R3. Es ist

f(1,0,0) = (—5,6,—4) -5 0 7
£(0,1,0) = (0,2,0) — A=ME(f)=|6 2 —6
£(0,0,1) = (7,—6,6) -4 0 6
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2. Schritt Priife, ob das charakteristische Polynom det(A — zFE3) in Line-
arfaktoren zerféllt. (Falls nein = f ist nicht diagonalisierbar.) Es ist

55—z 0 7
det(A — xFE3) = det 6 22—z —6
—4 0 6-=x
=2—-2)((-5—x)(6 —z)+ 28)
(2—1)(z* —x—2)
=2 -2)*(~1-2)

Das charakteristische Polynom zerfillt (iiber R) in Linearfaktoren, und
seine Nullstellen sind die Figenwerte von f. Es ist —1 ein einfacher
Eigenwert und 2 ein zweifacher Eigenwert von f.

3. Schritt Bestimme zu jedem FEigenwert A die Dimension des Eigenraums
Vi = kern(f — Aid). Falls dimg V) = Vielfachheit von A fiir jeden
Eigenwert A\ gilt = f ist diagonalisierbar. (Andernfalls ist f nicht

diagonalisierbar.)

A = —1: Bestimme eine Basis von V_; = kern(f + id). Es ist

0 —5+1 0 7 a —4a+ Tc
0] = 6 2+1 -6 b| =1]6a-+ 3b—6¢
0 —4 0 6+ 1 c —4a + Tc

— —4da+T7c=0, 6a+3b—6c=0
—> v} = (7,—6,4) bildet eine Basis von V}, also dimg V_; =1

nachrechnen

A = 2: Bestimme eine Basis von V5 = kern(f — 2id). Es ist

0 -5 -2 0 7 a —Ta+Tc
0] = 6 2—2 -6 bl =1 6a— 6c
0 —4 0 6—2 c —4a + 4c

= a = ¢, b beliebig
= vy = (0,1,0) und vz = (1,0, 1) bilden eine Basis von V;

Ergebnis f ist diagonalisierbar, und

B ={v =(7,-6,4),v = (0,1,0),v3 = (1,0, 1)}
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ist eine Basis von R3, die aus Eigenvektoren von f besteht. Es ist
f(vl) = (_77674) =—U —1

f(ve) =(0,2,0) = 2vy und Mg(f) =
f(vs) =(2,0,2) = 205

o NN O
N O O

0
0

Beispiel.

Sei f: R>——R3 (a,b,c) — (a — 2¢,0,—2a + 4c) . Es ist zu zeigen,
dass f selbstadjungiert ist, und eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des
Standardskalarprodukt zu konstruieren, die aus Eigenvektoren von f besteht.

e Esist f selbstadjungiert, denn es ist

f(17070) - (1707—2> 1 0
f(vy) =(0,0,0) also A:=ME(f)=]0 0 0
f(UB) = <_2v O’ 4) -2 0 4

eine symmetrische Matrix, vgl. 9.14.

e Wir zerlegen das charakteristische Polynom det(A —xFE3) in Linearfak-
toren. Es ist

11—z 0 -2

det(A—zE3)=det| 0 —2z 0 |=(1—-2)(—2)4d—12)+4x
-2 0 4-z

= —2® 4 52? = 2%(5 — 1)
= 5 ist ein einfacher und 0 ist zweifacher Eigenwert von f.
e Bestimme jeweils eine Basis der Eigenrdume

Vs =kern(f —5id) und V= kern f

A =5: Esist
0 1-5 0 -2 a —4a — 2¢
0] = 0 -5 0 b| = —5b
0 —2 0 4-5 c —2a —c

= c=—2aund b=0

also bildet v; = (1,0, —2) eine Basis von Vj
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A =0: Es ist
0 1 0 =2\ /a a—2c
Of=10 0 O bl = 0
0 -2 0 4 c —2a + 4c
= a = 2c und b ist beliebig

also bilden vy = (0,1,0) und vz = (2,0, 1) eine Basis von Vj = kern f
e Fiir die Basis B = (v, v, v3) von R3 gilt

f(v1) = (5,0, —10) = 5v;
f(v2) =(0,0,0) =00 und  ME(f) =
f(Ug) = (0, 0, 0) = 01)3

S O Ot
o O O
o O O

— B ist Basis aus Eigenvektoren von f. Es gilt
<'U1,U2>:1'O+0'1—2'0:0:>U1J_U2
<1)1,U3>:1'2+0'0—2'1:0:>U1J_U3
<’U2,U3>:O'2+1'O+0'1:O:>U2J_’U3

}VOJ_V}) nach 9.15

und

lor]] = /(or, 1) = VIF4 = V5

[val = \/(v2, v2) =1
[vs]l = \V (v3,v3) = V5

= U = %(1,0, =2), upy=1(0,1,0), wuz= \/5(2’0? 1)

bilden eine Orthonormalbasis aus Figenvektoren.
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9.18 Tabelle mit Normalformen von Matrizen

Seien A, B € M5, (K), und sei 1 +1 # 0 in K.

’ Relation B ~ A ‘ Normalform ‘ Invarianten ‘
. E.|0
B = RAT mit R,T € GL,(K) 00 r =rang A
vgl. 4.18, 4.19
B ='TAT mit T € GL,(K) Diagonalmatrix Rang, Dimension
A, B symmetrisch vgl. 7.19.3 + weitere
E.+ 0 :
A, B € GL,(R) ( 0 —E_ ) Signatur
vgl. 8.9 vgl. 7.23, 8.7
B ="'TAT mit T € GL,(K)
A, B schiefsymmetrisch
0 | En B
A, B € GL,(K) <_Em 5 > n=2m
vgl. 7.18, 8.6
3 Kriterien fiir Rang
B =T"1AT mit T € GL,(K) | Trigonalisierbarkeit | char. Polynom
Diagonalisierbarkeit | Eigenwerte

vgl. 4.15, 4.16

vgl. 9.13, 9.5, 9.12

(mit Vielfachheit)
Dimension von

vgl. 8.5.2

Eigenrdumen
Fir K =C (vgl. §13) Jordan-Normalform
M O - 0
¢ X . . . )\17 R /\n
B='TAT mit T € OH(R) 0 Eigenwerte
A, B € My (R) symmetr. : 0 mit Vielfachheit
0 0 A
vel. 8.5.1 vgl. 9.16.b
A0 0
BT wirev© | [0 e
A, B € Mpxp(C) hermitesch : .0 | | mit Vielfachheit
0 0 An

vgl. 9.16.a
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9.19 Ubungsaufgaben 55 — 61

Aufgabe 55.

Sei K ein Korper, und sei f : V —— W eine K-lineare Abbildung eines
K-Vektorraums V in einen K-Vektorraum W. Fiir Vektoren vy,...,v, aus
V osei wy = f(v1),...,w, = f(vy). Man beweise die folgende Aussage und
priife, ob auch die umgekehrte Richtung gilt:

wy,...,w, linear unabhidngig in W =—> wvy,...,v, linear unabhéidngig in V.
Aufgabe 56.

Man zeige, dass die R-lineare Abbildung
f:R* —R* (a,bc)r— (3a+2b—c, 2a+6b—2c, 2c),

diagonalisierbar ist, und konstruiere eine Basis B von R?® derart, dass die
Matrix ME(f) Diagonalgestalt hat.

Aufgabe 57.
Es sei R? mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es sei

f:R* —R?, (a,b,c) — (3a — ¢,2b, —a + 3c)
(a) Man zeige, dass f selbstadjungiert ist.

(b) Man konstruiere eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren
von f besteht.

Aufgabe 58.
Es sei R? mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und es sei

f:R* —R?, (a,b,c) — (4a — 2b, —2a + 3b + 2¢, 2b + 2c)
(a) Man zeige, dass f selbstadjungiert ist.

(b) Man konstruiere eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren
von f besteht.

Aufgabe 59.

Sei f: % —— (2, Cb‘ I—»A(Z),
abbildung. Man bestimme das charakteristische Polynom, Eigenwerte und
Eigenvektoren von f, wenn

0 a3 w o)
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Aufgabe 60.
Man bestimme das charakteristische Polynom, Eigenwerte und Eigenvekto-
ren von f, wenn

a) f:R®>—R3(a,b,c) — (2a+b,b—c,2b+ 4c),
b) f:R?>— R? (a,b,¢c) — (a+2b,a+2b,c),
c) f[f:R>——1R3(a,b,c) — (a,—c,b).

Man entscheide jeweils, ob f diagonalisierbar ist.

Aufgabe 61.

Seien f,g: K" —— K" zwei K-lineare Abbildungen. Wenn es eine Basis B
von K™ gibt, deren Vektoren sowohl Eigenvektoren von f wie auch Eigenvek-
toren von ¢ sind, so sagt man, dass f und g simultan diagonalisierbar seien.
Man zeige:

(a) Wenn f und g simultan diagonalisierbar sind, so gilt fog=go f.

(b) Wenn f genau n verschiedene Eigenwerte besitzt und wenn fog = go f
gilt, dann sind f und ¢ simultan diagonalisierbar.

Bemerkung. Die Umkehrung von 61 (a) gilt tatsdchlich nur unter geeig-
neten Zusatzvoraussetzungen, wie schon das Beispiel f = idg2 und ¢ :
R? — R?, (a,b) —— (a + b,b), zeigt.

10 Einige Grundbegriffe der Algebra

10.1 Aquivalenzrelationen

Fiir je zwei Elemente a,b in einer Menge M stehe fest, ob eine Beziehung
»a ~ b* gilt oder nicht (z.B. 5 <7, aber 3 £ 1in R). Wir sprechen von einer
Aquivalenzrelation auf M, wenn

1. a~a
2.a~b=b~a
3.a~bundb~c=— a~c

Beispiel.

13

,=" ist eine Aquivalenzrelation.

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so konnen wir zu jedem a € M die
Klasse k, := {c € M | ¢ ~ a} betrachten.
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Lemma.
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann gelten

i) a~b<= k, =k

i) b ky <= k,Nky =92
i) M = Uyen b
Beweis.

i) = Seid € k,, alsod’ ~a. Daa~b= d ~bnach 3. = d € k,
= k4 C ky. Nach 2. ist b ~ a, daher folgt k;, C k, analog.

<= ist trivial.
=

i)

b ¢k, = b~ a. Angenommen es gibt ¢ € k, Nk, = a ~ ¢ und
c~b = an~ b im Widerspruch zur Annahme.

<= Kklar, denn b € k, wiirde b € k, N k; implizieren.

iii) gilt, da a € k, fiir alle a € M.

Beispiel.
Sei M = 7., und sei

a~b:<= a—0bist durch 2 teilbar

Dies ist eine Aquivalenzrelation (vgl. Aufgabe 62), und es ist Z = ko U ky,
wobei kq die Klasse der geraden und k; die Klasse der ungeraden Zahlen ist
(ko =27, k1 = 1+ 27).

10.2 Quotientenvektorridume

Sei V' ein K-Vektorraum und U ein Teilraum von V' (gemé&f 2.8). Dann ist

auf V durch
v~ e lv—0 elU

eine Aquivalenzrelation erklirt, und es gilt

ky={veV|v~uv}=v+U:={v+uluelU}

Sei V/U := {k, | v € V} die Menge aller solcher Klassen. Man sagt ,,V/
modulo U*.
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Wir definieren eine Addition und eine Skalarmultiplikation durch
ky, + ky = k:vJFw‘undVv,w ceVund e K

Dies ist wohldefiniert, denn ist v ~ v' und w ~ w’

—v—veUudw—-w €U
2:8>(v—v’)+(w—w’):(v+w)—(v'+w’)GU:>U+w~v'+w’

- karw = kv’+u)’
Istv~v und A € K
— Av—=v)= - €U
2.8 ———

cU
— v~ = k‘)\v = k’)\v/

Damit wird V/U zu einem K-Vektorraum, genannt Quotientenvektorraum.
Es ist kg = U der Nullvektor in V/U.

Beispiele.
1. U=V = V/U = {0} (Nullvektorraum)
2. U={0} = V/ U=V

10.3 Die kanonische Abbildung von V auf V/U

1. Die Abbildung 77 : V. —— V/U, v —— v+U ist K-linear und surjektiv
mit kernm = U.

2. Ist dimg V < 00 = dimg V/U = dimg V — dimg U. Dies folgt aus 1.
und der Formel dimg V' = dimg kern 7w + dimg bild 7 (vgl. 3.22).

3. Universelle Eigenschaft des Quotientenraums. Ist f : V —— W
eine K-lineare Abbildung in einen K-Vektorraum W, und ist U C
kern f, dann gibt es genau eine K-lineare Abbildung f : V/U —— W
so, dass f = f o gilt, und also das Diagramm

V—f>W

A /i

V/U

kommutiert.
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10.4 Beispiele fiir Gruppen

Nach 2.2 ist eine Gruppe eine Menge GG mit einer Verkniipfung G x G — G,
(a,b) — a o b so, dass gelten

Gl (aob)oc=ao(boc)
G2 dJ ein neutrales Element e € GG so, dass eoa =a Va € G

G3 Zujedem a € G gibt es ein inverses Element a~! € G so, dass a loa = e

gilt
Gilt zusétzlich noch aob = boa Va,b € G, so heifit G abelsch oder kommutativ.

1. Z ={...,-2,-1,0,1,2,...} ist beziiglich + eine Gruppe. Neutrales
Element ist 0, inverses Element zu a € Z ist —a .

2. Die symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe)
Spi={c:{l,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv}

hat als Verkniipfung die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen,
sie hat n! =n(n —1)---2-1 Elemente. Schreibweise fiir o € S, :

(otty oty 70 o)

Zum Beispiel hat S, die Elemente

) 1 2 1 2
id = <1 2) und (2 1)

S35 hat 6 Elemente

1 2

Abbildung 22: Gleichseitiges Dreieck
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Drehung um 120 Grad

11— 23
23 +H——1
33— 12

Die (allgemeine) lineare Gruppe
GL(V)=A{f:V — V| f Automorphismus}

(V ein K-Vektorraum) bildet beziiglich Hintereinanderausfithrung von
Abbildungen eine Gruppe, vgl. 4.22.

Kleinsche Vierergruppe

Vi ={e,a,b,c} mit

=V =c=eund ab=c=ba,ac=b=ca,bc=a=-cb

Bis auf Isomorphie gibt es genau 2 Gruppen mit 4 Elementen (ndmlich
Vi~ 7./27 x 7./27 und Z/AZ , vgl. 5. und 6. unten).

Sind G, G5 Gruppen
= G1 X Gy ={(91,92) | ;1 € G1,92 € G}

ist eine Gruppe mit komponentenweiser Verkniipfung

(91,92) © (g1, 92) = (g1 ° 91, 92 © 9)
—— —
eGy €Go

Ist G eine Gruppe mit endlich vielen Elementen, so heifit die Anzahl der
Elemente von G die Ordnung von G. Wir schreiben |G| fiir die Ordnung
von G. Hat G unendlich viele Elemente, so schreiben wir |G| = oc.

Zu jedem n € IN gibt es eine abelsche Gruppe der Ordnung n, namlich
die additive Gruppe
Z/nZ ={a|acZ}

wobei @ := k, die Klasse von a beziiglich der Aquivalenzrelation
a ~b:<= a—bist durch n teilbar (vgl. Aufgabe 62)

Insbesondere liegen a und b in derselben (Rest-)Klasse, falls sie den
gleichen Rest bei Division mit n haben.
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Rechnen mit den Klassen, z.B. n = 13

5+7=12, 5+8=0
5+9=1,dal4=1-13+1,als014~1

54+10=2,da15=1-13+2, also 15 ~ 2
30=4,da30=2-13+4, also 30 ~ 4
—5=8,da —5=(-1)-13+8,also 8~ =5

Problem Sei n € N. Wie viele Gruppen der Ordnung n gibt es bis
auf Isomorphie?

e Wenn n = p eine Primzahl ist, so gibt es (bis auf Isomorphie)
genau eine Gruppe der Ordnung p, ndmlich die Gruppe Z/pZ

e 7,/pZ ist sogar ein Kérper (a- b := ab).

7. Ubersicht bis zur Ordnung 15 (ohne Primzahlordnungen)

Gruppenordnung 416|8[9|10[12]14 |15
Gruppenanzahl bis auf Iso. || 22|52 2 | 5| 2 | 1
davon nicht abelsch O(1{2(0|1 3|1

10.5 Untergruppen

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e.
Eine Teilmenge H von G heifit Untergruppe von G, falls gilt:

eccH

e, yc H— ay 'cH
Es ist dann H selbst wieder eine Gruppe.
Beispiele.

1. {e} und G sind Untergruppen von G (sog. triviale Untergruppen).

{(3 Z) € Myyo(R) | a#O,d#O}

ist eine Untergruppe von GLy(R) (bez. Matrizenmultiplikation).

3. SL,(K) = {A € M,,xn(K) | det A =1} ist eine Untergruppe nach 6.9
(bez. Matrizenmultiplikation).
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4.

{z € C | |z2| = 1} ist eine Untergruppe von C* := C \ {0} (bez.
Multiplikation, vgl. 1.1).

. Sei n € Z fest gewéahlt, und sei nZ = {nz | z € Z} (ganzzahlige

Vielfache von n). Dann ist nZ eine Untergruppe von Z (bez. Addition),
denn:

e 0=n-0e&nz

o Istx=nzyund y =nz — v —y=n(z — 22) € nZ

Satz Sei H eine beliebige Untergruppe von 7, dann gibt es ein n € Z
mit H = nZ.

Beweis. Ist H = {0}, dann ist H = 0Z. Ist H # {0}, dann gibt es
m# 0 € H. Ist m <0, soist —m > 0 € H, also gibt es mindestens
eine natiirliche Zahl in H. Sei n € IN die kleinste natiirliche Zahl in H
(ungleich Null). Wir zeigen nun H = nZ.

WnZ C H Sei k € Z.

k>0 — nk=kn=n+---4neH
Induktion N————
k Summanden

k<0=n(—k)e H= —n(—k)=nke H
Ek=0=n-0=0c H

=— nk € H fir alle k € Z.
wH CnZ*“ Sei h € H. Es gibt ¢, € Z, 0 < r < n mit
h = ng + r (Division mit Rest)

= r=_h —nqg €eH
~

€H cH

=—> r = 0, da n nach Definition die kleinste positive Zahl in H
ist.

]

6. Seien

E2:<(1) ?)‘:G) _OZ~>J=<_01 é)fzc) é)eGLQ(@)
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wobei i2 = —1 sei. Die Matrizen
H = {£E,, +i, +j, +¢}

bilden eine (nicht abelsche) Untergruppe der Ordnung 8 in GLy(C). Sie
heifit Quaternionengruppe H. Es gilt:

P==0=—F, ji=—ij,ij=t¢

10.6 Homomorphismus von Gruppen

Definition.

Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e und G’ eine Gruppe mit neutra-
lem Element e’. Wir schreiben G und G’ multiplikativ. Ein Homomorphismus
¢ : G — G’ ist eine Abbildung so, dass p(ab) = p(a)p(b) Ya,b € G gilt.

Beispiele.
Folgende Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen:

1.
2.
3.

det : GL,(K) — K*= K\ {0}, Ar—— det A
0.4 — G, n+— a", fiir festes a € G’

¢ : Rt — R*, 2 —— exp(z), wobei RT = R versehen mit Addition.
Es gilt die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:

exp(x + y) = exp(z) exp(y)
Es ist kern(p) = {z € R* | ¢(x) = 1} = {0} und bild(¢) = {y €
R |y >0}
¢ : Ct —— C*, 2+ expz. Dann gilt:
exXpz =expw < z —w € 2mit

Es ist kern(yp) := {z € C | expz = 1} = 27miZ. Die komplexe Expo-
nentialfunktion ist periodisch mit den Zahlen 27ik, k € Z (und nur
diesen) als Perioden.

. Eine n-dimensionale Darstellung einer Gruppe G ist ein Homomorphis-

mus ¢ : G — GL,(K). Beispiel: ¢ : S3 — GL3(K)

1 2 3 0 10 1 2 3 010
o:=1|3 1 o — 00 1|, 7:= 9 1 3] 1 00
100 1

Es ist S3 = {id, 0, 0%, 7, o7, 07} mit der Hintereinanderausfithrung
als Verkniipfung. Die Bilder der anderen Permutationen ergeben sich
nun aus diesen Beziehungen. Es ist 0% = id, 72 = id, 70? = o7 und
7o = 0?7 in Sz (vgl. 10.4.2).
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10.7 Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen

Sei ¢ : G —— G’ ein Gruppenhomomorphismus, und seien e bzw. ¢’ die neu-
tralen Elemente von G bzw. von G'. (Wir schreiben G und G’ multiplikativ.)
Dann gelten:

L. p(e) = ¢ (denn: p(e) = p(ee) = p(e)p(e) = €' = p(e))
2. ¢(a)™ = p(a™") (denn: ¢’ = p(e) = p(aa™) = p(a)p(a™"))

3. Ist H eine Untergruppe von G, so ist auch ¢(H) := {p(h) | h € H}
eine Untergruppe von G’

4. kernp :={a € G | ¢p(a) = €'} ist eine Untergruppe von G
5. kernp = {e} <= p ist injektiv. (Vgl. Aufgabe 64; geht analog wie bei
dem Satz in 3.19)

10.8 Isomorphismus von Gruppen

Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus ¢ : G —— G’ hei3t Isomorphismus.
Zwei Gruppen G und G’ heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus
S3 ist isomorph zur Gruppe P der Permutationsmatrizen

v : G — G gibt.
1
1 0], ,
0 0
0
1
00

(Nachrechnen durch Aufstellen einer Multiplikationstabelle!) Die Gruppe P
operiert auf K3 durch die Standardabbildungen, z.B.

220 -G

(vgl. 10.6.5, 10.4.2)

Beispiel.

o O
o = O
o O =
_ o O

Sind G und G’ isomorph, so schreiben wir
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Bemerkung.
Ist ¢ : G —— @' ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ¢!
G' —— @ ebenfalls ein [somorphismus.

Beweis. Seien x,y € G' und a = ¢ '(z), b = ¢ ' (y) = ¢(a) = x und
©(b) = y. Es folgt:

@ (zy) = ¢ (@(a)p(b)) = ¢~ (p(ab))
ab= ¢ ' (z)e"(y)

10.9 Nebenklassen

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e,
und sei H eine Untergruppe von G.

Definition.
Eine Linksnebenklasse ist eine Teilmenge von G der Form

aH :={ah|h € H}

wobei a € G fest gewahlt ist.

Behauptung Die sogenannte Kongruenzrelation

la=b|:<|3h € H mit b=ah|

ist eine Aquivalenzrelation.
Beweis. 1. a =a, denn a = ae und e € H nach 10.5

2.a=b=b=a,denn: a = b = 3Ih € H mit b = ah = a = bh™!
und 2! € H (nach 10.5) = b=a

.a=bb=c=—a=c,denn: a=0b, b=c=— Jh,h € H mit b = ah
und ¢ = bh/ = ¢ = ahh/ = a = ¢, da hh/ € H (nach 10.5)

Beispiel.
Die symmetrische Gruppe S3 = {id, 0, 0%, 7,07, 07} mit

1 2 3 010 1 2 3 010
:312<—>001,T:213<—>100
1 00 01
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hat beziiglich der Untergruppe H = {id, o7} die drei Mengen

{id,or} = H=07H||{0,0%7} =0H = o*tH ||{0* 7} =c’H =T7H

als Linksnebenklassen. (Denn: o7 € H = H = o7H = ocH = o?7H und
0?H = ot H = 7H) Man hat eine disjunkte Zerlegung

|S;=HUoHUTH|

geméaf3 10.1.

Beobachtung Es ist |H| = 2 und also Index(H) := Anzahl der Linksne-
benklassen = 3 = ¢ = 15l

2 [H]

10.10 Abzihlformel

Satz.
Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e, und
sei H eine Untergruppe. Dann gelten:

1. G ist die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen aH mit a € G.

2. Jede Linksnebenklasse hat gleich viele Elemente wie H (ist gleichmdch-
tig, falls oc)

3. Fir die Gruppenordnungen |G| und |H| gilt die Abzdihlformel

Gl =H]-(G: 1)

Dabei bezeichnet (G : H) den Index von H in G, das ist die Anzahl der
Linksnebenklassen. Ist |G| unendlich, so ist |H| oder (G : H) unendlich
(oder beide).

Bewezs.

1. Die Nebenklassen sind nach 10.9 Aquivalenzklassen, also folgt die Be-
hauptung aus 10.1.

2. Die Abbildung (von Mengen) H — aH, h —— ah, ist bijektiv, denn
sie ist offensichtlich surjektiv und es ist noch zu zeigen: ah = ah’ =
h=Hn:

Sei ah = ah/ = a~'(ah) = a™*(ah’) = h =1/

3. Die Abzihlformel folgt aus 1. und 2.
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10.11 Die Ordnung von Gruppenelementen

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe mit neutralem Element e,
und sei a € GG. Die Ordnung von a ist die kleinste natiirlich Zahl m € IN
mit der Eigenschaft ™ = e, oder oo, falls ein solches m nicht existiert. Wir
schreiben ,,ord a* fiir die Ordnung von a.

Beispiele.
-1 0

o (1 1\N[(1 1y [0 1 s (-1 0
o ) ) I ) B ey
(-1 =1\ 5 (0 =1\ . (10| _

R i e () R O

2. Die Matrix ((1) 1) hat unendliche Ordnung, denn es ist

1 1\" 1 n
@ J _<01>V”G]N

10.12 Die von einem Element erzeugte Untergruppe

1. Die Matrix A := ( L 1) ist ein Element der Ordnung 6 in GLy(R),

denn:

Satz.
Sei m die Ordnung von a € G. Dann sind die Elemente a* fiir 0 < k < m
paarweise verschieden in G. Ist m < oo, so ist H = {e,a,a?, ...,a™ 1} eine

Untergruppe der Ordnung m von G.

Beweis. Angenommen ¢/ = o' mit 0 < i < j < m = d " = ¢ =

10.11
ord a < m = Widerspruch.

Sei m < oo = H hat m Elemente. Fiir jedes k € Z ist a* € H (wobei

a’ :=¢), denn es ist

a" =a™ " mitg,r€Z,0<r<m
=(a™%" = a" e H
—— 10.11
e
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10.13 Satz von Lagrange

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Dann ist die Ordnung
von H ein Teiler der Ordnung von G. Insbesondere ist die Ordnung eines
jeden Elements von G ein Teiler der Ordnung von G.

Beweis. Nach 10.10 ist |G| = |H|- (G : H). Sei a € G - orda < oo, da
|G| < co. Wahlen wir H wie in 10.12, folgt auch die zweite Behauptung. [

10.14 Gruppen von Primzahlordnung

Korollar.
Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p isomorph zu Z./pZ..

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p. Wahle a # e aus G
—> orda =m # 1

Sn TP da m ein Teiler von p = |G| und p Primzahl

ﬁG:{e,a,...7ap_1}

— G —— Z/pZ, a* —— k fiir k =0,...,p— 1 ist ein Isomorphismus. [J

10.15 Erzeugung von Gruppen

Sei G eine Gruppe. Die von einer nichtleeren Teilmenge U C G erzeugte
Untergruppe ist definiert als die kleinste Untergruppe von G, die U enthélt.
Sie besteht (bei multiplikativer Schreibweise) aus allen moglichen Produkten
mit endlich vielen Faktoren aus U, deren Inversen und e.

Beispiele.

1. Die von einem Element a € G erzeugte Gruppe H nennt man zykli-
sche Gruppe. Ist orda = oo, soist H = {...,a %,a " e,a,a?,...}. Ist
orda = m < oo, so ist H = {e,a,a? ...,a™ '} von der Ordnung m
nach 10.12.

e 7 ={..,-2,—-1,0,1,2,...} ist eine unendliche zyklische Grup-
pe beziiglich Addition, sie wird von 1 erzeugt. Die Untergruppen
nZ ={...,—2n,—n,0,n,2n,...} C Z werden von n erzeugt.

e 7Z/n7Z ={0,1,...,n— 1} wird von 1 erzeugt, ist also zyklisch.

2. Die Kleinsche Vierergruppe Vj ist nicht zyklisch. Sie wird in GLg(R)
von den beiden Matrizen

1 0 -1 0
a.z(o _1> undb.z(o 1)
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erzeugt. Es ist Vy = {e = Es, a,b, ¢ := ab} mit Multiplikationstabelle:

a b ¢
alle ¢ b
bllec e a
cllb a e

Die Gruppe ist kommutativ (vgl. 10.4.4).

3. Die symmetrische Gruppe S3 ist nicht zyklisch. Sie wird von zwei Ele-
menten erzeugt (vgl. 10.6.5 und Aufgabe 67).

10.16 Klassifikation der zyklischen Gruppen

Satz.
Jede zyklische Gruppe ist isomorph zu Z. oder zu Z./nZ. mit einem n € IN.

Beweis. Sei G eine (multiplikativ geschriebene) zyklische Gruppe und a ein
erzeugendes Element von G.

. |IGl=c0c = G={...,a 2% a  ea,a? ..} und Z — G, k——> a”

ist ein Isomorphismus (a’ := e).

2.|1Gl == n < 00 = G = {e,a,a? ...,a" '}, und G —— Z/nZ,
a® —— k ist ein Isomorphismus nach 10.12.

O

10.17 Normalteiler

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe. Eine Untergruppe H von GG
heit Normalteiler in G, falls gilt

aHa ' C H fiir jedes a € G

Hierbei ist aHa™' := {aha™ | h € H}.

Bemerkung.
Aquivalent sind:

i) H ist Normalteiler in G
ii) aHa™' = HVYa € G

iii) aH = Ha Ya € G (d.h. jede Linksnebenklasse ist gleich der entsprechen-
den Rechtsnebenklasse)
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Beweis. i) = ii) H Normalteiler = aHa ' C H Va € G

= a'Ha=a'H(@ )" CHYaeG

— H=aa 'Haa ' CaHa*!

H
C
ii) = iii) und iii) = i) sind trivial. O
Beispiele.
1. G abelsch = Jede Untergruppe ist Normalteiler

2. SL,(K) ist Normalteiler in GL,(K), denn fiir A € GL,(K) und B €
SL,(K) gilt:

det(ABA™) = det B =1, also ABA™! € SL,(K)
3. ¢ : G —— G Gruppenhomomorphismus = kern ¢ ist Normalteiler
in G, denn fiir a € G, b € kern ¢ gilt
o(aba™) = o(a) (b)) p(a™) = € also aba™" € kern ¢
10.7 ~—~—

e/

4. Jede Untergruppe von Index 2 ist Normalteiler, denn

HUaleG = HUHa=— aH = Ha

0.10  analog zu 10.10

10.18 Faktorgruppen

Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe, und sei H Normalteiler
in G. Dann ist die Menge

G/H :={aH | a € G}

aller Linksnebenklassen eine Gruppe mit Einselement H beziiglich
aH -bH = abH
Es ist aHbH = abHH = abH, da bH = Hbund HH = H = Wohldefi-

05
niertheit und Gruppengesetze.

Man nennt G/H die Faktorgruppe von G nach H und sagt ,G modulo H*.
Sind zwei der Gruppen G, H, G/H endlich, so ist auch die dritte endlich,

und es gilt

G|
G/H| = —

| H|
nach der Abzahlformel in 10.10. Ferner ist 7 : G —— G/H, a —— aH, ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus mit kernm = H.
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10.19 Homomorphiesatz

Satz.

1. Istp: G
Isomorphismus

G' ein Gruppenhomomorphismus, so induziert ¢ einen

?: G/kernp —— bildp

2. Ist f : V. —— W eine K-lineare Abbildung von K -Vektorrdumen, so
induziert f einen Isomorphismus

f:V/kern f —— bild f

Beispiel.
det : GL, (K) — K* ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern
SL,,(K), induziert also einen Isomorphismus GL,,(K)/SL,(K) — K*.

Beweis des Homomorphisatzes.

1. Sei H :=kerny und ¢ : G/H — bildp, aH +—— ¢(a), dann ist @
wohldefiniert und injektiv, denn es gilt:

aH = bH <= b € aH nach 10.9 und 10.1i
<~ a'be H=kemnop

¢ = p(a'b) = p(a) (b)
<= p(a) = p(b)

und es ist
P(atl -bH) = p(abH) = p(ab) = ¢(a)p(b) = PlaH)p(bH)
Offenbar ist ¥ auch surjektiv und damit ein Isomorphismus.

2. folgt aus 1., da jeder Vektorraum eine (additive, abelsche) Gruppe ist.
Es ist

f:V/kern f — bild f, v +kern f —— f(v)
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10.20 Der Begriff des Ringes

Definition.
Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen, Addition und Multipli-
kation genannt, und den FEigenschaften

i) R bildet beziiglich Addition eine abelsche Gruppe
ii) Die Multiplikation ist assoziativ und hat ein neutrales Element
iii) Es gelten die Distributivgesetze

(@ +b)c =ac+bcund c(a+b) =ca+cbVa,b,c e R

Beispiele.

Jeder Korper ist ein Ring. Z, Z/nZ sind Ringe beziiglich gewohnlicher Ad-
dition und Multiplikation. M,,«,(K) ist ein Ring beziiglich Matrizenaddition
und -multiplikation.

10.21 Der Begriff einer K-Algebra

Definition.
Ein Ring R heifit K-Algebra, falls R mit einer K-Vektorraumstruktur verse-
hen ist, die

(Aa)b = a(A\b) = A(ab) Va,b € R\ € K

erfiillt (Vertréglichkeit der Skalarmultiplikation mit der Multiplikation im
Ring) und deren Addition die des Ringes ist.

Beispiele.

1. M,«n(K) ist eine K-Algebra beziiglich Matrizenaddition, -multiplika-
tion und der Skalarmultiplikation

aip -+ Qin Aajp - Aagg

Ap1 - Gpp )\a'nl e )\ann
(Addition und Skalarmultiplikation sind komponentenweise definiert)
2. Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist

R:=EndgV:={f:V — V| fist K-linear}
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eine K-Algebra vermoge

(f+9)(v) == f(v) +gv) Vo €V

(fog)(v):= f(g(v)) Yo eV } —> Ringstruktur

und

Af)(v) = Aflo)Vw eV, A e K

(Es ist (Af) og = fo(Ag) = A(f o g); neutrales Element beziiglich
der Addition ist die Nullabbildung v —— 0 und neutrales Element
beziiglich der Multiplikation ist die Identitit v —— v.)

10.22 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition.
Eine Operation oder Aktion (von links) einer Gruppe G auf einer Menge X
ist eine Abbildung G x X — X, (g,x) —— gx, mit den Eigenschaften

1. ex = x Vx € X, wobei e das neutrale Element von G
2. (99')x = g(gz) Vg, 9 € G,z e X
Man nennt X dann eine G-Menge.

Bemerkung.
Ist X eine G-Menge, so definiert jedes g € G eine bijektive Abbildung ¢, :
X —— X, v —— gz mit Umkehrabbildung ¢,-1 .

10.23 Affiner Raum (additives Beispiel)

Ein affiner Raum dber K besteht aus einer Menge X = {P,Q,...} von
,Punkten®, einem K-Vektorraum V sowie einer ,einfach transitiven“ Rechts-
operation von V' (als additiver Gruppe) auf X, das ist eine Abbildung

XxV—X, (Pv)— P+

mit den Eigenschaften
1. P+0=PVYPeX
2. P+ (v4+w)=(P+v)+wVPe X, v,weV

3. Zu je zwei Punkten P, Q) € X gibt es genau einenle}ktor v € V mit
P 4+ v = Q. Wir schreiben dann v = P(), also P + PQ = Q.
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—_— = —
Esist PQQ + QR = PR, denn

(P+PQ)+QR = Q+QR = R

P+ (PO +QR) =
2) (3)

—
=

Andererseits gilt P + PR G R. Aus der Eindeutigkeitsaussage in (3) folgt

—_— — —
PQ+ QR = PR. Wir haben uns hier von der Auszeichnung des Nullpunktes
befreit.

Spezialfall Sei X = V. Definiere X x V —— X, (w,v) —— w + v, durch
Addition in V = 1.,2.,3. sind erfiillt. Also kann jeder K-Vektorraum als
affiner Raum betrachtet werden. Falls V' = K™ ist, schreibt man A™(K).

10.24 Bahn und Stabilisator
Sei X eine G-Menge (mit Linksaktion). Dann gelten

1. X ist ein disjunkte Vereinigung von Bahnen (auch Orbits genannt),
das sind Teilmengen der Form

Gz :={gz | g € G}

wobel z € X ist.

2. Fiir jedes z € X ist der Stabilisator
Stabx :={g € G | gr =z}

eine Untergruppe von G.

3. Sei G, := Stabz und G/G, := {9G, | g € G} die Menge der Linksne-
benklassen. Dann hat man eine Bijektion

G/G, —~ Gz, 9Gy — gz

Bewezs.

1. Durch = ’EIg € Gmity= gx‘ ist eine Aquivalenzrelation
auf X definiert, denn r = ex = v ~ 2. st x ~ y = y = gv =
r=¢gly=y~a. Gt z~yundy~z2 = y=gx, 2 =gy = ¢gx
=~z

Nach Definition ist Gx = {y € X |z ~ y} — 1.

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



10.25. Bahnformel 183

2. Es ist ex Syt = €€ Stabz. Sind ¢, g~! € Stabz =

/-1 _ ! -1 — ! -
(99~ )w 1002 9 (g7 x) g~! € Stabz g g' € Stabz

3. Es gilt
9G: = G < ¢ € gG,
—= g ¢ cq,
=g ldr==x
— ¢v =g

Die Zuordnung ist also wohldefiniert und injektiv. Sie ist offensichtlich
auch surjektiv.

]

10.25 Bahnformel

Satz.
Sei G eine endliche Gruppe, die auf einer Menge X # & operiere. Fiir die
Linge der Bahn Gz gilt dann

Gl
|G| =
|G

wobet G der Stabilisator von x € X ist.

Beweis. Es ist

|Gz| = (G : G;) nach 10.24.3

|G|
|G

nach 10.10

10.26 Ubungsaufgaben 62 — 68

Aufgabe 62.
Es sei n € Z fest gewahlt und nZ := {nz | z € Z}. Man zeige, dass durch

a~b <= a—-benZ

eine Aquivalenzrelation auf Z definiert ist, und bestimme die Anzahl der
Aquivalenzklassen in Abhéngigkeit von n .
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Aufgabe 63. ~
Man beweise, dass Z/nZ beziiglich der Vorschrift @+ b := a + b fiir a,b € Z
eine abelsche Gruppe ist.

Aufgabe 64.

Seien G, G’ zwei Gruppen, e das neutrale Element von GG und ¢’ das neutrale
Element von G’. Man zeige, dass fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ :
G —— G’ die folgende Aussage gilt:  kern(y) = {e} <= ¢ ist injektiv.

Aufgabe 65.
Man untersuche, welche der folgenden Teilmengen Untergruppen sind:

(a) GL,(R) c GL,(C),

(b) {1,-1} CR",

(c) die Menge der ganzen Zahlen > 0 in Z™T,
(d) die Menge der reellen Zahlen > 0 in R*,

(e) die Menge der Matrizen der Form (8 —0a> ,a#0,in GLy(R) .

Aufgabe 66.

Sei Z/nZ die in Aufgabe 63 eingefiihrte additive Gruppe. Die Addition in
der Gruppe Z/mZ x Z./nZ. sei komponentenweise erklart. Man beweise oder
widerlege: 7 /67, ~ 7.]27. x 7./37., 7./87. ~7.]27. x 7.]AZ.,

787, ~7./27. x 7./]27. x 7.]27.

Aufgabe 67.
Essei R=R\ {0,1}. Man zeige, dass die durch

_95—1

fr) =1 wd g(r) =

X

definierten Funktionen f, g : R — R eine Gruppe von Funktionen erzeugen,
die zur symmetrischen Gruppe S5 isomorph ist, wenn man als Verkniipfung
die Hintereinanderausfithrung von Funktionen verwendet.

Aufgabe 68.
Zwei Elemente a, b einer Gruppe G heiflen konjugiert in GG, wenn es ein Ele-
ment ¢t € G gibt derart, dass a = t~'bt gilt. Man zeige, dass die beiden

Matrizen
1 1 4 1 0
o1) ™ 11

in der Gruppe GLy(RR) konjugiert sind, in der Gruppe SLy(R) aber nicht.
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11 Euklidische Riume und Bewegungen

Sei V' ein euklidischer Vektorraum, also ein R-Vektorraum, der mit einem
Skalarprodukt

VxV—R, (v,w)r— (v,w)
versehen ist (vgl. 7.7). Man nennt ||v|| := \/{(v,v) die Ldnge von v, (vgl. 7.9),

und ||v — w|| den Abstand von v,w € V.

11.1 Lemma iiber orthogonale Abbildungen

Lemma.

Jede Abbildung f :V ——V, die das Skalarprodukt erhdlt, fir die also
(v, w) = (f(v), f(w)) Vo,weV
gilt, ist R-linear (und daher orthogonal gemafs 8.11, 8.1).

Beweis.

1. Setze z := f(v+w) — f(v) — f(w). Zu zeigen z = 0.
Fiir alle u € V' gilt

(2, f(u)) = {f(v +w) = f(v) = f(w), f(u))
— (f(+w), fw) = (F), F(w) = (Flw), F(w)
= (v+w,u) — (v,u) — (w,u) nach Vor.
= 0 nach 7.7

Es sei U der von der Menge {f(u) | v € V} erzeugte Teilraum von
V. Dann ist (z,2') = 0 fiir alle 2/ € U nach 7.7 Da z € U ist, folgt
insbesondere (z, z) = 0 und also z = 0 nach 7.7.3.

2. Setze analog z := f(A\v) — Af(v) fiir A € R. Fiir alle u € V' gilt

(2, f(w) = (f(A) = Af(v), f(u))
= (f(A), f(u)) = A(f(v), f(u))
= (\v,u) — (\v,u)y =0

—

Wie in 1. folgt nun z = 0.
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11.2 Bewegungen von V

Definition.
Eine Bewegung von V ist eine abstandserhaltende Abbildung 6 :V —— V|
also eine Abbildung, die

[v = w[| =[[B(v) = Bw)] Vo,weV
erfiillt.
Bemerkung.

1. Jede Bewegung (3 : V —— V ist injektiv, denn

Bv) = B(w) = 0 = [0]| = |B(v) = B)]| = llv - w|| = v=w

2. Die Hintereinanderausfithrung zweier Bewegungen ist eine Bewegung.
Beispiel.

Die Translation 3 = t,, : V —— V|, v —— v + vy, ist fiir jeden Vektor
vg € V eine Bewegung, denn

16(v) = Blw)ll = llv+vo = (w+vo)l| = [lv — w]|

Aber t,, ist nicht R-linear, falls vy # 0 (da dann t,,(0) = vy # 0 ist), also
auch nicht orthogonal nach 11.1. Offensichtlich gilt

tyy © Ly, =ty Otyy = tygte, V00,01 €V

Insbesondere gilt ¢,, ot_,, = idy = t_,, ot,,, und es ist ¢,, bijektiv Vv, € V.

11.3 Bewegungen, die den Nullvektor festlassen

Wie gewohnt nennen wir eine R-lineare Abbildung f : V. —— V orthogonal,
falls (v, w) = (f(v), f(w)) Yv,w €V gilt.

Satz.
Ist B:V —— V eine Bewegung, so ist die Abbildung

f=t 3508:V—V, vi— B(v) — 5(0)
orthogonal. Insbesondere ist jede Bewequng, die 0 festhilt, orthogonal.
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Beweis. Da f nach Bemerkung 2. in 11.2 eine Bewegung ist, gilt

lv —wl* =11/ (v) = f(w)[*

Es ist
v —w|* = (v —w,v —w) = (v,0) + (w, w) — 2(v, w)

= [[l|* + [lwl* = 2{v, w)

und analog
1£ () = f)I* = IF@)I* + [ ()" = 2(f (v), f(w))
= [|6() = BO)I* + [|8(w) = BO* = 2(f (v), f(w))

= [Jv = 0]* + lw = O]]* = 2(f (v), f (w)), da 3 Bewegung

= [[ll* + [lwl* = 2{f (v), f(w))

Da [[v —w|* = || f(v) = f(w)|* gilt, folgt (v,w) = (f(v), f(w)) Yo,w €V,
und nach 11.1 ist f dann R-linear. [

11.4 Wie sieht eine Bewegung aus?

Korollar.

Jede Bewegung 3 :V ——V hat die Gestalt B =to f, wobeir f:V ——V
orthogonal und t : V.—— V eine Translation ist. Dabei ist t(v) = v + 3(0)
Vv e V.

Beweis. Nach 11.3 ist f :=1_gg o f orthogonal = § =t5q o f. ]

11.5 Bewegungsgruppen

Korollar.

Sei V' endlich dimensional. Dann ist jede Bewequng V. —— V bijektiv, und
die Bewegungen V V' bilden beziiglich Hintereinanderausfihrung eine
Gruppe.

Beweis. Nach Bemerkung 11.2 ist nur noch zu zeigen, dass eine Bewegung
B : V. —— V bijektiv ist. Nach 11.2, 11.3 ist f :=¢ 5@ © 0 injektiv und
R-linear. Da dimg V < oo

=—> [ ist surjektiv

3.23

= [ =tggo [ Iistsurjektiv
—— =~

surj.  Swi-
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11.6 Reelle orthogonale Gruppen
In 8.5.1 haben wir die orthogonale Gruppe

O,.(R) :={A € GL,(R) | '"AA = E,}
eingefiithrt und ihre Elemente orthogonale Matrizen genannt.

Bemerkung.

Es ist det A = =1 fiir jede orthogonale Matrix A, und die orthogonalen
Matrizen mit Determinante 1 bilden eine Untergruppe von O,(R), genannt
spezielle orthogonale Gruppe

SO,(R) :={A€O,(R) | det A=1}
Sie ist vom Index 2 in O,(R) und also Normalteiler (vgl. 10.17).

Beweis. Ist A € O,(R) = (det A)? = detE, = 1, da dettA det A

und da die Determinante multiplikativ ist. Es folgt det A = +1. Nun ist
auch sofort zu sehen, dass SO, (R) eine Untergruppe von O,(R) ist. Die
beiden Nebenklassen in O, (R) sind SO, (R) und die Menge der Matrizen
mit Determinante = —1, und also ist der Index 2. O

11.7 Fixpunkte orthogonaler Abbildungen

Sei dimg V' = n. Dann hat V' eine Orthonormalbasis B (nach 7.20), und fiir
jede R-lineare Abbildung f : V —— V gilt nach 8.11

’ f orthogonal‘ <= | ME(f) orthogonal

Lemma.

Sein = dimg V ungerade und f : V —— V orthogonal. Es sei A := ME(f)
in SO, (R) fiir eine Orthonormalbasis B von V. Dann ist det(A — E,) =0
Insbesondere besitzt f den Figenwert 1, und f hat einen Fixpunkt vy # 0.

Bewezs. Es ist

det(A — E,) = det"A det(A — E,,), weil 1 = detA = det A

Vor.

= det("A(A — E,)), weil det multlphkatlv nach 6.9
= det(E, — ) weil A € O,(R)
= det((E, — A))), da Transponieren additiv und 'E,, = E, ist

(
= det(—(A — E,))nach 6.8
= (—1)"det(A — E,,) durch n-maliges Anwenden von 6.2b)
= —det(A — E,) € R, da n ungerade
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— det(A—FE,) =0
—> f hat Eigenwert 1 nach 9.10
—>  Ju; # 0 mit f(v;) = vy nach 9.4

Insbesondere ist vy ein Figenvektor zum Figenwert 1. ]

11.8 Drehungen von R?
Nach 8.10 und 8.12 hat jede Matrix D € SO5(R) die Form

D [cose — sin ¢
~ \sing cosyp
Die Matrix D beschreibt per Standardabbildung eine Drehung von R? um 0
mit dem Drehwinkel ¢ (gegen die Uhrzeigersinn), wie man sieht, wenn man

v € R? in Polarkoordinaten v = ;Z?jg) mit r € R" und 0 < o < 27
schreibt.
v
T
Abbildung 23: Polarkoordinaten
Es ist

Dy — (cos ¢ —sin go) <7" cos oz) B <r(cos © cos a — sin @ sin a))

sing  cosp 7 sin o r(sin ¢ cos a + cos ¢ sin «)

= (r Cés(a + SO)) nach Additionstheoremen
rsin(a + ¢)

Es sei R? mit dem Standardskalarprodukt versehen. Dann gilt:

Ist f eine beliebige Drehung von R? um 0
— f ist eine Bewegung, die 0 festléisst = f ist orthogonal
= Die Matrix A von f beziiglich der Standardbasis ist orthogonal

= A € SO3(R) nach 8.10, 8.12, da f eine Drehung ist.
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190 11. Euklidische Rdume und Bewegungen

Ergebnis: Die Drehungen von R? um den Nullpunkt sind die orthogonalen
Abbildungen f : R? —— R? mit det f = 1. Fiir A € Mayo(R) gilt

‘A beschreibt eine Drehung per Standardabbildung ‘ <A e S0z(R)

11.9 Drehungen von R3

Die Drehungen von R? um den Nullpunkt sind die orthogonalen Abbildungen
f:R3 —— R? mit det f = 1. Fiir A € M3,3(R) gilt

‘A beschreibt eine Drehung per Standardabbildung ‘ <A € S03(R)

Beweis. Sei B' die Standardbasis von R3, und sei R?® mit dem Standard-
skalarprodukt versehen. Es ist dann B’ eine Orthonormalbasis von R3.

= Ist f: R?® — R3 eine Drehung mit Drehwinkel ¢ um den Nullpunkt
— f ist eine Bewegung, die 0 festlésst
= f ist orthogonal

= A := ME/(f) ist orthogonal

= det A = +1 = det f = +1 nach 6.13.

Fiir ¢ = 0 ist f = id und also det f = 1. Da die Determinante stetig
vom Drehwinkel abhéngt folgt det f = 1 fiir jede Drehung f
— A= ME/(f) € SO3(R)

=% Sei A € SO3(R), und sei f : R® — R3 die zu A gehorige Standard-
abbildung. Dann gilt A = M2, (f), und f ist orthogonal nach 8.11.
Da f R-linear ist, gilt f(5) = (. Nach 11.7 hat f auch einen Fixpunkt
v # 0 in R3, also f(vo) = vg. Sei U := (Rup)* die Ebene durch 0, die
senkrecht zu vy ist. Dann ist U ein f-invarianter Unterraum von R?,
d.h. f(u) € U Yu € U, denn fiir uLvy gilt

0= (wtn) | =, (F() S(00)) = {F(u), o) also f(u) Lo Vu € U

Abbildung 24: Untervektorraum U
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Wir zeigen nun, dass f|y : U —— U wie eine Drehung wirkt. Dies
erreichen wir durch geeigneten Basiswechsel. Wir konstruieren eine Or-
thonormalbasis B von R? so, dass die Matrix C' := M&(f) die Form

1 0 0
C=10 cosp —singp
0 singp cose

hat und also eine Drehung von R? mit Drehwinkel ¢ per Standardab-
bildung zu C' beschreibt, wobei e; = (1,0,0) auf der Drehachse liegt.

Konstruktion von B: Sei vy := ptr = [Jog]| = 1. Wir wéhlen
geméB 7.20 eine Orthonormalbasis D := {vy, v3} von U. Dann ist B :=
{v1,v9,v3} ist eine Orthonormalbasis von R3, da v, LU.

Es ist f(v1) = vy, da mit vy auch vy ein Fixpunkt ist. Da f(u) € U

Vu € U ist, gibt es Ao, A3, o, 3 € R mit

f(v2) = Aava + Asv3
f(v3) = pova + p3vs

Daher gilt
10 0 \
C=ME(f) = [0 X pm| und D= Mg(f|U)4:4</\2 “2>

und aus 8.11 folgt, dass C' und D orthogonal sind. Da A = M%,(f) gilt,
ist A = T71CT mit T = M5, (id). Es folgt

1 = detA=detC =1-detD
Vor. 6.9 6.5
also C' € SO3(R) und D € SO5(R). Nach 11.8 ist daher
D— (Cgsgo — sin gp)
singp  cosp
Mit C' beschreibt auch A = T-'CT eine Drehung von R® um 0 per
Standardabbildung. Der Vektor v; liegt auf der Drehachse, der Dreh-

winkel ¢ wird auf der zu v; senkrechten Ebene U gemessen und zwar
gegen den Uhrzeigersinn, wenn man von v; aus auf die Ebene U sieht.

]
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11.10 Orientierung und Bewegungen

Sei f: V —— V eine Bewegung eines endlich dimensionalen Vektorraums
V. Dann gibt es nach 11.4 eine orthogonale Abbildung f : V' —— V so, dass
B(v) = f(v) 4+ B(0) Vv € V gilt. Wir nennen 3 orientierungserhaltend, wenn
det f = 1, und orientierungsumkehrend, wenn det f = —1 gilt. Versieht man
R? bzw. R? mit dem Standardskalarprodukt, so ergibt 11.3, 11.8 und 11.9:

e Die Drehungen von R? bzw. R3 sind die orientierungserhaltenden Be-
wegungen, die den Nullpunkt festlassen. Sie bilden jeweils eine Unter-
gruppe der Gruppe aller Bewegungen von R? bzw. R3.

Sei E = A%(R) die affine Ebene (wie im Spezialfall 10.23). Dann bilden
die Bewegungen von E nach 11.5 eine Gruppe G, und man erhélt einen
Gruppenhomomorphismus

G — {-1,1}

indem man jeder orientierungserhaltenden Bewegung den Wert 1, und jeder
orientierungsumkehrenden Bewegung den Wert —1 zuordnet.

11.11 Die Bewegungsgruppe der Ebene £ = A%(R)

Jede orientierungserhaltende Bewegung der Ebene ist

e cine Translation P +—— P + w, das ist eine Parallelverschiebung um
einen Vektor w
oder

e cine Drehung um einen Punkt um eine Winkel ¢ # 0
Jede orientierungsumkehrende Bewegung der Ebene ist

e cine Spiegelung an einer Geraden ¢ (vgl. 8.3, 8.12)
oder

e eine Gleitspiegelung, das ist die Hintereinanderausfithrung einer Spiege-
lung an einer Geraden ¢ und einer Verschiebung um einen zu ¢ parallelen

Vektor w # 0

Durch diese Liste sind alle Bewegungen der Ebene E, d.h. alle abstandser-
haltenden Abbildungen E —— E, beschrieben (vgl. 11.13).
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11.12 Die Bewegungsgruppe von R?

Satz.
Die Gruppe der Bewegungen von R? wird erzeugt von den Translationen t,
um den Vektor w = Zl , also

2

w(0)= () G e
To To + Qo i)

den Drehungen d, um den Winkel ¢ um 6, also

d T\ _ (cosy —sinp\ (11 v 1 c R
2\ 29 sing  cosp T To

und der Spiegelung s an der x,-Achse, also

(=0 ) @)= () v e

Genauer gilt: Jede Bewegung 3 : R?2 —— R? ldsst sich eindeutig darstellen
als
B=tyod, oder 3 =t,0d,0s

Beweis. Sei 3 eine Bewegung von R2. Nach 11.4 ist dann 3 = t,,0 f, wobei t,,
eine Translation um w ist und f orthogonal ist, also insbesondere f(0) = 0
und det f = £1.

1) Seidet f = 1. Dannist f nach 11.8 eine Drehung d,,. Es ist also 5 = t,,0d.,.

2) Sei det f = —1. Dann gilt det(f os) =det f-dets = (—1)(—1) = 1. Nach
11.8 ist fos eine Drehung, also fos = d,,. Da sos = id ist, folgt f = d,0s
und somit 3 =t,0d, 0 s.

3) Eindeutigkeit der Darstellung: Sei § = ¢,, 0 d, 0 s = t, 0 d, o s/, wobel
i,7 = 0 oder 1 sind. Es ist zu zeigen, dafl ¢+ = j, w = v und ¢ = 7 gelten.
Sei ¢ = 0, dann ist 3 nach 11.10 orientierungserhaltend, folglich ist j = 0.
Sei¢ = 1, dann ist § nach 11.10 orientierungsumkehrend, folglich ist j = 1.
Also gilt i = j. Da s o s = id ist, folgt t,, o d, = t, o d,. Multipliziere von
links mit ¢_, und von rechts mit d_,. Man erhélt t,,_,od,_, = t,—,0d,_,
also t,—, = d,—,. Eine Translation ist aber nur dann eine Drehung, wenn
sie die Identitét ¢ ist. Folglich gelten w = v und n = ¢.

]
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Rechenregeln in der Bewegungsgruppe von R?: Es gelten

i) ty oty = tyyw, dyody = dyiy und so s = id

1)

ii) dy oty = tq,w)ody,
i) s0ty = tew) 05
iv) sod,=d_,o0s

Beweis. Wir zeigen hier nur ii): d, o ty, = t4,w) o dy
Sei w = (a1, az). Es ist

p r1\\ r1+ar\  [(z14a1)cosp — (24 az)sing
o (te —d, - .

T To + as (r1 + ay)sing + (x2 + az) cos @
und

T\ 21 COS P — Ty Sin
(tdgp(w) o dgo) (1,2) = tdap(w) (xl sin © + 9 CoSs SD)
_ (x1+ay)cosp — (x9 + as)sing
(21 + a1) sinp + (22 + az) cos @

11.13 Zum Beweis von 11.11

In 11.12 hatten wir ein Koordinatensystem gewihlt und dadurch die Ebene
E = A?*(R) mit R? identifiziert. Sei nun 3 : E —— E eine Bewegung. Wir
gehen analog wie in 11.12 vor:

1. Fall. Sei 3 orientierungserhaltend. Schreibe 8 = t,, o d, .
Behauptung: Ist d, # id, so hat 8 hat genau einen Fixpunkt, und 3

ist eine Drehung um den Winkel ¢ um P.

Beweis. Es ist 8(v) = d,(v) + w. Zu 16sen ist die Gleichung

-0 (72) = ()

und also das zugehorige Gleichungssystem

1 —cosp sin ¢ 1\ [(am
—sing 1—cosp) \z2) \as
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Die Matrix hat die Determinante 2 — 2cos¢ # 0, da d, # id. Das
System hat also genau eine Losung P. Es ist P = d(P) + w. Folglich
ist B(P+v) = dy,(P4+v)+w = dy(P)+d,(v)+w = dy(P)+w+d,(v) =
P+ d,(v) = [ ist eine Drehung um P mit Drehwinkel ¢.

2. Fall. Sei (3 orientierungsumkehrend. Schreibe 8 = ¢,,0d,0s. Die Bewegung

d,os ist eine Spiegelung s” an der Geraden durch 0, die mit der z,-Achse
den Winkel £ bildet, denn

Cos@  —sing 1 0 _ (cosp  smp (vel. 8.12)

sing  cosp 0 —1 sinp —cosp
Es ist also § = t,, o §’. Drehe das Koordinatensystem so, dass die -
Achse zur Spiegelachse wird. Dann wird ¢’ zur Standardspiegelung s

aus 11.12 und t,, bleibt eine Translation (mit gednderten Koordinaten).
Beziiglich des neuen Koordinatensystems ist

1 T+ aq Ty 1+ ay
= tw d == — a = as
’ 2o md g <x2> (‘5’72 + a2> ’ (2) ( B )

Damit fiihrt 8 die durch x; = % gegebene, zur x;-Achse parallele
Gerade in sich iiber und wirkt danach wie eine Verschiebung. Also ist

[ eine Gleitspiegelung.

]

Sei G die Gruppe der Bewegungen von E = A?(R). Betrachte die beiden

Untergruppen

T := Gruppe der Translationen
O := Gruppe der orthogonalen Abbildungen

— Gruppe der Bewegungen, die 0 festlassen

= { Drehungen um 0 und Spiegelungen an Geraden durch 6}

Sei B die Standardbasis von R?, dann sind

R> — T, wr—t,
O —— 05(R), Br— ME(B)

Isomorphismen von Gruppen.

Wir betrachten nun endliche Untergruppen der Bewegungsgruppe G. Dies

fithrt zum Studium der ,,Symmetriegruppen von Figuren wie
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Abbildung 25: Spiegel- und Drehsymmetrie

11.14 Symmetriegruppen

Sei E = A%(R) und sei F C E. Eine Symmetrie von F ist eine Bewegung
B : E—— E, die F in sich iiberfiihrt, fir die also §(F) = F gilt. Die
Symmetrien von F' bilden eine Untergruppe der Bewegungsgruppe G von F,
genannt Symmetriegruppe der ,Figur® F.

Beispiel.

Sei n > 3 und F eine regelméfliges n-Eck. Dies verhélt sich beziiglich Dre-
hungen um den Mittelpunkt P um den Winkel %” symmetrisch. F' enthélt
auch Spiegelachsen. Die Symmetriegruppe von F' ist die ,,Diedergruppe” D,,
der Ordnung 2n. Speziell ergeben sich zum Beispiel fiir n = 3 die Symmetrien
eines gleichseitigen Dreiecks:

Bei Drehungen der Ebene um P um den Winkel %” und Spiegelung an einer
Spiegelachse geht F' in sich iiber.

11.15 Die endlichen Untergruppen von O ~ O5(R)

Satz.
Sei O die Gruppe der Bewegqungen EE —— E, die den Nullpunkt festlassen,
und sei G eine endliche Untergruppe von O. Dann ist G

o die zyklische Gruppe Z, der Ordnung n, die von der Drehung d, mit

n = 2% erzeugt wird oder

e die Diedergruppe D,, der Ordnung 2n, die von der Drehung d, mit
n= %” und einer Spiegelung s' an einer Geraden durch den Nullpunkt

erzeugt wird.

Beweis. 1. Fall. Alle Elemente von G sind Drehungen. Es ist zu zeigen,
dass G zyklisch ist. Ist |G| = 1, so ist G = {id}. Sei |G| > 1. Dann
enthélt G eine Drehung um einen Winkel ¢ # 0. Sei € R der kleinste
positive Drehwinkel, der bei einer Drehung aus G auftritt. Dann ist
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p =mn+ amit 0 < a < n und einem m € Z. Da G eine Gruppe ist,
gilt dy = dp—y € G = a = 0, da n minimal ist und 0 < o < 7 gilt.
Demnach ist

dp = dpmy = d})!
also ist G zyklisch. Wahle n € IN minimal mit der Eigenschaft nn > 27,
also 2 < nn < 2m+n. Es folgt nn = 27 und also n = %’T , da ansonsten
dpy—2r eine Drehung in G’ mit kleinerem Drehwinkel als 7 wiére.

2. Fall. G enthilt eine Spiegelung. Durch Anderung des Koordinatensy-
stems (falls n6tig) kann man erreichen, dass dies die Standardspiegelung
saus 11.12in G ist. Sei H die Untergruppe der Drehungen aus GG. Nach
Fall 1. gibt es ein n € N so, dass H = Z,,. Folglich ist

Dy ={dios’ |i=0,...n—1,j=01}CG
Es ist noch zu zeigen, dass G C D,, gilt.

Sei # € G. Ist 3 eine Drehung, soist § € H C D, Ist 3 eine Spiegelung
= 3 = d, o s mit einer geeigneten Drehung d, nach 11.13
—=d,=fos (dasos=id) =d, € G=d,c H.
Nach Fall 1 gilt d, = dy, also ist § =d} o s € D,.

O

Folgerung.

Schreiben wir o := d,, und y := s, so konnen wir die Diedergruppe D,, durch
Erzeugende und definierende Relationen beschreiben: Erzeugende sind x,y
und die Relationen sind 2" =1, y?> = 1, yz = 2" !y . Es ist dann

D, ={1l,z,2% ..., 2"y ay, 2%y, ..., 2" 'y}

11.16 Die endlichen Untergruppen der Bewegungs-
gruppe G von E = A%(R)
Diese werden durch 11.15 vollstdndig beschrieben: Wir zeigen, dass jede end-

liche Untergruppe G von G einen Fixpunkt P hat, legen das Koordinatensy-
stem so, dass P der Nullpunkt wird und sind in der Situation von 11.15.

Lemma.

Sei M ={qu,...,qn} eine endliche Menge von Punkten der Ebene, und sei

1
P=—(q1+ ...+ qn) der Schwerpunkt von M
n

Fiir jede Bewegung 3 : E —— E gilt dann
BP) = (Bla) + -+ Blan))

n
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FEine Bewegung bildet also Schwerpunkte auf Schwerpunkte ab.

Beweis. Nach 11.12 und 11.13 ist jede Bewegung zusammengesetzt aus Dre-
hungen d, um den Nullpunkt, Translationen und der Spiegelung s aus 11.12.
Da d, und s R-linear sind, braucht man die Behauptung nur fiir Translatio-
nen zu zeigen. Sei § = t,, eine Translation um w. Es gilt:

B(P) = P + w nach Definition von t,,

1 1
:g(%‘i‘---—i‘qn)-i-g(w—l—...—l—w) nach 2.4
—
n mal

(1 +w+...4+ ¢ +w)

(B(qr) + -+ B(an))

S

]

Satz.
Jede endliche Untergruppe G der Bewegungsgruppe G von E hat einen Fix-
punkt, d.h. es gibt einen Punkt P € E mit 3(P) = P fir alle § € G.

Beweis. Sei ¢ € E und sei Gq := {#(¢q)|f € G} die Bahn von ¢ unter der
Wirkung von G. Die Bahn ist endlich, weil G endlich ist. Schreibe Gq =
{q1,-..,qm}. Esist P = %(fh + ...+ @qm) der Schwerpunkt der Bahn. Also ist
B(P) = P fiir jedes § € GG, denn 3 permutiert die Elemente der Bahn, und
B(P) ist wieder der Schwerpunkt dieser Elemente nach dem Lemma. ]

11.17 Endliche Untergruppen der Drehgruppe von R?
Sei D3(IR?) die Gruppe der Drehungen von R? um 0. Dann ist

D3(R) = {f : R?> —— R? | f orthogonal, det f = 1} ~ SO3(R?) nach 11.9

Satz.
Sei G eine endliche Untergruppe von D3(R). Dann ist G eine der folgenden
Gruppen:

o Z,: Zyklische Gruppe der Drehungen um Vielfache von 2= mit n € N

n
um eine Drehachse. Es ist |Z,| = n.

e D, : Diedergruppe der Symmetrien eines regelmdafiigen n-FEcks in einer
FEbene, aufgefasst als raumliche Drehungen. Es ist |D,| = 2n.

o T': Tetraedergruppe der 12 Drehungen, die ein Tetraeder in sich tiber-
fiihren.
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o W: Wiirfelgruppe der 24 Drehungen, die einen Wiirfel oder ein Okta-
eder in sich tberfihren.

o [ : Ikosaedergruppe der 60 Drehungen, die ein Dodekaeder oder ein
Isokaeder in sich tberfihren.

Beweis. Die Idee ist, die Pole von G auf der Finheitssphdre
§? = {(w1,22,75) € R | 2} + 23 + 23 = 1}

abzuzihlen. Dabei heifit ein Punkt p € S? ein Pol von G, falls es eine Drehung
v # id aus G gibt mit y(p) = p. Man nennt dann p auch Pol von 7. Die
Schwierigkeit bei der Zihlung der Pole von G ist, dass ein Punkt p € S? ein
Pol von mehreren Elementen aus G sein kann.

Ist f # id ein Element aus G, so ist f eine Drehung um eine (eindeutig
bestimmte) Drehachse £. Die beiden Schnittpunkte von ¢ mit S? sind dann
die Pole von f. Die Gruppe G operiert auf S? vermdoge

G xS —— 5% (p,f) — f(p)

denn es gilt f(p) € S*V p € S?, da jede Drehung f orthogonal und insbe-
sondere abstandserhaltend ist.

Lemma.
Bei der Operation von G auf S* geht die Menge X der Pole von G in sich
tber. Die Gruppe G operiert also auf X.

Beweis. Ist p Pol von f # id aus G und g € G'\ {id} beliebig. Dann ist g(p)
Pol von go fog™, dennesist (go fog7")(g9(p)) = 9(f(p)) = g(p). O
Nach 10.24 kann man die Menge der Pole X disjunkt in Bahnen zerlegen. Wir
zeigen nun mit Hilfe der Bahnformel in 10.25, dass es hochstens 3 Bahnen

geben kann. Fallunterscheidung nach Anzahl und Lénge der Bahnen ergibt
dann die obige Liste.

Sei Stab(p) := {g € G | g(p) = p} der Stabilisator eines Pols p von G und sei
Gp :={g(p) | g € G} die zugehorige Bahn. Mit den Bezeichnungen

N :=|G|, n,:=|Gp|= “Bahnlinge”, r,:=|Stab(p)]

gilt nach der Bahnformel |N =1, n,|, vgl. 10.25.

Sei N > 1. Dann ist r, > 1 nach Definition des Pols, da id € Stab(p) ist,
und G hat r, — 1 Elemente mit Pol p nach Definition des Stabilisators. Da
jedes f € G\ {id} zwei Pole hat, folgt:

(1) > (rp—1)=2(N-1)

peX
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Wenn zwei Pole p und p’ in derselben Bahn liegen, folgt Gp = Gp’ nach
10.1, also auch n, = ny, und aus N = r,n, = ryn,y folgt dann auch r, =
ry. Man kann also Summanden von Polen, die in derselben Bahn liegen
zusammenfassen. Wir schreiben nun By, ..., B,, fir die Bahnen. Sei r; := rp,
falls p € B; und n; := |B;| = ,,Lénge der Bahn B;“. Aus (1) folgt nun

m

(2) > ni(r; —1) =2N —2

i=1

Es ist N = rn; fir alle i = 1,...,m. Division der Gleichung (2) durch N
ergibt:

2 Ui 1
(3) 2-5=20--7)
i=1 T
N—— ———
>3

Es folgt m < 3, d. h. es gibt héchstens drei Bahnen.
Fall 1: Es gibt nur eine Bahn. Dann folgt mit (3)

2 1

29 S —1-—

N 1

N—— ——
21 <1

Dieser Fall kann nicht vorkommen.

Fall 2: Es gibt genau zwei Bahnen. Dann folgt mit (3)

2 1 1 2 1 1
2—N_1—T—1+1—r—2 und daher N—E—l—g
Es ist r;, < N, da N = n;r; gilt. Also folgt 1y = ro = N und somit
ny = ny = 1. Beide Bahnen haben die Lénge 1. Folglich gibt es nur 2
Pole p und p/, und beide sind Fixpunkte (werden von allen Elementen
aus G festgelassen wegen N = r; = r3). Also liegen sich p und p’ auf
der Sphére gegeniiber, d. h. sie liegen beide auf einer Geraden ¢ durch
durch 0. Die Gruppe G kann also nur aus Drehungen um die Drehachse
¢ bestehen. Daraus folgt, dass G = Zy die zyklische Gruppe ist, die
von der Drehung um den Winkel %” erzeugt wird.

Fall 3: Es gibt genau drei Bahnen. Mit (3) folgt nun:

(4) e _ L ity
N_Tl T2 T3
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11.17. Endliche Untergruppen der raumlichen Drehgruppe 201

Numeriere die Bahnen so, dass r; < ro < r3 gilt. Es folgt 1 = 2, denn
wéren alle r; > 3, so wére die rechte Seite in (4) < 0, die linke Seite
ist aber > 0.

Fall 3a: r; = ro = 2 und r := r3 beliebig.

Mit (4) folgt N = 2r, also ng = 2, da N = ngr ist. Es ist also By =
{p,p'} mit Polen p,p’ € S%.

Jedes Element von G ldf3it entweder p und p’ fest oder vertauscht beide.
Also liegen sich p und p’ auf S? gegeniiber, und die Elemente von G
sind Drehungen um die Gerade ¢ durch p und p’ oder Drehungen um
den Winkel 7 um eine Gerade ¢, die in der Ebene E := (* liegt. Es ist
also

G ={f € D3(R)| f fithrt ein regelméfiges r-Eck F' C E in sich iiber}

Die Eckpunkte und Mittelpunkte der Seiten von F' entsprechen den
iibrigen Polen. Schrankt man die Wirkung von G auf die Ebene E ein,
so erhélt man die Diedergruppe D,., wobei die Drehungen um ¢ als ebene
Drehungen um den Mittelpunkt von F' wirken und die Drehungen um
eine Gerade /' in E wie eine Spiegelung an ¢’ wirken.

Fall 3b: r; =2 und ry, r3 > 2.
Mit Hilfe von (4) iiberlegt man, daf§ es nur die folgenden Moglichkeiten

gibt:
| Gruppe | (r1,72,73) | N |
T (2,3,3) |12
W (2,3,4) |24
i (2,3,5) |60

Die Tripel (2,73, 73) mit 79,73 > 4 kénnen nicht vorkommen, da

1+1+1 1=0
2 4 4 N

ist. Die Tripel (2,3, r3) mit 3 > 6 konnen nicht vorkommen, weil
SR
2 3 6

ist.

Im Fall (rq,79,73) = (2,3,3) ist (n1,n2,n3) = (6,4,4), da N = r;n; ist.
Die Pole der Bahn B; sind die Eckpunkte eines Tetraeders F', und G
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besteht aus den Drehungen, die F' in sich iiberfithren. Es ist

n1 = # Kanten von F
ny = # Eckpunkte von F'

ng = # Seitenflachen von F

Im Fall (r1,79,73) = (2,3,4) ist (n1,n2,n3) = (12,8,6). Die Pole der
Bahn B sind die Eckpunkte eines Wiirfels F', und die Pole in Bjs sind
die Eckpunkte eines Oktaeders F’, und G besteht aus den Drehungen,
die diese Figuren in sich iiberfiithren. Es ist

n; = # Kanten von F' = # Kanten von F’
ny = # Eckpunkte von F' = # Seitenflichen von F’
ns = # Seitenfliichen von F' = # Eckpunkte von £’

Im Fall (r1,79,73) = (2,3,5) ist (n1,n9,n3) = (30,20, 12). Die Pole in
B, sind die Eckpunkte eines Dodekaeders F', und die Pole in Bs sind
die Eckpunkte eines Ikosaeders F’. Es ist G = I .

]

Der obige Beweis ist dem Algebrabuch von M. Artin [2] entnommen.

11.18 Euklidische Riaume

Ein affiner Raum X iiber R (vgl. 10.23), dessen zugehoriger Vektorraum V'
ein euklidischer Vektorraum ist, heif3t euklidischer Raum.

Beispiel.
A™(R) wird durch das Standard-Skalarprodukt auf R™ zu einem euklidischen
Raum.

Definition.
Der Abstand zweier Punkte P, () eines euklidischen Raumes X ist definiert
als

d(P,Q) = ||PQ|, wobei [[v] = \/(v, v) ist fiir v € V'

Dadurch wird X zu einem metrischen Raum mit einer translationsinvarian-
ten Metrik. Fiir alle P,Q € X , v € V gilt:
1) d(P,Q)>0VP,Qe Xundd(P,Q)=0< P=Q

2) d(P,Q) = d(Q, P) ,,Symmetrie“
3) d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R) ,Dreiecksungleichung*
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4) d(P +v,Q +v) =d(P,Q) ,, Translationsinvarianz*

—

1), 2) und 3) folgen aus 7.7 und 7.9, und 4) folgt aus (P 4+ v)(Q +v) = P
(vel. 10.23).

11.19 Ubungsaufgaben 69 — 80

Aufgabe 69.
Sei A € Mayo(R) eine Matrix mit lauter positiven Eintrédgen, und sei f :
R? —— R? die zugehdérige Standardabbildung. Man zeige:

(a)  f hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte.

(b) Der groflere Eigenwert besitzt einen Eigenvektor, der im ersten Qua-
dranten liegt und der kleinere einen Eigenvektor, der im zweiten Qua-
dranten liegt.

Aufgabe 70.

Man bringe die reelle Drehmatrix <C9S(’0 o @) in Mayo(C) auf Diago-
singp  cos @

nalgestalt.

Aufgabe 71.

Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und f:V —— V
eine orthogonale Abbildung mit Determinante det(f) = —1. Man zeige, dass
—1 Eigenwert von f ist.

Aufgabe 72.
Sei A € M,,xn(K), und sei

p(z) :=det(A—zE,) = (—=1)"2" + a,4 2l g ao

das charakteristische Polynom von A. Nach dem Satz von HAMILTON-
CAYLEY ist

p(A) = (—1)"A" +ap A" -t ag B,
die Nullmatrix. Man beweise diese Aussage fiir (2 x 2)-Matrizen und fiir
Diagonalmatrizen.

Aufgabe 73.
Man ermittle, welche Matrix die Drehung von R?® um den Winkel ¢ um die
durch den Vektor e; = (0,1, 0) bestimmte Achse beschreibt.

In den folgenden Aufgaben ist V ein n-dimensionaler euklidischer Vektor-
raum, f : V —— V eine R-lineare Abbildung und B eine Orthonormalbasis
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von V. Man nennt f selbstadjungiert, wenn (f(v),w) = (v, f(w)) fiir alle
v,w € V gilt. Wie in 9.14 der Vorlesung gezeigt wurde, ist f genau dann
selbstadjungiert, wenn die Matrix ME(f) symmetrisch ist.

Eine symmetrische Matrix A € M,,»,,(R) heifit positiv definit, wenn

M1
(fias o) A| 2| >0
Hn

fiir jeden Vektor (pi1, ..., ) # 0 aus R™ gilt.

Aufgabe 74.

Sei f: V —— V selbstadjungiert. Man zeige, dass die folgenden Bedingungen
dquivalent sind.

(a) Alle Eigenwerte von f sind > 0.

(b)  Fiir jeden Vektor v # 0 aus V ist (f(v),v) > 0.

(c) Die Matrix ME(f) ist positiv definit.

Aufgabe 75.
Man untersuche, welche der folgenden reellen Matrizen positiv definit sind.

1 -10
A:G ?) B:(_ll _21> C:(‘;’ f) D=|-1 0 1
0 1 2

Aufgabe 76.

Es sei f : V —— V selbstadjungiert, und f besitze genau n verschiedene
Eigenwerte. Man zeige, dass die zugehorigen Eigenvektoren eine Orthogonal-
basis von V bilden.

Aufgabe 77.
Es sei (3 eine orientierungsumkehrende Bewegung der Ebene. Man zeige, dass
(o (3 eine Translation ist.

Aufgabe 78.

Sei V' ein 2-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Dann ist eine Spiegelung
von V eine orthogonale Abbildung V' —— V| deren Determinante gleich —1
ist.

Man zeige, dass eine R-lineare Abbildung f : V —— V genau dann eine
Spiegelung ist, wenn f die Eigenwerte 1 und —1 hat und die zugehorigen
Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen.

Aufgabe 79.
Sei D, die Diedergruppe der Ordnung 8. Man bestimme alle Untergruppen
von D, und ermittle, welche davon Normalteiler sind.
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Aufgabe 80.
Eine Gruppe G der Ordnung 55 operiere von links auf einer Menge X mit
18 Elementen. Man zeige, dass es mindestens zwei Fixpunkte in X gibt.

(Dabei heifit ein Element € X Fizpunkt, wenn gx = z fiir alle g € G gilt.)

12 Quadratische Formen und Quadriken

Sei K ein Kérper mit 1+1 # 0 in K. Sei V ein K-Vektorraum, der versehen
sei mit einer symmetrische Bilinearform

s:VxV— K (v,w) — (v,w)
Es gelten also:

(1) (u+v,w) = (u,w) + (v, w)

(A, w) = v, w) } wlinear im 1. Argumen

(2) (v,w) = (w,v) ,Symmetrie*

Aus (1) und (2) folgt die Linearitét im 2. Argument (vgl. 7.2).

Sei dimg V' < oo und B = (vy, ..., v,) eine Basis von V. Dann ist die Matrix
<U17U1> te <U1»Un>
Mp(s) = : :
<UTL;U1> Tt <Un,Un>

symmetrisch wegen (2). Umgekehrt gibt es zu jeder symmetrischen Matrix
A = (aij)1<ij<n € Myxn(K)

genau eine symmetrische Bilinearform s mit A = My(s) . Seien v, w € V, also
v=2xv + ...+ 2,0, und w = Y101 + ...+ y,v, mit eindeutig bestimmten
z;,y; € K (vgl. 3.4). Man setzt

hn
s(v,w) = (x1,...,2,)A | (vegl. 7.4)

Yn

Im Fall K = R nennt man eine solche symmetrische Bilinearform auch inde-
finit. Zum Beispiel ist die Lorentzform, definiert auf R* durch

s(v,w) = T1y1 + Toys + T3Y3 — 02x4y4,
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indefinit. Man kann R* als “Raum + Zeit* auffassen, und es steht c fiir die
Lichtgeschwindigkeit. Wéhle die Zeiteinheit so, dass ¢ = 1 wird. Dann folgt

0
0
MB<S> = 0

o O O
S O = O
O = O O

-1
geméafd 7.22 und 7.23 fiir eine geeignete Basis B.

Bemerkung.
Es ist

My(s) € GL,(K) | <= |Rad(V) = {0}

Man nennt s dann auch reguldr oder nicht ausgeartet (vgl. 7.12 und 7.13).

12.1 Der Begriff einer quadratischen Form

Sei weiterhin dimg V =n < oo und sei s : V x V —— K eine symmetrische
Bilinearform. Dann nennt man eine Abbildung

q:V— K, vi+— q(v) :=s(v,v)
die zu s gehorige quadratische Form auf V. Sie hat die Eigenschaften:
(i) q¢(Av) = X3q(v) fiir alle A € K und v € V.
(i) s(v,w) = 3(q(v +w) — q(v) — g(w)) fiir alle v, w € V , Polarisierung*.

Man kann also s aus ¢ zuriickgewinnen.

12.2 Basiswahl

Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V und ¢(v) = s(v,v) fiir alle v € V' die zu
s gehorende quadratische Form. Seien A = (a;j) = Mg(s) und (z1,...,2,) €
K™ der Koordinatenvektor von v € V, also v = zqv1 +...+x,v,. Es ist dann

T
q(v) =1 qa(x1, ..., 2,) = (21,...,2,)A
'CETL
n n
= D agriy; =y air; +2 ) airy;
,y=1 i=1 1<i<j<n
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mit a;; = (v;,v;) und a;; = aj;, da s symmetrisch ist. Nach 7.19 besitzt V
eine Orthogonalbasis B = (wy, ..., w,). Dafiir gilt

Q(U) = qB’(yla s 7yn) = Z buy?
=1

wobei

MB/(S) = (b23> mit bij = <U)i,'w]'> = {O fur ; # j

Durch Wahl einer Orthogonalbasis, kann man also eine quadratische Form
diagonalisieren.

12.3 Hauptachsentransformation
Sei A € M, 5, (R) symmetrisch, B die Standardbasis von R™ und
T I

QB:Rn > R, |—’(£L’1,...,$n)A

Tn Tn

die zugehorige quadratische Form. Eine Hauptachsentransformation von A
ist eine Koordinatentransformation

Z1 € U1
R'— R | | — 5| |=

Tn ey Yn

mit einer orthogonalen Matrix S (also 'SS = E,,) so, dass

L1 Y1 n
|| =l | =
T, y,)

gilt mit einer geeigneten Basis C von R” und passenden \; € R.

Verfahren: Sei

X1 T
fiR"—R"|: | —A

T Ty

die zu A gehérige Standardabbildung, also A = ME(f).
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e Berechne die Eigenwerte Ai,...,\, von f und konstruiere eine Or-
thonormalbasis C aus Eigenvektoren von f beziiglich des Standard-
Skalarprodukts s” von R".

e Setze

T :=ME(id) = C := M{(f) = 'TAT
und man erhilt mit S := T’ die Hauptachsentransformation von A.
Begriindung: Esist C = T!AT nach 4.16 und

Ey = Me(s') = "T My(s) T = 'TT

=E,

da B, C orthonormal beziiglich s’ sind. Es ist also - = !T". Sei

n T
=T | = (z1,...,20) = (W1, ., y)'T
Yn Ln
_—
) 1 Y1
| =@, )AL | =, yn) TAT
Ty Tp Yn
n
=(y1,..-,y)C | :
Yn
n M 0
=Y Ak daC=ME = |
i=1 0 An
n
=qc| :
Yn

Geometrische Interpretation fiir n = 2. Ist \; > 0 und Ay # 0, so setze
L und = ——, und es folgt

*= I NG
q N :ﬁié
Yo o 32
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Betrachte die ,, Kurve“

() ewl ()

Im Fall ,+“ ist F' eine Ellipse und im Fall ,—* eine Hyperbel.

12.4 Kegelschnitte

Ein Kegelschnitt ist die Losungsmenge X einer quadratischen Gleichung in
zwei Variablen

(1) f(CL’l, Ig) = anl'% + 2&12$1[E2 + GQng + a1 + 29 +a= 0

in R?. Dabei sind die Koeffizienten a;;, a;, a € R. Man nennt den Kegelschnitt
ausgeartet, wenn X = & oder X aus einem Punkt oder einer Geraden oder
aus zwel Geraden besteht. Andernfalls heilt X nicht ausgeartet.

Satz.
Jeder nicht ausgeartete Kegelschnitt kann durch Bewegungen von R? auf eine
der folgenden Normalformen gebracht werden:

i) Ellipse: 1y + coy2 —1=0
i) Hyperbel: c;y? — coys — 1 =0
i1i) Parabel: ¢y —yo =0

wobei jeweils ¢y > 0 und cg > 0 sind.

Beweis. Sei A = <ZH 212) Dann gibt es nach dem Spektralsatz 9.15 und
12 022

A
0
hat. Die Gleichung (1) lautet in Matrizenschreibweise

12.3 eine orthogonale Matrix T so, dass ‘T AT = )(\) > Diagonalgestalt
2

F(z1,22) = (21, 22) A (i;) + (a1, a2) (2) +a=0

Setze hierin <x1> =T <y1> ein (vgl. 12.3), dann folgt
L2 Y2

(y1,2) TAT (yl> + (ay,a9)T @;) +a=0.

Y2
(A0
L0 X
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Also lasst sich (1) schreiben als

(2) MYT + Aoys + biys + baya +a =0

Wir haben hier eine orthogonale Koordinatentransformation vorgenommen
(Drehung oder Spiegelung).

1. Fall \; # 0 und Ay # 0. Dann lassen sich b;,by durch quadratische
Ergénzung eliminieren. Durch die Substitution y; = z; — ;’TZ erhélt
man

mit einem b € R. Diese Substitution entspricht einer Translation um

den Vektor t(Qlel, 2%)

Ist b = 0, so definiert die Gleichung einen Punkt oder ein Geradenpaar,
insbesondere ist X dann ausgeartet.

Ist b # 0, so kann man durch —b dividieren, und erhélt
p2 4 oz —1=0
mit p; = f—b Sind 1, pe beide negativ, dann ist X = &.

2. Fall In (2) ist ein \; = 0, etwa Ay = 0, aber A\; # 0 und by # 0. Es ergibt
sich
MYT 4 b1y + bays +a =0

Die Substitution y; = z; — 2le1 ergibt

b? b?
0= M\2z22— 20 L bz — — 4D
121 — 21 1+4)\1+ 121 2)\1+ ol + @

= /\1Z% + b2y2 + b

mit einem passenden b € R. Mit der Substitution y, = 25 — % erhélt
man 0 = A\ 27 + by2o. Dividiere durch —by und erhalte

0= zf — 2
Ist ¢; < 0, so &ndert man das Vorzeichen durch Spiegelung yo = —25.

Die iibrigen Fille liefern ausgeartete Kegelschnitte (vgl. Aufgabe 84). n
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12.5 Quadriken

Eine Quadrik ist die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung

n n
flzy,. .. x,) = Zaiimf + ZQaijxixj + Zaixi +a=0
i=1 i<j i=1

Der Term
n
2
> aaTi + Y 20i7;T;
i=1

1<)
ldsst sich wie in 12.3 behandeln, und man kann mit der in 12.4 beschriebenen
Methode die Quadriken in Dimension n klassifizieren. Fiir n = 3 ergibt sich
folgendes:
Jede nicht ausgeartete Quadrik in R3 ist einer der folgenden Typen

i) Ellipsoid: byy? + byys + bgys — 1 =0

ii) einschaliges Hyperboloid: byy? + boys — bsyz — 1 =10

iii) zweischaliges Hyperboloid: biy? — baya — byys — 1 =10

1v

)
)
)
) elliptisches Paraboloid: byy? + bays — y3 = 0

v) hyperbolisches Paraboloid: byy? — bays — y3 = 0

wobei jeweils by, by, bg > 0 sind.
12.6 Beispiel zur Hyperbel
Man fiihre die Hauptachsentransformation von A = (
e Die Eigenwerte von
() le) ()
To To 3

sind A\ = % und Ay = —%.

e Dazu gehoren die normierten Eigenvektoren
V2 = Y2 (D
w, = 1 una wo = 9 1
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Sei B = (e, e3) die Standardbasis von R? und C = (wy, w;), dann folgt

(5) =

To T

) (5)-(25) () o

Y\ _ A1 0 Y\ _ 2 2_?/7%_7%
qdc <y2>—(y17y2)<0 )\2> <y2>—)\1y1+>\2y2— B B
wobel Y
Y\ _ ¢ T . _ NpB/- _72 1 -1
<y2>_ T<x2> mit 7' = Mg (id) = 5 (1 1)
also
U1 _\/§ 1 1 T _@ T+ X9
va) 2 \—=1 1) \xs) 2 \—z1+a
Probe:
11 1\/(0 %\ /1 -1 1/ 1 1 —1
'TAT = ( >< 2)( ):<2 2
2\—-1 1)\ 0/\1 1 2\ —3/\1 1
_ 1/ 0\ _ (5 0 (M O
o 2\0 =1/ \0 —% L0 X
Es folgt
2 2
hn 2l Y1 Y3
X = = 2= =1
L) els -5 -1

Insbesondere ist X eine Hyperbel.

12.7 Ubungsaufgaben 81 — 88

Aufgabe 81.

Essei V = {ag+a1x+asx? | ag, a1, as € R} der R-Vektorraum der Polynome
in einer Unbestimmten z vom Grad < 2. Dann ist auf V' durch

(F.9)= [ (&) gw)da

eine symmetrische Bilinearform erklért. Man konstruiere eine Orthogonalba-

sis von V.
Aufgabe 82.
Es sei A = Z b

von A durch.

€ Myyo(R). Man fithre die Hauptachsentransformation
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Aufgabe 83.
: 1 [ 89 —48 y .
Essei A= 5| 18 61 € My,2(R). Man fiihre die Hauptachsentransfor-
mation von A durch und fertige eine Skizze an.
Aufgabe 84.
Man diskutiere alle ausgearteten Kegelschnitte.
Aufgabe 85.

Man bestimme die Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung
224+ 4ri 0 +423 420 — 25— 5=0

Aufgabe 86.
Es sei A = % 12 192 € May2(R). Man fiihre die Hauptachsentransforma-
tion von A durch und fertige eine Skizze an.
Aufgabe 87.
: 11 —5V3 ) :
Es sei A = % (_5\/3 ] ) € My,2(R). Man fiithre die Hauptachsen-
transformation von A durch und fertige eine Skizze an.
Aufgabe 88.
Es sei E eine Ellipse mit den Hauptachsen wy, = \/%—3 (3) und we = \/%—3 <_23>

und den zugehorigen Hauptachsenabschnitten 3 und 1. Man bestimme die zu
E gehérige Gleichung aq12? + 2 a9 x1 To + agewa — 1 =0, in der ajy # 0 ist.

13 Jordansche Normalform (von C. Wahl)

Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum.

Theorem.
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung. Das charakteristische Polynom p
von f zerfalle in Linearfaktoren. Dann gibt es eine Basis B von V' so, dass

0 Y '1‘ 0

ME(f) = mit J; = o
0 0 y

ist, dabei ist \; ein Eigenwert von f. Die Matriz ME(f) heifit Jordansche
Normalform von f. Die J; heifflen Jordankéstchen. Bis auf Permutation der
Jordankdstchen ist die Jordansche Normalform eindeutig bestimmd.
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Bemerkung.

Zu einem Eigenwert A konnen mehrere Jordankéstchen gehoren. Die Anzahl
der Jordankéstchen zu A ist gleich der Dimension des Eigenraums von A.
Nach 9.13 existiert die Jordansche Normalform fiir alle trigonalisierbaren En-
domorphismen, insbesondere fiir alle Endomorphismen von endlich dimensio-
nalen komplexen Vektorrdumen. Da die Jordansche Normalform eine obere
Dreiecksmatrix ist, ist die Trigonalisierbarkeit eine notwendige Bedingung.

Beispiele (fiir Jordansche Normalformen).

e Bei Diagonalmatrizen handelt es sich um Jordansche Normalformen.

(080563

e Bei
2/0 0 0
02 10
00 210
0 0 0|4

gibt es zwei Jordankéstchen zu 2. Es sind e; und e; Eigenvektoren zu
2 und es ist e, Eigenvektor zu 4.

Anwendungen

Physik Losen von homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ord-

nung mit konstanten Koeffizienten.
Sei K = C, A € Mp«n(C) und yo € C™. Gesucht wird eine differenzierbare
Funktion y : R —— C™ mit

d
5¥(8) = Ay(t) und y(0) = yo
Fiir n = 1 ist y(t) = ey, eine Losung.

Formal 16st y(t) := ey, mit

S A

=0

2!

und A° := E,, das Problem auch fiir n > 1. Es ist allerdings nicht auf Anhieb
klar, ob die Summe in M, «,(C) konvergiert.
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Existenz und Rechenverfahren fiir e4t:

1) Fiir eine Diagonalmatrix

A1 0
diag(A1, ..., Ap) := .
0 An
konvergiert die Summe absolut, denn es ist e?! = diag(e?, ..., eM?).

2) Sei N eine nilpotente Matrix, d.h. es gibt ein £ € IN mit N* = 0. Dann
konvergiert
k—1 Nztz

eNt:Z

1=0

7!
absolut.

3) Fir C € M, x,(C) konvergiere die Summe absolut. Sei B € GL,(C) und
A := B7'CB, dann konvergiert

2 ‘—B”Z%

.' -
=0 v

B

2!
absolut, inbesondere gilt

el = BB,

4) Sei A= B+ C und BC = CB, und die Summe konvergiere fiir B und C

absolut. Dann konvergiert > 72, A@—f absolut, und es gilt

oAl — Bt Ot

(Cauchysche Summationsformel, hier geht die absolute Konvergenz ein).

Sei J die Jordansche Normalform von A, d.h. es gibt B € GL,(C) mit
A= B 'JB. Es ist

A 0 0 * 0
J = c + c mit € {0,1}
0 A \O 0
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Es gilt DN = ND. Damit folgt:

eAt — B—leJtB — B—l(eDteNt)B
3) 4)

k—1 N’Ltl
= B ldiag(eM’, ... M) (Z ) B

1),2) par

A

Dies zeigt die Existenz von e/, Mit dieser Formel kann e auch berechnet

werden.

Mathematik Klassifikationsproblem. Sei X eine Menge, ~ eine Aquiva-
lenzrelation auf X und X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Gesucht
wird eine Teilmenge S C X so, dass S —— X/ ~ eine Bijektion ist. Diese
wird Vertretersystem von X/ ~ genannt.
Sei

X = Mnxn(C)

und
A~ B <= Es gibt T € GL,(C) mit A =T"'BT.

Dann ist jede Matrix dquivalent zu einer Jordanschen Normalform, und es
gibt nur endlich viele Jordansche Normalformen in einer Aquivalenzklasse,
die sich durch eine Permutation der Jordankéstchen voneinander unterschei-
den. Man kann also ein Vertretersystem aus Jordanschen Normalformen kon-
struieren. (Diese Aquivalenzrelation wird auch Ahnlichkeit genannt, vgl. 9.2.)
Mit Hilfe der Jordanform kann so entschieden werden, ob zwei Matrizen durch
einen Basiswechsel ineinander {iberfiihrt werden kénnen: Dann miissen ihre
Jordanschen Normalformen bis auf Reihenfolge der Jordankéstchen iiberein-
stimmen.

Doch nun zum Beweis des Theorems:

13.1 Teilbarkeitseigenschaft des charakteristischen Po-

lynoms
Lemma.
Sei M € My, mxnim(K) von der Form
A B
=[5 2)
mit A € Mpun(K), C € Mysm(K) und B € My xm(K).
Dann gilt

det M = (det A) - (det C)

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gottingen 2000/01



13.2. Satz von Cayley-Hamilton 217

Beweis. Betrachte die Abbildung

det’ : My, (K) — K, X > (det C)~ det <)0( g) .
Sie ist linear in den Spalten von X.
Fir X = F), ergibt die Entwicklung der Determinante nach der n-ten Spalte

per Induktion:
det'E,, = (det C) " 'det C' = 1
Sind zwei Spalten von X linear abhéingig, so ist det’X = 0. Diese Eigenschaf-

ten sind gerade die definierenden Eigenschaften der Determinante, also gilt
det’X = det X. Daraus folgt die Behauptung. ]

Lemma.

Sei f : V. ——V eine K-lineare Abbildung, und set U C V ein unter f
stabiler Untervektorraum, d.h. es gelte f(U) C U. Dann teilt das charakte-
ristische Polynom von f|y : U —— U das charakteristische Polynom von
f:V—V

Beweis. Sei By eine Basis von U. Ergénze diese zu einer Basis By von V. Sei

dimU =:n und dimV — dim U =: m. Es ist dann wegen f(U) C U

My, M
= ("0 4)

mit My = M§" (flv) € Maxn(K), Moy € My (K) und Miy € My (K).
Dann gilt fiir das charakteristische Polynom von f nach dem vorigen Lemma:

det(MgY (f) — 2Bpin) = det(Myy — 2E,) det(May — 2E,,)

Das charakteristische Polynom von f|y ist gerade det(M;; — zE,). O

13.2 Satz von Cayley-Hamilton

Satz (Cayley-Hamilton).

Sei f:V ——V und sei p(x) = X1 ya;x* das charakteristische Polynom
von f. Dieses zerfalle in Linearfaktoren.

Dann gilt p(f) == Y7 ga;f" =0, wobei fO:=id.

Beweis. SeidimV = n. Seip(z) = [T (N\i—z). Dannist p(f) = [T/ (Ni—f)-
Sei fi == (N — f).

Nach 9.13 gibt es eine Basis B von V, so dass ME(f) eine obere Dreiecksma-
trix mit Diagonalelementen \; ist. Sei U; der von den ersten i Basisvektoren
aufgespannte Unterraum von V', sei Uy = 0. Dann gilt f(U;) C U;.
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Fiir den i-ten Basisvektor v; gilt fi(v;) = (N — f)(vi) € U;_1, da die Ma-
trix ME(\; — f) eine obere Dreiecksmatrix ist, deren i-tes Diagonalelement
verschwindet. Also gilt f;(U;) C U;—;. Aus

p(f):flof2'--ofn
und U,, =V folgt p(f)(V) C Uy =0 O

Bemerkung.
Der Satz gilt auch fiir nicht trigonalisierbare Endomorphismen. Wir werden
ihn aber nur in der obigen Form weiter anwenden.

13.3 Verallgemeinerte Eigenrdume

Folgendes Lemma entnehmen wir ohne Beweis der Algebra (vgl. 8.3 und 8.4
in [11]):

Lemma.

Seien p1,...,pr Polynome aus K|x], und es gebe kein Polynom vom Grad

> 1, das alle diese Polynome teilt. Dann gibt es Polynome hy, ..., h € K|x]
so, dass Zle hip; =1.

Satz.
Sei f: V. ——V ein Endomorphismus, und das charakteristische Polynom
p von f zerfalle, d.h. p(z) = [IF_(\; — 2)", wobei die \; € K paarweise

verschieden seien. Sei V; := kern(\; — f)™. Dann gelten
N)Vv=Vvie...eV

2) f(V)) CV; firallei=1,...,k

3) dimg V; =r; firalei=1,... k

Bemerkung.
Der Untervektorraum V; heifit verallgemeinerter Figenraum oder Hauptraum
zum Eigenwert ), .

Beweis.
1) Sei
g,(x):ofimzj)n firi=1,...,k
Die Polynome g; haben keinen gemeinsamen Teiler vom Grad > 1. Es gibt
also Polynome hq, ..., hj; so, dass

k
> gihi =1
i-1
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ist. Daraus folgt

> () e () = 1d
und daher _
3 bild(5 () () = V
Wegen _

(i = 1) 0 gilf) o half) = p(f) o half) = 00 hi(f) =0

folgt
bild(g;(f) o hi(f)) C Vi = kern(A; — f)"

also Y28 | Vi = V. In 3) wird gezeigt, dass die Summe direkt ist.

Die Behauptung folgt aus

(A = ) (f(vi)) = f((Ai = f)"(v3)) = 0
fiir ein beliebiges v; € V;.

Das charakteristische Polynom ¢ von fly; teilt p nach 2) und 13.1. Das
Polynom ¢ zerfillt also in Linearfaktoren. Sei p Nullstelle von ¢, dann ist
p Eigenwert von f|y,, vgl. 9.10. Sei v € V; ein zugehoriger Eigenvektor.
Aus

0= (A= f)"(v) = (N —p)"(v)
folgt 1 = A;. Daher gilt g(z) = (\; — x)’. Das Polynom q teilt p, somit ist

der Grad von ¢ kleinergleich r;. Dieser ist gleich der Dimension von V;,
also dimg V; < r;. In 1) wurde Zle V; =V gezeigt, was bedeutet
k k k

=1 =1 =1

Damit muss dimg V; = r; gelten, und aulerdem folgt Zf”:l dimg V; =
dimg V. Dies zeigt, dass die Summe der V; direkt ist.
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Fiir Matrizen bedeutet dies: Ist B; eine Basis von V;, dann ist B = Ule B;
eine Basis von V', und es gilt

)\1 * 0
0 A1
ME(f) =
)\k *
0 0 A

Es ist also ME(f) = D + N mit einer Diagonalmatrix D = diag(Dy, ..., Dy),
fir die gilt D; = diag(\;, ..., \;) € M« (K), und einer nilpotenten Matrix
N, fiir die gilt N9V = (0 und DN = ND.

Es bleibt noch zu zeigen, dass man die Basen B; so wihlen kann, dass die nil-
potente Matrix die gewiinschte Form hat. Dies ist die Aussage des folgenden
Satzes, angewandt auf den nilpotenten Endomorphismus

(f

v, —Ai) Vi —V,

13.4 Normalform nilpotenter Endomorphismen

Satz.
Seiu : V. —— V nilpotent, d.h. es gebe ein k € N so, dass u* = 0. Dann
gibt es eine Basis B von V' so, dass

0 = 0

ME(u) = h mit x € {0,1}
SLo%
0 0

Beweis. Sei ¢ € N minimal mit w4 = 0 und «° := id.
Sei
E; . =kernu', i=0,...,g+ 1.

Fiir v € E;yq gilt u'(u(v)) = " (v) = 0 und damit u(v) € E;. Wir erhalten
U(Ei+1) C E;.

Der Raum FE; ist im Raum F;,; enthalten; wir behaupten, dass er sogar ein
echter Unterraum von F;; ist:
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Wir nehmen an, dass fiir ein ¢ die Rdume E; und F;,; gleich sind.

Fiir alle z € V gilt: «'T'u?(z) = 0. Daraus folgt u?(x) € E;, also
ui(z) € E;, und daher u?(z) = u'u?*(z) = 0. Es ist also v = 0 im
Widerspruch mit der Definition von gq.

Die Raume E; bilden eine Fahne

O:EogElgEg...quEq+1:V

Hilfssatz Sei F' € V ein Untervektorraum, fiir den fiir ein ¢ > 0 gilt:
FnE;={0}.

Dann folgt:

1) u(F) N E; 1 = {0}

2) ulp : F — u(F) ist ein Isomorphismus.

Beweis.

1) Sei y € F so, dass u(y) € F;_;. Dann ist v~ (u(y)) = 0, also y € E; und
damit y = 0 nach Voraussetzung.

2) Injektivitat: Sei v € (kernu) N F. Dann ist v € £y C E;, also v = 0.
]

Induktiv konstruieren wir eine Folge von Untervektorrdumen U; fir i =
1,...,9+1 so, dass gilt:

ULk = E

U(Ul) C U
v Ui —

U E;_q ist injektiv

Wir wihlen zunéchst Uy4q so, dass E, @ U,y =V gilt. Es ist w(U,41) C E,,
und wegen U,41 N E, = {0} gilt nach dem Hilfssatz

w(Uygt1) N Byey = {0},

und uly,,, : Ugpr — E ist injektiv. Der Raum Uy geniigt damit den obigen
Bedingungen.

Sei nun U1 wie verlangt, d.h. insbesondere u(U;y1) C E; und u(U;11) N
E,_ = {6} Wir kénnen dann den Raum U; C E; so wihlen, dass er u(U;y1)
enthéalt und ein Komplement zu F;_; in F; ist.

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gttingen 2000/01



222 14. Affine Riume und affine Abbildungen

Nach Hilfssatz hat U; die gewiinschten Eigenschaften.

Diese Eigenschaften und die Tatsache, dass die direkte Summe der U; den
ganzen Raum V ergibt, nutzen wir im folgenden aus, um uns eine geeignete
Basis von V' zu konstruieren.

Da u : U;11 — U; injektiv ist, konnen wir induktiv fiir jedes ¢ eine Basis B;
von U; so finden, dass u(B;y1) C B; ist. Die Vereinigung B dieser Basen ist
eine Basis von V. Wir ordnen die Basisvektoren aus B so um, dass fiir zwei
aufeinanderfolgende Basisvektoren vy _1, v gilt: Ist v, € B;, @ # 1, dann sei
V-1 = u(vk) € Bi—l‘ Also gllt

u(vy) = vg_q fiir vg € By und u(vg) = 0 fiir vy, € By.

Die Matrix M2 (u) hat somit die verlangte Form. O

13.5 Ubungsaufgabe 89

Aufgabe 89.
Seien a,b € R. Man bestimme die JORDANsche Normalform der Matrix

0
1

01
A: 0 O c ngg(C)
0 a

S

14 Affine Raume und affine Abbildungen

Sei (X, V,t) ein affiner Raum iiber einem Koérper K geméifl 10.23. Dabei ist
X eine Menge von Punkten p,q, ...,

V ein K-Vektorraum und

t: X xV — X, (p,v) —— p+ v, eine einfach transitive Operation.

,t transitiv® bedeutet, dass es zu je zwei Punkten p,q € X einen Vektor
v €V mit ¢ = p+ v gibt, und ;¢ einfach transitiv® bedeutet, dass es jeweils
nur einen solchen Vektor v € V gibt. Man schreibt dann v = p§ und nennt
pq den Ortsvektor von q beziiglich p.

p/q

Abbildung 26: v = pqg
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14.1 Affine Abbildungen
Seien (X, V,t) und (Y, W, ') affine Rdume iiber K.
Definition.
Eine Abbildung ¢ : X —— Y heifit affin, wenn es eine K-lineare Abbildung
gV —— W gibt so, dass gilt
_
() p(p)pla) = F(p7) Ypge X
Eine bijektive affine Abbildung heifit Affinitdt.

Lemma.
Fine Abbildung ¢ : X —— Y st affin, wenn es ein py € X ¢ibt so, dass

e

frV—W, g r— o(po)g(q)
eine K-lineare Abbildung ist.

Bewers. Fiir p,q € X gilt
— —  — — —
pq =, PPo+ Pod = Pod — Pop

Weil f K-linear ist, folgt daraus

F(q) = f(oq) — f(op) = ¢(po)e(q) — ¢(po)e(p) = ¢(p)e(q)
Es ist also (*) mit ¢ = f erfiillt. O

Satz.
Sei pg € X fest. Dann ist eine affine Abbildung ¢ : X —— Y durch Angabe
von

p(po) und @ 1V —— W
eindeutig festgelegt. Umgekehrt gibt es zu jedem qo € Y und jeder K -linearen
Abbildung f: V. —— W genau eine affine Abbildung p : X —— Y mit
©(po) = qo und 5) =f
Beweis. Sei ¢ affin. Dann gilt

_

e(p) = opo) + e(po)e(p) = ©(po) + & (pop) Vpe X

t' transitiv *)
Umgekehrt: Seien ¢y € Y und f vorgegeben. Dann ist durch
w(p) = a0 + f(PoD)

nach dem Lemma eine affine Abbildung ¢ mit ¢(pg) = ¢o und F = f definiert.
O
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14.2 Beispiele fiir affine Abbildungen

1) Eine affine Abbildung ¢ : X —— X heifit Translation, wenn @ = idy
gilt, also wenn

p(p)p(a) = pd
fiir alle p, ¢ € X gilt.
Fiir gy = ¢(po) und p € X gilt:

©(p) = qo + idy (pop) = qo +m71(f23 0 + Podo + qop
= qo + Qb + Podo = P + Podo

Eine Translation ist eine Affinitét.

2) Eine affine Abbildung ¢ : X —— X hei8t Dilation oder Homothetie, falls
Y = Aidy mit einem A € K gilt.

14.3 Affine Unterraume

Sei (X, V,t) ein affiner Raum iiber K. Eine Teilmenge Y C X heifit affiner
Unterraum, wenn es einen Punkt py € X und einen Untervektorraum U C V
gibt mit

Y={pp+uluecU}=p+U

Es ist dann Y selbst ein affiner Raum oder @, und man nennt U auch die
Richtung von Y oder Richtungsvektorraum von Y .

14.4 Beispiele fiir affine Unterrdume

1) Seien (Y;)ier affine Unterrdume von (X, V, t) mit Richtungen (U;);e;. Dann
ist N;c; Y; ein affiner Unterraum mit Richtung N;c; U; oder &. Die Verei-
nigung von affinen Unterrdumen ist i.A. kein affiner Unterraum.

2) Sei (X, V,t) ein affiner Raum iiber K. Setze|dim X := dimg V| Dann gilt:

e Die O-dimensionalen affinen Unterrdume sind die Punkte von X.
e Die 1-dimensionalen affinen Unterrdume sind die Geraden von X.

Die 2-dimensionalen affinen Unterrdume sind die Ebenen von X.

Die (n — 1)-dimensionalen affinen Unterraume sind die Hyperebenen
von X, wobei n = dimg V gilt.
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3) Sei X = K" =V und t die Addition in V. Ist

Az =bmit A € My, (K)

—

ein lineares Gleichungssystem, und f : K" —— K™ ¥ +——— AZ, so ist
die Losungsmenge Y = @ oder von der Form Y = 3 + kern(f), also ein
affiner Unterraum von X (vgl. 5.3).

14.5 Parallelprojektion

Sei (X, V,t) ein affiner Raum iiber K und dim X < oo. Sei W ein Untervek-
torraum von V und Y = py + U ein affiner Unterraum von X derart, dass
V =W & U gilt. Dann ist

T X—Y p——(p+W)NY

eine surjektive affine Abbildung, genannt Parallelprojektion von X auf 'Y
lings W . Die Einschrankung von 7 auf Y ist eine Affinitét.

Beweis. Bs gilt dim X' = dimg W+dimg U, da WNU = {0} ist. Wir zeigen
zunéchst, dass 7(p) aus genau einem Punkt besteht fiir jedes p € X:

Wire (p+W)NY = &, so wiirde die Verbindungsgerade zwischen p und py
einen zusétzlichen Beitrag zur Dimension liefern, und X wiirde einen affinen
Unterraum der Dimension 1 + dim X enthalten, was unmdoglich ist. Es ist
also Y # @, und daher folgt dim((p + W) NY) = dimg(W NU) = 0. Dies
besagt nach 14.4.1, dass 7w(p) = (p+ W) NY ein Punkt ist.

Die Abbildung = ist affin, da die zugehorige lineare Abbildung

7. V=WaoU—U, v=w+ur—u

die Projektionsabbildung ist, und = ist surjektiv, da w(p) = p fiir alle p € Y.
O]

14.6 Affine Koordinaten

Ein Koordinatensystem eines n-dimensionalen affinen Raumes (X, V,t) be-
steht aus n + 1 Punkten pg,p1, ..., pn so, dass die Vektoren v; = pop; fiir
i =1,...,nlinear unabhéngig sind. Bezeichnung (po; p1, ..., pn). Jedesp € X
hat dann eine Darstellung

P =po+ Z&%ﬁi
=1

mit eindeutig bestimmten \; € K.
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14.7 Der Schwerpunkt

Lemma.
Seien p1,....,px € X und py, ..., € K mit Y s = 1 (wobei k € IN).
Dann hingt der Punkt s € X mit dem Ortsvektor

k
]90_)5 = Zm%ﬁ
i=1
nicht von der Wahl von py ab.
Beweis. Sei py € X. Dann gilt:

k k ; ,
S =po+ DoS = po + Z,Mipopz‘ = po + Z 1 (popy + Pops)
i=1 i=1

k N k N k ,
=po + (Z m) Popy + Y DD = Do+ D iPoDi
=1 =1 =1

O

Man nennt s den Schwerpunkt der mit den Massen 1, . . ., i belegten Punk-
tepl)"'vpk'

14.8 Affine Unterrdume und Schwerpunkte

Satz.
Sei (X, V,t) ein affiner Raum dber K, und sei Y C X mit Y # &. Dann ist
dquivalent:

1) Y ist ein affiner Unterraum von X

2) Fiir jedes System p,...,pr € Y und jede Massenbelegung py, . .., . mit
SF i =1 gehort auch der Schwerpunkt zu'Y

Beweis.

1) = 2) SeiY affiner Unterraum, also Y = p+U mit einem Untervektorraum
U von V. Sei py € Y, dann ist pop; € U fiir i = 1,...,k, also auch
SF_ wipop; € U. Daraus folgt s = po + S5, i pop; € Y

2) = 1) Sei py € Y. Zeige: U = {pop | p € Y} ist ein Untervektorraum von
V. Seien A\, u € K und p,q € Y. Nach Voraussetzung ist

Po+ (1 =X — p)popo + Apop + ppog € Y
woraus A\pop + ppoq € U folgt, da popg et 0 gilt.
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14.9 Bemerkung zum Hauptsatz der affinen Geome-
trie

Eine Affinitat fithrt Geraden in Geraden iiber. Aus dem , Hauptsatz der af-

finen Geometrie“ folgt, dass fiir K = R und jeden affinen Raum X iiber R

mit dim X > 2 umgekehrt gilt:

Jede bijektive Abbildung X —— X , die Geraden in Geraden iiberfiihrt, ist
eine Affinitat (vgl. [3]).

15 Projektive Rdume und Projektivititen

Im Projektiven hat man stédrkere Schnittpunktsétze als im Affinen. Durch
das Arbeiten im Projektiven erspart man sich daher einige sonst nétige Fall-
unterscheidungen.

Sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

15.1 Der projektive Raum P(V)

Der zu V' gehorige projektive Raum P (V) ist definiert als die Menge aller
1-dimensionalen Untervektorraume von V. Ist dimg V' < 00, so setzt man

dimP(V) =dimg V — 1

und spricht von der Dimension von P(V).

Es ist P({0}) = @ und dim @ = —1.

Man setzt P"(K) := P(K™") und nennt P"(K) den n-dimensionalen pro-
jektiven Raum tber K.

Bemerkung.
Man hat eine Abbildung

V\{0} — P(V),v — Kv

wobei Kv := {\v|\ € K} die durch v # 0 eindeutig bestimmte Gerade durch
0 ist.
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Kv=Kv

Abbildung 27: Gerade durch 0

15.2 Homogene Koordinaten

Sei V = K"t
Dann sind die homogenen Koordinaten von v = (xg,x1,...,2,) € V \ {0}
definiert durch

(o:xy:.. i@y = Kv

Es gilt:

Kv=Kv <=3 e K" mit v =M
< I\ € K* mit z;, = A\zg, ..., T, = Ay,
Die homogenen Koordinaten sind also nur bis auf einen gemeinsamen Faktor

A # 0 aus K festgelegt.

15.3 Beispiele zur Homogenisierung

Sei (a,b,c¢) € K?® und (b,c) # (0,0). Betrachte in der affinen Ebene die
Gerade mit der Gleichung

(1) ’baz+cy—|—a:0‘

Die Gleichung ist inhomogen, wenn a # 0.

Homogenisierung Setze

I T2
—|und |y = —

Zo Zo

x = mit xg # 0

Dann folgt bt + ¢ +a = 0 und also durch Multiplikation mit zo

(2) axg + bxy + cxo =0
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Nach 15.2 ist (xg : 1 : 22) = (% Zo z—lozlrl ; %:@) =(l:z:y).
Es ist also (yo : y1 : ¥2) € P*(K) genau dann eine Losung von (2), wenn
(Yo : 1 = y2) = (1 : z : y) mit einer Losung (z,y) von (1) gilt oder wenn

(Yo :y1:y2) = (0:c: —b) ist.

Beispiel.
Betrachte in R? die parallelen Geraden

r+y—2=0, z4+y=0, z+y+3=0

\\\ z+y=0
r+y+3=0

Abbildung 28: Drei parallele Geraden

Homogenisierung liefert:

r4+y—2=0 ~ 2ri4+z1+22=0
r+y=0 ~ 0O0x9g+x14+22=0
x+y+3:0 ~ 31’0+.7)1+l’2:0

In allen drei Fillen ist (0 : 1: —1) eine Losung in P?(R). Die Geraden haben
also einen Schnittpunkt in P?(R).

15.4 Projektive Geraden in P?(K)

Eine projektive Gerade L C P?(K) ist die Nullstellenmenge in P?(K) einer
Gleichung
azxg + bxry + cxe = 0 mit (a,b,c) # (0,0,0)
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Es ist also
L= {(wo 2y 1 x9) € PA(K) | amo + bry + ey = O}
Ist b =c =0, so ist L die ,unendlich ferne Gerade“
P! = {(xo a0 mp) € PHK) | 29 = 0}

Die iibrigen Geraden in P?(K) erhélt man, wie in 15.3 beschrieben, durch
(1) und durch Hinzufiigen des ,unendlich fernen Punktes* (0: ¢ : —b) € P
Ist ¢ # 0, so ist U = {(xg, 71, 22) € K3 | axg + bxy + cry = 0} ein Untervek-
torraum von K mit Basis {(1, 0,-2),(0,—c, b)} und es ist L = P(U).

15.5 Projektive Unterrdume in P(V)

Eine Teilmenge X C P(V') heifit projektiver Unterraum, falls X = P(U) mit
einem Untervektorraum U von V gilt. Es ist dann

e X eine projektive Gerade in P(V), falls dim X =1

e cine projektive Hyperebene in P(V), falls dim X = dimP(V) — 1 und
dimg V <

Beispiele.
Seien (X; = P(U;)),c; projektive Unterrdume von P(V'), dann ist

NXi=P(N )

el el

ein projektiver Unterraum.
Man nennt den kleinsten projektiven Unterraum von P(V'), der U;e; X; ent-
héalt, den Verbindungsraum \/;c; X;. Es ist

V Xi=P(3 )

i€l i€l

Dabei ist >°;c; U; der von U, U; erzeugte Untervektorraum von V', und das
ist der kleinste Unterraum von V', der alle U; enthélt.

15.6 Dimensionssatz

Satz.
Sei dim P(V') < oo. Fir projektive Unterrdume X, = P(Uy) und Xy = P(Us)
qilt

dim(X; V X5) = dim X; + dim X, — dim(X; N X))
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Beweis. Es ist
dim(X; V X5) = dimg (Uy + Us) — 1 nach 15.1 und 15.5
= dimg U; 4+ dimg Us — dimg (U; N Uy) — 1 nach 3.15
= dim X; +1+dim Xy + 1 — (dim(X; N Xy) +1) —1

15.7 Schnittpunktsatz

Satz.
Sei dimg V' < oo. Dann gelten

1) Ist dim X; + dim X5 > dim P(V') fir zwei projektive Unterriume X1, X
von P(V), soist X1 N Xy # &.

2) Ist X1 = L eine projektive Gerade in P(V), Xo = H eine projektive
Hyperebene in P(V), und gilt L ¢ H, dann schneiden sich L und H in
genau einem Punkt P € P(V).

3) Zwei projektive Geraden in P?(K) schneiden sich stets.

Beweis.

> dim X; +dim Xy —dimP(V) > 0= X, N X, £ &
Vor.

2) Aus L ¢ H folgt dim(X; V X5) = dim P(V') und somit dim(X; N X5) =0
nach 15.6. Es ist also X; N Xy = {P} ein Punkt.

3) folgt aus 2), da die Hyperebene H eine projektive Gerade in P?(K) ist.

[
15.8 Projektiver Abschluss von A"(K)
Sei V = K™, Betrachte die Abbildung
v K" —P(V), (z1,...,2p) — (1:21:...:2,) = Kv
mit v = (1, 21,...,2,). Es ist
U= {(xo,arl, o) € KM g = O}
ein n-dimensionaler Untervektorraum von K" also ist H := P(U) eine

Hyperebene in P(V).
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Behauptung Es ist bild(y) = P(V) \ H.
Beweis. Es ist bild(y)) € P(V) \ H nach Definition.

Sei (Yo :v1:...:yn) € P(V)\ H, also yo # 0.
Y1 Yn Y1 Yn
- Y1 Yy =1 = =) =Y, ., —
(o : v ) = ( Yo yo) 770(90 yo)

]

Man nennt H die unendlich ferne Hyperebene, 1 heiit kanonische Einbettung
von A"(K) in P"(K), und P(V') wird als projektiver Abschluss von A™(K)
bezeichnet. Man schreibt auch P"(K) = A™(K) U A, wobei A, = H ist.
Fiir n = 1 schreibt man dann speziell P}(K) = A'(K) U {oo}, da H dann
ein Punkt ist.

15.9 Projektivititen

Seien V. W zwei (n + 1)-dimensionale K-Vektorrdume. Dann heifit eine bi-
jektive Abbildung ¢ : P(V) — P(W) eine Projektivitit, falls es eine bijektive
K-lineare Abbildung

GV —— W gibt mit ¢(P) = g(P) VP e P(V)

(Hierbei ist P ein Punkt von P(V) und also ein eindimensionaler Teilraum
von V.) Es ist dann ¢ nicht eindeutig durch ¢ bestimmt, denn fiir A € K*
ist (AG)(P) = §(AP) = ¢(P).

Ferner gilt | o(P(U)) = P(F(U)) | fiir jeden Untervektorraum U von V' und
jede Projektivitat .

15.10 Kollineationen

Definition.

Eine bijektive Abbildung ¢ : P(V) —— P(W) heifit Kollineation, wenn das
Bild einer projektive Geraden g durch die Punkte P, Q) € P(V') die projektive
Gerade durch die Punkte ¢(P), p(Q) € P(W) ist.

Satz.

1) Zu je zwei Punkten P,Q € P(V) mit P # Q gibt es genau eine projektive
Gerade g, die P und ) enthdlt.

2) Ist ¢ : P(V) —— P(W) eine Projektivitit, so ist ¢ eine Kollineation.
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Beweis.

1) BEsist P = Kv; und Q = Kuvy, mit vy,v, € V \ {0}. Da P # Q ist
folgt, dass v; und vy linear unabhéngig sind. Es ist also ¢ = P(U) mit
U = Kv; + Kvy die gesuchte projektive Gerade.

2) Esist p(g) = P(F(U)). Daraus folgt die zweite Behauptung.

15.11 Weitere Beispiele zur Homogenisierung

Analog wie in 15.4 konstruiert man zu einer Hyperebene
X ={(z1,...,2,) € K" | ayz1 + ... + apx, + b= 0}

durch Homogenisierung ihrer definierenden Gleichung den Abschluss

X={(yo:y1:.-.:yn) € PK) | byo+ ary1 + ...+ apy, =0}
in P"(K). Man setze |x; = Y fiir alle 1 = 1,...,n.
Yo

Analog erhélt man durch Homogenisierung den projektiven Abschluss von
Quadriken, Kegelschnitten, Kubiken, etc.

Beispiele.
Betrachte die definierenden Gleichungen:

i) 22+9y*—1=0 Kreis
ii) 22 —y> —1=0 Hyperbel (vgl. 12.4)
iii) 2 —y =0 Parabel (vgl. 12.4)
Homogenisierung Mit z = ﬁ—; und y = % erhélt man:
) —22+224+23=0
i) —z2+2t—23=0
iii) 2% — womg =0
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Behauptung Kreis, Hyperbel und Parabel sind projektiv dquivalent, d.h.
die zugehorigen projektiven Kurven gehen durch eine Projektivitit

P*(R) — P*(R)
ineinander iiber.
Beweis. Durch (zg : z1 : @9) —— (21 : 2o : x2) geht die projektive Quadrik
mit der Gleichung ii) in die projektive Quadrik mit der Gleichung i) iiber.

Durch (xg : x1 : 23) —— (xg + x2 : @1 : g — x2) erhdlt man aus Gleichung
iii) die Gleichung i). O

15.12 Ubergang vom Projektiven ins Affine

Bemerkung.
Ist H = P(U) eine projektive Hyperebene in P(V'), so ist A :=P(V)\ H ein
affiner Raum mit zugehorigem Vektorraum U, und es ist A, = H.

Was geschieht dabei mit einer projektiven Quadrik in P(V)?

Beispiel.
Sei Q = {(w : 1 :x9) € P*(R) | — 25 + 27 + 25 = 0}.

1) Sei H = {(z¢: 21 : 22) € PX(R) | 20 = 0} und
YR —— P*R)\ H, (v1,79) — (1: 2y : 29)
(vgl. 15.8). Dann ist @ N H = &, und
07HQ) = {(w1,22) € R? | 2f + 25 —1 =0}

ist ein Kreis. Ersetzt man R durch C, so besteht ()N H aus zwei Punkten
(vgl. Aufgabe 92).

2) Sei H = {(zo: 71 : x3) € P>(R) | z; = 0}. Dann besteht Q N H aus zwei
Punkten, und fiir

Y R?* —— P*(R) \ H, (w0, 72) — (20 :1: x5)

ist
»HQ) = {(5507552) ER* | —a5— 1= O}
eine Hyperbel.
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3) Sei H = {(xg : z1 : 13) € P%(R) | 29 + x1 = 0}. Dann ist QN H ein Punkt,
und fiir

YR —— P*(R) \ H, (21, 29) —— (1 —21) : 71 : 79)
1st
V@) = {(z1,22) € R* | 23 + 20, — 1 =0}
eine Parabel. (Die Substitution 21 = —z, + 3 ergibt 323 — 2, =0.)

(Je nachdem, was man als unendlich ferne Hyperebene auszeichnet, erhilt
man aus ) die drei affinen Kurven: Kreis, Hyperbel, Parabel)

15.13 Explizite Beschreibung von Projektivitéiten

Sei V.= K™ und ¢ : P(V) —— P(V) eine Projektivitit. Beziiglich der
Standardbasis wird ¢ : V' —— V durch eine Matrix

Goo Qo1 ... Qon
A= | e gL, am)
apo QAp1 ... Gpp
beschrieben (vgl. 4.11). Es ist dann
olrg:xy . xn) = Wo: Y1 Yn)

mit y; 5, Gioo + ...+ aipTn. Ubergang zu inhomogenen Koordinaten ergibt

/ /
Y = Yi QT+ ...+ QinTy Qo T ATy Tt Qin Ty,
=2

Yo  QooTo + ...+ Qop®y Qoo + ATy + ...+ o),
mit 7 = 7 und o # 0 (vgl. 15.8). Die Abbildung

o K" —— K" (2, ... ) — (Y1, ., un)

rn

ist auf der affinen Hyperebene
E={(,...,2,) € K" | ago + an; + ... + ag,z;,, =0}

nicht definiert. Die Punkte von F werden auf die unendlich ferne Hyperebene
abgebildet.

Ist speziell n = 1 und PY(K) = A'(K) U {oo}, so ist mit 2} =: z und 3/} =: y
eine Projektivitat gegeben durch

a;x + aqo
Th—y=—""—
ap1x + aqgo
(» Mébiustransformation®). Der Punkt o = — 4% wird auf oo abgebildet, falls

agy # 0. Definiere co —— — 41,

a1
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15.14 Projektive Basen

Seien V, W zwei (n+1)-dimensionale K-Vektorrdume. Dann sind n+2 Punkte
Py, ..., Pyyy von P(V) in allgemeiner Lage, wenn keine n + 1 Punkte davon
einen echten projektiven Unterraum von P(V') erzeugen. Man sagt dann, dass
Py, ..., Pyy1 eine projektive Basis von P(V') bilden.

Satz.
Sind Py, ..., Pyy1 in allgemeiner Lage in P(V) und sind Qq,...,Qns1 in
allgemeiner Lage in P(W), dann gibt es genau eine Projektivitit

o :P(V) —— P(W) mit o(P;) = Q; fir allei=0,...,n+1

Beweis. Es ist P, = Kv; mit v; € V' \ {0} fiir i = 0,...,n und analog
Q:; = Kw; mit w; € W\ {0}. Nach Voraussetzung bilden vy, ..., v, eine
Basis von V und wy, ..., w, eine Basis von W. Sei f : V — W die durch
f(v;) = Mw; mit noch zu bestimmenden \; € K* fiir i = 0,...,n definierte
K-lineare Abbildung. Es ist

(I :zn:,uivi mit 0 £ pu; € K fur allei =0,...,n
=0
da Py, ..., P,y in allgemeiner Lage sind, und analog
Wyt :Zn:niwi mit 0 £, € Kundi=0,...,n
=0
Setze \; = %, also n; = p;\; fir ¢ =0, ..., n. Dann ist
f(vng1) = ioﬂif(vi) = iﬁiwi = Wn41
Fir ¢ : P(V) — P(W), Kv+—— K f(v), ist dann ¢(P;) = Q; und g = f.
Bis auf einen Faktor A € K* ist J eindeutig bestimmt. m

15.15 Das Doppelverhiltnis

Sei n = 1 und X = P(V) mit dimg V' = 2. Dann sind je drei verschiede-
ne Punkte Py, P;, P, € X in allgemeiner Lage. Seien nun Py, Py, P, P3 vier
paarweise verschiedene Punkte in X. Dann gibt es nach 15.14 genau eine
Projektivitit py : X —— PY(K) mit

ox(Py) =(1:0), px(P1)=(1:1), und px(FP) =(0:1)
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Dadurch ist ¢x(Ps) =: (A : ) schon eindeutig festgelegt. Man nennt
D(P07P17P27P3) = ()\ : lu) € IPI(K)
das Doppelverhdltnis der vier Punkte Fy, P;, P>, P; € X.

Satz.
Seidimg V =2 = dimg W. Seien X = P(V) und Y = P(W) zwei projektive
Geraden. Ist ¢ : X — Y eine Projektivitdt, so gilt

D(Fy, P, Py, P3) = D(p(FRy), o(P1), p(P2), p(Ps))

fiir je vier paarweise verschiedene Punkte Py, Py, Py, P; € X. Das Doppel-
verhdltnis bleibt also unter Projektivitdten erhalten.

Beweis. Sei QQ; = p(P;) fir i = 0,1,2,3. Dann gelten
(py 0 @) (Fo) = py(Qo) = (1:0) = ox(F)
(py 0 0)(P1) = ¢y (Q1) = (1:1) = px(P1)
(py 0 )(P2) = py(Q2) = (0: 1) = px(F2),
also ist ¢y o o = px nach 15.14. Damit folgt
(py 0 @) (P3) = ox(P3) = D(Fo, P1, P, Ps).
Andererseits ist (¢y o ©)(P3) = ¢y (Q3) = D(Qo, Q1, Q2, Q3)

]

Beispiel.

Seien P; = (1: u;) € PY(K) fiir i = 0, 1,2, 3 paarweise verschiedene Punkte.
Fiir die Mobiustransformation (vgl. 15.13)

H1— p2 T — [o

M1 — Mo T — M2

gilt p(po) =0, @(p1) =1 und @(us) = co. Es ist dann

p: KU{oo} —> KU{o0}, x+—

D(po, pur, iz, pi3) = =3

das Doppelverhiltnis von g, i1, fio, i3

Bemerkung.

Seien a,b, c,d € A'(K) paarweise verschiedene Punkte auf einer affinen Ge-
raden. Dann ist g:—g das durch b gegebene Teilverhdltnis der ,, Strecke“ [c,al.
Dies ist invariant unter affinen Abbildungen. Analoges gilt fiir das Teilverhélt-
nis g:g. Wir haben gezeigt, dass der Quotient 2:—2 : g:g auch bei gebrochen
linearen Transformationen invariant bleibt. Ist D(a,b,c,d) = —1, so sagt
man, dass sich die vier Punkte a, b, ¢, d in harmonischer Lage befinden.
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15.16 Zentralprojektion

Sei V ein (n+1)-dimensionaler K-Vektorraum und X = P(U) ein projektiver
Unterraum von P(V'). Ferner seien P(U;) und P(Us,) zwei m-dimensionale
projektive Unterrdume von P(V'). Es gelte:

) XNPU) =XNP(s) =9
i) X VP(U,) = X VP(Uy) =P(V)

Dann ist
(XVP)NP(Uy) =P

ein Punkt fir alle P € P(U;) wie aus dem Dimensionssatz 15.6 folgt. Die
Abbildung ¢ : P(Uy) — P(Us), P +—— P’ heifit Zentralprojektion.

P/
P(Uz)

P(U)

Abbildung 29: Zentralprojektion

Satz.
Die Zentralprojektion o : P(Uy) —— P(Us) ist eine Projektivitit.

Beweis. Aus i) folgt UNU; = U N U, = {0} und wegen ii) ist
U EB U1 == U EB U2 == V
Nach 2.13 gibt es zu jedem u; € U; eindeutig bestimmte Vektoren u € U

und us € Uy mit
U1:O+U1:U+u2

Setze
@)2U14>U2,U1| > Ug

Dann ist
o(Kuy) = P(U + Kuy) N P(U) = Kuy = @(Kuy) Yuy € Uy \ {0}

und ¢ ist K-linear und injektiv, also nach 3.23 bijektiv, da dimg U; =
dim g Us. ]
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15.17 o-lineare Abbildungen von K-Vektorraumen

Sei 0 : K —— K ein Automorphismus, d.h. o ist bijektiv, und es gilt
ola+b)=o0c(a)+o(b) und o(ab) =oc(a)o(b)

fiir alle a,b € K. Eine Abbildung f : V —— W heifit o-linear, falls gilt

flo+d) =f)+ () und  fw) =0(}) f(v)

fiir alle A € K und v,v" € V.

15.18 Zum Hauptsatz der projektiven (Geometrie

In 15.10 haben wir gesehen, dass jede Projektivitdt eine Kollineation ist.
Umgekehrt gilt der

Hauptsatz der projektiven Geometrie

Seien V,W zwei (n + 1)-dimensionale K -Vektorriume, n > 2, und sei ¢ :
P(V) — P(W) eine Kollineation. Dann gibt es einen Automorphismus o :
K — K und eine o-lineare bijektive Abbildung

@:V — W mit ¢(P) = ¢(P)

fir alle P € P(V). Ist K = R, so ist dies eine Projektivitit.

Den Beweis miissen wir hier aus Zeitgriinden fortlassen; man findet ihn zum
Beispiel in: E. Artin [1], Stuhler [18] oder Fischer [3].

Fiir n = 1 ist der Satz im Allgemeinen falsch, da dann jede bijektive Abbil-
dung eine Kollineation ist. Fiir K = R ist die Identitét der einzige Automor-
phismus, daher ist ¢ stets eine Projektivitiat fiir K = R. Analoges gilt fiir
K=Q:

Behauptung Ist o ein Automorphismus von @), so ist o = id.

Beweis. Sein € N, alson =1+ ...+ 1 mit n Summanden. Aus
o(1)=0(1-1) =0(1) (1)

folgt 1 = o(1). Daher gilt 0(n) = o(1)+...4+0(1) = 1+...4+1 = n. AuBerdem

gilt o(—n) = —n, denn 0 = 0(0) = o(n+(—n)) = o(n)+o(—n) = n+o(—n).
Ist x = I € Q mit geeigneten m,n € Z,m # 0. Dann ist o(z) = o(%) =
o(n)

= . ]

o(m) m

Mathematisches Institut der Georg-August-Universitit Gttingen 2000,/01



240 15. Projektive Rdume und Projektivititen

15.19 Satz von Desargues

Satz.

In einer projektiven Ebene seien zwei Dreiecke in perspektivischer Lage ge-
geben, d.h. es sind 6 paarweise verschiedene Punkte Py, Py, Py und P{, Py, P;
gegeben so, dass sich die Verbindungsgeraden Py NV P, PoV Py und PV Pj
in einem Punkt () schneiden. Dann liegen die Schnittpunkte

A= (PVP,)N(P/VPy),B:=(P,VP)N (PN P;),C = (P3VP)N(PVFP)
auf einer Geraden.
Beweis fiir P?(K). Wihle Vektoren v, v;,v) € K? fiir i = 1,2, 3 mit
Q = Kv, P,= Kv;, P/ = Ku}

Nach Voraussetzung kann man v; und v} so wahlen, dass v = v, — v} =
v — vl = vz — v4 gilt. Dann folgt

w1 2:’U1—U2:’U/1—Ué

Wo := Uy — U3 = Uy — U4

W3 = V] — U3 = U] — U4

Da wq, we, w3 linear abhéngig sind (es ist wy + wy — w3 = 6) und A = Kwy,
B = Kwsy und C' = Kws gilt, folgt die Behauptung. O

15.20 Satz von Pappos
Satz.

In einer projektiven Ebene seien zwei verschiedene Geraden g und g’ und dar-
auf paarweise verschiedene Punkte Py, Pa, Py € g und P|, Py, P; € ¢’ gegeben.
Dann liegen die Schnittpunkte

(PLV P)N(PIV R, (B,VP)N(PyV P3), (P3VP)N(PyVP)
auf einer Geraden.

Der Beweis geht mit dem Doppelverhiltnis. Es sei hier als Ubung gelasssen.

15.21 Synthetischer Aufbau der projektiven Geome-
trie

Definition.

Eine (allgemeine) projektive Ebene E ist eine Menge, deren Elemente ,, Punk-

te“ genannt werden, und in der gewisse Teilmengen als ,,Geraden“ ausge-
zeichnet werden derart, dass gelten
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1) Zu je zwei verschiedenen Punkten P, () gibt es genau eine Gerade

9(P,Q) CE
die P, () enthilt.
2) Zu je zwei Geraden ¢i, go in E gibt es genau einen Schnittpunkt g; N g.

3) Es gibt vier verschiedene Punkte P, @, R, S € E, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen, d.h. es gibt Vierecke in F.

Beispiel.

Sei K ein Schiefkorper, also ein nicht notwendig kommutativer Kérper. Dann
erfiillt £ = IP(V) die Bedingungen 1), 2) und 3), wobei V' ein 3-dimensionaler
K-Vektorraum ist.

Fiir eine allgemeine projektive Ebene E gilt genau dann der Satz von De-
sargues, wenn es einen Schiefkérper K gibt mit F = P(V) und dimg V' = 3.
Und genau dann gilt der Satz von Pappos, wenn K kommutativ ist. Fiir
allgemeine projektive Rédume siche Emil Artin [1].

15.22 Ubungsaufgaben 90 — 92

Aufgabe 90.
Man bestimme die Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung

4ol +9x5 — 122 — 2479 — 144 =0

und fertige eine Skizze an.
Aufgabe 91.
Man ermittle in den folgenden Fillen, ob die Kurven X und X’ projektiv

dquivalent sind, und bestimme gegebenenfalls eine entsprechende Projekti-
vitdt ¢ : P2(R) — P?(R):

(a) X={(z,y) eR?*ly—2*=0} und X' = {(z,y) e R?|y? —2> =0},

(b) X ={(zr,y) eR*|2z*+5y*—1=0} und
X' ={(z,y) e R*|Ba*—1=0}.

Aufgabe 92.
Sei f(z,y) = ann2® +2a120y + any’ + a1 x + azy —a = 0 eine Gleichung
mit reellen Koeffizienten. Man bestimme die zu f(x,y) gehorige homogene
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242 15. Projektive Rdume und Projektivititen

Gleichung f(zg, 21, 22) = 0, fiir die f(1,z,y) = f(z,y) gelte, und beweise,
dass der Kegelschnitt
X :={(z,y) € R?*| f(z,y) =0}

genau dann ein Kreis ist, wenn

X = {(.To L X 1'2) S IP2(C) | f(xo,x1,$2) = O}
die unendlich ferne Hyperebene H := {(xq : 1 : 23) € P?(C)|xo = 0} in den
Punkten (0:4¢:1) und (0: —i: 1) schneidet und X nicht ausgeartet ist.
(Man nennt die beiden Punkte (0 : 4 : 1) und (0 : —i : 1) die imagindren
unendlich fernen Kreispunkte.)

15.23 Klausur 11

a 1 -2
1.SeiA=1] 0 —1 2 |.Man bestimme a,b € R so, dass —2® + = das
-1 b 1
charakteristische Polynom von A wird. Dann bestimme man Eigenwer-
T T
te und Eigenvektoren von f : R* —— R3, [2o | —— A [ 22|, und
T3 L3
entscheide, ob f diagonalisierbar ist.
. 5 =2 . :
2. Es sei A = 9 9 € Myyo(R). Man fiithre die Hauptachsentransfor-
mation von A durch und fertige eine Skizze an.

3. Man bestimme die Normalform des Kegelschnitts mit der Gleichung
1627 + 242,29 + 9254+ 602, — 8029 =0
und fertige eine Skizze an.

4. Sei D3 die Diedergruppe der Ordnung 6 . Man bestimme alle Untergruppen
von D3 und ermittle, welche davon Normalteiler sind.

5. (a) Seien G, G’ zwei additiv geschriebene Gruppen. Man zeige, dass
f£(0) = 0 fiir jeden Gruppenhomomorphismus f : G —— G’ gilt.

(b) Man bestimme alle Gruppenhomomorphismen 7 /27 —— Z/177..
6. Man priife, ob die beiden Flachen
X ={(2,y,2) e R*|2* 29> =0} und X' = {(2,9,2) e R?*|z—yz* =0}

projektiv dquivalent sind, und bestimme gegebenenfalls eine entsprechen-
de Projektivitit ¢ : P3(R) — P3*(R).
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16 Multilineare Algebra

16.1 Das Vektorprodukt im R?
Sei R? mit dem Standard-Skalarprodukt versehen, und sei
{61 = (17070)a €2 = (07 170)7 €3 = (0707 1)}

die Standardbasis von R3. Schreibe & = (x1, 22, z3) und ¥ = (y1, y2, y3) mit
i,y € R fiir ¢ = 1,2, 3. Das Vektorprodukt

R? x R® —— R?, (£,9) — & x ¥

ist definiert durch

TXY= (95293 — Z3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — l’zyl)

Merkregel Entwickle die folgende ,,Determinante“ formal nach der 1. Zei-
le:

€1 €2 €3
T X g: det 1 X9 I3
i Y2 Y3

= ey det T2 T3 — ey det T + ez det S
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

= (zoys — z3y2)er + (3y1 — T1Yy3)e2 + (T1Y2 — Tayn)es

Rechenregeln Fiir 7, 7, i, ¥ € R? und \ € R gilt:
1) (@4+2)xy=Txy+2 xyund \T X § = AT X )
ITX(W+7)=Txy+Zxy und T x A\ = \T x 7))
Das Vektorprodukt ist also bilinear.
2) Ixi=0
3) 17 x glI> = 17> 911> — (&, %)*  denn:
17 % FII* = (x2ys — w3y2)” + (2391 — 21y3)* + (2192 — T20n)?
= z3y; — 2Tax3Y2ys + T35 + T3Y;
— 2w @331y + TTY3 + 2TY5 — 23Ty + 23YL
= (e + a3+ 23) (4 + v3 + y3) — (2100 + Tays + 23y3)°
= [|Z]1* |9]1* — (%, 7)

4) Txy= 6(32) 2] - 1Y) = [{z, v)| N Z,y sind linear abhéngig
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Bemerkung.

2) kann man ersetzen durch  27) ’i"xg:—gjxf

denn: @ x # = —Z x ¥ = & x ¥ = 0 und umgekehrt:

IxZ=0V7 0=(T+)) X (T4+Y) =FXT+EXGT+TXT+GTXT

IXT=0VZ= 0= (7+7) (x—l—y)l)x ﬁx—l—x U+yXT+y Xy
- -5

16.2 Geometrische Eigenschaften des Vektorprodukts
a) Fiir 7,7, 7 € R3 gilt

Tr1 To2 I3
(Txy,Z)=det [y y2 ys
Z1 R2 23
und also (¥ x 7,Z) = (¥ x ¥,y = 0. Dies folgt unmittelbar aus den

Formeln fiir die Determinante einer (3 x 3)-Matrix und fiir das Standard-
Skalarprodukt sowie daraus, dass det() = 0 ist, wenn zwei Zeilen gleich
sind. Der Vektor T x 7 steht senkrecht auf # und auf ¢, wenn # und ¥
linear unabhéngig sind.

axb

T

—a xb

Abbildung 30: Vektorprodukt

b) Behauptung Die Linge von & x ¥ ist der Flidcheninhalt des von & und
i aufgespannten Parallelogramms, also

1Z % gl = 2] [|g]]- [ sing| fiir 0 < :=<(Z,5) <
Beweis. Aus 16.1.3 folgt |7 x ¢]|* = |7]|* ||19]|* — (¥, ¥)* und also gilt

17 % g1* = N2 171% (1 = cos® ) = [|Z]*- [|]|* sin® O
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c) Orientierung Seien 7,y linear unabhéngig, sei also B = {Z, 7,7 X ¢}
eine Basis von R3. Es ist & X i = (21, 22, 23) mit 21, 29, 23 € R und daher

1 T XT3
det [y1 v ys | = (¥ Xy, ¥ x7y) >0,
Z1 k9 Z3 2

da das Skalarprodukt positiv definit ist. Die Basis B ist also gleich orien-
tiert wie die Standardbasis. Man sagt auch 7,7, ¥ x ¢ bilden ein , positiv
orientiertes Dreibein®, denn sie liegen im Raum wie Daumen, Zeigefinger
und Mittelfinger der rechten Hand.

16.3 AuBere Algebren
Sei M ={1,2,...,n}. Dann hat M hat 2" Teilmengen, die mit

g, M,R,S,T,...
bezeichnet seien. Sei A ein K-Vektorraum der Dimension 2" mit Basisele-
menten eg, eg, er, ..., die den 2" Teilmengen von M zugeordnet seien. F'iir
r,s € Z sei
0 falls r = s
(r,s):=41 fallsr<s

—1 fallsr > s
Sei

er N eg ::< H (r,s))eRug VR,S C M

reER,s€S

(Dabei setzt man [[,cg es5(r,s) = 1, falls R = @ oder S = @.)

Fir ¥ =Y peprrer und § = Y goar Ys €s mit xr, ys € K sei dann

ENG= > wzrys(er Neg)
R.SCM

Man erhilt so eine Multiplikation A x A —— A, (Z,7) —— Z A ¥/, genannt
dufsere Multiplikation. Damit ist A eine K-Algebra mit Einselement ey .

Ist RNS # @, s0 ist [[,cprses(r,s) = 0. Also gelten
(1) eg Aes =0, falls RN S # @.

(2) egNes = (—1)PegNeg falls |[R| = pund |S| = ¢  (Vertauschungsregel).
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Beispiele (fiir n = 3).
Es ist 6{1,3} A 6{2} = (1, 2)(3, 2)6{1’2’3} = —6{172,3} und 6{1’3} A 6{2’3} =0

Mit der Schreibweise e; statt eg; sei
T = x1e1 + Toeg + w3ez und ¥ = yre1 + Yoo + yzes mit z;,y; € K

Dann ist

— —»(
TAY = zya(er Aes) + z1ys(er Aes) + zayi(ea Ae)

+ woys(ea A es) + w3y (es A er) + x3ya(es A eg)
= (1Y — x2y1)6{1,2} + (T1y3 — x3y1)6{1,3} + (z2ys — $3y2)€{2,3}-

N

Die Koeffizienten sind (bis auf Vorzeichen) gerade die Koordinaten von # x ¢
aus 16.1, falls K = R ist. Es folgt ||Z A g|| = |7 x 7] fir K = R und die
Standardbasis eq, €9, €3 von R.

16.4 Die duflere Algebra eines K-Vektorraums

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (ey, ..., e,). Bette
V' in einen 2"-dimensionalen K-Vektorraum A ein und ergénze B zu einer
Basis von A. Die Basiselemente von A seien mit eg fir R C M :={1,...,n}

bezeichnet, wobei eg;; = e; zu setzen ist. Wie in 16.3 wird A zu einer K-
Algebra gemacht. Man nennt A die Grassmann-Algebra oder dufSere Algebra
von V' und schreibt A = A(V).

Beispiel (fiir n = 3).
Dann ist
{667 €1,€2,€3,€1 A €9, €1 A €3, €2 A €3, €1 A €2 A 63}
—_— Y Y

=€{1,2} TE{1,3} T€{2,3} =€{1,2,3}

eine Basis von A (mit 8 = 2% Elementen).

Man kann zeigen, dass die duflere Algebra von V' unabhéingig von der Wahl
der Basis von V ist.

16.5 Zwei Regeln fiir die duflere Multiplikation von
Vektoren

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis (ey,...,e,). Dann gilt fir alle v,w € V:
vAv=0 und vAw=—-wAuv
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Beweis. Fir v =327 | \e; mit \; € K gilt
VAV = (Z)\261> VAN Z)\jej :ZZ)\l)\J(ez/\eﬂ) :6
i=1 j=1 i=0 j=0
denn in der Summe gibt es nur Glieder der Form

)\12(61 VAN 6i) (?) 6 und )\z/\](ez VAN ej) + )\jki(ej VAN Gi) (:) 6

Es folgt nun auch die zweite Regel v A w = —w A v, denn:

0=@w+w)A@w+w)=wA0v)+©Aw) + (wAv)+ (wAw)

=0 =0

16.6 Ein neues Kriterium fiir lineare Abhingigkeit

Satz.
Fiir Vektoren vq,...,v, € V gilt:

VAN, = 0] <= Ui,...,0p sind linear abhingig

Beweis.
»=" Sei v1 A ... Av, = 0. Angenommen vy, ..., v, sind linear unabhéngig
(insbesondere p < n). Ergénze vy, ..., v, zu einer Basis
Viyev s Upy Upstl, .-, Up

von V. Dann ist {vg | R C M} mit vy = v; eine Basis von A(V)
nach 16.4. Insbesondere ist vy A ... Av, = vg mit R = {1,...,p} ein
Basiselement von A(V') und somit # 0. Widerspruch!

»<&=" Seien vy, ..., v, linear abhéingig. Dann ist einer dieser Vektoren eine
Linearkombination der iibrigen. Da sich bei Vertauschung der Vektoren
in v1 A... A v, nach 16.5 hochstens das Vorzeichen éndert, kénnen wir
ohne Einschréankung annehmen, dass v, = A\jv; + ... + Ap_10p_1 mit
\; € K ist. Hieraus folgt

’Ul/\.../\Up: (vl/\.../\vp,l)/\()\11)1—1—...—1—)\,),11):,,,1)
:)\1(1)1/\.../\’0}7_1/\’01)—1—...
+ )\p—l(vl VANPIIAN Up—1 A Up—l) = 6
nach 16.5, denn in jedem Summanden treten zwei gleiche Faktoren auf.

]
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248 16. Multilineare Algebra

16.7 Ein Kriterium fiir Untervektorraume

Satz.
Seten uy, ..., u, linear unabhingige Vektoren in V und uf, ... ,u; e V. Es
sei U der von uy,...,u, erzeugte Untervektorraum von V und U’ der von
uy, ..., u, erzeugte Untervektorraum von V. Dann gilt:

U=U'l<=|3INc K" mituy A... Nup = Auy A... Auy)
Beweis.

»="* Sei U =U’. Dann ist u; = >/, a;;u; fiir j =1,...,p mit a;; € K. Es

folgt
p
WA AUy =Y g agp(ul Ao Aug)
i1 yemip=1

Nach 16.5 fallen die Summanden weg, bei denen die iy,...,¢, nicht
alle verschieden sind. Wir kénnen also annehmen, dass (i, . ..,%,) eine
Permutation von (1,...,p) ist. Durch Vertauschen der u; folgt nach
16.5, dass

wiy AN = e(uy A A )
mit ¢ = £1 gilt. Es folgt

ur ANy = AUy AL Awg,) mit A= e zf’: Qig1 - iy
i1,emip=1
=" Es ist
ur A Ny A= Ay AL A g, A ) 1?56 Vi=1,...,p
Es sind also uy, . .., uy,, u} linear abhéngig fiir allei = 1, ..., p nach 16.6,

d.h. es gibt Linearkombinationen

)\uul + ...+ )\piup + uzu; = 6 mit )\ij, i e K

in denen jeweils nicht alle Koeffizienten 0 sind. Da uy,...,u, linear
unabhéngig sind nach Voraussetzung, ist u; # 0 fiir ¢ = 1,...,p. Es
ist also u; € U fiir alle ¢ und somit U’ C U. Da wuy,...,u, linear
unabhéngig sind und uy A .. Au, = Auj A... Auy) ist, folgt nach 16.6,
dass uy, ..., u, linear unabhéngig sind. Also U' = U.

O
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16.8 Die duflere Potenz AP(V)

Sei M :={1,...,n}. Dann hat M genau (Z) Teilmengen mit p Elementen

(p <n).

Definition Sei AP(V') der Untervektorraum von A(V'), der von allen eg mit
R C M und |R| = p erzeugt wird. Man nennt AP(V') die p-te duflere Potenz
von V.

Bemerkung.
Ist {e1,...,en} eine Basis von V, so ist {e;; A... Ae;, | i1 <ia < ... <ip}
eine Basis von AP(V), und es ist dimg AP(V) = "
Beispiel.
. . n 4!
Sei n =4 und p = 2. Dann ist » :m:6und

{61 A\ €9, €1 A\ €3, €1 A €4, €9 A €3, €9 A €4, €3 N 64}
ist eine Basis von A?(V).

Bemerkung.
Ist {e1,...,e,} eine Basis von V| so gelten

dimg A°(V) = 1, und ey ist eine Basis von A(V)

o AY(V) =V, und {ey,...,e,} ist eine Basis von A'(V)

dimg A"(V) =1, und {e; A ... Ae,} ist eine Basis von A"(V)
Esist A(V) =A(V)+ AY (V) + ...+ A"(V) als K-Vektorraum

Wir setzen A™(V) =0 fir m >n

Man kann zeigen, dass die Konstruktion von A?(V') unabhéngig von der Wahl
der Basis von V ist.

16.9 Fortsetzungssatz

Satz.

Seien V, W zwei endlich-dimensionale K - Vektorrdume, und sei f -V —— W
eine K-lineare Abbildung. Dann gibt es genau einen K-Algebrahomomorphis-
mus f: A(V) —— N(W), der f fortsetzt, d.h. f(v) = f(v) fiir allev € V.
Auferdem gilt f(AP(V)) C AP(W).
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fir alle z,y € A(V))

Zum Beweis. Sei {ey,...,e,} eine Basis von V und sei R = {iy,...,4,} eine
Teilmenge von M = {1,...,n} mit iy < ... < i, < n. Dann bilden die
er = €;; A\ ...\ e;, zusammen mit ey eine Basis von A(V'). Durch

fleg) = 1wy und fler) = fles))A... A f(ei,)

wird eine K-lineare Abbildung f : A(V) —— A(W) erkliirt, die f fortsetzt.
Man zeigt nun, dass f ein K-Algebrahomomorphismus ist, und die iibrigen
Behauptungen. O]

16.10 Die Determinante

Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis {ey,...,e,}, dann ist {e; A... Ae,} eine
Basis des 1-dimensionalen K-Vektorraums A™(V). Sei f : V —— V eine
K-lineare Abbildung. Nach 16.9 gibt es dann ein wohlbestimmtes Element
det(f) € K so, dass fiir f: A*(V) —— A"(V) gilt

fles Ao Ney) =det(fles Ao Aey,

Fiir beliebige Vektoren vi,...,v, € Vist vy A... A, € A™(V) und es ist
flor Ao Awy) = flur) Ao A f(vy). Also

det(flus Ao Avy = flor) Ao A f(on)

Es ist det(f) die Determinante von f.

Satz (Multiplikationssatz).
Fir f,g € Endg (V') gilt det(f o g) = det f-detg.

Beweis. Es ist

det(fog)les A...New)=(fogler A...AN(fog)e,
= flgler)) A A flglen))
=det f-(g(er) A ... Ag(en))
=det f-detg-(e; A... Nep)
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18 Index
Abbildung, 20 Determinante, 250
Abstand, 185 von 'A, 92
Abzéhlformel, 174 von A, 85
affine Abbildung, 223 von f, 98
affiner Raum, 181, 222 diagonalisierbar, 148, 149
A™M(K), 182 Diagonalisierbarkeit, 148, 152
affiner Unterraum, 79, 224 diagonalisieren, 207
Affinitat, 223 Diagonalmatrix, 59
dhnliche Matrizen, 147 Diedergruppe D,,, 197, 198
Aktion, 181 dimg V, 44
Algebra, 180 Dimension, 44
allgemeine lineare Gruppe, 72 eines Teilraums, 45
dquivalente Matrizen, 147 von P(V), 227
Aquivalenzrelation, 164 Dimensionsformel, 51
duBere Algebra, 246 Dimensionssatz, 46, 230
auBere Multiplikation, 245 direkte Summe, 33
duflere Potenz, 249 von Teilrdumen, 32
Austauschsatz, 43 Doppelverhéltnis, 237
Auswertungsabbildung, 47 Drehung, 147, 189, 190, 192, 193
Automorphismus von V', 99 Dreibein, 245
Dreiecksungleichung, 113
Bahn, 182 Dualititssatz. 120
ualititssatz,
Bahnformel, 183 Dual 61
) ualraum,
Basis, 37
Basisergénzungssatz, 42 Ebene, 224
Basiswechsel, 110 in R?, 18
Basiswec.hselmatrix, 68 Eigenraum, 150, 152
Betrag einer komplexen Zahl, 15 Eigenvektor, 148, 149
Bewegung, 186, 187, 197 Eigenwert, 148, 151
Bewegungggruppe Einheitsmatrix £, 62
von A%(R), 192 Einheitssphire 52, 199
von R?, 193

Einheitswiirfel, 100
elementare Umformung, 80
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, Elemente, 12

113 Ellipse, 209
endlich dimensional, 44
endlich erzeugt, 29
Endomorphismus von V', 47
Darstellungsmatrix, 60, 62 Entwicklung

bild(f), 49, 51

charakteristisches Polynom, 150-152
Cramersche Regel, 96
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nach einer Spalte, 88

nach einer Zeile, 92
Erzeugendensystem von V', 29
euklidischer Vektorraum, 112
Existenzssatz, 41

Fahne, 221
Faktorgruppe, 178
Fixpunkt, 188, 198

G-Menge, 181
Gauflscher Algorithmus, 81, 82
Gerade, 224

in R?, 16
GL(V), 72
GL,(K), 72
gleich orientiert, 97
Gleitspiegelung, 192
Grassmann-Algebra, 246
Gruppe, 21
Gruppenhomomorphismus, 171, 172
Gruppenordnung, 168

Hauptachsentransformation, 157,
207

Hauptraum, 218

Hauptsatz der projektiven
Geometrie, 239

hermitesche Form, 106

hermitesche Matrix, 109, 157

hermitescher Raum, 106

Hompg (V, W), 60, 61

homogene Koordinaten, 228

homogenes System, 77

Homogenisierung, 228, 233

Homomorphiesatz, 179

Homomorphismus von Gruppen, 171

Hyperbel, 209

hyperbolische Ebene, 122

Hyperebene, 224

in R™, 18

Ikosaedergruppe, 199
imagindre Einheit, 13
Imaginéarteil, 15
indefinit, 205
Index, 174
inverse 2 x 2-Matrix, 68
inverse Matrix, 67
invertierbare Matrix, 67, 92
Invertieren einer Matrix, 82, 95
Involution, 104
Isometrie, 135
isomorph, 50
Isomorphismus, 49

von Gruppen, 172
isotroper Vektor, 122
[sotropieindex, 132

Jordankéstchen, 213
Jordansche Normalform, 213, 215

K-Algebra, 180

K-lineare Abbildung, 47
K-Vektorraum, 22
kartesisches Produkt, 13
Kegelschnitt, 209

kern(f), 49, 51
Klassifikationssatz, 50
Kleinsche Vierergruppe, 168, 176
Kollineation, 232
kommutatives Diagramm, 66
komplexe Konjugation, 47
komplexe Zahlen, 13
konjugiert komplexe Zahl, 14
Koordinatenabbildung, 64
Koordinatensystem, 225
Koordinatenvektor, 38
Korper, 20

Lénge von v, 113, 116
Laplacescher Entwicklungssatz, 88
linear abhéngig, 35, 36, 247

linear unabhingig, 35
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lineare Abbildung, 47, 48 orthogonale Vektoren, 116

lineares Gleichungssystem, 76 Orthonormalbasis, 126
Linearkombination, 28 Orthonormalisierungsverfahren, 126
Linksnebenklasse, 173 Ortsvektor, 222

Losbarkeitskriterien, 77

Losungsmenge, 79, 80, 225 Parabel, 209

Parallelogramm, 100, 244

Matrix, 56 Parallelotop, 100

Menge, 12 Permutationsgruppe, 167
Menge der Losungen, 79 Pol, 199

Metrik auf V', 105 Polynom, 41

metrische Abbildung, 135 positiv definit, 112
metrischer Vektorraum, 106 projektiv dquivalent, 234
minimales Erzeugendensystem, 38 projektive Basis, 236
Multiplikationssatz, 93 projektive Gerade, 229, 230

projektive Hyperebene, 230

n%cht ausgeartet', 117 projektiver Abschluss von A"(K),
nilpotente Matrix, 215 939

nilpotenter Endomorphismus, 220 projektiver Raum P(V'), 227

Norm von v, 113 projektiver Raum P"(K), 227

Normalform, 147 1
N 1 ) Keoelschnitts. 200 projektiver Unterraum, 230
ormalform eines Kegelschnitts, Projektivitit, 232

Eoﬁnall;eileré[ll?? Punkt, 224
ullvektor, Pythagoras, 116

obere Dreiecksmatrix, 91, 154
Operation, 181
Ordnung

einer Gruppe, 168

einer Untergruppe, 176

quadratische Form, 206
Quadrik, 211
Quaternionengruppe, 171
Quotientenvektorraum, 166

eines Elementes, 175, 176 Radikal von V, 117
orientierter R-Vektorraum, 98 Rang einer Matrix, 71, 92
Orientierung, 98 rang(f), 52, 71

in R™, 100 Realteil, 15
orientierungserhaltend, 99, 192 reelle Zahlen, 12

orientierungsumkehrend, 192

regulér, 117
Orthogonalbasis, 125, 207

regulérer symplektischer Raum, 123

orthogonale Abbildung, 142 Richtung, 224
orthogonale Geometrie, 139 Ring, 180
orthogonale Gruppe, 138, 188

orthogonale Matrix, 138, 188 Sarrussche Regel, 85

orthogonale Summe, 116 Satz von Cayley-Hamilton, 217
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Satz von Desargues, 240

Satz von Lagrange, 176

Satz von Pappos, 240
schiefhermitesche Form, 107
schiefhermitesche Matrix, 109
schiefhermitescher Raum, 107
schiefsymmetrische Form, 107
schiefsymmetrische Matrix, 109, 124
Schnittpunktsatz, 231
Schwerpunkt, 197
selbstadjungiert, 156

senkrecht v_Lw, 115, 116
sesquilineare Abbildung, 110
Signatur, 132, 140
Skalarmultiplikation, 22
Skalarprodukt, 112

SL,(K), 102, 169, 178
Spalten, 56

Spaltenrang, 71, 73

Span(5), 28

Spektralsatz, 157

spezielle lineare Gruppe, 102
spezielle orthogonale Gruppe, 188
Spiegelung, 136, 192, 193
Stabilisator, 182
Standardabbildung, 65
Standardbasis, 37
Standardskalarprodukt, 112
Summe von Teilrdumen, 31
Symmetrie, 196
Symmetriegruppe, 196
symmetrische Bilinearform, 106, 124
symmetrische Gruppe, 167
symmetrische Matrix, 109, 157
symplektische Form, 107
symplektische Gruppe, 139
symplektische Metrik, 122
symplektischer Raum, 122, 139

Teilraum, 26
Tetraedergruppe, 198

Trégheitsindex, 132
Tragheitssatz von Sylvester, 131
transitive Operation, 222
Translation, 186, 192, 193
transponierte Matrix, 59
trigonalisierbar, 154

Umkehrabbildung, 50
unendlich ferner Punkt, 230
unitdre Matrix, 138
unitérer Vektorraum, 112
Untergruppe, 169
Untervektorraum, 26, 248

Vektoren, 22

Vektorprodukt, 243

Vektorraum iiber K, 22
Vektorraumhomomorphismus, 47
verallgemeinerter Eigenraum, 218
Verbindungsraum, 230

Volumen, 100

Winkel, 115
Wiirfelgruppe, 199

Zeilen, 56

Zeilenrang, 73
Zentralprojektion, 238
zyklische Gruppe, 176, 177, 198



