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Vorwort

Dies ist das Skriptum der vierstiindigen Anféngervorlesung im Wintersemester 2004 /05.
Im wesentlichen ist es eine korrigierte Neuauflage der Vorlesungsausarbeitung aus
dem WS 03/04. Einige Tippfehler und Unklarheiten wurden beseitigt.

Die Vorlesung richtet sich an Studentinnen und Studenten folgender Studienginge:

Diplom Mathematik

Diplom Physik

Diplom Angewandte Systemwissenschaft

Bachelor Mathematik /Informatik

Bachelor Physik mit Informatik

Bachelor Cognitive Science

Zweifdcherbachelor mit Fach Mathematik

Lehramt an Gymnasien mit Fach Mathematik

Lehramt an berufsbildenden Schulen mit Fach Mathematik
Magister mit Fach Mathematik

Mathematik als Nebenfach anderer Diplom-, Master- oder Bachelor-Studiengénge
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1 Lo6sen von Gleichungen

Die Algebra beschiiftigte sich frither ausschlieflich mit dem Losen algebraischer Glei-
chungen. Doch im neunzehnten Jahrhundert vollzog sich nach und nach ein tiefgrei-
fender Wandel. Abstrakte algebraische Strukturen waren jetzt der Gegenstand der
Untersuchung. Heute durchdringen algebraische Methoden und algebraische Termi-
nologie fast alle Bereiche der Mathematik.

Bevor wir mit dem Studium der linearen Algebra und der grundlegenden algebrai-

schen Strukturen beginnen, wollen wir uns einige einfache Beispiele ndher ansehen.
Die einfachsten Beispiele algebraischer Gleichungen sind:

ar +b=0, (1)
az® +br +c =0, (2)
ax® +bx® +cx +d = 0. (3)

Hier sind a, b, ¢, d fest vorgegebene Zahlen und z ist die Unbekannte. Ersetzt man x
durch eine Zahl, sagen wir xy, so kann man priifen, ob die vorgelegte Gleichung fiir
diesen Wert erfiillt ist. Ist das der Fall, so nennt man x4 eine Losung der Gleichung.
Eine wesentliche Aufgabe der Algebra ist es, die Losbarkeit von Gleichungen zu
untersuchen und Losungsverfahren zu entwickeln.

(1) ist eine lineare Gleichung. Sie besitzt die Losung

Sind a, b rationale Zahlen, a # 0, so ist die Losung = ebenfalls eine rationale Zahl.

Gleichung (2) kann man bekanntlich folgendermafen lésen (quadratische Ergén-
zung):

b b b\? (b b\’ bia ¢
= 2 — —_ = 2 —_ —_— —_ _ _ = _— — — [
0=z +ax+a ‘ +am+ (20,) <2a) +a <x+2a) <(2a) a)

und somit

b 1
T+ — = +—b% — 4dac.
2a 2a

Die quadratische Gleichung (2) hat also die Losungen

—b+ Vb? — 4dac . —b—Vb? — 4dac
= 5 2: .

2a 2a

Ty

Natiirlich miissen hier a, b, ¢ so gewahlt sein, dass die Terme einen Sinn ergeben.
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Sind a,b,c reelle Zahlen und ist @ # 0 und b* — 4ac > 0, so erhilt man zwei
verschiedene reelle Losungen. Ist b* — 4ac = 0, so fallen beide Lésungen zu einer
Losung zusammen. Ist dagegen b? — 4ac < 0, so sind die Losungen als komplexe
Zahlen zu interpretieren.

Wie steht es nun mit der Gleichung (3), der sogenannten kubischen Gleichung? Der
Einfachheit halber sei @ = 1. Wir untersuchen also die Gleichung

2> +br* +cx+d=0. (4)

Die beiden ersten Terme kommen in der binomischen Formel

b\ > b2 b
(x+§> :x3+bx2+§x+ﬁ

vor. Man kann also die Gleichung (4) vereinfachen, indem man die Substitution
t = z + % durchfithrt. Zunéchst erhélt man, indem man in (4) den Term x* + ba?

durch den Term ¢* — %az — g—i ersetzt, die Gleichung

b? v

t?’—gx—ﬁ—l—cxjtdzo.

Ersetzt man hier noch x durch ¢ — g und ordnet nach Potenzen von ¢, so ergibt sich
die einfachere Gleichung

b2 b BB
t3 — = |t+d—-—=+—=—-==0.
N (C 3) eyt T

Wir haben damit (3) auf eine kubische Gleichung vom Typ

2 +pr—q=0 (5)

reduziert. Der quadratische Term ist verschwunden! Die kubische Gleichung (5) wur-
de schon in der italienischen Renaissance gelost (Cardano, Ferro, Tartiglia, 1545).

Schauen wir uns zunéchst einmal den Spezialfall p = 0, ¢ = 1, also die Gleichung

? —1=0 (6)

an. Welches sind die Losungen? Die dritten Einheitswurzeln /1, also (eventu-
ell auch komplexe) Zahlen x mit der Eigenschaft 2° = 1. Auf dem Einheitskreis
betrachten wir den Punkt w zum Winkel 2F = 120°.
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|
—_
|
N =
(@]
—_

3 2 1L 3 3
komplexe Zahl betrachtet

Da cos 2 = —1 ist, ist sin 2% = \/1—0052 —” \/1——: , und somit ist w als

_l+V=3_ —1+vBVAT
a 2 a 2 '

Nach den iiblichen Rechenregeln erhélt man

W= L (1-2y=34(-3) = 558,
wd = wa:}l(l—\/—_BQ):}l(l—i—?)):l.

Die Gleichung (6) hat die drei verschiedenen Losungen
T =w, Ty=uw> x3=1.

Es gilt also
P —1=(r—w)(r—w)(z—-1),

und daraus folgt durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich
w+w?+1=0. (7)

Dies findet man auch schén im Bild 1 bestiitigt, wenn man w, w? als Vektoren
auffasst. Der Summenvektor w + w? ist in der Tat der “Vektor” —1.

Die Losung der allgemeinen Gleichung (5) kann man so beschreiben (Eine Herleitung
wollen wir hier nicht geben, siche [3], Seite 621 ff.): Setze D = —4p* — 27¢*, und
wéhle dritte Wurzeln

\/— + = \/— v = \/—q—— —3D.

Dann ist uv = —3pv/1, also uv = —3p, —3pw oder —3pw?. u und v sollen nun so
gewiahlt sein, dass uv = —3p gilt. Dann sind

1 1 1
T = §(“+ v), Ty = §(w2u+wv), T3 = g(wu+w2v) (8)
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die Lésungen von (5).
Wer will, kann die Probe machen! Man errechnet:

X1+ XTo+ 23 = 0,
T1T2 + T1X3 + T2T3 = P,
T1T2x3 = (.

Diese drei Gleichungen sind dquivalent zu
2 pr—q= (v —2)(x — 1) (1 — 3).

Auch die allgemeine Gleichung vierten Grades lésst sich durch “Radikale” l6sen.

Aber es dauerte fast dreihundert Jahre, bis den Versuchen auch die allgemeine Glei-
chung n-ten Grades

a4 ta,r+a,=0 (9)

fiir n > 4 durch Radikale zu 16sen ein Ende bereitet wurde. Es gilt ndmlich der
beriihmte

Satz 1.1 (Abel, 1827): Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist nicht durch Ra-
dikale l6sbar, wenn n > 5 ist.

Die Untersuchung der Gleichung (9) fiir konkret gegebene rationale Koeffizienten
ai,...,a, ist Gegenstand der so genannten Galois-Theorie und wird in Vorlesungen
iitber Algebra behandelt.

Beispiel 1.2 Die Gleichung
2’ —1=0

hat neben x = 1 die Losungen der Gleichung
a4t +1=0.
2% — 1 = 0 ist durch Radikale 16sbar. Die vier von 1 verschiedenen Losungen sind

1 V5 i /1

O‘:_Z+T+% 565+ V5)
1 V5 i1
e e R AL

und die dazu konjugiert komplexen Zahlen.

Man sieht an der Gestalt der Losungen, dass man das regelméflige Fiinfeck mit Zirkel
und Lineal konstruieren kann. Wie?

Beispiel 1.3 Dagegen ist die Gleichung
P~ —-1=0

nicht durch Radikale losbar.
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Es sei aber bemerkt, dass man stets Losungen der Gleichung (9) durch analytische
Methoden gewinnen kann. Wir illustrieren dies an der Gleichung

P —r—1=0.

Offenbar geht es darum, die Nullstellen der Funktion f(z) = 2° —x —1 zu finden. Da

lirf f(x) = +oound lim f(z) = —oco gilt, gibt es sicher eine reelle Nullstelle. Der
Tr—>+00 n——oo

Graph der Funktion in der x,y-Ebene muss die z-Achse schneiden. Einen solchen
Schnittpunkt finden wir durch ein Iterationsverfahren (Newton-Verfahren). Wir star-
ten mit xy und ersetzen f(z) durch die Tangenten-Funktion im Punkt (zo, f(z¢)),
also durch T, () = f(zo) + f'(x0) - (x — x0).

Y

To X1 i) X

T, () = 0 ist eine Gleichung vom Grad 1 in z, also leicht losbar (f'(zg) # 0 sollte
gelten!).

Ty = Ty — f($0)
f' (o)
ist die Losung. Wir wiederholen das Spiel mit z; und erhalten
/ (951)
To = T1 — .
f'(1)
Fiir n > 0 ist z,.1 = x, — f,(“;”)). In unserem Beispiel ist x,,1 = ,, — x%;f ";1. Ist

xo geeignet gewihlt, so konverg?ert die Folge x,, gegen eine Nullstelle von f’ . Startet
man etwa mit xg = 1, so erhélt man eine Folge rationaler Zahlen z,,, die gegen eine
Nullstelle von 2° — 2 — 1 konvergiert (z & 1,1673). Mehr dariiber erfihrt man in der
Analysis.

Bisher haben wir nur Gleichungen mit einer Unbekannten betrachtet. Aber auch das
Studium von Gleichungen mit zwei Unbekannten x,y oder, noch allgemeiner, mit n
Unbekannten x4, ..., x, ist wichtig, gerade auch im Hinblick auf die Anwendungen
innerhalb und auflerhalb der Mathematik.

Einige Beispiele algebraischer Gleichungen:
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s
1
\ ar + by = 2

ar +by =1

ax + by —c=0. (10)

Dies ist die Gleichung einer Geraden in der z, y-Ebene (sofern a und b nicht beide
Null sind). Ist a® + b? = 1, so kann man die Zahl |c| deuten als den Abstand der
Geraden vom Koordinatenursprung. Das Vorzeichen von ¢ gibt an, ob die Gerade
auf der Seite von (a,b) liegt.
Ein Zahlenpaar (zg, yo) heiit Losung von (10), wenn die Gleichung fiir 2 = zq, y = yo
erfiillt ist, d.h. wenn axq + byy — ¢ den Wert Null hat. Hat axq + byy — ¢ nicht den
Wert Null, so ist (zg,yo) keine Losung von (10). Man kann leicht priifen, ob ein
vorgelegtes Paar (zg, o) eine Losung von (8) ist: Man berechnet einfach den Wert
axg + byy — c.
Die Gleichung (10) hat unendlich viele Losungen (immer vorausgesetzt, dass a und
b nicht beide Null sind). Ist b # 0, so gibt es zu jedem Wert xy genau einen Wert yq,
so dass (zo,yo) eine Losung von (10) ist:
_a c
Yo = =7 %0 + b
Ist a # 0, so gibt es zu jedem Wert y, genau einen Wert g, so dass (g, yo) Losung
von (10) ist:
b c
To=——Yo+ —.
a a

Komplizierter ist die Gleichung zweiten Grades
ax® + bxy + cy? +dov +ey+ f =0. (11)

Wieder ist die Losungsmenge eine geometrische Figur in der z,y-Ebene, diesmal
nicht linear, sondern ein “Kegelschnitt” (falls a, b, ¢ nicht alle gleich Null sind). Ein-
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fache Beispiele sind:

) Y
T T
Kreis 22 +¢y* =1 Hyperbel 22 — % =1
) Y
T T
Parabel 22 —y =0 Achsenkreuz zy = 0

Man sieht: Durch die Einfithrung von Koordinaten zur Beschreibung von Punkten,
hier (z,y), fiir Punkte in der euklidischen Ebene, sind die Gebilde der Geometrie
einer algebraischen Behandlung zuginglich geworden. Sie werden durch algebraische
Gleichungen beschrieben.

Dieses Gebiet der Mathematik nennt man in klassischer Terminologie analytische
Geometrie und in moderner Sprache algebraische Geometrie.

Ein weiterer wesentlicher Schritt der Verallgemeinerung, den wir durchfithren miis-
sen, besteht darin, an Stelle einzelner Gleichungen Gleichungssysteme in mehreren
Unbekannten zu behandeln. Dabei ist es auch wichtig, als Unbekannte nicht nur
Zahlen, sondern auch andere Typen von Variablen, wie Funktionen, zuzulassen. In
der modernen Mathematik sieht man daher ganz von der spezifischen Eigenart der
Elemente, die in den Gleichungen vorkommen, ab, schafft dann, ausgehend von dem
konkreten Problem eine passende abstrakte mathematische Theorie, die dann nicht
nur auf das Ausgangsproblem, sondern auf viele verschiedene konkrete Modelle dieser
mathematischen Struktur anwendbar ist. So ist zum Beispiel die Theorie der Vek-
torrdume der Rahmen fiir die Behandlung linearer Probleme. Entstanden aus den
linearen Gleichungssystemen fiir reelle Variable zq,...,x,, kann man die Theorie
auch auf lineare Differenzialgleichungssysteme und Integralgleichungen der mathe-
matischen Systemtheorie anwenden.

Es ist ein Ziel der Vorlesung, diesen modernen Aspekt der Mathematik, den man
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auch mit Schlagwortern aziomatische Methode oder mathematische Strukturen be-
legt, am Beispiel der Algebra klar herauszuarbeiten.

Bevor wir uns der abstrakten Theorie zuwenden, wollen wir einen ersten Versuch zu
reellen linearen Gleichungssystemen unternehmen.
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2 Lineare Gleichungssysteme, erste Schritte

Das einfachste Beispiel
ar =b (12)

haben wir schon untersucht. Ist a # 0, so hat(12) genau eine Losung, ndmlich x = %

Ist @ =0 und b # 0, so ist (12) nicht 16sbar, d.h. es gibt keine Zahl x, so dass (12)
erfiillt ist, denn fiir alle x gilt

ar =0z =0 #b.

Ist a = 0 und b = 0, so ist jeder Wert x eine Losung, denn es gilt jaar =0z =0=15
fiir alle x.
Kommen wir zum Fall eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und
zwei Unbekannten x,y. Es sind Konstanten a, b, ¢, d, e, f gegeben. Das Gleichungs-
system hat die Form

ar+by =e

cx+dy=f (13)

Um aus dem Gleichungssystem y zu eliminieren, multiplizieren wir die erste Glei-
chung von (13) mit d und die zweite Gleichung mit b. Wir erhalten:

adx + bdy = de

bcx + bdy = bf (14)

Subtrahieren wir nun von der ersten Gleichung in (14) die zweite Gleichung, so ergibt
sich

adr — bcx = de — bf

und somit

(ad — be)x = de — bf. (15)

Analog verfahren wir, um aus (13) z zu eliminieren. Dieses Mal erhalten wir aus

(13)

acr + bey = ce
acr +ady = af (16)

und durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt sich
(ad —be)y = af — ce. (17)

Nehmen wir nun an, dass die Konstanten a,b,c,d die Ungleichung ad — bc # 0
erfilllen. Dann erhalten wir aus (15) und (17) explizit:

x_de—bf
~ ad—be
af — ce

y:ad—bc
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Durch Einsetzen von (18) in (13) sieht man, dass diese Werte =,y das Gleichungs-
system (13) erfiillen:

~a(de—bf)+blaf — ce)
ax+by (18) ad — bc

~ade—abf +abf — bee .

B ad — bc B

und genauso cx + dy = f. Damit haben wir gezeigt:

Lemma 2.1 (Cramersche Regel): Ist ad — be # 0, so ist

(2,y) = de —bf af — ce
DY =\ ad —be’ ad — be

die einzige Losung von (13).

Aus diesem Grund heifit die Zahl ad — bc auch die Determinante des linecaren
Gleichungssystems (13). Man schreibt dafiir

a b a b
. d‘—det(c d)—ad—bc.

Ist ad — bc = 0, so kann es unendlich viele oder gar keine Losungen geben.

Beispiel 2.2
a)

T +y =1
204+2y = 3

hat die Determinante ; ; ‘ = 0 und keine Losungen. Wére (z,y) eine Losung, so
wére 2z + 2y = 2 und 2x + 2y = 3, also 2 = 3, was Unsinn ist.
b)
r+2y = 3
2v+4y = 6
. : 1 2 . . N N 1
hat die Determinante 9 4 |= 0 und unendlich viele Losungen, ndmlich (m, —5T+

%), x beliebig.

Die beiden Gleichungen des Gleichungssystems sind dquivalent.

Man kann also eine der beiden weglassen, ohne die Losungsmenge zu dndern. Damit
wird klar, dass die Losungsmenge eine Gerade in der (z,y)-Ebene ist. Sie hat die
”Gleichung” y = —%:1: + %
Der allgemeinste Typ eines linearen Gleichungssystems hat die folgende Form:
a11ry + appxry + ... + AipnTy, = b1
an Ty + axpry + ... 4+ apr, = b
1 (19)

AmiT1 + GmaTa + ... + QunTn = bn
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Hier sind m, n beliebige natiirliche Zahlen:

m = Anzahl der Gleichungen,
n = Anzahl der Unbekannten.
Z1,...,%, sind die Unbekannten des Gleichungssystems.

Die m - n reellen Zahlen a;; heilen die Koeffizienten und die m reellen Zahlen b;
heiflen die konstanten Terme des Gleichungssystems.

Das Gleichungssystem (19) heifit homogen, wenn b; = 0 fir i = 1,...,m gilt. (19)
heiffit inhomogen, wenn fiir mindestens ein ¢ der konstante Term b; ungleich Null
ist.

Das lineare Gleichungssystem

anry + ... + AT, = 0

amiT1 + ... + ampr, = 0

heifit das zu (19) gehorige homogene lineare Gleichungssystem.

Die Koeffizienten des Gleichungssystems werden folgendermafen in einer Tabelle
angeordnet

a1 12 ... QAp
921 9292 e A2p,

(21)
Am1 Am2 .. Qmp

Solch eine Tabelle heiit m x n-Matrix. (21) ist die Matrix des linearen Gleichungs-
systems (19). Abkiirzend schreibt man fiir die Matrix (21) auch

(aij)izl,...,m
Jj=1,...,n

oder noch kiirzer einfach (a;;), wenn klar ist, in welchem Bereich die Indizes i, j
laufen. Oft ist es zweckméfig, der Matrix einen Namen zu geben, etwa A = (a;;).

Fire=1,...,m heifit
(aih - 7am)

die i-te Zeile von A, und fiir j = 1,...,n heifit
Q1;

amj

die j-te Spalte von A. Um Platz zu sparen, aber andererseits deutlich zwischen
Spalten und Zeilen zu unterscheiden, schreiben wir auch
1,
[aij, ..., anm;] fiir die Spalte

amj

Die eckigen Klammern sollen andeuten, dass wir eine Spalte meinen.
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Beispiel 2.3 [a,b,c]= | b | # (a,b,0).

Fiigt man die Spalte
b=1[b1,...,0n

der konstanten Terme des Gleichungssystems (19) zur Matrix A hinzu, so erhélt
man eine m X (n + 1)-Matrix

ai v G | by
(A,b) = (i, b:) =
Am1 - Amn bm
Diese Matrix heifit die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems (19).

Definition 2.4 Ein n-Tupel zo = [29,...,2%] reeller Zahlen heifit Losung des li-

nearen Gleichungssystems (19), wenn

anrd + ...+ apx? = b

A1) 4+ o+ A = by

gilt. ¥ heifit i-te Komponente der Losung .
Das Gleichungssystem (19) heifit

a) losbar, wenn es mindestens eine Losung besitzt,

b) nicht 16sbar, wenn es keine Losung besitzt
und

c) eindeutig losbar, wenn es genau eine Losung besitzt.
Wie bei allen Gleichungen stellen sich nun zwei Probleme:

[. Wann ist das Gleichungssystem losbar?
Gibt es einfache notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir?

II. Wie sieht die Menge der Losungen eines 1osbaren linearen Gleichungssystems
aus?

Es sei ein weiteres lineares Gleichungssystem

ayry + -+ dypr, = U
: (22)

mit k& Gleichungen und n Unbekannten gegeben. Mit (A’ ') bezeichnen wir die
erweiterte Matrix von (22).
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Definition 2.5 Die Gleichungssysteme (19) und (22) heien #quivalent (wir
schreiben dann (19) ~ (22) oder auch (A,b) ~ (A',1)), wenn sie dieselbe Losungs-
menge besitzen, d.h. wenn gilt:

Ist zp eine Losung von (19), so ist x¢ auch eine Losung von (22) und ist
zo eine Losung von (22), so ist xy auch eine Losung von (19).

Wir betrachten nun elementare Umformungen des Gleichungssystems (19).
Umformungen vom Typ I:

T;; : Vertausche die i-te und j-te Gleichung.
Umformungen vom Typ II:
T;i;(c) : Ersetze die i-te Gleichung durch die Gleichung
(an + caji)zy + ...+ (@in + cajp)z, = b; + cb;.

Hierbei sind 4, j Indizes mit 1 < i <m; 1 < j < m; i # j und c ist eine
reelle Zahl.

Umformungen vom Typ III:
Ti(c) : Ersetze die i-te Gleichung durch die Gleichung
ca; 1Ty + ...+ capx, = cb;.
Hierbei ist c ist eine von Null verschiedene reelle Zahl.
Umformung vom Typ IV:

T; : Weglassen der i-ten Gleichung, falls diese Null ist, d. h. falls alle
Koeffizienten a;;,j = 1,...,n und b; Null sind.

Beispiel 2.6

21’1+ZE2+I’3:1 $1+2$2+2$3:2
ZL‘1+2ZL'2+21'3:2 ﬁ 2l‘1+1’2+?[)3:1 T21L>2)
$1+$2+$3:O .T1+332+.T3:O
$1+21’2+2$3:2 I1+22L’2+2I3:2

_ Tso(—1%
By —3ms— -3 MGV _gp o gp o g ™)
£L'1+£C2+£C3:O —$2—$3:—2

I1+2$2+21’3:2
—3$2 — 31‘3 = -3
Ol‘3 =—1

Das letzte Gleichungssystem ist nicht l6sbar, denn die Gleichung Ox3 = —1 ist nicht
losbar. Also ist auch das Ausgangssystem nicht 16sbar! Es gilt ndmlich
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Satz 2.7 Zwei lineare Gleichungssysteme sind dquivalent, wenn das eine aus dem
anderen durch eine endliche Folge elementarer Umformungen hervorgegangen ist.

Beweis:

a) Offensichtlich &ndert eine elementare Umformung vom Typ LIII und IV die
Losungsmenge nicht.

b) Sei (22) aus (19) durch die elementare Umformung 7;;(c) entstanden. Ist nun
xo eine Losung von (19), so gilt insbesondere

anx) + ...+ apad = b und
0 0o _
Clel'l + Ce —|— CLjnfL‘n = bj,

und somit gilt (an + caji)al + ... + (4, + cajn)2d = apal + ... + apal +
c(ajlxg + ...+ ajnxg) = bz + ij,
d.h. xq ist auch eine Losung von (22).

Nun ist aber umgekehrt (19) aus (22) durch die elementare Umformung 7;;(—c)
entstanden, und deshalb gilt auch: Ist oy Losung von (22), so ist zg auch eine
Losung von (19).

¢) Aus a) und b) folgt jetzt der Satz. O

Wir wollen erklédren, was ein lineares Gleichungssystem in ”Stufenform” ist. Zum
Beispiel sind die folgenden Gleichungssysteme in Stufenform

a)

xr1 + 31’2 + 4?[73 - Ty = 1
i) — 2&74 =
31‘3 =1
b)
r1 + X9 + x3 + x4 = 1
T3 — Ty4 = 1
Ty = 1

Die erweiterte Matrix ist hier

111 1 1

001 —-11

000 1 1

c)

r, + Ty = 2
Ty + r3 = 1
T3 = 2
0- Ty = 1
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Die erweiterte Matrix hat hier die Form
1 001 2
01101
0010 2] (4,0)
00 001

Die vierte Zeile von A ist Null, der vierte Koeffizient von b aber ungleich Null.
Dieses Gleichungssystem ist nicht 16sbar.

Die allgemeine Definition der Stufenform ist vielleicht zunéchst etwas schwierig we-
gen der auftretenden Indizes. Daran muss man sich gewoéhnen!

Definition 2.8 Das lineare Gleichungssystem (22) hat Stufenform, wenn es eine
Zahl r mit 0 < r < k und Indizes 1 < 51 < Jo < ... < J» < n gibt, so dass gilt:

ai; =0firi=1,....,r, j<jjundfiri>r, j=1,...,n

und
/ /
Ajys e Ay 7 0.

(22) hat also die Gestalt

a’ljlle + ... +ay,x, = b
a’2j2xj2 + ... +ah,x, = b
Ay g+ Fa T, = by (23)
Oz, = b,
0z, = .
Fiir © = 1,...,r héngt also die i-te Gleichung nur von Unbekannten z; mit einer

Nummer 5 > j; ab.
Die erweiterte Matrix von (23) hat die Gestalt

0 ...0 ayy al, | b
0 ...0 0.0 dby, ...  db,| U
0o ... 0 ay ... a,| b
0 ... 0|,
0o ... 0 | b,

Man sagt dann auch: Die Matrix A’ von (23) hat Zeilenstufenform.

Der Schliissel fiir das Losen von Gleichungssystemen ist der folgende sehr wichtige
Satz.
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Satz 2.9 Jedes lineare Gleichungssystem ist zu einem linearen Gleichungssystem in
Stufenform &quivalent.

Beweis: Es sei ein lineares Gleichungssystem (19) gegeben. Durch sukzessive An-
wendung elementarer Umformungen vom Typ I und IT wollen wir dies auf Stufenform
bringen. Der Beweis ergibt einen Algorithmus zur Bestimmung einer Stufenform und
liisst sich leicht in ein Computerprogramm iibersetzen (Ubung fiir Computerfreaks!).

1. Schritt: Sind alle Koeffizienten des Gleichungssystems gleich Null, so liegt schon
eine Stufenform vor. Sei nun a;; # 0 fiir wenigstens ein Indexpaar. Dann sei j; der
kleinste Index j(1 < j < n), so dass die j-te Spalte der Matrix A des Gleichungssy-
stems nicht nur aus Nullen besteht (Die Unbekannten 1, ..., z;_; kommen dann
im Gleichungssystem nicht vor, falls j; > 1 ist.). Durch eine elementare Umformung
vom Typ I kann man erreichen, dass ay; # 0 gilt.

Dann wende man fiir ¢ = 2,...,m die elementare Umformung
a/. .
e
aljl
an. Man erhélt ein Gleichungssystem, dessen j;-te Spalte die Form [a4;,,0,...,0]

hat, in dem z;, also nur in der ersten Gleichung vorkommt.

2. Schritt: Man behandle nun das Gleichungssystem, welches aus der zweiten bis
m-ten Gleichung besteht, wie in Schritt 1.
Nach spéatestens m Schritten hat man die gewiinschte Stufenform erhalten. O

Dieser Algorithmus heiffit Gauflsches Eliminationsverfahren. Es ist oft iiber-
sichtlicher, das Gaufische Eliminationsverfahren auf die erweiterte Matrix (A, b) des
Gleichungssystems anzuwenden anstatt auf die Gleichungen selbst.

Beispiel 2.10

T1+ 22+ a3+ 24 = 1
201 + 10 — 203+ 214 = 2
41'1 — 3%2 + 2%3 = 30
Die erweiterte Matrix ist
1 1 1 1] 1
2 1 =2 2| 2
4 -3 2 0130

Das im obigen Beweis beschriebene Verfahren ergibt:

{111 {111
2C9 (g 1 —4 0] 0 2GH g 1 —4 0] 0
4 -3 2 0/30 0 -7 —2 —4]26

Der erste Schritt ist abgeschlossen. Jetzt werden die zweite und die dritte Zeile

behandelt:
1 1 1 1] 1
T32(—7)

— 0 -1 -4 0] 0
0 0 26 —4]26
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Wir haben die Stufenform

Ty + X9 + rs + Ty = 1
— X2 — 4%3
26%3 - 4(134 = 26

I
o

erhalten.

Definition 2.11 Ist ein Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekann-

ten zy,...,x, in Stufenform (23) gegeben, so heiflen die Unbekannten z;,,...,z;,
Hauptvariable und die Unbekannten z;, j # ji, ..., j, heiflen freie Variable von
(23).

Ist ein Gleichungssystem in Stufenform, so kann man die Losungen leicht ablesen.
Es sei die Stufenform (23) gegeben. Dann ist dieses Gleichungssystem hochstens

dann 16sbar, wenn 0/, = ... = b}, = 0 gilt. Ist dies der Fall, so kann man fiir die
freien Variablen x; (j # ji,...,J,) irgendwelche Werte z vorgeben. Durch die r-te
Gleichung liegt dann die Hauptvariable z;, fest:
1
x, =a) = ——b —ap, @) L — .. —al,a)).

T
Aus der (r — 1)-ten Gleichung ergibt sich die Hauptvariable x; , usw.. Ist b, =
... = b, = 0, so hat das System also n — r unabhéngige Losungen, das soll
heiflen, dass man fiir die n — r freien Variablen beliebige Werte einsetzen darf. Die
Hauptvariablen sind dann festgelegt. Wir haben also:

Satz 2.12 Ein lineares Gleichungssystem (19) hat dieselben Losungen wie eine mit-
tels des Gaufischen Eliminationverfahrens gewonnene Stufenform. Hat diese Stufen-
form die Gestalt (23), so ist das Gleichungssystem (23) genau dann losbar, wenn

vo1 = ... = b, = 0 gilt. In diesem Fall gilt: Zu jeder beliebigen Wahl «;, j #
J1s- -, Jr von Werten fiir die freien Variablen der Stufenform (23) gibt es genau eine
Losung o = (29, ..., ;) des Gleichungssystems (19) mit 29 = a; fiir j # j1,.. ., jr.
Das Gleichungssystem (19) ist genau dann eindeutig lésbar, wenn r = n und b, =
... = b}, = 01in der zugehorigen Stufenform (23) gilt (Insbesondere muss dann m > n

gelten.). O

Korollar 2.13 Ein lineares Gleichungssystem (19) mit m = n ist genau dann ein-
deutig 16sbar, wenn man es durch elementare Umformungen auf die Gestalt

/ ’ o ’
/ / o /
/ _ /
AT = by

bringen kann mit a);, # 0 firi =1,...,n. O

Man kann eine Zeilenstufenform (23) noch weiter vereinfachen, indem man die die
Umformungen Tz(al_hl)) fir i = 1,...,r anwendet. Dann hat die i-te Gleichung (i <
r) die Form

Tj, + a;jz--&—lxji-i-l +...t+ a;nwn = b;
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Jetzt kann man weiter aus der ersten Gleichung die Unbekannte z;, eliminieren,
indem man das aij,-fache der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung abzieht.
Schliefllich kann man die Unbekannte x; aus den ersten r — 1 Gleichungen elimi-
nieren. Weiter kann man die Gleichungen 0 = 0 weglassen. Es bleiben genau r
Gleichungen {ibrig, wenn das Gleichungssystem losbar ist. Wir erhalten so eine soge-
nannte reduzierte Zeilenstufenform des Gleichungssystems. In der ersten Gleichung
kommen z; und héchstens noch die n — r freien Variablen z;,7 # j, vor.

T + ...+ A1jo—1Ljy—1 + A1 jo+1Ljy4+1 +...= bl.

Ist das Gleichungssystem nicht l6sbar, so hat die reduzierte Zeilenstufenform eine
widerspriichliche (r + 1)-te Gleichung 0 = 1.

Ein Beispiel der erweiterten Matrix einer reduzierten Zeilenstufenform:

01 700 23 087 0 11
00010 6 0 4 0 3
00001 -50291 0 8
00000 O 1 5 0 6
0000O0O O O0OO0OT1 4

Bei einem l6sbaren linearen Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Unbekannten
kann man an der reduzierten Zeilenstufenform direkt die Losung ablesen.

Ubungen

1. Es seien a, b reelle Zahlen. Fiir welche a, b ist das lineare Gleichungssystem

= b

= a

ar + by
r + vy

nicht 16sbar, losbar, eindeutig losbar?

2. Beweisen Sie: Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
und n Unbekannten besitzt unendlich viele Losungen, falls m < n gilt.

3. Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

2ZE1 + Ty — 31‘3 = 1
a) x; — x2 — x3 = 0
2331 + X9 + r3 = 2
Ty + 2129 + a3 = 1
b) 5£C1 + 41’2 + 31’3 = 6
2.%‘1 + T + r3 = 0
2.T1 + 4.732 + 21’3 = 2
C) T —+ 21‘2 —+ 2%3 =+ 2.174 + Ty = 3
2&71 + 4$2 -+ 41‘3 + 41'4 + 5$5 = 5
vy + 4y + 3x3 + 224 + x5 = 4
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T + x2 + x3 + 14 = 0
d) 5I1 + 71‘2 + rs — Ty = 2
Ty + 219 — x3 — 2x4 = 1

4. Fiir welche a, b, ¢ ist das lineare Gleichungssystem

3r1 + 3x2 4+ 33 = a
4dr;1 + 6z9 + 223 =
r1 + 219 =

losbar?

5. Wie findet man eine lineare Gleichung ax + by + ¢ = 0, die zwei gegebene
Punkte (z¢,y0), (1,y1) als Losungen besitzt? Wie viele Moglichkeiten gibt es
fiir a, b, ¢?

6. Welcher Bedingung miissen die Zahlen a, b geniigen, damit das folgende Glei-
chungssystem losbar wird?

bry + To + (ab+a+b)xs + (ab® 4+ b*)xy = a?
—azxy + (a+1)xy + (ab+a+b)as + (ab® — a®b +b*)z* = a® + ab?
(b+ 1)z + (VP +ab+a+b)xs + (b +0*)zy = b® + a?

7. Losen Sie das (nicht lineare) Gleichungssystem

ar + by = 1,

wobei a, b gegebene reelle Zahlen sind, die nicht beide Null sind.

8. Geben Sie die reelle Losung der kubischen Gleichung 2% + 22 — 1 = 0 an.
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3 Mengen und Abbildungen

Zur prézisen Beschreibung mathematischer Sachverhalte bedient man sich der Men-
gen-Schreibweise oder der Mengensprache. Wir miissen den Grundwortschatz dieser
Sprache lernen. Wichtige Vokabeln sind:

Menge, Element, Teilmenge, Produkt, Vereinigung, Durchschnitt, Abbildung, injek-
tiv, surjektiv, bijektiv, Bild, Urbild, Umkehrabbildung. Es ist also einiges zu tun.

Definition 3.1 (heuristische Definition, Cantor, 1845 - 1918): Unter einer Menge
M verstehen wir “eine Zusammenfassung von bestimmten wohl unterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente der Menge
genannt werden) zu einem Ganzen”.

x € M bedeutet: =z ist Element von M.

x ¢ M bedeutet: 1z ist nicht Element von M.

(siehe [25])

Beispiel 3.2
a) M = {1,37} ist die Menge mit den Elementen 1 und 37. Fiir jedes ‘Element’
x mit x # 1 und x # 37 gilt also = ¢ M.

b) M = {1,{1}} enthilt die verschiedenen Elemente 1 und {1}.

c) M = {1,2,4,8} ist die Menge der Zweierpotenzen zwischen 1 und 10. Statt
die Elemente aufzuzihlen, kann man auch schreiben M = {2"|n = 0,1,2,3}
oder M = {z|3n € {0,1,2,3} : x = 2"}.

Das Zeichen “3d” bedeutet “FEs existiert”.
Der Doppelpunkt “:” ist hier eine Abkiirzung fiir “so dass”.

d) Wir benutzen die folgenden Standardbezeichnungen:
N = {0,1,2,3,...,} ist die Menge der natiirlichen Zahlen (einschlielich
der Null!).
Z=A{...—2,-1,0,1,2,...} ist die Menge der ganzen Zahlen.
Q= {%|a eZ,beZ,b# 0} ist die Menge der rationalen Zahlen.
R ist die Menge aller reellen Zahlen.

(Die keinesfalls triviale Konstruktion der reellen Zahlen soll hier nicht gegeben
werden, siche [8].)

Definition 3.3 Fiir zwei Mengen M, N gilt: N ist Teilmenge von M (in Zeichen:
N C M) genau dann, wenn jedes Element x von N auch ein Element von M ist. In
Kurzform lautet die Definition so:

NCM:e (VMr:oeN=zeM).

Das Zeichen “:<” bedeutet hier “definitionsgemdfl genau dann, wenn gilt’.
Das Symbol “¥” bedeutet “fir alle”. Die Aussage in Klammern heif3t also:

Fiir alle z gilt: Ist z € N, so ist x € M.
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Nachdem wir die Enthaltensein-Relation fiir Mengen eingefiihrt haben, konnen wir
ein kleines Lemma beweisen.

Lemma 3.4 Es seien A, B, C' Mengen. Dann gilt:

a) AC A.
b) Ist AC Bund B C C,soist A C C.
c) Ist AC Bund B C A, soist A= B.

Beweis: zu a): Fiir alle x ist die Implikation (r € A = x € A) richtig, d.h. es gilt
ACA

zu b): Wenn fiir alle = die Implikationen (z € A = 2 € B) und (x € B = 2 € ()
wahr sind, so gilt das auch fiir die Implikation (x € A = x € C). Das beweist (ii).

zu ¢): Wann sind zwei Mengen gleich? Antwort: A = B gilt genau dann, wenn fiir
alle = die Aussage (r € A < x € B) wahr ist. Hierbei bedeutet “<” die zweiseitige
Implikation, also “dann und nur dann, wenn”. Nach Definition 3.3 haben wir somit

A=B & (ACBund B C A).

Insbesondere haben wir ¢) bewiesen. O

Definition 3.5 Es gibt eine Menge ohne Elemente. Sie wird mit () bezeichnet und
heifit die leere Menge. Sie ist durch folgende Aussage charakterisiert:

Vo gilt -z ¢ 0.
Lemma 3.6 Ist M eine Menge, so gilt ) € M.

Beweis: Da fiir alle Objekte = die Aussage x € () falsch ist, ist die Implikation
(x € ) = x € M) stets wahr (ex falso quod libet). Also gilt ) C M. O

Definition 3.7 Es sei I eine Menge (Indexmenge), und fiir jeden Index ¢ € I sei
eine Menge X; gegeben. Dann kann man durch folgende Festsetzung eine neue Menge
X bilden. Fiir alle x gelte

reX diel ze X,

X heifit die Vereinigung der Mengen X, i € I und wird mit | X; bezeichnet. Aus
il

der Definition ergibt sich, dass X = ) gilt, wenn [ = ) ist. Ist n € N, n. > 0 und

I ={1,...,n}, so schreibt man auch

Xlu...UXn:OXi:UXi.

i=1 il
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Insbesondere ist die Vereinigung zweier Mengen A, B definiert durch
AUB = {z|r € A oder z € B}.

Hierbei ist “oder” das nicht ausschlieSende Oder. Die Wahrheitstafel fiir “oder” hat
also die folgende Form:

p | q | poderq

11 1

0|1 1 (1 = wahr, 0 = falsch)
110 1

010 0

Definition 3.8 Es sei I eine nichtleere Indexmenge, und fiir jedes i € I sei eine
Menge X; gegeben. Der Durchschnitt

X:ﬂm

iel
der Mengen X;, i € I wird durch
reX &Viel xeX;
definiert. Fiir I = {1,...,n} (n > 0) schreibt man auch
XmmﬂL:ﬁL:ﬂ&
i=1 iel
Fiir zwei Mengen A, B ist

ANB ={z|r € Aund z € B}.
A und B heien disjunkt, wenn AN B = () gilt.

Als Ubung iiberlege man sich die Distributivgesetze

und
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AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).

Bemerkung 3.9 Ist M eine Menge, A(x) eine Aussage iiber x, so kann man die
Teilmenge N C M bilden, die aus allen Elementen x € M besteht, fiir die die
Aussage A(z) wahr ist, also:

r e N xeMund A(z).
In Zeichen schreibt man dann
N ={z € M|A(x)}.

Beispiel 3.10 a) {n € Z|3Im € Z : n = 2m} ist die Menge der geraden ganzen
Zahlen,

b) {n €Zn* =1} ={-1,1},
c) {ne€Zln>0} =N.

Definition 3.11 Sind X, Y Mengen, so heifit X \ Y = {z € X|z ¢ Y} die Diffe-
renzmenge (lies: “X ohne Y7).

Es gelten einfache Regeln fiir die mengentheoretischen Verkniipfungen. Wir geben
nur einige Beispiele: Seien A, B, Teilmengen einer Menge X. Dann gilt

X\(AUB) = (X\A)N(X\B),
X\(ANB) = (X\A)U(X\B),
(X\AUA = X, (X\A)NnA=0,
X\ (X\A) = A usw.

Von fundamentaler Bedeutung ist der Begriff des geordneten Paares (von zwei Ob-
jekten), welcher die Definition des kartesischen Produktes zweier Mengen erméglicht.

X

Definition 3.12
a) Seien z, y irgendwelche Objekte. Aus z und y kann man ein neues Element
bilden, das geordnete Paar (auch kurz: Paar)

(z,y).

Dies bekommt einen Sinn, wenn man definiert, wann zwei Paare gleich sind.
Seien dazu ', y' zwei weitere Objekte. Dann wird vereinbart

(r,y)=(2',y) o z=2"und y =y
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Wir bemerken sogleich, dass (z,y) und (y, x) verschiedene Objekte sind, wenn
x und y verschieden sind. Es gilt: (z,y) = (y,2) & x =y.

Das kartesische Produkt X xY zweier Mengen X und Y wird nun definiert
als
X xY ={(z,y)|]r € X und y € Y}.

b) Analog wird das kartesische Produkt
Xy x oo x Xy ={(xq,...,zp)|x; € X; firi=1,...,n}

der Mengen Xi,..., X, (n € N,n > 1) definiert. Hierbei wird vereinbart

(T1, ..y xn) = (2], 2)) = Vi=1,... ,n: 2z, =,
Die Elemente von X; x ... x X, heiflen n-Tupel (genauer: geordnete n-
Tupel). Ist X = X; = ... = X,,, so ist die Schreibweise

Xt=Xx..xX=X;x...xX,
~————

n—mal

iiblich.

Vertraut ist uns die Zahlenebene R? = R x R und auch der n-dimensionale Zahlen-
raum R".

Grundlegend fiir die moderne Mathematik ist der Abbildungsbegriff.

Definition 3.13 Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y (in Zei-
chen: f: X — Y) ist eine Vorschrift, die jedem Element x € X genau ein Element
y = f(x) € Y zuordnet.

Das Element f(z) heiit das Bild von z unter f; man schreibt z — f(z).
X heifit der Definitionsbereich von f und Y heifit der Wertebereich von f.

Gr={(z,y) e X xY|y=f(z)} C X xY

heifit der Graf von f. Eine Teilmenge M C X x Y ist genau dann der Graf einer
Abbildung von X nach Y, wenn gilt: Zu jedem z € X gibt es genau ein y € Y, so
dass (z,y) € M.
Zwei Abbildungen f: X — Y ¢g: X' — Y’ sind genau dann gleich, wenn gilt:
i) X=X,
(i) Y=Y und
(i) Fir alle z € X gilt: f(z) = g(z).

Achtung:
f+ R—={0}, f(x):=0 und
g : R=>R, g(x)=0

sind verschiedene Abbildungen, weil ihre Wertebereiche verschieden sind.

Mit Abb(X,Y') wird die Menge aller Abbildungen f : X — Y bezeichnet. Wenn wir
f €Abb(X,Y) sagen, meinen wir also: f : X — Y ist eine Abbildung von X nach
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Y. Statt “f : X — Y7 ist auch die Schreibweise X Ly gebrauchlich. Offensichtlich
gilt fiir Elemente f, g €Abb(X,Y):

f:g<:>Gf:Gg.

Definition 3.14 Essei f : X — Y eine Abbildung von X nachY. M C X, N CY
seien Teilmengen. Dann heifit

FOM) = {y € Y3 € My = f(2)} = {f()la € M}
die Bildmenge von M unter f und
fTHUN) = {z € X|f(z) € N}
die Urbildmenge von N unter f.
fX)={f(@)lz e X} ={y e Y[f'({y}) # 0}

nennt man das Bild von f (= Bildmenge von X unter f) und schreibt dafiir bis-

weilen Imf.

Die Urbildmenge f~'({y}) einer einelementigen Teilmenge {y} C ¥ nennt man auch
die Faser von f iiber y. Es gilt: f~'({y}) # 0 < y €lm/f.

X 7 Y

Beispiel 3.15 a) Es sei f: R? — R die Abbildung mit der Vorschrift f(z,y) =
2z + y. Fiir ¢ € R ist dann f~'({c}) = {(x,y) € R?|2z + y = ¢} eine Gerade
in R% Ist d € R, d # ¢, so ist

N ({d}) = 0.

Also bilden die Fasern der Abbildung f : R> — R eine Schar paralleler Gera-
den.

R2
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b) g:R* = R, g(z,y) = 22 — y* = (z — y)(z + y) hat als Faser iiber 0 € R eine
Vereinigung von zwei Geraden:

97'({0}) = {(z,y) € R*[z —y =0 oder z +y = 0}
= {(z,y) e R?*[z =y} U{(z,y) € R*|z = —y}.

Fiir c € R\ {0} ist g7'({c}) eine Hyperbel (mit beiden Asten).

RQ

c¢) Schliellich betrachten wir noch
h:R* =R, h(zr,y)=2"+y>

Das Bild von h ist Rsg = {z € R|z > 0}. Es gilt 271({0}) = {(0,0)}. Fiir
c€R, c>0ist h~'({c}) der Kreis vom Radius y/c um den Punkt (0,0).

Definition 3.16 Eine Abbildung f : X — Y heifit

a) surjektiv < f(X) =Y, dh:
zu jedem Element y € Y gibt es mindestens ein Element z € X mit f(z) = y.

b) injektiv :& Vo, 2’ € X @ f(z) = f(2') = x =2’
(oder anders formuliert: Vo, 2" € X : x # o' = f(z) # f(2')).

c) bijektiv ;< f ist surjektiv und injektiv.

Definition 3.17 Essei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es zu jedem
Element y € Y genau ein Element x € X mit f(x) = y. Dieses Element = wird mit
f~Y(z) bezeichnet. Damit ist eine Abbildung

iy - X
definiert. Es gilt: f~'({y}) = {f~(y)}, anders formuliert:
V zeX,yeY: fx)y=yer=rf"y).
f~! heit die Umkehrabbildung von f.

Eine surjektive Abbildung f : X — Y ist genau dann bijektiv, wenn jede Faser von
f aus genau einem Element besteht.
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Definition 3.18
a) Esseien f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Die Komposition gof : X — Z
von f und g wird folgendermaflen definiert:

(go f)(x):=g(f(z))  firallezcX; X —

of Z
PN
Y

ist ein kommutatives Diagramm von Abbildungen.

b) Mit idx : X — X wird die Abbildung x — z bezeichnet. Sie heiit die identi-
sche Abbildung auf X. Ihr Graf ist die Diagonale Ax = {(x,z)|z € X} C
X x X.

¢) Sind X', Y" Mengen und X C X' Y C Y’ Teilmengen, f : X - Y, g: X' =Y’
Abbildungen, so heifit f Einschrinkung von ¢ und g Fortsetzung von f,
wenn fiir alle x € X gilt:

f(x) = g(x).

Bezeichnet man mit ¢ : X — X’ und j : Y — Y’ die Inklusionsabbildungen
i(x) =z, j(y) =y, die sich von den identischen Abbildungen nur dadurch un-
terscheiden, dass Definitions- und Wertebereich nicht notwendigerweise iiber-
einstimmen, sondern der Definitionsbereich eine Teilmenge des Wertebereichs
ist, so erhilt man folgendes kommutatives Diagramm von Abbildungen

X Y dh,esgiltjof=goi.

/| | £

X' Y’

@

Lemma 3.19
a) Die Komposition von Abbildungen ist eine assoziative Verkniipfung: Fiir Ab-
bildungen f: X - Y, g9:Y = Z, h:Z — W gilt

ho(gof)=(hog)olf.
b) Fiir jede Abbildung f : X — Y gilt: foidx = f, idy o f = f.
Beweis:

a) 1. W ist der Wertebereich von ho (go f) und von (hog)o f.
2. Fiir alle z € X gilt:

(ho(gof))z) = h(lgof)(x)) = hg(f(z)))
= (hog)(f(x)) = ((hog)o[)(x).

Aus 1. und 2. folgt ho(go f) = (hog)o f.

b) ist trivial. 0
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Lemma 3.20 Seien X, Y nichtleere Mengen, und f : X — Y sei eine Abbildung.
Dann gilt:

a) fist injektiv < Jg:Y — X so dass go f =idy
(d.h. f besitzt ein Linksinverses g).

b) f ist surjektiv < Jg: Y — X, so dass fog = idy
(d.h. f besitzt ein Rechtsinverses g).

c) f ist bijektiv < dg:Y — X, sodass go f =idx und fog =idy.
(d.h. f besitzt ein zweiseitiges Inverses g).

Beweis: zu a): Sei f injektiv; g : Y — X werde folgendermaflen definiert

() = x, falls y € f(X) und x das Urbild von y ist,
9\ = beliebig, falls y € Y\ f(X).

Dann gilt offensichtlich g o f = idx.

Sei nun umgekehrt g o f = idx fiir eine Abbildung ¢ : Y — X. Fiir z,2’ € X gilt
dann: Ist f(x) = f(2'), so ist g(f(x)) = g(f(a')). Wegen g o f = idx folgt also
x = 2’. Die Abbildung f ist daher injektiv.

zu b): Es sei f surjektiv. Dann kann man zu jedem y € Y ein z € X mit f(x) =y
wéhlen. Dieses Element x nenne man g(y). Dann hat man eine Abbildung g : ¥ — X
mit f o g =idy (Natiirlich ist g nicht eindeutig bestimmt, wenn f mindestens eine
Faser mit mehr als nur einem Element besitzt.).

Sei nun umgekehrt fog = idy fiir eine Abbildung g : Y — X. Dann ist f offensicht-
lich surjektiv, denn fiir y € Y ist z := g(y) € X mit f(z) = f(g(y)) = idy(y) = v.
zu ¢): Sei f bijektiv und f~! die Umkehrabbildung von f. Dann gilt

foy=y < a=f"y).

Also gilt f71(f(z)) =z und f(f1(y)) =y. f~! ist ein zweiseitiges Inverses von f.
Sei nun f eine Abbildung, die ein zweiseitiges Inverses g : Y — X besitzt. Nach a)
und b) ist f dann surjektiv und injektiv, also bijektiv. O

Bemerkung 3.21 Es gibt hochstens ein zweiseitiges Inverses von f. Denn: Sind
9,9 Y — X zwei zweiseitige Inverse von f, so gilt

g =idxog =(gof)og =go(foyg)=goidy =gy
Korollar 3.22
a) Ist f: X — Y bijektiv, so ist auch f~! bijektiv, und es gilt (f~!)~! = f.

b) Sind f: X — Y, g:Y — Z bijektiv, so ist auch go f : X — Z bijektiv, und
es gilt
(gof)y'=flog™".
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Beweis: Wir beweisen nur b).

Wir miissen nur zeigen, dass f~! o g~! ein zweiseitiges Inverses von go f ist. Das ist
eine einfache Rechnung

(fTlogolgof)=folg7 og)of=foidyof=f"of=idy

und

(gof)o(flog)y=go(fof)og=goidyog ' =gog™ =idy.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen iiber endliche Mengen.

Definition 3.23 Eine Menge M heifit endlich genau dann, wenn es eine natiirli-
che Zahl n € N und eine bijektive Abbildung {1,...,n} — M gibt (dabei sei
{1,...,n} =0, wenn n = 0 ist). n heift dann die Anzahl der Elemente von M, in
Zeichen: n = cardM = |M|. Ist M nicht endlich, so heifit M unendlich.

Offensichtlich gilt
Satz 3.24 Es sei M eine Menge. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist endlich.
(2) Jede injektive Abbildung f : M — M ist auch surjektiv.
(3) Jede surjektive Abbildung f: M — M ist auch injektiv.

Bemerkung 3.25 Eine Menge M ist also unendlich, wenn man M bijektiv auf eine
echte Teilmenge N C M abbilden kann.

Muss man Satz 3.24 beweisen? Es ist doch klar, dass eine injektive Abbildung
{1,...,n} = {1,...,n} automatisch surjektiv ist. Oder? Wir wollen dennoch einen
Beweis présentieren:

Zunéchst beweisen wir (1) = (2): Es sei also M eine endliche Menge und f : M — M
sei injektiv. y € M sei beliebig. Wir suchen ein x € M mit f(x) = y. Wir wollen
also die Gleichung f(z) = y in der Unbekannten z losen. Es geht hier um einen Exi-
stenzbeweis. Unsere Strategie ist auch oft erfolgreich in komplizierteren Situationen
anwendbar. Das Stichwort heifit Iteration. Vielleicht ist ihnen das Newtonsche Ite-
rationsverfahren aus der Schule bekannt. In unserer Situation ist alles sehr einfach:

Sei f9 = idy; und fiir k > 0 sei
fE= ot

Wir betrachten die Folge f°(y), f(y), f*(y), f>(y), ..., und hoffen in dieser Folge
eine Losung unseres Problems zu finden. Da M endlich ist, gibt es zwei verschiedene
Zahlen [ > k > 1 mit

) = ).
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(Andernfalls wére

N = M, ks ffy)
eine injektive Abbildung, was der Endlichkeit von M widerspricht.) Aus f(f"1(y)) =
fy) = f*y) = F(f*'(y)) folgt 7' (y) = f*(y), weil f injektivist. Ist k—1 > 1,
so fihrt man fort und erhélt schlielich f'=*(y) = y, also f(z) = y mit z := fI=F"1(y).
(2) = (3): Sei f : M — M surjektiv. Nach 3.20 b) gibt es ein Rechtsinverses
g: M — M : fog = idy. g ist dann injektiv, nach (2) also bijektiv, also ist
f=/fogog =g ! auch bijektiv.
(3) = (2): beweist man genauso.
(2) = (1): Es sei M unendlich. Dann gibt es eine injektive Abbildung h : N — M.
Es sei N = h(N). Die Einschrankung H : N — N mit h(z) = H(z) ist dann bijektiv.
Nun werde

f*M—M
definiert durch
o) = x, falls z € M\ N;
| h(2n), falls z = h(n),n € N.

Das Diagramm

f

M M
hT Th
(n—2n) . .
N N ist kommutativ.

Offensichtlich ist f injektiv, aber nicht surjektiv, denn h(2n + 1) ¢ f(M). Damit
haben wir die Implikation (nicht (1) = nicht (2)) bewiesen, was natiirlich dquivalent
zu ((2) = (1)) ist. O

Definition 3.26
a) Eine unendliche Menge M heifit abzdhlbar unendlich <
3 bijektive Abbildung f: N — N.

b) Eine unendliche Menge M, die nicht abzdhlbar ist, heifit iiberabzihlbar.

Beispiel 3.27 Q ist abzdhlbar, aber R ist iiberabzéhlbar (siche [10]).

Ubungen
1.Sei A={+,-}, NN ={neN|n>0}und B= |J A" die Menge der
neNL
endlichen Folgen (n-Tupel, n > 0) von Plus- und Minuszeichen. g : A — A sei
die Abbildung g(+) = —, g(—) = + und f : B — B werde definiert durch

flar, ... an) = (a1, 9(a1), a2, g(az), ... an, g(ay))

fir alle ay,...,a, € A. Es sei f2 = fo f. Zeigen Sie: Ist f*(ay,...,a,)
(b1,...,b4y), so kommt in jedem Abschnitt (b;,b;i1,biro,bivs, bivs) (1 < i
4(n — 1)) das Paar (+,+) oder (—, —) vor.

IA
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2. Besitzt f: N — N, f(n) = n? ein Rechtsinverses? Geben Sie zwei Linksinverse
von f an. Ist die Menge {g : N — N|g o f = idy} endlich oder unendlich?

3. Man {iiberlege sich, dass fiir jede Menge M

Abb(0, M) = {0} # 0,

aber fiir jede nichtleere Menge M

Abb(M, ) =0
gilt.
4. Seien A, B, C Mengen. Zeigen Sie

a) AN(B\C)=(ANB)\ (ANC),
b) (ANB)UC =AN(BUC) & C C A.

5. Seien X, Y, Z Mengen. Konstruieren Sie ein bijektive Abbildung

® : Abb(X x Y, Z) = Abb(Y, Abb(X, 2)).

6. Essei f: X — Y eine Abbildung, I eine Indexmenge und fiir 7 € I sei X; eine
Teilmenge von X und Y; eine Teilmenge von Y. Beweisen Sie:

o r(Ux) = U,

icl el

wor(nx) c nre

icl el

o 1 (ur) = urm,

i€l iel
g~ (nv) = oo
iel iel
Zeigen Sie, dass in b) im allgemeinen nicht das Gleichheitszeichen stehen
darf.
e) Fir A C X gilt: A C f1(f(A)). Ist f injektiv, so gilt stets A =
fHf(A).
f) Fir B CY gilt: f(f~'(B)) C B. Ist B C f(X), so gilt: f(f~'(B)) = B.

7. Essei f: X — Y eine Abbildung. Fiir b € f(X) sei X, = f~!({b}). Beweisen
Sie:

i) X= U X
be f(X)



3 Mengen und Abbildungen 35

(ii) b0 € f(X),b#V = XN Xy = 0.
(Die Fasern der Abbildung f bilden eine Zerlegung von X.)

8. Beweisen Sie:
a) Sind X und Y abz#hlbar unendlich, so ist auch X x Y abzdhlbar unend-
lich.
b) Q ist abzédhlbar unendlich.

c) Die Menge der reellen algebraischen Zahlen {a« € R| 3 n € N,
Jdag,...,an_1 € Q, so dass a” + ap_1a" '+ ...+ aa+ay+ 0 = 0}
ist abzdhlbar unendlich.

9. a) Bestimmen Sie die Fasern der Abbildung
iR =R fa,y) = (2% +y% ay).

b) Untersuche die Abbildung f : R — R, f(x) = 2® — 2z und ihre Ein-
schrinkung g : Z — 7Z, g(x) = x* — 2x auf Injektivitit, Surjektivitit,
Bijektivitat.

10. Seien X, Y endliche Mengen. Bestimmen Sie
[ X x Y], JAbB(X, )|, [P(X)[ |S(X)],

wobei P(X) = {A|A C X} und S(X) = {f € Abb(X, X)|f ist bijektiv}.
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4 Vollstindige Induktion

Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist linear geordnet:
0<1l<2<3<...<n<n+1<...

Zwischen einer Zahl n € N und ihrem Nachfolger n + 1 gibt es keine weiteren
natiirlichen Zahlen. Unmittelbar einleuchtend ist daher der so genannte Satz vom
kleinsten Element.

Satz 4.1 (Satz von kleinsten Element, Minimumsprinzip): Jede nichtleere
Teilmenge N C N besitzt ein kleinstes Element. Das soll heiflen: Es gibt ein m € N,
so dass m < n fir allen € N.

Beachte:

Fir Qs¢ = {z € Q|z > 0} gilt das Minimumsprinzip nicht; z.B. besitzt N = {z €
Q>olx > 0} kein kleinstes Element. 0 gehort ja nicht zu N und und einen Nachfolger
von 0 gibt es in Q> nicht! Immerhin hat N mit 0 eine gréfite untere Schranke in
Q>¢. Betrachtet man aber z.B. M = {z € Qso|z? > 2}, so besitzt M nicht einmal
eine gréBte untere Schranke in Q¢ (denn /2 ist nicht rational).

Aus dem Minimumsprinzip kann man das Prinzip der vollstdndigen Induktion, das
eine wichtige Beweismethode darstellt, ableiten.

Satz 4.2 (Prinzip der vollstindigen Induktion): Fiir jede natiirliche Zahl n
sei eine Aussage A(n) formuliert. Folgende Bedingungen seien erfiillt:

(1) Die Aussage A(0) ist wahr.

(2) Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt:
Ist die Aussage A(n) wahr, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt:
Die Aussage A(n) ist fiir alle n € N giiltig.

Beweis: Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis. Sei N = {n € N|A(n) ist falsch}.
Nehmen wir nun an, dass A(n) nicht fiir alle n € N giiltig ist. Dann ist also N # ().

Nach dem Minimumsprinzip gibt es ein m € N mit m < n fiir alle n € N. Da nach
(1) die Aussage A(0) giiltig ist, ist 0 € N, also 0 < m und somit ist m — 1 € N und
wegen m — 1 < m gilt m —1 ¢ N, d.h. die Aussage A(m — 1) ist giiltig; nach (2) ist
dann auch A(m) giiltig (denn: m = (m — 1) + 1). Das steht aber im Widerspruch zu
m € N. Die Annahme N # () ist also falsch; es gilt vielmehr N = (), d.h. Vn € N:
A(n) ist wahr. 0

Eine kleine Abwandlung ist:
Um eine Aussage A(n) fiir alle n > ng zu beweisen, zeigt man zunéchst

a) A(ng) gilt (Dies ist der Induktionsanfang.)

und dann:
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b) Fir n > ng gilt: Ist A(n — 1) giiltig, so ist auch A(n) giiltig (Dies ist der
Induktionsschlufl von n — 1 auf n.).

Oftmals wird auch folgende Form des Induktionsprinzips benutzt:

Satz 4.3 (Prinzip der vollstindigen Induktion, zweite Form):

Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei eine Aussage A(n) gegeben. Die Aussage, A(0)
sei wahr und, man habe ein Verfahren, mit dem man fiir jedes n > 0 zeigen kann,
dass A(n) wahr ist, wenn A(m) fiir alle m € N mit m < n wahr ist. Dann ist A(n)
fiir alle n € N wahr.

Beweis: Falls N = {n € N|A(n) ist falsch} nichtleer ist, gibt es ein kleinstes Element
ng € N, ng > 0, und fiir alle m € N mit m < ng ist somit A(m) wahr; aber dann
muss auch A(ng) wahr sein, Widerspruch! O

Bemerkung: Fiir einen Induktionsbeweis ist es wichtig, den Induktionsanfang zu
beweisen. Wir illustrieren dies an folgendem “Beweis”:

Behauptung: Alle Studenten sind gleich grof3.

"Beweis”:

a)(Induktionsanfang) Fiir die leere Menge von Studenten und fiir eine Menge, die
nur einen Studenten als Element enthélt, ist die Behauptung wahr.

b)Jetzt fithren wir den Induktionsschlufl durch:

Wir setzen also voraus: Fiir eine Menge von n Studenten ist die Behauptung richtig,
d.h. in einer Menge mit n Studenten sind alle Studenten gleich grofi.

Wir zeigen: Dann ist die Behauptung auch fiir eine Menge mit n + 1 Studenten
richtig. Das geht so: Die ersten n Studenten und die letzten n Studenten haben
jeweils dieselbe Grole. Da der zweite Student zu beiden Mengen gehort, haben also
alle n + 1 Studenten dieselbe Grofle.

Was ist hier falsch?

Antwort: Damit man obigen Induktionsschluss durchfithren kann, muss n > 2 gelten,
man muss also als Induktionsanfang n = 2 wihlen!

Natiirlich reicht es auch nicht aus, eine Aussage A(n) fir alle n € N dadurch zu
beweisen, dass man den Beweis fiir eine endliche, und sei es noch so grofie, Anzahl
von Fiéllen durchfiihrt. Das wire sozusagen eine unvollstindige Induktion. Wir geben
zwei Beispiele:

a) F, = 22" + 1, n € N, heiBt die n-te Fermatsche Zahl. F, = 3, F}, = 5,
Fy = 17, F3 = 257, Fy, = 65537 sind Primzahlen. Also vermutete Fermat:
Vn € N: F,, ist Primzahl. Aber der geniale Mathematiker Leonhard Euler
(1707-1783) fand heraus, dass 641 ein Teiler von Fj ist. Die Losung sieht ganz
einfach aus, sie zu finden war ein kleiner Geniestreich: 641 = 625+16 = 5* 24,
also folgt Fy — 1 = 232 = 242% = (641 — 54)228 = 641 - 2% — (5. 2")* =
641-228 —640% = 641-2%° — (641 —1)* = 641(2%° — 6413 +4-6412 —6-641+4) — 1
Also ist 641 ein Teiler von Fj. Es ist iibrigens keine Zahl n > 5 bekannt,
fiir die F;, eine Primzahl ist. Die unvorstellbar grofle Zahl 22" 1 1 hat den

Teiler 5- 21947 + 1. Mit dem Computeralgebrasystem Mathematica® kann man
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leicht die Primfaktorzerlegungen etwa von Fj, Fg, Fr, Fg berechnen. Das war
zu Eulers Zeiten natiirlich nicht moglich.

b) Die Zahl n? —n + 41 ist fiir n = 1,2,...,40 eine Primzahl, aber fiir n = 41
ergibt sich natiirlich die Quadratzahl 412.

Definition 4.4  a) Fiirn € Nsei die natiirliche Zahl n! (lies: n-Fakultét) definiert
durch
00=1 und n!'=1-2-3-...-n firn>1.

b) Fir z € Rund k € N sei

()t e

Ist n € Nund n > k, so ist

(Z) - w%k)' e i (24)

(Z) heifit Binomialkoeffizient.

Offensichtlich gilt also (Z) = (nﬁk) fir 0 < k < n. Weiter gilt fir 1 < k < n die

Rekursionsformel X
n n n -+
— . 25
() 0)-(7) .
. n! n! k-n!l+(n—Fk+1)n! n—+1
B : = = .0
WS e Dl —k+ 1) T M =R K(n—k+1)! < 2 )
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

6 0 € 6@ G

In der n-ten Zeile (n = 0, 1,2, ...) stehen die n+1 Binomialkoeffizienten (3), (711), ce
(Z) Das Bildungsgesetz fiir das Dreieck ergibt sich aus der Rekursionsformel (25).

B O

Das Pascalsche Dreieck

Als Ubung zur vollstindigen Induktion zeige man:
Fiir beliebige reelle Zahlen a, b und fir n € N gilt

(a+b)" =a" + (?) a" b+ (Z) a" 4.+ <Z> a"ROF bt (26)



4 Vollstéandige Induktion 39

Satz 4.5 Es sei X eine Menge mit k£ Elementen, Y eine Menge mit n Elementen,
und es sei k < n. Dann gibt es /{:'(Z) injektive Abbildungen f: X — Y.

Beweis: durch Induktion nach k:

a) Induktionsanfang: Es sei & = 0. Dann ist X = (), und es gibt genau eine
injektive Abbildung () — Y. Da 0! (g) = 1 gilt, ist der Satz fiir k£ = 0 bewiesen.

b) Induktionsschlufl: Es sei k € N und, der Satz sei schon fiir & bewiesen. Wir
zeigen, dass er dann auch fiir £ 4 1 gilt.

Dazu sei jetzt X eine Menge mit £ + 1 Elementen und £ +1 < n. Da k+1 > 1,
ist X # (. Sei a € X fest gewihlt. Dann ist X’ = X \ {a} eine Menge mit k
Elementen, also gibt es nach Induktionsvoraussetzung k'(’,;) injektive Abbildungen
F: X" = Y und, da |V \ f(X')] = n — k ist, kann man jede solche Abbildung
auf n — k verschiedene Weisen zu einer injektiven Abbildung g : X — Y fortsetzen
(Man kann g(a) € Y\ f(X') beliebig wéhlen.). Also gibt es (n — k)k!(}) injektive
Abbildungen von X nach Y. Man rechnet nun etwas:

(n—k:)k!(Z) - (n—k:)(nﬁ!k)! - (H_Z!_ 7 = (l{:+1)!(kil).

Damit ist der Induktionsschlufl durchgefiithrt und Satz 4.5 bewiesen. O

Folgerung 4.6 Sei X eine Menge mit n Elementen. Dann gilt:
a) |S(X)| =nl.
b) Ist 0 < k < n, so gibt es genau (}) Teilmengen A von X mit [A] = k.
c) [P(X)| = 2"

Beweis: zu a): S(X) = {f : X — X|f injektiv}. Jetzt wende Satz 4.5 fir X =Y
an.

zu b): Es sei P(X) die Menge aller Teilmengen A C X mit k& Elementen. I;,(M) sei
die Menge aller injektiven Abbildungen f :{1,...,k} — M. Dann gilt:

LX) = | L@

AeP(X)

ist disjunkte Vereinigung und
I(A)| = &, |.(X)| = &! (Z) (nach Satz 4.5).
Da aber andererseits |I(X)| die Summe der Anzahlen |I(A)|, A € Pr(X) ist, folgt
P00 = /00 = ()

Zu C):
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Ubungen

1. Essei pp(n) = 1F + 28 + 3%+ ... + n* die Summe der ersten n k-ten Potenzen,
wobei k= 1,2, ... Beweisen Sie durch Induktion iiber n:

a) ps(n) = pi(n)?,
b) ps(n) = 2p ('fl)4 —pi(n).

2. Es sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Beweisen Sie: Es gibt genau
3" Paare (A, B) aus disjunkten Teilmengen A, B C M.

3. Es seien xq, ..., x, Unbekannte und ko, ..., k, € N. Dann heif3t

afogt xkn o ein Monom vom Grad k= ko + ... + kn
in den Unbekannten x, ..., z,. Beweisen Sie: Es gibt ("zk) verschiedene Mo-
nome vom Grad k in den Unbekannten zq, ..., z,.

4. Beweisen Sie: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist eine Quadratzahl.
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5 Aquivalenzrelationen

In diesem Abschnitt behandeln wir den wichtigen Begriff der Aquivalenzrelation
und der Quotientenbildung.

Definition 5.1 Es sei X eine Menge. Eine Relation (genauer: binéire Relation)
R auf X ist eine Vorschrift, die fiir jedes Paar (x,y) € X x X festlegt, ob x beziiglich
R in Relation zu y steht oder nicht. Ist x in Relation zu y, so schreiben wir kurz

rRy.
Das Symbol R wird hier als Relationszeichen verwendet.

Beispiel 5.2
a) Auf der Menge Z haben wir z.B.

i) die Gleichheitsrelation “=".
ii) die Kleiner-Relation “<”.

iii) die Teiler-Relation “|”. Dabei wird definiert

alb < e € Z, so dal b = ac.

iv) die Kongruenzrelation “= mod5”. Dabei ist
a =modb & 5la—b.
b) Eine Abbildung f : X — X definiert auch eine Relation “ Iy quf X , ndmlich
f
r—y:=y=f(x).

Definition 5.3 Ist R eine Relation auf X, so heifit

Gr={(z,y) € X x X|zRy}
der Graph von R.

Nach Definition ist die Abbildung

{Relationen auf X} — P(X x X)
R — GR

bijektiv. Die Aussagen xRy und (x,y) € Gg sind dquivalent. Nicht alle Relationen
sind mathematisch wichtig oder interessant!

Aber von fundamentaler Bedeutung sind die Aquivalenzrelationen. Eine Aquivalenz-
relation R auf einer Menge X ermoglicht es, von den speziellen Eigenschaften der
Elemente von X zu abstrahieren und eine neue Menge Y einzufiihren, in der zwi-
schen verschiedenen Elementen der Menge X nicht mehr unterschieden wird, wenn
sie beziiglich unserer Aquivalenzrelation R in Relation stehen.
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Definition 5.4 Es sei X eine Menge. Eine Relation ~ auf X heiit Aquivalenzre-
lation <

a) Fir alle z € X gilt: x ~ x (Reflexivitét).
b) Fiir alle z,y € X gilt: aus x ~ y folgt y ~ = (Symmetrie).
c) Fiir alle z,y,z € X gilt: aus x ~ y und y ~ z folgt = ~ z (Transitivitit).

Gilt x ~ y, was dquivalent zu y ~ x ist, so sagen wir x und y sind &quiva-
lent (beziiglich ~). Sind = und y nicht dquivalent, so schreiben wir = ¢ y. Fiir
x € X heift

2] = {y € X|z ~y}
die Aquivalenzklasse von z. Genauer schreibt man auch [z]. statt [z] und sagt
~-Aquivalenzklasse, statt Aquivalenzklasse.

Satz 5.5 Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge X. Dann gilt:

a) Fir z,y € X ist
[z] = [y], falls z ~ y

und [z]N[y] =0, falls z £ y.

b) X ist die Vereinigung der ~-Aquivalenzklassen. In Zeichen,

X = Jlal.

zeX

a) und b) besagen, daB die ~-Aquivalenzklassen eine Zerlegung von X in paarweise
disjunkte Teilmengen bilden.

Beweis: zu a): Nach Definition ist die Aussage z ~ y dquivalent zu y € [z| und
wegen der Symmetrie auch zu z € [y]. Um zu zeigen, daff aus = ~ y die Gleichung

folgt, brauchen wir also nur zu zeigen:

Behauptung: Ist y € [z], so ist [y] C [z].

Beweis: Sei z € [y], also y ~ z. Da auch x ~ y gilt, impliziert die Transitivitit z ~ z,
d.h. z € [z]. Damit ist [y] C [z] bewiesen.

Jetzt zeigen wir, dafl aus [x]N[y] # 0 notwendig x ~ y folgt. Sei namlich z € [z]N[y].
Dann ist x ~ z und y ~ z. Wegen der Symmetrie ist auch z ~ y. Die Transitivitat
ergibt dann = ~ y.

Zu b): Wegen der Reflexivitat ist « € [z] und, somit ist X = J [z]. O
zeX
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Definition 5.6 Es sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Mit
X/~ wird dann die Menge der ~-Aquivalenzklassen bezeichnet:

X/f~=A{lz]lr € X}

X/~ heifit auch die Quotientenmenge von X nach der Aquivalenzrelation ~.

Die surjektive Abbildung p : X — X/~ mit z — p(z) = [z] heifit die natiirliche
Abbildung oder die kanonische Projektion.

Da nach Satz 2.3.5 [z] = [y| zu x ~ y &dquivalent ist, sind die Fasern der Abbildung
p genau die ~-Aquivalenzklassen. Es gilt:

p'{[=z]}) = {yeXlpy) = [z]}
= {ye X|[y] = [z]}
= {yeXly~az} =l

Ist y € X/~ und = € p~*({y}), also [z] = y, so heiit = ein Reprisentant von y.

Ein volles Reprisentantensystem fiir die Aquivalenzrelation ~ ist eine Teilmenge
M C X, so daf} die Einschrinkungsabbildung

pIM : M = X/~

von p auf die Teilmenge M bijektiv ist. In der Regel gibt es viele verschiedene
Représentantensysteme. Da p surjektiv ist, gibt es ein Rechtsinverses ¢ : X/~— X
(also pogq = idxp). Fiir solch ein ¢ ist ¢(X/~) C X ein volles Reprasentantensystem.

Beispiel 5.7
a) Fir (z,y), (2/,y) € R? sei (z,y) ~ (2/,y'), wenn y = 9/ gilt. Dies ist eine
Aquivalenzrelation und, die Aquivalenzklasse von (a,b) € R? ist [(a,b)] =

{(z,y) € R?|y = b}, also eine Gerade. Ein volles Reprisentantensystem M C
R? ist z.B. eine Gerade M = {(z,y) € R?*|x = cy}, wobei ¢ € R.

Es gilt M N [(a,b)] = {(bc,b)} fiir alle (a,b) € R% Also ist die Einschriinkung
p|M : M — R?/ ~ bijektiv.

b) Fiir x,y € Z sei x ~ y, wenn x = ymod 5 gilt. Fiir x € Z ist dann
] ={...2 =10,z — 5,z,z + 5,z + 10,...}
und
M, = {0,1,2,3,4},

M2 = {_27_1707172}7
My = {100,51,42,103, 4} C Z

sind Beispiele voller Reprisentantensysteme dieser Aquivalenzrelation. Natiirlich

gilt
Z)~={[0], (1], 121, [3], [4]}-

Dieses Beispiel wird uns noch oft begegnen.
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Lemma 5.8 Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X und p : X — X/~ die kano-
nische Projektion. Eine Abbildung f : X — Y heifit ~-invariant, wenn aus x ~ z’
stets f(x) = f(2') folgt. Ist f eine ~-invariante Abbildung, so gibt es genau eine
Abbildung f : X/~— Y mit f([z]) = f(z) fiir alle z € X.

X\}\\f//?/y

X/ ~

ist kommutatives Diagramm, d.h. fop = f.

Beweis: Fiir a € X/~ wihle man einen Repréisentanten « € X; es gilt dann a = [z].
Wir setzen

fla) = f(x). (*)
Dies héingt nicht von der Wahl von x ab. Ist ndmlich 2’ ein anderer Reprisentant von
a, also a = [2'], so gilt © ~ 2" und wegen der Invarianz von f, somit f(z) = f(').
Man sagt: f: X/~ — Y ist durch (x) wohldefiniert. Nach Definition gilt

fop=1F.
Damit ist die Existenz von f bewiesen.

Um die Eindeutigkeit von f zu beweisen, sei h : X/~ — Y eine beliebige Abbildung
mit

hop=f.
Dann gilt f op = hop, und da p surjektiv ist, folgt dann f = h.

Das Lemma ist bewiesen. O

f heift die von f induzierte Abbildung.
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Ubungen

1. Essei f: X — Y eine Abbildung. Fiir z,2’ € X sei  ~ 2/ definitionsgeméaf

genau dann, wenn f(x) = f(2) gilt. Zeigen Sie: ~ ist eine Aquivalenzrelation
auf X.

Seip: X — X/~ die kanonische Projektion. Zeigen Sie: f induziert eine
injektive Abbildung f : X/~— Y mit fop = f und f(X/~) = f(X).

2. Fiir (z,y), (2/,y) € R? sei (z,y) ~ (2/,9') genau dann, wenn z — 2/ und
y — v ganzzahlig sind. Zeigen Sie, dal ~ eine Aquivalenzrelation auf R? ist
und erkldren Sie, wie man eine bijektive Abbildung von R?/ ~ auf den Torus
T C R? konstruieren kann.

Dabei ist
T :={(cosacos 5 + 3cosa, sinacosff+ 3sina, sinf) | a,f € R}.
Zeigen Sie weiter, dass
M={(zy)ecR|0<z<1, 0<y<1}
ein volles Repréasentantensystem von ~ ist.

3. Wieviele verschiedene Aquivalenzrelationen gibt es auf den Mengen {a, b},
{a,b,c}, {a,b,c,d}?

4. Zeigen Sie: Durch (z,y) ~ (2/,y') & zy = 2y ist auf R? eine Aquivalenzrelati-
on gegeben, und M = {(x,y) € R?|y = z?} ist ein volles Reprisentantensystem
fiir ~. Fiir welche Zahlen a, b, ¢ ist die Abbildung f : R? — R mit

f(z,y) = ax + by? + ca®y* + day?
~-invariant?
5. Fiir x,y € Z sei x ~ y genau dann, wenn x —y durch 11 teilbar ist. Zeigen Sie,

dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Z ist und dass M = {0}U{2* | k =0,...,9}
ein volles Reprasentantensystem von ~ ist.
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6 Korper

In diesem Abschnitt sollen die Regeln der Addition und der Multiplikation von
Zahlen auf eine axiomatische Grundlage gestellt werden.

Aus bekannten Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation reeller Zahlen kann
man neue Regeln durch logisches Schlielen bleiten. Dabei bemerkt man, dass es nicht
darauf ankommt, dass die Elemente, mit denen man rechnet, Zahlen sind oder eine
andere konkrete Bedeutung haben.

Daher betrachtet man anstelle der Menge R der reellen Zahlen zunéchst eine belie-
bige Menge K und fordert, dass auf K zwei Rechenoperationen, die wir Addition
und Multiplikation nennen, gegeben sind. Formal ausgedriickt bedeutet das: Es sind
zwei Abbildungen

+: KXxK—=K, (z,y)—z+y und
KxK—K, (v,y)—z-y

gegeben. Das Bild « + y von (z,y) unter der Abbildung + heiit die Summe von x
und y, und das Bild x - y, das wir wie gewohnt auch kurz als xy schreiben, heifit das
Produkt von x und y.

Die von uns als grundlegend erkannten Rechenregeln in R - es sollten moglichst weni-
ge sein, aber doch so viele, dass die bekannten Rechenregeln in R aus ihnen ableitbar
sind - postulieren wir nun als Axiome fiir das Rechnen mit den Rechenoperatoren
+ und - in K. Diese Axiome sind dann der Ausgangspunkt fiir eine mathemati-
sche Theorie; in diesem Fall wird es die Kdrpertheorie sein. Die Axiome selbst sind
die Grundsétze der Theorie und miissen nicht bewiesen werden. Aus den Axiomen
werden die Lehrsdtze der Theorie abgeleitet.

Axiomensysteme diirfen keinesfalls willkiirlich aufgestellt werden. Erst nach guter
Kenntnis eines Modells, wie in unserem Fall R mit + und -, entwickelt sich ein
abstraktes Axiomensystem.

Eine konkrete mathematische Struktur, die die Axiome erfiillt, heifft ein Modell fiir
diese Axiome. Die einmal aus den Axiomen hergeleiteten Satze gelten dann in jedem
Modell fiir diese Axiome.

Wir werden jetzt die so genannten Korperaxiome aufstellen. Jedes Modell fiir diese
Axiome nennt man dann einen Korper. Neben unseren Beispielen R und Q wer-
den wir unendlich viele weitere Korper kennen lernen. Allen ist aber gemeinsam,
dass man in ihnen im wesentlichen wie in R und Q rechnen kann. Auch was wir
bisher iiber reelle lineare Gleichungssysteme gelernt haben, gilt genauso fiir linea-
re Gleichungssysteme in n Unbekannten, deren Koeffizienten und konstante Terme
Elemente eines Korpers sind. Die Losungen solcher Gleichungssysteme sind dann
n-Tupel von Koérperelementen.

Definition 6.1 Ein Korper ist eine Menge K zusammen mit einer Addition + :
Kx K — K, (z,y) = x+y und einer Multiplikation - : K x K — K, (z,y) — x,
so dass die folgenden Axiome (die Korperaxiome) erfiillt sind.

(K1) Fiir alle z,y,x € K gilt: (z+y)+2z=2+ (y + 2).
(Die Addition ist assoziativ.)
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(K2) Fiir alle z,y € K gilt: 2 +y =y + x.
(Die Addition ist kommutativ.)

(K3) Es gibt ein Element 0 € K mit z + 0 = z fiir alle x € K.
(0 ist eindeutig bestimmt, denn ist auch 0/ + z = z fir alle z € K, so gilt:
0=04+0=04+0" =0"0 heit das Nullelement von K, kurz: Null.)

(K4) Zu jedem x € K gibt es ein Element —z € K mit x + (—z) = 0.
(—x ist eindeutig bestimmt, denn gilt: = + 2’ = 0 fiir ein Element 2’ € K, so
folgt
=240 =2+ (v + (—x)) (i (¢ + x) + (—x) 2 (x4 2") + (—2) =
0+ (—2) 2 (—z)+0 ..
—x heifit das negative Element oder auch das additive Inverse von x.)

(K5) Fiir alle z,y, z € K gilt: (zy)z = z(yz).
(Die Multiplikation ist assoziativ.)

(K6) Fiir alle z,y € K gilt: zy = yx.
(Die Multiplikation ist kommutativ.)

(K7) Es gibt ein Element 1 € K\{0} mit 1z = x fiir alle z € K.
(1 ist eindeutig bestimmt, denn ist 1’ € K mit 1’z = x fiir alle z € K, so gilt:
1 =11=11=1"1 heifit das Einselement von K, kurz: Eins.)

(K8) Zu jedem Element # € K\{0} gibt es ein Element 7! € K mit z 7' = 1.
(x7! ist eindeutig bestimmt, denn gilt: 2’z = 1 fiir ein Element 2/ € K, so
folgt
=12 = (z7')r = N ax) =27 N dr) =7l = 1ot =2
27! heiit das Inverse von x oder auch das Reziproke von x und wird manch-
mal auch mit = bezeichnet.)

(K9) Fiir alle z,y, 2z € K gilt: z(y + 2) = ay + x2.
(Es gilt das Distributivgesetz.)
Wegen (K6) gilt natiirlich auch (z +y)z = xz + y=.

Bemerkung 6.2 In Definition 6.1 miisste es eigentlich prézise heiflen: (K, +,-) ist
ein Korper. Wenn es uns wichtig erscheint, zu betonen, dass zu einem Koérper neben
der Menge K auch die Rechenoperationen +, - gehoren, wihlen wir die Bezeichnung
(K, +,-) anstelle der kurzen Bezeichnung K.

Notationen 6.3 Ist K ein Korper, und sind z,y € K, so schreibt man kurz = — y
statt 2 + (—y) und auch £ statt 2y~ oder y~ta, falls y # 0. Also:

r—y:=x+(—y) und 7= xy~ ', falls y # 0.
Y

Lemma 6.4 Es sei K ein Korper. Dann gilt:

a) 0-a=0 fur alle a € K.
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b) Fiir alle a,b € K gilt: ab=0< a =0 oder b = 0.
(Man sagt: K ist nullteilerfrei.)

c¢) Fir alle a,b € K gilt:

(—a)b = —(ab), (—a)(=b)=ab, —a=(-1)a.

Beweis: zu a): 0a = (0 + 0)a = Oa + Oa, also

0=0a+ (—(0a)) = ((0a+ 0a)+ (—0a))
= 0a+ (0a+ (—0a)) = 0a + 0 = Oa.

zu b): Sei ab = 0 und a # 0. Dann ist
b= (ata)b=a'(ab) =a 0 =0a""=0.
2 ¢):
i) a+(—a)=0=ab+ (—a)b=(a+ (—a))b=00=0 = —(ab) = (—a)b.
ii) (=a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab,

denn: —(—z) =, weil x + (—z) =0 = (—(—x)) + (—=x).

Lemma 6.5 In einem Korper K gelten die folgenden Regeln. Es seien a, b, ¢, d € K,
b,d # 0.

a)

c
Z_E(:)ad_bc
b)
E+E_ad—|—bc
b d  bd
c)
_a_—a_a
b b —b
d)
a c_ac
b d bd
e)
-1
(ﬂ) :é, falls auch a # 0.
b a
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Der Beweis ist eine einfache Ubung.

b) kann man z.B. so beweisen:

% + 2 =ab™ +edt =abtdd ™ + cbb T
d+b
— ad(bd) ™" + be(bd) ™" = (ad + be)(bd) "t = = ;; 3

Eine andere Moglichkeit wére: x = ¢ ist die Losung der Gleichung bx = a und, y = §
ist die Losung der Gleichung dy = c. Es folgt dann bdx = ad und bdy = bc und somit
O

bd(x + y) = ad + be, also x + y = 24tbe,

Beispiel 6.6
a) (Q,4+,-) und (R, +,-) sind Korper.

b) Sei Ky = {a + bv/2|a,b € Q}. K, ist eine Teilmenge von R. Sind nun z =
a+by2 und y = ¢+ dv2 Elemente in K, so gilt, weil ja R ein Kérper ist:
r+y=a+c+ (b+d)2 Daa,b,cdc Q sind, sind auch a + ¢ und b + d
Elemente in Q, d.h. z+v ist Element von K5. Die Einschrankung der Addition
+:R xR — R auf Ky x Ky ergibt also eine Addition + : Ky x Ky — K.
Ebenso ergibt sich zy € K5, denn:
zy = (a+bv2)(c+dv2) = ac+ 2bd + (ad + bc)v/2 und ac + 2bd, ad + be € Q.
Die Multiplikation auf R induziert also eine Multiplikation

':KQXKQ%KQ.

Weiter gilt: 0,1 € Ky, —z = (—a) + (—b)v/2 € K, und schlieflich ist auch

1 a— b2 a —b
1= = = 2€ K.
v a+bv2 o a®—2b? OLQ—QbQ—i_aQ—QbQ\/_E 2

falls * = a + bv/2 # 0 ist (Beweise dazu: Aus a,b € Q und a + bv/2 # 0 folgt
a® — 2b* # 0.). Alle Axiome (1) - (9) sind fiir (K5, +, -) erfiillt. Man nennt Ko
(wie auch Q) einen Unterkoérper von R.

Allgemein definiert man

Definition 6.7 Es sei K ein Koérper und F© C K eine Teilmenge. F' heifit Un-
terkorper von K, wenn gilt:

a) Fir alle z,y € F gilt: x —y € F.
b) 1€ F.

c) Fiir alle z,y € F ist zy € F.

)

d) Fiir alle z € F\{0} ist 27! € F".

Offensichtlich ist (F, +, -) dann ein Korper (Beweis als Ubung). Ist I ein Unterkérper
von K, so nennt man K auch Erweiterungskorper von F.
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Beispiel 6.8 In einem Koérper kann man zwar im wesentlichen rechnen wie mit
Zahlen, aber nicht alle Korper sind Erweiterungskorper von Q. Nach den Korper-
axiomen muss ein Korper stets mindestens zwei verschiedene Elemente enthalten,
namlich 0 und 1. Verbliiffend ist nun, dass man auf einer Menge mit zwei Elementen
eine Addition und eine Multiplikation definieren kann, so dass ein Korper entsteht:
(Fy, +, ) mit Fy = {G, U} und den Verkniipfungstabellen (G = gerade, U = unge-
rade).

+|G U |G U
GG U G|G G
UlUu G U|lG U

ist ein Korper. G ist das Nullelement : G = 0 und, U ist das Einselement: U = 1. In
diesem Korper gilt: 1 +1 = 0.

Definition 6.9 Es sei K ein Korper. Zur Unterscheidung von 0,1 € Z sei O das
Nullelement und 1x das Einselement in K. Die Abbildung

ZxK—K, (nz)—nzx

wird folgendermaflen definiert:

0x = O fir alle x € K,

nr = (n—1lz+zfiralleneZ,n>0,z¢€K;
und schlieflich

nr = —((-n)z)firalleneZ, n<0,z€K.

Offensichtlich gelten dann (Beweis als Ubung) die Regeln

(n+m)x = nz+mafirnmeZ,zeK
(nm)(zy) = (nx)(my) firn,m € Z,xz,y € K.

Ist die Abbildung
¢ : 72— K mit p(n) :=nlg

injektiv, so heiffit K ein Korper der Charakteristik Null. ¢ lédsst sich dann
fortsetzen zu einer injektiven Abbildung ¢ : Q — K. Man setzt

a a-lg
w(@) T b lg
fiir alle a,b € Z, b # 0.

1 heifit die kanonische Abbildung von Q in K.

Ist die Abbildung ¢ : Z — K nicht injektiv, so gibt es ein m € Z mit m > 0 und
mlg = 0, wie man sofort sieht. Es sei p € Z, p > 0, die kleinste positive ganze Zahl
K heifit dann ein Kérper der Charakteristik p. char(K) = p heifit die Charak-
teristik von K. Man bemerkt sofort, dass p eine Primzahl ist. Ist ndmlich p = py1ps
mit py,ps € N, so ist Ox = (pip2)lx = (p1li)(p2lk) also ohne Einschrankung
p1lg = 0. Da p minimal gewéhlt war, folgt p = p;, po = 1. p ist also unzerlegbar.
AuBlerdem ist p > 1, weil sonst 1x = 1 1x = 0 wire. p ist also eine Primzahl.
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Lemma 6.10 Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0, so ist

F:{0[(,1[(,2'1[(,...,(})—1)'1K}
ein Unterkorper von K.

Beweis: Man bemerkt zunéachst, dass nlx = mlg, falls n = gp + m fiir ein ¢ € 7Z,
(denn: (gp)lx = ¢+ (p-1x) = q 0k = Ok).

Zu jedem n € Z gibt es also genau ein m mit 0 < m < p, so dass nly = mlg.
Damit folgt leicht, dass a), b), ¢) in Definition 3.1.7 erfiillt sind.

Ist nun x € F, x # 0, so ist die Abbildung f : F' — F mit f(y) := zy injektiv, denn
aus y; # yo folgt y1 — yo # 0, also auch z(y; — y2) # 0 und somit zy; # xys. Da F
eine endliche Menge ist, ist f somit bijektiv, und es gibt insbesondere ein Element
y € F mit 2y = 1, d.h. 27! € F. Damit ist gezeigt, dass F' ein Unterkérper von K
ist. O

Jetzt wollen wir zeigen, dass es zu jeder Primzahl p einen Kérper der Charakteristik
p gibt.

Beispiel 6.11 Es sei eine Primzahl p fest gegeben. Mit F, bezeichnen wir eine
Menge aus p Elementen. Den Elementen von [, geben wir die Namen

[0]7 [1]7 R [p - 1]
Sodann definieren wir die Abbildung

7 — T,
n +— n mod p := [r],

wobei r der Rest beim Teilen von n durch p ist, d.h. r ist diejenige natiirliche Zahl
mit 0 < r < p—1, fiir die gilt: d¢ € Z, so dass n = qp + 7.
Im Fall p = 13 gilt zum Beispiel:

22 mod 13 = [9]
26 mod 13 = [0]
30mod 13 = [4] usw..

Auf der Menge [F,, erkldren wir eine Addition, die wir zur Unterscheidung von + auf
7 vorlaufig mit @ bezeichnen:

Fir 0 <7 <p, 0<ry <psei[r]® [re] := [r], wobei r der Rest beim Teilen von
r1 4 ro durch p ist. In Formeln:

[11] @ [ro] = (r1 + 72) mod p.

Beispiel: In Fy3 gilt: [8] @ [7] = (8 + 7) mod 13 = [2].
Wir zeigen: Fiir alle n, m € Z gilt:

n mod p & m mod p = (n+ m) mod p. (%)
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Beweis: Es seien ¢, t,7,s € Z, 0 <r <p,p<s<p,sodassn=qp+r, m =tp+s.
Dann gilt:
nt+m=(q+t)p+(r+s),

und somit
nmod p@®m mod p = [r] @ [s] = (r+ s) mod p = (n + m) mod p.

Jetzt erklédren wir eine Multiplikation © auf [F:
Fir0<r; <p, 0 <ry <psei

(1] © [ro] := [r],
wobei r der Rest beim Teilen von r17y durch p ist. In Formeln:
[r1] ® [r2] = (r172) mod p.
Analog zu (x) gilt fiir alle n,m € Z:

n mod p ®m mod p = (nm) mod p. (xx)

Beweis zu (*x): Es sei wieder n = gp+r, m = tp+s, n mod p = [r], m mod p = [s].
Dann gilt: nm = (gt + p + rt + sq)p + rs, also

nm mod p = rs mod p,
und somit
nmod p ®m mod p = [r] ® [s] = (rs) mod p = (nm) mod p.
Jetzt kénnen wir zeigen:
[F, ist mit der Addition & und Multiplikation ® ein Korper.

Beweis: Da (Z,+, ) die Axiome (K1) - (K7) und (K9) erfiillt, kann man mit Hilfe
von (%) und (*x*) folgern, dass (F,, @, ®) ebenfalls die Axiome (K1) - (K7) und (K9)
erfiillt.

[0] ist das Nullelement und [1] ist das Einselement in [F,,. Weiter gilt: [p — 7] ist das
negative Element von [r] fiir 0 < r < p.

Die einzige Aufgabe, die noch bleibt, ist die Verifikation von Axiom (KS8).

Wir zeigen: Zu jeder natiirlichen Zahl » mit 0 < r < p gibt es eine natiirliche Zahl
s mit 0 < s < p, so dass

gilt.

Zunéchst zeigen wir:

Behauptung: Ist 0 < s < pund [r] ® [s] = [0], so ist s = 0.

Beweis: Ist [r] ® [s] = [0], so ist p Teiler von rs. Da p kein Teiler von r ist, Mufle p
ein Teiler von s sein und da 0 < s < p ist, folgt s = 0.
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Weiter zeigen wir:

Behauptung: Die Abbildung f : F, — F, mit f(z) = [r] ® z ist bijektiv.

Beweis: Ist f(z1) = f(z2), soist [r] © (x1 © 22) = f(z1 S 22) = f(x1) © f(x2) = [0],
also nach a). 1 © x9 = [0], d.h. 21 = 5. Also ist f injektiv. Da [F, endlich ist, ist f
bijektiv.

Insbesondere ist [1] im Bild von f, d.h. es gibt ein [s] € F,, mit

Damit ist bewiesen, dass [, ein Korper ist.

Beispiel 6.12 In Fy3 gilt:

1 1mod13 —12mod 13
1 - _ C dmod 13—
B = G T Tmed 3~ 3mod 13 mod 13 = [9], [3] © [9]

= 27 mod 13 = [1],

1 1mod13 5mod13  5mod 13
e = d13 =
O = T med 13 Bmod13  —tmod1z o ed B =L BlOE

= 40 mod 13 = [1]

Usw..

Ein Algorithmus zur Bestimmung des Inversen wird durch den so genannten erwei-
terten euklidischen Algorithmus gegeben. Um [r] ® [s] = [1] zu l6sen, muss man
namlich zu gegebenen r, p die ganzzahligen Losungen s,t der Gleichung

rs+pt=1
bestimmen, und das leistet der genannte Algorithmus (siche [23]).

Definition 6.13 Es seien K und L Korper. Eine Abbildung f : K — L heifit
Korperisomorphismus, wenn f die folgenden Eigenschaften hat:

a) f ist bijektiv.

b) flz+y) = f(z)+ f(y) fir alle 2,y € K.
o) f(1) = 1.

d) flzy) = f(2)f(y) fiir alle 7,y € K.

Es gilt dann auch f(0) = 0, denn f(0) = f(0+ 0) = f(0) + f(0). Weiter gilt:
f(=x) = —f(x), denn
0=/(0) = flx+ (=) = f(z) + f(—=).

Schliellich gilt auch: f(z) # 0, falls z # 0 und f(z)~' = f(z™!). Ist K = L, so heifit
f Koérperautomorphismus von K. Zwei Korper K und L heiflen isomorph (in
Zeichen: K = L), wenn es einen Korperisomorphismus f : K — L gibt.
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Beispiel 6.14 Ist K ein Korper der Charakteristik p > 0 und 1x das Einselement
von K, F' der Unterkorper {0-1x,1 15,2 1g,...,(p—1) - 1x}, soist F = F,, und
zwar ist

f:F, = Fmit f([r]) :=rlg

ein Isomorphismus (Ubung).

Ist K ein Korper der Charakteristik Null, so enthédlt K einen zu Q isomorphen
Unterkorper F, ndamlich ¢(Q), wobei ¢ : Q — K die kanonische Abbildung ist.

Jetzt kommen wir zu unserem wichtigsten Beispiel, dem Korper der komplexen Zah-
len.

Satz 6.15 Es gibt einen Korper (C, +, ) mit folgenden Eigenschaften:

a) R C C ist ein Unterkorper von C.
b) Es gibt ein Element i € C mit > = —1.

¢) Zu jedem Element z € C gibt es eindeutig bestimmte reelle Zahlen x und y,
so dass
z=x+yi.

Durch a) - ¢) ist C bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis:
1. Eindeutigkeit: Aus a) - ¢) folgt:

f:C=R z=x+yi— (2,9)

ist eine bijektive Abbildung. Da C ein Koérper ist, gilt fiir z = x + yi, w = u + vi
nach den Koérperaxiomen:

z+w=(x+u)+ (y+v)i,
also
fz+w)=(x+uy+wv),
und wegen b)
2w = (xu — yv) + (xv + yu)i,
also
f(zw) = (zu — yv, zv + yu).

f ist also ein Kérperisomorphismus von C auf R?, wenn man R? mit der folgenden
Addition und Multiplikation versieht:

(v, y) + (u,v) = (x+u,y+0) .

(z,y) - (u,v) = (zu—yv,zv— Yu)

Wenn es einen Korper C mit den Eigenschaften a) - ¢) gibt, so ist er also zu R? mit
den Verkniipfungen (x) isomorph. Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.
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2. Existenz: Wir miissen zeigen, dass R? mit den Verkniipfungen (x) die Kérpe-
raxiome (K1) - (K9) erfiillt. (K1) - (K4) sind trivialerweise erfiillt. 0 = (0, 0) ist das
Nullelement in R?, und —(z,y) = (—x, —y) ist das Negative von (z,y).

Die Axiome der Multiplikation sind auch einfach nachzuweisen, jedoch etwas ling-
lich. Wir zeigen z.B. (K5) und (K8) und lassen den Rest als Ubung:

zu (K5):
((z,y) - (2,y) - (2", y") = (22" — yy', 2y’ + ya') - (2", y")

/"

= ((za' —yy' )" — (xy' + y2')y", (xz2’ —yy' )y + (xy' + ya')z")

/1,11 !0 / l/)

— (x:z:’x” _ yy’x” _ xy’y” _ ya:’y”, xx’y” —yy'y" + ay's’ + yr'x

Jetzt berechnet man (z,y) - ((«/,y') - (2”,y")). Man kommt auf dasselbe Ergebnis.

zu (K8): Zunéchst ist 1 := (1,0) das Einselement, wie man durch Einsetzen in die
Definition sieht. Es sei nun (z,y) € R?, (z,y) # 0. Man erhélt

(z,y)(z, —y) = (° +4*,0),

T -y
— 1.
v (ﬂ?2 +y? +y2)

Damit haben wir die Behauptung bewiesen. Komplexe Zahlen z € C schreiben wir
in der Form

und somit

z =2+ iy mit z,y € R.
r = Re(z) heifit der Realteil von z, y = Im(z) heifit der Imaginérteil von z.
Durch die bijektive Abbildung

C — R?
z +— (Re(z),Im(z))

konnen wir uns C als Ebene (die komplexe Ebene) vorstellen:

iR
Z+w

1 ist der Punkt (1,0) € R? und, 7 ist der Punkt (0,1). Die z-Achse heiit dann die
reelle Achse R und die y-Achse heifit die imaginire Achse iR = {iy|y € R}.
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Ist 2 =2 44y € C, so heifit
Z=x—1y

die konjugiert komplexe Zahl zu 2.
Man zeigt leicht:

z +— Z ist ein Korperautomorphismus C — C,
und es gilt 2 = Z genau dann, wenn z reell ist. Weiter ist
2z = (v +iy)(z —iy) = 2> — (iy)* = 2* +y* > 0.
Daher nennt man
|z| := +v/2Z den Betrag von z.

Es sei z eine von Null verschiedene komplexe Zahl. Dann ist r = |z| eine positive
reelle Zahl und v := 2 ist eine komplexe Zahl vom Betrag 1, denn

z 1
jul = H — |z =1
r r

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 werden auch unimodulare Zahlen genannt.

Sie beschreiben den Einheitskreis
St={r+iy|2®+y*=1} CcC

in der komplexen Ebene. Wie man leicht sieht, ist das Produkt unimodularer Zahlen
wieder unimodular. Wir setzen nun die trigonometrischen Funktionen Cosinus und
Sinus als bekannt voraus, zu mindestens die folgenden Aussagen:

(i) cos und sin sind periodisch mit der Periode 27.
(ii) cos? @ +sin?p = 1 fiir alle p € R

(iii) Zu jeder unimodularen Zahl v = = + iy gibt es genau eine reelle Zahl ¢ € R
mit 0 < ¢ < 27, so dass

x = cos p und y = sin ¢,

also
U = Ccosp +isinp

gilt.
(iv) Es gelten die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus:

cos(a+ ) = cosaccos f — sin asin 3,

sin(a + ) = cos asin § + sin « cos 3.
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Wir definieren nun fiir p € R
€' 1= cos ¢ +isin . (27)
Nach (iv) gilt dann

" @th) = cos(a + B) + isin(a + )
= (cosa +isina)(cos 5+ isin f3)

— ezaezﬁ

Damit haben wir nach (iii) eine surjektive Abbildung
R — St © —> e
mit den Eigenschaften

a) ¥ =e% <= p—1 €2
b) ei(a—i-ﬁ) — eiaeiﬁ
Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z hat eine Darstellung der Form
2 =re¥

wobei r = |z| > 0 und ¢ € R.

 ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 durch z bestimmt und heifit ein Argument
von z.

Man nennt z = re’? die Polarkoordinatendarstellung von z. Diese Darstellung
erlaubt eine geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen.

Ist z = re® und w = se', so ist zw = rse@t?¥).
Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert
und ihre Argumente addiert.

Die Bedeutung der komplexen Zahlen liegt in der Tatsache, dass jede algebraische
Gleichung
2"+ ap 2" 4t aw+ag =0

mit ag,...,a,-1 € C (n > 1) im Kérper der komplexen Zahlen l6sbar ist. Es gibt
n komplexe Zahlen (die auch mehrfach auftreten kénnen) zy,..., z, € C, so dass

2" = p 2" ag= (2 —2) . (= 2)

gilt. Dies ist der berithmte Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier nicht beweisen
werden.

Insbesondere kann man in C n-te Wurzeln ziehen: Es sei a = re’? € C, a # 0. Dann
gibt es n komplexe Losungen der Gleichung " — a = 0.

Eine Lésung ist
i L
Wy = \77;61",

denn es gilt ja wy = (\"/F)”ei% = re¥ = q.
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1R

Zw

R
Multiplikation komplexer Zahlen
Betrachtet man nun .
(=er,
so gilt fiir k=0,...,n—1:
(Ck)n — an — (Cn)k — (e2m')k: — 1’
denn €™ = cos(27) + isin(27) = 1.
Setzt man jetzt
. 27k
wy 1= wolt = et
so hat man n verschiedene n-te Wurzeln von a: wg, ws,...,w,_1, denn
wi =wicr =a-1=aq,

und wy, = w,, <= (¥ = (M < ("™ =1 < k — m ist Vielfaches von n.

Ubungen

1. Konstruieren Sie einen Kérper K mit vier Elementen 0, 1, a, 3, so dass {0, 1}
ein Unterkorper ist.

2. Finden Sie alle komplexen Zahlen z € C mit |z| = 1, fiir die 2% + (1 + )2 rein
imaginér ist (d.h. der Realteil ist Null). Zeichnen Sie die Losungsmenge in die
komplexe Ebene.

3. Es sei d € Z eine beliebige ganze Zahl und v/d € C eine Wurzel von d. Es gelte
Vd ¢ Q. Beweisen Sie:

Q(Vd) := {a+ bd|a,b € Q}

ist ein Unterkorper von C. Wie viele Isomorphismen f : Q(v/d) — Q(v/d) gibt
es? Ist Q(v/2) zu Q(v/5) isomorph?
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4. Es sei z = 3. Berechnen Sie |z|. Ist die Menge {z"|n € Z} endlich?

5. Es sei n € N, n > 2. Eine n-te Einheitswurzel ( € C heiflt primitiv, wenn
(¥ #£1fiir k=1,...,n — 1. Berechnen Sie die Summe aller primitiven n-ten
Einheitswurzeln fiir n = 12,13, 15.

6. Aus der Gleichung
(cosp +isin)" = cos(np) + isin(ny)

leite man die Formeln

cos(nyp) = (—1)F (27;) cos" 2 - sin**
0<k<Z
und
sin(ny) = (—1)* (2];:_ 1) cos" 1 o sin?
0<k< 2ot

ab. (> ist das Summenzeichen. Es wird iiber alle £ € N innerhalb der ange-
gebenen Schranken summiert.)

7. Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie:

(a) Fiir alle a,b € F, gilt:
(a+b)P =a”+ 1P

(b) Fiir alle n € Z gilt: n” mod p = n mod p, d.h. n? — n ist durch p teilbar.
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7 Vektorriaume

Es sei K ein Korper.

Definition 7.1 Ein K-Vektorraum ist eine Menge V', zusammen mit einer Ad-
dition
+:VxV-=>V, (zy)—z+y

und einer Abbildung
K xV =V, (az)— az,

die skalare Multiplikation genannt wird, so dass die folgenden Axiome (die Vek-
torraumaxiome) erfiillt sind:

(V1) (z+y)+z=x+ (y+ 2) fir alle z,y,z € V.
(V2) z4+y=y+x firalle xz,y € V.

(V3) Es gibt ein Element 0 € V' (Null oder Nullvektor genannt), so dass x+0 = «
fiir alle z € V.

V4) Zu jedem Element x € V' gibt es ein Element —x € V' mit z + (—x) = 0.
V5) (ab)x = a(bzx) fir alle a,b € K, z € V.

(V4)

(V5)

(V6) 1z = x fiir alle x € V.

(V7) a(zr+vy)=ar+ay firallea e K, v,y € V.
(V8)

V8) (a+b)x = ax + bx fir alle a,b € K, x € V.

Die Elemente von V heiflen Vektoren.

Bemerkung 7.2 Die Axiome (V1) - (V4) fiir die Addition in V' stimmen mit den
Axiomen (K1) - (K4) fiir Korper iiberein. Auch in Vektorrdumen gilt daher: Null-
vektor und der negative Vektor —z von x sind eindeutig durch (V3) bzw. (V4)
bestimmt.

Beispiel 7.3 Es sei n € N. Dann ist
K" ={z|3xy,...,2, € K, so dass ¢ = (x1,...,2,)}

mit den folgenden Verkniipfungen ein K-Vektorraum.
Firz = (z1,...,2,), ¥y = (Y1, ,Yn) € K" und a € K sei

r4+y = (x14+Y1,- Ty + Yn)
ar = (axy,...,ax,).

Insbesondere ist R™ ein R-Vektorraum (reeller Vektorraum) und C" ist ein C-
Vektorraum (komplexer Vektorraum).
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Beispiel 7.4 Es sei X eine beliebige Menge. Abb (X, K) ist ein K-Vektorraum mit
den folgenden Verkniipfungen: Fiir f,g € Abb (X, K), a € K sei

(f+9)(x) = f(x)+ g(x) fir alle x € X

und
(af)(z) = af(z) fir alle x € X.

Lemma 7.5 Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

a) Oz =0 fir alle x € V.

b) a0 = 0 fiir alle a € K, 0 = Nullvektor.

¢) (—a)xr = —(ax) = a(—z) fur allea € K, z € V.

d) —z = (—1)z fir alle x € V.

e) Fir alle a € K, x € V gilt: Ist az =0, so ist a = 0 oder z = 0.
f) Setzt man x —y 1=z + (—y) fir z,y € V, so gilt:

alr —y) =ar —ay firallea € K, z,y € V.

Beweis:
zua):x+0xr=1r+0zx=(140)z =1z ==z, also 0z = 0.

zu b):ar 4+ a0 = a(x + 0) = az, also a0 = 0.

zu c):ax + (—a)xr = (a+ (—a))xr = 0z = 0, also (—a)r = —(ax) usw..

zu e): Es sei az = 0 und a # 0. Dann ist 0 = a0 = a7 (az) = (a"ta)z = 1oz = .
waf)alx —y) =alr+ (—y)) = ar+a(—y) = ax + (—(ay)) = ax — ay. O

Definition 7.6 Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W C V' heifit Unter-
vektorraum von V', wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

a) W # 0.

b) Fiir alle 2,y gilt: Sind x,y € W, so ist auch z +y € W (kurz: z,y €¢ W =
r+yeW).

c) Firallea € K gilt: Ist x € W, soistar € W (kurz:a € K,o € W = ax € W).

Bemerkung 7.7

a) Offensichtlich ist eine nicht leere Teilmenge W C V' genau dann ein Untervek-
torraum von V', wenn gilt:

a,be K,x,ye W = ax+by € W.
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b) Ist W C V ein Untervektorraum von V', so kann man die Addition + : V' xV —
V und die skalare Multiplikation - : K x V' — V auf W einschranken. Man
erhélt

+  WxW—-=W, -:KxW-—=W.

Mit diesen Operationen ist dann W ein K-Vektorraum. Dazu muss man nur
zeigen, dass 0 € W und, dass —x € W, falls x € W.

Beweis: Da W # () ist, kann man ein z € W finden. Dann ist —x = (—1)x €
W und auch 0 =z + (—x) € W. O

Satz 7.8 Es sei V ein K-Vektorraum, I # () sei eine Indexmenge, und W; sei ein
Untervektorraum von V fiir 2 € I. Dann ist auch

W= [\W;
icl
ein Untervektorraum von V.
Beweis: Da I # () ist, ist W # (). Seien nun a,b € K und z,y € W. Dann gilt:

x,y € W; fiir alle @ € I. Da W; Untervektorraum von V ist, folgt ax + by € W, fiir
alle 7 € I. Also gilt: ax 4+ by € W. O

Beachte: Die Vereinigung von Untervektorrdumen ist nur in Ausnahmeféillen ein
Untervektorraum.

Definition 7.9 Es sei V' ein K-Vektorraum, n € N. Weiter seien zy,...,x, € V,
ai,...,a, € K. Dann heifit

r=a1x1 + asxo+ ...+ a,T,

eine Linearkombination von x4, ..., z,.
Wir verwenden auch das Summenzeichen und schreiben

n

T = E ayT,.

v=1

Mit (z1, ..., x,) bezeichnen wir die Menge aller Linearkombinationen von 1, . . ., .
Also,
n
(x1,...,2p) ={x € V|3ay,...,a, € K, so dass © = Zaﬂ:y}.

v=1
Ist n = 1, so schreiben wir auch Kz, = (x;) = {ax]|a € K}.
Satz 7.10 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien zq,...,x, € V. Dann ist
(x1,...,2,) ein Untervektorraum von V', und zwar der kleinste Untervektorraum
von V, der x1,...,x, erhilt.
Beweis:

a) (x1,...,x,) # 0, weil 0 € (x1,...,2,) (Im Fall n = 0 wird (z1,...,z,) als
Nullvektorraum {0} definiert.).
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b) Sind a,b € K und x = > a,x,, y = > byx, € (x1,...,x,), so gilt: ax + by =

r=1 r=1
n

> (aa, + bb,)x, € (x1,...,2,). Damit ist (xq,...,z,) ein Untervektorraum
v=1
von V.

¢) Ist W C V ein Untervektorraum mit xq, ..., 2, € W, so ist auch jede Linear-
kombination von x1, ..., z, Element von W (Beweis durch Induktion nach n),
also gilt: (zq,...,z,) C W. O

Definition 7.11 Es sei V ein K-Vektorraum und M C V eine beliebige Teilmenge.
Dann heifit der Untervektorraum (siehe Satz 7.8)

Span(M) := ﬂ w,

w Untervektorraum von V mit McW

der von M aufgespannte Untervektorraum von V. Wir schreiben auch Span(M)
= Spany (M).
Es gilt:

Span(()) = {0}, und nach Satz 7.10 gilt:
Span({z1,...,x,}) = (T1,...,2,)

fir z1,...,2, € V. Wir schreiben auch Span({z1,...,z,}) = Span(zi,...,z,) =
Span (1, ..., %y,).
M C V heifit Erzeugendensystem von V| wenn

Span(M) =V
gilt. Ein n-Tupel (21, ..., z,) von Vektoren xy, ..., x, € V heifit Erzeugendensystem
von V, wenn {z1,...,x,} ein Erzeugendensystem von V' ist, d.h. wenn
<.Z‘1,...,.f13n> =V

gilt. In diesem Fall heit V' endlich erzeugt.

Satz 7.12 Essei V ein K-Vektorraum und M C V eine nicht leere Teilmenge. Dann
gilt fiir x € V.

x € Span(M) & Jzq,...,2, € M,aq,...,a, € K, so dass
r=a1x1+ ...+ a,x, gilt.

Bewelis:

n
Wy = {xeV|E|x1,...,:cnEM,al,...,anEK::U:Zal,w,,}
v=1
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u

Parallele Ebenen (u,v) und (u,v) + ¢

ist ein Untervektorraum von V mit M C Wy, denn Wy # () und fiir a,b € K,
n n

T= ) T, Y= > buYu: T, T, Y1y, Ym € M, ist
v=1 pn=1

n

ax + by = Z(aa,,)x,, + Z(bbu)yﬂ e Wh.

v=1 /‘L:l

Offensichtlich gilt auch: W, C W fiir jeden Untervektorraum W von V mit M C W.
O

Beispiel 7.13  a) Es seien ¢; = (1,0,0), e5 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) € R3. Dann
gilt fiir alle: x = (21, 22, 23) € R3 (2, € R,v = 1,2, 3):

($1,$2, 173) - (:E17 07 0) + (O,ZL‘27 0) + (O’ O,ZE3)
- xl(laan)+$2<Oa170)+$3(07071)
= x1€] + Taeo + T3€3.

Also ist (ey, €9, €3) ein Erzeugendensystem von R3

R3 — <€17 €2, 63>.

b) Seien u,v € R?, u,v # 0 und u ¢ Ro. Dann ist (u,v) = {au + bv|a,b € R} die
von u und v aufgespannte Ebene in R3. Ist ¢ € R3, so ist

(u,v) + ¢ :={au+bv + cla,b € R}

ebenfalls eine Ebene (die Ebene durch ¢ mit Richtungsvektoren u,v). Diese
Ebene ist nur dann ein Untervektorraum von R3, wenn 0 € (u,v) + ¢ gilt, d.h.
wenn ¢ € (u,v) ist.

Definition 7.14 Sind Wi, W, Untervektorrdume eines K-Vektorraumes V', so
heiflt der Untervektorraum

Wi+ Wy = Span(Wl U Wg) = {ZL' —l—y|x € Wl,y € WQ}

die Summe von Wy und Ws.

Gilt Wi N Wy = {0}, so heiBt die Summe W; + W, direkte Summe von W; und
Ws und wird auch mit W; & W5 bezeichnet.

Allgemeiner: Fiir Untervektorraume Wy, ..., W,  C V wird die Summe Wi +...+W,
als der kleinste Untervektorraum von V' definiert, der W7, ..., W,, enthélt:

Wi+...+ W, = Span(Wy U...UW,).
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Man sieht sofort, dass
Wi+ .+ Wy={o1+...+zu|z, e W firi=1,...,n}
gilt. Man muss dazu ja nur zeigen, dass
W={zeV|qx,eWq,....,0, €W, :x =021+ ... +1,}

ein Untervektorraum von V' ist. Zum Beweis dafiir seien z,y € W und a,b € K.
Dann gibt es Vektoren z; € W;, y; € W, fiir i = 1,...,n, so dass

r=x1+...+x,und y =y + ...+ Y.

Es folgt
ar + by = (axy + byy) + ... + (azx, + byy,).

Da W; ein Untervektorraum von V' ist, ist ax; +0by; € W, und, somit ist ax+by € W.
O

Man nennt die Summe W; + ... + W,, direkt und schreibt dann W; & ... & W,
wenn
Win(Wi+...+ Wi+ Wi+ ...+ W,) = {0}
firi=1,...,n gilt.
Man schreibt auch N
YW, = Wi+...+W,,

v=1

ew, = Wio...eoW,.
v=1

Satz 7.15 Es sei V ein K-Vektorraum, und Wy, ..., W, seien Untervektorraume
von V. Dann gilt fir W =W, + ...+ W,:

W ist direkte Summe von Wy, ... W, <= Vx € W existieren eindeutig bestimmte
r e Wy, ...,z, € W,, so dass

T=21+ ...+ 2T,
Beweis: “=” EsseiW =W;&...®W,. Esseix € W und
r=x1+...+x, =2 +... .+,
mit z;, 2, € W; fur i = 1,...,n. Dann ist
Le W,

o " SR/
O=a+... 42, mitz, =z, —ux

und somit
1 /!

—ry =al .+ . (%)
Da —zf e Wyund of +... + 2/ +af  +...+x, € > W,,und W;n > W, = {0}
V1 V21
gilt, folgt aus (x), dass x/ = 0 gilt, also

=z firi=1,...,n.
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“<”  Ist fiir ein ¢ € {1,...,n} der Durchschnitt

winy w,
v=1
vF£i
vom Nullvektorraum verschieden, so gibt es ein «; € W;\{0}, das auch Element in
Wi+ . +Wiqa+Wia+...+W,ist,alsoz, =+ ...+ 21+ 20+ ... + 2
fiir geeignete x, € W,, v =1,...,n, v # i. Damit haben wir aber eine nicht triviale

Darstellung des Nullvektors
O=x1+... 42,

mit z, € W, fir v = 1,...,n und z; := —a} # 0. Diese Darstellung ist von der
Darstellung

0=0+...40
verschieden. O

Beispiel 7.16  a) Essei 1 < k < n. Dann sind
Wy ={(x1,...,2,0,...,0) e R"|z; e Ryi=1,...,k}

und
W2:{(07"'7Oaxk+17~--7$n) ER”‘Z‘Z ER,?;:]C—FL...,TL}

Untervektorrdume mit Wy N Wy = {0} und Wy + Wy = R™, also gilt:
Rn - W1 @ WQ.

b) Es seie; = (0,...,1,...,0) € R" (Die Eins steht an der i-ten Stelle.). Dann
gilt:
R" =Re; @ ... P Re,,

denn R” = >~ Re, und Re; N | Y- Re, | = {0}.
.
Ubungen
1. Welche der folgenden Teilmengen von V' = Abb (R, R) sind Untervektorrdume?
(a) {f € VIf(0) = f(1) = 0}.

(b) {f € VIf(0) = f(1) = 5}.
(c) {f €V|3a,b,c € R: f(x) = ax?®+ bx + ¢ fiir alle z € R}.

2. Seien W, Wy, Wy Untervektorrdume eines K-Vektorraumes V. Es gelte W C
Wi+ Wy, Gilt dann W = (W N W) + (W N W,)7 Was kann man sagen, wenn
Wy C W gilt?

3. Wie viele Untervektorrdume hat der Vektorraum F3?
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8 Basis und Dimension

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Definition 8.1 Es seien xy,...,z, € V. x1,...,x, heiflen linear unabhingig
(iiber K) ((x1,...,x,) heifit linear unabhéngiges System von Vektoren), wenn gilt:

Sind aq,...,a, € K und gilt ayx; + ... + a,z, = 0, so gilt:

a1:a2:...:an:O.
x1,..., %, heiflen linear abhéngig (iiber K) (das n-Tupel (z1,...,x,) von Vektoren
heifit linear abhingig), wenn es Elemente aq,...,a, € K gibt, so dass (aq,...,

a,) # 0 und ayzy + ...+ a,x, = 0 gilt.

Lemma 8.2 z,...,x, sind genau dann linear abhéngig, wenn es ein i€ {1,...,n}
gibt, so dass gilt:
T; € <ZE17 ey L1, L1y e - - ,J}TL).
Beweis:
a) Es seien xy,...,z, linear abhéngig. Dann gibt es ein n-Tupel (ay,...,a,) €
K™\ {0} mit

a1y + ...+ a,x, = 0.
Es sei etwa a; # 0. Dann folgt
1

€Tr; = ——'((lll'l + ...+ Q;1T;—1 + A; 11541 + ..+ anxn),

(]

also
x; € <.CC1, e L1, Ty e - ,ilj'n>.
n
b) Ist umgekehrt z; = > a,z,, so folgt ayz1 +. ..+ a,x, = 0, wenn man a; = —1

o

setzt. O

Definition 8.3 Ein n-Tupel (x1,...,x,) von Vektoren xi,...,x, € V heifit eine
Basis von V' (auch K-Basis), wenn gilt:

a) V= {(xy,...,x,), d.h. (z1,...,2,) ist ein Erzeugendensystem von V.
b) z1,...,x, sind linear unabhéingig.

Lemma 8.4 Ist (zy,...,x,) eine Basis von V, so gibt es zu jedem Vektor z € V
genau ein n-Tupel (aq,...,a,) € K" von Elementen ay, ..., a, € K, so dass

r=a12r]+ ...+ apx,

gilt. a; heifit dann i-te Koordinate von x beziiglich der Basis (z1,...,z,).
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Beweis: Da V' = (z1,...,x,) gilt, besitzt jeder Vektor z € V mindestens eine
Darstellung
T =a1x; + ...+ a T, (a; € K).

Ist nun = = byx1+. . .+0b,2, eine weitere Darstellung (b; € K), so gilt mit ¢; := a;—b;
die Gleichung:
0201.T1+...+Cn£€n.

Da x4, ..., x, linear unabhéngig sind, folgt ¢; = 0, also
aq :bl,...,an:bn.

O

Bemerkung 8.5 Ist M C N nach oben beschréinkt, so gibt es ein eindeutig be-
stimmtes grofites Element n in M; es wird mit max(M) bezeichnet. Ist M C N
unbeschrénkt, so setzen wir max(M) = oo.

Definition 8.6 dimV = max{n € N|3 linear unabhéngige Vektoren z1,...,z, €
V'} heiBt die Dimension von V. Ist dim V' # oo, so heifit V' endlichdimensional.

Satz 8.7 Ist V endlichdimensional, dimV = n, und sind zy,...,z, € V linear
abhéngig, so ist (x1,...,z,) eine Basis von V.

Insbesondere gilt: Jeder endlichdimensionale Vektorraum ist auch endlich erzeugt.

Beweis: Wir brauchen nur V- C (zy,...,x,) zu beweisen. Sei also x € V. Da
dim V' = n, sind n + 1 Vektoren stets linear unabhéngig. Dies gilt auch fiir zq, ...,
Zn,x. Man hat also eine Gleichung

T+ ...+ ap®y + app1x =0,

in der nicht alle a; gleich Null sind. Es muss dann a,,.; # 0 gelten, weil x,...,x,
linear unabhéngig sind. Es folgt

1
r=— (a1 + ...+ apxy).
(p41
O
Satz 8.8 (Basisergénzungssatz): Es seien z1, ..., x, linear unabhéngige Vektoren in
V. yi,...,ys seien weitere Vektoren in V', so dass

V={T1, Ty Y1y Ys)-
Dann gibt es ein £ mit 0 < k < s und Indizes 1 <11; < ... <1, < s, so dass

(xlu"'7x7‘7yi17"'7yik>

eine Basis von V ist.
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Beweis: Wiahle 1 <4 < ... <1 < s, so dass

V=21, o sy Yiys - Vi)
aber
V# <x17"‘7x7“7yi17'"7yim717yim+17"'7yik>
firm=1,... k.

Nach Umnumerieren der y; diirfen wir ¢, = v annehmen. Es gilt also:

V=(x1, ..., %Y1, Yk)
und
V?'é <x17--'7x7“>yla--'7ym717ym+17"'7yk:> (*)
firm=1,...,k.

Wir zeigen, dass (z1,..., %, y1,...,Yk) eine Basis von V ist. Dazu miissen wir nur
noch die lineare Unabhéngigkeit nachweisen.

Annahme: 3(ay,...,a,,by,...,b;) € K™\ {0} mit
a1x1+ ...+ a,x. + by + ...+ bpyr = 0.

Dann konnen nicht alle b; gleich Null sein, denn wére das der Fall, so wéren auch
alle a; gleich Null, weil x4, ..., x, nach Voraussetzung linear unabhéngig sind. Sei
etwa by # 0. Dann folgt

Ye € (T1, - Ty Y1y - Ybo1),

und somit ist
V=(1,  Tpy Y1y Y1)
Das steht im Widerspruch zu (). O

Korollar 8.9 Ist V endlich erzeugt, so besitzt V' eine Basis.

Beweis: Man wende Satz 8.8 auf r = 0 und ein Erzeugendensystem (y, ..., ys) von
V an. O
Lemma 8.10 Es sei (z1,...,x,) eine Basis von V, und es seien y,y, € V. Dann
sind

L1yeey Tr—1,Y1, Y2

linear abhéingig.

Beweis: Da (z1,...,z,) eine Basis von V ist, gibt es Elemente a;,b; € K, i =
1,...,r, so dass

Yy = a1+ ...+ 0%,

Yo = bixi+...+ b,

Ist a, = 0, so zeigt die Gleichung

arry + ...+ a1 —y1 =0,
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dass x1,...,2,._1,y; und damit erst recht xy,...,z,_1,¥y1, Y2 linear abhéngig sind.
Ist a, # 0, so erhélt man aus den beiden Gleichungen durch Eliminieren von z, die

Gleichung
b, b, b,
Yo——y1=bh—a1— )1 +...+ (b1 —ar1— ) 21,
Q- Ay A,

und somit die lineare Abhéngigkeit von

Tiyeoo s Tp—1,Y1,Y2-

Satz 8.11 V sei endlichdimensional.

a) Es sei (x1,...,2,) eine Basis von V und (yi,...,¥ys) ein Erzeugendensystem
von V. Dann gilt r < s.

b) Ist (z1,...,2,) eine Basis von V', so gilt » = dim V', d.h.: Alle Basen von V
haben dieselbe Lénge.

¢) Man hat auch

dim(V) = min{n € N|3zq,...,2, € V mit V = (xy,...,2,)}.

Beweis: Offensichtlich folgen (b) und (c) aus (a).

zu (a): Sei (z1,...,2,) eine Basis von V. Dann ist x, & (xy,...,x,_1), also (z1,...,
x,_1) linear unabhéngig, aber keine Basis von V. Nach Satz 8.8 gibt es ein k mit
0 < k < s, so dass (evtl. nach Umnumerieren von i, ..., ys)

(x17"'7wr—17y17"'ayk)

eine Basis von V ist. Es muss k£ > 1 sein. Nach Lemma 8.10 muss aber k = 1 gelten!

(xla CIE axr—layl)

ist eine Basis von V. Nun wiederhole man diesen Schluss mit (z1, ...,z o,y ), falls
r —1 > 1 ist. Man erhélt eine Basis

(xla s 7$r727y17y2)7

wobei man evtl. wieder {ys, ..., ys} umnumeriert. Man fahrt so fort, bis man schlief3-
lich eine Basis

(yh R yT)
von V' erhélt. Es muss daher r < s gelten. O
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Beispiel 8.12 (a) dim K™ = n. Es sei ¢; = (1,0,...,0), e; = (0,1,0,...,0),...,
e, = (0,...,0,1). Dann ist (ey,...,e,) eine Basis von K". Diese Basis heifit die
Standardbasis von K".

(b) Eine Funktion f : K — K heiit Polynomfunktion auf K : < dn € N,
ag, - .., a, € K, so dass

fiir alle z € K.

W sei die Menge aller Polynomfunktionen f : K — K. Die Nullfunktion f = 0 ist
Element von W.

Sind a,b € K und f,g € W, so ist die Funktion af + bg : K — K auch eine
Polynomfunktion. Sei ndmlich

flz) = Zal,x”, g(x) = Zbyx”.
v=0 v=0
Ist n > m, so setze man b, := 0 fiir v =m +1,...,n. Dann ist

n

(af +bg)(x) = Z(aau + bb,)z".
v=0
W ist somit ein Untervektorraum von Abb(K, K).
Wir wollen die Dimension von W bestimmen:

1. Fall: K ist endlich, |K| = ¢. Dann seien ay,...,a,—1 die simtlichen Elemente
von K. Dann ist eine Funktion f : K — K durch ein ¢-Tupel (by,...,b,—1) € K?
gegeben, indem man

fla;) :==b; fuiri=0,...,q—1

setzt.

Abb (K, K) — K%, f+ (f(a),. .., f(ag-1))

ist eine Bijektion. Es sei

die Funktion
1 falls 1=y

Oilaz) = { 0 falls i#7 °
Dann ist (do,...,0,-1) eine Basis von Abb (K, K), denn fir f € Abb(K, K) gilt
f= (Sf(ai)éi, also ist
o dim Abb (K, K) = g % oo,
Wir sehen weiter, dass in diesem Fall W = Abb (K, K) gilt, denn es gilt

() = (x —ap)(x—ar)...(x —a;1)(x — aip1) ... (. — ag—1)
%i(x) (a; —ag)(ai —ay) ... (a; — ai—1)(@; — aip1) - .. (a; — ag—1)
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und somit ist §; fiir ¢ = 0,...,¢ — 1 eine Polynomfunktion auf K. O
2. Fall: K ist unendlich (z.B. K = Q,R,C). f,, € W sei die Polynomfunktion

folz) =a" firz e K (n € N).

(Dabei ist 2° = 1, 2" = x - 2" fiir n > 1.)

Es gilt nach Definition von W:

W = Span ({fo, f1, f2.---})-

Wir zeigen: dim W = oc.
Da dimW = max{n|3n linear unabhingige Polynomfunktionen }, geniigt es zu
zeigen, dass fy, ..., f, fiir jedes n € N linear unabhéngig sind. Seien dazu ay, . .., a, €
K, und es gelte

a0f0+...+anfn:0.

Dann gilt also:
ag+a1x + ...+ a,z" =0 fir alle z € K.

Eine Polynomfunktion f(x) = a,z" + ...+ a1x + ao mit a,, # 0 hat aber hochstens
n verschiedene Nullstellen in K, wie man leicht durch Induktion nach n (n > 0)
beweist. (Der Beweis sei hier eingeschoben: Fiir n = 0 ist die Behauptung offen-
sichtlich richtig. Induktionsschluss n — 1 = n: Ist b eine Nullstelle von f(x) =
™ + ...+ a1x + ag, so gilt f(x) = f(z) — f(b) = ap(a™ —0") + ...+ a1(z — b) =
(an(x™ P+ 2" 20+ ...+ 0" + ... +ay)(x —b) = g(z)(x — b). Nach Induktions-
voraussetzung hat g hochstens n — 1 Nullstellen, also f hochstens n.) Also gilt:
ag=...=a, =0. O

Satz 8.13 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien Wy, ..., W,, endlichdimensio-
nale Untervektorraume, so dass die Summe W = Wy + ... + W, direkt ist. Dann
gilt:

dimW =dimW; + ... +dimW,,.

Beweis: Es sei n; = dim W; und (xgi), . ,x,(fi)) eine Basis von W; . Dann ist offen-
sichtlich
(xgl), . ,x%ll),xg), . ,x%), . ,a;Y”), . ,xg?n))

ein Erzeugendensystem von W.
Wir miissen noch zeigen, dass dieses System linear unabhéngig ist. Sei also

agl)xgl) + ...+ agﬁ)xflm) =0

m

(

mit o\’ € K,i=1,....,m, j=1,...,n

Dann ist z; := agi)xgi) + ...+ a,(fz.)xgi) e W, und =z + ... 4+ z,, = 0. Da die Summe
direkt ist, folgt (Satz 2.14) z; = ... = x,, = 0. Da xgi), . ,xﬁfi) linear unabhéngig
sind, folgt aus x; = 0 sofort agi) =...= aﬁf) = 0. Dies gilt fiir ¢ = 1,...,m. Damit

ist der Satz bewiesen. O
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Satz 8.14 Es seien W;, W5 endlichdimensionale Untervektorrdume von V. Dann
gilt:

Beweis: Es sei (z1,...,x,) eine Basis von W; N Wy und
(T1,. .y Tp, Y1, -, Yx) Basis von Wy,
/ / 3
(X1, s Tn, Yy, - .., y,) Basis von Wh.

Wir zeigen, dass dann

B: (‘rlw"7xn7y17"'7yk7y17"'7yl/)

eine Basis von W; + W, ist.

(a) B ist ein Erzeugendensystem von W + Wy: Sei dazu = € Wy + Ws. Dann ist
x = + 2" fiir geeignete Vektoren 2’ € Wy, 2 € Wy. Es sei

/

@ Ty + o AT+ D1y + o DYk
= adx+...+ta,x, + by +.. .+ by

7
T

mit a;, a, € K firi =1,...,n; 0, €e K firi =1,...,kund b, € K firi =1,...,l.
Dann ist

r = (ay +ay)ry+ ... 4 (an +ap) Ty + biyy + .+ beyr + 01y + .+ Dy

also = € Span (B).

(b) B ist ein linear unabhéngiges System: Es seien ay, ..., ap, b1, ..., bg, b, ... b0 €
K, und es sei

a1y + .o+ apy + biyr + . 4 bryr + V1Y + ..+ by, = 0.

Wir miissen zeigen, dass alle a;, b;, b; verschwinden. Es sei

¥ = am+... FapT, by + o+ Dy

= b+ by
Dann gilt 2/ € Wy, 2”7 € Wy und 2/ = —2”; also 2’ € Wy N Ws,. Da (xq,...,2,)
eine Basis von Wy N Wy und (21, ..., 2., y1, . .., Yk) €ine Basis von W ist, folgt dann
sofort by = ... = b, = 0.
Da (z1,...,%n, ¥}, ...,y;) linear unabhéngiges System ist, folgt weiter: a; = ... =
a, =b,=...=0b,=0. O

Zum Schluss wollen wir untersuchen, wie man Basen von Untervektorrdumen von
K" bestimmen kann. Dazu beweisen wir zunéchst

Lemma 8.15 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien x4, ...,x,, € V. Dann gilt
(1)
(T1y e Ty Ty Tp) = (B0, oo Ty Ty e, T

firalle 1 <i<j<m.
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(2)

(T, Ty Ty Tn) = (T4, Ty T+ AT, o Ty
fir alle 7 # j und a € K. x; wird durch z; 4 ax; ersetzt.
(3)
(X1, Ty ) = (X1, o QT o Ty

firallel1 <i<munda € K, a #0.

(4)

falls z,, = 0.
Beweis: (1) ist trivial.

zu (2): Ist x = > a,x,, so ist
v—1

r=ax1+ ...+ a2+ (a; —aa)x; + ...+ a(x; +ax;) + ...+ AT,

also gilt:
(1, ) C(T1, e, Ty T+ ATy o, Ty

Offensichtlich ist

(1, @, Ay, D) CAT, e Ty e Ty ooy T
(3) und (4) sind trivial. O
Es seien nun aq,...,a, € K", und W = (a4, ..., a,) sei der von ay,...,a,, aufge-

spannte Untervektorraum von K".

Lemma 8.15 erméglicht es nun, eine Basis von W und damit auch dim W zu bestim-
men. Wir treffen wieder auf das uns schon vertraute Gauflsche Eliminationsverfah-
ren:
Es sei

a; = (ap,...,a;,) firi=1,... m.

Man erhalt dann eine Matrix

aiy ... Qip aq
A= : : = : 5
aml -+ Amn (0759
deren Zeilen die Vektoren aq, . .., a,, € K" sind, die also den Vektorraum W aufspan-

nen. Nach Lemma 8.15 darf man nun die folgenden elementaren Zeilenumformungen
an der Matrix A durchfithren, ohne den von den Zeilen aufgespannten Untervektor-
raum, also ohne W zu dndern.

Umformungen vom Typ I:

T;; : Vertausche die i-te und j-te Zeile.
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Umformungen vom Typ II:

Ti;(c) : Ersetze die i-te Zeile durch die Zeile a; + ca;
Hierbei sind ¢, j Indizes mit 1 <i < m; 1 < j < m; i # j und c ist ein
Element aus K.

Umformungen vom Typ III:

T;(c) : Ersetze die i-te Zeile durch ihr c-faches.

Hierbei ist ¢ ist ein von Null verschiedenes Element in K .
Umformung vom Typ IV:
T; : Weglassen der i-ten Zeile, falls diese Null ist.

Man geht nun so vor (GauBsches Eliminationsverfahren):

1. Schritt: Man sucht die erste von Null verschiedene Spalte von A. Sei dies die
Ji-te Spalte. Dann suche man einen Index ¢ mit a;;, # 0. Ist @ # 1, so wende man die
elementare Zeilenumformung 73; an. Die neue Matrix nennen wir wieder A. Jetzt
gilt ayj, # 0. Fiir ¢ = 2,...,m wende man nun 7;; (—aﬂ> an. Dann hat A die

a1jq
Gestalt

0O ... 0 14, * ...k
0 0 0

A: . : . A/
0 0 0

2. Schritt: Mit der (m — 1) x (n — j;)-Matrix A’ wiederholt man das Verfahren und
erhalt

0 ... 0 14, X ... X *x *
0O ... 0 0 0 ... 0 @25, *
0 0
A= . :
: A//
0 0

Nach endlich vielen Schritten hat man eine Zeilenstufenform erhalten, d.h. aus A
erhélt man durch elementare Zeilenumformungen eine Matrix B der Form

bij, by
ijQ * b2
B=1]20 b3, —| b3

brjr br
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mit 1 < j; <...<j, <nund by, #0,...,b, # 0. Durch Anwenden von Tl(b;jj)
kann man sogar erreichen, dass b;;, = 1 fiir ¢« = 1,...,r, bzw. dass eine reduzierte
Zeilenstufenform vorliegt.

Nach Lemma 8.4 gilt dann:
W = <CL1,...7CLm> = <b1,...,bT>.

Man sieht leicht, dass b, ..., b, linear unabhéngig sind: Seien \,..., A\, € K, und
gelte
)\1b1—|—...—|-)\rb7»:0;

dann gilt:
/\1b11—i——|—/\rbm:Ofurz:1,,n

und somit

0 = )\161]'1

0 — )\1b1j2 ‘l‘ >‘2b2j2

0 - )\1b1j3 + )\2b2j2 + )\3b3j3

0 - )\lbljr + ... -+ )\rbrjr
Da b;;, # 0 fiir i = 1,...,r, folgt daraus unmittelbar Ay = Xy = ... = A, = 0.
(b1, ...,b,) ist also eine Basis von W.
Im allgemeinen ist 0 < r < m. Ist r = m, so ist (ay,...,a,) ein Erzeugendensystem
von W mit m = dimW. (a4,...,a,,) muss dann schon eine Basis sein (Satz 8.8).

Beispiel 8.16
W = Span {(1,0,1,1,1,1),(1,0,1,1,0,1),(1,0,0,0,1,1),(1,1,1,0,0,1)}

ist 4-dimensionaler Unterraum von FS, denn

101111 101111
101101 000010
100011700110 | duwehZu() Tu)undTul).
111001 010110

Durch Zeilenvertauschungen ergibt sich eine Zeilenstufenform

o O O -
o O = O
O = O =
O = =
— O =
o O O =

Also ist dim W = 4.
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Ubungen

1. Die Elemente aus R? werden als Punkte im Anschauungsraum veranschau-
licht. Es seien nun aq, a, as € R?. Welche geometrische Figur beschreiben die
Mengen

= {A1a1+)\2a2+)\3a3 ’ )\Z GR,—l S)\Z < 1,i:1,2,3},
{)\1@1 + )\QCLQ + )\3&3 ’ )\z c R, )\z > O,)\l + )\2 + )\3 < 1},
= {A1a1+/\2a2+)\3a3 ’ )\1 ER, )\Z > 0,/\1"‘)\24‘)\3 < 1},
= {>\1G1+/\2a2+)\3a3 ’ i GR, )\%—i‘/\%—i‘)\g = 1}

5

eoze
N0
\

Es sei vorausgesetzt, dass ay, as, asz linear unabhéngig sind.

2. Es sei V ein K-Vektorraum, und es sei n > 5. xy,...,x, seien linear un-
abhéngige Vektoren in V. Es sei

Wi = (w1 4w, 21 +a3, 23 —21), Wo = (21+202, w3+24), W3 = (24,75, ..., Tn).

Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension der Raume Wy, Wy, W3, Wi + W,
Wi N Wy, Wy N W3, Wo N W,

3. Es sei V' der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R — R vom Grad < n.
Ist
W={feVlvzeR: f(z) = f(-x)}

ein Untervektorraum? Wenn ja, bestimmen Sie eine Basis und die Dimension
von W (Beachten Sie: Ist f € V, f # 0, so gibt es hochstens n verschiedene
Zahlen a € R mit f(a) =0.).

4. Es sei P der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R — R. Zeigen Sie:

W=A{fePl fO)+f(1)+[f(2)=0}

ist ein unendlichdimensionaler Untervektorraum von P.

5. (a) Essei k <n,und zi,...,z, € K" seien linear unabhéngig. Beschreiben
Sie ein konstruktives Verfahren, mit dem man (z,...,x) zu einer Basis
(1,...,2,) von K" erginzen kann.

(b) Es sei W = (1, 29, x3) C R® mit
7= (1,1,0,2,3), a2 =(1,2,3,4,0), 3= (2,0,0,1,4).

Konstruieren Sie unendlich viele verschiedene Untervektorraume W’ C R?
mit R> =W ¢ W'.

6. Es sei V ein K-Vektorraum, x1, o, x3, x4 € V. Wieso sind die fiinf Vektoren

Y1 =21 + Ty + T3+ Ty, Yo = 201 + 200 + T3 + T4, Y3 = Ty + Ty + 313 — 24,
Ys =T1 — T3+ Tq,Ys = —T2 + T3 — Ty

stets linear abhéngig?
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7. Es sei V' ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Durch Einschrankung der
skalaren Multiplikation - : C x V' — V auf R x V wird V ein R-Vektorraum.
Zeigen Sie: Ist (xy,...,x,) eine Basis von V iiber C, so ist (zy,...,x,, iz,
..., ix,) eine Basis von V iiber R.

8. Es sei n > 0. Fiir welche Paare (r,s) € N x N gibt es einen C-Vektorraum V/,

Vektoren x4,...,x, € V, so dass
r = dimp (Z (Cx,,) , s =dimg (Z Rxl,>
v=1 v=1

gilt (Dabei bedeutet dimg (W) die reelle Dimension des Vektorraumes W, also
die maximale Anzahl iiber R linear unabhéngiger Vektoren in W.).

9. Bestimmen Sie eine Basis des von den Vektoren (1, 2,0, 3), (2,5,2,4), (1,4,7,2)
aufgespannten Untervektorraumes von F7;.

10. Es seien Vi, V, K-Vektorrdume. Zeigen Sie, dass V = V; x V5 auf natiirli-
che Weise ein K-Vektorraum wird mit W; = V; x {0}, Wy = {0} x V4 als
Untervektorrdumen mit V = W; @ Ws.

Bemerkung 8.17 Wir haben nur Basen in endlichdimensionalen Vektorrdumen be-
trachtet. Allgemein kann man definieren: Eine Teilmenge B eines K-Vektorraumes
V' heifit Basis von V', wenn gilt:

a) B ist ein Erzeugendensystem von V', d.h.

V = Span (B).

b) Sind zi,...,z, € B beliebig, aber paarweise verschieden, so sind zi,...,z,
linear unabhéngig.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas kann man dann zeigen, dass jeder K-Vektorraum
eine Basis besitzt. Wir gehen darauf nicht ein, zumal in den Gebieten der Mathe-
matik, wo unendlichdimensionale Vektorrdume auftreten, dieser Basisbegriff relativ
unwichtig ist. Andere Basen, z.B. Hilbertraumbasen von Hilbertrdumen, sind dann
zu betrachten.

Wer dennoch einen Beweis sehen mochte, schaue etwa bei [24] oder [17].
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9 Lineare Abbildungen

Es sei K ein Korper.

Definition 9.1 Es seien V, W K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : V' — W heifit
linear (genauer: K-linear), wenn gilt:

olx+y)=p(x)+ely) firalleaz,yeV, (28)
olax) = ap(z) firallex €V, a € K. (29)

Man sagt auch: ¢ ist ein Homomorphismus von Vektorrdumen oder ein Vektor-
raumhomomorphismus.

Aus der Definition folgt leicht

©(0) =0, (30)
denn p(z) = p(z + 0) = ¢(x) + ¢(0), sowie
p(—x) = —p(x), (31)

denn (z) + (=) = p(z + (=2)) = ¢(0) = 0.
Sind x1,...,x, € V und ay,...,a, € K, so folgt durch Induktion aus (28) und (29)

auch die Gleichung
¥ (Z al/a:l/> = Z au@(xl/>; (32)
v=1 v=1

und weiter
Ti,...,T, linear abhingig = ¢(z1),...,¢(z,) linear abhingig; (33)
o(x1),...,0(x,) linear unabhingig = z1,...,z, linear unabhingig. (34)
Lemma 9.2 Es seien V, V', V" K-Vektorraume.
a) Die identische Abbildung idy : V — V ist linear.
b) Sind ¢ : V = V' ¢ : V' — V" linear, so ist auch ¢y o ¢ : V' — V"’ linear.

Beweis: (a) ist trivial.

zu (b):
Yop(x+y) = Y(ie(x+y)=v(p() + o) =v(p() + L)),
= Yop(x)+1hop(y),
Yoplar) = P(plar)) =Y(ap(r)) = ap(p(z)) = a(y o p)().

O

Lemma 9.3 Sind ¢,v : V — W zwei lineare Abbildungen und ist V =(z1,...,z,)
und ¢(x;) = YP(x;) fir i = 1,...,n, so gilt: ¢ = ;

d.h. eine lineare Abbildung ist schon durch ihre Werte auf einem Erzeugendensystem
festgelegt.
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n

Beweis: Sei z € V. Dann gibt es Elemente a4, ...,a, € K, so dass z = ) a,x,.

v=1
Also gilt nach (32):

p(a) =) apla,) =) ai(n)=y().
]

Satz 9.4 Es seien V, W K-Vektorrdume, und es sei (z1,...,x,) eine Basis von V.
Y1, - - ., Yn seien beliebige Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
e:V—=>Wmit p(z,) =y, firv=1,...,n.

Beweis: Wir konstruieren eine Abbildung ¢ : V- — W. Esseixz € V. Da (x1,...,2,)
eine Basis von V ist, gibt es eindeutig bestimmte Elemente a4,...,a, € K, so dass

r=a1xr]+ ...+ a,x,

gilt. Man setze
o) = a1y + - .. + apln.
Offensichtlich gilt: p(z,) =y, fir v =1,...,n. Wir zeigen nun, dass ¢ linear ist:

a) Ist z = Z_:lal,x,,, Yy = z_:lb,,x,,, so gilt:

v=1 =1

N

ole+y) — @(Xn:(ameu)%) S
= ilayyu+ilbufcy = p(x)+(y).

b) Ist z = > a,z, und a € K, so ist

v=1

dlar) = o (Slann) = e,

v=1

N
Il
_

= aZjla,,xl, = ap(x).

Damit ist die Existenz von ¢ bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 9.3. O

Satz 9.4 liefert eine Methode zur Konstruktion linearer Abbildungen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraumes V' in einen Vektorraum W: Man wiéhle irgendeine Basis
(x1,...,2,) von V und setze B = {x1,...,2,} C V. Jede beliebige Abbildung
f:B— W (f(z,) = y,) kann man dann auf eindeutige Weise linear auf ganz V/
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fortsetzen. Ist ¢ : B — V die Inklusionsabbildung, so hat man ein kommutatives
Diagramm

B ! W
1% (poi=f).

p ist die eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung von f.

Definition 9.5 Es seien V, W beliebige K-Vektorrdume. Ein Isomorphismus ¢ :
V' — W ist eine bijektive lineare Abbildung ¢ : V' — W. V und W heiflen isomorph
(V =2 W), wenn es einen Isomorphismus ¢ : V' — W gibt.

Lemma 9.6 Es seien V, V' V" K-Vektorraume. Dann gilt:
(1) idy ist ein Isomorphismus.

(ii)) Sind ¢ : V — V' 9 : V! — V" Isomorphismen, so ist auch Yoy : V' — V" ein
Isomorphismus.

(iii) Ist ¢ : V — V' ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ¢~ : V' — V
auch ein Isomorphismus.

(iv) Eine lineare Abbildung ¢ : V' — V' ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
es eine lineare Abbildung ¢ : V' — V' gibt mit

pot)=1idy, o =ridy.

Beweis: (i), (ii) sind klar.

zu (iii): ¢ : V — V' sei linear und bijektiv. Wir zeigen, dass auch ¢! : V/ — V
linear ist, bijektiv ist es ohnehin. Seien z/,y' € V' und = = ¢ ('), y = ¢ (/).
Dann ist also ¢(x) = 2’ und ¢(y) = ¢’ und somit

o +y)=e@)+ely) =2"+v,

also
e '@ +y)=r+y=9 @)+ ).
Ist a € K, so gilt

also
Zu (iv): Wegen (iii) ist dies klar. O

Satz 9.7 Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dim V. Dann gilt:

V=K"
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Dabei wird K = {0} gesetzt.

Beweis: Es sei (21, ...,x,) eine Basis von V. (ey,...,e,) sei die Standardbasis von
K™. Nach Satz 9.4 gibt es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen ¢ : V' — K"
mit p(z,) =¢, firv=1,...,nund ¢ : K" — V mit ¢(e,) =z, fiir v =1,...,n.
Dann sind ¢ o 9 und idgn» lineare Abbildungen K™ — K™, die e, in e, abbilden fiir
v=1,...,n. Nach Lemma 9.3 gilt also ¢ 01 = idgn. Genauso folgt 1) o p = idy,. Es
folgt V = K™ nach Lemma 9.6 (iv). O.

Isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Vektorraumstruktur. Alle Gréflen oder Ei-
genschaften eines Vektorraumes, die nur von der Vektorraumstruktur abhingen,
bleiben erhalten, wenn man zu einem isomorphen Vektorraum iibergeht. Zum Bei-
spiel gilt

Satz 9.8 Sind V, W beliebige K-Vektorraume mit V' = W, so ist dimV = dim W.

Beweis: Es sei ¢ : V. — W ein Isomorphismus. Da ¢ injektiv ist, folgt nun leicht:
Sind 1, ...,x, € V linear unabhéngig, so sind ¢(x1),...,¢(x,) linear unabhingig.
Denn aus ayo(xq) + ... + app(z,) = 0 folgt w(ayzy + ... + a,z,) = 0 = ¢(0), also
a1y + ...+ apxr, =0 und somit a; = ... =a, = 0.

Es ergibt sich also dim V' < dim W. Derselbe Schluss fiir ¢! ergibt dim W < dim V.
Hierbei haben wir co < oo, n < oo fiir alle n € N vereinbart. O

Korollar 9.9 Sind V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume, so gilt:
V=W <« dmV=dmW.
Satz 9.10 Es sei ¢ : V — V' eine lineare Abbildung.

a) Ist W' C V' ein Untervektorraum, so ist ¢~ '(WW’) ein Untervektorraum von
V.

b) Ist W C V ein Untervektorraum, so ist (W) ein Untervektorraum von V.

Beweis: zu a): Da p(0) = 0 € W', ist 0 € o Y(W’). Seien z,y € ¢ (W) und
a,b € K, dann gilt: ¢(z), ¢(y) € W’ und somit auch

plax + by) = ap(r) + bp(y) € W',

d.h. az + by € o~ H(W).

zu b): Da W # () ist, ist auch (W) = {p(z)|lzr € W} # 0. Seien 2,y € (W),
a,b € K. Es gibt also Vektoren z,y € W mit p(z) = 2’ und p(y) = y'. Da W
Untervektorraum von V' ist, ist ax + by € W; und somit

ar’ + by = ap(x) + bp(y) = p(az + by) € p(W).
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Definition 9.11 Es sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen.
Dann heifit der Untervektorraum

ker = {z € V| p(z) =0} = "' ({0})
von V' der Kern von ¢ und der Untervektorraum
ime:=p\V)={yeW|[IxeV :y=yp)}
von W das Bild von ¢ (ker = kernel, im = image).
Ein oft benutztes Kriterium fiir die Injektivitit einer linearen Abbildung ist
Lemma 9.12 Es sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
@ ist injektiv < ker ¢ = {0}.

(Statt ker ¢ = {0} schreiben wir in Zukunft kurz ker ¢ = 0.)

Beweis: Sei ¢ injektiv. Ist z € ker ¢, so ist ¢(x) = 0 = ¢(0), also x = 0.

Sei umgekehrt ker ¢ = 0. Sind z,y € V mit ¢(x) = p(y), so gilt p(x —y) =
o(x) —@(y) =0, also x — y € ker ¢ und somit z = y. ¢ ist also injektiv. O

Definition 9.13 Es sei ¢ : V' — W eine lineare Abbildung.
a) rg ¢ := dim( im ) heiBft der Rang von ¢.
b) crg ¢ := dim( ker ¢) heifit der Corang von .

Satz 9.14 Essei ¢ : V — W eine lineare Abbildung, und V' sei endlichdimensional.
Dann sind auch ker ¢ und im ¢ endlichdimensional, und es gilt:

dimV = rg o + crg .

Beweis: Da ker ¢ Untervektorraum von V' ist, ist ker ¢ endlichdimensional. Sei
(x1,...,2,) eine Basis von ker ¢. Man ergénze dieses System (xy,...,z,) zu einer
Basis (x1,...,2,) von V (r < n).

Um den Satz zu beweisen, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass

(@(xvdrl)’ M) So(xn»

eine Basis von im ¢ ist.

Zunichst zeigen wir, dass @(z,41), . - ., p(z,) linear unabhéngig sind. Seien a1, . ..,
a, € K und gelte:
r19(Tri1) + ..o+ anp(xy,) = 0.

Dann ist p(a, 12011 + ... + apzy,) = 0, also
pi1Trs1 + ...+ apey, € ker o = (2q,...,2,);

es folgt a,.1 = ... =a, =0.
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Jetzt zeigen wir noch, dass im ¢ von ¢(x,41),...,¢(x,) erzeugt wird. Es sei y €
n

im @, also y = p(x) fir ein x € V. Ist z = > a,x,, so folgt

v=1

y=o@) =Y ap) e (@@), . e@),

v=r+1

denn ¢(x,) =0 firv=1,...,r. O

Es folgen nun einige Beispiele.

Beispiel 9.15

a)

0 K? — K? ist K-linear < Ja,b,c,d € K, so dass
o(x,y) = (ax + by, cx + dy).
Beweis: Sei ¢(1,0) = (a,c), ¢(0,1) = (b,d). Dann ist
o(x,y) = 2p(1,0) + yp(0,1) = (ax + by, cx + dy).

-(24)

heifit die Matrix von ¢. Es gilt:

Die 2 x 2-Matrix

ker o = {(z,y) € K* | ax + by =0, cx + dy = 0}.
Also gilt ker ¢ = 0 genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

ar+by = 0
ct+dy = 0

nur die triviale Losung (z,y) = (0,0) besitzt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn det A = ad—bc # 0 ist (Ubung). Ist ker ¢ = 0, so ist im ¢ 2-dimensional,
also gleich K2, d.h.: ¢ ist Isomorphismus.

Es sei V' der Vektorraum der Polynomfunktionen f : K — K, wobei K ein
Korper der Charakteristik Null ist. Dann ist das Ableiten

[ [ =D(f)

eine lineare Abbildung D : V' — V. D ist surjektiv und besitzt ein lineares
Rechtsinverses I : V' — V. Mit der Notation in Beispiel 8.12 gilt D(f,) =
nfn_1. Damit ist klar, dass durch I(f,) := %H fne1 ein Rechtsinverses von D
definiert wird. Es gilt kerD = K f; ist eindimensional. Anders als bei endlich-
dimensionalen Vektorrdumen braucht eine surjektive lineare Abbildung eines
unendlichdimensionalen Vektorraums in sich nicht notwendig injektiv zu sein.
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Ubungen

1. Es sei V ein 2-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ : V' — V sei linear. Zeigen Sie:
Es gibt Elemente a,b € K, so dass fiir alle x € V gilt:

o(p(x)) + ap(z) + br = 0.

Hinweis: Behandeln Sie zunéchst den Fall, dass ein « € V' existiert, so dass x
und ¢(x) linear unabhéngig sind, und benutzen Sie Lemma 9.3.

2. Es sei ¢ : R* — R3 die lineare Abbildung mit

90(61) = (17 170)7 90(62) = (17 17())7 90(63) - (1a0) 1)7 90(64) = (27 1, 1)-
Bestimmen Sie eine Basis von ker ¢ C R* und von im ¢ C R3.

3. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und Wi, W5 seien von Null
verschiedene komplementéire Untervektorraume von V', also V.= WG Ws. ¢ -
Wi — V', @y : Wy — V'’ seien lineare Abbildungen. Gibt es eine lineare
Abbildung ¢ : V' — V', die sowohl ¢; als auch ¢, fortsetzt? Falls ja, ist ¢
eindeutig bestimmt?

4. Es seien Wy, W5 endlichdimensionale Untervektorraume eines Vektorraums V.
W1 x Wy ist dann ein Vektorraum mit den Verkniipfungen

(x1,22) + (Y1,92) = (21 +y1, 22+ o)
a(xy,xo) = (axy,axs).

Zeigen Sie:
Wi xWo =V, p(r1,29) := 21 + 29

ist eine lineare Abbildung. Bestimmen Sie Kern und Bild von ¢ und leiten Sie
aus Satz 9.14 erneut die Dimensionsformel 8.14 her.
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10

Der Hom-Funktor und Dualriume

Es sei K ein Korper.

Definition 10.1 Es seien V, W K-Vektorrdume. Dann sei

Hom (V,W) = Homg (V,W) ={¢:V — W | ¢ ist linear }

die Menge aller Homomorphismen von V' nach W.

Hom (V, W) trégt in natiirlicher Weise eine K-Vektorraumstruktur:

a)

Fiir ¢,1 € Hom (V, W) wird die Summe ¢ + ¢ : V. — W durch

(p+ ) (x) :=p(z)+ () fur alle x € V
definiert. Es gilt dann ¢ + ¢ € Hom (V, W), denn
(o +¥)(ax + by) = plax + by) + ¥ (ax + by)
= ap(z) + by yg +ap(z) + by (y)

(
= a(p(x) +¢(x)) +be(y) +¥(y))
—a(ww)( )+ b(p + 1) (y).

Damit haben wir eine Addition
+: Hom (V,W) x Hom (V,W) — Hom (V,W)
erklart.
Fir ¢ € Hom (V,W), a € K sei ap : V — W durch
(ap)(x) :==a(p(x)) firallezeV
erklart. Es gilt dann ap € Hom (V, W), denn
(ap)(bx +cy) = alp(br + cy)) = albe(z) + cp(y))

= abp(x) + acp(y) = bap(z) + cap(y)
= b(ap)(z) + c(ap)(y).

Damit ist eine skalare Multiplikation
: K x Hom (V,W) — Hom (V,W)

erklédrt. Hierfiir wurde wesentlich benutzt, dass die Multiplikation von K kom-
mutativ ist. Man sieht leicht, dass fiir (Hom (V, W), +,-) die acht Vektorrau-
maxiome erfiillt sind. Um klar zu machen, dass der Beweis trivial ist, verifizie-
ren wir etwa das Assoziativgesetz der Addition:

(01 +92) + @3)(x) = (p1 + 02) (@) + p3()
= (e1(2) + @2(2)) + s3(z) = @1(z) + (P2(z) + p3(2))
= 1(x) + (02 + w3) (@) = (01 + (02 + 3)) (2).
Das Nullelement in Hom (V, W) ist die Nullabbildung 0 : V' — W (z — 0 fiir
alle € V). Fiir ¢ € Hom (V, W) ist —¢ durch (—¢)(z) := —p(z) definiert.
O
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Wir haben also
Satz 10.2 Hom (V,W) ist ein K-Vektorraum.

Definition 10.3 Essei V ein K-Vektorraum. Der K-Vektorraum V* = Hom (V| K)
heiit Dualraum von V. Die Elemente ¢ € V* heiflen Linearformen auf V.

Beispiel 10.4 Es sei V' der R-Vektorraum der Polynomfunktionen f : R — R.

a) Fiir eine feste Zahl a € R ist durch ¢,(f) := f(a) fir f € V eine Linearform
Yo : V. — R definiert, denn fiir f,g € V ist

ea(f+9) = (f+9)(a) = f(a) + g(a) = @a(f) + ©al9),
und fiir b€ Rund f € V ist

wa(bf) = (bf)(a) = bf(a) = bpa(f).

b) Es seien a,b € R, a < b. Dann ist auch

f s olf) = / f(x)da

eine Linearform ¢ € V*. Dies kann man hier leicht beweisen, wenn man das
Integral rein algebraisch einfiithrt durch

b n n bu+1 o aV+1
/ (; a,,x”) dr = ;auT.

c) f—=(f):= f(0)?ist eine Abbildung 1 : V — R, aber natiirlich nicht linear!

d) Es sei D : V. — V der Ableitungsoperator. Dann ist ¢, := ¢, 0 D € V*,
denn da D und ¢, lineare Abbildungen sind, ist auch ¢, o D linear. Als kleine
Ubung mit dem neuen Begriff der Linearform wollen wir zeigen: ¢,, 1, sind
linear unabhéngig in V'*.

Beweis. Es seien ai,as € R, und es gelte
a1pa + agthg =0,
d.h. fiir alle f € V ist a1p0,(f) + asbo(f) = 0, also
arf(a) +ayf'(a)=0 VfeV.
Setzt man die beiden Funktionen f(z) =1 und g(z) = z ein, so erhélt man

al + ax-0 = 0,
aa + ax-1 = 0,

also a; = ay = 0. O
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Definition 10.5 Esseien V und W K-Vektorraume und « : V' — W sei eine lineare
Abbildung. Ist ¢ € W*, also eine Linearform ¢ : W — K| so ist auch poa : V — K
eine Linearform. Man setzt

o' (p) = poa.
Dadurch ist eine Abbildung

o W=V
definiert. a* heifit die duale Abbildung von .
Man sieht sofort
Lemma 10.6 Ist o : V' — W linear, so ist auch a* : W* — V* linear.
Beweis:

a) Seien 1, ps € W*. Dann gilt fiir alle z € V:

(o1 +@2)0a)(x) = (p1+p2)(a(x)) = er(a(z)) + paalz))
= (proa)(r) + (p20a)(x) = (p10a+py0a)(z),

also
(1 +p2) = (pr+pa)oa=proa+poa=a(p)+a(p).
b) Fir p € W*, a € K und z € V gilt:

((ap) 0 @)(z) = (ap)(a(z)) = ap(a(z)) = a(p 0 a)(z);

und somit
a*(ap) = (ap) oa = a(p o a) = aa™(p).

([

Satz 10.7 (funktorielle Eigenschaften): Es gilt:

a) Ist V ein K-Vektorraum, so ist

(ldv)* - idv*.

b) Sind V, V', V" K-Vektorrdume und o : V- — V', 5: V' — V" linear, so gilt
Beweis: a) ist klar.
Zu b): Fir ¢ € V™ gilt:

(@ o f)(p) = a(B*(p)) =a(pof) =(popP)oa
= po(foa)=(Boa)(p)

also ist (S oa)* = a* o g*. O

Jetzt betrachten wir endlichdimensionale Vektorraume.
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Satz 10.8 Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und (z1,...,x,) sei eine
Basis von V. ¢; : V' — R sei die Linearform mit

1 fallsi=j
i) = 0ij = { 0 fallsi#j
fir j =1,...,n. Dann ist (¢1,...,¢,) eine Basis des Dualraumes V*.

Insbesondere gilt also auch: dim V' = dim V'*.

Beweis: Man beachte, dass die Linearformen ¢; € V* nach Satz 9.4 durch die
Bedingung
pi(x;) = 0
eindeutig bestimmt sind.
Wir zeigen zunéchst, dass ¢, ..., ¢, linear unabhéngig sind. Seien also ay,...,a, €
K, und es sei
a1+ ...+ app, = 0.

Dann gilt also fiir alle z € V:

insbesondere fiir x = x; ergibt sich
Zai&j = O, d.h. a; = 0.
i=1

Jetzt beweisen wir, dass V* von ¢4, . . ., ¢, erzeugt wird. Es sei dazu ¢ € V* beliebig.
Dann ist a; := ¢(x;) € K fir i =1,...,n.

Y= a1 + ...+ ayp, ist ebenfalls eine Linearform auf V. Fiir die beiden linearen
Abbildungen

o,V =K
gilt nun:
Ulag) = api(n;) = aidy; = a; = p(x;)
i=1 i=1
fiir j = 1,...,n; und somit folgt aus Lemma 9.3: ¢ = 1. O

Definition 10.9
a) Die Basis (g1, ...,¢,) von V* heifit die zu (xy,...,z,) duale Basis.

b) 6;; heifit das Kroneckersymbol.

Bemerkung 10.10 Besonders in der Physik ist es iiblich, statt ¢(x) die Schreib-
weise (p|z) zu benutzen. Die Abbildung (Auswertungsabbildung)

VEXV — K
(p,z) = w(x) = (p|r)



10 Der Hom-Funktor und Dualraume 90

heifit auch duale Paarung.
Ist (z1,...,2,) eine Basis von V und ¢ € V*, so heiBt (p|z;) = @(x;) der i-te
Fourierkoeffizient von ¢ beziiglich der Basis (z1, ..., z,). Ist (1, ..., ¢,) die duale
Basis von (x1,...,x,), so ergibt sich aus dem Beweis von Satz 10.8:

@ = (plz)er + ...+ (plza)en,

und fiir = ayz1 + ... + a,x, ergibt sich wegen (p;|x;) = d;;:

(plz) = {plriyar + ... + (p|z,)an,.

Beispiel 10.11 Es sei a : K? — K? linear, e; = (1,0), ey = (0,1), afe) =
(a,c) = aey + ceq, afey) = (b,d) = bey + dey. Es sei weiter (1, ¢2) die duale Basis
von (eq, ez), also ¢;(e;) = d;;. Dann ist

a*(p1) = proa = (proale)pr+ (p10ale)p:
(pilaler))pr + (pr1lalez))ps
(p1laer + cea)pr + (p1|ber + des)ps
= ap1 + bps;

und analog
a*(pa) = cp1 + dps.

a wird beziiglich (e, e5) durch die Matrix A = ( (i Z ) gegeben.
a* wird beziiglich (¢1, ¢2) durch die Matrix A" = ( Z ccl ) gegeben.
Definition 10.12 Es seien Vi,...,V, 1 K-Vektorrdume und «; : V; — V1 lineare
Abbildungen fiir ¢ = 1,...,n. Dann nennt man
Vi Ve 2BV — .. —V, 5 Ve

eine Sequenz linearer Abbildungen.
Eine solche Sequenz heifit exakt, wenn

ker a1 = im oy
firi=1,...,n—1 gilt.
Beispiel 10.13 Essei V ein K-Vektorraum und U, W C V seien Untervektorraume,
sodass UNW =0und V = U + W. Dann hat jeder Vektor x € V eine eindeutige

Darstellung
r=x;+xomit z; € U und 25 € W.

Wir setzen 7(z) := x9. Dadurch ist eine lineare Abbildung 7 : V' — W definiert.
Es sei weiter ¢ : U — V die Inklusion. Dann ist

0—U -V -5 W-—0

eine exakte Sequenz. Dabei bezeichnet 0 den Nullvektorraum. 0 — U, W — 0
sind Nullabbbildungen.

Zum Beweis der Exaktheit:
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1. kert =0 =1im(0 — U)

2. Dam:V — W surjektiv ist, denn fiir w € W ist n(w) = w, gilt ker(W —
0)=W =im 7.

3. stz =21+ 29, v1 €U, x5 € W, so gilt
T(x) =0<= 10 =0 <=z =171 = 1(17),
d.h.: kerm = im ¢.

Lemma 10.14 Essei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, U C V ein Untervek-
torraum, ¢ : U — V die Inklusionsabbildung. Dann ist ¢* : V* — U* die Abbildung,
die jeder Linearform ¢ : V' — K ihre Einschrinkung ¢|U = g oi: U — K zuordnet.
Es gilt: ¢* ist surjektiv.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass jede Linearform ¢ : U — K eine lineare Fort-
setzung ¢ : V' — K besitzt. Dazu wihle man eine Basis (z1,...,2,,) von U und

erginze diese zu einer Basis (z1,...,x,) von V. Jetzt sei ¢ : V — K die lineare
Abbildung mit

;) _{ Pla) firi=1,...,m

0 firi=m+1,...,n.
Ersichtlich gilt: ¢ 07 = ). O

Jetzt beweisen wir folgenden wichtigen
Satz 10.15 Es seien Vi, V5, V3 endlichdimensionale K-Vektorrdume, und es sei
a B

Vi — Vo — V3
eine exakte Sequenz. Dann ist auch

V* B* ¥ aF *

s — Vo — V)
exakt.

Beweis:
1. Behauptung:
im 5% C ker o.

Beweis: Daim « C ker 3 gilt, ist Soa = 0, und somit erhélt man eine Faktorisierung

B

oy ‘/é

0

Vi

Es folgt
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denn ¢* ist die Nullabbildung. Also gilt a* o §* =0, d.h. im 8* C ker a*.
2. Behauptung:

ker o* C im [*.
Beweis: Es sei ¢ € ker a*, also ¢ : Vo, — K linear mit ¢ o a = 0. Folglich ist
U:=ker f= im a C ker ¢.
Es sei nun W C V5 ein zu U komplementéarer Untervektorraum von V5, also

UnNnWwW =0, Vo=U+W.

Es sei m: Vo — W die Projektion 7(z) = x5, wenn & = a1 + 29, 11 € U, 29 € W.
Es gilt dann

p(z) = p(z1 + 22) = P(21) + P(T2) = P(T2) = (7 (7)),

denn x; € U C ker ¢.
Setzt man @ := p|W, so gilt also

Ebenso gilt fiir 8 = 3|W
B ist injektiv, denn

ker(3) =W Nker =W NU =0
nach Wahl von W.

Bezeichnet man mit ¢ : imf8 — V3 die Inklusion, so erhélt man einen Isomorphismus
B W — im 8

mit o
Loff=p.

Es sei ¢ : V3 — K eine lineare Fortsetzung von po f~1: im 8 — K. Es gilt dann

Yor=po0f " alsoporof =7

und somit . B
p=pom=1Yorofomr=1Yofom=1of,

d.h. o = p*(¥).

Somit ist p € im [*. O

Als wichtige Folgerung erhalten wir

Korollar 10.16 Es seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume. o : V. — W
sei linear. o* : W* — V* sei die duale Abbildung. Dann gilt:

(i) «a ist injektiv = o* ist surjektiv.
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(ii) o ist surjektiv = o ist injektiv.
Beweis: zu (i): « ist injektiv = 0 — V 5 W ist exakt = W* 2 V* = 0 ist exakt
= «* ist surjektiv.
zu (ii): a ist surjektiv = V % W — 0 ist exakt = 0 — W* 2 V* ist exakt = o

ist injektiv. O

Korollar 10.17 Es seien VW endlichdimensionale K-Vektorrdume. a : V. — W
sei lineare Abbildung. Dann gilt:

rga = rga’.

Beweis: Wir betrachten die Faktorisierung

von «. Dann ist

(im a)*

eine Faktorisierung von o*. Nach 10.16 (i) ist ¢* surjektiv, und nach 10.16 (ii) ist o
injektiv, also ist

rg o =rgi* =dim(im o) = dim(im a) = rg a.

Definition 10.18 Ist V' ein K-Vektorraum, so heifit
V= (V)
der Bidualraum von V. Fiir z € V wird £ € V** definiert durch
z(p) == ¢(x) Vo e V™.
In der Tat gilt:

(o1 + p2) = (1 + @2) () = p1(x) + pa() = 2(P1) + T(p2)

und
#(ap) = (ap)(z) = ap(r) = ai(p),
also ist z : V* — K linear, d.h. z € V**.
Mit 7 : V' — V** bezeichnen wir die kanonische Abbildung = — Z, also 7y (x) = Z.
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Satz 10.19  a) Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so ist 7y : V. —
V** ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

b) Ist a: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen, so gilt:
woa=a"ory.

Beweis: Zu a):
1. Behauptung: 7, : V — V** ist linear.
Das ist Spielerei. Seien z,y € V', a,b € K und ¢ € V*. Dann gilt:

mv(ax +by)(p) = p(az + by) = ap(z) + bp(y)
= aty(z)(p) +brv(y)(p) = (atv(z)+brv(y))(%),

also
v (ax + by) = ary(x) + bry (y).
O
2. Behauptung: 7y ist injektiv.
Dazu zeigen wir, dass 7/ () # 0 ist, wenn = # 0 ist. Sei also x € V\{0}. Dann ist x

linear unabhéngig, und wir finden eine Basis x1,...,x, von V mit z; = x. Nun sei
z.B. ¢ € V* die Linearform mit ¢(z;) = d1;. Es gilt dann:

Tv(z)(p) = p(z) =bu =1#0,

also auch 7 (z) # 0. O
3. Behauptung: 7y, ist bijektiv.
Da ker 7y = 0, gilt nach Satz 10.16 dim(im 7/) = dim V' und da nach Satz 10.8
dim V' = dim V* gilt, muss im 7, = V** gelten. 7y ist also surjektiv. O
zub): Firz e V, ¢ € W* gilt:

(woa)(x)(¥) = (rw(a(2))(¥) =d(a(r) = (o a)(x)

((a™omy)(x)() = (a™(rv(x)) () = (rv(x) 0 a®) ()

= nv(z)(a*(¥)) = v(z)(Yoa) = (Yoa)(z).

O

Ty V. — V* heifit der natiirliche Isomorphismus von V nach V**. Jeden Vektor
z € V kann man als Linearform auf dem Dualraum V* auffassen:

(o = o(z)).

Jede Linearform A : V* — K ist von dieser Form: Zu A gibt es genau einen Vektor
x €V, so dass A(¢) = ¢(x) fiir alle p € V*.

Ubungen

1. (a) Essei V der Vektorraum der Polynomfunktionen f: R — R. Fiir f € V
sei f' die Ableitung von f und

o1(f) = 2£(0) + F(1) wnd  (f) = / (@)
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Zeigen Sie, dass @1, o € V* und dass 1 und ¢, linear unabhéngig sind.

(b) Finden Sie eine lineare Abbildung o : R? — V, so dass a*(¢1), a*(¢2)
linear unabhingig in (R?)* sind.

(¢) Finden Sie ein Erzeugendensystem des Untervektorraums

W = ker o1 N ker po NV, CV,

wobei V,, der Untervektorraum der Polynomfunktionenen vom Grad < n
ist.

2. Es sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und (x1,...,z,) sei eine Basis
von V. p, 9 € V* seien die Linearformen mit

e(x,)=v und Y(z,)=(-1)"v fir v=1,...,n.

Stellen Sie ¢, ¥, ¢ + 1, — 1 als Linearkombination in der zu (z1,...,x,)
dualen Basis dar.
Bestimmen Sie alle linearen Abbildungen a: V' — V mit o*(¢) = 9.

3. Es seien V, W endlichdimensionale K-Vektorrdume. Dann ist o +— o ein
K-Vektorraumisomorphismus

Hom (V,W) — Hom (W™, V*).

4. Mit Hilfe von Satz 10.15 zeige man:
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. U,U C V seien komple-
mentire Unterrdume, also V = U & U. 7 : V — U sei die Projektion
m(u+ 1) =1a, u €U, i € U. Zeigen Sie, dass im(7*) = U" ist, wobei

Ut :={peV*|p(x)=0 fir alle z € U}.

Wie ist der Zusammenhang zwischen dim U und dim U~+?
Ist W C V* ein Untervektorraum, so ist

W :={r eV |p() =0 fir alle ¢ € W}
ein Untervektorraum von V. Es gilt: (W)L =W,

5. Esseien P, Q, R, S vier paarweise verschiedene kollineare Punkte in R? (Punkte
heiflen kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen.)

Dann sind die Vektoren
— —
PQ:=Q—-P, RS=S-R
linear abhéngig. Es gilt also

— —
PQ =a RS mit a € R.
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Die Zahl a heifit das Verhéltnis von P_Cb Al ES' und wird mit
PQ
RS

bezeichnet.

Ist nun ¢ : R? — R eine Linearform mit ¢(R) # ¢(9), so gilt

PQ _ (@) —¢(R)
RS ¢(S) = »(R)

6. Es seien A, B, C drei nicht kollineare Punkte in R?. Weiter seien
A €gpe, B €gac, C'€gas
paarweise verschieden, und es sei { A, B, C}N{A’, B',C'} = (). Dabei bezeichnet
gro = {P +t(Q — P) | t € R} die Verbindungsgerade von P und @ in R
Zeigen Sie: A', B', C" sind genau dann kollinear, wenn gilt:
A'B B'C C'A _
AC B'A CB

—
—(

1.

A

7
Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete Linearform ¢ : R? — R und Aufgabe
5.

7. Die Voraussetzungen seien wie in Aufgabe 6.

Die Geraden ga 4/, gB.B» gc,cr schneiden sich in einem Punkt, genau dann,

wenn gilt:
A'B B'C C'A !
AC B'A C'B
C
B’ A
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Hinweis: Wie bei Aufgabe 6.
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11 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 11.1 Esseien m,n € N, m,n > 0. X sei eine Menge. Eine m xn-Matrix
iiber X (oder: eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in X) ist eine Tabelle

a1 A1 ... QAp

921 929 o Qop
A=

Am1 Am2 ... Omn

von Elementen a;; € X.

Man beachte, dass ij ein Doppelindex ist. Hier bedeutet also 11 in a;; nicht “elf”,
sondern “eins, eins”. Da immer klar sein wird, was gemeint ist, werden wir stets a;;,
statt etwa a; ; schreiben!
a; 1= (aﬂ, e 7Gm)
heifit die i-te Zeile von A. a; ist eine 1 x n-Matrix iiber X.
Cllj
CL] = = [alj,a2j,...,amj]

Amyj
heifit die j-te Spalte von A. @’ ist eine m x 1-Matrix iiber X. Wir schreiben dann

a1

Mit X™"™ bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen iiber X.

Beispiel 11.2 Fiir X = {0, 1} ist

e )60 ( D66 )

eine Menge mit 16 Elementen. Ist X eine Menge mit ¢ Elementen, so hat X™" ¢
Elemente.

mn

Es sei K ein Korper und m,n € N, m,n > 1. Wir wollen zunéchst die linearen
Abbildungen
p: K" — K™

studieren. Fiir x = (xy,...,2,) € K" seil y := ¢(x); also:
y:(y17"'aym) €K™

und
Y1y s Ym) = @(T1, ..., xp).



11 Lineare Abbildungen und Matrizen 99

Wie kann man die Komponenten y; von y aus den Komponenten z; von  berechnen?

Es sei (eq,...,e,) die Standardbasis von K™ und (¢}, ..., €., ) die Standardbasis von

K™. Dann ist
m n
/
y:E yiei, ZIZ':E iL'jej
j=1 j=1
und somit

pla) = wyeler),

denn ¢ ist ja linear. Es gilt also

m

Z ziple;) = > vie). (35)

i=1

Es seien nun a,;; € K die Elemente mit

plej) = (arj,. . amg) = > aye,  firj=1,..n (36)
i=1

Dann erhélt man durch Einsetzen von (36) in (35):

n m m
2 : § : r 2 : /
xjaijei = Yi€;-

i=1

j=1 i=1

Ordnet man die Summanden auf der linken Seite um, so erhélt man

m n m
r /.
A;5T5 | € = Yi€;;
i=1 \j=1 i=1

/

und hieraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich (¢}, ... e,

abhéngig!)

sind ja linear un-

n

j=1

Durch die Formeln (37) ist also die Abbildung = — y = ¢(z) mit Hilfe der m x n-
Matrix A = (a;;) € K™" beschrieben. Es erweist sich nun als vorteilhaft im Hinblick
auf den Matrizenkalkiil die Vektoren in K™ und K™ als Spaltenvektoren, d. h. als
n x 1-Matrizen, aufzufassen, was wir ab jetzt tun wollen.

Die Gleichungen (37) kénnen wir dann in der Form

Y1 @11 ... Qi1n X1

Ym Qm1 -+ Omn Tn

schreiben. Dabei definieren wir das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor
wie folgt:
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Definition 11.3 Fiir eine m x n-Matrix A = (a;;) € K™" und eine n x 1-Matrix
b= (b;) € K™! (d.h. fiir einen Spaltenvektor b) wird das Produkt

Ab

definiert als die m x 1-Matrix ¢ = (¢;) € K™! mit
n
ci::Zaijbj firi=1,...,m.
j=1

Ab jetzt wollen wir die Elemente aus K" als Spaltenvektoren schreiben. Mit e’
bezeichnen wir den i-ten Einheitsspaltenvektor in K™.

Satz 11.4 Jede lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ ist von der Form z +— Az, wobei

r € K" als Spaltenvektor z = [zy,...,x,] geschrieben wird und A = (a',..., a")

die Matrix mit den Spalten a’ = ¢(¢') ist, ¢’ :=[0,...,1,...,0]. Hierdurch wird eine
bijektive Abbildung

®: Hom (K", K™) — K™"
Y =

mit Umkehrabbildung

U K™ — Hom (K", K™)
A — (z+— Ax)

definiert.

Beweis:

a) Sei A € K™". Dann ist ¢ : K" — K™ mit p(x) = Az fir z € K" eine lineare
Abbildung, und es gilt:

ist die i-te Spalte von A. Also ist A auch die durch ¢ definierte m x n-Matrix,
d.h. o ¥ =id.

b) Ist ¢ € Hom (K", K™) und A die Matrix mit i-ter Spalte a’ = ¢(e'), so gilt
p(x) = Ax fir alle z € K", also Vo & = id. 0

Wir diirfen Hom (K™, K™) und die Menge K™" der m x n-Matrizen identifizieren:

Hom (K", K™) = K™".



11 Lineare Abbildungen und Matrizen 101

Beispiel 11.5  a) ¢ : R® — R?* mit

x4+ 2z
y—
zZ+y
z+

©
ISEENSIE
I

definiert die 4 x 3-Matrix

@)
O = = O
_ = O N

und es gilt dann:

8

kurz:

b) A = (123) definiert die lineare Abbildung ¢ : R® — R! mit

x x x
oly| =41y | =0123) [y | =2+2y+ 3z
z z z
1
c) A= |2 | definiert die lineare Abbildung
3
1 x
o:R' R pz)=A@)=|2|z= |22
3 3w
Aus b) und c¢) entnehmen wir:
T
K'={z=|:||zeK}=K"
Ty

und
(K")* = Hom(K", K) = K™ = {a = (a1,...,an) | a; € K.

Die duale Paarung
(K" x K" - K

ist die Matrizenmultiplikation

(a,2) — a-x=a1x1 + ...+ a,T,.
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Definition 11.6 Die Elemente von K" schreiben wir als Spalten und die Elemente
des Dualraums (K™)* als Zeilen. Die Abbildung

T
r=|: | —at=(21,...,2,)

Tn
(lies: z-transponiert) ist ein K-Vektorraumisomorphismus K" — (K™)*.
Die duale Paarung (K™)* x K™ — K induziert dann das Standardskalarprodukt
(VK" x K" — K
(iL‘,y) — <$,y> = Z TiY; = xt@/
=1

)

auf K.
Es gelten die Regeln:
(,y) = (y,7) (Symmetrie) (38)

(T, b1y + boyn) = bi(x,y1) + bo(z,y2)

(a1 + asxe,y) = a1{x1,y) + as(wa, y) } (Bilinearitét) (39)

fir alle x1, 9, x,y1, Y2,y € K", aq,a9,b1,by € K. Man sagt: (, ) ist eine symmetrische
Bilinearform auf K. (, ) heifit auch die Standardbilinearform auf K™.

Ist
a1

A= | e K™
am

und x € K™, so ist nach Definition 11.3

ax (a1, z)
Ar = : = : )
AT (@, )
wobel af = [a;,...,a;] der Spaltenvektor ist, der durch Transponieren der i-ten

Zeile von A entsteht.

Definition 11.7 Fiir A = (a;5), B = (bj;) € K™", a € K sei
(i) A+B = (a;+by),
(i) aAd = (aq;).

Dann gilt

Satz 11.8 K™" ist ein K-Vektorraum, und die kanonische Abbildung
®: Hom (K", K™) — K™"

ist ein K-Vektorraumisomorphismus.
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Beweis: Es sei ®(¢) = A, ®(¢)) = B. Dann ist
a' = p(e')
die i-te Spalte von A und ' '
b =1p(e)
die i-te Spalte von B; und somit ist
(p+y)(e) =a +V'

die i-te Spalte von A+ B. Also gilt: ®(¢ + 1) = A+ B. Genauso folgt ®(ap) = aA.
O

Definition 11.9 Es sei V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum.

A = (vy,...,v,) sei eine Basis von V|, B = (wy,...,w,,) seil eine Basis von W.
@V — W sei linear und A = (a;;) € K™" sei die Matrix mit

p(v;) =Y aijwi. (40)
i=1
A heifit die Matrix von ¢ bzgl. der Basen 4 und B. Wir bezeichnen sie auch
mit M7 ().
Es gilt nun

Satz 11.10 Es seien V, W, A, B wie in Definition 11.9 gegeben. Die Zuordnung ¢ —

m
A = (a;;) mit p(v;) = > a;;w; ist ein K-Vektorraumisomorphismus
i=1

Mg - Hom(V, W) — K™".
Ist A= (a;;) € K™" gegeben, so erhilt man ¢ durch
j=1 =1 \j=1

Mit den Koordinatenabbildungen

Ty n Y1 m
Pt K" SV, Gg: K™ SW, du| 0 | =)z, Os| 0 | =) ww
Tn =1 Ym =
erhélt man das kommutative Diagramm
V———W
@ATN NT‘:I)B
(z—Azx)
K" K™

mit anderen Worten:
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Beweis: ¢ und A bestimmen sich durch (40) gegenseitig, und es gilt:

pody(z) =19 <Z xjvj) = Z (Z aijxj> w; = dp(Ax).

Jj=1

Definition 11.11 Ist A = (a;;) € K™", so heifit
Al = (b”) e K™ mit bij = aj;
die zu A transponierte Matrix.

Beispiel 11.12

Ist A= (a',...,a"), so ist

a
t_ | .
A" = . )
ant
und ebenso ist A* = (af, ... al)), wenn
ai
A=| :
am

Satz 11.13 Es sei V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-Vektor-
raum.

a:V — W sei linear, A = (vq,...,v,) sei eine Basis von V| B = (wy,...,w,,) sei
eine Basis von W. A* = (¢1,...,¢,), B = (¢1,...,1¢,,) seien die dualen Basen zu
A bzw. B. Dann gilt:

Ist A die Matrix von « bzgl. A und B, so ist A* die Matrix von o* bzgl.
B* und A*.
In Formeln:
M (o) = MZ: ()
Beweis: Es sei A = (a;;) mit

m

oz(vj):Zakjwk (j=1,...,n),

k=1

und es sei B = (b;;) die Matrix von o*, also

a* (i) = D by
j=1
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Es folgt
ar(i) = | 1<04*(¢i)|vj>90j = 2;(%@(%»%
j= j=
= 22 2 aki{ilwe)p; = 30 X0 ar;dinep;
J=lk=1 Jj=1k=1
= ) aijpy;
j=1
und somit bjz' = Qij, dh, B = At 0

Wir wollen jetzt die Matrix C' = (¢;;) € K" der Komposition ¢ o ¢ : K" — K'

zweier linearer Abbildungen
p: K" K" ¢:K"—K'
bestimmen. Es seien A € K™", B € K™ mit
y=¢(x)=Ar, z=14(y) = By

fiir

r=[r1,...,0,) € K", y=[y1,...,ym) € K™, 2z=]z,...

Dann gilt also:

yk:Zaijj firk=1,...,m

j=1
und

zi:Zbikyk fire=1,...,1

k=1
Da auch z = 9(y) = ¢ o p(z) = Cz gilt, ist

n
Zi = E CijLE]’.
=1

Setzt man (41) in (42) ein, so erhélt man

Zi = Z Z biay;r; = Z (Z bikakj> Ly

k=1 j=1 j=1 \k=1

Vergleicht man dies mit (43), so ergibt sich damit

Cijzzbik&kj fﬁri:l,“,’l; j:17.'_7n.
k=1

Wir definieren daher

,Zl] e K.

(41)

(42)

(43)

(44)
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Definition 11.14 Fiir A = (a;;) € K™", B € K" wird die Produktmatrix
BA € K" definiert als BA = (¢;;) mit

cij::Zbikakj fUI'Z:L,l,]:L,n
k=1
Wir haben bewiesen:

Satz 11.15 Sind ¢ : K™ — K™, 1 : K™ — K! linear mit ¢(z) = Az, ¥(y) = By,
so gilt:
(Yoyp)(x)=(BA)x firallexz € K"

Man beachte, dass nach Definition (1) o ¢)(x) = ¥ (¢(x)) = B(Ax) gilt.

Beispiel 11.16 Fiir

2 1 2 11
A= -1 11|, B=11001
01 1 10
ist
3 4
BA=1]1 01
1 2

Offensichtlich gilt auch allgemein

Satz 11.17 Seien V -2 W -2 U lineare Abbildungen, A Basis von V', B Basis
von W und C Basis von U.

A sei die Matrix von ¢ bzgl. A und B;
B sei die Matrix von v bzgl. B und C.

Dann ist BA die Matrix von % o ¢ bzgl. A und C.

Beweis: Das Diagramm

4 w U
T‘I’A T‘PB T<1>c
K" A Km B Kl
ist kommutativ. Also ist (1) o @) ®4(z) = Pc((BA)x). O

Die Formel (44) kann man auch so lesen:

Cij = biaj = <b§7aj>;
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wobei b; die i-te Zeile von B und o’ die j-te Spalte von A ist.
(b5, at) ... (by,a")

BA =

W) . (b a)
(B, A) — BA ist eine Multiplikation

KMo K™ — KM (fidr alle 1,m, n > 0).

Offensichtlich gelten folgende Rechenregeln:
Lemma 11.18 Es sei K ein Korper und k,l,m,n € N\ {0}.

1) (A+ B)C = AC + BC fiir A,B € K™ C € K™,

2) A(B+C) = AB+ AC fiir A€ K\ B,C € K™".

4

(1)
(2)
(3) (aA)B = a(AB) = A(aB) fiir A€ K", Be K™, ac K.
(4) (AB)C = A(BC) fiir A € K*, B e Kim C e K™,
(5)

5 mA =A=AF, fir Ae K™" und
m - ( 'Lj)l,j:l...m € Km,m’ En = <5ij>i,j:1...n € K.

Beweis: Nach Satz 11.8 und Satz 11.15 kann man K" mit Hom (K™, K™) iden-
tifizieren.

Der Matrizenmultiplikation entspricht nach Konstruktion die Komposition von li-
nearen Abbildungen.

Der Einheitsmatrix £, entspricht die Abbildung id : K™ — K™. Deshalb gelten die
Regeln (1) - (5).
(1) beweist man etwa so: Fiir x € K™ ist
(A+B)C)x = (A+ B)(Cz) = A(Cx) + B(Cx)
= (AC)z + (BCO)x
= (AC + BC)x;

also
(A+ B)C = AC + BC.

Lemma 11.19 Fiir A € Kt B ¢ K™" gilt:

(AB) = B'A",
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Beweis: Sei
A= (ai)ij, B = (bjr)j

AB = (Z aijbjk>
j=1

Dann ist

ik
und

(AB)t = (Z bjkaij> = BtAt.
7=1

ki
|

Dieses Lemma folgt natiirlich auch aus der Formel (1) op)* = ¢* 01" und den Sétzen
11.13 und 11.17.

Ubungen

1. Es sei K ein Korper, a,b,c € K, m € N. Fiir A € K™" sei A™ die m-te Potenz
von A, also A = E,,, A™ = A(A™!) fiir m > 0. Beweisen Sie:

m

1 a ¢ 1 ma (7)ab+mc
01 b = 0 1 mb
0 0 1 0 O 1

Welche Bedeutung hat die Matrix auf der rechten Seite fiir m = —17

L:{(“ b)e©22|a+d:o}.
c d

(a) Zeigen Sie: L ist ein 3-dimensionaler komplexer Untervektorraum von
C*2. Die Matrizen (Pauli-Matrizen)

01 0 —i 10
v=(to) = (0 5) A= )

bilden eine C-Basis von L. Es gilt: Fiir A, B € List [A, B] := AB—BA €

2. Es sei

L.
(b) iAp,iA;,iAs,iA;3 bilden eine C-Basis von C*? und eine R-Basis des R-
Vektorraumes B
su(2) ={AeC>? | A=-A"},
. 1 0 ..
wobei Ay = <O 1) und fiir
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mit A die konjugierte Matrix

o
bezeichnet wird.

(c) Fir alle Tripel (a,b,c) mit {a,b,c} = {1,2,3} gibt es ein Vorzeichen
e(a,b,c) € {£1}, so dass

ol 9

QU
~

(A, Ap] = 2ie(a,b,c) A..

Bestimmen Sie €(a, b, ¢) fiir die sechs moglichen Tripel (a, b, ¢).
(d) Fiir alle Paare (a,b) € {1,2,3}? gilt:

AaAb + AbAa - 26abA07

wobei 04, das Kroneckersymbol bezeichnet und Ag := FE» ist.

3. Es seien M, M' € K** als Blockmatrizen
(A B , (A B
u=(&p) =2 5)
mit A, B,C,D; A", B’,C", D' € K*? gegeben. Wie erhilt man M M'?

4. Mit den Pauli-Matrizen Ag, Ay, Ay, A3 aus Aufgabe 2 bildet man die Matrizen
(Dirac-Matrizen)

(A 0 (0 A (0 A
BO_(O —A0>’Bl_(—A1 0)’32_(—A2 0)’

(0 A
Bg—(_A3 0).

Beweisen Sie:

(a) Es sei v =0 fiir a # b, y90 = 1, 711 = 722 = 733 = —1. Dann gilt fiir alle
(a,b) € {0,1,2,3}*
BaBb + BbBa = 2’7abE4-

(b) Berechnen Sie B := iB;ByB3 By und B

5. Eine Matrix P = (p;;) € R™" heifit Markov-Matrix, wenn p;; > 0 fiir alle
t=1,....,m,7=1,...,n gt und wenn die Spalten von P Wahrscheinlich-
keitsvektoren sind, d.h. wenn

Z pij =1
i=1

fir y =1,...,n gilt.
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(a) P € R™" ist genau dann eine Markov-Matrix, wenn gilt:

Fir alle Wahrscheinlichkeitsvektoren x € R™ ist Px ein Wahr-
scheinlichkeitsvektor in R™.

(b) Sind P € Ri™, Q € R™" Markov-Matrizen, so ist auch PQ € R'" eine
Markov-Matrix. Ist P = (p;;) positive Markov-Matrix, d.h. p;; > 0 fiir
alle 7, 7, so ist auch P(Q positiv.

(c) Es sei
r=(la)

eine positive Markov-Matrix. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Markov-
Matrix

X:(xy> mit PX = X.
Z w

Bestimmen Sie X fiir

N — DO | =
=~ w e

und vergleichen Sie X mit P*.
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12 Der Rang einer Matrix: Aquivalenz von Ma-

trizen

Es sei K ein Korper.

Definition 12.1 Essei A € K™" eine m X n-Matrix mit den Zeilen a4, ..., a,, und

den Spalten a!, ..., a".

Z-rg(A) = dim(ay, . .., ap)

heifit der Zeilenrang von A.
S-rg(A) = dim{a', ..., a")

heifit der Spaltenrang von A.

Satz 12.2 Ist ¢ : V — W linear, A = (vq,...,v,) Basis von V|, B = (wy,...

Basis von W, A € K™" die Matrix von ¢ bzgl. A und B, so gilt:
rg(p) = S-rg(4)

rg(¢*) = S-rg(A') = Z-rg(A).

Beweis: Es gilt:
o(P(x)) = Pg(Az) furalle z e K.

Fiir die Basisvektoren e/ von K™ gilt:
Pyle’) =v; und Ael =dl,

also
p(v;) = Pp(a’);
und somit ist
im ¢ = (p(v1),...,0(v,)) = Pp((a',...,a™)).
Da &5 : K™ — W ein Isomorphismus ist, gilt:

rg(p) = dim(im ¢) = dim(a’, ..., a") = S-rg(A).
Da ¢* die Matrix A besitzt, gilt auch:

rg(p*) = S-rg(A') = Z-rg(A).

Hieraus und aus dem Satz rg(y) = rg(¢*) folgt nun
Satz 12.3 Fiir jede Matrix A € K™" gilt:

Z-rg(A) = S-rg(A).

7wm)
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Diese Zahl nennen wir jetzt kurz den Rang von A und bezeichnen sie mit rg(A).
Fir A e K™" ist rg(A) < min(m, n).

Definition 12.4 A € K™" hat maximalen Rang, falls rg(A) = min(m,n).

Ist m < n, so heiflt das: Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.
Ist m > n, so bedeutet das: Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

Satz 12.5 Ist ¢ : V — W linear mit Matrix A € K™", so gilt: A hat maximalen
Rang genau dann, wenn ¢ injektiv oder surjektiv ist.

Beweis: 1. Fall:

dimV =n<m=dimW.
Dann gilt: ¢ injektiv < ker ¢ = 0 < rg(¢) = n < rgA = n < Die Spalten a!, ..., a"
sind linear unabhéingig.

2. Fall:
n>m.

Dann gilt: ¢ ist surjektiv < im ¢ = W < rg(p) = m < rgA = m < Die Zeilen
ai,...,a, sind linear unabhéingig. O

Definition 12.6 Eine Matrix A € K™" heifit invertierbar, wenn es eine Matrix
B € K™" mit
AB=BA=EF,

gibt. Ist A invertierbar, so ist B eindeutig durch A bestimmt und wird mit A~}
bezeichnet. A~! heifit die inverse Matrix von A.

Satz 12.7 Sind V, W n-dimensionale K-Vektorrdume und ist A = (vy, ..., v,) Basis
von V., B = (wy,...,w,) Basis von W, ¢ : V. — W linear, A € K™" die Matrix von
¢ bzgl. A und B, so gilt:

A ist invertierbar < ¢ ist Isomorphismus.

Beweis: “=": st AB = BA = E,,, so definiert B eine lineare Abbildung ¢ : W — V
mit

Y(Pp(y)) = Pa(By) Vye K™

Es gilt auflerdem:
o(Pa(x)) = Pg(Az) Ve K.

Es folgt
D(p(Pa(r)) = V(Pp(Ar)) = Pa(BAz) = Pu(2),

also 1 o p = idy; und analog

o(W(Ps(y)) = p(Pa(By)) = s(ABy) = P5(y),

also p o) = idy .
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“=" Ist o = idy, p o1 = idy und B die Matrix von 1 bzgl. B und A, so ist
AB die Matrix von ¢ o bzgl. B und B, und da F,, die Matrix von idy, bzgl. B und
B ist, folgt AB = F,,. Genauso folgt BA = E,,. O

Da fiir eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen zwei n-dimensionalen K-
Vektorrdumen die Aussagen

 ist Isomorphismus,

@ ist injektiv,

@ ist surjektiv
dquivalent sind, ergibt sich aus 12.5 und 12.7 die Folgerung
Satz 12.8 Fiir eine Matrix A € K™" sind dquivalent:

a) A ist invertierbar.

)

b) rg(A) =
)
)

¢) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

d

Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

Definition 12.9 Es sei X irgendeine nicht leere Menge, und es sei A € X" eine
m x n-Matrix. Es seien

i=(i1,...,3,) €{l,....m}*

und
j: (jl;"‘?jQ) I~ {1,...,n}q
beliebig gewéhlte Multiindizes. Dann wird

definiert als die p x ¢g-Matrix

B = (b,,) € X

mit

by = Qi j,-
Ist 17 < ... < ip und 53 < ... < j,, so ist A; die p x ¢-Untermatrix von A
aus den Elementen in den Zeilen 4, ...,7, und den Spalten ji, ..., j,. Man schreibt
ausfithrlich

Beispiel 12.10 Sei
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Dann ist zum Beispiel

An =1, Aqgae = (4 5) » Aanay = (1 1) » Aenay = (1 1) ’

2 3
A 2)23) = (5 6) , Aoz = A, Aoz =(4 5 6).

Mann kann A auch als Blockmatrix schreiben, z.B.

. ( Aapaz | Aas )
As(1,2) ‘ Asg '

Satz 12.11 Essei A € K™" und r € N. Dann sind dquivalent:
(i) rg(A) > 7.

(ii) Es gibt eine invertierbare r x r-Untermatrix von A, d.h. 31 = (iy,...,),
i=0n,. ) mit 1< <...<i,<m,1<j; <...<j <n,so dass
Aij e K"

invertierbar ist.

Beweis: (i) = (ii):

Ist rg(A) > r, so sind r Spalten a’!,... @’ von A linear unabhiingig. Die Matrix
Ad,...m)(jr,....j») hat den Rang r. Also sind r Zeilen dieser Matrix linear unabhingig,
etwa die Zeilen iq,...,7,.. Dann ist die Untermatrix

invertierbar.
(i) = (i):

Ist Ajj invertierbar, so sind die Zeilen iy, ..., 4, von Ag
sind auch die Spalten von A

,,,,, m); linear unabhéngig, also
my; linear unabhingig, also ist rgA > 7. O

.....

Beispiel 12.12 Es sei

Dann ist rgA > 2, weil ((1) i’)) invertierbar ist:

)6 3)=(1)

Es gilt natiirlich rgA = 3, wie man durch elementare Zeilenumformungen sieht,
die den Zeilenrang der Matrix natiirlich nicht &ndern, weil sich der von den Zeilen
aufgespannte Untervektorraum nicht dndert:

131\ 1 3 1\ (131
A=(o 1 0]™S (0 1 o™ (01 o
41 2 0 —11 -2 00 —2
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Die Zeilen der letzten Matrix sind linear unabhéngig, also sind es auch die Zeilen
von A, d.h. rgA = 3. A ist also auch invertierbar.

Wir wollen demonstrieren, wie man die inverse Matrix A~! berechnen kann.

Mann bringt A durch Zeilenumformungen auf die reduzierte Zeilenstufenform, welche
hier automatisch die Einheitsmatrix ist. Fiihrt man die Zeilenumformungen simultan
auch an der Einheitsmatrix durch, so wird diese gerade in A~! transformiert! In
unserem Beispiel ergibt sich:

1 31 100
A= 010 Es = 010
4 1 2 001
1 3 1 1 00
0 —-11 -2 -4 0 1
1 3 1 1 00
Tso(11) : 01 O 0 10
0 -2 -4 11 1
10 1 1 -3 0
T12<—3) . 1 0 1 0
0 -2 -4 11 1
1 01 I -3 0
T5(—3) - 010 0o 1 0
0 01 +2 _% _%
100 -1 +2 3
001 2 -% -1
Man errechnet:
100
AB=1 01 0
0 01

Also ist A= = B. Wieso geht das?
Der Grund ist folgender:
Die Zeilenumformung T3, (—4) auf A anwenden, bedeutet: A von links mit der Matrix

1
0
—4

S = O

0
0
1

zu multiplizieren:
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O =
o = O
—_ O O
=~ O
— = W
N O =

|
o O =

—_

(@]

jam}

%)

=

Allgemein gilt

Lemma 12.13 Essei A € K™" und es seien a € K,4,j € {1,...,m}, i # j. Dann
gilt:

a) Wendet man die elementare Zeilenoperation 7;;(a) auf die Zeilen der Matrix
A an, so ergibt sich die Matrix

A= Qij(a)A7

wobel
Qii(a) = Q™ (a) € K™

die Elementarmatrix

1 0 .0 0
0 1 .0 0
0 a 1 0
0 0 0 1

ist und EZ(]m) = (ey,,) mit

Cup

[ falls (o) = (i)
] 0 sonst .

b) Die elementare Zeilenoperation 7;; auf A anzuwenden, bedeutet, A von links
mit der Elementarmatrix

Pyj=FEn—Ey—Ejj+ Eij+ Ej =

zu multiplizieren.
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c¢) Die elementare Zeilenoperation T;(a) (a # 0) entspricht einer Multiplikation
von links mit der Elementarmatrix

(a steht in der i-ten Zeile.)

Im obigen Beispiel ist

Q13(—1) S3 (—%> Q12(—3) Q32(11) Q31(—4) A = Lj;

also

A7 = Qul-1) 81 (3 ) Qul-3) Qul1D) Qu(-1)

Damit liefert das Gaufische Eliminationsverfahren auch einen Algorithmus zur Be-
stimmung der inversen Matrix einer beliebigen quadratischen Matrix A € K™":
Durch sukzessive Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen By, ..., By kann man
A auf die reduzierte Zeilenstufenform

0 ... 1 *...« 0 =*...x 0 ... 0
1 *x...x 0 0 .
1 ...0 r Zeilen
BNBNfl...BQBlA:B: .
1 %
0

bringen. Es gilt dann: » = rg(A), und A ist genau dann invertierbar, wenn r = n
gilt, und das ist genau dann der Fall, wenn B = E,, ist.

Es gilt dann:
Ail - BNBNfl ‘e BQBl.

A1 ist also ein Produkt von Elementarmatrizen der Form Qy;(a), i # j, a € K, P,
Si(a), a € K\{0}. Es folgt

A = (BNBN_1 .. BgBl)_l
= B'By'... By By

Nun gilt aber:
Qij(a)™ = Qi(—a),
Si(a)™t = Si(a™),
P;t = Py

d.h. das Inverse einer Elementarmatrix ist wieder eine Elementarmatrix. Also ist
auch A Produkt von Elementarmatrizen. Wir haben damit
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Satz 12.14 Jede invertierbare Matrix A € K™" ist ein Produkt von Elementarma-
trizen.

Definition 12.15 Zwei Matrizen A, B € K™" heiflen dquivalent (A ~ B), wenn
es invertierbare Matrizen S € K™, T € K™" gibt, so dass

B = SAT
gilt.
Dadurch ist eine Aquivalenzrelation auf K" definiert, denn:
a) A~ A, weil A= E,AE,.
b) A~B= B=SAT = A=S5"'BT"!'= B~ A
c) AmBund B~C = B=SAT,C=5BT" = C=(S9ATT") = A~ C.
Welches sind die Aquivalenzklassen?

Satz 12.16  a) Fiir jede Matrix A € K"™ mit r = rg(A) gilt: Es gibt invertier-
bare Matrizen S € K™™ T € K™", so dass

SAT = (i&) .

0

b) Zwei Matrizen A, B € K™" sind genau dann dquivalent, wenn rg(A) = rg(B)
gilt.

Beweis: zu a): Nach dem Gaufschen Eliminationsverfahren gibt es eine invertierbare
Matrix S € K™™, so dass

0... b1j1 X ...
0 b2j2 ...
0 ijT ...
0
mit 1 <j<...<j<nund by, =...=b,; =1
Jetzt betrachte man die transponierte Matrix
0 0O ... 0
bijy
* 0 0
baj 0
(SA) = L
X b'fjr
*
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Nach dem Gauflschen Eliminationsverfahren gibt es jetzt eine invertierbare Matrix

T € K™", so dass
E. |0
/ t r

Setzt man 7' := T", so erhélt man nach Transponieren von 7"(SA)" die gewiinschte

Form
E,. |0

Zub): Sind A, B € K™™ &quivalent, so gilt offensichtlich: rgA = rgB. Ist umgekehrt
r =r1gA = rgB, so folgt aus a), dass

E. |0
A“(ﬁ)”B'

Der Beweis liefert ein Rechenverfahren zur Bestimmung der Matrizen S und T
Zunéchst bemerken wir:

a)

O

a1
AQij(a) = : (el ... e . el +ae, ... e")
am,
/]\
J-te Stelle
— (ahedhe 0 tad ),
/I\
j-te Stelle

d.h. AQ;;(a) entsteht aus A durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur
j-ten Spalte.

b)
ai
AP; = : (el ef et e)
Am
T T
i-te Stelle j-te Stelle
= (a*,....;a%,....a" ... ,a")

T T
i-te Stelle j-te Stelle

(Vertauschen von Spalten)

c)
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Wir erhalten nun die Normalform einschliefllich der Transformationsmatrizen S, T
durch folgendes Verfahren:

Es sei A € K™". Die Zeilenoperationen werden simultan an A und an der Einheits-
matrix F,, ausgefiihrt und die Spaltenoperationen simultan an A und der Einheits-
matrix F,,.

Zeilenoperationen Spaltenoperationen
E, A E,
S 1 Em S 1 AT1 EnTl

SQSlEm S2SIAT1

S—=Sy.. SE, SAT:<E’" 0> ETT,. Ty =T

Beispiel 12.17

10 1 2 3 100
0 1 4 ~—\21 4 010
00 1
10 1 2 3
s=(1) (o 5 )
1 0 0 I =2 =3
0 3 o 0 1 0
0 1
_ 3
1 00 é?a
0 -3 1 1
0 —3
1 3 2
2 2
sar = (100 0 0 1 - T
010 .
0 =1 -3
2 2

S und T sind nicht eindeutig bestimmt. Man hétte zum Beispiel nach dem ersten
Schritt folgendermafien fortfahren konnen:

) (i
) (2D o

Y

WIN =
|

wl— O

win Qo

nn
Il
7N
|
W N =
+
W W N
o O =
o = O
|
— Colboeo o

[SSI1NC LN [
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Wir wollen jetzt zeigen, dass zwei Matrizen A und B aus K™" genau dann dquivalent
sind, wenn sie Matrizen ein und derselben linearen Abbildung ¢ : V' — W bzgl.
verschiedener Basen sind.

Sei also ¢ : V. — W linear:

A= (vy,...,v,), A =(],...,v]) seien Basen von V;

e n

B=(w,...,wy,), B =(w],...,w,) seien Basen von W.

Es sei A die Matrix von ¢ bzgl. A und B und B die Matrix von ¢ bzgl. A" und B';
also

Pp(Az) = o(Pa(z))
und
Py (Bx) = (P (z))

fiir alle x € K™. Dann ist also

Br = (®g' opody)(z) und
Dl Pp(Az) = Pg'opody(z)
= (I)l;,l opo @A/<(I);1,lq)A) (.T)

= B(®, D).
Setzt man
S =0y 05: K™ — K™

und
R=%®,%,: K" — K",

so erhalt man also
SA=BR

und somit

B=SAR™,
d.h. B~ A.
Weiter sehen wir: Ist S = (s;5), so gilt fiir y € K™

Py (Sy) = Ps(y),

also gilt fiir ¢y = Sy:

IS (z ) =3
=1 i=1

i=1 \j=1

d.h. die Matrix S ist die Transformationsmatrix, welche die Koordinaten y von
w € W bzgl. B in die Koordinaten ¢’ von w € W bzgl. B’ transformiert:

m

vi= Y siy;

i=1
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Ebenso ist R = (r;;) € K™" die Transformationsmatrix, die die Koordinaten = von
v € V bzgl. A in die Koordinaten 2’ von v € V' bzgl. A" transformiert:

n

T; = E Tij ;.

j=1

Kurz zusammengefasst: Ist y = Az, v = Bx', ¢y = Sy, ' = Rx

so folgt BRx = Bx' =y = Sy = SAx und somit BR = SA

also B = SAR™L.

Der folgende Satz sagt, dass man zu einer linearen Abbildung zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorrdumen immer Basen dieser Vektorrdume finden kann, beziiglich
derer die lineare Abbildung eine besonders einfache Matrix hat, ndmlich

E. 0

0 0/
Satz 12.18 Ist ¢ : V. — W linear und rg(yp) = r, so gibt es eine Basis A" =
(vf,...,v,) von V und eine Basis B’ = (wf, ..., w},) von W, so dass gilt:

(v)) w, firi=1,...,r

PAVI=N 0 firi=r+1,....n

Beweis: Es seien A = (vq,...,v,), B = (wy, ..., w,) irgendwelche Basen von V' bzw.
W. Sei A e K™" die Matrix von ¢ beziiglich A und B. Dann gibt es invertierbare
Matrizen S und 7', so dass

E, 0
sur -5 (5 9).

Essei A" = (v],...,v),) die Basis von V mit v, = ® 4(T¢’), also ® 4 = & 40T. Weiter
sei B' = (wi,...,w,,) die Basis von W mit wj = ®(S~'¢’), also &g = Py 0 S.

Es folgt nun leicht, dass B die Matrix von ¢ beziiglich der Basen A’ und B’ ist,
denn:

QO((I)A/(Qf/)) = @((DA(TLE/)) = @B(ATZL‘/) = @B/(SATZE/)
O

Wir wollen zum Schluss ein Rechenverfahren zur Bestimmung der Matrix B einer
linearen Abbildung A : K™ — K™ beziiglich zweier Basen A = (s!,...,s") und
B=(t',...,t™) von K" bzw. K™ erliutern. Dabei wird A wegen der kanonischen
Identifizierung Hom (K™, K™) = K™" wie immer als Matrix aufgefasst (die Matrix
der linearen Abbildung beziiglich der Standardbasen). Die Basisvektoren in A bilden

die Spalten einer n x n-Matrix S = (s!,...,s") und die Basisvektoren in B bilden

die Spalten einer m x m-Matrix R = (r',... ™). Fiir die Koeffizienten b;; von B

gilt dann As* = > b7 = R, wobei b die i-te Spalte von B bezeichnet. Fasst man
j=1

dies zusammen, so ergibt sich AS = RB, also B = R~'!AS. Um B zu bestimmen
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kann man nun etwa direkt die nach Voraussetzung eindeutig losbaren inhomogenen
linearen Gleichungssysteme
Rb' = As'

fiir die unbekannten Spaltenvektoren b° 16sen. Man kann aber auch zunichst AS
berechnen und dann durch simultane Zeilenoperationen an AS und R die Matrix
R in die Einheitsmatrix transformieren und demzufolge AS in die gesuchte Matrix

B=R1AS.
Ubungen

1. Beweisen Sie:

rg(AB) < min(rg(A), rg(B))
fir A e K™ B e K™".

2. Bestimmen Sie den Rang von

/141 2
A‘(4 1 4)62

iiber Q, und finden Sie invertierbare Matrizen S € Q%2 R € Q%3, so dass

sant - (£0)
0

gilt. Untersuchen Sie dieselbe Frage iiber F, fiir die Matrix A mod p, p Prim-
zahl.

3. Ist A€ K™" und r = rgA, so gibt es Matrizen B € K™", C' € K", so dass
A= BC.

Behandeln Sie die Beispiele

A_(369)(123> é}}
2 4 6 2 4 7 L9 9
4. Fur
01 1
110 13
A=l 110 |
1 01

bestimme man invertierbare Matrizen S und 7', so dass

E. 0
sar— (5 1)

gilt.
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x4 3y
5. Bestimmen Sie die Matrix von A : K? — K3 A (x) = | 3x —y | beziiglich
2x +vy
der Basen A = (vl v?),0! = (1) 0?2 = (_21) und B = (w!,w? w?),w' =
1 -1 0
L, w?=1[ 2 |, w¥=|2
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13 Lineare Gleichungssysteme und affine Unter-
raume
Es sei K ein Korper. Weiter sei A € K™" eine m xn-Matrix mit den Koeffizienten a;;

und b € K™ ein Spaltenvektor mit den Koeffizienten b;. z1, . .., z,, seien Unbekannte.
Das lineare Gleichungssystem

aniry + apre +...+ ar, = b
agl':cl +  Aepxy +...+ aopT, = bs (15)
11 + ApaTos + ...+ Gmnt, = by
kann man jetzt in der Form
a1 ... Qg T by
Ami - CGmn T b
oder noch kiirzer in der Form
Az =b (46)
schreiben, wobei = [z1, ..., x,]. v € K" heifit Losung von (46), wenn Az = b gilt.

L=L(Ab) = {z € K" | Av = b}

ist die Losungsmenge des Gleichungssystems (46). Das Gleichungssystem (46) heift
inhomogen, wenn b # 0. Das Gleichungssystem

Az =0 (47)

heifit das zu (46) gehérende homogene Gleichungssystem.

Offensichtlich ist die Losungsmenge L(A,0) von (47) gerade der Kern der Abbildung
A: K" — K™. Wir schreiben daher auch

L(A,0) = ker A.

Es folgt nun leicht

Satz 13.1
Es sei A € K™" eine Matrix vom Rang r und V' = ker A = {z € K"|Az = 0} die
Losungsmenge des homogenen Gleichungssystem Ax = 0. Dann gilt:

a) V ist ein (n — r)-dimensionaler Untervektorraum von K.

b) Ist b € K™, b +# 0 und ist zg € K" eine Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems Ax = b, so gilt:

L(AD) ={z e K" | Az =b} ={ag+vjv eV} =xy+ V.
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c) Fiir b € K™ sind dquivalent:

(i) Az = b ist losbar.

(ii) b ist eine Linearkombination der Spalten von A, also b € (a',... a") =
im A.

(iii) Der Rang von A stimmt mit dem Rang der erweiterten Matrix (A, b)
tiberein: rg(A, b) = rgA.

Beweis: Zu a) Nach Satz 9.14 ist
dimV = cg (A)=n—1g(A) =n—r.
Zub) Ist z € L(A,b), so ist Ax = b und somit (wegen Az = b)
Alx —x9) = Az — Azg=b—-b=0,

also x — o € V und damit = € xo + V. Es gilt somit L(A,b) C 2o+ V. Ist v € V,
soist . = xg+v € L(A,b), denn Ax = A(xo+v) = Axg+ Av = Az = b. Damit ist
auch xg +V C L(A,b). O
Zu c¢): Ist Az = b, soist b = Y a0l € (a*,...,a™). Ist b € (a',...,a"), so ist
rg(A,b) = rgA. Ist rg(A,b) = rgA, so ist b Linearkombination der Spalten von A,
also b= mrja' + ...+ x,a", dh. x = [11,...,2,] ist Losung von Az = b. O

Das Losungsverfahren fiir ein Gleichungssystem
Ar =b

kennen wir schon:

Mit dem GauBlschen Eliminationsverfahren, d.h. durch elementare Zeilenumformun-
gen der erweiterten Matrix (A, b), findet man eine invertierbare Matrix S € K™,

so dass
Bl c
stan = (015,

wobei B € K™ eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform ist, ¢ € K", ¢ € K™™"
und r = rgA. B ist von maximalem Rang. Es gilt:

Az = b ist 1osbar < rg(A,b) =71 &g (%‘%) =red=0.

Ist ¢ #0, so ist L(A,b) = 0. Ist ¢ = 0, so ergibt sich
L(A,b) = L(B,c¢).

L(B,c) kann man leicht beschreiben: Es seien 1 < j; < ... < j, <nund 1 <i; <
oo <lp_p < mso gewdhlt, dass {i1,...,0—r,J1,---,Jr} = {1,...,n} und

0O ... 0 b1j1 ... *
0 ... 0 ij2 X ... *

0 ... 0 by, *...%
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mit by;, = ... = by, = 1. Da eine reduzierte Zeilenstufenform vorliegt ist v/' =
el,..., b’ = e". Die j,-te Spalte b’* von B ist also der v-te Einheitsvektor. Also hat
B die Blockgestalt

B = (0 et * e? * ..k e’ * ).
T T T
7J1-te Spalte Jo-te Spalte Jr-te Spalte
Zj,,...,xj sind die Hauptvariablen und z;,,...,;, , sind die freien Variablen.
Damit die Bezeichnungen nicht zu kompliziert werden, nehmen wir ohne Einschran-
kung der Allgemeinheit an, dass j; = 1,...,j, = r gilt (eventuell muss man die
Variablen 1y, ..., z,, umnummerieren). Dann sind z1, . .., 2, die Hauptvariablen und
ZTyi1,--., T, die freien Variablen. B hat also die Gestalt
B=(E,, B
mit B' € K™ ", B = (b;y+;) i=1,.., . Es gilt somit fiir z = (:f,l,), e K" 2" e
Jj=1,...n—r

K™

/

I.//

Ar =b < Br=c¢ < (ET,B')<x> =c¢ < o'+ B2

=c < 12’ =c— B'a".
Damit haben wir die Losungsmenge L(A,b) als Graf der Abbildung
F:K""— K", F("):=c— B2

beschrieben:
!

L(A,b) = Graph (F) = {x - (;‘7) eK" |2 = F(:c”)}.

Hat man freie Variablen z” gewihlt, so liegen die Hauptvariablen ' fest: 2’/ =
c— B2 Ist x = [z1,...,2,) = (&), so bedeutet 2/ = F(z”):

"E”

n
T = Cj — E bl-jxj fiirizl,...,’r.

j=r+1

In Matrizenschreibweise ergibt sich auch

L(A,b) = {oc = (S) + (E:nB) 2|2 € K”’”}.

Fiir ” = 0 erhélt man die spezielle Losung

C
Ty — (0) = [Cl,...,C“O,...,O]

_prti

von Axr = b. Weiter sei v/ = ( ) die j-te Spalte der Matrix (E_f ;). Dann sind
1

v, ..., 0" linear unabhiingige Vektoren in K", und v’ ist eine Losung von Bx = 0,
denn B(v!,...,v"™") = (E,, B) (];ni) = —B' 4+ B’ = 0 und somit gilt:

el

L(A,b) = L(B,c) = {xg + Aot + ...+ X" | A1y A € K}

=x0+ (W', ...,
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Beispiel 13.2 Sei A € R*", b € R*, Ar = b. Kommt man durch das GauBsche
Eliminationsverfahren auf die reduzierte Zeilenstufenform

0120301 1
B=[0o001202]|, ¢c=|2],
0000014 3

gilt also

S(A,b):(lg CC)

und ist ¢ = 0, so ist Ax = b losbar und die Losungsmenge kann man unmittelbar
an der Matrix B und der Spalte ¢ ablesen.

Wir numerieren die Variablen um und erhalten

i 10 0/0 2 31
B - 01 0[00 2 2 = (Es, B,
00 1/0 00 4
0 -2 -3 —1
0 0 —2 -2
o 0 0 0 —4
<EB>: 1 0 0 0
4 0O 1 0 0
0 0 1 0
0O 0 0 1

Dann ist
z9=11,2,3,0,0,0,0]

eine spezielle Losung von Bx = ¢, die vier Spalten

o' =10,0,0,1,0,0,0],...,0* = [~1,-2,—4,0,0,0, 1]

B’

By ) sind linear unabhéngig, und es gilt:

von (
L(B,c) = &y + (0,0, 9%,9%).

Um die Losungen von Ax = b zu erhalten, muss man nur die alte Nummerierung
wieder herstellen:
L(Aa b) = L(Bv C) =Ty + <’Ul, UQ) US? U4>

mit

Ty = [07 17 07 2a Oa 37 0]7

o' = [1,0,0,0,0,0,0],

v? = [0,-2,1,0,0,0,0], usw.
Auf 7,9, ..., 9" muss man also die Permutation

[xla Lo, T3,T4, x5, Le, .ZU7] 7 [‘T47 L1,T5,T2,Tg, L3, .ZU?]

anwenden.
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Beispiel 13.3 Die Lésungsmenge von
(1 0 2 =2 zy | (0
Bx_(o1 ~1 3) s _<0>

([-2,1,1,0],[2,-3,0,1]),
das sind die Spalten der Matrix

hat die Basis

—2 2
1 -3 | (-B
L= (= )
0 1

wobei B = (Fy, B') ist.

Definition 13.4 Eine Teilmenge L C K" heifit k-dimensionaler affiner Unter-
raum & Jxg € K™, V C K" k-dimensionaler Untervektorraum, so dass

L:l’0+v

gilt. V' heifit der zu L gehorige Untervektorraum. codimL := n — k heifit die Kodi-
mension von L in K. Hier ist 0 < k < n, k = dim L. Die leere Menge () wird auch
als affiner Unterraum angesehen. Ihre Dimension bleibt unbestimmt. Man sagt nur

dim® <0 oder codimf > n.

Ist codim L = 1, so heiflit L eine Hyperebene in K.

Satz 13.5 Essei L C K. Dann gilt:

L ist affiner Unterraum von K" <= 9 Matrix A € K" und ein b € K™, so dass
L =L(ADb).

Beweis: “<” haben wir schon in Satz 13.1 bewiesen.

"=" Es sei V C K" ein Untervektorraum und zo € K", L = x¢9+ V. Es sei
k = dim V. Wir wiahlen einen zu V' komplementiren Untervektorraum U C K™. Es
gilt dimU =n — k. 7 : K" — U sei die Projektion (v +u) =u, v € V, u € U.
Weiter sei o : U — K" ¥ ein Isomorphismus. Es sei

A=aom: K" — K"*
A ist eine (n — k) x n-Matrix und es gilt
ker A =kerm = V.
Mit b := Axg gilt dann
L(AD) ={z e K" |Azv=b}={r e K" | A(x —x9) =0} =20+ V = L.

Ist L = (), so wihle man ein nicht losbares Gleichungssystem. O
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Bemerkung 13.6 Ist L = 2o+ V und (b',...,0") eine Basis von V, & = [by;, ...,
bojl, 7 =1,...,k, B € K™ die Matrix aus den Spaltenvektoren b', ..., 0", so lose
man das homogene lineare Gleichungssystem

zB = 0.

Da rgB = k, gibt es n — k linear unabhingige Losungen aq, ..., a,_; € KY". Fiir
a1
die Matrix A = : € KnF" gilt dann:
Qp—F
AB =0,
Dies bedeutet AV =0 fiir j = 1,...,k DargA =n — k gilt, ist
V =L(A,0) =kerA

und

L=L(Ab),
wobei b := Axy.

Dies ist ein konstruktives Verfahren zum Auffinden von Gleichungen fiir einen in
Parameterdarstellung L = xo + (b', ..., ") gegebenen affinen Unterraum von K".

Beispiel 13.7
1 2 2
L=12 +< 1 >, B=|1|, zB=0 (dh, 22+ 25+ 223=0)
3 2 2

hat die zwei linear unabhéngigen Losungen

a; = (1,0,—-1), as = (1,-2,0).

_ 1 0 -1 2.3
A_<1 9 O)eK

Also ist

eine mogliche Matrix und setzt man

|
b=A |2 :(:g),
3

so ist L die Losungsmenge von

T —x3 = —2

Ar=b dh. T80T

L ist der Durchschnitt der beiden Ebenen
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Satz 13.8 Sind L;, L, C K" affine Unterrdume, so ist auch L; N L, ein affiner
Unterraum, und es gilt: L; N Ly = () oder

codim(Ly N Ly) < codimL; 4 codim Ls. (48)

Beweis: Nach Satz 13.5 kann man Matrizen
A e K™ Ay e K™ b e K™, bye K™

finden, so dass
Li = L(Az, bl), codimLi =m,; fir i = ]., 2.

Dann ist
LiNLy=L(Ab),

_ Ay mi+ma,n _ by mi+ma
A_(AQ)EK , b= by e K )

Es gilt also L1 N Ly = 0 oder

wobel

codim(Ly N Ly) = rgA < my + mg = codimL; + codimLs.
O

Definition 13.9 Es seien L, Lo C K™ affine Unterrdume, V;, V5 ihre zugehorigen
Untervektorrdaume Man sagt:

Ly und L, sind in allgemeiner Lage, wenn folgendes gilt:
codim(L; N Lg) = codimL; + codim Lo,
falls codim/Z + codimLy < n und
LiNnLy=0und VNV, =0,

falls codim/Z + codimLy > n.

Bemerkung 13.10
Ist codim L;+codim Ly < nund sind L; und L, in allgemeiner Lage, so ist L1NLy # ()
und Ly N Ly besitzt die kleinstmdgliche Dimension, nédmlich

dim(L; N Ly) = dim Ly + dim Ly — n,

weil codim(L; N Ly) = codimL; + codimLy gilt. Man sagt dann auch: Ly und Ly
schneiden sich in allgemeiner Lage.

Beispiel 13.11
a) Sind Ly, Ly 3-dimensionale affine Unterrdume in R® | so gilt
Ly N Ly =) oder 2 <codim(L; N Ly) <codim L+ codim Ly = 4.
codim(L; N Ly) = 4 bedeutet allgemeine Lage.
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b) Ist L; 3-dimensionaler und L, 2-dimensionaler affiner Unterraum in R® | so
gilt
Ly N Ly =) oder 3 <codim(L; N Ly) <codim L;+codim Ly = 5.
O) L1 N L2 - @
Spezielle Lage: ¢ 1.) Lo C L4 )
Allgemeine Lage: Ly N Ly = {P}, P Schnittpunkt.

c) Es seien Ly, Ly zwei Geraden in R3. Dann sind L;, L, genau dann in allge-
meiner Lage, wenn sie windschief sind, d.h. sich nicht schneiden und linear
unabhéngige Richtungsvektoren haben.

Durch beliebig kleines “Wackeln” wird aus spezieller Lage (d.h. nicht allgemeiner
Lage) allgemeine Lage.

Dagegen bleibt die allgemeine Lage bei kleinem Wackeln erhalten.

Das ist anschaulich klar und 148t sich auch exakt beweisen. Dazu muss man auf der
Menge der affinen Unterrdume von R"™ eine Topologie oder einen Abstandsbegriff
einfithren, was aber nicht Thema dieser Vorlesung ist.

Desweiteren hat die affine Geometrie einen Schénheitsfehler: Es kann passieren, dass
sich zwei affine Teilrdume L,, Lo C K" nicht schneiden, obwohl dim L +dim Ly > n
gilt.

Dies kann man beheben, wenn man vom affinen Raum K™ zum projektiven Raum
P*(K) iibergeht, der aus K™ durch Hinzunahme einer sogenannten unendlichfernen
Hyperebene entsteht. Auch dies soll hier nicht ndher untersucht werden.

Ubungen
1. Es sei K ein Korper der Charakteristik p = 13. Sei
Ly ={([1,2,3,0],[1,1,2,1]) c K*

und
Ly(a) =10,1,2,12] + ([1 — a,2,3,qa],[1,1 +a,2+ a,1 — a]).

Berechnen Sie L; N Ly(a). Fiir welche a € K schneiden sich L; und Ls(a) in
allgemeiner Lage?

2. Losen Sie das Gleichungssystem
Ar=b in C*
-1 1—-2¢ -1 1—1 3—1

A= 1-45 2 1 0 |, b= -3+
1 i 0 141 0

3. Es sei V der von

b' =11,0,3,-2,1], b*=[2,4,1,0,-2], b*=]1,4,-2,2 -5
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erzeugte Untervektorraum von R® und
xg=11,1,0,0,1], L=x0+V.
Konstruieren Sie ein lineares Gleichungssystem
Ax =0,
das L als Losungsmenge besitzt.
4. Essei A e K™, so dass fiir alle £ mit 1 < k£ < n die Untermatrix
A ma,.x € KM

von A invertierbar ist. Zeigen Sie: Es gibt eine untere Dreiecksmatrix

dy 0
D= L c K
* d,
und eine obere Dreiecksmatrix
d} *
D/ — .. ) E KTL,TL’
0 d,

so dass A = DD’ (Hinweis: Induktion nach n).

5. Es sei K ein endlicher Koérper mit ¢ Elementen. Dann gibt es

-1 -1)... ("~ 1)
verschiedene invertierbare Matrizen A € K™".

6. Zu jedem affinen Unterraum L C K" der Kodimension r gibt es Linearformen
©1, ... r € (K™)* und Elemente bq,...,b. € K, so dass

L= e (o)

gilt.
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14 Ringe, Algebren, Polynomringe, Matrizenal-
gebren

In diesem Abschnitt werden einige neue algebraische Grundbegriffe eingefiithrt und
an wichtigen Beispielen erlautert.

Definition 14.1 Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge R mit einer Addition + :
R x R — R und einer Multiplikation - : R x R — R, so dass gilt:

1) (z4+y)+z=x+(y+2) Vz,y,2 € R.

2) x+y=y+axVr,y €R.
3) eRVzeR:2+0=u.
5) (zy)z = z(yz) Vr,y,z € R.

6) (r+y)z=xz+yzund x(y + 2z) = 2y + zz Vz,y,2z € R.

(1)
(2) @
(3)
4) V€ RI—z€R:a+(~2)=0.
(5)
(6)
(7)

7) dlg € R,sodass lgx = xlg =x Vo € R.

Ein Ring R heifit
a) kommutativ, wenn xy = yx Vo,y € R.
b) nullteilerfrei, wenn fir z,y € R gilt:
Aus xy = 0 folgt z = 0 oder y = 0.
c) Integrititsbereich, wenn (a), (b) gelten und R # {0}.

Beispiel 14.2
a) Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich.

b) Z ist ein Integritdatsbereich.
¢) Dieses Beispiel ist besonders wichtig: Es sei R ein Ring und n € N, n > 0.

My (R) = R™" = {A = (aij)ij=1,.n | ai; € R}

ist ein Ring mit der Addition
(aij) + (bij) := (aij + bij)

und der Multiplikation
(aij) - (bij) := (cij), wobei ¢;; = Zaikbkj.

Beweis: (1) - (4) und (6) iibertragen sich ohne Miihe von R auf M, (R).
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Zu (5) Sei A = (aij), B = (bij)7 C = (Cz‘j)- Es sei (AB)C = (d’LJ> Da AB =
i aikbkj> s gllt
k=1 i

7j

Z (aikbkl>clj

|
NE

&
M=

dij (Z aikbkl) Cij
1 \k=

> ap(bucy) =

1 k=1

~
Il
—_
~
Il
—
ol
—

=
M=
NE
NE

aik(brici;)

N
Il
B
Il
—
o~
Il
—

—
=

n n
= Z Ak Z blelj;
k=1 =1

und somit (AB)C' = A(BC).
Zu (7): Die Einheitsmatrix FE,, ist das Einselement. O
M, (R) heiit der Matrizenring n-ten Grades iiber dem Ring R.

d) Ist R ein Ring, X eine Menge, so ist auch Abb (X, R) = {f|f : X — R} ein
Ring mit den Verkniipfungen

(f+9)(x) = [f(x)+9g(x)
(fo)(z) = [flx)g(x).
Definition 14.3 Ist S ein Ring und R C S, so heifit R Unterring von S, wenn
gilt:
a) r,y € R=x—y € R.
b) z,y € R= zy € R.
c) leR.

R ist dann ebenfalls ein Ring mit den von S auf R eingeschréinkten Verkniipfungen
(Ubung).

Beispiel 14.4
a) Z C Q ist Unterring.

b) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, S ein Ring, so dass R C S Unterring
ist. Sei @ € S, und es gelte ar = ra Vr € R. Dann gilt:

(i) Rla)|={be S|3IneN,ag,...,a, € R, so dass b = ag + aja + aza’® +
...+ aya"} ist ein Unterring von S. Ra] heifit der von R und a erzeugte
Unterring von S.

(ii) R[a] ist kommutativ und enthélt R als Unterring.

Beweis: Zu (i): Seien b,c € Rla], b= > a,a”, ¢ = > al,a”, dann ist
v=0 v=0
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b—c=> (a, —al,)a” € R[a] und

v=0

n

n
— v !l _u !/ v+p
= E a,a”a,at = 5 a,a,a”™" € Rlal.

v,p=0 v,pu=0

n n
Zu (ii): be = Y aya,a" = 3 aja,a” = cb. O
v,u=0 v,u=0

Konkrete Beispiele sind Z[i] = {a + bila,b € Z} C C, der Ring der ganzen
Gauflschen Zahlen, und das schon bekannte Beispiel Q[\/E] C C, wobei d € Z
mit vd ¢ Q.

Definition 14.5 Es sei K ein Korper und R eine Menge mit drei Verkniipfungen,
einer Addition 4+ : R x R — R, einer skalaren Multiplikation - : K x R — R und
einer Multiplikation o : R x R — R. Dann heifit (R, +,0,) eine K-Algebra (mit
Eins), falls gilt:

a) (R,+,-) ist ein K-Vektorraum.

b) (R,+,0) ist ein Ring mit Einselement 1g.

c) Firalle A,Be R, a€ K gilt: a(AoB)=(aA)o B = Ao (aB).
Als wichtigste Beispiele haben wir

Satz und Definition 14.6 Es sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung
¢ : V = V heifit Endomorphismus von V. Die Menge

End V = EndgV := Hom (V,V)

ist mit der Komposition von Endomorphismen als Multiplikation eine K-Algebra
mit Einselement idy . End V' heift die Endomorphismenalgebra (auch: der En-
domorphismenring) von V.

Ein weiteres Beispiel ist der Matrizenring M,,(K) n-ten Grades iiber einem Korper
K. Die skalare Multiplikation ist mit der Matrizenmultiplikation vertréaglich:

a(AB) = (aA)B = A(aB) firallea € K, A, B € M,(K).

M, (K) heiit deshalb auch die (volle) Matrizenalgebra n-ten Grades iiber dem
Korper K.

Definition 14.7 Sei S eine K-Algebra und R C S. R heifit K-Unteralgebra von
S, falls gilt:

a) R ist K-Untervektorraum.
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b)

R ist Unterring von S.

Beispiel 14.8 M,(K) ist 4-dimensionale K-Algebra.

a)

M, (K) ist nicht kommutativ; z.B. ist
1 1Y/10\ (2
01 1 1) \1
1o /1 1) (1
11 0 1) \1

2 1 11 . ..
und(1 1)7&<1 2)fuu"‘]edenKorperK.

NI —_ =
~

Sei

Dann gilt D? = dE, wobei E = ((1) (1)) :

K[D] = {aE + bD|a,b € K} ist eine zweidimensionale K-Unteralgebra von
M,y (K). Es gibt drei Félle.

1. Fall: d # a®> Va € K, d.h. es gibt kein Quadratwurzel von d in K. Dann ist
fir (a,) # (0,0)

(aE +bD)(aE —bD) = (a* — b*d)E # 0.

Hieraus folgt sofort: K[D] ist ein Erweiterungskorper von K, wobei K mit

ko= {(2 Ypaer)

identifiziert wird. Als konkretes Beispiel wihlen wir K = F3 und d = [2]. Dann
ist d kein Quadrat in Fs, weil [0]* = [0], [1]* = [1] = [2]®. Wir bezeichnen die
Elemente von [F3 einfach mit 0, 1, 2.

e [ ]G 2 ver)

ist also ein Kérper mit neun Elementen. Ubung: Es gibt eine Matrix A € L, so
dass alle von Null verschiedenen Elemente in L Potenzen von A sind. Losung:

. 11
Zum Beispiel (2 1).
2. Fall: d = ¢? fiir ein ¢ € K\{0}. Es folgt:
(¢E + D)(¢E — D) = ¢*E — D* = (¢* = d)E = 0;

und somit ist ¢F + D ein Nullteiler von K|[D].
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3. Fall: d = 0. Sei N := D = 8 (1)) Es gilt: N2 = 0. N ist nilpotent.

K[N] = {aE+bN | a,b € K} besteht auschlielich aus Elementen die entweder
invertierbar oder nilpotent sind.

Behauptung: S = aF + DN ist genau dann invertierbar, wenn a # 0 ist.
Beweis: Sei a # 0. Dann ist S = a (E 4+ 2N); und somit S™' = a™! (E — 2N),
weil

—1 b22
SS"=FE—-|-) N“=FE.

a

Ist a = 0, so ist S = bN nilpotent.

Definition 14.9
a) Esseien R, S Ringe (mit Eins). Eine Abbildung ¢ : R — S heifit Ringhomo-
morphismus, wenn gilt:
(1) v(z+y) = o) +e(y) Vo, y € R.
(i) (zy) = (z)e(y) Yo,y € R.
(iii) (1r) = Ls.

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit Ringisomorphismus.

b) Es sei K ein Korper; R, S seien K-Algebren. Eine Abbildung ¢ : R — S heifit
K-Algebrahomomorphismus, wenn ¢ ein K-linearer Ringhomomorphismus
ist. Ein bijektiver K- Algebrahomomorphismus heifit K-Algebraisomorphis-
mus.

Beispiel 14.10
a) Ist R ein Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : Z — R,
namlich ¢(n) = nlg.

b) Ist R eine K-Algebra, so gibt es genau einen K-Algebrahomomorphismus ¢ :
K — R, nidmlich ¢(a) = alg.
Fir R = M,(K) ist dies die Abbildung
a 0
0 a
Fir R = Abb (X, K) ist dies die Abbildung
a — (konstante Funktion x — a).

¢ : K — R heifit die kanonische Abbildung. Ist R # 0, d.h. gilt 0 # 1g, so
ist die Abbildung ¢ : K — R, p(a) = alg injektiv, denn wire ker ¢ # 0, so
gébe es ein a € K, a # 0 mit algr = 0; dann wére auch

0=a(alg) = (ata)lg=1-1g = 15
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Jede von Null verschiedene K-Algebra R enthélt die zu K isomorphe Unter-
algebra K1p = {alg|a € K}, und es gilt nach Definition 14.5 ¢):

(alg)A =aA = A(alg)

fiir alle A € R und fiir alle a« € K. Nach Beispiel 14.4 b) ist daher fiir jedes
A € R die Menge

K[A] := K1g[A] = {Za,,A”MLGN, ao,...,aneK}

v=0

ein Unterring von R und natiirlich auch ein K-Untervektorraum, also eine
K-Unteralgebra von R. Auflerdem ist K[A] kommutativ.

Ist V' ein 2-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € End V', so gibt es Elemente
a,b € K, so dass
©® 4+ ap +bidy =0

gilt. Jede Potenz ¢”, v > 2, kann man also als Linearkombination von ¢ und
tdy schreiben. Ist ¢ # a idy fiir alle a € K, so ist

K[p] C End V
eine 2-dimensionale K-Unteralgebra von End V.

c) Es sei K ein Korper und R die K-Algebra aller Funktionen f : K — K. Mit
f1 bezeichnen wir die Funktion f;(z) = x. Dann ist

K[filcR
die K-Unteralgebra der Polynomfunktionen auf K.
Wir geben nun die abstrakte Definition des Polynomenrings.

Definition 14.11 Es sei R ein Ring und X eine Unbestimmte (d.h. X ist ein for-
males Symbol).

Ein Polynom in der Unbestimmten X mit Koeffizienten in R ist ein formaler Aus-
druck

P=ay+a X +aX>+...+a,X" :Z&VXV,
v=0

wobei ag,...,a, € R, n € Nund X := 1, X! := X,
Ist Q@ =0y + b X + ...+ b, X™ ein weiteres Polynom, so wird definiert

P=@Q < VY0<i<min(n,m): a;=25b und
Vmin(n,m)<i<n: a =0 und
Vmin(n,m) <i<m: b =0.

Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome in X mit Koeffizienten in R.
Weiter sei RN die Menge aller Folgen

a = (&k)keN = (Go, ay, a2, as, . . )
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von Elementen a; € R mit der Eigenschaft:
dn € N, so dass a, = 0 fiir alle & > n.
Nach Definition der Gleichheit von Polynomen ist die Abbildung
a = (ag,a1,as,...) — P=ag+a; X +aX*+ ...

eine Bijektion R™ — R[X].

a heifit die Koeffizientenfolge von P.

Die Gleichheit von Polynomen priift man durch Koeffizientenvergleich.

Die Addition und Multiplikation von Polynomen wird so definiert: Seien P, Q) €
R[X], a = (ag, a1, as, . ..) sei die Koeffizientenfolge von P und b = (bg, by, bs, .. .) sei
die Koeffizientenfolge von (). Dann ist P + ) das Polynom mit

a+b2: (a0+b0,a1+bl,a2+bg,...)

als Koeffizientenfolge, und P ist das Polynom mit der Koeffizientenfolge

ax*xb:= (aobo, &le + albo, ey Z (l,jbu, .. > .

v+u==k

Es gilt also nach Definition:

n

P+Q=(ag+by) + (a1 +b1)X + (a2 + b)) X> + ... = (a, +b,) X"

v=0

(falls a; = b; = 0 fiir i > n) und

PQ = a0b0+ (a0b1 —|—Cle0)X—|—+ ( Z a,,bu> Xk—l——l—anme’Hm

v+u=k
(falls a; = 0 fiir ¢ > n, a,, # 0, b; = 0 fir j > m, b,, # 0).

Satz 14.12
a) R[X] ist ein Ring, und R C R[X] ist Unterring.

b) Ist R kommutativ, so ist auch R[X] kommutativ.
c¢) Ist R nullteilerfrei, so ist R[X] nullteilerfrei.
)

d) Ist K ein Korper, so ist K[X] eine unendlich-dimensionale kommutative K-
Algebra. (1, X, X? X3 ...) ist eine K-Vektorraumbasis von K[X].

Beweis zu a): Wir miissen die Axiome (1) - (7) aus Definition 14.1 nachpriifen.
(1) und (2) sind klar.

Zu (3): Das Nullpolynom 0 € K[X] ist das Polynom mit der Folge (0,0,...) als
Koeffizientenfolge. Dann gilt offensichtlich:

P+ 0= P fir alle P € K[X].
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Zu (4): Ist P=ag+ a1 X + ax X? + ...+ a, X", so definiert man
—P = (—ap) + (—a) X + ...+ (—a,) X"
Dann gilt:
P+ (—=P)=0.
Zu (5): Essei P =>a, X", Q=> bX" R=)> ¢, X". Dann gilt:

ran = (zor) ((.20) )

= Z( POINUEDY bu0u>Xm

m l+k=m  v+up==k

m l+v+pu=m

= Z( > albl,cu>Xm.

Berechnet man (PQ)R, so erhdlt man dasselbe Ergebnis.
Zu (6): P,Q, R seien wie im Beweis zu (5) gewahlt. Dann gilt:

PQ+R) = Z( > ay(bﬂ+cu)>X’f

k v+u==~k

= Z( > aybH>X’“—|—Z< > aVcM>X’C

v+u==k k v+u==k

— PQ+ PR.

Genauso folgt (P + Q)R = PR+ QR.

Zu (7): Nach Konstruktion ist R C R[X], und das Einselement 1 in R ist auch das
Einselement in R[X]. Damit ist R[X] ein Ring, und offensichtlich ist R ein Unterring
von R[X]. O
Die Elemente aus R heiflen auch konstante Polynome.

a € R besitzt als Polynom in R[X] die Koeffizientenfolge (a,0,0,...).

Beweis zu b): Klar! O
Beweis zu c): Seien P,Q € R[X], P,Q # 0,

P=a+au X+...4a,X" mit a, #0,

Da R nullteilerfrei ist, ist a,b,, # 0, also auch PQ = agby + ... + a0, X"T™ #£ 0. O

Beweis zu d): Ist K ein Korper, so ist K[X]| auch ein K-Vektorraum. Die skalare
Multiplikation K x K[X] — K[X] entsteht durch Einschrinkung der Polynommul-

tiplikation K[X] x K[X] — K[X] auf K x K[X]. Fira € K, P = a, X" € K[X]
v=0
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ist .
aP = Z(aa,,)X”‘
v=0

Fiir jedes n € N sind X% X! ..., X" nach Konstruktion linear unabhiingig iiber K,
und {X% X' X2 ...} ist ein Erzeugendensystem von K[X] als K-Vektorraum. O

X" hat die Koeffizientenfolge
(0,0,...,0,1,0,0,...) = (000, On1s - - s Onny O 15 - - =),
und nach Definition der Multiplikation gilt:
X=X X"

Das Polynom (genauer: das Mlonom) X" ist somit die n—te Potenz von X.

Definition 14.13 Ist R ein Ring, P = > a, X" € R[X], P # 0 und a, # 0, so

v=0
heiflt grad P := n der Grad von P und a, der Leitkoeffizient von P. Dagegen
heifit ag der konstante Term von P (bzgl. X). Fiir das Nullpolynom wird grad
0 = —oo gesetzt.

Lemma 14.14 Ist R ein Integritdtsbereich, so gilt fir alle P,Q € R[X]:
a) grad (P + @) < max(grad P, grad Q).
b) grad (PQ) = grad P+ grad Q.

(Hier wird a 4+ (—00) = (—00) + a = —o0 fiir alle ¢ € NU {—0c0} und —oo < a fiir
alle a € NU {—o0} gesetzt.)

Wichtig ist die folgende fundamentale Eigenschaft des Polynomenrings R[X] eines
kommutativen Rings R.

Satz 14.15 (universelle Eigenschaft des Polynomenrings) Es seien R, S Ringe, ¢ :
R — S sei ein Ringhomomorphismus, und es sei b € S. R sei kommutativ, und es
gelte p(a)b = bp(a) fiir alle a € R. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
¢ : R[X]| — S mit ®(a) = p(a) fir alle a € R und &(X) = b.

Beweis:

a) Eindeutigkeit:

Sei ® : R[X]| — S Ringhomomorphismus mit ®(a) = ¢(a) fir a € R und
®(X) = b. Dann ist

P(X™) = (XX" ) = d(X)P(X™ ).

Induktiv ergibt sich also ®(X™) = b" und somit

n

® (Z aVX”> = D(a,)P(XY) =Y pla,)b”.

v=0 v=0
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Also ist ® eindeutig bestimmt, und es muss gelten:
P (Z al,X”> = Z o(a,)b”. (49)
v=0 v=0

b) Existenz:

Durch die Formel (49) ist eine Abbildung ® : R[X] — S definiert. Wir miissen
nur noch zeigen, dass ® ein Ringhomomorphismus ist. Es sei

P iaVX”, = zn: b, X"
v=0 v=0

Dann ist .
P+Q=> (a,+b,)X";
v=0
und somit
PP+Q) = 2_3090(% + b,)b” = 2_?0(90(%) + @(by))b”
= S+ 3 el = 2(P) + (@)
Weiter ist ,
PQ=>" ( > al,bu) X*,
k=0 \v+pu=k
also

»(PQ) = %’iw( zkaybu) B S Y pla)e(b)b

k=0 v+u=~k

= (S otan) (£ v00m) —ore@),

v=0 /‘L:O

SchlieBlich ist ®(1) = (1) = 1.

Als Folgerung erhalten wir

Satz 14.16 Es sei K ein Korper und R eine K-Algebra. Zu jedem A € R gibt es
genau einen K-Algebrahomomorphismus

O, K[X] — R mit ®4(X) = A.
Beweis: ¢ : K — R sei die natiirliche Abbildung ¢(a) = alg. Dann ist

p(a)A =aA = A(alg) = Ap(a)
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fiir alle @ € K. Also kann man Satz 14.15 anwenden. Man erhélt einen Ringhomo-
morphismus

O,=0: K[X] > R
mit ®(a) = alg und ®(X) = A; die Bedingung ®(a) = alp fir a € K bedeutet

genau, dass ¢ ein K-Algebrahomomorphismus ist. O

Beispiel 14.17 Es sei K ein Korper, n € N, n > 0.

a) Fiir jede Matrix A € M, (K) gibt es nach Satz 14.16 einen K-Algebrahomo-
morphismus
Oy K[X] = My(K) mit 4(X)= A.

Dann ist offensichtlich K[A] = im &4 (vgl. Beispiel 14.10 b).
Im Fall n = 2 haben wir schon gesehen, dass die Abbildung ® 4 : K[X]| — K[A]
nicht injektiv ist. Vielmehr gibt es Elemente a,b € K, so dass

A2+ aA+bFEy, =0
ist. P = X?+aX 4+ b€ K[X] ist somit ein Polynom mit
PA(P)=A*+aA+bEy = 0.
Auch fiir beliebiges n kann ® 4 aus Dimensionsgriinden nicht injektiv sein.
b) Ist a € K, so ist der K-Algebrahomomorphismus
O, K[X] > K mit ®,(X)=a

die Auswertungsabbildung

n n
P = Zal,X” — Zaya” c K.
v=0 v=0
Fiir X wird a eingesetzt.

Notation 14.18 Statt ®4(P) schreibt man auch P(A). Die Unbestimmte X wird
durch A ersetzt.

Die Ringe Z und K[X| (K-Korper) haben eine sehr verwandte algebraische Struktur.
Der Grund liegt in folgendem

Satz 14.19 (Division mit Rest): Es sei K ein Korper, G € K[X], G # 0. Dann
gilt:
VF € K[X] 31Q,R € K[X],sodass F=QG+ R und grad R < grad G.

R heifit der Rest von F' bei Division durch G und wird mit ' mod G bezeichnet.
Fir Fy, F, € K[X] definiert man

F) = F; mod G (F; und F5 sind kongruent modulo G) <
Fi, mod G = F, mod G.
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Es sei grad G = d. Dann ist F'+— F mod G eine surjektive K-lineare Abbildung
K[X] — K[X]4-1 = {Polynome vom Grad < d}.
Beweis:

1. Existenz:

Sei
F=a+auX+...4a, X", a,#0,

Induktion nach n:
(a) Ist n = 0,s0setze R =F, Q = 0, falls m > 0, und R = 0, Q = apb, ',
falls m = 0.

(b) Jetzt sei n > 0 und die Existenz fiir Polynome vom Grad < n schon
bewiesen. Ist n < m, so konnen wir () = 0 und R = F' setzen. Sei also
m < n. Dann schreiben wir

F=ab,'X"""G+ F,

und erhalten grad F < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist F' = QG+ R
mit grad R < m, also

F=(ab ' X"™ + Q)G+ R.

2. Eindeutigkeit:

Es gelte: QG + R = Q'G + R’ mit grad R < grad G und grad R’ < grad G.
Dann folgt
(Q - Q/)G = R/ - Ra
also
grad (Q — Q') + grad G = grad (R — R');
das geht nur, wenn Q = @’ und R = R’ (Beachte: —co + a = —00.).

O

Definition 14.20 Es sei K C L eine Korpererweiterung und P € K[X]. a € L
heiBt Nullstelle von P, wenn P(a) = 0 gilt.
a € L heiit algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom P € K[X]| mit grad P > 1
gibt, so dass

P(a) =0.

Beispiel 14.21 X? +1 € R[X] hat keine Nullstellen in R, aber in C: i und —i sind
Nullstellen von X? + 1. Es gilt: C = R][i].

Die Abbildung ®; : R[X] — C ist surjektiv und

ker ®; = {F € R[X] | F mod (X* +1) = 0}.
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Lemma 14.22 Ist P € K[X] und a € K Nullstelle von P, so gilt:
P=Q(X —a) mit Q € K[X], grad @ = grad P — 1.
Ein Polynom P € K[X] vom Grad n besitzt hochstens n Nullstellen in K.

Lemma 14.23 Es sei K ein Korper und V' die kommutative K-Algebra der Poly-
nomfunktionen f : K — K. Dann ist die kanonische Abbildung

d:K[X] —V, P—P(fi)=Ff

(also f(x) = (@, (P))(z) = P(f1)(z) = P(z) fiir alle z € K) surjektiv.
Aber ® ist injektiv nur dann, wenn K unendlich ist.

Beweis:
ker ® = {P € K[X] | P(a) = 0Va € K}.

Also ist ker ® = 0, wenn K unendlich ist.
Ist K endlich, so ist

P = H(X—a)E ker &, aber P # 0.

acK

Mehr iiber Polynome folgt spéter.

Ubungen

1. Essei K ein Korper. Welche der folgenden Teilmengen ist eine K-Unteralgebra
der Matrizenalgebra M,,(K)?

(a) Ri={A=(ay) |a;=0firi#j}.

0 A,
wobel n = ny + no.

(c) Ry = {A: ( A C ) | Ay € My (K), Ay € My, (K),C € K”lm},

Bestimmen Sie fir R = M, (K), Ry, Ry die Menge

Z(R)={A € R| AB = BA fur alle B € R}.

2. Es sei R ein Ring. = € R heifit nilpotent, wenn x™ = 0 fiir ein m € N gilt.
Zeigen Sie:

(a) Sind z,y € R vertauschbar (d.h. es gilt xy = yx), so ist x + y nilpotent,
wenn x und y es sind.
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(b) Finden Sie einen nicht kommutativen Ring R, zwei nilpotente nicht ver-
tauschbare Elemente z,y € R, so dass x + y sogar invertierbar ist, d.h.

(x+y)z=z(x+y)=1g
fiir ein 2z € R gilt.

3. Essei A € My(C). Beweisen Sie: Es gibt eine invertierbare Matrix S € My(C),
so dass gilt:

SAS—lz(g 2) mit a,b € C
oder
SAslz(g i) mit a € C.

Gilt die analoge Aussage auch fiir den Korper R an Stelle von C? Betrachten
. 0 1
Slez.B.A—<_1 0).

4. Esseien FF= X°—4X —1,G=2X3-2X?+1,H= X3+ X? - X +2 € F5[X]
gegeben. Teilen Sie F' mit Rest durch G und durch H.
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15 Determinanten

Beispiel 15.1 Wir haben schon gesehen, dass ein lineares Gleichungssystem
a b\ (z\ (e
c d)\y) \f

fiir a,b,c,d, e, f € K genau dann eindeutig losbar ist, wenn CCL

b’ = ad —bc # 0 ist.

d
Es gilt:
e b a e
[ d b f
T = und Y= .
a b a b
c d c d

Analog kann man auch bei drei Gleichungen mit drei Unbekannten vorgehen. Es sei
A= (aij)ij=123 € M3(K), b= [b1,by,b3], v = [71, 7, 73].

Um
Ax =0

zu losen, wéihlen wir x3 fest und betrachten die ersten beiden Gleichungen als Glei-
chungen in x; und z5:

a11%1 + ajp®s = by — aiz3x3
a21%1 + ATy = by — axxs.
a1 a2 . . . v 1
Ist # 0, so gibt es genau eine Losung [x1, 25|, ndmlich
21 A2
by —azr3 az by a2 @13 A12
_ T3
by — agsxs ag by ag Q23 A22
1‘1 == et ,
@11 a2 @11 a2
21 A22 21 A22
air by _|@1r Q13
as; by 21 Q23
To =
@11 Q12
21 A22

Setzt man dies in die dritte Gleichung

a31%1 + azeTo + aszxrs = by

aix a2

, so erhalt man
G21 A22

ein und multipliziert mit
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a by a @13 12 T2+ a a a 11 Qi3 o
31 — as1 3 32 — as2 3
by as @23 22 az b Q21 Q23
a1 a2 11 a2
+ass = b3 ;
21 A22 Q21 A2
also
12 a3 11 3 11 a2
(a3 —as + ass B
Q22 A23 21 3 Q21 A2
a12 a 1 ailr a2
= a3y b aso b +0
a22 02 21 21 A22
Definiert man nun die Determinante von A als
11 Q12 413 a a a a a a
12 13 11 3 11 12
det A = |as; age ags| = as — 32 + ag
Q22 Q23 a1 a21 A2
31 Aaz2 ass
so gilt also
a; a2 by
as Gz by
az asp bs det(a', a?b)
:C3 = =
1,2 ,3)’
a1 Q12 Qi3 det(a ,ac,a )

Qg1 Q22 (23

asy Gz2 das3
falls det A # 0 ist. Bevor wir uns in Details verlieren, stoppen wir hier und fiithren
auf induktivem Wege die Determinante einer n x n-Matrix ein.

Definition 15.2 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und n € N, n > 0.
A = (ai;) € M,(R) sei eine n x n-Matrix iiber R.
Ist n =1, so sei det A := ay;.

Ist n > 1, so sei
det A := a1 det AH — a12 det A12 + ...
+(—1)k+1a1k det Alk + ...
+(—1)”+1a1n det Aln-

Hier ist Ay die Untermatrix von A, die durch Streichen der ersten Zeile und der
k-ten Spalte entsteht.

det A heifit die Determinante von A.
Man sieht sofort

Satz 15.3 Ist A eine untere Dreiecksmatrix,

A1 0
A= , sogilt: det A=A -...- A,
* An
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Beweis: Nach Definition ist

A2 0
det A=\ det A’, wobei A =
* An
Die Behauptung folgt also durch Induktion nach n. O
Wir fassen jetzt A +— det A als Funktion der Spalten a',...,a" von A auf.

Es gilt:
R"™=R"x...x R"={(a',...,a") | a' € R"}
und
det : R"x ... x R" — R

ist also eine Funktion in n Verdnderlichen; jede Verénderliche ist eine Spalte a =
lai,...,a,] € R". In R™ kann man genauso rechnen wie in K. Allgemein haben wir
fiir beliebiges m € N, m > 0, die folgende

Definition 15.4 Eine Funktion ¢ : R" x ... x R" — R in m Verénderlichen
a',...,a™ € R" heiit

a) m-fach multilinear < ¢ ist in jeder Variablen linear, d.h. fir i = 1,...,m
gilt: 4 '
ola',....a Y aa+ Bb,a™t . .. a™)
=ap(a,...,a 1 a,a™ . a™)
+Bp(at, ... at bat L a™)
fir alle a!,...,a" %, a,b,a™,...,a™ € R, a, 8 € R.
b) alternierend < Fiir alle a!,...,a™ € R" gilt:
o(at,...,a™) =0, falls ¢’ = o' fiir einen Index i mit 1 < i < m.

Eine m-fach multilineare, alternierende Funktion ¢ : R™ x --- x R" — R heifit kurz
eine alternierende m-Form auf R".

Die fundamentalen Eigenschaften der Determinante beschreibt

Satz 15.5 det : R" x ... x R® — R ist eine alternierende n-Form auf R™ mit
det(el,... e") = 1.
Ausfiihrlich heifit das:

(1) A+ det A ist linear in jeder Spalte.
(2) det A =0, falls zwei benachbarte Spalten gleich sind.

(3) det B, = 1.
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Beweis durch Induktion nach n:

Fiir n = 1 sind (1) und (3) erfiillt, weil det = idg; die Aussage (2) ist fir n = 1 leer,
also auch erfiillt.

Induktionsschluf3: n — 1 —n, n > 2:

Zu (1): Es seien a',...,a" Y a™t, ... a" € R" fest, a* = [a,...,am] (1 < k <
n,k #1). Bs sei () := det(al,...,a Y x,a™™, .. a") fiir z = [24,...,2,] € R™
Fir 2 = [z9,...,2,], j=1,...,n, j # i sei
0 (&) = det(@,...,a L@, a5 a",...,a")
= detAlj,
wobei A = (at,...,a" Yz, a0t . . a") und @* = [agp, ..., 4] (1 <k <nk #1).

Nach Definition der Determinante gilt nun:

p(r) = anpi(Z) — arzpa(T) + ...+ (= 1)'ari-10i-1(7)
+<—1)l+1$1 det Ali + ...+ (—1)"+1a1ng0n(f).

Nach Induktionsvoraussetzung sind o1, ..., ©; 1, ©i11,- .., @, linear in x, und somit
ist o linear in x.

Zu (2): Mit denselben Notationen wie im Beweis zu (1) ergibt sich
det(al,...,a" z,z,a"? ... a") = ap det(a®,...,a" 1, 2, Z,...,a")

i+1$1 det(al’ ~i—1 z ~it2 ’dn

+...+ (-1 oath Eat?
+. (=D 2xydet(at, ... at E At L an
+.. + (=D)"Hay, det(a, ..., z2,7,...,a" ) =

O —— >

Zu (3): Das ist klar. 0

Wir leiten nun einige Folgerungen aus (1) und (2) ab. Man beachte, dass diese
Folgerungen dann sinngeméf auch fiir jede alternierende m-Form auf R" gelten.

Zunéchst kann man (1) ausfiihrlich schreiben als

det(a',...,a" " \a',a™, ... a") = Ndet(a, ..., a"); (1)
det(al,...,a" Y a+0b,a™, ... a") =det(a',...,a" a,a'tt, ... a") (1)
+det(al,...,a"t b,at L a™)

fiir alle a!,...,a",a,b € R", A\ € R. Insbesondere gilt fiir alle A € R, A € M, (R):
(4) det(AA) = A" det A.

Weiter gilt

Lemma 15.6 Es sei A € M, (R). Dann gilt:

(5) det A =0, falls eine Spalte von A Null ist.
(6) det B = —det A, falls B aus A durch Vertauschen zweier Spalten entsteht.

(7) det A =0, falls zwei Spalten von A gleich sind.
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Beweis zu (5): Es sei a' = 0.
o(x) = det(a',...,a" "z, a™, . .. a")

ist eine lineare Funktion ¢ : R — R, also ist ¢(0) = 0. Wegen a’ = 0 ist daher
det A = (0) =0.
Zu (6):

a) Zwei benachbarte Spalten werden vertauscht:

B = (CLl, 7az—1’ai+1’az’az+2’ ’aln)
Sei '
o(x,y) :==det(a',... " xy,d " ... a")
Dann gilt:
2) 1)
0 = plxt+yrty) = ox)+o(y)+elyz)+ey,y)
2)
= (z,y) + oy, z),
also

det B = p(a'™,a") = —p(a’,a"t) = — det A.
b) Esseik>1und 1 <i<n—k:
(@, ") =det(at, ... a2t 2P @R ™).

Wir miissen zeigen dass,

k+1 .2

! MY = —p(aF T 2% 2R et

oz, ...,z
gilt. Das geht durch Induktion nach & (1 < k < mn—i). Fiir k = 1 liegt der Fall
a) vor, den wir schon bewiesen haben.

Induktionsschluf: £ — 1 — k, (2 <k <n —i):

1 kLY =

SO(IE T 2 .1 k:+1) 2 k+1 .3 k 1)
sy .

—QO(ZE,[E,...,QT :SO(:E7$
= —p(zM 2?2k xt).

Zu (7): det A =det(...,a,...,a,...) © —det(...,a,...,a,...)=—det A
= 2detA=0 = detA =0, falls 2- 15 ein Nichtnullteiler in R ist. Ist 2- 15
Nullteiler in R, so kann man nicht so vorgehen.

Deshalb geht man besser folgendermafien vor: Nach (2) gilt det A = 0, falls zwei
benachbarte Spalten gleich sind. Sind nun zwei nicht benachbarte Spalten gleich, so
gilt:

—

det A =det(...,a,b,...,a,...) :)—det(...,a,a,...,b,...) = 0.
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Lemma 15.7 Die Determinante von A bleibt unveréndert, wenn man das A-fache
der j-ten Spalte zur i-ten Spalte addiert (wobei A € R und i # 7).

Bewelis:

det(a',...,a' + Xd’,...,a?,...,a") = det(a',..., a")

IS
(o
)
—+

—
S
—
S
3
~—

Bemerkung 15.8 Man kann die Determinante det A einer n x n-Matrix iiber ei-
nem Korper K mit Hilfe des Gaufischen Eliminationsverfahrens berechnen: Nach (6)
dndert die Determinante von A nach Multiplikation von P;; von rechts das Vorzei-
chen, und nach 15.7 bleibt die Determinante bei Multiplikation mit @Q;;(\), A € K,
unveréndert.

Beispiel 15.9
a)

1 11 1 11 1 00
det| 1 2 0 | =—det|{ 0 2 1 | =—det| 0 2 1
1 00 0 01 0 0 1
1 00
=—det| 0 2 0 | =-2.
0 01
b)
1 01 1 01
det{ 1 1 0 | =det] O 1 0 | =0.
2 11 1 11

Allgemein kann man A € M, (K') durch elementare Spaltenoperationen vom Typ P;;,
Qij(A) auf eine Spaltenstufenform bringen. Ist rgA < n, so kommt eine Nullspalte
vor, und somit ist dann nach Lemma 15.6 (5) det A = 0. Ist aber rgA = n, so hat
die Spaltenstufenform die Gestalt einer unteren Dreiecksmatrix

A0 ... 0
* AQ : .
mit >\z € K, )\1 7£ 0.
* L. An
Es gilt dann: det A = (=1)*\; -...- X, # 0, wobei k die Anzahl der durchgefiihrten

Spaltenvertauschungen ist. Insbesondere gilt

Satz 15.10 Ist K ein Koérper und A € M, (K), so sind folgende Aussagen dquiva-
lent:
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a) det A # 0.
b) rgA =n.
c) A ist invertierbar.

Sei jetzt wieder R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins. Wir beweisen den
fundamentalen

Satz 15.11 Essei D : R x ... x R" — R eine alternierende n-Form auf R". Dann
gilt:
D = D(e', ..., e") det,

d.h. Va!,...,a" € R™
D(a',...,a") = D(e', ... e") det(a',... a").
Insbesondere ist det die einzige alternierende n-Form auf R™ mit det(e', ..., e") = 1.

Beweis: Es sei
n

aj = [alj, Ce ,anj] = Z aijei.
i=1

Dann gilt nach den Regeln (1), (2) und (7), die ja auch fiir D gelten:

n .
D(al,...,a”) = Z ai11D<6“7a27'”7an):"‘

i1=1
n

n . .
= Z Z aillaizg...ainnD(e“,...,e’")

i1=1 in=1

= > i ..ainnD(eil, o ,ei"),

(1 yeeeyin)
wobei iiber alle Permutationen (i, ... ,7,) von (1,...,n) summiert wird. (Eine Per-
mutation von (1,...,n) ist ein n-Tupel (i1, ...,4,) von Zahlen i, € {1,...,n} mit

der Eigenschaft i, # i, falls v # p.) Analog ergibt sich

det(a',...,a") = Z Qi1 - @, det(e™, ... e™).

Wir miissen also nur noch zeigen, dass
D(e", ... ") = D(e',... e") det(e™,... ™) (%)

gilt. Das ist aber wegen der Eigenschaft (6), die sowohl fiir D als auch fiir det
gilt, einfach: Seien k Vertauschungen erforderlich, um (iy,...,4,) in die natiirliche
Reihenfolge (1,...,n) zu bringen. Dann gilt nach (6):

D(e™, ... e") = (=1)*D(e',... e")
und A A
det(e™, ... e™) = (=1)"det(e',... e") = (=1)*.
Also gilt (). O
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Bemerkung 15.12 Ist K ein Korper, so ist
An(K™) = {p | ¢ alternierende m-Form auf K"}

ein K-Untervektorraum von Abb (K" x ... x K" K).

m-mal

Satz 15.11 besagt, dass A, (K"™) eindimensional ist. Jedes Element D € A, (K"),
D # 0, (z.B. D = det) ist daher eine Basis von A, (K"):

An(K™) = {AD | X € K.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Es gilt der folgende Determinantemulti-
plikationssatz.

Satz 15.13 Fiir A, B € M, (R) gilt:

det(AB) = det A - det B.

Beweis: Es sei A € M, (R) gegeben. D(C) := det(AC) ist alternierende n-Form in
den Spalten von C', wie man leicht sieht, weil ja z +— Az linear ist und D(x!, ... a™)
= det(Ax', ..., Az™). Nach Satz 15.11 gilt:

D = D(FE)det = (det A) det,

also
det(AB) = D(B) = D(FE)det B = det Adet B.

O

Definition 15.14 Es sei S ein beliebiger Ring mit Eins. a € S heifit Einheit in
S (oder: invertierbar in S), wenn gilt: 3b € S mit ab = ba = 1g. b ist eindeutig
bestimmt, denn:

al =ba=15 = V=1t = (ba)t/ =b(ab’) = blg =10.

b heifit das Inverse von a und wird mit a~! bezeichnet.

Mit S* wird die Menge aller Einheiten in S bezeichnet. Sind a,b € S*, so ist auch
ab € S* mit (ab)™! =b"'at.

Als Folgerung aus dem Determinantenmultiplikationssatz erhalten wir
Korollar 15.15 Ist A € M, (R) invertierbar, so ist det A eine Einheit in R.

Beweis: AB = E,, impliziert nach Satz 15.13 det Adet B = 1. O

Die Umkehrung gilt auch, wird aber erst etwas spéter bewiesen.

Satz 15.16 Fiir alle A € M, (R) gilt:

det A = det AL,
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Beweis: Es sei A = (a;;). Fiir eine Permutation (i1, ...,4,) von (1,...,n) sei mit
(J1,-.-,Jn) die inverse Permutation bezeichnet. Dann gilt also i;, = v fiir v =
1,...,n; und somit
Qi1 oo e Qi = A1y * - -2 Apjy,
und wegen (e, ..., e")elr = eliv = e” auch
i in\( o] j 1 n
(e, .. em) (et el = (e, ... e").

Nach Satz 15.13 gilt also:
det(e™, ... e™)det(e,... /) =det(e!,... ") = 1.
Da diese Determinanten nur die Werte +1 annehmen, folgt somit
det(e™, ... e™) =det(e, ... em).
Man erhélt also

detA = > ayq1c...-a;pdet(e,. .. e)

(7:17-“7@'71)

= > iy ... ap, det(et, ... ein) = det A"

(jlu'“?jn)

O

Korollar 15.17 Die Determinantenfunktion A — det A ist auch multilinear und
alternierend als Funktion der Zeilen von A.

Definition 15.18 Es sei A = (a;;) € M,(R). Mit A;; wird die Matrix bezeichnet,
die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A erhélt.

aji = (—1)i+j det Aij

heiBt das algebraische Komplement von a;; in A (oder auch der Kofaktor von
Q5 in A)

A = (az);

[

1,....,n S Mn(R)
1,...,n

heifit die zu A komplementire Matrix.

Beispiel 15.19

Fir A = i ist A= 22— .
21 A929 —a21 (4551
Es gilt nun der wichtige

Satz 15.20 Sei A = (a;;) € M,(R). Dann gilt:

a) det A - oy = .Zlakjdji fiir alle k, 1.
]:
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b) det A - (Sjk = Z &jiaik fiir alle j, k.
=1

In Matrizenschreibweise:

(det A)E, = AA = AA.

Beweis: zu b):

dji = (—1)i+j det ( (1) 14017‘ )

ai; ... 0 ... Q1np
= det O ... 1 ... 0 =det(a',...,a’ e, a’tt . .. a"),
apr -.- 0 ... app

wobei die Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht.
Es folgt

n
Zajiaik:det(al,.._,aj 1,ak,a3“,.__,a”) _ { ) B
i=1 0, k 7&]

Es gilt also: AA = (det A)E,,.
Zu a): Das zeigt man genauso oder man geht so vor: Nach Satz 15.16 gilt At = (A)f,
und somit gilt:

(AAY = (A)t A" = AtA' = (det ANE, = (det A)E,,.

Transponiert man diese Gleichung, so ergibt sich AA = (det A)E,. O

Korollar 15.21 Ist A € M,,(R) und det A eine Einheit in R, so ist A invertierbar,
und es gilt:
1 -
-1
= A.
det A

Diese Formel ist mehr von theoretischem Interesse und nicht so sehr zur Berechnung
von A~! geeignet. Dasselbe gilt fiir das folgende

Korollar 15.22 (Cramersche Regel) Ist A € M, (R) invertierbar, b € R", so
besitzt das lineare Gleichungssystem

die eindeutig bestimmte Losung
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Fiir die j-te Komponente x; von € R" gilt also:

_ 1 - ~ _ 1 - 1 j—1 i _j+1 n
l’j = detA;ajibi—m;det(a,...,a ,e,a sy @ )bl

det(al,...,a’ 1, b,a/ ", ... a")
det(al,... am)

Ubungen

1. Sei A = (a;;) € M,(R). Dann gilt:
det A = i aik(—l)i% det Azk
i=1
fir k =1,...,n (Entwicklung nach der k-ten Spalte),
det A = i ari(—1)"F det Ay,
i=1

fir k =1,...,n (Entwicklung nach der k-ten Zeile).

2. Beweisen Sie:

2 n—1
Loy 2y, m
Ay, ... xy,) = det = H (x; — ;)
2 n—1 <p<i<
1z, x,..., a2 Isi<jsn

(b) Stellen Sie A(xy, x5, 23)? als Funktion von ay, as, az dar, wobei
(X — ZEl)(X — J]Q)(X — ZL’3) = X3 — CL1X2 + CLQX — as.

3. Fiir A € M,(R), B € R™™, C € M,,(R) ist

A B
det(o C)zdetAdetC’

und

B A m
det((J 0 ) = (—=1)""det Adet C.

4. Es gilt 1798 = 31 - 58, 2139 = 31 - 69, 3255 = 31 - 105 und 4867 = 31 -
157. Beweisen Sie ohne irgendwelche Berechnungen, dass 31 ein Teiler der

Determinante
1 7 9 8
21 3 9
det | 5 5 5 5
4 8 6 7

ist.
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5. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen Sie:

(a) AB = BA fiir A, B € M,(R).
(b) ( A) =a"'Afiir a € R,A € M,(R).
(c) A= (det A2 A fiir A € M, (R).
(d) det A = (det A)"~! fiir A € M,(R).
6. Fiira',...,a" ' € R" sei a' x ... x a"' € R" das n-Tupel [dy, ..., d,] mit

di = (—1)i+1 det Ai7

wobei A := (a',...;a" ') € R 1 und A; aus A durch Streichen der i-ten
Zeile entsteht.

(a) Beweisen Sie: Fiir b = [by,...,b,] € R" gilt:
det(b,a',...,a" ") = (a' x ... xa" )b

(b) Es sei K ein Kérper und A € K" '™ eine Matrix vom Rang n — 1.

a',...,a" ! seien die Spalten von A’. Zeigen Sie: Das lineare Gleichungs-

system

hat die Losungsmenge

7. Es sei K ein Korper und A € K™ eine r x n-Matrix vom Rang r < n. Es sei
B e K" sodass C = (g) € M, (K) invertierbar ist. Zeigen Sie: Die letzten
n — r Spalten von C' bilden eine Basis von {z € K" | Az = 0}.

8. Essei A € M,(K). Fiir z',...,2" € K" sei
oz, .. a") = Zdet(xl,...,xj_l,ij,xjH, o).

(a) Zeigen Sie: p € A,,(K™).
(b) Berechnen Sie A € K mit ¢ = Adet. A heiit die Spur von A.

(c) Ist K =R, soist f(t) := det(E + At) ein reelles Polynom in ¢. Berechnen
Sie die Ableitung f(0).

9. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Alternierende m-Formen auf V'
sind wie in Definition 15.4 erklart.

(a) Beweisen Sie:
A, (V) = {p | ¢ alternierende n-Form auf V'}

ist ein eindimensionaler K-Vektorraum.
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(b) F € End (V) induziert eine lineare Abbildung
F*: A,(V) — Au(V)
mit
(F* (@) (1, .. y0n) = @(F(v1), ..., F(v,))

fiir alle vy, ...,v, € V. Welche Bedeutung hat der Koeffizient A € K mit
F* = XNida,?

(c) Sei F € End (V) und F : A, (V) — A,(V) die Abbildung mit
(F(@)(v1, .- vn) =Y (o1, i1, F(03), 0341, -, vn).
=1

Zeigen Sie: F ist linear.

Der Koeffizient A € K mit F' = Xid heift die Spur von F. Vergleichen
Sie dies mit Aufgabe 8.
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16 Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches
Polynom

Es sei K ein Korper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Wir wollen nun die Endomorphismen von V', d.h. die linearen Abbildungen
F:V-V

von V' in sich genauer untersuchen.

Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V', so gibt es zu F' € End (V') genau eine Matrix
A = (a;;) € M,(K), so dass

F(Uj) = Z aijvi
i=1
fir y =1,...,n gilt.
A heiflt die Matrix von F' beziiglich der Basis B.
End (V) — M,(K), F+— A

ist ein K-Algebra-Isomorphismus.

n n

Ist B' = (wy,...,w,) eine andere Basis von V und gilt v = > zu; = Thwj, SO
i=1 =1

ist x = [z1,...,2,] der Koordinatenvektor von v bzgl. B und 2’ = [2],..., ]| der

Koordinatenvektor von v bzgl. B'. Ist nun S = (s;;) die Basiswechselmatrix mit
v = > Sjwj, S0 ist
j=1
und aus y = Ax, iy = Sy folgt:
y = SAr = (SAS )2
B =SAS™!' € M,(K) ist also die Matrix von F' bzgl. der Basis B'.
Das Ziel ist es nun, fiir einen Endomorphismus

F:V—V

eine Basis B = (vy,...,v,) von V zu finden, so dass die Matrix A von F' bzgl. B eine
besonders einfache Gestalt hat. B wird dabei von dem gegebenen Endomorphismus
abhéngen.

Man kann dieses Problem auch so beschreiben: Zu gegebener Matrix A € M, (K)
finde man eine invertierbare Matrix S € M,(K), so dass die Matrix SAS™! eine
besonders einfache Gestalt hat.

Wir beginnen unsere Untersuchung mit folgender

Definition 16.1 Es sei F' € End (V). Ein Untervektorraum V; von V' heifit inva-
riant beziiglich des Endomorphismus F' (kurz: F-invariant), wenn

F(Vp) C Vo
gilt.
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Beispiel 16.2

a)

b)

Natiirlich sind 0 und V trivialerweise F-invariant. Auch alle Untervekorraume
von ker F' sind invariant.

Wir betrachten

o O 1 . 2 2
A_(_1 0).R — R*.

A besitzt aufier 0 und R? keine invarianten Unterrdume. Ist néimlich 0 # 1, C
R? ein invarianter Unterraum, so gibt es ein (z) € Vu\{0}. Es gilt: A(z) =
(_xy) € V. Da
r Yy \_ /2 2
det(y —x) =—(z"+y°) <0
(weil (zz) # 0 ist), sind (z) und A(;) linear unabhéngig, also dim V) = 2, d.h.
Vo = R=.

Wir betrachten

-1 0

1) =(5)=0)

und somit ist Vy = C(Z) C C? ein eindimensionaler invarianter Unterraum

bzgl. A.
Auch V; = C(El) ist invariant, weil

_ (-0

Da (1) und (_11) C-linear unabhéngig sind, gilt:

A:(O 0;@—%@?

Dann gilt:

Ct=V,@ Wy,

und A hat bzgl. der Basis (1), (_12) von C? die Matrix

0
!

denn

und
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. O 1 . 2 2
A_<O 0).@ — C

besitzt auler 0 und C? noch genau einen eindimensionalen invarianten Unterr-

raum, namlich
Vo = kerA—{(Z) €C2|w—0}.
w

Eine direkte Summenzerlegung von C? in invariante Unterriume wie in Beispiel
c) ist hier nicht moglich.

An folgendem einfachen Lemma sieht man, dass die F-invarianten Unterrdume von
V' eine besondere Rolle fiir unser Problem, F' durch eine besonders einfache Matrix
zu beschreiben, spielen werden.

Lemma 16.3 Essei F' € End (V), und Vj C V sei ein k-dimensionaler F-invarianter
Unterraum von V', 0 < k < n. Es sei (vy, ..., v) eine Basis von Vp, und vgyq, ..., vy
seien Vektoren in V', so dass B = (vy,...,v,) eine Basis von V ist. Dann hat die
Matrix A € M,,(K) von F bzgl. B die folgende Blockgestalt:

A B
=5 )
mit A" € My(K), A” € M, _(K), B € Kkn—k,
Weiter gilt: Gibt es einen zu V komplementéren F-invarianten Unterrraum Vi, d.h.

gilt V- =1V, @® V4, so kann man (vgyq, ..., v,) als Basis von V; wéhlen, und die Matrix
A hat dann die Blockdiagonalgestalt

A0
()

Beweis:

a) Sei A = (a;;). Dann ist

n

F(vj):Zaijvi firj=1,...,n.

i=1
Da Vi = (v, ..., v) invariant ist, gilt also:

F(vj) € (v, ..., vk) fir j=1,...,k;
also muss a;; = 0 gelten, wenn ¢ > k und j < £k ist.

b) Ist auch Vi = (vg41,...,v,) invariant, so gilt aulerdem: a;; = 0, falls j > k
und 7 < k. O

Die einfachste Klasse von Endomorphismen sind die diagonalisierbaren Endomor-
phismen.
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Definition und Lemma 16.4 Es sei F' € End (V). F heifit diagonalisierbar
(iiber K'), wenn eine der folgenden zueinander dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1) V besitzt eine direkte Summenzerlegung in eindimensionale F-invariante Un-
terrdume Vi, ..., V,:

V=Vvi®e...aV,, dmV,=1, FV,)CV, firi=1,...,n.

(2) Es gibt eine Basis B = (vy,...,v,) von V, so dass die Matrix A von F bzgl. B
Diagonalgestalt besitzt:

A 0
A= . F(u) = N, firi=1,...,n.
0 An

Beweis: (1) = (2): Sei v; € V;\0. Dann ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V und
wegen F'(V;) C V;, V; = Ku; folgt F(v;) = \v; mit \; € K.

A 0
0 An
ist dann die Matrix von F' bzgl. B.

(2) = (1): Ist B = (v1,...,v,) Basis von V, so gilt V.= V) & ... & V,, wobei
Vi := Kuv;. Es gilt dimV; = 1, und wegen F(v;) = \jv; gilt Va € K:

F(av;) = aF(v;) = a\wv; € V.
Also ist V; ein F-invarianter Unterraum. O

Natiirlich nennen wir eine Matrix A € M, (K) diagonalisierbar iiber K, wenn der
Endomorphismus
A K" — K", z+—— Ax

diagonalisierbar ist, und das bedeutet:
3 S € M,(K) invertierbar, so dass SAS~! Diagonalmatrix ist.
Beispiel 16.5

A= (fa é) € End (R?)

ist nicht diagonalisierbar. Fasst man aber A als Endomorphismus von C? auf, so ist

A diagonalisierbar: Mit
1 (1 —i
S = :
1414 (1 ) )

L (i 0
SAS _.(0 _i).

gilt:
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Die Matrix S hat die besondere Eigenschaft det S = 1 und S—! = S = itl (1 ! )

Der Endomorphismus
A:C*—C?
hat bzgl. der Basis ((1), (_11)) von C? die Matrix ( S _2 ) A ist iber C, aber

nicht {iber R diagonalisierbar.

Um zu verstehen, wann ein Endomorphismus F € End (V) diagonalisierbar ist,
missen wir die eindimensionalen F-invarianten Untervektorrdume von V untersu-
chen. Dazu benutzen wir

Definition 16.6 Es sei F' € End (V).

a) Ein Vektor v € V heifit Eigenvektor von F'; wenn v # 0 ist und wenn der
von v aufgespannte eindimensionale Untervektorraum Ko von V' F-invariant
ist, d.h. wenn es ein A € K gibt, so dass F'(v) = \v gilt.

b) A € K heifit Eigenwert von F', wenn es einen Vektor v € V, v # 0 mit
F(v) = Av gibt. v heiBt dann Eigenvektor zum Eigenwert .

c) Ist A € K ein Eigenwert von F, so heifit E(\) = ker (F'—\idy) der Eigenraum
von I zum Eigenwert A. E(\) ist offensichtlich F-invarianter Untervektorraum
von V' mit dim E(\) > 1, und die Einschrinkung von F' auf E()) ist das A\-
fache der identischen Abbildung auf E(\).

5V

%

u

B\ 24 B
ist kommutativ.

Die Aussage 16.4 (2) kénnen wir nun auch so formulieren:

F ist genau dann diagonalisierbar, wenn V' eine Basis aus Eigenvektoren
von F' besitzt.

Satz 16.7 Es sei F' € End (V). A\j,..., A\, € K seien paarweise verschiedene Ei-
genwerte von F', und F; = ker (F — \;idy), i = 1,...,m, seien die zugehorigen
Eigenrdume. Dann gilt:

a) Ist v; Eigenvektor von F zum Eigenwert \;, i = 1,...,m, so sind vy, ..., v,
linear unabhéingig in V.

b) Die Summe der Eigenrdume Fj, ..., E,, ist direkt, d.h.

Insbesondere ist
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Beweis: zu a): Induktion nach m. Fiir m = 1 ist nichts zu beweisen. Induktions-
schluB m — 1 — m (m > 2) : Es seien ay, ..., a, € K mit

a1y + ...+ apv, = 0. ()

Dann ist

Am@101 + . ..+ Ay, = 0= F(0) = F(ajv; + ... + apvy,)
=a1F(v)+ ...+ anF(vy) = at v + ...+ ap AU,

Also folgt
()\m - )\1)(1,17)1 + ...+ ()\m - )\m_l)am_lvm_l =0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt hieraus:

und somit a; = 0 fir i« = 1,...,m — 1. Aus (%) folgt dann a,,v,, = 0, also auch
a, = 0.

b): Es gentigt zu zeigen, dass

(£ 8)or -

i=1
m—1

Es sei v € (Z EZ) N E,,, also F(v) = A\p,v und
i=1

V=01 + ...+ U1 mit F(v;) = A\,

Es folgt

m—1 m—1

F(v)=> F(v) =Y \v

i=1 i=1
und somit )

()\m )\i)vz =0

=1

Da A, — X\ #0firi=1,...,m — 1, muss nach a) notwendig v; = ... = v,,_1 = 0,
also auch v = 0 gelten. O

Von fundamentaler Bedeutung ist nun die folgende

Definition 16.8
a) Essei A€ M,(K), und ¢ sei eine Unbestimmte. Dann ist

tE, — Ae M,(K[t])
eine Matrix mit Koeffizienten in dem Polynomenring K[t], und somit ist
Py :=det(tE, — A) € K|t]

ein Polynom in der Unbestimmten ¢ und Koeffizienten in K. P4 heifit das
charakteristische Polynom von A.
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b) Essei F' € End (V) und A € M, (K) die Matrix von F' bzgl. einer Basis B von
V. Dann heiflt Pr := P4 das charakteristische Polynom von F'.

Es gilt zunéchst

Lemma 16.9
a) Ist A€ M,(K), B=SAS™!, wobei S € M,(K) invertierbar ist, so gilt:

Py = Pg.

b) Das charakteristische Polynom Pr eines Endomorphismus F' € End (V) ist
unabhéngig von der Wahl der Basis von V.

Beweis: zu a): Es gilt
tE, — B = S(tE, — A)S™".

Nach dem Determinantenmultiplikationssatz folgt hieraus:
PB = (det S)PA(det S)_l = PA.

b) folgt unmittelbar aus a). O

Satz 16.10 Es sei F' € End (V). Dann gilt:
a) Das charakteristische Polynom Pr € K[t] hat die Gestalt
Pr=t"— (Spur F)t" '+ ...+ (=1)"det F.
Ist A= (a;;) € M, (K) die Matrix von F bzgl. einer Basis B von V, so ist
Spur F':= Spur A := iaii
i=1
und det F' := det A. Spur F' heifit die Spur von F und det F' heifit die Deter-
minante von F.
b) A € K ist genau dann ein Eigenwert von F', wenn A eine Nullstelle von P ist.
Beweis: zu a):
Py=det(tE, —A)=(t—an) ...  (t —anm) +Q,
wobei @ € K]t] ein Polynom vom Grad < n — 2 ist. Also ist
Py=1"—(a11 + ...+ ap,)t" ' + Terme vom Grad <n — 2.
Der konstante Term von P, ist
P4(0) = det(—A) = (—1)" det A.

Zub): Sei A € K. Dann gilt: Pr(\) =0 < det(AE, —A) =0 1g(A\E,—A) <n &
Aidy — F ist nicht injektiv < Jv € V| v # 0, so dass F(v) = Av < X ist Eigenwert
von F. O
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Bemerkung 16.11 Die Determinante und die Spur des Endomorphismus F' sind
Invarianten von F. Matrizentheoretisch driickt sich das so aus: Es gilt

det A=det B und SpurA = SpurB,

falls B = SAS™!, S invertierbar. Ebenso sind natiirlich auch die anderen Koeffizi-
enten von P Invarianten von F'.

Beispiel 16.12

a)

Sei
0o -1 1
A=1-3 -2 3
-2 =2 3

und K = Q. Dann ist

R B
Py = det |3 t+2 -3 :t’t;Q t__?’S‘—B t‘_%’-‘i “52‘
2 2 t-3

= t(t+2)(t—3)+6t—3t+9—6—6-+2+4

= Bt —t+1=(0—-1)7>*t+1).
A besitzt die Eigenwerte 1 und —1 mit den Eigenrdumen F(1) und E(—1).
Darg(A— E)=1und rg(A + E) = 2 ist, folgt
dmE(1) =2,  dimE(-1) =L
Nach Satz 16.7 muss also Q* = E(1) & F(—1) gelten.

Q? besitzt somit eine Basis aus Eigenvektoren von A. Also ist A diagonalisier-
bar iiber Q.

Sei A dieselbe Matrix wie in a). Jetzt sei aber K = [Fy. Dann gilt (reduzieren
modulo 2)

01 1
Amod2=|(1 0 1],
0 01
und somit ist

(t+1)° € Fy[t].

t 1 1 ¢ 1
Pimoge=det [ 1 ¢t 1 :(t+1)det( )
1t

00 t+

t+1

(Nattirlich ist Pa moa2 = (Pa) mod 2.)

Fiir den Eigenraum zum Eigenwert 1 gilt:

1 11
E(1)= ker (A+E)= ker |1 1 1] #TF5.
0 00

A ist somit iiber dem Korper Fy nicht diagonalisierbar.
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c¢) In den Beispielen a) und b) zerfiel das charakteristische Polynom P, iiber dem
Korper K in Linearfaktoren. Das ist aber im allgemeinen nicht der Fall: Sei
K =R und

b
A= (Z d) € My(R).
Dann ist
Py =t* — (Spur A)t +det A =t* — (a + d)t + ad — bc,

und A ist sicher nicht iiber R diagonalisierbar, wenn das Polynom P, keine
reellen Nullstellen besitzt, d.h. wenn seine Diskriminante

A = (Spur A)? —4det A = (a — d)* + 4bc
negativ ist. A besitzt dann keine reellen Eigenwerte.

Ein Beispiel sind die von =+ ( O) verschiedenen Drehmatrizen

1
01

Az(ab 2) mit a,b R, a*+b* =1, b#£0.

(Hier ist A = —4b* < 0.)

Fiir den Korper C der komplexen Zahlen kann diese Komplikation nicht auftreten.

Allgemein vereinbaren wir

Definition 16.13 Essei K ein Korper. K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn
eine der folgenden &dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

a) Jedes nicht-konstante Polynom P € K[X] besitzt eine Nullstelle A € K.

b) Jedes Polynom P € K[X] vom Grad n > 1 kann man in Linearfaktoren
zerlegen, d.h. day, ..., a, € K und a € K, so dass

P=a(X—a)...(X —ay).

Ohne Beweis notieren wir

Satz 16.14 Jeder Korper K besitzt einen Erweiterungskorper K O K, der algebra-
isch abgeschlossen ist und dessen Elemente « algebraisch {iber K sind.

K heiBt ein algebraischer Abschluss von K.
Einen Beweis findet man z.B. bei Lang [18].
C ist ein algebraischer Abschluss von R.

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet ndmlich

Satz 16.15 C ist algebraisch abgeschlossen.
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Auch diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Die Bezeichnung “Fundamental-
satz der Algebra” stammt aus den Anfangstagen der Algebra. Der erste strenge
Beweis von Satz 16.15 stammt von Gaufl aus dem Jahre 1799. Heute wird der Satz
meist im Rahmen einer Funktionentheorievorlesung als Folgerung aus den Cauchy-
schen Abschétzungsformeln bzw. aus dem Satz von Liouville hergeleitet (siehe z.B.
Fischer/Lieb: Funktionentheorie). Dieser Beweis ist rein analytisch. Einen relativ
elementaren mehr algebraischen Beweis findet man in dem Buch von Kostrikin [15].
Wir kommen in der Vorlesung Finfihrung in die Algebra darauf zuriick.

Definition 16.16 . Es sei P € K[X] und A € K. Mit vy(P) € N wird die grofite
natiirliche Zahl k bezeichnet, so dass P = (X — \)*Q fiir ein Q € K[X] gilt.

vx(P) heifit die Ordnung von P in \. Ist & = vy(P) > 0, so ist A eine Nullstelle
der Ordnung k von P oder eine k-fache Nullstelle von P.

Ist P normiert, d.h. der Leitkoeffizient von P gleich 1, und zerfallt P in Linearfak-
toren, so gilt:

P = JI(X-A»®

NeK

3

= I - M),

(2

wobei {A1, ..., A} ={A € K |u\(P) >0} und r; = vy, (P).

Il
—

Lemma 16.17 Es sei F' € End (V) und A € K. Dann gilt:
ux(Pp) > dim(ker (F' — Xidy)).

Beweis: Vj = ker (F'— \idy) ist F-invariant und, F' induziert auf V4 die Abbildung

Aidy,. Man ergénze eine Basis (vy, ..., vx) von ker (F' — Aidy ) zu einer Basis B von
V. Dann hat die Matrix A von F bzgl. B die Gestalt
-5 2)
und somit ist
Pr=Py = det ((t - OME’@ t En__kB_ A,,)
= (t = \)FPyn.

Es folgt

Hieraus folgt nun sofort

Satz 16.18 Essei F' € End (V). Dann gilt: F' ist genau dann diagonalisierbar, wenn
gilt:

a) Pg zerfallt iber K in Linearfaktoren, und



16 Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches Polynom 171

b) V Eigenwerte A € K von F gilt:
uA(Pr) = dim ker (F' — Xidy).

Beweis: Nach 16.4 und 16.7 ist F' genau dann diagonalisierbar, wenn

V= £ ker (F — \idy)
X\ Eigenwert von F
gilt. Mit Lemma 16.17 folgt jetzt leicht die Behauptung. O

Korollar 16.19 Besitzt F' n verschiedene Eigenwerte, so ist F' diagonalisierbar.

Ubungen

1. Seien A, B € M,,(K). Dann gilt: P4p = Ppa.

Hinweis: Betrachte zunichst den Fall A = ( éar 8 ) )

2. Sei A € M, (K) invertierbar, und sei
Pa(t) =t" +ait" ' 4+ ...+ a,.
Dann gilt:

1 Ap—1 51 t" 1
Pya(t) = — 4+ —Lt 4. 4 2l g = () Pyl
o (t) an+an + + an, + (=1) det A A(t)

" det A
Palt) = (1P (457,

wobei A die zu A komplementire Matrix ist.

und

3. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper (zum Beispiel K = C). Es sei

A€ My(K) und Py = [[(X — \). Es sei G € K[X] und B := G(A) € K[A].

i=1
Zeigen Sie:

(a)
det B=[JG(N).

Hinweis: GG zerfallt in Linearfaktoren:

G:aH(X—ozj), a,aq,...,0, € K.
j=1
Es folgt
B = aH(A—ajEn).
j=1

Jetzt benutze man den Determinantenmultiplikationssatz und die Defini-
tion des charakteristischen Polynoms Pj,.



16 Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches Polynom 172

(b)

n

Pp = H(X —G(N)).

i=1
Hinweis: Fiir gegebenes A € K betrachte man G; = A — G € K[X]. Auf
AE — B = G1(A) wende man dann a) an.

(c)
Spur B = ZG()”)'

i=1

4. (a) Essei (iy,...,i,) eine Permutation von (1,...,n) und A = (e, ... e™)
€ M, (C). Beweisen Sie: Es gibt ein m € N, m > 0, so dass A™ = E,,. Die
Eigenwerte von A sind m-te Einheitswurzeln.

(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von
A=(e" e e ... e" ) e M,(C).
Ist A iiber C diagonalisierbar?

5. Es seien Ay, ..., \, € C die Eigenwerte einer reellen n x n-Matrix A € M, (R).
Zeigen Sie:
M4+ +XeR

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3. c)!

6. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € End (V). Es gebe einen
Vektor v € V, so dass (v, F(v), F2(v),..., F""1(v)) eine Basis von V ist. ¢ :
V' — K™ sei ein Isomorphismus, und es sei

ap = ¢(v), a1 = @(F(v)), ..., ap = p(F*(v)), ... .
Dann gilt:
P 1 dot [0 @ o an
"7 det(ag, - ., an_1) 1 X ... X" )"
7. Es sei K ein Korper der Charakteristik p mit p = 0 oder p > n. Es sei
Ae M,(K).

B = (XE, - A] € M,(K[X])
sei die zu (X E,, — A) komplementéire Matrix, und
P =det(XE, — A) € K[X]
sei das charakteristische Polynom von A.

(a) Zeigen Sie: .
Spur B = P,

wobei P’ die Ableitung von P nach X bedeutet.



16 Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches Polynom 173

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst
det(P',...,P") =) det(P',... (P'),....P")
i=1
fiir jede Matrix

M = (P',...,P") € M,(K[X])

mit den Spalten P?. Wenden Sie dann dieses Ergebnis auf P! = Xe! — af
an, wobei a' die i-te Spalte von A sei.

(b) Zeigen Sie: B hat die Gestalt
B=ByX"'+BX"?+...+B,,
mit Matrizen B; € M, (K). Es sei
P=a X"+ X" 1 +.. . +a, (ap =1).

Aus der Gleichung .
(XE, — A)B = PE,

und aus a) leite man die Formeln
BO = CL()En, Bz —Aéi_l = CLiEn fir 1 S ) S n— ]_, _Aén—l = CLnEn

und
Spur (B;) firi=0,...,n—1

a; =

n—1
ab. Folgern Sie: ) .
A= (-1)""'B,_,
und 1
a; = —= Spur (AB;_,) firi=1,...,n.
1
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17 FEuklidische Vektorraume

In diesem Abschnitt bezeichnet V' einen R-Vektorraum.

Definition 17.1 Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung g : V x V' — R mit
folgenden Eigenschaften:

(a) g ist eine Bilinearform, d.h. die Abbildung g ist bilinear.

(b) g ist symmetrisch, d.h. fir alle v,w € V gilt
g(v,w) = g(w,v).
(c) g ist positiv definit, d.h. fiir alle v € V, v # 0 gilt

g(v,v) > 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum V zu-
sammen mit einem Skalarprodukt g auf V.

g(v,w) heift das Skalarprodukt von v und w. An Stelle von g(v,w) schreiben wir
auch (v, w) oder v - w.

Beispiel 17.2  a) R" mit dem Standardskalarprodukt
vy =(r,y) =z
j=1

ist ein euklidischer Vektorraum.

b) Essei g, (z) = cos(nz), fn(x) = sin(nz). Wir betrachten den von den Funktio-
nen go, gi, go, - - - und fi, fo,. .. erzeugten Untervektorraum V von Abb(][0, 27|,
R). Die Elemente von V werden auch trigonometrische Polynome oder Fourier-
Polynome genannt. Fiir f,g € V sei

2m
(fr9):= [ [fl)g(z)da.

0

Dies ist ein Skalarprodukt auf V, denn

2T
<f7f>:/0 f(x)*dr >0, wenn f # 0.

Aus der Integralrechnung sind die Integrale (f,., ), (fns9m)s (Gn,gm) be-
kannt.
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So ist zum Beispiel fiir n > 0 :

27 1 2mn
<fm fn> - / SiIl2 (nx) dr = -— / Sin2 Yy dy
0 0

[y=nz] T

2w 2
= / sinydy = — / siny d(cosy)
0 0

2m
— —sinycosy|§7r+/ cos®y dy
0

[part.Int.]
27

—/ cos’y dy = (gn, gn)
0

Da cos? 4 sin? = 1, folgt

2 s fu) = U o) + (g 9a) = / " (sin®y + cos’ y)dy

2w
:/ dy = 2m
0

und somit (f,,, fn) = (gn, gn) = m fiir n > 0.
Weiter kann man zeigen:

Fiir n # m ist (fo, fm) = (Gn, gm) = 0 und es gilt auch (f,, gn) = 0 fiir alle
n>0,m>0.

Ist nun f € V ein beliebiges Element, so kann man f in der Form

N

f(z) =ao+ Z(an cos(nx) + b, sin(nz))

n=1
schreiben, also

N N
f = apgo + Z CnGn + Z bnfn
n=1

n+1

Man kann die Koeffizienten a;, b; als Skalarprodukte berechnen:

N N
(f:90) = ao(go: 90) + Z an(Gns go) + Z b (fns 90)
n=1 n=1
=aqag - 27
also ap = %(fv gO>' Genauso fOIgt an = %<f7 gn>7 by = %<f7 fn>
Insbesondere folgt, dass die Funktionen gg, g1,..., fi, fo,... eine Basis des

Vektorraums V bilden. Der Grund hierfiir war die Eigenschaft: (f,, f.) =
(Gn, gm) = 0 fiir n # m und (g, f) = 0 fiir alle n, m.

c) Essei Q = {xy,...,2,} eine endliche Menge und p : 2 — R, eine Funktion

mit
Zp(x) =1

zef)
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Wir interpretieren p; = p(z;) als die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis z;.
Eine Funktion f : 2 — R heifit reelle Zufallsvariable auf ). Die Zahl

E(f) =) plx)f(x) €R

€

heiflt der Erwartungswert von f.
Die Zufallsvariablen bilden den n-dimensionalen Vektorraum V = Abb (£, R)

(f.9) =) _p)f(x)g(z) = E(fg)

e

ist ein Skalarprodukt auf V', da p; > 0 fiir alle: =1,... ,n.

Definition 17.3 Es sei (V, g) n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. (vy, ..., v,)
sei eine Basis von V. Dann heifit

G = G(Ul, e ,Un) = (g(vi,vj))i7j:1 ,,,,, n € Mn<R)

die Gramsche Matrix von vy, . . ., v, beziiglich g oder die Matrix von g in der Basis
(v1,...,0,). det G heiBt die Gramsche Determinante von vy, ..., v, beziiglich g.

Man kann ¢(v, w) fiir alle v,w € V mit Hilfe der Matrix G berechnen.
Sei dazu z = [z1,...,x,] der Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B =

(v1,...,0,), also
n
v = E T;U;
i=1

und y = [y1,. .., Y] sei der Koordinatenvektor von w,

n
i=1

Aus der Bilinearitit von g folgt dann
g(v,w) =" wiy; glvi,v;) = 2' Gy.
ij=1

Da g symmetrisch ist, gilt insbesondere g(v;,v;) = g(vj,v;); G ist also eine symme-
trische Matrix.

Da ¢ positiv definit ist, ist auch die Matrix G positiv definit, d.h. es gilt
2'Gx > 0 fiir alle x € R™\0.

Wir haben damit den folgenden
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Satz 17.4 Sei V' n-dimensionaler R-Vektorraum und B = (v, ..., v,) sei eine Basis
von V.

Dann sind
So(V)={g:V xV — R | g symmetrisch und bilinear}
und
Su(R) = {A € M,(R) | A= A"}

R-Vektorrdume (Unterrdume von Abb(V x V| R) beziehungsweise von M, (R)).
Die Abbildung
g+ G =(9(vi,v5))ij=1,...n
ist ein Isomorphismus
So(V) — Su(R).
Die Umkehrabbildung ist durch die Formel

g9(v,w) = 2'Gy fiir x = Z%‘% y= Zyz‘vi
=1 i=1

gegeben. g ist genau dann positiv definit, wenn G es ist. 0

Wir untersuchen das Transformationsverhalten von Bilinearformen g : V xV — R
unter Basiswechsel.

Zunachst bemerken wir, dass fiir Endomorphismen f : V. — V gilt: Sind A, B
Matrizen von f beziiglich verschiedener Basen B = (vy, ..., v,), B = (v],...v)) und

n
ist S die Basiswechselmatrix, v = ) s4v;, so gilt
i=1

B=S"1AS.
Anders verhalt es sich bei Bilinearformen:

Satz 17.5 (Transformationsformel fiir Bilinearformen)
Es seien B = (vq,...,v,), B = (v],...,v)) Basen von V, g : V x V — R sei eine

Bilinearform. Es sei G = (g(v;,v;))ij=1,..n und G’ = (g(v},v})); j=1,..n. Weiter sei

~~~~~ R yeees

n
S = (s;;) die Basiswechselmatrix mit v} = ) s;;v;. Dann gilt
i=1

G' = S'GS.

Beweis: Der Beweis ist reine Routine:

v = g Tiv;, W= E y;v; und
v = E T = E ST Vi,

_ o0 - / .
w = Y;v; = SijY;Vi
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impliziert x = Sz’, y = Sy’ und somit
"Gy = g(v,w) = 2'Gy = (S2/)'G Sy = 2" S'GSy'.
Da dies fiir alle 2,y € R™ gilt, folgt
G' = S'GS.
O
Definition 17.6 Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).
Fiir v € V heift |[v]| := 1/(v,v) die (euklidische) Norm von v.
Wichtig ist nun der folgende

Satz 17.7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle v,w € V gilt
[(v, w) < [Jo]| fJw]. (50)

Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w linear abhéngig sind.
Beweis:

1. Ist w = 0, so gilt in (50) Gleichheit und v und w sind linear abhéingig.
2. Es sei w # 0. Fiir alle t € R gilt

0 < (v +tw, v+tw) = [[o]|* + 2(v, w)t + [ w]|*.

Das quadratische Polynom

2(v, w v||?
), ol

[[w]] [[w]]

f) =1+

besitzt also héchstens eine reelle Nullstelle, die Diskriminante

(v, w)? — [[o]*[|w]]*

A =
[}

von f ist daher nicht positiv, es gilt also
(v,w)* < ol flwlf?,

d-h (v, w)| < flof| fJw]]-
Ist A =0, gilt also |(v, w)| = ||v]| ||w]|, so gibt es ein t € R mit f(¢) = 0, also

(v+tw, v+tw) =0

und somit v + tw = 0. v, w sind dann linear abhéngig. O

Korollar 17.8 || || ist eine Norm auf V', d.h. es gilt
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(a) [[Av]| =[N ||v] fiir alle A € R,v € V
(b) v+ w|| < |v|| + |Jw]| fir alle v,w € V'

(¢) |Jv]| > 0 und ||v]| = 0 nur wenn v = 0.
Beweis: Lediglich die Dreiecksungleichung (b) bedarf eines Beweises:

lv + wll* = [[o]|* + 2(v, w) + [|w]]*
< lvll* + 2l[v]l lwll + [Jw]}®
= (Ilv]l + f[wl)?

g

Definition 17.9 Es seien v, w € V\0. Dann gibt es genau eine reelle Zahl a € [0, 7],

so dass

_ (v,w)

cosqy = ———.
o] fwl]

Diese Zahl « heifit der (unorientierte) Winkel zwischen v und w, in Zeichen:

a = <(v,w).
Es gilt
a=0 <= v=Awmit A >0
a=7 <= v=Awmit A <0
a= g — (v,w) =0
0<ac< g < (v,w) >0, v,w linear unabhéngig
(spitzer Winkel)
g <a<rm <= (v,w) <0, v,w linear unabhéngig
(stumpfer Winkel)
Da cos(m — ) = — cos «v gilt ergibt sich

<(—v,w) =7 — <(v,w) (komplementire Winkel)

w

s
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Beispiel 17.10 (Kosinussatz)
Ist a = <(v, w), so gilt

lv —wl* = ol + [Jwl* = 2[v]| Jwl] cos a (51)
Dies folgt sofort aus der Definition von v und der Norm:

HU - UJHQ = <U —w,v— ’LU> = <U?U> - 2<an> + <w7w>
= [loll* = 2||v]l [lw] cos e + [Juw]|*.
Dieser Satz ist aus der Dreiecksgeometrie bekannt: Es sei ein Dreieck mit den Fcken

A, B, C gegeben. Die Seiten a, b, c und die Winkel «, 3, seien wie im Bild gewahlt.

Man bekommt mit v = AHB LW = AHC’:
v—w=AB—AC=CA+ AB = CB

und [Jvff = ¢, lwl} =0, [[v—w] = a.
Damit folgt aus (51):
a? = b* + ¢* — 2bccos a.

Analog gilt natiirlich auch

b2 =a® + ¢ — 2accos B

& =a®>+b* — 2abcos .

Hieraus folgt auch der Satz von Pythagoras. Ist v = 7, das Dreieck also rechtwinklig,

so gilt cosy = 0 und damit
¢ =a’+ V.

Beispiel 17.11 (Satz von Thales)
Sind v, w linear unabhéngig mit ||v|| = |Jw||, so gilt v — w ist orthogonal zu v + w,
d.h. <(v —w,v+w) = 7. Das ist klar: Es gilt ja

(v —w,v+w) = (v,v) — (w,w) = 0.

Ist ABC' ein Dreieck auf einem Kreis, so dass die Seite ¢ = AB ein Durchmesser ist,
so ist ABC' rechtwinklig, v = 7.
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4>
Man setzev = MB w = MC dann ist —v = MA v—w=CBund v +w =
AM + M C’ AC’ Es gilt also CB ist senkrecht zu AC weil

— —
[MC| = [Jw]| = [v]| = M B]|.
Es sei jetzt V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Definition 17.12 a) v,w € V heiflen orthogonal, wenn (v, w) = 0 gilt.

b) Zwei Untervektorraume U, W von V heifien orthogonal, wenn (v, w) = 0 fiir
allev e U, we W gilt.

c¢) Ist U C V ein Untervektorraum, so heifit
t={veV|(vw) =0 fir allew € U}

das orthogonale Komplement von U in V.

d) Ein System (vy,...,v,,) von Vektoren in V heifit orthonormal, wenn (v;, v;)
= 0; fiir alle ¢, 7 = 1,...,m gilt, d.h. wenn die Vektoren paarweise zueinander
orthogonal sind und wenn ||v;|| = 1 firi = 1,..., m. Eine Orthonormalbasis

ist eine Basis, die orthonormal ist.
Satz 17.13 Es sei U C V ein Untervektorraum. Dann gilt:

a) U™ ist Untervektorraum von U und es gilt V = U @ U*.

b) (UL =U

Beweis: Zu a) Offensichtlich ist U+ ein Untervektorraum von U, denn das Skalar-
produkt ist bilinear.

Ist nun v € UNU*, so ist insbesondere (v, v) = 0, also v = 0. Damit ist UNU* = 0.
Damit ist die Summe von U und U+ direkt. Um V = U @ U+ zu zeigen, geniigt es
dim U+ = n — dim U zu beweisen.

Es sei dazu (uy,...,u,) eine Basis von U. Dann gilt offensichtlich v € U+ <=
(v,u;) =0fiir j=1,...,m.



17 Euklidische Vektorraume 182

Wir ergénzen (uq,...,u,) zu einer Basis (uj,...,u,) von V und bezeichnen mit

G = (9i), gij = (u;,u;) die Gramsche Matrix. Ist nun v = i Ty, T = [x1,. .., Ty,
so gilt also . =
v E UL<:>Zg¢jx¢:0ﬁirj: 1,...,m.
i=1
Nun hat aber die Matrix G den Rang n, denn fiir v = i xu; gilt: Ist G = 0, so
ist auch (v,v) = 2'Gz = 0, also v = 0 und somit = = 0. Z]?élglich hat G den Rang n
und (gij)ifll ,,,,, n den Rang m.

U+, die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

Zgijxizofﬁrj: 1,....,m,
i=1
hat also die Dimension n — m.
V =U @ Ut ist bewiesen.
Zub) Es gilt dim(U+)* = n—dim U+ = dim U und U C (U+)*, folglich U = (U*)*.
O

Beispiel 17.14 Es sei R? mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen.

a) Essei U= {(z,y,2) € R*| 3z + 2y — 2z = 0}. Wie berechnet man U~?
Es sei v := (3,2, —1). Dann gilt

u=(z,y,2) €U < (u,v) =0

«— u € (Ru)*

Also ist U = (Rv)* und somit U+ = (Rv)++ = Ru.

b) Es sei U der von u; = (1,1,0), uy = (1,0,2) aufgespannte Untervektorraum
von R3.

Dann gilt
r+y = 0

_ L
v=(z,y,2) €U <:>{$+22 _ 0

Eine Lésung ist (1, —1, —3) und somit gilt U+ = R(1, -1, —3).

Definition 17.15 Es sei W ein Untervektorraum von V. Fiir jeden Vektor v € V
gibt es eine eindeutige Zerlegung v = w; + wy mit w; € W und w, € W,

wy heift dann die orthogonale Projektion von v auf W.
wsy ist dann die orthogonale Projektion von v auf W+.
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WJ_
Die Abbildung py € End(V') mit pw (v) = w; heifit der orthogonale Projektor
von V auf W.
Es gilt

im(pw) =W,  piy = pw,
d.h. py ist idempotent. Man hat offensichtlich die Zerlegung

idy = pw + pwe
der Identitiat. Weiter gilt:
pw ©pwi = pwe o pw = 0.

Lemma 17.16 Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhéngig.

m
Beweis: Es sei (vq,...,v,) ein Orthonormalsystem. Ist nun ) a;v; = 0, so ist auch
i=1

m m m
O = E a;V;, Uj = ai(vi,vj) = E ai5zj = CLj
=1 =1 =1

fir alle j =1,...,m. [l
Satz 17.17 Jeder euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.
Beweis: Induktion nach n = dim V.
1. Ist n =1 und v € V\0, so ist v; mit vy := ﬁv eine Orthonormalbasis.
2.n—1—n:Essein=dimV, n > 2.

Wiéhle einen Vektor v; € V mit |lvy|| = 1. Dann ist W := (Rv;)*(n—1)-dimensional.
Nach Induktionsvoraussetzung hat W eine Orthonormalbasis vy, ..., v,.

Offensichtlich ist dann vy, v, ..., v, eine Orthonormalbasis von V. O

Definition 17.18 Es sei B = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V. Fiir v € V
heiBt dann (v, v;) der i-te Fourierkoeffizient von v (bzgl. B).
Es gilt

v =(v,v1)v1 + -+ + (v, V) V.
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Die Abbildung ® : V. — R” mit
O(v) = (x1,...,2,), wenn z; = (v, v;)
ist ein R-Vektorraumisomorphismus und es gilt
(v, w) = (®(v), B(w)).
Das Skalarprodukt von v und w ist ja
(o) = (s, 3w

¢ J
= Z (v, v5){w, v;) 55 = Z(v,vi>(w,vi>-
irj i
Der euklidische Raum V' ist isomorph zu R™ mit dem Standardskalarprodukt.

Wir sehen also: Bis auf Isomorphie gibt es nur einen n-dimensionalen euklidischen
Raum.

Lemma 17.19 Es sei W ein k-dimensionaler Untervektorraum von V' und (v,
..., vg) sei eine Orthonormalbasis von W. Dann kann man die orthogonale Pro-
jektion

pw:V —V

wie folgt beschreiben:

i

Wir erklédren jetzt eine Methode, wie man aus einer gegebenen Basis von V' eine
Orthonormalbasis von V' gewinnt.

Satz 17.20 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)

Es sei (wy,...,w,) eine Basis von V.
Man setze 1
Uy = wy,
[[w |
und fiur £ > 1:
k
Wk+1 — Z(wk+17vi>vi
Vg1 = Z?
[wer = D (wer, vi)vi|
i=1
Dann ist (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V' mit

Span(wy, . ..,wy) = Span(vy,...,v) fir k=1,... n.
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Beweis: Es sei V;, := Span(wy, ..., ws). Durch Induktion nach k zeigen wir, dass
(v1,...,v;) eine Orthonormalbasis von V} ist.

a) k=1:Esgilt: V] = Rwy; = Ruy und ||vy|| = 1.

b) Essei 1 <k <n—1und es sei schon gezeigt, dass (v1, ..., vx) eine Orthonor-
malbasis von V}, ist. Nach Lemma 17.19 ist

k
Wiy 1= Z<wk+lavi>vi € Vi

i=1
die orthogonale Projektion von wy 1 auf Vi. Da w1 € Vi, iSt Wiy — Weeq €
Vi\o.
Also ist auch

Vpsr = LT Ryl it (o] = 1.
Hwk+1 - wk—HH

Da auflerdem vy € Viyq (weil wgiq, Wry1 € Viy), ist (v1,...,vk41) eine

Orthonormalbasis von V.. ]
Beispiel 17.21 Um aus einer beliebigen Basis (wy, ..., w,) von V eine Orthogonal-
basis (vy,...,v,) zu finden, derart, dass

Span(vy, ..., vp) = Vi,

wobei Vj, := Span(wy, ..., wy) ist, kann man auch so vorgehen. Man setzt v, = wy.
Fir k=1,...,n — 1 bestimmt man = = (xy,...,xx), so dass
k
Uk+1 = Wg41 — E LW
i=1

orthogonal zu V}, ist; das liefert die linearen Bedingungen
(Upg1,wj) =0fir j=1,...k

und somit das inhomogene lineare Gleichungssystem

k
Zmz<wszj> - <w/€+17wj>7 ]:177k (52)
i=1
mit k£ Gleichungen in den Unbekannten x4, ..., x;. Die Koeffizienten des Gleichungs-

systems entnimmt man der Gramschen Matrix
G =(9i), 9ij = (wi,wy)

von (wy, ..., wy).
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Das System (52) hat die Form
wobei Gy, = (¢ij)ij<r Untermatrix von G und by = [gk41.1- - - » Gr+14) iSt.
Da G, invertierbar ist, gibt es genau eine Losung = von (53).

Die so gewonnene Basis ist orthogonal. Man kann sie normalisieren, in dem man v;
durch mvi ersetzt.
K

Ein konkretes Beispiel:

Es sei V' der Vektorraum der Polynome ag + a & + asz? + azxz® vom Grad < 3 und
das Skalarprodukt auf V' sei

(f.9) :/_1 f(z)g(x) du.

Wir wollen die Basis B = (1, z, 2%, 2*) orthogonalisieren:
Die Gramsche Matrix GG von B ist

1 1
o 1 o
G = (gij)i,jzl,..A mit gij = / A - [_ xz-i—y—l}
- -1

1 1+7—1
1 o
=——(1 —1)+t
also
2
20 %50
2 2
a-| %3505
2 2
3 050
2 2
0 5 0 7
Das oben beschriebene Verfahren liefert:
V1 = 1.
v =x —x1 -1 und g11701 = go1, also 2xy; = 0, und somit z; = 0,
d.h. vy = 2.
U3:I2—.%'1—ZL’2(L’
und )
g1 gi12 T _ [ 3
921 Y22 T 0/’
d.h

also xlzé, 29 = 0 und v3:x2—%.
Schlieflich

Vg4 = 1'3 — X1 — Xl — 1'31'2
und

wio O DN
QOwivn O
aln O wlN
8
)
I
O uinn O
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Mit GauB-Elimination ergibt sich

20 % Z1 0
579 3
Also ist z3 =0, z3 = 2, 23 = 0 und somit v; = 2% — £z.
Damit ist 1 ;
(01,02, 03,00) = (L2,2% = 3, 2° — 2a)

ein orthogonale Basis von V. Allerdings ist diese Basis nicht normiert.

Das folgende Kriterium von Hurwitz ist niitzlich, um eine symmetrische Matrix auf
positive Definitheit zu priifen.

Satz 17.22 Eine symmetrische Matrix G = (g;;) € M, (R) ist genau dann positiv
definit, wenn die Hauptminoren det Gy, k = 1,...,n positiv sind.

Dabei ist Gy, = (gij)ij<k € Mi(R) die k-te Hauptuntermatrix von G.

Beweis: Es sei g : V x V — R eine symmetrische Bilinearform, (wy,...,w,) eine
Basis von V und G sei die Gramsche Matrix von (wy, . .., w,) beziiglich g. Es sei wei-
ter Vi, der von wy, ..., w, aufgespannte Unterraum von V und g;, die Einschrankung
von g auf Vj. Dann ist Gy die Gramsche Matrix von (wy, ..., wy) beziiglich gg.

1. Es sei g positiv definit. Dann sind auch die Einschrénkungen g positiv definit.
Nach dem Orthonormalisierungsverfahren gibt es eine invertierbare Matrix
Sk, so dass SEGSk die Einheitsmatrix ist. Es gilt also 1 = det(S;GrSk) =
(det S)? det Gy, und folglich ist det G} > 0.

2. Es gelte jetzt det G, > 0 fiir £ = 1, ..., n. Induktiv zeigen wir, dass G}, positiv
definit ist fir k=1,...,n.

(a) k=1: Gy =(g11), g1 > 0= G, positiv definit

(b) k — k + 1: Es sei G}, positiv definit, also g positiv definit. Wéhle
eine Orthonormalbasis (vq, ..., vx) von V. Da Gy nicht singulér ist, denn
det G # 0, kann man nach 17.21 genau ein vg, € Viyq finden, so dass

k
Uk+1 = Wiyl — Z TiW;
i=1
und
k
Zgijxi = i1y fir j=1,... k.
i=1
Die Gramsche Matrix von (v1, . .., vx+1) beziiglich g1 hat dann die Form
1 ... 0
GI _ | . . _ StGk+1S.

: 10
0 ... 0 v
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Es gilt dann
v =det G’ = (det S)* det G4y > 0.

Damit ist gezeigt, dass G’ positiv definit ist und somit natiirlich auch

Gk+1. |:|

Bemerkung. Der Beweis hat eigentlich mehr gezeigt: Ist det Gy # 0 fiir k =
1,...,n, so gibt es eine Basis (v1,...,v,) von V, so dass die Matrix (g(v;,v;)):;
Diagonalmatrix der Form

-1

ist, wobei r die Anzahl der positiven und s die Anzahl der negativen Elemente in
der Folge

<det . det G4 det G,, )

det G17 Y det Gn—l

ist. Wir kommen darauf in Abschnitt 22 iiber quadratische Formen zuriick.

Ubungen
1. Welche der folgenden Abbildungen definiert ein Skalarprodukt auf R3?
(a) (z,y)a = 2" Ay mit

A:

O N =
— Ot DN
o = O

(b) 9((%@2; $3)a (ylvyZJ 3/3)) = T1Y1 — T1Y2 + T3Y2 + T2y
(¢) h((w1, 29, 23), (Y1, Y2, Y3)) = f_ll(xl + o + x327) (41 + Yo + y32°) dx

2. Berechnen Sie die Gramsche Matrix von (vy,vq,v3) beziiglich des Standard-
skalarproduktes auf R? fiir

v = (1, 1,2), Vg = (O, 1,3), V3 = (1, —2, 1)

3. Berechnen Sie den Winkel zwischen f und g, wobei

f =cosx +sinx + 3sin2x

g = cos 2x + sin 2z + 3 sin 3z

(27
—Jo

und das Skalarprodukt (f, g) f(x)g(x) dx zugrunde liegt.
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4. Es seien (V1, 1), (Va, g2) euklidische Vektorrdume. Definieren Sie ein Skalar-
produkt g auf V; x V5, so dass V7 x 0 und 0 x V5 orthogonale Unterrdume von
Vi x V5 sind.

5. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis (vy, ..., v4).
Es sei U der von vy + vy und v; + vy — w3 aufgespannte Untervektorraum.
Bestimmen Sie eine Basis von U+ C V.

6. Essei U dervon (1,1,1,0,0,0), (0,1,1,1,0,0) und (1,0, 1,0, 1, 0) aufgespannte

Untervektorraum von RS,

(a) Finden Sie eine Orthonormalbasis von U bzgl. des Standardskalarproduk-
tes.

(b) Berechnen Sie die orthogonale Projektion von (1,1,1,1,1,1) auf U.
7. Essei (€, p) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, Q = {xy,...,z,}, p: Q —
R, p(x;) >0, Zilp(a:z) =1
Es sei V = Abb(£2, R) der Raum der Zufallsvariablen.
E:V—R

sei das Funktional E(f) := Y p(x)f(z).

zef)

(a) Zeigen Sie: Mit (f, g) := E(fg) ist V ein euklidischer Vektorraum.

(b) Fiir eine Teilmenge A C Q setzt man p(A) := > p(x).
TEA
Zwei Zufallsvariable f, g € V heiflen unabhéngig, wenn fiir alle a,b € R

gilt

p(f~H(a) g™ (1) = p(f (a))p(g™ (b))
Zeigen Sie: Sind f,g € V mit E(f) = E(g) = 0 und sind f, g unabhéngig,
so sind f, g orthogonal.

(c) Vo={f €V | E(f) =0} ist Untervektorraum von V. Bestimmen Sie den
orthogonalen Projektor von V auf V.
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18 Orthogonale Abbildungen

Es sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Definition 18.1 Fiir v,w € V heifit d(v, w) := ||v — w|| der euklidische Abstand
von v und w.

Definition 18.2 Eine Abbildung F': V' — V heifit Isometrie (oder Kongruenzab-
bildung) wenn gilt:
d(F(v), F(w)) = d(v, w).

Beispiel 18.3 Ist a € V, so ist die Translation 7, : V' — V, T,(v) = v + a eine
[sometrie.

Lemma 18.4 Ist F': V — V eine Isometrie mit Fixpunkt b € V| also F(b) = b, so
ist G :=T_,0 F oT, eine Isometrie mit G(0) = 0 und es gilt fiir alle v,w € V:

(G(v), G(w)) = (v,w).
Beweis:

1. G ist Isometrie als Komposition von Isometrien. G(0) = F'(b) — b = 0.

2. Firv eV gilt
[o] = d(v,0) = d(G(v), G(0)) = d(G(v),0) = [|G(v)]]
Fir v,w e V gilt
lv = wl[* = [jo]|* = 2{v, w) + [Jwl]|?

und

IG(v) = Gw)II* = [G@)]I* = 2{G(v), G(w)) + [|G(w)||*.

Da nun {|G(v)[| = [ol, |G(w)|| = [fw]| und [v = w]| = [[G(v) = G(w)], folgt
durch Vergleich (v, w) = (G(v), G(w)). O

Definition 18.5 Eine Abbildung F': V — V heifit orthogonal «<—= VY v,w € V :
(F(v), F(w)) = (v, w).

Satz 18.6 Jede orthogonale Abbildung F': V' — V ist ein Vektorraumisomorphis-
mus und eine Isometrie.

Beweis: (a) Wir zeigen: F' ist isometrisch mit £'(0) = 0. Aus (F'(0), F'(0)) = (0,0) =
0, folgt £(0) = 0. Fiir v,w € V gilt

IF(v) = F(w)[|* = (F(v), F(v)) = 2(F(v), F(w)) + (F(w), F(w))

= (v,v) — 2(v,w) + (w,w) = ||v — wl|*.

Also ist F' eine Isometrie.
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(b) Wir zeigen, dass F': V — V Vektorraumisomorphismus ist.
Sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis von V. Da (F(e;), F(e;)) = (e;, e;), ist auch
(F(e1),..., F(e,)) eine Orthonormalbasis von V. Durch

G <Z a:iel-) = Za:iF(ei)

ist somit ein Vektorraumisomorphismus G : V' — V definiert.
Offensichtlich gilt:

n
Ist v =Y x;e;, s0 ist x; = (v, e;) und somit
=1

n n

F(v) = (F(v), Fle)F(es) = Y (v,eq) Fles) = vaiF(ei) = G(v)

i=1 =1

Damit ist F = G. O

Lemma 18.7 Es sei F': V — V orthogonale Abbildung und B = (vy,...,v,) eine
Basis von V| GG ihre Gramsche Matrix. Weiter sei A die Matrix von F' beziiglich der
Basis B.

Dann gilt
G = A'GA.

Ist B eine Orthonormalbasis (also G = E), so gilt
E— A'A,

d.h. die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von R".
Weiter gilt det A = +1.

Beweis:
9ij = (vi, v5) = (F(v;), F(vy))
= <Z QA Uk, Z aéjUZ>
k ¢
= Z QkiGrede;
k.

— G =AGA
= detG = (det A)?*det G = det A = £1 O

Aus A'A = E folgt, dass A® = A~L. Es gilt also auch AA' = E.
Definition 18.8 Eine Matrix A € M, (R) heifit orthogonal «<— A'A = E.

Mit O(n) wird die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen bezeichnet.
Mit O(V') bezeichnen wir die Menge aller orthogonalen Abbildungen F : V' — V.
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Ist eine Orthonormalbasis von V fixiert und bezeichnet A = M(F') die Matrix von
F beziiglich dieser Basis, so erhélt man eine Abbildung

M :O(V) — O(n)
mit folgenden Eigenschaften
a)  Midy)=E
b)  M(FoG)=MF)M(G).

Die Mengen O(n) und O(V) mit der Matrizen-Multiplikation bzw. Komposition
von Abbildungen als ,, Verkniipfung“ sind Beispiele von Gruppen. Der Begriff der
Gruppe, den wir jetzt einfithren wollen, ist ein fundamentaler Begriff der Algebra.

Definition 18.9 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung
G xG— G, (r,y) — -y, so dass folgende Axiome erfiillt sind:

(G1) Es gilt das Assoziativ-Gesetz:

Ve,yz€Giax-(y-2)=(x-y) 2

(G2) Es gibt ein neutrales Element:
dJeeG VzeG:ecx=a-e=v
(Wie wir schon frither gesehen haben, ist e eindeutig bestimmt.)
(G3) Jedes Element besitzt ein Inverses:
VeeGdyeG:z-y=y-x=e

(y ist ebenfalls durch = eindeutig bestimmt.)
y heiBt das Inverse von z und wird mit ! bezeichnet.

Es ist {iblich, statt x - y kurz xy zu schreiben.
Man darf Klammern in mehrfachen Produkten weglassen:

xyz = (vy)z = z(yz).

Allerdings darf man im allgemeinen nicht die Reihenfolge der Faktoren vertauschen.
Eine Gruppe heifit abelsch, wenn das Kommutativ-Gesetz gilt:

Va,yeG:xy=uyx.

Abelsche Gruppen werden oft additiv geschrieben. Statt x - y schreibt man also
T +y.

Natiirlich schreibt man dann auch —z an Stelle von z~!. Das neutrale Element e
wird dann mit 0 bezeichnet.
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Ist (K, +, ) ein Korper, so ist (K, +) eine abelsche Gruppe. (K, +) heifit die additive
Gruppe des Korpers.

Auch (K* = K\{0},-) ist eine abelsche Gruppe. K* heifit die multiplikative
Gruppe von K.

Ist G eine Gruppe, n € Z,x € (G, so kann man die Potenz z" € G einfiihren:

Man setzt 20 := e.

Fiir n > 0 setzt man 2" := z - 2" L.
Fiir n < 0 setzt man z" := (z7")~L.

Man zeigt leicht die Potenz-Rechenregeln

l.ner — xnwm’
fir alle n,m € Z,x € G.
Weiter gilt
(zy)" = 2"y",

falls xy = yux.

Definition 18.10 Es sei G eine Gruppe, H C G eine Teilmenge. H heifit Unter-
gruppe von G, wenn gilt:

(a) eeH
(b) VzyeG:x,yec H— xyc H

(c) VezeG:xeH=z'€H.

Eine Untergruppe ist mit der von G induzierten Multiplikation natiirlich ebenfalls
eine Gruppe.

Definition 18.11 Es seien G, Gy Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G; — G2 heifit
Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

Va,y € Grplry) = o(x)p(y).

Es folgt dann auch ¢(e) = e, denn: e - p(e) = p(e) = p(e-e) = p(e) - p(e), also
e = p(e).
Weiter gilt p(z7!) = ¢(z)~!, denn:

und somit

-1

p(x)" =p(x) e = pr) p(@)p(z™") = ep(x™") = ().

Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Zwei Gruppen Gy, Gy heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus ¢ : G; —
G2 glbt
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Lemma und Definition 18.12 Es sei M eine Menge
S(M)={f: M — M| f bijektiv }

ist mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe.

S(M) heiit die (volle) symmetrische Gruppe von M.

Ist M ={1,...,n}, so heifit S,, := S(M) die symmetrische Gruppe n-ten Grades.
Die Elemente von S,, sind Permutationen. O

Lemma und Definition 18.13 Es sei R ein Ring mit Eins. Die Menge der Ein-
heiten in R ist mit der Multiplikation eine Gruppe, die Einheitengruppe von R. Sie
wird mit R* bezeichnet.

R*={reR|3JyeR:zy=yx=1}.
Definition 18.14  a) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
GL(V) :=End(V)* ={F:V — V| F Isomorphismus }
heifit die allgemeine lineare Gruppe von V.
b) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. n € N;n > 0.
GL,(R) = M,(R)* ={A € M,(R) | A ist invertierbar in M, (R)}
heifit die allgemeine lineare Gruppe n-ter Ordnung iiber R.

Lemma 18.15 a) SL(V)={F € GL(V)|detF =1}
ist eine Untergruppe von GL(V). Sie heift die spezielle lineare Gruppe von
V.

b) SL,(R)={A€GL,(R)|detA=1}
ist eine Untergruppe von GL,(R) und heifit die spezielle lineare Gruppe
n-ter Ordnung iiber R.

Beweis: zu a):
1. idy € SL(V'), denn det(idy) = 1.
2. FGeSL(V)=det(FolG)=det FdetG=1-1=1= FoG e SL(V).

3. FeESLV)=1=det(FoF™) = detF-det(F!)
— det(F1) = F' e SL(V).

zu b) analog. 0
Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V', so ist die Abbildung
M End(V) — M, (K),

die F' die Matrix A = M(F') von F beziiglich der Basis B zuordnet, ein K-Algebra-
Isomorphismus und induziert einen Gruppenisomorphismus

M : GL(V) — GL,(K).
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GL(V) ist isomorph zu GL,(K),
SL(V) ist isomorph zu SL,(K).

Lemma 18.16 Es sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n.
Dann gilt:

O(V) ist Untergruppe von GL(V),
O(n) ist Untergruppe von GL,(R).
Die Abbildung
M :0(V) — O(n),
die einer orthogonalen Abbildung F' : V' — V die Matrix A = M(F') beziiglich einer

festen Orthonormalbasis B zuordnet, ist ein Isomorphismus.

O(V) heifit die orthogonale Gruppe von V,
O(n) heifit die reelle orthogonale Gruppe n-ter Ordnung.
Wieder hat man die ,,speziellen® Untergruppen

SO(V):
SO(n) :

O(V)NnSL(V),
O(n) N SL,(R).

Beispiel 18.17 a) O(1) ={a € R|a* =1} = {1},
SO(1) = {1}.

b) Wir wollen zeigen, dass

on-{(3 )

a c
b d

a,bERunda2+b2:1}.

Beweis. Sei A = ( ) € SO(2). Dann gilt also A’A = FE, d.h.

() ()

bilden eine Orthonormalbasis von R?, also gilt a?+b* = 1 und ) =E 1,

und da auflerdem det A = 1, folgt (Z) = (_ab). O

Es ist eine leichte Ubung, zu zeigen, dass die Menge S* = {u € C | |u| = 1}
eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe C* ist und dass die Abbildung

) (a —b>
u=a+ b —
b «a
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ein Gruppenisomorphismus S — SO(2) ist. Die Abbildung R — S, a
e’ = cos o + i sin v ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von der ad-
ditiven Gruppe (R, +) auf S*, denn e'(@+#) = ¢iaeif,

Die Komposition R — S — SO(2) ist der surjektive Gruppenhomomor-

phismus
R — SO(2)

cosa —sino
a — A, :z( )

sin o COS (v

A, ist die Drehung um den Winkel o im mathematisch positiven Sinn.

Y

Sin o

COSs v 1;(1)

Die Gruppe SO(2) ist abelsch und besteht aus den Drehungen um den Null-
punkt.

O(2) ist nicht abelsch und besteht aus den Drehungen
Aa:(CQSa —sina)
sina cosa

und aus den Spiegelungen

S, — —cgsa sina ) -1 0 A,
sino Cos« 01
Man sieht leicht:

~10 ~10
Sa—( . 1)A;A3_A_g( . 1)A

An dieser Darstellung kann man leicht die Eigenvektoren von S, und damit
die Spiegelachse ablesen:

Sei P = (43)71(3), @ = (49)71().

Dann ist

= (A )_15'014%.

o
2

[N]])

und S,Q = Q.
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(N1}

N[R

Die Gerade durch 0 und @ ist die Spiegelachse ¢ von S,,.

Auch fiir n > 3 gilt
O(n) = SO(n)U Sy - SO(n),

-1
wobei Sy = ) die Spiegelung an der Koordinatenhyperebene H =

1
{r € R" | x; = 0} C R" bezeichnet.
Eine Parametrisierung von SO(n) ist fiir n > 3 nicht so einfach wie im Fall n = 2
zu bewerkstelligen. Die n? Komponenten a;; einer n x n-Matrix unterliegen den
'Orthogonalitétsbedingungen’

n
Zaﬂa]’k :5zk firl<i<k<n.
j=1

Das sind (";1) unabhéngige Bedingungen und wir erwarten daher, dass SO(n) von
() = n? — ("}') reellen Parametern abhingt. Fiir SO(3) werden wir dies niher
ausfiihren.

Jetzt beweisen wir zundchst den Satz iiber die Normalform orthogonaler Abbildun-
gen.

Wir benotigen den folgenden Hilfssatz.

Lemma 18.18 Es sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Zu jedem Endomor-
phismus F' : V — V gibt es einen F-invarianten Untervektorraum U C V der
Dimension 1 oder 2.

Beweis: (a) Hat F' einen reellen Eigenwert, so hat V einen 1-dimensionalen F-
invarianten Unterraum.

(b) F besitze keine reellen Eigenwerte.
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Es sei A € C ein komplexer Eigenwert von F. Das bedeutet folgendes: Man wiéhle
cine Basis (eq, ..., e,) von V und betrachte die Matrix A € M, (R) von F' beziiglich
dieser Basis. Es gibt dann ein z € C", z # 0 mit

Az = Az,
Da A reell ist, d.h. A = A gilt, folgt
Az=Az= Xz =)z
t=Rez=13(2+2), y=Imz = L(z — 2) sind Vektoren im R".
Ist \=a+ 61, a,f € R, so folgt
Az = %(Az + Az) = %(/\z +A2)
= Re(Az) = ax — By

und

1 _ 1 —
Ay = Q—Z(Az — Az) = 2—Z(Az — A2)
=Im(\2) = ay + fz.

Der von = und y aufgespannte Untervektorraum von R” ist also A-invariant. Somit
ist der von v,w € V, v =Y mie;, w = > y;e;, aufgespannte Unterraum U von V/
F-invariant.

U ist zweidimensional, da I’ keine eindimensionalen F-invarianten Unterrdume von
V' zulésst. O

Jetzt konnen wir den Hauptsatz beweisen, der folgendermaflen lautet:

Satz 18.19 Essei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F: V. — V
eine orthogonale Abbildung.

Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung

in paarweise orthogonale Unterrdume V; mit 1 < dim V; < 2 und orthogonale Abbil-
dungen F; € O(V;), so dass
F=F® - -&F,.

Anders formuliert: Es gibt eine Orthonormalbasis B = (vq,...,v,) von V, so dass
die Matrix A von F beziiglich B die folgende Blockdiagonalform besitzt
1
1
-1
A=
—1
Ay
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mit A; € SO2) fur j=1,....k (k> 0).

Beweis: Induktion nach n.

Ist n = 1 oder n = 2, so ist nichts zu beweisen. Es sei n > 3 und die Zerlegungs-
eigenschaft fiir orthogonale Abbildungen euklidischer Vektorrdume der Dimension
< n — 1 schon bewiesen. Ist nun dim V' =n und F' : V — V orthogonal, so gibt es
einen Untervektorraum U von V mit 1 < dimU < 2 und F(U) = U (nach 18.18).
Fiir U+ gilt dann dim U+ < n — 1. Da U orthogonal zu U+ ist und F orthogonal
ist, ist F(U) orthogonal zu F(U*): u € Ujv € U+ = (F(u), F(v)) = (u,v) = 0.

Da U = F(U), ist somit F(U*) c U+, Ut also F-invariant. Man erhiilt

F=F|U®F|U",
Nach Induktionsvoraussetzung ist
FIUt=FRo - oF,

wobei F; : V; — V; orthogonal ist und dimV; < 2. Mit Fy := F | U, V; = U folgt
dann

F=F® - -®F,.
Die Matrixdarstellung folgt hieraus.

Man hat nur zu beachten, dass F' € O(V)\SO(V) im Fall dim V' = 2 beziiglich der
Orthonormalbasis v1, vo aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 bzw. -1 die Matrixdar-

stellung ( _(1) (1) ) besitzt . O

Korollar 18.20 Es sei n > 3. Ist A € O(n), so gibt es eine Matrix S € SO(n), so
dass

STTAS = mit A;,..., Ay € SO(2)
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Beweis: Nach 18.19 gibt es eine Matrix 7' € O(n), so dass

1 0

T YAT =

0 Ap

Ist det T'=1, so ist S =T wéhlbar; ist det T'= —1, so setze

E, o 0
(e
Dann ist S € SO(n) und
1 * 0
S CACEALYEE)
falls K > 1, und S71AS = T 1 AT, falls k = 0. O

Korollar 18.21 (Euler)
Zu jeder Matrix A € SO(3) gibt es eine Matrix S € SO(3) und ein « € R, so dass

1 0 0
STTAS =1 0 cosa —sina
0 sina cos«

Jede Matrix A € SO(3) beschreibt also eine Drehung A : R® — R? um eine Gerade
durch den Nullpunkt.

Beweis: Dies folgt aus 18.20 und det A = 1. O

Beispiel 18.22 Eine Drehung F' um die x1-Achse um den Winkel o wird beziiglich
1 0 0
der Standardbasis (ey, €9, e3) von R? durch die Matrix D = [ 0 cosa —sina
0 sina cosa
beschrieben.

Die Basis (—ey, e5, —e3) ist genauso orientiert wie (eq, es, €3). Die Transformations-
-1 0 0

matrix S = 0 1 0 | liegtin SO(3) und es gilt fiir die Matrix D von F bzgl.
0 0 -1
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(—e1,e2, —e3)
1 0 0
D=S8"'DS=1| 0 cos(—a) —sin(—a)
0 sin(—a) cos(—a)

o
D)
€1
es
€2

denn:
F(—Gl) = —€1
F(eq) = (cosa)es + (sina)es
= (cos(—a))es — (sina)(—e3)
= (cos(—a))es + (sin(—a))(—e3)
F(—e3) = —F(e3) = (sina)es — (cos a)es
= —(sin(—a))eq + (cos(—a))(—e3).
Ubungen

1. Es sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(a) {z € G | p(z) = e} ist eine Untergruppe von G.
(b) {¢(z) | € G} ist eine Untergruppe von H.

2. Ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum heifft euklidische Ebene. Zei-
gen Sie: Die einzigen Isometrien der euklidischen Ebene R? sind die Transla-
tionen, Drehungen, Spiegelungen und Gleitspiegelungen.

e Translationen sind die Abbildungen 7, mit T,(x) = = + a.

e Drehungen sind die Abbildungen D, , mit D, ,(x) = An(x—a)+a, A, =
cosa —sino
sina  cosa '

e Spiegelungen sind die Abbildungen Sy mit Sy(z) = Sy, (x — a) + a, wobei

ly C R? 1-dim. Untervektorraum, ¢ = ¢, + a Gerade, und Sy, (z1 + 23) =
T — 3y fiir 11 € {y, x5 € .
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o Gleitspiegelungen S;, sind die Abbildungen
Sy =T, 08, wobei v € R*\0
und ¢ eine Gerade mit Richtungsvektor v ist.

T2

v
X

3. H= {( é f ) |z € R} ist eine Untergruppe von SLs(R).

4. Essei S? ={v e R®||jv|| =1}.
Untersuchen Sie die Abbildung

W S% x (0,27) — SO(3),

die einem Paar (v,«) die Drehung um die Achse Rv um den Winkel o im
Gegenuhrzeigersinn zuordnet.

T’U
JO(

Zeigen Sie, dass ¥ : S? x (0,27) — SO(3)\E surjektiv ist und dass jede
Matrix A € SO(3), A # FE, genau zwei Urbilder unter der Abbildung ¥ hat.

5. Es sei A € SO(3)\E. Welche geometrische Bedeutung haben

ker(A — F) und %(Spur(A) —1)?

6. Es sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Fiir a € V\0, sei o, :
V' — V definiert durch

(a) Zeigen Sie: o, ist orthogonale Abbildung.
(b) Finden Sie die in 18.19 beschriebene Matrix fiir die Abbildung o,,.
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(c) Essei S :V — V eine orthogonale Abbildung. Zeigen Sie, dass S~! o
04,05 = oy fir ein b € V\0, welches?

(d) Seien ay,as € V\O mit ||ai|| = [Jag||. Setze a := a; — ay. Berechnen Sie
oa(ay).

7. Es sei V ein n-dim. euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie: Jede orthogonale
Abbildung F' : V — V ist die Komposition von m (m < n) Spiegelungen
Cays--, 04

Hinweis: Ist F'(a) # a, so findet man eine Spiegelung o, so dass (oo F')(a) = a.
Iteriere!
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19 Unitare Vektorraume

Die Geometrie der euklidischen Ebene R? lisst sich algebraisch elegant behandeln,
wenn man R? als komplexe Zahlenebene C auffasst. Ein Paar (z,y) definiert die
komplexe Zahl z = x + 1y.
Kann man das Skalarprodukt auf R? komplex interpretieren? Das ist einfach:
Sei z =z +iy, w=u+iv, (z,9), (u,v) € R%
Dann gilt

(z,y) - (u,v) = zu+yv

und
2w = (zu — yv) + i(xv + yu).

Der Realteil von zw ist ,fast“ dasselbe wie das Skalarprodukt (x,y) - (u,v). Das
Vorzeichen vor yv ist falsch. Durch folgenden Trick wird dies repariert: Betrachte
einfach
20 = (zu + yv) +i(yu — zv).
Jetzt gilt in der Tat
Re(zw) = (z,9) - (u,v).

Wir haben also das reelle Skalarprodukt auf die Multiplikation komplexer Zahlen
zuriickgefiihrt. zw enthélt aber noch mehr Information, den Imaginérteil:

v

—Im(zw):xv—yu:det(z y)

Diese Zahl gibt den (orientierten) Fldcheninhalt des von (z,y) und (u,v) aufge-
spannten Parallelogramms in R? = C an.

Allgemeiner kann man R?" als C" auffassen und fiir z,w € C", 2z = x+iy, w = u-+iv
mit u, v, z,y € R" das so genannte unitire Skalarprodukt

3

einfithren. Es gilt
Re(z,w) = ijuj +y;v = (z,y) - (u,v)
j=1
ist das Standard-Skalarprodukt auf R?".
Ab jetzt sei in diesem Abschnitt V' ein C-Vektorraum.
Definition 19.1 Eine Abbildung

h:VxV—C

heifit Sesquilinearform auf V :<—=
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(a) h ist C-linear in der ersten Variablen, d.h.
h(av + bw,u) = ah(v,u) + bh(w, u)

fiir alle a,b € C, v,w,u € V.
(b) h ist C-antilinear in der zweiten Variablen, d.h.

h(u, av + bw) = a@h(u,v) + bh(u, w)
fiir alle a,b € C, u,v,w € V.

Ist dim¢V = n und B = (vy,...,v,) eine Basis von V, so heiit H = (hj;) mit

hji = h(vj,v;) die Matrix von h beziiglich B oder auch die Gramsche Matrix von

(v1,...,v,) beziiglich h.

h ist durch H vollsténdig bestimmt, denn fir v = ) z;v;, w =
=1

n
l’LUj’Uj, Zj, Wj eC
j: =

J

gilt
h(v,w) = Z zjWyhjx = 2" Hw,
k=1
wobel z = [z1,..., 2], w=[wy,...,w,] € C" und w := [wy, ..., w,].

Wie im Reellen gilt

Lemma 19.2 (Transformationsformel)

Es sei h: V x V — C eine Sesquilinearform auf V, H, H' seien die Matrizen von
h beziiglich der Basen B = (v1,...,v,), B’ = (v},...,v)) und es sei S = (s;;) mit
U} = ; SijUs-

Dann gilt -
H' = S'HS,
wobei S = (5;;) die konjugiert komplexe Matrix zu S ist. O

Definition 19.3  a) Eine hermitesche Form auf V' ist eine Sesquilinearform
h:V xV — C mit der Eigenschaft

h(v,w) = h(w,v) fiir alle v,w € V.

Die Matrix H = (h;;) von h beziiglich einer Basis von V' ist dann eine hermi-
tesche Matrix, d.h. es gilt

hij = h_ﬂ kurz: H = H'.
Fiir eine hermitesche Form ist h(v, v) reell, denn h(v,v) = h(v,v).

b) Eine hermitesche Form h : V x V' — C heifit positiv definit: <= V v €
VO : h(v,v) > 0.

c¢) Eine hermitesche Matrix H heifit positiv definit, wenn fiir alle z € C", z # 0
gilt:
ZHz > 0.
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d) Ein unitires Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite hermitesche Form
auf V.

e) Ein endlich dimensionaler C-Vektorraum mit einem unitédren Skalarprodukt
heift unitédrer Vektorraum.

Fiir das unitére Skalarprodukt schreibt man gewohnlich wieder (u, v) statt h(u,v).

Beispiel 19.4 a) (C",(,)), (z,w)=z'w,
das unitiare Standard-Skalarprodukt auf C".

b) Es sei V' der von den komplexen Funktionen
fn:[0,27] — C, fu(z) =™ = cos(nz) +isin(nz), n€Z

aufgespannte C-Vektorraum.
(Hier ist natiirlich dim¢ V' = o00.)

Fiir f,g € V setzt man

(f.9) 3:/0Wf(x)@dx.

Dies ist eine positiv definite hermitesche Form auf V.

Die Elemente von V heiflen komplexe Fourierpolynome.
Definition 19.5 Es sei V' ein unitédrer Vektorraum.

[o]] = V/{w, v).

||v]| heifit die (unitére) Norm von v.
Fir A e C, v eV gilt

A0l = v/ (A, ) = \/AX (v, v) = [Al]]v].

Satz 19.6 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Es sei V' ein unitédrer Vektorraum. Dann gilt

Fir v € V setzt man

[{(v,w)| < ||v]| |Jw]| fiir alle v,w € V.
Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w C-linear abhéngig sind.

Beweis: Zum Beweis wollen wir den reellen Fall verwenden. V' kann auch als R-
Vektorraum aufgefasst werden, weil R C C. Dann ist Re(, ) : V. xV — R ein
cuklidisches Skalarprodukt auf V' mit derselben Norm wie ( , ). Nach der reellen
Cauchy Schwarzschen Ungleichung gilt

Re(v, w)| < ||v|| [Jw]|| fur alle v,w € V.
Es gilt (v, w) = ul[{v,w)| mit v € S*, also ui = 1 und somit

(v, w)| = wu|(v, w)| = u(v,w) = (v, uw).
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Insbesondere ist (v, uw) reell und nicht negativ. Es folgt

(v, W) = (v, uw) = [Re(v, uw)| < o] [Juw]

= [[vll ful [lwl} = [l lw]-

Sind v, w C-linear abhéngig, so gilt offensichtlich Gleichheit. Gilt |(v, w)| = ||v]| [Jw]|,
so gilt auch |Re(v, uw)| = ||v|| ||luw]||, also sind v und ww R-linear abhéngig, und
somit sind v und w C-linear abhéngig. O

Es sei V' ein n-dimensionaler unitarer Vektorraum. Ohne Miihe kann man Definiti-
on 17.12, Satz 17.13, Definition 17.15, Lemma 17.16, Satz 17.17, Definition 17.18,
Lemma 17.19 und Satz 17.20 iibertragen.

Auch das Analogon zu Satz 17.22 ist richtig: Eine hermitesche Matrix H ist genau
dann positiv definit, wenn die Hauptminoren det Hy, k = 1,...,n positiv sind.

Beispiel 19.7 a) H = ( 1 _12 ) ist hermitesch, denn

H:( L Z>,Ht:H.
— 1

Aber H ist nicht positiv definit, weil det H = 0.

1 1—2\ . .. .
b) H = ( l4+i 3 ) ist positiv definit, denn:

Hi=1>0, det H=3—(1—i)(1+i)=1>0.

Beispiel 19.8 Sei V' das Beispiel 19.4 (b). Wir betrachten den (2N +1)-dimensiona-
len C-Untervektorraum Vy, der von

fo(z) = €™, In| <N

erzeugt wird.

Es sei n(2) = 2= fl2).

Behauptung: {¢, | |n] < N} ist eine Orthonormalbasis von Vy.

Beweis:
27 1 27
2 N
lenll = [ onan@dn = o [ o
Fiir n # m ist
1 27 o
ny Pm/) — 5 M (etme) dy =
(rom) =52 | T do
1 27 ) ) 1 27 )
- eI o —ImT o ez(n—m)a: dr =
21 J, 2 Jo
2T
111 jmme| _g -
27 [i(n —m) 0
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Sei f € V. f besitzt die orthogonale Projektion

N

fN = Z <fa‘;0n>gpn e Vn

n=—N

auf den Unterraum V.

(. on) = %27 /0 7 f@)e i da

heifit der n-te komplexe Fourierkoeffizient von f.
Da fy orthogonal zu f — fy, gilt

N

(fo fn) = {f = s ) + (fs f) = NP = Z (fson)?

n=—N

und somit

Lf = Il = (f = fno f = f) = (F = fno )
N
= 1P = s ) = IR = D (fopnd,

n=—N

N
also gilt || f]|? > > (f,¢,)? fiir alle N.
n=—N

Die Fortfithrung dieser Uberlegungen gehért in die Analysis.

Ubungen

1. Es sei U der von (4,0,1) und (1, 1,4) aufgespannte komplexe Unterraum von

C3. Bestimmen Sie U+,

2. Sindv = (3i+1, 1—14, i+1) und w = (—1+7i, 3—i, 1+3¢) C-linear abhéngig.

Berechnen Sie (v, w), ||v]], ||w]].

3. In C* sei das unitéire Standard-Skalarprodukt gegeben. Wenden Sie das

Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf (vq,v9) an, wobei

v = (i,1,0,i + 1)
vy = (i,i,i+1,1).

Interpretieren Sie das Ergebnis.

4. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von C? beziiglich des unitéiren Skalar-

produkts A mit der Matrix H = < 1 1 ; ! J?: !

c.

) bzgl. der Standardbasis von
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20 Die unitire Gruppe

Definition 20.1 (a) Essei V ein n-dimensionaler unitirer Vektorraum. F' € EndV
heifit unitir < Yo,w € V : (F(v), F(w)) = (v, w).

Die unitdren Endomorphismen sind offensichtlich Isomorphismen

(denn wegen || F'(v) |[|=]| v || sind unitdre Endomorphismen injektiv, also bijektiv)

und bilden eine Untergruppe
UV)c GL(V).

U(V) heifit die unitdre Gruppe von V.
(b) Eine Matrix A € M, (C) heiit unitir < AA =B,
Mit U(n) sind die Menge aller unitéren n x n-Matrizen bezeichnet.

Offensichtlich ist U(n) € GL,(C), denn ist AA' = F, so ist A invertierbar mit

A1 = A" AuBerdem folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz, dass det A
eine unimodulare komplexe Zahl ist: det Adet A = 1.

U(n) ist eine Untergruppe von G1,(C) denn:

(a) E€U(n)

—— —t

(b) A,B € U(n) = AB(AB)' = AB(AB)' = ABB
AB e U(n).

t

A= A4 = E also ist

t

) = AlA =

t

(c) Ist A€ U(n) soist A™t = A" und somit ist Ail(A—l)t =AYA
E, also A~' € U(n).

U(n) heifit die unitdre Gruppe n-ter Ordnung.
SU(n) = {A € U(n) | det A = 1} ist eine Untergruppe von U(n). Sie heiit die
spezielle unitire Gruppe n-ter Ordnung.

Es sei B = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis von V. Dann ist
F— M(F)= A= ( Matrix von F beziiglich B)
ein Gruppenisomorphismus.

M :UV) = Un).

Es sei A = (a;;) mit F(v;) = > agjv.
k=1

Dann gilt
Oij = (Ui, v5) = (F(v), F(v;)) = > aia{vi, vg)
Lk=1
= > @G0 = Y QiGk;, d.h

ATA = E, also auch A'A = E, d.h. A€ U(n).
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Beispiel 20.2
(a) U(l)={a€C|aa=1}=S'"=250(2).

(b) Die Gruppe SU(2) ist wichtig in der Physik. Sie heifit auch Spingruppe.
Wir zeigen, dass

SU@2) =4 (¢ __b | a,b € Cund |a|* + |b]* =1
b a

Beweis: Es sei A = (: g) € SU(2).

Es gilt dann A*A = E und das heifit

GAED-(G

Das ergibt die drei Bedingungen
(@) laf + P =1
(i) aB+v5=0
(i) [B]* +|0]* =1
Weiter gilt det A =1, d.h.
(iv) ad — By = 1.
Multipliziert man (i) mit 3, so erhilt man
Boa + By = B.
Ersetzt man hier Sa durch —v§ (was nach (iii) erlaubt ist), so ergibt sich
—756 + B’Yﬁ = Ba
also -
—y (a0 —py) =5
und somit nach (iv): B
B = —v, also f = —7.
Setzt man dies in (ii) ein, so erhdlt man

—ay +70 = 0.

Ist v # 0, so folgt o = §, also § = @ und somit hat

= (0 7)

die gewiinschte Gestalt.
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Ist v = 0, so lauten die Bedingungen (i) - (iv):
la|=1, =0, [§=1 «adi=1

Es folgt 6 = a~! = @ und somit hat auch in diesem Fall

a 0
1= (3 %)
die gewiinschte Form.

Aus dieser Beschreibung von SU(2) ist sofort ersichtlich, dass SU(2) die Gestalt der
dreidimensionalen Einheitssphére

SSZ{x:(xl,wg,:Ug,x4) €R4\$%+x§+x§+xi:1}

hat. Die Abbildung

®:5° 5 SU@2) mit @) = (xl TiTy T3 ““) ist bijektiv.
T3+ 1ry T — 1Xo

Im néchste Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen den Gruppen SU(2)
und SO(3) genauer untersuchen.

Die Klassifikation der unitdren Endomorphismen eines unitdren Raumes ist einfacher
als die der orthogonalen Endomorphismen eines euklidischen Vektorraums. Es gilt

Satz 20.3 Es sei (V,(,)) eine n-dimensionaler unitirer Raum und F : V' — V ein
unitirer Endomorphismus. Dann gilt

(a) Die Eigenwerte A € C von F' haben den Absolutbetrag 1, sind also unimodulare
komplexe Zahlen.

(b) Es gibt eine Orthonormalbasis B = (vy,...,v,) aus Eigenvektoren von F.

Beweis: zu (a). Ist F'(v) = A(v), so gilt (v,v) = (F(v), F(v)) = (\v, \v) = (v, v).
Da v # 0 ist, gilt A\ =1, d.h. [A| = 1.
zu (b). Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen.

Induktionsschluss n — 1 — n(n < 2): Es sei v; € V' ein normierter Eigenvektor von
F. W = Cu, ist ein eindimensionaler F-invarianter Unterraum. W+ ist (n — 1)-
dimensionaler Untervektorraum von V mit V. = W @& WL, W ist ebenfalls F-
invariant, denn fiir w € W ist 0 = (w,v,) = (F(w), F(v1)) = (F(w), \jv1) =
M (F(w),v1), wobei A\; Eigenwert und F(v;) = Av;. Da A, # 0, folgt somit

(F(w),v1) =0, d.h. F(w) € W,

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis (vg,...,v,) von
FIW+ Wt — W aus Eigenvektoren von F|W+. Das sind natiirlich auch Eigen-
vektoren von F und B = (v, ...,v,) ist eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
von F.

g
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Korollar 20.4 Zu jeder unitdren Matrix A € U(n) gibt es eine unitdre Matrix

B € U(n), so dass
A1 0
BAB' = ( > mit
0 An

unimodularen komplexen Zahlen \i,...,\, € S*.

Bemerkung 20.5

Um eine unitdre Matrix A € U(n) auf ihre Normalform zu bringen, geht man fol-
gendermaflen vor: Zunéchst bestimmt man die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms Pj,.

Seien Ay, ..., A, die verschiedenen Nullstellen. Jetzt berechne man eine Orthonor-
malbasis (v, . .. ,v,(jj )Y des Eigenraumens E();) von );. Dann ist die Matrix
1 1 m m
S = (UE),...,’U}(ﬂ),..., v§ ),...,v,(cm))

eine unitare Matrix und nach Konstruktion der vl(j ) gilt die Matrizengleichung

A By, 0
ASzS( - ),
0 ME.

A 0

also

.. kl—mal
A

STTAS = L
At

k,,-mal

0 A\

Beispiel 20.6 Die Normalform einer Matrix A € SU(2) ist

A0

0 A
wobei A € St. Es ist némlich det A = 1 und folglich sind die beiden Eigenwerte von
A, die ja unimodular sind, zueinander konjugiert.

0 A
Auch SO(2) ist eine zu S* isomorphe Untergruppe von SU(2).
Das Berechnen der Normalform von A € SO(2) nach dem in Beispiel 20.5 beschriebe-

nem Verfahren fithrt hier zu einem konkreten Ergebnis: Ist A = (Z _ab) LalHbt =1,

sosind A = a+ibund A = a—ib Eigenwerte von A und man erhélt von A unabhéngige

T = { <)\ 9) |\ e Sl} ist eine zu S' isomorphe Untergruppe von SU(2).

Eigenvektoren v; = G) zum Eigenwert A (denn Av; = (az}\— b) = A <i> = \vy)
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v 1

— —1
und vy = (1) zum Eigenwert \. Also gilt S = — (1 ;

V2

e (MO
SAS_(OX.

Damit induziert die unitidre Matrix S einen Gruppenisomorphismus

) € U(2) und

d:50(2) - T, ®A)=95"A4S.
Die Matrix S liegt in SU(2), denn

det S = 1.

Man sagt die Untergruppen T und SO(2) von SU(2) sind konjugiert in SU(2).

T=S5"-50(2)-8S.

Ubungen

1 2

1. Finden Sie eine Matrix S € SU(2), so dass S~} <_1 .

) S eine Diagonalma-

trix ist.

2. Zeigen Sie:

1 w o w? oWl 1
A= —[w® w!' W] mitw==(—1+V3i)
I1—-w 3 6 9 2
w? w’ w

ist unitar. Berechnen Sie det A.

a —b

3. Essei A= (b = ) € SU(2), a,b € C, |a|* + |b|* = 1. Zeigen Sie:

(a) Es gibt Diagonalmatrizen By, By € T (vgl. Beispiel 20.6) und eine Dreh-
matrix D € SO(2) mit einem Drehwinkel ¢,0 < ¢ < 7, so dass

A= BlDBQ (*)

(b) Sind a,b beide ungleich Null, so ist die Darstellung () eindeutig bis auf
eine Anderung (B, By) — (—By, —B3).

4. Essein{(a— E>|a,b€(C}7
—b a
10\ . (i 0 . (0 1 (0
S O R (0 B G B ()

Zeigen Sie:
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(a) H ist eine nicht-kommutative R-Unteralgebra von M;(C), aber keine C-
Unteralgebra.

(b) H wird als R-Vektorraum von 1, i, j, k erzeugt.

(c) H* = H\{0} € GI,(C),
H = {£1, +i, +j, £k} ist eine Untergruppe von H*. Stellen Sie die Mul-
tiplikationstafel von H auf.

(d) Fir ¢ = a; + asi + asj + ask sei § = a1 — asi — azj — ask.. Es gilt
Sp(1) :={q € H| qg = 1} ist eine zu SU(2) isomorphe Gruppe.

H ist der Schiefkorper der Quaternionen. Der Buchstabe H soll an den Ent-
decker der Quaternionen, W.R. Hamilton erinnern.
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21 Selbstadjungierte Operatoren

Es sei V' ein n-dimensionaler unitdrer Raum. Wie immer werde das Skalarprodukt
von u,v € V mit (u,v) bezeichnet.

Es sei F': V — V ein Endomorphismus. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn es eine
ON-Basis (vy,...,v,) von V und reelle Zahlen Ay, ..., \, gibt, so dass
F(v;)) = Ny firi =1,... n.
Wir wollen sehen, dass dann fiir alle v, w € V gilt
(F(v),w) = (v, F(w)). (54)
Das sieht man folgendermaflen:

n n
Es sel v =) xv;, w =) y;u; mit x;,y; € C.
i=1 i=1
Dann gilt

(F(v),w) = <Z xiF(Ui),Zijj> = @, (F(v),vy)

ij=1
n n

= E )\ﬂz‘@j@iﬂfﬁzg ATy
i =1 =1

und genauso folgt
(v, F(w)) = > Nz
i=1

Da nun aber ); als reell vorausgesetzt ist, gilt \; = \; und somit die Formel (54). F
ist selbstadjungiert nach der folgenden

Definition 21.1 F € End(V) heiit selbstadjungiert, wenn (F'(v), w)= (v, F'(w))
fiir alle v,w € V gilt.

Lemma und Definition 21.2 Zu jedem Endomorphismus F € End(V) gibt es
genau einen Endomorphismus F* € End(V) mit

(v, F(w)) = (F"(v), w)

fiir alle v,w € V.
F* heiit der zu F' adjungierte Operator.

(Das Wort “linearer Operator auf V” wird synonym zu “Endomorphismus von V”
verwendet. )

Es gilt auch

(F(v),w) = (v, F"(w))
fir alle v,w € V, mit anderen Worten: (F*)* = F.
Ist B = (vy,...,v,) eine ON-Basis von V und ist A die Matrix von F beziiglich B,
so ist A* := A' die Matrix von F* beziiglich B.
F ist genau dann selbstadjungiert, wenn F' = F* gilt, d.h. wenn die Matrix A von
F beziiglich einer ON-Basis von V' hermitesch ist, also A = A gilt.
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Beweis: Die Eindeutigkeit von F™ ist klar, weil zwei Vektoren vy,v, € V genau
dann gleich sind, wenn (v, w) = (vy, w) fir alle w € V' gilt.

Zur Existenz von F*: Es sei B = (vy,...,v,) eine ON-Basis von V. Es sei A = (a;;)
die Matrix von F' beziiglich B, also

n

F(vj):Zaijvi firj=1,...,n.

=1

Man definiere F* € End(V') durch
F*(Uz) = Zaijvj.
i=1

Dann gilt fiir v =) zv;, w = ) y,v;:

(v, F(w)) = sz@j (vi, F(vy)) = inyj <U7:7 Zakﬂ)k>
(2% i, k
= Z TiY A
i,J

und

(Fr(v),w) = Y g (F(v), ) = > @Y Gwve, vj)
i, i,J k
= Z%?ﬁzja
i

also (F*(v),w) = (v, F(w)). Damit ist die Existenz von F* bewiesen.
Nach Konstruktion ist A' die Matrix von F* beziiglich B.
Da (A*)* = A gilt, ist A die Matrix von (F*)* beziiglich B, also gilt F' = (F*)*.
U

Bemerkung 21.3 Ist V ein n-dimensionaler unitiarer Vektorraum, so induziert das
Skalarprodukt (,) auf V' einen kanonischen C-Vektorraumisomorphismus

End(V) — Sesq(V) :={h:V xV — C | h sesquilinear}

und zwar wird F' € End(V) die Sesquilinearform hp mit hp(v,w) = (F(v),w)
zugeordnet. Man sieht leicht ein, dass F' + hp linear ist:

(@)  hrio(v,w) = ((F+G)),w) = (Fv)+G),w) =
(F(v),w) +(G(v), w)
= hp(v,w)+ hg(v,w)
= (hr + hg)(v,w),
(b)  harlv,w) = AF(v),w) = MF(v),w) =
= Mip(v,w).
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Weiter gilt (F(v),w) = 0 fir alle v,w € V, genau dann, wenn F(v) = 0 fiir alle
v € V, wenn also F' = 0. Damit ist F' — hp injektiv. Aus Dimensionsgriinden ist
damit

End(V) — Sesq(V), F i+ hp

ein Isomorphismus.

Bei dieser Zuordnung gilt:
"= F* <= hp ist hermitesche Form.
Ist ndmlich F' = F*, F' also selbstadjungiert, so ist
hp(v,w) = (F(v),w) = (v, F(w)) = (F(w),v)
= hp(w,v),

d.h. hp ist hermitesch.
Ist umgekehrt hr hermitesch, so folgt

(F(v),w) = hp(v,w) = hp(w,v) = (F(w),v) = (v, F(w))

fiir alle v,w € V| d.h. F' ist selbstadjungiert.

Man beachte, dass die Menge Herm(V') der hermiteschen Formen h : V x V — C
ein reeller aber kein komplexer Untervektorraum von Sesq(V) ist.

Die Menge der selbstadjungierten Operatoren F' : V' — V ist ein zu Herm(V)
isomorpher reeller Untervektorraum von End(V).

Man sieht leicht, dass dimg Herm/(V) = n?.

Ist H = (h;;) die Matrix von hp beziiglich einer Basis B = (vy,...,v,), so gilt (vgl
(19.3.a)) o
hz‘j = hF(Uiavj) = hF(Ujﬂ)i) = hji7

also H = 1.
Fiir die Matrix A = (a;;) von F beziiglich B gilt hingegen
hy = he(ny) = (F).0) = 32 aue, o)
= Zn: AkiJkj,
k=1

wobei G' = (g;;) die Gramsche Matrix von B ist, ¢;; = (v;,v;). Es gilt also

H=G'A=GA
und aus H = H' folgt G'A = A'G, also

A= (GHY "Aa.

Nur wenn B eine ON-Basis ist kann man schliefen, dass die Matrix A von F
beziiglich B hermitesch ist.
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Beispiel 21.4 Interessant ist der Fall n = 2.

Sei (e, e9) eine ON-Basis V. Die selbstadjungierten Operatoren F': V' — V werden
beziiglich dieser Basis durch hermitesche 2 x 2-Matrizen

a b
=)
mit a,c € R, b € C beschrieben.
Der reelle Unterraum &£ aller selbstadjungierten Operatoren F : V. — V mit
Spur(F) = 0 ist dreidimensional, wird von den Matrizen

A:(Z _ba),aeR,be(C

dargestellt und hat die Basis (01, 09, 03) bestehend aus den Pauli-Matrizen

(01 (0 —i (1 0
=1 0)27 G 0) o <)
Man kann sich leicht iiberlegen, dass durch
1
(F,G) = §Spu7’(Fo G)

ein euklidisches Skalarprodukt auf € definiert ist, dessen zugehorige Norm || F'|| durch
1 -
die Formel ||F| = §Spu7’(A2) = a® + bb = Vdet F' gegeben ist, wobei A =

(Z —ba> die Matrix von I beziiglich der ON-Basis (ey, e5) ist(Ubung).
Wir kommen nun zu dem zentralen Satz iiber selbstadjungierte Operatoren, dem
sogenannten Spektralsatz, der zeigt, dass selbstadjungierte Operatoren sehr einfach

gebaut sind.
Satz 21.5 Es sei V ein n-dimensionaler unitiarer Vektorraum. Dann gilt

(a) Ein Operator F' € End(V) ist genau dann selbstadjungiert, wenn alle Eigen-
werte von F reell sind und wenn V' eine ON-Basis aus Eigenvektoren von F
besitzt.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten eines selbstadjungierten Opera-
tors sind orthogonal.

Beweis zu (a): Wir haben nur die Richtung “=" zu beweisen: Es sei F' € End(V)
selbstadjungiert. Ist A € C ein Eigenwert von F und v € V\{0} ein Eigenvektor von
F zum Eigenwert A, so gilt

Mov,v) = (M, v) = (F(v),v) = (v, F(v)) = (v, \) = Mo, v).

Da (v,v) # 0 ist, folgt A = X, d.h. \ ist reell.
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Durch Induktion nach n zeigen wir jetzt, dass V eine O N-Basis aus Eigenvektoren
von F' besitzt.

Fiir n = 1 ist dies offensichtlich.

Es sei n > 2. Induktionsschluss n — 1 — n: Wir wéhlen einen Eigenvektor v; € V
zu einen Eigenwert A von F. Es sei || vy ||= 1. Wir setzen U = (Cv;)*. Dann ist U
(n — 1)-dimensional und F-invariant.

Letzteres sieht man so: Sei w € U, also (v, w) = 0 nach Definition von U. Es folgt

0 = XNo,w) = (Avy,w) = (F(vy),w) =
= (v, F(w))

und somit ist F'(w) € U, U also F-invariant. F' induziert einen selbstadjungierten
Operator F|U € End(U). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine ON-Basis
(va,...,v,) von U aus Eigenvektoren von F|U. Offensichtlich ist dann (vy,...,v,)
eine ON-Basis von V' aus Eigenvektoren. O

zu (b): Sind A\, p € R, A # p, v,w € V\O mit F(u) = A F(w) = pw, so folgt

Mo,w) = (A, w) = (F(v),w) = (v, F(w))
= (v, pw) = p(v,w),

also (A — p)(v,w) = 0. Da A — p # 0, folgt (v,w) = 0. O

Korollar 21.6 Ist A € M,(C) eine hermitesche Matrix (A = Zt), so ergibt es eine
unitdre Matrix S € U(n), so dass

A 0
STTAS = mit \; € R
0 An

Beweis: Man fasse A : C" — C" als selbstadjungierten Endomorphismus auf. Nach
Satz 21.5 (a) gibt es eine ON-Basis (vq,...,v,) von C", so dass Av; = \v; mit
Ai € R. Es sei S die Matrix mit den Spalten vy, ..., v,. Dann ist S € U(n) und

A 0
AS =S8
0 An

4

Bemerkung 21.7 Es sei V' ein n-dimensionaler unitdrer Vektorraum und F' €
End(V) selbstadjungiert. Aq,..., A, seien die verschiedenen Eigenwerte von F, \;
trete mit der Vielfachheit n; > 1 auf.

Dann ist E; = E()\;) = ker(F — \;idy) ein n;-dimensionaler Unterraum von V.
Es sei Py, € End(V') der orthogonale Projektor

Pg,(v+w) = v, wenn v € Ej,w € E;-.
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Nach dem Spektralsatz gilt dann

Flor+...4vy,) = F(n)+...4+ Fluy,) =
= )\1U1+...+>\mvm:
= MPp(vi4+...4FUn)+ ...+ AnPg, (v1+ ... +vp)

firv=v1+...,0m, v; € E;, kurz:
F= Z i Pg, (55)
i=1

Diese Darstellung von F' heifit die Spektralzerlegung von F'.

Der Spektralsatz gilt allgemeiner fiir gewisse Operatoren auf einem Hilbertraum H.
Um den Begriff des Hilbertraumes zu erkliaren bedarf es einiger Hilfsmittel aus der
Analysis, insbesondere des Begriffs der Konvergenz.

Ein Hilbertraum ist ein (unendlich-dimensionaler) C-Vektorraum A mit einem posi-
tiv definiten unitdaren Skalarprodukt (,), so dass jede Cauchy-Folge (¢, )nen von Ele-
mente ¢, € H in H konvergiert. (siehe: Forster: Analysis I). Die Hilbertraumtheorie
ist von fundamentaler Bedeutung in der Quantenmechanik.

Man lernt diese Theorie in Vorlesungen iiber Funktionalanalysis (ab dem 3. oder
4. Semester) oder im Selbststudium etwa mit Riesz/Sz.-Nagy: Vorlesungen iiber
Funktionalanalysis.

Beispiel 21.8 Wir greifen noch einmal das Beispiel 19.8 auf. Die komplexwertigen
Funktionen

e n| < N,z € [0,2n]

spannen einen (2N + 1)-dimensionalen Untervektorraum Vx von Abb(|[0, 27, C) auf.
Mit
2
(¢.0) = [ ole)omda
0
ist Vy ein unitdrer Raum und, wie wir gesehen haben, ist {¢, | [n|] < N} eine
Orthonormalbasis von Vy. Es gilt

und

Nun ist Le™* = jne™® und somit Lre™* = ?p2e™® = —np2e™*  also ist der so-
. . . 2 . .
genannte (eindimensionale) Laplace-Operator A := -5 ein linearer Operator auf

Vn.
A VN = Vy.
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Mit Hilfe partieller Integration zeigt man, dass A selbstadjungiert ist:

@) = [ 4 (4000 ) Tlde = | o) T~ 2ot D

0

d

—— [ o) vt = [ ol B0Talds = (o, A0,

Es gilt Ay, = —n?p,, also ist ¢, eine “Eigenvektor” von A mit Eigenwert —n?.
Wir nennen ¢,, in diesem Zusammenhang eine Eigenfunktion von A.

Damit ist (¢_n, ..., @0, ¥1,---,n) eine Orthonormalbasis auf Eigenfunktionen von
A. Die zugehérigen Eigenrdume der Eigenwerte 0, —1, —4, ..., —N? sind

Ey = Cypp konstante Funktionen
E_.. = ker(A + n2idVN) = CgOn D (C@n

Damit haben wir die Spektralzerlegung des Laplace-Operators auf Vy gefunden.

A=—-Py , —4Pp ,—9P; ,—...— N*Pp

_N2°

Der Laplace-Operator (in mehreren Verdnderlichen) spielt eine sehr wichtige Rolle
in der Analysis, Differentialgeometrie und der theoretischen Physik.

Ubungen

1. Es sei V' eine unitédrer Vektorraum von F' : V. — V ein selbstadjungierter
Operator. F' heifit nichtnegativ (F' > 0), wenn (F'(v),v) > 0 fiir alle v € V
gilt.

(a) Beweisen Sie: F' > 0 <= Alle Eigenwerte von F' sind > 0.

(b) Beweisen Sie: Sind F,G € End(V) selbstadjungiert und gilt F'G = GF,
so gilt:
F>Gund G>0= FG >0.

(c) Ist FF > 0, so gibt es genau einen selbstadjungierten Operator G €
End(V), G >0, so dass F' = G*.

2. Sei V' ein unitdrer Vektorraum und F € End(V). Dann ist G := F* o F
selbstadjungiert und es gilt G > 0. Es gilt G > 0 (d.h. (G(v),v)) > 0 fiir alle
v € V'\0) genau dann, wenn F' ein Isomorphismus ist.

3. Es sei n € N fest gewédhlt und V sei der reelle Vektorraum der Polynome
f € Rlz| mit Grad(f) < n. Es sei

(f.g) = / f(@)g(z)da
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Dann ist (,) ein Skalarprodukt auf V.
Zeigen Sie: F = (2% — 1)% + 22-L ist ein selbstadjungierter Operator auf V.
Hinweis: Berechnen Sie F'(P), wobei P die Legendre-Polynome sind:

1 d

4. Formulieren und beweisen Sie den Spektralsatz fiir euklidische Vektorraume.

5. Es sei
5 1 3
4 2v/2 4
1 1
A= 2V/2 2 22
_3 _1 5
4 22 4

Bestimmen Sie eine Drehmatrix S € SO(3), so dass S7'AS eine Diagonalma-
trix ist.

6. Es sei V' ein unitérer Vektorraum und P € End(V) sei selbstadjungiert und
es gelte P2 = P.
Zeigen Sie: Es gibt eine orthogonale Zerlegung V = U & W von V| so dass P
der orthogonale Projektor von V' auf U ist.

7. Beweisen Sie die Behauptung aus Beispiel 21.4.

Zeigen Sie weiter: Fiir jede Matrix S € SU(2) ist die Abbildung A + SAS™!
eine orthogonale Abbildung &g £ — & beuziiglich des in 21.4 definierten Ska-
larproduktes auf &£.

Zeigen Sie weiter, dass S — ®g einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
o SU(2) — SO(3) = SO(3)
definiert. Bestimmen Sie den Kern {S | g = id¢}.

8. Eine Matrix S € M,,(C) heifit schiefhermitesch, wenn S =_¢ gilt. Zeigen Sie,
dass S + 1.5 einen R-Vektorraumisomorphismus vom Raum der hermiteschen
auf den Raum der schiefhermiteschen Matrizen liefert.

Zeigen Sie weiter, dass imH := {ai + bj + ¢k | a,b,c € R} der Raum der
schiefhermiteschen komplexen 2 x 2-Matrizen mit Spur Null ist.

Wie muss man das Skalarprodukt auf H einfiithren, damit die Abbildung A —
1A eine Isometrie & — tmH definiert?

Bilden die Ouaternionen i, j, k eine Orthonormalbasis von imH?

(H ist wie in Ubung 20.4 definiert.)
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22 Quadratische Formen

In diesem letzten Abschnitt der Vorlesung wird der Begriff des euklidischen Vek-
torraum weiter verallgemeinert. Diese Verallgemeinerung ist von Bedeutung in der
Zahlentheorie aber auch in der Analysis, der Relativitdtstheorie und nicht zuletzt in
der algebraischen Topologie.

Im folgenden sei K ein Korper der Charakteristik # 2.

Definition 22.1 Ein orthogonaler Raum (V,g) tiber K besteht aus einem
endlich-dimensionalen K-Vektorraum V' und einer symmetrischen Bilinearform

g:VxV—=K.

Ist B = (vq,...,v,) eine Basis von V, so ist g durch die symmetrische Matrix

G = (9(vi,vj)) € M, (K) bestimmt: Ist v = Y x0;, w = ) y;v;, so gilt
i=1 i=1

g(v,w) = Z i9(vi, v;)Y;-

i,7=1

Beispiel 22.2 Jede symmetrische Matrix G € M,,(R) definiert eine orthogonale
Geometrie auf R™. Ist G positiv definit, so ist die Geometrie euklidisch. Es kom-
men aber auch andere Geometrien vor. In der speziellen Relativitdatstheorie ist die
Geometrie (R*, g), g(z,y) = +2191 +ToY2+23y3 —24y4 von fundamentaler Bedeutung
(der Minkowski-Raum).

Definition 22.3 Es sei (V,g) ein orthogonaler Raum tiber K.

(a) Fiir v,w € V definiert man (wie im euklidischen Fall): v und w sind orthogonal
(beziiglich g), in Zeichen v L w genau dann, wenn g(v,w) = 0. L ist eine
symmetrische Relation auf V', weil g symmetrisch ist.

(b) Sind U,W C V K-Untervektorraume, so heiflen U, V' orthogonal (U L W)
wenn u L w fiir alle w € U, w € W gilt.

Ut :={veV|guwv) =0 fir alle u € U}
heifit der Orthogonalraum zu U.

Wenn ¢ nicht positiv definit ist, ist die Relation 1 andersartig als die gewohnte
anschauliche Bedeutung von | im euklidischen Fall. Das fiihrt das folgende Beispiel
drastisch vor Augen.

Beispiel 22.4 Auf V = R? betrachte man die indefinite Form g(z,y) = x1y; — To¥a.

Fiir z = (}) gilt dann offensichtlich g(x,z) =0, d.h. x L x, obwohl x # 0.
Ist U der von z aufgespannte Unterraum, so ist U+ = {y = (z;) e R? | g(z,y) =

0} = U. Fir = (), U = Rz gilt dagegen U+ = {(Z;) | y1 = 0} = Ry, wobei

v= (7).
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Hierist UNU+ =0und V =U @ U+,
Also: Der Orthogonalraum eines Unterraums U kann, muss aber nicht notwendig
komplementér zu U sein.

Definition 22.5 Ist (V, g) ein orthogonaler Raum, so definiert g eine lineare Abbil-
dung
g:V-vr

von V in seinen Dualraum V* und zwar in kanonischer Weise:

g()(w) = g(v,w).
Es gilt
Vi={veV|glw) =0 firalewec V}=kerg
g heiBt nicht-entartet <= kerg =0 ( <= g ist ein Isomorphismus).

Der Rang von ¢ heifit auch der Rang von g¢. ¢ ist genau dann nicht-entartet, wenn
die Matrix GG von g bzgl. einer Basis von V' invertierbar ist.

Definition 22.6 Ein Isomorphismus zwischen orthogonalen Raumen

(V,g9), (V',¢') ist ein Vektorraumisomorphismus F': V' — V' der die Bilinearformen
respektiert, d.h. fiir den ¢'(F(v), F(w)) = g(v,w) fiir alle v,w € V gilt. Man nennt
diese Isomorphismen auch Isometrien.

OWV,g) ={F:V — V| F Isometrie}
ist eine Untergruppe von GL(V') und heifit die orthogonale Gruppe von g.

Das Klassifikationsproblem fiir orthogonale Rdume besteht nun darin, die orthogo-
nalen Rdume (V,g) tiber K bis auf Isomorphie zu bestimmen. Im Fall K = C und
auch im Fall K = R gibt es eine einfache Losung.

Zunéchst betrachten wir den Fall n = dim V = 1. Dann ist eine Bilinearform

gV xV — K vollstindig durch a = g(v,v) bestimmt, wobei v € V' \ 0 ein fest
gewéhlter Basisvektor sei. Es gilt

g(Av, pv) = Apa fiir alle Ay € K.

Ist nun (V' ¢’) ein weiterer eindimensionaler orthogonaler Raum iiber K, v" € V'\ 0
und a’ = ¢'(v', '), so gilt

(V,9) = (V',¢") <= 3FIsometrie F : (V,g) = (V' ¢).

Solch eine Isometrie ist durch b € K* mit F(v) = bv’ bestimmt. F' respektiert die
Bilinearformen ¢, ¢’ genau dann, wenn a = b%a’, denn

a = g(v,v) und ¢'(F(v), F(v) = g (b, bv') = 0g/(v/, o) = ba.

Es gilt also

(V,9) = (V'g)=3be K*:a=0bd,
d.h. a und o' unterscheiden sich um ein “Quadrat” in K*.
Damit haben wir:
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Lemma 22.7 Die 1-dimensionalen nicht-entarteten orthogonalen Rdume entspre-
chen genau den Aquivalenzklassen

K*?a={b*a|bec K*}

wobei a € K*.
Fiir a = 0 bekommt man den entarteten orthogonalen Raum (V,g) mit ¢ =0. O

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Menge
KX/K><2 — {Kx2a | a € KX}

mit der Multiplikation
(K*2a)(K*?b) = K**ab

eine abelsche Gruppe ist.

Die Ordnung dieser Gruppe gibt an, wie viele wesentlich verschiedene, d.h. nicht
zueinander isomorphe eindimensionale nicht-entartete orthogonale Rédume es gibt.

Beispiel 22.8
(a) K = C. Hier ist C* = C*?) denn jede komplexe Zahl z € C* hat eine
Quadratwurzel. Es gibt also bis auf Isomorphie genau einen nicht-entarteten
1-dimensionalen orthogonalen Raum iiber C, ndmlich C mit Standardform
g(z,w) = zw.

(b) K = R. Hier ist R*? = R, und R* /R, besteht aus zwei Elementen, der Klasse
von 1 und der Klasse von -1. Damit gibt es zwei indquivalente 1-dimensionale
nicht-entartete orthogonale Raume tiber R: (R, (1)), (R, (—1)), den positiven
und den negativen orthogonalen Raum.

(c) Ist K =T,, p ungerade Primzahl, so kann man sich leicht {iberlegen, dass es

genau ;%1 Quadrate in F* gibt. Die Fasern der surjektiven Abbildung F* —

Fx*, 2+ x* bestehen namlich stets aus zwei Elementen.

Damit gibt es iiber IF, genau zwei inéquivalente 1-dimensionale nicht-entartete
orthogonale Rdume.

Definition 22.9 Essei (V, g) ein orthogonaler Raum iiber K. Ein Untervektorraum
W C V heifit

(a) nicht-entartet <= die Einschrankung von g auf W x W ist nicht-entartet.

(b) isotrop <= die Einschrinkung von g auf W x W ist trivial, d.h. identisch
Null (also: W C W+).

Beispiel 22.10 (Minkowski-Raum)
M = (R, g) mit
9(,y) = 21y1 + Tay2 + T3Ys — Tays
heifit der Minkowski-Raum. Es gibt hier isotrope Unterrdume.
Es sei etwa W = Rz, wobei z := (1,0,0,1). Dann ist g(z,z) =1 —1 = 0, also ist
W C W+, In W liegen aber auch noch weitere Vektoren, z.B. (0,1,0,0), (0,0, 1,0).
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Um dieses Beispiel weiter untersuchen zu kénnen, brauchen wir noch etwas mehr
Theorie. Wir bemerken lediglich, dass dieser Raum in der speziellen Relativitéts-
theorie als Raumzeit auftritt. Die letzte Koordinate x4 ist die Grofle ct, wobei ¢ die
Lichtgeschwindigkeit bezeichnet und t die Zeit. Punkte z des Minkowskiraums -man
nennt sie auch Weltpunkte- heiflen

e raumartig, wenn g(x,x) > 0,
e zeitartig, wenn g(x,x) < 0,
e lichtartig, wenn g(z,z) = 0.

Damit hat es die folgende Bewandnis. Die Weltpunkte, die von 0 aus durch ein
Lichtsignal erreicht werden, sind die Punkte auf dem Kegel g(z,z) = 0,24 > 0.
Dies sind die lichtartigen Punkte. Ist p = tv die Bahn eines sich mit konstanter
Geschwindigkeit v € R? bewegenden Punktes, so ist L = {(tv,ct)] t € R} die
zugehorige Weltlinie, die wegen ||v|| < ¢ mit Ausnahme von 0 nur aus zeitartigen
Punkten besteht.

Satz 22.11 Es sei (V,g) ein orthogonaler Raum iiber K um U C V ein Untervek-
torraum. Dann gilt

(a) Ist U nicht-entartet, so ist U+ komplementiir zu U, d.h. es gilt V = U & U+,

Man nennt in diesem Fall U+ das orthogonale Komplement von U.
(b) Sind U und U+ nicht-entartet, so gilt
(UH* =U.

Beweis: (a) Da U nicht-entartet ist, ist f : U — U* mit f(z)(y) = g(x,y) ein
Isomorphismus. Wir zeigen, dass U N U+ = 0 gilt. Sei dazu € U N U*. Dann gilt
x € Uund g(z,y) = 0 fir alle y € U, also ist f(x) = 0 und somit x = 0. Jetzt zeigen
wir, dass U + U+ =V gilt. Ist € V so betrachten wir ¢ € U* mit p(u) = g(u, z)
firuelU.
Da f bijektiv ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes ' € U so dass f(2') = ¢, d.h.
g(u,z’) = g(u, z) fir alle u € U.
Sei " = x — 2/. Dann ist g(u,z”) = g(u,x) — g(u,2’) = 0 fir alle u € U, also
" e Ut
Damit haben wir die gewiinschte Zerlegung

T = x/ _'_ xl/

gefunden.
(b) U c (U4)* ist klar, denn ist # € U, so ist g(z,y) = 0 fiir alle y € UL, also
x € (U+)*t. Nach Teil (a) ist dimU = dim V' — dim U+. Da U~ nicht-entartet sein
soll, ist auch

dim U+ = dim V — dim(U~+)~*.
Es folgt dim U = dim(U+)*, also U = (U+)*. O

Aus diesem Satz folgt nun induktiv der sehr wichtige Zerlegungssatz.
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Satz 22.12 Es sei (V) g) ein n-dimensionaler orthogonaler Raum tiber K (char K #
2). Dann gibt es eine Zerlegung

V=Vie...eV,
in paarweise orthogonale 1-dimensionale Untervektorrdume V; von V.

Beweis: Induktion nach n.
Fiir n = 1 ist nichts zu beweisen.
Es sei n > 2 und die Behauptung fiir Rdéume der Dimension < n sei schon bewiesen.

Ist g = 0, so ist jede Zerlegung in 1-dimensionale Unterrdume erlaubt, weil g(x,y) =
OVaeyeV.

Sei also jetzt g # 0.
Es gibt dann Vektoren x,y € V', so dass g(x,y) # 0.
Es folgt fir z = x + y:

9(2,2) = g(x,2) + 29(z,y) + 9(y,y)-

Ist nun g(z,xz) = 0 und g(y,y) = 0, so ist (wegen char(K) # 2) g(z,z) # 0. Es gibt
also in jedem Fall, wenn g # 0, auch einen Vektor = € V mit g(x,z) # 0.

U := Kz ist dann ein 1-dimensionaler nicht-entarteter Unterraum von V. Nach Satz
22.11 folgt
UaUt=V

und dim U+ = n — 1. Nach Induktionsvoraussetzung sind wir fertig. O

Korollar 22.13 Jeder orthogonale Raum (V) g) iiber K (char(K') # 2) besitzt eine
Orthogonalbasis d.h. eine Basis (vq, . .., v,) von V mit der Eigenschaft g(v;, v;) =0
fiir 7 # 7.

Ist ¢ nicht-entartet, so gilt fiir eine Orthogonalbasis (vy,...,v,) stets g(v;,v;) # 0
firi=1,...,n.

Beweis: Ist V = V] & ... & V,, orthogonale Zerlegung von V' in eindimensionale

Unterrdume, so wihle v; € V;, v; # 0. Die Matrix von ¢ bzgl. (vy,...,v,) ist
g(vla Ul) 0
G = L
0 9(Vn, Un)
Ist g nicht-entartet, so muss fiir alle i = 1,...,n g(v;,v;) # 0 gelten. O
Zusatz: Ist K = C, so kann man eine Orthogonalbasis (vy, ..., v,) so wihlen, dass

g(vi,v;) = 0 oder 1.
Ist K = R, so kann man eine Orthogonalbasis so wihlen, dass g(v;, v;) = 0,1 oder
—1. Dies erfolgt aus Beispiel 22.8(a),(b). O]

Korollar 22.14 (char(K) # 2)
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Ist G € M,(K) symmetrische Matrix, so gibt es eine invertierbare Matrix S €
GL,(K), so dass

aq 0
S'GS =
0 an
mit ay,...,a, € K.
Ist K = C, so kann man a; € {0,1},
Ist K =R, so kann man «a; € {0,1, —1} wéhlen. O

Korollar 22.15 (Klassifikationssatz iiber C)

Zwei orthogonale Réaume (V, g), (V’,¢’) iiber C sind genau dann isomorph, wenn
dimV = dim V' und rg(g) = rg(g’)

gilt. Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie genau einen nicht-entarteten orthogo-

n
nalen Raum der Dimension n, ndmlich C" mit der Strandardform g(z, w) = > zw;
=1

(nicht zu verwechseln mit dem unitéren Standardskalarprodukt). U
Etwas schwieriger ist die Klassifikation iiber R.

Satz 22.16 (Sylvesterscher Trégheitssatz)

Es sei (V,g) ein n-dimensionaler orthogonaler Raum iiber R. Dann gibt es zwei
Zahlen r, ;r_ € N, so dass fiir alle orthogonalen Zerlegungen

V=Vie...eV,
in eindimensionale Teilrdume gilt:
r4 ist die Anzahl der positiven Teilrdume V;

und
r_ ist die Anzahl der negativen Teilrdume V;

oder anders formuliert:

Ist (v1,...,v,) irgendeine Orthogonalbasis von V und a; = g(v;, v;) so ist
ry = |{i]a;>0}] und
r— = |{i|a; <0}

Insbesondere ist ry +r_ = rg(g).

Beweis: Da der Rang von ¢ eine Invariante von g ist, miissen wir nur zeigen, dass
die Anzahl der positiven Basisvektoren in einer Orthogonalbasis unabhéngig von der
gewéahlten Orthogonalbasis ist.

Seien dazu zwei Orthogonalbasen (vy, ..., v,) und (vi,...,v)) gegeben. Es gelte

e n

gv,v) >0 «— 1<i<r
g, v)) >0 <= 1<i<s
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Behauptung: r = s
Annahme: r» > s
Es sei U = Span(vy, ..., v,.),

U' = Span(vy,...,v.), U" = Span(v,,,...,v,)).

’ s

Fiir w € U” gilt g(w,w) <0, denn ist

w—Zavl,somtgww Zag Z,Z_O

i>s >S5

Da V =U"® U", kann man nun v; folgendermaflen darstellen:
v; =u; +w; mit u; € U, w; € U”

fir j=1,...,r. DadimU’' = s < r, sind uy, ..., u, linear abhéngig. Es gibt also ein
(a,...,a,) € R"\ 0 so dass aju; + ...+ a,u, = 0. Es sei v = ayv1 + ... + a,v,.

Es folgt g(v,v) = a?g(vy,v1) + ... + a?g(v,,v,) > 0, denn nach Voraussetzung ist
g(vs,v;) >0 fiir 1 <i<r.

Nun ist aber andererseits

v=ay(u +w)+...+a(u, +w,) =ayw, + ...+ aw, €U,

also g(v,v) < 0, wie wir oben bemerkt haben. Damit ist die Annahme zum Wider-
spruch gefiihrt! Es gilt r = s. O

Definition 22.17 Das Paar (r,,r_) heifit die Signatur von (V, g).

Bemerkung 22.18 Es sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n, (z,y)
sei das Skalarprodukt von x und y.

V' ist ein orthogonaler Raum mit der Signatur (n,0). Nun ist der Vektorraum der
selbstadjungierten Operatoren
F:V =V

d.h. der Endomorphismen F' : V' — V mit (v, F(w)) = (F(v),w) via ( , ) isomorph zu
dem Raum Syms (V) der symmetrischen Bilinearformen auf V. Der Isomorphismus
ist durch F' +— gp mit gr(x,y) := (F(x),y) gegeben. Nach dem Spektralsatz gibt es
eine Orthonormalbasis von V', so dass die Matrix A von F' bzgl. dieser Basis eine
Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten von F in der Diagonale.

Die Signatur (r,,r_) von gr kann man an den Eigenwerten von F' ablesen:

ry ist die Anzahl der positiven und
r_ ist die Anzahl der negativen Eigenwerte von F.

Ist B = (v1,...,v,) eine beliebige Orthogonalbasis von V', so ist die Matrix A von
F beziiglich B eine symmetrische Matrix und A ist auch gleichzeitig die Matrix von
gr beziiglich B (vgl. 21.3).
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Nach dem Spektralsatz gibt es eine orthogonale Matrix S € O(n), so dass
Ay 0
STTAS = ,
0 An
Das charakteristische Polynom von A hat dann die Form py = (x — A1) ... (z — \,).
Nach dem Korollar 22.14 gibt es eine invertierbare Matrix 7" € GL,(R), so dass

1 0
ry
1
—1
T'AT = }T_
-1
0
0 0
Da S € O(n), gilt auch S™! = S* also
1 0
)\1 0 I —1
(S'T)! (S'T) =
—1
0 An 0
0 0

Wir haben zwei verschiedene Aquivalenzrelationen auf dem Vektorraum S, (R) der
symmetrischen n x n-Matrizen. Die erste bekommt man, wenn man A € S,(R) als
selbstadjungierten Operator
A:R" - R"
auffasst. Dann gilt fir A, B € S,(R):
A ~ B (A ist dquivalent zu B, auch A ist dhnlich zu B) <
B = S7'AS fiir ein S € GL,(R).
Fasst man dagegen die Elemente aus S, (R) als symmetrische Bilinearformen
A:R"xR" =R

auf, so kommt man zu der Aquivalenzrelation

A= B (Aist kongruent zu B) <= B = S'AS fiir ein S € GL,(R).
Aus dem Spektralsatz folgt

A~B <= 3S€0(n): B=S"1AS.

Damit ist die Ahnlichkeitrelation auf S,(R) eine feinere Aquivalenzrelation als die
Kongruenzrelation.

Es gilt offensichtlich fiir A, B € S, (R):



22 Quadratische Formen 231

e A~B <~ PA = PB,

e A= B <= r1gA = rgB und A und B haben dieselbe Anzahl positiver
Eigenwerte (mit Vielfachheit gezihlt).

Fiir “” gibt es insbesondere nur endlich viele Aquivalenzenklassen, némlich (";2)
Klassen. Fiir n = 4 kommen die 15 Diagonalmatrizen mit den Diagonaleintrigen
(0,0,0,0), (1,0,0,0), (—1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,-1,0,0), (-1,—1,0,0), (1,1,1,0),
(1,1,-1,0), (1,-1,-1,0), (-1,—-1,-1,0), (1,1,1,1), (1,1,1,-1), (1,1,—1,—1),
(1,-1,-1,-1), (—=1,—-1,—1,—1) vor.

(1,1,1,1) liefert die vierdimensionale euklidische Geometrie. (1,1,1,—1) ist der
Minkowski-Raum, die Raumzeit der speziellen Relativitéatstheorie.

Korollar 22.19 Ist (V, g) ein nicht-entarteter n-dimensionaler orthogonaler Raum
iiber R, (p,q) die Signatur von g, so ist die orthogonale Gruppe O(V, g) isomorph
zu der Matrixgruppe

O(p,q) ={A € GL,(R) | A'E,,A = E,},

1 0
}p—Zeilen

. 1
wobei Ep, := 1

} q — Zeilen
0 —1
Speziell ist O(n) = O(n,0) die orthogonale Gruppe des euklidischen Raumes.
Beweis: Es sei (eq,...,e,) eine Basis von V' mit g(e;, e;) = 0 fiir i # j und
glese) =1fir 1 <i<p, gle,e)=—-1firi=p+1,....n

Ist F': V — V orthogonal (bzgl. g) so ist die Matrix A von F beziiglich der Basis
(e1,...,e,) ein Element von O(p, q), denn

n

Flej) =Y aijer = gix = glej ex) = g(Fle;), Fex))
i=1
=g (Z A;5€;, Z alkez) = Z Q5 Gil Qi -
=1 =1 il=1
U
Die Gruppe O(3,1) heifit die Lorentzgruppe.

Ubungen

1. Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum iiber K. G sei die Matrix von g beziiglich
einer Basis B von V. Ist det G unabhéingig von der Wahl der Basis?
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2. Essei (V) g) ein orthogonaler Raum iiber K. r = rg(g). Welche Dimension hat
V1?7 Was bedeutet V+ = 0?7

3. Es sei cosh(z) = 3(e” + e™), sinh(z) = (e — e™). Weiter sei

A, = (coshx Smhx)'

sinhz coshz

Zeigen Sie: x — A, ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus

¢ (R,+) — O(1,1)

und das Bild von ® besteht aus allen Matrizen (CCL b) € O(1,1) mit

d

det (Z Z) = 1 und d > 0. Diese Gruppe wird mit SO*(1, 1) bezeichnet

Zeigen Sie SO*(1,1) U (_01 ?) SO*(1,1) U ((1] _01) SO*(1,1) U

(_01 _01> SOT(1,1) = O(1,1) und dies ist eine disjunktive Vereinigung.

4. Es sei (V, g) ein nicht-entarteter n-dimensionaler orthogonaler Raum.

B = (vi,...,v,) eine Basis von V derart, dass die Untervektorrdume V; =
Span(vy, ..., v,) nicht-entartet sind.
Dann kann man folgendermaflen eine Orthogonalbasis (wy, ..., w,) von V fin-

den, fir die Span(wy, ... ,w,) =V; gilt:
Man setzt: w; = v; und fiir 7 > 2 sei (xgi), . ,xz@l) € K ! eine Losung des
linearen Gleichungssystems

i—1

ng-i)gjk =g firk=1,...,i—1,

=1

wobei g;; = g(v;, v;). Man setze dann

i—1

. (@),

w; = v; T; ;.
Jj=1

Beweisen Sie, dass (wy, ..., w,) eine Orthogonalbasis von V' ist und
Span(wy,...,w;) =V; fiir i =1,... n gilt.
Fiihren Sie diese Verfahren am Beispiel

1 =2

(a) (@3’9), G=|-2
0

: g(x,y) = 2'Gy,

ol =
Oniw O
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1 0 0

v = 0 s Vg = 1 s V3 = 0

0 1
2 3 4

(b) (F3,9), G=1|3 4 2|, g(z,y) =2'Gy,

4 2 3

1 0 0

Vv = 0 s Vg = 1 s V3 = 0

0 1

durch.

2 00

Zeigen Sie im Fall (b), dass G zu der Matrix |0 2 0| iiber F5 kongruent
0 01

ist.

5. Es sei (V, g) ein n-dimensionaler nicht-entarteter orthogonaler Raum iiber K,
und es sei (vy, . .., v,) eine Basis, so dass Vi, = Span(vy, ..., vp) firk =1,...,n
nicht-entartet ist. Es sei G = (g;;) mit g;; = g(v;,v;). Die Determinanten
det G, sind dann von Null verschieden, wobei G\ = (gij)ij<k. Dann ist G
kongruent zu der Diagonalmatrix

det Gl 0
det G2
det Gl
0 det G,
det Gn,1

Wie kann man im Fall K = R an den Determinanten det Gy, k = 1,...,n die
Signatur von g ablesen?

a1

Hinweis: Ist S obere Dreiecksmatrix und S'G'S = , SO ist

(det Sk)Z det Gk =ay ... Ag.
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algebraisch abgeschlossen, 169
algebraische Gleichung, 4
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Basis, 67
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Bilinearform, 174
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diagonalisierbar, 164
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Differenzmenge, 26
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disjunkt, 25
Diskriminante, 178
Distributivgesetz, 47
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Drehungen, 196
Dreiecksgeometrie, 180
Dreiecksungleichung, 179
dritte Einheitswurzel, 5
duale Abbildung, 88
duale Basis, 89

duale Paarung, 90
Dualraum, 87
Durchschnitt, 25

Eigenfunktion, 221
Eigenraum, 165
Eigenvektor, 165
Eigenwert, 165
eindeutig l6sbar, 15
Einheit, 155
Einheiten, 194

Fins, 47
Einschrankung, 30
Einselement, 47
elementare Umformungen, 16
Elementarmatrix, 116
Elemente, 23

endlich, 32

endlich erzeugt, 63

178206 endlichdimensional, 68

Endomorphismenalgebra, 136
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Endomorphismenring, 136
Endomorphismus, 136

Entwicklung nach der k-ten Spalte, 158
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erweiterte Matrix, 15

erweiterter euklidischer Algorithmus, 53
Erweiterungskorper, 49
Erzeugendensystem, 63

euklidische Abstand, 190

euklidische Norm, 178

euklidischer Vektorraum, 174

exakte Sequenz, 90

Faser von f iiber y, 28
Fermatsche Zahl, 37

Fixpunkt, 190

Fortsetzung, 30
Fourier-Polynome, 174
Fourierkoeffizient, 90, 183

freie Variable, 20
Fundamentalsatz der Algebra, 169
funktorielle Eigenschaften, 88

ganze Zahlen, 23

Gauflsches Eliminationsverfahren, 19
geordnete n-Tupel, 27
geordnete Paar, 26

Grad eines Polynoms, 142
Graf, 27

Gramsche Determinante, 176
Gramsche Matrix, 176, 191
Graph, 41

Gruppe, 192
Gruppenhomomorphismus, 193
Gruppenisomorphismus, 193

Hauptminoren, 187
Hauptuntermatrix, 187
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hermitesche Form, 205

homogen, 14

homogene Gleichungssystem, 125
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identische Abbildung, 30
imaginédre Achse, 55
Imaginéarteil, 55

Induktionsanfang, 36
Induktionsschluf3, 37
inhomogen, 14
inhomogenes Gleichungssystem, 125
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Integritatsbereich, 134
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Invarianten, 168
Inverse, 47, 155, 192
inverse Matrix, 112
invertierbar, 112, 155
[sometrie, 190
Isometrien, 224
isomorph, 81, 193
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K-Algebra, 136

K-Basis, 67
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Korpertheorie, 46
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Kern, 83
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kommutativer Ring, 134
komplementare Matrix, 156
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komplexe Fourierpolynome, 206
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Komponente, 15

Komposition, 30

kongruent, 230

kongruent modulo G, 144
Kongruenzabbildung, 190
konjugiert, 213

konjugiert komplexe Zahl, 56
konstante Polynome, 141
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Kosinussatz, 180

Kroneckersymbol, 89

losbar, 15

Losung, 15, 125

leere Menge, 24
Leitkoeffizient, 142
linear, 79

linear abhingig, 67
linear unabhéingig, 67
Linearformen, 87
Linearkombination, 62
Lorentzgruppe, 231

Markov-Matrix, 109

Matrix, 14, 98

Matrix einer linearen Abbildung, 103
Matrizenalgebra n-ten Grades, 136
Matrizenring n-ten Grades, 135
maximaler Rang, 112

Menge, 23

Minimumsprinzip, 36
Minkowski-Raum, 225

Monom, 142
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negativen orthogonalen Raum, 225
nicht 16sbar, 15
nicht-entartet, 224

nilpotent, 138, 146

Norm, 178

normiert, 170
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Nullelement, 47

Nullstelle, 145
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Potenz, 193
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Rang, 83, 112

rationale Zahlen, 23

Realteil, 55
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reelle Achse, 55

reelle orthogonale Gruppe, 195
reelle Zahlen, 23

reeller Vektorraum, 60
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Représentant, 43

Rest einer Polynomdivision, 144
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Ring, 134
Ringhomomorphismus, 138
Ringisomorphismus, 138

Satz von Thales, 180
selbstadjungiert, 215
Sequenz, 90
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Sesquilinearform, 204
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skalare Multiplikation, 60
Skalarprodukt, 174

Spalte, 14

Spalte einer Matrix, 98
Spaltenrang, 111
Spektralzerlegung, 220
spezielle lineare Gruppe, 194
spezielle unitare Gruppe, 209
Spiegelungen, 196
Spingruppe, 210

Spur, 159, 167
Standardbasis, 71
Standardbilinearform, 102
Standardskalarprodukt, 102
Stufenform, 18

surjektiv, 29

symmetrisch, 174
symmetrische Gruppe, 194

Teilmenge, 23

Torus, 45

Transformationsformel fiir Bilinearformen,
177

Translation, 190

transponierte Matrix, 104

trigonometrische Polynome, 174
Tupel, 27

iiberabzahlbar, 33
Umkehrabbildung, 29
unabhéngig, 189
unendlich, 32

unitiarer Vektorraum, 206
unitéres Skalarprodukt, 206
unitar, 209

unitare Gruppe, 209
Unteralgebra, 136
Untergruppe, 193
Unterkorper, 49
Untermatrix, 113
Unterring, 135
Untervektorraum, 61
Urbildmenge, 28

Vektoren, 60

Vektorraum, 60
Vektorraumhomomorphismus, 79
Vereinigung, 24

volles Reprasentantensystem, 43
vollsténdige Induktion, 36

Wahrscheinlichkeit, 176
Wahrscheinlichkeitsvektoren, 109
Wertebereich, 27

Winkel, 179
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Zeile einer Matrix, 98
Zeilenrang, 111
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Zufallsvariable, 176, 189



