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Vorwort

Dies ist das Skriptum der vierstündigen Anfängervorlesung imWintersemester 2004/05.
Im wesentlichen ist es eine korrigierte Neuauflage der Vorlesungsausarbeitung aus
dem WS 03/04. Einige Tippfehler und Unklarheiten wurden beseitigt.

Die Vorlesung richtet sich an Studentinnen und Studenten folgender Studiengänge:

• Diplom Mathematik

• Diplom Physik

• Diplom Angewandte Systemwissenschaft

• Bachelor Mathematik/Informatik

• Bachelor Physik mit Informatik

• Bachelor Cognitive Science

• Zweifächerbachelor mit Fach Mathematik

• Lehramt an Gymnasien mit Fach Mathematik

• Lehramt an berufsbildenden Schulen mit Fach Mathematik

• Magister mit Fach Mathematik

• Mathematik als Nebenfach anderer Diplom-, Master- oder Bachelor-Studiengänge
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1 Lösen von Gleichungen

Die Algebra beschäftigte sich früher ausschließlich mit dem Lösen algebraischer Glei-
chungen. Doch im neunzehnten Jahrhundert vollzog sich nach und nach ein tiefgrei-
fender Wandel. Abstrakte algebraische Strukturen waren jetzt der Gegenstand der
Untersuchung. Heute durchdringen algebraische Methoden und algebraische Termi-
nologie fast alle Bereiche der Mathematik.

Bevor wir mit dem Studium der linearen Algebra und der grundlegenden algebrai-
schen Strukturen beginnen, wollen wir uns einige einfache Beispiele näher ansehen.
Die einfachsten Beispiele algebraischer Gleichungen sind:

ax+ b = 0, (1)

ax2 + bx+ c = 0, (2)

ax3 + bx2 + cx+ d = 0. (3)

Hier sind a, b, c, d fest vorgegebene Zahlen und x ist die Unbekannte. Ersetzt man x
durch eine Zahl, sagen wir x0, so kann man prüfen, ob die vorgelegte Gleichung für
diesen Wert erfüllt ist. Ist das der Fall, so nennt man x0 eine Lösung der Gleichung.
Eine wesentliche Aufgabe der Algebra ist es, die Lösbarkeit von Gleichungen zu
untersuchen und Lösungsverfahren zu entwickeln.

(1) ist eine lineare Gleichung. Sie besitzt die Lösung

x = − b

a
.

Sind a, b rationale Zahlen, a 6= 0, so ist die Lösung x ebenfalls eine rationale Zahl.

Gleichung (2) kann man bekanntlich folgendermaßen lösen (quadratische Ergän-
zung):

0 =x2 +
b

a
x+

c

a
= x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2

−
(
b

2a

)2

+
c

a
=

(
x+

b

2a

)2

−
(( b

2a

)2 − c

a

)

=

(
x+

b

2a

)2

− 1

(2a)2
(b2 − 4ac),

also (
x+

b

2a

)2

=
1

(2a)2
(b2 − 4ac)

und somit

x+
b

2a
= ± 1

2a

√
b2 − 4ac.

Die quadratische Gleichung (2) hat also die Lösungen

x1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.

Natürlich müssen hier a, b, c so gewählt sein, dass die Terme einen Sinn ergeben.
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Sind a, b, c reelle Zahlen und ist a 6= 0 und b2 − 4ac > 0, so erhält man zwei
verschiedene reelle Lösungen. Ist b2 − 4ac = 0, so fallen beide Lösungen zu einer
Lösung zusammen. Ist dagegen b2 − 4ac < 0, so sind die Lösungen als komplexe
Zahlen zu interpretieren.

Wie steht es nun mit der Gleichung (3), der sogenannten kubischen Gleichung? Der
Einfachheit halber sei a = 1. Wir untersuchen also die Gleichung

x3 + bx2 + cx+ d = 0. (4)

Die beiden ersten Terme kommen in der binomischen Formel

(
x+

b

3

)3

= x3 + bx2 +
b2

3
x+

b3

27

vor. Man kann also die Gleichung (4) vereinfachen, indem man die Substitution
t = x + b

3
durchführt. Zunächst erhält man, indem man in (4) den Term x3 + bx2

durch den Term t3 − b2

3
x− b3

27
ersetzt, die Gleichung

t3 − b2

3
x− b3

27
+ cx+ d = 0.

Ersetzt man hier noch x durch t− b
3
und ordnet nach Potenzen von t, so ergibt sich

die einfachere Gleichung

t3 +

(
c− b2

3

)
t+ d− cb

3
+
b3

9
− b3

27
= 0.

Wir haben damit (3) auf eine kubische Gleichung vom Typ

x3 + px− q = 0 (5)

reduziert. Der quadratische Term ist verschwunden! Die kubische Gleichung (5) wur-
de schon in der italienischen Renaissance gelöst (Cardano, Ferro, Tartiglia, 1545).

Schauen wir uns zunächst einmal den Spezialfall p = 0, q = 1, also die Gleichung

x3 − 1 = 0 (6)

an. Welches sind die Lösungen? Die dritten Einheitswurzeln 3
√
1, also (eventu-

ell auch komplexe) Zahlen x mit der Eigenschaft x3 = 1. Auf dem Einheitskreis
betrachten wir den Punkt ω zum Winkel 2π

3
= 1200.
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ω

ω2

0−1 1

2π
3

−1
2

Da cos 2π
3
= −1

2
ist, ist sin 2π

3
=
√
1− cos2

(
2π
3

)
=
√

1− 1
4
=

√
3
2
, und somit ist ω als

komplexe Zahl betrachtet

ω =
−1 +

√
−3

2
=

−1 +
√
3 ·

√
−1

2
.

Nach den üblichen Rechenregeln erhält man

ω2 = 1
4

(
1− 2

√
−3 + (−3)

)
= −1−

√
−3

2
,

ω3 = ω2ω = 1
4

(
1−

√
−3

2
)
= 1

4
(1 + 3) = 1.

Die Gleichung (6) hat die drei verschiedenen Lösungen

x1 = ω, x2 = ω2, x3 = 1.

Es gilt also
x3 − 1 = (x− ω)(x− ω2)(x− 1),

und daraus folgt durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich

ω + ω2 + 1 = 0. (7)

Dies findet man auch schön im Bild 1 bestätigt, wenn man ω, ω2 als Vektoren
auffasst. Der Summenvektor ω + ω2 ist in der Tat der “Vektor” −1.

Die Lösung der allgemeinen Gleichung (5) kann man so beschreiben (Eine Herleitung
wollen wir hier nicht geben, siehe [3], Seite 621 ff.): Setze D = −4p3 − 27q2, und
wähle dritte Wurzeln

u =
3

√
27

2
q +

3

2

√
−3D, v =

3

√
27

2
q − 3

2

√
−3D.

Dann ist uv = −3p 3
√
1, also uv = −3p, −3pω oder −3pω2. u und v sollen nun so

gewählt sein, dass uv = −3p gilt. Dann sind

x1 =
1

3
(u+ v), x2 =

1

3
(ω2u+ ωv), x3 =

1

3
(ωu+ ω2v) (8)
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die Lösungen von (5).

Wer will, kann die Probe machen! Man errechnet:

x1 + x2 + x3 = 0,
x1x2 + x1x3 + x2x3 = p,

x1x2x3 = q.

Diese drei Gleichungen sind äquivalent zu

x3 + px− q = (x− x1)(x− x2)(x− x3).

Auch die allgemeine Gleichung vierten Grades lässt sich durch “Radikale” lösen.

Aber es dauerte fast dreihundert Jahre, bis den Versuchen auch die allgemeine Glei-
chung n-ten Grades

xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an = 0 (9)

für n > 4 durch Radikale zu lösen ein Ende bereitet wurde. Es gilt nämlich der
berühmte

Satz 1.1 (Abel, 1827): Die allgemeine Gleichung n-ten Grades ist nicht durch Ra-
dikale lösbar, wenn n ≥ 5 ist.

Die Untersuchung der Gleichung (9) für konkret gegebene rationale Koeffizienten
a1, . . . , an ist Gegenstand der so genannten Galois-Theorie und wird in Vorlesungen
über Algebra behandelt.

Beispiel 1.2 Die Gleichung
x5 − 1 = 0

hat neben x = 1 die Lösungen der Gleichung

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0.

x5 − 1 = 0 ist durch Radikale lösbar. Die vier von 1 verschiedenen Lösungen sind

α = −1

4
+

√
5

4
+
i

2

√
1

2
(5 +

√
5)

β = −1

4
−

√
5

4
− i

2

√
1

2
(5−

√
5)

und die dazu konjugiert komplexen Zahlen.

Man sieht an der Gestalt der Lösungen, dass man das regelmäßige Fünfeck mit Zirkel
und Lineal konstruieren kann. Wie?

Beispiel 1.3 Dagegen ist die Gleichung

x5 − x− 1 = 0

nicht durch Radikale lösbar.
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Es sei aber bemerkt, dass man stets Lösungen der Gleichung (9) durch analytische
Methoden gewinnen kann. Wir illustrieren dies an der Gleichung

x5 − x− 1 = 0.

Offenbar geht es darum, die Nullstellen der Funktion f(x) = x5−x−1 zu finden. Da
lim

x→+∞
f(x) = +∞ und lim

n→−∞
f(x) = −∞ gilt, gibt es sicher eine reelle Nullstelle. Der

Graph der Funktion in der x, y-Ebene muss die x-Achse schneiden. Einen solchen
Schnittpunkt finden wir durch ein Iterationsverfahren (Newton-Verfahren). Wir star-
ten mit x0 und ersetzen f(x) durch die Tangenten-Funktion im Punkt (x0, f(x0)),
also durch Tx0(x) = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0).

x0x1x2

y

x

Tx0(x) = 0 ist eine Gleichung vom Grad 1 in x, also leicht lösbar (f ′(x0) 6= 0 sollte
gelten!).

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

ist die Lösung. Wir wiederholen das Spiel mit x1 und erhalten

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)
.

Für n ≥ 0 ist xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

. In unserem Beispiel ist xn+1 = xn − x5n−xn−1
5x4n−1

. Ist
x0 geeignet gewählt, so konvergiert die Folge xn gegen eine Nullstelle von f . Startet
man etwa mit x0 = 1, so erhält man eine Folge rationaler Zahlen xn, die gegen eine
Nullstelle von x5−x−1 konvergiert (x ≈ 1, 1673). Mehr darüber erfährt man in der
Analysis.

Bisher haben wir nur Gleichungen mit einer Unbekannten betrachtet. Aber auch das
Studium von Gleichungen mit zwei Unbekannten x, y oder, noch allgemeiner, mit n
Unbekannten x1, . . . , xn ist wichtig, gerade auch im Hinblick auf die Anwendungen
innerhalb und außerhalb der Mathematik.

Einige Beispiele algebraischer Gleichungen:
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ax+ by = 2

ax+ by = 1

x

y

1

ax+ by − c = 0. (10)

Dies ist die Gleichung einer Geraden in der x, y-Ebene (sofern a und b nicht beide
Null sind). Ist a2 + b2 = 1, so kann man die Zahl |c| deuten als den Abstand der
Geraden vom Koordinatenursprung. Das Vorzeichen von c gibt an, ob die Gerade
auf der Seite von (a, b) liegt.

Ein Zahlenpaar (x0, y0) heißt Lösung von (10), wenn die Gleichung für x = x0, y = y0
erfüllt ist, d.h. wenn ax0 + by0 − c den Wert Null hat. Hat ax0 + by0 − c nicht den
Wert Null, so ist (x0, y0) keine Lösung von (10). Man kann leicht prüfen, ob ein
vorgelegtes Paar (x0, y0) eine Lösung von (8) ist: Man berechnet einfach den Wert
ax0 + by0 − c.

Die Gleichung (10) hat unendlich viele Lösungen (immer vorausgesetzt, dass a und
b nicht beide Null sind). Ist b 6= 0, so gibt es zu jedem Wert x0 genau einen Wert y0,
so dass (x0, y0) eine Lösung von (10) ist:

y0 = −a
b
x0 +

c

b
.

Ist a 6= 0, so gibt es zu jedem Wert y0 genau einen Wert x0, so dass (x0, y0) Lösung
von (10) ist:

x0 = − b

a
y0 +

c

a
.

Komplizierter ist die Gleichung zweiten Grades

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0. (11)

Wieder ist die Lösungsmenge eine geometrische Figur in der x, y-Ebene, diesmal
nicht linear, sondern ein “Kegelschnitt” (falls a, b, c nicht alle gleich Null sind). Ein-
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fache Beispiele sind:

Hyperbel x2 − y2 = 1

Achsenkreuz xy = 0

Kreis x2 + y2 = 1

x

y y

x

xx

yy

Parabel x2 − y = 0

Man sieht: Durch die Einführung von Koordinaten zur Beschreibung von Punkten,
hier (x, y), für Punkte in der euklidischen Ebene, sind die Gebilde der Geometrie
einer algebraischen Behandlung zugänglich geworden. Sie werden durch algebraische
Gleichungen beschrieben.

Dieses Gebiet der Mathematik nennt man in klassischer Terminologie analytische
Geometrie und in moderner Sprache algebraische Geometrie.

Ein weiterer wesentlicher Schritt der Verallgemeinerung, den wir durchführen müs-
sen, besteht darin, an Stelle einzelner Gleichungen Gleichungssysteme in mehreren
Unbekannten zu behandeln. Dabei ist es auch wichtig, als Unbekannte nicht nur
Zahlen, sondern auch andere Typen von Variablen, wie Funktionen, zuzulassen. In
der modernen Mathematik sieht man daher ganz von der spezifischen Eigenart der
Elemente, die in den Gleichungen vorkommen, ab, schafft dann, ausgehend von dem
konkreten Problem eine passende abstrakte mathematische Theorie, die dann nicht
nur auf das Ausgangsproblem, sondern auf viele verschiedene konkrete Modelle dieser
mathematischen Struktur anwendbar ist. So ist zum Beispiel die Theorie der Vek-
torräume der Rahmen für die Behandlung linearer Probleme. Entstanden aus den
linearen Gleichungssystemen für reelle Variable x1, . . . , xn, kann man die Theorie
auch auf lineare Differenzialgleichungssysteme und Integralgleichungen der mathe-
matischen Systemtheorie anwenden.

Es ist ein Ziel der Vorlesung, diesen modernen Aspekt der Mathematik, den man
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auch mit Schlagwörtern axiomatische Methode oder mathematische Strukturen be-
legt, am Beispiel der Algebra klar herauszuarbeiten.

Bevor wir uns der abstrakten Theorie zuwenden, wollen wir einen ersten Versuch zu
reellen linearen Gleichungssystemen unternehmen.
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2 Lineare Gleichungssysteme, erste Schritte

Das einfachste Beispiel
ax = b (12)

haben wir schon untersucht. Ist a 6= 0, so hat(12) genau eine Lösung, nämlich x = b
a
.

Ist a = 0 und b 6= 0, so ist (12) nicht lösbar, d.h. es gibt keine Zahl x, so dass (12)
erfüllt ist, denn für alle x gilt

ax = 0x = 0 6= b.

Ist a = 0 und b = 0, so ist jeder Wert x eine Lösung, denn es gilt ja ax = 0x = 0 = b
für alle x.

Kommen wir zum Fall eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen und
zwei Unbekannten x, y. Es sind Konstanten a, b, c, d, e, f gegeben. Das Gleichungs-
system hat die Form

ax+ by = e
cx+ dy = f

(13)

Um aus dem Gleichungssystem y zu eliminieren, multiplizieren wir die erste Glei-
chung von (13) mit d und die zweite Gleichung mit b. Wir erhalten:

adx+ bdy = de
bcx+ bdy = bf

(14)

Subtrahieren wir nun von der ersten Gleichung in (14) die zweite Gleichung, so ergibt
sich

adx− bcx = de− bf

und somit
(ad− bc)x = de− bf. (15)

Analog verfahren wir, um aus (13) x zu eliminieren. Dieses Mal erhalten wir aus
(13)

acx+ bcy = ce

acx+ ady = af (16)

und durch Subtraktion der ersten von der zweiten Gleichung ergibt sich

(ad− bc)y = af − ce. (17)

Nehmen wir nun an, dass die Konstanten a, b, c, d die Ungleichung ad − bc 6= 0
erfüllen. Dann erhalten wir aus (15) und (17) explizit:

x =
de− bf

ad− bc

y =
af − ce

ad− bc
(18)
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Durch Einsetzen von (18) in (13) sieht man, dass diese Werte x, y das Gleichungs-
system (13) erfüllen:

ax+ by =
(18)

a(de− bf) + b(af − ce)

ad− bc

=
ade− abf + abf − bce

ad− bc
= e.

und genauso cx+ dy = f . Damit haben wir gezeigt:

Lemma 2.1 (Cramersche Regel): Ist ad− bc 6= 0, so ist

(x, y) =

(
de− bf

ad− bc
,
af − ce

ad− bc

)

die einzige Lösung von (13).

Aus diesem Grund heißt die Zahl ad − bc auch die Determinante des linearen
Gleichungssystems (13). Man schreibt dafür

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = det

(
a b
c d

)
= ad− bc.

Ist ad− bc = 0, so kann es unendlich viele oder gar keine Lösungen geben.

Beispiel 2.2
a) {

x+ y = 1
2x+ 2y = 3

hat die Determinante

∣∣∣∣
1 1
2 2

∣∣∣∣ = 0 und keine Lösungen. Wäre (x, y) eine Lösung, so

wäre 2x+ 2y = 2 und 2x+ 2y = 3, also 2 = 3, was Unsinn ist.

b) {
x+ 2y = 3
2x+ 4y = 6

hat die Determinante

∣∣∣∣
1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0 und unendlich viele Lösungen, nämlich
(
x,−1

2
x+

3
2

)
, x beliebig.

Die beiden Gleichungen des Gleichungssystems sind äquivalent.

Man kann also eine der beiden weglassen, ohne die Lösungsmenge zu ändern. Damit
wird klar, dass die Lösungsmenge eine Gerade in der (x, y)-Ebene ist. Sie hat die
”Gleichung” y = −1

2
x+ 3

2
.

Der allgemeinste Typ eines linearen Gleichungssystems hat die folgende Form:




a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(19)
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Hier sind m, n beliebige natürliche Zahlen:

m = Anzahl der Gleichungen,
n = Anzahl der Unbekannten.

x1, . . . , xn sind die Unbekannten des Gleichungssystems.

Die m · n reellen Zahlen aij heißen die Koeffizienten und die m reellen Zahlen bi
heißen die konstanten Terme des Gleichungssystems.

Das Gleichungssystem (19) heißt homogen, wenn bi = 0 für i = 1, . . . ,m gilt. (19)
heißt inhomogen, wenn für mindestens ein i der konstante Term bi ungleich Null
ist.

Das lineare Gleichungssystem




a11x1 + . . . + a1nxn = 0
...

am1x1 + . . . + amnxn = 0

(20)

heißt das zu (19) gehörige homogene lineare Gleichungssystem.

Die Koeffizienten des Gleichungssystems werden folgendermaßen in einer Tabelle
angeordnet 



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn


 (21)

Solch eine Tabelle heißt m×n-Matrix. (21) ist die Matrix des linearen Gleichungs-
systems (19). Abkürzend schreibt man für die Matrix (21) auch

(aij)i=1,...,m
j=1,...,n

oder noch kürzer einfach (aij), wenn klar ist, in welchem Bereich die Indizes i, j
laufen. Oft ist es zweckmäßig, der Matrix einen Namen zu geben, etwa A = (aij).

Für i = 1, . . . ,m heißt
(ai1, . . . , ain)

die i-te Zeile von A, und für j = 1, . . . , n heißt



a1j
...
amj




die j-te Spalte von A. Um Platz zu sparen, aber andererseits deutlich zwischen
Spalten und Zeilen zu unterscheiden, schreiben wir auch

[a1j, . . . , amj ] für die Spalte




a1j
...
amj


 .

Die eckigen Klammern sollen andeuten, dass wir eine Spalte meinen.
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Beispiel 2.3 [a, b, c] =




a
b
c


 6= (a, b, c).

Fügt man die Spalte
b = [b1, . . . , bm]

der konstanten Terme des Gleichungssystems (19) zur Matrix A hinzu, so erhält
man eine m× (n+ 1)-Matrix

(A, b) = (aij, bi) =




a11 · · · a1n b1
...

...
...

am1 · · · amn bm




Diese Matrix heißt die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems (19).

Definition 2.4 Ein n-Tupel x0 = [x01, . . . , x
0
n] reeller Zahlen heißt Lösung des li-

nearen Gleichungssystems (19), wenn

a11x
0
1 + . . . + a1nx

0
n = b1

...
am1x

0
1 + . . . + amnx

0
n = bm

gilt. x0i heißt i-te Komponente der Lösung x0.

Das Gleichungssystem (19) heißt

a) lösbar, wenn es mindestens eine Lösung besitzt,

b) nicht lösbar, wenn es keine Lösung besitzt
und

c) eindeutig lösbar, wenn es genau eine Lösung besitzt.

Wie bei allen Gleichungen stellen sich nun zwei Probleme:

I. Wann ist das Gleichungssystem lösbar?
Gibt es einfache notwendige und hinreichende Bedingungen dafür?

II. Wie sieht die Menge der Lösungen eines lösbaren linearen Gleichungssystems
aus?

Es sei ein weiteres lineares Gleichungssystem

a′11x1 + · · · + a′1nxn = b′1
...

a′k1x1 + · · · + a′knxn = b′k

(22)

mit k Gleichungen und n Unbekannten gegeben. Mit (A′, b′) bezeichnen wir die
erweiterte Matrix von (22).
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Definition 2.5 Die Gleichungssysteme (19) und (22) heißen äquivalent (wir
schreiben dann (19) ∼ (22) oder auch (A, b) ∼ (A′, b′)), wenn sie dieselbe Lösungs-
menge besitzen, d.h. wenn gilt:

Ist x0 eine Lösung von (19), so ist x0 auch eine Lösung von (22) und ist
x0 eine Lösung von (22), so ist x0 auch eine Lösung von (19).

Wir betrachten nun elementare Umformungen des Gleichungssystems (19).

Umformungen vom Typ I:

Tij : Vertausche die i-te und j-te Gleichung.

Umformungen vom Typ II:

Tij(c) : Ersetze die i-te Gleichung durch die Gleichung

(ai1 + caj1)x1 + . . .+ (ain + cajn)xn = bi + cbj.

Hierbei sind i, j Indizes mit 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ m; i 6= j und c ist eine
reelle Zahl.

Umformungen vom Typ III:

Ti(c) : Ersetze die i-te Gleichung durch die Gleichung

cai1x1 + . . .+ cainxn = cbi.

Hierbei ist c ist eine von Null verschiedene reelle Zahl.

Umformung vom Typ IV:

Ti : Weglassen der i-ten Gleichung, falls diese Null ist, d. h. falls alle
Koeffizienten ai,j, j = 1, . . . , n und bi Null sind.

Beispiel 2.6

2x1 + x2 + x3 = 1 x1 + 2x2 + 2x3 = 2

x1 + 2x2 + 2x3 = 2
T12−→ 2x1 + x2 + x3 = 1

T21(−2)−→
x1 + x2 + x3 = 0 x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 + 2x3 = 2 x1 + 2x2 + 2x3 = 2

−3x2 − 3x3 = −3
T31(−1)−→ −3x2 − 3x3 = −3

T32(− 1

3)−→
x1 + x2 + x3 = 0 −x2 − x3 = −2

x1 + 2x2 + 2x3 = 2
−3x2 − 3x3 = −3

0x3 = −1

Das letzte Gleichungssystem ist nicht lösbar, denn die Gleichung 0x3 = −1 ist nicht
lösbar. Also ist auch das Ausgangssystem nicht lösbar! Es gilt nämlich
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Satz 2.7 Zwei lineare Gleichungssysteme sind äquivalent, wenn das eine aus dem
anderen durch eine endliche Folge elementarer Umformungen hervorgegangen ist.

Beweis:

a) Offensichtlich ändert eine elementare Umformung vom Typ I,III und IV die
Lösungsmenge nicht.

b) Sei (22) aus (19) durch die elementare Umformung Tij(c) entstanden. Ist nun
x0 eine Lösung von (19), so gilt insbesondere

ai1x
0
1 + . . .+ ainx

0
n = bi und

aj1x
0
1 + . . .+ ajnx

0
n = bj,

und somit gilt (ai1 + caj1)x
0
1 + . . . + (ain + cajn)x

0
n = ai1x

0
1 + . . . + ainx

0
n +

c(aj1x
0
n + . . .+ ajnx

0
n) = bi + cbj,

d.h. x0 ist auch eine Lösung von (22).

Nun ist aber umgekehrt (19) aus (22) durch die elementare Umformung Tij(−c)
entstanden, und deshalb gilt auch: Ist x0 Lösung von (22), so ist x0 auch eine
Lösung von (19).

c) Aus a) und b) folgt jetzt der Satz. 2

Wir wollen erklären, was ein lineares Gleichungssystem in ”Stufenform” ist. Zum
Beispiel sind die folgenden Gleichungssysteme in Stufenform

a)
x1 + 3x2 + 4x3 − x4 = 1

x2 − 2x4 = 0
3x3 = 1

b)
x1 + x2 + x3 + x4 = 1

x3 − x4 = 1
x4 = 1

Die erweiterte Matrix ist hier


1 1 1 1 1
0 0 1 −1 1
0 0 0 1 1




c)
x1 + x4 = 2
x2 + x3 = 1

x3 = 2
0 · x4 = 1
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Die erweiterte Matrix hat hier die Form



1 0 0 1 2
0 1 1 0 1
0 0 1 0 2
0 0 0 0 1


 = (A, b)

Die vierte Zeile von A ist Null, der vierte Koeffizient von b aber ungleich Null.
Dieses Gleichungssystem ist nicht lösbar.

Die allgemeine Definition der Stufenform ist vielleicht zunächst etwas schwierig we-
gen der auftretenden Indizes. Daran muss man sich gewöhnen!

Definition 2.8 Das lineare Gleichungssystem (22) hat Stufenform, wenn es eine
Zahl r mit 0 ≤ r ≤ k und Indizes 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jr ≤ n gibt, so dass gilt:

a′ij = 0 für i = 1, . . . , r, j < ji und für i > r, j = 1, . . . , n

und
a′1j1 , . . . , a

′
rjr 6= 0.

(22) hat also die Gestalt

a′1j1xj1 + . . . +a′1nxn = b′1
a′2j2xj2 + . . . +a′2nxn = b′2

. . .

a′rjrxjr + . . . +a′rnxn = b′r
0xn = b′r+1

...
0xn = b′k.

(23)

Für i = 1, . . . , r hängt also die i-te Gleichung nur von Unbekannten xj mit einer
Nummer j ≥ ji ab.

Die erweiterte Matrix von (23) hat die Gestalt




0 . . . 0 a′1j1 . . . a′1n b′1
0 . . . 0 0 . . . 0 a′2j2 . . . a′2n b′2
...

...
...

...
0 . . . 0 a′rjr . . . a′rn b′r
0 . . . 0 b′r+1
...

...
...

0 . . . 0 b′k




Man sagt dann auch: Die Matrix A′ von (23) hat Zeilenstufenform.

Der Schlüssel für das Lösen von Gleichungssystemen ist der folgende sehr wichtige
Satz.
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Satz 2.9 Jedes lineare Gleichungssystem ist zu einem linearen Gleichungssystem in
Stufenform äquivalent.

Beweis: Es sei ein lineares Gleichungssystem (19) gegeben. Durch sukzessive An-
wendung elementarer Umformungen vom Typ I und II wollen wir dies auf Stufenform
bringen. Der Beweis ergibt einen Algorithmus zur Bestimmung einer Stufenform und
lässt sich leicht in ein Computerprogramm übersetzen (Übung für Computerfreaks!).

1. Schritt: Sind alle Koeffizienten des Gleichungssystems gleich Null, so liegt schon
eine Stufenform vor. Sei nun aij 6= 0 für wenigstens ein Indexpaar. Dann sei j1 der
kleinste Index j(1 ≤ j ≤ n), so dass die j-te Spalte der Matrix A des Gleichungssy-
stems nicht nur aus Nullen besteht (Die Unbekannten x1, . . . , xj1−1 kommen dann
im Gleichungssystem nicht vor, falls j1 > 1 ist.). Durch eine elementare Umformung
vom Typ I kann man erreichen, dass a1j1 6= 0 gilt.
Dann wende man für i = 2, . . . ,m die elementare Umformung

Ti,1

(
− aij1
a1j1

)

an. Man erhält ein Gleichungssystem, dessen j1-te Spalte die Form [a1j1 , 0, . . . , 0]
hat, in dem xj1 also nur in der ersten Gleichung vorkommt.

2. Schritt: Man behandle nun das Gleichungssystem, welches aus der zweiten bis
m-ten Gleichung besteht, wie in Schritt 1.
Nach spätestens m Schritten hat man die gewünschte Stufenform erhalten. 2

Dieser Algorithmus heißt Gaußsches Eliminationsverfahren. Es ist oft über-
sichtlicher, das Gaußsche Eliminationsverfahren auf die erweiterte Matrix (A, b) des
Gleichungssystems anzuwenden anstatt auf die Gleichungen selbst.

Beispiel 2.10
x1 + x2 + x3 + x4 = 1
2x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = 2
4x1 − 3x2 + 2x3 = 30

Die erweiterte Matrix ist



1 1 1 1 1
2 1 −2 2 2
4 −3 2 0 30


 .

Das im obigen Beweis beschriebene Verfahren ergibt:

T21(−2)−→




1 1 1 1 1
0 −1 −4 0 0
4 −3 2 0 30


 T31(−4)−→




1 1 1 1 1
0 −1 −4 0 0
0 −7 −2 −4 26


 .

Der erste Schritt ist abgeschlossen. Jetzt werden die zweite und die dritte Zeile
behandelt:

T32(−7)−→




1 1 1 1 1
0 −1 −4 0 0
0 0 26 −4 26


 .
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Wir haben die Stufenform

x1 + x2 + x3 + x4 = 1
− x2 − 4x3 = 0

26x3 − 4x4 = 26

erhalten.

Definition 2.11 Ist ein Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekann-
ten x1, . . . , xn in Stufenform (23) gegeben, so heißen die Unbekannten xj1 , . . . , xjr
Hauptvariable und die Unbekannten xj, j 6= j1, . . . , jr heißen freie Variable von
(23).

Ist ein Gleichungssystem in Stufenform, so kann man die Lösungen leicht ablesen.
Es sei die Stufenform (23) gegeben. Dann ist dieses Gleichungssystem höchstens
dann lösbar, wenn b′r+1 = . . . = b′k = 0 gilt. Ist dies der Fall, so kann man für die
freien Variablen xj (j 6= j1, . . . , jr) irgendwelche Werte x0j vorgeben. Durch die r-te
Gleichung liegt dann die Hauptvariable xjr fest:

xjr = x0jr :=
1

a′rjr
(b′r − a′rjr+1x

0
jr+1 − . . .− a′rnx

0
n).

Aus der (r − 1)-ten Gleichung ergibt sich die Hauptvariable xjr−1
usw.. Ist b′r+1 =

. . . = b′k = 0, so hat das System also n − r unabhängige Lösungen, das soll
heißen, dass man für die n − r freien Variablen beliebige Werte einsetzen darf. Die
Hauptvariablen sind dann festgelegt. Wir haben also:

Satz 2.12 Ein lineares Gleichungssystem (19) hat dieselben Lösungen wie eine mit-
tels des Gaußschen Eliminationverfahrens gewonnene Stufenform. Hat diese Stufen-
form die Gestalt (23), so ist das Gleichungssystem (23) genau dann lösbar, wenn
b′r+1 = . . . = b′k = 0 gilt. In diesem Fall gilt: Zu jeder beliebigen Wahl αj, j 6=
j1, . . . , jr von Werten für die freien Variablen der Stufenform (23) gibt es genau eine
Lösung x0 = (x01, . . . , x

0
n) des Gleichungssystems (19) mit x0j = αj für j 6= j1, . . . , jr.

Das Gleichungssystem (19) ist genau dann eindeutig lösbar, wenn r = n und b′r+1 =
. . . = b′k = 0 in der zugehörigen Stufenform (23) gilt (Insbesondere muss dannm ≥ n
gelten.). 2

Korollar 2.13 Ein lineares Gleichungssystem (19) mit m = n ist genau dann ein-
deutig lösbar, wenn man es durch elementare Umformungen auf die Gestalt

a′11x1+ . . . a′1nxn = b′1
a′22x2 + . . . a′2nxn = b′2

. . .

a′nnxn = b′n

bringen kann mit a′ii 6= 0 für i = 1, . . . , n. 2

Man kann eine Zeilenstufenform (23) noch weiter vereinfachen, indem man die die
Umformungen Ti(a

−1
iji
)) für i = 1, . . . , r anwendet. Dann hat die i-te Gleichung (i ≤

r) die Form
xji + a′iji+1xji+1 + . . .+ a′inxn = b′i
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Jetzt kann man weiter aus der ersten Gleichung die Unbekannte xj2 eliminieren,
indem man das a1j2-fache der zweiten Gleichung von der ersten Gleichung abzieht.
Schließlich kann man die Unbekannte xjr aus den ersten r − 1 Gleichungen elimi-
nieren. Weiter kann man die Gleichungen 0 = 0 weglassen. Es bleiben genau r
Gleichungen übrig, wenn das Gleichungssystem lösbar ist. Wir erhalten so eine soge-
nannte reduzierte Zeilenstufenform des Gleichungssystems. In der ersten Gleichung
kommen xj1 und höchstens noch die n− r freien Variablen xi, i 6= jν vor.

xj1 + . . .+ a1j2−1xj2−1 + a1j2+1xj2+1 + . . . = b1.

Ist das Gleichungssystem nicht lösbar, so hat die reduzierte Zeilenstufenform eine
widersprüchliche (r + 1)-te Gleichung 0 = 1.

Ein Beispiel der erweiterten Matrix einer reduzierten Zeilenstufenform:




0 1 7 0 0 23 0 87 0 11
0 0 0 1 0 6 0 4 0 3
0 0 0 0 1 −5 0 91 0 8
0 0 0 0 0 0 1 5 0 6
0 0 0 0 0 0 0 0 1 4




Bei einem lösbaren linearen Gleichungssystem mit n Gleichungen in n Unbekannten
kann man an der reduzierten Zeilenstufenform direkt die Lösung ablesen.

Übungen

1. Es seien a, b reelle Zahlen. Für welche a, b ist das lineare Gleichungssystem

ax + by = b
x + y = a

nicht lösbar, lösbar, eindeutig lösbar?

2. Beweisen Sie: Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
und n Unbekannten besitzt unendlich viele Lösungen, falls m < n gilt.

3. Lösen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme:

a)
2x1 + x2 − 3x3 = 1
x1 − x2 − x3 = 0
2x1 + x2 + x3 = 2

b)
x1 + 2x2 + x3 = 1
5x1 + 4x2 + 3x3 = 6
2x1 + x2 + x3 = 0

c)

2x1 + 4x2 + 2x3 = 2
x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 + x5 = 3
2x1 + 4x2 + 4x3 + 4x4 + 5x5 = 5
x1 + 4x2 + 3x3 + 2x4 + x5 = 4
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d)
x1 + x2 + x3 + x4 = 0
5x1 + 7x2 + x3 − x4 = 2
x1 + 2x2 − x3 − 2x4 = 1

4. Für welche a, b, c ist das lineare Gleichungssystem

3x1 + 3x2 + 3x3 = a
4x1 + 6x2 + 2x3 = b
x1 + 2x2 = c

lösbar?

5. Wie findet man eine lineare Gleichung ax + by + c = 0, die zwei gegebene
Punkte (x0, y0), (x1, y1) als Lösungen besitzt? Wie viele Möglichkeiten gibt es
für a, b, c?

6. Welcher Bedingung müssen die Zahlen a, b genügen, damit das folgende Glei-
chungssystem lösbar wird?

bx1 + x2 + (ab+ a+ b)x3 + (ab2 + b2)x4 = a2

−ax1 + (a+ 1)x2 + (ab+ a+ b)x3 + (ab2 − a2b+ b2)x4 = a2 + ab2

(b+ 1)x2 + (b2 + ab+ a+ b)x3 + (b3 + b2)x4 = b3 + a2

7. Lösen Sie das (nicht lineare) Gleichungssystem

x2 + y2 = 1
ax + by = 1,

wobei a, b gegebene reelle Zahlen sind, die nicht beide Null sind.

8. Geben Sie die reelle Lösung der kubischen Gleichung x3 + 2x− 1 = 0 an.
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3 Mengen und Abbildungen

Zur präzisen Beschreibung mathematischer Sachverhalte bedient man sich der Men-
gen-Schreibweise oder der Mengensprache. Wir müssen den Grundwortschatz dieser
Sprache lernen. Wichtige Vokabeln sind:

Menge, Element, Teilmenge, Produkt, Vereinigung, Durchschnitt, Abbildung, injek-
tiv, surjektiv, bijektiv, Bild, Urbild, Umkehrabbildung. Es ist also einiges zu tun.

Definition 3.1 (heuristische Definition, Cantor, 1845 - 1918): Unter einer Menge
M verstehen wir “eine Zusammenfassung von bestimmten wohl unterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente der Menge
genannt werden) zu einem Ganzen”.

x ∈M bedeutet: x ist Element von M .
x 6∈M bedeutet: x ist nicht Element von M .

(siehe [25])

Beispiel 3.2
a) M = {1, 37} ist die Menge mit den Elementen 1 und 37. Für jedes ‘Element’

x mit x 6= 1 und x 6= 37 gilt also x 6∈M .

b) M = {1, {1}} enthält die verschiedenen Elemente 1 und {1}.

c) M = {1, 2, 4, 8} ist die Menge der Zweierpotenzen zwischen 1 und 10. Statt
die Elemente aufzuzählen, kann man auch schreiben M = {2n|n = 0, 1, 2, 3}
oder M = {x|∃n ∈ {0, 1, 2, 3} : x = 2n}.
Das Zeichen “∃” bedeutet “Es existiert”.
Der Doppelpunkt “:” ist hier eine Abkürzung für “so dass”.

d) Wir benutzen die folgenden Standardbezeichnungen:
N = {0, 1, 2, 3, . . . , } ist die Menge der natürlichen Zahlen (einschließlich
der Null!).
Z = {. . .− 2,−1, 0, 1, 2, . . .} ist die Menge der ganzen Zahlen.
Q =

{
a
b
|a ∈ Z, b ∈ Z, b 6= 0

}
ist die Menge der rationalen Zahlen.

R ist die Menge aller reellen Zahlen.

(Die keinesfalls triviale Konstruktion der reellen Zahlen soll hier nicht gegeben
werden, siehe [8].)

Definition 3.3 Für zwei Mengen M , N gilt: N ist Teilmenge von M (in Zeichen:
N ⊂M) genau dann, wenn jedes Element x von N auch ein Element von M ist. In
Kurzform lautet die Definition so:

N ⊂M :⇔ (∀x : x ∈ N ⇒ x ∈M).

Das Zeichen “:⇔” bedeutet hier “definitionsgemäß genau dann, wenn gilt”.
Das Symbol “∀” bedeutet “für alle”. Die Aussage in Klammern heißt also:

Für alle x gilt: Ist x ∈ N , so ist x ∈M .
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Nachdem wir die Enthaltensein-Relation für Mengen eingeführt haben, können wir
ein kleines Lemma beweisen.

Lemma 3.4 Es seien A, B, C Mengen. Dann gilt:

a) A ⊂ A.

b) Ist A ⊂ B und B ⊂ C, so ist A ⊂ C.

c) Ist A ⊂ B und B ⊂ A, so ist A = B.

Beweis: zu a): Für alle x ist die Implikation (x ∈ A ⇒ x ∈ A) richtig, d.h. es gilt
A ⊂ A.

zu b): Wenn für alle x die Implikationen (x ∈ A ⇒ x ∈ B) und (x ∈ B ⇒ x ∈ C)
wahr sind, so gilt das auch für die Implikation (x ∈ A⇒ x ∈ C). Das beweist (ii).

zu c): Wann sind zwei Mengen gleich? Antwort: A = B gilt genau dann, wenn für
alle x die Aussage (x ∈ A⇔ x ∈ B) wahr ist. Hierbei bedeutet “⇔” die zweiseitige
Implikation, also “dann und nur dann, wenn”. Nach Definition 3.3 haben wir somit

A = B ⇔ (A ⊂ B und B ⊂ A).

Insbesondere haben wir c) bewiesen. 2

Definition 3.5 Es gibt eine Menge ohne Elemente. Sie wird mit ∅ bezeichnet und
heißt die leere Menge. Sie ist durch folgende Aussage charakterisiert:

∀x gilt : x /∈ ∅.

Lemma 3.6 Ist M eine Menge, so gilt ∅ ⊂M .

Beweis: Da für alle Objekte x die Aussage x ∈ ∅ falsch ist, ist die Implikation
(x ∈ ∅ ⇒ x ∈M) stets wahr (ex falso quod libet). Also gilt ∅ ⊂M . 2

Definition 3.7 Es sei I eine Menge (Indexmenge), und für jeden Index i ∈ I sei
eine MengeXi gegeben. Dann kann man durch folgende Festsetzung eine neue Menge
X bilden. Für alle x gelte

x ∈ X :⇔ ∃ i ∈ I : x ∈ Xi.

X heißt die Vereinigung der Mengen Xi, i ∈ I und wird mit
⋃
i∈I
Xi bezeichnet. Aus

der Definition ergibt sich, dass X = ∅ gilt, wenn I = ∅ ist. Ist n ∈ N, n > 0 und
I = {1, . . . , n}, so schreibt man auch

X1 ∪ . . . ∪Xn =
n⋃

i=1

Xi =
⋃

i∈I
Xi.
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Insbesondere ist die Vereinigung zweier Mengen A, B definiert durch

A ∪ B = {x|x ∈ A oder x ∈ B}.
Hierbei ist “oder” das nicht ausschließende Oder. Die Wahrheitstafel für “oder” hat
also die folgende Form:

p q p oder q
1 1 1
0 1 1
1 0 1
0 0 0

(1 = wahr, 0 = falsch)

Definition 3.8 Es sei I eine nichtleere Indexmenge, und für jedes i ∈ I sei eine
Menge Xi gegeben. Der Durchschnitt

X =
⋂

i∈I
Xi

der Mengen Xi, i ∈ I wird durch

x ∈ X :⇔ ∀i ∈ I : x ∈ Xi

definiert. Für I = {1, . . . , n} (n > 0) schreibt man auch

X1 ∩ . . . ∩Xn =
n⋂

i=1

Xi =
⋂

i∈I
Xi.

Für zwei Mengen A, B ist

A ∩ B = {x|x ∈ A und x ∈ B}.
A und B heißen disjunkt, wenn A ∩B = ∅ gilt.

Als Übung überlege man sich die Distributivgesetze

����
����
����
����
����

����
����
����
����
����

�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����

����
����
����
����

����
����
����
����

CB

A

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)
und

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������
���������

���
���
���
���
���
���
���

���
���
���
���
���
���
���

����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����

B

A

C



3 Mengen und Abbildungen 26

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).

Bemerkung 3.9 Ist M eine Menge, A(x) eine Aussage über x, so kann man die
Teilmenge N ⊂ M bilden, die aus allen Elementen x ∈ M besteht, für die die
Aussage A(x) wahr ist, also:

x ∈ N :⇔ x ∈M und A(x).

In Zeichen schreibt man dann

N = {x ∈M |A(x)}.

Beispiel 3.10 a) {n ∈ Z|∃m ∈ Z : n = 2m} ist die Menge der geraden ganzen
Zahlen,

b) {n ∈ Z|n2 = 1} = {−1, 1},

c) {n ∈ Z|n ≥ 0} = N.

Definition 3.11 Sind X, Y Mengen, so heißt X \ Y = {x ∈ X|x 6∈ Y } die Diffe-
renzmenge (lies: “X ohne Y ”).

Es gelten einfache Regeln für die mengentheoretischen Verknüpfungen. Wir geben
nur einige Beispiele: Seien A, B, Teilmengen einer Menge X. Dann gilt

X \ (A ∪ B) = (X \ A) ∩ (X \B),
X \ (A ∩ B) = (X \ A) ∪ (X \B),
(X \ A) ∪ A = X, (X \ A) ∩ A = ∅,
X \ (X \ A) = A, usw.

Von fundamentaler Bedeutung ist der Begriff des geordneten Paares (von zwei Ob-
jekten), welcher die Definition des kartesischen Produktes zweier Mengen ermöglicht.
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Definition 3.12
a) Seien x, y irgendwelche Objekte. Aus x und y kann man ein neues Element

bilden, das geordnete Paar (auch kurz: Paar)

(x, y).

Dies bekommt einen Sinn, wenn man definiert, wann zwei Paare gleich sind.
Seien dazu x′, y′ zwei weitere Objekte. Dann wird vereinbart

(x, y) = (x′, y′) :⇔ x = x′ und y = y′.
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Wir bemerken sogleich, dass (x, y) und (y, x) verschiedene Objekte sind, wenn
x und y verschieden sind. Es gilt: (x, y) = (y, x) ⇔ x = y.

Das kartesische Produkt X×Y zweier Mengen X und Y wird nun definiert
als

X × Y = {(x, y)|x ∈ X und y ∈ Y }.

b) Analog wird das kartesische Produkt

X1 × . . .×Xn = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ Xi für i = 1, . . . , n}

der Mengen X1, . . . , Xn (n ∈ N, n ≥ 1) definiert. Hierbei wird vereinbart

(x1, . . . , xn) = (x′1, . . . , x
′
n) :⇔ ∀i = 1, . . . , n : xi = x′i.

Die Elemente von X1 × . . . × Xn heißen n-Tupel (genauer: geordnete n-
Tupel). Ist X = X1 = . . . = Xn, so ist die Schreibweise

Xn = X × . . .×X︸ ︷︷ ︸
n−mal

= X1 × . . .×Xn

üblich.

Vertraut ist uns die Zahlenebene R2 = R×R und auch der n-dimensionale Zahlen-
raum Rn.

Grundlegend für die moderne Mathematik ist der Abbildungsbegriff.

Definition 3.13 Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y (in Zei-
chen: f : X → Y ) ist eine Vorschrift, die jedem Element x ∈ X genau ein Element
y = f(x) ∈ Y zuordnet.

Das Element f(x) heißt das Bild von x unter f ; man schreibt x 7→ f(x).
X heißt der Definitionsbereich von f und Y heißt der Wertebereich von f .

Gf = {(x, y) ∈ X × Y |y = f(x)} ⊂ X × Y

heißt der Graf von f . Eine Teilmenge M ⊂ X × Y ist genau dann der Graf einer
Abbildung von X nach Y , wenn gilt: Zu jedem x ∈ X gibt es genau ein y ∈ Y , so
dass (x, y) ∈M .

Zwei Abbildungen f : X → Y , g : X ′ → Y ′ sind genau dann gleich, wenn gilt:

(i) X = X ′,
(ii) Y = Y ′ und
(iii) Für alle x ∈ X gilt: f(x) = g(x).

Achtung:
f : R → {0}, f(x) := 0 und
g : R → R, g(x) = 0

sind verschiedene Abbildungen, weil ihre Wertebereiche verschieden sind.

Mit Abb(X, Y ) wird die Menge aller Abbildungen f : X → Y bezeichnet. Wenn wir
f ∈Abb(X, Y ) sagen, meinen wir also: f : X → Y ist eine Abbildung von X nach
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Y . Statt “f : X → Y ” ist auch die Schreibweise X
f→ Y gebräuchlich. Offensichtlich

gilt für Elemente f, g ∈Abb(X, Y ):

f = g ⇔ Gf = Gg.

Definition 3.14 Es sei f : X → Y eine Abbildung von X nach Y . M ⊂ X, N ⊂ Y
seien Teilmengen. Dann heißt

f(M) = {y ∈ Y |∃x ∈M : y = f(x)} = {f(x)|x ∈M}
die Bildmenge von M unter f und

f−1(N) = {x ∈ X|f(x) ∈ N}
die Urbildmenge von N unter f .

f(X) = {f(x)|x ∈ X} = {y ∈ Y |f−1({y}) 6= ∅}
nennt man das Bild von f (= Bildmenge von X unter f) und schreibt dafür bis-
weilen Imf .

Die Urbildmenge f−1({y}) einer einelementigen Teilmenge {y} ⊂ Y nennt man auch
die Faser von f über y. Es gilt: f−1({y}) 6= ∅ ⇔ y ∈Imf .

X
f

Y

f−1(N) N

Beispiel 3.15 a) Es sei f : R2 → R die Abbildung mit der Vorschrift f(x, y) =
2x + y. Für c ∈ R ist dann f−1({c}) = {(x, y) ∈ R2|2x + y = c} eine Gerade
in R2. Ist d ∈ R, d 6= c, so ist

f−1({c}) ∩ f−1({d}) = ∅.
Also bilden die Fasern der Abbildung f : R2 → R eine Schar paralleler Gera-
den.

f

R2

0 0

d

c

R
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b) g : R2 → R, g(x, y) = x2 − y2 = (x − y)(x + y) hat als Faser über 0 ∈ R eine
Vereinigung von zwei Geraden:

g−1({0}) = {(x, y) ∈ R2|x− y = 0 oder x+ y = 0}
= {(x, y) ∈ R2|x = y} ∪ {(x, y) ∈ R2|x = −y}.

Für c ∈ R \ {0} ist g−1({c}) eine Hyperbel (mit beiden Ästen).

R2

h 0

1

2

R

c) Schließlich betrachten wir noch

h : R2 → R, h(x, y) = x2 + y2.

Das Bild von h ist R≥0 = {x ∈ R|x ≥ 0}. Es gilt h−1({0}) = {(0, 0)}. Für
c ∈ R, c > 0 ist h−1({c}) der Kreis vom Radius

√
c um den Punkt (0, 0).

Definition 3.16 Eine Abbildung f : X → Y heißt

a) surjektiv :⇔ f(X) = Y , d.h.:
zu jedem Element y ∈ Y gibt es mindestens ein Element x ∈ X mit f(x) = y.

b) injektiv :⇔ ∀x, x′ ∈ X : f(x) = f(x′) ⇒ x = x′

(oder anders formuliert: ∀x, x′ ∈ X : x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)).

c) bijektiv :⇔ f ist surjektiv und injektiv.

Definition 3.17 Es sei f : X → Y eine bijektive Abbildung. Dann gibt es zu jedem
Element y ∈ Y genau ein Element x ∈ X mit f(x) = y. Dieses Element x wird mit
f−1(x) bezeichnet. Damit ist eine Abbildung

f−1 : Y → X

definiert. Es gilt: f−1({y}) = {f−1(y)}, anders formuliert:

∀ x ∈ X, y ∈ Y : f(x) = y ⇔ x = f−1(y).

f−1 heißt die Umkehrabbildung von f .

Eine surjektive Abbildung f : X → Y ist genau dann bijektiv, wenn jede Faser von
f aus genau einem Element besteht.



3 Mengen und Abbildungen 30

Definition 3.18
a) Es seien f : X → Y , g : Y → Z Abbildungen. DieKomposition g◦f : X → Z

von f und g wird folgendermaßen definiert:

(g ◦ f)(x) := g(f(x)) für alle x ∈ X; X
g◦f //

f   A
AA

AA
AA

Z

Y

g

??~~~~~~~

ist ein kommutatives Diagramm von Abbildungen.

b) Mit idX : X → X wird die Abbildung x 7→ x bezeichnet. Sie heißt die identi-
sche Abbildung auf X. Ihr Graf ist die Diagonale △X = {(x, x)|x ∈ X} ⊂
X ×X.

c) SindX ′, Y ′ Mengen undX ⊂ X ′, Y ⊂ Y ′ Teilmengen, f : X → Y , g : X ′ → Y ′

Abbildungen, so heißt f Einschränkung von g und g Fortsetzung von f ,
wenn für alle x ∈ X gilt:

f(x) = g(x).

Bezeichnet man mit i : X → X ′ und j : Y → Y ′ die Inklusionsabbildungen
i(x) = x, j(y) = y, die sich von den identischen Abbildungen nur dadurch un-
terscheiden, dass Definitions- und Wertebereich nicht notwendigerweise über-
einstimmen, sondern der Definitionsbereich eine Teilmenge des Wertebereichs
ist, so erhält man folgendes kommutatives Diagramm von Abbildungen

X

i
��

f // Y

j
��

X ′ g // Y ′

d.h., es gilt j ◦ f = g ◦ i.

Lemma 3.19
a) Die Komposition von Abbildungen ist eine assoziative Verknüpfung: Für Ab-

bildungen f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → W gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

b) Für jede Abbildung f : X → Y gilt: f ◦ idX = f , idY ◦ f = f .

Beweis:

a) 1. W ist der Wertebereich von h ◦ (g ◦ f) und von (h ◦ g) ◦ f .
2. Für alle x ∈ X gilt:

(h ◦ (g ◦ f))(x) = h((g ◦ f)(x)) = h(g(f(x)))
= (h ◦ g)(f(x)) = ((h ◦ g) ◦ f)(x).

Aus 1. und 2. folgt h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

b) ist trivial. 2
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Lemma 3.20 Seien X, Y nichtleere Mengen, und f : X → Y sei eine Abbildung.
Dann gilt:

a) f ist injektiv ⇔ ∃g : Y → X, so dass g ◦ f = idX
(d.h. f besitzt ein Linksinverses g).

b) f ist surjektiv ⇔ ∃g : Y → X, so dass f ◦ g = idY
(d.h. f besitzt ein Rechtsinverses g).

c) f ist bijektiv ⇔ ∃g : Y → X, so dass g ◦ f = idX und f ◦ g = idY .
(d.h. f besitzt ein zweiseitiges Inverses g).

Beweis: zu a): Sei f injektiv; g : Y → X werde folgendermaßen definiert

g(y) =

{
x, falls y ∈ f(X) und x das Urbild von y ist,
beliebig, falls y ∈ Y \ f(X).

Dann gilt offensichtlich g ◦ f = idX .

Sei nun umgekehrt g ◦ f = idX für eine Abbildung g : Y → X. Für x, x′ ∈ X gilt
dann: Ist f(x) = f(x′), so ist g(f(x)) = g(f(x′)). Wegen g ◦ f = idX folgt also
x = x′. Die Abbildung f ist daher injektiv.

zu b): Es sei f surjektiv. Dann kann man zu jedem y ∈ Y ein x ∈ X mit f(x) = y
wählen. Dieses Element x nenne man g(y). Dann hat man eine Abbildung g : Y → X
mit f ◦ g = idY (Natürlich ist g nicht eindeutig bestimmt, wenn f mindestens eine
Faser mit mehr als nur einem Element besitzt.).

Sei nun umgekehrt f ◦g = idY für eine Abbildung g : Y → X. Dann ist f offensicht-
lich surjektiv, denn für y ∈ Y ist x := g(y) ∈ X mit f(x) = f(g(y)) = idY (y) = y.

zu c): Sei f bijektiv und f−1 die Umkehrabbildung von f . Dann gilt

f(x) = y ⇔ x = f−1(y).

Also gilt f−1(f(x)) = x und f(f−1(y)) = y. f−1 ist ein zweiseitiges Inverses von f .

Sei nun f eine Abbildung, die ein zweiseitiges Inverses g : Y → X besitzt. Nach a)
und b) ist f dann surjektiv und injektiv, also bijektiv. 2

Bemerkung 3.21 Es gibt höchstens ein zweiseitiges Inverses von f . Denn: Sind
g, g′ : Y → X zwei zweiseitige Inverse von f , so gilt

g′ = idX ◦ g′ = (g ◦ f) ◦ g′ = g ◦ (f ◦ g′) = g ◦ idY = g.

Korollar 3.22
a) Ist f : X → Y bijektiv, so ist auch f−1 bijektiv, und es gilt (f−1)−1 = f .

b) Sind f : X → Y , g : Y → Z bijektiv, so ist auch g ◦ f : X → Z bijektiv, und
es gilt

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
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Beweis: Wir beweisen nur b).

Wir müssen nur zeigen, dass f−1 ◦ g−1 ein zweiseitiges Inverses von g ◦ f ist. Das ist
eine einfache Rechnung

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦ (g−1 ◦ g) ◦ f = f−1 ◦ idY ◦ f = f−1 ◦ f = idX

und

(g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = g ◦ (f ◦ f−1) ◦ g−1 = g ◦ idY ◦ g−1 = g ◦ g−1 = idZ .

2

Wir schließen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen über endliche Mengen.

Definition 3.23 Eine Menge M heißt endlich genau dann, wenn es eine natürli-
che Zahl n ∈ N und eine bijektive Abbildung {1, . . . , n} → M gibt (dabei sei
{1, . . . , n} = ∅, wenn n = 0 ist). n heißt dann die Anzahl der Elemente von M , in
Zeichen: n = cardM = |M |. Ist M nicht endlich, so heißt M unendlich.

Offensichtlich gilt

Satz 3.24 Es sei M eine Menge. Folgende Aussagen sind äquivalent:

(1) M ist endlich.

(2) Jede injektive Abbildung f :M →M ist auch surjektiv.

(3) Jede surjektive Abbildung f :M →M ist auch injektiv.

Bemerkung 3.25 Eine MengeM ist also unendlich, wenn manM bijektiv auf eine
echte Teilmenge N ⊂M abbilden kann.

Muss man Satz 3.24 beweisen? Es ist doch klar, dass eine injektive Abbildung
{1, . . . , n} → {1, . . . , n} automatisch surjektiv ist. Oder? Wir wollen dennoch einen
Beweis präsentieren:

Zunächst beweisen wir (1)⇒ (2): Es sei alsoM eine endliche Menge und f :M →M
sei injektiv. y ∈ M sei beliebig. Wir suchen ein x ∈ M mit f(x) = y. Wir wollen
also die Gleichung f(x) = y in der Unbekannten x lösen. Es geht hier um einen Exi-
stenzbeweis. Unsere Strategie ist auch oft erfolgreich in komplizierteren Situationen
anwendbar. Das Stichwort heißt Iteration. Vielleicht ist ihnen das Newtonsche Ite-
rationsverfahren aus der Schule bekannt. In unserer Situation ist alles sehr einfach:

Sei f 0 = idM und für k > 0 sei

fk = f ◦ fk−1.

Wir betrachten die Folge f 0(y), f(y), f 2(y), f 3(y), . . ., und hoffen in dieser Folge
eine Lösung unseres Problems zu finden. DaM endlich ist, gibt es zwei verschiedene
Zahlen l > k ≥ 1 mit

f l(y) = fk(y).
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(Andernfalls wäre
N →M, k 7→ fk(y)

eine injektive Abbildung, was der Endlichkeit vonM widerspricht.) Aus f(f l−1(y)) =
f l(y) = fk(y) = f(fk−1(y)) folgt f l−1(y) = fk−1(y), weil f injektiv ist. Ist k−1 ≥ 1,
so fährt man fort und erhält schließlich f l−k(y) = y, also f(x) = y mit x := f l−k−1(y).

(2) ⇒ (3): Sei f : M → M surjektiv. Nach 3.20 b) gibt es ein Rechtsinverses
g : M → M : f ◦ g = idM . g ist dann injektiv, nach (2) also bijektiv, also ist
f = f ◦ g ◦ g−1 = g−1 auch bijektiv.

(3) ⇒ (2): beweist man genauso.

(2) ⇒ (1): Es sei M unendlich. Dann gibt es eine injektive Abbildung h : N → M .
Es sei N = h(N). Die Einschränkung H : N → N mit h(x) = H(x) ist dann bijektiv.
Nun werde

f :M −→M

definiert durch

f(x) =

{
x, falls x ∈M \N ;
h(2n), falls x = h(n), n ∈ N.

Das Diagramm

M
f //M

N

h

OO

(n 7−→2n) // N

h

OO

ist kommutativ.

Offensichtlich ist f injektiv, aber nicht surjektiv, denn h(2n + 1) 6∈ f(M). Damit
haben wir die Implikation (nicht (1) ⇒ nicht (2)) bewiesen, was natürlich äquivalent
zu ((2) ⇒ (1)) ist. 2

Definition 3.26
a) Eine unendliche Menge M heißt abzählbar unendlich ⇔

∃ bijektive Abbildung f : N → N .

b) Eine unendliche Menge M , die nicht abzählbar ist, heißt überabzählbar.

Beispiel 3.27 Q ist abzählbar, aber R ist überabzählbar (siehe [10]).

Übungen

1. Sei A = {+,−}, N+ = {n ∈ N | n > 0} und B =
⋃

n∈N+

An die Menge der

endlichen Folgen (n-Tupel, n > 0) von Plus- und Minuszeichen. g : A→ A sei
die Abbildung g(+) = −, g(−) = + und f : B → B werde definiert durch

f(a1, . . . , an) = (a1, g(a1), a2, g(a2), . . . an, g(an))

für alle a1, . . . , an ∈ A. Es sei f 2 = f ◦ f . Zeigen Sie: Ist f 2(a1, . . . , an) =
(b1, . . . , b4n), so kommt in jedem Abschnitt (bi, bi+1, bi+2, bi+3, bi+4) (1 ≤ i ≤
4(n− 1)) das Paar (+,+) oder (−,−) vor.
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2. Besitzt f : N → N, f(n) = n2 ein Rechtsinverses? Geben Sie zwei Linksinverse
von f an. Ist die Menge {g : N → N|g ◦ f = idN} endlich oder unendlich?

3. Man überlege sich, dass für jede Menge M

Abb(∅,M) = {∅} 6= ∅,

aber für jede nichtleere Menge M

Abb(M, ∅) = ∅

gilt.

4. Seien A, B, C Mengen. Zeigen Sie

a) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C),
b) (A ∩ B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) ⇔ C ⊂ A.

5. Seien X, Y , Z Mengen. Konstruieren Sie ein bijektive Abbildung

Φ : Abb(X × Y, Z) → Abb(Y,Abb(X,Z)).

6. Es sei f : X → Y eine Abbildung, I eine Indexmenge und für i ∈ I sei Xi eine
Teilmenge von X und Yi eine Teilmenge von Y . Beweisen Sie:

a) f

(⋃
i∈I
Xi

)
=

⋃
i∈I
f(Xi),

b) f

(⋂
i∈I
Xi

)
⊂ ⋂

i∈I
f(Xi),

c) f−1

(⋃
i∈I
Yi

)
=

⋃
i∈I
f−1(Yi),

d) f−1

(⋂
i∈I
Yi

)
=

⋂
i∈I
f−1(Yi).

Zeigen Sie, dass in b) im allgemeinen nicht das Gleichheitszeichen stehen
darf.

e) Für A ⊂ X gilt: A ⊂ f−1(f(A)). Ist f injektiv, so gilt stets A =
f−1(f(A)).

f) Für B ⊂ Y gilt: f(f−1(B)) ⊂ B. Ist B ⊂ f(X), so gilt: f(f−1(B)) = B.

7. Es sei f : X → Y eine Abbildung. Für b ∈ f(X) sei Xb = f−1({b}). Beweisen
Sie:

(i) X =
⋃

b∈f(X)

Xb,
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(ii) b, b′ ∈ f(X), b 6= b′ ⇒ Xb ∩Xb′ = ∅.
(Die Fasern der Abbildung f bilden eine Zerlegung von X.)

8. Beweisen Sie:

a) Sind X und Y abzählbar unendlich, so ist auch X × Y abzählbar unend-
lich.

b) Q ist abzählbar unendlich.

c) Die Menge der reellen algebraischen Zahlen {a ∈ R| ∃ n ∈ N+

∃a0, . . . , an−1 ∈ Q, so dass an + an−1a
n−1 + . . . + a1a + a0 + 0 = 0}

ist abzählbar unendlich.

9. a) Bestimmen Sie die Fasern der Abbildung

f : R2 → R2, f(x, y) = (x2 + y2, xy).

b) Untersuche die Abbildung f : R → R, f(x) = x3 − 2x und ihre Ein-
schränkung g : Z → Z, g(x) = x3 − 2x auf Injektivität, Surjektivität,
Bijektivität.

10. Seien X, Y endliche Mengen. Bestimmen Sie

|X × Y |, |Abb(X, Y )|, |P(X)| |S(X)|,

wobei P(X) = {A|A ⊂ X} und S(X) = {f ∈ Abb(X,X)|f ist bijektiv}.
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4 Vollständige Induktion

Die Menge N der natürlichen Zahlen ist linear geordnet:

0 < 1 < 2 < 3 < . . . < n < n+ 1 < . . .

Zwischen einer Zahl n ∈ N und ihrem Nachfolger n + 1 gibt es keine weiteren
natürlichen Zahlen. Unmittelbar einleuchtend ist daher der so genannte Satz vom
kleinsten Element.

Satz 4.1 (Satz von kleinsten Element, Minimumsprinzip): Jede nichtleere
Teilmenge N ⊂ N besitzt ein kleinstes Element. Das soll heißen: Es gibt ein m ∈ N ,
so dass m ≤ n für alle n ∈ N .

Beachte:

Für Q≥0 = {x ∈ Q|x ≥ 0} gilt das Minimumsprinzip nicht; z.B. besitzt N = {x ∈
Q≥0|x > 0} kein kleinstes Element. 0 gehört ja nicht zu N und und einen Nachfolger
von 0 gibt es in Q≥0 nicht! Immerhin hat N mit 0 eine größte untere Schranke in
Q≥0. Betrachtet man aber z.B. M = {x ∈ Q≥0|x2 ≥ 2}, so besitzt M nicht einmal
eine größte untere Schranke in Q≥0 (denn

√
2 ist nicht rational).

Aus dem Minimumsprinzip kann man das Prinzip der vollständigen Induktion, das
eine wichtige Beweismethode darstellt, ableiten.

Satz 4.2 (Prinzip der vollständigen Induktion): Für jede natürliche Zahl n
sei eine Aussage A(n) formuliert. Folgende Bedingungen seien erfüllt:

(1) Die Aussage A(0) ist wahr.

(2) Für jede natürliche Zahl n ∈ N gilt:

Ist die Aussage A(n) wahr, so ist auch A(n+ 1) wahr.

Dann gilt:

Die Aussage A(n) ist für alle n ∈ N gültig.

Beweis: Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Sei N = {n ∈ N|A(n) ist falsch}.
Nehmen wir nun an, dass A(n) nicht für alle n ∈ N gültig ist. Dann ist also N 6= ∅.
Nach dem Minimumsprinzip gibt es ein m ∈ N mit m ≤ n für alle n ∈ N . Da nach
(1) die Aussage A(0) gültig ist, ist 0 6∈ N , also 0 < m und somit ist m− 1 ∈ N und
wegen m− 1 < m gilt m− 1 6∈ N , d.h. die Aussage A(m− 1) ist gültig; nach (2) ist
dann auch A(m) gültig (denn: m = (m− 1)+ 1). Das steht aber im Widerspruch zu
m ∈ N . Die Annahme N 6= ∅ ist also falsch; es gilt vielmehr N = ∅, d.h. ∀n ∈ N:
A(n) ist wahr. 2

Eine kleine Abwandlung ist:

Um eine Aussage A(n) für alle n ≥ n0 zu beweisen, zeigt man zunächst

a) A(n0) gilt (Dies ist der Induktionsanfang.)

und dann:
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b) Für n > n0 gilt: Ist A(n − 1) gültig, so ist auch A(n) gültig (Dies ist der
Induktionsschluß von n− 1 auf n.).

Oftmals wird auch folgende Form des Induktionsprinzips benutzt:

Satz 4.3 (Prinzip der vollständigen Induktion, zweite Form):

Für jede natürliche Zahl n ∈ N sei eine Aussage A(n) gegeben. Die Aussage, A(0)
sei wahr und, man habe ein Verfahren, mit dem man für jedes n > 0 zeigen kann,
dass A(n) wahr ist, wenn A(m) für alle m ∈ N mit m < n wahr ist. Dann ist A(n)
für alle n ∈ N wahr.

Beweis: FallsN = {n ∈ N|A(n) ist falsch} nichtleer ist, gibt es ein kleinstes Element
n0 ∈ N , n0 > 0, und für alle m ∈ N mit m < n0 ist somit A(m) wahr; aber dann
muss auch A(n0) wahr sein, Widerspruch! 2

Bemerkung: Für einen Induktionsbeweis ist es wichtig, den Induktionsanfang zu
beweisen. Wir illustrieren dies an folgendem “Beweis”:

Behauptung: Alle Studenten sind gleich groß.

”Beweis”:

a)(Induktionsanfang) Für die leere Menge von Studenten und für eine Menge, die
nur einen Studenten als Element enthält, ist die Behauptung wahr.

b)Jetzt führen wir den Induktionsschluß durch:

Wir setzen also voraus: Für eine Menge von n Studenten ist die Behauptung richtig,
d.h. in einer Menge mit n Studenten sind alle Studenten gleich groß.

Wir zeigen: Dann ist die Behauptung auch für eine Menge mit n + 1 Studenten
richtig. Das geht so: Die ersten n Studenten und die letzten n Studenten haben
jeweils dieselbe Größe. Da der zweite Student zu beiden Mengen gehört, haben also
alle n+ 1 Studenten dieselbe Größe.

Was ist hier falsch?

Antwort: Damit man obigen Induktionsschluss durchführen kann, muss n > 2 gelten,
man muss also als Induktionsanfang n = 2 wählen!

Natürlich reicht es auch nicht aus, eine Aussage A(n) für alle n ∈ N dadurch zu
beweisen, dass man den Beweis für eine endliche, und sei es noch so große, Anzahl
von Fällen durchführt. Das wäre sozusagen eine unvollständige Induktion. Wir geben
zwei Beispiele:

a) Fn = 22
n

+ 1, n ∈ N, heißt die n-te Fermatsche Zahl. F0 = 3, F1 = 5,
F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 sind Primzahlen. Also vermutete Fermat:
∀n ∈ N: Fn ist Primzahl. Aber der geniale Mathematiker Leonhard Euler
(1707-1783) fand heraus, dass 641 ein Teiler von F5 ist. Die Lösung sieht ganz
einfach aus, sie zu finden war ein kleiner Geniestreich: 641 = 625+16 = 54+24,
also folgt F5 − 1 = 232 = 24228 = (641 − 54)228 = 641 · 228 − (5 · 27)4 =
641 ·228−6404 = 641 ·228−(641−1)4 = 641(228−6413+4 ·6412−6 ·641+4)−1
Also ist 641 ein Teiler von F5. Es ist übrigens keine Zahl n ≥ 5 bekannt,
für die Fn eine Primzahl ist. Die unvorstellbar große Zahl 22

1945

+ 1 hat den
Teiler 5 · 21947 +1. Mit dem Computeralgebrasystem Mathematicar kann man
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leicht die Primfaktorzerlegungen etwa von F5, F6, F7, F8 berechnen. Das war
zu Eulers Zeiten natürlich nicht möglich.

b) Die Zahl n2 − n + 41 ist für n = 1, 2, . . . , 40 eine Primzahl, aber für n = 41
ergibt sich natürlich die Quadratzahl 412.

Definition 4.4 a) Für n ∈ N sei die natürliche Zahl n! (lies: n-Fakultät) definiert
durch

0! = 1 und n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n für n ≥ 1.

b) Für x ∈ R und k ∈ N sei
(
x

k

)
=
x(x− 1) . . . (x− k + 1)

k · (k − 1) . . . · 1 ∈ R

Ist n ∈ N und n ≥ k, so ist
(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
∈ N. (24)

(
n
k

)
heißt Binomialkoeffizient.

Offensichtlich gilt also
(
n
k

)
=
(

n
n−k
)
für 0 ≤ k ≤ n. Weiter gilt für 1 ≤ k ≤ n die

Rekursionsformel (
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k

)
. (25)

Beweis:
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

k!(n− k)!
=
k · n! + (n− k + 1)n!

k!(n− k + 1)!
=

(
n+ 1

k

)
. 2

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

(
7

0
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7

1

) (
7

2

) (
7

3

) (
7

4

) (
7

5

) (
7

6

) (
7

7

)

Das Pascalsche Dreieck

In der n-ten Zeile (n = 0, 1, 2, . . .) stehen die n+1 Binomialkoeffizienten
(
n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,(

n
n

)
. Das Bildungsgesetz für das Dreieck ergibt sich aus der Rekursionsformel (25).

Als Übung zur vollständigen Induktion zeige man:

Für beliebige reelle Zahlen a, b und für n ∈ N gilt

(a+ b)n = an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + . . .+

(
n

k

)
an−kbk + . . .+ bn. (26)
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Satz 4.5 Es sei X eine Menge mit k Elementen, Y eine Menge mit n Elementen,
und es sei k ≤ n. Dann gibt es k!

(
n
k

)
injektive Abbildungen f : X → Y .

Beweis: durch Induktion nach k:

a) Induktionsanfang: Es sei k = 0. Dann ist X = ∅, und es gibt genau eine
injektive Abbildung ∅ → Y . Da 0!

(
n
0

)
= 1 gilt, ist der Satz für k = 0 bewiesen.

b) Induktionsschluß: Es sei k ∈ N und, der Satz sei schon für k bewiesen. Wir
zeigen, dass er dann auch für k + 1 gilt.

Dazu sei jetzt X eine Menge mit k + 1 Elementen und k + 1 ≤ n. Da k + 1 ≥ 1,
ist X 6= ∅. Sei a ∈ X fest gewählt. Dann ist X ′ = X \ {a} eine Menge mit k
Elementen, also gibt es nach Induktionsvoraussetzung k!

(
n
k

)
injektive Abbildungen

F : X ′ → Y und, da |Y \ f(X ′)| = n − k ist, kann man jede solche Abbildung
auf n− k verschiedene Weisen zu einer injektiven Abbildung g : X → Y fortsetzen
(Man kann g(a) ∈ Y \ f(X ′) beliebig wählen.). Also gibt es (n − k)k!

(
n
k

)
injektive

Abbildungen von X nach Y . Man rechnet nun etwas:

(n− k)k!

(
n

k

)
= (n− k)

n!

(n− k)!
=

n!

(n− k − 1)!
= (k + 1)!

(
n

k + 1

)
.

Damit ist der Induktionsschluß durchgeführt und Satz 4.5 bewiesen. 2

Folgerung 4.6 Sei X eine Menge mit n Elementen. Dann gilt:

a) |S(X)| = n!.

b) Ist 0 ≤ k ≤ n, so gibt es genau
(
n
k

)
Teilmengen A von X mit |A| = k.

c) |P(X)| = 2n.

Beweis: zu a): S(X) = {f : X → X|f injektiv}. Jetzt wende Satz 4.5 für X = Y
an.

zu b): Es sei Pk(X) die Menge aller Teilmengen A ⊂ X mit k Elementen. Ik(M) sei
die Menge aller injektiven Abbildungen f : {1, . . . , k} →M . Dann gilt:

Ik(X) =
⋃

A∈Pk(X)

Ik(A)

ist disjunkte Vereinigung und

|Ik(A)| = k!, |Ik(X)| = k!

(
n

k

)
(nach Satz 4.5).

Da aber andererseits |Ik(X)| die Summe der Anzahlen |Ik(A)|, A ∈ Pk(X) ist, folgt

|Pk(X)| = Ik(X)/Ik(A) =

(
n

k

)
.

zu c):

|P(X)| = |P0(X)|+ . . .+ |Pn(X)| =
(
n

0

)
+ . . .+

(
n

n

)
= (1 + 1)n = 2n.

2
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Übungen

1. Es sei pk(n) = 1k +2k +3k + . . .+ nk die Summe der ersten n k-ten Potenzen,
wobei k = 1, 2, . . . Beweisen Sie durch Induktion über n:

a) p3(n) = p1(n)
2,

b) p5(n) = 2p1(n)
4 − p1(n).

2. Es sei M eine endliche Menge mit n Elementen. Beweisen Sie: Es gibt genau
3n Paare (A,B) aus disjunkten Teilmengen A,B ⊂M .

3. Es seien x0, . . . , xn Unbekannte und k0, . . . , kn ∈ N. Dann heißt

xk00 x
k1
1 . . . xknn ein Monom vom Grad k = k0 + . . .+ kn

in den Unbekannten x0, . . . , xn. Beweisen Sie: Es gibt
(
n+k
k

)
verschiedene Mo-

nome vom Grad k in den Unbekannten x0, . . . , xn.

4. Beweisen Sie: Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist eine Quadratzahl.
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5 Äquivalenzrelationen

In diesem Abschnitt behandeln wir den wichtigen Begriff der Äquivalenzrelation
und der Quotientenbildung.

Definition 5.1 Es sei X eine Menge. Eine Relation (genauer: binäre Relation)
R auf X ist eine Vorschrift, die für jedes Paar (x, y) ∈ X×X festlegt, ob x bezüglich
R in Relation zu y steht oder nicht. Ist x in Relation zu y, so schreiben wir kurz

xRy.

Das Symbol R wird hier als Relationszeichen verwendet.

Beispiel 5.2
a) Auf der Menge Z haben wir z.B.

i) die Gleichheitsrelation “=”.

ii) die Kleiner-Relation “<”.

iii) die Teiler-Relation “|”. Dabei wird definiert

a|b :⇔ ∃c ∈ Z, so daß b = ac.

iv) die Kongruenzrelation “≡ mod 5”. Dabei ist

a ≡ mod 5 :⇔ 5|a− b.

b) Eine Abbildung f : X → X definiert auch eine Relation “
f7−→” auf X, nämlich

x
f7−→ y :⇔ y = f(x).

Definition 5.3 Ist R eine Relation auf X, so heißt

GR = {(x, y) ∈ X ×X|xRy}

der Graph von R.

Nach Definition ist die Abbildung

{Relationen auf X} −→ P(X ×X)
R 7−→ GR

bijektiv. Die Aussagen xRy und (x, y) ∈ GR sind äquivalent. Nicht alle Relationen
sind mathematisch wichtig oder interessant!

Aber von fundamentaler Bedeutung sind die Äquivalenzrelationen. Eine Äquivalenz-
relation R auf einer Menge X ermöglicht es, von den speziellen Eigenschaften der
Elemente von X zu abstrahieren und eine neue Menge Y einzuführen, in der zwi-
schen verschiedenen Elementen der Menge X nicht mehr unterschieden wird, wenn
sie bezüglich unserer Äquivalenzrelation R in Relation stehen.
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Definition 5.4 Es sei X eine Menge. Eine Relation ∼ auf X heißt Äquivalenzre-
lation ⇔

a) Für alle x ∈ X gilt: x ∼ x (Reflexivität).

b) Für alle x, y ∈ X gilt: aus x ∼ y folgt y ∼ x (Symmetrie).

c) Für alle x, y, z ∈ X gilt: aus x ∼ y und y ∼ z folgt x ∼ z (Transitivität).

Gilt x ∼ y, was äquivalent zu y ∼ x ist, so sagen wir x und y sind äquiva-
lent (bezüglich ∼). Sind x und y nicht äquivalent, so schreiben wir x 6∼ y. Für
x ∈ X heißt

[x] = {y ∈ X|x ∼ y}
die Äquivalenzklasse von x. Genauer schreibt man auch [x]∼ statt [x] und sagt
∼-Äquivalenzklasse, statt Äquivalenzklasse.

Satz 5.5 Es sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf der Menge X. Dann gilt:

a) Für x, y ∈ X ist
[x] = [y], falls x ∼ y

und [x] ∩ [y] = ∅, falls x 6∼ y.

b) X ist die Vereinigung der ∼-Äquivalenzklassen. In Zeichen,

X =
⋃

x∈X
[x].

a) und b) besagen, daß die ∼-Äquivalenzklassen eine Zerlegung von X in paarweise
disjunkte Teilmengen bilden.

Beweis: zu a): Nach Definition ist die Aussage x ∼ y äquivalent zu y ∈ [x] und
wegen der Symmetrie auch zu x ∈ [y]. Um zu zeigen, daß aus x ∼ y die Gleichung

[x] = [y]

folgt, brauchen wir also nur zu zeigen:

Behauptung: Ist y ∈ [x], so ist [y] ⊂ [x].

Beweis: Sei z ∈ [y], also y ∼ z. Da auch x ∼ y gilt, impliziert die Transitivität x ∼ z,
d.h. z ∈ [x]. Damit ist [y] ⊂ [x] bewiesen.

Jetzt zeigen wir, daß aus [x]∩ [y] 6= ∅ notwendig x ∼ y folgt. Sei nämlich z ∈ [x]∩ [y].
Dann ist x ∼ z und y ∼ z. Wegen der Symmetrie ist auch z ∼ y. Die Transitivität
ergibt dann x ∼ y.

Zu b): Wegen der Reflexivität ist x ∈ [x] und, somit ist X =
⋃
x∈X

[x]. 2
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Definition 5.6 Es sei X eine Menge und ∼ eine Äquivalenzrelation auf X. Mit
X/∼ wird dann die Menge der ∼-Äquivalenzklassen bezeichnet:

X/∼= {[x]|x ∈ X}.

X/∼ heißt auch die Quotientenmenge von X nach der Äquivalenzrelation ∼.

Die surjektive Abbildung p : X → X/∼ mit x 7→ p(x) = [x] heißt die natürliche
Abbildung oder die kanonische Projektion.

Da nach Satz 2.3.5 [x] = [y] zu x ∼ y äquivalent ist, sind die Fasern der Abbildung
p genau die ∼-Äquivalenzklassen. Es gilt:

p−1({[x]}) = {y ∈ X|p(y) = [x]}
= {y ∈ X|[y] = [x]}
= {y ∈ X|y ∼ x} = [x].

Ist y ∈ X/∼ und x ∈ p−1({y}), also [x] = y, so heißt x ein Repräsentant von y.

Ein volles Repräsentantensystem für die Äquivalenzrelation∼ ist eine Teilmenge
M ⊂ X, so daß die Einschränkungsabbildung

p|M :M → X/∼

von p auf die Teilmenge M bijektiv ist. In der Regel gibt es viele verschiedene
Repräsentantensysteme. Da p surjektiv ist, gibt es ein Rechtsinverses q : X/∼→ X
(also p◦q = idX/∼). Für solch ein q ist q(X/∼) ⊂ X ein volles Repräsentantensystem.

Beispiel 5.7
a) Für (x, y), (x′, y′) ∈ R2 sei (x, y) ∼ (x′, y′), wenn y = y′ gilt. Dies ist eine

Äquivalenzrelation und, die Äquivalenzklasse von (a, b) ∈ R2 ist [(a, b)] =
{(x, y) ∈ R2|y = b}, also eine Gerade. Ein volles Repräsentantensystem M ⊂
R2 ist z.B. eine Gerade M = {(x, y) ∈ R2|x = cy}, wobei c ∈ R.

Es gilt M ∩ [(a, b)] = {(bc, b)} für alle (a, b) ∈ R2. Also ist die Einschränkung
p|M :M → R2/ ∼ bijektiv.

b) Für x, y ∈ Z sei x ∼ y, wenn x ≡ ymod 5 gilt. Für x ∈ Z ist dann

[x] = {. . . x− 10, x− 5, x, x+ 5, x+ 10, . . .}

und
M1 = {0, 1, 2, 3, 4},
M2 = {−2,−1, 0, 1, 2},
M3 = {100, 51, 42, 103,−4} ⊂ Z

sind Beispiele voller Repräsentantensysteme dieser Äquivalenzrelation. Natürlich
gilt

Z/∼= {[0], [1], [2], [3], [4]}.
Dieses Beispiel wird uns noch oft begegnen.
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Lemma 5.8 Es sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf X und p : X → X/∼ die kano-
nische Projektion. Eine Abbildung f : X → Y heißt ∼-invariant, wenn aus x ∼ x′

stets f(x) = f(x′) folgt. Ist f eine ∼-invariante Abbildung, so gibt es genau eine
Abbildung f̄ : X/∼→ Y mit f̄([x]) = f(x) für alle x ∈ X.

X
f //

p ""E
EE

EE
EE

E Y

X/ ∼
f

<<yyyyyyyy

ist kommutatives Diagramm, d.h. f̄ ◦ p = f .

Beweis: Für a ∈ X/∼ wähle man einen Repräsentanten x ∈ X; es gilt dann a = [x].
Wir setzen

f̄(a) := f(x). (∗)
Dies hängt nicht von der Wahl von x ab. Ist nämlich x′ ein anderer Repräsentant von
a, also a = [x′], so gilt x ∼ x′ und wegen der Invarianz von f , somit f(x) = f(x′).
Man sagt: f̄ : X/∼ → Y ist durch (∗) wohldefiniert. Nach Definition gilt

f̄ ◦ p = f.

Damit ist die Existenz von f̄ bewiesen.

Um die Eindeutigkeit von f̄ zu beweisen, sei h : X/∼ → Y eine beliebige Abbildung
mit

h ◦ p = f.

Dann gilt f̄ ◦ p = h ◦ p, und da p surjektiv ist, folgt dann f̄ = h.

Das Lemma ist bewiesen. 2

f̄ heißt die von f induzierte Abbildung.
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Übungen

1. Es sei f : X → Y eine Abbildung. Für x, x′ ∈ X sei x ∼ x′ definitionsgemäß
genau dann, wenn f(x) = f(x′) gilt. Zeigen Sie: ∼ ist eine Äquivalenzrelation
auf X.

Sei p : X → X/∼ die kanonische Projektion. Zeigen Sie: f induziert eine
injektive Abbildung f̄ : X/∼→ Y mit f̄ ◦ p = f und f̄(X/∼) = f(X).

2. Für (x, y), (x′, y′) ∈ R2 sei (x, y) ∼ (x′, y′) genau dann, wenn x − x′ und
y − y′ ganzzahlig sind. Zeigen Sie, daß ∼ eine Äquivalenzrelation auf R2 ist
und erklären Sie, wie man eine bijektive Abbildung von R2/ ∼ auf den Torus
T ⊂ R3 konstruieren kann.

Dabei ist

T := {(cosα cos β + 3 cosα, sinα cos β + 3 sinα, sin β) | α, β ∈ R}.
Zeigen Sie weiter, dass

M = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x < 1, 0 ≤ y < 1}
ein volles Repräsentantensystem von ∼ ist.

3. Wieviele verschiedene Äquivalenzrelationen gibt es auf den Mengen {a, b},
{a, b, c}, {a, b, c, d}?

4. Zeigen Sie: Durch (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ xy = x′y′ ist auf R2 eine Äquivalenzrelati-
on gegeben, undM = {(x, y) ∈ R2|y = x2} ist ein volles Repräsentantensystem
für ∼. Für welche Zahlen a, b, c ist die Abbildung f : R2 → R mit

f(x, y) = ax+ by2 + cx2y4 + dx3y3

∼-invariant?

5. Für x, y ∈ Z sei x ∼ y genau dann, wenn x−y durch 11 teilbar ist. Zeigen Sie,
dass∼ eine Äquivalenzrelation auf Z ist und dassM = {0}∪{2k | k = 0, . . . , 9}
ein volles Repräsentantensystem von ∼ ist.
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6 Körper

In diesem Abschnitt sollen die Regeln der Addition und der Multiplikation von
Zahlen auf eine axiomatische Grundlage gestellt werden.

Aus bekannten Rechenregeln für die Addition und Multiplikation reeller Zahlen kann
man neue Regeln durch logisches Schließen bleiten. Dabei bemerkt man, dass es nicht
darauf ankommt, dass die Elemente, mit denen man rechnet, Zahlen sind oder eine
andere konkrete Bedeutung haben.

Daher betrachtet man anstelle der Menge R der reellen Zahlen zunächst eine belie-
bige Menge K und fordert, dass auf K zwei Rechenoperationen, die wir Addition
und Multiplikation nennen, gegeben sind. Formal ausgedrückt bedeutet das: Es sind
zwei Abbildungen

+ : K ×K → K, (x, y) 7→ x+ y und
· : K ×K → K, (x, y) 7→ x · y

gegeben. Das Bild x + y von (x, y) unter der Abbildung + heißt die Summe von x
und y, und das Bild x · y, das wir wie gewohnt auch kurz als xy schreiben, heißt das
Produkt von x und y.

Die von uns als grundlegend erkannten Rechenregeln in R - es sollten möglichst weni-
ge sein, aber doch so viele, dass die bekannten Rechenregeln in R aus ihnen ableitbar
sind - postulieren wir nun als Axiome für das Rechnen mit den Rechenoperatoren
+ und · in K. Diese Axiome sind dann der Ausgangspunkt für eine mathemati-
sche Theorie; in diesem Fall wird es die Körpertheorie sein. Die Axiome selbst sind
die Grundsätze der Theorie und müssen nicht bewiesen werden. Aus den Axiomen
werden die Lehrsätze der Theorie abgeleitet.

Axiomensysteme dürfen keinesfalls willkürlich aufgestellt werden. Erst nach guter
Kenntnis eines Modells, wie in unserem Fall R mit + und ·, entwickelt sich ein
abstraktes Axiomensystem.

Eine konkrete mathematische Struktur, die die Axiome erfüllt, heißt ein Modell für
diese Axiome. Die einmal aus den Axiomen hergeleiteten Sätze gelten dann in jedem
Modell für diese Axiome.

Wir werden jetzt die so genannten Körperaxiome aufstellen. Jedes Modell für diese
Axiome nennt man dann einen Körper. Neben unseren Beispielen R und Q wer-
den wir unendlich viele weitere Körper kennen lernen. Allen ist aber gemeinsam,
dass man in ihnen im wesentlichen wie in R und Q rechnen kann. Auch was wir
bisher über reelle lineare Gleichungssysteme gelernt haben, gilt genauso für linea-
re Gleichungssysteme in n Unbekannten, deren Koeffizienten und konstante Terme
Elemente eines Körpers sind. Die Lösungen solcher Gleichungssysteme sind dann
n-Tupel von Körperelementen.

Definition 6.1 Ein Körper ist eine Menge K zusammen mit einer Addition + :
K×K → K, (x, y) 7→ x+y und einer Multiplikation · : K×K → K, (x, y) 7→ xy,
so dass die folgenden Axiome (die Körperaxiome) erfüllt sind.

(K1) Für alle x, y, x ∈ K gilt: (x+ y) + z = x+ (y + z).
(Die Addition ist assoziativ.)
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(K2) Für alle x, y ∈ K gilt: x+ y = y + x.
(Die Addition ist kommutativ.)

(K3) Es gibt ein Element 0 ∈ K mit x+ 0 = x für alle x ∈ K.
(0 ist eindeutig bestimmt, denn ist auch 0′ + x = x für alle x ∈ K, so gilt:
0 = 0′ + 0 = 0 + 0′ = 0′. 0 heißt das Nullelement von K, kurz: Null.)

(K4) Zu jedem x ∈ K gibt es ein Element −x ∈ K mit x+ (−x) = 0.
(−x ist eindeutig bestimmt, denn gilt: x + x′ = 0 für ein Element x′ ∈ K, so
folgt

x′ = x′ + 0 = x′ + (x + (−x)) (K1)
= (x′ + x) + (−x) (K2)

= (x + x′) + (−x) =

0 + (−x) (K2)
= (−x) + 0

(K3)
= −x.

−x heißt das negative Element oder auch das additive Inverse von x.)

(K5) Für alle x, y, z ∈ K gilt: (xy)z = x(yz).
(Die Multiplikation ist assoziativ.)

(K6) Für alle x, y ∈ K gilt: xy = yx.
(Die Multiplikation ist kommutativ.)

(K7) Es gibt ein Element 1 ∈ K\{0} mit 1x = x für alle x ∈ K.
(1 ist eindeutig bestimmt, denn ist 1′ ∈ K mit 1′x = x für alle x ∈ K, so gilt:
1 = 1′1 = 11′ = 1′. 1 heißt das Einselement von K, kurz: Eins.)

(K8) Zu jedem Element x ∈ K\{0} gibt es ein Element x−1 ∈ K mit x−1x = 1.
(x−1 ist eindeutig bestimmt, denn gilt: x′x = 1 für ein Element x′ ∈ K, so
folgt
x′ = 1x′ = (x−1x)x′ = x−1(xx′) = x−1(x′x) = x−11 = 1x−1 = x−1.
x−1 heißt das Inverse von x oder auch das Reziproke von x und wird manch-
mal auch mit 1

x
bezeichnet.)

(K9) Für alle x, y, z ∈ K gilt: x(y + z) = xy + xz.
(Es gilt das Distributivgesetz.)
Wegen (K6) gilt natürlich auch (x+ y)z = xz + yz.

Bemerkung 6.2 In Definition 6.1 müsste es eigentlich präzise heißen: (K,+, ·) ist
ein Körper. Wenn es uns wichtig erscheint, zu betonen, dass zu einem Körper neben
der Menge K auch die Rechenoperationen +, · gehören, wählen wir die Bezeichnung
(K,+, ·) anstelle der kurzen Bezeichnung K.

Notationen 6.3 Ist K ein Körper, und sind x, y ∈ K, so schreibt man kurz x− y
statt x+ (−y) und auch x

y
statt xy−1 oder y−1x, falls y 6= 0. Also:

x− y := x+ (−y) und
x

y
:= xy−1, falls y 6= 0.

Lemma 6.4 Es sei K ein Körper. Dann gilt:

a) 0 · a = 0 für alle a ∈ K.
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b) Für alle a, b ∈ K gilt: ab = 0 ⇔ a = 0 oder b = 0.
(Man sagt: K ist nullteilerfrei.)

c) Für alle a, b ∈ K gilt:

(−a)b = −(ab), (−a)(−b) = ab, −a = (−1)a.

Beweis: zu a): 0a = (0 + 0)a = 0a+ 0a, also

0 = 0a+ (−(0a)) = ((0a+ 0a) + (−0a))
= 0a+ (0a+ (−0a)) = 0a+ 0 = 0a.

zu b): Sei ab = 0 und a 6= 0. Dann ist

b = (a−1a)b = a−1(ab) = a−10 = 0a−1 = 0.

zu c):

i) a+ (−a) = 0 ⇒ ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0 ⇒ −(ab) = (−a)b.

ii) (−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab,
denn: −(−x) = x, weil x+ (−x) = 0 = (−(−x)) + (−x).

iii) −a = −(a1) = a(−1). 2

Lemma 6.5 In einem Körper K gelten die folgenden Regeln. Es seien a, b, c, d ∈ K,
b, d 6= 0.

a)
a

b
=
c

d
⇐⇒ ad = bc

b)
a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd

c)

−a
b
=

−a
b

=
a

−b
d)

a

b
· c
d
=
ac

bd

e) (a
b

)−1

=
b

a
, falls auch a 6= 0.



6 Körper 49

Der Beweis ist eine einfache Übung.

b) kann man z.B. so beweisen:

a

b
+
c

d
= ab−1 + cd−1 = ab−1dd−1 + cbb−1d−1

= ad(bd)−1 + bc(bd)−1 = (ad+ bc)(bd)−1 =
ad+ bc

bd
.

Eine andere Möglichkeit wäre: x = a
b
ist die Lösung der Gleichung bx = a und, y = c

d

ist die Lösung der Gleichung dy = c. Es folgt dann bdx = ad und bdy = bc und somit
bd(x+ y) = ad+ bc, also x+ y = ad+bc

bd
. 2

Beispiel 6.6
a) (Q,+, ·) und (R,+, ·) sind Körper.

b) Sei K2 = {a + b
√
2|a, b ∈ Q}. K2 ist eine Teilmenge von R. Sind nun x =

a + b
√
2 und y = c + d

√
2 Elemente in K2, so gilt, weil ja R ein Körper ist:

x + y = a + c + (b + d)
√
2. Da a, b, c, d ∈ Q sind, sind auch a + c und b + d

Elemente in Q, d.h. x+y ist Element von K2. Die Einschränkung der Addition
+ : R × R → R auf K2 × K2 ergibt also eine Addition + : K2 × K2 → K2.
Ebenso ergibt sich xy ∈ K2, denn:
xy = (a+ b

√
2)(c+ d

√
2) = ac+2bd+ (ad+ bc)

√
2 und ac+2bd, ad+ bc ∈ Q.

Die Multiplikation auf R induziert also eine Multiplikation

· : K2 ×K2 → K2.

Weiter gilt: 0, 1 ∈ K2, −x = (−a) + (−b)
√
2 ∈ K2, und schließlich ist auch

x−1 =
1

a+ b
√
2
=
a− b

√
2

a2 − 2b2
=

a

a2 − 2b2
+

−b
a2 − 2b2

√
2 ∈ K2,

falls x = a + b
√
2 6= 0 ist (Beweise dazu: Aus a, b ∈ Q und a + b

√
2 6= 0 folgt

a2 − 2b2 6= 0.). Alle Axiome (1) - (9) sind für (K2,+, ·) erfüllt. Man nennt K2

(wie auch Q) einen Unterkörper von R.

Allgemein definiert man

Definition 6.7 Es sei K ein Körper und F ⊂ K eine Teilmenge. F heißt Un-
terkörper von K, wenn gilt:

a) Für alle x, y ∈ F gilt: x− y ∈ F .

b) 1 ∈ F .

c) Für alle x, y ∈ F ist xy ∈ F .

d) Für alle x ∈ F\{0} ist x−1 ∈ F .

Offensichtlich ist (F,+, ·) dann ein Körper (Beweis als Übung). Ist F ein Unterkörper
von K, so nennt man K auch Erweiterungskörper von F .
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Beispiel 6.8 In einem Körper kann man zwar im wesentlichen rechnen wie mit
Zahlen, aber nicht alle Körper sind Erweiterungskörper von Q. Nach den Körper-
axiomen muss ein Körper stets mindestens zwei verschiedene Elemente enthalten,
nämlich 0 und 1. Verblüffend ist nun, dass man auf einer Menge mit zwei Elementen
eine Addition und eine Multiplikation definieren kann, so dass ein Körper entsteht:
(F2,+, ·) mit F2 = {G,U} und den Verknüpfungstabellen (G = gerade, U = unge-
rade).

+ G U
G G U
U U G

· G U
G G G
U G U

ist ein Körper. G ist das Nullelement : G = 0 und, U ist das Einselement: U = 1. In
diesem Körper gilt: 1 + 1 = 0.

Definition 6.9 Es sei K ein Körper. Zur Unterscheidung von 0, 1 ∈ Z sei 0K das
Nullelement und 1K das Einselement in K. Die Abbildung

Z×K → K, (n, x) 7→ nx

wird folgendermaßen definiert:

0x := 0K für alle x ∈ K,
nx := (n− 1)x+ x für alle n ∈ Z, n > 0, x ∈ K;

und schließlich

nx := −((−n)x) für alle n ∈ Z, n < 0, x ∈ K.

Offensichtlich gelten dann (Beweis als Übung) die Regeln

(n+m)x = nx+mx für n,m ∈ Z, x ∈ K
(nm)(xy) = (nx)(my) für n,m ∈ Z, x, y ∈ K.

Ist die Abbildung
ϕ : Z → K mit ϕ(n) := n1K

injektiv, so heißt K ein Körper der Charakteristik Null. ϕ lässt sich dann
fortsetzen zu einer injektiven Abbildung ψ : Q → K. Man setzt

ψ
(a
b

)
:=

a · 1K
b · 1K

für alle a, b ∈ Z, b 6= 0.

ψ heißt die kanonische Abbildung von Q in K.

Ist die Abbildung ϕ : Z → K nicht injektiv, so gibt es ein m ∈ Z mit m > 0 und
m1K = 0, wie man sofort sieht. Es sei p ∈ Z, p > 0, die kleinste positive ganze Zahl
mit p · 1K = 0K .
K heißt dann ein Körper der Charakteristik p. char(K) = p heißt die Charak-
teristik von K. Man bemerkt sofort, dass p eine Primzahl ist. Ist nämlich p = p1p2
mit p1, p2 ∈ N, so ist 0K = (p1p2)1K = (p11K)(p21K) also ohne Einschränkung
p11K = 0. Da p minimal gewählt war, folgt p = p1, p2 = 1. p ist also unzerlegbar.
Außerdem ist p > 1, weil sonst 1K = 1 1K = 0K wäre. p ist also eine Primzahl.
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Lemma 6.10 Ist K ein Körper der Charakteristik p > 0, so ist

F = {0K , 1K , 2 · 1K , . . . , (p− 1) · 1K}

ein Unterkörper von K.

Beweis: Man bemerkt zunächst, dass n1K = m1K , falls n = qp +m für ein q ∈ Z,
(denn: (qp)1K = q · (p · 1K) = q · 0K = 0K).

Zu jedem n ∈ Z gibt es also genau ein m mit 0 ≤ m < p, so dass n1K = m1K .
Damit folgt leicht, dass a), b), c) in Definition 3.1.7 erfüllt sind.

Ist nun x ∈ F , x 6= 0, so ist die Abbildung f : F → F mit f(y) := xy injektiv, denn
aus y1 6= y2 folgt y1 − y2 6= 0, also auch x(y1 − y2) 6= 0 und somit xy1 6= xy2. Da F
eine endliche Menge ist, ist f somit bijektiv, und es gibt insbesondere ein Element
y ∈ F mit xy = 1, d.h. x−1 ∈ F . Damit ist gezeigt, dass F ein Unterkörper von K
ist. 2

Jetzt wollen wir zeigen, dass es zu jeder Primzahl p einen Körper der Charakteristik
p gibt.

Beispiel 6.11 Es sei eine Primzahl p fest gegeben. Mit Fp bezeichnen wir eine
Menge aus p Elementen. Den Elementen von Fp geben wir die Namen

[0], [1], . . . , [p− 1].

Sodann definieren wir die Abbildung

Z −→ Fp
n 7−→ n mod p := [r],

wobei r der Rest beim Teilen von n durch p ist, d.h. r ist diejenige natürliche Zahl
mit 0 ≤ r ≤ p− 1, für die gilt: ∃q ∈ Z, so dass n = qp+ r.

Im Fall p = 13 gilt zum Beispiel:

22 mod 13 = [9]
26 mod 13 = [0]
30 mod 13 = [4] usw..

Auf der Menge Fp erklären wir eine Addition, die wir zur Unterscheidung von + auf
Z vorläufig mit ⊕ bezeichnen:

Für 0 ≤ r1 < p, 0 ≤ r2 < p sei [r1] ⊕ [r2] := [r], wobei r der Rest beim Teilen von
r1 + r2 durch p ist. In Formeln:

[r1]⊕ [r2] = (r1 + r2) mod p.

Beispiel: In F13 gilt: [8]⊕ [7] = (8 + 7) mod 13 = [2].

Wir zeigen: Für alle n,m ∈ Z gilt:

n mod p⊕m mod p = (n+m) mod p. (∗)
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Beweis: Es seien q, t, r, s ∈ Z, 0 ≤ r < p, p ≤ s < p, so dass n = qp+ r, m = tp+ s.
Dann gilt:

n+m = (q + t)p+ (r + s),

und somit

n mod p⊕m mod p = [r]⊕ [s] = (r + s) mod p = (n+m) mod p.

Jetzt erklären wir eine Multiplikation ⊙ auf Fp:

Für 0 ≤ r1 < p, 0 ≤ r2 < p sei

[r1]⊙ [r2] := [r],

wobei r der Rest beim Teilen von r1r2 durch p ist. In Formeln:

[r1]⊙ [r2] = (r1r2) mod p.

Analog zu (∗) gilt für alle n,m ∈ Z:

n mod p⊙m mod p = (nm) mod p. (∗∗)

Beweis zu (∗∗): Es sei wieder n = qp+r, m = tp+s, n mod p = [r], m mod p = [s].
Dann gilt: nm = (qt+ p+ rt+ sq)p+ rs, also

nm mod p = rs mod p,

und somit

n mod p⊙m mod p = [r]⊙ [s] = (rs) mod p = (nm) mod p.

Jetzt können wir zeigen:

Fp ist mit der Addition ⊕ und Multiplikation ⊙ ein Körper.

Beweis: Da (Z,+, ·) die Axiome (K1) - (K7) und (K9) erfüllt, kann man mit Hilfe
von (∗) und (∗∗) folgern, dass (Fp,⊕,⊙) ebenfalls die Axiome (K1) - (K7) und (K9)
erfüllt.
[0] ist das Nullelement und [1] ist das Einselement in Fp. Weiter gilt: [p− r] ist das
negative Element von [r] für 0 < r < p.
Die einzige Aufgabe, die noch bleibt, ist die Verifikation von Axiom (K8).
Wir zeigen: Zu jeder natürlichen Zahl r mit 0 < r < p gibt es eine natürliche Zahl
s mit 0 < s < p, so dass

[r]⊙ [s] = [1]

gilt.

Zunächst zeigen wir:

Behauptung: Ist 0 ≤ s < p und [r]⊙ [s] = [0], so ist s = 0.

Beweis: Ist [r] ⊙ [s] = [0], so ist p Teiler von rs. Da p kein Teiler von r ist, Muße p
ein Teiler von s sein und da 0 ≤ s < p ist, folgt s = 0.
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Weiter zeigen wir:

Behauptung: Die Abbildung f : Fp → Fp mit f(x) = [r]⊙ x ist bijektiv.

Beweis: Ist f(x1) = f(x2), so ist [r]⊙ (x1 ⊖ x2) = f(x1 ⊖ x2) = f(x1)⊖ f(x2) = [0],
also nach a). x1 ⊖ x2 = [0], d.h. x1 = x2. Also ist f injektiv. Da Fp endlich ist, ist f
bijektiv.

Insbesondere ist [1] im Bild von f , d.h. es gibt ein [s] ∈ Fp mit

[r]⊙ [s] = [1].

Damit ist bewiesen, dass Fp ein Körper ist.

Beispiel 6.12 In F13 gilt:

[3]−1 =
1

[3]
=

1 mod 13

3 mod 13
=

−12 mod 13

3 mod 13
= −4 mod 13 = [9], [3]⊙ [9]

= 27 mod 13 = [1],

[5]−1 =
1

[5]
=

1 mod 13

5 mod 13
=

5 mod 13

25 mod 13
=

5 mod 13

−1 mod 13
= −5 mod 13 = [8], [5]⊙ [8]

= 40 mod 13 = [1]

usw..

Ein Algorithmus zur Bestimmung des Inversen wird durch den so genannten erwei-
terten euklidischen Algorithmus gegeben. Um [r]⊙ [s] = [1] zu lösen, muss man
nämlich zu gegebenen r, p die ganzzahligen Lösungen s, t der Gleichung

rs+ pt = 1

bestimmen, und das leistet der genannte Algorithmus (siehe [23]).

Definition 6.13 Es seien K und L Körper. Eine Abbildung f : K → L heißt
Körperisomorphismus, wenn f die folgenden Eigenschaften hat:

a) f ist bijektiv.

b) f(x+ y) = f(x) + f(y) für alle x, y ∈ K.

c) f(1) = 1.

d) f(xy) = f(x)f(y) für alle x, y ∈ K.

Es gilt dann auch f(0) = 0, denn f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0). Weiter gilt:
f(−x) = −f(x), denn

0 = f(0) = f(x+ (−x)) = f(x) + f(−x).

Schließlich gilt auch: f(x) 6= 0, falls x 6= 0 und f(x)−1 = f(x−1). Ist K = L, so heißt
f Körperautomorphismus von K. Zwei Körper K und L heißen isomorph (in
Zeichen: K ∼= L), wenn es einen Körperisomorphismus f : K → L gibt.
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Beispiel 6.14 Ist K ein Körper der Charakteristik p > 0 und 1K das Einselement
von K, F der Unterkörper {0 · 1K , 1 · 1K , 2 · 1K , . . . , (p− 1) · 1K}, so ist F ∼= Fp, und
zwar ist

f : Fp → F mit f([r]) := r1K

ein Isomorphismus (Übung).

Ist K ein Körper der Charakteristik Null, so enthält K einen zu Q isomorphen
Unterkörper F , nämlich ψ(Q), wobei ψ : Q → K die kanonische Abbildung ist.

Jetzt kommen wir zu unserem wichtigsten Beispiel, dem Körper der komplexen Zah-
len.

Satz 6.15 Es gibt einen Körper (C,+, ·) mit folgenden Eigenschaften:

a) R ⊂ C ist ein Unterkörper von C.

b) Es gibt ein Element i ∈ C mit i2 = −1.

c) Zu jedem Element z ∈ C gibt es eindeutig bestimmte reelle Zahlen x und y,
so dass

z = x+ yi.

Durch a) - c) ist C bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Aus a) - c) folgt:

f : C → R2, z = x+ yi 7→ (x, y)

ist eine bijektive Abbildung. Da C ein Körper ist, gilt für z = x + yi, w = u + vi
nach den Körperaxiomen:

z + w = (x+ u) + (y + v)i,

also
f(z + w) = (x+ u, y + v),

und wegen b)
zw = (xu− yv) + (xv + yu)i,

also
f(zw) = (xu− yv, xv + yu).

f ist also ein Körperisomorphismus von C auf R2, wenn man R2 mit der folgenden
Addition und Multiplikation versieht:

(x, y) + (u, v) := (x+ u, y + v)

(x, y) · (u, v) := (xu− yv, xv − yu)



 (∗)

Wenn es einen Körper C mit den Eigenschaften a) - c) gibt, so ist er also zu R2 mit
den Verknüpfungen (∗) isomorph. Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.
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2. Existenz: Wir müssen zeigen, dass R2 mit den Verknüpfungen (∗) die Körpe-
raxiome (K1) - (K9) erfüllt. (K1) - (K4) sind trivialerweise erfüllt. 0 = (0, 0) ist das
Nullelement in R2, und −(x, y) = (−x,−y) ist das Negative von (x, y).
Die Axiome der Multiplikation sind auch einfach nachzuweisen, jedoch etwas läng-
lich. Wir zeigen z.B. (K5) und (K8) und lassen den Rest als Übung:

zu (K5):

((x, y) · (x′, y′)) · (x′′, y′′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′) · (x′′, y′′)

= ((xx′ − yy′)x′′ − (xy′ + yx′)y′′, (xx′ − yy′)y′′ + (xy′ + yx′)x′′)

= (xx′x′′ − yy′x′′ − xy′y′′ − yx′y′′, xx′y′′ − yy′y′′ + xy′x′′ + yx′x′′).

Jetzt berechnet man (x, y) · ((x′, y′) · (x′′, y′′)). Man kommt auf dasselbe Ergebnis.

zu (K8): Zunächst ist 1 := (1, 0) das Einselement, wie man durch Einsetzen in die
Definition sieht. Es sei nun (x, y) ∈ R2, (x, y) 6= 0. Man erhält

(x, y)(x,−y) = (x2 + y2, 0),

und somit

(x, y)

(
x

x2 + y2
,

−y
x2 + y2

)
= 1.

Damit haben wir die Behauptung bewiesen. Komplexe Zahlen z ∈ C schreiben wir
in der Form

z = x+ iy mit x, y ∈ R.

x = Re(z) heißt der Realteil von z, y = Im(z) heißt der Imaginärteil von z.

Durch die bijektive Abbildung

C −→ R2

z 7−→ (Re(z), Im(z))

können wir uns C als Ebene (die komplexe Ebene) vorstellen:

z + ω

i
ω

1

z

R

iR

1 ist der Punkt (1, 0) ∈ R2 und, i ist der Punkt (0, 1). Die x-Achse heißt dann die
reelle Achse R und die y-Achse heißt die imaginäre Achse iR = {iy|y ∈ R}.
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Ist z = x+ iy ∈ C, so heißt
z = x− iy

die konjugiert komplexe Zahl zu z.

Man zeigt leicht:

z 7→ z ist ein Körperautomorphismus C → C,

und es gilt z = z genau dann, wenn z reell ist. Weiter ist

zz = (x+ iy)(x− iy) = x2 − (iy)2 = x2 + y2 ≥ 0.

Daher nennt man

|z| := +
√
zz den Betrag von z.

Es sei z eine von Null verschiedene komplexe Zahl. Dann ist r = |z| eine positive
reelle Zahl und u := z

r
ist eine komplexe Zahl vom Betrag 1, denn

|u| =
∣∣∣∣
z

r

∣∣∣∣ =
1

r
|z| = 1.

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 werden auch unimodulare Zahlen genannt.

Sie beschreiben den Einheitskreis

S1 = {x+ iy | x2 + y2 = 1} ⊂ C

in der komplexen Ebene. Wie man leicht sieht, ist das Produkt unimodularer Zahlen
wieder unimodular. Wir setzen nun die trigonometrischen Funktionen Cosinus und
Sinus als bekannt voraus, zu mindestens die folgenden Aussagen:

(i) cos und sin sind periodisch mit der Periode 2π.

(ii) cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1 für alle ϕ ∈ R

(iii) Zu jeder unimodularen Zahl u = x + iy gibt es genau eine reelle Zahl ϕ ∈ R
mit 0 ≤ ϕ < 2π, so dass

x = cosϕ und y = sinϕ,

also
u = cosϕ+ i sinϕ

gilt.

(iv) Es gelten die Additionstheoreme für Sinus und Cosinus:

cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β,

sin(α + β) = cosα sin β + sinα cos β.
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Wir definieren nun für ϕ ∈ R

eiϕ := cosϕ+ i sinϕ. (27)

Nach (iv) gilt dann

ei(α+β) = cos(α + β) + i sin(α + β)

= (cosα + i sinα)(cos β + i sin β)

= eiαeiβ

Damit haben wir nach (iii) eine surjektive Abbildung

R −→ S1, ϕ 7−→ eiϕ

mit den Eigenschaften

a) eiϕ = eiψ ⇐⇒ ϕ− ψ ∈ 2πZ

b) ei(α+β) = eiαeiβ

Jede von Null verschiedene komplexe Zahl z hat eine Darstellung der Form

z = reiϕ

wobei r = |z| > 0 und ϕ ∈ R.

ϕ ist bis auf ganzzahlige Vielfache von 2π durch z bestimmt und heißt einArgument
von z.

Man nennt z = reiϕ die Polarkoordinatendarstellung von z. Diese Darstellung
erlaubt eine geometrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen.

Ist z = reiϕ und w = seiϕ, so ist zw = rsei(ϕ+ψ).

Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man ihre Beträge multipliziert
und ihre Argumente addiert.

Die Bedeutung der komplexen Zahlen liegt in der Tatsache, dass jede algebraische
Gleichung

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0

mit a0, . . . , an−1 ∈ C (n ≥ 1) im Körper der komplexen Zahlen lösbar ist. Es gibt
n komplexe Zahlen (die auch mehrfach auftreten können) z1, . . . , zn ∈ C, so dass

xn − an−1x
n−1 + · · ·+ a0 = (x− z1) . . . · (x− zn)

gilt. Dies ist der berühmte Fundamentalsatz der Algebra, den wir hier nicht beweisen
werden.

Insbesondere kann man in C n-te Wurzeln ziehen: Es sei a = reiϕ ∈ C, a 6= 0. Dann
gibt es n komplexe Lösungen der Gleichung xn − a = 0.

Eine Lösung ist
ω0 =

n
√
rei

ϕ

n ,

denn es gilt ja ωn0 = ( n
√
r)nei

ϕ

n = reiϕ = a.
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1 2 3 6
R

z

ω

zω

iR

ϕ

ϕ

Multiplikation komplexer Zahlen

Betrachtet man nun
ζ = e

2πi
n ,

so gilt für k = 0, . . . , n− 1:

(ζk)n = ζkn = (ζn)k = (e2πi)k = 1,

denn e2πi = cos(2π) + i sin(2π) = 1.

Setzt man jetzt

ωk := ω0ζ
k = n

√
rei

ϕ+2πk

n ,

so hat man n verschiedene n-te Wurzeln von a: ω0, ω1, . . . , ωn−1, denn

ωnk = ωn0 ζ
kn = a · 1 = a,

und ωk = ωm ⇐⇒ ζk = ζm ⇐⇒ ζk−m = 1 ⇐⇒ k −m ist Vielfaches von n.

Übungen

1. Konstruieren Sie einen Körper K mit vier Elementen 0, 1, α, β, so dass {0, 1}
ein Unterkörper ist.

2. Finden Sie alle komplexen Zahlen z ∈ C mit |z| = 1, für die z2 + (1 + i)z rein
imaginär ist (d.h. der Realteil ist Null). Zeichnen Sie die Lösungsmenge in die
komplexe Ebene.

3. Es sei d ∈ Z eine beliebige ganze Zahl und
√
d ∈ C eine Wurzel von d. Es gelte√

d 6∈ Q. Beweisen Sie:

Q(
√
d) := {a+ b

√
d|a, b ∈ Q}

ist ein Unterkörper von C. Wie viele Isomorphismen f : Q(
√
d) → Q(

√
d) gibt

es? Ist Q(
√
2) zu Q(

√
5) isomorph?
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4. Es sei z = 2+i
2−i . Berechnen Sie |z|. Ist die Menge {zn|n ∈ Z} endlich?

5. Es sei n ∈ N, n ≥ 2. Eine n-te Einheitswurzel ζ ∈ C heißt primitiv, wenn
ζk 6= 1 für k = 1, . . . , n − 1. Berechnen Sie die Summe aller primitiven n-ten
Einheitswurzeln für n = 12, 13, 15.

6. Aus der Gleichung

(cosϕ+ i sinϕ)n = cos(nϕ) + i sin(nϕ)

leite man die Formeln

cos(nϕ) =
∑

0≤k≤n
2

(−1)k
(
n

2k

)
cosn−2k ϕ · sin2k ϕ

und

sin(nϕ) =
∑

0≤k≤n−1

2

(−1)k
(

n

2k + 1

)
cosn−1−2k ϕ · sin2k+1 ϕ

ab. (
∑

ist das Summenzeichen. Es wird über alle k ∈ N innerhalb der ange-
gebenen Schranken summiert.)

7. Es sei p eine Primzahl. Beweisen Sie:

(a) Für alle a, b ∈ Fp gilt:
(a+ b)p = ap + bp.

(b) Für alle n ∈ Z gilt: np mod p = n mod p, d.h. np − n ist durch p teilbar.
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7 Vektorräume

Es sei K ein Körper.

Definition 7.1 Ein K-Vektorraum ist eine Menge V , zusammen mit einer Ad-
dition

+ : V × V → V, (x, y) 7→ x+ y

und einer Abbildung
· : K × V → V, (a, x) 7→ ax,

die skalare Multiplikation genannt wird, so dass die folgenden Axiome (die Vek-
torraumaxiome) erfüllt sind:

(V1) (x+ y) + z = x+ (y + z) für alle x, y, z ∈ V .

(V2) x+ y = y + x für alle x, y ∈ V .

(V3) Es gibt ein Element 0 ∈ V (Null oder Nullvektor genannt), so dass x+0 = x
für alle x ∈ V .

(V4) Zu jedem Element x ∈ V gibt es ein Element −x ∈ V mit x+ (−x) = 0.

(V5) (ab)x = a(bx) für alle a, b ∈ K, x ∈ V .

(V6) 1x = x für alle x ∈ V .

(V7) a(x+ y) = ax+ ay für alle a ∈ K, x, y ∈ V .

(V8) (a+ b)x = ax+ bx für alle a, b ∈ K, x ∈ V .

Die Elemente von V heißen Vektoren.

Bemerkung 7.2 Die Axiome (V1) - (V4) für die Addition in V stimmen mit den
Axiomen (K1) - (K4) für Körper überein. Auch in Vektorräumen gilt daher: Null-
vektor und der negative Vektor −x von x sind eindeutig durch (V3) bzw. (V4)
bestimmt.

Beispiel 7.3 Es sei n ∈ N. Dann ist

Kn = {x|∃x1, . . . , xn ∈ K, so dass x = (x1, . . . , xn)}

mit den folgenden Verknüpfungen ein K-Vektorraum.

Für x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Kn und a ∈ K sei

x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn)
ax := (ax1, . . . , axn).

Insbesondere ist Rn ein R-Vektorraum (reeller Vektorraum) und Cn ist ein C-
Vektorraum (komplexer Vektorraum).
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Beispiel 7.4 Es sei X eine beliebige Menge. Abb (X,K) ist ein K-Vektorraum mit
den folgenden Verknüpfungen: Für f, g ∈ Abb (X,K), a ∈ K sei

(f + g)(x) := f(x) + g(x) für alle x ∈ X

und
(af)(x) := af(x) für alle x ∈ X.

Lemma 7.5 Es sei V ein K-Vektorraum. Dann gilt:

a) 0x = 0 für alle x ∈ V .

b) a0 = 0 für alle a ∈ K, 0 = Nullvektor.

c) (−a)x = −(ax) = a(−x) für alle a ∈ K, x ∈ V .

d) −x = (−1)x für alle x ∈ V .

e) Für alle a ∈ K, x ∈ V gilt: Ist ax = 0, so ist a = 0 oder x = 0.

f) Setzt man x− y := x+ (−y) für x, y ∈ V , so gilt:

a(x− y) = ax− ay für alle a ∈ K, x, y ∈ V.

Beweis:
zu a): x+ 0x = 1x+ 0x = (1 + 0)x = 1x = x, also 0x = 0.

zu b): ax+ a0 = a(x+ 0) = ax, also a0 = 0.

zu c): ax+ (−a)x = (a+ (−a))x = 0x = 0, also (−a)x = −(ax) usw..

zu e): Es sei ax = 0 und a 6= 0. Dann ist 0 = a−10 = a−1(ax) = (a−1a)x = 1x = x.

zu f): a(x− y) = a(x+ (−y)) = ax+ a(−y) = ax+ (−(ay)) = ax− ay. 2

Definition 7.6 Es sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W ⊂ V heißt Unter-
vektorraum von V , wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

a) W 6= ∅.

b) Für alle x, y gilt: Sind x, y ∈ W , so ist auch x + y ∈ W (kurz: x, y ∈ W ⇒
x+ y ∈ W ).

c) Für alle a ∈ K gilt: Ist x ∈ W , so ist ax ∈ W (kurz: a ∈ K, x ∈ W ⇒ ax ∈ W ).

Bemerkung 7.7
a) Offensichtlich ist eine nicht leere Teilmenge W ⊂ V genau dann ein Untervek-

torraum von V , wenn gilt:

a, b ∈ K, x, y ∈ W ⇒ ax+ by ∈ W.
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b) IstW ⊂ V ein Untervektorraum von V , so kann man die Addition + : V ×V →
V und die skalare Multiplikation · : K × V → V auf W einschränken. Man
erhält

+ : W ×W → W, · : K ×W → W.

Mit diesen Operationen ist dann W ein K-Vektorraum. Dazu muss man nur
zeigen, dass 0 ∈ W und, dass −x ∈ W , falls x ∈ W .

Beweis: Da W 6= ∅ ist, kann man ein x ∈ W finden. Dann ist −x = (−1)x ∈
W und auch 0 = x+ (−x) ∈ W . 2

Satz 7.8 Es sei V ein K-Vektorraum, I 6= ∅ sei eine Indexmenge, und Wi sei ein
Untervektorraum von V für i ∈ I. Dann ist auch

W =
⋂

i∈I
Wi

ein Untervektorraum von V .

Beweis: Da I 6= ∅ ist, ist W 6= ∅. Seien nun a, b ∈ K und x, y ∈ W . Dann gilt:
x, y ∈ Wi für alle i ∈ I. Da Wi Untervektorraum von V ist, folgt ax + by ∈ Wi für
alle i ∈ I. Also gilt: ax+ by ∈ W . 2

Beachte: Die Vereinigung von Untervektorräumen ist nur in Ausnahmefällen ein
Untervektorraum.

Definition 7.9 Es sei V ein K-Vektorraum, n ∈ N. Weiter seien x1, . . . , xn ∈ V ,
a1, . . . , an ∈ K. Dann heißt

x = a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn

eine Linearkombination von x1, . . . , xn.
Wir verwenden auch das Summenzeichen und schreiben

x =
n∑

ν=1

aνxν .

Mit 〈x1, . . . , xn〉 bezeichnen wir die Menge aller Linearkombinationen von x1, . . ., xn.
Also,

〈x1, . . . , xn〉 = {x ∈ V |∃a1, . . . , an ∈ K, so dass x =
n∑

ν=1

aνxν}.

Ist n = 1, so schreiben wir auch Kx1 = 〈x1〉 = {ax1|a ∈ K}.

Satz 7.10 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien x1, . . . , xn ∈ V . Dann ist
〈x1, . . . , xn〉 ein Untervektorraum von V , und zwar der kleinste Untervektorraum
von V , der x1, . . . , xn erhält.

Beweis:

a) 〈x1, . . . , xn〉 6= ∅, weil 0 ∈ 〈x1, . . . , xn〉 (Im Fall n = 0 wird 〈x1, . . . , xn〉 als
Nullvektorraum {0} definiert.).
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b) Sind a, b ∈ K und x =
n∑
ν=1

aνxν , y =
n∑
ν=1

bνxν ∈ 〈x1, . . . , xn〉, so gilt: ax+ by =

n∑
ν=1

(aaν + bbν)xν ∈ 〈x1, . . . , xn〉. Damit ist 〈x1, . . . , xn〉 ein Untervektorraum

von V .

c) Ist W ⊂ V ein Untervektorraum mit x1, . . . , xn ∈ W , so ist auch jede Linear-
kombination von x1, . . . , xn Element von W (Beweis durch Induktion nach n),
also gilt: 〈x1, . . . , xn〉 ⊂ W . 2

Definition 7.11 Es sei V ein K-Vektorraum und M ⊂ V eine beliebige Teilmenge.
Dann heißt der Untervektorraum (siehe Satz 7.8)

Span(M) :=
⋂

W Untervektorraum von V mit M⊂W

W,

der vonM aufgespannte Untervektorraum von V . Wir schreiben auch Span(M)
= SpanK(M).

Es gilt:

Span(∅) = {0}, und nach Satz 7.10 gilt:
Span({x1, . . . , xn}) = 〈x1, . . . , xn〉

für x1, . . . , xn ∈ V . Wir schreiben auch Span({x1, . . . , xn}) = Span(x1, . . . , xn) =
SpanK(x1, . . . , xn).

M ⊂ V heißt Erzeugendensystem von V , wenn

Span(M) = V

gilt. Ein n-Tupel (x1, . . . , xn) von Vektoren x1, . . . , xn ∈ V heißt Erzeugendensystem
von V , wenn {x1, . . . , xn} ein Erzeugendensystem von V ist, d.h. wenn

〈x1, . . . , xn〉 = V

gilt. In diesem Fall heißt V endlich erzeugt.

Satz 7.12 Es sei V einK-Vektorraum undM ⊂ V eine nicht leere Teilmenge. Dann
gilt für x ∈ V :

x ∈ Span(M) ⇔ ∃x1, . . . , xn ∈M,a1, . . . , an ∈ K, so dass
x= a1x1 + . . .+ anxn gilt.

Beweis:

W0 := {x ∈ V |∃x1, . . . , xn ∈M,a1, . . . , an ∈ K : x =
n∑

ν=1

aνxν}
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u

v

c

Parallele Ebenen 〈u, v〉 und 〈u, v〉+ c

ist ein Untervektorraum von V mit M ⊂ W0, denn W0 6= ∅ und für a, b ∈ K,

x =
n∑
ν=1

aνxν , y =
n∑
µ=1

bµyµ; x1, . . . , xn, y1, . . . , ym ∈M , ist

ax+ by =
n∑

ν=1

(aaν)xν +
m∑

µ=1

(bbµ)yµ ∈ W0.

Offensichtlich gilt auch: W0 ⊂ W für jeden Untervektorraum W von V mitM ⊂ W .
2

Beispiel 7.13 a) Es seien e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) ∈ R3. Dann
gilt für alle: x = (x1, x2, x3) ∈ R3 (xν ∈ R, ν = 1, 2, 3):

(x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3)
= x1(1, 0, 0) + x2(0, 1, 0) + x3(0, 0, 1)
= x1e1 + x2e2 + x3e3.

Also ist (e1, e2, e3) ein Erzeugendensystem von R3

R3 = 〈e1, e2, e3〉.

b) Seien u, v ∈ R3, u, v 6= 0 und u 6∈ Rv. Dann ist 〈u, v〉 = {au+ bv|a, b ∈ R} die
von u und v aufgespannte Ebene in R3. Ist c ∈ R3, so ist

〈u, v〉+ c := {au+ bv + c|a, b ∈ R}
ebenfalls eine Ebene (die Ebene durch c mit Richtungsvektoren u, v). Diese
Ebene ist nur dann ein Untervektorraum von R3, wenn 0 ∈ 〈u, v〉+ c gilt, d.h.
wenn c ∈ 〈u, v〉 ist.

Definition 7.14 Sind W1,W2 Untervektorräume eines K-Vektorraumes V , so
heißt der Untervektorraum

W1 +W2 := Span(W1 ∪W2) = {x+ y|x ∈ W1, y ∈ W2}
die Summe von W1 und W2.
Gilt W1 ∩W2 = {0}, so heißt die Summe W1 +W2 direkte Summe von W1 und
W2 und wird auch mit W1 ⊕W2 bezeichnet.
Allgemeiner: Für UntervektorräumeW1, . . . ,Wn ⊂ V wird die SummeW1+ . . .+Wn

als der kleinste Untervektorraum von V definiert, der W1, . . . ,Wn enthält:

W1 + . . .+Wn = Span(W1 ∪ . . . ∪Wn).
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Man sieht sofort, dass

W1 + . . .+Wn = {x1 + . . .+ xn|xi ∈ Wi für i = 1, . . . , n}

gilt. Man muss dazu ja nur zeigen, dass

W = {x ∈ V |∃x1 ∈ W1, . . . , xn ∈ Wn : x = x1 + . . .+ xn}

ein Untervektorraum von V ist. Zum Beweis dafür seien x, y ∈ W und a, b ∈ K.
Dann gibt es Vektoren xi ∈ Wi, yi ∈ Wi für i = 1, . . . , n, so dass

x = x1 + . . .+ xn und y = y1 + . . .+ yn.

Es folgt
ax+ by = (ax1 + by1) + . . .+ (axn + byn).

DaWi ein Untervektorraum von V ist, ist axi+byi ∈ Wi und, somit ist ax+by ∈ W .
2

Man nennt die Summe W1 + . . . +Wn direkt und schreibt dann W1 ⊕ . . . ⊕Wn,
wenn

Wi ∩ (W1 + . . .+Wi−1 +Wi+1 + . . .+Wn) = {0}
für i = 1, . . . , n gilt.

Man schreibt auch
n∑
ν=1

Wν = W1 + . . .+Wn,

n⊕
ν=1

Wν = W1 ⊕ . . .⊕Wn.

Satz 7.15 Es sei V ein K-Vektorraum, und W1, . . . ,Wn seien Untervektorräume
von V . Dann gilt für W = W1 + . . .+Wn:
W ist direkte Summe vonW1, . . . ,Wn ⇐⇒ ∀x ∈ W existieren eindeutig bestimmte
x1 ∈ W1, . . . , xn ∈ Wn, so dass

x = x1 + . . .+ xn.

Beweis: “⇒” Es sei W = W1 ⊕ . . .⊕Wn. Es sei x ∈ W und

x = x1 + . . .+ xn = x′1 + . . .+ x′n

mit xi, x
′
i ∈ Wi für i = 1, . . . , n. Dann ist

0 = x′′1 + . . .+ x′′n mit x′′i = xi − x′i ∈ Wi,

und somit
−x′′i = x′′1 + . . .+ x′′i−1 + x′′i+1 + . . .+ x′′n. (∗)

Da −x′′i ∈ Wi und x
′′
1 + . . .+ x′′i−1 + x′′i+1 + . . .+ x′′n ∈

n∑
ν=1
ν 6=1

Wν , und Wi ∩
n∑
ν=1
ν 6=1

Wν = {0}

gilt, folgt aus (∗), dass x′′i = 0 gilt, also

xi = x′i für i = 1, . . . , n.
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“⇐” Ist für ein i ∈ {1, . . . , n} der Durchschnitt

Wi ∩
n∑

ν=1
ν 6=i

Wν

vom Nullvektorraum verschieden, so gibt es ein x′i ∈ Wi\{0}, das auch Element in
W1 + . . . +Wi−1 +Wi+1 + . . . +Wn ist, also x′i = x1 + . . . + xi−1 + xi+1 + . . . + xn
für geeignete xν ∈ Wν , ν = 1, . . . , n, ν 6= i. Damit haben wir aber eine nicht triviale
Darstellung des Nullvektors

0 = x1 + . . .+ xn

mit xν ∈ Wν für ν = 1, . . . , n und xi := −x′i 6= 0. Diese Darstellung ist von der
Darstellung

0 = 0 + . . .+ 0

verschieden. 2

Beispiel 7.16 a) Es sei 1 ≤ k ≤ n. Dann sind

W1 = {(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0) ∈ Rn|xi ∈ R, i = 1, . . . , k}

und
W2 = {(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn) ∈ Rn|xi ∈ R, i = k + 1, . . . , n}

Untervektorräume mit W1 ∩W2 = {0} und W1 +W2 = Rn, also gilt:

Rn = W1 ⊕W2.

b) Es sei ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ Rn (Die Eins steht an der i-ten Stelle.). Dann
gilt:

Rn = Re1 ⊕ . . .⊕ Ren,

denn Rn =
n∑
ν=1

Reν und Rei ∩


 n∑
ν=1
ν 6=i

Reν


 = {0}.

Übungen

1. Welche der folgenden Teilmengen von V = Abb (R,R) sind Untervektorräume?

(a) {f ∈ V |f(0) = f(1) = 0}.
(b) {f ∈ V |f(0) = f(1) = 5}.
(c) {f ∈ V |∃a, b, c ∈ R : f(x) = ax2 + bx+ c für alle x ∈ R}.

2. Seien W,W1,W2 Untervektorräume eines K-Vektorraumes V . Es gelte W ⊂
W1 +W2. Gilt dann W = (W ∩W1) + (W ∩W2)? Was kann man sagen, wenn
W1 ⊂ W gilt?

3. Wie viele Untervektorräume hat der Vektorraum F2
3?
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8 Basis und Dimension

Es sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum.

Definition 8.1 Es seien x1, . . . , xn ∈ V . x1, . . . , xn heißen linear unabhängig
(über K) ((x1, . . . , xn) heißt linear unabhängiges System von Vektoren), wenn gilt:

Sind a1, . . . , an ∈ K und gilt a1x1 + . . .+ anxn = 0, so gilt:

a1 = a2 = . . . = an = 0.

x1, . . . , xn heißen linear abhängig (überK) (das n-Tupel (x1, . . . , xn) von Vektoren
heißt linear abhängig), wenn es Elemente a1, . . . , an ∈ K gibt, so dass (a1, . . . ,
an) 6= 0 und a1x1 + . . .+ anxn = 0 gilt.

Lemma 8.2 x1, . . . , xn sind genau dann linear abhängig, wenn es ein i∈{1, . . . , n}
gibt, so dass gilt:

xi ∈ 〈x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn〉.

Beweis:

a) Es seien x1, . . . , xn linear abhängig. Dann gibt es ein n-Tupel (a1, . . . , an) ∈
Kn\{0} mit

a1x1 + . . .+ anxn = 0.

Es sei etwa ai 6= 0. Dann folgt

xi = − 1

ai
(a1x1 + . . .+ ai−1xi−1 + ai+1xi+1 + . . .+ anxn),

also
xi ∈ 〈x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn〉.

b) Ist umgekehrt xi =
n∑
ν=1
ν 6=i

aνxν , so folgt a1x1+ . . .+anxn = 0, wenn man ai = −1

setzt. 2

Definition 8.3 Ein n-Tupel (x1, . . . , xn) von Vektoren x1, . . . , xn ∈ V heißt eine
Basis von V (auch K-Basis), wenn gilt:

a) V = 〈x1, . . . , xn〉, d.h. (x1, . . . , xn) ist ein Erzeugendensystem von V .

b) x1, . . . , xn sind linear unabhängig.

Lemma 8.4 Ist (x1, . . . , xn) eine Basis von V , so gibt es zu jedem Vektor x ∈ V
genau ein n-Tupel (a1, . . . , an) ∈ Kn von Elementen a1, . . . , an ∈ K, so dass

x = a1x1 + . . .+ anxn

gilt. ai heißt dann i-te Koordinate von x bezüglich der Basis (x1, . . . , xn).
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Beweis: Da V = 〈x1, . . . , xn〉 gilt, besitzt jeder Vektor x ∈ V mindestens eine
Darstellung

x = a1x1 + . . .+ anxn (ai ∈ K).

Ist nun x = b1x1+. . .+bnxn eine weitere Darstellung (bi ∈ K), so gilt mit ci := ai−bi
die Gleichung:

0 = c1x1 + . . .+ cnxn.

Da x1, . . . , xn linear unabhängig sind, folgt ci = 0, also

a1 = b1, . . . , an = bn.

2

Bemerkung 8.5 Ist M ⊂ N nach oben beschränkt, so gibt es ein eindeutig be-
stimmtes größtes Element n in M ; es wird mit max(M) bezeichnet. Ist M ⊂ N
unbeschränkt, so setzen wir max(M) = ∞.

Definition 8.6 dimV = max{n ∈ N|∃ linear unabhängige Vektoren x1, . . . , xn ∈
V } heißt die Dimension von V . Ist dimV 6= ∞, so heißt V endlichdimensional.

Satz 8.7 Ist V endlichdimensional, dimV = n, und sind x1, . . . , xn ∈ V linear
abhängig, so ist (x1, . . . , xn) eine Basis von V .

Insbesondere gilt: Jeder endlichdimensionale Vektorraum ist auch endlich erzeugt.

Beweis: Wir brauchen nur V ⊂ 〈x1, . . . , xn〉 zu beweisen. Sei also x ∈ V . Da
dimV = n, sind n + 1 Vektoren stets linear unabhängig. Dies gilt auch für x1, . . . ,
xn, x. Man hat also eine Gleichung

a1x1 + . . .+ anxn + an+1x = 0,

in der nicht alle ai gleich Null sind. Es muss dann an+1 6= 0 gelten, weil x1, . . . , xn
linear unabhängig sind. Es folgt

x = − 1

an+1

(a1x1 + . . .+ anxn).

2

Satz 8.8 (Basisergänzungssatz): Es seien x1, . . . , xr linear unabhängige Vektoren in
V . y1, . . . , ys seien weitere Vektoren in V , so dass

V = 〈x1, . . . , xr, y1, . . . , ys〉.

Dann gibt es ein k mit 0 ≤ k ≤ s und Indizes 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ s, so dass

(x1, . . . , xr, yi1 , . . . , yik)

eine Basis von V ist.
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Beweis: Wähle 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ s, so dass

V = 〈x1, . . . , xr, yi1 , . . . , yik〉,

aber
V 6= 〈x1, . . . , xr, yi1 , . . . , yim−1

, yim+1
, . . . , yik〉

für m = 1, . . . , k.

Nach Umnumerieren der yi dürfen wir iν = ν annehmen. Es gilt also:

V = 〈x1, . . . , xr, y1, . . . , yk〉

und
V 6= 〈x1, . . . , xr, y1, . . . , ym−1, ym+1, . . . , yk〉 (∗)

für m = 1, . . . , k.

Wir zeigen, dass (x1, . . . , xr, y1, . . . , yk) eine Basis von V ist. Dazu müssen wir nur
noch die lineare Unabhängigkeit nachweisen.

Annahme: ∃(a1, . . . , ar, b1, . . . , bk) ∈ Kr+k\{0} mit

a1x1 + . . .+ arxr + b1y1 + . . .+ bkyk = 0.

Dann können nicht alle bi gleich Null sein, denn wäre das der Fall, so wären auch
alle ai gleich Null, weil x1, . . . , xr nach Voraussetzung linear unabhängig sind. Sei
etwa bk 6= 0. Dann folgt

yk ∈ 〈x1, . . . , xr, y1, . . . yk−1〉,

und somit ist
V = 〈x1, . . . , xr, y1, . . . , yk−1〉.

Das steht im Widerspruch zu (∗). 2

Korollar 8.9 Ist V endlich erzeugt, so besitzt V eine Basis.

Beweis: Man wende Satz 8.8 auf r = 0 und ein Erzeugendensystem (y1, . . . , ys) von
V an. 2

Lemma 8.10 Es sei (x1, . . . , xr) eine Basis von V , und es seien y1, y2 ∈ V . Dann
sind

x1, . . . , xr−1, y1, y2

linear abhängig.

Beweis: Da (x1, . . . , xr) eine Basis von V ist, gibt es Elemente ai, bi ∈ K, i =
1, . . . , r, so dass

y1 = a1x1 + . . .+ arxr
y2 = b1x1 + . . .+ brxr.

Ist ar = 0, so zeigt die Gleichung

a1x1 + . . .+ ar−1xr−1 − y1 = 0,
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dass x1, . . . , xr−1, y1 und damit erst recht x1, . . . , xr−1, y1, y2 linear abhängig sind.

Ist ar 6= 0, so erhält man aus den beiden Gleichungen durch Eliminieren von xr die
Gleichung

y2 −
br
ar
y1 =

(
b1 − a1

br
ar

)
x1 + . . .+

(
br−1 − ar−1

br
ar

)
xr−1,

und somit die lineare Abhängigkeit von

x1, . . . , xr−1, y1, y2.

Satz 8.11 V sei endlichdimensional.

a) Es sei (x1, . . . , xr) eine Basis von V und (y1, . . . , ys) ein Erzeugendensystem
von V . Dann gilt r ≤ s.

b) Ist (x1, . . . , xr) eine Basis von V , so gilt r = dimV , d.h.: Alle Basen von V
haben dieselbe Länge.

c) Man hat auch

dim(V ) = min{n ∈ N|∃x1, . . . , xn ∈ V mit V = 〈x1, . . . , xn〉}.

Beweis: Offensichtlich folgen (b) und (c) aus (a).

zu (a): Sei (x1, . . . , xr) eine Basis von V . Dann ist xr 6∈ 〈x1, . . . , xr−1〉, also (x1, . . . ,
xr−1) linear unabhängig, aber keine Basis von V . Nach Satz 8.8 gibt es ein k mit
0 ≤ k ≤ s, so dass (evtl. nach Umnumerieren von y1, . . . , ys)

(x1, . . . , xr−1, y1, . . . , yk)

eine Basis von V ist. Es muss k ≥ 1 sein. Nach Lemma 8.10 muss aber k = 1 gelten!

(x1, . . . , xr−1, y1)

ist eine Basis von V . Nun wiederhole man diesen Schluss mit (x1, . . . , xr−2, y1), falls
r − 1 ≥ 1 ist. Man erhält eine Basis

(x1, . . . , xr−2, y1, y2),

wobei man evtl. wieder {y2, . . . , ys} umnumeriert. Man fährt so fort, bis man schließ-
lich eine Basis

(y1, . . . , yr)

von V erhält. Es muss daher r ≤ s gelten. 2
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Beispiel 8.12 (a) dimKn = n. Es sei e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . ,
en = (0, . . . , 0, 1). Dann ist (e1, . . . , en) eine Basis von Kn. Diese Basis heißt die
Standardbasis von Kn.

(b) Eine Funktion f : K → K heißt Polynomfunktion auf K : ⇔ ∃n ∈ N,
a0, . . . , an ∈ K, so dass

f(x) =
n∑

ν=0

aνx
ν = anx

n + . . .+ a1x+ a0

für alle x ∈ K.

W sei die Menge aller Polynomfunktionen f : K → K. Die Nullfunktion f = 0 ist
Element von W .
Sind a, b ∈ K und f, g ∈ W , so ist die Funktion af + bg : K → K auch eine
Polynomfunktion. Sei nämlich

f(x) =
n∑

ν=0

aνx
ν , g(x) =

m∑

ν=0

bνx
ν .

Ist n > m, so setze man bν := 0 für ν = m+ 1, . . . , n. Dann ist

(af + bg)(x) =
n∑

ν=0

(aaν + bbν)x
ν .

W ist somit ein Untervektorraum von Abb(K,K).

Wir wollen die Dimension von W bestimmen:

1. Fall: K ist endlich, |K| = q. Dann seien a0, . . . , aq−1 die sämtlichen Elemente
von K. Dann ist eine Funktion f : K → K durch ein q-Tupel (b0, . . . , bq−1) ∈ Kq

gegeben, indem man
f(ai) := bi für i = 0, . . . , q − 1

setzt.
Abb (K,K) → Kq, f 7→ (f(a0), . . . , f(aq−1))

ist eine Bijektion. Es sei
δi : K → K

die Funktion

δi(aj) =

{
1 falls i = j
0 falls i 6= j

.

Dann ist (δ0, . . . , δq−1) eine Basis von Abb (K,K), denn für f ∈ Abb(K,K) gilt

f =
q−1∑
i=0

f(ai)δi, also ist

dim Abb (K,K) = q 6= ∞.

Wir sehen weiter, dass in diesem Fall W = Abb (K,K) gilt, denn es gilt

δi(x) =
(x− a0)(x− a1) . . . (x− ai−1)(x− ai+1) . . . (x− aq−1)

(ai − a0)(ai − a1) . . . (ai − ai−1)(ai − ai+1) . . . (ai − aq−1)
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und somit ist δi für i = 0, . . . , q − 1 eine Polynomfunktion auf K. 2

2. Fall: K ist unendlich (z.B. K = Q,R,C). fn ∈ W sei die Polynomfunktion

fn(x) = xn für x ∈ K (n ∈ N).

(Dabei ist x0 = 1, xn = x · xn−1 für n ≥ 1.)

Es gilt nach Definition von W :

W = Span ({f0, f1, f2, . . .}).

Wir zeigen: dimW = ∞.
Da dimW = max{n|∃n linear unabhängige Polynomfunktionen }, genügt es zu
zeigen, dass f0, . . . , fn für jedes n ∈ N linear unabhängig sind. Seien dazu a0, . . . , an ∈
K, und es gelte

a0f0 + . . .+ anfn = 0.

Dann gilt also:
a0 + a1x+ . . .+ anx

n = 0 für alle x ∈ K.

Eine Polynomfunktion f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 mit an 6= 0 hat aber höchstens

n verschiedene Nullstellen in K, wie man leicht durch Induktion nach n (n ≥ 0)
beweist. (Der Beweis sei hier eingeschoben: Für n = 0 ist die Behauptung offen-
sichtlich richtig. Induktionsschluss n − 1 ⇒ n: Ist b eine Nullstelle von f(x) =
anx

n + . . .+ a1x+ a0, so gilt f(x) = f(x)− f(b) = an(x
n − bn) + . . .+ a1(x− b) =

(an(x
n−1 + xn−2b + . . . + bn−1) + . . . + a1)(x − b) = g(x)(x − b). Nach Induktions-

voraussetzung hat g höchstens n − 1 Nullstellen, also f höchstens n.) Also gilt:
a0 = . . . = an = 0. 2

Satz 8.13 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien W1, . . . ,Wm endlichdimensio-
nale Untervektorräume, so dass die Summe W = W1 + . . . +Wm direkt ist. Dann
gilt:

dimW = dimW1 + . . .+ dimWm.

Beweis: Es sei ni = dimWi und (x
(i)
1 , . . . , x

(i)
ni ) eine Basis von Wi . Dann ist offen-

sichtlich
(x

(1)
1 , . . . , x(1)n1

, x
(2)
1 , . . . , x(2)n2

, . . . , x
(m)
1 , . . . , x(m)

nm
)

ein Erzeugendensystem von W .
Wir müssen noch zeigen, dass dieses System linear unabhängig ist. Sei also

a
(1)
1 x

(1)
1 + . . . + a(m)

nm
x(m)
nm

= 0

mit a
(i)
j ∈ K, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ni.

Dann ist xi := a
(i)
1 x

(i)
1 + . . . + a

(i)
ni x

(i)
ni ∈ Wi und x1 + . . . + xm = 0. Da die Summe

direkt ist, folgt (Satz 2.14) x1 = . . . = xm = 0. Da x
(i)
1 , . . . , x

(i)
ni linear unabhängig

sind, folgt aus xi = 0 sofort a
(i)
1 = . . . = a

(i)
ni = 0. Dies gilt für i = 1, . . . ,m. Damit

ist der Satz bewiesen. 2



8 Basis und Dimension 73

Satz 8.14 Es seien W1,W2 endlichdimensionale Untervektorräume von V . Dann
gilt:

dimW1 + dimW2 = dim(W1 +W2) + dim(W1 ∩W2).

Beweis: Es sei (x1, . . . , xn) eine Basis von W1 ∩W2 und

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) Basis von W1,
(x1, . . . , xn, y

′
1, . . . , y

′
l) Basis von W2.

Wir zeigen, dass dann

B = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk, y
′
1, . . . , y

′
l)

eine Basis von W1 +W2 ist.

(a) B ist ein Erzeugendensystem von W1 +W2: Sei dazu x ∈ W1 +W2. Dann ist
x = x′ + x′′ für geeignete Vektoren x′ ∈ W1, x

′′ ∈ W2. Es sei

x′ = a1x1 + . . .+ anxn + b1y1 + . . .+ bkyk

x′′ = a′1x1 + . . .+ a′nxn + b′1y
′
1 + . . .+ b′ly

′
l

mit ai, a
′
i ∈ K für i = 1, . . . , n; bi ∈ K für i = 1, . . . , k und b′i ∈ K für i = 1, . . . , l.

Dann ist

x = (a1 + a′1)x1 + . . .+ (an + a′n)xn + b1y1 + . . .+ bkyk + b′1y
′
1 + . . .+ b′ly

′
l,

also x ∈ Span (B).
(b) B ist ein linear unabhängiges System: Es seien a1, . . . , an, b1, . . . , bk, b

′
1, . . . , b

′
l ∈

K, und es sei

a1x1 + . . .+ anxn + b1y1 + . . .+ bkyk + b′1y
′
1 + . . .+ b′ly

′
l = 0.

Wir müssen zeigen, dass alle ai, bi, b
′
i verschwinden. Es sei

x′ = a1x1 + . . .+ anxn + b1y1 + . . .+ bkyk

x′′ = b′1y
′
1 + . . .+ b′ly

′
l.

Dann gilt x′ ∈ W1, x
′′ ∈ W2 und x′ = −x′′, also x′ ∈ W1 ∩ W2. Da (x1, . . . , xn)

eine Basis von W1∩W2 und (x1, . . . , xn, y1, . . . , yk) eine Basis von W1 ist, folgt dann
sofort b1 = . . . = bk = 0.
Da (x1, . . . , xn, y

′
1, . . . , y

′
l) linear unabhängiges System ist, folgt weiter: a1 = . . . =

an = b′1 = . . . = b′l = 0. 2

Zum Schluss wollen wir untersuchen, wie man Basen von Untervektorräumen von
Kn bestimmen kann. Dazu beweisen wir zunächst

Lemma 8.15 Es sei V ein K-Vektorraum, und es seien x1, . . . , xm ∈ V . Dann gilt

(1)
〈x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn〉 = 〈x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xm〉

für alle 1 ≤ i < j ≤ m.
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(2)
〈x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xm〉 = 〈x1, . . . , xj, . . . , xi + axj, . . . , xm〉

für alle i 6= j und a ∈ K. xi wird durch xi + axj ersetzt.

(3)
〈x1, . . . , xi, . . . , xm〉 = 〈x1, . . . , axi, . . . , xm〉

für alle 1 ≤ i ≤ m und a ∈ K, a 6= 0.

(4)
〈x1, . . . , xm〉 = 〈x1, . . . , xm−1〉,

falls xm = 0.

Beweis: (1) ist trivial.

zu (2): Ist x =
m∑
ν−1

aνxν , so ist

x = a1x1 + . . .+ aj−1xj−1 + (aj − aai)xj + . . .+ ai(xi + axj) + . . .+ amxm,

also gilt:
〈x1, . . . , xn〉 ⊂ 〈x1, . . . , xj , . . . , xi + axj, . . . , xm〉.

Offensichtlich ist

〈x1, . . . , xj , . . . , xi + axj, . . . , xm〉 ⊂ 〈x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xm〉.

(3) und (4) sind trivial. 2

Es seien nun a1, . . . , am ∈ Kn, und W = 〈a1, . . . , am〉 sei der von a1, . . . , am aufge-
spannte Untervektorraum von Kn.

Lemma 8.15 ermöglicht es nun, eine Basis von W und damit auch dimW zu bestim-
men. Wir treffen wieder auf das uns schon vertraute Gaußsche Eliminationsverfah-
ren:

Es sei
ai = (ai1, . . . , ain) für i = 1, . . . ,m.

Man erhält dann eine Matrix

A =




a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn


 =




a1
...
am


 ,

deren Zeilen die Vektoren a1, . . . , am ∈ Kn sind, die also den VektorraumW aufspan-
nen. Nach Lemma 8.15 darf man nun die folgenden elementaren Zeilenumformungen
an der Matrix A durchführen, ohne den von den Zeilen aufgespannten Untervektor-
raum, also ohne W zu ändern.

Umformungen vom Typ I:

Tij : Vertausche die i-te und j-te Zeile.
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Umformungen vom Typ II:

Tij(c) : Ersetze die i-te Zeile durch die Zeile ai + caj

Hierbei sind i, j Indizes mit 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j ≤ m; i 6= j und c ist ein
Element aus K.

Umformungen vom Typ III:

Ti(c) : Ersetze die i-te Zeile durch ihr c-faches.

Hierbei ist c ist ein von Null verschiedenes Element in K .

Umformung vom Typ IV:

Ti : Weglassen der i-ten Zeile, falls diese Null ist.

Man geht nun so vor (Gaußsches Eliminationsverfahren):

1. Schritt: Man sucht die erste von Null verschiedene Spalte von A. Sei dies die
j1-te Spalte. Dann suche man einen Index i mit aij1 6= 0. Ist i 6= 1, so wende man die
elementare Zeilenumformung T1i an. Die neue Matrix nennen wir wieder A. Jetzt

gilt a1j1 6= 0. Für i = 2, . . . ,m wende man nun Ti,1

(
− aij1
a1j1

)
an. Dann hat A die

Gestalt

A =




0 . . . 0 a1j1 ∗ . . . ∗
0 0 0
...

...
... A′

0 0 0



.

2. Schritt: Mit der (m− 1)× (n− j1)-Matrix A′ wiederholt man das Verfahren und
erhält

A =




0 . . . 0 a1j1 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 a2j2 ∗ . . . ∗
0 . . . 0
...

... A′′

0 . . . 0




.

Nach endlich vielen Schritten hat man eine Zeilenstufenform erhalten, d.h. aus A
erhält man durch elementare Zeilenumformungen eine Matrix B der Form

B =




b1j1
b2j2 ∗

0 b3j3
. . .

brjr




=




b1
b2
b3
...
br
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mit 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und b1j1 6= 0, . . . , brjr 6= 0. Durch Anwenden von Ti(b
−1
iji
)

kann man sogar erreichen, dass biji = 1 für i = 1, . . . , r, bzw. dass eine reduzierte
Zeilenstufenform vorliegt.

Nach Lemma 8.4 gilt dann:

W = 〈a1, . . . , am〉 = 〈b1, . . . , br〉.

Man sieht leicht, dass b1, . . . , br linear unabhängig sind: Seien λ1, . . . , λr ∈ K, und
gelte

λ1b1 + . . .+ λrbr = 0;

dann gilt:
λ1b1i + . . .+ λrbri = 0 für i = 1, . . . , n

und somit
0 = λ1b1j1
0 = λ1b1j2 + λ2b2j2
0 = λ1b1j3 + λ2b2j2 + λ3b3j3

...
0 = λ1b1jr + . . . + λrbrjr

Da biji 6= 0 für i = 1, . . . , r, folgt daraus unmittelbar λ1 = λ2 = . . . = λr = 0.
(b1, . . . , br) ist also eine Basis von W .

Im allgemeinen ist 0 ≤ r ≤ m. Ist r = m, so ist (a1, . . . , am) ein Erzeugendensystem
von W mit m = dimW . (a1, . . . , am) muss dann schon eine Basis sein (Satz 8.8).

Beispiel 8.16

W = Span {(1, 0, 1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 0, 0, 1)}

ist 4-dimensionaler Unterraum von F6
2, denn




1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 1


→




1 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0


 durch T21(1), T31(1) und T41(1).

Durch Zeilenvertauschungen ergibt sich eine Zeilenstufenform




1 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 0


 .

Also ist dimW = 4.
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Übungen

1. Die Elemente aus R3 werden als Punkte im Anschauungsraum veranschau-
licht. Es seien nun a1, a2, a3 ∈ R3. Welche geometrische Figur beschreiben die
Mengen

a) M = {λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 | λi ∈ R,−1 ≤ λi ≤ 1, i = 1, 2, 3},
b) D = {λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 | λi ∈ R, λi ≥ 0, λ1 + λ2 + λ3 ≤ 1},
c) T = {λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 | λi ∈ R, λi ≥ 0, λ1 + λ2 + λ3 ≤ 1},
d) K = {λ1a1 + λ2a2 + λ3a3 | λi ∈ R, λ21 + λ22 + λ23 = 1}.

Es sei vorausgesetzt, dass a1, a2, a3 linear unabhängig sind.

2. Es sei V ein K-Vektorraum, und es sei n ≥ 5. x1, . . . , xn seien linear un-
abhängige Vektoren in V . Es sei

W1 = 〈x1+x2, x1+x3, x3−x1〉, W2 = 〈x1+2x2, x3+x4〉, W3 = 〈x4, x5, . . . , xn〉.

Bestimmen Sie eine Basis und die Dimension der RäumeW1,W2,W3,W1+W3,
W1 ∩W2,W1 ∩W3,W2 ∩W3.

3. Es sei V der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R vom Grad ≤ n.
Ist

W = {f ∈ V |∀x ∈ R : f(x) = f(−x)}
ein Untervektorraum? Wenn ja, bestimmen Sie eine Basis und die Dimension
von W (Beachten Sie: Ist f ∈ V, f 6= 0, so gibt es höchstens n verschiedene
Zahlen a ∈ R mit f(a) = 0.).

4. Es sei P der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R. Zeigen Sie:

W = {f ∈ P | f(0) + f(1) + f(2) = 0}

ist ein unendlichdimensionaler Untervektorraum von P .

5. (a) Es sei k ≤ n, und x1, . . . , xk ∈ Kn seien linear unabhängig. Beschreiben
Sie ein konstruktives Verfahren, mit dem man (x1, . . . , xk) zu einer Basis
(x1, . . . , xn) von K

n ergänzen kann.

(b) Es sei W = 〈x1, x2, x3〉 ⊂ R5 mit

x1 = (1, 1, 0, 2, 3), x2 = (1, 2, 3, 4, 0), x3 = (2, 0, 0, 1, 4).

Konstruieren Sie unendlich viele verschiedene UntervektorräumeW ′ ⊂ R5

mit R5 = W ⊕W ′.

6. Es sei V ein K-Vektorraum, x1, x2, x3, x4 ∈ V . Wieso sind die fünf Vektoren

y1 = x1 + x2 + x3 + x4, y2 = 2x1 + 2x2 + x3 + x4, y3 = x1 + x2 + 3x3 − x4,
y4 = x1 − x3 + x4, y5 = −x2 + x3 − x4

stets linear abhängig?
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7. Es sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum. Durch Einschränkung der
skalaren Multiplikation · : C × V → V auf R × V wird V ein R-Vektorraum.
Zeigen Sie: Ist (x1, . . . , xn) eine Basis von V über C, so ist (x1, . . . , xn, ix1,
. . . , ixn) eine Basis von V über R.

8. Es sei n ≥ 0. Für welche Paare (r, s) ∈ N× N gibt es einen C-Vektorraum V ,
Vektoren x1, . . . , xn ∈ V , so dass

r = dimR

(
n∑

ν=1

Cxν

)
, s = dimR

(
n∑

ν=1

Rxν

)

gilt (Dabei bedeutet dimR(W ) die reelle Dimension des Vektorraumes W , also
die maximale Anzahl über R linear unabhängiger Vektoren in W .).

9. Bestimmen Sie eine Basis des von den Vektoren (1, 2, 0, 3), (2, 5, 2, 4), (1, 4, 7, 2)
aufgespannten Untervektorraumes von F4

11.

10. Es seien V1, V2 K-Vektorräume. Zeigen Sie, dass V = V1 × V2 auf natürli-
che Weise ein K-Vektorraum wird mit W1 = V1 × {0}, W2 = {0} × V2 als
Untervektorräumen mit V = W1 ⊕W2.

Bemerkung 8.17 Wir haben nur Basen in endlichdimensionalen Vektorräumen be-
trachtet. Allgemein kann man definieren: Eine Teilmenge B eines K-Vektorraumes
V heißt Basis von V , wenn gilt:

a) B ist ein Erzeugendensystem von V , d.h.

V = Span (B).

b) Sind x1, . . . , xn ∈ B beliebig, aber paarweise verschieden, so sind x1, . . . , xn
linear unabhängig.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas kann man dann zeigen, dass jeder K-Vektorraum
eine Basis besitzt. Wir gehen darauf nicht ein, zumal in den Gebieten der Mathe-
matik, wo unendlichdimensionale Vektorräume auftreten, dieser Basisbegriff relativ
unwichtig ist. Andere Basen, z.B. Hilbertraumbasen von Hilberträumen, sind dann
zu betrachten.
Wer dennoch einen Beweis sehen möchte, schaue etwa bei [24] oder [17].
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9 Lineare Abbildungen

Es sei K ein Körper.

Definition 9.1 Es seien V,W K-Vektorräume. Eine Abbildung ϕ : V → W heißt
linear (genauer: K-linear), wenn gilt:

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) für alle x, y ∈ V, (28)

ϕ(ax) = aϕ(x) für alle x ∈ V, a ∈ K. (29)

Man sagt auch: ϕ ist ein Homomorphismus von Vektorräumen oder ein Vektor-
raumhomomorphismus.

Aus der Definition folgt leicht
ϕ(0) = 0, (30)

denn ϕ(x) = ϕ(x+ 0) = ϕ(x) + ϕ(0), sowie

ϕ(−x) = −ϕ(x), (31)

denn ϕ(x) + ϕ(−x) = ϕ(x+ (−x)) = ϕ(0) = 0.

Sind x1, . . . , xn ∈ V und a1, . . . , an ∈ K, so folgt durch Induktion aus (28) und (29)
auch die Gleichung

ϕ

(
n∑

ν=1

aνxν

)
=

n∑

ν=1

aνϕ(xν); (32)

und weiter

x1, . . . , xn linear abhängig ⇒ ϕ(x1), . . . , ϕ(xn) linear abhängig; (33)

ϕ(x1), . . . , ϕ(xn) linear unabhängig ⇒ x1, . . . , xn linear unabhängig. (34)

Lemma 9.2 Es seien V, V ′, V ′′ K-Vektorräume.

a) Die identische Abbildung idV : V → V ist linear.

b) Sind ϕ : V → V ′, ψ : V ′ → V ′′ linear, so ist auch ψ ◦ ϕ : V → V ′′ linear.

Beweis: (a) ist trivial.

zu (b):

ψ ◦ ϕ(x+ y) = ψ(ϕ(x+ y)) = ψ(ϕ(x) + ϕ(y)) = ψ(ϕ(x)) + ψ(ϕ(y)),
= ψ ◦ ϕ(x) + ψ ◦ ϕ(y),

ψ ◦ ϕ(ax) = ψ(ϕ(ax)) = ψ(aϕ(x)) = aψ(ϕ(x)) = a(ψ ◦ ϕ)(x).
2

Lemma 9.3 Sind ϕ, ψ : V → W zwei lineare Abbildungen und ist V =〈x1, . . . , xn〉
und ϕ(xi) = ψ(xi) für i = 1, . . . , n, so gilt: ϕ = ψ;

d.h. eine lineare Abbildung ist schon durch ihre Werte auf einem Erzeugendensystem
festgelegt.
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Beweis: Sei x ∈ V . Dann gibt es Elemente a1, . . . , an ∈ K, so dass x =
n∑
ν=1

aνxν .

Also gilt nach (32):

ϕ(x) =
n∑

ν=1

aνϕ(xν) =
n∑

ν=1

aνψ(xν) = ψ(x).

2

Satz 9.4 Es seien V,W K-Vektorräume, und es sei (x1, . . . , xn) eine Basis von V .
y1, . . . , yn seien beliebige Vektoren in W . Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
ϕ : V → W mit ϕ(xν) = yν für ν = 1, . . . , n.

Beweis: Wir konstruieren eine Abbildung ϕ : V → W . Es sei x ∈ V . Da (x1, . . . , xn)
eine Basis von V ist, gibt es eindeutig bestimmte Elemente a1, . . . , an ∈ K, so dass

x = a1x1 + . . .+ anxn

gilt. Man setze
ϕ(x) := a1y1 + . . .+ anyn.

Offensichtlich gilt: ϕ(xν) = yν für ν = 1, . . . , n. Wir zeigen nun, dass ϕ linear ist:

a) Ist x =
n∑
ν=1

aνxν , y =
n∑
ν=1

bνxν , so gilt:

ϕ(x+ y) = ϕ

(
n∑
ν=1

(aν + bν)xν

)
=

n∑
ν=1

(aν + bν)yν

=
n∑
ν=1

aνyν +
n∑
ν=1

bνxν = ϕ(x) + ϕ(y).

b) Ist x =
n∑
ν=1

aνxν und a ∈ K, so ist

ϕ(ax) = ϕ

(
n∑
ν=1

(aaν)xν

)
=

n∑
ν=1

(aaν)yν

= a
n∑
ν=1

aνxν = aϕ(x).

Damit ist die Existenz von ϕ bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma 9.3. 2

Satz 9.4 liefert eine Methode zur Konstruktion linearer Abbildungen eines endlichdi-
mensionalen Vektorraumes V in einen Vektorraum W : Man wähle irgendeine Basis
(x1, . . . , xn) von V und setze B = {x1, . . . , xn} ⊂ V . Jede beliebige Abbildung
f : B → W (f(xν) = yν) kann man dann auf eindeutige Weise linear auf ganz V
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fortsetzen. Ist i : B → V die Inklusionsabbildung, so hat man ein kommutatives
Diagramm

B

i

��

f //W

V

ϕ

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkk (ϕ ◦ i = f).

ϕ ist die eindeutig bestimmte lineare Fortsetzung von f .

Definition 9.5 Es seien V,W beliebige K-Vektorräume. Ein Isomorphismus ϕ :
V → W ist eine bijektive lineare Abbildung ϕ : V → W . V undW heißen isomorph
(V ∼= W ), wenn es einen Isomorphismus ϕ : V → W gibt.

Lemma 9.6 Es seien V, V ′, V ′′ K-Vektorräume. Dann gilt:

(i) idV ist ein Isomorphismus.

(ii) Sind ϕ : V → V ′, ψ : V ′ → V ′′ Isomorphismen, so ist auch ψ ◦ϕ : V → V ′′ ein
Isomorphismus.

(iii) Ist ϕ : V → V ′ ein Isomorphismus, so ist die Umkehrabbildung ϕ−1 : V ′ → V
auch ein Isomorphismus.

(iv) Eine lineare Abbildung ϕ : V → V ′ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
es eine lineare Abbildung ψ : V ′ → V gibt mit

ϕ ◦ ψ = idV ′ , ψ ◦ ϕ = idV .

Beweis: (i), (ii) sind klar.

zu (iii): ϕ : V → V ′ sei linear und bijektiv. Wir zeigen, dass auch ϕ−1 : V ′ → V
linear ist, bijektiv ist es ohnehin. Seien x′, y′ ∈ V ′ und x = ϕ−1(x′), y = ϕ−1(y′).
Dann ist also ϕ(x) = x′ und ϕ(y) = y′ und somit

ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) = x′ + y′,

also
ϕ−1(x′ + y′) = x+ y = ϕ−1(x′) + ϕ−1(y′).

Ist a ∈ K, so gilt
ϕ(ax) = aϕ(x) = ax′,

also
ϕ−1(ax′) = ax = aϕ−1(x′).

Zu (iv): Wegen (iii) ist dies klar. 2

Satz 9.7 Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, n = dimV . Dann gilt:

V ∼= Kn.



9 Lineare Abbildungen 82

Dabei wird K0 = {0} gesetzt.

Beweis: Es sei (x1, . . . , xn) eine Basis von V . (e1, . . . , en) sei die Standardbasis von
Kn. Nach Satz 9.4 gibt es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen ϕ : V → Kn

mit ϕ(xν) = eν für ν = 1, . . . , n und ψ : Kn → V mit ψ(eν) = xν für ν = 1, . . . , n.
Dann sind ϕ ◦ ψ und idKn lineare Abbildungen Kn → Kn, die eν in eν abbilden für
ν = 1, . . . , n. Nach Lemma 9.3 gilt also ϕ ◦ψ = idKn . Genauso folgt ψ ◦ϕ = idV . Es
folgt V ∼= Kn nach Lemma 9.6 (iv). 2.

Isomorphe Vektorräume haben dieselbe Vektorraumstruktur. Alle Größen oder Ei-
genschaften eines Vektorraumes, die nur von der Vektorraumstruktur abhängen,
bleiben erhalten, wenn man zu einem isomorphen Vektorraum übergeht. Zum Bei-
spiel gilt

Satz 9.8 Sind V,W beliebige K-Vektorräume mit V ∼= W , so ist dimV = dimW .

Beweis: Es sei ϕ : V → W ein Isomorphismus. Da ϕ injektiv ist, folgt nun leicht:
Sind x1, . . . , xn ∈ V linear unabhängig, so sind ϕ(x1), . . . , ϕ(xn) linear unabhängig.
Denn aus a1ϕ(x1) + . . . + anϕ(xn) = 0 folgt ϕ(a1x1 + . . . + anxn) = 0 = ϕ(0), also
a1x1 + . . .+ anxn = 0 und somit a1 = . . . = an = 0.
Es ergibt sich also dimV ≤ dimW . Derselbe Schluss für ϕ−1 ergibt dimW ≤ dimV .
Hierbei haben wir ∞ ≤ ∞, n ≤ ∞ für alle n ∈ N vereinbart. 2

Korollar 9.9 Sind V,W endlichdimensionale K-Vektorräume, so gilt:

V ∼= W ⇔ dimV = dimW.

Satz 9.10 Es sei ϕ : V → V ′ eine lineare Abbildung.

a) Ist W ′ ⊂ V ′ ein Untervektorraum, so ist ϕ−1(W ′) ein Untervektorraum von
V .

b) Ist W ⊂ V ein Untervektorraum, so ist ϕ(W ) ein Untervektorraum von V ′.

Beweis: zu a): Da ϕ(0) = 0 ∈ W ′, ist 0 ∈ ϕ−1(W ′). Seien x, y ∈ ϕ−1(W ′) und
a, b ∈ K, dann gilt: ϕ(x), ϕ(y) ∈ W ′ und somit auch

ϕ(ax+ by) = aϕ(x) + bϕ(y) ∈ W ′,

d.h. ax+ by ∈ ϕ−1(W ′).

zu b): Da W 6= ∅ ist, ist auch ϕ(W ) = {ϕ(x)|x ∈ W} 6= ∅. Seien x′, y′ ∈ ϕ(W ),
a, b ∈ K. Es gibt also Vektoren x, y ∈ W mit ϕ(x) = x′ und ϕ(y) = y′. Da W
Untervektorraum von V ist, ist ax+ by ∈ W ; und somit

ax′ + by′ = aϕ(x) + bϕ(y) = ϕ(ax+ by) ∈ ϕ(W ).

2
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Definition 9.11 Es sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung von K-Vektorräumen.
Dann heißt der Untervektorraum

ker ϕ := {x ∈ V | ϕ(x) = 0} = ϕ−1({0})

von V der Kern von ϕ und der Untervektorraum

im ϕ := ϕ(V ) = {y ∈ W | ∃x ∈ V : y = ϕ(x)}

von W das Bild von ϕ (ker = kernel, im = image).

Ein oft benutztes Kriterium für die Injektivität einer linearen Abbildung ist

Lemma 9.12 Es sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

ϕ ist injektiv ⇔ ker ϕ = {0}.

(Statt ker ϕ = {0} schreiben wir in Zukunft kurz ker ϕ = 0.)

Beweis: Sei ϕ injektiv. Ist x ∈ ker ϕ, so ist ϕ(x) = 0 = ϕ(0), also x = 0.
Sei umgekehrt ker ϕ = 0. Sind x, y ∈ V mit ϕ(x) = ϕ(y), so gilt ϕ(x − y) =
ϕ(x)− ϕ(y) = 0, also x− y ∈ ker ϕ und somit x = y. ϕ ist also injektiv. 2

Definition 9.13 Es sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung.

a) rg ϕ := dim( im ϕ) heißt der Rang von ϕ.

b) crg ϕ := dim( ker ϕ) heißt der Corang von ϕ.

Satz 9.14 Es sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung, und V sei endlichdimensional.
Dann sind auch ker ϕ und im ϕ endlichdimensional, und es gilt:

dimV = rg ϕ+ crg ϕ.

Beweis: Da ker ϕ Untervektorraum von V ist, ist ker ϕ endlichdimensional. Sei
(x1, . . . , xr) eine Basis von ker ϕ. Man ergänze dieses System (x1, . . . , xr) zu einer
Basis (x1, . . . , xn) von V (r ≤ n).

Um den Satz zu beweisen, brauchen wir nur noch zu zeigen, dass

(ϕ(xr+1), . . . , ϕ(xn))

eine Basis von im ϕ ist.

Zunächst zeigen wir, dass ϕ(xr+1), . . . , ϕ(xn) linear unabhängig sind. Seien ar+1, . . . ,
an ∈ K und gelte:

ar+1ϕ(xr+1) + . . .+ anϕ(xn) = 0.

Dann ist ϕ(ar+1xr+1 + . . .+ anxn) = 0, also

ar+1xr+1 + . . .+ anxn ∈ ker ϕ = 〈x1, . . . , xr〉;

es folgt ar+1 = . . . = an = 0.
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Jetzt zeigen wir noch, dass im ϕ von ϕ(xr+1), . . . , ϕ(xn) erzeugt wird. Es sei y ∈
im ϕ, also y = ϕ(x) für ein x ∈ V . Ist x =

n∑
ν=1

aνxν , so folgt

y = ϕ(x) =
n∑

ν=r+1

aνϕ(xν) ∈ 〈ϕ(xr+1), . . . , ϕ(xn)〉,

denn ϕ(xν) = 0 für ν = 1, . . . , r. 2

Es folgen nun einige Beispiele.

Beispiel 9.15
a) ϕ : K2 → K2 ist K-linear ⇔ ∃a, b, c, d ∈ K, so dass

ϕ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy).

Beweis: Sei ϕ(1, 0) = (a, c), ϕ(0, 1) = (b, d). Dann ist

ϕ(x, y) = xϕ(1, 0) + yϕ(0, 1) = (ax+ by, cx+ dy).

Die 2× 2-Matrix

A =

(
a b
c d

)

heißt die Matrix von ϕ. Es gilt:

ker ϕ = {(x, y) ∈ K2 | ax+ by = 0, cx+ dy = 0}.

Also gilt ker ϕ = 0 genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

ax+ by = 0
cx+ dy = 0

nur die triviale Lösung (x, y) = (0, 0) besitzt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn detA = ad−bc 6= 0 ist (Übung). Ist ker ϕ = 0, so ist im ϕ 2-dimensional,
also gleich K2, d.h.: ϕ ist Isomorphismus.

b) Es sei V der Vektorraum der Polynomfunktionen f : K → K, wobei K ein
Körper der Charakteristik Null ist. Dann ist das Ableiten

f 7→ f ′ =: D(f)

eine lineare Abbildung D : V → V . D ist surjektiv und besitzt ein lineares
Rechtsinverses I : V → V . Mit der Notation in Beispiel 8.12 gilt D(fn) =
nfn−1. Damit ist klar, dass durch I(fn) :=

1
n+1

fn+1 ein Rechtsinverses von D
definiert wird. Es gilt kerD = Kf0 ist eindimensional. Anders als bei endlich-
dimensionalen Vektorräumen braucht eine surjektive lineare Abbildung eines
unendlichdimensionalen Vektorraums in sich nicht notwendig injektiv zu sein.
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Übungen

1. Es sei V ein 2-dimensionaler K-Vektorraum, ϕ : V → V sei linear. Zeigen Sie:
Es gibt Elemente a, b ∈ K, so dass für alle x ∈ V gilt:

ϕ(ϕ(x)) + aϕ(x) + bx = 0.

Hinweis: Behandeln Sie zunächst den Fall, dass ein x ∈ V existiert, so dass x
und ϕ(x) linear unabhängig sind, und benutzen Sie Lemma 9.3.

2. Es sei ϕ : R4 → R3 die lineare Abbildung mit

ϕ(e1) = (1, 1, 0), ϕ(e2) = (1, 1, 0), ϕ(e3) = (1, 0, 1), ϕ(e4) = (2, 1, 1).

Bestimmen Sie eine Basis von ker ϕ ⊂ R4 und von im ϕ ⊂ R3.

3. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, und W1,W2 seien von Null
verschiedene komplementäre Untervektorräume von V , also V = W1⊕W2. ϕ1 :
W1 → V ′, ϕ2 : W2 → V ′ seien lineare Abbildungen. Gibt es eine lineare
Abbildung ϕ : V → V ′, die sowohl ϕ1 als auch ϕ2 fortsetzt? Falls ja, ist ϕ
eindeutig bestimmt?

4. Es seien W1,W2 endlichdimensionale Untervektorräume eines Vektorraums V .
W1 ×W2 ist dann ein Vektorraum mit den Verknüpfungen

(x1, x2) + (y1, y2) := (x1 + y1, x2 + y2)
a(x1, x2) := (ax1, ax2).

Zeigen Sie:
ϕ : W1 ×W2 → V, ϕ(x1, x2) := x1 + x2

ist eine lineare Abbildung. Bestimmen Sie Kern und Bild von ϕ und leiten Sie
aus Satz 9.14 erneut die Dimensionsformel 8.14 her.
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10 Der Hom-Funktor und Dualräume

Es sei K ein Körper.

Definition 10.1 Es seien V,W K-Vektorräume. Dann sei

Hom (V,W ) = HomK (V,W ) = {ϕ : V → W | ϕ ist linear }
die Menge aller Homomorphismen von V nach W .

Hom (V,W ) trägt in natürlicher Weise eine K-Vektorraumstruktur:

a) Für ϕ, ψ ∈ Hom (V,W ) wird die Summe ϕ+ ψ : V → W durch

(ϕ+ ψ)(x) := ϕ(x) + ψ(x) für alle x ∈ V

definiert. Es gilt dann ϕ+ ψ ∈ Hom (V,W ), denn

(ϕ+ ψ)(ax+ by) = ϕ(ax+ by) + ψ(ax+ by)
= aϕ(x) + bϕ(y) + aψ(x) + bψ(y)
= a(ϕ(x) + ψ(x)) + b(ϕ(y) + ψ(y))
= a(ϕ+ ψ)(x) + b(ϕ+ ψ)(y).

Damit haben wir eine Addition

+ : Hom (V,W )× Hom (V,W ) → Hom (V,W )

erklärt.

b) Für ϕ ∈ Hom (V,W ), a ∈ K sei aϕ : V → W durch

(aϕ)(x) := a(ϕ(x)) für alle x ∈ V

erklärt. Es gilt dann aϕ ∈ Hom (V,W ), denn

(aϕ)(bx+ cy) = a(ϕ(bx+ cy)) = a(bϕ(x) + cϕ(y))
= abϕ(x) + acϕ(y) = baϕ(x) + caϕ(y)
= b(aϕ)(x) + c(aϕ)(y).

Damit ist eine skalare Multiplikation

· : K × Hom (V,W ) → Hom (V,W )

erklärt. Hierfür wurde wesentlich benutzt, dass die Multiplikation von K kom-
mutativ ist. Man sieht leicht, dass für (Hom (V,W ),+, ·) die acht Vektorrau-
maxiome erfüllt sind. Um klar zu machen, dass der Beweis trivial ist, verifizie-
ren wir etwa das Assoziativgesetz der Addition:

((ϕ1 + ϕ2) + ϕ3)(x) = (ϕ1 + ϕ2)(x) + ϕ3(x)
= (ϕ1(x) + ϕ2(x)) + ϕ3(x) = ϕ1(x) + (ϕ2(x) + ϕ3(x))
= ϕ1(x) + (ϕ2 + ϕ3)(x) = (ϕ1 + (ϕ2 + ϕ3))(x).

Das Nullelement in Hom (V,W ) ist die Nullabbildung 0 : V → W (x 7→ 0 für
alle x ∈ V ). Für ϕ ∈ Hom (V,W ) ist −ϕ durch (−ϕ)(x) := −ϕ(x) definiert.

2
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Wir haben also

Satz 10.2 Hom (V,W ) ist ein K-Vektorraum.

Definition 10.3 Es sei V einK-Vektorraum. DerK-Vektorraum V ∗ = Hom (V,K)
heißt Dualraum von V . Die Elemente ϕ ∈ V ∗ heißen Linearformen auf V .

Beispiel 10.4 Es sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R.

a) Für eine feste Zahl a ∈ R ist durch ϕa(f) := f(a) für f ∈ V eine Linearform
ϕa : V → R definiert, denn für f, g ∈ V ist

ϕa(f + g) = (f + g)(a) = f(a) + g(a) = ϕa(f) + ϕa(g),

und für b ∈ R und f ∈ V ist

ϕa(bf) = (bf)(a) = bf(a) = bϕa(f).

b) Es seien a, b ∈ R, a < b. Dann ist auch

f 7→ ϕ(f) :=

b∫

a

f(x)dx

eine Linearform ϕ ∈ V ∗. Dies kann man hier leicht beweisen, wenn man das
Integral rein algebraisch einführt durch

b∫

a

(
n∑

ν=0

aνx
ν

)
dx =

n∑

ν=0

aν
bν+1 − aν+1

ν + 1
.

c) f 7→ ψ(f) := f(0)2 ist eine Abbildung ψ : V → R, aber natürlich nicht linear!

d) Es sei D : V → V der Ableitungsoperator. Dann ist ψa := ϕa ◦ D ∈ V ∗,
denn da D und ϕa lineare Abbildungen sind, ist auch ϕa ◦D linear. Als kleine
Übung mit dem neuen Begriff der Linearform wollen wir zeigen: ϕa, ψa sind
linear unabhängig in V ∗.

Beweis. Es seien a1, a2 ∈ R, und es gelte

a1ϕa + a2ψa = 0,

d.h. für alle f ∈ V ist a1ϕa(f) + a2ψa(f) = 0, also

a1f(a) + a2f
′(a) = 0 ∀f ∈ V.

Setzt man die beiden Funktionen f(x) = 1 und g(x) = x ein, so erhält man

a11 + a2 · 0 = 0,
a1a + a2 · 1 = 0,

also a1 = a2 = 0. 2
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Definition 10.5 Es seien V undW K-Vektorräume und α : V → W sei eine lineare
Abbildung. Ist ϕ ∈ W ∗, also eine Linearform ϕ : W → K, so ist auch ϕ◦α : V → K
eine Linearform. Man setzt

α∗(ϕ) := ϕ ◦ α.
Dadurch ist eine Abbildung

α∗ : W ∗ → V ∗

definiert. α∗ heißt die duale Abbildung von α.

Man sieht sofort

Lemma 10.6 Ist α : V → W linear, so ist auch α∗ : W ∗ → V ∗ linear.

Beweis:

a) Seien ϕ1, ϕ2 ∈ W ∗. Dann gilt für alle x ∈ V :

((ϕ1 + ϕ2) ◦ α)(x) = (ϕ1 + ϕ2)(α(x)) = ϕ1(α(x)) + ϕ2(α(x))
= (ϕ1 ◦ α)(x) + (ϕ2 ◦ α)(x) = (ϕ1 ◦ α + ϕ2 ◦ α)(x),

also

α∗(ϕ1 + ϕ2) = (ϕ1 + ϕ2) ◦ α = ϕ1 ◦ α + ϕ2 ◦ α = α∗(ϕ1) + α∗(ϕ2).

b) Für ϕ ∈ W ∗, a ∈ K und x ∈ V gilt:

((aϕ) ◦ α)(x) = (aϕ)(α(x)) = aϕ(α(x)) = a(ϕ ◦ α)(x);

und somit
α∗(aϕ) = (aϕ) ◦ α = a(ϕ ◦ α) = aα∗(ϕ).

2

Satz 10.7 (funktorielle Eigenschaften): Es gilt:

a) Ist V ein K-Vektorraum, so ist

(idV )
∗ = idV ∗ .

b) Sind V, V ′, V ′′ K-Vektorräume und α : V → V ′, β : V ′ → V ′′ linear, so gilt

(β ◦ α)∗ = α∗ ◦ β∗.

Beweis: a) ist klar.

Zu b): Für ϕ ∈ V ′′∗ gilt:

(α∗ ◦ β∗)(ϕ) = α∗(β∗(ϕ)) = α∗(ϕ ◦ β) = (ϕ ◦ β) ◦ α
= ϕ ◦ (β ◦ α) = (β ◦ α)∗(ϕ),

also ist (β ◦ α)∗ = α∗ ◦ β∗. 2

Jetzt betrachten wir endlichdimensionale Vektorräume.
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Satz 10.8 Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und (x1, . . . , xn) sei eine
Basis von V . ϕi : V → R sei die Linearform mit

ϕi(xj) = δij :=

{
1 falls i = j
0 falls i 6= j

für j = 1, . . . , n. Dann ist (ϕ1, . . . , ϕn) eine Basis des Dualraumes V ∗.
Insbesondere gilt also auch: dimV = dimV ∗.

Beweis: Man beachte, dass die Linearformen ϕi ∈ V ∗ nach Satz 9.4 durch die
Bedingung

ϕi(xj) = δij

eindeutig bestimmt sind.
Wir zeigen zunächst, dass ϕ1, . . . , ϕn linear unabhängig sind. Seien also a1, . . . , an ∈
K, und es sei

a1ϕ1 + . . .+ anϕn = 0.

Dann gilt also für alle x ∈ V :

n∑

i=1

aiϕi(x) = 0;

insbesondere für x = xj ergibt sich

n∑

i=1

aiδij = 0, d.h. aj = 0.

Jetzt beweisen wir, dass V ∗ von ϕ1, . . . , ϕn erzeugt wird. Es sei dazu ϕ ∈ V ∗ beliebig.
Dann ist ai := ϕ(xi) ∈ K für i = 1, . . . , n.
ψ := a1ϕ1 + . . .+ anϕn ist ebenfalls eine Linearform auf V . Für die beiden linearen
Abbildungen

ϕ, ψ : V → K

gilt nun:

ψ(xj) =
n∑

i=1

aiϕi(xj) =
n∑

i=1

aiδij = aj = ϕ(xj)

für j = 1, . . . , n; und somit folgt aus Lemma 9.3: ϕ = ψ. 2

Definition 10.9
a) Die Basis (ϕ1, . . . , ϕn) von V

∗ heißt die zu (x1, . . . , xn) duale Basis.

b) δij heißt das Kroneckersymbol.

Bemerkung 10.10 Besonders in der Physik ist es üblich, statt ϕ(x) die Schreib-
weise 〈ϕ|x〉 zu benutzen. Die Abbildung (Auswertungsabbildung)

V ∗ × V −→ K
(ϕ, x) 7−→ ϕ(x) = 〈ϕ|x〉
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heißt auch duale Paarung.
Ist (x1, . . . , xn) eine Basis von V und ϕ ∈ V ∗, so heißt 〈ϕ|xi〉 = ϕ(xi) der i-te
Fourierkoeffizient von ϕ bezüglich der Basis (x1, . . . , xn). Ist (ϕ1, . . . , ϕn) die duale
Basis von (x1, . . . , xn), so ergibt sich aus dem Beweis von Satz 10.8:

ϕ = 〈ϕ|x1〉ϕ1 + . . .+ 〈ϕ|xn〉ϕn,

und für x = a1x1 + . . .+ anxn ergibt sich wegen 〈ϕi|xj〉 = δij :

〈ϕ|x〉 = 〈ϕ|x1〉a1 + . . .+ 〈ϕ|xn〉an.

Beispiel 10.11 Es sei α : K2 → K2 linear, e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), α(e1) =
(a, c) = ae1 + ce2, α(e2) = (b, d) = be1 + de2. Es sei weiter (ϕ1, ϕ2) die duale Basis
von (e1, e2), also ϕi(ej) = δij. Dann ist

α∗(ϕ1) = ϕ1 ◦ α = 〈ϕ1 ◦ α|e1〉ϕ1 + 〈ϕ1 ◦ α|e2〉ϕ2

= 〈ϕ1|α(e1)〉ϕ1 + 〈ϕ1|α(e2)〉ϕ2

= 〈ϕ1|ae1 + ce2〉ϕ1 + 〈ϕ1|be1 + de2〉ϕ2

= aϕ1 + bϕ2;

und analog
α∗(ϕ2) = cϕ1 + dϕ2.

α wird bezüglich (e1, e2) durch die Matrix A =

(
a b
c d

)
gegeben.

α∗ wird bezüglich (ϕ1, ϕ2) durch die Matrix At =

(
a c
b d

)
gegeben.

Definition 10.12 Es seien V1, . . . , Vn+1 K-Vektorräume und αi : Vi → Vi+1 lineare
Abbildungen für i = 1, . . . , n. Dann nennt man

V1
α1−→ V2

α2−→ V3 −→ . . . −→ Vn
αn−→ Vn+1

eine Sequenz linearer Abbildungen.
Eine solche Sequenz heißt exakt, wenn

ker αi+1 = im αi

für i = 1, . . . , n− 1 gilt.

Beispiel 10.13 Es sei V einK-Vektorraum und U,W ⊂ V seien Untervektorräume,
so dass U ∩W = 0 und V = U +W . Dann hat jeder Vektor x ∈ V eine eindeutige
Darstellung

x = x1 + x2 mit x1 ∈ U und x2 ∈ W.

Wir setzen π(x) := x2. Dadurch ist eine lineare Abbildung π : V −→ W definiert.
Es sei weiter ι : U −→ V die Inklusion. Dann ist

0 −→ U
ι−→ V

π−→ W −→ 0

eine exakte Sequenz. Dabei bezeichnet 0 den Nullvektorraum. 0 −→ U, W −→ 0
sind Nullabbbildungen.

Zum Beweis der Exaktheit:
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1. ker ι = 0 = im(0 → U)

2. Da π : V → W surjektiv ist, denn für w ∈ W ist π(w) = w, gilt ker(W →
0) = W = im π.

3. Ist x = x1 + x2, x1 ∈ U, x2 ∈ W , so gilt

π(x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = x1 = ι(x1),

d.h.: ker π = im ι.

Lemma 10.14 Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, U ⊂ V ein Untervek-
torraum, i : U → V die Inklusionsabbildung. Dann ist i∗ : V ∗ → U∗ die Abbildung,
die jeder Linearform ϕ : V → K ihre Einschränkung ϕ|U = ϕ◦ i : U → K zuordnet.
Es gilt: i∗ ist surjektiv.

Beweis: Wir müssen zeigen, dass jede Linearform ψ : U → K eine lineare Fort-
setzung ϕ : V → K besitzt. Dazu wähle man eine Basis (x1, . . . , xm) von U und
ergänze diese zu einer Basis (x1, . . . , xn) von V . Jetzt sei ϕ : V → K die lineare
Abbildung mit

ϕ(xi) =

{
ψ(xi) für i = 1, . . . ,m
0 für i = m+ 1, . . . , n.

Ersichtlich gilt: ϕ ◦ i = ψ. 2

Jetzt beweisen wir folgenden wichtigen

Satz 10.15 Es seien V1, V2, V3 endlichdimensionale K-Vektorräume, und es sei

V1
α−→ V2

β−→ V3

eine exakte Sequenz. Dann ist auch

V ∗
3

β∗

−→ V ∗
2

α∗

−→ V ∗
1

exakt.

Beweis:

1. Behauptung:
im β∗ ⊂ ker α∗.

Beweis: Da im α ⊂ ker β gilt, ist β◦α = 0, und somit erhält man eine Faktorisierung

V1
β◦α //

γ
��?

??
??

??
?

V3

0

i

??��������

(β ◦ α = i ◦ γ).

Es folgt
α∗ ◦ β∗ = (β ◦ α)∗ = (i ◦ γ)∗ = γ∗ ◦ i∗ = 0,
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denn i∗ ist die Nullabbildung. Also gilt α∗ ◦ β∗ = 0 , d.h. im β∗ ⊂ ker α∗.

2. Behauptung:
ker α∗ ⊂ im β∗.

Beweis: Es sei ϕ ∈ ker α∗, also ϕ : V2 → K linear mit ϕ ◦ α = 0. Folglich ist

U := ker β = im α ⊂ ker ϕ.

Es sei nun W ⊂ V2 ein zu U komplementärer Untervektorraum von V2, also

U ∩W = 0, V2 = U +W.

Es sei π : V2 −→ W die Projektion π(x) = x2, wenn x = x1 + x2, x1 ∈ U, x2 ∈ W .
Es gilt dann

ϕ(x) = ϕ(x1 + x2) = ϕ(x1) + ϕ(x2) = ϕ(x2) = ϕ(π(x)),

denn x1 ∈ U ⊂ kerϕ.

Setzt man ϕ := ϕ|W , so gilt also

ϕ = ϕ ◦ π.

Ebenso gilt für β = β|W
β = β ◦ π.

β ist injektiv, denn
ker(β) = W ∩ ker β = W ∩ U = 0

nach Wahl von W .

Bezeichnet man mit ι : imβ −→ V3 die Inklusion, so erhält man einen Isomorphismus

β̃ : W −→ im β

mit
ι ◦ β̃ = β.

Es sei ψ : V3 −→ K eine lineare Fortsetzung von ϕ◦ β̃−1 : im β −→ K. Es gilt dann

ψ ◦ ι = ϕ ◦ β̃−1, also ψ ◦ ι ◦ β̃ = ϕ

und somit
ϕ = ϕ ◦ π = ψ ◦ ι ◦ β̃ ◦ π = ψ ◦ β ◦ π = ψ ◦ β,

d.h. ϕ = β∗(ψ).

Somit ist ϕ ∈ im β∗. 2

Als wichtige Folgerung erhalten wir

Korollar 10.16 Es seien V,W endlichdimensionale K-Vektorräume. α : V → W
sei linear. α∗ : W ∗ → V ∗ sei die duale Abbildung. Dann gilt:

(i) α ist injektiv ⇒ α∗ ist surjektiv.
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(ii) α ist surjektiv ⇒ α∗ ist injektiv.

Beweis: zu (i): α ist injektiv ⇒ 0 → V
α→ W ist exakt ⇒ W ∗ α∗

→ V ∗ → 0 ist exakt
⇒ α∗ ist surjektiv.

zu (ii): α ist surjektiv ⇒ V
α→ W → 0 ist exakt ⇒ 0 → W ∗ α∗

→ V ∗ ist exakt ⇒ α∗

ist injektiv. 2

Korollar 10.17 Es seien V,W endlichdimensionale K-Vektorräume. α : V → W
sei lineare Abbildung. Dann gilt:

rg α = rg α∗.

Beweis: Wir betrachten die Faktorisierung

V
α //

α′
""E

EEEEEEE W

im α
i

<<xxxxxxxx

von α. Dann ist

W ∗ α∗
//

i∗ $$I
IIIIIIII V ∗

(im α)∗
α′∗

::vvvvvvvvv

eine Faktorisierung von α∗. Nach 10.16 (i) ist i∗ surjektiv, und nach 10.16 (ii) ist α′∗

injektiv, also ist

rg α∗ = rg i∗ = dim(im α)∗ = dim(im α) = rg α.

2

Definition 10.18 Ist V ein K-Vektorraum, so heißt

V ∗∗ := (V ∗)∗

der Bidualraum von V . Für x ∈ V wird x̂ ∈ V ∗∗ definiert durch

x̂(ϕ) := ϕ(x) ∀ϕ ∈ V ∗.

In der Tat gilt:

x̂(ϕ1 + ϕ2) = (ϕ1 + ϕ2)(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = x̂(ϕ1) + x̂(ϕ2)

und
x̂(aϕ) = (aϕ)(x) = aϕ(x) = ax̂(ϕ),

also ist x̂ : V ∗ → K linear, d.h. x̂ ∈ V ∗∗.

Mit τV : V → V ∗∗ bezeichnen wir die kanonische Abbildung x 7→ x̂, also τV (x) = x̂.
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Satz 10.19 a) Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so ist τV : V →
V ∗∗ ein Isomorphismus von Vektorräumen.

b) Ist α : V → W eine lineare Abbildung von K-Vektorräumen, so gilt:

τW ◦ α = α∗∗ ◦ τV .

Beweis: Zu a):

1. Behauptung: τV : V → V ∗∗ ist linear.

Das ist Spielerei. Seien x, y ∈ V , a, b ∈ K und ϕ ∈ V ∗. Dann gilt:

τV (ax+ by)(ϕ) = ϕ(ax+ by) = aϕ(x) + bϕ(y)
= aτV (x)(ϕ) + bτV (y)(ϕ) = (aτV (x) + bτV (y))(ϕ),

also
τV (ax+ by) = aτV (x) + bτV (y).

2

2. Behauptung: τV ist injektiv.

Dazu zeigen wir, dass τV (x) 6= 0 ist, wenn x 6= 0 ist. Sei also x ∈ V \{0}. Dann ist x
linear unabhängig, und wir finden eine Basis x1, . . . , xn von V mit x1 = x. Nun sei
z.B. ϕ ∈ V ∗ die Linearform mit ϕ(xi) = δ1i. Es gilt dann:

τV (x)(ϕ) = ϕ(x) = δ11 = 1 6= 0,

also auch τV (x) 6= 0. 2

3. Behauptung: τV ist bijektiv.

Da ker τV = 0, gilt nach Satz 10.16 dim(im τV ) = dimV und da nach Satz 10.8
dimV = dimV ∗ gilt, muss im τV = V ∗∗ gelten. τV ist also surjektiv. 2

zu b): Für x ∈ V , ψ ∈ W ∗ gilt:

((τW ◦ α)(x))(ψ) = (τW (α(x)))(ψ) = ψ(α(x)) = (ψ ◦ α)(x)
((α∗∗ ◦ τV )(x))(ψ) = (α∗∗(τV (x)))(ψ) = (τV (x) ◦ α∗)(ψ)

= τV (x)(α
∗(ψ)) = τV (x)(ψ ◦ α) = (ψ ◦ α)(x).

2

τV : V → V ∗∗ heißt der natürliche Isomorphismus von V nach V ∗∗. Jeden Vektor
x ∈ V kann man als Linearform auf dem Dualraum V ∗ auffassen:

(ϕ 7→ ϕ(x)).

Jede Linearform λ : V ∗ → K ist von dieser Form: Zu λ gibt es genau einen Vektor
x ∈ V , so dass λ(ϕ) = ϕ(x) für alle ϕ ∈ V ∗.

Übungen

1. (a) Es sei V der Vektorraum der Polynomfunktionen f : R → R. Für f ∈ V
sei f ′ die Ableitung von f und

ϕ1(f) := 2f(0) + f ′(1) und ϕ2(f) :=

1∫

0

f(x)dx.
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Zeigen Sie, dass ϕ1, ϕ2 ∈ V ∗ und dass ϕ1 und ϕ2 linear unabhängig sind.

(b) Finden Sie eine lineare Abbildung α : R2 → V , so dass α∗(ϕ1), α
∗(ϕ2)

linear unabhängig in (R2)∗ sind.

(c) Finden Sie ein Erzeugendensystem des Untervektorraums

W = ker ϕ1 ∩ ker ϕ2 ∩ Vn ⊂ V,

wobei Vn der Untervektorraum der Polynomfunktionenen vom Grad ≤ n
ist.

2. Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und (x1, . . . , xn) sei eine Basis
von V . ϕ, ψ ∈ V ∗ seien die Linearformen mit

ϕ(xν) = ν und ψ(xν) = (−1)νν für ν = 1, . . . , n.

Stellen Sie ϕ, ψ, ϕ + ψ, ϕ − ψ als Linearkombination in der zu (x1, . . . , xn)
dualen Basis dar.
Bestimmen Sie alle linearen Abbildungen α : V → V mit α∗(ϕ) = ψ.

3. Es seien V,W endlichdimensionale K-Vektorräume. Dann ist α 7→ α∗ ein
K-Vektorraumisomorphismus

Hom (V,W ) −→ Hom (W ∗, V ∗).

4. Mit Hilfe von Satz 10.15 zeige man:
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum. U, Ũ ⊂ V seien komple-
mentäre Unterräume, also V = U ⊕ Ũ . π : V −→ Ũ sei die Projektion
π(u+ ũ) = ũ, u ∈ U, ũ ∈ Ũ . Zeigen Sie, dass im(π∗) = U⊥ ist, wobei

U⊥ := {ϕ ∈ V ∗ | ϕ(x) = 0 für alle x ∈ U}.

Wie ist der Zusammenhang zwischen dimU und dimU⊥?
Ist W ⊂ V ∗ ein Untervektorraum, so ist

W⊥ := {x ∈ V | ϕ(x) = 0 für alle ϕ ∈ W}

ein Untervektorraum von V . Es gilt: (W⊥)⊥ = W .

5. Es seien P,Q,R, S vier paarweise verschiedene kollineare Punkte in R2 (Punkte
heißen kollinear, wenn sie auf einer Geraden liegen.)

Dann sind die Vektoren

−→
PQ := Q− P,

−→
RS := S −R

linear abhängig. Es gilt also

−→
PQ = a

−→
RS mit a ∈ R.
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Die Zahl a heißt das Verhältnis von
−→
PQ zu

−→
RS und wird mit

PQ

RS
bezeichnet.

Ist nun ϕ : R2 −→ R eine Linearform mit ϕ(R) 6= ϕ(S), so gilt

PQ

RS
=
ϕ(Q)− ϕ(R)

ϕ(S)− ϕ(R)
.

6. Es seien A,B,C drei nicht kollineare Punkte in R2. Weiter seien

A′ ∈ gB,C , B′ ∈ gA,C , C ′ ∈ gA,B

paarweise verschieden, und es sei {A,B,C}∩{A′, B′, C ′} = ∅. Dabei bezeichnet
gP,Q = {P + t(Q− P ) | t ∈ R} die Verbindungsgerade von P und Q in R2.

Zeigen Sie: A′, B′, C ′ sind genau dann kollinear, wenn gilt:

A′B

A′C
· B

′C

B′A
· C

′A

C ′B
= 1.

A

C ′
B

A′

B′

C

Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete Linearform ϕ : R2 −→ R und Aufgabe
5.

7. Die Voraussetzungen seien wie in Aufgabe 6.

Die Geraden gA,A′ , gB,B′ , gC,C′ schneiden sich in einem Punkt, genau dann,
wenn gilt:

A′B

A′C
· B

′C

B′A
· C

′A

C ′B
= −1.

C ′A

A′B′

B

C
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Hinweis: Wie bei Aufgabe 6.
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11 Lineare Abbildungen und Matrizen

Definition 11.1 Es seienm,n ∈ N,m,n > 0.X sei eine Menge. Einem×n-Matrix
über X (oder: eine m× n-Matrix mit Koeffizienten in X) ist eine Tabelle

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn




von Elementen aij ∈ X.

Man beachte, dass ij ein Doppelindex ist. Hier bedeutet also 11 in a11 nicht “elf”,
sondern “eins, eins”. Da immer klar sein wird, was gemeint ist, werden wir stets aij,
statt etwa ai,j schreiben!

ai := (ai1, . . . , ain)

heißt die i-te Zeile von A. ai ist eine 1× n-Matrix über X.

aj :=



a1j
...
amj


 = [a1j, a2j , . . . , amj ]

heißt die j-te Spalte von A. aj ist eine m× 1-Matrix über X. Wir schreiben dann

A = (a1, . . . , an) =



a1
...
am


 .

Mit Xm,n bezeichnen wir die Menge aller m× n-Matrizen über X.

Beispiel 11.2 Für X = {0, 1} ist

X2,2 = {
(
0 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 1
0 1

)
, . . . }

eine Menge mit 16 Elementen. Ist X eine Menge mit q Elementen, so hat Xm,n qmn

Elemente.

Es sei K ein Körper und m,n ∈ N, m, n ≥ 1. Wir wollen zunächst die linearen
Abbildungen

ϕ : Kn → Km

studieren. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn sei y := ϕ(x); also:

y = (y1, . . . , ym) ∈ Km

und
(y1, . . . , ym) = ϕ(x1, . . . , xn).
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Wie kann man die Komponenten yi von y aus den Komponenten xj von x berechnen?

Es sei (e1, . . . , en) die Standardbasis von K
n und (e′1, . . . , e

′
m) die Standardbasis von

Km. Dann ist

y =
m∑

j=1

yie
′
i , x =

n∑

j=1

xjej

und somit

ϕ(x) =
n∑

j=1

xjϕ(ej),

denn ϕ ist ja linear. Es gilt also

n∑

j=1

xjϕ(ej) =
m∑

i=1

yie
′
i. (35)

Es seien nun aij ∈ K die Elemente mit

ϕ(ej) = (a1j, . . . , amj) =
m∑

i=1

aije
′
i für j = 1, . . . , n. (36)

Dann erhält man durch Einsetzen von (36) in (35):

n∑

j=1

m∑

i=1

xjaije
′
i =

m∑

i=1

yie
′
i.

Ordnet man die Summanden auf der linken Seite um, so erhält man

m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
e′i =

m∑

i=1

yie
′
i;

und hieraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich (e′1, . . . , e
′
m sind ja linear un-

abhängig!)

yi =
n∑

j=1

aijxj für i = 1, . . . ,m. (37)

Durch die Formeln (37) ist also die Abbildung x 7→ y = ϕ(x) mit Hilfe der m × n-
Matrix A = (aij) ∈ Km,n beschrieben. Es erweist sich nun als vorteilhaft im Hinblick
auf den Matrizenkalkül die Vektoren in Km und Kn als Spaltenvektoren, d. h. als
n× 1-Matrizen, aufzufassen, was wir ab jetzt tun wollen.

Die Gleichungen (37) können wir dann in der Form



y1
...
ym


 =



a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn






x1
...
xn




schreiben. Dabei definieren wir das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor
wie folgt:
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Definition 11.3 Für eine m × n-Matrix A = (aij) ∈ Km,n und eine n × 1-Matrix
b = (bj) ∈ Kn,1 (d.h. für einen Spaltenvektor b) wird das Produkt

A b

definiert als die m× 1-Matrix c = (ci) ∈ Km,1 mit

ci :=
n∑

j=1

aijbj für i = 1, . . . ,m.

Ab jetzt wollen wir die Elemente aus Kn als Spaltenvektoren schreiben. Mit ei

bezeichnen wir den i-ten Einheitsspaltenvektor in Kn.

Satz 11.4 Jede lineare Abbildung ϕ : Kn → Km ist von der Form x 7→ Ax, wobei
x ∈ Kn als Spaltenvektor x = [x1, . . . , xn] geschrieben wird und A = (a1, . . . , an)
die Matrix mit den Spalten ai = ϕ(ei) ist, ei := [0, . . . , 1, . . . , 0]. Hierdurch wird eine
bijektive Abbildung

Φ : Hom (Kn, Km) −→ Km,n

ϕ 7−→ A = (ϕ(e1), . . . , ϕ(en))

mit Umkehrabbildung

Ψ : Km,n −→ Hom (Kn, Km)
A 7−→ (x 7→ Ax)

definiert.

Beweis:

a) Sei A ∈ Km,n. Dann ist ϕ : Kn → Km mit ϕ(x) = Ax für x ∈ Kn eine lineare
Abbildung, und es gilt:

ϕ(ei) = A




0
...
1
...
0




= ai

ist die i-te Spalte von A. Also ist A auch die durch ϕ definierte m×n-Matrix,
d.h. Φ ◦Ψ = id.

b) Ist ϕ ∈ Hom (Kn, Km) und A die Matrix mit i-ter Spalte ai = ϕ(ei), so gilt
ϕ(x) = Ax für alle x ∈ Kn, also Ψ ◦ Φ = id. 2

Wir dürfen Hom (Kn, Km) und die Menge Km,n der m× n-Matrizen identifizieren:

Hom (Kn, Km) = Km,n.
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Beispiel 11.5 a) ϕ : R3 → R4 mit

ϕ



x
y
z


 =




x+ 2z
y − x
z + y
z + x




definiert die 4× 3-Matrix

A =




1 0 2
−1 1 0
0 1 1
1 0 1


 ,

und es gilt dann:

ϕ



x
y
z


 = A



x
y
z


 ,

kurz:
ϕ = A.

b) A = (1 2 3) definiert die lineare Abbildung ϕ : R3 → R1 mit

ϕ



x
y
z


 = A



x
y
z


 = (1 2 3)



x
y
z


 = x+ 2y + 3z.

c) A =



1
2
3


 definiert die lineare Abbildung

ϕ : R1 → R3, ϕ(x) = A(x) =



1
2
3


 x =



x
2x
3x


 .

Aus b) und c) entnehmen wir:

Kn = {x =



x1
...
xn



∣∣ xi ∈ K} = Kn,1

und
(Kn)∗ = Hom(Kn, K) = K1,n = {a = (a1, . . . , an) | ai ∈ K}.

Die duale Paarung
(Kn)∗ ×Kn → K

ist die Matrizenmultiplikation

(a, x) 7→ a · x = a1x1 + . . .+ anxn.
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Definition 11.6 Die Elemente von Kn schreiben wir als Spalten und die Elemente
des Dualraums (Kn)∗ als Zeilen. Die Abbildung

x =



x1
...
xn


 7−→ xt = (x1, . . . , xn)

(lies: x-transponiert) ist ein K-Vektorraumisomorphismus Kn → (Kn)∗.
Die duale Paarung (Kn)∗ ×Kn → K induziert dann das Standardskalarprodukt

〈 , 〉 : Kn ×Kn −→ K

(x, y) 7−→ 〈x, y〉 :=
n∑
i=1

xiyi = xty

auf Kn.

Es gelten die Regeln:

〈x, y〉 = 〈y, x〉 (Symmetrie) (38)

〈x, b1y1 + b2y2〉 = b1〈x, y1〉+ b2〈x, y2〉
〈a1x1 + a2x2, y〉 = a1〈x1, y〉+ a2〈x2, y〉

}
(Bilinearität) (39)

für alle x1, x2, x, y1, y2, y ∈ Kn, a1, a2, b1, b2 ∈ K. Man sagt: 〈 , 〉 ist eine symmetrische
Bilinearform auf Kn. 〈 , 〉 heißt auch die Standardbilinearform auf Kn.

Ist

A =



a1
...
am


 ∈ Km,n

und x ∈ Kn, so ist nach Definition 11.3

Ax =



a1x
...

amx


 =




〈at1, x〉
...

〈atm, x〉


 ,

wobei ati = [ai1, . . . , ain] der Spaltenvektor ist, der durch Transponieren der i-ten
Zeile von A entsteht.

Definition 11.7 Für A = (aij), B = (bij) ∈ Km,n, a ∈ K sei

(i) A+ B := (aij + bij),

(ii) aA := (aaij).

Dann gilt

Satz 11.8 Km,n ist ein K-Vektorraum, und die kanonische Abbildung

Φ : Hom (Kn, Km) → Km,n

ist ein K-Vektorraumisomorphismus.
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Beweis: Es sei Φ(ϕ) = A, Φ(ψ) = B. Dann ist

ai = ϕ(ei)

die i-te Spalte von A und
bi = ψ(ei)

die i-te Spalte von B; und somit ist

(ϕ+ ψ)(ei) = ai + bi

die i-te Spalte von A+B. Also gilt: Φ(ϕ+ψ) = A+B. Genauso folgt Φ(aϕ) = aA.
2

Definition 11.9 Es sei V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum.
A = (v1, . . . , vn) sei eine Basis von V , B = (w1, . . . , wm) sei eine Basis von W .
ϕ : V → W sei linear und A = (aij) ∈ Km,n sei die Matrix mit

ϕ(vj) =
m∑

i=1

aijwi. (40)

A heißt die Matrix von ϕ bzgl. der Basen A und B. Wir bezeichnen sie auch
mit MA

B (ϕ).

Es gilt nun

Satz 11.10 Es seien V,W,A,B wie in Definition 11.9 gegeben. Die Zuordnung ϕ 7→
A = (aij) mit ϕ(vj) =

m∑
i=1

aijwi ist ein K-Vektorraumisomorphismus

MA
B : Hom(V,W ) → Km,n.

Ist A = (aij) ∈ Km,n gegeben, so erhält man ϕ durch

ϕ

(
n∑

j=1

xjvj

)
=

m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
wi.

Mit den Koordinatenabbildungen

ΦA : Kn ∼=→ V, ΦB : Km ∼=→ W, ΦA



x1
...
xn


 =

n∑

j=1

xjvj, ΦB



y1
...
ym


 =

m∑

i=1

yiwi

erhält man das kommutative Diagramm

V
ϕ //W

Kn

ΦA
∼=
OO

(x 7→Ax) // Km

∼= ΦB

OO

mit anderen Worten:
MA

B (ϕ) = (ΦB)
−1 ◦ ϕ ◦ ΦA

.
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Beweis: ϕ und A bestimmen sich durch (40) gegenseitig, und es gilt:

ϕ ◦ ΦA(x) = ϕ

(
n∑

j=1

xjvj

)
=

m∑

i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)
wi = ΦB(Ax).

2

Definition 11.11 Ist A = (aij) ∈ Km,n, so heißt

At = (bij) ∈ Kn,m mit bij := aji

die zu A transponierte Matrix.

Beispiel 11.12
(
1 2 4
3 5 8

)t
=



1 3
2 5
4 8


 .

Ist A = (a1, . . . , an), so ist

At =



a1t

...
ant


 ,

und ebenso ist At = (at1, . . . , a
t
m), wenn

A =



a1
...
am


 .

Satz 11.13 Es sei V ein n-dimensionaler und W ein m-dimensionaler K-Vektor-
raum.
α : V → W sei linear, A = (v1, . . . , vn) sei eine Basis von V , B = (w1, . . . , wm) sei
eine Basis von W . A∗ = (ϕ1, . . . , ϕn), B∗ = (ψ1, . . . , ψm) seien die dualen Basen zu
A bzw. B. Dann gilt:

Ist A die Matrix von α bzgl. A und B, so ist At die Matrix von α∗ bzgl.
B∗ und A∗.

In Formeln:
MA

B (α)t =MB∗

A∗(α∗)

Beweis: Es sei A = (aij) mit

α(vj) =
m∑

k=1

akjwk (j = 1, . . . , n),

und es sei B = (bij) die Matrix von α∗, also

α∗(ψi) =
n∑

j=1

bjiϕj.
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Es folgt

α∗(ψi) =
n∑
j=1

〈α∗(ψi)|vj〉ϕj =
n∑
j=1

〈ψi|α(vj)〉ϕj

=
n∑
j=1

m∑
k=1

akj〈ψi|wk〉ϕj =
n∑
j=1

m∑
k=1

akjδikϕj

=
m∑
j=1

aijϕj;

und somit bji = aij, d.h., B = At. 2

Wir wollen jetzt die Matrix C = (cij) ∈ K l,n der Komposition ψ ◦ ϕ : Kn → K l

zweier linearer Abbildungen

ϕ : Kn → Km, ψ : Km → K l

bestimmen. Es seien A ∈ Km,n, B ∈ K l,m mit

y = ϕ(x) = Ax, z = ψ(y) = By

für

x = [x1, . . . , xn] ∈ Kn, y = [y1, . . . , ym] ∈ Km, z = [z1, . . . , zl] ∈ K l.

Dann gilt also:

yk =
n∑

j=1

akjxj für k = 1, . . . ,m (41)

und

zi =
m∑

k=1

bikyk für i = 1, . . . , l. (42)

Da auch z = ψ(y) = ψ ◦ ϕ(x) = Cx gilt, ist

zi =
n∑

j=1

cijxj. (43)

Setzt man (41) in (42) ein, so erhält man

zi =
m∑

k=1

n∑

j=1

bikakjxj =
n∑

j=1

(
m∑

k=1

bikakj

)
xj.

Vergleicht man dies mit (43), so ergibt sich damit

cij =
m∑

k=1

bikakj für i = 1, . . . , l; j = 1, . . . , n. (44)

Wir definieren daher
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Definition 11.14 Für A = (aij) ∈ Km,n, B ∈ K l,m wird die Produktmatrix
BA ∈ K l,n definiert als BA = (cij) mit

cij :=
m∑

k=1

bikakj für i = 1, . . . , l; j = 1, . . . , n.

Wir haben bewiesen:

Satz 11.15 Sind ϕ : Kn → Km, ψ : Km → K l linear mit ϕ(x) = Ax, ψ(y) = By,
so gilt:

(ψ ◦ ϕ)(x) = (BA)x für alle x ∈ Kn.

Man beachte, dass nach Definition (ψ ◦ ϕ)(x) = ψ(ϕ(x)) = B(Ax) gilt.

Beispiel 11.16 Für

A =




2 1
−1 1
0 1


 , B =




2 1 1
0 0 1
1 1 0




ist

BA =




3 4
0 1
1 2


 .

Offensichtlich gilt auch allgemein

Satz 11.17 Seien V
ϕ−→ W

ψ−→ U lineare Abbildungen, A Basis von V , B Basis
von W und C Basis von U .

A sei die Matrix von ϕ bzgl. A und B;
B sei die Matrix von ψ bzgl. B und C.

Dann ist BA die Matrix von ψ ◦ ϕ bzgl. A und C.

Beweis: Das Diagramm

V
ϕ //W

ψ // U

Kn

ΦA

OO

A // Km

ΦB

OO

B // K l

ΦC

OO

ist kommutativ. Also ist (ψ ◦ ϕ) ΦA(x) = ΦC((BA)x). 2

Die Formel (44) kann man auch so lesen:

cij = bia
j = 〈bti, aj〉,
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wobei bi die i-te Zeile von B und aj die j-te Spalte von A ist.

BA =




〈bt1, a1〉 . . . 〈bt1, an〉

...
...

〈btl , a1〉 . . . 〈btl , an〉



.

(B,A) 7→ BA ist eine Multiplikation

K l,m ×Km,n −→ K l,n (für alle l,m, n > 0).

Offensichtlich gelten folgende Rechenregeln:

Lemma 11.18 Es sei K ein Körper und k, l,m, n ∈ N \ {0}.

(1) (A+ B)C = AC + BC für A,B ∈ K l,m, C ∈ Km,n.

(2) A(B + C) = AB + AC für A ∈ K l,m, B,C ∈ Km,n.

(3) (aA)B = a(AB) = A(aB) für A ∈ K l,m, B ∈ Km,n, a ∈ K.

(4) (AB)C = A(BC) für A ∈ Kk,l, B ∈ K l,m, C ∈ Km,n.

(5) EmA = A = AEn für A ∈ Km,n und
Em = (δij)i,j=1...m ∈ Km,m, En = (δij)i,j=1...n ∈ Kn,n.

Beweis: Nach Satz 11.8 und Satz 11.15 kann man Km,n mit Hom (Kn, Km) iden-
tifizieren.

Der Matrizenmultiplikation entspricht nach Konstruktion die Komposition von li-
nearen Abbildungen.

Der Einheitsmatrix Em entspricht die Abbildung id : Km → Km. Deshalb gelten die
Regeln (1) - (5).

(1) beweist man etwa so: Für x ∈ Kn ist

((A+ B)C)x = (A+ B)(Cx) = A(Cx) + B(Cx)
= (AC)x+ (BC)x
= (AC + BC)x;

also
(A+ B)C = AC + BC.

2

Lemma 11.19 Für A ∈ K l,m, B ∈ Km,n gilt:

(AB)t = BtAt.
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Beweis: Sei
A = (aij)i,j , B = (bjk)j,k.

Dann ist

AB =

(
m∑

j=1

aijbjk

)

i,k

und

(AB)t =

(
m∑

j=1

bjkaij

)

k,i

= BtAt.

2

Dieses Lemma folgt natürlich auch aus der Formel (ψ◦ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ψ∗ und den Sätzen
11.13 und 11.17.

Übungen

1. Es sei K ein Körper, a, b, c ∈ K, m ∈ N. Für A ∈ Kn,n sei Am die m-te Potenz
von A, also A0 = En, A

m = A(Am−1) für m > 0. Beweisen Sie:




1 a c
0 1 b
0 0 1



m

=




1 ma
(
m
2

)
ab+mc

0 1 mb
0 0 1


 .

Welche Bedeutung hat die Matrix auf der rechten Seite für m = −1?

2. Es sei

L =

{(
a b
c d

)
∈ C2,2 | a+ d = 0

}
.

(a) Zeigen Sie: L ist ein 3-dimensionaler komplexer Untervektorraum von
C2,2. Die Matrizen (Pauli-Matrizen)

A1 =

(
0 1
1 0

)
, A2 =

(
0 −i
i 0

)
, A3 =

(
1 0
0 −1

)

bilden eine C-Basis von L. Es gilt: Für A,B ∈ L ist [A,B] := AB−BA ∈
L.

(b) iA0, iA1, iA2, iA3 bilden eine C-Basis von C2,2 und eine R-Basis des R-
Vektorraumes

su(2) =
{
A ∈ C2,2 | A = −At

}
,

wobei A0 =

(
1 0
0 1

)
und für

A =

(
a b
c d

)
∈ C2,2
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mit A die konjugierte Matrix

A =

(
a b

c d

)

bezeichnet wird.

(c) Für alle Tripel (a, b, c) mit {a, b, c} = {1, 2, 3} gibt es ein Vorzeichen
ε(a, b, c) ∈ {±1}, so dass

[Aa, Ab] = 2i ε(a, b, c)Ac.

Bestimmen Sie ε(a, b, c) für die sechs möglichen Tripel (a, b, c).

(d) Für alle Paare (a, b) ∈ {1, 2, 3}2 gilt:

AaAb + AbAa = 2δabA0,

wobei δab das Kroneckersymbol bezeichnet und A0 := E2 ist.

3. Es seien M,M ′ ∈ K4,4 als Blockmatrizen

M =

(
A B
C D

)
, M ′ =

(
A′ B′

C ′ D′

)

mit A,B,C,D; A′, B′, C ′, D′ ∈ K2,2 gegeben. Wie erhält man MM ′?

4. Mit den Pauli-Matrizen A0, A1, A2, A3 aus Aufgabe 2 bildet man die Matrizen
(Dirac-Matrizen)

B0 =

(
A0 0
0 −A0

)
, B1 =

(
0 A1

−A1 0

)
, B2 =

(
0 A2

−A2 0

)
,

B3 =

(
0 A3

−A3 0

)
.

Beweisen Sie:

(a) Es sei γab = 0 für a 6= b, γ00 = 1, γ11 = γ22 = γ33 = −1. Dann gilt für alle
(a, b) ∈ {0, 1, 2, 3}2:

BaBb + BbBa = 2γabE4.

(b) Berechnen Sie B := iB1B2B3B0 und B2.

5. Eine Matrix P = (pij) ∈ Rm,n heißt Markov-Matrix, wenn pij ≥ 0 für alle
i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n gilt und wenn die Spalten von P Wahrscheinlich-
keitsvektoren sind, d.h. wenn

m∑

i=1

pij = 1

für j = 1, . . . , n gilt.
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(a) P ∈ Rm,n ist genau dann eine Markov-Matrix, wenn gilt:

Für alle Wahrscheinlichkeitsvektoren x ∈ Rn ist Px ein Wahr-
scheinlichkeitsvektor in Rm.

(b) Sind P ∈ Rl,m, Q ∈ Rm,n Markov-Matrizen, so ist auch PQ ∈ Rl,n eine
Markov-Matrix. Ist P = (pij) positive Markov-Matrix, d.h. pij > 0 für
alle i, j, so ist auch PQ positiv.

(c) Es sei

P =

(
a b
c d

)

eine positive Markov-Matrix. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Markov-
Matrix

X =

(
x y
z w

)
mit PX = X.

Bestimmen Sie X für

P =




1

2

1

4

1

2

3

4


 ,

und vergleichen Sie X mit P 4.
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12 Der Rang einer Matrix: Äquivalenz von Ma-

trizen

Es sei K ein Körper.

Definition 12.1 Es sei A ∈ Km,n eine m×n-Matrix mit den Zeilen a1, . . . , am und
den Spalten a1, . . . , an.

Z-rg(A) = dim〈a1, . . . , am〉
heißt der Zeilenrang von A.

S-rg(A) = dim〈a1, . . . , an〉

heißt der Spaltenrang von A.

Satz 12.2 Ist ϕ : V → W linear, A = (v1, . . . , vn) Basis von V , B = (w1, . . . , wm)
Basis von W , A ∈ Km,n die Matrix von ϕ bzgl. A und B, so gilt:

rg(ϕ) = S-rg(A)

rg(ϕ∗) = S-rg(At) = Z-rg(A).

Beweis: Es gilt:
ϕ(ΦA(x)) = ΦB(Ax) für alle x ∈ Kn.

Für die Basisvektoren ej von Kn gilt:

ΦA(e
j) = vj und Aej = aj,

also
ϕ(vj) = ΦB(a

j);

und somit ist
im ϕ = 〈ϕ(v1), . . . , ϕ(vn)〉 = ΦB(〈a1, . . . , an〉).

Da ΦB : Km → W ein Isomorphismus ist, gilt:

rg(ϕ) = dim(im ϕ) = dim〈a1, . . . , an〉 = S-rg(A).

Da ϕ∗ die Matrix At besitzt, gilt auch:

rg(ϕ∗) = S-rg(At) = Z-rg(A).

2

Hieraus und aus dem Satz rg(ϕ) = rg(ϕ∗) folgt nun

Satz 12.3 Für jede Matrix A ∈ Km,n gilt:

Z-rg(A) = S-rg(A).
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Diese Zahl nennen wir jetzt kurz den Rang von A und bezeichnen sie mit rg(A).

Für A ∈ Km,n ist rg(A) ≤ min(m,n).

Definition 12.4 A ∈ Km,n hat maximalen Rang, falls rg(A) = min(m,n).

Ist m ≤ n, so heißt das: Die Zeilen von A sind linear unabhängig.
Ist m ≥ n, so bedeutet das: Die Spalten von A sind linear unabhängig.

Satz 12.5 Ist ϕ : V → W linear mit Matrix A ∈ Km,n, so gilt: A hat maximalen
Rang genau dann, wenn ϕ injektiv oder surjektiv ist.

Beweis: 1. Fall:
dimV = n ≤ m = dimW.

Dann gilt: ϕ injektiv ⇔ ker ϕ = 0 ⇔ rg(ϕ) = n⇔ rgA = n⇔ Die Spalten a1, . . . , an

sind linear unabhängig.

2. Fall:
n ≥ m.

Dann gilt: ϕ ist surjektiv ⇔ im ϕ = W ⇔ rg(ϕ) = m ⇔ rgA = m ⇔ Die Zeilen
a1, . . . , am sind linear unabhängig. 2

Definition 12.6 Eine Matrix A ∈ Kn,n heißt invertierbar, wenn es eine Matrix
B ∈ Kn,n mit

AB = BA = En

gibt. Ist A invertierbar, so ist B eindeutig durch A bestimmt und wird mit A−1

bezeichnet. A−1 heißt die inverse Matrix von A.

Satz 12.7 Sind V,W n-dimensionaleK-Vektorräume und ist A = (v1, . . . , vn) Basis
von V , B = (w1, . . . , wn) Basis von W , ϕ : V → W linear, A ∈ Kn,n die Matrix von
ϕ bzgl. A und B, so gilt:

A ist invertierbar ⇔ ϕ ist Isomorphismus.

Beweis: “⇒”: Ist AB = BA = En, so definiert B eine lineare Abbildung ψ : W → V
mit

ψ(ΦB(y)) = ΦA(By) ∀y ∈ Kn.

Es gilt außerdem:
ϕ(ΦA(x)) = ΦB(Ax) ∀x ∈ Kn.

Es folgt
ψ(ϕ(ΦA(x)) = ψ(ΦB(Ax)) = ΦA(BAx) = ΦA(x),

also ψ ◦ ϕ = idV ; und analog

ϕ(ψ(ΦB(y)) = ϕ(ΦA(By)) = ΦB(ABy) = ΦB(y),

also ϕ ◦ ψ = idW .
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“⇐” Ist ψ ◦ ϕ = idV , ϕ ◦ ψ = idW und B die Matrix von ψ bzgl. B und A, so ist
AB die Matrix von ϕ ◦ψ bzgl. B und B, und da En die Matrix von idW bzgl. B und
B ist, folgt AB = En. Genauso folgt BA = En. 2

Da für eine lineare Abbildung ϕ : V → W zwischen zwei n-dimensionalen K-
Vektorräumen die Aussagen

ϕ ist Isomorphismus,
ϕ ist injektiv,
ϕ ist surjektiv

äquivalent sind, ergibt sich aus 12.5 und 12.7 die Folgerung

Satz 12.8 Für eine Matrix A ∈ Kn,n sind äquivalent:

a) A ist invertierbar.

b) rg(A) = n.

c) Die Zeilen von A sind linear unabhängig.

d) Die Spalten von A sind linear unabhängig.

Definition 12.9 Es sei X irgendeine nicht leere Menge, und es sei A ∈ Xm,n eine
m× n-Matrix. Es seien

i = (i1, . . . , ip) ∈ {1, . . . ,m}p

und
j = (j1, . . . , jq) ∈ {1, . . . , n}q

beliebig gewählte Multiindizes. Dann wird

Aij

definiert als die p× q-Matrix

B = (bνµ) ∈ Xp,q

mit
bνµ := aiνjµ .

Ist i1 < . . . < ip und j1 < . . . < jq, so ist Aij die p × q-Untermatrix von A
aus den Elementen in den Zeilen i1, . . . , ip und den Spalten j1, . . . , jq. Man schreibt
ausführlich

Aij = A(i1,...,ip)(j1,...,jq).

Beispiel 12.10 Sei

A =



1 2 3
4 5 6
0 7 0


 .
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Dann ist zum Beispiel

A11 = 1, A(1,2)(1,2) =

(
1 2
4 5

)
, A(1,1)(1,1) =

(
1 1
1 1

)
, A(2,1)(1,1) =

(
4 4
1 1

)
,

A(1,2)(2,3) =

(
2 3
5 6

)
, A(1,2,3)(1,2,3) = A, A2(1,2,3) =

(
4 5 6

)
.

Mann kann A auch als Blockmatrix schreiben, z.B.

A =

(
A(1,2)(1,2) A(1,2)3

A3(1,2) A33

)
.

Satz 12.11 Es sei A ∈ Km,n und r ∈ N. Dann sind äquivalent:

(i) rg(A) ≥ r.

(ii) Es gibt eine invertierbare r × r-Untermatrix von A, d.h. ∃ i = (i1, . . . , ir),
j = (j1, . . . , jr) mit 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ m, 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n, so dass

Aij ∈ Kr,r

invertierbar ist.

Beweis: (i) ⇒ (ii):

Ist rg(A) ≥ r, so sind r Spalten aj1 , . . . , ajr von A linear unabhängig. Die Matrix
A(1,...,m)(j1,...,jr) hat den Rang r. Also sind r Zeilen dieser Matrix linear unabhängig,
etwa die Zeilen i1, . . . , ir. Dann ist die Untermatrix

A(i1,...,ir)(j1,...,jr)

invertierbar.

(ii) ⇒ (i):

Ist Aij invertierbar, so sind die Zeilen i1, . . . , ir von A(1,...,m)j linear unabhängig, also
sind auch die Spalten von A(1,...,m)j linear unabhängig, also ist rgA ≥ r. 2

Beispiel 12.12 Es sei

A =



1 3 1
0 1 0
4 1 2


 .

Dann ist rgA ≥ 2, weil

(
1 3
0 1

)
invertierbar ist:

(
1 3
0 1

)(
1 −3
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Es gilt natürlich rgA = 3, wie man durch elementare Zeilenumformungen sieht,
die den Zeilenrang der Matrix natürlich nicht ändern, weil sich der von den Zeilen
aufgespannte Untervektorraum nicht ändert:

A =



1 3 1
0 1 0
4 1 2


 T31(−4)−→



1 3 1
0 1 0
0 −11 −2


 T32(11)−→



1 3 1
0 1 0
0 0 −2


 .



12 Der Rang einer Matrix: Äquivalenz von Matrizen 115

Die Zeilen der letzten Matrix sind linear unabhängig, also sind es auch die Zeilen
von A, d.h. rgA = 3. A ist also auch invertierbar.

Wir wollen demonstrieren, wie man die inverse Matrix A−1 berechnen kann.

Mann bringtA durch Zeilenumformungen auf die reduzierte Zeilenstufenform, welche
hier automatisch die Einheitsmatrix ist. Führt man die Zeilenumformungen simultan
auch an der Einheitsmatrix durch, so wird diese gerade in A−1 transformiert! In
unserem Beispiel ergibt sich:

A =




1 3 1
0 1 0
4 1 2


 E3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1




T31(−4) :




1 3 1
0 1 0
0 −11 −2







1 0 0
0 1 0

−4 0 1




T32(11) :




1 3 1
0 1 0
0 0 −2







1 0 0
0 1 0

−4 11 1




T12(−3) :




1 0 1
0 1 0
0 0 −2







1 −3 0
0 1 0

−4 11 1




T3
(
−1

2

)
:




1 0 1
0 1 0
0 0 1







1 −3 0
0 1 0

+2 −11
2

−1
2




T13(−1) :




1 0 0
0 1 0
0 0 1







−1 +5
2

1
2

0 1 0
2 −11

2
−1

2


 =: B.

Man errechnet:

AB =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .

Also ist A−1 = B. Wieso geht das?

Der Grund ist folgender:

Die Zeilenumformung T31(−4) auf A anwenden, bedeutet: A von links mit der Matrix




1 0 0
0 1 0
−4 0 1




zu multiplizieren:
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1 0 0
0 1 0
−4 0 1





1 3 1
0 1 0
4 1 2


 =



1 3 1
0 1 0
0 −11 −2


 usw.

Allgemein gilt

Lemma 12.13 Es sei A ∈ Km,n, und es seien a ∈ K, i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j. Dann
gilt:

a) Wendet man die elementare Zeilenoperation Tij(a) auf die Zeilen der Matrix
A an, so ergibt sich die Matrix

A1 = Qij(a)A,

wobei
Qij(a) = Q

(m)
ij (a) ∈ Km,m

die Elementarmatrix

Qij(a) = Em + aE
(m)
ij =




1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 . . . a . . . 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1




ist und E
(m)
ij := (eνµ) mit

eνµ =

{
1 falls (ν, µ) = (i, j)
0 sonst .

b) Die elementare Zeilenoperation Tij auf A anzuwenden, bedeutet, A von links
mit der Elementarmatrix

Pij = Em − Eii − Ejj + Eij + Eji =




1 0
. . .

0 . . . 1
...

. . .
...

1 . . . 0
. . .

0 1




zu multiplizieren.
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c) Die elementare Zeilenoperation Ti(a) (a 6= 0) entspricht einer Multiplikation
von links mit der Elementarmatrix

Si(a) = Em + (a− 1)Eii =




1 0
. . .

a
. . .

0 1



.

(a steht in der i-ten Zeile.)

Im obigen Beispiel ist

Q13(−1) S3

(
−1

2

)
Q12(−3) Q32(11) Q31(−4) A = E3;

also

A−1 = Q13(−1) S3

(
−1

2

)
Q12(−3) Q32(11) Q31(−4).

Damit liefert das Gaußsche Eliminationsverfahren auch einen Algorithmus zur Be-
stimmung der inversen Matrix einer beliebigen quadratischen Matrix A ∈ Kn,n:
Durch sukzessive Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen B1, . . . , BN kann man
A auf die reduzierte Zeilenstufenform

BNBN−1 . . . B2B1A = B =




0 . . . ∗ . . . ∗ ∗ . . . ∗ . . .0
1 0

0 0
0

1

1 . . . 0
∗ . . . ∗

. . .
...
1 ∗ . . .

0







r Zeilen

bringen. Es gilt dann: r = rg(A), und A ist genau dann invertierbar, wenn r = n
gilt, und das ist genau dann der Fall, wenn B = En ist.

Es gilt dann:
A−1 = BNBN−1 . . . B2B1.

A−1 ist also ein Produkt von Elementarmatrizen der Form Qij(a), i 6= j, a ∈ K, Pij,
Si(a), a ∈ K\{0}. Es folgt

A = (BNBN−1 . . . B2B1)
−1

= B−1
1 B−1

2 . . . B−1
N−1B

−1
N .

Nun gilt aber:
Qij(a)

−1 = Qij(−a),
Si(a)

−1 = Si(a
−1),

P−1
ij = Pij ;

d.h. das Inverse einer Elementarmatrix ist wieder eine Elementarmatrix. Also ist
auch A Produkt von Elementarmatrizen. Wir haben damit
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Satz 12.14 Jede invertierbare Matrix A ∈ Kn,n ist ein Produkt von Elementarma-
trizen.

Definition 12.15 Zwei Matrizen A,B ∈ Km,n heißen äquivalent (A ∼ B), wenn
es invertierbare Matrizen S ∈ Km,m, T ∈ Kn,n gibt, so dass

B = SAT

gilt.

Dadurch ist eine Äquivalenzrelation auf Km,n definiert, denn:

a) A ∼ A, weil A = EmAEn.

b) A ∼ B ⇒ B = SAT ⇒ A = S−1BT−1 ⇒ B ∼ A.

c) A ∼ B und B ∼ C ⇒ B = SAT , C = S ′BT ′ ⇒ C = (S ′S)A(TT ′) ⇒ A ∼ C.

Welches sind die Äquivalenzklassen?

Satz 12.16 a) Für jede Matrix A ∈ Km,n mit r = rg(A) gilt: Es gibt invertier-
bare Matrizen S ∈ Km,m, T ∈ Kn,n, so dass

SAT =

(
Er 0
0

)
.

b) Zwei Matrizen A,B ∈ Km,n sind genau dann äquivalent, wenn rg(A) = rg(B)
gilt.

Beweis: zu a): Nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren gibt es eine invertierbare
Matrix S ∈ Km,m, so dass

SA =




0 . . . b1j1 ∗ . . .
0 b2j2 ∗ . . .

. . .

0 brjr ∗ . . .
0




mit 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und b1j1 = . . . = brjr = 1.

Jetzt betrachte man die transponierte Matrix

(SA)t =




0 0 . . . 0
...
b1j1
∗ 0 0

b2j2 0
...

. . .

∗ brjr
...

∗
...




.
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Nach dem Gaußschen Eliminationsverfahren gibt es jetzt eine invertierbare Matrix
T ′ ∈ Kn,n, so dass

T ′(SA)t =

(
Er 0
0 0

)
.

Setzt man T := T ′t, so erhält man nach Transponieren von T ′(SA)t die gewünschte
Form

SAT =

(
Er 0
0 0

)
.

Zu b): Sind A,B ∈ Km,n äquivalent, so gilt offensichtlich: rgA = rgB. Ist umgekehrt
r = rgA = rgB, so folgt aus a), dass

A ∼
(
Er 0
0 0

)
∼ B.

2

Der Beweis liefert ein Rechenverfahren zur Bestimmung der Matrizen S und T .
Zunächst bemerken wir:

a)

AQij(a) =




a1
...
am


 (e1, . . . , ei, . . . , ej + aei, . . . , en)

↑
j-te Stelle

= (a1, . . . , ai, . . . , aj + aai, . . . , an),
↑

j-te Stelle

d.h. AQij(a) entsteht aus A durch Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur
j-ten Spalte.

b)

APij =




a1
...
am


 (e1, . . . , ej, . . . , ei, . . . , en)

↑ ↑
i-te Stelle j-te Stelle

= (a1, . . . , aj, . . . , ai, . . . , an).

↑ ↑
i-te Stelle j-te Stelle

(Vertauschen von Spalten)

c)
ASi(a) = (a1, . . . , aai, . . . , an).
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Wir erhalten nun die Normalform einschließlich der Transformationsmatrizen S, T
durch folgendes Verfahren:

Es sei A ∈ Km,n. Die Zeilenoperationen werden simultan an A und an der Einheits-
matrix Em ausgeführt und die Spaltenoperationen simultan an A und der Einheits-
matrix En.

Zeilenoperationen Spaltenoperationen

Em A En
S1Em S1AT1 EnT1
S2S1Em S2S1AT1

...
...

...

S = SN . . . S1Em SAT =

(
Er 0
0 0

)
EnT1T2 . . . TM = T

Beispiel 12.17

(
1 0
0 1

)
A =

(
1 2 3
2 1 4

) 


1 0 0
0 1 0
0 0 1




S =

(
1 0

−2 1

) (
1 2 3
0 −3 −2

)

(
1 0 0
0 −3 −2

) 


1 −2 −3
0 1 0
0 0 1




(
1 0 0
0 −3 1

) 


1 −2 3
2

0 1 0
0 0 −1

2




SAT =

(
1 0 0
0 1 0

) 


1 3
2

5
2

0 0 1
0 −1

2
−3

2


 = T

S und T sind nicht eindeutig bestimmt. Man hätte zum Beispiel nach dem ersten
Schritt folgendermaßen fortfahren können:

(
1 0
2
3

−1
3

) (
1 2 3
0 1 2

3

)

S =

(
−1

3
+2

3
2
3

−1
3

) (
1 0 5

3

0 1 2
3

)
; T =




1 0 −5
3

0 1 −2
3

0 0 1


 .
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Wir wollen jetzt zeigen, dass zwei Matrizen A und B ausKm,n genau dann äquivalent
sind, wenn sie Matrizen ein und derselben linearen Abbildung ϕ : V → W bzgl.
verschiedener Basen sind.

Sei also ϕ : V → W linear:

A = (v1, . . . , vn), A′ = (v′1, . . . , v
′
n) seien Basen von V ;

B = (w1, . . . , wm), B′ = (w′
1, . . . , w

′
m) seien Basen von W.

Es sei A die Matrix von ϕ bzgl. A und B und B die Matrix von ϕ bzgl. A′ und B′;
also

ΦB(Ax) = ϕ(ΦA(x))

und
ΦB′(Bx) = ϕ(ΦA′(x))

für alle x ∈ Kn. Dann ist also

Bx = (Φ−1
B′ ◦ ϕ ◦ ΦA′)(x) und

Φ−1
B′ ΦB(Ax) = Φ−1

B′ ◦ ϕ ◦ ΦA(x)

= Φ−1
B′ ◦ ϕ ◦ ΦA′(Φ−1

A′ ΦA)(x)

= B(Φ−1
A′ ΦA(x)).

Setzt man
S = Φ−1

B′ ΦB : Km → Km

und
R = Φ−1

A′ ΦA : Kn → Kn,

so erhält man also
SA = BR

und somit
B = SAR−1,

d.h. B ∼ A.

Weiter sehen wir: Ist S = (sij), so gilt für y ∈ Km

ΦB′(Sy) = ΦB(y),

also gilt für y′ = Sy:

m∑

i=1

y′iw
′
i =

m∑

i=1

(
m∑

j=1

sijyj

)
w′
i =

m∑

i=1

yiwi,

d.h. die Matrix S ist die Transformationsmatrix, welche die Koordinaten y von
w ∈ W bzgl. B in die Koordinaten y′ von w ∈ W bzgl. B′ transformiert:

y′i =
m∑

j=1

sijyj.
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Ebenso ist R = (rij) ∈ Kn,n die Transformationsmatrix, die die Koordinaten x von
v ∈ V bzgl. A in die Koordinaten x′ von v ∈ V bzgl. A′ transformiert:

x′i =
n∑

j=1

rijxj.

Kurz zusammengefasst: Ist y = Ax, y′ = Bx′, y′ = Sy, x′ = Rx
so folgt BRx = Bx′ = y′ = Sy = SAx und somit BR = SA
also B = SAR−1.

Der folgende Satz sagt, dass man zu einer linearen Abbildung zwischen endlichdi-
mensionalen Vektorräumen immer Basen dieser Vektorräume finden kann, bezüglich
derer die lineare Abbildung eine besonders einfache Matrix hat, nämlich

(
Er 0
0 0

)
.

Satz 12.18 Ist ϕ : V → W linear und rg(ϕ) = r, so gibt es eine Basis A′ =
(v′1, . . . , v

′
n) von V und eine Basis B′ = (w′

1, . . . , w
′
m) von W , so dass gilt:

ϕ(v′i) =

{
w′
i für i = 1, . . . , r
0 für i = r + 1, . . . , n

.

Beweis: Es seienA = (v1, . . . , vn),B = (w1, . . . , wm) irgendwelche Basen von V bzw.
W . Sei A ∈ Km,n die Matrix von ϕ bezüglich A und B. Dann gibt es invertierbare
Matrizen S und T , so dass

SAT = B =

(
Er 0
0 0

)
.

Es sei A′ = (v′1, . . . , v
′
n) die Basis von V mit v′i = ΦA(Te

i), also ΦA′ = ΦA◦T . Weiter
sei B′ = (w′

1, . . . , w
′
m) die Basis von W mit w′

j = ΦB(S
−1ej), also ΦB = ΦB′ ◦ S.

Es folgt nun leicht, dass B die Matrix von ϕ bezüglich der Basen A′ und B′ ist,
denn:

ϕ(ΦA′(x′)) = ϕ(ΦA(Tx
′)) = ΦB(ATx

′) = ΦB′(SATx′).

2

Wir wollen zum Schluss ein Rechenverfahren zur Bestimmung der Matrix B einer
linearen Abbildung A : Kn −→ Km bezüglich zweier Basen A = (s1, . . . , sn) und
B = (t1, . . . , tm) von Kn bzw. Km erläutern. Dabei wird A wegen der kanonischen
Identifizierung Hom(Kn, Km) = Km,n wie immer als Matrix aufgefasst (die Matrix
der linearen Abbildung bezüglich der Standardbasen). Die Basisvektoren in A bilden
die Spalten einer n × n-Matrix S = (s1, . . . , sn) und die Basisvektoren in B bilden
die Spalten einer m ×m-Matrix R = (r1, . . . , rm). Für die Koeffizienten bij von B

gilt dann Asi =
m∑
j=1

bjir
j = Rbi, wobei bi die i-te Spalte von B bezeichnet. Fasst man

dies zusammen, so ergibt sich AS = RB, also B = R−1AS. Um B zu bestimmen
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kann man nun etwa direkt die nach Voraussetzung eindeutig lösbaren inhomogenen
linearen Gleichungssysteme

Rbi = Asi

für die unbekannten Spaltenvektoren bi lösen. Man kann aber auch zunächst AS
berechnen und dann durch simultane Zeilenoperationen an AS und R die Matrix
R in die Einheitsmatrix transformieren und demzufolge AS in die gesuchte Matrix
B = R−1AS.

Übungen

1. Beweisen Sie:
rg(AB) ≤ min(rg(A), rg(B))

für A ∈ K l,m, B ∈ Km,n.

2. Bestimmen Sie den Rang von

A =

(
1 4 1
4 1 4

)
∈ Z2,3

über Q, und finden Sie invertierbare Matrizen S ∈ Q2,2, R ∈ Q3,3, so dass

SAR−1 =

(
Er 0
0

)

gilt. Untersuchen Sie dieselbe Frage über Fp für die Matrix A mod p, p Prim-
zahl.

3. Ist A ∈ Km,n und r = rgA, so gibt es Matrizen B ∈ Km,r, C ∈ Kr,n, so dass

A = BC.

Behandeln Sie die Beispiele

A =

(
3 6 9
2 4 6

)
,

(
1 2 3
2 4 7

)
,




1 1 1
0 1 1
1 2 2


 .

4. Für

A =




0 1 1
1 1 0
1 1 0
1 0 1


 ∈ F4,3

2

bestimme man invertierbare Matrizen S und T , so dass

SAT =

(
Er 0
0 0

)

gilt.
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5. Bestimmen Sie die Matrix von A : K2 −→ K3, A

(
x
y

)
=



x+ 3y
3x− y
2x+ y


 bezüglich

der Basen A = (v1, v2), v1 =

(
1
1

)
, v2 =

(
−1
2

)
und B = (w1, w2, w3), w1 =



1
1
2


 , w2 =



−1
2
0


 , w3 =



0
2
1


.
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13 Lineare Gleichungssysteme und affine Unter-

räume

Es seiK ein Körper. Weiter sei A ∈ Km,n einem×n-Matrix mit den Koeffizienten aij
und b ∈ Km ein Spaltenvektor mit den Koeffizienten bj. x1, . . . , xn seien Unbekannte.
Das lineare Gleichungssystem

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(45)

kann man jetzt in der Form




a11 . . . a1n
...

...
am1 . . . amn







x1
...
xn


 =




b1
...
bm




oder noch kürzer in der Form
Ax = b (46)

schreiben, wobei x = [x1, . . . , xn]. x ∈ Kn heißt Lösung von (46), wenn Ax = b gilt.

L = L(A, b) = {x ∈ Kn | Ax = b}

ist die Lösungsmenge des Gleichungssystems (46). Das Gleichungssystem (46) heißt
inhomogen, wenn b 6= 0. Das Gleichungssystem

Ax = 0 (47)

heißt das zu (46) gehörende homogene Gleichungssystem.

Offensichtlich ist die Lösungsmenge L(A, 0) von (47) gerade der Kern der Abbildung
A : Kn → Km. Wir schreiben daher auch

L(A, 0) = ker A.

Es folgt nun leicht

Satz 13.1
Es sei A ∈ Km,n eine Matrix vom Rang r und V = kerA = {x ∈ Kn|Ax = 0} die
Lösungsmenge des homogenen Gleichungssystem Ax = 0. Dann gilt:

a) V ist ein (n− r)-dimensionaler Untervektorraum von Kn.

b) Ist b ∈ Km, b 6= 0 und ist x0 ∈ Kn eine Lösung des inhomogenen Gleichungs-
systems Ax = b, so gilt:

L(A, b) = {x ∈ Kn | Ax = b} = {x0 + v|v ∈ V } = x0 + V.
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c) Für b ∈ Km sind äquivalent:

(i) Ax = b ist lösbar.

(ii) b ist eine Linearkombination der Spalten von A, also b ∈ 〈a1, . . . , an〉 =
im A.

(iii) Der Rang von A stimmt mit dem Rang der erweiterten Matrix (A, b)
überein: rg(A, b) = rgA.

Beweis: Zu a) Nach Satz 9.14 ist

dimV = crg (A) = n− rg(A) = n− r.

Zu b) Ist x ∈ L(A, b), so ist Ax = b und somit (wegen Ax0 = b)

A(x− x0) = Ax− Ax0 = b− b = 0,

also x − x0 ∈ V und damit x ∈ x0 + V . Es gilt somit L(A, b) ⊂ x0 + V . Ist v ∈ V ,
so ist x = x0 + v ∈ L(A, b), denn Ax = A(x0 + v) = Ax0 +Av = Ax0 = b. Damit ist
auch x0 + V ⊂ L(A, b). 2

Zu c): Ist Ax = b, so ist b =
∑
xja

j ∈ 〈a1, . . . , an〉. Ist b ∈ 〈a1, . . . , an〉, so ist
rg(A, b) = rgA. Ist rg(A, b) = rgA, so ist b Linearkombination der Spalten von A,
also b = x1a

1 + . . .+ xna
n, d.h. x = [x1, . . . , xn] ist Lösung von Ax = b. 2

Das Lösungsverfahren für ein Gleichungssystem

Ax = b

kennen wir schon:

Mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren, d.h. durch elementare Zeilenumformun-
gen der erweiterten Matrix (A, b), findet man eine invertierbare Matrix S ∈ Km,m,
so dass

S(A, b) =

(
B c
0 c′

)
,

wobei B ∈ Kr,n eine Matrix in reduzierter Zeilenstufenform ist, c ∈ Kr, c′ ∈ Kn−r

und r = rgA. B ist von maximalem Rang. Es gilt:

Ax = b ist lösbar ⇔ rg(A, b) = r ⇔ rg

(
B c
0 c′

)
= r ⇔ c′ = 0.

Ist c′ 6= 0, so ist L(A, b) = ∅. Ist c′ = 0, so ergibt sich

L(A, b) = L(B, c).

L(B, c) kann man leicht beschreiben: Es seien 1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n und 1 ≤ i1 <
. . . < in−r ≤ n so gewählt, dass {i1, . . . , in−r, j1, . . . , jr} = {1, . . . , n} und

B =




0 . . . 0 b1j1 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 b2j2 ∗ . . . ∗
...

. . .

0 . . . 0 brjr ∗ . . . ∗
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mit b1j1 = . . . = brjr = 1. Da eine reduzierte Zeilenstufenform vorliegt ist bj1 =
e1, . . . , bjr = er. Die jν-te Spalte b

jν von B ist also der ν-te Einheitsvektor. Also hat
B die Blockgestalt

B = ( 0 e1 ∗ e2 ∗ . . . ∗ er ∗ ).
↑ ↑ ↑

j1-te Spalte j2-te Spalte jr-te Spalte

xj1 , . . . , xjr sind die Hauptvariablen und xi1 , . . . , xin−r
sind die freien Variablen.

Damit die Bezeichnungen nicht zu kompliziert werden, nehmen wir ohne Einschrän-
kung der Allgemeinheit an, dass j1 = 1, . . . , jr = r gilt (eventuell muss man die
Variablen x1, . . . , xn umnummerieren). Dann sind x1, . . . , xr die Hauptvariablen und
xr+1, . . . , xn die freien Variablen. B hat also die Gestalt

B = (Er, B
′)

mit B′ ∈ Kr,n−r, B′ = (bi,r+j) i=1,...,r
j=1,...,n−r

. Es gilt somit für x =
(
x′

x′′

)
, x′ ∈ Kr, x′′ ∈

Kn−r:

Ax = b ⇐⇒ Bx = c ⇐⇒ (Er, B
′)

(
x′

x′′

)
= c ⇐⇒ x′ + B′x′′

= c ⇐⇒ x′ = c− B′x′′.

Damit haben wir die Lösungsmenge L(A, b) als Graf der Abbildung

F : Kn−r −→ Kr, F (x′′) := c− B′x′′

beschrieben:

L(A, b) = Graph (F ) =

{
x =

(
x′

x′′

)
∈ Kn | x′ = F (x′′)

}
.

Hat man freie Variablen x′′ gewählt, so liegen die Hauptvariablen x′ fest: x′ =
c−B′x′′. Ist x = [x1, . . . , xn] =

(
x′

x′′

)
, so bedeutet x′ = F (x′′):

xi = ci −
n∑

j=r+1

bijxj für i = 1, . . . , r.

In Matrizenschreibweise ergibt sich auch

L(A, b) =

{
x =

(
c

0

)
+

(−B′

En−r

)
x′′ | x′′ ∈ Kn−r

}
.

Für x′′ = 0 erhält man die spezielle Lösung

x0 =

(
c

0

)
= [c1, . . . , cr, 0, . . . , 0]

von Ax = b. Weiter sei vj =
(−br+j

ej

)
die j-te Spalte der Matrix

( −B′

En−r

)
. Dann sind

v1, . . . , vn−r linear unabhängige Vektoren in Kn, und vi ist eine Lösung von Bx = 0,
denn B(v1, . . . , vn−r) = (Er, B

′)
( −B′

En−r

)
= −B′ + B′ = 0 und somit gilt:

L(A, b) = L(B, c) = {x0 + λ1v
1 + . . .+ λn−rv

n−r | λ1, . . . , λn−r ∈ K}
= x0 + 〈v1, . . . , vn−r〉.
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Beispiel 13.2 Sei A ∈ R4,7, b ∈ R4, Ax = b. Kommt man durch das Gaußsche
Eliminationsverfahren auf die reduzierte Zeilenstufenform

B =




0 1 2 0 3 0 1
0 0 0 1 2 0 2
0 0 0 0 0 1 4


 , c =




1
2
3


 ,

gilt also

S(A, b) =

(
B c
0 c′

)
,

und ist c′ = 0, so ist Ax = b lösbar und die Lösungsmenge kann man unmittelbar
an der Matrix B und der Spalte c ablesen.

Wir numerieren die Variablen um und erhalten

B̃ =




1 0 0 0 2 3 1
0 1 0 0 0 2 2
0 0 1 0 0 0 4


 = (E3, B

′),

(
−B′

E4

)
=




0 −2 −3 −1
0 0 −2 −2
0 0 0 −4
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




.

Dann ist
x̃0 = [1, 2, 3, 0, 0, 0, 0]

eine spezielle Lösung von B̃x = c, die vier Spalten

ṽ1 = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0], . . . , ṽ4 = [−1,−2,−4, 0, 0, 0, 1]

von
(−B′

E4

)
sind linear unabhängig, und es gilt:

L(B̃, c) = x̃0 + 〈ṽ1, ṽ2, ṽ3, ṽ4〉.

Um die Lösungen von Ax = b zu erhalten, muss man nur die alte Nummerierung
wieder herstellen:

L(A, b) = L(B, c) = x0 + 〈v1, v2, v3, v4〉
mit

x0 = [0, 1, 0, 2, 0, 3, 0],
v1 = [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
v2 = [0,−2, 1, 0, 0, 0, 0], usw.

Auf x̃0, ṽ
1, . . . , ṽ4 muss man also die Permutation

[x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7] 7−→ [x4, x1, x5, x2, x6, x3, x7]

anwenden.
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Beispiel 13.3 Die Lösungsmenge von

Bx =

(
1 0 2 −2
0 1 −1 3

)



x1
x2
x3
x4


 =

(
0

0

)

hat die Basis
([−2, 1, 1, 0], [2,−3, 0, 1]),

das sind die Spalten der Matrix



−2 2
1 −3
1 0
0 1


 =

(
−B′

E2

)
,

wobei B = (E2, B
′) ist.

Definition 13.4 Eine Teilmenge L ⊂ Kn heißt k-dimensionaler affiner Unter-
raum :⇔ ∃ x0 ∈ Kn, V ⊂ Kn k-dimensionaler Untervektorraum, so dass

L = x0 + V

gilt. V heißt der zu L gehörige Untervektorraum. codimL := n− k heißt die Kodi-
mension von L in Kn. Hier ist 0 ≤ k ≤ n, k = dimL. Die leere Menge ∅ wird auch
als affiner Unterraum angesehen. Ihre Dimension bleibt unbestimmt. Man sagt nur

dim ∅ < 0 oder codim∅ > n.

Ist codimL = 1, so heißt L eine Hyperebene in Kn.

Satz 13.5 Es sei L ⊂ Kn. Dann gilt:

L ist affiner Unterraum von Kn ⇐⇒ ∃ Matrix A ∈ Km,n und ein b ∈ Km, so dass
L = L(A, b).

Beweis: “⇐” haben wir schon in Satz 13.1 bewiesen.

”⇒” Es sei V ⊂ Kn ein Untervektorraum und x0 ∈ Kn, L = x0 + V . Es sei
k = dimV . Wir wählen einen zu V komplementären Untervektorraum U ⊂ Kn. Es
gilt dimU = n − k. π : Kn −→ U sei die Projektion π(v + u) = u, v ∈ V, u ∈ U .
Weiter sei α : U −→ Kn−k ein Isomorphismus. Es sei

A = α ◦ π : Kn −→ Kn−k

A ist eine (n− k)× n-Matrix und es gilt

kerA = ker π = V.

Mit b := Ax0 gilt dann

L(A, b) = {x ∈ Kn | Ax = b} = {x ∈ Kn | A(x− x0) = 0} = x0 + V = L.

Ist L = ∅, so wähle man ein nicht lösbares Gleichungssystem. 2
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Bemerkung 13.6 Ist L = x0 + V und (b1, . . . , bk) eine Basis von V , bj = [b1j , . . . ,
bnj], j = 1, . . . , k, B ∈ Kn,k die Matrix aus den Spaltenvektoren b1, . . . , bk, so löse
man das homogene lineare Gleichungssystem

xB = 0.

Da rgB = k, gibt es n − k linear unabhängige Lösungen a1, . . . , an−k ∈ K1,n. Für

die Matrix A =




a1
...

an−k


 ∈ Kn−k,n gilt dann:

AB = 0,

Dies bedeutet Abj = 0 für j = 1, . . . , k. Da rgA = n− k gilt, ist

V = L(A, 0) = kerA

und
L = L(A, b),

wobei b := Ax0.

Dies ist ein konstruktives Verfahren zum Auffinden von Gleichungen für einen in
Parameterdarstellung L = x0 + 〈b1, . . . , bk〉 gegebenen affinen Unterraum von Kn.

Beispiel 13.7

L =



1
2
3


+

〈

2
1
2



〉
, B =



2
1
2


 , xB = 0 (d.h., 2x1 + x2 + 2x3 = 0)

hat die zwei linear unabhängigen Lösungen

a1 = (1, 0,−1), a2 = (1,−2, 0).

Also ist

A =

(
1 0 −1
1 −2 0

)
∈ K2,3

eine mögliche Matrix und setzt man

b = A



1
2
3


 =

(
−2
−3

)
,

so ist L die Lösungsmenge von

Ax = b, d.h.
x1 − x3 = −2
x1 − 2x2 = −3

.

L ist der Durchschnitt der beiden Ebenen

E1 = {x ∈ K3 | x1 − x3 = −2} und E2 = {x ∈ K3 | x1 − 2x2 = −3}.
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Satz 13.8 Sind L1, L2 ⊂ Kn affine Unterräume, so ist auch L1 ∩ L2 ein affiner
Unterraum, und es gilt: L1 ∩ L2 = ∅ oder

codim(L1 ∩ L2) ≤ codimL1 + codimL2. (48)

Beweis: Nach Satz 13.5 kann man Matrizen

A1 ∈ Km1,n, A2 ∈ Km2,n, b1 ∈ Km1 , b2 ∈ Km2

finden, so dass
Li = L(Ai, bi), codimLi = mi für i = 1, 2.

Dann ist
L1 ∩ L2 = L(A, b),

wobei

A =

(
A1

A2

)
∈ Km1+m2,n, b =

(
b1
b2

)
∈ Km1+m2 .

Es gilt also L1 ∩ L2 = ∅ oder

codim(L1 ∩ L2) = rgA ≤ m1 +m2 = codimL1 + codimL2.

2

Definition 13.9 Es seien L1, L2 ⊂ Kn affine Unterräume, V1, V2 ihre zugehörigen
Untervektorräume Man sagt:

L1 und L2 sind in allgemeiner Lage, wenn folgendes gilt:

codim(L1 ∩ L2) = codimL1 + codimL2,

falls codimL1 + codimL2 ≤ n und

L1 ∩ L2 = ∅ und V1 ∩ V2 = 0,

falls codimL1 + codimL2 > n.

Bemerkung 13.10
Ist codimL1+codimL2 ≤ n und sind L1 und L2 in allgemeiner Lage, so ist L1∩L2 6= ∅
und L1 ∩ L2 besitzt die kleinstmögliche Dimension, nämlich

dim(L1 ∩ L2) = dimL1 + dimL2 − n,

weil codim(L1 ∩ L2) = codimL1 + codimL2 gilt. Man sagt dann auch: L1 und L2

schneiden sich in allgemeiner Lage.

Beispiel 13.11
a) Sind L1, L2 3-dimensionale affine Unterräume in R5 , so gilt

L1 ∩ L2 = ∅ oder 2 ≤codim(L1 ∩ L2) ≤codimL1+ codimL2 = 4.
codim(L1 ∩ L2) = 4 bedeutet allgemeine Lage.
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b) Ist L1 3-dimensionaler und L2 2-dimensionaler affiner Unterraum in R5 , so
gilt
L1 ∩ L2 = ∅ oder 3 ≤codim(L1 ∩ L2) ≤codimL1+codimL2 = 5.

Spezielle Lage:





0.) L1 ∩ L2 = ∅
1.) L2 ⊂ L1

2.) dim(L1 ∩ L2) = 1
.

Allgemeine Lage: L1 ∩ L2 = {P}, P Schnittpunkt.

c) Es seien L1, L2 zwei Geraden in R3. Dann sind L1, L2 genau dann in allge-
meiner Lage, wenn sie windschief sind, d.h. sich nicht schneiden und linear
unabhängige Richtungsvektoren haben.

Durch beliebig kleines “Wackeln” wird aus spezieller Lage (d.h. nicht allgemeiner
Lage) allgemeine Lage.
Dagegen bleibt die allgemeine Lage bei kleinem Wackeln erhalten.

Das ist anschaulich klar und läßt sich auch exakt beweisen. Dazu muss man auf der
Menge der affinen Unterräume von Rn eine Topologie oder einen Abstandsbegriff
einführen, was aber nicht Thema dieser Vorlesung ist.
Desweiteren hat die affine Geometrie einen Schönheitsfehler: Es kann passieren, dass
sich zwei affine Teilräume L1, L2 ⊂ Kn nicht schneiden, obwohl dimL1+dimL2 ≥ n
gilt.
Dies kann man beheben, wenn man vom affinen Raum Kn zum projektiven Raum
Pn(K) übergeht, der aus Kn durch Hinzunahme einer sogenannten unendlichfernen
Hyperebene entsteht. Auch dies soll hier nicht näher untersucht werden.

Übungen

1. Es sei K ein Körper der Charakteristik p = 13. Sei

L1 = 〈[1, 2, 3, 0], [1, 1, 2, 1]〉 ⊂ K4

und
L2(a) = [0, 1, 2, 12] + 〈[1− a, 2, 3, a], [1, 1 + a, 2 + a, 1− a]〉.

Berechnen Sie L1 ∩ L2(a). Für welche a ∈ K schneiden sich L1 und L2(a) in
allgemeiner Lage?

2. Lösen Sie das Gleichungssystem

Ax = b in C4

für

A =




−1 1− 2i −1 1− i
1− i 2i 1 0
1 i 0 1 + i


 , b =




3− i
−3 + i

0


 .

3. Es sei V der von

b1 = [1, 0, 3,−2, 1], b2 = [2, 4, 1, 0,−2], b3 = [1, 4,−2, 2,−5]
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erzeugte Untervektorraum von R5 und

x0 = [1, 1, 0, 0, 1], L = x0 + V.

Konstruieren Sie ein lineares Gleichungssystem

Ax = b,

das L als Lösungsmenge besitzt.

4. Es sei A ∈ Kn,n, so dass für alle k mit 1 ≤ k ≤ n die Untermatrix

A(1,...,k)(1,...,k) ∈ Kk,k

von A invertierbar ist. Zeigen Sie: Es gibt eine untere Dreiecksmatrix

D =




d1 0
. . .

∗ dn


 ∈ Kn,n

und eine obere Dreiecksmatrix

D′ =




d′1 ∗
. . .

0 d′n


 ∈ Kn,n,

so dass A = DD′ (Hinweis: Induktion nach n).

5. Es sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Dann gibt es

q(
n
2)(q − 1)(q2 − 1) . . . (qn − 1)

verschiedene invertierbare Matrizen A ∈ Kn,n.

6. Zu jedem affinen Unterraum L ⊂ Kn der Kodimension r gibt es Linearformen
ϕ1, . . . ϕr ∈ (Kn)∗ und Elemente b1, . . . , br ∈ K, so dass

L =
r⋂

i=1

ϕ−1
i ({bi})

gilt.
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14 Ringe, Algebren, Polynomringe, Matrizenal-

gebren

In diesem Abschnitt werden einige neue algebraische Grundbegriffe eingeführt und
an wichtigen Beispielen erläutert.

Definition 14.1 Ein Ring (mit Eins) ist eine Menge R mit einer Addition + :
R×R → R und einer Multiplikation · : R×R → R, so dass gilt:

(1) (x+ y) + z = x+ (y + z) ∀x, y, z ∈ R.

(2) x+ y = y + x ∀x, y ∈ R.

(3) ∃0 ∈ R ∀x ∈ R : x+ 0 = x.

(4) ∀x ∈ R ∃ − x ∈ R : x+ (−x) = 0.

(5) (xy)z = x(yz) ∀x, y, z ∈ R.

(6) (x+ y)z = xz + yz und x(y + z) = xy + xz ∀x, y, z ∈ R.

(7) ∃1R ∈ R, so dass 1Rx = x1R = x ∀x ∈ R.

Ein Ring R heißt

a) kommutativ, wenn xy = yx ∀x, y ∈ R.

b) nullteilerfrei, wenn für x, y ∈ R gilt:

Aus xy = 0 folgt x = 0 oder y = 0.

c) Integritätsbereich, wenn (a), (b) gelten und R 6= {0}.

Beispiel 14.2
a) Jeder Körper ist ein Integritätsbereich.

b) Z ist ein Integritätsbereich.

c) Dieses Beispiel ist besonders wichtig: Es sei R ein Ring und n ∈ N, n > 0.

Mn(R) = Rn,n = {A = (aij)i,j=1,...,n | aij ∈ R}

ist ein Ring mit der Addition

(aij) + (bij) := (aij + bij)

und der Multiplikation

(aij) · (bij) := (cij), wobei cij :=
n∑

k=1

aikbkj.

Beweis: (1) - (4) und (6) übertragen sich ohne Mühe von R auf Mn(R).
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Zu (5): Sei A = (aij), B = (bij), C = (cij). Es sei (AB)C = (dij). Da AB =(
n∑
k=1

aikbkj

)

i,j

, gilt:

dij =
n∑
l=1

(
n∑
k=1

aikbkl

)
clj

(6)
=

n∑
l=1

n∑
k=1

(aikbkl)clj

(5)
=

n∑
l=1

n∑
k=1

aik(bklclj)
(2)
=

n∑
k=1

n∑
l=1

aik(bklclj)

(6)
=

n∑
k=1

aik
n∑
l=1

bklclj;

und somit (AB)C = A(BC).

Zu (7): Die Einheitsmatrix En ist das Einselement. 2

Mn(R) heißt der Matrizenring n-ten Grades über dem Ring R.

d) Ist R ein Ring, X eine Menge, so ist auch Abb (X,R) = {f |f : X → R} ein
Ring mit den Verknüpfungen

(f + g)(x) := f(x) + g(x)
(fg)(x) := f(x)g(x).

Definition 14.3 Ist S ein Ring und R ⊂ S, so heißt R Unterring von S, wenn
gilt:

a) x, y ∈ R ⇒ x− y ∈ R.

b) x, y ∈ R ⇒ xy ∈ R.

c) 1 ∈ R.

R ist dann ebenfalls ein Ring mit den von S auf R eingeschränkten Verknüpfungen
(Übung).

Beispiel 14.4
a) Z ⊂ Q ist Unterring.

b) Sei R ein kommutativer Ring mit Eins, S ein Ring, so dass R ⊂ S Unterring
ist. Sei a ∈ S, und es gelte ar = ra ∀r ∈ R. Dann gilt:

(i) R[a] = {b ∈ S | ∃n ∈ N, a0, . . . , an ∈ R, so dass b = a0 + a1a + a2a
2 +

. . .+ ana
n} ist ein Unterring von S. R[a] heißt der von R und a erzeugte

Unterring von S.

(ii) R[a] ist kommutativ und enthält R als Unterring.

Beweis: Zu (i): Seien b, c ∈ R[a], b =
n∑
ν=0

aνa
ν , c =

n∑
ν=0

a′νa
ν , dann ist
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b− c =
n∑
ν=0

(aν − a′ν)a
ν ∈ R[a] und

bc =

(
n∑

ν=0

aνa
ν

)(
n∑

µ=0

a′µa
µ

)

=
n∑

ν,µ=0

aνa
νa′µa

µ =
n∑

ν,µ=0

aνa
′
µa

ν+µ ∈ R[a].

Zu (ii): bc =
n∑

ν,µ=0

aνa
′
µa

ν+µ =
n∑

ν,µ=0

a′µaνa
ν+µ = cb. 2

Konkrete Beispiele sind Z[i] = {a + bi|a, b ∈ Z} ⊂ C, der Ring der ganzen
Gaußschen Zahlen, und das schon bekannte Beispiel Q[

√
d] ⊂ C, wobei d ∈ Z

mit
√
d /∈ Q.

Definition 14.5 Es sei K ein Körper und R eine Menge mit drei Verknüpfungen,
einer Addition + : R × R → R, einer skalaren Multiplikation · : K × R → R und
einer Multiplikation ◦ : R × R → R. Dann heißt (R,+, ◦, ·) eine K-Algebra (mit
Eins), falls gilt:

a) (R,+, ·) ist ein K-Vektorraum.

b) (R,+, ◦) ist ein Ring mit Einselement 1R.

c) Für alle A,B ∈ R, a ∈ K gilt: a(A ◦B) = (aA) ◦B = A ◦ (aB).

Als wichtigste Beispiele haben wir

Satz und Definition 14.6 Es sei V ein K-Vektorraum. Eine lineare Abbildung
ϕ : V → V heißt Endomorphismus von V . Die Menge

End V = EndKV := Hom (V, V )

ist mit der Komposition von Endomorphismen als Multiplikation eine K-Algebra
mit Einselement idV . End V heißt die Endomorphismenalgebra (auch: der En-
domorphismenring) von V .

Ein weiteres Beispiel ist der Matrizenring Mn(K) n-ten Grades über einem Körper
K. Die skalare Multiplikation ist mit der Matrizenmultiplikation verträglich:

a(AB) = (aA)B = A(aB) für alle a ∈ K,A,B ∈Mn(K).

Mn(K) heißt deshalb auch die (volle) Matrizenalgebra n-ten Grades über dem
Körper K.

Definition 14.7 Sei S eine K-Algebra und R ⊂ S. R heißt K-Unteralgebra von
S, falls gilt:

a) R ist K-Untervektorraum.
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b) R ist Unterring von S.

Beispiel 14.8 M2(K) ist 4-dimensionale K-Algebra.

a) M2(K) ist nicht kommutativ; z.B. ist

(
1 1
0 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
2 1
1 1

)
,

(
1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)
=

(
1 1
1 2

)

und

(
2 1
1 1

)
6=
(

1 1
1 2

)
für jeden Körper K.

b) Sei

D =

(
0 1
d 0

)
.

Dann gilt D2 = dE, wobei E =

(
1 0
0 1

)
.

K[D] = {aE + bD|a, b ∈ K} ist eine zweidimensionale K-Unteralgebra von
M2(K). Es gibt drei Fälle.

1. Fall: d 6= a2 ∀a ∈ K, d.h. es gibt kein Quadratwurzel von d in K. Dann ist
für (a, b) 6= (0, 0)

(aE + bD)(aE − bD) = (a2 − b2d)E 6= 0.

Hieraus folgt sofort: K[D] ist ein Erweiterungskörper von K, wobei K mit

KE =

{(
a 0
0 a

) ∣∣a ∈ K

}

identifiziert wird. Als konkretes Beispiel wählen wir K = F3 und d = [2]. Dann
ist d kein Quadrat in F3, weil [0]

2 = [0], [1]2 = [1] = [2]2. Wir bezeichnen die
Elemente von F3 einfach mit 0, 1, 2.

L = F3

[(
0 1
2 0

)]
=

{(
a b
2b a

) ∣∣ a, b ∈ F3

}

ist also ein Körper mit neun Elementen. Übung: Es gibt eine Matrix A ∈ L, so
dass alle von Null verschiedenen Elemente in L Potenzen von A sind. Lösung:

Zum Beispiel

(
1 1
2 1

)
.

2. Fall: d = q2 für ein q ∈ K\{0}. Es folgt:

(qE +D)(qE −D) = q2E −D2 = (q2 − d)E = 0;

und somit ist qE +D ein Nullteiler von K[D].
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3. Fall: d = 0. Sei N := D =

(
0 1
0 0

)
. Es gilt: N2 = 0. N ist nilpotent.

K[N ] = {aE+bN | a, b ∈ K} besteht auschließlich aus Elementen die entweder
invertierbar oder nilpotent sind.

Behauptung: S = aE + bN ist genau dann invertierbar, wenn a 6= 0 ist.

Beweis: Sei a 6= 0. Dann ist S = a
(
E + b

a
N
)
; und somit S−1 = a−1

(
E − b

a
N
)
,

weil

SS−1 = E −
(
b

a

)2

N2 = E.

Ist a = 0, so ist S = bN nilpotent.

Definition 14.9
a) Es seien R, S Ringe (mit Eins). Eine Abbildung ϕ : R → S heißt Ringhomo-

morphismus, wenn gilt:

(i) ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) ∀x, y ∈ R.

(ii) ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) ∀x, y ∈ R.

(iii) ϕ(1R) = 1S.

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heißt Ringisomorphismus.

b) Es sei K ein Körper; R, S seien K-Algebren. Eine Abbildung ϕ : R → S heißt
K-Algebrahomomorphismus, wenn ϕ einK-linearer Ringhomomorphismus
ist. Ein bijektiverK- Algebrahomomorphismus heißtK-Algebraisomorphis-
mus.

Beispiel 14.10
a) Ist R ein Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus ϕ : Z → R,

nämlich ϕ(n) = n1R.

b) Ist R eine K-Algebra, so gibt es genau einen K-Algebrahomomorphismus ϕ :
K → R, nämlich ϕ(a) = a1R.
Für R =Mn(K) ist dies die Abbildung

a 7−→




a 0
. . .

0 a


 = aEn.

Für R = Abb (X,K) ist dies die Abbildung

a 7−→ (konstante Funktion x 7→ a).

ϕ : K → R heißt die kanonische Abbildung. Ist R 6= 0, d.h. gilt 0 6= 1R, so
ist die Abbildung ϕ : K → R, ϕ(a) = a1R injektiv, denn wäre ker ϕ 6= 0, so
gäbe es ein a ∈ K, a 6= 0 mit a1R = 0; dann wäre auch

0 = a−1(a1R) = (a−1a)1R = 1 · 1R = 1R.
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Jede von Null verschiedene K-Algebra R enthält die zu K isomorphe Unter-
algebra K1R = {a1R|a ∈ K}, und es gilt nach Definition 14.5 c):

(a1R)A = aA = A(a1R)

für alle A ∈ R und für alle a ∈ K. Nach Beispiel 14.4 b) ist daher für jedes
A ∈ R die Menge

K[A] := K1R[A] =

{
n∑

ν=0

aνA
ν | n ∈ N, a0, . . . , an ∈ K

}

ein Unterring von R und natürlich auch ein K-Untervektorraum, also eine
K-Unteralgebra von R. Außerdem ist K[A] kommutativ.

Ist V ein 2-dimensionaler K-Vektorraum und ϕ ∈ End V , so gibt es Elemente
a, b ∈ K, so dass

ϕ2 + aϕ+ b idV = 0

gilt. Jede Potenz ϕν , ν ≥ 2, kann man also als Linearkombination von ϕ und
idV schreiben. Ist ϕ 6= a idV für alle a ∈ K, so ist

K[ϕ] ⊂ End V

eine 2-dimensionale K-Unteralgebra von End V .

c) Es sei K ein Körper und R die K-Algebra aller Funktionen f : K → K. Mit
f1 bezeichnen wir die Funktion f1(x) = x. Dann ist

K[f1] ⊂ R

die K-Unteralgebra der Polynomfunktionen auf K.

Wir geben nun die abstrakte Definition des Polynomenrings.

Definition 14.11 Es sei R ein Ring und X eine Unbestimmte (d.h. X ist ein for-
males Symbol).
Ein Polynom in der Unbestimmten X mit Koeffizienten in R ist ein formaler Aus-
druck

P = a0 + a1X + a2X
2 + . . .+ anX

n =
n∑

ν=0

aνX
ν ,

wobei a0, . . . , an ∈ R, n ∈ N und X0 := 1R, X
1 := X.

Ist Q = b0 + b1X + . . .+ bmX
m ein weiteres Polynom, so wird definiert

P = Q ⇔ ∀0 ≤ i ≤ min(n,m) : ai = bi und
∀min(n,m) < i ≤ n : ai = 0 und
∀min(n,m) < i ≤ m : bi = 0.

Mit R[X] bezeichnen wir die Menge aller Polynome in X mit Koeffizienten in R.
Weiter sei R(N) die Menge aller Folgen

a = (ak)k∈N = (a0, a1, a2, a3, . . .)



14 Ringe, Algebren, Polynomringe, Matrizenalgebren 140

von Elementen ak ∈ R mit der Eigenschaft:

∃n ∈ N, so dass ak = 0 für alle k > n.

Nach Definition der Gleichheit von Polynomen ist die Abbildung

a = (a0, a1, a2, . . .) 7−→ P = a0 + a1X + a2X
2 + . . .

eine Bijektion R(N) → R[X].
a heißt die Koeffizientenfolge von P .
Die Gleichheit von Polynomen prüft man durch Koeffizientenvergleich.
Die Addition und Multiplikation von Polynomen wird so definiert: Seien P,Q ∈
R[X], a = (a0, a1, a2, . . .) sei die Koeffizientenfolge von P und b = (b0, b1, b2, . . .) sei
die Koeffizientenfolge von Q. Dann ist P +Q das Polynom mit

a+ b := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)

als Koeffizientenfolge, und PQ ist das Polynom mit der Koeffizientenfolge

a ∗ b :=
(
a0b0, a0b1 + a1b0, . . . ,

∑

ν+µ=k

aνbµ, . . .

)
.

Es gilt also nach Definition:

P +Q = (a0 + b0) + (a1 + b1)X + (a2 + b2)X
2 + . . . =

n∑

ν=0

(aν + bν)X
ν

(falls ai = bi = 0 für i > n) und

PQ = a0b0 + (a0b1 + a1b0)X + . . .+

(
∑

ν+µ=k

aνbµ

)
Xk + . . .+ anbmX

n+m

(falls ai = 0 für i > n, an 6= 0, bj = 0 für j > m, bm 6= 0).

Satz 14.12
a) R[X] ist ein Ring, und R ⊂ R[X] ist Unterring.

b) Ist R kommutativ, so ist auch R[X] kommutativ.

c) Ist R nullteilerfrei, so ist R[X] nullteilerfrei.

d) Ist K ein Körper, so ist K[X] eine unendlich-dimensionale kommutative K-
Algebra. (1, X,X2, X3, . . .) ist eine K-Vektorraumbasis von K[X].

Beweis zu a): Wir müssen die Axiome (1) - (7) aus Definition 14.1 nachprüfen.

(1) und (2) sind klar.

Zu (3): Das Nullpolynom 0 ∈ K[X] ist das Polynom mit der Folge (0, 0, . . .) als
Koeffizientenfolge. Dann gilt offensichtlich:

P + 0 = P für alle P ∈ K[X].
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Zu (4): Ist P = a0 + a1X + a2X
2 + . . .+ anX

n, so definiert man

−P := (−a0) + (−a1)X + . . .+ (−an)Xn.

Dann gilt:
P + (−P ) = 0.

Zu (5): Es sei P =
∑
aνX

ν , Q =
∑
bνX

ν , R =
∑
cνX

ν . Dann gilt:

P (QR) =

(∑
ν

aνX
ν

)(∑
k

(
∑

ν+µ=k

bνcµ

)
Xk

)

=
∑
m

(
∑

l+k=m

al
∑

ν+µ=k

bνcµ

)
Xm

=
∑
m

(
∑

l+ν+µ=m

albνcµ

)
Xm.

Berechnet man (PQ)R, so erhält man dasselbe Ergebnis.

Zu (6): P,Q,R seien wie im Beweis zu (5) gewählt. Dann gilt:

P (Q+R) =
∑
k

(
∑

ν+µ=k

aν(bµ + cµ)

)
Xk

=
∑
k

(
∑

ν+µ=k

aνbµ

)
Xk +

∑
k

(
∑

ν+µ=k

aνcµ

)
Xk

= PQ+ PR.

Genauso folgt (P +Q)R = PR +QR.

Zu (7): Nach Konstruktion ist R ⊂ R[X], und das Einselement 1 in R ist auch das
Einselement in R[X]. Damit ist R[X] ein Ring, und offensichtlich ist R ein Unterring
von R[X]. 2

Die Elemente aus R heißen auch konstante Polynome.
a ∈ R besitzt als Polynom in R[X] die Koeffizientenfolge (a, 0, 0, . . .).

Beweis zu b): Klar! 2

Beweis zu c): Seien P,Q ∈ R[X], P,Q 6= 0,

P = a0 + a1X + . . .+ anX
n mit an 6= 0,

Q = b0 + b1X + . . .+ bmX
m mit bm 6= 0.

Da R nullteilerfrei ist, ist anbm 6= 0, also auch PQ = a0b0 + . . .+ anbmX
n+m 6= 0. 2

Beweis zu d): Ist K ein Körper, so ist K[X] auch ein K-Vektorraum. Die skalare
Multiplikation K ×K[X] → K[X] entsteht durch Einschränkung der Polynommul-

tiplikation K[X]×K[X] → K[X] auf K×K[X]. Für a ∈ K, P =
n∑
ν=0

aνX
ν ∈ K[X]
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ist

aP =
n∑

ν=0

(aaν)X
ν .

Für jedes n ∈ N sind X0, X1, . . . , Xn nach Konstruktion linear unabhängig über K,
und {X0, X1, X2, . . .} ist ein Erzeugendensystem von K[X] als K-Vektorraum. 2

Xn hat die Koeffizientenfolge

(0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) = (δn0, δn1, . . . , δnn, δn,n+1, . . .),

und nach Definition der Multiplikation gilt:

Xn+1 = X Xn.

Das Polynom (genauer: das Monom) Xn ist somit die n−te Potenz von X.

Definition 14.13 Ist R ein Ring, P =
n∑
ν=0

aνX
ν ∈ R[X], P 6= 0 und an 6= 0, so

heißt grad P := n der Grad von P und an der Leitkoeffizient von P . Dagegen
heißt a0 der konstante Term von P (bzgl. X). Für das Nullpolynom wird grad
0 = −∞ gesetzt.

Lemma 14.14 Ist R ein Integritätsbereich, so gilt für alle P,Q ∈ R[X]:

a) grad (P +Q) ≤ max(grad P, grad Q).

b) grad (PQ) = grad P+ grad Q.

(Hier wird a + (−∞) = (−∞) + a = −∞ für alle a ∈ N ∪ {−∞} und −∞ ≤ a für
alle a ∈ N ∪ {−∞} gesetzt.)

Wichtig ist die folgende fundamentale Eigenschaft des Polynomenrings R[X] eines
kommutativen Rings R.

Satz 14.15 (universelle Eigenschaft des Polynomenrings) Es seien R, S Ringe, ϕ :
R → S sei ein Ringhomomorphismus, und es sei b ∈ S. R sei kommutativ, und es
gelte ϕ(a)b = bϕ(a) für alle a ∈ R. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
Φ : R[X] −→ S mit Φ(a) = ϕ(a) für alle a ∈ R und Φ(X) = b.

Beweis:

a) Eindeutigkeit:

Sei Φ : R[X] → S Ringhomomorphismus mit Φ(a) = ϕ(a) für a ∈ R und
Φ(X) = b. Dann ist

Φ(Xn) = Φ(XXn−1) = Φ(X)Φ(Xn−1).

Induktiv ergibt sich also Φ(Xn) = bn und somit

Φ

(
n∑

ν=0

aνX
ν

)
=

n∑

ν=0

Φ(aν)Φ(X
ν) =

n∑

ν=0

ϕ(aν)b
ν .
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Also ist Φ eindeutig bestimmt, und es muss gelten:

Φ

(
n∑

ν=0

aνX
ν

)
=

n∑

ν=0

ϕ(aν)b
ν . (49)

b) Existenz:

Durch die Formel (49) ist eine Abbildung Φ : R[X] → S definiert. Wir müssen
nur noch zeigen, dass Φ ein Ringhomomorphismus ist. Es sei

P =
n∑

ν=0

aνX
ν , Q =

n∑

ν=0

bνX
ν .

Dann ist

P +Q =
n∑

ν=0

(aν + bν)X
ν ;

und somit

Φ(P +Q) =
n∑
ν=0

ϕ(aν + bν)b
ν =

n∑
ν=0

(ϕ(aν) + ϕ(bν))b
ν

=
n∑
ν=0

ϕ(aν)b
ν +

n∑
ν=0

ϕ(bν)b
ν = Φ(P ) + Φ(Q).

Weiter ist

PQ =
2n∑

k=0

(
∑

ν+µ=k

aνbµ

)
Xk,

also

Φ(PQ) =
2n∑
k=0

ϕ

(
∑

ν+µ=k

aνbµ

)
bk =

2n∑
k=0

∑
ν+µ=k

ϕ(aν)ϕ(bµ)b
k

=

(
n∑
ν=0

ϕ(aν)b
ν

)(
n∑
µ=0

ϕ(bµ)b
µ

)
= Φ(P )Φ(Q).

Schließlich ist Φ(1) = ϕ(1) = 1.

2

Als Folgerung erhalten wir

Satz 14.16 Es sei K ein Körper und R eine K-Algebra. Zu jedem A ∈ R gibt es
genau einen K-Algebrahomomorphismus

ΦA : K[X] −→ R mit ΦA(X) = A.

Beweis: ϕ : K → R sei die natürliche Abbildung ϕ(a) = a1R. Dann ist

ϕ(a)A = aA = A(a1R) = Aϕ(a)
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für alle a ∈ K. Also kann man Satz 14.15 anwenden. Man erhält einen Ringhomo-
morphismus

ΦA = Φ : K[X] → R

mit Φ(a) = a1R und Φ(X) = A; die Bedingung Φ(a) = a1R für a ∈ K bedeutet
genau, dass Φ ein K-Algebrahomomorphismus ist. 2

Beispiel 14.17 Es sei K ein Körper, n ∈ N, n > 0.

a) Für jede Matrix A ∈ Mn(K) gibt es nach Satz 14.16 einen K-Algebrahomo-
morphismus

ΦA : K[X] →Mn(K) mit ΦA(X) = A.

Dann ist offensichtlich K[A] = im ΦA (vgl. Beispiel 14.10 b).
Im Fall n = 2 haben wir schon gesehen, dass die Abbildung ΦA : K[X] → K[A]
nicht injektiv ist. Vielmehr gibt es Elemente a, b ∈ K, so dass

A2 + aA+ bE2 = 0

ist. P = X2 + aX + b ∈ K[X] ist somit ein Polynom mit

ΦA(P ) = A2 + aA+ bE2 = 0.

Auch für beliebiges n kann ΦA aus Dimensionsgründen nicht injektiv sein.

b) Ist a ∈ K, so ist der K-Algebrahomomorphismus

Φa : K[X] → K mit Φa(X) = a

die Auswertungsabbildung

P =
n∑

ν=0

aνX
ν 7−→

n∑

ν=0

aνa
ν ∈ K.

Für X wird a eingesetzt.

Notation 14.18 Statt ΦA(P ) schreibt man auch P (A). Die Unbestimmte X wird
durch A ersetzt.

Die Ringe Z undK[X] (K-Körper) haben eine sehr verwandte algebraische Struktur.
Der Grund liegt in folgendem

Satz 14.19 (Division mit Rest): Es sei K ein Körper, G ∈ K[X], G 6= 0. Dann
gilt:

∀F ∈ K[X] ∃1Q,R ∈ K[X], so dass F = QG+R und grad R < grad G.

R heißt der Rest von F bei Division durch G und wird mit F mod G bezeichnet.
Für F1, F2 ∈ K[X] definiert man

F1 ≡ F2 mod G (F1 und F2 sind kongruent modulo G) :⇔
F1 mod G = F2 mod G.
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Es sei grad G = d. Dann ist F 7→ F mod G eine surjektive K-lineare Abbildung

K[X] −→ K[X]d−1 = {Polynome vom Grad < d}.

Beweis:

1. Existenz:

Sei
F = a0 + a1X + . . .+ anX

n, an 6= 0,
G = b0 + b1X + . . .+ bmX

m, bm 6= 0.

Induktion nach n:

(a) Ist n = 0, so setze R = F , Q = 0, falls m > 0, und R = 0, Q = a0b
−1
0 ,

falls m = 0.

(b) Jetzt sei n > 0 und die Existenz für Polynome vom Grad < n schon
bewiesen. Ist n < m, so können wir Q = 0 und R = F setzen. Sei also
m ≤ n. Dann schreiben wir

F = anb
−1
m Xn−mG+ F̃ ,

und erhalten grad F̃ < n. Nach Induktionsvoraussetzung ist F̃ = Q̃G+R
mit grad R < m, also

F = (anb
−1
m Xn−m + Q̃)G+R.

2. Eindeutigkeit:

Es gelte: QG + R = Q′G + R′ mit grad R < grad G und grad R′ < grad G.
Dann folgt

(Q−Q′)G = R′ −R,

also
grad (Q−Q′) + grad G = grad (R−R′);

das geht nur, wenn Q = Q′ und R = R′ (Beachte: −∞+ a = −∞.).

2

Definition 14.20 Es sei K ⊂ L eine Körpererweiterung und P ∈ K[X]. α ∈ L
heißt Nullstelle von P , wenn P (α) = 0 gilt.
α ∈ L heißt algebraisch über K, wenn es ein Polynom P ∈ K[X] mit grad P ≥ 1
gibt, so dass

P (α) = 0.

Beispiel 14.21 X2 +1 ∈ R[X] hat keine Nullstellen in R, aber in C: i und −i sind
Nullstellen von X2 + 1. Es gilt: C = R[i].

Die Abbildung Φi : R[X] → C ist surjektiv und

ker Φi = {F ∈ R[X] | F mod (X2 + 1) = 0}.
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Lemma 14.22 Ist P ∈ K[X] und a ∈ K Nullstelle von P , so gilt:

P = Q(X − a) mit Q ∈ K[X], grad Q = grad P − 1.

Ein Polynom P ∈ K[X] vom Grad n besitzt höchstens n Nullstellen in K.

Lemma 14.23 Es sei K ein Körper und V die kommutative K-Algebra der Poly-
nomfunktionen f : K → K. Dann ist die kanonische Abbildung

Φ : K[X] −→ V, P 7−→ P (f1) = f

(also f(x) = (Φf1(P ))(x) = P (f1)(x) = P (x) für alle x ∈ K) surjektiv.

Aber Φ ist injektiv nur dann, wenn K unendlich ist.

Beweis:
ker Φ = {P ∈ K[X] | P (a) = 0∀a ∈ K}.

Also ist ker Φ = 0, wenn K unendlich ist.

Ist K endlich, so ist

P :=
∏

a∈K
(X − a) ∈ ker Φ, aber P 6= 0.

2

Mehr über Polynome folgt später.

Übungen

1. Es sei K ein Körper. Welche der folgenden Teilmengen ist eine K-Unteralgebra
der Matrizenalgebra Mn(K)?

(a) R1 = {A = (aij) | aij = 0 für i 6= j}.
(b) R2 = {A = (aij) | aij = 0 für i < j}.

(c) R3 =

{
A =

(
A1 C
0 A2

)
| A1 ∈Mn1

(K), A2 ∈Mn2
(K), C ∈ Kn1,n2

}
,

wobei n = n1 + n2.

Bestimmen Sie für R =Mn(K), R1, R2 die Menge

Z(R) = {A ∈ R | AB = BA für alle B ∈ R}.

2. Es sei R ein Ring. x ∈ R heißt nilpotent, wenn xm = 0 für ein m ∈ N gilt.
Zeigen Sie:

(a) Sind x, y ∈ R vertauschbar (d.h. es gilt xy = yx), so ist x + y nilpotent,
wenn x und y es sind.
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(b) Finden Sie einen nicht kommutativen Ring R, zwei nilpotente nicht ver-
tauschbare Elemente x, y ∈ R, so dass x+ y sogar invertierbar ist, d.h.

(x+ y)z = z(x+ y) = 1R

für ein z ∈ R gilt.

3. Es sei A ∈M2(C). Beweisen Sie: Es gibt eine invertierbare Matrix S ∈M2(C),
so dass gilt:

SAS−1 =

(
a 0
0 b

)
mit a, b ∈ C

oder

SAS−1 =

(
a 1
0 a

)
mit a ∈ C.

Gilt die analoge Aussage auch für den Körper R an Stelle von C? Betrachten

Sie z.B. A =

(
0 1

−1 0

)
.

4. Es seien F = X5−4X−1, G = 2X3−2X2+1, H = X3+X2−X+2 ∈ F5[X]
gegeben. Teilen Sie F mit Rest durch G und durch H.
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15 Determinanten

Beispiel 15.1 Wir haben schon gesehen, dass ein lineares Gleichungssystem

(
a b
c d

)(
x
y

)
=

(
e
f

)

für a, b, c, d, e, f ∈ K genau dann eindeutig lösbar ist, wenn

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc 6= 0 ist.

Es gilt:

x =

∣∣∣∣
e b
f d

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣
und y =

∣∣∣∣
a e
b f

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣
.

Analog kann man auch bei drei Gleichungen mit drei Unbekannten vorgehen. Es sei

A = (aij)i,j=1,2,3 ∈M3(K), b = [b1, b2, b3], x = [x1, x2, x3].

Um
Ax = b

zu lösen, wählen wir x3 fest und betrachten die ersten beiden Gleichungen als Glei-
chungen in x1 und x2:

a11x1 + a12x2 = b1 − a13x3
a21x1 + a22x2 = b2 − a23x3.

Ist

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0, so gibt es genau eine Lösung [x1, x2], nämlich

x1 =

∣∣∣∣
b1 − a13x3 a12
b2 − a23x3 a22

∣∣∣∣
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a13 a12
a23 a22

∣∣∣∣ x3
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
,

x2 =

∣∣∣∣
a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ x3
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣
.

Setzt man dies in die dritte Gleichung

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

ein und multipliziert mit

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣, so erhält man
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a31

∣∣∣∣
b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣− a31

∣∣∣∣
a13 a12
a23 a22

∣∣∣∣ x3 + a32

∣∣∣∣
a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ x3

+a33

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ x3 = b3

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ,

also

(a31

∣∣∣∣
a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣+ a33

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣)x3

= a31

∣∣∣∣
a12 b1
a22 b2

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣+ b3

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .

Definiert man nun die Determinante von A als

detA =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a31

∣∣∣∣
a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣+ a33

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ,

so gilt also

x3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣

=
det(a1, a2, b)

det(a1, a2, a3)
,

falls detA 6= 0 ist. Bevor wir uns in Details verlieren, stoppen wir hier und führen
auf induktivem Wege die Determinante einer n× n-Matrix ein.

Definition 15.2 Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins und n ∈ N, n > 0.
A = (aij) ∈Mn(R) sei eine n× n-Matrix über R.

Ist n = 1, so sei detA := a11.

Ist n > 1, so sei

detA := a11 detA11 − a12 detA12 + . . .

+(−1)k+1a1k detA1k + . . .

+(−1)n+1a1n detA1n.

Hier ist A1k die Untermatrix von A, die durch Streichen der ersten Zeile und der
k-ten Spalte entsteht.

detA heißt die Determinante von A.

Man sieht sofort

Satz 15.3 Ist A eine untere Dreiecksmatrix,

A =




λ1 0
. . .

∗ λn


 , so gilt: detA = λ1λ2 · . . . · λn.
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Beweis: Nach Definition ist

detA = λ1 detA
′, wobei A′ =




λ2 0
. . .

∗ λn


 .

Die Behauptung folgt also durch Induktion nach n. 2

Wir fassen jetzt A 7→ detA als Funktion der Spalten a1, . . . , an von A auf.

Es gilt:
Rn,n = Rn × . . .×Rn = {(a1, . . . , an) | ai ∈ Rn}

und
det : Rn × . . .×Rn −→ R

ist also eine Funktion in n Veränderlichen; jede Veränderliche ist eine Spalte a =
[a1, . . . , an] ∈ Rn. In Rn kann man genauso rechnen wie in Kn. Allgemein haben wir
für beliebiges m ∈ N, m > 0, die folgende

Definition 15.4 Eine Funktion ϕ : Rn × . . . × Rn → R in m Veränderlichen
a1, . . . , am ∈ Rn heißt

a) m-fach multilinear ⇔ ϕ ist in jeder Variablen linear, d.h. für i = 1, . . . ,m
gilt:

ϕ(a1, . . . , ai−1, αa+ βb, ai+1, . . . , am)
= αϕ(a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , am)
+βϕ(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , am)

für alle a1, . . . , ai−1, a, b, ai+1, . . . , am ∈ Rn, α, β ∈ R.

b) alternierend ⇔ Für alle a1, . . . , am ∈ Rn gilt:

ϕ(a1, . . . , am) = 0, falls ai = ai+1 für einen Index i mit 1 ≤ i < m.

Eine m-fach multilineare, alternierende Funktion ϕ : Rn × · · · ×Rn → R heißt kurz
eine alternierende m-Form auf Rn.

Die fundamentalen Eigenschaften der Determinante beschreibt

Satz 15.5 det : Rn × . . . × Rn → R ist eine alternierende n-Form auf Rn mit
det(e1, . . . , en) = 1.

Ausführlich heißt das:

(1) A 7→ detA ist linear in jeder Spalte.

(2) detA = 0, falls zwei benachbarte Spalten gleich sind.

(3) detEn = 1.
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Beweis durch Induktion nach n:

Für n = 1 sind (1) und (3) erfüllt, weil det = idR; die Aussage (2) ist für n = 1 leer,
also auch erfüllt.

Induktionsschluß: n− 1 → n, n ≥ 2:

Zu (1): Es seien a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an ∈ Rn fest, ak = [a1k, . . . , ank] (1 ≤ k ≤
n, k 6= i). Es sei ϕ(x) := det(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) für x = [x1, . . . , xn] ∈ Rn.
Für x̃ = [x2, . . . , xn], j = 1, . . . , n, j 6= i sei

ϕj(x̃) := det(ã1, . . . , ãj−1, ãj+1, . . . , ãi−1, x̃, ãi+1, . . . , ãn)
= detA1j,

wobei A = (a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) und ãk = [a2k, . . . , ank] (1 ≤ k ≤ n, k 6= i).

Nach Definition der Determinante gilt nun:

ϕ(x) = a11ϕ1(x̃)− a12ϕ2(x̃) + . . .+ (−1)ia1,i−1ϕi−1(x̃)
+(−1)i+1x1 detA1i + . . .+ (−1)n+1a1nϕn(x̃).

Nach Induktionsvoraussetzung sind ϕ1, . . . , ϕi−1, ϕi+1, . . . , ϕn linear in x̃, und somit
ist ϕ linear in x.

Zu (2): Mit denselben Notationen wie im Beweis zu (1) ergibt sich

det(a1, . . . , ai−1, x, x, ai+2, . . . , an) = a11 det(ã
2, . . . , ãi−1, x̃, x̃, . . . , ãn)

+ . . .+ (−1)i+1x1 det(ã
1, . . . , ãi−1, x̃, ãi+2, . . . , ãn)

+ . . .+ (−1)i+2x1 det(ã
1, . . . , ãi−1, x̃, ãi+2, . . . , ãn)

+ . . .+ (−1)n+1a1n det(ã
1, . . . , x̃, x̃, . . . , ãn−1) = 0.

Zu (3): Das ist klar. 2

Wir leiten nun einige Folgerungen aus (1) und (2) ab. Man beachte, dass diese
Folgerungen dann sinngemäß auch für jede alternierende m-Form auf Rn gelten.

Zunächst kann man (1) ausführlich schreiben als

det(a1, . . . , ai−1, λai, ai+1, . . . , an) = λ det(a1, . . . , an); (1′)

det(a1, . . . , ai−1, a+ b, ai+1, . . . , an) = det(a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , an)
+ det(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an)

(1′′)

für alle a1, . . . , an, a, b ∈ Rn, λ ∈ R. Insbesondere gilt für alle λ ∈ R, A ∈Mn(R):

(4) det(λA) = λn detA.

Weiter gilt

Lemma 15.6 Es sei A ∈Mn(R). Dann gilt:

(5) detA = 0, falls eine Spalte von A Null ist.

(6) detB = − detA, falls B aus A durch Vertauschen zweier Spalten entsteht.

(7) detA = 0, falls zwei Spalten von A gleich sind.
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Beweis zu (5): Es sei ai = 0.

ϕ(x) = det(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an)

ist eine lineare Funktion ϕ : Rn → R, also ist ϕ(0) = 0. Wegen ai = 0 ist daher
detA = ϕ(0) = 0.

Zu (6):

a) Zwei benachbarte Spalten werden vertauscht:

B = (a1, . . . , ai−1, ai+1, ai, ai+2, . . . , an).

Sei
ϕ(x, y) := det(a1, . . . , ai−1, x, y, ai+2, . . . , an).

Dann gilt:

0
(2)
= ϕ(x+ y, x+ y)

(1)
= ϕ(x, x) + ϕ(x, y) + ϕ(y, x) + ϕ(y, y)

(2)
= ϕ(x, y) + ϕ(y, x),

also
detB = ϕ(ai+1, ai) = −ϕ(ai, ai+1) = − detA.

b) Es sei k ≥ 1 und 1 ≤ i ≤ n− k:

ϕ(x1, . . . , xk+1) = det(a1, . . . , ai−1, x1, . . . , xk+1, ai+k+1, . . . , an).

Wir müssen zeigen dass,

ϕ(x1, . . . , xk+1) = −ϕ(xk+1, x2, . . . , xk, x1)

gilt. Das geht durch Induktion nach k (1 ≤ k ≤ n− i). Für k = 1 liegt der Fall
a) vor, den wir schon bewiesen haben.

Induktionsschluß: k − 1 → k, (2 ≤ k ≤ n− i):

ϕ(x1, . . . , xk+1) = −ϕ(x2, x1, . . . , xk+1) = ϕ(x2, xk+1, x3, . . . , xk, x1)
= −ϕ(xk+1, x2, . . . , xk, x1).

Zu (7): detA = det(. . . , a, . . . , a, . . .)
(6)
= − det(. . . , a, . . . , a, . . .) = − detA

⇒ 2 detA = 0 ⇒ detA = 0, falls 2 · 1R ein Nichtnullteiler in R ist. Ist 2 · 1R
Nullteiler in R, so kann man nicht so vorgehen.

Deshalb geht man besser folgendermaßen vor: Nach (2) gilt detA = 0, falls zwei
benachbarte Spalten gleich sind. Sind nun zwei nicht benachbarte Spalten gleich, so
gilt:

detA = det(. . . , a, b, . . . , a, . . .)
(6)
= − det(. . . , a, a, . . . , b, . . .)

(2)
= 0.

2
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Lemma 15.7 Die Determinante von A bleibt unverändert, wenn man das λ-fache
der j-ten Spalte zur i-ten Spalte addiert (wobei λ ∈ R und i 6= j).

Beweis:

det(a1, . . . , ai + λaj, . . . , aj , . . . , an) = det(a1, . . . , an)
+λ det(a1, . . . , aj, . . . , aj, . . . , an)

(7)
= det(a1, . . . , an).

2

Bemerkung 15.8 Man kann die Determinante detA einer n × n-Matrix über ei-
nem Körper K mit Hilfe des Gaußschen Eliminationsverfahrens berechnen: Nach (6)
ändert die Determinante von A nach Multiplikation von Pij von rechts das Vorzei-
chen, und nach 15.7 bleibt die Determinante bei Multiplikation mit Qij(λ), λ ∈ K,
unverändert.

Beispiel 15.9
a)

det




1 1 1
1 2 0
1 0 0


 = − det




1 1 1
0 2 1
0 0 1


 = − det




1 0 0
0 2 1
0 0 1




= − det




1 0 0
0 2 0
0 0 1


 = −2.

b)

det




1 0 1
1 1 0
2 1 1


 = det




1 0 1
0 1 0
1 1 1


 = 0.

Allgemein kann man A ∈Mn(K) durch elementare Spaltenoperationen vom Typ Pij,
Qij(λ) auf eine Spaltenstufenform bringen. Ist rgA < n, so kommt eine Nullspalte
vor, und somit ist dann nach Lemma 15.6 (5) detA = 0. Ist aber rgA = n, so hat
die Spaltenstufenform die Gestalt einer unteren Dreiecksmatrix




λ1 0 . . . 0

∗ λ2
...

...
. . .

...
∗ . . . λn


 mit λi ∈ K, λi 6= 0.

Es gilt dann: detA = (−1)kλ1 · . . . · λn 6= 0, wobei k die Anzahl der durchgeführten
Spaltenvertauschungen ist. Insbesondere gilt

Satz 15.10 Ist K ein Körper und A ∈ Mn(K), so sind folgende Aussagen äquiva-
lent:
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a) detA 6= 0.

b) rgA = n.

c) A ist invertierbar.

Sei jetzt wieder R ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins. Wir beweisen den
fundamentalen

Satz 15.11 Es sei D : Rn × . . .×Rn → R eine alternierende n-Form auf Rn. Dann
gilt:

D = D(e1, . . . , en) det,

d.h. ∀a1, . . . , an ∈ Rn:

D(a1, . . . , an) = D(e1, . . . , en) det(a1, . . . , an).

Insbesondere ist det die einzige alternierende n-Form auf Rn mit det(e1, . . . , en) = 1.

Beweis: Es sei

aj = [a1j, . . . , anj] =
n∑

i=1

aije
i.

Dann gilt nach den Regeln (1), (2) und (7), die ja auch für D gelten:

D(a1, . . . , an) =
n∑

i1=1

ai11D(ei1 , a2, . . . , an) = . . .

=
n∑

i1=1

. . .
n∑

in=1

ai11ai22 . . . ainnD(ei1 , . . . , ein)

=
∑

(i1,...,in)

ai11 . . . ainnD(ei1 , . . . , ein),

wobei über alle Permutationen (i1, . . . , in) von (1, . . . , n) summiert wird. (Eine Per-
mutation von (1, . . . , n) ist ein n-Tupel (i1, . . . , in) von Zahlen iν ∈ {1, . . . , n} mit
der Eigenschaft iν 6= iµ, falls ν 6= µ.) Analog ergibt sich

det(a1, . . . , an) =
∑

(i1,...,in)

ai11 . . . ainn det(e
i1 , . . . , ein).

Wir müssen also nur noch zeigen, dass

D(ei1 , . . . , ein) = D(e1, . . . , en) det(ei1 , . . . , ein) (∗)
gilt. Das ist aber wegen der Eigenschaft (6), die sowohl für D als auch für det
gilt, einfach: Seien k Vertauschungen erforderlich, um (i1, . . . , in) in die natürliche
Reihenfolge (1, . . . , n) zu bringen. Dann gilt nach (6):

D(ei1 , . . . , ein) = (−1)kD(e1, . . . , en)

und
det(ei1 , . . . , ein) = (−1)k det(e1, . . . , en) = (−1)k.

Also gilt (∗). 2
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Bemerkung 15.12 Ist K ein Körper, so ist

Am(K
n) = {ϕ | ϕ alternierende m-Form auf Kn}

ein K-Untervektorraum von Abb (Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
m-mal

, K).

Satz 15.11 besagt, dass An(K
n) eindimensional ist. Jedes Element D ∈ An(K

n),
D 6= 0, (z.B. D = det) ist daher eine Basis von An(K

n):

An(K
n) = {λD | λ ∈ K}.

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Es gilt der folgende Determinantemulti-
plikationssatz.

Satz 15.13 Für A,B ∈Mn(R) gilt:

det(AB) = detA · detB.

Beweis: Es sei A ∈ Mn(R) gegeben. D(C) := det(AC) ist alternierende n-Form in
den Spalten von C, wie man leicht sieht, weil ja x 7→ Ax linear ist und D(x1, . . . , xn)
= det(Ax1, . . . , Axn). Nach Satz 15.11 gilt:

D = D(E) det = (detA) det,

also
det(AB) = D(B) = D(E) detB = detA detB.

2

Definition 15.14 Es sei S ein beliebiger Ring mit Eins. a ∈ S heißt Einheit in
S (oder: invertierbar in S), wenn gilt: ∃b ∈ S mit ab = ba = 1S. b ist eindeutig
bestimmt, denn:

ab′ = b′a = 1S ⇒ b′ = 1Sb
′ = (ba)b′ = b(ab′) = b1S = b.

b heißt das Inverse von a und wird mit a−1 bezeichnet.

Mit S× wird die Menge aller Einheiten in S bezeichnet. Sind a, b ∈ S×, so ist auch
ab ∈ S× mit (ab)−1 = b−1a−1.

Als Folgerung aus dem Determinantenmultiplikationssatz erhalten wir

Korollar 15.15 Ist A ∈Mn(R) invertierbar, so ist detA eine Einheit in R.

Beweis: AB = En impliziert nach Satz 15.13 detA detB = 1. 2

Die Umkehrung gilt auch, wird aber erst etwas später bewiesen.

Satz 15.16 Für alle A ∈Mn(R) gilt:

detA = detAt.
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Beweis: Es sei A = (aij). Für eine Permutation (i1, . . . , in) von (1, . . . , n) sei mit
(j1, . . . , jn) die inverse Permutation bezeichnet. Dann gilt also ijν = ν für ν =
1, . . . , n; und somit

ai11 · . . . · ainn = a1j1 · . . . · anjn
und wegen (ei1 , . . . , ein)ejν = eijν = eν auch

(ei1 , . . . , ein)(ej1 , . . . , ejn) = (e1, . . . , en).

Nach Satz 15.13 gilt also:

det(ei1 , . . . , ein) det(ej1 , . . . , ejn) = det(e1, . . . , en) = 1.

Da diese Determinanten nur die Werte ±1 annehmen, folgt somit

det(ei1 , . . . , ein) = det(ej1 , . . . , ejn).

Man erhält also

detA =
∑

(i1,...,in)

ai11 · . . . · ainn det(ei1 , . . . , ein)

=
∑

(j1,...,jn)

a1j1 · . . . · anjn det(ej1 , . . . , ejn) = detAt.

2

Korollar 15.17 Die Determinantenfunktion A 7→ detA ist auch multilinear und
alternierend als Funktion der Zeilen von A.

Definition 15.18 Es sei A = (aij) ∈ Mn(R). Mit Aij wird die Matrix bezeichnet,
die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A erhält.

ãji := (−1)i+j detAij

heißt das algebraische Komplement von aij in A (oder auch der Kofaktor von
aij in A).

Ã = (ãji)j=1,...,n
i=1,...,n

∈Mn(R)

heißt die zu A komplementäre Matrix.

Beispiel 15.19

Für A =

(
a11 a12
a21 a22

)
ist Ã =

(
a22 −a12
−a21 a11

)
.

Es gilt nun der wichtige

Satz 15.20 Sei A = (aij) ∈Mn(R). Dann gilt:

a) detA · δki =
n∑
j=1

akj ãji für alle k, i.
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b) detA · δjk =
n∑
i=1

ãjiaik für alle j, k.

In Matrizenschreibweise:
(detA)En = AÃ = ÃA.

Beweis: zu b):

ãji = (−1)i+j det

(
1 0
0 Aij

)

= det




a11 . . . 0 . . . a1n
...

...
...

0 . . . 1 . . . 0
...

...
...

an1 . . . 0 . . . ann




= det(a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an),

wobei die Eins in der i-ten Zeile und j-ten Spalte steht.

Es folgt

n∑

i=1

ãjiaik = det(a1, . . . , aj−1, ak, aj+1, . . . , an) =

{
detA, k = j
0, k 6= j

.

Es gilt also: ÃA = (detA)En.

Zu a): Das zeigt man genauso oder man geht so vor: Nach Satz 15.16 gilt Ãt = (Ã)t,
und somit gilt:

(AÃ)t = (Ã)tAt = ÃtAt = (detAt)En = (detA)En.

Transponiert man diese Gleichung, so ergibt sich AÃ = (detA)En. 2

Korollar 15.21 Ist A ∈ Mn(R) und detA eine Einheit in R, so ist A invertierbar,
und es gilt:

A−1 =
1

detA
Ã.

Diese Formel ist mehr von theoretischem Interesse und nicht so sehr zur Berechnung
von A−1 geeignet. Dasselbe gilt für das folgende

Korollar 15.22 (Cramersche Regel) Ist A ∈ Mn(R) invertierbar, b ∈ Rn, so
besitzt das lineare Gleichungssystem

Ax = b

die eindeutig bestimmte Lösung

x = A−1b =
1

detA
Ãb.
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Für die j-te Komponente xj von x ∈ Rn gilt also:

xj =
1

detA

n∑

i=1

ãjibi =
1

detA

n∑

i=1

det(a1, . . . , aj−1, ei, aj+1, . . . , an)bi

=
det(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an)

det(a1, . . . , an)
.

Übungen

1. Sei A = (aij) ∈Mn(R). Dann gilt:

detA =
n∑

i=1

aik(−1)i+k detAik

für k = 1, . . . , n (Entwicklung nach der k-ten Spalte),

detA =
n∑

i=1

aki(−1)i+k detAki

für k = 1, . . . , n (Entwicklung nach der k-ten Zeile).

2. Beweisen Sie:

(a)

△(x1, . . . , xn) := det




1 x1 x21, . . . , xn−1
1

...
1 xn x2n, . . . , xn−1

n


 =

∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

(b) Stellen Sie △(x1, x2, x3)
2 als Funktion von a1, a2, a3 dar, wobei

(X − x1)(X − x2)(X − x3) = X3 − a1X
2 + a2X − a3.

3. Für A ∈Mn(R), B ∈ Rn,m, C ∈Mm(R) ist

det

(
A B
0 C

)
= detA detC

und

det

(
B A
C 0

)
= (−1)nm detA detC.

4. Es gilt 1798 = 31 · 58, 2139 = 31 · 69, 3255 = 31 · 105 und 4867 = 31 ·
157. Beweisen Sie ohne irgendwelche Berechnungen, dass 31 ein Teiler der
Determinante

det




1 7 9 8
2 1 3 9
3 2 5 5
4 8 6 7




ist.
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5. Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Beweisen Sie:

(a) ÃB = B̃Ã für A,B ∈Mn(R).

(b) (̃aA) = an−1Ã für a ∈ R,A ∈Mn(R).

(c)
≈
A = (detA)n−2A für A ∈Mn(R).

(d) det Ã = (detA)n−1 für A ∈Mn(R).

6. Für a1, . . . , an−1 ∈ Rn sei a1 × . . .× an−1 ∈ Rn das n-Tupel [d1, . . . , dn] mit

di = (−1)i+1 detAi,

wobei A := (a1, . . . , an−1) ∈ Rn,n−1 und Ai aus A durch Streichen der i-ten
Zeile entsteht.

(a) Beweisen Sie: Für b = [b1, . . . , bn] ∈ Rn gilt:

det(b, a1, . . . , an−1) = (a1 × . . .× an−1)t b.

(b) Es sei K ein Körper und A ∈ Kn−1,n eine Matrix vom Rang n − 1.
a1, . . . , an−1 seien die Spalten von At. Zeigen Sie: Das lineare Gleichungs-
system

Ax = 0

hat die Lösungsmenge

K(a1 × . . .× an−1).

7. Es sei K ein Körper und A ∈ Kr,n eine r × n-Matrix vom Rang r ≤ n. Es sei
B ∈ Kn−r,n, so dass C =

(
A
B

)
∈Mn(K) invertierbar ist. Zeigen Sie: Die letzten

n− r Spalten von C̃ bilden eine Basis von {x ∈ Kn |Ax = 0}.

8. Es sei A ∈Mn(K). Für x1, . . . , xn ∈ Kn sei

ϕ(x1, . . . , xn) :=
n∑

j=1

det(x1, . . . , xj−1, Axj , xj+1, . . . , xn).

(a) Zeigen Sie: ϕ ∈ An(K
n).

(b) Berechnen Sie λ ∈ K mit ϕ = λ det. λ heißt die Spur von A.

(c) Ist K = R, so ist f(t) := det(E+At) ein reelles Polynom in t. Berechnen
Sie die Ableitung f ′(0).

9. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Alternierende m-Formen auf V
sind wie in Definition 15.4 erklärt.

(a) Beweisen Sie:

An(V ) = {ϕ | ϕ alternierende n-Form auf V }

ist ein eindimensionaler K-Vektorraum.
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(b) F ∈ End (V ) induziert eine lineare Abbildung

F ∗ : An(V ) −→ An(V )

mit
(F ∗(ϕ))(v1, . . . , vn) := ϕ(F (v1), . . . , F (vn))

für alle v1, . . . , vn ∈ V . Welche Bedeutung hat der Koeffizient λ ∈ K mit
F ∗ = λ idAn(V )?

(c) Sei F ∈ End (V ) und F̂ : An(V ) → An(V ) die Abbildung mit

(F̂ (ϕ))(v1, . . . , vn) :=
n∑

i=1

ϕ(v1, . . . , vi−1, F (vi), vi+1, . . . , vn).

Zeigen Sie: F̂ ist linear.

Der Koeffizient λ ∈ K mit F̂ = λ id heißt die Spur von F . Vergleichen
Sie dies mit Aufgabe 8.
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16 Eigenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches

Polynom

Es sei K ein Körper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

Wir wollen nun die Endomorphismen von V , d.h. die linearen Abbildungen

F : V → V

von V in sich genauer untersuchen.

Ist B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V , so gibt es zu F ∈ End (V ) genau eine Matrix
A = (aij) ∈Mn(K), so dass

F (vj) =
n∑

i=1

aijvi

für j = 1, . . . , n gilt.

A heißt die Matrix von F bezüglich der Basis B.
End (V ) −→Mn(K), F 7−→ A

ist ein K-Algebra-Isomorphismus.

Ist B′ = (w1, . . . , wn) eine andere Basis von V und gilt v =
n∑
i=1

xivi =
n∑
j=1

x′jwj, so

ist x = [x1, . . . , xn] der Koordinatenvektor von v bzgl. B und x′ = [x′1, . . . , x
′
n] der

Koordinatenvektor von v bzgl. B′. Ist nun S = (sij) die Basiswechselmatrix mit

vi =
n∑
j=1

sjiwj, so ist

x′ = Sx,

und aus y = Ax, y′ = Sy folgt:

y′ = SAx = (SAS−1)x′.

B = SAS−1 ∈Mn(K) ist also die Matrix von F bzgl. der Basis B′.

Das Ziel ist es nun, für einen Endomorphismus

F : V −→ V

eine Basis B = (v1, . . . , vn) von V zu finden, so dass die Matrix A von F bzgl. B eine
besonders einfache Gestalt hat. B wird dabei von dem gegebenen Endomorphismus
abhängen.

Man kann dieses Problem auch so beschreiben: Zu gegebener Matrix A ∈ Mn(K)
finde man eine invertierbare Matrix S ∈ Mn(K), so dass die Matrix SAS−1 eine
besonders einfache Gestalt hat.

Wir beginnen unsere Untersuchung mit folgender

Definition 16.1 Es sei F ∈ End (V ). Ein Untervektorraum V0 von V heißt inva-
riant bezüglich des Endomorphismus F (kurz: F -invariant), wenn

F (V0) ⊂ V0

gilt.
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Beispiel 16.2
a) Natürlich sind 0 und V trivialerweise F -invariant. Auch alle Untervekorräume

von kerF sind invariant.

b) Wir betrachten

A =

(
0 1
−1 0

)
: R2 −→ R2.

A besitzt außer 0 und R2 keine invarianten Unterräume. Ist nämlich 0 6= V0 ⊂
R2 ein invarianter Unterraum, so gibt es ein

(
x
y

)
∈ V0\{0}. Es gilt: A

(
x
y

)
=(

x
−y
)
∈ V0. Da

det

(
x y
y −x

)
= −(x2 + y2) < 0

(weil
(
x
y

)
6= 0 ist), sind

(
x
y

)
und A

(
x
y

)
linear unabhängig, also dimV0 = 2, d.h.

V0 = R2.

c) Wir betrachten

A =

(
0 1
−1 0

)
: C2 −→ C2.

Dann gilt:

A

(
1

i

)
=

(
i

−1

)
= i

(
1

i

)
,

und somit ist V0 = C
(
1
i

)
⊂ C2 ein eindimensionaler invarianter Unterraum

bzgl. A.

Auch V1 = C
(

1
−i
)
ist invariant, weil

A

(
1

−i

)
=

(−i
−1

)
= −i

(
1

−i

)

gilt.

Da
(
1
i

)
und

(
1
−i
)
C-linear unabhängig sind, gilt:

C2 = V0 ⊕ V1,

und A hat bzgl. der Basis
(
1
i

)
,
(

1
−i
)
von C2 die Matrix

B =

(
i 0
0 −i

)
,

denn

A

(
1

i

)
= i

(
1

i

)
+ 0

(
1

−i

)

und

A

(
1

−i

)
= 0

(
1

i

)
+ (−i)

(
1

−i

)
.
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d)

A =

(
0 1
0 0

)
: C2 −→ C2

besitzt außer 0 und C2 noch genau einen eindimensionalen invarianten Unterr-
raum, nämlich

V0 = ker A =

{(
z

w

)
∈ C2 | w = 0

}
.

Eine direkte Summenzerlegung von C2 in invariante Unterräume wie in Beispiel
c) ist hier nicht möglich.

An folgendem einfachen Lemma sieht man, dass die F -invarianten Unterräume von
V eine besondere Rolle für unser Problem, F durch eine besonders einfache Matrix
zu beschreiben, spielen werden.

Lemma 16.3 Es sei F ∈ End (V ), und V0 ⊂ V sei ein k-dimensionaler F -invarianter
Unterraum von V , 0 < k < n. Es sei (v1, . . . , vk) eine Basis von V0, und vk+1, . . . , vn
seien Vektoren in V , so dass B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V ist. Dann hat die
Matrix A ∈Mn(K) von F bzgl. B die folgende Blockgestalt:

A =

(
A′ B
0 A′′

)

mit A′ ∈Mk(K), A′′ ∈Mn−k(K), B ∈ Kk,n−k.

Weiter gilt: Gibt es einen zu V0 komplementären F -invarianten Unterrraum V1, d.h.
gilt V = V0⊕V1, so kann man (vk+1, . . . , vn) als Basis von V1 wählen, und die Matrix
A hat dann die Blockdiagonalgestalt

A =

(
A′ 0
0 A′′

)
.

Beweis:

a) Sei A = (aij). Dann ist

F (vj) =
n∑

i=1

aijvi für j = 1, . . . , n.

Da V0 = 〈v1, . . . , vk〉 invariant ist, gilt also:

F (vj) ∈ 〈v1, . . . , vk〉 für j = 1, . . . , k;

also muss aij = 0 gelten, wenn i > k und j ≤ k ist.

b) Ist auch V1 = 〈vk+1, . . . , vn〉 invariant, so gilt außerdem: aij = 0, falls j > k
und i ≤ k. 2

Die einfachste Klasse von Endomorphismen sind die diagonalisierbaren Endomor-
phismen.
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Definition und Lemma 16.4 Es sei F ∈ End (V ). F heißt diagonalisierbar
(über K), wenn eine der folgenden zueinander äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

(1) V besitzt eine direkte Summenzerlegung in eindimensionale F -invariante Un-
terräume V1, . . . , Vn:

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vn, dimVi = 1, F (Vi) ⊂ Vi für i = 1, . . . , n.

(2) Es gibt eine Basis B = (v1, . . . , vn) von V , so dass die Matrix A von F bzgl. B
Diagonalgestalt besitzt:

A =



λ1 0

. . .

0 λn


 , F (vi) = λivi für i = 1, . . . , n.

Beweis: (1) ⇒ (2): Sei vi ∈ Vi\0. Dann ist B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V und
wegen F (Vi) ⊂ Vi, Vi = Kvi folgt F (vi) = λivi mit λi ∈ K.

A =



λ1 0

. . .

0 λn




ist dann die Matrix von F bzgl. B.
(2) ⇒ (1): Ist B = (v1, . . . , vn) Basis von V , so gilt V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vn, wobei
Vi := Kvi. Es gilt dimVi = 1, und wegen F (vi) = λivi gilt ∀a ∈ K:

F (avi) = aF (vi) = aλivi ∈ Vi.

Also ist Vi ein F -invarianter Unterraum. 2

Natürlich nennen wir eine Matrix A ∈Mn(K) diagonalisierbar über K, wenn der
Endomorphismus

A : Kn −→ Kn, x 7−→ Ax

diagonalisierbar ist, und das bedeutet:

∃ S ∈Mn(K) invertierbar, so dass SAS−1 Diagonalmatrix ist.

Beispiel 16.5

A =

(
0 1
−1 0

)
∈ End (R2)

ist nicht diagonalisierbar. Fasst man aber A als Endomorphismus von C2 auf, so ist
A diagonalisierbar: Mit

S =
1

1 + i

(
1 −i
1 i

)

gilt:

SAS−1 =

(
i 0
0 −i

)
.
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Die Matrix S hat die besondere Eigenschaft detS = 1 und S−1 = S
t
= i+1

2

(
1 1
i −i

)
.

Der Endomorphismus
A : C2 −→ C2

hat bzgl. der Basis
((

1
i

)
,
(

1
−i
))

von C2 die Matrix

(
i 0
0 −i

)
. A ist über C, aber

nicht über R diagonalisierbar.

Um zu verstehen, wann ein Endomorphismus F ∈ End (V ) diagonalisierbar ist,
müssen wir die eindimensionalen F -invarianten Untervektorräume von V untersu-
chen. Dazu benutzen wir

Definition 16.6 Es sei F ∈ End (V ).

a) Ein Vektor v ∈ V heißt Eigenvektor von F , wenn v 6= 0 ist und wenn der
von v aufgespannte eindimensionale Untervektorraum Kv von V F -invariant
ist, d.h. wenn es ein λ ∈ K gibt, so dass F (v) = λv gilt.

b) λ ∈ K heißt Eigenwert von F , wenn es einen Vektor v ∈ V , v 6= 0 mit
F (v) = λ v gibt. v heißt dann Eigenvektor zum Eigenwert λ.

c) Ist λ ∈ K ein Eigenwert von F , so heißt E(λ) = ker (F−λ idV ) derEigenraum
von F zum Eigenwert λ. E(λ) ist offensichtlich F -invarianter Untervektorraum
von V mit dimE(λ) ≥ 1, und die Einschränkung von F auf E(λ) ist das λ-
fache der identischen Abbildung auf E(λ).

V
F−→ V⋃ ⋃

E(λ)
λ id−→ E(λ)

ist kommutativ.

Die Aussage 16.4 (2) können wir nun auch so formulieren:

F ist genau dann diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren
von F besitzt.

Satz 16.7 Es sei F ∈ End (V ). λ1, . . . , λm ∈ K seien paarweise verschiedene Ei-
genwerte von F , und Ei = ker (F − λi idV ), i = 1, . . . ,m, seien die zugehörigen
Eigenräume. Dann gilt:

a) Ist vi Eigenvektor von F zum Eigenwert λi, i = 1, . . . ,m, so sind v1, . . . , vm
linear unabhängig in V .

b) Die Summe der Eigenräume E1, . . . , Em ist direkt, d.h.

m⊕

i=1

Ei ⊂ V.

Insbesondere ist
m∑

i=1

dimEi ≤ n.
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Beweis: zu a): Induktion nach m. Für m = 1 ist nichts zu beweisen. Induktions-
schluß m− 1 → m (m ≥ 2) : Es seien a1, . . . , am ∈ K mit

a1v1 + . . .+ amvm = 0. (∗)

Dann ist

λma1v1 + . . .+ λmamvm = 0 = F (0) = F (a1v1 + . . .+ amvm)
= a1F (v1) + . . .+ amF (vm) = a1λ1v1 + . . .+ amλmvm.

Also folgt
(λm − λ1)a1v1 + . . .+ (λm − λm−1)am−1vm−1 = 0.

Nach Induktionsvoraussetzung folgt hieraus:

(λm − λi)ai = 0 für i = 1, . . . ,m− 1;

und somit ai = 0 für i = 1, . . . ,m − 1. Aus (∗) folgt dann amvm = 0, also auch
am = 0.

b): Es genügt zu zeigen, dass
(
m−1∑

i=1

Ei

)
∩ Em = 0.

Es sei v ∈
(
m−1∑
i=1

Ei

)
∩ Em, also F (v) = λmv und

v = v1 + . . .+ vm−1 mit F (vi) = λivi.

Es folgt

F (v) =
m−1∑

i=1

F (vi) =
m−1∑

i=1

λivi

und somit
m−1∑

i=1

(λm − λi)vi = 0.

Da λm − λi 6= 0 für i = 1, . . . ,m− 1, muss nach a) notwendig v1 = . . . = vm−1 = 0,
also auch v = 0 gelten. 2

Von fundamentaler Bedeutung ist nun die folgende

Definition 16.8
a) Es sei A ∈Mn(K), und t sei eine Unbestimmte. Dann ist

tEn − A ∈Mn(K[t])

eine Matrix mit Koeffizienten in dem Polynomenring K[t], und somit ist

PA := det(tEn − A) ∈ K[t]

ein Polynom in der Unbestimmten t und Koeffizienten in K. PA heißt das
charakteristische Polynom von A.
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b) Es sei F ∈ End (V ) und A ∈Mn(K) die Matrix von F bzgl. einer Basis B von
V . Dann heißt PF := PA das charakteristische Polynom von F .

Es gilt zunächst

Lemma 16.9
a) Ist A ∈Mn(K), B = SAS−1, wobei S ∈Mn(K) invertierbar ist, so gilt:

PA = PB.

b) Das charakteristische Polynom PF eines Endomorphismus F ∈ End (V ) ist
unabhängig von der Wahl der Basis von V .

Beweis: zu a): Es gilt
tEn − B = S(tEn − A)S−1.

Nach dem Determinantenmultiplikationssatz folgt hieraus:

PB = (detS)PA(detS)
−1 = PA.

b) folgt unmittelbar aus a). 2

Satz 16.10 Es sei F ∈ End (V ). Dann gilt:

a) Das charakteristische Polynom PF ∈ K[t] hat die Gestalt

PF = tn − (Spur F )tn−1 + . . .+ (−1)n detF.

Ist A = (aij) ∈Mn(K) die Matrix von F bzgl. einer Basis B von V , so ist

Spur F := Spur A :=
n∑

i=1

aii

und detF := detA. Spur F heißt die Spur von F und detF heißt die Deter-
minante von F .

b) λ ∈ K ist genau dann ein Eigenwert von F , wenn λ eine Nullstelle von PF ist.

Beweis: zu a):

PA = det(tEn − A) = (t− a11) · . . . · (t− ann) +Q,

wobei Q ∈ K[t] ein Polynom vom Grad ≤ n− 2 ist. Also ist

PA = tn − (a11 + . . .+ ann)t
n−1 + Terme vom Grad ≤ n− 2.

Der konstante Term von PA ist

PA(0) = det(−A) = (−1)n detA.

Zu b): Sei λ ∈ K. Dann gilt: PF (λ) = 0 ⇔ det(λEn−A) = 0 ⇔ rg(λEn−A) < n ⇔
λ idV − F ist nicht injektiv ⇔ ∃v ∈ V , v 6= 0, so dass F (v) = λv ⇔ λ ist Eigenwert
von F . 2
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Bemerkung 16.11 Die Determinante und die Spur des Endomorphismus F sind
Invarianten von F . Matrizentheoretisch drückt sich das so aus: Es gilt

detA = detB und SpurA = SpurB,

falls B = SAS−1, S invertierbar. Ebenso sind natürlich auch die anderen Koeffizi-
enten von PF Invarianten von F .

Beispiel 16.12
a) Sei

A =




0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3




und K = Q. Dann ist

PA = det



t 1 −1
3 t+ 2 −3
2 2 t− 3


 = t

∣∣∣∣
t+ 2 −3
2 t− 3

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
3 −3
2 t− 3

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
3 t+ 2
2 2

∣∣∣∣

= t(t+ 2)(t− 3) + 6t− 3t+ 9− 6− 6 + 2t+ 4

= t3 − t2 − t+ 1 = (t− 1)2(t+ 1).

A besitzt die Eigenwerte 1 und −1 mit den Eigenräumen E(1) und E(−1).

Da rg(A− E) = 1 und rg(A+ E) = 2 ist, folgt

dimE(1) = 2, dimE(−1) = 1.

Nach Satz 16.7 muss also Q3 = E(1)⊕ E(−1) gelten.

Q3 besitzt somit eine Basis aus Eigenvektoren von A. Also ist A diagonalisier-
bar über Q.

b) Sei A dieselbe Matrix wie in a). Jetzt sei aber K = F2. Dann gilt (reduzieren
modulo 2)

A mod 2 =



0 1 1
1 0 1
0 0 1


 ,

und somit ist

PA mod 2 = det



t 1 1
1 t 1
0 0 t+ 1


 = (t+ 1) det

(
t 1
1 t

)
= (t+ 1)3 ∈ F2[t].

(Natürlich ist PA mod 2 = (PA) mod 2.)

Für den Eigenraum zum Eigenwert 1 gilt:

E(1) = ker (A+ E) = ker



1 1 1
1 1 1
0 0 0


 6= F3

2.

A ist somit über dem Körper F2 nicht diagonalisierbar.
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c) In den Beispielen a) und b) zerfiel das charakteristische Polynom PA über dem
Körper K in Linearfaktoren. Das ist aber im allgemeinen nicht der Fall: Sei
K = R und

A =

(
a b
c d

)
∈M2(R).

Dann ist

PA = t2 − (Spur A)t+ detA = t2 − (a+ d)t+ ad− bc,

und A ist sicher nicht über R diagonalisierbar, wenn das Polynom PA keine
reellen Nullstellen besitzt, d.h. wenn seine Diskriminante

∆ = (Spur A)2 − 4 detA = (a− d)2 + 4bc

negativ ist. A besitzt dann keine reellen Eigenwerte.

Ein Beispiel sind die von ±
(
1 0
0 1

)
verschiedenen Drehmatrizen

A =

(
a b
−b a

)
mit a, b ∈ R, a2 + b2 = 1, b 6= 0.

(Hier ist ∆ = −4b2 < 0.)

Für den Körper C der komplexen Zahlen kann diese Komplikation nicht auftreten.

Allgemein vereinbaren wir

Definition 16.13 Es seiK ein Körper.K heißt algebraisch abgeschlossen, wenn
eine der folgenden äquivalenten Bedingungen erfüllt ist:

a) Jedes nicht-konstante Polynom P ∈ K[X] besitzt eine Nullstelle λ ∈ K.

b) Jedes Polynom P ∈ K[X] vom Grad n ≥ 1 kann man in Linearfaktoren
zerlegen, d.h. ∃α1, . . . , αn ∈ K und a ∈ K, so dass

P = a(X − α1) . . . (X − αn).

Ohne Beweis notieren wir

Satz 16.14 Jeder Körper K besitzt einen Erweiterungskörper K ⊃ K, der algebra-
isch abgeschlossen ist und dessen Elemente α algebraisch über K sind.

K heißt ein algebraischer Abschluss von K.

Einen Beweis findet man z.B. bei Lang [18].

C ist ein algebraischer Abschluss von R.

Der Fundamentalsatz der Algebra lautet nämlich

Satz 16.15 C ist algebraisch abgeschlossen.
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Auch diesen Satz wollen wir hier nicht beweisen. Die Bezeichnung “Fundamental-
satz der Algebra” stammt aus den Anfangstagen der Algebra. Der erste strenge
Beweis von Satz 16.15 stammt von Gauß aus dem Jahre 1799. Heute wird der Satz
meist im Rahmen einer Funktionentheorievorlesung als Folgerung aus den Cauchy-
schen Abschätzungsformeln bzw. aus dem Satz von Liouville hergeleitet (siehe z.B.
Fischer/Lieb: Funktionentheorie). Dieser Beweis ist rein analytisch. Einen relativ
elementaren mehr algebraischen Beweis findet man in dem Buch von Kostrikin [15].
Wir kommen in der Vorlesung Einführung in die Algebra darauf zurück.

Definition 16.16 . Es sei P ∈ K[X] und λ ∈ K. Mit vλ(P ) ∈ N wird die größte
natürliche Zahl k bezeichnet, so dass P = (X − λ)kQ für ein Q ∈ K[X] gilt.

vλ(P ) heißt die Ordnung von P in λ. Ist k = vλ(P ) > 0, so ist λ eine Nullstelle
der Ordnung k von P oder eine k-fache Nullstelle von P .

Ist P normiert, d.h. der Leitkoeffizient von P gleich 1, und zerfällt P in Linearfak-
toren, so gilt:

P =
∏
λ∈K

(X − λ)vλ(P )

=
m∏
i=1

(X − λi)
ri ,

wobei {λ1, . . . , λm} = {λ ∈ K | vλ(P ) > 0} und ri = vλi(P ).

Lemma 16.17 Es sei F ∈ End (V ) und λ ∈ K. Dann gilt:

vλ(PF ) ≥ dim(ker (F − λ idV )).

Beweis: V0 = ker (F −λ idV ) ist F -invariant und, F induziert auf V0 die Abbildung
λ idV0 . Man ergänze eine Basis (v1, . . . , vk) von ker (F − λ idV ) zu einer Basis B von
V . Dann hat die Matrix A von F bzgl. B die Gestalt

A =

(
λEk B
0 A′′

)
,

und somit ist

PF = PA = det

(
(t− λ)Ek −B

0 tEn−k − A′′

)

= (t− λ)kPA′′ .

Es folgt
dimV0 = k ≤ vλ(PF ).

2

Hieraus folgt nun sofort

Satz 16.18 Es sei F ∈ End (V ). Dann gilt: F ist genau dann diagonalisierbar, wenn
gilt:

a) PF zerfällt über K in Linearfaktoren, und
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b) ∀ Eigenwerte λ ∈ K von F gilt:

vλ(PF ) = dim ker (F − λ idV ).

Beweis: Nach 16.4 und 16.7 ist F genau dann diagonalisierbar, wenn

V =
⊕

λ Eigenwert von F

ker (F − λ idV )

gilt. Mit Lemma 16.17 folgt jetzt leicht die Behauptung. 2

Korollar 16.19 Besitzt F n verschiedene Eigenwerte, so ist F diagonalisierbar.

Übungen

1. Seien A,B ∈Mn(K). Dann gilt: PAB = PBA.

Hinweis: Betrachte zunächst den Fall A =

(
Er 0
0 0

)
.

2. Sei A ∈Mn(K) invertierbar, und sei

PA(t) = tn + a1t
n−1 + . . .+ an.

Dann gilt:

PA−1(t) =
1

an
+
a1
an
t+ . . .+

an−1

an
tn−1 + tn = (−1)n

tn

detA
PA

(
1

t

)

und

PÃ(t) = (−1)n
tn

detA
PA

(
detA

t

)
,

wobei Ã die zu A komplementäre Matrix ist.

3. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Körper (zum Beispiel K = C). Es sei

A ∈Mn(K) und PA =
n∏
i=1

(X − λi). Es sei G ∈ K[X] und B := G(A) ∈ K[A].

Zeigen Sie:

(a)

detB =
n∏

i=1

G(λi).

Hinweis: G zerfällt in Linearfaktoren:

G = a

m∏

j=1

(X − αj), a, α1, . . . , αm ∈ K.

Es folgt

B = a

m∏

j=1

(A− αjEn).

Jetzt benutze man den Determinantenmultiplikationssatz und die Defini-
tion des charakteristischen Polynoms PA.
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(b)

PB =
n∏

i=1

(X −G(λi)).

Hinweis: Für gegebenes λ ∈ K betrachte man G1 = λ − G ∈ K[X]. Auf
λE − B = G1(A) wende man dann a) an.

(c)

Spur B =
n∑

i=1

G(λi).

4. (a) Es sei (i1, . . . , in) eine Permutation von (1, . . . , n) und A = (ei1 , . . . , ein)
∈Mn(C). Beweisen Sie: Es gibt ein m ∈ N, m > 0, so dass Am = En. Die
Eigenwerte von A sind m-te Einheitswurzeln.

(b) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von

A = (en, e1, e2, . . . , en−1) ∈Mn(C).

Ist A über C diagonalisierbar?

5. Es seien λ1, . . . , λn ∈ C die Eigenwerte einer reellen n× n-Matrix A ∈Mn(R).
Zeigen Sie:

λ21 + . . .+ λ2n ∈ R.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3. c)!

6. Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F ∈ End (V ). Es gebe einen
Vektor v ∈ V , so dass (v, F (v), F 2(v), . . . , F n−1(v)) eine Basis von V ist. ϕ :
V → Kn sei ein Isomorphismus, und es sei

a0 = ϕ(v), a1 = ϕ(F (v)), . . . , ak = ϕ(F k(v)), . . . .

Dann gilt:

PF =
1

det(a0, . . . , an−1)
det

(
a0 a1 . . . an
1 X . . . Xn

)
.

7. Es sei K ein Körper der Charakteristik p mit p = 0 oder p > n. Es sei
A ∈Mn(K).

B̃ = (XEn − A)̃ ∈Mn(K[X])

sei die zu (XEn − A) komplementäre Matrix, und

P = det(XEn − A) ∈ K[X]

sei das charakteristische Polynom von A.

(a) Zeigen Sie:
Spur B̃ = P ′,

wobei P ′ die Ableitung von P nach X bedeutet.
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Hinweis: Zeigen Sie zunächst

det(P 1, . . . , P n)′ =
n∑

i=1

det(P 1, . . . , (P i)′, . . . , P n)

für jede Matrix
M = (P 1, . . . , P n) ∈Mn(K[X])

mit den Spalten P i. Wenden Sie dann dieses Ergebnis auf P i = Xei − ai

an, wobei ai die i-te Spalte von A sei.

(b) Zeigen Sie: B̃ hat die Gestalt

B̃ = B̃0X
n−1 + B̃1X

n−2 + . . .+ B̃n−1

mit Matrizen B̃i ∈Mn(K). Es sei

P = a0X
n + a1X

n−1 + . . .+ an (a0 = 1).

Aus der Gleichung
(XEn − A)B̃ = PEn

und aus a) leite man die Formeln

B̃0 = a0En, B̃i−AB̃i−1 = aiEn für 1 ≤ i ≤ n−1, −AB̃n−1 = anEn

und

ai =
1

n− i
Spur (B̃i) für i = 0, . . . , n− 1

ab. Folgern Sie:
Ã = (−1)n−1B̃n−1

und

ai = −1

i
Spur (AB̃i−1) für i = 1, . . . , n.
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17 Euklidische Vektorräume

In diesem Abschnitt bezeichnet V einen R-Vektorraum.

Definition 17.1 Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung g : V ×V → R mit
folgenden Eigenschaften:

(a) g ist eine Bilinearform, d.h. die Abbildung g ist bilinear.

(b) g ist symmetrisch, d.h. für alle v, w ∈ V gilt

g(v, w) = g(w, v).

(c) g ist positiv definit, d.h. für alle v ∈ V, v 6= 0 gilt

g(v, v) > 0.

Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum V zu-
sammen mit einem Skalarprodukt g auf V .

g(v, w) heißt das Skalarprodukt von v und w. An Stelle von g(v, w) schreiben wir
auch 〈v, w〉 oder v · w.

Beispiel 17.2 a) Rn mit dem Standardskalarprodukt

x · y = 〈x, y〉 =
n∑

j=1

xiyi

ist ein euklidischer Vektorraum.

b) Es sei gn(x) = cos(nx), fn(x) = sin(nx).Wir betrachten den von den Funktio-
nen g0, g1, g2, . . . und f1, f2, . . . erzeugten Untervektorraum V von Abb([0, 2π],
R). Die Elemente von V werden auch trigonometrische Polynome oder Fourier-
Polynome genannt. Für f, g ∈ V sei

〈f, g〉 :=
∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.

Dies ist ein Skalarprodukt auf V , denn

〈f, f〉 =
∫ 2π

0

f(x)2 dx > 0, wenn f 6= 0.

Aus der Integralrechnung sind die Integrale 〈fn, fm〉, 〈fn, gm〉, 〈gn, gm〉 be-
kannt.
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So ist zum Beispiel für n > 0 :

〈fn, fn〉 =
∫ 2π

0

sin2(nx) dx =
[y=nx]

1

n

∫ 2πn

0

sin2 y dy

=

∫ 2π

0

sin2 y dy = −
∫ 2π

0

sin y d(cos y)

=
[part.Int.]

− sin y cos y
∣∣2π
0

+

∫ 2π

0

cos2 y dy

=

∫ 2π

0

cos2 y dy = 〈gn, gn〉

Da cos2 +sin2 = 1, folgt

2〈fn, fn〉 = 〈fn, fn〉+ 〈gn, gn〉 =
∫ 2π

0

(sin2 y + cos2 y)dy

=

∫ 2π

0

dy = 2π

und somit 〈fn, fn〉 = 〈gn, gn〉 = π für n > 0.

Weiter kann man zeigen:

Für n 6= m ist 〈fn, fm〉 = 〈gn, gm〉 = 0 und es gilt auch 〈fn, gm〉 = 0 für alle
n > 0, m ≥ 0.

Ist nun f ∈ V ein beliebiges Element, so kann man f in der Form

f(x) = a0 +
N∑

n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

schreiben, also

f = a0g0 +
N∑

n=1

angn +
N∑

n+1

bnfn.

Man kann die Koeffizienten ai, bi als Skalarprodukte berechnen:

〈f, g0〉 = a0〈g0, g0〉+
N∑

n=1

an〈gn, g0〉+
N∑

n=1

bn〈fn, g0〉

= a0 · 2π

also a0 =
1
2π
〈f, g0〉. Genauso folgt an = 1

π
〈f, gn〉, bn = 1

π
〈f, fn〉.

Insbesondere folgt, dass die Funktionen g0, g1, . . . , f1, f2, . . . eine Basis des
Vektorraums V bilden. Der Grund hierfür war die Eigenschaft: 〈fn, fm〉 =
〈gn, gm〉 = 0 für n 6= m und 〈gn, fm〉 = 0 für alle n,m.

c) Es sei Ω = {x1, . . . , xn} eine endliche Menge und p : Ω → R+ eine Funktion
mit ∑

x∈Ω
p(x) = 1.
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Wir interpretieren pi = p(xi) als die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis xi.

Eine Funktion f : Ω → R heißt reelle Zufallsvariable auf Ω. Die Zahl

E(f) :=
∑

x∈Ω
p(x)f(x) ∈ R

heißt der Erwartungswert von f .

Die Zufallsvariablen bilden den n-dimensionalen Vektorraum V = Abb (Ω,R)

〈f, g〉 :=
∑

x∈Ω
p(x)f(x)g(x) = E(fg)

ist ein Skalarprodukt auf V , da pi > 0 für alle i = 1, . . . , n.

Definition 17.3 Es sei (V, g) n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. (v1, . . . , vn)
sei eine Basis von V . Dann heißt

G = G(v1, . . . , vn) = (g(vi, vj))i,j=1,...,n ∈Mn(R)

dieGramsche Matrix von v1, . . . , vn bezüglich g oder dieMatrix von g in der Basis
(v1, . . . , vn). detG heißt die Gramsche Determinante von v1, . . . , vn bezüglich g.

Man kann g(v, w) für alle v, w ∈ V mit Hilfe der Matrix G berechnen.

Sei dazu x = [x1, . . . , xn] der Koordinatenvektor von v bezüglich der Basis B =
(v1, . . . , vn), also

v =
n∑

i=1

xivi

und y = [y1, . . . , yn] sei der Koordinatenvektor von w,

w =
n∑

i=1

yivi.

Aus der Bilinearität von g folgt dann

g(v, w) =
n∑

i,j=1

xiyj g(vi, vj) = xtGy.

Da g symmetrisch ist, gilt insbesondere g(vi, vj) = g(vj, vi); G ist also eine symme-
trische Matrix.

Da g positiv definit ist, ist auch die Matrix G positiv definit, d.h. es gilt

xtGx > 0 für alle x ∈ Rn\0.

Wir haben damit den folgenden
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Satz 17.4 Sei V n-dimensionaler R-Vektorraum und B = (v1, . . . , vn) sei eine Basis
von V .

Dann sind

S2(V ) = {g : V × V −→ R | g symmetrisch und bilinear}

und
Sn(R) = {A ∈Mn(R) | A = At}

R-Vektorräume (Unterräume von Abb(V × V,R) beziehungsweise von Mn(R)).

Die Abbildung
g 7−→ G = (g(vi, vj))i,j=1,...,n

ist ein Isomorphismus
S2(V ) −→ Sn(R).

Die Umkehrabbildung ist durch die Formel

g(v, w) = xtGy für x =
n∑

i=1

xivi, y =
n∑

i=1

yivi

gegeben. g ist genau dann positiv definit, wenn G es ist. �

Wir untersuchen das Transformationsverhalten von Bilinearformen g : V ×V −→ R
unter Basiswechsel.

Zunächst bemerken wir, dass für Endomorphismen f : V → V gilt: Sind A,B
Matrizen von f bezüglich verschiedener Basen B = (v1, . . . , vn),B′ = (v′1, . . . v

′
n) und

ist S die Basiswechselmatrix, v′j =
n∑
i=1

sijvi, so gilt

B = S−1AS.

Anders verhält es sich bei Bilinearformen:

Satz 17.5 (Transformationsformel für Bilinearformen)
Es seien B = (v1, . . . , vn), B′ = (v′1, . . . , v

′
n) Basen von V , g : V × V → R sei eine

Bilinearform. Es sei G = (g(vi, vj))i,j=1,...,n und G′ = (g(v′i, v
′
j))i,j=1,...,n. Weiter sei

S = (sij) die Basiswechselmatrix mit v′j =
n∑
i=1

sijvi. Dann gilt

G′ = StGS.

Beweis: Der Beweis ist reine Routine:

v =
∑

xivi, w =
∑

yivi und

v =
∑

x′jv
′
j =

∑
sijx

′
jvi,

w =
∑

y′jv
′
j =

∑
sijy

′
jvi
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impliziert x = Sx′, y = Sy′ und somit

x′tG′y′ = g(v, w) = xtGy = (Sx′)tGSy′ = x′tStGSy′.

Da dies für alle x′, y′ ∈ Rn gilt, folgt

G′ = StGS.

�

Definition 17.6 Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt 〈 , 〉.
Für v ∈ V heißt ‖v‖ :=

√
〈v, v〉 die (euklidische) Norm von v.

Wichtig ist nun der folgende

Satz 17.7 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Für alle v, w ∈ V gilt

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖. (50)

Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w linear abhängig sind.

Beweis:

1. Ist w = 0, so gilt in (50) Gleichheit und v und w sind linear abhängig.

2. Es sei w 6= 0. Für alle t ∈ R gilt

0 ≤ 〈v + tw, v + tw〉 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉t+ t2‖w‖2.

Das quadratische Polynom

f(t) = t2 +
2〈v, w〉
‖w‖2 t+

‖v‖2
‖w‖2

besitzt also höchstens eine reelle Nullstelle, die Diskriminante

∆ =
〈v, w〉2 − ‖v‖2‖w‖2

‖w‖4

von f ist daher nicht positiv, es gilt also

〈v, w〉2 ≤ ‖v‖2‖w‖2,

d.h. |〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖.
Ist ∆ = 0, gilt also |〈v, w〉| = ‖v‖ ‖w‖, so gibt es ein t ∈ R mit f(t) = 0, also

〈v + tw, v + tw〉 = 0

und somit v + tw = 0. v, w sind dann linear abhängig. �

Korollar 17.8 ‖ ‖ ist eine Norm auf V , d.h. es gilt
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(a) ‖λv‖ = |λ| ‖v‖ für alle λ ∈ R, v ∈ V

(b) ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ für alle v, w ∈ V

(c) ‖v‖ ≥ 0 und ‖v‖ = 0 nur wenn v = 0.

Beweis: Lediglich die Dreiecksungleichung (b) bedarf eines Beweises:

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2
≤ ‖v‖2 + 2‖v‖ ‖w‖+ ‖w‖2
= (‖v‖+ ‖w‖)2

�

Definition 17.9 Es seien v, w ∈ V \0. Dann gibt es genau eine reelle Zahl α ∈ [0, π],
so dass

cosα =
〈v, w〉

‖v‖ ‖w‖ .

Diese Zahl α heißt der (unorientierte) Winkel zwischen v und w, in Zeichen:

α = ∢(v, w).

Es gilt

α = 0 ⇐⇒ v = λw mit λ > 0

α = π ⇐⇒ v = λw mit λ < 0

α =
π

2
⇐⇒ 〈v, w〉 = 0

0 < α <
π

2
⇐⇒ 〈v, w〉 > 0, v, w linear unabhängig

(spitzer Winkel)
π

2
< α < π ⇐⇒ 〈v, w〉 < 0, v, w linear unabhängig

(stumpfer Winkel)

Da cos(π − α) = − cosα gilt ergibt sich

∢(−v, w) = π − ∢(v, w) (komplementäre Winkel)

v

w

−v

απ − α
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Beispiel 17.10 (Kosinussatz)
Ist α = ∢(v, w), so gilt

‖v − w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 − 2‖v‖ ‖w‖ cosα (51)

Dies folgt sofort aus der Definition von α und der Norm:

‖v − w‖2 = 〈v − w, v − w〉 = 〈v, v〉 − 2〈v, w〉+ 〈w,w〉
= ‖v‖2 − 2‖v‖ ‖w‖ cosα + ‖w‖2.

Dieser Satz ist aus der Dreiecksgeometrie bekannt: Es sei ein Dreieck mit den Ecken
A,B,C gegeben. Die Seiten a, b, c und die Winkel α, β, γ seien wie im Bild gewählt.

Bc
A

α
β

ab

C

γ

Man bekommt mit v =
→
AB,w =

→
AC:

v − w =
→
AB −

→
AC =

→
CA+

→
AB =

→
CB

und ‖v‖ = c, ‖w‖ = b, ‖v − w‖ = a.

Damit folgt aus (51):
a2 = b2 + c2 − 2bc cosα.

Analog gilt natürlich auch

b2 = a2 + c2 − 2ac cos β

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

Hieraus folgt auch der Satz von Pythagoras. Ist γ = π
2
, das Dreieck also rechtwinklig,

so gilt cos γ = 0 und damit
c2 = a2 + b2.

Beispiel 17.11 (Satz von Thales)
Sind v, w linear unabhängig mit ‖v‖ = ‖w‖, so gilt v − w ist orthogonal zu v + w,
d.h. ∢(v − w, v + w) = π

2
. Das ist klar: Es gilt ja

〈v − w, v + w〉 = 〈v, v〉 − 〈w,w〉 = 0.

Ist ABC ein Dreieck auf einem Kreis, so dass die Seite c = AB ein Durchmesser ist,
so ist ABC rechtwinklig, γ = π

2
.
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BA

C

a

c

M

b

Man setze v =
→
MB, w =

→
MC; dann ist −v =

→
MA, v − w =

→
CB und v + w =

→
AM +

→
MC =

→
AC. Es gilt also

→
CB ist senkrecht zu

→
AC, weil

‖
→
MC‖ = ‖w‖ = ‖v‖ = ‖

→
MB‖.

Es sei jetzt V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Definition 17.12 a) v, w ∈ V heißen orthogonal, wenn 〈v, w〉 = 0 gilt.

b) Zwei Untervektorräume U,W von V heißen orthogonal, wenn 〈v, w〉 = 0 für
alle v ∈ U, w ∈ W gilt.

c) Ist U ⊂ V ein Untervektorraum, so heißt

U⊥ = {v ∈ V | 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ U}

das orthogonale Komplement von U in V .

d) Ein System (v1, . . . , vm) von Vektoren in V heißt orthonormal, wenn 〈vi, vj〉
= δij für alle i, j = 1, . . . ,m gilt, d.h. wenn die Vektoren paarweise zueinander
orthogonal sind und wenn ‖vi‖ = 1 für i = 1, . . . ,m. Eine Orthonormalbasis
ist eine Basis, die orthonormal ist.

Satz 17.13 Es sei U ⊂ V ein Untervektorraum. Dann gilt:

a) U⊥ ist Untervektorraum von U und es gilt V = U ⊕ U⊥.

b) (U⊥)⊥ = U

Beweis: Zu a) Offensichtlich ist U⊥ ein Untervektorraum von U , denn das Skalar-
produkt ist bilinear.

Ist nun v ∈ U ∩U⊥, so ist insbesondere 〈v, v〉 = 0, also v = 0. Damit ist U ∩U⊥ = 0.
Damit ist die Summe von U und U⊥ direkt. Um V = U ⊕ U⊥ zu zeigen, genügt es
dimU⊥ = n− dimU zu beweisen.

Es sei dazu (u1, . . . , um) eine Basis von U . Dann gilt offensichtlich v ∈ U⊥ ⇐⇒
〈v, uj〉 = 0 für j = 1, . . . ,m.
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Wir ergänzen (u1, . . . , um) zu einer Basis (u1, . . . , un) von V und bezeichnen mit

G = (gij), gij = 〈ui, uj〉 die Gramsche Matrix. Ist nun v =
n∑
i=1

xiui, x = [x1, . . . , xn],

so gilt also

v ∈ U⊥ ⇐⇒
n∑

i=1

gijxi = 0 für j = 1, . . . ,m.

Nun hat aber die Matrix G den Rang n, denn für v =
n∑
i=1

xiui gilt: Ist Gx = 0, so

ist auch 〈v, v〉 = xtGx = 0, also v = 0 und somit x = 0. Folglich hat G den Rang n
und (gij) i=1,...,n

j=1,...,m
den Rang m.

U⊥, die Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

n∑

i=1

gijxi = 0 für j = 1, . . . ,m,

hat also die Dimension n−m.

V = U ⊕ U⊥ ist bewiesen.

Zu b) Es gilt dim(U⊥)⊥ = n−dimU⊥ = dimU und U ⊂ (U⊥)⊥, folglich U = (U⊥)⊥.
�

Beispiel 17.14 Es sei R3 mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen.

a) Es sei U = {(x, y, z) ∈ R3 | 3x+ 2y − z = 0}. Wie berechnet man U⊥?

Es sei v := (3, 2,−1). Dann gilt

u = (x, y, z) ∈ U ⇐⇒ 〈u, v〉 = 0

⇐⇒ u ∈ (Rv)⊥

Also ist U = (Rv)⊥ und somit U⊥ = (Rv)⊥⊥ = Rv.

b) Es sei U der von u1 = (1, 1, 0), u2 = (1, 0, 2) aufgespannte Untervektorraum
von R3.

Dann gilt

v = (x, y, z) ∈ U⊥ ⇐⇒
{

x+ y = 0
x+ 2z = 0

Eine Lösung ist (1,−1,−1
2
) und somit gilt U⊥ = R(1,−1,−1

2
).

Definition 17.15 Es sei W ein Untervektorraum von V . Für jeden Vektor v ∈ V
gibt es eine eindeutige Zerlegung v = w1 + w2 mit w1 ∈ W und w2 ∈ W⊥.

w1 heißt dann die orthogonale Projektion von v auf W .

w2 ist dann die orthogonale Projektion von v auf W⊥.
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W

v

W⊥

w1

w2

Die Abbildung pW ∈ End(V ) mit pW (v) = w1 heißt der orthogonale Projektor
von V auf W .

Es gilt

im(pW ) = W, p2W = pW ,

d.h. pW ist idempotent. Man hat offensichtlich die Zerlegung

idV = pW + pW⊥

der Identität. Weiter gilt:

pW ◦ pW⊥ = pW⊥ ◦ pW = 0.

Lemma 17.16 Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhängig.

Beweis: Es sei (v1, . . . , vm) ein Orthonormalsystem. Ist nun
m∑
i=1

aivi = 0, so ist auch

0 =

(
m∑

i=1

aivi, vj

)
=

m∑

i=1

ai(vi, vj) =
m∑

i=1

aiδij = aj

für alle j = 1, . . . ,m. �

Satz 17.17 Jeder euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis: Induktion nach n = dimV .

1. Ist n = 1 und v ∈ V \0, so ist v1 mit v1 :=
1

‖v‖v eine Orthonormalbasis.

2. n− 1 → n: Es sei n = dimV, n ≥ 2.

Wähle einen Vektor v1 ∈ V mit ‖v1‖ = 1. Dann istW := (Rv1)
⊥(n−1)-dimensional.

Nach Induktionsvoraussetzung hat W eine Orthonormalbasis v2, . . . , vn.

Offensichtlich ist dann v1, v2, . . . , vn eine Orthonormalbasis von V . �

Definition 17.18 Es sei B = (v1, . . . , vn) eine Orthonormalbasis von V . Für v ∈ V
heißt dann 〈v, vi〉 der i-te Fourierkoeffizient von v (bzgl. B).
Es gilt

v = 〈v, v1〉v1 + · · ·+ 〈v, vn〉vn.
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Die Abbildung Φ : V −→ Rn mit

Φ(v) = (x1, . . . , xn), wenn xi = 〈v, vi〉
ist ein R-Vektorraumisomorphismus und es gilt

〈v, w〉 = 〈Φ(v),Φ(w)〉.
Das Skalarprodukt von v und w ist ja

〈v, w〉 =
〈∑

i

〈v, vi〉vi,
∑

j

〈w, vj〉vj
〉

=
∑

i,j

〈v, vi〉〈w, vj〉δij =
∑

i

〈v, vi〉〈w, vi〉.

Der euklidische Raum V ist isomorph zu Rn mit dem Standardskalarprodukt.

Wir sehen also: Bis auf Isomorphie gibt es nur einen n-dimensionalen euklidischen
Raum.

Lemma 17.19 Es sei W ein k-dimensionaler Untervektorraum von V und (v1,
. . . , vk) sei eine Orthonormalbasis von W . Dann kann man die orthogonale Pro-
jektion

pW : V −→ V

wie folgt beschreiben:

pW (v) =
k∑

i=1

〈v, vi〉vi

Beweis: Es gilt ja für j = 1, . . . , k:

〈
v −

k∑

i=1

〈v, vi〉vi, vj
〉

= 0.

�

Wir erklären jetzt eine Methode, wie man aus einer gegebenen Basis von V eine
Orthonormalbasis von V gewinnt.

Satz 17.20 (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)
Es sei (w1, . . . , wn) eine Basis von V .

Man setze

v1 :=
1

‖w1‖
w1,

und für k ≥ 1:

vk+1 :=

wk+1 −
k∑
i=1

〈wk+1, vi〉vi

‖wk+1 −
k∑
i=1

〈wk+1, vi〉vi‖

Dann ist (v1, . . . , vn) eine Orthonormalbasis von V mit

Span(w1, . . . , wk) = Span(v1, . . . , vk) für k = 1, . . . , n.
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Beweis: Es sei Vk := Span(w1, . . . , wk). Durch Induktion nach k zeigen wir, dass
(v1, . . . , vk) eine Orthonormalbasis von Vk ist.

a) k = 1 : Es gilt: V1 = Rw1 = Rv1 und ‖v1‖ = 1.

b) Es sei 1 ≤ k ≤ n− 1 und es sei schon gezeigt, dass (v1, . . . , vk) eine Orthonor-
malbasis von Vk ist. Nach Lemma 17.19 ist

w̃k+1 :=
k∑

i=1

〈wk+1, vi〉vi ∈ Vk

die orthogonale Projektion von wk+1 auf Vk. Da wk+1 /∈ Vk, ist wk+1 − w̃k+1 ∈
V ⊥
k \0.

Also ist auch

vk+1 :=
wk+1 − w̃k+1

‖wk+1 − w̃k+1‖
∈ V ⊥

k mit ‖vk+1‖ = 1.

Da außerdem vk+1 ∈ Vk+1 (weil wk+1, w̃k+1 ∈ Vk+1), ist (v1, . . . , vk+1) eine
Orthonormalbasis von Vk+1. �

Beispiel 17.21 Um aus einer beliebigen Basis (w1, . . . , wn) von V eine Orthogonal-
basis (v1, . . . , vn) zu finden, derart, dass

Span(v1, . . . , vk) = Vk,

wobei Vk := Span(w1, . . . , wk) ist, kann man auch so vorgehen. Man setzt v1 = w1.
Für k = 1, . . . , n− 1 bestimmt man x = (x1, . . . , xk), so dass

vk+1 = wk+1 −
k∑

i=1

xiwi

orthogonal zu Vk ist; das liefert die linearen Bedingungen

〈vk+1, wj〉 = 0 für j = 1, . . . , k

und somit das inhomogene lineare Gleichungssystem

k∑

i=1

xi〈wi, wj〉 = 〈wk+1, wj〉, j = 1, . . . , k (52)

mit k Gleichungen in den Unbekannten x1, . . . , xk. Die Koeffizienten des Gleichungs-
systems entnimmt man der Gramschen Matrix

G = (gij), gij = 〈wi, wj〉

von (w1, . . . , wn).
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Das System (52) hat die Form
Gk x = bk, (53)

wobei Gk = (gij)i,j≤k Untermatrix von G und bk = [gk+1,1, . . . , gk+1,k] ist.

Da Gk invertierbar ist, gibt es genau eine Lösung x von (53).

Die so gewonnene Basis ist orthogonal. Man kann sie normalisieren, in dem man vi
durch 1

‖vi‖vi ersetzt.

Ein konkretes Beispiel:

Es sei V der Vektorraum der Polynome a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 vom Grad ≤ 3 und
das Skalarprodukt auf V sei

〈f, g〉 =
∫ 1

−1

f(x)g(x) dx.

Wir wollen die Basis B = (1, x, x2, x3) orthogonalisieren:

Die Gramsche Matrix G von B ist

G = (gij)i,j=1,...4 mit gij =

∫ 1

−1

xi+j−2dx =

[
1

i+ j − 1
xi+j−1

]1

−1

=
1

i+ j − 1
(1 + (−1)i+j),

also

G =




2 0 2
3

0

0 2
3

0 2
5

2
3

0 2
5

0

0 2
5

0 2
7



.

Das oben beschriebene Verfahren liefert:

v1 = 1.
v2 = x− x1 · 1 und g11x1 = g21, also 2x1 = 0, und somit x1 = 0,
d.h. v2 = x.

v3 = x2 − x1 − x2x

und (
g11 g12
g21 g22

)(
x1
x2

)
=

(
2
3

0

)
,

d.h (
2 0
0 2

3

)(
x1
x2

)
=

(
2
3

0

)
,

also x1 =
1
3
, x2 = 0 und v3 = x2 − 1

3
.

Schließlich
v4 = x3 − x1 − x2x− x3x

2

und 


2 0 2
3

0 2
3

0
2
3

0 2
5






x1
x2
x3


 =




0
2
5

0


 .
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Mit Gauß-Elimination ergibt sich



2 0 2
3

0 2
3

0
0 0 2

5
− 2

9






x1
x2
x3


 =




0
2
5

0


 .

Also ist x3 = 0, x2 =
3
5
, x3 = 0 und somit v4 = x3 − 3

5
x.

Damit ist

(v1, v2, v3, v4) = (1, x, x2 − 1

3
, x3 − 3

5
x)

ein orthogonale Basis von V . Allerdings ist diese Basis nicht normiert.

Das folgende Kriterium von Hurwitz ist nützlich, um eine symmetrische Matrix auf
positive Definitheit zu prüfen.

Satz 17.22 Eine symmetrische Matrix G = (gij) ∈ Mn(R) ist genau dann positiv
definit, wenn die Hauptminoren detGk, k = 1, . . . , n positiv sind.

Dabei ist Gk = (gij)i,j≤k ∈Mk(R) die k-te Hauptuntermatrix von G.

Beweis: Es sei g : V × V → R eine symmetrische Bilinearform, (w1, . . . , wn) eine
Basis von V und G sei die Gramsche Matrix von (w1, . . . , wn) bezüglich g. Es sei wei-
ter Vk der von w1, . . . , wk aufgespannte Unterraum von V und gk die Einschränkung
von g auf Vk. Dann ist Gk die Gramsche Matrix von (w1, . . . , wk) bezüglich gk.

1. Es sei g positiv definit. Dann sind auch die Einschränkungen gk positiv definit.
Nach dem Orthonormalisierungsverfahren gibt es eine invertierbare Matrix
Sk, so dass StkGkSk die Einheitsmatrix ist. Es gilt also 1 = det(StkGkSk) =
(detSk)

2 detGk und folglich ist detGk > 0.

2. Es gelte jetzt detGk > 0 für k = 1, . . . , n. Induktiv zeigen wir, dass Gk positiv
definit ist für k = 1, . . . , n.

(a) k = 1 : G1 = (g11), g11 > 0 =⇒ G1 positiv definit

(b) k −→ k + 1: Es sei Gk positiv definit, also gk positiv definit. Wähle
eine Orthonormalbasis (v1, . . . , vk) von Vk. Da Gk nicht singulär ist, denn
detGk 6= 0, kann man nach 17.21 genau ein vk+1 ∈ Vk+1 finden, so dass

vk+1 = wk+1 −
k∑

i=1

xiwi

und
k∑

i=1

gijxi = gk+1,j für j = 1, . . . , k.

Die Gramsche Matrix von (v1, . . . , vk+1) bezüglich gk+1 hat dann die Form

G′ =




1 . . . 0
. . .

...
... 1 0
0 . . . 0 γ


 = StGk+1S.
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Es gilt dann
γ = detG′ = (detS)2 detGk+1 > 0.

Damit ist gezeigt, dass G′ positiv definit ist und somit natürlich auch
Gk+1. �

Bemerkung. Der Beweis hat eigentlich mehr gezeigt: Ist detGk 6= 0 für k =
1, . . . , n, so gibt es eine Basis (v1, . . . , vn) von V , so dass die Matrix (g(vi, vj))i,j
Diagonalmatrix der Form




1
. . .

1
−1

. . .

−1






 r



 s

ist, wobei r die Anzahl der positiven und s die Anzahl der negativen Elemente in
der Folge (

detG1,
detG2

detG1

, . . . ,
detGn

detGn−1

)

ist. Wir kommen darauf in Abschnitt 22 über quadratische Formen zurück.

Übungen

1. Welche der folgenden Abbildungen definiert ein Skalarprodukt auf R3?

(a) 〈x, y〉A := xtAy mit

A =




1 2 0
2 5 1
0 1 2




(b) g((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = x1y1 − x1y2 + x3y2 + x2y2

(c) h((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) :=
∫ 1

−1
(x1 + x2x+ x3x

2)(y1 + y2x+ y3x
2) dx

2. Berechnen Sie die Gramsche Matrix von (v1, v2, v3) bezüglich des Standard-
skalarproduktes auf R3 für

v1 = (1, 1, 2), v2 = (0, 1, 3), v3 = (1,−2, 1).

3. Berechnen Sie den Winkel zwischen f und g, wobei

f = cos x+ sin x+ 3 sin 2x

g = cos 2x+ sin 2x+ 3 sin 3x

und das Skalarprodukt 〈f, g〉 =
∫ 2π

0
f(x)g(x) dx zugrunde liegt.
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4. Es seien (V1, g1), (V2, g2) euklidische Vektorräume. Definieren Sie ein Skalar-
produkt g auf V1 × V2, so dass V1 × 0 und 0× V2 orthogonale Unterräume von
V1 × V2 sind.

5. Es sei V ein euklidischer Vektorraum mit Orthonormalbasis (v1, . . . , v4).
Es sei U der von v1 + v2 und v1 + v2 − v3 aufgespannte Untervektorraum.
Bestimmen Sie eine Basis von U⊥ ⊂ V .

6. Es sei U der von (1, 1, 1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 1, 0, 0) und (1, 0, 1, 0, 1, 0) aufgespannte
Untervektorraum von R6.

(a) Finden Sie eine Orthonormalbasis von U bzgl. des Standardskalarproduk-
tes.

(b) Berechnen Sie die orthogonale Projektion von (1, 1, 1, 1, 1, 1) auf U .

7. Es sei (Ω, p) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, Ω = {x1, . . . , xn}, p : Ω →
R, p(xi) > 0,

n∑
i=1

p(xi) = 1.

Es sei V = Abb(Ω,R) der Raum der Zufallsvariablen.

E : V −→ R

sei das Funktional E(f) :=
∑
x∈Ω

p(x)f(x).

(a) Zeigen Sie: Mit 〈f, g〉 := E(fg) ist V ein euklidischer Vektorraum.

(b) Für eine Teilmenge A ⊂ Ω setzt man p(A) :=
∑
x∈A

p(x).

Zwei Zufallsvariable f, g ∈ V heißen unabhängig, wenn für alle a, b ∈ R
gilt

p(f−1(a) ∩ g−1(b)) = p(f−1(a))p(g−1(b)).

Zeigen Sie: Sind f, g ∈ V mit E(f) = E(g) = 0 und sind f, g unabhängig,
so sind f, g orthogonal.

(c) V0 = {f ∈ V | E(f) = 0} ist Untervektorraum von V . Bestimmen Sie den
orthogonalen Projektor von V auf V0.
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18 Orthogonale Abbildungen

Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum.

Definition 18.1 Für v, w ∈ V heißt d(v, w) := ‖v−w‖ der euklidische Abstand
von v und w.

Definition 18.2 Eine Abbildung F : V → V heißt Isometrie (oder Kongruenzab-
bildung) wenn gilt:

d(F (v), F (w)) = d(v, w).

Beispiel 18.3 Ist a ∈ V , so ist die Translation Ta : V → V, Ta(v) = v + a eine
Isometrie.

Lemma 18.4 Ist F : V → V eine Isometrie mit Fixpunkt b ∈ V , also F (b) = b, so
ist G := T−b ◦ F ◦ Tb eine Isometrie mit G(0) = 0 und es gilt für alle v, w ∈ V :

〈G(v), G(w)〉 = 〈v, w〉.

Beweis:

1. G ist Isometrie als Komposition von Isometrien. G(0) = F (b)− b = 0.

2. Für v ∈ V gilt

‖v‖ = d(v, 0) = d(G(v), G(0)) = d(G(v), 0) = ‖G(v)‖.

Für v, w ∈ V gilt
‖v − w‖2 = ‖v‖2 − 2〈v, w〉+ ‖w‖2

und
‖G(v)−G(w)‖2 = ‖G(v)‖2 − 2〈G(v), G(w)〉+ ‖G(w)‖2.

Da nun ‖G(v)‖ = ‖v‖, ‖G(w)‖ = ‖w‖ und ‖v − w‖ = ‖G(v) − G(w)‖, folgt
durch Vergleich 〈v, w〉 = 〈G(v), G(w)〉. 2

Definition 18.5 Eine Abbildung F : V → V heißt orthogonal ⇐⇒ ∀ v, w ∈ V :
〈F (v), F (w)〉 = 〈v, w〉.

Satz 18.6 Jede orthogonale Abbildung F : V → V ist ein Vektorraumisomorphis-
mus und eine Isometrie.

Beweis: (a) Wir zeigen: F ist isometrisch mit F (0) = 0. Aus 〈F (0), F (0)〉 = 〈0, 0〉 =
0, folgt F (0) = 0. Für v, w ∈ V gilt

‖F (v)− F (w)‖2 = 〈F (v), F (v)〉 − 2〈F (v), F (w)〉+ 〈F (w), F (w)〉
= 〈v, v〉 − 2〈v, w〉+ 〈w,w〉 = ‖v − w‖2.

Also ist F eine Isometrie.
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(b) Wir zeigen, dass F : V → V Vektorraumisomorphismus ist.

Sei (e1, . . . , en) eine Orthonormalbasis von V . Da 〈F (ei), F (ej)〉 = 〈ei, ej〉, ist auch
(F (e1), . . . , F (en)) eine Orthonormalbasis von V . Durch

G

(
n∑

i=1

xiei

)
:=

n∑

i=1

xiF (ei)

ist somit ein Vektorraumisomorphismus G : V → V definiert.

Offensichtlich gilt:

Ist v =
n∑
i=1

xiei, so ist xi = 〈v, ei〉 und somit

F (v) =
n∑

i=1

〈F (v), F (ei)〉F (ei) =
n∑

i=1

〈v, ei〉F (ei) =
n∑

i=1

xiF (ei) = G(v)

Damit ist F = G. 2

Lemma 18.7 Es sei F : V → V orthogonale Abbildung und B = (v1, . . . , vn) eine
Basis von V , G ihre Gramsche Matrix. Weiter sei A die Matrix von F bezüglich der
Basis B.
Dann gilt

G = AtGA.

Ist B eine Orthonormalbasis (also G = E), so gilt

E = AtA,

d.h. die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von Rn.

Weiter gilt detA = ±1.

Beweis:

gij = 〈vi, vj〉 = 〈F (vi), F (vj)〉

=

〈∑

k

akivk,
∑

ℓ

aℓjvℓ

〉

=
∑

k,ℓ

akigkℓaℓj

=⇒ G = AtGA
=⇒ detG = (detA)2 detG =⇒ detA = ±1 2

Aus AtA = E folgt, dass At = A−1. Es gilt also auch AAt = E.

Definition 18.8 Eine Matrix A ∈Mn(R) heißt orthogonal ⇐⇒ AtA = E.

Mit O(n) wird die Menge aller orthogonalen n× n-Matrizen bezeichnet.

Mit O(V ) bezeichnen wir die Menge aller orthogonalen Abbildungen F : V → V .
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Ist eine Orthonormalbasis von V fixiert und bezeichnet A = M(F ) die Matrix von
F bezüglich dieser Basis, so erhält man eine Abbildung

M : O(V ) −→ O(n)

mit folgenden Eigenschaften

a) M(idV ) = E

b) M(F ◦G) = M(F )M(G).

Die Mengen O(n) und O(V ) mit der Matrizen-Multiplikation bzw. Komposition
von Abbildungen als

”
Verknüpfung“ sind Beispiele von Gruppen. Der Begriff der

Gruppe, den wir jetzt einführen wollen, ist ein fundamentaler Begriff der Algebra.

Definition 18.9 Eine Gruppe ist eine Menge G zusammen mit einer Verknüpfung
· : G×G −→ G, (x, y) 7−→ x · y, so dass folgende Axiome erfüllt sind:

(G1) Es gilt das Assoziativ-Gesetz:

∀ x, y, z ∈ G : x · (y · z) = (x · y) · z

(G2) Es gibt ein neutrales Element:

∃ e ∈ G ∀ x ∈ G : e · x = x · e = x

(Wie wir schon früher gesehen haben, ist e eindeutig bestimmt.)

(G3) Jedes Element besitzt ein Inverses:

∀ x ∈ G ∃ y ∈ G : x · y = y · x = e

(y ist ebenfalls durch x eindeutig bestimmt.)
y heißt das Inverse von x und wird mit x−1 bezeichnet.

Es ist üblich, statt x · y kurz xy zu schreiben.

Man darf Klammern in mehrfachen Produkten weglassen:

xyz = (xy)z = x(yz).

Allerdings darf man im allgemeinen nicht die Reihenfolge der Faktoren vertauschen.

Eine Gruppe heißt abelsch, wenn das Kommutativ-Gesetz gilt:

∀ x, y ∈ G : xy = yx.

Abelsche Gruppen werden oft additiv geschrieben. Statt x · y schreibt man also
x+ y.

Natürlich schreibt man dann auch −x an Stelle von x−1. Das neutrale Element e
wird dann mit 0 bezeichnet.
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Ist (K,+, ·) ein Körper, so ist (K,+) eine abelsche Gruppe. (K,+) heißt die additive
Gruppe des Körpers.

Auch (K× = K\{0}, ·) ist eine abelsche Gruppe. K× heißt die multiplikative
Gruppe von K.

Ist G eine Gruppe, n ∈ Z, x ∈ G, so kann man die Potenz xn ∈ G einführen:

Man setzt x0 := e.

Für n > 0 setzt man xn := x · xn−1.

Für n < 0 setzt man xn := (x−n)−1.

Man zeigt leicht die Potenz-Rechenregeln

xn+m = xnxm,
xnm = (xn)m

für alle n,m ∈ Z, x ∈ G.

Weiter gilt
(xy)n = xnyn,

falls xy = yx.

Definition 18.10 Es sei G eine Gruppe, H ⊂ G eine Teilmenge. H heißt Unter-
gruppe von G, wenn gilt:

(a) e ∈ H

(b) ∀ x, y ∈ G : x, y ∈ H =⇒ xy ∈ H

(c) ∀ x ∈ G : x ∈ H =⇒ x−1 ∈ H.

Eine Untergruppe ist mit der von G induzierten Multiplikation natürlich ebenfalls
eine Gruppe.

Definition 18.11 Es seien G1, G2 Gruppen. Eine Abbildung ϕ : G1 −→ G2 heißt
Gruppenhomomorphismus, wenn gilt:

∀ x, y ∈ G1 : ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

Es folgt dann auch ϕ(e) = e, denn: e · ϕ(e) = ϕ(e) = ϕ(e · e) = ϕ(e) · ϕ(e), also
e = ϕ(e).

Weiter gilt ϕ(x−1) = ϕ(x)−1, denn:

e = ϕ(e) = ϕ(xx−1) = ϕ(x)ϕ(x−1)

und somit

ϕ(x)−1 = ϕ(x)−1e = ϕ(x)−1ϕ(x)ϕ(x−1) = eϕ(x−1) = ϕ(x−1).

Ein Gruppenisomorphismus ist ein bijektiver Gruppenhomomorphismus.

Zwei Gruppen G1, G2 heißen isomorph, wenn es einen Isomorphismus ϕ : G1 −→
G2 gibt.
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Lemma und Definition 18.12 Es sei M eine Menge

S(M) = {f :M −→M | f bijektiv }
ist mit der Komposition von Abbildungen als Verknüpfung eine Gruppe.

S(M) heißt die (volle) symmetrische Gruppe von M .

Ist M = {1, . . . , n}, so heißt Sn := S(M) die symmetrische Gruppe n-ten Grades.

Die Elemente von Sn sind Permutationen. 2

Lemma und Definition 18.13 Es sei R ein Ring mit Eins. Die Menge der Ein-
heiten in R ist mit der Multiplikation eine Gruppe, die Einheitengruppe von R. Sie
wird mit R× bezeichnet.

R× = {x ∈ R | ∃ y ∈ R : xy = yx = 1}.
Definition 18.14 a) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

GL(V ) := End(V )× = {F : V → V | F Isomorphismus }
heißt die allgemeine lineare Gruppe von V .

b) Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins. n ∈ N, n > 0.

GLn(R) =Mn(R)
× = {A ∈Mn(R) | A ist invertierbar in Mn(R)}

heißt die allgemeine lineare Gruppe n-ter Ordnung über R.

Lemma 18.15 a) SL(V ) = {F ∈ GL(V ) | detF = 1}
ist eine Untergruppe von GL(V ). Sie heißt die spezielle lineare Gruppe von
V .

b) SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | detA = 1}
ist eine Untergruppe von GLn(R) und heißt die spezielle lineare Gruppe
n-ter Ordnung über R.

Beweis: zu a):

1. idV ∈ SL(V ), denn det(idV ) = 1.

2. F,G ∈ SL(V ) ⇒ det(F ◦G) = detF detG = 1 · 1 = 1 ⇒ F ◦G ∈ SL(V ).

3. F ∈ SL(V ) ⇒ 1 = det(F ◦ F−1) = detF · det(F−1)
= det(F−1) ⇒ F−1 ∈ SL(V ).

zu b) analog. 2

Ist B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V , so ist die Abbildung

M : End(V ) −→Mn(K),

die F die Matrix A = M(F ) von F bezüglich der Basis B zuordnet, ein K-Algebra-
Isomorphismus und induziert einen Gruppenisomorphismus

M : GL(V ) −→ GLn(K).
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GL(V ) ist isomorph zu GLn(K),

SL(V ) ist isomorph zu SLn(K).

Lemma 18.16 Es sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n.

Dann gilt:

O(V ) ist Untergruppe von GL(V ),

O(n) ist Untergruppe von GLn(R).

Die Abbildung
M : O(V ) −→ O(n),

die einer orthogonalen Abbildung F : V → V die Matrix A = M(F ) bezüglich einer
festen Orthonormalbasis B zuordnet, ist ein Isomorphismus.

O(V ) heißt die orthogonale Gruppe von V ,

O(n) heißt die reelle orthogonale Gruppe n-ter Ordnung.

Wieder hat man die
”
speziellen“ Untergruppen

SO(V ) := O(V ) ∩ SL(V ),

SO(n) := O(n) ∩ SLn(R).

�

Beispiel 18.17 a) O(1) = {a ∈ R | a2 = 1} = {±1},
SO(1) = {1}.

b) Wir wollen zeigen, dass

SO(2) =

{(
a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R und a2 + b2 = 1

}
.

Beweis. Sei A =

(
a c
b d

)
∈ SO(2). Dann gilt also AtA = E, d.h.

(
a
b

)
,

(
c
d

)

bilden eine Orthonormalbasis von R2, also gilt a2+b2 = 1 und

(
a
b

)
= ±

(
−b
a

)

und da außerdem detA = 1, folgt

(
a
b

)
=

(
−b
a

)
. 2

Es ist eine leichte Übung, zu zeigen, dass die Menge S1 = {u ∈ C | |u| = 1}
eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe C× ist und dass die Abbildung

u = a+ bi 7−→
(
a −b
b a

)
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ein Gruppenisomorphismus S1 −→ SO(2) ist. Die Abbildung R −→ S1, α 7−→
eiα = cosα + i sinα ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus von der ad-
ditiven Gruppe (R,+) auf S1, denn ei(α+β) = eiαeiβ.

Die Komposition R −→ S1 −→ SO(2) ist der surjektive Gruppenhomomor-
phismus

R −→ SO(2)

α 7−→ Aα :=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Aα ist die Drehung um den Winkel α im mathematisch positiven Sinn.

y

x
1=̂
(
1
0

)cosα

sinα α

eiα=̂Aα
(
1
0

)
(
0
1

)
=̂i

Die Gruppe SO(2) ist abelsch und besteht aus den Drehungen um den Null-
punkt.

c) O(2) ist nicht abelsch und besteht aus den Drehungen

Aα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

und aus den Spiegelungen

Sα =

(
− cosα sinα

sinα cosα

)
=

(
−1 0
0 1

)
Aα.

Man sieht leicht:

Sα =

(
−1 0
0 1

)
Aα

2
Aα

2
= A−α

2

(
−1 0
0 1

)
Aα

2
= (Aα

2
)−1S0Aα

2
.

An dieser Darstellung kann man leicht die Eigenvektoren von Sα und damit
die Spiegelachse ablesen:

Sei P = (Aα
2
)−1
(
1
0

)
, Q = (Aα

2
)−1
(
0
1

)
.

Dann ist

SαP = (Aα
2
)−1S0

(
1

0

)
= −(Aα

2
)−1

(
1

0

)
= −P

und SαQ = Q.



18 Orthogonale Abbildungen 197

1

P

α
2

Q

α
2

y

−P

−α
2

S0

(
1
0

)

ℓ

x
Aα

2
P =

(
1
0

)

Die Gerade durch 0 und Q ist die Spiegelachse ℓ von Sα.

Auch für n ≥ 3 gilt
O(n) = SO(n) ∪ S0 · SO(n),

wobei S0 =




−1
1

. . .

1


 die Spiegelung an der Koordinatenhyperebene H =

{x ∈ Rn | x1 = 0} ⊂ Rn bezeichnet.

Eine Parametrisierung von SO(n) ist für n ≥ 3 nicht so einfach wie im Fall n = 2
zu bewerkstelligen. Die n2 Komponenten aij einer n × n-Matrix unterliegen den
’Orthogonalitätsbedingungen’

n∑

j=1

ajiajk = δik für 1 ≤ i < k ≤ n.

Das sind
(
n+1
2

)
unabhängige Bedingungen und wir erwarten daher, dass SO(n) von(

n
2

)
= n2 −

(
n+1
2

)
reellen Parametern abhängt. Für SO(3) werden wir dies näher

ausführen.

Jetzt beweisen wir zunächst den Satz über die Normalform orthogonaler Abbildun-
gen.

Wir benötigen den folgenden Hilfssatz.

Lemma 18.18 Es sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Zu jedem Endomor-
phismus F : V −→ V gibt es einen F -invarianten Untervektorraum U ⊂ V der
Dimension 1 oder 2.

Beweis: (a) Hat F einen reellen Eigenwert, so hat V einen 1-dimensionalen F -
invarianten Unterraum.

(b) F besitze keine reellen Eigenwerte.
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Es sei λ ∈ C ein komplexer Eigenwert von F . Das bedeutet folgendes: Man wähle
eine Basis (e1, . . . , en) von V und betrachte die Matrix A ∈Mn(R) von F bezüglich
dieser Basis. Es gibt dann ein z ∈ Cn, z 6= 0 mit

Az = λz.

Da A reell ist, d.h. A = A gilt, folgt

Az̄ = Az = λz = λ̄z̄.

x = Re z = 1
2
(z + z̄), y = Im z = 1

2i
(z − z̄) sind Vektoren im Rn.

Ist λ = α + βi, α, β ∈ R, so folgt

Ax =
1

2
(Az + Az̄) =

1

2
(λz + λz)

= Re(λz) = αx− βy

und

Ay =
1

2i
(Az − Az̄) =

1

2i
(λz − λz)

= Im(λz) = αy + βx.

Der von x und y aufgespannte Untervektorraum von Rn ist also A-invariant. Somit
ist der von v, w ∈ V, v =

∑
xiei, w =

∑
yiei, aufgespannte Unterraum U von V

F -invariant.

U ist zweidimensional, da F keine eindimensionalen F -invarianten Unterräume von
V zulässt. 2

Jetzt können wir den Hauptsatz beweisen, der folgendermaßen lautet:

Satz 18.19 Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F : V −→ V
eine orthogonale Abbildung.

Dann gibt es eine orthogonale Zerlegung

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs

in paarweise orthogonale Unterräume Vi mit 1 ≤ dimVi ≤ 2 und orthogonale Abbil-
dungen Fi ∈ O(Vi), so dass

F = F1 ⊕ · · · ⊕ Fs.

Anders formuliert: Es gibt eine Orthonormalbasis B = (v1, . . . , vn) von V , so dass
die Matrix A von F bezüglich B die folgende Blockdiagonalform besitzt

A =




1
. . .

1
−1

. . .

−1
A1

. . .

Ak
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mit Aj ∈ SO(2) für j = 1, . . . , k (k ≥ 0).

Beweis: Induktion nach n.

Ist n = 1 oder n = 2, so ist nichts zu beweisen. Es sei n ≥ 3 und die Zerlegungs-
eigenschaft für orthogonale Abbildungen euklidischer Vektorräume der Dimension
≤ n− 1 schon bewiesen. Ist nun dimV = n und F : V −→ V orthogonal, so gibt es
einen Untervektorraum U von V mit 1 ≤ dimU ≤ 2 und F (U) = U (nach 18.18).
Für U⊥ gilt dann dimU⊥ ≤ n − 1. Da U orthogonal zu U⊥ ist und F orthogonal
ist, ist F (U) orthogonal zu F (U⊥): u ∈ U, v ∈ U⊥ ⇒ 〈F (u), F (v)〉 = 〈u, v〉 = 0.

Da U = F (U), ist somit F (U⊥) ⊂ U⊥, U⊥ also F -invariant. Man erhält

F = F | U ⊕ F | U⊥.

Nach Induktionsvoraussetzung ist

F | U⊥ = F2 ⊕ · · · ⊕ Fs,

wobei Fi : Vi −→ Vi orthogonal ist und dimVi ≤ 2. Mit F1 := F | U , V1 = U folgt
dann

F = F1 ⊕ · · · ⊕ Fs.

Die Matrixdarstellung folgt hieraus.

Man hat nur zu beachten, dass F ∈ O(V )\SO(V ) im Fall dimV = 2 bezüglich der
Orthonormalbasis v1, v2 aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 bzw. -1 die Matrixdar-

stellung

(
−1 0
0 1

)
besitzt . 2

Korollar 18.20 Es sei n ≥ 3. Ist A ∈ O(n), so gibt es eine Matrix S ∈ SO(n), so
dass

S−1AS =




1 0
. . .

1
−1

. . .

−1
A1

. . .

0 Ak




mit A1, . . . , Ak ∈ SO(2)
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Beweis: Nach 18.19 gibt es eine Matrix T ∈ O(n), so dass

T−1AT =




1 0
. . .

1
−1

. . .

−1
A1

. . .

0 Ak




Ist detT = 1, so ist S = T wählbar; ist detT = −1, so setze

S = T




En−2 0

0

(
1 0
0 −1

)

 .

Dann ist S ∈ SO(n) und

S−1AS =




∗ 0

0

(
1 0
0 −1

)
Ak

(
1 0
0 −1

)



falls k ≥ 1, und S−1AS = T−1AT , falls k = 0. 2

Korollar 18.21 (Euler)

Zu jeder Matrix A ∈ SO(3) gibt es eine Matrix S ∈ SO(3) und ein α ∈ R, so dass

S−1AS =




1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


 .

Jede Matrix A ∈ SO(3) beschreibt also eine Drehung A : R3 −→ R3 um eine Gerade
durch den Nullpunkt.

Beweis: Dies folgt aus 18.20 und detA = 1. 2

Beispiel 18.22 Eine Drehung F um die x1-Achse um den Winkel α wird bezüglich

der Standardbasis (e1, e2, e3) von R3 durch die Matrix D =




1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα




beschrieben.

Die Basis (−e1, e2,−e3) ist genauso orientiert wie (e1, e2, e3). Die Transformations-

matrix S =




−1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 liegt in SO(3) und es gilt für die Matrix D̃ von F bzgl.
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(−e1, e2,−e3)

D̃ = S−1DS =




1 0 0
0 cos(−α) − sin(−α)
0 sin(−α) cos(−α)




α

e1

e3

e2

−e3 −e1

denn:

F (−e1) = −e1
F (e2) = (cosα)e2 + (sinα)e3

= (cos(−α))e2 − (sinα)(−e3)
= (cos(−α))e2 + (sin(−α))(−e3)

F (−e3) = −F (e3) = (sinα)e2 − (cosα)e3

= −(sin(−α))e2 + (cos(−α))(−e3).

Übungen

1. Es sei ϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(a) {x ∈ G | ϕ(x) = e} ist eine Untergruppe von G.

(b) {ϕ(x) | x ∈ G} ist eine Untergruppe von H.

2. Ein zweidimensionaler euklidischer Vektorraum heißt euklidische Ebene. Zei-
gen Sie: Die einzigen Isometrien der euklidischen Ebene R2 sind die Transla-
tionen, Drehungen, Spiegelungen und Gleitspiegelungen.

• Translationen sind die Abbildungen Ta mit Ta(x) = x+ a.

• Drehungen sind die Abbildungen Da,α mit Da,α(x) = Aα(x−a)+a, Aα =(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

• Spiegelungen sind die Abbildungen Sℓ mit Sℓ(x) = Sℓ0(x− a) + a, wobei
ℓ0 ⊂ R2 1-dim. Untervektorraum, ℓ = ℓ0 + a Gerade, und Sℓ0(x1 + x2) =
x1 − x2 für x1 ∈ ℓ0, x2 ∈ ℓ⊥0 .
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• Gleitspiegelungen Sℓ,v sind die Abbildungen

Sℓ,v = Tv ◦ Sℓ, wobei v ∈ R2\0

und ℓ eine Gerade mit Richtungsvektor v ist.

x1

ℓ

v

x2
x

Sℓ,v(x)

3. H =

{(
1 x
0 1

)
| x ∈ R

}
ist eine Untergruppe von SL2(R).

4. Es sei S2 = {v ∈ R3 | ‖v‖ = 1}.
Untersuchen Sie die Abbildung

Ψ : S2 × (0, 2π) −→ SO(3),

die einem Paar (v, α) die Drehung um die Achse Rv um den Winkel α im
Gegenuhrzeigersinn zuordnet.

v

α

Zeigen Sie, dass Ψ : S2 × (0, 2π) −→ SO(3)\E surjektiv ist und dass jede
Matrix A ∈ SO(3), A 6= E, genau zwei Urbilder unter der Abbildung Ψ hat.

5. Es sei A ∈ SO(3)\E. Welche geometrische Bedeutung haben

ker(A− E) und
1

2
(Spur(A)− 1)?

6. Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Für a ∈ V \0, sei σa :
V −→ V definiert durch

σa(v) = v − 2
〈v, a〉
〈a, a〉a

(a) Zeigen Sie: σa ist orthogonale Abbildung.

(b) Finden Sie die in 18.19 beschriebene Matrix für die Abbildung σa.
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(c) Es sei S : V −→ V eine orthogonale Abbildung. Zeigen Sie, dass S−1 ◦
σa ◦ S = σb für ein b ∈ V \0, welches?

(d) Seien a1, a2 ∈ V \0 mit ‖a1‖ = ‖a2‖. Setze a := a1 − a2. Berechnen Sie
σa(a1).

7. Es sei V ein n-dim. euklidischer Vektorraum. Zeigen Sie: Jede orthogonale
Abbildung F : V −→ V ist die Komposition von m (m ≤ n) Spiegelungen
σa1 , . . . , σam .

Hinweis: Ist F (a) 6= a, so findet man eine Spiegelung σ, so dass (σ ◦F )(a) = a.
Iteriere!
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19 Unitäre Vektorräume

Die Geometrie der euklidischen Ebene R2 lässt sich algebraisch elegant behandeln,
wenn man R2 als komplexe Zahlenebene C auffasst. Ein Paar (x, y) definiert die
komplexe Zahl z = x+ iy.

Kann man das Skalarprodukt auf R2 komplex interpretieren? Das ist einfach:

Sei z = x+ iy, w = u+ iv, (x, y), (u, v) ∈ R2.

Dann gilt
(x, y) · (u, v) = xu+ yv

und
zw = (xu− yv) + i(xv + yu).

Der Realteil von zw ist
”
fast“ dasselbe wie das Skalarprodukt (x, y) · (u, v). Das

Vorzeichen vor yv ist falsch. Durch folgenden Trick wird dies repariert: Betrachte
einfach

zw̄ = (xu+ yv) + i(yu− xv).

Jetzt gilt in der Tat
Re(zw̄) = (x, y) · (u, v).

Wir haben also das reelle Skalarprodukt auf die Multiplikation komplexer Zahlen
zurückgeführt. zw̄ enthält aber noch mehr Information, den Imaginärteil:

− Im(zw̄) = xv − yu = det

(
x y
u v

)
.

Diese Zahl gibt den (orientierten) Flächeninhalt des von (x, y) und (u, v) aufge-
spannten Parallelogramms in R2 = C an.

Allgemeiner kann man R2n als Cn auffassen und für z, w ∈ Cn, z = x+iy, w = u+iv
mit u, v, x, y ∈ Rn das so genannte unitäre Skalarprodukt

〈z, w〉 := ztw̄ =
n∑

j=1

zjw̄j

einführen. Es gilt

Re〈z, w〉 =
n∑

j=1

xjuj + yjvj = (x, y) · (u, v)

ist das Standard-Skalarprodukt auf R2n.

Ab jetzt sei in diesem Abschnitt V ein C-Vektorraum.

Definition 19.1 Eine Abbildung

h : V × V −→ C

heißt Sesquilinearform auf V :⇐⇒
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(a) h ist C-linear in der ersten Variablen, d.h.

h(av + bw, u) = ah(v, u) + bh(w, u)

für alle a, b ∈ C, v, w, u ∈ V .

(b) h ist C-antilinear in der zweiten Variablen, d.h.

h(u, av + bw) = ā h(u, v) + bh(u, w)

für alle a, b ∈ C, u, v, w ∈ V .

Ist dimC V = n und B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V , so heißt H = (hjk) mit
hjk = h(vj, vk) die Matrix von h bezüglich B oder auch die Gramsche Matrix von
(v1, . . . , vn) bezüglich h.

h ist durch H vollständig bestimmt, denn für v =
n∑
j=1

zjvj, w =
n∑
j=1

wjvj, zj, wj ∈ C

gilt

h(v, w) =
n∑

j,k=1

zjw̄khjk = ztHw̄,

wobei z = [z1, . . . , zn], w = [w1, . . . , wn] ∈ Cn und w̄ := [w̄1, . . . , w̄n].

Wie im Reellen gilt

Lemma 19.2 (Transformationsformel)

Es sei h : V × V −→ C eine Sesquilinearform auf V, H,H ′ seien die Matrizen von
h bezüglich der Basen B = (v1, . . . , vn), B′ = (v′1, . . . , v

′
n) und es sei S = (sij) mit

v′j =
n∑
i=1

sijvi.

Dann gilt
H ′ = StHS̄,

wobei S̄ = (s̄ij) die konjugiert komplexe Matrix zu S ist. 2

Definition 19.3 a) Eine hermitesche Form auf V ist eine Sesquilinearform
h : V × V −→ C mit der Eigenschaft

h(v, w) = h(w, v) für alle v, w ∈ V.

Die Matrix H = (hij) von h bezüglich einer Basis von V ist dann eine hermi-
tesche Matrix, d.h. es gilt

hij = hji kurz: H = H̄ t.

Für eine hermitesche Form ist h(v, v) reell, denn h(v, v) = h(v, v).

b) Eine hermitesche Form h : V × V −→ C heißt positiv definit: ⇐⇒ ∀ v ∈
V \0 : h(v, v) > 0.

c) Eine hermitesche Matrix H heißt positiv definit, wenn für alle z ∈ Cn, z 6= 0
gilt:

ztHz̄ > 0.
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d) Ein unitäres Skalarprodukt auf V ist eine positiv definite hermitesche Form
auf V .

e) Ein endlich dimensionaler C-Vektorraum mit einem unitären Skalarprodukt
heißt unitärer Vektorraum.

Für das unitäre Skalarprodukt schreibt man gewöhnlich wieder 〈u, v〉 statt h(u, v).

Beispiel 19.4 a) (Cn, 〈 , 〉), 〈z, w〉 = ztw̄,
das unitäre Standard-Skalarprodukt auf Cn.

b) Es sei V der von den komplexen Funktionen

fn : [0, 2π] −→ C, fn(x) = einx = cos(nx) + i sin(nx), n ∈ Z

aufgespannte C-Vektorraum.
(Hier ist natürlich dimC V = ∞.)

Für f, g ∈ V setzt man

〈f, g〉 :=
∫ 2π

0

f(x)g(x) dx.

Dies ist eine positiv definite hermitesche Form auf V .

Die Elemente von V heißen komplexe Fourierpolynome.

Definition 19.5 Es sei V ein unitärer Vektorraum.

Für v ∈ V setzt man
‖v‖ =

√
〈v, v〉.

‖v‖ heißt die (unitäre) Norm von v.

Für λ ∈ C, v ∈ V gilt

‖λv‖ =
√
〈λv, λv〉 =

√
λλ̄〈v, v〉 = |λ|‖v‖.

Satz 19.6 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Es sei V ein unitärer Vektorraum. Dann gilt

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖ für alle v, w ∈ V.

Gleichheit gilt genau dann, wenn v, w C-linear abhängig sind.

Beweis: Zum Beweis wollen wir den reellen Fall verwenden. V kann auch als R-
Vektorraum aufgefasst werden, weil R ⊂ C. Dann ist Re〈 , 〉 : V × V −→ R ein
euklidisches Skalarprodukt auf V mit derselben Norm wie 〈 , 〉. Nach der reellen
Cauchy Schwarzschen Ungleichung gilt

Re〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖ für alle v, w ∈ V.

Es gilt 〈v, w〉 = u|〈v, w〉| mit u ∈ S1, also uū = 1 und somit

|〈v, w〉| = uū|〈v, w〉| = ū〈v, w〉 = 〈v, uw〉.
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Insbesondere ist 〈v, uw〉 reell und nicht negativ. Es folgt

|〈v, w〉| = 〈v, uw〉 = |Re〈v, uw〉| ≤ ‖v‖ ‖uw‖
= ‖v‖ |u| ‖w‖ = ‖v‖ ‖w‖.

Sind v, w C-linear abhängig, so gilt offensichtlich Gleichheit. Gilt |〈v, w〉| = ‖v‖ ‖w‖,
so gilt auch |Re〈v, uw〉| = ‖v‖ ‖uw‖, also sind v und uw R-linear abhängig, und
somit sind v und w C-linear abhängig. 2

Es sei V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum. Ohne Mühe kann man Definiti-
on 17.12, Satz 17.13, Definition 17.15, Lemma 17.16, Satz 17.17, Definition 17.18,
Lemma 17.19 und Satz 17.20 übertragen.

Auch das Analogon zu Satz 17.22 ist richtig: Eine hermitesche Matrix H ist genau
dann positiv definit, wenn die Hauptminoren detHk, k = 1, . . . , n positiv sind.

Beispiel 19.7 a) H =

(
1 −i
i 1

)
ist hermitesch, denn

H̄ =

(
1 i
−i 1

)
, H̄ t = H.

Aber H ist nicht positiv definit, weil detH = 0.

b) H =

(
1 1− i

1 + i 3

)
ist positiv definit, denn:

H1 = 1 > 0, detH = 3− (1− i)(1 + i) = 1 > 0.

Beispiel 19.8 Sei V das Beispiel 19.4 (b). Wir betrachten den (2N+1)-dimensiona-
len C-Untervektorraum VN , der von

fn(x) = einx, |n| ≤ N

erzeugt wird.

Es sei ϕn(x) =
1√
2π
fn(x).

Behauptung: {ϕn | |n| ≤ N} ist eine Orthonormalbasis von VN .

Beweis:

‖ϕn‖2 =
∫ 2π

0

ϕn(x)ϕn(x) dx =
1

2π

∫ 2π

0

dx = 1.

Für n 6= m ist

〈ϕn, ϕm〉 =
1

2π

∫ 2π

0

einx(eimx) dx =

1

2π

∫ 2π

0

einxe−imx dx =
1

2π

∫ 2π

0

ei(n−m)x dx =

1

2π

[
1

i(n−m)
ei(n−m)x

]2π

0

= 0. 2
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Sei f ∈ V . f besitzt die orthogonale Projektion

fN :=
N∑

n=−N
〈f, ϕn〉ϕn ∈ VN

auf den Unterraum VN .

〈f, ϕn〉 =
1√
2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx

heißt der n-te komplexe Fourierkoeffizient von f .

Da fN orthogonal zu f − fN , gilt

〈f, fN〉 = 〈f − fN , fN〉+ 〈fN , fN〉 = ‖fN‖2 =
N∑

n=−N
〈f, ϕn〉2

und somit

‖f − fN‖2 = 〈f − fN , f − fN〉 = 〈f − fN , f〉

= ‖f‖2 − 〈fN , f〉 = ‖f‖2 −
N∑

n=−N
〈f, ϕn〉2,

also gilt ‖f‖2 ≥
N∑

n=−N
〈f, ϕn〉2 für alle N .

Die Fortführung dieser Überlegungen gehört in die Analysis.

Übungen

1. Es sei U der von (i, 0, 1) und (1, 1, i) aufgespannte komplexe Unterraum von
C3. Bestimmen Sie U⊥.

2. Sind v = (3i+1, 1−i, i+1) und w = (−1+7i, 3−i, 1+3i) C-linear abhängig.
Berechnen Sie 〈v, w〉, ‖v‖, ‖w‖.

3. In C4 sei das unitäre Standard-Skalarprodukt gegeben. Wenden Sie das
Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf (v1, v2) an, wobei

v1 = (i, 1, 0, i+ 1)

v2 = (i, i, i+ 1, 1).

Interpretieren Sie das Ergebnis.

4. Berechnen Sie eine Orthonormalbasis von C2 bezüglich des unitären Skalar-

produkts h mit der Matrix H =

(
1 i+ 1

1− i 3

)
bzgl. der Standardbasis von

C2.
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20 Die unitäre Gruppe

Definition 20.1 (a) Es sei V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum. F ∈ EndV
heißt unitär ⇐⇒ ∀v, w ∈ V : 〈F (v), F (w)〉 = 〈v, w〉.
Die unitären Endomorphismen sind offensichtlich Isomorphismen
(denn wegen ‖ F (v) ‖=‖ v ‖ sind unitäre Endomorphismen injektiv, also bijektiv)
und bilden eine Untergruppe

U(V ) ⊂ GL(V ).

U(V ) heißt die unitäre Gruppe von V .

(b) Eine Matrix A ∈Mn(C) heißt unitär ⇐⇒ AA
t
= E.

Mit U(n) sind die Menge aller unitären n× n-Matrizen bezeichnet.

Offensichtlich ist U(n) ⊂ GLn(C), denn ist AA
t
= E, so ist A invertierbar mit

A−1 = A
t
. Außerdem folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz, dass detA

eine unimodulare komplexe Zahl ist: detA detA = 1.

U(n) ist eine Untergruppe von Gln(C) denn:

(a) E ∈ U(n)

(b) A,B ∈ U(n) ⇒ AB(AB)t = AB(AB)t = ABB
t
A
t
= AA

t
= E, also ist

AB ∈ U(n).

(c) Ist A ∈ U(n) so ist A−1 = A
t
und somit ist A−1(A−1)

t
= A−1(A

t
)
t

= A−1A =
E, also A−1 ∈ U(n).

U(n) heißt die unitäre Gruppe n-ter Ordnung.

SU(n) = {A ∈ U(n) | detA = 1} ist eine Untergruppe von U(n). Sie heißt die
spezielle unitäre Gruppe n-ter Ordnung.

Es sei B = (v1, . . . , vn) eine Orthonormalbasis von V . Dann ist

F 7→ M(F ) = A = ( Matrix von F bezüglich B)

ein Gruppenisomorphismus.

M : U(V ) → U(n).

Es sei A = (aij) mit F (vj) =
n∑
k=1

akjvk.

Dann gilt

δij = 〈vi, vj〉 = 〈F (vi), F (vj)〉 =
n∑

l,k=1

aliakj〈vl, vk〉

=
n∑

l,k=1

aliakjδlk =
n∑
k=1

akiakj, d.h.

AtA = E, also auch A
t
A = E, d.h. A ∈ U(n).
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Beispiel 20.2
(a) U(1) = {a ∈ C | aa = 1} = S1 ∼= SO(2).

(b) Die Gruppe SU(2) ist wichtig in der Physik. Sie heißt auch Spingruppe.

Wir zeigen, dass

SU(2) =

{(
a −b
b a

)
| a, b ∈ C und |a|2 + |b|2 = 1

}

Beweis: Es sei A =

(
α β
γ δ

)
∈ SU(2).

Es gilt dann AtA = E und das heißt

(
α γ
β δ

)(
α β

γ δ

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Das ergibt die drei Bedingungen

(i) |α|2 + |γ|2 = 1

(ii) αβ + γδ = 0

(iii) |β|2 + |δ|2 = 1

Weiter gilt detA = 1, d.h.

(iv) αδ − βγ = 1.

Multipliziert man (i) mit β, so erhält man

βαα + βγγ = β.

Ersetzt man hier βα durch −γδ (was nach (iii) erlaubt ist), so ergibt sich

−γδα + βγγ = β,

also
−γ
(
αδ − βγ

)
= β

und somit nach (iv):
β = −γ, also β = −γ.

Setzt man dies in (ii) ein, so erhält man

−αγ + γδ = 0.

Ist γ 6= 0, so folgt α = δ, also δ = α und somit hat

A =

(
α −γ
γ α

)

die gewünschte Gestalt.
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Ist γ = 0, so lauten die Bedingungen (i) - (iv):

|α| = 1, β = 0, |δ| = 1, αδ = 1.

Es folgt δ = α−1 = α und somit hat auch in diesem Fall

A =

(
α 0
0 α

)

die gewünschte Form.

Aus dieser Beschreibung von SU(2) ist sofort ersichtlich, dass SU(2) die Gestalt der
dreidimensionalen Einheitssphäre

S3 = {x = (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x21 + x22 + x23 + x24 = 1}

hat. Die Abbildung

Φ : S3 → SU(2) mit Φ(x) =

(
x1 + ix2 −x3 + ix4
x3 + ix4 x1 − ix2

)
ist bijektiv.

Im nächste Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen den Gruppen SU(2)
und SO(3) genauer untersuchen.

Die Klassifikation der unitären Endomorphismen eines unitären Raumes ist einfacher
als die der orthogonalen Endomorphismen eines euklidischen Vektorraums. Es gilt

Satz 20.3 Es sei (V, 〈, 〉) eine n-dimensionaler unitärer Raum und F : V → V ein
unitärer Endomorphismus. Dann gilt

(a) Die Eigenwerte λ ∈ C von F haben den Absolutbetrag 1, sind also unimodulare
komplexe Zahlen.

(b) Es gibt eine Orthonormalbasis B = (v1, . . . , vn) aus Eigenvektoren von F .

Beweis: zu (a). Ist F (v) = λ(v), so gilt 〈v, v〉 = 〈F (v), F (v)〉 = 〈λv, λv〉 = λλ〈v, v〉.
Da v 6= 0 ist, gilt λλ = 1, d.h. |λ| = 1.

zu (b). Induktion nach n. Für n = 1 ist nichts zu beweisen.

Induktionsschluss n− 1 → n(n ≤ 2): Es sei v1 ∈ V ein normierter Eigenvektor von
F . W = Cv1 ist ein eindimensionaler F -invarianter Unterraum. W⊥ ist (n − 1)-
dimensionaler Untervektorraum von V mit V = W ⊕ W⊥. W⊥ ist ebenfalls F -
invariant, denn für w ∈ W⊥ ist 0 = 〈w, v1〉 = 〈F (w), F (v1)〉 = 〈F (w), λ1v1〉 =
λ1〈F (w), v1〉, wobei λ1 Eigenwert und F (v1) = λ1v1. Da λ1 6= 0, folgt somit

〈F (w), v1〉 = 0, d.h. F (w) ∈ W⊥.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Orthonormalbasis (v2, . . . , vn) von
F |W⊥ : W⊥ → W⊥ aus Eigenvektoren von F |W⊥. Das sind natürlich auch Eigen-
vektoren von F und B = (v1, . . . , vn) ist eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
von F .

�
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Korollar 20.4 Zu jeder unitären Matrix A ∈ U(n) gibt es eine unitäre Matrix
B ∈ U(n), so dass

BAB
t
=

(
λ1 0

. . .
0 λn

)
mit

unimodularen komplexen Zahlen λ1, . . . , λn ∈ S1.

Bemerkung 20.5
Um eine unitäre Matrix A ∈ U(n) auf ihre Normalform zu bringen, geht man fol-
gendermaßen vor: Zunächst bestimmt man die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms PA.

Seien λ1, . . . , λm die verschiedenen Nullstellen. Jetzt berechne man eine Orthonor-
malbasis (v

(j)
1 , . . . , v

(j)
kj
) des Eigenraumens E(λj) von λj. Dann ist die Matrix

S = (v
(1)
1 , . . . , v

(1)
k1
, . . . , v

(m)
1 , . . . , v

(m)
km

)

eine unitäre Matrix und nach Konstruktion der v
(j)
l gilt die Matrizengleichung

AS = S

(λ1Ek1 0
. . .

0 λnEkm

)
,

also

S−1AS =




λ1 0
. . .

λ1
. . .

λ1
. . .

0 λ1






 k1-mal



 km-mal

Beispiel 20.6 Die Normalform einer Matrix A ∈ SU(2) ist

(
λ 0

0 λ

)

wobei λ ∈ S1. Es ist nämlich detA = 1 und folglich sind die beiden Eigenwerte von
A, die ja unimodular sind, zueinander konjugiert.

T =

{(
λ 0

0 λ

)
| λ ∈ S1

}
ist eine zu S1 isomorphe Untergruppe von SU(2).

Auch SO(2) ist eine zu S1 isomorphe Untergruppe von SU(2).

Das Berechnen der Normalform von A ∈ SO(2) nach dem in Beispiel 20.5 beschriebe-

nem Verfahren führt hier zu einem konkreten Ergebnis: IstA =

(
a −b
b a

)
, a2+b2 = 1,

so sind λ = a+ib und λ = a−ib Eigenwerte von A und man erhält von A unabhängige

Eigenvektoren v1 =

(
i
1

)
zum Eigenwert λ (denn Av1 =

(
ai− b
λ

)
= λ

(
i
1

)
= λv1)
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und v2 =

(
1
i

)
zum Eigenwert λ. Also gilt S =

−1√
2

(
i 1
1 i

)
∈ U(2) und

S−1AS =

(
λ 0

0 λ

)
.

Damit induziert die unitäre Matrix S einen Gruppenisomorphismus

Φ : SO(2) → T, Φ(A) = S−1AS.

Die Matrix S liegt in SU(2), denn

detS = 1.

Man sagt die Untergruppen T und SO(2) von SU(2) sind konjugiert in SU(2).

T = S−1 · SO(2) · S.

Übungen

1. Finden Sie eine Matrix S ∈ SU(2), so dass S−1

(
1 i
−1 1

)
S eine Diagonalma-

trix ist.

2. Zeigen Sie:

A =
1

1− ω



ω ω2 ω3

ω2 ω4 ω6

ω3 ω6 ω9


 mit ω =

1

2
(−1 +

√
3i)

ist unitär. Berechnen Sie detA.

3. Es sei A =

(
a −b
b a

)
∈ SU(2), a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1. Zeigen Sie:

(a) Es gibt Diagonalmatrizen B1, B2 ∈ T (vgl. Beispiel 20.6) und eine Dreh-
matrix D ∈ SO(2) mit einem Drehwinkel ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
, so dass

A = B1DB2 (∗)

(b) Sind a, b beide ungleich Null, so ist die Darstellung (∗) eindeutig bis auf
eine Änderung (B1, B2) → (−B1,−B2).

4. Es sei H =

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ C

}
,

1 =

(
1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 1
−1 0

)
, k =

(
0 i
i 0

)
.

Zeigen Sie:
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(a) H ist eine nicht-kommutative R-Unteralgebra von M2(C), aber keine C-
Unteralgebra.

(b) H wird als R-Vektorraum von 1, i, j, k erzeugt.

(c) H∗ = H\{0} ⊆ Gl2(C),

H = {±1,±i,±j,±k} ist eine Untergruppe von H∗. Stellen Sie die Mul-
tiplikationstafel von H auf.

(d) Für q = a1 + a2i + a3j + a4k sei q = a1 − a2i − a3j − a4k.. Es gilt
Sp(1) := {q ∈ H | qq = 1} ist eine zu SU(2) isomorphe Gruppe.

H ist der Schiefkörper der Quaternionen. Der Buchstabe H soll an den Ent-
decker der Quaternionen, W.R. Hamilton erinnern.
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21 Selbstadjungierte Operatoren

Es sei V ein n-dimensionaler unitärer Raum. Wie immer werde das Skalarprodukt
von u, v ∈ V mit 〈u, v〉 bezeichnet.
Es sei F : V → V ein Endomorphismus. Ein besonderer Fall liegt vor, wenn es eine
ON -Basis (v1, . . . , vn) von V und reelle Zahlen λ1, . . . , λn gibt, so dass

F (vi) = λivi für i = 1, . . . , n.

Wir wollen sehen, dass dann für alle v, w ∈ V gilt

〈F (v), w〉 = 〈v, F (w)〉. (54)

Das sieht man folgendermaßen:

Es sei v =
n∑
i=1

xivi, w =
n∑
i=1

yjvj mit xi, yj ∈ C.

Dann gilt

〈F (v), w〉 =

〈
n∑

i=1

xiF (vi),
n∑

i=1

yjvj

〉
=

n∑

i,j=1

xiyj〈F (vi), vj〉

=
n∑

i,j=1

λixiyj〈vi, vj〉 =
n∑

i=1

λixiyj

und genauso folgt

〈v, F (w)〉 =
n∑

i=1

λixiyj.

Da nun aber λi als reell vorausgesetzt ist, gilt λi = λi und somit die Formel (54). F
ist selbstadjungiert nach der folgenden

Definition 21.1 F ∈ End(V ) heißt selbstadjungiert, wenn 〈F (v), w〉=〈v, F (w)〉
für alle v, w ∈ V gilt.

Lemma und Definition 21.2 Zu jedem Endomorphismus F ∈ End(V ) gibt es
genau einen Endomorphismus F ∗ ∈ End(V ) mit

〈v, F (w)〉 = 〈F ∗(v), w〉
für alle v, w ∈ V .

F ∗ heißt der zu F adjungierte Operator.

(Das Wort “linearer Operator auf V ” wird synonym zu “Endomorphismus von V ”
verwendet.)

Es gilt auch
〈F (v), w〉 = 〈v, F ∗(w)〉

für alle v, w ∈ V , mit anderen Worten: (F ∗)∗ = F .

Ist B = (v1, . . . , vn) eine ON -Basis von V und ist A die Matrix von F bezüglich B,
so ist A∗ := A

t
die Matrix von F ∗ bezüglich B.

F ist genau dann selbstadjungiert, wenn F = F ∗ gilt, d.h. wenn die Matrix A von

F bezüglich einer ON -Basis von V hermitesch ist, also A = A
t
gilt.
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Beweis: Die Eindeutigkeit von F ∗ ist klar, weil zwei Vektoren v1, v2 ∈ V genau
dann gleich sind, wenn 〈v1, w〉 = 〈v2, w〉 für alle w ∈ V gilt.

Zur Existenz von F ∗: Es sei B = (v1, . . . , vn) eine ON -Basis von V . Es sei A = (aij)
die Matrix von F bezüglich B, also

F (vj) =
n∑

i=1

aijvi für j = 1, . . . , n.

Man definiere F ∗ ∈ End(V ) durch

F ∗(vi) :=
n∑

i=1

aijvj.

Dann gilt für v =
∑
xivi, w =

∑
yjvj:

〈v, F (w)〉 =
∑

i,j

xiyj 〈vi, F (vj)〉 =
∑

i,j

xiyj

〈
vi,
∑

k

akjvk

〉

=
∑

i,j

xiyjaij

und

〈F ∗(v), w〉 =
∑

i,j

xiyj 〈F ∗(vi), vj〉 =
∑

i,j

xiyj〈
∑

k

aikvk, vj〉

=
∑

i,j

xiyjaij ,

also 〈F ∗(v), w〉 = 〈v, F (w)〉. Damit ist die Existenz von F ∗ bewiesen.

Nach Konstruktion ist A
t
die Matrix von F ∗ bezüglich B.

Da (A∗)∗ = A gilt, ist A die Matrix von (F ∗)∗ bezüglich B, also gilt F = (F ∗)∗.

�

Bemerkung 21.3 Ist V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum, so induziert das
Skalarprodukt 〈, 〉 auf V einen kanonischen C-Vektorraumisomorphismus

End(V ) → Sesq(V ) := {h : V × V → C | h sesquilinear}

und zwar wird F ∈ End(V ) die Sesquilinearform hF mit hF (v, w) := 〈F (v), w〉
zugeordnet. Man sieht leicht ein, dass F 7→ hF linear ist:

(a) hF+G(v, w) = 〈(F +G)(v), w〉 = 〈F (v) +G(v), w〉 =
〈F (v), w〉+ 〈G(v), w〉

= hF (v, w) + hG(v, w)

= (hF + hG)(v, w),

(b) hλ,F (v, w) = 〈λF (v), w〉 = λ〈F (v), w〉 =
= λhF (v, w).
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Weiter gilt 〈F (v), w〉 = 0 für alle v, w ∈ V , genau dann, wenn F (v) = 0 für alle
v ∈ V , wenn also F = 0. Damit ist F 7→ hF injektiv. Aus Dimensionsgründen ist
damit

End(V ) → Sesq(V ), F 7→ hF

ein Isomorphismus.

Bei dieser Zuordnung gilt:

F = F ∗ ⇐⇒ hF ist hermitesche Form.

Ist nämlich F = F ∗, F also selbstadjungiert, so ist

hF (v, w) = 〈F (v), w〉 = 〈v, F (w)〉 = 〈F (w), v〉
= hF (w, v),

d.h. hF ist hermitesch.

Ist umgekehrt hF hermitesch, so folgt

〈F (v), w〉 = hF (v, w) = hF (w, v) = 〈F (w), v〉 = 〈v, F (w)〉

für alle v, w ∈ V , d.h. F ist selbstadjungiert.

Man beachte, dass die Menge Herm(V ) der hermiteschen Formen h : V × V → C
ein reeller aber kein komplexer Untervektorraum von Sesq(V ) ist.

Die Menge der selbstadjungierten Operatoren F : V → V ist ein zu Herm(V )
isomorpher reeller Untervektorraum von End(V ).

Man sieht leicht, dass dimRHerm(V ) = n2.

Ist H = (hij) die Matrix von hF bezüglich einer Basis B = (v1, . . . , vn), so gilt (vgl.
(19.3.a))

hij = hF (vi, vj) = hF (vj, vi) = hji,

also H = H
t
.

Für die Matrix A = (aij) von F bezüglich B gilt hingegen

hij = hF (vi, vj) = 〈F (vi), vj〉 =
n∑
k=1

aki〈vk, vj〉

=
n∑
k=1

akigkj,

wobei G = (gij) die Gramsche Matrix von B ist, gij = 〈vi, vj〉. Es gilt also

H = GtA = GA

und aus H = H
t
folgt GtA = A

t
G, also

A = (Gt)−1A
t
Gt.

Nur wenn B eine ON -Basis ist kann man schließen, dass die Matrix A von F
bezüglich B hermitesch ist.
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Beispiel 21.4 Interessant ist der Fall n = 2.

Sei (e1, e2) eine ON -Basis V . Die selbstadjungierten Operatoren F : V → V werden
bezüglich dieser Basis durch hermitesche 2× 2-Matrizen

A =

(
a b
b c

)

mit a, c ∈ R, b ∈ C beschrieben.

Der reelle Unterraum E aller selbstadjungierten Operatoren F : V → V mit
Spur(F ) = 0 ist dreidimensional, wird von den Matrizen

A =

(
a b
b −a

)
, a ∈ R, b ∈ C

dargestellt und hat die Basis (σ1, σ2, σ3) bestehend aus den Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Man kann sich leicht überlegen, dass durch

(F,G) :=
1

2
Spur(F ◦G)

ein euklidisches Skalarprodukt auf E definiert ist, dessen zugehörige Norm ‖F‖ durch

die Formel ‖F‖ =

√
1

2
Spur(A2) = a2 + bb =

√
detF gegeben ist, wobei A =

(
a b
b −a

)
die Matrix von F bezüglich der ON-Basis (e1, e2) ist(Übung).

Wir kommen nun zu dem zentralen Satz über selbstadjungierte Operatoren, dem
sogenannten Spektralsatz, der zeigt, dass selbstadjungierte Operatoren sehr einfach
gebaut sind.

Satz 21.5 Es sei V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum. Dann gilt

(a) Ein Operator F ∈ End(V ) ist genau dann selbstadjungiert, wenn alle Eigen-
werte von F reell sind und wenn V eine ON -Basis aus Eigenvektoren von F
besitzt.

(b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten eines selbstadjungierten Opera-
tors sind orthogonal.

Beweis zu (a): Wir haben nur die Richtung “⇒” zu beweisen: Es sei F ∈ End(V )
selbstadjungiert. Ist λ ∈ C ein Eigenwert von F und v ∈ V \{0} ein Eigenvektor von
F zum Eigenwert λ, so gilt

λ〈v, v〉 = 〈λv, v〉 = 〈F (v), v〉 = 〈v, F (v)〉 = 〈v, λv〉 = λ〈v, v〉.

Da 〈v, v〉 6= 0 ist, folgt λ = λ, d.h. λ ist reell.
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Durch Induktion nach n zeigen wir jetzt, dass V eine ON -Basis aus Eigenvektoren
von F besitzt.

Für n = 1 ist dies offensichtlich.

Es sei n ≥ 2. Induktionsschluss n − 1 → n: Wir wählen einen Eigenvektor v1 ∈ V
zu einen Eigenwert λ von F . Es sei ‖ v1 ‖= 1. Wir setzen U = (Cv1)

⊥. Dann ist U
(n− 1)-dimensional und F -invariant.

Letzteres sieht man so: Sei w ∈ U , also 〈v1, w〉 = 0 nach Definition von U . Es folgt

0 = λ〈v1, w〉 = 〈λv1, w〉 = 〈F (v1), w〉 =
= 〈v1, F (w)〉

und somit ist F (w) ∈ U , U also F -invariant. F induziert einen selbstadjungierten
Operator F |U ∈ End(U). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine ON -Basis
(v2, . . . , vn) von U aus Eigenvektoren von F |U . Offensichtlich ist dann (v1, . . . , vn)
eine ON -Basis von V aus Eigenvektoren. �

zu (b): Sind λ, µ ∈ R, λ 6= µ, v, w ∈ V \0 mit F (u) = λv F (w) = µw, so folgt

λ〈v, w〉 = 〈λv, w〉 = 〈F (v), w〉 = 〈v, F (w)〉
= 〈v, µw〉 = µ〈v, w〉,

also (λ− µ)〈v, w〉 = 0. Da λ− µ 6= 0, folgt 〈v, w〉 = 0. �

Korollar 21.6 Ist A ∈ Mn(C) eine hermitesche Matrix (A = A
t
), so ergibt es eine

unitäre Matrix S ∈ U(n), so dass

S−1AS =



λ1 0

. . .

0 λn


 mit λi ∈ R

Beweis: Man fasse A : Cn → Cn als selbstadjungierten Endomorphismus auf. Nach
Satz 21.5 (a) gibt es eine ON -Basis (v1, . . . , vn) von Cn, so dass Avi = λivi mit
λi ∈ R. Es sei S die Matrix mit den Spalten v1, . . . , vn. Dann ist S ∈ U(n) und

AS = S



λ1 0

. . .

0 λn


 .

�

Bemerkung 21.7 Es sei V ein n-dimensionaler unitärer Vektorraum und F ∈
End(V ) selbstadjungiert. λ1, . . . , λm seien die verschiedenen Eigenwerte von F , λi
trete mit der Vielfachheit ni ≥ 1 auf.

Dann ist Ei = E(λi) = ker(F − λiidV ) ein ni-dimensionaler Unterraum von V .

Es sei PEi
∈ End(V ) der orthogonale Projektor

PEi
(v + w) = v, wenn v ∈ Ei, w ∈ E⊥

i .
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Nach dem Spektralsatz gilt dann

F (v1 + . . .+ vm) = F (v1) + . . .+ F (vm) =

= λ1v1 + . . .+ λmvm =

= λ1PE1
(v1 + . . .+ vm) + . . .+ λmPEm

(v1 + . . .+ vm)

für v = v1 + . . . , vm, vi ∈ Ei, kurz:

F =
m∑

i=1

λiPEi
(55)

Diese Darstellung von F heißt die Spektralzerlegung von F .

Der Spektralsatz gilt allgemeiner für gewisse Operatoren auf einem Hilbertraum H.
Um den Begriff des Hilbertraumes zu erklären bedarf es einiger Hilfsmittel aus der
Analysis, insbesondere des Begriffs der Konvergenz.

Ein Hilbertraum ist ein (unendlich-dimensionaler) C-Vektorraum H mit einem posi-
tiv definiten unitären Skalarprodukt 〈, 〉, so dass jede Cauchy-Folge (ϕn)n∈N von Ele-
mente ϕn ∈ H in H konvergiert. (siehe: Forster: Analysis I). Die Hilbertraumtheorie
ist von fundamentaler Bedeutung in der Quantenmechanik.

Man lernt diese Theorie in Vorlesungen über Funktionalanalysis (ab dem 3. oder
4. Semester) oder im Selbststudium etwa mit Riesz/Sz.-Nagy: Vorlesungen über
Funktionalanalysis.

Beispiel 21.8 Wir greifen noch einmal das Beispiel 19.8 auf. Die komplexwertigen
Funktionen

ϕn(x) =
1√
2π
einx, |n| < N, x ∈ [0, 2π]

spannen einen (2N +1)-dimensionalen Untervektorraum VN von Abb([0, 2π],C) auf.
Mit

〈ϕ, ψ〉 =
2π∫

0

ϕ(x)ψ(x)dx

ist VN ein unitärer Raum und, wie wir gesehen haben, ist {ϕn | |n| ≤ N} eine
Orthonormalbasis von VN . Es gilt

ϕn = ϕ−n

und

ϕ0 =
1√
2π
.

Nun ist d
dx
einx = ineinx und somit d2

dx2
einx = i2n2einx = −n2einx, also ist der so-

genannte (eindimensionale) Laplace-Operator ∆ := d2

dx2
ein linearer Operator auf

VN .
∆ : VN → VN .
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Mit Hilfe partieller Integration zeigt man, dass ∆ selbstadjungiert ist:

〈∆ϕ, ψ〉 =
2π∫
0

d

dx

(
d

dx
ϕ(x)

)
ψ(x)dx =

[
d

dx
ϕ(x) · ψ(x)

]2π

0

−
2π∫
0

d

dx
ϕ(x)

d

dx
ψ(x)dx

= −
2π∫
0

d

dx
ϕ(x)

d

dx
ψ(x)dx =

2π∫
0

ϕ(x)∆ψ(x)dx = 〈ϕ,∆ψ〉.

Es gilt ∆ϕn = −n2ϕn, also ist ϕn eine “Eigenvektor” von ∆ mit Eigenwert −n2.

Wir nennen ϕn in diesem Zusammenhang eine Eigenfunktion von ∆.

Damit ist (ϕ−N , . . . , ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN ) eine Orthonormalbasis auf Eigenfunktionen von
∆. Die zugehörigen Eigenräume der Eigenwerte 0,−1,−4, . . . ,−N2 sind

E0 = Cϕ0 konstante Funktionen

E−n2 = ker(∆ + n2idVN ) = Cϕn ⊕ Cϕn

Damit haben wir die Spektralzerlegung des Laplace-Operators auf VN gefunden.

∆ = −PE−1
− 4PE−4

− 9PE−9
− . . .−N2PE

−N2
.

Der Laplace-Operator (in mehreren Veränderlichen) spielt eine sehr wichtige Rolle
in der Analysis, Differentialgeometrie und der theoretischen Physik.

Übungen

1. Es sei V eine unitärer Vektorraum von F : V → V ein selbstadjungierter
Operator. F heißt nichtnegativ (F ≥ 0), wenn 〈F (v), v〉 ≥ 0 für alle v ∈ V
gilt.

(a) Beweisen Sie: F ≥ 0 ⇐⇒ Alle Eigenwerte von F sind ≥ 0.

(b) Beweisen Sie: Sind F,G ∈ End(V ) selbstadjungiert und gilt FG = GF ,
so gilt:

F ≥ G und G ≥ 0 ⇒ FG ≥ 0.

(c) Ist F ≥ 0, so gibt es genau einen selbstadjungierten Operator G ∈
End(V ), G ≥ 0, so dass F = G2.

2. Sei V ein unitärer Vektorraum und F ∈ End(V ). Dann ist G := F ∗ ◦ F
selbstadjungiert und es gilt G ≥ 0. Es gilt G > 0 (d.h. 〈G(v), v)〉 > 0 für alle
v ∈ V \ 0) genau dann, wenn F ein Isomorphismus ist.

3. Es sei n ∈ N fest gewählt und V sei der reelle Vektorraum der Polynome
f ∈ R[x] mit Grad(f) ≤ n. Es sei

〈f, g〉 :=
1∫

−1

f(x)g(x)dx
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Dann ist 〈, 〉 ein Skalarprodukt auf V .

Zeigen Sie: F = (x2 − 1) d
2

dx2
+ 2x d

dx
ist ein selbstadjungierter Operator auf V .

Hinweis: Berechnen Sie F (Pk), wobei Pk die Legendre-Polynome sind:

Pk(x) =
1

2kk!

dk

dxk
(x2 − 1)k für k ≥ 1, P0 = 1.

4. Formulieren und beweisen Sie den Spektralsatz für euklidische Vektorräume.

5. Es sei

A =




5
4

1
2
√
2

−3
4

1
2
√
2

1
2

1
2
√
2

−3
4

1
2
√
2

5
4




Bestimmen Sie eine Drehmatrix S ∈ SO(3), so dass S−1AS eine Diagonalma-
trix ist.

6. Es sei V ein unitärer Vektorraum und P ∈ End(V ) sei selbstadjungiert und
es gelte P 2 = P .

Zeigen Sie: Es gibt eine orthogonale Zerlegung V = U ⊕W von V , so dass P
der orthogonale Projektor von V auf U ist.

7. Beweisen Sie die Behauptung aus Beispiel 21.4.

Zeigen Sie weiter: Für jede Matrix S ∈ SU(2) ist die Abbildung A 7→ SAS−1

eine orthogonale Abbildung ΦS E → E bezüglich des in 21.4 definierten Ska-
larproduktes auf E .
Zeigen Sie weiter, dass S 7→ ΦS einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

Φ : SU(2) → SO(3) = SO(3)

definiert. Bestimmen Sie den Kern {S | ΦS = idE}.

8. Eine Matrix S ∈Mn(C) heißt schiefhermitesch, wenn S
t
= −S gilt. Zeigen Sie,

dass S 7→ iS einen R-Vektorraumisomorphismus vom Raum der hermiteschen
auf den Raum der schiefhermiteschen Matrizen liefert.

Zeigen Sie weiter, dass imH := {ai + bj + ck | a, b, c ∈ R} der Raum der
schiefhermiteschen komplexen 2× 2-Matrizen mit Spur Null ist.

Wie muss man das Skalarprodukt auf H einführen, damit die Abbildung A 7→
iA eine Isometrie E → imH definiert?

Bilden die Ouaternionen i, j,k eine Orthonormalbasis von imH?

(H ist wie in Übung 20.4 definiert.)
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22 Quadratische Formen

In diesem letzten Abschnitt der Vorlesung wird der Begriff des euklidischen Vek-
torraum weiter verallgemeinert. Diese Verallgemeinerung ist von Bedeutung in der
Zahlentheorie aber auch in der Analysis, der Relativitätstheorie und nicht zuletzt in
der algebraischen Topologie.

Im folgenden sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2.

Definition 22.1 Ein orthogonaler Raum (V, g) über K besteht aus einem
endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und einer symmetrischen Bilinearform

g : V × V → K.

Ist B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V , so ist g durch die symmetrische Matrix

G = (g(vi, vj)) ∈Mn(K) bestimmt: Ist v =
n∑
i=1

xivi, w =
n∑
i=1

yivi, so gilt

g(v, w) =
n∑

i,j=1

xig(vi, vj)yj.

Beispiel 22.2 Jede symmetrische Matrix G ∈ Mn(R) definiert eine orthogonale
Geometrie auf Rn. Ist G positiv definit, so ist die Geometrie euklidisch. Es kom-
men aber auch andere Geometrien vor. In der speziellen Relativitätstheorie ist die
Geometrie (R4, g), g(x, y) = +x1y1+x2y2+x3y3−x4y4 von fundamentaler Bedeutung
(der Minkowski-Raum).

Definition 22.3 Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum über K.

(a) Für v, w ∈ V definiert man (wie im euklidischen Fall): v und w sind orthogonal
(bezüglich g), in Zeichen v ⊥ w genau dann, wenn g(v, w) = 0. ⊥ ist eine
symmetrische Relation auf V , weil g symmetrisch ist.

(b) Sind U,W ⊂ V K-Untervektorräume, so heißen U, V orthogonal (U ⊥ W )
wenn u ⊥ w für alle u ∈ U , w ∈ W gilt.

U⊥ := {v ∈ V | g(u, v) = 0 für alle u ∈ U}

heißt der Orthogonalraum zu U .

Wenn g nicht positiv definit ist, ist die Relation ⊥ andersartig als die gewohnte
anschauliche Bedeutung von ⊥ im euklidischen Fall. Das führt das folgende Beispiel
drastisch vor Augen.

Beispiel 22.4 Auf V = R2 betrachte man die indefinite Form g(x, y) = x1y1−x2y2.
Für x =

(
1
1

)
gilt dann offensichtlich g(x, x) = 0, d.h. x ⊥ x, obwohl x 6= 0.

Ist U der von x aufgespannte Unterraum, so ist U⊥ = {y =
(
y1
y2

)
∈ R2 | g(x, y) =

0} = U . Für x =
(
1
0

)
, U = Rx gilt dagegen U⊥ = {

(
y1
y2

)
| y1 = 0} = Ry, wobei

y =
(
0
1

)
.
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Hier ist U ∩ U⊥ = 0 und V = U ⊕ U⊥.

Also: Der Orthogonalraum eines Unterraums U kann, muss aber nicht notwendig
komplementär zu U sein.

Definition 22.5 Ist (V, g) ein orthogonaler Raum, so definiert g eine lineare Abbil-
dung

g̃ : V → V ∗

von V in seinen Dualraum V ∗ und zwar in kanonischer Weise:

g̃(v)(w) = g(v, w).

Es gilt
V ⊥ = {v ∈ V | g(v, w) = 0 für alle w ∈ V } = ker g̃

g heißt nicht-entartet ⇐⇒ ker g̃ = 0 ( ⇐⇒ g̃ ist ein Isomorphismus).

Der Rang von g̃ heißt auch der Rang von g. g ist genau dann nicht-entartet, wenn
die Matrix G von g bzgl. einer Basis von V invertierbar ist.

Definition 22.6 Ein Isomorphismus zwischen orthogonalen Räumen

(V, g), (V ′, g′) ist ein Vektorraumisomorphismus F : V → V ′, der die Bilinearformen
respektiert, d.h. für den g′(F (v), F (w)) = g(v, w) für alle v, w ∈ V gilt. Man nennt
diese Isomorphismen auch Isometrien.

O(V, g) = {F : V → V | F Isometrie}

ist eine Untergruppe von GL(V ) und heißt die orthogonale Gruppe von g.

Das Klassifikationsproblem für orthogonale Räume besteht nun darin, die orthogo-
nalen Räume (V, g) über K bis auf Isomorphie zu bestimmen. Im Fall K = C und
auch im Fall K = R gibt es eine einfache Lösung.

Zunächst betrachten wir den Fall n = dimV = 1. Dann ist eine Bilinearform

g : V × V → K vollständig durch a = g(v, v) bestimmt, wobei v ∈ V \ 0 ein fest
gewählter Basisvektor sei. Es gilt

g(λv, µv) = λµa für alle λµ ∈ K.

Ist nun (V ′, g′) ein weiterer eindimensionaler orthogonaler Raum über K, v′ ∈ V ′ \0
und a′ = g′(v′, v′), so gilt

(V, g) ∼= (V ′, g′) ⇐⇒ ∃ Isometrie F : (V, g) → (V ′, g′).

Solch eine Isometrie ist durch b ∈ K× mit F (v) = bv′ bestimmt. F respektiert die
Bilinearformen g, g′ genau dann, wenn a = b2a′, denn

a = g(v, v) und g′(F (v), F (v)) = g′(bv′, bv′) = b2g′(v′, v′) = b2a′.

Es gilt also
(V, g) ∼= (V ′g′) ⇒ ∃ b ∈ K× : a = b2a′,

d.h. a und a′ unterscheiden sich um ein “Quadrat” in K×.

Damit haben wir:
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Lemma 22.7 Die 1-dimensionalen nicht-entarteten orthogonalen Räume entspre-
chen genau den Äquivalenzklassen

K×2a = {b2a | b ∈ K×}

wobei a ∈ K×.

Für a = 0 bekommt man den entarteten orthogonalen Raum (V, g) mit g = 0. �

Man kann sich leicht überlegen, dass die Menge

K×/K×2 := {K×2a | a ∈ K×}

mit der Multiplikation
(K×2a)(K×2b) = K×2ab

eine abelsche Gruppe ist.

Die Ordnung dieser Gruppe gibt an, wie viele wesentlich verschiedene, d.h. nicht
zueinander isomorphe eindimensionale nicht-entartete orthogonale Räume es gibt.

Beispiel 22.8
(a) K = C. Hier ist C× = C×2, denn jede komplexe Zahl z ∈ C× hat eine

Quadratwurzel. Es gibt also bis auf Isomorphie genau einen nicht-entarteten
1-dimensionalen orthogonalen Raum über C, nämlich C mit Standardform
g(z, w) = zw.

(b) K = R. Hier ist R×2 = R+ und R×/R+ besteht aus zwei Elementen, der Klasse
von 1 und der Klasse von -1. Damit gibt es zwei inäquivalente 1-dimensionale
nicht-entartete orthogonale Räume über R: (R, (1)), (R, (−1)), den positiven
und den negativen orthogonalen Raum.

(c) Ist K = Fp, p ungerade Primzahl, so kann man sich leicht überlegen, dass es
genau p−1

2
Quadrate in F× gibt. Die Fasern der surjektiven Abbildung F× →

F×2
p , x 7→ x2 bestehen nämlich stets aus zwei Elementen.

Damit gibt es über Fp genau zwei inäquivalente 1-dimensionale nicht-entartete
orthogonale Räume.

Definition 22.9 Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum überK. Ein Untervektorraum
W ⊂ V heißt

(a) nicht-entartet ⇐⇒ die Einschränkung von g auf W ×W ist nicht-entartet.

(b) isotrop ⇐⇒ die Einschränkung von g auf W ×W ist trivial, d.h. identisch
Null (also: W ⊂ W⊥).

Beispiel 22.10 (Minkowski-Raum)

M = (R4, g) mit
g(x, y) = x1y1 + x2y2 + x3y3 − x4y4

heißt der Minkowski-Raum. Es gibt hier isotrope Unterräume.

Es sei etwa W = Rx, wobei x := (1, 0, 0, 1). Dann ist g(x, x) = 1 − 1 = 0, also ist
W ⊂ W⊥. InW⊥ liegen aber auch noch weitere Vektoren, z.B. (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0).
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Um dieses Beispiel weiter untersuchen zu können, brauchen wir noch etwas mehr
Theorie. Wir bemerken lediglich, dass dieser Raum in der speziellen Relativitäts-
theorie als Raumzeit auftritt. Die letzte Koordinate x4 ist die Größe ct, wobei c die
Lichtgeschwindigkeit bezeichnet und t die Zeit. Punkte x des Minkowskiraums -man
nennt sie auch Weltpunkte- heißen

• raumartig, wenn g(x, x) > 0,

• zeitartig, wenn g(x, x) < 0,

• lichtartig, wenn g(x, x) = 0.

Damit hat es die folgende Bewandnis. Die Weltpunkte, die von 0 aus durch ein
Lichtsignal erreicht werden, sind die Punkte auf dem Kegel g(x, x) = 0, x4 > 0.
Dies sind die lichtartigen Punkte. Ist p = tv die Bahn eines sich mit konstanter
Geschwindigkeit v ∈ R3 bewegenden Punktes, so ist L = {(tv, ct)| t ∈ R} die
zugehörige Weltlinie, die wegen ‖v‖ < c mit Ausnahme von 0 nur aus zeitartigen
Punkten besteht.

Satz 22.11 Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum über K um U ⊂ V ein Untervek-
torraum. Dann gilt

(a) Ist U nicht-entartet, so ist U⊥ komplementär zu U , d.h. es gilt V = U ⊕ U⊥.

Man nennt in diesem Fall U⊥ das orthogonale Komplement von U .

(b) Sind U und U⊥ nicht-entartet, so gilt

(U⊥)⊥ = U.

Beweis: (a) Da U nicht-entartet ist, ist f : U → U∗ mit f(x)(y) = g(x, y) ein
Isomorphismus. Wir zeigen, dass U ∩ U⊥ = 0 gilt. Sei dazu x ∈ U ∩ U⊥. Dann gilt
x ∈ U und g(x, y) = 0 für alle y ∈ U , also ist f(x) = 0 und somit x = 0. Jetzt zeigen
wir, dass U + U⊥ = V gilt. Ist x ∈ V so betrachten wir ϕ ∈ U∗ mit ϕ(u) = g(u, x)
für u ∈ U .

Da f bijektiv ist, gibt es ein eindeutig bestimmtes x′ ∈ U so dass f(x′) = ϕ, d.h.
g(u, x′) = g(u, x) für alle u ∈ U .

Sei x′′ = x − x′. Dann ist g(u, x′′) = g(u, x) − g(u, x′) = 0 für alle u ∈ U , also
x′′ ∈ U⊥.

Damit haben wir die gewünschte Zerlegung

x = x′ + x′′

gefunden.

(b) U ⊂ (U⊥)⊥ ist klar, denn ist x ∈ U , so ist g(x, y) = 0 für alle y ∈ U⊥, also
x ∈ (U⊥)⊥. Nach Teil (a) ist dimU = dimV − dimU⊥. Da U⊥ nicht-entartet sein
soll, ist auch

dimU⊥ = dimV − dim(U⊥)⊥.

Es folgt dimU = dim(U⊥)⊥, also U = (U⊥)⊥. �

Aus diesem Satz folgt nun induktiv der sehr wichtige Zerlegungssatz.
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Satz 22.12 Es sei (V, g) ein n-dimensionaler orthogonaler Raum über K (charK 6=
2). Dann gibt es eine Zerlegung

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vn

in paarweise orthogonale 1-dimensionale Untervektorräume Vi von V .

Beweis: Induktion nach n.

Für n = 1 ist nichts zu beweisen.

Es sei n ≥ 2 und die Behauptung für Räume der Dimension < n sei schon bewiesen.

Ist g = 0, so ist jede Zerlegung in 1-dimensionale Unterräume erlaubt, weil g(x, y) =
0 ∀ x, y ∈ V .

Sei also jetzt g 6= 0.

Es gibt dann Vektoren x, y ∈ V , so dass g(x, y) 6= 0.

Es folgt für z = x+ y:

g(z, z) = g(x, x) + 2g(x, y) + g(y, y).

Ist nun g(x, x) = 0 und g(y, y) = 0, so ist (wegen char(K) 6= 2) g(z, z) 6= 0. Es gibt
also in jedem Fall, wenn g 6= 0, auch einen Vektor x ∈ V mit g(x, x) 6= 0.

U := Kx ist dann ein 1-dimensionaler nicht-entarteter Unterraum von V . Nach Satz
22.11 folgt

U ⊕ U⊥ = V

und dimU⊥ = n− 1. Nach Induktionsvoraussetzung sind wir fertig. �

Korollar 22.13 Jeder orthogonale Raum (V, g) über K (char(K) 6= 2) besitzt eine
Orthogonalbasis d.h. eine Basis (v1, . . . , vn) von V mit der Eigenschaft g(vi, vj) = 0
für i 6= j.

Ist g nicht-entartet, so gilt für eine Orthogonalbasis (v1, . . . , vn) stets g(vi, vi) 6= 0
für i = 1, . . . , n.

Beweis: Ist V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vn orthogonale Zerlegung von V in eindimensionale
Unterräume, so wähle vi ∈ Vi, vi 6= 0. Die Matrix von g bzgl. (v1, . . . , vn) ist

G =



g(v1, v1) 0

. . .

0 g(vn, vn)


 .

Ist g nicht-entartet, so muss für alle i = 1, . . . , n g(vi, vi) 6= 0 gelten. �

Zusatz: Ist K = C, so kann man eine Orthogonalbasis (v1, . . . , vn) so wählen, dass
g(vi, vi) = 0 oder 1.

Ist K = R, so kann man eine Orthogonalbasis so wählen, dass g(vi, vi) = 0, 1 oder
−1. Dies erfolgt aus Beispiel 22.8(a),(b). �

Korollar 22.14 (char(K) 6= 2)
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Ist G ∈ Mn(K) symmetrische Matrix, so gibt es eine invertierbare Matrix S ∈
GLn(K), so dass

StGS =



a1 0

. . .

0 an




mit a1, . . . , an ∈ K.

Ist K = C, so kann man ai ∈ {0, 1},
Ist K = R, so kann man ai ∈ {0, 1,−1} wählen. �

Korollar 22.15 (Klassifikationssatz über C)

Zwei orthogonale Räume (V, g), (V ′, g′) über C sind genau dann isomorph, wenn

dimV = dimV ′ und rg(g) = rg(g′)

gilt. Insbesondere gibt es bis auf Isomorphie genau einen nicht-entarteten orthogo-

nalen Raum der Dimension n, nämlich Cn mit der Strandardform g(z, w) =
n∑
j=1

zjwj

(nicht zu verwechseln mit dem unitären Standardskalarprodukt). �

Etwas schwieriger ist die Klassifikation über R.

Satz 22.16 (Sylvesterscher Trägheitssatz)

Es sei (V, g) ein n-dimensionaler orthogonaler Raum über R. Dann gibt es zwei
Zahlen r+, r− ∈ N, so dass für alle orthogonalen Zerlegungen

V = V1 ⊕ . . .⊕ Vn

in eindimensionale Teilräume gilt:

r+ ist die Anzahl der positiven Teilräume Vj

und
r− ist die Anzahl der negativen Teilräume Vj

oder anders formuliert:

Ist (v1, . . . , vn) irgendeine Orthogonalbasis von V und ai = g(vi, vi) so ist

r+ = | {i | ai > 0} | und
r− = | {i | ai < 0} |

Insbesondere ist r+ + r− = rg(g).

Beweis: Da der Rang von g eine Invariante von g ist, müssen wir nur zeigen, dass
die Anzahl der positiven Basisvektoren in einer Orthogonalbasis unabhängig von der
gewählten Orthogonalbasis ist.

Seien dazu zwei Orthogonalbasen (v1, . . . , vn) und (v′1, . . . , v
′
n) gegeben. Es gelte

g(vi, vi) > 0 ⇐⇒ 1 ≤ i ≤ r
g(v′i, v

′
i) > 0 ⇐⇒ 1 ≤ i ≤ s
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Behauptung: r = s

Annahme: r > s

Es sei U = Span(v1, . . . , vr),

U ′ = Span(v′1, . . . , v
′
s), U ′′ = Span(v′s+1, . . . , v

′
n)).

Für w ∈ U ′′ gilt g(w,w) ≤ 0, denn ist

w =
∑

i>s

aiv
′
i, so ist g(w,w) =

∑

i>s

a2i g(v
′
i, v

′
i)︸ ︷︷ ︸

≤0

≤ 0.

Da V = U ′ ⊕ U ′′, kann man nun vj folgendermaßen darstellen:

vj = uj + wj mit uj ∈ U ′, wj ∈ U ′′

für j = 1, . . . , r. Da dimU ′ = s < r, sind u1, . . . , ur linear abhängig. Es gibt also ein
(a1, . . . , ar) ∈ Rr \ 0 so dass a1u1 + . . .+ arur = 0. Es sei v = a1v1 + . . .+ arvr.

Es folgt g(v, v) = a21g(v1, v1) + . . . + a2rg(vr, vr) > 0, denn nach Voraussetzung ist
g(vi, vi) > 0 für 1 ≤ i ≤ r.

Nun ist aber andererseits

v = a1(u1 + w1) + . . .+ ar(ur + wr) = a1w1 + . . .+ arwr ∈ U ′′,

also g(v, v) ≤ 0, wie wir oben bemerkt haben. Damit ist die Annahme zum Wider-
spruch geführt! Es gilt r = s. �

Definition 22.17 Das Paar (r+, r−) heißt die Signatur von (V, g).

Bemerkung 22.18 Es sei V ein euklidischer Vektorraum der Dimension n, 〈x, y〉
sei das Skalarprodukt von x und y.

V ist ein orthogonaler Raum mit der Signatur (n, 0). Nun ist der Vektorraum der
selbstadjungierten Operatoren

F : V → V

d.h. der Endomorphismen F : V → V mit 〈v, F (w)〉 = 〈F (v), w〉 via 〈 , 〉 isomorph zu
dem Raum Sym2(V ) der symmetrischen Bilinearformen auf V . Der Isomorphismus
ist durch F 7→ gF mit gF (x, y) := 〈F (x), y〉 gegeben. Nach dem Spektralsatz gibt es
eine Orthonormalbasis von V , so dass die Matrix A von F bzgl. dieser Basis eine
Diagonalmatrix ist mit den Eigenwerten von F in der Diagonale.

Die Signatur (r+, r−) von gF kann man an den Eigenwerten von F ablesen:

r+ ist die Anzahl der positiven und
r− ist die Anzahl der negativen Eigenwerte von F.

Ist B = (v1, . . . , vn) eine beliebige Orthogonalbasis von V , so ist die Matrix A von
F bezüglich B eine symmetrische Matrix und A ist auch gleichzeitig die Matrix von
gF bezüglich B (vgl. 21.3).
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Nach dem Spektralsatz gibt es eine orthogonale Matrix S ∈ O(n), so dass

S−1AS =



λ1 0

. . .

0 λn


 .

Das charakteristische Polynom von A hat dann die Form pA = (x− λ1) . . . (x− λn).
Nach dem Korollar 22.14 gibt es eine invertierbare Matrix T ∈ GLn(R), so dass

T tAT =




1 0
. . .

1
−1

. . .
−1

0
. . .

0 0




}
r+

}
r−

Da S ∈ O(n), gilt auch S−1 = St, also

(StT )t



λ1 0

. . .

0 λn


 (StT ) =




1 0
. . .

1
−1

. . .
−1

0
. . .

0 0




.

Wir haben zwei verschiedene Äquivalenzrelationen auf dem Vektorraum Sn(R) der
symmetrischen n × n-Matrizen. Die erste bekommt man, wenn man A ∈ Sn(R) als
selbstadjungierten Operator

A : Rn → Rn

auffasst. Dann gilt für A,B ∈ Sn(R):

A ∼ B (A ist äquivalent zu B, auch A ist ähnlich zu B) ⇐⇒
B = S−1AS für ein S ∈ GLn(R).

Fasst man dagegen die Elemente aus Sn(R) als symmetrische Bilinearformen

A : Rn × Rn → R

auf, so kommt man zu der Äquivalenzrelation

A ∼= B (A ist kongruent zu B) ⇐⇒ B = StAS für ein S ∈ GLn(R).

Aus dem Spektralsatz folgt

A ∼ B ⇐⇒ ∃ S ∈ O(n) : B = S−1AS.

Damit ist die Ähnlichkeitrelation auf Sn(R) eine feinere Äquivalenzrelation als die
Kongruenzrelation.

Es gilt offensichtlich für A,B ∈ Sn(R):
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• A ∼ B ⇐⇒ pA = pB,

• A ∼= B ⇐⇒ rgA = rgB und A und B haben dieselbe Anzahl positiver
Eigenwerte (mit Vielfachheit gezählt).

Für “∼=” gibt es insbesondere nur endlich viele Äquivalenzenklassen, nämlich
(
n+2
2

)

Klassen. Für n = 4 kommen die 15 Diagonalmatrizen mit den Diagonaleinträgen
(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (−1, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (1,−1, 0, 0), (−1,−1, 0, 0), (1, 1, 1, 0),
(1, 1,−1, 0), (1,−1,−1, 0), (−1,−1,−1, 0), (1, 1, 1, 1), (1, 1, 1,−1), (1, 1,−1,−1),
(1,−1,−1,−1), (−1,−1,−1,−1) vor.

(1, 1, 1, 1) liefert die vierdimensionale euklidische Geometrie. (1, 1, 1,−1) ist der
Minkowski-Raum, die Raumzeit der speziellen Relativitätstheorie.

Korollar 22.19 Ist (V, g) ein nicht-entarteter n-dimensionaler orthogonaler Raum
über R, (p, q) die Signatur von g, so ist die orthogonale Gruppe O(V, g) isomorph
zu der Matrixgruppe

O(p, q) := {A ∈ GLn(R) | AtEpqA = Epq},

wobei Epq :=




1 0
. . .

1
−1

. . .
0 −1




}
p− Zeilen

}
q − Zeilen

Speziell ist O(n) = O(n, 0) die orthogonale Gruppe des euklidischen Raumes.

Beweis: Es sei (e1, . . . , en) eine Basis von V mit g(ei, ej) = 0 für i 6= j und

g(ei, ei) = 1 für 1 ≤ i ≤ p, g(ei, ei) = −1 für i = p+ 1, . . . , n

Ist F : V → V orthogonal (bzgl. g) so ist die Matrix A von F bezüglich der Basis
(e1, . . . , en) ein Element von O(p, q), denn

F (ej) =
n∑

i=1

aijei ⇒ gik = g(ej, ek) = g(F (ej), F (ek))

= g

(
n∑

i=1

aijei,
n∑

l=1

alkel

)
=

n∑

i,l=1

aijgilalk.

�

Die Gruppe O(3, 1) heißt die Lorentzgruppe.

Übungen

1. Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum über K. G sei die Matrix von g bezüglich
einer Basis B von V . Ist detG unabhängig von der Wahl der Basis?
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2. Es sei (V, g) ein orthogonaler Raum über K. r = rg(g). Welche Dimension hat
V ⊥? Was bedeutet V ⊥ = 0?

3. Es sei cosh(x) = 1
2
(ex + e−x), sinh(x) = 1

2
(ex − e−x). Weiter sei

Ax :=

(
cosh x sinh x
sinh x cosh x

)
.

Zeigen Sie: x 7→ Ax ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus

Φ : (R,+) → O(1, 1)

und das Bild von Φ besteht aus allen Matrizen

(
a b
c d

)
∈ O(1, 1) mit

det

(
a b
c d

)
= 1 und d > 0. Diese Gruppe wird mit SO+(1, 1) bezeichnet

Zeigen Sie SO+(1, 1) ∪
(
−1 0
0 1

)
SO+(1, 1) ∪

(
1 0
0 −1

)
SO+(1, 1) ∪

(
−1 0
0 −1

)
SO+(1, 1) = O(1, 1) und dies ist eine disjunktive Vereinigung.

4. Es sei (V, g) ein nicht-entarteter n-dimensionaler orthogonaler Raum.

B = (v1, . . . , vn) eine Basis von V derart, dass die Untervektorräume Vi =
Span(v1, . . . , vn) nicht-entartet sind.

Dann kann man folgendermaßen eine Orthogonalbasis (w1, . . . , wn) von V fin-
den, für die Span(w1, . . . , wn) = Vi gilt:

Man setzt: w1 = v1 und für i ≥ 2 sei
(
x
(i)
1 , . . . , x

(i)
i−1

)
∈ Ki−1 eine Lösung des

linearen Gleichungssystems

i−1∑

j=1

x
(i)
j gjk = gik für k = 1, . . . , i− 1,

wobei gij = g(vi, vj). Man setze dann

wi = vi −
i−1∑

j=1

x
(i)
j vj.

Beweisen Sie, dass (w1, . . . , wn) eine Orthogonalbasis von V ist und

Span(w1, . . . , wi) = Vi für i = 1, . . . , n gilt.

Führen Sie diese Verfahren am Beispiel

(a) (Q3, g), G =




1 −2 0
−2 1 3

2

0 3
2

0


, g(x, y) = xtGy,
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v1 =



1
0
0


, v2 =



0
1
0


, v3 =



0
0
1


.

(b) (F3
5, g), G =



2 3 4
3 4 2
4 2 3


, g(x, y) = xtGy,

v1 =



1
0
0


, v2 =



0
1
0


, v3 =



0
0
1


.

durch.

Zeigen Sie im Fall (b), dass G zu der Matrix



2 0 0
0 2 0
0 0 1


 über F5 kongruent

ist.

5. Es sei (V, g) ein n-dimensionaler nicht-entarteter orthogonaler Raum über K,
und es sei (v1, . . . , vn) eine Basis, so dass Vk = Span(v1, . . . , vk) für k = 1, . . . , n
nicht-entartet ist. Es sei G = (gij) mit gij = g(vi, vj). Die Determinanten
detGk sind dann von Null verschieden, wobei Gk = (gij)i,j≤k. Dann ist G
kongruent zu der Diagonalmatrix




detG1 0
detG2

detG1
. . .

0
detGn

detGn−1




Wie kann man im Fall K = R an den Determinanten detGk, k = 1, . . . , n die
Signatur von g ablesen?

Hinweis: Ist S obere Dreiecksmatrix und StGS =



a1

. . .

an


, so ist

(detSk)
2 detGk = a1 · . . . · ak.
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Äquivalenzklasse, 42
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