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Zur Notation

Teilmengen: Sind A und B Mengen, dann heiBt A Teilmenge von B (in Zeichen
A C B), wenn gilt: € A = x € B. Insbesondere gilt B C B. Die echte
Inklusion A C B bedeutet, dass A C B, aber A # B gilt (in der mathematischen
Literatur findet man davon abweichend auch das Teilmengenzeichen A C B).

Potenzmengen: Ist A eine Menge, dann ist

2= {B|BC A}
die Potenzmenge von A. Synonym findet man auch die Notationen (A) und
P(A).

Zahlen: Menge N = {1,2,...} der natiirlichen Zahlen, Ny = {0,1,2,...},
Ring Z = {0,1,—1,2,—2,...} der ganzen Zahlen.

Korper Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Fiir einen Korper K bedeutet K* die multiplikative Gruppe K* := K\ {0}, und

Rt :={r €R| x>0} = (0,00).
Intervalle: Fiir a,b € R, a < b ist

(a,b) = {x €R|z>a,z<b},
(a,b) == {x€R|x>a,z<b} etc
(Synonym findet man auch die Notation |a, b[= (a,b), |a, b] = (a,b] etc.)

Matrizen: Mat(m x n, K) bezeichnet den K-Vektorraum der m x n—Matrizen
mit Eintrdgen aus dem Korper K, und Mat(n, K) den Ring Mat(n x n, K).

Das griechische Alphabet: a) Kleinbuchstaben

«  Alpha ¢ Zeta A Lambda 7 Pi o, Phi

B  Beta n Eta o My p,0 Rho X Chi

v  Gamma 6,9 Theta v Ny o,¢ Sigma 1 Psi

) Delta L Jota & Xi T Tau w Omega
€,¢ Epsilon & Kappa o Omikron v Ypsilon

b) GroBbuchstaben

' Gamma © Theta = Xi X Sigma @& Phi Q Omega
A Delta A Lambda II Pi T Ypsilon ¥ Psi



Kleines Englisch-Worterbuch

abelian

absolute value
accumulation point
almost everywhere
area

assertion
associativity
asymptotic value
average

ball

bound

bounded

box

cardinality
cartesian product
chain rule

circle

closed

complex analysis
complete

cone

connected
continuity
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convolution
countable
derivative
disjoint

disk

distance
divergent
domain

empty set

entire function
equilibrium
equivalence class
essential singularity
field

fixed point
function

graph

group

image

imaginary part
imgaginary unit
inequality

abelsch

Betrag
Haufungspunkt
fast tberall
Flache

Aussage
Assoziativitat
Grenzwert
Mittelwert
Vollkugel
Schranke
beschrankt
Wiirfel
Machtigkeit
kartesisches Produkt
Kettenregel
Kreislinie
abgeschlossen
Funktionentheorie
vollstandig

Kegel
zusammenhangend
Stetigkeit
konvergent
Faltung
abzahlbar
Ableitung
disjunkt
Kreisscheibe
Abstand
divergent
Definitionsbereich
leere Menge
ganze Funktion
Gleichgewichtslage
Aquivalenzklasse
wesentliche Singular.
Korper

Fixpunkt
Funktion

Graph

Gruppe

Bild

Imaginarteil
imagindre Einheit
Ungleichung

Vi

intersection
interval

inverse mapping
limit

manifold

map

measurable
metric

metric space
monotonous
neighborhood
numbers

- complex

- integer

- irrational

- natural

- rational

- real
one-to-one

onto

open

order

partition
proposition, theorem
power series
power set
primes

real part
refinement
relation
removable singularity
ring

root

rotation number
sequence

set

sign

simply connected
stable

step function
subsequence
subset

triangle inequality
union

unit

well defined

Durchschnitt
Intervall
Umkehrabbildung
Limes
Mannigfaltigkeit
Abbildung
messbar

Metrik
metrischer Raum
monoton
Umgebung
Zahlen

- komplexe

- ganze

- irrationale

- natiirliche
rationale

- reelle

injektiv

surjektiv

offen

Ordnung
Zerlegung

Satz
Potenzreihe
Potenzmenge
Primzahlen
Realteil
Verfeinerung
Relation

hebbare Singularitat
Ring

Wurzel
Windungszahl
Folge

Menge

Signum

einfach zusammenhingend
stabil
Treppenfunktion
Teilfolge
Teilmenge
Dreiecksungleichung
Vereinigung
Einheit
wohldefiniert



1 Vektoranalysis |

In zahlreichen Anwendungen der Analysis wird iiber Untermannigfaltigkeiten des
R™ integriert. Um diese Integration durchzufiihren, entwickeln wir den Kalkiil der
Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten.

Dieser Kalkiil lasst auch den geometrischen Gehalt physikalischer Theorien
wie Elektrodynamik oder Allgemeine Relativitatstheorie klar hervortreten (bei-
spielsweise lassen sich die sog. Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik
mit Differentialformen als dF' = 0, d*F = j schreiben, siehe Beispiel 1.18).

Eine gute Einfiihrung gibt das Buch [AF] von Agricola und Friedrich.

1.1 Multilinearformen

Der erste Schritt ist die algebraische Theorie der duBeren Formen, denn die-
se beschreiben das lokale Verhalten der Differentialformen an einem Punkt der
Mannigfaltigkeit.

1.1 Definition Essei E ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine Abbildung
p: Ex...x E— R heiBt multilinear, wenn sie in jedem Argument linear ist,
d.h. fiir alle A € R und z;, 2}/ € B

O(x1, .o 1, AT, Ty, -, ) = AP(T1, .., Tg)
und
cp(:pl,...,xj_l,le- +x§1,xj+1,...,xk)
:gp(xl,...,le-,...,xk) +g0(x1,...,x§1,...,xk).

Genauer spricht man bei k Argumenten von einer k—linearen Abbildung.

Einige multilineare Abbildungen sind schon aus der Linearen Algebra vertraut:

1.2 Beispiel 1. k=1. Dannist ¢ : E — R eine Linearform, und fiir ¢ # 0
ist = 1(0) C E ein Unterraum der Dimension n — 1.

Auf E = R™ mit Standardbasis eq,...,e, € E bezeichne ay,...,qa, €
E* die Dualbasis (d.h. diejenige Basis des Dualraumes E* von E, fiir die
a;(ej) = 05 gilt). Dannist o = > 7" | c;o; mit Koeffizienten ¢; := ¢(e;).
2. k=2, E = R" mit kanonischem innerem Produkt (-, -). Fiir A € Mat(n, R)
ist
p:ExE—-R , oy = (z,Ay)

eine Bilinearform. Sie heiBt (anti—) symmetrisch, wenn

o(r,y) =Fp(y,r) (z,y € E).



3. k=n, E =R". Die n-lineare Abbildung
o(x1, ..., xy) = det(xy, ..., z,) (x; € E)

heiBt Determinantenform. Sie gibt das orientierte Volumen desvon x4, ..., z,
aufgespannten Parallelotops an.

Offensichtlich konnen wir zwei k—lineare Abbildungen ¢, @ addieren, indem wir

(o1 + @) (1, wn) o= (@, k) + oy, - )

setzen und eine k-lineare Abbildung ¢ mit A € R multiplizieren:

A) (@1, ..y xr) = Nep(z1, ..o xp)).

Damit wird die Menge L*(E, R) der k-linearen Abbildungen von F in R zu einem
R~-Vektorraum.

1.3 Definition Es sei E' ein n—dimensionaler R—Vektorraum und k € Nj.
e Dann heiBst p € Lk(E,R) auBere k—Form, wenn sie antisymmetrisch ist,
d.h. firallel <t <l <kundxy,... x,€R"gilt

O(T1y e Ty oo Ty ey ) = — (T, ooy Ty e Ty ooy Tpe).
e Der Unterraum der GuBeren k—Formen wird mit A*(E) C L*(E,R) bezeichnet.
1.4 Beispiel Betrachten wir die Beispiele 1.2:
1. A(E) = L'(E,R) = E*.

2. (z,y) — (z,Ay) definiert eine duBere 2-Form auf R"™ genau, wenn die
Matrix A antisymmetrisch ist.

3. Die Determinantenform ist bis auf ihre Vielfachen die einzige duBere n—
Form auf dem R™.

1.5 Definition Das duBere Produkt von wi, ..., w;, € A(E) ist die durch

wi(z1) wi (1)
wi Ao Awg(x, .. o) i= det : : (x; € E)

w1 (zg) .. wi(zk)

definierte k—lineare Abbildung.



Offensichtlich ist w; A ... A wy, eine k—Form, also in A*(E).
Insbesondere ist damit fiir die Dualbasis oy, ..., «, von E*

(79 VAR (7 € Ak(E)

Wegen der Eigenschaften der Determinante stimmt diese duBere Form bis auf
Vorzeichen mit derjenigen iiberein, bei der i,..., 7, aufsteigend geordnet sind
und ist genau dann # 0, wenn alle Indizes voneinander verschieden sind.

Wir kénnen nun jede k—Form w € A*(FE) eindeutig als Linearkombination

W = E Wiy .y, Yy VANIAN Qy,

1<i1<...<ip<n

mit Koeffizienten
Wiy ..iy, = w(eim cee eik) €R

darstellen. Da die Indexmengen {i1,..., it} die k—elementigen Teilmengen von
{1,...,n} durchlaufen, gilt fir dim(£) =n

dim (A*(E)) = (7).
i (242) - ()
Das juBere Produkt der k—Form w mit einer [-Form

1/} = Z wjl..-jl&jl VANPIAN Q;,

1<ii1< . <Ji<n

wird nun als w A ¢ € AF(E),

w/\lp = Z Z wi1...ikwj1~~~jl&i1 A .../\Oé”C /\Oéjl A .../\Oéjl

1<in <. <ip<n 1<51 <. <g1<n.

definiert. All diejenigen Summanden, bei denen ein Indexpaar 7, = j, vorkommt,
sind gleich Null, denn oy A oy = —ay Ay = 0.

e Das duBere Produkt ist assoziativ, d.h. fiir beliebige duBere Formen auf F
gilt
(WAY)Ap=wA(Ap).

o Weiter gilt fiir eine k—=Form w und eine [-Form
wAYp = (-1 Aw,

denn wir mussen k - [-mal 1-Formen kommutieren, um von der einen zur
anderen Gestalt zu gelangen.



1.6 Beispiel Symplektische Form auf dem R?*"

W= Zai A Qipn € A2(R™).

i=1

Fiir n = 2 ergibt sich
w =001 N\ ag+ ag Ay,

also

wAw = (g Aaz+as Aay) A(ag Aag + ag A ay)

= glAagAalAa§+a2Aa4/\a1/\a3

0
+a1/\a3/\a2/\a4+92/\a4/\a2/\a%
0
= (-1)30(1/\()égA()é3A()é4+<—1)1()él/\OéQ/\Oég/\Oé4

= —2a1 Nag Aag A ay.

Die symplektische Form w hat eine Schliisselrolle in der Klassischen Mechanik.
Dort bezeichnet man die Koordinaten x4, ..., z, als Impulskoordinaten, die Ko-
ordinaten w,.1, ..., To, als Ortskoordinaten.

1.7 Beispiel Wir betrachten jetzt speziell den (physikalisch wichtigen) R?, und
ordnen Vektoren v = (%g) = v1e1 + Vses + v3es € R? verschiedene duBere

Formen zu:

e Allgemein vermittelt das kanonische innere Produkt im R™ einen Isomor-
phismus
v=vt v (u) = (v, u) (ueR"™)

des R™ und seines Dualraumes. Die 1-Form v* besitzt dabei die Gestalt

vt = sz‘az‘ € A'(R™).

i=1
e v € R" wird auch eine (n — 1)-Form w, € A" }(R"),
wy(Ug, ...y uy) = det(v, ug, . .., up) (ug,...,u, € R")
zugeordnet. Speziell im R? finden wir die 2-Form

Wy = V1ag A\ iz + voig N\ v + vz N Qs



e Das duBere Produkt zweier solcher 1-Formen ergibt auf dem R? die 2-Form

VAU = (o + vee + v3az) A (urag + usas + uzas)
= (U1u2 — ’U2U1)Oél N op + (U2U3 — U3U2>042 N Qg
+(vgu1 - v1u3)0z3 N o
Wy xu-
Wir haben auf diese Weise das Kreuzprodukt

V2U3—V3U
VX U= | vaur—vius
V9IU2—V2U]

zweier Vektoren v, u € R?® gewonnen.
1.8 Satz Die Vektoren wy, ..., wy € E* sind genau dann linear abhdngig, wenn

wi A ... ANwg =0.

Bew.:

e Wenn sie linear abhéngig sind, kénnen wir einen Index i € {1,...,k} mit w; =
S°I, cjw; finden. Damit gilt aber
I#i

k
wy A ...\ wg :chwl/\.../\wl/\.../\wk =0,

=1
1#i

denn in jedem Summanden kommt w; doppelt vor.

e Andernfalls kdnnen wir die Vektoren zu einer Basis
Wi, ..., W, mit n:=dim(E)
erganzen, sodass wy A ... A w, # 0 ist. Dann ist aber auch wy; A ... A wg # 0.

O

1.9 Definition Fiir einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum E heiBBt der re-
elle Vektorraum

(mit A°(E) := R) mit der durch das Dachprodukt gegebenen Multiplikation die
auBere oder Grassmann-Algebra iiber E.

1.10 Bemerkungen 1. dim(A*(E)) = 24 denn >°7_ (7)) = 2"



2. Fiir beliebige k,l € Ny ist fiir alle w € A*(E) und ¢ € AY(E):
w A € AMU(E), aber fiir m > dim(FE) ist dim(A™(E)) = 0.

1.11 Definition Fiir eine lineare Abbildung f : E — F endlich dimensionaler
R-Vektorrdume und w € A*(F) heiBt die durch

f*<w)(vl7 s 7Uk) = w(f<vl)7 cey f(vk)) (Ub Uk € E)
definierte k—Form f*(w) die Zuriickziehung (engl. pull-back) von w mit f.

Es gilt offensichtlich f*(w) € A*¥(E), denn f*(w) ist k—linear und antisymme-
trisch.

1.12 Satz 1. Die Abbildung f* : A*(F') — A*(E) ist linear.
2. Firg e L(F,G) ist (go f)* = f*og".
3. Fiir die identische Abbildung 1dg : E — E ist Idy, = Ida«(g).
4. Fiir eine invertierbare Abbildung f € GL(E, F) ist (f*)~' = (f~1)*.
5. franp) = f(a) nfr(B).

Bew.: Fiir alle Vektoren vy, ...,v; € E gilt
1. Mita, 3 € Ak(F) und ¢1,co € R ist

flara+ c2fB)(vr,...,vk)

= (aa+cB)(f(v1),..., flor))
aa(f(vr),.., fuk)) + c2B(f(v1), ..., fvr))
= caffa(vr,...,vk) +caf Bvr,. .., v%).

2. (go frav,...,vk) = algo f(v),...,g0 f(ur) = g a(f(v1), -, f(vr))

= f*og*a(vy,...,vk)
3. Idp(a)(vi,...,vx) = a(ldg(vy),. ... ldg(vk)) = alvr, ..., vg).
4. Folgt aus 2. und 3.1 (f~1)*f* = (fo f~1)* = Id} = Idp-(p).
5. Hausaufgabe m]

1.2 Differentialformen

Wir wollen nun Differentialformen einfiihren, aus Zeitgriinden aber nur auf offe-
nen Teilmengen U C R", nicht auf Mannigfaltigkeiten.

Eine Differentialform w auf U C R" ist eine von Ort zu Ort variierende duBere
Form, deren Variation wir als glatt voraussetzen.



Wir schreiben eine allgemeine k—Form w in der Grundform
1<i1<...<i<n
wobei

o diew;, ;, € Q°(U) := C>(U,R), also glatte reelle Funktionen auf U sind,

e und die dz; den Koordinatenfunktionen z; : R® — R zugeordnete 1-
Differentialformen sind (dz; € Q'(R™)).

e Den Raum der k-Differentialformen schreiben wir ab jetzt zur Unterschei-
dung vom Raum der duBeren k—Formen mit dem Symbol €2 statt A.

Die dx; sind durch ihre Wirkung auf ein Vektorfeld v : U — R"™ definiert,
und dx;(v)(y) := v;(y). 1-Differentialformen machen also aus Vektorfeldern
Funktionen, und fiir k Vektorfelder v : U — R™ ist fiir das w aus (1.1)

daiy (v V) .. dag, (vD)
w (U(l), C. 7U(k)) = Z Wiy.ip, det ( ; )

1<ii<..<ip<n dxi, (k) .. dz;,, (v(k))

definiert. Das Ergebnis ist also eine reelle Funktion auf U.

Die Rechenregeln iibertragen sich von den duBeren Formen auf die Differen-
tialformen.

Auf dem R-Vektorraum

() = P k) (1.2)

der Differentialformen betrachten wir jetzt den Differentialoperator d, der durch

o df =37 2L dy, fiir Funktionen f € C®(U,R) = Q°(U)

=1 Ox;

o und dw = Zl§i1<...<ik§n dwi, i, N dx;; A ... A dx;, fir k=Formen
W = El§i1<...<ik§n wil___l-kd:cl VANPIA d.ﬁCZk

definiert ist. d verwandelt eine k—Form also in eine (k + 1)-Form.

1.13 Definition Die lineare Abbildung d : Q*(U) — Q*(U) heiBt duBere Ab-
leitung.

1.14 Beispiel 1. Fir w € Q°(R3) ist dw = g—;dxl + g—;;dl’z + g—;’)dx;;.



2. Fiir w = widr; + wodwy + wadzs € QH(R3) ist

dw = (dwy) Adxy + (dws) A dzo + (dws) A dxs
= (% — %) dxy N drs + <% - %) dxy N dxs

ory Oxsy Oxy  Oxs
8&]1 8&]3
+ <8—x3 - a—,]]l) d.Tg AN d.ﬁlfl

3. Firw = wlgdl‘l VAN d[L‘Q -+ Wdil‘Q N dl‘g + W31dZL'3 N d!L‘l € QZ(R?)) ist

8&)12 8&)23 6(«031
dw —
W < 8373 + 61’1 + 61’2

) d.Tl AN d.TQ A\ d.ﬁL’g.

4. Fir w € Q3(R3) ist dw = 0.
1.15 Satz d ist eine Antiderivation, d.h. fiir o € Q*(U) und 3 € Q'(U) ist
d(a A B) = (da) A B+ (—=1)Fa AdB.

Bew.: Wegen der Linearitdt von d geniigt es, diese Gleichung fiir Monome
a:=fdx; N...Ndx;, , Bri=gdzj A...Ndzj, f,g€ C*(U,R)
zu beweisen. Es gilt

dlanp) = d(f-g)anp=((df)g+f(dg)anp
(df)Ya A gB+ (=1)Ffan (dg)f = da A B+ (1) a AdB.

1.16 Satz Auf Q*(U) gilt [dd =0].
Bew.:

1. Fir f € Q°U) ist

wr — a3 -

*f o°f
<8$T8xs B axsﬁxr> day N dzs =0,
1<r<s<n

da wir wegen der Glattheit von f die partiellen Ableitungen vertauschen kénnen.



2. Firw = Zwil»»»ikdxil A A dxzk S Qk(U) ist

ddw = (ddw;, i) Ndai, A ... Adwg, =0,
——

0

denn gemaB Satz 1.15 wird die duBere Ableitung auf die 1-Formen dw;, . ;. und dx;,
angewandt, und nach 1. ist das Ergebnis Null. O

1.17 Definition Eine Differentialform ¢ € Q*(U) heift
e geschlossen, wenn dy = 0,
e exakt, wenn ¢ = dv fiir ein ) € Q*(U) gilt.

Nach Satz 1.16 sind exakte Differentialformen geschlossen.
Fiir k—Formen auf konvexen offenen Teimengen U C R" gilt fiir £ > 1 auch die
Umkehrung (sog. Poincaré-Lemma, siehe Kap. 6.3).

1.3 Differentialoperatoren, Koordinatenwechsel

Wir erinnern uns an Beispiel 1.7, in dem wir Vektoren in 1-Formen bzw. (n—1)-
Formen umgewandelt haben. Gleiches wollen wir jetzt auch fiir Vektorfelder und

Differentialformen tun. Wir ordnen also mithilfe des kanonischen Skalarproduktes
(-,+) auf dem R™ dem Vektorfeld v € C*>°(U, R")

1. die durch v* € QYU), v*(w) = (v,w) (w € C*(U,R™)) definierte
1-Form zu. In Koordinaten ist v* =" | v;dx;.

2. Die Zuordnung einer (n — 1)-Form w, € Q" }(U) zum Vektorfeld v wird
durch

wy(wy, ...y wy—1) = det(v,wy, ..., wy_1) (w; € C(U,R"™)) (1.3)

definiert, also durch ihre Anwendung auf n—1 Vektorfelder. In Koordinaten

ergibt sich w, = dx; A ... Adx,(v,-,...,-), also
Wy = Z(—l)iflvidazl /\.../\cE/\daziH A...Ndx,. (1.4)
i=1

Dabei bedeutet CE das Entfernen von dx;.

Im ersten Fall sieht man die Rechenregel

grad(f)* = df (1.5)




fur den Gradienten

of
Oxq
grad(f) =Vf=|
of
Oxn,
einer reellen Funktionen f, im zweiten gilt
div(v)dzy A ... Adx, = dw, (1.6)
fir die Divergenz
“ 81%

div(v) =V v ::Zﬁ—xk
k=1

eines Vektorfeldes v. Denn nach (1.4) ist

- -8’02‘ -
dw, =Y (—1)’a—xkd:ck ANdzy Ao Ndeg Adzi A A dy,
ik=1

und die Summanden sind fiir £ # ¢ gleich Null. Da dxq A. .. Adz,, die kanonische
Volumenform auf dem R™ ist, ergibt dies eine Relation, die praktisch niitzlich ist.
Speziell fiir n = 3 Dimensionen ist die Rotation
vy 0vy

dxg  Oxg

t _ v o Ovy _ Ovg
I'O U == X U Dl 37;3 37;1
vy Ovy

dxq Oxmg

des Vektorfeldes v durch die Relation

Wroty = d(v*) (1.7)

mit der duBeren Ableitung verkniipft, siehe Beispiel 1.14.2.
e Es ergibt sich aus (1.6), (1.7) und Satz 1.16
div(rot v) dzy A dxg A dxs = dwye, = ddv* =0,

also mit dxy A dxy A dxs # 0

‘divrotv = O.‘

Diese und dhnliche Relationen sind iibrigens, da sie aus dd = 0 abgeleitet
sind, auch bei einer anderen Wahl der Riemannschen Metrik! giiltig.

!Def.: Eine Riemannsche Metrik auf einer offenen Teilmenge U C R” ist eine Abbildung
g € C>(U,Mat(n,R)), wobei g(x) fiir x € U eine symmetrische positiv definite Matrix ist.
g(x) definiert also ein Skalarprodukt (Y, Z) — (Y, g(2)Z) bei x; siehe auch [AF], Kapitel 3.2.
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e Auch die Relation

‘rot gradf = O,‘

die fiir beliebige glatte Funktionen f giiltig ist, entpuppt sich als eine
Manifestation des Gesetzes dd = 0: Wegen (1.7) und (1.5) gilt

Wrot (gradf) = d(gradf)* = ddf = 0.

o Als letztes Beispiel fiir die Niitzlichkeit der Differentialformen in der Vek-
toranalysis soll die Identitat

div(v x w) = (rot v, w) — (v, rot w)

abgeleitet werden: Wir haben schon im Beispiel 1.7 gesehen, dass

VEA W = Wynw ‘ (1.8)

gilt, denn die entsprechende Rechenregel fiir duBere Formen iibertragt sich
direkt auf Differentialformen im R3. Also gilt unter Benutzung von (1.6),
(1.8) und (1.7)

div(v X w) dxy A dzg A das
dwysw = d(v* AN w”")
= (dv") ANw™ — 0" A dw”™ = wiopy AW — V" A Wrot

= ((rotv,w) — (v,rotw)) dry A dxe A dzs,
was zu beweisen war.

1.18 Beispiel Die kartesischen Koordinaten zi,..., x4 auf der Raumzeit R*
bezeichnen den Raumpunkt x := (x, 29, x3) und den Zeitpunkt ¢ := z4. Die
Feldstirke F' € Q?(R*) sei durch

3
F = Bldl'g N dl‘g + BQdIL‘g N d[[’l + Bgdl‘l A d[[’g -+ Z EZdZL‘Z VAN dl‘4
i=1
gegeben, wobei E := (Ei, Eo, E3) € C™(R* R?) das elektrische und B :=
(By, By, B3) € C*°(R*, R?) das magnetische Feld bezeichnet.
Die homogene Maxwell-Gleichung dF = 0 ist aquivalent zu

B
div,(B) =0 a(’?—t = —rot, F.

Aus dem Poincaré-Lemma schlieBen wir auf die Existenz eines so genannten
Eichfeldes A € Q'(R*) mit F' = dA.

11



Ein weiterer Aspekt von Differentialformen ist ihr Verhalten unter Abbildungen.

©1

1.19 Definition Es seien U C R™, V' C R" offen und ¢ = ( : ) U =V
©n

glatt. Die Zuriickziehung (pull-back) p*w der Differentialform

W = Z wil___ikdxl-l VAN d.TZk c Qk(V)
1<i1<..<ip<n

ist durch
Yw = Z Wiy © @ - dpiy N oo N d;,

1<it<...<ip<n

definiert.
Der Pull-back ¢*w ist also eine k—Form auf U C R™.
F D
U Vv

1.20 Beispiel Die Polarkoordinaten sind durch ¢ = (i;) :RT x (0,27) — R?,

ei(r,¢) :==rcos  a(r, ) :==rsing

definiert. Es soll die 2-Form w = fdx; A dxy zuriickgezogen werden. Mit f =
f o, also der in Polarkoordinaten geschriebenen Funktion f, ergibt sich wegen

dpy = cos(P)dr — rsin()dy ,  dey = sin(y)dr + rcos(y)dy
©'w = fdpy Adps = fr(cos?p +sin)dr Adip = frdr A dip.
1.21 Satz Fiir alle p € C*(U,V) gilt

Bew.: Durch Anwendung der Kettenregel:
do*(fduiy A ... Nday) =d((fop) dpiy A...Ndpy, ) =d(f o) ANdpiy, A...Ndp;,.

Andererseits ist

"9
Ord(fdxy Ao Ndxy,) = " (Z a—l‘id:pl ANdzi, Ao A dxik>
=1

"0
= Z—fotpd(pl/\d(pil/\.../\d(pik.
=1 8351

d(fop)
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O

Durch Spezialisierung auf Diffeomorphismen ¢ schlieBen wir aus Satz 1.21, dass
die duBere Ableitung einer Differentialform unabhangig vom verwendeten Koor-
dinatensystem definiert ist.

Wahrend die duBere Ableitung den Formengrad um Eins erhoht, erniedrigt
das innere Produkt mit einem Vektorfeld diesen um Eins:

1.22 Definition Dasinnere Produkt einer Differentialform w € QF(U), k € N
auf der offenen Menge U C R™ nach einem Vektorfeld X € C*(U,R") ist
gegeben durch

ixwe QN U) , ixw (VO VED) m (X, VO, Ve

1.23 Bemerkungen 1. Man setzt also das Vektorfeld in die Differentialform
ein, keine aufregende Angelegenheit. Die Schreibweise iyw ist aber besser
als z.B. w(X,-,...,-), weil man damit die Links-Rechts-Reihenfolge nicht
durcheinanderbringt, und auch mehr betont, dass das innere Produkt nach
X eine lineare Abbildung ix auf dem Vektorraum Q*(U) ist.

2. Da man bei Null-Formen w € Q°(U), also reellen Funktionen, kein Vektor-
feld X einsetzen kann, setzt man ixw := 0.

3. Es gilt ixiy = —iyix, woraus (dhnlich wie dd = 0) folgt: ixix = 0.

1.4 Die Lie-Ableitung

In der Mathematik fiir Physiker | wurde das Konzept der Richtungsableitung
einer differenzierbaren Funktion g : U — R auf der offenen Menge U C R" in
der Richtung X € R" eingefiihrt. Dieser soll nun verallgemeinert werden, indem
man eine Ortsabhangigkeit von X zuldsst.

1.24 Definition Es sei X € C*°(U,R") ein Vektorfeld, und g € C*°(U). Dann
heiBt
Lxg € C™(U) , Lxg(m):= Dg(m)(X(m))

(mit der im ersten Teil der Vorlesung Mathematik fiir Physiker definierten totalen
Ableitung D) die Lie-Ableitung von g in Richtung X.

1.25 Bemerkung Offensichtlich ist die Lie-Ableitung Ly linear, und sie erfiillt
die Leibnizregel.

Lx(g1+92) =Lxg1+Lxg> ; Lx(9192) = 91Lxg2 + 92Lxg1.

13



AuBerdem gilt
Lx.y=Lx+Ly , Lyx=fLx.

Beziiglich eines Koordinatensystems ¢4, ..., ¢, : U — R haben wir die Koordi-
natenvektorfelder

0
i

=0, :U—=R" (i=1,...,n),

die durch
La%_(pk = 5@]9 (Z,k?: 1,...,TL) (19)

fixiert sind, in deren Richtung also nur die i—te Koordinate variiert wird. Es gilt

0
Lo, g(p1, -, ¢n) = (b1, 0n),

a &Pz‘g
die Lie-Ableitung in Richtung des i—ten Vektorfeldes ist also gleich der i—ten

partiellen Ableitung; daher die Notation %. Man beachte, dass wegen (1.9) fiir

n > 1 die Kenntnis der i—ten Koordinate ¢, allein nicht ausreicht, um 2 7y

dp;
berechnen.

1.26 Beispiel Auf der offenen Teilmenge U := R*\((—o0,0] x {0}) des R?
(geschlitzte Ebene) werden Polarkoordinaten

X2

o(z) = arctan -2 | r(z) = /2% + 23 U\

o SO NN

e

definiert (wobei der Winkel ¢(z) fiir zo < 0 // VR I \T
stetig fortgesetzt wird, also p(z) € (—m,m) T ‘1L g X1
gilt). In kartesischen Koordinaten besitzt das VN o] :/ /
Vektorfeld % die Form %(z) = (%) (siehe \\112”///

Abb. rechts), denn
O=Lor = (w1/r,x2/r) (53?)  und
©

e = (i ) G

EE L+ (w9/21)% 1 + (79/21)?

X2
. , : NNANN WL
Analog ist das radiale Vektorfeld gleich SN
AN \1 b/
g(x) B (J}l/r(x)> \\\\\\ /‘/////
or z2/r(x) :;::}\// \1::2: X1
— NN
(siehe Abb. rechts). ///? 61 \\ E\\\
LT AN R RN
S/ TEEVN NN

14



1// “?
e \
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Abbildung 1.1: Contourplot von g und Vektorfeld X (links); Contourplot der

Lieableitung Lxg (rechts)

Ist fiir das Vektorfeld X die Trajektorie ¢ — x(t, o) die Losung des AWP
t=X(x) , z(0)=wx,

dann gilt (¢, ) [,y = X(z0), und damit fiir eine Funktion g auf dem Pha-
senraum

Lxg(zo) = £g(x(t, 7o) 0. (1.10)

Die Lie-Ableitung in Richtung X ist al-

so die zeitliche Ableitung der Funkti- —

on entlang der lokalen Losungskurve des /

durch das Vektorfeld X definierten dyna- (£, o)
mischen Systems. -
In analoger Weise kann man auch die Lie- 0

Ableitung von Vektorfeldern und anderen /

Tensoren in X—Richtung einfiihren.

1.27 Beispiel Die Lie-Ableitung der Funktion g € C*°(R?), g(z) := 2% beziiglich

des Vektorfeldes X = % aus Beispiel 1.26 ist

Lxg(z) = (221,0) (732) = 2122,
siehe Abb. 1.1.

Lie-Ableitungen nach verschiedenen Vektorfeldern vertauschen im Allgemeinen
nicht miteinander. Allerdings zeigt eine kleine Rechnung, dass fir f € C*>°(U,R)

(LxLy = LyLx)f = Lzf
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gilt, mit dem Vektorfeld
ZeC®URY , Z=DY(X)-DX(Y).

Es ist bemerkenswert, dass iiberhaupt Lx Ly — Ly Lx eine Lie-Ableitung ist.
Denn die Ausdriicke Lx Ly und Ly Ly enthalten zweite Ableitungen, wahrend
ja Ly ein Differentialoperator erster Ordnung ist.

Oft benutzt man den Kommutator (auch Lie-Klammer genannt)

[X,Y]:= DY(X)— DX(Y)

als Bezeichnung fiir das Vektorfeld Z. Dies ist aus folgendem Grund naheliegend.
Sind ndmlich X und Y linear, d.h.

X(z)=Xz , Y(@) =Yz mit X,Y €Mat(n,R),
dann gilt DX (z) = X, DY (z) = Y, also
[X,Y](z) = YX(z) — XY (z) = [V, X](2).

Der Kommutator der linearen Vektorfelder X und Y ist also wieder ein lineares
Vektorfeld Z(z) = Zx, dessen Matrix Z der negative? Kommutator [X,Y] der
Matrizen von X und Y ist.
Besitzen die AWP
t=X(z) , x(0)=x

bzw.
t=Y(x) , z(0)=x
Losungen (Flisse) ®; : U — U bzw. U, : U — U fiir alle Zeiten t € R, dann
gilt
1.28 Satz Es gilt genau dann
q)tO\I]S:\Ilsoq)t (S,tER)
(die Fliisse ®; und ¥, kommutieren), wenn [X,Y] = 0.

Bew.: Siehe z.B. Kapitel 39 des Buches® von Arnol'd. O

1.29 Bemerkung Die Lie-Ableitung von Differentialformen nach einem Vektor-
feld X : U — R"™ auf der offenen Teilmenge U C R" ist allgemein als

LX = ixd+ diX

definiert. Fiir eine Null-Form w € QO(U), also eine reelle Funktion, ist nach
Definition ixw = 0, also Lxw = (dw)(X), was mit Def. 1.24 iibereinstimmt.

2 Oft definiert man den Kommutator von Vektorfeldern daher mit umgekehrtem Vorzeichen.
3V.1. Arnol'd: Mathematical Methods of Classical Mechanics. Graduate Texts in Mathema-
tics 60. Berlin: Springer

16



2 Losungsmethoden fiir gewohnliche Differenti-
algleichungen

2.1 Trennung der Variablen

Diese Methode wurde schon in der Mathematik fiir Physiker | angewandt.

2.1 Beispiel Das AWP & = 2%, x(0) = zy € R besitzt die folgenden Lésungen:
exry=0: z(t)=0

o1y >0: z(t) = 1_@?% (t € (—o0,1/x0))
o9 <0: x(t) = = (t € (1/xp,00)).

Der Losungsansatz fiir xg # 0 ist

z(t) d t 1 1
/ —g:/ds ,also — — —— =1¢.
x0 y 0 Zo .T(t)

Allgemein kann man Differentialgleichungen erster Ordnung in einer abhangigen
Variablen |6sen, wenn sie die Form

Z—f = f(x,t) mit f(x,t) =g(x)h(t) € C(I x J,R)
haben, wir also eine Zerlegung von f in stetige reelle Funktionen ¢g : I — R und
h : J — R auf den Intervallen I und J vornehmen konnen. Setzt man namlich
0.B.d.A. g > 0 voraus (denn der Fall g(x) ist trivial, g < 0 auf g > 0 riickfiihrbar,
und wir kénnen gegebenenfalls das Intervall I restringieren), dann ergibt sich fiir
die Anfangsbedingungen

x(tg) =x0€l , toy€J und

G(z) = /% , H(t):/t:h(s)ds

17



die Losung
x(t)=G o H({t) (teJNF 'oH(I)). (2.1)

Dies verifiziert man (Hausaufgabe!) durch Einsetzen von (2.1) in die DGL und
die Feststellung, dass in (2.1) x(to) = x gilt.

Die Losung ist sogar eindeutig, wenn g # 0 vorausgesetzt wird, ohne dass
Lipschitzstetigkeit vorliegen muss (siehe Forster, Analysis 2 [Fo]).

2.2 Bemerkung Wir konnen die DGL auch in der Gestalt w = 0 schreiben, fiir
die Eins-Form

we QYR | w(t,r):= —— — h(t)dt

Diese ist geschlossen, also nach dem Poincaré-Lemma 6.20 duBere Ableitung
einer Funktion auf R2. Die Funktion gewinnt man durch Integration, und der
Ansatz lasst sich auf beliebige geschlossene w € Q'(R?) und die mit ihnen
zusammenhangenden DGLn erweitern.

2.2 Hamiltonsche Differentialgleichungen

Diese spielen in vielen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle, z.B. in der klas-
sischen Mechanik bei Abwesenheit von Reibungseffekten, in der geometrischen
Optik usw.

2.3 Definition e Ein Vektorfeld X € C'(P,R*™), P C R*™ offen heiBt Ha-
miltonsch, wenn mit J := (§ 1) € Mat(2m, R) gilt:

X=JVH mit H:P—R

e H heiBt dann eine Hamiltonfunktion von X, m (also die halbe Dimension
des Phasenraumes P) heiBt Zahl der Freiheitsgrade.

2.4 Beispiel Es sei F' : R? — R3 eine nur vom Ort ¢ € R3 abhingige Kraft,
und m > 0 die Masse eines Teilchens in diesem Kraftfeld. Dann gilt nach Newton
m{ = F(q), oder mit p := mq (Impuls) das DGL-System erster Ordnung

p=F(q@) ., ¢=p/m.

Ist das Kraftfeld F' nun konservativ im Sinn ' = —VV fiir V : R* — R, dann
ist fiir den Phasenraumpunkt z := (Z) € RS

SARGH T

+ V(q) als Hamiltonfunktion.
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In der Himmelsmechanik etwa ist die Gravitationskraft F'(q) = —vmw eines am
Koordinatenursprung befindlichen Massepunktes der Masse m negativer Gradient
des sogenannten Gravitationspotentials V'(¢) = T dh F=-VV.
Natiirlich ist H nicht schon durch X bestimmt, wir konnen ja eine beliebige
Konstante zu H addieren. Interpretiert man H(x) als die Energie des Zustandes
x, dann entspricht dies der physikalischen Tatsache, dass nicht Energien, sondern

nur Energiedifferenzen messbar sind. Es gilt aber

2.5 Satz Ist die Hamiltonfunktion H € C?*(P,R), dann ist sie entlang den
Lésungskurven der Hamiltonschen Differentialgleichung & = JV H(x) konstant.

Bew.: Es sei t — z(t) Losung des AWP
t=JVH(z) , x(0)=x.

Dann ist
%H(w(t)) = (VH(2(t)),2(t)) = (VH(2(t)), JVH(z(1))) = 0,

denn J ist antiselbstadjungiert: J* = JT = —J, sodass fiir alle Vektoren v € R2™
(v, Jv) = (J*v,v) = = (Ju,v) = — (v, Jv) =0
ist. O

Das Hamiltonsche Vektorfeld von H : P — R wird oft mit
Xy :=JVH: P — R™
bezeichnet.

2.6 Bemerkung Im Fall m = 1 eines Freiheitsgrades kdnnen wir die Losung der
Hamiltonschen DGLn & = X (x) auf die Integration einer Funktion zuriickfiihren.
Es sei namlich bei 2y € P das Hamiltonsche Vektorfeld Xy (zg) # 0. Dann
ist auch VH (zq) # 0.
AuBerdem existiert eine Funktion g¢
P — R mit Vg(z) linear unabhangig von
VH(z). Damit bilden g und H bei x
ein lokales Koordinatensystem, und we-
gen Lx, H =0 ist

Xy = fa% (2.2)

fiir eine geeignete Funktion f. Nun gilt

Lx,g= fLa%g = f,
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sodass fiir die Losung t — x(t, z9) des AWP gilt:

slattan)) = gleo) + [ atalsam))ds =glan) + [ Lyo(als. ) ds

= (o) + / f((s, o)) ds.

Schreibt man f in den lokalen Koordinaten g und H, also

dann ist die Zeitentwicklung von g implizit durch

) O
g=1(g.E) ,dh / f(ggE) — (2.3)
go )

mit F := H(xo) gegeben. Das Integral existiert, denn wegen der Stetigkeit von
Xp ist in einer Umgebung von x das Hamiltonsche Vektorfeld ungleich Null,
also wegen (2.2) auch f(g, E) # 0.

2.7 Beispiel Hamiltonfunktion H(p,q) := %pQ + V(q), Energie E := H(xy).

y /___ H(p,q) = B
-q
v T
/\J\
- q

Abbildung 2.1: Potential V' (unten) und Niveaufliche der Hamiltonfunktion
(oben)

AuBer an den Umkehrpunkten (p,q) = (0,q) ist die Koordinate g(p,q) :=
g von H unabhangig, und im (¢, H)-Koordinatensystem gilt Xy = pa%, also

f(p,q) = p. (2.3) entspricht

/q(t) dq _/Q(t) dgq _,
w D@E)  Ju V2AE-V())
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Beispielsweise fiihrt das periodische Potential V' (¢) = sin(q) auf das sogenannte

elliptische Integral erster Gattung F' mit F(p, k) := fow \/%. Wie man

einer Formelsammlung entnimmt oder sich von einem Computeralgebrasystem
ausrechnen l3sst, kann man die implizite Funktion ¢(q),

q
t=[ 2
/qo V2(E—sin(@))
durch
a(t) =2am (VIE=1)/2t, 1% ) + (2.4)

invertieren. Dabei ist die Jacobi~Amplitude
am fir u = F(p, k) die Umkehrfunktion

@ =am (u, k). q/r
Die nebenstehende Abbildung zeigt den Gra- 4
phen von (2.4) fiir Energie £ = 1.001, also s

etwas oberhalb des Maximums der poten-
tiellen Energie V. Da die Hamiltonfunktion
die des planaren Pendels ist, entspricht die
Losung einer Rotation des Pendels. Dabei
bleibt es in der Nahe des oberen Umschlag-
punktes ¢ = /2 (mod 27) fast stehen.

Es sei H € C*(R®*™), Xy das hamiltonsche Vektorfeld von H und & = Xp(z)
die Hamiltonsche DGL. Wir nehmen an, dass fiir alle t € R die Losung ®4(x() des
AWP fiir 2(0) = xy existiert. Damit ist ®; : R*™ — R?™ ein Diffeomorphismus.

2

1

2.8 Satz P, ist volumenerhaltend.

Bew.: Wir zeigen dies nur fiir lineare Hamiltonsche DGLn. Sei also das Vektorfeld Xz : R?™ —
R2™ |inear, also

Oy (x) = exp(Xpt)(x) = exp(At)x mit der Matrix A := DXy € Mat (2m, R).
Daher ist D®; = exp(tr (A)t). Nun ist A= DJ(DH)T, also
tr (A) = tr (JD?*H) = tr (D*H J).
D?H € Mat (2m, R) ist symmetrisch. Daher ist mit J7 = —J
tr(A) = tr (A7) = tr (D*HJT) = —tr (D*HJ) = —tr (A),

also tr (A4) = 0. |
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2.3 Integrabilitit

Die Konstanz der Hamiltonfunktion H : P — R entlang der Orbits des Flusses
bedeutet die effektive Verringerung der Dimension des Phasenraumes P C R?"
um Eins, und damit, wie wir gesehen haben, eine Erleichterung unserer Aufgabe,
die Hamiltonschen Differentialgleichungen zu |6sen.

Gibt es noch weitere Phasenraumfunktionen, die entlang der Orbits kon-
stant sind, dann hilft dies bei der Integration von Hamiltonschen Differential-
gleichungen in hoheren Dimensionen. Nun lasst sich dies fiir die Phasenraum-
funktion ' € C°(P) testen, indem wir berechnen, ob die Lie-Ableitung Lx, F’
in Richtung des Hamiltonschen Vektorfeldes Xy = JVH von H gleich Null
ist. Definieren wir allgemein die Poissonklammer zweier Phasenraumfunktionen
F,H € C*(P) als

(F.H}Y e C¥(P) , {F,H}:=Ly,F,
dann ergibt sich wegen J7 = —.J
(H,F} = DF(Xy) = DF(JVH) = (VF,JVH) = —{F, H}.

Wir betrachten eine Hamiltonfunktion H : P — R auf einem Phasenraum
mit m Freiheitsgraden und m —1 weitere Funktionen F5, ... F,, : P — R, deren
Poissonklammer mit der Hamiltonfunktion verschwindet: {F;, H} = 0. Aus der
Beziehung (1.10) zwischen Lie-Ableitung und Fluss folgt nun die Konstanz von
F; entlang der Losungskurven von X .

Wir setzen der Einfachheit halber F} := H und nehmen an, dass der Bild-
punkt f € R™ reguldrer Wert der vektorwertigen Funktion

I
F:z( 5):P—>Rm

Fm
ist, d.h. dass
rang(DF(x)) =n (x € F71(f))
gilt. Dann bleibt die Losung t — x(t,z9) des AWP & = Xy (x), 2(0) = ¢ fir
To € M :=F ' (f)in M.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 10.17 der Mathematik fiir
Physiker 1) lasst sich M in der Umgebung jedes Punktes y € M durch m Pa-
rameter koordinatisieren. Damit konnen wir die DGL vereinfacht als DGL erster
Ordnung in nur m Variablen schreiben.

Gilt zusatzlich {Fy, [;} = 0 fir alle 1 < k < [ < m, dann heiBt das
Hamiltonsche System integrabel, und es lasst sich explizit I6sen, da die von den
Funktionen F}, erzeugten Fliisse auf M gemiB Satz 1.28 kommutieren®.

4Siehe z.B. mein Skript Mathematischen Physik I, erhiltlich unter www.mi.uni-
erlangen.de/~knauf
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3 Stabilitdt bei gewohnlichen Differentialgleichun-
gen

3.1 Allgemeine Bedeutung der Linearisierung

Wir besitzen jetzt eine Losungsmethode fiir lineare DGLn (mit konstanten Koeffi-
zienten). Es ist dies aber leider die einzige groBe Klasse "algorithmisch” |6sbarer
DGLn. Andererseits sind viele Anfangswertprobleme zwar nicht linear, konnen
aber immerhin naherungsweise mithilfe linearer AWPs gelost werden.

3.1 Bemerkung Ein Grund dafiir ist die Tatsache, dass sich viele in der Natur
auftretenden Systeme ndherungsweise im Gleichgewicht befinden, also nahe bei
einem kraftefreien Fall. Besitzt die ortsabhangige Kraft F' eine Nullstelle bei ¢,
dann gilt (fiir glattes F') nach Taylor fiir ¢ nahe bei g

Flg) = i(gi)erF(qs)(q—qs)+<9(Hq—qu2)
= Alg—¢)+0(lg —¢*)

mit A := DF(qs). Fiihrt man die Relativkoordinate y := ¢ — ¢ ein, so wird aus
der Newtongleichung § = F'(q) (fiir Masse 1)

ij = Ay + O(|ly[l*).

Es liegt nun nahe (und ist auch richtig), anzunehmen, dass fiir kurze Zeiten die
Losungen des AWP fiir j = Ay mit betragsmaBig kleinen Anfangswerten y(0)
und 9(0) nahe bei den entsprechenden Lésungen der nicht linearen DGL liegen.
Manchmal gilt das sogar fiir alle Zeiten, zumindest wenn man statt der Losungen
die Orbits vergleicht, also die Zeitparametrisierung vergisst.

Wir formulieren nun das Konzept der Linearisierung allgemein fiir Differential-
gleichungssysteme erster Ordnung.

3.2 Definition Es sei U C R" offen und f € C*(U,R"™). Wir betrachten die
Differentialgleichung

i = f(x). (3.1)

auf dem Phasenraum U..

1. Das Bild x(I) C U einer Lésungskurve x : I — U von (3.1) heiBt Orbit.

2. Ist x;, € U Nullstelle des Vektorfeldes f, dann heiBt x, auch Ruhelage
oder Gleichgewichtslage von (3.1).
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3. Fiir eine Ruhelage z heiBt die lineare Differentialgleichung
y=Ay mit A:=Df(xy) (3.2)
die Linearisierung von (3.1) bei x;.

Die Nullstellen z heiBen Ruhelagen, weil das AWP & = f(z), z(0) = z, die
eindeutige Losung z(t) = z, (t € R) besitzt.

Wir untersuchen an einem Beispiel den Zusammenhang zwischen den Losun-
gen von (3.1) und denen der Linearisierung (3.2).

3.3 Beispiel (Das planare Pendel) Zunachst leiten wir mithilfe des Newton-
schen Kraftgesetzes eine Differentialgleichung ab, die wir anschlieBend untersu-
chen.

Im ersten Schritt (oft Modellierung genannt) idealisieren wir das Pendel wie
folgt. Es soll aus einem Massepunkt der Masse m > 0 bestehen, der sich in
einer Ebene auf einem Kreis mit Radius L > 0 (Pendellinge) um den Ursprung
bewegt. Seine Koordinaten seien () = L(f:):’(p), und auf ihn wirke eine in

—z—Richtung wirkende Kraft F/(z) = (_° ) der Stirke m (Schwerkraft). Deren
Komponente in Tangentialrichtung ist daher gleich —sin (. Es ergibt sich damit
die Differentialgleichung

Lp = —sinp,

denn die Masse m tritt auf beiden Seiten des Newtonschen Kraftgesetzes als
Faktor auf, kann also gekiirzt werden. Auf dem Phasenraum U = R? erhalten wir
durch Einfiihrung der Winkelgeschwindigkeit v das Differentialgleichungssystem

erster Ordnung
; . 1 .
p=v , U= —7 sin .
Durch Reskalierung der Zeit konnen wir erreichen, dass L = 1 ist.

Mit z := (¥) ist
i = f(z) = (_S?n S0). (3.3)

Es gilt f(x +y) = f(z), falls y = (0,27k) mit k € Z ist. Innerhalb einer
Periode (¢ € [0,27)) besitzt aber f nur die Nullstellen z; = (0,0) und (0, 7),
entsprechend der unteren bzw. oberen Ruhelage des Pendels. Linearisierung bei
x, = (0,0) ergibt die lineare Differentialgleichung auf dem Phasenraum RR?

g=Ay mit A=Df(x;)=(%0).
Diese besitzt mit der Bezeichnung y = (g, p) die Losung

q(t) = qocost + posint , p(t) = —qosint + pg cost, (3.4)
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Abbildung 3.1: Niveaukurve fiir die Energie der oberen Ruhelage des Pendels

mit der Periode 27.

Sind diese Losungen fiir Anfangsbedingungen (qo, po) in der Nahe der Ruhe-
lage x5 = (0,0) eine gute Naherung an die Lésungen von (3.3)7?

Um dies zu untersuchen, stellen wir fest, dass die Hamiltonfunktion® von (3.3)

H:R*—=R , H(p,v)=1v*>—cosp
gemaB Satz 2.5 entlang der Losungskurven ihren Wert nicht dandert:

%H(gp(t), v(t)) = v0 +sinpY = —vsinp + vsinp = 0.

Damit fixieren die Niveaulinien von H im Phasenraum R? auch schon die Orbits
der DGL (siehe Abb. 3.1). Da z; Minimalstelle von H ist, und die Hessesche
Hess H(x,) = () positiv definit ist, sind diese Niveauflichen H~'(H (x)) fiir
xo nahe bei x; niherungsweise von der Form eines Kreises mit Radius ||x]|, also
nahe bei dem Orbit (3.4) der Linearisierung.

Damit bleibt insbesondere die Losung von (3.3) fiir alle Zeiten in der Nahe von
;. Diese Losung kann man mittels Ubergang von ¢ zu ¢ + /2 durch die in
Beispiel 2.7 berechnete Losung ausdriicken. Die Schwingungsdauer des Pendels
ist aber groBer als die Periode 27 der Lésung (3.4) der linearen DGL, sodass die
beiden Losungen nach einiger Zeit nicht mehr synchron sind (siehe Abb. 3.2).

3.2 Stabilitatsbegriffe fiir Gleichgewichtslagen

Anschaulich wird man eine Gleichgewichtslage x; der DGL & = f(x) dann stabil
nennen, wenn benachbarte Losungen nicht von x, wegstreben. Diese Vorstellung

SPhysikalisch ist H (i, v) die Gesamtenergie des Pendels mit Winkel ¢ und Winkelgeschwin-
digkeit v
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Abbildung 3.2: Pendelausschlag als Funktion der Zeit und Linearisierung

P P

Abbildung 3.3: Orbits der Pendelgleichung (links) und ihrer Linearisierung an der
unteren Gleichgewichtslage (rechts)
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muss natiirlich noch prazisiert werden, ihre praktischen Implikationen sind aber
offensichtlich.

3.4 Beispiel In vielen technischen Anwendungen ist man daran interessiert, das
System in eine Gleichgewichtslage zu bringen. Man kann das aber natiirlich nur
bis auf einen gewissen Fehler erreichen.

Ist nun die Gleichgewichtslage stabil, dann ist auch in Zukunft das System
nahe bei der Gleichgewichtslage, sonst im Allgemeinen nicht.

Das Pendel ist in diesem Sinn in seiner unteren Gleichgewichtslage stabil, in
seiner oberen nicht.

Ist das Pendel ungedampft, so wird es fiir alle Zeiten kleine Schwingungen
um die Gleichgewichtslage vollfiihren; ist es gedampft, dann wird es sich der
Gleichgewichtslage immer mehr annahern. Entsprechend unterscheiden wir auch
zwei Stabilitatsbegriffe.

3.5 Definition Die Gleichgewichtslage x, € U C R" der DGL
&= f(x) , feCHUR") (3.5)

e heift liapunovstabil, falls fiir jede Umgebung W C U von x4 eine Umgebung
V C W von x4 existiert, sodass das AWP fiir alle Anfangswerte xq € V und alle
Zeiten t > 0 I6sbar ist und die Lésungen ¢ in W bleiben (0([0,00)) € W).
e Andernfalls heiBt sie instabil.

w

Ca)’

3.6 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage z := (¢, v) = (0,0) des pla-

naren Pendels
p=v
U= —sinp

ist liapunovstabil, denn jede Umgebung W von x4 enthalt
eine Umgebung V' der Form V = H !((—o0, E)), wobei
H(v,p) = g — cos i die Hamiltonfunktion ist.

V' ist aber flussinvariant, denn die Energie H ist, wie wir gesehen haben,
auf den Losungskurven konstant (lasst man Winkel ¢ € R zu, muss man
statt H!((—o0, F)) die x, enthaltende Zusammenhangskomponente V'
dieser nicht beschrankten Menge verwenden).
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2. Die obere Gleichgewichtslage x5 := (p,v) = (m, 0) ist nicht liapunovstabil,

denn H(x,) =1, und E~!(1) enthilt von x, verschiedene,
aber diesem beliebig nahe Phasenraumpunkte, die von x, Ls
wegstreben.

Der Begriff der Liapunovstabilitat ist vergleichsweise schwach, denn er setzt ja
keine Anndherung an die Gleichgewichtslage voraus. So ist der untere Gleichge-
wichtspunkt des Pendelbeispiels auch fiir negative Zeiten, also bei Richtungsum-
kehr des Vektorfeldes, liapunovstabil.

3.7 Definition Die Gleichgewichtslage xs von (3.5) heiit asymptotisch stabil,
wenn sie liapunovstabil ist und eine Umgebung V' C U von x, mit

lim z(t) =z, fiir alle x(0) €V

t—o00

existiert.

3.8 Beispiel 1. Die untere Gleichgewichtslage s = (0,0) des Pendels ist
nicht asymptotisch stabil, denn nur z selbst hat Energie H(z;) = —1,
alle Nachbarpunkte haben echt groBere Energie, und diese bleibt erhalten.

2. Wirkt auf das Pendel eine geschwindigkeitsproportionale Reibung mit Pro-
portionalitatskonstante £ > 0, dann wird seine Bewegung durch die DGL

p=v
UV=—sinp—k-v

beschrieben. In diesem Fall ist die untere Gleichgewichtslage sogar asym-

ptotisch stabil. Es gilt namlich fiir H(p,v) = $v* — cos ¢

iH(SO(t% v(t)) = v(t) - 5(t) +sin(p) - @ = —k(v(t))* <0,

dt

was ja auch anschaulich zu erwarten ist.
Man kann nun zeigen, dass mit der Zeit
die Energie H tatsachlich gegen —1 geht,
der Orbit also auf die untere Gleich-
gewichtslage zusteuert. In diesem Bei- ¥
spiel spielt H die Rolle einer Liapunov-
Funktion, d.h. einer entlang der Losung /
monoton fallenden Phasenraumfunktion

H.
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3.3 Stabilitatskriterien fiir Gleichgewichtslagen

Das letzte Beispiel zeigt eine wichtige Beweisidee fiir asymptotische Stabilitat.
Man mochte ja Stabilitatsfragen auch fiir DGLn klaren, deren Losungen man
nicht hinschreiben kann. Die Rolle der Funktion H bestand nun in der Tatsache,
dass die Mengen H'((—o0,)) C U Umgebungen der Gleichgewichtslage wa-
ren, die wegen ‘Z—If < 0 nicht verlassen werden konnen. Die GroBe von H ist ein
MaB fiir den Abstand von der Gleichgewichtslage, und dieser wird immer kleiner.
Unsere Strategie besteht nun darin, zunachst Kriterien fiir die Stabilitat im linea-
ren Fall zu entwickeln, um danach, soweit moglich, diese auf den nichtlinearen
Fall mittels Linearisierung zu iibertragen.

Der lineare Fall ist dabei ganz einfach:

3.9 Satz Gilt fiir die Eigenwerte \; € C von A € Mat(n,R) Re(\;) < 0,
dann ist die Gleichgewichtslage 0 € R™ der DGL & = Ax asymptotisch stabil.

Bew.:

1. Die Eintrage der Matrixfunktion ¢ — exp(At) sind Summen von \;—Quasipolynomen,
also von der Form Y, e*i!p;(t) mit Polynomen p;. Damit ist wegen Re()\;) < 0 ihr
t — oo— Limes Null, also auch lim,_, || exp(At)|| = 0.

2. Da sup,;q || exp(At)|| < oo, ist die Gleichgewichtslage 0 liapunovstabil. O

Wir betrachten nun eine nicht notwendig lineare DGL auf U C R"
i=f@) . feC UR

in einer Umgebung einer Gleichgewichtslage x;. Von dieser konnen wir (durch
Einfiihrung verschobener Koordinaten = — x) 0.B.d.A. annehmen, dass sie sich
im Nullpunkt befindet.

Mit A := Df(0) bezeichne

Re CYUR"Y) | R(x):= f(z)— Az

die Abweichung des Vektorfeldes von seiner Linearisierung an der Gleichgewichts-
lage.

Wir wollen nun zeigen, dass die Losungen der DGL in fiihrender Ordnung
durch die Linearisierung von f kontrolliert werden, soweit wir uns in der Nahe
der Gleichgewichtslage befinden. Dazu benutzen wir das

3.10 Lemma x(t) = ez + fot A= R(x(s)) ds
Bew.: Wir setzen die Lésung z(t) des AWP & = f(x), 2(0) = 2 in der Form

z(t) = ete(t) mit ¢(0) = o
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an, und suchen eine Bestimmungsgleichung fiir den Vektor ¢(t) (sog. Variation der Konstanten).
Es gilt
i(s) = Ae?¥c(s) + eé(s) = Ax(s) 4 e¥¢(s)

und
x(s) = Ax(s) + R(xz(s)),
also
e¢(s) = R(x(s)) oder ¢é(s) = e “*R(z(s))
Damit ist . .
=c ¢(s)ds=uw e R(xz(s))ds
o) =e0)+ [ ) ds=a+ [ e MRE)
und

t

z(t) = ey —|—/ et R(x(s)) ds.
0

O

Scheinbar niitzt uns diese |dentitat nicht viel, denn auch auf der rechten Seite
taucht x(s), also die unbekannte Losung des AWP auf.

Wir kénnen aber die (aus einer Ubungsaufgabe des Sommersemesters '07
bekannte) Gronwall-Ungleichung auf diese Integralgleichung anwenden. Diese
in der Differentialgleichungstheorie wichtige Abschatzung dhnelt Miinchhausens
Methode, sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf zu ziehen.

3.11 Lemma (Gronwall-Ungleichung) Fiir f,g € C°([to,t1),[0,00)) gelte
mit einem geeigneten a > 0 die Ungleichung

f() < a+ / [($)g(s)ds  (t€ [to.tr)).

Dann ist

s <aen( 0(s) &) (e wn)

0
Bew.: e Ist a > 0, dann gilt fiir die rechte Seite h(t) := a+ft0 f(s)g(s) ds der Voraussetzung

h(t) > 0 und }(t) = f(t)g(t) < h(t)g(t), also LW < g(t).

(
Integration ergibt In (M) < fti g(s)ds, oder h(t) < aexp (fti g(s) ds), also die Be-

a

hauptung.

e Ist a = 0, dann gelten Voraussetzung und Resultat fiir alle ¢ := ¢ >0, alsoist f =0. O

3.12 Bemerkung Man kann sich die Abschdtzung leicht merken, wenn man
Gleichheit annimmt. Die Integralgleichung

t
ft)=a+ [ fs)gls)ds
to
entspricht ja dem AWP f = f - g, f(to) = a mit der Losung f(t) = aele 9 ds.
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3.13 Satz Eine Gleichgewichtslage x, € U C R"™ der DGL
&= f(x) , feC (UR")

ist asymptotisch stabil, wenn fiir die Eigenwerte \ von D f(z) gilt: Re(\) < 0.

Bew.: e Wieder konnen wir durch eine Verschiebung zs = 0 erreichen. Da U C R"™ offen ist,
gehort eine Kugelumgebung vom positiven Radius 7 zu U.

e Fiir die Eigenwerte \; von A := Df(x;) gelte die Abschitzung Re(\;) < —A, A > 0
geeignet. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass gilt

HeAtH <c-e M (t>0).

Das ersieht man aus der Tatsache, dass die Eintrage von et Summen von Ai—Quasipolynomen
eMitp;(t) sind und dass wegen Re(\;) +A < 0

Jimexp((A; + A)t)pi(t) = 0
ist.
e Nun existiert ein Radius r € (0,7) mit
A
IR@) < o-llll . falls |z <7, (3.6)

III‘”‘L(J‘C‘)II

£ @)=Df(0)-a] _
0 el =0.

denn lim,_,q = lim,_,

e Wenn wir nun zeigen kdnnen, dass aus
lz(O)l <e < =
c

folgt, dass fiir t > 0 gilt:
lz(®)] < cee™/2, (3.7)
dann haben wir den Satz bewiesen, denn fiir die rechte Seite von (3.7) gilt: cee™2/2 < e <
r < 7, und fiir £ — oo strebt sie gegen Null.
Nun gilt nach Lemma 3.10: z(t) = e*ag + f; eA~*)R(x(s)) ds, woraus mit (3.6) die
Ungleichung

t
B Cnia A
[z@)[ < ce At||$OH+/O ce” M )—QCI\JJ(S)HdS

folgt, soweit ||| < r.
Setzt man F(t) := eM||x(t)]

, dann gilt

also nach dem Gronwall-Lemma 3.11
t
F(t) < cllzo| exp <%/ Ads) < cee?t < rest
0

oder ||z(t)|| < re~2*. Die Lésungskurve bleibt also fiir alle positiven Zeiten in der Vollkugel
{z € R™ | ||z|| < r} und konvergiert gegen Null. O
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3.14 Bemerkung Der Beweis lieferte zusatzlich die Aussage, dass alle z € U
mit |z|| < £ zu gegen die Gleichgewichtslage konvergierenden Orbits gehoren,
also in deren Einzugsbereich, dem so genannten Bassin, liegen.

Wahrend ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen asymptotischer Stabilitat
die strikte Ungleichung Re()\;) < O fiir die Eigenwerte \; der Jacobimatrix war,
ist die Situation beziiglich der Liapunovstabilitat komplizierter.

3.15 Satz Besitzen die Eigenwerte \; von A € Mat(n,R) Realteil Re(\;) <0,
und ist im Fall Re()\;) = 0 die geometrische Vielfachheit gleich der algebraischen,
dann ist 0 € R™ liapunovstabile Gleichgewichtslage der DGL i = Ax.

Bew.: e Aus der Jordan-Normalform A = V.JV ~! mit Jordan-Matrix .J der Form

Iry (A1) 0 P 0
JTz(’\Q) . .
J = ) A ONRES .1 | € Mat(r,C)
0 T () 0 A
folgt mit
exp(Jr, (A1)t) 0
exp(Jt) = (3.8)
0 exp(Jr, (Ag)t)

die Liapunovstabilitdt der Gleichgewichtslage aus

lexp(At)[| = [Vexp(JOVTH < VIV [exp(J8)],

wenn fiir alle Jordanblocke J,., (A;) von J der Ursprung 0 € C™ liapunovstabile Gleichgewichts-
lage der DGL ¢ = J,., (\;)y ist.

e Aus Re(\;) < 0 folgt sogar asymptotische Stabilitat.

e Da fiir einen komplexen Eigenwert A von A mit Re(A\) = 0 die geometrische Vielfachheit
nach Voraussetzung gleich der algebraischen ist, sind die ihm zugeordneten Jordanblocke alle
eindimensional: J,.,(\;) = A. Damit ist in diesem Fall

| exp(J,, A\i)t)|| = ‘ coS (Im()\)t) + isin (Im()\)t)‘ =1. 0

3.16 Bemerkung Dass man die Gleichheit von geometrischer und algebraischer
Vielfachheit fordern muss, sieht man schon am Beispiel von

A=(§5) mit e =(31).

Leider kann man nicht wie im Fall der asymptotischen Stabilitdit vom linearen
auf den nicht linearen Fall folgern.
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3.17 Beispiel DGL & = az + S2® mit Parametern o, 8 € R.
Die Null ist Gleichgewichtslage der DGL und ihrer Linearisierung y = ay.

linearisierte Gleichung nicht lineare Gleichung

a < 0 asymptotisch stabil asymptotisch stabil
a >0 instabil instabil
asymptotisch stabil fiir 5 <0
a =0 liapunovstabil stabil fiir 6=0
instabil fiir 8> 0.

3.18 Bemerkung Anschaulich gesprochen kann asymptotische Stabilitdt nur
vorliegen, wenn der Fluss in der Nahe der Gleichgewichtslage das Phasenraum-
volumen verkleinert. Daher kann man in physikalischen Situationen ohne Rei-
bungseffekte héchstens Liapunovstabilitat erwarten. Das hat z.B. zur Folge, dass
die Frage der Stabilitdt des Sonnensystems sehr subtil ist.

4 Mal und Integration

Die Messung und Berechnung von Langen, Flachen und Volumina gehort zu den
ersten mathematischen Aktivitdten der Menschheit. Integration und Volumenbe-
rechnung aber sind zwei Seiten einer Medaille:

e In der Analysis | wurde das Riemann-Integral einer (positiven) reellen Funk-
tion als Flache unter dem Graphen der Funktion eingefiihrt. Diese ldee wird
jetzt auf Funktionen mehrerer Variablen erweitert.

e Ist andererseits A C R” eine (messbare) Teilmenge, dann ist ihr MaB gleich
dem Integral [ 14 dx ihrer charakteristischen Funktion.

Tatsachlich ist die Integration historisch wesentlich alter als die Differentiati-
on, die ja (in einer Dimension) ihre Umkehroperation ist.

Andererseits hat sich der Integralbegriff zusammen mit dem Begriff der Funk-
tion erweitert. Bis zum 19. Jahrhundert waren in der Regel die betrachteten
Funktionen stetig (sogar beliebig oft stetig differenzierbar). In der Zwischenzeit
ist uns der Gedanke vertraut geworden, dass fraktale Mengen und Funktionen
nicht nur als mathematische Konstrukte sondern auch fiir die Beschreibung von
Naturvorgangen von Bedeutung sind.

Schon beim Riemann-Integral muss ja die zu integrierende Funktion nicht
stetig sein, sondern kann Sprungstellen besitzen, wenn diese sich nicht haufen.
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In den nachsten Wochen werden Sie den Begriff des Lebesgue-Integrals ken-
nen lernen. Man kann noch mehr Funktionen Lebesgue-integrieren als die Riemann-
integrablen, z.B. die charakteristische Funktion

HQZR—){O,l}

der Teilmenge Q C R der rationalen Zahlen, und es ist f]lQ dx = 0. Dies
bedeutet, dass Q im Gegensatz zu den irrationalen Zahlen MaB Null besitzt
und korrespondiert mit der Abzadhlbarkeit von Q. Dass man bei der Lebesgue-
Integration allgemein sogenannte Nullmengen wie z.B. QQ unberiicksichtigt lassen
kann, ist oft praktisch.

Der Hauptvorteil des Lebesgue-Integrals gegeniiber dem Riemann-Integral ist
aber, dass es sich bei Operationen wie Limesbildung etc. einfacher verhilt.

Fiir Funktionen, fiir die beide Integralbegriffe definiert sind, stimmen aber
Riemann— und Lebesgue-Integral iiberein.

Die Grundidee aller Integration ist es, das (n + 1)-dimensionale Volumen
unter dem Graphen von f : R™ — R* zu betrachten. Integration lasst sich also
auf die Berechnung von MaBen zuriickfiihren®. In einem gewissen Sinn sind MaBe
damit ein fundamentaleres Konzept als das der Integration.

Ein MaB i auf einer Menge M wie z.B. dem R"™ ordnet geeigneten Teilmengen
A C M Zahlen

wu(A) €10, 00] :=[0,00) U {oo}
zu, eben das MaB von A. Diese Teilmengen heiBen messbar. Die Leere Menge ist
dabei messbar, mit () = 0. Sind die messbare Teilmengen A; und A, disjunkt,
dann gilt auBerdem

(A1 U Ag) = p(Ar) + p(As).
(sog. Additivitat von ). Das Buch [Ba] von Bauer gibt eine Einfiihrung in die
allgemeine MaB-und Integrationstheorie.

Wichtige MaBe sind z.B. die folgenden.

4.1 Beispiel 1. Das zahlende MaB m auf einer endlichen Menge M, mit
m(A) = |A| (AcC M).
Hier sind insbesondere alle Teilmengen messbar.
2. Das Lebesgue—MaB A" auf dem R™, das wir bald kennen lernen,
zeichnet sich dadurch aus, dass es einem verscho-
benen Korper das gleiche Volumen zuordnet wie dem
unverschobenen, es also translationsinvariant ist, und
der Einheitswiirfel [0, 1]” MaB 1 besitzt.

5Diesen Weg werden wir allerdings nicht verfolgen.

34



3. Das DiracmaB ¢, ist im Punkt x des R™ konzentriert, und fiir A C R" ist

_ 1, xzeA
536(14):/14536 '_{ 0 , sonst. @4

Dieses MaB ist also nicht translationsinvariant

4. Wir wollen z.B. auch die Lange der Spur einer Kurve oder

allgemeiner den Flacheninhalt einer d—dimensionalen
Flache im R™ messen. Auch das dafiir benutzte MaB
[tq ist translations- und rotationsinvariant, es ord-
net aber der d—dimensionalen Einheitsfliche [0, 1]¢ x /
{0} € R? x R"¢ = R™ MaB 1 zu. Entsprechend
hat aber fiir d < n hat der Einheitswiirfel MaB

pa((0, 1]") = o0.

5. Man kann sogar MaBe 11, konstruieren, die Mengen beliebiger fraktaler Di-
mension d € [0, n] messen. Genau genommen definiert man die Dimension

der Menge A C R" durch d(A) := inf{d' > 0| ps(A) = 0}.

6. Im Zusammenhang mit dem sog. Feynmanschen Pfadintegral der Quan-
tenmechanik wird auf dem unendlich-dimensionalen Raum M der Wege
zwischen zwei Punkten des Konfigurationsraumes R? ein Wahrscheinlich-
keitsmaB (also ein MaB v auf M mit (M) = 1) definiert.

Dabei erhalten Wege, die in der Nahe von
Losungskurven der DGL der Klassischen
Mechanik sind, ein groBes Gewicht.

4.1 Treppenfunktionen

Nach diesem kleinen Uberblick wollen wir aber an die Arbeit gehen. Die Darstel-
lung lehnt sich an das Buch Analysis Il [Ko] von Kdnigsberger an, das sich durch
eine originelle Einflihrung des Lebesgue-Integrals auszeichnet.

Intervallen I der Form I = [a,b), (a,b), (a,b] und [a, b] (mit Intervallgrenzen
—00 < a < b < oo) weisen wir das MaB |I| := b — a zu.

Entsprechend setzen wir das Lebesgue-MaB des Quaders

Q:=1IYx .. . xI™cR" (4.1)
gleich v,(Q) = v(Q) := [IW|- ... [IM].

Die Quader sind jetzt unsere Bausteine, mit denen wir allgemeinere Teilmen-
gen des R™ ausschopfen und iiberdecken.
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4.2 Definition e f : R" — C heiBBt Treppenfunktion, wenn es disjunkte Qua-
der Q1,...,Qs CR™ mit f[g, konstant und f g\ (g,u..uq,) = 0 gibt.
e Es sei T, die Menge der Treppenfunktionen des R".

7!

2

Rn

a Q

Setzen wir ¢; := f[,, dann gilt

f:}jq%, (4.2)

Esseien firk=1,...,n
™R SR, (24,...,2,) — Tk

die Projektionen. Dann ist 7¥)(Q) = I® fiir den Quader aus (4.1). Wir verfei-
nern nun die Darstellung (4.2) der Treppenfunktion f, indem wir zunichst fiir
die k—te Koordinate die nicht leere endliche Menge

u® = Jor (@)
i=1

der Intervallgrenzen projizierter Quader einfiihren.
Sind umgekehrt

= o} o <l

? S

solche Mengen, dann ist das Intervall [agk),agﬂ disjunkte Vereinigung der In-

tervalle Il(k), e It(f) mit ¢;, := 2s; — 1 und

k) . k) (k) k) k
= () ()
Benutzt man nun die aus der Darstellung (4.2) der Treppenfunktion f gewonne-
nen Mengen M®) dann ist f auf den Quadern
1 n n .
IV x .. xI™cR  (jpe{l,....ts}) (4.3)

konstant, und diese Quader sind disjunkt, siehe Abbildung 4.1.
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M | Q2

Abbildung 4.1: Quader in der Ebene (links); Partition mittels Intervallgrenzen
M® M@ (rechts)

4.3 Lemma 7, ist ein C—Vektorraum, und fiir f € T, ist auch |f| € T,.
Bew.:

. o ST . .
1. Esseien [T =377 ¢/lgr und f17 =37%_, ¢" i Treppenfunktionen in 7y, und fiir
r= 1,11
MED = Jor®™ (@) . M® =MEDUMEID (k=1,...,n).
i=1

Wir benutzen nun die unter Benutzung der Mengen M) gewonnenen verfeinerten
Darstellungen

S

=Y &g (r=11II)

=1

mit den disjunkten Quadern Q; der Form (4.3). Dann ist auch

QU
5 J
Frae ="+ 1,
i=1
eine Treppenfunktion in 7,. 7 Qk
Q;
2. Ist f =37 cillg, € Tn, dannist mit A € C auch Af = >0 (A¢;)1g, € Ty und
[fl = 2221 leillg, € Ta. o
Wir setzen jetzt versuchsweise
S S
T,:To=C L[> el | =) cv(@) (4.4)
=1 i=1

als Integral der Treppenfunktion an. Fiir positive Treppenfunktionen f entspricht
Z,(f) dem Volumen unterhalb des Graphen.
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Wir konnen zwar eine Treppenfunktion f € 7, auf verschiedene Weise als
gewichtete Summe f =" ¢; 1, charakteristischer Funktionen von Quadern @);
darstellen, denn die Gebiete f~'(c) C R™ lassen sich ja verschieden in endlich
viele Quader zerlegen:

L- -1

Z,(f) hangt aber nicht von der Wahl der Darstellung ab:

4.4 Satz 1. 7, : T,, — C ist wohldefiniert und ein positives lineares Funk-

tional.

2. Es gilt Z,(|f]) > |Z.(f)].

3. Firm=m+pund f €7, sind

fy:R"=C , fy(z):=f(z,y) (yeR”)

und
g:RP=C , g(y) :=Tnlfy)
Treppenfunktionen in T, bzw. T,, und es gilt

Lu(f) = L,(9)- (4.5)

4.5 Bemerkung 1. 7, ist ein Funktionenraum, also ein Vektorraum, dessen

Bew.:

Elemente Funktionen sind.

Abbildungen Z : 7 — K von einem (unendlich-dimensionalen) Funktio-
nenraum 7 liber dem Korper K in K werden oft Funktionale genannt. Ein
Funktional Z heiBt positiv, wenn Z(f) > 0 fiir f > 0 folgt und linear, wenn
es eine lineare Abbildung beziiglich der Vektorraumstruktur von 7T ist.

Die Aussage des dritten Teiles ist die Spezialisierung des noch zu behan-
delnden Satzes von Fubini (Satz 4.14) auf Treppenfunktionen. Schreibt
man [o. f(z)dz statt Z,(f), dann ldsst sich (4.5) in der Form

teden = [ ([ fapde)a

R

schreiben. Man kann also insbesondere mehrdimensionale Integrale durch
mehrfache eindimensionale Integration ersetzen.
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1. e Um die Wohldefiniertheit des Integrals zu beweisen, ist zu zeigen, dass Z,,(f) un-
abhingig von der Wahl der Zerlegung (4.2) ist, also fiir

SII

o
f= ZC{HQ{ = ZCZUHQ;” € Tn
=1

i=1
gilt:
Zc{v(@f) :ZCZUU (QiH). (4.6)
i=1 i=1

e Nun geniigt es aber zu zeigen, dass beide Seiten in (4.6) gleich der Summe ist, die
man fiir die gemeinsame Verfeinerung mit den Quadern (4.3) erhilt.

e Dafiir wiederum genligt der Nachweis, dass das Lebesgue-MaB v,,(Q) eines Quaders
@ der Form (4.1) gleich der Summe der MaBe der Quader seiner Verfeinerung ist. Dies
folgt aber aus

0n(Q) = va(ID x ... x T™M) = vy (I ..oy (IM)

und
v (I®) =0 (I + o () (k=1,...,0),

wenn I%) disjunkte Vereinigung der Intervalle Il(k) ist.
e Die Linearitat und Positivitit von Z,, folgt jetzt unmittelbar aus der Definition (4.4)
von Z,.

2. Fiir f =30, ¢;llg, ist

Zo(lfD) = Z |cilv(Qi) =

3. Wir benutzen die mittels Verfeinerung gewonnene Darstellung
Sm  Sp
=3 e,
i=1 j=1

mit Quadern Q;; = ng) X Q§p), wobei die Quader ng), cee iﬁﬁ’ C R™ und die
Quader Q... QY ¢ R disjunkt sind.
Damit gilt wegen 1, (z,y) = Tom) (z) - L) (v)

i J

9(y) =In(fy) = Zp (i CijUm (ng))> ]ng_m (y)  (yeR?),

j=1 \i=1
also o
(o) = 3 com (@) v (@1).
j=11i=1
Dies ist aber wegen vy, (Qij) = vUm (ng)) *Up (Q?) gleich Z,,(f). =
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4.2 Das Lebesgue-Integral

Ist p = 220:1 cklg, mit ¢ € C und Quadern @), C R™, dann ist es naheliegend,
das Integral von ¢ analog zu (4.4) durch

In(p) = Z crvn(Qr)

zu erklaren. Im Allgemeinen konvergiert diese Reihe zwar nicht. Ist allerdings
cx > 0, dann ist immerhin Z,(p) € [0, co] wohldefiniert.

4.6 Definition e Eine Hiillreihe ¢ von f : R — CU {oo} ist eine Reihe
© = ro cxllg, mitc, > 0 und offenen Quadern Qy, fiir die ¢ > | f| gilt.

o f besitzt die L'~Halbnorm’

| flli :=inf{Z,(v) | ¢ ist Hiillreihe von f}.

e [ heit Lebesgue-integrierbar, wenn es eine Folge von Treppenfunktio-
nen . € T, mit
lim || f — gl =0
k—o0

gibt. In diesem Fall heiBt

— 00

fdx = f(x)dx := lim Z,(¢x)
R® k

Rn

das Lebesgue-Integral von f.

e Die Menge der Lebesgue-integrierbaren Funktionen f : R" — C U {oc}
wird mit L'(R") bezeichnet.

Wir miissen uns zunachst iiberlegen, dass diese Definition des Lebesgue-Integrals
sinnvoll ist.

e Zunichst besitzt jede Funktion g : R” — CU {oo} eine Hiillreihe, ndmlich
z.B. =77, 1o, mit Qy := [—k,k|", und es ist p(x) = co. Daher ist

lgllx € [0, o0].
e Sicher ist nicht jede Funktion Lebesgue-integrierbar, denn z.B. die Funk-

tion g hat die Eigenschaft, dass g — ¢, fiir ¢, € T; auBerhalb eines
beschrankten Gebiets gleich 1 ist und damit ist ||1g — pg|[1 = occ.

"Bei einer Halbnorm wird im Gegensatz zu einer Norm nicht || f|| > 0 fiir f # 0 verlangt.
Zusitzlich wird hier der Wert || f||1 = oo zugelassen.
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e Ist aber f Lebesgue-integrierbar, dann existiert auch der Limes auf der
rechten Seite der Definition des Lebesgue-Integrals, denn

Zu(pr) = In()| < nllr —@1l) = ok —@ulls < Nf =rll +11f =@l

und der letzte Ausdruck geht fiir k,1 — oo gegen Null®. Die Z,(i,,) bilden
also eine Cauchy-Folge.

Aus dem gleichen Grund ist der Limes von der Wahl der Folge (¢ )ren
unabhangig. Damit ist das Lebesgue-Integral von f wohldefiniert und end-
lich.

Dass || - ||; die Eigenschaften
NI = I und L+ glh < I+ llglle (f.g € £HR™), A € C)

einer Halbnorm erfiillt, wird klar, wenn man die Koeffizienten der Hiillreihe von f
mit dem Betrag von A\ € C multipliziert bzw. die Hiillreihen von f und g addiert.
Zwar ist L1(R") selbst kein C-Vektorraum, denn der Wert oo ist zugelassen, aber
L(R™) enthilt den C-Vektorraum

LYRY) :={f:R" = C| f e LYR")}.

4.7 Lemma Die Halbnorm erfiillt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

Y

k=1

<3 I, (4.7)
k=1

1

Dabei nehmen wir f;, : R" — [0, 00| an, weil sonst die Summe auf der linken
Seite von (4.7) evtl. nicht definiert ist. Es muB8 aber nicht f, € L'(R") gelten.

Bew.: Fiir jedes € > 0 gibt es geeignete Hiillreihen ¢, von f, fiir die

To(or) < Ifelli +27% gilt,also > (Zu(er) = [ fxl) < e
k=1
@ =Y 1, @i ist dann Hiillreihe von >"77 | fi, mit Z,,(¢) = > re ) Zn(pk). ad
Das Lebesgue-Integral ist eine Abbildung
: ﬁl(R") — C.

Rn

8Die mittlere Identitit folgt aus folgendem Lemma (Bewesis siehe [Ko], p. 238f):
Lemma. o] = [p. [pldz (v €Tn).
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Wir wollen nun die Rechenregeln fiir das Integral ergriinden. Zunachst ist
T C LY(R"),

die Treppenfunktionen sind also Lebesgue-integrierbar, und fiir ¢ € T, gilt

| ela)dn=1.(0)

denn ¢ wird ja durch sich selbst approximiert. Damit erweitert das Lebesgue-
integral unseren Integralbegriff fiir Treppenfunktionen, und auch Satz 4.4 besitzt
eine Erweiterung:

4.8 Satz Das Lebesgue-Integral ist ein positives lineares Funktional auf dem
C-Vektorraum L'(R™), und es gilt

L | Jon fdz| < fou I fldz=(Ifll  (f € LYR™))
2. Sind f,g € LY(R™) und ist g beschrinkt, dann ist auch f - g € LY(R™).

Bew.:

e Fangen wir mit der Ungleichung in 1. an: Wegen der Dreiecksungleichung gilt

[1F1 = lerl | < 1f = ekl

also
I 1f] = 1okl < NI f = erll,

sodass mit f auch |f| € £L}(R") ist, und

/fdx 1im/ wr dx
n k—o0 n

Weiter miissen wir noch die zweite Identitat in 1. zeigen, indem wir die Dreiecksunglei-
chung der £!'-Halbnorm in der Form

< lim |<pk|dac:/ |f| da.
k—oo JRrn R™

el = 1£1 | < llew = £l

anwenden. Die rechte Seite geht fiir & — oo gegen Null, also ist
[ 181 = Jim Z,(lou) = Jim flonl = 11
Rn —00 k—oo

Dabei wurde Z(|¢k|) = [[l¢k|ll1 = [l l1 benutzt, siehe FuBnote 8.

e Dass L£!(R") iiberhaupt ein linearer Raum ist, sehen wir dadurch, dass wir fiir f,g €
L(R™) die approximierenden Treppenfunktionen addieren kénnen, um f + g zu appro-
ximieren; analog multipliziert man die 5 mit A € C, um Af zu approximieren.

Linearitat des Lebesgue-Integrals ergibt sich ebenso wie seine Positivitat aus den in Satz
4.4 gezeigten Eigenschaften von Z,,.
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e Beweis von 2. Sei M, > 0 eine obere Schranke fiir |g|, und fiir ¢ > 0 die f approximie-
rende Treppenfunktion ¢ € 7, so gewahlt, dass || f — ¢[|1 < 557 Ist nun M, > 0 eine

9
obere Schranke fiir ||, dann wird v € T, so gewahlt, dass ||g — 7|1 < 5= Es folgt

= 2,
fur alle x € R™

[f(@)g(x) = p(x)y(@)] < [f(2) = (@)[lg(@)| + |p(@)] lg(x) = 7(2)];

also
Ifg—evln < Mgllf —¢llh + Mollg —7lh
< 5 + 5 = e
Damit approximiert ¢y € 7, das Produkt von f und g. o

Da erstere auch auf Teilintervallen definiert sein kdnnen, miissen wir zunachst
das Lebesgue-Integral solcher Funktionen definieren.

4.9 Definition 1. Fir ACR" und f: A — CU{oo} heiBt

fa:R" = CU{o0} , x»—){f(ox) : iéén\fl

die triviale Fortsetzung von f.

2. f heiBt iiber A integrierbar, wenn f4 € L'(R™).
Dann heiBt [, f dx := [, fadx das Lebesgue-Integral von f
und || f|l1a := |/ fall1 seine 1-Norm.

3. Der Raum der liber A Lebesgue-integrierbaren Funktionen wird mit ZI(A)
bezeichnet.

4.10 Bemerkungen 1. Die Existenz von [, fdx héangt nicht nur von der
Regularitdat von f, sondern auch von A ab. Insbesondere sind nicht alle
A C R™ messbar. Noch nicht einmal fiir alle beschrinkten A existiert das
MaB A\(A) = [ 14 dx.

2. Satz 4.8 sagt uns unter anderem, dass wir, wenn wir komplexwertige Funk-
tionen f integrieren wollen, uns auf die getrennte Integration von Real—und
Imaginarteil von f zuriickziehen konnen (dies folgt aus der Linearitat des
Lebesgue-Integrals).

3. Fiir reellwertige f,g € L'(R") sind Maximum bzw. Minimum der beiden
Funktionen wegen Satz 4.8

max(f,g) =5(f+g+I[f—gl) . min(f,9)=5(+g—1[f—gl)

in £L1(R"). Daher konnen wir uns auf die Integration nichtnegativer Funk-
tionen beschranken:
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| N

Mit f € LY(R") sind Positivteil fT = max(f,0) und Negativteil f~ =
max(—f,0) von fin L}(R"), und f* > 0. Aus f = fT — f~ folgt also

/Rnfda::/wf+dx— [

Nach Einfiihrung des Lebesgue-Integrals haben wir in Satz 4.8 erste Rechenregeln
fiir seine Auswertung kennen gelernt. Wir sind aber noch nicht in der Lage,
das Lebesgue-Integral in relevanten Anwendungen auszurechnen. Im Folgenden
werden die dazu notwendigen Satze bereitgestellt.

Die triviale Fortsetzung fj, 5 : R — R einer Riemann-integrierbaren Funktion
[ :]a,b] = Rist Lebesgue-integrierbar. Aus der Art der Approximation von f,
durch Treppenfunktionen folgt dann sofort, dass das Lebesgue-Integral von f,
gleich dem Riemann-Integral von f ist.
Allgemeiner gilt:

4.11 Satz /st die auf einem Intervall I C R definierte Funktion f : I — C
absolut® Riemann-integrierbar, dann ist f auch Lebesgue-integrierbar und die
Werte beider Integrale sind gleich.

4.12 Bemerkungen 1. Die Voraussetzung des Satzes ist z.B. fiir stetige
oder monotone Funktionen auf kompakten Intervallen erfiillt.

2. Die Funktion f:R—R f(ff)‘:{ :f ’ifg

ist nach de I'Hospital stetig, und ihr uneigentliches Riemann-Integral exi-
stiert’ (mit [*°_ fdz = ).

°d.h. die Restriktionen f|; auf kompakte Teilintervalle J C I sind Riemann-integrierbar
und das uneigentliche Riemann-Integral von |f| existiert, sieche z.B. Def. 1.1 der Analysis II,
erhiltlich unter www.mi.uni-erlangen.de/~knauf.

19Einen Beweis findet man in Bsp. 1.5 der Analysis I (www.mi.uni-erlangen.de/~knauf).
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Aber f ist nicht absolut Riemann-
integrierbar, und es gilt auch
[ & LYR), die Funktion ist
nicht Lebesgue-integrierbar. Aller-
dings existiert der Limes der
Lebesgue-Integrale der Funktionen
J-1j_cq und gleicht dem uneigent-
lichen Riemann-Integral von f.

-0.2

4.13 Satz Essei f € C(A) beschrankt und A C R™ kompakt bzw. A offen und
beschrinkt. Dann ist f € L*(A).

Bew.: GemiB den Bemerkungen 4.10 kénnen wir f > 0 annehmen.

1. Wir betrachten zunichst den Fall einer offenen beschridnkten Teilmenge A C R™. Fiir
jedes k € Z konnen wir den R™ als disjunkte Vereinigung der " halboffenen Wiirfel" mit
Kantenlinge 2%

Wi(a) == {z = (21,...,2,) € R" | 2; € [27%a;,27%(a; + 1))} (a €Z")

darstellen, und sie sind in der Form

Wi(a) = |

UbeZn:bie{QaiQai-ﬁ-l}WkJrl(b) (k€Z,aeZ") (4.8)

ineinander geschachtelt. Wir setzen nun

ok =Y chalw,@ (kEN) (4.9)
acZmn
mit ¢y o 1= inf f4 [Wk(a), wobei f4 die triviale Fortsetzung von f bezeichnet.

Wegen der Beschranktheit von f sind die ¢, € [0, 00). Wegen der Beschranktheit von
A C R” sind fiir jedes k nur endlich viele Koeffizienten ¢, ungleich Null. Also sind
die ¢ Treppenfunktionen, mit ¢ < fa und @i lgn_4 = 0.

Andererseits gilt wegen (4.8) ¢r+1 > @k. Da A offen ist, gibt es fiir jeden Punkt z € A
eink € Nund a € Z" mit © € Wi (a) C A. Wegen (4.8) und der Stetigkeit von f ist
damit

lim ¢k (x) = fa(x) (x € R™).
k—o0
Also folgt aus der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7) fiir alle k

o0

Z (Sﬁm+1 - ‘Pm)

m=k

= Z Zn(om+1 — oml)
m=k

lfa—orlli =

o0
< Z [om+1 = @mll1
1 m=k

o0 oo

= Z Tn(Pmt1 — Om) = Z (Zn(pm+1) — Zn(pm)),

m=k m=k

45



was fiir K — oo gegen Null konvergiert'®. Also ist f € £!(A).

2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann existiert nach dem Erweiterungslemma von Tietze!?
eine stetige Fortsetzung f : R" — R von f. Ist nun k > 0 so gewahlt, dass der Wiirfel
W := (—k, k)™ das Kompaktum A beinhaltet, dann ist f[y, und auch f[y,_ 4 nach

Teil 1 des Beweises integrabel, also auch die triviale Fortsetzung f4 = f~]lwff~’~ Tyw_a4.
O

4.3 Der Satz von Fubini

Zur praktischen Durchfiihrung der Integration fiihren wir sie auf die eindimen-
sionale Integration zuriick, wie wir das in Satz 4.4 schon fiir Treppenfunktionen
getan haben. Allgemeiner zerlegen wir den R™ in das Produkt R? x R"P.

4.14 Satz (Fubini) Essei f € C(A) beschrankt und A C R™ kompakt bzw. A
offen und beschrinkt. Fiir allep € {1,...,n — 1}, m := n — p ist dann fiir den
y-Schnitt von A

Ay ={r eR™|(z,y) € A} und f,: A, — C, f,(z) = f(z,y) (y€RP)
fy € LY(4,), und es gilt

Aﬂ@@:ém Aﬁ@ww dy. (4.10)

Bew.: Die Bedingungen an f und A sind die gleichen wie die im Satz 4.13. Wir kdnnen auch
wieder 0.B.d.A. f > 0 voraussetzen.

1. Sei zundchst A C R™ =2 R™ x RP beschrankt und offen.
o Also ist A, C R™ ebenfalls offen. Von den Treppenfunktionen ¢y, aus (4.9) erben die
Ph,y = Pklrm ) die Eigenschaften

Oy €T Pry < Prgiy <. < fy (y € R?) (4.11)
und
klim ry(z) = fy(z) (y e R,z € R™). (4.12)
—00

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 4.13 gilt daher || f,— ¢k 4 |1 Fope

0, also mit den Treppenfunktionen

.7, . Prly) ::/ Ok,y dx

"Djese Argumentation wird spiter im Satz von Beppo Levi (Satz 5.10) auf monoton
wachsende Folgen von Funktionen f, € £'(R™) mit [, fxdz < C und ihren punktweisen
Limes f verallgemeinert, der dann ebenfalls integrabel ist.

12Erweiterungslemma von Tietze: Ist A eine abgeschlossene Teilmenge eines metrischen
Raumes X und f € C(A), dann existiert ein f € C(X) mit f|, = f.

Beweis in [Ja], unter noch schwicheren Voraussetzungen an den topologischen Raum X.
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fy € LYR™) und F(y) := / fy(x) d.
Ay
e Die &, € 7, haben wegen (4.11) und (4.12) die Eigenschaften

(I)k < (I)kJrl <...< F  und klim @k(y) = F(y)
:— 00
Daher gilt wieder ||[F' — |1 "= 0, also

F e £Y(RP) und / Fdy= lim | ®dy.
RP

—00 JRrp

e Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen (Satz 4.4, Teil 3) besagt

/@kdy:/ Y dz.
RP n

Nach Satz 4.13 gilt limp oo [ 0k dz = [p. f(2)dz.
Zusammen zeigt das die Richtigkeit von (4.10):

fdz = lim Y dz = klim Dy dy

R~ k—o0 Rn —00 JRrp

/Rdey:/W </Ayfy(:r)d:r> .

2. Ist dagegen A C R™ kompakt, dann betrachten wir wieder einen A enthaltenden offenen
Wiirfel und wenden die obige Aussage auf eine stetige Fortsetzung f von f auf R" an,
indem wir f iber W bzw. W — A integrieren und die Differenz der Integrale bilden. O

4.15 Beispiel Kreisscheibe A := {z € R? | ||z|| < R} vom Radius R, f := 1,
also fy = 1,4.

[_\/R2 - y27 \/R2 - y2] ) ‘y‘ S R
0 lyl >R

()

T x
\
/Af(z)dz:/R/Ayldxdy:/[R7R]2\/R27—y2dy:7rR2.

Eigentlich haben wir im letzten Beispiel die Flache der Kreisscheibe A gemessen.
Allgemein definieren wir:

Fiir p = 1 ergibt sich A, =
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4.16 Definition A C R™ heiBt (Lebesgue—) messbar, wenn 1,4 € L}(R"™).
In diesem Fall heiBt

AM(A) ::/Adx:/n lydx €0,00)

das n—dimensionale Lebesgue-MaB (oder Volumen) von A.

4.17 Bemerkung Nach dieser Definition haben alle Lebesgue—messbaren Men-
gen endliches MaB. Dies ist vielleicht naheliegend, aber von Standpunkt der MaB-
theorie aus etwas unbefriedigend.

Diese versteht unter einem MaB 1 auf einer Menge M eine Abbildung

p: M — [0, 00]

mit einem geeigneten Mengensystem M C 2 einer sogenannten o-Algebra '3.
Es ist nach Definition x(0) = 0, und fiir disjunkte A, € M (k € N) ist u dabei

o-additiv. d.h.
Iz (U Ak) = > (Ay).
k=1 k=1

Der Vorteil, den Wert ;1(A) = oo zuzulassen, liegt dabei in der einfacheren
Struktur des Mengensystems M.

Im Fall des Lebesgue—MaBes folgt aus der o-Additivitat A"(R") = oo, denn
der R" ist disjunkte Vereinigung abzahlbar vieler Wiirfel.

Von Def. 4.16 kommen wir zu der maBtheoretischen Definition der MeBbar-
keit, indem wir diejenigen Mengen hinzunehmen, die durch die in einer c—Algebra
erlaubten Operationen von Komplementbildung und abzahlbarer Vereinigung aus
den Def. 4.16 erfiillenden Mengen gebildet werden kénnen.

Aus den Satzen 4.13 und 4.14 folgt unmittelbar das sog. Prinzip von Cavalieri.

4.18 Korollar Beschrankte offene sowie kompakte Mengen A C R" = R™ x RP
sind messbar, und \"(A) = [, N"(A,) dy fiir A, = {x € R™ | (z,y) € A}.

4.19 Beispiel (Kegelvolumen) Es sei B C R""! kompakt, und fiir h > 0

K = {(:C,y) eR™x [0,h] |z € (1-%) B}

der Kegel mit Basis B und Hohe h.

BDef.: o Eine nichtleere Familie M von Teilmengen von M heiBt Algebra, wenn mit
A,Be M auch M\ A, AN B und AU B € M sind.
e M heiBft o—Algebra, wenn zusatzlich gilt: (V\n e N: A, e M) — Uzozl A, € M.
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Esist also A, = ¢{B mit ¢ := 1 —y/h die um den Faktor ¢ € [0, 1] skalierte
(und verschobene) Basis. Als Bild des Kompaktums B x [0, h| unter der stetigen
Abbildung (z,y) — ((1 —y/h)z,y) ist K kompakt, also nach Kor. 4.18 messbar.

Es ist naheliegend (und wird noch besprochen), dass

)\n_l(fB) — En—l)\n—l(B)

gilt, also
W) = [ vty = [ dy
[0,h] [0,A]
1 _ n
n

In Anwendungen der Lebesgue-Integration iiber dem R™ mochte man gerne von
Gebieten niedrigerer Dimension absehen kénnen:

4.20 Beispiel (Volumen des Doppelkegels) Fir B C R"! kompakt und
h > 0 sei

Ky = {(x,y) eR" ' x [~h,h]|x € (1-'—?) B}.
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Wir konnen K als Vereinigung von
K und der Spiegelung von K an der
Hyperebene y = 0 in R™ darstellen.
K und sein Spiegelbild haben MaB
AM(K) = )\”_1(8)%.
Es liegt also nahe zu vermuten, dass
K5 das doppelte Volumen besitzt.
Allerdings treffen sich die beiden
einfachen Kegel in ihrer Basis B,
und wir wiirden gerne argumentie-
ren, dass diese Schnittmenge

n—dimensionales MaB3 0 besitzt.

In diesem Beispiel haben wir folgende Rechenregeln angewandt:

4.21 Satz Sind A, B C R™ messbar, dann sind
1. AUB und AN B messbar, und \"(AUB) = X\"(A)+ \"(B) — \"(ANB).
2. Fir A C B gilt \"(A) < \"(B).

Bew: Wir benutzen Linearitat und Positivitat des Lebesgue-Integrals:
1. N"(AUB) = [, Laupdz, und Taup = 1, + 15 — Lunp

2. 1,4 < 1p. O

4.4 Nullmengen

Wir wollen jetzt Kriterien dafiir entwickeln, dass eine Teilmenge des R™ MaB 0
besitzt.

4.22 Definition N C R" heit (Lebesgue—) Nullmenge im R", wenn N
messbar ist, und \"(N) = 0.

Ist nun eine Hyperebene eine Nullmenge? Zwar ist sie " unendlich diinn”, aber sie
hat doch auch "unendliche GroBe”.

4.23 Satz 1. N C R” ist genau dann eine Nullmenge, wenn || 1x|/; = 0.
2. Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

3. Die Vereinigung abzihlbar vieler Nullmengen ist eine Nullmenge.
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Bew.:

1. "=": Wir wissen schon (Satz 4.8), dass [, Iydz = ||1y]1, wenn Iy € L} (R™).
"<«<": Da fiir die konstante Folge von verschwindenden Treppenfunktionen ¢, = 0
My — @rll1 =0, ist 1y integrierbar, N also messbar und hat daher MaB 0.

2. MCN:]L]\JS]IN:)\”(M)S}\”(N) =0

3. N = Uy Nk = Iy <302, Iy,. Mit A*(A) = ||[1a]|; folgt unter Benutzung der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7)

S| <D wlly = D0 AN = 0.
k=1 k=1 k=1

A(N) = [yl <

1
O

Natiirlich braucht eine iiberabzahlbare Vereinigung von Nullmengen keine Null-
menge zu sein. Beispielsweise ist fiir alle z € R vi({z}) = 0, aber

N (Usepufet) = 1

4.24 Definition Eine Eigenschaft, die Punkten des R™ zukommen kann, gilt
fast liberall, falls die Teilmenge von Punkten des R", fiir die die Eigenschaft
nicht gilt, eine Nullmenge ist.

4.25 Beispiel Die Eigenschaft "2 € R\Q" gilt in R fast iberall, d.h.

R

Mit anderen Worten: Die rationalen Zahlen bilden eine Nullmenge.

Bew.: Dies folgt aus Satz 4.23.3, denn einelementige Teilmengen von R sind Nullmengen, und
@Q ist abzahlbar. Trotzdem ist es interessant, einen Beweis unter Verwendung von Hiillreihen
zu sehen:

e Es sei zundchst f: R — R, f(x) := lgnjo,1). Wir weisen konkret nach, dass fRfdx =0,
indem wir f durch die Nullfunktion 0 € 7,, approximieren. Als Hiillreihen fiir f nehmen wir die

o ;:ZZ (omriay  (€>0)
n=1 k=0
die fiir alle rationalen Zahlen % in [0,1) groBergleich 1 sind. Es gilt
SR I o
n=1 k=0

sodass [, fdx = |/ f]|1 <lime0Zi(p:) = 0. )
Man beachte, dass die zugehérige offene Uberdeckung

1
k k

U ——i,——i—i von QnNJo0,1)
n n3'n nd
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die meisten irrationalen Zahlen nicht trifft, wenn ¢ klein ist.
e Nach Satz 4.23 ist damit auch Q selbst als abzdhlbare Vereinigung der Nullmengen Q N
[n,n+ 1), n € Z eine Nullmenge. O

4.26 Satz Besitzt [ : R" — C U {oo} eine endliche Halbnorm (|| f||1 < o0),
dann nimmt f den Wert oo nur auf einer Nullmenge an.

Bew.: Setze N := f~!(co) C R™. Fiir alle ¢ > 0 gilt Ty < ¢|f], also || In|1 <e|fll;. O

4.27 Satz Es sei f € LYR™) und g : R* — C U {0} fast iiberall gleich f.
Dann ist auch g € L'(R") und [;, gdx = [g, f dz.

Bew.: ¢ Wir kénnen f € L!(R"™) mit Treppenfunktionen ¢, € 7, approximieren, d.h.
limg o0 | f — @k|l1 = 0, und wir wollen zeigen, dass auch gilt:

lim [|g — k1 = 0.
k—o00

e Nunist |g — | < |f — gr| + Un fir

N:={x eR"| f(z) #g(x)} , UN::oo-]lN:Z]lN.

n=1

N ist nach Voraussetzung eine Nullmenge. Damit ist nach Satz 4.23

IUN[: <> Il = 0.

n=1

Daher folgt
lim |lg — ekl < lim [[[f —pr|+Unli < [[Unli + lim || f— el =0,
k—oo k—oo k—oo

also auch g € L}(R") und [gdx = [ fdz. ]

Wir haben in der Mathematik fiir Physiker | an verschiedenen Stellen (z.B. dem
lokalen Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir die Ldsungen von DGLn) den Vorteil
des Arbeitens in vollstandigen metrischen Raumen gesehen. In diesen konvergie-
ren ja alle Cauchy-Folgen. Wir hatten gerne, dass auch der Raum ZI(R”) der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen einen solchen Raum bildet. Nun ist || - || nur
eine Halbnorm. Andererseits gilt der folgende Satz:

4.28 Satz Fiir f : R" - CU {oo} gilt

|fli =0 < f(x) =0 fast iiberall.

Bew.: "<=": Dies folgt nach Satz 4.27 durch Vergleich mit der Nullabbildung.
"=": Wir beweisen, daB N := {z € R" | f(x) # 0} eine Nullmenge ist. Dazu schreiben wir
N in der Form

N = fj Ny fir Np:={zeR"||f(z)| >1/k}.
k=1
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Aus A"(Ng) = [[In, |1 < [[E]fllIli = k|| f|l1 = O folgt nach Satz 4.23.3 fiir die abzihlbare

Vereinigung A" (N) = 0. |

Es liegt also nahe, aus El(R”) durch Aquivalenzklassenbildung einen neuen Raum
zu machen, indem man f ~ g setzt, falls {x € R" | f(z) # g(x)} eine Nullmenge
ist. Nach Satz 4.26 konnen wir dabei gleich annehmen, dass der Wert Unendlich
nicht angenommen wird, also mit £'(R") statt mit £!(R") arbeiten.

4.5 Abbildungen von Nullmengen

Die in (4.1) eingefiihrten Quader des R" sind die Bausteine unser MaBtheorie. Um
das Verhalten von MaBen unter Abbildungen zu untersuchen, sind aber Wiirfel,
also Quader gleicher Seitenlange, praktischer.

4.29 Satz Fiir jede offene Menge U C R" existiert eine abzihlbare Menge
(Qi)icr von bis auf Nullmengen disjunkten kompakten Wiirfeln Q; C U mit

U=]JQ:.
il
Bew.: Fir k € N, a € Z" ist Q,, der kompakte Wiirfel
Qia ={reR"|a; € [27%a;,27%(a; +1)]}

der Kantenldnge 27%. Es gilt A" (Qk.0 N Qr.a) = da.ar 27",

R" = U Qk,a und Qk,a = E Qk+1,b- (4.13)
a€zZm bezn
bi€{2a;,2a;+1}

Setzen wir Kg := () und induktiv fiir £ € N

Ig = {(67 (1) | Ql,a C U\ Klfl}a
K, = KUl Qs
i€ly

dann sind die I, abzahlbar. Damit ist auch I := J,. ¢ abzahlbar.
Jeder Punkt = € U liegt in einem Kompaktum K, denn wegen der Offenheit von U und (4.13)
gibt es einen Wiirfel Q , mit € Qo C U. Ist £ € N das kleinste solche k, dann ist auch

QN K¢—1=10. O

4.30 Definition Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen heiB3t
lokal lipschitzstetig, wenn fiir jedes Kompaktum K C X die Restriktion f|
lipschitzstetig ist.

4.31 Satz Alle Abbildungen f € C'(U, R"™) mit offenem Definitionsbereich U C
R™ sind lokal lipschitzstetig.
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Bew.: Es reicht aus, dies fiir die Komponenten f; von f = (f1,..., fn) zu zeigen. Sei also
0.B.d.A. n = 1. Wiare f[, nicht lipschitzstetig, dann wiirde es eine Folge (2, yxr)ren mit

Tk # yr € K und limg_, o A9l (U791 RN geben. Da K kompakt ist, kdnnen wir die

llor—yll
Existenz der Limiten x := limy_,~ x € K und y := limy_,~ yx € K annehmen.

e Der Fall = # y kann nicht auftreten, denn dann ist

[f (o) = flyr)| _ | f(2) = f(W)l

lim = < 0.
k=oo ||lzk — ykll 2 —yll

e Der Fall x = y ist ebenfalls unmoglich, denn wegen der Offenheit von U gibt es eine
abgeschlossene Vollkugel B, () C U von positivem Radius r. Wegen der Stetigkeit von D f

gilt

L :=sup{||Df(2)| | z € B.(x)} < .
Fiir groBe k& € N sind 2y und yi in B,(x), wie auch ihre Verbindungsstrecke Sj. Es gibt
also nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein & € Sy mit f(zx) — f(yr) =
Df (&) - (= i), also LUl < D7 (¢)|| < L. =

[E=T

4.32 Satz Ist f : U — R"™ (mit U C R™ offen und m < n) lokal lipschitzstetig
und N C U eine Nullmenge, dann ist f(N) C R™ ebenfalls eine Nullmenge.

Bew.: e Nach Satz 4.29 kénnen wir U durch abzihlbar viele kompakte Wiirfel K, ausschopfen.
Fiir jedes dieser Kompakta K, ist Ny := N N K, nach Satz 4.23.2 ebenfalls eine Nullmenge.
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Hiillreihe ¢ = Y 7 ¢, 1p, von Ly, mit [|p|1 < e. ¢ lasst
sich (beziiglich || - ||1) durch ihre Partialsummen >_"_, ¢, 1, approximieren und ist daher in
LYR™), mit [, ¢dz = |¢| 1. Die Menge

Vi={zeR"|px)>1}
enthilt Ny, denn ¢ > Tly,. AuBerdem ist V offen, denn ist Z:/:l ¢ lg, (x) > 1, dann gilt diese

Ungleichung auf dem (wegen r’ < co offenen) Schnitt der x enthaltenden offenen Quader Q.
Wir konnen also iiber V' integrieren. Ferner ist

)\m(V)S/tpde/ pdr <e.
V m

e Nach Satz 4.29 kénnen wir V' durch abz&hlbar viele bis auf Nullmengen disjunkte Wiirfel W,
ausschdpfen. Die Vereinigung der Bilder f(W,.) iiberdeckt damit f(V'), also auch f(Ny). Auch
wenn diese Wiirfel nicht ganz in K,, enthalten sein miissen, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass fiir eine geeignete Lipschitzkonstante L gilt:

1f (@) = fWll < Lllw =yl (z,y € Wy,r €N).

Damit ist das Bild f(V,.) von W, in einem Wiirfel W/ C R™ enthalten, dessen Kantenldngen
Ly/m—mal'* so groB ist wie die Kantenlinge D,. von W,.. Nach Definition der Wiirfel in Satz
4.29 ist D, < 1. Daher gilt mit ¢ := (Ly/m)"

N (W) < eDP <D = eA™(W,),

14Der Faktor /m ist das Verhiltnis der Linge der Raumdiagonale eines m~—dimensionalen
Wiirfels zu seiner Seitenldnge.
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denn nach Annahme ist n > m.
Insgesamt ist fiir alle € > 0

Mol < I0panl < D0 10l <D 0wzl
r=1 r=1
< e lw = ellluz,w, = eyl < e,
r=1
also auch f(N,) eine Nullmenge. O

4.33 Bemerkungen 1. Auf die lokale Lipschitzstetigkeit von f kann nicht
verzichtet werden. Es gibt namlich stetige f : U — R", die Nullmengen
auf Mengen von positivem MaB abbilden.

Ein Beispiel ergibt sich durch Verwendung der Peanokurve ¢ : [0,1] — R?
(siehe Bsp. 6.2.3 der Mathematik fiir Physiker I). Diese ist stetig, und ihr
Bild ¢([0,1]) = [0, 1]* hat Lebesgue—MaB 1 in R

¢ [0, 1] xR—=R* | é(z,y) :=c(x)

ist stetig, und das Bild der Nullmenge [0, 1] x {0} unter ¢ besitzt MaB 1.

Dass hier von einem nicht offenen Intervall [0, 1] ausgegangen wurde, ist
fiir das Argument nicht wesentlich.

2. Fiir Bilddimensionen n < m wird die Aussage des Satzes ebenfalls falsch,
wie man schon durch Betrachtung von linearen Abbildungen f : R™ — R”
sieht.

Auch wenn unter der Projektion w5 : R x R? — R” Nullmengen N i.Allg. nicht
auf Nullmengen abgebildet werden, sind die Schnitte von N mit den Fasern
7y H(y) i.Allg. A™—Nullmengen:

4.34 Satz Fiirm,p € N, n:=m + p, eine Nullmenge N™ C R™ und
Ni™ = {z e R™| (z,y) € N}

ist N?) .= {y ¢ RP | N?Sm) ist keine Nullmenge in R™} eine Nullmenge in RP.

Bew.: Wie im Beweis des Satzes 4.32 kdnnen wir fiir alle ¢ > 0 die Nullmenge N durch
abzihlbar viele Quader Q) C R™ iiberdecken mit >_p°  A"(Q) < . Ahnlich wie 72 : R™ x
RP — RP bezeichnen wir mit 1 : R” x RP — R die Projektion auf den ersten Faktor. Da die
Quader achsenparallel sind, sind ihre Projektionen ebenfalls Quader. Wegen Ty ) < Zi“;l 1o,
gilt auch

oo

Lyom <y = ZCk(y)Wl(Qk) mit  cx(y) == LryQu) (¥)-
k=1
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Es ist
N = {y eRV | fy) >0} fir f(y):=[Dyemls,

also £(y) < [yl = S5, x(9)A™ (w1 (Q) und damit

17 < SN (ma(Qu)) - A™ (m1(Qu)) = SN (Qu) <.
k=1

k=1

Da dies fiir alle £ > 0 gilt, ist ||f||; = 0, also N(®) nach Satz 4.28 eine Nullmenge in R?. O

5 Satze und Rechenregeln der Lebesgue-Integration

5.1 Der Banach—-Raum L!'(R")

Wir rekapitulieren den bisherigen Stand der Integrationstheorie:
Wir haben fiir eine groBe Klasse von Funktionen f : R" — C U {oco} das
sogenannte Lebesgue-Integral

f(x) dx
Rn
eingefiihrt, und zwar zunachst auf dem Raum 7, der Treppenfunktionen, und
dann fiir den Raum fl(R”) der sogenannten Lebesgue-integrierbaren Funktionen
f. Dies waren solche Funktionen, die sich durch Folgen (g )ken von Treppen-
funktionen ¢, € T™ approximieren lieBen im Sinn von

lim [|f = ¢xfl1 = 0.
n—00

Dabei ist || - ||; die sogenannte L£!'-Halbnorm, definiert iiber das Infimum der
Integrale von Hiillreihen. Ist dies der Fall, dann nimmt f den Wert oo nur auf
einer Nullmenge an, und eine Abanderung der Funktion auf einer solchen Menge
beeinflusst den Wert des Integrals nicht. Wir betrachten daher im Weiteren den
C-Vektorraum L£'(R") C £'(R™) der Lebesgue-integrierbaren f : R" — C.

Nun unterscheidet sich die Abbildung

1l = £1(R™) — [0, 00)

von einer Norm dadurch, dass es von der Nullfunktion verschiedene Funktionen
f € LYR™) mit || f||; = 0 gibt. Ein Beispiel bildet die charakteristische Funktion
einer Hyperflache.

Normen sind ausgesprochen niitzlich bei allen Konvergenzfragen. Wir hatten
also gern eine Norm auf dem Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen.
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Hier hilft der Begriff der Nullmenge. Das ist eine Teilmenge des N C R™ vom
Lebesgue-MaB A"(N) Null oder, dquivalent, mit verschwindender Halbnorm

[1x][y =0
der charakteristischen Funktion.

5.1 Lemma N :={f € LY(R") | || f|l, = O} ist ein Unterraum von L*(R™).

Bew.: ¢ 0 c¢ V.

e Sind f,g € N, dann gilt nach der Dreiecksungleichung || f + gll1 < || f]l1 + llglls = 0, also
auch f+geN.

elst f € N undceC, dannist [[cf|l1 = |c|||f]l1 =0, also ¢f € N. ]

Wir nennen nun zwei Funktionen g, g> € L'(R"™) &dquivalent, wenn sie sich nur
auf einer Nullmenge unterscheiden, oder gleichbedeutend, wenn g; — go € N.

5.2 Definition Es sei L'(R") der C-Vektorraum
L'(R") := LYR™) /N mit g+ N1 :=lgl

Wir haben nun eine Norm auf diesem Faktorraum erklart, dessen Elemente Aqui-
valenzklassen von Funktionen der Form ¢ 4+ A sind, denn der Wert der £!'-
Halbnorm hangt nicht vom Reprasentanten der Aquivalenzklasse ab:

lgills = llg=lli fiir g1,92 € LY(R") und g1 — g2 €N.

AuBerdem ist nach Definition von N die Halbnorm genau auf der Aquivalenz-
klasse N der Nullfunktion 0 € L'(R™) gleich Null.

5.3 Bemerkung Der in der Analysis so wesentliche Raum L!(R™) besteht nun
nicht mehr aus Funktionen, sondern aus Aquivalenzklassen. Fiir solche Aquiva-
lenzklassen f := f + N € L'(R") ist aber der Ausdruck f(x) undefiniert (wir
kénnen f € L'(R") ja an abzihlbar vielen Stellen abindern, ohne f + N zu
verlassen).

Immerhin, in jeder Aquivalenzklasse f + A gibt es hochstens eine stetige
Funktion, und nichts hindert uns dann daran, gegebenenfalls mit diesem Re-
prasentanten zu arbeiten.

Die Elemente von L!'(R") als Funktionen zu bezeichnen ist ein schlampi-
ger aber Ublicher Sprachgebrauch, und wir wollen hier mit der Tradition nicht
brechen.
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Wir haben also jetzt aus £!'(R") den normierten Raum
(L' ®R™), [ - [I)

konstruiert, und das Lebesgue-Integral induziert ein positives lineares Funktional
auf LY(R™), das wir ebenfalls mit

[ rie=[ f@ar (@)

bezeichnen. Die Frage ist nun, ob in L'(R") Cauchy-Folgen von [Aquivalenzklas-
sen von| Funktionen konvergieren, ob dieser Raum also ein Banach—Raum ist. A
priori muss dies nicht so sein:

5.4 Beispiel Es sei V := C([0, 1],C) der Vektorraum der stetigen Funktionen
auf dem Einheitsintervall, und wir wollen ihn mit der Norm

|mw:Amvmnm (feV)

versehen (Auf V' ist dies tatsachlich eine Norm, denn es gibt keine von 0 € V
verschiedene stetige Funktion f mit f[o 1 |f(z)|dx =0.) Es sei fire >0

f1/8
1
—1 s xﬁ%—s 0.5
1 /
fSGV ) fa(ZL‘) = ) ’ ‘x_l‘ <e oz o04fos o5 1 X
€ 21 0.5
1 ) x25+8 1

f- ist stetig und
\f- — fo|| < e furalle & €(0,¢),

aber der punktweise Limes fo € L*([0,1]) (mit fo(z) := sign(z — 3)) ist zwar
auch Norm-Limes in L'([0, 1]), liegt aber nicht im Unterraum V. (V]| - ||) ist
also kein Banach—Raum.

Wir kdnnen auch nicht einfach so argumentieren, dass wir schon £'(R™) durch
Grenzwertbildung (fiir Treppenfunktionen) gewonnen haben, denn daraus folgt
noch nicht automatisch, dass L!(R™) unter erneuter Grenzwertbildung abge-
schlossen ist. Trotzdem gilt:

5.5 Satz (Riesz—Fischer) 1. L'(R™) ist ein Banach-Raum.

2. Ist (f1)ren eine Cauchy-Folge in L*(R™) mit L'-Grenzwert f, dann kon-
vergiert eine geeignete Teilfolge fast liberall gegen f.
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5.6 Bemerkung Folgt nicht die zweite Behauptung aus der ersten? Cauchy-
Folgen konvergieren doch immer gegen ihren Grenzwert, soweit dieser existiert!
Ja, aber hier geht es nicht um L'-Konvergenz, d.h. lim;_,. ||fx — f]i = 0,
sondern um limy_, o (fx(z) — f(z)) = O fiir fast alle z € R"!

Bew.:

Wir gehen von den Aquivalenzklassen f € L'(R") zu Reprasentanten in £'(R™) iiber,

die wir ebenfalls mit fj bezeichnen.

Zunachst konstruieren wir eine Funktion f : R™ — C, gegen die eine geeignete Teilfolge der
Cauchy-Folge fast iiberall konvergiert. Danach zeigen wir, dass f L'-Grenzwert der Cauchy-
Folge ist.

2)

Wir kénnen eine Teilfolge (f1,)een mit || fx — fr,||1 < 27 fiir k > k¢ auswihlen, sodass

insbesondere
o0 oo
Z ||fk1+1 - sz”l < 2276 =1
=1 =1

ist. Setzen wir g¢ := fr,., — fr, und g := >",7 |g¢|, dann folgt mit der verallgemei-
nerten Dreiecksungleichung (4.7)

oo
lgllx < Z gell1 <1 < o0
=1

Nach Satz 4.26 (der Integrabilitit nicht voraussetzt!) ist N := g~ !(c0) C R" eine
Nullmenge, Y2, g¢ konvergiert also fast iiberall absolut. Daher ist

flays= { ey B r 2

wegen
lim f,(z) = fi,(z) + Zgg(z) fir ¢ N
L—00 =1
wohldefiniert, fiir alle z € R™ endlich, und die Teilfolge (fx,)een konvergiert fast tiberall

gegen f.

Diese punktweise Konvergenz sagt aber noch nichts dariiber aus, dass die f;, (oder auch
nur die fi,) in L*(R™) gegen f konvergieren.

Dazu miissen wir ja zeigen, dass fiir alle € > 0 ein k() mit
If = feli<e (k> k(e)) (5.1)
gibt. Dazu sei m = m(e) so gewahlt, dass 22~ < ¢ und k(e) := k,,. Dann ist

o Ylnllgel 352,270 =21"" < § und
o [Ifi—frn i <27 <5 (k> k(o)

Andererseits lsst sich fx, € L£1(R™) durch Treppenfunktionen ¢ € 7,, beliebig genau
(im L'-Sinn) approximieren, es existiert also ein ¢ mit

&
I — lls < 5
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Daraus folgt mit der verallgemeinerten Dreiecksungleichung (4.7)

Zgé

l=m

If =l

IN

1f = fremllt + 1 fr — 0l = + 1 fk — 2l

1

oo
< S lgell + e, — ¢l <,

l=m

A

also f € LY(R™). (5.1) zeigen wir mit

If = felli < If = frmllt + [ fr — frlls < e (k > k().

Also ist f = L'-limy_ o0 [ |

5.7 Bemerkungen 1. Das Lebesgue-Integral ist wegen

fd:p—/ gdx
Rn n

eine Lipschitz-stetige Abbildung L'(R") — C (mit Lipschitz-Konstante 1),
also ein stetiges (lineares) Funktional. Aus f = L'-lim;_,, f3 folgt also

g/ Foglde=f—gli  (f.g€ L'R")
.

lim frdx = fdx,

Limesbildung und Integration vertauschen also.

2. Die Folge der f;. selbst braucht nicht punktweise zu konvergieren:

5.8 Beispiel einer im L!-Sinn aber nicht punktweise konvergenten Folge
Zu k € N seien v,q € Ng durch v := |log, k| und ¢ := k — 2" definiert, also
0 < g < 2”. Wir wahlen die Funktionenfolge

fo =15, € L(R) mit [ :=[¢27", (¢ +1)27"].

Esist L'-limy o fx = 0, denn || fi|l1 = 277, aber fiir kein z € [0, 1] existiert
der punktweise Limes
lim fi(z),

k—00

denn x ist in mindestens einem, hochstens zwei Intervallen I der Lange 277
enthalten. Es ist eine gute Ubung, sich zu liberlegen, wie bei Auswahl einer
geeigneten Teilfolge die punktweise Konvergenz sichergestellt werden kann.

Man sollte auch ein Beispiel in umgekehrter Richtung im Kopf behalten:
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R o e B e o e R e

1 I5 Ig I7
Abbildung 5.1: Folge der Intervalle I}

5.9 Beispiel einer punktweise aber nicht im L'-Sinn konvergenten Folge
Es sei fi := klljk2/m (k€ N). Dannist f, € £'(R), und fiir alle z € R gilt

Wiirde aber die Folge im L'-Sinn gegen ein f € L}(R) konvergieren, dann
miisste [, fdz = limy_,o [ fu dz = 1 gelten; gleichzeitig aber nach dem Satz
von Riesz—Fischer (Satz 5.5) f(z) = 0 fiir fast alle z € R gelten, im Widerspruch
zu Satz 4.28.

Oft kann man fiir eine Folge integrierbarer Funktionen die Existenz ihres punkt-
weisen Limes nachpriifen, will aber wissen, ob sie auch im L!-Sinn gegen diesen
konvergieren. Wir werden dafiir im folgenden Satz, in Lemma 5.12 und im Satz
5.17 unterschiedliche Kriterien kennenlernen.

5.10 Satz von der monotonen Konvergenz oder Satz von Beppo Levi
Es sei (fx)ren eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen fi, :
R"™ — R mit beschrankten Integralen [, fi dx.

Dann ist der punktweise Limes f : R" — RU{oco}, f(z) := limg_ 00 fr()
in LY(R™), und
fdx = klim frdx. (5.2)

R™ — JRrn

Bew.: Zunichst existiert [ := limy_, o fRn frdr € R, denn die Folge dieser reellen Zahlen ist

monoton wachsend und beschrankt. Aus dem gleichen Grund existiert der punktweise Limes
f. Wegen

||fm—fk||1=/Rn<fW—fk>dxg1— [ feds o m

ist (fx)ken eine L1—Cauchy-Folge und besitzt damit nach dem Satz von Riesz—Fischer (Satz
5.5) einen L'-Limes f. Nach Bemerkung 5.7.1. gilt (5.2). a

5.11 Bemerkungen 1. Die Voraussetzung der Monotonie kann selbst dann
nicht weggelassen werden, wenn der punktweise Limes f existiert:
Ahnlich wie in Beispiel 5.9 besitzen die Funktionen f;, :== k™11, € L(R)
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ein (durch 1) beschranktes Integral, besitzen sogar einen punktweisen Limes
limy,_, fx(z) = 0, konvergieren aber nicht im L!-Sinn gegen diesen.

2. Eine zu Satz 5.10 analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Folgen ( fi)xen-

Oft ist die Monotonievoraussetzung nicht erfiillt, man kann aber auf den punkt-
weisen Limes Inferior trotzdem den Satz von der monotonen Konvergenz anwen-
den:

5.12 Lemma (Fatou) Es seien f, € LY(R") (k € N) nicht negative Funk-
tionen, fiir die I := liminf,_, fRn frdx < oo gilt. Dann ist die durch

f:R" = [0,00] , f(z):= lilgn inf fj(x)
—00
definierte Funktion ebenfalls integrabel, und
fdx <. (5.3)
]Rn

5.13 Bemerkung Beispiel 5.9 zeigt, dass in (5.3) selbst dann im Allgemeinen
keine Gleichheit gilt, wenn der Limes I = limy_,, fR” fr dx existiert.

Bew.: e Die Folge der durch
Fy(x) :=1inf{fe(z) | £ > Kk} (x € R™)

definierten Funktionen (F})ren ist monoton wachsend. Nach Definition des Limes Inferior
(Definition 7.13 der Analysis [) gilt

lim Fy(a) = f(z)  (xeR").
e Definiert man fiir £ > k€ N
Gre(z) :=min{ fn(z) | m e {k,...,0}} (x € R"),
dann ist Gi ¢ € L1(R"), fiir jedes k € N ist die Folge (G ¢)r>x monoton fallend, und
Fr(x) = Zlin;o Gre(x) >0 (x € R™).

Nach dem Satz von Beppo Levi folgt damit auch F, € £L*(R™).
e Andererseits ist

/n Fy(z)dx = /n égg fo(z)dx < égg . fo(z) da.

Also ist wegen I = limy o0 infy>g [o, fo(2) dz < oo

/an(x)dng

und der Satz von Beppo Levi auf die F), € £ (R™) anwendbar. Deren punktweiser Limes f ist
damit integrierbar mit [ f da = limg_ o0 [p, Frdz < I. |

Als zweite Anwendung des Satzes von Beppo Levi zeigen wir die folgende wichtige
Eigenschaft des Lebesgue-MaRes.
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5.14 Satz Das Lebesgue—-MaB \" ist oc—additiv. Sogar fiir messbare A, C R"
(k € N), die bis auf Nullmengen disjunkt sind (\"(Ax N A;) = 0 fiirl # k) gilt

U A | =) am(Ap),
k=1 k=1

zumindest falls die Summe endlich ist (siehe Bemerkung 4.17).

Bew.: Fiir B; := Uﬁc:l Ay, ist die Folge der Funktionen 13, monoton wachsend. Wenn zunachst
die Ay disjunkt sind, gilt Tp, = YL 14, also

/ ]lBldx—Z/ llAkd:c—Z)\"Ak (k € N).

(1, )1en konvergiert dann punktweise gegen die charakteristische Funktion von B := Uzil Ay
Sind die Integrale fRn 1p, dz beschréankt, dann ist nach Satz 5.10

A" (B) = / lpde = lim [ 1p, do = D AT(Ag).
n —oo Jpn Pt
Sind die A nur bis auf Nullmengen disjunkt, dann dndert dies nach Satz 4.23 nichts an der
Richtigkeit der Aussage. m]

5.15 Satz Lebesgue-Integral und Lebesgue-MalB sind translationsinvariant,

d.h.
flz+a)dx = f(z)dx (f € L*(R™), a € R")
und
A(A+a) = A"(A) (A C R" meBbar , a € R").

Bew.: Alle unsere relevanten Definitionen, angefangen mit der Definition des Quader-Volumen
iiber die der Treppenfunktionen und ihres Integrals, bis zu den £'-Funktionen und meBbaren

Mengen, waren translationsinvariant. O

5.16 Bemerkung Zusammen mit der Translationsinvarianz und der Normierung
A"([0,1]™) = 1 des Wiirfelvolumens legt die o—Additivitat das Lebesgue—MaB

" M — [0,00] auf einer geeigneten o—Algebra M des R™ eindeutig fest,
siehe z.B. Bauer [Ba], §8.

Ein weiteres Kriterium, fiir den punktweisen Limes einer Funktionenfolge zu zei-
gen, dass er auch der L!-Limes ist, bietet die folgende wichtige Aussage:

5.17 Satz von der majorisierten Konvergenz oder Satz von Lebesgue
Es sei f, € L'(R") (k € N), und der punktweise Limes

f(z) = lim fi(z)

k—o0
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existiere fast iiberall. Wenn eine gemeinsame Majorante F' > |fi|, F' € L'(R")
existiert, dann ist f € L*(R™) und

fdx = lim fr dz. (5.4)

Rn k—o0 Rn

Bew.:
e Fiir Real- und Imaginarteile der fj, gelten die gleichen Voraussetzungen wie fiir die fj
selbst. Gleiches gilt fiir Positiv— und Negativteile reeller fj.
Daher nehmen wir 0.B.d.A. fi > 0 an und zeigen den Satz in diesem Spezialfall. Die
Aussage fiir komplexwertige fj, folgt dann durch Zerlegung.

o Wir setzen
fT(x) :=limsup fr(z) und f~(z):= linigéf fr(x).

k—oco
Damit ist
0<f () <ff(x) <F(x) (zreR")

und nach Annahme der fast iiberall-Existenz von f(z) gilt auBerhalb einer Nullmenge

e Nach dem Lemma von Fatou (Lemma 5.12) ist f~ integrierbar mit

/ f7 dx < liminf frdz.

k—oo Rn

Andererseits konnen wir dieses Lemma auch auf die Funktionen g := F' — f anwen-
den, denn es ist g > 0, g € L*(R™) und [;, grdz <[5, F dz. Wir erhalten die
Abschatzung fiir

9(x) = liminf gy(x) = F(x) — f* (@),

fR" gdx < liminfy_, fRn gr dxr = de:E — limsup;,_, fR" frdz, also

/f+d1':/ (F—g)dzzlimsup/ frdz.
n k— o0 "

e Damit ist

lim inf frdx > fdx = fdx :/ fTdx > limsup frdx.
R R R n

k— o0 k— o0 R™

Hier muss offensichtlich Gleichheit gelten. m|

5.18 Bemerkung Wir wissen schon, dass (5.4) fiir den L'-Limes einer Cauchy-
Folge ( fi)ren integrabler Funktionen gilt (Satz 5.5 von Riesz—Fischer und Bemer-
kung 5.7.1.) und ebenso fiir eine monoton wachsende Folge mit beschranktem
Integral (Satz von Beppo Levi). Aber oft ist eben nur der Satz 5.17 anwendbar,
denn die L'-Konvergenz ist oft nur schwer zu iiberpriifen und die Monotonie oft
nicht gegeben.
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5.19 Beispiel (Die Gammafunktion) Die Gamma—Funktion wird auf der Halb-

ebene D := {s € C | Re(s) > 0} durch T'(s) := [;"t*te~"dt definiert.
Es ist I'(1) = 1, und durch
partielle Integration schlieBen F(S)

wir auf ihre Funktionalglei- [
chung 4r
[(s+1) = sI'(s) (s € D). 2|

D ist fiir die T' definie- e

rende  Integralformel die I ? )
groBtmogliche  Halbebene, 2}
denn schon fiir s = 0 ist !
der Integrand nicht mehr in /\ al
LYRT). ]

Andererseits ist fiir viele mathematische Fragen, etwa in der analytischen
Zahlentheorie, eine Ausweitung des Definitionsbereiches wiinschenswert.

Um dies durchzufiihren, erinnern wir uns daran (Satz 8.33 der Analysis |),
dass

¢! = lim (1 - f)n (teC) (5.5)

n—00 n

gilt. Wir wiirden gern die Polynome ¢ — (1 — %)n statt e~ in die Integralde-

finition eintragen, explizit integrieren und dann den Limes bilden. Dies ist nicht
direkt moglich, denn dann wire der Integrand nicht mehr in £!(RT). Allerdings
ist dies fiir s € D der Fall, wenn wir f,(¢) :=t*"'e~* durch

fs,n(t)IZ{ts (1_5) , 0<t<n

0 , t>n

ersetzen, denn die f;,, sind stetig (beachte f;,(n) = 0) und integrabel.
Wegen (5.5) gilt

lim f,,(t) = fs(t) (t >0).
n—0o0
AuBerdem ist fur reelle s > 0

0 < fon(t) < f5(1),

denn fiir t < n ist wegen log(1 —z) = — > 27 a*/k

t n
log(l—g) :nlog<1——)——t—zlmk - < —t,
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also (1 —£)" < e~*. Damit ist fiir beliebige s € D und I';(s) := [° fs.u(t)

o0 n t n
To(s)| < / funlt)) dt = / fRe(s)-1 (1——) di
0 0 n

< / tRe@=1e=t gt — I'(Re(s)).
0
Der Satz von Lebesgue ergibt

lim T, (s) =T(s) (s e D).

n—o0

Andererseits folgt durch partielle Integration

" £\" no[" AN
[a(s) = /t31 (1——) dt=— [ t <1——) dt
0 n ns Jo n

nlnstm

nts(s+1)-...-(s+n) s(s+1)-...-(s+n)

Damit sind alle I',,(s) auf dem gemeinsamen Definitionsbereich
D:={seC|s¢Z—Ny}

definiert, es gilt

n

Lyti(s) -
Fnia(s) = Ta(s) (s € D),
+1 1 ;H T (s)

und wegen

Dppa(s) _ (k+1) (%) (g 1O o)

[k (s) s+k+ I+ 1+ +0(k2)
existiert der Limes

T .
[(s):= lim T',(s) = - lim H kH (s e D).

Dass D der groBtmégliche Definitionsbereich ist, sieht man an der Divergenz von
I" bei den nicht positiven ganzen Zahlen. Mithilfe des Satzes von der majorisierten
Konvergenz haben wir (im Sinn der im Kapitel 8 behandelten Funktionentheorie)
die I'-Funktion analytisch fortgesetzt.
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Wie stellen wir nun fest, ob eine Funktion f : R" — C Lebesgue-integrierbar
ist? Hier ist oft das folgende Kriterium niitzlich:

5.20 Satz Essei f : R" — C fast iiberall stetig und | f| < g fiir ein g € L}(R");
dann ist auch f € L'(R").

Satz 5.20 wird unter Zuhilfenahme des Satzes von Lebesgue bewiesen, siehe
[Ko], Kap. 5.3. Um den Satz anwenden zu kénnen, braucht man natiirlich einen
gewissen Vorrat an Majoranten g € L'(R").

Beispielsweise kann man sich fragen, wie schnell eine Funktion f : R" — C
lokal, d.h. in der Umgebung eines Punktes x € R", divergieren kann, bzw. wie
langsam sie bei Unendlich gegen Null streben kann, damit noch f € L'(R")
gilt. Entsprechende Majoranten fiir f diskutieren wir in Bsp. 5.35, wenn wir die
Transformationsformel zur Verfligung haben.

Eine weitere Anwendung findet der Satz 5.17 bei der Theorie der Fourier—
Transformation:

5.21 Definition Die Fourier—Transformierte f von f € L'(R") ist definiert
durch

f (k) = (2m) ™/ . fz)e **dy (k € R"™).

5.22 Bemerkung Oft wird die Fourier—Transformation auch unter Weglassung
der Konstante (277)~"/2 definiert. Wenn wir spater quadratintegrable Funktionen
Fourier—transformieren, ist allerdings diese Wahl nétig, um die Unitaritat der
linearen Abbildung f |—>f sicherzustellen.

Zunachst wissen wir noch nicht einmal, ob fiir k& # 0 das Integral konvergiert.
Wir wiirden gern Satz 4.8 benutzen, nach dem das Produkt von f und einer
beschrinkten L£'—Funktion g wieder integrabel ist, aber g(z) := e~ ist nicht
integrabel. Tatsachlich ist das auch nicht nétig:

5.23 Satz Das Produkt von f € L'(R") und einer beschrankten Funktion g :
R™ — C U {oco} ist integrabel, wenn g lokal integrabel ist, d.h. wenn fiir alle
r > 0 die Funktionen

g:(x) = { g(x) Ll <

0 el >r

integrabel sind.

Bew.: Nach Satz 4.8 ist fg, € L'(R"). AuBerdem ist |fg.| < F mit F' := M |f| und
M := sup,, |g(x)| < co. Damit ist nach dem Satz 5.17 von Lebesgue auch f ¢ integrabel. O
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Fiir g(x) := e % ist M = 1, und g ist stetig, also nach Satz 5.20 g, integra-
bel. Satz 5.23 garantiert uns also, dass die Fourier—Transformierte f tiberhaupt
wobhldefiniert ist. Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert uns aber noch
genauere Informationen iiber f:

5.24 Satz Die Fourier-Transformierte f von f € L'(R") ist stetig.
Bew.: Fiir eine beliebige Folge (k;)ien von k; € R™ mit lim;_, o k; = k gilt punktweise
Jim Fla)e™F = f(z)e .
Damit ist fiir fi(z) := f(z)e”**'* die Voraussetzung von Satz 5.17 erfiillt, und es folgt
F (k) =limy oo f (1) m

Diese Stetigkeitseigenschaft der Fourier—Transformierten geht allerdings verlo-
ren, wenn wir die quadratintegrablen Funktionen f € L?(R") betrachten, siehe
Kapitel 7.2.

5.25 Beispiel Fiir das Intervall [a,b] C R und f:= 1,4 ist f € L'(R) und

1 —ikb —ika

; I Le—e = | k#£0
k)= — [ e™dp =4 Vr ik ’ :
(k) \/%/ {\/LQ_ﬂ(b—a) , k=0

Taylor-Entwicklung von exp bei 0 oder Anwendung des Satzes von L'Hospital
zeigt die Stetigkeit von f .

5.2 Der Satz von Fubini (L!-Version)

Praktisch wird man die Lebesgue-Integration im R™ mithilfe des Satzes von Fubini
auf die eindimensionale Integration zuriickfiihren. Wir benutzen dabei den Satz
in der folgenden Form (die im Gegensatz zur Version 4.14 fiir den gesamten R"
als Integrationsgebiet anwendbar ist).

5.26 Satz von Fubini Firm,p € N, n=m+p und f € L}(R"™) ist

N® = {yeR”| f(-,y) & L' (R™)} (5.6)
eine Nullmenge, und fiir
S fem fry)de y RPN\ N®
F) = { 0 L,y €N® (5.7)

ist F € L'(RP). Es gilt

[ () dz = /R ( [ Iy dx) dy. (5.8)
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5.27 Bemerkungen 1. Da N® eine Nullmenge ist, braucht F auf dieser
Menge nicht definiert zu werden, um als Element von Ll(Rp), also als
Aquivalenzklasse von Funktionen in £!(R?) festgelegt zu sein.

2. Es gibt f € LY(R™ x RP), fiir die N® #£ () gilt, ja sogar eine dichte
Teilmenge des RP? ist.
Ein Beispiel ist die charakteristische Funktion der Teilmenge R™ x QP des
Vektorraums R™, mit N = Q.

3. In Satz 4.14, im wesentlichen einem Spezialfall des obigen Satzes von Fu-
bini, bekommt man wegen der Beschranktheitsannahmen an die Funktion
und ihren Definitionsbereich aber noch die Zusatzinformation N® = ().

4. Der folgende Beweis ist kompliziert. Es ist daher sinnvoll, sich zunachst die
Strategie zu iiberlegen. Wegen f € L£L!(IR") gibt es eine L'—approximierende
Folge von ¢, € T,,. Aus dieser wird eine Folge von ¢y, == ¢i(-,y) € T
gewonnen, die f, := f(-,y) L'-approximiert. Deren Integrale y — ®;(y)
sind Treppenfunktionen, die y — F(y) im L'-Sinn approximieren. Daher
ist F' € L*(IRP). Der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen impliziert dann
die Richtigkeit der Formel 5.8.

Bew.: ¢ Benutzung des Satzes von Riesz-Fischer auf R": Es sei (x)ren eine f € L' (R™)
approximierende Folge von ¢y, € 7, die der Bedingung

lprsr —wrllh <27%  (kEN) (5.9)
geniigt und fiir die
N™ .= {z € R" | f(z) ist nicht Grenzwert von (¢ (2))ren}

eine Nullmenge ist. Der Satz von Riesz—Fischer (Satz 5.5) garantiert die Existenz einer solchen
Folge.
Unser Ziel ist zunachst, durch die Treppenfunktionen

Oky €Tm + Cry(x) = or(z,y) (y € RP)

die Funktion f, : R"™ — C U {oco} zu approximieren.
Punktweise gelingt dies fiir fast alle y € RP fast tberall in R™, denn die ) konver-

gieren auBerhalb der Nullmenge N(") C R™ gegen f, und nach Satz 4.34 ist fiir Ném) =
{x eR™ | (z,y) € N(”)}

NP := {y € R” | N{™ ist keine Nullmenge in R™}

eine Nullmenge in RP.

e Benutzung des Satzes von Fubini fiir Treppenfunktionen: Wir wollen diese Konvergenz
gegen f, aber auch im L'-Sinn zeigen.
Nach Satz 4.4.3 ist fiir die Treppenfunktion

Ve, o Yi(y) 12/ lopt1(z,y) — pr(z,y)| do
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/R U (y)dy = /R okt — ol dz = |l@rt1 — @rlr < 27F (k € N).

Also bilden die Wy, eine L'~konvergente Reihe > 7, Wy, und fiir fast alle y € RP stimmen
nach dem Satz von Beppo Levi der punktweise Grenzwert 220:1 Uy (y) mit dem L!-Grenzwert

tiberein. Insbesondere existiert nach Satz 4.26 eine Nullmenge NI(I;) mit

Yowiy) <o (yeR\ND). (5.10)
k=1

e Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R™:
Wir setzen N®) := Nl(p) U NI(?). Dies ist ebenfalls eine Nullmenge in R?.

Fiir y € RP\N®) ist wegen (5.10) die Folge der ¢y, € L'(R™) eine Cauchy-Folge, die
nach dem Satz von Riesz—Fischer gegen eine Funktion in £ (R™) konvergiert. Diese Funktion
muB aber f, sein, denn die ¢y, konvergieren (da y ¢ Nj(p)) auch fast iiberall gegen f,. Also
ist auch f, € £'(R™), und N®) aus (5.6) ist wegen N®) C N®) eine Nullmenge.

Nach dem Satz von Riesz—Fischer konvergieren damit auch die Integrale: Die Treppenfunktio-
nen

.7, . Prly) ::/ Ok,y dx

konvergieren also punktweise bis auf eine Nullmenge gegen das in (5.7) definierte F' : R? — C:

lim @ (y) = fydx = F(y) (yGRP\N(m) .

k—o0 Rm™

e Benutzung des Satzes von Riesz—Fischer auf R”: Die ®; konvergieren aber auch im
L'-Sinn, denn nach (5.9) ist

/|‘I)k+1—‘1)k|dy = /
RP RP

< / (et — il dz = lores — il <275,
]Rn

dy

/m (Pr+1(z,y) — or(z,y)) do

die ®;, bilden also eine L!'-Cauchy-Folge.
Nach dem Satz von Riesz—Fischer ist damit ihr punktweiser Limes I integrierbar, und

/Rp </mfyd:r> dy:/Rdey

= lim Dy dy = klim (/ or(z,y) dz> dy
RP m

k—oo Jmrp —00
= lim ppdz = fdz.
k—oo JRrn R™

Hierbei wurde in der vorletzten Identitdt nochmals der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen
benutzt, in der letzten die L!-Stetigkeit des Lebesgue—Integrals. o

Praktisch einfach zu iiberpriifen sind oft die Voraussetzungen des folgenden Sat-
zes (eines Korollars des Satzes von Tonelli):
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5.28 Satz Die Funktionen f und F' seien fast iiberall stetig auf R" = R™ x RP
und es gelte:

1 |f|<F

2. Es existiert wenigstens eines der Integrale

/Rp (/mF(:c,y)dx> dy /m </Rpp(x7y)dy) A

Dann ist f € LY(R™) und [, (fem f(z.y) dz) dy = [on (fgr [(2,y) dy) da.

Bew.: Siehe Konigsberger [Ko]. |

5.3 Der Transformationssatz

Oft nimmt eine Funktion in einem Koordinatensystem eine viel einfachere Form
an als in einem anderen, und dies will man bei der Integration nutzen. Nun bezieht
sich aber das Lebesgue-Integral zunachst auf die kartesischen Koordinaten des
R™.

Koordinatenwechsel bewerkstelligt man (zumindest lokal) durch Diffeomor-
phismen®®. Der Transformationssatz sagt uns, wie sich das Integral unter einem
solchen Diffeomorphismus transformiert.

Schauen wir uns dazu zunachst die vertraute eindimensionale Situation an,
d.h. ein offenes Intervall V. C R, f € L*(V) und einen Diffeomorphismus

o: U —=V.
Dann ist ® nach Definiti-

on bijektiv und wie auch
®! stetig differenzierbar, al- f foo
so [/ # 0 (und damit ent- —

( 3\

weder streng monoton wach-

send oder fallend). V C R ( ) ( )
ist wieder ein offenes Inter- Vv U

vall, und es gilt

/Vf(y)dyz/UfOCID(a:)|<I>’(a:)\d:c.

15Def.: (siehe die Mathematik fiir Physiker I) Es sei U C R™ offen und f € C*(U,R").

e f heiBt Diffeomorphismus auf das Bild V' := f(U) C R", wenn V offen, f : U =V
bijektiv und f~!:V — U stetig differenzierbar ist.

e f heiBt lokaler Diffeomorphismus, wenn jeder Punkt x € U eine offene Umgebung
U, C U besitzt, fiir die f[;; ein Diffeomorphismus auf das Bild f(U,) ist.
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Fiir Riemann—integrable f entspricht dies der Substitutionsregel. Man beach-
te, dass sich die Intervallgrenzen durch monoton fallende ® umdrehen; daher die
Verwendung des Gewichtsfaktors |®’| statt ¢’

Der Transformationssatz erweitert nun diese Formel auf beliebige L'-Funkt-
ionen und Diffeomorphismen in beliebigen Dimensionen. Dazu miissen wir ||
geeignet verallgemeinern.

5.29 Bemerkung Ist in n Dimensionen der Diffeomorphismus ® von der Form
O(x) = (Py(21),...,P,(x,))", dann ergibt die Anwendung des Satzes von Fu-
bini als Gewichtsfaktor

n

[ @)

i=1

— | det D®(z)).

Letzterer Ausdruck stimmt auch allgemein:

5.30 Satz (Transformationssatz) EsseiU C R" offen und ® : U — V C R"
ein Diffeomorphismus. Dann gilt fiir f : V — C

fel' (V) <= fod-|detD®| € L'(U)

und

Ju [(@(2)) | det(D®(x))| dz = [, f(y) dy.

Eine Grundidee des Beweises ist, dass der Betrag der Determinante der Ableitung
von ® bei x € U der lokale Faktor der VolumenvergroBerung ist. Dazu betrachten
wir zunachst eine affine Abbildung ® : R™ — R™. Fiir diese existieren eindeutige
v € R" L € Mat(n,R) mit

O(x)=Lr+v (x € R™).

Affine Abbildungen bilden Parallelotope auf Parallelotope ab. Dabei verstehen
wir unter einem Parallelotop eine durch A € Mat(n,R) und z € R" fixierte
Teilmenge des R™ der Form

P(A,z) :={Ac+z|c= (a1, o)t e €0, 1]} .
Fiir die affine Abbildung ® gilt

O(P(A, 2)) = P(LA, Lz + v). (5.11)
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Das Parallelotop wird also wieder in ein Parallelotop
tberfiihrt, welches durch die Bilder b, := La; der
Spaltenvektoren aq, ..., a, von A aufgespannt wird.
Da z—unabhingig D®(x) = L ist, ist unter Benut-

zung von (5.11) und des folgenden Satzes

der Faktor, um den das Lebesgue—MaB des Paralle-

| det(D®)|

lotops P(A, z) durch Anwendung von & verdndert

wird.

5.31

P(A,

Bew.:

Satz Fir A € Mat (n,R) und z € R" ist das Volumen des Parallelotops
z) gleich
N(P(A, 2)) = | det Al.
Wir schreiben abkiirzend P(A) := P(A,0).
Als kompakte Mengen sind Parallelotope nach Satz 4.18 messbar.

Dass A"(P(1)) = 1 ist (Lebesgue—MaB des Einheitswiirfels P(1) = [0, 1]™), haben wir
im letzten Kapitel gezeigt.

Wegen der Translationsinvarianz von A" (Satz 5.15) sind verschobene Parallelotope von
unverandertem Volumen.

Aus dem gleichen Grund ist
)\"(P(al, ey Qi—1y, Q5 Aj4 1,y - - ,an)) = )\"(P(al, ceey an))

Fir ¢ € Z \ {0} kann P(as,...,ai—1,Cqi,ait1,...,0,) aus |c| verschobenen, bis auf
Nullmengen disjunkten Parallelotopen zusammengesetzt werden. Fiir ¢ = 0 ist das
Parallelotop eine A"—Nullmenge. Daher hat es fiir alle ¢ € Z das |¢|-fache Volumen des
urspriinglichen Parallelotops.

Gleiches gilt fiir ¢ € Q, denn man kann fiir ¢ = p/q aus ¢ solchen Parallelotopen einen
vom |p|-fachen Volumen wie P(A) zusammensetzen.

Fiir beliebige ¢ € R folgt die Formel
A (Plar, ... ai-1,cai, @iy, - . ., an)) = [c|A"(P(A))

durch rationale Approximation von ¢ und die Monotonie des Lebesgue-Integrals (Satz
4.21.2) aus dem Fall ¢ € Q.

Weiter gilt
AN (P(ay...,a; +aj,....a;,...,a4,)) = A" (P(A)) (i #7),

wie sich unter Benutzung der Translationsinvarianz des Lebesgue—MaBes aus der Zer-
legung des Parallelotops in zwei Polytope und Neuzusammensetzung ergibt, sieche Abb.
5.2.
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Abbildung 5.2: Volumentreue Scherung eines Parallelotops

Da sich jede Matrix A € Mat (n,R) aus der Einheitsmatrix 1 mit den genannten Spalten-
operationen gewinnen ldsst, und wir fiir das Lebesgue—MaB Transformationsformeln abgeleitet
haben, die denen des Betrages der Determinante von A gleichen, haben wir den Satz bewiesen
unter der Voraussetzung verschwindender Translation z. Das Lebesgue—MaB ist aber transla-
tionsinvariant. O

Bew. des Transformationssatzes 5.30:

e Wir nehmen zunéchst an, dass f o ® : U — C (genauer: die triviale Fortsetzung von f)
eine Treppenfunktion mit Trager in U ist. Wegen der Linearitdt des Integrals geniigt es, den
Fall fo® = llg fiir einen Quader Q C U zu betrachten. In diesem Fall reduziert sich die zu
beweisende Transformations-Formel

/f )| det(D®(x) |dx*/f

wegen fU ®(z))|det(DP(z ) |dz = [}, 1o (x)| det(DP(z))| d
und [i, f(y)dy = [, lg o @7 (y) dy = [, Ta(q) dy = \"(®(Q)) auf

/Q | det(D®(z))| dz = \"(B(Q)) (5.12)

e Wegen der Eigenschaft des Diffeomorphismus @, Nullmengen in Nullmengen abzubilden
(Satz 4.31 und 4.32) und wegen \"(Q)) = A"(Q) nehmen wir auch an, dass ) kompakt ist,
also von der Form @ = [z1,21 + 01] X ... X [2n, 2, + €5 oder

Q= P(A,z) mitder Matrix A :=diag(¢y,...,40,).

D®|, ist zwar i.Allg. nicht konstant, aber wegen der Kompaktheit von ) und Stetigkeit von
D® gleichmiBig stetig!®. Betrachten wir daher die Zerlegungen von @ in die 2"* bis auf Seiten,
d.h. Mengen vom MaB 0 disjunkten Teilquader

Qum :=P2 7 A, z+27%m)  (m=(m,...,mn)" . mi/t; €{0,...,2F —1})
mit Ecke 2g ,, := 2z + 2 %m. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein k = k(¢) € N mit

0i®;(x) — 0;®(y)| <e (i, j=1,...,n,2,y € Qr,m)

16Def.: (Siehe Analysis I, Kapitel 9.3) Eine Abbildung f : M — N zwischen den metrischen
Raumen (M, dys) und (N, dy) heiBt gleichmaBig stetig, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
gibt mit dy (f(x), f(y)) < e fir alle z,y € M mit dp(z,y) < 0.
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fiir alle Teilwiirfel Qg C @Q, oder
®(x) = ®(2k.m) + DP(2k 1) (T — 2.m) + O(27Fe) (x € Qrm)- (5.13)

Damit weicht das Bild ®(Qy ) nur wenig von einem Parallelotop ab. Wir benutzen zum
Vergleich die um P(A, z) = PY(A, z) zentrierten Parallelotope

P°(A,z):={Ac+z|c=(c1,...,ca)T, ci € [-0,1+4]}
mit Volumen A"(P°(4,z)) = (1 + 28)"A"(P(A4,2)) (6 > —31). Wegen (5.13) und der
Regularitdt von D® auf dem kompakten Quader ) finden wir fiir jedes § > 0 ein k mit
P (D@ (2 n) (275 A), 2hm ) € D(Qin) € P*(DB(2) (27 4), 21, )

Damit ist nach Satz 5.31

A(@(Q) = D A(@(Qrm)) < (1+26)" Y A" (Qrm) | det(DD(z1,m))l

m

(man bedenke, dass nach Satz 4.32 gilt A" (®(Q,m) N P(Qp,m')) = 0 fiir m # m/, denn @
ist ein Diffeomorphismus). Analog ist

AM(@(Q) = (1-20)" Y N"(Quym) | det(DP(z1,m))-

Die Riemann-Summe auf dem Quader ) konvergiert gegen das Integral:

im S A (Qum) | det(DB(zpm))| = /Q | det(D®(z)| dz.

k—o0

Insgesamt erhalten wir A"(®(Q)) = fQ | det(D®(2))| dz, also (5.12).
e Die Aussage fiir beliebige integrable f erhdlt man durch Approximation von f o ® durch

Treppenfunktionen. |

5.32 Beispiel Bei Verwendung von Polarkoordinaten () = ®(r,¢) = (rne )

und der Substitution u := r2ist D®(r, o) = (53¢ "52%), also det (DP(r, p)) =
r und

[/R exp(—z?) d:c] 2:/R26><10(—:1:2) exp(—y?) dz dy = / exp(—(2® + ¢?)) dz dy

RQ

oo 2T 0 oo
:/ / exp(—r?) rd¢ dr = 7T/ exp(—r?)2rdr = 7T/ exp(—u) du = .
o Jo 0 0

Also ist I(1/2) = [“ ¢ 2e7tdt = 2 [ exp(—a?)dz = [*_exp(—2?)dz =
\/, siehe Beispiel 5.19.
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5.4 Anwendung: Polarkoordinaten im R”

Wir benutzen nun den Transformationssatz 5.30, um mithilfe der Polarkoordina-
ten das Volumen einer n—dimensionalen Kugel zu berechnen. Unter Polarkoordi-
naten auf dem R"™ verstehen wir fiir n > 2 den Diffeomorphismus

%1
@n:(;):U%V
¥n

mit den offenen Teilmengen des R”

U = (0,00) x (0,27) x (0,7)" 2,
V = R\N , N={zeR"|xz,=0, 2o >0}

und

n—1
o1(r,01,...,0,1) = T~Hsin9l
=1

n—1

oa(r, 01, ..., 0, 1) = rcosHIHsinﬁl
=2

n—1

w3(r,01,...,0, 1) = rcosby H sin 6,

=3

on(r,01,...,0,1) = rcosb,

(wobei das Produkt iiber die leere Menge 1 ist).
Fiir n = 2 ergibt sich dhnlich wie in Beispiel 5.32

p1(r,0) =rsin® , o(r,0) = rcosb,
also D®y(r,0) = ($n reosb) | woraus sich | det D®,(r, 0)| = r ergibt.

cos —rsinf
Es sei nun A := D®,_(r,0,...,0,_2) € Mat(n — 1,R). Diese Matrix
verwenden wir zur Berechnung von D®,,.

Es ist namlich wegen

((I) )k:{ Sinenfl ((I)n—l)k ,ke {1,...771— 1}

rcos 0,_1 Jk=n

rAyqcosl,_y

DO — sin en_l . A

rAp_11c080,_1
cosf,_10...0 ‘ —rsinf,_;
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sodass aus einer Entwicklung nach der letzten Zeile

_ cos? 6,
“|rsinf,_; +r——

det D®,| = |det D®, 4| (sinb,_ ;)" "
|det D@, | = |det DB,y | - (sin 1) S

= |det D®,_|r(sinf,_,)" >

folgt. Es ergibt sich also durch Induktion die Formel

n

H(sin 91,1)172 .

=2

| det D®,,| = r"!

Man beachte, dass das Komplement N des Bildes von ®,, eine Nullmenge
ist, es also fiir Volumenberechnungen keine Rolle spielt.

Wir benutzen nun die Transformationsformel zur Berechnung des Volumens
einer n—dimensionalen Vollkugel B" C R". Wegen fol e = List

I [T
N'Y(B,) =" mit I,=2]] / (sin 0)'~2d6
1=2 0

n
(und dieser Ausdruck stimmt auch fiir n = 1). Nun besteht unsere erste Aufgabe
in der Berechnung der Integrale

Im ::/ (sin®)™do.
0

Die Rekursion beginnt bei Jy = 7 bzw. J; = 2. Fir m > 2 ist mit partieller
Integration

/Ow(sin 0)"do) = (sinf)™ '(—cos®)|F + (m—1) /Oﬂ(sm 0)™ % cos® 0 df)
= (m—1) /Ow(sin 0)™ 2(1 —sin* @) do,

also i -
m/ (sin®)™df = (m — 1)/ (sin )™ *do
0 0

oder
m— 1

Jm - m—2-

n—1
Daraus ergibt sich unter Benutzung der Doppelfakultit n!! := HlL:((‘j J(n —21)

(2m — 1! (2m)!!
o = gy ™ S = 2
Damit ist I, = Q’Tn//z denn .J,,_1J, = ;5 und ['(z+1) =al(x).
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n _ g2
NBa) = w5

Gleichzeitig legt die Rechnung nahe, dass das (n — 1)—dimensionale Volumen der
Kugeloberfliche S"~! C R" gleich I, ist.

5.5 [P-Raume

5.33 Definition Fiirp € [1,00) ist LP(R™) der Raum der Funktionen f : R —
C, die iiber jede kompakte Teilmenge des R" integrierbar sind, und fiir die

1/p
Ifhi= ([ 1) <o (5.14)

Analog zum Fall p = 1 setzt man N := {f € LP(R") | || f|l, = 0} und bildet
die Aquivalenzklassen beziiglich dieses Unterraums, setzt also

LP(R™) := LP(R™)/N.

Da |- ||, fiir alle Reprasentanten einer Aquivalenzklasse den gleichen Wert besitzt,
und || - ||, eine Halbnorm ist, wird

I = 1l auf LP(R™)

zur Norm, wie im Fall p = 1.

Dass es sich um einen normierten Vektorraum handelt, muss man nachrechnen.
Da die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung fiir die p-Normen nicht offensichtlich
(und fiir 0 < p < 1 sogar falsch!) ist, heiBt sie hier Minkowski-Ungleichung. Der
folgende Satz fasst wesentliche Eigenschaften der LP—R&dume zusammen:

534 Satz 1 |fi+ Lll, < [Ifilp+ el (f1, f2 € LP(R™))
(Minkowski-Ungleichung)

2. LP(R™) ist ein Banach-Raum (Satz von Riesz—Fischer)

3. fiirp,q,r > 1 mit % + % = % folgt aus f € LP(R"), g € L¢(R")
fge LR und [[£g], < | fllpllgll, (Holder-Ungleichung).

Bew.: e Der Satz von Riesz—Fischer wird analog zum Fall p = 1 (Satz 5.5) bewiesen.

e Einen Beweis der Holder-Ungleichung findet man z.B. in [LL].

e Wir zeigen, wie aus ihr die Minkowski-Ungleichung folgt.

Wir kdnnen dabei annehmen, dass f1, fo > 0 und p € (1,00) gilt, denn der Fall p = 1 ist
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schon bekannt. Falls || fi + fa]l, = O ist, ist nichts mehr zu beweisen. Sonst ist nach der
Holder-Ungleichung mit » =1, also ¢ = p/(p — 1)

2 2 1/p >
1l =3 [ s srta <SS ([ sran) ([ e sras) T
i=1/R" i=1 \/R" R
also nach Division durch den zweiten Faktor der rechten Seite
£+ FlBTO <1 il + 1| fall- O

Je groBer p ist, umso langsamer darf eine Funktion in LP(R™) bei co gegen Null
gehen, und umso weniger ausgepragt diirfen andererseits lokale Singularitdten
sein.

5.35 Beispiele 1. Essei g; : R* — R durch

Qlli
0 |z|| < 1 06
+ o ’ 0.4
g“@f{uw*,uwzl §
g r——t—5—3 X
und
g1
vl el <1 s
g“@f{ (R Y :
-3 -2 -1 1 2 3X
definiert (mit euklidischer Norm [|z|| = \/2? + ... + 22). Dann gilt
+ ¢ [P(R” A2
gy € LP(R") <= A > E
und

G DR = A<,

denn (mit der p-Norm (5.14) der Funktion)

il = [ (ot @pde =1, [~
R~ L

. n/2
mit [,, .= I?Ern )

Sphare interpretiert), also

wie in Kapitel 5.4 (als Flacheninhalt der (n—1)—dimensionalen

o0
ol =1, [
1
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und analog

1
P =1 Pl
g)\ p n
0

2. Ein Beispiel fiir die Niitzlichkeit von LP-Raumen in der Physik ist die Fra-
ge nach der Selbstadjungiertheit von Schrodinger—Operatoren H auf dem
im nichsten Kapitel ausfiihrlicher behandelten Hilbert-Raum L?(R™) der
quantenmechanischen Zustande, siehe auch Kap. 9.

Fiir ein Teilchen ist dabei n = 3. Besitzt es die Masse Eins und steht
unter dem EinfluB des elektrostatischen Potentials V' : R?> — R, dann ist
(in geeigneten Einheiten) H von der Form —1A + V. Dabei wird V als
Multiplikationsoperator aufgefasst.

Bei einem Elektron im Potential eines m-atomigen Molekiils konnte
Vig) = —i# + W(q)
2=

sein, wobei s, € R3 die Kernorte sind, und W der stetige beschrinkte
Potentialbeitrag der gebundenen Elektronen.

V' ist unbeschrankt, und eine in der Friihgeschichte der Quantenmechanik
auftauchende Frage war, ob nicht (unter Abstrahlung von Photonen) das
Elektron in einen Kern fallen kann.

Nun lasst sich aber zeigen, dass H selbstadjungiert ist, wenn man das
Potential in der Form V' = V; + V5 mit beschranktem V5 und V; € L*(R?)
zerlegen kann (Reed und Simon [RS], Satz X.15). Dies ist hier der Fall.

5.6 Der Hilbert—Raum L*(R")
Von den Banach—-Riumen LP(R™), p > 1 ist der Raum L*(R") der wichtig-

ste. Dieser Raum der quadratintegrablen Funktionen besitzt namlich ein inneres
Produkt:
5.36 Definition (f,g) := [,. f(2)g(z) dx (f,g € L*(R"))

5.37 Bemerkung Dies ist die Mathematiker-Konvention. Physiker benutzen

| 7@t
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Das innere Produkt lasst sich durch die 2—-Norm ausdriicken. In Physiker-Kon-
vention liest sich das so:

(f.9) =1 [(If +allz = If = allz) =il f +iglls — If —igl3)]

(Polarisationsidentitit). Damit existiert insbesondere das innere Produkt.
Dass diese Identitat gilt, sieht man, wenn man den Zusammenhang

I[l2 = (h,h)  (h € L*(R™))

benutzt, um die rechte Seite umzuformen.

Mit diesem inneren Produkt wird nach dem Satz von Riesz—Fischer der Raum
LZ(R”) zum C-Hilbert—Raum, also einem unitaren Vektorraum, der mit der vom
inneren Produkt abgeleiteten Norm ein Banach—Raum ist.

Wir erinnern uns an dieser Stelle an die Lineare Algebra. Fiir p = ¢ = 2 wird
die Holder—Ungleichung (Satz 5.34.3) zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung

1f gl < Ifllz-llgllz (f.g € LA(R™). (5.15)
Da [ {f, )| = | fon fGdz| < [ [Tl do = [on |fgldx = | f - gl ist, folgt
L) < Iflla-llglls (fig € L2(R™)).

Insbesondere ist das innere Produkt stetig. AuBerdem konnen wir den Minimal-
winkel ¢ € [0, 7/2] zwischen den von zwei Vektoren f, g positiver Lange aufge-
spannten Unterraumen durch

(/.90

T Dl
definieren. Ist ¢ = 7, dann heiBen die Vektoren f und g zueinander senkrecht
oder orthogonal.

Oft ist es fiir konkrete Rechnungen niitzlich, eine sogenannte Orthonormal-
basis zu benutzen. Dabei wird der Basisbegriff gegeniiber der Linearen Algebra
geandert.

Zur Erinnerung: Eine Teilmenge B eines K-Vektorraumes V' # {0} heiBt
(Hamel-) Basis von V', wenn fiir alle Vektoren v € V' eindeutige, nur fiir endlich
viele b € B von Null verschiedene Koeffizienten ¢, € K existieren mit

v = Zcb b. (5.16)

beB

In der Linearen Algebra zeigt man (Mithilfe des Zornschen Lemmas) fiir jeden
solchen Vektorraum V' die Existenz einer Hamel-Basis B C V.
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AuBer im Fall endlich—dimensionaler Vektorraume ist dieser Basisbegriff fiir
analytische Zwecke ungeeignet, da er nur endliche Linearkombinationen zulasst.
In Hilbert-Raumen arbeitet man stattdessen mit Orthonormalbasen.

In Verallgemeinerung der Definition 2.32 der Mathematik fiir Physiker | defi-
nieren wir auch in unendliche-dimensionalen Raumen:

5.38 Definition e Fine Teilmenge E eines Hilbert-Raumes heiBt Ortho-
normalsystem, wenn fiir e, e’ € E gilt

n_ |1, e=¢
<e’€>_{0 , e#e.

e Sie heit Orthonormalbasis (ONB), wenn sie in keinem echt gréBeren
Orthonormalsystem enthalten ist.

5.39 Bemerkungen 1. Jeder Hilbert-Raum besitzt eine Orthonormalbasis
(das folgt aus einer Anwendung des Zornschen Lemmas der Mengentheo-
rie).

2. In endlich-dimensionalen unitaren Vektorraumen sind die Eigenvektoren
normaler Endomorphismen'’ zueinander orthogonal, soweit sie zu verschie-
denen Eigenwerten gehoren. AuBerdem stimmen algebraische und geome-
trische Multiplizitat von Eigenwerten liberein. Man kann damit eine Basis,
und durch Normierung eine ONB von Eigenvektoren bilden.

Ahnliches gilt auch fiir viele selbstadjungierte Operatoren auf dem L2(R™).
3. Die (Hilbert-)Dimension dim(H) ist die (invariante!) Kardinalitat einer
ONB E. Wir werden nur diesen Dimensionsbegriff verwenden®®.
5.40 Satz Es sei £ eine ONB des Hilbert-Raumes H. Dann gilt
1. Fiir jede endliche Teilmenge E' C E ist
Yol < el (ze#)
ecE'’

(Bessel-Ungleichung), und es gilt der Satz von Pythagoras:
2

Izl =) )P+ [z = (we)e

ecE’ ecE’

"Def.: Ein Endomorphismus ¢ : V — V eines Hilbert-Raumes V' heiBt normal, wenn
©* o = pp* gilt.
Bsp.: Selbstadjungierte, antiselbstadjungierte und unitdre Operatoren sind normal.

18Dje Machtigkeit der Hamel-Basen ist i.A. verschieden von dim(#) und im Fall eines
Hilbert-Raumes H mit dim(#) = oo immer iiberabzahlbar.
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2. Fiir alle x € H gilt*®

Bew.:

=Y (r.e)e und |lz[|*=)"|(z.e)|*

ecE ecl

1. Der Satz von Pythagoras folgt aus der Zerlegung x = 2’ + 2" mit 2’ := Y 5, (7, ¢) €.

2’ und z” sind orthogonal:

<JJ/,.Z‘”>= Z <.I},€> <€,l‘— Z <x7f>f> = Z <.I},€> <€,l‘— <.Z‘,€>€>

ecE’ feE ecE’
= Z (z,€) ((e,x) _m<eae>) = Z (z,€) ((e,x) — (e,x)) = 0.

Es folgt ||z[|* = [lo' + 2| = (2/,2') + (2/,2") + (2", 2') + (2", 2") = (2',2) +
(2" 2"y = ||2'||* + ||2""||?, also auch die Bessel-Ungleichung ||2’||? < ||=|2.

Fiir endlich—dimensionale unitdre Vektorrdume ist die Behauptung aus der Linearen
Algebra bekannt. Es sei also £ = {e,, | n € N}.

Die Folgen — >__, | (x, ex) |? ist monoton wachsend und wegen der Bessel-Ungleichung
durch ||z||? beschrinkt, besitzt also einen endlichen Limes. Setzen wir z,, := Y _'_, (z, ex) ek,
dann ist fiir n > m wegen der Orthonormalitdt der Basisvektoren

2 n

= 3 el

k=m+1

n

Z (x,ex) er

k=m+1

l|lzn — zmH2 =

Die (2 )nen sind also eine Cauchy-Folge. Diese konvergiert im Hilbert-Raum gegen ein
z' € H. Der Differenzvektor y := x — 2’ steht senkrecht auf allen Basisvektoren ej, € E:

(y,er) = (w,ex)— <nh_>ngowmek> = (w,ex) = lim (2, ex)

n

= (z,ex) — nlgréoz (x,e0) {ep,er) = (x,er) — (x,er) (ex, ex) = 0.
(=1

Ware |ly|| > 0, dann wiirde auch der normierte Vektor y/||y| senkrecht auf allen ey,
stehen, E ware also keine Basis. O

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass jeder n—dimensionale unitare Vektor-
raum H isomorph zum unitéren Vektorraum (C", (-, -)) mit kanonischem inneren
Produkt (z,y) = > ,_, xxJx ist. Ahnliches gilt fiir abzihlbare Orthonormalba-

sen.

5.41 Satz Es sei H ein C—Hilbert-Raum mit abzahlbar unendlicher ONB E =
{en | n € N}. Dann ist

M:H— 2, (H(2), = {(z,e)

selbst wenn E iiberabzihlbar ist; in diesem Fall sind nur abzihlbar viele Terme ungleich
Null, und es kommt nicht auf deren Nummerierung an.
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eine unitire Abbildung auf® den (aus der 'Mathematik fiir Physiker I’ bekannten)
Hilbertschen Folgenraum

? = {f :N— C| Z If(n)]? < oo} mit Skalarprodukt (f,g) = Zf(n)m

neN
Bew.: Es ist nach Satz 5.40
ITI(@)]3 =Y |z en) > = |all3,
k=1
IT also eine Isometrie. Umgekehrt gilt

() =D fRex  (fel?),

k=1
denn fiir z,, :== >"}'_, f(k)er und n > m ist

Z f(k)ek

k=m+1

|lzn — xm”% =

< S fker, f(e)ee>

2 k=m+1 L=m-+1

n n

= Y U®en fRe) = Y IFERP <13

k=m+1 k=m+1

die x,, bilden also eine gegen = := 7 | f(k)er € H konvergierende Cauchy-Folge. a
5.42 Satz Essei E := {e, | n, k € Z} mit
enn(r) =272 e(27"x — k) (x € R),

und 1, z€0,1/2)
e(x):=¢ —1 , z€ll/2,1) . (5.17)
0, zeR\|[0,1)

Dann ist E eine ONB von L*(R), genannt die Haar—Basis.

Bew.: e F ist ein Orthonormalsystem:

Es ist [lel|3 = [gle(x)]?dz = folldx =1, und [leq |5 = 27" [ple(27"z — k)P dz =
Jz le(y)|? dy = 1. Fiir k # k' sind die Tréger von e, , und e, i (bis auf Randpunkte) disjunkt,
die beiden Vektoren also senkrecht:

supp(en, k) = [2"k, 2" (k + 1)].

20Def.: Eine lineare Abbildung U : V' — W der unitiren Vektorrdume (V,(,-);,) und
(W, (-, -)w) heiBt unitar, wenn gilt (U(v1),U(v2))y, = (vi,v2)y (v; € V), und U surjektiv
ist.
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Fiir £ < n ist e+ (bis auf Randpunkte) auf supp(ey ;) konstant, also ebenfalls
(eewsenk) = 0.

e E ist eine ONB:

Es geniigt zu zeigen, dass jede L?-Funktion f durch Linearkombination der e,, . beliebig genau
approximiert werden kann. Dabei kann man sich auf Treppenfunktionen f € 77 beschranken.
Siehe Blatter [BI2], Kapitel 1.6. O

Insbesondere ist also L?(R) (und analog L?*(R™)) isomorph zum Hilbertschen
Folgenraum (%, Wavelets wie das in (5.17) definierte sog. Haar-Wavelet werden
in der Signalverarbeitung eingesetzt, siehe [BI2].

5.43 Bemerkung In der Quantenmechanik macht man sich Satz 5.41 und Satz
5.42 zunutze, indem man statt mit sog. Wellenfunktionen 1) € L*(R™) mit deren
Koeffizienten (e, 1) € C fiir eine ONB (e, )nen von L?(R") rechnet.

Dies schafft den Ubergang zwischen Schrodingers Wellenmechanik und Hei-
senbergs, Borns und Jordans Matrizenmechanik.
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6 Vektoranalysis Il

6.1 Integration von Differentialformen

Vorbetrachtung: In der Analysis | wurden fiir geeignete Funktionen f : R — R
zwei Integralbegriffe eingefiihrt:

e das Riemannsche Integral fabf(x) dx, interpretiert als (signierte) Flache
unter dem Graphen von f auf dem Intervall [a, b]

e das unbestimmte Integral [ f(x) dz, d.h. die Menge aller Stammfunktionen
F :R — R mit F/ = f. Die Stammfunktionen von f unterscheiden sich
nur durch eine reelle Konstante voneinander.

Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung verkniipfte die beiden Integralbegriffe
folgendermaBen: Fiir eine beliebige Stammfunktion F' von f gilt

/ fdx = F(b) — F(a).

Wir beachten, dass

1. auf der rechten Seite der Rand {a,b} = OI des Intervalls I := [a,b]
auftaucht, iiber das auf der linken Seite integriert wird und

2. dass der Integrand f dx, als 1-Form aufgefasst, gleich der duBeren Ablei-
tung dF der Stammfunktion F' ist.

Bei der Integration von geeigneten Funktionen f : R™ — R haben wir den
Riemannschen Integralbegriff erweitert, indem wir fiir geeignete Gebiete M C R"

/Mfdx:/nf]lde

als (signiertes) Volumen unter dem Graphen von f, restringiert auf M, interpre-
tiert haben.

Unbeachtet blieb dabei die Frage, ob auch fiir n > 1 Dimensionen ein Zu-
sammenhang zwischen Integration und Differentiation existiert.

Nun ist die Ableitung einer Funktion f € C*(R") die 1-Form
df = >0, g—gfid%- Nur fiir n = 1 konnten wir dieser Ableitung wieder eine
Funktion (ndmlich f' = %) zuordnen.

Tatsachlich liefert uns, wie wir sehen werden, die Integration von Differential-
formen k—ter Stufe iber k—dimensionale Flachen die addquate Verallgemeinerung
des Hauptsatzes, den Satz von Stokes. Wir integrieren zunachst n—Formen auf
dem R", und danach k—Formen auf k—dimensionalen Untermannigfaltigkeiten

des R™.
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6.1 Definition Es sei U C R" offen, und w € Q"(U) habe kompakten Trager
(d.h. fir w = fdxy A ... Ndx, ist f(x) = 0 auBerhalb eines Kompaktums
K C U). Das Integral von w ist dann

/Uw::/Uf(x)dxl...dxn.

6.2 Satz Es seien U,V C R" offen und ¢ : V' — U ein Diffeomorphismus mit
konstantem Vorzeichen ¢ von det(Dy(x)). Dann gilt

/@*wza/w.
1% U

Bew.: Nach Definition des pull-back ist unter Benutzung der symmetrischen Gruppe S,

. dp1 Opn,
Yrw = fogpdgal/\.../\dgpn:fogo. Z 155131'1 .”'.axindzil A N dxg,
1] yeeeyln=—
0p1 Oon,
= fop e dTr ) A ATy
ﬂ;ﬂ 8$7r(1) 81‘77(”)
: o1 Oon
= dzy A ... Ndx,
foe (gg sentr) Oz (1) Diingmy ) ’

= foypdet(Dy)dry A...Adx,.

Nach dem Transformationssatz (Satz 5.30) ergibt die Integration dieser n—Form auf V'
[y fopdet(Dp)de...de, =€ [, fop|det Dolde =¢ [, fdx =¢ [, w. O

Wir sehen insbesondere, dass das Integral iiber die n—Form w nicht von der Wahl
des (orientierten) Koordinatensystems abhangt.

Betrachten wir dz; A ... A dz,, als die Standardvolumenform auf dem RR™,
dann kénnen wir wa auch als Integral der Funktion f liber U auffassen.

Wenn wir als nachstes Funktionen iiber k—dimensionale Mannigfaltigkeiten
V C R"™ (also k < n) integrieren wollen, miissen wir uns zunachst iiber die
Standardvolumenform von V' klar werden.

Wir benutzen dabei eine Parametrisierung von V': Es sei U C R* offen

p:U—-R"
eine injektive glatte Abbildung mit Bild p(U) =V C R". Es gelte
rang(Dep(x)) =k (x € U),

der Rang sei also maximal. ¢ parametrisiert damit die k—dimensionale Mannig-
faltigkeit V. Gesucht ist nun eine Form w® € QF(U), fiir die fiir jedes in V

offene V' C V
/ w®)
et (V")
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das Volumen von V" ist.
Drei verniinftige Forderungen an die w—abhingige Definition von w®) sind,
dass

e das Quadrat V' := (0,1)* x {0}"* C R"™ den Flicheninhalt 1 besitzt.

e sich unter einer Drehung O € SO(n) der Flacheninhalt von V' nicht
andert, und ebenso wenig unter Translationen.

e der Flacheninhalt von V sich nicht dndert, wenn die Parametrisierung (ori-
entierungserhaltend) gedndert wird.

Diese Forderungen werden von der Volumenform

w® = /|gldzy A ... A day, (6.1)

der parametrisierten Flache V' erfiillt, wobei die symmetrische k x k—Matrix g
durch

g = (Dp)' Dy

definiert ist, und fiir regulare Parametrisierung (rang(Dy(x)) = k (x € U))
wegen

(v, g(x)v) = (Dp(x)v, Dp(x)v) = | Dp(z)ull; >0 (v e R\ {0})

g(x) > 0 gilt, die Matrix also positiv definit ist.
g heiBt metrischer Tensor. |g| bezeichnet in der Literatur oft det(g).

Ist beispielsweise ¢ : U — R™ durch v = O o ¢ mit O € SO(n) gegeben,
dann ist g invariant unter der Drehung:

(DY) Dy = (OD)'(ODy) = (D)'0'ODyp = (Dy)' Dy = g.
Wir konnen eine Funktion f : V' — R integrieren, indem wir das Integral
fU f oY- w(‘P)

bilden. Dieser Ausdruck ist invariant unter einer Veranderung der Parametrisie-
rung. Der Spezialfall f = 1 liefert wieder das k-dimensionale Volumen von V.

6.3 Beispiel Wir wollen den Flacheninhalt eines zweidimensionalen Torus M C
R3 berechnen. Dieser sei fiir Parameter r; > ry > 0 durch M := ¢(U) mit

o:U—R? U :=10,2m) x [0,27)
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und
(11472 cosh2) cos Y1
<p<7vbla 7wb2> = ( (r1+7r2 cos ) siny )

ro sin g

parametrisiert. Wir scheren uns nicht weiter um die Tatsache, dass U C R? nicht
offen ist, denn der Rand von U ist eine Lebesgue-Nullmenge.

M (ri=1,r,=1/2)

Die Koeffizienten der Riemannschen Metrik g = (3} 932 ) mit g2 = g12 sind

3 2
g1 (V1,v2) = Z (&Pz‘) = (r + rocos ¥y )?(sin? ¢y + cos? )

i=1 ad}l
= (ri +racosip)?
2. dp; D,
912(1/&, @/)2) = — 8;51 8;5; = T 8in @/)2(7“1 + 19 COS Q/JQ) sin 91 cos Yy
—rg 8in Yy (ry + 1o cos g) cos 1y sin ¢y
= 0
3 D, 2
Goo2(V1,1h9) = Z (aw;) = r3[sin® ¢y (cos? ¢y + sin? 1h1) + cos® Y]
i=1
= 7"57

also \/|g| = v/det g = ro(r1 + r2 costh) > 0 und damit die Torus-Flache

2 2
Lw(w) = A A \/@d’@[)l d’ll)g = (277')27“17"2.

Betrachten wir den im Beispiel vorliegenden Spezialfall einer Hyperfliche V' des
R™ genauer. V = ¢(U) C R™ besitzt eine Parametrisierung

0:U—=R" fir UCR"! offen.
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Auf V' existiert ein bis auf Vorzeichen eindeutiges stetiges Normalenvektorfeld
N:V—=R" , |INWl=1 (yeV),
das senkrecht auf V steht, also
(Noy(x), Dp(z)w) =0  (z €U, weR").
Es gilt dann fiir die n x n-Matrix M (z) := (N o ¢(z), Dp(x))

10 .. 0
0
M () M(2) = ( . ) . wew)

6 g
also det g(z) = det(M*(x)M(x)) = (det(M(:L’)))Q, oder, bei geeigneter Wahl
der Orientierung des Normalenvektorfeldes

Vgl = det M. (6.2)

Damit ergibt sich fiir die in (1.3) definierte zum Normalenvektorfeld N duale
(n — 1)-Form wy auf V' (also wy(wy,...,w,—1) = det(N,wy,...,w,_1)) die
Gleichheit zur Volumenform der Hyperflache V:

6.4 Satz *wy = W% fiir ¥ aus (6.1).

Bew.: Bezeichnen wir mit dpj, wieder das Entfernen von dyyg, dann ist

Prwy = Z(—l)kilNk ocpdpy A... A cjc\pk A...dp, =det Mdxy A ... Ndxp_q.
k=1
Die Behauptung folgt also aus (6.2). Eigentlich misste wy auf einer im R™ offenen Umge-
bung von V' definiert sein. Dies kann aber durch glatte Fortsetzung des Normalenvektorfelds

N erreicht werden, und ¢*wy hangt dann nicht von der Wahl der Fortsetzung ab. a

Eine weitere wichtige Situation ist die, dass im die k—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit V' C R™ umgebenden Raum eine k—Form w € QF(R") existiert,
deren Integral iiber die (mit einer offenen Teilmenge U C R*¥ und ¢ : U — R"
parametrisierten) Untermannigfaltigkeit V' = ¢(U) wir durch

/w::/go*w
1% U

definieren. Nach Satz 6.2 ist dieses Integral bis auf das Vorzeichen unabhangig
von der Wahl der Parametrisierung.
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6.5 Beispiel 1-Form w € Q'(R?), w := x1dx 2

U:=1[0,27) , ¢:U—R? V/\le
N

o) = (rcosd))’ also V.= ¢(U) der Kreis /l,n

rsin
/w:/(p*u):/T‘COSQ/}d(TSin):TQ/COSQQ/}d’g/):ﬂTQ_
1% U U U

vom Radius » > 0 um den Ursprung.
6.2 Der Satz von Stokes

In diesem Beispiel fallt auf, dass das Integral von dw = dxy A dxs, also dem
kanonischen orientierten Flichenelement des R?, iiber die von V' eingeschlossene
Kreisscheibe vom Radius 7 gleich dem Integral von w iiber die Kreislinie ist.
Dies ist kein Zufall, sondern die Manifestation eines allgemeinen Satzes, des
sogenannten Satzes von Stokes. Dieser stellt eine Beziehung zwischen Integralen
iber Mannigfaltigkeiten und Integralen iiber ihren Rand her. Ohne wegen der
Kiirze der Zeit den allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff einfiihren zu konnen,
mochte ich doch kurz das Wichtigste skizzieren.?
In der Mathematik fiir Physiker | wurden in den R™ eingebettete k—dimensionale
Mannigfaltigkeiten M C R™ eingefiihrt:

6.6 Definition Fir p € {0,...,m} heiBt eine Teilmenge M C R™
p—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™, wenn jeder Punkt x € M
eine Umgebung W, C R™ besitzt, so dass fiir eine geeignete Abbildung [ €
CY(W,,R™P) mit reguldrem Wert 0 gilt:

MnV, = f0).

6.7 Bemerkungen 1. Wie das Beispiel des nicht orientierbaren Mobius-Ban-
des M C R3 zeigte, muss es kein f € C'(R™ R™P) geben, fiir das ganz
M Urbild eines regularen Wertes von f ist.

2. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen sehen Untermannigfaltigkeiten
zunachst lokal, d.h. in einer geeigneten Umgebung U C M jedes ihrer
Punkte € M wie das Bild einer offenen Umgebung V' C R* unter einem
Diffeomorphismus V' — U aus.

Das heiBt aber nicht, dass die gesamte Mannigfaltigkeit notwendig hom&o-
morph zu irgendeiner Umgebung V' C R ist. Beispielsweise ist dies fiir
kompakte randlose Mannigfaltigkeiten wie den in Beispiel 6.3 besprochenen
k = 2—dimensionalen Torus M C R? oder die Sphiaren S™ nicht der Fall.

21Siehe z.B. [AF] fiir eine genauere und weitergehende Einfiihrung.
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T3

I

Y1 ‘

e Wohl aber kann man den topologischen Raum M durch Kartengebiete, d.h.
offene Teilmengen U; C M iiberdecken, die zu offenen Teilmengen V; C RF

homoomorph sind. Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten geniigen endlich viele Us.
e Die inversen Abbildungen ¢; : U; — V; C R¥ (Kartenabbildungen) sollen

vertraglich sein, d.h. der Kartenwechsel ¢; o 4,0;1 auf seinem Definitionsbereich

()OJ(UZ N UJ) Q ‘/J glatt.
e Besitzt die Mannigfaltigkeit M einen Rand, dann verlangen wir, dass die Kar-

tenbilder V; als Teilmengen des Halbraumes
RE = {(z1,...,21) € R | 2, > 0}

offen sind.
e Der Rand OM von M ist dann Vereinigung der Mengen ¢; ' (RF~1 < {0}) € M.,

OM ist eine (k — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit.

6.8 Beispiel Berandeter halb-unendlicher Zylinder
M :={z eR®|z]+a25=R* 23>0}

mit Radius R > 0.
Wir kénnen z.B. die folgenden vier Karten

(UF, ), i = 1,2 benutzen:

AR
NRRNY
NN

AIIIRARRRNRS é\
SS s

\ \

¥
!

1
—1
—T1
gy
1
i

RN
(VIR

NN

Ui:l: = {.ZL’ eM ‘ tz; > 0} 152
ot . UroR2 =
7 (11, 29, 73) = (a2, 13)

<P2i(£171,l’27373) = (iﬂihl’s)-
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Der Rand des Zylinders ist OM = {z € M | x3 = 0}, also ein Kreis mit Radius
R in der (x1,z5)—Ebene des R3.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt die folgende Verall-
gemeinerung:

6.9 Satz (Stokes) Es sei M C R" eine (orientierte) k—dimensionale Mannig-
faltigkeit und w eine (k — 1)—Form (mit kompaktem Trager) auf M. Dann gilt

fM dw = faMW

Bew.: e Wir beweisen den Satz hier nur fiir den Fall kK = n. Den Beweis fiir beliebige, nicht
notwendig eingebettete Mannigfaltigkeiten findet man z.B. in [AF], Kap. 3.6

e Nach dem Satz iiber implizite Funktionen finden wir fiir jeden Punkt x € M eine Um-
gebung U, € M von x und eine Kartenabbildung ¢ : Uy — Vi C R} mit OM N U, =
¢ ' (R"1 x {0}). Da w nur auf einem Kompaktum von Null verschieden ist, geniigen endlich
viele Karten.

e Wir kdnnen nun mit einem Trick die scheinbar X
einschrankende Voraussetzung supp(w) C Uy be- 1
nutzen. Es gibt namlich eine sog. Partition der Eins, 0.8
eine Familie von Funktionen x; € C*°(R™,R) mit 0.6
Xk > 0, supp(xx) C U und ZZ‘:{‘ Xkt = 1, siehe 0.4
Abbildung. 0.2

kmax

Setzen wir wy, == xxw, dann ist ;™" wy = w und
supp(wg) C Uy.

e Nach oben stehender Definition reicht es aus, die Integration einer (n — 1)—Form w mit im
Halbraum R’} gelegenem Triger zu betrachten. Dann lasst sich (wenn wir wie in Kapitel 13
das Entfernen einer Einsform durch einen Hut indizieren) w in der Form

B ‘ 1 2 3 2

n
w = z:(—l)k_lfgC dry A ... ANdxg—1 ANdag ANdxger AN day
k=1

schreiben, wobei die fj Funktionen mit kompaktem Trager in R’} sind.

e Nun ist
dwz( 8—fk>d1:1/\.../\dmn,
=1 9Tk
also
- O fk
d = ——dxi N ... Ndx,
[ = [ grannnds
+ k=1""+

n—1
. Ot _
= E (fl)kfl/ </ ﬁ dxk) dry N ... Ndxp_1 Ndxg Ndzger A ... ANday,
n—1 R
+

ox
k=1 R k

> 0fn
—1)nt 2 dr, ) d N
+(-1) /]1@711(/0 o, x) 1A ... ANdTp_1
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Das innere Integral verschwindet nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
fir k=1,...,n — 1. Fiir den letzten Summanden ergibt partielle Integration aber

/0 %(fﬂl,.,.,l‘n)dlﬂn:7fn(z1;---7xn*1’0)’

also insgesamt

J

e Andererseits ist wgn-1, (0} = (=) Yf,dxy A... ANdx,_1, denn z, ist auf diesem Un-
terraum gleich Null, also auch dzy, [gn-1, (o} = 0. Mit der richtigen Wahl der Orientierungen

ergibt sich also
/ dw :/ w,
T R7—1x {0}

und damit der Satz. O

dw:(fl)"/ fo(x1, oo @p1,0)dzy Ao oo Adap—1.
]Rn—l

n
+

6.10 Beispiele 1. Essei M C R? das Bild einer (reguldren, injektiven) Kurve
c:[0,1] —» R?

und F': M — R eine glatte Funktion.

Dann besteht OM aus den Punkten ¢(0) und ¢(1). Diese bekommen als
Anfangs— und Endpunkte aber unterschiedliche Orientierung, sodass die
Formel

/1 OF O 1y gt = Foe(l) — Foc0) (6.3)

entsteht. Ist /' = F[M mit giner glatte~n Funktion F : R3 — R, dann ist
das Integral in (6.3) gleich F'(¢(1)) — F'(¢(0)), unabhangig von der Wahl
des Weges ¢ mit vorgegebenem Anfangs— und Endpunkt.

2. In Verallgemeinerung von Beispiel 6.5 betrachten wir die symplektische 2—
Form w = —df = > | dg; A dp; auf dem Phasenraum P := R} x Ry mit
1-Form 6 :=>"" | pidg;.

Es sei ¢ : S' — P eine Schleife, deren Bild das Bild M einer Kreisscheibe

berandet, d.h.
c(S') = oM.

Dann ist das Integral faMﬁ = — wa, unabhangig von der Wahl von M.
Diese GroBe spielt bei der Berechnung von Wirkungsvariablen integrabler
hamiltonscher Systeme eine wichtige Rolle.
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3. Wir bleiben bei dem Bild M einer Kreisscheibe:. Diese soll aber diesmal im
R? liegen, also durch v : M — M C R?® mit M C R? offen parametrisiert
sein.

Weiter sei v : R? — R3 ein Vektorfeld. Dann ist v* eine 1-Form, dv* eine
(auf M integrierbare) 2-Form, und nach (1.7) gilt

*
Wroty = dU™.

Also ist das Integral von dv* iiber M gleich dem Integral des Skalarproduk-
tes von rot v mit der Flachennormale N (beziiglich des Flachenelementes
V/|gldz1 A dxs) und es folgt nach Satz 6.4 der Satz von Kelvin-Stokes

/M<rotv,N>oz(x) \/|g(x)|d:p1/\d:ﬁ2:/M(rotv,N)wN

_ /Mwmtv:/Mdv*:/an*:/t:l <v(c(t)),%(t)> dt

fiir eine Parametrisierung ¢ : [to,t1] — OM des Randes der Kreisscheibe.
Das Linienintegral nennt man auch Zirkulation.

rot v N(m)

Beispielsweise konnte v das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit sein.
Dann sieht man aus der obigen Formel, dass bei Rotationsfreiheit der
Stromung die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit beziiglich der
Schleife M im Mittel verschwindet.

4. Die Divergenz div(v) eines Vektorfeldes v auf dem R™ ist nach (1.6) mittels
wy = > (=) tvydey AN dag Adziq Ao A d, und

dw, = div(v)dz; A ... Ndx,

mit der duBeren Ableitung verbunden.

Ist M C R"™ eine n—dimensionale berandete Untermannigfaltigkeit (z.B.
eine Vollkugel), dann gilt nach dem Satz von Stokes

/dwv:/ Wy
M OM
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Fir die Randpunkte x € OM bezeichne
N(x) den Normalenvektor. v(z) ldsst sich
eindeutig in der Form

v(x) = (v(z), N(z)) N(x) + w(z) (6.4) v

schreiben, wobei dann w(x) tangential an OM
OM bei z ist, also [, w, = 0 und mit (6.4)

Jonrwo = Jou (v, N) wi. Es ergibt sich also

der Satz von Gauss

/div(v)dxl. /dwv / Wy = / v, N)w
M oM oM

Ist das Vektorfeld divergenzfrei (wie beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld
einer Flissigkeit), dann flieBt also durch die Randfliche OM genauso viel
aus M heraus wie herein.

6.3 Das Poincaré-Lemma

Jede exakte Differentialform ist geschlossen, aber nicht jede geschlossene Diffe-
rentialform ist exakt:

6.11 Beispiel Wir betrachten auf U := R?\{0} die Einsform w := @1d23—22drs

a:2+x2
1 2
wobei z1, 25 die cartesischen Koordinaten des R? sind.

e Diese ist geschlossen, denn

T 1)
dwo =D | ——— Dy | ——— dxy N dxo = 0.
“ ((+)* (+)) A

e Aber w ist nicht exakt. Denn gabe es eine O-Form ¢ : U — R mit dy = w, dann
miisste nach dem Satz von Stokes bei Integration iiber die Kreislinie S* c U

gelten:
/ dp = / ¢ =0,
1 as1

denn als Rand der Kreisscheibe ist die Kreislinie selbst randlos. Andererseits wiirde

gelten:
/ dp = / w:/ (x1 dry — 9 dxy)
St St St

= /0W(cosgpd(singo)—Sin@d(cosﬂp))

2
= / (cos® ¢ + sin® ) dp = 2.
0
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e Die Einsform w kann man als das Eichpotential einer abgeschirmten (unendlich
diinnen) Spule entlang der x3-Achse ansehen. Die duBere Ableitung B := dw des
Eichfeldes ist das Magnetfeld, und dieses verschwindet im AuBengebiet.

Obwohl also keine magnetischen Kréfte auf Teilchen im AuBengebiet wirken,
kann man wegen der quantenmechanischen Natur von Elektronen experimentell
nachweisen, dass das Eichfeld selbst ungleich Null ist (Aharonov-Bohm Effekt).

Ist aber der Definitionsbereich U ein sog. Sterngebiet (oder allgemeiner: kontra-
hierbar), dann ist jede geschlossene k-Form auf U exakt (k > 1).

6.12 Definition Eine offene Teilmenge U C R™ heiBt Sterngebiet, wenn es
ein x € U gibt, sodass fiir alle y € U die Strecke zwischen x und y in U liegt.

6.13 Beispiel Offene konvexe Teilmengen () # U C R" sind Sterngebiete.

6.14 Satz (Poincaré-Lemma) /st U C R" ein Sterngebiet und w € QF(U),
k > 1 geschlossen (dw = 0), dann ist w exakt (w = dy).

h 22 mathema-

Bew.: Der Beweis beinhaltet eine Formel fiir eine solche (k — 1)-Form ¢ (Nac
tisches Referenzbuch der Klassischen Mechanik).
e Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass U ein Sterngebiet bez. des Null-

punkts ist.

e Die Skalierungs-Abbildungen
F:U—=U , y—ty (te0,1)

sind fiir t € (0, 1] Diffeomorphismen auf das Bild F3;(U). Die Abbildungen t — F}(u) firu € U
konnen als Losungen des Anfangswertproblems

dy

%:Xt(y) cy(l)=u

mit dem zeitabhingigen Vektorfeld X;(y) := y/t aufgefasst werden.
Fiir die Lie-Ableitung Lx, gilt daher

d *
o F = F/Lx,.

Die Lie-Ableitung einer Differentialform w nach einem Vektorfeld X ist gleich Lxw = (dix +
ixd)w, mitixe:=p(X,...).

e Wegen der Geschlossenheit von w ist Ly, w = dix,w, also insgesamt

d
EF;UJ = Fdix,w = dF}ix,w.

22 R. Abraham, J.E. Marsden: Foundations of Mechanics. Reading: Benjamin/Cummings
1982
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Fiir ty € (0, 1] folgt durch Integration
1
w—Fiw=Fw-Fw= / —F*w*d/ Flix,wdt.
to

Fiir to — 0 ergibt sich w =dp mit ¢ = fol Frix,wdt. o

Wir wollen nun Eins-Formen w € Q'(U) entlang Kurven integrieren, und sehen,
ob das Ergebnis nur von Anfangs-und Endpunkt abhangt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die offene nicht-
leere Teilmenge U C R™ zusammenhangend ist, also nicht als disjunkte Vereini-
gung U = U; UU, solcher Teilmengen dargestellt werden kann.

6.15 Definition o Zwei Kurven co,c1 - I — U mit I := [a,b] und glei-
chen Anfangs-und Endpunkten (co(a) = c¢1(a) und co(b) = c1(b)) heiBen
homotop, wenn es eine stetige Abbildung

hiIx[0,1]—U

gibt mit hl gy = cr, k=0,1, Iy co(a) und hyyy oy = co(b).

{ }x[o, 1]
e h heiit dann eine Homotopie von ¢y nach c;.

e U heifit einfach zusammenhangend, wenn je zwei Kurven in U mit
gleichen Anfangs- und Endpunkten homotop sind.

6.16 Bemerkungen 1. Anschaulich wird durch h die Kurve ¢ stetig in ¢;
deformiert, wobei Anfangs- und Endpunkte festgehalten werden. Setzt man
namlich fiir s € [0, 1]

cs: I —=U | ¢ct):=h(t,s),

dann stimmen die Kurven ¢, fiir s = 0 oder s = 1 mit den vorher definierten
Kurven iiberein, und cs(a) = co(a), cs(b) = co(b).

2. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation.

6.17 Beispiel Konvexe Teilmengen U C R”™ sind einfach zusammenhangend,
denn fiir zwei Kurven ¢, ¢; : [a,b] — U mit gleichen Anfangs- und Endpunkten
konnen wir die Homotopie

h:fa,b] x [0,1] = U , h(t,s):=(1—s)co(t) + sci(t)

wahlen.
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6.18 Satz £s sei U C R" offen. Falls w € QY U) geschlossen ist, gilt fiir
homotope C*-Kurven cy, ¢y : [a,b] — U

/w:/w.
co c1

Bew.: e Nach Definition existiert eine stetige Homotopie h : [a, b] x [0, 1] — U von ¢y nach ¢;.
Wegen der Offenheit von U kann man diese glatten (siehe Satz 7.11), also gleich annehmen,
dass h glatt ist. Wir kdnnen mit h die 1-Form w zuriickziehen und erhalten eine 1-Form
@ = h*w e QYU) mit® U := [a,b] x [0, 1].

e w ist geschlossen (dw = 0). Nach Satz 1.21 ist damit auch & geschlossen.

e Wir stellen nun den Rand des Rechtecks U als Vereinigung der Bilder der vier Kurven

& a0 = U &(t) == (t,k) (k=12)
a,b:[0,1] =U , a(s):=(a,s) , b(s):=(b,s)

/@:/}u, /w:[w:&
Ck Ck a b

denn hoé¢p =ci, hoa=a, hob=hb.

dar. Es gilt

e U ist konvex, also gilt fiir die geschlossene 1-Form & das Poincaré-Lemma. Wir wahlen die
zusammengesetzten Kurven

do:fa,b+1] = U , do(r) 3{?()7(-7213) : :25:?4—1]
e a {20 e

Diese sind stiickweise glatt, mit Anfangspunkt (a,0) und Endpunkt (b,1), und

/@:/@+/@:/@, /@:/@+/@:/@
do o b co dy a & é1

Nach dem Poincaré-Lemma ist aber w = dy, also
[ o= [ do=elbr)-v@o)  E=0,
dy dy

wobei im letzten Schritt der Satz von Stokes verwendet wurde. Es folgt
Jo=fo=[a=[o-[a-[w
co o do d1 c1 c1

2Dass U selbst nicht offen ist, spielt keine Rolle, da wir h glatt auf eine offene Obermenge
von U fortsetzen kdnnen.

O
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6.19 Beispiel Ist v : U — R" ein glattes Vektorfeld mit der Eigenschaft

Qi _ v

dann ist die in Kapitel 1.3 eingefiihrte 1-Form v* € QY (U) (v*(w) := (v, w) fiir
Vektorfelder w) geschlossen, denn

vt = E vgdzy , also  dv* = 8—kdxi A dxy, = 0.
Xy
k=1

ik=1

Integrieren wir solche Vektorfelder entlang Kurven ¢ : [tg, ;] — U, indem wir

/cv* - /totl <v(c(t)), %(t)> dt

berechnen, dann ist dieses Integral fiir homotope Kurven wegunabhangig.

Fiir den Fall von Eins-Formen im R" gilt das Poincaré-Lemma 6.14 nicht nur auf
Sterngebieten:

6.20 Satz (Poincaré-Lemma) Ist die offene Menge U C R" einfach zusam-
menhangend, dann sind geschlossene Eins-Formen w € QY(U) exakt.

Bew.: e Da die offene Menge U C R™ zusammenhiangend ist, ist U auch wegweise zusam-
menhangend, d.h. von einem willkiirlich gewahlten Ausgangspunkt x¢o € U kdnnen wir jedes
x € U durch einen Weg ¢, : [0,1] — U mit ¢,(0) = zg, ¢z(1) = x erreichen. Wir kdnnen
sogar annehmen, dass ¢, glatt ist.

e Wir definieren eine Funktion ¢ : U — R durch ¢(z) := fcx w. Nach Satz 6.18 hingt ¢(x)
nicht von der Wahl von c ab.

e ¢ ist stetig differenzierbar, mit dp = w. a

6.21 Bemerkung Beispiel 6.11 (Aharonov-Bohm Effekt) zeigt zusammen mit
Satz 6.20, dass die gelochte Ebene R?\ {0} nicht einfach zusammenhingend ist.
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7 Die Fourier-Transformation

Im folgenden Kapitel schneiden wir einige Aspekte der Fourier—Transformation
an. Vertiefungen und Anwendungen in der Quantenmechanik finden sich z.B. in
Reed und Simon, Band 2 [RS].

7.1 Fourier—Transformation integrabler Funktionen

Wir haben die Definition der Fourier—Transformation einer Funktion f € L'(R")
schon kennen gelernt:

f (k) = (2m)™? . flx)e *vde  (keR"),

f : R — C ist, wie wir aus Satz 5.24 wissen, eine stetige Funktion, und
offensichtlich gilt

FR <@ fl (keR™),
die Fourier—Transformierte einer integrablen Funktion ist also sogar beschrankt.

7.1 Beispiel Die GauBsche Glockenkurve f(z) = e~*" ist fiir a > 0 in L'(R).
Mit der Substitution y := /ax ergibt sich:

= ¢ E ei<y+2\/5)2 dy:

\/27TCL R

Der letzte Schritt, ndmlich die Substitution mit z =y + ¢

/6(9“)2 dy = / e dz,
R R

ist fiir reelle ¢ vertraut, aber wegen der komplexen Differenzierbarkeit = Holomor-
. _ 2 . . . e . .

phie von z — e™*" auch fiir unser imaginéres ¢ legitim (siehe Kapitel 8.3). Auch
ohne Kenntnis der Funktionentheorie kann man diese Identitat durch Differentia-
tion des c—abhangigen Integrals nach ¢ mittels Vertauschung von uneigentlichem
Integral und Differentiation nach dem Parameter beweisen.

Wir erhalten damit wieder eine GauBsche Glockenkurve, und speziell fiir a =
1/2ist f = f. Wenn a groB ist, also die Glockenkurve f ein schmales Profil hat,

~

besitzt f ein weites Profil und umgekehrt.
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Warum ist die Fourier—Transformation wichtig? Unter anderem, weil sie die
Losung von partiellen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ermog-
licht. Unter der Fourier—Transformation werden namlich solche Differentialope-
ratoren zu Polynomen:

7.2 Satz Es sei f € L'(R"), k € Ny, und fiir alle Multiindizes o € NI mit
|| < k auch x — zf(x) € L*(R™). Dann ist

feCr®RY) und 8°f = (—i)llzaf(z). (7.1)

7.3 Bemerkung Die in der Mathematik fiir Physiker | eingefiihrte Multiindex-
Notation verwendet die Abkiirzungen o = (av,..., ) € Ni, |af = 377 ay,
und fiir x = (z1,...,2,) € R" schreibt man die Monome in der Form z® =

Mit 0, = 8%1’ [ =1,... n fir die [-te partielle Ableitung ist 0“ = 83118.‘%?;“

Die Notation in (7.1) ist folgendermaBen zu verstehen:

xof(x) =g fur g(x) := 2*f(x) (x € R™).
In der Physik ist es iiblich, eine Funktion f in der Form f(z) zu notieren,
wahrend man in der Mathematik darunter normalerweise den Funktionswert von

f an der Stelle = versteht. An dieser Stelle ist die Physiker-Notation einfacher.
Bew.: o Fiir || = 1 ist fiir f € L'(R") mit z; f(z) € L'(R™) zu zeigen, dass
P i0= (o) [ r@e s rew (72)
— =|—= T)e - (—izj) dx , .
8kj 27 n /
denn nach Satz 5.24 ist die rechte Seite von (7.2) stetig in k.
Der Integrand h(k,z) := —ix; f(x)e = in (7.2) ist gleich
h(k,z) = a;zjf(x)e“cz

Andererseits ist diese Ableitung punktweiser Limes der Differenzenquotienten

. e_imj/l —
hi(k,x) = f(m)e_’k'z(li/ll) (I eN).

Wegen Ile~"i/l — 1| < |x;| ist fiir alle k € R™ die Funktion @ + |hy(k,z)| durch z
|h(k,z)| = |z;f(x)| majorisiert. Nach Annahme ist letztere Funktion in L'(R™). Nach dem
Satz 5.17 iiber die majorisierte Konvergenz gilt daher

(2#)_"/2/ h(k,z)dx = (2r)"™2 lim hi(k, z)dx
n l—oco Jrn
Lt de) —fR) _ 0
= 1 =—f (k).
i, 11 o, %)
e Die Aussage fiir |a| = k erhilt man daraus durch Induktion. a

Auch umgekehrt gilt Analoges:
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7.4 Satz Sei f € C*(R") und 0°f € L*(R") fiir alle Multiindices o € N2 mit
|| < k. Dann gilt fiir diese o

gof =il f .

Bew.: Wir kdnnen uns auf den Fall einer einzelnen Ableitung und Dimension n = 1 zuriick-
ziehen. Nun zeigt eine partielle Integration

fi(k) = \/% /Z fz)e™ ™ do = \/% (f (@)e~ ke | ik [ O; fla)e ke dx)

= ikf (k).
Im letzten Schritt wurde f
lim, 40 f(z) = 0 verwendet. Fir
f € C°%R) N LYR) muss dieser
Limes nicht existieren (sieche Abb.), N
hier aber wegen lim, i f(z) = | =— - == X
F(0) +limy o [ /() dy schon. 1 1/4 1/9 .

Nicht nur Polynommultiplikation und Differenziation werden durch die Fourier—
Transformation verkniipft, sondern auch punktweise Multiplikation und Faltung.

7.5 Definition Fiir f,g € L'(R") sei f x g € L'(R™) durch

(f*g)(z) = . flx—y)g(y)dy

definiert. f = g heiBt die Faltung von f und g.

Im allgemeinen ist dieser Ausdruck nicht fiir alle x € R"™ definiert.
7.6 Beispiel Die reelle Funktion®*

. 2] <1
fTR—=>R |, f(:c)—{ 0 o > 1

ist in L'(IR), aber ihre Faltung f * f mit sich selbst divergiert bei 0:

dy = oo.

(% £)(0) = / F(—y)f(y) dy = / L

-1 y|

Da aber f x g € L'(R"), ist die Faltung insbesondere fast iiberall definiert:

24 An der (schlampigen, aber kurzen) Definition von f sieht man einen praktischen Nutzen
der Lebesgue-Integration: Die Funktion f € L'(R) ist bei 0 undefiniert. Die Wahl von f(0)
spielt aber fiir die Aquivalenzklasse [f] € L'(R) keine Rolle.
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7.7 Satz Fiir f,g € L'(R") ist auch f x g € L'(R"), und

1 glls < LF k- Mgl

Bew.: Dazu betrachten wir mit Fubini

IRECIEEy

/ |f(z —y)g(y)| dy dzx
n Rn

1f*glls Rnf(fc—y)g(y)dy dx

IN

= [ [ 1r@ewldsdz = £l - lalh.
Der Diffeomorphismus
R SR o(Z,y) = (z—y,y)

besitzt die Funktionaldeterminante det Dy = 1, woraus nach dem Transformationssatz die

vorletzte Gleichung folgt. ]

7.8 Beispiel Fiir r > 0 und g, := éll[,m] gilt g, € L'(R) und fR grdr = 1.

Die Faltung einer (nicht stetigen) charakteristischen Funktion f eines Inter-
valls mit g, ergibt eine stiickweise affine stetige Funktion, siehe Abbildung 7.1
links. Die Faltung einer Dreiecksfunktion f mit g, ergibt sogar eine stetig diffe-
renzierbare Funktion, siehe Abbildung 7.1 rechts.

7.9 Bemerkung Es gilt f x g = g * f, denn fiir z := x — y folgt

Fro@ = [ fa=pewidy= [ FEe—2)dz = g5 fa)

AuBerdem gilt (f *g) * h = f % (g = h). Damit wird die Faltung * zu einer
ungewohnten Form der Multiplikation auf L'(R™). Die Fourier—Transformation
verkniipft diese mit der gewohnlichen (punktweisen) Multiplikation:

7.10 Satz Fir f,g € L'(R") gilt f + g = (27)"/%f - §.

Bew.: Mit der Transformationsregel und dem Satz 5.23 von Fubini ergibt sich

@m) 2T glk) = R g(x)e™ ™ dy

= [ ([ 1= aty) o

[ ] ta=pe e ngg)erazay
n JRrn

(27

)" F(k)g(k),
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Abbildung 7.1: Faltung der Funktionen f mit g,

denn tatsichlich ist der Integrand f(z)e~**g(y)e~*¥ in L1(R?"). O

Das Beispiel 7.8 suggeriert, dass die Faltung einer beliebigen L!-Funktion mit
einer glatten Funktion § € L'(R") glatt ist.
Oft betrachtet man dabei eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

e ) >0
e [0l =1
e § € C*(R"), und die partiellen Ableitungen 99, |a| < k seien beschrinkt.

Damit ist sichergestellt, dass || f 3|1 < || f|l1 (denn nach Satz 7.7 ist || f x g[|; <
I fll1llg]l1), und fiir f > 0 die L'~Norm von f erhalten bleibt, denn in diesem
Fall wird die Ungleichung im Beweis des Satzes zur Gleichung. Weiter gilt

7.11 Satz Fiir f € L*(R™) und Multiindex o € N}, || < k ist
f+x8€CPR™ und 0%(f*6)=fx(9%).

Bew.: Formal ergibt sich die Richtigkeit von Formel und Satz aus der Kommutativitat der
Faltung: f+d(x) = [z, f(y)d(x —y) dy. Dass wir die Differenziation unter das Integral ziehen
diirfen, folgt (wie im Beweis von Satz 7.2) aus dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz,
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denn falls |0%§] < M, (Ja| < k), folgt [0%f(y)d(z —y)| < M|f(y)|, M|f] ist also eine Ma-
jorante des Integranden. ]

Manchmal wollen wir eine integrable Funktion f durch glatte Funktionen ap-
proximieren, und zwar im L!'-Sinn. Diese finden wir durch Faltung von f mit
sogenannten d—Scharen bzw. Dirac—Folgen.

7.12 Definition Eine Folge von Funktionen &, € L*(R™) mit &, > 0, |0l = 1
und

lim Opdr =1 (r>0)

k—o0 B,

(mit B, := {x € R" | ||z|| < r}) heiBt j-Schar oder Dirac-Folge.

Die Funktionen ¢;, konzentrieren sich fiir k — oo also bei der Null.

7.13 Satz Fiir eine Dirac-Folge (8;)ren und f € L*(R") gilt
L'—lim f«d,=f , das heift lim |f — f*0k|dx=0.
k—oco k—oo R™

Bew.: Wir approximieren f durch Treppenfunktionen und zeigen fiir letztere die Aussage.
Dafiir geniigt es wegen der Linearitat der Faltung mit d, die charakteristische Funktion 1
eines Quaders ) C R™ zu betrachten. Fiir ¢ > 0 sei r so gewahlt, dass das Lebesgue-MaB der
symmetrischen Differenz durch

N(QAQ+y) <e/2  (ye By
beschrénkt ist. Dann ist wegen [5, 0x(y) dy = 1 und nach Fubini

1o — Lo * dll1 < /Rn (/Rn Ox(y) ‘HQ(J/’) —lg(z — y)‘ dy) dx
= [ X (@Qa@Q+w) dy
_ /B 5e(y) N (QA(Q + ) dy + / 5k (1) N (QA(Q + 1)) dy

R"\B,

€ n € n
< 5[ awmara@ [ amd < 5@ [ s
2 /s, R\ B, 2 R"\B,
Fiir k — oo ist J;, bei 0 lokalisiert. Also ist auch der zweite Summand kleiner als /2. a

7.14 Beispiel Hat man eine Funktion 6 > 0 mit [[§]|; > 0, dann kann man
zunichst durch Division durch die Norm erreichen, dass ||d]|; = 1; danach setzt
man z.B.

Op(z) == k"0(kx) (k € N).

Dadurch erreicht man bei Verwendung der Substitution y := kx

ol = [ k)i de = [ sy dy = 6] =1
Rn

Rn
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und [, dpde = ka ddr — 0 fir k — oo mit U, := {x € R" | ||z]| > r}.
Ist zusatzlich 6 € C™(R™), dann auch die
0. Dies gilt z.B. fiir alle m € N und

0(x) := (2m) " exp(—||z]|*/2),
also

i) = (=) e (H2elPf2).

In diesem Fall sind nach Satz 7.11 die

f approximierenden Funktionen f x §; €
C*>°(R™), und

[ —

N D O 0 P N DM

*010
f x65

L'“lim f 6, = f,
k—o0

[ )

obwohl f vielleicht nicht einmal stetig ist,
sieche nebenstehende Abbildung.

Mithilfe von d—Scharen kénnen wir klaren, was bei zweimaliger Anwendung der
Fourier—Transformation geschieht.

Dies ist zunachst nur dann méglich, wenn auch die erste Fourier—Transformier-
te integrabel ist. Am Beispiel (siehe Bsp. 5.25) der charakteristischen Funktion
f =111 € L'(R) mit Fourier—Transformierter fk)=+/2/x % sieht man,
dass dies nicht immer der Fall ist.

7.15 Satz (Umkehrsatz) e Ist neben f € L'(R") auch f € L*(R™), dann
gilt fast iiberall

fla)=@m) 2 [ f (k) dk, (7.3)
Rn
dh. f(z)= f(—2).
e Gleichung (7.3) gilt in jedem Punkt x € R™, in dem [ stetig ist.

Bew.: e Wir zeigen zunichst, dass die mit den Elementen &, einer Dirac-Folge gefalteten f
die Gleichung erfiillen. Dazu verwenden wir die GauBsche Dirac-Folge aus Beispiel 7.14. Diese
hat nimlich die (aus der Rechnung in Beispiel 7.1 folgende) Eigenschaft

8o = 176y
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oder &6, = 78, sy oder §¢(rr) = 8y(—1) = (2m) " [, e~ IFIP/ ) etikr gl Also ist
[oe(x) = s fW)oe(x —y)dy
(QW)—n/ ) (/ eik»(z—me—||k||2/<242>dk> dy
R n
- (gﬁyn/ ( Fl)e-ik dy) gikw o IKI/(26%) gp
n RTL

T)" F(k)ekte~ */@e , 7.4
o)~ /2 etk o=lIEIT/(267) g1
Rn

wobei die Vertauschung der Integrationsreihenfolge (dritte Identitat) durch Fubini gerechtfer-
tigt ist.

e Nach Satz 7.13 gilt auf der linken Seite von (7.4): L'-limy_,o f * 6, = f.

Die Konvergenz fast tiberall fiir eine geeignete Teilfolge (¢x)xen folgt dann nach Riesz—Fischer
(Satz 5.5).

e Andererseits konvergiert die Folge der Funktionen k s e~ IIFI*/(%*) fiir ¢ — oo punktweise
gegen 1, und der Integrand auf der rechten Seite von (7.4) wird durch |f | majorisiert. Nach
dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz (Satz 5.17) gilt daher

lim (20)2 [ f(k)e*Te /O — f(—z)  (z € R).

{— 00 Rn

Damit ist die erste Aussage bewiesen. .
e Wir wissen schon, dass die Fourier—Transformierte f von f € L'(R™) stetig ist (Satz 5.24).

Daher folgt f(x) = f(—=z) dort, wo f stetig ist, also die zweite Aussage. |

Der Umkehrsatz zeigt nun, dass die ebene Welle z + ¢ desto stirker zu f
beitragt, je groBer f(k) betragsmaBig ist. Daher wird f auch das kontinuierliche
Spektrum von f genannt.

Bevor wir uns nun einer Anwendung der Fourier—Transformation in der Diffe-
rentialgleichungstheorie zuwenden, ist eine Bemerkung liber den Zusammenhang
von Glattheit von f und Abfall von f notig.

Und zwar fallt f(k) fiir groBe |k| desto starker ab, je glatter f ist.

Wir wissen namlich, dass die Fourier—Transformierte ¢ einer Funktion g €
L'(R™) beschrénkt ist. Existiert nun g := 9°f und ist sogar eine L'-Funktion,
dann folgt nach Satz 7.4, dass

ki kf (k) als Fourier—Transformierte von il%g

beschrankt ist. Daher fallt die Fourier—Transformierte einer Funktion f, deren
partielle Ableitungen 0“f L'-Funktionen sind, schnell genug ab, um integrabel
zu sein.

7.16 Beispiel Wir betrachten nun die inhomogene lineare DGL

o —z=f mit felL'R),feL'(R). (7.5)
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Eine partikulare Losung t — (t) der DGL, die mit ihren ersten beiden Ableitun-
gen in L'(R) liegt, |3sst sich nach Satz 7.4 mit diesen Ableitungen fouriertrans-
formieren, und wir erhalten

—f (k)
2+1

—(K*+ 1)p(k) = f (k) ,also ¢(k) =

o(0) = G(=t) = —F - 3(~1) = —=f gl

oder

p(t) = =5 Jge " f(s) ds.

Die allgemeine Losung von (7.5) besitzt daher die Form

t = crel 4+ coe™t + o(t) mit ¢, co € C.

7.2 Fourier—Transformation auf L*(R")

Bisher haben wir L'~Funktionen fouriertransformiert. Jetzt wollen wir dasselbe
fiir L?~Funktionen tun. Dies wird in der Quantenmechanik beim Ubergang von
der Orts-zur Impulsraumdarstellung nétig. Es ist aber nicht unmittelbar moglich;
das Integral braucht nicht zu existieren. Daher gehen wir zunachst einmal auf
eine Klasse "gutartiger” Funktionen zuriick:

7.17 Definition Der Schwartz—Raum S(R™) ist der Funktionenraum
S(R"):={f e C®R") |Vo, B €N} : t t20° f(t) ist beschrénkt}.

Die Schwartz—Funktionen fallen also nicht nur schneller als jede Potenz ab, das
gleiche gilt auch fiir ihre partiellen Ableitungen. S(R") ist ein C—Vektorraum.

7.18 Beispiel Die Funktionen f € C*°(R"™) mit kompaktem Trager sind ebenso
Schwartz—Funktionen wie die

fiR"=C , f(z) = p(z)exp(-|z]?)

mit einem Polynom p. Letzteres trifft z.B. auf die Eigenfunktionen des quanten-
mechanischen harmonischen Oszillators zu (siehe Bsp. 9.9).
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Aus der Definition des Schwartz—Raums folgt, dass S(R") C L'(R") N L*(R").
Wir kdnnen also Schwartz—Funktionen fouriertransformieren. Andererseits liegt
S(R") in L*(R™) dicht; man kann ja f € L*(R™) durch f-xr approximieren, mit
(1) : HxSUmSStR ,und f-xp € LYR™) N
L?(R™) durch Faltung mit einer geeigneten d—Schar durch glatte Funktionen mit
kompaktem Trager approximieren.

der Abschneidefunktion yg(z) := {

7.19 Satz 1. Fiir f € S(R") ist auch f € S(R™).

2. Die Restriktion Fs : S(R™) — S(R™) der Fourier—Transformation auf den
Schwartz—Raum ist ein Isomorphismus.

3. <f , §> ={(f,9) (f,g € S(R™)) (Plancherel-Formel)

Bew.:

1. Nach Satz 7.2 und Satz 7.4 gilt k9P f = (fi)\alﬂﬁlafx?f. Also ist fiir alle Multiin-
dices o, 8 € Njj die Funktion k& — k98 f (k) beschrankt.

2. Wir kennen schon die inverse Fourier—Transformation (7.3) und wissen, dass sie bis auf
Inversion des Arguments gleich der Fourier—Transformation ist.

3. Das Skalarprodukt der Fourier—Transformierten ist

<f,§> (2#)_"/2/nf(k)(/anx) dk

= e [ ([ Feetede) gle)ds = (1.0)

nach Fubini (Satz 5.23) und mit der inversen Fourier—Transformation. o

Da nicht alle Funktionen f € L?*(R") integrierbar sind, konvergiert zwar im
Allgemeinen

~

f(k):= lim (2m)~"/? /Rn xr(®) - f(x)e ™" dx

R—oc0

nicht fir alle & € R™, aber fiir A"—fast alle:

7.20 Satz Die Fourier- Transformation Fs : S(R™) — S(R™) 1aBt sich eindeutig
stetig zur Fourier—Transformation F auf L*(R") D S(R") fortsetzen, und

F:I*(R") - L*(R")

ist eine unitdre lineare Abbildung.
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Bew.: ¢ Da S(R") C L?(R") ein dichter Untervektorraum ist, gibt es fiir jedes f € L?(R")
eine gegen f L*-konvergente Cauchy-Folge (f,)men von Schwartz-Funktionen.

e Da nach der Plancherel-Formel Fs : S(R™) — S(R™) beziiglich der Norm ||-||2 eine Isometrie
auf S(R™) ist, ist auch (Fs(fm)),, oy €ine L>-Cauchy-Folge.

e L?(R™) ist aber ein Banach-Raum, der Limes

‘F(f) = Lfn_ilg ]:S(fm)

existiert also, und er ist unabhangig von der Wahl der gegen f konvergenten Cauchy-Folge.
e Die Linearitdt von F und die Isometrie-Eigenschaft libertragt sich von Fs. Damit ist nach
Satz?® 5.42 der Mathematik fiir Physiker | die Abbildung F stetig.

e Die Surjektivitat von F folgt aus der Eigenschaft Fs(S(R™)) = S(R™) (Satz 7.19.2), denn
damit kdnnen wir jedes g € L?(R™) durch eine Cauchy-Folge (g )men von gm = Fs(fm) mit
fm € S(R™) approximieren, und aus fi, () = Fs(gm)(—z) (Umkehrsatz 7.15) schlieBen wir,
dass auch die f,, eine Cauchy-Folge bilden, also

9= Jm gu = Jim F(f) =7 fim f)

wegen der Stetigkeit von F. m]

7.21 Bemerkung Dass also die Fourier-Transformation eine stetige Abbildung
F: L*(R") — L*(R")

ist, impliziert nicht die Stetigkeit der Fourier-Transformierten von L2-Funktionen.
Im Gegensatz zur Fourier-Transformierten von L'-Funktionen (Satz 5.24) ist im
Gegenteil die Fourier-Transformierte einer L?—Funktion im Allgemeinen unstetig.
Denn jede L*~Funktion (wie z.B. 1jg 17) ist ja selbst Fourier-Transformierte einer
L?-Funktion.

7.3 Fourier—Transformation fiir abelsche Gruppen

AbschlieBend wollen wir uns die Fourier—Transformation etwas allgemeiner an-
schauen.

e Vielleicht wissen Sie, dass auch periodische Funktionen fouriertransformiert
werden konnen, das Ergebnis dann aber eine Reihe ist (und nicht z.B.
wieder eine periodische Funktion).

e Auch auf dem Vektorraum C™ l3sst sich eine Fourier—Transformation
einfiihren. Wir setzen dazu ¢ := exp(—27i/n) und die Fourier—Matrix

1 1 1 1
I R R
U € Mat(n,C) , U:\7 Lo e (7.6)
n
1 et e2(n=1) c(”’1)2
#5Satz Eine lineare Abbildung f : X — Y zwischen normierten Vektorraumen (X, || - [ x)

und (Y, || - |ly) ist genau dann stetig, wenn sie lipschitzstetig ist.
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Die c* sind n-te Einheitswurzeln, und man kann zeigen, dass U unitir ist.
Was ist das verbindende Band zwischen diesen drei Fallen?

1. Zunéachst sehen wir, dass jeweils Funktionen transformiert werden, deren
Definitionsbereich eine abelsche Gruppe ist:

- Fiir F: L*(R") — L*(R") die Gruppe R™.

- Fiir die Fourier—Transformation der periodischen Funktionen f : R —
C mit Periode a > 0 (d.h. f(x+a) = f(x)) lasst sich f als Funktion
auf R (mod (a)) auffassen. Letzteres ist eine abelsche Gruppe (die
via der Bijektion

0 :R/aZ — S' |, o(z) = exp(2miz/a)

isomorph zur multiplikativen Gruppe S! := {c € C | |¢| = 1} ist).

- Fiir die Fourier—Transformation C* — C" wird der Vektorraum C”
als der Raum der Funktionen f : Z/nZ — C aufgefasst, wobei Z/nZ
die Restklassengruppe der Addition ganzer Zahlen modulo n ist.

2. Ein Gruppencharakter einer abelschen Gruppe G ist eine Abbildung
x:G — St
mit der Eigenschaft

X(91 + g2) = x(91) - x(g2)-

Er ist also ein Gruppenhomomorphismus, denn S* mit Multiplikation ist
selbst eine Gruppe.

- Fir k € R" ist x; : R" — S mit x.(z) := exp(—27ik - ) ein
Gruppencharakter.

- Entsprechendes gilt fiir k € Z, G := R/Z und
Xe: G =St x(r) = et
- Fiir Z/nZ sind i von der Form
Xk () := exp(—2mikx/n) (x € Z/n7Z)
mit k € Z/nZ Gruppencharaktere.

In all diesen Fallen ist jeder stetige Gruppencharakter so darstellbar, mit
Jjeweils eindeutigem k.
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3. Die stetigen Gruppencharaktere bilden selbst eine (multiplikativ geschrie-
bene) abelsche Gruppe G*, die zu G duale Gruppe.

- Fir G = R" ist auch G* = R". Die Abbildung x; + k ist ein
Isomorphismus der abelschen Gruppen, denn xy - x; = Xkwi-

- Fir G =R/Z ist G* = Z (mit Isomorphismus yj — k).

- Fir G =7Z/nZ ist G* =2 Z/nZ.

4. Die Gruppen wirken durch Verschiebung auf sich selbst, und es gibt bis
auf Normierung nur ein unter dieser Verschiebung invariantes MaB, das
Haar-MaB.

- Fir G = R"™ das Lebesgue—MaB \".
- Fiir G = R/Z das durch das Lebesgue-MaB A[( ;) induzierte MaB.
- Fir G = Z/nZ das zahlende MaB (u(A) = |A| fir A C G).

Die Fourier—Transformation bildet nun integrable Funktionen
f:G— C auf Funktionen f :G*—C

ab. Nennt man das Haarsche MaB y, dann kann man die Fourier—Transformation
in der Form

/f o) xk(z) dp(z) (ke Gv)

schreiben. Statt auf L'(G,p) kann man (analog zum Fall G = G* = R")
die Fourier—Transformation als unitire Abbildung F : L*(G,u) — L*(G*, u*)
redefinieren.

Die Rechenregeln iibertragen sich daher (mit leichten Modifikationen) vom
R™ auf beliebige (lokal kompakte®®) abelsche Gruppen G.

7.22 Beispiel Die reelle Funktion
f= Z Wan(j—1/4), 2m(j+1/4)
jez

ist 2r—periodisch, kann also als Funktion auf der abelschen Gruppe G := R/277Z
aufgefasst werden. Da sie beschrinkt und stiickweise stetig ist, ist f € L*(G),
und ihre Fourier—Koeffizienten, d.h. die Werte der Fourier—Transformierten auf

2Def.: Ein topologischer Raum heiBt lokal kompakt, wenn jeder Punkt des Raumes eine
kompakte Umgebung besitzt.
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der dualen Gruppe G = Z, sind (bei Wahl derjenigen Normierung, fiir die f(O)
der Mittelwert von f ist)

; _ Cike g L 2 —ikx 3, 12 k=0
f(k) = gf_wf(:c)e da:—% _ﬂ/2e de =13 —k_ k40

—2mik
Sie sind also gleich Null, falls k& € Z\{0} gerade ist.
Wegen der Symmetrie f(—k) = f(k) gilt fiir alle Stetigkeitsstellen x von f

f@) =3+ apcos((2k + 1)z) (7.7)

k=1

mit den Koeffizienten
2(-1)*
a = —————.
m(2k + 1)
Dies folgt aus einem Satz, der analog zum Umkehrsatz (Satz 7.15) bewiesen
wird.
Diese Zusammensetzung von f aus trigonometrischen Funktionen wird auch
Fourier-Synthese genannt. Die Partialsummen

!
+ Z ai cos((2k + 1)x) (x € R)
k=0

fiz) =

N[

sind fiir [ = 0,2 und 4 zusammen mit f abgebildet.

f f f
A AAA \vivay
'8 .8 0.8
0. 6 0.6 0.6
0.4 0. 4 0.4
0.2 0.2 0.2
5 T AVmEEE VA o X 5 YA 5 X

Bei den Sprungstellen von f ist die Reihe (7.7) nicht konvergent, iiberschieBt
aber asymptotisch die Pulshdhe um ca. 9 % (sog. Gibbs—Phdnomen).

7.23 Bemerkung In physikalischen Experimenten werden nicht Funktionen ge-
messen, sondern nur endlich viele Funktionswerte, z.B. in n dquidistanten Zeitab-
standen. Will man die gemessene Funktion numerisch fouriertransformieren, dann
wendet man auf diesen Vektor von Messwerten die n x n—Matrix (7.6) an.

Ist n die Zahl der Messwerte, dann ist die Zahl der Multiplikationen bei dieser
Transformation gleich n?. Bei diesen und anderen Anwendungen empfiehlt sich
fiir groBe n die Benutzung der sogenannten Schnellen Fourier- Transformation,
einer Implementierung der Fourier-Transformation auf C" mit nur O(nlogn)
Multiplikationen.
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8 Funktionentheorie

In der Mathematik beschaftigt man sich mit fast nichts anderem als mit Men-
gen und Abbildungen zwischen ihnen, und oft wird das Wort " Funktion” als
Synonym zu " Abbildung” benutzt. Funktionentheorie bezeichnet aber eine viel
engere Fragestellung, namlich die nach den Eigenschaften von Funktionen

f:D—=C , mit D C C offen. (8.1)

Treffender wird dieses mathematische Gebiet mit seinem englischen Namen com-
plex analysis bezeichnet.

Wir haben den Korper C der komplexen Zahlen als die Menge R? mit kom-
ponentenweiser Addition

(@) + (5) = (Gis)
und Multiplikation®’
a b . (ai1bi—as2b
(@) () = ()
kennen gelernt. Das Eins-Element entspricht dem Vektor (), wahrend die ima-
gindre Einheit i := () die Kurzschreibweise a = a; +iay ermdglicht. Der Betrag
| (G2)]:= +/a} + a3 einer komplexen Zahl entspricht der Euklidischen Norm des
Vektors im R?.
Wir wissen daher, wann eine solche Funktion (8.1) stetig ist, namlich genau
dann, wenn ihr Real- und ihr Imaginarteil stetig sind.
Wir wissen auch, wann sie, aufgefasst als Funktion f = (}2) - D — R? mit
D C R? offen, differenzierbar ist, nimlich dann, wenn ihre partiellen Ableitungen
Dyfi : D — R (i, k = 1,2) existieren und stetig sind.
Dann ist die totale Ableitung von der Form

Df = (p iy, (8.2)

D1fa Dafa

8.1 Holomorphe Funktionen

Hier betrachten wir aber eine speziellere Klasse komplexwertiger Funktionen,
namlich komplex differenzierbare:

?"|dentifizieren wir den Punkt (a1,a2) € R? mit der Matrix (4. ,%*), dann entsprechen
die Addition komplexer Zahlen der Addition von Matrizen, die komplexe Konjugation der
Transposition und die Multiplikation komplexer Zahlen der Matrixmultiplikation, denn

(a1 —az) (bl) — (a1b1—a2b2) und (a1 —l12) (b1 —bz) — (a1b1—a2b2 —albz—a2b1) )

az ai bo a1bs+asby az ay bs by ai1bs+asby ai1by—agbs
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8.1 Definition e FEine nicht leere offene Teilmenge D C C heiBt Bereich.

e Einen zusammenhangenden (also nicht als disjunkte Vereinigung D =
D1UDy von Bereichen darstellbaren) Bereich D nennt man Gebiet.

e Eine Funktion f : D — C auf dem Bereich D heiBt in zy, € D komplex
differenzierbar, wenn der Limes

(8.3)

existiert. f'(zy) heiBt dann die komplexe Ableitung von f bei z.
o st f fiir alle zy € D komplex differenzierbar, dann heift f holomorph.

e Die Menge der im Bereich D holomorphen Funktionen wird mit O(D)
bezeichnet.

8.2 Bemerkungen 1. Der Limes (8.3) muB fiir beliebige gegen z, konver-
gente Folgen (2,,)neny mit 2, € D\ {2y} existieren, darf also insbesondere
nicht von der Richtung abhangen, von der aus man sich 2z, nahert.

2. Die aus der reellen Analysis bekannten Rechenregeln (Summen-, Produkt-,
Quotienten- und Kettenregel) gelten ebenso fiir die komplexe Ableitung.

Daher bildet O(D) einen C-Vektorraum, sogar eine Algebra.

3. Ist der Definitionsbereich ein Gebiet D, dann kénnen Paare z,y € D von
Punkten immer durch eine Kurve ¢ : [0,1] — D verbunden werden, und
f € O(D) ist genau dann konstant, wenn die Ableitung verschwindet.

Komplexe Differenzierbarkeit ist eine starkere Eigenschaft als reelle Differenzier-
barkeit, denn wir kdnnen zy aus beliebigen Richtungen durch z anndhern. Insbe-
sondere muss fiir reelle £ gelten:

Dy (o) = lim L0 T = Go) _ S Go+ie) = f(z0)

e—0 £ e—0 1€

- —’iDQf(Zo).

Bei getrennter Betrachtung von Real- und Imaginarteil bedeutet dies:

Dy fi(20) = Dafa(z0)  Difa(20) = —Dafi(20) (8.4)

oder mit (8.2)

Df(ZQ) = (Z ;b) mit a:= lel(ZQ) . b= leQ(ZO). (85)
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Abbildung 8.1: Real- und Imaginarteil des Cosinus.

Wir konnen also die komplexe Ableitung einer holomorphen Funktion in der Form
f'=Dif = —iDyf (8.6)

schreiben, wobei D, die partielle Ableitung nach dem Realteil, D, die nach dem
Imaginarteil des Argumentes von f ist.

8.3 Beispiele 1. Die Funktion f: C — C, f(z) := Z ist nirgends komplex
differenzierbar, denn der Realteil f; : C — R ist von der Form fi(z) =
Re(z), wahrend der Imaginarteil f5 : C — R gleich fo(2) = —Im(2) ist.
Es ist also

Difi(z0) =1 # Dafa(z0) = =1 . Dafi(20) =0 = Dy fo(20).

2. Die durch ihre Potenzreihen exp(z) := >, Zk—i,

- , 2l 2 2P
I = )=+ —F ...
sin(2) kzzo( T A SRR TR AL
% 2k JER
COS(Z) = Z(_l)k (Qk‘)' =1- E + ﬂ F...
k=0

auf ganz C definierten Funktionen exp, sin und cos sind holomorph, denn
aus der ldentitat

exp(z) = exp(z1) (cos(z2) + isin(zp)) (z =2 +iz€C)
folgt Dy exp = exp, Dy exp = iexp, also (8.4), und analog argumentiert

man in den anderen Fallen.
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Wir konnen (8.4) als partielle Differentialgleichungen auffassen, wobei Real- und
Imaginarteil von zy5 € D die beiden unabhangigen Variablen sind und fi, fo
die abhangigen Variablen. Diese Gleichungen heiBen die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen.

Wir haben (8.4) gewonnen, indem wir z, aus zwei speziellen Richtungen an-
genahert haben. Es ist also zwar klar, dass die Geltung der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen notwendig fiir die Holomorphie von f sind. In der Tat ist
fiir die Holomorphie von f aber schon hinreichend, dass (8.4) gilt:

8.4 Satz Eine stetige Funktion f : D — C ist genau dann holomorph, wenn die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (8.4) in D erfiillt sind.

Bew.: e Dass (8.4) notwendig fiir die Holomorphie ist, haben wir schon gesehen.

e Wir nehmen umgekehrt an, dass (8.4) erfiillt ist. Wir nehmen zusatzlich vereinfachend an,
dass nicht nur die partiellen Ableitungen von f existieren (sonst kdnnte (8.4) ja nicht gelten),
sondern selbst stetig sind. Nach Satz 8.14 der Skripte Mathematik fiir Physiker | ist damit f
(als reelle Funktion angesehen) total differenzierbar, mit

f(z) = f(20) + Df(20) - (z = z0) + olllz = 20[l) (20 € D).
Fassen wir f nun wieder als komplexe Funktion auf, dann folgt aus (8.4):

f(z) = f(20)

T, - Puf(z0) £ o),

also f'(z0) = D1f(20).

e Tatsadchlich muss man nicht die Stetigkeit der partiellen Ableitungen voraussetzen, sondern
kann diese aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgern. Der Beweis ist aber
kompliziert, siehe?8. O

Die Gestalt (8.5) der komplexen Ableitung von f lasst sich geometrisch deuten.
Ist Df(z) = (¢70) # 0, dann gilt mit d := /det(Df(z)) = Va? + 12, ¢ :=
a/dund s:=b/d

Df(z0) = d($77),

die Matrix bewirkt also eine Streckung um den Faktor d > 0 und eine Drehung

um den Winkel ¢ mit ¢ = cos ¢, s = sin . Unter solchen linearen Abbildungen
des R? bleiben Winkel erhalten.

8.5 Definition Eine (reell) differenzierbare Abbildung f : D — C heiBt win-
keltreu oder konform, wenn die Bilder f o ¢; zweier sich in zy € D unter einem
Winkel o« schneidenden reguldren Kurven ¢y, : I, — D in f(zy) ebenfalls unter
dem Winkel o schneiden.

28D. Menchoff: Sur la généralisation des conditions de Cauchy-Riemann. Fundam. Math.
25, 59-97 (1935).
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Abbildung 8.2: Bilder des cartesischen Koordinatennetzes (links) unter den kon-
formen Abbildungen z — exp(z) (Mitte) und z — 1/z (rechts)

Wir haben damit gesehen:

8.6 Lemma Eine holomorphe Funktion f : D — C, deren Ableitung f' auf D
nicht verschwindet, ist konform.

Insbesondere fiihrt sie orthogonale Koordinatensysteme (lokal) wieder in sol-
che iiber.

8.7 Beispiele 1. Fiirn € N\ {1} besitzt die holomorphe Abbildung f : C —
C, z +— 2" bei 0 € C die Ableitung 0. Die Winkel zwischen den radialen
Kurven

co, 1 R—=C | c,(t):=texp(ip) (¢ €10,2m))

werden unter f mit n multipliziert. f ist also nicht konform, und wir sehen,
dass wir die Bedingung f’ # 0 im Lemma nicht weglassen diirfen.

2. Die Exponentialfunktion ist konform und fiihrt die Niveaulinien Re(z) =
konst. bzw. Im(z) = konst. des cartesischen Koordinatensystems in kon-
zentrische Kreise bzw. vom Ursprung ausgehende Strahlen, also die Ni-
veaulinien des Polarkoordinatensystems iiber, sieche Abb. 8.2 (Mitte).

3. Die Funktion z + 1/z auf C* := C\ {0} ist konform und bildet die
Niveaulinien Re(z) = c in die Kreise {x + iy | c(2* + y?) = x} {ber, und
die Niveaulinien Im(z) = c in die Kreise {z + iy | ¢(z* +y?) = —y}. Diese
Kreise treffen sich bei der Null, siehe Abb. 8.2 (rechts).

8.8 Beispiel (inkompressible Fliissigkeit) Es sei f = f; + ify eine holo-

morphe Funktion auf dem Gebiet D. Wir werden noch sehen, dass damit f
beliebig oft differenzierbar ist. Wegen (8.6) gilt f' = D, f, also v := [’ =
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Abbildung 8.3: Laminar umstromtes Joukowsky-Tragflachenprofil; dieses ist Bild
eines Kreises unter z — z + 1/z.

Dy f. Wir fassen v = vy + vy : D — C als Geschwindigkeitsfeld v = (Z;) :
D — R? auf. f wird komplexes Potential genannt. Wegen der Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen (8.4) ist

div(v) = Dyvy + Dovy = DDy fi — DyDy fo = D1 Dy fo — D1 Do fy = 0,

das Geschwindigkeitsfeld also divergenzfrei, und eine sich mit dieser Geschwin-
digkeit bewegende Fliissigkeit wird nicht komprimiert. Gleichzeitig gilt

rot(v) = Dyvy — Dovy = —D1 Dy fo — DyDyfy = D1 Dsffy — DoDyfy =0,

das Geschwindigkeitsfeld ist also wirbelfrei. Die Differentialgleichung & = v(x)
lasst sich nun I6sen, denn die Richtungsableitung von f5 verschwindet, fo : D —
R ist also entlang der Losungskurven konstant. Wegen D5 fo = D1 f7 ist ja

Oy fo = <U>Df2> = 01Dy fo +v2Dsofo = (D1f1)(D1f2) - (lez)(Dsz) =0.

Unter Verwendung der konformen Abbildung z +— z + 1/z konnten Kutta und

Joukowsky Anfang des 20. Jahrhunderts damit den Auftrieb eines Tragfliigels
berechnen (siehe Abb. 8.3).

8.2 Holomorphie von Potenzreihen

Nach der Summen- und der Produktregel ist ein Polynom f: C — C, f(z) =
> r_gaxz® mit aj, € C holomorph und besitzt die komplexe Ableitung

f'(z) = z”: kayz*1.
k=1
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Aus der Analysis | [An1] wissen wir andererseits, dass Potenzreihen Y77 ajz*
mit Koeffizienten a; € C auf einer offenen Kreisscheibe D := {z € C | |z| < r}
absolut konvergieren, wobei r der Konvergenzradius ist.

Wir nehmen an, dass r > 0 ist und erhalten so eine Funktion f: D — C.

8.9 Satz Die Potenzreihe f : D — C ist holomorph, und f'(z) = Y 7° | kaxz*"1.

Bew.: e Zunichst ist die offene Kreisscheibe D ein Gebiet, wie bei Holomorphie vorausgesetzt.
e Wir kénnen f zunidchst ohne Konvergenzbetrachtung gliedweise differenzieren, und es gilt
im Sinn formaler Potenzreihen [/ = g mit

g9(z) = Z kapz""1.
k=1

Fiir z9 € D ist dies aber auch der Limes f’(zg) des Differenzenquotienten. Sei ndmlich auch z
in D. Dann ist wegen absoluter Konvergenz

F(2) = flz0) = Y an(z" = 26) = (2 = 20) D arbi(2) (8.7)
k=0 k=1

mit by (2) := Z]Z:_Ol 2§2F 14
e Wenn wir gezeigt haben, dass der Differenzenquotient

h(z) = agbi(z) = f(z) = f(=)
k=1

zZ — 20

in (8.7) bei zg stetig ist, folgt die komplexe Differenzierbarkeit von f im Punkt zo, mit f/(zo) =
g(20), denn wegen by (20) = k25" ist h(z0) = g(20)-

e Dazu wihlen wir einen Radius R € (|zo], ) und schlieBen aus
be(2)] <k REH (2] < R)

die gleichmaBige Konvergenz auf dieser Kreisscheibe:

o0

Z sup |agbi(z)] < oc.
n—12I<R

Dies impliziert aber die Stetigkeit von h. o

Da viele praktisch vorkommende reelle Funktionen als konvergente (reelle) Po-
tenzreihen dargestellt werden konnen, haben wir nun eine groBe Klasse holomor-
pher Funktionen zur Verfligung, siehe Bsp. 8.3.2. Dabei miissen wir nicht zwin-
gend den Entwicklungspunkt der Potenzreihenentwicklung gleich Null wahlen.
Es wird sich herausstellen, dass diese Ausweitung des Definitionsbereiches
vom Reellen ins Komplexe auch dann von Interesse sein kann, wenn man nur
an der rellen Funktion selbst interessiert ist. Ein Beispiel ist die Berechnung

uneigentlicher Integrale (wie z.B. [;* ﬁ(;%dx)
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8.3 Integration holomorpher Funktionen

Fiir eine stetige Funktion f : D — C auf dem Bereich D und eine stiickweise
glatte Kurve ¢ : I — D definieren wir nun das komplexe Kurvenintegral

/ f)dz = /t .j Fe(t)) é(t) dt. (8.8)

Dies ist eine (von der Wahl der Zerlegung von I = [to, t;] in Teilintervalle [t;_;, ]
unabhangige) komplexe Zahl.

8.10 Beispiel Fiir I := [0,27] und ¢(t) := exp(it) ist die Spur der Kurve
c: I — C eine Kreislinie. Fiir k € Z und fi : C* — C, fi(z) := 2F ist

Im vorliegenden Beispiel ist D = C* zwar ein Gebiet, aber es ist nicht einfach
zusammenhdngend (siehe Bemerkung 6.21). Wir wollen nun zeigen, dass auf
einfach zusammenhangenden Gebieten D das Wegintegral einer holomorphen
Funktion f € O(D) nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhangt. Dazu
zeigen wir die Existenz einer Stammfunktion von f. Der Integrand f(z) dz lasst
sich namlich bei Zerlegung f = fi1+1ifs, 2 = z1+1iz5 von Funktion und Argument
als geschlossene komplexwertige Eins-Form auffassen:

F = de = F1 + ZF2 mit F1 = f1d21 — deZQ, F2 = f2d21 + fleQ. (89)

8.11 Bemerkung (Komplexwertige Differentialformen) Wir fiihren kom-
plexwertige Differentialformen auf der offenen Teilmenge U C R"™ durch Kom-
plexifizierung Q*(U) @ C des R-Vektorraumes Q*(U) aus (1.2) ein.

Eine komplexe k-Form w € Q%(U) ® C lisst sich also eindeutig in der Form
W = wy + iws Mit wy, ws € QF(U) schreiben.

Fiir w € Q%(U) @ C und ¢ € QY(U) ® C gelten die Rechenregeln

wte = (w+¢1)+i(ws + pa),
wAp = (Wi Apr—waAga)+i(wr A+ wa A ),
dw = dwi+1idwsy

und [,, w = [, w1 +1 [, wo fiir eine Mannigfaltigkeit A/ mit dim(M) = k.

8.12 Lemma Die Eins-Form F' aus (8.9) ist geschlossen: dF' = 0.
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Bew.:

Unter Benutzung der Cauchy-Riemann-Gleichungen (8.4) ist

dFy = (dfl)/\dzl - (de)/\ng = (D2f1 dZQ)/\d2’1 - (legdzl)/\dZQ
= —(Dgfl +D1f2)d2’1 Ndzo =0
und
dFQ = (de) A le + (dfl) A dZQ == (D2f2 dZQ) A le + (lel le) A dZQ
= (D1f1 — Dgfg) dz1 N dze = 0.
Damit ist auch dF = dF; +idFy = 0. O

Nach dem Poincaré-Lemma 6.20 existiert also fiir einfach zusammenhangende
Gebiete D eine Stammfunktion G mit dG = F.

Zur Erinnerung: Eine Kurve ¢ : [a,b] — R™ heiBt geschlossen, wenn ¢(b) = c(a)
gilt, konstant, wenn ¢/ = 0 ist.

Analog zu Def. 6.15 definieren wir nun den Begriff der Homotopie geschlossener
Kurven Es sei dazu U C R™.

8.13 Definition e Zwei geschlossene Kurven cy, c; : [a,b] — U heiBen ho-

motop, wenn es eine stetige Abbildung h : [a,b] x [0,1] — U gibt mit
Pllapix ik} = Ck (k=0,1) und h(a,s)=h(b,s) (se€[0,1]).
h heiBt dann Homotopie von cq nach c;.

Eine geschlossene Kurve c : [a,b] — U heiBt nullhomotop, wenn ¢ homo-
top zu einer konstanten Kurve ist.

8.14 Bemerkungen 1. Anschaulich wird also durch h die geschlossene Kur-

ve ¢, stetig in ¢; deformiert. Setzt man namlich fiir s € [0, 1]
cs:la,b] = U , «c(t) == h(t,s),

dann sind die ¢, geschlossene Kurven, deren Definition fiir s =0 und s = 1
mit den Ausgangskurven ibereinstimmt. Es wird aber (im Gegensatz zu
Bem. 6.16) nicht die Konstanz von ¢s(a) = cs(b) gefordert.

Homotopie geschlossener Kurven ist wieder eine Aquivalenzrelation.

Fiir Kurvenintegrale beziiglich einer geschlossenen Kurve ¢ verwendet man
oft das Zeichen §. f(z)dz.
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8.15 Satz Essei f holomorph auf dem Gebiet D C C, und die glatten geschlos-
senen Kurven cy, ¢y : [a,b] — D seien homotop. Dann gilt

ffio f(z)dz = f (2) dz.

Bew.: e Wir argumentieren analog zum Beweis von Satz 6.18 und nehmen 0.B.d.A. an, dass
die Homotopie h : U — D von ¢ nach ¢; (mit U := [a,b] x [0,1]) stetig differenzierbar ist.
Da nach Lemma 8.12 die 1-Form F = fdz geschlossen ist, gibt es eine Funktion ¢ : U — C
mit

h*F = dp.

e Den Rand QU parametrisieren wir wieder durch
et la,b) = 0U , é(t) == (t,k)  (k=0,1)

und 7o, 7 : [a,b] = AU, 7q(s) := (a,s), 7(s) := (b, s).

Wegen h(a,s) = h(b,s) ist [ dp = [ dp, also wegen des Satzes von Stokes auch [, dy =
J;, de. Wegen fék dp = fék h*F = ka F, (k=0,1) folgt daraus die Behauptung. O
Eigentlich nur ein Korollar dieser Aussage ist der in der Funktionentheorie zentrale
Cauchysche Integralsatz:

8.16 Satz (Cauchy) Essei f holomorph auf dem Gebiet D C C und die glatte
geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D nullhomotop. Dann gilt

$.f(z)dz=0.

Bew.: Nach Voraussetzung ist ¢ homotop zu einer konstanten Kurve ¢. Fiir diese verschwin-
det das Kurvenintegral §, f(t)dz. Nach dem vorausgegangenen Satz ist aber § f(z)dz =

fa f(z)dz. =

8.17 Satz (Integralformel von Cauchy) Es sei f € O(D), und fiir zy €
D, r > 0 liege die Kreisscheibe B,(z)) = {z € C | |z — 2| < r} in D.
Dann gilt fiir jede zum orientierten Rand von B,.(zy) in D\{zo} homotope glatte
geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D\{z}

1
I GG

2mi J. 2 — 2

f(20) =

Bew.: ¢ Wir bezeichnen mit

st la,b] = D\{z0} , ¢s(t) =20+ sexp <b2m t) (s € (0,7])

—a

die geschlossenen kreisformigen Kurven vom Radius s um zg.
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Nach Voraussetzung ist ¢ zu ¢. homotop, also nach Satz 8.15 auch

e e

c R — R0 & zZ— 20
e Aber auch die geschlossenen Kurven &, und ¢, sind zueinander in D\ {2y} homotop, weswegen

gilt
FACRPT O (C R (s € (0,7]).
Z— 20 . 2 TR0

Cs

Wir berechnen jetzt den Limes s ™\, 0 von

74 RICNN (8.10)
Cs zZ— 20

e Dazu zerlegen wir (8.10) in die Summe I + II,, mit

=gt f Ao e m= f [T,

0

Das erste Integral ist mit der Parametrisierung ¢4(t) = zo + sexp (I)folt) von der Form

L= i) | g Gl ) VP / "2 g ),

S exp (%t) b—a

Den Integranden von Il kdnnen wir betragsmaBig in der Form |f’(20)| + o(s") abschitzen,
dieser Differenzenquotient ist also insbesondere als Funktion von z in B,.(z)\{z0} beschrankt.
Da fiir s ™, 0 die Lange der Kurve ¢, gegen Null geht, folgt daraus limg\ o II; = 0.

e Zusammenfassend ergibt sich

(2) : .
L 4z = lim I(s) = 2
r— dz = lim I(s) = 2mif(20),

also die Integralformel von Cauchy. |
Oft wird die Cauchy-Formel in der folgenden Form notiert, bei der das Argument

von f innerhalb der geschlossenen Kurve variiert werden kann.

8.18 Korollar (Integralformel von Cauchy) Wird r > 0 fir f € O(D) und
20 € D so gewahlt, dass B,.(zy) C D, dann gilt fiir die Kreiskurve

c:10,1] = B.(20) , c(t) := zp + rexp(2mit)

f(z) =5 ¢ % dw (2 € U(20)).

Bew.: Fiir alle z € U,(z) ist die parametrisierte Kreislinie 9B, (z9) in D \ {z} homotop zu

jeder um z konzentrischen parametrisierten Kreislinie, die ganz in B,.(z¢) liegt. O
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Diese funktionentheoretische Aussage hat nun kein Analogon in der reellen
Analysis.

Als Folgerung gilt: Holomorphe, also einmal komplex differenzierbare Funk-
tionen sind unendlich oft komplex differenzierbar!

8.19 Satz f € O(D) ist beliebig oft komplex differenzierbar. Wird fiir zy € D
r > 0 so klein gewahlt, dass B,(zy) C D gilt, dann gilt fiir die n-te Ableitung

f(")(z) = L' 7{& dw (z € Ur(20)), (8.11)

271 J, (w — z)nH!

mit der Kreiskurve t — c(t) := zo + rexp(2mit), t € [0, 1].

Bew.: e Der Fall n = 0 entspricht dem Korollar 8.18.
e Der Integrand in der Cauchyschen Integralformel ist beliebig oft komplex nach z differenzier-

bar, mit
W) fw)

dz" w—z “(w — z)n At
e Es ist also nur zu zeigen, dass wir die Ableitung nach z unter das Integral ziehen konnen.
Dies lasst sich aber analog zum in Kapitel 8.8 der Mathematik fiir Physiker | behandelten Fall

reeller parameterabhangiger Integrale zeigen. |

Wir werden nun sehen, dass wir mittels dieser Formel die holomorphe Funktion
f als Potenzreihe darstellen konnen.
Wir erinnern an die Formel von Cauchy-Hadamard

-1
r= <lim sup 1/ |an|)

n—oo

fir den Konvergenzradius r € [0,00] der Potenzreihe > 77 ar(z — z0)* mit
Koeffizienten ar € C und Entwicklungspunkt zy € C. Innerhalb der offenen
Kreisscheibe um z; mit dem Radius r konvergiert die Potenzreihe, auBerhalb
divergiert sie.

8.20 Definition Eine Funktion f : D — C auf dem Bereich D heiBt analy-
tisch, wenn fiir alle zy € D eine Folge (ay)ren, und ein R > 0 existieren mit

f(2) =) ar(z—2)" (2 € Ur(z)). (8.12)

Natiirlich hangen die Koeffizienten a; € C in (8.12) von der Wahl von z; ab.

8.21 Satz Eine Funktion f : D — C auf dem Bereich D ist genau dann analy-
tisch, wenn sie holomorph ist.
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Bew.: e Ist f analytisch, dann ist nach Satz 8.9 f holomorph.

e Ist f dagegen holomorph, dann setzen wir im Entwicklungspunkt zo € D die Koeffizienten
k
ay == % (k € Ng). Aus Formel (8.11) erhalten wir die Abschatzung

7)
7{ PTG

it

< Ssup{lf)] | 2 € Bz

1
lag] < —
2T

denn fir z = ¢(t) = zo + re't ist |z — z9| = r. Nun ist f auf der abgeschlossenen Kreisscheibe
B, (z9) beschrankt, denn diese ist kompakt und f ist stetig. Es gibt damit ein C' > 0 mit
lak] < T% Die Potenzreihe Y., ax(z — z9)® hat damit mindestens den Konvergenzradius
r > 0.

e Tatsichlich konvergiert die Taylor-Reihe Y77 ax(z — 29)* von f auch auf B,(to) gegen f.
Dazu entwickeln wir den Faktor (w — z)~! in Korollar 8.18 in eine geometrische Reihe:

oo k
1 1 1 1 zZ— 2
= = e U, .
w—z w—2z91-— —;:ZZ‘; w — 2o ; <w—z0) (2 (0))

Diese konvergiert wegen |z — z9| < r = |w — zg|, und wir erhalten unter Verwendung von
(8.11) fiir z € Uy (20)

HOEDY
k=

0

L M w zZ— 2z k _ - f(k)(ZO) y— 2 k
(QWié(wzo)kd ) ( ) _kZ:O L ( 0)"

O

Wahrend also holomorphe, d.h. komplex differenzbare Funktionen mit ihrer Taylor-
Reihe libereinstimmen, ist dies fiir reelle beliebig oft differenzierbare Funktionen
nicht der Fall:

8.22 Bemerkung Wie in Forster [Fo], (22.2) gezeigt,

besitzt die Funktion f € C*(R), exp (-1/x?)
_ [ en(-1/%) | 240 |
0.2

im Entwicklungspunkt a = 0 die
Taylor-Reihe Ty f = 0. Damit ist
fir alle z # 0 der Wert Ty f () = 0
ungleich f(x). -0.2
Dieses auf Cauchy zuriickgehende Beipiel zeigt also, dass nicht jede glatte Funk-
tion mit ihrer Taylor-Reihe {ibereinstimmt.

-1 -0.5 0.5 1 1.5X

Eine auf ganz C holomorphe Funktion heit ganz.

8.23 Satz (Liouville) /st eine ganze Funktion beschrankt, dann ist sie konstant.
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Bew.: Nach Voraussetzung gibt es fiir die ganze beschrankte Funktion f: C — C ein M >0
mit |f(z)] < M (2 € C). Damit ist fiir alle r > 0

f(2)
j{_r Zanz
also f(™(0) = 0.

Daraus folgt mit Satz 8.21, dass f(z) gleich ihrer Taylor-Reihe >->° L) 0 f(0)ist. O

n!

n!

1O =5

< Mnlr—" (n € N),

8.24 Beispiel Die Cosinus-Funktion ist ganz. Zwar ist sie auf R C C be-
schrénkt, aber wegen cos(iz) = cosh(z) = <£¢— ist sie auf C unbeschrankt.

8.25 Satz (Fundamentalsatz der Algebra) Ist das Polynom p € Clx] vom
Grad deg(p) > 1, dann besitzt es eine Nullstelle.

Bew.: Sonst wire f := 1/p ganz, und es wiirde fiir n := deg(p) und p(z) =
S or_oarz® gelten

n—1 -1
. 1 : n k—n _

Damit ware f eine beschrankte ganze Funktion, also nach dem Satz von Liouville
konstant. O

8.4 Der Residuensatz

Rationale Funktionen f € C(z), f = p/q mit Polynomen p,q € Clz| sind
holomorph auf D := {z € C | ¢(2) # 0}. Fiir jeden Punkt 2y € D kdnnen
wir sie also in eine Potenzreihe entwickeln, und (fiir teilerfremde p, q) ist deren
Konvergenzradius gleich dist(zo, C\D) = inf{|z — 2¢| | z € C\D}.

Dagegen divergiert f in der Nahe einer Nullstelle 2, des Nenners ¢, und statt
einer Potenzreihenentwicklung empfiehlt sich die Entwicklung von f in eine sog.

Laurentreihe
[oe)

Z ar(z — 2)".

k=—m

8.26 Definition e 2y € 0D heiBt isolierte Singularitdt von f € O(D),
wenn fiir die punktierten Kreisscheiben B, (zy) := B,(z0)\{z0} mit kleinen
Radien r > 0 gilt:

BT<Z()) CD.
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e Gibt es ein m € Ny, sodass auf B,(z,) die Funktion z — (z — 2)™ f()
beschrankt ist, heiBt die isolierte Singularitdt zo € 0D unwesentlich, sonst
wesentlich.

e Ist zy € OD eine unwesentliche Singularitdt von f, dann heiBt das kleinste
solche m die Ordnung der Singularitit z,, und zwar heit z, firm =0
hebbar und fiir m > 0 Pol m-ter Ordnung von f.

8.27 Beispiele 1. Die rationale Funktion f = p/q € C(x) besitzt die Null-
stellen des Nennerpolynoms ¢ als isolierte Singularitaten. Fiir ¢(zo) = 0
gibt es ein eindeutiges n € N mit ¢(z) = (2 — 20)"¢(2) und ¢(z) € C*.
Ahnlich schreiben wir fiir m € N, das Zzhlerpolynom in der Form p(z) =
(z — 20)"p(z) mit p(z9) € C*. Dann ist fiir m —n > 0 die Singularitat z,
von f; hebbar, und sonst ist z; ein Pol (n — m)-ter Ordnung von f.

2. Wir fassen die Funktion R* - R , x> exp(—1/2?)
aus Bemerkung 8.22 als Restriktion der holomorphen Funktion

f:C*—=C , zrrexp(—27?%)

auf. zp = 0 ist isolierte Singularitdt von 1
f. Diese ist wesentlich, denn wegen

0.5
> (=1)"
exp(— ZQ
k! 0
k=0
gilt fiir z := iy und beliebige m € Ny -

m2l<:
1

o0
Z eXp : : | -1 -0.5 0 0.5 1

Contourplot des Betrags der

was fir y € (0,1) im Limes ¥ ' holomorphen Funktion
0 divergiert, wahrend fiir reelle z gilt:

: z > exp(—z72).
limgo f () = 0. Schwarz: kleine Werte
Wahrend im ersten Beispiel die rationale Funktion fiir z — 2, einem Grenzwert
zustrebt (hebbare Singularitdt) bzw. gegen oo divergiert (Pol), nimmt die Funk-
tion im zweiten Beispiel in jeder Umgebung der wesentlichen Singularitat sowohl
beliebig kleine wie auch beliebig groBe Werte an.

Genauer gilt ganz allgemein:

8.28 Satz (Casorati-WeierstraB) 2° /st z isolierte Singularitit von f € O(D),

29Die erste Aussage des Satzes findet man in der Literatur unter dem Namen " Riemannscher
Hebbarkeitssatz" .
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dann gilt:
1. zy hebbar
2. 20 Pol

3. 2y wesentliche Singularitat

< lim, ., f(z) e C
< lim,,,, f(2) = 0

<= Fiir alle ¢ € C gibt es eine gegen z

konvergierende Folge (zy)reny mit
limy o0 f(2x) = c.

Bew.: 0. Wenn z; eine isolierte Singularitat ist, dann gibt es ein R > 0 mit BR(ZO) C D.

Fiir alle € (0, R) ist K, := Ug(20)\Br(20) ein
um zq zentrierter offener Kreisring.

Wir benutzen die Cauchysche Integralformel, um
f auf K, darzustellen. Zwar ist K, nicht einfach
zusammenhangend, trotzdem gilt

(e K,) (8.13)

mit Integral I,(2) := 5= w20 =p i(iuz) dw.

Denn wir konnen die gegenlaufig orientierten
Randkurven von K, durch einen sogenannten
Riickkehrschritt (einem Paar gegenliufig parame-
trisierter Kurven gleicher Spur) zu einer in D null-
homotopen Kurve ergdnzen, siehe Abbildung.

C

Spur der nullhomotopen Kurve

L. In Wirklichkeit ist aber fiir eine hebbare Singularitat in (8.13) das Integral I,(2) = 0,
denn fiir  — 0 muss es r-unabhingig sein, und fiir M := sup{|f(w)| | w € Br(z0)}

ist
1
el = s lf s
2T | Jjw—zo|=r W — 2
Mr Mr r—0
- = — 0.
inf{jw — z| | |lw — 20| = r} |z — 20| — 1

Die Funktion Iy ist aber auf ganz Ug(zo) holomorph.

Umgekehrt folgt aus der Existenz von lim,_,,, f(z) € C die Beschranktheit bei z.

2. lst zy ein Pol m-ter Ordnung von f, dann ist zg eine hebbare Singularitdt der Funktion
z (2 — 20)"™f(2), und damit divergiert f bei zg wie (z — 2z9) ™.

3. Falls es ein ¢ € C gibt, das sich nicht in der Form ¢ = limy_, f(2x) flr eine gegen zo
konvergierende Folge (z1)kren schreiben lasst, dann kénnen wir ein r > 0 finden mit

inf |f(z) —c| >0.

2€B,.(z0)

Dann ist g : U,(20) — C, g(z) :=

gularitat bei zg. Damit besitzt auch f(z) = ¢ —

ﬁ holomorph und besitzt eine hebbare Sin-

1

E) bei zy entweder eine hebbare

Singularitdt oder einen Pol, kann also keine wesentliche Singularitat von f sein.
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4. Falls lim,_,,, f(z) = oo gilt, kann zy nach 1. bzw. 3. weder hebbare noch wesentliche
Singularitdt sein, muss also ein Pol sein. O

In der Nahe wesentlicher Singularitaten sehen holomorphe Funktionen also ziem-
lich wild aus, und wir werden diesen komplizierten Fall nicht weiter betrachten.

Hebbare Singularitdten brauchen wir nicht mehr zu beriicksichtigen, denn wir
haben ja im Beweis des letzten Satzes festgestellt, dass wir die Funktion dort
holomorph fortsetzen, also die hebbare Singularitat beseitigen konnen.

Wir werden statt dessen holomorphe Funktionen mit Polen betrachten und
Wegintegrale berechnen.

Ist zo ein Pol m-ter Ordnung von f € O(D), dann besitzt, wie soeben
bewiesen, g(z) := (z—z0)™ f(2) bei z, eine holomorphe Fortsetzung mit g(zo) :=
lim, ., g(z) € C*. Nach Satz 8.21 ist g auf D U {2y} analytisch, wir kénnnen
also f als sog. Laurent-Reihe

o0

f) =Y alz—2)  (2€U(x)) (8.14)

k=—m

mit a; € C und a_,, € C* darstellen.

8.29 Definition Das Residuum von f € O(D) in der isolierten Singularitit z,

ISt
1

= lim — dz.
Res(f ) =lmao f g
Wir sehen, dass in obiger Definition das Integral r-unabhangig ist, wenn nur
r > 0 so klein ist, dass B,.(z9) C D. Also ist das Residuum wohldefiniert.

Setzt man fiir f die Laurent-Reihe (8.14) ein, so stellt man unter Verwendung
von Beispiel 8.10 fest, dass gilt:

Res(f, z0) = a_;.

8.30 Beispiele 1. Fiir f(2) := cot(z) = & ist f € O(D) mit D =
C\7Z (denn Sinus und Cosinus sind ganze Funktionen und die Nullstellen-
menge des Sinus ist 7Z, siehe [Anl], Satz 10.10.4).

Wegen der Periodizitat des Cotangens ist Res(cot, mn) = Res(cot,0) (n €

Z), und es gilt lim, g cos(z) = 1, lim, o % =1, also Res(cot, 0) = 1.

2. Ist f =p/q € C(z) und ist zy ein Pol erster Ordnung von f, dann gilt (fiir
teilerfremde Polynome p, q)

Res(f.z0) = 2200 it () o=



Das Residuum misst also die " Starke des Pols erster Ordnung”.
Der folgende Satz gestattet es, die Berechnung evtl. komplizierter Integrale auf

die von Residuen zuriickzufiihren.

8.31 Satz (Cauchys Residuensatz) Es sei D C C ein Gebiet, S C D eine
Teilmenge ohne Haufungspunkt, und f € O(D) fiir D := D\S. Dann gilt fiir
Jjede in D nullhomotope stiickweise glatte geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D:

$.f(z)dz=2mi Y _Ind(c,s) Res(f,s), (8.15)

fiir die Windungszahl Ind(c, s) der Kurve ¢ um s

1 dz

Ind(c, s) := —

2 J.z — s

€ Z.

8.32 Bemerkungen 1. Die Windungszahl Ind(c, s) kann als die Anzahl der
Umliufe von ¢ um s im (mathematisch positiven) Gegenuhrzeigersinn in-

terpretiert werden. In Polarkoordinaten

z—Ss=r (cos(tp)Jri SiH(@)) = rexp(ip)

ist namlich

, also e _ (r+iry) exp(ip)

dt

d b1 4 b —i
7{ = / —Zdt:/ L{p('r i) (7 4 irp) exp(ip) dt

zZ—35 z—sdt “

b T’ bd
= — 430 | dt = —1
/a (r“*") /th“

b b
Ndt+i | odt=i | ¢dt.
(7) o @

2. Da S keine Haufungspunkte hat, ist nur fiir endlich viele s € S die Win-
dungszahl von ¢ ungleich Null. Also ist die Summe in (8.15) endlich.

Beweis des Residuensatzes:

Die Beweisidee besteht darin, die stiickweise glatte ge-
schlossene Kurve ¢ : [a,b] — D in D in eine ebenfalls
stiickweise glatte geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D
zu deformieren, die aus (Ind(c, s)—-fach durchlaufenen)
Kreisen um die s € S mit Ind(c,s) # 0 und Riick-
kehrschnitten besteht. Letztere tragen zum Integral
nicht bei. Der Beitrag des Kreises um s ist dagegen
Ind(c, s) Res(f, s).

In nebenstehender Skizze ist die Spur der Kurve ¢ ei-
ne Kreislinie, wahrend ¢ aus Kreisen und polygonalen
Riickkehrschnitten besteht. Nur zur Veranschaulichung
sind letztere als nicht deckungsgleiche Streckenpaare
gezeichnet. O
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8.33 Beispiele 1. Das reelle Polynom ¢(z) := 2+ az+b = (z—x1)(z—x2)
sei in R nullstellenfrei. Dann gilt

o 1 2
—_— dr = ——. 1
/wxuawb S s (8.16)

Denn sei 0.B.d.A. Im(z;) > 0, und
fir R > 0 die geschlossene Kurve cp

zusammengesetzt aus dem Intervall
[—R, R] und dem Halbkreisbogen

{Re™ | t € [0,7]}.

Fir R — oo konvergiert das Integral iiber
[—R, R] gegen (8.16), wahrend das Inte-
gral liber dem Halbkreisbogen gegen Null
geht (denn dessen Lange divergiert wie Spur der Kurve cg um
mR, der Integrand ist aber von der Ord-

nung O(1/R?). Also ist fiir R > 0, die groB genug sind, dass die Windungs-
zahl Ind(cg, z1) = 1 ist,

/oox2+aa:+b ’ 7£322+az+b 2= 2miRes(1/g,21)

271 27

Re

-0.2 .X2

Ty — Xy NAb—a?

2. Rationale Funktionen von Sinus und Cosinus konnen wir mithilfe des Resi-
duensatzes von Cauchy iiber Winkel-Intervalle integrieren, deren Lange ein
ganzzahliges Vielfaches von 27 ist. Dazu substituieren wir

. 1 1 1 1 i - dz
simnp=—|z—-) ,cosp=(2z+—-] mitz=e¢e" alsodp=—i—
21 z 2 z z

und erhalten so eine rationale Funktion in z. Diese integrieren wir iiber die
geschlossene Kurve ¢ : [0,27n] — S, ¢(p) := €. Z.B. ist (mit n = 1)

/27r cos(3¢p) J j{ 2B+ dr 7{ 25 +1 p
————dp = — == z.
o D —4cos(p) 7 (5 =2z+z2 )iz 428 (2-3)(2-2)

Im Einheitskreis liegen zwei der drei Pole des holomorphen Integranden f,

namlich bei z = 0 und z = % Wir berechnen die Residuen, indem wir fiir
z =0 schreiben (mit 1/(14+2) =1—z+2?+O(2*) und z := =22 + 2?)

1 1+0(z%) 1 5, 25, ,
f(z):§1—§z+z2:? bHgz—a e +0E) ),
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also Res(f,0) = 21/4, und analog bei z := %

41 65/64 65
R g 0 g = ——
eslfo20) = 39y T D316 12

Damit ist

/QW M d(,O = 2m (Res(f, 0) + Res(f’ 1/2))

5 —4cos(y)
o 2r (21 65\ o«
4 \4 12) 12

8.5 Harmonische Funktionen

8.34 Definition Eine auf einer offenen Menge U C R? definierte Funktion f €
C?(U,R) heiBt harmonisch, wenn Af = 0, gilt, also [ eine Lésung der Laplace-
Gleichung ist.

8.35 Beispiele 1. Ist f € R[xy,x5] ein Polynom 2. Grades, dann hangt die
Frage, ob f harmonisch ist, nicht von den Monomen vom Grad < 1 ab.
Wir nehmen also an, dass f(z) = 5 (z, Az) mit A = A’ € Mat(2, R) gilt.
Dann ist f genau dann harmonisch, wenn tr(A) = 0 ist. In diesem Fall ist
der Graph von f ein Sattel, dessen Hauptkriimmungen (also die Eigenwerte
von A) unterschiedliches Vorzeichen aber gleichen Betrag besitzen.

2. Harmonische Funktionen kommen an vielen Stellen der Physik vor:

Die Warmeleitungsgleichung % = A,u ist eine partielle Differentialglei-
chung, deren Lésungen u : [0,00) x R? — R die zeitliche Entwicklung
der Temperatur am Ort = € R? beschreibt (wobei ein homogenes Material
angenommen wird). Zeitunabhingige Losungen sind harmonische Funktio-
nen.

Ahnlich sind auch elektrostatische Potentiale im ladungsfreien Raum Lésun-
gen der Laplace-Gleichung.

Wenn der Definitionsbereich der harmonischen Funktionen eine offene Teilmenge
des IR? ist, hingen diese mit holomorphen Funktionen zusammen:

8.36 Satz 1. Ist f holomorph (f € O(D)) auf dem Bereich D C C, dann
sind Re(f) und Im(f) harmonische Funktionen.

2. Ist der Bereich D einfach zusammenhingend und h € C?(D,R) harmo-
nisch, dann gibt es ein f € O(D) mit h = Re(f).

Bew.:

134



1. Realteil f; und Imaginarteil fo von f erfiillen die Cauchy-Riemann-DGLn (siehe (8.4))
Difi=Dafr , Dafi =—Difo.

Wegen der Holomorphie von f und Satz 8.19 sind die partiellen Ableitungen vertausch-
bar:

Afy = (D} + D3)fi = D1Dafs — DaD1fs =0 und analog Afy = 0.

2. Wir finden zum Realteil h einen geeigneten Imaginarteil g. Ah = 0 ist gleichbedeutend
damit, dass die Eins-Form w := D1h dxs — Dsh dxy geschlossen ist, denn

dw = (D}hdxy) Adeg — (D3hdas) Adxy = (D37 4 D3)h dxy A das.

Nach der Version 6.20 des Poincaré-Lemmas ist dann w auf dem einfach zusam-
menhdngenden Gebiet D exakt, d.h.

w=dg = Dygdx; + Dagdry mit g€ C*(D,R).

Fir f := h + ig ergibt ein Koeffizientenvergleich die Giiltigkeit der Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen D1h = Dsg, Dsh = —D1g von f. Nach Satz 8.4 ist damit
f e o). O

8.37 Definition Das Gebiet D C R? besitze einen glatten Rand 0D, und auf
diesem sei eine stetige Funktion g : 9D — R gegeben.
Das Dirichlet-Problem besteht darin, stetige h : D — R zu finden, mit

1. h|p harmonisch,

2. hlogp=g.

Beispielsweise kdnnte g eine Temperaturverteilung auf 9D sein, und man mochte
eine dazu passende Temperaturverteilung h auf ganz D finden.

Zunachst ist weder klar, ob eine Losung des Dirichlet-Problems existiert, noch
ob sie eindeutig ist. Letzteres ist tatsachlich fiir nicht beschrankte D nicht all-
gemein der Fall.

8.38 Beispiel Die Halbebene D := R x R besitzt die Ordinate 9D = {0} xR
als Rand. Ist g auf 9D die Nullfunktion, dann sind fiir alle ¢ € R die Funktionen

he:D—R | h(z+iy) =cz
Losungen des Dirichlet-Problems.

Fiir beschrankte D ist die Losung aber wegen des Maximumsprinzips eindeutig.

8.39 Satz (Maximumsprinzip) /st D C C ein einfach zusammenhéngendes
beschranktes Gebiet mit glattem Rand 0D, und h : D — R stetig sowie h[,
harmonisch. Dann gilt:
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1. Esexistieren zy € 0D mit h(z;) =max,p5h(2) und h(z_) =min, .5 h(z).
2. Besitzt hl, eine lokale Maximal- oder Minimalstelle, dann ist h konstant.

Bew.:

1. Maximum und Minimum der stetigen Funktion h auf der kompakten Menge D werden
jedenfalls angenommen. Gibe es keine Maximalstelle oder Minimalstelle auf dem Rand,
dann konnte 2. nicht gelten.

2. e Nach Satz 8.36 ist h[p Realteil einer holomorphen Funktion f € O(D). Diese
ist genau dann konstant, wenn h konstant ist.

e Wegen
|exp(f)| = exp(Re(f)) = exp(h)

besitzt h in z9 € D genau dann ein lokales Maximum, wenn der Betrag der
holomorphen Funktion F' := exp(f) € O(D) dort ein lokales Maximum besitzt.

e Nun gilt aber nach Cauchy (Satz 8.17)

1 F 1 [ .
F(z0) = —7{ ‘ (2) dz = — F(zp + re'?) de,
z—zo|=r

2mi ) 21 Jo

F(29) ist also Integralmittel von F auf der Kreislinie um zp. Damit kann |F| in
zo nur dann ein lokales Maximum besitzen, wenn F' konstant ist.

e Analog argumentiert man fiir das Minimum. |

8.40 Korollar Das Dirichlet-Problem auf einem beschrdnkten Gebiet besitzt
hochstens eine Lésung.

Bew.: Sind h; und ho Losungen, dann ist h := hy; — hy : D — R eine auf D harmonische
Funktion, die auf 0D verschwindet. Also ist h = 0. O

Tatsachlich hat das Dirichlet-Problem immer eine Lésung, und man kann diese oft
durch Integration finden. Als einfaches Beispiel betrachten wir die Kreisscheibe

D:={2e€C||z] <1} ,mit 9D =S"
8.41 Satz Fiir jede stetige Funktion g : S — R Iést
27 i —1z|?
= Jo () ptnde , z€D
g(2) , 2€0D

h(z) == (8.17)

das Dirichlet-Problem.

Bew.: e Zunichst zeigen wir, dass h[ harmonisch ist, betrachten also z € D. Dann ist der

z-abhingige Faktor des Integranden (der sog. Poisson-Kern) ‘eli;‘_zfp

nachrechnet. Durch Vertauschen von Integration und A folgt, dass auch h[p harmonisch ist.

harmonisch, wie man
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Abbildung 8.4: Poisson-Kern fiir z := r7e"™4, und r = 0.5 bzw. r = 0.8 (fett)

e Dieser positive Faktor besitzt das Integralmittel

12 1—|z)?

o Jy Jev 2P

dp=1

)

was fiir z = 0 offensichtlich ist und fiir z € D\{0} z.B. aus der Formel

122 1 1

lete — z|? Tl _eivy 11— e~ /Z

(8.18)

und Integration der Summanden folgt.

Als Funktion von ¢ € [0,27] ist der Integrand (8.18) fiir z = re'¥ eine fiir r 1 sich bei 1
konzentrierende Schar von Funktionen, siehe Abbildung 8.4.

Genauer kann man das Integral in (8.17) als Faltung mit einer 6-Schar auf der Gruppe S*!

auffassen®®, denn |eli;|f§2 = K.( — o) fiir K.(p) := %
Daraus folgt lim,. 1 h(re¥) = g(e'¥), also die Stetigkeit von h am Rand 9D. O

Das Dirichlet-Problem fiir andere Gebiete D lisst sich [6sen, wenn man die
Losung auf der Kreisscheibe D mittels einer konformen Abbildung

H:D—D , H(D)=0dD

af D verpflanzt. Anwendungsbeispiele dafiir finden sich in Meyberg und Vache-
nauer [MV], Band 2, Kap. 10.8.

30Vergleiche mit Def. 7.12 fiir die Gruppe R™.
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9 * Die Mathematik der Quantenmechanik

9.1 Quantenmechanische Systeme

Mathematisch gesehen ist ein quantenmechanisches System ein geordnetes Paar
(H, H), bestehend aus einem Hilbert-Raum # und einem selbstadjungierten
Operator H auf H.

Bei Vorgabe des quantenmechanischen Systems besteht die mathematische
Aufgabe wesentlich darin,

e das Spektrum spek(H) C R des sog. Hamiltonoperators H und
e die unitdre Zeitentwicklung U(t) := exp(—iHt) zu berechnen.

Die beschrankten Operatoren auf dem Hilbert-Raum 7, also die linearen Abbil-
dungen A : H — H mit Operatornorm

[A][ ;== sup [[Ag|l < oo,
e [lil=1

bilden selbst einen Banachraum, genannt £(H).

9.1 Definition Fiir A € L(H) ist

e Das Spektrum von A

spek(A) :={ e C|AB € L(H): B(A—\Id) = (A— \1d)B = 1d}.

00 k
o exp(A) =377 4.

9.2 Bemerkungen 1. Die Spektrumsbedingung fiir A € C, dass also keine
beschrankte Inverse B von (A — A\1d) existiert, ist gleichbedeutend® da-
mit, dass fiir alle € > 0 eine sog. e-Quasimode (also ein ndherungsweiser
Eigenvektor) ¢ € H, ||¢|| = 1 existiert mit

I(A = Ald)g|| <e.

2. Die operatorwertige Reihe Y 77 A?lf konvergiert fiir beschrankte A wegen

der Submultiplikativitit ||AB|| < ||A||||B|| der Operatornorm, aus der
IA®] < | A" folgt.

31Den (einfachen) Beweis findet man z.B. in Kap. VII, Ex. 3.4 des empfehlenswerten Buches
J. Conway: A Course in Functional Analysis; Springer
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9.3 Beispiel (Spin 1/2-Teilchen). Die interne Dynamik von Fermionen mit
Spin 1/2 (wie Elektronen, Protonen oder Neutronen) werden durch Hamilton-
operatoren H auf dem Hilbert-Raum H := C? beschrieben. Durch

(A,B) = Ltr(AB") (A, B € L(H))

wird ein Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum L(#) definiert. Mit den darstel-
lenden Matrizen (a;;) bzw. (by) von A bzw. B gilt (A, B) = %Z‘ik:l ainbig.
Fiir # = C? bilden die sog. Pauli-Matrizen

or=(98) , o=07) . o3:=(5%)

zusammen mit der Einheitsmatrix 1 = ({{) eine Orthonormalbasis aus gleich-
zeitig selbstadjungierten und unitaren Operatoren, denn es gilt

%(O’iO'j + O'jO'i) = (SZ]]I
Definieren wir die sog. Pauli-Vektoren als die selbstadjungierten Matrizen

T 0= T101 + T209 + 1303 (r € R?),

dann besitzen alle H € L,(H) (also im reellen Unterraum L,(H) C L(H) der
selbstadjungierten Operatoren, siche Mathematik fiir Physiker I, Kap. 2.3.5) eine
eindeutige Darstellung

H=cl+z -0 mit ceR, zeR>

Im Weiteren verwenden wir die Einsteinsche Summenkonvention, summieren
also iiber gleichnamige Indices.
Das Levi-Civita-Symbol ¢;;;, mit

€123 = €231 = €312 = 1, €321 = €213 = €132 = —1

und €5 = 0, falls i = j, i = k oder j = k, ist niitzlich in vielen Formeln fiir den
R3, wie z.B. die fiir das Vektorprodukt:

T X Y = Egem Tk Yo €m (z,y € R?)
Mit ihm schreibt man die Vertauschungsrelationen der Pauli-Matrizen in der Form
OOy = O'kgll + iEkgmUm , also [Uk, Ug] = Qi&‘kgm(fm (/{?,f = 1, 2, 3)

Folgende Resultate lassen sich daraus ableiten:
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e Das Produkt zweier Pauli-Matrizen ist
(z-0)y-o)=(z,y)I+i(zxy)-0 (z,yeR’).

o Fiir v € R? ist spek(z - o) = {—||z||, ||z||}. Fir x € R3\{0} und den
Einheitsvektor & := z/||z|| ist die Spektraldarstellung der Pauli-Matrix

z-0 = ||z||[P; — ||z||P-; mit den Projektoren P; := (1+ & - 0).
e Fir x € R®\{0} und f: U — C mit {—||z||,||z||} € U C C ist daher

fla o) = f(||x||)+2f(—llxll) 14 LUl —2f(—||93||) .

Insbesondere ist die von H = x - 0 erzeugte unitare Zeitentwicklung

U(t) = exp(—iHt) = cos(||z||t) 1 + isin(||z||t)z - o (t € R).

9.2 Unbeschriankte Operatoren

In diesem Beispiel ist der Hilbert-Raum 7 endlich-dimensional. Viel typischer ist
allerdings der Fall unendlich-dimensionaler Hilbert-Raume, und auf diesen gibt
es auch unbeschrankte Operatoren.

9.4 Definition e Ein Operator auf dem Hilbert-Raum H ist eine lineare Abbil-
dung A : D — H eines dichten Unterraums D C H in H.
e Kern bzw. Bild von A bezeichnen wir mit

Ker(A):={pe D|Ap=0} , Im(A):=Ran(A):= A(D).
o A heiBt beschrénkt, wenn supcp. =1 [|Ap|| < oo ist, sonst unbeschrénkt.

9.5 Bemerkungen 1. Streng genommen ist damit ein Operator das geordne-
te Paar (D, A), wobei D = D(A) C H der Definitionsbereich der linearen
Abbildung A ist. Zwei Operatoren sind also nur dann einander gleich, wenn
auch ihre Definitionsbereiche iibereinstimmen.

2. Beschrdnkte Operatoren A : D — H kann man eindeutig zu einem be-
schrankten Operator A : H — H fortsetzen.

3. Summen und Produkte von Operatoren (D;, A;) auf H sind i. Allg. keine
Operatoren, denn der natiirliche Definitionsbereich D; N Dy von A; +
Ay braucht in H nicht dicht zu sein, ebensowenig der Definitionsbereich
AN (Dy) von A A,. st aber Ay beschrinkt, dann kénnen (und werden)
wir A; + A, als Operator mit Definitionsbereich D; auffassen.
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9.6 Beispiel (Wasserstoffatom) Wie schon in Kapitel 2.3.6. der Mathematik
fiir Physiker | diskutiert, ist der Hilbert-Raum # des Elektrons (ohne Beriick-
sichtigung seines Spins) gleich L?(IR?), und im elektrostatischen Feld eines beim
Ursprung des R? lokalisierten Atomkerns wird es durch den Hamiltonoperator H

auf L?(R?) mit

(Hf)(x) == —LAf(x) - % (z €RY),

beschrieben.
Ein méglicher Definitionsbereich von H ist der Schwartz-Raum®? S(R3):
e Mit f € S(R?) ist auch Af € S(R?) und die Funktion x ﬁ liegt
immerhin in L?(R?).
Letzteres sieht man etwa durch die Aufteilung des Integrationsgebietes
R? in die Einheitsvollkugel und ihr Komplement. In der Kugel wird der

“'C‘E:”)f durch ﬁ majorisiert, auBerhalb durch | f(z)|?.

e Nach Kapitel 7.2 liegt der Unterraum S(R?) in L?(IR?) dicht.

Integrand

Das Spektrum von H ist
spek(H) = [0,00) U { — 1/(2n%) | n € N}.

An diesem Beispiel sehen wir nun Charakteristika der Quantenmechanik, die eng
mit der unendlichen Dimension von H verkniipft sind:

1. Der Operator H ist gar nicht auf dem ganzen Hilbert-Raum H definierbar,
denn die typische Funktion f € L?(R3) ist unstetig, sodass Af (als soge-
nannte Distribution aufgefasst) nicht mehr in H liegt.

Das Spektrum ist keine beschrankte Teilmenge von R, wie auch H selbst
ein unbeschrankter Operator ist.

2. Das Spektrum eines Operators A ist allgemein definiert als
spek(A) = {\ € C | A — \Id ist nicht beschrankt invertierbar}.

Im Gegensatz zum Fall endlich dimensionaler Hilbert-Raume besteht hier
spek(H) nicht nur aus den Eigenwerten —1/(2n?), sondern auch aus den
Punkten \ > 0, die nicht als Eigenwerte von Eigenfunktionen aus H inter-
pretiert werden konnen.

32 Allerdings ist H auf S(R®) nicht selbstadjungiert, denn der adjungierte Operator H* hat
einen groBeren natiirlichen Definitionsbereich als S(R?).
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Der Unterschied zwischen den beiden Spektralanteilen ist auch physikalisch
wichtig, weil den negativen Eigenwerten gebundene Zustande des Elektrons
entsprechen, wahrend der positive Teil des Spektrums der Streuung am
Atomkern entspricht.

Die Funktionalanalysis ist die mathematische Disziplin, die sich unter anderem
mit Operatoren auf unendlichdimensionalen Hilbert-Raumen beschaftigt.

In der Mathematischen Physik werden diese Methoden insbesondere auf Schrodin-
ger—Operatoren der Quantenmechanik angewandt.

Eine funktionalanalytische Fragestellung ist die nach der Natur des Spektrums
eines Operators. Im Fall des Wasserstoffatoms gelingt dessen explizite Berech-
nung unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie von H. Aber schon das Spek-
trum des Heliumatoms ist nicht exakt berechenbar. Mit funktionalanalytischen
Techniken kann man aber immerhin viele qualitative Fragen beantworten, etwa
die Existenz unendlich vieler Eigenwerte, die Nichtexistenz positiver Eigenwerte,
die Form [—1/2,00) des kontinuierlichen Spektrums etc.*?

Eine weitere Frage, namlich die nach der Existenz der unitaren Zeitevolution

U(t), wird durch die Mathematische Physik geklart.
Es ist zwar fiir unbeschrankte selbstadjungierte Operatoren H nicht mdglich,
exp(—iHt) wie im beschrankten Fall als Potenzreihe zu definieren. Man kann
aber den aus der Linearen Algebra bekannten Spektralkalkiil normaler Operatoren
A verallgemeinern. Diese haben die Spektraldarstellung

A= Z AP, mit Projektoren Pj.

Aespek(A)

Fiir eine Funktion f, deren Definitionsbereich spek(A) umfasst, definiert man
f(A) als
f(A):= Y [P
Aespek(A)

Diese Summen werden in der Funktionalanalysis zu Integralen verallgemeinert.

9.3 Orthonormalbasen und Storungstheorie

Wie in Kapitel 5.6 besprochen, ist auBer im Fall endlich—dimensionaler Vek-
torraume der Basisbegriff der Linearen Algebra fiir analytische Zwecke unge-
eignet, da er nur endliche Linearkombinationen zulasst.

In Hilbert-Raumen arbeitet man stattdessen mit in Def. 5.38 eingefiihrten
Orthonormalbasen B C H, also maximalen Teilmengen mit (b, ') = 0y .

Nach Bemerkung 5.38 besitzt jeder Hilbert-Raum eine Orthonormalbasis.

33Giehe: W. Thirring: Lehrbuch der Mathematischen Physik, Bd. 3, Quantenmechanik von
Atomen und Molekiilen. Springer
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9.7 Beispiel Der Hilbertsche Folgenraum (? besitzt die Orthonormalbasis
B:={e,|neN}C 2 mite,(k) =0,
hat also abzahlbar unendliche Dimension.

Mit Satz 5.40 gilt:

9.8 Satz 1. Es sei B C H ein Orthonormalsystem. Dann ist die Abbildung
H—=H,v— ) (v, b)b die Orthogonalprojektion auf span(B) C H.

2. Fiir eine Orthonormalbasis B von H gilt

v=> (ub)b und (v,w)=> (v,0)(bw) (v,weH).

beB beB

9.9 Beispiel Der harmonische Oszillator besitzt den Hamilton-Operator H auf

X(®) p
it (g o)

und dessen Orthonormalbasis von Eigenvektoren

<_1>m 2 2 dm _ 2
B () = A v R, N
(x) NG e (x € R,m € Ny)

den sog. Hermite-Funktionen h,,, siche Abb. 9.9. Diese Orthonormalbasis des

Abbildung 9.1: Eigenfunktionen h,,, des quantenm. harmonischen Oszillators

L*(R) ist besonders dann niitzlich, wenn man anharmonische Stdrungen des

harmonischen Oszillators wie z.B. H(c) := %(—% +q2+cq4> mit ¢ € R

untersucht.

Eine ganze theoretisch-physikalische Industrie beschaftigt sich damit, fiir ver-
gleichbare Probleme die Eigenwerte E,,(c) als Potenzreihen in ¢

> Bt (9.1)
k=0
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(so genannte Stérungsreihen) darzustellen.
Im vorliegenden Fall ist fiir die normalisierte n-te Eigenfunktion ), von H(0)
zum Eigenwert E,

En,O =FE, und En,l = <77Z)n7 q4,¢)n> = / q4|¢n(9)|2dq
R

Allerdings sagt uns im Beispiel des anharmonischen Oszillators

e die physikalische Intuition, dass fiir ¢ < 0 die schnelle Divergenz des Po-
tentials 22 + ca* gegen —oo impliziert, dass das quantenmechanische wie
das klassische Teilchen in endlicher Zeit ins raumlich Unendliche entweicht.

e Mathematisch gesehen wird dies durch die Tatsache reflektiert, dass die
Stérungsreihe (9.1) des Eigenwertes den Konvergenzradius Null besitzt.

Es ist also im weiteren Physikstudium vorteilhaft, sich ab und zu an die erwor-
benen Mathe-Kenntnisse zu erinnern ...
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A Rechenregeln der Vektoranalysis im R?

Es seien die Funktionen ¢ : R — R, f g : R3 — R und die Vektorfelder
u,v,w : R? — R3 glatt. Es werden kartesische Koordinaten und die Euklidische
Metrik benutzt.

o (u,v X w)=(v,wxu) = (w,uXuv)

o uXx (vxXw)= (u,w)v— (u,v)w

of
oz

e grad (f)=V/f= %
oL

i =V .p=9u 4 Ov2 | Ovs
e div(v) =V V=32 4+ 52+ 58

Ovg  Ovg

dxg  Oxg

— dvy  Ovg

o rot(v) =V xv=| gt-52
Ovg  Ovg

dxy Owmg

o divrot (v) = 0

e rot grad (f) =0

e grad (fg) = [ grad(g) + g grad (f)
e grad (ao f) =d o f grad(f)

e div (fv) = fdiv(v) + v grad (f)

o div (v x w) = (rot v, w) — (v, rot w)

e rot (v X w) = (w, grad) v + (v, grad) w

e rot rot (v) = grad div (v) — Av
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