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7.4. Elektromagnetismus und Relatatgtheorie

Eine wichtige Frage ist die nach den Transformationseigenschaften der elektrischen Ladung. Direkte
Messungen (z.B. der Ablenkung von Ladungen im Magnetfeld) zeigen, dass die Ladung nicht von
der Geschwindigkeit aldmgt, also sich bei Lorentztransformationen nizhdert:

Q' =Q (1)

Dies kann man auch aus der elektrischen Neuétadier Atome folgern: in ihnen bewegen sich Elek-
tronen und Protonen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten, die von der AtomsditeyabhEine
exakte Ladungskompensation ist nudgtich, wenn die Geschwindigkeit keinen Einfluss hat.

Aus Einsteins 1. Postulat folgt, dass die Gleichuingdie Lorentzkraft in allen Inertialsystemen die
gleiche Form hat:

S: F=Q(E +w% x B) S': F'=Q(E + ' x B) )
Die auftretenden Gif3en sind die im jeweiligen System gemessenen.

An einfachen Beispielen kann man erkennen, dass Lorentzkraft und Galileitransformationen nicht
‘Zusammenpassen’:
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Die Ladungen® seien gleich. Im Syster8’ ruhen beide Punktladungen im Abstadigbarallel zur
y-Achse und es tritt nur die Coulombkraft hy-Richtung auf. InS, in dem beide sich parallel zur
x-Achse mitv > 0 bewegen, ‘sprt’ jedes Teilchen aber zatlich eine magnetische Kraft, auch in
+y-Richtung, die der Coulombabstof3ung entgegenwirkt. Da aber die Kraft sich unter Galileitransfor-
mationen nicht veindert, kommen Beobachter in den beiden Inertialsystemen zu widendiphen
Aussageruber den Bewegungsablauf!

Den Widerspruch in unserem Beispiélst die Relativiaitstheorie folgendermal3en auf: Man muss
beriicksichtigen, dass sich dielder und Kéfte transformierenDie entsprechenden Gleichungéin f

die Kraft haben wir schon in Kapitel 7.2 aufgestellt. Aus diesen Transformationseigenschaften und
der Gleichungiir die Lorentzkraft kann man die Transformationsformeln der zaggén FeldetE

und B herleiten; das Ergebnis lautet:

E'=FE! E? =~ (E* — v B? E3 =~ (E® + v B?) (3)

Bl =pB' B? =~ (B2 + v E3/c?) B3 =~ (B®—vE?/c?) (4)

Furv < ¢ kann many = 1 nahern und kompakt zusammenfassen:

E'=E+oxB B =B-7xE/c (5)

InterpretationB-Felder entstehen aus Coulombfeldern durch relativistische Koordinatentrans-
formationen! Mehr dazu weiter unten. Man beachte die Symmetrie zwisdhend B!

Damit stellt sich das System der beiden Punktladungen so dar:
SystemS’ (nur y-Komponenterf}
E?=_L9 (6)

47meg daz
(7)

F?=QE"?= Qo
4mey d?

Die Felder beziehen sich auf das obere Teilchen. Es sind jeweils nur von null verschiedene Feldkom-
ponenten aufgelistet.

SystemS' (bewegt sich relativ z$” mit —v; Felder berechnen wir durch Lorentztransformation aus
SN

/ 7 Q / 7y Qv
E? =~E? = — B?’:'y'sz/c2:——2—2 (8)

4meg d 4dmeg d? c

1 Q2 v?
F? = QJFE? 0—vB?)] = ——~(1—-— 9
QIEP + (0—vB")] = ——fy(l- ) ©
Somit:

F?=_F" (10)

in Einklang mit Kapitel 7.8.

1Bitte nicht verwechselnE? = 2. Komponente voi&, Q% = Q - Q
2Man beachte: hier haben wir va8f nachsS transformiertas = 0!
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Also ist jetztformal ‘alles in Ordnung’. Wir wollen jetzt abeverstehenwieso die magnetischen
Effekte durch Lorentztransformationen zustande kommen. Dazu untersuchen wir die Kraft auf eine
Probeladung, die durch eine unendliche Linienladung im Abstasauasgébt wird:

” A
U’Ie x v . A
U. /T\> U‘ib
cr‘ . @

>
U’ O_: i
U’ _ <
> -

Die Linienladung approximieren wir durch Punktladungemm Abstandd. Im SystemS’ ruht die
TestladungQ, in S bewegt sie sich miv > 0 entlang der (horizontalen) x-Achse. B ruht die
Linienladung, inS’ bewegt sie sich mit-v, stellt also einen Strom dar. Wir betrachten die Kraft auf
die Testladund@. In der Skizze ist der Fall gleicher Ladungsvorzeichen eingezeiciidgt;> 0.

In S wirkt nur der E-Anteil der Lorentzkraft, proportional zur Linienladungsdicitéd (s. Elektro-
statik). In.S” tritt zusatzlich ein magnetisches Feld auf, proportional zum Steagi d (s. Magneto-
statik). Die zugetirige Kraft verschwindet aber, da die Testladung hier ruht. Im InertialsySteist
die Langenkontraktiorzu beficksichtigen, also

d = ldo \/1—’02/C2d0 (11)

Quantitativ: Wir betrachten dig-Komponenten der Kraft, alle anderen verschwinden, in beiden Sy-
stemen.

SystemS:
Fp=—QL Y& (12)
Fg=Quvpuo 021/:1 =0 (13)
Gesamtkraft:
F=Fp+Fp=—-Q% (14)
SystemS”:
Fp=-QL 4y )
FlL=Q0pu %% =0 (16)
mit Gesamtkraft:
F'=Fp+ Fy=—yQ21u® (17)
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Also, ist die Kraft, in dem System, in welche@ sich bewegt, betragsifitig unry kleiner:

F=1F (18)
wie zu erwarten. Den im Transformationsgesetz deéfi€rformal hergeleiteten Faktgrkonnen wir
hier durch diedLangenkontraktiowverstehen!

Wir wandeln unser Beispiel jetzt so ab, dass sich die Linienladungen ausihbewegen, mit der
Geschwindigkeits > 0 in x-Richtung, und inS’ mit

W = (19)

1—uv/c?

da sichS” wie vorher relativ zuS mit v bewegt:

b o A b=
U‘i < U‘ «
© T

-® -®
,T\>
U‘ ._> cr‘ o
cr‘ O w U‘ ._E
=@ =@
cr‘ = O_‘
< _
> -

Jetzt tritt in beiden Systemen eine Lorentzkontraktion auf:

d = \/1— u?/c2dy & = T—u?[@Edg = V20O VITP2 g0 (o0)

Wahrend inS’ das Magnetfeld nicht zu einer KraftwirkungHrt, ist das inS' jetzt der Fall:

Fp=-Q2L 2 (21)
Fg = Qu po%ie (22)

27r

Beide Krafte sind entgegengesetzt gerichtet, entlangyd@chse. Gesamtkraft:

F:FE‘FFB:_Q%(i _MOvU):_Q%qz/ﬂd: m(l _uv/cz) (23)

Hier haben wir den Zusammenha&ag, ¢ = 1 benutzt - ohne diesen ‘funktioniert’ es nicht!

SystemS”:

Fp=-Qt4t (24)
Fl,= —QO0puys%? — o (25)
B Ko 27r
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Gesamtkraft:
' v r _ _nlad _ _~H1  ag/deo 1—uv/c?
F' = FE + FB - Q € 2mr Q €0 27r \/1—u2/c2 \/1—v2/c2 (26)
bzw.
L= \1-v?/3F =-QL U _1_22/02 (1—uv/c?) (27)
Vergleich:
F = %F’ (28)

Das Magnetfeld kompensiert die unterschiedlichémgenkontraktionen! Das B-Feld ist also not-
wendig r eine konsistente Beschreibung in allen Inertialsystemen; in diesem Sinne werden B-Felder
durch Lorentztransformationen ‘erzeugt’.

Also: Es gibt nicht getrennt elektrische und magnetische Effekte, sondern beide beschreiben das glei-
che Planomen - aus verschiedenen Blickwinkeln. Deshalb kann man sinnvollerweise nur von ‘elek-
tromagnetischen’ Kraftwirkungen sprechen.

7.5. Anwendungen: Relativistische Kinematik

Ein wichtiges Anwendungsfeld der speziellen Relatitgtheorie ist die experimentelle Elementar-
teilchenphysik an Beschleunigern, weil dort hohe Energien und Geschwindigkeiten auftreten.

In den meisten &llen rechnet man die Lorentztransformationen nicht explizit durch, sondern benutzt
- Viererimpulserhaltung
- Lorentz-Invarianz von Skalarprodukten von Viererimpulsen.

Da in fast allen Formelr auftritt, ist es einfacher, ein Einheitensystem zahven, in denc = 1
gesetzt wird. Das bedeutet, dass Impulse, Massen und Energien die gleiche Einheit haledn, z.B.

Masse, Energie und Impuls sind veikit durch die Lorentzinvariante:2fi:
m? = E? — p? (29)

Bei sehr grol3en EnergieB > m kann man einfachp| = FE nahern, im hochrelativistischen
Grenzfall sind Rechnungen also viel einfacher als im klassischen Limes!

Die Lorentztransformationen lauten:

E' = ~(E-Bp) (30)
p, = v(py—BE) (31)
pl = PL-. (32)

wobei die Relativgeschwindigkeit von I’ relativ zu | durgh gegeben ist undy der zugebrige
Lorentz-Faktor ist:

3Die (Ruhe-)Massen hat also in allen Bezugssystemen den gleichen Wert und charakterisiert dagriygy@&hilchen
auf eindeutige Weise
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Wenn das Teilchen id ruht, gilt also:

B(=2)=-2 4= B (33)

1 . ’
@)_E

Ein wichtiger Begriff ist der des Schwerpunktsyst@nia diesem ist die Summe der Dreier-Impulse
aller Teilchen null. Das Quadrat der Summe aller Viererimpulse (Lorentzinvariante!) nenst ilBan
gilt im Schwerpunktsystem:

s = (Tp)? = (L B, 0)? = B2, (34)

v/s = E.,, istdie zur Erzeugung neuer Teilchen \iggbare Energie!

Beispiel: Proton mitE;,, = 0.5 GeV.

Naherung:m = 0.938 GeV =~ 1 GeV.
Man erhalt:

E=1.50GeV p=112GeV B=0.745 ~ = 1.50

Beispiel: Proton im Ruhesystem und im bewegten Sysiem (.99).

Naherung:m = 0.938 GeV =~ 1 GeV.
Im Ruhesystem:

E=1GeV p=0
Im bewegten Systeny (= 7.09):

E' =17.09GeV pﬂ = —-7.02GeV p’| =0.

Beispiel: Teilchenzerfall

Ein Teilchen X zedllt im Ruhesystem in ein Myon{,, = 106 MeV) und ein masseloses Neutrino:

X — p+v

4= center of mass system
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Der Myonimpuls wird zyp,, = |p,,| = 240 MeV gemessen. Masse des Teilchens X ?
Die Impulsbetage von Myon und Neutrino sind gleich (Schwerpunktsystem, Viererimpulserhaltung).

Die Myonenergie isf,, = , /ﬁj + mi. Damit sind die Viererimpulse der Tochterteilchen
b, = (Eps Pp) pP,= (IPuls —Pu)

Die Summe der Viererimpulse ist gleich dem des Mutterteilchens X im Ruhesystem

mit

BX = (mX?(_j)

mx = ,/ﬁi—i—mi—kpﬂz 500 MeV

Es handelt sich um ein Kaon. Die exakte Massedugt494 MeV.

Also:

Beispiel: p - p Kollision
Teilchenenergie®; und E,. Die Protonen sollen auf einer geraden Linie aufeinander zu fliegen.
Schwerpunktsenergie ?
Die Viererimpulse der Protonen seigq = (E1,P1) undg2 = (E2,P2)
s = (p,+p,)?
= p,+p,+2pp,
mf) + mf) + 2(E1E; — p1p-2)
= 2m2+2(BiE; + /B —m2, /B —m2 )

= 2(m2+ BB + \[B} - m2,\ /B3 — m2)

In der letzten Umrechnung wurg p> = |p1||p2| cos 180° = —|p,||p2| benutzt.

Spezialdlle:
a) Mit E = E, = E2 > mpiﬁl = —ﬁz unds = 2(E2+p2) = 4FE? ’ \/EZ 2F
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b) Fir Ey > my,, E; = m,: P> = 0unds = 2E;m,,. In diesem Fall viichst die Schwerpunkts-
energiey/s also nur mit der Wurzel der Protonenergie.
Beispiel: Unbekanntes Teilchen Y Zglif

In einem Detektor werden dessen Zerfallsprodukte als vier Photonen identifiziert und deren Dreier-
Impulse (kartesische Koordinaten) gemessen:

Y = m+7+rv+%

1 = (4.853,1.396, —2.877) P, = (0.351,0.071, —0.265)
ps = (1.805,0.434, —1.066) P, = (1.381,0.533, —0.957)

Alle Angaben inGeV. Welche Masse hat das zerfallende Teilchen ?

Die Masse des gesuchten Teilchens ist gegeben durch

m} = () _p,)’

Die Summe der Viererimpulse ist

4 4 4
>_p, = (B,P) = (Q_Ei, ) Pi)
1 i 3
= (10.161, 8.390, 2.434, —5.165)

Dabei istE; = |p;|. Also
my ~ 0.5 GeV

Es handelt sich um ein(m = 498 MeV), das via
K - 7°+7° - vi+v + 72+

zerfallt. Man kann leichtuberpiufen, dass die invariante Masse der Photonpaare (1,3) und (2,4)
jeweils gleich derr®-Masse ist.

Ein auch historisch wichtiges Bhomen ist die elastische Streuung eines Photons an einem Elektron.

Licht kann an geladenen Teilchen gestreut werden. Dabei zeigt sich der Teilchencharakter der elek-
tromagnetischen Wellen, denn die Photonen verhalten sich wie pumkgfe Objekte mit einem Vie-
rerimpuls.
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Wir berechnen die Streukinematik im Ruhesystem des Elektrons. Das Photon und das Elektron haben
vor der Wechselwirkung die Viererimpulse

Py = (E‘)’? E‘)’?O’O) Pe = (M, 0,0,0) (35)

Dieses System ist symmetrisch in Bezug aufeiAchse. O.B.d.A. findet die Ablenkung in dery-
Ebene statt:

p, = (E., E! cos0, E! sin6,0) p,= (E.,p., cose,p, sing,0) (36)

6 und ¢ sind die Winkel der auslaufenden Teilchen in Bezug auf die Richtung des einfliegenden
Photonsp! ist der Betrag des angestossenen ElektronskEine= /(p%)? + m2.

Wir haben vier unbekannte GfBen,E;, D, 0, ¢, und vier Bestimmungsgleichungen:
P, +P. =Py +Pe (37)

von denen aber eine nichtsitat, da wir diez-Komponente des Impulses ja zu null definiert haben.
Der Endzustand ist also nicht eindeutig bestimmt; es handelt sich um ein Quairenpdf!

Wir fixieren jetzt willkiirlich E; auf einen zussigen Wert{ E,!) und berechnen alle anderen
kinematischen Variablen, insbesond@redus der Impulserhaltung

E, = E,’7c050—|—p;cosq_’> 0= Efysin0—|—p;sin¢ (38)
folgt nach einigen Umformungen:
(pl)? = (E,)* — 2E.,E! cos ¢ + (E,’Y)2 (39)
Andererseits (Energieerhaltung):
(p,)? = (E))* = m? = (Ey — E[, — m.)* —m] (40)
Gleichsetzen vor{39) un@{40) gibt:
2m.(E, — E!) =2E, E/ (1 — cos0) (41)

Diese Gleichung kann man nun nagfauflosen und eréilt den gesuchten Zusammenhang zwischen
Photonenergie nach dem Stol3 und Streuwinkel:

E,—E/
€ E, E,

cosf=1—m (42)

Man kann die Gleichung noch etwas umformen, indem mauadbsichtigt, dassifr Photonen gilt:
E=hv=h3 (43)
In (??) mussen wir zuachst Potenzen van(wieder) einfigen, da wir ins SI ziirckkehren wollen:

mec? (Ey — E') = E, E! (1 — cos0) (44)

SMan kann im Rahmen der Quantenelektrodynamik die Wahrscheinlichkeit z.B. als Funktion des \#ibketch-
nen.
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Dann bekommt man

h

Me C

N ==

(1 — cos8) (45)

Also: Es tritt eine Wellerdngenverschiebung auf, die auf charakteristische Weise mit dem Streuwin-
kel variiert: Compton-Effekt

Diese Rechnungen und entsprechende @bigsinde!) Experimente wurden zuerst von A.H. Compton
durchgetihrt, Anfang der 20er Jahre des 20. Jahrhunderts.

Der Faktor

h

Me C

A = =24 .-1072m (46)

hei3t Compton-Welledinge(des Elektrons). Da der Wert sehr klein ist im Vergleich zur We#lage
sichtbaren Lichtes, bedarf e®®genstrahlungiir experimentelle Untersuchungen:

T
Iy
M
MSO

0,700 0,705 0,710 0,715 AIA

Man erkennt zwei Peaks in der Verteilung der Wellerge, diese entsprechen den ungestreuten und
den gestreuten Photonen.

7.6. Vom Aussehen bewegter Objekte

Wir betrachten (= filmen) jetzt bewegte Objekte oder machen photographische Momentaufnahmen.
Es gibt keinen prinzipiellen Unterschied zwischen Kamera und Auge.

Wichtiger Unterschied:

a) Anblick: Lichtsignale, die gleichzeitig im punktf ormigen Auge ankommen, aber vom entfern-

ten Objekt i.a. zu unterschiedlichen Zeiten an verschiedenen Orten emittiert wurden.

b) Langenmessung: Gleichzeitiges Bestimmen der Koordinaten der beiden Enden, z.B. durch zwei
gleichzeitig (aus Sicht des Messenden) von dort ausgesandte Lichtpulse, die von zwei in unmittelba-
rer Nahe der Endpunkte befindlichen Uhren registriert werden.
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7.6.1. Langenderung

Ein Stab kann ve#éngert oder verlkrzt erscheinen, je nach Blickwinkel!

(a) Ruheldnge: Ruhelénge:
(a) v N
—
e —— -
Kamera @
(b) ’
—_—
TToTmR T
Kamera @
(© v
—_—

Sowohl ‘Retardierung’ als auchdingenkontraktion tragen bei. Bei Beobachtung senkrecht zur Flug-
richtung:

L=% (47)

7.6.2. Objektdrehung

Beobachtung senkrecht zur Flugrichtung, bei gro3em Abstand: Ein Objekt erscheint gedreht!

Man kann auch die verdeckten Seiten sehen!
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7.6.3. Verzerrung

Wenn Abstand klein: z@gzlich Verzerrung wegen endlicher Lichtlaufzeiten.

Kamera

T‘
R

i
H L
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SIMULATIONEN: schneller Vorbei-/Durchflug

brand.mpeg, illungeom.mpeg, saturn.mpeg

Backhaus et al

7.6.4. Farbveinderung

Dopplereffekt: Bei An@herung nimmt Frequenz um den Faktor

f=\& (48)

ZU.

7.6.5. Intensitsveanderung

Wenn die Frequenz um den Faktprzunimmt, so steigt die Intengitum den Faktor

F=f° (49)

8.0 Allgemeine Relativitstheorie

Die von Einstein formulierte Theorie der Gravitation heil3t ‘Allgemeine Reldtisiheorie= AR.

Sie baut auf der SR (spezielle Relatitgtheorie) auf. Im Grenzfall verschwindender Gravitationsfel-
der wird aus der AR die SR.

Da die Mathematik der AR nicht trivial ist, werden wir deren Inhalt und die Konsequenzen hier nur
gualitativ vorstellen.

8.1 Grundlagen

Die Gravitation unterscheidet sich von den anderen Naafiekn in einem wesentlichen Punkt: Die
‘Gravitationsladung’ = schwere Masge; ist (modulo konst. Faktor) gleich deéen Massen;.

Dies ist mit hoher Genauigkeit experimeniatierpiift worderf.

Die Tragheit eines Krpers beschreibt, wie schwer er ‘vom rechten Wege’ abzubringen ist; letzterer
ist die Trajektorie des [ftefreien Korpers, also eine ausgezeichnete Bahn im Raum. Damit stellt
m; = m, einen Zusammenhang zwischen Gravitation und Raum her.

Da die Unterscheidung zwischen ‘Gravitatioridken’ und ‘Scheinkiften’ durchlokale Messungen
nicht moglich ist, ist die bisherige Definition des Inertialsystems zu eng gefasst. Das 1. Einsteinsche
Postulat der SR kann auf andere Bezugssysteme verallgemeinert werden:

Einsteins Aquivalenzprinzip: Beschleunigte Bezugssysteme und solche in Gravitationsfeldern
sind lokal ununterscheidbar.

6Aus Messungen des Erde-Mond-Abstandes folgt, dass die relativen Unterschiede kleiner sinticatd3, Satel-
litenexperimente werden die Sensititiin den kommenden Jahren ald—'® steigern (STEP = Satellite Test of the
Equivalence Principle).
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Beispiel: Interstellare Reise

Wenn die Rakete konstant mgibeschleunigt, kann man im Inneren diese nicht von einem am Erdbo-
den geparkten Raumschiff unterscheiden.

Beispiel: Raumstation auf Erdumlaufbahn.

Die Experimentatoren in der Statiodknen lokal keinen Unterschied zu eineraftefreien Inertial-
system feststellen: Beschleunigung und Gravitation kompensieren sich exakt

Wichtig ist, dass dasquivalenzprinzip nur in einem (aéhernd) homogenen Gravitationsfeld, also
nur lokal anwendbar ist:

Newton Einstein

globales Inertialsystem kleine ~lokale Inertialsysteme

DasAquivalenzprinzip und die notwendigen Modifizierungen der Newton-TheerieRetardierung
der Felder) bilden die Grundlag@rfEinsteins 1915 véifentlichte AR.

In der SR ist die Gesamtenergidurch
E?2 =m2c*+ p?c? (50)

gegeben. In der ARbernimmtE (bzw. E /c?) die Rolle der GravitationsladunguFnichtrelativisti-
sche massive Teilchen if2/c? ~ m, esandert sich also praktisch nichts.

Fur Photonen aber bedeutet dies, dass auch sie die Gravitatieenspl.h. sigandern Energie und
Richtung z.B. beim Vorbeifliegen an Himmetsiper!

Da aber Lichtstrahlen ‘gerade’ Linien definieren (1), und Lichtsignale wesentirtié Messung von
Langen und Winkeln sind, bedeutet dies, dass das Skalarprodukt bzw. Quadrat eines Raumvektors und
damit dessen &nge nicht mehr durch

100 x!
Z? =% - %= (', 2%,2%)-[ 0 1 O x? (51)
0 01 x3

gegeben ist, sondern mit einer verallgemeinerten 3x3-MatriMetrik’, ‘metrischer Tensoj’ be-
rechnet werden muss:

ZL‘l

Z-%=(z',2%,x3)-g- | x? (52)

ZB3

"Prinzip des STEP-Experimentes!
8Auch andere Energieformen, z.B. die in elektrischen, magnetischen oder Gravitationsfeldern (im Vakuum!) gespei-
cherte Energiedichte, haben eine anziehende Wirkung auf Massen.
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Der Raum ist daher nicht mehr ‘euklidisdbew. ‘flach’, sondern ‘Riemannschyzw. ‘geklummtﬂ.

Ein einfaches Beispielif einen gekimmten Raum stellt die Kugelobéadhe dar. Es ist ein zwei-
dimensionaler Raum. ‘Sichtbar’ wird die Kmmung erst bei Einbettung in den 3-dimensionalen
euklidischen Raum. Auf der Kugelobadhe stellt man die Kimmung z.B. dadurch fest, dass die
Winkelsumme im Dreieck nich80° betragt:

GroBkreise (Geoditische)

Man beachte, dass lokal die Geometrie durch die euklidischen Formeln beschrieben werden kann.

Der KugelradiusR ist in diesem Beispiel ein MaBrfdie Krummung. Abginde kann manicht nach
der einfachen euklidischen Formel

d’> = (Az)? + (Ay)? (53)
berechnen! In Winkelkoordinaten gilt
d?> = R? (A0)? + R?sin’ 0(Ag)? (54)

also

R? 0 1 0
g:(O stin20>#<0 1) (55)

Nun lkdnnte man vermuten, dass es eine geeignete Transformation
0,6 — x1,22 (56)

so gibt, dass in den neuen Koordinaterzur Einheitsmatrix wird. Wie aber schon C.F. Gaul3 zeigte,
ist dies nicht mglich, die Kugeloberéicheist ein gektimmter 2-dim. Raum.

NACHDENKEN: WIE SIEHT DIESE ARGUMENTATION FUER DIE POLARKOORDINATEN
EINER SCHEIBE AUS ?

Die Krummung des dreidimensionalen Raumes kann man (da uns ein entsprechender 4-dimensionaler
hoherdimensionaler Raum nicht Zugglich ist) nur schwer visualisieren. Am ehesten gelingt das f

die Umgebung einer Punktmasse mit Hilfe eines Gummimembran-Modells (2-dim. Raum eingebettet
in 3-dim. Uberraum, projiziert auf 2-dim. Papierebene!):

9Genauer: die 4-dim. Raum-Zeit ist géknmt, Skalarprodukte werden nicht mehr durch die einfache Fara9F —
2 beschrieben. Wir betrachten hier aber nur damlichen Teil.



8. P2 TH 02 Relativitéitstheorie 11 16

Schnittfldche durch
Lichtstraht 4\ die Sonne

Durch die Gravitation werden Malédte veandert. Das folgt aus der Verlangsamung von Uhren (s.u.)
und dem lokalen Wert der Lichtgeschwindigkeit, deerall zuc gemessen wird, also werdeahgen
verkurzt. Die Veanderung der Metrik kann man einerseits so darstellen wie oben, indem man die
Langen unveindert &sst und den Raum ‘verbiegt’; edmuivalenter Standpunkt ist der eines flachen
Raumes mit geschrumpften Maglsén:

740

a b)

Beispiel:

Man kann die Erdoberfiche durch eine Kugelobeitthe modellieren (Globus), oder alternativ auf
eine Ebene projizieren, wobei sich abeirigen und/oder Winkéindern. Solange es nur um einen
Stadtplan geht, ist der Unterschied unerheblich: lokal kann derigaknte Raum euklidisch gamert
werden!

Das Einsteinsche Gravitationsgese# die Form

(X =Gn-T (57)

Auf der linken Seite steht eine MatriX, die die Raumeigenschaften beschreibt, auf der rechten der
Energie-Impulstensdr’, der die Quellen der Gravitation beinhaltet. In Worten: Materie und Energie
bestimmen die Kimmung des Raumes, die wiederum die Bewegung der Materie vorgibt: “Matter
tells space how to bend, space tells matter how to move”.

8.2 Voraussagen und Tests

8.2.1. Licht und Gravitation
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8.2.1.1. Schwarzschildradius und schwarpeher

Die Fluchtgeschwindigkeit, die ein Teilchen mindestensitigh, um von einem kugeiirmigen Him-
melslorper (Radiug-, MasseM) entgegen der Gravitationskraft wegfliegen zZunken, ist gegeben
durch

v? = G4 (58)

A

N[ =

Mit kleiner werdendem Radius (ab&ster Massgwachstv, bis zum Grenzwerb = c¢; der zu-
gelhdrige Wert fir » ist der Schwarzschildradiffs

2GnN
rs =

M (59)

c2

Bedeutung: Ist < rg, kann selbst Licht das Himmelsobjekt nicht mehr verlassen, von auf3en kann
es nur noch durch seine Gravitationswirkung wahrgenommen werden: schwarzes Loch

Beispiel:

Der Schwarzschildradiugs und das Verhltnis zum wahren Radiuseiniger Himmelsérper:

rs rs/r
Erde 9mm 1.3-107°
Sonne 3km 4-10°°
Neutronenstern 3 km 0.3

Wurde man also die Erde auf etwlacm komprimieren, &nnten die Marsianer nur den kreisenden
Erdmond sehen. .

Beim Entweichen wird das Licht nicht langsamer, sondern der Verlust an Energie spiegelt sich in der
Frequenzabnahme bzw. Wellangenzunahme wieder, s.u.

Schwarze bcher sind auf verschiedene Weisen im Kosmos nachgewiesen worden. Man vermutet,
dass alle Galaxienzentren ein schwarzes Loch enthalten.

Beispiel:

Aus der schnellen Bewegung der Sterne in déhédes Zentrums der Milchstral3e (L Lichtjahr
Abstand) schliel3t man auf eine Zentralmasse von etwa 3 Millionen Sonnenmassen, die nicht leuchtet.

ANIMATION: Sternbewegung um Sagittarius A
Bei konstanter Dichtgp des Objektes folgtifr den Schwarzschildradius:

rs = 20%%707'3 (60)

Der Grenzradiustir die Entstehung eines schwarzen Loches ist gegeben dyrehrg = r, also

p— 3c2 1
G — 87GN p

(61)

10K, Schwarzschild, 1915
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Furr > rg bekommen wir ein schwarzes Loch.
Beispiel:

In einem Neutronenstern ist die Dichte die eines Atomkemmes, 4 - 10'7 kg/m?, somitrg =~
20 km; die zugelirige Masse istVlg ~ 6 M sonne-

8.2.1.2. Frequenzverschiebung im Gravitationsfeld

Beim ‘Fallen’ oder ‘Steigen’ von Photonen im konstanten Gravitationsfeld gewinnen/verlieren sie
Energie, damitindert sich ihre Welledhge bzw. Frequenz:

A AFE h h
v~ _myr_ 97 (62)
v E E c?

Beispiel: Turmexperiment von Pound, Rebka (1960) und Pound, Snider (1965)

= erster Nachweis dieses Effekt&0 m hoher Turm in Harvard, Gamma-Strahlung. Frequenzver-
schiebunff} Av /v = 2.5 - 10715,

Apparaturen, die Signale mit fester Frequenz aussenden, sind Uhren. Wir stellen uns Atomuhren vor,
die im Takt des Elektronumlaufes Lichtwellen abstrahlen. Jeder Wellenberg definiert ein ‘Tick-Tack’:

~
Atom B ) Lichtwellen

Uhr@ /

Atom A

Uhr @
Masse (z.B.Erde)

Ein weit entfernter Beobachter endpigt von A eine kleinere Frequenz als vBn da die Photonen
im Gravitationsfeld Energie verlieren.

Also: Uhren werden in Gravitationsfeldern verlangsamt.
Beispiel:

Das schon in Kapitel 7.3.3 vorgestellte Experiment von J. Hafele und R. Keating ergab, dass nach
einer Erdumkreisung in ca.0 km Hohe die Uhren an Bord des Flugzeuges kn20p ns Versgatung
aufwiesen, in Einklang mit den Rechnungen. Um den Gravitationseffekt vom Geschwindigkeitseffekt
(SR) zu trennen, wurden die ZeitverschiebungerOrst- und Westflug addiert, dabéillt der SR-

Effekt in guter Niherung heraus.

gemessen via BRbauer-Effekt
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Beispiel:

Sendung Quarks und Co: Atomuhr auf dem Turm dé&sét Doms geht nach 1 Woche Uhms vor
relativ zu einer 80 m tiefer aufgestellten Uhr.

8.2.1.3. Lichtablenkung im Gravitationsfeld

Aul3er der richtigen Berechnung der Merkur-Periheldrehung (s.u.) erlebte die AR einen grol3en Tri-
umph, als die von Einstein berechnete Ablenkung des Lichts durch die Sonne durch Beobachtungen
im Jahre 1919 beatigt wurde:

/‘k\

&
N
Q
S/
)

& ¢
&

Physiker

Erde

Die ersten (allerdings nicht sehr genauen) Messungen wurden von A.S. Eddingtoré¢traheveiner
Sonnenfinsternis gemacht; Heute ist der Effekt mit einer Genauigkeit von besa&% glsmessen
worden.

Erste Rechnungen von Einstein ergaben:

§ =TS (63)

r

Diesen Wert kann man leicht nachvollziehen, wenn man die Newtonsche Bahn (Hyperbel) eines Teil-
chens mitw = ¢ und der ‘Photonmassé / c? berechnét.

Spater hat er die Rechnung in der AR wiederholt und den korrekten Wert

-
§=2->=175"=8.5-10"° (64)
r

gefunden. Der Unterschied ist eine Konsequenz der Raimkiung und damit verbundenen Mal3-
stabsverzerrung in Sonneiime. Anders formuliert: Man kann den Effekt nicht in einem einzigen
lokalen Inertialsystem beschreiben (wie z.B. die Frequenzverschiebung im homogenen Gravitations-
feld, s.0.), sondern muss ihn in einem globalen Inertialsystem berechnen. Damit ist die Lichtablen-
kung - im Gegensatz zu den oben betrachtetegnBmenen nicht einfach zu beschreiben durch
Lichtteilchen, die eine effektive Masse haben und den Newtonschen Gesetzen gehorchen

2Der Winkel wurde schon 1801 von J.G. voil@ner berechnet, indem er Lichtkorpuskeln eine Masse zuwies; der
Wert selbst geht nicht in das Ergebnis ein!
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Spektakudr sind die in fingerer Zeit photographierten Lichtablenkungen entfernter Galaxien an
Gravitationslinsern Form von Galaxienhaufen:

Bei idealer Geometrie (Lichtquelle und Linse puiikthig, beide zusammen mit Beobachter auf einer
Linie) beobachtet man einen Einstein-Ring

Lichtquelle

Bild der Lichtquelle

/

8.2.2. Abweichungen vom Newtonschen Gravitationsgesetz

8.2.2.1. Periheldrehung des Merkur

In der klassischen Mechanik bewegen sich die Planeten, insbesondere Merkur, auf raumfesten Ellip-
senbahnen um die Sonne (genauer: den gemeinsamen Schwerpunkt).

Die Relativitatstheorie sagt ein langsames Rotieren der grol3en Halbachse der Ellipse voraus, so dass
eine rosetteridrmige Bahn resultiert. Man spricht von der ‘Periheldrehung’
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Aphel

Planet

Es gibt zwei Beitage zu diesem Effekt:

- SR: In den Bewegungsgleichungen ist geFaktor zu beiicksichtigen

(fur die Merkur-Umlaufgeschwindigkeit = 47km/s — ~—1=1.3-1078).

- AR: Die Gravitations-Energiedichte in der Umgebung der Sonne modifiziert das Gravitationspoten-
tial.

Der Gesamteffekt wird zu

wr = 43"/Jahrhundert (65)

vorausgesagt, das ist sehr wenig!

Dazu kommen ‘bekannte’ 8tungen durch nicht kugelsymmetrische Massenverteilungen und die
anderen Planeten, die man (in der klassischen Mechanik!) berechnen kann zu

wk .. = 5558” /Jahrhundert (66)
Beobachtet wird:
WhMerkur = 5601”7 /Jahrhundert (67)

in sctbner Ubereinstimmung mit der Summe der beiden berechneten Terme. Alle Zahlen sind mit
einer Genauigkeit von weniger al§ /Jahrhundert bestimmfi.

8.2.3. Gravitationswellen

Ein schwingender elektrischer Dipplstrahlt elektromagnetische Wellen ab, mit der Leistung:

P~ 5P (68)

€o c3

Aus Gravitationsladungen kann man schwingende Dipolmomente nicht aufbauen, da es keine unter-
schiedlichen Vorzeichen gibt und eine einzelne hin- und herschwingende MasBgplmoment!)
den Impuls nicht erhalteniivde.

13pje Diskrepanzv® — w war schon 1860 bekannt und wurde erst 1915 durch die AR disg@is dahin vermutete
man einen weiteren inneren Planeten ‘Vulkan’ als Ursache
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Gravitationswellen &nnen aber von schwingenden Quadrup@fe@ abgestrahlt werden, wie Ein-
stein 1916 vorhersagte:

Gn -2

Beispiel:

2 gleiche Massemn im Abstandr haben ein Quadrupolmoment der @Renordnungl = m r2.
Rotieren sie umeinander, strahlen sie, da die relative Orientierung variiert.

Wegen der Kleinheit des Vorfaktors in {65) ist die Strahlungsleistung in irdischen und auch in vielen
kosmischen Systemen gering, so dass bis heute ein direkter Nachweis nicht gelungen ist.

Beispiel:
Erde umkreist Sonnd? ~ 200 W.

Ein Doppelsternsystem aus zwei Neutronensternen im Abstand vb@®dam haben die Astrono-

men R.H. Taylor and J.H. HulBkviele Jahre lang beobachtet. Aus der kontinuierlichen Abnahme
der kinetischen Energie des Systems haben Sie indirekt auf die abgestrahlten Gravitationswellen ge-
schlossen; die so gemessene Strahlungsleistung stimmt mit der beredibertEn.

In diesen Jahren werden mehrerer Gravitationswellendetektoren auf der Erde in Form von giganti-
schen Michelson-Interferometern aufgeffausie sollen nach kosmischen Quellen wie Supernovae
oder verschmelzenden Doppelpulsaren suchen. Ankommende Quadrupolstrahlung versetzt die Spie-
gel relativ zueinander in Schwingungen, die sich durch das Interferenzmuster zu erkennen geben.

Eineaul3erst hohe Empfindlichkeit isbtig, denn selbst eine Supernova in unserer Milchstral3e bewegt
die Spiegel nur unaAl/l ~ 10718,

4Quadrupol ist Tensor bzw. Matrix.
Serhielten zusammen 1993 den Nobelpreis
16y.a. GEO600 bei Hannover



