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TEIL 9

Nachdenken/Nachlesen: Schrödingers Katze.

10. Atome mit mehreren Elektronen

Den Kern betrachten wir weiterhin als einen schweren Massenpunkt mit LadungZ e und vernachl̈assi-
gen seinen Spin und sein magnetisches Moment.

Die ‘Hülle’ besteht jetzt ausZ identischenElektronen.

Wir haben gesehen, dass die durch den Elektronspin (genauer: das zugehörige magnetische Moment)
verursachte Feinstrukturaufspaltung klein ist, aber im folgenden werden wir sehen, dass der Spin
wegen des Pauliprinzips bei komplizierteren Atomen eine entscheidende Rolle spielt.

10.1. Das Heliumatom

Helium hatZ = 2, A = 4.

Das Helium-AtomHe+ mit nur einem Elektron k̈onnen wir vollsẗandig berechnen; wir m̈ussen nur
in den Formeln f̈ur WasserstoffZ = 1 durchZ = 2 ersetzen. Das führt unter anderem dazu, dass
die Energie des GrundzustandesZ2 · 13.6 eV = −54 eV betr̈agt.

Fügt man das zweite Elektron hinzu, tritt qualitativ Neues auf:

a die Wechselwirkung der beiden Elektronen untereinander

b die Ununterscheidbarkeit der beiden Elektronen

c das Pauliprinzip

10.1.1. Schr̈odingergleichung f̈ur das Heliumatom

Den Elektron-Spin ignorieren wir zunächst. Wir m̈ussen die Gesamtwellenfunktion der beiden Elek-
tronen betrachten,

ψ(~r1, ~r2) (1)

Der in die station̈are Schr̈odingergleichung(
Êkin + V

)
ψ = E ψ (2)

einzusetzende Operator für die kinetische Energie lautet

Êkin =
−~2

2me

(∆~r1 + ∆~r2) (3)
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Die potentielle Energie ist

V (~r1, ~r2) = −α ~ c
(
Z

r1
+
Z

r2
−

1

r12

)
(4)

Deshalb ist eine Faktorisierung der Wellenfunktion in je einen Anteil pro Elektron nicht möglich.
Außerdem ḧangt der letzte Term vom Differenzvektor~r12 ab, also von einer Winkelkoordinate, denn
r12 = |~r1 − ~r2| = r2

1 + r2
2 − 2 r1r2 cosα. Deshalb scheitert auch der Versuch einer Separation

in Winkel- und Radialanteil und eine analytische Lösung ist nicht mehr m̈oglich1.

Eine N̈aherungsl̈osung ist aber m̈oglich, wenn man den Wechselwirkungsterm zwischen den Elektro-
nen vernachl̈assigt. Dies ist allerdings nur vernünftig, wenn die beiden Elektronen weit voneinander
entfernt sind, aber das wissen wir nicht! Wir versuchen es. Jetzt kann man faktorisieren:

ψ(~r1, ~r2) = ψ1(~r1) · ψ2(~r2) (5)

und wir bekommen die wasserstoffähnliche Schr̈odingergleichung(
−

~2

2me

∆ − α ~ c
Z

r1

)
ψ1(~r1) = E1 ψ1(~r1) (6)

und entsprechend fürψ2.

Die Lösungen sind die für das Wasserstoffatom mitZ = 2. Die Energie des Grundzustandes ist

E0 = −2 · 4 · 13.6 eV = −109 eV (7)

Diese kann man auch messen:

Eion = 79 eV (8)

ist die Ionisierungsenergie (He → He++). Qualitativ kann man die Diskrepanz zwischenE0 und
Eion so verstehen: Jedes Elektron ‘sieht’ wegen der Abschirmung der Kernladung durch das andere
ein effektivesZ < 2, siehe Skizze. Diesen Effekt kann man mit einer Störungsrechnung abschätzen.

Eine alternative M̈oglichkeit der N̈aherungsl̈osung der Helium-Schrödingergleichung besteht in der
Ersetzung des1/r12-Terms durch eine Konstante (= Mittelwert).

1Vergleiche klassisches Mehrkörperproblem!
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10.1.2. Ununterscheidbarkeit der Elektronen

Wir betrachten wieder die obige Näherung und die faktorisierte Gesamtwellenfunktion. Die Anteile
ψ1 undψ2 sind durch die entsprechenden Sätze von Quantenzahlen gegeben:

ψ = ψ1(a) · ψ2(b) a = (n1, l1,m1) b = (n2, l2,m2) (9)

Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Elektron 1 am Ort~r1 im Zustanda und Elektron 2 am Ort~r2 im
Zustand b ist, ist proportional zu

p(a, b) = |ψ1(a) · ψ2(b)|2 (10)

In dieser Schreibweise tritt die Ortsabhängigkeit nicht explizit sondern nur im Index auf. Nun sind
die beiden Elektronen aberprinzipiell ununterscheidbarund die entsprechende Wahrscheinlichkeit

gleich der obigen:

|ψ1(b) · ψ2(a)|2 = p(b, a) ≡ p(a, b) = |ψ1(a) · ψ2(b)|2 (11)

Die entsprechenden Produkte der Wellenfunktionen können sich also nur durch einen Phasenfaktor
unterscheiden:

ψ1(a) · ψ2(b) = eiφ · ψ1(b) · ψ2(a) (12)

Da aber bei zweimaliger Anwendung des ‘Permutationsoperators’ wieder der Urzustand entsteht:

ψ1(b) · ψ2(a) = e2iφ · ψ1(b) · ψ2(a) (13)
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muss geltenφ = 0 oderφ = π, also

ψ1(a) · ψ2(b) = ± ψ1(b) · ψ2(a) (14)

Die Ans̈atze (10) und (11) erfüllen diese (Anti-)Symmetrie nicht und sind daher ungeeignet zur Be-
schreibung der Heliumwellenfunktion. Die folgenden symmetrischen und antisymmetrischen Linear-
kombinationen erf̈ullen jedoch diesen Zweck2:

ψs = ψ1(a) · ψ2(b) + ψ1(b) · ψ2(a) (15)

ψa = ψ1(a) · ψ2(b) − ψ1(b) · ψ2(a) (16)

Die Gesamtwellenfunktion ist - unter Vertauschung der beiden Teilchen - entweder total symmetrisch
oder total antisymmetrisch!

Wichtige Eigenschaft der antisymmetrischen Version:

ψa → 0 fuer |~r1 − ~r2| → 0 (17)

ψa = 0 fuer a = b (18)

Unsere obigen̈Uberlegungen gelten auch bei Berücksichtigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung:

ψs = ψ(a, b) + ψ(b, a) (19)

ψa = ψ(a, b) − ψ(b, a) (20)

Wir müssen auch den Spin berücksichtigen. Zuerst betrachten wirnur diesen.

χn(±) (21)

sei die Spinfunktion mit denms-Werten±1/2 für das Elektronn. Da es jeweils nur 2 Alternativen
gibt, können wir hier alle M̈oglichkeiten explizit durchspielen. Analog zu den Betrachtungen zur Orts-
wellenfunktion muss die Gesamt-Spinwellenfunktion entweder symmetrisch oder antisymmetrisch
in Bezug auf Teilchenvertauschung sein. Insgesamt gibt es vier Möglichkeiten der Kombination der
Spinquantenzahlen+ und−:

χs
1 = χ1(+) · χ2(+) (22)

χs
2 = χ1(−) · χ2(−) (23)

χs
3 = χ1(+) · χ2(−) + χ1(−) · χ2(+) (24)

χa = χ1(+) · χ2(−) − χ1(−) · χ2(+) (25)

Die zugeḧorigen Gesamtspins sindS = 1, 1, 1 und0 und die z-KomponentenMs = +1,−1, 0
und0, siehe Skizze3. Die ersten drei Wellenfunktionen beschreiben denTriplett-Zustanddes Heliums

2modulo Normierungsfaktor
3Vorsicht: Die Skizze vereinfacht die Spinaddition zu sehr. Betrachten wir das Triplett mitMs = 1. Der Ge-

samtdrehimpuls hat den Betrag
√

1 (1 + 1) ~ =
√

2 ~. Die Zeichnung dagegen suggeriert den Drehimpulsbetrag
2

√
1/2 (1/2 + 1) ~ =

√
3 ~
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(2S + 1 = 3), die letztere denSingulett-Zustand(2S + 1 = 1), . Beim Helium spricht man aus
historischen Gr̈unden vonOrthohelium(S = 1) undParahelium.

Die Gesamtwellenfunktion ist das Produkt aus Orts- und Spinanteilen:

ψ = ψs,a · χS,MS
(26)

Beachte, dass der Spinanteil statt durch die beiden magnetischen Quantenzahlen eindeutig durch
S,MS charakterisiert werden kann.

Die Gesamtwellenfunktionfür ein System identischer Teilchen ist entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch.

Beispiel:

Wir nehmen an, dass wir die Wellenfunktion in Raum- und Spinanteil faktorisieren können:

ψ = ψ(~r) · χ (27)

Eine antisymmetrische Gesamtwellenfunktion kann man z.B. aus symmetrischem Spinanteil und asym-
metrischem Ortsanteil konstruieren:

ψ = ψ(a, b) · χ(−,−) − ψ(b, a) · χ(−,−) (28)

10.1.3. Das Pauliprinzip

Das gemessene Heliumspektrum zeigt, dass nur solcheÜberg̈ange auftreten, die Zuständen mit total
antisymmetrischer Wellenfunktion entsprechen!

Wolfgang Pauli (Nobelpreis 1945) postulierte 1925:
Pauli-Prinzip: Die Gesamtwellenfunktion eines Systems mit mehreren Elektronen ist immer
antisymmetrisch gegen̈uber Vertauschung zweier Elektronen.

Beispiel:

7 Elektronen,ψ(a, b, c, d, e, f, g) = −ψ(a, b, c, d, f, e, g)

Insbesondere folgt:Bei gleichen Quantenzahlen wirdψ = 0, ein Zustand kann also immer nur
einfach besetzt sein.Im Atom bedeutet dies, dass zu gegebenemn, l,m nur ein Elektron existieren
kann oder zwei, wenn sie sich inms unterscheiden, d.h. ihre Spins müssen entgegengesetzt gerichtet
sein.

Diese merkẅurdige Eigenschaft identischer Teilchen gilt für alle Fermionen (Teilchen mit halbzahli-
gem Spin), nicht aber für Bosonen (ganzzahliger Spin, symmtrische Wellenfunktion!). Später konnte
aufgrund theoretischer Untersuchungen ein allgemeiner Zusammenhang zwischen Spin und ‘Stati-
stik’ der Teilchen gefunden werden.

10.1.4. Termschema und Spektral̈ubergänge

Die Energieniveaus von Helium zeigt die Skizze. Feinstruktur nicht maßstabsgerecht! Notation4:

n 2S+1LJ (29)
4im Heliumtermschema fehlt der IndexJ - kann manJ aus den anderen Quantenzahlen berechnen ?
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Die Großbuchstaben bezeichnen jeweils die Quantenzahlen der Gesamtbahndrehimpulse bzw. des
Gesamtspins der beiden Elektronen. Hier ist ein Elektron immer im Grundzustand und die aufgeführ-
te Quantenzahln bezieht sich auf das zweite, angeregte Elektron. Es gilt alsol2 = L. Bei Atomen
wie Helium ergibt sich der Gesamtdrehimpuls durch Vektorsumme des Gesamtspins und des Ge-
samtbahndrehimpulses, siehe auch Kapitel 10.3. Eine symbolische Darstellung der Quantenzahlen
im Grundzustand und in den ersten angeregten Zuständen findet man in der Tabelle. Die Zeilen mit
n = 1 undn = 2 zeigen die Spinorientierung der beiden Elektronen. In der letzten Spalte bedeutet
↑ + ↓, dass es sich um eine Linearkombination der beiden Spinausrichtungen handelt, siehe Aus-
druck fürχs

3 in (24):S = 1,mS = 0! Nicht eingetragen ist der Zustand2 1P1 (Parahelium,S = 0,
l2 = 1 und undm2 = 0 oderm2 = ±1).

Mit dem Pauli-Prinzip k̈onnen wichtige qualitative Eigenschaften des Termschemas von Helium er-
klärt werden: Insbesondere gibt es im Grundzustand (n2 = 1, l2 = 0) kein Triplett, da ja die beiden
Elektronenspins parallel sein müssten. In den angeregten Zuständen, etwa2S (d.h.n1 = 1, n2 =
2, l1 = l2 = 0) gibt es diese Einschränkung nicht, da die Hauptquantenzahlen unterschiedlich sind.
Der große Energieunterschied zwischen2 1S und2 3S ist auch eine Konsequenz des Pauliprinzips:
Im ersten Fall ist die Ortswellenfunktion symmetrisch, im zweiten Fall antisymmetrisch. Bei letzterer
ist der Abstand der Elektronen im Mittel größer (insbesondereψ(r12 = 0) = 0) und damit der
Abstoßungsterm∼ 1/r12 kleiner.

Die recht große Differenz der NiveausS undP undD . . . ist eine Folge der Abschirmung der Kern-
ladung durch das innere Elektron. Ist auch das zweite Elektron im s-Zustand, ist die Abschirmung
unvollkommen, die Bindungsenergie ist groß. Mit zunehmendeml wird der mittlere Abstand des
angeregten Elektrons vom Zentrum größer und die Abschirmung vollkommener, die Bindung also
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schẅacher.
Die dreifache Aufspaltung zB. derP -Zusẗande ist dagegen die bekannte Feinstrukturaufspaltung auf-
grund der Spin-Bahn-Wechselwirkung. Eine quantitative Betrachtung wollen wir hier nicht durchführen.

Das Emissionsspektrum ist durch die in der Abbildung eingezeichnetenÜberg̈ange gegeben. Im Tri-
plettsystem fehlt in der Notation für die Terme der IndexJ (separat aufgeführt). Da bei elektromagne-
tischer Dipolstrahlung keine Spinänderung stattfindet, gibt es nurÜberg̈angeinnerhalbdes Triplett-
oderinnerhalbdes Singlett-Systems.

Man beobachtet folgendeAuswahlregelnfür das angeregte Elektron, wie beim Wasserstoffatom (für
elektrische Dipolstrahlung):

∆l2 = ±1 ∆m2 = 0,±1 (30)

Einen Spinumklapp gibt es bei der Dipolstrahlung nicht:

∆s2 = 0 ∆j2 = 0,±1 (ausser j2 = 0 ↔ j2 = 0) (31)

Die Regel f̈ur ∆j2 (j2 = Gesamtdrehimpuls (Bahn+Spin) des angeregten Elektrons) folgt aus den
anderen.

FRAGE: Wieso kann∆j2 = 0 bei der Photonemission vorkommen (zB.2 3P1 → 2 3S1), wider-
spricht das nicht der Drehimpulserhaltung ?

10.2. Atome mit vielen Elektronen, das Periodensystem

Wir betrachten jetzt nur die Grundzustände der neutralen Atome, ohneäußere Felder. Um die Elektro-
nenkonfigurationen zu konstruieren, füllen wir, angefangen beim H-Atom, jeweils ein Elektron hinzu,
und zwar in den energetisch tiefsten freien Zustand, wobei die Pauli-Regel zu beachten ist!
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Vorbetrachtungen: Es gibt maximal

Nn = 2 ·
n−1∑
l=0

(2 l + 1) = 2n2 (32)

Elektronen mit der Hauptquantenzahln. Der Faktor2 ber̈ucksichtigt die beiden m̈oglichen Spinein-
stellungen. Sind alle diese Elektronen vorhanden, bilden sie eineElektronenschale; man sagt auch,
die Schale ist gefüllt oder abgeschlossen. Wegen der Eigenschaft der Kugelfunktion∑

l,m

|Y l
m(θ, φ)|2 = const (33)

bedeutet das eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung. Je größern, desto gr̈oßer ist der mittlere
Abstand vom Kern. Insbesondere für die Chemie sind nur die Elektronen in deräußersten Schale
relevant, dieValenzelektronen, deren Zahl die chemische Wertigkeit bestimmt. Eine abgeschlossene
Schale ist energetisch besonders stabil, da so alle Elektronen relativ nahe am Kern sind, also eine
hohe Bindungsenergie aufweisen. Das erklärt u.a. die Reaktionsträgheit der Edelgase, s. unten.

Terminologie:

n = 1 : K − Schale (34)

n = 2 : L − Schale (35)

n = 3 : M − Schale (36)

. . .

Die Elektronenkonfigurationen gibt man so an (ohne Berücksichtigung der Quantenzahlenml und
ms; jetzt Kleinbuchstaben p,d,s . . . für die Bahndrehimpulse!):

(1s)N1s (2s)N2s (2p)N2p (3s)N3s . . . (37)

Beispiele:

Helium: (1s)2

Sauerstoff:(1s)2 (2s)2 (2p)4

Die Elektronen zu gegebenemn undl bilden eineUnterschale.

Da wie beim Helium die Energien mitl anwachsen, werden innerhalb einer Schale zuerst die niedri-
gen Drehimpulsquantenzahlen bedient. Nachdem die K-Schale gefüllt ist, wird die M-Schale besetzt
usw. Ab Argon wird es komplizierter als erwartet, siehe Abbildung. Grund: Das(4s)-Niveau liegt
tiefer als das(3d)-Niveau, wie man durch numerische Lösung der Schrödingergleichung bestätigt
findet.

In welcher Reihenfolge werden die Quantenzahlenml undms vergeben ? DieHundsche Regel5

besagt: der Gesamtspin nimmt den größtm̈oglichen Wert an - unter Beachtung des Pauliprinzips.

Beispiel:

Stickstoff. Nachdem die K-Schale und die Unterschale2s gef̈ullt sind (Gesamtspin=0), stehen drei
p-Orbitale (ml = −1, 0, 1) zur Verf̈ugung. Dann wird in jedes je ein Elektron mit gleichemms

gesetzt, so dass der Gesamtspin3/2 beträgt.
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Erklärung: Wie beim Heliumatom (Zustände2 1S und2 3S) haben Elektronen mit parallelem Spin
im Mittel einen gr̈oßeren Abstand, da die Ortswellenfunktion antisymmetrisch sein muss. Also ist das
energetisch g̈unstiger.

Computeranimation: Elektronenkonfigurationen
Winphysik, Pauli-Regel; insbes.: K→ Ar

Der Gesamtdrehimpuls einer abgeschlossenen Schale ist null.

Kennt man die Elektronenkonfiguration aller Atome, kann man viele physikalische und chemische
Eigenschaften qualitativ verstehen. Im Periodensystem stehen solche Elemente untereinander, deren
äußere Elektronenschalen sichähneln.

Die Periodiziẗat ist in vielen Atomgr̈oßen zu sehen, z.B. in der Ionisierungsenergie (siehe Diagramm).

Beispiel:

Die Alkalimetalle Li, Na, K etc. haben alle je ein s-Elektron in deräußeren Schale. Es kann relativ
leicht abgel̈ost werden. Da es recht weit vom Kern entfernt ist, ‘sieht’ es die effektive Kernladung
≈ +1 und damit ist die Ionisierungsenergie für alle Alkalimetalle fast gleich groß.

10.3. Drehimpulskopplungen

10.3.1. LS- und jj-Kopplung

Im Atom gibt es magnetische Momente die mit den Bahndrehimpulsen und mit den Elektronspins
verkn̈upft sind. Der Kernspin wird weiterhin ignoriert. Wir nehmen an, dass es keineäußeren Felder
gibt.

Diese einzelnen Drehimpulse (und auch die magnetischen Momente, s.u.) setzen sich vektoriell zum
Gesamtdrehimpuls des Atoms zusammen. Die Vektoraddition ist kommutativ, und die Reihenfol-
ge der Addition der Drehimpulse also egal. Aber die verschiedenen Einstellmöglichkeiten, also die
Multiplizit ätder Aufspaltung, sowie deren Größe ḧangen davon ab, welche Drehimpulsanteile erst zu
‘festen’ Teildrehimpulsen ‘zusammenwachsen’. Diese Teildrehimpulse können dann relativ zueinan-
der unterschiedlich ausgerichtet sein→ Linienaufspaltung.

Es gibt zwei Mechanismen:
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Bei derL-S-Kopplung(die wir bisher implizit vorausgesetzt haben!) addieren sich erst separat alle

Bahndrehimpulse zum Teildrehimpuls~L und entsprechend bilden die Spins den Gesamtspin~S. ~L
und ~S können sich jetzt auf unterschiedliche Weise zusammensetzen, was zum Gesamtspin~J führt:

~J = ~L+ ~S (38)

Bei der j-j-Kopplung dagegen setzen sich für jedes Elektron erst Spin-und Bahndrehimpuls zum

Gesamtdrehimpuls~ji des Elektronsi zusammen. Der Gesamtdrehimpuls des Atoms ist dann

~J =
∑

~ji (39)

Welcher Kopplungsmechanismus auftritt, hängt von der Sẗarke der Wechselwirkungen der magneti-
schen Momente ab. Bei Atomen mit kleinemZ sind die Kopplungen zwischen den einzelnen Bahn-
drehimpulsen und die zwischen den Einzelspins größer als zwischen~li und~si: L-S-Kopplung tritt
auf, siehe Helium. Bei sehr schweren Atomen ist es gerade umgekehrt, da die Spin-Bahn-Kopplung
überproportional mitZ anẅachst.

Bei j-j-Kopplung sind~L und ~S nicht mehr definiert, die QuantenzahlenL undS gibt es nicht mehr
und die bisher verwandte spektroskopische Notation ist nicht mehr brauchbar. Die Aufspaltung der
Spektrallinien sieht ganz anders aus. Für zweip-Elektronen mit gleichemn illustriert die Graphik die
unterschiedlichen Energieniveaus. Die Gesamtzahl der Terme ist gleich! Details: Nicht trivial, siehe
Lehrb̈ucher!
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10.3.2. Anomaler Zeeman-Effekt

Bisher hatten wird die Zeeman-Aufspaltung unter Vernachlässigung des Elektronspins betrachtet.
Dies ist aber nur berechtigt, wenn L-S-Kopplung vorliegt undS = 0 gilt. Der ‘normale’ Zeeman-
Effekt kommt also nur recht selten vor!

Wir nehmen im folgenden L-S-Kopplung an. Dasäußere B-Feld sei zunächst schwach. Der Spin
verkompliziert die Situation aufgrund des unterschiedlichen Landé-Faktors, der dazu führt, dass~j
und magnetisches Moment~µj nicht parallel liegen:µj präzediert jetzt um~j.

~µj =
µB

~
·
(
−~l + gs ~s

)
(40)

Hier wurdegl = −1 benutzt. Der zeitliche Mittelwert ist gleich der Projektion auf~j:

µj = ~µj ·
~j

|~j|
=
µB

~
·

1

|~j|
·
(
−~l ·~j + gs ~s ·~j

)
(41)
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Das kann man mit Hilfe von

~l ·~j =
~2

2
· [j (j + 1) + l (l + 1) − s (s+ 1)] (42)

~s ·~j =
~2

2
· [j (j + 1) − l (l + 1) + s (s+ 1)] (43)

so umschreiben:

µj = gj

µB

~
|~j| (44)

mit (gs = −2!)

− gj = 1 +
j(j + 1) + s(s+ 1) − l(l + 1)

2 j(j + 1)
(45)

Fallss = 0 folgt für den Land́e-Faktorgj = −1, im Spezialfalll = 0 bekommt mangj = −2.
Der Betrag vongj kann auch kleiner als1 werden. Die z-Komponente vonµ ist

µz
j = gj mj µB (46)

Die Aufspaltung im Magnetfeld (mj ↔ mj − 1) ist dann

∆E = gj µB B (47)

(B-Feld in z-Richtung). Die Kompliziertheit des Landé-Faktors̈ubertr̈agt sich auf die Aufspaltung der
Spektrallinien:anomalerZeeman-Effekt. Insbesondere ist der Abstand nicht mehr konstant wie beim
normalen Zeeman-Effekt.

Beispiel: Na-Atom: Siehe Termschema. Die LineD1 der bekannten Na-Doppellinie wird im externen
Magnetfeld in insgesamt vier Linien aufgespalten.

Bei starken Magnetfeldern kann die Kopplung zwischen~L und ~B bzw. ~S und ~B sẗarker werden als
zwischen~L und~S. Dann entkoppeln diese Drehimpulse:Paschen-Back-Effekt, siehe Skizze. Wieder
ergibt sich ein anderes Aufspaltungsmuster.
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