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TEIL 12

Nachdenken/Nachlesen:
Aus wieviel Atomen besteht ein menschliches DNS-Molekül insgesamt ? Welche chemischen Elemente sind
beteiligt ?

13. Spin und Statistik

In der klassischen Thermodynamikist die Verteilung der Energie auf die Teilchen eines Ensembles
durch den (Maxwell-)Boltzmannfaktor gegeben:

fMB ∼ e−E/(kT ) (1)

Implizit wird dabei angenommen, dass die Teilchen - im Prinzip - unterscheidbar sind. Deshalb gibt es
naẗurlich keine Einschr̈ankungen durch das Pauli-Prinzip. Unterscheidbar sind Teilchen dann, wenn
sie unterschiedliche intrinsische Eigenschaften wie Ladung oder Ruhmasse besitzen, oder wenn sie
räumlich weit getrennt sind.

In der Quantenphysikhaben wir es oft mit ununterscheidbaren Teilchen zu tun, z.B. bei Elektro-
nen in einem Atom oder Photonen in einem Hohlraum(strahler). Wie wir schon früher gesehen ha-
ben, m̈ussen wir dann unterscheiden zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Wellenfunk-
tionen; die zugeḧorigen Teilchen nennen wir Bosonen (ganzzahliger Spin) bzw. Fermionen (halb-
zahliger Spin). Den Zusammenhang zwischen Spin und Symmetrieeigenschaft der Wellenfunkti-
on können wir hier nicht beweisen, wohl aber die zugehörigen Verteilungen der Energien,fBE (
Bose-Einstein-Verteilung, Bosonen) undfF D ( Fermi-Dirac-Verteilung, Fermionen) herleiten.

a)Bosonen, symmetrische Wellenfunktion

Für zwei identische Teilchen, unter Berücksichtigung des Normierungsfaktors:

ψs =
1

√
2

· [ψ1(a) · ψ2(b) + ψ1(b) · ψ2(a)] (2)

Falls die Quantenzustände gleich sind, alsoa = b, folgt:

|ψs|2 = 2 |ψ1(a)|2 |ψ2(a)|2 (3)

also ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit doppelt so groß wie im Fall unterscheidbarer Teilchen.

Im thermischen Gleichgewicht eines Systems mit zwei Zuständen gilt f̈ur die BesetzungszahlenN
undÜbergangswahrscheinlichkeitenP :

Na · P (a → b) = Nb · P (b → a) (4)

d.h. es bewegen sich im Mittel gleich viele Teilchen in die beiden Richtungen.
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Verallgemeinerung aufn identische Teilchen:

ψs =
1

√
n!

·
∑

P ermutationen

ψ1(a1) · ψ2(a2) . . . ψn(an) (5)

Die Summe hatn! Summanden. Also, falls alle Teilchen im gleichen Quantenzustanda sind:

|ψs|2 = n! |ψ1(a)|2 |ψ2(a)|2 . . . |ψn(a)|2 (6)

Folge: Ist ein Quantenzustanda bereits mitNa Teilchen besetzt, ist die Wahrscheinlichkeit für die
Erhöhung aufNa + 1 um den Faktor

Na + 1 =
(Na + 1)!

Na!
(7)

höher als im klassischen Fall. Bosonen ‘klumpen’ also gerne zusammen, während Fermionen Ein-
zelg̈anger sind!

Das zus̈atzliche Teilchen stamme aus dem Zustandb. Deshalb gilt f̈ur die Besetzungszahlen der bei-
den Zusẗandea undb (siehe (4)):

Na

Nb

=
P (b → a)

P (a → b)
=

(Na + 1) · P klass(b → a)

(Nb + 1) · P klass(a → b)
(8)

Die klassischen̈Ubergangswahrscheinlichkeiten sind durch die Boltzmannfaktoren gegeben:

P klass(b → a)

P klass(a → b)
=
Nklass

a

Nklass
b

= e−(Ea−Eb)/(kT ) (9)

Einsetzen von (9) in (8) ergibt:

Na + 1

Na

· e−Ea/(kT ) =
Nb + 1

Nb

· e−Eb/(kT ) (10)

Linke und rechte Seite dieser Gleichung hängen jeweils nur von den Parametern (Besetzungszahl,
Energie)einesZustandes ab; es muss sich also um eine universelle Funktion handeln, die nur von der
Temperatur abḧangt:

Na + 1

Na

· e−Ea/(kT ) = A(T ) (11)

NachNa aufgel̈ost folgt wegenfBE ∼ N :

fBE ∼
1

A(T ) eE/(kT ) − 1
(12)

Im FaktorA(T ) versteckt sich das chemische Potentialµ (ohne Beweis), siehe Thermodynamik-
Vorlesungen:

A(T ) = e−µ/(kT ) (13)

Für unsere Zwecke ist letzteres null und der FaktorA = 1. Also:

fBE ∼
1

eE/(kT ) − 1
(14)
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Diesen Ausdruck kennen wir schon von der Planckschen Strahlungsformel!

b) Fermionen, antisymmetrische Wellenfunktion

Für zwei identische Teilchen, unter Berücksichtigung des Normierungsfaktors:

ψa =
1

√
2

· [ψ1(a) · ψ2(b) − ψ1(b) · ψ2(a)] (15)

Falls die Quantenzustände gleich sind, alsoa = b, folgt:

|ψa|2 = 0 (16)

Die Übergangswahrscheinlichkeit1 kann man jetzt so schreiben:

P (b → a) = (1 −Na) · P klass(b → a) (17)

Wenn der Zustanda leer ist (Na = 0), so sind die Wahrscheinlichkeiten im klassischen und quanten-
mechanischen Fall (fermionisch und bosonisch !) gleich. FürNa = 1 wird die fermionischeÜber-
gangswahrscheinlichkeit null, wegen des Pauli-Prinzips. Damit können andere Werte alsNa = 0, 1
nicht auftreten.

Man kann jetzẗahnlich wie unter a) argumentieren:

Na

Nb

=
P (b → a)

P (a → b)
=

(1 −Na) · P klass(b → a)

(1 −Nb) · P klass(a → b)
(18)

Es folgt

1 −Na

Na

· e−Ea/(kT ) = B(T ) (19)

NachNa aufgel̈ost erḧalt man wegenfF D ∼ N :

fF D ∼
1

B(T ) eE/(kT ) + 1
(20)

Die FunktionB(T ) kann man̈ahnlich wieA(t) so darstellen (ohne Beweis):

B(T ) = e−EF /(kT ) (21)

mit derFermienergieEF . Deren Bedeutung ergibt sich aus der Fermi-Dirac-Verteilung:

fF D ∼
1

e(E−EF )/(kT ) + 1
(22)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte wird1/2, wennE = EF .

Diskussion der Verteilungsfunktionen:

SowohlfBE als auchfF D gehen in die Boltzmannverteilung̈uber f̈urE � kT bzw.E − EF �
kT .
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Beachte:fF D ≤ 1 ist nach oben beschränkt!

Die angegebenen VerteilungenfBE undfF D gelten nur, wenn es keine Energie-Entartung gibt.
Bei diskreten Energie-Eigenwerten: Falls es zu einem EnergiewertEi insgesamtgi Zusẗande gibt, so
ist in den Formeln ein Faktorgi einzuf̈ugen:

N(Ei) ∼ fXY (Ei) · gi (23)

Im kontinuierlichen Fall: es muss mit einem FaktorgE(E) multipliziert werden, ein Beispiel findet
man im folgenden Kapitel.

Die (hier nicht angegebenen) Normierungsfaktoren in (14) und (22) hängen vongi bzw.gE ab.

14. Festk̈orper

Festk̈orper sind ‘Riesenmolek̈ule’. Die wichtigsten Strukturen sind durch die Begriffeamorph(unre-
gelmäßige Verteilung der Atome bzw. Moleküle) undkristallin (periodisches Gitter) gekennzeichnet.

Die Bindung im Festk̈orper kann durch verschiedene Mechanismen erfolgen. Die wichtigsten sind:

a) Ionenbindungin IonenkristallenDie beteiligten Atome haben ein oder mehrere Elektronen prak-

tisch vollsẗandig abgegeben bzw. aufgenommen und die resultierende elektrostatische Kraft hält das
Gitter zusammen. Die ist energetisch vorteilhaft, wenn ein stark ‘elektronegatives’ Element auf ein
‘elektropositives’ trifft. Wichtige Vertreter: Salze wieNa Cl. Eigenschaften: schlechte Leiter für
Wärme und Elektriziẗat, da Elektronen lokal angebunden.

b) Metalle , bei denen ein bis zwei Elektronen pro Atom ‘delokalisiert’ sind. Eigenschaften: gute
Leiter für Wärme und Elektriziẗat, da Elektronen Energie und Ladung leicht transportieren können.

c) Kovalente Kristallemit ‘bilateralen’ Bindungen̈ahnlich wie in Molek̈ulen. Beispiel: Silizium Ei-
genschaften: ‘zwischen’ Metallen und Ionenkristallen, ‘Halbleiter’!

Die Schemazeichnung vergleicht metallisch und kovalente Bindung.

14.1. Elektronengasmodell

Wir wollen nur dasMetall etwas genauer beschreiben, da wir es durch ein starres Gitter von positiven
Atomrümpfen plus ein Elektronengas gut modellieren können.

1Hier gleiche Bezeichnung wie unter a), aber andere Bedeutung!
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Im einfachsten Fall ignorieren wir die periodische Struktur des Gitters aus positiven Atomrümpfen
und approximieren dessen Einfluss auf das Elektronengas einfach durch ein dreidimensionales unend-
lich hohes Kastenpotential, siehe frührere Vorlesung. (Vergleiche auch die Betrachtungen zur Theo-
rie der Hohlraumstrahlung!) Das Elektronengas nehmen wir ferner als ‘frei’ an, d.h. die elektrische
Wechselwirkung zwischen den Leitungselektronen vernachlässigen wir. Die Skizze illustriert die Be-
setzung der Energieniveaus imeindimensionalenPotentialtopf.

Die Energieniveaus kennen wir als Funktion der Abmessungen des Metallstückes. Bei einem Kubus:
der Seitenl̈angeL:

E(nx, ny, nz) = (n2
x + n2

y + n2
z) · E1 nx = 1, 2, . . . E1 =

~2π2

2meL2
(24)

Die Absẗande zwischen den Energieniveaus sind bei großen Quantenzahlennx, ny, nz sehr klein
und man kann dieZustandsdichtefür Elektronen als eine kontinuierliche Funktion betrachten. Die
Zahl der Zusẗande pro VolumenV = L3 bis zur EnergieE ist

Z̃(E) =
1

6π2

(
2meE

~2

)3/2

(25)

(Herleitung: 1/8 Kugel . . . ). F̈ullt man die Energieniveaus sukzessive mit insgesamtN Elektronen -
verteilt über das VolumenV - auf (mit 2 Elektronen pro Niveau!), so erreicht man dieFermienergie
EF , das ist die maximale Energie der besetzten Zustände2 bei kleiner Temperatur:

EF =
~2

2me

(3π2 ne)
2/3 (26)

Dabei istne = 2 Z̃(EF ) ≡ Z(EF ) = N/V die Volumendichte der Leitungselektronen.

Beispiel:
ne = 1022/cm3: EF ≈ 1.7 eV.

Die Zustandsdichte

gE(E) =
dZ

dE
(27)

für Elektronen ẅachst also mit
√
E:

gE(E) =
1

2π2

(
2me

~2

)3/2

· E1/2 (28)

Bei kleinen Temperaturen sind alle Niveaus bisEF gefüllt.

FürT > 0 werden einige Elektronen in ein höheres Niveau angeregt: DieBesetzungswahrscheinlichkeit
bzw. derFermi-Faktor

F (E) =
n(E)

gE(E)
(29)

2Warum dieser Maximalwert gerade die Rolle des Parameters in derfF D-Verteilung spielt, beweisen wir hier nicht -
das ist aber zumindest für T → 0 plausibel.
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ist dann keine Stufenfunktion mehr, sondern durch die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion gegeben:

F (E) =
1

e(E−EF )/kT + 1
∼ fF D (30)

Die Elektronen mitE ≈ EF sind entscheidend für den Elektronbeitrag zur spezifischen Wärme,
denn sie k̈onnen mit wenig Anregungsenergie in ein höheres Niveau gehoben werden, während die
in ‘unteren’ Energieniveaus sitzenden Elektronen wegen des Pauliprinzips nicht in etwas höhere,
besetzte Niveaus angehoben werden können! Der Beitrag der Elektronen zur spezifischen Wärme
von Metallen ist deshalb viel kleiner als der durch die Gitterschwingungen verursachte, da ja nur sehr
wenige Elektronen thermisch angeregt werden können.

Beispiel:
Breite des ‘Fermi-Schwanzes’:∼ k T . Anteil der Leitungselektronen in diesem Bereich bei Zimmer-
temperaturkT/EF ∼ 1%.

Damit kann man den Wert der spezifischen Wärme vonDulong-Petiterklären: In einem Festk̈orper,
der aus Atomen (nicht: Molek̈ulen) zusammengesetzt ist, gilt:

f = 6 → c̃V = 25
J

mol K
(31)

Je 3 Freiheitsgrade entprechen der kinetischen und potentiellen Energie (Schwingungen) der Gittera-
tome, aber es gibt praktisch keinen Beitrag der Elektronen.

Die Dulong-Petit-Regel gilt nur für Temperaturen, bei denen die Gitterschwingungen angeregt sind.


