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TEIL 12

Nachdenken/Nachlesen:
Aus wieviel Atomen besteht ein menschliches DNS-Mdldkhsgesamt ? Welche chemischen Elemente sind
beteiligt ?

13. Spin und Statistik

In der klassischen Thermodynanigt die Verteilung der Energie auf die Teilchen eines Ensembles
durch den (Maxwell-)Boltzmannfaktor gegeben:

fup ~ e E/¢D (1)
Implizit wird dabei angenommen, dass die Teilchen - im Prinzip - unterscheidbar sind. Deshalb gibt es
natirlich keine Einscrinkungen durch das Pauli-Prinzip. Unterscheidbar sind Teilchen dann, wenn
sie unterschiedliche intrinsische Eigenschaften wie Ladung oder Ruhmasse besitzen, oder wenn sie
raumlich weit getrennt sind.

In der Quantenphysilhaben wir es oft mit ununterscheidbaren Teilchen zu tun, z.B. bei Elektro-
nen in einem Atom oder Photonen in einem Hohlraum(strahler). Wie wir scliberfigesehen ha-

ben, missen wir dann unterscheiden zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Wellenfunk-
tionen; die zugedrigen Teilchen nennen wir Bosonen (ganzzahliger Spin) bzw. Fermionen (halb-
zahliger Spin). Den Zusammenhang zwischen Spin und Symmetrieeigenschaft der Wellenfunkti-
on kdnnen wir hier nicht beweisen, wohl aber die zugeden Verteilungen der Energieifge (
Bose-Einstein-VerteilungBosonen) ungfrp ( Fermi-Dirac-Verteilung Fermionen) herleiten.

a) Bosonen, symmetrische Wellenfunktion

Fur zwei identische Teilchen, unter Beksichtigung des Normierungsfaktors:

00 = = [1(@) - a(b) + 11 (6) - )] @
Falls die Quantenzughde gleich sind, alse = b, folgt:
[%°|* = 2 |[¢1(a)|? [¢2(a)|? 3)

also ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit doppelt so grof3 wie im Fall unterscheidbarer Teilchen.

Im thermischen Gleichgewicht eines Systems mit zwei @udén gilt fir die BesetzungszahleN
undUbergangswahrscheinlichkeitd?x

N, P(a— b) = N,-P(b— a) (4)

d.h. es bewegen sich im Mittel gleich viele Teilchen in die beiden Richtungen.
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Verallgemeinerung aut identische Teilchen:
1

m'z

Permutationen

P = P1(as) - P2(az) ... Pn(an,) )

Die Summe hat:! Summanden. Also, falls alle Teilchen im gleichen Quantenzusiasidd:
[%°|* = n! [¢1(a)|? [¥2(a)|* ... [¢n(a)|? (6)

Folge: Ist ein Quantenzustamdbereits mit/N, Teilchen besetzt, ist die Wahrscheinlichkeit tlie
Erhdhung aufN, + 1 um den Faktor

N, +1)!
Na+1=(-zv—') (7)

hoher als im klassischen Fall. Bosonen ‘klumpen’ also gerne zusamnégmemd Fermionen Ein-
zelganger sind!

Das zugtzliche Teilchen stamme aus dem ZustanBeshalb gilt @ir die Besetzungszahlen der bei-
den Zusandea undb (siehe [(#)):
N, P(b—a) (Ng+1)- PHlass(p — qa)

Fb N P(a — b) - (Np + 1) - Pklass(q — b) (8)

Die klassischetbergangswahrscheinlichkeiten sind durch die Boltzmannfaktoren gegeben:

Pklass(b — G,) B N;class

— o~ (Ea—Eb)/(KT) 9
= =e
Pklass(a — b) Ntl)class ( )
Einsetzen vor{ (9) ir] (8) ergibt:
N, +1 . e~ Ea/(KT) _ M . e~ Ev/(KT) (10)
Na Nb

Linke und rechte Seite dieser Gleichungnigen jeweils nur von den Parametern (Besetzungszahl,
Energie)einesZustandes ab; es muss sich also um eine universelle Funktion handeln, die nur von der
Temperatur akdngt:

N, +1
N,
Nach N, aufgebst folgt wegenfgg ~ IN:

e Fa/(kT) — A(T) (11)

1
T A(T) eB/GT) — 1

IBE (12)

Im Faktor A(T'") versteckt sich das chemische Potentia{ohne Beweis), siehe Thermodynamik-
Vorlesungen:

A(T) = e H/(T) (13)

Fir unsere Zwecke ist letzteres null und der Faldos= 1. Also:

1

eE/(KT) _ 1 (14)

fBEN
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Diesen Ausdruck kennen wir schon von der Planckschen Strahlungsformel!

b) Fermionen, antisymmetrische Wellenfunktion

Fur zwei identische Teilchen, unter Beksichtigung des Normierungsfaktors:

1
P = 75 - [Y1(a) - P2(b) — P1(b) - P2(a)] (15)

Falls die Quantenzughde gleich sind, alse = b, folgt:

19> =0 (16)

Die UbergangswahrscheinIichl@kann man jetzt so schreiben:
P(b— a) = (1 - N,) - P¥5(b — a) (17)

Wenn der Zustand leer ist (N, = 0), so sind die Wahrscheinlichkeiten im klassischen und quanten-
mechanischen Fall (fermionisch und bosonisch !) gleidir.N, = 1 wird die fermionischdJber-
gangswabhrscheinlichkeit null, wegen des Pauli-Prinzips. Dagmhkn andere Werte al¥, = 0, 1

nicht auftreten.

Man kann jetz&hnlich wie unter a) argumentieren:

N, P(b—a) (1-N,)-PHb — a)

“Ya _ — (18)
N, P(a—b) (1—N,). Pkass(q — b)
Es folgt
1— N,
2. e Ba/(KT) — B(T 19
Noe (T) (19)
Nach N, aufgebst ertalt man wegerfrp ~ IN:
f - (20)
FP " B(T) eB/(KT) 1 1
Die FunktionB(T") kann maréhnlich wie A(t) so darstellen (ohne Beweis):
B(T) = e Br/(T) (21)
mit der FermienergieE . Deren Bedeutung ergibt sich aus der Fermi-Dirac-Verteilung:
! 22
Fro ~ G mn o +1 (22)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte wirtl/2, wennE = Efr.

Diskussion der Verteilungsfunktionen:

Sowohl fgg als auchfrp gehen in die Boltzmannverteilunder ir E > kT bzw. E — Er >
kT.
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Beachte;frp < 1 ist nach oben bescankt!

Die angegebenen Verteilung¢a z und frp gelten nur, wenn es keine Energie-Entartung gibt.
Bei diskreten Energie-Eigenwerten: Falls es zu einem Energidiensgesamy; Zustinde gibt, so
ist in den Formeln ein Faktay; einzufigen:

N(E;) ~ fxv(E:) - gi (23)

Im kontinuierlichen Fall: es muss mit einem Fakgos(E) multipliziert werden, ein Beispiel findet
man im folgenden Kapitel.

Die (hier nicht angegebenen) Normierungsfaktoref if (14) und @2yén vory; bzw. gg ab.

14. Festlorper

Festlorper sind ‘Riesenmoléle’. Die wichtigsten Strukturen sind durch die Begriffenorph(unre-
gelmalige Verteilung der Atome bzw. Molale) undkristallin (periodisches Gitter) gekennzeichnet.

Die Bindung im Fest&rper kann durch verschiedene Mechanismen erfolgen. Die wichtigsten sind:

a) lonenbindungn lonenkristallen Die beteiligten Atome haben ein oder mehrere Elektronen prak-

tisch vollséndig abgegeben bzw. aufgenommen und die resultierende elektrostatischeaKddish
Gitter zusammen. Die ist energetisch vorteilhaft, wenn ein stark ‘elektronegatives’ Element auf ein
‘elektropositives’ trifft. Wichtige Vertreter: Salze witNa Cl. Eigenschaften: schlechte Leitdirf
Warme und Elektrizét, da Elektronen lokal angebunden.

b) Metalle , bei denen ein bis zwei Elektronen pro Atom ‘delokalisiert’ sind. Eigenschaften: gute
Leiter fur Warme und Elektrizét, da Elektronen Energie und Ladung leicht transportietem&n.

c) Kovalente Kristallemit ‘bilateralen’ Bindungerahnlich wie in Molekilen. Beispiel: Silizium Ei-
genschaften: ‘zwischen’ Metallen und lonenkristallen, ‘Halbleiter’!

Die Schemazeichnung vergleicht metallisch und kovalente Bindung.

14.1. Elektronengasmodell

Wir wollen nur dasMetall etwas genauer beschreiben, da wir es durch ein starres Gitter von positiven
Atomrumpfen plus ein Elektronengas gut modellierémiken.

IHier gleiche Bezeichnung wie unter a), aber andere Bedeutung!
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Im einfachsten Fall ignorieren wir die periodische Struktur des Gitters aus positiven iktgofen

und approximieren dessen Einfluss auf das Elektronengas einfach durch ein dreidimensionales unend-
lich hohes Kastenpotential, siehéiliirere Vorlesung. (Vergleiche auch die Betrachtungen zur Theo-

rie der Hohlraumstrahlung!) Das Elektronengas nehmen wir ferner als ‘frei’ an, d.h. die elektrische
Wechselwirkung zwischen den Leitungselektronen ver@asiden wir. Die Skizze illustriert die Be-
setzung der Energieniveaus emdimensionale®otentialtopf.

Die Energieniveaus kennen wir als Funktion der Abmessungen des Matkést Bei einem Kubus:
der SeiterdingeL:
h2m?

E(nwanyanz) = (ni + n,z + ni) - Ey ne =1,2,... E, = 2m L2 (24)

Die Abstnde zwischen den Energieniveaus sind bei grol3en Quantenzahler,, n. sehr klein
und man kann di€ustandsdichtéir Elektronen als eine kontinuierliche Funktion betrachten. Die
Zahl der Zusinde pro VolumerV = L3 bis zur EnergieF ist

_ JEN /2
Z(E) = é (2"7;" ) (25)

(Herleitung: 1/8 Kugel ...). &It man die Energieniveaus sukzessive mit insgesdhtlektronen -
verteilt Uber das VolumeV - auf (mit 2 Elektronen pro Niveau!), so erreicht man Bermienergie

Er, das ist die maximale Energie der besetztenihu@ bei kleiner Temperatur:

ﬁ2
2m.

Ep = (37% ne)?/® (26)

Dabeiistn. = 2 Z(Er) = Z(Er) = N/V die Volumendichte der Leitungselektronen.

Beispiel:
ne = 10?2 /cm3: Er = 1.7€eV.

Die Zustandsdichte

dz
ge(E) = iE (27)
fur Elektronen vchst also mis/E:
1 /2m.\%?
95(E) = 5 ( 2 ) - B2 (28)

Bei kleinen Temperaturen sind alle Niveaus Big gefulit.

FurT > 0werden einige Elektronen in eitdheres Niveau angeregt: Diesetzungswahrscheinlichkeit
bzw. derFermi-Faktor

n(FE
F(E) = (E)
9e(E)
2Warum dieser Maximalwert gerade die Rolle des Parameters ifizggrVerteilung spielt, beweisen wir hier nicht -
das ist aber zumindedifT — 0 plausibel.

(29)




12. PH4 TH 05 8

glE F n(E)
pm—
"
«,//ﬂ g(E) o< EV/2 1 - '—'in(E)=g(E)F
/ | |
/ | :
0 0 s I
0
B Eg E Ex E

ist dann keine Stufenfunktion mehr, sondern durch die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion gegeben:

1

frp (30)

Die Elektronen mitE = FEr sind entscheidendif den Elektronbeitrag zur spezifischerakine,

denn sie Bnnen mit wenig Anregungsenergie in eidheres Niveau gehoben werderalwend die

in ‘unteren’ Energieniveaus sitzenden Elektronen wegen des Pauliprinzips nicht in €ilva®,h
besetzte Niveaus angehoben werdénren! Der Beitrag der Elektronen zur spezifischearive

von Metallen ist deshalb viel kleiner als der durch die Gitterschwingungen verursachte, da ja nur sehr
wenige Elektronen thermisch angeregt werdénrien.

Beispiel:
Breite des ‘Fermi-Schwanzes¥ k T'. Anteil der Leitungselektronen in diesem Bereich bei Zimmer-
temperaturkT /Er ~ 1%.

Damit kann man den Wert der spezifische@aiie vonDulong-Petiterklaren: In einem Festkper,
der aus Atomen (nicht: Moléken) zusammengesetzt ist, gilt:

Je 3 Freiheitsgrade entprechen der kinetischen und potentiellen Energie (Schwingungen) der Gittera-
tome, aber es gibt praktisch keinen Beitrag der Elektronen.

Die Dulong-Petit-Regel gilt nuriir Temperaturen, bei denen die Gitterschwingungen angeregt sind.



