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Physik IV, RWTH, SS 2005, T.Hebbeker

July 8, 2005

TEIL 14

Nachdenken/Nachlesen:
Was k̈onnen die Astrophysiker aus Spektren (aus astrophysikalischen Quellen) lernen ?

16. Strahlungs̈ubergänge in Atomen

Bisher haben wir station̈are Atomzusẗande betrachtet und die Emission und Absorption von Photonen
nur in Bezug auf die prinzipielle M̈oglichkeit (Auswahlregeln) hin untersucht.

In dieser Vorlesung geht es um Strahlungsüberg̈ange zwischen Atomniveaus, insbesondere die Wahr-
scheinlichkeiten, Lebensdauern und dieinduzierte Emission.

16.1. Absorption, spontane und induzierte Emission

Es gibt die in der Skizze illustrierten drei Mechanismen für Strahlungs̈uberg̈ange.

a) Absorption

Wir betrachten einen Atomzustand mit der EnergieEk, der in ein ‘Photonenbad’ getaucht wird und
durch Photoneinfang in einen Zustand mit der höheren EnergieEi = Ek +h ν übergeht. Der ḧohere
Energiezustand sei noch nicht vollständig besetzt und alle Auswahlregeln (etwa∆l = 1) erfüllt. Ty-
pischerweise sitzt das zugehörige Elektron vor dem ‘Stoß’ in der̈außeren Schale (‘Leuchtelektron’).

Die Wahrscheinlichkeit f̈ur eineAbsorptionist proportional zur Zeit und der spektralen Energiedichte
ρν des umgebenden Strahlungsfeldes:

Wki = Bki · ρν · ∆t (1)

Dabei ist der noch zu bestimmende ProportionalitätsfaktorBki derEinstein-Koeffizientfür die Ab-
sorption. Er ist eine charakteristische Größe f̈ur den betrachteten̈Ubergang und ḧangt nicht von wei-
teren Parametern wie etwa der Temperatur1 ab.

1für ein einzelnes Atom gar nicht definiert!
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Die spektrale Strahlungsdichte können wir so umschreiben:

ρν = mν h ν = nν h ν
mν

nν

(2)

mν ist diespektrale Photondichte, also die Zahl der Photonen pro Frequenzintervall und pro Volu-
men.nν bezeichnet die Zahl der Moden des Strahlungsfeldes pro Volumen und Frequenzintervall,
die spektraleModendichte. Das ist die Zahl der m̈oglichen Quantenzustände (pro Volumen und Fre-
quenzintervall), die von Photonen besetzt werden können. Dabei gilt, s. Vorlesung 3:

nν =
8πν2

c3
(3)

Aus

ρν(T, ν) =
8πhν3

c3
·

1

ehν/kT − 1
(4)

folgt im thermischen Gleichgewicht:

x ≡
mν

nν

=
1

ehν/kT − 1
(5)

Das ist die (mittlere!) Zahl der Photonen pro Mode. Auf diese Zusammenhänge werden wir sp̈ater
zurückkommen. Offenbar kannx Werte kleiner und gr̈oßer als1 annehmen, d.h. mehrere Photonen
(=Bosonen !) k̈onnen im gleichen Quantenzustand sitzen.

b) spontane Emission

Ein isoliertes Atom im angeregten Zustandi kann durchspontane Emission(also ohnëaußere Ein-
wirkung) in den tieferen Zustandk zurückfallen:

W spont
ik = Aik · ∆t (6)

Natürlich gelten alle diese a priori Wahrscheinlichkeitsformeln nur so lange, bis derÜbergang tats̈achlich
stattfindet!Aik ist der Einstein-Koeffizient f̈ur die spontane Emission.Aik hat die Bedeutung einer
Zerfallsrate, siehe unten.

c) induzierte Emission

Ein Strahlungsfeld kann auch dieEmissionbeeinflussen, n̈amlich einenÜbergang induzieren:induzierte
Emissionoder ‘stimulierte’ Emission:

W ind
ik = Bik · ρν · ∆t (7)

Der zugeḧorige Einsteinkoeffizient der induzierten EmissionBik ist i.a. nicht gleichBki, s.u. Wich-
tig: Das prim̈are Photon und die von ihm ausgelösten sekund̈aren Photonen fliegen in die gleiche
Richtung und ‘schwingen’ in Phase. Man beachte: Die Einsteinkoeffizienten sind nicht dimensions-
los undAik einerseits undBik, Bki andererseits haben unterschiedliche Dimensionen.

Schematische Darstellung und thermische Besetzungsverteilung: siehe Diagramme.
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Jetzt betrachten wir nicht mehr nur ein einzelnes Atom, sondern ein Ensemble von vielen Teilchen
(Gas). Im thermischen Gleichgewicht sind dieBesetzungszahlen, also die Zahl der Atome in den
entsprechenden Zuständen, gegeben durch die Boltzmannverteilung

Ni

Nk

=
gi

gk

· e−(Ei−Ek)/(kT ) =
gi

gk

· e−hν/(kT ) (8)

Die Zahleng sindstatistische Gewichte, die die Entartung der Niveaus berücksichtigen.

FRAGE: Müsste man nicht die Bose-Einstein-Verteilung einsetzen in (8)?

Beispiel:

Wasserstoffatom (ohne Elektronspin, ohne Hyperfeinstruktur!):1S-Zustand:gk = 1, 2P -Niveau:
gi = 3.

FRAGE: Muss man die Hyperfeinstrukturaufspaltung oder z.B. winzige Linienaufspaltungen auf-
grund kleineräußerer B- oder E-Felder berücksichtigen ?

Im thermischen Gleichgewicht ist die Zahl der Absorptionen im Mittel gleich der der Emissionen
(Summe beider Typen):

Bki ρν ·Nk = (Aik +Bik ρν) ·Ni (9)

Jetzt k̈onnen wir die drei verschiedenen Einsteinkoeffizienten miteinander in Beziehung setzen. Obige
Relation (9) muss auch gelten, wenn die spontane Emission (Aik) vernachl̈assigbar ist (wennρν sehr
groß ist) und wenn(Ei − Ek)/(kT ) → 0, denn die Einstein-Koeffizienten hängen nicht von der
Temperatur ab, sondern sind Eigenschaften der betrachteten Atome. Dann folgt mit (8):

Bik =
gk

gi

Bki (10)

Aus den obigen Relationen (8) und (9) ergibt sich:

ρν =
Aik

Bik

·
1

ehν/kT − 1
(11)
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Vergleich dieses Ausdrucks mit der Formel für die spektrale Energiedichte (4) führt schließlich auf:

Aik =
8πhν3

c3
Bik = nν Bik h ν (12)

Interpretation und Konsequenzen:
- Bis auf statistische Faktoren sind die Einstein-Koeffizienten für induzierte Absorption und induzierte
Emission gleich.
- Das Verḧaltnis von spontaner zu induzierter Emission steigt stark mit der Frequenz.

Das Verḧaltnis der Wahrscheinlichkeiten für induzierte und spontane Emission lässt sich so umschrei-
ben:

W ind
ik

W spont
ik

=
Bik ρν

Aik

=
Bik xh ν nν

Aik

(13)

Hier wurde (2) und (5) benutzt. Mit (3) und (12) folgt weiter:

W ind
ik

W spont
ik

= x (14)

Das Verḧaltnis von induzierter zu spontaner Emission ist also gleich der (mittleren) Zahlx der Pho-
tonen pro Mode im Strahlungsfeld! Für typische Strahlungsfelder des täglichen Lebens gilt im sicht-
baren Frequenzbereichx � 1; somit spielt die induzierte Emission praktisch keine Rolle.

Beispiele:

a) Thermisches Gleichgewicht: Zimmertemperatur,λ = 500 nm: x ∼ e−100 ≈ 10−45

b) Glühlampe,100W , Abstand10 cm: x ∼ 10−9 beiλ = 500 nm.

Verifizierung dieser Ergebnisse:Übung!

16.2.Übergangswahrscheinlichkeiten

Wir betrachten das Atom als einen klassischen Oszillator bei dem das Elektron zwischen den Zuständen
i undk schwingt. Dem entspricht ein elektrischesÜbergangsdipolmomentoderDipolmatrixelement

~Mik = e

∫
ψ∗

i ~r ψk d
3~r (15)

Der Ortsvektor~r weist vom positiven Kern zum negativen Elektron. Das ist eine Art verallgemeinerter
Erwartungswert, da hier zwei unterschiedliche Wellenfunktionen einzusetzen sind! Es gilt offenbar
| ~Mik| = | ~Mki| ≡ Mik.

Beispiele:

a) Wasserstoff,k = 1S, i = 2S.
~Mik = ~0

wie man explizit nachrechnen kann. Dies bestätigt die Auswahlregel∆l 6= 0!
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b) Wasserstoff,k = 1S, i = 2P, m = 0.

ψk =
1√
πa3

0

· e−r/a0 ψi =
1

4

√
1

2πa3
0

· cos θ ·
r

a0

· e−r/(2 a0)

Abscḧatzen der Gr̈oßenordnung:

| ~Mik| ∼ e · a0 ∼ 10−29 C m

Einsetzen und ausrechnen:

Mx
ik = 0 My

ik = 0 Mz
ik = 0.74 e a0

Übung!

Die mittlere von einem Atom abgestrahlte Leistung ist in diesem Dipolbild (siehe 2. Semester, Di-
polnäherung)

P =
ω4

3π ε0 c3
· | ~Mik|2 ω = 2πν (16)

Andererseits haben wirAik so definiert dass

P = Aik hν (17)

gilt, also

Aik =
2

3

ω3

ε0 c3 h
· | ~Mik|2 (18)

bzw.

Aik =
4

3

ω3 ~2

αm2
e c

4
·

| ~Mik|2

e2 a2
0

(19)

Wir sind also jetzt in der Lage - im Prinzip - alle Einsteinkoeffizienten zu berechnen!

Beispiel:

Übergang im sichtbaren Bereich,ω = 4 · 1015 Hz.Mik ∼ 10−29 C m, s.o. Dann:

Aik ∼ 107/ s

16.3. Lebensdauern und Linienbreiten

Wenn die spontane ZerfallswahrscheinlichkeitAik ist, folgt für die Zahl der Zerf̈alle pro Zeit beiN
Atomen im Anregungszustandi:

dN

dt
= −Aik ·N (20)
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Somit bekommt man ein Exponentialgesetz mit der Lebensdauerτ :

N(t) = N0 · e−t/τ τ =
1

Aik

(21)

Beispiel:

Die Lebensdauerτ ist für sichtbare Spektralüberg̈ange von der Gr̈oßenordnung10−7 s, siehe oben!

Die meisten gemessenen Lebensdauern liegen tatsächlich in diesem Bereich, als typischer Wert wird
meist

τ ∼ 10−8 s (22)

angegeben.

Es gibt aber auch metastabile Anregungszustände (etwa solche, die nicht per elektrischer Dipolstrah-
lung abgeregt werden können) mit sehr langen Lebensdauern von mehr als 1 Sekunde.

Gemessen werden kann die Lebensdauer u.a. direkt an einem Atomstrahl, siehe Schemazeichnung.
Neutrale Atome bestimmter Geschwindigeit werden mit einem Elektronenstrahl angeregt und das

Abklingen der emittierten Strahlung als Funktion des Abstandes gemessen.

Nach der Unscḧarferelation bedeutet dies eine Energieunschärfe des angeregten Niveaus:

∆E ∼
~
τ

= ~Aik (23)

Das ist dienaẗurliche Linienbreite. Die EmissionswahrscheinlichkeitP als Funktion der Frequenz
zeigt die Abbildung: Die eingezeichnete Halbwertsbreite beträgt
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∆ν =
∆E

h
(24)

Das Linienprofil heißtLorentzprofiloderBreit-Wigner-Verteilung:

P (ω) ∼
1

(ω − ω0)2 + Γ2/4
Γ = 2π · ∆ν (25)

Vollzieht sich derÜbergang zwischen zwei angeregten Niveaus, sind beide verschmiert, siehe Skizze.

Beispiel:

Fortsetzung von oben:
∆E ∼ 10−8 eV ∆ν ∼ MHz

Die relative Verschmierung ist also etwa

∆E

E
=

∆ν

ν
∼ 10−8
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Diese naẗurliche Linienbreite wird aber unter normalen Umständen nicht beobachtet, es gibt zwei
wichtige Effekte die zur Verschmierung beitragen:

a)Dopplerverbreiterung

Die Frequenz eines mit der Geschwindigkeitv bewegten Atoms verschiebt sich um

∆ν ∼ ν ·
v

c
(26)

(Vorzeichen und genauer Vorfaktor hängen von den Richtungen ab!)

Bei Zimmertemperatur betragen die thermischen Geschwindigkeiten etwa

v ∼

√
kT

mAtom

∼ 10−6 c (27)

also ist∆ν um zwei Zehnerpotenzen größer als die natürliche Linienbreite.

Abhilfe (bei genauen Messungen): gekühlte Gase, Atomstrahlen, 2-Photon-Spektroskopie . . .

b) Stoßverbreiterung

Kommen sich zwei Atome oder Moleküle eines Gases sehr nah, (‘stoßen’ sieelastischzusammen),
ändern sich durch die Wechselwirkung die Energieniveaus, siehe Abbildung. Je nach minimalem
AbstandR der Schwerpunkte der Stoßpartnerändert sich also die Frequenz der Spektrallinie(n). Das
führt, über viele Sẗoße gemittelt, sowohl zu einerVerschiebungals auch zu einerVerbreiterungder
urspr̈unglichen Linie.

Bei inelastischenStößen kann auch Energie zwischen den Partnern so ausgetauscht werden, dass kein
Licht emittiert wird beim ‘Abregen’. DiëUbergangsrate wird durch diesen zusätzlichen Mechanismus
erḧoht, entsprechend nimmt die Energieverschmierung zu. Oder die Lichtemission wird durch einen
Stoß unterbrochen und strahlungslos fortgesetzt. Dem kürzeren Wellenzug entspricht ein breiteres
Fourierspektrum, das bedeutet wieder Linienverbreiterung.

Da die Verschmierung mit dem Druck zunimmt, spricht man auch vonDruckverbreiterung.

Beispiel:

Natrium-Argon-Gemisch, bei Zimmertemperatur und Standarddruck,3S ↔ 3P in Natrium:
Verschiebung:δν = −5 · 109 Hz
Verbreiterung:∆ν = 1010 Hz

Auch diese Verbreiterung ist also groß gegenüber der naẗurlichen Linienbreite! Abhilfe: kleiner Druck!
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