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Kapitel 1

Einheiten

In der Elementarteilchenphysik werden iiblicherweise die natiirlichen Einheiten
h=c=1
benutzt.

e c—1
In {iblichen Einheiten ist

e~ 31082,
s
Durch die Festlegung der Einheiten so, dafl
c=1

folgt, impliziert man, dafl Lange und Zeit zahlenméfig gleiche Einheiten
haben, da

Aus ¢ =1 folgt: [L] = [T]. Zeit und Lénge sind dquivalente Einheiten.

Aufierdem sicht man an
2 2 9 2 4
E* =p°c® + myc”,

daB mit ¢ = 1 die Energie, der Impuls und die Masse dquivalente Dimen-
sionen haben:

2 2 2
E* =p° +my.
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e h =1
In iblichen Einheiten ist der Wert von A

h = 6.6 102 MeVs

und die Dimension von A ist:

Durch die Setzung h = 1 werden also die Dimensionen von M, L und T
miteinander verkniipft. [L] und [T] sind dquivalent wegen ¢ = 1, so daB
folgt:

Fiir die relativistischen Ausdriicke werden Vierervektoren fiir Ort und Zeit
grundsétzlich geschrieben als:

2 = (0, 7) = (t,8) = (2", 2%, 2°)
und analog fiir andere Vektoren:
At = (A, A) = (A%, AT, 42, A%) .

Vierervektoren mit oberen Indizes bezeichnet man als kontravariante Vektoren.
Demgegeniiber sind kovariante Vektoren mit unteren Indizes definiert durch

Ay = guA” = (Ag, —A) = (A%, - A", — A% —4%) .

Dabei wird der metrische Tensor g,,, benutzt und {iber doppelt auftretende Indi-

zes summiert. In kartesischen Koordinaten ist g,, im Minkowski-Raum gegeben
durch

1 0 0 0
o -1 0 o0
9w =10 0 -1 0
00 0 -1

Der metrische Tensor mit oberen Indizes ist das Inverse von g,,, und damit gege-

ben durch
9" = G -
Damit gilt:
A= A AF = A2 — A2,



Griechische Indizes bezeichen Vierervektoren, lateinische Indizes die drei rdumli-
chen Vektorkomponenten. Ableitungen werden haufig abgekiirzt als:

0 0 =
O @—<a>v>-

Der d‘Alembert Operator O wird damit definiert als

" 0’ 72
D:aua :ﬁ—v .
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Kapitel 2

Klassische Felder

2.1 Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik kénnen aus dem Hamilton-
schen Prinzip gewonnen werden. Analog konnen die Feldgleichungen abgeleitet
werden.

Die Funktionen, die ein Feld beschreiben, seien bezeichnet mit W, (x), wobei
x = (x, &) = (t, 7). Dann wird die LAGRANGE-Funktion mittels der LAGRANGE-
Dichte ausgedriickt:

L= /c(qf, ‘g—i)d%.

Die Wirkung S wird dann wie iiblich definiert:
Vi ov
S:/L dt:/£<w,8—> diz:  d'z = Bz dt
x
to Q

wobel €2 ein Raum-Zeit-Volumen darstellt. Jetzt wird ¥ variiert:
U, (z) = VU (z) = Wy(z) + 0V, ().

Die zugehorige Variation von S ist:
g v
5S = /5 g 2 d%—/c A T
J ox J ox

oL oL (0w,
_ /(a\paaqxﬁa(%)é(axu))&x

Q oxy
B oL 9 ( oc o [ o \
_ ! a@a(sqfﬁ 5 <78(%3§)5%> T (a(?;;;)) 50, | dz

bt
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Die Feldgleichungen werden nun aus dem Variationsprinzip
5S =0

unter der Nebenbedingung, dal 6V, auf der Oberfliche von €2 verschwindet,
erhalten.

Der zweite Summand im obigen Integral 14t sich nach dem GAUSssschen Satz
in ein 4-dimensionales Oberflichenintegral umwandeln, das auf dem Rand von €2
verschwindet. Da §W,, beliebig ist, folgt (nach den EULER-LAGRANGE-Gleichun-
gen) aus 05 =0 :

o (o) or
Oz, \ 0%%= ov,

Oz

Diese Gleichung gibt die Bewegungsgleichung fiir die Felder. Daf} in ihr im Ge-
gensatz zur klassischen Mechanik nicht nur die zeitliche Ableitung, sondern auch
rdumliche Ableitungen auftreten, liegt an der relativistischen Verkniipfung von
Raum- und Zeitableitungen.

Aus dem relativistischen Aquivalenzpostulat folgt, dafi diese Bewegungsglei-
chungen in allen Inertialsystemen die gleiche Gestalt haben miissen. Man kann
zeigen, daf dies nur erfiillbar ist, wenn £ die gleiche Funktion der Felder in den
verschiedenen Bezugssystemen, d. h. ein LORENTZ-Skalar, ist.

In Analogie zur klassischen Mechanik werden nun noch definiert:

1. der kanonisch konjugierte Impuls:

_ o
oV,

«

2. die Hamiltonfunktion (Energie):
H= /H &z = /(Ha\ifa _L)d

2.1.1 Beispiel: Elektromagnetisches Feld
Feldtensor F'*” definiert durch:

oA B OAH
N Or, Oz,

P = 9 AT - A

mit
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Die elektrischen und magnetischen Feldstérken lassen sich mittels dieses Feldten-
sors ausdriicken. Man erhélt:

—

E——W—%—? —  EF=0FA" — 904"
und damit
EF = F*0,

Analog erhilt man aus

—

B=VxA
die Relation

BF = dmkgAm  — Ik pk = dikdmk g Am — 5, 47 — @Ai = —FY,
~——

— Jil(sjm _ 6im6jl

Die zwei MAXWELL-Gleichungen:

V-E=p , VxB-2 =
P ot J
(mit ¢ = 1, €9 = po = 1, “Heaviside units”) lauten dann:
oFvE
oz 7 (2.1)

A

mit j* = (p,j) = (jo,f'). Dies ist nichts weiter als die iibliche Wellengleichung:
Unter Benutzung der Lorentzeichung

0AH
OxH 0
folgt namlich:

OF™  PAY PAT PAY

gt Oridz, Oordr, 02 7
——
=0 wegen Eichbedingung
D2 AH ,
02 =04" = j*. (2.2)

Die Gleichung (2.1) ist die Bewegungsgleichung des Feldes; sie soll nun aus der
LAGRANGEschen Bewegungsgleichung hergeleitet werden.
Die LAGRANGE-Dichte

1
L=~ Ful™ —j*A,
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leistet das Gewtinschte:

oL

= = —jm,
0A,
ferner
oL 1 O™ 1 1
— __QFK — __2Fm KV A KR AV T Fv _ prp
= " wegen I antisymm.
und daraus folgt als LAGRANGEsche Gleichung
0

@FVM - j# = 0 qed

L ist auBerdem offensichtlich invariant unter Lorentztransformationen.
Im folgenden sollen nun Impuls und Energie des freien elektromagnetischen
Feldes berechnet werden. Dabei ist bei der Bildung der Impulse

m, = 25
0AH
zu beachten, daf} gilt:
o a£ o F ami_symm.

d. h. £ héngt nicht explizit von A° ab, und Iy ist zeitlich konstant gleich Null.
Die anderen Impulse ergeben sich zu:
oL 0 1
I, = — = —(——F,,F") = —Fy; = E;
1T ok~ oAy gt = —F = B
(j=1,2,3).
Damit erhélt man fiir H die Hamiltondichte des freien Feldes unter Benutzung
der Identitat

1 1, - -
——F, " = —(E* - B?
4 H 2( )
(E, B= elektrisches, magnetisches Feld):
H = TIMA,—L
3
M0 S A, — £
=1
5. . 1
= YA FLP
=1
& ¢ 2 2
- B —B+ 22 ) - ~(E*- B
3.2 (-5 35) - 38 B
1~ 1

=0 im Integral, fiir freies Feld
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da E = -V — %—‘f in Heaviside-Einheiten (ug =€y =c=h =1).

In der Volumenintegration liefert der zweite Term fiir das freie Feld ohne La-
dungen nichts, da nach partieller Integration V- E = 0 benutzt werden kann. Fiir
das freie Feld hat man dann den klassischen Ausdruck:

H:/Hd3x:%/(ﬁ2+§2)d3x.

2.2 Erhaltungsgrofien

Die Invarianz von L gegeniiber Translationen und Lorentztransformation fiihrt
zur Erhaltung des Viererimpulses bzw. des Drehimpulses. Der Impuls ist dabei
gegeben durch:

Pt = /To“d?’x Viererimpuls

mit dem Spannungstensor (stress tensor) des Feldes:

oL ov oL
W= = % Lo = ——— "V, — Lg".
EDED 7T 90, g
T ist der Energie-Impuls Tensor des Feldes V. Dies ist aus der Betrachtung von

P zu erkennen

PO:/T°0d3x:/d3x (8{25\11)80\11—5) :/d% (nd - ) :/d3x7-(.

Hier sollen speziell nur die Eichtransformationen betrachtet werden. Dazu wird
angenommen, dafl die Felder komplex sind, so dafl die LAGRANGE-Dichte sowohl
von Y, als auch von W¥ abhéngt und deren ersten Ableitungen. Betrachtet wird
jetzt die Transformation:

Vole) > V(@) = Valo)e ™
U (z) +— Ui(z)=U!(x)e .

a

Hierbei ist € ein beliebiger, fiir alle Felder gleicher, reeller Parameter, wahrend ¢
eine feste, fiir das Feld typische Grofie besitzt.
Dann gilt fiir infinitesimal kleine e:

V(x) = Wu(z)+dU,(x) ; Wo(z) = —igeVy(z)
Ui(z) = Vilz) +0Vi(z) 3  0Vi(z) = ige Vy(z)
Fiir die Variation von £ unter diesen Transformationen gilt:
oL oL oL ov oL ov’
0L =—0V,+ —0V} ) = ) .
£=5u, Mt gy 0t ED <8xu> () <8x#>

oxy
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Die Felder ¥,, U7 erfiillen die LAGRANGE-Gleichungen:

oc o [ oc B N
0.~ 0z, \ o5k M B9 T b, o(2%)

Oz Oxy
und daher:
0 oL 0 oL .
oL = 8—% (r(%)) 5\11(14—8—% (3<%i§)) owr
oL 5(@%) R 5(@@;)
o) (o) oy o
0 oL oL .
- 3 (s ™)
0 oL ) oc . .
= a—% (@(—u]e)@a—l—@u]e@a)

(im letzten Schritt wurden 0¥, und dW? eingesetzt).
Wird daher nun ein Viererstrom definiert durch

. . oL oL .
Jn =4 (3 oua Ve T Srom \I'a) ! (23)
( Oz, ) < Oz, )
so lafit sich die Variation von £ schreiben als:
0L = edy,
Falls die Lagrange-Dichte unter dieser Variation invariant ist, gilt also
% _,
oz,

d. h. j, erfiillt eine Kontinuitdtsgleichung und ist damit ein erhaltener Strom.
Durch rdaumliche Integration folgt dann sofort, daf3

Q= [jod’s

eine Erhaltungsgrofie darstellt, die Ladung. Um welchen Strom oder welche La-
dung es sich handelt, kann nur durch Ankopplung an duflere Felder gesehen wer-
den.



Kapitel 3

Darstellungstheorie

3.1 SCHRODINGER-Darstellung

In der iiblicherweise in der “klassischen” Quantentheorie benutzten SCHRODIN-
GER-Darstellung sind die Operatoren zeitunabhéngig und die Zustandsvektoren
zeitabhiingig. Sei Og(t) der Operator O(t) in SCHRODINGER-Darstellung und |¢)
ein bestimmter Zustandsvektor in ihr, dann gilt:

Os(t) =0

und

0
HS|t>s = Z§|t>5a

wobei Hg der (zeitunabhingige) Hamiltonoperator in der SCHRODINGER-Darstel-
lung ist. Damit gilt fiir die Zeitentwicklung des Zustandes im SCHRODINGER-Bild:

‘t>s = e_iHSt‘O>S'

3.2 HEISENBERG-Darstellung

In der HEISENBERG-Darstellung werden alle Zustandsvektoren als zeitunabhén-
gig angenommen und die Operatoren als zeitabhingig. In der SCHRODINGER-
Darstellung gilt fiir die Zeitentwicklung des Zustandes:

t)s = e_iHSt‘(»S

(weil Hg zeitunabhingig ist) und damit fiir die riicklaufige Zeitentwicklung
0)s = e*5"]t)

Der entsprechende Zustandsvektor im HEISENBERG-Bild ist:

1ty =10y =10)g  fir alle t.

11
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Daher gilt also fiir den Zusammenhang beider Darstellungen:
)5 = et

Dies ist eine unitire Transformation zwischen zwei Darstellungen. Fiir die Ope-
ratoren gilt folglich:

OH(t) _ eiHstOASe—iHst‘

Als Konsequenz stimmen die Matrixelemente der Operatoren in beiden Darstel-
lungen {iiberein:

(alOn(1)|b) g = (a(t)|Osb(1)) 5-
Die Operatoren folgen der HEISENBERGschen Bewegungsgleichung

8OH 0 iHgt A —iHgt
_ Yo O iHg
ot Z@t(e s¢ )
— eiHst(_HSOS)e—iHst + eiHst(OSHS)e—iHst
— eiHst [OS, Hs]efiHst

?

3.3 Wechselwirkungsdarstellung

In dieser fiir die Quantenfeldtheorie sehr wichtigen Darstellung wird angenommen,
dafl der Hamiltonoperator H aufgespalten werden kann in

H = HO+Hint

und daf} die Zeitabhéngigkeit der Zustdnde nur durch H,,; verursacht wird. Ge-
sucht wird jetzt also ein unitdrer Operator fiir die Transformation vom SCHRO-
DINGER-Bild ins sog. Wechselwirkungsbild derart, dafl die Zustandsvektoren sich
nur dann mit der Zeit dndern, wenn H;,; wirkt (d. h. dal das Zeitverhalten der
Zustandsvektoren alleine durch H;,; bestimmt wird).

Fiir die unitédre Transformation von der Schrédinger- in die Wechselwirkungs-
Darstellung gilt mit dem vorerst noch unbekannten unitiren Operator V()

(VT(t) = V7L(t)) jedenfalls:

0 =V(©)lt)s

und

~

O1(t) = V(t)OsV'(1)
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Diese Gleichungen werden in die SCHRODINGER-Gleichung eingesetzt:

0
Hslt) g = Zaﬁ)s

Man erhalt

(Ho+ HudsVO), = iV 0l0))
T
= (Ol + VIO S1)

Sei nun V' so gewéhlt, dafl gilt:

VT
(Ho)sV'(t) = vl (3.1)
d. h.
Vi(t) = emilHo)st (3.2)

(und damit unitér, da (Hy)gs hermitesch). Dann folgt:

, 0
(Han)sVI(0)]6); = V() 518) 1
Multiplikation von links mit V/(¢) liefert, weil V' unitér ist:

0 0
V(Hi)sVt), = Z§|t>l — (Hint)1]t); = ngz (3.3)

Damit ist der Wechselwirkungsoperator in der Wechselwirkungsdarstellung offen-
sichtlich gegeben durch

(Hint)r = V() (Hine)g V(1) (3.4)

Damit ist das Gewiinschte erreicht: Die Zeitabhdngigkeit der Zustdnde in der
Wechselwirkungs-Darstellung wird allein durch H;,; bestimmt.

Da die Ubergiinge zwischen den Darstellungen durch unitére Transformatio-
nen bewirkt werden, sind diese physikalisch vollig dquivalent. In der Wechsel-
wirkungsdarstellung dndern sich die Zustdnde mit der Zeit nur dann, wenn eine
Wechselwirkung tatséchlich vorhanden ist. Die Operatoren hingen in ihr aber
immer von der Zeit ab:

ZW = Za(VOSV )
oV L oVt
_ (2 T
= Z( 6t Osv —I-VOS 8t )

n.Gl. (3.1) auf S.13

= —V(Ho)50sV! + VOs(Hp)sV?
= V[Os, (['[O)S]VJr
— [01(t), (Ho)] (3.5)
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Damit ist die Zeitabhingigkeit von Operatoren in der Wechselwirkungsdarstel-
lung nur durch Hy bestimmt. Hj selbst bleibt zeitunabhéngig, weil

(Ho); = ei(HO)sf(HO)Se—i(Ho)St = (Ho)s

Die Gleichung (3.5) ist die iibliche HEISENBERGsche Bewegungsgleichung.

Insbesondere ist auch die Zeitabhangigkeit von H;,; allein durch den “freien”
Operator Hy bestimmt. Wenn man annimmt, dafl bei sehr frither Zeit ¢t — —o0
der Zustand des physikalischen Systems alleine durch den freien Operator be-
stimmt wird, so folgt also, dal H;,(t) jederzeit durch die freien Feldoperatoren
ausgedriickt werden kann.



Kapitel 4

Quantisierung des Spin-0-Feldes

Allgemein transformieren sich die Felder unter einer Lorentz-Transformation

r_ v
Ty Ty = QT

o
wie folgt:
Feld Tranformationsverhalten | Spin
skalares o'(2) = ¢(x) 0

pseudoskalares O (') = det(a) - p(x) |0
(Vierer-)vektor A (2') = apA”(2) 1

Die Transformation von x nach z’ ist dabei auf jeden Fall linear und homogen.
Aus der Invarianz des Skalarproduktes

;o vV v, T A R
Yy = aua’dyy = 2"a,,d" Yy = 2%y,
folgt
T uh _ A : . T _
a,,a"” =g, beziehungsweise a a =1,

also die Orthogonalitit von a. An der letzten Gleichung sieht man auch
det(a) = £1.

Man unterscheidet die moglichen Transformationsmatrizen a durch die Determi-
nante:

det(a) = +1: eigentliche Lorentztransformation

det(a) = —1: uneigentliche Lorentztransformation (z. B. diskrete Raum- oder
Zeitspiegelung)

15
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4.1 Freies skalares Feld

Sei p(z) ein lokales Feld, das unter einer Lorentztransformation invariant ist; in
diesem letzteren Fall ist es ein Spin-Null-Feld. Zusitzlich wird ¢(x) ein skalares
Feld genannt, wenn es unter Raumspiegelungen invariant ist; sonst ist es ein
pseudoskalares Feld, das unter Spiegelungen sein Vorzeichen dndert.

Betrachtet wird jetzt ein hermitesches Feld:

p(x) = o(Z,it) = ¢’ (z)

Die einfachste lorentzinvariante LAGRANGE-Dichte, die nur das Feld und die erste
Ableitung enthélt, ist gegeben durch:

1|90 dp 5,
£_2lé?x,_té?x“ e

Die Summanden in der Klammer sind Skalare und daher lorentzinvariant. Hieraus
folgt unmittelbar:

67_[, = —m? und oL _ 9
o Y o(2) ~ our

also die LAGRANGE-Gleichung:

8_ 78[' _8_5_ Py +m?
Oz, 3(597@) dp  Oz,0xr

== O + m?p =0 KLEIN-GORDON-Gleichung . (4.1)

goéo.

Die Klein-Gordon Gleichung ist die Bewegungsgleichung des freien skalaren Fel-
des.
Sei nun allgemeiner behandelt:

R

Hier ist der kanonisch konjugierte Impuls

B oL .
und daher die Hamiltondichte
1 0p Oy
H Oo—L 205, 9ar V(p) + =(Vo)*+V(p)

Die klassische Hamilton funktion lautet dann

H:/Hd3$.
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4.1.1 FouRIER-Entwicklung
Die Felder ¢ und II werden nun in FOURIER-Reihen entwickelt:
1 e
p(rt) = —=> e Tg(t)
Vo<
1 ik
—=2.¢""p ()
Vo<
(das Minus ist eine reine ZweckméiBigkeitsfrage)

Hier ist €2 ein rdumliches Volumen. Es werden periodische Randwertbedingun-
gen benutzt; der Ubergang zur kontinuierlichen Schreibweise ist stets durch die
Ersetzung

S (22)3/..@%

moglich. In dieser Kastennormierung gilt
/ei(E_E/)'Fd?’:c =Q o7

als Folge der Orthogonalitiit der trigonometrischen Funktionen. (Im wesentlichen
ist das der “Satz von FOURIER”.)
Durch Projektion unter Ausnutzung der Orthogonalitdten bekommt man:

/90(77, t)e_iE/'Fd?’:E = VQq; (1)
und analog:
/ (7, e~ "ddr = VQp_z (1)
Da ¢ und II hermitesch sind, muf} gelten:

p = ot = ST = Y ql(t)e T
P

k
— () = 4 )
I = nf = pet) = plLi).

Wie beim harmonischen Oszillator werden nun neue Groflen definiert:

) = /% (q,;—i— wi,cpfﬁ) dabei ist wy = k2 + m2, m ist
T = Wk . _ ...\ hierbei irgendein freier Parame-
Diese Gleichungen lassen sich umkehren:

Gl0) = = (oglt) + ol 1)
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Diese wiederum in die Felder eingesetzt liefert:

(az(t)e™ + al(t)e )

@(ﬁ t) = Z \/%

= —w ik —ik-F
NG = 3 =g (e = apt)e ™)

In der 2. Teilsumme rechts ist dabei jeweils k durch —Fk ersetzt worden. Dies ist
moglich, weil ohnehin iiber alle k summiert wird.

Alle diese Entwicklungen sind véllig unabhéngig von der speziellen Form von
V(¢). Auch der Parameter m in wy, ist bis jetzt vollig unbestimmt; verschiedene
m-Werte liefern verschiedene a’s und a'’s.

Sei nun:

1

Vip) = §m2902,

dann wird das freie Feld beschrieben. H wird nun

H = /Hd?’x - %/{m +(Vo)? + m*p?} d*x.

Einsetzen der FOURIER-Entwicklungen und Integrieren liefert unter Ausnutzung
der Orthogonalit'aten

Zwk aak + a,;a Zwkaﬁak

wenn der Parameter m in wy, gleich dem m in H gesetzt wird. Im letzten Schritt

ist benutzt worden, dafi die beiden klassischen Gréfien a%, agp miteinander vertau-

schen.

4.2 Quantisierung

Jetzt wird quantisiert, d. h. in Analogie zur iiblichen Quantisierungsbedingung

[pi(1), 4;(t)]
[pi(t), p;(t)]
[9:(2); 4;(1)]

werden die folgenden Kommutatoren postuliert:

—i8.

v

== 1=
o o

L.
S
w
—~
1

7 —7")

=
—~
JH
o~
SN—r
—
TR
o~
=
l=1l=ll=
o o
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(beachte hierbei, dafl die Operatoren in den Kommutatoren stets zu gleicher Zeit
t zu nehmen sind).

Als néchstes soll jetzt die Konsistenz der quantenmechanischen mit den klassi-
schen Bewegungsgleichungen gezeigt werden. Die Bewegungsgleichung fiir einen
beliebigen Operator O(t) ist durch die HEISENBERGsche Gleichung gegeben:

00
| — = H|.
t at [O’ ]
Damit gilt speziell auch fiir den Operator p(x):
i = [, H].
Der Kommutator 148t sich leicht auswerten:
o H) = (e, [HE Dd
= [ (@) 1) d
1
= [ o, 50| @
1 . . . "
= 5/([90(77),1](7“')}11(7”') + (") [p(7), 11(7]) &’
1
= II(7,t)
— ¢ =1

in Ubereinstimmung mit dem obigen Ausdruck. Die HEISENBERGsche Bewe-
gungsgleichung ist also dquivalent zur LAGRANGE-Theorie, wie erwartet. Die
Theorie ist damit quantenmechanisch konsistent, denn fiir ¢ wird der gleiche
Ausdruck erhalten, unabhéngig davon, ob ¢ als klassisches oder als quantisiertes
Feld betrachtet wird.

Werden nun die Felder quantisiert, so werden auch die gz, p;z zu Operatoren
und es folgt fiir ihren Kommutator:

1 ST 2T
e (0,00 = 5 [¢ETEING 0, o 0)d s &
_ _é ei(E’—E)-Fde
= ié,;,k,

Die p’s und ¢’s kommutieren also genauso wie Impuls und Ort. Aus diesen Kom-
mutatoren der p, q lassen sich die Kommutatoren fiir @ und a' bestimmen:

laz(t).ak, ()] = bz
laz(1), az, (1)) = [ak(t),ak, ()] = 0.
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Operatoren mit dieser Algebra haben die Eigenschaft, daf§ a%a,z alle ganzen nicht-

negativen Zahlen als Eigenwerte besitzt und dafl aTE und a; Erzeugungs- bzw.
Vernichtungsoperatoren sind, die diese Figenwerte um 1 erh6hen bzw. erniedri-
gen.

Der Hamilton-Operator kann verschiedene Gestalten annehmen, je nachdem
ob vor oder nach dem letzten Schritt im klassischen Ausdruck oben quantisiert
wird. Quantisiert man vorher, so erhilt man:

1

PO =H = Zwk(aj;a,;—i— 5)
k

Im letzten Schritt ist dabei die Kommutatorrelation fiir die a; und aTE verwen-
det worden. Das Endergebnis héngt also offensichtlich von der Reihenfolge von
Umformung und Quantisierung ab. Hétte man erst die letzte Umformung vorge-
nommen und dann quantisiert, so wire der letzte Summand nicht aufgetreten.
Ebenso erhélt man

ﬁ: Z:/;CLTE(IE
k

Da H, wie oben diskutiert, nicht eindeutig bestimmt ist, und da die Addi-
tion einer Konstanten zu H die Dynamik des Systems nicht #ndert, kann der
Hamiltonoperator nun als

H = Zwka%ag (=:H:)
k

neudefiniert werden. Formal entspricht dies der Einfithrung des Normalproduktes
in die Definition des Hamiltonoperators

1
Hw :H:= 5 Zwk(a%a,; +a,;aTE):
k

mit

:a]%a,; + a,;a%: = QaTEa,;
d.h. die Vernichtungsoperatoren werden grundsétzlich nach rechts geordnet. Der
normalgeordnete Hamilton-Operator ist also eindeutig.

Er zeigt, dafl die Energie des Feldes durch ganzzahlige Vielfache der Normalmoden-
Energien w; gegeben ist. Ebenso ist der Dreier-Impuls des Feldes durch die Im-
pulse der Normalmoden gegeben. Interpretiert man nun m als die Masse eines
Teilchens so ist w(l;) gerade die relativistische Dispersionsrelation eines freien
relativistischen Teilchens. Damit ist die Energie des Feldes gegeben als Summe
iiber die Energien seiner Feldquanten. Die Eigenwerte von al ag geben die Zahl

i
dieser Feldquanten.
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Die HEISENBERGsche Bewegungsgleichung liefert die Zeitabhingigkeit der
Operatoren:

0
8750 0, H]
Also
iap = lag, H] = > wi| ak,ak,ak, Zwk’ ak, Jag +ag,lag, ap)]) = weag
k’ T -
Also gilt
ag(t) = aE(O)e_W’“t
aTE(t) = a%(()) gt

4.2.1 Geladene Felder

Falls das physikalische System durch eine Reihe von Feldern ¢, ..., ¢, beschrie-
ben wird, ist die totale LAGRANGE-Dichte einfach die Summe aller Einzelterme.
Die Felder werden als unterscheidbar angesehen, so dafl die Feldoperatoren ver-
schiedener Felder miteinander stets kommutieren.

Falls z.B. n = 2, kann man eine Transformation durchfiihren:

(1 +ip2)

©
|

o' = 7(% — i¢py)

= L= 53RV

‘%u 8x“
_ 09" ¢ i
= 8—%@ - V(SO, 2 )

Hier werden nun die {iblichen FOURIER-Entwicklungen fiir ¢; und ¢, angesetzt:

— 1 k-7 ik
o zk: V2002 (05, (0™ + al,, (e ) (4.2)

Da die Felder ¢; und ¢ unterscheidbar sind, kommutieren auch die Operatoren
T
a; und aj.
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Fir das freie Feld erhilt man

1 —ikz T _+ikx
- + bEe )

(p(l‘) = Zm(ake

k

a; = %(a&—l—ia,—c})

1 )
bp = ﬁ(‘% —t aigg)
kr = wit— bz

Die Operatoren a und b sind hier die zeitunabhéngigen Operatoren; sie geniigen
dabei unter sich jeweils den iiblichen Kommutatorbeziechungen, wihrend alle a-
Operatoren mit allen b-Operatoren kommutieren.

Damit kann wie oben der Hamiltonoperator aufgestellt werden. Man erhélt:

H= Zwk(a%a,; + bTEb,;)
k

Beide Arten von Operatoren erzeugen also Quanten der gleichen Masse m und
der Energie

wp =1V EQ —|—m2.

Ein Unterschied tritt beim Ladungsoperator auf, wie im folgenden gezeigt wird.
Die LAGRANGE-Dichte fiir die freien Felder ¢ und o' wird
_ ot oy m2et
Oz, OxH '
Sie ist invariant unter
p ey,
(pT
Damit folgt fiir den Ladungsoperator (s.Abschn. 2.2):

oL
P a3,
q/{ Aaop) "~ BBop)” }
mit ¥, = p, U* = . Dann folgt im Fall des freien Feldes (obiges £):

ot 0
Q = /Jod?’w——@q/(aiw—a—f T>d3

o[ ¥ amven

Kk’
. t +ikx —ikx —ik'x T +ik'z
X {zwk (a e — bge ag,e + b€

T g ( _e—tkr b£e+z’kz) (at’;/eﬂ'k':p + bgle—ik'z)}d3x

(p’r — et
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Dabei wurde benutzt:

ap(t) ~ ekt

Dies ist die Zeitabhangigkeit nicht nur fiir das freie Feld, sondern in der Wechsel-

wirkungsdarstellung auch fiir das wechselwirkende Feld, da in dieser Darstellung

die zeitliche Entwicklung der Operatoren durch Hy bestimmt wird (s. Kap. 7).
Fiir den Ladungsoperator erhilt man dann

1
_ T T
Q = q Z 5 {a]-c.a,; — bEbE
k
+a£bige—2iwkt . bE&_E@inkt . b’i’%aT_Ee—inkt + aEb_EeZiwkt

=0 bei Summation

T T
+ara; — bEbE}
Normal:produkt q Z(atag _ bTEbE)

By
Bl

Um die Mehrdeutigkeiten zu vermeiden, die sich aus der Reihenfolge der Faktoren
in der klassischen Ladung ergeben, mufl auch der Ladungsoperator als normal
geordnetes Produkt definiert werden. Damit wird zugleich sichergestellt, dafl auch
das Vakuum ungeladen ist.

Die Operatoren aTE erzeugen also Teilchen positiver Ladung, die Operatoren bg
solche mit negativer Ladung (aber gleicher Masse), also Antiteilchen. Gleichzeitig
zeigt die Definition des Ladungsoperators, daf§ die Feldquanten eines hermite-
schen Feldes ungeladen sind.
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Kapitel 5

Das Spin-1-Feld

In diesem Kapitel wird nur das freie elektromagnetische Feld behandelt, d.h. ein
Vektorfeld mit verschwindender Masse.

5.1 Freies elektromagnetisches Feld

In diesem Kapitel soll nun spezifisch das elektromagnetische Feld (m = 0) be-
handelt werden. Die LAGRANGE-Dichte fiir das freie Feld wurde schon friither
gegeben:

1 v
L= —ZFWF“
mit
0A, 04,
= — — A=(p, A).
Hv Oxt Oz und (90, )

Es ist schon gezeigt worden, daf3

1~ =
M= (B + BY)

fiir das freie elektromagnetische Feld gilt, wobei
EFE=-Vop—— B =V x A.
ot
E wird zerlegt in einen longitudinalen und einen transversalen Anteil:
Ej - El + Etr

mit (in Coulomb-Eichung)

25
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Dies ist identisch mit den Relationen

— — - — 8 = 7 in Coulomb-Eichun
VX E =0 V-by=—oV. ATTERg

als generelle Definition von longitudinalen und transversalen Feldern. Die spezielle
Eichung kann verwendet werden, weil die Theorie eichinvariant ist:

OF "
A“HA;L:AM—F@ (AM:(()O,A))

mit einer beliebigen Funktion F' der Koordinaten z* &ndert die Felder nicht. Dies
gestattet es auch, fiir das freie Feld zusétzlich Ag = ¢ = 0 zu setzen und damit
die Zahl der Freiheitsgrade auf 2 zu reduzieren.

N /Hd%

]_ —, —, —, — —
- 5/{Ef + B+ B} + 2B, - B} &
Es gilt:

/Efd% = /(ﬁgo)Qd?’x = —/QOVZQO d*r =0
~——
=0 fiir freies Feld
/Etr'ﬁl = //Y-699d3x:—/8—(6-/f)g0d3x:0
at N——

=0 wegen Eichbedingung

Der longitudinale Feldanteil tragt also nicht zur Energie bei, so dal H gegeben
ist durch:

1
"= /(Efr + BY)d%z.

Fiir die LAGRANGE-Dichte gilt

_ - wr o 2 P2\ _ 2 2 . 2
L=~ FuF" = (E B)_2(Etr+El+2EtT Ey— B?).

Der zugehorige Feldimpuls ist gegeben durch

w— 25 _pio_p
0A;
Ohne daf} sich L = [ Ld3z dndert, kann £ ersetzt werden durch:
1 ~

L= Q(E_I?r - BQ)
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weil das Integral iiber die beiden anderen Terme verschwindet. Dabei miissen
auch die Bewegungsgleichungen invariant bleiben, weil aus ¢ [ Ldt folgend. Der
Impuls wird dann

oL

H] = 87 = (EltT)J weil Etr = —/Y
J

Durch die Anderung der LAGRANGE-Dichte wird also erreicht, dafi der Impuls nur
durch den transversalen Anteil des Feldes gegeben ist. Damit ist der longitudinale
Anteil vollig eliminiert, denn er tritt auch in H nicht mehr auf.

Das freie elektromagnetische Feld besitzt also nur 2 Freiheitsgrade.

5.1.1 FouriErR-Entwicklung

Analog zum Fall des freien skalaren Teilchens wird fiir jede Komponente einzeln
eine FOURIER-Entwicklung angesetzt:

zkz+a —Hk.z)

\/_ZZw(

ﬁ(T_", t) _ \/_Z / G zkw_'_l—*T —sz)

(: FO Etr__ )

ot
mit w = |k| (harmonische Zeitabhéingigkeit benutzt). Wegen CouLoMB-Eichung
mufl gelten:

V-A20 = k-a@(t)=0. (5.1)

Die Vektoren @ werden nun nach Basisvektoren entwickelt; dabei geniigen auf-
grund des gerade Gesagten zwei Basisvektoren. Fs werden deshalb Polarisations-
vektoren € und €® eingefiihrt, deren Richtung von der Richtung von k abhéngt;
dies ist notig, damit die Gleichung (5.1) erfiillt werden kann. € ) und € ? werden
so gewihlt, daf sie zusammen mit k / \lg | einen rechtshindigen Satz von wechselsei-
tig orthogonalen FEinheitsvektoren (“Dreibein”) bilden. Damit ist die Bedingung
der Transversalitdt automatisch erfiillt.

Man entwickelt also:

ay = Q1€ ()+ak26 @)

Eingesetzt in A(Z,t) liefert dies

(akag (a)e—ikz + a};ag (a)e-l-ikx) )

a=1
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und analog fiir

. 0A
(z,t) = ———.
(e.1) =~
Die klassische Energie des freien Strahlungsfeldes ist nach den Ergebnissen des
vorhergehenden Abschnitts gegeben durch

_ 1 32 32\ 43
H_é/(EtrJrB)dx
Das Einsetzen der Normalmoden-Entwicklung liefert

1
— 5 Z Zwk (azaaka + akaala)
E «

5.2 Quantisierung

Die Quantisierung wird hier iiber den folgenden Kommutator erreicht:
[AY(Z, 1), I (2, )] = —i(69 — V2V'V9) 8 (% — &),

V2 stellt dabei den zum LAPLACE-Operator V2 inversen Integraloperator! dar.
Die sogenannte “transversale” d-Funktion rechts stellt sicher, dal die Kommu-
tatorbedingung mit den Eichbedingungen

—

V-A=0 und V- II=0
vertréaglich ist, denn

VAL ] = —iV' (07 = V2V'V9)%(x — o) |
= —i(VI =V)&P(z—-2)=0

und analog fiir V-II. Das Auftreten der transversalen d-Funktion ist also eine Fol-
ge der Tatsache, daf nicht alle drei Komponenten des elektromagnetischen Feldes
A® unabhiingig sind. Dies deckt sich mit dem im vorigen Abschnitt gefundenen
Ergebnis, dafl das freie elektromagnetische Feld nur zwei Freiheitsgrade besitzt.

Eine Quantisierung von ¢ braucht hier nicht durchgefiihrt zu werden, weil fiir
das freie Feld in Cour.omB-Eichung ¢ = 0 gesetzt werden kann. Zudem ist auch
Iy = Fyo =" 0 (siche Abschnitt 2.1).

1

Da die LAPLACE-Gleichung V2 f = 0 nichttriviale Losungen besitzt, ist V2 nicht eindeutig.
Wegen V21 = —4r4() folgt aber V2 (——/ B _,/|d3 ’) /f (7o (F —7")d®r" = f(7)
7 —

und damit V2 f(7) /|r =

beliebige Loésung der LAPLACE—GIQIChuIlg hinzuaddiert werden darf.

d®r" als eine mogliche Definition von V2, zu der eine
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Aus den obigen Kommutatoren folgen nun wie iiblich die Kommutatoren fiir
die Operatoren ag, und deren Adjungierte. Man erhélt:

[akaa CLLIQI] - 5kk’5aa’

[akavak’a’] = [a’;;oﬂ 0’11;’0/] =0
Die Operatoren a, a' geniigen damit den {iblichen Vertauschungsregeln fiir Boso-
nen; dies spiegelt die Reduzierung der urspriinglich drei Freiheitsgrade des Vek-
torfeldes A’ auf die zwei durch € und €® verkérperten Freiheitsgrade wider.
Man kann daher a' und a als Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Pho-
tonen interpretieren.

Die Energie ist gegeben durch

1
H = zk: Z hwk (azaaka + 5)

Der unendliche Beitrag kann hier wieder durch Ubergang zum normalgeordneten
Produkt in der Definition von H umgangen werden.
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Kapitel 6

Quantisierung des Spin-%-Feldes

Spin—%—Felder, die Fermionen beschreiben, werden durch vierkomponentige Spi-
noren ¥(z) beschrieben. Deren Transformationsverhalten unter Lorentztransfor-
mationen ist gegeben durch

U'(z) =S U(x)
mit
S8 = auy”

wobei die v* die iiblichen DIRAC-Matrizen sind.

6.1 Freies Dirac-Feld

In diesem Kapitel sollen Felder betrachtet werden, die durch einen komplexen
Spinor ¥ beschrieben werden, der der DIRAC-Gleichung fiir ein freies Teilchen

Qiﬁ+&@@:4%w (6.1)

mit den tiblichen 4 x 4-Matrizen

1 0 . (0 &
ﬁ:<0—1> “:<50>

(dabei sind & die bekannten 2 x 2-PAULI-Matrizen) geniigt.
Unter Einfithrung von

Vi = By ;Y% =0 Yu: Vierervektor

148t sich die DIRAC-Gleichung auch schreiben als:
ov

i’yua? —m¥ =0 (manifest kovariante Form)
w

31
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mit

YV + NV =20w 5 Y=YV 0-

Da W ein komplexer Spinor ist, wird auch die Gleichung fiir U1 benétigt:

—ig%’:yl —mUt =0 (6.2)
Es ist iiblich, hier anstelle von ¥ eine andere Funktion einzufiihren:

U= Uly,.
Da

Y% =1
gilt, folgt

Y = YoYi0 -

Damit erhélt man fiir die Gleichung (6.2):

0wt 0wt
oY f— i oo
_28—%% —mU' = —za—%fyofyofyu —m¥" = 0 |- Y
0w -
— —28—7072:70—711\11 = 0.
o

Dies 1a8it sich noch vereinfachen (wegen 7072:70 = Y,):

o =0
Zaxu'quLm

Die Felder ¥ und ¥ werden hier als unabhiingige Felder angesehen.
Die Dirac Gleichung besitzt einen erhaltenen Strom

3 =gy, (6.3)
wie sich unmittelbar aus (2.3) ergibt.
Es muB nun eine LAGRANGE-Dichte £ gefunden werden, die die DIRAC-Glei-
chungen fiir ¥ und V¥ als LAGRANGE-Gleichungen liefert. Dies ist der Fall fiir:

L= m)W

Mgy~
o
Alternativ kann gesetzt werden

L- %xm%aﬂ )W — %(i(aﬂxpw M),
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Beide LAGRANGE-Dichten unterscheiden sich nur um die Viererdivergenz des
erhaltenen Stromes, die verschwindet. Im folgenden wird deshalb mit der ersten
Form fiir £ gearbeitet.

Variation nach V¥ liefert

oL 0 oL

— =y, — — \\ d _ =0
(o) sy
also:

)
ivy=—-—m| ¥ =0. (6.4)

( “6’:16“
Bei Variation nach ¥ erhalt man:

oL _ oL _

— = —Um; =0

ov - T Gy T
also

00 _
za—xu%—i—mqf =0

Konjugierte Impulse:

oL -
. o . -'-
Ha - a\i/a_ =1 (\Ij’)/o)a = Z\I/a.
Dabei ist ¥, eine Komponente des Spinors W. Interessanterweise ist I, der zu ¥

gehorige Impuls, gleich Null, weil £ nicht von ¥ abhingt.
Daher gilt fiir die Hamiltondichte:

H = T, + 0,9, L
=0
= 1,9, - L
= Uiv, -

T U o .
= Z\I/L amo - (Z’)/Oa—xo +Z'}/Za7 —m) L

= U (—m% +m> v (i=1,2,3)

Da ein freies Feld der DIRAC-Gleichung geniigt, gilt natiirlich:

.0 .0 .oV
(—2%% + m) v = Woa—xollf =105,
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Also auch:

-0 0
H =1V &EO\IJ v zat\IJ.

Die bisherigen Betrachtungen basieren auf der freien DIRAC-Gleichung. Al-
lerdings 148t sich viel auch iibernehmen, wenn noch ein Wechselwirkungsterm
existiert, der nicht von 8—‘1; abhéingt. Also:

oz
L= Efrei + Eint

mit L (P, \I/T,a,o,aﬂcp), wobei ¢ irgendwelche anderen Felder sind. Bei dieser
Gestalt von £ bleibt IT unverédndert.

6.2 Losung der freien Dirac-Gleichung

Die freie Dirac-Gleichung in der Form (6.1) kann durch den Ansatz
U(z) = we™P*

gelost werden. Dabei ist w ein Spinor, der nicht mehr von Ort und Zeit abhéngt.
Durch Einsetzen dieses Ansatzes in (6.1) erhdlt man das Eigenwertproblem

(@ 7+ Bm) {“p’s . Ep{

U_p‘,s

Up,s
_U_p75

mit £, = ++/p?+m? > 0. p ist hier ein gewohnlicher Vektor mit c-Zahlen als
Komponenten.
Der Operator (im Raum der inneren Dirac-Freiheitsgrade

Y5
mit

-

kommutiert mit (@ - p'+ fm):

(E-p)@ 7+ Bm) = (S-p)(a-p)+(5E8) ()
kommutieren kommutieren

= (@ P p)+omE-p
= (@ 7+ 6m)(Ep)

Daher kann man die obigen Basiszustinde v und v gleichzeitig auch als Eigen-

S Q
QL &

> (¢: PAuLI-Matrizen)

—

S - 2
zustande zu X - % withlen (wegen (E . ﬁ) = 1 muf} der Eigenwert 2s = +1

sein):

E-E{ . :23{ pe mits:i%.
|p /Uipas /Ufpﬁs
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s heiit die “Helizitat” des Spin—%—Teilchens.
Die vier Vektoren u,s, v_,s mit s = :i:% sind Eigenvektoren von zwei hermite-

schen Matrizen (& - p'+ Sm und 3 p/p) mit verschiedenen Eigenwerten. Folglich
bilden sie eine vollstdndige, orthonormale Basis im vierdimensionalen Spinor-

raum:
Orthogonalititseigenschaften der Spinoren u und v

ni

— ot — i i —
prlps = VpUps = 0 fiirr # s und Uy V—ps = 0

Die explizite Gestalt der Spinoren erhilt man durch Losung der Gleichung
(@-p+ Bmjw(p) = E w(p).

Diese Gleichung ist nichttrivial 16sbar nur fiir

E=+JpP+m?=+E, (E,>0).

QL ©
o Q
N————

Sei w = < i ), dann folgt mit & = (

g-px = (BE—m)yp
Py = (E+m)x

Bestimmung der Eigenvektoren zu den beiden moglichen Eigenwerten:

1. F=+E,=4+Vp?+m?
Aus der zweiten Gleichung wird x berechnet und in die erste eingesetzt.
Dies liefert:

= = N2

g-p g-p

p = wzﬁw- (6.5)
p

Wegen E;—m? = p” ist die letzte Gleichung fiir ¢ identisch erfiillt ((7-p)* =
p? fiir jedes o).

Also gilt

¥
w(p) = N( 57, ) = Ups.

Ep+m

Der Impuls p"im Spinor ist hier eine Zahl und kein Operator mehr.
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2. E=—E, = JEIT 2

Die Gleichungen lauten nun:

QL

px = —(E,+m)p _ 0D
P = —(E, —m)x

eingesetzt in die zweite Gleichung:

_Ep—l—m E,+m

> 2 =
(7 p) —__P X =—(E, —m)x, erfiillt fir jedes x.

__dP
= U}(p) = N( pr+m ) = U—Ps

Die Forderung, dafl v und v Eigenzustédnde zur Helizitat sind, 148t sich erfiillen
durch geeignete Wahl der Zweierspinoren ¢ und y. Am einfachsten ist dies zu
sehen, wenn das Koordinatensystem so gewahlt wird, dafl die z-Achse parallel zu
p ist. Dann sind die geeigneten Spinoren ¢ bis auf eine mogliche Phase gerade
die einfachen

( é ) oder ( ? ) (analog fiir x).

Die Phasenwahl wird im Anhang A diskutiert.
Die Spinoren werden nun so normiert, dafl gilt:

_ 1
uLsups =0,V _ps = L.
Dies liefert:

.
t 2 2 p _ 2 2Ep 2
wu=N 14— = P N2
¢l ( (Ep—I—m)Q) i E,+m

Der Normierungsfaktor N ist dann (fiir [p]* = 1)

N — 2E, 75: E,+m
E, +m 28,

und ebenso fiir v. Es sollte beachtet werden, dafl diese Normierung nicht lorentz-
invariant ist. Die linke Seite dieser Gleichung ist ndmlich die nullte Komponente
eines Vierervektors (die Dichte). Aus diesem Grund wird in der Literatur oft auf

ufu = E normiert. Diese Gleichung ist kovariant, da sich beide Seiten auf die glei-
che Weise transformieren: die linke Seite als nullte Komponente des Viererstromes
Ju, die rechte Seite als nullte Komponente des Viererimpulses p,,.
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6.2.1 FOURIER-Entwicklung

Wie fiir das Spin-Null-Feld wird auch hier eine FOURIER-FEntwicklung angesetzt:
U(F 1) = = 3 Splt)e T
mt) = — 5(t)e’r".
VoGt

Hier ist Sz(t) eine 4 x 1-Matrix, die nicht von 7 abhingt®. Die Matrizen Sz(t)
stellen Operatoren im Hilbertraum der DIRAC-Spinoren (vierkomponentige Wel-
lenfunktionen) dar, ebenso wie W. Sie kénnen nun nach der im vorigen Abschnitt
beschriebenen Basis entwickelt werden:

Sp(t) = Z (aps(t)ups + bips@)”ﬂ)é‘)-

-4 1
s—:t2

Dabei sind die aps und Al

! s die Entwicklungskoeffizienten. Damit bekommt man
fir W(r, t):

V() = —=3 Spt)e’”

1 i _ipT
— ﬁ%s:(aps(t)upsep +b;;s(t)vpse Pr)

Dabei wurde im 2. Summanden rechts wieder die Ersetzung p'+— —p’ vorgenom-
men; dies ist moglich, weil iiber alle p, d. h. positive und negative, summiert
wird.

Entsprechend lautet die Entwicklung fiir 1T, = ¢W. Diese Feldentwicklungen
sind sowohl fiir freie als auch fiir wechselwirkende Felder giiltig, da jedes Sj(t)
nach der vollstindigen Basis entwickelt werden kann.

6.3 Quantisierung

6.3.1 Hamiltondichte des Spin-1/2 Feldes

Die Hamiltondichte fiir das freie Feld ist gegeben durch:

H:\If<—m%+m>\1/ i=1,23

1

"Wie schon fiir die Spinoren 1 und v wird auch fiir S der Vektorpfeil iiber dem Impuls p im
folgenden der Einfachheit halber weggelassen.
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Durch Einsetzen der Entwicklungen fiir ¥ folgt:

H = \IITy()( 2%88 —I—m)llf

= Uip (—iﬁaiaii ) ]
= Ut (—id-V+pm) ¥

= [ => (aT ul e 7T 4 byl et T) (—id@ -V + Bm)

ps ps

—ip!.7 3
X (ap s/upsfe“p r+b 1o Uprsr€ T T)d

1
- T o,,1 =T T, +ipT
=5 > / (apsupse + bpstps€
A
o5 o -y
X {a -p’ (aprslup/s/e’p [ b;,s,vpfsfe W )

>y 2 -]
+ﬁm (ap/s/up/s/e”’ "+ bJr gUps€ T )] dx

= 0 Z/ Aps ps _Zpr—i_bpser —l—zpr)

P

X {(d’ P+ Bm) ayguy g’

(= B By sle—zﬁ’-f']

Nun gilt nach Definition der u’s und v’s:

'ﬁ+6m)ups - Epups

: ﬁ+ ﬁm)v—ps - _Epv—ps B (_& : ﬁ‘" ﬁm)vps = _Epvps

Dies eingesetzt liefert

H

1
- 5 ¥ [daBy
p_:S?ﬁ,’Sl
L o Ty =
X {a;saplslu}tsup's'é(p T ;sb; s’u UP'S'e T

t i(5'+) i(5—p")7
+bpsap/5mpsup/s/e ( 2 b bp /gt psvplsxe ( )
- 525

p,s s’

T T af ot 1 ¥
X {apsapslupsups psb_ps,upsv_ps/ + bps@psrVpsU_ps — by, bpsvps

Ups/} Q.
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Da die u’s und v’s eine orthonormale Basis bilden, gilt:

uhv_py = viu g = 0
U;Supsx = v;f]svps/ = Ogg.

Also folgt fiir H:

H= Z Ep(a;tsaps - bpsb;;s)-
ps

6.3.2 Quantisierung

Die Quantisierung von Fermionenfeldern wird erreicht durch Antikommutatoren,
da nur dadurch das PAULI-Prinzip beriicksichtigt werden kann, wie weiter unten
gezeigt werden wird:

{Wa(m ), Is(r", 1)} = i6(7" = 7")dagp

{\Ila(_)v t>’ \I/g(F,, t)} = {HQ(F’ t)v H5<F,7 t)} =0.
Wegen

Mg =i U},

kann man diese Antikommutatoren auch schreiben als:
{Wa(@.0), Wi 1)} = 67 —7")ag
(ol 1), Up(i, 1)} = {WLE0), UG, 0)} = 0.

Die Bewegungsgleichungen fiir diese nun quantisierten Felder kénnen auch aus
den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen gewonnen werden. Sie ergeben sich als
die DIRAC-Gleichungen fiir ¥ und ¥; die Theorie ist also quantenmechanisch kon-
sistent, d. h. Zeitentwicklung und Quantisierung kénnen miteinander vertauscht
werden.

Aus den Antikommutatoren fiir Feld und Impuls erhélt man dann entsprechen-
de Antikommutatoren fiir a und b, die damit auch zu Operatoren werden:

{aps(t), 0l ()} = {bps(t),0L ()} = S500s
{aps(t), aps(t)} = {bys(t), by ()} = 0
{aps(1), by's = {aps(t), b}, ()} = 0.

Mit diesen Antikommutatoren ergbibt sich fiir den Hamiltonoperator des Spin-
1/2 Feldes:

—~
~~

N—

——

H = ZEP(a;r)saps + b;rasbps o 1)
ps
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An dieser Stelle wird die Wichtigkeit der Antikommutatoren deutlich: Hatten wir
Kommutatoren fiir die Fermionenoperatoren gefordert, so hétten wir fiir H die
Operatorkombination

ata —bfb—1

erhalten. Ein solcher Operator beséfle aber keinen stabilen Vakuumzustand, da
die Energie beliebig negativ werden kann, wenn nur die Eigenwerte von bb
geniigend grofl werden.

Da eine Konstante die HEISENBERGsche Bewegungsgleichung nicht beeinflufit,
kann die 1 in H wieder weggelassen werden:

H = Z Ep(azsaps + b;sbps),
ps

ohne die zeitliche Entwicklung der Operatoren zu dndern. Dies entspricht wieder
der Definition von H als normalgeordnetes Produkt.

Die Operatoren a(t) und b(t) geniigen der HEISENBERGschen Bewegungsglei-
chung:

0
—zaa(t) = [H,a] = —E,a(t)
— a(t) = e "Frig(0)
Analog

b(t) = e "Er'p(0).

Wenn H ein wechselwirkendes Feld beschreibt, so gilt diese Zeitabhéngigkeit nur
in der Wechselwirkungsdarstellung (s. Kap. 7). Aus den Operatoren a, a', b und
b’ lassen sich wie iiblich nun Fermionen-Vielteilchenzustinde aufbauen. Dabei
wird sofort offensichtlich, dafl die Verwendung von Antikommutatoren das Pauli-
Prinzip beriicksichtigt, denn:

al,al |0 >= —al al |0 >=0

6.3.3 Impuls und Ladung des Spin-1/2-Feldes

Im Abschnitt 2.2 ist der aus der Invarianz der Langrangefunktion folgende Impuls
angegeben worden:

PM:/Toud:;x:/{a(??iia)%—ﬁgou}d%

oxg
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Fiir den Integranden gilt:

oL oy,
T =
Ou 8(80 )8 o EQOM
oL ov oL oV

(B, T) Bar " B(By0) B o

ov
— T2
= v 895# ,Cg()u
ov
= Z\I/Ta7+\p< ’)/ V—l—m) \I/gou
Betrachte 1 = 1,2, 3:
ov
Ty, = U —
0 ’ oxt
ot Y g
— PZ-:/@\IJTCZ:E — :—z/\IJV\Ifd
IZ

Man erhélt also fiir den gesamten Impuls des Feldes einen dem Erwartungswert
analogen Ausdruck. Nur ist jetzt P; ein Operator.

Der Impuls P(t) kann auch auf die Erzeugungsoperatoren umgeschrieben wer-
den:

B = —i / VIVUds

1 i
-5 L ke bl
7,8
ﬁ,,s,

L) = Loy

X (ﬁ’ap/s/ups P 5 e 'T) dx
= Z (a;sa‘ps - bpsbps) p

ps
= Z( psaPS+b b )

ps .
¥ ... =0 wegen Symmetrie

= Z<p5aps+b b, )

ps

Die hier verwendete Symmetriebeziehung beriicksichtigt die Forderung, dafl der
Impuls des Vakuums verschwindet.

Aus der letzten Gleichung ist offensichtlich , dafl die Feldquanten den Impuls
p tragen, und zwar sowohl die durch die Operatoren a' als auch die durch die
Operatoren b beschriebenen.

Der Ladungsoperator ergibt sich in der DIRAC-Theorie zu:

Q = q/\I/T\IJd%
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= q Z (a;:saps + bpsb;s)
ps

= gq Z (a;:saps — b;gsbps) +e Z 1
bs ps

Die Operatoren b' erzeugen also Teilchen negativer Ladung (die Antiteilchen). Die
unendliche Konstante >, 1 gibt die Ladung des Vakuums. Diese kann wieder,
wie iiblich, durch Normalordnung in der Definition des Ladungsoperators zu Null
gesetzt werden. Daraus folgt:

aLs|0>: erzeugt Teilchen mit positiver Ladung, Viererimpuls p und Helizitét s

b;f)s|0): erzeugt Teilchen mit negativer Ladung, Viererimpuls p und Helizitét s.



Kapitel 7

Die S-Matrix

7.1 S-Matrix

Jetzt soll die Gleichung (3.3) von Seite 13 in der Wechselwirkungsdarstellung
gelost werden:

0
iolt) = Hilt)
Formal 148t sich schreiben:
1) = U(t, to)to)
Der ,,Propagator U muf} unitér sein, wie im folgenden gezeigt wird. Aus
0
1) = Hilt)
und der Definition von U folgt nédmlich:

0
iaU(t,to) = HpU(t, to) | Ut(t,ty) ...

und (adjungiert):

—i%UT@,to) — UT<t,tO)Hint- | U<tat0)

Durch geeignete Multiplikation und Subtraktion folgt:

.0
ZE(UT(t, to)U(t, to)) = 0.

Da offensichtlich Ul(ty, %) = 1 gilt, also auch U'(ty,to)U(to, o) = 1, folgt hieraus
bereits

U'U=1 fir allet,

43
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d. h. die Unitaritat von U.
Die S-Matriz wird definiert als der Grenzwert

S Tim U, t).
tp——o0

t——+o00

Sie verbindet einen Zustandsvektor bei ¢t = —oco mit seinem Wert bei ¢ = +o00 .
Da jedes Streuproblem auf eine solche Verbindung zuriickgefiihrt werden kann,
enthilt S alle Informationen iiber Wirkungsquerschnitte etc.

7.2 Entwicklung der S-Matrix

Die S-Matrix war in Abschnitt 7.1 definiert worden als:

S = lim U(t,ty)
tg——o0

t——4o0

wobei der Zeitentwicklungsoperator U der Gleichung

%U(t, to) = Hue (DU (t, to)

geniigt (Wechselwirkungsdarstellung!).
Nach Ersetzung H;,; — AH;,; kann diese Gleichung storungstheoretisch iteriert
werden: Sei

U<t7 tO) - Z AnUn@a tO)
n=0
Eingesetzt:
SN = At SN,

Koeffizientenvergleich fiir Potenzen von A:

0
0
ZEUH - HintUn—l

Es gilt die Anfangsbedingung:

Un(to,to) = 0 (’I’L>0)
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Daraus folgt nun aber fiir Up:
Uo(t,tp) =1 fir alle t, weil Uy =const nach (7.1),

und sukzessive fiir Uy, U, . . .

t
0 )
ZaUl(t;to):Htho = Hin(t) = Ul(t,to)Z—Z/Hmt(tl)dtl

to

¢
0 .
Z§U2(t,to):Hth1 - Uz(t,to)z—l/dt1Hmt(t1)U1(t1,t0)

0 t ty
:(—i)2/dt1/dt2Hmt(t1)Hmt(t2)
to to

Nach Setzung A = 1 hat man damit eine Reihenentwicklung von U nach der
“Stérke” von Hy, (d. h. nach Potenzen von Hj,;). Allgemein lautet die Reihe:

00 t t1 tn—1
Ultt) = 3 (=) / dt, / dty .. / b Hony(11) Hong () - . Hime (1)
n=0 to to to

Da hier in jedem Integral iiber die Grenze des néchstinneren Integrals integriert

wird, ist der Grenziibergang ¢ — oo nur schwer ausfiihrbar.
Dieses Zeitintegral 148t sich aber umordnen. Dies sei hier illustriert fiir n = 2.

Integrationsbereich in Uy siche Abbildung 7.1.

t t1
I = /dtl/dt2Hint(t1)Hint<t2)
to to

¢ t
= /dt2/dt1Hint(t1)H1‘nt<t2)
to to
durch Vertauschung der Reihenfolge der Integration
t ¢
= /dtl/dtQHint(t2)Hint<t1)
to t1

durch Umbenennung der Integrationsvariablen.

Also gilt:
1 t t t
I= i/dtl (/dt2Hint<t1)Hint<t2> +/dt2Hmt(t2)Hmt(t1)) .
to to t1

Im ersten Integral ist to < ¢y, im zweiten to > t;. Zu beachten ist, dal die
Operatoren zu verschiedenen Zeiten nicht kommutieren.
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—

to t to
Abbildung 7.1: Integrationsbereich in Us
Es sei nun der Zeitordnungsoperator P definiert durch

. : def [ Hint(t1)Hine(t2) falls (8, > to)
P(Hini(t1) Hine(t2)) = {Hint(t2>Hint(t1) falls (t, < ;)

Dann 1483t sich I schreiben als

t t1
I = /dtl/dtQHint(tl)Hint<t2)

= /dtl/dt2 znt tl lnt<t2))

Diese Umwandlung in zeitgeordnete Produkte ist allgemein moglich (1):

U(t.to) = n' / dt, / dts - / it P(Honi (1) - - Hong (1))
0

n=

(beachte die nun unproblematischen Integralgrenzen = Grenziibergang moglich)
Damit 148t sich S darstellen:

5 lim U(t,to)
to——
t—>+oo

= n' /dtl /dt P int tl Hlnt<tn>)
0

n=
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Weil U unitér ist, ist auch S unitér! Die auftretende Reihe konvergiert im allge-
meinen sehr gut. In der QED ist in der Regel n < 2 (schwache Wechselwirkung,
1

Zusammengefafit:

S=P {exp (—Z’ yooHint(t)dt) } )

Der Operator H;,; wird hier allein durch freie Feldoperatoren ausgedriickt, da
die Zeitentwicklung der Operatoren in der Wechselwirkungs-Darstellung allein
durch den freien Hamilton-Operator bestimmt ist und angenommen wird, dafl
bei t — Fo00 die Zustdnde des Systems wieder frei sind.
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Kapitel 8

FEYNMAN-Propagatoren

In diesem Kapitel werden nun die praktischen Verfahren zur Berechnung der
S-Matrix bereit gestellt. Dabei wird stets in der Wechselwirkungsdarstellung ge-
arbeitet. Die in ihr auftretenden ungestorten (freien) Operatoren und Zustidnde
werden im folgenden Abschnitt diskutiert. Daran schlie§t sich dann eine Diskus-
sion wichtiger Hilfsmittel zur praktischen Berechnung an.

8.1 Freie Felder

8.1.1 'Wahl von H,

Die S-Matrix war in Kapitel 7 als Grenzwert des Zeitentwicklungsoperators defi-
niert worden, der der Bewegungsgleichung

Za—U(ti to) - HintU<ta to)

ot

geniigt. Dabei soll von jetzt an H immer derart in Hy + H;,; aufgespalten wer-
den, dal Hy das gleiche Spektrum wie H besitzt. Dies ist immer dann moglich,
wenn die Theorie keine stabilen gebundenen Zustinde besitzt (in der QED ist
das der Fall). Fiir Hy kann man dann den Hamiltonoperator der freien Felder
wihlen, wobei die Massen dieser Felder den physikalischen, beobachteten Massen
der wechselwirkenden Felder gleichgesetzt werden.

Beispiel: Spin-Null-Feld

1 _
H = §(H2 + (V)2 +mip?) + gop* — Eyae

mit g > 0 reell und mg der mechanischen Masse.
Mit H = [ Hd>z soll H|0) L 0 sein — Eyae.

49



50 KAPITEL 8. FEYNMAN-PROPAGATOREN

Da +g2¢* als Wechselwirkungsterm repulsiv ist, wird das Spektrum von H nur
ungebundene Zustinde besitzen, also rein kontinuierlich sein. Es muf3 die Gestalt
haben:

E=> nyV e + m?,
k

wobei m die physikalische, tatsichlich beobachtete Masse ist. Dies ist aber auch
das Spektrum von:

1 -
Hy = §(H2 + (V) + m*¢?) — Ey

mit Hol0) =0 = FE.
Also Aufspaltung

H="Hy+ Hins
mit
1
Hint = §(m§ - m2>902 - (Evac - EO) + QS‘P4'

Beim Vorhandensein gebundener Zustinde treten Komplikationen auf, die vor-
erst ignoriert werden (die QED bspw. hat aber keinen gebundenen Zustand).

Im folgenden wird fiir Hy immer der Hamiltonoperator der freien Felder
gewahlt, aber mit der physikalischen Masse m.

8.1.2 Zeitunabhingige Feldoperatoren

In der Wechselwirkungsdarstellung wird die Zeitabhéngigkeit aller Operatoren
durch Hy bestimmt. Wegen der speziellen Wahl von H, (freie Felder!) ist ihre
Zeitabhéngigkeit damit als harmonisch bekannt.

1. Spin-Null-Feld, Spin-1-Feld
p(Z,t) = % > ﬁ(apei(ﬁ"?_wpt) + a;:e—i(ﬁi—wpt))
= afz) ioﬂ(z)
mit

—ipx

(z %< (¢, %), m= physikalische Masse).
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Der Operator ay, ist jetzt zeitunabhéngig.

Die Ausdriicke fiir das elektromagnetische Feld (Spin 1) sehen vollig gleich-
artig aus. Es treten lediglich zusétzlich Summen iiber die zwei moglichen
Polarisationen ¢ und ¢® auf.

2. Spm—%—Feld

\IJ(:L‘) = \/_ Z (apsupsel(px wpt) + bT Ups€ —i(p-Z— a)pt))

= u(z)+ v(x)

mit

u(x) = Zapsupsel(px wrt) Wp = vP*+m? >0
\/_ m= physikalische Masse

o(z) = Zb v, FE—wpt) des Spin—%—Feldes.
= s

Die Operatoren a,s und bps sind wieder zeitunabhéngig.

Fihre ein:

U(z) = Ui (z)y = u(z) + v(z)
mit

—i(p-T—wpt) __

U($> = ApsU 3706 ApsU 3’706
\/_Z ps—p \/*Zp p

{(p-T—wpt) ipx

v(z) = \/_ Z bpsvpsyoe = \/_ Z bpsvpsyoe

8.2 Zeitordnung, Normalordnung, Kontraktio-
nen

Zur Auswertung der Integrale in S ist es zweckméBig, diese in normalgeordnete
Produkte zu verwanden, d.h. in Produkte, in denen alle Erzeugungsoperatoren
links von den Vernichtungsoperatoren stehen.

Sei X;(z;) einer der Feldoperatoren a(z), u(x) und v(x), die nur Vernichtungs-
operatoren enthalten, oder einer der Operatoren af(z),u(x) und v(x), die nur
Erzeugungsoperatoren enthalten.
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e Das zeitgeordnete Produkt dieser Operatoren wird definiert durch

def
T[Xy (1), Xo(22) -+ X ()] = 6p X, (2,) - X, (,)
mit x = (¢, Z). Auf der rechten Seite gilt

t >t

p12" = "Pn-

Wenn ¢; = t;, soll die Reihenfolge der Operatoren auf beiden Seiten der
Gleichung gleich sein. Das legt die Permutation p der Indizes 1,...,n fest.
Dabei ist §, = sign p = %1, je nachdem ob eine gerade (+1) oder eine
ungerade (—1) Zahl von Vertauschungen von Fermionenoperatoren notig
war, um von links nach rechts zu gelangen. Im Fall von Bosonenoperatoren
ist 0, immer = +1.

Beispiele:

U (1)0s(2)  falls (b > b
T[Wa(1)¥s(2)] = {_q;(ﬂgQ)[&/(a()l) falls Etl < t2;

Das Minuszeichen erscheint, da es sich bei ¥,(1)¥5(2) um ein Fermionen-
feld (antisymmetrische Wellenfunktion) handelt.

(Dp(2) falls (¢ > ts)
Tle(De(2)] = {i(z)iu) falls (t; < t2)

Das normalgeordnete Produkt wird definiert durch
X1 (1) Xa(w2) -+ Xa(2n): S 0K, (1) -+ X (13,).

Dabei ist auf der rechten Seite die Anordnung so, dafl Vernichtungsope-
ratoren stets rechts von den Krzeugungsoperatoren stehen. Auch hier ist
p eine (geeignete) Permutation der Indizes 1,...,n. Das normalgeordnete
Produkt hat die wichtige Eigenschaft, dafl sein Vakuum-Erwartungswert
verschwindet:

(0| X1 ... X,|0) = 0.
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Beispiele (a, 5 sind hierbei die Spinorindizes 1, .. ., 4):

Va(DWs(2): = :(ua(l) + va(1))(us(2) + v5(2)):
= tua(1)ug(2) + ua(1)vs(2) + 0a(1)us(2) + va(1)vs(2):
= —ug(2)ua(l) + ua(1)vs(2) + va(1)us(2) + va(1)vs(2)
p(De(2): = :(a(l)+a'(1)(a(2) +a'(2)):
= a(l)a(2) +a(1)al(2) +a'(1)a(2) + ol (1)al(2):
= a(l)a(2) +a'(2)a(1) + o' (1)a(2) + o' (1)a’(2)

e Definiert (!) werden weiter die entsprechenden Ausdriicke fiir Summen:

T(A+ B)
A+ B:

T(A) + T(B)
:A: +:B:

e Nun folgt eine weitere Definition: Kontraktion zweier Operatoren:

X1(1)X2(2) TN (1) X2(2)] - X1 (1) Xa(2):

Beispiele:

_ { p(2)9(0) — (a(z)a(0) + af (0)a(z) + af (z)a(0) + al(z)a’(0))
p(0)¢(z) — (a(z)a(0) + al(0)a(z) + al (z)a(0) + al(z)al(0))
_ {Oé(x)OéT(U) —al(0)a(z) (t=0)
a(0)af(z) — af(x)a(0) (t<0)
_ { [a(x),a’(0)]  (t>0)
[@(0), af(z)]  (t <0)

Unter Verwendung der expliziten Darstellung von a(x) 148t sich dieser Kom-
mutator ausrechnen. Man erhilt in beiden Féllen eine reine Zahl (keinen
Operator!), die natiirlich von z abhéngt (s. Abschn. 8.4.1).

Analog fiir Fermionen:
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= {ua(z),ug(0)} (£t >0)
= Yal@)¥5(0) = {_{vﬂ(()),f;a(x)} (t<0)

weil alle Operatoren a mit allen b kommutieren. Auch hier sind die An-
tikommutatoren rechts Zahlen, die berechnet werden kénnen (s. Abschn.
8.4.2).

Da der Vakuumerwartungswert des normalgeordneten Produkts von Ope-
ratoren immer verschwindet, gilt fiir die Kontraktion

X1(1)X2(2) = (0] T[X, (1) X2(2)]|0)

die Kontraktion ist also gleich dem Vakuumerwartungswert des zeitgeord-
neten Produkts der Operatoren.

Da nach Definition des Normalproduktes gilt:
(01:0(2)(0):|0) = 0,
folgt auch

(0] ¢(2)p(0)]0) = (0] Tl ()4 (0)]]0)-

Damit kann der Vakuumerwartungswert der Kontraktion auch geschrieben
werden als:

O] o(@)p©)0) = (0] Tlp(@)e(0)]]0)
C (la@).al@)]) . (2 0)
= (o { a(0), () } O <o)

= (0]a(x)a’(0)8(t) + a(0)a'(z)8(—1)[0).

Durch Einschieben einer 1 zwischen den Operatoren erlaubt dieses Matri-
xelement eine physikalisch anschauliche Deutung als Ubergangsamplitude:
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1. t > 0: Hier wird zur Zeit ¢ = 0 im Punkt 0 ein Teilchen erzeugt, das
dann zur Zeit ¢ im Punkt z wieder verschwindet.

2. t < 0: Hier wird zur Zeit ¢t im Punkt Z ein Teilchen erzeugt, das spéter,
zur Zeit 0, in 0 verschwindet.

Die gleichen Betrachtungen lassen sich auch fiir die Fermionen durchfiihren:

V(2)P(0) = (0| T[¥(z)¥(0)]|0)

_ { (Oua(z), as(0)}0) (¢ >0)
(0{vs(0), va(2) }|0) (¢ <0)
= (Olua(z)us(0)0(t) — v5(0)va(2)0(-1)|0)

Damit kann man sagen, dafl die Kontraktion

V(z)§(0)

zwel Prozesse darstellt:

1. Bei dem ProzeB der ersten Zeile wird zur Zeit 0 im Punkte 0 ein
Elektron erzeugt, das dann im Punkt & zur spateren Zeit ¢ wieder
vernichtet wird.

2. Bei dem Prozefl der zweiten Zeile wird bei ¥ ein Positron zur Zeit ¢
erzeugt und spéter bei ¢ = 0 und am Ort & = 0 wieder vernichtet.

Beide Prozesse vergroflern die Ladung bei z um eine Einheit und verringern
sie um eine bei 0.

8.3 WicKsches Theorem

Die bisher erhaltenen Ergebnisse gestatten es, ein zeitgeordnetes Produkt von
zwei Feldoperatoren durch ihr normalgeordnetes Produkt auszudriicken. Das
Wicksche Theorem erweitert diesen Schritt auf Produkte beliebig vieler Opera-
toren.

Definiere (¢ = komplexe Zahl):

e X1 Xo - X =eXq Xy - X
Also gilt (da die Kontraktion eine c-Zahl ist):

ZMQX:;...X”Z = Mg!Xg..‘XnZ
. }EIX2§3”'XH: = MSép:X2X4---Xn:
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-1’ Fermionen -

:X1X2X3£E4. . -Xk- . -Xn: = 5p M4 M}C:Xng) .. .kale+1 .. -Xn:

0, = £1 je nachdem, ob die Anzahl benétigter paarweiser Vertauschungen von
Fermionenoperatoren, um zur Reihenfolge XX, X3X; X, -+ X, zu gelangen, ge-
rade oder ungerade ist.

Im folgenden betrachten wir die Operatoren X; und Y € {X;}.

Hierbei 6, = {"’1 wenn X, X3 { Bosonen

Lemma: Falls das Zeitargument ¢, des Operators Y kleiner ist als das aller
anderen Operatoren Xj, ¢, <t;, so gilt:

!XlXQ e Xn:Y = !XIXQ . XnY:
+:X1X2 .. M/
+:X1X2 .. .anan . (81)
+: 1X2 . Xn
Beweis:

1. Ser Y ein Vernichtungsoperator.
Dann gilt: :X,;Y: = X,V fiir alle ¢. AuBlerdem gilt nach Voraussetzung
T(X;Y) = X;Y, weil t, <t fiir alle i. Also folgt

)@ =T(X;Y) —:X;Y;: =0 fiir alle 4

Daraus folgt, dafi in Gleichung (8.1) alle Terme rechts aufler dem ersten
Null sind. Damit reduziert sich die Aussage des Lemmas auf

:X1X2 ce Xn:Y = :X1X2 N XnY:

Dies ist aber trivial richtig, da ¥ ein Vernichtungsoperator ist.

2. Sei Y ein Erzeugungsoperator.
Der Beweis wird hier in drei Schritten gefiihrt:

(a) alle X; Vernichter
(b) einige X; Erzeuger, eine bestimmte Zahl anderer Vernichter

(c) X, beliebig
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(a) Alle X; sind Vernichtungsoperatoren. Dann gilt:

:XlXQ...Xn:Y == X1X2XnY (82)
und
Boson
Fermion

AuBerdem gilt wegen der Voraussetzung t, < t; fiir alle
T(X;Y) = X;Y
und deshalb:
)@/ = T(X;Y)—:X;Y:= XY - §YX;
— XY = 6YX, + )@/ (8.3)

Daraus folgt fiir (8.2):
X1 Xo. . XY =6, X1 X .. X, 1Y X, + X4 X5 )@/

Die Relation (8.3) ist hier auf das letzte Paar in der Operatorkette
links angewandt worden.

Im ersten Term rechts kann nun sukzessive Gleichung (8.3) weiter an-
gewendet werden; damit wird der “freie” Operator Y nach links ver-
schoben. Gleichzeitig kann der in der Kontraktion “gebundene” Ope-
rator Y ganz nach rechts verschoben werden.

X1... XY = 0,0, 1 X1 Xo... X, 0V X, 1 X,
+ 0, X1 Xo .. X1 Y X,

+ X1 X,5.. )F_,Jf

= 00, 1 X1 Xso... X, oY X, 1 X,
+: X1 X .. )E n_any :
+: X7 Xo.. )&}I/

Im ersten Term rechts la8t sich jetzt wieder (8.3) anwenden usw.

X1Xo... XY = 6,YX1Xo. . X, +:X; .. .Xn,l)@/:
FiXiXa o Xy o X XY i 4 (8.4)
+ :X1X2...Xn§:

Da die X; alle Vernichter sind, gilt

X XY =X X X, Y



o8

werden:

KAPITEL 8. FEYNMAN-PROPAGATOREN

Ferner hat man
:X1X2...XHY: = 6p:Y X1X2.‘.Xn:
- 5pY XlXQ...Xn,

weil Y nach Voraussetzung ein Erzeugungsoperator ist. Damit ist mit
der Gleichung (8.4) das Lemma fiir den Fall (a) bewiesen.

Die X1,...,X; sind Erzeuger, die X1, ..., X, sind Vernichter. Weil
t, <t; und Y Erzeuger, gilt:

XY =0 firi=1..j

und

:X1X2...Xn:Y == X1X2XJX]+1XTLY
= XlXQ...Xj 2Xj+1...XnZY

Fiir das normalgeordnete Produkt rechts ist das Ergebnis von (2a)
anwendbar. Dies liefert:

:X1X2...Xn!Y = XlX] (:Xj+1...XnY: +:Xj+1...w!

Fot Yo XoY)

Damit ist das Lemma auch fiir diesen Fall bewiesen, denn die X;(i =
1,...,7) sind alle Erzeugungsoperatoren und kénnen daher mit in die
normalgeordneten Produkte hineingeschrieben werden.

Jetzt wird der allgemeine Fall betrachtet. Jeder der X; kann beliebig
ein Erzeuger oder ein Vernichter sein: Nach Definition des Normalpro-
duktes konnen auf der rechten Seite des Lemmas (8.1) die Operatoren
X; so geordnet werden, dafl zuerst die Erzeuger stehen und dann die
Vernichter. Dabei entsteht in jedem der Normalprodukte das gleiche
Vorzeichen. Auf diese Ordnung ist dann das Resultat (2b) anwendbar.

Damit ist das Lemma bewiesen.

Aufbauend auf diesem Lemma kann nun das WIiCcKsche Theorem bewiesen

Wicksches Theorem

T(Xan> = :Xl---X'n

+: MQXTL—{— Xngng...Xn:

+: 1X2... ne

+: Mg)&’?;}...){n:‘f—: MQXS“'{FH:
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+: 1X2 3X4Xn+ <85)

= > K(Xy. LX)

K Kontraktion

Die letzte Zeile ist die Summe von Normalprodukten mit allen moglichen (auch
mehrfachen) Kontraktionen.

Beweis (durch vollstindige Induktion in n):

Sei n = 2; dann gilt das Wicksche Theorem trivialerweise wegen der Definition
des Normalproduktes.

Sei das Theorem nun korrekt fiir alle n < N. Wir betrachten es nun fiir n =
N+ 1:

Unter den Operatoren X;... Xy, ; mufl einer sein, dessen Zeitargument am
kleinsten ist. Dieser eine sei Xyi; (durch Umbenennung stets erreichbar) mit
tN+1 S tz (Z =1.. N) Also gllt

T(XlXQ...XNXN+1> = T(XlXQXN)XN_H_

Da nach Annahme das Wicksche Theorem giiltig ist fiir n = N, kann das zeitge-
ordnete Produkt rechts nach (8.5) umgeschrieben werden. Also kann T(X; X5 ... Xy)
X 41 umgeschrieben werden in eine Summe von Termen, die alle die Struktur der
linken Seite des Lemmas (8.1) auf S. 56 haben (X, entspricht ¥ im Lemma).
Unter Benutzung dieses Lemmas kann dann Gl. (8.5) fiir n = N + 1 bewiesen
werden.

In den spiteren Rechnungen werden hiufiger Ausdriicke der Gestalt

T(:XlXQ XZ:!X]XIZ)

auftreten, wobei alle Operatoren in einem Normalprodukt das gleiche Zeitargu-
ment haben (,gemischtes Produkt®). Um auf solche Ausdriicke das WiCcKsche
Theorem anwenden zu kénnen, wird zu den Zeitargumenten der Frzeugungsope-
ratoren die kleine Zahl ¢ > 0 hinzu addiert. Dann kann der Normalordnungsope-
rator :-: weggelassen werden, weil in jedem Normalprodukt ja schon T die Erzeu-
ger nach links schafft. Auf die so entstehende Operatorfolge kann das WiCKsche
Theorem angewandt werden. Danach wird € = 0 gesetzt. Damit ist klar, dafl
Kontraktionen von Operatoren, die im gleichen Normalprodukt stehen, in jedem
Fall verschwinden, weil die Erzeuger die gréfiere Zeit haben:

M(t) = T[a'(t + €)a(t)] — :a'a: = 0

ebenso:

aﬁ(_t)g’f (t)=0  und a(t)a(t) =0
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8.4 FEYNMAN-Propagatoren

In den vorigen Abschnitten ist gezeigt worden, dafi die zeitgeordneten Produkte
von Feldoperatoren immer durch Kombinationen von normalgeordneten Opera-
torprodukten und von Kontraktionen ausgedriickt werden konnen. Friither wurde
bereits erwiahnt, dafl letztere Zahlen darstellen; damit verringert sich effektiv
die Zahl der Operatoren in den einzelnen auszuwertenden Produkten. In diesem
Abschnitt sollen nun die Kommutatoren durch Integrale dargestellt, d.h. ausge-
rechnet werden.

8.4.1 Bosonen

Wir beginnen mit einer expliziten Darstellung der Bosonen-Kontraktion:

[a(@).al(0)] = a(@)al(0) - al(0)a(z)

ara. € — apaxe

_ lz 1 1 { b iRE—wgt) _ i(E-ffwkt)},
Q e V2w v/ 2wy

Dabei tritt jeweils nur eine Exponentialfunktion auf, weil der andere Feldoperator
am Punkt (0,0) zu nehmen ist. Damit lautet der Kommutator:

1 i(k-F—w
[a(z), oﬂ(O)} =5 3 2_wkez(k Kt)
k

und analog:

{a(o)’ at(x)] _ é; %e—i(g-f—wkt)‘

Wk
Beide Formen lassen sich zusammenziehen in

a(@),a'0)] 1 1 e
T - { @] xS

k

(Dabei verwendet:

Z L e*lk-x+wkt — Z L e+zk~x+wkt’

k k

weil iiber alle k¥ summiert wird.)
Definiere: FEYNMAN-Propagator Dp

Dr(a) = gla)p(0) = & 3 5 e,

L 2wk

Hierbei steht das Pluszeichen, falls ¢ < 0, das Minuszeichen, falls ¢ > 0.
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Um die Integraldarstellung fiir Dg zu finden, wird von Summen zu Integralen
iibergegangen:

S (22)3/..@%

k

1 &Pk iz (+ : t<0)
— D _ v i(k-Ztwyt)
F@) = G | o (— : t>0)
mit wk = \/ k2 + m2.
Sei:
1 ek s
Di(x) = o) 2 eih-Z—wrt) positive Frequenz
™ Wi
]_ dgk (E~+ t) .
D_(z) = OE 2—6Z ETR negative Frequenz (8.6)
™ Wi
Dann ist offensichtlich:
Dy = Dy (2)0(t) + D_(z)0(—t) . (8.7)

Diese Darstellung von Dp als Summe zweier 6-Funktionen 1a8t sich mit Hilfe
funktionentheoretischer Methoden umschreiben in ein einziges Integral:

—zkw
d4k
Dr(z) 27r /k:2 m — ie)?

mit
BR=k -k, kr=kt—Fk-z, d%=d%k dk,

e > 0 und reell zur Spezifizierung des Pols bei k% + m?2 = 0.

Beweis: Integriere zuerst iiber kq:

“+o00

—tkot
Io = / _ —dk
I kg — k2 —m? + 2ime

Faktorisierung des Nenners:

k2 — k> —m? 4 2ime = (k:o +VE2 4+ m? —m) (kzo — k2 +m? +m>
= (ko + wi —in) (ko — wi +in)
= ki — P2 —m?+ 2iwen
—’Lkot

/ dko k:o + wg — m)(k‘o - (Wk - 277))
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Im(ko)

t>0

W — i77. Re(ko)

t<0

Abbildung 8.1: Integrationsweg fiir I

Der Integrand besitzt Pole bei kg = £(wy — in). Das Integral Iy wird daher iiber
Halbkreise ausgedehnt; fiir ¢ > 0 mufl {iber die untere, fiir ¢ < 0 iiber die obere
Halbebene integriert werden, damit der Beitrag von den jeweiligen Kreishogen
verschwindet. Man erhalt nach dem Residuensatz:

e tkot )) (— t<0)

Iy = 271 ReSgg—(wp—in) <W

Das liefert schliellich:

1 d3kei(125c'iwkt) (+ :t<0)

Pr@) =y | 2 (—:t>0)

kx:tw t)
- — E k .e.d.
ka d

Der FEYNMAN-Propagator ist hier als Kontraktion zweier Feldoperatoren defi-
niert worden; er ist eine reine Zahl.

Die Kontraktion stellt die Bewegung virtueller Teilchen von einem Ort zum
anderen dar, wie bereits frither diskutiert wurde. Fiir diese Teilchen ist der re-
lativistische Energie-Impuls- Zusammenhang nicht erfiillt, was man daran sieht,
dafl in der Integraldarstellung der Kontraktion iiber alle Impulse integriert wird.
Diese Interpretation deckt sich auch mit der Tatsache, dafi Dp(x) die Greensche
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Funktion fiir die KLEIN-GORDON-Gleichung darstellt. Es gilt ndmlich mit der
Integraldarstellung fiir Dg

—k? +m? ,
o —zkz v
(Qﬁ +m)DF or) /k2 e d*zr = —id*(z).
Damit wird auch die Bezeichnung ,,Propagator“ deutlich. Die Gleichung zeigt
auch die explizite relativistische Invarianz des FEYNMAN-Propagators. In der
Impulsdarstellung ist er gegeben durch

Dp(k) = — . (8.8)

Photonen

Wegen der Eichinvarianz der QED miissen die Photonen masselos sein. Thre Be-
wegungsgleichung (2.2) ist die gleiche wie die masseloser skalarer Teilchen (4.1).
Daher ist die Impulsabhéingigkeit des Photonenpropagators die gleiche wie die des
skalaren Propagators mit m = 0. Auflerdem ist klar, daf§ die Kontraktion zweier
verschiedener Komponenten des A-Feldes verschwinden muf3, weil der Propaga-
tor als Kontraktion der Feldoperatoren auch durch den Vakuum-Erwarungswert
des zeitgeordneten Produktes der Operatoren gegeben ist. Dieser Erwartungs-
wert verschwindet aber offensichtlich, wenn die zwei Felder nicht identisch sind.
Schliefflich ist noch zu beachten, dafl durch die Eichbedingungen des elektroma-
gnetischen Feldes die Komponente Ay durch die iibrigen Komponenten bestimmt
ist, wihrend im Gegensatz dazu die drei rdumlichen Komponenten unabhéingig
voneinander sind. Damit lautet die Impuls-Darstellung des Propagators nun

—ig,
Dyu(k) = =22 (8.9)
Das minus Zeichen beriicksichtigt die angesprochene Sonderrolle der drei raumli-

chen Komponenten und sorgt fiir eine positive Normierung der rdumlichen Ein-
Photon Zusténde.

8.4.2 Fermionen

Es soll jetzt der Propagator fiir Fermionen hergeleitet werden. Dazu werden vor-
erst die moéglichen Kontraktionen von DIRAC-Operatoren betrachtet:

_ _ [0 (z)¥s(0)[0)  (t=0)
L. %a(@ %5(0) = (0] T[Wo(z)Ws(0)][0) = {—<0|\Ifg(0)\11a(x)|0> (t < 0)

(01Wo(2)¥5(0)|0) = (0l(ua() + va(z))(us(0) + vs(0)
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wie durch explizites Betrachten der Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-
ren in den u’s und v’s sofort folgt. Ebenso verschwindet diese Kontraktion
auch fiir ¢ < 0.

2. Vollig analog folgt ?a(a:)?g(O) =

- Ua (), ug(0 t>0 . . .
3. \%a(x)jllg(O) = {{_{;ﬁ()o)’ii(;})} Et - 0; . Diese Kontraktion verschwin-

det nicht. Sie wird im folgenden berechnet.

1
{Ua(l')u ﬂ/j(O)} = 5 E (Clpsua eZ(PI wt)aT S,ﬂfg + CLT S/uﬂ s/apsua ez(pa: wt))
psp's’
! I
= 5 (apsa; s,upsup o T a ’apsug s’ups> ez(px wt)
psp’s’

Die Produkte uu lassen sich dadurch vereinfachen, dafl beachtet wird, dafl die
Fermionenoperatoren fiir unterschiedliche Quantenzahlen p, s antikommutieren.
Damit bricht die Summe iiber p/, s’ zusammen. Man erhlt:

'[7;2' wt)
Z“ps Ups® :

Nun gilt, wie man explizit leicht nachrechnen kann:

o usub, = <M> und Zv}‘;‘svﬁs = (M) : (8.10)
s af ap

2po 2po
Dabei ist p eine Abkiirzung:
p=y.p" (analog fiir andere Vektoren).

Damit folgt nun fiir den obigen Antikommutator:

(.} = %23(7‘*”1)&66'(55@75)

p 2po

1 H .
_ 52(7#]9 +m> Be—zpa:

P 2p0
(mit p* = (w,p))

0 1 1.
Wy=—+m| =) —e "
< ﬁyuaxu >a,a Q zp: 2po
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mit p* = (po, p), x* = (¢, ) ; ganz entsprechend gilt fiir den anderen Antikom-
mutator

_ o —i(pT—w, st
—{’U,g(O),Ua(ﬁ)} - T O Z PSUps ps’ p’s’e ( P )
psp s’
+bT U s’bp ﬂ fz(p F—w,rt)
_ t B\ —i(fF—w, 1)
- 0 Z ( P S’Upsvp s T bp’S’ Up S’UPS € v
psz) 's!

Antikommutatoren ausgenutzt:

- - a B3 —zp;v wpt)
- vasvps

- _ eipx
zp: ( 2p0 )aﬂ
1 (fYﬂpN _m> ipT
= ——Z _— e
Q P 2p0 a8
1

0 1 ,
— | Ny = _ = _ = _ipx
( Z,YN axu m) os 9] Z 2p06

p

Zusammengefafit:
(@) 1:0) = (ig+m) Do
af
- (w0 = (g tm) D@
K af

mit den Propagatoren (8.6). Zusammengefait erhélt man fiir die Kontraktion:

< {ua(z),u5(0)} (¢ >0)
Yal2)Ps(0) = {—{vﬁm),f}a@)} (t < 0)

0
= (zfyua + m) DF(Z')
ap

nach Gleichung (8.7).
Also gilt

Y(2)¥(0) = <ma‘9—% + m) Dr(z)

) 8 —ikx A
N <Z%6— ><27r /k2 m — i€) dk)

_ 2 /k2’7ﬁtk +m —ikzd4k
71'

—ZE
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Hier sind jetzt die Spinor-Indizes a und 8 an der Kontraktion weggelassen. Die
Gleichung stellt also eine Matrizgleichung dar.
Definiert man wie oben:

F=uk
und benutzt:

(k—m)(f+m)=f —m*=k*—m?* K =kl-Fk
und daraus folgend

I F+m _ F+m
f-m  (F—m)E+m)  k—m?

so 1a8t sich die Fermionenkontraktion schreiben als:
= . F+m o=k g
u(x) 0) = 27r /k2 — i€)? d'k

- GF / o e~ h i = Sp(x). (8.11)

—ZE

Auch fiir die Fermionen ist Sg(x) die Greensche Funktion der freien DIRAC-
Gleichung, denn

(7,0" — m) Sp(z) = (i7,0" —m / g e~ i,

—ZE

4 }é m —zkxd4k

)t ) fm
— if'(x)

Sg ist damit der kovariante Propagator der Dirac-Theorie.



Kapitel 9

Quantenelektrodynamik

Die Betrachtungen in Kapitel 7 zeigen, dafl die stérungstheoretische Entwicklung
stets von ungestorten, freien Zustinden ausgeht. Da aber die elektromagnetische
Wechselwirkung immer wirkt und sich nicht abschalten 1a8t, sind diese Zustéinde
physikalisch nicht realisierbar. Zudem enthalten die freien Lagrangedichten Para-
meter, wie Masse und Ladung, die durch die Wechselwirkungen erst ihre physika-
lisch beobachteten Werte annehmen. Wir nehmen daher an, dafl diese Parameter
in der folgenden Lagrangedichte ihre physikalischen, meibaren Werte annehmen.
Damit sind dann automatisch auch die auftretenden Felder physikalische Felder.
Die Tatsache, daf§ hier eigentlich freie ("nackte”) Werte stehen miifiten, werden
wir durch Hinzufiigen von Korrekturtermen zur Lagrangedichte beriicksichtigen.

9.1 LAGRANGE-Dichte
Sei ¥ das Elektronenfeld. Dann wird das freie Elektronenfeld beschrieben durch
L=U(i7,0"—m)V .

Die LAGRANGE-Dichte der Quantenelektrodynamik erhélt man durch die mini-
male Substitution in der DIRAC-LAGRANGE-Dichte:

9 = —— + e AX
0r, Oz,
Die GroBe e ist die elektrische Ladung (e = —|e]). Dies eingesetzt liefert:
£ o= 2r v (i, (2 viear) —m) v
o4 Tu oz, 0

1 - 0 _
= ——F,F"+V (WN— - m0> U —eWry, AMW.
4 8CEM T,—/

def c, def . = Lint

67
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Dabei ist A* das elektromagnetische Viererpotential und F* der Feldtensor

0 0
= _—— A" — AH.
Oz, or,

Die Grofle

Gp = Vi, ¥ = Uy, W

ist der erhaltene Viererstrom (folgt aus Invarianz von L unter einer globalen
Phasentransformation der Felder ¥ und ).
Dann kann geschrieben werden:

L="Ly+ L+ Lint

mit
1 ;w
ﬁ,\/ - —ZFMVF
(. 0 .
L =V Z’}/ﬂa— —m | V; m: physikalische Masse
Ly
Emt = —ej#A“.

Mit dem Variationsprinzip folgen hieraus die Bewegungsgleichungen:

0

T = ejy
ox, "
w

Yy (28— - eA’“‘) UV—m¥ = 0. (9.1)

Oz,

9.2 C(CouLoMB-Eichung
L ist invariant unter der gemeinsamen Ersetzung

O\ (z)
Oz, Fichinvarianz
U(z) +— @ (x)

Au(z) = Ay(z) =

Durch Wahl einer geeigneten Funktion A kann man die transversale Eichung
erreichen:

V-A=0 COULOMB-Fichung.

Im freien Fall, und nur in diesem, kann man durch geeignete Eichung auch
simultan A L 0 erreichen. Im Fall wechselwirkender Felder ist dies nicht mehr
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moglich, jedoch ist Ag eine abhingige Variable, weil die LAGRANGE-Dichte £
nicht von Ay abhéngt. Sie kann daher iiber die Feldgleichungen eliminiert werden.
Gleichung (9.1) lautet fiir v = 0:

—

V-E:ep mit Jo=p=0T.

Wegen

=
Il
|
<
=
|
SN
=
=
o
<
Y
Il
[@n)

V24 = —ep . (9.2)
Die Losung von (9.2) ist:

1 ' VARV

== - d3/
an ) 7 — 7] ) @z

d.h. Ay wird ein Funktional von p = Wi,
Es wird nun definiert:

- 0A
g, w04
¢ ot
El d:ef _ﬁAO )
so daf3
E=FE, + L.

Wie schon frither gezeigt worden ist (in Abschnitt 5.1), kann £, durch

1, = _, ~
Ly = §<Et27“ + E12 - BQ)
ersetzt werden, ohne L = [ £ d®z zu éndern (da jetzt E kein freies Feld mehr ist,
kann, anders als in Abschnitt 5.1, Ej nicht vollstandig eliminiert werden).

Dann ist der kanonisch konjugierte Impuls zu A

. AL -
I=--%=E,
0A
und zum Elektronenfeld ¥

ov
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der zu ¥ kanonisch konjugierte Impuls verschwindet. Damit kann die Hamilton-
dichte aufgeschrieben werden:

H=-TA+PY £ =E2 +iV¥ — £ =M1, +H + Him
mit
H’Y = _E_:t27‘ + _§2
H, = Ui(—i@-V+ Bm)¥
1 -
Hine = ej A" — U1 30em — 513?.
BeachtenswerE ist, da} in H;,; ein Term auftritt, der in £ noch zum freien Feld
gehorte (—%EIQ), das longitudinale elektrische Feld kann in Gegenwart von La-
dungen oder Stromen nicht vollsténdig eliminiert werden, es mufl deshalb zur
Wechselwirkung gerechnet werden. Auflerdem ist wesentlich, dafl in H; die phy-

sikalische Masse auftritt.
Die Wechselwirkungs-Hamiltonfunktion ist damit gegeben durch:

1 o
Hint = /Hintdgﬁlj = —/\IfTﬁ\I/(SmdS:E + e/j“Audg.T - 5 /Elzd?’m
Die letzten zweil Terme lassen sich umschreiben:
e/jMA”d?’:v = —e/f- Ad*z + e/pA0d3x

Der zweite Term rechts kann hier zum longitudinalen Feldanteil geschlagen wer-
den:

1,
Hcoul - /Hcouldgx - / {_5 (VA0>2 + epAO} dgx

1
— / —AgV2Ag +epAy | Pz

2 ~——

= —ep
1

= Q/epAod‘q’a: (9.3)
i/€2p(f: t)pff’,t) B Br
87 |z — 2|

E; zusammen mit Ag, d. h. letztlich Ag alleine, bestimmt damit die instantane
CouLoMB-Wechselwirkung zweier Ladungen.
Damit ist:

Hine = — / U 3USm &z + Hoyy — e / 7. Adbz,

Da A wegen der Coulombeichung transversal ist, ist in dieser Form das lon-
gitudinale Feld vollstindig eliminiert zugunsten der instantanen COULOMB-
Wechselwirkung.
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Dies bedeutet, dal man Ag oder E vollig vergessen kann bei der Quantisierung.
Quantisiert wird durch Ubergang zu den Feldoperatoren und durch Weglassen
aller Vakuumerwartungswerte. Letzteres kann durch Ubergang zum Normalpro-
dukt in H erreicht werden:

H= /:HW + My + Hipid®e.

9.3 Streuung am &dufleren Potential

Behandelt werden soll hier als einfachstes Beispiel die Streuung eines Elektrons
an einem auferen elektrostatischen Potential (AS, A= 0), das durch das Elektron
selbst nicht beeinfluflt wird.

Nach den Uberlegungen in Abschnitt 9.2 ist die Hamiltondichte der Wechsel-
wirkung gegeben durch

Hipe = —5m/\I/T6\IJd3x +/e,0A8d31’ , (9.4)

wobei der obere Index e das exzterne Potential kennzeichnet, ¥ beschreibt das
gestreute Teilchen und p(z) = :¥f(2)¥(x): ist die Dichte des gestreuten Teilchens.
Im Gegensatz zu Gleichung (9.3) tritt hier vor dem 2. Term kein Faktor 1/2 auf,
weil es sich um ein dufieres Potential handelt, die elementaren Wechselwirkungen
also bei der Integration nicht doppelt gezihlt werden.

Das S-Matrixelement fiir den Ubergang von Anfangszustand |i) in den Endzu-
stand | f) # |i) ist dann gegeben durch:

Spi = <f|(—i)/Hmt(x)d4x|i>.
Dabei ist
i) = af,l0)  und |f) =al,,[0),

wobei aLS ein Elektron mit Impuls p'und Helizitdt s erzeugt. Das in S auftretende
Matrixelement ist damit

Olays [ Himle)d'wal,J0) (o # 155 # 8.

Hierzu kann der erste Term in H;,; (Gleichung (9.4)) nichts beitragen, weil fiir
ihn p = p’ gelten miifite, was aus der raumlichen Integration folgt. Wenn die
Streuung an einer stationdren dufleren Ladung stattfindet, gilt zudem:

A =0,
so daf} bleibt:

Hipy = e:/p(x)AS(m)d%: :
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Damit hat man
Sy = (—i)e / (0] ayw 0 (2) W (2):al,|0) A (2)d
Das hier auftretende Matrixelement ist

1 1"
<0|ap/S/\IjT\IJaLS|0> = Q Z <0|(Zp/3/ : (G/LIISIIUTII //ep @ + bp//s/’/UT// n€ P x)
pll s pl" s

‘/I

X (a'p”’s"’up’”s’”e P

1
= —= Z <0 | Qp' s (1/;//5// Qptrrgin U;IISII upmsme ip

1 I ol

7
p,s7,p7,S

- 1
+ bp///S///’Up///S///Glp x) . G,Ts|0>

1

aLs |0).

Alle anderen Terme verschwinden offenbar. Damit erhalt man:

_ "__
= —Z Z /d4l_Ae lp P’ ) UT//SNUPWS”/ X <0| apfsla;,,s,,apmsma;s |0>

l/ lI

= 617/}7”6}7”/1765/5”633,”
/d4x Ae Z(p p T/ /Ups.
Die S-Matrix wird also durch die Fouriertransformierte des Potentials bestimmt.
Mit
1 Ze
Af(z) = ———
0( ) 47T |ZZ"|

erhalt man

[dzAs@)e @ = ons(B — B) [ dx Ay(@)e T T

™ 7|
Z
— —2rd( )
p—p’|
wegen
ez’i—i"dgx _ 4?71_
|7 q

Die Ubergangsrate ist gegeben durch |S 1i|?, dividiert durch die Dauer der Wech-
selwirkung. Diese kann man iiber die folgende formale Umformung einfiihren:

1 e T
(B — E) = — lim e E—Et gy BB L
21 T—oo 21
~T/2
Also wird gesetzt:

200(E' — E)|* = 27T6(E' — E).
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Damit erhalt man:

‘sz|2 Z2€4 27T 1 |uplslups|2
T T Q-

§(E' — E).

Den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung erhélt man daraus durch Multipli-
kation mit dem Phasenraumelement der Endzustinde und Division durch den
einfallenden Fluf j; = pv;:

|Sfl|2 Qd3p/ 1

do = -
T @n@Eg
mit
RN
]z—QUz—EQ-

Damit erhélt man

Z%et |uT, Jups]? E
Aw? P —pl* |p]
Dies gibt fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do =

5( )d3 ’

do Z2€4 ‘U;/ /Ups|2 F
Db S _5 El . E /2 d / ]
il e R
Mit
1 —
(' - E)= @/f(lp’l — [p1)
dp’
und
dF'
El - _ﬁ/ E2_ﬁ2+m2
=l )
folgt
d Z2 4 1
g 2_|U/T/SI/U/pS|2
aQ~ dn? qt'?

wobei ¢ def P — p’ der “Impulsiibertrag” ist
Dies ist der differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines Elektrons
mit Impuls p'und Helizitit s in einem Zustand mit p’ und s’. Falls — wie iiblich
die Spins der streuenden und gestreuten Elektronen nicht gemessen werden,
erhélt man den Wirkungsquerschnitt durch Summation iiber die Anfangszusténde
und Mittelung iiber die Endzustédnde des Spins. Damit hat man

do  Z% 4
@: 471'2 Z|u /ups ’
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Die Spinsumme wird nun weiter behandelt:

p's’ p32 = Z(u;’s’)a(ups)a((u;’s’)ﬁ(uIm)/@)*
z:|uT Ups|
ss’

ss’

= S (ulaltps)a(ups)suly) s

ss!

= D (uh)altys)s D (ps)a(ub,)s

3/

= Y ()t )5(0)50 X (tpe)a () (10

s’ s

Nach Gleichung (8.10) auf S. 64 148t sich dies umformen in
"+m +m
- <]é > (70)sa (15 ) (70)es
Bé ae

2po 2po
"+ m +m
= tr V ’Yo][6 ”Yo]
2po 2po

= el + )+ ol

1
= 1zt (3P}, + m)70(¥*Pu + M) 0]
Jetzt wird das mittlere vy, nach rechts durchkommutiert. Mit der Definition p} =
—pk, (k=1,2,3), und pj = po erhilt man:

1 / /!
..:@tr[(yﬁ +m)(p" +m)].

Um diese Spur auszuwerten, benutzt man die allgemeine Relation:
tr ¢ = 4ab
fiir beliebige Vierervektoren a und b. Diese folgt direkt aus:
Va0 + 10yt = {yu, 1 ta' = 2g,,0M0" = 2a - b
und
tr (yuayb” + b yuat) = 2tr (yuay,b”) = 2 tr(df)

und tr 1 = 4. (beachte: Spurbildung heifit hier Summe iiber die vier Diagonalele-
mente einer 4 x 4-Matrix im Spinorraum, nicht etwa Summation iiber unendlich
viele Diagonalelemente einer Ortsraummatrix o.4.!)

Damit gilt

Z lulu|? = 4—;2 {tr(]é']é”) + tr(p'm) + tr(mp”) + tr(m2)} .
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Wegen tr vy, L 0, tr1 = 4 folgt

= g (" + 4m®)

= 1 (457" + 4B+ 4m?)

Mit
— =/ 2 2 iq2 0
p-p = |p|“cosf = |p]° | 1 — 2sin B
ergibt sich:
2 2 2. 20
> utul? = 8E? — 8p]*sin” B
Damit erhélt man fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

do  Z%¢* ,1 1 9 9 . o0
0 47T2E 4E2 (E |p|* sin 5]

Mit |q] = |p— p’| = 2|p]sin ¢ fiir elastische Streuung liefert dies:

d YATS E? [
7 62 4,40<1—ﬁzsin2—>
dQ) 472 16|p]* sin 5 2

(mit § = |1/ E)

1 E? 0
VA = (1= 2 327
1700 iy (1= o)

mit a = e?/47 . Dies ist der MOTTsche Streuquerschnitt fiir die Streuung unpola-
risierter Elektronen. Im Grenzfall 5 — 0 reduziert er sich auf den RUTHERFORD-
Querschnitt. Wie die obige Ableitung zeigt, ist der Zusatzterm eine Folge des
Spinfreiheitsgrades der Elektronen.

9.4 e'Te -Annihilation

Wihrend die im letzten Abschnitt behandelte Streuung eines Elektrons an einem
auBeren Potential auch ohne Verwendung der Quantenfeldtheorie berechnet wer-
den kann, soll nun ein typisch feldtheoretisches Beispiel, die Elektron-Positron-
Zerstrahlung, betrachtet werden:

et +e — 2y,

Die Zerstrahlung in nur ein y-Quant ist dabei nicht moglich, weil dabei Energie
und Impuls nicht gleichzeitig erhalten bleiben kénnen.
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9.4.1 S-Matrix

Berechnet wird daher jetzt das Matrixelement der S-Matrix zwischen dem An-
fangszustand

[i) = leme®) = a}bly,[0)

ps”p's’

und dem Endzustand

1) = 127) = af 0, 0h0,10)  (12=1,2)

bis zur Ordnung €2. In
Hiy = — / Ut BUsmd3s — e/;- Adz + H.ou

konnen der erste und der letzte Term nichts beitragen, da sie keine Photonen-
operatoren enthalten, also auch die Photonenzahl nicht verdndern koénnen. Also
tragt nur

—e/f- Ad’z

bei zum Ubergangsmatrixelement. Es ist unmittelbar zu sehen, daf in erster
Ordnung in H;,; kein Beitrag zu S auftreten kann (da zwei y-Quanten erzeugt
werden miissen). Das erste nichtverschwindende Matrixelement ist damit:

2+°°

S /dtl / dtoP (Hipng tl Hint(tQ))

mit Hy, = —e [ d®zj, A*. Zur Vereinfachung der Notation wird hier A, = (0, /_1’)
und

Ju = \IJT707M\IJ

gesetzt. Da in H;,; alle Fermionenoperatoren zweifach auftreten, ist P = T. Also
gilt:

(=)
Spi = -

62/d4x1/d4$2(27| T, (1) A% (1): 15, (2)A7(2):] [ete™)
Fiir das zeitgeordnete Produkt der Feldoperatoren gilt:

T [, A*(1): 5, (A (2):] = T [10(1)P(1)A*(1): :(2)7,¥(2) A”(2):]

= T [0(1)y,U(1): 19(2)7,W(2):] T [A#(1)A"(2)]

weil A, und ¥ zwei vollig verschiedene, kommutierende Felder sind.
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Photonen-Amplitude. Als erstes wird jetzt das Matrixelement iiber die A-
Feldoperatoren berechnet:

T [Au(x0) Ay(ee)] = A, (@) Aylae): + Auler) ()

Die Kontraktion, eine reine Zahl, liefert keinen Beitrag zum nichtdiagonalen
Matrixelement. Das A—Feld wird entwickelt:

Az t) = (a e~ 4 &'26“”)

fz
ap = akle + ag,€ e?

¢! und &2 bilden mit & ein rechtshiandiges Koordinatensystem, sie hangen also
von k ab. Man kann also schreiben (s. Abschnitt 5.1.1):

_’ —ikx -\ kT
A2, t) Z (ak)\e e -I—ak)\e e ),

(dabei kx = k,zt).
Der Endzustand ist bestimmt durch die Angabe der Impulse und Polarisationen
der beiden Photonen:

|2’)/> = ‘E1Q1E2Q2>
Dann bekommt man fiir das Matrixelement

M, = <27|T[ u(1) Ay (22)]|0) = (Rrankas|: Ay (1) Ay(22):]0)
1

N Y \/2(,0 \V 2wk/

AN

<k‘1a1k2a2|' (ak,\e’\e”'k’:l + azke’\eik“l) (akwel’)'e ik'ca | ak,/\,e’vem/“):m)
- Z 2'7|ak>\ak’>\’|0> ke thes) A & (9.5)

™y \/2w \/2w

AN

mit €, = (0, €). Alle anderen Terme tragen wegen der Normalordnung nichts bei.
Fiir das iibrig bleibende Matrixelement gilt:

(27]afrabn|0) = (krarksas|afyali]0) = Sk Oran OkksOnas + Oy OrasOk'ks Onay
Also folgt:
<k10[1]€20[2| A (l’l) ( ) ‘0> (96)
1

1 a1 ikix1 1 g ikoxo
= 5 l( ,_2w1 GN e ) ( 2w2 61/ e )
1 ao tkoxq 1 oy ikixo
+<\/2—w26#€ )(\/2—00161/6 )]




78 KAPITEL 9. QUANTENELEKTRODYNAMIK

Leptonen-Amplitude. Nun wird das WicKsche Theorem auf die Fermionen-
operatoren angewandt:

T [20(1)7, 0 (1): 20(2)7, W (2):]

() (PR W)+ 5 P TR)7,(2):
(9.7) (98)
U1 ()P () B3P ()P W)
(9.9) (9.10)
Alle anderen Terme verschwinden, denn:
1. wﬂ) - fiir gemischte Produkte (Abschnitt 8.3)
V(2)Y(2) =0
w@) =0 nach Abschnitt 8.2
Y()Y(2) =0

Als néchstes wird nun das Matrixelement der Elektronenfeldoperatoren berech-
net. Dazu werden zunéchst noch einmal die Elektronenfelder aufgeschrieben (s.
Abschnitt 8.1.2):

U(z) = u(z) + v(z) | U(z) = *( )+ U( ) |
u(z) = \/1_ 2 ps ApslUps€ u(z) = Zps ;Dsupsesz

6(1‘) \/_Zps psvpseipz U(J;) \/_Zps bpsvpseiipx

Da jeder der Feldoperatoren jeweils einen Erzeugungsoperator und einen Ver-
nichtungsoperator enthilt, treten beim Ausmultiplizieren des Terms (9.7) 16 Ein-
zelterme auf. Da aber gilt:

/) =10)  und  [i) = a},b},[0)

psp's’

so folgt, dafl nur solche Terme etwas beitragen kénnten, die mindestens ein a und
ein b enthalten. Die beiden anderen Operatoren miissten dann aa' oder bb' sein.
Da diese Operatoren normalgeordnet sind, stehen links Erzeuger, die — auf das
Vakuum nach links wirkend — Null liefern. Damit verschwindet das Matrixelement
tiber den Term (9.7). Im Term (9.10) mit seiner Doppelkontraktion steht nur eine
Zahl; das nichtdiagonale Matrixelement iiber (9.10) verschwindet also auch.

Die Terme (9.9) und (9.8) liefern identische Beitrige zur S-Matrix. Dies sieht
man wie folgt. In

[ [ 0P )P p2): TIA A (2))d 01 das
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konnen unter dem Normalprodukt-Symbol : - : die Operatoren an den Stellen 1
und 2 umgeordnet werden:

/ / P(2)F (1), W (1): TIAX(1) A" (2)ld*z, d'ay
Vertauschung der Integrationsvariablen und Lorentz-Indizes liefert:
/ / (1) P (2)7 U(2): TIA"(2) A (1)]d"z, d'ry

Das Matrixelement dieses Terms ist in der Tat gleich dem des Termes (9.9),
weil das Matrixelement iiber die Photonoperatoren (Gleichung (9.5) auf Seite 77)

symmetrisch in z; und xo ist.
Es bleibt also nur der Beitrag des mittleren Termes ((9.9) = (9.8) ) zu berech-
nen:

M, = (0} U (L PLFR)% T2t e)
= (01 Ta(1) (3)as ¥a(1) T (2) ()05 (2):|e*e)
= () (2) 0 a (1) W5(2): %) (a0
= Splrr— 225 (Ofva(Lus(2) e e ()ap(h)a

mit dem FEYNMAN-Propagator Sg (siehe Gleichung (8.11) auf Seite 66). Das hier
auftretende Matrixelement ist:

1 / ~
(Olva(Dus(2)lete™)y = = a ps,ugse PTLIPT2

(p":Positron, p:Elektron). Damit erhilt man

1 —a —ip'z1  —ipT
M, = ﬁvp's’('yu)aﬂ<SF<xl - $2)),6’7<%/)75Ugs€ PeLeTre
1 , .
= ﬁﬁp/sr'yuSp(xl — To) Y Upse T Tle P (9.11)

S-Matrix Element. Damit ist das Matrixelement der S-Matrix gegeben durch
Kombination der Gleichungen (9.6) von S. 77 und (9.11) von S. 79:

St = (2y]Slete™)
2
= —e—/d4]}1 d4x2 2Me<xlax2>M (.’,Ul;xQ)

1 .
— d4 /d Oél Zk?l.’tl oo _ikoxo
/ e 2 ( 2w1 ) <\/2w2 v e

1 -y . kl — kg
X =V oY Sp(x1 — 22) Y Uup,e™F Tre™Pr2 4
QPV r(z1 2)Y P {61(_)62}
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Obwohl wir mit der nicht kovarianten Coulomb-Eichung gearbeitet haben, ist
dieser Ausdruck kovariant, denn er besteht nur aus Skalarprodukten von Vierer-
vektoren und dem kovarianten Propagator Sr fiir die Fermionen. Daf ein zweiter
Term auftritt, in dem die Wellenzahlen und Polarisationen der Photonen ver-
tauscht sind, ist auf die Ununterscheidbarkeit der Photonen zuriickzufiihren.

Als nichstes wird im obigen Matrixelement nun iiber d*z; und d*z, integriert.
Da gilt:

Sp(x )e’ik“d‘ik

)= 1 / l
@)t F = (m—ic
lautet das vollstandige Integral {iber x; und z5:

/ digye WhrRn / diape R0 = G — (ky — )4 (k — (p — ko)) (27)% .

Nun wird die Integration im Propagator iiber k ausgefiithrt. Dann entfillt eine
der 6-Funktionen, z. B. die zweite, und iiberall wird ersetzt:

kv p— k.

Das Matrixelement ist dann:
4i 1 1
02 vV 2(4)1 vV 2&)2

mit dem kovarianten Matrixelement

—iMy; (9.13)

Sri = (2y|SleTe”) = —i(2n) 0" (p+p' = (kr + k2)) M5i(9.12)

(—62)171,/5/ w“eal—l vV ex? +7”6°‘2—2 VeS| Ups.
P (P—k)—m Fp—Fk)-m
Der Ausdruck in (9.12) ist bemerkenswert einfach. Die é-Funktion enthilt die
Energie- und Impulserhaltung fiir den Prozef3 automatisch.
Der zweite Term in M (Austauschterm) ist auf die Ununterscheidbarkeit der
Photonen zuriickzufiihren; er tritt mit dem positiven Vorzeichen auf, weil die
Photonen Bosonen sind.

FEYNMAN-Graphen

Der mathematische Ausdruck fiir das kovariante Matrixelement kann mittels der
sogenannten FEYNMAN-Graphen dargestellt werden. In diesen Graphen, die un-
ter Benutzung bestimmter Regeln (s.u.) in den zugehorigen Ausdruck umgesetzt
werden koénnen, bezeichnen generell Punkte die Wechselwirkungsvertizes und Li-
nien (gerade, gewellte oder auch gestrichelte) ein- oder auslaufende Teilchen. Eine
Zeitachse denkt man sich dabei generell als von unten nach oben gerichtet; Lini-
en, die von unten in einen Vertex einlaufen, bezeichnen dort absorbierte Teilchen
und solche, die von einem Vertex nach oben gerichtet sind, emittierte Teilchen.
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kg o ki oy ko cy ki oy

p — ko p— ki

pSs p’ g’ bs p, SI

Abbildung 9.1: FEYNMAN-Graphen zur e'e™-Annihilation

Teilchen und Antiteilchen (bei geladenen Feldern) werden durch Pfeile nach oben
bzw. nach unten unterschieden.

Ein Beispiel fiir einen FEYNMAN-Graphen zeigt Fig. 9.1 fiir den behandelten
Fall der ete~ Annihilation. Der linke Graph kann wie folgt gedeutet werden:
Ein Elektron lauft ein zum Punkt 2, emittiert dort ein Photon mit (kocp) unter
Impuls und Energieerhaltung, lduft als virtuelles Teilchen weiter zum Punkt 1 und
annihiliert dort mit dem einlaufenden Positron. Analog kann natiirlich auch erst
das Positron emittieren und dann mit dem Elektron annihilieren. Das Teilchen
nach dem ersten Vertex ist ein virtuelles Teilchen, weil E/ und p nicht im korrekten
Zusammenhang fiir freie Teilchen stehen. An jedem Vertex gilt Energie- und
Impulserhaltung.

Zur Konstruktion des invarianten Matrixelementes —iM y; werden die einzelnen
Elemente des Graphen entsprechend den folgenden Regeln aufgeschrieben:

absorbierte Elektron Ups

absorbierte Positron Ups

absorbierte Photon e

. L "

1. Man schreibe fiir jedes emittierte Elektron s
emittierte Positron Ups

emittierte Photon €

in dufferen Linien.
2. An jedem Vertex schreibe man ¢evy, und erfiille Viererimpuls-Erhaltung.

3. Fir ein virtuelles Elektron oder Positron schreibe man
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wobei ¢ der Viererimpuls des virtuellen Teilchens ist. Falls ¢ nicht schon
durch Energie-Impulserhaltung festgelegt ist, mufl eine Integration iiber alle
moglichen Impulse

1
d4
@)1

erfolgen.

Dabei werden die einzelnen Faktoren von rechts nach links aufgeschrieben, d.h.
gegen die Pfeilrichtung im Diagramm. Dies liefert in der Tat das Ergebnis (9.13)
auf S. 80.

9.4.2 Wirkungsquerschnitt

Um den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, muf8 [Sy;[?/T', d.h. die
Ubergangsrate pro Zeiteinheit, mit den Phasenfaktoren des Endzustandes multi-
pliziert und durch den Fluf§ der einlaufenden Teilchen, 7;, dividiert werden. Dies
liefert:

1Sal? PR ARy 1

do =" 2r)3" (21)3 j;

Das beim Quadrieren der S-Matrix auftretende Quadrat der 6-Funktion kann
durch das Raum-Zeit-Volumen des betrachteten Prozesses ausgedriickt werden.
Da gilt

[ dizen = (2m)'e(p),

folgt:
(27)'6'(p) [ d'ae™ = ((27)'6"(p))*.

Links kann wegen der ¢-Funktion im Integral p = 0 gesetzt werden. Dann folgt:
(2m)*8 ()T = ((27)'6'(p))

wobei QT das Raum-Zeit-Volumen ist. Also hat man:

2m)t 1
5 2(.()1 2(4)2

[(2y]Sleten)* = Ml 0 (p+p' = (ki + k2)) QT

Der einlaufende Strom ist durch die Relativgeschwindigkeit der beiden Teilchen
bestimmt: j; = v,¢;/€. Die Relativgeschwindigkeit zweier Teilchen mit Geschwin-
digkeiten v und ¢” ist gegeben durch

Vet = |0 — V| = V02 + 02 — 2u0'cosf
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Fiir die tibliche kollineare Streuung gilt § = 7. Also folgt

[l T E

Urel:U+U/: % EE

Im CM-System (center of mass) ist |p] = |p’| = p. Also ist die Relativgeschwin-
digkeit
pEior
EE
Damit ist jetzt der Wirkungsquerschnitt im CM-System
1S4i|? 3 EE" d*ky d’ky
Q
T pEio (2m)3 (27)3

(Etot = E + E’/) .

Vrel =

do =

Einsetzen von S gibt:

1 1 E
S (p+p — (ki + ko)) - Plyd’ky| M)

do = ——
4 (27T)2 2&)120)2 pEtot

Berechnet wird jetzt der Wirkungsquerschnitt dafiir, im Raumwinkelelement
dS2 ein Photon mit beliebigem Impuls zu sehen. Dazu wird zuerst iiber Ez inte-
griert. Wegen der vierdimensionalen ¢-Funktion liefert dies den restlichen Aus-
druck an der Stelle Eg —k1. Dies gibt die Impulserhaltung im CM-System, denn
dort gilt wegen 7+ p’ = 0, d.h. |p] = |§"|, auch k; + ks = 0 und daher

k= k| = |kl
AuBerdem bleibt die §-Funktion iiber die nullte Komponente iibrig (6*(z) =
§3(2)6°(zo)) :
1

1
SUE+ B — (ky 4 ko)) — = 6° (Fyoy — 2k) —

p k (wegen CM-System!)
2

Jetzt erfolgt eine Integration iiber ky (= k):

2
[ 50 By — 2k M (k)P0

1
/50(Em — 2K)|M(k)PdRdQ = 5| M(k = —2)[%0
Es folgt:
do 1 1 EF 9
do _ Z 14
(dQ)CM (2%)242]9[? Myl (9.14)
11k 1 2EE' ,
_ 2 1
P el B M e B (919)

wobei M an der Stelle k = Fj,;/2 zu nehmen ist.
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Das hier auftretende Matrixelement héngt noch von den Spin-Zustéinden von
Elektron und Positron ab sowie auch von den Polarisationen der emittierten Pho-
tonen. Wird mit unpolarisierten Leptonenstrahlen gearbeitet und auch die Po-
larisation der emittierten Photonen experimentell nicht erfasst, so ist der Quer-
schnitt (9.14) iiber die Spins der einlaufenden Leptonen zu mitteln und iiber die
Polarisationen der auslaufenden Photonen zu summieren.

Wirkungsquerschnitt fiir niedrige Energien

Bei sehr kleinen Positronen- und Elektronengeschwindigkeiten (und damit auch

sehr kleinen |k|) kann M leichter ausgewertet werden. Zudem sind hier jedenfalls

beide Teilchen in einem relativen L = 0 Zustand, so dafl der Gesamt-Drehimpuls

durch Spin-Kopplung nur 0 oder 1 sein kann. Dies wird spéter noch ausgenutzt.
Der Propagatoranteil gibt:

1  p—k+m p—Fk+m B p—Fk+m

p—Fk—m  (p—k)2—m2 p2+k2—2k-—m2 F?2—p?—2pk—m?2
p—F+m oyt =k +m
—k —2pk ’

weil k2 = 0 fiir Photonen (p % v.p"). Fiir [p] < m folgt

1 —Yom + Y kH —m
—) .
p—k—m 2mw
mit w = k. Im folgenden wird nun gezeigt, dal die Beitrdge des 1. und 3. Terms
im Zahler dieses Propagators zum Matrixelement verschwinden; aulerdem liefert
der Anteil mit 7y im 2. Term keinen Beitrag.
Im Fall p= —p'’ — 0 haben die Spinoren die folgende Gestalt (s. Tabelle 9.1
auf S. 85 und Anhang A):

s 0
Up=+0s = N( % ) Up=—0s = N( > (917)

Xs

(9.16)

mit

[NIE

Il
N

O

~__—

S

N|=

Il
/N

) (9.18)

! ) (9.19)

und der Normierung:

E,+m
N = 2F, (E, =\/P* +m?>0)

~ 1 fir p— 0 (weil dann E, — m);
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Tabelle 9.1: Phasen der Dirac-Spinoren

Aus den Definitionsgleichungen der Spinoren u und v folgen die Relationen (s.
Anhang A)

* *
Ups = T2lUps Ups = 72Ups

YoUps = U—p—s YoUps — —VU_p—s
2, % _ * 2, % _

2 Ups = T (pas)u—ps by Ups = n(—p, S)U_ps

mit den Phasen

n(p,s) = —n(—p,s).

Mit der Phasenwahl n(p,s) = —i, n(—p,s) = +i und P = mepv P = (0,0,p)

erhalt man:

1 0
0 1
u, 1 = N u, 1 = N
+pt+3 P +tp—3 0
0 —P
0
1 0
u 1 = N u .1 = N
p+2 0 pP—3 _P
P 0
0 P
P
v, 1 = N v, 1 = N 0
+p+3 0 +p 1
—1 0
—-P 0
0 —P
v, .1 = N v, 1 = N
p+2 1 p 2 O



86 KAPITEL 9. QUANTENELEKTRODYNAMIK

die Helizitétsindizes sind hier fiir sehr kleine nichtverschwindende Impulse noch
definiert.

Da die Polarisationsvektoren keine Zeitkomponente besitzen (e¢f = 0), laufen
die Indizes p und v nur von 1 bis 3. Daher gilt

U_057i707jU+0s = N?(0 XL)’YO%‘%%’( %S ) = —N?*(0 XL)W%( %S ) ’

weil fiir sehr langsame Fermionen jeweils die unteren bzw. die oberen Komponen-
ten der DIRAC-Spinoren verschwinden. Es ist:

L 0 O'j
fY] o —O'j 0 '

Daraus folgt:

o @ o 0 o —O'Z'O']'(p
()=o) - (07

und daher

_ —0;0;

U_0sYiY0YsUos = —N*(0 XT)< 0 ad > =0. (9.20)
Ebenso folgt:

V_0s7YiVjU+0s = 0

Beides gilt fiir alle moglichen Quantenzahlen s und s’. Damit verschwinden die
Beitriage des 1. und des 3. Terms im Zihler des Propagators (9.16) auf Seite 84.
Aulerdem verschwindet vom 2. Term der Anteil mit vy wegen der Eigenschaft
(9.20).

Dies liefert eingesetzt in M (9.13) auf S. 80:
l

i, 0 7

—ZMfZ = (—62) ,Upz—Os’ (’7 €; ’}/jkgj’ykEzQ + Y E?Q’ijlj’}/ngl) U4p=0s (921)

2mw

Jetzt wird der Inhalt der Klammer in Gleichung (9.21) weiter bearbeitet:

() = =T k)T e g e (7 Ry -e)]
= A
Im CM-System gilt allgemein wy = wy = w; k = k; = —k». Unter Benutzung von
(@) (7-b)=—a-b—i%- (@ xb) (9.22)

148t sich dann schreiben:
A=[em (=k) —iS- (€™ x k)| 72 +5-e2[(k-e™)+i % (kxe™
= ¥ (6N x k)Y@ 7% (kxem) . (9.23)
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Auf diesen Ausdruck wird die Relation (9.22) noch einmal angewandt. Dazu
wird zuerst die Identitét

y-d= 7075i -a (9.24)

benutzt. Dabei ist v5 definiert durch:

vs = iv0y 23 mit der Eigenschaft {75, 7%} =0

d.h. 5 antikommutiert mit allen anderen ~-Matrizen. 5 besitzt die explizite
Gestalt:

01
75=<10> = =1,

vs ist ein Pseudoskalar, denn unter Raumspiegelungen transformieren sich mit s
gebildete Bilinearformen wie das Produkt der drei Komponenten eines Vektors
und gehen daher in ihr Negatives iiber. Aus Beziehung (9.24) folgt

S

—YoY5Y - @ = DR
Also gilt auch speziell
S (62 x k) = =07 (€ x k) .

Dies wird benutzt, um Gleichung (9.23) auf Seite 86 umzuschreiben:

A = iy (F7 X F) T @ =7 @007 (Fx E)
= iy [T (0 x k) F-E® +5-@2q- (€% x k)]

Jetzt wird (9.22) auf S. 86 benutzt. Dies liefert

[

A = —i%%{(galXE)-go‘Qﬁ—ii-[(?“lxﬁ)xE”}
+€°‘2-(€O‘1 xE)+ii- [EQQ X (E“l x;;’)}
= —2iyy5€ - (gal X E)

—

= 2@’)/0’)/5]{/‘ (gal X ga2) .

Die Terme mit > heben sich weg.
Damit ist M fiir den Niederenergie-Limit berechnet:

7

—iMfi = (—62)

62

= L (D000 Y5tr0s) K - (€91 X €°2). (9.26)

Upm 05 207095k + (€1 X € ) Upe s (9:25)
w
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Jetzt wird noch der Ausdruck in der ersten Klammer von (9.13) ausgerechnet.
Dazu werden die Spinoren (9.17) von S. 84 eingesetzt:

— _ o f
V_0s'Y0V5U+0s = VU_ggV5U+0s

B
- o 2 )

= xles - (9.27)

Damit ist insgesamt

2
—iMyi =~k (@ x @) (9.28)

Eine Annihilation findet also nur in einen Zustand mit senkrechten Polarisationen
der beiden Photonen statt. Dieses einfache Resultat muf} eine einfache Erklarung
haben, die im folgenden diskutiert werden soll.

Drehimpuls-Analyse. In den bisherigen Rechnungen ist der Anfangszustand
als einfacher Produktzustand angesetzt worden. Fiir zwei Spin-1/2 Teilchen kann
dieser Produktzustand entweder zum Gesamtdrehimpuls J = S = 1 oder J =
S = 0 gehoren, denn bei kollinearer Annihilation in Ruhe ist jedenfalls der Bahn-
drehimpuls L = 0.

Da die Bewegung kollinear ist, mufl der Gesamtspin entweder senkrecht (S, =
0) oder parallel zu p’stehen (S, = £1). Im Fall S, = +1, der hier beispielhaft

diskutiert werden soll, ist s = —|—%, s = —% wie die folgende kleine Tabelle
illustriert.
Teilchen | e~ | e
Impuls | 2 | &£
Spin S5
Helizitét | +5 | —31

Da die in Gleichung (9.27) auftretenden Zweier-Spinoren die Gestalt

X—%:_G); “”%:<(1)>

besitzen (s. Gleichungen (9.18),(9.19) auf S. 84), erhélt man fiir den Ausdruck
(9.27)
;

X 1§

NI
I
|
—~~
o
—_
N—
/N
O =
N~
I
o

1
2
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also auch:

(VosYoysUos)s=1.0,=1 = 0 ;

analog gilt dies auch fiir M, = —1.
Der Zustand fiir M, = 0 148t sich schreiben als

‘€+€_> = b107%a107%|0>
V21 (g .
RN (bo,%aw,% +0 0,%a+0,§> 10)
V2 1

—0). (9.29)

Hier haben wir den Elektron-Positron Zustand als Uberlagerung von Zustéinden
zu gutem Gesamt-Spin aufgeschrieben.

Damit konnen wir auch das invariante Matrixelement nach Gesamt-Spins auf-
spalten. Es gilt

I s 1 S=1
Y Iy VL., 9.30
mit
S5=0,1 1
M5, _E(Wﬁ}%%iwﬁ}%%), (9.31)

wobei das obere (+) Vorzeichen zum S = 1 und das untere (—) Vorzeichen zum
S = 0 Zustand gehort. Fiir die hier auftretenden Matrixelemente gilt

QO%:(IO)((l)):—i—l

) 0
L1 Uigm 100Uy = X 1oy = —(0 1)( ] ) =-1.

2

U_p17V0Ys5Up0l = X

o= =

Damit ist nach (9.31) und dem obigen Ergebnis fiir M = +1
MEZh =0,

und zwar fiir alle Helizitaten. Kine Zerstrahlung aus dem S = 1 Zustand findet
damit nicht statt.
Fiir S = 0 dagegen folgt fiir das kovariante Matrixelement:
2
e

(Mils—o = V2 (—) k(€9 x @) .

mw
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Also
2 264 7 = o = Q2 2
Mplse = k- (@ xem)
4
_ 2%|gal &z’
m
24
= %sinQQ
m
4
= X )
m

Als Ergebnis ist also festzuhalten, dal bei p» — 0 nur im Singulettzustand
eine Annihilation stattfinden kann und daf} selbst in diesem fiir € ** - € *> = +1
keine Zerstrahlung stattfindet. Der gesamte differentielle Wirkungsquerschnitt
ist dariiber hinaus isotrop; dies spiegelt wider, dafi die Annihilation nur aus dem
S-Zustand heraus stattfindet (kleine p'~ 0).

Diese Eigenschaften der Strahlung sind unabhéingig von der Stérungstheorie,
die hier benutzt wurde; sie folgen aus Symmetrieeigenschaften der QED. Dies
wird im folgenden Abschnitt diskutiert.



Kapitel 10

Symmetrien der
Quantenelektrodynamik

Allgemein wird zuerst gezeigt, dafl der QED-Hamiltonoperator kommutiert mit
drei grundlegenden Symmetrien, die damit alle mit Erhaltungsgréf8en verbunden
sind. Dies sind die

1. Ladungskonjugation C,
2. Paritditstransformation P,
3. globale Fichtransformation.

Die letzte dieser Transformationen fiithrt zur Leptonenzahlerhaltung. Es wird
dann gezeigt, dafl die beiden ersten Symmetrien die bei der Elektron-Positron
Paarvernichtung im letzten Kapitel beobachteten Auswahlregeln erkléren.

10.1 Symmetrieoperationen

10.1.1  Ladungskonjugation C

Theorem: Der QED-Hamiltonoperator Hggp ist invariant unter C, d. h.

CHorpCl = Hopp.

Dabei ist
CA(z)Ct = —A(z); Cli(z)Ct = —Ii(z)
C¥(z)CT = nU(z); In.] = 1, konstant
T
mit () = —i(y%)ar (¥}) (@)

C ist offensichtlich wunitdr.

91
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Beweis: Um den Beweis zu fithren, werden zuerst die Transformationseigen-
schaften der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bestimmt. Es gilt fiir die
FoUurIiERr-Entwicklung des DirRAC-Feldes:

1 . )
SICCIEDS 7 (C apsCluy,e™7 + C b, Cluy,e™) (10.1)
D,s

C ist ein Operator im Raum der Feldzustdnde und wirkt deshalb nicht auf die
Spinoren v und v und die Funktion e®*.
Es gilt ferner nach Voraussetzung fiir den ladungskonjugierten Feldoperator

. T
Ve(z) = —i(y%)an (‘I’K) (z)
1 1 -
N y T 2 * 1pT 2 * —ipx
o _ZZ 75 \@ s(’y )a)\(u 5))\6 +b s(’)/ )a)\(’U s))\e
> 75 (@ : : plre™)
Mit
— iU, = Ups und — U = Ups

(siche Anhang A) folgt:

Z ( (Vps )" + bps(ups)ae’m>

und daher allgemein

Ue(x) = ( pslUps€ P+ apsvpse”’z) . (10.2)

v oD

Vergleich von (10.1) mit (10.2) liefert:

CapsCl = 1.bps Cal ,CT = n'bf
— ps "leOps 10.3
Col,CT = n.al, ChbysCl = nfay, (103)
Vollig analog folgt fiir den Photonenoperator:
Catch = —at. (10.4)

Die gesamte Phase der Zusténde wird festgelegt durch die Forderung, daf3 das
Vakuum ladungsneutral ist:

o) = |0).
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Zur Invarianz von H: Als nachstes wird die Invarianz von H unter einer
solchen Transformation gezeigt. Fiir Hy ist das trivial:

Hy = Z E, (a;saps + b;sbps) + Z wka};ak.
ps e

Jetzt wird der Wechselwirkungsterm j, A* betrachtet:
C jMCT = C:\TJ%\I/:CT
= C:\I/WO%\I/:CT
= OV} CT(107)apCUsCT:
= (U a(Y0V) sVt
= (7)) k(W07 as(77) ar VL
Unter Verwendung von
:\I’A\Ili'\,: = —:\IIJI\,\IIX:.
folgt in obiger Rechnung:
o= =0 (v .
Weiter wird die Klammer iiber die v’s transponiert:
(o), = (12707075, = (0Vdwn -

Die letzte Gleichung 148t sich durch explizites Durchspielen aller y zeigen.
Also folgt nun zusammengefafit:

C5CT = =Wl (ror)nala:
= _jﬂ’
Da jo = p, gilt demnach:
CpCl=—p. Ladungskonjugation

Daraus und aus

1 vt
AO(T, t) — ep(a: U )

. 7d3 I
i) Tzt
folgt dann

Dies wird kombiniert mit der urspriinglichen Aussage fiir die ersten drei Kompo-
nenten des Viererpotentials (Gleichung (10.4)):

C ACt = - A.

CAC =-A,. (10.5)
Dies liefert schlief3lich:

C j,ACH = C j, CIC A*CT = j,A¥

(da C unitér). Damit ist die Invarianz der QED gegeniiber Ladungskonjugation,
d. h. Teilchen-Antiteilchen-Konjugation gezeigt.
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FurRrysches Theorem

Als eine Anwendung dieser Invarianz wird nun das FURRYsche Theorem herge-
leitet. Man betrachte den n-Photonenzustand:

ny) =1 of.s,]
=1
— Clny) = HCapzleTCK) H 15,100 = (=)"|n).

=1

Da Hggp unter Ladungskonjugation C invariant ist, ist auch der Zeitentwick-
lungsoperator U und damit die S-Matrix invariant:

S = Ccs8cf
= (n'y|Slny) = ('4|C S Cllny) = (=)™ ™ (n'y|S|ny) . (10.6)

Das Ubergangselement ist also offensichtlich Null, wenn n 4+ n’ ungerade ist. Fiir
das Beispiel der ete -Annihilation (n = 0) bedeutet dies, daf eine Zerstrahlung
in eine ungerade Anzahl von Photonen nur dann stattfinden kann, wenn der
ete~-Zustand ungerade unter C ist.

Diese Aussage ist exakt fiir die QED, sie beruht nicht auf Stérungsrechnung,
sondern ist in allen Ordnungen richtig. Dabei wird hier vorausgesetzt, dal auf
beiden Seiten im Matrixelement nur Photonen stehen. Diese Aussage beruht auf
der C-Invarianz von Hggp.

Analog kann man auf die C-Invarianz der starken Wechselwirkung schliefien.
Betrachtet wird z.B.

™ — 2y (98.85%)

™ — 3y (< 1.5-107% 09,),

wobei in Klammern die relativen Gewichte der beiden Zerfille angegeben sind.
Zu den Zerfillen tragen sowohl die elektromagnetische als auch die starke Wech-
selwirkung bei; letztere iiberwiegt. Da die QED C-invariant ist, 148t sich das
Verzweigungsverhaltnis erkldren, wenn

Hst - C HstCT
angenommen wird. Dann bekommt man mit C|7°%) = c,o|7%):

(m|S|n%) = (ny|C S Clx?%)
(—)"cro(ny|S|7®) = n gerade mit cro = 1.
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10.1.2  Paritdtstransformation P

Theorem:
Horp =P HoppP!
mit den folgenden Eigenschaften von P:
PA(Z, t)Pt = —A(—z,t)  PI(Z,t)PT = —II(-7,¢)
PU(z, t)PT =npYV(-7,1)
mit |np| = 1 konstant.
Beweis:

Um die Transformationseigenschaften der Fock-Raum Operatoren zu erhalten,
wird die letzte Relation als erste betrachtet. Einsetzen der FOURIER-Entwicklung;:

1 . .
PU(Z, )Pt =3 7 (P apsPlupee ™" + P bf Plu,,e™) (10.7)
ps

Dies muf} gleich sein zu:

7 1 E : —iporo—ipT ipoxo+iPT
UPVO\I/(—Z', t) = ﬁ np (aps")/oupse POTO—PT | b;r)s'YOUpse POTO+2P: ) .
DS

Nun gilt (s. Tabelle 9.1 auf S. 85)

YolUps = U—p—s und YoUps = —V—p—s »

was durch explizites Betrachten der Helizitatsgleichungen fiir v und v gewonnen
werden kann. Es folgt:

1

(=Lt = o ;np (@psttpse 70T — b, ePoTOt )
= % ;np <a,p,supse’im — bip,svpseip’”) . (10.8)
Vergleich von (10.8) mit (10.7) liefert
P a, P! = npa_,_, — p CL;SPT = n}iaT_p_s

I e A

Die Paritédtstransformation dndert also, wie zu erwarten, das Vorzeichen des Im-
pulses. Die Helizitdat s &ndert sich, da der Spin unter P nicht gedndert wird, und
s sich auf die (gednderte) Richtung des Impulses bezieht.
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Z A2z
k
&2(~k)
)4—» — - >
) e2ky Y ) Y
el (k) €(—k)
—k
T x

Abbildung 10.1: Polarisationsvektoren fiir positve (links) und negative (rechts)
Impulse £.

Analog gilt fiir die Photonenoperatoren:

Pt — gt
PaEP =—a_;
mit & - o?T_E =0.
Aus der Relation fiir den Photonenoperator folgt bei Einfiihrung von Polarisa-
tionsvektoren:

7 =1 =
BT Q€ TopeE

—

(e
die Beziehung
PalP’ = Pal Pie'(k) + Pal Pie2(k)

= — (o' L& (—F) +al ,&(—F)) . (10.9)
Um dies weiter auszuwerten, werden zuerst die Polarisationsvektoren festgelegt:

e Sei k | z-Achse. Dann konnen €' und €2 in die z- bzw. y-Richtung gelegt
werden.

e Fiir ein Photon mit dem negativen Impuls —k kann €' auch in der z-

Richtung liegen, dann muf} aber €; in die negative y-Richtung deuten, damit
k, €, €, wieder eine rechtshindige orthogonale Basis (Dreibein) bilden.

Da also gilt:

el(k) = e(—k)

Ek) = —&(—k),
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folgt durch Einsetzen:

—

== (o, @(k) - ol (k)

und durch Vergleich mit (10.9):

T pt .t

P aElP = o -
T pt T

P amP = +a—1§2 .

Die gesamte Phase wird nun wieder festgelegt durch die Forderung nach Spie-
gelinvarianz des Vakuums:

P[0) = |0) .

Zur Invarianz von H: Es ist sofort zu sehen, dal Hj invariant ist unter P,
wenn die obige Gestalt von Hj betrachtet wird. Um die Invarianz auch des Wech-
selwirkungsterms zu zeigen, wird die Transformation des Stromes betrachtet:

P j (2, 6)PT = P UI(Z t)Plyyy, P W(Z,t)PT:
= 377}3@( Z, t)ympy ¥ (=T, 1):

Pj APt = j(-2t :
PpAy Pt = p(—&,t)Ag(—7,1) .

Ap dndert sein Vorzeichen nicht, weil es durch die Differentialgleichung
V2Ag=—ep

bestimmt ist.

10.1.3 Globale Eichtransformation

Die am Anfang dieses Abschnitts erwahnte Leptonenzahlerhaltung ist in der QED
gegeben, weil in ihr nur Bilinearforman der Gestalt VT, ¥ auftreten, die unter
einer Transformation ¥ — €W, wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, invariant sind.
Dies fiihrt nach dem Noether’schen Theorem zu einer erhaltenen “Ladung”, hier
der Leptonenzahl.
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10.2 Zerfall des Positroniums

Es war oben gezeigt worden, dafl im Falle p’= 0, d. h. L = 0, Zerstrahlung nur
aus dem S = 0 Zustand stattfindet und dafl es keine Emission von y-Quanten
mit parallelen Polarisationen gibt. Dies soll nun erkldrt werden als unmittelbare
Konsequenz der gerade diskutierten Symmetrien.

Dabei geht man aus von der Annahme, dal der Wechselwirkungsoperator H;,;,
und damit auch der S Operator, invariant unter einer Symmetrieoperation V' ist.
Daher gilt:

(f1S]1) = (fIVSV']3) (10.10)

fiir beliebige Zustdnde |i) und |f). Wenn nun die Anfangs- und Endzusténde
Eigenzustinde zu VT sind mit Eigenwerten v; bzw. vy, dann gilt

(FIVSVTi) = v (f|S]i) . (10.11)
Zudem gilt fiir die Symmetrieoperation wegen Unitaritat
VIV =VVi=1l= v =1. (10.12)

Vergleich von (10.10) und (10.11) unter Beriicksichtigung von (10.12) liefert
unmittelbar, dafl der Ubergang nur stattfinden kann, wenn

V; = Vg .

Dies stellt eine Auswahlregel dar.
Wir wenden diese allgemeinen Uberlegungen nun auf die Symmetrieoperation
Paritdt und Ladungskonjugation an.

e Anfangszustand
Falls p'= (0,0, p), konnen die Zustinde auch durch ihren o,-Wert anstelle
der Helizitit gekennzeichnet werden. Der S = 0-Zustand ist dann im ete -
System

1
— 0\ — i T _ 4t T —
[5=0)=— (a0, —al, 5t ) 100 (=0,

wobei die zweiten Indizes jetzt o, (und nicht mehr die Helizitét) angeben.
Ferner ist

IS=1,M=+1) = dl,.b'

—pm!
1

IS=1,M=0) = % (ahprbl o + alprbl ) [0) . (10.13)

0) (M =m+m)



10.2. ZERFALL DES POSITRONIUMS 99

Dies 1a8t sich zusammenfassen als:

|SM> - Z XJS\/[ <m7 m,)aip,mbT—p,m’ |O>

m,m/

mit den Clebsch-Gordan Koeffizienten

1
0 = %(5,%;5,% 1= O 10 1)
Xi% = 5m,i§5mf¢§
1
1 _
X6 = 5 (OO g + 0 g0 at)

mit der Eigenschaft

( )S—i—l S

X (m,m') = Xar(m',m) .

— Die Paritit dieses Zustands ergibt sich wie folgt:

PISM) = Y x3(m,m')Pdl,,, PPV PT0)
Z Xi[(m7 m/)aipm’L( +p m’ >|0>

weil o, nicht durch P beeinflufit wird:
- - Z Xﬁ/[(mvm/) T—pm +p, m’|0>

Fiir p’— 0 folgt
P|SM),_, = —|SM)

p=0>

d. h. der e*e™-Zustand hat negative Paritéit, unabhéingig von S. Dieses
Ergebnis spiegelt die Tatsache wider, daf fiir Fermionen das Antiteil-
chen stets umgekehrte innere Paritdt zum Teilchen besitzt und dafl
hier kollinear, d. h. mit Bahndrehimpuls [ = 0, zerstrahlt wird.

— Nun werden als nichstes die Eigenschaften des Anfangszustandes unter
Ladungskonjugation betrachtet:

CISM) = 3 x3;(m,m)C dl,,CtC b

mm

C'lo)

—pm/

= Z XJ\/[ m, m bipm 1;p7‘n’|0> .

a’ und b antikommutieren:
p—0 S
L Z Xar(m, m/)GEOm’b10m|0> .
m,m’
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Durch Umbenennung der Summationsindizes folgt weiter

= =3 5 (m!,m)al

m,m/’

Oom b:—Om’ | O>

= - Z SHXiJ m m )QT OmbLOm’|0>

= (—)SIS M),
Da fiir p’= 0 die Ortsraumfunktion durch einen s-Zustand beschrieben

wird, ist der Ortsraumanteil gerade unter C, so daf die Phase (—)°
bereits die vollstandige Wirkung von C wiedergibt.

e Fndzustand

— Die Paritit des Zweiphotonenzustandes wird zuerst betrachtet. Dazu
werden die mdéglichen Polarisationszustdnde separat betrachtet.

1. Zweiphotonenzustinde mit parallelen Polarisationen.
Die beiden Zusténde
Tt
a' - [0) a a =,10)
verhalten sich unter P wie folgt'

oot . T T

P ag1a7];1|0> = +0z7]-€'1a]-€'1|0>
oot _

P O‘E2O‘—E2|O> = +4af Ezak2|0>

Beide Zustande sind also gerade unter der Paritéitsoperation. Eine
Zerstrahlung in sie kann deshalb nicht stattfinden.

2. Zweiphotonenzustinde mit orthogonalen Polarisationen.
Da die Produkte

Tt
a! - [0) a a =10
keine Eigenzustinde des Parltatsoperators sind, werden die Line-
arkombinationen

1
127), = 7 (oz;%l '5 iak a ~>|0>
betrachtet:

P|27>+ = _|27>+
P[2y) = +[27)_

Also ist von allen Moglichkeiten nur der Zustand |27), ungerade unter
der Spiegelung. Da P|SM) = —|SM) fiir p = 0 kann nur in den
Zustand |2y >, hinein zerstrahlt werden.

— Unter Ladungskonjugation ist der Zwei-Photonen-Zustand nach dem

FuURrRyschen Theorem (10.6) jedenfalls gerade, und zwar fiir alle mogli-
chen Polarisationen. Damit kann nur S = 0 annihilieren.
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Da die Wechselwirkung Paritidts- und Ladungskonjugations-erhaltend ist und
der Elektron-Positron-Zustand fiir sehr kleine Impulse jedenfalls ungerade Paritéat
besitzt, ist eine Zerstrahlung nur in [27) , , d. h. in einen Zustand mit orthogonalen
Polarisationen, maoglich. Wegen der Ladungssymmetrie von Horp kann zudem
nur der Singulett-S-Zustand annihilieren. Damit sind beide Auswahlregeln als
Konsequenz von Symmetrien der Wechselwirkung verstanden.
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Kapitel 11

Renormierung

In den folgenden Abschnitten soll die Renormierung der QED an dem spezifischen
Fall der Paarzerstrahlung

ete” — 2y
diskutiert werden. Dazu werden systematisch alle in Frage kommenden Graphen
bis zu 4. Ordnung in der Kopplungskonstanten berechnet.

11.1 Paarvernichtung in 3. Ordnung

Terme in 3. Ordnung in der Wechselwirkung gibt es nicht; dies kann man leicht
sehen, wenn man bedenkt, dafl zwei Photonen auslaufen, also auch nur 2 freie
Photonenfeldoperatoren benotigt werden, wiahrend ja ein Term 3. Ordnung in der
Wechselwirkung drei solcher Operatoren enthielte.

11.1.1 Massen-Korrekturterme

Zur Vorbereitung der kommenden Betrachtungen untersuchen wir hier die Aus-
wirkung eines zusitzlichen Massen-Korrekturterms —WUW¥dm in der Lagrangedich-
te, der (linear) zusammen mit dem Wechselwirkungsterm (quadratisch) in 3. Ord-
nung beitragen kann.

Damit lautet der fiir den betrachteten Prozefl der Paarvernichtung relevante
Teil von Hp:

Hine = —VWom + ej, A" 11.1
m

In diesem Fall kann die Storungstheorie 3. Ordnung einen Beitrag iiber einen
gemischten Term liefern. Das S-Matrizelement ist dann:

(2] / A4y d s A4y T Hone (1) Hane (2) Hane(3)] 7 )

103
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3
a.) b.) c.)

Abbildung 11.1: Beitragende Terme zur
Paarvernichtung in 3. Ordnung. Das Kreuz
am Vertex 3 beschreibt den Massenterm.

Beim Ausmultiplizieren des Produkts der Wechselwirkungsoperatoren treten auch
gemischte Terme der beiden Anteile in H,;,; auf. Dabei konnen nur solche Terme
zum betrachteten Prozefl mit 2 Photonen im Ausgangskanal beitragen, in denen
genau 2 A,-Operatoren auftreten.

Die schematische Gestalt solcher Terme ist

My =T [5(1)- A(1) §(2) - AQ2)F(3)¥(3)| 5m.

Bei der Auswertung dieses Terms mittels des WiCKschen Theorems konnen nur
Graphen des in Abbildung 11.1.1 gezeigten Typs etwas beitragen. Da der erste
und dritte Vertex dhnlich sind — beide enthalten Massenkorrekturen auf &ufleren
Fermionenlinien — soll hier nur (a) berechnet werden.

(a) Nach den Regeln fiir FEYNMAN-Graphen erhélt man fiir das kovariante Ma-
trixelement (a), das die Massenkorrektur in der dufleren Linie enthilt:

—iM) =By gie v*(1) i om(3)upselel.

{ o {
—ie Y (2)——
TR T
Dabei ist die Vorschrift, an allen Vertices, an denen ein Massenterm auftritt,
den Faktor (i dm) hineinzumultiplizieren. Die den duBeren Linien entspre-
chenden Spinoren werden also durch den Masseneinschub gedendert. Im
folgenden Abschnitt werden wir diesen Punkt weiter diskutieren.

(b) In diesem Fall tritt die Massenkorrektur auf der inneren Linie auf. Das
Matrixelement lautet daher:
_ng”?;) = Uyyie 7*(1)

i om(3) ie 7" (2)ups€, Er

i i
p—F2—m p—Fk—m
Die wvollstindige Ubergangsamplitude ist gegeben durch die kohirente Ad-
dition der Amplituden 2. und 3. Ordnung

My = MS«QZ) + ./\/l?;)
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Dies entspricht effektiv einer Ersetzung des Propagators der 2. Ordnung

Se(p — k2)

1
_ﬁ—h—m
durch

Sp(p — k‘g) = Sp(p — ]{72) + Sp(p — k‘2) wom SF(p — k’2)

in der 2. und 3. Ordnung und der Einfiihrung des Massenkorrekturterms
nach a) auf den &ufleren Linien.

Es ist klar zu sehen, dafl beim Mitnehmen noch héherer Ordnungen in den
om-Termen hier eine Reihe der Gestalt:

SF(p) = Sp(p> + Sp(p) om Sp(p) + Sp(p) om SF(p) om Sp(p) +...

entsteht. Dies kann formal summiert werden zu

SF(p) == Sp(p) + SF(p) @5m,§p(p)
Diese Relation ist formal losbar unter Benutzung von:

1 1 1 1 1 1.1
Y =———-Y—+... (geom. Reihe) .

x—I—Y:$ r x+Y r T

Dabei stellen wir alle Bedenken bzgl. der Groie von dm zuriick (in der Tat werden
wir spéter sehen, dafl dm sehr grol werden kann. Man erhélt mit 2 = p —m und
Y =dm

- l l l

SF(p) = ﬁ_m'—f—ﬁ_miémﬁ_m—ﬁ—...
~ P (m—om)
= ! (6m =m —my) (11.2)

p—mg

wobei mg die (fiktive) nackte Masse ist: Damit 148t sich von dem Massenkor-
rekturterm eine Massenverschiebung im Propagator so erzeugen, dafl in diesem
die nackte Masse auftritt. Dieses Ergebnis werden wir im folgenden Abschnitt
ausnutzen.
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11.2 Paarvernichtung in 4. Ordnung

Der néchste nicht verschwindende Term ist derjenige 4. Ordnung, so dafl nun gilt:
Spi =S5 + 5% + 55
mit
—)4
S(ZZL) — —( 4') /d4(1}1d4$2d4l‘3d4$4T [Hint(l'l)Hint($2)Hint(-TS)Hint(Iél)] .

Beim Ausmultiplizieren treten wieder aus den Anteilen von H,,; gemischte Terme
auf. Wird wieder nur der Prozefl mit 2 auslaufenden Photonenlinien betrachtet,
so konnen nur Anteile des zeitgeordneten Produktes beitragen, die entweder 2
oder 4 Feldoperatoren und damit den Massenkorrekturterm entweder in 2. oder
in 0. Ordnung enthalten.

Da der Term proportional zu (dm)? bereits im vorigen Kapitel implizit sum-
miert wurde, wird nun nur der Term ~ (6m)°, d.h. ~ A%, betrachtet. Das zeitge-
ordnete Operatorprodukt dafiir lautet:

T [Hint (1) Hint (2) Hint(3) Hine (4)] = €* T [1(1)42(2)7,1(3) (4)] (11.3)
x T [A%(1)AN2)A*(3)A"(4)] , (11.4)

wenn jetzt vorerst nur die Terme ~ j, A* in H,,; betrachtet werden.
Fiir das zeitgeordnete Produkt der Strahlungsfelder gilt:

T(AdDAN2)AuB)A (1) = ADARAUB)AM): + & A1) Ar(2)A,(3) A, (4):

1) R
+1 ADARABAM): + : AdDARAB) @)+ A1) A (2)Au(3) A, (4):

®3) (4) (

)
+: A AR ABAM: + ADARAB)AM: + A1) AN2)A4(3) A, (4):

(6) (M) ®)

£ ARG AM: + 5 DA A4(3)4,(4):

) (10)

Hier beschreiben die Terme mit 2 Kontraktionen (8-10) Streuprozesse ohne Aus-
sendung von Photonen und (1) einen Prozefl unter Emission von 4 Photonen.
Also tragen nur die Terme (2-7) zu 2-Photonenprozessen bei. Exemplarisch soll
im folgenden nur der Term (7) behandelt werden.

Ganz analog lassen sich nun auch die Fermionenoperatoren betrachten. Hier
erhélt man:

T (172 (2)5u(3)dp (4] = 20 (1) P (1) (2)72 P (2)W(3)7, P (3)W(4) 7, P (4): + ...
(1)
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£ RPN TE)TE)

|

(T (@): .

(2) internal photon

ORI TRNYRPE I TP (@): +.

(3) vertex

£ ()PP T3 Y PAnTE): + ..

(4) external line

(LY (WY )YV (3)7.Y (3) Y (4)7 Y (4):

(5) fermion loop

wobei nur die Terme mit 3 Kontraktionen, d.h. mit 2 freien Feldoperatoren, die
ja zur Vernichtung von Elektron und Positron benfl6tigt werden, aufgeschrieben
wurden.

Der Term (1) kann nichts beitragen fiir den betrachteten Prozefl, da ja das
Matrixelement links einen Null-Fermionenzustand besitzt, so dafl das Normal-
produkt immer Erzeuger nach links auf das Vakuum wirken liefe. Das gleiche
Argument gilt, wenn in einem Term mehr als zwei unkontrahierte Fermionen-
operatoren auftreten, denn der Anfangszustand enthélt nur zwei Fermionen. Ks
bleiben daher z. B. die Beitrige (2)-(5), die hier exemplarisch behandelt werden
sollen.

Aus den beitragenden Termen von T[A,(1) ... A,(4)] und T[j.(1)...7,(4)] sind
nun alle moglichen Kombinationen zu bilden. Diese werden im folgenden durch
Ausdriicke der Gestalt (A),, x (F),, bezeichnet, wobei A fiir die Operatoren des
elektromagnetischen Feldes steht und F' fiir die Fermionenoperatoren; m und n
numerieren die Terme in den vorangegangenen Ausdriicken.

11.2.1 Unverbundene Graphen
(A)7 x (F)s

Als erstes wird nun der Beitrag (A); x (F')s betrachtet. In graphischer Dar-
stellung wird er durch die FEYNMAN-Graphen in Abbildung 11.2 beschrieben. Es
handelt sich hierbei um einen sogenannten unverbundenen Graphen, der einen ty-
pischen Fluktuationseffekt beschreibt, bei dem ein Elektron unter Emission eines
Photons aus dem DIRAC-See springt und nach Absorption des Photons wieder
in den See zuriickfallt. Da solche Fluktuationsphdnomene immer stattfinden und
physikalisch beobachtbare Prozesse nur diejenigen relativ zu Vakuumsvorgingen
sind, mufl der Beitrag aller unverbundenen Graphen herausdividiert werden. Die-
se liefern ja ersichtlich lediglich einen multiplikativen Faktor zu dem linken Pro-
zeB3.



108 KAPITEL 11. RENORMIERUNG

4

Abbildung 11.2: Unverbundene Graphen

L -

Abbildung 11.3: Selbstenergie-Term

11.2.2 Selbstenergie
(A)7 X (F)2

Dieses spezielle Produkt beschreibt den in Figur 11.3 dargestellten Graphen
(nur direkter Term). Nach den FEYNMAN-Regeln erhélt man hierfiir:

l

(@) .
—i My = tygie Y ——m—
fi P Y ﬁ _ kZ —m
. 1 / 4 ) —1Gu, .
xiey'—— [ d iey*
B L
i P 1.2
X 1€ Y Ups €,,€).
ﬁ_ }éZ —m Y Up A
Mit der Abkiirzung
. (ie)? 4 —l )
—i1X(p) = /d —Y—AA* =0 11.5
t <p) (27T)4 qu VMﬁ_g_m’Y (Oé) ( )

wird dies:

, . i , i ,
—1 MS:? = Uprgrt€ Yy m(—l Z(p — k/’g))mle "}/)\Ups 6,{26?\
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o—o—)o—o—kcmo

Y i W< S

Y i G Wi S

= 0

Abbildung 11.4: Summation der Selbstenergie-Graphen

Es ist evident, dafl ein ganz dhnlicher Graph auch in allen héheren Ordnungen
auftritt; er entspricht jeweils dem Term, der sich bei Kontraktion aller A-Felder
bis auf zwei ergibt. Damit wiirde die innere Fermionenlinie im oberen Graphen
lauten: Die letzten beiden Graphen in Fig. 11.4 sind sogenannte “uneigentliche”
FEYNMAN-Graphen; sie konnen durch Zerschneiden einer Fermionenlinie zuriick-
gefithrt werden auf eine Abfolge von Graphen des 2. Typs.

Die Folge dieser Graphen kann summiert werden. Man erhélt:

Sr(p) = Sp(p) + Sk(p)(—iX(p))Sr(p)

pF EA el i
+ ﬁ(—m(p)) e Ol
T p-m—30)

Auch hier stellt sich die Frage nach der Konvergenz dieser Entwicklung,
denn Y(p) ist normalerweise sehr grol, wie wir noch sehen werden. Fiigen wir
jedoch jetzt noch den Massenkorrekturterm aus (11.1) zur Wechselwirkungs-
Lagrangedichte hinzu, so sehen wir, dafl in gleicher Ordnung in a auch Terme
der in Figure 11.5 dargestellten Graphen zu Sp beitragen, so dal man schlieBlich
fiir den effektiven Fermionen-Propagator in der Paarerzeugung (s. fette innere
Fermionenlinie in Fig. 11.6) erhélt:
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+
>

Abbildung 11.5: Iteration der Masseneinschiibe

Abbildung 11.6: Direkter Graph fiir die Paar-Zerstrahlung mit effektiver innerer
Fermionenlinie.
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Sr(p) = ﬁ—m—;(p)+]é—m<i5m)m+"'

7
p—m—X(p)+dm’
wie man durch “Riickentwickeln” leicht sieht. Wie wir unten sehen werden, wird

om, und damit my, so festgelegt, daBl —>+ dm klein wird, so dafl die Entwicklung
a posteriori gerechtfertig ist.

Eigenschaften der Selbstenergie. Fiir die weitere Diskussion wird nun die
Struktur von X(p) betrachtet. Dazu wird X(p) taylorentwickelt um den Punkt,
der durch p = v,p"* = m gegeben ist, d. h. um den “on-shell”-Punkt:

%(p) = A+ (=p+m)B + (—p +m)* T (p).
Hier sind A und B Konstanten:

A=%(p=m); B=—— : (11.6)

Y ¢(p) beschreibt die restliche p-Abhéngigkeit von X; dieser letzte Term enthilt
alle hoheren Terme der Taylorentwicklung nach dem linearen. Mit der Setzung:

Sr(p) = (—p+m)*s(p)
folgt
0¥R B
W p/:m = 0.

Y (p) enthélt dann alle htheren Ableitungen von Xg(p).
Durch einfaches Abzéihlen der Potenzen von ¢ in

Yr(p=m)=0 und

() = [’ ——E
3 - Sy
p <27T)4 qQZIYMﬁ—ﬁ—m’Y
kann man direkt erkennen, daf3
A=%(p=m)

divergiert.
Das Gleiche gilt auch fiir den 2. Term in der Taylorentwicklung B:

Durch die Differentiation kommt zwar eine weitere Potenz in den Nenner, dies
reicht zur Konvergenz aber noch nicht aus; der Term divergiert logarithmisch. Die
hoheren Terme, mit noch hoheren Ableitungen, sind dann allerdings konvergent;
d. h. auch X¢(p) ist konvergent.
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Renormierung

Regularisierung. Die divergenten Integrale werden nun ad hoc regularisiert,
z. B. durch Einfiihren eines sogenannten “cut-offs” A, der durch eine Abénderung
des freien Photonenpropagators eingefiihrt wird:

_¢ _. A2 _¢
o | i N it
q ¢ ¢*+A q

fir A— o0. (11.7)

Damit werden alle Ergebnisse von A abhingig; man erhilt z.B. X(p) — X(p, A).
Alle diese Groflen lassen sich analytisch berechnen. Man erhélt

2 2
A= a3—m In <A—> und B = ozi In <A—>

47 m2

. . 2
mit der Feinstrukturkonstanten o = Z—W ~ %7

Damit hat der Propagator die Gestalt

~ l

Se(pA) = ﬁ—m—E(p,A)—l—&n.

p—m— AN+ BA)(p—m) — Sp(p.A) + om (11.8)

Renormierung. Man erkennt leicht, dal der Pol' dieses Propagators nicht
mehr am physikalischen “on-shell”-Punkt p = m liegt. Um diese fiir ein physika-
lisches Teilchen essentielle Eigenschaft zu restaurieren, wird nun der in Abschnitt
11.1 eingefiihrte Massen-Counterterm verwendet: durch die Wahl

sm(A) = A(A)

kann der divergente konstante Anteil der Selbstenergie genau ausgeglichen wer-
den.

Mit dieser Wahl von dm wird auch erreicht, dafl die in Abschnitt 11.1 gefunde-
nen Masseneinschiibe auf den &ufleren Beinen des Feynman Graphen genau durch
die entsprechenden Selbstenergieterme aufgehoben werden. Fiir die dufleren Bei-
ne sind ja alle Teilchen on-shell, so daf8 dort exakt gilt X(p, A) = A(A). Damit
beseitigt die Wahl A = dm alle Effekte der Selbstenergie auf den d&ufleren Beinen.

Durch diese Setzung wird zwar erreicht, dafi der Pol bei p = m liegt, aber das
Residuum hat noch nicht den richtigen Wert fiir ein freies Teilchen, ndmlich i, da
das Residuum durch den zu B proportionalen Term gedndert wird. Der Term in
¥(p), der proportional zu B ist, kann nun ebenfalls ausgeglichen werden durch
Addition eines weiteren Gegenterms der Gestalt:

“B(A)T(p—m)¥

'Es sei daran erinnert, daf8 die Pole (Singularitiiten) des Propagators direkt dem Spektrum
des Hamiltonoperators entsprechen.
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zur Wechselwirkungs-LAGRANGE-Dichte. Nach Addition dieses Gegenterms lau-
tet der Propagator der Theorie nun
- i ?
S p,A = =
F ) TS )+ om() ~ BNG—m)  F—m — Sall)
Dieser Propagator enthélt nur endliche Terme, so dafl man jetzt den Grenziiber-
gang A — oo durchfithren kann.

Jedoch ist der Pol nicht bei p = m — wie es fiir ein freies Teilchen der Fall sein
sollte —, sondern bei

p=m+r(p),

wobei Y als konvergente Grofle von A unabhiéingig ist. Dies entspricht einer
Abénderung des Elektronenpropagators fiir Impulse sehr weit entfernt vom “on-
shell” Punkt p = m, denn X = (—p +m)? S;(p).

Die renormierte Fermionen-LAGRANGE-Dichte einschlieflich Massen Counter-
Term lautet:

Lr = U(p—m)V +m(A)I¥ — BA)T(H— m)¥
= Zo(A)U(p— m)V + Sm(A) b

(11.9)

mit der iiblichen Abkiirzung:
Z2 =1-B.

Da auf den &dufleren Beinen des Graphen die Teilchen “on-shell” sind, werden
durch die Einfiithrung des ‘counter terms’ die Masseneinschiibe auf den dufleren
Linien genau ausgeglichen.

Die nackte Masse mg ist gegeben durch

mo =m — dm(A) + O(a?).
Da dm = O(a) und Zy = 1 — O(a), gilt auch dm = Zydm + O(a?). Damit, und
nach Einfithrung des ‘nackten’ Feldoperators

\Ijo(A) - ZQ(A)\I/,
folgt fiir die nackte Lagrangedichte £y bis zu Termen O(«)

Lp = o(A)(p — mo(A)Wo(A).

Diese Darstellung von L ist konsistent mit dem gefundenen Propagator (11.9).
Dieser kann wie folgt umgeschrieben werden:
i 1

F—m-Sx  F-m—(S—A—(—p+mB)
(F-m)(1-B)-T+A
(p—(m—0m))(1 — B) =S+ B om’
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Abbildung 11.7: Vakuum-Polarisationsgraph

Weil dm, 3 und B alles Terme der Ordnung O(«) sind, kann weiter geschrieben
werden:

1 1
1~ Bjp—my—3

1 1
Zy(A) p —mo — X(p, A)

~

Diese Gleichung zeigt, dafl der renormierte Propagator gleich ist dem nackten, d.h.
demjenigen mit der nackten Masse und der (unendlichen) Selbstenergie dividiert
durch 2.

Dieses Ergebnis war nach der obigen Gestalt der Fermionen-LAGRANGE-
Dichte zu erwarten, denn der Propagator ist ja nichts anderes als die FOURIER-
Transformierte des zeitgeordneten Produktes zweier Fermionenfelder, und es gilt:

(W] = - T

11.2.3 Vakuumpolarisation

In diesem Kapitel soll der Term

()PP 2)T(3)7.YB) (A0 T(): - A1) 41 (2)44(3)A"(4):,

d. h. der Term (A)5 X (F)s5, behandelt werden. Dieser entspricht dem in Figure 11.7
dargestellten Graphen: Das M-Matrixelement hierzu lautet nach den {iblichen
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Regeln:

—i MIE = Gygie 7“]6 ie 7y _k2 (11.10)

1.2

: /d4q tr <ie'y’“‘ ! rey” ! )ups €€
(27) f—m  fd—f—m

Die Spurbildung erfolgt hier iiber die Dirac Indizes. Das Minuszeichen vor dem
Integral kommt von einer Feynman-Regel, die sich durch explizites Ausintegrieren
der Ubergangsamplitude verifizieren 14t. Die Regel lautet

e Bei geschlossenen Fermionen-Schleifen ist iiber den Impuls in der Schleife zu
integrieren, dann die Spur iiber die Dirac Indizes zu bilden und schlie3lich
mit dem Faktor (-1) zu multiplizieren.

Abgekiirzt wird nun:

?

P T (k) = (26—;)4/d4qtr <7M¢j—im7ug—k—m) , (11.11)

so dafl

7 —z’gm

—i My = Uygie i P T () s €l (11.12)
2

v

Die Groe II,, wird als Polarisationstensor bezeichnet. Der Name kommt da-
her, dal das Photon ko nicht direkt den wahren Elektronenstrom am Vertex 2
“sieht”, sondern stattdessen einen durch den Elektron-Positron-Ring korrigierten.
7Zu beachten ist hier, dafi [1*” wegen der Spurbildung keine auf die DIRAC-Spinor-
Freiheitsgrade wirkende (4 x 4)-Matrix mehr ist, sondern ein Tensor beziglich
Lorentztransformationen.

Wenn der Term 2. Ordnung mit hinzugenommen wird ist also der elektroma-
gnetische Vertex effektiv ersetzt durch

e T ) = o+ ) (1113
2 2

Der 2. Term in (11.13) kann in die Wechselwirkung integriert werden. Eine Rech-
nung in niedrigster Ordnung mit

Hint = a(z) (g™ + 11 (2)) A, (z)

wiirde formal zu dem gleichen kovarianten Matrixelement wie oben fithren; dabei
ist II* die Fourier-Transformierte von IT"(k)/k?. An dieser Form ist klar zu
sehen, daB j,II* einen durch Vakuumpolarisation induzierten Strom darstellt.
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Struktur des Polarisationstensors. Die allgemeine Struktur von II,, kann
aus Symmetrieiiberlegungen (Lorentzkovarianz) erschlossen werden. Als Baustei-
ne fiir den Tensor stehen im Vakuum nur der metrische Tensor und der Vierer-
vektor k, zur Verfiigung. Daher muf3 11, die folgende Gestalt haben:

I, (k) = g k*TIY(K?) + k ke, 1K) — D g,

Die Gréfle D hier ist eine Konstante; wiire D selbst von k? abhiingig, so kénnte
es nach Potenzen von k? entwickelt werden, was lediglich IV #indern wiirde.

Der gleiche Polarisationseinschub wie oben betrachtet wiirde auch in einer inne-
ren Photonenlinie auftreten. Dort wiirde er den Propagator des Photons effektiv
dandern, und zwar so, dafl der metrische Tensor ersetzt wird durch

s A
—ig, .
G 7 G + q;‘ (i M (q)) - (11.14)

Der Propagator ist dann gegeben durch

—iGw |~/ . —1
Dy (q) q;‘ o (—ig, Tx(9)) Z
q—>0 _igl“’ 2
— @ 11.15
S+ 0(a?) (11.15)

Diese Form des Propagators zeigt, dafl das Photon fiir D # 0 massiv (m = \/ﬁ)
wird. Dies stellt ein grofles Problem dar, denn damit wiirde die Eichinvarianz der
Theorie verletzt.

Im folgenden wird nun gezeigt, dafl die Forderung nach Stromerhaltung auto-
matisch zu D = 0 fiihrt. Es ist anfangs gezeigt worden, daf§ Eichinvarianz der
QED und Stromerhaltung eng miteinander zusammenhéngen. Stromerhaltung
bedeutet:

o _ 1 47, -u —ikz __ 1 4 . ” —ikz 1
8,5"() _8uw/d kit (k)e—the = (%)4/61 k (—i)k, gt (k)e~e £ 0.

Da dies an jedem Raumgzeitpunkt gelten muf, gilt auch:
kg #(k) = 0.

Dies muf} auch fiir den induzierten Vakuumpolarisationsstrom gelten. Also hat
man als Forderung

kM1, (k) = 0. (11.16)

Durch Einsetzen der allgemeinen Gestalt von 11, wird diese Forderung fiir alle
k:

KTL, (k) = Ky, [=D + KO (8) + K1(E)] £ 0
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und daher

D
S 1 (8]
H_k2 .

Daher gilt:
My = gu (=D + K1) + kb, 1T

D
= gk (— 5+ TV kT

= = gk’ 1? + Kk, 11
= (kuky — guk*) 1

Dieses 11, erfiillt in der Tat die Forderung (11.16). Stromerhaltung fiihrt also
dazu, dafl der konstante Term ~ D im Polarisationstensor verschwindet.
Gleichung (11.15) zeigt, daBl die Beriicksichtigung der Vakuumpolarisation for-
mal durch eine Abdnderung des metrischen Tensors im Photonen-Propagator auf-
gefangen werden kann. Mit dieser Anderung kann nun der in (11.14) auftretende
effektive Propagator umgeschrieben werden:
—q H

Dy (k) = ﬁ{gxﬁ_;? [i Hw<k)]}

—ign | 1. —1
k;\ + ﬁ (Z H)\V(k» ﬁ + ...

wenn iteriert wird:

ANINININININT ——— NIAI I NI NI Y + ~ oY O ~ I~ + ~y o~y O ~ory O ~ I~ + e .

Damit erhilt man summiert?

_ —1Q\y —1 ) _
Day(k) = =35 + =5 (1 11”) D,
Nun wird die oben gefundene Gestalt des Polarisationstensors eingesetzt:
_Z.g)\u _Zg/\ . —
= 73 + 3 p {z(k“kﬂ _ gﬂpk2)H(k;2)] D,
Y = k\k? =
= - (k%) Dy, + 3 (k) D,

Daraus folgt durch Multiplikation mit ik?
ik? (1 +T1(k*)) Day = gaw + i kak?TI(E) D
Diese Gleichung wird geldst durch Iteration (mit IT = O(«)):

i1 ks ,
Dy, =———— —1II . 11.1
Av k2 1 + H(k2) (g)\lj +1 ) + O(a ) ( 7)

k2

2Hier wird wieder stillschweigend angenommen, dafl TT ~ « klein ist, obwohl IT eigentlich
divergent ist. Dies wird spéter, nach der Renormierung, gerechtfertigt.
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Renormierung

Regularisierung. Dall,, divergiert, ist wieder eine Regularisierung durch Ein-
fiihrung eines cut-offs A nétig. Dabei muf sichergestellt werden, dafl die Eigen-
schaft D = 0, die ja die Stromerhaltung und damit die Eichinvarianz der Theorie
widerspiegelt, erhalten bleibt, mit anderen Worten: daf3 die Regularisierungsvor-
schrift selbst eichinvariant ist. Das wird hier erreicht, indem statt II,,, die Grofie

HIW(kv A) = H/W(k) - Huu(ka A)

betrachtet wird, wobei II,,(k, A) den gleichen Ausdruck wie oben beschreibt,
lediglich die Fermionenmasse ist durch die sehr grofle Masse A ersetzt worden.
Gleichung (11.12) zeigt, daB fir A — oo der Polarisationstensor den physikali-
schen Wert (1. Term in der letzten Gleichung) annimmt. Man beachte, da8 diese
Art der Regularisierung (“Pauli-Villars”) die Struktur der Theorie, und damit
insbesondere auch die Eichinvarianz erhélt.

Das entsprechende Integral kann analytisch berechnet werden. Man erhélt fiir
k* < 4m? (s. detaillierte Rechnung in Itzykson-Zuber)

(k2 A) = 33111 (A—2) + TR (K?)

T m?
wobei I1%(k?) nicht von A abhingt und endlich ist. Man hat

e fiir kleine k

TR (k?) = —1% <%>2 +0 ((%)4) fiir k2 — 0 .

e fiir grofle k

37 m2

~ _ 1.2
MR(k?) = — > In ( h ) fiir —k? — oo (11.18)

I1(k?) ist also beide Male fiir A — oo logarithmisch divergent. Der divergente
Anteil wird allgemein abgekiirzt als

D <A—2) =1 Zy(A),

3T m2

Eine Renormierung durch Einfithrung eines Gegenterms wie bei der Selbstenergie
muf} also darauf abzielen, die divergente GroBe 1 — Z3(A) zu entfernen, d.h. II
durch I — 1 4+ Z5 zu ersetzen. Das Problem, einen geeigneten Counterterm zu
finden, verschieben wir an das Ende dieses Abschnitts.
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Renormierung. Jetzt wird der divergierende Anteil von II entfernt. Dies ent-
spricht der Ersetzung:
Damit hat man fiir den renormierten Propagator (11.17) bis zu Termen der O(«):

. —i 1 kxk, 1~

Dy, = L+ (k2 A) + Z5(A) — 1] .

T RTIR2,A) + Zs(A) {” - G2 A) + Zo(A) ]}
Setzt man dies nun in Gleichung (11.11) am Anfang dieses Abschnitts (Seite 115)
ein, so sieht man, dal wegen €-k = 0 der Term ~ kyk, nichts beitragt. Also bleibt:
— 10 1  —lgw 1
k2 TI(R2,A) + Z5(A)  k* 1+TR(E?)

Die k-Abhéngigkeit des Propagators ist damit abgedndert. Da nach Konstruktion
1% der endliche und konvergente Teil von II ist, ist dieser Propagator in jedem

Falle endlich und der Grenziibergang A — oo kann nun durchgefiihrt werden.
Das kovariante Matrixelement (11.12) lautet nun:

D, = (11.19)

ie g 1,2
P—fo—m T4 IR(R) P
Wegen T17(0) = 0 erfahren #uBlere Photonenlinien keine Renormierung, da sie
nur reelle Photonen enthalten. Damit tragt das Diagramm am Anfang dieses
Abschnitts fiir den hier betrachteten Prozefi der Elektron-Positron Zerstrahlung
in 2 Photonen nach Renormierung nichts bei.

Fiir Prozesse mit virtuellen, inneren Photonenlinien jedoch wird die gedinderte
k-Abhéangigkeit des Propagators beobachtbar. Im Beispiel der Coulomb-Streuung
an einem dufleren Potential fiihrt die zusatzliche k-Abhéngigkeit des Propagators
in 11%(k?) 7zu einer Modifikation des Cour.oMBschen Gesetzes.

—i M7, = t'ie o" (11.20)

Kleine k2. Wir betrachten jetzt den Propagator fiir kleine k2, d.h. fiir nahezu
reelle Photonen. Da IT%(k?) — 0 for k2 — 0 besteht die Anderung des Ubergangs-
elementes gegeniiber dem in 2. Ordnung nur im Auftreten eines multiplikativen
Faktors

f:%,van(k?)—H&k—erO(k‘l)
1 + IR (k?) 157 m?
Der Term ~ k* hebt die k-Abhingigkeit des Faktors 1/k? im Propagators auf,
so dafl ein k-unabhéngiger Term im effektiven Propagator des Photons, unter
Einschlufl der Vakuumpolarisation, iibrigbleibt.

Dies bedeutet z.B., daff das Coulomb’sche Gesetz durch diesen Term um eine
Konstante im Impulsraum, d.h. eine ¢ Funktion im Ortsraum, geéndert wird. Da
diese 6 Funktion nur in s-Zustdnden wirken kann, verschiebt sie die Energien aller
s-Zustéande. Diese Verschiebung trigt zur sogenannten Lamb-Shift im Spektrum
des Wasserstoff-Atoms bei.
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Grofie k?. Nun wird der renormierte Propagator fiir grofie raumartige k% be-
trachtet. Es gilt

FTR (1.2 ~ a  —k? 2
LI 1 = o In—o 4 0(a?). (11.21)
Damit ist die effektive, k-abhéngige Ladung fiir grofie raumartige k
1
en(k) = e - ¢ (11.22)

V14 TE(k2) — 2=k

Da 117 endlich ist, und nicht von A abhiingt, ist e, (k) ebenfalls endlich und wohl-
definiert. Dieser Ausdruck zeigt eine sogenannte “laufende Kopplungskonstante”:
Die effektiv wirkende Ladung e, nimmt zu mit wachsendem Impuls des Photons.
Im Ortsraum betrachtet, bedeutet dies, dafl e zu kleineren Absténden hin immer
grofler wird. Dies kennzeichnet die Abschirmwirkung der Vakuumpolarisation,
ganz analog zur Abschwichung eines elektrischen Feldes in einem Dielektrikum.

Counterterm. Die Struktur des benotigen Counterterms in der Lagrange-
Dichte kann man finden, indem man den (vor der Renormierung) divergenten
Anteil zum Matrixelement (11.12) explizit aufschreibt. Man erhélt dafiir:

—i MY o % (T (g, A)) tuys €262
2
A O ik — k3 (1 — Za(A)]) s el
2
= S0 (L= Zo(A)) g cre)
2

weil k,e” = 0 (Transversalitit)

= = (1= Zy(N) () Mif .

Damit hat der divergente Anteil genau die Gestalt der Ubergangsamplitude in
2. Ordnung Stérungsrechnung (s. (9.13)), multipliziert mit —(1 — Z3). Da beide
Terme proportional zu e? sind, kénnen sie durch die Setzung

e* = Zzel

zusammengefafit werden. Dabei ist ey die nackte, unrenormierte, nackte Ladung,
die in der nackten Fermionen-Lagrangedichte auftritt und e die physikalische,
mefbare Ladung.

Um den zugehorigen Gegenterm in der LAGRANGE-Dichte zu finden, geniigt
es zu beachten, dafl der obige divergente Term einer effektiven Ladung Zse? ent-
spricht und daB der freie Photonenpropagator gerade durch den Term —1/4 F,,, F'*
in der Lagrangedichte erzeugt wird. Damit ist klar, dafl ein Gegenterm der Form

1
Ec:—i-(l—Zg)ZF#VFMV (ijwe)
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Abbildung 11.8: Vertexkorrektur

das Gewiinschte leistet. Damit lautet die renormierte LAGRANGE-Dichte des frei-
en elektromagnetischen Feldes nun

1 1
Lom =L + L. = —1(1 — (1 = Z3))Fp ™ = —ZZP,(A)FWFW.

Mit der Definition eines nackten Feldes A° durch
Zs(A) A, = A°
folgt:

1 v
Lem = _ZFEI/<A>F0M <A)

fiir die nackte, freie Lagrangedichte des Photonenfeldes.

11.2.4 Vertexkorrektur
Es bleibt nun noch, den Term (A)7 x (F)3 zu berechnen. Er hat die Gestalt:

=‘1’(1)%‘1|f(1)‘i!f(2)w{(2)j[7 (3)7u‘1’(3)‘|f’(4)7u‘|11(4)= x 2 AR(1)AN2) A4 (3) 47 (4):

Graphisch sieht dieser Term wie in Fig. 11.8 dargestellt aus.
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Der entsprechende Beitrag zum kovarianten Matrixelement lautet:

—1 M;lcllj = @pzsxie ’}/N

]5—162—7?1

1 / 4 . Q3 LA 4 . —1Gu
X d*qiey” ey e y!
(2m)* p—f2—g—m ~ p—g-—m ¢
1,2
X Ups €,,€x.

Mit der Abkiirzung

e

(2r)* / T g —g—m) ==

m

M p,p') = —

lautet das Matrixelement:
. B )
—1 M?-l; = —€2Uplsl’yﬁmr/\<p — kQ,p)Ups Eiﬁi.

Dieser Term ist zu dem Term 2. Ordnung zu addieren. Effektiv wird dadurch
der Vertex gedndert

Y= A =+ T (p — ko, p).

Wieder zeigt einfaches ‘Power-Counting’, daf I'* logarithmisch divergiert.
Ublicherweise wird der Vertexkorrekturfaktor Z; definiert durch:

1 1
I, p) =1 <71 - 1) + ZFﬁ(p’,p) , (11.23)

so dafl der vollstandige Vertex lautet

1

AP p) = 7 ( + T, p)) -

Diese Aufteilung wird eindeutig, wenn man fordert:
Ups U (D, p)ups =0 fiir p=m, d.h. on-shell.
Durch diese Normierung ist ['® endlich, withrend alle Divergenzen in 1/Z; stecken

(21 =1+ 0O(a)).

Counter-Term. Ein Gegenterm der Form:
SL = —e(Zy(A) = 1)Uy, VA* = —e(Z1(A) — 1)5,A*

wird diesen divergenten Term (nach Regularisierung durch Einfiihrung eines cut-
offs) offensichtlich aufheben. Zusammengenommen mit der urspriinglichen Kopp-
lung lautet der Kopplungsterm dann effektiv:

Lint = —€ Z1(A)¥ry, VA",
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Dieses wird in die nackten Zustandsfunktionen ¥y und Felder Ag(A) umgeschrie-
ben mittels des Zusammenhangs:

AD(N) =/ Z3(M)Ay;  Uo(A) =/ Zo(A)W.

Damit erhélt man fiir den Kopplungsterm

1 B
L = —€ Zl(A)—\IJO’y“\IJOAO.
Zy(N)y/ Z3(A) g

Diese Gleichung kann so interpretiert werden, daf§ die nackte Ladung gegeben ist

durch:
Z1 (A
ey = e—1< ) .
Z5(N)y/ Z3(A)
Die Koeffizienten Z; und Z, héngen von der Masse des beteiligten Teilchens ab.
Damit wiirden sich unterschiedliche physikalische Ladungen ergeben, selbst wenn
die nackten Ladungen gleich sind.
Zusammengefafit lautet damit nun die vollsténdige renormierte nackte LAGRANGE-

Dichte der QED
- 1 _
L = ZyV(p—m+dm)¥ — ZZg F,F*" —e Zy Uy, UA"

= 1110(75 — mo)qfo — ingFéw + €g ]BASL
Diese Lagrangedichte ist nichts weiter als die urspriingliche Lagrangedichte plus
alle Gegenterme. Sie fiihrt zu endlichen Amplituden fiir alle Prozesse.

Oben sind die bendtigten Gegenterme jeweils nur bis zur 1. Ordnung in a be-
rechnet worden; wir haben dabei gesehen, dafl in der Tat 4 Konstanten Z;, Zs, Z3
und dm gefunden werden konnen, die dieses leisten. Die gleichen 4 Konstan-
ten konnen nun fiir die QED in jeder storungstheoretischen Ordnung gefunden
werden. Die Gegenterme haben dabei stets die Gestalt von schon vorhandenen
Termen in £ und erlauben deshalb eine einfache physikalische Interpretation. Alle
Unendlichkeiten der Theorie kénnen also durch die Einfiithrung von endlich vielen
Gegentermen (hier 3) beseitigt werden: die QED ist renormierbar.

Ward Identitéit

Man kann nun interessanterweise die Renormierungskonstanten Z; und Z, mit-
einander in Verbindung setzen. Dazu differenzieren wir die Selbstenergie (11.5)
nach dem Impuls

o) 0 <(;)24 / d4q;_2i%]$—%m7#> (11.24)

e? )

- ()

Opa _3—pA
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Abbildung 11.9: Vertexkorrektur fiir elastische Streuung am &dufleren Potential

Der im Integranden in der 2. Zeile rechts auftretende Ausdruck 148t sich nun
umschreiben. Durch Differentiation der Relation

Sr(p)Sr(p)~" = 1.
erhalt man

0Sr 6’5; 88 Vo
—_— S + S
Opx P opy — opa

o= m) + Se - —m) =0

und daraus durch Multiplikation mit Sz' von rechts

i () = o =)
opr \p—m)  Opr \yup* —m

1,1
= - v
YuP¥ —m - yupt —m
B 1,1
T pem e
Damit wird die Ableitung der Selbstenergie (11.24)
1)y
(p) = —T*p.p) WARD-Identitdt .
Opx

Damit ist die Vertexkorrektur I' fiir den Fall, da3 der Impuls vor und hinter
dem elektromagnetischen Vertex gleich ist, d.h. fiir elastische Streuung an einem
duBeren Potential, beschrieben durch einen Graphen der in Fig. 11.9 dargestellten
Gestalt auf die Selbstenergiekorrektur, genauer auf den Term B dort (s. (11.6)
auf S. 111), zuriickgefiihrt.

Man kann nun die allgemeine Vertexkorrekturfunktion bei der ein- und aus-
laufender Impuls verschieden sind, zuriickfithren auf den gerade behandelten Fall
der elastischen Streuung, indem man schreibt:

)3

~3 A( p) + AP, p) — Ta(p. p).

Fx\(plap)
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Die hier auftretende Differenz T'y(p/,p) — T'a(p, p) ist endlich, wie man an der
Definition von I' sofort sicht. Wie friiher diskutiert, gilt:

S(p) = A+ (—p+m)B+ X" (p)

mit

Also folgt:
)y YR
0 op B 0

opr  Op opr

Daher 148t sich T'y(p’, p) schreiben als:

ap oYk
T\(p,p) = —=B+T,(p,p)—-T i
(P, p) oDt (P, p) = La(p, p) o
oxh
= nB+T\p,p)-T - =
B + TP, p) = TA(p, p) o
Wegen
1 2
B=1—LZy=——1+0(a?)
Zo
folgt:
1 oxkt
TA(p, :<——1> T\(p,p) — Ta(p, p) — —.
(P, p) Z Y +Ta@',p) = Talp, p) o

Vergleich mit dem obigen Ausdruck (11.23) fiir I'y zeigt unmittelbar:
Zy(A) = Z1(A)

und

! Ry Rt 2 / oxk
70 p) =T p) + 0(a®) = Ta(p'.p) = Ta(p.p) = 55

Zy
Wegen Zy; = Z; hingen also Selbstenergie und Vertexkorrektur zusammen. Intui-
tiv 148t sich dieser Zusammenhang verstehen, wenn man bedenkt, dafl bei einer
Ankopplung des Photonenfeldes der Impuls iiber die minimale Substitution er-
setzt wird. Dadurch tritt zusammen mit dem Impuls das Photonenfeld auf und
dieser Term erzeugt ja gerade den Wechselwirkungsterm. Andererseits erscheint
das Feld dann auch im Propagator, der ja den inversen Operator der Fermionen-
Bewegungsgleichung darstellt.
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Damit ist nun die nackte Ladung gegeben durch:
e
\/—Z_g’
so dafl nur der Anteil des Vakuumpolarisationsgraphen iibrigbleibt, und man

erhalt schliefSlich

€y =

eg A’ = e A.

Der Kopplungsterm eines Teilchens an das elektromagnetische Feld ist also vollig
unabhéngig von der Art des Teilchens, solange es nur die gleiche Ladung hat.
Sehr verschiedene Teilchen — wie z. B. das Proton und das Elektron — erfah-
ren die gleiche Renormierung der Kopplungskonstanten unabhéngig von ihrer
unterschiedlichen Masse. Gleiche nackte Ladungen bleiben also auch nach der
Renormierung gleich.

SchlieBBlich soll hier noch erwéhnt werden, daf es noch einen Term 4. Ordnung in
der Paarzerstrahlung gibt, der bisher nicht behandelt worden ist. In diesem Term
streuen einlaufendes Elektron und Positron, bevor sie die Photonen emittieren.
Da dann in dem Graph 3 Fermionenpropagatoren und 1 Photonenpropagator
auftreten, ist dieser Graph konvergent. Er enthélt also keinerlei Unendlichkeiten,
tragt aber natiirlich zur Paarvernichtung in dieser Ordnung bei.



Anhang A

Phasen der DIRAC-Spinoren

Der Antiteilchen-Spinor

__ar E
V_ps = N( EptmX ) mit N = ptm
X 28,

16st die Bewegungsgleichung
(@ P+ Bm)v_ps = —Epv_ps (A.1)

und die Helizitdtsgleichung
5 Ev,ps =25 V_ps - (A.2)
1Pl

Nach Multiplikation der komplex konjugierten Gleichung (A.1) von links mit >,
S o+ fmt,, = —E,S0,
und Verwendung von

Y2ary? = —@ und Y2ynZ =1

(folgt durch direktes Nachrechnen unter Benutzung der Kommutatoren fiir a‘a?)
folgt

(=@ p+ pm)S% = —E,X%0" . (A.3)

Gleichung (A.2) wird &hnlich behandelt:

2k ﬁ * _ 2 %
YN vt =28 NTT
Mit
Y25 y2 — Y und Y22 =1

127
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folgt

S
_y. 2

|71
Durch Vergleich von (A.4) mit (A.2) und (A.3) mit (A.1) folgt, daB

NPk, =25 X0, . (A.4)

2 %
YT~ Ups.

Beide Zustinde miissen also bis auf eine Phase gleich sein. Wegen 3232 = 1 gilt
auch

Sy ~ vE
und, da Y? rein imaginir ist,

S22~ V_ps.
Die Phase wird mit n(—p, s) abgekiirzt, so daf gilt

Sy = 0(=p,s)vpsi [l =1. (A5)

Ganz analog lassen sich die iibrigen Phasenrelationen herleiten:

Ups = =iy u; Ups = —i7°V], (A.6)
YolUps = U—p—s; YoUps = —VU—p—s (A7>
E2u;s = 0" (p, $)U_ps; 221);8 =n(—p, $)v_ps (A.8)

mit der Phasenrelation

n(p,s) = —n(-p;s) , (A.9)

die z.B. aus zweifacher Anwendung der Relation (A.5) folgt. In (A.6) ist eine
Phase willkiirlich gleich 1 gesetzt worden.
Hieraus lassen sich die Spinoren explizit konstruieren. Man erhélt z. B. fiir

P z=—Achse (p'= (0,0,p))
Pyl
p"‘% - N( P03<,02+l )

_ P
=

U

mit

Wahlt man nun

1
g0+% - 0 )
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so folgt
1
0
P
0

Den Spinor zu negativem Impuls erhélt man aus (A.7):

1
_ _ Pty _ 0
s T N( ~Pyp,1 ) N -p
0

Die iibrigen Spinoren kénnen mittels (A.8) gewonnen werden:

Z2U* = 02 02 (10+% = OQZQJF%
rt; 0 o ng+% Po ©i1

Die Multiplikation der Spinmatrix mit dem Zweierspinor liefert

ea=(1 3 ) (o) =(7)=(1)-

Also gilt:
0
2 % 2 . 1 % 1
Zup+%:2up+%:zN 0 :n(p,+§)u_p+%
P
und daraus folgend
0
. 1 1
u—p-i—% = 277(]3, +§)N 0
P

weil |n] =1 und daher (n*)~' = 7. Nach (A.7) ist dann

0
. 1 1
up—% = ’YOU’—p—i-% = ”7(]3, +§)N 0

—-P
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Zusammengefafit erhélt man fiir die v Spinoren

1 0
0 . 1
Uppl = N . Up 1 = in(p, +5)N 0
0 —P
0 1
. 1 1 0
iy = N Ly = ]
P 0

Man wendet nun (A.6) an, um konsistente v-Spinoren zu erzeugen. Mit

s o (1 0 0 o) 0 o2
T 0 1) e 0 )T\ =0 0

erhalt man

. (0 o Y3
Upry = TV Ul T Z( -0 0 >N< P03992+% )
0
Po?c? Pio!
— N i I IR e s I g I
—0TP4 1 7P 0

unter Verwendung von

“(0)=(7),
Die entsprechende Relation fiir s = —% erhdlt man mittels (A.7):
0
Vop-l = =70Vl = -N 103
1

(A.8) angewandt liefert die noch fehlenden zwei v-Spinoren:

0

2
2 4 o 0 P
EUP?L%:<O 02>N 0

—1
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—-P —-P
. 0 . 0
= N 1 =N 1
0 0
1
= 77<_p,+§)’U,p+l :
(A.7) angewandt liefert den Spinor zu s = —3:
P
- 0
Up-g = ZY0Vpyy = (=P, 1
Zusammengefafit lauten also die v-Spinoren:
0 P
P - 0
,Up+% - N 7 /Up—% = /”7 <_p7 +%)N
0 1
-1 0
-P 0
- 0 P
Vopyr = 1 (—p, —1—%)]\7 ) : Vp1 = -N 0
0 1

Da die Definitionsgleichungen fiir die Spinoren v und v homogen sind, bleibt
die Phase grundsétzlich unbestimmt und kann daher frei gewihlt werden. Wir
wéhlen sie hier zu

np,s)=—i  n(-=p,s) = +i (A.10)

Damit sind die Spinoren, die alle Phasenregeln erfiillen, gegeben durch

Uiptl =

o oo =

u*l’+§

b o = O
S
.
I
i
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0 P
P 0
Vipry = N 0 Vip-y = N 1
—1 0
—-P 0
0 —P
U_p_i_% = N 1 U—p—% = N O
0 -1
mit
E
P = P und N = p M
E,+m 2F,

fiir ein Teilchen, das sich mit Impuls p in z-Richtung bewegt.



