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Einleitung

A great deal of my work is just
playing with equations.

Paul Dirac (1963)

Quantenfeldtheorie, so sagt man, resultiere aus einer Vereinigung quanten-
mechanischer und relativistischer Prinzipien. Daneben wird auch die Mei-
nung vertreten, sie sei letztlich nichts anderes als die Theorie der zweiten
Quantisierung. Oft wird behauptet, die Quantenfeldtheorie sei eine Erweite-
rung der Quantenmechanik auf unendlich viele Freiheitsgrade. Fiir viele ist
sie eine geeignete Sprache zur Beschreibung von Elementarteilchen und den
in diesem Bereich stattfindenden Prozessen. Die heutige Gestalt der Quan-
tenfeldtheorie wird allen diesen Charakterisierungen tatséichlich gerecht, und
dennoch entzieht sich — viele Jahrzehnte nach ihrer Entstehung — eine der
umfangreichsten und komplexesten Theorien, die je Physiker erdacht haben,
der prizisen Definition und dem raschen Zugriff des Historikers. Warum?
Nun, weil sie nie eine endgiiltige Form erreichte, es gleichermaflen Erfolge
wie Riickschlige gab, und sie eher so etwas war wie ein Ndhrboden und
immer noch ist, auf dem neue Ideen gedeihen, die die Physik in diesem Jahr-
hundert vorantreiben. Viele Ideen von gestern gelten heute nichts mehr, und
die von morgen lassen sich nicht erahnen: Die Quantenfeldtheorie ist einem
stdndigen Wandel unterworfen.

1927 gilt als das Geburtsjahr dieser Theorie. In diesem Jahr publizierte
P. Dirac zwei Arbeiten, in denen er das Fundament zur Quantenelektrody-
namik legte!. Dirac studierte darin das Strahlungsfeld und seine Kopplung
an ein Atom. Indem er das Strahlungsfeld nicht mehr klassisch (im Sin-
ne von Maxwell) sondern als ein Operatorfeld (Quantisierung der Fourier-
Koeffizienten im Sinne von Bose-Vertauschungsrelationen) auffafite, gelang
ihm eine Uberwindung der semiklassischen Strahlungstheorie, eine Beschrei-
bung der quantenhaften Emission und Absorption von Photonen bei Strah-
lungsiibergiingen. Er konnte so die Lichtquantenhypothese von A. Einstein

1P.A.M.Dirac, Proc.Roy.Soc.A 114, 243 (1927), A 114, 710 (1927). Eine eingehende
Analyse dieser beiden Arbeiten findet man in: R.Jost: Foundations of Quantum Field Theo-
ry, in Aspects of Quantum Theory A.Salam, E.P.Wigner (Eds.), Cambridge Univ.Press.

1972 (Dirac zum 70sten Geburtstag gewidmet).



aus dem Jahre 1905 auf ein mathematisches Fundament stellen, fand das
Teilchenverhalten der elektromagnetischen Strahlung zusammen mit der kor-
rekten Statistik der Photonen in seinem Formalismus wieder und erkannte
die Gesetze der Kopplung von Strahlung an Materie. Er konnte so zwei Din-
ge miteinander verschmelzen: (1) Die Quantenmechanik der Atome im Sinne
von Bohr, Heisenberg und Schrodinger, (2) die Quantentheorie der Strahlung
im Sinne von Planck, Einstein und Debye. Dirac unterschied bereits deutlich
zwischen dem reellen Vektorfeld A, (x) der klassischen Theorie, das hier als
ein Erwartungswert des Operatorfeldes auftrat, und der komplexen Wellen-
funktion a,(z) eines einzelnen Photons als eines Ubergangsmatrixelementes
des Operatorfeldes (zwischen dem Vakuum und einem Einteilchenzustand).
Er erweiterte somit das Korrespondenzprinzip, das nun nicht nur die klas-
sische Mechanik mit mit der Quantenmechanik, sondern auch die Maxwell-
sche Theorie mit dem der Quantenelektrodynamik verbindet: eine einfache
Erweiterung, wenn man so will, von endlich vielen zu unendlich vielen Frei-
heitsgraden. Es wurde deutlich, da} dabei nur Systeme mit fluktuierender
Photonenzahl, nicht aber Zustidnde einzelner Photonen eine klassische Ent-
sprechung fanden.

Ebenfalls im Jahre 1927 berichtete M. Born auf der Solvay Konferenz, daf3
P. Jordan der Frage nachging, wie man Feldern eine andere Statistik unter
Beriicksichtigung des Paulischen AusschlieBungsprinzips (heute als Fermi-
Dirac-Statistik bekannt) unterlegen kénnte. Ein Jahr spéter wurde die voll-
standige Antwort — zweite Quantisierung unter Benutzung von Antivertau-
schungsrelationen — in einer Arbeit von Jordan und Wigner gegeben. Dirac
griindete seine Feldtheorie von Elektronen sowie seine Lichertheorie (Exi-
stenz von Positronen) auf diese Uberlegungen. Es fehlte in diesem Stadium
nur noch eine umfassende Theorie der Wechselwirkung von den (derzeit be-
kannten) Elementarteilchen miteinander. Diese lief§ nicht sehr lange auf sich
warten: 1929 unternahmen Heisenberg und Pauli einen neuen Anlauf zur kon-
sistenten Formulierung einer relativistischen Quantenelektrodynamik, indem
sie eine Anleihe — das war nun das entscheidend Neue an dem Verfahren
— bei den Methoden der klassischen Mechanik machten. Sie fiihrten die
Lagrange-Funktion auch fiir Felder ein, sprachen von kanonisch konjugierten
Variablen und benutzen eine Quantisierungsvorschrift, die wir heute kano-
nisch nennen. Die Feldgleichungen folgten nun aus einem Wirkungsprinzip.
Dieser Zugang zur Feldtheorie hat sich seither durchgesetzt und gilt auch
heute noch als ein gesichertes Verfahren zur Konstruktion konkreter Feld-
theorien. Kurzum, innerhalb von zwei Jahren waren die Fundamente der
Quantenfeldtheorie gelegt.

Riickschauend diirfen wir heute behaupten, dafl die ersten spektakulidren
Erfolge der Quantenelektrodynamik trotz der im Anfangsstadium noch diirf-
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tigen rechnerischen Methoden darauf beruhten, dafy die Feinstrukturkonstan-
te einen recht kleinen Wert, ndmlich

o =1/137,036. ..

besitzt, dafl dieser wichtige Parameter insbesondere dimensionslos ist, weil
nur so eine gedachte Reihenentwicklung nach a bereits nach dem ersten nicht-
trivialen Glied abgebrochen werden darf, unabhéngig von dem Wert anderer
dimensionsbehafteter Parameter wie Masse und Energie. Es blieb und ist
auch heute noch ein Geheimnis, welche Griinde die Natur hatte fiir die Wahl
der Grofle von a.

Welche Einsichten in die Struktur des Mikrokosmos gewann man aus der
neuen Theorie? Wenn ein Atom aus einem angeregten Zustand in das Grund-
niveau unter Aussendung eines Photons zuriickkehrt, so war nun klar, daf} das
Photon in einem Elementarprozef, einem schopferischen Akt also, geboren
wird und nicht irgendwie ‘vorher schon da war’. Umgekehrt kann durch Ab-
sorption eines Photons (Aufgabe seiner Identitét als Teilchen) ein Atom aus
seinem Grundzustand in ein hoher gelegenes Niveau gelangen. Beide Prozes-
se konnen aus dem gleichen Wechselwirkungsansatz heraus beschrieben und
ihre Rate storungstheoretisch berechnet werden. Erhaltung der Energie hat
Vorrang vor der Erhaltung der Teilchenzahl. Auch die spontane Erzeugung
von Elektronen beim Betazerfall eines Kern und die Paarerzeugung konn-
ten nun als Beispiele von Elementarprozessen aufgefafit werden, bei denen
massive Teilchen geboren werden. Eine wesentliche Aufgabe fiir die nach-
folgende Generation von Physikern bestand darin, Wirkungsquerschnitte fiir
eine Vielzahl von beobachteten Reaktionen bei Elementarteilchen zu bestim-
men. Hierzu waren Ansétze mit geeigneten Kopplungskonstanten notwendig.
Man unterschied starke, elektromagnetische und schwache Wechselwirkun-
gen. Man konnte mit Recht dies das phdnomenologische Stadium der Feld-
theorie nennen.

Die Jahre zwischen 1930 und 1960 waren auch dem formalen Ausbau der
Feldtheorie, insbesondere der S-Matrix-Theorie, und der Entwicklung von
Rechentechniken im Rahmen der Stérungstheorie gewidmet (R. Feynman,
J. Schwinger, F. Dyson). Dabei auftretende Divergenzen mufiten durch ein
Renomierungsverfahren beseitigt werden. Der Zusammenhang von Spin und
Statistik wurde entdeckt, das CPT-Theorem fand seine erste Formulierung
und die Darstellungstheorie der kanonischen (Anti-)Vertauschungsrelationen
wurde entwickelt. Invarianzprinzipien traten immer stérker in den Vorder-
grund. Trotz massiven Einsatzes der Gruppentheorie war man dennoch nicht
in der Lage, die Grofle der Massen neu entdeckter Teilchen vorherzusagen.
Die Hoffnungen in dieser Richtung wurden spéter neu belebt einerseits durch
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die korrekte Vorhersage der Existenz des {2~-Teilchens und seiner Masse als
Folge einer geniherten SU(3)-Symmetrie, andererseits durch das Quarkmo-
dell der Hadronen.

Die letzten Jahrzehnte sind geprédgt durch die Konzentration aller Be-
miihungen auf die sog. Eichtheorien und durch Versuche, das allgemeine
Grundkonzept aus den Griinderjahren 1927-29 zu erweitern. Es entstanden
so: Supersymmetrie, string theory, Quantengravitation, Feldtheorie in ge-
kriimmten Raumen, euklidische Feldtheorie, Gitterfeldtheorie, Anwendung
von Funktionalintegration. Bisher erfolgreich war die Formulierung einer um-
fassenden Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung durch Glashow, Sa-
lam und Weinberg und der Quantenchromodynamik als einer Theorie der
Krifte zwischen Gluonen und Quarks, nunmehr die Grundlage der starken
Wechselwirkung.

Der gesamten Vorlesung liegen Mafleinheiten zugrunde, so dafl A = ¢ =
1 gilt. Die Beziehung zwischen Elementarladung und Feinstrukturkonstan-
te lautet e? = 4mwa. Punkte z in der vierdimensionalen Raumzeit — soge-
nannte Ereignisse — haben nach Wahl eines Inertialsystems vier Koordina-
ten a#, wobei 2° = t die ‘Zeit’ ist. Vektoren des dreidimensionalen Raum-
es werden durch Buchstaben in Fettschrift (bold face) characterisiert, z.B.
x = (z',2%,2%). In #hnlicher Weise werden Impulse p (auch ‘Viererimpul-
se’ genannt) nach der Energie p° = E und den riumlichen Komponenten
p = (p', p?, p?) zerlegt. Weitere Details und eine Diskussion der Grundlagen
findet man in dem Skriptum der vorausgegangenen Vorlesung Relativistische
Quantenmechanik vom Sommersemester.
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1 Das Relativitiatsprinzip

1.1 Die Struktur der Lorentz-Gruppe

Die Anschauung von Raum und Zeit, welche der Quantenfeldtheorie zu-
grunde liegt, wird allgemein durch das mathematische Modell des flachen
Minkowski-Raumes M, beschrieben. Daraus geht ganz eindeutig hervor, dafl
nicht daran gedacht ist, Gravitationseffekte mit in die Betrachtung einzu-
beziehen, die sich in einer Kriimmung der Raum-Zeit bemerkbar machen
wiirden, obwohl die Feldtheorie in einem Hintergrundfeld moglich und fiir
die Kosmologie auch interessant ist.

Das Lorentz-invariante Skalarprodukt zweier Vierervektoren x und y in
M, mit den Komponenten x# bzw. y* ist durch

Yy = 2"Y" g (1)

festgelegt mit dem metrischen Tensor (g,,) = diag(1, —1, —1, —1). Eine Lorentz-
Transformation A : My — M, ist linear und erfiillt (Az)(Ay) = zy. Es ist
klar, daf} die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen eine Gruppe be-
schreibt. Man nennt sie die volle Lorentz-Gruppe und bezeichnet sie mit dem
Symbol L. Fiir jedes A € L gilt somit die Gleichung

ATgh =g (2)

(wir schreiben das Skalarprodukt als z7gy und fassen A und g als Matri-
zen auf). Indem man hier auf beiden Seiten die Determinante bildet und
det g = —1 beachtet, folgt det A2 = 1, also det A = =£1. Isolieren wir die
00-Komponente der Gleichung (2), so lautet sie

3

(A%)? =) (M) =1 (3)

=1

und deshalb gilt |A%| > 1. Daraus folgt, daf§ die Gruppe L aus vier (topo-
logischen) Komponenten besteht:

LL 0 detA=41 A%>1
L' . detA=-1 A%>1
LY 0 detA=+4+1 A%< -1
LY : detA=-1 A%< -1

Von den vier Komponenten ist nur Ll eine Gruppe: in ihr liegt das neutrale
Element. Diese Untergruppe von L triagt den Namen eigentliche orthochrone
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Lorentz-Gruppe. Die Raumspiegelung I, liegt in L, die Zeitspiegelung I, in
L* und die Inversion I = I,I, in LY.

Drehungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes FE3 konnen auf
einfache Weise zu Lorentz-Transformationen erklirt werden. In diesem Sin-
ne verstehen wir die SO(3) als eine Untergruppe von Ll. Sie ist zugleich
die Menge aller orthogonalen Matrizen A in L%, d.h. AT = A~'. Unter ei-
ner reinen Lorentz-Transformation (engl. boost) verstehen wir eine positive
Matrix A € Lfr: AT = A und A > 0. Diese Transformationen bilden keine
Gruppe. Thre Bedeutung liegt vielmehr darin, daf} ein beliebiges A € Li eine
Zerlegung der Art

A = RA, (4)

erlaubt, wobei R eine Drehung und A, eine reine Lorentz-Transformation ist.
Dies folgt aus einem allgemeinen Satz der Algebra, wonach eine reelle Matrix
stets als Produkt einer orthogonalen und einer positiven Matrix geschrieben
werden kann (Polarzerlegung). Die reinen Lorentz-Transformationen stehen
damit in 1:1-Korrespondenz zu den Rechtsnebenklassen L /SO(3) im Sinne
der Gruppentheorie.

Nun kann man jede positive Matrix A, € Ll durch eine unitire Trans-
formation diagonalisieren und wiirde so die Eigenwerte €7,1,1,e"7 mit v > 0
erhalten; mit der Einfiihrung unitdrer Matrizen verlassen wir jedoch den
reellen Zahlkorper. Sinnvoller ist Frage, ob wir auf andere Weise dem Expo-
nenten 7 einen Sinn geben konnen. Es zeigt sich, dal bei geeigneter Wahl
von R; € L1 N SO(4) die reine Lorentz-Transformation A, als ein Produkt
der folgenden Art geschrieben werden kann:

A, = Rl_lL(IY)Rlﬁ (fy > O)a (5)

wobei L(7y) eine spezielle Lorentz-Transformation darstellt:

coshy 0 0 sinhy
0 10 0
= o o1 4 (6)
sinhy 0 0 coshy

mit tanhy = v/c (v ist die Relativgeschwindigkeit zweier Inertialsysteme).
Setzen wir nun Ry = RR]"', so erhalten wir die Aussage, daf jede Lorentz-
Transformation A € Lfr durch Wahl geeigneter Drehungen letztlich auf eine
spezielle Lorentz-Transformation L(vy) zuriickgefiihrt werden kann:

A =RyL(v)R, (7)



Der Parameter  berechnet sich aus der Formel Spur (ATA) = 2(1+ cosh 27).
Die speziellen Lorentz-Transformationen bilden eine Halbgruppe?, d.h. es gilt
L(v)L(y") = L(y + 4'). Sie stehen fiir die zweiseitigen (oder Rechts-Links-)
Nebenklassen von L% nach der Untergruppe SO(3).

Die Komponente Ll der Lorentz-Gruppe ist auf enge Weise mit der spe-
ziellen linearen Gruppe SL(2,C) (auch unimodulare Gruppe genannt) des
zweidimensionalen komplexen Raumes verkniipft. Dies ist die Gruppe al-
ler komplexen 2x2-Matrizen mit Determinante 1. Die Beziehung zwischen
diesen beiden Gruppen ist nicht nur mathematisches Hilfsmittel des Physi-
kers, sondern ist unverzichtbar fiir ein Verstiandnis der Struktur relativisti-
scher Feldtheorien: Seit Dirac benutzen wir Spinoren zur Beschreibung von
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Spin-;-Teilchen und bendtigen deshalb den Spinorkalkiil. Die Abbildung von

SL(2,C) auf L wird in zwei Schritten erreicht:

1. Jedem Vektor x € M, ordnen wir eine hermitesche 2x2-Matrix  durch
folgende Vorschrift zu:

20+ 23 2t —ia?
£:<x1+ix2 20 _ 23 ) (8)
Man erkennt unschwer die Pauli-Matrizen in dieser Beschreibung wie-
der. Es ist typisch fiir den relativistischen Formalismus, daf} die drei
Pauli-Matrizen o; durch eine weitere Matrix, nidmlich die Einheitsma-
trix o ergénzt werden, so dafy formal ein Vierervektor o, daraus ent-
steht und man ebensogut z = z*0, schreiben kann. Welche Schreib-
weise man auch immer wahlt, wichtig ist nur dies: Die Korrespondenz
x < x ist 1:1 zwischen Vektoren und hermiteschen Matrizen, und die
Minkowski-Metrik besitzt in der Matrizensprache die folgende einfache
Charakterisierung:
ztx, =detz 9)

Manchmal ist es niitzlich sich daran zu erinnern, dafl dem Vektor
(1,0,0,0) (d.h. dem Richtungsvektor der Zeitachse) die Einheitsmatrix
entspricht.

2. Fiir jede komplexe 2x2-Matrix a ist axa® wieder eine hermitesche Ma-
trix®. Es existiert also ein ' € M, mit

7 = azxa* (10)

2Natiirlich ist es moglich, die Definition von L(7y) auf negative Werte fiir v auszudehnen,
um so eine Gruppe zu erhalten. Jedoch besitzt L(—y) = RL(y)R™! immer Lsungen in
R: Jede Drehung um den Winkel 7 leistet dies, wenn die Drehachse nur senkrecht zur
3-Achse gewé&hlt wird.

3Mit a* bezeichnen wir die adjungierte Matrix: (a*)x = Q.



Dariiberhinaus konnen wir det 2’ = det 2 dadurch erfiillen, dafl wir die
Matrix a der Bedingung det @ = 1 unterwerfen. Die durch a € SL(2,C)
vermittelte Abbildung My — My, x — 2’ ist linear und erhilt die
Lorentz-Metrik. Es existiert somit eine Lorentz-Transformation A, € L
mit ' = Ayz. In der SL(2,C) konnen alle Gruppenelemente durch
eine stetige Kurve mit der Einheit verbunden werden: Die Gruppe
ist also zusammenhdngend. Ferner ist ersichtlich, dafl die Abbildung
SL(2,C) — L,a — A, ein (stetiger) Homomorphismus zwischen
Gruppen darstellt. Daraus ergibt sich, dafl das Bild der SL(2,C) eine
zusammenhingende Untergruppe von L und damit von L1 ist. Man
iiberzeugt sich leicht, daf§ dieses Bild mit L1 iibereinstimmt. Zusam-
menfassend:

(Agz) = aza* a € SL(2,C), A, € L1 (11)

Nun besitzt A, = 1 die beiden Losungen a = £1. Es handelt sich hierbei um
die beiden Zentrumselemente der Gruppe SL(2,C) . Das Zentrum (selbst ei-
ne Gruppe), das wir mit Zs bezeichnen, ist damit der Kern des Homomorphis-
mus SL(2,C) — L% . Die Existenz eines nichttrivialen Kernes bewirkt, da$
wir keine 1:1-Korrespondenz zwischen den beiden Gruppen erreichen kénnen.
Vielmehr entsprechen a und -a der gleichen Lorentz-Transformation A. Die-
se ‘Eindeutigkeit bis auf ein Vorzeichen’ ist uns von der Quantenmechanik
des Spins her vertraut. Die tiefere Ursache lag dort in einer Eigentiimlich-
keit der Rotationsgruppe SO(3): Diese Gruppe, so stellte sich heraus, ist
nicht einfach zusammenhingend und fiihrt den Physiker dazu, die Uberla-
gerungsgruppe SU(2) in den Vordergrund zu stellen. Denn ohne die SU(2)
in die Diskussion einzubeziehen, kénnte der Spin eines Elektrons gar nicht
beschrieben werden. Der gleiche Grund zwingt uns, in einer relativistischen
Theorie die Gruppe SL(2,C) in den Vordergrund zustellen. Denn es ist so-
fort zu sehen, dal die SU(2) eine Untergruppe der SL(2,C) ist, deren Bild
unter dem oben betrachteten Homomorphismus gerade die Rotationsgruppe
SO(3) darstellt. Die Gruppe Ll ist nicht einfach zusammenh#ngend, weil die
darin enthaltene SO(3) diese Eigenschaft hat. Indem wir den Ubergang von
den Lorentz-Transformationen zur SL(2, C') vollzogen, haben wir im Grunde
nur die universelle Uberlagerungsgruppe von L1 konstruiert. Die vier hier
angesprochenen Symmetriegruppen stehen in einem engen Zusammenhang,
den man am besten durch ein kommutatives Diagramm wiedergibt:

1 — Zy, — SU(2) — SO@B) — 1
| J b

1 — 27, — SL(2,C) — LI — 1
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Alle Pfeile stehen fiir Homomorphismen. Die senkrechten Pfeile sind injektiv.
Die beiden Zeilen des Diagramms sind ezakt in dem Sinne, daf} das Bild eines
Pfeiles zugleich der Kern des nachfolgenden Pfeiles ist. Die Gruppe Z, hat —
wie oben bemerkt — nur zwei Elemente: +1.

Der Zerlegung (4) eines beliebigen Elementes der Gruppe L1 entspricht
die Polarzerlegung

a=uh, uweSUQ), h*="h, deth=1

eines beliebigen Elementes a € SL(2,C) in eine unitére und eine hermitesche
Matrix, so dafi der Rotation R die unitire Matrix u (genauer +u) und der
reinen Lorentz-Transformation A, die hermitesche Matrix h entspricht. Der
speziellen Lorentz-Transformation L(7y), wie in (6) beschrieben, entspricht

die Diagonalmatrix
er? 0
wie man durch eine leichte Rechnung bestétigt.

1.2 Spinordarstellungen der SL(2,C)

Bis 1900 reichte es aus, wenn ein Physiker mit Vektoren umzugehen wuflte.
Bis 1930 geniigte eine Kenntnis der Tensoralgebra, und selbst dies galt als
eine Kunst, die nur wenige beherrschten. Die Erfindung der Dirac-Gleichung
hat einen neuen Schrecken in die theoretische Physik gebracht: den Spinor-
kalkiil.

Die Dirac-Gleichung selbst gab den Anstofl zur Formulierung vieler weite-
rer Feldtheorien mit dhnlicher und zum Teil komplizierterer Struktur. Diese
Entwicklung machte es notwendig, den allgemeinen Gesichtspunkt seinem
Wesen nach zu begreifen:

Definition 1 Unter einem Feld ¢ (x) verstehen wir eine mehrkomponentige
Funktion mit einem definierten Transformationsverhalten gegeniiber Lorentz-
Transformationen:

Y'(2") = D(a)y(x), 7= Az, a€ SL(2,C)

Streng genommen handelt es sich dabei um die Wirkung der Gruppe SL(2,C) .
Sie tritt an die Stelle der Lorentz-Gruppe; D(a) beschreibt demgeméif eine
Matrixdarstellung der SL(2,C') und nicht der Ll . Dies heift, daf

D(a)D(d') = D(ad’)  und  D(1)=1



gilt. Nun ist es sicher wiinschenswert, die Felder nach den #rreduziblen Dar-
stellungen der SL(2,C) zu klassifizieren und hier das Dirac-Feld richtig ein-
zuordnen. Dies wollen wir nun tun, ohne auf den mathematischen Hinter-
grund allzu sehr einzugehen®.

Zunichst kann man folgendes feststellen: Die Gruppe SL(2,C') besitzt
genau zwei Fundamentaldarstellungen (dies sind Darstellungen aus denen
sich alle weiteren Matrixdarstellungen als direkte Produkte gewinnen lassen):

1. Die definierende Darstellung wird durch

1
D2°(a) = a

beschrieben (umsténdlich aber sinnvoll). Die Gruppe SL(2,C) wirkt somit
auf natiirliche Weise auf dem zweidimensionalen komplexen Vektorraum C?,
dessen Elemente wir nun Spinoren nennen wollen, um sie von den Vekto-
ren © € M, zu unterscheiden. Ein solcher Spinor u besitzt zwei (komplexe)
Komponenten und kann in der folgenden Weise dargestellt werden:

wie dies schon in der Quantenmechanik iiblich war. Die Transformation u’ =
au lautet ausfiihrlich geschrieben

ul, = a,ug, a€ SL(2,C) .

Wir vereinbaren, daf} vorzugsweise die griechischen Buchstaben o und g als
Spinorindizes benutzt werden.
2. Die konjugierte Darstellung wird durch

02/ \_ -
D™2(a)=a

beschrieben, wobei wir mit @ diejenige Matrix bezeichnen, deren Komponen-
ten durch (a),” = a?, also durch die konjugiert komplexen Matrixelemente
gegeben sind. Auch hier betrachten wir wiederum Spinoren v = (v4) mit dem
durch v" = av beschriebenen Transformationsverhalten. Explizit:

v = g v, a€ SL(2,C) .

Es ist wichtig, dafl in einer relativistischen Theorie dieser Typ von Spino-
ren deutlich unterschieden wird von dem vorherigen Typ. Wir vereinbaren

4Der Spinorkalkiil wurde zuerst von E.Cartan 1913 fiir die Gruppen SO(n) entwickelt.
Auf andere Weise haben dies 1935 R.Brauer und H.-Weyl getan. Fiir die Lorentz-Gruppe
wurde der Spinorkalkiil 1929 von van der Waerden eingefiihrt.



deshalb, dal nur gepunktete Indizes (vorzugsweise ¢ und ﬁ) zu ihrer Be-
schreibung herangezogen werden. Sobald wir den relativistischen Standpunkt
verlassen und von der Gruppe SL(2,C) nur den Anteil SU(2) (anstelle der
Lorentz-Gruppe also nur die Rotationsgruppe) betrachten, wird der Unter-
schied zwischen den beiden besprochenen Spinortypen aufgehoben®. Auf die-
se Weise wird versténdlich, warum in der Quantenmechanik des Elektronen-
spins nur ein Typ von Spinoren auftritt. Wir wollen nun allgemeine Spinoren
einfiihren.

Definition 2 Fin Spinor s vom Typ (j, k) ist ein Tensor mit komplezen
Komponenten sq,...ay; éa1--d0, (Js & =0, 1, 1,...) und dem dadurch implizierten
Transformationsverhalten. Wir setzen voraus, dafi der Tensor symmetrisch
unter Permutationen der 25 ungepunkteten Indizes und symmetrisch unter

Permutationen der 2k gepunkteten Indizes ist.

Es zeigt sich, daf} die auf den Raum aller Spinoren vom Typ (7, k) wirkende
Darstellung D’* von SL(2,C) irreduzibel ist. Die Dimension dieses Raumes
ist (25 + 1)(2k + 1). Sie wird auch Dimension der Darstellung D’* genannt.
Algebraisch gesehen, vollzieht sich die Konstruktion in zwei Stufen. Im ersten
Schritt konstruiert man zwei symmetrische Tensorprodukte®

: 1 1
D% = D2°v...vD2" (2 Faktoren)
k 0% 0:
D% = D% v...v D" (2k Faktoren),
und im zweiten Schritt deren gewthnliches Tensorprodukt 7.
D’* = D° @ D%,

Darstellungen D’*, die auch als Darstellungen von Ll aufgefafit werden kon-
nen, erfiillen die Bedingung, dafl das Zentrum der Gruppe SL(2,C) , beste-

®Der Grund hierfiir ist: Die konjugierte Darstellung der SU(2) ist unitér fquivalent
zur definierenden Darstellung der SU(2). Anders formuliert, die SU(2) besitzt nur eine
Fundamentaldarstellung.

6Die Symbole ®, V und A werden benutzt, um das gewthnliche, das symmetrische und
das antisymmmetrische Tensorprodukt zu bezeichnen. Die Konstruktion geht von linearen
Raumen aus und wird auf die darauf wirkenden Operatoren iibertragen. Sieche W. Greub,
Multilineare Algebra.

"Van der Waerden hat gezeigt, da8 man alle endlichdimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen der Gruppe SL(2,C) auf diese Weise erhilt. Er hat auch gezeigt, dafl jede
endlichdimensionale Darstellung als direkte Summe irreduzibler Darstellungen verstanden
werden kann (solche Darstellungen werden diskret reduzibel genannt). Die letzte Eigen-
schaft ist nicht selbstverstéindlich, weil es sich bei der SL(2,C) um eine nichtkompakte
Gruppe handelt.



hend aus den Matrizen 1 und —1, trivial dargestellt wird. Nun gilt offen-
sichtlich®
DH(=1) = (~1)5,

Somit sind alle Darstellungen D% mit 2j + 2k=gerade zugleich auch Dar-
stellungen® von Ll . Man bezeichnet sie auch als einwertige Darstellungen
der Lorentz-Gruppe. Alle anderen Darstellungen sind zweiwertige Darstellun-
gen (d.h. Spinordarstellungen im engeren Sinne). Wir wollen die wichtigsten
Spinoren einfiihren:

e Das zweidimensionale Levi-Civita-Symbol €,5 = ¢, das man mit der

Matrix
_ 0 1
=\l -1 0

identifizieren kann, ist ein invarianter Tensor. Grund: fiir jede 2x2-
Matrix a gilt an’an? €55 = (det a) €qor und deta = 1 fiira € SL(2,C) .
Mit Hilfe dieses Tensors konnen wir nun Indizes ‘heraufziehen’ bzw.
‘herunterziehen’:

u® = eaBuB ug = u€qp
und Invarianten bilden wie u®u,. Die gleichen Uberlegungen gelten
sinngemdf fiir €;5 = €% Der e-Tensor leistet also im Raum der Spino-

ren Ahnliches wie der metrische Tensor 9w im Minkowski-Raum.

e Die von uns im vorigen Abschnitt eingefiihrte Matrix x ist ein Spi-
nor vom Typ (%,%) mit den Komponenten z,4. Dies beruht auf der
Transformationsvorschrift (siehe (1.10):

The = 0a"86" 745. (12)

Damit ist jede physikalische Gréfle, die sich wie ein Vierervektor trans-
formiert (z.B. z*) vom Standpunkt der Darstellungstheorie ein Spinor
vom Typ (%, %) Aber nicht alle Spinoren s vom Typ (%,%) entspre-
chen einem reellen Vierervektor x € M,. Vielmehr gilt s = x + ay fiir
T,y € M4.

8 Anschaulich: Die Matrix a = —1 in SL(2,C) kann als eine Drehung um 27 (im Spi-
norraum) interpretiert werden. Dies bedeutet, dafl bei den zweiwertigen Darstellungen erst
eine Drehung um 47 einen Spinor wieder in sich transformiert.

9Man macht leicht klar, daf} es sich dabei in jedem Fall um Tensordarstellungen (im
urspriinglichen Sinn des Wortes) von Ll handelt, die man natiirlich schon friither, d.h.
bevor der Spinorkalkiil eingefiihrt war, beschrieben hat.



Offensichtlich gilt €2 = —1, also e ' = —¢, und durch eine einfache Rechnung
bestétigt man: Fiir jedes a € SL(2,C) gilt

eae ' = (a*) .

Mit anderen Worten, die Darstellung a ist dquivalent zur Darstellung (a*)~!.

Ist nun speziell a in SU(2) gelegen (a entspricht einer Rotation), so gilt
selbstverstéindlich (a*)~' = a und wir erkennen: Bei Einschréinkung der Dar-
stellung D’* auf die Untergruppe SU(2) wird diese fquivalent zur reduziblen
Darstellung D’ @ D¥ der SU(2) mit den Spinquantenzahlen j und k. Die
Zerlegung in irreduzible Bestandteile ist uns von der Theorie der Kopplung
von Drehimpulsen (E. Wigner) her bekannt:

j+k

DeD'= Y D’

s=|j—k|

Auf die Dimensionen der zugrundeliegenden Rdume bezogen, liest sich diese
Aussage als
j+k
2+ 1Rk+1)= ) s
s=|j—k|
Dadurch ist es nun moglich, den ‘Spininhalt’ eines relativistischen Feldes
unmittelbar anzugeben:

Definition 3 Transformiert sich ein Feld 1(z) unter Lorentz-Transforma-
tionen gemdf der irreduziblen Darstellung D% der SL(2,C) , so heifit es ein
irreduzibles Feld. Ihm werden die Spinquantenzahlen

s=\j—kl,lj—kl+1,....,5+k
zugeordnet.

Der Spininhalt gibt nur an, welche Teilchenarten mdglicherweise durch das
Feld beschrieben werden. Es ist denkbar, dafl gewisse Spinwerte, die im Prin-
zip moglich sind, gar nicht auftreten. Als einfaches Bespiel betrachten wir ein

Vektorfeld A, (z). Da es sich hierbei um einen Spinor vom Typ (3, 3) handelt,

transformiert ein Vektorfeld sich geméf§ der Darstellung D%% Sein Spininhalt
ist s = 0 und s = 1. Ohne Zusatzbedingungen beschreibt ein solches Feld also
zwei Arten von Teilchen. Obwohl das Feld im Sinne der Darstellungstheorie
algebraisch irreduzibel genannt werden muf, ist es auf nicht-algebraischem
Wege (durch Differentiation) moglich, den Spin-0-Anteil eines Vektorfeldes
zu isolieren, und zwar dadurch, dafl wir das folgende Skalarfeld erzeugen:

B(z) = 0" A, (z)
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(0, = 0/0x"). Ebenso gelingt es, den Spin-1-Anteil zu isolieren:
Fiu(@) = 0,Au(x) = 9,4, (@)

Ist ®(xz) = 0 oder F,,(z) = 0, so beschreibt das Vektorfeld keine Spin-0-
Teilchen bzw. keine Spin-1-Teilchen. Das erste ist der Fall, wenn

A,=0"L,, L, =—-L,,

gilt, das zweite, wenn A, = 9, R erfiillt ist™.

Wir betrachten ein zweites Beispiel, das fiir die allgemeine Relativitéts-
theorie von Interesse ist. Es sei 7),,(z) ein Tensorfeld. Werden keine ein-
schrankenden Bedingungen gestellt, so transformiert es sich geméfl der Dar-
stellung

N [—=
N | =
N [—=
N | =

D22 @ D22 .

Diese Darstellung ist reduzibel, und die Zerlegung in irreduzible Bestandteile
lautet:

— DIO @DUI @DUO D DH.

N | =
N [—=

11
D22 D
Beschrianken wir diese Aussage auf die Dimensionen der hier vorkommenden
Darstellungsrdume, so lautet sie: 4 x4 = 34+341+9. Viel konkreter bedeutet

die Aussage jedoch, dafl wir das Feld T"" zerlegen kénnen, und zwar zunéchst
in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil:

T =Gu + Fp.

Der symmetrische Anteil GG, kann stets in einen spurfreien Anteil und in die
Spur zerlegt werden:

1 1
G = (GW — Zg,wG:O + Zgu,,G:’y.
Die Spur G ergibt ein Skalarfeld; ihr entspricht die Darstellung D*. Der
symmetrische spurfreie Anteil hat 9 unabhingige Komponenten: Thm ent-
spricht die Darstellung D''. Dem antisymmetrischen Anteil F),, ist somit die
reduzible Darstellung D'°® D% zugeordnet. Wie kann man nun diesen Anteil
weiter zerlegen? Antwort:

A

Fw/:%(FuV+FuV)+%(FuV_FuV)

""Man erkennt unschwer in 8*A, = 0 die Lorentz-Bedingung der Elektrodynamik. Sie
sorgt dafiir, dafl Photonen mit s = 0 ausgeschlossen sind.

10



wobei FW den dualen Tensor bezeichnet, der mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols
konstruiert™ wird: FW = Li€uorF77. Durch unsere Konstruktion haben wir
F,,, in einen selbstdualen und einen antiselbstdualen Tensor zerlegt: Dies sind
nun gerade die Anteile, die den beiden Darstellungen D' und D' entspre-
chen. In der Elektrodynamik konstruiert man den Feldstédrketensor mit Hilfe

der Komponenten des elektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes B:

0 E, Ey Es
—E1 0 —Bg BQ
—EQ B3 0 —B1
—-FE; —-By, B 0

(Fuu) =

wobei wir ¢ = 1 vorausgesetzt haben. Damit folgt fiir den dualen Tensor:

0 B1 BQ B3
— . _Bl 0 E3 —E2
Fw)=i\ B, _B, 0o B
—-Bs E, —E 0

Abgesehen von dem Faktor 7 bedeutet dies eine Ersetzung E — B, B — —E.
Schliefilich finden wir nach Einfiihrung des komplexen Feldes Z = E + iB:

0 Zl ZQ Z3

ez 0 izy iz,
Fw+Fu) =1 _7 iz, o iz
7. iZy —iZi 0

Mit anderen Worten, der selbstduale Anteil von F),, ist linear von E+:B, der
antiselbstduale Anteil linear von E —¢B abhéngig. Fazit: Die komplexen Fel-
der E 4+ B sind mit den beiden 3-dimensionalen irreduziblen Darstellungen
D% D% der Lorentz-Gruppe verkniipft. Wie diese Felder sich unter Rota-
tionen R € SO(3) transformieren, ist offensichtlich. Bleibt zu priifen, wie sie
sich bei einer speziellen Lorentz-Transformation L(7) verhalten. Diese wird
durch die hermiteschen Matrizen

cosh(y) —isinh(y) 0
D'"(y) = [ isinh(y)  cosh(y) 0
0 0 1

"Man beachte den Faktor ¢ in der Definition. In der Elektrodynamik fiihrt man oft
F,W = %GWUTF” als den ‘dualen’ Tensor ein. Er verdient jedoch diese Bezeichnung nicht;
denn der ‘doppelduale’ Tensor wére dann —F),, und nicht F,,. Realitidtseigenschaften
von F},, bleiben bei unserer Weise der Zerlegung des Tensors unberiicksichtigt. Dies ist
sinnvoll; denn die Matrizen der Darstellungen D'° und D°' sind komplex (entsprechen
somit Operatoren eines dreidimensionalen komplexen Vektorraumes) und kénnen durch
keine Wahl der Basis in eine reelle Gestalt gebracht werden.
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und
cosh(y)  isinh(y) 0

D%(v) = D¥(y) = | —isinh(y) cosh(y) 0
0 0 1
beschrieben. Die komplexen Felder E + ‘B haben eine definierte Chiralitét:
Unter Raumspiegelung vertauschen sie ihre Rollen. In dem Abschnitt iiber
die Photonen kommen wir auf diese Tatsache zuriick.
Betrachten wir jetzt den symmetrischen Anteil GG, und nehmen wir GI; =
0 an: Der Spininhalt der Darstellung D'! ist immer noch s = 0, 1, 2. Der Spin-
0-Anteil tritt nicht auf, wenn wir

0" Gy = 0

fordern. Eine stéirkere Bedingung ist
MG =0

die sowohl s = 0 als auch s = 1 ausschliefit. In diesem Fall bleibt der Wert
s = 2, und dies ist der Spin der Gravitonen (hypothetische Teilchen der
Quantengravitation). Wir haben bei unserem Beispiel natiirlich die Metrik
G () eines gekriimmten Universums im Auge gehabt.

Die Rolle der Nebenbedingungen in Form von Differentialgleichungen zur Eli-
minierung ungewiinschter Spinfreiheitsgrade erscheint auf den ersten Blick sehr
mysterios, weil solche Bedingungen nicht algebraischer Natur sind und deshalb
vom Standpunkt der Darstellungen der SL(2,C) ganz und gar nicht interpretiert
werden konnen. Dennoch existiert auch hierfiir ein darstellungstheoretischer Hin-
tergrund. Teilchen werden korrekterweise durch unitéire (zwangsliufig unendlich-
dimensionale) Darstellungen der Poincaré-Gruppe (die um die Gruppe der Trans-
lationen erweiterte SL(2,C) ) beschrieben. Solche Darstellungen werden in den
uns interessierenden Fillen durch die Masse m und den Spin s charakterisiert.
Da ein Feld nicht nur ein Vektor eines Darstellungsraumes ist, sondern iiberdies
von z abhingt und einen Operator ist, kann es auch so komplexe Strukturen (wie
sie die Darstellungen der Poincaré-Gruppe nun mal sind) beschreiben. Den Zu-
sammenhang zwischen Feldern und Teilchen stiftet die zweite Quantisierung unter
Verwendung einer Fourier-Zerlegung und der damit verbundenen Einfiihrung von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die die Rolle der Fourier-Koeffizienten
iibernehmen. Es sind also die Fourier-Koeffizienten, denen man eine Spinquanten-
zahl s zuschreiben kann. Hat man diese volle Beschreibung des Feldes als Operator
zur Hand, so erweisen sich obigen Aussagen iiber den Spininhalt eines Feldes und
die Rolle der Nebenbedingungen als vollig korrekt. Sie haben den Vorzug, daf} sie
einfach sind und nicht bereits den gesamten Stoff einer Vorlesung iiber Feldtheorie
und Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe voraussetzen.
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1.3 Kovariante Feldgleichungen
1.3.1 Die Dirac-Gleichung

Wir haben erldutert, wie man jedem Vektor x € M, eine hermitesche Matrix
2 zuordnen kann und wie diese Matrix als ein Spinor vom Typ (%,%) aufzu-
fassen ist. Dieselbe Idee wird verwandt, um aus dem ‘Vektor’ 9, = (0p, V)
eine ‘Matrix’ zu konstruieren (deren Komponenten Operatoren sind):

Oy — 05 —01+10,

(Opa) = ( Oy —idy Do+ 0 ) =% —aV (13)

Durch den Vorgang des ‘Heraufziehens’ der Indizes und durch durch den
Ubergang zur transponierten Matrix gewinnt man den konjugierten Spinor:

- Oy + 05 0 — 10
aBy __ 0 3 1 2 _ =
(8 )— < 81+i82 60—83 )—60+0' \Y% (14)

Die Dirac-Theorie ist durch das folgende gekoppelte Gleichungssystem defi-
niert:

iagd Xd — mfg =0

0% g —mx® = 0 (15)
Sie benutzt also zwei Felder £ und y zur Beschreibung von Spin—%—Teilchen.
Jedes dieser Felder ist irreduzibel und besitzt zwei Komponenten. Aus der

Schreibweise ist ersichtlich, wie diese Felder sich unter Lorentz-Transforma-
tionen verhalten'?:

(@) = ag(x)
X'(@) = (a") x(@)
(2" = Agz, a € SL(2,C) ). Nun besteht der Diracsche Ansatz gerade darin,

daf man die beiden irreduziblen Spinoren zu einem Spinor (mit vier Kom-
ponenten) zusammenfafit:
§
o= %)
X

Ein solcher Spinor wird dann Dirac-Spinor genannt. Er ist, wie aus der Kon-
struktion ersichtlich, ein reduzibler Spinor. Dies bedeutet, dafl das Dirac-Feld

i 1
(x) sich gemiB der Darstellung D2° @ D°2 transformiert:

@) =s@ut, s@=(¢ ) (16

2Da der Index des Feldes y oben steht, transformiert es sich, wie aus dem letzten
Abschnitt hervorgeht, geméf der Darstellung (a*)~! und nicht gemi8 a.
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(' = Ayz, a € SL(2,C) ). Durch Einfiihrung der -Matrizen'?

) (0

(i =1,2,3) nimmt die Feldgleichung schliefllich die vertraute Gestalt an:

(iv"0, —m)Y(x) = 0 (18)
YRy 4 A = 2gH (19)

Um die Ausreduktion des Dirac-Spinors (die Zerlegung von ¢ in £ und y)
vornehmen zu konnen, wird die ys-Matrix bendtigt:

w= (0 %) taeea=(0 ) ta-w=(7 )

Die Matrizen (1= 75) stellen Projektoren dar, deren Anwendung auf einen
Dirac-Spinor nun die gewiinschte Zerlegung leistet:

Yr = (M+y5) = ( g ) (R = rechts) (20)

0

Y = %(]1—75)¢Z<X

) (L = links) (21)
Wir nennen die entstehenden Spinoren rechtshdndig bzw. linkshindig'*. Der
Grund fiir diese Bezeichnung ist aus der Diskussion der Weyl-Gleichung er-
sichtlich (siehe dazu den néchsten Abschnitt).

Warum benétigt die Dirac-Gleichung vier Feldkomponenten, wo man er-
warten wiirde, dafl zwei ausreichen, um Spin—%—Teilchen zu beschreiben? Oft
wird die Frage mit dem Hinweis auf die Existenz der Antiteilchen beantwor-
tet. Dies ist ein Irrglaube. Um die wahre Antwort zu finden, miissen wir die
Raumspiegelung mit in die Betrachtung einbeziehen. Wir erweitern Ll um
das Element I, (d.h. um die Transformation I, : (z°,7) — (2° —Z)) und ge-
langen so zur orthochronen Lorentz-Gruppe L'. Diese Erweiterung ist nicht-
trivial in folgendem Sinn: Obwohl I, mit allen Rotationen vertauscht, gilt

3Dies sind selbstverstindlich 4x4-Matrizen, die wir nur der besseren Ubersicht wegen
in jeweils vier Blocke aufgeteilt haben. Jeder Block ist eine 2x2-Matrix. Solche Matrizen
wollen wir in Zukunft Blockmatrizen nennen.

1Die Aufspaltung 1) = g + ¢, ist, wie die Konstruktion zeigt, unabhingig vom Be-
zugssystem. Diese Aussage gilt z.B. fiir das Elektronfeld. Dies darf nicht dazu verleiten,
anzunehmen, es gibe zwei Arten von Elektronen: rechts- und linkshindige. Zwar kann die
Helizitét eines Elektrons definiert werden. Jedoch ist der Erwartungswert dieser Mef3grofe,
wie iberhaupt die Spinrichtung eines Teilchens allgemein, abhdngig vom Bezugssystem.
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dies nicht mehr fiir ein allgemeines Element der Gruppe Lfr . Fiir spezielle
Lorentz-Transformationen (siehe (1.6)) gilt ndmlich I, L(y) = L(—7)I,. Des-
halb hat die erweiterte Gruppe L nicht die Gestalt eines direkten Produktes:
LT # Ll ® Zy. Dies duflert sich darin, daf} die endlichdimensionalen Darstel-
lungen von Ll zu Darstellungen von L' nur durch eine Verdoppelung des Dar-
stellungsraumes erweitert werden kénnen. Am Beispiel der Dirac-Gleichung
wird dies sofort deutlich. Eine Raumspiegelung vertauscht die Rolle der in
ihr auftretenden Differentialoperatoren:

Grund hierfiir ist, dafl V in —V iibergeht. Damit vertauschen auch & und x
ihre Rollen:

(@) = x(z)
X'(a) = &) o' =lLa

Die Transformation des Dirac-Feldes unter einer Raumspiegelung hat also
die folgende Gestalt!®:

P'(2") = S(I)Y(x), S(I,) = < (])1 2)1 ) , ¥ =1Ix. (22)
Durch diese Vorschrift wird die reduzible Spinordarstellung der Lfr zu einer

irreduziblen Darstellung der grofieren Gruppe L' erweitert. Fazit:

Die Dirac-Theorie benutzt zur Beschreibung von Spm—%—Tez’lchen
eine vierdimensionale irreduzible Spinordarstellung der Gruppe

L.
1.4 Die Weyl-Gleichung

In dem System von Differentialgleichungen (15) tritt eine Entkopplung fiir
m = 0 ein, und wir gelangen so zu den beiden Weil-Gleichungen:
0é(r) = —G-VE(z) (23)
Oox(z) = 7 Vx(z) (24)

15Daf die Darstellungsmatrix S(I,) mit 7° iibereinstimmt, hat keine tiefere Bedeu-
tung und liegt in der von uns getroffenen Wahl der y-Matrizen begriindet. Der Einfach-
heit halber haben wir hier die Paritéit 7 des Dirac-Feldes gleich 1 gesetzt. Allgemein gilt

P (') = mS(1) ().
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Diese Gleichungen beschreiben recht- bzw. linkshéindige Neutrinos. Die Rechts-
Links-Asymmetrie jeder dieser Gleichungen versteht man sofort, wenn man
ebene Wellen betrachtet:

ipT

X(@) =xoe™",  p=(") = (Ip].p).

Der Spinor x, beschreibt die Spinorientierung. Aus der Weyl-Gleichung und
ii = pi/ 1l folgt
3 1Xo = —Xo-

Mit anderen Worten: y, ist dadurch eingeschrinkt, dafl Spin und Impuls
antiparallel stehen (die Helizitit des so beschriebenen Neutrinos ist —%, und
dies entspricht der Beobachtung). Rechtshidndige Neutrinos wiirden durch die
Weyl-Gleichung fiir £ beschrieben: Dies sind die Antiteilchen der linkshandi-
gen Neutrinos. Fiir die schwache Wechselwirkung, in der diese Teilchen auf-
treten, ist die Raumspiegelung keine Symmetrieoperation. Aus diesem Grun-
de spielt die Transformation & — x, x +— &, die die Helizitdt der Neutrinos
umkehrt, dort keine Rolle.

Die Zweikomponententheorie des Neutrinos wird man am bequemsten in
der Sprache der Dirac-Theorie formulieren:

Y0 =0,  3(I+)P=0. (25)

1.5 Die Proca-Gleichungen

Gewohnlich betrachtet man die Klein-Gordon-Gleichung (O + m?)® = 0
(mit m # 0) fiir ein Skalarfeld ®(z) als die einfachste Feldgleichung'®. Es
gibt jedoch gute Griinde, Differentialgleichungen 1.0Ordnung den Vorzug zu
geben. Die Umformung der Klein-Gordon-Theorie gelingt durch Einfiihrung
von vier zusiitzlichen Feldkomponenten, A, = m '9,®:

—9"A, —m® = 0 (26)
9,8 —mA, = 0 (27)

Dieses Gleichungssystem hat eine dhnliche Struktur wie sie die Dirac-Gleichung

aufweist,
(ﬂuaﬂ - m)B =0 )

wobei B nun ein fiinfkomponentiges Feld ist: B = (®, A,). Es ist bemer-
kenswert, dafl die hier auftretenden #-Matrizen die folgenden algebraischen
Relationen (bekannt unter dem Namen ‘Kemmer-Algebra’) erfiillen:

BB BN + BB B = Bl g+ g

6Wie allgemein iiblich, bezeichnet [J = 69, den d’Alembert- oder Wellenoperator.
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Es zeigt sich nun, daf§ es aufler der trivialen Darstellung $* = 0 und der
eben beschriebenen 5-dimensionalen Darstellung der Kemmer-Algebra nur
noch eine weitere irreduzible Darstellung gibt. Sie ist 10-dimensional und
wird durch die Proca-Gleichungen realisiert:

—OMAY 4+ OVAP — mF™ = 0 (28)
0, F" —mA" = 0 (29)

Das Verhalten unter Lorentz-Transformationen zeigt, dafy von der reduziblen

Darstellung D%%GBD“’@DM Gebrauch gemacht wurde. Dennoch beschreiben
die Proca-Gleichungen ausschliellich Spin-1-Teilchen. Denn es gilt F* =
—F"* und 0,A" = 0 als Folge der Feldgleichungen.

Die Maxwell-Gleichungen (im Vakuum) sind ein Grenzfall der Proca-
Gleichungen. Wenn man némlich das Vektorfeld anders normiert und dann
den Limes m — 0 ausfiihrt, bekommt man:

—OMAY + VAP — M = () (30)
0,F" = 0 (31)

1.6 Pauli-Fierz-Gleichungen

Wir betrachten ein Feld ¢, (z), das sowohl ein Dirac-Spinor als auch ein
Vektor ist und damit 16 Komponenten besitzt. Die zugrunde liegende Spi-
nordarstellung der Ll ist

11 1 1 1 1 1 1
D272 ® {DEO ® D°§} =D2 @ D2 D'2 @ D2’

Der Spininhalt wire somit s = % und s = % Pauli und Fierz (ebenso Rarita
und Schwinger) formulierten die folgenden Feldgleichungen:

(90, —m)hy = 0 (32)
P, = 0 (33)

Die erste Gleichung garantiert, dafi es sich um Teilchen der Masse m handelt,
die zweite schliefit Teilchen mit Spin % aus der Betrachtung aus.

1.7 Chirale und Nichtchirale Felder

Die einfachsten Bespiele fiir Felder mit definierter Chiralitét (links/rechts-
Héndigkeit) haben wir bei der Zerlegung des Dirac-Feldes ¢ = ¢ + vy,
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kennengelernt. Sie entspricht der Zerlegung der Darstellung der SL(2,C) in

1 1
die irreduziblen Bestandteile D2° und D°2. Die Chiralitiit erben die symme-
trischen Tensorprodukte:

. 1 1
DI® = D2°v...vD2" (2 Faktoren)
0l 0l
D% = D% v...vD"  (2k Faktoren)

Diese Tatsache fanden wir bestétigt am Beispiel der Zerlegung des Feldstér-
ketensors F'*¥ = —F"* in den selbstdualen und den antiselbstdualen Tensor.
Sie entspricht der Zerlegung der Darstellung der SL(2, C) in die irreduziblen
Bestandteile D' und D°'. Allgemein gilt:

e Bei Raumspiegelung geht ein (j, k)-Feld in ein (k, j)-Feld iiber.

e Ist speziell 7 = 0 oder £ = 0, so hat das Feld eine definierte Chi-
ralitdt. Ein (0, k)-Feld ist immer linkshédndig, ein (j,0)-Feld immer
rechtshindig.

e Ein (j,j)-Feld gilt als nichtchiral. Ebenso reduzible Felder, bei deren
Zerlegung die Darstellung D7* zusammen mit der Darstellung D% auf-
tritt.

Beispiele fiir nichtchirale Felder:

1. Das Skalarfeld ® unter der (trivialen) Darstellung D.
1 1
2. Das Dirac-Feld 1/ unter der Darstellung D2° @ D°z.

11
3. Das Vektorfeld A, unter der Darstellung D22.
4. Das Gravitationsfeld G, unter der Darstellung D'!.

Weitere Beispiele sind leicht zu konstruieren, jedoch von geringem Interesse.
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2 Das Quantenprinzip

Bevor wir von einer Quantenfeldtheorie (QFT) iiberhaupt erst sprechen kon-
nen, muf} erlautert werden, wie die Quantisierung eines Feldes vollzogen wird.
Bekanntlich erhélt man die gewdhnliche Quantenmechanik von endlich vie-
len Freiheitsgraden dadurch, daff man die klassischen Observablen, wie Ort
und Impuls, durch Operatoren ersetzt. Die Rolle der Poisson-Klammer iiber-
nimmt der Kommutator, und die Vertauschungsrelationen von Heisenberg
charakterisieren die Operatoren bis auf Aquivalenz bereits eindeutig. In der
QFT geht man dhnlich vor: Die klassischen Felder werden durch Opera-
toren ersetzt. Diese werden durch kanonische Vertauschungs- oder Antiver-
tauschungsrelationen festgelegt. Einen Eindeutigkeitssatz gibt es jedoch nicht
mehr. Die so konstruierte Theorie entspricht einer Quantenmechanik von un-
endlich vielen Freiheitsgraden.

2.1 Bosonen

Das Grundprinzip der kanonischen Quantisierung soll am Beispiel des frei-
en (d.h. wechselwirkungsfreien) Feldes erldutert werden. Das Ziel ist, freie
Teilchen mit Spin 0 und Spin 1 zu beschreiben. Wir stiitzen uns hierbei
auf die bekannten Feldgleichungen und beginnen mit der Beschreibung von
Spin-0-Teilchen. Die Benutzung reeller Felder fiihrt automatisch zu einer Si-
tuation, bei der das Teilchen mit seinem Antiteilchen iibereinstimmt. Erst die
Einfiihrung komplexer Felder erméglicht eine Unterscheidung von Teilchen
und Antiteilchen: Obwohl ihre Massen gleich sind, haben sie entgegengesetz-
te Ladungen (elektrische Ladung, Baryonenzahl usw.). Folglich beschreiben
reelle Felder solche Teilchen, deren Ladungen verschwinden.

2.1.1 Die kanonischen Vertauschungsrelationen

Ein reelles Feld ®(z), das der Klein-Gordon-Gleichung (00 + m?)®(z) = 0
geniigt, wird dadurch zu einem Operatorfeld, dal man zu einer festen (jedoch
beliebigen) Zeit ¢ = z° kanonische Vertauschungsrelationen fiir das Feld und
seine zeitliche Ableitung ® = 9,® fordert!":

[®(z), (2 ))jmy = 0% (x — X') (34)
9(a), 8w = 0 5)
[®(x), ®(z)]=¢ = 0 (36)

"Punkte x der Raumzeit haben die Koordinaten (z°,x). Mit §°(x) wird die dreidimen-
sionale Diracsche Deltafunktion bezeichnet. Es handelt sich dabei jedoch nicht um eine
‘Funktion’ im iiblichen Sinn, sondern um eine Distribution.
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Diese Relationen haben eine formale Ahnlichkeit mit den Heisenbergschen
Relationen fiir Ort und Impuls. Wir wollen zeigen, dafl sie das Gewiinschte
leisten, ndmlich eine Beschreibung von relativistischen Teilchen, die der Bose-
Statistik unterworfen sind. Dazu wéhlen wir die folgende Zerlegung:

3
B(s) = (2m) ¥ [ 5F (e Mah) + el ()} (37)
mit k = (k% k), k° = w = vVm? + k? und kzr = wt — kx. Es ist sinnvoll, hier
das Lorentz-invariante Maf} d®k/(2w) auf dem Massenhyperboloid k? = m?,
k° > 0 anstelle von d®k zu benutzen.

Es gelingt nun, die Fourier-Amplituden a und a' durch ® und ® zur Zeit
t = 0 (oder zu irgendeiner anderen Zeit) auszudriicken:

a(k) = (27)2 / Ao (0, x) +i9(0.%) (39)
k) = (2m)? / P Lo (0,%) — (0. %)} (39)

Auf diese Weise ermittelt man die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir
die Operatoren a und a':

[a(k),al ()] = 2w (k —X) (40)
[a(k),a(K)] = 0 (41)
[a'(k),a’(K")] = 0 (42)

Die Rechnung, die zur Formel (40) fiihrt, verlangt nur eine einfache Integra-
tion:

—i(w+w)(27m)” /d3 /d3' illex =) 58 (x — x')
= (w+w)(2r)™? /d3:1: ellx — 9,53 (k — K') .
Die Felder wie auch ihre Fourier-Amplituden sind sehr singulére mathemati-
sche Objekte, wie das Auftreten der 6-Funktion signalisiert. Um diese Grofien

besser kontrollieren zu konnen, integrieren wir wir a und a' mit Wellenfunk-
tionen ¢(k):

o) = [5E50 (43
aT(qb) _ /dk T ) (44)



Unter diesen Wellenfunktionen hat man sich Zustinde eines Teilchens in der
Impulsdarstellung vorzustellen. Mit dem Skalarprodukt

, %k ——
(¢,9) = | 5 ¢k)¢'(k) (45)
W
sind diese Funktionen Vektoren eines Hilbertraumes

H={¢](¢,¢) < oo} (46)

Wir werden ihn kurz den FEinteilchenraum nennen. Die kanonischen Vertau-
schungsrelationen erhalten nun die Gestalt:

[a(¢),d'(¢))] = (4,¢) (47)
[a(¢),a(¢)] = 0 (48)
[a'(¢),al(¢)] = 0 (49)

Wir wollen nun die Herkunft der GréBen a(¢) und a'(¢) vergessen und sie
uns lediglich durch die Vertauschungsrelationen definiert denken. Dazu sind
allerdings noch zwei Bedingungen erforderlich, die wir gesondert formulieren:

e Die Abbildung ¢ — a'(¢) ist linear.
e Die Abbildung ¢ — a(@) ist antilinear's.

Das Problem, die Vertauschungsrelationen zu ‘lésen’; d.h. eine Darstellung
durch Operatoren auf einem konkreten Hilbertraum zu finden, 148t sich bes-
ser handhaben, wenn wir eine Basis'? (€;)i=19,.. in dem Einteilchenraum H
einfiihren. Setzen wir nun

a; = a(e;) al =al(e)) i=1,2,... (50)

so bestimmen diese Operatoren die Grélen a(¢) und af(¢) bereits vollstindig.
Grund: Jedes ¢ 148t sich nach den Elementen der Basis entwickeln, und dies
fiihrt gleichzeitig zu einer Entwicklung von a(¢) und af(¢) nach a; bzw. a!.

Aus (e;, ex) = 0 folgen die kanonischen Vertauschungsrelationen nun in
einer neuen Gestalt:

lai,af] = 6 (51)
[ai,ak} = 0 (52)
[al,al] =0 (53)

Ba(Ag + N@') = Xa(¢) + Na(¢') fiir komplexe Zahlen A und X',
9Darunter verstehen wir ein vollstindiges Orthonormalsystem.

21



Die Indizes 7 und k durchlaufen alle natiirliche Zahlen, weil die Dimension
des Einteilchenraumes abzéhlbar unendlich ist.

Es ist hilfreich, sich fiir einen Augenblick vorzustellen, es gibe nur endlich
viele Freiheitsgrade: i, k = 1, ..., n. In diesem Fall erhalten wir die Kommuta-
torrelationen des harmonischen Oszillators fiir n Freiheitsgrade. Die wesent-
liche Struktur erkennen wir bereits am Oszillator mit einem Freiheitsgrad.
Fiir n = 1 haben wir es nur mit dem Operatorpaar a und a' zu tun, das man
in der Quantenmechanik auf folgende Weise beschreibt:

a:%(wr%) aT:JLi(:E—%) (54)

Diese Operatoren wirken auf dem Hilbertraum der quadratintegrablen Funk-
tionen v (x): Selbst fiir einen Freiheitsgrad ist der Darstellungsraum bereits
unendlichdimensional. Der Grundzustand des Oszillators ist durch die Funk-
tion Q(z) = 7~'/* exp(—2?/2) gegeben, kann aber auch durch die Bedingung
af) = 0 (bis auf einen Normierungsfaktor) abstrakt charakterisiert werden®.

Nun kehren wir zu dem Fall unendlich vieler Freiheitsgrade, dem Fall der
Feldtheorie also, zuriick und konstruieren den Darstellungsraum in analoger
Weise. Wir nehmen dabei an:

1. Emistenz und Eindeutigkeit des Vakuums. Es gibt genau einen Grund-
zustand €2, genannt das ‘Vakuum’, mit den Eigenschaften

aQ=0 i=12.., (=1 (55)

‘Genau einen’ heifit hier, dafl Q2 bis auf einen (physikalisch irrelevanten)
Phasenfaktor eindeutig ist.

2. Existenz einer abzdhlbar unendlichen Basis. Durch fortgesetzte Anwen-
dung der Operatoren al auf das Vakuum erhalten wir die Basisvektoren

1
Py ooy, = (a)™ (ah)™ - (a2 (56)
Lot nilng! <+ my!

(k =0,1,2,... , n; = 0,1,2,...). Das System dieser Vektoren?' ist
vollstindig, d.h. jeder Zustand besitzt eine (konvergente) Entwicklung
nach diesen Basisvektoren.

20Zur Erinnerung: af) = 0 stellt eine Differentialgleichung dar, als deren Losung die
Gauf3-Funktion erscheint.
HFalls k = 0, also (ny, - - -, ny) leer ist, fillt der Basisvektor mit dem Vakuum zusammen.
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3. Die Beziehung zwischen a; und a}. Sei D der Teilraum?? der endlichen
Linearkombinationen, die man aus den Basisvektoren bilden kann, so
gilt fiir alle ®, ' € D

(®,0;9") = (a}®, @) i=1,2,... (57)
Man sagt deshalb, a; und ag seien konjugiert zueinander.

Wir interpretieren n; in (2.23) als die Zahl der Teilchen mit dem Freiheitsgrad
1 oder auch als die Besetzungszahl des Zustandes e;. Wir nennen demgem#fl
deren Summe nqy + ny + - -+ + ny die Gesamitteilchenzahl. Die Operatoren
ag angewandt auf einen Zustand erzeugen ein weiteres Teilchen mit dem
Freiheitsgrad 7. Sie heilen darum FErzeugungsoperatoren, wihrend die An-
wendung der Operatoren a; Teilchen der Sorte ¢ vernichtet, sie heiflen darum
Vernichtungsoperatoren. Konkret kann ihre Wirkung auf die Basisvektoren
(56) durch die folgenden Formeln angegeben und somit eine Darstellung de-

finiert werden:

al® s = Vi1 Do

Insbesondere folgt daraus

T —
a; ;P . = 1P

Die so beschriebene Darstellung der kanonischen Vertauschungsrelationen
heilt Vakuumdarstellung oder Fock-Darstellung. Der zugehorige Hilbertraum
heifit symmetrischer Fockraum tber dem Finteilchenraum H. Wir wollen ihn
mit F,(#H) bezeichnen. Der Ubergang vom Einteilchenraum # zum Fock-
raum F, (#) ist zwar typisch fiir die Feldtheorie, aber nicht nur dort anzu-
treffen. Auch in der Theorie der kondensierten Materie begegnet man Viel-
teilchensystemen mit Bose-Statistik (z.B. He', Phononen), und man benétigt
zu ihrer Beschreibung den Fockraum. Der Ubergang zu einem Zustandraum
mit unbegrenzter Teilchenzahl wird allgemein als zweite Quantisierung be-
zeichnet?3,

22Es handelt sich hier um den Definitionsbereich der Operatoren a; und a;[, der deswegen
nicht mit dem ganzen Fockraum iibereinstimmen kann, weil diese Operatoren unbeschrinkt
sind. Natiirlich beschreibt D eine dichte Menge von Vektoren: Jeder beliebige Vektor kann
durch Vektoren aus D approximiert werden.

Z3Djese Bezeichnung ist leider irrefiihrend, weil es sich hierbei nicht um die Einfiihrung
eines neuen physikalischen Weltbildes, schon gar nicht um eine ‘Revolution’ der Physik,
sondern nur um die Einfiihrung einer bequemen Schreibweise, bestenfalls um eine mathe-
matische Konstruktion handelt.
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Der Operator der Teilchenzahl kann auf verschiedene Weise dargestellt
werden, (1) basisabhéngig als

N = Z ajai , (58)
i=1
(2) basisunabhéngig als

N = / &% al(k : (59)

Um (59) aus (58) abzuleiten, bendtigt man nur die Vollstandigkeitsrelation

D eilk)ei(K) = 2wd® (k — K')
der Basisvektoren e; im Einteilchenraum. Diese lautet fiir jede Basis gleich.
Andererseits kann der Operator N auch durch die Bedingungen

[a(qﬁ),N]:a(d)), [N’GT(d))]:aT(d))a NQ =0

charakterisiert werden.

2.2 Eigenschaften des Vakuums

Sei also F(H) der Fockraum {iber H und Q der Vakuumzustand darin.
Aus a;Q = 0 fiir alle i folgt a(¢)2 = 0 fiir alle ¢ € H gleichbedeutend
mit (€, a(k)Q) = 0. Ebenso (Q,a/Q) = (4,Q,Q) = 0, also (Q,a!(k)Q) = 0.
Ein Blick auf (2.4) lehrt: Das freie Feld ®(x) besitzt einen verschwindenden
Vakuum-Erwartungswert:

(€, ®(z)Q2) =0 (60)

Wir nennen diesen Erwartungswert auch die Finpunktfunktion des Feldes.
Bei freien Feldern ist es unausweichlich, dafl diese Funktion verschwindet.
Dies #éndert sich u.U. bei Einschaltung einer Wechselwirkung. Die Salam-
Weinberg-Theorie benutzt ein Skalarfeld ®, das sog. Higgs-Feld, fiir das
(Q,®(x)Q2) = v # 0 gilt, wobei v ein iiberall prisentes konstantes Hinter-
grundfeld ist.

Anders liegen die Dinge bei der Zweipunktfunktion. Hier berechnen wir

LR -
(Q,0(2)®(y)Q) = (27)~ / / af (k')Q) e~ike+ik'y
3 37./
= 27-( / 'k / d k , aT(k')]Q) efiszrik’y

2w’




3 311
= (2m)7? / i / o 2wt (k — K')(Q, Q) e oty

2w 2w’
3
— (27r)_3 / @ e_ik(m_y)
2w
mit dem Ergebnis
(2, B(@)B(y)Q) = Az — y,m) (61)

Die hier eingefiihrte L' -invariante Funktion A, (z,m) ist in Wahrheit eine
Distribution beziiglich z. Sie hingt auflerdem von der Masse m des Skalarfel-
des ab. Diese Funktion beschreibt die Fluktuationen des freien Feldes im Va-
kuum (‘Vakuumfluktuationen’). In der Feldtheorie erhilt das Vakuum damit
eine Struktur. Es nimmt Eigenschaften an, die weder von der gewhnlichen
Quantenmechanik noch von der allgemeinen Relativitdtstheorie her voraus-
sehbar waren. Denn traditionell hat das Vakuum iiberhaupt keine Struktur.
Die Struktur, die es in Feldtheorie erhilt, kann auch im Experiment sichtbar
gemacht werden, sie fiithrt zum sog. Lamb shift in der Atomphysik.

Die Existenz von Vakuumfluktuationen ist auch Quelle von unerwiinsch-
ten Divergenzen in der Feldtheorie. So ist etwa

(2, @(2)*Q) = A4 (0,m) = 00 (62)
und der iibliche Ansatz fiir den Energie-Dichte?*

T%(2) = 3{®(2)* + (V&(2))* + m’P(2)’} (63)

2

wird zu einem sinnlosen Ausdruck. Um diesen Mifistand zu vermeiden, be-
dient man sich eines Kunstgriffes. Man fiihrt das sog. Wick-Produkt ein,

1 @(2)@(y): = P(2)P(y) — Ay(z —y,m), (64)

und ersetzt alle formalen Produkte von Feldoperatoren (auch solche fiir 2z =
y) durch die entsprechenden Wick-Produkte?. Ein Higgs-Feld mit der Masse
myg (im Bereich 110-170 GeV) und dem (Vakuums)-Erwartungswert v (ca.
246 GeV) fiihrt geméf (63) zu einer konstanten Energiedichte des Vakuums

imi’ (genauer: 1(he) *miv?)

2471 begeichnet den Energie-Impuls-Tensor.

%5Dies geht auf einen Vorschlag von C.G.Wick zuriick. Die Wick-Produkte entstehen
formal durch eine Umordnung von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren. Man spricht
in diesem Zusammenhang auch von einer Normalordnung der Operatoren: Erzeugungs-
Operatoren stehen grundsétzlich links von den Vernichtungs-Operatoren.
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von der Gréfenordnung 10%° GeV/em®, die alles Vorstellbare iibersteigt.
Wir kehren zuriick zur Situation v = 0 und fragen nach der Existenz eines
Verfahrens, das die Berechnung der n-Punktfunktion mit n > 3

Wiz, ..., x) = (Q,D(zq) - - - P(x,)R2)

fiir ein freies Skalarfeld gestattet. Die allgemeine Strategie, hierbei nur die
Vertauschungsrelationen heranzuziehen, fiihrt auf ein Rekursionsverfahren:

Wiz, .., x,) = Wio(oo o Tky ooy Tn) Ay () — T, m)

Hier bedeutet #, dal die Variable x zu entfernen sei. Wir erkennen zwei
Dinge: (1) Fiir ungerades n verschwindet W, (2) fiir gerades n ist W, eine
Summe von Produkten der A, -Funktion. Translationsinvarianz duflert sich
so, dafl W,, nur von von den Differenzen x; — x; abhéngt.

2.3 Energie und Impuls

Wir bemiihen uns nun, die wichtigsten Observablen auf einem anderen Weg
als durch Wick-Produkte einzufiihren, und beginnen mit der Energie. Die
QFT ist eine Quantentheorie von unendlich vielen Freiheitsgraden, die das
Heisenberg-Bild benutzt: Nicht die Zustdnde, sondern die Feldoperatoren
sind zeitabhéngig. An die Stelle der Schrodinger-Gleichung tritt deshalb die
Heisenberg-Gleichung fiir das Feld ®:

0
zaé(t,x) = [®(t,x), H] (65)

Die formale Losung dieser Gleichung lautet
(I)(t + tl,X) — 6ith)(t/,X)6fitH,

d.h. der Hamilton-Operator H ist immer erzeugendes Element einer einpara-
metrigen Gruppe von Zeittranslationen. Fiir den Spezialfall eines freien Feld
ist die zeitliche Entwicklung bekannt. Somit kénnen wir die Gleichung (65)
zur Charakterisierung des Hamilton-Operators H verwenden. Die Energie ist
dadurch fast eindeutig, ndmlich bis auf eine additive Konstante festgelegt.
Denn sind H und H' zwei Losungen der obigen Gleichung, so kommutiert die
Differenz H' — H mit dem Feld. In der Fock-Darstellung ist das Skalarfeld
irreduzibel, d.h. es gilt die Aussage des Schurschen Lemmas: Jeder mit dem
Feld kommutierende Operator ist notwendig ein Vielfaches des Einheitsope-
rators I. Damit haben wir H' = H + cI. Die beliebige Konstante ¢, die nur
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die Energieskala verschiebt, wird von uns nun dadurch festgesetzt, dafl wir
dem Vakuum die Energie Null geben:

HQ=0 = e =Q (66)

Diese Wahl ist in gewisser Weise natiirlich und im Einklang mit der Vorstel-
lung, dafl das Vakuum im Schrodinger-Bild ein zeitunabhéngiger Zustand
und zugleich der einzige Zustand mit dieser Eigenschaft ist.

In einer relativistischen Theorie ist die Energie nur die 0-te Komponente
eines Vektors P*, des Viererimpulses. Dies veranlafit uns, die Heisenberg-
Gleichung wie folgt zu erweitern:

i"d(z) = [®(x), P! (67)
PO = 0 (68)

Damit haben wir verlangt, dafl das Vakuum den Viererimpuls Null erhilt.
Die erweiterte Heisenberg-Gleichung 148t sich formal integrieren:

bz +2") = Ulx)"'o(")U(x)
Ux) = Q, U(z) = exp(—ix,P")

(P = (P*) = (H,P)). Fiir jedes x € M, ist U(x) ein unitdrer Operator.
Er verallgemeinert den Ausdruck e™" und die Abbildung z ~ U(z) ist
eine unitdire Darstellung der Translationen auf dem Fock-Raum. Die Kom-
ponenten von P nennt man die Erzeuger dieser Darstellung. Das Vakuum ist
ein translationsinvarianter Zustand. Man kann fiir die Fock-Darstellung des
Feldes zeigen, dafl es der einzige Zustand mit dieser Eigenschaft ist.

Durch Ubergang zu den Fourier-Amplituden des Feldes erhalten wir die
erweiterten Heisenberg-Gleichungen in einer dquivalenten Fassung:

kta(k) = la(k), P"] k= (k") = (wk) (69)
kal(k) = [P* a'(k)] (70)

2.4 Einteilchenzustinde

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dal der Operator a'(¢) aus dem
Vakuum einen Einteilchenzustand mit der Wellenfunktion ¢(k) erzeugt?®.

26Mit ‘Wellenfunktion’ meinen wir immer ein Wellenpaket in der Impulsdarstellung.
Die Ortsdarstellung wird von uns nicht benutzt, weil der Begriff des Ortsoperators in
der Feldtheorie problematisch ist. Es zeigt sich, dafl man auf die Ortsdarstellung ganz
verzichten kann.
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Dazu berechnen wir das Skalarprodukt:

(a'(9)Q2,a'(¢")Q) = (2, a(¢)a’(¢")Q)
= (2 ]a(8),a'(¢"))Q)
= (.¢)(2Q)
= (¢,9)

Das Ergebnis ist wie gewiinscht und l4fit sich auch so interpretieren: Die
formalen Zustinde?’

k) = al (k)02 (71)

erfiillen
(kIK"Y = 2w63(k—k') (72)
PHEY = kM) (73)

Letzteres gilt wegen (68) und (70): P*a’(k)Q = [P*,a’(k)]Q = k*a®(k)Q.

2.5 Mehrteilchenzustinde

Zustiande von zwei Teilchen erhalten wir so:

[p102) = aT(¢1)aT(¢2)Q (74)

Der Zustand ist symmetrisch unter Vertauschung der beiden Wellenfunktio-
nen, weil die zugehorigen Erzeugungsoperatoren miteinander kommutieren.
Das Skalarprodukt 148t sich elementar berechnen:

(D102 @10h) = (Q.a(dr)a(z)a’(¢))a’ (¢ ) )
= Q[( 1), al (¢))][a(¢2), a' (63)])
+ (2 [a(é1), a¥(¢y)][a(d2), o' (61)]0)
1, 01) (b2, 8) + (61, 9) (92, ¥)

wobei wir nur die Regeln (47-49) und a(¢)Q2 = 0 benutzten. Das Ergebnis
zeigt wieder die Symmetrie der Zustdnde. Wir erhalten das gleiche Resultat,
wenn wir zunéichst das symmetrische direkte Produkt ¢1V ¢o der Wellenfunk-
tionen einfiihren,

/\/—\/\/—\

{01V 2} (k K') = (K)o (K') + da(k) 1 (K)} (75)

\/— {¢1

2THierbei handelt es sich um nichtnormierbare Zustsinde. Sie kénnen nicht als Vektoren
im Fock-Raum aufgefafit werden. Ihre Einfiihrung ist dennoch nfitzlich und entspricht der
Einfithrung ebener Wellen in der Quantenmechanik.
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und dann das Skalarprodukt auf die folgende Weise berechnen:

oo = [ 5 o |5 T Vo) {6V (k) (76)

Formale Zusténde, die den ebenen Wellen entsprechen, lassen sich auch hier
einfiihren:

kK = al(k)a! (K (77)

Unter Benutzung von (2.38) und (2.33) finden wir leicht den Viererimpuls
dieser Zustédnde:

PYEEY = [P al(k))a"(K)Q+ o' (k)[P*, a' (k)]0
(K" + k") |k, )

Das Ergebnis ist auch hier wie erwartet.
Man kann nun fortfahren und schliefllich den allgemeinen n-Teilchenzustand
untersuchen. Durch Induktion findet man:

e Der Zustand

616+ dn) = al (¢1)a’ (¢2) - - al (6n)Q

beschreibt n Teilchen mit der symmetrischen Wellenfunktion

{orVoav- Vo, ki, ... ky) \/—ZH¢n

(Die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen 7 von 1,..,n).
e Fiir den Zustand |k; -+ - k) = af(ky) - - af (k,)Q gilt

PHky k) = (K" 4 o 4 k) k- k)

Alle abgeleiteten Formeln belegen, dafl es sich bei den Teilchen, die ein Ska-
larfeld beschreibt, um wechselwirkungsfreie Bosonen mit Spin 0 handelt?®.

28Fiir Bosonen gilt, daf sie nur in symmetrischen Zustéinden auftreten kénnen. Dies ist
hier automatisch durch die kanonischen Vertauschungsrelationen gewahrleistet. Man sagt
auch, daB solche Teilchen der Bose-Statistik geniigen.
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2.6 Antiteilchen

Wir haben bislang nur das reelle Skalarfeld diskutiert. Es kann nur eine Sorte
von Teilchen beschreiben. Das komplexe Skalarfeld besitzt weitere Freiheits-
grade. Mit ihm werden Antiteilchen in die Theorie eingefiihrt. Man erkennt
dies an der Fourier-Zerlegung:

d(zr) = @m3”/%§{mmem+wwpm} (78)
ol(z) = (2%)_3/2/% {b(k)e ™ + a' (k)e**} (79)

Dieser Ansatz wird von vier Annahmen begleitet:

1. Die Operatoren a und a' geniigen kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen. Sie beschreiben die Teilchen.

2. Die Operatoren b und bf geniigen kanonischen Vertauschungsrelationen.
Sie beschreiben die Antiteilchen.

3. Die Teilchen-Operatoren kommutieren mit den Operatoren der Anti-
teilchen.

4. Es existiert ein gemeinsames Vakuum €2

Mit diesen Forderungen ist die Struktur des Hilbertraumes aller Zusténde
vollstindig festgelegt. Zum besseren Verstindnis dieser Struktur werden wir
den Einteilchenraum Hp der Teilchen von dem entsprechenden Raum H 4 der
Antiteilchen unterscheiden, obwohl beide isomorph zum Raum der quadra-
tintegrablen Funktionen ¢(k) sind. Insbesondere folgt aus der Konstruktion,
da} Teilchen und Antiteilchen die gleiche Masse haben. Durch Einfiihrung
der Antiteilchen haben wir die Zahl der Freiheitsgrade verdoppelt in dem
folgenden Sinn: Der Einteilchenraum ist nunmehr die direkte Summe:

Ho=MHr&Ha (80)

Der Fock-Raum F,(H) beherbergt alle Zustinde?® des komplexen Skalar-
feldes. Er enthilt einerseits alle Zustinde, in denen nur Teilchen vorhanden

29Genau betrachtet beschreiben die Elemente dieses Raumes die Vektorzustinde, auch
reine Zustdnde genannt. Daneben gibt es Zusténde, die durch statistische Operatoren
(‘Dichtematrizen’) gegeben werden. Sie werden nur selten in der Elementarteilchenphysik
betrachtet.
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sind, also den Raum F, (Hr), andererseits aber auch alle Zustéinde, in denen
nur Antiteilchen vorkommen, also F, (#H4). Dariiberhinaus finden wir auch
Zusténde, in denen Teilchen und Antiteilchen zugleich auftreten:

at - catpt ot

(alle Argumente der Operatoren sind hier weggelassen). Solch einen Zustand
konnen wir als Tensorprodukt eines Teilchen- und eines Antiteilchenzustandes
auffassen:

at - atQr bt b0,

Hier sind Q7 und Q4 die Vakua in F\(H7) bzw. F_(H,)), so daff Q =
Qr ® Q4. Wir gelangen so zu einer bemerkenswerten Aquivalenz bei der
Beschreibung des Zustandsraumes?:

Fi(Hr @ Ha) = Fi(Hr) © Fy(Ha) (81)

Die Konstruktionsvorschrift F, verwandelt die direkte Summe der Einteil-
chenrdume in ein Tensorprodukt der zugehoérigen Fock-Rdume und &hnelt so
einer exponentiellen Abbildung.

Unter Ladungskonjugation versteht man die involutive Abbildung ®(z) —
®*(z). Ahnliches gilt fiir andere komplexe Felder. Nach Quantisierung des
Skalarfeldes kann diese Abbildung durch einen (linearen!) Operator C' auf
dem Fockraum, den Operator der Ladungskonjugation, induziert werden:

Cd(z)C~ ' =dl(z), CQ=0Q.
Der Operator C' vertauscht damit die Rollen von Teilchen und Antiteilchen:
Ca(k)C ' =b(k),  Ca'(k)C ' =0bl(k).

Mit Hilfe von CQ = Q (Invarianz des Vakuums) kann die Wirkung des Ope-
rators C' auf Zustédnde des Fockraumes explizit gemacht werden:

Cal(¢1) -~ al(6a)b' (1) - a¥ ()2 = 01 (d1) -+ -0 (dn)al (01) - -~ al () Q.

Aufgrund seiner Konstruktion ist der Operator C' unitdr und involutiv. Es
wird spéter zu entscheiden sein, ob die Ladungskonjugation eine Symmetrie
der Wechselwirkung ist. Experimente mit schwachen Zerfillen haben gezeigt,
daf} dies nicht der Fall ist.

30Das hier auftretende Tensorprodukt zweier Hilbertriume ist eine in Mathematik und
Physik viel benutzte Konstruktion. Es unterscheidet sich geringfiigig von dem algebraischen
Tensorprodukt: Das Hilbert-Tensorprodukt entsteht durch Vervollstindigung (Hinzunah-
me aller Cauchy-Folgen) aus dem algebraischen Tensorprodukt.
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2.7 Photonen

Ohne duflere Quellen lauten die Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie:

VxE = -9,B V-E=0 (82)
VxB = QE V-B=0 (83)

Durch Einfiihrung des komplexen Feldes Z = E + B finden wir
VXZ = i0yZ V-Z=0 (84)
Eine dreidimensionale Fourier-Transformation

Z(2, %) = (27) /2 / 0 52, k) (85)

fiihrt die Maxwellschen Gleichungen schliefllich iiber in
kxz(z° k) = 0yz(2°, k) k-z(2° k) =0 (86)

Wir fithren fiir jedes k = (k!, k2, k%) unter Benutzung der Abkiirzung w =
k° = |k| die folgende komplexe Matrix ein:

0 —k* K
ME)=—| K 0 - (87)
k2 k0

Da kxz = —iwMz gilt, haben wir die Gleichung dyz = —iwMz fiir festes k
zu losen:

z(2°, k) = e~ “M*°2(0, k) (88)

Da die Matrix M hermitesch ist, sind ihre Eigenwerte reell. Sie ergeben sich
sofort aus der Bedingung det(M — \) =\ — A\ = 0:

A=—1,0,+1

Die physikalische Bedeutung dieser Werte liegt darin, dafl sie die Helizitdt
des Photons beschreiben3!. Jedem Eigenwert entspricht ein normierter Ei-
genvektor in C?:

e Der Eigenvektor zur Helizitét 0 ist k/w.

31Fiir ein masseloses Teilchen ist die Helizitit eine Invariante unter Lorentz-
Transformationen A € LL. Unter einer Raumspiegelung &ndert die Helizitdt ihr Vor-
zeichen.
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e Der Eigenvektor zur Helizitéit +1 wird mit e(k) bezeichnet*2. Die Nor-
mierung ist durch |e(k)|? = e(k)-e(k) = 1 festgelegt. Es gilt k-e(k) = 0.

e Ein Eigenvektor zur Helizitdt —1 ist e(—k), ein anderer ist e(k). Beide
Vektoren miissen proportional zueinander sein. Mehr noch, da sie nor-
miert sind, kénnen sie sich nur um einen Phasenfaktor unterscheiden.
Wir wihlen die Phase von e(k) in einer solchen Weise, daf}

e(—k) = e(k)
gilt.

Die Amplitude z(0,k) kann immer nach diesen Eigenvektoren zerlegt wer-
den, wobei wir nun erkennen, dafl wegen der Transversalititsbedingung k -
z(0,k) = 0 die Helizitéit 0 in der Zerlegung nicht auftritt3:

z(0,k) = iay (k)e(k) — ial , (—k)e(—k) (89)

Damit folgt aus (2.56)

z(2°, k) = iass (k)e(k)e ™ —ial | (—k)e(—k)e™?
In (2.53) eingesetzt bekommen wir zwei Integrale. Im zweiten Integral neh-
men wir die Substitution k — —k vor und erhalten schlieflich:

E(z) +iB(x) = i(2r) % / dke(k) {e " a i (k) — e*al (k) } (90)

E(z) — iB(z) = i(2r)~%/? / d%e(k){e‘i“a_l(k) —eikwagl(k)} (91)

Bis zu diesem Punkt haben wir nicht mehr geleistet, als lediglich die allgemei-
ne Losung der Maxwellschen Gleichung aufzuschreiben, d.h. die allgemeine
Form einer elektromagnetischen Welle zu finden. Die Aufspaltung einer sol-
chen Welle in zwei Anteile mit entgegengesetzter Helizitét ist identisch mit
der Aufspaltung in zwei Anteile mit entgegengesetztem Vorzeichen der Fre-
quenz. Das hat eine wichtige Konsequenz:

Die Helizitdt des Photons ist Lﬁ_—mvariant.

32Die genaue Gestalt dieses komplexen Vektors ist irrelevant. Er ist bis auf eine (k-
abhingige) Phase eindeutig. Schreibt man ihn als e; + ies mit Hilfe von reellen Vektoren
und setzt man ez = w 'k, so bilden die drei Vektoren e, es, e3 eine rechtshindiges Or-
thonormalsystem im Ej (dreidimensionaler euklidischer Raum).

33Die Faktoren i und —i sind willkiirlich. Mit dieser Wahl sind die folgenden Formeln
im Einklang mit der Mehrheit der Lehrbiicher.
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Der Grund hierfiir ist, dafl die Zerlegung einer Welle in einen Anteil positiver
Frequenz und einen Anteil negativer Frequenz unabhéngig von der Wahl des
Bezugssystems ist.

Bekanntlich ist das elektrische (magnetische) Feld durch einen Vektor
(Axialvektor) reprisentiert. Eine Raumspiegelung hat deshalb den folgenden
Effekt:

E(t,x) +iB(t,x) — —E(t,—x) + iB(t, —x).

Ein Vergleich mit (90-91) lehrt:
Unter einer Raumspiegelung dndert die Helizitdt thr Vorzeichen.

Offensichtlich handelt es sich bei den Kombinationen E+:B und E —iB um
Felder mit definierter Chiralitit. Beide sind irreduzibel unter der Wirkung
der Lorentz-Gruppe Ll (iquivalent der SL(2,C)). Im Detail:

Feld Chiralitat Transformationsverhalten
E +iB rechtshindig D'
E — B linkshéindig D%

Vergleiche hierzu die entsprechende Zerlegung des Dirac-Feldes in seine chi-
ralen Komponenten.

Wir haben bereits von Photonen gesprochen, den Welle-Teilchen-Dualismus
stillschweigend voraussetzend. Wir gelangen zur korrekten Beschreibung der
Photonen aber erst durch den Formalismus der zweiten QQuantisierung, also
dadurch, daf§ wir die Amplituden a4, und aiﬂ als Vernichtungs- bzw. Erzeu-
gungsoperatoren fiir Photonen mit Helizitdt £1 interpretieren und sie den
kanonischen Vertauschungsrelationen unterwerfen®*:

[ax(k), al, (K)] = 2w6(k — K)oy
[a} (), al, ()] = 0
lax(k),axn (k)] = 0

(A, N = £1, w = |k]|). Diese Relationen sind den folgenden gleichzeitigen
Vertauschungsrelationen der Felder dquivalent:

[Bj(2), Bx(a)]i—v = Y €jueVeid®(x — X) (92)

34Das Photon besitzt damit genau zwei unabhingige Polarisationszustinde, die dem
rechts- und linkszirkularem Licht entsprechen. Bei festem Impuls kann der Hilbertraum
der Linearkombinationen mit C? identifiziert werden. Allgemeine Polarisationen werden
durch positive 2 x 2-Matrizen mit Spur 1 beschrieben. Diese Theorie unterscheidet sich
durch nichts von der entsprechenden Theorie der Polarisation bei Elektronen. Deshalb
sind alle Aussagen, die in einem System gemacht werden (Bellsche Ungleichung, Stern-
Gerlach-Experimente usw.), auch giiltig fiir das andere System.
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B (a), Bu(a)liee = 0 (93)
By(2), Be(@)lier = 0 (94)

(4, k, ¢ =1,2,3). Das Photonen-Vakuum ist durch a,(k)Q2 = 0 definiert.

Im Gegensatz zu den Dirac-Feldern sind die elektromagnetischen Felder E
und B physikalisch mefibare Groflen. Da nicht alle Komponenten miteinan-
der kommutieren, unterliegen sie einer Unschérferelation, analog derjenigen,
die Heisenberg fiir Ort und Impuls aus den Vertauschungsrelationen ableite-
te. Schon 1933 haben Bohr und Rosenfeld Gedankenexperimente diskutiert,
durch die belegt werden sollte, dafl E und B nicht zugleich mit beliebiger
Schérfe mefibar sind im Gegensatz zur Maxwellschen Theorie.

Nachdem wir die physikalischen Gréfien E und B zu Operatoren erklart
haben, miissen wir die Beziehung zur klassischen Maxwell-Theorie dadurch
wiederherstellen, daf3 wir erklédren:

(Korrespondenzprinzip). Ist ¢ ein normierter Vektor im Fock-
Raum der Photonen (also ein allgemeiner Zustand des Strah-
lungsfeldes), so sind diesem Zustand klassische Felder

Eklass(l‘) = (¢aE(l‘)d))
Bklass(l‘) = (¢aB(l‘)d))

zugeordnet.

Die klassischen Felder geniigen dann stets den Maxwellschen Gleichungen
und beschreiben somit eine klassische elektromagnetische Welle. Hat der Zu-
stand ¢ eine feste Photonenzahl, so verschwinden die klassischen Felder. Das
mag paradox erscheinen. Es zeigt uns aber, dafl in der gewohnlichen elek-
tromagnetischen Strahlung Zustéinde vorherrschend sind, in denen die Pho-
tonenzahl statistischen Schwankungen unterliegt. In der Hochenergiephysik
herrschen dagegen Zusténde vor, in denen wir nur ein Photon (manchmal
auch zwei Photonen) vorfinden. Es ist dann nicht nur sinnlos, sondern auch
unmoglich, einem einzelnen y-Quant klassische Felder zuzuordnen.

2.8 Das Vektorpotential in der Coulomb-Eichung

Zur Beschreibung freier Photonen war es fiir uns nicht notwendig, das Vektor-
potential A#(x) einzufiihren. Wenn irgend moglich, wird man eine explizite
Konstruktion des Vektorpotentials vermeiden, weil es nicht eindeutig ist und
sich der direkten Beobachtung entzieht?’.

35Dies gilt nur mit gewissen Einschrinkungen, wie man aus dem Aharonov-Bohm-Effekt
gelernt hat.
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In der klassischen Strahlungstheorie zeigt man, daf es gelingt, unter Aus-
nutzung der Eichfreiheit erstens die Lorentz-Bedingung 0,A"(z) = 0 und
zweitens (im Vakuum) auch noch A%(z) = 0 zu erfiillen. Sind beide Bedin-
gungen erfiillt, so sprechen wir von der Coulomb-FEichung.

Wir wollen nun zeigen, dafl man zur Beschreibung von freien Photonen
ebensogut ein Vektorpotential in der Coulomb-Eichung heranziehen kann.
Um das Feld A#(x) zu konstruieren, fithren wir Polarisationsvektoren ey =

(el ;) durch

ep(k) = {0,e(k)} (95)
e1(k) = {0,e(k)} (96)

ein und setzen

44(a) = @0) 7 [ S Lanyay (k) 4 Tl k) *) (07)
2w

A==1

so daf} (A*) = {A% A} mit A% = 0 gilt. Eine kurze Rechnung zeigt, daf§ die
Beziehungen E = —0JyA und B = VXA erfiillt sind.

Das Vektorpotential in der Coulomb-Eichung ist offensichtlich kein Vek-
torfeld im strengen Sinn. Es ist nicht einmal Lorentz-kovariant. Denn die
Bedingung A% = 0 kann nicht in allen Bezugssystemen Giiltigkeit haben.
Die Situation 1483t sich etwa so darstellen. Fiihren wir formal eine Lorentz-
Transformation aus, so erhalten wir ein Vektorpotential mit A° # 0. Durch
eine nachgeschaltete Eichtransformation kann man die Bedingung A° = 0
wieder erfiillen. Dies zeigt, dal Lorentz-Transformationen und Eichtransfor-
mationen miteinander verquickt sind, also in Eichtheorien nicht unabhéngig
voneinander betrachtet werden kénnen.

2.9 Fermionen

Als Fermionen bezeichnet man diejenigen Teilchen, die dem Paulischen Aus-
schliessungsprinzip und damit der Fermi-Statistik geniigen. Das Postulat
iiber den Zusammenhang von Spin und Statistik besagt, dal diese Teilchen
notwendig halbzahligen Spin haben. Die zugehorigen Felder konnen daher
nur als Spinoren konstruiert werden, deren einfachsten Vertreter, das Dirac-
Feld, wir bereits kennengelernt haben.
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2.9.1 Dirac-Teilchen

Die Abkiirzung ¢ = 7*0, benutzend schreiben wir (i¢g — m)y = 0 fiir die
Dirac-Gleichung. Die allgemeine Losung hat die Gestalt

_ d —ipx ipx
60 = 0 [ 925 {utpoasp) e o0 (. 0) 7} (99
(p=@") ={w,p},w=/m>+p? 0= :I:%), wobei v und v Dirac-Spinoren
sind, die den Bedingungen

—m)u(p,o) = 0 (S3 — o)u(pr,0) =0 (99)
(p+m)v(p,o) = 0 (S5 + o)v(pr,0) =0 (100)

geniigen; pr = {m,0,0,0} ist der Viererimpuls eines Teilchens im Ruhsy-
stem, wir benutzen die Abkiirzung p = +*p,, und S = (Si, 52, S;) ist der
Spinoperator fiir das Teilchen im Ruhsystem:

1 (oF} 0
SZ—§< 0 01’) (101)

Konjugierte Spinoren werden durch die Vorschrift ) = 17° eingefiihrt. Es
folgt so die Zerlegung

’1])(1‘) = (271')—3/2 / % Z {@(p’ U)bg(p) e—ipm + ﬂ(p,a)af(p,a) eipx} )

Die Normierung der Spinoren u ist so gewihlt, daf gilt®S:
u(p,o)u(p,o’) = 2mbye ( Orthogonalitétsrelation)
u(p, o)V u(p,o’) = 2p"0sy
Z u(p,o)u(p,o) = p+m ( Vollstandigkeitsrelation)

g

mit & = u*y°. Entsprechendes gilt fiir v:

o(p,o)v(p,o’) = —2mdyy (Orthogonalititsrelation)
v(p, o)y v(p,0’) = 2p"0sy
Z v(p,0)o(p,o0) = p—m (Vollsténdigkeitsrelation)

g

36Man trifft allgemein die folgende Vereinbarung: @u ist ein Skalar, ui eine Matrix. Im
ersten Fall wird ein inneres Produkt, im zweiten Fall ein dufleres Produkt gebildet.
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Wir fassen das Dirac-Feld als Operator auf, indem wir fiir die Fourier-Amplituden
a und b' kanonische Antivertauschungsrelationen postulieren:

{as(p).ali (1)} = {bo(p). BL. ()} = 206°(p — D')d0or (102)
{as(p), aw (1)} = {bo(p). b (p')} =0 (103)
{ab(p),al, )} = {8} (). 0. ()} =0 (104)
Besondere Beachtung verdient die Forderung, dafl die Teilchenoperatoren a,
a' mit den Antiteilchenoperatoren b, b’ antikommutieren, so als ob es sich
— beide Teilchensorten zusammengenommen — um Fermionen handelt, die
durch einen weiteren Freiheitsgrad, der zwei Werte annimmt, unterschieden

sind. Der rechts in (102) auftretende Ausdruck 2wé*(p — p’)dye gibt uns den
Hinweis zur Konstruktion des Skalarproduktes im Einteilchenraum H:

(¢, 9') Z/—% (p). (105)

Das Skalarprodukt entsteht rechter Hand in der Gleichung (2.70), sobald wir
auf beiden Seiten eine Integration (und Summation) mit Wellenfunktionen
¢o(p) und ¢, (p') ausfithren.

Genau genommen, haben wir einen Raum Hr fiir die Teilchen und einen
weiteren Raum #H 4 fiir die Antiteilchen. Die beiden Rdume miissen wir un-
terscheiden, obwohl sie die gleiche Struktur besitzen. Wir definieren

e Erzeugungsoperatoren fiir Teilchen:
Z/ D a1 01040 beHr  (106)
e Erzeugungsoperatoren fiir Antiteilchen:
Z/dap bl (p) ¢ (P) v €Ha (107)
Vernichtungsoperatoren werden analog definiert:
o) = Y [ S amint) (108)
o) = 3 [ S i) (109)
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Eine elementare Uberlegung fiihrt uns unmittelbar zu den Antivertauschungs-
relationen:

{a(¢),a'(¢")} = (¢,¢) (110)
{b(0),b' (&)} = (0.¢) (111)

Alle hier nicht aufgefiihrten Antikommutatoren ergeben Null. Insbesonde-
re gilt dies auch fiir Antikommutatoren zwischen Teilchenoperatoren (a, a')
einerseits and Antiteilchenoperatoren (b, b') andererseits (erweitertes Pauli-
Prinzip): Dies bedeutet, dafi die Unterscheidung Teilchen-Antiteilchen wie
ein weiterer Freiheitsgrad neben Impuls k und Polarisation o aufgefafit wird.
Eine Konsequenz der Antivertauschungsrelationen ist, dafl Quadrate von
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren verschwinden:

Dies hat zur Folge, daf§ ein Zustand ¢ nur einfach besetzt werden kann (Pauli-
Verbot).

2.9.2 Fock-Darstellung

Eine Darstellung durch Operatoren auf einem Hilbertraum wird dadurch fest-
gelegt, dafl wir die Existenz eines Vakuumzustandes fordern, d.h. fiir alle
¢ € Hp und alle p € H 4 soll gelten3™:

a()§2 = b()2 = 0 (112)

Auf diese Weise erhalten wir die Fock-Darstellung (oder Vakuumdarstellung)
der kanonischen Antivertauschungsrelationen. Alle Betrachtungen aus dem
Kapitel 2.1 lassen sich sinngeméf} {ibertragen. Wir wollen einige Ergebnis-
se herausgreifen, ohne auf die Details der meist sehr einfachen Rechnung
einzugehen.

Die kanonischen Antivertauschungsrelationen fiir die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren sind den folgenden gleichzeitigen Antikommutator-
regeln fiir das Dirac-Feld fquivalent3®:

{tha(@), Y52 ) bz = 6ap0” (x — x')
{ta(x), Ys(z") }i=y = 0

37Ohne es ausdriicklich zu sagen, wollen wir immer annehmen, daf8 der Vakuumzustand
normiert ist: ||Q]] = 1.

38Die Dirac-Indices a und 8 werden zum besseren Verstindnis hier ausnahmsweise nicht
unterdriickt.
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Unter den moglichen Zweipunktfunktionen des freien Dirac-Feldes gibt es
eine, die nicht Null ist:

(Q,9(2)P(y)Q) = (i@ + m)A,(z —y,m) =: Sy (z —y,m) (113)
Zustiande von zwei Teilchen erhalten wir so:
[p12) = GT(¢1)GT(¢2)Q (114)

Der Zustand ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Wellenfunk-
tionen, weil die zugehorigen Erzeugungsoperatoren miteinander antikommu-
tieren. Das Skalarprodukt 148t sich elementar berechnen:

($10a]d10h) = (Q a(ér)a(ez)al (¢))al(¢))Q)
= (2{a(¢1), a'(¢))Ha(es), a'(¢5)}0)
Q, {a(¢1), a' (¢5)Ha(ba), o’ (6})}0)
b1, 01) (P2, B%) — (1, B5) (2, B)

Das Ergebnis zeigt die Antisymmetrie der Zustdnde. Wir erhalten das gleiche
Resultat, wenn wir das alternierende Produkt ¢, N ¢o der Wellenfunktionen
einfiihren®’

o~ o~ o~ o~

{01 A 92} (ko K'o') = (ko)ga(K'o") — ¢a(ko)gi(kK'a")} , (115)

1
7 {1
und dann das Skalarprodukt (¢; A go, ¢} A@h) berechnen. Wir kénnen den all-
gemeinen n-Teilchenzustand untersuchen. Durch Induktion findet man: Der

Zustand {[]7_, a'(¢:)}Q beschreibt n Teilchen mit der antisymmetrischen
Wellenfunktion

{¢1/\¢2/\"'/\¢n}(k10—17--- nan - ngnﬂ-H¢ﬂ 201

(Die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen 7 von 1,..,n). Ein Zustand
der Art

at(¢1)"'at(%)bt(%)"'bt(%-z)Q (116)

beschreibt n Teilchen und n Antiteilchen. Als Folge der Antivertauschungs-
relationen ist er

1. antisymmetrisch unter der Vertauschung der Wellenfunktionen ¢, ..., ¢,
der Teilchen,

39Wir schreiben nun ¢(ko) anstelle von ¢, (k).
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2. antisymmetrisch unter der Vertauschung der Wellenfunktionen ¢4, ..., ¢5
der Antiteilchen.

Er geniigt daher dem Pauli-Prinzip im weitesten Sinn: Teilchen wie Anti-
teilchen unterliegen den Gesetzen der Fermi-Statistik. Wir stellen fest: Der
Einteilchenraum der Dirac-Theorie ist H = Hr ® H 4. Zustinde der Form
(116) spannen einen Hilbertraum F_(#) auf, den wir den antisymmetrischen
Fock-Raum iiber dem Raum # nennen. Auch hier finden wir eine natiirliche
Isomorphie:

F (Hr@oHs)=ZF (Hr) @ F (Ha) (117)

Es gibt einen Operator der Teilchenzahl und einen solchen der Antiteilchen-
zahl:

NT—Z/dng (D). NA_Z/dgp*

Die Differenz () = Ny — N4 wird als Ladungsoperator bezeichnet. Das Spek-
trum von @ ist Z (alle ganzen Zahlen). Unter ‘Ladung’ konnte die elektrische
Ladung — in Einheiten der Elementarladung — oder etwas dhnliches (Baryo-
nenzahl, Leptonenzahl usw.) gemeint sein. Entscheidend sind zwei Dinge: (1)
Teilchen haben die Ladung 1, Antiteilchen die Ladung —1. (2) @ ist erzeu-
gendes Element einer einparametrigen Gruppe von Phasentransformationen
des komplexen Feldes (sog. U(1)-Transformationen),

e Q) (2)e'*? = e"i)(x), (0 << 2m),
gleichbedeutend mit [¢(z), Q] = ¢(x), oder auch mit
[a(¢), Q1 =a(¢),  [b'(¢),Ql =b'(y).

Bei all diesen Relationen ist die stillschweigende Voraussetzung gemacht, dafl
Q) = 0 gilt, gleichbedeutend mit der Invarianz des Vakuuum unter U(1)-
Transformationen: *?Q = (.

Die Konstruktion des antisymmetrischen Fock-Raumes wird auch aufer-
halb der Feldtheorie benutzt, und zwar immer dort, wo die Theorie des Fermi-
Gases Anwendung findet. Das ist im besonderen in der Theorie der konden-
sierten Materie der Fall (elektrische Leitfihigkeit) und in der Astrophysik
(Neutronenstern als Endstadium der Sternentwicklung).

2.9.3 Energie und Impuls

Wir wollen zeigen, dafy die Dirac-Theorie mit der Spektrumsbedingung im
Einklang ist, die verlangt, dafl das Energie-Impulsspektrum der Theorie im
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Vorwirtslichtkegel liegt und somit keine negativen Energien auftreten. Ohne
zweite Quantisierung war es am Anfang, als Dirac die nach ihm benannte
Gleichung aufstellte, nicht moglich, diese Forderung zu erfiillen. Auch heute
noch gilt, daf} die relativistische Quantenmechanik — basierend auf der Dirac-
Gleichung — nicht in sich konsistent ist und zu Paradoxien fiihrt.

Wir betrachten die Komponenten P* des Viererimpulses — wie immer
in einer Quantenfeldtheorie — als Erzeuger einer unitdren Darstellung der
Translationen auf dem Fock-Raum:

Y(z+a') = U) ' e()U(z) (118)
U@)Q = 0 (119)
U(r) = exp(—iz,P") (120)

wobei 1(z) das freie Dirac-Feld bezeichnet. In infinitesimaler Schreibweise
bedeutet dies:

i0"y(x) = [v(z), PY] (121)
P'Q) = 0 (122)

Das folgende System von Kommutatoren ist dquivalent mit der Gleichung
(121):

Pas(p) = las(p), P*],  pal(p) = [P*,al(p)] (123)
Pbo(p) = [bs(p), P"],  p"bl(p) = [P*, b (p)] (124)
In diesen Formeln ist p* ein beliebiger Vektor auf der Massenschale, d.h.
p’ = w = \/m? + p?. Fiir andere Werte von p* sind Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren nicht definiert. Es hingt nun entscheidend von den Ei-
genschaften des Vakuums ab, welches Energie-Impuls- Spektrum die Ein-

und Mehrteilchenzustande haben. Betrachten wir namlich Zustande mit n
Teilchen und m Antiteilchen der Art

n,m) = al, (pr) -+~ al, (pa)bl, (9Y) - bL, (P1) (125)
so besitzen sie einen definierten Viererimpuls p#:

Ptn,m) = p/|n,m) (126)

P = pitotptpite o, (127)

Allgemeine Zustidnde entstehen durch Linearkombinationen (Summen bzw.
Integrale). Die Darstellung U(z) der Translationen auf dem gemeinsamen

Fock-Raum von Teilchen und Antiteilchen erfiillt somit die Spektrumsbedin-
gung, weil bereits die Einteilchenzustinde diese Bedingung erfiillen.
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Die kanonischen Antivertauschungsrelationen (engl. CAR) haben im Ge-
gensatz zu den kanonischen Vertauschungsrelationen (engl. CCR) die bemer-
kenswerte Eigenschaft, dafl sie unveréindert bleiben, wenn Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ihre Rolle tauschen. Diese Tatsache erlaubt Darstel-
lungen der CAR zu konstruieren, die indquivalent zur Fock-Darstellung sind,
insbesondere solche, die negative Energien zulassen.

Hierzu ein historisches Beispiel: Dirac (ohne den Formalismus der zwei-
ten Quantisierung zu kennen) ging von einem Vakuum p aus, das wir aus
heutiger Sicht so charakterisieren kénnen:

a(¢)Qp = b (0)Qp = P*Qp =0 (128)

Einteilchenzusténde der Art b,(p)Qp besitzen den Viererimpuls —p* und
damit negative Energie. Weil dies ein Versto3 gegen elementare physikali-
sche Prinzipien bedeutete, hat Dirac sich alle Zustinde negativer Energie als
besetzt vorgestellt, was nur bei Giiltigkeit der Fermi-Statistik denkbar war.
Der so konstruierte Zustand € (auch ‘Dirac-See’ genannt) mufl zwangsliufig
die Bedingungen

a(p)Q=b(p)Q2=P'Q =0 (129)

erfiilllen. Heute benutzen wir Bedingungen (129), um das wahre Vakuum 2
der Dirac-Theorie zu charakterisieren und vermeiden es, ihn als den Dirac-
See anzusprechen. Der Fehler von Dirac war, die Rolle der Operatoren b(yp)
und bf(¢) vertauscht zu haben.

Es zeigt sich, dafl die Darstellung der CAR basierend auf dem Dirac-
Vakuum p indquivalent zur Fock-Darstellung basierend auf € ist. Salopp
formuliert: Die beiden Hilbertrdume lassen sich nicht identifizieren, haben
keine gemeinsamen Zustdnde. Insbesondere liegt der Zustand 2p nicht im
Fock-Raum von Elektronen und Positronen. Dies erklirt, warum das Energie-
Impulsspektrum in beiden Darstellungen so unterschiedlich ist. Vergleiche
hierzu die ausfiihrliche Diskussion im Skriptum zur Vorlesung Relativistische
Quantenmechanik.
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3 Das Wirkungsprinzip

Bislang haben wir nur Felder und Teilchen ohne jegliche Form von Wech-
selwirkung studiert. Um die in der Natur wirkenden Krifte beschreiben zu
kénnen, bendtigen wir das Wirkungsprinzip. Man gewinnt es durch Ubertra-
gung des Hamiltonschen Prinzips aus der klassischen Mechanik auf die Feld-
theorie. Der Formalismus erlaubt die Herleitung von Feldgleichungen (als die
Euler-Lagrange-Gleichungen eines Variationsproblems) und eine systemati-
sche Untersuchung der Erhaltungsgrofien. Das Noethersche Theorem ordnet
jeder einparametrigen Symmetriegruppe eine Stromdichte j#(x) zu, und zwar
so, daf} die Kontinuitétsgleichung 9, 5" (x) = 0 erfiillt ist*’. Wenigstens formal
erhalten wir so eine Erhaltungsgrofie. Dieser Zusammenhang ist die wichtig-
ste Richtschnur bei der Einfiihrung von Lagrange-Dichten, wenn es gilt, eine
geeignete Theorie der Elementarteilchen zu formulieren.

3.1 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Ausgangspunkt ist Lagrange-Dichte L . Dies ist eine reelle Funktion von
klassischen (d.h. nichtquantisierten) Feldern ¢, , den Ableitungen 0,¢, und
manchmal auch von x € My:

L=L(¢r,0,0r, %) (130)
Im allgemeinen héngt somit £ explizit und implizit von x ab:

Llz] = L(,(2), Oudr(2), )

Wichtig ist, dal die Lagrange-Dichte stets nur die Felder an einem Ort z
enthilt. Die Wechselwirkung iiber eine Distanz hinweg wird so ausgeschlos-
sen. Dieses ‘Nahewirkungsprinzip’ ist ein Grundpfeiler der lokalen Feldtheo-
rie.

Mit Hilfe des Index r unterscheiden wir die einzelnen Feldkomponenten.
Ist ein Feld komplexwertig, so denken wir uns entweder seine Komponenten
in Real- und Imaginérteil zerlegt, die fiir sich genommen als die eigentli-
chen Feldkomponenten angesehen werden, oder wir betrachten die komple-
xen Komponenten zugleich mit den konjugiert komplexen Gréflen, so als ob
diese voneinander unabhéngig wiren. Hierzu drei Beispiele:

40Tn der QFT haben sich Sprechweisen etabliert, die dem klassischen Sprachgebrauch
entgegenstehen: Man spricht von einem Strom, wo eigentlich eine Stromdichte j*(z) ge-
meint ist, und sagt der Strom sei erhalten, wenn er divergenzfrei ist, d.h. wenn die Konti-
nuitéitsgleichung 9,,j* (z) = 0 erfiillt ist.
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e Das Elektron in einem dufleren elektromagnetischen Feld wird durch
die Lagrange-Dichte

£ = L3idy — mip — A (131)

4
beschrieben*', wobei 4 = v#A, gesetzt wurde und 9, die asymmetri-
sche Ableitung bezeichnet:

faug = faug - gauf

Danach ist es moglich, den Ableitungsterm in (131) — auch kinetischer
Term genannt — auch auf andere Weise zu schreiben:

Ly = §(7 9%) + (@0) ¢) = Re (i)

Sinnvoll ist es durch Einfiihrung des Dirac-Operators ) = @ + ig4 die
Lagrangedichte (131) in zwei Terme aufzuspalten:

£ = Re (i) — mipi.

Die vier Komponenten des Dirac-Spinors ¢ zusammen mit den vier
Komponenten von ¢ bilden die acht Komponenten, von denen die
Lagrange-Dichte abhéngt. Durch die Anwesenheit des dufleren Vektor-
feldes A, (x) haben wir auch eine ezplizite Abhéngigkeit der Lagrange-
Dichte von z.

e Das Strahlungsfeld einer klassischen Quelle wird durch die Lagrange-
Dichte
L= _iFWF;w —j"A, (132)

beschrieben, wobei F),, nur als Abkiirzung fiir 0, A, — 9, A, zu betrach-
ten ist: Wir haben es mit einer Theorie von vier unabhingigen Feld-
komponenten zu tun. Durch die Ankopplung an einen dufleren Strom
J"(x) mit 0,j*(x) = 0 ist auch hier die Lagrange-Dichte eine explizite
Funktion von z.

e Die Quantenelektrodynamik wird durch die Lagrange-Dichte

L= —LFWF,, 4+ 10idp — miup — qp Ay (133)

beschrieben. Dies ist eine Theorie fiir 8+4=12 Feldkomponenten. Es
gibt keine dufleren Felder oder Quellen. Folglich ist £ nicht explizit von
x abhéngig. Die Theorie beschreibt die Wechselwirkung von Elektronen
und Positronen mit dem Strahlungsfeld.

4Hier bezeichnen m und ¢ = —e Masse bzw. Ladung des Elektrons.
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Um zu den Feldgleichungen zu gelangen, geht man zum Wirkungsintegral
iiber:

I= /d%g[ﬂ (134)

Es wird hierbei immer angenommen, dafl die Felder geniigend schnell im
Unendlichen gegen Null streben, so dafi das Integral definiert ist und dariiber-
hinaus alle partiellen Integrationen, die wir ausfiihren werden, gerechtfertigt
sind. Das Wirkungsprinzip besagt, dal unter einer Variation d¢, der Felder
01 = 0 gilt, d.h. dafl die Wirkung stationdr ist. Nun findet man

or
5T = /d4 Z{a¢r5¢r (au¢r)aﬂé¢r}
o, or }
- /d Z{aqﬁr CETERSY

oL oL

e

99, 0(0u0r)
da ¢, beliebig war. Dies sind Feldgleichungen der QFT. Sie sind identisch
mit den Euler-Lagrangeschen Gleichungen des Variationsproblems I=statio-

nar.
Wir ermitteln die Feldgleichungen fiir die genannten Beispiele:

und somit

=0 (135)

o Auperes Feld. Zunichst finden wir

oL
Ehie (309 —m — q4)1
sodann ar ar
00,0 - Y = Ue.m - W
und somit
oL oL
= (i — q b —m)y = 0. (136)

i Jadil
o o(0,)
In dhnlicher Weise ermitteln wir

oL, oL
op  00,9)

Fazit: Die Feldgleichung fiir ¢ liefert keine neue Information.

= (1@ — q4sp —m)y = 0.
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e Aupere Quelle. Nach einigen Rechenschritten finden wir die Feldglei-

chung
o, F" = j# (137)

e (Quantenelektrodynamik. Die erforderlichen Schritte sind identisch mit
denen der ersten beiden Modelle. Wir erhalten gekoppelte Feldgleichun-
gen fiir ¢ und A,:

(i@ —qdp —m)yp = 0 (138)
Du(OMA” — 0" AM) = gy (139)

Bei alledem mufl man im Auge behalten, dafl bei Anwendung des Wirkungs-
prinzips die Felder wie klassische Gréflen und nicht wie Operatoren zu behan-
deln sind. Wenn wir im Anschlufl daran Quantisierungsvorschriften anwenden
und die Felder schliefllich nicht mehr als beliebige Funktionen, sondern als
fest gewihlte Operatoren ansehen, verliert auch die klassische Wirkung [ ih-
re Bedeutung und kann nicht mehr interpretiert werden. Somit erfiillt das
Wirkungsprinzip nur eine heuristische Aufgabe. Dieser Zustand ist natiirlich
unbefriedigend und wird erst in der euklidischen Fassung (der Minkowski-
Raum M, wird durch den euklidischen Raum E, ersetzt) der Feldtheorie
iiberwunden, wo die Felder wieder als Variable aufgefait werden und die
‘funktionale Integration’ in den Mittelpunkt riickt. Dann kommt der eukli-
dischen Wirkung eine zentrale Bedeutung zu, weil sie das Integrationsmaf}
festlegt.

3.2 Der Energie-Impuls-Tensor

Wir wenden uns Erhaltungssétzen zu, die aus der Translationsinvarianz einer
Feldtheorie folgen. Wir nennen eine Lagrange-Dichte £ invariant gegeniiber
Translationen, wenn sie nicht explizit von x abhéngig ist. Bei einer infinite-
simalen Verschiebung = — z + 0z &ndert sich Lz] = L(¢, (), 0,¢,(z)) um

6L[x] = 0,L[z] dx* (140)

Andererseits soll £ nur eine Funktion der Felder und ihrer Ableitungen sein,
so daf}

oL
5L = Z { a¢ra¢r + wﬁauw,,} (141)
wobei wir die Abkiirzungen
oL
Sy = O,y 2%, =
O =00 5(0u0r)
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benutzten. Es sei dx unabhéngig von =, so da§ 0,0¢, = (0,0, ¢,)dz" gilt. Ein
Vergleich von (140) und (141) unter Ausnutzung von (135) liefert

{0,L} 02" = {0, >, m0, ¢y } 0"
Da dies fiir beliebige dx gilt, erhalten wir die Aussage
8,0m =0 (142)

fiir
O =Y "rld ¢, — g"'L (143)
T
Der auf diese Weise eingefiihrte Tensor ©*” heifit der Energie-Impuls- Tensor.
Die Gleichung (142) zeigt, dal ©*” vier erhaltenen Stromen dquivalent ist.

Die vier damit verkniipften Erhaltungsgrofien identifizieren wir mit den Kom-
ponenten P* des Viererimpulses:

P’ = / d*r 0% [z] (144)

Insbesondere gilt also
H= [ & (5, 0%, - ) (145)
und wir erkennen darin die vertraute Form der Legendre-Transformation aus

der klassischen Mechanik wieder, sobald wir fiir die Zwecke des Vergleichs
die in (145) auftretenden Grofien geeignet benennen:

L= [d Llx] Lagrange-Funktion
b (1) verallgemeinerte Koordinaten
() kanonische Impulse

Bei diesem Vergleich sind r und x € R? als ‘Indizes’ der verallgemeinerten
Koordinate ¢, (t,x) zur Zeit t anzusehen.

Die obige Rechnung 148t sich fiir den Fall wiederholen, bei dem L explizit
von x abhingt. Bezeichnen wir die Ableitung nach z# — bei konstantem ¢,
und 9,¢, — mit L|,, so finden wir

0,0M = —g"' L, = —L" (146)

anstelle von (142), und die Erhaltungssiitze fiir Energie und Impuls gelten
nun nicht mehr. Wir betrachten wieder unsere Beispiele:
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e AufBeres Feld
9,0 = qu(0"A)

O = syytid’y (D = Dirac)
e AufBerer Strom
6u@’]f/'; = A,0"5°
Ol = FMQUA, + Lg"FTE,, (M = Mazwell)

e Quantenelektrodynamik
9,9pp = 0
Ogrn = OF + 00 +¢" qp Ay

Der Tensor ©*” ist eine wichtige und im Prinzip mefibare Grofle fiir die Phy-
sik. Seine Bedeutung geht unter anderem daraus hervor, daf} er in die Ein-
steinschen Gravitationsfeldgleichungen eingeht und somit eine Briicke zwi-
schen der Teilchenphysik und der allgemeinen Relativitidtstheorie schlégt.
Leider hat der von uns abgeleitete Tensor ©4; nicht einmal fiir das freie
Maxwell-Feld die Eigenschaft symmetrisch und eichunabhéngig zu sein. Denn
unter einer Eichtransformation A, — A, + 0, A finden wir unter Ausnutzung
der Feldgleichung 9, F** = 0:

o — O +0,(F" 9" A 147
M M

Erstens: Wir wissen, daf§ die Lagrange-Dichte nicht eindeutig durch die Feld-
gleichungen bestimmt ist. Daraus resultiert eine gewisse Unsicherheit bei der
Konstruktion des Energie-Impuls-Tensors. Zweitens: Der Tensor ©* kann
stets durch einen Zusatzterm der Form 0,Q#7" mit Q7" = —Q°* abgeédndert
werden, ohne die Bedingung (142) und die Konstruktion des Viererimpulses
zu beeinflussen. Wir nutzen diese Freiheit und bestimmen — mit Blick auf
(147) — einen neuen Tensor fiir die Maxwell-Theorie:

QL = @k — §,(F" A) (148)

Bei Abwesenheit von dufleren Quellen gilt die Feldgleichung 0, F*° = 0 und
wir erhalten:

Oh = 19" F " Fpp — gor F*F"7 (149)
Dieser Tensor ist divergenzfrei, eichinvariant, symmetrisch und spurfrei. Er
stimmt nun mit dem gewohnten Ausdruck iiberein, den man in der Strah-
lungstheorie betrachtet. Unter Verwendung des Maflsystems von Lorentz-
Heaveside (ey = g = 1) gilt
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E = {F% F% F%} ~ExB = {6},0% 0%}

B = {F® F3 F'?} LE*+B?) = 0f.
Wir erkennen hierin die bekannten Ausdriicke fiir den Poynting-Vektor und
die Energiedichte des Strahlungsfeldes.

3.3 U(1)-Symmetrie und Ladungen

Das allgemeine Noethersche Theorem sagt, daf} zu einer n-parametrigen Sym-
metriegruppe der Lagrange-Funktion genau n linear unabhéngige erhaltene
Strome existieren. Fiir n = 1 gibt es nur zwei mogliche Situationen: Entweder
kann die Symmetriegruppe mit R oder mit U(1) identifiziert werden. Welcher
Fall vorliegt, erkennt man in der QFT unter anderem an dem Spektrum der
Erhaltungsgrofe. Liegt die Gruppe R vor, so ist das Spektrum kontinuierlich.
Handelt es sich dagegen um die Gruppe U(1), so ist das Spektrum diskret
und Aquidistant.

Wir beschéftigen uns mit dem zweiten Fall. Wenn die U(1)-Gruppe einer
inneren Symmetrie*? entspricht, so nennen wir die e’ €U(1) zugeordnete
Operation eine globale Eichtransformation. Es ist immer mdglich, in einer
konkreten Feldtheorie komplexe Felder so einzufiihren, daf} sich bei einer glo-
balen Eichtransformation héchstens die Phase eines komplexen Feldes &ndern
kann, reelle Felder dagegen iiberhaupt nicht transformiert werden:

or(z) = e, (z)

Hierbei ist n, notwendig eine ganze Zahl, die man die Ladung*® des Feldes
¢, in bezug auf die gewihlte U(1)-Symmetrie nennt (fiir reelle Felder wird
man n, = 0 setzen). Infinitesimal lautet das Transformationsgesetz

or(z) = op(x) —indag,.(z) (150)

oder kurz
6¢r = _inréaqsr

Ist L£(¢y, 0,¢,) invariant gegeniiber einer solchen Transformation, so kénnen
wir wieder schreiben:

oL oL
0=6L = ; [%5¢r + Wau5¢r

42 Allgemein spricht man dann von einer inneren Symmetrie, wenn Raum und Zeit von
der Transformation unberiihrt bleiben, dies also eine Transformation der Felder am glei-
chen Ort 2 darstellt.

BKurzform fiir ‘Ladungsquantenzahl’. Als Beispiel: Die elektrische Ladung wird
grundsétzlich in Einheiten der Elementarladung angegeben.
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_ . Ju T
= —idad, g N, TP, =
r

Hier haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Feldgleichungen be-
nutzt. Auf diese Weise bekommen wir einen erhaltenen Strom, der bis auf
Normierung durch den Ausdruck

@) = =iy npmt(0)ér(x) (151)

gegeben ist. Es sei £L = Ly + £;. Falls die Wechselwirkung £; keine Ablei-
tungen der Felder enthélt, ist der konkrete Ausdruck fiir j# bereits durch die
freie Lagrange-Funktion L, vollstindig festgelegt.

Zur Bestimmung von j*(z) fiir ein einzelnes Dirac-Feld ¢ der Ladung
n = 1 gehen wir von der folgenden Tabelle aus:

Or —it n
G
R A

Wir erhalten so:

7 (x) = (GUY)Y = d(=37"9) = d(x)y"d(z).
Enthilt die Lagrangedichte mehrere Dirac-Felder 1y, ..., und ist sie inva-
riant unter einer gemeinsamen U(1)-Transformation, wobei dem Feld ¢ die

Ladung nj, zugeordnet ist, so existiert ein erhaltener Gesamtstrom, in den
die individuellen Strome additiv eingehen:

ju = nl&lvud}l + e+ nﬁﬂ“% . (152)

Es ist zweckmifig in einer solchen Situation die Schreibweise zu vereinfachen,
d.h. man schreibt j* = 1gy*1) mit den folgenden Vereinbarungen:

U1
lb: 1/1:(%,---,%)- q:diag(nla---ans)'
Vs
Hier wurde ¢ als eine Diagonalmatrix mit den Werten nq,...,ng; auf der

Diagonale eingefiihrt.
Wir kennen in der Elementarteilchenphysik eine Reihe von ladungsartigen
Quantenzahlen. Zu ihnen gehoren:

elektr. Ladung, Baryonenzahl, Hyperladung, Leptonenzahl

Allen Ladungen dieser Art entsprechen erhaltene Stréme der genannten Bau-
art.
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4 Eichtheorien

Bereits im Jahre 1929 schlug H. Weyl vor, die Invarianz gegeniiber loka-
len Eichtransformationen, oder wie man damals sagte, ‘Eichtransformationen
zweiter Art’ dazu zu benutzen, um die Einfiihrung des elektromagnetischen
Feldes zu motivieren. Die Absicht ist, den Elektromagnetismus aus einer Sym-
metriebedingung heraus zu erklidren. Dieser Gedankengang soll nun erldutert
werden. Er fiihrt uns auf den Bauplan der wichtigsten, gegenwirtig in der
Elementarteilchenphysik benutzen Feldtheorien. Die Invarianz gegeniiber lo-
kalen Eichtransformationen steht dabei im Vordergrund. Wir beginnen mit
der einfachsten Theorie dieser Art.

4.1 Die QED als U(1)-Eichtheorie

Um konkret zu bleiben, stellen wir uns vor, dafy das Dirac-Feld 1 freie Elek-
tronen und Positronen beschreibt. Seine Lagrange-Dichte ist

e _
L, 01)) = 3 i@ — mapi)
Sie ist invariant unter globalen U(1)-Eichtransformationen

Y(z) = ¢(@) =), d@) = () = e ()

In bezug auf diese Eichgruppe trigt das Feld somit die Ladung —1; wir hétten
auch jede andere Ladung vorschreiben konnen. Die entscheidende Frage lau-
tet aber: Ist £ auch invariant unter lokalen Eichtransformationen? Dies wéren
Transformationen der Art

Wa) o (@) = D)

P(x) = P%x) = e @y(g)
wobei wir annehmen wollen, daf die z-abhéingige Phase «(x) auflerhalb eines
beschrénkten (aber beliebigen) Gebietes G C M, identisch Null modulo 27
ist, daf also die Transformation wirklich nur lokal wirksam ist. Daf} aus der

globalen Eichinvarianz nicht auch die lokale Eichinvarianz folgt, sieht man
an der Art und Weise, wie sich die Ableitung des Feldes transformiert:

0, * = (9, +i0,a)1 (153)

Die Lagrange-Dichte £ is also nicht invariant. Der Grund hierfiir ist das
Auftreten eines Zusatztermes i0,c, der J, modifiziert. Um den unerwiinsch-
ten Term wieder zu eliminieren, fithren wir ein sog. Eichfeld A, (x) ein. Dies
ist ein reelles Vektorfeld mit der folgenden Transformationsvorschrift:

ed, = eA) =eA, — 0, (154)
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Immer wenn wir eine Feldableitung in der Lagrange-Dichte antreffen, wollen
wir sie durch die kovariante Ableitung

D, = (0, +ieA,)y

ersetzen. Diese Ableitung hat némlich das gewiinschte (d.h. kovariantes) Ver-
halten:

Dy = (0, +ieA))y”
= €0, + i0ua + ieA)
= (0, +ied,)y
— eiaDu’g/}

Fiir unser Beispiel bedeutet dies, dafy die Lagrange-Dichte in folgender Weise
abgedndert wird:

L(¢, Dyip) = Re(ilpyp) — mapi)
Die so konstruierte Lagrange-Dichte ist invariant gegeniiber lokalen U(1)-
Eichtransformationen:

LY, D) = L4, Dy®)

Sie hat jedoch noch einen Defekt: £ enthélt keine Ableitungen des Vek-
torfeldes A,. Wir erhalten also bei Anwendung des Wirkungsprinzips keine
Differentialgleichung, der das Vektorfeld zu geniigen hat. Das Vektorfeld ist
daher nur ein dufleres Feld und beschreibt keine dynamischen Freiheitsgrade.
In einer anderen Schreibweise stellt sich die Lagrange-Dichte so dar:

L(6, D) = 3§ — mipnp — exp Ay

Sie wurde schon von uns frither betrachtet.

Wir wissen bereits aus der Maxwellschen Theorie, dafl der Feldstérken-
tensor F,, = 0,A, — 0,A, invariant gegeniiber den lokalen U(1)-Transfor-
mationen (154) ist: F,, = F},. Auf der Suche nach Ausdriicken, die sowohl
eichinvariant als auch Lorentz-invariant sind, stoflen wir auf F'**F),, als den
einfachsten Ausdruck dieser Art**. Wir ergiinzen die Lagrange-Dichte, um zu
einer befriedigenden Theorie zu gelangen:

L' =L, D) — %F”“Fw, (155)

447ur Konkurrenz steht noch F’“’FH,, = %e“,,”F“"F”. Unter einer Lorentz-
Transformation A € L multipliziert sich das Levi-Civita-Symbol mit det A. Unter einer

Raumspiegelung nimmt FF also ein Vorzeichen auf und ist damit nicht invariant.

93



Unsere Konstruktion von £’ benutzte willkiirlichen Konstanten, wie die Ele-
mentarladung e und die Zahl —i. Die getroffene Wahl hat nur den Zweck,
eine Ubereinstimmung mit der traditionellen Form der Maxwellschen Theo-
rie zu erreichen. Selbstverstindlich kann man alle Felder, falls gewiinscht,
anders normieren. Die Elementarladung e iibernimmt in der QED die Rolle
einer Kopplungskonstanten: Fiir e — 0 verschwindet die Wechselwirkung der
Felder ¢ und A,.

Das hier vorgestellte Schema 1483t sich verallgemeinern. Eine allgemeine
U(1)-Eichtheorie hat danach die folgende Struktur.

e Fiir komplexe Felder 1, ist anfangs eine Lagrange-Dichte L£(¢,, 0,1,)
erklirt, die invariant unter globalen U(1)-Transformationen ist:

gp = e oy,

Hierbei ist n, € Z die Ladung des Feldes 1),. Es ist zweckméfig die indi-
viduellen Felder 1, zu einem Feld ¢ zusammenzufassen und £(v, 0,¢)
zu schreiben.

e [s existiert ein reelles Vektorfeld mit dem Transformationsverhalten
eAZ‘ =eA, - 0,

unter der lokalen U(1)-Gruppe. Mit seiner Hilfe ist die kovariante Ab-
leitung von 9 erklért:

[D#w]r = (8u - inreAu)wr
e Die endgiiltige Lagrange-Dichte
L(¢, Dytp) = 1F* Fpy

ist durch Konstruktion invariant gegeniiber lokalen U(1)-Transforma-
tionen.

In einer solchen allgemeinen Theorie kann man nun den fermionischen Anteil
der Lagrange-Dichte nach Potenzen des Vektorfeldes (also von e) entwickeln:

L1, DM/}) = L(v, au¢) +ej"A, + 0(62) ) (156)

wobei der Strom j# durch den Ausdruck (152) gegeben ist®. Dariiberhinaus
wissen wir, daf§ die hoheren Ordnungen in (156) verschwinden, falls die Ablei-
tungen von v linear in die Lagrange-Dichte eingehen: Hier sehen wir, warum

45Hier ist zu beachten, dal man in der QED vorzugsweise —ej* anstelle von j* als Strom
bezeichnet.
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es wiinschenswert ist, Feldtheorien von Beginn an so zu formulieren, daf§ Ter-
me der Ordnung e? nicht auftreten. Nur dann sind wir sicher, dafl wir es mit
einer reinen Stromkopplung ej*A,, der sogenannten minimalen Wechselwir-
kung, zu tun haben. Als Fazit der vorangegangenen Uberlegungen kiénnen
wir feststellen:

Die Wechselwirkung des el.mag. Feldes mit Materie ist vollstindig
festgelegt, sobald allen Materiefeldern Ladungen zugewiesen sind.

Die folgende Frage ist noch unbeantwortet: Fiihrt der Ubergang von der glo-
balen U(1) zur lokalen U(1) auf neue ErhaltungsgroBen? Gibt es vielleicht
so etwas wie lokale Ladungen, die zu allen Zeiten unverdnderliche Werte an-
nehmen? Die Antwort lautet: Nein. Wir wollen diese Frage am Beispiel der
QED studieren und betrachten zu diesem Zweck eine beliebige einparametri-
ge Untergruppe von lokalen U(1)-Transformationen. Wir schreiben die Eich-

funktion als a(x) = —se(x), halten die Funktion A(z) fest und variieren
s e R:
V() = e "Iy(a) (157)
Al(z) = Au(z)+s0,\() (158)

Wir setzen voraus, dal A(xz) nur lokal von Null verschieden ist. Die einpa-
rametrige Gruppe ist isomorph zu R. Aufgrund des Noetherschen Theorems
ist ihr ein erhaltener Strom zugeordnet. Er ist leicht zu berechnen und ergibt
sich zu:

JH = e)pyPp\ + FH O, (159)
Unter Benutzung der Feldgleichung 0, F* = eyy*1) findet man aber sofort

Tt = 8,(FH)) (160)

also J* = V-(E)) wegen F° = 0 und E = (F, F% F%). Durch Anwen-
dung des Satzes von Gauf finden wir, daf} die vermeintliche Erhaltungsgrofie
zwangslaufig Null ist:

/d% JO = /d% V-(E)) = lim df - EX =0 (161)
r—00 \x\:r

Hier bezeichnet do das Oberflichenelement einer Kugel vom Radius r. Das
Verschwinden des Oberflichenintegrals bei hinreichend groflem r folgt, weil
nach Voraussetzung zu jedem z° ein R existiert, so daf§ A\(z) = 0 fiir |x| > R
erfiillt ist.
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4.2 Die SU(n)-Eichtheorie

Die Verallgemeinerung des Begriffes der lokalen Eichinvarianz unter Einbezie-
hung nichtabelscher Gruppen wurde 1954 von Yang und Mills vorgeschlagen.
Das Modell, das sie untersuchten, benutzte die Gruppe SU(2). Diese Gruppe
lag der damals bekannten Isospin-Symmetrie bei den starken Wechselwir-
kungen zugrunde. Nach moderner Auffassung sind es andere Symmetrien,
auf denen die Konstruktion einer Eichtheorie beruht, wenn sie zur Naturbe-
schreibung tauglich sein soll.

Wir wollen zunéchst nur den Formalismus beschreiben und wihlen die
SU(n) als Symmetriegruppe. Ausgangspunkt ist die Standard-Dichte

L(,0,0) = Lbidp — myp (162)

Angenommen, wir haben es nicht nur mit einem Dirac-Feld, sondern mit n
Dirac-Feldern v, gleicher Masse zu tun. In diesem Fall schreiben wir deren
Lagrange-Dichte als

L, 0,8) = L(Yr, Outhr) (163)

In einer solchen Situation ist es immer bequem, die einzelnen Felder ), als
Komponenten eines ‘Superfeldes’ ¢/ auffassen. Die erste Beobachtung, die wir
machen, ist, dal eine lineare Transformation des Feldes 1

Yp(r) = tpgthy(x) (164)

genau dann die Lagrange-Dichte invariant 148t, wenn die (konstante) Matrix
u = (u,s) unitir ist: U(n) ist die Gruppe der inneren Symmetrien dieses
Modells. Natiirlich befinden sich auch Phasentransformationen darunter. Sie
sind durch u = €@ gegeben und fiihren zu einer Erhaltungsgrée, nimlich zu
der gemeinsame Ladung der Felder. Diese wollen wir nicht betrachten, weil
diese Situation im vorigen Abschnitt bereits besprochen wurde. Wir fordern
also det u = 1 und sind damit bei der Gruppe SU(n). Die Transformations-
vorschrift kiirzen wir ab, indem wir schreiben: ¢ = ut) mit u € SU(n).

Ist es nun moglich, der Theorie eine solche erweiterte Gestalt zu geben,
daf sie invariant unter lokalen SU(n)-Transformationen wird? Dies wéren
Transformationen der folgenden Art:

() == u(@)y(z),  u(r)e SU(n) (165)
Wir studieren wieder das Verhalten der Ableitungen:
0" = (0,u)Y + ud,y (166)
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Hierfiir konnen wir auch schreiben:
[au — (8Mu)u_1} Y = ud, (167)

Um den stérenden Term (9,u)u ' zu eliminieren, fiihren wir ein Eichfeld
A, (z) ein: Dies ist fiir festes p und = jeweils eine n x n-Matrix, d.h. A, (x)
enthélt zwei unterdriickte Indizes. Eine kovariante Ableitung soll nun durch
den Ansatz

D, = (0, — gAY (168)

konstruiert werden. Hierbei ist g eine zunéchst beliebig gewéhlte Kopplungs-
konstante. Die Kovarianz der Ableitung — die Bedingung namlich, dafl

DUy = uD,p, D=3, — gA" (169)

gelten soll — gibt uns das Transformationsgesetz des Eichfeldes. Zunéchst
erhalten wir die Operator-Identititen

(0, — gAZ)u = u(0, — gA,)
(Ouu) +ud, — gAju = ud, — gud, ,

multiplizieren sie von rechts mit %' und finden:

Al = uAu + g7 (Ou)u! (170)

Um die Struktur dieser Gleichung besser zu verstehen, fiithren wir die Lie-
Algebra su(n) der Gruppe SU(n) ein. Bekanntlich ist jeder Lie-Gruppe ei-
ne Lie-Algebra zugeordnet, die man mit dem Tangentialraum an der Grup-
peneinheit identifiziert. Wird das allgemeine Gruppenelement durch n reelle
Parameter charakterisiert, so nennt man die Gruppe n-dimensional. Die zu-
gehorige Lie-Algebra ist dann ein n-dimensionaler reeller Vektorraum mit
einer Produktstruktur, wobei das sog. Lie-Produkt im Falle von Matrix-
Gruppen durch den Kommutator zweier Matrizen gegeben ist.

Die Beschreibung der Lie-Algebra su(n) ist sehr einfach: Eine komplexe
n x n-Matrix a gehort genau dann zu su(n), wenn zwei Bedingungen erfiillt
sind:

1. a ist antihermitesch: a* +a =0 .

2. a ist spurfrei: Spura =0 .
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Diese Bedingungen garantieren, daf €' € SU(n) fiir alle t € R gilt. Unter
den Bedingungen 1. und 2. bilden die Matrizen a einen reellen Vektorraum
der Dimension n? — 1 mit der Eigenschaft, daf} fiir beliebige a,b € su(n)
immer [a, b] € su(n) erfiillt ist.

Sei u(x) € SU(n) differenzierbar. Wir behaupten: Fiir festes = und p gilt
stets (O u)u' € su(n).

Fiir den ersten Teil des Beweises haben wir nur wu* = 1 zu differenzieren:

(Opu)u™ + u(0yu)* =0
Aus u* = u ! folgt
@u)u + ((0u)u ") =0

Also ist (0,u)u~" antihermitesch. Der zweite Teil des Beweises verlangt, daf

wir das Verschwinden der Spur nachweisen. Zunéchst existiert a(z) € su(n),
so dafl u(x) durch die Exponentialkonstruktion daraus entsteht:

alr 1 n
u(z) = ™ = Zﬁa(x)
n=0 "
Es folgt

o] n—1

1
o,u = Z — a* (9 a)a" F 1

n!

n=1 k=0

Spur a*(9,a)a™ " u!

Spur (Qu)u~" = Z

= 1
= Zﬁ Spur "' (9,a)u”"

n=1"" k=0

1
- Z il Spur "' (9,a)u”"

n=1

= Spuru(d,a)u”' = d,(Spura) =0,

denn es wurde Spura = 0 vorausgesetzt. Der Zusatzterm, den das Eichfeld
A, bei einer Umeichung (170) erhélt, erweist sich somit als ein Element
der Lie-Algebra. Dadurch ist nahegelegt, dafl wir das Eichfeld selbst als ein
solches Element auffassen. Damit dies gelingt, miissen wir noch folgendes
verifizieren:

Wir behaupten: Aus u € SU(n) und a € su(n) folgt uvau~! € su(n). An-
ders ausgedriickt®: Die Lie-Gruppe wirkt auf ihrer eigenen Lie-Algebra. Die

46Diese Tatsache gilt in jeder Lie-Gruppe.
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Wirkung ist reell-linear und erhélt das Lie-Produkt. Der Beweis ist elementar
und wird hier iibergangen. Nun ist folgendes klar: Die lineare Abbildung

Ad(u) : su(n) — su(n) , a+> uau™" (171)

(u € SU(n)) beschreibt eine (n? —1)-dimensionale reelle Darstellung der

Gruppe SU(n). Sie wird die adjungierte Darstellung der SU(n) genannt.
Nun interpretieren wir die Relation (170) als eine Beziehung zwischen

Elementen der Lie-Algebra su(n)und fassen das Ergebnis in Worte:

Das FEichfeld einer SU(n)-FEichtheorie ist ein Vektorfeld A, (x) mit
Werten in su(n). Bei einer Umeichung transformiert sich das
Fichfeld gemdfs der adjungierten Darstellung der Fichgruppe und
erhdlt dariberhinaus einen Zusatzterm aus su(n). Bei einer glo-
balen Eichtransformation (u=konst.) verschwindet dieser Term.

Indem man eine Basis in su(n) einfiihrt, ist es stets moglich, das Eichfeld
in n? — 1 reelle Vektorfelder zu zerlegen. Wir beschreiben die einfachsten
Beispiele (der Index g und das Argument z wird unterdriickt):

e Eine Basis in su(2) wird durch —io, gegeben, wobei die o, (a =
1,2,3) die Pauli-Matrizen sind. Es existieren also drei reelle Vektor-
felder A', A%, A3  so daf} das Eichfeld A € su(2) die Form annimmt:

A Al .
A:_Z<A1+iA2 A3 )Z_ZA"'I

Man sieht unmittelbar, daf} diese Matrix antihermitesch und spurfrei
ist.

e Eine Basis in su(3) wird durch —i), gegeben, wobei die A\, (a = 1,...8)
die Gell-Mann-Matrizen*” sind. Es existieren also acht reelle Vektorfel-
der A, ..., A% so daB das Eichfeld A € su(3) die Form annimmt:

A3+%A8 Al — A2 At — AP

A=—i| A'4id> A4 A8 AS AT | = A,
AY 4iAS AP 4 4AT —%AS

"Diese Matrizen wurden von M.Gell-Mann 1961 in einem unverdffentlichten
CALTECH-Report eingefiihrt. Sie bilden eine Basis aller hermiteschen spurfreien 3 x 3-
Matrizen und sind so normiert, daf3 %Spur Ao e = dgp gilt.
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Allgemein kann man in su(n) eine Basis —it, (a = 1,...,n?—1) immer so

einfithren, dafl die ¢, hermitesche spurfreie n x n-Matrizen sind und
%Spur taty = Oap (172)
erfiillt ist. Die durch
[taa tb] =1 Z fabctc (173)

gegebenen (basisabhéngigen) reellen Zahlen f,;,° nennt man die Struktur-
konstanten der Lie-Algebra su(n). Mit Hilfe einer solchen Basis kann das
Eichfeld A,(z) zerlegt und durch seine Komponenten ausgedriickt werden:

Au(r) = —iAj (2)t, (174)

Obwohl A,(z) in unserer Diskussion zunédchst noch als ein klassisches Feld
betrachtet wird, finden wir — aufgrund seines Matrixcharakters — einen nicht-
verschwindenden Kommutator (den man nicht als Ausdruck einer Quantisie-
rungsvorschrift auffassen darf):

[Au(2), Av(2)] = =i for Afy () Ay ()t (175)
Anders ausgedriickt:
[Au(@), Ay ()] = fan® Al (2) A (2).

Die néchste Stufe auf dem Wege zu einer befriedigenden SU (n)-Eichtheorie
wird dadurch erreicht, daf wir in der Lagrange-Dichte (163) der Materiefelder
die gewohnliche Ableitung durch die kovariante Ableitung ersetzen:

L' = L, D) Duth = (9 — gA, )0 (176)

Die so konstruierte Dichte ist bereits invariant unter lokalen Eichtransforma-
tionen: L(¢", Dyyp") = L(¢, Dy1p). Da die Ableitungen des Eichfeldes hierin
nicht vorkommen, fehlt noch ein wichtiger Term. Wir suchen also zun&chst
Feldstirken F),, die sich gem&fy der Vorschrift

Fu(x) = Fo,(2) = u(@)Fu(z)u(z)™ (177)

transformieren. Im folgenden ist es bequem, die Ableitung nach x durch einen
Strich-Index auszudriicken: z.B. u|, := d,u. Die Ableitung des transformier-
ten Eichfeldes

Al = uAuut + g luput
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stellt sich so dar:

Au

* % *
uly up, Ay ut 4+ uAyu +uAuu‘V

+ g_luwyu* + g_lumu"‘y
Andererseits gilt:
gALA, = guA A" + uA
+u Ayut + g_lumu*u‘yu*
= guA,Au’ —uA,uj,
+u Ayut — gilumury

Hierbei benutzten wir u,u* —|—uu‘*y = 0 als Folge von uu* = 1. Wenn wir jetzt
geeignete Terme addieren,

Fuu = Au\u - Av\u + g[Au; All] ) (178)

wobei jeder Term fiir sich genommen ein kompliziertes Verhalten unter Eich-
transformationen zeigt, so geniigt dennoch deren Summe einem sehr einfa-
chen Gesetz: F!, = uF,,u~", so wie in (177) verlangt.

Wir merken an, daf§ die Definition von F),, auch auf verschiedene andere
gleichwertige Weisen gegeben werden kann. Zum Beispiel, indem wir den
Operator D, = 0, — gA, der kovarianten Ableitung heranziehen, gilt:

FMV :g_l[DuaDu] :‘DUA[J_D[LAU' (179)

Schliefllich ist es mdoglich, bei der Theorie der Differentialformen Anleihen zu
machen. Danach ist das Vektorfeld eine 1-Form

A=A, (z)dz",
die Feldstédrken hingegen sind Komponenten einer 2-Form:

F =1F, (z)dz" Adz",

2
wobei vereinbarungsgeméf} die Differentiale antivertauschen:
dz" A dx¥ = —dx” N dzt .

Man erhélt —im Fall der Elektrodynamik — die einfache Formel F' = —d A und
nennt d die dufiere Ableitung. Allgemein: d verwandelt eine p-Form in eine
(p + 1)-Form, und es gilt d> = 0. Im Fall einer nicht-abelschen Eichgruppe
hingegen hat unsere Analyse ergeben, daf}

F=gANA-dA
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gilt, wobei das duflere Produkt von A mit sich selbst durch das Lie-Produkt
der Komponenten (d.h. durch den Kommutator) ausdriickbar ist:

ANA= A (2)Ay(x)dat A da” = L[A,(x), Ay (2)]da* A da” .

SchlieBlich sei betont, dafl wie das Eichfeld A so auch F' Werte in der Lie-
Algebra su(n) annimmt. Es kann deshalb F' nach der Basis —it, entwickelt

werden:
Fu,,(a:) = —iFSV(x)ta (180)

Jetzt ist es wiinschenwert, Lorentz-invariante Ausdriicke zu erzeugen. Al-
so bilden wir J := F},, F*”. Wegen (177) zeigt dieser Ausdruck das Transfor-
mationsgesetz J* = u.Ju ' Folglich haben wir in Spur.J eine eichinvariante
GroBe gefunden. Aus (172) und (180) folgt SpurJ = =23 Fi F*". Die
endgiiltige Lagrange-Dichte der SU(n)-Eichtheorie setzen wir daher so an:
L" = L'+ $Spur J. Ausfiihrlich:

L" = Re (Yipyp) — mynp + LSpur F,, F* (181)

Die Theorie beschreibt die Wechselwirkung von n massiven Dirac-Teilchen
mit n2—1 masselosen Spin-1-Teilchen, die man auch Eichbosonen nennt. Fiir
n > 1 ist die Eichgruppe nichtabelsch und infolgedessen tritt in (181) unter
anderem eine Selbstwechselwirkung des Eichfeldes auf. Grund: Spur F,, F*¥
enthilt das Feld A in zweiter, dritter und vierter Potenz. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von einer Selbstkopplung des Eichfeldes.

Die Lagrange-Dichte enthélt keinen Massenterm fiir das Eichfeld, also
keinen Term der Art iM2 Spur A, A*, der den Eichbosonen eine endliche
Masse M geben wiirde. Die Anwesenheit eines solchen Termes ist durch die
Forderung der lokalen Eichinvarianz ausgeschlossen. Dies scheint zunéchst ein
ernstes Problem zu sein; denn wir beobachten in der Natur nur ezn masseloses
Eichfeld, ndmlich das elektromagnetische Feld. Dieses Problem wird in den
Theorien der schwachen und starken Wechselwirkung durch Zusatzannahmen
iiberwunden (Stichworte: spontane Symmetriebrechung, Higgs-Mechanismus,
confinement).

Als reine Fichtheorie oder Yang-Mills-Theorie bezeichnet man dasjenige
feldtheoretische Modell, das durch die Lagrange-Dichte

Ly = §Spur F, F* = — 10, F2, F" = — 1 F& FI”

4t uwwta

gegeben ist. Zur Auswertung der Spur benutzten wir

Spur (—ity)(—ity) = —204p -
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Das Modell beschreibt die Eichbosonen, ihre Wechselwirkung untereinander
und sonst nichts. Die Anwendung des Wirkungsprinzips fiihrt hier auf die
Feldgleichung fiir das A-Feld

[D,, F*"] =0 (182)

Man kann dies auch als ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen
erster Ordnung fiir das A-Feld und die Feldstédrken auffassen:

F‘“‘jy +g[F",A)] = 0
AM\V — AU‘M + g[AM, A) = E,

Auch fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen finden wir hier eine Entspre-
chung;:
[Dua Fup] + [Dpa Fuu] + [Dua Fpu] =0 (183)

Dies ist eine Identitéit und keine Feldgleichung: Sie folgt aus der Definiti-
on von Fj, und der Jacobi-Identitét fiir das Lie-Produkt. Die Gleichungen
(182) und (183) lassen erkennen, wie die kovariante Ableitung eines Feldes F’
gebildet wird, das sich gemifl der adjungierten Darstellung der Eichgruppe
transformiert. Man schreibt oft abkiirzend

D,F :=[D,, F] (184)

fiir die kovariante Ableitung in einer solchen Situation (#hnlich wie man
in der Quantenmechanik VV anstelle von [V, V] schreibt, wenn man den
Gradienten des Potentials 1/, als Operator aufgefaft, bestimmen mdochte).

Die wesentlichen Begriffe dieser Theorie, wie Eichfeld und kovariante Ab-
leitung, deuten auf eine mathematische Struktur, die unabhingig von dem
physikalischen Kontext analysiert werden kann. Die hier zustédndige mathe-
matische Disziplin ist die Differentialgeometrie der Faserbiindel. Details fin-
det man in dem Buch

Martin Schottenloher: Geometrie und Symmetrie in der Physik,
Vieweg Verlag 1995

Eichtheorien, die gemif der allgemeinen Uberzeugung den fundamentalen
Wechselwirkungen der Natur zugrunde liegen, sind somit ihrer mathemati-
schen Struktur nach geometrische Theorien. In geometrischer Sprache sind
die Eichtransformationen wu(z) lokale Schnitte eines Hauptfaserbindels P
iiber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, der Raumzeit, mit der Struk-
turgruppe SU(n). Fiir den flachen Minkowski-Raum ist P trivial, d.h. von
der Form
P = M4 X SU(?’L) .
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Felder sind grundsiitzlich Schnitte von assoziierten Vektorbiindeln. Das Eich-
feld A als Lie-Algebra-wertige 1-Form definiert einen Zusammenhang, also
einen Paralleltransport in der Mannigfaltigkeit. Durch ' = dA + A A A be-
stimmt man die Kriimmung F als Lie-Algebra-wertige 2-Form. Die Relation
(183) heiit dann Bianchi-Identitit. In dieser Formulierung ist fiir die Kopp-
lungskonstante g kein Platz. Um den Zusammenhang mit fritheren Formeln
herzustellen, miissen wir dort das Eichfeld umnormieren, d.h. —gA durch A
und ebenso gF durch F ersetzen. Danach erscheint die Konstante g nur noch
in einem Faktor vor dem Teil der Lagrange-Dichte, der quadratisch in F' ist:

1 v
Ly = S—gQSpur F,,F*

Vom geometrischen Standpunkt ist dies die bevorzugte Darstellung einer
Eichtheorie.

4.3 Die Quantenchromodynamik

Die ersten Modelle, mit denen man starke Wechselwirkungen beschrieb, wa-
ren lokale Feldtheorien mit fundamentalen Meson- und Baryon-Feldern. Die-
se Theorien erwiesen sich zunehmend als unhaltbar, nachdem die nichtlokale
Struktur der Baryonen entdeckt worden war: Diese angeblich fundamentalen
Teilchen zeigten eine Substruktur, der man durch Einfiihrung neuer lokaler
Felder Rechnung zu tragen hatte. Der Weg fiihrte nach anfinglichen Mif3er-
folgen und Fehlentwicklungen schliefilich zur gegenwirtigen Form der Quan-
tenchromodynamik (QCD). Dies ist die Theorie der lokalen Wechselwirkung
von Quark- und Gluonen-Feldern. Die fundamentale QCD-Wechselwirkung
verhélt sich damit zur Meson-Baryon-Wechselwirkung wie etwa QED zur
Theorie der chemischen Bindung. Das Hadronspektrum entspricht der ver-
wirrenden Vielfalt der chemischen Verbindungen.

Quarks sind Spin—%—Teilchen und werden durch Dirac-Felder reprisen-
tiert. Nach heutiger Vorstellung werden die Baryonen als gebundene Zusténde
dreier Quarks aufgefafit. Symbolisch schreiben wir einen solchen Zustand als
\qqq). Hierbei steht ¢ fiir u,d, s, ¢, b, t, also fiir up, down, strange, charm,
bottom, top. Diese Freiheitsgrade des Quarks werden im Englischen flavors
genannt. Das Proton identifiziert man mit dem Zustand |uud), das Neutron
mit dem Zustand |udd).

Der Grundzustand |uuu) dreier u-Quarks ist als das A**-Teilchen be-
kannt. Es besitzt eine Masse von 1232 MeV und den Spin % Seine Spinwel-
lenfunktion ist damit symmetrisch. Andererseits erwarten wir fiir den Grund-
zustand immer eine symmetrische Ortswellenfunktion. Beide Eigenschaften
zusammen widersprechen dem Pauli-Prinzip. Man ist deshalb gezwungen,
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dem Quark weitere Freiheitsgrade zuzuschreiben, und spricht von der Far-
be dieser Teilchen: blau, rot, grin fiir a = 1,2,3. Mit Hilfe dieser neuen
Freiheitsgrade kann nun eine total antisymmetrische Wellenfunktion fiir alle
Baryonen konstruiert werden:

1

— ) eanelqd"q") .

s
Die Antisymmetrie des Zustandes ist jetzt durch die Antisymmetrie des e-
Tensors garantiert. Dieser Tensor ist invariant unter linearen Transformatio-
nen v : C* — C? mit det u = 1. Sie formen die Gruppe SL(3,C).

Mesonen werden als gg-Zusténde aufgefafit. Fiir die leichtesten Teilchen,

die m-Mesonen, gilt:

o ud) i
7 (jug) —|dd))/V2 (genéhert)
T |du)

Die gg-Zustéinde werden so gebildet, dafy alle Farben mit dem gleichen Ge-

wicht eingehen:
1 a=a
7 > la“a").

Transformationen, die diese Kombination invariant lassen, miissen unitér sein
und gehéren somit der U(3) an. Nun ist die Gruppe SU(3) gerade der Durch-
schnitt der Gruppen SL(3,C) und U(3). Die auf diese Weise eingefiihrte
Symmetriegruppe der QCD heifit die Farb-SU(3). Man postuliert, dafi al-
le physikalisch beobachtbaren Zustéinde (Baryonen, Mesonen usw. ) SU(3)-
invariant oder, wie man sagt, farbneutral sind*®. Eine der wichtigsten Auf-
gaben der Feldtheorie ist es zu zeigen, warum nur farbneutrale Teilchen im
ungebundenen Zustand auftreten kénnen. Man nennt dies das Problem der
Quarkeinschlieffung (im Englischen ‘confinement’).

Zur konkreten Beschreibung der QCD gehen wir von Dirac-Feldern %
aus, die den verschiedenen Quarks zugeordnet werden, wobei wir die Indizes
in der folgenden Weise interpretieren:

a=1,2,3 (die ‘colors’)
1,2,...,6 (die ‘flavors’)

48Die bedeutet, dal nur die triviale Darstellung der Farb-SU(3) bei den physikalisch
realisierbaren Zustdnden auftritt. In diesem Sinn ist die Farbe ein verborgener Freiheits-
grad.
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Es gelingt den Farbindex zu unterdriicken, indem man die Schreibweise ver-
einbart: )
vy

vr= | ¥; Uy = (b, 07, 0%) (185)
vy
Das Feld 9y erhélt die Masse my. Sie ist als farbunabhéngig angenommen,
um die Farb-SU(3) als Invarianzgruppe einfiihren zu kénnen. Die Lagrange-
Dichte hat die bekannte Form, wie sie fiir eine SU(3)-Eichtheorie charakte-
ristisch ist:

Laco = gSpur F*Fy, + Y {Re (i) — myibpipr} (186)
/

Die Wahl garantiert unter anderem, dafl die QCD invariant unter Raumspie-
gelungen ist.

Es wire ohne Verletzung der Symmetrie-Prinzipien moglich, den hierin
auftretenden Massenterm etwas allgemeiner zu schreiben, nimlich als

= mypdpy
fr
mit einer komplexen Massenmatrix M = (myp). Diese Matrix muf} her-

mitesch, jedoch nicht notwendig positiv sein. Es ist aber immer mdglich,
durch geeignete Wahl der Felder Matrix M zu diagonalisieren. Wir haben
also in (186) entschieden, die Felder ¢); mit den Eigenvektoren der Matrix
M zu verkniipfen. Die Massenwerte m; lassen sich nur indirekt und mit
Unsicherheiten behaftet aus den gebundenen Zustéinden (den Hadronen) er-
mitteln. Die Werte reichen von wenigen MeV (fiir up- und down-Quarks)
bis zu 170 GeV (fiir das top-Quark). Angesichts der grofien Massenunter-
schiede erscheint es zun#chst wenig sinnvoll, von einem flavor-Freiheitsgrad
des Quarks zu sprechen. Das erweiterte Modell (das sog. Standardmodell)
gibt jedoch allen Teilchen zu Beginn die Masse Null, um dann zu erkléren,
wie simtliche Massen dynamisch, d.h. durch den Higgs-Mechanismus erzeugt
werden. In diesem Licht erscheint die QCD, losgelést vom Standardmodell,
nur als eine effektive Theorie mit frei wéhlbaren Parametern my.

Die Lagrange-Dichte der QCD enthélt nur eine Kopplungskonstante. Es
ist nicht moglich, die Felder 1y mit einer f-abhéngigen Kopplungskonstanten
gr an das Eichfeld zu koppeln: Da die Gruppe SU(3) einfach ist, gibt es nur
eine kovariante Ableitung D,,.

Das Eichfeld A, transformiert sich geméf der adjungierten Darstellung
der Farb-SU(3). Da sie 8-dimensional ist, treten in dieser Theorie 8 Vektor-
bosonen (Spin-1-Teilchen) auf, die man Gluonen nennt. Das Eichfeld kann,
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nach Wahl einer Basis, in 8 Vektorfelder zerlegt werden. Da diese reell sind,
haben die Gluonen keine ladungsartigen Quantenzahlen, also weder eine elek-
trische Ladung, noch eine Baryonenzahl etc. Sie sind sind aber gemischt-
farbig und konnen daher nicht als freie Teilchen beobachtet werden. Unter
der Farb-SU(3) transformieren sich die Gluonen so, wie sich die Quark-
Antiquark-Zustinde |¢¢®) transformieren wiirden, mit Ausnahme des Zu-
standes ) |¢°¢"), der SU(3)-invariant ist.
Die QCD besitzt eine Reihe von U(1)-Symmetrien:

bp(x) = ep(x)  (f=1,...,6). (187)
Die hierdurch beschriebene globale Symmetriegruppe ist
U(l) xU(1) x ---x U(1) (6 Faktoren)

Jede dieser U(1)-Gruppen entspricht eine Ladung. Wir konzentrieren uns auf
die ersten drei Faktoren, sinnvoll fiir eine Welt, die nur aus den Quarks u,
d und s aufgebaut erscheint. Es sei B die Baryonenzahl, () die elektrische
Ladung und Y die Hyperladung®®. Da man bei Einfiihrung dieser Gréfien
von den beobachtbaren Teilchen (Baryonen und Mesonen) ausging, ist es so
gekommen, daf diese Ladungen drittelzahlige Werte bei den Quarks anneh-
men:

flq| B Q Y | B+Q | B-Q+Y | B-Y |
Llull1/3] 2/3] 1/3 1 0 0
20d|1/3]-1/3] 1/3 0 1 0
3|s|1/3]-1/3]-2/3 0 0 1

Dieser Tabelle entnehmen wir: Die gesuchten Ladungen, die den ersten drei
U(1)-Gruppen der QCD entsprechen, sind mit den Linearkombinationen

B+Q , B—Q+Y , B-Y (188)

identisch. Sie nehmen grundsétzlich nur ganzzahlige Werte an. Man hat S =
Y — B die strangeness genannt. Die beiden anderen Ladungen tragen keine
besondere Namen.

Proton und Neutron bilden ein Isospin-Dublett, die 7-Mesonen ein Isospin-
Triplett, K-Mesonen dagegen zwei Isospin-Dubletts, das n-Meson ein Isospin-
Singlett. Dies alles in guter Ndherung unter Vernachléssigung der elektroschwa-
chen Wechselwirkung. Wie kann man die beobachtete Isospin-Symmetrie der
starken Wechselwirkung erkldren? Die Antwort ist einfach: Wenn m; = ms

49Nicht zu verwechseln mit der schwachen Hyperladung der elektroschwachen Theorie.
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gilt (up-Quark und down-Quark haben die gleiche Masse), was in guter Néhe-
rung erfiillt zu sein scheint, dann besitzt die Lagrange-Dichte der QCD eine
weitere globale Symmetrie, beschrieben durch die Gruppe SU(2), die die
Felder ¢; und 15 untereinander transformiert:

(0 _ Uiy Uiz (08 _
<ws ) _ ( e ) ( %) u = (ug) € SU).

Fiir den Fall, dal sogar m; = my = mj gilt, wére die Isopspin-Symmetrie
Teil einer umfassenden globalen SU(3)-Symmetrie der Hadronen. Historisch
wurde diese flavor-SU (3) von Gell-Mann wegen ihrer offensichtlichen Mangel
nur als genidherte Symmetrie eingefiihrt (unter dem mystifizierenden Namen
‘The Eightfold Way’). Thr groier Erfolg war die Vorhersage der Existenz des
(2~ -Teilchens mit einer Masse von 1672 MeV. Die Tatsache jedoch, daf} das
s-Quark etwa 200 mal schwerer als seine leichten Partner ist, zeigt, auf welch
schwachen Fiiflen dieses Symmetriekonzept steht. Aulerdem bietet es nur ein
Modell zur Beschreibung der Bindungszusténde der ersten drei Quarks (u, d
und s).

Das Standardmodell der Elementarteilchen ordnet die sechs flavors in drei

Generationen an:
u C t
d S b

wobei u,c,t einerseits und d,s,b anderseits gleiche elektrische Ladungen tra-
gen, ndmlich @ = 2/3 bzw. —1/3. Alle Quarks haben die Baryonenzahl
B = 1/3. Die Antiteilchen haben zwangsldufig entgegengesetzte elektrische
Landungen und Baryonen-Zahlen.

Ob und wie aus der QCD color confinement folgt, ist bisher nicht in der
gebotenen Strenge bewiesen. Dafl confinement jedoch als Phinomen beob-
achtet wird, ist unbestritten. Es gibt Hinweise, daB eine Ahnlichkeit mit dem
Phénomen der Supraleitung besteht und dafl bei geniigend hohen Tempe-
raturen, wie sie kurz nach dem Urknall im Universum erreicht waren, das
confinement aufgehoben ist, d.h. Quarks und Gluonen als freie Teilchen in
Erscheinung treten. Dichte hadronische Materie verhielte sich dann wie ein
Plasma aus Quarks und Gluonen. Bei im Labor erreichbaren Temperatu-
ren jedoch, befindet sich das Vakuum in einem Zustand vergleichbar dem
des Supraleiters zweiter Art. Analog zu den magnetischen Fluffiréhren in ei-
nem solchen Supraleiter, bilden sich im Vakuum Flufirohren des Farbfeldes
D = E + P (die Polarisation des Vakuums wird durch P beschrieben, un-
ter E verstehen wir die Komponenten von F),, mit ;1 = 0) endlicher Lénge,
an deren Enden sich Quark- bzw. Antiquarkzustinde befinden. Mit wachsen-
dem Abstand (Lénge des Flufischlauches) strebt die Energie gegen Unendlich
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und verhindert so die Existenz freier Quarks. Zu zeigen, daf} all dies aus der
Lagrange-Dichte der QCD folgt, ist ein hochst anspruchvolles und ungeldstes
Problem.

Eine Schwierigkeit der QCD ist, dafi die Kopplungskonstante g zu grof3
ist, um eine Anwendung der Stérungstheorie zu erlauben. Das Verfahren der
Renormierungsgruppe zeigt jedoch, dafl dieser Einwand nur bei kleinen Ener-
gien gerechtfertigt ist. Die renormierte Kopplungstérke ist energie-abhéingig
und geht im Fall der QCD bei hohen Energien gegen Null, ein Effekt, den
man asymptotische Freiheit nennt. Dies erlaubt bei hohen Energien sinnvolle
storungstheoretische Ergebnisse zu erhalten. Bei niedrigen Energien ist man
auf nicht-stérungstheoretische Methoden angewiesen, deren Zuverlissigkeit
nicht immer zweifelsfrei feststeht.

Ein weiteres Problem der QCD ist, dafl das Proton eine solch komplexe
Struktur bekommt, die es unméoglich macht zu zeigen, dafl der Spin des Pro-
tons — wie experimentell bekannt — exakt 1/2 ist. Zunéchst gab das Quarkmo-
dell eine plausible Erkldrung: Der Spin ist die Summe der Spins der drei Kon-
stituentenquarks, wobei die Spins von zwei Quarks entgegengerichtet sind,
so dafl das dritte Quark den Gesamtspin bestimmt. Nach heutiger Vorstel-
lung ist der Aufbau des Nukleons allerdings viel komplizierter: Die Quarks
werden durch Gluonen zusammengehalten. Diese konnen kurzzeitig in Quark-
Antiquark-Paare (sog. See-Quarks) oder auch in weitere Gluonen iibergehen
und wieder verschwinden im Sinne von Quantenfluktuationen. Statistisch
gesehen, sind weitere Teilchen also stets anwesend und tragen zum Spin des
Nukleons bei. Nicht genug damit. Auch die Bahndrehimpulse der sich rela-
tivistisch bewegenden Teilchen miissen in die Bilanz mit einbezogen werden.
Gegenwirtig ist niemand in der Lage, alle Spin- und Bahndrehimpulse aufzu-
addieren. Die Entdeckung dieser Schwierigkeit der QCD fiihrte schon Mitte
der 80iger Jahre des vorigen Jahrhunderts zu der ‘Spinkrise’, die bis heute
andauert.

69



5 Spontane Symmetriebrechung

Clearly this is a subject in which common
sense will have to guide the passage bet-
ween the Scylla of mathematical Talmu-
dism and the Charybdis of mathematical
nonsense.

Jeremy Bernstein

Lokale Eichsymmetrie erzwingt, dafl Eichbosonen masselos sind. Dies ist ein
Problem fiir die Anwendungen in der Teilchenphysik. Wechselwirkungen, so-
fern sie durch masselose Teilchen vermittelt werden, sind langreichweitig.
Wenn wir von der Gravitation einmal absehen, so kennt die Teilchenphy-
sik nur eine langreichweitige Wechselwirkung, den Elektromagnetismus. Das
Photon kann, da es masselos ist, problemlos als ein Eichboson eingefiihrt
werden. Wie steht es aber der schwachen Wechselwirkung, vermittelt durch
die Eichteilchen W, W~ und Z°? Wenn wir die Eichinvarianz der Lagrange-
Dichte aufrecht erhalten wollen, diirfen wir darin keinen Massenterm (pro-
portional zu A, A*) einfiithren. Die Losung des Problems heifit spontane Sym-
metriebrechung. Wir werden uns nun ganz allgemein mit diesem Phé&nomen
auseinandersetzen und beginnen mit einem Streifzug durch die Physik.

5.1 Allgemeine Begriffsbestimmung

Schon in der klassischen Mechanik lernt man, dafl eine Symmetrie der
Hamiltonschen Gleichungen nicht notwendig auch eine Symmetrie der Losung
dieser Gleichungen ist. Denn die Lésung héngt von Anfangswerten ab, d.h.
von dem Zustand des Systems zur Zeit ¢ = 0, und dieser Zustand kann
unsymmetrisch gewihlt sein. Wahrend uns dies selbstverstéindlich erscheint,
so erwarten wir doch, dafl wenigstens der Zustand niedrigster Energie — seine
Existenz vorausgesetzt — eindeutig und symmetrisch ist. Aber selbst eine so
einfache Hamilton-Funktion wie

H(p.q) = 30°+VI(d)
p2 = pf+...+pi
¢ = G+t n=2

besitzt viele unsymmetrische Grundzustiinde, sobald das Potential V (r?) sein
Minimum nicht bei r = 0 annimmt. Das Modell beschreibt dann einen Rou-
lettkessel (ohne Hindernisse natiirlich) in n Dimensionen. Liegt das absolute
Minimum bei r = ¢ > 0, so sind alle Grundzustédnde durch

G+...+@¢=c p=p=...=p, =0,
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also durch die Punkte einer (n—1)-dimensionalen Sphére charakterisiert. Die
Symmetriegruppe® von H(p,q) ist O(n). Sie operiert auf dieser Sphire und
zwar transitiv: Sie ist in der Lage je zwei beliebige Grundzustéinde ineinander
zu iiberfiihren. Thre Wirkung ist aber auch effektiv: Aufler g = 1 148t kein
weiteres Element g € O(n) die Sphére punktweise invariant. Dies bedeutet,
dafl die Untergruppe der residualen Symmetrien in diesem Fall trivial ist,
d.h. nur aus dem Element g = 1 besteht.

Besitzt eine Theorie unsymmetrische Grundzustédnde, so sprechen wir von
einer spontanen Symmetriebrechung. Wir sehen, dafl die spontane Brechung
einer Symmetrie und die Entartung des Grundzustandes immer zusammen
auftreten, sozusagen dasselbe Phiinomen darstellen: Dies ist ein Grundgesetz;
wir finden es in allen Bereichen der Physik.

Es bleibt die Frage zu beantworten, ob unser Roulettkessel iiberhaupt
keinen symmetrischen Grundzustand gestattet. Die Antwort hingt davon ab,
wie weit wir den Begriff des Zustandes fassen. Eine Definition, die geniigend
allgemein ist, um auch in der statistischen Physik anwendbar zu sein, lautet:
Jedes lineare, positive und normierte Funktional auf der Algebra der stetigen
reellen Funktionen f(p,q) soll ein Zustand genannt werden.”* Da die Sphire
genau ein O(n)-invariantes normiertes Maf besitzt, ist der invariante Zustand
(im Sinne der obigen Definition) eindeutig:

N/d §(¢* — ) f(0,q) (189)

wobei der Normierungsfaktor N so gewéhlt ist, dafl w(1) = 1 gilt. Es han-
delt sich dabei um den a-priori-Zustand der Roulettkugel, wenn {iber ihre
Lage iiberhaupt nichts bekannt ist und man nur weif}, dafl sie den Zustand
niedrigster Energie angenommen hat.

Sei allgemein G die volle Symmetriegruppe eines Problems. Nicht immer
muf}, wie in unserem Modell, die Untergruppe K C G der residualen Sym-

50Bei der Bestimmung der Symmetriegruppe ist darauf zu achten, daff die Poisson-
Klammer {p;, gr} = ;. invariant bleibt.

1Tst w ein Zustand, so ist w(f) der Erwartungswert oder Mittelwert der Observablen f
in diesem Zustand. Die drei Voraussetzungen lauten: (1) die Abbildung f — w(f) ist linear,
(2) es gilt w(f) > 0 fiir alle f > 0 und (3) w(1) = 1. Der Zustand w heifit zerlegbar, wenn
gilt: Vf w(f) = awi (f)+(1—a)wa(f), wobei wy und wy wieder Zustéinde sind und 0 < a < 1
. Zustinde, die nicht zerlegbar sind, heiflen reine oder extremale Zustinde. Gewohnlich
betrachtet man in der klassischen Mechanik vorwiegend ezxtremale, in der statistischen
Mechanik vorwiegend zerlegbare Zusténde. So ist etwa durch die Abgaben p; = --- =
pn =0, g1 = ¢, go = - = q, = 0 ein extremaler Grundzustand des Roulettkessels
definiert: Die Roulettkugel nimmt einen definierten Platz ein. Das zugehotrige Funktional
ist w(f) = f(0,...,0,¢,0...,0).

71



metrien trivial sein. Wir konnten das Modell leicht abdndern und schreiben:

1 V2
H(p,q):§p2+E(q%+...+q,2n)+V(q;+1+...+qz)

(0 < m < n). Wie im vorigen Beispiel nehmen wir an, daf§ V (r?) fir r = ¢ > 0
minimal wird. In dieser Situation ist®?

G =0(m) x O(n —m) die volle Symmetriegruppe
K = 0(m) die Gruppe der residualen Symmetrien
G/K = O(n—m) die Gruppe der spontan gebrochenen Symmetrien.

Was die spontane Symmetriebrechung angeht, so verhélt sich die Quan-
tenmechanik in gleicher Weise, jedoch zeigt sie besondere Ziige:

1. Eine Symmetriegruppe G ist auf dem Hilbertraum H aller Zusténde
grundsétzlich unitir dargestellt: zu jedem g € G existiert ein unitérer
Operator U(g). Ist H der Hamilton-Operator, so gilt U(g)HU (g)~"' =
H fiir alle g € G.

2. Bei Entartung des Grundniveaus formen die Grundzustidnde einen k-
dimensionalen Unterraum Hy C H, der die Darstellung U reduziert. Die
Teildarstellung Uy auf H, ist i.allg. irreduzibel 3. Der Raum H enthilt
keinen invarianten Vektor: Es widerspréiche ja der Irreduzibilitiit. Die
Dimension k£ der unitidren Darstellung Uj ist die Dimension von H,, ist
also identisch mit dem Grad der Entartung des Grundniveaus.

3. Die Menge aller ¢ € G mit Uy(g) = 1 stellt eine invariante Unter-
gruppe K C G dar (manchmal auch ein Normalteiler der Gruppe G
genannt). Diese Gruppe K reprisentiert die residualen, die Gruppe
G/K die spontan gebrochenen Symmetrietransformationen.

Auch hier gelingt es, durch Erweiterung des Zustandsbegriffes® einen inva-
rianten Zustand zu konstruieren. Sei ndmlich ey, e, ..., e, eine Basis in Hg
und A ein beliebiger Operator auf H, so ist durch

w(A) =k7"

)

(ei, Ae;) (190)

k
=1

»2Wir vereinbaren, dafi O(1) = Z gesetzt wird.

3 Dies ist eine Regel, kein Theorem, weil sie Ausnahmen gestattet. Liegt eine Ausnahme
vor, so spricht man von einer zufilligen Entartung des Grundzustandes.

54 Ein allgemeiner Zustand ist, wie schon in der klassischen Physik, nichts anderes als
ein lineares, positives und normiertes Funktional auf der Algebra der Observablen.
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ein invarianter Zustand definiert®. Die Konstruktion zeigt jedoch, daf§ ein

solcher Zustand immer zerlegbar ist, oder anders ausgedriickt: Der invariante
Zustand ist ein extremaler Zustand genau dann, wenn k£ = 1 gilt. In diesem
Fall gilt Up(g) = 1 fiir alle ¢ € G, so da K und G zusammenfallen. Fiir
G = K tritt keine spontane Symmetriebrechung auf, d.h. G/K = 1.

In der statistischen Physik begegnet uns das Phinomen der spontanen
Symmetriebrechung erneut. Das bekannteste Beispiel findet man im Ferroma-
gnetismus einiger Metalle. Das {ibliche Modell fiir den Ferromagneten geht
von einer rotationsinvarianten Wechselwirkung eines Spinsystems aus, wo-
bei die Parallelstellung aller Spins energetisch bevorzugt ist. Dennoch treten
unterhalb der kritischen Temperatur, auf jeden Fall aber bei T" = 0, unsym-
metrische Grundzustéinde auf, in denen der Erwartungswert des Spins, die
Magnetisierung also, nicht verschwindet, wie es die SO(3)-Invarianz verlangt.
Zu jeder Raumrichtung (d.h. zu jedem Punkt der Sphiire S?) existiert genau
ein extremaler Grundzustand. Kiihlt man einen Ferromagneten in einer Weise
ab, daf} die Aufleren Einfliisse die Rotationsinvarianz nicht verletzen, so ist das
Ergebnis fiir T = 0 allemal ein symmetrischer Grundzustand. Dieser Zustand
entsteht rein formal durch Integration aller extremalen Grundzustinde {iber
die Sphire S2. Der invariante Grundzustand existiert also auch hier, jedoch
ist er zerlegbar, und unzerlegbar nur dann, wenn die spontane Symmetrieb-
rechung verschwindet (z.B. durch Erhthung der Temperatur). Ein schwaches
Magnetfeld reicht aus, um zu erreichen, daf§ bei Anndherung an den abso-
luten Nullpunkt ein unsymmetrischer extremaler Zustand entsteht. Schaltet
man dann das Magnetfeld wieder ab, so bleibt die ausgezeichnete Richtung
erhalten; sie ist gewissermaflen eingefroren. Unsere Terminologie benutzend
konnen wir sagen: Die Symmetriegruppe des Ferromagneten ist G = SO(3).
Sie ist bei T' = 0 vollstindig (spontan) gebrochen, d.h. die Untergruppe der
residualen Symmetrien ist trivial: K = 1.

In der Theorie der Supraleitung und der Superfluiditidt finden wir eine
ahnliche Situation. Jedoch ist die Symmetriegruppe, die hier spontan ge-
brochen erscheint, weniger anschaulich: Es handelt sich dabei um globale
U(1)-Eichtransformationen, die, wie man weif}, nur in quantentheoretischen
Modellen auftreten.

Die Feldtheorie wird sich in jeder Beziehung dhnlich verhalten, und wir
konnen unsere Terminologie direkt iibertragen. Die Rolle des Grundzustandes
iibernimmt hier das Vakuum, das immer nur in bezug auf ein konkretes feld-
theoretisches Modell definiert werden kann: Es ist der Grundzustand dieses

55 Beweis: Ist I : Hy — H die kanonische Einbettung, I* : H — Hg die Projektion und
Ag = TAT*, so ist auf diese Weise jedem Operator A : H — H ein Operator Ag : Ho — Ho
zugeordnet und es gilt kw(A) = Spur Ag. Andererseits gilt IU(g) = Uo(g)I und U*(g)I* =
I"U*(g). Also, kw(U(9)AU*(g)) = Spur(Uo(9)A0Ug (9)) = Spur Ag = kw(A).

73



Modells, ndmlich der Zustand niedrigster Energie, oder auch der Zustand bei
T = 0. Fiir eine freies Feld ist dieser Zustand eindeutig. Auf ihm basiert die
Fock-Darstellung dieses Feldes. In einer Theorie mit Wechselwirkung miissen
wir damit rechnen, dafl dieser Zustand unter Umsténden nicht mehr eindeu-
tig ist. Modelle dieser Art sind leicht angebbar. Der Grund fiir die Entartung
des Vakuums ist immer die spontane Brechung einer offensichtlichen oder
verborgenen Symmetrie der Lagrange-Dichte. Die Symmetriegruppe G, die
gebrochen erscheint, transformiert die verschiedenen Vakua ineinander, und
diejenige Untergruppe K, die jedes Vakuum fiir sich genommen invariant
148t, ist offensichtlich die Gruppe der residualen Symmetrien. Die Gruppe
G/K enthilt alle spontan gebrochenen Symmetrien im engeren Sinn.

Wenn es mehrere Vakua gibt, welches ist das physikalische Vakuum? Die-
se Frage driangt sich auf, weil es in der Teilchenphysik, anders als in der
Festkorperphysik, nicht von den experimentellen Gegebenheiten abhéingig
sein kann, welcher Grundzustand realisiert ist. Denn das Vakuum beschreibt
den leeren Raum, gewissermaflen den lokalen Zustand des Universums, einen
Zustand also, den der Experimentator bereits vorfindet und den er nicht ma-
nipulieren kann®®. Die einzig mégliche Antwort auf die oben gestellte Frage
zur Zeit lautet: In der Anfangsphase unseres Universums (vermutlich inner-
halb weniger Sekunden) wurde diese Entscheidung getroffen, und das theore-
tische Weltmodell, das wir heute entwerfen, kann nur versuchen, die korrekte
Beschreibung dieses (unsymmetrischen) Vakuums zu finden. Es wird dann
nach menschlichem Zeitmaf fiir die kiinftige Beschreibung unserer Beobach-
tungen Giiltigkeit besitzen. Eine Erkldrung dafiir, warum gerade dieses eine
Vakuum ausgezeichnet ist, wird es vermutlich niemals geben.

Vergleichen wir die Invarianz der Lagrange-Dichte £ mit der Invarianz des
Vakuums €, so gelangen wir zu folgender Tabelle fiir die vier Moglichkeiten:

(2 invariant Q) nicht invariant
L exakte spontan gebrochene
invariant Symmetrie Symmetrie
L unmoglich explizit gebrochene
nicht invariant || (Coleman-Theorem) Symmetrie

In dieser Tabelle wird behauptet, dafl eine unsymmetrische Lagrange-Dichte
kein symmetrisches Vakuum zur Folge haben kann. Hierbei handelt es sich um
die Aussage eines wichtigen Theorems von S.Coleman, das er so formulierte:

%6Dies schliet nicht aus, daf das Vakuum in fernen Bereichen des Universums eine
andere Struktur hat, oder — auf einer astronomischen Skala — einer zeitlichen Verdnderung
unterworfen ist.
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The symmetry of the vacuum is the symmetry of the universe.

Diese Aussage stellt eine Besonderheit der QFT dar. Eine analoges Theorem
fiir die quantenmechanischen Systeme ist nicht bekannt. In der gewdhnlichen
Mechanik ist die analoge Aussage sogar falsch.

Beispiele fiir explizit gebrochene Symmetrien finden wir reichlich in der
Teilchenphysik: Die Raumspiegelung und die Ladungskonjugation sind solche
Symmetrien, aber auch die Isospin-Gruppe und die SU(3) fjq00r gehoren zu
dieser Kategorie.

5.2 Skalare Felder und Higgs-Bosonen

Wir stellen uns vor, £(¢,0,¢) sei die Lagrange-Dichte eines Modells fiir n
reelle Skalarfelder ¢1, ¢s...¢,. Durch lokale Transformationen (alle Felder
am gleichen Ort) der Art

¢ =Fi(d1,...,¢n) i=1,....,n (191)

ist es moglich, der Dichte £ eine neue Gestalt zu geben. Die folgende Diskus-
sion verlduft nun ganz analog zu der entsprechenden Diskussion klassischer
mechanischer Systeme bei kleinen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage
(Methode der kleinen Schwingungen). Wir wollen annehmen, da8 durch eine
geeignete Wahl der Felder die folgende Gestalt erzielt wurde:

L=13 (0u6:1)(0":) — V(9) (192)

7

Die Energiedichte ist dann

0% =13 (@) + (V6:)?) + V(9) (193)

[

Man erkennt bereits, da§ die Funktion V' (von n Variablen) einer physika-
lischen Bedingung zu unterwerfen ist: V' mufl nach unten beschrinkt sein
(Stabilitdtsbedingung). Die néchste Frage lautet: Wo nimmt V' sein Mini-
mum an? Wir wollen annehmen, daf} dies an der Stelle a = (a1, aq, ..., a,)
geschieht. Das Verhalten in der Umgebung dieses Punktes ist sodann von
Interesse. Dieses wird durch die zweiten Ableitungen diktiert:

B 0’V
0¢; 0y,

Wir nennen M = (m;;,) die Massenmatriz. Liegt ein lokales Minimum vor,
so ist sie positiv definit (alle Eigenwerte > 0). Eine SO(n)-Transformation

V(g)=V(a) + %mm(@ —ai)(or —ag) + ..., m'* (a).
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der Felder ist in der Lage, diese Matrix zu diagonalisieren mit Eigenwerten
m?. Wir diirfen daher 0.B.d.A. von der folgenden Entwicklung ausgehen:

V(o) = Via)+ Y miel - £ (199
oi(r) = pilr) +a m? > 0 (195)

Hier sind wir zu neuen Feldern ¢; iibergegangen, mit denen wir kleine Aus-
lenkungen aus der Gleichgewichtlage beschreiben. Die Terme von hoherer
Ordnung in ¢ haben wir in £’ zusammengefafit. Wesentlich ist, daf} der Vektor
a unabhingig von z ist, unwesentlich ist der Wert fiir V' (a). Durch eine
Umeichung der Energie erreichen wir, dafi V'(a) = 0 gilt.

Die Lagrange-Dichte erhilt damit die folgende Gestalt:

£=13" (Gup) @) — m3g?) + £(¢) (196)

[

Die Interpretation ist offensichtlich. In einer Ndherung (£ = 0) beschreibt
das Modell n freie Spin-0-Teilchen (Bosonen) mit den Massen m;. Der Zu-
satzterm L' in der Dichte bewirkt eine Wechselwirkung dieser Teilchen un-
tereinander.

Nun wéhlen wir ein spezielles O(n)-symmetrisches Modell. Es sei ndmlich

V(g) = Mo —c)
@ = D 4 A>0

(c und A sollen x-unabhéingig sein). Das Potential V' nimmt sein Minimum
in allen Punkten der Sphire ¢? = ¢* an. Wir kénnen etwa a = (c,0,...,0)
und ¢ = ¢ + a setzen und gelangen so zu der Darstellung

Vo= Mp? + 2cp1)?
smivt — L'() mi = 8Ac?
wobei £’ die dritten und vierten Potenzen der Felder enthélt. Die O(n)-
Symmetrie ist spontan gebrochen mit der Konsequenz, dafl genau ein Feld
— hier p; — eine endliche Masse m; = V8c?\ erhilt, wihrend alle an-
deren Felder masselos sind. Das Auftreten von n —1 masselosen Bosonen
ist charakteristisch fiir die totale Brechung der O(n)-Symmetrie (spontane
Brechung ohne Restsymmetrie), weil die Massenmatrix in solchen Situatio-
nen immer den Rang 1 hat (dies ist im wesentlichen ein geometrisches Ar-
gument). Das Teilchen, das eine endliche Masse und Spin 0 besitzt, nennt
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man das Higgs-Boson. Die masselosen Teilchen einer solchen Theorie hei-
Ben Goldstone-Bosonen. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dafl —
gewisse Bedingungen vorausgesetzt — das Auftreten von Goldstone-Bosonen
notwendig verkniipft ist mit der spontanen Brechung einer kontinuierlichen
Symmetriegruppe (Lie-Gruppe).

Wieso ist die Wahl, die wir fiir den Vektor a getroffen haben, gleichbe-
deutend mit der Wahl eines Grundzustandes, den wir dann ein Vakuum der
Theorie nennen? Die Antwort ist sehr einfach: Unter Vernachlissigung der
Wechselwirkung £’ handelt es sich bei allen Komponenten von ¢ um freie
Felder, fiir die wir die Fock-Darstellung wihlen. Das gemeinsame Vakuum
sei Q. Dann gilt (2, 9;Q) = 0 fiir alle s = 1,...,n. In den urspriinglichen
Feldern liest sich das so:

c 1=1

(2,6, ) = {0 i=2,.

In der O(n)-symmetrischen Theorie hat genau eines der Skalarfelder einen
nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert erhalten und dadurch die Sym-
metrie zerstort. Jedem Vektor a mit a®> = ¢ (jedem Punkt der Sphire S"~!)
ist somit ein Vakuum €2, zugeordet. Je zwei Vakua gehoren zu infquivalen-
ten Darstellungen der Feldalgebra (d.h. der kanonischen Vertauschungsrela-
tionen). Die Theorie besitzt iiberabzihlbar viele solcher Darstellungsrdume
(die man Sektoren nennt), weil sie iiberabzéhlbar viele Vakua besitzt. Wir
ergidnzen die Diskussion durch zwei Bemerkungen:

coy M.

1. Nur®® Skalarfelder kénnen einen nichtverschwindenden Vakuumerwar-
tungswert entwickeln, wenn wir an der Lorentz-Invarianz des Vakuums
festhalten. Mehr noch: ein solches Skalarfeld mufl die Quantenzahlen
des Vakuums besitzen, kann also weder eine elektrische Ladung noch
eine negative Paritit besitzen. Dies gilt dann gleichermaflen fiir das
Higgs-Teilchen. Insbesondere ist es sein eigenes Antiteilchen.

2. Das freie Bose-Gas®® besitzt, wenn man seine Temperatur T (oder auch
seine Dichte p) variiert, einen Phaseniibergang. Unterhalb des kriti-
schen Punktes existieren extremale Zustinde wy, in denen der Erwar-
tungswert des Erzeugungsoperators a'(1) nicht verschwindet, d.h. fiir

TGemeint ist, daf Dirac-Felder und Vektorfelder verschwindende Erwartungswerte
haben. Ein Spin-2-Feld G, hétte hier wieder eine Chance. Denn eine Gleichung wie
(Q, G ) = cgpy ist mit der Lorentz-Invarianz des Vakuums vertriiglich. Die Einfiihrung
von Feldern mit Spin > 2 bereitet jedoch andere schwerwiegende Probleme.

58Hierbei handelt es sich um ein System von unendlich vielen Teilchen in einem unend-
lichen Volumen. Jedoch ist die Teilchendichte endlich und unabhéngig von Ort und Zeit.
Das Plancksche Gesetz der Hohlraumstrahlung kann durch ein Photonengas bei endlicher
Temperatur erkliart werden.
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alle ¢ € H gilt™
wr(al(¥)) = fr(¥)  wra(y)) = fr(¥)

wobei f(¢) ein lineares, translationsinvariantes und komplexwertiges
Funktional darstellt. Fiir Bosonen mit Spin 0 muf} deshalb gelten:
fr(v) = erp(0) mit er € C. Man spricht in diesem Zusammenhang
von einer makroskopischen Besetzung des Grundzustandes®® oder ei-
nem Kondensat und nennt das Phinomen Bose-Kondensation. London
hat es zur Erkldrung der Erscheinung der Superfluiditit herangezo-
gen: Das Kondensat ist danach die superfluiide Komponente des élte-
ren Zweifliissigkeitsmodells. Es hat sich aus diesem Grund in der Feld-
theorie ein Sprachgebrauch eingebiirgert, der die Parallelen zur Bose-
Kondensation betont: Man spricht also von einem ‘Kondensat’, sobald
ein Skalarfeld ® die Eigenschaft (Q, ®Q) # 0 besitzt.

5.3 Das Goldstone-Theorem

Wir lieferten ein vages Argument dafiir, dafl eine spontane Symmetriebre-
chung notwendig mit dem Auftreten von masselosen Bosonen, sog. Goldstone-
Teilchen verkniipft ist. Die Argumentation war deshalb vage, weil wir dabei
den Wechselwirkungsterm L' aufler acht gelassen haben. Das Argument war
auch nicht allgemein genug, weil die Ankopplung an weitere Felder (Dirac-
Felder, Vektorfelder etc.) nicht mit in die Betrachtung einbezogen werden
konnte. Tatséchlich kann man, volle Lorentz-Kovarianz vorausgesetzt, die
Existenz masseloser Teilchen allgemein beweisen (Goldstone-Theorem), so-
bald ein Skalarfeld ® die Eigenschaft (€2, ®€2) # 0 besitzt. Es ist in diesem
Zusammenhang wichtig zu erfahren, welche Voraussetzungen dabei gemacht
werden, um zu verstehen, warum dieses Theorem in den Eichtheorien zwar
immer noch richtig ist, aber dennoch nicht notwendig, und das heifit, nicht
in allen Situationen, zu masselosen Teilchen fiihrt.

Wir nehmen an, eine bestimmte Lagrange-Dichte £ besitze eine einpara-
metrige Gruppe G von Symmetrietransformationen, so daf} ihr ein erhaltener
Strom j#(z) zugeordnet ist. Wir wollen weiter annehmen, daf es sich um
interne Symmetrien handelt. Es ist dann verniinftig, G als eine kompakte
Gruppe vorauszusetzen. Damit folgt sofort G = SO(2). Um diese Symmetrie
spontan zu brechen, nehmen wir die Existenz zweier reeller Skalarfelder ¢,

3 7ur Erinnerung: H ist der Einteilchenraum und ¢ eine Wellenfunktion in der Impuls-
darstellung.

60Gemeint ist der Einteilchenzustand zum Impuls p = 0. Die komplexe Zahl cr ist ein
sog. Ordnungsparameter des Systems, und |cr|? ist die Teilchendichte im Zustand p = 0,
also im Kondensat.
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und ¢ an, die zur Liste derjenigen Felder gehdren, von denen £ abhiingt.
Die beiden Skalarfelder, so nehmen wir an, transformieren sich unter

coS —Ssino
sina cos«

) € SO(2)

wie die Komponenten eines Vektors. Es ist dann bequem, anstelle des zwei-
komponentigen Feldes ein komplexes Feld ¢ = %(@51 + i¢y) einzufiihren,
dessen Transformationseigenschaften einfacher sind:

¢%(z) = ¢ () (197)

Dies fiihrt uns wieder vor Augen, daf die beiden Gruppen SO(2) und U(1)
isomorph sind.

Wir stiitzen die weitere Diskussion allein auf die beiden Operatorfelder
J*(z) und ¢(z). Wir sprechen von einer exakten Symmetrie, wenn die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

Ex1 Das Integral Q = [ d% j%(x) existiert und ist zeitunabhingig. Es be-
schreibt den Ladungsoperator. Der Strom kann so normiert werden,
da} das Spektrum von () aus den ganzen Zahlen besteht.

Ex2 Der Operator @ ist der Erzeuger einer unitiren Darstellung e’ s e’®?
der Gruppe U(1) auf dem gemeinsamen Zustandsraum aller Felder, und
es gilt speziell fiir das Feld ¢:

e*Yp(z)e? = () (198)
Ex3 Das Vakuum ist eindeutig und U(1)-invariant, gleichbedeutend mit
Q€2 = 0. In Worten: Das Vakuum hat keine Ladung.

Die Gleichung (198) lautet in infinitesimaler Form:

[Q, 6(x)] = o(x) (199)

Geht man hier auf beiden Seiten zu dem Vakuumerwartungswert iiber und
benutzt Ex3, so folgt (2, ¢(x)Q2) = 0. Unter den Annahmen Ex1-Ex3 ist es
also nicht mdoglich, dafl man ein Kondensat hat.

Wir wollen nun die Annahmen abschwéchen und nicht mehr annehmen,
dal Q) = 0 giiltig ist. Mehr noch: wir vermeiden, die Existenz von @) iiber-
haupt vorauszusetzen. Anstelle von (199) soll die folgende Relation treten:

/ & [1(2), 6(y)] = 6(y) (200)
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An dieser Gleichung kénnen wir nédmlich selbst dann festhalten, wenn das
Integral [ d% j°(x) sinnlos ist. Grund: in einer lokalen Feldtheorie gilt

(=) <0 = [j"(2),0(y)] =0, (201)

so dafl das Integrationsgebiet in (200)bei festem z° und y° beschrinkt ist.
Unser Ziel ist zu zeigen, dal die folgenden sehr schwachen Annahmen
ebenfalls (Q2, ¢(z)Q2) = 0 zu Folge haben.

Gol Es gilt 9,5* = 0 (Stromerhaltung).

Go2 Es gilt
/ P (@ [0(2), 6] = (L d)Q) 20 =y =0

(schwache Form der U(1)-Kovarianz des Skalarfeldes).
Go3 (Relativistische Kovarianz) Es existiert eine unitire Darstellung U der
Poincaré-Gruppe®!, so daf
(a) Ula, \)Q2 =
(b) U(a, A)j#*(@)U(a, )~ = (ATH", j"(Az + a)
(c) Ula, \)g(x)U(a, A)* = ¢(Az + a)

Hier ist ausgedriickt, daf} 2 sowohl translations- wie Lorentz-invariant
ist, ¢ sich wie ein Skalarfeld und j* sich wie ein Vektorfeld transformiert
(eine harmlose Annahme, wie es scheint).

Go4 (Spektrumsbedingung) Das Spektrum des Impulsoperators P* liegt im
Vorwirtskegel, jedoch so, dafl es die Existenz von Zustdnden mit Masse
Null ausschlief3t:

spec P* C {0} U {p:p* > 0,p" > 0}
(Der Punkt p = 0 entspricht dem Vakuum).

Theorem (Goldstone) Aus den Annahmen Gol-God folgt (2, ¢(2)Q2) = 0.

Anmerkung: Der Vakuumerwartungswert ¢ = (Q,¢(z)Q) € C ist un-
abhingig von = als Konsequenz der Annahmen Go3(a) und Go3(c). Gilt
¢ # 0 (spontane Symmetriebrechung), so ist eine der Annahmen des Theo-
rems falsch. Gewohnlich nimmt man an, daffi Go4 falsch ist, in Worten:

61Djes ist die Gruppe aller Transformationen ' = Az + a mit A € L_Ti_ und a € M,.
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c # 0 impliziert die Existenz von Masse-0-Teilchen in der Theo-
rie.

Diese Interpretation des Goldstone-Theorems ist aber alles andere als zwin-
gend und nicht in allen Situationen zutreffend. Die Alternative hierzu lautet:

c # 0 impliziert, daff eine der Annahmen in Gol- Go3 falsch ist.

Vermutlich ist die Stromerhaltung (Divergenzfreiheit) eine rein klassische
Eigenschaft, die durch die Quantisierung verloren gehen kann. 1969 wurde
diese Tatsache an Beispielen entdeckt (durch S.Adler, J.S.Bell und R.Jackiw)
und wird seitdem eine Anomalie der Modells genannt.

Beweis des Theorems. Wir bilden die Fourier-Transformierten (im Sinne
der Distributionen):

Q@D = [ dperrE) (202)
QoW = [ dpe ) (203)
Aus Go3 (nur die Translationen U(a, 1) = exp(iaP) benutzend) folgt
(Q. 5" (@)d(y)Q) = (7*(0)2 ¥~ D76(0)0) (204)
(2, 6(y)"(2)2) = ((0)", e =7j#(0)Q) (205)

Vergleichen wir diese Darstellung mit den dariiberstehenden Gleichungen:
Aus der Spektrumsbedingung (Go4) folgt, dafi F{'(p) und F}'(p) beide ihren
Triger5? im Vorkegel haben, wo bei gilt:
Ff'(p) = b6'(p) + F/(p)
pP<0 = Fiﬂ(p) =0
wobei wir den Vakuumbeitrag isoliert haben:
B = (2, 7(0)2)(2, $(0)2)
Aus der Lorentz-Kovarianz (Go3) folgt (€2, #(0)Q2) = 0, also o* = 0. Aus
Go3 folgt aber auch® die Darstellung
F'p) = p"o@)f:") i=1,2 (206)
s<0 = fi(s)=0 (207)

62Der Tréger einer Distribution ist das Komplement derjenigen Punkte, in denen sie
verschwindet. Eine Distribution verschwindet in einem Punkt, wenn sie in einer offenen
Umgebung dieses Punktes verschwindet. Der Triiger (engl.support ) ist also stets eine
abgeschlossene Menge.

63Dieser Punkt ist mathematisch delikat, aber dennoch richtig: Eine Lorentz-invariante
Distribution von p auf dem Vorkegel, deren Triger den Punkt p = 0 nicht enthélt, ist eine
Distribution von p? allein. In unserem Fall ist puﬁi“ (p) eine solche Distribution.
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wobei O die Sprungfunktion bezeichnet und die Funktionen f; nur von einer
reellen Variablen abhéingen. Noch haben wir nicht die Stromerhaltung (Gol)
ausgenutzt:

0=p.FY(p) = 0" W fi(r*) = fip®) ~d(p?)

Aus (207) folgt aber f;(p?) = 0; denn der Triiger von f;(p?) schlieBt den Punkt

p? = 0 aus. Zusammenfassend konnen wir feststellen, da§ die Funktionen

F! verschwinden. Also gilt dies auch fiir den Vakuumerwartungswert des
Kommutators:

(2, [j"(). 6(y)]2) = 0
Mit Hilfe von Go2 folgt dann (€2, ¢(z)Q2) = 0, was zu beweisen war.

5.4 Der Higgs-Kibble-Mechanismus

Fiir die spontane Symmetriebrechung in Eichtheorien ist das folgende U(1)-
Modell sehr lehrreich:

L=—1F,F" + D,gD"¢ — V(¢) (208)
mit den folgenden Definitionen:
F[ﬂ/ = ayAu - auAU
D, = 0,+1ieA,
- 1
V() = A2¢¢—c*)? ¢=—=

V2

(A > 0,c¢ > 0).Die Lagrange-Dichte ist invariant unter lokalen U(1)-Eich-
transformationen der Art

0°(x) = €o(x) (209)
eAl(z) = eA,(r)—dua(x) (210)

(1 + i)

In nullter Ordnung, also unter Vernachlissigung aller Effekte der Wechsel-
wirkung, ist der Grundzustand (das Vakuum) entartet und wir kdnnten etwa
die Wahl

(Q,0:1Q) =c¢ (Q,9202) =0 (211)

treffen. Jede andere Wahl geht durch eine globale Eichtransformation aus
dieser einen Losung hervor.

Wir bleiben jedoch vorldufig bei unserer Auffassung, daf} es sich bei dem
Skalarfeld ¢ um ein klassisches Feld handelt, und gehen zu neuen reellen
Skalarfeldern a/(z) und o(x) iiber (Polarzerlegung),

¢1(x) +iga(z) = e O (p(z) +¢) | (212)
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wobei () das Higgs-Teilchen mit der Masse my = v/8Ac? beschreibt. Es
scheint zun#chst so, als ob «a(z) einen echten dynamischen Freiheitsgrad des
Modells beschreibt, das einem Goldstone-Boson zugeordnet ist. Eine lokale
Eichtransformation (209-210) eliminiert jedoch das Feld a(x) vollig aus der
Lagrange-Dichte: diese erhilt in den neuen Feldvariablen die Gestalt £ =
Ly + L, wobei wir in

Lo = —iFm,F’“’ + %eQCQAMA“ + %(augpaw — m%p?) (213)

alle Terme versammelt haben, die von zweiter Ordnung in den Feldvariablen
sind; £y enthélt nur Terme der Ordnung drei und vier: sie charakterisieren
die Wechselwirkung und werden in unserer Diskussion nicht beriicksichtigt.
Der hier beschriebene Vorgang wird unitire Eichung genannt. Nachdem
diese Eichung gewihlt wurde, besitzt das Modell keine U(1)-Symmetrie mehr,
weder lokal noch global.

Die Dichte Ly, fiir sich genommen, fiihrt auf freie Felder. Mit diesem
Ausdruck beginnt erst die Quantisierung der Felder. Deshalb mufl unsere
Diskussion quasi-klassisch genannt werden. Welchen Sinn hitte auch eine
Eichtransformation, bei der die Funktion a(x) ein Operator ist?

Das Feld a(x) ist aus der Dichte verschwunden und mit ihm das Goldstone-
Boson. Hat sich die Zahl der Freiheitsgrade durch die spontane Symmetrieb-
rechung verringert? Nein. Und dies ist die Erkldrung des Ph&inomens:

e Solange die U(1)-Symmetrie nicht gebrochen ist (¢ = 0), beschreibt das
Modell ein masseloses Photon in zwe: Polarisationszustdnden und zwei
masselose skalare Teilchen.

e Ist die Symmetrie gebrochen (¢ > 0), so beschreibt das Modell ein mas-
sives Spin-1-Teilchen in drei Polarisationszustinden und ein massives
Higgs-Boson.

Durch die spontane Symmetriebrechung erhélt sowohl das Eichboson, wie
auch das Higgs-Boson eine Masse, wihrend alle masselosen Zustidnde aus
dem Geschehen verschwinden (Higgs-Kibble-Mechanismus):

Eichboson: m? = e2¢?
Higgs-Boson: m?2, = 8)\c?

Nur fiir die Zwecke der Demonstration war das sehr einfache Modell gewéhlt
worden. Das eigentliche Interesse richtet sich auf die SU(n)-Gruppen. Das
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SU (n)-Higgs-Modell geht von der Dichte5?*
L = iSpurF,, F* + (D,¢)*D"¢ — V() (214)

— 8
aus. Hier ist A, ein SU(n)-Eichfeld und ¢ = (¢!, ..., ¢") ein Multiplett von
n komplex-skalaren Feldern (2n reell-skalare Felder). Die Bezeichnungen sind

FMV = Amu — Aym + g[Al“ A,,]

D, = 0,—-94A,
V(g) = A2¢'¢— ")’ 66 = ¢°¢", c>0.
a=1
Das Modell ist invariant unter lokalen SU(n)-Eichtransformationen
" = ud u(xz) € SU(n) (215)
A = wAu + g (Gu)u! (216)

Fiir ¢ > 0 tritt eine spontane Symmetriebrechung auf, der wir durch eine ge-
eignete Wahl der Feldvariablen Rechnung tragen. Zuerst wird das Multiplett
der Skalarfelder geeignet parametrisiert:

0! (2) Z(e(2) +0)
’ ;(x) = u(z)”! 0 u(z) = @ € SU(n) (217)
() 0

Diese Setzung zeichnet eine Richtung im Darstellungsraum aus und zerstort
die SU(n)-Invarianz. Die Untergruppe aller Matrizen v € SU(n), die diese
Richtung invariant lassen, ist isomorph zu SU(n — 1). Obwohl u(z) = €¢®
nicht eindeutig in SU(n) gewihlt werden kann, ist es doch eindeutig in dem
Raum SU(n)/SU(n — 1) der Linksnebenklassen, wobei die SU(n — 1) als
Untergruppe von der SU(n) aufgefafit wird vermoge der Einbettung

SU(n—1) = SU(n), u— <(1) 2) .

Fiir die zugehorigen Lie-Algebren bedeutet dies die Einbettung

su(n—1) = su(n), o (8 2) .

64Es handelt sich um die eichinvariante Erweiterung des sog. O(2n)-Modells

L= (0,0)"0"¢ - V(9)
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Wir stellen fest: £(x) ist eindeutig in dem Quotienten®
L =su(n)/su(n—1).
Seine Dimension ist
dmL=(n*-1)—((n—1)>=1)=2n-1.

Nach Wahl einer Basis in L ist &(z) einem Multiplett von 2n — 1 reellen
Skalarfeldern dquivalent: nur scheinbar beschreiben diese Felder Goldstone-
Bosonen. Zusammen mit dem reellen Higgs-Feld ¢ erhalten wir 2n reelle
Skalarfelder, und zwar in 1:1 Korrespondenz zu den n komplexen Skalarfel-
dern ¢'. Die Korrespondenz ist durch (217) beschrieben.

Das Besondere der neuen Darstellung zeigt sich in der folgenden Tatsache:
Mit Hilfe einer Eichtransformation (215-216) konnen nun die 2n — 1 skalaren
Freiheitsgrade des Feldes £(z) eliminiert werden. Das entstehende Modell in
der unitiren Fichung hat die SU(n)-Symmetrie verloren. Es wird durch eine
Lagrange-Dichte beschrieben, die der Form nach véllig identisch mit (214)
ist, jedoch hat darin das Skalarfeld die spezielle Form

() c
1 0 1 0

¢(gj) =5 : + ﬁa, a = . (218)
0 0

(¢ reell). Die in £ enthaltene quadratische Form
Lo = SpurF,, F* — 1g%a” A, Ala + (000" p — 8\c*¢?) (219)
zeigt die folgenden Tatsachen:

(1) In der gebrochenen Phase hat der Massenterm fiir die Eichbosonen die
Gestalt

—19%a" (—iA ty) (—iA¥t )a = LM, AP, A
mit der Massenmatrix M = (M,.), wobei

My = 1g%a" {ty, t.}a, be=1,...,n*—1. (220)

Die Matrizen —it, bilden — wie frither erldutert — eine normierte Basis der
Lie-Algebra, {t;,t.} bezeichnet den Antikommutator. Die Matrix M ist her-
mitesch und symmetrisch zugleich, also reell:

M=M= MT" =M.

%Der Quotient ist lediglich ein reell-linearer Raum und fiir n > 2 keine Lie-Algebra.
Fiir n = 2 ist su(n — 1) = {0}, also L = su(2).
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Sie ist aber auch positiv definit und ihre Eigenwerte daher > 0. Die Eigen-
werte identifizieren wir mit den Massenquadraten der physikalischen Eich-
bosonen. Da die Matrix durch eine orthogonale Transformation (ein Element
aus SO(n? — 1)) diagonalisiert wird, sind die physikalischen Eichfelder re-
elle Linearkombinationen der urspriinglichen Felder AZ, und damit sind sie
ebenfalls reelle Vektorfelder. Wir behaupten:

Rang(M) =dim L = 2n — 1.

Der Rang einer reellen symmetrischen Matrix M ist die Dimension des Kom-
plementédrraumes zum Nullraum (also dessen Kodimension). Der Nullraum
(oder Kern der linearen Abbildung M) ist derjenige reell-lineare Raum, der
von den Vektoren v aufgespannt wird mit v” Mv = 0. In unserem Fall

v My = vbchbc = %gQCLT{Ubtb, vt ja = gQ(Va)*(Va),

wobei wir V' = —iv’t, € su(n) gesetzt haben. Falls g # 0, ist die Bedingung
vIMv = 0 mit Va = 0 identisch und diese wiederum mit V' € su(n — 1).
Die Kodimension von su(n — 1) in su(n) ist 2n — 1, womit die Behauptung
bewiesen ist.

Der Rang der Matrix M ist zugleich die Anzahl der Eigenwerte, die # 0
sind. Fazit: Die Dimension von L diktiert die Anzahl der Eichbosonen, die
eine endliche Masse erhalten. Diese Anzahl ist 2n — 1. Fiir den einfachsten
Fall, ndmlich die Eichgruppe SU(2) gilt

%{ta, tb} = %{Oa, O'b} = 5ab; d.h. Mab = 92C2(5ab (a, b= 1, 2, 3)

Hier ist die Massenmatrix bereits diagonal; alle drei Eichbosonen erhalten
die Masse |gc|. Sobald n > 3, treten masselose Eichbosonen auf. Thre Anzahl
ist

dim su(n — 1) = n(n — 2).

Beachte den Unterschied: Massive Eichbosonen haben 3, masselose Eichbo-
sonen 2 unabhéngige Polarisationszustéinde.

(2) Es gibt genau ein neutrales massives Higgs-Boson. Seine Masse ist wie
schon im vorigen Modell durch m? = 8\c¢? gegeben. Von den urspriinglich
2n skalaren Freiheitsgraden sind 2n — 1 auf die neuen longitudinalen Pola-
risationszustéinde der massiven Eichteilchen iibergegangen. Dieser Vorgang
wird Transmutation genannt. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist durch die
spontane Symmetriebrechung nicht verdndert worden.

(3) Die residuale Eichgruppe K ist mit SU(n — 1) identisch, d.h. der Unter-
gruppe von SU(n), die den Vektor a invariant 148t. Die residuale Eichgruppe
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wirkt trivial auf alle massiven Felder, jedoch nichttrivial auf die masselosen
Felder der Theorie. Deshalb gibt es keine Kopplung der masselosen Eichbo-
sonen an das massive Higgs-Boson.

5.5 Der Meiflner-Ochsenfeld-Effekt

Als Eichboson ist das Photon in der Lage, durch den Effekt der spontanen
Symmetriebrechung eine Masse ~ e? zu erwerben. Daf dies auch tatsiichlich
unter gewissen Umstédnden in einem Festkorper geschieht, soll nun demon-
striert werden.

Der spezifische Widerstand einiger Metalle, intermetallischer Verbindun-
gen, Legierungen und Keramiken sinkt unterhalb der kritischen Temperatur
auf den Wert Null ab (Supraleitung). Gleichzeitig dndert sich das magne-
tische Verhalten des Festkorpers (idealer Diamagnetismus). Wenn man das
Phénomen der Supraleitung durch die reibungsfreie Bewegung von Leitungs-
elektronen erklért, dann folgt fiir den Zusammenhang von Stromdichte j und
elektrischem Feld E nicht das Ohmsche Gesetz j = oE, sondern

0.
50 = 1’E (221)
(1. Londonsche Gleichung) mit
2
,U2 — emps (222)

Hier ist p, die Dichte der supraleitenden Elektronen und m, deren Masse®®.
Die charakteristische Konstante A = p~! heifit Londonsche Eindringtiefe und
hat die Gréflenordnung von etwa 100 Atomabstidnden im Gitter.

Aus der Maxwell-Gleichung V x E + B = 0 folgt sodann

0
5 (Vxj+u’B)=0 (223)
E. und H.London stellten 1935 die Hypothese auf, daf} sogar
Vxj+p’B=0 (224)

(2. Londonsche Gleichung) gilt und waren damit erfolgreich. Schlieilich be-
nutzen wir die Maxwell-Gleichung V x B = j + E und finden:

Vx(VxB) = Vxj+VxE (225)
= —’B-B (226)
66Dieses Gesetz folgt aus der Bewegungsgleichung m.v = —eE und dem Ausdruck j =

—ep,V fiir die Stromdichte. Wir wissen heute, daf} nicht Elektronen sondern Cooper-Paare
fiir den Suprastrom verantwortlich sind. Dies dndert aber nichts an unserem Ausdruck fiir
w2, weil er invariant ist unter der Ersetzung e — 2e, m. — 2me, ps — %ps.
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Nun gilt V x (V x B) = —AB, da V-B = 0 ist. Also

82
(w—A—i-uQ)B:O (227)

Das B-Feld hat im Supraleiter die Masse p erhalten.

Die 2. Londonsche Gleichung ist in der Lage den Meifiner-Effekt zu be-
schreiben. Sie erkldrt die Abschirmung gegen das &uflere Magnetfeld durch
einen verlustfreien Ringstrom (z.B. an der Oberfliche einer supraleitenden
Kugel): dieser Strom erzeugt einen magnetischen Fluf}; der den von aufien an-
gelegten im Inneren gerade kompensiert, abgesehen von einer Eindringschicht
der Dicke A.

Der geometisch einfachste Fall ist der, wo der Halbraum x > 0 von dem
Supraleiter erfiillt ist. Die Ebene z = 0 stellt also seine Oberfliche dar. Wir
nehmen an, dafl das duflere B-Feld parallel zur z-Achse orientiert ist, und
schreiben B = (0,0, B), wobei B als unabhéngig von y und z vorausgesetzt
wird (Translationssymmetrie). Im stationéren Fall (B ist t-unabhiingig) ha-
ben wir nur die einfache Gleichung

B"(z) = p*B(z) x>0 (228)

zu losen und sie stetig an die Werte im Auflenraum anzuschliefien (die Tan-
gentialkomponente von B wird hier als stetig vorausgesetzt). Die physikalisch
sinnvolle Losung lautet:
B(z) = B(0)e " (229)

Das fiir die spezielle Geometrie abgeleitete Ergebnis gilt auch fiir beliebig ge-
formte supraleitende Korper: Durch das 2. Londonsche Gesetz ist die Strom-
dichte iiberall in der Probe durch das Magnetfeld eindeutig bestimmt und
verschwindet mit diesem. Suprastréme kénnen deshalb nur in der Eindring-
schicht flieflen, dort, wo das Magnetfeld nicht verschwindet. Die stromfiih-
rende Eindringschicht ist experimentell sichergestellt. Die beobachteten Wer-
te der Eindringtiefe sind aber generell grifier als der Londonsche Wert.

Eine quantenmechanische Diskussion auf der Basis der Schrédinger-Glei-
chung liefert das gleiche Resultat. Wir betrachten die Cooper-Paare als punktférmi-
ge Spin-0-Teilchen mit Bose-Statistik, der Masse m = 2m, und der Ladung
q = —2e. Sie sind vollig dislokalisiert, weil sie in einem Kristall die Hinter-
grundladung®” zu neutralisieren haben. Also setzen wir die Wellenfunktion
eines Cooper-Paares mit ¢(z) = \/pe®(® an, wobei p > 0 als konstant an-
genommen wird. In Gegenwart eines Magnetfeldes mit dem Vektorpotential
A ist der Strom

_qp

j= %Re (6(=iV — gA)9) = 22(Va - gA). (230)

67 Auf eine Skala von 107° cm konnen wir die Hintergrundladung als konstant ansehen.
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Wir konnen die gleichen Formeln auch zur Beschreibung eines Gases aus
Cooper-Paaren benutzen: p wird dann als Teilchendichte erklirt. Unter sta-
tiondren Bedingungen diirfen wir V-j = 0 voraussetzen. Bei transversaler
Eichung gilt V-A = 0. Daraus folgt Aa = 0. Die einzige Losung der Laplace-
Gleichung, die iiberall im R? erklirt ist und im Unendlichen nicht anwéchst,
ist die konstante Losung. Fiir sie gilt Va = 0 und somit j = —‘%”A. Die
Maxwell-Gleichung —AA = j fiihrt auf

2 2

AA=TPA = Psp = 127 (231)

(ps = 2p) in vélliger Ubereinstimmung mit dem klassischen Resultat.

Ein Vergleich mit dem U(1)-Higgs-Modell zeigt, dafl dieses als grobes
makroskopisches Modell geeignet ist, den Supraleiter zu beschreiben: Das
dort eingefiihrte komplexe Skalarfeld beschreibt Cooper-Paare als elemen-
tare Bosonen mit Spin 0 und Masse m. Unterhalb der Sprungtemperatur
des Supraleiters tritt eine Kondensation in dem Bose-Gas®® ein, also eine
makroskopische Besetzung des Impuls-0-Zustandes. Dies dufert sich in einem
nichtverschwindenden Erwartungswert ¢ des Skalarfeldes im Grundzustand
(dies ist der im Experiment i.allg. realisierte und beobachte Zustand). Die
Teilchendichte der Cooper-Paare mit Impuls 0 ist p = m|c|?. Diese Interpre-
tation erklért die Supraleitung durch einen Phaseniibergang des Festkorpers,
bei dem eine spontane Brechung der U(1)-Symmetrie einsetzt und der Ord-
nungsparameter ¢ € C einen von Null verschiedenen Wert erhilt.

5.6 Das Salam-Weinberg-Modell

Es sei e(z) das Dirac-Feld des Elektrons und v, (z) das Dirac-Feld des zugeho-
rigen Neutrinos. Wéhrend das Elektronfeld eine Zerlegung in einen linkshén-
digen und einen rechtshindigen Anteil gestattet,

e=e; +ep (232)

ist das Neutrinofeld grundsétzlich linkshéndig: v, = 0. Wir fassen die beiden
linkshéindigen Felder zu einem SU(2)-Dublett zusammen, das rechtshindige
Feld interpretieren wir als ein SU(2)-Singlett:

Y, = < Vel ) ) YR =eg. (233)

€r,

%8Die Kondensation tritt selbst dann ein, wenn es sich um ein freies Gas handelt, d.h.
wenn die Bosonen untereinander keine Wechselwirkung zeigen.
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In der gleichen Weise verfihrt man mit den Leptonpaaren (i, v,) und (7,v;).
Wir begniigen uns jedoch in diesem Abschnitt mit der ersten Familie. Durch
die Gruppe SU(2) hat man den Feldern (nicht den Teilchen!) einen schwachen
Isospin zugeordnet, deren Quantenzahlen wie {iblich mit 7" und T3 bezeichnet
werden:

Feld T 15 Y

VoL 12 12 -1
er /2 -1/2 -1
€R 0 0 -2

Die Quantenzahl Y heifit die schwache Hyperladung des Feldes. Auflerdem
soll die Wirkung einer U(1)-Gruppe (einer Gruppe von Phasentransforma-
tionen) so eingefithrt werden, dafl die dadurch definierte Ladung Y die oben
angegebenen Werte annimmt: dies garantiert die Giiltigkeit der Regel von
Gell-Mann und Nishijima fiir die elektrische Ladung: @ = T3 + Y/2. Nun
wird gefordert, daf} die Lagrange-Dichte fiir die elektroschwachen Wechsel-
wirkungen invariant unter lokalen SU(2) x U(1)-Eichtransformationen ist.
Dies verlangt die Einfiihrung eines vierkomponentigen Eichfeldes:

i
A, = —E(g'Ag—F gALo,) (234)

(235)

i (g’Ag—i-gAz gAL—igAZ )
2

9 T 4 5 A2 0 3
gA, +igA;, ¢ A, — gA;

Darin sind ¢g und ¢’ Kopplungskonstanten, die noch niaher zu bestimmen sind.
Der Feldstérkentensor ist dann durch

F,W = Am,, - A,,m + [AM, Al,] (236)

gegeben. Er kann genau so wie das Eichfeld in seine vier Komponenten zerlegt
werden:

i
Fu == {g'F}, + gF},00} (237)

Mit dem Eichfeld ist der Begriff der kovarianten Ableitung D, verkniipft. Die
konkrete Gestalt ist abhéingig von der Art des Multipletts von Feldern (aus-
driickbar durch 7" und V'), auf das D, angewandt werden soll. Jedem solchen
Multiplett ist eine Darstellung der Lie-Algebra su(2) @ u(1) zugeordnet, als
deren kanonische Basis wir die Matrizen

_iT,, —iTy, —iTs, —iY
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annehmen, so da8 T(T'+1), T3 und Y die Eigenwerte von T% + T2 + T3, T3
und Y sind. Damit gilt

Dy =0, +ig'A) 5Y +igAiT, (238)

Hier hat man T, =0 fiir 7 =0 und T, = %aa fir T = % zu setzen.
Ohne weitere Felder einzufiihren, ist die Eichtheorie durch die Dichte®

Ly=—1F"WF" +Re (YrilD g + ¢ ilpir)

bestimmt, wobei wir dem Elektron die Masse Null zu geben gezwungen sind,
da das Elektron und sein Neutrino im gleichen Multiplett liegen.

Durch Einfiihrung eines Dubletts von komplexen skalaren Feldern und
durch den Effekt der Symmetriebrechung sollen nun zwei Dinge zugleich er-
reicht werden:

1. Das Elektron erhilt eine endliche Masse.

2. Drei Komponenten des Eichfeldes werden massiv, wihrend eine Kom-
ponente, das Photonfeld, masselos bleibt.

Wir schreiben das Dublett (T = 1) als

und geben ihm die schwache Hyperladung Y = 1. Das Feld ¢; bekommt
dadurch die elektrische Ladung () = 1, wihrend ¢, ungeladen ist. Wenn das
Modell ein ungeladenes Vakuum haben soll, so kann nur ¢, einen von Null

verschiedenen Vakuumerwartungswert erhalten. Die eichinvariante Erweite-
rung des O(4)-Modells wird durch die Dichte

Ly = (D,¢)*D'p — \(2¢*p — %), A>0,¢>0

gegeben. Nun bleibt nur noch eine Wechselwirkung zwischen den Skalarfel-
dern und den Leptonfeldern zu beriicksichtigen, die dem Elektron (Miion
usw.) eine Masse erteilt, sobald (€2, $2€2) # 0 gilt. Dies leistet die Dichte

Ly =—G(Yrvrd + " Yrir)

wobei G, eine fiir die erste Leptonfamilie typische Konstante ist. Ein We-
chelwirkungsansatz dieser Art wird Yukawa-Kopplung genannt. Beachte, daf3

69Die Summe iiber den Index a schlieBt a = 0 ein.
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YrYL zwar ein Dirac-Skalar, jedoch ein SU(2)-Dublett darstellt. Ahnliches
gllt fiir ’Q/}L’Q/}RI

Vripr, = <6RV6L> ; Vg = (Urtpr)* = (Verer, erer),

ERE,
so daf

ViR = Verertr + €rerds
O*YRYL = @Qlepler + ¢serer .

Die Dichte £ stellt somit einen SU(2)-Skalar dar. Wir erkennen, daf} eine
Elektronmasse durch einen Vakuumserwartungswert von ¢, erzeugt werden
kann.
Wir definieren das minimale Salam-Weinberg-Modell durch Addition der
drei Lagrange-Dichten:
L=L+Lo+Ls.

Alle Terme sind invariant unter der Eichgruppe SU(2) x U(1). Um in diesem
Modell die wunitire Fichung vornehmen zu kénnen, parametrisieren wir ¢
geeignet:

1 0
o) =) (e ) ) € SU

V2

Aus dieser Darstellung entnehmen wir die Eichfunktion u(z) und fithren mit
ihrer Hilfe eine Eichtransformation durch. Nur das rechtshindige Singlett
er und die Komponente Ag des Eichfeldes bleiben davon unberiihrt. An der
Form der Lagrange-Dichte £ &ndert sich iiberhaupt nichts. Lediglich das Feld
¢ erhilt eine spezielle Gestalt:

@ ist das Higgs-Feld dieser Theorie. Es bekommt, wie schon friiher abgeleitet,
die Masse mg = V8Ac2.
Schauen wir uns £ nach der Transformation an:

Ly =—Gegs(p+c)(Erer +érer) = —Ge (0 + c)ée

In dem Ausdruck ist ein Massenterm —m,ée fiir das Elektronfeld enthalten,
wobei

LG.c

mezﬁ
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mit der Masse des Elektrons (=Masse des Positrons) gleichzusetzen ist. Im
iibrigen ist G, die Kopplungskonstante fiir die Wechselwirkung des Elektron-
Positron-Feldes mit dem Higgs-Feld.

Jetzt nehmen wir uns £, vor und schreiben Lo = Lo9 + Lo7, wobei

Ly = %(@m@“@ - m%ﬂ’?)
+3(p+0)* {(g'A° — gA%)* + (gA")* + (9A*)*}
L9171 = Terme héherer Ordnung in den Feldern

Hier haben wir — der besseren Ubersicht wegen — den Index p unterdriickt™.
Darin enthalten ist der

Massenterm = +¢® {(g’A" — gA%)> + (gA")* + (9A4°)*}

fiir das Eichfeld. Er 148t sich durch die Einfithrung geeigneter Linearkombi-
nationen diagonalisieren:

A cos Oy sin By Ag

Z, ) \ —sinfy cosby A
wobei tanfy = ¢'/g gesetzt wurde; Oy heifit Weinberg- Winkel. Auflerdem
ist es bequem, das komplexe Feld

W, = J5(A, —i4})

einzufiihren. Damit kann man endgiiltig schreiben:
2 2 T
Massenterm = ym3 Z,Z" + my, W, W*

wobei

Masse des W-Bosons: my, = %cg

Masse des Z-Bosons:  my = 1cv/g% + ¢”

Das Feld W, beschreibt das W*-Boson (Ladung @ = 1) und sein Antiteil-
chen, das W~ -Boson (Ladung Q = —1). Das Z-Boson ist neutral. Das Feld
A, erhilt keinen Massenterm: es beschreibt ein masseloses Vektorteilchen,
das wir mit dem Photon identifizieren.

Jetzt gilt unsere Aufmerksamkeit der Dichte L£;. Sie enthéilt eine Reihe
von Wechselwirkungen, unter anderem die Wechselwirkung der Dirac-Feldes

""Man interpretiere z.B. (A°)? als A) A%
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mit dem Photonfeld A,. Damit dieser Term die gewohnte Form eeAe be-
kommt mit e der elektrischen Elementarladung, miissen wir ¢ und ¢’ durch
die Forderung

/

€= S — = gsinfy

einschrdnken. Durch die rechte Seite haben wir den Weinberg- Winkel Oy
eingefiihrt. Beachte, dal a = €?/(4m) die Feinstrukturkonstante ist. Damit
sind g und ¢' in unseren Einheiten (mit & = ¢ = 1) dimensionslos.

Wir finden in der Lagrange-Dichte £; unter anderem den Term

%g Re (Zer e, W,,)

In ihm erkennen wir die traditionelle Form der schwachen Wechselwirkung
(durch Austausch von WW-Bosonen). Die schwache Kopplungskonstante g ist
mit der Fermi-Konstante G’ durch die Formel

2

1 g
%G_Sm%V

verkniipft. Die rechte Seite hat in der Salam-Weinberg-Theorie den Wert
(2¢?)!. Die Fermi-Konstante ist eine mit hoher Prizision gemessene Grofe
(z.B. durch Studium des Zerfalls p= — e~ v,v,,):

G = (292,8 GeV) ™2
Mit diesem Wert fiihrt sin fy, < 1 auf die Ungleichungen
mwy > 38 GeV, my > 76 GeV, my > My

Dies ist aber nicht alles! In £; enthalten ist auch die Wechselwirkung zwischen
dem neutralen Z-Teilchen und den Leptonen:

—1eZ,(tan Oy J{' + cot Oy JY')
wobei die beiden folgenden neutralen Stréme auftreten:

(N - ~
Ji = UepY'ver + eyt er + 2eryter
weo_ -
Jy = Ver,V'Ver, — eV er,
Die Existenz neutraler Stréme in der schwachen Wechselwirkung wurde in

glinzender Weise durch das Experiment bestéitigt, nachdem die Rolle der
geladenen Strome (Austausch von W’s) schon sehr lange bekannt war. Die
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W- und Z-Bosonen konnte direkt nachgewiesen werden mit Massen von 81
GeV bzw. 93 GeV entsprechend einem Weinberg-Winkel, der sich aus

0 = — = —
cos Ow y 03

ergibt, gleichdedeutend mit sin? fyy = 0,241. Fiir das Higgs-Teilchen fehlt bis-
lang die experimentelle Bestitigung. Die Theorie gibt keine Anhaltspunkte
fiir seine Masse. Durch die Bestimmung der W-Masse erhélt die Kopplungs-
konstante g den Wert 0,654. Folglich

c — 246 GeV .

Die drei Familien von Leptonen werden vollig gleich behandelt. Nur die Kon-
stanten vor den Yukawa-Kopplungen werden geeignet gewdhlt. Das Salam-
Weinberg-Modell erkliirt, warum einige Leptonen Massen erhalten. Uber die
GroBe von m., m, und m, wird dagegen nichts ausgesagt. Das Modell fiihrt
diese Massen auf die Konstanten G., G, und G, der Yukawa-Kopplungen
zuriick, die die Wechselwirkung der Leptonen mit dem Higgs-Feld bestim-
men: Das Problem der Leptonmassen ist also nur auf ein anderes Gebiet
verschoben worden. Die genannten Konstanten sind frei wiahlbar, und es gibt
zur Zeit kein theoretisches Argument, das ihren Wert niher einschrénkt. Die
residuale Eichsymmetrie ist in jedem Fall durch die Gruppe U(1) gegeben,
als deren Eichboson das Photon erscheint. Als globale Symmetrie ist diese
Gruppe mit der Ladung @ (nicht mit der Hyperladung Y") verkniipft.

Ein natiirlicher nichster Schritt ist die Einbeziehung der Quarkfelder und
der starken Wechselwirkung (QCD) in die Theorie. Das Ergebnis ist das
Standardmodell der Elementarteilchenphysik, das von der Eichgruppe

SU(3) x SU(2) x U(1)

ausgeht. Der erste Faktor ist die Farb-SU(3) der QCD. Nach spontaner Sym-
metriebrechung verbleibt als residuale Eichsymmetrie die Gruppe

SU(3) x U(1),

so daf} die Gluonen und das Photon weiterhin masselos sind. Die Erweite-
rung bedarf dennoch einer sorgfiltigen Diskussion, die wir auf einen spéteren
Zeitpunkt verschieben.

95



6 Der Streuoperator

Die bisher gewonnenen Ergebnisse zeigen uns noch nicht, in welchem Sinne
nichtlineare Operator-Feldgleichungen zu interpretieren sind, ja sie garan-
tieren nicht einmal, daf} solche Feldgleichungen iiberhaupt einen mathema-
tischen Sinn haben, ganz abgesehen von der Unsicherheit, die uns befillt,
wenn wir ihren physikalischen Inhalt darstellen wollen. Alles was wir zur
Zeit an Konkretem in der Hand halten, ist so etwas wie ,,die Theorie kleiner
Schwingungen®, ein Verstéindnis also fiir die quadratischen Abweichungen
der Lagrange-Dichte von ihrem Wert in der ,Ruhelage“. Die hoheren nicht-
quadratischen Ausdriicke in der Dichte haben wir bislang nur nebul6s mit der
Wechselwirkung in Zusammenhang gebracht. In diesem Kapitel soll der Ein-
flul solcher Terme auf die Emission, Absorption und Streuung von Teilchen
studiert werden.

6.1 Ein losbares Modell

Der Einfachheit halber studieren wir ein reelles Skalarfeld in Wechselwirkung
mit einer (reellen) duBeren Quelle:

(O +m?)A(z) = j(z) (239)

Hiermit verwandt ist das Problem der Abstrahlung elektromagnetischer Wel-
len von einer bewegten Ladung, das von der Gleichung 0, F*¥ = j* ausgeht.
Zunichst fiihren wir die invariante Funktion

iN(z,m) = (2m) ° / &

2w (67“% o 6“”) = A+(QZ, m) - A+(—aj, m)

ein mit den offensichtlichen Eigenschaften

(O +m?)A(z,m) = 0 (240)
2 =0: A(z,m) = 0 (241)
P =0: A(z,m) = —6(x) (242)

Wir behaupten: Die allgemeine Losung von (239) kann in der Form

IO
A(r) = Ar(z) — / a0 / &' A — ' m)j(2) (243)
T RS
geschrieben werden, wobei T eine beliebige feste Zeit ist und Ar(x) ein freies
Feld darstellt:
(O +m*)Ar(z) =0
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Das freie Feld A7 hat zudem die Eigenschaft, dafl es die Losung A zur Zeit
2 =T ,beriihrt*:

=T = Ap(z) = A(z) , Ap(z) = A(z)

Zum Beweis der Behauptung gehen wir von den allgemeinen Formeln

% Ttdtlf(t_t')g(t') = f(0)g(t)+/Ttdt'f(t—t’)g(t') (244)
5_; AEFE=1e(t) = f(o)g(t)+f(0)g(t)+/Tdt’f(t—t’)g(t’)

aus, giiltig fiir beliebige differenzierbare Funktionen f und ¢, und setzen
hierin f(z°) = A(x, m) und g(z°) = j(z) (wobei wir x festhalten). Es folgt
0

—(O +m?) /I dz° Az — ', m)j(a") = *(x — x')j(2°, %)

T

Diese Gleichung integrieren wir iiber x’ mit dem Ergebnis

2/0=g0
—(O + m2)/ dr' Az — 2',m)j(2") = j(x)
z'0=T
Hierdurch ist gezeigt, dal das Integral auf der rechten Seite von (243) eine
spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung (239) darstellt. Auf-
grund eines allgemeinen Satzes iiber Losungen von Differentialgleichungen
mufl Ar(z) eine Lisung der homogenen Gleichung sein™. Den Zusammen-
hang zwischen A und A7 finden wir leicht. Die erste Beziehung A(z) = Arp(x)
fiir 20 = T folgt unmittelbar aus (239). Die zweite Beziehung A(z) = Ay fiir
1% = T folgt aus der allgemeinen Formel (244), wenn — wie oben geschehen
—dort f = A und g = j gesetzt wird. q.e.d.
Wir wollen annehmen, dafl der Limes

1’0::[0

— lim ds’' Az — 2',m)j(2") = /d4:c' Aver(z — 2", m)j(a)
T——oc QU’O:T
existiert. Rechts haben wir die retardierte Greensche Funktion eingefiihrt:
Arer(w,m) = =0 (") A(z, m)

Anstelle von A, schreiben wir A.;, und erhalten so die Darstellung

A(x) = Agin(z) + / A%’ Apey(z — 2',m)j ()

"' Als Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung.
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Wir nennen A,;, das einlaufende freie Feld.
Gleichfalls wollen wir annehmen, daf der Limes

z'0=T

lim ds' Az — o', m)j(2') = /d4$' Agy(z — ', m)j(z")
T—oo [,10_40

existiert, wobei wir rechts die avancierte Greensche Funktion
Ap(z,m) = O(=2")A(z,m) = Aper(—2,m)
eingefiihrt haben. Dann gilt
Aw) = Auslo) + [ @' Banfa = )i ()
Wir nennen A,,, das auslaufende freie Feld. Nun gilt offenbar
Agy(z,m) — Aper(x, m) = Az, m)

und somit

Agin (1) = Agus(x) + [d%' Az — 2',m)j(z") (245)

Wir fassen die beiden asymptotischen freien Felder als Operatoren in einem
gemeinsamen Hilbertraum auf. Dieser Raum kann demzufolge auf zwei Wei-
sen als Fock-Raum geschrieben werden, wobei eine unitire Transformation,
der Streuoperator S, zwischen diesen beiden Darstellungen vermittelt. Wir
diskutieren nun die Details der Konstruktion von S.

Zunichst driicken wir die Felder durch Erzeugungs- und Vernichtungs-

operatoren aus’’:

— d3k —ikx ikx
Aein(x) - (271-) 3/2/% {6 k ae’in(k)+6k alm(k)}

3
Ausle) = @07 [ SE e (k) + ¥l ()
W
und definieren zwei Vakua:
aein(k)Qein =0 aaus(k)Qaus =0

™Diese geniigen den iiblichen Vertauschungsrelationen, weil wir hier die Bose-Statistik
zugrundelegen.
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Darauf aufbauend konstruieren wir ebene Wellen:

‘k>ein = aT‘ (k)Qem
ey K ein = al, (K)al, (k) Qein

etc.

(analoge Zusténde existieren fiir den Index ,,aus“). Wir interpretieren sie als
n-Teilchenzusténde vor (bzw. nach) dem Streuproze. Wir behaupten™: Es
existiert ein unitirer Operator S mit den Eigenschaften

Staus(K)S™" = aein(k)
Saf (K)S™' = al (k)

aus ein

SQaus = Qein

Die Eindeutigkeit folgt dann aus der Tatsache, daf§ die Fock-Darstellung ir-
reduzibel ist. Zum Beweis gehen wir von der Fourier-Zerlegung

/ d%' A(z — o', m)j(a') = (2m)~3/? /

aus. Diese ist immer in der angegebenen Weise moglich; denn die linke Seite
ist eine Losung der homogenen Klein-Gordon-Gleichung. Ein Vergleich mit
(245) lehrt, dafl

&%
2w

{efikz¢(k) I eikzm}

aein(k) = aaus(k)+¢(k)
alm(k) = alus(k)+¢(k)

gilt. An dieser Stelle ist zu priifen, ob

55 67 < (240

erfiillt ist, d.h. ob die Funktion ¢(k) dem Hilbertraum A der Einteilchen-
zustinde angehort. Wir setzen voraus, dafl dies der Fall ist™ und bilden die
Operatoren a(¢) := aein(¢) und af(¢) = a’, (¢). Um die Formeln nicht
unnétig kompliziert zu gestalten, vereinbaren wir den Index ,ein“ kiinftig
wegzulassen. Wir schreiben:

S=e" B = a(¢) - a'(¢) (247)

Unter geeigneten Bedingungen an j(z). Siehe (246).

"™Fiir ¢ ¢ H sind die beiden, durch ,ein“ und ,aus“ bezeichneten Darstellungen der
kanonischen Vertauschungsrelationen indquivalent zueinander, d.h. sie gehen dann nicht
durch eine unitire Transformation auseinander hervor.
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so dal B+ B* = 0, d.h. S ist unitir. Es gilt, wie verlangt™:

S~la(k)S = a(k)+§:

z{

Hierbei nutzten wir aus, dafl iterierte Kommutatoren verschwinden, weil
schon der erste Kommutator eine gewohnliche Zahl (=Vielfaches des Ein-
heitsoperators) ist. Ebenso

_ L s= 1 .
n=0
In Worten: Der Grundzustand des auslaufenden Feldes ist ein kohdrenter
Zustand fiir das einlaufende Feld. Die Formel (248) fufit auf der Darstellung

ea'@-a0) _ ~3181° ol (@) p—a(9)

Es handelt sich hierbei um eine spezielle Form der Entwicklung (Formel von
Campbell, Baker und Hausdorff):

log(exp Aexp B) = A+ B+ 3[A, B] + [[A,Bl, A+ B] + - - (249)
wobei die durch - --“ angedeuteten Terme n-fache Kommutatoren (n > 3)
der Operatoren A und B sind.

Wir haben, wie immer bei zeitlichen Vorgéingen, die beiden Optionen,
entweder das Heisenberg-Bild oder das Schrédinger-Bild zur Grundlage der
Beschreibung zu wihlen. Wenn in diesem Zusammenhang das Wort ,,Obser-
vable® gebraucht wird, so ist nicht a priori klar, was damit gemeint ist. Denn
schon eine so einfache Grofle wie ,, Teilchenzahl“ tritt hier in zwei Bedeutun-
gen auf: (1) als ein Operator N, der [a(¢), N| = a(¢) und NQ = 0 erfiillt; (2)
als ein Operator Ny, der [aqus(0), Nous| = Gaus(¢) und NyysQaus = 0 erfiillt.
Im ersten Fall, sagen wir, die Teilchenzahl sei in bezug auf das einlaufende
Feld, im zweiten Fall, sie sei in bezug auf das auslaufende Feld definiert. Jede
Observable, die einen speziellen Namen tragt, wie Impuls, Energie, Bahn-
drehimpuls, Ladung usw., tritt demnach prinzipiell in zwei Versionen auf.
Handelt es sich jedoch um eine Erhaltungsgréfie, so fallen die beiden Versio-
nen in eine zusammen.

"Dies ist eine Anwendung der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel.
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Ahnlich ist die Situation bei den Zustinden. A priori ist nicht klar, was
wir meinen, wenn wir von dem Zustand eines Teilchens mit dem Impuls k
sprechen. Denn dieser Zustand tritt gleich zweimal auf: (1) als einlaufender
Zustand |k) und (2) als auslaufender Zustand |k),us. Im ersten Fall sagen
wir, der Zustand sei in bezug auf das einlaufende Feld, im zweiten Fall, er sei
in bezug auf das auslaufende Feld definiert.

Die Identifizierung von Observablen und Zusténden ist etwas verwirrend
auf den ersten Blick. Dennoch: sowohl im Heisenberg- wie im Schrédinger-
Bild gelingt es, die Charakterisierung von Observablen und Zusténden allein
in bezug auf die einlaufenden Felder vorzunehmen. Letztendlich sind nur die
Erwartungswerte endscheidend; die Vorschrift sie zu berechnen, muf} eindeu-
tig sein:

e Heisenberg-Bild. Der Zustand vor und nach dem Wechselwirkungspro-
zeB ist der gleiche. Er kann durch einen Vektor & des Fock-Raumes
fiir das einlaufende freie Feld charakterisiert werden. Ist ) eine Ob-
servable in bezug auf das einlaufende Feld, so korrespondiert ihr die
Observable S7'QS nach dem Wechselwirkungsprozef. Zu Beginn war
der Erwartungswert (@, Q®), danach ist er (®, S~'QSP).

e Schrodinger-Bild. Die Observablen vor und nach dem Proze3 werden
durch dieselben Operatoren beschrieben. Die konkrete Festlegung ge-
schieht in bezug auf das einlaufende Feld. Ist ® der Zustand vor dem
Prozefl und in bezug auf das einlaufende Feld definiert, so ist S® der
Zustand danach. Aus dem Erwartungswert (@, Q®) wird (S®, QSP).

Von den Grundlagen her sind beide Bilder gleich gut geeignet, als Rahmen fiir
konkrete Rechnungen zu dienen. Aufgrund der Anschauung, die Physiker mit
einem Streuexperiment verkniipfen, ist jedoch das Schrodinger-Bild i.allg. die
bevorzugte Beschreibungsart. Haben die beteiligten Teilchen feste Impulse,
so charakterisiert man ein solches Experiment durch das folgende Diagramm:

k, kA
ks ks
S
k. k!
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Hier ist der einlaufende Zustand |kq, ..., k,). Also ist der auslaufende Zu-
stand S|ky, ..., k,). Im gedachten Experiment wird er analysiert nach mogli-
chen Endzustinden von m Teilchen™. Die naheliegende Frage lautet: Mit
welcher Wahrscheinlichkeit findet man einen bestimmten Endzustand von m
Teilchen bei einem gegebenen Anfangszustand von n Teilchen? Im Streuex-
periment mifit man jedoch nicht direkt solche Wahrscheinlichkeiten, sondern
die Zahl der Ereignisse pro Zeit und Stromdichte der einfallenden Teilchen
(Wirkungsquerschnitt). Die theoretische Interpretation solcher Mevorginge
ist verwickelt. Wir konnen hier nicht darauf eingehen. Die entscheidende
GroBe ist hierbei die Ubergangsamplitude 7

(Kry oo kS ey )

Doch nun zuriick zu unserem Beispiel. Stellen wir hier die Frage Was strahlt
die Quelle j(x) an Teilchen ab?, so ist bereits impliziert, dafi zu Beginn des
Experimentes kein Teilchen vorhanden war™®. Wir sind also aufgefordert, die
Amplituden (ki,..., k! |S]0), m =0,1,2,... zu bestimmen und erhalten:

e KIS10) = (—1)me2 1o gy - (k)

Diese Amplituden beschreiben die Emission. Da der S-Operator durch ¢ be-
stimmt ist, konnen wir diese Abhéngigkeit durch die Schreibweise S = S,
zum Ausdruck bringen. Ein Blick auf (247) lehrt, dal der S-Operator die
bemerkenswerte Symmetrie S3 = S_g4 besitzt. Diese Eigenschaft des Streu-
operators garantiert, daf§ der umgekehrte Vorgang, ndmlich die Absorption
von Teilchen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit geschieht. Die fiir die Ab-
sorption von n Teilchen mit gegebenen Impulsen verantwortliche Amplitude
ist namlich

L B
0S|k, ... k) = e 21 (k) - - - B(k,)
Schliefilich gibt
{0SI0)? = e o

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dafl weder Emission noch Absorption beob-
achtet wird.

"6Die Gesamtheit der moglichen Endzustinde mit spezifizierter Teilchenzahl und -art
nennt man einen Kanal.

"Thr Absolutquadrat ist proportional dem Wirkungsquerschnitt.

"8 Anderenfalls wiirde es sich ja um induzierte Emission handeln. Wir werden in Zusam-
menhang mit Streuexperimenten den teilchenlosen Zustand (das Vakuum) vorzugsweise
mit |0) bezeichnen.
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6.2 Der formale Ausdruck fiir den S-Operator

Ziel dieses Abschnittes ist es, einen allgemeinen Ausdruck fiir den S-Operator
zu gewinnen. Alle mathematischen Fragen beziiglich der Existenz des so ge-
wonnenen Ausdruckes und der Rechtfertigung der gemachten Annahmen auf
dem Wege dahin sollen zuriickgestellt werden. Es sei aber betont, dafl alle
Annahmen (bis auf die Poincaré-Kovarianz) in dem Modell einer dufleren
Quelle erfiillt sind, das im vorigen Abschnitt besprochen wurde.

Es sei ¢ = {¢,} die Sammelbezeichnung fiir eine Liste von Feldern und
L ihre Lagrange-Dichte. Mit 7# bezeichnen wir die Liste der Ableitungen

u oL
T = ——
0(Outr)
Zu jedem Zeitpunkt ¢ setzen wir die Giiltigkeit der gleichzeitigen kanonischen

(Anti-)Vertauschungsrelationen™ voraus:

(6, (t, %), 72(t, %))+ = i0°(x — X') s (250)
Das weitere Vorgehen beruht auf drei Annahmen:

1. Es existieren asymptotische freie Felder. Ihre Sammelbezeichnung sei
Gein und @gys. Thnen korrespondiert eine Lagrange-Dichte £, (bilinear
in den Feldern und ihren Ableitungen) und je eine Liste 7/, und 7.
Die freien Felder erfiillen die Relationen (250).

2. Es existiert ein gemeinsamer Hilbertraum H, auf dem alle Felder als
Operatoren wirken. Die Darstellungen der kanonischen (Anti-)Vertau-
schungsrelationen (250) fiir die wechselwirkenden Felder und die asym-
ptotischen Felder sind unitir dquivalent, d.h. zu jeder Zeit ¢ existiert

[a,bl+ = ab+ ba. Die Art der Klammer in (250) héngt von r und s ab. Die Giiltigkeit
solcher Vertauschungsrelationen im Falle von Wechselwirkung ist ungeklért, ja fraglich.
Dazu R.F.Streater und A.S.Wightman:

»We believe ... that the relation between a free field and one with interaction cannot
be as simple as the analogy with systems of a finite number of degrees of freedom might
suggest. In particular, the kinematics gets mixed up with the dynamics in the sense that
the dynamics determine which representation of the canonical commutation relations we
must use. What is even more likely in physically interesting quantum field theories is that
equal time commutation relations will make no sense at all.“
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ein unitirer Operator U(t) auf H , so daf§ gilt®":
ot x) = Ut)™ Pein(t, x)U(1) (251)
m(t,x) = U@) 'z (t,x)U(t) (252)

Es existieren die Grenzwerte

lim U(t) =1 lim U(t) =S

t——o00 t—=+oc
Der so definierte S-Operator ist unitér.

3. Die Darstellung der freien Felder auf H ist irreduzibel, d.h. jeder Ope-
rator, der zu einer festen Zeit ¢ mit ¢.;, und 72, vertauscht, ist ein
Vielfaches des Einheitsoperators.

Die unter Punkt 3 formulierte Eigenschaft ist sehr fragwiirdig, weil Quarks
und Gluonen nicht als asymptotische Einteichenzustinde auftreten, ihnen
also keine asymptischen Felder entsprechen. Es wire somit denkbar, dafl der
physikalische Hilbertraum nur ein Teilraum von A darstellt.

Wir wollen eine Differentialgleichung fiir U(¢) herleiten und gehen zu
diesem Zweck von den Heisenberg-Gleichungen aus, die wir einmal fiir das
wechselwirkende Feld und zum anderen fiir das asymptotische freie Feld auf-
schreiben:

Z¢ = [¢7 H] iéein = [¢eina HU]

i7'1'0 = [71-07 H] Zﬂ-gin = [ﬂ-gin’ HO]

Hier wird H als ein Funktional von ¢ und 7° aufgefaf§t®!

: 0 .
Funktional von ¢, und 7,;,:

: Hy ist hingegen ein

H = H(¢n")
HO = Hﬂ(d)einaﬂ-gm)

80Man weif} sehr wohl, daf$ diese Relationen streng genommen unhaltbar sind. Denn ein
bekanntes Theorem von R.Haag besagt, dafl unter unseren Annahmen (sowie Kovarianz
der Felder unter der Poincare-Gruppe) es sich bei ¢ um nicht anderes als einen Satz von
freien Feldern handelt: Es gilt (OO + m?)¢, = 0 immer dann, wenn (OO + m?)¢ein, = 0
erfiillt ist. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, die Giiltigkeit von (251-252)
nur fiir |x| < R (R beliebig) zu verlangen. Dann héngt U(¢) jedoch von R ab und besitzt
keinen Limes fiir R — oo.

81Gemeint ist, dafl von der Darstellung H = [ d*z ©% ausgegangen werden soll, wobei
O#” der kanonische Energie-Impuls-Tensor ist. Die asymptotischen freien Felder definieren
ebenfalls einen Tensor ©F", der von dem vorigen verschieden ist.
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Wir schreiben (251) in der Form U¢ = ¢,;,U und differenzieren beidseitig
nach ¢, erhalten so ‘ . _ .
U¢ + U¢ = ¢einU + ¢einU
und benutzen die Heisenberg-Gleichungen mit dem Ergebnis
[Gein , iUU™ —UHU™" + Hy] =0

In gleicher Weise findet man

(7% iUU ' —UHU ' 4 Hy) =0

Da die Darstellung des asymptotisches Feldes irreduzibel sein soll, gilt
iUU™' —UHU™' + Hy=FE
fiir eine reelle Funktion E = E(¢). Nun beachte man

UH (¢, 7°)U ™ = HUSU L, UrU ™) = H(Bein, 7%,)

ein

Wenn wir also die Wechselwirkungsenergie als den folgenden Operator ein-
fiihren®?

Hp:= H(¢eina ngn) - H0(¢ein7 ngn) +E (253)

so lautet die Differentialgleichung schlicht iU = H;U. Mit der Randbedin-
gung U(—oc) = 1 gelingt die Umwandlung in eine Integralgleichung

Ut)=1- z‘/t dt' Hy(t)U(t)

oo

die man iterativ losen kann. Etwa so: man definiert

Uot) = 1
Un(t) = —@'/t dt Hy (YU, () 0> 0

o

Dann gilt U(t) =Y, U,(t), also

b
— o0

U :1+§:(—¢)n/t dt, /tl dtg---/ by Hy (4 H (1) - Hi (1)

82Hier sind alle Terme t-abhingig bis auf Ho(¢ein, 705,

duBeren Feldern hiingt H nicht nur implizit iiber ¢ und 7
t ab.

). In Theorien mit ¢-abhéngigen

0 . .
ein» sondern auch explizit von
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Hier schreiben wir auch

n

Ut)=1 +i (—z'!)" /_t dtl"'/_t dtn T(Hy(t1) - - - H(tn))

n=1

wobei das Zeitordungssymbol T" auf folgende Weise erklirt ist. Es gelte
T(Hy(tr) -~ Hy(tn)) := Hi(trq)) - - - Hi(tr(m))
Hier stellt m diejenige Permutation von 1,...,n dar, fiir die
lr(1) 2 tr2) 2+ 2 ta)

erfiillt ist. Die kiirzeste Darstellung lautet:

U(t) = T exp {—i/t dt’ Hf(t’)}

— 00

Im Limes t — oo erhalten wir hieraus den formalen Ausdruck fiir den S-
Operator:
S =Texp {—z/ dtH[(t)} (254)
Eine Anderung der willkiirlichen Energiefunktion F(t) in (253) erzeugt le-
diglich einen physikalisch irrelevanten Phasenfaktor, d.h. ersetzen wir F(t)
durch E(t)+e(t), so geht S iiber in Sexp{—i [*_dte(t)}. Die Freiheit in der
Wahl von E(t) gibt uns die Moglichkeit, ein weiteres Ziel zu erreichen: Eli-
minterung aller Vakuumbeitrdge. Ist ndmlich die Dichte £ Lorentz-invariant
und 2 das gemeinsame (eindeutige) Vakuum der einlaufenden freien Felder,
so erwarten wir, dafl 2 keine zeitliche Verdnderung erfihrt. Dies heifit aber
nur, da U(t)Q = e Q gilt mit e*® := (Q, U()Q). Diese Phase gilt es zu
kompensieren. Wir wihlen E(t) in einer solchen Weise, da} (Q,U(¢)Q2) = 1
erfiillt ist und erreichen das gewiinschte Verhalten des S-Operators: S€2 = ).
Es fehlt uns noch der Zusammenhang zwischen der Lagrange-Dichte £
und der Wechselwirkungsenergie H;. Wir schreiben allgemein £ = Ly + Ly,
wobei wir in L, alle Terme versammelt haben, die bilinear in den Feldern
und ihren Ableitungen sind.

Annahme: Der Wechselwirkungsterm £; hingt nur von den Fel-
dern selbst, nicht aber von deren Ableitungen ab.

Unter dieser Annahme gilt

oL 0Ly

T 90,0)  9(0,0)
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und

H = /d3x(2d>rﬁf—ﬁ)
= [ (bt 20 - [

— Hy + H;

mit H; = — [ d® L;. Die Formeln zur Berechnung des S-Operators verlan-
gen, dafl wir das einlaufende Feld ¢,;, in die Dichte L£; einsetzen und den
Nullpunkt der Energie neu festsetzen:

Hi(t) = B(t) = [ d% £1(6n(t. %)
Auf diese Weise erhalten wir den endgiiltigen Ausdruck fiir den S-Operator:

Texp{i [ dc L;(¢ein())}
(Q, Texp{i [ ds Li(¢ein())})

S =

Er erlaubt eine Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung (Stérungs-
reihe). Er kann andererseits auch als Ausgangspunkt einer exakten Rechnung
dienen.

Die Zeitordnung (254) erlaubt eine Interpretation, die in manchen Si-
tuationen von groflem Nutzen ist. Wir gehen aus von einem symmetrischen
Zeitintervall —a <t < a mit @ > 0 und teilen es in n gleiche Teilintervalle der
Linge At = 2a/n. Die Mitte des k-ten Teilstiickes ist durch ¢, = (k—3)At—a
gegeben (k=1,...,n). Die Formel

n—oo

T exp {—i / "t Hl(t)} = lim e~/ AMH1lin) .. omIALHI (L) o —iALH (1)

a

stellt eine geeignete Definition des T-Produktes dar. Im Anschlufl daran fiihrt
man den Limes a — oc aus, und gelangt so zu einer alternativen Definiti-
on des S-Operators. Das Verfahren liefert ein schnelles Ergebnis, wenn der
Kommutator

[Hi(t), Hi(t')] = ic(t, t')

eine gewohnliche Zahl ist. Durch Induktion beweist man leicht die allgemeine
Formel

log(exp A, - - -exp Agexp Ay) = Z A + % Z Z[Ai’ Ay (255)
k=1

=1 k=1
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fiir Operatoren A;, falls [[A;, A;], Ax] = 0 fiir alle 4, j, k gilt. Diese benutzen
wir fiir Ay = —iAtH; () und erhalten die Darstellung:

S = exp {—z/: dt Hy (1) — %/_Z dt /_too dt’c(t,t’)} (256)

Das hierin enthaltene Doppelintegral kann auch wie folgt geschrieben werden:

/ dt/ a0t — 1) c(t, 1)

Die Bedingungen, die zu diesen Formeln fiihren, sind erfiillt fiir das Mo-
dell, das wir im vorigen Abschnitt behandelt haben. Wir wenden uns noch
einmal diesem Modell des dufleren Stromes zu, gehen jetzt aber von der
Dichte L;[z] = A(z)j(z) aus, setzen A.;,(x) darin ein, definieren H;(t) =
— [ d% L;(Aein(t.x)) (ohne Energiekorrektur), finden dann

(0. H(0)) = i [ @ [ @A - o m)ja)
—0lt = O)H W) = i [ @ [ @0t - o mi()
und erhalten aus (256) die Darstellung
S = Texp {z / i Aem(x)j(:r:)} (257)
_ eexp {z / ' Aem(x)j(x)} (258)
o = 5 [ds [y i@t - o' m)ja). (259)

Wir zeigen nun, dafy dieser Ausdruck fiir S — bis auf den Phasenfaktor — mit
dem im vorigen Abschnitt gewonnenen iibereinstimmt. Wir setzen namlich

4/Q%Amu%muzdmw—amw>

und berechnen den Zusammenhang zwischen j und ¢ einfach dadurch, daf
wir auf beiden Seiten der Gleichung den Kommutator mit A.;,(z) bilden:

/d%'ﬁ(ﬁ—ﬁ',m)j(f) = [Aein(®), 0l (0)] + [Gein(0), Acin(2)]
_ (27_()3/2/6;_1]? {efikx¢(k)+eikzM}
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Friither sind wir von dieser Formel ausgegangen, um den S-Operator als
exp{aein(¢) — al. (¢)} darzustellen.

Die durch (259) beschriebene Phase ist fiir den formalen Ausbau der Feld-
theorie von Interesse. Aus diesem Grunde ist es niitzlich, auch andere Dar-
stellungen dieser Grofle zu kennen. Wegen A, (z,m) = A,et(—2, m) konnen

wir auch schreiben:

_ % / i / &' j(2)Agy(x — 2’ m)j(a’) .

6.3 Die Identitit von Wick

Die Formeln fiir der Modell mit duflerem Strom sind von Interesse im Zusam-
menhang mit einer algebraischen Identitit, die auf G.C.Wick (1950) zuriick-
geht und die man bei storungstheoretischen Rechnungen benétigt.

6.4 Bosonen

Die Resultate dieses Abschnittes formulieren wir — aus Griinden der Einfach-
heit — fiir ein reelles freies Skalarfeld. Ahnliche Resultate erhilt man jedoch
fiir jedes freie Bose-Feld, wenn man die unten gewihlte Definition von A(j)
geeignet modifiziert.

Sei also A(z) ein quantisiertes freies Feld in der Fock-Darstellung. Die
Analyse des vorigen Abschnittes hat ergeben, daf fiir jede Quellfunktion

j(z) gilt:

T exp{iA(j)} = exp{iA(j)} exp{5iAa(j*j,m)} (260)

Hierbei haben wir die folgenden Bezeichnungen benutzt3®:
AG) = [ awie
Buisiom) = [ dt [abyute = y.m)ja)ito)

In Anbetracht der vagen Argumente, die zur Gleichung (260) fiithrten, werden
wir, um der Theorie ein sicheres Fundament zu geben, von nun an die Formel

83 Bekanntlich definiert man die Faltung durch [j](z) = [dY% j(y ). Die Definition
(260) ist somit #dquivalent zu A,, (j*j,m) = [d' A[w(x m)[j*j](z )
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(260) zur Definition des T-Ezponentials eines freien Feldes benutzen®!. Mit
seiner Hilfe definieren wir die zeitgeordnete Potenz eines freien Feldes:

n

TexpliA(j)} = Zi—n!TA(j)"

TAG" = / d, - / Ay T(A(1) - A(xn)) §(z1) - ()

Die Operatorfunktion 7'(A(z1) - - - A(x,)) ist symmetrisch unter Permutatio-
nen ihrer Argumente x1,...,x,. In dhnlicher Weise definieren wir das Wick-
Exponential eines freien Feldes als

exp: {(iA()} = exp{iA(j)} exp{ LA, (jxj.m)

Mit seiner Hilfe werden die Wick-Potenzen definiert:

n

exp{iA()} = Y= AG)"
CA(QG) = /d4x1 . --/d4xn cA(xy) o Amg): Jx) e g(ag)

Die Operatorfunktion : A(z) - - - A(z,): ist symmetrisch unter Permutationen
ihrer Argumente xy, ..., z,. Mit Hilfe von (249) und mit der Zerlegung A =
A 4+ A des Feldes in die Anteile mit positiven bzw. negativen Frequenz
konnen wir schreiben:

exp{id7)(j)}exp{iA(j)} = exp{iA

()} exp{—3[A7(), AP ()]}

(4)} exp{—5(2, [AT)(5), AP (5)])}
= exp{iA(j)} exp{5(2 AW (1) A7 (1))}

()} exp{3(2, A()A(H)Q)}
= exp{iA(j)} exp{3A:(j*j, m)}
= exp: {iA(j))}

SchlieBllich definieren wir den Feynman-Propagator Ap(x, m) durch

iAp(z,m) = Ai(x,m)— il (z,m)
= O A, (x,m) +O(=2")A(—z,m)

84Es ist wichtig, eine mathematisch eindeutige Definition des sog. T-Produktes zu be-
sitzen, weil Ausdriicke wie T(A(z1) --- A(2,,)) in Punkten mit 29 = 29 (i < k) aufgrund
der naiven Auffassung des T-Produktes unbestimmt sind.
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Dann folgt aus unseren Formeln die Wick-Identitdt:

Texp{iA(j)} = :exp: {iA(j)} exp{—LiAr(j*j.m)} (261)

Aus (€, :exp: {iA(j)}Q) = 1 folgt insbesondere:
(Q. Texp{iA(j)}) = exp{—3iAp(j*j, m)}
(Q,exp{id(j)}Q) = exp{—3A4(j*j,m)}
Entwickeln wir die erste dieser Gleichungen bis zur 2.0rdnung, so finden wir
(Q,T(A(x)A(y)Q) = iAp(x —y,m).

Als 7-Funktion n-ter Ordnung bezeichnet man die in ihren Argumenten sym-
metrische Funktion

T(x1,. . xn) = (QT(A(xq) - A(,))Q)

53'(53:1) - 51'((;“) exp{=ziAr(xim}|

die durch eine funktionale Ableitung n-ter Ordnung berechnet werden kann.
Das Ergebnis ist in jedem Fall eine Summe von Produkten der Ag-Funktion
mit Argumenten der Form x; — z;, (i # k). Die so definierten 7-Funktionen
des freien Feldes A(x) verschwinden, falls n ungerade ist.

6.5 Fermionen

Fiir ein freies Dirac-Feld ¢ (x) der Masse m lassen sich analoge Formeln an-
geben, vorausgesetzt, man fithrt Quellfunktionen n(z) und 7(x) als Dirac-
Spinoren ein, die unter sich antikommutieren (sie sind Elemente einer Grassmann-
Algebra) und die sowohl mit ¢ und als auch mit ¢/ antikommutieren.

Man definiert zunéichst zwei weitere Lorentz-invariante Distributionen:

AP - _Aret_%A
A = A, - Lin

Sodann stellt man eine Liste von abgeleiteten Distributionen auf:

S(x,m) = (i@ +m)A(zx,m)
Si(x,m) = (i@ +m)A.(z,m)
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Hier ist ‘x’ ein Platzhalter fiir die Zeichen +,ret, F), P, 1. Man beweist ohne
Schwierigkeit die Formeln:

(L Y(@)Y(y)Q) = Si(z—y,m)
)

)
Q) = iS(z —y,m)

(2, {¢(x), ¥(y
Die beiden weiteren Formeln
(" =) (2, {¢(2), ¥()}Q) = —iSpu(z —y,m) (262)
(QT(W(2)0(y)Q) = iSr(z—y,m) (263)

benutzen bereits Vereinbarungen iiber die ,richtige“ Definition des retardier-
ten Antikommutators und des zeitgeordneten Produktes®
Wir definieren das T-Fzponential eines Dirac-Feldes durch

T exp{ip(n)} = exp{iy(n)} exp{—iSp(7*n, m)} (264)

mit den folgenden Bezeichnungen:
vl = [ b (a@)0le) + S@n)
Se(psnm) = [ d's [ dyaa)Sei — . mpaty)

Wir motivieren die Formel (264), indem wir die fiktive Dichte £; = 1) + ¥
einfiithren und den zugehorigen S-Operator berechnen. Dies geschieht wieder-
um dadurch daB wir [[L7(x1), L1(22)]L1(x3)] = 0 fiir alle x; € My ausnutzen.
Wegen (n) = [ d'% L;(x),

respliv) = Tew{i [ cito) |

= epfivmben {4 [ [ oy cn]

Clo,y) = [Lr(x), Li(y)]
= [i(@)¢(@) + P@)n(@), 7(y)e(y) + v y)n(y)]
= n(@){¥(), Y ) ny) — 1) { ), v(z)in(z)
= N(x)iS(z—y, m)n(y) —1(y)iS(y—z, m)n(z)

8Der Grund fiir die Vieldeutigkeit solcher Ausdriicke liegt in der Nichtvertauschbarkeit
der Multiplikation mit ©(x°) und der Anwendung des Differentialoperators i@ + m.
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Das Integral —3 [ d*z [ d% ©(2°—y°)C(z, y) ergibt sich somit als die Differenz
zweier Integrale. Wir kénnen hierfiir schreiben:

nachdem wir im zweiten Integral die Rolle von z und y vertauscht ha-
ben. SchlieBlich gilt {O(z°) — O(—2°)}S(x,m) = {20(2") — 1}S(z,m) =
2Sp(x, m) und wir erhalten die Formel (264).

Man gewinnt die zeitgeordneten Potenzen eines Dirac-Felder durch die
Entwicklung von (264) nach den Quellfunktionen:

o .
Zn

T exp{it(n)} = Z ] Ty(n)"

n

In analoger Weise definiert man das Wick-FExponential eines freien Dirac-
Feldes als

rexp: {ith(n) } = exp{it(n) } exp{Si (7*n,m)}

Mit seiner Hilfe werden die Wick-Potenzen definiert:

X n

cexp: {ig(n)} = — ()™

n=0

Man rechnet leicht nach, dafl die folgende Formel eine dquivalente Charak-
terisierung des Wick-Exponentials darstellt:

oxp: {i(n)} = exp{iD(n)} explivtD(n)) (265)
b ) = / d' ()9 (z) + 6 () ()}

$P@) = / d' {7(x) ) (z) + PO (@)n(x))

In dieser Formel wird von der Zerlegung des Dirac-Feldes nach positiven und
negativen Frequenzen Gebrauch gemacht.

Schliellich folgt aus der offensichtlichen Gleichung :Sr = S; 4+ iSp die
Wick-Identitdt

Texp{iy(n)} = :exp: {iyh(n) } exp{—iSp(n*n, m)}
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Durch Entwicklung nach Potenzen von n erhilt man hieraus eine Hierar-
chie von Gleichungen, die T-Produkte und Wick-Produkte miteinander ver-
kniipfen.

Von Interesse sind auch die folgenden Erwartungswerte, die sich direkt
aus unseren Formeln ergeben:

(Q,:exp: {i(n)}) = 1
(Q, Texp{i(n)}) = exp{—iSr(7*n,m)}
(€, exp{ith(n)}Q) = exp{—=Si(7xn, m)}

Insbesondere (durch Entwicklung)

(T (¥(2)¥(y))Q) = iSp(z — y, m)

im Einklang mit (263).

6.6 Impulsdarstellung der Feynman-Funktionen

Das Ergebnis der vorangegangenen Untersuchungen zeigt, daf sich die sto-
rungstheoretische Behandlung des S-Operators im wesentlichen auf die Feyn-
man-Funktionen stiitzen kann. In diesem Abschnitt berechnen wir die Fou-
rier-Transformierten der Feynman-Funktionen. Die erste Formel, die es zu
beweisen gilt, lautet:

efipz
p? —m?2 +i0

Ap(z,m) = (27)~ / s
Zum Beweis gehen wir von der Darstellung
iAp(z,m) = O(@")AL(z,m)+O(-2°)A,(~2,m)

Ai(z,m) = (27)° % glPx—iwt

aus. Im Sinne der Distributionen gilt die Formel

. _sam0
7 o e 18T

— ds — =
2r ) o  s+10

0(2?)

0 erhalten wir daraus die Darstel-

Durch die Substitution s — —s, 20 — —x
lung
9] —isx?

L ds < — =
—oc —s+10

O(—2z")

2T
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Damit kann man nun schreiben

iAp(z,m) =
0

(2)3 / Ao | ipx i / gs T e / gs
2w 21 J_ 5+10 2r J_ —5+10

Wir setzen p® = s + w im ersten und substituieren p — —p, p° = s — w im
zweiten Integral mit dem Ergebnis:

Ap(z,m) = (27r)4/d4peimi< 1 1 )

— + .
pPP—w4+i0  —pd—w+1i0

2w
1 —2w
= (2n)* [ dpe Pr_—
(2m) /47’6 2w (w — i0)2 — (p°)?
B e—ipac
- e [t Ty = 'y

wobei wir nutzten, dafl w = /m?2 + p2 > 0 gilt.
Die entsprechende Darstellung der Feynman-Funktion fiir das Dirac-Feld
folgt unmittelbar:

el m) = (i + m)Ap(r.m) = (2m)~* [ %

Schliefflich ist die Feynman-Funktion
D (z —y) = (Q,T(A*(2)A%(y))Q)

fiir das freie elektromagnetische Feld A*(z) in der Coulomb-Eichung von In-
teresse. Man geht hierbei von der Zweipunktfunktion aus, deren Darstellung
sich aus unseren fritheren Formeln®® ergibt:

d*% .
- 6_Zk(

(@, 44 2) A" ()2) = (2m) [ G e Py

w
Hier haben wir

60 — k'R /K p=i, v=y, i,j=1,2,3

w (LY —
P (k)_{(] =0 oderv =0 (266)

86Das Photon besitzt zwei mogliche Polarisationszustéinde, denen Polarisationsvektoren
e(k) und e(k) entsprechen. Es gilt die Vollstindigkeitsrelation

ek)zek) +ek) ®ek) +kok/k*=1

Alles weitere ergibt sich aus (255).
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gesetzt. Nun gilt iD} (z) = O(2°) DY () + ©(—2°) DL’ (=), und mit dem
gleichen Argument, dafl wir oben benutzten, gilt:

671161

k2 + 40

DI () = (2) / s P (k)

Es sieht so aus, als ob wir keine Chance haben, mit dieser Feynman-Funktion
eine Lorentz-invariante Quantenfeldtheorie konstruieren zu kénnen.

6.7 Was rettet die Lorentz-Invarianz der QED?

Schauen wir uns die Funktion P* (k) in (266) etwas niher an. Indem wir den
Richtungsvektor n = (n*) = {1,0,0,0} einfiihren, konnen wir schreiben:
(nk)(k*n” + n"k") — kMEY — n#n" k>

(nk)? — k2

P (k) = —g" +

Wir miissen priifen, ob die Wahl des Richtungsvektors n irgendeine physi-
kalische Konsequenz hat. Die Feynman-Funktion des Photons 1463t sich wie
folgt aufspalten:

DY (z) = —g"" Dp(z) + 0*BY + 0" B* + n#n"C(x)

mit
—ikx

_ e _ 1
Dp(z) = (2n) 4/d4k ot (27) ng —

N ek (nk)nt — LkH
B*(xz) = i(27) 4/d4k R0 (nk)? _22

ef'ikx

Clz) = —(2m) / S T

wobei die Funktion C'(x) dem Coulomb-Potential verwandt ist:

00 ikx
C(z) = —(2m)* /_ dk° e+ / 4’k ek2

]

= ) =)

Alle storungstheoretischen Ausdriicke der QED leiten sich aus dem Wir-
kungsintegral ab,

/d4:1:£1(:v) = —e/d%A“(:r)jﬂ(:c) ,
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d.h. D (x) tritt immer zusammen mit einem erhaltenen Strom j,(z) auf,
und zwar so, dafl gleichzeitig iiber z integriert wird. Derjenige Anteil der
Feynman-Funktion, der B*(z) enthélt, kann keinen Beitrag liefern. Denn
eine partielle Integration fiihrt diesen Beitrag iiber in den Ausdruck

/ 0 0, (2) Bz — ).

und die Stromerhaltung sorgt dafiir, dafy er verschwindet. Wir diirfen also
diesen Anteil iiberall, wo er auftritt, einfach ignorieren. Anders steht es mit
dem Anteil, der die Funktion C(x) enthélt: Er ist immer vorhanden und, weil
er die Invarianz stort, unerwiinscht. Sein Auftreten héngt mit unserer Fehl-
einschitzung der Coulomb-Wechselwirkung und der mifiverstandenen Rolle
des skalaren Potentials zusammen. Wir kehren deshalb noch einmal zu dem
Ausgangspunkt zuriick.

Die Lagrange-Dichte fiir die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes A* =
{V, A} mit einem &ufleren erhaltenen Strom j* = {p,j} kann wie folgt ge-
schrieben werden:

L=YHA+VV)? - (VxA)?} —pV +jA

1
2
Bemerkenswert ist: £ enthélt nicht V, d.h. der zu V kanonisch konjugierte
,Impuls® 6£/8V verschwindet identisch. Wir schlieflen daraus, dafl das ska-
lare Potential keine eigenstindige dynamische Variable der Theorie ist. Dies
auflert sich z.B. darin, dal man bei der Beschreibung von elektromagneti-
schen Wellen (Photonen) auf das skalare Potential verzichten und V(z) =0
setzen kann. Die allgemeine Situation erlaubt die folgende Feststellung: Das
skalare Potential V' kann aus der Theorie eliminiert werden unter Preisga-
be der Lorentz-invarianten Form der Lagrange-Dichte und der Feldgleichun-
gen®’. Eine der Feldgleichungen, nimlich

p=—AV —V-A

erweist sich als blofe ,,Nebenbedingung®, sobald die Coulomb-Eichung V- A =
0 gewdhlt wird. Indem wir die Poisson-Gleichung 16sen, erhalten wir V' als
eine durch p ausdriickbare Grofie:

V(t,x) = i/d%’ plt.X)

47 x — x|

87Dies heifit nicht, daf die Lorentz-Invarianz der QED aufgegeben werden soll. Es ist
nur das dufere Erscheinungsbild der Theorie, das die Invarianz verhiillt und nicht offenbar
werden 1dft. Das erkldrte Ziel dieser Bemiihungen ist gerade, die Invarianz in dem S-
Operator wieder klar zum Vorschein kommen zu lassen.
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Die Lagrange-Funktion L(t) = [d% L(¢,x) kann — nach Ausfithrung einer
partiellen Integration — wie folgt geschrleben werden:

L= /d3x [%M ~VV-A-LVAV - L(VxA)? = pV +j-A
Mit V-A = 0 und —AV = p wird daraus
L:/d3:c [%A2—%(V><A)2+j-A — E,

mit der Coulomb-Energie

d3 d3 ! p )
/ / 47r\x—x’\ ’

die keine Feldvariablen enthélt und einen Teil der Energie des Photonen-
Vakuums zur Zeit t reprisentiert. Man erkennt, dafl die Definition der Coulomb-
Energie eine Schar von Hyperebenen ¢ =const. des M, auszeichnet und damit
von dem gewéhlten Inertialsystem abhingt.

Eine Legendre-Transformation fiihrt auf den Hamilton-Operator:

H = Ec+/d3xA2—L
= /d% [%A%%(VXA)?—}A

Fiir das elektrische Feld gilt weiterhin E = —A — VV, wobei V durch die
Ladungsdichte p auszudriicken ist, und die elektrische Feldenergie zerfallt in
zwei Bestandteile, den Coulomb-Anteil und den Photonen-Anteil:

%/d E’=E.+1 /d%A2

Nachdem dies alles klargestellt ist, konnen wir den Fehler erkennen, den wir
bei der Konstruktion des S-Operators begingen. Unsere Annahme war, daf}
das wechselwirkende Feld A* asymptotisch (fiir ¢ — —o0) in das Feld A%,
iibergeht. Dies ist fiir 4 = 1,2, 3 sinnvoll, versagt aber fiir u = 0, sobald
wir die Coulomb-Eichung zugrundelegen. Denn das Coulomb-Potential ist
zu allen Zeiten vorhanden, wihrend AY, = 0 gilt. Wie ist der Fehler zu

korrigieren? Aus der Lagrange-Dichte der QED

L =—L1F,F" + Re($ipv) — mipy)
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gewinnen wir durch Eliminierung von A° die Lagrange-Funktion

L = Lo+ 1L;
I, — / e [;A?-%(VXA)%Re(wW)—mzﬁw}

L[ — —6/d3 Zw,ywAz_l 2/d3 /d3lw tX )W(t X’),Iv[}(t?X’)

47r|x—x’|

In der Coulomb-Eichung des Feldes A* = A%, gilt

ewm

3
=Y Al = A
i=1

Beachten wir noch
VP = jo = n*j,, n=(1,0,0,0), C(x) = —§(z°)—

so erhalten wir den Streuoperator in der Form
S = e “Texp {i/dtLI(t)}
= e "Texp {ie/ d'v j,(z) A" (z)
et [ R
+15 [ [y i@atmn o)
S (iel)" g(n)
n!

n=0

die Abkiirzungen j* =:ty*¢: (aus bekannten Griinden sind wir hier zur
Normalordnung iibergegangen) und

¢ = (Q, T exp{i / dt Ly (1)})

benutzend mit der Vereinbarung, dafl in L; die freien Felder A* und v ein-
gesetzt werden und fiir das Feld A* die Coulomb-Eichung gewéhlt wird. Wie
man leicht einsieht, gilt S©® = 1 und S = 0. Der erste nicht-triviale Term
der Entwicklung ist damit S®) =

/#/@ijy ) {T(A"(2) A () — inn"C(x — 1)}
= /d4 /d4y T(ju(x)ju(y)) {: A (2)A"(y): +iDE (x — y) —in*n"C(x — y)}
_ /ﬁ4/ﬁ@Tyu 2)ju()) {: A*(2) A" (y): —ig" Dp(z — y)}
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Die Beriicksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung hat also gerade den Ef-
fekt, daf an die Stelle der nicht-invarianten Feynman-Funktion D% (x) die
invariante Funktion —g"" Dp(x) tritt. Man kann auf kombinatorischen Wege
zeigen, dafl diese Behauptung fiir alle Ordnungen der Stérungstheorie zutrifft.

6.8 Die Gupta-Bleuler-Methode

Die effektive Feynman-Funktion, die wir fiir das Photonfeld gewonnen haben,

legt die Frage nahe, ob man das freie Photonfeld nicht so quantisieren kann,
daf3®®

[Au(2), A(y)] = —igu D(z — y) (267)

von vornherein gilt. Dieser Ansatz hitte ndmlich die Giiltigkeit von

(2, Au(2) AL (y)Q) = =g Dy (v — y)

und
(2, T(Au(2) A (y)Q?) = =19 Dr(z — y)

— wie gewiinscht — zur Folge, und eine separate Diskussion der Coulomb-
Kraft wére in einem solchen Rahmen unnétig. Mehr noch, der Ansatz (267)
garantiert manifeste Lorentz-Kovarianz und erfiillt die Lokalitdtsbedingung:
Aus (z—y)? < 0 folgt [A,(x), A, (y)] = 0. Die Quantisierung des Vektorfeldes
A, die von (267) ausgeht, wurde zum erstenmal von Gupta und Bleuler
vorgeschlagen. Wir beschreiben das Verfahren im Detail. Zunéchst zerlegt
man das Feld geeignet:

Au(o) = 20" [ D o) 1 al ()

und charakterisiert das Vakuum durch a,(k)2 = 0 und (©,Q) = 1. Es ist
unmittelbar einsichtig, dafi die Quantisierungsvorschrift (267) mit den fol-
genden Kommutatorregeln identisch ist:

[a,(k), al (k)] = —2wd®(k — K')g
[a, (k). au(K")] = laf, (), al (k)] =0
Der Raum der zuléssigen Wellenpakete ¢ = {¢*} sei

8:{¢:/§—Z€d)“(k)|2<oo, u:o,...,g}

8Man schreibt allgemein D(z) = A(z,m=0) und ebenso D,(z) = A.(x,m=0), wobei
* fiir eines der folgenden Zeichen steht: +, F) ret, av, P, 1.
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Falls wir jedem ¢ € £ die Operatoren

d(6) = [Sralme

o) = [ S Fun

zuordnen, erhalten wir die Kommutatorregel

2 0,0

d
[a(¢), a'(¢")] = (¢, ¢') == _/
aus der wir das ,Normquadrat® der Einteilchenzustinde ableiten:

la’(9)QI”> = (2, a(¢)a’($)Q)
= (Q,]a(¢),d(9)]Q) = (¢, ¢) (268)

Bei dem Gupta-Bleuler-Verfahren zahlen wir einen hohen Preis: Das natiirli-
che ,Skalarprodukt® (¢, ¢’) des Raumes & ist nicht positiv definit; (¢, ¢)
kann sowohl positive wie negative Werte annehmen; £ ist kein Hilbertraum,
sondern ein Raum mit indefiniter Metrik, und (¢, ¢') ist kein Skalarprodukt,
sondern nur eine hermitesche Form. Die statistische Interpretation der Quan-
tentheorie beruht aber gerade darauf, daf§ das Skalarprodukt im Zustands-
raum positiv definit ist. Diese Grundvoraussetzung zu opfern kann doch nur
heiflen, dafl wir iiber unphysikalische Zustinde des Photons sprechen. Das
hier eingefiithrte hypothetische Photon hat wier unabhingige Polarisations-
zusténde. Zwei davon miissen unechte Zusténde (engl. spurious states ) sein.
Auch wenn & kein Hilbertraum ist, kann man den Fock-Raum F (€) in
bekannter Weise konstruieren. Er ist der Darstellungsraum fiir das Gupta-
Bleuler-Feld A, (x). Das indefinite Skalarprodukt in £ induziert ein indefinites
Skalarprodukt in F, (£), d.h. der Fock-Raum iiber £ ist ebenfalls kein Hil-
bertraum. Wenn wir wissen, wie wir den ,echten” Einteilchenraum H der
beobachtbaren Photonen aus dem Raum & der fiktiven Photonen zu kon-
struieren haben, ist damit auch klar, wie der ,echte* Fockraum F(#) zu
bekommen ist. Die Methode beruht auf dem folgenden einfachen Sachverhalt.
Satz Fiir zwei Vierervektoren k und q mit k> =0 (jedoch k # 0) gilt:

1. Aus kg =0 folgt ¢*> < 0.
2. Aus kq = 0 und ¢*> = 0 folgt ¢ = ck mit c € R.

Beweis. Nach Wahl eines geeigneten Bezugssystems diirfen wir £, = (a, 0,0, a)
mit a # 0 voraussetzen. Aus kq = 0 folgt dann gy = g3, also ¢*> = —¢® — ¢3 <
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0, ¢> = 0 ist danach nur fiir ¢ = ¢» = 0 erfiillbar. In diesem Fall gilt
¢ = (6,0,0,b) = ck, mit ¢ =b/a. q.e.d.
1.Schritt. Wir beschrianken die Einteilchenzustiande auf den Raum

Er={bp€E: ku"(k)=0}

Der eben bewiesene Satz erlaubt ndmlich von ¢ € &, auf (¢,¢) > 0 zu

schlieBen®®. Obwohl es sich bei £, um einen Unterraum von £ handelt, fiir

den (¢, ¢') eine positive hermitesche Form darstellt, existieren in £, immer

noch geniigend viele Zustinde ¢ mit (¢, ¢) = 0. Die Form ist entartet.
2.Schritt. Wir betrachten den Unterraum?

Eo={deE: kie¥(k) = k"¢ (k)} C €.

Der Teil 2 des obigen Satzes sagt, dal der Raum &; alle Zustinde ¢ € £, mit
(¢,#) = 0 enthélt. Da im Raum &, die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt,
folgt (¢, ¢') = 0 fiir alle ¢ € & und ¢' € £;. Der physikalische Einteilchen-
raum ist der Quotientenraum®’

H==E1/&

Damit ist der Zusammenhang mit den beobachtbaren Zustédnden hergestellt.
Denn der physikalische Fock-Raum kann nun als F, (H) erkléirt werden. Die-
ser Raum 148t sich allerdings auch direkt aus dem Fock-Raum F, (£;) erzeu-
gen®?, indem man darin alle Norm-0-Zustinde aufsucht, um dann zum Quo-
tientenraum iiberzugehen. Konkret: Es sei F(€;) der Norm-0-Unterraum in
F.(&;). Man erhilt in so:

Fo(Ey) = {a' (@)@ | p € &, ® € Fi(€4)}

Man hat nun die natiirliche Isomorphie

Fy(€4/&) = Fy(E4)/Fo(Ey)

89Man wende den Satz einmal fiir g, = Red, (k) und ein zweites Mal fiir ¢, = S¢, (k)
an, um ¢, (k)¢* (k) < 0 zu erhalten.

90Fine #quivalente Charakterisierung von &y lautet: Es existiert eine komplexe Funktion
c(k) derart, daB ¢ (k) = c(k)kH gilt. Da k? = 0 gilt, folgt k,¢" (k) = 0, also & C &

917wei Vektoren ¢ und ¢' im Raum £, werden als dquivalent angesehen und man schreibt
¢ ~ ¢', falls ¢ — @' € & gilt, ausfiihrlich, falls ¢, (k) — ¢),(k) = c(k)k, gilt. Die Aquiva-
lenzklassen sind die Vektoren des Quotientenraumes H. Die positive hermitesche Form auf
&, induziert eine nicht-entartete positive hermitesche Form, also ein Skalarprodukt auf H.
Damit wird H zu einem Hilbertraum.

92Eine interessante, hiufig benutzte Charakterisierung des Raumes F, (£, ) kennzeichnet

ihn als den Raum aller Vektoren ® € F (£) mit der Eigenschaft B“A‘(]L)(I) = 0. Auf diese
Weise wird deutlich, daf3 die Lorentz-Bedingung wenigstens teilweise erfiillt wird.
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und kann von ihr Gebrauch machen, wannimmer es niitzlich ist. Zum Beispiel
in der folgenden Definition. Wir sagen, ein Operator A auf dem Fock-Raum
F. (&) aller Gupta-Bleuler-Zusténde transformiere physikalische Zustinde
wieder in solche, kurz, A sei ein physikalischer Operator, wenn gilt:

1. AF(E)) C Fu (&) (269)
2. AF)(E,) C Fy(£y) (270)

Denn genau unter diesen Bedingungen induziert der Operator A einen Ope-
rator A auf dem Quotientenraum. Die Bedingungen miissen erfiillt sein fiir
jeden physikalisch sinnvollen S-Operator sowie fiir jede mefibare Grofle, wie
,Impuls“, | Drehimpuls® usw.

Das Verfahren von Gupta und Bleuler erscheint auf den ersten Blick
nur wie ein mathematischer Trick, dazu erdacht, um die richtige Feynman-
Funktion auf direktem Wege zu erzeugen. Die Uberzeugung setzt sich aber
mehr und mehr durch, daf§ hier ein wesentliches Strukturelement der Eich-
theorien entdeckt worden ist. Mit den masselosen Eichbosonen untrennbar
verkniipft ist das Auftreten von unphysikalischen Zustinden. Wir sehen sie
nie im Experiment, und dennoch sind sie fiir die vollstindige Fassung der
Theorie unverzichtbar.

Bei konkreten Rechnungen in der QED benotigt man die Wick-Identitét
fiir das Photonfeld in der Gupta-Bleuler-Darstellung. Sie folgt auf vollig ana-
loge Weise wie entsprechende Identitét fiir das Skalarfeld. Wir geben deshalb
nur das Resultat an:

Texp{iA(j)} =:exp: {iA(j)} exp{LiDp(j + j)}

Die Bezeichnungen sind:
AG) = [ dte @) a) @11)

Di(j+j) = / 2 / 2y (1)), (4) Dr(z — y) (272)

wobei j# eine reelle Quellfunktion darstellt, die nicht notwendig 0,j* =
0 erfiillt. Falls hingegen j* einen erhaltenen Strom darstellt, so ist S =
T exp{iA(j)} gerade der S-Operator fiir die Wechselwirkung des Strahlungs-
feldes mit einer dufleren Quelle. In diesem Fall gilt

iA(j) = a(¢) — a'(¢) (273)

fir ein ¢ € £ (denn aus d,j"(z) = 0 folgt k,¢"(k) = 0). Diese Gleichung
kennzeichnet, wie wir bereits wissen, die Funktion ¢*(k) im wesentlichen als
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die Fourier-Transformierte von j#(z) mit Beschrinkung auf die Werte auf
dem Vorwirtslichtkegel £ = w = |k|. Damit ist nun klar, daB A(j) die Be-
dingungen fiir einen physikalischen Operator erfiillt, sobald 9,j* = 0 gilt. Mit
A(j) erfiillt auch jede Funktion von A(j) diese Bedingungen, insbesondere
also der S-Operator fiir das Modell mit der dufleren Quelle. Dieser Opera-
tor gibt somit Anlal zu einem unitiren Operator S auf dem physikalischen
Hilbertraum F, (E,)/Fy(E;). Es sei Q das physikalische Vakuum®. Dann
ermittelt man leicht die Ubergangsamplitude

(Q,50) = (Q,5Q) = = exp{3iDr(j *])} (274)
- exp{——/d4 /d4y 7" y), } (275)
10
wobei wir die Formel _ .
i
Dp(z) = ——
e
benutzten. Mit der Zerlegung®
1 P
= — +imd(x?)

2 —i0 x?

erhilt man die Wahrscheinlichkeit

|<Q,SQ>|2=exp{ Pfawfay L (” ))2}9

Es ist dem Doppelintegral nicht unmittelbar anzusehen, dafl es positiv ist.
Man erhélt jedoch fiir die gleiche Wahrscheinlichkeit auch eine andere Dar-
stellung?®

(@, A OQ) P = IO — e {/ il O )}
Da ¢ in &, liegt, gilt ¢,(k)¢*(k) < 0 und somit ||¢]|> > 0.

6.9 Erzeugende Funktionale

Aus der Art der Konstruktion des S-Operators gewinnt man den Eindruck,
es handle sich dabei um eine sehr eingeschrénkte Strukturaussage. Denn wo

93Konkret: ist Q € Fy(£;) das Gupta-Bleuler-Vakuum, so verstehen wir unter Q die
Klasse aller Vektoren in Fly (€), die sich von © nur durch Norm-0-Vektoren unterscheiden.

94 P bezeichnet den Hauptwert (auch Prinzipalwert genannt). In diesem Fall ist er iden-
tisch mit dem Realteil des Ausdruckes.

95Giehe die analoge Diskussion im Abschnitt 6.1.
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findet man in diesem Schema das wechselwirkende Feld? Dieser Eindruck
tduscht. Wir wollen jetzt zeigen, daf es moglich ist, im Prinzip jede gewiinsch-
te Information aus dem S-Operator zu extrahieren, wenn wir die zugrunde
liegende Dichte L£7(¢) um Quellterme ¢(j) bereichern:

S(j) =T exp <i£1(¢) v iqﬁ(j)) .

Durch diesen technischen Kunstgriff wird S(0)~'S(j) zum erzeugenden Ope-
rator fiir die zeitgeordneten Produkte des Feldes ¢ und sein Vakuumerwar-
tungswert zum erzeugenden Funktional fiir die 7-Funktionen?:

(T, 7'rn)7'13---;7'n = (Q,T(¢r, (1) -+~ Pr, (22))2) (276)

Wir wihlen die folgende allgemeine Aussage als Fundament unserer Uberle-
gungen:

Satz FEs seien L(t) und M(t) zwei t-abhdngige selbstadjungierte Ope-
ratoren, definiert auf dem Intervall a < t < b. Fir s € R sei der unitire
Operator

U(b,a; s) = T exp {z / i L(t) + sM(t)]} (277)

erkldirt. Dann gilt

%U(b, as) =i / U bt ) MUt s ) (278)

Beweis. Wir teilen das Intervall [a,b] in n gleiche Teilstiicke der Lénge
At = (b — a)/n und setzen ¢, = a + (k — 1)At fir k = 1,...,n, sowie
Hy = L(t) + sM(tx). Dann gilt (vgl. das Verfahren auf S.87):

U(b, a: S) = lim ezAtHn . e’LAtHQB’LAtHl
n—00

Nun gilt offenbar

diem”fk = iAt M(t,)e" >k 1 O((At)?)
S

Also

d a ' ' ~ '
—U(b, a; S) — i lim Z AtetAtHn ezAtHk+1M(tk)ezAtHk ... i AtH:
ds n—o0 4

%Diese Funktionen werden gelegentlich auch die Greenschen Funktionen der Feldtheorie
genannt.
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Im Limes n — oo entsteht das Integral auf der rechten Seite von (278).
q. e. d.

Durch fortgesetzte Differentiation nach s und Anwendung der Basisformel
(278) gelangen wir zu der Aussage

n

—U(b a;s) =
nli” / dtl/ ity / dt, U (b, tr: 8) M(0)U (11, £a: 5) M(t) - -
U(tn—1,tn; §) M (tn)U (tn; a; 5) (279)
Aus der Definition (277) folgt unmittelbar das Kompositionsgesetz
Ut t';s)U(t',a;8) = U(t, a; s) a<t <t
Daraus ergibt sich die Darstellung
Ut,t';5) =Ul(t,a;s)U(t',a;s)"
die wir nun n-mal, ndmlich fiir (¢,¢") = (b,t1), (t1,t2), ..., (tn-1, ) in (279)
anwenden wollen. Um das Ergebnis iibersichtlich zu gestalten, ermitteln wir

die Ableitungen an dem speziellen Punkt s = 0 und setzen zur Abkiirzung

Ut,t) = U(tt;0) (280)
M(t,a) = U(t,a)""M(t)U(t,a) (281)

Wir erhalten so die Taylor-Entwicklung um den Punkt s = 0:

Ulhass) = {1+Z /adtl -/abdtnT(M(tl,a)---M(tn,a))}
— U(ba) Texp {is / bdt]\/[(t,a)} (282)

Und nun die Anwendung dieser bemerkenswerten Formel: Es sei
L) = [ Li(dun(t.) (283)
M) = [ d S b 130303 (284)

mit der Vereinbarung, dafl j,. eine Grassmann-Variable ist, sobald ¢, eine
Fermi-Feld ist. Die beliebigen Funktionen j,. werden als Quellfunktionen be-
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zeichnet. Der Limes a — —oo, b — +oo fithrt dann direkt zu dem j-abhéngi-
gen S-Operator

S(y) = Texp{i/d%

= U(oo, —o0;1)

»Cl(d)ein (:E)) + Z ¢ein,r (w)]r (:E)] }

Wir erinnern nun an die Formeln des Abschnitts 6.2, die den Zusammenhang
zwischen dem freien Feld ¢.;, und dem wechselwirkenden Feld ¢ herstellen.
Aus ihnen und aus (281) sowie (284) folgt, daf3

M(t, —o0) = /d3:1: Zqﬁr(t,x)jr(t,x)
gilt. Wie schon friiher, benutzen wir die Abkiirzung

o(j) = /d% > br(2)jir(@) = /OO dt M(t, —oc0).

Dann nimmt (282) die Gestalt S(j) = S(0)T exp{i¢(j)} an; also gilt

Texp{ip(j)} = S(0)7'S()) (285)

wobei rechterhand nur Ausdriicke in dem freien Feld ¢,;, auftreten. Insbe-
sondere gilt

J

——SU)| -
3 () j=0
Als weitere Annahme fiigen wir nun die Bedingung hinzu, daf§ das Vakuum
die Beziehung S(0)Q2 = €™@Q erfiillt. Dann folgt aus (285)

¢r () = —iS(0)™!

(2, 5())

F(j) == (€, T exp{ig(j)}Q) = ©,50)9)

Entwickelt man hier beide Seiten der Gleichung nach Potenzen von j, so
gewinnt man eine Hierarchie von Formeln fiir die 7-Funktionen (276). Fiir
die Entwicklung von F(j) schreibt man

. = 0" . .
F(]) = 1+Zﬁ/d4‘r1/d4‘rn Z T(xla"':xn)h ,,,,, rn ]Tl(xl)"']Tn(xn)
n=1 1

..... rn

Man nennt daher F'(j) das erzeugende Funktional dieser Funktionen.
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Falls wir mit Hilfe des Funktionals F(j) nur ein freies reelles Skalarfeld
der Masse m beschreiben wollen, dessen Vakuumerwartungswert die reelle
Zahl ¢ ist, so folgt aus (261) die Formel

log F(j) = ic/d%j(x) — 2iAR(j * j,m)

Es ist typisch fiir das freie Feld, dafi die Entwicklung von log F'(j) nach
j bereits nach dem quadratischen Term abbricht. Es erscheint aus diesem
Grunde sinnvoll, auch in der allgemeinen Situation das erzeugende Funktional

F.(j) = log F(j) und mit ihm ,einfachere” 7,-Funktionen einzufiihren®":

R . .
F*(]) = Z ﬁ /d4$1 e /d4xn Z T*(.Il, s 7xn)r1,...,rn Iri (xl) e (xn)
n=1 "

T1geeysTn
Ein Feld (Bose oder Fermi) heifit quasifrei, wenn 7,(zq,...,x,) = 0 fiir alle
n > 3 gilt. Solche Felder sind in einem gewissen Sinn trivial, weil fiir sie
der S-Operator trivial wird: S = 1. Man kann zeigen: Verschwinden die

T.-Funktionen von einem gewissen n an, so handelt es sich bereits um ein
quasifreies Feld”®. Die Konsequenz davon ist, dafl es in den interessanten
Situationen nichtverschwindende 7,-Funktionen beliebig hoher Ordnung gibt.

In jedem Fall ist es moglich die 7-Funktionen auf die 7,-Funktionen zuriick-
zufithren, indem man die Exponentialfunktion in F(j) = exp F.(j) in eine
Taylorreihe entwickelt.

6.10 Feynman-Graphen

6.11 Graphen im Ortsraum

Die storungstheoretische Behandlung der Wechselwirkung vollzieht sich in
drei Schritten. Jeder Schritt zerlegt den S-Operator in einfachere Ausdriicke:

9Diese Funktionen heifilen in der englischsprachigen Literatur connected T functions,
da sie den Summen aller zusammenhdingenden Feynman-Graphen der Ordnung n entspre-
chen. Aus der Sicht der Stérungstheorie, sind die 7.-Funktionen in der Tat ,einfacher®. Es
besteht eine gewisse Analogie zu Begriffsbildungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Tst
ndmlich X eine reelle Zufallsvariable und bedeutet E der Erwartungswert, so bezeichnet
F(t) = E[e™X] = 14 Y. m,i"t"/n! die erzeugende Funktion der Momente m,, = E[X"],
die Funktion Fy(t) = log F'(t) = _ ¢,i"t"/n! hingegen erzeugt die Kumulanten c,. Die
Momente lassen sich auf die Kumulanten zuriickfiihren.

98 Dieser Sachverhalt ist auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie als Satz von Marcinkie-
wicz (1939) bekannt. Mit den Bezeichnungen der vorigen Fufinote: ist F(t) ein Polynom
in t, so gilt F,(t) = iat — ot? fiir reelle Konstanten a und o, d.h. X ist GauBisch verteilt.
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1. Eine Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung, S = > S,,, wo-
bei
Sp =

ol

dzy - -/d4$n T (Li(zy)- - Li(zn))

2. Eine Entwicklung des Integranden nach Normalprodukten der Felder,
wobei jedem auftretenden Normalprodukt ein Graph zugeordnet wird,
so daB8 die Summe iiber (nach gewissen Regeln erzeugte) Graphen G
gefiihrt wird:

T (E](l‘l) . £](£En)) = ZNg(l‘l, e ,l‘n)

Die Raumpunkte x; € M, werden die Vertices eines Graphen genannt.
Man mag sich darunter Punkte vorstellen, in denen eine Wechselwir-
kung stattfindet (was experimentell nicht nachpriifbar ist, weil die be-
obachtbare Grofe erst nach Integration iiber die x; entsteht).

3. Eine Zerlegung des Graphen G in zusammenhéngende Teilgraphen (falls
GG unzusammenhéngend ist). Einer solchen Zerlegung entspricht immer
eine Zerlegung der Vertexmenge in (nichtleere) Teilmengen. Ist etwa G
die Vereinigung der Graphen (G; und G, so schreibt man G = G;UG5.
Enthélt G die Vertices zy,...,zs und G5 die Vertices x411,..., 2y, SO
gilt

Neg(x1, ..., 2) = Ng,(z1,. .., 2s)Nay (Tsi1s - -+, Tp):
Den Beitrag eines zusammenhéngenden Graphen errechnet man nach
MafBigabe von Regeln (sog. Feynman-Regeln), die fiir eine Theorie spe-
zifisch sind.

Wir wollen die Feynman-Regeln anhand der QED darlegen. In diesem Fall
gilt B

Li(r) = —ej" () Au(w) (@) = p(x) e (x):
Hier ist A,(x) das freie Photonfeld in der Gupta-Bleuler-Darstellung, und
Y(x) ist das freie Dirac-Feld der Masse m. Das Normalprodukt in der Defini-
tion des Stromes garantiert, dafl (€, j#(x)Q2) = 0 gilt. Wir wihlen als Beispiel

den Graphen

8
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Ihm entspricht in zweiter Ordnung das Normalprodukt

Ne(z,y) = —ie’ Dy(x — y): 0(z)y" ) () (y) vt (y):

Seine Entstehung ist so zu erkléren: Zunéchst schreibt man

T (Li()Li(y)) = T(G"(x)5" (y) T(Au(z)Au(y))

Sodann wendet man die Wick-Formel an, um
T (Au(x)Au(y)) = :Au(x)Au(y): — i9wDr(z —y) (286)

zu erhalten. Schlief3lich folgt:

T(j"(2)5"(y) = @)y @)y d(y):
+:1(2)7"iSp (x — Y)Y (y):
+:0(y)"iSr(y — )7 (@):
—Spur {¥*iSp(x —y,m)v"iSp(y —x,m)} (287)

Multiplizieren wir den zweiten Term auf der linken Seite von (286) mit dem
ersten Term auf der linken Seite von (287) so entsteht der Beitrag Ng(z, y)
des Graphen G.

Bei der graphischen Beschreibung benutzt man die folgenden Regeln fiir
die Ubersetzung in konkrete mathematische Ausdriicke:

innere Fermionlinie: iSp(y — ) Te oY
innere Photonlinie: —ig,, Dp(y — ) i VNNV ¥/
duflere Fermionlinie: ¢ (x) oV
duBere Fermionlinie: ) (z) Te

duflere Photonlinie: A, (z) T @

Fermionlinien sind grundsitzlich gerichtet (sie beschreiben den Fluf} der
elektrischen Ladung durch das Diagramm), Photonlinien sind grundsitzlich
ungerichtet (entsprechend der Tatsache, dafl das Photon keine ladungsartige
Quantenzahl besitzt). An jedem Vertex ist zuséitzlich ein Faktor —ey* und fiir
jede geschlossene Fermionschleife ist ein weiterer Faktor -1 anzubringen. Ein
Graph heifit erlaubt, wenn er nach den Regeln, die fiir eine Theorie spezifisch
sind, konstruiert wurde. Die Regel der QED ist sehr einfach: An jedem Vertex
greifen drei Linien an, eine Photonlinie und zwei Fermionlinien, wobei die
Richtung der Fermionlinien die Ladungserhaltung am Vertex garantiert:
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Im Grunde ist die graphische Sprache besser geeignet, die Ausdriicke zu re-
prasentieren, weil die mathematische Formelsprache eindimensional ist, die
Graphen jedoch zweidimensional gezeichnet werden konnen.

6.12 Graphen im Impulsraum

Der Feynman-Graph zweiter Ordnung, den wir oben diskutiert haben, ver-
mag drei physikalisch verschiedene Prozesse zu beschreiben:

e +e — e +e

e +et — e +ef

et +et — et tef
Wir geben den beteiligten Teilchen bestimmte Impulse p; bis ps und Polari-
sationen oy bis o4 und schreiben fiir den Anfangszustand einfach [12) , also
S[12) fiir den Endzustand. Die Analyse des Endzustandes nach Zusténden

34) fiihrt uns auf die Ubergangsamplitude (34]S[12), die ihrerseits eine Ent-
wicklung nach Graphen gestattet:

(34|5]12) = ZSG (12, 34)

Als Demonstrationsbeispiel wihlen wir die e”e™-Streuung. Der fiir diesen
Prozef§ relevante Feynman-Graph sieht wie oben aus:

Er wird jedoch ein wenig anders interpretiert: Aufiere Fermionlinien, die nach
rechts gerichtet sind, entsprechen immer einem Elektron, linksgerichtete ei-
nem Positron. Dem Graphen G entspricht der folgende Beitrag:

ie’ R

Sq(12,34) = Wﬁé“( D) (288)
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mit

und den Abkiirzungen

k=pi—ps=pi—p2 Ep=p1+p2—ps—ps ul(r)=up,o,)

Wir zeigen, wie dieser Beitrag entsteht. Zuerst erhilt man

(34]: 90 (2)7" ¢ (@) (y) vt (y): [12) =
(318 () |0)7" (0] () 12) (4] ()]0} 7, (01 (y) 1)
—(3[1)(2)]0)7" (Ol () [1) {412} () 10) 7,01 () 2)
— (4] (2)]0)7*(0[ (x)12) {312 () 10) 7,01 () 1)
+(4[¢h(2)[0)7" (01 (x) 1) (3[4(y)10) 7, (Ol (1) |2)

mit
Og(@)|ry = (2m)7 e # u(r)
(rlg(x)0) = (2m)~* 2P "a(r)
(r =1,2,3,4). Sodann greifen wir auf die Darstellung

k(@)

k2 410

Dp(n —y) = (27)- / 4

zuriick und setzen alle so erhaltenen Ausdriicke in

=i [t [ @ Dete - )31 BT )12

ein. Nun fiihren wir die Integration iiber x und y aus, indem wir sie mit der
k-Integration vertauschen. Hierbei entstehen zwei d*-Funktionen: Die erste
legt den Wert von £ fest (die k-Integration wird somit ausfiihrbar), die zweite
garantiert die Energie-Impuls-Erhaltung im Streuprozefl. Das Ergebnis ist der
Ausdruck (288).

Wir kommen nun zu den allgemeinen Regeln fiir die Graphen in der Im-
pulsdarstellung:
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innere Fermionlinie: i(p +m)(p* — m* +i0)"* @ i
innere Photonlinie: —ig,, (k* +i0)~! NN

dufere Elektronlinie (einlaufend): u(p,o) o
duBere Elektronlinie (auslaufend): u(p, o) i
duBere Positronlinie (einlaufend): @(p, o) o
duBere Positronlinie (auslaufend): w(p, o) ®
duflere Photonlinie (einlaufend): €4 (k) AV VIV VNIV )

duflere Photonlinie (auslaufend): ey (k) L N NN NN N 2

Die Helizitédt des Photons kann die Werte A = +1 annehmen, die Polari-
sation des Fermions die Werte o = :I:%. Fiir jeden Vertex des Graphen setzt
man einen Faktor

—ev"t(p1 £ po £ k)

p1, po und k sind die Impulse der drei angreifenden Linien. Ladungs- und
Impulserhaltung ist an jedem Vertex zu garantieren. Uber den Impuls ¢ ei-
ner inneren Linie ist stets zu integrieren, und zwar mit dem Mafl d’. Fiir
jede geschlossene Fermionschleife des Graphen bekommt die Amplitude einen
weiteren Faktor -1. Bei rechts- oder linksseitigen Mehrphotonzustinden muf}
durch eine Summation iiber geeignete Permutationen von Indices dafiir ge-
sorgt werden, daf} die Bose-Statistik nicht verletzt ist. Bei rechts- oder links-
seitigen Mehrfermionzustinden mufl durch eine entsprechende Summation
die Fermi-Statistik gewahrt werden.

SchlieBlich erhilt die Amplitude den Faktor i (n!)~!(27)~* mit s = 3a/2+
4b — 4n. Hier bedeuten

a = Zahl der dufleren Linien
b = Zahl der inneren Linien
n = Zahl der Vertices (Ordnung des Graphen)

Man bestétigt leicht die Identitdt 3n = a+ 20 fiir die QED. Damit vereinfacht
sich der Exponent s zu
s=2n—a/2

Im Gegensatz zu den Feynman-Graphen im Ortsraum, ist es bei den Gra-
phen im Impulsraum moglich, dafl sie Teilgraphen besitzen, die iiberhaupt
keinen Vertex enthalten: es handelt sich dabei um ,,durchlaufende“ Linien.
Sie entsprechen Teilchen, die wie Zuschauer das Geschehen nur beobachten,
jedoch nicht daran teilnehmen.
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7 Spezielle Effekte und Prozesse

7.1 Der Casimir-Effekt bei T=0

Wir betrachten das freie elektromagnetische Feld in einem dreidimensionalen
Kasten mit ideal spiegelnden metallischen Winden und dem Volumen L; x
L2 X L3Z

Hp)

Z3

e

L,

L, T

Unser Ziel ist das Studium der Grundzustandsenergie in Abhéngigkeit von
dem Volumen. Wir werden zu diesem Zweck die Kantenldnge L, variieren, bei
festgehaltenen aber groflen Werten fiir Ly und Ljz. Die hier ins Auge gefaf3-
te Situation entspricht sehr gut der Hohlraumstrahlung nahe am absoluten
Nullpunkt der Temperatur.

Unter den Randbedingungen Ej = B_ = 0 folgt die Darstellung

Ei(x,t) = Z E, (k, t) cos kyzq sin kox sin ks3z;

Ey(x,t) = Z EQ(k, t) sin ki1 cos koo sin kyxy

E3(x,t) = Z Es(k, ) sin kyx sin ko cos ksas
fiir das elektrische Feld E = { E}, Fy, F3}. Die Summation erstreckt sich iiber
alle Impulse k = {ky, ks, k3} mit

n;m

ki = ,
Li

n;, = 0, 1, 2, ..., NiN2 + Nang + nNgng > 0 (289)

Jedem Vektor k ist eine Frequenz w = |k| zugeordnet, so daf} gilt:
E(k,t) = BE(k)e ™! + Ef (k)e™! (290)
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Wir nehmen an, daf§ der Kasten in seinem Inneren keine Ladungen enthélt:
V-E(x,t)=0 dh kE +kFEy,+ksE;=0 (291)

Diese Gleichung besitzt Ny linear unabhéingige Losungen bei gegebenem Vek-
tor k, wobei

Nk:{z k>0 i=1,23 (202)

1 k; =0 fiir genau ein i € {1,2,3}

Solche Fille, in denen zwei der Komponenten von k verschwinden, wurden
bereits durch die Bedingung (289) ausgeschlossen. Es ist immer moglich, eine
Basis von Polarisationsvektoren ey (k) , 1 < A < Ny einzufiihren, so daf§ das
E-Feld eine Entwicklung danach besitzt,

B(k) = 3 ar(K)er(k) (203)

die Koeffizienten den kanonischen Vertauschungsrelationen
[ax(k), al, (K')] = bicedrn (294)

geniigen und der Energie-Operator die Form annimmt®:

H:/d?’x%(EQ—FBQ) = %Zw(aTa+aaT) :Zw(cﬁa—l-%) (295)
kA kA
Entscheidend dabei ist, dafl hier keine Wick-Ordnung bei der Definition der
Energie vorgenommen wurde (also keine Renormierung der Energie), weil die
Energie des Grundzustandes von den Abmessungen des Kastens abhéingig
ist und somit zu beobachtbaren Effekten Anlafl gibt, z.B. dadurch, dal man
L, variiert. Wir haben jedoch nicht vermeiden kénnen, dafl die Energie des
Grundzustandes unendlich ist und der Ausdruck fiir H nur einen Sinn be-
kommt, wenn die darin enthaltene Summe iiber k bei grofem |k| abgeschnit-
ten wird. Wir schreiben fiir die Grundzustandsenergie

Eo=13Y w=13> Nk| (296)
kA k

Statt die Summe einfach irgendwo abzuschneiden, kénnen wir auch viel be-
quemer eine exponentielle Dampfung einfiithren, um zu einem wohldefinierten
Ausdruck zu gelangen, d.h. wir definieren

d —a
E, = —%% > Nyem@ (297)
k

9Das Integral erstreckt sich iiber den Kasten.
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fiir « > 0. Sodann wollen wir L, uyd Ls sehr grofy werden lassen, so dafi 7/L;
(i = 2,3) gegen dk; strebt. Der Ubergang zu einem Integral gelingt, wenn
wir die Energie pro Fliche an die Stelle der Gesamtenergie setzen:

ola) = lim (LyL3) 'E.(Ly, Ly, Ls) k=nL"
Lo,L3—00
— 7r2 da/ dkg/ dkgn_mexp{_a\/n2k2+k%+k§}

Bei der Umformung zu einem Integral folgten wir der Regel, da§ 7/L; fiir
1 = 2,3 durch dk; zu ersetzen ist, wenn die Lingen L, und L3 grofle Wer-
te annehmen. Die Summation iiber n von —oc bis oo (statt von 0 bis 0o)
beriicksichtigt, daf die Frequenz

w:\/anQ—i-k%—i-kg

genau zweimal auftritt, es sei denn, n ist Null: in diesem Fall tritt sie nur
einmal auf. Wir konnen das Ergebnis noch symmetrischer schreiben, namlich
als

-1 d
0'( 871'2 da Z /AQ dkgdkg exp { \/TLQkQ + k% + k;} (298)

Mit Hilfe von Polarkoordinaten der Ebene ergibt sich daraus:

-1 d o
ola) = E@%/o rdr exp{—a\/n2k2+r2}

1 d? *  rdr
- - e —avn2k? 2}
gy da2nezz i e exp{ avn +7r

1 d2 o
nez nlk

1 d* |1 1 d* (1 ak
_ L &I a1 1 2k
4 doﬂ{aze } 4 doﬁ{ COhQ}

nez

Beachten wir nun die Reihenentwicklung

vcoths =1 — Z(—l)"(fi)! (20)

136



mit den Bernoulli-Zahlen By = é , By = % , B3 = é usw., so folgt

1 = n Bn 2n

ola) = o 3—;(—1) (Qn)!(n—l)(2n—3)(ak)
-3 L—”—QL—3+O( 2) L=1L, =n/k

T Tt 720 “ TeT

Der fiir @« — 0 singulére erste Term ist proportional L. Er stellt aus diesem
Grunde keine beobachtbare Grofie dar. Um dies zu erkennen, denken wir uns
eine diinne Metallplatte bei 1 = L in einem grofleren Hohlraum 0 < x; <
L + L' angebracht:

T

Da durch das Bewegen der Metallplatte die Summe L + L' nicht veréndert
wird, konnen alle Anteile der Energie, die proportional zu L sind, keine
Kraftwirkung verursachen, die die Bewegung der Platte behindert oder un-
terstiitzt. Es bleibt als beobachtbarer Anteil der Energie im Limes o — 0
nur der Term —7%(720 L*)~! {ibrig. Thm entspricht eine anziehende Kraft pro
Fldche vom Betrage

do 2
K="—-="_1"* 299
dL 240 (299)

oder (nach Wiedereinfithrung von # und ¢):

2
'K = ;Tohc —1,30014 - 1027 Newton - m?
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In dem Experiment, von M. J.
Sparnaay im Jahre 1958 erstma-
lig ausgefiihrt, wurde eine Fléche-
grofe von 1cm? gewihlt. Zwei
Metallplatten dieser Fldche stan-
den sich in einem Abstand von
L = 1pum gegeniiber. Die bei
diesem Abstand wirkende Anzie-
hungskraft entspricht dem Ge-
wicht von 0,0133 mg. Diese Kraft
konnte in der Tat dem Vorzei-
chen und der Gréfle nach gemes-
sen weren. Dabei wurde der Ab-
stand im Bereich 0,5-2,5 pm va-
riiert, um das Abstandsgesetz zu
testen. Im nebenstehenden Bild
sind die Meflergebnisse, deren Un-
sicherheit nur auf die ungenaue
Kenntnis der Distanz beruht, der
Theorie (gestrichelte Kurve) ge-
geniibergestellt.

7.2 Der Casimir-Effekt bei endlicher Temperatur

Die im vorigen Abschnitt durchgefiihrte Rechnung geschah fiir den Fall 7' =
0, das geschilderte Experiment von Sparnaay wurde dagegen bei T = 300°K
durchgefiihrt. Welchen Einflufl hat die Temperatur auf die theoretische Vor-
hersage? Wir erwarten eine Verminderung der Anziehung durch den Strah-
lungsdruck. In der Situation 7' > 0 setzt sich die Gesamtenergie aus der
Nullpunktsenergie und der Strahlungsenergie zusammen.

Wir ermitteln nun die Strahlungsenergie eines Hohlraumes bei gegebener
Temperatur. Zu diesem Zweck ziehen wir das Plancksche Resultat heran, das
folgendes besagt: Die bei 3 = (kgT)~' (kp ist die Boltzmann-Konstante) in

der Strahlung gespeicherte Energie ist!
w
E = 300
9=% = (300)

Wie im vorigen Abschnitt, gilt auch hier w = |k|, und wie dort, sind wir auch

100Djese Formel entspricht der Vorstellung, daf} es sich bei unserem System um ein wech-
selwirkungsfreies Bosegas (aus Photonen) bei der Temperatur 7' und dem chemischen
Potential Null handelt.
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hier nur an der Energie pro Flache interessiert:

_ E@pB) 1 = w
o) = tm LoLs H//R ks dks ZOO P — 1 (301)

n=-—

wobei

w:\/n2k2+k§+k§ , L=L =nk"
Wir benétigen fiir die weitere Umformung die folgende mathematische Aus-
sage!0l,
Satz (Poissonsche Summenformel) Sei f € S(R) und

oo

Fo) = [ o o)

o

Dann gilt

Y fm)=>"f(n) (302)

nez neZ

Insbesondere sind beide Summen absolut konvergent.

Wir wenden diesen Satz auf die Funktion f(n) = w(e®” — 1)~ an. Aus
n wird nun die kontinuierliche Variable z, die wir aber sogleich durch die
Variable ki = xk ersetzen. Auf diese Weise gelangen wir zu der Darstellung

Wk Z /R 3 &k eﬂ‘k‘ - exp(2mink, /) (303)

mit &% = dk,dkodks und |k|? = k?+k2+k2. Nun fiihren wir Kugelkoordinaten
im R3 ein, fiihren die Winkelintegration aus und separieren den Term mit
n = 0. Das Ergebnis ist

1 [ r3dr r2dr
o(B) = %/0 T Z / e sin(27nr /k) (304)

Wir vereinfachen durch s = r , a = 2n(8k)™"

1 > s%d
o(8) = e /O s _31 253 da2 Z - / sin nacs s (305)

101Unter dem Raum S(R) versteht man solche Funktionen f : R — C, die unendlich oft
differenzierbar und samt ihren Ableitungen schnell abfallend sind: ¥n, m > 0 |z" (™) (z)| <
Chm -
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und aus den Integraltafeln entnehmen wir

/°° s3ds _ m (306)
o es—1 15
*° sin nacs s 1
ds = —coth - — 307
/0 el 5 cothnma ST (307)
so daf} gilt:
i 1 d? X cothnra 1 =1
= — — 308
o(8) 153 2733 da? ; n3 + w203 33 ; n4 (308)

Jetzt benutzen wir die Formeln

<1 t
I 4) =
2 cothnra
= coth — op2g2 SN
daz SO T (sinh nma)?

und die offensichtlichen Relationen a8 = 27/k und 7/k = L. Damit folgt
mit der Abkiirzung a = 27L/[:

2 2
T +—L3—

T ~—= cothna
= L — 309
o(f) 1554 720 33 g (sinh na)? (309)

Die Strahlungsenergie (pro Fliche) ist somit eine Summe von drei Termen.
Der erste Term ist der "Volumenanteil’. Er ist uns vom Stefan-Boltzmann-
Gesetz her vertraut: Die Strahlungsenergie pro Volumen ist

im Grenzfall grofien Volumens. Der zweite Term wird durch die Nullpunkts-
energie, die wir im vorigen Abschnitt errechneten, vollstindig kompensiert.
Der dritte Term beschreibt die Korrektur zum Stefan-Boltzman-Gesetz fiir
den Fall endlicher Werte von L. Dieser Anteil strebt fiir L — oc exponentiell
schnell gegen Null, ndmlich wie exp(—4nkgT L) (ohne Beriicksichtigung der
Nullpunktsenergie wiirde die Abweichung vom Stefan-Boltzmann-Gesetz nur
wie L™3 gegen Null streben). Der dritte Term in (309) ist also allein verant-
wortlich fiir die auf einen metallischen Leiter wirkende (anziehende) Kraft.
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Wir finden fiir die Kraft pro Fléche:

T w= d cothna cothx
K = — R =
63 Z dL n(sinhna)? Z dr (sinhz)?| _
3 + 2(sinh na)
= — L 2nkgTL
Z (sinh na)* 240 " f@mkpTL)

wobei wir die Funktion

f(a) = ﬁ i (singna)4 (1 + g(sinh na)2> (310)

n=1

eingefiihrt haben. Nach Wiedereinfiithrung von & und ¢

bekommt die dimensionslose Variable a die Gestalt 8 {(a)
0= 27TkBTL 075 079993
T he 1,0 | 0,9897
Einige Funktionswerte sind in der nebenstehenden Ta- ;’8 8’2322
belle angegeben. Fiir das Experiment von Sparnaay galt 3’0 0,5058
T = 300°K und L = 1um. Fiir diese Werte ist a ~ 1, 4’0 0’2122
also f(a) ~ 0,99. Der Fehler, der durch Nichtberiick- 5’0 0,0699

sichtigung der Temperatur entstand, liegt somit bei 1%.

7.3 Die Mott-Streuung

Fiir die Streuung von geladenen Teilchen (z.B. a-Teilchen) an Atomkernen
gilt bekanntlich die Rutherford-Streuformel. Sie ist das Resultat einer nicht-
relativistischen Rechnung fiir die Bewegung in einem Coulomb-Potential. Auf
die Streuung von Elektronen an Atomkernen (Kernladungszahl Z) angewandt

lautet sie: p 7202 )
a0 =227 (311)
dQ Ruth. 4p4 Sin (@/2)

Hier bezeichnet a = €?/(4r) die Feinstrukturkonstante, p und m den Impuls
bzw. die Masse des Elektrons, © den Streuwinkel im Laborsystem und do /d2
den differentiellen Wirkungsquerschnitt.

In der Formel (311) fehlen jedoch die relativistischen Korrekturen, und
sie ist auch aus einem anderen Grunde nicht korrekt: die Elektronen besitzen
—im Gegensatz zu den a-Teilchen — einen Spin, der sich selbst dann bemerk-
bar macht, wenn der Strahl aus unpolarisierten Elektronen besteht und die
Polarisation nach der Streuung nicht festgestellt wird.
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Um die korrekte Formel zu gewinnen, betrachten wir das feldtheoretische
Problem eines Elektrons in einem &ufleren Potential, dem Coulomb-Potential

des Kerns Ze(dr)-! o
_ e(drr)™ pu=0 r=|x

Mit p und o bezeichnen wir den Impuls und die Polarisation des einlaufen-
den Elektrons. Dann ist S|po) der auslaufende Zustand. Er wird nach den
Zusténden |p'c’) analysiert, und wir erhalten so die Ubergangsamplitude

Wo'|S = 1lpo) = —ie [ d's (o' e b(a): o) Au(a) + O(E) (313

Wir wollen die Terme der Ordnung e? und héher vernachliissigen. Nun gilt

(o’ P (@)" (@) po) = (p'o’t(2)]0)y" (0] () |po)

(po'l(2)]0) = (2m) e u(p'o’)
Oy (z)lpo) = (2m) 7%= u(po)

Dies fiihrt auf die Darstellung

(p'o'|S = lpo) = —ieuw* (p'o’)u(po) Ay(p—7p')
1 1 4 . —iqx r) = Ze 0
o) = G f e te) = G 6

Da das Coulomb-Potential zeitunabhéngig ist, entsteht bei der Fourier-Trans-
formation die 6-Funktion mit dem Argument ¢° = p® — p’°. Sie ist Ausdruck
der Energieerhaltung im Streuprozefl. Allgemein definiert man die Streuam-
plitude f durch

(F0'1S ~ 1lpo) = 256 ~ ) f(por o) (314

und den differentiellen Wirkungsquerschnitt als | f|?. Benutzt man einen Elek-
tronenstrahl aus unpolarisierten Elektronen, so bestimmt das Experiment die
Grofe 1> |f|?. Wird dariiberhinaus auch die Polarisation im Endzustand
nicht gemessen, so ermittelt das Experiment den differentiellen Wirkungs-
querschnitt fir unpolarisierte Teilchen, namlich

do
(%) =1 1iwapo)r (315)
Mott pap

In unserem Fall gilt, nach Einfiihrung von o = €?/(47),

f(po,p'd’) = — %u* (p'o")u(po)
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mit p° = p” und q = p — p'. Also:
do Za\’ .
o= (2) 1w (316)

Die Spinsummation 1d8t sich ausfiihren. Wir setzen n = {1,0,0,0}, so da8
7% = 7{. Damit kann man schreiben:

R:=Y " |u' (o' )ulpo)? = Z|U ifu(po)|®
= Spur Zu p'o’ ﬂ(p'a')ﬂZu(pJ)ﬂ(pa)d

0./

= Spur (' + m)(y + m)n
= Spur y'ip + m>Spur 1f1f

Hierbei verwendeten wir die Vollstindigkeitsrelation der u-Spinoren (s.Seite
28) und die Tatsache, dafl die Spur eines Produktes aus drei y-Matrizen
verschwindet. Elementare Algebra fiihrt auf die Identitdten:

Spur ¢ = 4a-b (317)

Spur ¢ff¢d = 4(a-be-d+a-dbc—a-cb-d) (318)

Mit ihnen gilt
R=42pnp'-n—pp +m’) =42p°p"° —p-p' +m?)
Aus p° = p" folgt |p| = |p'], also p-p’ = p? cos O oder
pp —m? =p*(1 — cosO) = 2p”sin*(0/2)
wobei © den Streuwinkel bezeichnet. Nun setzen wir 3 = |p|/p” und erhalten
R= 8E(1 - sin*(0/2)) = 8- T;QQ — %sin?(0/2))
Schliefilich schreiben wir fiir den Impulsiibertrag
a’ = (p — p')* = 2p’(1 - cos ©) = 4p”sin*(0/2) ,

setzen die Ausdriicke fiir R und g” in do/dQ = (Za/q?)?; R ein und gewinnen
so die Endformel

A2 ain2
(d_a) _ <d_a> 1 — [(sin 2(G)/Z) (319)

s Mott ds2 Ruth. 1-p
Die im zweiten Faktor ausgedriickte Korrektur macht sich fiir relativistische
Elektronen bemerkbar. Dieser Faktor ist stets > 1 und = 1 nur fiir die

Riickwirtsstreuung (© = ).
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7.4 Elektron-Proton-Streuung

Fiir Z = 1 beschreibt die Mott-Formel die Streuung von Elektronen an Proto-
nen im Ruhesystem des Protons. Die bereits im Ansatz enthaltene Ndherung
(Verwendung des Potentialmodells) gibt dem Proton eine unendlich schwere
Masse, so dafl der Riickstofl im Streuprozefl vernachléssigbar ist. Was ge-
schieht, wenn wir das Proton als gleichberechtigtes Teilchen mit all seinen
Freiheitsgraden!®? in die Beschreibung einbeziehen und den Formalismus der
QED voll anwenden? Es sei m die Masse des Elektrons und M die Masse
des Protons. Gewinnen wir in der statischen Ndherung (M > m) die Mott-
Formel zuriick?

Ursache der Streuung ist der Austausch eines virtuellen Photons (2. Ord-

nung Stérungstheorie):

Elektron

q=Dp2—P3
Proton

Die sich daraus ergebende Ubergangsamplitude hat die Gestalt
(34)S — 1]12) = i6*(Sp) F (12, 34) (320)

mit Xp = py + ps — p3 — ps und der Streuamplitude

2
F(12,34) = < a(3)7"u(2) 22 a(4) 7 u(1) (321)
]2 e
Um den Zusammenhang zwischen dem differentiellen Wirkungsquerschnitt
im Laborsystem und der Streuamplitude F' zu finden, ist eine lange und kom-
plizierte Betrachtung notwendig!®®. Das Ergebnis ist eine einfache, allerdings
nur im statischen Limes giiltige Formel

do =M ?|F(12,34)? M >m (322)
ds2 Lab

Auf (321) angewandt bedeutet dies

do « 2
() ..~ (gt 1o 529
Lab

102Hjer soll das Proton als elementares Dirac-Teilchen ohne innere Struktur aufgefafit
werden.

103Vergleiche hierzu die ausfiihrliche Diskussion in Bjorken, Drell Relativistische Quan-
tenmechanik, Kapitel 7.4.
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Hier haben wir zur Abkiirzung die komplexen Vierervektoren
a' = u(3)v u(2) V= a(4)y u(l)

eingefithrt. Angenommen, die Spinrichtung des Protons wird weder vor noch
nach dem Streuprozef festgestellt. Dies veranlafit uns zu der folgenden Rech-

nung:
Do labf = ) ja@)du(1))

01,04 01,04

~ Spur (44 + M)l + M)7
Spur padpd + M*Spur dd
= pyrapi-a+piap-at (M —pps)la?

Statische Niherung bedeutet unter anderem p) ~ M > |p;|, (i = 1,4), also
1Y labP =[2Ma’ P = (2M)*|u(3) u(2)|*. (324)

01,04

Indem wir dieses Ergebnis in (323) einsetzen, gelangen wir unmittelbar zur
Mott-Formel ; denn der vierdimensionale Impulsiibertrag ¢ unterscheidet
sich von dem dreidimensionalen Ausdruck q? nur durch das Vorzeichen:

¢ = (p2 — p3)2 = —(p2 — I)3)2 =—q’
Der statische Limes wirkt sich damit in einer solchen Weise aus, daf effektiv
fiir das Protonen-Matrizelement die Ersetzung vorgenommen wird:

_ stat.Lim. 2M =0
a(4)yru(l) { . 5#0 (325)

Die statische Ndherung erlaubt gleichzeitig, den Zusammenhang zwischen
der Feynman-Funktion des Photons, Dg(x), und dem Coulomb-Potential zu
erkennen: —(k? +i0) ! stimmt mit k2, der Fourier-Transformierten des Po-
tentials genau dann iiberein, wenn k° = 0 gilt. Explizit,

1 1 kx 1 1 x|
_— — dSk ikx — /d4]{? ) kU tkx  —
drr (2m)3 / ‘e (2m)3 (K)e k2

-1 0 ) 1 00
= o) /d%/ dz® e_’k“’ﬁ = —/ dz° Dp(z)
™ —o0 —00

Es handelt sich hier um den Spezialfall m = 0 einer allgemeineren Formel.
Wiren wir ndmlich von der giiltigen Relation

e M 1

~ 1
— 37. ikx
drr  (2m)3 /d he k2 + m? (326)
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fiir das Yukawa-Potential ausgegangen, so hitte unsere obige Rechnung er-
geben:

¢ _ / d2° A (2, m) (327)

Admr o

(r = |x]). In Worten: Das Yukawa-Potential beschreibt — unter den Bedin-
gungen der statischen Ndherung — den Austausch eines virtuellen Bosons der
Masse m. Die Reichweite dieses Potentials ist m~!, oder hi(mc)~! (Compton-
Wellenlénge/27). Identifiziert man das Teilchen mit dem Pion, so erhélt man
auf diese Weise ein Potentialmodell, das mit groflem Erfolg in der Kern-
physik angewandt wird. Auch fiir die Frage, ob das Photon eine von Null
verschiedene Masse besitzt, ist unser Ergebnis relevant: Jeder experimentel-
le Test des elektrostatischen Potentials einer ruhenden Ladung bei grofien
Absténden (d.h. jede Abweichung vom 1/r-Verhalten), ist auch immer ein
Test auf die Masselosigkeit des Photons. Die augenblickliche Schranke liegt
bei Myhoton < 2:10721 MeV.

Wihrend das 1/r-Verhalten des Coulomb-Potentials and des Gravita-
tionspotentials fiir grole Werte von r gut getestet und theoretisch verstanden
ist, gibt neuerdings Spekulationen iiber mogliche Abweichungen bei sehr klei-
nen Werten von r, hervorgerufen durch Effekte der Stringtheorie, die einen
10-dimensionalen Raum an die Stelle des 4-dimensionalen Raumes der all-
gemeinen Relativitdtstheorie setzt. Von den zusétzlichen 6 ‘aufgerollten’ Di-
mensionen konnten einige makroskische Durchmesser haben (large extra di-
mensions) und so das Gravitationspotential im Bereich 7 < 1 mm beeinflus-
sen. Vereinfachend wollen wir annehmen, daf§ der euklidische Raum E3 durch
den Raum E,, (n > 3) ersetzt wird. Das Potential, durch den Austausch mas-
seloser Teilchen verursacht, ist weiterhin die Losung der Poisson-Gleichung
mit J-formiger Quelle, also von der Form

1 o LkT
V)= o /d For (o€ By r =)

Die Integrationsvariable £ € E!, (=Dualraum zu E,) hat weiterhin die phy-
sikalische Dimension (Linge) ', das Integral also die Dimension (Linge)* "

Folglich
c

Tn72

V(r)=

fiir eine gewisse Konstante c. Trotz intensiver Suche nach dieser r-Abhéngig-
keit im Submillimeterbereich, konnte bislang keine Abweichung von n = 3
gefunden werden (s. Spektrum der Wissenschaft, Mai 2001).

146



7.5 Elektromagnetische Formfaktoren

Unsere Behandlung der e-p-Streuung ging von der Annahme aus, dafl das
Proton ein gewohnliches Dirac-Teilchen ist und keine innere Struktur besitzt:
der Aufbau aus drei gebundenen Quarks blieb dabei unbeachtet. Da eine
storungstheoretische Behandlung von gebundenen Zusténden sich von selbst
verbietet, sind wir fiir den Augenblick auf eine phinomenologische Analyse
des Strommatrixelementes am Protonvertex angewiesen:

1 H 2
N

Die allgemeine Gestalt
(2[5"()]1) = e(2m) e’ ™D (1, 2) q=ps— i (328)
begriindet man leicht mit der Translationsinvarianz, und der Ansatz
b (1,2) = a(2)?#(p1, p2)u(l) ?H(p1,p2) = 4 x 4—Matrix (329)

beriicksichtigt die Spin—%—Natur des Protons. Fiir ein strukturloses Proton
hétten wir 7#(py, pa) = v*. Die komplexe Matrix 7# ist keineswegs eindeutig
durch die Amplitude b* bestimmt. Dies folgt bereits schon aus dem Bestehen
der Relationen (g — M)u(1) = 0 und u(2)(po — M) = 0. Andererseits haben
wir eine Reihe von Bedingungen zu erfiillen, nimlich

1. Stromerhaltung, 2. Realitéit des Stromes und 3. Lorentz-Invarianz

Die drei Forderungen erfiillt der Ansatz

P01, ) = PR + =l — PP + TR (330)

mit reellen Funktionen Fj(q?), genannt Formfaktoren. Es 148t sich zeigen,
daB unter den genannten Bedingungen!® dies der allgemeinste Ansatz ist.
Es ist bemerkenswert, daf} sich die Matrix ?# immer so wéhlen l483t, daf} sie
nur von dem Impulsiibertrag ¢ = ps — p; abhéngig ist. Die Einfiihrung von

104Fine ungenannte, aber oft als selbstverstindliche empfundene Bedingung ist die Ana-
lytizitdt von ['* in den Vektoren p; und ps.
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Formfaktoren verallgemeinert das nichtrelativistische Konzept der (Fourier-
transformierten) Ladungsverteilung.

Invarianz unter Raum- und Zeitspiegelung wiren zwei weitere diskutable
Bedingungen. Sie sind allerdings bei Einbeziehung der schwachen Wechsel-
wirkung verletzt und diirfen deshalb von uns nicht als absolut giiltige Natur-
gesetze betrachtet werden. Obwohl es sich hier um zwei ihrem Wesen nach
sehr unterschiedliche Bedingungen handelt, wiirden sie doch an dieser Stelle
das gleiche Resultat liefern: F3(¢?) = 0. Bisher gibt es keine experimentel-
len Hinweise auf F3(¢?) # 0. Jeder der drei Formfaktoren entspricht einer
bekannten meflbaren Gréfle innerhalb der nichtrelativistischen Theorie eines
Spin—%—Teilchens:

1. Die elektrische Ladung des Teilchens ist Q) = eF}(0).

2. Das magnetische Dipolmoment des Teilchens (im Ruhesystem) ist
e
2M
(e/2M)Fy(0) ist das ‘normale’, (e/2M)F,(0) das ‘anormale’ magneti-
sche Moment. Man setzt fiir ein geladenes Teilchen

(F1(0) + F5(0))

F5(0)
—-2=2 , 331
und nennt g das gyromagnetische Verhdltnis. Ein geladenes Dirac-Teilchen

hat g = 2.

3. Das elektrische Dipolmoment des Teilchens ist (e/2M)F3(0). Invarianz
gegen Zeitumkehr schliefit jedoch die Existenz eines solchen Momentes
fiir ein Spin—%—Teilchen aus.

Einige experimentell bestimmte Werte sind:

(R(0)  B0) B
Proton 1 1,792846 0
Neutron 0 -1,913042 0

Elektron | -1 -0,001159 0

Wir wollen diese Aussagen kurz begriinden. Die Ladung des Teilchens ist
durch

Q- / & (815°(2)|)

definiert, wobei ¢ irgendeine normierte Wellenfunktion bezeichnet:
& d’p
o= [ sl [ 57 S letee) =1
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Indem wir die Darstellungen (328), (329), (330) und ?°(p, p) = v°F1(0) sowie
u(p, o)*u(p,o’) = 2wdy, benutzen, finden wir:

Q=[] dap'qupa o) (o' = )ulp, 0)?° (0, Pl o)

= eR0) [ 523 otpo)? = ei0)

Und nun zum magnetischen Moment. Man definiert es in der Elektrodynamik
als den Vektor

m——/dl‘XXJ() (332)

und wir iibernehmen die Definition sinngeméf fiir die QED. Allerdings wird
m zu einem Operator, und wir haben die Aufgabe (¢, m ¢) fiir eine normierte
Wellenfunktion ¢ zu berechnen. Die Rechnung ist dhnlich wie zuvor; das
entscheidende Integral lautet jedoch

1 0
i(p’ —p)x ; !
Ok /da: x e’ Zap’ (p'—p)

Zur Abkiirzung fithren wir den Dirac-Spinor

Y(p) = 2M)™'* > $(po)u(p, o)

ein. Es handelt sich dabei um eine Lésung der Dirac-Gleichung mit der Nor-
mierung

Wir setzen auch 7# = {?°. T}, a(p/,p;t) = '@ ) ( M/ )¢ (p)T (Y. p)o(p')
und erhalten so

d
(b:m) = ie} [ i o alp.r. 1) (333)
Die Ableitung (0/0p'){(M/w') exp(—iw't)} wird fiir p’ = p zu einem Vektor
~ p. Andererseits ist auch Ty ~ p, sobald p’ = p (denn @(p, o)y"u(po') =
2p"8441 ), und das aus beiden Ausdriicken gebildete Vektorprodukt verschwin-
det. Auf diese Weise erkennt man, daf§ (¢, m ¢) unabhéngig von ¢ wird, und
wir kénnen ¢ = 0 setzen:

(¢,m¢)=262/dapM 0

% o op D)L, p)(p)

P

y—

p
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Aus den Identitdten
" =M = 200" + "+ Py A
# — Mu(p',o') = 0 u(p,o)(p — M) =0

mit ¢ = p — p’ folgt die Gordon-Zerlequng

ol o uls o) = ) | S0+ + 7 = ) |l )
(334)
Mit ihr erhalten wir
S(p)T (', p)Y () =
50 |0+ ) S o g g DO PO DB

Nun verlangen wir, dafy die Wellenfunktion ¢ ein Proton beschreibt, das sich
nahezu in Ruhe befindet, d.h. wir ersetzen w durch M, also insbesondere ¢>
durch —(p’ — p)2. Die nichtrelativistische Niherung verlangt auch, daf§ wir

o =V (8 )

schreiben. Hier ist £(p) der zweikomponentige Pauli-Spinor der nichtrelati-
vistischen Theorie. Er ist so normiert, dafl

/ e (p)E(p) = 1

gilt. Mit den Erwartungswerten

W = [dvemivem (335)
S = [dvemioem (336)
gewinnt man so die Darstellung
(6m¢) = 5-(L) +—(Fi(0) + F,(0))(S) (337)
= (L) +¢(S)) (338)

Der Erwartungswert (L) verschwindet, sobald das Teilchen sich in einem S-
Zustand befindet. Der Term ~ (S) gibt den gesuchten Zusammenhang zwi-
schen den Formfaktoren und dem intrinsischen magnetischen Moment des
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Teilchens. Eine dhnliche Argumentation gibt uns die Beziehung des elektri-
schen Dipolmomentes zum Formfaktor F3 an der Stelle ¢? = 0.

Wie gewinnt man Kenntnis iiber die numerischen Werte der Formfaktoren
Fi(¢%) und Fy(q*) des Protons oder Neutrons fiir ¢> < 0 ? Um in einem
Streuexperiment merkbare Abweichungen von der Mott-Formel zu finden,
beno6tigt man ultrarelativistische Energien fiir die streuenden Elektronen:
Energien némlich, die vergleichbar mit der Ruhenergie des Protons sind. In
dieser Situation gilt die Mott-Formel schon deshalb nicht, weil der Riickstof3
des Targetteilchens zu beriicksichtigen ist. An ihre Stelle tritt die Rosenbluth-
Formel:

- — 339
df? “ 4E? (1 + % sin? 9) sin* € (339)

2 2 .
(da) , (Fl2 — 4;1\/[2}722) cos? % — 51 (F + Fy)? sin? %
Lab. 2

2

Hier bezeichnet F die Energie der unpolarisierten Elektronen, deren Masse
vernachliissigt wurde; ¢? ist der relativistische Impulsiibertrag, der stets ¢? <
0 erfiillt. Von ihm hiingen die Formfaktoren ab; jedoch sind wir von F3(¢?) = 0
ausgegangen.

7.6 Das anomale magnetische Moment des Elektrons

Da man allgemein das Elektron als ein elementares Dirac-Teilchen ansieht,
folgen seine elektromagnetischen Eigenschaften allein aus der QED. Im Prin-
zip sind also die Formfaktoren F}(g?) des Elektrons ihm Rahmen einer Stérungs-
theorie berechenbar. Fiir das Strommatrixelement zwischen Elektronzustéinden
kénnen wir den bekannten Ansatz benutzen:

—€

(27r)3ﬂ(p0)?“(p',p)u(p'a') ! (PP (340)

(polj*(z)lp'o’) =

Durch die Wahl des Vorfaktors —e anstelle von e bekommt 7# ein anderes
Vorzeichen verglichen mit dem Ansatz im Abschnitt 7.5. Damit wird erreicht,
dafl die Formfaktoren F; des Elektrons nunmehr positive Grofien sind. Fiir
die Vertexfunktion gilt eine Entwicklung der Form

2h,p) ="+ 228 (P, p) + O(e?) (341)

wobei 74 aus einem Dreiecksgraphen resultiert:
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Wenden wir die Feynman-Regeln zur Berechnung dieses Graphen an, so er-
halten wir (fiir das Dreieck allein):

P Sy

et ) i) (k)2 —m21i0) (—k)2—m2+0

Vv (342)

Zur Vereinfachung des Integranden kann man die Relationen

(p—k)?>—m? = k*—2pk (343)
(P —k)?—m? = k- 29k (344)

anwenden. Das Integral ist in zweierlei Hinsicht unbestimmt: Zum einen di-
vergiert es fiir grofle Werte der Komponenten von k (Ultraviolett-Divergenz),
zum anderen divergiert es bei k£ = 0 (Infrarot-Divergenz). Um das Integral
infrarotkonvergent zu machen, fiithren wir voriibergehend eine endliche Pho-
tonmasse A ein, d.h. wir ersetzen (k? + i0)~! durch (k* — A\? +40)"'. Eine
Alternative dazu wére der Ausschlufl einer Umgebung von k£ = 0 bei der
Integration. Unsere Wahl der Regularisierung hat den Vorzug, daf} sie die
Lorentz-Invarianz des Integrals nicht stort. Nach Einfiihrung der Photon-
masse ist es bequem, die folgenden Abkiirzungen zu benutzen:

a; = k2= \*+i0, as = k*—2pk+i0 , az = k*—2p'k+i0 (345)

Dabei wollen wir die a; als Funktionen von k ansehen, wiahrend p und p' fest
gewdhlt sind. Mit der Hilfsfunktion

Fla)= (271r)4 / L (z € My) (346)

10203

und dem Ableitungsoperator

Dt = —in"(§ — i@ + m)V" (P — i + m)y, (347)

kann man schreiben:
?‘1‘ = D*F(2)|p=0 - (348)
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Es ist evident, daf} F'(x) eine skalare Funktion ist und die Matrixstruktur der
Vertexfunktion in D* verborgen ist. Fiir die Analyse von Integralen vom Typ
(346) benutzt man — nach einem Vorschlag von R.Feynman — ein neues Werk-
zeug, ndmlich eine Integralformel, die aus vielerlei Griinden bemerkenswert

1st:
T s s [, S

Voraussetzung fiir die Giiltigkeit ist, das Y f;a; keine Nullstelle im Integra-
tionsgebiet besitzt. Beachtet man die §-Funktion im Integranden, so erkennt
man, dafl dieses Gebiet die Form eines Dreiecks hat mit den Eckpunkten
(1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1); und die genannte Voraussetzung ist erfiillt, so-
bald Im a; > 0 gilt. Dies ist aber in allen Anwendungen durch die :0-Vorschrift
bei den Propagatoren gewéhrleistet.

In den folgenden Formeln benutzen wir die Abkiirzung

B = { dBidBadfBs 6(3 B —1) 0< 5, <1 (350)

0 sonst
Zunichst folgt aus (345) und > 3; =1
Zﬂiai = k* —2ka(B) — B\’ +i0
= [k —a(B)]* = M*(B) +1i0
mit den Abkiirzungen

a(B) = Pap+ B0
M*(B) = a(B)” + BiA?
= BN+ (Ba+ B3)°m* — ofsq”

(¢ =p—p'). Sodann kdnnen wir schreiben:

d4k e—ikx
I b e e D
ira d4k e—ikm
=2 / ape / (n)t (K2~ M2 1 i0)? (352)

Fiir den Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Substitution
k—a — k vorgenommen. Man erhélt so ein k-Integral, dessen Verwandtschaft
zur Feynman-Funktion

d4k 671'191
Arlw, M) = (2m)* k2 — M2 + i0 (353)
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offensichtlich ist. Denn durch zweimaliges Ableiten nach M? entsteht gerade
der gewiinschte Ausdruck:

<Eﬁ%ﬁ>2AF@”””::?/(§£4aﬁ—iéflim3 (354)

Andererseits gestattet die Feynman-Funktion eine Integraldarstellung ganz
anderer Art!0%:

—n2 [ ds , , 22 =10
AF(:C,M):W/O ?GXP{—ZS(MQ—ZO)—Z P } (355)

Die Konsequenz davon ist:

(i) artaan = T [T as e { s —i0) 2L (a5

Fassen wir zusammen: Die ? {-Funktion 148t sich als ein Integral der folgenden
Art schreiben,

b — (o)t | d ood —is[M?(8)—i0] fu
L~ (2m) /ﬂA se f*(a(B). 5)

Z'Q

f“(a, s) = Dtexp {—ixa — 24—}

S

=0

. v 1 V.o
=~ —d+m)y"(F —d+m)w + 5 e

= g o

Hierbei entstehen zwei einfache Integrale {iber s, von denen eines problema-
tisch ist:

/0 ds efis(MinU) — ﬁ (357)
/ ” % e~i(M*=10)  — (Jivergent (358)
0
Das divergente Integral regularisieren wir so:
/OO % e M0 _Fi(irM? — 0) (r>0) (359)
' — —C —log(irM? + 0) + O(r) (r | 4360)

105Djese Formel resultiert aus einer bekannten Integraldarstellung der Hankel-Funktion
HV(2).
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Hier haben wir von der in der Mathematik 6fter bendtigten Funktion

Ei(z) = — /OO eT_tdt =C +log(—2) + i (361)

Zn

. — n-n!

Gebrauch gemacht; C' = 0.5772... ist die Euler-Konstante. Damit haben

wir die Ultraviolettdivergenz zunéchst einmal beseitigt. Jedoch hdngt unse-

re Vertexfunktion von dem willkiirlichen Parameter r ab: 7#(p’, p;r). Nun

wenden wir ein Verfahren an, dafl man Ladungsrenormierung nennt. Wir

mochten ndmlich erreichen, dafl —e die Ladung des Elektrons ist. Um dies

zu gewihrleisten, mufl 7#(p, p)=y* gelten'®. Wir erreichen das gewiinschte
Verhalten, wenn wir die renormierte Vertexfunktion durch die Vorschrift

Pen(®'sp) = A"+ lim 24P pir) = 7 (p,ps )] (362)
= Y +e 70,0 p) (363)

konstruieren. Wir mdchten natiirlich verstehen, was diese Vorschrift physi-
kalisch bedeutet. Man iiberlegt sich sofort, dafl ?#(p, p;r)=c(r)y* gilt mit
¢(0) = oc. Rein formal haben wir durch die Ladungsrenormierung ein Viel-
faches des 'nackten’ Vertex, ndamlich ¢(0)v*, von 74 (p', p; 0) abgezogen. Be-
ginnen wir die Storungstheorie daher mit der 'unrenormierten’ Ladung ey in
der Wechselwirkung, so liefert unser Verfahren die renormierte!®” (d.h. die
experimentell beobachtete) Ladung e = ey — ¢(0)el + - - -. Nun ist aber e die
Grofle, die wir als ’klein” anzusehen haben, und auch diejenige, nach der zu
entwickeln ist. Folglich miissen wir umgekehrt von einer Reihenentwicklung
eg = e+ c1€® + cpe® + -+ - mit unbekannten Koeffizienten ¢; ausgehen, die
Ordnung fiir Ordnung durch die Renormierungsbedingung ?#(p, p)=+* zu
bestimmen sind. Insgesamt gelangen wir so zu einer Reihenentwicklung der
Vertexfunktion nach der renormierten Ladung e . Von dieser Entwicklung
wollen wir hier nur den Term der Ordnung e? bestimmen. Konkret bedeutet
das Verfahren, daf§ wir

Mg = M*(B)ly=p = (B2 + B3)°m* + Bi\* (364)
definieren und damit die folgende Differenz ermitteln:
* ds ; 2. : 2. ]\42
: 22 | mis(M?—40) _ —is(Mg—i0) | _ o
lim [ [e emis(M; log +-4 (365)

106Vergleiche die Beschreibung der Vertexfunktion durch Formfaktoren und die Diskus-
sion im Abschnitt 7.5. Das Zeichen = bedeutet hier, das die beiden Ausdriicke zwischen
den Spinoren @ und « das gleiche Ergebnis liefern.

107Wir ermitteln hier die Ladungsrenormierung nur in niedrigster Ordnung. Weitere Kor-
rekturen werden bei einer Diskussion der 5., 7. usw. Ordnung notwendig.
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Als HilfsgroBe fiihren wir sodann die regularisierte ?§-Funktion ein:

s 00) = oy [ 43 {5 = d = g+ 20 1

die noch nicht 7?7 ,(p,p) = 0 erfiillt. Jedoch erhalten wir die renormierte

?4'-Funktion nun leicht als

?ﬁen,l(plﬂp) = ?feg,l(p”p) - ?feg,l(p7p) (366)

Nun konnen wir uns dem algebraischen Ausdruck

R(B) = =" —d+m)V" (' —d +m)y

widmen. Die Eigenschaften der y-Matrizen benutzend findet man:
3[R(Br, B, B3) + R(Bi, B3, B2)|=
QmZ(ﬂf —AB + 1)y +mBi(1 = B1)[d, "] + 2q2(1 — Ba) (1 = B3)y"

(¢ = p—p'). Die Symmetrisierung beziiglich der Abhéngigkeit von [, und
(3 konnten wir deshalb durchfiihren, weil d3, M () und das Integrationsge-
biet diese Symmetrie besitzen. Driicken wir die Vertexfunktion mit Hilfe der
Formfaktoren aus,

) (367)

so erhalten wir Integralausdriicke fiir 7 und F3:

e (0. p) = VFi(¢®) +

Rl) = 1+ g[8 |8=9+0) (5755 - 55
+ (1= 05)(1 - 53)]\/[(2](5) +log %gggﬂ
Fy(q?) = 46_;2 dB Bi(1 - ﬂl)Mrfi(;) (368)

Hier ist insbesondere der Wert F5(0) von Interesse:

2 1 1 1 B
(0) = % i dﬂl/o dﬂg/0 dfs 6(2@—1)(1_ Bl - B)

B1)? + Br(A/m)?
B i 1 1-51 61(1 _ ﬁl)
= P . dﬂlA dﬂ?(l _ 51)2 4 ﬂl()\/m)Q

e ! Bi(1— By)?
- H/ T8+ B (vm)?
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An dieser Stelle angekommen, kénnen wir aufatmen. Denn das verbleibende
Integral ist auch dann noch konvergent, wenn wir der Photonmasse A ihren
physikalischen Wert Null geben. Das auszuwertende Integral ist sehr einfach:
[ dB B = L. Indem wir die Feinstrukturkonstante o = ¢?/(47) einfiihren,
lautet das Resultat fiir das anomale magnetische Moment des Elektrons:

Fy(0) = = (369)

Eine andere Art dasselbe zu sagen ist g—2 = «/m. Das Resultat (J.Schwinger
1948) und dessen experimentelle Bestétigung war eines der ersten Triumphe
der Feldtheorie.

Das Integral, das den Formfaktor F,(q?) definiert, 148t sich fiir A = 0
geschlossen 16sen:

_ o 9
27 sinh©

Fy(q%) (2msinh(0/2))* = —¢* > 0 (370)
Die Variable © wurde hier nur als eine bequeme Hilfsgréfie einfiihrt. Inter-
essant ist auch, dal der Formfaktor sich analytisch fortsetzen 148t, wenn wir
nimlich 2z = ¢? als eine komplexe Variable auffassen. Wir gelangen so zu einer
komplexen Funktion Fy(z), die die Beziehung Fy(z) = Fy(Z) erfiillt. Auch in
dem Bereich 0 < ¢* < 4m? (hier gilt © = if) ist F5(¢*) noch reell:

a 0 .
Fy(¢?) = %7 S0 (2msin(0/2))? = ¢*> > 0 (371)

Die Stelle ¢? = 4m? ist ein Verzweigungspunkt fiir die analytische Funktion.
Man findet jenseits dieses Punktes einen Tmaginirteil der Funktion!%®:

m2 4?2 —-1/2
Im FQ(q2 + iO) = —Im Fg(q2 _ iU) =a— <1 — _2> >0 (372)
q q T

Durch eine direkte Rechnung bestétigt man die Giiltigkeit der Dispersions-

relation . I 0
Fy(z) = _/ dtw ’ (373)
4

m?2 t— 2

die nicht nur in jeder Ordnung der Stérungstheorie, sondern, aufgrund funk-
tionentheoretischer Argumente, sogar allgemeine Giiltigkeit beansprucht. Daf3

19%8Unter 2% (z € R) versteht man diejenige Funktion von z, die den Wert 0 fiir z < 0
und den Wert 2 fiir > 0 annimmt.
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der Wert (2m)? als die untere Grenze des Integrals auftritt, liegt darin be-
griindet, dafl 2m die kleinste Energie eines ete -Paares ist.

Man hat zeigen konnen, daf§ F5(0) in allen Ordnungen der Stérungstheorie
frei von Infrarotdivergenzen ist. Diese Tatsache erlaubt es, g — 2 sehr genau
als eine Reihe nach o" theoretisch zu bestimmen:

«

g—2 = — (1 Graph)
T
21197 2 3
+ (%) [ﬁ + % —72log2 + 5((3) (7 Graphen)
ay 3
+ (;) 12,98 + 0, 40] (72 Graphen)

Die Berechnung des Beitrages der Ordnung o? gelang Sommerfield und Pe-
termann im Jahre 1957; ((s) ist die Riemannsche Zetafunktion, und der Wert
des Ausdruckes in der eckigen Klammer ist —0,6595 79314.

Die Berechnung des Beitrages der Ordnung o erforderte einen hohen Auf-
wand: 30 Physiker und eine Grofirechenanlage waren daran beteiligt. Das Er-
gebnis blieb dennoch ungenau, weil hier Monte-Carlo-Integrationstechniken
zur Bewiltigung mehrdimensionaler Integrale eingesetzt wurden. Ingesamt
erhiilt den den folgenden theoretischen Wert:

(9 = 2)Theorie = 0,00232 28195(34) (Ordnung «)
—0,00000 35446 (Ordnung a?)
+0,00000 00373(50)  (Ordnung a?)

0,00231 93122(34)

Die letzten beiden Stellen sind mit Fehlern behaftet, die in Klammern an-
gegeben wurden. Sie haben jedoch verschiedenen Ursprung: (34) beruht auf
der Ungenauigkeit, mit der die Feinstrukturkonstante bekannt ist, (50) be-
ruht auf der ungenauen Rechnung in der Ordnung o?.

Auch im Experiment hat man eine erstaunliche Genauigkeit erzielt:

(9 — 2)mxp. = 0,00231 93154(70)

so daB wir von einer hervoragenden Ubereinstimmung mit der theoretischen
Vorhersage sprechen kénnen.

Wenden wir uns nun dem Formfaktor F} zu. Seine Struktur ist wesentlich
komplizierter. Auch hier kann man F(¢®) zu einer analytischen Funktion
Fy(z) erweitern mit einem Verzweigungspunkt bei z = 4m?, und es gilt eine
Dispersionsrelation der Form

A =142 [ @220 374
=) =142 AmQ 1t — 2) (374)
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mit Im Fy(¢ 4+ i0) > 0. Jedoch gelingt es hier nicht, die Photonmasse gleich
Null zu setzen: Im Fi (¢ + i0) ist infrarotdivergent. Die Ursache mag darin
zu suchen sein, dafl wir den Dreiecksgraphen isoliert betrachtet und keine
Strahlungskorrekturen beriicksichtigt haben. In einem realistischen Experi-
ment ist nicht auszuschlieflen, dafi das Elektron von weicher unbeobachtbarer
Bremsstrahlung begleitet wird. Wir verstehen dies als eine Warnung, daf} ein
Feynman-Graph fiir sich genommen unter Umsténden kein sinnvolles Resul-
tat hat. Die Frage ,,Welche Ladungsverteilung hat das Elektron?*“ kann nicht
losgelost werden von der Frage ,,Durch welches Experiment, insbesondere
mit welcher Energieauflosung des Detektors soll der Formfaktor F bestimmt
werden?“.

7.7 Die Compton-Streuformel

Die Streuung von Photonen an Elektronen wird in der Ordnung e? durch
zwei Feynman-Graphen bestimmt:

p p
I q=p+k 1
p k'
k P
Fiir die Ubergangsamplitude schreiben wir wie friiher
(p'o’ K'N|S — 1po, k) = i6'(Xp) F (375)

mit Xp = p+k—p — k'. Indem wir die Feynman-Regeln anwenden, erhalten
aus den beiden Graphen die folgende Darstellung fiir die Streuamplitude F:

F = —(e/2m)u(p'o’)Au(po) (376)

A = e (K)B, e5(k) (377)
d' +m d+m

Buy = f}/u q,Q o mQIYU + nyqQ - m2 ’y‘u (378)
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Ohne ein bestimmtes Bezugssystem auszuzeichnen, kann allgemein der diffe-
rentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Zweiteilchenstreuung durch die Formel

do = 7T—2|F\2d19 (379)
K

eingefiihrt werden mit K = \/(pk)? — p2k2. Im vorliegenden Fall gilt k? = 0,
also K = pk. Bei festen Eingangsimpulsen p und k sind die Ausgangsimpulse
p' und k' auf eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, den Phasenraum der
Streureaktion beschriankt, auf dem das Lorentz-invariante Maf}

d?’p' d3 k'

_
dy = 6" (Zp) 20 240

(380)

definiert ist. Den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisierte Elek-
tronen und Photonen erhilt man als'%

i - O LST LN Ja(p'o) Au(po)|? d (381)

2
pk AN o0
2
(0% ) _
= AZ; Spur(y' + m)A(p +m)A d (382)
2
= :;TkSpur(;/f' + m) B, (¢ + m)B* dv (383)

Hierbei machten wir von der Summenformel''°

— . kPR kFnY + ntkH
> eh(k)ex(k) = —g" — Ok + — : (384)
A

von der Stromerhaltung k# B, = 0 = B,,k” und von B* = B¥I Gebrauch.
Schliefllich beachten wir

¢ —m? = (p+k)?—m?=2pk
q12_m2 — (p_k/)Q_m2:_2pk/

109Tn der Dirac-Theorie schreiben wir A = 4% A*~Y fiir eine 4 x 4-Matrix A, wenn A* die
gewOhnliche adjungierte Matrix darstellt.

10Durch die Summe iiber die beiden Helizititen A = 41 des Photons entsteht der Pola-
risationstensor P*¥ (k) fiir k? = 0, den wir in der allgemeinen Form, némlich fiir k2 # 0,
schon frither untersucht haben (sieche das Kapitel 6).
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und erhalten
a? r s+ s r!
5 = _ + &9 385
Topk | E? ~ R ok) kP (385)

mit den Abkiirzungen:

r = Spur (' +m)v"(d +m)y”(§ +m)v(d +m)y,

s = Spur (p' +m)y*(d +m)y" (B +m)v.(d +m)v
s' = Spur (' +m)y" (¢ +m)y" (P +m)v.(d +m)y,
r' = Spur (' + m)y" (¢ +m)y* (B + m)v.(d +m)

Vo = 4 (386)
Yy = —24 (387)
Yy, = 4ab (388)
Vbt = —24pd (389)

Durch Vertauschung von ¢ mit ¢’ entsteht ' aus r und ebenso s’ aus s. Es
geniigt daher r und s auszurechnen:
r = 4ASpur(y’ — 2m)(¢ +m)(p — 2m)(¢ + m)
= 16 [d4m* + m*(4¢* + pp' — 4pq — 49'q) + 2(pq) P'd’) — ¢*(pp)]
s = ASpur(f +m)[mp'd" — 2(pp" )" + m(d" +§)(# +m) +m* (Y — 2m)]
= 16 [m*(pq +p'q") — 2(pp')(qq') + m*(q+ p)(¢' + p') — 2m"]
Bislang haben wir von der Relation p + k& = p’ + k' noch keinen Gebrauch

gemacht. Wird sie beriicksichtigt, so kann man die Lorentz-invarianten alge-
braischen Ausdriicke r,r, 7', s' auf die Produkte pk und pk’ zuriickfiihren:

ro= 32[m* 4+ m2pk + (pk)(pk")] (390)
s+s = 32m*[2m* + pk — pk'] (391)
r' = 32[m* — m?’pk’ + (pk)(pk')] (392)

Mit Hilfe dieser Formeln 1483t sich d& in die folgende Gestalt bringen:

202 | pk pk' m m 2
do = 220 |22 PR )y oA ) aw 393
T ok [pk’+pk+{ +m<pk pk’>} 39

Als sperzielles Bezugssystem wéhlen wir das Laborsystem, so da p = (m, 0,0, 0)
und kk' = ww'(1 — cos ©) gilt, wobei © der Streuwinkel ist; w und ' sind die
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Photonenergien vor bzw. nach der Streuung. Der infinitesimale Raumwinkel
dS), in dem das Photon nach der Streuung registriert wird, ist durch

Ak = W?dw' dQ

gegeben. Fiir den Vergleich mit dem Experiment wiinscht man sich eine For-
mel fiir da /d2. Dazu setzen wir

w o 1 1 2
—+—+l+m|—-—— 11,
w' w w W

formen das Integrationsmaf} (380) geeignet um,

2002

f(waw’) =

mw

dY = L'dw'dQ O (p")s(p? — m*)§' (p' + K —p — k')
und integrieren do unter Festhaltung des Raumwinkels €:

do

d_Q — %/ w'dw' f(w,w')/d%'@(p'o)(S(p'Q —m2)64(p'+kl—p—kl)
0

2

= l/ Wdw' f(w,w")d(mw — mw' — kk')
0

Die verbleibende §-Funktion 148t sich umformen:

mw

Wo
§(mw — mw' — kk') = —-§(w' — =
(mw — mw ) — (W' — wo) wo = +w(1 — cos O)

Nach Ausfiihrung der w’-Integration schreiben wir wieder w’ anstelle von wy
und gewinnen so die Klein-Nishina-Formel:

do o (VN (w o
- =55(3 J4—;—sm © (394)
Lab.

w' und O sind durch die bekannte Relation verkniipft:

1 1 1

— — —=—(1—-cos® 395
w o w m( €08 ) ( )
Es gilt somit stets w’ < w . Das Quadrat des klassischen Elektronenradius

re =2 =28179-10°1 m (396)
m
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bestimmt in der Comptonstreuung die Groflenordnung des Wirkungsquer-
schnittes:
dg /d) ~ 107%° m?

Fiir die Streuung in Vorwértsrichtung (© = 0, ' = w) finden wir einen
energieunabhingigen Ausdruck:
da) 5
ik = 2 (397)
<dQ Lab. ©=0

Interessant ist ferner das Verhalten im optischen Bereich w < m (statische
N#herung fiir das Elektron). Hier geht die Klein-Nishina-Formel in die klas-
sische Thomson-Formel iiber:

do
ol r2(1 + cos® ©) (398)
Das Licht erfahrt hierbei keine Frequenzinderung, und das Elektron erhilt

keinen Riickstofl. Die Thomson-Formel zeigt die fiir Lichtstreuung charakteri-
stische Vorwérts-Riickwérts-Symmetrie (Invarianz gegeniiber der Ersetzung
© =71 —0).

Im Falle des Thomson-Limes ist es auch leicht, den totalen Wirkungs-
querschnitt zu errechnen. Zu disem Zweck setzt man

dQ) = d¢ d(cos O)

und fiihrt die beiden Winkelintegrationen aus''!:

1
8
s =22 [ dc(+ ) = T (399)
—1

wobei wir ( = cos © gesetzt haben.

1 Der numerische Wert ist 0,66523 - 10728 m?2 . Als bequeme Einheit fiir Wirkungs-
querschnitte gilt 1 barn = 10728 m?2, so daB man die Faustregel formulieren kann:
otot(Thomson) = 2/3 barn.

163



8 Die Fermion-Determinante

Fast alle gegenwirtig benutzten feldtheoretischen Ansitze in der Teilchen-
physik gehen davon aus, dafi die Lagrange-Dichte bilinear in den Fermi-
Feldern ist. Aus diesem Bauprinzip folgt eine explizite Formel fiir (Q, SQ),
wenn S der Streuoperator fiir ein Modell mit &uflerem Feld ist (d.h. Gra-
phen mit innere Bosonlinien werden vernachliissigt). Die Ableitung der For-
mel bendétigt Konzepte der multilinearen Algebra und fiihrt zu einer funda-
mentalen Grofle des Modells, die man die Fermion-Determinante nennt. Sie
reprisentiert gewissermaflien die Summe aller Feynman-Graphen, die zwei
Bedingungen geniigen: (1) alle inneren Linien sind Fermionlinien, (2) alle
dufleren Linien sind Bosonlinien. Betrachtet man die Fermion-Determinante
als ein Funktional, abhingig von dufleren Quellen und einem &ufleren Feld,
so wird diese Grofle zu einem wichtigen Baustein der QED, der QCD oder
auch der Salam-Weinberg-Theorie.

8.1 Regularisierung

Ein Paradebeispiel ist die Paarerzeugung in einem starken dufleren elektro-
magnetischen Feld. AuBere Stréme und Potentiale wurden schon mehrfach
angesprochen. Bei Problemen mit starken Feldern ist es notwendig, die ver-
trauten Pfade der Stérungsrechnung zu verlassen und neue Rechenmethoden
zu entwickeln. Es sei also A, (z) das duBlere elektromagnetische Potential und
Y (z) das freie Dirac-Feld zur Beschreibung von Elektronen und Positronen®!2.
Der formale Ausdruck fiir den S-Operator ist!!3

S = Texp {—ie / d' ¢(x)4(x)¢(x)} (400)

Wenn im folgenden von dem Vakuum €2 die Rede ist, so ist wichtig im Auge
zu behalten, dafl es sich hierbei zwar um einen Zustand ohne Elektronen
und Positronen, aber doch um einen das dufere Feld beschreibenden Zustand
handelt. In einem gewissen Sinne sind das Vakuum Q und das Feld A, ()
ein und dasselbe, besser: sie entsprechen einander. Natiirlich gilt hier nicht

112Wenn man iiberhaupt eine Chance hat, Paarerzeugung zu beobachten, wird man seine
Hoffnung primér auf die leichtesten Fermionen richten. Die fiir die Erzeugung notwendige
Energie stammt aus dem &ufleren Feld, das in diesem Modell ein unendliches Energiere-
servoir darstellt.

1U3Wir verzichten an dieser Stelle (d.h. aufBlerhalb der Stoérungsrechnung) auf die
Einfithrung des Wick-Produktes :ty*¢):, die nur eine unendliche Phase aus dem S-
Operator entfernt. Grund: diese Eliminierung verbessert den Ausdruck keineswegs, wie
man glauben konnte, weil es weitere Beitrége gibt, die sich zu einer unendlichen Phase
aufaddieren. Hier hilft nur eine strikte Anwendung der Regularisierungsvorschrift.
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SQ = €Q, und somit ist die Amplitude (€2, SQ) die erste Gréfe der Theorie,
auf die sich unser Interesse richtet.

Sobald A,(x) # 0 gilt, niitzen keine noch so strengen Bedingungen an
den Verlauf dieser Funktion bei dem Versuch, dem Ausdruck (400), so wie
er steht, einen mathematisch einwandfreien Sinn zu geben. Er muf in jedem
Fall regularisiert werden. Hierzu gibt es mehrere Md&glichkeiten. Sehr drasti-
sche Eingriffe in die Raum-Zeit-Struktur erlaubt sich die Methode, die den
Minkowski-Raum (oder einen korrespondierenden vierdimensionalen euklidi-
schen Raum) durch ein endliches Gitter ersetzt. Wir gehen einen anderen
Weg.

Als Zerlegung der Einheit bezeichnen wir ein System von geeignet gewéhl-
ten Testfunktionen'** f, : My — C' (n=1,2,...) mit

Y @) faly) = 6' (@ = y) 4 (401)

n=1

Tm folgenden benutzen wir die Abkiirzungen
o = [ fu@v (402)
o, = [abi@i@ (403)
A = [ d's Fu(@) 4@ o (404)
iBuw = (QT(anal)Q) = i / i / dYy Fa(2) Sp(x — g, m) for(y)(405)

Die Wahl der Testfunktionen f, ist offensichtlich dadurch eingeschréinkt, dafl
die Existenz der Integrale (404) und (405) gewéhrleistet sein muf}. Die zu-
grunde liegende Idee wird sichtbar, wenn wir fiir jedes natiirliche N < oo
eine regularisierte Form des Wirkungsintegrals definieren, so daf

N

4.7 — 1 T
/ A () A@)o(e) = Jim 3 al A, (406)
In Worten: Wir erhalten das volle Wirkungsintegral aus seiner regularisier-
ten Fassung fiir N — oo, sind jedoch gehalten, die Zahl N in allen Rech-

nungen endlich zu lassen, bis wir zu physikalischen Grofien gelangen, deren

14 Hier ist fn(z) als ein Dirac-Spinor aufzufassen. Es gilt, wie in der Dirac-Theorie ver-
einbart, f,(z) = f(x)y°.
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Limes existiert. Deshalb vereinbaren wir, dafl A und B von nun an N X N-
Matrizen sind. Es ist zweckméfig, als weitere Matrix das Produkt AB = C
einzufiihren, dessen Bedeutung aus

iCnn’ - (Q: T(Q;QL/)Q) a;l = ZAnmam (407)

ersichtlich ist: C' ist die regularisierte Form von

(Q, TA(2)v(x)¥(y)Q).

Wir entwickeln die e-Funktion in dem regularisierten Ausdruck fiir (2, SQ),
um das T-Exponential auf das T-Produkt zuriickzufiihren:

(€, 5Q) Z T (3, ala,)’ Q) (408)
Weiter folgt
(Q: T (Zn a;[za;z)p Q) = Z (Qa T(aizlama:zzang e aizpa;zp)ﬂ)
Ni,eyNp
= Y D (~1)sgnm H (2, T(ay,af,_ . )S009)
ni,...,Nnp TESp i=1

= Z ngmr HCnln

Ni,...,Np WESF
Cn1n1 e Cnlnp
= (=il Y. | : (410)

ni<na<-<np Cnpnl Cnpnp

wobei S, die Gruppe der Permutationen von p Elementen bezeichnet. Die
Herkunft des in (409) auftretenden Vorzeichens erklirt sich dadurch, daf§
allgemein (—1)Psgnm = (—1)" gilt, wenn r die Anzahl der Vertauschungen
(Nachbartranspositionen) von Dirac-Feldern bei dem Ubergang

t ta ooal d 1ot t 1ot
amamaman2 Ay, Oy, — Ay, Ay, ()aman @ By On )

darstellt.

8.2 Auflere Algebra

Das Ergebnis des letzten Abschnittes weist auf ein Gebiet der Algebra, das
von Grassmann entdeckt und von Poincaré und E.Cartan zur Perfektion
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entwickelt wurde: den dufleren Produktkalkiil. An dieser Stelle soll davon
nur soviel mitgeteilt werden, daf§ wir damit arbeiten kénnen!'!?

Es sei E ein komplex-linearer Raum der Dimension N. Wir betrachten
Tensorprodukte von E mit sich selbst, insbesondere sei

RIE=FQE®---QF (p Faktoren)

das p-fache tensorielle Eigenprodukt. In ihm finden wir den Unterraum N?(E),
der von allen Produkten der Form

a1®---®ap (aiEE)

aufgespannt wird, bei denen a; = a; fiir wenigstens ein Paar ¢ # j gilt. Als
das p-fache duflere Produkt von E bezeichnet man den Quotienten

NE = Q"E/N'(E)

Die Elemente von APE werden p-Vektoren genannt. Die kanonische (lineare,
injektive) Abbildung @”E — A’E fiihrt jedes Tensorprodukt a1 ® - - ®a,
in das korrespondierende duflere Produkt a; A --- Aa, iiber. Bezeichnet 7
irgendeine Permutation der Zahlen 1,...,p, so gilt

A1) N Ny = Sgm a1\ -+ Aay
Es sei {e,}n-1,. n eine Basis in E. Dann bilden die p-Vektoren
er = en, A Nep, (ny <---<ny)
eine Basis in APFE. Mit I haben wir diejenige Teilmenge von (1,2,...,N) be-

zeichnet, die aus den Zahlen ny,...,n, besteht. Aus der 1:1-Korrespondenz
zwischen p-Teilmengen und Basisvektoren folgt

amps = () (1<p<n)

Es sei C' : F — F irgendeine lineare Abbildung. Dann ist ihr nach Wahl
einer Basis in E eine Matrix zugeordnet:

N
Ce,, = g Crmen
n=1

5 Genaueres kann man in dem Buch von W.Greub Multilinear Algebra, Springer 1978,
nachlesen. Inshesondere sei auf die Kapitel 5 und 7 verwiesen.
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Andererseits induziert C' auf natiirliche Weise eine lineare Abbildung
NC : N'E - N'E
durch die Vorschrift A’C (a1A -+ Aap) = Cag A--+ A Cay, so daBl gilt:
NCe; = ZC’UeI
\I|=p
(Summe iiber alle p-Mengen ), und zwar mit den Koeffizienten

C1nm C1nmp
o Y I=(n,...,n)

CIJ - J:(ml,...,mp)

C1npm1 C1npmp

Das Konzept der 'Spur’ einer Abbildung ist, wie man weif}, basisunabhéngig.
Mit seiner Hilfe gelingt es, alle N Invarianten''® von C' : E — E zu definieren:

Cn1n1 Cnlnp
Spur/\pC:ZCH: Z : : (p=1,....,N)

|T|=p ni<na<--<np Cnpm C’npnp

Insbesondere gilt Spur C' = Spur /\10 und det C' = Spur /\NC.
Als dufere Algebra bezeichnet man die direkte Summe!!”

AE = @, N'E

wobei man A"E mit dem eindimensionalen Raum C identifiziert, den man
sich von dem Basisvektor ey () = leere Menge) aufgespannt denkt. Mit dieser
Vereinbarung kann behauptet werden: Aus der Basis {e,} in E gewinnt man
die Basis {e;} in A E, falls I iiber alle Teilmengen von (1,..., N) lduft.

Offenbar ist
dim AE = 2V
Jede lineare Transformation C' : E — F besitzt eine natiirliche Erweiterung
AC : N\E = \E

indem AC auf jedem Teilraum A”E mit A’C identifiert wird. Man setzt
A’C = 1. Als Matrixelemente von AC haben wir nun alle Koeffizienten C;;

116Tm wesentlichen die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms.
H7Beziiglich des A-Produktes handelt es sich in der Tat um eine Algebra.
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anzusehen, wobei I und J beliebige Teilmengen von (1, ..., N) sind. Spezielle
Matrixelemente sind

und fiir die Spur gilt: Spur AC' = Zé\;o AN'C = >, Cir (Summe iiber alle
Teilmengen 7).

Es sei {1, Ay, ..., Ay} die Liste der Eigenwerte!'® der linearen Abbildung
C. Wahlt man die Basis so, dal C' auf Jordan-Gestalt gebracht ist, so erkennt

man leicht, daf} gilt:
Spur \’'C = Z H)\n

|I|=p nel
Die klassische Identitat
N N
[Ta+=x0) = > 2> 1
n=1 p=0 |[I|=p ne

giiltig fiir alle komplexen z, hat nun folgende algebraische Interpretation:

N
det(1 +2C) = SpurA(=C) = Zz” Spur A*C (411)
p=0
Man nennt r = max{|\,| : n = 1,..., N} den Spektralradius der linearen
Abbildung C. Fiir |z| < r~! existiert
log(1+2C) = — Z k= (—
k=1
und es gilt
det(1 + 2C) = exp Spur log(1+ 2C) (412)
= exp{ Zk SpurC’k} (413)
N
Spur C* = ZAZ (414)
n=1

18 Jeder mehrfach auftretende Eigenwert wird hier entsprechend seiner algebraischen
Vielfachheit aufgefiihrt.
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Durch eine Entwicklung um 2 = 0 es mdglich, die Spuren von C* und von
A"C miteinander zu verkniipfen. Aus

4 det(1+ 2C) = det(1+ zC) Z(—z)k_lspur c*

dz
k=1
folgt die Rekursionsformel
p—1
p 1 —n—1 n —-n
Spur A’C = ];Z(_l)p Spur A"C Spur C? 1<p<N
n=0

(415)

8.3 Determinante und Zustandsdichte

Der Ausflug in die exotischen Gérten der Algebra hat uns gelehrt, daf§ sich
die Reihe (408) — beachtet man (410) und (411) — zu einer Determinante
aufsummiert:

(©2,59Q) = det (1 — eC) (416)
Nun galt ja C = AB, also 1 — eC = (B™! — ¢A) B und somit
det (B! —eA)
(2,5Q) = ot B (417)

unter der Annahme, dafl B invertierbar ist. Um dieses Ergebnis besser zu
verstehen, erinnern wir an

(i — m)Sp(x —y,m) = 6 (z —y)l, (418)

und an den Beginn unserer Betrachtung im Abschnitt 8.1, als wir Testfunk-
tionen f : M, — C* einfiihrten. Ein Operator T', der f in T'f iiberfiihrt, wird
Integraloperator genannt, wenn er durch eine Vorschrift der Art

(T5)w) = [y T(@.0)70) (419)

definiert ist, mit einem Integralkern T'(z,y), der (fiir festes x und y) eine
4 x 4-Matrix darstellt. Fiir komplexes z definiert man die Resolvente eines
Operators T als

R(T,z)=(T—-2)" (420)

wobei der Ausdruck unbestimmt wird, sobald z mit einem Punkt des Spek-
trums von T zusammenfillt. Nun sei speziell T = i@ und z = m — i0. Die
Gleichung (418) und die i0-Vorschrift fiir die Feynman-Funktion besagt:
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e Sp(r—y,m) ist der Integralkern der Resolvente R(i@), m — i0)

Die von uns im Abschnitt 8.1 vorgenommene Regularisierung hat folgendes
bewirkt: sie ersetzte die Resolvente R(i@, m —i0) durch eine endliche Matrix
B. Somit ist es moglich, die folgende Auffassung zu vertreten:

e B! st eine Regularisierung des Operators i —m
e B7'—eA ist eine Regularisierung des Operators if —ed —m

Wenn wir also strikt den Dirac-Operator (mit und ohne &ufleres Feld) in
dem hier beschriebenen Sinne regularisieren, bevor wir seine Determinante,
die sog. Fermion-Determinante, berechnen, so konnen wir schreiben:

(@.50) = & d(ei?(;@e_f/tn;)m) (421)

Bei dem Umgang mit formalen Determinanten ist also Vorsicht geboten.
Auch die Spur eines Integraloperators T' mit dem Kern T'(z, y) kann unter
giinstigen Voraussetzungen''® definiert werden:

SpurT = /d4x try T'(x, x) (422)

Mit ,try“ bezeichnen wir die Spur von T'(z,z) als einer 4 x 4-Matrix. Fiir
viele Operatoren (solche, die nicht zur 'Spurklasse’ gehoren) wird das Integral
(422) jedoch nur nach einer geeigneten Regularisierung definierbar sein.

Es sei insbesondere

T = —log[l—ed(i) —m)™"] (423)
Rein formal kénnen wir mit Hilfe von (8.13) schreiben:

(€,590) = exp{— [d% try T(z,2)} (424)

19Ein Operator T : E — E auf einem Banach-Raum E gehort genau dann zur Spurklas-
se, wenn er in der Form T'f = 3" | A\ (gn, f)hn geschrieben werden kann, mit normierten
gn € E* (Dualraum) und h, € E, so daB > 7, A, < oc mit A, > 0 gilt. Ein Spurklasse-
Operator (auch nuklearer Operator genannt) ist demnach immer ein beschrinkter Opera-
tor. Er besitzt dariiberhinaus ein rein diskretes Spektrum. Ist A ein Haufungspunkt des
Spektrums, so gilt A = 0. Als Fredholm-Determinante bezeichnet man die (nicht abbre-
chende Reihe) det (1 + 2T) = 37 2PSpur A’T, die fiir |z| < r~' konvergent ist, wenn
r = max{A,} der Spektralradius von T ist.
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Dies hat zur Konsequenz, daf

(Q,5Q))F = exp{- [drw(z)} (425)
w(x) = 2Re tryT(z,x) (426)

gilt. Wir sehen in der Bestimmung von w(x) das eigentliche Ziel unserer
Anstrengungen und geben dieser Grofle Vorrang auch dann, wenn das Integral
[ d*z w(x) nicht existiert: Wir nennen w(z) die Zustandsdichte des Modells.
Sie ist einerseits eine zeitliche Rate, andererseits aber auch eine rdumliche
Dichte: die Dimension von w(z) ist Wahrscheinlichkeit pro Zeit und Volumen;
w(z)d*z ist nach unserem Verstéindnis die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ in
dem Zeitintervall dz° und in dem Volumen d*z Paarerzeugung stattfindet!?°.
Man kann fiir diese Interpretation keinen Beweis, wohl aber eine plausible
Begriindung angeben. Das Argument beruht auf der folgenden Uberlegung.
Angenommen G C M; sei ein Gebiet mit einem endlichen Volumen |G| =V,
so dafl A, (z) auBerhalb von G verschwindet. Wir teilen G in N mikroskopisch
kleine Zellen ein, jede mit dem Volumen V/N. Jeder Zelle wird ein innerer
Punkt x,, zugeordnet, wenn n die Nummer der Zelle ist. Durch fortgesetzte
Verfeinerung der Einteilung erhalten wir den gewiinschten Grenzwert:

]\11~I>Icl>on]:1 (1 _ w(:r:ﬁ%) = exp {]\;Lr{ioglog (1 - w(m)%) }
_ exp{_z\;iﬁoi (w(mn)%+0(1\f—2)>}

_ exp{/w(i)il%} — QS (427)

Die folgenden Punkte erhérten unsere Interpretation der Dichte w(x):

e Fiir geniigend grofies N ist w(z,)V/N die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daf} Paare in der Zelle mit der Nummer n erzeugt werden. Folglich ist
1 — w(z,)V/N die Wahrscheinlichkeit, dafi dort keine Paare erzeugt
werden.

e Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarerzeugung in verschiedenen Zellen ist
statistisch unabhéngig. Folglich ist [ ], (1 —w(z,)V/N) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafy in keiner der Zellen Paarerzeugung stattfindet: das
ist gerade die Interpretation von |(Q, SQ)|?.

e Verschwindet in einer der Zellen das duflere Feld A,(z), so gilt dies
auch fiir die Zustandsdichte w(z).

120Wenigstens ein ete~-Paar wird beobachtet.
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8.4 Einfache Umformungen

Es ist leicht zu sehen!'?!, daff die Fermion-Determinante nicht von der Wahl
der Darstellung der y-Matrizen abhéngt. Mit v# ist auch —+* eine mdogliche
Darstellung, und somit gilt:

det (i —ed —m)  det (—i@d +ed —m)
det P —m) . det (=i —m) (428)

Mit den Differentialoperatoren

Dy = (i —ed—m)(—ig@ +ed —m) (429)

Dig = (i —m)(=ig —m) = L(0 + m?) (430)
erhalten wir deshalb P det D, )
’ ~ det Dy

oder adquivalent:
w(x) = Re try[log Dy — log Dyl(x, x) (432)

Zwar konnten die ~-Matrizen nicht vollstindig eliminiert werden, jedoch
enthélt nur noch der Operator D, diese Matrizen, und diese auch nur in
der Form ihrer antisymmetrischen Produkte o*” = Lli[y*,~"]. Grund: aus
VAP = g" — it folgt

Dy = D°+m?=1(D*+m?) - F (433)
D* = D,D* D, =0, +ied,  (434)
F = ioc"D,D, = tic"[D,, D, (435)

= 1ed"F,, Fu=A, — Ay, (436)

Die hier erzielte Vereinfachung wird deutlich durch die Bemerkung, daf} F
blockdiagonal ist:

. ( 6(BO—Z'E) 5(133@'13) ) (437)

Dies fiihrt zur Aufspaltung

Dy=Dy®D; Dy = Doy @ Dy (438)

1217wei Darstellungen sind immer durch eine Ahnlichkeitstransformation miteinander
verkniipft.
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mit den Operatoren

Dy, = 1y(D? +m?) —ed(B — iE) (439)
D; = 1y(D*+m?) — e3(B +iE) (440)
DQU == D;O == ]IQ(D + m2) (441)

Als Konsequenz der Darstellung (438) finden wir

detDy = det D, det D} = | det Dyl? (442)
det D4g = ‘ det DQO ‘2 (443)

Das néchste Ziel, das wir mit einer weiteren Umformung erreichen wollen,
ist die Ersetzung der (fiir konkrete Rechnungen unbequemen) Logarithmus-
funktion durch die Exponentialfunktion. Dies gelingt durch die elementare
Formel

% 4 4 .
logu —logv = / & (e‘”” — e"su) (444)
0 S

giiltig fiir beliebige komplexe Zahlen v und v mit Imu < 0 und Imv < 0.
Setzen wir zum einen v = Dy und zum anderen Mal v = Dy und ziehen
die beiden so erhaltenen Gleichungen beidseitig voneinander ab, so erhalten

wirl?2:

% ) )
log Doy — logDy = / as (e"w? — 6—st20) (445)
0

S

Als Ausgangspunkt fiir spezielle Rechnungen dient daher die Formel

w(x) = / % 2Re try (e7P? — 7P (z,2) (446)
0

Mit try T'(x, x) ist die Spur von T'(z, z) als einer 2 x 2-Matrix bezeichnet.

8.5 Paarerzeugung in einem konstanten Feld
8.5.1 Temporale Eichung

Es sei jetzt E zeitlich wie rdumlich konstant und B = 0. Wir zerlegen das
Feld nach Betrag und Richtung

E = En eE >0 (447)

122Fine Rechtfertigung kann nur a posteriori gegeben werden, weil das Spektrum dieser
Operatoren unbekannt ist. Wenn das Integral bei s — oo konvergiert, haben wir Gliick
gehabt.
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Mit der Richtung des Feldes verkniipft man die Zerlegung der rdumlichen
Ableitung in einen Transversal- und einen Longitudinalanteil:

V=Vr+Vg Vi = l’l(l’lV) (448)

Als temporale Eichung bezeichnet man die Wahl A, = (0, Et). Die kovariante
Ableitung bekommt daher die Form

D, = (% ,V + ieEt) (449)

Drei Operatoren, die alle in verschiedenen Rdumen operieren, werden in un-
serer Diskussion eine Rolle spielen: Sie sind den drei Variablen Raum, Zeit
und Spin zugeordnet:

Raum: R, = exp{is(V2 —m?)} wirkt auf Funktionen von x

Zeit:  Z, = explis(—2y — ¢?E*?)} wirkt auf Funktionen von ¢

Spin: S5 = exp{seFE(n-35)} wirkt auf Pauli-Spinoren.

Der folgende Satz zeigt, daf} es sich hierbei um die wesentlichen Bestandteile
von exp{—isDy} handelt:

Satz Fliir ein konstantes elektrisches Feld E # 0 gilt die Zerlequng:
TP = U(R;® Z,)U™' ® S, (450)
mit der Ahnlichkeitstransformation
U=e¢™ Q= (a-V)o/ot a=(eE) 'n (451)
Beweis. Vermdoge der Hausdorff-Formel hat man zunéchst
U(Vr +ieEt)U ! = Vg +ieEt + eE[Q, t] = Vi + Vi, + ieBt = V + icEt
denn [, [Q,t]] = 0. Also
(V 4 ieEt)> = U(Vr +ieEt)’U! = U(V2 — 2B U !
wobei wir E - V; = 0 nutzten. Dies fiihrt auf die Darstellung
D?* =U(0*/ot* — Va7 + 2B U !
und somit gilt

exp{—is(D* +m?)} = U(R,® Z,)U *
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Fiigen wir die Spinvariablen hinzu, so lautet diese Formel:
exp{—is[ly(D* + m?) +iedE]} = UR, R Z)U'®S,

wodurch der Satz bewiesen ist.
Die Prozedur try eliminiert die Spinabhéingigkeit:

trye P2 = U(R, ® Z,) U 'SpurS, (452)
Spur Sy = 2cosh(seFE) (453)
Wir benutzen ein weiteres Hilfsmittel: die Fourier-Transformation. Ist 7" ein

Integraloperator auf Funktionen f : R® — C mit dem Integralkern T'(z, x'),
so fiihrt die Fourier-Transformation

o) = @0 [ aer i) (454
zu einer neuen Beschreibung des gleichen Operators:
(Tf)lp] = / d'p T(p, 1| f[P'] (455)
mit dem Integralkern
Tlp,p'] = @r)™ [d" [ d"' eP*= 2" T(z.2") (456)
Umgekehrt gilt
T(w,a') = (2m)" [ d'p [ d'' €7~ Tlp.p] (457)

Mit den oben einfiihrten Operatoren gilt definitionsgeméf

(R ® Z,)(x,2") = Ry(x,X") Z,(t, 1) (458)

und damit
(R ® Z,)[p,p'] = Ri[p,p'1Z[p° 0" (459)
Ryp.p'] = 0*(p—p)exp{—is(py +m?)} (460)

Die Transformation U, die Raum und Zeit miteinander verkniipft, multipli-
ziert die Funktionen f[p] schlicht mit einer Phase:

Uf)p] = @ flp] (461)
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so daf} gilt:

(6—is(D2+m2)) [p, p/] — ei(ap)(pO,pIO)Rs [p’ p’]Zs [pU, p/U]
(77 (2, 3) = / dp / Ay’ 0D g ]
(2m)*

1 e i 0_ 0
— % / dpoe (p°—p )t]s[p[],p/(]]Zs [pU,pIO]
— 0o

Hier benutzten wir die Abkiirzung

1 . 0
L 9" = —= / dp e/ @P)P°—#") o is(Prtm?)

(27)?

eEﬂ' a2 e . 0_ /0 e o
= ——e¢ ism / dr 627(12 D )/ dpe ips
— 0

o

eE 6—z‘sm2

:50_1[]_
" =7") 1 o

Das Fazit dieses Abschnittes ist die Darstellung:

2

} el efism
2trye P2 (1,2) = @2 550 Spur Zs Spur S (462)
Spur 7, = / dp® Z,[p°, p°] (463)
Spur Sy = 2cosh(seE) (464)

Wie zu erwarten war, ist der Integralkern von e~%P2 auf der Diagonalen
unabhéngig von z. Etwas allgemeiner formuliert: die Translationsinvarianz
verlangt, dafl e %P2 (z, 2) nur eine Funktion von x — ’ ist.

8.5.2 Die Zustandssumme des harmonischen Oszillators

Das Hauptproblem ist keineswegs gelost, es wurde durch unsere Analyse nur
auf den entscheidenden Punkt gebracht: die Regularisierung der Spur des
Operators Z, = exp{is(—0?/0t* — e?E*t?)}. Das Spektrum des Differen-
tialoperators —0?/0t? — e E*t? ist kontinuierlich!'?®, wie eine naive Anwen-

123Das Spektrum ist selbstverstindlich abhingig von dem Funktionenraum und dem
darin vorgegebenen Definitionsbereich, auf den dieser Operator wirken soll. Aber in dem
typischen Raum der Quantenmechanik, L2(R), besteht das Spektrum dieses Operators
aus allen reellen Zahlen: Es entspricht, physikalisch gesprochen, den mé&glichen Energie-
zustéinden eines Schrédinger-Teilchens in einem timgedrehtenOszillatorpotential.
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dung quantenmechanischer Prinzipien lehrt. Aus diesem Grund ist Spur Z
zunéchst nur ein sinnleerer Ausdruck.

Der Schliissel zur Regularisierung ist der eindimensionale harmonische
Osrzillator. Wir benutzen ¢ als Lagekoordinate eines fiktiven Teilchens und
schreiben den Energie-Operator als

H = o +1w2§2 (w=2eE >0)
=811 =
mit dem bekannten Spektrum E, = (n+ %)w, (n=0,1,2,...). Als Zustands-
summe des Oszillators bezeichnet man

oo
1
Spure *H = g e sEn —
n=0

~ 2sinh(seR) (s>0) (465)

Wir machen die Beobachtung: Durch die formale Ersetzung
€2 = it? d.h. € =€ (466)

geht e=* in den Operator Z, iiber. Dies bedeutet, dal Spur Z, mit der Zu-
standssumme des harmonischen Oszillators iibereinstimmt, wenn man den
zugrundeliegenden Funktionenraum von Z; nur geeignet wihlt. Eine geeig-
nete Wahl konnte sein: die Raum aller Funktionen f(it), die eine analytische
Fortsetzung f(z), z = 7+it in den ersten Quadranten (7 > 0,¢ > 0) der kom-
plexen Ebene besitzen, mit der Eigenschaft, dafi sup,.. |f(2)| < Cg fiir jedes
abgeschlossene Gebiet G C {z |0<argz<m/2} gilt. Man kann diesen Kunst-
griff eine Regularisierung durch analytische Fortsetzung in der Zeil nennen.
Es wére unredlich, wollte man verschweigen, daf} die letzte Rechtfertigung fiir
solche Zauberei noch aussteht. Die hier dargelegte Methode steht allerdings
nicht isoliert da. Die euklidische Feldtheorie erhebt die analytische Fortset-
zung in der Zeit zu einem fundamentalen Prinzip. Dort wird 7, der Realteil
von z, zur euklidischen Zeitvariablen, der von der Minkowski-Zeit ¢, dem
Imaginérteil von z, sorgfiltig zu unterscheiden ist. Eine andere Schreibweise
ist 2 = o' +i2°. Die euklidische Formulierung eines Modells setzt Im z = 0,
die Minkowski-Formulierung Re z = 0. Der Ubergang von der euklidischen
Formulierung zur Minkowski-Formulierung, die Riickkehr zur 'realen’” Welt
also, vollzieht sich in jedem Fall durch eine analytische Fortsetzung auf dem
Wege iiber den Quadranten z* > 0,2° > 0.

Schauen wir uns die Friichte unserer Bemiihung ndher an! Wir haben
numehr die Darstellung

eE sin(sm?) cosh(seFE)

2R, t —18Do —
etlry e (x: 3?) (27’(’)2 S Sinh(SeE)

(s >0)
(467)
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unabhéngig von x und somit fiir £ — 0 :

. 1 i 2
2Re try e " P0(a,a) = )QSH“f?l) (s>0)  (468)
T S

An diesem Punkt angekommen, sind wir nunmehr aufgefordert, das konver-
gente Integral

eE ®ds | 1
- = — |—— — coth(seE)]| si 2 469
w (2#)2/0 = [seE coth(se )} sin(sm”) (469)
e2E? [~ dr [1 . m?
= / = [E — coth :c} sin(az) o=z > 0(470)

zu berechnen. Dies gelingt, indem man die bekannte Reihe

11 = 1
n=1

und das elementare Integral

o0 —1 3
/ P ) N (@>0.r>0) (472)
0

x? + 12 212
fiir r = nw (n=1,2,...) benutzt mit dem Ergebnis:

E X nma
w = S (473)

47 n2m?
n=1

Durch Wiedereinfithrung von % und ¢ kénnen wir das Ergebnis so zusam-
menfassen: Die Wahrscheinlichkeit fiir Paarerzeugung pro Zeit und Volumen
in einem konstanten elektrischen Feld E ist gegeben durch den Ausdruck

me\ 4 eEh
“’:(%90F<;ﬁ5) (474)

wobei die numerische Funktion

oo

F(z) = — 3 (a/n)te ™ (z > 0) (475)
4

benutzt wurde. Das Besondere an dieser Funktion ist, daf} sie nicht durch ihre
Taylorreihe im Punkt x = 0 darstellbar ist. Denn alle Taylor-Koeffizienten
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verschwinden dort. Dies zeigt uns sehr deutlich, dafl die QED quantitative Re-
sultate hervorzubringen vermag, die nicht durch eine Storungsreihe nach der
Kopplungskonstanten e gewonnen werden kénnen. Effekte dieser Art nennt
man 'nicht-stérungstheoretisch’.

Der Vorfaktor in (474) hat einen erschreckend grofien Wert:

4

(%) c=1,35-10%m %! (476)
Dies wird jedoch mehr als kompensiert durch —log,yz | —logyy F(x)
die sehr kleinen Funktionswerte, die fiir F'(z) 0 1,49
technisch erreichbar sind. Die nebenstehen- 1 8
de Tabelle zeigt dies sehr deutlich. Als Re- 2 47
ferenzfeldstirke konnten wir etwa dasjenige 3 440
Feld einfiihren, das ein einzelnes Elektron im 4 4350
Abstand von einer Compton-Wellenlidnge er- 5 43439
zeugt: 6 434306

Ey =9,67-10"% Volt/m

Dann gilt

eEh aF

r == —

mm2c¢® wEy
(o = Feinstrukturkonstante). Bevor Paarerzeugung beobachtet werden kann,
miifite ein weithin homogenes Feld E' erzeugt werden, das in etwa die Gréfien-

ordnung von Fj erreicht.
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9 Renormierung

9.1 Die Killen-Lehmann-Darstellung

Fiir ein wechselwirkendes neutrales Skalarfeld ®(z) ist die Information {iber
das Massenspektrum der Zustinde ®(f)€2 in der 2-Punktfunktion

Wz —y) = (Q,2(z)2(y)Q)

enthalten, wobei die Translationsinvarianz U(a)Q = Q des Vakuums zusam-
men mit U(a) '®(z)U(a) = ®(x—a) dazu fiihrt, da W nur von der Differenz
r—y abhéngt. Sei P* = (H, P) der Energie-Impuls-Operator und zP = z#P,,
so erscheint W (x) als ein Erwartungswert des Operator

U(—x) — e—z'Px,
in dem (nicht-normierbaren) Zustand ¢ = ®(0)<:
(6,677 ¢) = (2, 2(O)U(-2)2(0)Q) = (2, D(2/2)(~2/2)Q) = W (x).

Dies legt nahe, die Fourier-Zerlegung vorzunehmen:
W(x) = /d4p e T W (p) .

Zu diesem Integral kénnen nur physikalische (Vierer)Impulse p beitragen, die
also zum Spektrum von P gehoren. Der Tréger (engl. support) von W (p) liegt
somit im Vorwirtskegel:

suppW C V, = {p[p® >0, p’ > 0}.

Fiithren wir die gleiche Betrachtung mit der Gruppe der Lorentz-Transformationen
durch, so folgt aus der Invarianz des Vakuums unter A € Ll die Eigenschaft
W(Az) = W(z) oder, dquivalent,

W(Ap) = W(p).
Wir diirfen nun nicht ohne weiteres schlieBen, da W (p) nur ein Funktion der
Invarianten p? ist, da es sich hierbei nicht um eine gewdhnliche Funktion son-
dern um eine Distribution handelt. Jedoch hat sie besondere einschrinkende
Eigenschaften.
Fiir Vektoren der Form ¥ = 3, ¢;®(z;)Q mit komplexen Koeffizienten
¢ (j=1,...,n) gilt

0< (U, ) = e (z; —z),
.k
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d.h. die Funktion W (x) ist so beschaffen, daf jede quadratische Matrix M
mit Elementen M, = W (z; — x;) positiv definit ist. Funktionen mit dieser
Eigenschaft heiflen vom positiven Typ. Was folgt fiir W (p) 7 Offenbar gilt

/d4p ‘ cheip:rk

Da man durch Summen der Art Y cpe % jede stetige Funktion f(p) ap-
proximieren kann, lautet die Bedingung an W (p):

2 .
W(p) == ZEjCkW(QTj — xk) Z 0.
J.k

/ 'V (p) |/ () > 0.

Anders ausgedriickt!?*: d*p W (p) ist ein positives Maf. Nun gilt (ohne Be-
weis): Jedes Li—invariante positive Maf d*p W (p) auf V. hat die Struktur

W(p) = ad(p) + () [ do(m) 06150~ m?) (a2 0)
0
Hier ist do(m) ein positives Maf} in der Variablen m, der Masse. Der Triiger
dieses MaBles sind die moglichen Massen der Zustinde ®(f)€2. Ableitungen
der ¢-Funktion sind hierdurch ausgeschlossen.

Man nennt do(m) das Kéllen-Lehmannsche Spektralmafi der 2-Punkt-
funktion, kurz KL-Maf}. Indem wir an die bekannte 2-Punktfunktion

Aoeam) = 20)* [ alpO0)o(p2 - mt)e

des freien Skalarfeldes erinnern, konnen wir abschlieend schreiben:

(Q,®(x)®(y)Q) = a+ /000 do(m) Ay (x —y,m)

(Kéllen-Lehmann-Darstellung). Bemerkungen:

1. Ist © der einzige translationsinvariante Zustand (d.h. der einzige Zu-

stand ohne Energie und Impuls), so folgt aus der Eigenschaft a > 0,
daB (Q, ®(x)Q2) # 0 gilt, ndmlich

a =2 (@)Q)P.

124Djese Aussage ist in der Mathematik als der Satz von Bochner bekannt.
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Fiir jede Theorie, symmetrisch unter ® — —®, bedeutet dies eine spon-
tane Symmetriebrechung, d.h. es gibt dann keinen unitdren Operator
U mit

Ud(2x)U ' = —(2) und UQ =0Q.

Ein skalares Feld ® mit ¢ > 0 nennen wir ein Higgs-Feld.

. Ist ®(z) ein freies Feld der Masse M, also (O + M?)® = 0, so gilt

a=0 und  do(m)=dmo(m— M).

. Ist ®(z) ein wechselwirkendes Feld (mit @ = 0) und M die kleinste
Masse im Spektrum, so erwarten wir (bei Abwesenheit von Masse-
0-Teilchen) eine Massenliicke zwischen M und 2M (der Schwelle fiir
Mehrteilchenzustéinde). In dieser Situation folgt eine Darstellung der
Art
(@020 =2 (Aslo =30 + [ dotm) Asto —om))
(477)
wobei die positive Konstante Z durch die Art der Wechselwirkung be-
stimmt wird und in der Storungstheorie oft divergente Terme erzeugt.
Jedes Feld \®(z) (A € R) erfiillt eine dhnliche Relation. Unter den
Vielfachen zeichnet man dasjenige Feld aus, fiir das Z = 1 gilt und
nennt es das renormierte Feld. Es gilt somit

Bren () = 27120 (),

wobei man Z die Renormierungskonstante des Feldes nennt!?.

9.2 Die Notwendigkeit zu renormieren

Der Lagrange-Formalismus zusammen mit der kanonischen Quantisierung
legt eine kanonische Normierung des Feldes ®(x) fest:

[@(2), @ (y)]ar—yo = i0°(x — ). (478)

Im allgemeinen wird das so bestimmte ®(z) nicht mit ®,e,(x) iibereinstim-
men, d.h. eine Renormierung wird notwendig. Wir wollen zeigen, daf} die Re-
normierungskonstante Z durch das KL-Maf} ausgedriickt werden kann. Dazu

125Tn der #lteren Literatur wird der Vorgang Wellenfunktionsrenormierung genannt.
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setzen wir voraus, daf} ®(z) eine 2-Punktfunktion der Form (477) besitzt. Sie
fiithrt uns auf die Formel

(2, [@(z), @(y)]Q?) = iZ (A(“’” —y M)+ /2

h do(m) Az —y, m)) , (479)

M

denn der Ubergang zum Kommutator auf der linken Seite bewirkt eine Er-
setzung A, — 1A auf der rechten Seite. Schliefllich nutzen wir, daf}

Az, m) g0 = —0%(x)

unabhéngig von der Variablen m ist:

oo

(@80, I =17 (14 [ dotun) ) 8- v).

M

Dies ist konsistent mit (478), wenn

Zt=1 —|—/ do(m)
2

M

gilt. Fazit:

Allgemein gilt 0 < Z < 1, und es ist Z = 1 nur dann, wenn ®(z)
ein freies Feld, also do(m) = 0 ist. Es gilt Z = 0 immer dann,
wenn [ do(m) = co. Dies ist der Normalfall.

Falls Z # 0 ist, erfiillt das renormierte Feld eine kanonische Vertauschungs-
relation der Art

[®ren (), d)ren(y)]xo:yo =iZ7 '3 (x—y). (480)

Ist jedoch Z = 0, so verliert die Relation ihren Sinn. Da dies die norma-
le Situation charakterisiert, ist unser Vertrauen in die kanonische Quanti-
sierung schwer erschiittert. Moderne Feldquantisierung sucht deshalb neue
Wege (Methode der Pfadintegrale).

Eng verbunden mit der Zweipunktfunktion ist der volle Feynman-Propagator
(Q,TO(2)®(y)2) = iAp(z —y).

In der Storungstheorie entspricht er einer unendlichen Summe von Feynman-
Graphen, deren genaue Gestalt von der konkreten Theorie abhéngt. In jedem
Fall beginnt die Reihe mit dem ‘ungestértem’ Prapagator:
iAG(r —y) = iAp(z —y, My) + Terme hoherer Ordnung
= (Q,TPein(x)Pein(y)2) + Terme hoherer Ordnung
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wobei My die Masse des freien Feldes @i, () ist. Wir konnen aber auch eine
Integraldarstellung unter Benutzung des KL-MaBles und der Formel (479)
finden:

(.78, 22 = 7 (Anlo =5 M)+ [ dotm) S = o))

2M (481)

Es gibt a priori keinen Grund, warum die Masse M mit M, iibereinstimmen
sollte. Jedoch ist M durch M, festgelegt und wird als die physikalische oder
renormierte Masse interpretiert. Die Masse M, hingegen ist ein geeignet zu
wihlender Parameter der Theorie und heifit die nackte oder unrenormierte
Masse. In jeder Ordnung der Stérungstheorie mufl die nackte Masse neu
bestimmt (angepasst) werden, damit M den beobachteten Wert bekommt.

Dem renormierten Feld @, (z) ist ein renormierter Propagator zugeord-
net, der durch das KL-Maf} ausgedriickt werden kann:

AR (z) = Ap(x, M) + /OO do(m) Ap(z,m).

2M

Mit Hilfe einer Fourier-Zerlegung
Ap(e) = (2m) ! [alge o Ao

folgt die Darstellung

5P = ot [

g% — M? 440 v @2 —m2+i0’

jedoch sinnvoll nur dann, wenn die Bedingung

[F)

v m?

erfiillt ist. Ist sie verletzt, so versagt die naive Definition des T-Produktes (der
Zeitordnung). Wir wollen zu diesem Zweck die analytischen Eigenschaften
von A%"(¢?) untersuchen und schreiben deshalb

A (q) = F(q? + i0)

F(z) = ! + /200 do(m) (z € C, Rez #0).

z— M? w2 —m?
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Die Funktion F(z) erfiillt die Bedingung F'(2*) = F(z)* und ist analytisch in
der komplexen Variablen z mit Ausnahme der reellen Punkte z = M? (Pol)
und z > 4M? (Schnitt):

% AM?

Wie im Fall des freien Propagators hat der Pol das Residuum 1 als Konse-
quenz der Renormierungsbedingung. Aus der Zerlegung

1 P
TTi0- 1 Fimd(t) (t € R, P = Cauchyscher Hauptwert)

folgt mit ¢ = p> — M? ein Ausdruck fiir die Diskontinuitit von F(z):

F(p* —i0) — F(p* +i0) = 2mi (5(}92 — M?) + /2; do(m) §(p* — m2)>

Die Fourier-Transformierte der (renormierten) 2-Punktfunktion W (z) hat die
Gestalt

) = )00 (3062 M)+ [ do(m) 662 - i) )

und fiihrt zu dem Zusammenhang

(2m)" W (p) = iO(p°)(F(p* +i0) — F(p* - i0)).

In Worten: Die 2-Punktfunktion ist durch die Diskontinuitit von F(z) ent-
lang der reellen Achse bestimmt. Addieren wir zu F(z) eine Polynom P, (2)
der Ordnung n mit reellen Koeffizienten,

F'(z) = F(2) + P,(2),
so gilt weiterhin F'(z*) = F'(2)* und
(2m)' W (p) = iO@")(F'(p* +i0) — F'(p* = i0))..

Dies bedeutet, da§ A% (q) = F'(¢*+i0) eine zuliissige Definition des Feynman-
Propagators darstellt, die lediglich eine andere Interpretation des T-Produktes
beinhaltet. Die so gewonnene Freiheit ist das Hilfsmittel zur Gewinnung eines
wohldefinierten Ausdruckes fiir A" (q) in Situationen mit [ do(m)m=2 = oc.

Wir studieren beispielhaft die Situation

/da(m)m2 =00 aber /da(m)m4 < oo
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und wéhlen zunéchst einen cut-off A:

F(2)s = 1 +/2A do(m) .

z— M? v 2 — m?

Mit einem Polynom 0-ter Ordnung

P =on= [ dotmm?

M

und der Definition F'(2) = limy_,(F(2)s + ap) finden wir

F) = g [ dotm) (=
z) = o(m - —
z— M? oM z—m? m?
1 /°° do(m)
— . —|— 2z -~ 7
z— M? onr M2(z — m?)
und somit den renormierten Propagator

< 1 A do(m
A0 = )

@2 — M2 +40 v m2(g? —m?+140)

Das Integral auf der linken Seite ist nun konvergent. Es ist klar, dafy a, keinen
Limes besitzt: a., ist eine weitere unendliche (additive) Renormierungskon-
stante der Theorie.

9.3 Massenrenormierung

Die nackte Masse M taucht in der Darstellung des renormierten Propagators
nicht mehr auf. Der Verdacht liegt nahe, daf§ sie nur in der Stérungstheorie
eine Bedeutung erlangt. Diese Auffassung ist jedoch falsch, wie wir nun de-
monstrieren wollen. Wir bendtigen hierzu ein paar allgemeine weitergehen-
de Annahmen: Das unrenormierte Feld ®(z) geniige einer Feldgleichung der
Form

(O + Mg)®(x) = J(x)
und kanonischen Vertauschungsrelationen
[@(x), ®(y)]somyp = i6*(x —y),  [J(2), ®(y)]aoy0 = 0.

Die Annahmen wéiren etwa erfiillt fiir das Modell einer ‘effektiven’ Pion-
Nukleon-Wechselwirkung mit J = givy51).
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Es sei wie im vorigen Abschnitt do(m) das KL-MaBl des renormierten
Feldes @y, (z) = Z71/2®(x). Also:
(2, [J(2), 2(y)]2)
=iZ(M{ — O) <A(x —y, M) +/
2

" dom) Ao~ y.m))

oo

=2 (M3 = )2 =y b) 4 [ dotm) (0 = ) A = ) )

M

und somit
(Q, [®(z), Ci)(y)]Q)xo:yo

=iZ (Mg - M? + /2; do(m) (Mo — m2)> Bx—y).

Wegen [J(2), ®(y)],o—y0 = 0 gilt

MUQ—MQ—F/ do(m) (Mg —m?*) =0

2M

oder, anders geschrieben,

, M? + [7 do(m) m?
My = = (482)
1+ [, do(m)

Fazit:

Es gilt My > M und My = M nur dann, wenn ®(x) ein freies
Feld, also do(m) = 0 ist. Es gilt My = oo immer dann, wenn
[ do(m)m? = cc. Dies ist der Normalfall.

Unsere Behauptungen folgen aus der Ungleichung:

/ do(m)m? > (2M)? / do(m) > M / do(m) .
2M 2M 2M
Eine Massenrenormierung ist somit unvermeidlich. Die Formel (482) hat noch
einen interessanten Aspekt. Denn das KL-Spektralmafl wird nach Normie-
rung zu einem W-MafB!2® und Mg zu einem Erwartungswert beziiglich dieses

W-MaBes: Mg = (m?).

126 Wahrscheinlichkeitsmaf
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9.4 Die Vakuum-Polarisation

Wir untersuchen nun die Struktur des Photon-Propagators in der QED. Die
storungstheoretische Entwicklung

benutzt einen Ausdruck fiir den freien Propagator, der, wie friiher erlautert,
von der Wahl der Eichung abhingt. Wir wéhlen hier die Gupta-Bleuler-
Eichung, so daf} der freie Propagator im Impulsraum die sehr einfache Form
—ig" (k? +i0)~" annimmt. Die obige Entwickung zeigt, daf der volle Propa-
gator dann die Struktur

(Q, TA*(2) A" (y)Q)
B . B _' IJV _ig‘U/O' _igTV
— 0 [ ket (9 I, (k
(2m) / ¢ 210 a0 P e

- o il 1 (k)
— (2 4 d4k ik(z—y) tg
(2m) / ‘ 10 (k21 i0)

besitzt, wobei die Strukturfunktion

I"(k) = 211" (k) + e* Iy (k) + ...

im Rahmen der Storungstheorie zu bestimmen ist. Sie ist die Fourier-Transformierte

der Stromkorrelationsfunktion, d.h.
QTP ) = 207 [ dhe ), sy
wie aus der Feldgleichung O A*(z) = j#(x) und

0, 0,(2 TAH (@) A (5)Q) = (2m)" / ke eV (g2 4 ()
= g 0,0M )+ (T ()5 (5)Q)

folgt. Der erste Term auf der rechten Seite ist ein Effekt der Zeitordnung.
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Die Analyse beginnen wir mit der Killen-Lehmann-Darstellung der 2-
Punktfunktion

(Q, (@) (1)2) = (¢0 — 9"2) / " do(m) Ay (z— g, m).

Hier haben wir die Stromerhaltung 0,j#(z) = 0 berticksichtigt. Allgemein
gilt:
FEin Goldstone-Teilchen (der Masse Null) tritt auf, wenn das KL-Majf§ einen

Anteil der Form ad(m)dm enthdlt. In der QED liegt diese Situation mit Si-
cherheit nicht vor. Ein solcher Anteil im KL-Maf verhindert, daf

(2, 5*(2)3" (y))

fiir raumartige Abstinde x—y exponentiell abklingt, mit der Konsequenz, dafs
die Erhaltungsgrofle

Q= [ @@

nicht existiert: Das Integral konvergiert nicht. Ist j*(x) ein Noether-Strom
der klassischen Lagrange-Funktion, so existiert die unitire Gruppe U(a) =
exp(iaQ) der quantisierten Theorie nicht. Das Goldstone-Teilchen verhin-
dert somit, daf$ die Symmetrie der Lagrange-Funktion unitir implementiert
wird, und wir sprechen von einer spontanen Symmetrie-Brechunyg.

Wir gehen davon aus, dal die Goldstone-Situation nicht vorliegt. Zur Be-
stimmung des KL-Mafles geniigt in diesem Fall das Studium des Skalars

Wiz —y):=—(Q,j"(2)j.(y)Q2) =3 /000 do(m)m?*A, (z —y,m). (484)

In der Ordnung e haben wir nur j# = e : ¢y*¢: zu setzen, wobei ¢ das freie
Elektronfeld zur Masse M ist. Eine leichte Rechnung fiihrt auf den Ausdruck

W(z) = e*Spur (W*Sy(x, M)y,Sy(—z, M))
= 8¢’ (2M*A4(z, M)* = 0,A4 (x, M)I" Ay (z, M)) .

Obwohl A (z, M) eine Distribution ist, sind ihre Potenzen wohldefiniert, im
Gegensatz zu Ap(x, M). Grund: A, (z, M) ist Randwert einer analytischen
Funktion in der Variablen 2. Mehr noch, es existieren Produktformel, von
denen wir hier zwei bendtigen:

oc )\(m%,mgamQ)
Atam)dyam) = [ an 2T

m1+ma

A-|—(1‘7Tn)
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aMA+ (ZE, ml)aMA-l- (1‘7 m?)
/OO 2 2 )‘(mfam%amQ)

dm (m3 +mj —m?)
My tma ! 2 4m(2m)?

wobei wir die Funktion
Ma,b,c) = a* + b* + ¢* — 2ab — 2bc — 2ac

eingefiihrt haben. In unserer Situation gilt m; = my = M (=Elektronmasse):

_4M2
Aw P = [ SN )
2 4M2
A (1, M)A, (2, M) = / dm(2M2 w) Y I (m)
2M 4(2m)?
und folglich
e [ vm?2 — 4M?
= 7 am2ar? — )Y M |
W) = 5 [ am @0 = mt) S A (o)
Ein Vergleich mit (484) liefert das KL-Spektralmaf}
2 M?
dotm) = 32 (14200 ) (et = 022 (155)
T

in der Ordnung o = €*/(47). Aus der Mathematik haben wir das Symbol

a_{xo‘ fiirz > 0
i =
0  sonst

entlehnt. In der Ordnung « ist die 2-Punktfunktion des elektromagnetischen
Stromes ein wohlbestimmter Ausdruck. Wir nutzen diesen Ausdruck nun, um
die Feynman-Funktion

(2, T5"(2)7" ()€

zu finden. Die naive Vorschrift — Ersetzung A, — iAp — versagt aber, weil

das Integral
/ do(m)
k? —m? 40

logarithmisch divergent ist: es verhidlt sich wie foo dm/m. Wie friither be-
schrieben, hilft die Ersetzung

/ do(m) . 12 / do(m)
k? —m? 4+ 40 m?(k? — m? +i0)
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Ein Vergleich mit (483) zeigt, daf

o(m)
— m? +10)

d
" (k) = —i(g"™k? — k"EY)K? / e (486)

die korrekte Darstellung in der Ordnung « ist.

9.5 Korrektur zum Coulomb-Potential

Aus I*(k) folgt fiir den Photon-Propagator bis zur Ordnung « im Impuls-
raum der Ausdruck

, 1 > do(m)
gk 4
"9 <k2+i0+/2M m2(k2—m2+z'0)) (487)

wobei wir einen Term proportional zu k*k" bereits weggelassen haben. Seine
Anwesenheit bedeutet, daf§ wir die Gupta-Bleuler-Eichung verlassen haben.
Da das Photon an einen erhaltenen Strom koppelt, ist ein solcher Term irre-
levant. Der Anteil, der proportional zu ¢*” ist, wird zum effektiven Photon-
Propagator.

Dem korrigierten Photon-Propagator (487) entspricht eine Korrektur des
Coulomb-Potentials 1/r durch die Vakuumpolarisation:

Vi) =1+ /2 T do(m) e (488)

v m? r

Fiir r > M~' (Compton-Wellenléinge des Elektrons) ist das Integral auf der
rechten Seite vernachléssigbar. Deshalb ist selbst im Bereich des Bohrschen
Radius

aponr = (M) ™" ~ 137 M ™!

die Korrektur gering. Ernst genommen, fiihrt sie zu einer Absenkung des Po-
tentials —Za/r und der Grundzustandsenergie fiir Atome der Kernladungs-
zahl Z. Die Energieverschiebung AE berechnen wir geméfl den Regeln der

Storungstheorie:
e8] d —mr
AE:ZQ/ olm) e,
oy M r

wobei wir mit (-) den Erwartungswert im Grundzustand c - exp(—ZaMr)
bezeichnen. Wir finden so

<67mr > f(]oo rdr e*(m+2ZaM)r ZaM
= & o 2ZaMr 2
r fU ridre o (1"' 2Z7ZM)

= 4(ZaM/m)*m + O((Za)) .
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und deshalb

AE = 4(Za)* M? /oo do(m)

orr M

+ O(a(Za)?) .

Das hier auftretende Integral 148t sich geschlossen losen: Es hat den Wert
a/(15mM), so dafl das Resultat lautet:

AE = 1;iﬂa(Zoz)‘lM + O(a(Za)®) .

Diese Energie ist sehr klein verglichen mit der Bindungsenergie

E= (1— 1—(Za)2>M: (Za)2M + O((Za)?) .

1
2
Wir erhalten so AE/E = (8/15)(a/7)(Za)? = 6.6 - 10~® (Z = 1). Die Ener-
gieverschiebung AFE ist auch klein verglichen mit der Feinstruktur-Aufspal-
tung (~ (Za)*) und der Hyperfeinstruktur-Aufspaltung (~ a(Za)?). Selbst
bei der Berechnung des Lamb-shifts spielt die Vakuum-Polarisation eine un-
tergeordnete Rolle: Von den insgesamt 1057 MHz (25, — 2P, /, im H-Atom)
entfallen auf die Vakuum-Polarisation nur —27 MHz.

Merkbare Korrekturen erwarten wir erst, wenn das Coulomb-Potential
bei sehr kleinen Abstédnden getestet wird. In der Atomphysik erwarten wir
merkbare Effekte fiir Za &~ 1. Dann ist aber bereits das Potential-Modell der
Dirac-Theorie ungiiltig geworden.

Unsere Ergebnisse haben noch einen anderen Aspekt, der unter dem Titel
running coupling constant bekannt geworden ist. Das Potential —Za//r ist
durch ein Potential ersetzt worden, dessen Fourier-Transformierte wir auf
zwei Weisen schreiben konnen:

1 * do(m) 1 o 1
—Za | — =—Zak") = .
a<k2+/2M m? k2+m2> o )k2

Rechts haben wir die Feinstrukturkonstante als eine Funktion von k? ein-
gefiihrt, so da§ der bekannte Wert o =~ 1/137 fiir k? = 0 erreicht wird; denn

os gilt
a(k2) = a(0) <1+k2/2°° do(m) __1 ) |

M m2 k2 + m2

Es folgt a(k?) > a(0). Um zu einer lorentz-invarianten Schreibweise zu kom-
men, ersetzt man k? durch den Impulsiibertrag —%2 > 0:

a(—k2) = a(0) <1+k2 /; d‘jgf) k2_1m2> |
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Die hier eingefiihrte Energie-Abhéingigkeit von « ist jedoch sehr gering:

a(0) < a(—k?) < a(cc) = a(0) (1 + 1—36a(0)> :

Analog verfihrt man in héheren Ordnungen der Stérungstheorie. Bedenken
wir jedoch, dafl es aufler dem Elektron noch viele andere geladene Elementar-
teilchen gibt, so wird klar, dal langwierige Rechnungen notwendig sind, um
die wahre Form von a(—#k?) zu finden. In der Hochenergiephysik benotigt
man Werte von a(—k?) mit —k? im Bereich 1-100 GeV. Ein typischer Wert
ist a(m?%) ~ 1/128.

9.6 Die Selbstenergie des Photons

Wir erinnern an die Korrelationsfunktion des elektromagnetisches Stromes,
QT ()2 = @) [ dike M),

die wir grafisch veranschaulichen:

& —I"™(k) = i(g"™k* — k*E")I(K?)

Der linke Graph steht gleichzeitig fiir eine unendliche Summe von Feynman-
Graphen. Lassen wir Vakuum-Graphen aufler acht, so ist jeder einzelne Feyn-
man-Graph zusammenhéngend, d.h. seine Teile sind immer durch innere Li-
nien verbunden. Wir nennen einen Graphen irreduzibel, wenn er nicht durch
Zerschneiden einer inneren Linie in zwei unzusammenhéingende Teile zerfillt.
Anderenfalls heifit er reduzibel. Die Summe aller irreduziblen Graphen soll mit

& —0* (k) = i(g"™k* — k*EY)TT(K?)

bezeichnet werden. Dann gibt es eine Entwicklung der folgenden Art:

Q-0 D+ PBD +
@ + @O
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In Formeln:

() =~ )+ (T (8) 52 (- ()

Hiermit folgt eine einfache Beziehung
I(k?*) = TI(k*) + IL(K*)I(K?)
zwischen den skalaren Funktionen mit der Auflésung

I1(k?)

1) = T

(489)

Der effektive Photon-Propagator

—ighv
P LTI =

—igh”

k? — k211(k?) + i0

erhiilt so eine suggestive Form: Anstelle des Terms m? im Propagator steht
hier k?T1(k?). Man nennt I1(k?) die Selbstenergie-Funktion des Photons.

Aus (486) folgt, daBl in der Ordnung « die beiden Funktionen II(k?) und
I(k?*) zu identifieren sind:

o(m)
—m?+i0)’

M(K) = I(k?) = kQ/mQ(de

wobei das KL-Spektralmafl durch (485) gegeben ist. Fiir grole Werte von
k2| gilt |I(k?)| ~ |k?|, und die Entwicklung nach o wird unbrauchbar. Das
Verhalten bei kleinen Werten von |k?| haben wir jedoch gut im Griff:

Der volle Propagator des Photons besitzt einen Pol bei k* = 0 mit
Residuum 1. Denn es gilt T1(0) = 0 bis zu beliebigen Ordnungen der
Storungsrechnung. Die QED gibt dem Photon keine Masse.

Bemerkenswert ist das Verhalten von I1(k?) im Bereich k? < 0. Die Funktion
I1(k?) ist dort reell positiv, wichst monoton und verhélt sich wie log(—k?/M?)
fiir k* — —oo. Mit Sicherheit wird der Wert II(k?*) = 1 fiir ein kritisches
k* = k? erreicht. Wegen (489) hat I(k?) eine Singularitiit an dieser Stelle, die
wir aus physikalischen Griinden dort nicht erwarten. Fazit: Spétestens bei
dem kritischen Impulsiibertrag k? versagt die Storungsrechnung der QED.
Anders ausgedriickt, die Kopplungskonstante a(—k?) nimmt im Bereich von
k% zu groBle Werte an. Wir erwarten, dafi —k? > M? ist (M=Masse des
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Elektrons), was sich leicht bestétigen 148t; denn die Bestimmungsgleichung
fiir k2 lautet

2 > 1+2 M)?
_O‘kz/ dmwﬁnﬂ—éﬂ\/[?:l,
2

3 M m?(k2 — m?)

was sehr gut durch (a/(37))log(—k?/M?) = 1 approximiert werden kann.
Dies ergibt die Abschéitzung

_kg/MQ — 637T/Oz ~ 61291 ~ 10560 ]

Anmerkung: Der scheinbare Pol von I(k?) im Bereich k% < 0 wird Landau
ghost genannt.

9.7 Lamb Shift

Fiir ein gebundenes Elektron im Kernfeld
A%ern(‘r) = —guo

sind die moglichen Energieniveaus durch die stationdren Lésungen der Dirac-
Gleichung

(i) —m — eAgem) =0

gegeben. Dariiberhinaus wechselwirkt das Elektron mit dem quantisierten
Strahlungsfeld A#(x):

(i) —m — edxem — ) = 0.
Die Auswirkungen hiervon sind gering, weil der Mittelwert verschwindet:
(Q, A (2)Q2) = 0.
Dennoch existieren Vakuumfluktuationen, die sich in der 2-Punktfunktion
(€, A*(2) A" (y)Q2) = —g"" Dy (x — y)

duBern. Aquivalent: Man deutet Q als den Zustand des ruhenden (weil schwe-
ren) Kerns und setzt

(2, A*(2)Q) Akern (7)
(Q, A (2)A"(Y)Q) = Ao (T) Akern(y) — 9" Dz —y) .
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Mit dieser Interpretation behélt die Dirac-Gleichung ihre iibliche Gestalt:

(@) —m—efd)y =0,

Klassisch gesehen, veranlassen die Fluktuationen des Strahlungsfeldes das
Elektron zu einer Oszillation entlang seiner Bahn. Quantenmechanisch fiihrt
dies zu einer Korrektur der Bindungsenergie, Lamb shift genannt.

Um rechnen zu konnen, ist es dennoch nétig zu einer Beschreibung mit
auferen Feldern zuriickzukehren, im Sinne einer Approximation:

«a e

(ilp_m_eAeH_CUﬂVFIl(LZrn)wZO; CZ%@,

wobei Ff, = VAL, — O*AY,.. gesetzt wurde. Man sieht: Der Term, der
F  enthélt, beschreibt die Wechselwirkung des anormalen magnetischen
Momentes des Elektrons mit dem Kernfeld. Im folgenden werden wir diesen
Beitrag vernachléssigen.

Entscheidend ist die Konstruktion des effektiven Potentials A% durch
Feynman-Graphen (die gerichteten #ufleren Linien beschreiben Elektronen

mit den Impulsen p, p’ und Impulsiibertrag ¢ = p — p'):

Agﬂ'(q) ‘Zlﬁ}t(ern(q)
P P _ p P

In Formeln: . )

A (a) = (F1(¢%) + 1(¢°)) Afern (a)
d.h. der punktformigen (strukturlosen) Ankopplung von A entspricht der
Ankopplung des Kernfeldes unter Beriicksichtigung der Vertex-Korrektur F}
und der Vakuumpolarisation I. Da der Bohrsche Radius grofl gegeniiber der
Comptonwellenlénge des Elektrons ist, begniigen wir uns mit einer Ndherung
fiir kleine Werte von —¢* > 0 (X ist eine fiktive Photonmasse):

« m 3
R(®) = 1+ 33 (logx - g) ¢’
Q 2
157rm2q ’

Damit folgt:

« m 3 1
Agﬂ(‘r) = A%ern(l‘) - (10g X - g - g) DAL}L{ern(‘T) :

3mm?2
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Diese Formel gilt imgrunde fiir jedes duflere Potential. Im Fall des Kernpo-
tentials finden wir speziell

OA%...(x) = —AA%L

Kern Kern

(2) = Zed® (x) g™

also

7Z 470 1

Virl) 1= —eAla(o) = = 2% + 70 (log Y = £ = 1) )
Die Abhéngigkeit von der Photonmasse A ist unbefriedigend. Sie ist ein Zei-
chen dafiir, dafl ein weiterer Beitrag zum effktiven Potential fehlt, der Beitrag
der weichen Bremsstrahlung (Abstrahlung weicher Photonen). Eine genaue
Analyse zeigt, dafl die Beriicksichtigung dieses Beitrages sich so auswirkt, als
ob in den obigen Formeln A den Wert (Za)*m hat. Ein weiterer Kritikpunkt
ist, da8 die Entwicklung nach kleinen ¢? unzuliissig ist, weil die relativisti-
sche Wellenfunktion des Grundzustandes singulir im Ursprung ist'?” und
deshalb der Erwartungswert von 6%(x) im Grundzustand nicht existiert. Fiir
den nichtrelativistischen Ausdruck der Wellenfunktion existiert dieser Erwar-
tungswert.

Die o-férmige Korrektur zum Kernpotential ist nur wirksam fiir s-Zusténde;
denn nur dann ist ¢(0) # 0. Die Entartung der Dirac-Niveaus (die Zusténde
2512 und 2P /5 haben die gleiche Energie) wird damit aufgehoben: Das 251 /-
Niveau erscheint um AFE erhoéht, wobei:

1

(Za)* <210g(Zoz)1 - g - g) = 1050 MHz (fiir Z = 1).

mao

AFE =
o

Der Wert 1/5 in der Klammer ist der Beitrag der Vakuumpolarisation. Ge-
nauere umfangreiche Rechnungen ergaben

1057,864 + 0,014 MHz (Mohr 1975).
Der experimentelle Wert liegt bei
1057,862 + 0,020 MHz (Andrews, Newton 1976),

so daf wir von einer ausgezeichneten Ubereinstimmung sprechen kénnen. Die
Rechnungen sind leider iiberschattet von der Schwierigkeit, die anfallenden
Infrarotprobleme in einer iiberzeugenden Weise zu l6sen.

Es sei erwihnt, daff das 2P, o-Niveau eine (wenn auch geringe) Korrektur
seiner Energie erfiahrt, und zwar durch das anormale magnetische Moment
des Elektrons.

12"TNamlich wie 1/r® mit s = 1 — /1 — (Za)2. Siehe hierzu Itzykson/Zuber: Quantum
Field Theory, Seite 79.
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9.8 Die 2-Punktfunktion eines Dirac-Feldes

Auch fiir ein Dirac-Feld v (z) existiert eine Spektraldarstellung der 2-Punkt-
funktion mit einem Kéllen-Lehmann-Maf} du(m):

QU@TD = [ dulm) P+ m)As (- yom). (190)
Obwohl die Variable m in dieser Darstellung positive wie negative Werte
annehmen kann, ist weiterhin der Absolutbetrag |m| die ‘physikalische Masse’
von Zustéinden der Form ¢ (f)€. Es stellt sich die Frage nach dem Sinn des
Vorzeichens von m. Man erkennt aber sofort: Eine chirale Transformation
) — st fithrt du(m) in dp(—m) iiber. Die Transformation ist mit Sicherheit
nicht unitir implementierbar (die Theorie ist nicht chiral symmetrisch), wenn
dp(m) # du(—m).
Unter den Bedingungen

co(m— M) falls =M <m <M

stetig falls |m| > M (491)

dn(m)fam = {
und ¢ # 0 beschreibt das Dirac-Feld v)(z) ein Teilchen der Masse M. Das
Massenspektrum besteht somit aus einem J-férmigen Beitrag und einem Kon-
tinuum. In der QED ist M die Masse des Elektrons, wihrend das Kontinuum
Zusténden entspricht, in denen das Elektron von Photonen begleitet wird.

Das Feld heifit renormiert, wenn ¢ = 1 gilt. Das renormierte Feld besitzt
daher die 2-Punktfunktion

(0TI = Sl =y M) + [ dulm) Sy (o~ y,m)
>
mit Sy (z,m) = (id+m)A(z, m), wobei das Zeichen > am Integral andeutet,
daB nur iiber den Bereich |m| > M integriert wird. Von hier aus gelangen
wir zum Propagator

_ d4 . -
Sp(a =9, M) = i@ TU@IR) = [ 55 e 50
in bekannter Manier:
- 1 1
Sr(p) = J= M+ 0 +/ dp(m) p—— (492)

Oder, in einer anderen Schreibweise:

5. .. p+M

5e(p) pom

SR L P . L
p2—M2+i0+/> Hm) 0
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Eine Renormierung (Subtraktion einer unendlichen Konstanten) kann auch
hier notwendig werden, wenn das links stehende Integral nicht konvergiert.

Eine vollig andere Darstellung des Propagators wird durch die Stérungs-
theorie (z.B. der QED) nahegelegt, ndmlich

) 1 o~ 1 L
Sr0) = = * ;m [E(p)M] ’

wobei die 4 x 4-Matrix ¥(p) als Summe aller renormierten und irreduziblen
Selbstenergie-Feynman-Graphen anzusehen ist. Die Summe kann auch ge-
schlossen dargestellt werden:

Sp(p) = (F—M+i0)""[1 = S(p)(§ — M +i0)7"]™"
= [(1-S@)@-M+i0)"}@g - M +i0)]
= [f—M+i0-%(p)]"

oder

Sp(p)™' =p — M +i0 - X(p)

mit X(p) als sog. Selbstenergiefunktion (kurz Selbstenergie) des Dirac-Teilchens.
Aus der fritheren Darstellung (492) folgt, dal X(p) die folgende allgemeine
Form haben mu$f:

S(p) = a(p”)# + b(p?).
Hier sind a(z) und b(z) reell-analytische Funktionen'?® einer komplexen Va-
riablen z € C\[M?, oo]. Man renormiert in der jeder Ordnung der Stérungs-
theorie die Selbstenergie so, daf sie an der Stelle p?> = M? verschwindet, d.h.
man verlangt

a(M?) = b(M?) =0,

dquivalent zur Forderung

(# — M)Sk(p) =1

p2:M2

In diesem Fall heifit M die renormierte Masse. Wir wollen zeigen, daf} diese
Bedingung auch fiir die Darstellung (492) erfiillbar ist, sofern wir auf der
rechten Seite eine geeignete Konstante C' hinzufiigen:

~ 1 1
SF(p):C‘Fm‘FLdu(m)m-

128Fine Funktion f : C — C heift reell, wenn f(z) = f(z) gilt.
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Sie wird so bestimmt, da8 fiir p? = M?
p+m
- M d - ] =
(¥ )(C’+/> wu(m) VR 0

gilt, was wegen

#-=M)F-m) = F—M)F+ M)+ - M)(m- M)
= p' =M+ (p — M)(m — M)
(# — M)(m — M)

auf den Ausdruck

1
m+ M

m— M
C= />dﬂ(m) Yo >du(m)
fiir die Renormierungskonstante fiihrt.

9.9 Weitere Renormierungskonstanten des Dirac-Feldes

Das kanonische (nichtrenormierte) Dirac-Feld 1g(x) 148t sich aus dem renor-
mierten Feld () zuriickgewinnen. Dazu betrachten wir den Erwartungswert
des Antikommutators'??:

o0

Q@) ) =i [ dulm) S@w—yom). (199

wobei S(z,m) = (i@ + m)A(x, m). Aus
A(z,m) =0, Alz,m) = —6°(x) fir  2°=0

folgt

oo

(@) D) Do =1"x—y) [ dutm). (499

— 00

Wir nehmen an, daf8 ¢)(z) = Z'/?¢(x) die kanonischen Antivertauschungs-
relationen

{0(2), Y5 (y) Faomyo = 6°(x — y)
erfiillt, gleichbedeutend mit

{"7/}0 (1‘)7 "7/;0 (y)}xozyo = 7063 (X - y) :

129Tatséchlich ist hierfiir ein Beweis nétig. Man benutzt die CPT-Invarianz, um (493)
aus (490) abzuleiten.
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Ein Vergleich mit (494) lehrt, daf

77 = [ adptm) = 1+ [ auom)

[e%¢) >

gilt. In der Situation f> du(m) = oo ist Z = 0, und wir wiren gezwungen, in
allen Zwischenrechnungen einen cut-off zu benutzen.

Wir betrachten beispielhaft die QED. Die nichtrenormierten Felder geniigen
der Feldgleichung

(i@ — Mo)ipo(x) = eqdo(w)bo () - (495)

My =nackte Masse, eg =nackte Ladung, Ap(z), () =kanonische (nicht-
renormierte) Felder. Ahnliche Gleichungen gelten in anderen Eichtheorien.
Durch Anwendung des Dirac-Operators i — M, auf

(Lol o)) = iZ [ dulm) S = y.m).
folgt mit Hilfe von (495):
eo(S {Ao(a)o(a). o)} ) = i2 [ dlm) (19 = Mo)S (o = y,m).

Es gilt (i — m)S(x, m) = 0 und deshalb
(i = Mo)S(z —y,m) = (m — Mo)S(z —y,m).
Wir finden so

o0

e0(, {Ao ()0 (), To(y)}Q)ao_ys = Z6%(x — ) / dyu(m)

— o0

Da die Felder A} (z) und ¢y(z) zu gleichen Zeiten miteinander kommutieren,
erhalten wir

{Ao () (), @o(y)}xo:yo = 40(55)53(3( -y)

und somit
o0

eo(Q, A (2))y, = Z/ du(m) (m — My) 1.

— o0

Da die fiinf Matrizen v,, 1 linear unabhéngig sind, folgt

(A% (2)2) =0 und /Oo dp(m) (m — My) = 0.

o0
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Die zweite dieser Bedingungen fiihrt zu einem Ausdruck fiir die nackte Masse:

Mo = [ du(m)m [ [ dyu(m)

Im Falle chiraler Symmetrie gilt du(—m) = du(m), also [ du(m)m =0, d.h.
M, = 0. Entweder beschreibt das renormierte Dirac-Feld ¢(z) ein Neutrino
oder ein Fermion-Dublett:

dp(m)

dm

=d(m — M)+ 6(m + M) + Kontinuum.

In dem Salam-Weinberg-Modell gelten die obigen Formeln nicht, weil dort
zu beriicksichtigen ist, daf} es eine Yukawa-Kopplung gibt und das Skalarfeld
einen Vakuumerwartungswert besitzt.

9.10 Die Fermion-Selbstenergie in niedrigster Ordnung
der QED

Es sei ¢(z) das Elektron-Positron-Feld und

@ TH@ID) =1 [ e iy

sein Propagator, fiir den wir eine Darstellung der Form

Se(p) = ()
P = M ri0  p-M1io PV Mt

haben, wobei S’ (p) in niedrigster Ordnung mit der Selbstenergie ¥(p) iiber-
einstimmt. Zugleich ist S} (p) jedoch der Propagator eines weiteren Dirac-
Feldes, ndmlich von

W(x) = (i — M)y (z) = ed(2)v(z). (496)

Zur Berechnung von S4(p) in der Ordnung e? setzen wir rechts in (496) die
freien Felder ein und erhalten so eine Faktorisierung:

(QTY (2)d' (y)Q) = € (QTA(2) A (y)) Y (A, T ()¢ (y)2) 7" .
Kurzgefait (mit Gupta-Bleuler-Eichung):

iSr(x) = *Ap(x,0)y*Sp(x, M)y, .
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Das links stehende Produkt zweier Propagatoren entspricht — in der Spra-
che der Feynman-Graphen einem Schleifenintegral (one-loop integral). Das
Produkt ist nicht definiert, das Integral divergent. Wir kehren deshalb zur
2-Punktfunktion S’ (z — y) = (Q,¢'(2)¢'(y)Q) zuriick, fiir die man in der
Ordnung e?

Szr(x) = _62A+(x7 0)y* S (z, M)’YM = 262A+(x: 0) (19 — 2M)A, (2, M)

erhilt. Vorteil: Produkte von A, -Funktionen und ihren Ableitungen lassen
sich elementar berechnen. Das Ergebnis kann in der Form

i (@)= [ difm) S tz,m)
>
dargestellt werden mit dem Spektralmafy

dp'(m) = dp(m) (m* — M?)

«
du(m) = W(m2 + M? — 4mM) dm

(M =Masse des Elektrons). Das Zeichen > beschrénkt das Integral auf das
Gebiet |m| > M. Das so bestimmte Maf ist nicht positiv fiir

M<m<2+V3)M.

Dies hat zwei Griinde: 1. S’ (z) ist eichabhédngig, 2. wir haben die indefinite
Gupta-Bleuler-Eichung verwandt.

Wie zu erwarten war, ist die Selbstenergie (in der Ordnung «) durch ein
divergentes Integral beschrieben:

(o) = St = [ du'(m) —

S ip —m+10
denn dm/(m) ~ mdm (Jm| > M). Andererseits gibt es eine Darstellung
S(p) = a(p”)¥ + b(p?).-

Die Bedingungen a(M?) = b(M?) = 0 erfiillen wir durch eine Renormierung;

tren(P?) = a(p?) —a(M?) = (p* — M?) /> dpu(m) m
bonli) = 80 =80 = 7 =8 [ dto) "
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Zusammenfassend: Die renormierte Selbstenergie in der Ordnung « hat die
Gestalt

dp(m)

- m+ 0 o

San(e) = 67 = M) |

Die durch die Renormierung entstandenen Integrale sind allesamt konvergent;
denn du(m) ~ m~'dm (fiir [m| > M).

9.11 Die Ward-Takahashi-Identitit
Sei kK = p — p'. Die triviale Relation
k" = (p — M) — (¢ — M) (498)

besitzt eine nicht-triviale Verallgemeinerung in der QED. Sei n&dmlich

die Summe aller irreduziblen und renormierten Feynman-Graphen. Die drei
duferen Linien mit den Impulsen p, p’ und k betrachten wir als innere Linien
eines grofieren Graphen, d.h. es wird weder k> = 0 noch p? = p'? = M?
vorausgesetzt. Ohne die Propagatoren, die diesen drei Linien entsprechen,
und ohne den Faktor —e wird die Summe durch die sog. Vertexfunktion
(eine 4 x 4-Matrix)
2 (p,p') ="+ M (p,p')

beschrieben, so dal bei einer Reihenentwicklung nach der Feinstrukturkon-
stanten die Matrix A* die Ordnung « besitzt. Dann sagt (498), dafl in O-ter
Nédherung die Relation

k2" (p,p') = Sr(p)™" = Sp(p) ™" (499)

gilt. Es zeigt sich nun, dafl die Relation (499) in allen Ordnungen der Stérungs-
theorie erfiillt ist. Sie ist als Ward-Takahashi-Identitdt bekannt. Fiihren wir
die Selbstenergie (p) ein, fiir die

Sp(p) ' =9 — M —3(p)
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gilt, so kann man auch schreiben:
kuN(p,p") = E(p') — 2(p) -
Fiir p? = p/> = M? gilt ©(p) = (p') = 0, also
kuM(pp') =4  und  u(po)fu(p'o’) =0

als Ausdruck der Stromerhaltung 0,j*(x) = 0. Zum Beweis von (499) schrei-
ben wir

A(p,p") = A (p,0') + A5 (p, D)
aufgrund der Beobachtung, dafl sich alle irreduziblen Vertexkorrekturen in
zwei Graphenklassen zerlegen lassen.

1. Die erste Klasse besteht aus Graphen, bei denen der Vertex (k, u) auf
einer Fermionschleife liegt, d.h. A{(p,p’) enthilt einen Bestandteil
1 1
H
g+k-—M" g-—M

wobei ¢ eine Integrationsvariable darstellt. Hier ergibt die Multiplika-

tion mit k:
S S S (T E Y I V) v )y p—
T F- M- T frF- -

1 1
g—M q+¥—-M
Der Vertex (k, p) ist verschwunden. Zwei neue Integrale iiber ¢ sind
entstanden, deren Differenz zu berechnen ist. Im zweiten Integral fiithren

wir die Substitution ¢ + £k — ¢ durch und erkennen, dafi sich beide
Integrale annullieren, d.h. k,Af(p,p") = 0.

2. Die zweite Klasse besteht aus allen Graphen, bei denen der Vertex (k, 1)
auf derjenigen Fermionlinie liegt, die p mit p’ verbindet. Die Multiplika-
tion mit & (s. oben) eliminiert den Vertex (k, 1) und zerlegt k,A"(p, p')
in zwei Bestandteile, die aufgrund ihrer Struktur als Selbstenergiefunk-
tionen des Fermions identifizierbar sind:

kA (p,p') = 2(p') — X(p) .

Ende der Beweisskizze.
Wir studieren nun den Effekt, den eine Renormierung

gp(p)_l — S'F(p)_l—i-api—i-b]h
H(p,p) — () + et
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hat, wobei a, b und ¢ drei reelle Parameter sind, die die Masse, das Resi-
duum (des Pols im Propagator) und die Ladung des Fermions dndern. Die
QED muf} durch Vorgabe dieser (physikalischen) Werte in jeder Ordnung
der Storungsrechnung renormiert werden. Soll jedoch die Ward-Takahashi-
Identitdt dabei erhalten bleiben, so ist dies nur mdéglich, falls a = ¢ gilt.

Dies bedeutet, daf§ wir in der QED nur zwes freie Renormierungskonstanten
besitzen.
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