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Einleitung A great deal of my work is justplaying with equations.Paul Dirac (1963)Quantenfeldtheorie, so sagt man, resultiere aus einer Vereinigung quanten-mechanischer und relativistischer Prinzipien. Daneben wird auch die Mei-nung vertreten, sie sei letztlich nichts anderes als die Theorie der zweitenQuantisierung . Oft wird behauptet, die Quantenfeldtheorie sei eine Erweite-rung der Quantenmechanik auf unendlich viele Freiheitsgrade. F�ur viele istsie eine geeignete Sprache zur Beschreibung von Elementarteilchen und denin diesem Bereich statt�ndenden Prozessen. Die heutige Gestalt der Quan-tenfeldtheorie wird allen diesen Charakterisierungen tats�achlich gerecht, unddennoch entzieht sich | viele Jahrzehnte nach ihrer Entstehung | eine derumfangreichsten und komplexesten Theorien, die je Physiker erdacht haben,der pr�azisen De�nition und dem raschen Zugri� des Historikers. Warum?Nun, weil sie nie eine endg�ultige Form erreichte, es gleicherma�en Erfolgewie R�uckschl�age gab, und sie eher so etwas war wie ein N�ahrboden undimmer noch ist, auf dem neue Ideen gedeihen, die die Physik in diesem Jahr-hundert vorantreiben. Viele Ideen von gestern gelten heute nichts mehr, unddie von morgen lassen sich nicht erahnen: Die Quantenfeldtheorie ist einemst�andigen Wandel unterworfen.1927 gilt als das Geburtsjahr dieser Theorie. In diesem Jahr publizierteP. Dirac zwei Arbeiten, in denen er das Fundament zur Quantenelektrody-namik legte1. Dirac studierte darin das Strahlungsfeld und seine Kopplungan ein Atom. Indem er das Strahlungsfeld nicht mehr klassisch (im Sin-ne von Maxwell) sondern als ein Operatorfeld (Quantisierung der Fourier-Koe�zienten im Sinne von Bose-Vertauschungsrelationen) au�a�te, gelangihm eine �Uberwindung der semiklassischen Strahlungstheorie, eine Beschrei-bung der quantenhaften Emission und Absorption von Photonen bei Strah-lungs�uberg�angen. Er konnte so die Lichtquantenhypothese von A. Einstein1P.A.M.Dirac, Proc.Roy.Soc.A 114, 243 (1927), A 114, 710 (1927). Eine eingehendeAnalyse dieser beiden Arbeiten �ndet man in: R.Jost: Foundations of Quantum Field Theo-ry, in Aspects of Quantum Theory A.Salam, E.P.Wigner (Eds.), Cambridge Univ.Press.1972 (Dirac zum 70sten Geburtstag gewidmet).i



aus dem Jahre 1905 auf ein mathematisches Fundament stellen, fand dasTeilchenverhalten der elektromagnetischen Strahlung zusammen mit der kor-rekten Statistik der Photonen in seinem Formalismus wieder und erkanntedie Gesetze der Kopplung von Strahlung an Materie. Er konnte so zwei Din-ge miteinander verschmelzen: (1) Die Quantenmechanik der Atome im Sinnevon Bohr, Heisenberg und Schr�odinger, (2) die Quantentheorie der Strahlungim Sinne von Planck, Einstein und Debye. Dirac unterschied bereits deutlichzwischen dem reellen Vektorfeld A�(x) der klassischen Theorie, das hier alsein Erwartungswert des Operatorfeldes auftrat, und der komplexen Wellen-funktion a�(x) eines einzelnen Photons als eines �Ubergangsmatrixelementesdes Operatorfeldes (zwischen dem Vakuum und einem Einteilchenzustand).Er erweiterte somit das Korrespondenzprinzip, das nun nicht nur die klas-sische Mechanik mit mit der Quantenmechanik, sondern auch die Maxwell-sche Theorie mit dem der Quantenelektrodynamik verbindet: eine einfacheErweiterung, wenn man so will, von endlich vielen zu unendlich vielen Frei-heitsgraden. Es wurde deutlich, da� dabei nur Systeme mit uktuierenderPhotonenzahl, nicht aber Zust�ande einzelner Photonen eine klassische Ent-sprechung fanden.Ebenfalls im Jahre 1927 berichtete M. Born auf der Solvay Konferenz, da�P. Jordan der Frage nachging, wie man Feldern eine andere Statistik unterBer�ucksichtigung des Paulischen Ausschlie�ungsprinzips (heute als Fermi-Dirac-Statistik bekannt) unterlegen k�onnte. Ein Jahr sp�ater wurde die voll-st�andige Antwort | zweite Quantisierung unter Benutzung von Antivertau-schungsrelationen | in einer Arbeit von Jordan und Wigner gegeben. Diracgr�undete seine Feldtheorie von Elektronen sowie seine L�ochertheorie (Exi-stenz von Positronen) auf diese �Uberlegungen. Es fehlte in diesem Stadiumnur noch eine umfassende Theorie der Wechselwirkung von den (derzeit be-kannten) Elementarteilchen miteinander. Diese lie� nicht sehr lange auf sichwarten: 1929 unternahmen Heisenberg und Pauli einen neuen Anlauf zur kon-sistenten Formulierung einer relativistischen Quantenelektrodynamik, indemsie eine Anleihe | das war nun das entscheidend Neue an dem Verfahren| bei den Methoden der klassischen Mechanik machten. Sie f�uhrten dieLagrange-Funktion auch f�ur Felder ein, sprachen von kanonisch konjugiertenVariablen und benutzen eine Quantisierungsvorschrift, die wir heute kano-nisch nennen. Die Feldgleichungen folgten nun aus einem Wirkungsprinzip.Dieser Zugang zur Feldtheorie hat sich seither durchgesetzt und gilt auchheute noch als ein gesichertes Verfahren zur Konstruktion konkreter Feld-theorien. Kurzum, innerhalb von zwei Jahren waren die Fundamente derQuantenfeldtheorie gelegt.R�uckschauend d�urfen wir heute behaupten, da� die ersten spektakul�arenErfolge der Quantenelektrodynamik trotz der im Anfangsstadium noch d�urf-ii



tigen rechnerischen Methoden darauf beruhten, da� die Feinstrukturkonstan-te einen recht kleinen Wert, n�amlich� = 1=137;036 : : :besitzt, da� dieser wichtige Parameter insbesondere dimensionslos ist, weilnur so eine gedachte Reihenentwicklung nach � bereits nach dem ersten nicht-trivialen Glied abgebrochen werden darf, unabh�angig von dem Wert andererdimensionsbehafteter Parameter wie Masse und Energie. Es blieb und istauch heute noch ein Geheimnis, welche Gr�unde die Natur hatte f�ur die Wahlder Gr�o�e von �.Welche Einsichten in die Struktur des Mikrokosmos gewann man aus derneuen Theorie? Wenn ein Atom aus einem angeregten Zustand in das Grund-niveau unter Aussendung eines Photons zur�uckkehrt, so war nun klar, da� dasPhoton in einem Elementarproze�, einem sch�opferischen Akt also, geborenwird und nicht irgendwie `vorher schon da war'. Umgekehrt kann durch Ab-sorption eines Photons (Aufgabe seiner Identit�at als Teilchen) ein Atom ausseinem Grundzustand in ein h�oher gelegenes Niveau gelangen. Beide Prozes-se k�onnen aus dem gleichen Wechselwirkungsansatz heraus beschrieben undihre Rate st�orungstheoretisch berechnet werden. Erhaltung der Energie hatVorrang vor der Erhaltung der Teilchenzahl. Auch die spontane Erzeugungvon Elektronen beim Betazerfall eines Kern und die Paarerzeugung konn-ten nun als Beispiele von Elementarprozessen aufgefa�t werden, bei denenmassive Teilchen geboren werden. Eine wesentliche Aufgabe f�ur die nach-folgende Generation von Physikern bestand darin, Wirkungsquerschnitte f�ureine Vielzahl von beobachteten Reaktionen bei Elementarteilchen zu bestim-men. Hierzu waren Ans�atze mit geeigneten Kopplungskonstanten notwendig.Man unterschied starke, elektromagnetische und schwache Wechselwirkun-gen. Man konnte mit Recht dies das ph�anomenologische Stadium der Feld-theorie nennen.Die Jahre zwischen 1930 und 1960 waren auch dem formalen Ausbau derFeldtheorie, insbesondere der S-Matrix-Theorie, und der Entwicklung vonRechentechniken im Rahmen der St�orungstheorie gewidmet (R. Feynman,J. Schwinger, F. Dyson). Dabei auftretende Divergenzen mu�ten durch einRenomierungsverfahren beseitigt werden. Der Zusammenhang von Spin undStatistik wurde entdeckt, das CPT-Theorem fand seine erste Formulierungund die Darstellungstheorie der kanonischen (Anti-)Vertauschungsrelationenwurde entwickelt. Invarianzprinzipien traten immer st�arker in den Vorder-grund. Trotz massiven Einsatzes der Gruppentheorie war man dennoch nichtin der Lage, die Gr�o�e der Massen neu entdeckter Teilchen vorherzusagen.Die Ho�nungen in dieser Richtung wurden sp�ater neu belebt einerseits durchiii



die korrekte Vorhersage der Existenz des 
�-Teilchens und seiner Masse alsFolge einer gen�aherten SU(3)-Symmetrie, andererseits durch das Quarkmo-dell der Hadronen.Die letzten Jahrzehnte sind gepr�agt durch die Konzentration aller Be-m�uhungen auf die sog. Eichtheorien und durch Versuche, das allgemeineGrundkonzept aus den Gr�underjahren 1927-29 zu erweitern. Es entstandenso: Supersymmetrie, string theory , Quantengravitation, Feldtheorie in ge-kr�ummten R�aumen, euklidische Feldtheorie, Gitterfeldtheorie, Anwendungvon Funktionalintegration. Bisher erfolgreich war die Formulierung einer um-fassenden Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung durch Glashow, Sa-lam und Weinberg und der Quantenchromodynamik als einer Theorie derKr�afte zwischen Gluonen und Quarks, nunmehr die Grundlage der starkenWechselwirkung.Der gesamten Vorlesung liegen Ma�einheiten zugrunde, so da� ~ = c =1 gilt. Die Beziehung zwischen Elementarladung und Feinstrukturkonstan-te lautet e2 = 4��. Punkte x in der vierdimensionalen Raumzeit { soge-nannte Ereignisse { haben nach Wahl eines Inertialsystems vier Koordina-ten x�, wobei x0 = t die `Zeit' ist. Vektoren des dreidimensionalen Raum-es werden durch Buchstaben in Fettschrift (bold face) characterisiert, z.B.x = (x1; x2; x3). In �ahnlicher Weise werden Impulse p (auch `Viererimpul-se' genannt) nach der Energie p0 = E und den r�aumlichen Komponentenp = (p1; p2; p3) zerlegt. Weitere Details und eine Diskussion der Grundlagen�ndet man in dem Skriptum der vorausgegangenen Vorlesung RelativistischeQuantenmechanik vom Sommersemester.LiteraturA.Pais, Inward Bound , Oxford Univ.Press 1986G.Wentzel in: Theoretical Physics in the Twentieth Century , M.Fierz,V.Weisskopf (Eds.), Interscience Publ. 1960P.A.M.Dirac, Lectures on Quantum Field Theory , Yeshiva University, NewYork 1966S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields, vol. I: Foundations, Section 1,Cambridge University Press 1996
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1 Das Relativit�atsprinzip1.1 Die Struktur der Lorentz-GruppeDie Anschauung von Raum und Zeit, welche der Quantenfeldtheorie zu-grunde liegt, wird allgemein durch das mathematische Modell des achenMinkowski-Raumes M4 beschrieben. Daraus geht ganz eindeutig hervor, da�nicht daran gedacht ist, Gravitationse�ekte mit in die Betrachtung einzu-beziehen, die sich in einer Kr�ummung der Raum-Zeit bemerkbar machenw�urden, obwohl die Feldtheorie in einem Hintergrundfeld m�oglich und f�urdie Kosmologie auch interessant ist.Das Lorentz-invariante Skalarprodukt zweier Vierervektoren x und y inM4 mit den Komponenten x� bzw. y� ist durchxy = x�y�g�� (1)festgelegt mit demmetrischen Tensor (g��) = diag(1;�1;�1;�1). Eine Lorentz-Transformation � : M4 ! M4 ist linear und erf�ullt (�x)(�y) = xy. Es istklar, da� die Gesamtheit aller Lorentz-Transformationen eine Gruppe be-schreibt. Man nennt sie die volle Lorentz-Gruppe und bezeichnet sie mit demSymbol L. F�ur jedes � 2 L gilt somit die Gleichung�Tg� = g (2)(wir schreiben das Skalarprodukt als xT gy und fassen � und g als Matri-zen auf). Indem man hier auf beiden Seiten die Determinante bildet unddet g = �1 beachtet, folgt det �2 = 1, also det � = �1. Isolieren wir die00-Komponente der Gleichung (2), so lautet sie(�00)2 � 3Xi=1 (�i0)2 = 1 (3)und deshalb gilt j�00j � 1. Daraus folgt, da� die Gruppe L aus vier (topo-logischen) Komponenten besteht:L"+ : det � = +1 �00 � 1L"� : det � = �1 �00 � 1L#+ : det � = +1 �00 � �1L#� : det � = �1 �00 � �1Von den vier Komponenten ist nur L"+ eine Gruppe: in ihr liegt das neutraleElement. Diese Untergruppe von L tr�agt den Namen eigentliche orthochrone1



Lorentz-Gruppe. Die Raumspiegelung Ir liegt in L"�, die Zeitspiegelung Iz inL#� und die Inversion I = IrIz in L#+.Drehungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes E3 k�onnen aufeinfache Weise zu Lorentz-Transformationen erkl�art werden. In diesem Sin-ne verstehen wir die SO(3) als eine Untergruppe von L"+. Sie ist zugleichdie Menge aller orthogonalen Matrizen � in L"+, d.h. �T = ��1. Unter ei-ner reinen Lorentz-Transformation (engl. boost) verstehen wir eine positiveMatrix � 2 L"+: �T = � und � > 0. Diese Transformationen bilden keineGruppe. Ihre Bedeutung liegt vielmehr darin, da� ein beliebiges � 2 L"+ eineZerlegung der Art � = R�r (4)erlaubt, wobei R eine Drehung und �r eine reine Lorentz-Transformation ist.Dies folgt aus einem allgemeinen Satz der Algebra, wonach eine reelle Matrixstets als Produkt einer orthogonalen und einer positiven Matrix geschriebenwerden kann (Polarzerlegung). Die reinen Lorentz-Transformationen stehendamit in 1:1-Korrespondenz zu den Rechtsnebenklassen L"+ =SO(3) im Sinneder Gruppentheorie.Nun kann man jede positive Matrix �r 2 L"+ durch eine unit�are Trans-formation diagonalisieren und w�urde so die Eigenwerte e ; 1; 1; e� mit  � 0erhalten; mit der Einf�uhrung unit�arer Matrizen verlassen wir jedoch denreellen Zahlk�orper. Sinnvoller ist Frage, ob wir auf andere Weise dem Expo-nenten  einen Sinn geben k�onnen. Es zeigt sich, da� bei geeigneter Wahlvon R1 2 L"+ \ SO(4) die reine Lorentz-Transformation �r als ein Produktder folgenden Art geschrieben werden kann:�r = R�11 L()R1; ( � 0); (5)wobei L() eine spezielle Lorentz-Transformation darstellt:L() = 0BB@ cosh  0 0 sinh 0 1 0 00 0 1 0sinh  0 0 cosh  1CCA (6)mit tanh  = v=c (v ist die Relativgeschwindigkeit zweier Inertialsysteme).Setzen wir nun R2 = RR�11 , so erhalten wir die Aussage, da� jede Lorentz-Transformation � 2 L"+ durch Wahl geeigneter Drehungen letztlich auf einespezielle Lorentz-Transformation L() zur�uckgef�uhrt werden kann:� = R2L()R1 (7)2



Der Parameter  berechnet sich aus der Formel Spur (�T�) = 2(1+cosh 2).Die speziellen Lorentz-Transformationen bilden eine Halbgruppe2, d.h. es giltL()L(0) = L( + 0). Sie stehen f�ur die zweiseitigen (oder Rechts-Links-)Nebenklassen von L"+ nach der Untergruppe SO(3).Die Komponente L"+ der Lorentz-Gruppe ist auf enge Weise mit der spe-ziellen linearen Gruppe SL(2; C) (auch unimodulare Gruppe genannt) deszweidimensionalen komplexen Raumes verkn�upft. Dies ist die Gruppe al-ler komplexen 2�2-Matrizen mit Determinante 1. Die Beziehung zwischendiesen beiden Gruppen ist nicht nur mathematisches Hilfsmittel des Physi-kers, sondern ist unverzichtbar f�ur ein Verst�andnis der Struktur relativisti-scher Feldtheorien: Seit Dirac benutzen wir Spinoren zur Beschreibung vonSpin-12 -Teilchen und ben�otigen deshalb den Spinorkalk�ul. Die Abbildung vonSL(2; C) auf L"+ wird in zwei Schritten erreicht:1. Jedem Vektor x 2M4 ordnen wir eine hermitesche 2�2-Matrix x durchfolgende Vorschrift zu:x = � x0 + x3 x1 � ix2x1 + ix2 x0 � x3 � (8)Man erkennt unschwer die Pauli-Matrizen in dieser Beschreibung wie-der. Es ist typisch f�ur den relativistischen Formalismus, da� die dreiPauli-Matrizen �i durch eine weitere Matrix, n�amlich die Einheitsma-trix �0 erg�anzt werden, so da� formal ein Vierervektor �� daraus ent-steht und man ebensogut x = x��� schreiben kann. Welche Schreib-weise man auch immer w�ahlt, wichtig ist nur dies: Die Korrespondenzx , x ist 1:1 zwischen Vektoren und hermiteschen Matrizen, und dieMinkowski-Metrik besitzt in der Matrizensprache die folgende einfacheCharakterisierung: x�x� = det x (9)Manchmal ist es n�utzlich sich daran zu erinnern, da� dem Vektor(1,0,0,0) (d.h. dem Richtungsvektor der Zeitachse) die Einheitsmatrixentspricht.2. F�ur jede komplexe 2�2-Matrix a ist axa� wieder eine hermitesche Ma-trix3. Es existiert also ein x0 2M4 mitx0 = axa� (10)2Nat�urlich ist es m�oglich, die De�nition von L() auf negativeWerte f�ur  auszudehnen,um so eine Gruppe zu erhalten. Jedoch besitzt L(�) = RL()R�1 immer L�osungen inR: Jede Drehung um den Winkel � leistet dies, wenn die Drehachse nur senkrecht zur3-Achse gew�ahlt wird.3Mit a� bezeichnen wir die adjungierte Matrix: (a�)ik = aik.3



Dar�uberhinaus k�onnen wir det x0 = det x dadurch erf�ullen, da� wir dieMatrix a der Bedingung det a = 1 unterwerfen. Die durch a 2 SL(2; C)vermittelte Abbildung M4 ! M4; x 7! x0 ist linear und erh�alt dieLorentz-Metrik. Es existiert somit eine Lorentz-Transformation �a 2 Lmit x0 = �ax. In der SL(2; C) k�onnen alle Gruppenelemente durcheine stetige Kurve mit der Einheit verbunden werden: Die Gruppeist also zusammenh�angend. Ferner ist ersichtlich, da� die AbbildungSL(2; C) ! L; a 7! �a ein (stetiger) Homomorphismus zwischenGruppen darstellt. Daraus ergibt sich, da� das Bild der SL(2; C) einezusammenh�angende Untergruppe von L und damit von L"+ ist. Man�uberzeugt sich leicht, da� dieses Bild mit L"+ �ubereinstimmt. Zusam-menfassend: (�ax) = axa� a 2 SL(2; C) ; �a 2 L"+ (11)Nun besitzt �a = 1 die beiden L�osungen a = �1l. Es handelt sich hierbei umdie beiden Zentrumselemente der Gruppe SL(2; C) . Das Zentrum (selbst ei-ne Gruppe), das wir mitZ2 bezeichnen, ist damit der Kern des Homomorphis-mus SL(2; C) ! L"+ . Die Existenz eines nichttrivialen Kernes bewirkt, da�wir keine 1:1-Korrespondenz zwischen den beiden Gruppen erreichen k�onnen.Vielmehr entsprechen a und -a der gleichen Lorentz-Transformation �. Die-se `Eindeutigkeit bis auf ein Vorzeichen' ist uns von der Quantenmechanikdes Spins her vertraut. Die tiefere Ursache lag dort in einer Eigent�umlich-keit der Rotationsgruppe SO(3): Diese Gruppe, so stellte sich heraus, istnicht einfach zusammenh�angend und f�uhrt den Physiker dazu, die �Uberla-gerungsgruppe SU(2) in den Vordergrund zu stellen. Denn ohne die SU(2)in die Diskussion einzubeziehen, k�onnte der Spin eines Elektrons gar nichtbeschrieben werden. Der gleiche Grund zwingt uns, in einer relativistischenTheorie die Gruppe SL(2; C) in den Vordergrund zustellen. Denn es ist so-fort zu sehen, da� die SU(2) eine Untergruppe der SL(2; C) ist, deren Bildunter dem oben betrachteten Homomorphismus gerade die RotationsgruppeSO(3) darstellt. Die Gruppe L"+ ist nicht einfach zusammenh�angend, weil diedarin enthaltene SO(3) diese Eigenschaft hat. Indem wir den �Ubergang vonden Lorentz-Transformationen zur SL(2; C) vollzogen, haben wir im Grundenur die universelle �Uberlagerungsgruppe von L"+ konstruiert. Die vier hierangesprochenen Symmetriegruppen stehen in einem engen Zusammenhang,den man am besten durch ein kommutatives Diagramm wiedergibt:1 �! Z2 �! SU(2) �! SO(3) �! 1k # #1 �! Z2 �! SL(2; C) �! L"+ �! 14



Alle Pfeile stehen f�ur Homomorphismen. Die senkrechten Pfeile sind injektiv.Die beiden Zeilen des Diagramms sind exakt in dem Sinne, da� das Bild einesPfeiles zugleich der Kern des nachfolgenden Pfeiles ist. Die Gruppe Z2 hat {wie oben bemerkt { nur zwei Elemente: �1.Der Zerlegung (4) eines beliebigen Elementes der Gruppe L"+ entsprichtdie Polarzerlegunga = uh ; u 2 SU(2); h� = h; det h = 1eines beliebigen Elementes a 2 SL(2; C) in eine unit�are und eine hermitescheMatrix, so da� der Rotation R die unit�are Matrix u (genauer �u) und derreinen Lorentz-Transformation �r die hermitesche Matrix h entspricht. Derspeziellen Lorentz-Transformation L(), wie in (6) beschrieben, entsprichtdie Diagonalmatrix h = � e=2 00 e�=2 �wie man durch eine leichte Rechnung best�atigt.1.2 Spinordarstellungen der SL(2,C)Bis 1900 reichte es aus, wenn ein Physiker mit Vektoren umzugehen wu�te.Bis 1930 gen�ugte eine Kenntnis der Tensoralgebra, und selbst dies galt alseine Kunst, die nur wenige beherrschten. Die Er�ndung der Dirac-Gleichunghat einen neuen Schrecken in die theoretische Physik gebracht: den Spinor-kalk�ul.Die Dirac-Gleichung selbst gab den Ansto� zur Formulierung vieler weite-rer Feldtheorien mit �ahnlicher und zum Teil komplizierterer Struktur. DieseEntwicklung machte es notwendig, den allgemeinen Gesichtspunkt seinemWesen nach zu begreifen:De�nition 1 Unter einem Feld  (x) verstehen wir eine mehrkomponentigeFunktion mit einem de�nierten Transformationsverhalten gegen�uber Lorentz-Transformationen: 0(x0) = D(a) (x); x0 = �ax; a 2 SL(2; C)Streng genommen handelt es sich dabei um dieWirkung der Gruppe SL(2; C) .Sie tritt an die Stelle der Lorentz-Gruppe; D(a) beschreibt demgem�a� eineMatrixdarstellung der SL(2; C) und nicht der L"+ . Dies hei�t, da�D(a)D(a0) = D(aa0) und D(1l) = 1l5



gilt. Nun ist es sicher w�unschenswert, die Felder nach den irreduziblen Dar-stellungen der SL(2; C) zu klassi�zieren und hier das Dirac-Feld richtig ein-zuordnen. Dies wollen wir nun tun, ohne auf den mathematischen Hinter-grund allzu sehr einzugehen4.Zun�achst kann man folgendes feststellen: Die Gruppe SL(2; C) besitztgenau zwei Fundamentaldarstellungen (dies sind Darstellungen aus denensich alle weiteren Matrixdarstellungen als direkte Produkte gewinnen lassen):1. Die de�nierende Darstellung wird durchD 120(a) = abeschrieben (umst�andlich aber sinnvoll). Die Gruppe SL(2; C) wirkt somitauf nat�urliche Weise auf dem zweidimensionalen komplexen Vektorraum C 2 ,dessen Elemente wir nun Spinoren nennen wollen, um sie von den Vekto-ren x 2 M4 zu unterscheiden. Ein solcher Spinor u besitzt zwei (komplexe)Komponenten und kann in der folgenden Weise dargestellt werden:u = � u1u2 � ;wie dies schon in der Quantenmechanik �ublich war. Die Transformation u0 =au lautet ausf�uhrlich geschriebenu0� = a��u�; a 2 SL(2; C) :Wir vereinbaren, da� vorzugsweise die griechischen Buchstaben � und � alsSpinorindizes benutzt werden.2. Die konjugierte Darstellung wird durchD012 (a) = �abeschrieben, wobei wir mit �a diejenige Matrix bezeichnen, deren Komponen-ten durch (�a)�� = a��, also durch die konjugiert komplexen Matrixelementegegeben sind. Auch hier betrachten wir wiederum Spinoren v = (v _�) mit demdurch v0 = �av beschriebenen Transformationsverhalten. Explizit:v0_� = �a _� _�v _�; a 2 SL(2; C) :Es ist wichtig, da� in einer relativistischen Theorie dieser Typ von Spino-ren deutlich unterschieden wird von dem vorherigen Typ. Wir vereinbaren4Der Spinorkalk�ul wurde zuerst von E.Cartan 1913 f�ur die Gruppen SO(n) entwickelt.Auf andere Weise haben dies 1935 R.Brauer und H.Weyl getan. F�ur die Lorentz-Gruppewurde der Spinorkalk�ul 1929 von van der Waerden eingef�uhrt.6



deshalb, da� nur gepunktete Indizes (vorzugsweise _� und _�) zu ihrer Be-schreibung herangezogen werden. Sobald wir den relativistischen Standpunktverlassen und von der Gruppe SL(2; C) nur den Anteil SU(2) (anstelle derLorentz-Gruppe also nur die Rotationsgruppe) betrachten, wird der Unter-schied zwischen den beiden besprochenen Spinortypen aufgehoben5. Auf die-se Weise wird verst�andlich, warum in der Quantenmechanik des Elektronen-spins nur ein Typ von Spinoren auftritt. Wir wollen nun allgemeine Spinoreneinf�uhren.De�nition 2 Ein Spinor s vom Typ (j; k) ist ein Tensor mit komplexenKomponenten s�1����2j ; _�1��� _�2k (j; k = 0; 12 ; 1; : : :) und dem dadurch impliziertenTransformationsverhalten. Wir setzen voraus, da� der Tensor symmetrischunter Permutationen der 2j ungepunkteten Indizes und symmetrisch unterPermutationen der 2k gepunkteten Indizes ist.Es zeigt sich, da� die auf den Raum aller Spinoren vom Typ (j; k) wirkendeDarstellung Djk von SL(2; C) irreduzibel ist. Die Dimension dieses Raumesist (2j + 1)(2k + 1). Sie wird auch Dimension der Darstellung Djk genannt.Algebraisch gesehen, vollzieht sich die Konstruktion in zwei Stufen. Im erstenSchritt konstruiert man zwei symmetrische Tensorprodukte6Dj0 = D 120 _ � � � _D 120 (2j Faktoren)D0k = D012 _ � � � _D012 (2k Faktoren);und im zweiten Schritt deren gew�ohnliches Tensorprodukt 7.Djk = Dj0 
D0k:Darstellungen Djk, die auch als Darstellungen von L"+ aufgefa�t werden k�on-nen, erf�ullen die Bedingung, da� das Zentrum der Gruppe SL(2; C) , beste-5Der Grund hierf�ur ist: Die konjugierte Darstellung der SU(2) ist unit�ar �aquivalentzur de�nierenden Darstellung der SU(2). Anders formuliert, die SU(2) besitzt nur eineFundamentaldarstellung.6Die Symbole 
, _ und ^ werden benutzt, um das gew�ohnliche, das symmetrische unddas antisymmmetrische Tensorprodukt zu bezeichnen. Die Konstruktion geht von linearenR�aumen aus und wird auf die darauf wirkenden Operatoren �ubertragen. Siehe W. Greub,Multilineare Algebra.7Van der Waerden hat gezeigt, da� man alle endlichdimensionalen irreduziblen Dar-stellungen der Gruppe SL(2; C) auf diese Weise erh�alt. Er hat auch gezeigt, da� jedeendlichdimensionale Darstellung als direkte Summe irreduzibler Darstellungen verstandenwerden kann (solche Darstellungen werden diskret reduzibel genannt). Die letzte Eigen-schaft ist nicht selbstverst�andlich, weil es sich bei der SL(2; C) um eine nichtkompakteGruppe handelt. 7



hend aus den Matrizen 1l und �1l, trivial dargestellt wird. Nun gilt o�en-sichtlich8 Djk(�1l) = (�1)2j+2k:Somit sind alle Darstellungen Djk mit 2j + 2k=gerade zugleich auch Dar-stellungen9 von L"+ . Man bezeichnet sie auch als einwertige Darstellungender Lorentz-Gruppe. Alle anderen Darstellungen sind zweiwertige Darstellun-gen (d.h. Spinordarstellungen im engeren Sinne). Wir wollen die wichtigstenSpinoren einf�uhren:� Das zweidimensionale Levi-Civit�a-Symbol ��� = ���, das man mit derMatrix � = � 0 1�1 0 �identi�zieren kann, ist ein invarianter Tensor. Grund: f�ur jede 2�2-Matrix a gilt a��a�0�0���0 = (det a) ���0 und det a = 1 f�ur a 2 SL(2; C) .Mit Hilfe dieses Tensors k�onnen wir nun Indizes `heraufziehen' bzw.`herunterziehen': u� = ���u� u� = u����und Invarianten bilden wie u�u�. Die gleichen �Uberlegungen geltensinngem�a� f�ur � _� _� = � _� _�. Der �-Tensor leistet also im Raum der Spino-ren �Ahnliches wie der metrische Tensor g�� im Minkowski-Raum.� Die von uns im vorigen Abschnitt eingef�uhrte Matrix x ist ein Spi-nor vom Typ (12 ,12) mit den Komponenten x� _�. Dies beruht auf derTransformationsvorschrift (siehe (1.10):x0� _� = a���a _� _� x� _�: (12)Damit ist jede physikalische Gr�o�e, die sich wie ein Vierervektor trans-formiert (z.B. x�) vom Standpunkt der Darstellungstheorie ein Spinorvom Typ (12 ; 12). Aber nicht alle Spinoren s vom Typ (12 ,12) entspre-chen einem reellen Vierervektor x 2 M4. Vielmehr gilt s = x + iy f�urx; y 2M4.8Anschaulich: Die Matrix a = �1l in SL(2; C) kann als eine Drehung um 2� (im Spi-norraum) interpretiert werden. Dies bedeutet, da� bei den zweiwertigen Darstellungen ersteine Drehung um 4� einen Spinor wieder in sich transformiert.9Man macht leicht klar, da� es sich dabei in jedem Fall um Tensordarstellungen (imurspr�unglichen Sinn des Wortes) von L"+ handelt, die man nat�urlich schon fr�uher, d.h.bevor der Spinorkalk�ul eingef�uhrt war, beschrieben hat.8



O�ensichtlich gilt �2 = �1, also ��1 = ��, und durch eine einfache Rechnungbest�atigt man: F�ur jedes a 2 SL(2; C) gilt��a��1 = (a�)�1:Mit anderen Worten, die Darstellung �a ist �aquivalent zur Darstellung (a�)�1.Ist nun speziell a in SU(2) gelegen (a entspricht einer Rotation), so giltselbstverst�andlich (a�)�1 = a und wir erkennen: Bei Einschr�ankung der Dar-stellung Djk auf die Untergruppe SU(2) wird diese �aquivalent zur reduziblenDarstellung Dj 
 Dk der SU(2) mit den Spinquantenzahlen j und k. DieZerlegung in irreduzible Bestandteile ist uns von der Theorie der Kopplungvon Drehimpulsen (E. Wigner) her bekannt:Dj 
Dk = j+kXs=jj�kjDsAuf die Dimensionen der zugrundeliegenden R�aume bezogen, liest sich dieseAussage als (2j + 1)(2k + 1) = j+kXs=jj�kj s:Dadurch ist es nun m�oglich, den `Spininhalt' eines relativistischen Feldesunmittelbar anzugeben:De�nition 3 Transformiert sich ein Feld  (x) unter Lorentz-Transforma-tionen gem�a� der irreduziblen Darstellung Djk der SL(2; C) , so hei�t es einirreduzibles Feld. Ihm werden die Spinquantenzahlens = jj � kj; jj � kj+ 1; : : : ; j + kzugeordnet.Der Spininhalt gibt nur an, welche Teilchenarten m�oglicherweise durch dasFeld beschrieben werden. Es ist denkbar, da� gewisse Spinwerte, die im Prin-zip m�oglich sind, gar nicht auftreten. Als einfaches Bespiel betrachten wir einVektorfeld A�(x). Da es sich hierbei um einen Spinor vom Typ (12 ; 12) handelt,transformiert ein Vektorfeld sich gem�a� der DarstellungD 12 12 . Sein Spininhaltist s = 0 und s = 1. Ohne Zusatzbedingungen beschreibt ein solches Feld alsozwei Arten von Teilchen. Obwohl das Feld im Sinne der Darstellungstheoriealgebraisch irreduzibel genannt werden mu�, ist es auf nicht-algebraischemWege (durch Di�erentiation) m�oglich, den Spin-0-Anteil eines Vektorfeldeszu isolieren, und zwar dadurch, da� wir das folgende Skalarfeld erzeugen:�(x) = @�A�(x)9



(@� = @=@x�). Ebenso gelingt es, den Spin-1-Anteil zu isolieren:F��(x) = @�A�(x)� @�A�(x)Ist �(x) = 0 oder F��(x) = 0, so beschreibt das Vektorfeld keine Spin-0-Teilchen bzw. keine Spin-1-Teilchen. Das erste ist der Fall, wennA� = @�L�� L�� = �L��gilt, das zweite, wenn A� = @�R erf�ullt ist10.Wir betrachten ein zweites Beispiel, das f�ur die allgemeine Relativit�ats-theorie von Interesse ist. Es sei T��(x) ein Tensorfeld. Werden keine ein-schr�ankenden Bedingungen gestellt, so transformiert es sich gem�a� der Dar-stellung D 12 12 
D 12 12 :Diese Darstellung ist reduzibel, und die Zerlegung in irreduzible Bestandteilelautet: D 12 12 
D 12 12 = D10 �D01 �D00 �D11:Beschr�anken wir diese Aussage auf die Dimensionen der hier vorkommendenDarstellungsr�aume, so lautet sie: 4�4 = 3+3+1+9. Viel konkreter bedeutetdie Aussage jedoch, da� wir das Feld T �� zerlegen k�onnen, und zwar zun�achstin einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil:T�� = G�� + F�� :Der symmetrische Anteil G�� kann stets in einen spurfreien Anteil und in dieSpur zerlegt werden:G�� = �G�� � 14g��G�+ 14g��G :Die Spur G�� ergibt ein Skalarfeld; ihr entspricht die Darstellung D00. Dersymmetrische spurfreie Anteil hat 9 unabh�angige Komponenten: Ihm ent-spricht die Darstellung D11. Dem antisymmetrischen Anteil F�� ist somit diereduzible DarstellungD10�D01 zugeordnet. Wie kann man nun diesen Anteilweiter zerlegen? Antwort:F�� = 12(F�� + F̂��) + 12(F�� � F̂��)10Man erkennt unschwer in @�A� = 0 die Lorentz-Bedingung der Elektrodynamik. Siesorgt daf�ur, da� Photonen mit s = 0 ausgeschlossen sind.10



wobei F̂�� den dualenTensor bezeichnet, der mit Hilfe des Levi-Civit�a-Symbolskonstruiert11 wird: F̂�� = 12 i�����F �� . Durch unsere Konstruktion haben wirF�� in einen selbstdualen und einen antiselbstdualen Tensor zerlegt: Dies sindnun gerade die Anteile, die den beiden Darstellungen D10 und D01 entspre-chen. In der Elektrodynamik konstruiert man den Feldst�arketensor mit Hilfeder Komponenten des elektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes B:(F��) = 0BB@ 0 E1 E2 E3�E1 0 �B3 B2�E2 B3 0 �B1�E3 �B2 B1 0 1CCAwobei wir c = 1 vorausgesetzt haben. Damit folgt f�ur den dualen Tensor:(F̂��) = i0BB@ 0 B1 B2 B3�B1 0 E3 �E2�B2 �E3 0 E1�B3 E2 �E1 0 1CCAAbgesehen von dem Faktor i bedeutet dies eine Ersetzung E! B, B! �E.Schlie�lich �nden wir nach Einf�uhrung des komplexen Feldes Z = E+ iB:(F�� + F̂��) = 0BB@ 0 Z1 Z2 Z3�Z1 0 iZ3 �iZ2�Z2 �iZ3 0 iZ1�Z3 iZ2 �iZ1 0 1CCAMit anderen Worten, der selbstduale Anteil von F�� ist linear von E+iB, derantiselbstduale Anteil linear von E� iB abh�angig. Fazit: Die komplexen Fel-der E� iB sind mit den beiden 3-dimensionalen irreduziblen DarstellungenD10, D01 der Lorentz-Gruppe verkn�upft. Wie diese Felder sich unter Rota-tionen R 2 SO(3) transformieren, ist o�ensichtlich. Bleibt zu pr�ufen, wie siesich bei einer speziellen Lorentz-Transformation L() verhalten. Diese wirddurch die hermiteschen MatrizenD10() = 0@ cosh() �i sinh() 0i sinh() cosh() 00 0 11A11Man beachte den Faktor i in der De�nition. In der Elektrodynamik f�uhrt man oft~F�� = 12�����F �� als den `dualen' Tensor ein. Er verdient jedoch diese Bezeichnung nicht;denn der `doppelduale' Tensor w�are dann �F�� und nicht F�� . Realit�atseigenschaftenvon F�� bleiben bei unserer Weise der Zerlegung des Tensors unber�ucksichtigt. Dies istsinnvoll; denn die Matrizen der Darstellungen D10 und D01 sind komplex (entsprechensomit Operatoren eines dreidimensionalen komplexen Vektorraumes) und k�onnen durchkeine Wahl der Basis in eine reelle Gestalt gebracht werden.11



und D01() = D10() = 0@ cosh() i sinh() 0�i sinh() cosh() 00 0 11Abeschrieben. Die komplexen Felder E� iB haben eine de�nierte Chiralit�at:Unter Raumspiegelung vertauschen sie ihre Rollen. In dem Abschnitt �uberdie Photonen kommen wir auf diese Tatsache zur�uck.Betrachten wir jetzt den symmetrischen AnteilG�� und nehmen wirG�� =0 an: Der Spininhalt der DarstellungD11 ist immer noch s = 0; 1; 2. Der Spin-0-Anteil tritt nicht auf, wenn wir@�@�G�� = 0fordern. Eine st�arkere Bedingung ist@�G�� = 0die sowohl s = 0 als auch s = 1 ausschlie�t. In diesem Fall bleibt der Werts = 2, und dies ist der Spin der Gravitonen (hypothetische Teilchen derQuantengravitation). Wir haben bei unserem Beispiel nat�urlich die MetrikG��(x) eines gekr�ummten Universums im Auge gehabt.Die Rolle der Nebenbedingungen in Form von Di�erentialgleichungen zur Eli-minierung ungew�unschter Spinfreiheitsgrade erscheint auf den ersten Blick sehrmysteri�os, weil solche Bedingungen nicht algebraischer Natur sind und deshalbvom Standpunkt der Darstellungen der SL(2; C) ganz und gar nicht interpretiertwerden k�onnen. Dennoch existiert auch hierf�ur ein darstellungstheoretischer Hin-tergrund. Teilchen werden korrekterweise durch unit�are (zwangsl�au�g unendlich-dimensionale) Darstellungen der Poincar�e-Gruppe (die um die Gruppe der Trans-lationen erweiterte SL(2; C) ) beschrieben. Solche Darstellungen werden in denuns interessierenden F�allen durch die Masse m und den Spin s charakterisiert.Da ein Feld nicht nur ein Vektor eines Darstellungsraumes ist, sondern �uberdiesvon x abh�angt und einen Operator ist, kann es auch so komplexe Strukturen (wiesie die Darstellungen der Poincar�e-Gruppe nun mal sind) beschreiben. Den Zu-sammenhang zwischen Feldern und Teilchen stiftet die zweite Quantisierung unterVerwendung einer Fourier-Zerlegung und der damit verbundenen Einf�uhrung vonErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die die Rolle der Fourier-Koe�zienten�ubernehmen. Es sind also die Fourier-Koe�zienten, denen man eine Spinquanten-zahl s zuschreiben kann. Hat man diese volle Beschreibung des Feldes als Operatorzur Hand, so erweisen sich obigen Aussagen �uber den Spininhalt eines Feldes unddie Rolle der Nebenbedingungen als v�ollig korrekt. Sie haben den Vorzug, da� sieeinfach sind und nicht bereits den gesamten Sto� einer Vorlesung �uber Feldtheorieund Darstellungstheorie der Poincar�e-Gruppe voraussetzen.12



1.3 Kovariante Feldgleichungen1.3.1 Die Dirac-GleichungWir haben erl�autert, wie man jedem Vektor x 2M4 eine hermitesche Matrixx zuordnen kann und wie diese Matrix als ein Spinor vom Typ (12 ,12) aufzu-fassen ist. Dieselbe Idee wird verwandt, um aus dem `Vektor' @� = (@0;r)eine `Matrix' zu konstruieren (deren Komponenten Operatoren sind):(@� _�) = � @0 � @3 �@1 + i@2�@1 � i@2 @0 + @3 � = @0 � ~� �r (13)Durch den Vorgang des `Heraufziehens' der Indizes und durch durch den�Ubergang zur transponierten Matrix gewinnt man den konjugierten Spinor:(@ _��) = � @0 + @3 @1 � i@2@1 + i@2 @0 � @3 � = @0 + ~� �r (14)Die Dirac-Theorie ist durch das folgende gekoppelte Gleichungssystem de�-niert: i@� _� � _� �m�� = 0i@ _�� �� �m� _� = 0 (15)Sie benutzt also zwei Felder � und � zur Beschreibung von Spin-12-Teilchen.Jedes dieser Felder ist irreduzibel und besitzt zwei Komponenten. Aus derSchreibweise ist ersichtlich, wie diese Felder sich unter Lorentz-Transforma-tionen verhalten12: �0(x0) = a�(x)�0(x0) = (a�)�1�(x)(x0 = �ax; a 2 SL(2; C) ). Nun besteht der Diracsche Ansatz gerade darin,da� man die beiden irreduziblen Spinoren zu einem Spinor (mit vier Kom-ponenten) zusammenfa�t:  = � �� � :Ein solcher Spinor wird dann Dirac-Spinor genannt. Er ist, wie aus der Kon-struktion ersichtlich, ein reduzibler Spinor. Dies bedeutet, da� das Dirac-Feld (x) sich gem�a� der Darstellung D 120 �D012 transformiert: 0(x0) = S(a) (x); S(a) = � a 00 (a�)�1 � (16)12Da der Index des Feldes � oben steht, transformiert es sich, wie aus dem letztenAbschnitt hervorgeht, gem�a� der Darstellung (a�)�1 und nicht gem�a� �a.13



(x0 = �ax; a 2 SL(2; C) ). Durch Einf�uhrung der -Matrizen130 = � 0 1l1l 0 � i = � 0 ��i�i 0 � (17)(i = 1; 2; 3) nimmt die Feldgleichung schlie�lich die vertraute Gestalt an:(i�@� �m) (x) = 0 (18)�� + �� = 2g�� (19)Um die Ausreduktion des Dirac-Spinors (die Zerlegung von  in � und �)vornehmen zu k�onnen, wird die 5-Matrix ben�otigt:5 = � 1l 00 �1l � 12(1l + 5) = � 1l 00 0 � 12(1l� 5) = � 0 00 1l �Die Matrizen 12(1l� 5) stellen Projektoren dar, deren Anwendung auf einenDirac-Spinor nun die gew�unschte Zerlegung leistet: R = 12(1l + 5) = � �0 � (R = rechts) (20) L = 12(1l� 5) = � 0� � (L = links) (21)Wir nennen die entstehenden Spinoren rechtsh�andig bzw. linksh�andig14. DerGrund f�ur diese Bezeichnung ist aus der Diskussion der Weyl-Gleichung er-sichtlich (siehe dazu den n�achsten Abschnitt).Warum ben�otigt die Dirac-Gleichung vier Feldkomponenten, wo man er-warten w�urde, da� zwei ausreichen, um Spin-12 -Teilchen zu beschreiben? Oftwird die Frage mit dem Hinweis auf die Existenz der Antiteilchen beantwor-tet. Dies ist ein Irrglaube. Um die wahre Antwort zu �nden, m�ussen wir dieRaumspiegelung mit in die Betrachtung einbeziehen. Wir erweitern L"+ umdas Element Ir (d.h. um die Transformation Ir : (x0; ~x) 7! (x0;�~x)) und ge-langen so zur orthochronen Lorentz-Gruppe L". Diese Erweiterung ist nicht-trivial in folgendem Sinn: Obwohl Ir mit allen Rotationen vertauscht, gilt13Dies sind selbstverst�andlich 4�4-Matrizen, die wir nur der besseren �Ubersicht wegenin jeweils vier Bl�ocke aufgeteilt haben. Jeder Block ist eine 2�2-Matrix. Solche Matrizenwollen wir in Zukunft Blockmatrizen nennen.14Die Aufspaltung  =  R +  L ist, wie die Konstruktion zeigt, unabh�angig vom Be-zugssystem. Diese Aussage gilt z.B. f�ur das Elektronfeld. Dies darf nicht dazu verleiten,anzunehmen, es g�abe zwei Arten von Elektronen: rechts- und linksh�andige. Zwar kann dieHelizit�at eines Elektrons de�niert werden. Jedoch ist der Erwartungswert dieser Me�gr�o�e,wie �uberhaupt die Spinrichtung eines Teilchens allgemein, abh�angig vom Bezugssystem.14



dies nicht mehr f�ur ein allgemeines Element der Gruppe L"+ . F�ur spezielleLorentz-Transformationen (siehe (1.6)) gilt n�amlich IrL() = L(�)Ir. Des-halb hat die erweiterte Gruppe L" nicht die Gestalt eines direkten Produktes:L" 6= L"+ 
Z2. Dies �au�ert sich darin, da� die endlichdimensionalen Darstel-lungen von L"+ zu Darstellungen von L" nur durch eine Verdoppelung des Dar-stellungsraumes erweitert werden k�onnen. Am Beispiel der Dirac-Gleichungwird dies sofort deutlich. Eine Raumspiegelung vertauscht die Rolle der inihr auftretenden Di�erentialoperatoren:@0 � ~� �r 7! @0 � ~� �r:Grund hierf�ur ist, da� r in �r �ubergeht. Damit vertauschen auch � und �ihre Rollen: �0(x0) = �(x)�0(x0) = �(x) x0 = IrxDie Transformation des Dirac-Feldes unter einer Raumspiegelung hat alsodie folgende Gestalt15: 0(x0) = S(Ir) (x); S(Ir) = � 0 1l1l 0 � ; x0 = Irx: (22)Durch diese Vorschrift wird die reduzible Spinordarstellung der L"+ zu einerirreduziblen Darstellung der gr�o�eren Gruppe L" erweitert. Fazit:Die Dirac-Theorie benutzt zur Beschreibung von Spin-12-Teilcheneine vierdimensionale irreduzible Spinordarstellung der GruppeL".1.4 Die Weyl-GleichungIn dem System von Di�erentialgleichungen (15) tritt eine Entkopplung f�urm = 0 ein, und wir gelangen so zu den beiden Weil-Gleichungen:@0�(x) = �~� �r�(x) (23)@0�(x) = ~� �r�(x) (24)15Da� die Darstellungsmatrix S(Ir) mit 0 �ubereinstimmt, hat keine tiefere Bedeu-tung und liegt in der von uns getro�enen Wahl der -Matrizen begr�undet. Der Einfach-heit halber haben wir hier die Parit�at � des Dirac-Feldes gleich 1 gesetzt. Allgemein gilt 0(x0) = �S(Ir) (x). 15



Diese Gleichungen beschreiben recht- bzw. linksh�andige Neutrinos. Die Rechts-Links-Asymmetrie jeder dieser Gleichungen versteht man sofort, wenn manebene Wellen betrachtet:�(x) = �0e�ipx; p = (p�) = (j~pj; ~p):Der Spinor �0 beschreibt die Spinorientierung. Aus der Weyl-Gleichung und~n = ~p=j~pj folgt ~� �~n�0 = ��0:Mit anderen Worten: �0 ist dadurch eingeschr�ankt, da� Spin und Impulsantiparallel stehen (die Helizit�at des so beschriebenen Neutrinos ist -12 , unddies entspricht der Beobachtung). Rechtsh�andige Neutrinos w�urden durch dieWeyl-Gleichung f�ur � beschrieben: Dies sind die Antiteilchen der linksh�andi-gen Neutrinos. F�ur die schwache Wechselwirkung, in der diese Teilchen auf-treten, ist die Raumspiegelung keine Symmetrieoperation. Aus diesem Grun-de spielt die Transformation � 7! �; � 7! �, die die Helizit�at der Neutrinosumkehrt, dort keine Rolle.Die Zweikomponententheorie des Neutrinos wird man am bequemsten inder Sprache der Dirac-Theorie formulieren:�@� = 0; 12(1l + 5) = 0: (25)1.5 Die Proca-GleichungenGew�ohnlich betrachtet man die Klein-Gordon-Gleichung ( + m2)� = 0(mit m 6= 0) f�ur ein Skalarfeld �(x) als die einfachste Feldgleichung16. Esgibt jedoch gute Gr�unde, Di�erentialgleichungen 1.Ordnung den Vorzug zugeben. Die Umformung der Klein-Gordon-Theorie gelingt durch Einf�uhrungvon vier zus�atzlichen Feldkomponenten, A� = m�1@��:�@�A� �m� = 0 (26)@���mA� = 0 (27)Dieses Gleichungssystem hat eine �ahnliche Struktur wie sie die Dirac-Gleichungaufweist, (��@� �m)B = 0 ;wobei B nun ein f�unfkomponentiges Feld ist: B = (�; A�). Es ist bemer-kenswert, da� die hier auftretenden �-Matrizen die folgenden algebraischenRelationen (bekannt unter dem Namen `Kemmer-Algebra') erf�ullen:������ + ������ = ��g�� + ��g��16Wie allgemein �ublich, bezeichnet = @�@� den d'Alembert- oder Wellenoperator.16



Es zeigt sich nun, da� es au�er der trivialen Darstellung �� = 0 und dereben beschriebenen 5-dimensionalen Darstellung der Kemmer-Algebra nurnoch eine weitere irreduzible Darstellung gibt. Sie ist 10-dimensional undwird durch die Proca-Gleichungen realisiert:�@�A� + @�A� �mF �� = 0 (28)@�F �� �mA� = 0 (29)Das Verhalten unter Lorentz-Transformationen zeigt, da� von der reduziblenDarstellungD 12 12�D10�D01 Gebrauch gemacht wurde. Dennoch beschreibendie Proca-Gleichungen ausschlie�lich Spin-1-Teilchen. Denn es gilt F �� =�F �� und @�A� = 0 als Folge der Feldgleichungen.Die Maxwell-Gleichungen (im Vakuum) sind ein Grenzfall der Proca-Gleichungen. Wenn man n�amlich das Vektorfeld anders normiert und dannden Limes m! 0 ausf�uhrt, bekommt man:�@�A� + @�A� � F �� = 0 (30)@�F �� = 0 (31)1.6 Pauli-Fierz-GleichungenWir betrachten ein Feld  �(x), das sowohl ein Dirac-Spinor als auch einVektor ist und damit 16 Komponenten besitzt. Die zugrunde liegende Spi-nordarstellung der L"+ istD 12 12 
�D 120 �D012� = D012 �D 12 0 �D112 �D 121Der Spininhalt w�are somit s = 12 und s = 32 . Pauli und Fierz (ebenso Raritaund Schwinger) formulierten die folgenden Feldgleichungen:(i�@� �m) � = 0 (32)@� � = 0 (33)Die erste Gleichung garantiert, da� es sich um Teilchen der Masse m handelt,die zweite schlie�t Teilchen mit Spin 12 aus der Betrachtung aus.1.7 Chirale und Nichtchirale FelderDie einfachsten Bespiele f�ur Felder mit de�nierter Chiralit�at (links/rechts-H�andigkeit) haben wir bei der Zerlegung des Dirac-Feldes  =  R +  L17



kennengelernt. Sie entspricht der Zerlegung der Darstellung der SL(2; C) indie irreduziblen Bestandteile D 120 und D012 . Die Chiralit�at erben die symme-trischen Tensorprodukte:Dj0 = D 12 0 _ � � � _D 12 0 (2j Faktoren)D0k = D012 _ � � � _D012 (2k Faktoren)Diese Tatsache fanden wir best�atigt am Beispiel der Zerlegung des Feldst�ar-ketensors F �� = �F �� in den selbstdualen und den antiselbstdualen Tensor.Sie entspricht der Zerlegung der Darstellung der SL(2; C) in die irreduziblenBestandteile D10 und D01. Allgemein gilt:� Bei Raumspiegelung geht ein (j; k)-Feld in ein (k; j)-Feld �uber.� Ist speziell j = 0 oder k = 0, so hat das Feld eine de�nierte Chi-ralit�at. Ein (0; k)-Feld ist immer linksh�andig, ein (j; 0)-Feld immerrechtsh�andig.� Ein (j; j)-Feld gilt als nichtchiral. Ebenso reduzible Felder, bei derenZerlegung die Darstellung Djk zusammen mit der Darstellung Dkj auf-tritt.Beispiele f�ur nichtchirale Felder:1. Das Skalarfeld � unter der (trivialen) Darstellung D00.2. Das Dirac-Feld  unter der Darstellung D 120 �D012 .3. Das Vektorfeld A� unter der Darstellung D 12 12 .4. Das Gravitationsfeld G�� unter der Darstellung D11.Weitere Beispiele sind leicht zu konstruieren, jedoch von geringem Interesse.
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2 Das QuantenprinzipBevor wir von einer Quantenfeldtheorie (QFT) �uberhaupt erst sprechen k�on-nen, mu� erl�autert werden, wie die Quantisierung eines Feldes vollzogen wird.Bekanntlich erh�alt man die gew�ohnliche Quantenmechanik von endlich vie-len Freiheitsgraden dadurch, da� man die klassischen Observablen, wie Ortund Impuls, durch Operatoren ersetzt. Die Rolle der Poisson-Klammer �uber-nimmt der Kommutator, und die Vertauschungsrelationen von Heisenbergcharakterisieren die Operatoren bis auf �Aquivalenz bereits eindeutig. In derQFT geht man �ahnlich vor: Die klassischen Felder werden durch Opera-toren ersetzt. Diese werden durch kanonische Vertauschungs- oder Antiver-tauschungsrelationen festgelegt. Einen Eindeutigkeitssatz gibt es jedoch nichtmehr. Die so konstruierte Theorie entspricht einer Quantenmechanik von un-endlich vielen Freiheitsgraden.2.1 BosonenDas Grundprinzip der kanonischen Quantisierung soll am Beispiel des frei-en (d.h. wechselwirkungsfreien) Feldes erl�autert werden. Das Ziel ist, freieTeilchen mit Spin 0 und Spin 1 zu beschreiben. Wir st�utzen uns hierbeiauf die bekannten Feldgleichungen und beginnen mit der Beschreibung vonSpin-0-Teilchen. Die Benutzung reeller Felder f�uhrt automatisch zu einer Si-tuation, bei der das Teilchen mit seinem Antiteilchen �ubereinstimmt. Erst dieEinf�uhrung komplexer Felder erm�oglicht eine Unterscheidung von Teilchenund Antiteilchen: Obwohl ihre Massen gleich sind, haben sie entgegengesetz-te Ladungen (elektrische Ladung, Baryonenzahl usw.). Folglich beschreibenreelle Felder solche Teilchen, deren Ladungen verschwinden.2.1.1 Die kanonischen VertauschungsrelationenEin reelles Feld �(x), das der Klein-Gordon-Gleichung ( + m2)�(x) = 0gen�ugt, wird dadurch zu einem Operatorfeld, da� man zu einer festen (jedochbeliebigen) Zeit t = x0 kanonische Vertauschungsrelationen f�ur das Feld undseine zeitliche Ableitung _� = @0� fordert17:[�(x); _�(x0)]t=t0 = i�3(x� x0) (34)[�(x);�(x0)]t=t0 = 0 (35)[ _�(x); _�(x0)]t=t0 = 0 (36)17Punkte x der Raumzeit haben die Koordinaten (x0;x). Mit �3(x) wird die dreidimen-sionale Diracsche Deltafunktion bezeichnet. Es handelt sich dabei jedoch nicht um eine`Funktion' im �ublichen Sinn, sondern um eine Distribution.19



Diese Relationen haben eine formale �Ahnlichkeit mit den HeisenbergschenRelationen f�ur Ort und Impuls. Wir wollen zeigen, da� sie das Gew�unschteleisten, n�amlich eine Beschreibung von relativistischen Teilchen, die der Bose-Statistik unterworfen sind. Dazu w�ahlen wir die folgende Zerlegung:�(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! �e�ikxa(k) + eikxay(k)	 (37)mit k = (k0;k), k0 = ! = pm2 + k2 und kx = !t� kx. Es ist sinnvoll, hierdas Lorentz-invariante Ma� d3k=(2!) auf dem Massenhyperboloid k2 = m2,k0 > 0 anstelle von d3k zu benutzen.Es gelingt nun, die Fourier-Amplituden a und ay durch � und _� zur Zeitt = 0 (oder zu irgendeiner anderen Zeit) auszudr�ucken:a(k) = (2�)�3=2 Z d3x e�ikx n!�(0;x) + i _�(0;x)o (38)ay(k) = (2�)�3=2 Z d3x eikx n!�(0;x)� i _�(0;x)o (39)Auf diese Weise ermittelt man die kanonischen Vertauschungsrelationen f�urdie Operatoren a und ay:[a(k); ay(k0)] = 2!�3(k� k0) (40)[a(k); a(k0)] = 0 (41)[ay(k); ay(k0)] = 0 (42)Die Rechnung, die zur Formel (40) f�uhrt, verlangt nur eine einfache Integra-tion: �i(! + !0)(2�)�3 Z d3x Z d3x0 ei(kx�k0x0)i�3(x� x0)= (! + !0)(2�)�3 Z d3x ei(k�k0)x = 2!�3(k� k0) :Die Felder wie auch ihre Fourier-Amplituden sind sehr singul�are mathemati-sche Objekte, wie das Auftreten der �-Funktion signalisiert. Um diese Gr�o�enbesser kontrollieren zu k�onnen, integrieren wir wir a und ay mit Wellenfunk-tionen �(k): a(�) = Z d3k2! �(k)a(k) (43)ay(�) = Z d3k2! ay(k)�(k) : (44)20



Unter diesen Wellenfunktionen hat man sich Zust�ande eines Teilchens in derImpulsdarstellung vorzustellen. Mit dem Skalarprodukt(�; �0) = Z d3k2! �(k)�0(k) (45)sind diese Funktionen Vektoren eines HilbertraumesH = f� j (�; �) <1g (46)Wir werden ihn kurz den Einteilchenraum nennen. Die kanonischen Vertau-schungsrelationen erhalten nun die Gestalt:[a(�); ay(�0)] = (�; �0) (47)[a(�); a(�0)] = 0 (48)[ay(�); ay(�0)] = 0 (49)Wir wollen nun die Herkunft der Gr�o�en a(�) und ay(�) vergessen und sieuns lediglich durch die Vertauschungsrelationen de�niert denken. Dazu sindallerdings noch zwei Bedingungen erforderlich, die wir gesondert formulieren:� Die Abbildung � 7! ay(�) ist linear .� Die Abbildung � 7! a(�) ist antilinear 18.Das Problem, die Vertauschungsrelationen zu `l�osen', d.h. eine Darstellungdurch Operatoren auf einem konkreten Hilbertraum zu �nden, l�a�t sich bes-ser handhaben, wenn wir eine Basis19 (ei)i=1;2;::: in dem Einteilchenraum Heinf�uhren. Setzen wir nunai = a(ei) ayi = ay(ei) i = 1; 2; : : : (50)so bestimmen diese Operatoren die Gr�o�en a(�) und ay(�) bereits vollst�andig.Grund: Jedes � l�a�t sich nach den Elementen der Basis entwickeln, und diesf�uhrt gleichzeitig zu einer Entwicklung von a(�) und ay(�) nach ai bzw. ayi .Aus (ei; ek) = �ik folgen die kanonischen Vertauschungsrelationen nun ineiner neuen Gestalt: [ai; ayk] = �ik (51)[ai; ak] = 0 (52)[ayi ; ayk] = 0 (53)18a(��+ �0�0) = ��a(�) + ��0a(�0) f�ur komplexe Zahlen � und �0.19Darunter verstehen wir ein vollst�andiges Orthonormalsystem.21



Die Indizes i und k durchlaufen alle nat�urliche Zahlen, weil die Dimensiondes Einteilchenraumes abz�ahlbar unendlich ist.Es ist hilfreich, sich f�ur einen Augenblick vorzustellen, es g�abe nur endlichviele Freiheitsgrade: i; k = 1; : : : ; n. In diesem Fall erhalten wir die Kommuta-torrelationen des harmonischen Oszillators f�ur n Freiheitsgrade. Die wesent-liche Struktur erkennen wir bereits am Oszillator mit einem Freiheitsgrad.F�ur n = 1 haben wir es nur mit dem Operatorpaar a und ay zu tun, das manin der Quantenmechanik auf folgende Weise beschreibt:a = 1p2 �x+ ddx� ay = 1p2 �x� ddx� (54)Diese Operatoren wirken auf dem Hilbertraum der quadratintegrablen Funk-tionen  (x): Selbst f�ur einen Freiheitsgrad ist der Darstellungsraum bereitsunendlichdimensional. Der Grundzustand des Oszillators ist durch die Funk-tion 
(x) = ��1=4 exp(�x2=2) gegeben, kann aber auch durch die Bedingunga
 = 0 (bis auf einen Normierungsfaktor) abstrakt charakterisiert werden20.Nun kehren wir zu dem Fall unendlich vieler Freiheitsgrade, dem Fall derFeldtheorie also, zur�uck und konstruieren den Darstellungsraum in analogerWeise. Wir nehmen dabei an:1. Existenz und Eindeutigkeit des Vakuums. Es gibt genau einen Grund-zustand 
, genannt das `Vakuum', mit den Eigenschaftenai
 = 0 i = 1; 2; : : : ; (
;
) = 1 (55)`Genau einen' hei�t hier, da� 
 bis auf einen (physikalisch irrelevanten)Phasenfaktor eindeutig ist.2. Existenz einer abz�ahlbar unendlichen Basis. Durch fortgesetzte Anwen-dung der Operatoren ayi auf das Vakuum erhalten wir die Basisvektoren�n1;:::;nk = 1pn1!n2! � � �nk! (ay1)n1(ay2)n2 � � � (ayk)nk
 (56)(k = 0; 1; 2; : : : ; ni = 0; 1; 2; : : :). Das System dieser Vektoren21 istvollst�andig, d.h. jeder Zustand besitzt eine (konvergente) Entwicklungnach diesen Basisvektoren.20Zur Erinnerung: a
 = 0 stellt eine Di�erentialgleichung dar, als deren L�osung dieGau�-Funktion erscheint.21Falls k = 0, also (n1; � � � ; nk) leer ist, f�allt der Basisvektor mit dem Vakuum zusammen.22



3. Die Beziehung zwischen ai und ayi . Sei D der Teilraum22 der endlichenLinearkombinationen, die man aus den Basisvektoren bilden kann, sogilt f�ur alle �;�0 2 D(�; ai�0) = (ayi�;�0) i = 1; 2; : : : (57)Man sagt deshalb, ai und ayi seien konjugiert zueinander.Wir interpretieren ni in (2.23) als die Zahl der Teilchen mit dem Freiheitsgradi oder auch als die Besetzungszahl des Zustandes ei. Wir nennen demgem�a�deren Summe n1 + n2 + � � � + nk die Gesamtteilchenzahl. Die Operatorenayi angewandt auf einen Zustand erzeugen ein weiteres Teilchen mit demFreiheitsgrad i. Sie hei�en darum Erzeugungsoperatoren, w�ahrend die An-wendung der Operatoren ai Teilchen der Sorte i vernichtet, sie hei�en darumVernichtungsoperatoren. Konkret kann ihre Wirkung auf die Basisvektoren(56) durch die folgenden Formeln angegeben und somit eine Darstellung de-�niert werden: ai����ni��� = pni ����ni�1���ayi����ni��� = pni + 1 ����ni+1��� :Insbesondere folgt daraus ayiai����ni��� = ni����ni��� :Die so beschriebene Darstellung der kanonischen Vertauschungsrelationenhei�t Vakuumdarstellung oder Fock-Darstellung. Der zugeh�orige Hilbertraumhei�t symmetrischer Fockraum �uber dem Einteilchenraum H. Wir wollen ihnmit F+(H) bezeichnen. Der �Ubergang vom Einteilchenraum H zum Fock-raum F+(H) ist zwar typisch f�ur die Feldtheorie, aber nicht nur dort anzu-tre�en. Auch in der Theorie der kondensierten Materie begegnet man Viel-teilchensystemen mit Bose-Statistik (z.B. He4, Phononen), und man ben�otigtzu ihrer Beschreibung den Fockraum. Der �Ubergang zu einem Zustandraummit unbegrenzter Teilchenzahl wird allgemein als zweite Quantisierung be-zeichnet23.22Es handelt sich hier um den De�nitionsbereich der Operatoren ai und ayi , der deswegennicht mit dem ganzen Fockraum �ubereinstimmen kann, weil diese Operatoren unbeschr�anktsind. Nat�urlich beschreibt D eine dichte Menge von Vektoren: Jeder beliebige Vektor kanndurch Vektoren aus D approximiert werden.23Diese Bezeichnung ist leider irref�uhrend, weil es sich hierbei nicht um die Einf�uhrungeines neuen physikalischen Weltbildes, schon gar nicht um eine `Revolution' der Physik,sondern nur um die Einf�uhrung einer bequemen Schreibweise, bestenfalls um eine mathe-matische Konstruktion handelt. 23



Der Operator der Teilchenzahl kann auf verschiedene Weise dargestelltwerden, (1) basisabh�angig als N = 1Xi=1 ayiai ; (58)(2) basisunabh�angig als N = Z d3k2! ay(k)a(k) : (59)Um (59) aus (58) abzuleiten, ben�otigt man nur die Vollst�andigkeitsrelationXi ei(k)ei(k0) = 2!�3(k� k0)der Basisvektoren ei im Einteilchenraum. Diese lautet f�ur jede Basis gleich.Andererseits kann der Operator N auch durch die Bedingungen[a(�); N ] = a(�); [N; ay(�)] = ay(�); N
 = 0charakterisiert werden.2.2 Eigenschaften des VakuumsSei also F+(H) der Fockraum �uber H und 
 der Vakuumzustand darin.Aus ai
 = 0 f�ur alle i folgt a(�)
 = 0 f�ur alle � 2 H gleichbedeutendmit (
; a(k)
) = 0. Ebenso (
; ayi
) = (ai
;
) = 0, also (
; ay(k)
) = 0.Ein Blick auf (2.4) lehrt: Das freie Feld �(x) besitzt einen verschwindendenVakuum-Erwartungswert: (
;�(x)
) = 0 (60)Wir nennen diesen Erwartungswert auch die Einpunktfunktion des Feldes.Bei freien Feldern ist es unausweichlich, da� diese Funktion verschwindet.Dies �andert sich u.U. bei Einschaltung einer Wechselwirkung. Die Salam-Weinberg-Theorie benutzt ein Skalarfeld �, das sog. Higgs-Feld, f�ur das(
;�(x)
) = v 6= 0 gilt, wobei v ein �uberall pr�asentes konstantes Hinter-grundfeld ist.Anders liegen die Dinge bei der Zweipunktfunktion. Hier berechnen wir(
;�(x)�(y)
) = (2�)�3 Z d3k2! Z d3k02!0 (
; a(k)ay(k0)
) e�ikx+ik0y= (2�)�3 Z d3k2! Z d3k02!0 (
; [a(k); ay(k0)]
) e�ikx+ik0y24



= (2�)�3 Z d3k2! Z d3k02!0 2!�3(k� k0)(
;
) e�ikx+ik0y= (2�)�3 Z d3k2! e�ik(x�y)mit dem Ergebnis (
;�(x)�(y)
) = �+(x� y;m) (61)Die hier eingef�uhrte L"+-invariante Funktion �+(x;m) ist in Wahrheit eineDistribution bez�uglich x. Sie h�angt au�erdem von der Masse m des Skalarfel-des ab. Diese Funktion beschreibt die Fluktuationen des freien Feldes im Va-kuum (`Vakuumuktuationen'). In der Feldtheorie erh�alt das Vakuum damiteine Struktur. Es nimmt Eigenschaften an, die weder von der gew�ohnlichenQuantenmechanik noch von der allgemeinen Relativit�atstheorie her voraus-sehbar waren. Denn traditionell hat das Vakuum �uberhaupt keine Struktur.Die Struktur, die es in Feldtheorie erh�alt, kann auch im Experiment sichtbargemacht werden, sie f�uhrt zum sog. Lamb shift in der Atomphysik.Die Existenz von Vakuumuktuationen ist auch Quelle von unerw�unsch-ten Divergenzen in der Feldtheorie. So ist etwa(
;�(x)2
) = �+(0; m) =1 (62)und der �ubliche Ansatz f�ur den Energie-Dichte24T 00(x) = 12f _�(x)2 + (r�(x))2 +m2�(x)2g (63)wird zu einem sinnlosen Ausdruck. Um diesen Mi�stand zu vermeiden, be-dient man sich eines Kunstgri�es. Man f�uhrt das sog. Wick-Produkt ein,:�(x)�(y) : = �(x)�(y)��+(x� y;m) ; (64)und ersetzt alle formalen Produkte von Feldoperatoren (auch solche f�ur x =y) durch die entsprechenden Wick-Produkte25. Ein Higgs-Feld mit der MassemH (im Bereich 110-170 GeV) und dem (Vakuums)-Erwartungswert v (ca.246 GeV) f�uhrt gem�a� (63) zu einer konstanten Energiedichte des Vakuums12m2Hv2 (genauer: 12(~c)�3m2Hv2)24T�� bezeichnet den Energie-Impuls-Tensor.25Dies geht auf einen Vorschlag von C.G.Wick zur�uck. Die Wick-Produkte entstehenformal durch eine Umordnung von Erzeugungs- und Vernichtungs-Operatoren.Man sprichtin diesem Zusammenhang auch von einer Normalordnung der Operatoren: Erzeugungs-Operatoren stehen grunds�atzlich links von den Vernichtungs-Operatoren.25



von der Gr�o�enordnung 1050 GeV/cm3, die alles Vorstellbare �ubersteigt.Wir kehren zur�uck zur Situation v = 0 und fragen nach der Existenz einesVerfahrens, das die Berechnung der n-Punktfunktion mit n � 3Wn(x1; : : : ; xn) = (
;�(x1) � � ��(xn)
)f�ur ein freies Skalarfeld gestattet. Die allgemeine Strategie, hierbei nur dieVertauschungsrelationen heranzuziehen, f�uhrt auf ein Rekursionsverfahren:Wn(x1; : : : ; xn) = n�1Xk=1Wn�2(: : : ; x̂k; : : : ; x̂n)�+(xk � xn; m) :Hier bedeutet x̂, da� die Variable x zu entfernen sei. Wir erkennen zweiDinge: (1) F�ur ungerades n verschwindet Wn, (2) f�ur gerades n ist Wn eineSumme von Produkten der �+-Funktion. Translationsinvarianz �au�ert sichso, da� Wn nur von von den Di�erenzen xi � xk abh�angt.2.3 Energie und ImpulsWir bem�uhen uns nun, die wichtigsten Observablen auf einem anderen Wegals durch Wick-Produkte einzuf�uhren, und beginnen mit der Energie. DieQFT ist eine Quantentheorie von unendlich vielen Freiheitsgraden, die dasHeisenberg-Bild benutzt: Nicht die Zust�ande, sondern die Feldoperatorensind zeitabh�angig. An die Stelle der Schr�odinger-Gleichung tritt deshalb dieHeisenberg-Gleichung f�ur das Feld �:i @@t�(t;x) = [�(t;x); H] (65)Die formale L�osung dieser Gleichung lautet�(t + t0;x) = eitH�(t0;x)e�itH ;d.h. der Hamilton-OperatorH ist immer erzeugendes Element einer einpara-metrigen Gruppe von Zeittranslationen. F�ur den Spezialfall eines freien Feldist die zeitliche Entwicklung bekannt. Somit k�onnen wir die Gleichung (65)zur Charakterisierung des Hamilton-OperatorsH verwenden. Die Energie istdadurch fast eindeutig , n�amlich bis auf eine additive Konstante festgelegt.Denn sind H und H 0 zwei L�osungen der obigen Gleichung, so kommutiert dieDi�erenz H 0 � H mit dem Feld. In der Fock-Darstellung ist das Skalarfeldirreduzibel, d.h. es gilt die Aussage des Schurschen Lemmas: Jeder mit demFeld kommutierende Operator ist notwendig ein Vielfaches des Einheitsope-rators I. Damit haben wir H 0 = H + cI. Die beliebige Konstante c, die nur26



die Energieskala verschiebt, wird von uns nun dadurch festgesetzt, da� wirdem Vakuum die Energie Null geben:H
 = 0 ) e�itH
 = 
 (66)Diese Wahl ist in gewisser Weise nat�urlich und im Einklang mit der Vorstel-lung, da� das Vakuum im Schr�odinger-Bild ein zeitunabh�angiger Zustandund zugleich der einzige Zustand mit dieser Eigenschaft ist.In einer relativistischen Theorie ist die Energie nur die 0-te Komponenteeines Vektors P �, des Viererimpulses. Dies veranla�t uns, die Heisenberg-Gleichung wie folgt zu erweitern:i@��(x) = [�(x); P �] (67)P �
 = 0 (68)Damit haben wir verlangt, da� das Vakuum den Viererimpuls Null erh�alt.Die erweiterte Heisenberg-Gleichung l�a�t sich formal integrieren:�(x + x0) = U(x)�1�(x0)U(x)U(x)
 = 
 ; U(x) = exp(�ix�P �)(P = (P �) = (H;P)). F�ur jedes x 2 M4 ist U(x) ein unit�arer Operator.Er verallgemeinert den Ausdruck e�itH , und die Abbildung x 7! U(x) isteine unit�are Darstellung der Translationen auf dem Fock-Raum. Die Kom-ponenten von P nennt man die Erzeuger dieser Darstellung. Das Vakuum istein translationsinvarianter Zustand. Man kann f�ur die Fock-Darstellung desFeldes zeigen, da� es der einzige Zustand mit dieser Eigenschaft ist.Durch �Ubergang zu den Fourier-Amplituden des Feldes erhalten wir dieerweiterten Heisenberg-Gleichungen in einer �aquivalenten Fassung:k�a(k) = [a(k); P �] k = (k�) = (!;k) (69)k�ay(k) = [P �; ay(k)] (70)2.4 Einteilchenzust�andeWir wollen uns nun davon �uberzeugen, da� der Operator ay(�) aus demVakuum einen Einteilchenzustand mit der Wellenfunktion �(k) erzeugt26.26Mit `Wellenfunktion' meinen wir immer ein Wellenpaket in der Impulsdarstellung.Die Ortsdarstellung wird von uns nicht benutzt, weil der Begri� des Ortsoperators inder Feldtheorie problematisch ist. Es zeigt sich, da� man auf die Ortsdarstellung ganzverzichten kann. 27



Dazu berechnen wir das Skalarprodukt:(ay(�)
; ay(�0)
) = (
; a(�)ay(�0)
)= (
; [a(�); ay(�0)]
)= (�; �0)(
;
)= (�; �0)Das Ergebnis ist wie gew�unscht und l�a�t sich auch so interpretieren: Dieformalen Zust�ande27 jki = ay(k)
 (71)erf�ullen hkjk0i = 2!�3(k� k0) (72)P �jki = k�jki (73)Letzteres gilt wegen (68) und (70): P �ay(k)
 = [P �; ay(k)]
 = k�ay(k)
.2.5 Mehrteilchenzust�andeZust�ande von zwei Teilchen erhalten wir so:j�1�2i = ay(�1)ay(�2)
 (74)Der Zustand ist symmetrisch unter Vertauschung der beiden Wellenfunktio-nen, weil die zugeh�origen Erzeugungsoperatoren miteinander kommutieren.Das Skalarprodukt l�a�t sich elementar berechnen:h�1�2j�01�02i = (
; a(�1)a(�2)ay(�01)ay(�02)
)= (
; [a(�1); ay(�01)][a(�2); ay(�02)]
)+ (
; [a(�1); ay(�02)][a(�2); ay(�01)]
)= (�1; �01)(�2; �02) + (�1; �02)(�2; �01)wobei wir nur die Regeln (47-49) und a(�)
 = 0 benutzten. Das Ergebniszeigt wieder die Symmetrie der Zust�ande. Wir erhalten das gleiche Resultat,wenn wir zun�achst das symmetrische direkte Produkt �1_�2 der Wellenfunk-tionen einf�uhren,f�1 _ �2g(k;k0) = 1p2 f�1(k)�2(k0) + �2(k)�1(k0)g ; (75)27Hierbei handelt es sich um nichtnormierbare Zust�ande. Sie k�onnen nicht als Vektorenim Fock-Raum aufgefa�t werden. Ihre Einf�uhrung ist dennoch n�utzlich und entspricht derEinf�uhrung ebener Wellen in der Quantenmechanik.28



und dann das Skalarprodukt auf die folgende Weise berechnen:h�1�2j�01�02i = Z d3k2! Z d3k02!0 f�1 _ �2g(k;k0) f�01 _ �02g(k;k0) (76)Formale Zust�ande, die den ebenen Wellen entsprechen, lassen sich auch hiereinf�uhren: jk; k0i = ay(k)ay(k0)
 (77)Unter Benutzung von (2.38) und (2.33) �nden wir leicht den Viererimpulsdieser Zust�ande:P �jk; k0i = [P �; ay(k)]ay(k0)
 + ay(k)[P �; ay(k0)]
= (k� + k0�)jk; k0iDas Ergebnis ist auch hier wie erwartet.Man kann nun fortfahren und schlie�lich den allgemeinen n-Teilchenzustanduntersuchen. Durch Induktion �ndet man:� Der Zustand j�1�2 � � ��ni = ay(�1)ay(�2) � � �ay(�n)
beschreibt n Teilchen mit der symmetrischen Wellenfunktionf�1 _ �2 _ � � � _ �ng(k1; : : : ;kn) = 1pn!X� nYn=1��(i)(ki)(Die Summe erstreckt sich �uber alle Permutationen � von 1,..,n).� F�ur den Zustand jk1 � � �kni = ay(k1) � � �ay(kn)
 giltP �jk1 � � �kni = (k�1 + � � �+ k�n)jk1 � � �kniAlle abgeleiteten Formeln belegen, da� es sich bei den Teilchen, die ein Ska-larfeld beschreibt, um wechselwirkungsfreie Bosonen mit Spin 0 handelt28.28F�ur Bosonen gilt, da� sie nur in symmetrischen Zust�anden auftreten k�onnen. Dies isthier automatisch durch die kanonischen Vertauschungsrelationen gew�ahrleistet. Man sagtauch, da� solche Teilchen der Bose-Statistik gen�ugen.
29



2.6 AntiteilchenWir haben bislang nur das reelle Skalarfeld diskutiert. Es kann nur eine Sortevon Teilchen beschreiben. Das komplexe Skalarfeld besitzt weitere Freiheits-grade. Mit ihm werden Antiteilchen in die Theorie eingef�uhrt. Man erkenntdies an der Fourier-Zerlegung:�(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! �a(k)e�ikx + by(k)eikx	 (78)�y(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! �b(k)e�ikx + ay(k)eikx	 (79)Dieser Ansatz wird von vier Annahmen begleitet:1. Die Operatoren a und ay gen�ugen kanonischen Vertauschungsrelatio-nen. Sie beschreiben die Teilchen.2. Die Operatoren b und by gen�ugen kanonischen Vertauschungsrelationen.Sie beschreiben die Antiteilchen.3. Die Teilchen-Operatoren kommutieren mit den Operatoren der Anti-teilchen.4. Es existiert ein gemeinsames Vakuum 
:a(k)
 = b(k)
 = 0Mit diesen Forderungen ist die Struktur des Hilbertraumes aller Zust�andevollst�andig festgelegt. Zum besseren Verst�andnis dieser Struktur werden wirden EinteilchenraumHT der Teilchen von dem entsprechenden RaumHA derAntiteilchen unterscheiden, obwohl beide isomorph zum Raum der quadra-tintegrablen Funktionen �(k) sind. Insbesondere folgt aus der Konstruktion,da� Teilchen und Antiteilchen die gleiche Masse haben. Durch Einf�uhrungder Antiteilchen haben wir die Zahl der Freiheitsgrade verdoppelt in demfolgenden Sinn: Der Einteilchenraum ist nunmehr die direkte Summe:H = HT �HA (80)Der Fock-Raum F+(H) beherbergt alle Zust�ande29 des komplexen Skalar-feldes. Er enth�alt einerseits alle Zust�ande, in denen nur Teilchen vorhanden29Genau betrachtet beschreiben die Elemente dieses Raumes die Vektorzust�ande, auchreine Zust�ande genannt. Daneben gibt es Zust�ande, die durch statistische Operatoren(`Dichtematrizen') gegeben werden. Sie werden nur selten in der Elementarteilchenphysikbetrachtet. 30



sind, also den Raum F+(HT ), andererseits aber auch alle Zust�ande, in denennur Antiteilchen vorkommen, also F+(HA). Dar�uberhinaus �nden wir auchZust�ande, in denen Teilchen und Antiteilchen zugleich auftreten:ay � � �ayby � � � by
(alle Argumente der Operatoren sind hier weggelassen). Solch einen Zustandk�onnen wir als Tensorprodukt eines Teilchen- und eines Antiteilchenzustandesau�assen: ay � � �ay
T 
 by � � � by
AHier sind 
T und 
A die Vakua in F+(HT ) bzw. F�(HA)), so da� 
 �=
T 
 
A. Wir gelangen so zu einer bemerkenswerten �Aquivalenz bei derBeschreibung des Zustandsraumes30:F+(HT �HA) �= F+(HT )
 F+(HA) (81)Die Konstruktionsvorschrift F+ verwandelt die direkte Summe der Einteil-chenr�aume in ein Tensorprodukt der zugeh�origen Fock-R�aume und �ahnelt soeiner exponentiellen Abbildung.Unter Ladungskonjugation versteht man die involutive Abbildung �(x) 7!��(x). �Ahnliches gilt f�ur andere komplexe Felder. Nach Quantisierung desSkalarfeldes kann diese Abbildung durch einen (linearen!) Operator C aufdem Fockraum, den Operator der Ladungskonjugation, induziert werden:C�(x)C�1 = �y(x) ; C
 = 
 :Der Operator C vertauscht damit die Rollen von Teilchen und Antiteilchen:Ca(k)C�1 = b(k) ; Cay(k)C�1 = by(k) :Mit Hilfe von C
 = 
 (Invarianz des Vakuums) kann die Wirkung des Ope-rators C auf Zust�ande des Fockraumes explizit gemacht werden:Cay(�1) � � �ay(�n)by('1) � � �ay('m)
 = by(�1) � � � by(�n)ay('1) � � �ay('m)
 :Aufgrund seiner Konstruktion ist der Operator C unit�ar und involutiv. Eswird sp�ater zu entscheiden sein, ob die Ladungskonjugation eine Symmetrieder Wechselwirkung ist. Experimente mit schwachen Zerf�allen haben gezeigt,da� dies nicht der Fall ist.30Das hier auftretende Tensorprodukt zweier Hilbertr�aume ist eine in Mathematik undPhysik viel benutzte Konstruktion. Es unterscheidet sich geringf�ugig von dem algebraischenTensorprodukt: Das Hilbert-Tensorprodukt entsteht durch Vervollst�andigung (Hinzunah-me aller Cauchy-Folgen) aus dem algebraischen Tensorprodukt.31



2.7 PhotonenOhne �au�ere Quellen lauten die Feldgleichungen der Maxwellschen Theorie:r�E = �@0B r�E = 0 (82)r�B = @0E r�B = 0 (83)Durch Einf�uhrung des komplexen Feldes Z = E+ iB �nden wirr�Z = i@0Z r�Z = 0 (84)Eine dreidimensionale Fourier-TransformationZ(x0;x) = (2�)�3=2 Z d3k eikxz(x0;k) (85)f�uhrt die Maxwellschen Gleichungen schlie�lich �uber ink�z(x0;k) = @0z(x0;k) k � z(x0;k) = 0 (86)Wir f�uhren f�ur jedes k = (k1; k2; k3) unter Benutzung der Abk�urzung ! =k0 = jkj die folgende komplexe Matrix ein:M(k) = i! 0@ 0 �k3 k2k3 0 �k1�k2 k1 0 1A (87)Da k�z = �i!Mz gilt, haben wir die Gleichung @0z = �i!Mz f�ur festes kzu l�osen: z(x0;k) = e�i!Mx0z(0;k) (88)Da die Matrix M hermitesch ist, sind ihre Eigenwerte reell. Sie ergeben sichsofort aus der Bedingung det(M � �) = �� �3 = 0:� = �1; 0;+1Die physikalische Bedeutung dieser Werte liegt darin, da� sie die Helizit�atdes Photons beschreiben31. Jedem Eigenwert entspricht ein normierter Ei-genvektor in C3:� Der Eigenvektor zur Helizit�at 0 ist k=!.31F�ur ein masseloses Teilchen ist die Helizit�at eine Invariante unter Lorentz-Transformationen � 2 L"+. Unter einer Raumspiegelung �andert die Helizit�at ihr Vor-zeichen. 32



� Der Eigenvektor zur Helizit�at +1 wird mit e(k) bezeichnet32. Die Nor-mierung ist durch je(k)j2 = e(k)�e(k) = 1 festgelegt. Es gilt k�e(k) = 0.� Ein Eigenvektor zur Helizit�at �1 ist e(�k), ein anderer ist e(k). BeideVektoren m�ussen proportional zueinander sein. Mehr noch, da sie nor-miert sind, k�onnen sie sich nur um einen Phasenfaktor unterscheiden.Wir w�ahlen die Phase von e(k) in einer solchen Weise, da�e(�k) = e(k)gilt.Die Amplitude z(0;k) kann immer nach diesen Eigenvektoren zerlegt wer-den, wobei wir nun erkennen, da� wegen der Transversalit�atsbedingung k �z(0;k) = 0 die Helizit�at 0 in der Zerlegung nicht auftritt33:z(0;k) = ia+1(k)e(k)� iay�1(�k)e(�k) (89)Damit folgt aus (2.56)z(x0;k) = ia+1(k)e(k)e�i!x0 � iay�1(�k)e(�k)ei!x0In (2.53) eingesetzt bekommen wir zwei Integrale. Im zweiten Integral neh-men wir die Substitution k 7! �k vor und erhalten schlie�lich:E(x) + iB(x) = i(2�)�3=2 Z d3k e(k)ne�ikxa+1(k)� eikxay�1(k)o (90)E(x)� iB(x) = i(2�)�3=2 Z d3k e(k)ne�ikxa�1(k)� eikxay+1(k)o (91)Bis zu diesem Punkt haben wir nicht mehr geleistet, als lediglich die allgemei-ne L�osung der Maxwellschen Gleichung aufzuschreiben, d.h. die allgemeineForm einer elektromagnetischen Welle zu �nden. Die Aufspaltung einer sol-chen Welle in zwei Anteile mit entgegengesetzter Helizit�at ist identisch mitder Aufspaltung in zwei Anteile mit entgegengesetztem Vorzeichen der Fre-quenz. Das hat eine wichtige Konsequenz:Die Helizit�at des Photons ist L"+-invariant.32Die genaue Gestalt dieses komplexen Vektors ist irrelevant. Er ist bis auf eine (k-abh�angige) Phase eindeutig. Schreibt man ihn als e1 + ie2 mit Hilfe von reellen Vektorenund setzt man e3 = !�1k, so bilden die drei Vektoren e1; e2; e3 eine rechtsh�andiges Or-thonormalsystem im E3 (dreidimensionaler euklidischer Raum).33Die Faktoren i und �i sind willk�urlich. Mit dieser Wahl sind die folgenden Formelnim Einklang mit der Mehrheit der Lehrb�ucher.33



Der Grund hierf�ur ist, da� die Zerlegung einer Welle in einen Anteil positiverFrequenz und einen Anteil negativer Frequenz unabh�angig von der Wahl desBezugssystems ist.Bekanntlich ist das elektrische (magnetische) Feld durch einen Vektor(Axialvektor) repr�asentiert. Eine Raumspiegelung hat deshalb den folgendenE�ekt: E(t;x) + iB(t;x) 7! �E(t;�x) + iB(t;�x):Ein Vergleich mit (90-91) lehrt:Unter einer Raumspiegelung �andert die Helizit�at ihr Vorzeichen.O�ensichtlich handelt es sich bei den Kombinationen E+ iB und E� iB umFelder mit de�nierter Chiralit�at. Beide sind irreduzibel unter der Wirkungder Lorentz-Gruppe L"+ (�aquivalent der SL(2; C)). Im Detail:Feld Chiralit�at TransformationsverhaltenE+ iB rechtsh�andig D10E� iB linksh�andig D01Vergleiche hierzu die entsprechende Zerlegung des Dirac-Feldes in seine chi-ralen Komponenten.Wir haben bereits von Photonen gesprochen, den Welle-Teilchen-Dualismusstillschweigend voraussetzend. Wir gelangen zur korrekten Beschreibung derPhotonen aber erst durch den Formalismus der zweiten Quantisierung, alsodadurch, da� wir die Amplituden a�1 und ay�1 als Vernichtungs- bzw. Erzeu-gungsoperatoren f�ur Photonen mit Helizit�at �1 interpretieren und sie denkanonischen Vertauschungsrelationen unterwerfen34:[a�(k); ay�0(k0)] = 2!�3(k� k0)��;�0[ay�(k); ay�0(k0)] = 0[a�(k); a�0(k0)] = 0(�; �0 = �1, ! = jkj). Diese Relationen sind den folgenden gleichzeitigenVertauschungsrelationen der Felder �aquivalent:[Bj(x); Ek(x0)]t=t0 = X̀ �jk`r̀ i�3(x� x0) (92)34Das Photon besitzt damit genau zwei unabh�angige Polarisationszust�ande, die demrechts- und linkszirkularem Licht entsprechen. Bei festem Impuls kann der Hilbertraumder Linearkombinationen mit C2 identi�ziert werden. Allgemeine Polarisationen werdendurch positive 2 � 2-Matrizen mit Spur 1 beschrieben. Diese Theorie unterscheidet sichdurch nichts von der entsprechenden Theorie der Polarisation bei Elektronen. Deshalbsind alle Aussagen, die in einem System gemacht werden (Bellsche Ungleichung, Stern-Gerlach-Experimente usw.), auch g�ultig f�ur das andere System.34



[Bj(x); Bk(x0)]t=t0 = 0 (93)[Ej(x); Ek(x0)]t=t0 = 0 (94)(j; k; ` = 1; 2; 3). Das Photonen-Vakuum ist durch a�(k)
 = 0 de�niert.Im Gegensatz zu den Dirac-Feldern sind die elektromagnetischen Felder Eund B physikalisch me�bare Gr�o�en. Da nicht alle Komponenten miteinan-der kommutieren, unterliegen sie einer Unsch�arferelation, analog derjenigen,die Heisenberg f�ur Ort und Impuls aus den Vertauschungsrelationen ableite-te. Schon 1933 haben Bohr und Rosenfeld Gedankenexperimente diskutiert,durch die belegt werden sollte, da� E und B nicht zugleich mit beliebigerSch�arfe me�bar sind im Gegensatz zur Maxwellschen Theorie.Nachdem wir die physikalischen Gr�o�en E und B zu Operatoren erkl�arthaben, m�ussen wir die Beziehung zur klassischen Maxwell-Theorie dadurchwiederherstellen, da� wir erkl�aren:(Korrespondenzprinzip). Ist � ein normierter Vektor im Fock-Raum der Photonen (also ein allgemeiner Zustand des Strah-lungsfeldes), so sind diesem Zustand klassische FelderEklass(x) = (�;E(x)�)Bklass(x) = (�;B(x)�)zugeordnet.Die klassischen Felder gen�ugen dann stets den Maxwellschen Gleichungenund beschreiben somit eine klassische elektromagnetische Welle. Hat der Zu-stand � eine feste Photonenzahl, so verschwinden die klassischen Felder. Dasmag paradox erscheinen. Es zeigt uns aber, da� in der gew�ohnlichen elek-tromagnetischen Strahlung Zust�ande vorherrschend sind, in denen die Pho-tonenzahl statistischen Schwankungen unterliegt. In der Hochenergiephysikherrschen dagegen Zust�ande vor, in denen wir nur ein Photon (manchmalauch zwei Photonen) vor�nden. Es ist dann nicht nur sinnlos, sondern auchunm�oglich, einem einzelnen -Quant klassische Felder zuzuordnen.2.8 Das Vektorpotential in der Coulomb-EichungZur Beschreibung freier Photonen war es f�ur uns nicht notwendig, das Vektor-potential A�(x) einzuf�uhren. Wenn irgend m�oglich, wird man eine expliziteKonstruktion des Vektorpotentials vermeiden, weil es nicht eindeutig ist undsich der direkten Beobachtung entzieht35.35Dies gilt nur mit gewissen Einschr�ankungen, wie man aus dem Aharonov-Bohm-E�ektgelernt hat. 35



In der klassischen Strahlungstheorie zeigt man, da� es gelingt, unter Aus-nutzung der Eichfreiheit erstens die Lorentz-Bedingung @�A�(x) = 0 undzweitens (im Vakuum) auch noch A0(x) = 0 zu erf�ullen. Sind beide Bedin-gungen erf�ullt, so sprechen wir von der Coulomb-Eichung.Wir wollen nun zeigen, da� man zur Beschreibung von freien Photonenebensogut ein Vektorpotential in der Coulomb-Eichung heranziehen kann.Um das Feld A�(x) zu konstruieren, f�uhren wir Polarisationsvektoren e�1 =(e��1) durch e+1(k) = f0; e(k)g (95)e�1(k) = f0; e(k)g (96)ein und setzenA�(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! X�=�1ne��(k)a�(k) e�ikx + e��(k)ay�(k) eikxo (97)so da� (A�) = fA0;Ag mit A0 = 0 gilt. Eine kurze Rechnung zeigt, da� dieBeziehungen E = �@0A und B = r�A erf�ullt sind.Das Vektorpotential in der Coulomb-Eichung ist o�ensichtlich kein Vek-torfeld im strengen Sinn. Es ist nicht einmal Lorentz-kovariant. Denn dieBedingung A0 = 0 kann nicht in allen Bezugssystemen G�ultigkeit haben.Die Situation l�a�t sich etwa so darstellen. F�uhren wir formal eine Lorentz-Transformation aus, so erhalten wir ein Vektorpotential mit A0 6= 0. Durcheine nachgeschaltete Eichtransformation kann man die Bedingung A0 = 0wieder erf�ullen. Dies zeigt, da� Lorentz-Transformationen und Eichtransfor-mationen miteinander verquickt sind, also in Eichtheorien nicht unabh�angigvoneinander betrachtet werden k�onnen.2.9 FermionenAls Fermionen bezeichnet man diejenigen Teilchen, die dem Paulischen Aus-schliessungsprinzip und damit der Fermi-Statistik gen�ugen. Das Postulat�uber den Zusammenhang von Spin und Statistik besagt, da� diese Teilchennotwendig halbzahligen Spin haben. Die zugeh�origen Felder k�onnen dahernur als Spinoren konstruiert werden, deren einfachsten Vertreter, das Dirac-Feld, wir bereits kennengelernt haben.
36



2.9.1 Dirac-TeilchenDie Abk�urzung @= = �@� benutzend schreiben wir (i@= � m) = 0 f�ur dieDirac-Gleichung. Die allgemeine L�osung hat die Gestalt (x) = (2�)�3=2 Z d3p2! X� �u(p; �)a�(p) e�ipx + v(p; �)by(p; �) eipx	 (98)(p = (p�) = f!;pg, ! =pm2 + p2, � = �12), wobei u und v Dirac-Spinorensind, die den Bedingungen(p=�m)u(p; �) = 0 (S3 � �)u(pR; �) = 0 (99)(p=+m)v(p; �) = 0 (S3 + �)v(pR; �) = 0 (100)gen�ugen; pR = fm; 0; 0; 0g ist der Viererimpuls eines Teilchens im Ruhsy-stem, wir benutzen die Abk�urzung p= = �p�, und S = (S1; S2; S3) ist derSpinoperator f�ur das Teilchen im Ruhsystem:Si = 12 � �i 00 �i � (101)Konjugierte Spinoren werden durch die Vorschrift � =  y0 eingef�uhrt. Esfolgt so die Zerlegung� (x) = (2�)�3=2 Z d3p2! X� ��v(p; �)b�(p) e�ipx + �u(p; �)ay(p; �) eipx	 :Die Normierung der Spinoren u ist so gew�ahlt, da� gilt36:�u(p; �)u(p; �0) = 2m���0 ( Orthogonalit�atsrelation)�u(p; �)�u(p; �0) = 2p����0X� u(p; �)�u(p; �) = p=+m ( Vollst�andigkeitsrelation)mit �u = u�0. Entsprechendes gilt f�ur v:�v(p; �)v(p; �0) = �2m���0 (Orthogonalit�atsrelation)�v(p; �)�v(p; �0) = 2p����0X� v(p; �)�v(p; �) = p=�m (Vollst�andigkeitsrelation)36Man tri�t allgemein die folgende Vereinbarung: �uu ist ein Skalar, u�u eine Matrix. Imersten Fall wird ein inneres Produkt, im zweiten Fall ein �au�eres Produkt gebildet.37



Wir fassen das Dirac-Feld als Operator auf, indem wir f�ur die Fourier-Amplitudena und by kanonische Antivertauschungsrelationen postulieren:fa�(p); ay�0(p0)g = fb�(p); by�0(p0)g = 2!�3(p� p0)���0 (102)fa�(p); a�0(p0)g = fb�(p); b�0(p0)g = 0 (103)fay�(p); ay�0(p0)g = fby�(p); by�0(p0)g = 0 (104)Besondere Beachtung verdient die Forderung, da� die Teilchenoperatoren a,ay mit den Antiteilchenoperatoren b, by antikommutieren, so als ob es sich{ beide Teilchensorten zusammengenommen { um Fermionen handelt, diedurch einen weiteren Freiheitsgrad, der zwei Werte annimmt, unterschiedensind. Der rechts in (102) auftretende Ausdruck 2!�3(p�p0)���0 gibt uns denHinweis zur Konstruktion des Skalarproduktes im Einteilchenraum H:(�; �0) =X� Z d3p2! ��(p)�0�(p): (105)Das Skalarprodukt entsteht rechter Hand in der Gleichung (2.70), sobald wirauf beiden Seiten eine Integration (und Summation) mit Wellenfunktionen��(p) und �0�0(p0) ausf�uhren.Genau genommen, haben wir einen Raum HT f�ur die Teilchen und einenweiteren Raum HA f�ur die Antiteilchen. Die beiden R�aume m�ussen wir un-terscheiden, obwohl sie die gleiche Struktur besitzen. Wir de�nieren� Erzeugungsoperatoren f�ur Teilchen:ay(�) =X� Z d3p2! ay�(p)��(p) � 2 HT (106)� Erzeugungsoperatoren f�ur Antiteilchen:by(') =X� Z d3p2! by�(p)'�(p) ' 2 HA (107)Vernichtungsoperatoren werden analog de�niert:a(�) = X� Z d3p2! ��(p)a�(p) (108)b(') = X� Z d3p2! '�(p)b�(p) (109)38



Eine elementare �Uberlegung f�uhrt uns unmittelbar zu den Antivertauschungs-relationen: fa(�); ay(�0)g = (�; �0) (110)fb('); by('0)g = ('; '0) (111)Alle hier nicht aufgef�uhrten Antikommutatoren ergeben Null. Insbesonde-re gilt dies auch f�ur Antikommutatoren zwischen Teilchenoperatoren (a, ay)einerseits and Antiteilchenoperatoren (b, by) andererseits (erweitertes Pauli-Prinzip): Dies bedeutet, da� die Unterscheidung Teilchen-Antiteilchen wieein weiterer Freiheitsgrad neben Impuls k und Polarisation � aufgefa�t wird.Eine Konsequenz der Antivertauschungsrelationen ist, da� Quadrate vonErzeugungs- und Vernichtungsoperatoren verschwinden:a(�)2 = 0; ay(�)2 = 0; b(�)2 = 0; by(�)2 = 0 :Dies hat zur Folge, da� ein Zustand � nur einfach besetzt werden kann (Pauli-Verbot).2.9.2 Fock-DarstellungEine Darstellung durch Operatoren auf einem Hilbertraum wird dadurch fest-gelegt, da� wir die Existenz eines Vakuumzustandes fordern, d.h. f�ur alle� 2 HT und alle ' 2 HA soll gelten37:a(�)
 = b(')
 = 0 (112)Auf diese Weise erhalten wir die Fock-Darstellung (oder Vakuumdarstellung)der kanonischen Antivertauschungsrelationen. Alle Betrachtungen aus demKapitel 2.1 lassen sich sinngem�a� �ubertragen. Wir wollen einige Ergebnis-se herausgreifen, ohne auf die Details der meist sehr einfachen Rechnungeinzugehen.Die kanonischen Antivertauschungsrelationen f�ur die Erzeugungs- undVernichtungsoperatoren sind den folgenden gleichzeitigen Antikommutator-regeln f�ur das Dirac-Feld �aquivalent38:f �(x);  ��(x0)gt=t0 = ����3(x� x0)f �(x);  �(x0)gt=t0 = 037Ohne es ausdr�ucklich zu sagen, wollen wir immer annehmen, da� der Vakuumzustandnormiert ist: k
k = 1.38Die Dirac-Indices � und � werden zum besseren Verst�andnis hier ausnahmsweise nichtunterdr�uckt. 39



Unter den m�oglichen Zweipunktfunktionen des freien Dirac-Feldes gibt eseine, die nicht Null ist:(
;  (x) � (y)
) = (i@= +m)�+(x� y;m) =: S+(x� y;m) (113)Zust�ande von zwei Teilchen erhalten wir so:j�1�2i = ay(�1)ay(�2)
 (114)Der Zustand ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Wellenfunk-tionen, weil die zugeh�origen Erzeugungsoperatoren miteinander antikommu-tieren. Das Skalarprodukt l�a�t sich elementar berechnen:h�1�2j�01�02i = (
; a(�1)a(�2)ay(�01)ay(�02)
)= (
; fa(�1); ay(�01)gfa(�2); ay(�02)g
)� (
; fa(�1); ay(�02)gfa(�2); ay(�01)g
)= (�1; �01)(�2; �02)� (�1; �02)(�2; �01)Das Ergebnis zeigt die Antisymmetrie der Zust�ande. Wir erhalten das gleicheResultat, wenn wir das alternierende Produkt �1 ^ �2 der Wellenfunktioneneinf�uhren39,f�1 ^ �2g(k�;k0�0) = 1p2 f�1(k�)�2(k0�0)� �2(k�)�1(k0�0)g ; (115)und dann das Skalarprodukt (�1^�2; �01^�02) berechnen. Wir k�onnen den all-gemeinen n-Teilchenzustand untersuchen. Durch Induktion �ndet man: DerZustand fQni=1 ay(�i)g
 beschreibt n Teilchen mit der antisymmetrischenWellenfunktionf�1 ^ �2 ^ � � � ^ �ng(k1�1; : : : ;kn�n) = 1pn!X� sgn� nYi=1 ��(i)(ki�i)(Die Summe erstreckt sich �uber alle Permutationen � von 1,..,n). Ein Zustandder Art ay(�1) � � �ay(�n)by('1) � � � by('�n)
 (116)beschreibt n Teilchen und �n Antiteilchen. Als Folge der Antivertauschungs-relationen ist er1. antisymmetrisch unter der Vertauschung der Wellenfunktionen �1; : : : ; �nder Teilchen,39Wir schreiben nun �(k�) anstelle von ��(k).40



2. antisymmetrisch unter der Vertauschung der Wellenfunktionen '1; : : : ; '�nder Antiteilchen.Er gen�ugt daher dem Pauli-Prinzip im weitesten Sinn: Teilchen wie Anti-teilchen unterliegen den Gesetzen der Fermi-Statistik. Wir stellen fest: DerEinteilchenraum der Dirac-Theorie ist H = HT � HA. Zust�ande der Form(116) spannen einen Hilbertraum F�(H) auf, den wir den antisymmetrischenFock-Raum �uber dem Raum H nennen. Auch hier �nden wir eine nat�urlicheIsomorphie: F�(HT �HA) �= F�(HT )
 F�(HA) (117)Es gibt einen Operator der Teilchenzahl und einen solchen der Antiteilchen-zahl: NT =X� Z d3p2! ay�(p)a�(p); NA =X� Z d3p2! by�(p)b�(p) :Die Di�erenz Q = NT �NA wird als Ladungsoperator bezeichnet. Das Spek-trum von Q ist Z (alle ganzen Zahlen). Unter `Ladung' k�onnte die elektrischeLadung { in Einheiten der Elementarladung { oder etwas �ahnliches (Baryo-nenzahl, Leptonenzahl usw.) gemeint sein. Entscheidend sind zwei Dinge: (1)Teilchen haben die Ladung 1, Antiteilchen die Ladung �1. (2) Q ist erzeu-gendes Element einer einparametrigen Gruppe von Phasentransformationendes komplexen Feldes (sog. U(1)-Transformationen),e�i�Q (x)ei�Q = ei� (x) ; (0 � � < 2�);gleichbedeutend mit [ (x); Q] =  (x), oder auch mit[a(�); Q] = a(�) ; [by('); Q] = by(') :Bei all diesen Relationen ist die stillschweigende Voraussetzung gemacht, da�Q
 = 0 gilt, gleichbedeutend mit der Invarianz des Vakuuum unter U(1)-Transformationen: ei�Q
 = 
.Die Konstruktion des antisymmetrischen Fock-Raumes wird auch au�er-halb der Feldtheorie benutzt, und zwar immer dort, wo die Theorie des Fermi-Gases Anwendung �ndet. Das ist im besonderen in der Theorie der konden-sierten Materie der Fall (elektrische Leitf�ahigkeit) und in der Astrophysik(Neutronenstern als Endstadium der Sternentwicklung).2.9.3 Energie und ImpulsWir wollen zeigen, da� die Dirac-Theorie mit der Spektrumsbedingung imEinklang ist, die verlangt, da� das Energie-Impulsspektrum der Theorie im41



Vorw�artslichtkegel liegt und somit keine negativen Energien auftreten. Ohnezweite Quantisierung war es am Anfang, als Dirac die nach ihm benannteGleichung aufstellte, nicht m�oglich, diese Forderung zu erf�ullen. Auch heutenoch gilt, da� die relativistische Quantenmechanik { basierend auf der Dirac-Gleichung { nicht in sich konsistent ist und zu Paradoxien f�uhrt.Wir betrachten die Komponenten P � des Viererimpulses { wie immerin einer Quantenfeldtheorie { als Erzeuger einer unit�aren Darstellung derTranslationen auf dem Fock-Raum: (x+ x0) = U(x)�1 (x0)U(x) (118)U(x)
 = 
 (119)U(x) = exp(�ix�P �) (120)wobei  (x) das freie Dirac-Feld bezeichnet. In in�nitesimaler Schreibweisebedeutet dies: i@� (x) = [ (x); P �] (121)P �
 = 0 (122)Das folgende System von Kommutatoren ist �aquivalent mit der Gleichung(121): p�a�(p) = [a�(p); P �] ; p�ay�(p) = [P �; ay�(p)] (123)p�b�(p) = [b�(p); P �] ; p�by�(p) = [P �; by�(p)] (124)In diesen Formeln ist p� ein beliebiger Vektor auf der Massenschale, d.h.p0 = ! = pm2 + p2. F�ur andere Werte von p� sind Erzeugungs- und Ver-nichtungsoperatoren nicht de�niert. Es h�angt nun entscheidend von den Ei-genschaften des Vakuums ab, welches Energie-Impuls- Spektrum die Ein-und Mehrteilchenzust�ande haben. Betrachten wir n�amlich Zust�ande mit nTeilchen und m Antiteilchen der Artjn;mi = ay�1(p1) � � �ay�n(pn)by�01(p01) � � � by�0m(p0m)
; (125)so besitzen sie einen de�nierten Viererimpuls p�:P �jn;mi = p�jn;mi (126)p = p1 + � � �+ pn + p01 + � � �+ p0m (127)Allgemeine Zust�ande entstehen durch Linearkombinationen (Summen bzw.Integrale). Die Darstellung U(x) der Translationen auf dem gemeinsamenFock-Raum von Teilchen und Antiteilchen erf�ullt somit die Spektrumsbedin-gung, weil bereits die Einteilchenzust�ande diese Bedingung erf�ullen.42



Die kanonischen Antivertauschungsrelationen (engl. CAR) haben im Ge-gensatz zu den kanonischen Vertauschungsrelationen (engl. CCR) die bemer-kenswerte Eigenschaft, da� sie unver�andert bleiben, wenn Erzeugungs- undVernichtungsoperatoren ihre Rolle tauschen. Diese Tatsache erlaubt Darstel-lungen der CAR zu konstruieren, die in�aquivalent zur Fock-Darstellung sind,insbesondere solche, die negative Energien zulassen.Hierzu ein historisches Beispiel: Dirac (ohne den Formalismus der zwei-ten Quantisierung zu kennen) ging von einem Vakuum 
D aus, das wir ausheutiger Sicht so charakterisieren k�onnen:a(�)
D = by(')
D = P �
D = 0 (128)Einteilchenzust�ande der Art b�(p)
D besitzen den Viererimpuls �p� unddamit negative Energie. Weil dies ein Versto� gegen elementare physikali-sche Prinzipien bedeutete, hat Dirac sich alle Zust�ande negativer Energie alsbesetzt vorgestellt, was nur bei G�ultigkeit der Fermi-Statistik denkbar war.Der so konstruierte Zustand 
 (auch `Dirac-See' genannt) mu� zwangsl�au�gdie Bedingungen a(')
 = b(')
 = P �
 = 0 (129)erf�ullen. Heute benutzen wir Bedingungen (129), um das wahre Vakuum 
der Dirac-Theorie zu charakterisieren und vermeiden es, ihn als den Dirac-See anzusprechen. Der Fehler von Dirac war, die Rolle der Operatoren b(')und by(') vertauscht zu haben.Es zeigt sich, da� die Darstellung der CAR basierend auf dem Dirac-Vakuum 
D in�aquivalent zur Fock-Darstellung basierend auf 
 ist. Saloppformuliert: Die beiden Hilbertr�aume lassen sich nicht identi�zieren, habenkeine gemeinsamen Zust�ande. Insbesondere liegt der Zustand 
D nicht imFock-Raum von Elektronen und Positronen. Dies erkl�art, warum das Energie-Impulsspektrum in beiden Darstellungen so unterschiedlich ist. Vergleichehierzu die ausf�uhrliche Diskussion im Skriptum zur Vorlesung RelativistischeQuantenmechanik.
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3 Das WirkungsprinzipBislang haben wir nur Felder und Teilchen ohne jegliche Form von Wech-selwirkung studiert. Um die in der Natur wirkenden Kr�afte beschreiben zuk�onnen, ben�otigen wir das Wirkungsprinzip. Man gewinnt es durch �Ubertra-gung des Hamiltonschen Prinzips aus der klassischen Mechanik auf die Feld-theorie. Der Formalismus erlaubt die Herleitung von Feldgleichungen (als dieEuler-Lagrange-Gleichungen eines Variationsproblems) und eine systemati-sche Untersuchung der Erhaltungsgr�o�en. Das Noethersche Theorem ordnetjeder einparametrigen Symmetriegruppe eine Stromdichte j�(x) zu, und zwarso, da� die Kontinuit�atsgleichung @�j�(x) = 0 erf�ullt ist40. Wenigstens formalerhalten wir so eine Erhaltungsgr�o�e. Dieser Zusammenhang ist die wichtig-ste Richtschnur bei der Einf�uhrung von Lagrange-Dichten, wenn es gilt, einegeeignete Theorie der Elementarteilchen zu formulieren.3.1 Die Euler-Lagrange-GleichungenAusgangspunkt ist Lagrange-Dichte L . Dies ist eine reelle Funktion vonklassischen (d.h. nichtquantisierten) Feldern �r , den Ableitungen @��r undmanchmal auch von x 2M4:L = L(�r; @��r; x) (130)Im allgemeinen h�angt somit L explizit und implizit von x ab:L[x] = L(�r(x); @��r(x); x)Wichtig ist, da� die Lagrange-Dichte stets nur die Felder an einem Ort xenth�alt. Die Wechselwirkung �uber eine Distanz hinweg wird so ausgeschlos-sen. Dieses `Nahewirkungsprinzip' ist ein Grundpfeiler der lokalen Feldtheo-rie.Mit Hilfe des Index r unterscheiden wir die einzelnen Feldkomponenten.Ist ein Feld komplexwertig, so denken wir uns entweder seine Komponentenin Real- und Imagin�arteil zerlegt, die f�ur sich genommen als die eigentli-chen Feldkomponenten angesehen werden, oder wir betrachten die komple-xen Komponenten zugleich mit den konjugiert komplexen Gr�o�en, so als obdiese voneinander unabh�angig w�aren. Hierzu drei Beispiele:40In der QFT haben sich Sprechweisen etabliert, die dem klassischen Sprachgebrauchentgegenstehen: Man spricht von einem Strom, wo eigentlich eine Stromdichte j�(x) ge-meint ist, und sagt der Strom sei erhalten, wenn er divergenzfrei ist, d.h. wenn die Konti-nuit�atsgleichung @�j�(x) = 0 erf�ullt ist. 44



� Das Elektron in einem �au�eren elektromagnetischen Feld wird durchdie Lagrange-Dichte L = 12 � i$@= �m �  � q � A= (131)beschrieben41, wobei A= = �A� gesetzt wurde und $@� die asymmetri-sche Ableitung bezeichnet:f$@�g = f@�g � g@�fDanach ist es m�oglich, den Ableitungsterm in (131) { auch kinetischerTerm genannt { auch auf andere Weise zu schreiben:12 � i$@= = 12� (i@= ) + (i@= ) � = Re ( � i@= ) :Sinnvoll ist es durch Einf�uhrung des Dirac-Operators D= = @=+ iqA= dieLagrangedichte (131) in zwei Terme aufzuspalten:L = Re ( � iD=  )�m �  :Die vier Komponenten des Dirac-Spinors  zusammen mit den vierKomponenten von � bilden die acht Komponenten, von denen dieLagrange-Dichte abh�angt. Durch die Anwesenheit des �au�eren Vektor-feldes A�(x) haben wir auch eine explizite Abh�angigkeit der Lagrange-Dichte von x.� Das Strahlungsfeld einer klassischen Quelle wird durch die Lagrange-Dichte L = �14F ��F�� � j�A� (132)beschrieben, wobei F�� nur als Abk�urzung f�ur @�A��@�A� zu betrach-ten ist: Wir haben es mit einer Theorie von vier unabh�angigen Feld-komponenten zu tun. Durch die Ankopplung an einen �au�eren Stromj�(x) mit @�j�(x) = 0 ist auch hier die Lagrange-Dichte eine expliziteFunktion von x.� Die Quantenelektrodynamik wird durch die Lagrange-DichteL = �14F ��F�� + 12 � i$@= �m �  � q � A= (133)beschrieben. Dies ist eine Theorie f�ur 8+4=12 Feldkomponenten. Esgibt keine �au�eren Felder oder Quellen. Folglich ist L nicht explizit vonx abh�angig. Die Theorie beschreibt die Wechselwirkung von Elektronenund Positronen mit dem Strahlungsfeld.41Hier bezeichnen m und q = �e Masse bzw. Ladung des Elektrons.45



Um zu den Feldgleichungen zu gelangen, geht man zum Wirkungsintegral�uber: I = Z d4xL[x] (134)Es wird hierbei immer angenommen, da� die Felder gen�ugend schnell imUnendlichen gegen Null streben, so da� das Integral de�niert ist und dar�uber-hinaus alle partiellen Integrationen, die wir ausf�uhren werden, gerechtfertigtsind. Das Wirkungsprinzip besagt, da� unter einer Variation ��r der Felder�I = 0 gilt, d.h. da� die Wirkung station�ar ist. Nun �ndet man�I = Z d4xXr � @L@�r ��r + @L@(@��r)@���r�= Z d4xXr � @L@�r � @� @L@(@��r)� ��rund somit @L@�r � @� @L@(@��r) = 0 (135)da ��r beliebig war. Dies sind Feldgleichungen der QFT. Sie sind identischmit den Euler-Lagrangeschen Gleichungen des Variationsproblems I=statio-n�ar.Wir ermitteln die Feldgleichungen f�ur die genannten Beispiele:� �Au�eres Feld. Zun�achst �nden wir@L@ � = (12 i@=�m� qA=) ;sodann @L@(@� � ) = �12 i� ) @� @L@(@� � ) = �12 i@= und somit @L@ � � @� @L@(@� � ) = (i@=� qA= �m) = 0 : (136)In �ahnlicher Weise ermitteln wir@L@ � @� @L@(@� ) = (i@=� qA= �m) = 0 :Fazit: Die Feldgleichung f�ur � liefert keine neue Information.46



� �Au�ere Quelle. Nach einigen Rechenschritten �nden wir die Feldglei-chung @�F �� = j� (137)� Quantenelektrodynamik. Die erforderlichen Schritte sind identisch mitdenen der ersten beiden Modelle. Wir erhalten gekoppelte Feldgleichun-gen f�ur  und A�: (i@=� qA= �m) = 0 (138)@�(@�A� � @�A�) = q � � (139)Bei alledem mu� man im Auge behalten, da� bei Anwendung des Wirkungs-prinzips die Felder wie klassische Gr�o�en und nicht wie Operatoren zu behan-deln sind. Wenn wir im Anschlu� daran Quantisierungsvorschriften anwendenund die Felder schlie�lich nicht mehr als beliebige Funktionen, sondern alsfest gew�ahlte Operatoren ansehen, verliert auch die klassische Wirkung I ih-re Bedeutung und kann nicht mehr interpretiert werden. Somit erf�ullt dasWirkungsprinzip nur eine heuristische Aufgabe. Dieser Zustand ist nat�urlichunbefriedigend und wird erst in der euklidischen Fassung (der Minkowski-Raum M4 wird durch den euklidischen Raum E4 ersetzt) der Feldtheorie�uberwunden, wo die Felder wieder als Variable aufgefa�t werden und die`funktionale Integration' in den Mittelpunkt r�uckt. Dann kommt der eukli-dischen Wirkung eine zentrale Bedeutung zu, weil sie das Integrationsma�festlegt.3.2 Der Energie-Impuls-TensorWir wenden uns Erhaltungss�atzen zu, die aus der Translationsinvarianz einerFeldtheorie folgen. Wir nennen eine Lagrange-Dichte L invariant gegen�uberTranslationen, wenn sie nicht explizit von x abh�angig ist. Bei einer in�nite-simalen Verschiebung x 7! x+ �x �andert sich L[x] = L(�r(x); @��r(x)) um�L[x] = @�L[x] �x� (140)Andererseits soll L nur eine Funktion der Felder und ihrer Ableitungen sein,so da� �L =Xr � @L@�r ��r + ��r @���r� (141)wobei wir die Abk�urzungen��r = @��r �x� ; ��r = @L@(@��r)47



benutzten. Es sei �x unabh�angig von x, so da� @���r = (@�@��r)�x� gilt. EinVergleich von (140) und (141) unter Ausnutzung von (135) liefertf@�Lg �x� = f@�Pr ��r @��rg �x�Da dies f�ur beliebige �x gilt, erhalten wir die Aussage@���� = 0 (142)f�ur ��� =Xr ��r @��r � g��L (143)Der auf diese Weise eingef�uhrte Tensor ��� hei�t der Energie-Impuls-Tensor.Die Gleichung (142) zeigt, da� ��� vier erhaltenen Str�omen �aquivalent ist.Die vier damit verkn�upften Erhaltungsgr�o�en identi�zieren wir mit den Kom-ponenten P � des Viererimpulses:P � = Z d3x�0�[x] (144)Insbesondere gilt also H = Z d3x (Pr �0r@0�r � L) (145)und wir erkennen darin die vertraute Form der Legendre-Transformation ausder klassischen Mechanik wieder, sobald wir f�ur die Zwecke des Vergleichsdie in (145) auftretenden Gr�o�en geeignet benennen:L = R d3xL[x] Lagrange-Funktion�r(x) verallgemeinerte Koordinaten�0r(x) kanonische ImpulseBei diesem Vergleich sind r und x 2 R3 als `Indizes' der verallgemeinertenKoordinate �r(t;x) zur Zeit t anzusehen.Die obige Rechnung l�a�t sich f�ur den Fall wiederholen, bei dem L explizitvon x abh�angt. Bezeichnen wir die Ableitung nach x� { bei konstantem �rund @��r { mit Lj�, so �nden wir@���� = �g��Lj� = �Lj� (146)anstelle von (142), und die Erhaltungss�atze f�ur Energie und Impuls geltennun nicht mehr. Wir betrachten wieder unsere Beispiele:48



� �Au�eres Feld@����D = q � (@�A=) ���D = 12 � �i $@�  (D = Dirac)� �Au�erer Strom@����M = A�@�j����M = F ��@�A� + 14g��F ��F�� (M =Maxwell)� Quantenelektrodynamik@����QED = 0���QED = ���D +���M + g�� q � A= Der Tensor ��� ist eine wichtige und im Prinzip me�bare Gr�o�e f�ur die Phy-sik. Seine Bedeutung geht unter anderem daraus hervor, da� er in die Ein-steinschen Gravitationsfeldgleichungen eingeht und somit eine Br�ucke zwi-schen der Teilchenphysik und der allgemeinen Relativit�atstheorie schl�agt.Leider hat der von uns abgeleitete Tensor ���M nicht einmal f�ur das freieMaxwell-Feld die Eigenschaft symmetrisch und eichunabh�angig zu sein. Dennunter einer Eichtransformation A� 7! A�+@�� �nden wir unter Ausnutzungder Feldgleichung @�F �� = 0:���M 7! ���M + @�(F ��@��) (147)Erstens: Wir wissen, da� die Lagrange-Dichte nicht eindeutig durch die Feld-gleichungen bestimmt ist. Daraus resultiert eine gewisse Unsicherheit bei derKonstruktion des Energie-Impuls-Tensors. Zweitens: Der Tensor ��� kannstets durch einen Zusatzterm der Form @�
��� mit 
��� = �
��� abge�andertwerden, ohne die Bedingung (142) und die Konstruktion des Viererimpulseszu beeinussen. Wir nutzen diese Freiheit und bestimmen { mit Blick auf(147) { einen neuen Tensor f�ur die Maxwell-Theorie:�̂��M = ���M � @�(F ��A�) (148)Bei Abwesenheit von �au�eren Quellen gilt die Feldgleichung @�F �� = 0 undwir erhalten: �̂��M = 14g��F ��F�� � g��F ��F �� (149)Dieser Tensor ist divergenzfrei, eichinvariant, symmetrisch und spurfrei. Erstimmt nun mit dem gewohnten Ausdruck �uberein, den man in der Strah-lungstheorie betrachtet. Unter Verwendung des Ma�systems von Lorentz-Heaveside (�0 = �0 = 1) gilt 49



E = fF 01; F 02; F 03gB = fF 23; F 31; F 12g �E�B = f�̂01M ; �̂02M ; �̂03Mg12(E2 +B2) = �̂00M :Wir erkennen hierin die bekannten Ausdr�ucke f�ur den Poynting-Vektor unddie Energiedichte des Strahlungsfeldes.3.3 U(1)-Symmetrie und LadungenDas allgemeine Noethersche Theorem sagt, da� zu einer n-parametrigen Sym-metriegruppe der Lagrange-Funktion genau n linear unabh�angige erhalteneStr�ome existieren. F�ur n = 1 gibt es nur zwei m�ogliche Situationen: Entwederkann die Symmetriegruppe mitR oder mit U(1) identi�ziert werden. WelcherFall vorliegt, erkennt man in der QFT unter anderem an dem Spektrum derErhaltungsgr�o�e. Liegt die GruppeR vor, so ist das Spektrum kontinuierlich.Handelt es sich dagegen um die Gruppe U(1), so ist das Spektrum diskretund �aquidistant.Wir besch�aftigen uns mit dem zweiten Fall. Wenn die U(1)-Gruppe einerinneren Symmetrie42 entspricht, so nennen wir die ei� 2U(1) zugeordneteOperation eine globale Eichtransformation. Es ist immer m�oglich, in einerkonkreten Feldtheorie komplexe Felder so einzuf�uhren, da� sich bei einer glo-balen Eichtransformation h�ochstens die Phase eines komplexen Feldes �andernkann, reelle Felder dagegen �uberhaupt nicht transformiert werden:�r(x) 7! e�inr��r(x)Hierbei ist nr notwendig eine ganze Zahl, die man die Ladung43 des Feldes�r in bezug auf die gew�ahlte U(1)-Symmetrie nennt (f�ur reelle Felder wirdman nr = 0 setzen). In�nitesimal lautet das Transformationsgesetz�r(x) 7! �r(x)� inr���r(x) (150)oder kurz ��r = �inr���rIst L(�r; @��r) invariant gegen�uber einer solchen Transformation, so k�onnenwir wieder schreiben:0 = �L = Xr � @L@�r ��r + @L@(@��r)@���r�42Allgemein spricht man dann von einer inneren Symmetrie, wenn Raum und Zeit vonder Transformation unber�uhrt bleiben, dies also eine Transformation der Felder am glei-chen Ort x darstellt.43Kurzform f�ur `Ladungsquantenzahl'. Als Beispiel: Die elektrische Ladung wirdgrunds�atzlich in Einheiten der Elementarladung angegeben.50



= �i��@�Xr nr ��r �r ��r = @L@(@��r)Hier haben wir beim �Ubergang zur zweiten Zeile die Feldgleichungen be-nutzt. Auf diese Weise bekommen wir einen erhaltenen Strom, der bis aufNormierung durch den Ausdruckj�(x) = �iXr nr ��r (x)�r(x) (151)gegeben ist. Es sei L = L0 + L1. Falls die Wechselwirkung L1 keine Ablei-tungen der Felder enth�alt, ist der konkrete Ausdruck f�ur j� bereits durch diefreie Lagrange-Funktion L0 vollst�andig festgelegt.Zur Bestimmung von j�(x) f�ur ein einzelnes Dirac-Feld  der Ladungn = 1 gehen wir von der folgenden Tabelle aus:�r �i��r n 12 � � 1� �12� �1Wir erhalten so:j�(x) = (12 � �) � � (�12� ) = � (x)� (x) :Enth�alt die Lagrangedichte mehrere Dirac-Felder  1; : : : ;  s und ist sie inva-riant unter einer gemeinsamen U(1)-Transformation, wobei dem Feld  k dieLadung nk zugeordnet ist, so existiert ein erhaltener Gesamtstrom, in dendie individuellen Str�ome additiv eingehen:j� = n1 � 1� 1 + � � �+ ns � s� s : (152)Es ist zweckm�a�ig in einer solchen Situation die Schreibweise zu vereinfachen,d.h. man schreibt j� = � q� mit den folgenden Vereinbarungen: = 0@ 1... s1A � = ( � 1; : : : ; � s) : q = diag (n1; : : : ; ns) :Hier wurde q als eine Diagonalmatrix mit den Werten n1; : : : ; ns auf derDiagonale eingef�uhrt.Wir kennen in der Elementarteilchenphysik eine Reihe von ladungsartigenQuantenzahlen. Zu ihnen geh�oren:elektr. Ladung, Baryonenzahl, Hyperladung, LeptonenzahlAllen Ladungen dieser Art entsprechen erhaltene Str�ome der genannten Bau-art. 51



4 EichtheorienBereits im Jahre 1929 schlug H. Weyl vor, die Invarianz gegen�uber loka-len Eichtransformationen, oder wie man damals sagte, `Eichtransformationenzweiter Art' dazu zu benutzen, um die Einf�uhrung des elektromagnetischenFeldes zu motivieren. Die Absicht ist, den Elektromagnetismus aus einer Sym-metriebedingung heraus zu erkl�aren. Dieser Gedankengang soll nun erl�autertwerden. Er f�uhrt uns auf den Bauplan der wichtigsten, gegenw�artig in derElementarteilchenphysik benutzen Feldtheorien. Die Invarianz gegen�uber lo-kalen Eichtransformationen steht dabei im Vordergrund. Wir beginnen mitder einfachsten Theorie dieser Art.4.1 Die QED als U(1)-EichtheorieUm konkret zu bleiben, stellen wir uns vor, da� das Dirac-Feld  freie Elek-tronen und Positronen beschreibt. Seine Lagrange-Dichte istL( ; @� ) = 12 � i$@=  �m �  Sie ist invariant unter globalen U(1)-Eichtransformationen (x) 7!  �(x) := ei� (x) ; � (x) 7! � �(x) := e�i� � (x)In bezug auf diese Eichgruppe tr�agt das Feld somit die Ladung �1; wir h�attenauch jede andere Ladung vorschreiben k�onnen. Die entscheidende Frage lau-tet aber: Ist L auch invariant unter lokalen Eichtransformationen? Dies w�arenTransformationen der Art (x) 7!  �(x) := ei�(x) (x)� (x) 7! � �(x) := e�i�(x) � (x)wobei wir annehmen wollen, da� die x-abh�angige Phase �(x) au�erhalb einesbeschr�ankten (aber beliebigen) Gebietes G � M4 identisch Null modulo 2�ist, da� also die Transformation wirklich nur lokal wirksam ist. Da� aus derglobalen Eichinvarianz nicht auch die lokale Eichinvarianz folgt, sieht manan der Art und Weise, wie sich die Ableitung des Feldes transformiert:@� � = ei�(@� + i@��) (153)Die Lagrange-Dichte L is also nicht invariant. Der Grund hierf�ur ist dasAuftreten eines Zusatztermes i@��, der @� modi�ziert. Um den unerw�unsch-ten Term wieder zu eliminieren, f�uhren wir ein sog. Eichfeld A�(x) ein. Diesist ein reelles Vektorfeld mit der folgenden Transformationsvorschrift:eA� 7! eA�� := eA� � @�� (154)52



Immer wenn wir eine Feldableitung in der Lagrange-Dichte antre�en, wollenwir sie durch die kovariante AbleitungD� := (@� + ieA�) ersetzen. Diese Ableitung hat n�amlich das gew�unschte (d.h. kovariantes) Ver-halten: D�� � = (@� + ieA��) �= ei�(@� + i@�� + ieA��) = ei�(@� + ieA�) = ei�D� F�ur unser Beispiel bedeutet dies, da� die Lagrange-Dichte in folgender Weiseabge�andert wird: L( ;D� ) = Re( � iD=  )�m �  Die so konstruierte Lagrange-Dichte ist invariant gegen�uber lokalen U(1)-Eichtransformationen: L( ;D� ) = L( �; D�� �)Sie hat jedoch noch einen Defekt: L enth�alt keine Ableitungen des Vek-torfeldes A�. Wir erhalten also bei Anwendung des Wirkungsprinzips keineDi�erentialgleichung, der das Vektorfeld zu gen�ugen hat. Das Vektorfeld istdaher nur ein �au�eres Feld und beschreibt keine dynamischen Freiheitsgrade.In einer anderen Schreibweise stellt sich die Lagrange-Dichte so dar:L( ;D� ) = 12 � i$@=  �m �  � e � A= Sie wurde schon von uns fr�uher betrachtet.Wir wissen bereits aus der Maxwellschen Theorie, da� der Feldst�arken-tensor F�� = @�A� � @�A� invariant gegen�uber den lokalen U(1)-Transfor-mationen (154) ist: F�� = F ���. Auf der Suche nach Ausdr�ucken, die sowohleichinvariant als auch Lorentz-invariant sind, sto�en wir auf F ��F�� als deneinfachsten Ausdruck dieser Art44. Wir erg�anzen die Lagrange-Dichte, um zueiner befriedigenden Theorie zu gelangen:L0 = L( ;D� )� 14F ��F�� (155)44Zur Konkurrenz steht noch F �� ~F�� = 12�����F��F �� . Unter einer Lorentz-Transformation � 2 L multipliziert sich das Levi-Civit�a-Symbol mit det�. Unter einerRaumspiegelung nimmt F ~F also ein Vorzeichen auf und ist damit nicht invariant.53



Unsere Konstruktion von L0 benutzte willk�urlichen Konstanten, wie die Ele-mentarladung e und die Zahl �14 . Die getro�ene Wahl hat nur den Zweck,eine �Ubereinstimmung mit der traditionellen Form der Maxwellschen Theo-rie zu erreichen. Selbstverst�andlich kann man alle Felder, falls gew�unscht,anders normieren. Die Elementarladung e �ubernimmt in der QED die Rolleeiner Kopplungskonstanten: F�ur e! 0 verschwindet die Wechselwirkung derFelder  und A�.Das hier vorgestellte Schema l�a�t sich verallgemeinern. Eine allgemeineU(1)-Eichtheorie hat danach die folgende Struktur.� F�ur komplexe Felder  r ist anfangs eine Lagrange-Dichte L( r; @� r)erkl�art, die invariant unter globalen U(1)-Transformationen ist: �r = e�inr� rHierbei ist nr 2 Z die Ladung des Feldes  r. Es ist zweckm�a�ig die indi-viduellen Felder  r zu einem Feld  zusammenzufassen und L( ; @� )zu schreiben.� Es existiert ein reelles Vektorfeld mit dem TransformationsverhalteneA�� = eA� � @��unter der lokalen U(1)-Gruppe. Mit seiner Hilfe ist die kovariante Ab-leitung von  erkl�art: [D� ]r = (@� � inreA�) r� Die endg�ultige Lagrange-DichteL( ;D� )� 14F ��F��ist durch Konstruktion invariant gegen�uber lokalen U(1)-Transforma-tionen.In einer solchen allgemeinen Theorie kann man nun den fermionischen Anteilder Lagrange-Dichte nach Potenzen des Vektorfeldes (also von e) entwickeln:L( ;D� ) = L( ; @� ) + ej�A� +O(e2) ; (156)wobei der Strom j� durch den Ausdruck (152) gegeben ist45. Dar�uberhinauswissen wir, da� die h�oheren Ordnungen in (156) verschwinden, falls die Ablei-tungen von  linear in die Lagrange-Dichte eingehen: Hier sehen wir, warum45Hier ist zu beachten, da� man in der QED vorzugsweise�ej� anstelle von j� als Strombezeichnet. 54



es w�unschenswert ist, Feldtheorien von Beginn an so zu formulieren, da� Ter-me der Ordnung e2 nicht auftreten. Nur dann sind wir sicher, da� wir es miteiner reinen Stromkopplung ej�A�, der sogenannten minimalen Wechselwir-kung, zu tun haben. Als Fazit der vorangegangenen �Uberlegungen k�onnenwir feststellen:Die Wechselwirkung des el.mag. Feldes mit Materie ist vollst�andigfestgelegt, sobald allen Materiefeldern Ladungen zugewiesen sind.Die folgende Frage ist noch unbeantwortet: F�uhrt der �Ubergang von der glo-balen U(1) zur lokalen U(1) auf neue Erhaltungsgr�o�en? Gibt es vielleichtso etwas wie lokale Ladungen, die zu allen Zeiten unver�anderliche Werte an-nehmen? Die Antwort lautet: Nein. Wir wollen diese Frage am Beispiel derQED studieren und betrachten zu diesem Zweck eine beliebige einparametri-ge Untergruppe von lokalen U(1)-Transformationen. Wir schreiben die Eich-funktion als �(x) = �se�(x), halten die Funktion �(x) fest und variierens 2 R:  s(x) = e�ise�(x) (x) (157)As�(x) = A�(x) + s@��(x) (158)Wir setzen voraus, da� �(x) nur lokal von Null verschieden ist. Die einpa-rametrige Gruppe ist isomorph zu R. Aufgrund des Noetherschen Theoremsist ihr ein erhaltener Strom zugeordnet. Er ist leicht zu berechnen und ergibtsich zu: J� = e � � �+ F ��@�� (159)Unter Benutzung der Feldgleichung @�F �� = e � � �ndet man aber sofortJ� = @�(F ���) (160)also J0 = r�(E�) wegen F 00 = 0 und E = (F 01; F 02; F 03). Durch Anwen-dung des Satzes von Gau� �nden wir, da� die vermeintliche Erhaltungsgr�o�ezwangsl�au�g Null ist:Z d3x J0 = Z d3xr�(E�) = limr!1Zjxj=r df �E� = 0 (161)Hier bezeichnet d� das Ober�achenelement einer Kugel vom Radius r. DasVerschwinden des Ober�achenintegrals bei hinreichend gro�em r folgt, weilnach Voraussetzung zu jedem x0 ein R existiert, so da� �(x) = 0 f�ur jxj > Rerf�ullt ist. 55



4.2 Die SU(n)-EichtheorieDie Verallgemeinerung des Begri�es der lokalen Eichinvarianz unter Einbezie-hung nichtabelscher Gruppen wurde 1954 von Yang und Mills vorgeschlagen.Das Modell, das sie untersuchten, benutzte die Gruppe SU(2). Diese Gruppelag der damals bekannten Isospin-Symmetrie bei den starken Wechselwir-kungen zugrunde. Nach moderner Au�assung sind es andere Symmetrien,auf denen die Konstruktion einer Eichtheorie beruht, wenn sie zur Naturbe-schreibung tauglich sein soll.Wir wollen zun�achst nur den Formalismus beschreiben und w�ahlen dieSU(n) als Symmetriegruppe. Ausgangspunkt ist die Standard-DichteL( ; @� ) = 12 � i$@=  �m �  (162)Angenommen, wir haben es nicht nur mit einem Dirac-Feld, sondern mit nDirac-Feldern  r gleicher Masse zu tun. In diesem Fall schreiben wir derenLagrange-Dichte als L( ; @� ) = nXr=1 L( r; @� r) (163)In einer solchen Situation ist es immer bequem, die einzelnen Felder  r alsKomponenten eines `Superfeldes'  au�assen. Die erste Beobachtung, die wirmachen, ist, da� eine lineare Transformation des Feldes   0r(x) =Xs urs s(x) (164)genau dann die Lagrange-Dichte invariant l�a�t, wenn die (konstante) Matrixu = (urs) unit�ar ist: U(n) ist die Gruppe der inneren Symmetrien diesesModells. Nat�urlich be�nden sich auch Phasentransformationen darunter. Siesind durch u = ei� gegeben und f�uhren zu einer Erhaltungsgr�o�e, n�amlich zuder gemeinsame Ladung der Felder. Diese wollen wir nicht betrachten, weildiese Situation im vorigen Abschnitt bereits besprochen wurde. Wir fordernalso det u = 1 und sind damit bei der Gruppe SU(n). Die Transformations-vorschrift k�urzen wir ab, indem wir schreiben:  0 = u mit u 2 SU(n).Ist es nun m�oglich, der Theorie eine solche erweiterte Gestalt zu geben,da� sie invariant unter lokalen SU(n)-Transformationen wird? Dies w�arenTransformationen der folgenden Art: u(x) := u(x) (x) ; u(x) 2 SU(n) (165)Wir studieren wieder das Verhalten der Ableitungen:@� u = (@�u) + u@� (166)56



Hierf�ur k�onnen wir auch schreiben:�@� � (@�u)u�1� u = u@� (167)Um den st�orenden Term (@�u)u�1 zu eliminieren, f�uhren wir ein EichfeldA�(x) ein: Dies ist f�ur festes � und x jeweils eine n � n-Matrix, d.h. A�(x)enth�alt zwei unterdr�uckte Indizes. Eine kovariante Ableitung soll nun durchden Ansatz D� = (@� � gA�) (168)konstruiert werden. Hierbei ist g eine zun�achst beliebig gew�ahlte Kopplungs-konstante. Die Kovarianz der Ableitung { die Bedingung n�amlich, da�Du� u = uD� ; Du� � @� � gAu� (169)gelten soll { gibt uns das Transformationsgesetz des Eichfeldes. Zun�achsterhalten wir die Operator-Identit�aten(@� � gAu�)u = u(@� � gA�)(@�u) + u@� � gAu�u = u@� � guA� ;multiplizieren sie von rechts mit u�1 und �nden:Au� := uA�u�1 + g�1(@�u)u�1 (170)Um die Struktur dieser Gleichung besser zu verstehen, f�uhren wir die Lie-Algebra su(n) der Gruppe SU(n) ein. Bekanntlich ist jeder Lie-Gruppe ei-ne Lie-Algebra zugeordnet, die man mit dem Tangentialraum an der Grup-peneinheit identi�ziert. Wird das allgemeine Gruppenelement durch n reelleParameter charakterisiert, so nennt man die Gruppe n-dimensional. Die zu-geh�orige Lie-Algebra ist dann ein n-dimensionaler reeller Vektorraum miteiner Produktstruktur, wobei das sog. Lie-Produkt im Falle von Matrix-Gruppen durch den Kommutator zweier Matrizen gegeben ist.Die Beschreibung der Lie-Algebra su(n) ist sehr einfach: Eine komplexen� n-Matrix a geh�ort genau dann zu su(n), wenn zwei Bedingungen erf�ulltsind:1. a ist antihermitesch : a� + a = 0 .2. a ist spurfrei : Spur a = 0 . 57



Diese Bedingungen garantieren, da� eta 2 SU(n) f�ur alle t 2 R gilt. Unterden Bedingungen 1. und 2. bilden die Matrizen a einen reellen Vektorraumder Dimension n2 � 1 mit der Eigenschaft, da� f�ur beliebige a; b 2 su(n)immer [a; b] 2 su(n) erf�ullt ist.Sei u(x) 2 SU(n) di�erenzierbar. Wir behaupten: F�ur festes x und � giltstets (@�u)u�1 2 su(n).F�ur den ersten Teil des Beweises haben wir nur uu� = 1 zu di�erenzieren:(@�u)u� + u(@�u)� = 0Aus u� = u�1 folgt (@�u)u�1 + �(@�u)u�1�� = 0Also ist (@�u)u�1 antihermitesch. Der zweite Teil des Beweises verlangt, da�wir das Verschwinden der Spur nachweisen. Zun�achst existiert a(x) 2 su(n),so da� u(x) durch die Exponentialkonstruktion daraus entsteht:u(x) = ea(x) = 1Xn=0 1n!a(x)nEs folgt @�u = 1Xn=1 1n! n�1Xk=0 ak(@�a)an�k�1Beachten wir nun, da� u(x) und a(x) (also bei gleichem x) vertauschbareMatrizen sind, so �nden wir:Spur (@�u)u�1 = 1Xn=1 1n! n�1Xk=0 Spur ak(@�a)an�k�1u�1= 1Xn=1 1n! n�1Xk=0 Spur an�1(@�a)u�1= 1Xn=1 1n!n Spur an�1(@�a)u�1= Spur u(@�a)u�1 = @�(Spur a) = 0 ;denn es wurde Spur a = 0 vorausgesetzt. Der Zusatzterm, den das EichfeldA� bei einer Umeichung (170) erh�alt, erweist sich somit als ein Elementder Lie-Algebra. Dadurch ist nahegelegt, da� wir das Eichfeld selbst als einsolches Element au�assen. Damit dies gelingt, m�ussen wir noch folgendesveri�zieren:Wir behaupten: Aus u 2 SU(n) und a 2 su(n) folgt uau�1 2 su(n). An-ders ausgedr�uckt46: Die Lie-Gruppe wirkt auf ihrer eigenen Lie-Algebra. Die46Diese Tatsache gilt in jeder Lie-Gruppe.58



Wirkung ist reell-linear und erh�alt das Lie-Produkt. Der Beweis ist elementarund wird hier �ubergangen. Nun ist folgendes klar: Die lineare AbbildungAd(u) : su(n)! su(n) ; a 7! uau�1 (171)(u 2 SU(n)) beschreibt eine (n2� 1)-dimensionale reelle Darstellung derGruppe SU(n). Sie wird die adjungierte Darstellung der SU(n) genannt.Nun interpretieren wir die Relation (170) als eine Beziehung zwischenElementen der Lie-Algebra su(n)und fassen das Ergebnis in Worte:Das Eichfeld einer SU(n)-Eichtheorie ist ein Vektorfeld A�(x)mitWerten in su(n). Bei einer Umeichung transformiert sich dasEichfeld gem�a� der adjungierten Darstellung der Eichgruppe underh�alt dar�uberhinaus einen Zusatzterm aus su(n). Bei einer glo-balen Eichtransformation (u=konst.) verschwindet dieser Term.Indem man eine Basis in su(n) einf�uhrt, ist es stets m�oglich, das Eichfeldin n2 � 1 reelle Vektorfelder zu zerlegen. Wir beschreiben die einfachstenBeispiele (der Index � und das Argument x wird unterdr�uckt):� Eine Basis in su(2) wird durch �i�a gegeben, wobei die �a (a =1; 2; 3) die Pauli-Matrizen sind. Es existieren also drei reelle Vektor-felder A1; A2; A3, so da� das Eichfeld A 2 su(2) die Form annimmt:A = �i� A3 A1 � iA2A1 + iA2 �A3 � = �iAa�aMan sieht unmittelbar, da� diese Matrix antihermitesch und spurfreiist.� Eine Basis in su(3) wird durch�i�a gegeben, wobei die �a (a = 1; : : : 8)die Gell-Mann-Matrizen47 sind. Es existieren also acht reelle Vektorfel-der A1; : : : ; A8, so da� das Eichfeld A 2 su(3) die Form annimmt:A = �i0B@ A3+ 1p3A8 A1 � iA2 A4 � iA5A1 + iA2 �A3+ 1p3A8 A6 � iA7A4 + iA5 A6 + iA7 � 2p3A8 1CA = �iAa�a47Diese Matrizen wurden von M.Gell-Mann 1961 in einem unver�o�entlichtenCALTECH-Report eingef�uhrt. Sie bilden eine Basis aller hermiteschen spurfreien 3 � 3-Matrizen und sind so normiert, da� 12Spur�a�b = �ab gilt.
59



Allgemein kann man in su(n) eine Basis �ita (a = 1; : : : ; n2�1) immer soeinf�uhren, da� die ta hermitesche spurfreie n� n-Matrizen sind und12Spur tatb = �ab (172)erf�ullt ist. Die durch [ta; tb] = iXc fabctc (173)gegebenen (basisabh�angigen) reellen Zahlen fabc nennt man die Struktur-konstanten der Lie-Algebra su(n). Mit Hilfe einer solchen Basis kann dasEichfeld A�(x) zerlegt und durch seine Komponenten ausgedr�uckt werden:A�(x) = �iAa�(x)ta (174)Obwohl A�(x) in unserer Diskussion zun�achst noch als ein klassisches Feldbetrachtet wird, �nden wir { aufgrund seines Matrixcharakters { einen nicht-verschwindenden Kommutator (den man nicht als Ausdruck einer Quantisie-rungsvorschrift au�assen darf):[A�(x); A�(x)] = �ifabcAa�(x)Ab�(x)tc : (175)Anders ausgedr�uckt: [A�(x); A�(x)]c = fabcAa�(x)Ab�(x) :Die n�achste Stufe auf dem Wege zu einer befriedigenden SU(n)-Eichtheoriewird dadurch erreicht, da� wir in der Lagrange-Dichte (163) der Materiefelderdie gew�ohnliche Ableitung durch die kovariante Ableitung ersetzen:L0 = L( ;D� ) D� = (@� � gA�) (176)Die so konstruierte Dichte ist bereits invariant unter lokalen Eichtransforma-tionen: L( u; Du� u) = L( ;D� ). Da die Ableitungen des Eichfeldes hierinnicht vorkommen, fehlt noch ein wichtiger Term. Wir suchen also zun�achstFeldst�arken F�� , die sich gem�a� der VorschriftF��(x) 7! F u��(x) := u(x)F��(x)u(x)�1 (177)transformieren. Im folgenden ist es bequem, die Ableitung nach x durch einenStrich-Index auszudr�ucken: z.B. uj� := @�u. Die Ableitung des transformier-ten Eichfeldes Au� = uA�u� + g�1uj�u�60



stellt sich so dar: Au�j� = uj�A�u� + uA�j�u� + uA�u�j�+ g�1uj�j�u� + g�1uj�u�j�Andererseits gilt: gAu�Au� = guA�A�u� + uA�u�uj�u�+uj�A�u� + g�1uj�u�uj�u�= guA�A�u� � uA�u�j�+uj�A�u� � g�1uj�u�j�Hierbei benutzten wir uj�u�+uu�j� = 0 als Folge von uu� = 1. Wenn wir jetztgeeignete Terme addieren,F�� := A�j� � A�j� + g[A�; A�] ; (178)wobei jeder Term f�ur sich genommen ein kompliziertes Verhalten unter Eich-transformationen zeigt, so gen�ugt dennoch deren Summe einem sehr einfa-chen Gesetz: F u�� = uF��u�1, so wie in (177) verlangt.Wir merken an, da� die De�nition von F�� auch auf verschiedene anderegleichwertige Weisen gegeben werden kann. Zum Beispiel, indem wir denOperator D� = @� � gA� der kovarianten Ableitung heranziehen, gilt:F�� = g�1[D�; D�] = D�A� �D�A� : (179)Schlie�lich ist es m�oglich, bei der Theorie der Di�erentialformen Anleihen zumachen. Danach ist das Vektorfeld eine 1-FormA = A�(x)dx� ;die Feldst�arken hingegen sind Komponenten einer 2-Form:F = 12F��(x)dx� ^ dx� ;wobei vereinbarungsgem�a� die Di�erentiale antivertauschen:dx� ^ dx� = �dx� ^ dx� :Man erh�alt { im Fall der Elektrodynamik { die einfache Formel F = �dA undnennt d die �au�ere Ableitung. Allgemein: d verwandelt eine p-Form in eine(p + 1)-Form, und es gilt d2 = 0. Im Fall einer nicht-abelschen Eichgruppehingegen hat unsere Analyse ergeben, da�F = gA ^ A� dA61



gilt, wobei das �au�ere Produkt von A mit sich selbst durch das Lie-Produktder Komponenten (d.h. durch den Kommutator) ausdr�uckbar ist:A ^ A = A�(x)A�(x)dx� ^ dx� = 12 [A�(x); A�(x)]dx� ^ dx� :Schlie�lich sei betont, da� wie das Eichfeld A so auch F Werte in der Lie-Algebra su(n) annimmt. Es kann deshalb F nach der Basis �ita entwickeltwerden: F��(x) = �iF a��(x)ta (180)Jetzt ist es w�unschenwert, Lorentz-invariante Ausdr�ucke zu erzeugen. Al-so bilden wir J := F��F �� . Wegen (177) zeigt dieser Ausdruck das Transfor-mationsgesetz Ju = uJu�1. Folglich haben wir in SpurJ eine eichinvarianteGr�o�e gefunden. Aus (172) und (180) folgt Spur J = �2Pa F a��F a�� . Dieendg�ultige Lagrange-Dichte der SU(n)-Eichtheorie setzen wir daher so an:L00 = L0 + 18Spur J . Ausf�uhrlich:L00 = Re ( � iD=  )�m �  + 18SpurF��F �� (181)Die Theorie beschreibt die Wechselwirkung von n massiven Dirac-Teilchenmit n2�1 masselosen Spin-1-Teilchen, die man auch Eichbosonen nennt. F�urn > 1 ist die Eichgruppe nichtabelsch und infolgedessen tritt in (181) unteranderem eine Selbstwechselwirkung des Eichfeldes auf. Grund: SpurF��F ��enth�alt das Feld A in zweiter, dritter und vierter Potenz. Man spricht indiesem Zusammenhang auch von einer Selbstkopplung des Eichfeldes.Die Lagrange-Dichte enth�alt keinen Massenterm f�ur das Eichfeld, alsokeinen Term der Art 14M2 SpurA�A�, der den Eichbosonen eine endlicheMasse M geben w�urde. Die Anwesenheit eines solchen Termes ist durch dieForderung der lokalen Eichinvarianz ausgeschlossen. Dies scheint zun�achst einernstes Problem zu sein; denn wir beobachten in der Natur nur einmasselosesEichfeld, n�amlich das elektromagnetische Feld. Dieses Problem wird in denTheorien der schwachen und starken Wechselwirkung durch Zusatzannahmen�uberwunden (Stichworte: spontane Symmetriebrechung, Higgs-Mechanismus,con�nement).Als reine Eichtheorie oder Yang-Mills-Theorie bezeichnet man dasjenigefeldtheoretische Modell, das durch die Lagrange-DichteLYM = 18SpurF��F �� = �14�abF a��F b�� = �14F a��F ��agegeben ist. Zur Auswertung der Spur benutzten wirSpur (�ita)(�itb) = �2�ab :62



Das Modell beschreibt die Eichbosonen, ihre Wechselwirkung untereinanderund sonst nichts. Die Anwendung des Wirkungsprinzips f�uhrt hier auf dieFeldgleichung f�ur das A-Feld [D�; F ��] = 0 (182)Man kann dies auch als ein gekoppeltes System von Di�erentialgleichungenerster Ordnung f�ur das A-Feld und die Feldst�arken au�assen:F ��j� + g[F ��; A�] = 0A�j� � A�j� + g[A�; A�] = F��Auch f�ur die homogenen Maxwell-Gleichungen �nden wir hier eine Entspre-chung: [D�; F��] + [D�; F��] + [D� ; F��] = 0 (183)Dies ist eine Identit�at und keine Feldgleichung: Sie folgt aus der De�niti-on von F�� und der Jacobi-Identit�at f�ur das Lie-Produkt. Die Gleichungen(182) und (183) lassen erkennen, wie die kovariante Ableitung eines Feldes Fgebildet wird, das sich gem�a� der adjungierten Darstellung der Eichgruppetransformiert. Man schreibt oft abk�urzendD�F := [D�; F ] (184)f�ur die kovariante Ableitung in einer solchen Situation (�ahnlich wie manin der Quantenmechanik rV anstelle von [r; V ] schreibt, wenn man denGradienten des Potentials V , als Operator aufgefa�t, bestimmen m�ochte).Die wesentlichen Begri�e dieser Theorie, wie Eichfeld und kovariante Ab-leitung, deuten auf eine mathematische Struktur, die unabh�angig von demphysikalischen Kontext analysiert werden kann. Die hier zust�andige mathe-matische Disziplin ist die Di�erentialgeometrie der Faserb�undel. Details �n-det man in dem BuchMartin Schottenloher: Geometrie und Symmetrie in der Physik,Vieweg Verlag 1995Eichtheorien, die gem�a� der allgemeinen �Uberzeugung den fundamentalenWechselwirkungen der Natur zugrunde liegen, sind somit ihrer mathemati-schen Struktur nach geometrische Theorien. In geometrischer Sprache sinddie Eichtransformationen u(x) lokale Schnitte eines Hauptfaserb�undels P�uber einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit, der Raumzeit, mit der Struk-turgruppe SU(n). F�ur den achen Minkowski-Raum ist P trivial, d.h. vonder Form P =M4 � SU(n) :63



Felder sind grunds�atzlich Schnitte von assoziierten Vektorb�undeln. Das Eich-feld A als Lie-Algebra-wertige 1-Form de�niert einen Zusammenhang, alsoeinen Paralleltransport in der Mannigfaltigkeit. Durch F = dA+ A ^ A be-stimmt man die Kr�ummung F als Lie-Algebra-wertige 2-Form. Die Relation(183) hei�t dann Bianchi-Identit�at. In dieser Formulierung ist f�ur die Kopp-lungskonstante g kein Platz. Um den Zusammenhang mit fr�uheren Formelnherzustellen, m�ussen wir dort das Eichfeld umnormieren, d.h. �gA durch Aund ebenso gF durch F ersetzen. Danach erscheint die Konstante g nur nochin einem Faktor vor dem Teil der Lagrange-Dichte, der quadratisch in F ist:LYM = 18g2SpurF��F ��Vom geometrischen Standpunkt ist dies die bevorzugte Darstellung einerEichtheorie.4.3 Die QuantenchromodynamikDie ersten Modelle, mit denen man starke Wechselwirkungen beschrieb, wa-ren lokale Feldtheorien mit fundamentalen Meson- und Baryon-Feldern. Die-se Theorien erwiesen sich zunehmend als unhaltbar, nachdem die nichtlokaleStruktur der Baryonen entdeckt worden war: Diese angeblich fundamentalenTeilchen zeigten eine Substruktur, der man durch Einf�uhrung neuer lokalerFelder Rechnung zu tragen hatte. Der Weg f�uhrte nach anf�anglichen Mi�er-folgen und Fehlentwicklungen schlie�lich zur gegenw�artigen Form der Quan-tenchromodynamik (QCD). Dies ist die Theorie der lokalen Wechselwirkungvon Quark- und Gluonen-Feldern. Die fundamentale QCD-Wechselwirkungverh�alt sich damit zur Meson-Baryon-Wechselwirkung wie etwa QED zurTheorie der chemischen Bindung. Das Hadronspektrum entspricht der ver-wirrenden Vielfalt der chemischen Verbindungen.Quarks sind Spin-12-Teilchen und werden durch Dirac-Felder repr�asen-tiert. Nach heutiger Vorstellung werden die Baryonen als gebundene Zust�andedreier Quarks aufgefa�t. Symbolisch schreiben wir einen solchen Zustand alsjqqqi. Hierbei steht q f�ur u; d; s; c; b; t, also f�ur up, down, strange, charm,bottom, top. Diese Freiheitsgrade des Quarks werden im Englischen avorsgenannt. Das Proton identi�ziert man mit dem Zustand juudi, das Neutronmit dem Zustand juddi.Der Grundzustand juuui dreier u-Quarks ist als das �++-Teilchen be-kannt. Es besitzt eine Masse von 1232 MeV und den Spin 32 . Seine Spinwel-lenfunktion ist damit symmetrisch. Andererseits erwarten wir f�ur den Grund-zustand immer eine symmetrische Ortswellenfunktion. Beide Eigenschaftenzusammen widersprechen dem Pauli-Prinzip. Man ist deshalb gezwungen,64



dem Quark weitere Freiheitsgrade zuzuschreiben, und spricht von der Far-be dieser Teilchen: blau, rot, gr�un f�ur a = 1; 2; 3. Mit Hilfe dieser neuenFreiheitsgrade kann nun eine total antisymmetrische Wellenfunktion f�ur alleBaryonen konstruiert werden:1p3!Xabc �abcjqaqbqci :Die Antisymmetrie des Zustandes ist jetzt durch die Antisymmetrie des �-Tensors garantiert. Dieser Tensor ist invariant unter linearen Transformatio-nen u : C3 ! C3 mit det u = 1. Sie formen die Gruppe SL(3; C).Mesonen werden als q�q-Zust�ande aufgefa�t. F�ur die leichtesten Teilchen,die �-Mesonen, gilt:�+ : ju �d i�0 : (ju�ui � jd �d i)=p2 (gen�ahert)�� : jd�uiDie q�q-Zust�ande werden so gebildet, da� alle Farben mit dem gleichen Ge-wicht eingehen: 1p3Xa jqa�qai :Transformationen, die diese Kombination invariant lassen, m�ussen unit�ar seinund geh�oren somit der U(3) an. Nun ist die Gruppe SU(3) gerade der Durch-schnitt der Gruppen SL(3; C) und U(3). Die auf diese Weise eingef�uhrteSymmetriegruppe der QCD hei�t die Farb-SU(3). Man postuliert, da� al-le physikalisch beobachtbaren Zust�ande (Baryonen, Mesonen usw. ) SU(3)-invariant oder, wie man sagt, farbneutral sind48. Eine der wichtigsten Auf-gaben der Feldtheorie ist es zu zeigen, warum nur farbneutrale Teilchen imungebundenen Zustand auftreten k�onnen. Man nennt dies das Problem derQuarkeinschlie�ung (im Englischen `con�nement').Zur konkreten Beschreibung der QCD gehen wir von Dirac-Feldern  afaus, die den verschiedenen Quarks zugeordnet werden, wobei wir die Indizesin der folgenden Weise interpretieren:a = 1; 2; 3 (die `colors')f = 1; 2; : : : ; 6 (die `avors')48Die bedeutet, da� nur die triviale Darstellung der Farb-SU(3) bei den physikalischrealisierbaren Zust�anden auftritt. In diesem Sinn ist die Farbe ein verborgener Freiheits-grad. 65



Es gelingt den Farbindex zu unterdr�ucken, indem man die Schreibweise ver-einbart:  f = 0@  1f 2f 3f 1A � f = ( � 1f ; � 2f ; � 3f) (185)Das Feld  f erh�alt die Masse mf . Sie ist als farbunabh�angig angenommen,um die Farb-SU(3) als Invarianzgruppe einf�uhren zu k�onnen. Die Lagrange-Dichte hat die bekannte Form, wie sie f�ur eine SU(3)-Eichtheorie charakte-ristisch ist:LQCD = 18SpurF ��F�� +Xf �Re ( � f iD=  f )�mf � f f	 (186)Die Wahl garantiert unter anderem, da� die QCD invariant unter Raumspie-gelungen ist.Es w�are ohne Verletzung der Symmetrie-Prinzipien m�oglich, den hierinauftretenden Massenterm etwas allgemeiner zu schreiben, n�amlich als�Xff 0 mff 0 � f f 0mit einer komplexen Massenmatrix M = (mff 0). Diese Matrix mu� her-mitesch, jedoch nicht notwendig positiv sein. Es ist aber immer m�oglich,durch geeignete Wahl der Felder Matrix M zu diagonalisieren. Wir habenalso in (186) entschieden, die Felder  f mit den Eigenvektoren der MatrixM zu verkn�upfen. Die Massenwerte mf lassen sich nur indirekt und mitUnsicherheiten behaftet aus den gebundenen Zust�anden (den Hadronen) er-mitteln. Die Werte reichen von wenigen MeV (f�ur up- und down-Quarks)bis zu 170 GeV (f�ur das top-Quark). Angesichts der gro�en Massenunter-schiede erscheint es zun�achst wenig sinnvoll, von einem avor-Freiheitsgraddes Quarks zu sprechen. Das erweiterte Modell (das sog. Standardmodell)gibt jedoch allen Teilchen zu Beginn die Masse Null, um dann zu erkl�aren,wie s�amtliche Massen dynamisch, d.h. durch den Higgs-Mechanismus erzeugtwerden. In diesem Licht erscheint die QCD, losgel�ost vom Standardmodell,nur als eine e�ektive Theorie mit frei w�ahlbaren Parametern mf .Die Lagrange-Dichte der QCD enth�alt nur eine Kopplungskonstante. Esist nicht m�oglich, die Felder  f mit einer f -abh�angigen Kopplungskonstantengf an das Eichfeld zu koppeln: Da die Gruppe SU(3) einfach ist, gibt es nureine kovariante Ableitung D�.Das Eichfeld A� transformiert sich gem�a� der adjungierten Darstellungder Farb-SU(3). Da sie 8-dimensional ist, treten in dieser Theorie 8 Vektor-bosonen (Spin-1-Teilchen) auf, die man Gluonen nennt. Das Eichfeld kann,66



nach Wahl einer Basis, in 8 Vektorfelder zerlegt werden. Da diese reell sind,haben die Gluonen keine ladungsartigen Quantenzahlen, also weder eine elek-trische Ladung, noch eine Baryonenzahl etc. Sie sind sind aber gemischt-farbig und k�onnen daher nicht als freie Teilchen beobachtet werden. Unterder Farb-SU(3) transformieren sich die Gluonen so, wie sich die Quark-Antiquark-Zust�ande jqa�qbi transformieren w�urden, mit Ausnahme des Zu-standes Pa jqa�qai, der SU(3)-invariant ist.Die QCD besitzt eine Reihe von U(1)-Symmetrien: f (x) 7! ei�f f(x) (f = 1; : : : ; 6): (187)Die hierdurch beschriebene globale Symmetriegruppe istU(1)� U(1)� � � � � U(1) (6 Faktoren)Jede dieser U(1)-Gruppen entspricht eine Ladung. Wir konzentrieren uns aufdie ersten drei Faktoren, sinnvoll f�ur eine Welt, die nur aus den Quarks u,d und s aufgebaut erscheint. Es sei B die Baryonenzahl, Q die elektrischeLadung und Y die Hyperladung49. Da man bei Einf�uhrung dieser Gr�o�envon den beobachtbaren Teilchen (Baryonen und Mesonen) ausging, ist es sogekommen, da� diese Ladungen drittelzahlige Werte bei den Quarks anneh-men: f q B Q Y B+Q B-Q+Y B-Y1 u 1/3 2/3 1/3 1 0 02 d 1/3 -1/3 1/3 0 1 03 s 1/3 -1/3 -2/3 0 0 1Dieser Tabelle entnehmen wir: Die gesuchten Ladungen, die den ersten dreiU(1)-Gruppen der QCD entsprechen, sind mit den LinearkombinationenB +Q ; B �Q+ Y ; B � Y (188)identisch. Sie nehmen grunds�atzlich nur ganzzahlige Werte an. Man hat S =Y � B die strangeness genannt. Die beiden anderen Ladungen tragen keinebesondere Namen.Proton und Neutron bilden ein Isospin-Dublett, die �-Mesonen ein Isospin-Triplett, K-Mesonen dagegen zwei Isospin-Dubletts, das �-Meson ein Isospin-Singlett. Dies alles in guter N�aherung unter Vernachl�assigung der elektroschwa-chen Wechselwirkung. Wie kann man die beobachtete Isospin-Symmetrie derstarken Wechselwirkung erkl�aren? Die Antwort ist einfach: Wenn m1 = m249Nicht zu verwechseln mit der schwachen Hyperladung der elektroschwachen Theorie.67



gilt (up-Quark und down-Quark haben die gleiche Masse), was in guter N�ahe-rung erf�ullt zu sein scheint, dann besitzt die Lagrange-Dichte der QCD eineweitere globale Symmetrie, beschrieben durch die Gruppe SU(2), die dieFelder  1 und  2 untereinander transformiert:�  u1 u2 � = � u11 u12u21 u22 ��  1 2 � u = (uik) 2 SU(2):F�ur den Fall, da� sogar m1 = m2 = m3 gilt, w�are die Isopspin-SymmetrieTeil einer umfassenden globalen SU(3)-Symmetrie der Hadronen. Historischwurde diese avor-SU(3) von Gell-Mann wegen ihrer o�ensichtlichen M�angelnur als gen�aherte Symmetrie eingef�uhrt (unter dem mysti�zierenden Namen`The Eightfold Way'). Ihr gro�er Erfolg war die Vorhersage der Existenz des
�-Teilchens mit einer Masse von 1672 MeV. Die Tatsache jedoch, da� dass-Quark etwa 200 mal schwerer als seine leichten Partner ist, zeigt, auf welchschwachen F�u�en dieses Symmetriekonzept steht. Au�erdem bietet es nur einModell zur Beschreibung der Bindungszust�ande der ersten drei Quarks (u, dund s).Das Standardmodell der Elementarteilchen ordnet die sechs avors in dreiGenerationen an: � ud� � cs� � tb�wobei u,c,t einerseits und d,s,b anderseits gleiche elektrische Ladungen tra-gen, n�amlich Q = 2=3 bzw. �1=3. Alle Quarks haben die BaryonenzahlB = 1=3. Die Antiteilchen haben zwangsl�au�g entgegengesetzte elektrischeLandungen und Baryonen-Zahlen.Ob und wie aus der QCD color con�nement folgt, ist bisher nicht in dergebotenen Strenge bewiesen. Da� con�nement jedoch als Ph�anomen beob-achtet wird, ist unbestritten. Es gibt Hinweise, da� eine �Ahnlichkeit mit demPh�anomen der Supraleitung besteht und da� bei gen�ugend hohen Tempe-raturen, wie sie kurz nach dem Urknall im Universum erreicht waren, dascon�nement aufgehoben ist, d.h. Quarks und Gluonen als freie Teilchen inErscheinung treten. Dichte hadronische Materie verhielte sich dann wie einPlasma aus Quarks und Gluonen. Bei im Labor erreichbaren Temperatu-ren jedoch, be�ndet sich das Vakuum in einem Zustand vergleichbar demdes Supraleiters zweiter Art. Analog zu den magnetischen Flu�r�ohren in ei-nem solchen Supraleiter, bilden sich im Vakuum Flu�r�ohren des FarbfeldesD = E + P (die Polarisation des Vakuums wird durch P beschrieben, un-ter E verstehen wir die Komponenten von F�� mit � = 0) endlicher L�ange,an deren Enden sich Quark- bzw. Antiquarkzust�ande be�nden. Mit wachsen-dem Abstand (L�ange des Flu�schlauches) strebt die Energie gegen Unendlich68



und verhindert so die Existenz freier Quarks. Zu zeigen, da� all dies aus derLagrange-Dichte der QCD folgt, ist ein h�ochst anspruchvolles und ungel�ostesProblem.Eine Schwierigkeit der QCD ist, da� die Kopplungskonstante g zu gro�ist, um eine Anwendung der St�orungstheorie zu erlauben. Das Verfahren derRenormierungsgruppe zeigt jedoch, da� dieser Einwand nur bei kleinen Ener-gien gerechtfertigt ist. Die renormierte Kopplungst�arke ist energie-abh�angigund geht im Fall der QCD bei hohen Energien gegen Null, ein E�ekt, denman asymptotische Freiheit nennt. Dies erlaubt bei hohen Energien sinnvollest�orungstheoretische Ergebnisse zu erhalten. Bei niedrigen Energien ist manauf nicht-st�orungstheoretische Methoden angewiesen, deren Zuverl�assigkeitnicht immer zweifelsfrei feststeht.Ein weiteres Problem der QCD ist, da� das Proton eine solch komplexeStruktur bekommt, die es unm�oglich macht zu zeigen, da� der Spin des Pro-tons { wie experimentell bekannt { exakt 1/2 ist. Zun�achst gab das Quarkmo-dell eine plausible Erkl�arung: Der Spin ist die Summe der Spins der drei Kon-stituentenquarks, wobei die Spins von zwei Quarks entgegengerichtet sind,so da� das dritte Quark den Gesamtspin bestimmt. Nach heutiger Vorstel-lung ist der Aufbau des Nukleons allerdings viel komplizierter: Die Quarkswerden durch Gluonen zusammengehalten. Diese k�onnen kurzzeitig in Quark-Antiquark-Paare (sog. See-Quarks) oder auch in weitere Gluonen �ubergehenund wieder verschwinden im Sinne von Quantenuktuationen. Statistischgesehen, sind weitere Teilchen also stets anwesend und tragen zum Spin desNukleons bei. Nicht genug damit. Auch die Bahndrehimpulse der sich rela-tivistisch bewegenden Teilchen m�ussen in die Bilanz mit einbezogen werden.Gegenw�artig ist niemand in der Lage, alle Spin- und Bahndrehimpulse aufzu-addieren. Die Entdeckung dieser Schwierigkeit der QCD f�uhrte schon Mitteder 80iger Jahre des vorigen Jahrhunderts zu der `Spinkrise', die bis heuteandauert.
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5 Spontane SymmetriebrechungClearly this is a subject in which commonsense will have to guide the passage bet-ween the Scylla of mathematical Talmu-dism and the Charybdis of mathematicalnonsense.Jeremy BernsteinLokale Eichsymmetrie erzwingt, da� Eichbosonen masselos sind. Dies ist einProblem f�ur die Anwendungen in der Teilchenphysik. Wechselwirkungen, so-fern sie durch masselose Teilchen vermittelt werden, sind langreichweitig.Wenn wir von der Gravitation einmal absehen, so kennt die Teilchenphy-sik nur eine langreichweitige Wechselwirkung, den Elektromagnetismus. DasPhoton kann, da es masselos ist, problemlos als ein Eichboson eingef�uhrtwerden. Wie steht es aber der schwachen Wechselwirkung, vermittelt durchdie EichteilchenW+,W� und Z0? Wenn wir die Eichinvarianz der Lagrange-Dichte aufrecht erhalten wollen, d�urfen wir darin keinen Massenterm (pro-portional zu A�A�) einf�uhren. Die L�osung des Problems hei�t spontane Sym-metriebrechung. Wir werden uns nun ganz allgemein mit diesem Ph�anomenauseinandersetzen und beginnen mit einem Streifzug durch die Physik.5.1 Allgemeine Begri�sbestimmungSchon in der klassischen Mechanik lernt man, da� eine Symmetrie derHamiltonschen Gleichungen nicht notwendig auch eine Symmetrie der L�osungdieser Gleichungen ist. Denn die L�osung h�angt von Anfangswerten ab, d.h.von dem Zustand des Systems zur Zeit t = 0, und dieser Zustand kannunsymmetrisch gew�ahlt sein. W�ahrend uns dies selbstverst�andlich erscheint,so erwarten wir doch, da� wenigstens der Zustand niedrigster Energie { seineExistenz vorausgesetzt { eindeutig und symmetrisch ist. Aber selbst eine soeinfache Hamilton-Funktion wieH(p; q) = 12p2 + V (q2)p2 = p21 + : : :+ p2nq2 = q21 + : : :+ q2n n � 2besitzt viele unsymmetrische Grundzust�ande, sobald das Potential V (r2) seinMinimum nicht bei r = 0 annimmt. Das Modell beschreibt dann einen Rou-lettkessel (ohne Hindernisse nat�urlich) in n Dimensionen. Liegt das absoluteMinimum bei r = c > 0, so sind alle Grundzust�ande durchq21 + : : :+ q2n = c2 p1 = p2 = : : : = pn = 0 ;70



also durch die Punkte einer (n�1)-dimensionalen Sph�are charakterisiert. DieSymmetriegruppe50 von H(p; q) ist O(n). Sie operiert auf dieser Sph�are undzwar transitiv: Sie ist in der Lage je zwei beliebige Grundzust�ande ineinanderzu �uberf�uhren. Ihre Wirkung ist aber auch e�ektiv: Au�er g = 1 l�a�t keinweiteres Element g 2 O(n) die Sph�are punktweise invariant. Dies bedeutet,da� die Untergruppe der residualen Symmetrien in diesem Fall trivial ist,d.h. nur aus dem Element g = 1 besteht.Besitzt eine Theorie unsymmetrische Grundzust�ande, so sprechen wir voneiner spontanen Symmetriebrechung. Wir sehen, da� die spontane Brechungeiner Symmetrie und die Entartung des Grundzustandes immer zusammenauftreten, sozusagen dasselbe Ph�anomen darstellen: Dies ist ein Grundgesetz;wir �nden es in allen Bereichen der Physik.Es bleibt die Frage zu beantworten, ob unser Roulettkessel �uberhauptkeinen symmetrischen Grundzustand gestattet. Die Antwort h�angt davon ab,wie weit wir den Begri� des Zustandes fassen. Eine De�nition, die gen�ugendallgemein ist, um auch in der statistischen Physik anwendbar zu sein, lautet:Jedes lineare, positive und normierte Funktional auf der Algebra der stetigenreellen Funktionen f(p; q) soll ein Zustand genannt werden.51 Da die Sph�aregenau einO(n)-invariantes normiertes Ma� besitzt, ist der invariante Zustand(im Sinne der obigen De�nition) eindeutig:!(f) = N Z dnq �(q2 � c2) f(0; q) (189)wobei der Normierungsfaktor N so gew�ahlt ist, da� !(1) = 1 gilt. Es han-delt sich dabei um den a-priori-Zustand der Roulettkugel, wenn �uber ihreLage �uberhaupt nichts bekannt ist und man nur wei�, da� sie den Zustandniedrigster Energie angenommen hat.Sei allgemein G die volle Symmetriegruppe eines Problems. Nicht immermu�, wie in unserem Modell, die Untergruppe K � G der residualen Sym-50Bei der Bestimmung der Symmetriegruppe ist darauf zu achten, da� die Poisson-Klammer fpi; qkg = �ik invariant bleibt.51Ist ! ein Zustand, so ist !(f) der Erwartungswert oder Mittelwert der Observablen fin diesem Zustand. Die drei Voraussetzungen lauten: (1) die Abbildung f 7! !(f) ist linear,(2) es gilt !(f) � 0 f�ur alle f � 0 und (3) !(1) = 1. Der Zustand ! hei�t zerlegbar, wenngilt: 8f !(f) = a!1(f)+(1�a)!2(f), wobei !1 und !2 wieder Zust�ande sind und 0 < a < 1. Zust�ande, die nicht zerlegbar sind, hei�en reine oder extremale Zust�ande. Gew�ohnlichbetrachtet man in der klassischen Mechanik vorwiegend extremale, in der statistischenMechanik vorwiegend zerlegbare Zust�ande. So ist etwa durch die Abgaben p1 = � � � =pn = 0; q1 = c; q2 = � � � = qn = 0 ein extremaler Grundzustand des Roulettkesselsde�niert: Die Roulettkugel nimmt einen de�nierten Platz ein. Das zugeh�orige Funktionalist !(f) = f(0; : : : ; 0; c; 0 : : : ; 0). 71



metrien trivial sein. Wir k�onnten das Modell leicht ab�andern und schreiben:H(p; q) = 12p2 + �22 (q21 + : : :+ q2m) + V (q2m+1 + : : :+ q2n)(0 < m < n). Wie im vorigen Beispiel nehmen wir an, da� V (r2) f�ur r = c > 0minimal wird. In dieser Situation ist52G = O(m)�O(n�m) die volle SymmetriegruppeK �= O(m) die Gruppe der residualen SymmetrienG=K �= O(n�m) die Gruppe der spontan gebrochenen Symmetrien.Was die spontane Symmetriebrechung angeht, so verh�alt sich die Quan-tenmechanik in gleicher Weise, jedoch zeigt sie besondere Z�uge:1. Eine Symmetriegruppe G ist auf dem Hilbertraum H aller Zust�andegrunds�atzlich unit�ar dargestellt: zu jedem g 2 G existiert ein unit�arerOperator U(g). Ist H der Hamilton-Operator, so gilt U(g)HU(g)�1 =H f�ur alle g 2 G.2. Bei Entartung des Grundniveaus formen die Grundzust�ande einen k-dimensionalen UnterraumH0 � H, der die Darstellung U reduziert. DieTeildarstellung U0 auf H0 ist i.allg. irreduzibel 53. Der Raum H0 enth�altkeinen invarianten Vektor: Es widerspr�ache ja der Irreduzibilit�at. DieDimension k der unit�aren Darstellung U0 ist die Dimension von H0, istalso identisch mit dem Grad der Entartung des Grundniveaus.3. Die Menge aller g 2 G mit U0(g) = 1 stellt eine invariante Unter-gruppe K � G dar (manchmal auch ein Normalteiler der Gruppe Ggenannt). Diese Gruppe K repr�asentiert die residualen, die GruppeG=K die spontan gebrochenen Symmetrietransformationen.Auch hier gelingt es, durch Erweiterung des Zustandsbegri�es54 einen inva-rianten Zustand zu konstruieren. Sei n�amlich e1; e2; : : : ; ek eine Basis in H0und A ein beliebiger Operator auf H, so ist durch!(A) = k�1 kXi=1 (ei; Aei) (190)52Wir vereinbaren, da� O(1) = Z2 gesetzt wird.53Dies ist eine Regel, kein Theorem, weil sie Ausnahmen gestattet. Liegt eine Ausnahmevor, so spricht man von einer zuf�alligen Entartung des Grundzustandes.54Ein allgemeiner Zustand ist, wie schon in der klassischen Physik, nichts anderes alsein lineares, positives und normiertes Funktional auf der Algebra der Observablen.72



ein invarianter Zustand de�niert55. Die Konstruktion zeigt jedoch, da� einsolcher Zustand immer zerlegbar ist, oder anders ausgedr�uckt: Der invarianteZustand ist ein extremaler Zustand genau dann, wenn k = 1 gilt. In diesemFall gilt U0(g) = 1 f�ur alle g 2 G, so da� K und G zusammenfallen. F�urG = K tritt keine spontane Symmetriebrechung auf, d.h. G=K = 1.In der statistischen Physik begegnet uns das Ph�anomen der spontanenSymmetriebrechung erneut. Das bekannteste Beispiel �ndet man im Ferroma-gnetismus einiger Metalle. Das �ubliche Modell f�ur den Ferromagneten gehtvon einer rotationsinvarianten Wechselwirkung eines Spinsystems aus, wo-bei die Parallelstellung aller Spins energetisch bevorzugt ist. Dennoch tretenunterhalb der kritischen Temperatur, auf jeden Fall aber bei T = 0, unsym-metrische Grundzust�ande auf, in denen der Erwartungswert des Spins, dieMagnetisierung also, nicht verschwindet, wie es die SO(3)-Invarianz verlangt.Zu jeder Raumrichtung (d.h. zu jedem Punkt der Sph�are S2) existiert genauein extremaler Grundzustand. K�uhlt man einen Ferromagneten in einer Weiseab, da� die �au�eren Ein�usse die Rotationsinvarianz nicht verletzen, so ist dasErgebnis f�ur T = 0 allemal ein symmetrischer Grundzustand. Dieser Zustandentsteht rein formal durch Integration aller extremalen Grundzust�ande �uberdie Sph�are S2. Der invariante Grundzustand existiert also auch hier, jedochist er zerlegbar, und unzerlegbar nur dann, wenn die spontane Symmetrieb-rechung verschwindet (z.B. durch Erh�ohung der Temperatur). Ein schwachesMagnetfeld reicht aus, um zu erreichen, da� bei Ann�aherung an den abso-luten Nullpunkt ein unsymmetrischer extremaler Zustand entsteht. Schaltetman dann das Magnetfeld wieder ab, so bleibt die ausgezeichnete Richtungerhalten; sie ist gewisserma�en eingefroren. Unsere Terminologie benutzendk�onnen wir sagen: Die Symmetriegruppe des Ferromagneten ist G = SO(3).Sie ist bei T = 0 vollst�andig (spontan) gebrochen, d.h. die Untergruppe derresidualen Symmetrien ist trivial: K = 1.In der Theorie der Supraleitung und der Superuidit�at �nden wir eine�ahnliche Situation. Jedoch ist die Symmetriegruppe, die hier spontan ge-brochen erscheint, weniger anschaulich: Es handelt sich dabei um globaleU(1)-Eichtransformationen, die, wie man wei�, nur in quantentheoretischenModellen auftreten.Die Feldtheorie wird sich in jeder Beziehung �ahnlich verhalten, und wirk�onnen unsere Terminologie direkt �ubertragen. Die Rolle des Grundzustandes�ubernimmt hier das Vakuum, das immer nur in bezug auf ein konkretes feld-theoretisches Modell de�niert werden kann: Es ist der Grundzustand dieses55Beweis: Ist I : H0 ! H die kanonische Einbettung, I� : H ! H0 die Projektion undA0 = IAI�, so ist auf diese Weise jedem Operator A : H ! H ein Operator A0 : H0 ! H0zugeordnet und es gilt k!(A) = SpurA0. Andererseits gilt IU(g) = U0(g)I und U�(g)I� =I�U�(g). Also, k!(U(g)AU�(g)) = Spur(U0(g)A0U�0 (g)) = SpurA0 = k!(A).73



Modells, n�amlich der Zustand niedrigster Energie, oder auch der Zustand beiT = 0. F�ur eine freies Feld ist dieser Zustand eindeutig. Auf ihm basiert dieFock-Darstellung dieses Feldes. In einer Theorie mit Wechselwirkung m�ussenwir damit rechnen, da� dieser Zustand unter Umst�anden nicht mehr eindeu-tig ist. Modelle dieser Art sind leicht angebbar. Der Grund f�ur die Entartungdes Vakuums ist immer die spontane Brechung einer o�ensichtlichen oderverborgenen Symmetrie der Lagrange-Dichte. Die Symmetriegruppe G, diegebrochen erscheint, transformiert die verschiedenen Vakua ineinander, unddiejenige Untergruppe K, die jedes Vakuum f�ur sich genommen invariantl�a�t, ist o�ensichtlich die Gruppe der residualen Symmetrien. Die GruppeG=K enth�alt alle spontan gebrochenen Symmetrien im engeren Sinn.Wenn es mehrere Vakua gibt, welches ist das physikalische Vakuum? Die-se Frage dr�angt sich auf, weil es in der Teilchenphysik, anders als in derFestk�orperphysik, nicht von den experimentellen Gegebenheiten abh�angigsein kann, welcher Grundzustand realisiert ist. Denn das Vakuum beschreibtden leeren Raum, gewisserma�en den lokalen Zustand des Universums, einenZustand also, den der Experimentator bereits vor�ndet und den er nicht ma-nipulieren kann56. Die einzig m�ogliche Antwort auf die oben gestellte Fragezur Zeit lautet: In der Anfangsphase unseres Universums (vermutlich inner-halb weniger Sekunden) wurde diese Entscheidung getro�en, und das theore-tische Weltmodell, das wir heute entwerfen, kann nur versuchen, die korrekteBeschreibung dieses (unsymmetrischen) Vakuums zu �nden. Es wird dannnach menschlichem Zeitma� f�ur die k�unftige Beschreibung unserer Beobach-tungen G�ultigkeit besitzen. Eine Erkl�arung daf�ur, warum gerade dieses eineVakuum ausgezeichnet ist, wird es vermutlich niemals geben.Vergleichen wir die Invarianz der Lagrange-Dichte Lmit der Invarianz desVakuums 
, so gelangen wir zu folgender Tabelle f�ur die vier M�oglichkeiten:
 invariant 
 nicht invariantL exakte spontan gebrocheneinvariant Symmetrie SymmetrieL unm�oglich explizit gebrochenenicht invariant (Coleman-Theorem) SymmetrieIn dieser Tabelle wird behauptet, da� eine unsymmetrische Lagrange-Dichtekein symmetrisches Vakuum zur Folge haben kann. Hierbei handelt es sich umdie Aussage eines wichtigen Theorems von S.Coleman, das er so formulierte:56Dies schlie�t nicht aus, da� das Vakuum in fernen Bereichen des Universums eineandere Struktur hat, oder { auf einer astronomischen Skala { einer zeitlichen Ver�anderungunterworfen ist. 74



The symmetry of the vacuum is the symmetry of the universe.Diese Aussage stellt eine Besonderheit der QFT dar. Eine analoges Theoremf�ur die quantenmechanischen Systeme ist nicht bekannt. In der gew�ohnlichenMechanik ist die analoge Aussage sogar falsch.Beispiele f�ur explizit gebrochene Symmetrien �nden wir reichlich in derTeilchenphysik: Die Raumspiegelung und die Ladungskonjugation sind solcheSymmetrien, aber auch die Isospin-Gruppe und die SU(3)flavor geh�oren zudieser Kategorie.5.2 Skalare Felder und Higgs-BosonenWir stellen uns vor, L(�; @��) sei die Lagrange-Dichte eines Modells f�ur nreelle Skalarfelder �1; �2 : : : �n. Durch lokale Transformationen (alle Felderam gleichen Ort) der Art�0i = Fi(�1; : : : ; �n) i = 1; : : : ; n (191)ist es m�oglich, der Dichte L eine neue Gestalt zu geben. Die folgende Diskus-sion verl�auft nun ganz analog zu der entsprechenden Diskussion klassischermechanischer Systeme bei kleinen Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage(Methode der kleinen Schwingungen). Wir wollen annehmen, da� durch einegeeignete Wahl der Felder die folgende Gestalt erzielt wurde:L = 12Xi (@��i)(@��i)� V (�) (192)Die Energiedichte ist dann�00 = 12Xi �(@0�i)2 + (r�i)2� + V (�) (193)Man erkennt bereits, da� die Funktion V (von n Variablen) einer physika-lischen Bedingung zu unterwerfen ist: V mu� nach unten beschr�ankt sein(Stabilit�atsbedingung). Die n�achste Frage lautet: Wo nimmt V sein Mini-mum an? Wir wollen annehmen, da� dies an der Stelle a = (a1; a2; : : : ; an)geschieht. Das Verhalten in der Umgebung dieses Punktes ist sodann vonInteresse. Dieses wird durch die zweiten Ableitungen diktiert:V (�) = V (a) + 12mik(�i � ai)(�k � ak) + : : : ; mik = @2V@�i@�k (a) :Wir nennen M = (mik) die Massenmatrix. Liegt ein lokales Minimum vor,so ist sie positiv de�nit (alle Eigenwerte � 0). Eine SO(n)-Transformation75



der Felder ist in der Lage, diese Matrix zu diagonalisieren mit Eigenwertenm2i . Wir d�urfen daher o.B.d.A. von der folgenden Entwicklung ausgehen:V (�) = V (a) + 12Xi m2i'2i � L0(') (194)�i(x) = 'i(x) + ai m2i � 0 (195)Hier sind wir zu neuen Feldern 'i �ubergegangen, mit denen wir kleine Aus-lenkungen aus der Gleichgewichtlage beschreiben. Die Terme von h�ohererOrdnung in ' haben wir in L0 zusammengefa�t. Wesentlich ist, da� der Vektora unabh�angig von x ist, unwesentlich ist der Wert f�ur V (a). Durch eineUmeichung der Energie erreichen wir, da� V (a) = 0 gilt.Die Lagrange-Dichte erh�alt damit die folgende Gestalt:L = 12Xi �(@�'i)(@�'i)�m2i'2i� + L0(') (196)Die Interpretation ist o�ensichtlich. In einer N�aherung (L0 = 0) beschreibtdas Modell n freie Spin-0-Teilchen (Bosonen) mit den Massen mi. Der Zu-satzterm L0 in der Dichte bewirkt eine Wechselwirkung dieser Teilchen un-tereinander.Nun w�ahlen wir ein spezielles O(n)-symmetrisches Modell. Es sei n�amlichV (�) = �(�2 � c2)2�2 = Xi �2i � > 0(c und � sollen x-unabh�angig sein). Das Potential V nimmt sein Minimumin allen Punkten der Sph�are �2 = c2 an. Wir k�onnen etwa a = (c; 0; : : : ; 0)und � = '+ a setzen und gelangen so zu der DarstellungV = �('2 + 2c'1)2= 12m21'21 � L0(') m21 = 8�c2wobei L0 die dritten und vierten Potenzen der Felder enth�alt. Die O(n)-Symmetrie ist spontan gebrochen mit der Konsequenz, da� genau ein Feld| hier '1 | eine endliche Masse m1 = p8c2� erh�alt, w�ahrend alle an-deren Felder masselos sind. Das Auftreten von n� 1 masselosen Bosonenist charakteristisch f�ur die totale Brechung der O(n)-Symmetrie (spontaneBrechung ohne Restsymmetrie), weil die Massenmatrix in solchen Situatio-nen immer den Rang 1 hat (dies ist im wesentlichen ein geometrisches Ar-gument). Das Teilchen, das eine endliche Masse und Spin 0 besitzt, nennt76



man das Higgs-Boson. Die masselosen Teilchen einer solchen Theorie hei-�en Goldstone-Bosonen. Wir werden im n�achsten Abschnitt sehen, da� {gewisse Bedingungen vorausgesetzt { das Auftreten von Goldstone-Bosonennotwendig verkn�upft ist mit der spontanen Brechung einer kontinuierlichenSymmetriegruppe (Lie-Gruppe).Wieso ist die Wahl, die wir f�ur den Vektor a getro�en haben, gleichbe-deutend mit der Wahl eines Grundzustandes, den wir dann ein Vakuum derTheorie nennen? Die Antwort ist sehr einfach: Unter Vernachl�assigung derWechselwirkung L0 handelt es sich bei allen Komponenten von ' um freieFelder, f�ur die wir die Fock-Darstellung w�ahlen. Das gemeinsame Vakuumsei 
. Dann gilt (
; 'i
) = 0 f�ur alle i = 1; : : : ; n. In den urspr�unglichenFeldern liest sich das so:(
; �i;
) = � c i = 10 i = 2; : : : ; n.In der O(n)-symmetrischen Theorie hat genau eines der Skalarfelder einennichtverschwindenden Vakuumerwartungswert erhalten und dadurch die Sym-metrie zerst�ort. Jedem Vektor a mit a2 = c2 (jedem Punkt der Sph�are Sn�1)ist somit ein Vakuum 
a zugeordet. Je zwei Vakua geh�oren zu in�aquivalen-ten Darstellungen der Feldalgebra (d.h. der kanonischen Vertauschungsrela-tionen). Die Theorie besitzt �uberabz�ahlbar viele solcher Darstellungsr�aume(die man Sektoren nennt), weil sie �uberabz�ahlbar viele Vakua besitzt. Wirerg�anzen die Diskussion durch zwei Bemerkungen:1. Nur57 Skalarfelder k�onnen einen nichtverschwindenden Vakuumerwar-tungswert entwickeln, wenn wir an der Lorentz-Invarianz des Vakuumsfesthalten. Mehr noch: ein solches Skalarfeld mu� die Quantenzahlendes Vakuums besitzen, kann also weder eine elektrische Ladung nocheine negative Parit�at besitzen. Dies gilt dann gleicherma�en f�ur dasHiggs-Teilchen. Insbesondere ist es sein eigenes Antiteilchen.2. Das freie Bose-Gas58 besitzt, wenn man seine Temperatur T (oder auchseine Dichte �) variiert, einen Phasen�ubergang. Unterhalb des kriti-schen Punktes existieren extremale Zust�ande !T , in denen der Erwar-tungswert des Erzeugungsoperators ay( ) nicht verschwindet, d.h. f�ur57Gemeint ist, da� Dirac-Felder und Vektorfelder verschwindende Erwartungswertehaben. Ein Spin-2-Feld G�� h�atte hier wieder eine Chance. Denn eine Gleichung wie(
; G��
) = cg�� ist mit der Lorentz-Invarianz des Vakuums vertr�aglich. Die Einf�uhrungvon Feldern mit Spin � 2 bereitet jedoch andere schwerwiegende Probleme.58Hierbei handelt es sich um ein System von unendlich vielen Teilchen in einem unend-lichen Volumen. Jedoch ist die Teilchendichte endlich und unabh�angig von Ort und Zeit.Das Plancksche Gesetz der Hohlraumstrahlung kann durch ein Photonengas bei endlicherTemperatur erkl�art werden. 77



alle  2 H gilt59!T (ay( )) = fT ( ) !T (a( )) = fT ( )wobei f( ) ein lineares, translationsinvariantes und komplexwertigesFunktional darstellt. F�ur Bosonen mit Spin 0 mu� deshalb gelten:fT ( ) = cT (0) mit cT 2 C. Man spricht in diesem Zusammenhangvon einer makroskopischen Besetzung des Grundzustandes60 oder ei-nem Kondensat und nennt das Ph�anomen Bose-Kondensation. Londonhat es zur Erkl�arung der Erscheinung der Superuidit�at herangezo-gen: Das Kondensat ist danach die superuide Komponente des �alte-ren Zwei�ussigkeitsmodells. Es hat sich aus diesem Grund in der Feld-theorie ein Sprachgebrauch eingeb�urgert, der die Parallelen zur Bose-Kondensation betont: Man spricht also von einem `Kondensat', sobaldein Skalarfeld � die Eigenschaft (
;�
) 6= 0 besitzt.5.3 Das Goldstone-TheoremWir lieferten ein vages Argument daf�ur, da� eine spontane Symmetriebre-chung notwendig mit dem Auftreten von masselosen Bosonen, sog. Goldstone-Teilchen verkn�upft ist. Die Argumentation war deshalb vage, weil wir dabeiden Wechselwirkungsterm L0 au�er acht gelassen haben. Das Argument warauch nicht allgemein genug, weil die Ankopplung an weitere Felder (Dirac-Felder, Vektorfelder etc.) nicht mit in die Betrachtung einbezogen werdenkonnte. Tats�achlich kann man, volle Lorentz-Kovarianz vorausgesetzt, dieExistenz masseloser Teilchen allgemein beweisen (Goldstone-Theorem), so-bald ein Skalarfeld � die Eigenschaft (
;�
) 6= 0 besitzt. Es ist in diesemZusammenhang wichtig zu erfahren, welche Voraussetzungen dabei gemachtwerden, um zu verstehen, warum dieses Theorem in den Eichtheorien zwarimmer noch richtig ist, aber dennoch nicht notwendig, und das hei�t, nichtin allen Situationen, zu masselosen Teilchen f�uhrt.Wir nehmen an, eine bestimmte Lagrange-Dichte L besitze eine einpara-metrige Gruppe G von Symmetrietransformationen, so da� ihr ein erhaltenerStrom j�(x) zugeordnet ist. Wir wollen weiter annehmen, da� es sich uminterne Symmetrien handelt. Es ist dann vern�unftig, G als eine kompakteGruppe vorauszusetzen. Damit folgt sofort G = SO(2). Um diese Symmetriespontan zu brechen, nehmen wir die Existenz zweier reeller Skalarfelder �159Zur Erinnerung: H ist der Einteilchenraum und  eine Wellenfunktion in der Impuls-darstellung.60Gemeint ist der Einteilchenzustand zum Impuls p = 0. Die komplexe Zahl cT ist einsog. Ordnungsparameter des Systems, und jcT j2 ist die Teilchendichte im Zustand p = 0,also im Kondensat. 78



und �2 an, die zur Liste derjenigen Felder geh�oren, von denen L abh�angt.Die beiden Skalarfelder, so nehmen wir an, transformieren sich unter� cos� � sin�sin� cos� � 2 SO(2)wie die Komponenten eines Vektors. Es ist dann bequem, anstelle des zwei-komponentigen Feldes ein komplexes Feld � = 1p2(�1 + i�2) einzuf�uhren,dessen Transformationseigenschaften einfacher sind:��(x) = ei��(x) (197)Dies f�uhrt uns wieder vor Augen, da� die beiden Gruppen SO(2) und U(1)isomorph sind.Wir st�utzen die weitere Diskussion allein auf die beiden Operatorfelderj�(x) und �(x). Wir sprechen von einer exakten Symmetrie, wenn diefolgenden Eigenschaften erf�ullt sind:Ex1 Das Integral Q = R d3x j0(x) existiert und ist zeitunabh�angig. Es be-schreibt den Ladungsoperator. Der Strom kann so normiert werden,da� das Spektrum von Q aus den ganzen Zahlen besteht.Ex2 Der Operator Q ist der Erzeuger einer unit�aren Darstellung ei� 7! ei�Qder Gruppe U(1) auf dem gemeinsamen Zustandsraum aller Felder, undes gilt speziell f�ur das Feld �:ei�Q�(x)e�i�Q = ei��(x) (198)Ex3 Das Vakuum ist eindeutig und U(1)-invariant, gleichbedeutend mitQ
 = 0. In Worten: Das Vakuum hat keine Ladung.Die Gleichung (198) lautet in in�nitesimaler Form:[Q; �(x)] = �(x) (199)Geht man hier auf beiden Seiten zu dem Vakuumerwartungswert �uber undbenutzt Ex3, so folgt (
; �(x)
) = 0. Unter den Annahmen Ex1-Ex3 ist esalso nicht m�oglich, da� man ein Kondensat hat.Wir wollen nun die Annahmen abschw�achen und nicht mehr annehmen,da� Q
 = 0 g�ultig ist. Mehr noch: wir vermeiden, die Existenz von Q �uber-haupt vorauszusetzen. Anstelle von (199) soll die folgende Relation treten:Z d3x [j0(x); �(y)] = �(y) (200)79



An dieser Gleichung k�onnen wir n�amlich selbst dann festhalten, wenn dasIntegral R d3x j0(x) sinnlos ist. Grund: in einer lokalen Feldtheorie gilt(x� y)2 < 0 ) [j�(x); �(y)] = 0; (201)so da� das Integrationsgebiet in (200)bei festem x0 und y0 beschr�ankt ist.Unser Ziel ist zu zeigen, da� die folgenden sehr schwachen Annahmenebenfalls (
; �(x)
) = 0 zu Folge haben.Go1 Es gilt @�j� = 0 (Stromerhaltung).Go2 Es gilt Z d3x (
; [j0(x); �(y)]
) = (
; �(y)
) x0 = y0 = 0(schwache Form der U(1)-Kovarianz des Skalarfeldes).Go3 (Relativistische Kovarianz) Es existiert eine unit�are Darstellung U derPoincar�e-Gruppe61, so da�(a) U(a;�)
 = 
(b) U(a;�)j�(x)U(a;�)�1 = (��1)�� j�(�x+ a)(c) U(a;�)�(x)U(a;�)�1 = �(�x+ a)Hier ist ausgedr�uckt, da� 
 sowohl translations- wie Lorentz-invariantist, � sich wie ein Skalarfeld und j� sich wie ein Vektorfeld transformiert(eine harmlose Annahme, wie es scheint).Go4 (Spektrumsbedingung) Das Spektrum des Impulsoperators P � liegt imVorw�artskegel, jedoch so, da� es die Existenz von Zust�anden mit MasseNull ausschlie�t: specP � � f0g [ fp : p2 > 0; p0 > 0g(Der Punkt p = 0 entspricht dem Vakuum).Theorem (Goldstone) Aus den Annahmen Go1-Go4 folgt (
; �(x)
) = 0.Anmerkung: Der Vakuumerwartungswert c = (
; �(x)
) 2 C ist un-abh�angig von x als Konsequenz der Annahmen Go3(a) und Go3(c). Giltc 6= 0 (spontane Symmetriebrechung), so ist eine der Annahmen des Theo-rems falsch. Gew�ohnlich nimmt man an, da� Go4 falsch ist, in Worten:61Dies ist die Gruppe aller Transformationen x0 = �x+ a mit � 2 L"+ und a 2M4.80



c 6= 0 impliziert die Existenz von Masse-0-Teilchen in der Theo-rie.Diese Interpretation des Goldstone-Theorems ist aber alles andere als zwin-gend und nicht in allen Situationen zutre�end. Die Alternative hierzu lautet:c 6= 0 impliziert, da� eine der Annahmen in Go1- Go3 falsch ist.Vermutlich ist die Stromerhaltung (Divergenzfreiheit) eine rein klassischeEigenschaft, die durch die Quantisierung verloren gehen kann. 1969 wurdediese Tatsache an Beispielen entdeckt (durch S.Adler, J.S.Bell und R.Jackiw)und wird seitdem eine Anomalie der Modells genannt.Beweis des Theorems. Wir bilden die Fourier-Transformierten (im Sinneder Distributionen):(
; j�(x)�(y)
) = Z d4p ei(y�x)pF �1 (p) (202)(
; �(y)j�(x)
) = Z d4p ei(x�y)pF �2 (p) (203)Aus Go3 (nur die Translationen U(a; 1) = exp(iaP ) benutzend) folgt(
; j�(x)�(y)
) = (j�(0)
; ei(y�x)P�(0)
) (204)(
; �(y)j�(x)
) = (�(0)�; ei(x�y)P j�(0)
) (205)Vergleichen wir diese Darstellung mit den dar�uberstehenden Gleichungen:Aus der Spektrumsbedingung (Go4) folgt, da� F �1 (p) und F �2 (p) beide ihrenTr�ager62 im Vorkegel haben, wo bei gilt:F �i (p) = b��4(p) + F̂ �i (p)p2 � 0 ) F̂ �i (p) = 0wobei wir den Vakuumbeitrag isoliert haben:b� = (
; j�(0)
)(
; �(0)
)Aus der Lorentz-Kovarianz (Go3) folgt (
; j�(0)
) = 0, also b� = 0. AusGo3 folgt aber auch63 die DarstellungF̂ �i (p) = p��(p0)fi(p2) i = 1; 2 (206)s � 0 ) fi(s) = 0 (207)62Der Tr�ager einer Distribution ist das Komplement derjenigen Punkte, in denen sieverschwindet. Eine Distribution verschwindet in einem Punkt, wenn sie in einer o�enenUmgebung dieses Punktes verschwindet. Der Tr�ager (engl.support ) ist also stets eineabgeschlossene Menge.63Dieser Punkt ist mathematisch delikat, aber dennoch richtig: Eine Lorentz-invarianteDistribution von p auf dem Vorkegel, deren Tr�ager den Punkt p = 0 nicht enth�alt, ist eineDistribution von p2 allein. In unserem Fall ist p�F̂�i (p) eine solche Distribution.81



wobei � die Sprungfunktion bezeichnet und die Funktionen fi nur von einerreellen Variablen abh�angen. Noch haben wir nicht die Stromerhaltung (Go1)ausgenutzt: 0 = p�F �i (p) = �(p0)p2fi(p2) ) fi(p2) � �(p2)Aus (207) folgt aber fi(p2) = 0; denn der Tr�ager von fi(p2) schlie�t den Punktp2 = 0 aus. Zusammenfassend k�onnen wir feststellen, da� die FunktionenF �i verschwinden. Also gilt dies auch f�ur den Vakuumerwartungswert desKommutators: (
; [j�(x); �(y)]
) = 0Mit Hilfe von Go2 folgt dann (
; �(x)
) = 0, was zu beweisen war.5.4 Der Higgs-Kibble-MechanismusF�ur die spontane Symmetriebrechung in Eichtheorien ist das folgende U(1)-Modell sehr lehrreich:L = �14F��F �� +D��D��� V (�) (208)mit den folgenden De�nitionen:F�� := @�A� � @�A�D� := @� + ieA�V (�) := �(2���� c2)2 � = 1p2(�1 + i�2)(� > 0; c > 0).Die Lagrange-Dichte ist invariant unter lokalen U(1)-Eich-transformationen der Art��(x) := ei�(x)�(x) (209)eA��(x) := eA�(x)� @��(x) (210)In nullter Ordnung, also unter Vernachl�assigung aller E�ekte der Wechsel-wirkung, ist der Grundzustand (das Vakuum) entartet und wir k�onnten etwadie Wahl (
; �1
) = c (
; �2
) = 0 (211)tre�en. Jede andere Wahl geht durch eine globale Eichtransformation ausdieser einen L�osung hervor.Wir bleiben jedoch vorl�au�g bei unserer Au�assung, da� es sich bei demSkalarfeld � um ein klassisches Feld handelt, und gehen zu neuen reellenSkalarfeldern �(x) und '(x) �uber (Polarzerlegung),�1(x) + i�2(x) = e�i�(x)('(x) + c) ; (212)82



wobei '(x) das Higgs-Teilchen mit der Masse mH = p8�c2 beschreibt. Esscheint zun�achst so, als ob �(x) einen echten dynamischen Freiheitsgrad desModells beschreibt, das einem Goldstone-Boson zugeordnet ist. Eine lokaleEichtransformation (209-210) eliminiert jedoch das Feld �(x) v�ollig aus derLagrange-Dichte: diese erh�alt in den neuen Feldvariablen die Gestalt L =L0 + L1, wobei wir inL0 = �14F��F �� + 12e2c2A�A� + 12(@�'@�'�m2H'2) (213)alle Terme versammelt haben, die von zweiter Ordnung in den Feldvariablensind; L1 enth�alt nur Terme der Ordnung drei und vier: sie charakterisierendie Wechselwirkung und werden in unserer Diskussion nicht ber�ucksichtigt.Der hier beschriebene Vorgang wird unit�are Eichung genannt. Nachdemdiese Eichung gew�ahlt wurde, besitzt das Modell keine U(1)-Symmetrie mehr,weder lokal noch global.Die Dichte L0, f�ur sich genommen, f�uhrt auf freie Felder. Mit diesemAusdruck beginnt erst die Quantisierung der Felder. Deshalb mu� unsereDiskussion quasi-klassisch genannt werden. Welchen Sinn h�atte auch eineEichtransformation, bei der die Funktion �(x) ein Operator ist?Das Feld �(x) ist aus der Dichte verschwunden und mit ihm das Goldstone-Boson. Hat sich die Zahl der Freiheitsgrade durch die spontane Symmetrieb-rechung verringert? Nein. Und dies ist die Erkl�arung des Ph�anomens:� Solange die U(1)-Symmetrie nicht gebrochen ist (c = 0), beschreibt dasModell ein masseloses Photon in zwei Polarisationszust�anden und zweimasselose skalare Teilchen.� Ist die Symmetrie gebrochen (c > 0), so beschreibt das Modell ein mas-sives Spin-1-Teilchen in drei Polarisationszust�anden und ein massivesHiggs-Boson.Durch die spontane Symmetriebrechung erh�alt sowohl das Eichboson, wieauch das Higgs-Boson eine Masse, w�ahrend alle masselosen Zust�ande ausdem Geschehen verschwinden (Higgs-Kibble-Mechanismus):Eichboson: m2 = e2c2Higgs-Boson: m2H = 8�c2Nur f�ur die Zwecke der Demonstration war das sehr einfache Modell gew�ahltworden. Das eigentliche Interesse richtet sich auf die SU(n)-Gruppen. Das
83



SU(n)-Higgs-Modell geht von der Dichte64L = 18SpurF��F �� + (D��)�D��� V (�) (214)aus. Hier ist A� ein SU(n)-Eichfeld und � = (�1; : : : ; �n) ein Multiplett vonn komplex-skalaren Feldern (2n reell-skalare Felder). Die Bezeichnungen sindF�� := A�j� � A�j� + g[A�; A�]D� := @� � gA�V (�) := �(2���� c2)2 ��� = nXa=1 ��a�a; c > 0:Das Modell ist invariant unter lokalen SU(n)-Eichtransformationen�u = u� u(x) 2 SU(n) (215)Au� = uA�u�1 + g�1(@�u)u�1 (216)F�ur c > 0 tritt eine spontane Symmetriebrechung auf, der wir durch eine ge-eignete Wahl der Feldvariablen Rechnung tragen. Zuerst wird das Multiplettder Skalarfelder geeignet parametrisiert:0BBB@ �1(x)�2(x)...�n(x) 1CCCA = u(x)�10BBB@ 1p2('(x) + c)0...0 1CCCA u(x) = e�(x) 2 SU(n) (217)Diese Setzung zeichnet eine Richtung im Darstellungsraum aus und zerst�ortdie SU(n)-Invarianz. Die Untergruppe aller Matrizen u 2 SU(n), die dieseRichtung invariant lassen, ist isomorph zu SU(n � 1). Obwohl u(x) = e�(x)nicht eindeutig in SU(n) gew�ahlt werden kann, ist es doch eindeutig in demRaum SU(n)=SU(n � 1) der Linksnebenklassen, wobei die SU(n � 1) alsUntergruppe von der SU(n) aufgefa�t wird verm�oge der EinbettungSU(n� 1)! SU(n); u 7! � 1 00 u� :F�ur die zugeh�origen Lie-Algebren bedeutet dies die Einbettungsu(n� 1)! su(n); � 7! � 0 00 �� :64Es handelt sich um die eichinvariante Erweiterung des sog. O(2n)-ModellsL = (@��)�@��� V (�)84



Wir stellen fest: �(x) ist eindeutig in dem Quotienten65L = su(n)=su(n� 1):Seine Dimension istdimL = (n2 � 1)� ((n� 1)2 � 1) = 2n� 1 :Nach Wahl einer Basis in L ist �(x) einem Multiplett von 2n � 1 reellenSkalarfeldern �aquivalent: nur scheinbar beschreiben diese Felder Goldstone-Bosonen. Zusammen mit dem reellen Higgs-Feld ' erhalten wir 2n reelleSkalarfelder, und zwar in 1:1 Korrespondenz zu den n komplexen Skalarfel-dern �i. Die Korrespondenz ist durch (217) beschrieben.Das Besondere der neuen Darstellung zeigt sich in der folgenden Tatsache:Mit Hilfe einer Eichtransformation (215-216) k�onnen nun die 2n� 1 skalarenFreiheitsgrade des Feldes �(x) eliminiert werden. Das entstehende Modell inder unit�aren Eichung hat die SU(n)-Symmetrie verloren. Es wird durch eineLagrange-Dichte beschrieben, die der Form nach v�ollig identisch mit (214)ist, jedoch hat darin das Skalarfeld die spezielle Form�(x) = 1p2 0BBB@ '(x)0...0 1CCCA+ 1p2a ; a = 0BBB@ c0...0 1CCCA (218)(c reell). Die in L enthaltene quadratische FormL0 = 18SpurF��F �� � 12g2aTA�A�a + 12(@�'@�'� 8�c2'2) (219)zeigt die folgenden Tatsachen:(1) In der gebrochenen Phase hat der Massenterm f�ur die Eichbosonen dieGestalt �12g2aT (�iAb�tb)(�iAc�tc)a = 12MbcAb�Ac�mit der Massenmatrix M = (Mbc), wobeiMbc = 12g2aTftb; tcga ; b; c = 1; : : : ; n2 � 1: (220)Die Matrizen �itb bilden { wie fr�uher erl�autert { eine normierte Basis derLie-Algebra, ftb; tcg bezeichnet den Antikommutator. Die Matrix M ist her-mitesch und symmetrisch zugleich, also reell:M =M� =MT =M:65Der Quotient ist lediglich ein reell-linearer Raum und f�ur n > 2 keine Lie-Algebra.F�ur n = 2 ist su(n� 1) = f0g, also L = su(2).85



Sie ist aber auch positiv de�nit und ihre Eigenwerte daher � 0. Die Eigen-werte identi�zieren wir mit den Massenquadraten der physikalischen Eich-bosonen. Da die Matrix durch eine orthogonale Transformation (ein Elementaus SO(n2 � 1)) diagonalisiert wird, sind die physikalischen Eichfelder re-elle Linearkombinationen der urspr�unglichen Felder Ab�, und damit sind sieebenfalls reelle Vektorfelder. Wir behaupten:Rang(M) = dimL = 2n� 1:Der Rang einer reellen symmetrischen MatrixM ist die Dimension des Kom-plement�arraumes zum Nullraum (also dessen Kodimension). Der Nullraum(oder Kern der linearen Abbildung M) ist derjenige reell-lineare Raum, dervon den Vektoren v aufgespannt wird mit vTMv = 0. In unserem FallvTMv = vbvcMbc = 12g2aTfvbtb; vctcga = g2(V a)�(V a);wobei wir V = �ivbtb 2 su(n) gesetzt haben. Falls g 6= 0, ist die BedingungvTMv = 0 mit V a = 0 identisch und diese wiederum mit V 2 su(n� 1).Die Kodimension von su(n� 1) in su(n) ist 2n� 1, womit die Behauptungbewiesen ist.Der Rang der Matrix M ist zugleich die Anzahl der Eigenwerte, die 6= 0sind. Fazit: Die Dimension von L diktiert die Anzahl der Eichbosonen, dieeine endliche Masse erhalten. Diese Anzahl ist 2n � 1. F�ur den einfachstenFall, n�amlich die Eichgruppe SU(2) gilt12fta; tbg = 12f�a; �bg = �ab; d.h. Mab = g2c2�ab (a; b = 1; 2; 3):Hier ist die Massenmatrix bereits diagonal; alle drei Eichbosonen erhaltendie Masse jgcj. Sobald n � 3, treten masselose Eichbosonen auf. Ihre Anzahlist dim su(n� 1) = n(n� 2):Beachte den Unterschied: Massive Eichbosonen haben 3, masselose Eichbo-sonen 2 unabh�angige Polarisationszust�ande.(2) Es gibt genau ein neutrales massives Higgs-Boson. Seine Masse ist wieschon im vorigen Modell durch m2H = 8�c2 gegeben. Von den urspr�unglich2n skalaren Freiheitsgraden sind 2n � 1 auf die neuen longitudinalen Pola-risationszust�ande der massiven Eichteilchen �ubergegangen. Dieser Vorgangwird Transmutation genannt. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist durch diespontane Symmetriebrechung nicht ver�andert worden.(3) Die residuale Eichgruppe K ist mit SU(n� 1) identisch, d.h. der Unter-gruppe von SU(n), die den Vektor a invariant l�a�t. Die residuale Eichgruppe86



wirkt trivial auf alle massiven Felder, jedoch nichttrivial auf die masselosenFelder der Theorie. Deshalb gibt es keine Kopplung der masselosen Eichbo-sonen an das massive Higgs-Boson.5.5 Der Mei�ner-Ochsenfeld-E�ektAls Eichboson ist das Photon in der Lage, durch den E�ekt der spontanenSymmetriebrechung eine Masse � e2 zu erwerben. Da� dies auch tats�achlichunter gewissen Umst�anden in einem Festk�orper geschieht, soll nun demon-striert werden.Der spezi�sche Widerstand einiger Metalle, intermetallischer Verbindun-gen, Legierungen und Keramiken sinkt unterhalb der kritischen Temperaturauf den Wert Null ab (Supraleitung). Gleichzeitig �andert sich das magne-tische Verhalten des Festk�orpers (idealer Diamagnetismus). Wenn man dasPh�anomen der Supraleitung durch die reibungsfreie Bewegung von Leitungs-elektronen erkl�art, dann folgt f�ur den Zusammenhang von Stromdichte j undelektrischem Feld E nicht das Ohmsche Gesetz j = �E, sondern@@t j = �2E (221)(1. Londonsche Gleichung) mit �2 = e2�sme (222)Hier ist �s die Dichte der supraleitenden Elektronen und me deren Masse66.Die charakteristische Konstante � = ��1 hei�t Londonsche Eindringtiefe undhat die Gr�o�enordnung von etwa 100 Atomabst�anden im Gitter.Aus der Maxwell-Gleichung r�E+ _B = 0 folgt sodann@@t �r� j+ �2B� = 0 (223)E. und H.London stellten 1935 die Hypothese auf, da� sogarr� j+ �2B = 0 (224)(2. Londonsche Gleichung) gilt und waren damit erfolgreich. Schlie�lich be-nutzen wir die Maxwell-Gleichung r�B = j+ _E und �nden:r� (r�B) = r� j+r� _E (225)= ��2B� �B (226)66Dieses Gesetz folgt aus der Bewegungsgleichung me _v = �eE und dem Ausdruck j =�e�sv f�ur die Stromdichte. Wir wissen heute, da� nicht Elektronen sondern Cooper-Paaref�ur den Suprastrom verantwortlich sind. Dies �andert aber nichts an unserem Ausdruck f�ur�2, weil er invariant ist unter der Ersetzung e 7! 2e;me 7! 2me; �s 7! 12�s.87



Nun gilt r� (r�B) = ��B, da r�B = 0 ist. Also� @2@t2 ��+ �2�B = 0 (227)Das B-Feld hat im Supraleiter die Masse � erhalten.Die 2. Londonsche Gleichung ist in der Lage den Mei�ner-E�ekt zu be-schreiben. Sie erkl�art die Abschirmung gegen das �au�ere Magnetfeld durcheinen verlustfreien Ringstrom (z.B. an der Ober�ache einer supraleitendenKugel): dieser Strom erzeugt einen magnetischen Flu�, der den von au�en an-gelegten im Inneren gerade kompensiert, abgesehen von einer Eindringschichtder Dicke �.Der geometisch einfachste Fall ist der, wo der Halbraum x > 0 von demSupraleiter erf�ullt ist. Die Ebene x = 0 stellt also seine Ober�ache dar. Wirnehmen an, da� das �au�ere B-Feld parallel zur z-Achse orientiert ist, undschreiben B = (0; 0; B), wobei B als unabh�angig von y und z vorausgesetztwird (Translationssymmetrie). Im station�aren Fall (B ist t-unabh�angig) ha-ben wir nur die einfache GleichungB00(x) = �2B(x) x > 0 (228)zu l�osen und sie stetig an die Werte im Au�enraum anzuschlie�en (die Tan-gentialkomponente von B wird hier als stetig vorausgesetzt). Die physikalischsinnvolle L�osung lautet: B(x) = B(0)e��x : (229)Das f�ur die spezielle Geometrie abgeleitete Ergebnis gilt auch f�ur beliebig ge-formte supraleitende K�orper: Durch das 2. Londonsche Gesetz ist die Strom-dichte �uberall in der Probe durch das Magnetfeld eindeutig bestimmt undverschwindet mit diesem. Suprastr�ome k�onnen deshalb nur in der Eindring-schicht ie�en, dort, wo das Magnetfeld nicht verschwindet. Die stromf�uh-rende Eindringschicht ist experimentell sichergestellt. Die beobachteten Wer-te der Eindringtiefe sind aber generell gr�o�er als der Londonsche Wert.Eine quantenmechanische Diskussion auf der Basis der Schr�odinger-Glei-chung liefert das gleiche Resultat. Wir betrachten die Cooper-Paare als punktf�ormi-ge Spin-0-Teilchen mit Bose-Statistik, der Masse m = 2me und der Ladungq = �2e. Sie sind v�ollig dislokalisiert, weil sie in einem Kristall die Hinter-grundladung67 zu neutralisieren haben. Also setzen wir die Wellenfunktioneines Cooper-Paares mit �(x) = p� ei�(x) an, wobei � > 0 als konstant an-genommen wird. In Gegenwart eines Magnetfeldes mit dem VektorpotentialA ist der Stromj = qmRe ���(�ir� qA)�� = q�m (r�� qA) : (230)67Auf eine Skala von 10�5 cm k�onnen wir die Hintergrundladung als konstant ansehen.88



Wir k�onnen die gleichen Formeln auch zur Beschreibung eines Gases ausCooper-Paaren benutzen: � wird dann als Teilchendichte erkl�art. Unter sta-tion�aren Bedingungen d�urfen wir r� j = 0 voraussetzen. Bei transversalerEichung gilt r�A = 0. Daraus folgt �� = 0. Die einzige L�osung der Laplace-Gleichung, die �uberall im R3 erkl�art ist und im Unendlichen nicht anw�achst,ist die konstante L�osung. F�ur sie gilt r� = 0 und somit j = � q2�m A. DieMaxwell-Gleichung ��A = j f�uhrt auf�A = q2�m A = e2�sme A = �2A (231)(�s = 2�) in v�olliger �Ubereinstimmung mit dem klassischen Resultat.Ein Vergleich mit dem U(1)-Higgs-Modell zeigt, da� dieses als grobesmakroskopisches Modell geeignet ist, den Supraleiter zu beschreiben: Dasdort eingef�uhrte komplexe Skalarfeld beschreibt Cooper-Paare als elemen-tare Bosonen mit Spin 0 und Masse m. Unterhalb der Sprungtemperaturdes Supraleiters tritt eine Kondensation in dem Bose-Gas68 ein, also einemakroskopische Besetzung des Impuls-0-Zustandes. Dies �au�ert sich in einemnichtverschwindenden Erwartungswert c des Skalarfeldes im Grundzustand(dies ist der im Experiment i.allg. realisierte und beobachte Zustand). DieTeilchendichte der Cooper-Paare mit Impuls 0 ist � = mjcj2. Diese Interpre-tation erkl�art die Supraleitung durch einen Phasen�ubergang des Festk�orpers,bei dem eine spontane Brechung der U(1)-Symmetrie einsetzt und der Ord-nungsparameter c 2 C einen von Null verschiedenen Wert erh�alt.5.6 Das Salam-Weinberg-ModellEs sei e(x) das Dirac-Feld des Elektrons und �e(x) das Dirac-Feld des zugeh�o-rigen Neutrinos. W�ahrend das Elektronfeld eine Zerlegung in einen linksh�an-digen und einen rechtsh�andigen Anteil gestattet,e = eL + eR (232)ist das Neutrinofeld grunds�atzlich linksh�andig: �eR = 0. Wir fassen die beidenlinksh�andigen Felder zu einem SU(2)-Dublett zusammen, das rechtsh�andigeFeld interpretieren wir als ein SU(2)-Singlett: L = � �eLeL � ;  R = eR : (233)68Die Kondensation tritt selbst dann ein, wenn es sich um ein freies Gas handelt, d.h.wenn die Bosonen untereinander keine Wechselwirkung zeigen.89



In der gleichen Weise verf�ahrt man mit den Leptonpaaren (�; ��) und (�; �� ).Wir begn�ugen uns jedoch in diesem Abschnitt mit der ersten Familie. Durchdie Gruppe SU(2) hat man den Feldern (nicht den Teilchen!) einen schwachenIsospin zugeordnet, deren Quantenzahlen wie �ublich mit T und T3 bezeichnetwerden: Feld T T3 Y�eL 1/2 1/2 -1eL 1/2 -1/2 -1eR 0 0 -2Die Quantenzahl Y hei�t die schwache Hyperladung des Feldes. Au�erdemsoll die Wirkung einer U(1)-Gruppe (einer Gruppe von Phasentransforma-tionen) so eingef�uhrt werden, da� die dadurch de�nierte Ladung Y die obenangegebenen Werte annimmt: dies garantiert die G�ultigkeit der Regel vonGell-Mann und Nishijima f�ur die elektrische Ladung: Q = T3 + Y=2. Nunwird gefordert, da� die Lagrange-Dichte f�ur die elektroschwachen Wechsel-wirkungen invariant unter lokalen SU(2) � U(1)-Eichtransformationen ist.Dies verlangt die Einf�uhrung eines vierkomponentigen Eichfeldes:A� = � i2(g0A0� + gAa��a) (234)= � i2  g0A0� + gA3� gA1� � igA2�gA1� + igA2� g0A0� � gA3� ! (235)Darin sind g und g0 Kopplungskonstanten, die noch n�aher zu bestimmen sind.Der Feldst�arkentensor ist dann durchF�� = A�j� �A�j� + [A�;A�] (236)gegeben. Er kann genau so wie das Eichfeld in seine vier Komponenten zerlegtwerden: F�� = � i2 �g0F 0�� + gF a���a	 (237)Mit dem Eichfeld ist der Begri� der kovarianten AbleitungD� verkn�upft. Diekonkrete Gestalt ist abh�angig von der Art des Multipletts von Feldern (aus-dr�uckbar durch T und Y ), auf das D� angewandt werden soll. Jedem solchenMultiplett ist eine Darstellung der Lie-Algebra su(2)� u(1) zugeordnet, alsderen kanonische Basis wir die Matrizen�iT1;�iT2;�iT3;�iY90



annehmen, so da� T (T+1); T3 und Y die Eigenwerte von T21 +T22 +T23; T3und Y sind. Damit giltD� = @� + ig0A0� 12Y + igAa�Ta (238)Hier hat man Ta = 0 f�ur T = 0 und Ta = 12�a f�ur T = 12 zu setzen.Ohne weitere Felder einzuf�uhren, ist die Eichtheorie durch die Dichte69L1 = �14F a��F ��a +Re ( � R iD=  R + � L iD=  L)bestimmt, wobei wir dem Elektron die Masse Null zu geben gezwungen sind,da das Elektron und sein Neutrino im gleichen Multiplett liegen.Durch Einf�uhrung eines Dubletts von komplexen skalaren Feldern unddurch den E�ekt der Symmetriebrechung sollen nun zwei Dinge zugleich er-reicht werden:1. Das Elektron erh�alt eine endliche Masse.2. Drei Komponenten des Eichfeldes werden massiv, w�ahrend eine Kom-ponente, das Photonfeld, masselos bleibt.Wir schreiben das Dublett (T = 12) als� = � �1�2 �und geben ihm die schwache Hyperladung Y = 1. Das Feld �1 bekommtdadurch die elektrische Ladung Q = 1, w�ahrend �2 ungeladen ist. Wenn dasModell ein ungeladenes Vakuum haben soll, so kann nur �2 einen von Nullverschiedenen Vakuumerwartungswert erhalten. Die eichinvariante Erweite-rung des O(4)-Modells wird durch die DichteL2 = (D��)�D��� �(2���� c2)2 ; � > 0; c > 0gegeben. Nun bleibt nur noch eine Wechselwirkung zwischen den Skalarfel-dern und den Leptonfeldern zu ber�ucksichtigen, die dem Elektron (M�uonusw.) eine Masse erteilt, sobald (
; �2
) 6= 0 gilt. Dies leistet die DichteL3 = �Ge( � L R�+ �� � R L)wobei Ge eine f�ur die erste Leptonfamilie typische Konstante ist. Ein We-chelwirkungsansatz dieser Art wird Yukawa-Kopplung genannt. Beachte, da�69Die Summe �uber den Index a schlie�t a = 0 ein.91



� R L zwar ein Dirac-Skalar, jedoch ein SU(2)-Dublett darstellt. �Ahnlichesgilt f�ur � L R:� R L = � �eR�eL�eReL � ; � L R = ( � R L)� = (��eLeR; �eLeR);so da� � L R� = ��eLeR�1 + �eLeR�2�� � R L = ��1�eR�eL + ��2�eReL :Die Dichte L stellt somit einen SU(2)-Skalar dar. Wir erkennen, da� eineElektronmasse durch einen Vakuumserwartungswert von �2 erzeugt werdenkann.Wir de�nieren das minimale Salam-Weinberg-Modell durch Addition derdrei Lagrange-Dichten: L = L1 + L2 + L3 :Alle Terme sind invariant unter der Eichgruppe SU(2)�U(1). Um in diesemModell die unit�are Eichung vornehmen zu k�onnen, parametrisieren wir �geeignet:�(x) = u(x)�1� 01p2('(x) + c) � u(x) 2 SU(2)Aus dieser Darstellung entnehmen wir die Eichfunktion u(x) und f�uhren mitihrer Hilfe eine Eichtransformation durch. Nur das rechtsh�andige SingletteR und die Komponente A0� des Eichfeldes bleiben davon unber�uhrt. An derForm der Lagrange-Dichte L �andert sich �uberhaupt nichts. Lediglich das Feld� erh�alt eine spezielle Gestalt:�(x) = � 01p2('(x) + c) �' ist das Higgs-Feld dieser Theorie. Es bekommt, wie schon fr�uher abgeleitet,die Masse mH = p8�c2.Schauen wir uns L3 nach der Transformation an:L3 = �Ge 1p2('+ c)(�eReL + �eLeR) = �Ge 1p2('+ c)�eeIn dem Ausdruck ist ein Massenterm �me�ee f�ur das Elektronfeld enthalten,wobei me = 1p2Gec92



mit der Masse des Elektrons (=Masse des Positrons) gleichzusetzen ist. Im�ubrigen ist Ge die Kopplungskonstante f�ur die Wechselwirkung des Elektron-Positron-Feldes mit dem Higgs-Feld.Jetzt nehmen wir uns L2 vor und schreiben L2 = L20 + L21, wobeiL20 = 12(@�'@�'�m2H'2)+18('+ c)2 �(g0A0 � gA3)2 + (gA1)2 + (gA2)2	L21 = Terme h�oherer Ordnung in den FeldernHier haben wir { der besseren �Ubersicht wegen { den Index � unterdr�uckt70.Darin enthalten ist derMassenterm = 18c2 �(g0A0 � gA3)2 + (gA1)2 + (gA2)2	f�ur das Eichfeld. Er l�a�t sich durch die Einf�uhrung geeigneter Linearkombi-nationen diagonalisieren:� A�Z� � = � cos �W sin �W� sin �W cos �W �� A0�A3� �wobei tan �W = g0=g gesetzt wurde; �W hei�t Weinberg-Winkel. Au�erdemist es bequem, das komplexe FeldW� = 1p2(A1� � iA2�)einzuf�uhren. Damit kann man endg�ultig schreiben:Massenterm = 12m2ZZ�Z� +m2WW �W �wobei Masse des W-Bosons: mW = 12cgMasse des Z-Bosons: mZ = 12cpg2 + g02Das Feld W� beschreibt das W+-Boson (Ladung Q = 1) und sein Antiteil-chen, das W�-Boson (Ladung Q = �1). Das Z-Boson ist neutral. Das FeldA� erh�alt keinen Massenterm: es beschreibt ein masseloses Vektorteilchen,das wir mit dem Photon identi�zieren.Jetzt gilt unsere Aufmerksamkeit der Dichte L1. Sie enth�alt eine Reihevon Wechselwirkungen, unter anderem die Wechselwirkung der Dirac-Feldes70Man interpretiere z.B. (A0)2 als A0�A0� .93



mit dem Photonfeld A�. Damit dieser Term die gewohnte Form � �eA=e be-kommt mit � der elektrischen Elementarladung, m�ussen wir g und g0 durchdie Forderung � = gg0pg2 + g02 = g sin �Weinschr�anken. Durch die rechte Seite haben wir den Weinberg-Winkel �Weingef�uhrt. Beachte, da� � = �2=(4�) die Feinstrukturkonstante ist. Damitsind g und g0 in unseren Einheiten (mit ~ = c = 1) dimensionslos.Wir �nden in der Lagrange-Dichte L1 unter anderem den Term1p2gRe (��eL�eLW�)In ihm erkennen wir die traditionelle Form der schwachen Wechselwirkung(durch Austausch von W -Bosonen). Die schwache Kopplungskonstante g istmit der Fermi-Konstante G durch die Formel1p2G = g28m2Wverkn�upft. Die rechte Seite hat in der Salam-Weinberg-Theorie den Wert(2c2)�1. Die Fermi-Konstante ist eine mit hoher Pr�azision gemessene Gr�o�e(z.B. durch Studium des Zerfalls �� ! e���e��):G = (292;8 GeV)�2:Mit diesem Wert f�uhrt sin �W � 1 auf die UngleichungenmW � 38 GeV ; mZ � 76 GeV ; mZ > mWDies ist aber nicht alles! In L1 enthalten ist auch die Wechselwirkung zwischendem neutralen Z-Teilchen und den Leptonen:�12�Z�(tan �W J�1 + cot �W J�2 )wobei die beiden folgenden neutralen Str�ome auftreten:J�1 := ��eL��eL + �eL�eL + 2�eR�eRJ�2 := ��eL��eL � �eL�eLDie Existenz neutraler Str�ome in der schwachen Wechselwirkung wurde ingl�anzender Weise durch das Experiment best�atigt, nachdem die Rolle dergeladenen Str�ome (Austausch von W 's) schon sehr lange bekannt war. Die94



W - und Z-Bosonen konnte direkt nachgewiesen werden mit Massen von 81GeV bzw. 93 GeV entsprechend einem Weinberg-Winkel, der sich auscos �W = mWmZ = 8193ergibt, gleichdedeutend mit sin2 �W = 0;241. F�ur das Higgs-Teilchen fehlt bis-lang die experimentelle Best�atigung. Die Theorie gibt keine Anhaltspunktef�ur seine Masse. Durch die Bestimmung der W-Masse erh�alt die Kopplungs-konstante g den Wert 0;654. Folglichc = 246 GeV :Die drei Familien von Leptonen werden v�ollig gleich behandelt. Nur die Kon-stanten vor den Yukawa-Kopplungen werden geeignet gew�ahlt. Das Salam-Weinberg-Modell erkl�art, warum einige Leptonen Massen erhalten. �Uber dieGr�o�e von me, m� und m� wird dagegen nichts ausgesagt. Das Modell f�uhrtdiese Massen auf die Konstanten Ge, G� und G� der Yukawa-Kopplungenzur�uck, die die Wechselwirkung der Leptonen mit dem Higgs-Feld bestim-men: Das Problem der Leptonmassen ist also nur auf ein anderes Gebietverschoben worden. Die genannten Konstanten sind frei w�ahlbar, und es gibtzur Zeit kein theoretisches Argument, das ihren Wert n�aher einschr�ankt. Dieresiduale Eichsymmetrie ist in jedem Fall durch die Gruppe U(1) gegeben,als deren Eichboson das Photon erscheint. Als globale Symmetrie ist dieseGruppe mit der Ladung Q (nicht mit der Hyperladung Y ) verkn�upft.Ein nat�urlicher n�achster Schritt ist die Einbeziehung der Quarkfelder undder starken Wechselwirkung (QCD) in die Theorie. Das Ergebnis ist dasStandardmodell der Elementarteilchenphysik, das von der EichgruppeSU(3)� SU(2)� U(1)ausgeht. Der erste Faktor ist die Farb-SU(3) der QCD. Nach spontaner Sym-metriebrechung verbleibt als residuale Eichsymmetrie die GruppeSU(3)� U(1) ;so da� die Gluonen und das Photon weiterhin masselos sind. Die Erweite-rung bedarf dennoch einer sorgf�altigen Diskussion, die wir auf einen sp�aterenZeitpunkt verschieben.
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6 Der StreuoperatorDie bisher gewonnenen Ergebnisse zeigen uns noch nicht, in welchem Sinnenichtlineare Operator-Feldgleichungen zu interpretieren sind, ja sie garan-tieren nicht einmal, da� solche Feldgleichungen �uberhaupt einen mathema-tischen Sinn haben, ganz abgesehen von der Unsicherheit, die uns bef�allt,wenn wir ihren physikalischen Inhalt darstellen wollen. Alles was wir zurZeit an Konkretem in der Hand halten, ist so etwas wie "die Theorie kleinerSchwingungen\, ein Verst�andnis also f�ur die quadratischen Abweichungender Lagrange-Dichte von ihrem Wert in der "Ruhelage\. Die h�oheren nicht-quadratischen Ausdr�ucke in der Dichte haben wir bislang nur nebul�os mit derWechselwirkung in Zusammenhang gebracht. In diesem Kapitel soll der Ein-u� solcher Terme auf die Emission, Absorption und Streuung von Teilchenstudiert werden.6.1 Ein l�osbares ModellDer Einfachheit halber studieren wir ein reelles Skalarfeld in Wechselwirkungmit einer (reellen) �au�eren Quelle:( +m2)A(x) = j(x) (239)Hiermit verwandt ist das Problem der Abstrahlung elektromagnetischer Wel-len von einer bewegten Ladung, das von der Gleichung @�F �� = j� ausgeht.Zun�achst f�uhren wir die invariante Funktioni�(x;m) = (2�)�3 Z d3k2! (e�ikx � eikx) = �+(x;m)��+(�x;m)ein mit den o�ensichtlichen Eigenschaften( +m2)�(x;m) = 0 (240)x0 = 0 : �(x;m) = 0 (241)x0 = 0 : _�(x;m) = ��3(x) (242)Wir behaupten: Die allgemeine L�osung von (239) kann in der FormA(x) = AT (x)� Z x0T dx00 ZR3 d3x0�(x� x0; m)j(x0) (243)geschrieben werden, wobei T eine beliebige feste Zeit ist und AT (x) ein freiesFeld darstellt: ( +m2)AT (x) = 096



Das freie Feld AT hat zudem die Eigenschaft, da� es die L�osung A zur Zeitx0 = T "ber�uhrt\:x0 = T ) AT (x) = A(x) ; _AT (x) = _A(x)Zum Beweis der Behauptung gehen wir von den allgemeinen Formelnddt Z tT dt0 f(t� t0)g(t0) = f(0)g(t) + Z tT dt0 _f(t� t0)g(t0) (244)d2dt2 Z tT dt0 f(t� t0)g(t0) = f(0) _g(t) + _f(0)g(t) + Z tT dt0 �f(t� t0)g(t0)aus, g�ultig f�ur beliebige di�erenzierbare Funktionen f und g, und setzenhierin f(x0) = �(x;m) und g(x0) = j(x) (wobei wir x festhalten). Es folgt�( +m2) Z x0T dx00�(x� x0; m)j(x0) = �3(x� x0)j(x0;x0)Diese Gleichung integrieren wir �uber x0 mit dem Ergebnis�( +m2) Z x00=x0x00=T d4x0�(x� x0; m)j(x0) = j(x)Hierdurch ist gezeigt, da� das Integral auf der rechten Seite von (243) einespezielle L�osung der inhomogenen Di�erentialgleichung (239) darstellt. Auf-grund eines allgemeinen Satzes �uber L�osungen von Di�erentialgleichungenmu� AT (x) eine L�osung der homogenen Gleichung sein71. Den Zusammen-hang zwischen A und AT �nden wir leicht. Die erste Beziehung A(x) = AT (x)f�ur x0 = T folgt unmittelbar aus (239). Die zweite Beziehung _A(x) = _AT f�urx0 = T folgt aus der allgemeinen Formel (244), wenn { wie oben geschehen{ dort f = � und g = j gesetzt wird. q.e.d.Wir wollen annehmen, da� der Limes� limT!�1Z x00=x0x00=T d4x0�(x� x0; m)j(x0) =: Z d4x0�ret(x� x0; m)j(x0)existiert. Rechts haben wir die retardierte Greensche Funktion eingef�uhrt:�ret(x;m) = ��(x0)�(x;m)Anstelle von A�1 schreiben wir Aein und erhalten so die DarstellungA(x) = Aein(x) + Z d4x0�ret(x� x0; m)j(x0)71Als Di�erenz zweier L�osungen der inhomogenen Gleichung.97



Wir nennen Aein das einlaufende freie Feld.Gleichfalls wollen wir annehmen, da� der LimeslimT!1Z x00=Tx00=x0 d4x0�(x� x0; m)j(x0) =: Z d4x0�av(x� x0; m)j(x0)existiert, wobei wir rechts die avancierte Greensche Funktion�av(x;m) = �(�x0)�(x;m) = �ret(�x;m)eingef�uhrt haben. Dann giltA(x) = Aaus(x) + Z d4x0�av(x� x0; m)j(x0)Wir nennen Aaus das auslaufende freie Feld. Nun gilt o�enbar�av(x;m)��ret(x;m) = �(x;m)und somit Aein(x) = Aaus(x) + R d4x0�(x� x0; m)j(x0) (245)Wir fassen die beiden asymptotischen freien Felder als Operatoren in einemgemeinsamen Hilbertraum auf. Dieser Raum kann demzufolge auf zwei Wei-sen als Fock-Raum geschrieben werden, wobei eine unit�are Transformation,der Streuoperator S, zwischen diesen beiden Darstellungen vermittelt. Wirdiskutieren nun die Details der Konstruktion von S.Zun�achst dr�ucken wir die Felder durch Erzeugungs- und Vernichtungs-operatoren aus72:Aein(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! ne�ikxaein(k) + eikxayein(k)oAaus(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! �e�ikxaaus(k) + eikxayaus(k)	und de�nieren zwei Vakua:aein(k)
ein = 0 aaus(k)
aus = 072Diese gen�ugen den �ublichen Vertauschungsrelationen, weil wir hier die Bose-Statistikzugrundelegen. 98



Darauf aufbauend konstruieren wir ebene Wellen:jkiein = ayein(k)
einjk; k0iein = ayein(k)ayein(k0)
einetc:(analoge Zust�ande existieren f�ur den Index "aus\). Wir interpretieren sie alsn-Teilchenzust�ande vor (bzw. nach) dem Streuproze�. Wir behaupten73: Esexistiert ein unit�arer Operator S mit den EigenschaftenSaaus(k)S�1 = aein(k)Sayaus(k)S�1 = ayein(k)S
aus = 
einDie Eindeutigkeit folgt dann aus der Tatsache, da� die Fock-Darstellung ir-reduzibel ist. Zum Beweis gehen wir von der Fourier-ZerlegungZ d4x0�(x� x0; m)j(x0) = (2�)�3=2 Z d3k2! ne�ikx�(k) + eikx�(k)oaus. Diese ist immer in der angegebenen Weise m�oglich; denn die linke Seiteist eine L�osung der homogenen Klein-Gordon-Gleichung. Ein Vergleich mit(245) lehrt, da� aein(k) = aaus(k) + �(k)ayein(k) = ayaus(k) + �(k)gilt. An dieser Stelle ist zu pr�ufen, obZ d3k2! j�(k)j2 <1 (246)erf�ullt ist, d.h. ob die Funktion �(k) dem Hilbertraum H der Einteilchen-zust�ande angeh�ort. Wir setzen voraus, da� dies der Fall ist74 und bilden dieOperatoren a(�) := aein(�) und ay(�) := ayein(�). Um die Formeln nichtunn�otig kompliziert zu gestalten, vereinbaren wir den Index "ein\ k�unftigwegzulassen. Wir schreiben:S = eB B = a(�)� ay(�) (247)73Unter geeigneten Bedingungen an j(x). Siehe (246).74F�ur � 2=H sind die beiden, durch "ein\ und "aus\ bezeichneten Darstellungen derkanonischen Vertauschungsrelationen in�aquivalent zueinander, d.h. sie gehen dann nichtdurch eine unit�are Transformation auseinander hervor.99



so da� B +B� = 0, d.h. S ist unit�ar. Es gilt, wie verlangt75:S�1a(k)S = a(k) + 1Xn=1 1n! [� � � [a(k) ; B]; : : : ; B]| {z }n= a(k)� [a(k); ay(�)]= a(k)� �(k) = aaus(k)Hierbei nutzten wir aus, da� iterierte Kommutatoren verschwinden, weilschon der erste Kommutator eine gew�ohnliche Zahl (=Vielfaches des Ein-heitsoperators) ist. Ebenso
aus = S�1
 = e�12 k�k2 1Xn=0 1n!ay(�)n
 (248)In Worten: Der Grundzustand des auslaufenden Feldes ist ein koh�arenterZustand f�ur das einlaufende Feld. Die Formel (248) fu�t auf der Darstellungeay(�)�a(�) = e�12 k�k2 eay(�) e�a(�)Es handelt sich hierbei um eine spezielle Form der Entwicklung (Formel vonCampbell, Baker und Hausdor�):log(expA expB) = A+B + 12 [A;B] + 112 [[A;B]; A+B] + � � � (249)wobei die durch "� � �\ angedeuteten Terme n-fache Kommutatoren (n � 3)der Operatoren A und B sind.Wir haben, wie immer bei zeitlichen Vorg�angen, die beiden Optionen,entweder das Heisenberg-Bild oder das Schr�odinger-Bild zur Grundlage derBeschreibung zu w�ahlen. Wenn in diesem Zusammenhang das Wort "Obser-vable\ gebraucht wird, so ist nicht a priori klar, was damit gemeint ist. Dennschon eine so einfache Gr�o�e wie "Teilchenzahl\ tritt hier in zwei Bedeutun-gen auf: (1) als ein Operator N , der [a(�); N ] = a(�) und N
 = 0 erf�ullt; (2)als ein Operator Naus, der [aaus(�); Naus] = aaus(�) und Naus
aus = 0 erf�ullt.Im ersten Fall, sagen wir, die Teilchenzahl sei in bezug auf das einlaufendeFeld, im zweiten Fall, sie sei in bezug auf das auslaufende Feld de�niert. JedeObservable, die einen speziellen Namen tr�agt, wie Impuls, Energie, Bahn-drehimpuls, Ladung usw., tritt demnach prinzipiell in zwei Versionen auf.Handelt es sich jedoch um eine Erhaltungsgr�o�e, so fallen die beiden Versio-nen in eine zusammen.75Dies ist eine Anwendung der Campbell-Baker-Hausdor�-Formel.100



�Ahnlich ist die Situation bei den Zust�anden. A priori ist nicht klar, waswir meinen, wenn wir von dem Zustand eines Teilchens mit dem Impuls ksprechen. Denn dieser Zustand tritt gleich zweimal auf: (1) als einlaufenderZustand jki und (2) als auslaufender Zustand jkiaus. Im ersten Fall sagenwir, der Zustand sei in bezug auf das einlaufende Feld, im zweiten Fall, er seiin bezug auf das auslaufende Feld de�niert.Die Identi�zierung von Observablen und Zust�anden ist etwas verwirrendauf den ersten Blick. Dennoch: sowohl im Heisenberg- wie im Schr�odinger-Bild gelingt es, die Charakterisierung von Observablen und Zust�anden alleinin bezug auf die einlaufenden Felder vorzunehmen. Letztendlich sind nur dieErwartungswerte endscheidend; die Vorschrift sie zu berechnen, mu� eindeu-tig sein:� Heisenberg-Bild. Der Zustand vor und nach dem Wechselwirkungspro-ze� ist der gleiche. Er kann durch einen Vektor � des Fock-Raumesf�ur das einlaufende freie Feld charakterisiert werden. Ist Q eine Ob-servable in bezug auf das einlaufende Feld, so korrespondiert ihr dieObservable S�1QS nach dem Wechselwirkungsproze�. Zu Beginn warder Erwartungswert (�; Q�), danach ist er (�; S�1QS�).� Schr�odinger-Bild. Die Observablen vor und nach dem Proze� werdendurch dieselben Operatoren beschrieben. Die konkrete Festlegung ge-schieht in bezug auf das einlaufende Feld. Ist � der Zustand vor demProze� und in bezug auf das einlaufende Feld de�niert, so ist S� derZustand danach. Aus dem Erwartungswert (�; Q�) wird (S�; QS�).Von den Grundlagen her sind beide Bilder gleich gut geeignet, als Rahmen f�urkonkrete Rechnungen zu dienen. Aufgrund der Anschauung, die Physiker miteinem Streuexperiment verkn�upfen, ist jedoch das Schr�odinger-Bild i.allg. diebevorzugte Beschreibungsart. Haben die beteiligten Teilchen feste Impulse,so charakterisiert man ein solches Experiment durch das folgende Diagramm:--
-

--
-S... ...

k1k2
kn

k01k02
k0m101



Hier ist der einlaufende Zustand jk1; : : : ; kni. Also ist der auslaufende Zu-stand Sjk1; : : : ; kni. Im gedachten Experiment wird er analysiert nach m�ogli-chen Endzust�anden von m Teilchen76. Die naheliegende Frage lautet: Mitwelcher Wahrscheinlichkeit �ndet man einen bestimmten Endzustand von mTeilchen bei einem gegebenen Anfangszustand von n Teilchen? Im Streuex-periment mi�t man jedoch nicht direkt solche Wahrscheinlichkeiten, sonderndie Zahl der Ereignisse pro Zeit und Stromdichte der einfallenden Teilchen(Wirkungsquerschnitt). Die theoretische Interpretation solcher Me�vorg�angeist verwickelt. Wir k�onnen hier nicht darauf eingehen. Die entscheidendeGr�o�e ist hierbei die �Ubergangsamplitude 77hk01; : : : ; k0mjSjk1; : : : ; kniDoch nun zur�uck zu unserem Beispiel. Stellen wir hier die Frage Was strahltdie Quelle j(x) an Teilchen ab?, so ist bereits impliziert, da� zu Beginn desExperimentes kein Teilchen vorhanden war78. Wir sind also aufgefordert, dieAmplituden hk01; : : : ; k0mjSj0i, m = 0; 1; 2; : : : zu bestimmen und erhalten:hk01; : : : ; k0mjSj0i = (�1)me�12k�k2�(k01) � � ��(k0m)Diese Amplituden beschreiben die Emission. Da der S-Operator durch � be-stimmt ist, k�onnen wir diese Abh�angigkeit durch die Schreibweise S = S�zum Ausdruck bringen. Ein Blick auf (247) lehrt, da� der S-Operator diebemerkenswerte Symmetrie S�� = S�� besitzt. Diese Eigenschaft des Streu-operators garantiert, da� der umgekehrte Vorgang, n�amlich die Absorptionvon Teilchen mit der gleichen Wahrscheinlichkeit geschieht. Die f�ur die Ab-sorption von n Teilchen mit gegebenen Impulsen verantwortliche Amplitudeist n�amlich h0jSjk1; : : : ; kni = e�12k�k2 ��(k1) � � � ��(kn)Schlie�lich gibt jh0jSj0ij2 = e�k�k2die Wahrscheinlichkeit daf�ur an, da� weder Emission noch Absorption beob-achtet wird.76Die Gesamtheit der m�oglichen Endzust�ande mit spezi�zierter Teilchenzahl und -artnennt man einen Kanal.77Ihr Absolutquadrat ist proportional dem Wirkungsquerschnitt.78Anderenfalls w�urde es sich ja um induzierte Emission handeln. Wir werden in Zusam-menhang mit Streuexperimenten den teilchenlosen Zustand (das Vakuum) vorzugsweisemit j0i bezeichnen. 102



6.2 Der formale Ausdruck f�ur den S-OperatorZiel dieses Abschnittes ist es, einen allgemeinen Ausdruck f�ur den S-Operatorzu gewinnen. Alle mathematischen Fragen bez�uglich der Existenz des so ge-wonnenen Ausdruckes und der Rechtfertigung der gemachten Annahmen aufdem Wege dahin sollen zur�uckgestellt werden. Es sei aber betont, da� alleAnnahmen (bis auf die Poincar�e-Kovarianz) in dem Modell einer �au�erenQuelle erf�ullt sind, das im vorigen Abschnitt besprochen wurde.Es sei � = f�rg die Sammelbezeichnung f�ur eine Liste von Feldern undL ihre Lagrange-Dichte. Mit �� bezeichnen wir die Liste der Ableitungen��r = @L@(@��r)Zu jedem Zeitpunkt t setzen wir die G�ultigkeit der gleichzeitigen kanonischen(Anti-)Vertauschungsrelationen79 voraus:[�r(t;x); �0s(t;x0)]� = i�3(x� x0)�rs (250)Das weitere Vorgehen beruht auf drei Annahmen:1. Es existieren asymptotische freie Felder. Ihre Sammelbezeichnung sei�ein und �aus. Ihnen korrespondiert eine Lagrange-Dichte L0 (bilinearin den Feldern und ihren Ableitungen) und je eine Liste ��ein und ��aus.Die freien Felder erf�ullen die Relationen (250).2. Es existiert ein gemeinsamer Hilbertraum H, auf dem alle Felder alsOperatoren wirken. Die Darstellungen der kanonischen (Anti-)Vertau-schungsrelationen (250) f�ur die wechselwirkenden Felder und die asym-ptotischen Felder sind unit�ar �aquivalent, d.h. zu jeder Zeit t existiert79[a; b]� = ab� ba. Die Art der Klammer in (250) h�angt von r und s ab. Die G�ultigkeitsolcher Vertauschungsrelationen im Falle von Wechselwirkung ist ungekl�art, ja fraglich.Dazu R.F.Streater und A.S.Wightman:"We believe ... that the relation between a free �eld and one with interaction cannotbe as simple as the analogy with systems of a �nite number of degrees of freedom mightsuggest. In particular, the kinematics gets mixed up with the dynamics in the sense thatthe dynamics determine which representation of the canonical commutation relations wemust use. What is even more likely in physically interesting quantum �eld theories is thatequal time commutation relations will make no sense at all.\
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ein unit�arer Operator U(t) auf H , so da� gilt80:�(t;x) = U(t)�1�ein(t;x)U(t) (251)�0(t;x) = U(t)�1�0ein(t;x)U(t) (252)Es existieren die Grenzwertelimt!�1U(t) = 1 limt!+1U(t) = SDer so de�nierte S-Operator ist unit�ar.3. Die Darstellung der freien Felder auf H ist irreduzibel, d.h. jeder Ope-rator, der zu einer festen Zeit t mit �ein und �0ein vertauscht, ist einVielfaches des Einheitsoperators.Die unter Punkt 3 formulierte Eigenschaft ist sehr fragw�urdig, weil Quarksund Gluonen nicht als asymptotische Einteichenzust�ande auftreten, ihnenalso keine asymptischen Felder entsprechen. Es w�are somit denkbar, da� derphysikalische Hilbertraum nur ein Teilraum von H darstellt.Wir wollen eine Di�erentialgleichung f�ur U(t) herleiten und gehen zudiesem Zweck von den Heisenberg-Gleichungen aus, die wir einmal f�ur daswechselwirkende Feld und zum anderen f�ur das asymptotische freie Feld auf-schreiben: i _� = [�;H] i _�ein = [�ein; H0]i _�0 = [�0; H] i _�0ein = [�0ein; H0]Hier wird H als ein Funktional von � und �0 aufgefa�t81; H0 ist hingegen einFunktional von �ein und �0ein:H = H(�; �0)H0 = H0(�ein; �0ein)80Man wei� sehr wohl, da� diese Relationen streng genommen unhaltbar sind. Denn einbekanntes Theorem von R.Haag besagt, da� unter unseren Annahmen (sowie Kovarianzder Felder unter der Poincare-Gruppe) es sich bei � um nicht anderes als einen Satz vonfreien Feldern handelt: Es gilt ( +m2r)�r = 0 immer dann, wenn ( +m2r)�ein;r = 0erf�ullt ist. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, die G�ultigkeit von (251-252)nur f�ur jxj < R (R beliebig) zu verlangen. Dann h�angt U(t) jedoch von R ab und besitztkeinen Limes f�ur R!1.81Gemeint ist, da� von der Darstellung H = R d3x�00 ausgegangen werden soll, wobei��� der kanonische Energie-Impuls-Tensor ist. Die asymptotischen freien Felder de�nierenebenfalls einen Tensor ���0 , der von dem vorigen verschieden ist.104



Wir schreiben (251) in der Form U� = �einU und di�erenzieren beidseitignach t, erhalten so _U�+ U _� = _�einU + �ein _Uund benutzen die Heisenberg-Gleichungen mit dem Ergebnis[�ein ; i _UU�1 � UHU�1 +H0] = 0In gleicher Weise �ndet man[�0ein ; i _UU�1 � UHU�1 +H0] = 0Da die Darstellung des asymptotisches Feldes irreduzibel sein soll, gilti _UU�1 � UHU�1 +H0 = Ef�ur eine reelle Funktion E = E(t). Nun beachte manUH(�; �0)U�1 = H(U�U�1; U�0U�1) = H(�ein; �0ein)Wenn wir also die Wechselwirkungsenergie als den folgenden Operator ein-f�uhren82 HI := H(�ein; �0ein)�H0(�ein; �0ein) + E (253)so lautet die Di�erentialgleichung schlicht i _U = HIU . Mit der Randbedin-gung U(�1) = 1 gelingt die Umwandlung in eine IntegralgleichungU(t) = 1� i Z t�1 dt0HI(t0)U(t0)die man iterativ l�osen kann. Etwa so: man de�niertU0(t) = 1Un(t) = �i Z t�1 dt0HI(t0)Un�1(t0) n > 0Dann gilt U(t) =Pn Un(t), alsoU(t) = 1 + 1Xn=1(�i)n Z t�1 dt1 Z t1�1 dt2 � � �Z tn�1�1 dtnHI(t1)HI(t2) � � �HI(tn)82Hier sind alle Terme t-abh�angig bis auf H0(�ein; �0ein). In Theorien mit t-abh�angigen�au�eren Feldern h�angt H nicht nur implizit �uber �ein und �0ein, sondern auch explizit vont ab. 105



Hier schreiben wir auchU(t) = 1 + 1Xn=1 (�i)nn! Z t�1 dt1 � � �Z t�1 dtn T (HI(t1) � � �HI(tn))wobei das Zeitordungssymbol T auf folgende Weise erkl�art ist. Es gelteT (HI(t1) � � �HI(tn)) := HI(t�(1)) � � �HI(t�(n))Hier stellt � diejenige Permutation von 1; : : : ; n dar, f�ur diet�(1) � t�(2) � � � � � t�(n)erf�ullt ist. Die k�urzeste Darstellung lautet:U(t) = T exp��i Z t�1 dt0HI(t0)�Im Limes t ! 1 erhalten wir hieraus den formalen Ausdruck f�ur den S-Operator: S = T exp��i Z 1�1 dtHI(t)� (254)Eine �Anderung der willk�urlichen Energiefunktion E(t) in (253) erzeugt le-diglich einen physikalisch irrelevanten Phasenfaktor, d.h. ersetzen wir E(t)durch E(t)+e(t), so geht S �uber in S expf�i R1�1 dt e(t)g. Die Freiheit in derWahl von E(t) gibt uns die M�oglichkeit, ein weiteres Ziel zu erreichen: Eli-minierung aller Vakuumbeitr�age. Ist n�amlich die Dichte L Lorentz-invariantund 
 das gemeinsame (eindeutige) Vakuum der einlaufenden freien Felder,so erwarten wir, da� 
 keine zeitliche Ver�anderung erf�ahrt. Dies hei�t abernur, da� U(t)
 = ei�(t)
 gilt mit ei�(t) := (
; U(t)
). Diese Phase gilt es zukompensieren. Wir w�ahlen E(t) in einer solchen Weise, da� (
; U(t)
) = 1erf�ullt ist und erreichen das gew�unschte Verhalten des S-Operators: S
 = 
.Es fehlt uns noch der Zusammenhang zwischen der Lagrange-Dichte Lund der Wechselwirkungsenergie HI . Wir schreiben allgemein L = L0 + LI ,wobei wir in L0 alle Terme versammelt haben, die bilinear in den Feldernund ihren Ableitungen sind.Annahme: Der Wechselwirkungsterm LI h�angt nur von den Fel-dern selbst, nicht aber von deren Ableitungen ab.Unter dieser Annahme gilt�� = @L@(@��) = @L0@(@��)106



und H = Z d3x (Xr _�r�0r � L)= Z d3x (Xr _�r�0r � L0)� Z d3xLI= H0 + HImit HI = � R d3xLI . Die Formeln zur Berechnung des S-Operators verlan-gen, da� wir das einlaufende Feld �ein in die Dichte LI einsetzen und denNullpunkt der Energie neu festsetzen:HI(t) = E(t)� Z d3xLI(�ein(t;x))Auf diese Weise erhalten wir den endg�ultigen Ausdruck f�ur den S-Operator:S = T expfi R d4xLI(�ein(x))g(
; T expfi R d4xLI(�ein(x))g
)Er erlaubt eine Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung (St�orungs-reihe). Er kann andererseits auch als Ausgangspunkt einer exakten Rechnungdienen.Die Zeitordnung (254) erlaubt eine Interpretation, die in manchen Si-tuationen von gro�em Nutzen ist. Wir gehen aus von einem symmetrischenZeitintervall�a � t � a mit a > 0 und teilen es in n gleiche Teilintervalle derL�ange �t = 2a=n. Die Mitte des k-ten Teilst�uckes ist durch tk = (k� 12)�t�agegeben (k = 1; : : : ; n). Die FormelT exp��i Z a�a dtHI(t)� = limn!1 e�i�tHI(tn) � � � e�i�tHI(t2)e�i�tHI(t1)stellt eine geeignete De�nition des T -Produktes dar. Im Anschlu� daran f�uhrtman den Limes a ! 1 aus, und gelangt so zu einer alternativen De�niti-on des S-Operators. Das Verfahren liefert ein schnelles Ergebnis, wenn derKommutator [HI(t); HI(t0)] = ic(t; t0)eine gew�ohnliche Zahl ist. Durch Induktion beweist man leicht die allgemeineFormellog(expAn � � � expA2 expA1) = nXk=1 Ak + 12 nXi=1 iXk=1[Ai; Ak] (255)107



f�ur Operatoren Ai, falls [[Ai; Aj]; Ak] = 0 f�ur alle i; j; k gilt. Diese benutzenwir f�ur Ak = �i�tHI(tk) und erhalten die Darstellung:S = exp��i Z 1�1 dtHI(t)� i2 Z 1�1 dt Z t�1 dt0 c(t; t0)� (256)Das hierin enthaltene Doppelintegral kann auch wie folgt geschrieben werden:Z 1�1 dt Z 1�1 dt0�(t� t0) c(t; t0) :Die Bedingungen, die zu diesen Formeln f�uhren, sind erf�ullt f�ur das Mo-dell, das wir im vorigen Abschnitt behandelt haben. Wir wenden uns nocheinmal diesem Modell des �au�eren Stromes zu, gehen jetzt aber von derDichte LI [x] = A(x)j(x) aus, setzen Aein(x) darin ein, de�nieren HI(t) =� R d3xLI(Aein(t;x)) (ohne Energiekorrektur), �nden dann[HI(t); HI(t0)] = i Z d3x Z d3x0 j(x)�(x� x0; m)j(x0)��(t� t0)[HI(t); HI(t0)] = i Z d3x Z d3x0 j(x)�ret(x� x0; m)j(x0)und erhalten aus (256) die DarstellungS = T exp�i Z d4xAein(x)j(x)� (257)= ei� exp�i Z d4xAein(x)j(x)� (258)� = 12 Z d4x Z d4y j(x)�ret(x� x0; m)j(x0) : (259)Wir zeigen nun, da� dieser Ausdruck f�ur S { bis auf den Phasenfaktor { mitdem im vorigen Abschnitt gewonnenen �ubereinstimmt. Wir setzen n�amlich�i Z d4x0Aein(x0)j(x0) = ayein(�)� aein(�)und berechnen den Zusammenhang zwischen j und � einfach dadurch, da�wir auf beiden Seiten der Gleichung den Kommutator mit Aein(x) bilden:Z d4x0�(x� x0; m)j(x0) = [Aein(x); ayein(�)] + [aein(�); Aein(x)]= (2�)�3=2 Z d3k2! ne�ikx�(k) + eikx�(k)o108



Fr�uher sind wir von dieser Formel ausgegangen, um den S-Operator alsexpfaein(�)� ayein(�)g darzustellen.Die durch (259) beschriebene Phase ist f�ur den formalen Ausbau der Feld-theorie von Interesse. Aus diesem Grunde ist es n�utzlich, auch andere Dar-stellungen dieser Gr�o�e zu kennen. Wegen �av(x;m) = �ret(�x;m) k�onnenwir auch schreiben:� = 12 Z d4x Z d4x0 j(x)�av(x� x0; m)j(x0) :6.3 Die Identit�at von WickDie Formeln f�ur der Modell mit �au�erem Strom sind von Interesse im Zusam-menhang mit einer algebraischen Identit�at, die auf G.C.Wick (1950) zur�uck-geht und die man bei st�orungstheoretischen Rechnungen ben�otigt.6.4 BosonenDie Resultate dieses Abschnittes formulieren wir { aus Gr�unden der Einfach-heit { f�ur ein reelles freies Skalarfeld. �Ahnliche Resultate erh�alt man jedochf�ur jedes freie Bose-Feld, wenn man die unten gew�ahlte De�nition von A(j)geeignet modi�ziert.Sei also A(x) ein quantisiertes freies Feld in der Fock-Darstellung. DieAnalyse des vorigen Abschnittes hat ergeben, da� f�ur jede Quellfunktionj(x) gilt: T expfiA(j)g = expfiA(j)g expf12 i�av(j�j;m)g (260)Hierbei haben wir die folgenden Bezeichnungen benutzt83:A(j) := Z d4xA(x)j(x)�av(j�j;m) := Z d4x Z d4y�av(x� y;m)j(x)j(y)In Anbetracht der vagen Argumente, die zur Gleichung (260) f�uhrten, werdenwir, um der Theorie ein sicheres Fundament zu geben, von nun an die Formel83Bekanntlich de�niert man die Faltung durch [j�j](x) = R d4y j(y�x)j(y). Die De�nition(260) ist somit �aquivalent zu �av(j�j;m) = R d4x�av(x;m)[j�j](x).109



(260) zur De�nition des T-Exponentials eines freien Feldes benutzen84. Mitseiner Hilfe de�nieren wir die zeitgeordnete Potenz eines freien Feldes:T expfiA(j)g = nXn=0 inn! TA(j)nTA(j)n = Z d4x1 � � �Z d4xn T (A(x1) � � �A(xn)) j(x1) � � � j(xn)Die Operatorfunktion T (A(x1) � � �A(xn)) ist symmetrisch unter Permutatio-nen ihrer Argumente x1; : : : ; xn. In �ahnlicher Weise de�nieren wir das Wick-Exponential eines freien Feldes als: exp: fiA(j)g = expfiA(j)g expf12�+(j�j;m)gMit seiner Hilfe werden die Wick-Potenzen de�niert:: exp: fiA(j)g = 1Xn=0 inn! :A(j)n::A(j)n: = Z d4x1 � � �Z d4xn :A(x1) � � �A(xn): j(x1) � � � j(xn)Die Operatorfunktion :A(x1) � � �A(xn): ist symmetrisch unter Permutationenihrer Argumente x1; : : : ; xn. Mit Hilfe von (249) und mit der Zerlegung A =A(+) + A(�) des Feldes in die Anteile mit positiven bzw. negativen Frequenzk�onnen wir schreiben:expfiA(�)(j)g expfiA(+)(j)g = expfiA(j)g expf�12 [A(�)(j); A(+)(j)]g= expfiA(j)g expf�12(
; [A(�)(j); A(+)(j)]
)g= expfiA(j)g expf12(
; A(+)(j)A(�)(j)
)g= expfiA(j)g expf12(
; A(j)A(j)
)g= expfiA(j)g expf12�+(j�j;m)g= : exp: fiA(j)gSchlie�lich de�nieren wir den Feynman-Propagator �F (x;m) durchi�F (x;m) = �+(x;m)� i�av(x;m)= �(x0)�+(x;m) + �(�x0)�+(�x;m)84Es ist wichtig, eine mathematisch eindeutige De�nition des sog. T -Produktes zu be-sitzen, weil Ausdr�ucke wie T (A(x1) � � �A(xn)) in Punkten mit x0i = x0k (i < k) aufgrundder naiven Au�assung des T -Produktes unbestimmt sind.110



Dann folgt aus unseren Formeln die Wick-Identit�at:T expfiA(j)g = : exp: fiA(j)g expf�12 i�F (j�j;m)g (261)Aus (
; : exp: fiA(j)g
) = 1 folgt insbesondere:(
; T expfiA(j)g
) = expf�12 i�F (j�j;m)g(
; expfiA(j)g
) = expf�12�+(j�j;m)gEntwickeln wir die erste dieser Gleichungen bis zur 2.Ordnung, so �nden wir(
; T (A(x)A(y))
) = i�F (x� y;m) :Als � -Funktion n-ter Ordnung bezeichnet man die in ihren Argumenten sym-metrische Funktion�(x1; : : : ; xn) = (
; T (A(x1) � � �A(xn))
)= (�i)n ��j(x1) � � � ��j(xn) expf�12 i�F (j�j;m)g���j=0die durch eine funktionale Ableitung n-ter Ordnung berechnet werden kann.Das Ergebnis ist in jedem Fall eine Summe von Produkten der �F -Funktionmit Argumenten der Form xi � xk (i 6= k). Die so de�nierten � -Funktionendes freien Feldes A(x) verschwinden, falls n ungerade ist.6.5 FermionenF�ur ein freies Dirac-Feld  (x) der Masse m lassen sich analoge Formeln an-geben, vorausgesetzt, man f�uhrt Quellfunktionen �(x) und ��(x) als Dirac-Spinoren ein, die unter sich antikommutieren (sie sind Elemente einer Grassmann-Algebra) und die sowohl mit  und als auch mit � antikommutieren.Man de�niert zun�achst zwei weitere Lorentz-invariante Distributionen:�P = ��ret � 12��1 = �+ � 12 i�Sodann stellt man eine Liste von abgeleiteten Distributionen auf:S(x;m) = (i@=+m)�(x;m)S�(x;m) = (i@=+m)��(x;m)111



Hier ist `�' ein Platzhalter f�ur die Zeichen +; ret; F; P; 1. Man beweist ohneSchwierigkeit die Formeln:(
;  (x) � (y)
) = S+(x� y;m)(
; f (x); � (y)g
) = iS(x� y;m)Die beiden weiteren Formeln�(x0�y0) (
; f (x); � (y)g
) = �iSret(x� y;m) (262)(
; T ( (x) � (y))
) = iSF (x� y;m) (263)benutzen bereits Vereinbarungen �uber die "richtige\ De�nition des retardier-ten Antikommutators und des zeitgeordneten Produktes85.Wir de�nieren das T-Exponential eines Dirac-Feldes durchT expfi (�)g = expfi (�)g expf�iSP (����;m)g (264)mit den folgenden Bezeichnungen: (�) = Z d4x f��(x) (x) + � (x)�(x)gSP (����;m) = Z d4xZ d4y ��(x)SP (x� y;m)�(y)Wir motivieren die Formel (264), indem wir die �ktive Dichte LI = �� + � �einf�uhren und den zugeh�origen S-Operator berechnen. Dies geschieht wieder-um dadurch, da� wir [[LI(x1);LI(x2)]LI(x3)] = 0 f�ur alle xi 2M4 ausnutzen.Wegen  (�) = R d4xLI(x),T expfi (�)g = T exp�i Z d4xLI(x)�= expfi (�)g exp��12 Z d4xZ d4y�(x0�y0)C(x; y)�C(x; y) = [LI(x);LI(y)]= [��(x) (x) + � (x)�(x); ��(y) (y) + � (y)�(y)]= ��(x)f (x); � (y)g�(y)� ��(y)f (y); � (x)g�(x)= ��(x)iS(x�y;m)�(y)� ��(y)iS(y�x;m)�(x)85Der Grund f�ur die Vieldeutigkeit solcher Ausdr�ucke liegt in der Nichtvertauschbarkeitder Multiplikation mit �(x0) und der Anwendung des Di�erentialoperators i@=+m.112



Das Integral�12 R d4xR d4y�(x0�y0)C(x; y) ergibt sich somit als die Di�erenzzweier Integrale. Wir k�onnen hierf�ur schreiben:�i12 Z d4xZ d4y ��(x)f�(x0�y0)� �(y0�x0)gS(x�y;m)�(y)nachdem wir im zweiten Integral die Rolle von x und y vertauscht ha-ben. Schlie�lich gilt f�(x0) � �(�x0)gS(x;m) = f2�(x0) � 1gS(x;m) =2SP (x;m) und wir erhalten die Formel (264).Man gewinnt die zeitgeordneten Potenzen eines Dirac-Felder durch dieEntwicklung von (264) nach den Quellfunktionen:T expfi (�)g = 1Xn=0 inn! T (�)nIn analoger Weise de�niert man das Wick-Exponential eines freien Dirac-Feldes als : exp: fi (�)g = expfi (�)g expfS1(����;m)gMit seiner Hilfe werden die Wick-Potenzen de�niert:: exp: fi (�)g = 1Xn=0 inn! : (�)n:Man rechnet leicht nach, da� die folgende Formel eine �aquivalente Charak-terisierung des Wick-Exponentials darstellt:: exp: fi (�)g = expfi (�)(�)g expfi (+)(�)g (265) (�)(�) = Z d4x f��(x) (�)(x) +  (+)(x)�(x)g (+)(�) = Z d4x f��(x) (+)(x) +  (�)(x)�(x)gIn dieser Formel wird von der Zerlegung des Dirac-Feldes nach positiven undnegativen Frequenzen Gebrauch gemacht.Schlie�lich folgt aus der o�ensichtlichen Gleichung iSF = S1 + iSP dieWick-Identit�at :T expfi (�)g = : exp: fi (�)g expf�iSF (����;m)g113



Durch Entwicklung nach Potenzen von � erh�alt man hieraus eine Hierar-chie von Gleichungen, die T-Produkte und Wick-Produkte miteinander ver-kn�upfen.Von Interesse sind auch die folgenden Erwartungswerte, die sich direktaus unseren Formeln ergeben:(
; : exp: fi (�)g
) = 1(
; T expfi (�)g
) = expf�iSF (����;m)g(
; expfi (�)g
) = expf�S1(����;m)gInsbesondere (durch Entwicklung)(
; T ( (x) � (y))
) = iSF (x� y;m)im Einklang mit (263).6.6 Impulsdarstellung der Feynman-FunktionenDas Ergebnis der vorangegangenen Untersuchungen zeigt, da� sich die st�o-rungstheoretische Behandlung des S-Operators im wesentlichen auf die Feyn-man-Funktionen st�utzen kann. In diesem Abschnitt berechnen wir die Fou-rier-Transformierten der Feynman-Funktionen. Die erste Formel, die es zubeweisen gilt, lautet:�F (x;m) = (2�)�4 Z d4p e�ipxp2 �m2 + i0Zum Beweis gehen wir von der Darstellungi�F (x;m) = �(x0)�+(x;m) + �(�x0)�+(�x;m)�+(x;m) = (2�)�3 Z d3p2! eipx�i!taus. Im Sinne der Distributionen gilt die Formeli2� Z 1�1 ds e�isx0s+ i0 = �(x0)Durch die Substitution s! �s; x0 ! �x0 erhalten wir daraus die Darstel-lung i2� Z 1�1 ds e�isx0�s + i0 = �(�x0)114



Damit kann man nun schreibeni�F (x;m) =(2�)�3 Z d3p2! "eipx i2� Z 1�1 ds e�i(s+!)x0s+i0 +e�ipx i2� Z 1�1 ds e�i(s�!)x0�s+i0 #Wir setzen p0 = s + ! im ersten und substituieren p! �p; p0 = s� ! imzweiten Integral mit dem Ergebnis:�F (x;m) = (2�)�4 Z d4p e�ipx 12! � 1p0 � ! + i0 + 1�p0 � ! + i0�= (2�)�4 Z d4p e�ipx 12! �2!(! � i0)2 � (p0)2= (2�)�4 Z d4p e�ipxp2 �m2 + i0 ; d4p = dp0d3pwobei wir nutzten, da� ! =pm2 + p2 > 0 gilt.Die entsprechende Darstellung der Feynman-Funktion f�ur das Dirac-Feldfolgt unmittelbar:SF (x;m) = (i@=+m)�F (x;m) = (2�)�4 Z d4p e�ipx(p=+m)p2 �m2 + i0Schlie�lich ist die Feynman-FunktioniD��F (x� y) = (
; T (A�(x)A�(y))
)f�ur das freie elektromagnetische Feld A�(x) in der Coulomb-Eichung von In-teresse. Man geht hierbei von der Zweipunktfunktion aus, deren Darstellungsich aus unseren fr�uheren Formeln86 ergibt:(
; A�(x)A�(y)
) = (2�)�3 Z d3k2! e�ik(x�y) P ��(k)Hier haben wirP ��(k) = � �ij � kikj=k2 � = i; � = j; i; j = 1; 2; 30 � = 0 oder � = 0 (266)86Das Photon besitzt zwei m�ogliche Polarisationszust�ande, denen Polarisationsvektorene(k) und e(k) entsprechen. Es gilt die Vollst�andigkeitsrelatione(k)
 e(k) + e(k) 
 e(k) + k
 k=k2 = 1Alles weitere ergibt sich aus (255). 115



gesetzt. Nun gilt iD��F (x) = �(x0)D��+ (x) + �(�x0)D��+ (�x), und mit demgleichen Argument, da� wir oben benutzten, gilt:D��F (x) = (2�)�4 Z d4k e�ikxk2 + i0P ��(k)Es sieht so aus, als ob wir keine Chance haben, mit dieser Feynman-Funktioneine Lorentz-invariante Quantenfeldtheorie konstruieren zu k�onnen.6.7 Was rettet die Lorentz-Invarianz der QED?Schauen wir uns die Funktion P ��(k) in (266) etwas n�aher an. Indem wir denRichtungsvektor n = (n�) = f1; 0; 0; 0g einf�uhren, k�onnen wir schreiben:P ��(k) = �g�� + (nk)(k�n� + n�k�)� k�k� � n�n�k2(nk)2 � k2Wir m�ussen pr�ufen, ob die Wahl des Richtungsvektors n irgendeine physi-kalische Konsequenz hat. Die Feynman-Funktion des Photons l�a�t sich wiefolgt aufspalten:D��F (x) = �g��DF (x) + @�B� + @�B� + n�n�C(x)mit DF (x) = (2�)�4 Z d4k e�ikxk2 + i0 = (2�)�2 ix2 � i0B�(x) = i(2�)�4 Z d4k e�ikxk2 + i0 (nk)n� � 12k�(nk)2 � k2C(x) = �(2�)�4 Z d4k e�ikx(nk)2 � k2wobei die Funktion C(x) dem Coulomb-Potential verwandt ist:C(x) = �(2�)�4 Z 1�1 dk0 e�ik0x0 Z d3k eikxk2= ��(x0) 14�r (r = jxj)Alle st�orungstheoretischen Ausdr�ucke der QED leiten sich aus dem Wir-kungsintegral ab, Z d4xLI(x) = �e Z d4xA�(x)j�(x) ;116



d.h. D��F (x) tritt immer zusammen mit einem erhaltenen Strom j�(x) auf,und zwar so, da� gleichzeitig �uber x integriert wird. Derjenige Anteil derFeynman-Funktion, der B�(x) enth�alt, kann keinen Beitrag liefern. Denneine partielle Integration f�uhrt diesen Beitrag �uber in den AusdruckZ d4x @�j�(x)B(x� y);und die Stromerhaltung sorgt daf�ur, da� er verschwindet. Wir d�urfen alsodiesen Anteil �uberall, wo er auftritt, einfach ignorieren. Anders steht es mitdem Anteil, der die Funktion C(x) enth�alt: Er ist immer vorhanden und, weiler die Invarianz st�ort, unerw�unscht. Sein Auftreten h�angt mit unserer Fehl-einsch�atzung der Coulomb-Wechselwirkung und der mi�verstandenen Rolledes skalaren Potentials zusammen. Wir kehren deshalb noch einmal zu demAusgangspunkt zur�uck.Die Lagrange-Dichte f�ur die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes A� =fV;Ag mit einem �au�eren erhaltenen Strom j� = f�; jg kann wie folgt ge-schrieben werden:L = 12f( _A+rV )2 � (r�A)2g � �V + jABemerkenswert ist: L enth�alt nicht _V , d.h. der zu V kanonisch konjugierte"Impuls\ @L=@ _V verschwindet identisch. Wir schlie�en daraus, da� das ska-lare Potential keine eigenst�andige dynamische Variable der Theorie ist. Dies�au�ert sich z.B. darin, da� man bei der Beschreibung von elektromagneti-schen Wellen (Photonen) auf das skalare Potential verzichten und V (x) = 0setzen kann. Die allgemeine Situation erlaubt die folgende Feststellung: Dasskalare Potential V kann aus der Theorie eliminiert werden unter Preisga-be der Lorentz-invarianten Form der Lagrange-Dichte und der Feldgleichun-gen87. Eine der Feldgleichungen, n�amlich� = ��V �r� _Aerweist sich als blo�e "Nebenbedingung\, sobald die Coulomb-Eichungr�A =0 gew�ahlt wird. Indem wir die Poisson-Gleichung l�osen, erhalten wir V alseine durch � ausdr�uckbare Gr�o�e:V (t;x) = 14� Z d3x0 �(t;x0)jx� x0j87Dies hei�t nicht, da� die Lorentz-Invarianz der QED aufgegeben werden soll. Es istnur das �au�ere Erscheinungsbild der Theorie, das die Invarianz verh�ullt und nicht o�enbarwerden l�a�t. Das erkl�arte Ziel dieser Bem�uhungen ist gerade, die Invarianz in dem S-Operator wieder klar zum Vorschein kommen zu lassen.117



Die Lagrange-Funktion L(t) = R d3xL(t;x) kann { nach Ausf�uhrung einerpartiellen Integration { wie folgt geschrieben werden:L = Z d3x h12 _A2 � Vr� _A� 12V�V � 12(r�A)2 � �V + j�AiMit r�A = 0 und ��V = � wird darausL = Z d3x h12 _A2 � 12(r�A)2 + j�Ai� Ecmit der Coulomb-EnergieEc(t) = 12 Z d3x Z d3x0 �(t;x)�(t;x0)4�jx� x0j ;die keine Feldvariablen enth�alt und einen Teil der Energie des Photonen-Vakuums zur Zeit t repr�asentiert. Man erkennt, da� die De�nition der Coulomb-Energie eine Schar von Hyperebenen t =const. desM4 auszeichnet und damitvon dem gew�ahlten Inertialsystem abh�angt.Eine Legendre-Transformation f�uhrt auf den Hamilton-Operator:H = Ec + Z d3x _A2 � L= Z d3x h12 _A2 + 12(r�A)2 � j�Ai :F�ur das elektrische Feld gilt weiterhin E = � _A � rV , wobei V durch dieLadungsdichte � auszudr�ucken ist, und die elektrische Feldenergie zerf�allt inzwei Bestandteile, den Coulomb-Anteil und den Photonen-Anteil:12 Z d3xE2 = Ec + 12 Z d3x _A2Nachdem dies alles klargestellt ist, k�onnen wir den Fehler erkennen, den wirbei der Konstruktion des S-Operators begingen. Unsere Annahme war, da�das wechselwirkende Feld A� asymptotisch (f�ur t ! �1) in das Feld A�ein�ubergeht. Dies ist f�ur � = 1; 2; 3 sinnvoll, versagt aber f�ur � = 0, sobaldwir die Coulomb-Eichung zugrundelegen. Denn das Coulomb-Potential istzu allen Zeiten vorhanden, w�ahrend A0ein = 0 gilt. Wie ist der Fehler zukorrigieren? Aus der Lagrange-Dichte der QEDL = �14F��F �� +Re( � iD=  )�m �  118



gewinnen wir durch Eliminierung von A0 die Lagrange-FunktionL = L0 + LIL0 = Z d3x h12 _A2 � 12(r�A)2 +Re( � i@= )�m �  iLI = �e Z d3x 3Xi=1 � i Ai � 12e2 Z d3x Z d3x0  �(t;x) (t;x) �(t;x0) (t;x0)4�jx� x0jIn der Coulomb-Eichung des Feldes A� = A�ein gilt� 3Xi=1 � i Ai = j�A� :Beachten wir noch � = j0 = n�j�; n = (1; 0; 0; 0); C(x) = ��(x0) 14�rso erhalten wir den Streuoperator in der FormS = e�i�T exp�i Z dt LI(t)�= e�i�T expnieZ d4x j�(x)A�(x)+ie22 Z d4x Z d4y j�(x)j�(y)n�n�C(x� y)o= 1Xn=0 (ie)nn! S(n)die Abk�urzungen j� =: � � : (aus bekannten Gr�unden sind wir hier zurNormalordnung �ubergegangen) undei� = (
; T expfi Z dt LI(t)g
)benutzend mit der Vereinbarung, da� in LI die freien Felder A� und  ein-gesetzt werden und f�ur das Feld A� die Coulomb-Eichung gew�ahlt wird. Wieman leicht einsieht, gilt S(0) = 1 und S(1) = 0. Der erste nicht-triviale Termder Entwicklung ist damit S(2) =Z d4x Z d4y T (j�(x)j�(y)) fT (A�(x)A�(y))� in�n�C(x� y)g= Z d4x Z d4y T (j�(x)j�(y)) f:A�(x)A�(y): +iD��F (x� y)� in�n�C(x� y)g= Z d4x Z d4y T (j�(x)j�(y)) f:A�(x)A�(y):�ig��DF (x� y)g119



Die Ber�ucksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung hat also gerade den Ef-fekt, da� an die Stelle der nicht-invarianten Feynman-Funktion D��F (x) dieinvariante Funktion �g��DF (x) tritt. Man kann auf kombinatorischen Wegezeigen, da� diese Behauptung f�ur alle Ordnungen der St�orungstheorie zutri�t.6.8 Die Gupta-Bleuler-MethodeDie e�ektive Feynman-Funktion, die wir f�ur das Photonfeld gewonnen haben,legt die Frage nahe, ob man das freie Photonfeld nicht so quantisieren kann,da�88 [A�(x); A�(y)] = �ig��D(x� y) (267)von vornherein gilt. Dieser Ansatz h�atte n�amlich die G�ultigkeit von(
; A�(x)A�(y)
) = �g��D+(x� y)und (
; T (A�(x)A�(y))
) = �ig��DF (x� y){ wie gew�unscht { zur Folge, und eine separate Diskussion der Coulomb-Kraft w�are in einem solchen Rahmen unn�otig. Mehr noch, der Ansatz (267)garantiert manifeste Lorentz-Kovarianz und erf�ullt die Lokalit�atsbedingung:Aus (x�y)2 < 0 folgt [A�(x); A�(y)] = 0. Die Quantisierung des VektorfeldesA�, die von (267) ausgeht, wurde zum erstenmal von Gupta und Bleulervorgeschlagen. Wir beschreiben das Verfahren im Detail. Zun�achst zerlegtman das Feld geeignet:A�(x) = (2�)�3=2 Z d3k2! �a�(k)e�ikx + ay�(k)eikx	und charakterisiert das Vakuum durch a�(k)
 = 0 und (
;
) = 1. Es istunmittelbar einsichtig, da� die Quantisierungsvorschrift (267) mit den fol-genden Kommutatorregeln identisch ist:[a�(k); ay�(k0)] = �2!�3(k� k0)g��[a�(k); a�(k0)] = [ay�(k); ay�(k0)] = 0Der Raum der zul�assigen Wellenpakete � = f��g seiE = �� : Z d3k2! j��(k)j2 <1; � = 0; : : : ; 3�88Man schreibt allgemein D(x) = �(x;m=0) und ebenso D�(x) = ��(x;m=0), wobei� f�ur eines der folgenden Zeichen steht: +; F; ret; av; P; 1.120



Falls wir jedem � 2 E die Operatorenay(�) = Z d3k2! ay�(k)��(k)a(�) = Z d3k2! ��(k)a�(k)zuordnen, erhalten wir die Kommutatorregel[a(�); ay(�0)] = (�; �0) := � Z d3k2! ��(k)�0�(k)aus der wir das "Normquadrat\ der Einteilchenzust�ande ableiten:kay(�)
k2 = (
; a(�)ay(�)
)= (
; [a(�); ay(�)]
) = (�; �) (268)Bei dem Gupta-Bleuler-Verfahren zahlen wir einen hohen Preis: Das nat�urli-che "Skalarprodukt\ (�; �0) des Raumes E ist nicht positiv de�nit; (�; �)kann sowohl positive wie negative Werte annehmen; E ist kein Hilbertraum,sondern ein Raum mit inde�niter Metrik, und (�; �0) ist kein Skalarprodukt,sondern nur eine hermitesche Form. Die statistische Interpretation der Quan-tentheorie beruht aber gerade darauf, da� das Skalarprodukt im Zustands-raum positiv de�nit ist. Diese Grundvoraussetzung zu opfern kann doch nurhei�en, da� wir �uber unphysikalische Zust�ande des Photons sprechen. Dashier eingef�uhrte hypothetische Photon hat vier unabh�angige Polarisations-zust�ande. Zwei davon m�ussen unechte Zust�ande (engl. spurious states ) sein.Auch wenn E kein Hilbertraum ist, kann man den Fock-Raum F+(E) inbekannter Weise konstruieren. Er ist der Darstellungsraum f�ur das Gupta-Bleuler-FeldA�(x). Das inde�nite Skalarprodukt in E induziert ein inde�nitesSkalarprodukt in F+(E), d.h. der Fock-Raum �uber E ist ebenfalls kein Hil-bertraum. Wenn wir wissen, wie wir den "echten\ Einteilchenraum H derbeobachtbaren Photonen aus dem Raum E der �ktiven Photonen zu kon-struieren haben, ist damit auch klar, wie der "echte\ Fockraum F+(H) zubekommen ist. Die Methode beruht auf dem folgenden einfachen Sachverhalt.Satz F�ur zwei Vierervektoren k und q mit k2 = 0 (jedoch k 6= 0) gilt:1. Aus kq = 0 folgt q2 � 0.2. Aus kq = 0 und q2 = 0 folgt q = ck mit c 2 R.Beweis. Nach Wahl eines geeigneten Bezugssystems d�urfen wir k� = (a; 0; 0; a)mit a 6= 0 voraussetzen. Aus kq = 0 folgt dann q0 = q3, also q2 = �q21 � q22 �121



0, q2 = 0 ist danach nur f�ur q1 = q2 = 0 erf�ullbar. In diesem Fall giltq� = (b; 0; 0; b) = ck� mit c = b=a. q.e.d.1.Schritt. Wir beschr�anken die Einteilchenzust�ande auf den RaumE+ = f� 2 E : k���(k) = 0gDer eben bewiesene Satz erlaubt n�amlich von � 2 E+ auf (�; �) � 0 zuschlie�en89. Obwohl es sich bei E+ um einen Unterraum von E handelt, f�urden (�; �0) eine positive hermitesche Form darstellt, existieren in E+ immernoch gen�ugend viele Zust�ande � mit (�; �) = 0. Die Form ist entartet.2.Schritt. Wir betrachten den Unterraum90E0 = f� 2 E : k���(k) = k���(k)g � E+Der Teil 2 des obigen Satzes sagt, da� der Raum E0 alle Zust�ande � 2 E+ mit(�; �) = 0 enth�alt. Da im Raum E+ die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt,folgt (�; �0) = 0 f�ur alle � 2 E0 und �0 2 E+. Der physikalische Einteilchen-raum ist der Quotientenraum91 H = E+=E0Damit ist der Zusammenhang mit den beobachtbaren Zust�anden hergestellt.Denn der physikalische Fock-Raum kann nun als F+(H) erkl�art werden. Die-ser Raum l�a�t sich allerdings auch direkt aus dem Fock-Raum F+(E+) erzeu-gen92, indem man darin alle Norm-0-Zust�ande aufsucht, um dann zum Quo-tientenraum �uberzugehen. Konkret: Es sei F0(E+) der Norm-0-Unterraum inF+(E+). Man erh�alt in so:F0(E+) = fay(�)� j � 2 E0; � 2 F+(E+)gMan hat nun die nat�urliche IsomorphieF+(E+=E0) �= F+(E+)=F0(E+)89Man wende den Satz einmal f�ur q� = Re��(k) und ein zweites Mal f�ur q� = =��(k)an, um ��(k)��(k) � 0 zu erhalten.90Eine �aquivalente Charakterisierung von E0 lautet: Es existiert eine komplexe Funktionc(k) derart, da� ��(k) = c(k)k� gilt. Da k2 = 0 gilt, folgt k���(k) = 0, also E0 � E+.91Zwei Vektoren � und �0 im Raum E+ werden als �aquivalent angesehen und man schreibt� � �0, falls � � �0 2 E0 gilt, ausf�uhrlich, falls ��(k) � �0�(k) = c(k)k� gilt. Die �Aquiva-lenzklassen sind die Vektoren des Quotientenraumes H. Die positive hermitesche Form aufE+ induziert eine nicht-entartete positive hermitesche Form, also ein Skalarprodukt auf H.Damit wird H zu einem Hilbertraum.92Eine interessante, h�au�g benutzte Charakterisierung des Raumes F+(E+) kennzeichnetihn als den Raum aller Vektoren � 2 F+(E) mit der Eigenschaft @�A(+)� � = 0 . Auf dieseWeise wird deutlich, da� die Lorentz-Bedingung wenigstens teilweise erf�ullt wird.122



und kann von ihr Gebrauch machen, wannimmer es n�utzlich ist. Zum Beispielin der folgenden De�nition. Wir sagen, ein Operator A auf dem Fock-RaumF+(E) aller Gupta-Bleuler-Zust�ande transformiere physikalische Zust�andewieder in solche, kurz, A sei ein physikalischer Operator, wenn gilt:1: AF+(E+) � F+(E+) (269)2: AF0(E+) � F0(E+) (270)Denn genau unter diesen Bedingungen induziert der Operator A einen Ope-rator Â auf dem Quotientenraum. Die Bedingungen m�ussen erf�ullt sein f�urjeden physikalisch sinnvollen S-Operator sowie f�ur jede me�bare Gr�o�e, wie"Impuls\, "Drehimpuls\ usw.Das Verfahren von Gupta und Bleuler erscheint auf den ersten Blicknur wie ein mathematischer Trick, dazu erdacht, um die richtige Feynman-Funktion auf direktem Wege zu erzeugen. Die �Uberzeugung setzt sich abermehr und mehr durch, da� hier ein wesentliches Strukturelement der Eich-theorien entdeckt worden ist. Mit den masselosen Eichbosonen untrennbarverkn�upft ist das Auftreten von unphysikalischen Zust�anden. Wir sehen sienie im Experiment, und dennoch sind sie f�ur die vollst�andige Fassung derTheorie unverzichtbar.Bei konkreten Rechnungen in der QED ben�otigt man die Wick-Identit�atf�ur das Photonfeld in der Gupta-Bleuler-Darstellung. Sie folgt auf v�ollig ana-loge Weise wie entsprechende Identit�at f�ur das Skalarfeld. Wir geben deshalbnur das Resultat an:T expfiA(j)g =: exp: fiA(j)g expf12 iDF (j � j)gDie Bezeichnungen sind:A(j) = Z d4xA�(x)j�(x) (271)DF (j � j) = Z d4x Z d4y j�(x)j�(y)DF (x� y) (272)wobei j� eine reelle Quellfunktion darstellt, die nicht notwendig @�j� =0 erf�ullt. Falls hingegen j� einen erhaltenen Strom darstellt, so ist S =T expfiA(j)g gerade der S-Operator f�ur die Wechselwirkung des Strahlungs-feldes mit einer �au�eren Quelle. In diesem Fall giltiA(j) = a(�)� ay(�) (273)f�ur ein � 2 E+ (denn aus @�j�(x) = 0 folgt k���(k) = 0). Diese Gleichungkennzeichnet, wie wir bereits wissen, die Funktion ��(k) im wesentlichen als123



die Fourier-Transformierte von j�(x) mit Beschr�ankung auf die Werte aufdem Vorw�artslichtkegel k0 = ! = jkj. Damit ist nun klar, da� A(j) die Be-dingungen f�ur einen physikalischen Operator erf�ullt, sobald @�j� = 0 gilt. MitA(j) erf�ullt auch jede Funktion von A(j) diese Bedingungen, insbesonderealso der S-Operator f�ur das Modell mit der �au�eren Quelle. Dieser Opera-tor gibt somit Anla� zu einem unit�aren Operator Ŝ auf dem physikalischenHilbertraum F+(E+)=F0(E+). Es sei 
̂ das physikalische Vakuum93. Dannermittelt man leicht die �Ubergangsamplitude(
̂; Ŝ
̂) = (
; S
) = expf12 iDF (j � j)g (274)= exp�� 18�2 Z d4x Z d4y j�(x)j�(y)(x� y)2 � i0� (275)wobei wir die Formel DF (x) = i4�2 1x2 � i0benutzten. Mit der Zerlegung941x2 � i0 = Px2 + i��(x2)erh�alt man die Wahrscheinlichkeitj(
; S
)j2 = exp��P Z d4x Z d4y j�(x)j�(y)4�2(x� y)2� � 1Es ist dem Doppelintegral nicht unmittelbar anzusehen, da� es positiv ist.Man erh�alt jedoch f�ur die gleiche Wahrscheinlichkeit auch eine andere Dar-stellung95:j(
; ea(�)�ay(�)
)j2 = e�k�k2 = exp�Z d3k2! ��(k)��(k)� :Da � in E+ liegt, gilt ��(k)��(k) < 0 und somit k�k2 � 0.6.9 Erzeugende FunktionaleAus der Art der Konstruktion des S-Operators gewinnt man den Eindruck,es handle sich dabei um eine sehr eingeschr�ankte Strukturaussage. Denn wo93Konkret: ist 
 2 F+(E+) das Gupta-Bleuler-Vakuum, so verstehen wir unter 
̂ dieKlasse aller Vektoren in F+(E+), die sich von 
 nur durch Norm-0-Vektoren unterscheiden.94P bezeichnet den Hauptwert (auch Prinzipalwert genannt). In diesem Fall ist er iden-tisch mit dem Realteil des Ausdruckes.95Siehe die analoge Diskussion im Abschnitt 6.1.124



�ndet man in diesem Schema das wechselwirkende Feld? Dieser Eindruckt�auscht. Wir wollen jetzt zeigen, da� es m�oglich ist, im Prinzip jede gew�unsch-te Information aus dem S-Operator zu extrahieren, wenn wir die zugrundeliegende Dichte LI(�) um Quellterme �(j) bereichern:S(j) = T exp �iLI(�) + i�(j)� :Durch diesen technischen Kunstgri� wird S(0)�1S(j) zum erzeugenden Ope-rator f�ur die zeitgeordneten Produkte des Feldes � und sein Vakuumerwar-tungswert zum erzeugenden Funktional f�ur die � -Funktionen96:�(x1; : : : ; xn)r1;:::;rn = (
; T (�r1(x1) � � ��rn(xn))
) (276)Wir w�ahlen die folgende allgemeine Aussage als Fundament unserer �Uberle-gungen:Satz Es seien L(t) und M(t) zwei t-abh�angige selbstadjungierte Ope-ratoren, de�niert auf dem Intervall a � t � b. F�ur s 2 R sei der unit�areOperator U(b; a; s) = T exp�i Z ba dt [L(t) + sM(t)]� (277)erkl�art. Dann giltddsU(b; a; s) = i Z ba dt U(b; t; s)M(t)U(t; a; s) (278)Beweis. Wir teilen das Intervall [a; b] in n gleiche Teilst�ucke der L�ange�t = (b � a)=n und setzen tk = a + (k � 12)�t f�ur k = 1; : : : ; n, sowieHk = L(tk) + sM(tk). Dann gilt (vgl. das Verfahren auf S.87):U(b; a; s) = limn!1 ei�tHn � � � ei�tH2ei�tH1Nun gilt o�enbar ddsei�tHk = i�tM(tk)ei�tHk +O((�t)2)Also ddsU(b; a; s) = i limn!1 nXk=1 �tei�tHn � � � ei�tHk+1M(tk)ei�tHk � � � ei�tH196Diese Funktionen werden gelegentlich auch die Greenschen Funktionen der Feldtheoriegenannt. 125



Im Limes n!1 entsteht das Integral auf der rechten Seite von (278).q. e. d.Durch fortgesetzte Di�erentiation nach s und Anwendung der Basisformel(278) gelangen wir zu der AussagedndsnU(b; a; s) =n!in Z ba dt1Z t1a dt2� � �Z tn�1a dtn U(b; t1; s)M(t1)U(t1; t2; s)M(t2) � � �U(tn�1; tn; s)M(tn)U(tn; a; s) (279)Aus der De�nition (277) folgt unmittelbar das KompositionsgesetzU(t; t0; s)U(t0; a; s) = U(t; a; s) a � t0 � tDaraus ergibt sich die DarstellungU(t; t0; s) = U(t; a; s)U(t0; a; s)�1die wir nun n-mal, n�amlich f�ur (t; t0) = (b; t1); (t1; t2); : : : ; (tn�1; tn) in (279)anwenden wollen. Um das Ergebnis �ubersichtlich zu gestalten, ermitteln wirdie Ableitungen an dem speziellen Punkt s = 0 und setzen zur Abk�urzungU(t; t0) = U(t; t0; 0) (280)M(t; a) = U(t; a)�1M(t)U(t; a) (281)Wir erhalten so die Taylor-Entwicklung um den Punkt s = 0:U(b; a; s) = U(b; a)(1 + 1Xn=1 insnn! Z ba dt1 � � �Z ba dtnT (M(t1; a) � � �M(tn; a)))= U(b; a) T exp�is Z ba dtM(t; a)� (282)Und nun die Anwendung dieser bemerkenswerten Formel: Es seiL(t) = Z d3x LI(�ein(t;x)) (283)M(t) = Z d3x Xr �ein;r(t;x)jr(t;x) (284)mit der Vereinbarung, da� jr eine Grassmann-Variable ist, sobald �r eineFermi-Feld ist. Die beliebigen Funktionen jr werden als Quellfunktionen be-126



zeichnet. Der Limes a! �1; b! +1 f�uhrt dann direkt zu dem j-abh�angi-gen S-OperatorS(j) = T exp(i Z d4x "LI(�ein(x)) +Xr �ein;r(x)jr(x)#)= U(1;�1; 1)Wir erinnern nun an die Formeln des Abschnitts 6.2, die den Zusammenhangzwischen dem freien Feld �ein und dem wechselwirkenden Feld � herstellen.Aus ihnen und aus (281) sowie (284) folgt, da�M(t;�1) = Z d3xXr �r(t;x)jr(t;x)gilt. Wie schon fr�uher, benutzen wir die Abk�urzung�(j) = Z d4xXr �r(x)jr(x) = Z 1�1 dt M(t;�1) :Dann nimmt (282) die Gestalt S(j) = S(0)T expfi�(j)g an; also giltT expfi�(j)g = S(0)�1S(j) (285)wobei rechterhand nur Ausdr�ucke in dem freien Feld �ein auftreten. Insbe-sondere gilt �r(x) = �iS(0)�1 ��jr(x)S(j)����j=0 :Als weitere Annahme f�ugen wir nun die Bedingung hinzu, da� das Vakuumdie Beziehung S(0)
 = ei�
 erf�ullt. Dann folgt aus (285)F (j) := (
; T expfi�(j)g
) = (
; S(j)
)(
; S(0)
) :Entwickelt man hier beide Seiten der Gleichung nach Potenzen von j, sogewinnt man eine Hierarchie von Formeln f�ur die � -Funktionen (276). F�urdie Entwicklung von F (j) schreibt manF (j) = 1+ 1Xn=1 inn! Z d4x1 � � �Z d4xn Xr1;:::;rn �(x1; : : : ; xn)r1;:::;rn jr1(x1) � � � jrn(xn)Man nennt daher F (j) das erzeugende Funktional dieser Funktionen.127



Falls wir mit Hilfe des Funktionals F (j) nur ein freies reelles Skalarfeldder Masse m beschreiben wollen, dessen Vakuumerwartungswert die reelleZahl c ist, so folgt aus (261) die FormellogF (j) = ic Z d4x j(x)� 12 i�F (j � j;m)Es ist typisch f�ur das freie Feld, da� die Entwicklung von logF (j) nachj bereits nach dem quadratischen Term abbricht. Es erscheint aus diesemGrunde sinnvoll, auch in der allgemeinen Situation das erzeugende FunktionalF�(j) = logF (j) und mit ihm "einfachere\ ��-Funktionen einzuf�uhren97:F�(j) = 1Xn=1 inn! Z d4x1 � � �Z d4xn Xr1;:::;rn ��(x1; : : : ; xn)r1;:::;rn jr1(x1) � � � jrn(xn)Ein Feld (Bose oder Fermi) hei�t quasifrei, wenn ��(x1; : : : ; xn) = 0 f�ur allen � 3 gilt. Solche Felder sind in einem gewissen Sinn trivial, weil f�ur sieder S-Operator trivial wird: S = 1. Man kann zeigen: Verschwinden die��-Funktionen von einem gewissen n an, so handelt es sich bereits um einquasifreies Feld98. Die Konsequenz davon ist, da� es in den interessantenSituationen nichtverschwindende ��-Funktionen beliebig hoher Ordnung gibt.In jedem Fall ist es m�oglich die � -Funktionen auf die ��-Funktionen zur�uck-zuf�uhren, indem man die Exponentialfunktion in F (j) = expF�(j) in eineTaylorreihe entwickelt.6.10 Feynman-Graphen6.11 Graphen im OrtsraumDie st�orungstheoretische Behandlung der Wechselwirkung vollzieht sich indrei Schritten. Jeder Schritt zerlegt den S-Operator in einfachere Ausdr�ucke:97Diese Funktionen hei�en in der englischsprachigen Literatur connected � functions,da sie den Summen aller zusammenh�angenden Feynman-Graphen der Ordnung n entspre-chen. Aus der Sicht der St�orungstheorie, sind die ��-Funktionen in der Tat "einfacher\. Esbesteht eine gewisse Analogie zu Begri�sbildungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie. Istn�amlich X eine reelle Zufallsvariable und bedeutet E der Erwartungswert, so bezeichnetF (t) = E[eitX ] = 1 +Pmnintn=n! die erzeugende Funktion der Momente mn = E[Xn],die Funktion F�(t) = logF (t) = P cnintn=n! hingegen erzeugt die Kumulanten cn. DieMomente lassen sich auf die Kumulanten zur�uckf�uhren.98Dieser Sachverhalt ist auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie als Satz von Marcinkie-wicz (1939) bekannt. Mit den Bezeichnungen der vorigen Fu�note: ist F�(t) ein Polynomin t, so gilt F�(t) = iat��2t2 f�ur reelle Konstanten a und �, d.h. X ist Gau�isch verteilt.128



1. Eine Entwicklung nach Potenzen der Wechselwirkung, S =PSn, wo-bei Sn = inn! Z d4x1 � � �Z d4xn T (LI(x1) � � �LI(xn))2. Eine Entwicklung des Integranden nach Normalprodukten der Felder,wobei jedem auftretenden Normalprodukt ein Graph zugeordnet wird,so da� die Summe �uber (nach gewissen Regeln erzeugte) Graphen Ggef�uhrt wird: T (LI(x1) � � � LI(xn)) =XG NG(x1; : : : ; xn)Die Raumpunkte xi 2M4 werden die Vertices eines Graphen genannt.Man mag sich darunter Punkte vorstellen, in denen eine Wechselwir-kung statt�ndet (was experimentell nicht nachpr�ufbar ist, weil die be-obachtbare Gr�o�e erst nach Integration �uber die xi entsteht).3. Eine Zerlegung des GraphenG in zusammenh�angende Teilgraphen (fallsG unzusammenh�angend ist). Einer solchen Zerlegung entspricht immereine Zerlegung der Vertexmenge in (nichtleere) Teilmengen. Ist etwa Gdie Vereinigung der Graphen G1 und G2, so schreibt man G = G1[G2.Enth�alt G1 die Vertices x1; : : : ; xs und G2 die Vertices xs+1; : : : ; xn, sogilt NG(x1; : : : ; xn) =:NG1(x1; : : : ; xs)NG2(xs+1; : : : ; xn):Den Beitrag eines zusammenh�angenden Graphen errechnet man nachMa�gabe von Regeln (sog. Feynman-Regeln), die f�ur eine Theorie spe-zi�sch sind.Wir wollen die Feynman-Regeln anhand der QED darlegen. In diesem Fallgilt LI(x) = �ej�(x)A�(x) j�(x) =: � (x)� (x):Hier ist A�(x) das freie Photonfeld in der Gupta-Bleuler-Darstellung, und (x) ist das freie Dirac-Feld der Masse m. Das Normalprodukt in der De�ni-tion des Stromes garantiert, da� (
; j�(x)
) = 0 gilt. Wir w�ahlen als Beispielden Graphen
- -- -ooooouuyx129



Ihm entspricht in zweiter Ordnung das NormalproduktNG(x; y) = �ie2DF (x� y): � (x)� (x) � (y)� (y):Seine Entstehung ist so zu erkl�aren: Zun�achst schreibt manT (LI(x)LI(y)) = T (j�(x)j�(y))T (A�(x)A�(y))Sodann wendet man die Wick-Formel an, umT (A�(x)A�(y)) = :A�(x)A�(y): � ig��DF (x� y) (286)zu erhalten. Schlie�lich folgt:T (j�(x)j�(y)) = : � (x)� (x) � (y)� (y):+: � (x)�iSF (x� y)� (y):+: � (y)�iSF (y � x)� (x):�Spur f�iSF (x� y;m)�iSF (y � x;m)g (287)Multiplizieren wir den zweiten Term auf der linken Seite von (286) mit demersten Term auf der linken Seite von (287) so entsteht der Beitrag NG(x; y)des Graphen G.Bei der graphischen Beschreibung benutzt man die folgenden Regeln f�urdie �Ubersetzung in konkrete mathematische Ausdr�ucke:innere Fermionlinie: iSF (y � x)innere Photonlinie: �ig��DF (y � x)�au�ere Fermionlinie:  (x)�au�ere Fermionlinie: � (x)�au�ere Photonlinie: A�(x)
u u-x yu u������������x y- uyux -ux ������������Fermionlinien sind grunds�atzlich gerichtet (sie beschreiben den Flu� derelektrischen Ladung durch das Diagramm), Photonlinien sind grunds�atzlichungerichtet (entsprechend der Tatsache, da� das Photon keine ladungsartigeQuantenzahl besitzt). An jedem Vertex ist zus�atzlich ein Faktor�e� und f�urjede geschlossene Fermionschleife ist ein weiterer Faktor -1 anzubringen. EinGraph hei�t erlaubt, wenn er nach den Regeln, die f�ur eine Theorie spezi�schsind, konstruiert wurde. Die Regel der QED ist sehr einfach: An jedem Vertexgreifen drei Linien an, eine Photonlinie und zwei Fermionlinien, wobei dieRichtung der Fermionlinien die Ladungserhaltung am Vertex garantiert:130
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Im Grunde ist die graphische Sprache besser geeignet, die Ausdr�ucke zu re-pr�asentieren, weil die mathematische Formelsprache eindimensional ist, dieGraphen jedoch zweidimensional gezeichnet werden k�onnen.6.12 Graphen im ImpulsraumDer Feynman-Graph zweiter Ordnung, den wir oben diskutiert haben, ver-mag drei physikalisch verschiedene Prozesse zu beschreiben:e� + e� ! e� + e�e� + e+ ! e� + e+e+ + e+ ! e+ + e+Wir geben den beteiligten Teilchen bestimmte Impulse p1 bis p4 und Polari-sationen �1 bis �4 und schreiben f�ur den Anfangszustand einfach j12i , alsoSj12i f�ur den Endzustand. Die Analyse des Endzustandes nach Zust�andenj34i f�uhrt uns auf die �Ubergangsamplitude h34jSj12i, die ihrerseits eine Ent-wicklung nach Graphen gestattet:h34jSj12i =XG SG(12; 34)Als Demonstrationsbeispiel w�ahlen wir die e�e�-Streuung. Der f�ur diesenProze� relevante Feynman-Graph sieht wie oben aus:
- -- -ooooouu12 43kEr wird jedoch ein wenig anders interpretiert: �Au�ere Fermionlinien, die nachrechts gerichtet sind, entsprechen immer einem Elektron, linksgerichtete ei-nem Positron. Dem Graphen G entspricht der folgende Beitrag:SG(12; 34) = ie28�2 Rk2 �4(�p) (288)131



mit R = �u(3)�u(2) �u(4)�u(1)� �u(3)�u(1) �u(4)�u(2)+�u(4)�u(1) �u(3)�u(2)� �u(4)�u(2) �u(3)�u(1)und den Abk�urzungenk = p1 � p3 = p4 � p2 �p = p1 + p2 � p3 � p4 u(r) = u(pr; �r)Wir zeigen, wie dieser Beitrag entsteht. Zuerst erh�alt manh34j: � (x)� (x) � (y)� (y): j12i =h3j � (x)j0i�h0j (x)j2ih4j � (y)j0i�h0j (y)j1i�h3j � (x)j0i�h0j (x)j1ih4j � (y)j0i�h0j (y)j2i�h4j � (x)j0i�h0j (x)j2ih3j � (y)j0i�h0j (y)j1i+h4j � (x)j0i�h0j (x)j1ih3j � (y)j0i�h0j (y)j2imit h0j (x)jri = (2�)�3=2e�iprxu(r)hrj � (x)j0i = (2�)�3=2eiprx�u(r)(r = 1; 2; 3; 4). Sodann greifen wir auf die DarstellungDF (x� y) = (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)k2 + i0zur�uck und setzen alle so erhaltenen Ausdr�ucke in�ie22 Z d4x Z d4y DF (x� y)h34j: � (x)� (x) � (y)� (y): j12iein. Nun f�uhren wir die Integration �uber x und y aus, indem wir sie mit derk-Integration vertauschen. Hierbei entstehen zwei �4-Funktionen: Die erstelegt den Wert von k fest (die k-Integration wird somit ausf�uhrbar), die zweitegarantiert die Energie-Impuls-Erhaltung im Streuproze�. Das Ergebnis ist derAusdruck (288).Wir kommen nun zu den allgemeinen Regeln f�ur die Graphen in der Im-pulsdarstellung:
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innere Fermionlinie: i(p=+m)(p2 �m2 + i0)�1innere Photonlinie: �ig��(k2 + i0)�1�au�ere Elektronlinie (einlaufend): u(p; �)�au�ere Elektronlinie (auslaufend): �u(p; �)�au�ere Positronlinie (einlaufend): �v(p; �)�au�ere Positronlinie (auslaufend): v(p; �)�au�ere Photonlinie (einlaufend): e��(k)�au�ere Photonlinie (auslaufend): e��(k)
u -u������������-u -u������������u������������

uuuu�� uDie Helizit�at des Photons kann die Werte � = �1 annehmen, die Polari-sation des Fermions die Werte � = �12 . F�ur jeden Vertex des Graphen setztman einen Faktor �e��4(p1 � p2 � k)p1, p2 und k sind die Impulse der drei angreifenden Linien. Ladungs- undImpulserhaltung ist an jedem Vertex zu garantieren. �Uber den Impuls q ei-ner inneren Linie ist stets zu integrieren, und zwar mit dem Ma� d4q. F�urjede geschlossene Fermionschleife des Graphen bekommt die Amplitude einenweiteren Faktor -1. Bei rechts- oder linksseitigen Mehrphotonzust�anden mu�durch eine Summation �uber geeignete Permutationen von Indices daf�ur ge-sorgt werden, da� die Bose-Statistik nicht verletzt ist. Bei rechts- oder links-seitigen Mehrfermionzust�anden mu� durch eine entsprechende Summationdie Fermi-Statistik gewahrt werden.Schlie�lich erh�alt die Amplitude den Faktor in(n!)�1(2�)�s mit s = 3a=2+4b� 4n. Hier bedeutena = Zahl der �au�eren Linienb = Zahl der inneren Linienn = Zahl der Vertices (Ordnung des Graphen)Man best�atigt leicht die Identit�at 3n = a+2b f�ur die QED. Damit vereinfachtsich der Exponent s zu s = 2n� a=2Im Gegensatz zu den Feynman-Graphen im Ortsraum, ist es bei den Gra-phen im Impulsraum m�oglich, da� sie Teilgraphen besitzen, die �uberhauptkeinen Vertex enthalten: es handelt sich dabei um "durchlaufende\ Linien.Sie entsprechen Teilchen, die wie Zuschauer das Geschehen nur beobachten,jedoch nicht daran teilnehmen. 133



7 Spezielle E�ekte und Prozesse7.1 Der Casimir-E�ekt bei T=0Wir betrachten das freie elektromagnetische Feld in einem dreidimensionalenKasten mit ideal spiegelnden metallischen W�anden und dem Volumen L1 �L2 � L3:
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x1L1

x2
L2

x3
L3Unser Ziel ist das Studium der Grundzustandsenergie in Abh�angigkeit vondem Volumen. Wir werden zu diesem Zweck die Kantenl�ange L1 variieren, beifestgehaltenen aber gro�en Werten f�ur L2 und L3. Die hier ins Auge gefa�-te Situation entspricht sehr gut der Hohlraumstrahlung nahe am absolutenNullpunkt der Temperatur.Unter den Randbedingungen Ek = B? = 0 folgt die DarstellungE1(x; t) = X ~E1(k; t) cos k1x1 sin k2x2 sin k3x3E2(x; t) = X ~E2(k; t) sin k1x1 cos k2x2 sin k3x3E3(x; t) = X ~E3(k; t) sin k1x1 sin k2x2 cos k3x3f�ur das elektrische Feld E = fE1; E2; E3g. Die Summation erstreckt sich �uberalle Impulse k = fk1; k2; k3g mitki = ni�Li ; ni = 0; 1; 2; : : : ; n1n2 + n2n3 + n3n1 > 0 (289)Jedem Vektor k ist eine Frequenz ! = jkj zugeordnet, so da� gilt:~E(k; t) = Ê(k)e�i!t + Êy(k)ei!t (290)134



Wir nehmen an, da� der Kasten in seinem Inneren keine Ladungen enth�alt:r�E(x; t) = 0 d:h: k1Ê1 + k2Ê2 + k3Ê3 = 0 (291)Diese Gleichung besitzt Nk linear unabh�angige L�osungen bei gegebenem Vek-tor k, wobei Nk = � 2 ki > 0 i = 1; 2; 31 ki = 0 f�ur genau ein i 2 f1; 2; 3g (292)Solche F�alle, in denen zwei der Komponenten von k verschwinden, wurdenbereits durch die Bedingung (289) ausgeschlossen. Es ist immer m�oglich, eineBasis von Polarisationsvektoren e�(k) , 1 � � � Nk einzuf�uhren, so da� dasE-Feld eine Entwicklung danach besitzt,Ê(k) =X� a�(k)e�(k) ; (293)die Koe�zienten den kanonischen Vertauschungsrelationen[a�(k); ay�0(k0)] = �k;k0��;�0 (294)gen�ugen und der Energie-Operator die Form annimmt99:H = Z d3x 12(E2 +B2) = 12Xk� !(aya+ aay) =Xk� !(aya+ 12) (295)Entscheidend dabei ist, da� hier keine Wick-Ordnung bei der De�nition derEnergie vorgenommen wurde (also keine Renormierung der Energie), weil dieEnergie des Grundzustandes von den Abmessungen des Kastens abh�angigist und somit zu beobachtbaren E�ekten Anla� gibt, z.B. dadurch, da� manL1 variiert. Wir haben jedoch nicht vermeiden k�onnen, da� die Energie desGrundzustandes unendlich ist und der Ausdruck f�ur H nur einen Sinn be-kommt, wenn die darin enthaltene Summe �uber k bei gro�em jkj abgeschnit-ten wird. Wir schreiben f�ur die GrundzustandsenergieE0 = 12Xk� ! = 12Xk Nkjkj (296)Statt die Summe einfach irgendwo abzuschneiden, k�onnen wir auch viel be-quemer eine exponentielle D�ampfung einf�uhren, um zu einem wohlde�niertenAusdruck zu gelangen, d.h. wir de�nierenE� = �12 dd�Xk Nke��jkj (297)99Das Integral erstreckt sich �uber den Kasten.135



f�ur � > 0. Sodann wollen wir L2 und L3 sehr gro� werden lassen, so da� �=Li(i = 2; 3) gegen dki strebt. Der �Ubergang zu einem Integral gelingt, wennwir die Energie pro Fl�ache an die Stelle der Gesamtenergie setzen:�(�) = limL2;L3!1(L2L3)�1E�(L1; L2; L3) k = �L�11= �12�2 dd� Z 10 dk2 Z 10 dk3 1Xn=�1 exp���qn2k2 + k22 + k23�Bei der Umformung zu einem Integral folgten wir der Regel, da� �=Li f�uri = 2; 3 durch dki zu ersetzen ist, wenn die L�angen L2 und L3 gro�e Wer-te annehmen. Die Summation �uber n von �1 bis 1 (statt von 0 bis 1)ber�ucksichtigt, da� die Frequenz! =qn2k2 + k22 + k33genau zweimal auftritt, es sei denn, n ist Null: in diesem Fall tritt sie nureinmal auf. Wir k�onnen das Ergebnis noch symmetrischer schreiben, n�amlichals �(�) = �18�2 dd�Xn2Z Z ZR2 dk2dk3 exp���qn2k2 + k22 + k23� (298)Mit Hilfe von Polarkoordinaten der Ebene ergibt sich daraus:�(�) = �14� dd�Xn2Z Z 10 r dr expn��pn2k2 + r2o= 14� d2d�2 Xn2Z Z 10 r drpn2k2 + r2 expn��pn2k2 + r2o= 14� d2d�2 Xn2Z Z 1jnjk dx e��x= 14� d2d�2 ( 1�Xn2Z e��jnjk) = 14� d2d�2 � 1� coth �k2 �Beachten wir nun die Reihenentwicklungx coth x = 1� 1Xn=1(�1)n Bn(2n)!(2x)2n136



mit den Bernoulli-Zahlen B1 = 16 ; B2 = 130 ; B3 = 142 usw., so folgt�(�) = 1�k�4 "3� 1Xn=2(�1)n Bn(2n)!(n� 1)(2n� 3)(�k)2n#= 3�2�4 L� �2720 L�3 +O(�2) L = L1 = �=kDer f�ur � ! 0 singul�are erste Term ist proportional L. Er stellt aus diesemGrunde keine beobachtbare Gr�o�e dar. Um dies zu erkennen, denken wir unseine d�unne Metallplatte bei x1 = L in einem gr�o�eren Hohlraum 0 < x1 <L + L0 angebracht:
-L L0 x1

-�
Da durch das Bewegen der Metallplatte die Summe L + L0 nicht ver�andertwird, k�onnen alle Anteile der Energie, die proportional zu L sind, keineKraftwirkung verursachen, die die Bewegung der Platte behindert oder un-terst�utzt. Es bleibt als beobachtbarer Anteil der Energie im Limes � ! 0nur der Term ��2(720L3)�1 �ubrig. Ihm entspricht eine anziehende Kraft proFl�ache vom Betrage K = d�dL = �2240 L�4 (299)oder (nach Wiedereinf�uhrung von ~ und c):L4K = �2240~c = 1; 30014 � 10�27 Newton �m2
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In dem Experiment, von M. J.Sparnaay im Jahre 1958 erstma-lig ausgef�uhrt, wurde eine Fl�ache-gr�o�e von 1 cm2 gew�ahlt. ZweiMetallplatten dieser Fl�ache stan-den sich in einem Abstand vonL = 1�m gegen�uber. Die beidiesem Abstand wirkende Anzie-hungskraft entspricht dem Ge-wicht von 0,0133 mg. Diese Kraftkonnte in der Tat dem Vorzei-chen und der Gr�o�e nach gemes-sen weren. Dabei wurde der Ab-stand im Bereich 0,5-2,5 �m va-riiert, um das Abstandsgesetz zutesten. Im nebenstehenden Bildsind die Me�ergebnisse, deren Un-sicherheit nur auf die ungenaueKenntnis der Distanz beruht, derTheorie (gestrichelte Kurve) ge-gen�ubergestellt.7.2 Der Casimir-E�ekt bei endlicher TemperaturDie im vorigen Abschnitt durchgef�uhrte Rechnung geschah f�ur den Fall T =0, das geschilderte Experiment von Sparnaay wurde dagegen bei T = 3000Kdurchgef�uhrt. Welchen Einu� hat die Temperatur auf die theoretische Vor-hersage? Wir erwarten eine Verminderung der Anziehung durch den Strah-lungsdruck. In der Situation T > 0 setzt sich die Gesamtenergie aus derNullpunktsenergie und der Strahlungsenergie zusammen.Wir ermitteln nun die Strahlungsenergie eines Hohlraumes bei gegebenerTemperatur. Zu diesem Zweck ziehen wir das Plancksche Resultat heran, dasfolgendes besagt: Die bei � = (kBT )�1 (kB ist die Boltzmann-Konstante) inder Strahlung gespeicherte Energie ist100E(�) =Xk;� !e�! � 1 (300)Wie im vorigen Abschnitt, gilt auch hier ! = jkj, und wie dort, sind wir auch100Diese Formel entspricht der Vorstellung, da� es sich bei unserem System um ein wech-selwirkungsfreies Bosegas (aus Photonen) bei der Temperatur T und dem chemischenPotential Null handelt. 138



hier nur an der Energie pro Fl�ache interessiert:�(�) = limL2;L3!1 E(�)L2L3 = 14�2 Z ZR2 dk2 dk3 1Xn=�1 !e�! � 1 (301)wobei ! =qn2k2 + k22 + k23 ; L = L1 = �k�1Wir ben�otigen f�ur die weitere Umformung die folgende mathematische Aus-sage101.Satz (Poissonsche Summenformel) Sei f 2 S(R) und~f(p) = Z 1�1 dx f(x) e2�ipxDann gilt Xn2Z f(n) =Xn2Z ~f(n) (302)Insbesondere sind beide Summen absolut konvergent.Wir wenden diesen Satz auf die Funktion f(n) = !(e�! � 1)�1 an. Ausn wird nun die kontinuierliche Variable x, die wir aber sogleich durch dieVariable k1 = xk ersetzen. Auf diese Weise gelangen wir zu der Darstellung�(�) = 14�2kXn2Z ZR3 d3k jkje�jkj � 1 exp(2�ink1=k) (303)mit d3k = dk1dk2dk3 und jkj2 = k21+k22+k23. Nun f�uhren wir Kugelkoordinatenim R3 ein, f�uhren die Winkelintegration aus und separieren den Term mitn = 0. Das Ergebnis ist�(�) = 1�k Z 10 r3dre�r � 1 + 1�2 1X1 1n Z 10 r2dre�r � 1 sin(2�nr=k) (304)Wir vereinfachen durch s = �r , � = 2�(�k)�1:�(�) = 1�k�4 Z 10 s3dses � 1 � 1�2�3 d2d�2 1Xn=1 1n3 Z 10 sinn�ses � 1 ds (305)101Unter dem Raum S(R) versteht man solche Funktionen f : R! C, die unendlich oftdi�erenzierbar und samt ihren Ableitungen schnell abfallend sind: 8n;m � 0 jxnf (m)(x)j <Cn;m . 139



und aus den Integraltafeln entnehmen wirZ 10 s3dses � 1 = �415 (306)Z 10 sinn�ses � 1 ds = �2 cothn�� � 12n� (307)so da� gilt:�(�) = �315k�4 � 12��3 d2d�2 1Xn=1 cothn��n3 + 1�2�3�3 1Xn=1 1n4 (308)Jetzt benutzen wir die Formeln1Xn=1 1n4 = �(4) = �490d2d�2 cothn�� = 2n2�2 cothn��(sinhn��)2und die o�ensichtlichen Relationen �� = 2�=k und �=k = L. Damit folgtmit der Abk�urzung a = 2�L=�:�(�) = �215�4 L + �2720L�3 � ��3 1Xn=1 cothnan(sinhna)2 (309)Die Strahlungsenergie (pro Fl�ache) ist somit eine Summe von drei Termen.Der erste Term ist der 'Volumenanteil'. Er ist uns vom Stefan-Boltzmann-Gesetz her vertraut: Die Strahlungsenergie pro Volumen istlimL!1 �(�)L = (�2=15)(kBT )4im Grenzfall gro�en Volumens. Der zweite Term wird durch die Nullpunkts-energie, die wir im vorigen Abschnitt errechneten, vollst�andig kompensiert.Der dritte Term beschreibt die Korrektur zum Stefan-Boltzman-Gesetz f�urden Fall endlicher Werte von L. Dieser Anteil strebt f�ur L!1 exponentiellschnell gegen Null, n�amlich wie exp(�4�kBTL) (ohne Ber�ucksichtigung derNullpunktsenergie w�urde die Abweichung vom Stefan-Boltzmann-Gesetz nurwie L�3 gegen Null streben). Der dritte Term in (309) ist also allein verant-wortlich f�ur die auf einen metallischen Leiter wirkende (anziehende) Kraft.140



Wir �nden f�ur die Kraft pro Fl�ache:K = � ��3 1Xn=1 ddL cothnan(sinhna)2 = �2�2�4 1Xn=1 ddx cothx(sinh x)2 ����x=na= 2�2�4 1Xn=1 3 + 2(sinhna)2(sinhna)4 = �2240 L�4 f(2�kBTL)wobei wir die Funktionf(a) = 1�(4) 1Xn=1 � asinhna�4�1 + 23(sinhna)2� (310)eingef�uhrt haben. Nach Wiedereinf�uhrung von ~ und cbekommt die dimensionslose Variable a die Gestalta = 2�kBTL~cEinige Funktionswerte sind in der nebenstehenden Ta-belle angegeben. F�ur das Experiment von Sparnaay galtT = 3000K und L = 1�m. F�ur diese Werte ist a � 1,also f(a) � 0; 99. Der Fehler, der durch Nichtber�uck-sichtigung der Temperatur entstand, liegt somit bei 1%.
a f(a)0 10,5 0,99931,0 0,98971,5 0,94852,0 0,84823,0 0,50584,0 0,21225,0 0,06997.3 Die Mott-StreuungF�ur die Streuung von geladenen Teilchen (z.B. �-Teilchen) an Atomkernengilt bekanntlich die Rutherford-Streuformel. Sie ist das Resultat einer nicht-relativistischen Rechnung f�ur die Bewegung in einem Coulomb-Potential. Aufdie Streuung von Elektronen an Atomkernen (Kernladungszahl Z) angewandtlautet sie: � d�d
�Ruth: = Z2�2m24p4 sin4(�=2) (311)Hier bezeichnet � = e2=(4�) die Feinstrukturkonstante, p und m den Impulsbzw. die Masse des Elektrons, � den Streuwinkel im Laborsystem und d�=d
den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt.In der Formel (311) fehlen jedoch die relativistischen Korrekturen, undsie ist auch aus einem anderen Grunde nicht korrekt: die Elektronen besitzen{ im Gegensatz zu den �-Teilchen { einen Spin, der sich selbst dann bemerk-bar macht, wenn der Strahl aus unpolarisierten Elektronen besteht und diePolarisation nach der Streuung nicht festgestellt wird.141



Um die korrekte Formel zu gewinnen, betrachten wir das feldtheoretischeProblem eines Elektrons in einem �au�eren Potential, dem Coulomb-Potentialdes Kerns A�(x) = � Ze(4�r)�1 � = 0 r = jxj0 � 6= 0 (312)Mit p und � bezeichnen wir den Impuls und die Polarisation des einlaufen-den Elektrons. Dann ist Sjp�i der auslaufende Zustand. Er wird nach denZust�anden jp0�0i analysiert, und wir erhalten so die �Ubergangsamplitudehp0�0jS � 1jp�i = �ie Z d4x hp0�0j: � (x)� (x): jp�iA�(x) +O(e2) (313)Wir wollen die Terme der Ordnung e2 und h�oher vernachl�assigen. Nun gilthp0�0j: � (x)� (x): jp�i = hp0�0j � (x)j0i�h0j (x)jp�ihp0�0j � (x)j0i = (2�)�3=2eip0x�u(p0�0)h0j (x)jp�i = (2�)�3=2e�ipxu(p�)Dies f�uhrt auf die Darstellunghp0�0jS � 1jp�i = �ie u�(p0�0)u(p�) ~A0(p�p0)~A0(q) = 1(2�)3 Z d4x e�iqxA0(x) = Ze(2�q)2 �(q0)Da das Coulomb-Potential zeitunabh�angig ist, entsteht bei der Fourier-Trans-formation die �-Funktion mit dem Argument q0 = p0 � p00. Sie ist Ausdruckder Energieerhaltung im Streuproze�. Allgemein de�niert man die Streuam-plitude f durch hp0�0jS � 1jp�i = i� �(p0 � p00) f(p�;p0�0) (314)und den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt als jf j2. Benutzt man einen Elek-tronenstrahl aus unpolarisierten Elektronen, so bestimmt das Experiment dieGr�o�e 12P� jf j2. Wird dar�uberhinaus auch die Polarisation im Endzustandnicht gemessen, so ermittelt das Experiment den di�erentiellen Wirkungs-querschnitt f�ur unpolarisierte Teilchen, n�amlich� d�d
�Mott = 12X�;�0 jf(p�;p0�0)j2 (315)In unserem Fall gilt, nach Einf�uhrung von � = e2=(4�),f(p�;p0�0) = �Z�q2 u�(p0�0)u(p�)142



mit p0 = p00 und q = p� p0. Also:d�d
 = �Z�q2 �2 12X�;�0 ju�(p0�0)u(p�)j2 (316)Die Spinsummation l�a�t sich ausf�uhren. Wir setzen n = f1; 0; 0; 0g, so da�0 = n=. Damit kann man schreiben:R :=X�;�0 ju�(p0�0)u(p�)j2 = X�;�0 j�u(p0�0)n=u(p�)j2= Spur X�0 u(p0�0)�u(p0�0)n=X� u(p�)�u(p�)n== Spur (p=0 +m)n=(p=+m)n== Spur p=0n=p=n= + m2Spur n=n=Hierbei verwendeten wir die Vollst�andigkeitsrelation der u-Spinoren (s.Seite28) und die Tatsache, da� die Spur eines Produktes aus drei -Matrizenverschwindet. Elementare Algebra f�uhrt auf die Identit�aten:Spur a=b= = 4a�b (317)Spur a=b=c=d= = 4(a�b c�d+ a�d b�c� a�c b�d) (318)Mit ihnen giltR = 4(2p�n p0 �n� p�p0 +m2) = 4(2p0p00 � p�p0 +m2)Aus p0 = p00 folgt jpj = jp0j, also p�p0 = p2 cos � oderp�p0 �m2 = p2(1� cos �) = 2p2 sin2(�=2)wobei � den Streuwinkel bezeichnet. Nun setzen wir � = jpj=p0 und erhaltenR = 8p2�2 (1� �2 sin2(�=2)) = 8 m21� �2 (1� �2 sin2(�=2))Schlie�lich schreiben wir f�ur den Impuls�ubertragq2 = (p� p0)2 = 2p2(1� cos�) = 4p2 sin2(�=2) ;setzen die Ausdr�ucke f�ur R und q2 in d�=d
 = (Z�=q2)2 12R ein und gewinnenso die Endformel� d�d
�Mott = � d�d
�Ruth: 1� �2 sin2(�=2)1� �2 (319)Die im zweiten Faktor ausgedr�uckte Korrektur macht sich f�ur relativistischeElektronen bemerkbar. Dieser Faktor ist stets � 1 und = 1 nur f�ur dieR�uckw�artsstreuung (� = �). 143



7.4 Elektron-Proton-StreuungF�ur Z = 1 beschreibt die Mott-Formel die Streuung von Elektronen an Proto-nen im Ruhesystem des Protons. Die bereits im Ansatz enthaltene N�aherung(Verwendung des Potentialmodells) gibt dem Proton eine unendlich schwereMasse, so da� der R�ucksto� im Streuproze� vernachl�assigbar ist. Was ge-schieht, wenn wir das Proton als gleichberechtigtes Teilchen mit all seinenFreiheitsgraden102 in die Beschreibung einbeziehen und den Formalismus derQED voll anwenden? Es sei m die Masse des Elektrons und M die Massedes Protons. Gewinnen wir in der statischen N�aherung (M � m) die Mott-Formel zur�uck?Ursache der Streuung ist der Austausch eines virtuellen Photons (2. Ord-nung St�orungstheorie):
- -- -ooooouu12 43q = p2 � p3ProtonElektron

Die sich daraus ergebende �Ubergangsamplitude hat die Gestalth34jS � 1j12i = i�4(�p)F (12; 34) (320)mit �p = p1 + p2 � p3 � p4 und der StreuamplitudeF (12; 34) = e28�2 �u(3)�u(2)g��q2 �u(4)�u(1) (321)Um den Zusammenhang zwischen dem di�erentiellen Wirkungsquerschnittim Laborsystem und der Streuamplitude F zu �nden, ist eine lange und kom-plizierte Betrachtung notwendig103. Das Ergebnis ist eine einfache, allerdingsnur im statischen Limes g�ultige Formel� d�d
�Lab = �2M�2jF (12; 34)j2 M � m (322)Auf (321) angewandt bedeutet dies� d�d
�Lab = � �2Mq2�2 ja�bj2 (323)102Hier soll das Proton als elementares Dirac-Teilchen ohne innere Struktur aufgefa�twerden.103Vergleiche hierzu die ausf�uhrliche Diskussion in Bjorken, Drell Relativistische Quan-tenmechanik, Kapitel 7.4. 144



Hier haben wir zur Abk�urzung die komplexen Vierervektorena� = �u(3)�u(2) b� = �u(4)�u(1)eingef�uhrt. Angenommen, die Spinrichtung des Protons wird weder vor nochnach dem Streuproze� festgestellt. Dies veranla�t uns zu der folgenden Rech-nung: X�1;�4 ja�bj2 = X�1;�4 j�u(4)a=u(1)j2= Spur (p=4 +M)a=(p=1 +M)a== Spur p=4a=p=1a=+M2Spur a=a== p4 �a p1 ��a+ p4 ��a p1 �a+ (M2 � p1 �p4)jaj2Statische N�aherung bedeutet unter anderem p0i � M � jpij, (i = 1; 4), also12 X�1;�4 ja�bj2 = j2Ma0j2 = (2M)2ju(3)�u(2)j2 : (324)Indem wir dieses Ergebnis in (323) einsetzen, gelangen wir unmittelbar zurMott-Formel ; denn der vierdimensionale Impuls�ubertrag q2 unterscheidetsich von dem dreidimensionalen Ausdruck q2 nur durch das Vorzeichen:q2 = (p2 � p3)2 = �(p2 � p3)2 = �q2Der statische Limes wirkt sich damit in einer solchen Weise aus, da� e�ektivf�ur das Protonen-Matrixelement die Ersetzung vorgenommen wird:�u(4)�u(1) stat:Lim:�! � 2M � = 00 � 6= 0 (325)Die statische N�aherung erlaubt gleichzeitig, den Zusammenhang zwischender Feynman-Funktion des Photons, DF (x), und dem Coulomb-Potential zuerkennen: �(k2+ i0)�1 stimmt mit k�2, der Fourier-Transformierten des Po-tentials genau dann �uberein, wenn k0 = 0 gilt. Explizit,14�r = 1(2�)3 Z d3k eikx 1k2 = 1(2�)3 Z d4k �(k0) eikx 1�k2= �1(2�)4 Z d4k Z 1�1 dx0 e�ikx 1k2 = � Z 1�1 dx0DF (x)Es handelt sich hier um den Spezialfall m = 0 einer allgemeineren Formel.W�aren wir n�amlich von der g�ultigen Relatione�mr4�r = 1(2�)3 Z d3k eikx 1k2 +m2 (326)145



f�ur das Yukawa-Potential ausgegangen, so h�atte unsere obige Rechnung er-geben: e�mr4�r = � Z 1�1 dx0�F (x;m) (327)(r = jxj). In Worten: Das Yukawa-Potential beschreibt { unter den Bedin-gungen der statischen N�aherung { den Austausch eines virtuellen Bosons derMasse m. Die Reichweite dieses Potentials ist m�1, oder ~(mc)�1 (Compton-Wellenl�ange=2�). Identi�ziert man das Teilchen mit dem Pion, so erh�alt manauf diese Weise ein Potentialmodell, das mit gro�em Erfolg in der Kern-physik angewandt wird. Auch f�ur die Frage, ob das Photon eine von Nullverschiedene Masse besitzt, ist unser Ergebnis relevant: Jeder experimentel-le Test des elektrostatischen Potentials einer ruhenden Ladung bei gro�enAbst�anden (d.h. jede Abweichung vom 1=r-Verhalten), ist auch immer einTest auf die Masselosigkeit des Photons. Die augenblickliche Schranke liegtbei mphoton < 2�10�21 MeV.W�ahrend das 1=r-Verhalten des Coulomb-Potentials and des Gravita-tionspotentials f�ur gro�e Werte von r gut getestet und theoretisch verstandenist, gibt neuerdings Spekulationen �uber m�ogliche Abweichungen bei sehr klei-nen Werten von r, hervorgerufen durch E�ekte der Stringtheorie, die einen10-dimensionalen Raum an die Stelle des 4-dimensionalen Raumes der all-gemeinen Relativit�atstheorie setzt. Von den zus�atzlichen 6 `aufgerollten' Di-mensionen k�onnten einige makroskische Durchmesser haben (large extra di-mensions) und so das Gravitationspotential im Bereich r < 1mm beeinus-sen. Vereinfachend wollen wir annehmen, da� der euklidische Raum E3 durchden Raum En (n > 3) ersetzt wird. Das Potential, durch den Austausch mas-seloser Teilchen verursacht, ist weiterhin die L�osung der Poisson-Gleichungmit �-f�ormiger Quelle, also von der FormV (r) = 1(2�)n Z dnk ikxk2 (x 2 En; r = jxj):Die Integrationsvariable k 2 E 0n (=Dualraum zu En) hat weiterhin die phy-sikalische Dimension (L�ange)�1, das Integral also die Dimension (L�ange)2�n.Folglich V (r) = crn�2f�ur eine gewisse Konstante c. Trotz intensiver Suche nach dieser r-Abh�angig-keit im Submillimeterbereich, konnte bislang keine Abweichung von n = 3gefunden werden (s. Spektrum der Wissenschaft, Mai 2001).146



7.5 Elektromagnetische FormfaktorenUnsere Behandlung der e-p-Streuung ging von der Annahme aus, da� dasProton ein gew�ohnliches Dirac-Teilchen ist und keine innere Struktur besitzt:der Aufbau aus drei gebundenen Quarks blieb dabei unbeachtet. Da einest�orungstheoretische Behandlung von gebundenen Zust�anden sich von selbstverbietet, sind wir f�ur den Augenblick auf eine ph�anomenologische Analysedes Strommatrixelementes am Protonvertex angewiesen:
&%'$ooooo- -1 2q��Die allgemeine Gestalth2jj�(x)j1i = e(2�)�3eiqxb�(1; 2) q = p2 � p1 (328)begr�undet man leicht mit der Translationsinvarianz, und der Ansatzb�(1; 2) = �u(2)��(p1; p2)u(1) ��(p1; p2) = 4� 4�Matrix (329)ber�ucksichtigt die Spin-12 -Natur des Protons. F�ur ein strukturloses Protonh�atten wir ��(p1; p2) = �. Die komplexe Matrix �� ist keineswegs eindeutigdurch die Amplitude b� bestimmt. Dies folgt bereits schon aus dem Bestehender Relationen (p=1�M)u(1) = 0 und �u(2)(p=2�M) = 0. Andererseits habenwir eine Reihe von Bedingungen zu erf�ullen, n�amlich1. Stromerhaltung, 2. Realit�at des Stromes und 3. Lorentz-InvarianzDie drei Forderungen erf�ullt der Ansatz��(p1; p2) = �F1(q2) + 14M (q=� � �q=)(F2(q2) + i5F3(q2)) (330)mit reellen Funktionen Fi(q2), genannt Formfaktoren. Es l�a�t sich zeigen,da� unter den genannten Bedingungen104 dies der allgemeinste Ansatz ist.Es ist bemerkenswert, da� sich die Matrix �� immer so w�ahlen l�a�t, da� sienur von dem Impuls�ubertrag q = p2 � p1 abh�angig ist. Die Einf�uhrung von104Eine ungenannte, aber oft als selbstverst�andliche empfundene Bedingung ist die Ana-lytizit�at von �� in den Vektoren p1 und p2.147



Formfaktoren verallgemeinert das nichtrelativistische Konzept der (Fourier-transformierten) Ladungsverteilung.Invarianz unter Raum- und Zeitspiegelung w�aren zwei weitere diskutableBedingungen. Sie sind allerdings bei Einbeziehung der schwachen Wechsel-wirkung verletzt und d�urfen deshalb von uns nicht als absolut g�ultige Natur-gesetze betrachtet werden. Obwohl es sich hier um zwei ihrem Wesen nachsehr unterschiedliche Bedingungen handelt, w�urden sie doch an dieser Stelledas gleiche Resultat liefern: F3(q2) = 0. Bisher gibt es keine experimentel-len Hinweise auf F3(q2) 6= 0. Jeder der drei Formfaktoren entspricht einerbekannten me�baren Gr�o�e innerhalb der nichtrelativistischen Theorie einesSpin-12 -Teilchens:1. Die elektrische Ladung des Teilchens ist Q = eF1(0).2. Das magnetische Dipolmoment des Teilchens (im Ruhesystem) iste2M (F1(0) + F2(0)) :(e=2M)F1(0) ist das `normale', (e=2M)F2(0) das `anormale' magneti-sche Moment. Man setzt f�ur ein geladenes Teilcheng � 2 = 2F2(0)F1(0) ; (331)und nennt g das gyromagnetische Verh�altnis. Ein geladenes Dirac-Teilchenhat g = 2.3. Das elektrische Dipolmoment des Teilchens ist (e=2M)F3(0). Invarianzgegen Zeitumkehr schlie�t jedoch die Existenz eines solchen Momentesf�ur ein Spin-12-Teilchen aus.Einige experimentell bestimmte Werte sind:F1(0) F2(0) F3(0)Proton 1 1,792846 0Neutron 0 -1,913042 0Elektron -1 -0,001159 0Wir wollen diese Aussagen kurz begr�unden. Die Ladung des Teilchens istdurch Q = Z d3x h�jj0(x)j�ide�niert, wobei � irgendeine normierte Wellenfunktion bezeichnet:j�i = Z d3p2! X� �(p�)jp�i Z d3p2! X� j�(p�)j2 = 1148



Indem wir die Darstellungen (328), (329), (330) und �0(p; p) = 0F1(0) sowie�u(p; �)�u(p; �0) = 2!���0 benutzen, �nden wir:Q = e Z d3p2! Z d3p02!0 X�;�0 �(p�)�(p0�0)�3(p0 � p)�u(p; �)�0(p0; p)u(p0; �0)= eF1(0) Z d3p2! X� j�(p�)j2 = eF1(0)Und nun zum magnetischen Moment. Man de�niert es in der Elektrodynamikals den Vektor m = 12 Z d3x x� j(x) (332)und wir �ubernehmen die De�nition sinngem�a� f�ur die QED. Allerdings wirdm zu einem Operator, und wir haben die Aufgabe (�;m�) f�ur eine normierteWellenfunktion � zu berechnen. Die Rechnung ist �ahnlich wie zuvor; dasentscheidende Integral lautet jedoch1(2�)3 Z d3x x ei(p0�p)x = �i @@p0 �3(p0 � p)Zur Abk�urzung f�uhren wir den Dirac-Spinor (p) = (2M)�1=2X� �(p�)u(p; �)ein. Es handelt sich dabei um eine L�osung der Dirac-Gleichung mit der Nor-mierung Z d3p2! � (p) (p) = 1Wir setzen auch �� = f�0;�g, a(p0; p; t) = ei(!�!0)t(M=!0) � (p)�(p0; p) (p0)und erhalten so (�;m�) = ie12 Z d3p2! @@p0 � a(p; p0; t)����p0=p (333)Die Ableitung (@=@p0)f(M=!0) exp(�i!0t)g wird f�ur p0 = p zu einem Vektor� p. Andererseits ist auch � � � p, sobald p0 = p (denn �u(p; �)�u(p�0) =2p����0), und das aus beiden Ausdr�ucken gebildete Vektorprodukt verschwin-det. Auf diese Weise erkennt man, da� (�;m�) unabh�angig von t wird, undwir k�onnen t = 0 setzen:(�;m�) = ie12 Z d3p2! M! @@p0 � � (p)�(p0; p) (p0)����p0=p149



Aus den Identit�atenq=� � �q= = 2(p� + p0� + p=� + �p=0)(p=0 �M)u(p0; �0) = 0 �u(p; �)(p=�M) = 0mit q = p� p0 folgt die Gordon-Zerlegung�u(p; �)�u(p0; �0) = �u(p; �) � 12M (p� + p0�) + 14M (q=� � �q=)�u(p0; �0)(334)Mit ihr erhalten wir� (p)�(p0; p) (p0) =� (p) �(p + p0)F1(q2)2M + (q=~ � ~q=)F1(q2) + F2(q2) + i5F3(q2)4M � (p0)Nun verlangen wir, da� die Wellenfunktion  ein Proton beschreibt, das sichnahezu in Ruhe be�ndet, d.h. wir ersetzen ! durch M , also insbesondere q2durch �(p0 � p)2. Die nichtrelativistische N�aherung verlangt auch, da� wir (p) = pM � �(p)�(p) �schreiben. Hier ist �(p) der zweikomponentige Pauli-Spinor der nichtrelati-vistischen Theorie. Er ist so normiert, da�Z d3p ��(p)�(p) = 1gilt. Mit den ErwartungswertenhLi = Z d3p ��(p) ip� @@p �(p) (335)hSi = Z d3p ��(p)12~� �(p) (336)gewinnt man so die Darstellung(�;m�) = e2M hLi+ eM (F1(0) + F2(0))hSi (337)= e2M (hLi+ ghSi) (338)Der Erwartungswert hLi verschwindet, sobald das Teilchen sich in einem S-Zustand be�ndet. Der Term � hSi gibt den gesuchten Zusammenhang zwi-schen den Formfaktoren und dem intrinsischen magnetischen Moment des150



Teilchens. Eine �ahnliche Argumentation gibt uns die Beziehung des elektri-schen Dipolmomentes zum Formfaktor F3 an der Stelle q2 = 0.Wie gewinnt man Kenntnis �uber die numerischen Werte der FormfaktorenF1(q2) und F2(q2) des Protons oder Neutrons f�ur q2 < 0 ? Um in einemStreuexperiment merkbare Abweichungen von der Mott-Formel zu �nden,ben�otigt man ultrarelativistische Energien f�ur die streuenden Elektronen:Energien n�amlich, die vergleichbar mit der Ruhenergie des Protons sind. Indieser Situation gilt die Mott-Formel schon deshalb nicht, weil der R�ucksto�des Targetteilchens zu ber�ucksichtigen ist. An ihre Stelle tritt die Rosenbluth-Formel:� d�d
�Lab: = �2�F 21 � q24M2F 22 � cos2 �2 � q22M2 (F1 + F2)2 sin2 �24E2 �1 + 2ME sin2 �2 � sin4 �2 (339)Hier bezeichnet E die Energie der unpolarisierten Elektronen, deren Massevernachl�assigt wurde; q2 ist der relativistische Impuls�ubertrag, der stets q2 <0 erf�ullt. Von ihm h�angen die Formfaktoren ab; jedoch sind wir von F3(q2) = 0ausgegangen.7.6 Das anomale magnetische Moment des ElektronsDa man allgemein das Elektron als ein elementares Dirac-Teilchen ansieht,folgen seine elektromagnetischen Eigenschaften allein aus der QED. Im Prin-zip sind also die Formfaktoren Fi(q2) des Elektrons ihmRahmen einer St�orungs-theorie berechenbar. F�ur das Strommatrixelement zwischen Elektronzust�andenk�onnen wir den bekannten Ansatz benutzen:hp�jj�(x)jp0�0i = �e(2�)3 �u(p�)��(p0; p)u(p0�0) ei(p�p0)x (340)Durch die Wahl des Vorfaktors �e anstelle von e bekommt �� ein anderesVorzeichen verglichen mit dem Ansatz im Abschnitt 7.5. Damit wird erreicht,da� die Formfaktoren Fi des Elektrons nunmehr positive Gr�o�en sind. F�urdie Vertexfunktion gilt eine Entwicklung der Form��(p0; p) = � + e2��1(p0; p) +O(e4) (341)wobei �1 aus einem Dreiecksgraphen resultiert:
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u uu- -�����@@R@@������������ooooop0 � k p� kp� p0p0 pkWenden wir die Feynman-Regeln zur Berechnung dieses Graphen an, so er-halten wir (f�ur das Dreieck allein):��1 = �i(2�)4 Z d4k 1k2 + i0� p=� k=+m(p�k)2 �m2 + i0� p=0 � k=+m(p0�k)2 �m2 + i0� (342)Zur Vereinfachung des Integranden kann man die Relationen(p� k)2 �m2 = k2 � 2pk (343)(p0 � k)2 �m2 = k2 � 2p0k (344)anwenden. Das Integral ist in zweierlei Hinsicht unbestimmt: Zum einen di-vergiert es f�ur gro�e Werte der Komponenten von k (Ultraviolett-Divergenz),zum anderen divergiert es bei k = 0 (Infrarot-Divergenz). Um das Integralinfrarotkonvergent zu machen, f�uhren wir vor�ubergehend eine endliche Pho-tonmasse � ein, d.h. wir ersetzen (k2 + i0)�1 durch (k2 � �2 + i0)�1. EineAlternative dazu w�are der Ausschlu� einer Umgebung von k = 0 bei derIntegration. Unsere Wahl der Regularisierung hat den Vorzug, da� sie dieLorentz-Invarianz des Integrals nicht st�ort. Nach Einf�uhrung der Photon-masse ist es bequem, die folgenden Abk�urzungen zu benutzen:a1 = k2��2+i0 ; a2 = k2�2pk+i0 ; a3 = k2�2p0k+i0 (345)Dabei wollen wir die ai als Funktionen von k ansehen, w�ahrend p und p0 festgew�ahlt sind. Mit der HilfsfunktionF (x) = 1(2�)4 Z d4k e�ikxa1a2a3 (x 2M4) (346)und dem AbleitungsoperatorD� = �i�(p=� i@=+m)�(p=0 � i@=+m)� (347)kann man schreiben: ��1 = D�F (x)jx=0 : (348)152



Es ist evident, da� F (x) eine skalare Funktion ist und die Matrixstruktur derVertexfunktion in D� verborgen ist. F�ur die Analyse von Integralen vom Typ(346) benutzt man { nach einem Vorschlag von R.Feynman { ein neues Werk-zeug, n�amlich eine Integralformel, die aus vielerlei Gr�unden bemerkenswertist: 3Yi=1 1ai = 2 Z 10 d�1 Z 10 d�2 Z 10 d�3 �(P �i � 1)(P�iai)3 (349)Voraussetzung f�ur die G�ultigkeit ist, das P �iai keine Nullstelle im Integra-tionsgebiet besitzt. Beachtet man die �-Funktion im Integranden, so erkenntman, da� dieses Gebiet die Form eines Dreiecks hat mit den Eckpunkten(1; 0; 0), (0; 1; 0) und (0; 0; 1); und die genannte Voraussetzung ist erf�ullt, so-bald Imai > 0 gilt. Dies ist aber in allen Anwendungen durch die i0-Vorschriftbei den Propagatoren gew�ahrleistet.In den folgenden Formeln benutzen wir die Abk�urzungd� = � d�1d�2d�3 �(P�i � 1) 0 � �i � 10 sonst (350)Zun�achst folgt aus (345) und P�i = 1 :X�iai = k2 � 2ka(�)� �1�2 + i0= [k � a(�)]2 �M2(�) + i0mit den Abk�urzungena(�) = �2p + �3p0M2(�) = a(�)2 + �1�2= �1�2 + (�2 + �3)2m2 � �2�3q2(q = p� p0). Sodann k�onnen wir schreiben:F (x) = 2 Z d� Z d4k(2�)4 e�ikx([k � a)]2 �M2 + i0)3 (351)= 2 Z d� e�ixa Z d4k(2�)4 e�ikx(k2 �M2 + i0)3 (352)F�ur den �Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile haben wir die Substitutionk�a! k vorgenommen. Man erh�alt so ein k-Integral, dessen Verwandtschaftzur Feynman-Funktion�F (x;M) = Z d4k(2�)4 e�ikxk2 �M2 + i0 (353)153



o�ensichtlich ist. Denn durch zweimaliges Ableiten nach M2 entsteht geradeder gew�unschte Ausdruck:� dd(M2)�2�F (x;M) = 2 Z d4k(2�)4 e�ikx(k2 �M2 + i0)3 (354)Andererseits gestattet die Feynman-Funktion eine Integraldarstellung ganzanderer Art105:�F (x;M) = ��2(2�)4 Z 10 dss2 exp��is(M2 � i0)� ix2 � i04s � (355)Die Konsequenz davon ist:� dd(M2)�2�F (x;M) = �2(2�)4 Z 10 ds exp��is(M2 � i0)� ix24s� (356)Fassen wir zusammen: Die ��1 -Funktion l�a�t sich als ein Integral der folgendenArt schreiben,��1 = (2�)�4 Z d� Z 10 ds e�is[M2(�)�i0] f�(a(�); s)f�(a; s) = D� exp��ixa � ix24s� ����x=0= �i�(p=� a=+m)�(p=0 � a= +m)� + 12s�����= �i�(p=� a=+m)�(p=0 � a= +m)� + 2s�Hierbei entstehen zwei einfache Integrale �uber s, von denen eines problema-tisch ist: Z 10 ds e�is(M2�i0) = 1iM2 (357)Z 10 dss e�is(M2�i0) = divergent (358)Das divergente Integral regularisieren wir so:Z 1r dss e�is(M2�i0) = �Ei(�irM2 � 0) (r > 0) (359)= �C � log(irM2 + 0) +O(r) (r # 0)(360)105Diese Formel resultiert aus einer bekannten Integraldarstellung der Hankel-FunktionH(1)1 (z). 154



Hier haben wir von der in der Mathematik �ofter ben�otigten FunktionEi(z) = � Z 1�z e�tt dt = C + log(�z) + 1Xn=1 znn�n! (361)Gebrauch gemacht; C = 0:5772 : : : ist die Euler-Konstante. Damit habenwir die Ultraviolettdivergenz zun�achst einmal beseitigt. Jedoch h�angt unse-re Vertexfunktion von dem willk�urlichen Parameter r ab: ��(p0; p; r). Nunwenden wir ein Verfahren an, da� man Ladungsrenormierung nennt. Wirm�ochten n�amlich erreichen, da� �e die Ladung des Elektrons ist. Um dieszu gew�ahrleisten, mu� ��(p; p)=̂� gelten106. Wir erreichen das gew�unschteVerhalten, wenn wir die renormierte Vertexfunktion durch die Vorschrift��ren(p0; p) = � + e2 limr!0 [��1 (p0; p; r)� ��1(p; p; r)] (362)= � + e2��ren;1(p0; p) (363)konstruieren. Wir m�ochten nat�urlich verstehen, was diese Vorschrift physi-kalisch bedeutet. Man �uberlegt sich sofort, da� ��(p; p; r)=̂c(r)� gilt mitc(0) = 1. Rein formal haben wir durch die Ladungsrenormierung ein Viel-faches des 'nackten' Vertex, n�amlich c(0)�, von ��1 (p0; p; 0) abgezogen. Be-ginnen wir die St�orungstheorie daher mit der 'unrenormierten' Ladung e0 inder Wechselwirkung, so liefert unser Verfahren die renormierte107 (d.h. dieexperimentell beobachtete) Ladung e = e0 � c(0)e30 + � � �. Nun ist aber e dieGr�o�e, die wir als 'klein' anzusehen haben, und auch diejenige, nach der zuentwickeln ist. Folglich m�ussen wir umgekehrt von einer Reihenentwicklunge0 = e + c1e3 + c2e5 + � � � mit unbekannten Koe�zienten ci ausgehen, dieOrdnung f�ur Ordnung durch die Renormierungsbedingung ��(p; p)=̂� zubestimmen sind. Insgesamt gelangen wir so zu einer Reihenentwicklung derVertexfunktion nach der renormierten Ladung e . Von dieser Entwicklungwollen wir hier nur den Term der Ordnung e2 bestimmen. Konkret bedeutetdas Verfahren, da� wirM20 =M2(�)jp0=p = (�2 + �3)2m2 + �1�2 (364)de�nieren und damit die folgende Di�erenz ermitteln:limr!0Z 1r dss he�is(M2�i0) � e�is(M20�i0)i = logM20M2 (365)106Vergleiche die Beschreibung der Vertexfunktion durch Formfaktoren und die Diskus-sion im Abschnitt 7.5. Das Zeichen =̂ bedeutet hier, das die beiden Ausdr�ucke zwischenden Spinoren �u und u das gleiche Ergebnis liefern.107Wir ermitteln hier die Ladungsrenormierung nur in niedrigster Ordnung. Weitere Kor-rekturen werden bei einer Diskussion der 5., 7. usw. Ordnung notwendig.155



Als Hilfsgr�o�e f�uhren wir sodann die regularisierte ��1 -Funktion ein:��reg;1(p0; p) = 1(2�)4 Z d� ��1M2�(p=� a=+m)�(p=0 � a=+m)� + 2� logM20M2�die noch nicht ��reg;1(p; p) = 0 erf�ullt. Jedoch erhalten wir die renormierte��1 -Funktion nun leicht als��ren;1(p0; p) = ��reg;1(p0; p)� ��reg;1(p; p) (366)Nun k�onnen wir uns dem algebraischen AusdruckR(�) = ��(p=� a=+m)�(p=0 � a=+m)�widmen. Die Eigenschaften der -Matrizen benutzend �ndet man:12 [R(�1; �2; �3) +R(�1; �3; �2)]=̂2m2(�21 � 4�1 + 1)� +m�1(1� �1)[q=; �] + 2q2(1� �2)(1� �3)�(q = p � p0). Die Symmetrisierung bez�uglich der Abh�angigkeit von �2 und�3 konnten wir deshalb durchf�uhren, weil d�, M(�) und das Integrationsge-biet diese Symmetrie besitzen. Dr�ucken wir die Vertexfunktion mit Hilfe derFormfaktoren aus,��ren(p0; p) = �F1(q2) + 14m [q=; �]F2(q2) ; (367)so erhalten wir Integralausdr�ucke f�ur F1 und F2:F1(q2) = 1 + e28�2 Z d� �(�21 � 4�1 + 1)� m2M2(�) � m2M20 (�)�+ (1� �2)(1� �3) q2M2(�) + logM20 (�)M2(�)�F2(q2) = e24�2 Z d� �1(1� �1) m2M2(�) (368)Hier ist insbesondere der Wert F2(0) von Interesse:F2(0) = e24�2 Z 10 d�1 Z 10 d�2 Z 10 d�3 �(X�i � 1) �1(1� �1)(1� �1)2 + �1(�=m)2= e24�2 Z 10 d�1 Z 1��10 d�2 �1(1� �1)(1� �1)2 + �1(�=m)2= e24�2 Z 10 d�1 �1(1� �1)2(1� �1)2 + �1(�=m)2156



An dieser Stelle angekommen, k�onnen wir aufatmen. Denn das verbleibendeIntegral ist auch dann noch konvergent, wenn wir der Photonmasse � ihrenphysikalischen Wert Null geben. Das auszuwertende Integral ist sehr einfach:R 10 d�1 �1 = 12 . Indem wir die Feinstrukturkonstante � = e2=(4�) einf�uhren,lautet das Resultat f�ur das anomale magnetische Moment des Elektrons:F2(0) = �2� (369)Eine andere Art dasselbe zu sagen ist g�2 = �=�. Das Resultat (J.Schwinger1948) und dessen experimentelle Best�atigung war eines der ersten Triumpheder Feldtheorie.Das Integral, das den Formfaktor F2(q2) de�niert, l�a�t sich f�ur � = 0geschlossen l�osen:F2(q2) = �2� �sinh� (2m sinh(�=2))2 = �q2 � 0 (370)Die Variable � wurde hier nur als eine bequeme Hilfsgr�o�e einf�uhrt. Inter-essant ist auch, da� der Formfaktor sich analytisch fortsetzen l�a�t, wenn wirn�amlich z = q2 als eine komplexe Variable au�assen. Wir gelangen so zu einerkomplexen Funktion F2(z), die die Beziehung F2(z) = F2(�z) erf�ullt. Auch indem Bereich 0 � q2 < 4m2 (hier gilt � = i�) ist F2(q2) noch reell:F2(q2) = �2� �sin � (2m sin(�=2))2 = q2 � 0 (371)Die Stelle q2 = 4m2 ist ein Verzweigungspunkt f�ur die analytische Funktion.Man �ndet jenseits dieses Punktes einen Imagin�arteil der Funktion108:ImF2(q2 + i0) = �ImF2(q2 � i0) = �m2q2 �1� 4m2q2 ��1=2+ � 0 (372)Durch eine direkte Rechnung best�atigt man die G�ultigkeit der Dispersions-relation F2(z) = 1� Z 14m2 dt ImF2(t+ i0)t� z ; (373)die nicht nur in jeder Ordnung der St�orungstheorie, sondern, aufgrund funk-tionentheoretischer Argumente, sogar allgemeine G�ultigkeit beansprucht. Da�108Unter x�+ (x 2 R) versteht man diejenige Funktion von x, die den Wert 0 f�ur x � 0und den Wert x� f�ur x > 0 annimmt. 157



der Wert (2m)2 als die untere Grenze des Integrals auftritt, liegt darin be-gr�undet, da� 2m die kleinste Energie eines e+e�-Paares ist.Man hat zeigen k�onnen, da� F2(0) in allen Ordnungen der St�orungstheoriefrei von Infrarotdivergenzen ist. Diese Tatsache erlaubt es, g � 2 sehr genauals eine Reihe nach �n theoretisch zu bestimmen:g � 2 = �� (1 Graph)+����2 �19772 + �26 � �2 log 2 + 32�(3)� (7 Graphen)+����3 [2; 98� 0; 40] (72 Graphen)Die Berechnung des Beitrages der Ordnung �2 gelang Sommer�eld und Pe-termann im Jahre 1957; �(s) ist die Riemannsche Zetafunktion, und der Wertdes Ausdruckes in der eckigen Klammer ist �0;6595 79314.Die Berechnung des Beitrages der Ordnung �3 erforderte einen hohen Auf-wand: 30 Physiker und eine Gro�rechenanlage waren daran beteiligt. Das Er-gebnis blieb dennoch ungenau, weil hier Monte-Carlo-Integrationstechnikenzur Bew�altigung mehrdimensionaler Integrale eingesetzt wurden. Ingesamterh�alt den den folgenden theoretischen Wert:(g � 2)Theorie = 0,00232 28195(34) (Ordnung �)�0,00000 35446 (Ordnung �2)+0,00000 00373(50) (Ordnung �3)0,00231 93122(84)Die letzten beiden Stellen sind mit Fehlern behaftet, die in Klammern an-gegeben wurden. Sie haben jedoch verschiedenen Ursprung: (34) beruht aufder Ungenauigkeit, mit der die Feinstrukturkonstante bekannt ist, (50) be-ruht auf der ungenauen Rechnung in der Ordnung �3.Auch im Experiment hat man eine erstaunliche Genauigkeit erzielt:(g � 2)Exp: = 0; 00231 93154(70) ;so da� wir von einer hervoragenden �Ubereinstimmung mit der theoretischenVorhersage sprechen k�onnen.Wenden wir uns nun dem Formfaktor F1 zu. Seine Struktur ist wesentlichkomplizierter. Auch hier kann man F1(q2) zu einer analytischen FunktionF1(z) erweitern mit einem Verzweigungspunkt bei z = 4m2, und es gilt eineDispersionsrelation der FormF1(z) = 1 + z� Z 14m2 dt ImF1(t+ i0)t(t� z) (374)158



mit ImF1(t + i0) � 0. Jedoch gelingt es hier nicht, die Photonmasse gleichNull zu setzen: ImF1(t + i0) ist infrarotdivergent. Die Ursache mag darinzu suchen sein, da� wir den Dreiecksgraphen isoliert betrachtet und keineStrahlungskorrekturen ber�ucksichtigt haben. In einem realistischen Experi-ment ist nicht auszuschlie�en, da� das Elektron von weicher unbeobachtbarerBremsstrahlung begleitet wird. Wir verstehen dies als eine Warnung, da� einFeynman-Graph f�ur sich genommen unter Umst�anden kein sinnvolles Resul-tat hat. Die Frage "Welche Ladungsverteilung hat das Elektron?\ kann nichtlosgel�ost werden von der Frage "Durch welches Experiment, insbesonderemit welcher Energieau�osung des Detektors soll der Formfaktor F1 bestimmtwerden?\.7.7 Die Compton-StreuformelDie Streuung von Photonen an Elektronen wird in der Ordnung e2 durchzwei Feynman-Graphen bestimmt:
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q0 = p� k0F�ur die �Ubergangsamplitude schreiben wir wie fr�uherhp0�0; k0�0jS � 1jp�; k�i = i�4(�p)F (375)mit �p = p+ k� p0� k0. Indem wir die Feynman-Regeln anwenden, erhaltenaus den beiden Graphen die folgende Darstellung f�ur die Streuamplitude F :F = �(e=2�)2�u(p0�0)Au(p�) (376)A = e��0(k0)B�� e��(k) (377)B�� = � q=0 +mq02 �m2� + � q=+mq2 �m2� (378)159



Ohne ein bestimmtes Bezugssystem auszuzeichnen, kann allgemein der di�e-rentielle Wirkungsquerschnitt f�ur die Zweiteilchenstreuung durch die Formeld� = �2K jF j2 d# (379)eingef�uhrt werden mit K =p(pk)2 � p2k2. Im vorliegenden Fall gilt k2 = 0,also K = pk. Bei festen Eingangsimpulsen p und k sind die Ausgangsimpulsep0 und k0 auf eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, den Phasenraum derStreureaktion beschr�ankt, auf dem das Lorentz-invariante Ma�d# = �4(�p)d3p02p00 d3k02k00 (380)de�niert ist. Den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt f�ur unpolarisierte Elek-tronen und Photonen erh�alt man als109d�� = �2pk 12X�;�0 12X�;�0 j�u(p0�0)Au(p�)j2 d# (381)= �24pkX�;�0 Spur(p=0 +m)A(p=+m) �A d# (382)= �24pkSpur(p=0 +m)B��(p=+m)B�� d# (383)Hierbei machten wir von der Summenformel110X� e��(k)e��(k) = �g�� � k�k�(nk)2 + k�n� + n�k�nk ; (384)von der Stromerhaltung k�B�� = 0 = B��k� und von �B�� = B�� Gebrauch.Schlie�lich beachten wirq2 �m2 = (p+ k)2 �m2 = 2pkq02 �m2 = (p� k0)2 �m2 = �2pk0109In der Dirac-Theorie schreiben wir �A = 0A�0 f�ur eine 4� 4-Matrix A, wenn A� diegew�ohnliche adjungierte Matrix darstellt.110Durch die Summe �uber die beiden Helizit�aten � = �1 des Photons entsteht der Pola-risationstensor P ��(k) f�ur k2 = 0, den wir in der allgemeinen Form, n�amlich f�ur k2 6= 0,schon fr�uher untersucht haben (siehe das Kapitel 6).160



und erhalten d�� = �216pk � r(pk)2 � s+ s0(pk)(pk0) + r0(pk0)2� d# (385)mit den Abk�urzungen:r = Spur (p=0 +m)�(q=+m)�(p=+m)�(q=+m)�s = Spur (p=0 +m)�(q=+m)�(p=+m)�(q=0 +m)�s0 = Spur (p=0 +m)�(q=0 +m)�(p=+m)�(q=+m)�r0 = Spur (p=0 +m)�(q=0 +m)�(p=+m)�(q=0 +m)�Zur Vereinfachung benutzen wir die algebraischen Identit�aten�� = 4 (386)�a=� = �2a= (387)�a=b=� = 4ab (388)�a=b=c=� = �2c=b=a= (389)Durch Vertauschung von q mit q0 entsteht r0 aus r und ebenso s0 aus s. Esgen�ugt daher r und s auszurechnen:r = 4Spur(p=0 � 2m)(q=+m)(p=� 2m)(q=+m)= 16 �4m4 +m2(4q2 + pp0 � 4pq � 4p0q) + 2(pq)(p0q0)� q2(pp0)�s = 4Spur(q=+m)[mp=0q=0 � 2(pp0)q=0 +m(q=0 + p=0)(p=+m) +m2(p=� 2m)]= 16 �m2(pq + p0q0)� 2(pp0)(qq0) +m2(q + p)(q0 + p0)� 2m4�Bislang haben wir von der Relation p + k = p0 + k0 noch keinen Gebrauchgemacht. Wird sie ber�ucksichtigt, so kann man die Lorentz-invarianten alge-braischen Ausdr�ucke r; r; r0; s0 auf die Produkte pk und pk0 zur�uckf�uhren:r = 32[m4 +m2pk + (pk)(pk0)] (390)s+ s0 = 32m2[2m2 + pk � pk0] (391)r0 = 32[m4 �m2pk0 + (pk)(pk0)] (392)Mit Hilfe dieser Formeln l�a�t sich d�� in die folgende Gestalt bringen:d�� = 2�2pk " pkpk0 + pk0pk +�1 +m�mpk � mpk0��2 � 1# d# (393)Als spezielles Bezugssystem w�ahlen wir das Laborsystem, so da� p = (m; 0; 0; 0)und kk0 = !!0(1� cos �) gilt, wobei � der Streuwinkel ist; ! und !0 sind die161



Photonenergien vor bzw. nach der Streuung. Der in�nitesimale Raumwinkeld
, in dem das Photon nach der Streuung registriert wird, ist durchd3k0 = !02d!0 d
gegeben. F�ur den Vergleich mit dem Experiment w�unscht man sich eine For-mel f�ur d��=d
. Dazu setzen wirf(!; !0) = 2�2m! " !!0 + !0! +�1 +m� 1! � 1!0��2 � 1# ;formen das Integrationsma� (380) geeignet um,d# = 12!0d!0d
�(p00)�(p02 �m2)�4(p0 + k0 � p� k0)und integrieren d�� unter Festhaltung des Raumwinkels 
:d��d
 = 12 Z 10 !0d!0 f(!; !0) Z d4p0�(p00)�(p02 �m2)�4(p0 + k0 � p� k0)= 12 Z 10 !0d!0 f(!; !0)�(m! �m!0 � kk0)Die verbleibende �-Funktion l�a�t sich umformen:�(m! �m!0 � kk0) = !0m!�(!0 � !0) !0 := m!m+ !(1� cos�)Nach Ausf�uhrung der !0-Integration schreiben wir wieder !0 anstelle von !0und gewinnen so die Klein-Nishina-Formel:� d��d
�Lab: = �22m2 �!0! �2� !!0 + !0! � sin2�� (394)!0 und � sind durch die bekannte Relation verkn�upft:1!0 � 1! = 1m(1� cos�) (395)Es gilt somit stets !0 � ! . Das Quadrat des klassischen Elektronenradiusre = �m = 2; 8179 � 10�15 m (396)162



bestimmt in der Comptonstreuung die Gr�o�enordnung des Wirkungsquer-schnittes: d��=d
 � 10�30 m2F�ur die Streuung in Vorw�artsrichtung (� = 0; !0 = !) �nden wir einenenergieunabh�angigen Ausdruck:� d��d
�Lab: �=0 = r2e (397)Interessant ist ferner das Verhalten im optischen Bereich ! � m (statischeN�aherung f�ur das Elektron). Hier geht die Klein-Nishina-Formel in die klas-sische Thomson-Formel �uber:d��d
 = 12r2e(1 + cos2�) (398)Das Licht erf�ahrt hierbei keine Frequenz�anderung, und das Elektron erh�altkeinen R�ucksto�. Die Thomson-Formel zeigt die f�ur Lichtstreuung charakteri-stische Vorw�arts-R�uckw�arts-Symmetrie (Invarianz gegen�uber der Ersetzung�! � � �).Im Falle des Thomson-Limes ist es auch leicht, den totalen Wirkungs-querschnitt zu errechnen. Zu disem Zweck setzt mand
 = d� d(cos�)und f�uhrt die beiden Winkelintegrationen aus111:�tot = 12r2e 2� Z 1�1 d� (1 + �2) = 8�3 r2e (399)wobei wir � = cos� gesetzt haben.
111Der numerische Wert ist 0; 66523 � 10�28 m2 . Als bequeme Einheit f�ur Wirkungs-querschnitte gilt 1 barn = 10�28 m2, so da� man die Faustregel formulieren kann:�tot(Thomson) = 2=3 barn. 163



8 Die Fermion-DeterminanteFast alle gegenw�artig benutzten feldtheoretischen Ans�atze in der Teilchen-physik gehen davon aus, da� die Lagrange-Dichte bilinear in den Fermi-Feldern ist. Aus diesem Bauprinzip folgt eine explizite Formel f�ur (
; S
),wenn S der Streuoperator f�ur ein Modell mit �au�erem Feld ist (d.h. Gra-phen mit innere Bosonlinien werden vernachl�assigt). Die Ableitung der For-mel ben�otigt Konzepte der multilinearen Algebra und f�uhrt zu einer funda-mentalen Gr�o�e des Modells, die man die Fermion-Determinante nennt. Sierepr�asentiert gewisserma�en die Summe aller Feynman-Graphen, die zweiBedingungen gen�ugen: (1) alle inneren Linien sind Fermionlinien, (2) alle�au�eren Linien sind Bosonlinien. Betrachtet man die Fermion-Determinanteals ein Funktional, abh�angig von �au�eren Quellen und einem �au�eren Feld,so wird diese Gr�o�e zu einem wichtigen Baustein der QED, der QCD oderauch der Salam-Weinberg-Theorie.8.1 RegularisierungEin Paradebeispiel ist die Paarerzeugung in einem starken �au�eren elektro-magnetischen Feld. �Au�ere Str�ome und Potentiale wurden schon mehrfachangesprochen. Bei Problemen mit starken Feldern ist es notwendig, die ver-trauten Pfade der St�orungsrechnung zu verlassen und neue Rechenmethodenzu entwickeln. Es sei also A�(x) das �au�ere elektromagnetische Potential und (x) das freie Dirac-Feld zur Beschreibung von Elektronen und Positronen112.Der formale Ausdruck f�ur den S-Operator ist113S = T exp��ie Z d4x � (x)A=(x) (x)� (400)Wenn im folgenden von dem Vakuum 
 die Rede ist, so ist wichtig im Augezu behalten, da� es sich hierbei zwar um einen Zustand ohne Elektronenund Positronen, aber doch um einen das �au�ere Feld beschreibenden Zustandhandelt. In einem gewissen Sinne sind das Vakuum 
 und das Feld A�(x)ein und dasselbe, besser: sie entsprechen einander. Nat�urlich gilt hier nicht112Wenn man �uberhaupt eine Chance hat, Paarerzeugung zu beobachten, wird man seineHo�nung prim�ar auf die leichtesten Fermionen richten. Die f�ur die Erzeugung notwendigeEnergie stammt aus dem �au�eren Feld, das in diesem Modell ein unendliches Energiere-servoir darstellt.113Wir verzichten an dieser Stelle (d.h. au�erhalb der St�orungsrechnung) auf dieEinf�uhrung des Wick-Produktes : � � :, die nur eine unendliche Phase aus dem S-Operator entfernt. Grund: diese Eliminierung verbessert den Ausdruck keineswegs, wieman glauben k�onnte, weil es weitere Beitr�age gibt, die sich zu einer unendlichen Phaseaufaddieren. Hier hilft nur eine strikte Anwendung der Regularisierungsvorschrift.164



S
 = ei�
, und somit ist die Amplitude (
; S
) die erste Gr�o�e der Theorie,auf die sich unser Interesse richtet.Sobald A�(x) 6= 0 gilt, n�utzen keine noch so strengen Bedingungen anden Verlauf dieser Funktion bei dem Versuch, dem Ausdruck (400), so wieer steht, einen mathematisch einwandfreien Sinn zu geben. Er mu� in jedemFall regularisiert werden. Hierzu gibt es mehrere M�oglichkeiten. Sehr drasti-sche Eingri�e in die Raum-Zeit-Struktur erlaubt sich die Methode, die denMinkowski-Raum (oder einen korrespondierenden vierdimensionalen euklidi-schen Raum) durch ein endliches Gitter ersetzt. Wir gehen einen anderenWeg.Als Zerlegung der Einheit bezeichnen wir ein System von geeignet gew�ahl-ten Testfunktionen114 fn :M4 ! C 4 (n = 1; 2; : : :) mit1Xn=1 fn(x) �fn(y) = �4(x� y)1l4 (401)Im folgenden benutzen wir die Abk�urzungenan = Z d4x �fn(x) (x) (402)ayn = Z d4x � (x)fn(x) (403)Ann0 = Z d4x �fn(x)A=(x)fn0(x) (404)iBnn0 = (
; T (anayn0)
) = i Z d4xZ d4y �fn(x)SF (x� y;m) fn0(y)(405)Die Wahl der Testfunktionen fn ist o�ensichtlich dadurch eingeschr�ankt, da�die Existenz der Integrale (404) und (405) gew�ahrleistet sein mu�. Die zu-grunde liegende Idee wird sichtbar, wenn wir f�ur jedes nat�urliche N < 1eine regularisierte Form des Wirkungsintegrals de�nieren, so da�Z d4x � (x)A=(x) (x) = limN!1 NXn;m aynAnmam : (406)In Worten: Wir erhalten das volle Wirkungsintegral aus seiner regularisier-ten Fassung f�ur N ! 1, sind jedoch gehalten, die Zahl N in allen Rech-nungen endlich zu lassen, bis wir zu physikalischen Gr�o�en gelangen, deren114Hier ist fn(x) als ein Dirac-Spinor aufzufassen. Es gilt, wie in der Dirac-Theorie ver-einbart, �fn(x) = f�n(x)0. 165



Limes existiert. Deshalb vereinbaren wir, da� A und B von nun an N �N -Matrizen sind. Es ist zweckm�a�ig, als weitere Matrix das Produkt AB = Ceinzuf�uhren, dessen Bedeutung ausiCnn0 = (
; T (a0nayn0)
) a0n :=Xm Anmam (407)ersichtlich ist: C ist die regularisierte Form von(
; TA=(x) (x) � (y)
) :Wir entwickeln die e-Funktion in dem regularisierten Ausdruck f�ur (
; S
),um das T-Exponential auf das T-Produkt zur�uckzuf�uhren:(
; S
) = 1 + 1Xp=1 (�ie)pp! (
; T �Pn ayna0n�p
) (408)Weiter folgt(
; T �Pn ayna0n�p 
) = Xn1;:::;np(
; T (ayn1a0n1ayn2a0n2 � � �aynpa0np)
)= Xn1;:::;np X�2Sp(�1)psgn� pYi=1(
; T (a0niayn�(i))
)(409)= (�i)p Xn1;:::;np X�2Sp sgn� pYi=1 Cni;n�(i)= (�i)pp! Xn1<n2<���<np ������� Cn1n1 � � � Cn1np... ...Cnpn1 � � � Cnpnp ������� (410)wobei Sp die Gruppe der Permutationen von p Elementen bezeichnet. DieHerkunft des in (409) auftretenden Vorzeichens erkl�art sich dadurch, da�allgemein (�1)psgn� = (�1)r gilt, wenn r die Anzahl der Vertauschungen(Nachbartranspositionen) von Dirac-Feldern bei dem �Ubergangayn1a0n1ayn2a0n2 � � �aynpa0np ! a0n1ayn�(1)a0n2ayn�(2)a0npayn�(p)darstellt.8.2 �Au�ere AlgebraDas Ergebnis des letzten Abschnittes weist auf ein Gebiet der Algebra, dasvon Grassmann entdeckt und von Poincar�e und E.Cartan zur Perfektion166



entwickelt wurde: den �au�eren Produktkalk�ul. An dieser Stelle soll davonnur soviel mitgeteilt werden, da� wir damit arbeiten k�onnen115Es sei E ein komplex-linearer Raum der Dimension N . Wir betrachtenTensorprodukte von E mit sich selbst, insbesondere seiNpE = E 
 E 
 � � � 
 E (p Faktoren)das p-fache tensorielle Eigenprodukt. In ihm �nden wir den UnterraumNp(E),der von allen Produkten der Forma1 
 � � � 
 ap (ai 2 E)aufgespannt wird, bei denen ai = aj f�ur wenigstens ein Paar i 6= j gilt. Alsdas p-fache �au�ere Produkt von E bezeichnet man den QuotientenVpE = NpE=Np(E)Die Elemente von VpE werden p-Vektoren genannt. Die kanonische (lineare,injektive) Abbildung NpE ! VpE f�uhrt jedes Tensorprodukt a1
 � � � 
apin das korrespondierende �au�ere Produkt a1^ � � � ^ap �uber. Bezeichnet �irgendeine Permutation der Zahlen 1; : : : ; p, so gilta�(1) ^ � � � ^ a�(p) = sgn� a1^ � � � ^apEs sei fengn=1;:::;N eine Basis in E. Dann bilden die p-VektoreneI := en1^ � � � ^enp (n1 < � � � < np)eine Basis in VpE. Mit I haben wir diejenige Teilmenge von (1,2,: : :,N) be-zeichnet, die aus den Zahlen n1; : : : ; np besteht. Aus der 1:1-Korrespondenzzwischen p-Teilmengen und Basisvektoren folgtdimVpE = �Np� (1 � p � n)Es sei C : E ! E irgendeine lineare Abbildung. Dann ist ihr nach Wahleiner Basis in E eine Matrix zugeordnet:Cem = NXn=1 Cnmen115Genaueres kann man in dem Buch von W.Greub Multilinear Algebra, Springer 1978,nachlesen. Insbesondere sei auf die Kapitel 5 und 7 verwiesen.167



Andererseits induziert C auf nat�urliche Weise eine lineare AbbildungVpC : VpE ! VpEdurch die Vorschrift VpC (a1^ � � � ^ap) = Ca1 ^ � � � ^ Cap so da� gilt:VpC eJ = XjIj=pCIJ eI(Summe �uber alle p-Mengen I), und zwar mit den Koe�zientenCIJ = ������� Cn1m1 � � � Cn1mp... ...Cnpm1 � � � Cnpmp ������� I = (n1; : : : ; np)J = (m1; : : : ; mp)Das Konzept der 'Spur' einer Abbildung ist, wie man wei�, basisunabh�angig.Mit seiner Hilfe gelingt es, alleN Invarianten116 von C : E ! E zu de�nieren:SpurVpC = XjIj=pCII = Xn1<n2<���<np ������� Cn1n1 � � � Cn1np... ...Cnpn1 � � � Cnpnp ������� (p = 1; : : : ; N)Insbesondere gilt SpurC = SpurV1C und detC = SpurVNC.Als �au�ere Algebra bezeichnet man die direkte Summe117VE = LNp=0VpEwobei man V0E mit dem eindimensionalen Raum C identi�ziert, den mansich von dem Basisvektor e; (; = leere Menge) aufgespannt denkt. Mit dieserVereinbarung kann behauptet werden: Aus der Basis feng in E gewinnt mandie Basis feIg in VE, falls I �uber alle Teilmengen von (1; : : : ; N) l�auft.O�enbar ist dimVE = 2NJede lineare Transformation C : E ! E besitzt eine nat�urliche ErweiterungVC : VE ! VEindem VC auf jedem Teilraum VpE mit VpC identi�ert wird. Man setztV0C = 1. Als Matrixelemente von VC haben wir nun alle Koe�zienten CIJ116Im wesentlichen die Koe�zienten des charakteristischen Polynoms.117Bez�uglich des ^-Produktes handelt es sich in der Tat um eine Algebra.168



anzusehen, wobei I und J beliebige Teilmengen von (1; : : : ; N) sind. SpezielleMatrixelemente sind CII = � 1 I = ;detC I = (1; : : : ; N)und f�ur die Spur gilt: SpurVC = PNp=0VpC = PI CII (Summe �uber alleTeilmengen I).Es sei f�1; �2; : : : ; �Ng die Liste der Eigenwerte118 der linearen AbbildungC. W�ahlt man die Basis so, da� C auf Jordan-Gestalt gebracht ist, so erkenntman leicht, da� gilt: SpurVpC = XjIj=p Yn2I �nDie klassische Identit�atNYn=1(1 + z�n) = NXp=0 zp XjIj=p Yn2I �ng�ultig f�ur alle komplexen z, hat nun folgende algebraische Interpretation:det(1 + zC) = SpurV(zC) = NXp=0 zp SpurVpC (411)Man nennt r = maxfj�nj : n = 1; : : : ; Ng den Spektralradius der linearenAbbildung C. F�ur jzj < r�1 existiertlog(1 + zC) = � 1Xk=1 k�1(�z)kCkund es gilt det(1 + zC) = exp Spur log(1 + zC) (412)= exp(� 1Xk=1 k�1(�z)kSpurCk) (413)SpurCk = NXn=1 �kn (414)118Jeder mehrfach auftretende Eigenwert wird hier entsprechend seiner algebraischenVielfachheit aufgef�uhrt. 169



Durch eine Entwicklung um z = 0 es m�oglich, die Spuren von Ck und vonVpC miteinander zu verkn�upfen. Ausddz det(1 + zC) = det(1 + zC) 1Xk=1(�z)k�1SpurCkfolgt die RekursionsformelSpurVpC = 1p p�1Xn=0(�1)p�n�1SpurVnC SpurCp�n 1 � p � N(415)8.3 Determinante und ZustandsdichteDer Ausug in die exotischen G�arten der Algebra hat uns gelehrt, da� sichdie Reihe (408) { beachtet man (410) und (411) { zu einer Determinanteaufsummiert: (
; S
) = det (1� eC) (416)Nun galt ja C = AB, also 1� eC = (B�1 � eA)B und somit(
; S
) = det (B�1 � eA)detB�1 (417)unter der Annahme, da� B invertierbar ist. Um dieses Ergebnis besser zuverstehen, erinnern wir an(i@=�m)SF (x� y;m) = �4(x� y)1l4 (418)und an den Beginn unserer Betrachtung im Abschnitt 8.1, als wir Testfunk-tionen f :M4 ! C 4 einf�uhrten. Ein Operator T , der f in Tf �uberf�uhrt, wirdIntegraloperator genannt, wenn er durch eine Vorschrift der Art(Tf)(x) = Z d4y T (x; y)f(y) (419)de�niert ist, mit einem Integralkern T (x; y), der (f�ur festes x und y) eine4 � 4-Matrix darstellt. F�ur komplexes z de�niert man die Resolvente einesOperators T als R(T; z) = (T � z)�1 (420)wobei der Ausdruck unbestimmt wird, sobald z mit einem Punkt des Spek-trums von T zusammenf�allt. Nun sei speziell T = i@= und z = m � i0. DieGleichung (418) und die i0-Vorschrift f�ur die Feynman-Funktion besagt:170



� SF (x� y;m) ist der Integralkern der Resolvente R(i@=;m� i0)Die von uns im Abschnitt 8.1 vorgenommene Regularisierung hat folgendesbewirkt: sie ersetzte die Resolvente R(i@=;m� i0) durch eine endliche MatrixB. Somit ist es m�oglich, die folgende Au�assung zu vertreten:� B�1 ist eine Regularisierung des Operators i@=�m ,� B�1 � eA ist eine Regularisierung des Operators i@=� eA=�m .Wenn wir also strikt den Dirac-Operator (mit und ohne �au�eres Feld) indem hier beschriebenen Sinne regularisieren, bevor wir seine Determinante,die sog. Fermion-Determinante, berechnen, so k�onnen wir schreiben:(
; S
) = det (i@=� eA=�m)det (i@=�m) (421)Bei dem Umgang mit formalen Determinanten ist also Vorsicht geboten.Auch die Spur eines Integraloperators T mit dem Kern T (x; y) kann unterg�unstigen Voraussetzungen119 de�niert werden:SpurT = Z d4x tr4 T (x; x) (422)Mit "tr4\ bezeichnen wir die Spur von T (x; x) als einer 4 � 4-Matrix. F�urviele Operatoren (solche, die nicht zur 'Spurklasse' geh�oren) wird das Integral(422) jedoch nur nach einer geeigneten Regularisierung de�nierbar sein.Es sei insbesondereT = � log �1� eA=(i@=�m)�1� (423)Rein formal k�onnen wir mit Hilfe von (8.13) schreiben:(
; S
) = exp �� R d4x tr4 T (x; x)	 (424)119Ein Operator T : E ! E auf einem Banach-Raum E geh�ort genau dann zur Spurklas-se, wenn er in der Form Tf =P1n=1 �n(gn; f)hn geschrieben werden kann, mit normiertengn 2 E� (Dualraum) und hn 2 E, so da� P1n=1 �n < 1 mit �n > 0 gilt. Ein Spurklasse-Operator (auch nuklearer Operator genannt) ist demnach immer ein beschr�ankter Opera-tor. Er besitzt dar�uberhinaus ein rein diskretes Spektrum. Ist � ein H�aufungspunkt desSpektrums, so gilt � = 0. Als Fredholm-Determinante bezeichnet man die (nicht abbre-chende Reihe) det (1 + zT ) = P1p=0 zpSpurVpT , die f�ur jzj < r�1 konvergent ist, wennr = maxf�ng der Spektralradius von T ist.171



Dies hat zur Konsequenz, da�j(
; S
)j2 = exp �� R d4xw(x)	 (425)w(x) = 2Re tr4 T (x; x) (426)gilt. Wir sehen in der Bestimmung von w(x) das eigentliche Ziel unsererAnstrengungen und geben dieser Gr�o�e Vorrang auch dann, wenn das IntegralR d4xw(x) nicht existiert: Wir nennen w(x) die Zustandsdichte des Modells.Sie ist einerseits eine zeitliche Rate, andererseits aber auch eine r�aumlicheDichte: die Dimension von w(x) ist Wahrscheinlichkeit pro Zeit und Volumen;w(x)d4x ist nach unserem Verst�andnis die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� indem Zeitintervall dx0 und in dem Volumen d3x Paarerzeugung statt�ndet120.Man kann f�ur diese Interpretation keinen Beweis, wohl aber eine plausibleBegr�undung angeben. Das Argument beruht auf der folgenden �Uberlegung.Angenommen G �M4 sei ein Gebiet mit einem endlichen Volumen jGj = V ,so da� A�(x) au�erhalb von G verschwindet. Wir teilenG inN mikroskopischkleine Zellen ein, jede mit dem Volumen V=N . Jeder Zelle wird ein innererPunkt xn zugeordnet, wenn n die Nummer der Zelle ist. Durch fortgesetzteVerfeinerung der Einteilung erhalten wir den gew�unschten Grenzwert:limN!1 NYn=1�1� w(xn)VN� = exp( limN!1 NXn=1 log�1� w(xn)VN�)= exp(� limN!1 NXn=1 �w(xn)VN +O(N�2)�)= exp�� Z w(x) d4x� = j(
; S
)j2 (427)Die folgenden Punkte erh�arten unsere Interpretation der Dichte w(x):� F�ur gen�ugend gro�es N ist w(xn)V=N die Wahrscheinlichkeit daf�ur,da� Paare in der Zelle mit der Nummer n erzeugt werden. Folglich ist1 � w(xn)V=N die Wahrscheinlichkeit, da� dort keine Paare erzeugtwerden.� Die Wahrscheinlichkeit f�ur Paarerzeugung in verschiedenen Zellen iststatistisch unabh�angig. Folglich istQn(1�w(xn)V=N) die Wahrschein-lichkeit daf�ur, da� in keiner der Zellen Paarerzeugung statt�ndet: dasist gerade die Interpretation von j(
; S
)j2.� Verschwindet in einer der Zellen das �au�ere Feld A�(x), so gilt diesauch f�ur die Zustandsdichte w(x).120Wenigstens ein e+e�-Paar wird beobachtet.172



8.4 Einfache UmformungenEs ist leicht zu sehen121, da� die Fermion-Determinante nicht von der Wahlder Darstellung der -Matrizen abh�angt. Mit � ist auch �� eine m�oglicheDarstellung, und somit gilt:det (i@=� eA=�m)det (i@=�m) = det (�i@= + eA=�m)det (�i@=�m) (428)Mit den Di�erentialoperatorenD4 := (i@=� eA=�m)(�i@= + eA=�m) (429)D40 := (i@=�m)(�i@=�m) = 1l4( +m2) (430)erhalten wir deshalb j(
; S
)j2 = detD4detD40 ; (431)oder �aquivalent: w(x) = Re tr4 [logD40 � logD4](x; x) (432)Zwar konnten die -Matrizen nicht vollst�andig eliminiert werden, jedochenth�alt nur noch der Operator D4 diese Matrizen, und diese auch nur inder Form ihrer antisymmetrischen Produkte ��� = 12 i[�; �]. Grund: aus�� = g�� � i��� folgtD4 = D= 2 +m2 = 1l4(D2 +m2)� F (433)D2 = D�D� D� = @� + ieA� (434)F = i���D�D� = 12 i��� [D�; D�] (435)= 12e���F�� F�� = A�j� � A�j� (436)Die hier erzielte Vereinfachung wird deutlich durch die Bemerkung, da� Fblockdiagonal ist: F = e� ~�(B� iE) 00 ~�(B+ iE) � (437)Dies f�uhrt zur AufspaltungD4 = D2 �D�2 D40 = D20 �D�20 (438)121Zwei Darstellungen sind immer durch eine �Ahnlichkeitstransformation miteinanderverkn�upft. 173



mit den Operatoren D2 = 1l2(D2 +m2)� e~�(B� iE) (439)D�2 = 1l2(D2 +m2)� e~�(B+ iE) (440)D20 = D�20 = 1l2( +m2) (441)Als Konsequenz der Darstellung (438) �nden wirdetD4 = detD2 detD�2 = j detD2j2 (442)detD40 = j detD20j2 (443)Das n�achste Ziel, das wir mit einer weiteren Umformung erreichen wollen,ist die Ersetzung der (f�ur konkrete Rechnungen unbequemen) Logarithmus-funktion durch die Exponentialfunktion. Dies gelingt durch die elementareFormel log u� log v = Z 10 dss �e�isv � e�isu� (444)g�ultig f�ur beliebige komplexe Zahlen u und v mit Imu < 0 und Im v < 0.Setzen wir zum einen u = D20 und zum anderen Mal u = D2 und ziehendie beiden so erhaltenen Gleichungen beidseitig voneinander ab, so erhaltenwir122: logD20 � logD2 = Z 10 dss �e�isD2 � e�isD20� (445)Als Ausgangspunkt f�ur spezielle Rechnungen dient daher die Formelw(x) = Z 10 dss 2Re tr2 �e�isD2 � e�isD20� (x; x) (446)Mit tr2 T (x; x) ist die Spur von T (x; x) als einer 2� 2-Matrix bezeichnet.8.5 Paarerzeugung in einem konstanten Feld8.5.1 Temporale EichungEs sei jetzt E zeitlich wie r�aumlich konstant und B = 0. Wir zerlegen dasFeld nach Betrag und RichtungE = En eE > 0 (447)122Eine Rechtfertigung kann nur a posteriori gegeben werden, weil das Spektrum dieserOperatoren unbekannt ist. Wenn das Integral bei s ! 1 konvergiert, haben wir Gl�uckgehabt. 174



Mit der Richtung des Feldes verkn�upft man die Zerlegung der r�aumlichenAbleitung in einen Transversal- und einen Longitudinalanteil:r = rT +rL rL = n(nr) (448)Als temporale Eichung bezeichnet man die Wahl A� = (0;Et). Die kovarianteAbleitung bekommt daher die FormD� = ( @@t ;r+ ieEt) (449)Drei Operatoren, die alle in verschiedenen R�aumen operieren, werden in un-serer Diskussion eine Rolle spielen: Sie sind den drei Variablen Raum, Zeitund Spin zugeordnet:Raum: Rs = expfis(r2T �m2)g wirkt auf Funktionen von xZeit: Zs = expfis(� @2@t2 � e2E2t2)g wirkt auf Funktionen von tSpin: Ss = expfseE(n � ~�)g wirkt auf Pauli-Spinoren.Der folgende Satz zeigt, da� es sich hierbei um die wesentlichen Bestandteilevon expf�isD2g handelt:Satz F�ur ein konstantes elektrisches Feld E 6= 0 gilt die Zerlegung :e�isD2 = U(Rs 
 Zs)U�1 
 Ss (450)mit der �AhnlichkeitstransformationU = e�i
 
 = (a � r)@=@t a = (eE)�1n (451)Beweis. Verm�oge der Hausdor�-Formel hat man zun�achstU(rT + ieEt)U�1 = rT + ieEt+ eE[
; t] = rT +rL + ieEt = r+ ieEtdenn [
; [
; t]] = 0. Also(r+ ieEt)2 = U(rT + ieEt)2U�1 = U(r2T � e2E2t2)U�1wobei wir E � rT = 0 nutzten. Dies f�uhrt auf die DarstellungD2 = U(@2=@t2 �r2T + e2E2t2)U�1und somit gilt expf�is(D2 +m2)g = U(Rs 
 Zs)U�1175



F�ugen wir die Spinvariablen hinzu, so lautet diese Formel:expf�is[1l2(D2 +m2) + ie~�E]g = U(Rs 
 Zs)U�1 
 Ss ;wodurch der Satz bewiesen ist.Die Prozedur tr2 eliminiert die Spinabh�angigkeit:tr2 e�isD2 = U(Rs 
 Zs)U�1SpurSs (452)SpurSs = 2 cosh(seE) (453)Wir benutzen ein weiteres Hilfsmittel: die Fourier-Transformation. Ist T einIntegraloperator auf Funktionen f : Rn ! C mit dem Integralkern T (x; x0),so f�uhrt die Fourier-Transformationf [p] = (2�)�n=2 Z dnx eipxf(x) (454)zu einer neuen Beschreibung des gleichen Operators:(Tf)[p] = Z dnp T [p; p0]f [p0] (455)mit dem IntegralkernT [p; p0] = (2�)�n R dnx R dnx0 eipx�ip0x0T (x:x0) (456)Umgekehrt giltT (x; x0) = (2�)�n R dnp R dnp0 eip0x0�ipxT [p:p0] (457)Mit den oben einf�uhrten Operatoren gilt de�nitionsgem�a�(Rs 
 Zs)(x; x0) = Rs(x;x0)Zs(t; t0) ; (458)und damit (Rs 
 Zs)[p; p0] = Rs[p;p0]Zs[p0; p00] (459)Rs[p;p0] = �3(p� p0) expf�is(p2T +m2)g (460)Die Transformation U , die Raum und Zeit miteinander verkn�upft, multipli-ziert die Funktionen f [p] schlicht mit einer Phase:(Uf)[p] = ei(ap)p0f [p] (461)176



so da� gilt:(e�is(D2+m2))[p; p0] = ei(ap)(p0�p00)Rs[p;p0]Zs[p0; p00](e�is(D2+m2))(x; x) = 1(2�)4 Z d4p Z d4p0 ei(p0�p)xe�is(D2+m2)[p; p0]= 12� Z 1�1 dp0ei(p0�p00)tIs[p0; p00]Zs[p0; p00]Hier benutzten wir die Abk�urzungIs[p0; p00] = 1(2�)3 Z d3p ei(ap)(p0�p00) e�is(p2T+m2)= eE�(2�)3 e�ism2 Z 1�1 d� ei�(p0�p00) Z 10 d� e�i�s= �(p0 � p00) eE4� e�ism2is+ 0Das Fazit dieses Abschnittes ist die Darstellung:2 tr2 e�isD2(x; x) = eE(2�)2 e�ism2is+ 0 SpurZs SpurSs (462)SpurZs = Z 1�1 dp0 Zs[p0; p0] (463)SpurSs = 2 cosh(seE) (464)Wie zu erwarten war, ist der Integralkern von e�isD2 auf der Diagonalenunabh�angig von x. Etwas allgemeiner formuliert: die Translationsinvarianzverlangt, da� e�isD2(x; x0) nur eine Funktion von x� x0 ist.8.5.2 Die Zustandssumme des harmonischen OszillatorsDas Hauptproblem ist keineswegs gel�ost, es wurde durch unsere Analyse nurauf den entscheidenden Punkt gebracht: die Regularisierung der Spur desOperators Zs = expfis(�@2=@t2 � e2E2t2)g. Das Spektrum des Di�eren-tialoperators �@2=@t2 � e2E2t2 ist kontinuierlich123, wie eine naive Anwen-123Das Spektrum ist selbstverst�andlich abh�angig von dem Funktionenraum und demdarin vorgegebenen De�nitionsbereich, auf den dieser Operator wirken soll. Aber in demtypischen Raum der Quantenmechanik, L2(R), besteht das Spektrum dieses Operatorsaus allen reellen Zahlen: Es entspricht, physikalisch gesprochen, den m�oglichen Energie-zust�anden eines Schr�odinger-Teilchens in einem �umgedrehten�Oszillatorpotential.177



dung quantenmechanischer Prinzipien lehrt. Aus diesem Grund ist SpurZszun�achst nur ein sinnleerer Ausdruck.Der Schl�ussel zur Regularisierung ist der eindimensionale harmonischeOszillator. Wir benutzen � als Lagekoordinate eines �ktiven Teilchens undschreiben den Energie-Operator alsH = � @2@�2 + 14!2�2 (! = 2eE > 0)mit dem bekannten Spektrum En = (n+ 12)!, (n = 0; 1; 2; : : :). Als Zustands-summe des Oszillators bezeichnet manSpur e�sH = 1Xn=0 e�sEn = 12 sinh(seE) (s > 0) (465)Wir machen die Beobachtung: Durch die formale Ersetzung�2 = it2 d:h: � = ei�=4t (466)geht e�sH in den Operator Zs �uber. Dies bedeutet, da� SpurZs mit der Zu-standssumme des harmonischen Oszillators �ubereinstimmt, wenn man denzugrundeliegenden Funktionenraum von Zs nur geeignet w�ahlt. Eine geeig-nete Wahl k�onnte sein: die Raum aller Funktionen f(it), die eine analytischeFortsetzung f(z), z = �+it in den ersten Quadranten (� > 0; t > 0) der kom-plexen Ebene besitzen, mit der Eigenschaft, da� supz2G jf(z)j < CG f�ur jedesabgeschlossene Gebiet G � fz j 0<arg z<�=2g gilt. Man kann diesen Kunst-gri� eine Regularisierung durch analytische Fortsetzung in der Zeit nennen.Es w�are unredlich, wollte man verschweigen, da� die letzte Rechtfertigung f�ursolche Zauberei noch aussteht. Die hier dargelegte Methode steht allerdingsnicht isoliert da. Die euklidische Feldtheorie erhebt die analytische Fortset-zung in der Zeit zu einem fundamentalen Prinzip. Dort wird � , der Realteilvon z, zur euklidischen Zeitvariablen, der von der Minkowski-Zeit t, demImagin�arteil von z, sorgf�altig zu unterscheiden ist. Eine andere Schreibweiseist z = x4 + ix0. Die euklidische Formulierung eines Modells setzt Im z = 0,die Minkowski-Formulierung Re z = 0. Der �Ubergang von der euklidischenFormulierung zur Minkowski-Formulierung, die R�uckkehr zur 'realen' Weltalso, vollzieht sich in jedem Fall durch eine analytische Fortsetzung auf demWege �uber den Quadranten x4 > 0; x0 > 0.Schauen wir uns die Fr�uchte unserer Bem�uhung n�aher an! Wir habennumehr die Darstellung2Re tr2 e�isD2(x; x) = � eE(2�)2 sin(sm2)s cosh(seE)sinh(seE) (s > 0)(467)178



unabh�angig von x und somit f�ur E ! 0 :2Re tr2 e�isD20(x; x) = � 1(2�)2 sin(sm2)s2 (s > 0) (468)An diesem Punkt angekommen, sind wir nunmehr aufgefordert, das konver-gente Integralw = eE(2�)2 Z 10 dss2 � 1seE � coth(seE)� sin(sm2) (469)= e2E24�2 Z 10 dxx2 �1x � coth x� sin(ax) a = m2eE > 0 (470)zu berechnen. Dies gelingt, indem man die bekannte Reihe1x �1x � coth x� = �2 1Xn=1 1x2 + n2�2 (471)und das elementare IntegralZ 10 dx x�1 sin(ax)x2 + r2 = � �2r2 e�ar (a > 0; r > 0) (472)f�ur r = n� (n = 1; 2; : : :) benutzt mit dem Ergebnis:w = eE4� 1Xn=1 e�n�an2�2 (473)Durch Wiedereinf�uhrung von ~ und c k�onnen wir das Ergebnis so zusam-menfassen: Die Wahrscheinlichkeit f�ur Paarerzeugung pro Zeit und Volumenin einem konstanten elektrischen Feld E ist gegeben durch den Ausdruckw = �mc~ �4c F � eE~�m2c3� (474)wobei die numerische FunktionF (x) = 14� 1Xn=1(x=n)2e�n=x (x � 0) (475)benutzt wurde. Das Besondere an dieser Funktion ist, da� sie nicht durch ihreTaylorreihe im Punkt x = 0 darstellbar ist. Denn alle Taylor-Koe�zienten179



verschwinden dort. Dies zeigt uns sehr deutlich, da� die QED quantitative Re-sultate hervorzubringen vermag, die nicht durch eine St�orungsreihe nach derKopplungskonstanten e gewonnen werden k�onnen. E�ekte dieser Art nenntman 'nicht-st�orungstheoretisch'.Der Vorfaktor in (474) hat einen erschreckend gro�en Wert:�mc~ �4c = 1; 35 � 1058m�3s�1 (476)Dies wird jedoch mehr als kompensiert durchdie sehr kleinen Funktionswerte, die f�ur F (x)technisch erreichbar sind. Die nebenstehen-de Tabelle zeigt dies sehr deutlich. Als Re-ferenzfeldst�arke k�onnten wir etwa dasjenigeFeld einf�uhren, das ein einzelnes Elektron imAbstand von einer Compton-Wellenl�ange er-zeugt:
� log10 x � log10 F (x)0 1,491 82 473 4404 43505 434396 434306E0 = 9; 67 � 1015 Volt=mDann gilt x = eE~�m2c3 = �E�E0(� = Feinstrukturkonstante). Bevor Paarerzeugung beobachtet werden kann,m�u�te ein weithin homogenes Feld E erzeugt werden, das in etwa die Gr�o�en-ordnung von E0 erreicht.
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9 Renormierung9.1 Die K�allen-Lehmann-DarstellungF�ur ein wechselwirkendes neutrales Skalarfeld �(x) ist die Information �uberdas Massenspektrum der Zust�ande �(f)
 in der 2-PunktfunktionW (x� y) = (
;�(x)�(y)
)enthalten, wobei die Translationsinvarianz U(a)
 = 
 des Vakuums zusam-men mit U(a)�1�(x)U(a) = �(x�a) dazu f�uhrt, da�W nur von der Di�erenzx�y abh�angt. Sei P � = (H;P) der Energie-Impuls-Operator und xP = x�P�,so erscheint W (x) als ein Erwartungswert des OperatorU(�x) = e�iPx ;in dem (nicht-normierbaren) Zustand � = �(0)
:(�; e�ixP�) = (
;�(0)U(�x)�(0)
) = (
;�(x=2)�(�x=2)
) = W (x) :Dies legt nahe, die Fourier-Zerlegung vorzunehmen:W (x) = Z d4p e�ipx ~W (p) :Zu diesem Integral k�onnen nur physikalische (Vierer)Impulse p beitragen, diealso zum Spektrum von P geh�oren. Der Tr�ager (engl. support) von ~W (p) liegtsomit im Vorw�artskegel:supp ~W � V+ = fp j p2 � 0; p0 � 0g :F�uhren wir die gleiche Betrachtung mit der Gruppe der Lorentz-Transformationendurch, so folgt aus der Invarianz des Vakuums unter � 2 L"+ die EigenschaftW (�x) =W (x) oder, �aquivalent,~W (�p) = ~W (p) :Wir d�urfen nun nicht ohne weiteres schlie�en, da� ~W (p) nur ein Funktion derInvarianten p2 ist, da es sich hierbei nicht um eine gew�ohnliche Funktion son-dern um eine Distribution handelt. Jedoch hat sie besondere einschr�ankendeEigenschaften.F�ur Vektoren der Form 	 = Pj cj�(xj)
 mit komplexen Koe�zientencj (j = 1; : : : ; n) gilt 0 � (	;	) =Xj;k �cjckW (xj � xk) ;181



d.h. die Funktion W (x) ist so bescha�en, da� jede quadratische Matrix Mmit Elementen Mjk = W (xj � xk) positiv de�nit ist. Funktionen mit dieserEigenschaft hei�en vom positiven Typ. Was folgt f�ur ~W (p) ? O�enbar giltZ d4p ���X ckeipxk���2 ~W (p) = Xj;k �cjckW (xj � xk) � 0 :Da man durch Summen der Art P cke�ipxk jede stetige Funktion f(p) ap-proximieren kann, lautet die Bedingung an ~W (p):Z d4p ~W (p) jf(p)j2 � 0 :Anders ausgedr�uckt124: d4p ~W (p) ist ein positives Ma�. Nun gilt (ohne Be-weis): Jedes L"+-invariante positive Ma� d4p ~W (p) auf V+ hat die Struktur~W (p) = a�(p) + (2�)�3 Z 10 d�(m)�(p0)�(p2 �m2) (a � 0):Hier ist d�(m) ein positives Ma� in der Variablen m, der Masse. Der Tr�agerdieses Ma�es sind die m�oglichen Massen der Zust�ande �(f)
. Ableitungender �-Funktion sind hierdurch ausgeschlossen.Man nennt d�(m) das K�allen-Lehmannsche Spektralma� der 2-Punkt-funktion, kurz KL-Ma�. Indem wir an die bekannte 2-Punktfunktion�+(x;m) = (2�)�3 Z d4p�(p0)�(p2 �m2)e�ipxdes freien Skalarfeldes erinnern, k�onnen wir abschlie�end schreiben:(
;�(x)�(y)
) = a+ Z 10 d�(m)�+(x� y;m)(K�allen-Lehmann-Darstellung). Bemerkungen:1. Ist 
 der einzige translationsinvariante Zustand (d.h. der einzige Zu-stand ohne Energie und Impuls), so folgt aus der Eigenschaft a > 0,da� (
;�(x)
) 6= 0 gilt, n�amlicha = j(
;�(x)
)j2 :124Diese Aussage ist in der Mathematik als der Satz von Bochner bekannt.182



F�ur jede Theorie, symmetrisch unter �! ��, bedeutet dies eine spon-tane Symmetriebrechung, d.h. es gibt dann keinen unit�aren OperatorU mit U�(x)U�1 = ��(x) und U
 = 
 :Ein skalares Feld � mit a > 0 nennen wir ein Higgs-Feld.2. Ist �(x) ein freies Feld der Masse M , also ( +M2)� = 0, so gilta = 0 und d�(m) = dm �(m�M) :3. Ist �(x) ein wechselwirkendes Feld (mit a = 0) und M die kleinsteMasse im Spektrum, so erwarten wir (bei Abwesenheit von Masse-0-Teilchen) eine Massenl�ucke zwischen M und 2M (der Schwelle f�urMehrteilchenzust�ande). In dieser Situation folgt eine Darstellung derArt(
;�(x)�(y)
) = Z ��+(x� y;M) + Z 12M d�(m)�+(x� y;m)�(477)wobei die positive Konstante Z durch die Art der Wechselwirkung be-stimmt wird und in der St�orungstheorie oft divergente Terme erzeugt.Jedes Feld ��(x) (� 2 R) erf�ullt eine �ahnliche Relation. Unter denVielfachen zeichnet man dasjenige Feld aus, f�ur das Z = 1 gilt undnennt es das renormierte Feld. Es gilt somit�ren(x) = Z�1=2�(x) ;wobei man Z die Renormierungskonstante des Feldes nennt125.9.2 Die Notwendigkeit zu renormierenDer Lagrange-Formalismus zusammen mit der kanonischen Quantisierunglegt eine kanonische Normierung des Feldes �(x) fest:[�(x); _�(y)]x0=y0 = i�3(x� y) : (478)Im allgemeinen wird das so bestimmte �(x) nicht mit �ren(x) �ubereinstim-men, d.h. eine Renormierung wird notwendig. Wir wollen zeigen, da� die Re-normierungskonstante Z durch das KL-Ma� ausgedr�uckt werden kann. Dazu125In der �alteren Literatur wird der Vorgang Wellenfunktionsrenormierung genannt.183



setzen wir voraus, da� �(x) eine 2-Punktfunktion der Form (477) besitzt. Sief�uhrt uns auf die Formel(
; [�(x);�(y)]
) = iZ ��(x� y;M) + Z 12M d�(m)�(x� y;m)� ; (479)denn der �Ubergang zum Kommutator auf der linken Seite bewirkt eine Er-setzung �+ ! i� auf der rechten Seite. Schlie�lich nutzen wir, da�_�(x;m)x0=0 = ��3(x)unabh�angig von der Variablen m ist:(
; [�(x); _�(y)]
)x0=y0 = iZ �1 + Z 12M d�(m)� �3(x� y) :Dies ist konsistent mit (478), wennZ�1 = 1 + Z 12M d�(m)gilt. Fazit:Allgemein gilt 0 � Z � 1, und es ist Z = 1 nur dann, wenn �(x)ein freies Feld, also d�(m) = 0 ist. Es gilt Z = 0 immer dann,wenn R d�(m) =1. Dies ist der Normalfall.Falls Z 6= 0 ist, erf�ullt das renormierte Feld eine kanonische Vertauschungs-relation der Art [�ren(x); _�ren(y)]x0=y0 = iZ�1�3(x� y) : (480)Ist jedoch Z = 0, so verliert die Relation ihren Sinn. Da dies die norma-le Situation charakterisiert, ist unser Vertrauen in die kanonische Quanti-sierung schwer ersch�uttert. Moderne Feldquantisierung sucht deshalb neueWege (Methode der Pfadintegrale).Eng verbunden mit der Zweipunktfunktion ist der volle Feynman-Propagator(
; T�(x)�(y)
) = i�0F (x� y) :In der St�orungstheorie entspricht er einer unendlichen Summe von Feynman-Graphen, deren genaue Gestalt von der konkreten Theorie abh�angt. In jedemFall beginnt die Reihe mit dem `ungest�ortem' Prapagator:i�0F (x� y) = i�F (x� y;M0) + Terme h�oherer Ordnung= (
; T�ein(x)�ein(y)
) + Terme h�oherer Ordnung184



wobei M0 die Masse des freien Feldes �ein(x) ist. Wir k�onnen aber auch eineIntegraldarstellung unter Benutzung des KL-Ma�es und der Formel (479)�nden:(
; T�(x);�(y)
) = iZ ��F (x� y;M) + Z 12M d�(m)�F (x� y;m)� :(481)Es gibt a priori keinen Grund, warum die Masse M mit M0 �ubereinstimmensollte. Jedoch ist M durch M0 festgelegt und wird als die physikalische oderrenormierte Masse interpretiert. Die Masse M0 hingegen ist ein geeignet zuw�ahlender Parameter der Theorie und hei�t die nackte oder unrenormierteMasse. In jeder Ordnung der St�orungstheorie mu� die nackte Masse neubestimmt (angepasst) werden, damit M den beobachteten Wert bekommt.Dem renormierten Feld �ren(x) ist ein renormierter Propagator zugeord-net, der durch das KL-Ma� ausgedr�uckt werden kann:�renF (x) = �F (x;M) + Z 12M d�(m)�F (x;m) :Mit Hilfe einer Fourier-Zerlegung�renF (x) = (2�)�4 Z d4q e�iqx ~�renF (q)folgt die Darstellung~�renF (q) = 1q2 �M2 + i0 + Z 12M d�(m)q2 �m2 + i0 ;jedoch sinnvoll nur dann, wenn die BedingungZ 12M d�(m)m2 <1erf�ullt ist. Ist sie verletzt, so versagt die naive De�nition des T -Produktes (derZeitordnung). Wir wollen zu diesem Zweck die analytischen Eigenschaftenvon ~�renF (q2) untersuchen und schreiben deshalb~�renF (q) = F (q2 + i0)mit F (z) = 1z �M2 + Z 12M d�(m)z �m2 (z 2 C ; Rez 6= 0):185



Die Funktion F (z) erf�ullt die Bedingung F (z�) = F (z)� und ist analytisch inder komplexen Variablen z mit Ausnahme der reellen Punkte z = M2 (Pol)und z � 4M2 (Schnitt):tM2 4M2Wie im Fall des freien Propagators hat der Pol das Residuum 1 als Konse-quenz der Renormierungsbedingung. Aus der Zerlegung1t+ i0 = Pt � i��(t) (t 2 R; P = Cauchyscher Hauptwert)folgt mit t = p2 �M2 ein Ausdruck f�ur die Diskontinuit�at von F (z):F (p2 � i0)� F (p2 + i0) = 2�i��(p2 �M2) + Z 12M d�(m) �(p2 �m2)�Die Fourier-Transformierte der (renormierten) 2-PunktfunktionW (x) hat dieGestalt ~W (p) = (2�)�3�(p0)��(p2 �M2) + Z 12M d�(m) �(p2 �m2)�und f�uhrt zu dem Zusammenhang(2�)4 ~W (p) = i�(p0)(F (p2 + i0)� F (p2 � i0)) :In Worten: Die 2-Punktfunktion ist durch die Diskontinuit�at von F (z) ent-lang der reellen Achse bestimmt. Addieren wir zu F (z) eine Polynom Pn(z)der Ordnung n mit reellen Koe�zienten,F 0(z) = F (z) + Pn(z) ;so gilt weiterhin F 0(z�) = F 0(z)� und(2�)4 ~W (p) = i�(p0)(F 0(p2 + i0)� F 0(p2 � i0)) :Dies bedeutet, da� ~�renF 0 (q) = F 0(q2+i0) eine zul�assige De�nition des Feynman-Propagators darstellt, die lediglich eine andere Interpretation des T -Produktesbeinhaltet. Die so gewonnene Freiheit ist das Hilfsmittel zur Gewinnung eineswohlde�nierten Ausdruckes f�ur ~�renF 0 (q) in Situationen mit R d�(m)m�2 =1.Wir studieren beispielhaft die SituationZ d�(m)m�2 =1 aber Z d�(m)m�4 <1186



und w�ahlen zun�achst einen cut-o� �:F (z)� = 1z �M2 + Z �2M d�(m)z �m2 :Mit einem Polynom 0-ter OrdnungP0(z) = a� = Z �2M d�(m)m�2und der De�nition F 0(z) = lim�!1(F (z)� + a�) �nden wirF 0(z) = 1z �M2 + Z 12M d�(m) � 1z �m2 � 1m2�= 1z �M2 + z Z 12M d�(m)m2(z �m2)und somit den renormierten Propagator~�renF 0 (q) = 1q2 �M2 + i0 + q2 Z �2M d�(m)m2(q2 �m2 + i0) :Das Integral auf der linken Seite ist nun konvergent. Es ist klar, da� a� keinenLimes besitzt: a1 ist eine weitere unendliche (additive) Renormierungskon-stante der Theorie.9.3 MassenrenormierungDie nackte MasseM0 taucht in der Darstellung des renormierten Propagatorsnicht mehr auf. Der Verdacht liegt nahe, da� sie nur in der St�orungstheorieeine Bedeutung erlangt. Diese Au�assung ist jedoch falsch, wie wir nun de-monstrieren wollen. Wir ben�otigen hierzu ein paar allgemeine weitergehen-de Annahmen: Das unrenormierte Feld �(x) gen�uge einer Feldgleichung derForm ( +M20 )�(x) = J(x)und kanonischen Vertauschungsrelationen[�(x); _�(y)]x0=y0 = i�3(x� y); [J(x); _�(y)]x0=y0 = 0 :Die Annahmen w�aren etwa erf�ullt f�ur das Modell einer `e�ektiven' Pion-Nukleon-Wechselwirkung mit J = g � 5 .187



Es sei wie im vorigen Abschnitt d�(m) das KL-Ma� des renormiertenFeldes �ren(x) = Z�1=2�(x). Also:(
; [J(x);�(y)]
)= iZ(M20 � )��(x� y;M) + Z 12M d�(m)�(x� y;m)�= iZ �(M20 �M2)�(x� y;M) + Z 12M d�(m) (M0 �m2)�(x� y;m)�und somit(
; [�(x); _�(y)]
)x0=y0= iZ �M20 �M2 + Z 12M d�(m) (M0 �m2)� �3(x� y) :Wegen [J(x); _�(y)]x0=y0 = 0 giltM20 �M2 + Z 12M d�(m) (M0 �m2) = 0oder, anders geschrieben,M20 = M2 + R12M d�(m)m21 + R12M d�(m) (482)Fazit:Es gilt M0 > M und M0 = M nur dann, wenn �(x) ein freiesFeld, also d�(m) = 0 ist. Es gilt M0 = 1 immer dann, wennR d�(m)m2 =1. Dies ist der Normalfall.Unsere Behauptungen folgen aus der Ungleichung:Z 12M d�(m)m2 � (2M)2 Z 12M d�(m) > M2 Z 12M d�(m) :Eine Massenrenormierung ist somit unvermeidlich. Die Formel (482) hat nocheinen interessanten Aspekt. Denn das KL-Spektralma� wird nach Normie-rung zu einem W-Ma�126 und M20 zu einem Erwartungswert bez�uglich diesesW-Ma�es: M20 = hm2i.126Wahrscheinlichkeitsma� 188



9.4 Die Vakuum-PolarisationWir untersuchen nun die Struktur des Photon-Propagators in der QED. Diest�orungstheoretische Entwicklung
~oooooooooooo = ooooooooo

oooo + ����oooooooooo + ����oooooooooo��� + ooo����oo��
��ooo + : : :

benutzt einen Ausdruck f�ur den freien Propagator, der, wie fr�uher erl�autert,von der Wahl der Eichung abh�angt. Wir w�ahlen hier die Gupta-Bleuler-Eichung, so da� der freie Propagator im Impulsraum die sehr einfache Form�ig��(k2+ i0)�1 annimmt. Die obige Entwickung zeigt, da� der volle Propa-gator dann die Struktur(
; TA�(x)A�(y)
)= (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)� �ig��k2 + i0 � �ig��k2 + i0 I�� (k) �ig��k2 + i0�= (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)� �ig��k2 + i0 + I��(k)(k2 + i0)2�besitzt, wobei die StrukturfunktionI��(k) = e2I��1 (k) + e4I��2 (k) + : : :im Rahmen der St�orungstheorie zu bestimmen ist. Sie ist die Fourier-Transformierteder Stromkorrelationsfunktion, d.h.(
; T j�(x)j�(y)
) = (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)I��(k) ; (483)wie aus der Feldgleichung A�(x) = j�(x) undx y(
; TA�(x)A�(y)
) = (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)(�ig��k2 + I��(k))= ig�� x�4(x� y) + (
; T j�(x)j�(y)
)folgt. Der erste Term auf der rechten Seite ist ein E�ekt der Zeitordnung.189



Die Analyse beginnen wir mit der K�allen-Lehmann-Darstellung der 2-Punktfunktion(
; j�(x)j�(y)
) = (g�� � @�@�) Z 10 d�(m)�+(x� y;m) :Hier haben wir die Stromerhaltung @�j�(x) = 0 ber�ucksichtigt. Allgemeingilt:Ein Goldstone-Teilchen (der Masse Null) tritt auf, wenn das KL-Ma� einenAnteil der Form a�(m)dm enth�alt. In der QED liegt diese Situation mit Si-cherheit nicht vor. Ein solcher Anteil im KL-Ma� verhindert, da�(
; j�(x)j�(y)
)f�ur raumartige Abst�ande x�y exponentiell abklingt, mit der Konsequenz, da�die Erhaltungsgr�o�e Q = Z d3x j0(x)nicht existiert: Das Integral konvergiert nicht. Ist j�(x) ein Noether-Stromder klassischen Lagrange-Funktion, so existiert die unit�are Gruppe U(�) =exp(i�Q) der quantisierten Theorie nicht. Das Goldstone-Teilchen verhin-dert somit, da� die Symmetrie der Lagrange-Funktion unit�ar implementiertwird, und wir sprechen von einer spontanen Symmetrie-Brechung.Wir gehen davon aus, da� die Goldstone-Situation nicht vorliegt. Zur Be-stimmung des KL-Ma�es gen�ugt in diesem Fall das Studium des SkalarsW (x� y) := �(
; j�(x)j�(y)
) = 3 Z 10 d�(m)m2�+(x� y;m) : (484)In der Ordnung e2 haben wir nur j� = e : ��� : zu setzen, wobei  das freieElektronfeld zur Masse M ist. Eine leichte Rechnung f�uhrt auf den AusdruckW (x) = e2Spur (�S+(x;M)�S+(�x;M))= 8e2 �2M2�+(x;M)2 � @��+(x;M)@��+(x;M)� :Obwohl �+(x;M) eine Distribution ist, sind ihre Potenzen wohlde�niert, imGegensatz zu �F (x;M). Grund: �+(x;M) ist Randwert einer analytischenFunktion in der Variablen x2. Mehr noch, es existieren Produktformel, vondenen wir hier zwei ben�otigen:�+(x;m1)�+(x;m2) = Z 1m1+m2 dmp�(m21; m22; m2)2m(2�)2 �+(x;m)190



@��+(x;m1)@��+(x;m2)= Z 1m1+m2 dm (m21 +m22 �m2)p�(m21; m22; m2)4m(2�)2 �+(x;m)wobei wir die Funktion�(a; b; c) = a2 + b2 + c2 � 2ab� 2bc� 2aceingef�uhrt haben. In unserer Situation giltm1 = m2 =M (=Elektronmasse):�+(x;M)2 = Z 12M dm pm2 � 4M22(2�)2 �+(x;m)@��+(x;M)@��+(x;M) = Z 12M dm (2M2 �m2)pm2 � 4M24(2�)2 �+(x;m)und folglichW (x) = e22�2 Z 12M dm (2M2 �m2)pm2 � 4M22(2�)2 �+(x;m) :Ein Vergleich mit (484) liefert das KL-Spektralma�d�(m) = 2�3� �1 + 2M2m2 � (m2 � 4M2)1=2+ dm (485)in der Ordnung � = e2=(4�). Aus der Mathematik haben wir das Symbolx�+ = n x� f�ur x > 00 sonstentlehnt. In der Ordnung � ist die 2-Punktfunktion des elektromagnetischenStromes ein wohlbestimmter Ausdruck. Wir nutzen diesen Ausdruck nun, umdie Feynman-Funktion (
; T j�(x)j�(y)
)zu �nden. Die naive Vorschrift { Ersetzung �+ ! i�F { versagt aber, weildas Integral Z d�(m)k2 �m2 + i0logarithmisch divergent ist: es verh�alt sich wie R1 dm=m. Wie fr�uher be-schrieben, hilft die ErsetzungZ d�(m)k2 �m2 + i0 ! k2 Z d�(m)m2(k2 �m2 + i0) :191



Ein Vergleich mit (483) zeigt, da�I��(k) = �i(g��k2 � k�k�)k2 Z d�(m)m2(k2 �m2 + i0) (486)die korrekte Darstellung in der Ordnung � ist.9.5 Korrektur zum Coulomb-PotentialAus I��(k) folgt f�ur den Photon-Propagator bis zur Ordnung � im Impuls-raum der Ausdruck�ig�� � 1k2 + i0 + Z 12M d�(m)m2(k2 �m2 + i0)� (487)wobei wir einen Term proportional zu k�k� bereits weggelassen haben. SeineAnwesenheit bedeutet, da� wir die Gupta-Bleuler-Eichung verlassen haben.Da das Photon an einen erhaltenen Strom koppelt, ist ein solcher Term irre-levant. Der Anteil, der proportional zu g�� ist, wird zum e�ektiven Photon-Propagator.Dem korrigierten Photon-Propagator (487) entspricht eine Korrektur desCoulomb-Potentials 1=r durch die Vakuumpolarisation:V (r) = 1r + Z 12M d�(m)m2 e�mrr : (488)F�ur r�M�1 (Compton-Wellenl�ange des Elektrons) ist das Integral auf derrechten Seite vernachl�assigbar. Deshalb ist selbst im Bereich des BohrschenRadius aBohr = (�M)�1 � 137M�1die Korrektur gering. Ernst genommen, f�uhrt sie zu einer Absenkung des Po-tentials �Z�=r und der Grundzustandsenergie f�ur Atome der Kernladungs-zahl Z. Die Energieverschiebung �E berechnen wir gem�a� den Regeln derSt�orungstheorie: �E = Z� Z 12M d�(m)m2 he�mrr i ;wobei wir mit h�i den Erwartungswert im Grundzustand c � exp(�Z�Mr)bezeichnen. Wir �nden sohe�mrr i = R10 rdr e�(m+2Z�M)rR10 r2dr e�2Z�Mr = Z�M�1 + m2Z�M �2= 4(Z�M=m)3m + O((Z�)4) :192



und deshalb �E = 4(Z�)4M3 Z 12M d�(m)m4 + O(�(Z�)5) :Das hier auftretende Integral l�a�t sich geschlossen l�osen: Es hat den Wert�=(15�M), so da� das Resultat lautet:�E = 415� �(Z�)4M + O(�(Z�)5) :Diese Energie ist sehr klein verglichen mit der BindungsenergieE = �1�p1� (Z�)2�M = 12(Z�)2M + O((Z�)3) :Wir erhalten so �E=E = (8=15)(�=�)(Z�)2 = 6:6 � 10�8 (Z = 1). Die Ener-gieverschiebung �E ist auch klein verglichen mit der Feinstruktur-Aufspal-tung (� (Z�)4) und der Hyperfeinstruktur-Aufspaltung (� �(Z�)3). Selbstbei der Berechnung des Lamb-shifts spielt die Vakuum-Polarisation eine un-tergeordnete Rolle: Von den insgesamt 1057 MHz (2S1=2�2P1=2 im H-Atom)entfallen auf die Vakuum-Polarisation nur �27 MHz.Merkbare Korrekturen erwarten wir erst, wenn das Coulomb-Potentialbei sehr kleinen Abst�anden getestet wird. In der Atomphysik erwarten wirmerkbare E�ekte f�ur Z� � 1. Dann ist aber bereits das Potential-Modell derDirac-Theorie ung�ultig geworden.Unsere Ergebnisse haben noch einen anderen Aspekt, der unter dem Titelrunning coupling constant bekannt geworden ist. Das Potential �Z�=r istdurch ein Potential ersetzt worden, dessen Fourier-Transformierte wir aufzwei Weisen schreiben k�onnen:�Z�� 1k2 + Z 12M d�(m)m2 1k2 +m2� = �Z�(k2) 1k2 :Rechts haben wir die Feinstrukturkonstante als eine Funktion von k2 ein-gef�uhrt, so da� der bekannte Wert � � 1=137 f�ur k2 = 0 erreicht wird; dennes gilt �(k2) = �(0)�1 + k2 Z 12M d�(m)m2 1k2 +m2� :Es folgt �(k2) > �(0). Um zu einer lorentz-invarianten Schreibweise zu kom-men, ersetzt man k2 durch den Impuls�ubertrag �k2 > 0:�(�k2) = �(0)�1 + k2 Z 12M d�(m)m2 1k2 �m2� :193



Die hier eingef�uhrte Energie-Abh�angigkeit von � ist jedoch sehr gering:�(0) � �(�k2) < �(1) = �(0)�1 + 316�(0)� :Analog verf�ahrt man in h�oheren Ordnungen der St�orungstheorie. Bedenkenwir jedoch, da� es au�er dem Elektron noch viele andere geladene Elementar-teilchen gibt, so wird klar, da� langwierige Rechnungen notwendig sind, umdie wahre Form von �(�k2) zu �nden. In der Hochenergiephysik ben�otigtman Werte von �(�k2) mit �k2 im Bereich 1-100 GeV. Ein typischer Wertist �(m2Z) � 1=128.9.6 Die Selbstenergie des PhotonsWir erinnern an die Korrelationsfunktion des elektromagnetisches Stromes,(
; T j�(x)j�(y)
) = (2�)�4 Z d4k e�ik(x�y)I��(k) ;die wir gra�sch veranschaulichen:, �I��(k) = i(g��k2 � k�k�)I(k2)Der linke Graph steht gleichzeitig f�ur eine unendliche Summe von Feynman-Graphen. Lassen wir Vakuum-Graphen au�er acht, so ist jeder einzelne Feyn-man-Graph zusammenh�angend, d.h. seine Teile sind immer durch innere Li-nien verbunden. Wir nennen einen Graphen irreduzibel, wenn er nicht durchZerschneiden einer inneren Linie in zwei unzusammenh�angende Teile zerf�allt.Anderenfalls hei�t er reduzibel. Die Summe aller irreduziblen Graphen soll mit
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���� , ����(k) = i(g��k2 � k�k�)�(k2)bezeichnet werden. Dann gibt es eine Entwicklung der folgenden Art:
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In Formeln:�I��(k) = ����(k) + �����(k)� �ig��k2 + i0 (����(k))Hiermit folgt eine einfache BeziehungI(k2) = �(k2) + �(k2)I(k2)zwischen den skalaren Funktionen mit der Au�osungI(k2) = �(k2)1� �(k2) : (489)Der e�ektive Photon-Propagator�ig��k2 + i0 (1 + I(k2)) = �ig��k2 � k2�(k2) + i0erh�alt so eine suggestive Form: Anstelle des Terms m2 im Propagator stehthier k2�(k2). Man nennt �(k2) die Selbstenergie-Funktion des Photons.Aus (486) folgt, da� in der Ordnung � die beiden Funktionen �(k2) undI(k2) zu identi�eren sind:�(k2) = I(k2) = k2 Z d�(m)m2(k2 �m2 + i0) ;wobei das KL-Spektralma� durch (485) gegeben ist. F�ur gro�e Werte vonjk2j gilt jI(k2)j � jk2j, und die Entwicklung nach � wird unbrauchbar. DasVerhalten bei kleinen Werten von jk2j haben wir jedoch gut im Gri�:Der volle Propagator des Photons besitzt einen Pol bei k2 = 0 mitResiduum 1. Denn es gilt �(0) = 0 bis zu beliebigen Ordnungen derSt�orungsrechnung. Die QED gibt dem Photon keine Masse.Bemerkenswert ist das Verhalten von �(k2) im Bereich k2 < 0. Die Funktion�(k2) ist dort reell positiv, w�achst monoton und verh�alt sich wie log(�k2=M2)f�ur k2 ! �1. Mit Sicherheit wird der Wert �(k2) = 1 f�ur ein kritischesk2 = k2c erreicht. Wegen (489) hat I(k2) eine Singularit�at an dieser Stelle, diewir aus physikalischen Gr�unden dort nicht erwarten. Fazit: Sp�atestens beidem kritischen Impuls�ubertrag k2c versagt die St�orungsrechnung der QED.Anders ausgedr�uckt, die Kopplungskonstante �(�k2) nimmt im Bereich vonk2c zu gro�e Werte an. Wir erwarten, da� �k2c � M2 ist (M=Masse des195



Elektrons), was sich leicht best�atigen l�a�t; denn die Bestimmungsgleichungf�ur k2c lautet 2�3� k2c Z 12M dm 1 + 2(m=M)2m2(k2c �m2)pm2 � 4M2 = 1 ;was sehr gut durch (�=(3�)) log(�k2c=M2) = 1 approximiert werden kann.Dies ergibt die Absch�atzung�k2c=M2 = e3�=� � e1291 � 10560 :Anmerkung: Der scheinbare Pol von I(k2) im Bereich k2 < 0 wird Landaughost genannt.9.7 Lamb ShiftF�ur ein gebundenes Elektron im KernfeldA�Kern(x) = Ze4�rg�0sind die m�oglichen Energieniveaus durch die station�aren L�osungen der Dirac-Gleichung (iD= �m� eA=Kern) = 0gegeben. Dar�uberhinaus wechselwirkt das Elektron mit dem quantisiertenStrahlungsfeld A�(x): (iD= �m� eA=Kern � eA=) = 0 :Die Auswirkungen hiervon sind gering, weil der Mittelwert verschwindet:(
; A�(x)
) = 0 :Dennoch existieren Vakuumuktuationen, die sich in der 2-Punktfunktion(
; A�(x)A�(y)
) = �g��D+(x� y)�au�ern. �Aquivalent: Man deutet 
 als den Zustand des ruhenden (weil schwe-ren) Kerns und setzt(
; A�(x)
) = A�Kern(x)(
; A�(x)A�(y)
) = A�Kern(x)A�Kern(y)� g��D+(x� y) :196



Mit dieser Interpretation beh�alt die Dirac-Gleichung ihre �ubliche Gestalt:(iD= �m� eA=) = 0 :Klassisch gesehen, veranlassen die Fluktuationen des Strahlungsfeldes dasElektron zu einer Oszillation entlang seiner Bahn. Quantenmechanisch f�uhrtdies zu einer Korrektur der Bindungsenergie, Lamb shift genannt.Um rechnen zu k�onnen, ist es dennoch n�otig zu einer Beschreibung mit�au�eren Feldern zur�uckzukehren, im Sinne einer Approximation:(iD= �m� eA=e� � c���F ��Kern) = 0 ; c = �2� e4m ;wobei F ��Kern = @�A�Kern � @�A�Kern gesetzt wurde. Man sieht: Der Term, derF ��Kern enth�alt, beschreibt die Wechselwirkung des anormalen magnetischenMomentes des Elektrons mit dem Kernfeld. Im folgenden werden wir diesenBeitrag vernachl�assigen.Entscheidend ist die Konstruktion des e�ektiven Potentials A�e� durchFeynman-Graphen (die gerichteten �au�eren Linien beschreiben Elektronenmit den Impulsen p, p0 und Impuls�ubertrag q = p� p0):
- -oooooo = -"!# -ooo~A�e�(q) ~A�Kern(q)p p0 p0pIn Formeln: ~A�e�(q) = (F1(q2) + I(q2)) ~A�Kern(q) ;d.h. der punktf�ormigen (strukturlosen) Ankopplung von A�e� entspricht derAnkopplung des Kernfeldes unter Ber�ucksichtigung der Vertex-Korrektur F1und der Vakuumpolarisation I. Da der Bohrsche Radius gro� gegen�uber derComptonwellenl�ange des Elektrons ist, begn�ugen wir uns mit einer N�aherungf�ur kleine Werte von �q2 � 0 (� ist eine �ktive Photonmasse):F1(q2) = 1 + �3�m2 �log m� � 38� q2I(q2) = � �15�m2 q2 :Damit folgt:A�e�(x) = A�Kern(x)� �3�m2 �log m� � 38 � 15� A�Kern(x) :197



Diese Formel gilt imgrunde f�ur jedes �au�ere Potential. Im Fall des Kernpo-tentials �nden wir speziellA�Kern(x) = ��A�Kern(x) = Ze�3(x) g�0also Ve�(x) := �eA0e�(x) = �Z�r + 4Z�23m2 �log m� � 38 � 15� �3(x)Die Abh�angigkeit von der Photonmasse � ist unbefriedigend. Sie ist ein Zei-chen daf�ur, da� ein weiterer Beitrag zum e�ktiven Potential fehlt, der Beitragder weichen Bremsstrahlung (Abstrahlung weicher Photonen). Eine genaueAnalyse zeigt, da� die Ber�ucksichtigung dieses Beitrages sich so auswirkt, alsob in den obigen Formeln � den Wert (Z�)2m hat. Ein weiterer Kritikpunktist, da� die Entwicklung nach kleinen q2 unzul�assig ist, weil die relativisti-sche Wellenfunktion des Grundzustandes singul�ar im Ursprung ist127 unddeshalb der Erwartungswert von �3(x) im Grundzustand nicht existiert. F�urden nichtrelativistischen Ausdruck der Wellenfunktion existiert dieser Erwar-tungswert.Die �-f�ormige Korrektur zumKernpotential ist nur wirksam f�ur s-Zust�ande;denn nur dann ist  (0) 6= 0. Die Entartung der Dirac-Niveaus (die Zust�ande2S1=2 und 2P1=2 haben die gleiche Energie) wird damit aufgehoben: Das 2S1=2-Niveau erscheint um �E erh�oht, wobei:�E = m�6� (Z�)4�2 log(Z�)�1 � 38 � 15� = 1050 MHz (f�ur Z = 1):Der Wert 1=5 in der Klammer ist der Beitrag der Vakuumpolarisation. Ge-nauere umfangreiche Rechnungen ergaben1057;864� 0;014 MHz (Mohr 1975):Der experimentelle Wert liegt bei1057;862� 0;020 MHz (Andrews, Newton 1976);so da� wir von einer ausgezeichneten �Ubereinstimmung sprechen k�onnen. DieRechnungen sind leider �uberschattet von der Schwierigkeit, die anfallendenInfrarotprobleme in einer �uberzeugenden Weise zu l�osen.Es sei erw�ahnt, da� das 2P1=2-Niveau eine (wenn auch geringe) Korrekturseiner Energie erf�ahrt, und zwar durch das anormale magnetische Momentdes Elektrons.127N�amlich wie 1=rs mit s = 1 �p1� (Z�)2. Siehe hierzu Itzykson/Zuber: QuantumField Theory, Seite 79. 198



9.8 Die 2-Punktfunktion eines Dirac-FeldesAuch f�ur ein Dirac-Feld  (x) existiert eine Spektraldarstellung der 2-Punkt-funktion mit einem K�allen-Lehmann-Ma� d�(m):(
;  (x) � (y)
) = Z 1�1 d�(m) (i@=+m)�+(x� y;m) : (490)Obwohl die Variable m in dieser Darstellung positive wie negative Werteannehmen kann, ist weiterhin der Absolutbetrag jmj die `physikalische Masse'von Zust�anden der Form � (f)
. Es stellt sich die Frage nach dem Sinn desVorzeichens von m. Man erkennt aber sofort: Eine chirale Transformation ! 5 f�uhrt d�(m) in d�(�m) �uber. Die Transformation ist mit Sicherheitnicht unit�ar implementierbar (die Theorie ist nicht chiral symmetrisch), wennd�(m) 6= d�(�m).Unter den Bedingungend�(m)=dm = � c�(m�M) falls �M � m � Mstetig falls jmj > M (491)und c 6= 0 beschreibt das Dirac-Feld  (x) ein Teilchen der Masse M . DasMassenspektrum besteht somit aus einem �-f�ormigen Beitrag und einem Kon-tinuum. In der QED istM die Masse des Elektrons, w�ahrend das KontinuumZust�anden entspricht, in denen das Elektron von Photonen begleitet wird.Das Feld hei�t renormiert, wenn c = 1 gilt. Das renormierte Feld besitztdaher die 2-Punktfunktion(
;  (x) � (y)
) = S+(x� y;M) + Z> d�(m)S+(x� y;m)mit S+(x;m) = (i@=+m)�+(x;m), wobei das Zeichen > am Integral andeutet,da� nur �uber den Bereich jmj > M integriert wird. Von hier aus gelangenwir zum PropagatorSF (x� y;M) = �i(
; T (x) � (y)
) = Z d4p(2�)4 e�ip(x�y) ~SF (p)in bekannter Manier:~SF (p) = 1p=�M + i0 + Z> d�(m) 1p=�m + i0 : (492)Oder, in einer anderen Schreibweise:~SF (p) = p=+Mp2 �M2 + i0 + Z> d�(m) p=+mp2 �m2 + i0 :199



Eine Renormierung (Subtraktion einer unendlichen Konstanten) kann auchhier notwendig werden, wenn das links stehende Integral nicht konvergiert.Eine v�ollig andere Darstellung des Propagators wird durch die St�orungs-theorie (z.B. der QED) nahegelegt, n�amlich~SF (p) = 1p=�M + i0 + 1Xn=1 1p=�M + i0 ��(p) 1p=�M + i0�n ;wobei die 4� 4-Matrix �(p) als Summe aller renormierten und irreduziblenSelbstenergie-Feynman-Graphen anzusehen ist. Die Summe kann auch ge-schlossen dargestellt werden:~SF (p) = (p=�M + i0)�1 �1� �(p)(p=�M + i0)�1��1= �f1� �(p)(p=�M + i0)�1g(p=�M + i0)��1= [p=�M + i0� �(p)]�1oder ~SF (p)�1 = p=�M + i0� �(p)mit �(p) als sog. Selbstenergiefunktion (kurz Selbstenergie) des Dirac-Teilchens.Aus der fr�uheren Darstellung (492) folgt, da� �(p) die folgende allgemeineForm haben mu�: �(p) = a(p2)p=+ b(p2) :Hier sind a(z) und b(z) reell-analytische Funktionen128 einer komplexen Va-riablen z 2 C n[M 2 ;1]. Man renormiert in der jeder Ordnung der St�orungs-theorie die Selbstenergie so, da� sie an der Stelle p2 =M2 verschwindet, d.h.man verlangt a(M2) = b(M2) = 0 ;�aquivalent zur Forderung(p=�M) ~SF (p)���p2=M2 = 1 :In diesem Fall hei�t M die renormierte Masse. Wir wollen zeigen, da� dieseBedingung auch f�ur die Darstellung (492) erf�ullbar ist, sofern wir auf derrechten Seite eine geeignete Konstante C hinzuf�ugen:~SF (p) = C + 1p=�M + i0 + Z> d�(m) 1p=�m+ i0 :128Eine Funktion f : C ! C hei�t reell, wenn f(�z) = f(z) gilt.200



Sie wird so bestimmt, da� f�ur p2 =M2(p=�M)�C + Z> d�(m) p=+mM2 �m2� = 0gilt, was wegen(p=�M)(p=�m) = (p=�M)(p=+M) + (p=�M)(m�M)= p2 �M2 + (p=�M)(m�M)= (p=�M)(m�M)auf den AusdruckC = Z> d�(m) m�Mm2 �M2 = Z> d�(m) 1m +Mf�ur die Renormierungskonstante f�uhrt.9.9 Weitere Renormierungskonstanten des Dirac-FeldesDas kanonische (nichtrenormierte) Dirac-Feld  0(x) l�a�t sich aus dem renor-mierten Feld  (x) zur�uckgewinnen. Dazu betrachten wir den Erwartungswertdes Antikommutators129:(
; f (x); � (y)
) = i Z 1�1 d�(m)S(x� y;m) ; (493)wobei S(x;m) = (i@=+m)�(x;m). Aus�(x;m) = 0; _�(x;m) = ��3(x) f�ur x0 = 0folgt (
; f (x); � (y)
)x0=y0 = 0�3(x� y) Z 1�1 d�(m) : (494)Wir nehmen an, da�  0(x) = Z1=2 (x) die kanonischen Antivertauschungs-relationen f 0(x);  �0(y)gx0=y0 = �3(x� y)erf�ullt, gleichbedeutend mitf 0(x); � 0(y)gx0=y0 = 0�3(x� y) :129Tats�achlich ist hierf�ur ein Beweis n�otig. Man benutzt die CPT-Invarianz, um (493)aus (490) abzuleiten. 201



Ein Vergleich mit (494) lehrt, da�Z�1 = Z 1�1 d�(m) = 1 + Z> d�(m)gilt. In der Situation R> d�(m) =1 ist Z = 0, und wir w�aren gezwungen, inallen Zwischenrechnungen einen cut-o� zu benutzen.Wir betrachten beispielhaft die QED. Die nichtrenormierten Felder gen�ugender Feldgleichung (i@=�M0) 0(x) = e0A=0(x) 0(x) : (495)M0 =nackte Masse, e0 =nackte Ladung, A�0 (x);  0(x) =kanonische (nicht-renormierte) Felder. �Ahnliche Gleichungen gelten in anderen Eichtheorien.Durch Anwendung des Dirac-Operators i@=�M0 auf(
; f 0(x); � 0(y)g
) = iZ Z 1�1 d�(m)S(x� y;m) ;folgt mit Hilfe von (495):e0(
; fA=0(x) 0(x); � 0(y)g
) = iZ Z 1�1 d�(m) (i@=�M0)S(x� y;m) :Es gilt (i@=�m)S(x;m) = 0 und deshalb(i@=�M0)S(x� y;m) = (m�M0)S(x� y;m) :Wir �nden soe0(
; fA=0(x) 0(x); � 0(y)g
)x0=y0 = Z�3(x� y) Z 1�1 d�(m) :Da die Felder A�0 (x) und  0(x) zu gleichen Zeiten miteinander kommutieren,erhalten wir fA=0(x) 0(x); � 0(y)gx0=y0 = A=0(x)�3(x� y)und somit e0(
; A�0(x)
)� = Z Z 1�1 d�(m) (m�M0) 1l :Da die f�unf Matrizen �, 1l linear unabh�angig sind, folgt(
; A�0 (x)
) = 0 und Z 1�1 d�(m) (m�M0) = 0 :202



Die zweite dieser Bedingungen f�uhrt zu einem Ausdruck f�ur die nackte Masse:M0 = R1�1 d�(m)m .R1�1 d�(m)Im Falle chiraler Symmetrie gilt d�(�m) = d�(m), also R d�(m)m = 0, d.h.M0 = 0. Entweder beschreibt das renormierte Dirac-Feld  (x) ein Neutrinooder ein Fermion-Dublett:d�(m)dm = �(m�M) + �(m +M) + Kontinuum.In dem Salam-Weinberg-Modell gelten die obigen Formeln nicht, weil dortzu ber�ucksichtigen ist, da� es eine Yukawa-Kopplung gibt und das Skalarfeldeinen Vakuumerwartungswert besitzt.9.10 Die Fermion-Selbstenergie in niedrigster Ordnungder QEDEs sei  (x) das Elektron-Positron-Feld und(
; T (x) � (y)
) = i Z d4p(2�)4 e�ip(x�y) ~SF (p)sein Propagator, f�ur den wir eine Darstellung der Form~SF (p) = 1p=�M + i0 + 1p=�M + i0 ~S 0F (p) 1p=�M + i0haben, wobei ~S 0F (p) in niedrigster Ordnung mit der Selbstenergie �(p) �uber-einstimmt. Zugleich ist ~S 0F (p) jedoch der Propagator eines weiteren Dirac-Feldes, n�amlich von 0(x) := (i@=�M) (x) = eA=(x) (x) : (496)Zur Berechnung von ~S 0F (p) in der Ordnung e2 setzen wir rechts in (496) diefreien Felder ein und erhalten so eine Faktorisierung:(
; T 0(x) � 0(y)
) = e2 (
; TA�(x)A�(y)
) � (
; T (x) (y)
) � :Kurzgefa�t (mit Gupta-Bleuler-Eichung):iS 0F (x) = e2�F (x; 0)�SF (x;M)� :203



Das links stehende Produkt zweier Propagatoren entspricht { in der Spra-che der Feynman-Graphen einem Schleifenintegral (one-loop integral). DasProdukt ist nicht de�niert, das Integral divergent. Wir kehren deshalb zur2-Punktfunktion S 0+(x � y) = (
;  0(x) � 0(y)
) zur�uck, f�ur die man in derOrdnung e2S 0+(x) = �e2�+(x; 0)�S+(x;M)� = 2e2�+(x; 0) (i@=� 2M)�+(x;M)erh�alt. Vorteil: Produkte von �+-Funktionen und ihren Ableitungen lassensich elementar berechnen. Das Ergebnis kann in der FormS 0+(x) = Z> d�0(m)S+(x;m)dargestellt werden mit dem Spektralma�d�0(m) = d�(m) (m2 �M2)d�(m) = �4�jmj3 (m2 +M2 � 4mM) dm(M =Masse des Elektrons). Das Zeichen > beschr�ankt das Integral auf dasGebiet jmj > M . Das so bestimmte Ma� ist nicht positiv f�urM � m � (2 +p3)M :Dies hat zwei Gr�unde: 1. S 0+(x) ist eichabh�angig, 2. wir haben die inde�niteGupta-Bleuler-Eichung verwandt.Wie zu erwarten war, ist die Selbstenergie (in der Ordnung �) durch eindivergentes Integral beschrieben:�(p) = ~S 0F (p) = Z> d�0(m) 1ip=�m + i0denn dm0(m) � mdm (jmj �M). Andererseits gibt es eine Darstellung�(p) = a(p2)p=+ b(p2) :Die Bedingungen a(M2) = b(M2) = 0 erf�ullen wir durch eine Renormierung:aren(p2) = a(p2)� a(M2) = (p2 �M2) Z> d�(m) 1p2 �m2 + i0bren(p2) = b(p2)� b(M2) = (p2 �M2) Z> d�(m) mp2 �m2 + i0 :204



Zusammenfassend: Die renormierte Selbstenergie in der Ordnung � hat dieGestalt �ren(p) = (p2 �M2) Z> d�(m)ip=�m + i0 (497)Die durch die Renormierung entstandenen Integrale sind allesamt konvergent;denn d�(m) � m�1dm (f�ur jmj �M).9.11 Die Ward-Takahashi-Identit�atSei k = p� p0. Die triviale Relationk�� = (p=�M)� (p=0 �M) (498)besitzt eine nicht-triviale Verallgemeinerung in der QED. Sei n�amlich
- -&%'$�ooooo

op0 pk
die Summe aller irreduziblen und renormierten Feynman-Graphen. Die drei�au�eren Linien mit den Impulsen p, p0 und k betrachten wir als innere Linieneines gr�o�eren Graphen, d.h. es wird weder k2 = 0 noch p2 = p02 = M2vorausgesetzt. Ohne die Propagatoren, die diesen drei Linien entsprechen,und ohne den Faktor �e wird die Summe durch die sog. Vertexfunktion(eine 4� 4-Matrix) ��(p; p0) = � + ��(p; p0)beschrieben, so da� bei einer Reihenentwicklung nach der Feinstrukturkon-stanten die Matrix �� die Ordnung � besitzt. Dann sagt (498), da� in 0-terN�aherung die Relationk���(p; p0) = ~SF (p)�1 � ~SF (p0)�1 (499)gilt. Es zeigt sich nun, da� die Relation (499) in allen Ordnungen der St�orungs-theorie erf�ullt ist. Sie ist als Ward-Takahashi-Identit�at bekannt. F�uhren wirdie Selbstenergie �(p) ein, f�ur die~SF (p)�1 = p=�M � �(p)205



gilt, so kann man auch schreiben:k���(p; p0) = �(p0)� �(p) :F�ur p2 = p02 =M2 gilt �(p) = �(p0) = 0, alsok���(p; p0) = k= und �u(p�)k=u(p0�0) = 0als Ausdruck der Stromerhaltung @�j�(x) = 0. Zum Beweis von (499) schrei-ben wir ��(p; p0) = ��1 (p; p0) + ��2(p; p0)aufgrund der Beobachtung, da� sich alle irreduziblen Vertexkorrekturen inzwei Graphenklassen zerlegen lassen.1. Die erste Klasse besteht aus Graphen, bei denen der Vertex (k; �) aufeiner Fermionschleife liegt, d.h. ��1 (p; p0) enth�alt einen Bestandteil1q=+ k=�M� 1q=�Mwobei q eine Integrationsvariable darstellt. Hier ergibt die Multiplika-tion mit k:1q=+ k=�Mk= 1q=�M = 1q=+ k=�M f(q=+ k=�M)� (q=�M)g 1q=�M= 1q=�M � 1q=+ k=�M :Der Vertex (k; �) ist verschwunden. Zwei neue Integrale �uber q sindentstanden, deren Di�erenz zu berechnen ist. Im zweiten Integral f�uhrenwir die Substitution q + k ! q durch und erkennen, da� sich beideIntegrale annullieren, d.h. k���1 (p; p0) = 0.2. Die zweite Klasse besteht aus allen Graphen, bei denen der Vertex (k; �)auf derjenigen Fermionlinie liegt, die p mit p0 verbindet. Die Multiplika-tion mit k (s. oben) eliminiert den Vertex (k; �) und zerlegt k���(p; p0)in zwei Bestandteile, die aufgrund ihrer Struktur als Selbstenergiefunk-tionen des Fermions identi�zierbar sind:k���(p; p0) = �(p0)� �(p) :Ende der Beweisskizze.Wir studieren nun den E�ekt, den eine Renormierung~SF (p)�1 ! ~SF (p)�1 + ap= + b1l4��(p; p0) ! ��(p; p0) + c�206



hat, wobei a, b und c drei reelle Parameter sind, die die Masse, das Resi-duum (des Pols im Propagator) und die Ladung des Fermions �andern. DieQED mu� durch Vorgabe dieser (physikalischen) Werte in jeder Ordnungder St�orungsrechnung renormiert werden. Soll jedoch die Ward-Takahashi-Identit�at dabei erhalten bleiben, so ist dies nur m�oglich, falls a = c gilt.Dies bedeutet, da� wir in der QED nur zwei freie Renormierungskonstantenbesitzen.
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