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1 Das Standardmodell

Das Standardmodell ist eine renormierbare Feldtheorie, die die elektroschwa-
che Wechselwirkung (das Salam-Weinberg-Modell) und die starke Wechsel-
wirkung (die QCD) in sich vereinigt. Bei dem gegenwirtigen Stand der ex-
perimentellen Resultate gibt diese Theorie eine korrekte und vollsténdige
Beschreibung der Elementarteilchenphysik. Sie erreicht die beindruckende
Ubereinstimmung mit der Beobachtung durch ihr hohes MaB an Flexibilitét,
d.h. durch Anpassung ihrer freien Parameter an die Daten.

1.1 Materie

Im Standardmodell wird die sogenannte Materie (engl. matter) von den Eich-
bosonen und dem Higgs-Boson unterschieden. Es handelt sich hierbei aus-
schliefflich um Fermionen, die zu Beginn ohne Masse eingefiihrt werden und
ihre Masse am Ende durch den Higgs-Mechanismus erhalten. Die Fermionen
(besser: die ihnen zugeordneten Felder) werden in drei Generationen getrennt,
wobei jede Generation zwei Leptonen und zwei Quarks enthélt:

1. Gen. 2. Gen. 3. Gen. el. Ladung

Leptonen Ve vy vy 0
e 7 T -1
Quarks u c t 2/3
d b -1/3

Eine #hnliche Tabelle existiert fiir die Antiteilchen (besser: die ladungskonju-
gierten Felder), wobei die jeweilige elektrische Ladung ihr Vorzeichen &ndert.

Wir nennen Leptonen solche fundamentalen Fermionen, die farbneutral
sind, d.h. die sich gem&B der trivialen Darstellung der Farb-SU(3) trans-
formieren, wihrend die Quarks Farb-Tripletts bilden. Wir nennen Neutrinos
solche Leptonen, die keine elektrische Ladung tragen. Aus heutiger Sicht gibt
es Griinde anzunehmen, dafl Neutrinos massive Teilchen sind, wenn auch die
Masse des Elektron-Neutrinos v, sicher sehr klein ist (< 3 eV). In dem al-
ten muinimalen Standard-Modell, das endgiitig der Vergangenheit angehort,
waren alle Neutrinos masselos und linkshéindig (die Antineutrinos folglich
rechtshindig). Heute nehmen wir an, daf rechtshindige Neutrino-Felder in
die Lagrange-Dichte des Standard-Modells eingehen, jedoch so, daf} sie nicht
an die Fichfelder koppeln.

Der Begriff Generation erkléart sich dadurch, dal die Eichtransformatio-
nen des Standardmodells immer nur die Felder einer Generation unter sich
transformieren, wobei die Wirkung in jeder Generation die gleiche ist. Gébe



es nur die Eichkopplungen, so wiirde jeder fermionische Zustand dreifach ent-
artet auftreten. Es sind die Yukawa-Kopplungen (Ankopplung an das Higgs-
Feld), die diese Entartung aufheben und zu verschiedenen Massen in den drei
Generationen, aber auch zu verschiedenen Massen innerhalb jeder Generation
fithren.

Ziel der Beschreibung ist es, ein gemeinsames Dirac-Feld ¢ (z) fiir alle
fundamentalen Fermionen einzufiihren, das entsprechend viele Komponen-
ten hat. Mathematisch formuliert heifit dies, daf§ v Werte in einem Raum
annimmt, der komplex-linear ist und eine Tensorprodukt-Struktur besitzt:

C®V®S, DimS=4.

Hier bezeichnet S den iiblichen Spinor-Raum, in dem die y-Matrizen und da-
mit auch die Lorentz-Transformationen wirken; V' ist ein geeigneter Darstel-
lungsraum der Eichgruppe G mit Skalarprodukt!. Der Raum C? schliefilich
beschreibt die drei Generationen und damit die Entartung vor Einfiihrung
des Higgs-Feldes.

Bei Beschrinkung auf eine einzige Generation reicht der Raum V ® S zur
Beschreibung aus. Nach Wahl einer geeigneten Basis (er) in V' kénnen wir
Y(z) in elementare Dirac-Felder 1;(x) zerlegen,

U(r) =Y er@di(r),  i(z) €S,

I

wobei jedes elementare Feld eine definierte Helizitét (R oder L) besitzt, die
durch die Eigenwerte +1 von 75 definiert wird. Da die ¢;(x) durch die letzte
Forderung auf zwei Komponenten reduziert sind, handelt es sich offenbar um
Weyl-Felder. Es gibt dann eine Zuordnung von Indizes I zu den Leptonen und
Quarks der obigen Tabelle, wobei jedes Leptonfeld zweifach (R/L) und jedes
Quarkfeld sechsfach (R/L, 3 Farben) auftritt. Dies gibt dem Raum V die
Mindestdimension 16. Beziehen wir die Antiteilchen mit in die Beschreibung
ein, so erhoht sich die Dimension auf

DimV = 2° = 32,

Potenzen von 2 spielen offenbar eine besondere Rolle. Wir wollen dies spéter
bei der Konstruktion von V' beriicksichtigen.
Mathematisch gesehen ist der Diracsche Spinorraum S in natiirlicher Wei-
se Zg-graduiert,
S=St®S, DimS*=2

'Man sagt auch, V habe eine hermitesche Struktur. Sie ist erforderlich, weil nur so die
Forderung, die Darstellung von G solle unitér sein, einen Sinn hat.



und ¢; nimmt Werte entweder in S oder in S~ an. Offenbar legt der Index T
fest, welche Helizitit das Feld v;(x) besitzt. Diese Tatsache gibt dem Raum
V' eine Zy-Graduierung, d.h. es gilt

V=VteV"

V* = lineare Hiille von {es | ys1; = +17}.

Die Konstruktion koppelt die Graduierungen von V und S in einer Weise,
dafl von dem Tensorprodukt V' ® S nur der positive Teilraum

VeS)t=VtesSHae (V ®5)

fiir den Wertebereich von 1 infrage kommt. Da es sich bei der Eichgruppe
G — wie auch immer sie aussieht — um innere Symmetrien handelt, trans-
formiert sie die Felder gegebener Helizitdt unter sich. Dies bedeutet, dafl
die Darstellung von G auf V die Graduierung respektiert. Anders formu-
liert: Die Darstellung ist reduzibel; V* und V'~ sind invariante Unterridume.
Wir haben somit erkannt, dafl eine irreduzible Darstellung als Grundlage des
Standardmodells nicht infrage kommt.

Es ist eine weithin akzeptierte Annahme, dafl der fermionische Anteil der
Lagrange-Dichte bilinear in dem Dirac-Feld 1 ist und Massenterme hierbei
nicht auftreten:

Ly = Re(vilpy). (1)
Mit ) bezeichnen wir einen geeignet gewihlten verallgemeinerten Dirac-
Operator. Es gilt in jedem Fall

p = DPD+L = DA*+L
= (0, + Eichfelder)y" + Higgs-Felder

und enthélt somit die Eich- wie auch die Yukawa-Kopplungen. Gewdhnli-
che Dirac-Operatoren haben L = 0, schlieflen also Yukawa-Kopplungen nicht
ein. Wir erinnern daran, dafl der Operator D eine durch die Eichgruppe gege-
benen Zusammenhang (auch kovariante Ableitung genannt) beschreibt. Wir
werden spéter darauf eingehen, dafl ID = D + L den Begriff des Zusammen-
hanges erweitert; ID wird Superzusammenhang genannt, und ) ist der ihm
zugeordnete Dirac-Operator.

Vereinfachend schreibt man haufig ¢ il[p¢) fiir die Lagrange-Dichte, weil
die Differenz zum oben stehenden Ausdruck eine Divergenz ist und nicht zum
Wirkungsintegral beitragen kann:

i Tm (i) = 0, (Y y"4) .



1.2 Die Struktur der Eichgruppe
Als Eichtheorie liegt dem Standardmodell die Lie-Algebra

LieG = su(3) @ su(2) @ u(1) (2)
zugrunde mit den folgenden Bedeutungen:
e su(3) beschreibt die Farbfreiheitsgrade.
e su(2) beschreibt den schwachen Isospin.

e u(1) beschreibt die schwache Hyperladung.
Die u(1)g der QED ist in der Lie-Algebra

u(2) =su(2) ®u(l)

verborgen, wie bereits im Zusammenhang mit dem Salam-Weinberg-Modell
diskutiert.

Obgleich durch (2) die Eichgruppe G lokal (in der Nihe der Einheit) fest-
gelegt ist, bleibt ihre globale Struktur unbestimmt. Es gibt immer mehrere
Lie-Gruppen mit der gleichen Lie-Algebra. Es ist oft daran gedacht wor-
den, die Gruppe SU(5) als Eichgruppe einer Theorie der grofien Vereinigung
(grand unfied theory: GUT) einzufiihren, mit wenig Erfolg allerdings, weil
darin das Proton instabil wiirde. Eine schwichere konfliktfreie Annahme ist
die folgende:

e Die Eichgruppe G des Standardmodells ist eine Untergruppe von SU(5).
Sie besteht aus allen 5 x 5-Matrizen der Form

<E)L 2)’ UGU(?))’ UGU(Q)a Detu-Detv=1.

Der Einfachheit halber werden wir die Elemente der Gruppe G als Paa-
re (u,v) einfiihren. Es ist leicht einzusehen, daf§ die Lie-Algebra von G die
gewiinschte Struktur (2) besitzt.
Die Farb-SU(3) identifizieren wir als Untergruppe von G vermoge der
Einbettung
7:SU@B3) = G, uw (u,1y).

Die Gruppe U(2) der elektroschwachen Theorie hingegen ist keine Unter-
gruppe. Thre Verkniipfung mit G erreichen wir durch den Homomorphismus

s:G—=U(2), (uv)—uv.



Wir erhalten so eine exakte Sequenz von Gruppen:
1—SU3) LG —=5U(2) —1. (3)

In Worten: Die SU(3) ist ein Normalteiler? von G und die U(2) der Quotient
G/SU(3).

Eine Theorie, die von Leptonen allein ausgeht, hat die U(2) als Eichgrup-
pe, und die Hyperladung Y ist mit dem Zentrum

U(l) = {150 < a < 27}

dieser Gruppe verkniipft, so dafl Y ganzzahlig fiir alle leptonische Zusténde
ist. Das Bild dndert sich, sobald Quarks hinzugefiigt werden. Die Gruppe
U(1), die die Hyperladung beschreibt, ist zwar immer noch das Zentrum von
U(2), jedoch nicht mehr als Untergruppe von G, also nicht als Symmetrie-
gruppe auffassbar. An ihre Stelle tritt das Zentrum von G, eine Uberlage-
rungsgruppe U(1) von U(1) und Symmetriegruppe im Standardmodell. Diese
Tatsache ist verantwortlich fiir das Auftreten von drittelzahligen Werten der
Hyperladung Y. Um dies zu demonstrieren, betrachten wir die exakte Se-
quenz ,

1—2Zs2U01)-5U(1) —1, (4)

die aus (3) durch Beschrinkung auf das Zentrum der jeweiligen Gruppe folgt.
Hierin gilt:

e Das Zentrum U(1) von G wird aus Elementen der Form
diag(e”, e, e ', ') € SU(5)

gebildet. Sie geniigen der Bedingung (e?)?(e’*)? = 1. Man kann diese
Gruppe auch als eine abgeschlossene einparametrige Untergruppe des
2-Torus auffassen:

U(1) = {(e",e) | 38 + 2a = 0 mod 27}.
Sie ist damit einer U(1) isomorph.

e Die zyklische Gruppe Z3 der Ordnung 3 ist durch die komplexen Lésun-
gen der Gleichung 2 = 1 definiert. Man kann sie mit dem Zentrum der
Gruppe SU(3), wie hier geschehen, identifizieren. Durch j wird z auf
(z,1) € U(1) abgebildet.

2weil Kern eines Homomorphismus, auch invariante Untergruppe genannt



e Durch s wird (e, e!®) auf ¢* € U(1) abgebildet, wobei wir U(1) mit
der Hyperladung verkniipfen.

Die einparametrige Gruppe U(l) beschreibt geometrisch gesehen eine ge-
schlossene Kurve auf dem 2-Torus. Wickeln wir den Torus, beschrieben durch
die Winkel a und 3 auf die Ebene ab, so erscheint diese Kurve als eine Gerade
mit der Steigung —2/3:

=27

— @

—A47

Anfang und Ende des hier abgebildeten Geradenstiicks sind zu identifizieren.
Der Winkel « durchlduft somit das Intervall [0, 67], bevor sich die Kurve
schlieBt. Dies fithrt uns auf andere Weise vor Augen, daB es sich bei U(1)
um eine dreifache Uberlagerung der U(1)-Gruppe mit den Elementen e
handelt. In unitéren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe G’ nimmt die
Hyperladung Y einen festen Wert an, nur eingeschriinkt durch die Bedingung

e =1 oder 3V €Z,

wie aus dem Verhalten des Winkels a folgt. Sobald Y keinen ganzzahligen
Wert hat, haben wir es streng genommen nicht mit einer Darstellung der
Gruppe U(1) = {e*}, sondern mit einer Darstellung der Uberlagerungs-
gruppe U(1) zu tun. )
Lokal, d.h. in der Nihe der Einheit, konnen die Gruppen U(1) und U(1)
identifiziert werden; denn die Uberlagungsabbildung s ist dort invertierbar:
) 71'204/3]1 0

-1/ i __ € 3

e = (T, ) esue). g
Auf dem Darstellungsraum C° der Eichgruppe G ist die Hyperladung durch
die folgende spurfreie Diagonalmatrix reprisentiert®:

d )
Y = i%S’l(ew‘)

3Das Vorzeichen ist durch Konvention festgelegt.

= diag(%,3,2,-1,-1) esu(5).

a=0
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Im leptonischen Sektor des Standardmodells mit U(2) als Eichgruppe bleibt
nach spontaner Symmetriebrechung nur die Untergruppe

ve={(y &)} eve

als residuale Eichgruppe erhalten, die wir mit der elektrischen Ladung @
verkniipfen. Da die U(1)q fiir den leptonischen Sektor eine Symmetriegruppe
darstellt, sind dort alle Ladungen ganzzahlig.

Sobald wir die Quarks in die Beschreibung einbezichen, ist nicht die U(1)q
sondern ihre dreifache Uberlagerung

U(l)Q = {diag(ew,em,em, 1,e") | 38+ a = 0mod 27r} € SU(5)

die eigentliche Symmetriegruppe. Sie beschreibt ebenfalls eine geschlossene
Kurve auf dem 2-Torus:

0 2 47 or

\

—®

—27

Die Folge ist, dafl in unitéren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe G
die elektrische Ladung Q Werte annimmt, die der Bedingung

€@ =1 oder 3Q€Z

unterliegen. Die Uberlagerungsabbildung

Ul)q — U(l)q
bildet diag(e, e, e, 1,e'®) auf diag(1,e™®) ab und kann lokal invertiert
werden, indem man § = —a/3 setzt. Auf dem Darstellungsraum C® der

Eichgruppe G ist die elektrische Ladung durch die folgende spurfreie Diago-
nalmatrix repriisentiert?:

cd ia .
Q:z%s '(diag(1, ")) T diag(s,3,3,0,—1) €su(5).

“Das Vorzeichen ist durch wiederum durch Konvention festgelegt. Die Ladung Q wird
grundsétzlich in Einheiten der elektrischen Elementarladung gemessen.
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Vergleichen wir () mit Y, so sehen wir, dafl Q+Y € Z gilt. Diese Eigenschaft
ist dann auch in allen unitéren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe G
erfiillt, d.h. sie gilt auch fiir die Quarks und ihre Bindungszusténde.

Eine weitere additive Quantenzahl ist I3, die dritte Komponente des
schwachen Isospins. Sie ist auf dem Raum C° durch die Diagonalmatrix

I; = diag(0,0,0, 3, —3) € su(5)

vertreten, aus der man die Eigenwerte unmittelbar abliest. Nun sind Y, @)
und 75 nicht unabhéngig voneinander. Es gilt

Q:]3+%Y7

wie man unmittelbar einsieht. Diese Beziehung® iibertrigt sich auf alle Pro-
duktdarstellungen, von denen wir jetzt einige konstruieren wollen.

1.3 Die Konstruktion des Darstellungsraumes V'
der Leptonen und Quarks

Da die Eichgruppe G Untergruppe der SU(5) ist, agiert sie in natiirlicher
Weise auf dem Raum
C=CaC

mit Unterriumen C* und C? fiir die definierenden Darstellungen der Farb-
gruppe SU(3) und der SU(2)-Gruppe des schwachen Isospins. Dennoch ist C°
kein geeigneter Raum, um darin die fundamentalen Fermionen einer Genera-
tion unterzubringen. Zudem trigt dieser Raum keine natiirliche Z,-Graduie-
rung. Eine geeignetere Wahl ist der lineare Raum, der der dufleren Algebra

zugrundeliegt:
V=AC, DimV =2

Die #uBere Algebra iiber einem linearen Raum (hier C) ist ein wichtiges Kon-
zept der multilinearen Algebra®. In der Physik begegnet uns dieses Konzept
in Form des Fockraumes mit Fermi-Statistik. Im vorliegenden Fall beschriebe
C, der Hilbertraum der Einteilchenzustiinde, gerade mal fiinf Freiheitsgrade.
Man kann die duflere Algebra als eine direkte Summe linearer Rdume
auffassen,
ANC =NCaoANCea - -aNC,

wobei jeder Summand ein k-faches dufleres Produkt

ANC =CANCA---AC (k Faktoren, k=0,1,...,5)

SMitunter wird diese Relation die Gell-Mann-Nishijima-Formel genannt.
6Siehe W. Greub, Multilinear Algebra, 2nd Ed., Springer 1978



darstellt mit der Vereinbarung /\0((35 = C. Aufgrund dieser Konstruktion gilt

Dim \*C® = (’;) .Y _DimA'C’ =2,
k

Die duflere Algebra ist in natiirlicher Weise Zy-graduiert,
Acf) — /\+C5 D /\7((:5,

mit positiven und negativen Unterrdumen, die durch die geraden bzw. unge-
raden Potenzen gebildet werden:

ANTC = ANCaoNCoNT
AN C = ANCaNCTaNC.

Man bestétigt leicht, dafl
Dim ATC° = Dim A C° = 2*

gilt.

Das iibliche Skalarprodukt in C*> kann zu einem Skalarprodukt in ACP
erweitert werden. Diesen Vorgang kennen wir von der Konstruktion des Fock-
raumes her. Die unitire Wirkung der Gruppe G auf C° kann zu einer unitéiren
Wirkung auf AC® erweitert werden. Die dadurch erhaltene Darstellung wird
mit A bezeichnet. Jedes g € G gibt somit Anlafl zu einem kommutativen

Diagramm
¢ L C

AT 25 AC
wobei die senkrechten Pfeile die kanonischen Einbettungen beschreiben (C
wird mit A'C5 identifiziert).
Unter der Wirkung von G wird jede Potenz A*C5 zu einem invarianten

Unterraum der dufleren Algebra. Die Darstellung A ist somit reduzibel und
zerfillt in Teildarstellungen A,

A=NaoNea - aN,

wobei A*g = gAgA---Ag (k Faktoren) gilt und dies eine Kurzschreibweise
fiir die Wirkung

5

/\kg(cl/\02/\---/\6,16):gcl/\g@/\---/\gc,yC (c1,...,ct €C°, g€ Q)

darstellt.
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Es gibt unter den Teildarstellungen A* genau zwei eindimensionale (hier
triviale) Darstellungen: /\Ug = 1 und /\5g = Det g = 1. Da die Eichgruppe
G nur eine Untergruppe von SU(5) ist, sind alle anderen Teildarstellungen
reduzibel. Um sie in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegen zu konnen, gehen
wir von dem Isomorphismus

ANC @ C) 2 N\CP @ \C?

aus. In Worten: Die duflere Algebra (der Funktor /) verwandelt eine direkte
Summe in ein Tensorprodukt. Ausgedriickt in den Dimensionen: 23+2 = 23.22,

Zu den irreduziblen invarianten Unterrdumen von /\k(C5 gelangen wir
durch die Zerlegung

AC =30 AT, AC =300 AT,
d.h.
/\k(C5 — Z /\p(c3 Q /\qCQ .
p+q=k

Wir erwarten daher, dal die Leptonen und Quarks genau den folgenden ir-
reduziblen Darstellungen der Eichgruppe G entsprechen:

e = ()()

Die Darstellung A”? ordnet jedem Element (u,v) der Eichgruppe G den
Operator A’u® A%v zu. Die Z,-Graduierung von AC® gibt jeder Darstellung
AP die Paritit

k= (=18 = (=1,

die der Helizitdt (R/L) des Lepton- bzw. Quarkfeldes entspricht.

Um zu erkennen, welche Komponenten von ¢(x) Leptonen bzw. Quarks
beschreiben, miissen wir die Hyperladung Y jeder irreduziblen Darstellung
A" bestimmen. Dies erfordert eine Anwendung der Gleichung (5):

e—z‘aY — AP,Q(S—l(eia)) |
_ /\P6712a/3 ® /\qeza — exp(—i2pa/3 + an) )
Wir erhalten so die fundamentale Beziehung
V==2p—q (6)

mit deren Hilfe wir leicht entscheiden konnen, um welchen Feldtyp es sich
handelt:

Lepton-Felder : p =0 oder 3 (Y ist ganzzahlig)
Quark-Felder :p =1 oder 2 (Y ist drittelzahlig).
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Von besonderer Bedeutung ist die folgende Beobachtung. In der von uns
gewihlten Darstellung A der Gruppe G treten nur zwei Typen von Darstel-
lungen der Isospingruppe SU(2) (Untergruppe von G) auf:

e Die triviale Darstellung (¢ = 0 oder 2, I = I3 = 0). Teilchen oder
Felder dieser Art heiflen Singletts.

e Die Fundamentaldarstellung (¢ = 1, I = %, I3 = :I:%) Teilchen oder
Felder dieser Art heiflen Dubletts.

In allen Fillen gilt der Zusammenhang ) = I3+ %Y, auf den wir schon friither
hingewiesen haben.

Weyl-Spinoren, die als Komponenten von ¢ auftreten, sind charakterisiert
durch drei Parititen, die den Z,-Graduierungen der Riume AC®, AC?, and
AC? entsprechen. Thre Interpretation ist wie folgt (beachte dal k = p + q)):

k =gerade : rechtshéindig k =ungerade : linkshéndig
p =gerade : Materie p =ungerade : Antimaterie
q =gerade : Singlett q =ungerade : Dublett.

Da die Ladungskonjugation auf AC® durch komplexe Konjugation wirkt,
fiihrt sie die Darstellung [p,¢] in die Darstellung [3 — p,2 — ¢] iiber. Sie
vertauscht also links und rechts, Materie und Antimaterie, und kehrt die
Vorzeichen von Y, I3 und ) um, fiihrt aber Singletts wieder in Singletts,
Dubletts wieder in Dubletts iiber.

Abschlieflend wollen wir auf einen besonderen Umstand aufmerksam ma-
chen. Zunéchst fiihren wir die Menge aller Darstellungsmatrizen ein:

NG ={Aglg € G}.

Mit (AG)’ bezeichnen wir die Kommutante, d.h. die Algebra aller Operatoren
auf dem Darstellungsraum AC’, die mit jedem Element der Menge AG kom-
mutieren. Das Besondere der Gruppe G besteht darin, daf es sich bei (AG)’
um eine kommutative Algebra der Dimension 12 handelt. Denn die 12 Dar-
stellungen A (4 Werte fiir p, 3 Werte fiir ¢) sind irreduzibel und paarweise
indquivalent. Aufgrund des Schurschen Lemmas nimmt jedes A € (AG)’ dort
konstante Werte an, die simtlich unabhéingig sind. Die Freiheiten, die wir in
A haben, werden sich spéter als wesentlich erweisen: Sie garantieren eine
ausreichende Menge von freien Parametern des Standardmodells.

1.4 Die Standardbasis fiir \C

Der Raum C® besitzt nicht nur ein kanonisches Skalarprodukt sondern auch
eine kanonische Orthonormalbasis (e;)?_;, so daf§ jeder Basisvektor e; die
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Komponenten (e;); = 6;; (j = 1,...,5) hat. Dies induziert eine Orthonor-
malbasis e; in der #duferen Algebra AC°. Sie ist gegeben durch

er=ey A Neg, € N°C°, T={iy,...ix}, i1 <--<ip, 0<k<5

wobei I alle Teilmengen von {1,2,3,4,5} durchliuft, die leere Menge () ein-
geschlossen. Gesetzt wir haben ein I gewéhlt, so sind die zugehorigen cha-
rakteristischen Exponenten k. p, ¢ leicht zu bestimmen: k ist die Anzahl aller
Elemente in I, p ist die Anzahl der aus {1,2, 3} gewéhlten Elemente in I, ¢
ist die Anzahl der aus {4, 5} gewihlten Elemente in I. Anstelle von k werden
wir auch |I| schreiben und das Komplement von I in {1,2,3,4,5} mit I°
bezeichnen.

In der folgenden Tabelle sind alle 32 Basivektoren aufgelistet zusammen
mit ihren p, g-Werten. Jedoch haben wir I an Stelle von e; angegeben:

q=2 g=1
45 4 5
23 2345 | 234 235
p=2 13 1345| 134 135
12 1245 | 124 125 (7)

]

I

o
=|o

1 145 14 15
p=1 2 245 24 25
3 345 34 35
p=23 123 12345 | 1234 1235

Die Basisvektoren der ersten beiden Spalten haben I3 = 0, jene der dritten
Spalte Iz = %, der vierten Spalte I3 = —%. Jeder Basisvektor e; ist zugleich
ein Eigenvektor der Hyperladung Y und der elektrischen Ladung (), deren
Werte die beiden folgenden Tabellen zeigen.
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Y qg=0 qg=2 qg=1 Q g=0 qg=2 qg=1
p=20 0 -2 -1 -1 | p=0 0 -1 0 -1
4/3  -2/31 1/3 1/3 2/3  -1/312/3 -1/3
p=2| 4/3 -2/3| 1/3 1/3| |p=2 2/3  -1/312/3 -1/3
4/3  -2/3 ] 1/3 1/3 2/3  -1/312/3 -1/3
2/3  -4/3|-1/3 -1/3 /3 -2/3|1/3 -2/3
p=1 2/3  -4/3|-1/3 -1/3| |p=1 /3 -2/3|1/3 -2/3
2/3  -4/3|-1/3 -1/3 /3 -2/3|1/3 -2/3
p=3 2 0 1 1| |p=3 1 0 1 0

Nach dieser Zuweisung von Ladungen finden wir auch die Zuordnung zu
den entsprechenden Weyl-Spinoren der ersten Generation:

1.Gen. | ¢g=0 ¢g=2 g=1
p=20 Ver €R Ver, er,
wir  dip | uip dir,
p=2 | —usgp —dagr | —ug, —dap
Usr d3r Usr, dsr,
dip, uir, dip —uip
p=1 dsy, usp, dyp  —usg
dyp, ugr, | dsp  —usg
p=3 | e | ¢k —vig
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Entsprechende Zuordnungen existieren fiir die zweite und dritte Generation:

2.Gen. | qg=0 ¢q=2 qg=1 3.Gen. | ¢g=0 ¢g=2 qg=1
p=0 VuR KR | VuL KL p=20 VrR TR | VrL L
C1R S1R c1r S1L tir bir | i bir
Pp=2 | —car —Sr | —Cor —S2r p=2 | —top  —byp | —tar —byr
C3R S3R 31, S3I, l3r bsr | tar bz,
S1r iz | Sir  —Cir ir iL iR —tir
p=1 o1, i Sor  —CoR p=1 51 5L 5r  —tom
Ss1, cs1, Ssr  —C3R b5y, 151, b5 —t5g
p=3 153 VZL g _VZR p=3 T vip TR —Vig

Hier stehen die Symbole mit ihren Vorzeichen fiir die Komponenten v; des
Dirac-Feldes 1), wobei I aus der Tabelle (7) abzulesen ist. Die ersten vier
Zeilen der Tabelle (8) sind z.B. so zu interpretieren:

Yy = Ver 45 = €R g = Ver, s = ey,

oy = uiR tozas = dig oga = Ui, thags = di,
g = —usp 1345 = —dap i34 = —Usy, g5 = —dar,
12 = u3r 145 = d3p Y194 = Usg, g5 = d3,

Jede Tabelle ist symmetrisch aufgebaut. Die obere Hélfte beschreibt Materie,
die untere Héilfte Antimaterie. Quarkfelder haben einen Farbindex i, z.B.

Wir, Uir, dir, dir, (i=1,2,3).

Zugleich erkennen wir eine leichte Anderung gegeniiber der traditionellen
Auffassung: Die Darstellungen 3 (mit p = 1) und 3 (mit p = 2), beide Fun-
damentaldarstellungen der Farb-SU(3), haben ihre Rollen vertauscht. Dies
hat jedoch keinen physikalischen Effekt.

Zu jedem Weyl-Spinor 1y existiert der durch Ladungskonjugation entste-
hende Weyl-Spinor #§, der ebenfalls in der Tabelle und damit als Kompo-
nente von ¢ auftritt. Da die Ladungskonjugation die Chiralitidt &ndert, ist
besondere Sorgfalt bei der Bezeichnung geboten. Dies wollen wir am Beispiel
des d-Quarks erlautern:

dy, := (d°), = (dr)", dp == (d)r = (dr)°.
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Einige Felder treten in den Tabellen mit einem negativen Vorzeichen auf.
Der Grund hierfiir ist rein algebraischer (nicht physikalischer) Natur. Die
Vorzeichen sind so gewihlt, dafl die folgende Bedingung erfiillt ist:

Uﬂb? = wlc

wobei o7 das Vorzeichen derjenigen Permutation ist, die {7, /°} in die normale
Ordnung {1, 2,3,4,5} iiberfiihrt, also etwa

(132 4 5 _
Ti3=S80 1 9 3 4 5)7 4

Gleichzeitig wird hierdurch einer bekannte Regel Rechnung getragen: Mit
(Ve, €)1, einem linkshidndigen SU(2)-Dublett, ist, nach Ausfiihrung einer La-
dungskonjugation,

(e, —vi)r = (e, —VeL)*

ein rechtshéindiges SU(2)-Dublett.

1.5 Das Higgs-Feld und die Yukawa-Kopplung

Der verallgemeinerte Dirac-Operator ) = I) + L enthilt bereits das Higgs-
Feld zusammen mit vielen anderen Parametern in dem Operator L, der frei
von y-Matrizen ist und deshalb wie ein Skalar auf den Spinorraum S wirkt.
Seine Wirkung beschriinkt sich auf den Raum C* ® AC’. Wir wollen die
Einschrinkungen untersuchen, denen der Operator L dort unterliegt.

Die erste Einschrankung
L*=-L

kommt von der Forderung, daf§ der Differentialoperator iIIp (ebenso wie i@)
selbstkonjugiert ist, die zweite Einschrinkung

CoNC L G N\NTC (9)

von der Forderung, daf§ (verallgemeinerte) Dirac-Operatoren immer ungerade
Operatoren sind, also die Paritéit der Vektoren, auf die sie wirken, umkehren.
Im einfachsten Fall, wenn der Dirac-Operator auf dem Raum S wirkt und
die Struktur v#9, hat, ist dies die folgende Eigenschaft der v-Matrizen:

Vs + 7" =0

Im vorliegenden Fall ist die Zy-Graduierung (und damit die Paritéit) nicht
allein durch die vs;-Matrix gegeben, sondern von komplizierterer Struktur,
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ndmlich durch den Darstellungsraum der Eichgruppe mitbestimmt:

(CaNC®9) = Co(NCoS5)*
NC ST = (NNCeSHa (AN Ces)
ANC®S) = NCeSHa(ANTCes)

Da L trivial auf den Raum S wirkt und so seine Paritdt erhélt, dndert L
zwangsliufig die Paritit in AC® wie in (9) angegeben.

Der Higgs-Sektor des Standardmodells ist durch die Form des Dirac-
Operators bestimmt, sobald der Operator L festgelegt ist:

['Higgs = %'LZZL'LP

Hier haben wir nur den Teil des Higgs-Sektors aufgefiihrt, die die Wechsel-
wirkung mit den Fermionen beinhaltet. Der Grund fiir den Faktor % auf der
rechten Seite liegt darin, da8 in unserem Formalismus il[p1) den Vorfaktor
% bekommt, weil darin mit jedem Elementarfeld 1); zugleich und gleichbe-
rechtigt auch das ladungskonjugierte Feld v§ auftritt. Beide Felder geben
Anlaf} zu identischen Ausdriicken in dem Wirkungsintegral. Wenn wir also
Ubereinstimmung mit dem konventionellen Ansatz fiir die Lagrange-Dichte
erreichen wollen, ist der Faktor % unausweichlich. Dieser Faktor kann al-
lerdings vermieden werden, wenn wir wir uns bei ¢ auf Komponenten mit
p = 0,2 beschrénken.

Fiir die weitere Diskussion ist es hilfreich, eine suggestive Bezeichnung
fiir die vier Materiefelder mit den Ladungen Q = 0, —1, 2 —% (jedes Feld ein

flavor-Triplett) einzufiihren:

73’

n = (Ve,vy,v,) u = (u,c,t)

e = (e, pu,7) d = (d s,b).

Das Standardmodell benutzt einen speziellen Ansatz fiir den Operator L, so
dafl der hierdurch gegebene Beitrag zur Lagrange-Dichte die folgende Form
hat:

Lriges = DrAn(n,®g—e®y) + (2 P) — €7 )Annp
+ erpA; (er®] +nLCI>*+)+(éL<I>U +0,P,)A. ep
+ apAy(u, P —d ®y) + (Tg dL<I>*) ulUp
+ dr A5(d;®5 +ur®}) + (d <I>0+uL<I>+)AddR.

Hierin bezeichnet (¢4, ¢g) ein SU(2)-Dublett mit Y = 1 aus (skalaren) Higgs-
Feldern. Die Bezeichnung macht deutlich, dal ¢, die Ladung @) = 1 trégt
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und ¢ neutral ist, die spontane Symmetriebrechung also ein ‘Kondensat’
(o) # 0 hervorruft. In den Ansatz fiir L gehen dariiberhinaus vier komplexe
3 x 3-Matrizen A,, Ae, Au, Aq ein, die auf die flavor-Freiheitsgrade wirken,
also als Operatoren auf den Raum C? zu interpretieren sind. Es gibt bislang
kein iiberzeugendes Argument oder Prinzip, das diese Matrizen in irgend-
einer Weise einschrinken koénnte: Sie sind frei wiahlbar und bestimmen die
Yukawa-Kopplungen. Jedoch sind nicht alle 4-3% = 36 komplexen Parameter
physikalisch relevant, da wir die Fermi-Felder unitéir transformieren kénnen.

Die obige Konstruktion gewéhrleistet lokale Eichinvarianz der Lagrange-
Dichte. Sie nutzt aus, dafl sich mit Hilfe des Higgs-Feldes vier verschiedene
SU(2)-Singletts konstruieren lassen:

n, = Amngp+n;®;—erd, (Q=0)
e, = Aceg+e ®; +n,d7 (Q@=-1)
u, = Agurp+u,®—d;o, Q= %)
d, = Aqdg+d;®f +udl  (Q=—1)

Wir fassen sie als transformierte Dirac-Felder auf. Die Lagrange-Dichte des
Higgs-Sektors kann nach Einfiihrung dieser Felder nun kiirzer geschrieben
werden, wodurch ihre Struktur besser sichtbar wird:

EHiggs = ngn; + €,e, + uu; + dsds .

Insbesondere 1463t sich die Eichinvarianz der rechten Seite sehr viel leichter
iiberpriifen. Man macht sich die Korrektheit der neuen Schreibweise leicht
am Beispiel des neutralen Dirac-Feldes klar:

ngng = Ngphgp + NDgpNgR
= AnnR (IIL(I)O — eL<P+) + (nL<I>0 — eL<I>+)AnnR
= ﬁR A;(HL(I)O — eL<P+) + (I_IL(PS - éLq)i)An ng.

Der Higgs-Kibble-Mechanismus gibt eine bewéhrte Beschreibung der spon-
tanen Brechung der lokalen Eichsymmetrie. Zugleich eliminiert er drei reelle
Freiheitsgrade des Higgs-Feldes und iibertrigt diese auf die massiven Eich-
felder. Danach haben wir in allen Formeln die Ersetzung

o+(x) =0, dolx) = (H(z) +v)/V2

vorzunehmen, wobei H(x) das neutrale ‘physikalische’ Higgs-Feld und v das
reelle Kondensat beschreibt. Spontane Symmetriebrechung fiithrt zur Mas-
senerzeugung. Hierbei treten vier komplexe Massenmatrizen der Fermionen
auf:

Mn:vAn/\/i, Me:vAe/\/i, Mu:vAu/\/i, Md:vAd/\/i.
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Ihr Einfluf} zeigt sich in dem folgenden Beitrag zur Lagrange-Dichte:
Massenterme = ngM n;, + n;Myng
+ &pMle,+&; Msep
+ ugpM;u; +urM,ug
+ dpMjdr + d;Madg

Die Massen der beobachteten fundamentalen Fermionen ergeben sich aus
dem Spektrum:

spec (MiM,) = {m, m,%#, m;,
spec(MMg) = {m?, m?, m?}
spec (MIM,) = {m., m2, m?)
spec (M(;Md) = {mg ) mg ) mz}

Beziehungen dieser Massen untereinander oder Beschrinkungen, die ihnen
auzuerlegen sind, gibt es in dieser Theorie nicht. Das ist sehr unbefriedigend,
insbesondere deshalb, weil die kleinste Masse m,, und die groite Masse my
sich um mindestens 12 Groflenordnungen unterscheiden. Wo liegt der Grund
fiir solche Unterschiede?

1.6 Unitiare CKM-Matrizen der Leptonen und Quarks

Falls die vier Massenmatrizen nicht von vornherein diagonal sind — wofiir es
keinen Grund gibt — , gehen die im Experiment beobachtbaren Fermionen
durch eine flavor-Mischung — beschrieben durch eine unitére Transformation
— aus den von uns gewihlten Basisfeldern hervor. Denn ein bekannter Satz
der Algebra sagt, dafl sich jede der komplexen Matrizen M,, M., M,, Mq
durch eine biunitire Transformation diagonalisieren l1af3t:

M, = U:; M} Ung, M;, = diag(my, , my, , my,)
Me = :LM(’E UER: Mé = diag(me s My, m’T)
My, = UM Uyr, M, = diag(my , m., my)

Mg = Uy MjUqg, M} = diag(myg, ms, my)

Dies legt nahe, alle fundamentalen Fermi-Felder unitir zu transformieren, so
daf} die neuen Felder den Masseneigenzustéinden entsprechen:

l’l’R = UnR ngp n,L = Unrny
e'R = UeR €er eIL = Uer ey,
up, = Usrugp u; = Usrug
d’R = UdR dR d’L = UdL dL
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Hierdurch werden neue (orthonormierte) Basen im flavor-Raum C? eingefiihrt,
die den tatsdchlich beobachteten Teilchen entsprechen.

Die Transformation zu neuen Feldern vereinfacht zugleich auch die Be-
schreibung die Yukawa-Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld H(x):

[’Higgs = Lyvukawa + Massenterme

EYukawa = ZGFFFH
F

Gr = mF\/i/v

Die Summe wird {iber alle fundamentalen Dirac-Felder F' = F + F7, gefiihrt,
wobei F' die Symbole

e W T
U c t
d s b

durchlauft. Entscheidend ist, daf$ die Kopplungskonstante G proportional
der Masse mp des Fermions ist. Die partielle Breite fiir den Zerfall H — FF
ist daher proportional m2. Eine unmittelbare Kopplung des Higgs-Teilchens
an die Eichbosonen existiert nicht. Der Zerfall H — 2+ geschieht {iber eine
virtuelle Produktion von FF-Paaren. Die Masse des (bislang nicht nachge-
wiesenen) Higgs-Teilchens wird im Bereich 100-200 GeV erwartet.

Die Transformation zu den Masse-Eigenzustinden hat keinen Einflufy auf
alle iibrigen Terme der Lagrange-Dichte des Standardmodells bis auf eine
bemerkenswerte Anderung der geladenen Strome der schwachen Wechsel-
wirkung, da in ihnen Felder verschiedener Ladung verkniipft werden. Die
urspriingliche Gestalt dieser Stréme ist

J% =npyter +upytdg it =(4)"
und die endgiiltige Gestalt aufgrund der Transformation ist
ji =npyter +upytdy = (54)

mit den Bezeichnungen
e; = Vixuer, Vékm = UnrUqp,
d’LI = VgKM dIL ) VgKM = UurUyqy, -
Zwei unitire Matrizen mit physikalischer Relevanz treten hierbei auf. Sie

werden nach ihren Entdeckern Cabbibo, Kobayashi, und Maskawa als CKM-
Matrizen bezeichnet:

Vékm = CKM-Matrix der Leptonen
Vs = CKM-Matrix der Quarks.
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Daf3 wir die Felder € und d’ zu neuen Feldern €” und d” transformieren, ist
reine Konvention. Ebenso gut konnten wir, die konjugierten CKM-Matrizen
benutzend, die Felder n’ und u’ zu neuen Feldern n” und u” transformieren
und darin die geladenen Stréme ausdriicken.

Es besteht der Wunsch, die CKM-Matrizen zu parametrisieren und die
Parameter aus dem Experiment zu bestimmen. Eine unitire 3 x 3-Matrix
enthélt 9 reelle Parameter. Fiinf davon sind Phasen, die sich durch Phasen-
transformationen aller Felder eliminieren lassen”. Es bleiben vier physikalisch
relevante Parameter (Winkel):

91, 027 93a J.

Die ersten drei sind den Euler-Winkeln einer Rotation R € SO(3) vergleich-
bar, der Winkel § beschreibt die Abweichung von der reellen Gestalt der
CKM-Matrix, die wir als ein Produkt von vier unitdren Matrizen schreiben:

Vern = VaVsViVs

mit
cosf); sinf; 0 1 0 0
Vi=| —sinf; cosf; 0 Vo=10 cosf; —sinb,
0 0 1 0 sinfy cosb,
1 0 0 1 0 0
Vo=10 cosfly sinbs Vs=10 1 0
0 —sinf; cosbs 0 0 —e?

Da die Antiteilchen mit der konjugiert komplexen CKM-Matrix verkniipft
sind, wechselt unter der CP-Operation der Winkel 0 sein Vorzeichen. Eine
Abweichung von

=0 (mod )
ist verantwortlich fiir die CP-Verletzung in der schwachen Wechselwirkung.

Eine theoretische Vorhersage fiir die Grofie von ¢ steht noch aus.
Die CKM-Matrix der Quarks schreibt man auch in der Form

Vud Vus Vub
Vo= | Ve Ves Va
Vie@ Vis Va

TAllgemein, wenn n Generationen existieren, ist die CKM-Matrix V ein Element der
Gruppe U(n). Dieses ist nicht eindeutig, weil V' und V' als physikalisch dquivalent gelten,
wenn es Diagonalmatrizen D, D' € U(n) gibt mit DV = V'D’. Die Aquivalenzrelation
eliminiert 2n — 1 von insgesamt n? reellen Parametern. Somit hat die CKM-Matrix nur
(n —1)? relevante Parameter (Winkel). Von diesen sind n(n — 1)/2 verallgemeinerte Euler-
Winkel, d.h. Parameter der Gruppe SO(n). Es bleiben (n — 1)(n — 2)/2 Winkel, die fiir
das Verhalten V # V, also fiir die CP-Verletzung ausschlaggebend sind.
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wodurch sofort ersichtlich ist, welchem Vertex ein bestimmtes Matrixelement
zuzuordnen ist. Hierzu zwei Beispiele:

1. Die Groéfle von V4 bestimmt den Zerfall des Neutrons,
n — pe V.

Denn im Quarkbild gilt n = (ddu) und der Zerfall verlduft iiber ein
virtuelles W~ -Eichboson: d — u W ™.

2. Die Grofle von V¢ bestimmt den Zerfall der geladenen K-Mesonen,
z.B.
Kt = pty,.

Denn im Quarkbild gilt K = (5u) und der Zerfall verlduft iiber ein
virtuelles W*-Eichboson: su — WT.

Die CKM-Matrix der Leptonen schreiben wir so:

Vit Via Vi
VCeKM = Vor Vo Vo
Var Vi Vs

Im Rahmen des Minimalen Standardmodells (MSM) wurde angenommen,
daf} alle Neutrinomassen gleich Null sind. Eine Entartung m,, = m,, = m,,
reicht bereits aus, um eine neue ‘physikalische’ Basis von Neutrinofeldern
durch die Transformation n’ = (V&) n einzufithren mit dem Ergebnis,
dafl die geladenen Strome numehr anstelle der CKM-Matrix VS, die Ein-
heitsmatrix 13 enthalten. Mit anderen Worten, im MSM gab es keine flavor-
dndernden Wechselwirkungen der Leptonen.

Bestehende Experimente deuten auf eine Verletzung der angenommenen
Massen-Entartung bei den Neutrinos. Eine nicht-diagonale CKM-Matrix der
Leptonen zwingt uns zur Erkenntnis, dafl es zwar eine Erhaltung der Lepto-
nenzahl L = L.+ L, + L., aber keine separate Erhaltung von L., L, und L,
gibt. Der Zerfall des Miions etwa verlduft danach iiber vier Prozesse:
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Ve Ve Ve vy
W W s e u- W e
Via Vi Via Var

Die vier méglichen Endzustéinde lassen sich auch durch Neutrino-Oszillationen
erklaren.

) Sind die Massen m,, und m,, sehr nahe beieinander, so erwartet man
Ubergénge v, = v, auf dem Wege Sonne-Erde oder beim Durchgang durch
die Erde, im wesentlichen auf der Basis der Diagramme

v11 ‘/21

Fazit: Flavor-dndernde Prozesse im Standardmodell werden durch (und nur
durch) die Wechselwirkung mit den W-Bosonen hervorgerufen.
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2 Die Brownsche Bewegung

The main advantages of a discrete
approach are pedagogical, inasmuch
as one is able to circumvent va-
rious conceptual difficulties inherent
to the continuous approach. It is al-
so not without a purely scientific in-
terest. . .

Marc Kac

Zufallsbewegungen von mikroskopischen Teilchen in einer Fliissigkeit, wie sie
zum erstenmal von dem britischen Botaniker Brown 1827 beobachtet wurden,
gaben Anlafl zur Entwicklung einer mathematischen Disziplin, der Theorie
der Brownschen Bewegung, mit ungeahnter Tragweite fiir die gesamte Physik.
Die heutigen Anwendungen reichen von der Astronomie bis zur Physik der
Elementarteilchen.

2.1 Die eindimensionale Zufallsbewegung

Man denke an ein Teilchen, das sich entlang der x-Achse bewegt, so dafl
es in der Zeiteinheit 7 einen Schritt nach rechts oder nach links macht
mit der Schrittweite h. In unserem Modell sind also sowohl der Raum als
auch die Zeit diskret (diskontinuierlich). Dariiberhinaus ist der Raum quasi-
eindimensional, nimlich durch eine Folge von dquidistanten Punkten ersetzt.

Wirkt kein duflerer Einfluf}, der “rechts” vor “links” bevorzugt, so sind
die Wahrscheinlichkeiten fiir den Rechtsschritt und den Linksschritt einander
gleich, also gleich % , und damit ist allgemein die Wahrscheinlichkeit fiir den
Ubergang vom Platz z = jh zum Platz x = ih wihrend der Zeit ¢t = 7 durch
die Funktion

1

P(ih—jh,T):{ 2 li-jj=1

o (.jez)  (10)

beschrieben. Es handelt sich hier, wollen wir dem iiblichen Sprachgebrauch
folgen, um einen stochastischen Prozef, genauer, um eine Markov-Kette mit
abzihlbar vielen Zustianden. Der Prozef§ ist

1. homogen: P hangt nur von der Differenz i — j ab.

2. usotrop: P hingt nicht von der Richtung im Raum ab, d.h. P ist inva-
riant gegeniiber der Ersetzung (i,j) — (=17, —j).
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Allgemein kann man eine Markov-Kette durch ein Paar (P, p) charakterisie-
ren, wobei P = (P;;) die “Ubergangsmatrix” und p = (p;) die Anfangsver-
teilung beschreibt: p; ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t = 0
im Zustand ifiu finden. Es gilt immer 0 < p; <1, > .p; =1,0< P; <1
und Y, P;; = 1. In unserer Situation ist der Zustand imit dem Aufenthalt
im Punkt = ih gleichzusetzen, und die Matrix P hat die Komponenten

Diese Matrix ist beidseitig unendlich: —oo < 4,5 < oo. Nach Verstreichen
der Zeit nr (n € N) errechnen wir die neuen Ubergangswahrscheinlichkeiten
als

P(ih — jh,n7) = (P"); (12)
wobei P* = P - P--- P (n Faktoren) das n-fache Matrixprodukt bezeichnet.
Ist die Position des Teilchens zur Zeit ¢ = 0 mit Sicherheit bekannt, etwa
x = 0, so gilt p; = 0 fiir i # 0 und py = 1. Nach Verstreichen der Zeit
nt > 0 entsteht daraus die Verteilung P"p. Mit anderen Worten, P" ist der
Evolutionsoperator des Systems, und die Zeit ist grundsétzlich nur positiver
Werte fihig.

Die Operatoren

verschieben das Teilchen nach rechts bzw. nach links um die vorgegebene
Schrittweite h. Es gilt L = R, insbesondere also RL = LR. Die unserem
Modell zugrunde liegende Ubergangsmatrix P 14t sich nun so darstellen:

P=LR+1L) (13)

Eine unmittelbare Folge davon ist

P = QL"X_: <Z> REL™* (14)

und wir erhalten somit die Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Zeitschrit-
ten als

P(z'h—jh,m)=2in<z> i—j=k—(n—k) (15)
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Es ist leicht zu sehen, dafi die Rekursionsformel

(n?) ) <Z>+(£1>

fir die Binomialkoeffizienten (Pascalsches Dreieck!) mit der Differenzenglei-
chung
P(z,t+7) = 3P(x+ h,t) + s P(x — h,t) (16)

identisch ist, wobei wir # = (i— j)h und ¢t = nt gesetzt haben. Die Gleichung
(16) kann wie folgt umgeschrieben werden:

Pla,t+7) = Plx,t) _ h* P(x + h,t) — 2P(z,t) + P(x — h,t)

T 2 h?

(17)

Auch dies ist eine Differenzengleichung, die aber schon die N#he zu einer
Differentialgleichung erkennen 14t. Entsprechend unserer Auffassung sind
ndmlich sowohl A als auch 7 mikroskopische Groflen. Eine makroskopische
Beschreibung der Zufallshewegung erzielen wir durch den Grenziibergang
h — 0, 7 — 0, wobei die Diffusionskonstante

hQ

S o7

D

konstant gehalten wird. In diesem Limes werden = und ¢ zu kontinuierlichen
Variablen: z € R , ¢t € R;. Die Gleichung (17) geht in die (eindimensionale)
Diffusionsgleichung iiber®:

0 0

&P(x,t) = D@P(x,t) (18)
Diese Gleichung und ihre mehrdimensionalen Varianten sind die Basis der
Einsteinschen Theorie der Brownschen Bewegung. Die Art des Grenziiber-
ganges 14t erkennen: Die instantane Geschwindigkeit, ndmlich der Quotient
h/7, besitzt keinen Limes. Vielmehr strebt der Quotient iiber alle Werte.
Dieses Verhalten ist dafiir verantwortlich, dafl man dem Brownschen Teil-
chen keine Geschwindigkeit zuordnen kann. Mathematisch gesehen bedeutet
dies, dafl die Pfade der Brownschen Bewegung nichtdifferentierbare Funktio-
nen der Zeit sind. Eine bedeutende Leistung von Einstein war die Ableitung
der Beziehung D = 2kgT/f (kp=Boltzmann-Konstante, T=Temperatur, f

8Bei dem Ubergang zum Kontinuum muf die Funktion P(z,t) mit Hilfe eines zusitz-
lichen Faktors h umnormiert werden, der beriicksichtigt, das }°, Pj; = 1 in die Bedingung
[ dz P(z,t) =1 iibergeht.
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=Reibungskonstante), die es ermdglichte, die Diffusionskonstante D auf ma-
kroskopische Grofien zuriickzufiihren®. Fiir unsere Zwecke ist diese Beziehung
jedoch nicht von Interesse.

Die Diffusionsgleichung ist formal identisch mit der Warmeleitungsglei-
chung. Der Unterschied liegt lediglich in der Interpretation der Funktion
P(z,t) und der Konstanten D. Ergebnisse, die bei der Diskussion der Wérme-
leitung erzielt wurden, lassen sich somit iibertragen. Zum Beispiel kennt man
die Losung

Py(z,t) = 2\/71@exp{—4x—;t} (t >0) (19)

des Anfangswertproblems Py(z,0) = 0(x) (das Brownsche Teilchen startet
im Ursprung). Das klassische Theorem von Laplace-De Moivre (Konvergenz
der Binomialverteilung gegen die GauB-Verteilung) sorgt dafiir, da§ im Kon-
tinuumslimes die Gauf-Funktion P, an die Stelle der Ubergangswahrschein-
lichkeit P tritt:

1 T2 _ 2
lim Y P(ih - jh,nr) = 2@/ dx exp{—%} (20)
z1

z1<ih<wzy
jh—zg
nt—t

Dies ist, historisch gesehen, der erste bekannt gewordene Fall eines Grenz-
wertsatzes der Wahrscheinlichkeitstheorie. Das Integral

W(A,t):/d:ch(:c,t) (21)

stellt die Wahrscheinlichkeit dar, daf} sich das Teilchen zur Zeit ¢ im Gebiet
A C R aufhélt. Die Normierung [ dz Py(x,t) = 1 ist zeitunabhiingig und
sorgt dafiir, dal 0 < W (A,t) <1 zu allen Zeiten gilt.

An die Stelle der trivialen Matrixidentitit P?"P™ = P"™ tritt, bei dem
Ubergang zum Kontinuum, die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

/dm' Po(x — 2’ 1) Py(x' — 2", 1) = Py(x — 2"t + 1) (22)

Sie ist Ausdruck der zeitlichen Homogenitét des stochastischen Prozesses.

9Fiir kugelfsrmige Brownsche Teilchen gilt die Stokesche Formel. Mit ihrer Hilfe kann
f durch den Radius des Teilchens und die Viscositéit der Umgebung ausgedriickt werden.
Durch Experimente an Brownschen Teilchen kann also die Gréfle von kp, oder wegen
kp = R/N auch die Avogadro-Zahl N bestimmt werden. Fiir die Bestimmung von N auf
diesem Wege erhielt Perrin 1926 den Nobelpreis.
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2.2 Die d-dimensionale Irrfahrt

Wir verallgemeinern die Betrachtungen des vorigen Abschnittes und kommen
nun zu der Zufallsbewegung eines Teilchens auf dem d-dimensionalen kubi-
schen Gitter (Zh)? mit der Gitterkonstanten h. Eine solche Irrfahrt kénnte
— auf einem zweidimensionalen Gitter — etwa den folgenden Verlauf nehmen:

Betrachten wir zeitliche Entwicklungen dieser Art jedoch aus grofler Ferne
und lassen wir dem Teilchen geniigend Zeit, sein Irrfahrt durch den Raum
fortzusetzen, so bietet sich ein Bild, das die Gitterstruktur kaum noch erken-
nen laft. Je feiner das Gitter, umso chaotischer die Bewegung:
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In der Zeiteinheit 7 hat das Teilchen die Freiheit, in eine der 2d Richtun-
gen des Gitters einen Schritt der Linge h auszufiihren. Die Wahrscheinlich-
keit — fiir alle Richtungen gleich — ist (2d)'. Im eindimensionalen Fall war es
bequem, die Matrixnotation fiir den Ubergang zu verwenden. Im mehrdimen-
sionalen Fall erweist sich die Operatornotation als wesentlich giinstiger, d.h.
anstelle der Ubergangsmatrix benutzen wir nun den durch sie induzierten
linearen Operator P:

U

Pfl(z) = %Z{f(erhek) + (@ — heg)} (23)

Die Ortsvariable z ist hier nur diskreter Werte fihig: x € (Zh)% e ist der
Einheitsvektor in Richtung der kten Koordinatenachse, also (ex)" = 4. Ist
0 < f(z) < 1und >, f(x) =1, so kann f als eine Verteilungsfunktion
fiir den Aufenthalt des Brownschen Teilchen zur Zeit t gedeutet werden.
In diesem Fall wire Pf die entsprechende Funktion zur Zeit ¢t + 7. Es ist
jedoch nicht nur bequem, sondern aus mathematischen Griinden geradezu
zwingend, hier einen gréfleren Raum von Funktionen f zuzulassen, so dafl
darin die Spektralzerlegung des Operators P vorgenommen werden kann,
etwa den Hilbertraum

H=A{f|2,[f(@)]* <o} .

Auf H ist P selbstadjungiert und beschrinkt. Die Potenzen P™ haben wir
besser im Griff, sobald die Spektralzerlegung von P bekannt ist. Eine Fourier-
Transformation

flx) = /de e f(p) dp = dp; -+ - dpy

d
i = () Teiw po = piat 4o+ pas

leistet das Gewiinschte. Das Integrationsgebiet fiir den Impuls p ist die erste
Brillowin-Zone

B={pecR!| —7/h<p;<m/h, i=1,...,d} (24)
Wir erhalten so:
[Pfl(p) = Ap)f(p) (25)
o) = 53 st 20
pecP = [\p)pe B} e7)



Das Spektrum des Operators P ist somit kontinuierlich. Durch

[P"fl(z) =) Pz —a',n7) f(a) (neN) (28)

wird P(z — 2/, n7) zur Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang 2’ — 2 wihrend
eines Zeitintervalls der Lange n7. Explizit haben wir:

Pla,nr) = <£>d/3dpeim)\(p)" (29)

2T

Der Kontinuumslimes besteht nun darin, daf§ wir, wie im vorigen Ab-
schnitt, sowohl die Gitterkonstante h wie auch den Zeitschritt 7 so gegen
Null streben lassen, dafl dabei die Diffusionskonstante

hQ

konstant gehalten wird. Die Brillouin-Zone wéchst monoton, bis sie schlief3-
lich ganz R? umfaft.
Wir finden fiir kleine Werte von h (grole Werte von n = t/7):

d
1
Ap)" = exp {nlog (3 Zcospﬂz) }
i=1

= exp {; log <1 — ;l—;HpH? —+ O(h4)> }
exp {~Dt|p|* + O(h*)} (t>0)

mit ||p|[? = 3, p?. Die Wahrscheinlichkeit pro Volumen, h=P(z,t), strebt
daher im Kontinuumslimes gegen die Dichte

Py(z,t) = (27r)d/dpe”’”ﬁem””2

= (47Dt)" " exp {—%} (t>0) (31)

Wie man sieht, handelt es sich hierbei um eine Gauf3-Verteilung, deren Breite
wie v/t anwéchst. Genau betrachtet, ist Py(z,t) die Wahrscheinlichkeitsdich-
te fiir den Aufenthalt des Brownschen Teilchens, wenn bekannt ist, daf} es
zur Zeit t = 0 im Ursprung startete. Als mittlere quadratische Auslenkunyg,
abhiingig von ¢, bezeichnet man den Erwartungswert von ||z?:

([l2]*): = /dfrllfr||2po(%t) = 2dDt (32)
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Die Proportionalitdt mit ¢ ist charakteristisch. Bei Beobachtungen unter dem
Mikroskop (effektiv: d = 2) 148t sich auf diese Weise leicht die Diffusionskon-
stante bestimmen.

Wir machen die folgende Beobachtung: Obwohl das kubische Gitter nur
eine eingeschrinkte Rotationssymmetrie besitzt, stellt der Kontinuumslimes
die volle Rotationssymmetrie des R? wieder her, indem die Dichte Py(z,1)
eine Funktion von des euklidischen Abstandes ||z|| des Punktes x vom Ur-
sprung ist. Dies ist fiir Grenzprozesse dieser Art keineswegs selbstverstindlich
und muf} als ein Geschenk betrachtet werden. Es ist leicht, Gegenbeispiele
zu konstruieren. Angenommen, die Spektralfunktion auf dem Gitter séhe so
aus:

1d .
Ap) =1—{d 'Y, |sinp;h|}?

Diese Funktion ist invariant unter allen Spiegelungen und Rotationen des

Gitters. Im Kontinuumslimes entsteht jedoch ein ungewo6hnlicher Ausdruck,

lim A(p)" = exp{—D"t(3_; [pi|)*}

(D' =limh?/(rd*) = 2D/d), der die erwartete Rotationssymmetrie vermis-
sen 14f3t.

Kehren wir zum Resultat (31) zuriick. Man iiberzeugt sich leicht, da§ die
GaufB-Funktion Py(z,t) die d-dimensionale Diffusionsgleichung erfiillt:

0
o Fo(e,1) = DAPy(a. 1) (33)

Hier bezeichnet A den d-dimensionalen Laplace-Operator. Uns interessiert
daran die formale Ahnlichkeit mit der Schrédinger-Gleichung eines freien
Teilchens: Wir gelangen von der statistischen Mechanik zur Quantenmecha-
nik, rein formal betrachtet, durch die Einfiihrung einer imaginiren Zeit.

2.3 Imaginire Zeit

Die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen der Masse m = 1 kann so
geschrieben werden, dafl schon durch die blofle Schreibweise die Einfiihrung
der Variablen it anstelle von ¢ nahegelegt wird:

1 0

;AP = Mtb (34)

Indem wir bei quantenmechanischen Rechnungen konsequent die imaginére

Zeitvariable 7t in allen Ausdriicken benutzen, kénnen wir etwa die Losung
des Anfangswertproblems in der Form

Wz, it) = / i K (z — o, it) (', 0) (35)
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angeben'?, wobei

. omit) 32 exp(—(2it) '2?) t#0
K (x,it) = { (2mit) 53?;) (2it)~a%) o (36)
itA )2

der Integralkern des unitédren Operators e ist, der im Falle der Quanten-
mechanik die zeitliche Evolution von Zustdnden beschreibt:

Uz, it) = [¢"2¢](x) (teR) (37)
U(z,0) = ¢(z) (38)

Das Erstaunliche angesichts dieser ersten kurzen Liste von Formeln ist, dafl
tatsdchlich an allen Pldtzen die imaginédre Variable it in natiirlicher Weise
auftritt, so als ob 7 und ¢ fiir immer untrennbar verbunden sind. Es ist auch
eine bekannte Tatsache, daB, indem wir ¢ variieren, die Operatoren e”**/2 eine
einparametrige unitire Gruppe beschreiben. Fiir den Integralkern bedeutet
dies die Giiltigkeit einer Gleichung, die der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
vollig analog ist, ndmlich

/d%’ Kz — 2 it)K(2' — 2", it") = K(x — 2", it + it") (39)

Gewisse Unterschiede gilt es allerdings im Auge zu behalten:

e Die Zeit t ist nicht auf die Halbachse R, allein beschrinkt; alle reellen
Werte treten gleichberechtigt auf. Die Zeitrichtung ist umkehrbar. Eine
Richtung, in der die Zeit ablauft, ist schon deshalb aus der Struktur
der Quantenmechanik nicht ableitbar.

e Der Integralkern K (z,it) ist nicht positiv, sondern komplex. Er hat
einen oszillatorischen Charakter. Die Schrédinger-Gleichung, im Ge-
gensatz zur Diffusionsgleichung, besitzt wellenartige Losungen.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Kernes K, die in der Streutheorie von
ausschlaggebender Bedeutung ist, weil sie fiir die zeitliche Konvergenz der
Streuzustinde im Wechselwirkungsbild verantwortlich ist, kommt in der fol-
genden Formel zum Ausdruck:

K(z,it)| = [2mt| (t#0) (40)

Die daraus resultierende Eigenschaft

[ it)] < / ! |K(z — o it) (', 0)| = [2mt[ / &' [(a,0)] (41)

10Es ist zu betonen, daB, wo friiher ¢(z, ) stand, jetzt ¢(z, it) geschrieben wird. Eigent-
lich miifiten wir im Zuge der neuen Auffassung auch ein neues Funktionssymbol benutzen.
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ist unter dem Namen Zerflieffen des Wellenpaketes bekannt. Sie setzt, wie
man sieht, die Konvergenz des rechten Integrals voraus. Der Exponent -3/2
ist hier charakteristisch fiir die Dimension d = 3. Allgemein gesprochen, in
ciner d-dimensionalen Quantenmechanik némlich, strebt |¢(z,it)| wie [t|~%/?
gegen Null, sobald 1 (z,0) absolut integrabel ist.

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Thema, der Beziehung zwi-
schen der Diffusionsgleichung (in drei Dimensionen) und der Schrédinger-
Gleichung, und machen dazu folgende Feststellung:

Die Lisung 1(x,it) der Schridinger-Gleichung ist Randwert einer ana-
lytischen Funktion (x,z) , definiert in der Halbebene Rz > 0 und gegeben
durch das Integral

Yz, 2) = /d3:1:'K(:1: — ', 2)Y(a’,0) (42)

2

K(x,2) = (2m2)"3 % exp (-%) . (43)

Die Bedingung Rz > 0 ist fiir die Konvergenz des Integrals erforderlich; fiir
Rz < 0 wiirde der Integrand exponentiell anwachsen. Eine Grenzsituation,
die Situation der Quantenmechanik, stellt 8z = 0 dar: Hier héingt es von der
Wahl von 1)(z,0) ab, ob das Integral (42) konvergent ist oder nicht''. Um
sicher zu gehen, sollte man in jedem Fall ¢ (-, it) € L?(R®) als Randwert der
zugehorigen analytischen Funktion auffassen:

(-, it) = liﬂ)lw(-,s+it) (44)

In der rechten z-Halbebene eingebettet liegt die rechte Halbachse z = s > 0.
Auf ihr verwandelt sich die Schrodinger-Gleichung in die Diffusionsgleichung
mit der Diffusionskonstanten D = I (indem wir die Masse m und % wieder
einfiihren: D = h?/(2m)). Wihrend die zeitliche Evolution in der Quan-
tenmechanik durch eine unitiire Gruppe €/ beschrieben wird, bilden die
entsprechenden Operatoren e*2/? fiir die Brownsche Bewegung nur eine Halb-
gruppe, da sie nicht invertierbar sind und somit die Einschridnkung s > 0
nicht iiberwunden werden kann. Der Verlust der Gruppeneigenschaft bei dem
Ubergang it — s wird jedoch wettgemacht durch zwei wichtige neue Eigen-
schaften, die wir entlang der Halbachse z = s > 0 finden:

1. Der Integralkern K (-, s) besitzt eine strikt positive Fourier-Transformierte
(vgl. (1.23)). Fiir alle (komplexen) Wellenfunktionen ¢ gilt deshalb

(¢, €*2¢) = (27) 3/2/d3 /d K(z —2',s)p(z") >0 (45)

""Die Bedingung (27)~3/2 [ d® [ (x,0)| < oo ist sicher hinreichend fiir die Konvergenz.
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wobei das rechte Gleichheitszeichen nur fiir ¢ = 0 angenommen wird.

2. Der Integralkern selbst ist strikt positiv: K(z,s) > 0. Aus ¢(z) > 0
folgt deshalb stets [e*2/2¢)(z) = [ d%' K (v —2',s)$(z') > 0. Man sagt,
die Halbgruppe e*2/2 erhilt die Positivitit.

3. Der Integralkern ist normiert: (27)73/2 [ d®% K (z,s) = 1. Dies hat zur
Konsequenz, daf} die konstante Funktion ¢(x) = 1 stationér ist.

Der hier vorgetragenen Auffassung zufolge benutzen Quantentheorie und
Feldtheorie eine imagindre Zeitvariable it, die statistische Mechanik hingegen
eine reelle Zeitvariable s. Man kann genau so gut auch die umgekehrte Auf-
fassung vertreten. Jedoch, angesichts der pseudo-euklidischen Struktur des
Minkowski-Raumes wurde schon friihzeitig eine Beschreibung der Feldtheo-
rie nahegelegt, bei der i2° = 2* gesetzt und mithin die gewdhnliche Zeit z°
zugunsten einer rein imaginiiren Zeit 2! aufgegeben wurde. Es ist in der Tat
dieser zwei Generationen alte, oft geschméhte Standpunkt, den wir hier zu
neuem Leben erwecken, die Idee der analytischen Fortsetzung benutzend.

Nachdem nun klar geworden ist, dal Losungen der Schrédinger-Gleichung
nichts anderes sind als analytische Fortsetzungen von Losungen der Diffu-
sionsgleichung und dafi die Diffusionsgleichung die zeitliche Evolution fiir
den statistischen Aufenthalt eines Brownschen Teilchens beschreibt, bleibt
zu kldren, wie man die Brownschen Pfade fiir die Zwecke der Quantenme-
chanik nutzbar machen kann. Die Einfiihrung des Pfadintegrals, die unser
Ziel ist, basiert auf der Konstruktion des Wiener-Mafles, und dieses verlangt
zuvor eine Diskussion des Wiener-Prozesses.

2.4 Der Wiener-Prozef3 (d=3)
2.4.1 Die Analysis zufilliger Pfade

Ein Brownsches Teilchen mit der Diffusionskonstanten D = % starte zur Zeit
s = 0 im Punkt 2 = 0 € R3. Der Ort dieses Teilchens zu einem spéiteren
Zeitpunkt s > 0 ist eine bestimmte Zufallsvariable, die wir mit X, bezeich-
nen. Es ist nicht moglich (d.h. ohne Verwirrung zu stiften), den Ort einfach
mit x oder x4 zu bezeichnen, weil das Symbol  immer einen bestimmten Ort
meint, also ein festes oder auch variables Ereignis kennzeichnet!'2. Alle Punkte
r € R? sind eben nur mogliche Werte, die die Zufallsvariable X, annehmen
kann. Ein wirkliches, also feststellbares oder mefibares Ereignis, dem eine

2In der Sprache der mathematischen Stochastik ist X, eine Funktion auf dem Raum Q
der Elementarereignisse: dies ist der Raum aller Brownschen Pfade w. Jeder individuelle
Pfad ist eine Funktion w: R, — R3, s+ w(s), und es gilt X,(w) = w(s).
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endliche Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann, lautet: X € A, wobei
A irgendeine meBbare Teilmenge des R® bezeichnet. Wenn wir den zufilli-
gen Brownschen Pfad zeichnerisch veranschaulichen, so bedeutet ein solches
Ereignis, dafy der Pfad durch das Fenster A zum Zeitpunkt s hindurchgeht:

Raum } A

I
S Zeit —

Die Zufallsvariable X gilt als bekannt, sobald fiir jedes A C R die Wahr-
scheinlichkeit P(X; € A) definiert ist. Die Vorschrift, die jeder Menge A die
Wahrscheinlichkeit P(X; € A) zuordnet, heifit die Verteilung von X;. Jede
solche Verteilung wird auch ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, kurz ein W-Maf3
auf dem Raum R? genannt.

Im Fall der Brownschen Pfade mit D = % gilt, wie im Abschnitt 1.2
erlautert,

P(X, € 4) = / 0% K (2, 5) (46)
A
mit der im Abschnitt 1.3 angegebenen Dichte K (x,s). Da diese Dichte ins-
besondere eine GaufB-Funktion ist, sagt man, X, sei Gauf$isch verteilt und
nennt X, eine Gaufische Zufallsvariable.

Eine Abbildung s — X, die jedem s € R, eine Zufallsvariable X zu-
ordnet, nennt man einen stochastischen Prozef. Ein solcher Prozef§ ist dann
definiert, wenn eine Vorschrift formuliert ist, die Wahrscheinlichkeit eines
allgemeinen Ereignisses zu berechnen. Ein allgemeines Ereignis hat die Form

X, € Ay und X, € Agund ... X, € A,

mit 0 < 57 < 59 < --- < 5, und A; C R?, wobei n € N beliebig ist. Es
muf also eine Antwort geben auf die Frage mit welcher Wahrscheinlichkeit
passiert ein Brownsches Teilchen, das im Ursprung startete, der Reihe nach
die Fenster Ay,..., A, zu vorgegebenen Zeiten:

35



Es ist {iblich, diese Wahrscheinlichkeit mit P(X;, € A;,..., X, € A,) zu
bezeichnen. Es handelt sich hierbei um die gemeinsame Verteilung der n
Zufallsvariablen X, ,..., X, . Die Abbildung A; x --- x A, — P(X,, €
Ay, ., X, € Ap) wird dann eine n-dimensionale Verteilung des Prozesses
genannt.

Der stochastische Prozef§ X heiflt Wiener-Prozef3'?, wenn die n-dimen-
sionalen Verteilungen die Form

P(Xs, € Ay,..., X, €A,)

/ d3xn o / d / d — Tn—-1,5n — Snfl)
Ap As Ay

K(xo — 21,80 — 81) K(x1, 81) (47)

haben und wenn fiir die Anfangsverteilung gilt: P(X, € A) =1 falls A 3 0
und = 0 sonst. Die Dichte K(z,s) ist die (1.35) angegebene Funktion. Wir
haben uns hier auf die Dimension d = 3 und die Diffusionskonstante D = %
festgelegt. Inhaltlich driickt die Formel (1.39) folgendes aus: die Kenntnif§
dariiber, welchen Ort z; das Teilchen zur Zeit s; erreicht hat, reicht aus,
um den weiteren Verlauf der Bewegung im Intervall [si, so] mit Hilfe der
Ubergangswahrscheinlichkeit zu bestimmen. Und dies ist hierbei wesentlich:
der Weg, den das Teilchen bis zum Erreichen seiner Position zur Zeit s
genommen hat, ist irrelevant fiir die weitere Bewegung (Nur der gegenwértige
Zustand, nicht seine Vergangenheit, beeinflufit die Zukunft). Man sagt auch,
der Prozef§ habe kein Geddchtnis, und nennt Prozesse mit dieser Eigenschaft
Markov-Prozesse. Markov-Prozesse sind somit sehr einfach strukturiert. Wie
auch immer K (z, s) aussehen mag, ein Markov-Prozef ist bereits vollstindig

1355 benannt nach dem Mathematiker Norbert Wiener.
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durch die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(Xy € AX, =) = / i K (2 — 2,8 — ) (¢ >5)  (48)
A

und durch die Anfangsverteilung P(X, € A) festgelegt. Mit P(Xy € A| X, =
x) bezeichnet man allgemein die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Xy € A
unter der Voraussetzung X; = z: das Teilchen startete zur Zeit s in x. Ein
Markov-Prozefl heifit zeitlich homogen, wenn P(Xy € A|X; = z) nur eine
Funktion der Differenz s’ — s ist. Der Wiener-Prozef} ist homogen.

2.4.2 Gauflische Prozesse

Es ist moglich die Formel (1.39) sehr viel kompakter zu schreiben und durch
die neue Schreibweise ihre Struktur zu erhellen. Es sei also n fest gewé&hlt
und x = {21, 79, ...,2,}7 € R der Multivektor eines Elementarereignisses.
Wir schreiben auch dz = d*c1d%cs - - - d%,,. Durch

(22 — 71)? (Tn — 1)’

1‘2
T 1
2TQr =" 4+ L
S1 S9 — 51 Sn — Sn—-1

(49)

(0 < s1 < 89 < -+ < 8,) ist eine positive quadratische Form definiert; @
selbst ist eine 3n x 3n-Matrix. Sie ist reell, symmetrisch und positiv. Man
kann sie durch eine reelle Ahnlichkeitstransformation @ = M” DM in Dia-
gonalgestalt bringen:

1 0 s;'1 0
-1 1 (32 — 81)711
0 -1 1 0 (Sp — Sp_1) 11

Wir haben uns hier der Blockdarstellung bedient und mit 1 die 3 x 3-
Einheitsmatrix bezeichnet. Da det M =1 ist, folgt

det Q@ = det D = [s1(s9 — 51) - (8, — 8p1)] * (50)
Mit dem cartesischen Produkt A = A; x Ay x --- x A, kénnen wir nun
schreiben:
1
Q\12 T
P{ X, Xg,. .., X5, } €A) = [det (2—>} / dz exp{—32" Qz}
a0 A
(51)

Diese Formel gestattet zwei Verallgemeinerungen unseres Ansatzes:
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1. @ konnte irgendeine nichtsingulidre positive Matrix sein. Dann wiirde
man immer noch von einer 3n-dimensionalen Gauflischen Verteilung
sprechen. Sind alle multidimensionalen Verteilungen eines stochasti-
schen Prozesses Gauflisch, so heifit er ein Gauf3-Prozef}. In diesem
Sinne ist der Wiener-Prozef} ein spezieller Gauf3-Prozef.

2. Die Teilmenge A C R*" konnte eine beliebige (mefibare) Menge sein,
also eine, die sich nicht als ein cartesisches Produkt darstellen 1af3t. In
diesem Fall ist das Ereignis {X,,, X,,,..., X;,} € A nicht mehr mit
einem Ereignis der Art X, € Ay und X, € Ay und ... X,, € A, iden-
tisch. Die Rechtfertigung fiir diese Verallgemeinerung liegt darin, daf
man eine beliebige Menge A immer als Vereinigung disjunkter Men-
gen schreiben kann, wobei jede dieser Mengen fiir sich genommen ein
cartesisches Produkt darstellt (Parkettierung).

2.4.3 TUnabhéingige Zuwichse

Wir kommen nun zu einer einfachen Anwendung der Formel (51) fiir n = 2.
Es sei G C R? ein beliebiges Gebiet und

A:{$1,$2|$2—$1EG}CR6 (52)

Wir konnen uns A als einen beidseitig unendlichen Zylinder im sechsdimen-
sionalen Raum vorstellen, dessen Basis die Menge G ist. Die Berechnung des
Wertes von P({X;,, X;,} € A) beantwortet die Frage: Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit nimmt der Zuwachs xo — x1 entlang des Brownschen Pfades
zwischen den Zeiten sy und sy einen Wert in dem Gebiet G an? Die Vor-
schrift (51) liefert die Antwort:

P(X,,— X,, €G) = / d*y K (y, 55 — s1) (53)
G

wobei wir die Substitution y = x5 —x; (anstelle von z5) vorgenommen haben,
und ausnutzten, da [ d®; K(z1,s1) = 1 ist. Das verbleibende Integral ist
uns geldufig (siehe (1.38)), und damit gilt die Beziehung

P(X,, — X, €G) = P(X,,_,, €G) (54)

sobald 0 < sy < s9. Das Ergebnis in Worten: Die Zufallsvariablen X, — X,
und X,,_,, besitzen die gleiche Verteilung'?. Der Versuch, die Geschwindig-
keit des Brownschen Teilchens als Zufallsvariable einzufiihren, scheitert. Sei

""Warnung: Dies sagt nicht, dafl X, — X;, = X, 5, gilt.
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nimlich V(1) = 77 1(X,y, — X,) mit s > 0,7 > 0. Das Ereignis V,(1) € G
ist mit dem Ereignis X, — X € 7G identisch. Wir berechnen seine Wahr-
scheinlichkeit:

iy 3/2 .
P(Vy(r) € G) = (27'(7')3/2/ i G ( T ) /d3v e T2
G

TG 2m

Die Dichte [7/(27)]*/? exp(—7v?/2) wird fiir 7 — 0 immer flacher und breiter:
Es existiert keine Grenzverteilung. Fiir das Brownsche Experiment bedeutet
dies, daB die genéherte Geschwindigkeit V;(7) beliebig grofie Werte mit immer
groflerer Wahrscheinlichkeit annimmt. Sei etwa ¢ die Lichtgeschwindigkeit, so
gibt es ein 7 derart, dal P(|Vy(7)| > ¢) > 1 — € gilt: Die Wahrscheinlichkeit,
daB} die Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens dem Betrage nach grofier
als die Lichtgeschwindigkeit ist, kommt dem Wert 1 beliebig nahe, sofern
man die Zeitdifferenz 7 fiir die Messung nur beliebig klein macht. Der Wiener-
Prozef§ stellt somit eine Idealisierung dar, die — allzu ernst genommen — sogar
wichtige physikalische Prinzipien verletzt.

Wir wollen das eingangs betrachtete Beispiel verallgemeinern. Es sei jetzt
A C R* durch die Bedingungen z; — x,_1 € G;, i = 2,...,n, definiert. Aus
der Grundformel (51) folgt

PUX,,....X, Y€ A) = H/G.d3yK(y,si—si1) (55)

(0 < sy <---<sy,), oder etwas anders geschrieben:
P(X,, - X, ,€G;i=2...,n) = [[P(X,, - X, , €G))  (56)
=2

Was bringt diese Identitdt inhaltlich zum Ausdruck?

Definition Zwei Zufallsvariablen X undY heiffen unabhdngig, wenn ihre
gemeinsame Verteilung das Produkt einzelner Verteilungen ist, wenn also

P(Xe€AYeB)=P(X e AP(Y € B)

fiir alle Mengen A, B gilt. Entsprechend definiert man die Unabhdngigkeit von
n Zufallsvariablen. Man sagt, ein stochastischer Prozefs besitze unabhdngige
Zuwdichse, wenn fir ihn die Formel (56) gilt.

Fazit: Der Wiener-Prozef ist ein homogener Gauf}-Prozefl mit unabhéngi-
gen Zuwichsen.
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3 Pfadintegrale in der Quantenmechanik

3.1 Das bedingte Wiener-Maf3

Wir wollen nun nicht mehr einzelne zufillige Pfade, sondern Mengen solcher
Pfade betrachten und ihnen ein Mafl zuordnen, so daf} einzelne Pfade das
Gewicht Null bekommen, analog der Situation eines euklidischen Raumes, in
dem einzelne Punkte das Volumen Null besitzen.

Fiir die Zwecke der Quantenmechanik erweist sich die folgende Mengen-
konstruktion als niitzlich. Es sei 2 die Menge aller stetigen Pfade w : [s, s'] —
R mit w(s) = z und w(s') = 2’ (0 < s < §'). In Worten: Anfangs- und End-
punkt der Pfade sind fest vorgegeben:

Raum
x w ’
o x
[ ]
| | .
S s Zeit—

Wir setzen fest: Die Menge €2 besitzt das Maf}
p(@) = [ du(e) = K~ 25 = (57)
Q

mit K (z,5) = (2ms)"%?exp(—(25)~'2?). Welche andere Wahl wiire hier
natiirlicher? Das Ergebnis ist immer eine Zahl zwischen 0 und 1. Nun ge-
hen wir daran, Teilmengen von 2 zu kennzeichnen und ihnen ein Mafl zu-
zuordnen. Zu diesem Zweck unterteilen wir das Zeitintervall, indem wir n
Zwischenzeiten wihlen:

§< 5 < <85, <8

Fiir jede dieser Zeiten s; withlen wir ein Fenster 4; C R?® und verlangen, daf}
alle Pfade diese Fenster passieren. Die so bestimmte Menge heifle €24, wenn
A=A, x---x A, gesetzt wird. Formal:

Qa={wew(s) e A,i=1,....,n} (58)

Jede solche Menge erhilt kraft Definition das MaB§ (Q4) = fQA dp(w) =
/ d3xn---/ d*ry K (2" — 2,8 — sp)+  K(x1 — 1,8 — 5) (59)
Ay Ay
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Die rechte Seite zeigt eine recht enge Beziehung zur bedingten Wahrschein-
lichkeit, wie sie im Wiener-Proze8 auftrat. Es gilt nimlich

P({Xsu---aXSn}eA‘XS:x’ XS':‘T,) - (60)

Variiert man A iiber alle cartesischen Produkte A; x - -+ x A,,, so erhélt man
ein erzeugendes System'® von Teilmengen Q4 C Q. Das Mafl u it sich
auf alle mefibaren Mengen fortsetzen. Es wird das bedingte Wiener-Maf}
genannt. Die Grundmenge €2 und das Maf§ ;4 hingen von z,z', s, s’ ab. Will
man diese Abhéngigkeit betonen, so schreibt man

Q=07 p=pgy (61)
Mit Hilfe des Mafles p definiert man das Pfadintegral
10 = [duw) s = [ duw) f ©2
Q (z,5) = (',5")
fiir “geeignete” Funktionen f : @ — R. Eine solche Funktion ist etwa die

charakteristische Funktion einer Menge €24, wie wir sie oben betrachteten :

1 weQy
0 sonst

falw) = {

In diesem Fall ist das Pfadintegral sehr einfach zu berechnen,

/ dpi(w) Fa(w) = p(24) (63)

weil wir hier nur die Definition des Mafles benutzten. Die Funktion f, ist
in der Tat sehr speziell. Man kann sie selbst wieder als ein Produkt von
charakteristischen Funktionen schreiben:

falw) = H Xa;(w(si)) (64)

1 z¢€B

3
0 sonst (B cR )

Xn(r) = {

und erkennen, dafl f4 nur von endlichen vielen Koordinaten des Pfades w
abhingt, ndmlich den Positionen w(s),...,w(sy).

5Eine beliebige meBbare Menge entsteht durch (uneingeschriinkte) Durchschnitte und
abzihlbare Vereinigungen solcher Basismengen.
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Fiir eine allgemeine Funktion f ist es nahezu unmdoglich, das Pfadinte-
gral zu bestimmen, sei es vermoge einer expliziten Formel oder durch einen
effektiven numerischen Algorithmus. Wenn jedoch f, wie in dem Beispiel,
nur von endlichen vielen Koordinaten des Pfades abhéngt, reduziert sich das
Pfadintegral immer auf ein endlichdimensionales Integral'®. Diesen Vorgang
wollen wir nun n#dher beschreiben. Wir fixieren die Zeitpunkte s;, variieren
aber die Mengen A; in A = A; x -+ x A,,. Durch endliche Superpositionen
g = > ,cafa mit reellen Koeffizienten c4 entstehen stiickweise konstante
Funktionen von w(s),...,w(s,), und jede stiickweise konstante Funktion
von 3n Variablen kann so geschrieben werden. Aus der Linearitdt des Inte-
grals folgt:

/dMQZZCAM(QA)
A
= ZCA/ d3xn---/ vy K(z' — 2,8 —5,) - K(z1 — 2,8, — 8)
1 Ay Ay

= /d3:1:n---/d3xlchHXAi(:ci)K(:r'—:cn,s'—sn)---K(a:l—:c,sl—5)
A =l
= /d3:1:n---/d3:clg(:c1,...,:1:n)K(:1:'—xn,s'—sn)---K(:rl—:c,sl—s)

Jede stetige Funktion f von 3n Variablen kann durch stiickweise konstante
Funktionen approximiert werden. Durch einen Grenziibergang gewinnen wir
deshalb die folgende Aussage:

Ist die zu integrierende Funktion f : Q0 — R so beschaffen, daf sie nur
von endlich vielen Koordinaten des Pfades w abhdngt, und sind dies die Po-
sitionen x; = w(s;) € R® zu den Zeiten s;, so gilt [du f =

/dgxn'"/d?’xlf(xl;---;xn)K(x’_xnas’_sn)'”K(xl_x;SI_S) (65)

unter der Annahme s < s1 < ... < s, < 5§'.

Da n hier eine beliebig grofle Zahl sein kann, ist die Sprechweise gerecht-
fertigt, das Pfadintegral stelle eine Verallgemeinerung des gewdhnlichen n-
dimensionalen Integrals dar, bei der n = oo ist.

16Die Dimension eines solchen Integrals kann unter Umsténden so grof§ sein (z.B. 100),
daf auch hier an eine Berechnung nicht zu denken ist.
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3.2 Approximation durch dquidistante Zeiten

Genauso wie man ein gewohnliches Integral als Limes einer Riemann-Summe
von n Termen fiir n — oo erklédrt, gewinnt man das allgemeine Pfadintegral
als Limes eines 3n-dimensionalen gewohnlichen Integrals fiir n — oo. Ge-
nauso wie man sich die Berechnung der Riemann-Summe durch Wahl einer
dquidistanten Unterteilung des Integrationsintervalls erleichtert, kann man
die 3n-dimensionalen Integrale durch eine dquidistante Wahl der zeitlichen
Stiitzpunkte si,...,s, spezialisieren. Ein solches Approximationsverfahren
soll kanonisch genannt werden. Wir setzen also

s —s

sg=s+kr , k=0,....,n , T=
g n+1

und garantieren so, daf} der Zeitschritt 7 gegen Null strebt, wenn n grofl
wird. Eine interessante Situation entsteht, wenn die zu integrierende Funktion
selbst mittels eines Zeitintegrals definiert ist. Etwa so:

f(w)=eXp{—/:

Hier wire es ndmlich moglich, das Zeitintegral durch eine Riemann-Summe
zu approximieren, um so zu Nédherungsfunktionen f,, zu gelangen, die nur
von endlich vielen Koordinaten des Pfades w abhéngen:

!

dt V(w(t))} (66)

fo(w) = exp {— ZTV(w(Sk))} (67)

k=0

Auf diese Weise erhalten wir das Integral der Funktion f {iber alle Pfade
(x,8) = (2, ¢):

n—oo

/duf = lim [ duf,

= lim [ &%, - / d*r, K(2' — z,, T)e’TV(I”)K(:cn —Tp 1,T)

n—oo

. -e’TV(“)K(:cQ — I, T)e’TV(“)K(:cl -, T)e’TV(I)

Die Interpretation dieser Formel gestaltet sich sehr einfach, wenn wir zu dem
Operatorkalkiil zuriickkehren. Es ist hierfiir nur nétig, sich daran zu erinnern,
daB K(-,7) der Integralkern des Operators e”®/? war. Wenn wir dann noch
den Multiplikationsoperator

[Vol(z) = V(z)o(z) (6 € L*(R?)) (68)
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einfithren und also [e= ™V ¢](z) = e ™V ¢p(z) gilt, so erkennen wir leicht, daf
fiir jedes n > 1 der Operator

T, = lem®/2e V)" (69)

den Integralkern
A R (70
(z,8)—=(x',s")

besitzt. Wenn wir jetzt noch glaubhaft machen kénnen, daff der Operatorli-
mes T = lim T, existiert und dariiberhinaus auch noch

T =e =98 H=-1A+V (71)

gilt, so wire ein Zusammenhang mit einem quantenmechanischen Problem
hergestellt, bei dem ein Teilchen sich in dem Potential V' (z) bewegt. Vorsicht
ist geboten: nicht jedes Potential fiihrt auf ein sinnvolles Pfadintegral. Durch
geeignete Bedingungen muf} erreicht werden, dafi die Funktion exp(—V (z))
nirgendwo im Raum zu stark anwéchst. Dies ist auf jeden Fall gewahrleistet,
wenn das Potential von unten beschréinkt ist: V(xz) > —c. Notfalls mufi das
Potential regularisiert werden, bevor es in ein Pfadintegral eingesetzt wird.

3.3 Die Feynman-Kac-Formel

Das Problem, das sich uns stellt, kann allgemein so formuliert werde: Gegeben
zwei Operatoren A und B, welchen Limes besitzt die Folge

lAlmeB/m)" (72)

fiir n — oo 7 Kommutieren die Operatoren miteinander, so ist die Folge
unabhingig von n, nimlich gleich e*?, und dies wiire zugleich auch ihr
Limes. Nun kann man in der Tat unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
die Giiltigkeit der Trotter- Produktformel

eMB = lim |eA/"eB/")n (73)
n—oo

beweisen, ohne daf§ [A, B] = 0 erfiillt sein muf.
Der einfachste Beweis benutzt die Voraussetzung, dafl sowohl A als auch
B beschrinkte Operatoren sind:

[Al = sup [|Ag]] < o0
Igl=1

IBl = sup [[Bg|| < oo
Igl=1
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Auf diesen Beweis wollen wir ndher eingehen. Zur Abkiirzung setzen wir

C = 6A/n—i—B/n D= eA/neB/n
Dann gilt
IC < exp{gllA+ BII} < exp{;(Il4] + 1 B])}
1D < e[ 1eP™ | < exp{ Ll Al exp{ %] Bl} = exp{3 (Al +BI)}

Die Trotter-Formel ist bewiesen, wenn gezeigt ist, daf§ ||C™ — D"|| fiir wach-
sendes n gegen Null strebt. Dies beweisen wir, indem wir zunéchst schreiben

c"—pr=>Y c*Y(C-D)D"* (74)
k=1

und dann diese Summe termweise abschatzen:

lcm = < Y lel e - byt
k=1
< nl|C = Dfexp {*Z ([l Al + [|B])))
< n|lC — D exp{(||All + ||BI]))
Nun besitzen C' und D konvergente Entwicklungen nach %, so da} wir die
Darstellung besitzen:

C-D=4LR R=1BA+0() . (75)

Da R ein beschrinkter Operator ist, gilt [|[C' — D|| = O(n~?) und somit
|C™ — D"|| = O(n~1), was den Beweis vollendet.

Jetzt sei A = (s'—s)A/2und B=—(s'"—s)V, also A+ B=—(s'"—s)H
unter den Bezeichnungen des letzten Abschnittes. Ebenso gilt

T, = leAmeBim)” (76)

fiir den dort eingefiihrten Operator 7,,. Zwar sind A und B in diesem Fall
nicht beschrinkt, die Trotter-Formel gilt dennoch unter der Voraussetzung
V(z) > —c, wie man mit etwas mehr Aufwand beweisen kann, und somit

erhalten wir
T=lim T, =e &4 (s" > s) (77)

n—oo

Nun haben wir schon gesehen, daf} der Integralkern des Operators 7" sich als
ein Pfadintegral darstellen 1483t, und gelangen so zu dem Schluf:
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Theorem Fiir ein von unten beschrinktes Potential V (x) und den Hamilton-
Operator H = —%A + V besitzt der Operator e~ =" mit ' > s den Inte-
gralkern

!

e~ (5! ) :/ du(w) exp —/
(z,8)—(z',s") s

dt V(w(t))} (78)

(Feynman-Kac-Formel). Das Pfadintegral erstreckt sich iber alle Brownschen
Pfade von (x, s) nach (z',s').

Was hier als Integralkern bezeichnet wurde, nennen manche Autoren die
“Ubergangsamplitude” und schreiben hierfiir suggestiv

(2, 8|z, s) = eI (! 1) (79)
Gewohnliche eindimensionale Integrale kénnen in vielen Féllen ausgewertet
werden, ohne dafli man zu einem numerischen Verfahren greifen mufl. Davon
zeugen die umfangreichen Integraltafeln. Mehrdimensionale Integrale sind
nur selten in geschlossener Form angebbar; hier ist oft die numerische Integra-
tion das einzige methodische Werkzeug, um zu konkreten Zahlen zu gelangen.
Explizite Ausdriicke fiir Pfadintegrale sind eine Raritét, und schlimmer noch,
auch die numerischen Standardverfahren versagen. Ein geschlossen angebba-
res Pfadintegral erhiilt man fiir den Fall des harmonischen Oszillators in d
Dimensionen (Mehlersche Formel). Die allgemein iibliche Herleitung macht
jedoch nicht von dem Pfadintegral Gebrauch, sondern benutzt die Opera-
tortechnik'”. Fiir d = 3 und V(z) = 1k?z? werden wir im Abschnitt 2.4 die
Mehlersche Formel mit der Pfadintegralmethode herleiten. Dort erhalten wir,
die Abkiirzung v = k(s' — s) benutzend:

/ du(w) exp {—%kQ/ dtw(t)Q}
(z,8)—(z',s") s

:[Lrpexp{_k(a:?—i—x’?)Jrka::c’} (50)

27 sinh v 2 tanh v sinh v

Die Formel 1483t erkennen, dafl — wie zu erwarten war — die linke Seite als
Funktion von v eine analytische Fortsetzung in die Halbebene Rv > 0 ge-
stattet. Singularitéiten treffen wir entlang der imaginiren Achse.

1"Die Methode ist in Glimm/Jaffe Quantum Physics, Ch.1.5 dargestellt.
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Fiir manche Fragen ist die analytische Fortsetzung zu imaginiren Zeiten
nicht erforderlich, ja sogar hinderlich. Ein Beispiel: der Hamilton-Operator
H habe einen (eindeutigen normierten) Grundzustand ¢g(z) mit der Energie
Ey. Das iibrige Spektrum beginne bei E; > E,. Wir interessieren uns fiir
die Grofle von Ej und die Gestalt der Wellenfunktion ¢q(z). Wir gewinnen
beides durch das Studium des asymptotischen Verhaltens eines Pfadintegrals
fiir grofle reelle Zeiten:

(2!, 8|z, ) = do(2) o (x)e™IF0 4 O(e~('=9)EL) s'—s— 0
(81)
Eine entsprechende asymptotische Darstellung existiert nicht bei Benutzung
imaginérer (d.h. physikalischer) Zeiten.

Die Definition des Pfadintegrals garantiert, daf die Ubergangsamplitude
eine nichtnegative Gréfie ist. Sie ist sogar strikt positiv in den Bereichen, wo
das Potential von oben beschrinkt ist; +oc ist ja ein zuldssiger Wert fiir das
Potential. Also gilt insbesondere

o(z')po(7) > 0 (82)

fiir alle z, 2'. In (82) konnen wir das Zeichen > durch > ersetzen in solchen
Punkten, in denen das Potential nicht den Wert +oc annimmt. Dies alles
sagt, dafl nach Korrektur durch eine konstante Phase sogar ¢o(z) > 0 gilt,
genauer:

bo(x) >
¢o(z) =

falls V(z) < +o0 (83)

0
0 falls V(z) =400 (84)
In Worten:

Der Grundzustand wird durch eine reelle nichtnegative Wellen-
funktion reprdsentiert. Sie kann also auch keine “Knoten” besit-
zen.

Die genannten Tatsachen sind leicht anhand der Mehlerschen Formel fiir den
harmonischen Oszillator {iberpriifbar. Aus (80) folgt fiir v — oo

3/2
T

(v = k(s'" — s)), so daB8 erwartungsgemifl Grundzustand und Grundenergie
die Form haben:

do(x) = (k/m)* e "/ B, =

N

k (86)
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Wenn es so schwer ist Pfadintegrale zu berechnen, welche Vorteile und wel-
chen wissenschaftlichen Wert hat dann die Darstellung quantenmechanischer
Groflen durch solche Integrale? Der Hauptvorteil liegt wohl darin, dafl Inte-
grale sich besser approximieren, umformen und abschitzen lassen lassen als
Groflen, die nur durch einen Existenzbeweis und sonst nichts gegeben sind.
Nicht zuletzt erdffnet die Darstellung durch Pfadintegrale die Mdéglichkeit,
neuartige numerische Verfahren (Monte-Carlo-Methoden) zu ihrer Auswer-
tung einzusetzen. Die mathematische Analyse des Konvergenzverhaltens die-
ser Methoden steckt noch in den Kinderschuhen. Auf einer Grofirechenanlage
konnen solche Verfahren jedoch sehr effizient sein, und die Leistungsfiahigkeit
wird sich in naher Zukunft betréchtlich steigern lassen, so dafl es bald Bi-
bliotheksprogramme fiir quantenmechanische Rechnungen auf der Basis der
Brownschen Bewegung geben wird.

Wir haben die Feynman-Kac-Formel nur fiir den Fall eines einzelnen Teil-
chens in einem dufleren Potential diskutiert. Probleme von n Teilchen mit
den Massen my, ..., m, unter dem Einflufl von Relativkréiften und &ufleren
Kréaften lassen sich mit der gleichen Methode behandeln. In einem solchen
Fall geht man zweckméflig von einem, dem Problem angepafiten anisotropen
3n-dimensionalen Wiener-Prozef aus, der zur Diffusionsgleichung

n

9 1
s (x,8) = Z QmiAif(x’ s) (87)

gehort. Hier ist es sinnvoll, den Multivektor z = {zy,...,2,}? € R*" und
eine Massenmatrix M durch

n
"Mz = E my;
k=1

einzufithren. Dem System ist ein einziges Potential V' (z) und ein fiktives
Brownschen Teilchen in 3n Raumdimensionen zugeordnet, dessen Propagator
die folgende Gaufl-Funktion ist:

) = [t (22)] o {22002 -

In unseren fritheren Betrachtungen war die Diffusionskonstante D eine einzige
Zahl; wir konnten sie zu D = % normieren. Angesichts eines Problems von n
Teilchen erscheint D durch die Matrix %Mfl ersetzt, und wir haben es mit
n Diffusionskonstanten (2my)~" zu tun. An der #ufleren Form der Feynman-

Kac-Formel dndert sich jedoch iiberhaupt nichts.
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3.4 Zwei Anwendungen

Die Niitzlichkeit der Feynman-Kac-Formel soll an Beispielen demonstriert
werden. Zuerst zeigen wir, wie der Operatorformalismus der Quantenme-
chanik in der Lage ist, bestimmte Fragen, die innerhalb der Theorie der
Brownschen Bewegung selbst entstehen, definitiv zu beantworten. Ein zwei-
tes Bespiel soll dann erldutern, wie umgekehrt aus dem Pfadintegral eine
interessante Ungleichung fiir die Quantenmechanik gewonnen werden kann.

3.5 Die Brownsche Rohre

Ein Brownsches Teilchen (Dimension d = 3, Diffusionskonstante D = 1)
starte zur Zeit s im Inneren einer Kugel || < a. Wir méchten die Wahr-
scheinlichkeit bestimmen, mit der es die Raumzeit-Rohre |z| < a, s <t < s
passiert. Dies entspricht der Diffusion eines Teilchens in einem Gas, einer
Fliissigkeit oder einem Festkorper, wenn das Teilchen von der umgebenden
kugelférmige Wand absorbiert wird, sobald es in diese einzudringen versucht.
Mit Q bezeichnen wir wie frither die Menge aller Pfade w mit w(s) = z und
w(s") = 2" und mit p das bedingte Wiener-Mafl. Wir sind zunéchst aufgefor-

dert, das MaB p(€2,) der Menge
Q={weQllw(t)|<a, s<t<s'} (89)

zu bestimmen und dann das Ergebnis iiber die moglichen Werte von ' zu

integrieren. In der Menge €2, sind offenbar unendlich viele Koordinaten des

Pfades w von der Beschrinkung < a betroffen: wir haben es deshalb in die-

sem Beispiel mit der Darstellung von 1(€2,) durch ein Pfadintegral zu tun,

das sich nicht durch ein endlichdimensionales gewdhnliches Integral reprisen-

tieren 1afft. Wir 16sen dieses Problem durch Analyse des zugeordneten quan-
1

tenmechanischen Problems eines Teilchens der Masse 5 in dem Potential

o= {1, %

Denn mit dieser Festsetzung gilt

exp{—/: dtV(w(t))} _ {(1) w € Q (91)

sonst
und wir konnen schreiben:

nen) = [ dp(w) exp {— /
(z,8)—(z',s") s

— 67(5175)H($’,1‘)

!

!

dtV(w(t))}
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setzen. Der Hamilton-Operator H = —%A + V besitzt ein rein diskretes
Spektrum bestehend aus den Energiewerten E,; = $A%,a" 2. Die zugehdrigen
normierten Eigenfunktionen sind

_1/2.
boim(z) = {Sne iOver /@) Yim (0, 6) Ii;g o
Cne = /QTQdeg()\ngT/a)Q (93)

0

m=1,2,...;£=0,1,...; m=—0 <m </ r,0 und ¢ sind die Polarko-
ordinaten von z). Die sphdrischen Bessel-Funktionen j,(z) sind oszillierende
Funktionen von z > 0. Ihre Nullstellen haben wir mit \,; bezeichnet:

G Ane) =0 0< Ay <Ay < oo (94)

Wir setzen t = s’ — s und gewinnen so die Darstellung

7tH Z ¢nlm ¢nfm ) exp{—t( ) 1)‘26}

ném

Die nachfolgende Integration iiber z' projiziert den ¢ = 0-Anteil heraus:

/d?’x'e_tH(x',x) = Zc;&jg()\ngr/a)lnexp{—t( NI} (r <a)
n=1
I, = TQdeO()‘nOT/a)
0
Nun gilt '
, sin z
Jo(2) = Ang = N7
2
und somit
a2 a a3
Cno = n27r2/0 dr [sin(nzr/a)]? = =503
a 3
I, = % i rdr sin(nﬂr/a):(—l)nH#

Das Resultat ist die Formel

/ d*' e

ng

yit sin(nnr/a) exp {_tn27r2 }
nmr/a

3
,_.

S}
—~
=
4~
~—
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Sie enthilt eine Variante des Jacobischen Thetafunktion. Dieses Ergebnis ist
zu vergleichen mit der unbehinderten Irrfahrt:

Py(r,t) = /d3x' e (! 2) = /d3:1:'K(x' —z,t)=1

Folglich ist P,(r,t) die Wahrscheinlichkeit, dafl das Brownsche Teilchen nach
einer Zeitspanne ¢ noch nicht absorbiert wurde. Startet das Teilchen am Rand
(r = a), so hat es iiberhaupt keine Uberlebenschance: P,(a,t) = 0. Fiir r = 0
erreicht die Wahrscheinlichkeit bei festem ¢ ihr Maximum. In jedem Fall
klingt die Wahrscheinlichkeit exponentiell mit der Zeit ab, nimlich wie =%/,
wobei 7 = 2(a/m)? = 1/E}, die Lebensdauer darstellt. Fiir eine allgemeine
Diffusionskonstante D erhalten wir die Lebensdauer

a2

= —— 95
T= 55 (95)
Die Diskussion 148}t zugleich den allgemeinen Sachverhalt erkennen:

Die Lebensdauer eines Brownschen Teilchens fiir die Bewegung in
einem Gebiet mit absorbierenden Rdndern ist die inverse Ener-
gie des Grundzustandes eines zugeordneten quantenmechanischen
Problems.

Die Losung eines dynamischen Problems (Lebensdauer) ergibt sich somit aus

der Losung eines statischen Problems (Energie).

3.6 Die Golden-Thompson-Symanzik-Schranke

Wir bendtigen eine kurze Vorbetrachtung rein mathematischer Art iiber kon-
vexe Funktionen.
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Eine reelle Funktion f(u) mit u € I C R heifit konvez in einem Intervall I, wenn
gilt:
flou+ (1 —a)u') < af(u)+(1-a)f(u)

fiir alle u,u’ € I und 0 < a < 1. Aus dieser einfachen Eigenschaft folgt durch

Induktion
f(z a;u;) < Z ;i f (u;)

fir alle w; € Tund 0 < o; < 1, so daB Y «; = 1. Indem wir von Summen zu
Integralen iibergehen, erhalten wir die Ungleichung von Jensen

13 [ araw) < [Caesto

giiltig fiir jede integrierbare Funktion g : R, — I und alle s > 0.

Durch eine einfache Translation aller Pfade w : (z,0) — (z + a,s) um den
Vektor —z ist es moglich, die Feynman-Kac-Formel so zu schreiben, daf
man darin genau iiber diejenigen Pfade integriert, die im Ursprung beginnen.
Hierdurch tritt eine gewisse Vereinfachung ein:

e (2 4 a,1) = /( o) e {— /U V(4 w(t))} (96)

—Uu

Um die Ungleichung von Jensen anzuwenden, setzen wir f(u) = e ™ und

g(t) = sV(x +w(t)). Also gilt

S 1 S
exp {— / dtV (x +w(t))} < - / dt e~V (@t () (97)
0 0

S

Nun wollen wir annehmen, dafl H ein rein diskretes Spektrum besitzt mit Fi-
genwerten E,, n=0,1,2,..., die nach +oc streben. Eine Grofle, die uns eine
komplette Auskunft iiber alle Eigenwerte gibt (gewissermaflen die erzeugende
Funktion dieser Eigenwerte), ist die Spur des Operators e *:

oo

Spure *f = E e sEn

n=0

Zugleich gilt Spure™*" = [ d® e~*"(x, z). Dieses Integral schiitzen wir durch
die Jensen-Ungleichung nach oben ab und &ndern die Reihenfolge der entste-
henden Integrale:

1 S
Spure 7 < /d?’x/ du(w)—/ dt e~V (EHe®)
(0,0)—(0,s) 5 Jo
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1 S
= / du(w)—/ dt/d?’x e~V @He(®)
(0,0)—(0,s) 5 Jo
1 S
= / du(w)—/ dt/d?’x e~V
(0,0)—(0,s) S Jo

mit dem Ergebnis
Spure™*# < (2#5)_3/2/d3x esV(® (s >0) (98)

(Golden-Thompson-Symanzik-Ungleichung). Wir testen die Giite dieser Schran-
ke an dem Beispiel des harmonischen Oszillators H = —3A + 1k?2%. Die
Eigenwerte sind E(nq,ng, n3) = (ny + ny + n3 + 3/2)k (n; > 0), so daf

= 3
Spure™*" = {Z 6_("+1/2)5k} = [2sinh(sk/2)]7?

n=0

Als obere Schranke erhalten wir gemé&f (98):
(27rs)_3/2/d3x e—sk?2?/2 _ (sk)_3

Wie man sieht, beruht die GTS-Ungleichung in der speziellen Situation des
harmonischen Oszillators auf der sehr einfachen und offensichtlichen Unglei-
chung u < sinh u fiir u = sk /2. Die Schranke wird umso schlechter, je grofier
s ist.

Indem man (275)=%% = (27)~3 [ d% exp{—3sp?} schreibt und auf diese
Weise die Impulsvariable p € R? einfiihrt, kann man der GTS-Ungleichung
(98) eine iiberraschende neue Form geben:

Spure*7 < (2#)3/d3pd3q e H@a) (99)

mit der klassischen Hamilton-Funktion H (p, ¢) = sp’+V (¢) und dem Liouville-
Maf d%d?. Durch Wiedereinfithrung von i und h = 27/ entsteht dann

Spure *# < h3/d3pd3q e *H(P0) (100)

(s besitzt die Dimension (Energie)~!). Das dimensionslose Mafl h—3d*pd%
mifit das Phasenraumvolumen eines klassischen Teilchens in Einheiten von
h3.
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Die vorstehenden Betrachtungen galten einem einzelnen Teilchen aus Griinden

der Einfachheit. Angesichts eines Hamilton-Operators H fiir n Teilchen mit
den Massen m; und dem Potential V(z) mit x = {z1,...,z,} € R* benutzen
wir die Massenmatrix M, wie auf Seite 24 eingefiihrt, und den allgemeinen
Propagator Kj/(z,s) fiir ein Brownsches Teilchen in 3n Dimensionen. Ist

—sH

ein Spurklasse-Operator, so gilt mit dem gleichen Argument wie oben

Spur e < KM(U,S)/dLE e~V (@) (101)

mit dz = d*; - - - d’c,,. In einer mehr expliziten Schreibweise:

1
M 2
Spur e < [det <%>] /dx e~V @) (102)

(verallgemeinerte GTS-Ungleichung) . Auch in der allgemeinen Situation
kénnen wir die Determinante durch ein Gaufl-Integral ersetzen, um so die
kinetische Energie in Erscheinung treten zu lassen, die sodann durch das
Potential zur klassischen Hamilton-Funktion ergénzt wird:

Spure % < h3"/dpdqe5H(”’Q) (103)
dpdg =[] dpid
i=1

~

n 2
H(p.q) = ) 2p—n;+V(ql,---,qn) (104)
i=1 ¢

Vorsicht ist geboten, falls es sich hierbei um n identische Teilchen handelt.
Denn die Spur bezieht sich immer auf den Hilbertraum aller Zustinde, ohne
Riicksicht auf Einschrankungen, die uns der Bose- oder Fermi-Charakter der
Teilchen auferlegt. Bezeichnen wir mit Spur e *# die Spur beziiglich des
Unterraumes aller symmetrischen (4) bzw. antisymmetrischen (—) Zusténde,
so folgt aus der Invarianz von H unter Permutationen der Teilchenvariablen

Spur, e*" < Spure=¥ (105)
und somit |
Spur_e 7" < an dpdq e~ PHP9) = 7 () (106)

Hier haben wir s durch die Variable 3 = (kgT)~! ersetzt, um auf mogliche
Anwendungen in der statistischen Mechanik hinzuweisen, bei denen T die
Rolle der Temperatur iibernimmt. Das W-Maf§

dO'S(p, q) — ZAglh*3n dpdq efﬁ[-[(p’q)
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definiert einen Zustand des klassischen Vielkorpersystems aus n identischen
Teilchen, den man das kanonische Ensemble nennt. Die Normierungskon-
stante Z, () ist als die klassische Zustandssumme (engl. partition function)
bekannt. Man definiert auch quantenmechanische Zustandssummen:

Zy+(8) = Spurye 7 (107)

Die Ungleichung (106) vergleicht also Zustandsummen miteinander. Bekannt-
lich sind Zustandssummen ein geeignetes Hilfsmittel zur Konstruktion ther-
modynamischer Funktionen (alle Konstruktionen, die auf der Zustandssum-
me basieren, machen keinen Unterschied zwischen Bose-, Fermi- und klassi-
schen Systemen). Wir definieren die freie Energie F,, und die freie Energie
pro Teilchen, f, (auch Helmholtz-Energie genannt) durch

e*ﬂﬁn(ﬁ) _ ZAn(ﬂ) f = Jl)rgonflpn(ﬂ)
O S fr = limn™'F, (8
n—00

und erhalten die Ungleichung f.(3) > f() als Folge von (106). Eine ande-
re fundamentale thermodynamische Funktion ist die FEntropie pro Teilchen
s(F) in Abhéngigkeit von der Energie E. Sie ist in allen Situationen als die
Legendre-Transformierte der Funktion 3f((3) definierbar:

5(B) = s%p{ﬁE—ﬁf(ﬁ)} (108)

st(E) = S‘ép{ﬂE_ﬁfi(ﬁ)} (109)
Aus der Ungleichung fiir die Helmholtz-Energien folgt schlieflich sy (F) <
S(E):

Sowohl fiir ein Bose- als auch ein Fermi-Gas wird die quanten-
mechanische Entropie durch die klassische Entropie bei gleicher
Energie majorisiert.

Uber die Natur der Wechselwirkung haben wir nahezu nichts annehmen
miissen. Alle Abschétzungen durch die klassischen Grofien werden umso
schlechter, je niedriger die Temperatur 7" bzw. die Energie F ist. In der
Nihe des absoluten Nullpunktes spielen Quanteneffekte die grofite Rolle.
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3.7 Zur statistischen Mechanik klassischer Spinsysteme

Unser Ziel in diesem Abschnitt wird sein, die Beziehung der Feynman-Kac-
Formel zur statistischen Mechanik aufzuzeigen. Hierbei kommen klassische
ferromagnetische Spinsysteme auf einem eindimensionalen Gitter in das Blick-
feld. Der “Spin” jedoch erweist sich als eine recht ungewohnliche Zustands-
variable und tragt diesen Namen nur aus Griinden der Analogie zu entspre-
chenden Modellen der Festkorperphysik. Die hier zu diskutierenden Gitter
sind eindimensional, weil nur die Zeitachse in ein solches Gitter verwandelt
wird.

Ausgangspunkt ist eine Aufteilung des Zeitintervalls [s, s'] in n+1 gleiche
Teilstiicke der Linge 7, wie im Abschnitt 2.2.1 besprochen: s’ —s = (n+1)7.
Unser Modell soll ein N-Teilchensystem mit der Massenmatrix M und dem
Potential V sein. Wir setzen £ = {z1,...,zx}" € R*" und benutzen Pfade
eines fiktiven Brownschen Teilchens in 3N Dimensionen mit dem Propagator

o= i (L) e {-E2E)

s

so daf fiir die Ubergangsamplitude gilt:
(¢ 5'l¢, ) = ,}ggo/dgn x -/d& [T Ku(g —g e ™ (1)
j=0

mit den Randbedingungen

f=¢ &n=¢ (112)
Ohne Potential erhalten wir selbstverstandlich
<€’a8"§73> = KM(é.’_ga S, - S) (113)

Die Grundidee ist, die in (111) enthaltene Vorschrift n — oo als den thermo-

dynamischen Limes (:Ubergang zu einem unendlich grofien Volumen) eines

Spingitters aufzufassen, bestehend aus den “Gitterpunkten” ¢ = 0,1,2,...,n+
1 und besetzt mit den “Spinvariablen” & € R*", wobei die Randspins &, und

&ny1 auf feste Werte gesetzt sind. Das 3nN-dimensionale Integral in (111)

interpretieren wir als “Zustandssumme” des endlich ausgedehnten Systems.

Das Konstruktionsprinzip wird klarer, wenn wir (111) anders schreiben:

n

('), s) = lim [ e @t [T [det 1 20)]"Pdg, (114)

n—00 !
i=1
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mit

L&, &) =) 7{IMu+V (&)} vi:@ (115)

- T
=0

Durch die Schreibweise ist bereits angedeutet, dafy wir v; als eine zeitlich dis-
krete Version der Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens zum Zeitpunkt
s+ir auffassen, dem wir dariiberhinaus die kinetische Energie $v! Muv; zuord-
nen. Im Limes n — oo strebt der Zeitschritt 7 gegen Null. In einem formalen
Sinne strebt deshalb [,, gegen das Zeitintegral der klassischen Energie unseres
Ausgangssystems,

T(w) = lim I, :/ at (Lo Mo + V) . (116)

n—oo s
und I(w) lieBe sich als die klassische Wirkung entlang des Pfades w inter-
pretieren. Es ist uns jedoch verwehrt, den Limes n — oo an [, selbst aus-

zufiithren, weil ein typischer Pfad der Brownschen Bewegung keine Ableitung
w besitzt. Zudem besitzt das Maf

n

[ [det '5)]"" e,

=1

keinen Limes'® fiir n — oo. Es ist also wesentlich sicherer, anstelle des Wir-
kungsintegrals eine Wirkungssumme E,, zu definieren, die in jedem Fall wohl-
definiert ist. Da wir dann aber genétigt sind, einen festen Zeitschritt (hier =1)
zu wihlen, erweist es sich als notwendig, eine variable Kopplungskonstante
A einzufiihren:

n+1 n

En(A) = Z AV (&) + Z 3G — &) M (& — &) (117)
i=0 i=0
Indem wir namlich ,
L2 2T 118

setzen, erzielen wir die Identitét 3,F,(\,) = I, + 7V (£'). Fiir grofle Werte
von n ist der Zusatzterm 7V (£’) vernachlissigbar.

Dem Ausdruck (117) kénnen und wollen wir jetzt eine vollig neue In-
terpretation geben: E,(\) sei die Energie eines fiktiven Spinsystems mit den
Spinvariablen &;. Der erste Term ist eine Summe iiber gleichlautende Beitréige

18Es existiert keine Analogon des Lebesgue-Mafles (d.h. kein translationsinvariantes
Ma#8) in Réumen unendlicher Dimension.
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der individuellen Spins, also eine Summe iiber die Gitterpunkte. Der zweite
Term dagegen stellt eine Summe iiber Energien dar, bei denen jeweils zwes
benachbarte Spins beteiligt sind. Dieser Term kann folglich als eine Sum-
me iiber die Gitterkanten aufgefafit werden und beschreibt die “Zweikorper-
krifte” des Spinsystems. Wenn man von den Randpunkten 0 und n + 1 des
Gitter absieht, sind die Beitrdge zur Energie, die von den Gitterpunkten
und Gitterkanten kommen, iiberall im Gitter gleich: das unendlich ausge-
dehnte System ist translationsinvariant. Diese Tatsache spiegelt die zeitliche
Homogenitéit des quantenmechanischen Ausgangssystems wieder und wiirde
verlorengehen, wenn das N-Koérperpotential V' (€) zeitabhéngig wére.

Indessen ist die Beschreibung des Spinsystems durch Angabe der Energien
nicht vollstindig. Wir bendtigen noch die Vorgabe des a-priori-Mafles dju(£),
das uns sagt, mit welchem Gewicht die verschiedenen Werte des Spins £ —
unabhéngig vom Gitterpunkt —in der Zustandssumme beriicksichtigt werden
sollen. Es liegt nahe, hierfiir das Lebesgue-Mafi zu wéhlen, d.h. wir setzen
du(€) = d€. Die Zustandsumme unter den Randbedingungen (112) hat jetzt
die Form

ZuBxE€) = [ B0 as (119)
i=1

Dies ist nach Einsetzen von (3, und A, schon fast der Ausdruck links in
(114). Er ist lediglich anders normiert. Vollige Gleichheit entsteht, wenn wir
den Quotienten zweier Ubergangsamplituden bilden, indem wir einmal das
gewiinschte Potential V', zum anderen V' = 0 einsetzen. Sodann beachten wir
(113) und erhalten

(€.51€5) = Ky — £, — s) lim 22026 E)

120

Die Ubergangsamplitude wird bei dieser Vorschrift durch einen thermodyna-
mischen Limes an einem Spinsystem konstruiert, bei dem aber gleichzeitig
die Parameter § und A volumenabhéingig gewéhlt werden miissen, damit der
Limes das Gewiinschte leistet. Zwar wurde die Formel (120) aus einem Pfa-
dintegral heraus entwickelt, der endgiiltige Ausdruck vermeidet jedoch das
Pfadintegral und benutzt an seiner Stelle den thermodynamischen Formalis-
mus.

Halten wir uns die wichtigsten Aussagen iiber das Spinsystem, mit dem
wir das N-Korperproblem verkniipft haben, noch einemal vor Augen, so stel-
len wir fest:
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1. Das Spinmodell besitzt nur eine Néchste-Nachbar-Wechselwirkung zwi-
schen den Spins, nimlich die Energie —¢F M&; 1. Alle anderen Anteile
der Energie sind lokaler Natur, d.h. sie hingen nur von jeweils einem
Gitterplatz ab.

2. Das Spinmodell ist translationsinvariant und gehort zur Klasse der fer-
romagnetischen Modelle; denn die Massenmatrix M ist grundséitzlich
positiv. Benachbarte Spins tendieren dazu, sich parallel auszurichten.
Sie miissen allerdings, durch die Randbedingungen gezwungen, zwi-
schen dem Spin ¢ an dem einen Ende und & an dem anderen Ende des
Gitters interpolieren.

gn 1 5n+1

va

n n+1

§o=¢ &1 &
0 1 2
Typische Konfiguration einer ferromagnetischen Spinkette

Eindimensionale Modelle dieser Art haben ihren kritischen Punkt bei der
Temperatur Null (5 = co). Deshalb gibt es in ihnen keinen Phaseniibergang
im eigentlichen Sinne. Nun gilt lim, §, = oo, und dies bedeutet: Bei der Kon-
struktion der quantenmechanischen Ubergangsamplitude strebt das Spinmo-
dell gegen seinen kritischen Punkt. Nur dort besteht die Aquivalenz beider
Modelle. Der Grenzproze$} ist duflerst delikat. Denn dreierlei Dinge passieren
gleichzeitig: (1) das Gitter wird unendlich gro8, (2) 4 strebt nach Unendlich
und (3) die Kopplung A geht gegen Null. Diese drei Grenzprozesse sind so
aufeinander abgestimmt, daf} sie die Quantenmechanik des N-Korpersystems
ergeben.

3.8 Von den Spinsystemen zur Mehlerschen Formel

Um die Tragfdhigkeit der im vorigen Abschnitt dargestellten Ideen zu de-
monstrieren, wollen wir jetzt als ein Beispiel den harmonischen Oszillator
in drei Dimensionen mit der neuen Methode behandeln und setzen also
H = —1A + k% Thm entspricht ein Spinsystem, dessen Zustandssum-
me fiir ein Gitter {0,1,...,n + 1} der Linge n + 1 ein 3n-dimensionales
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Gauflisches Integral ist:

Zn(B, Nz, 2') = /d?’xl : --/d?’xn e FEn () (121)
n n+1

En()\) = %Z(xi+1 — J?Z')Q + %)\kQ fo (J}U =T, Tpy1 = x')
=0 =0

= 127Qr—a"z + (1 + Ak*)a"a (r,a € R™)  (122)

mit z = {z1,...,7,}7 und a = {,0,...,0,2'}7. Die hierbei auftretende
3n x 3n-Matrix () 148t sich auf einfache Weise durch eine dhnlich gestaltete
n X n-Matrix R und die 3 x 3-Einheitsmatrix 1 ausdriicken: ) = R ® 1.

2¢c1l -1 2¢c —1

-1 21 - -1 2
Q= ¢ R — ¢
SR o 1

-1 2c1 -1 2c

Hier haben wir ¢ = coshu =1+ %)\kQ gesetzt und dadurch einen Parameter
u eingefiihrt, mit dessen Hilfe die folgenden Formeln sich besonders einfach
gestalten.

Es ist eine elementare Aufgabe, das Gauflische Integral auszufiihren:

Zn(B, Nz, 2') = [det g—frlﬂ exp{—38a’(2c—1—Q ')a} (123)

Fiir die darin auftretende Determinante gilt offensichtlich

3n
det b _ <£> (det R)?
2 2T

Es bleibt das Problem, d, := det R zu bestimmen. Entwickeln wir die Deter-
minante von R nach der letzten Zeile, so gelangen wir zu dem Rekursions-
schema

do=1, dy =2coshu, dpi1+ dp_1 = 2d, coshu (124)

nu

Die Differenzengleichung wird durch d,, = ae™ + be™™" geldst und die Kon-
stanten @ und b werden durch die beiden Anfangsbedingungen bestimmt:

a+b=1 ae" +be ™™ = 2coshu

Dies fiihrt zu der Losung

sinh(n + 1)u

d, =detR =
¢ sinh u

(125)
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Weiter wird von uns verlangt, den Vektor y = @ 'a zu bestimmen. Wir 16sen
zu diesem Zweck das Gleichungssystem Qy = a dquivalent mit

T + Y2 k=1
2upcoshu =< yr1+ypr kE=2,....n—1 (126)
Yn_1 + o' k=n

Wieder ist y; = ae®* 4+ be ** der l6sende Ansatz, wobei die konstanten Vek-
toren a und b durch die erste und die letzte Gleichung bestimmt werden:

a+b==zx ae(n+1)u + be—(n-i—l)u —
Dies fiihrt auf die Lésung

_xsinh(n — &+ 1)u + 2’ sinh ku
k= sinh(n + 1)u

k=1,...,n (127)

und wir errechnen nun leicht

(2 + 2'?) sinh nu + 2zz' sinh u
sinh(n + 1)u

alQ ta =xy, + 'y, =

Noch eine kleine Umformung,
sinh nu = sinh(n + 1)u coshu — cosh(n + 1)usinhu |

und wir sind am Ziel:

Zn(B, N, 2') = [(2m)B)" w]P? exp{—§Bl(«” + 2"*)0 — 22" w]}
sinh u 112
= ————— + ;M
! tanh(n + 1)u T
sinh u
e hu =1+ L)\E?
v sinh(n + 1)u costt T2k

(128)
Fiir A — 0 (d.h. u — 0) streben sowohl v als auch w gegen (n + 1)~'. Wir
erhalten so

2,(6. 0522 = |21 5)”}3/2 ew{-Z2TL

n+1 2(n+1)

Folgen wir den Vorschriften des letzten Abschnittes, so miissen wir einen
thermodynamischen Limes n — oo in einer Weise ausfiihren, bei der § =
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Bni=(n+1)(s —s)tund A =\, := (n+ 1) 2(s' — s)? gesetzt wird. Mit
v = k(s' — s) kann man das Verhalten von u, v und w fiir grofile Werte von n
bequem schreiben:

(n+1u—v (n+1)v—

(n+Dw —

tanh v sinh v
Man erhéilt also fiir das Verhaltnis der beiden Zustandssummen:

k(z2+2'?) kxx
1 Zn(ﬁna)‘n;l‘ax’) { v }3/2 exp{— 2tanh v sif}fu}
1m =

P 2O ) oxp {157

Das Ergebnis hat man nur noch mit K (2’ — z, s’ — s) zu multiplizieren, um
die Ubergangsamplitude des harmonischen Oszillators zu erhalten:

k 3/2 k(72 7] kxx!
<l‘l,51|x;5> — [7] eXp{— (x +x )_|_ xrx }

27 sinh v 2 tanh v sinh v

k(s'—s) = v

(130)

sinh v

(131)
(Mehlersche Formel). Dieses Resultat wurde von uns bereits frither (siehe
(2.24)) zitiert.
Es ist nicht ohne Interesse zu erfahren, welche freie Energie pro Gitter-
platz das Spinsystem besitzt. Die Rechnung dazu ist denkbar einfach:

3
f(B,A) = — lim (Bn) "' log Z, (B, A2, 2') = =" <u + log ﬁ) (132)
n—o00 2 2m
(2sinh(u/2) = A2k > 0). Die freie Energie ist erwartungsgemif unabhiingig
von den Randbedingungen (unabhéngig von x und z'). Im Grenzfall ver-
schwindender Kopplung finden wir:

£(5,0) = 36 M log .- (133

Die Grundzustandsenergie des quantenmechanischen Oszillators ist Fy = %k
Wir kénnen sie aus der freien Energie durch einen Grenzprozefl gewinnen:

A—0
BZA—1

Ein Vergleich der Formeln (2.25), (2.64) und (2.76) lehrt, dafi diese Relation
nicht auf den harmonischen Oszillator beschréinkt, sondern allgemeiner Natur
ist.

(134)
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bielokidehiigAhatng

Die Sprache der Mathematik erweist
sich als tber alle Maflen effektiv, ein
wunderbares Geschenk, das wir weder
verstehen noch verdienen. Wir sollten
dafiir dankbar sein und hoffen, daf$ sie
auch bei zukiinftigen Forschungen ih-
re Giltigkeit behdlt und daff sie sich
—in Freud und in Leid, zu unserem
Vergniigen wie wvielleicht auch zu un-
serer Verwirrung — auf viele Wissens-
zweige ausdehnt.

E.Wigner (1960)

4.1 Das euklidische Feld kann kein Operatorfeld sein

Fiir einen Vektor x des Minkowski-Raumes M, schreibt man nach Wahl eines
Koordinatensystems x = {z° z', 22, 2%} = {2° x} und erhilt eine konkrete
Form fiir die pseudo-euklidische Struktur von M,, indem man setzt:

SC2 — (:CU)Q - (:CI)Q - (:C2)2 - (563)2 — (SCU)2 o X2

Seit der Entdeckung der Bedeutung dieser Struktur fiir die Physik durch
Lorentz und Poincaré und der Ausformung der Theorie durch Einstein und
Minkowski haben sich die Physiker immer wieder davon faszinieren lassen,
wie leicht man durch eine einfache Ersetzung iz® — 2* die pseudo-euklidische
Struktur in eine gewOhnliche euklidische Struktur verwandeln kann, bei der
man von Vektoren x = {z' 22, 23 2} = {x,2'} € E, ausgeht, fiir deren
Normquadrat man nun schreibt:

X2= ($1)2+($2)2+($3)2+(1‘4)2=X2+(1‘4)2

Bis auf ein Vorzeichen stimmen 22 und x? iiberein, und der unmittelbarer
Vorteil der euklidischen Formulierung liegt auf der Hand: Man muf§ nicht
mehr zwischen ko- und kontravarianten Komponenten unterscheiden, so dafl
T, = 2% fiir = 1,...,4 gilt. Indessen, die Ersetzung ist rein formal und hat
eher den Charakter eines Spieles mit gezinkten Karten. Die Rdume M, und
E, sind verschieden, und es gibt keine sinnvolle Weise sie zu identifizieren.
Die Angelegenheit erhielt neuen Auftrieb, als man lernte, die Zeit als ein
komplexe Variable z = x* + i2° zu betrachten — wir haben diesen Stand-
punkt bereits im Abschnitt 1.3 vertreten und mit Erfolg angewandt —, wobei
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2" weiterhin die Rolle der anthropischen Zeit iibernimmt: das ist die Zeit,

die wir Menschen zur Beschreibung unserer Umwelt und der Vorgénge darin
benutzen, eine Form der Anschauung also im Sinne von Kant. Hier ist ver-
mieden, von der physikalischen Zeitu sprechen, weil dieser Begriff unklar
und moglicherweise kontextabhéngig ist. So haben wir etwa die Freiheit, in
einer physikalischen Theorie die Zeit als eine komplexe Variable einzufiihren.
Dies ist immer dann sinnvoll, wenn es der Vereinfachung dient oder die For-
mulierung einer konsistenten Theorie {iberhaupt erst ermoglicht. Schreiben
wir dann z = z* 4 2%, so ist 2* eine verborgene Variable des Raum-Zeit-
Kontinuums, weil sie der unmittelbaren menschlichen Anschauung entzogen
ist. Sie ist aber nichtsdestoweniger eine physikalische Variable dieser Theo-
rie'?,

Es sei nun ®(x) irgendein Operatorfeld tiber dem Minkowski-Raum, z.B.
ein Skalarfeld. Dann gilt

®(2°,x) = ™" T H(0,x)e "1 (135)

wobei H der Hamilton-Operator der Theorie ist. Eine naive und in die Irre
0 4

fiihrende Idee ist, hierin die Ersetzung ixz° — z* vorzunehmen, um so zu
einem euklidischen Feld @(x) zu gelangen:
D(x,2Y) = " " P(x,0)e " (136)

Zwar gilt H > 0, jedoch ist H nach oben unbeschrinkt und wir haben das
folgende Dilemma: gilt z* > 0, so ist der Operator ¢*'# nicht definiert; gilt
2% < 0, so ist der Operator e~ nicht definiert.

Auch eine Fourier-Zerlegung des Operatorfeldes hilft uns nicht bei dieser
Aufgabe. Schreiben wir ndmlich etwa fiir eine Losung der Klein-Gordon-
Gleichung,

2() = om) 7 [ 2 {ape 1)) (137)

so gilt p° = w > 0. Da in dieser Darstellung sowohl positive wie negative
Frequenzen auftreten, ist es uns wieder verwehrt, eine Ersetzung iz® — 2*

19Tch mochte ganz entschieden der oft geduflerten Auffassung entgegentreten, dafl die
Einfiihrung einer komplexen Zeit nur einen “mathematischen Trick” darstellt, dazu erson-
nen, um einige Rechnungen (Pfadintegrationen etc.) ausfiihren zu kénnen und um Formeln
einen Sinn zu geben, die sonst undefinierbar blieben. Das hiele, solche Rechnungen und
die ihnen zugrunde liegende Theorie hétten nur einen formalen Charakter, und alles bliebe
nur ein unverbindliches mathematisches Spiel.

20Gemeint ist das Folgende. Der unitére Operator exp(iz” H) ist iiberall auf dem Hilber-
traum definiert und beschriinkt. Diese Eigenschaft kénnen nicht die Operatoren exp(z* H)
und exp(—z? H) zugleich besitzen, wenn H unbeschrénkt ist.
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mit reellem z* vorzunehmen. Denn entweder wird dadurch der erste Teil des

Integrals sinnlos (fiir 2 < 0) oder der zweite Anteil wird sinnlos (fiir 2% > 0).

Die kurze Diskussion hat gezeigt, dafl man nicht hoffen kann, das euklidi-
sche Feld als ein Operatorfeld in die Feldtheorie einfiihren zu kénnen, so daf}
es mit seinem Partner, dem Feld in der Minkowski-Darstellung, durch eine
analytische Fortsetzung in der Zeit verbunden ist. Nicht einmal die wohlver-
trauten freien Felder lassen sich in natiirlicher Weise zu analytischen Funk-
tionen von einer komplexen Variablen z = 2* + iz erweitern?'. Die niichsten
Abschnitte werden die Frage beantworten, wie wir das euklidische Feld nun
wirklich aufzufassen haben. Dabei haben wir die Wahl zwischen zwei M&glich-
keiten:

e Das euklidische Feld ist eine Zufallsvariable, oder besser, ein Zufallsfeld,
also ein verallgemeinerter stochastischer Prozef}. Dies soll die stochasti-
sche Auffassung genannt werden.

e Das euklidische Feld ist die verallgemeinerte Spinvariable eines vierdi-
mensionalen ferromagnetischen Gittermodels. Damit wird es als ein Sy-
stem der statistischen Mechanik am kritischen Punkt betrachtet. Dies
wollen wir die statistische Auffassung nennen.

In abgewandelter Form begegneten uns beide Auffassungen bereits im Kapitel
2 im Zusammenhang mit der Feynman-Kac-Formel. Die Pfadintegralmetho-
de stand fiir die stochastische Auffassung der Quantenmechanik. Die stati-
stische Auffassung, d.h. die Beschreibung durch Spingitter entstand durch
eine Diskretisierung des Pfadintegrals. Eine Verallgemeinerung des Ansatzes
von Feynman und Kac fiithrt uns auf die Funktionalintegrale der Feldtheorie.
Auch diese Integrale haben in R.Feynman ihren geistigen Vater.

4.2 Die euklidische Zweipunktfunktion

Die analytische Fortsetzung des Minkowski-Feldes zu einem euklidischen Feld
kann nicht gelingen. Unsere Absicht ist vielmehr, Vakuumerwartungswer-
te eines Produktes von Feldoperatoren — die sog. n-Punktfunktionen, oder
Wightman-Funktionen — analytisch fortzusetzen. Die so gewonnenen euklidi-
schen n-Funktionen, die sog. Schwinger-Funktionen, haben besondere Eigen-
schaften, die es erlauben, sie wieder als Erwartungswerte zu deuten. Hierbei
handelt es sich allerdings nicht um Erwartungswerte im Sinne der Operator-
theorie, sondern um Mittelwerte im Sinne der (kommutativen) Wahrschein-
lichkeitstheorie.

'Konkret: Erwartungswerte der Form (¢, ®(2)¢) mit ¢ aus dem Definitionsbereich des
Operatorfeldes sind i.allg. nicht analytisch in der Zeit.
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Es sei ®(x) irgendein Operatorfeld {iber dem Minkowski-Raum. Um kon-
kret zu bleiben, kénnte man hierbei an ein reelles Skalarfeld denken, obwohl
das folgende Argument auf alle Felder, die Eichfelder eingeschlossen, zutrifft.
Die Zweipunktfunktion

Wz —y) = (Q,2(z)®(y)Q) (138)

héngt wegen der Translationsinvarianz des Vakuums nur von der Differenz
x —y ab und kann als ein “Matrixelement” des Evolutionsoperators e~*# mit
t = 2% — 0 aufgefat werden. Indem wir die Ersetzung x — %:1:, y — —%:1:
vornehmen, kénnen wir vereinfachend schreiben:

W (z) = (9(0, 1x)*Q, e =" ®(0, —1x)Q) (139)
Hierdurch wird klar, dafl W (z) eine analytische Fortsetzung in z° (nicht aber
in ', 2%, 23, warum?) besitzt. Fiir die analytische Funktion benutzt man ein
neues Funktionssymbol,

S(x,z) = (2(0,1x)*Q,e*"®(0, —3x)Q) (140)
z = o' +ia ' >0 (141)

und kann somit behaupten, daf§ die urspriingliche Funktion W (x) Randwert
einer analytischen Funktion ist:

W (2, x) = lim S(x, 2* + ia")
z4]0

Diese Randwerte existieren nur im Sinne einer Distribution, was die Ursa-
che vieler Schwierigkeiten der Minkowski-Formulierung der Feldtheorie ist.
Hingegen liegen die reellen Punkte z = 2% > 0 im Analytizititsgebiet. In die-
sen Punkten gewinnen wir die nicht-singulére euklidische Zweipunktfunktion
S(x) = S(x,z") (Schwinger-Funktion). Eine Singularitit haben wir allenfalls
zu erwarten, wenn z* gegen Null strebt. Tatsichlich begegnen wir dort einem
Pol, sobald x = 0 ist.

Beispiel. ®(z) sei ein reelles Skalarfeld der Masse m, mithin eine Losung
der Klein-Gordon-Gleichung. Die Zweipunktfunktion eines solchen Feldes ist

W(z) = Ay (x,m) = (Q—jr)B / %ei@xm (142)

(w = y/m? + p?), und somit finden wir

S(x,m) = (Q—jr)B / %eipx—wx“ (143)
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Allerdings gilt diese Darstellung nur fiir * > 0. Wir wiinschen uns die Dar-
stellung durch ein vierdimensionales Integral, das die O(4)-Invarianz der eu-
klidischen Zweipunktfunktion offenbart. Dies gelingt so. Zunéchst fiihren wir
einen euklidischen Impuls p = {p', p?,p?,p'} = {p,p*} ein, fiir dessen Qua-
drat wir p? =Y _(p®)? schreiben. Sodann behaupten wir:

Lemma ,

;4
o} T
1 e_wx4 1 4 €

2w T or e P p? + m?

(144)

Beweis. Betrachte die Funktion f(u) = (u® — w?)~'e7*". Sie ist analytisch
in der Halbebene u = p° — ip*, p° > 0 mit Ausnahme der Stelle u = w,
wo f(u) einen Pol besitzt. Integrieren wir nun f(u) entlang des Weges C
(siehe die Abbildung) in der komplexen u-Ebene, so erhalten wir nach dem
Residuensatz:

L, du f(u) = Resy=yf(u) = ie““"’d’él

21t Jo 2w

(145)

—Zp

(o p
\__J

Abbildung 1: Der Integrationsweg C' in der komplexen u-Ebene

Die Funktion f(u) fillt in der rechten Halbebene exponentiell ab. Wir
diirfen also den Integrationsweg so deformieren, dafl er parallel zur ima-
gindren Achse im Abstand p° verlduft, falls 0 < p® < w gilt. Fiir das Integral
erhalten nun die Darstellung

1 [ 1 [~ eiv'at—plat 1 4
- d 4 (U i 4y _/ d 4 — e wo
27 /_oo P fw—ip) 21 o b p2+ (p* +ip°)2 +m? 2w

Die Wahl von p° ist uns iiberlassen. Bei dem Versuch, den Limes p° — 0
auszufiihren, sehen wir, daf§ dies sogar unter dem Integral moglich ist, und
gelangen so zu der Aussage des Lemmas. g.e.d.
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Fithren wir schliefllich das euklidische Produkt px = ) p“z® ein, so
haben wir endgiiltig:

S(x,m) = — /d“pﬁ%}? (146)

Man kann aber auch S(x,m) durch die modifizierte Besselfunktion K; aus-
driicken:

(2m)” m\X\ LK (mlx]) m >0 _ /2
S(x,m) = { (2m)2[x|-2 0 x| =Vx2 (147)
Die Formel (146) zeigt eine auffillige Verwandtschaft zwischen der Schwinger-

Funktion S(x,m) und der Feynman-Funktion

1 exp(—ipr)
Ar(e.m) = G /d%m

einer Minkowski-Feldtheorie. Man macht sich schnell klar, da —p? und p?
durch eine analytische Fortsetzung in der Energie auseinander hervorgehen:
die Fourier-Transformierte Ag(p, m) ist — abgesehen von einem Vorzeichen —
die analytische Fortsetzung von S(p,m). Insgesamt erhalten wir das folgende
Bild iiber die Weise, wie Wightman-Funktionen und Feynman-Funktionen
miteinander verkniipft sind, ohne dafl dabei von der mehrdeutigen Vorschrift
der Zeitordnung Gebrauch gemacht wird:

Wightman-Funktion analyt. F. Schwinger-Funktion
. — .
im Ortsraum im Ortsraum
IFourier—Tr.
Feynman-Funktion analyt. F. Schwinger-Funktion
—

im Impulsraum im Impulsraum

Wir notieren einige Eigenschaften der Schwinger-Funktion:

1. Obwohl die Funktion S(x, m) nur fiir positive Zeiten (z* > 0) definiert
wurde, kénnen wir sie zu einer symmetrischen Funktion auf der gesam-
ten reellen Zeitachse erweitern. Hierbei wird allerdings der Ursprung
des euklidischen Raumes zu einem singulidren Punkt. In der Néhe die-
ses Punktes verhilt sich die Funktion wie 1/x?. Die Singularitit ist
integrabel.
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2. Die Schwinger-Funktion ist reell und positiv. Ebenso ist die Fourier-
Transformierte reell und positiv.

3. Die Schwinger-Funktion ist invariant unter euklidischen Rotationen.
Die Gruppe O(4) tritt an die Stelle der Lorentz-Gruppe (mit Spiege-
lungen).

4. S(x,m) ist die Greensche Funktion fiir den Differentialoperator —A +
m?, d.h. es gilt
(—A+m?)S(x,m) = §*(x) (148)

wobei A den vierdimensionalen Laplace-Operator bezeichnet. Die eukli-
dische Formulierung hat uns hier einen elliptischen Differentialoperator
beschert; der Klein-Gordon-Operator war hyperbolisch. Wir bené6tigen
nun keine ie-Vorschrift mehr zur Invertierung von —A+m?: der inverse
Operator ist eindeutig und besitzt den Integralkern S(x — x',m) .

5. Die Schwinger-Funktion zerfillt exponentiell fiir grofle Absténde vom
Ursprung (falls m > 0):

m?/2

S(x,m) — @rmlx)

372 exp{—m|x]|} x| — o0 (149)

Insbesondere existiert das Integral [ d% S(x,m)=m™2

4.3 Das freie euklidische Skalarfeld
4.3.1 Die n-Punktfunktionen

In der Minkowski-Formulierung kann ein reelles Skalarfeld ®(z) durch die
Gesamtheit seiner n-Punktfunktionen (Wightman-Funktionen)

Wia(xr, . oo ) = (Q,@(x) - P(2,)) (150)

definiert werden. Der Operatorcharakter des Feldes und die quantenmechani-
sche Natur der Theorie dufiert sich in [®(z), ®(z')] # 0. Aus diesem Grunde
sind die Wightman-Funktionen nicht symmetrisch unter Permutationen ihrer
Argumente: dies erschwert die Konstruktion eines erzeugenden Funktionals,
aus dem sie gewonnen werden kénnten.

Eine andere Weise, das Feld zu definieren, geschieht durch die Angabe
aller seiner 7-Funktionen (Greenschen Funktionen)

(1, oo ) = (QT(®(z1) - - - P(y,))2) (151)
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Diese Funktionen sind symmetrisch und besitzen das erzeugende Funktional
F(j) = (2, Texp{i®(j)}Q) =1 +ZE(Q,<I>(J) Q) (152)
n=1

mit ®(j) = [ d*% ®(x)j(z) und j(x) reell. Handelt es sich dabei um ein freies
Feld der Masse m, so ist das erzeugende Funktional bereits vollstdndig durch
die ersten beiden 7-Funktionen, 7(x) = (Q,®(2)Q) = ¢ und 7(z,y) =
iAp(x —y,m) , bestimmt??:

log F(j) = iel(j) — 5ip(j * j,m) (153)
1) = [ i@
Ap(j *j,m) = / o' / Iy j@)Ar(z —y,m)jly)  (154)

Fiir ¢ = 0 ist diese Charakterisierung dquivalent einer rekursiven Definition
der 7-Funktionen in der folgenden Art:

7'1(1'1) =0

n(x1,22) = 1Ap(x1 — 29, M)
n—1
To(T1, .o ) = Zrn,Q(a:l,...,:i:k,...,xn,l)iAF(:rk—xn,m)(155)
k=1

(Der Hut " {iber einer Variablen bedeutet: diese Variable wurde eliminiert).
Fiir die Wightman-Funktionen existiert ein Schema &hnlicher Art:

Wl(l‘l) =0

Wg(l'l,l'Q) = A+(:c1—:r2,m)
n—1
Wo(z1, ..., 2,) = Z Wh—o(x1, .o Ty ooy Tp1) Ay (2 — T, m)(156)
k=1

Diesen Formeln entnimmt man, da3 W,, eine analytische Fortsetzung in allen

Zeitvariablen z9,... 20 besitzt, weil die A -Funktion eine solche Fortset-

zung gestattet. Wir kénnen somit zu komplexen Variablen z, = x} + iz}
der punktierten komplexen Ebene C\{0} iibergehen. In den reellen Punkten
zx = 1z} erhalten wir dann die n-Punktfunktionen (Schwinger-Funktionen)
des zugehorigen euklidischen Feldes:

S’n(xl,...,xn):Wn(:cl,...,:cn) (157)

;0 4
zzk%zk

22Giehe das Kapitel 6.6 der Vorlesung QFT 1.
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Fiir die euklidischen Funktionen existiert somit das Rekursionsschema

Si(xy) = 0

SQ(Xl,XQ) == S(Xl—XQ,m)
n—1
So(X1, %) = > Spoa(x1,o o, Ko, Xnm1) S (3 — X, m)  (158)
k=1

und aus S(—x,m) = S(x,m) folgt, daBl Schwinger-Funktionen grundsdtzlich
symmetrisch sind gegeniiber Permutationen ihrer Argumente. Diese wichtige
Tatsache gibt uns wiederum die Moglichkeit, die Gesamtheit der Funktionen
Sy, aus einem erzeugenden Funktional abzuleiten (wir erlauben wieder ¢ # 0):

logS{f} = icI(f)— LS(f * f.m) (159)
1) = / 25 £ (%)

S(f * fom) = / I'x / 2y F(9)S(x — y,m) £ (7)
— (f AR (160)

s(ry = 1e 3ot [ [t St x)f ) fn)

Auch hier soll f wieder eine reelle Funktion sein. Man nennt S{f} das
Schwinger-Funktional des euklidischen Feldes. Da S(f * f,m) > 0 gilt (und
= 0 nur fiir f =0), ist S{f} ein GauBisches Funktional.

4.4 Die stochastische Interpretation

Da die euklidischen n-Punktfunktionen symmetrisch sind, ist es mdglich, sie
als Korrelationsfunktionen im Sinne der Stochastik zu deuten. Die Idee ist
also, das euklidische Feld &(x) als eine Zufallsvariable einzufiihren, so daf
gilt:

(P(x)) = ¢ ((x)D(y)) = (P(x))(P(y)) = S(x—y,m)  (161)

Mit (-) wére dann der Mittelwert oder Erwartungswertim Sinne der Wahr-

scheinlichkeitstheorie gemeint. Alle hoheren Korrelationsfunktionen (®(x;) - - -

lieflen sich daraus rekursiv berechnen. Eine Schwierigkeit hat diese Auffas-
sung jedoch: Falls in der Formel (161) x = y gesetzt wird, erhalten wir den
singuldren Ausdruck S(0,m) = oo. Wir sind, dhnlich wie in der Operator-
feldtheorie, auch hier gezwungen, ein Glittungsverfahren anzuwenden, um
dem euklidischen Feld den singuldren Charakter zu nehmen.
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Wir wihlen also einen geeigneten Raum von Testfunktionen f: E; — R
und betrachten nunmehr nur noch die integrierten Grofen &(f) = [ d* &(x) f(x)
als die eigentlichen Zufallsvariablen. Diese Auffassung zeigt keinerlei Pro-
bleme, Korrelationsfunktionen der Art (@(f;)--- ®(f,)) sind wohldefiniert.
Grund: die Singularitéit 1/x* ist in vier Dimensionen integrabel. Durch Ent-
wicklung der Exponentialfunktion kénnen die Korrelationsfunktionen n-ter
Ordnung aus dem erzeugenden Funktional

log(exp{i®(f)}) = icI(f) — 3(f. (A +m?)'f) (162)

gewonnen werden. Unsere Vorschriften erlauben die Berechnung von belie-
bigen Korrelationen, wir kennen jedoch noch nicht die zugrunde liegenden
Verteilungen (W-Mafe). Unser néichstes Ziel ist deshalb die Konstruktion der
mit dem euklidischen Feld verkniipften n-dimensionalen Gauflischen Vertei-
lungen. Wir setzen zur Vereinfachung ¢ = 0. Die allgemeine Situation ¢ # 0
148t sich immer durch eine einfache Translation des Feldes daraus herstellen.

Der Fall n=1. Im erzeugenden Funktional ersetzen wir f durch ¢f und
variieren den reellen Parameter ¢. Wir erhalten so die Darstellung

(explitd(f)}) = e 12 = / dp(ar) e (163)

mit a = (f, (=A +m?)7'f); p ist das gesuchte W-MaB, das die Verteilung
der “Meflwerte” von @(f) beschreibt. Die moglichen Werte «, die diese Zu-
fallsvariable annehmen kann, liegen auf der reellen Achse, weil wir von einem
reellen Skalarfeld ausgingen. Die offensichtliche Losung lautet:

du(a) = da (2ma)”V2e 20 e? (164)

Die Konstante a iibernimmt hierbei die Rolle der Varianz der Verteilung.

Der allgemeine Fall. Im erzeugenden Funktional ersetzen wir f durch
> i_, ti.fr, mit linear unabhéngigen Testfunktionen f; und variieren die reel-
len Parameter ¢:

(exp{i 32, th®(f1)}) = exp{—%thtkajk} (165)

jk=1

(fi (=A+m?) " fi) = ap (166)

Es sei A die n x n-Matrix mit den Elementen aj;. Sie ist symmetrisch und
strikt positiv (0 ist kein Eigenwert); denn es gilt > ¢;tpa; = (f,(—A +
m?)~'f) > 0, und dieser Ausdruck verschwindet nur fiir f = 0, also fiir
tr, = 0, weil das System (f;) linear unabhéngig vorausgesetzt war. Mit
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a1,...,a, bezeichnen wir die moglichen “MeBwerte” von ®(f1),..., P(f,).
Die gemeinsame Verteilung dieser Werte wird durch ein W-Maf3 i beschrie-
ben, das wir aus der Gleichung

(exp{i Dt B(fi)}) = [du(ay, ..., an) exp{iy tray} (167)

zu bestimmen haben. Eine Fourier-Transformation 16st das Problem, und wir

finden (beachte det A > 0):

dp(on, ..., ap) = [det(2mA)] 7/ exp {—% > %'Oék(A_l)jk} [T dew (168)
k=1 k=1
Ergebnis: alle n-dimensionalen Verteilungen sind Gaufisch.
Fassen wir den Inhalt der vorstehenden mathematischen Analyse in Worte
und stellen die allgemeine Situation ¢ # 0 wieder her, so konnen wir sagen:

Das freie euklidische Feld ®(x) ist ein verallgemeinerter Gaujfs-
Prozefs iiber dem euklidischen Raum Ey mit dem Mittelwert (P(x)) =
¢ (Kondensat) und der Kovarianz

(P(x)D(y)) — (2(x))(D(y)) = (—A +m*) ' (x,y) = S(x— y,m)
(euklidischer Propagator).
Die hierin angesprochene Verallgemeinerung geschieht auf zwei Weisen:

1. Die Halbachse R, , die normalerweise in die Formulierung eines stocha-
stischen Prozesses als wesentliches Strukturelement eingeht und inhalt-
lich als die SZeitinterpretiert wird, ist in der euklidischen Feldtheorie
ersetzt worden durch den Raum Fj,.

2. Die singuldre Natur des Feldes macht es notwendig, nur die mit Test-
funktionen f integrierten Grolen ®(f) als die eigentlichen Zufallsva-
riablen aufzufassen. Es ist bequem (nicht zwingend) f aus dem Raum
S(FE4) (Schwartz-Raum) zu wihlen.

Allgemeiner Sprachgebrauch: Es sei ®(x) ein verallgemeinerter GauB-Prozef}
und f — P(f) die zugehorige lineare Abbildung von Testfunktionen in Zu-
fallsvariablen. Schlief8lich existiere ein linearer Operator K, so dafl

(D(f)B(9)) — (2(f))(P(9)) = (f, Kg) (169)

die Kovarianz des Prozesses ist (f und ¢ sind beliebig). Dann heiit K der
Kovarianzoperator. Man erzielt somit eine sinnvolle Verallgemeinerung des
Begriffs der Kovarianzmatriz einer stochastischen Variablen mit Werten im
R™. Der Prozef} heifit zentriert, falls (®(f)) = 0 fiir alle f gilt. Der Kovari-
anzoperator des euklidischen Feldes ist (—A +m?)~!. Das Feld ist zentriert,
wenn das Kondensat verschwindet: ¢ = 0.
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4.5 Gauflische Funktionalintegrale

Die Uberlegungen des vorigen Abschnittes geben Anlaf zu der Konstrukti-
on eines Funktionalintegrals spezieller Art, mit dessen Hilfe das Schwinger-
Funktional des freien euklidischen Feldes ausgedriickt werden kann. Wir ver-
einbaren, dafl die zuldssigen Testfunktionen, die wir fiir die Glittung be-
nutzen, dem Raum S(FEj;) angehoren. Dies ist ein reell-linearer Raum. Die
Elemente des Dualraumes S'(Ey) heifien Distributionen. Jede Distribution
¢ € S'(Ey) ist somit ein lineares Funktional ¢(f) = [ d% ¢(x)f(x), das je-
dem f € S(E,) eine reelle Zahl zuordnet. Das zu konstruierende Funktional-
integral ist vom Gauflischen Typ und erstreckt sich iiber alle Distributionen
¢, in denen wir die Verallgemeinerung der Brownschen Pfade erkennen. Die
typische Distribution ist nicht einer glatten Funktion fquivalent. Ahnliches
galt fiir die Brownschen Pfade. Und nun zur Konstruktion selbst.

Es sei F' ein beliebiger n-dimensionaler Unterraum von S(E4) und F’
sein Dualraum, den wir uns als Teilraum von S'(E,) denken. Nach Wahl
einer Basis (fy)k=1,..» in F, so da§ jedes f € F als Y _, t;f darstellbar
ist, konnen wir die reellen Koeffizienten ¢, als die Koordinaten des Vektors f
auffassen. Es existiert dann immer eine duale Basis (f})r=1,.. ., in F', so daf§
fi(fr) = 6;i gilt. Fiir einen Vektor ¢ = Y ), axf € F' mit den Koordinaten
ar und f € F mit den Koordinaten t; folgt: ¢(f) = Y. trax. Die Fourier-
Zerlegung

(exp{iZtkqb(fk)}>:/du(al,...,an) exp{i Y teou} | (170)

wie sie im vorigen Abschnitt vorgenommen wurde, leistet somit das folgende:
sie erzeugt auf jedem Teilraum F' € S'(E,) endlicher Dimension ein W-Maf}
i. Dieses Mafl beschreibt die gemeinsame Verteilung aller Zufallsvariablen
®(f) mit f € F. Es ist eine Tatsache, daf immer dann, wenn eine solche
Situation gegeben ist, ein W-Maf} y auf dem oco-dimensionalen Raum S'(E})
vorliegt.

Es sei also (f, Kf) eine strikt positive quadratische Form auf S(E,).
Dann ist ihr ein zentriertes Gauflisches Maf p auf §’(Ey) zugeordnet, dessen
Fourier-Transformierte (das charakteristische Funktional des Mafes) durch

[ dnto) explio(1)} = expl~4(7. K1) ()

gegeben ist. Konkret ist damit gemeint: Nach Wahl eines beliebigen Teilrau-
mes F' € S(E,) mit dim F' = n < oo und einer Basis (f;) in F' kann man (171)
als ein n-dimensionales Gauf-Integral iiber die Koordinaten ay = ¢(fx) von
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¢ schreiben, und diese Darstellung hat Giiltigkeit fiir alle f = > trfix € F,
indem

/du(¢) exp{i¢(f)} = /du(al,...,an) exp{i Y trey}  (172)

= exp{—3 > titaz} (173)
ajr = (f;, Kfi) (174)

Natiirlich ist eine Schreibweise wie (171) nur deshalb sinnvoll, weil das Er-
gebnis unabhingig von der Wahl der Basis ist.

Das Schwinger-Funktional des euklidischen Feldes schreiben wir nun als
Gaufisches Funktionalintegral (=Integral iiber Funktionale ¢) in dem vorge-
nannten Sinne:

(exp{i®(f)}) = / dyu(8) exp{io(f)} = explicI(f) — L}(f.Kf)}  (175)

mit dem Kovarianzoperator K = (—A + m?)~1. Gilt (@(x)) = 0, so ist das
Maf3 p zentriert. Diese Situation 148t sich immer durch eine Verschiebung
¢ — ¢+ c herstellen. Es hilft der Anschauung, wenn man sich Distributionen
¢(x), iiber die integriert wird, als “Pfade” des Feldes ®(x) im Raum E,
vorstellt. Das Integral (175) realisiert, was Feynman anstrebte und sum over

histories nannte. Setzt man darin f = Y #; fi und entwickelt nach 1, .., t,,
so entsteht die Gleichung
(@(5) - 0fa)) = [ duté) 8(51) -+ o5 (176)

Sobald die Testfunktionen f; fixiert sind, ist die rechte Seite einem gewohn-
lichen n-dimensionalen Integral dquivalent. Man schreibt auch

(B(x1) -+ B(x,)) = / du(6) B(x1) - - H(x) (177)

Doch dies ist nur mehr eine symbolische Darstellung der n-Punktfunktion.
Die rechte Seite wird erst zu einem gewdhnlichen Integral, wenn wir sie zu-
vor mit Testfunktionen fi(x;)--- fu(x,) integrieren, d.h. wenn wir zu der
Schreibweise (176) zuriickkehren.

Andere Schreibweisen sind in Gebrauch, die in einem noch stérkeren Mafle
formal genannt werden miissen. So schreibt der Physiker — in Anlehnung an
bekannte Formeln fiir die Gaufl-Integration bei n x n-Matrizen —

du(¢) = D exp{—3(¢, (~A+m*)¢)} (178)

Die Konstante ¢ sei so gewihlt, dafl das MaB normiert ist: [ du(¢) = 1. Diese
”Definitionist streng betrachtet unsinnig. Denn die Formel (178) enthélt drei
Groflen, die fiir sich genommen einzeln nicht existieren:
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e Die Konstante ¢! = [ D¢ exp{—3(¢, (—A + m?)$)} ist eine sinnlo-
se Grofe; ¢? ist formal identisch mit der Determinante des Operators
(—A+m?)/(27). Dieser Operator besitzt ein rein kontinuierliches Spek-
trum, und eine Determinante kann in einer solchen Situation nicht de-
finiert werden.

e Das Lebesgue-Mafl D¢ kann auf S'(Fy) genau so wenig definiert wer-
den, wie auf jedem anderen oo-dimensionalen Vektorraum.

e Fiir fast alle Distributionen ist (¢, (—A + m?)¢) eine nicht definierbare
GroBe (man mache die Probe mit ¢(x) = §*(x) oder ©(z*)!).

Dennoch kann man von der Schreibweise (178) legitimen Gebrauch machen,
falls festgelegt wird, dafl nur das Produkt der drei Faktoren zusammenge-
nommen einen wohldefinierten mathematischen Sinn bekommt. Wir treffen
deshalb fiir unsere Zwecke die folgende
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Vereinbarung:

Die Darstellung

dp(¢) = D¢ exp{—3(6, K~'¢)} (179)

des normierten Mafles i sei gleichbedeutend mat

[ dn(@) explio()) =exp{-4(K5)) (150)
falls (f, K f) eine strikt positive quadratische Form, ist.

Zuriick zum freien Skalarfeld. Hier gilt K ' = —A + m? und (¢, K '9)
ist nichts anderes als das Wirkungsintegral eines klassischen (euklidischen)
reellen Feldes ¢(x). Eine partielle Integration bringt dieses Integral in die
Standardform:

Hok )=} [ db [Z{aa¢<x>}2 - m2¢<X)2] ey

Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir Verallgemeinerungen. Eine
naheliegende Erweiterung besteht darin, selbstwechselwirkende Skalarfelder
durch ein Wirkungsintegral der Form

Wio) = [ di [ 3 (0a0()" + U(¢<x>>] (182)

«

einzufithren und versuchsweise die euklidischen n-Punktfunktionen dieser
Theorie durch Funktionalintegrale der Form

e Wit p(xy) - - o(x,

(183)

auszudriicken. Hierbei ist U : R — R ein “Potential”, das Abweichungen
von der parabelférmigen Gestalt zuldfit. Solche Abweichungen beschreiben
die Art der Selbstwechselwirkung. Spezifische Modelle dieser Art sind:

o ¢'-Modell U(r) = im?*r?+M* (A >0)
e Higgs-Modell U(r) = —3pr? +xrt (A >0)

e Sinus-Gordon-Modell U(r) = gm*r? + Xcos(yr) — 1)
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Die Schwierigkeiten der Darstellung (183) liegen auf der Hand. Da die Funk-
tionalintegrale nicht mehr Gauflisch sind, ist unklar, wie man sie definie-
ren soll, und ungewif}, ob sie iiberhaupt definierbar sind. Der Umgang mit
nicht-Gauflischen Funktionalintegralen ist kein leichtes Geschéft: die ganze
Problematik der Renormierung aus der traditionellen Feldtheorie begegnet
einem erneut. Eine elegante Umschiffung dieser Klippen ist bis heute nicht
gelungen. Aber es gibt einen aussichtsreichen Versuch, nédmlich: die konse-
quente Benutzung der statistischen Interpretation des euklidischen Feldes.
Hierbei wird das Kontinuum FE,4 durch ein endliches Gitter ersetzt. Zwei hin-
tereinandergeschaltete Grenzprozesse (thermodynamischer Limes und Konti-
nuumslimes) fithren zu den gewiinschten n-Punktfunktionen der Feldtheorie.
Die Rechnungen auf dem endlichen Gitter lassen sich im Prinzip mechanisch
durch einen Computer ausfithren. Vor die Aufgabe gestellt, Grenzprozesse
auszufiihren, versagt sogar die Spitzentechnologie.
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BicRelidinshrfirdhgoric:

Be wise, discretize!

Marc Kac

5.1 Die Gitterversion des Skalarfeldes
Fiir ein reelles Skalarfeld sei die euklidische Wirkung durch

W) = [ di [ > (0,6} + U(6() (184)

gegeben. Eine Weise, zu wohldefinierten Ausdriicken fiir die n-Punktfunktionen
zu gelangen, besteht darin, dafl man den Raum F, durch ein periodisches Git-
ter (Zy)* ersetzt. Hierbei haben wir die Gitterkonstante gleich 1 gesetzt. Die
Einfiihrung einer dimensionsbhehafteten Gitterkonstanten a 148t sich anschlie-
Bend immer durch eine Skalentransformation erreichen. Mit Zy = Z/(NZ)
bezeichnet man die Restklassengruppe, die entsteht, wenn man die gan-
zen Zahlen modulo N betrachtet: sie enthélt genau N Elemente, die man
sich gewohnlich durch die Zahlen 0,1,..., N — 1 représentiert denkt. Da
N =0 mod N gilt, ist das Gitter periodisch mit der gleichen Periode N in al-
len vier Richtungen des Raumes (wir hétten auch vier verschiedene Perioden
wihlen konnen). Ein solches Gitter 148t sich nicht in den E,, sondern nur
in den vierdimensionalen Torus Tory = (Rmod 1)* einbetten. Man spricht
deshalb von einem toroidalen Gitter. Der Grund, warum man ein allseitig
periodisches Gitter wihlt, ist bekanntlich seine Symmetrie unter diskreten
Translationen. Auf diese Weise rettet man einen Teil der euklidischen Bewe-
gungsgruppe des Fjy.

Das toroidale Gitter besitzt N* Gitterpunkte, die wir mit z,y usw. be-
zeichnen. Ein Gitterpunkt z besitzt Komponenten mit 2% € {0,1,..., N —1}
(¢ =1,...,4). Funktionen auf dem Gitter sind problemlos summierbar, z.B.
existiert > a'f(az) immer und approximiert das Integral [d'r f(x) fiir
geniigend grofles N und hinreichend kleines a. Die Wirkung des euklidischen
Skalarfeldes erhilt auf dem Gitter die Form

W(g) =Y |32 _{0:(x)} + U(d(x)) (185)
Wir haben uns nur dariiber zu verstéindigen, was wir unter der partiellen

Ableitung verstehen wollen. Unter den verschiedenen Optionen wéhlen wir
den “Vorwarts”-Differenzenquotienten:

[0:8](x) := ¢(x + €;) — B(x) (186)
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Mit = + e; bezeichnen wir die Translation von x um eine Einheitslinge in
Richtung der i-ten Achse.

Es ist wichtig, sich vor Augen zu halten, dafl alle Gréflen in einer solchen
Theorie dimensionslos sind: das gilt u.a. fiir den Ort z, die Masse m und das
Feld ®(z). Wegen /i = ¢ = 1 geniigt die Einfiihrung einer einzigen Grofie mit
der Dimension einer Lange, um eine physikalisch interpretierbare Theorie zu
erzeugen.

In der stochastischen Interpretation wire das euklidische Feld @(x) auf
dem Gitter eine Zufallsvariable mit Werten in R, und ¢(z) ist eine Varia-
ble, die fiir die moglichen “Pfade” (engl. histories) des Feldes steht. Ein
solcher Pfad weist also jedem der N* Gitterpunkte eine reelle Zahl zu, d.h.
der Pfadraum kann im Falle eines endlichen Gitters grundsétzlich mit RM
identifiziert werden. Jedes Pfadintegral wird somit einem gewdhnlichen N*-
dimensionalen Integral dquivalent. Das ist, fiir sich genommen, noch kein
Grund zur Freude: selbst fiir bescheidene Gitter, z.B. fiir Gitter mit N = 5,
wire dies ein 625-dimensionales Integral. Jedoch ein Vorteil ist hervorzu-
heben. Wir sind nicht mehr genétigt, auf dem Gitter die Felder mit Test-
funktionen zu glatten. Denn es gibt keinen Unterschied zwischen glatten und
nicht-glatten Funktionen mehr. Auch der Begriff differentierbar verliert sei-
nen Sinn. Die Formel

_ f Do @fW(¢)¢(x1) (1)

<@(SE1) NN @(«Tn» - f D¢ e—W (%) (187)
bereitet uns keine Schwierigkeiten. Denn das Lebesgue-Maf
D¢ = | [ dé(x) (188)

ist nun wohldefiniert, weil der Pfadraum endlichdimensional ist. Ein ver-
gleichsweise harmloses Problem bleibt, weil unsicher ist, ob die Integrale in
(187) konvergent sind. Hinreichend fiir die Konvergenz ist jedoch die Stabi-
litdtsbedingung

Das Potential U(r) in der euklidischen Wirkung (185) besitzt eine
untere Schranke der Form

U(r) > —c+ pu’r? (189)

mit u? > 0. Hierbei mufS 1 nicht die Masse des zu beschreibenden
Feldes sein.

Eine dhnliche Bedingung benétigten wir fiir die Anwendung der Feynman-
Kac-Formel. Die Bedingung (189) ist jedoch schérfer: das Potential muf
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oberhalb einer Parabel liegen. Die Annahme p? > 0 ist notwendig wegen
der Existenz von Impuls-Null-Moden auf dem Gitter.

Die Stabilitsitsbedingung macht deutlich, dafi wir etwa in der ¢*-Theorie
das Vorzeichen der Kopplungskonstanten A nicht einfach umkehren kénnen,
ohne die Stabilitdt zu verlieren. Der Storungstheorie, auf die allein die kon-
ventionelle Feldtheorie fufit, ist ein solches Vorzeichen véllig gleichgiiltig. Man
darf deshalb mit Recht behaupten, dafy jede Aussage iiber ein feldtheoreti-
sches Modell immer dann als nicht-trivial gelten kann, wenn in ihr das Vor-
zeichen der Kopplungskonstanten eine Rolle spielt?3.

Wie gewinnen wir die Feldtheorie auf dem Kontinuum? Dies soll in drei
Stufen geschehen:

1. Thermodynamischer Limes. Wir lassen die Gitterperiode N gegen Un-
endlich streben und berechnen so die n-Punktfunktionen auf dem Gitter
7Z*. Noch sind alle GroBen dimensionslos.

2. Skalentransformation. Wir fiihren eine variable Gitterkonstante a ein
mit der Dimension einer Linge (in der GréBenordnung von 1 Fermi =
10713 em). Das Gitter Z* wird durch (aZ)? ersetzt und das neue Gitter
in den Raum Ej eingebettet. Alle Konstanten der Theorie (Massen,
Kopplungskonstanten etc.) sowie das Feld selbst werden einer Skalen-
transformation unterworfen, die diesen Grofien die erforderliche Dimen-
sion gibt. Das Resultat ist eine a-abhéngige Theorie.

3. Kontinuumslimes. Bei geeigneter Wahl der a-Abhéngigkeit aller Gréfien
existieren die n-Punktfunktionen im Limes a — oo. Dieser Vorgang
ersetzt das Renormierungsverfahren der konventionellen Feldtheorie.

5.2 Der euklidische Propagator auf dem Gitter
5.2.1 Darstellung durch Fourier-Zerlegung

Die Translationssymmetrie des periodischen Gitters erlaubt die Einfiihrung
einer Fourier-Transformation fiir (komplexe) Funktionen f(z). Impulsvaria-
blen bezeichnen wir wie iiblich mit p. Der Impulsraum ist wieder ein toro-
idales Gitter, das dem Ausgangsgitter weitgehend gleicht, mit dem Unter-
schied allerdings, daf§ die Gitterkonstante 2% ist: p = {py,...,ps} € (3Zy)".
Schreibt man pxr = Zizlpka:k, so bilden die ebenen Wellen

fyl@) = N2 (190)

23Diese Aussage geht auf K.Symanzik zuriick und wurde in der Vergangenheit zu wenig
gewiirdigt.
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— wie man leicht nachweist — ein vollstdndiges Orthonormalsystem beziiglich
des Skalarproduktes (f, g) =", f(x)g(x). Wir erinnern an den Gittergradi-
enten und fithren nun auch seinen adjungierten Operator ein:

Of(z) = [flz+er)— f(2) (191)
Opf(z) = flz—er) = flx) (192)

Ist A der Laplace-Operator des Gitters, so konnen wir —A = 22:1 0% Ok
schreiben. Beachten wir pep = pi, so ergeben sich die Eigenwertgleichungen:

Ofp(x) = (e =1)fp(x) (193)
Opfp(r) = (e =1)fp(2) (194)

Also —Af,(z) = S, [€®F — 112 f,(x). Indem wir

E, =% 2(1—cospg) (195)

WE

Bl
I

1

setzen, konnen wir auch —Af,(z) = E, f,(z) schreiben. Was sagt uns dieses
Ergebnis?

Das Spektrum von —A auf dem Gitter ist rein diskret und fdllt
in das Intervall [0, 16].

Da wir die Spektralzerlegung des Operators —A besitzen, konnen wir auch
zugleich die Spektralzerlegung eines jeden Operators F/(—A) angeben, wenn
F(t) eine beliebige komplexwertige Funktion von einer reellen Variablen ¢ ist
und das Intervall [0, 16] im Definitionsbereich von F' liegt:

F(=A)fp(z) = F(Ep) fy(2) (196)

Eine erste Anwendung besteht darin, daf§ wir F(¢) = log(t 4+ m?) wihlen und
zur Ortsdarstellung zuriickkehren:

log(—A +m?)(z,y) = N* Z eV 1og(E, + m?) (197)

p

Aus dieser Formel berechnet man leicht

Spur log(—A + m? Zlog —A +m?)(z, z) Zlog (E, +m?®) (198)
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und erhélt so Zugang zu dem Normierungsintegral

—A+m? 172
2 )}

[ 26 expi-bonamiioy = Jae
= exp{—%ZlogEI)%ﬂmQ}(wQ)

p

indem man von der Identitdt det = exp Spur log Gebrauch macht.

Eine weitere Anwendung besteht darin, dafl wir F/(t) = (t++m?)~! wihlen
und zur Ortdarstellung zuriickkehren. Auf diese Weise erhalten wir den eu-
klidischen Propagator eines skalaren Teilchens:

eir(z—y)

Man beachte die charakteristische Abweichung von der Formel (3.12) auf-
grund der Wahl eines Gitters.

Diese Zweipunktfunktion in einer allgemeinen Situation, d.h. in Anwesen-
heit von Wechselwirkungen, zu studieren, ist eine der wichtigsten Aufgaben
der Simulation auf dem Computer. Selbstverstindlich gilt dann nicht mehr
die Darstellung (200) in voller Strenge, sondern nur noch fiir groe Abstéinde
\z—y|, wenn m die kleinste Masse aller Zustéinde mit den Quantenzahlen des
Feldes @ ist. Auf einem unendlich ausgedehnten Gitter erwarten wir ein ex-
ponentielles Abfallgesetz fiir die Zweipunktfunktion. Auf einem periodischen
Gitter gibt es jedoch keine “grofien” Abstédnde. Deshalb ist in allen konkreten
Rechnungen (bei festem Gitter) eine Extrapolation der Art |z — y| — oo zur
Bestimmung der Masse m nicht moglich, und die Frage tritt auf: Was tritt
an die Stelle des exponentiellen Abfalls?

Einen Hinweis kann die Formel (200) geben, jedoch ist sie noch zu kompli-
ziert. Schreibt man fiir den Ort z = {x, 2"} und fiir den Tmpuls p = {p, ps},
so bewirkt eine Summation iiber x eine Projektion auf Zustinde mit p = 0:

> Sulam) = N Y b (201)

+2(1 — cospy)

Die so bestimmte Funktion 14t sich in der Tat in geschlossener Form be-
rechnen.

Theorem
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FEin modifizierter Massenparameter M sei durch sinh %M = %m
eingefiihrt. Dann gilt fiir 0 < z* < N:

> Swy(z,m) = Cycosh{M(z* — N/2)} (202)

z!,22,23
mit Cy' = 2sinh M sinh(MN/2).

Beweis. Wir setzen f(a) = [m? 4+ 2(1 — cos )] ! und entwickeln:

oo

fla)= Y cpemine (203)

n=-—oo

Die Koeffizienten bestimmen wir durch ein Fourier-Integral:

Cn = —/ e f(a)da

" cos na do 1.9
T on g a—Cosu a=lrym >1
1
= 7(0— a?_l)‘n‘

2va? — 1

Das Resultat vereinfacht sich, wenn wir @ = cosh M setzen. Dies ist sinh %M =
%m dquivalent, und wir erhalten

et 204
~ 2sinh M ( )
Damit kénnen wir schreiben:
ZSN x,m) Ze””” f(pa) Z ey (2t —n)

mit
N-1

e’i?ﬂ'kn/N _ { 1 n= OmOdN

1
N — 0 n#0modN
wobei wir py = 27k/N, x* = n' gesetzt haben. Also

oo

d " cady(n' —n) = E Cni4jN

n=-—o00 j=—00
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Im Bereich 0 < n’ < N gilt

oo [ HIN >0
In +JN|_{N—n’+kN E>0 j+k+1=0

und somit

i ~Mn'+iN| _ e M 4 e M(N=n) _ cosh{M(n' — N/2)}
= 1—e MN sinh(MN/2)
was den Beweis beendet.

Im Kontinuum zerfallen Korrelationen exponentiell mit dem Abstand (sie-
he (3.15)), und aus dem asymptotischen Verhalten bestimmt man die Masse
des Teilchens. Auf einem toroidalen Gitter ist manches anders. Hier kann
der maximale Abstand zweier Punkte auf der Zeitachse hochstens den Wert
N/2 annehmen. Fiir diesen Wert ist erwartungsgeméf die Korrelation mini-
mal, aber nicht Null. Im iibrigen zeigt das eben bewiesene Theorem, dafl an
die Stelle des Exponentialgesetzes nun ein cosh-Gesetz tritt, wobei der darin
auftretende Massenparameter M zwar mit dem im Propagator autretenden
Parameter m in einfacher Weise verbunden ist, jedoch nicht mit ihm {iberein-
stimmt. Dieser Unterschied schwindet auch dann nicht, wenn wir N sehr grof§
wihlen oder gar NV nach Unendlich schicken. Erst die Einfiihrung einer Gitter-
konstanten a mit nachfolgenden Limes a — 0 fiihrt auf die gewiinschte Iden-
titét M = m, wie man an der fiir alle a giiltigen Beziehung sinh(3aM) = Lam
erkennt.

Am Beispiel des Zerfalls von Korrelationen 148t sich deutlich machen,
wo die Grenzen der Zuverléssigkeit von Computersimulation auf dem Gitter
liegen. Fiir den Wert M = 0.1 haben wir in einem Diagramm bei Gittergréfien
zwischen 10* und 100* die riumlich gemittelte Zweipunktfunktion im Bereich
0 < z* < 10 aufgetragen und dabei so normiert, daf sie stets bei z* = 0 den
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Wert 1 annimmt.

Der Abstand 10 zweier Punkte auf dem Gitter entspricht der Compton-
wellenléinge des Teilchens (in Einheiten der Gitterkonstanten). Um zu er-
reichen, daf} die Funktion fiir gegebenes N im genannten Bereich sich nicht
wesentlich von der Grenzfunktion unterscheidet, muf} in diesem Beispiel min-
destens der Wert N = 100 gew#hlt werden. Dies entspricht einer linearen
Ausdehnung des Gitters von mindestens 10 Comptonwellenlingen. Hat man
eine Lingenskala durch Einfiihrung von a definiert, so mufl aM < 1 erfiillt
sein, damit der Unterschied zwischen den Massen M und m nicht ins Ge-
wicht fillt. Dies bedeutet, daf§ die Gitterkonstante a auf jeden Fall kleiner
als 0, 1 xComptonwellenléinge zu wihlen ist.

Falls die Annahme eines Kontinuums eine mathematische Fiktion war
und der physikalische Raum im Kleinen eine noch unbekannte kornige Struk-
tur besitzt (moglicherweise als Konsequenz der Quantengravitation), die auf
die Einfiihrung einer kleinsten “Elementarlinge” (die Planck-Léinge?) hin-
ausliauft, so gelangen wir solange nicht in Widerspruch zur Kontinuums-
Feldtheorie, wie wir sicher sein kénnen, dafl Elementarteilchen Comptonwel-
lenléngen besitzen, die simtlich grofl gegeniiber der Elementarlénge sind. Von
diesem Standpunkt aus betrachtet, erscheint es nicht gesichert, dafl Rechnun-
gen, die von einem Kontinuum ausgehen, die Wirklichkeit besser beschreiben
verglichen mit Rechnungen, die von der Annahme einer endlichen Gitterkon-
stanten a ausgehen.
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5.2.2 Darstellung durch Zufallswege auf dem Gitter

Das Studium des Zerfalls von Korrelationen und das Auffinden von “schar-
fen” Korrelationsungleichungen gehort zu den wichtigsten Aufgaben der Feld-
theorie wie auch der statistischen Mechanik. Aus diesem Grund wollen wir
hier eine weitere Technik erproben, die Darstellung ndmlich durch Pfade
auf dem Gitter. Ausgangspunkt ist die folgende Beschreibung des Laplace-
Operators:

4

A= D (Si+5"-2) (205)
[Slf]z’ = fz’fei - Z(Sz):r’zfz (206)

x

Anschaulich: S; bedeutet Schritt in die i-te Richtung, und S; ' bezeichnet
Schritt in die entgegengesetzte Richtung. Deutet man etwa f als Verteilung
eines fiktiven Teilchens auf dem Gitter, so wire S;f die verschobene Vertei-
lung.

Durch eine Folge +e;,, +e;,, ..., £e; von Verschiebungsvektoren wird ge-
nau ein Weg w der Linge |w| = n auf dem Gitter beschrieben, der von einem
vorgegebenen Anfangspunkt z zum Endpunkt

W= (o (e ko) £k ey,)

fithrt. Da die Translationen auf dem Gitter eine kommutative Gruppe bilden,
kénnen wir natiirlich auf die Klammern auch verzichten und die Verschie-
bungsvektoren permutieren. Hierdurch entstehen neue Wege, die von z nach
2 fithren. Alle so erzeugten Wege bilden eine Aquivalenzklasse, die wir mit [w]
bezeichnen. Dem einzelnen Pfad w ist die Operatorfolge Si(n_n, cee Si(;l), Si(l_l)
zugeordnet, wobei wir S;' schreiben, sobald der Verschiebungsvektor e; ein

negatives Vorzeichen hat. Das Produkt S, = Sf;l) e SZ.(;I)SZ.(;” hingegen ist
eine Klassenfunktion: Der Operator S, hdngt nur von [w] ab. Er verschiebt
eine gegebene Anfangsverteilung auf dem Gitter, und seine Matrixelemente
sind

1 wiz—a

() )ara = { 0 sonst

Wesentlich ist jetzt die folgende Beobachtung: die Zahl der Wege w gegebener
Linge n, die vom Punkt x zum Punkt 2’ fithren, ist rein algebraisch durch
ein Matrixelement ausdriickbar:

Dol = Swdea = (ZilSi+ S (207)

wirz—sax' wiz—ax’
|w|=n |w|=n
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Jetzt entwickeln wir den Propagator, der hier als Matrix aufzufassen ist:

oo

(A+mh)yh = Y (M +8) T (S + ST )k, (208)

n=0
= ) Al (209)

wix—x!

wobei A = (m? + 8)~' gesetzt wurde. Wir besitzen somit eine Darstellung,
die die Korrelation zwischen x und z' ausdriickt durch eine Summe iiber
alle Pfade, die von z nach 2’ fiihren, wobei lange Pfade ein exponentiell ab-
nehmendes Gewicht bekommen (auch auf einem endlichen Gitter konnen die
Pfade beliebig lang werden, wenn Gitterpunkte mehrfach besucht werden).
Die Summe beginnt mit dem kiirzesten Pfad: i.allg. ist ein solcher Pfad auf
dem Gitter nicht eindeutig. Wir haben zwei Fragen zu kléren:

1. Konvergiert die Entwicklung (209)?

2. Wie verhiilt sich der Propagator, wenn die Distanz?! |2’ —z| = min |w|
wix—a’

grof} wird?
Die Antwort auf beide Fragen finden wir durch die einfache Feststellung, daf}
die Anzahl aller Pfade N(n) der Linge n, fiir die nur der Anfangspunkt,
nicht aber der Endpunkt festgelegt wurde, die Beziehung N(n) = 8" erfiillt
(allgemein (2d)™ in d Dimensionen). Deshalb finden wir ein konvergente ma-
jorisierende Reihe
0<(=A+m?), L < Y 8\ =m et (210)

n=|z'—z|

mit einem neuen Massenparameter p = log(1+m?/8), sobald die Bedingung
m? > 0 erfiillt ist. Die gewonnene Abschétzung ist bei weitem nicht so prézise
wie der Inhalt des Theorems im vorigen Abschnitt. Zwar haben wir mittels
der Pfadsumme den exponentiellen Zerfall der Korrelationen nachgewiesen,
jedoch der gefundene Wert fiir u befriedigt nicht: er weicht von M (zu be-
rechnen aus sinh %M = %m) deutlich ab, und zwar umso mehr, je grofler m
ist. Die Ungleichung M > p ist leicht zu demonstrieren.

Die Methode der Zufallswege auf dem Gitter ist verallgemeinerungsfihig.
Im Prinzip ist es moglich, jede beliebige n-Punktfunktion eines selbstwechsel-
wirkenden Skalarfeldes als Pfadsumme darzustellen. Diese Art der Beschrei-
bung wurde 1969 von K.Symanzik in die Feldtheorie eingefiihrt und spielte
eine entscheidende Rolle in den Beweisen von M.Aizenman und J.Frohlich,
die Trivialitit der ¢*-Theorie in Dimensionen d > 4 betreffend.

24 Offensichtlich handelt es sich hierbei um die sog. Taxifahrer-Metrik.
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5.3 Das Variationsprinzip

Wir verfolgen im Augenblick zwei Ziele. Zu einen wollen wir den Zusam-
menhang der euklidischen Formulierung der Feldtheorie mit der statistischen
Mechanik deutlich machen, zum anderen wollen wir die Abhéngigkeit von
der Planckschen Konstanten hervorheben, um so den klassischen Grenzfall
h = 0 besser zu erkennen. Wir erldutern zunéchst den Begriff der Entropie
in einem moglichst einfachen mathematischen Rahmen.

5.4 Modelle mit diskretem Phasenraum

Anstelle der Feldtheorie studieren wir eine statistische Theorie mit endlich
vielen Zustinden, d.h. wir ersetzen den Phasenraum 2 durch eine Menge von
n Elementen. Das Ising-Modell ist von dieser Art: ist d die Dimension und
N die Gitterperiode, so gilt dort n = 2N? Aber auch von der Feldtheorie
ausgehend, lassen sich solche Modelle konstruieren, etwa dadurch, dafl man
den kontinuierlichen Phasenraum Q in Zellen Q; einteilt (engl. coarse grai-
ning). An die Stelle von Maflen du(¢) treten Verteilungen p = (py,...,pn)
mit 0 < p; < 1 und ) . p;, = 1. Jeder Verteilung mit n Freiheitsgraden ist
vermoge der Formel

S(p) == _pilogp (211)
=1

eine Zahl zugeordnet, die man die Entropie der Verteilung nennt. Hierbei
setzt man p; logp; = 0 fiir p; = 0. In der Thermodynamik wird £S(p) als die
Entropie erklédrt, wobei k£ die Boltzmann-Konstante ist. Diesem Brauch wol-
len wir hier mit Blick auf eine moglichst breite Anwendbarkeit nicht folgen.

Es gilt S(p) > 0. Das Maximum der Entropie ist abhéingig von der Zahl
der Zustinde und wird nur von der Gleichverteilung erreicht:

supS(p) = S(%,..., 1) =logn

p

Die Verteilung p soll mit einer zweiten Verteilung o = (v, . .., a;,) verglichen
werden. Als Entropie von p relativ zu a bezeichnet man die Zahl

S(pla) = = 3 pilog(pi/as) (212)

wobei —oo ein erlaubter Wert ist. Im Grunde ist die Definition (211) von S(p)
nur ein Spezialfall von (212), ein Fall der eintritt, wenn « die Gleichverteilung
ist:
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Bis auf den irrelevanten konstanten Term — logn stimmen hier beide Entro-
piebegriffe iiberein.

Lemma

Es gilt stets S(p|a) < 0 und S(p|a) = 0 genau dann, wenn a; = p;
fiir alle @ erfillt ist.

Beweis. Fiir alle ¢ sei «; > 0. Die Funktion f(u) = ulogu ist konvex fiir
u > 0; denn f"(u) = u~! > 0. Deshalb:

FQ_ i) < 3 aif (w) (214)

Hierin setzen wir u; = p;/a, so daBl > cu; = Y . p; = 1. Wegen f(1) =0
folgt

0< ) pilog(pi/a;)

wie gewiinscht. Da die Funktion f(u) strikt konvex ist (f"(u) > 0), gilt das
Gleichheitszeichen in (214) genau dann, wenn alle u; gleich sind: u; = ¢, also
pi = qo; und damit 1 = ). p; = ¢, ; = ¢, d.h. o = p;, und das Lemma
ist bewiesen.

Es seien wq, ..., w, irgendwelche reelle Zahlen. Thnen ist immer eine Ver-
teilung « zugeordnet, indem man setzt:

o =2 emvi z = Ze‘wi (215)
i

In diesem Fall erhilt man die Identitét

Zpiwi — S(p) = =S(pla) —logz (216)

und wir erkennen, dafl das eben bewiesene Lemma zu der folgenden Aussage
dquivalent ist:

Variationsprinzip

Es gilt
inf Q3" piw; — S(p) p = 1 217

wobei das Infimum fiir nur fir die Verteilung p = « erreicht wird;
a und z sind durch (215) gegeben.)
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In allen Anwendungen sind die Zahlen w; Melwerte einer Observablen W im
Zustand i (der Energie in Einheiten von kT, der Wirkung in Einheiten von
fi etc.).

Was geschieht, wenn in (217) die Entropie weggelassen wird und das Pro-
blem

Zpiwi = Minimum 0<p <1, Zpi =1 (218)
i i

zu 16sen ist? Offensichtlich gilt min ), p;w; = min; w;, und existiert unter
den Zahlen w; genau eine, die minimal ist, sagen wir w;,, so ist die Losung
eindeutig:

sonst

(1 =iy

Dies wollen wir im Auge behalten; denn (218) entspricht dem klassischen
Grenzfall, dem Ubergang n&mlich von der stochastischen zur deterministi-
schen Beschreibung.

5.5 Modelle mit kontinuierlichem Phasenraum

Auch in der Gitterformulierung geht die Feldtheorie von einem kontinuier-
lichen Phasenraum aus. Selbst bei Beschrinkung auf einen einzigen Gitter-
punkt wére der Phasenraum eines n-komponentigen Feldes mit R” zu iden-
tifizieren.

Der Einfachheit halber betrachten wir ein einzelnes Skalarfeld, das etwa
der Beschreibung eines Higgs-Teilchens dienen kénnte. Wir setzen voraus, dafl
die euklidische Wirkung die Form (185) hat und dafl W (¢) nicht 7 enthélt.
Das entspricht der friiher (s.Vorlesung QFT I) vertretenen Auffassung, daf
die Wirkung eine rein klassische Grofe ist, die durch Anwendung des Kor-
respondenzprinzips in die Quantenfeldtheorie iibernommen wird. Ebenso ist
der Phasenraumes €2, dem ¢ angehort, eine rein klassische Konstruktion.
Die n-Punktfunktionen berechnen wir als Mittelwerte von ¢(xq)---¢(x,)
beziiglich des normierten Mafles (auf Q)

du(6) = Do Z  exp{—h W (4)} (220)
7 = [ Doexpl-nW() (221)

Auf dem Gitter ist A — wie alle anderen Groéflen — dimensionslos. Diese Varia-
ble ist sozusagen ein “Platzhalter” fiir die Plancksche Konstante. Sie dient
dazu, klassische Effekte von Quanteneffekten verschiedener Ordnung zu un-
terscheiden.
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Folgen wir dem Sprachgebrauch der statistischen Mechanik, so ist Z ei-
ne Zustandssumme und du(¢) ein Gibbs-Mafl. Man weif}, dafl Gibbs-Mafle
Losungen eines Variationsproblems sind. Die diskrete Version dieses Pro-
blems haben wir im vorigen Abschnitt kennengelernt. Das allgemeine Kon-
zept verlangt die Einfiihrung der Entropie eines W-Mafles. Die hier vorge-
stellte Definition geht auf Boltzmann, Gibbs und Shannon zuriick.

Definition der Entropie

Fiir ein W-Maf$ p1 auf Q mit du(¢) = Do p(d) und p(¢) > 0 ist
die Entropie durch

S(u) = — / Do p(6) logp(0) (222)

gegeben.

Wie frither setzt man auch hier rlogr = 0 fiir r = 0. Es existiert kein
Maximum fiir S(u): es entspriiche einer Gleichverteilung von ¢(z) auf R,
die durch kein W-Maf représentiert ist. Der Wertebereich von S(-) ist die
gesamte reelle Achse.

Um zwei W-Mafle ¢ und v miteinander vergleichen zu kénnen, fiihren wir
die relative Entropie ein:

S(ulv) = [ dn(6) tos g(6) du(é) = dv()glo) (229

Hierfiir schreibt man auch S(u|v) = — [ du log(du/dv). Wir setzen g(¢) > 0
voraus.

Lemma

Es gilt allgemein S(u|v) < 0 und S(pu|v) = 0 nur fir p=v (Uber-
einstimmung der Mafle bis auf eine Menge vom Mafle Null).

Beweis. Die Funktion f(u) = wlogu ist konvex fiir u > 0. Deshalb gilt die
Ungleichung von Jensen

( / () 9(6)) < / () £(9(6))

fiir jede Funktion g : Q© — R. Setzen wir ¢ = du/dv, so folgt [dvg =1,
und wegen f(1) = 0 haben wir somit

0< /du(qﬁ) log 9(¢)
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wie gewiinscht. Da f strikt konvex ist, gilt das Gleichheitszeichen nur, falls
g(¢) = q =konstant ist (fast {iberall auf Q, also abweichend von ¢ héchstens
auf einer Menge vom pu-MafBl Null). Gilt aber du(¢)=qdv(¢), so folgt 1 =

[ du(¢) = q [ dv(¢) = q und deshalb p=v.
Nun sei du(¢) = Do p(¢) und

d(p) = D7 exp{—h"W(6)} (224)
7z = [ Doespi-1 W) (225)
ein Gibbs-Mafl. Dann finden wir die Identitit
[ dn(6) W () - () = ~S(ulv) - h2 (226)
Die hierin auftretende Grofie
W) = [ dn(o) W (227)

nennen wir die mittlere Wirkung. Das eben bewiesene Lemma ist mit der
folgenden Aussage dquivalent.

Variationsprinzip

Es gilt
inf{(y, W) — hS3(p)} = —hZ (228)

Das Infimum wird nur fiir p=v erreicht, wobei v und Z durch die
Formeln (224) und (225) gegeben sind.

In der Menge der W-Mafe ist jedes Gibbs-Maf} also dadurch ausgezeichnet,
daf} es ein Variationsproblem 16st.

Was geschieht im Grenzfall h = 0 ? Hier geht die Quantenfeldtheorie in
die ihr zugeordnete klassische Feldtheorie iiber, weil das Variationsproblem
(228) in das Hamiltonsches Prinzip der kleinsten Wirkung iibergeht:

(u, W) = Minimum (229)

Dieses wird dadurch gelst wird, dafl wir — genau so, wie in (219) geschehen —
fiir p ein Dirac-Mafl wihlen, das auf dem Minimum der Wirkung konzentriert
ist. Ist ¢ die Stelle des Minimums, so gilt:

(. W) =W () = min W(¢) (230)
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Ist ¢g eindeutig, und nur unter dieser Bedingung, kénnen wir den klassischen
Limes der Quantenfeldtheorie sofort angeben:

’lil_I)I(l)<¢(£E1) o D)) = do(x1) .. Polxy) (231)
Das Minimum der euklidischen Wirkung findet man durch Lésen der sich
daraus ergebenden Euler-Lagrange-Gleichungen. Dies sind die euklidischen
Feldgleichungen der Theorie?® (auf dem Gitter sind dies Differenzengleichun-
gen). Die Existenz des Minimums wird durch die Stabilitdtsbedingung ga-
rantiert: Im Phasenraum () existiert in jedem Fall ein Element ¢, das als
der klassische Pfad des Feldes erscheint. Durch den Effekt der spontanen
Symmetriebrechung kénnte es jedoch passieren, dafy nicht nur eine, sondern
gleich mehrere klassische Losungen (eventuell ein Kontinuum von Losungen)
die Wirkung minimieren. In in einem solchen Fall ist das klassische Problem
nicht eindeutig l6sbar, und der Grenzfall i — 0 der Quantenfeldtheorie ver-
langt eine sorgfaltigere Diskussion.

Theoretisch ist es mdglich, von der Situation A = 0 auszugehen. Wird
der Parameter A eingeschaltet, so beginnt das Quantenfeld um die klassische
Losung zu fluktuieren als Folge des Entropieterms in (228). Aus dieser Sicht
ist es die Entropie, die das Quantenfeld zu einer Zufallsvariablen werden laf3t.
Das Gibbs-Ma#f ist in jedem Fall eindeutig, solange das Gitter endlich ist. Im
thermodynamischen Limes (N — o0o0) hingegen kann u.U. diese Eindeutig-
keit wieder verlorengehen, ndmlich dann, wenn ein Phaseniibergang existiert
und wir uns in einer Phase mit mehreren Gleichgewichtszustéinden befinden.
Dies wird i.allg. auch durch eine spontane Symmetriebrechung begleitet sein.
Quantenfluktuationen wirken dem entgegen: Je grofler i, umso geringer die
Chance fiir eine spontane Symmetriebrechung.

In der statistischen Mechanik begegnet man einem Variationsprinzip,
das seiner Struktur nach dem oben formulierten Prinzip vollig gleicht: Sei
niamlich U die innere Energie eines Vielteilchensystems, S seine Entropie,
beide Groflen abhingig von dem Zustand, und befinde sich das System im
Kontakt mit einem Wéarmebad bei der Temperatur 7', so wird ein Gleichge-
wicht genau dann erreicht, wenn der Ausdruck U — T'S seinen Minimalwert
annimmt. Dieser Wert wird die freie Energie F' (auch Helmholtz-Energie) des
Systems bei der Temperatur T" genannt. Der Gleichgewichtszustand, fiir den
das Minimum angenommen wird, ist das kanonische Ensemble. Im Gleichge-

251n der euklidischen Theorie sucht man das Minimum, in der Minkowski-Theorie hin-
gegen allgemeiner die stationédren Punkte der Wirkung. Dies ist ein wichtiger Unterschied
und ist darauf zuriickzufithren, daf} elliptische Differentialgleichungen (der euklidische Fall)
einem Minimum, hyperbolische Differentialgleichungen (der Minkowski-Fall) stationéren
Punkten der Wirkung entsprechen.
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wicht hat man also die Beziehung F' = U — T'S, die in der Thermodynamik
der Gase und Fliissigkeiten eine wichtige Rolle spielt.

In der Quantenfeldtheorie tritt an die Stelle der inneren Energie U die
mittlere Wirkung (u, W) und an die Stelle der Temperatur die Plancksche
Konstante. Obwohl sie von Natur aus einen festen dimensionsbehafteten Wert
besitzt, kann es u.U. sinnvoll sein, sie auf dem Gitter wie eine variable di-
mensionslose Grofle zu behandeln. Hochtemperaturentwicklungen der stati-
stischen Mechanik entsprechen im Rahmen der Feldtheorie Reihenentwick-
lungen nach Potenzen von 1/#, Niedertemperaturentwicklungen entsprechen
Reihen in A" (engl. loop expansion).

Bei voller Anwendung thermodynamischer Prinzipien auf die Feldtheorie
werden wir u.a. auch auf die “freie Energie” eines Feldes gefiihrt:

F = infl(1, W) — hS(u)] = ~hlog Z (232)

Aus der statistischen Mechanik ist bekannt, dafl es sich hierbei um eine ez-
tensive Grofle handelt. Mit wachsendem Gitter — das heifit fiir N — oo —
strebt N~*F, die freie Energie pro Gitterplatz, einem Limes f zu.

Fiir ein freies Skalarfeld der Masse m finden wir durch Anwendung der
Formel (199) fiir die Gitterperiode N:

h E, +m?

F = — log —2——— 233
2; %8 T onh (233)
4

E, = ZZ(l—cospk) p e (3FZy)*
k=1

Wir wihlten eine Darstellung, bei der die Impulskomponenten p, stets in
das Intervall [0, 27] fallen. Die Periodizitdt der Winkelfunktionen ausnutzen,
kénnen wir jedoch auch eine Darstellung wihlen, bei der die Werte von py
im Intervall [—7, 7] liegen. Wir kommen so zu dem Begriff der Brioullin-
Zone B, = [—m, w]*. Mit wachsendem N wird die Brioullin-Zone dichter und
dichter mit erlaubten Impulswerten gefiillt, so dafl man schlieflich d'p = (%”)4
setzen kann und zu einem Integral gelangt:

2
= tim NAp = /2 /B dp Tog 22 (234)
4

N-so00 (2m)* 27h

5.6 Die effektive Wirkung

Jedes W-Maf} p auf dem Phasenraum (2 fiihrt zu einem Erwartungswert
(@) = (1, 0(w)) = [ du(6) o(a)
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des Feldes, und Mittelwerte dieser Art sind selbst wieder Elemente von 2;
wir schreiben kurz (u, @) = ¢’ fiir ein solches Element. Mehr noch ist richtig,
niamlich jedes ¢' € Q ist auf diese Weise erhiltlich, etwa dadurch, daff man
ein Dirac-Maf} u wihlt, das auf ¢’ konzentriert ist: du(¢) = Dpo(¢p — ¢'). Ist
speziell i das Gibbs-Maf} in bezug auf eine Wirkung W, so ist man berech-
tigt, (u, ®) = ¢ als ein klassisches Feld aufzufassen, das dem Quantenfeld
® zugeordnet ist, genauso wie etwa ein klassisches Maxwell-Feld als Erwar-
tungswert des Operatorfeldes der QED erscheint. Sind die Feldgleichungen
linear, so werden sie sowohl von dem Operatorfeld als auch von seinem Er-
wartungswert erfiillt. Bei wechselwirkenden Feldern ist dies nicht mehr der
Fall.

Eine dhnliche Situation liegt bereits in der Quantenmechanik vor, wo die
Erwartungswerte von Ort und Impuls als die klassischen Groflen der Theo-
rie verstanden werden, und man lernt dort, dafl die Erwartungswerte — den
kriftefreien Fall ausgenommen — nicht den gleichen Bewegungsgleichungen
gehorchen, wie die entsprechenden Operatoren im Heisenbergbild. Zur De-
monstration betrachten wir ein einfaches Beispiel, bei dem der Hamilton-
Operator die Gestalt

H(P,Q)=5-P*+V(Q) . (235)

hat. Es sei Q(t) der zeitabhéngige Ortsoperator im Heisenberg-Bild und K =
—grad V' die Kraft. Die Bewegungsgleichung mQ = K(Q) fiihrt nicht auf
m{ = K(q) fiir den Erwartungswert®® ¢(¢) = (Q(¢)). Die Diskrepanz kommt
dadurch zustande, daf} i.allg.

(K(Q)) # K(Q)) (236)

gilt, konstante Kréfte und den harmonischen Oszillator ausgenommen. Nun
ist es vorstellbar, dal Erwartungswerte auch einer Bewegungsgleichung geniigen,
dafl in unserem Fall etwa die Differentialgleichung

i 8Leﬂ B aLeﬂ“ _
dt \ 9g dqg

0 (237)

erfiillt ist fiir eine geeignete Wahl von Leg(q,¢). Dann wiirde man Leg die
effektive Lagrange-Funktion nennen und wiifite: Losungen von (237) machen
die effektive Wirkung

W = / dt Leg(d(%), (1) (238)

26Gemeint ist der Erwartungswert beziiglich eines Zustandes im Heisenberg-Bild. Bei
Benutzung dieses Bildes sind Zusténde grundsitzlich zeitunabhéingig.
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stationédr. Fiir den harmonischen Oszillator gilt Leg(q,¢) = L(¢,q). Im all-
gemeinen muf} jedoch damit gerechnet werden, dafl L. ganz wesentlich von
L abweicht und zudem noch von dem gewéhlten Zustand abhingig ist. Die
Abhéngigkeit von dem Zustand macht schlielich, dafl das Konzept der ef-
fektiven Wirkung in der Quantenmechanik nur von marginalem Interesse ist.
Die Feldtheorie hingegen besitzt einen ausgezeichneten Zustand, das Vaku-
um, oder euklidisch gesprochen, das Gibbs-Maf zur Wirkung W.

In der euklidischen Feldtheorie ist die Konstruktion einer effektiven Wir-
kung gleichbedeutend mit der Beantwortung der Frage: Welcher Feldglei-
chung gentigt das klassische Feld ¢ = (u, ®), wenn p das Gibbs-Maf} einer
Wirkung W ist? Die Existenz einer effektiven Wirkung Weg ist leicht zu de-
monstrieren, wenn man nur beachtet, da§ das Problem (u, W) — AS(u) =
Minimum in Stufen l6sbar ist:

1. Fiir alle ¢ € Q sucht man zunéchst das eingeschrinkte Minimum

Weald} = inf{{p, W) — hS(u) | {u, ) = ¢} (239)

2. Anschlieend 16st man das Problem Weg{¢} = Minimum . Durch die
Minimumssuche in 2 wird die Beschrinkung (u, @) = ¢ in (239) wieder
aufgehoben.

Das Minimum von Weg{®} ist die freie Energie F. In dem Augenblick, wo
¢ die effektive Wirkung minimiert, 16st 1 das Problem (u, W) — hS(u) =
Minimum unter der Beschrinkung (p, @) = ¢.

Auch in der statistischen Mechanik werden effektive Wirkungen und die
ihnen entsprechenden Feldgleichungen eingefiihrt. Von dieser Art sind etwa
die Ginsburg-Landau-Gleichungen in der Theorie der Supraleitung. Wir wer-
den die GL-Gleichungen im Abschnitt 4.6 vorstellen. Was wir nun fiir die
euklidische Feldtheorie skizzieren, ist gewissermaflen eine Verallgemeinerung
der Ideen, die zur Ginsburg-Landau-Theorie fiihrten.

Die effektive Wirkung war das Resultat einer Extremalaufgabe mit Ne-
benbedingung. Probleme dieser Art lassen sich mit der Methode der Lagran-
geschen Multiplikatoren behandeln. Fiir jeden Gitterpunkt x fithren wir einen
reellen Multiplikator j(z) ein und studieren anstelle der urspriinglichen Ex-
tremalaufgabe nun das Problem

(1, W) = hS(p) = Y j(x){p, () = Minimum (240)

(j fest, p variabel). Da dieses Variationsproblem aber wieder die vertraute
Gestalt (228) besitzt — lediglich W{¢} ist durch W{¢}—=>"_j(z)o(x) ersetzt
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worden —, konnen wir die Lésung sofort angeben:
dpi(9) = Do Z{j} " exp i '[X, j(x)p(x) — W{d}]  (241)

7{j} = / D exph (X, j(2)6(x) — W{6}] (242)
Minimum = —hlogZ{j} (243)

Es handelt sich offenbar bei p; wieder um ein Gibbs-Maf}, abhéngig von den
Lagrangeschen Multiplikatoren. Dieses Mafl bestimmt eine ganze Familie von
Feldtheorien, indem es gestattet n-Punktfunktionen zu definieren:

(B(o) D)y = [ dni(0) dla) -0l (244)

Hierbei wirkt j(z) wie ein von auflen angelegtes Feld oder auch wie ein dujfe-
rer Strom, und Z{j} ist ein erzeugendes Funktional fiir die n-Punktfunktionen.

Das Variationsproblem (239) mit Nebenbedingung wird geldst, indem
man den Strom j(z) so bestimmt, dafl (®(x)); = ¢(x) bei gegebenem ¢
erfiillt ist. Wir setzen

Wealj} = hlog Z{j} (245)
und haben in Wi{j} ein erzeugendes Funktional fiir die Kumulanten des
Feldes. Insbesondere gilt

Weli} _ 9Z{j}

Z{j} " s 57 (2) = (®(x)), (246)

3]( )
Die Bedingung (®(z)); = ¢(x) ist also gleichbedeutend mit
Werli}
TS _ 247
Tl — o (247)
und (247) 16st das Variationsproblem
> i(@)é(x) — Wip{j} = Maximum (248)

(¢ fest, j variabel). Grund: erstens, (247) fiihrt sicherlich zu einem Extremum
der linken Seite in (248); zweitens, die Matrix der zweiten Ableitungen,

0%log Z{;} : :

) ((z)D(a)) — ((z))(D(z')) | (249)
erweist sich als die Kovarianzmatrix des Feldes, ist also positiv definit, und
somit ist W;{j} ein konvexes Funktional. Folglich: ist > _j(z)d(x) —Wi{i}
extremal, so kann es sich nur um ein Maximum handeln. Wir kommen nun
zu den entscheidenden Relationen zwischen den von uns eingefiihrten Funk-
tionalen:

ch’ = hQ
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Theorem

Es sei W{¢} die Wirkung eines euklidischen Feldes, W g{¢} die
thr zugeordnete effektive Wirkung und W;‘ﬁ{j} das erzeugende
Funktional der Kumulanten. Dann gehen Weg und W g durch eine
Legendre- Transformation auseinander hervor:

Weglo} = Sljl,p(ij(fv)qﬁ(fr)— ei}) (250)
i} = Sl;p(zzj(va(fr)—Weﬁ{qﬁ}) (251)

Beide Funktionale sind konvez.

Beweis. Die Definitionen benutzend konnen wir schreiben:

Y i@e) = Walil = D i(@)é(x) — hlog Z{j}

7

< il:f[m, W) = hS(u) | {1, D) = ¢]
= Weﬁ“{¢}

Die Ungleichung entsteht, weil das absolute Minimum immer tiefer liegt als
das Minimum, das wir in einem Teilraum von W-Maflen finden, der durch
eine Nebenbedingung gegeben ist. Die obere Schranke gilt fiir jeden Wert
von j(x). Wir wissen bereits, daf} es eine Funktion j gibt, fiir die Gleichheit
erreicht wird, ndmlich dann, wenn (®(x)); = ¢(z) erfiillt ist. In diesem Fall
gilt

= inf | (u, W) = BS(p) = Y j(@){d(x) — (u, &(x))}

Wea{o} = (uj, W) — hS(u;) - (252)

Also gilt (250). Die Behauptung (251) folgt mit dem gleichen Argument. Die
Konvexitit von W haben wir schon oben gezeigt. Sei ¢ = ag; + (1 — a) o,
0 < @ < 1 und j beliebig. Dann gilt

Wea{¢i} > Z](x)qﬁz(x) - Waeliy i=12
und folglich

aWer{d1} + (1 — a)Wen{ga} > Z](x)qﬁ(x) — Wea{i}
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Indem wir das Supremum iiber alle j bilden, erhalten wir:

aWer{p1} + (1 — a)Wen{d2} > Wer{}

Dies bestétigt die Konvexitidt von Weg und das Theorem ist bewiesen.
Zwischen den drei wesentlichen Funktionalen einer Feldtheorie gibt es
Zusammenhénge, die wir in einem Diagramm veranschaulichen:

klassische Wirkung

W{o}

/.

Variationsprinzip

/

effektive Wirkung

Legendre-Transf.

funkt. Integration

\

Weff{d)}

erzeug. Funktional
Wi} = hlog Z{j}

Fiir die Wirkung eines freien Feldes der Masse m schreiben wir

W{g} = 5(6, (~A+m*)¢) =35 Z{&qb(x)}Q + m2¢(x)2] (253)

Es ist eine leichte Ubungsaufgabe, in dieser speziellen Situation erst Wit und
dann W.g zu berechnen. Man erhélt:

We*ﬂ{j}
Weﬂ{¢} =

F ist die in (4.41) berechnete

Felder.

N N [—=

(G, (=A+m?)~lj) — F (254)
(6, (—A +m?)¢) + F (255)

freie Energie; sie ist eine Konstante, weder
abhéngig von ¢ noch von j. Wenn wir von dem Auftreten dieser Konstanten
absehen, so haben wir es mit bilinearen Funktionalen zu tun, die selbst-
verstindlich konvex sind, weil die Bilinearformen positiv sind. Dariiberhin-
aus gilt die Beziehung Weg{¢} = W{¢} + F. Sie ist charakteristisch fiir freie

100




5.7 Das effektive Potential

Der Punkt ist gekommen, wo eine Warnung angebracht erscheint. Es gibt kei-
ne strenge noch eine plausible Begriindung dafiir, daf die effektive Wirkung
wieder die Gestalt

Wer{d} =) {% Z(@M%))Q + Ueﬁ(qﬁ(fv))} (256)

haben sollte. Bestenfalls kann (256) als Ansatz fiir eine Nidherung angesehen
werden, wenn man von einer klassischen Wirkung W ausgegangen ist. Ist
man jedoch nur an der Modellbildung interessiert, um Erscheinungen wie die
spontane Symmetriebrechung zu studieren, so kann es vorteilhaft sein, einen
Ansatz wie (256) an die Spitze zu stellen. Die Vorziige liegen auf der Hand:

e Das erzeugende Funktional W;{j} fiir die Kumulanten des Feldes ist
durch eine einfache Legendre-Transformation aus der effektiven Wir-
kung zu erhalten. Umfangreiche Integrationen iiber Rdume hoher Di-
mension werden so vermieden.

e Auch nach Ausfithrung des thermodynamischen und Kontinuums-Limes
behilt die effektive Wirkung ihre Bedeutung und definiert das Modell
vollstindig, wihrend die klassische Wirkung W ihre Bedeutung fiir die
Theorie verliert, weil die (unrenormierten) Kopplungskonstanten der
Wechselwirkung i.allg. gegen Null streben.

e In Abhéngigkeit von den verschiedenen Parametern der Theorie 148t
sich anhand der effektiven Wirkung der Ubergang von der symmetri-
schen in die unsymmetrische Phase, d.h. in die Phase der spontanen
Brechung einer Symmetrie, leicht studieren: die Brechung setzt dann
ein, wenn Weg zwar symmetrisch ist, aber das Problem Weg =Minimum
eine unsymmetrische Losung ¢ besitzt.

e Hat die effektive Wirkung genau die Form, wie sie durch (256) vorge-
geben ist, so kann die Symmetrie gegeniiber Translationen z +— x + a
nicht spontan gebrochen sein. Der Grund ist, dafl das Minimum, al-
so das Gleichgewicht, dann nur unter zwei Bedingungen angenommen
wird:

1. 0;¢(x) =0, d.h. ¢(x) = ¢ =konstant.

2. Ueg(r) ist minimal fiir r = ¢.
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Der letzte Punkt macht deutlich, dafi dem effektiven Potential Ueg(r) ei-
ne zentrale Stellung zukommt. Seine Minima entscheiden dariiber, ob das
Modell sich in seiner symmetrischen oder unsymmetrischen Phase befindet.
Das klassische Potential U(r) gibt hieriiber nur unzureichende Auskunft. Sei-
ne Minima kénnen mitunter eine spontane Brechung filschlich vorhersagen,
die in Wirklichkeit durch Quantenfluktuationen (Einschalten von %) zerstort
wird.

Dies wirft die Frage auf, ob man das effektive Potential nicht auch un-
abhingig von der Giiltigkeit der Darstellung (256) definieren kann, so daf
die Existenz dieser wichtigen Grofle gesichert ist. Die Antwort ist denkbar
einfach.

Definition

Das effektive Potential ist die effektive Wirkung pro Gitterplatz
fiir konstantes ¢(x):

Ueg(r) = N~ Weg{o} d(z) =7 (257)

Ist die Symmetrie unter Translationen nicht spontan gebrochen, so bedeutet
dies, dal das Minimum der effektiven Wirkung fiir ein konstantes ¢ erreicht
wird. Dieses Minimum deckt sich dann mit dem Minimum des durch (257)
definierten effektiven Potentials. Im Falle eines einzigen reellen Skalarfeldes
bleibt somit nur die Moéglichkeit, dafy die Symmetrie ¢ — —¢ spontan gebro-
chen wird, d.h. es gilt Ueg(—7) = Ueg(r) und das Minimum liegt bei r = ¢ # 0.
Genau dies wird aus zwei Griinden erschwert:

1. Das effektive Potential ist eine konvexe Funktion. Denn die effektive
Wirkung ist ein konvexes Funktional und es gilt (257).

2. Auf einem endlichen Gitter sind alle Abbildungen
z = Wog{zi} z = Weg{zd}

analytische Funktionen von z € C. Die Eigenschaften des klassischen
Potentials haben hierauf keinen Einfluff. Aus (257) folgt, dafi auch
Uert(r) eine analytische Funktion von r ist.

Man iiberlegt sich leicht, dafl ein konvexes und analytisches Potential mit
der Symmetrie Ugg(—7r) = Ues(r) genau ein Minimum besitzt, das sich an
der Stelle r = 0 befindet. Schlu3folgerung:
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Auf einem endlichen Gitter gibt es weder einen Phasentibergang,
noch eine spontane Symmetriebrechung, noch ein Kondensat (®(z)) #

0.

Auf einem unendlichen Gitter (bei N — oo also) geht von den Eigenschaften
des effektiven Potentials nur die Analytizitdt moglicherweise verloren. Und
dies gibt uns eine Chance, die spontane Brechung der Symmetrie ¢ — —¢
dennoch zu beobachten, wie die Skizze verdeutlicht:

Wie man sieht, wird die spontane Brechung nur dadurch erméglicht, dafl das
effektive Potential auf einem symmetrischen Intervall [—c, ¢] konstant ist.
Eine solche Funktion kann nicht analytisch sein, es sei denn, sie ist iiberall
konstant. Den beiden Endpunkten des Intervalls entsprechen Gleichgewichts-
zustdnde, beschrieben durch W-Mafie - und o, so daBl (u4, (z)) = +c
gilt. Aber auch jeder andere Wert des Intervalls [—c, ¢ tritt als mogliches
Kondensat auf. Denn, fiir 0 < o < 1 ist auch p = au_ + (1 — @)u, ein
Gleichgewichtszustand mit (u, &(x)) = a(—c) + (1 — a)c. Insbesondere gibt
es ein Gleichgewicht, bei dem das Kondensat verschwindet.

Offensichtlich gilt: W-Mafle, die Gleichgewichte beschreiben, bilden eine
konvexe Menge. Dies bedeutet, dal mit x; und ps auch die konvexe Kombi-
nation p = apy+(1—a)us zu dieser Menge gehort (0 < o < 1 vorausgesetzt).
Gleichgewichtszustinde, die sich nicht als konvexe Kombination aus anderen
ergeben, die sich somit nicht zerlegen lassen, nennt man eztremal. In unse-
rem Beispiel zeichnen sich die extremalen Gleichgewichte dadurch aus, daf in
ihnen die Kondensate dem Betrage nach maximal mdgliche Werte annehmen.

In der statistischen Physik werden Groflen wie ¢, r oder ¢(z) = (P(x))
Ordnungsparameter der Theorie genannt. Groflen wie Weg oder Ueg heiflen
dort thermodynamische Potentiale. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten in
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jedem Fall, so wie in der Feldtheorie: Weg{¢} =Minimum . Es entspricht
allgemeiner Praxis, eine variable Gréfle der Theorie immer dann einen Ord-
nungsparameter zu nennen, wenn sie in der symmetrischen Phase verschwin-
det, jedoch in der unsymmetrischen Phase einen Wert # 0 annehmen kann
(aber nicht muB, weil dies von dem Zustand abhéngt).

Das klassische Beispiel eines Ordnungsparameters ist die Magnetisierung
(ein Vektor) eines Permanentmagneten. Oberhalb des Curie-Punktes verhlt
sich das Material paramagnetisch; es befindet sich in der O(3)-symmetrischen
Phase. Unterhalb des Curie-Punktes verhilt sich das Material ferromagne-
tisch; es befindet sich dann in der unsymmetrischen Phase mit spontaner Bre-
chung der Rotationssymmetrie. Lassen wir auf eine zunéchst unmagnetisierte
Probe des Ferromagneten ein starkes Magnetfeld wirken, so finden wir nach
dessen Abschaltung eine remanente Magnetisierung M, mit der Richtung
des Feldes. Das gleiche Experiment mit dem entgegengesetzten Magnetfeld
erzeugt eine remanente Magnetisierung —M,.. Alle Werte des symmetrischen
Intervalls [— M,, M,]| konnen fiir die Magnetisierung durch ein geeignetes Ex-
periment erreicht werden. In jedem Fall befindet sich das System in einem
thermodynamischen Gleichgewicht, wenn die zeitliche Veréinderung des dufle-
ren Feldes so langsam erfolgte (quasistatisch), daf§ sich zu jedem Zeitpunkt
ein Gleichgewicht ausbilden konnte. Wir lernen aus diesen Beispiel auch, daf3
ein duferes Feld (in der Feldtheorie: j) nétig ist, um dem Ordungsparame-
ter einen von Null verschiedenen Wert zu geben. Fiihren wir mit Hilfe eines
zeitabhéngigen Feldes einen Kreisprozef§ aus, so beobachten wir u.U. eine
Hysteresis-Schleife; sie ist charakteristisch fiir die Existenz einer unsymme-
trischen Phase.

5.8 Die Ginsburg-Landau-Gleichungen

Wir wenden uns einem Problem der kondensierten Materie zu, das in der Ge-
schichte der Physik dieses Jahrhunderts eine wichtige Rolle spielte. Es geht
dabei um die Beschreibung des supraleitenden Zustandes eines Elektronen-
gases in der Nidhe des Phaseniiberganges mit den Methoden der effektiven
Wirkung. Interessante Effekte stellen sich ein, wenn der Supraleiter mit einem
aufleren elektromagnetischen Feld in Wechselwirkung steht. Bei Anlegung ei-
nes rdumlich wie zeitlich konstanten Magnetfeldes kann sich iiberraschender-
weise kein homogener supraleitenden Zustand einstellen. Vielmehr kann der
Supraleiter nur auf drei Weisen auf das Feld reagieren:

1. Das Magnetfeld wird verdriangt (Meissner-Ochsenfeld-Effekt).

2. Das Magnetfeld zerstort den supraleitenden Zustand.
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3. Ein inhomogener supraleitender Zustand wird gebildet.

Die letzte Moglichkeit definiert den Supraleiter zweiter Art. Ginsburg und
Landau haben 1950 das Verhalten des Supraleiters in einem &dufleren Feld
durch nichtlineare Gleichungen beschrieben, die zu ihrer Zeit als Basis einer
phénomenologischen Theorie angesehen wurden. Heute wissen wir, dafl es
sich bei diesen Gleichungen um die Gleichgewichtsbedingungen handelt. Sie
leiten sich aus einem Variationsprinzip her, demzufolge die freie Energie ein
Minimum annehmen soll. Die freie Energie ist ein Funktional des Ordnungs-
parameters ¢ € C und dem im Inneren herrschenden Vektorpotential A, bei-
des Funktionen von x € E3. Auf der Basis der mikroskopischen BCS-Theorie
kennt man nun auch die Ndherungen, die notig sind, damit das Ginsburg-
Landau-Funktional hergeleitet werden kann, d.h. man hat einen Md&glichkeit
gefunden, die Konstanten der GL-Theorie aus den atomistischen Groéfien zu
berechnen. Bei dem Bemiihen, die GL-Gleichungen zu rechtfertigen, zeigte
sich, dafl ihr Giiltigkeitsbereich auf die N&he des kritischen Punktes einge-
schrankt ist. Die Ginsburg-Landau-Gleichungen enthalten keine Zeitableitun-
gen und lauten:

1
4dm

(V + 2ieA)2q5 = A¢p— 2)\|q5|2q5 (258)
Vx(VxA) = @V ovi) - Clora (259
2m m
Sie 16sen das Variationsproblem
Weg{¢, A} = Minimum (260)
fiir das von unten beschriankte Funktional

Wei = [ d% {1(V x A2+ L 1(V + 2ieA)p> — Alp] + No['}  (261)

|
4m
Die darin vorkommenden Gréflen bediirfen der Erlduterung:

e 2m ist die Masse der Cooper-Paare, und —2e ist ihre Ladung.

e Der Supraleiter besitzt eine endliche, wenn auch grofie Ausdehnung.
Das Vektorpotential unterliegt einer Randbedingung, die ausdriickt,
daf das
Magnetfeld B = V x A am Rand stetig in das Auflenfeld iibergeht.

e Die komplexe Funktion ¢ beschreibt das Kondensat der Cooper-Paare.
Es handelt sich dabei um einen makroskopischen Ordnungsparameter
des Gesamtsystems und kann — bis auf eine unwesentliche Anderung der
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Normierung — als der Erwartungswert (¢4(x)1;(x)) in dem (variablen)
Mikrozustand angesehen werden. Das nichtrelativistische -Feld dient
zur Beschreibung der Elektronen in der Ndhe der Fermi-Kugel. Die
Pfeile markieren die beiden Helizitétszustande.

e Bis auf eine additive Konstante stellt Weg die freie Energie des Fermi-
Gases in der Nihe thermodynamischen Gleichgewichtes dar. Das Gleich-
gewicht ist durch die Temperatur 7" und die Bedingung Weg = Minimum
charakterisiert.

e Die Parameter der Theorie sind:

67T, 9riT?

A=AT) = “(T.-T A=——7—">0
(kp=Fermi-Impuls, ez=Fermi-Energie, ((s)= Riemannsche Zetafunkti-
on,

T, = kritische Temperatur). A wechselt das Vorzeichen am Phaseniiber-
gang.

Die Struktur von Weg und die Interpretation als freie Energie zeigt uns,
dal wir es hier mit einer dreidimensionalen Variante der effektiven Wirkung
zu tun haben, deren allgemeine Theorie wir fiir vier euklidische Dimensio-
nen erldutert haben. Das GL-Funktional hat nur einen Schénheitsfehler: fiir
T < T, ist es nicht konvex. Dies lifit sich jedoch bereinigen. Man kann
ndmlich jeder nach unten beschriankten, jedoch nichtkonvexen Funktion f
die Finhiillende f** zuordnen; dies ist die grofite konvexe Funktion, die iiber-
all kleiner oder gleich f ist. Zugleich entsteht f** durch zweimalige Anwen-
dung?” der Legendre-Transformation auf f. Im GL-Funktional finden wir die
Funktion
f(r) = —Ar? + A

Fiir T < T, (d.h. A > 0) kénnen wir sie jederzeit durch

a = -

£ (r) = —Ar?+ At | >a A
71 = Ir <a 2\

ersetzen, ohne daf} die physikalischen Aussagen dadurch beriihrt wiirden. Fiir
T > T,, also fiir A < 0, stimmen f und f** iiberein.

2TGemif der allgemeinen Definition bedeutet dies die Berechnung von

[ty =supfrt = f(r)}  [7(r) = sup{rt — [*(1)}
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Unterhalb der kritischen Temperatur finden wir ein von Null verschiede-
nes Kondensat ¢(x). Obwohl die freie Energie invariant ist gegeniiber glo-
balen U(1)-Eichtransformationen, finden wir nichtinvariante Gleichgewichts-
zustidnde: in der supraleitenden Phase ist die U(1)-Symmetrie spontan ge-
brochen. Oberhalb der kritischen Temperatur, also in der normalleitenden
Phase, gilt ¢ = 0 im Gleichgewicht, und die Eichinvarianz ist wieder herge-
stellt.

Fiir T < T, gibt es ein kritisches B-Feld, bei dem der Ubergang in den
normalleitenden Zustand stattfindet. In guter Ndherung ergibt sich das kri-
tische Feld aus der Gleichung

_ L (V4 ieBxx)(x) = Ab(x) (262)

4dm

¢ beschrankt in Ej.

Es handelt sich formal um die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der
Masse 2m und der Ladung —2e in einem konstanten Magnetfeld B. Dies
fithrt zu den beriihmten Landau-Niveaus

eB p?
AN=— D+ — =0,1,2,... B=|B 2
—(n+y)+ -~ n=012 B| (263)
Hierbei ist p die Projektion des Impulses auf die Richtung von B. Diese Kom-
ponente des Impulses ist beliebig wihlbar. Aus (263) folgt die offensichtliche
Bedingung
eB
ANT) > — 264
)= (264)
Sie legt einen Bereich der T, B-Ebene fest, fiir den ein inhomogener supra-
leitender Zustand existiert. Man erkennt: ist fiir eine Temperatur 7" das Feld

B dem Betrage nach grofer als
B = 2(m/e)A(T) , (265)

so laBit sich die Gleichung (262) nur fiir ¢ = 0 erfiillen und das System
befindet sich in dem normalleitenden Zustand. Fiir B in Richtung der z-
Achse, p = p, = 0 und n = 0 lautet die Losung

bo(z,y) = C(x — iy) exp{—%eB(x2 + %)} CecC (266)

Sie beschreibt einen Wirbelfaden, genauer, einen Quantenwirbel, dessen Kern
die z-Achse darstellt und dessen Durchmesser

he
1=\B
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ist. Quantenwirbel treten auch in Suprafliissigkeiten (Helium) auf. Die Trans-
lationen

¢(x) = ¢°(x) = ¢(x — a) exp{ie(Bax)} (267)

((Bax)=Spatprodukt) bilden eine Symmetriegruppe®® fiir das Problem (262).
¢§ beschreibt einen um den Vektor a verschobenen Wirbelfaden und stellt
ebenfalls eine Gleichgewichtslosung dar. Die allgemeine Losung — ohne Beriick-
sichtigung der nichtlinearen Terme in den GL-Gleichungen — entsteht durch
Superposition von Quantenwirbeln an verschiedenen Orten. Sei G ein grofies
(im Idealfall unendlich ausgedehntes) zweidimensionales Gitter senkrecht zu
B, so konnen wir ihm eine Gleichgewichtslosung der folgenden Art zuordnen:

¢7(x) =) ¢o(x — a) exp{ie(Bax)} (268)

a€eg

Abrikosov hat 1952 gezeigt, dal bei Beriicksichtigung der nichtlinearen Ter-
me in den GL-Gleichungen das Gleichgewicht fiir ein Dreiecksgitter eintritt,
falls nur Funktionen der Form ¢9 zur Konkurrenz zugelassen sind. Wir be-
obachten daher in einem Supraleiter zweiter Art eine periodische Anordnung
von quantisierten Wirbeln. Die Quantisierung duflert sich darin, dafl bei dem
Umlauf um einen Wirbelfaden sich die Phase von ¢ um 27 éndert. Die zwei-
te GL-Gleichung sagt uns, daf} sich entlang eines jeden Wirbelfadens eine
Fluirohre ausbildet, in der der magnetische Flufl nicht verschwindet und
quantisiert ist. Die Existenz dieser Flufiréhren ist experimentell bestétigt
worden.

28Giehe die Vorlesung Gruppentheorie und Quantenmechanik, SS 1988.
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6 Quantisierung der Eichtheorien

Die gingige Vorstellung, dafi Wissenschaftler
unerbittlich von einem wohlbegriindeten Fak-
tum zum ndchsten fortschreiten, ohne sich je-
mals von irgendwelchen unbewiesenen Vermu-
tungen beeinflussen zu lassen, ist ganz falsch.

Alan Turing

6.1 Die euklidische Version der Maxwell-Theorie
6.1.1 Die klassische Situation (% = 0)

Wir beginnen die Diskussion der Eichtheorien mit einer Skizze der klassischen
Maxwell-Theorie im euklidischen Raum. Ausgangspunkt ist das euklidische
Potential A*(x) mit reellen Komponenten. Es ist wichtig, dal wir es von
dem Potential A%, (z) im Minkowski-Raum unterscheiden. Beide Potentiale
héngen formal durch eine Ersetzungsregel miteinander zusammen:

iA%, (2%, x) = A'(x,2') 2" =i (269)

Ab (2% x) = AF(x,2") k=1,2,3 (270)

Diese Regel miflachtet, dafl in beiden Theorien das Potential als reell vor-
ausgesetzt wird. Falls jedoch die Komponenten des Potentials analytische
Funktionen von z* und invariant gegeniiber der Zeitumkehr sind, kann die
Ersetzungsregel als eine Vorschrift zur analytischen Fortsetzung interpretiert
werden, die die Realitit der Potentiale respektiert. Als Zeitumkehr betrach-
ten wir die Abbildung

oty = { T E D, 1)

und A = A besagt, dal A* eine ungerade Funktion, A!, A%, A3 gerade Funk-
tionen von z* sind.

Die euklidische Feldstiarke Fi, = 0,A; — 0r Ay kann wieder nach einem
elektrischen und einem magnetischen Anteil zerlegt werden (wohl zu unter-
scheiden von den entsprechenden Gréfien der pseudo-euklidischen Maxwell-

Theorie):

E = {Fl47F24aF34}: {F2*3aF;1’F1*2} (272>
B = {Fy, F3, Fio} = {F}, F3y, F5, } (273)
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Hier ist F* der zu F duale Tensor. Es gilt F** = F. Bei dem Ubergang zum
dualen Tensor vertauschen die Vektoren E und B ihre Rollen. Gilt E = B,
aquivalent F* = F', so heifit F' selbstdual. Gilt E = —B, dquivalent F* = —F,
so heifit F' anti-selbstdual. Die Zerlegung in einen selbstdualen und einen an-
tiselbstdualen Anteil ist hier immer im Reellen ausfiihrbar. Im Minkowski-
Raum war dies nicht moglich. Das euklidische Maxwell-Feld F' transformiert
sich gem#f einer reduziblen Darstellung (1,0) @ (0,1) der SO(4), der Grup-
pe aller Drehungen des Raumes Ej4. Die Zerlegung des Feldes entspricht den
beiden irreduziblen Darstellungen (1,0) und (0, 1) und ist darum invariant ge-
geniiber SO(4)-Transformationen?. Sie ist jedoch nicht O(4)-invariant, weil
jede Spiegelung I : £, — E4 mit det I = —1 selbstduale und anti-selbstduale
Komponenten miteinander vertauscht.

Wir schreiben die euklidische Wirkung fiir das klassische Potential mit
auBerer Quelle als

WH{A} = [ d'%s {3 F*(x) Fre(x) — jr(x) A% (x)} (274)

Hierbei handelt es sich um ein konvexes Funktional, wie man an der alter-
nativen Form (276) leicht erkennt. Die entscheidende Frage lautet aber: Ist
W{A} auch von unten beschrénkt? Dies ist notwendig, damit ein klassisches
Gleichgewicht existiert. Im anderen Fall wire die klassische Feldtheorie nicht
stabil. Nun gilt

F?=F"*F;, =2(E* +B?) >0

und F? = 0 genau dann, wenn F = 0 ist, also fiir A¥ = 9*¥f mit einer
Eichfunktion f. Fiir ein solches Potential haben wir

WA} = / 0 ()05 (3) (275)

nach einer partiellen Integration, und W{A} ist, wie man sieht, nicht von
unten beschriankt (f ist ja beliebig), es sei denn, die Quellfunktion erfiillt die

2Die Gruppe SO(4) besitzt die gleiche Lie-Algebra wie die Produktgruppe G =
SU(2) ® SU(2). Die beiden Gruppen sind, wie man sagt, lokal isomorph. Zugleich ist
G die universelle Uberlagerungsgruppe der SO(4). Siehe hierzu die Kapitel 3.3 und 5.1.3
der Vorlesung Gruppentheorie und Quantenmechanik, SS 88. Die Darstellungstheorie der
SO(4) benotigt daher die Darstellungen der SU(2) als Bausteine. Die unitére und irre-
duzible Spinordarstellung (j, k) der SO(4) (Darstellung bis auf ein Vorzeichen) liegt vor,
wenn die erste SU(2) durch den Spin j, die zweite durch den Spin k repréisentiert ist. Eine
gewohnliche Darstellung der SO(4) liegt vor, wenn (—1)27+2k = 1 ist. Bei dem Wechsel
von der euklidischen zur pseudo-euklidischen Struktur geht die unitére Spinordarstellung
(4, k) der SO(4) in die nicht-unitire Spinordarstellung D* der Lorentz-Gruppe iiber. Siehe
hierzu das Kapitel 1.2 der Vorlesung QFT 1.
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Bedingung 9jj*(x) = 0. Dieses voraussetzend kénnen wir schreiben:

W{A} = 1(A,CA) - (A,j) C>0 (276)
= $((A+A7),C(A+ A7) =50, (=4)7")  (277)
Cre = OkOr — OreA (278)

Der Differentialoperator C ist zwar positiv, jedoch nicht invertierbar. Aus-
genutzt wurde C(—A)~'j = j als Folge der Stromerhaltung. Das Ergebnis
zeigt, dafl die Divergenzfreiheit des Stromes nicht nur notwendig, sondern
auch hinreichend fiir die Stabilitét ist, und dal das Variationsproblem

W{A} = Minimum (279)

die allgemeine Losung Ay = (—A)~'jp+0} f besitzt, wobei die Eichfunktion f
beliebig ist. Die Mehrdeutigkeit der Lésung kommt dadurch zustande, dafl der
Operator C zwar positiv, jedoch nicht invertierbar ist. Je zwei Losungen gehen
durch eine Eichtransformation auseinander hervor; die Gruppe der lokalen
Eichtransformationen operiert in einer solchen Weise auf der Losungsman-
nigfaltigkeit, daf} eine 1:1-Korrespondenz zwischen Losungen und FEichtrans-
formationen besteht. Das Minimum selbst ist eindeutig, d.h. unabhéngig von
der Wahl der Eichfunktion f:

— —l@n) /d4 /d“y]X_y2 (281)

Der Integralkern (27) ~%|x—y| ™2 = S(x—y, 0) ist die Schwinger-Funktion eines
masselosen Skalarfeldes (siche die Formeln 3.12 und 3.13). Stillschweigend
wurde vorausgesetzt, dafl das auftretende Doppelintegral fiir grofle Werte
von |x| und |y| konvergiert. Die Singularitit bei x = y ist integrabel in der
vierdimensionalen euklidischen Raumzeit. Formal betrachtet, sind Strome
Elemente des Raumes

J={j R = R'|(j,(=4)7"j) < oo}

Potentiale A Elemente des Dualraumes J'. Dariiberhinaus erfordert die Sta-
bilitét, die Strome als Elemente des Unterraumes

Jo={j € T|oj* =0}

anzusehen. Die Beschrinkung auf [, bewirkt wiederum, daf} viele Gleich-
gewichtslosungen A € J' existieren. Die Losung ist jedoch eindeutig, wenn
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wir sie als Element des Dualraumes J; auffassen. Denn in J; werden zwei
Potentiale A und A’ aus J' als gleich betrachtet, falls (4, j) = (A4', j) fiir alle
Jj € Jo gilt, und dies ist genau dann erfiillt, wenn

Al = A+ 0, f (282)

fiir eine Eichfunktion f gilt.

Zugleich beschreibt (282) die allgemeine lokale U(1)-Eichtransformation.
Bezeichnen wir mit G die hierdurch erzeugte Eichgruppe, so ist J; nicht
anderes als der Faktorraum von J' beziiglich der Wirkung dieser Eichgruppe:

Jo = TG (283)

Dieser Faktorraum erweist sich als der eigentliche Phasenraum des euklidi-
schen Maxwell-Theorie. Der groflere Phasenraum J' besitzt viele iiberfliissige
Freiheitsgrade. Er ist gefasert, wobei die Punkte einer Faser physikalisch dqui-
valent sind. Jede Faser stellt eine Kopie der Gruppe G dar. Im Faktorraum
schrumpft jede Faser zu einem einzigen Punkt, der den Zustand des Systems
bereits ausreichend beschreibt.

Wie immer in solchen Situationen besteht der Wunsch, auf jeder Faser
einen Reprdsentanten zu wéihlen, um somit zu einer konkreten Beschreibung
des Faktorraumes zu gelangen: man identifiziert den Faktorraum ganz einfach
mit dem System der Reprdsentanten. Man spricht hier auch von einem Quer-
schnitt (eng.cross section). In der Regel konstruiert man einen Querschnitt
des Faserraumes dadurch, dafl man eine Fliache wéhlt, die jede Faser transver-
sal in einem Punkt schneidet. Dieser Vorgang, bei dem die Représentanten
sich stetig von Faser zu Faser verindern, wird Fichfizierung genannt. Die
Fliche wird durch eine Gleichung festgelegt, die man FEichbedingung nennt.

Eine Eichfixierung kénnen wir etwa durch die Lorentz-Bedingung 0, A* =
0 erreichen. Ansich handet es sich hierbei um ein Kontinuum von Bedin-
gungen (fiir jedes x eine). Um nur eine Bedingung zu haben, schreiben wir
[ d'z (9 A¥(x))? = 0. Mit der Einfiihrung eines Langrangeschen Multiplika-
tors A > 0 erhielten wir so das Variationsproblem

WH{A; A} := [ d {$FM(x) Fie(x) + M (0 AF)? — ji(x)A¥(x)} = Minimum
(284)
Wihrend fiir A = 0 die Wirkung nicht strikt konvex ist, sondern vielmehr
ein RegenrinnenProfil zeigt,
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gilt fiir A > 0, daB W{A; A} ein strikt konvexes Funktional ist mit einem
eindeutigen Minimum und einem monotonen Anstieg in alle Richtungen
(Hangematten-Profil):
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Nun ist es nicht mehr notwendig, den Strom als divergenzfrei vorauszusetzen,
um die Stabilitdt der Wirkung zu garantieren. Wir fordern lediglich j € J
und finden das Minimum mit der oben dargestellten Methode:

W{A: A} = 3(4,¢A4) —(4,)) (285)
= 3((A-c7c(A-cly) —306.¢c7')  (286)
C = (1-N0®0—A>0 (287)
C' = 1-2HAaA29eo-A"! (288)
Also
inf W{A;\} = —5(j.C"")) (289)

AeTJ’

Das Infimum wird nur an der Stelle A = C™!j angenommen. Die Eindeu-
tigkeit kommt dadurch zustande, daff C fiir A > 0 ein wnvertierbarer posi-
tiver Operator ist. Sobald der Strom j divergenzfrei ist, lautet die Losung
A = (=A)""'j und das Minimum stimmt mit dem friiher berechneten Aus-
druck iiberein. Fazit: die Ersetzung der urspriinglichen Wirkung W{A} durch
W{A; A} mit A > 0 hat die Physik in keinerlei Weise beeinflut, die Entar-
tung des Minimums der Wirkung wurde jedoch aufgehoben. Anstelle von
Ap = (=A)7'5 + O f (f beliebig) erhalten wir nunmehr den Repriisentan-
ten Ay = (—A)~'4, der die Lorentz-Bedingung 9, A¥ = 0 erfiillt. Man nennt
s [ d'z (0, A%)? den eichfizierenden Term in der Wirkung.

6.1.2 Die allgemeine Situation(% > 0)

Nachdem wir die klassische Theorie gut im Griff haben, kénnen wir durch
“Einschalten” von # die zugehorige Quantenfeldtheorie erzeugen und ihre Ei-
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genschaften studieren. An die Stelle des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten
Wirkung tritt nun das Variationsprinzip

(u, W) — hS(p) = Minimum (290)

wobei p ein W-Mafl auf J' darstellt, iiber das zu variieren ist. Jedem u
ist eine Entropie S(u) zugeordnet (um deren Definition wir uns hier nicht
sorgen), und W ist durch

W{AA} = %(A,CA):/d“x{iF“(x)FM(x)+%)\(8kAk)2}

C = (1-2)000-A (A > 0) (291)

gegeben. Die Wechselwirkung mit einem &ufleren Strom haben wir nicht
mit in die Wirkung aufgenommen. Durch Hinzunahme eines eichfixieren-
den Terms wird erreicht, dafi bei Variation iiber alle W-Mafle p auf J' wir
genau ein Gibbs-Ma8 finden, fiir das (u, W) — AS(x) minimal ist. Wie soll
man das 16sende Gibbs-Mafl beschreiben? Ein Teil der Antwort lautet: das
Gibbs-Ma# ist festgelegt, wenn man seine Fourier-Transformierte kennt. Mit
dem Hinweis auf die friither getroffene Vereinbarung (s.Seite 49 oben) und in
volliger Analogie zu den Formeln fiir ein freies Skalarfeld kénnen wir hier die
definierende Gleichung sofort angeben:

/ du(A) 0N = (UY) = exp{—3R(j,C7')}  (Ged)  (292)

Sie charakterisiert y als ein Gau3-Maf3 auf 7', fiir das wir auch formal schrei-
ben:

du(A) = DA Z ' exp(—h'W{A; \}) (293)
7 = /DA exp(—H~ T {A: \})

Welche Auswirkung hat der eichfixierende Term auf die Integration iiber den
Faserraum 7' 7 Entlang einer jeden Faser

Al = A+ 0f  9"4,=0

(A fest, f variabel) wird exp(—A~'W{A'; A\}) zu einer GauB-Glocke mit Ma-
ximum bei f = 0, so daf} der Hauptbeitrag des Funktionalintegrals aus der
Umgebung der Mannigfaltigkeit 0¥ A, = 0 kommt. Je grofier \ gewiihlt wird,
umso mehr dhnelt die Gau-Funktion einer §-Funktion.
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Aus dem erzeugenden Funktional (292) erhalten wir alle n-Punktfunktionen
des Potentials Aj(x). Die Kenntnis der Zweipunktfunktion ist dazu ausrei-
chend:

(A(x)A(x)) = RCke(x, ¥)
_ St o\ PrPe exp{ip(x — x')}
— (27r)4/d4p {(A 1) p +5M} :

p

Diese Funktion hingt von A, also von der Wahl des eichfixierenden Terms in
der Wirkung ab. Diese Tatsache spiegelt nur wieder, daf§ auf dem klassischen
Niveau das Potential eine eichabhéngige Grofle ist. Der unbeobachtbare Pa-
rameter A fillt heraus, sobald wir zu den Feldstérken iibergehen:

, h exp{ip(x — x')}
(FuFin)) = sy [ b epusn(p) S
Cikym(D) = OkeDiDm + OjmPrPe — 05eDkDPm — OkmDjPe

Alle Groflen, die auf klassischem Niveau eichinvariant sind, bleiben in ei-
ner Quantenfeldtheorie unberiihrt von der Einfiihrung eichfixierender Terme.
Zwei Spezialfélle tragen einen Namen:

e \ = 1 Feynman-FEichung. Hier ist die euklidische Zweipunktfunktion
des Potentials proportional zu d;,. Das entspricht dem Gupta-Bleuler-
Verfahren zur Quantisierung von A%,

e )\ = oo Landau-FEichung. Diese Wahl markiert einen singuldren Grenz-
fall, weil die Matrix P mit den Komponenten pys = 63 — p~2ppe einen
Projektor darstellt: es existiert C~!, aber nicht C. Der Triger des zu-
gehorige Gibbs-Mafles p ist die Flidche 0, A* = 0 (Im Limes A — oo
entartet das Gauf-MaB: in jeder Richtung transversal zur Fliche wird
aus der Gauf3-Glocke eine 0-Funktion).

6.2 Nicht-abelsche Eichtheorien
6.2.1 Einige Vorbetrachtungen

Um moglichst einfache und definierte Verhéltnisse zu haben, betrachten wir
die SU(n)-Eichtheorie ohne Materie-Feld. Wir erinnern daran, daf§ die Lie-
Algebra su(n) aus antihermiteschen spurfreien Matrizen besteht, die man
als Elemente eines reell-linearen Raumes auffalt, in dem eine Basis —it,
(a=1,...,n?—1) existiert, so daf} die ¢, hermitesche spurfreie n x n-Matrizen
sind mit

%Spur taty = Oap -
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Das euklidische Eichfeld Aj(z) nimmt Werte in su(n) an und kann deshalb
nach der Basis zerlegt werden:

Ap(w) = =iy Ag()t, (294)

Die Komponenten Af(z) sind gewohnliche reelle Vektorfelder. Der nicht-
abelsche Charakter der Eichgruppe bewirkt, dafi diese Vektorfelder unterein-
ander in Wechselwirkung stehen und die Kopplungskonstante g nicht Null
gesetzt werden darf. Man erkennt dies daran, dafl g aus den Feldgeichungen
eliminiert werden kann, etwa dadurch, da man gA(z) als das neue Potential
einfiihrt. Dieser Normierungskonvention wollen wir hier folgen, weil so ¢ aus
nahezu allen Formeln verbannt wird: nur die euklidische Wirkung enthélt die
Kopplungkonstante noch in Form eines Vorfaktors g2
Die kovariante Ableitung schreiben wir als Dy, = 0, — Ay. Fiir die Feldstirken

gibt es verschiedene Darstellungen:

Fu = [Dy,DJ] = DA, — DA, (295)
= Ay — Agi + [Ar, Al (296)

Die euklidische Wirkung ist allein in den Feldstirken ausdriickbar:

1
W{A} = ~s d*z Spur Fy, F* (297)
g
Sie ist positiv, weil man nach einer Zerlegung Fy; = —i Y F,t, auch schrei-
ben kann: .
_ 4 a\2
W{A} = i d' %(FM) (298)

Die lokale Eichgruppe G besteht aus Elementen u, die fiir sich genommen als
Funktionen aufzufassen sind,

u:Ey— SU(n), zw— u(x),
wobei die Fichtransformation des Potentials durch
A = uApu ! +upu! (299)

gegeben sind. Wie in QFT T bewiesen, ist uju~" fiir festes 2 und k ein
Element der Lie-Algebra su(n).
Das W-Ma#f
du(A) = DA Z~" exp(—h~'W{A}) (300)
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ist aus den Griinden, wie wir sie schon in der Maxwell-Theorie kennenlern-
ten, schlecht definiert, ja unsinnig, weil es zuviele Richtungen im Raum der
Potentiale gibt, in denen die Wirkung (wegen der Eichinvarianz) konstant
ist. Auch hier sind wir genétigt, einen eichfixierenden Term in die Wirkung
einzufiihren:

W{A;\} = —8ng d'z Spur {Fp F** + A(AfR)*  (A>0)  (301)
Jedoch, im Gegensatz zu dem abelschen Fall kénnen wir jetzt nicht oh-
ne weiteres behaupten, dafl mit der neuen Wirkung Erwartungswerte wie
(Fi;(x)Fom(y)) automatisch unabhéingig von dem Parameter A sind (die Stérungs-
theorie zeigt, dafl das nicht der Fall ist). Da physikalische Ergebnisse nicht
von einem unphysikalischen Parameter abhéngen diirfen, miissen wir uns eine
bessere Wahl der Wirkung iiberlegen. Der Weg dorthin fiihrt iiber mehrere
Stufen. Fernab von dem gesicherten Boden der Mathematik bewegen wir uns
nun in einem Bereich, in dem die mathematische Fantasie vorherrschend ist.

6.3 Die Faddeev-Popov-Theorie
6.3.1 Erste Stufe: Eine Zerlegung der Zahl 1

Jedes Element der Eichgruppe G hat die Gestalt u(z) = ¢*® mit a(z) €
su(n). Es ist zweckméfig, die Funktionen a : Ey — su(n) geeignet einzu-
schrinken. Wir fiihren den Raum H so ein, daf er alle Funktionen a enthélt,
fiir die die Bedingung ||a||? := —3 [ d* Spur {a(z)}* < oo erfiillt ist. Unter
dem Skalarprodukt

(a,b) = —3 /d4:c Spur a(z)b(x)

besitzt H die Struktur eines reellen Hilbertraumes. In diesem Raum sei eine
Basis (€q)a=1,2,.. so gewdhlt, dafl jede Funktion e, (z) beliebig oft differen-
zierbar und exponentiell abfallend ist (man wihle etwa die Eigenfunktionen
des harmonischen Oszillators in vier Dimensionen und multipliziere diese mit
—it,). Insbesondere gilt also (e,,e3) = 0,5. Unter geeigneten Bedingungen
an das Potential Ay (z) definiert

dra := [Dy,a] = app + [a, Ag] (302)

einen Operator dj auf ‘H mit den iiblichen Eigenschaften eines Differential-
operators: er ist unbeschrinkt, nicht iiberall definiert und antisymmetrisch:
es gilt (a,dyb) = —(dga,b) fiir @ und b im Definitionsbereich.
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Die Bedeutung des Operators d; wird klar, sobald wir eine einparametrige
Untergruppe u(s) € G (s > 0) von Eichtransformationen ins Auge fassen. Wir
haben dann

u(s) =e**=1+sa+0(s*) acH (303)

und, wie aus (299) folgt,
A = Ay 4 sdya + O(s?) (304)

d.h. dya charakterisiert Anderungen des Potentials bei infinitesimalen Umei-
chungen.

Die Lorentz-Bedingung A" = 0 schreiben wir auch 9A = 0. Sie bleibt
unter Eichtransformationen nicht erhalten, und infinitesimale Anderungen
lassen sich mit Hilfe des Operators M = —d*d,, angeben:

DA™ = 9A — sMa+ O(s?) (305)
Ma = —Aa+ 0 [Ar,a]  (a€H) (306)

Eine Variante der Lorentz-Bedingung ist 0A = C mit C' € H. Fiir die weitere
Diskussion benétigen wir eine wichtige Voraussetzung:

Gilt 0A = C fiir ein Potential Ay und C € H, so besitzt 0A" = C
nur die Lisung u = 1.

In Worten: die Eichbedingung ist nur einmal entlang einer Faser { A" | u € G}
erfiillt. Es hat sich herausgestellt, daf} diese Hypothese streng genommen
falsch ist (Gribov ambiguity). Fiir C = 0 stellt sich die Situation so dar: die
beiden Gleichungen

A, =0  OFudwu™ +upu') =0 (307)

fithren auf
Oay, + [a*, AL =0 ap == upu”' € H (308)

Mit dem Ansatz ai(z) = Opa(z) und unter der Bedingung (1) a geniigend
klein, (2) A geniigend grof}, gibt es neben a = 0 wenigenstens eine weitere
Losung o # 0 der Differentialgleichung. Die von Gribov entdeckte Mehr-
deutigkeit tritt fiir gewisse Potentiale A auf. Eine Umgebung von A = 0
ist ist frei davon. Mdoglicherweise ist der Einwand von Gribov physikalisch
irrelevant. Es entspricht der allgemeinen Praxis ihn zu ignorieren.

Wir parametrisieren nun die gesamte Eichgruppe G und wihlen hierzu
die Basis in H:

u = expz Sa€a 5% 1= Z 52 < o0 (309)
a=1 a=1
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Die Entwicklungsformel lautet nun:

DA" = 0A =) ssMeg + O(s”) (310)
B=1

Besitzt C' die Entwicklung C = "7 | caeq (¢o € R) und gilt 04 = C, so

erhalt man:
o0

Ca = (€0, 0A"D) = " 55(eq, Meg) + O(s?) (311)
=1
Wir fiithren nun eine Deltafunktion ein, die im Funktionalintegral die Eich-
bedingung 0A = C aufrecht erhalten soll. Wir definieren (der Boden wird
nun schwankend!):

oo

3{C - 04} = []o(ca— (ea.04)) (312)

A(A,C) = /Dué{C—BA“} (313)
g

det M = det(eq, Meg)ap=1...00 (314)

indem wir uns vorstellen, da8 G ein invariantes Mafl (Haarsches Maf}) Du
besitzt, das in einer Umgebung des neutralen Elementes u = 1 die Form hat:

oo

Du:f(31,82,...)Hdsa £(0,0,...)=1

a=1

Beachte: Obwohl SU(n) eine kompakte Gruppe ist und deshalb ein endliches
Gruppenvolumen besitzt, gilt dies nicht mehr fir G. Wie nichtkompakt G
wirklich ist, merkt man daran, daf§ jede einparametrige Untergruppe u(s) =
exp{sa} bereits nichtkompakt (d.h. der Gruppe R isomorph) ist, wenn a(z)
eine stetige, jedoch nichtkonstante Funktion auf F, darstellt. Somit haben
wir

vol(G) = /Du =

Wir formulieren zwei Behauptungen:

e Aus 0A = C folgt
A(A,C) = |det M|7! (315)

e Fiir alle u € G gilt A(A",C) = A(A,C) .
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Der “Beweis” benutzt die Definitionen, die Miflachtung des Einwandes von
Gribov, die Entwicklungsformel (311), die Eigenschaft der Deltafunktion®
unter Anderung der Koordinaten und die Invarianz des MafBes Du.

Als Zerlegung der Zahl 1 bezeichnen wir die Formel

1= A(4,C)"! /Dué(C PyD (316)

6.3.2 Zweite Stufe: Division durch das Gruppenvolumen

Es sei f{A} ein eichinvariantes Funktional von Aj(z), d.h. es gilt f{A"} =
f{A} fiir alle u € G. Der Mittelwert

[ DAexp(=h"W{A}) f{A} o

D= Tpaewn WA s (317)

ist, wie wir wissen, schlecht definiert. Wir fiigen deshalb in Z&hler und Nenner
unter dem Integral die Darstellung der Zahl 1 aus dem vorigen Abschnitt ein
und erhalten so nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge:

[ Du[DAA(A,C)(C — DAY) ' exp(—h~ ' W{A}) F{A}
) = [Du [DAA(A,C)~15(C — DA) exp(—h-TW{A})

Die Eichinvarianz des Mafles DA benutzend finden wir:

_ [Du[DAAA",C)1(C — dA) exp(—h 'W{A" " }) F{A""}
() = [Du [DAA(A,C)15(C — DA) exp(—h W {Av"})

Die Funktionale A(A,C), W{A} und f{A} sind jedoch eichinvariant. Somit
ist der Integrand gar nicht abhingig von u € G. Ergebnis:
() = vol(G) [DAA(A,C) 16(C — 0A) exp(—h *W{A}) f{A}
B vol(G) [DAA(A,C)~16(C — 0A) exp(—h'W{A})

30Es sei U C R eine Umgebung von z = 0. Fiir eine Bijektion ¢ : U — U mit den
Eigenschaften ¢(0) = 0 und ¢(z) = mz + O(x?), m # 0, folgt

/ dz 8(p(x)) = m| "
U

Aus dieser Grundformel beweist man: Fiir eine Umgebung U C R"™ von 2 = 0 und einer
Bijektion ¢ : U — U mit den Eigenschaften ¢(0) = 0 und ¢(z) = Mz + O(2?), det M # 0,
folgt

/ de 5(¢(x)) = | det M|
U

Es gibt Situationen, in denen eine Erweiterung dieser Formel auf R&ume unendlicher
Dimension einen Sinn hat.
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Hier kiirzt sich das Gruppenvolumen heraus. Offensichtlich ist die Tatsache
vol(G) = oc eine Ursache fiir das ungiinstige Verhalten der Ausgangsdefini-
tion (317).

Die Funktionalintegrale in Z#hler und Nenner sind durch die §-Funktion
auf die Mannigfaltigkeit eingeschrinkt, die durch die Eichbedingung 0A =
C' beschrieben wird. Somit kommt (315) zur Anwendung, und wir kdnnen
schreiben:

(f) /DA [ det M| 6(C — 9A)e™ " WA} =
/DA | det M| 6(C — 3A)e_h71W{A}f{A}

Beide Seiten werden nun iiber C € H mit dem W-Maf

A
dv(C) = 2z 'DC exp {_4hg2 ||C||2} (A>0)

el = (©.0)=> ¢, DC=]]de

(0]

integriert. Fiir ein eichinvariantes Funktional f{A} ist der Mittelwert (f)
unabhéngig von C. Wir vertauschen wieder die Integrationsreihenfolge und
erhalten:

1 A
(f)/DAdetMexp{—ﬁW{A}— 47192”6‘4”2} =

1 A
/DA | det M| exp {—ﬁW{A} . 4h92||8A||2} F{A)

Es ist uns gelungen, den eichfixierenden Term in die Wirkung einzufiihren.
Die neue Wirkung hat die Form (301). Also:

() = [ DA|det M|exp{—h '"W{A;\}} f{A}
[ DA|det M|exp{—h W {A;\}}

(318)

Etwas unerwartet und nicht vorauszusehen ist das Auftreten einer Determi-
nante unter dem Integral. In einer abelschen Eichtheorie kiirzt sich det M
heraus, weil dann der Operator M unabhingig von dem Potential Ay(z)
ist. Die Anwesenheit der Determinante ist also charakteristisch fiir die nicht-
abelsche Eichtheorie. Es besteht jedoch kein Zweifel: ohne irgendeine Form
der Regularisierung ist diese Determinante undefiniert.
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6.3.3 Dritte Stufe: Tanz der Geister

Wir erinnern daran, dafl  als ein R-linearer Raum und M als ein R-linearer
Operator auf diesem Raum eingefiihrt war. Folglich sind die Matrixelemente
von M beziiglich der Basis (e,) reell. Es ist zu betonen, daf i.allg. M kein
symmetrischer Operator ist, d.h. wir haben (a, Mb) # (Ma,b). Vielmehr
gilt: M ist genau dann symmetrisch®', wenn die Lorentz-Bedingung A = 0
erfiillt ist. Diese Situation lafit sich nur im Limes A — oo (Landau-Eichung)
herstellen. Selbst wenn M symmetrisch ist, hingt es von Ag(z) ab, ob der
Operator positiv ist. Fiir A = 0 gilt in der Tat M = —A > 0. Es ist nicht
einmal gewif}, ob die Positivitdt noch in einer Umgebung von A = 0 erhalten
bleibt.
Eine Regularisierung der Determinante von der Art

detN/\/l = det(ea, Meﬁ)a’ﬁzl’___’]\] (319)

liefert eine reelle Zahl. Gleichzeitig ist det y M ein Funktional A und nimmt
einen positiven Wert an der Stelle A = 0 an. Wann gilt also |dety M| =
det y M im Funktionalintegral? Die Absolutzeichen diirfen wir offenbar genau
dann weglassen, wenn die folgende Behauptung korrekt ist:

Fiir jedes Fichpotential A g¢ilt detyM > 0.

Auch hier kénnen wir die Richtigkeit nur fiir eine Umgebung von A = 0 sofort
einsehen. Den Beweis fiir grofe Werte des Potentials miissen wir schuldig
bleiben.

Der Faktor det M im Funktionalintegral beschreibt eine Selbstwechselwir-
kung des Eichpotentials. Wollte man sie storungstheoretisch beriicksichtigen,
so hédtte man von einer Zerlegung der folgenden Art auszugehen:

det M = det(—A)det(1+ K) (320)

Ka = —A7'9%Ay,al a€H (321)
det(1+ K) = expSpur log(1 + K) (322)
= expSpur (K — 1K°+- ) (323)

Der Operator K und seine Potenzen fiithren uns auf nichtlokale?® Wechselwir-
kungen des Eichpotentials mit sich selbst. Dies ist nicht erwiinscht, und wir
suchen nach einem anderen Weg der Beschreibung. Wenn die Determinante
das Resultat einer lokalen Wechselwirkung sein soll, so verlangt dies von uns,

3Fiir alle a,b € H gilt (a, Mb) — (Ma,b) = ([a, C],b) mit C := JA.
32Der Grund hierfiir ist die Anwesenheit des nichtlokalen Operators A~! in der Defini-
tion von K.
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dafl wir fiktive su(n)-wertige Skalarfelder n(z) und 7(x) einfithren, die mit
dem Eichpotential wechselwirken:

det(h™'M) = /DnDn exp{—h~" (7, Mn)} (324)
M) = 3 [ s Spur (o) (M) (o) (329

= —%/d% Spur {7* () mk(v)} (326)

Hier tritt neben der gewéhnlichen Ableitung 7/* auch die kovariante Ablei-
tung auf:

Mie(x) = [Dr, n)(x) = k() + [n(x), Ax(z)] (327)
Damit die Darstellung (324) mit Hilfe eines Integrals vom GauB-Typ korrekt
ist, miissen die Felder n und 77 Grassmann-Variable sein (dies wird in dem
Kapitel 7 niher beschrieben). Gemeint ist dies so: entwickeln wir die Felder
nach der Basis —it, der su(n), so sind die dadurch definierten Feldkompo-
nenten 7, and 7, Grassmann-Variable. Daf} es sich hierbei um physikalische
Felder handelt, diirfen wir nicht einmal als Hypothese einfiihren. Thnen kor-
respondieren daher auch keine beobachtbaren Teilchen, und wir bezeichnen
n und 7 als Geisterfelder (sog. Faddeev-Popov-Geister). Sie haben lediglich
die Aufgabe, die Quantisierung nicht-abelscher Eichtheorien (mit der Metho-
de der Funktionalintegrale) durch Einfiihrung einer lokalen Wechselwirkung
so zu beschreiben, daf} eine Stérungsreihe erzeugt wird, deren Terme durch
Feynman-Graphen im herkémmlichen Sinne ausdriickbar sind.

Wenn man das Teilchenbild fiir die Faddeev-Popov-Geister iiberhaupt
verwenden will, so entsprechen den Geisterfeldern Geister-Fermionen ohne
Masse und Spin. Handelte es sich um wirkliche Teilchen, so wére das Spin-
Statistik-Theorem verletzt. Die Geister gehtren einem Multiplett an, das der
adjungierten Darstellung der Eichgruppe SU(n) mit der Dimension n? — 1
entspricht. Die Wechselwirkung behandelt 7 und 7 nicht in symmetrischer
Weise: dies ist sehr ungewdhnlich fiir Fermi-Felder. Nur im Grenzfall A — oo
(Landau-Eichung) gilt (7, Mn) = (Mn,n) = (n, M7).

Die endgiiltige Wirkung hat die Gestalt:

W{A 0,7 \} = —%/d“x Spur {(2g) *[FreF* + A(Af)] + 7%}

Drei unterschiedliche Ausdriicke bestimmen diese Formel, (1) die klassische
Energiedichte der Feldstérke Fyy, (2) der eichfixierende Term und (3) die
Wechselwirkung mit den Geisterfeldern.
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6.4 Eichtheorien auf dem Gitter

Die Formulierung von Wilson

Die Kontinuumsformulierung der Eichtheorien charakterisiert das Eichfeld
als eine Funktion mit Werten in einer Lie-Algebra g zur kompakten Eich-
gruppe G. Sobald wir den Raum E; durch das Gitter (Zy)" ersetzen, ist
diese Interpretation des Eichfeldes ungeeignet. Grund: fiir eine Eichtrans-
formation u(z) ist wy(z)u(z)”" kein Element der Lie-Algebra mehr, sobald
die Ableitung durch einen Differenz ersetzt wird: uy(z) = u(x + ex) — u(z).
Fiir das Gitter benutzt man, einem Vorschlag von Wilson folgend, eine sehr
elegante neue Formulierung, die diese Schwierigkeit vermeidet.

Das urspriingliche Eichpotential Ay (x) € g wird ersetzt durch ein endli-
ches System von dynamischen Variablen Uy, € G. Das Indexpaar kz dient
zur Charakterisierung einer Kante (eng. link) der Gitters. Die Kante verbin-
det zwei benachbarte Punkte (Abstand 1) im Gitter und ist gerichtet: sie
fithrt von x zu x + €. Unter einer lokalen Eichtransformation verstehen wir
die Vorschrift

Ue — Up = u(z + e)Uppu(z) (328)

fir jede Wahl von u(z) € G. Die Gruppe aller lokalen Eichtransformatio-
nen ist somit kompakt, ndmlich gleich dem direkten Produkt von kompakten
Gruppen:

Gg= H G (Produkt iber alle Gitterpunkte) (329)

Die Existenz des Haarschen Mafles auf G ist gewihrleistet, und wir haben

vol(G) = [[vol(G) =[] 1=1 (330)

xT

Der Phasenraum 2 dieser Feldtheorie ebenfalls ist kompakt. Denn er ent-
spricht einem direkten Produkt von kompakten Raumen:

Q= H G (Produkt iber alle Kanten) (331)
kx

Aus diesem Grund spricht man auch von der kompakten Formulierung der
Eichtheorien, also etwa von der kompakten QED, der kompakten QCD usw.

Wie gewinnt man die Kontinuumsformulierung zuriick? Wir betrachten
das unendlich ausgedehnte Gitter. Durch eine Skalentransformation fiihren
wir die Gitterkonstante a ein und schreiben in dem neuen System U, =
exp{aAg(r)} mit x € (aZy)*. Im Limes a — 0 beschreibt Ag(z) das Eich-
potential im Kontinuum. Wir zeigen, daf} es die richtigen Transformations-
eigenschaften besitzt:
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Es sei u: Ey — G differenzierbar. Dann gilt
u(r + aek)e“A"(m)u(x)_l — 4} (@)+0(a”)
mit A = uAgu ! +upu!

Der Beweis ist einfach: man entwickelt nach a und vergleicht die linearen
Terme auf beiden Seiten.

Gehen wir nun umgekehrt von einer Kontinuumsformulierung aus, so
konnen wir dem Eichpotential Aj(xz) Gruppenelemente der folgenden Art
zuordnen®?:

Ue = exp/ da® Ay () (332)
c

Hier ist C' irgendein gerichteter Weg in Ej. Fiihrt C' geradewegs vom Punkt
x zum Punkt z + aeg, so schreiben wir Uz = Uy, und haben so die Gitterap-
proximation des Eichfeldes gewonnen.

Fiir die QED im Kontinuum lassen sich Wegintegrale des Potentials A
mit Hilfe des Satzes von Gaufl auf die Feldstirke zuriickfiihren, wenn der
Weg C' identisch mit dem Rand eines orientierten Flichenstiickes @) ist. Wir
schreiben dann C' = 9@ und

/8 . da* Ay(z) = / /Q daP A dat Fyy(x) (333)

In den nichtabelschen Eichtheorien tibernimmt eine andere Grofle die Rolle
des Wegintegrals:

Uc = Pexp/ da* Ag(z) (334)
c
Das P-Exponential ist der Limes eines pfadgeordneten Produktes
Pexp/ dz* Ap(z) = lim Uy, - UpaUp
C n—oo

Upi = exp/ da® Ay (z)
c

ni

lim max |C,;| = 0 C=Cup+ - +Cu+Chy

n—oc 1<i<n

33Bei h = ¢ = 1 ist die physikalische Dimension des Potentials Ldnge '. Weginte-
grale des Potentials sind somit dimensionslos. Fiir 2 # 1 miissen wir schreiben: Us =
exp{h~! [, dz* Ay(z)}. Die Normierung des Potentials ist so gewéhlt (s.Abschnitt 5.2.1),
dafl es die Kopplungskonstante bereits als Faktor enthilt. In einer U(1)-Eichtheorie ist
diese Konvention jedoch uniiblich. Auflerdem wihlt man hier A und F' reell. Wollte man
die allgemeinen Uberlegungen auf die Verhiltnisse der QED iibertragen, so hitte man in
allen Formeln dieses Abschnittes die Ersetzung

A— —ieA F — —ieF %Spur -1 ¢* = e’ =4na

vorzunehmen.
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Hierbei wird der Weg C'in n Teilstiicke Cy,; zerlegt (beginnend mit Cy,;), deren
Langen |Cy;| gegen Null streben. Ist Q) die Berandung eines Quadrates @
mit der Seitenlidnge a, so gilt

log Usg — / /Q dof A dat F(x) + O(d®)  (a—0)  (335)

Diese Formel kann uns dazu verhelfen, diejenige Grofle auf dem Gitter zu
konstruieren, die im Limes a — 0 die Feldstéirke F' beschreibt. Als Plakette
des Gitters bezeichnen wir jedes (orientierte) Einheitsquadrat, das von vier
Kanten des Gitters berandet wird:

T+ €y T+ e+ ey

x T+ e

Die Bezeichnung fiir eine solche Plakette lautet p = zkf mit 1 < k < ¢ < 4.
Beginnend im Punkt z wird der Rand dp so durchlaufen, wie es die Skizze
zeigt. Dabei werden zwei der Gitterkanten entgegen ihrer natiirlichen Orien-
tierung durchlaufen. Wir beriicksichtigen dies durch die Ersetzung U — U~}
in dem pfadgeordneten Produkt:

Usp := U, U, Y, cUsveriUni (336)

Diese Grofle hat durch ihre Konstruktion ein sehr einfaches Verhalten unter
lokalen Eichtransformationen (328):

Us, = u(z) ' Ugyu(z) (337)

Ist also f(z) irgendein Polynom von z € C, so wird Spurf(Us,) zu einer
eichinvarianten Grofle. Diese Eigenschaft wollen wir bei der Konstruktion
der Wirkung ausnutzen.

Nach Einfihrung einer Gitterkonstanten a gilt
Usp = exp{—a’Fy(z) + O(a*)} p = Plakette xkt
mit Fie = Agje — Agre + [Ak, A und Uy = exp{ady(z)}, wenn

Ak (z) als differenzierbar vorausgesetzt wird.
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Auch hier fiihrt man den Beweis, indem man beide Seiten nach a bis zu
Termen der Ordnung a? entwickelt.
Fiir kleine Werte der Gitterkonstanten a erhalten wir so die Approxima-
tion
1 — Us, = a*Fiy(2) p = Plakette xk/ (338)

Die Wirkung, wie sie Wilson vorschlug, lautet:
1 k
W(U) = yo ? Spur (1 — Ugp)*(1 — Up,) (339)

Hier wird iiber alle Plaketten des Gitters summiert. Dabei ist zu beachten,
daB  mit > >, , zu identifizieren ist. Wir erhalten daher in der Néhe-
rung (338)

1

a* Spur Z(Fkg(x))Q (340)

ke

wie gewiinscht; denn > _a*(---) strebt gegen [d% (---) im Limes a — 0:

Im Kontinuumslimes strebt die Wilson- Wirkung gegen die eukli-
dische Wirkung eines selbstwechselwirkenden Eichfeldes.

Mit dv(u) bezeichnen wir das invariante (auf 1 normierte) Haarsche Maf der
Eichgruppe G und setzen

DU = H dv(Uyk) (Produkt ber alle Kanten) (341)
zk

Das normierte Gibbs-Maf}
du(U) = Z'DU exp{-W (U)} (342)

legt nun endgiiltig die quantisierte Eichfeldtheorie auf dem Gitter fest, indem
mit seiner Hilfe alle Erwartungswerte der dynamischen Variablen berechnet
werden konnen. Die von Wilson vorgeschlagene Quantisierung benétigt keine
eichfixierenden Terme und keine Geisterfelder in der Wirkung. Das Gibbs-
Maf} ist durch seine Konstruktion ohne jede Einschrinkung invariant ge-
geniiber der Gruppe G der lokalen Eichtransformationen. Dies bedeutet, daf
Erwartungswerte grundsétzlich eichinvariant sind, und zwar auch von sol-
chen dynamischen Variablen, die ein nichttriviales Transformationsverhalten
unter der Wirkung von G haben.

Hier mufl man nun fragen: Wie ist es iiberhaupt mdglich zu verstehen, daf§
die Wilson-Theorie in die Faddeev-Popov-Theorie iibergeht, wenn erst der
thermodynamische Limes und danach der Kontinuumslimes ausgefiihrt wird?
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Eine naheliegende Antwort wére: Die lokale Eichsymmetrie wird im Limes
des unendlich grofien Gitters (N — oo) spontan gebrochen; die verschiedenen
Gleichgewichte, die sich einstellen, lassen sich durch den Parameter A, den
Vorfaktor des eichfixierenden Terms in der Wirkung, charakterisieren. Mit
anderen Worten: )\ ist in Wirklichkeit ein Ordnungsparameter.

Die Antwort kann jedoch nicht richtig sein; denn ein wichtiges Resultat
sagt: die Invarianz einer Gittertheorie unter lokalen Fichtransformationen
ist im thermodynamischen Limes niemals spontan gebrochen (Elitzurs Theo-
rem). Offenbar liegt die Antwort in den Details des Kontinuumslimes (a — 0)
verborgen. Wir sind aber weit davon entfernt, diese Details zu kennen.

6.5 Die Kunst der Schleifen (Wilson Loops)
6.5.1 Statische Approximation der Yukawa-Kopplung

Unser néchstes Ziel ist die eichinvariante Charakterisierung der Krifte, die
durch den Austausch von Eichbosonen hervorgerufen werden. Wir erinnern
an ein frither (QFT T Abschnitt 7.4) diskutiertes Beispiel: die Wechselwir-
kung zweier geladener Teilchen der Massen m und M, vermittelt durch den
Austausch eines Photons, im Limes M — oc, dem sog. statischen Limes. Es
zeigte sich, dafy die Wechselwirkung des leichteren Teilchens mit dem als un-
endlich schwer gedachten Partner durch das Coulomb-Potential beschrieben
wurde. In der statischen Niherung biifit ein schweres Teilchen einen wesent-
lichen Teil seiner dynamischen Freiheitsgrade ein, weil auf es keine Energie
iibertragen werden kann. Der Limes M — oc bewirkt, in der Sprache der
Storungstheorie, dafl alle Beitriige zur Streuung verschwinden, bei denen das
schwere Teilchen virtuell, d.h. in Form einer inneren Linie des zugeordneten
Feynman-Graphen, auftritt. Man nennt dies die Entkopplung des geladenen
Teilchens von dem Photonfeld. Die Entkopplung aller geladenen Teilchen be-
wirkt, dafl ein U(1)-Eichfeld ein freies Feld ist, dessen Propagator in der
Gupta-Bleuler-Quantisierung die Form hat:

(Q,TA,(2)A,(2")Q) = =g, Dr(z — 2') (343)

Die Anwesenheit eines schweren Teilchens ruft einen dufleren Strom j7* hervor.
Die einfachste Gestalt, die ein solcher Strom haben kann, ist

PP=q(x), j'=4=j"=0 (344)

Hierbei wurde angenommen, dafl das Teilchen in x = 0 ruht und keine Aus-
dehnung besitzt. Jeder Strom erzeugt ein klassisches Maxwell-Feld in seiner
Umgebung:

AN () = (Q, TA,(2)A(5)Q) (345)
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Hat der Strom die spezielle Form (344), so erhalten wir

Alglass = qV(r), Aflass =0,i=1,2,3 r=|x| (346)
00 1
V(r) = _/ da® Dp(z) = — (347)
- dmr

Auf dieses Resultat sind wir schon friiher gestoflen. Es héngt, wie wir hier
sehen, von der gewéhlten Eichung des Photonfeldes ab.

Ahnlich liegen die Dinge in einer SU(n)-Eichtheorie mit Yukawa-Kopplung
der Fermionen an das Eichfeld A,(z) € su(n). In der statischen Niherung,
bei der Fermionen und Eichfeld entkoppeln, geht das Eichfeld nicht in ein
freies Feld iiber: der nichtabelsche Charakter der Eichgruppe verhindert dies.
Die Anwesenheit eines schweren Fermions erzeugt einen Strom j#(z) € su(n)
und dieser ein klassisches Potential A5$(z) = (Q,TA,(x)A(j)Q) € su(n).
Jedoch sind wir nicht mehr sicher, welche Form es hat.

Gewohnlich finden wir das Verhalten

(QTA,(2)A,(2)Q) -0  |x—x| =0 (348)

Es bewirkt, dafl die Kraft, die zwischen zwei schweren Fermionen wirksam
ist, fiir groffe Abstdnde gegen Null strebt. Die Fermionen erfahren also eine
wirkliche Streuung und sind nicht aneinander gebunden. Zweifel kommen
auf, ob dies in allen Eichtheorien wirklich der Fall ist, ob nicht Feynman-
Funktionen auch anwachsen kénnen. Die mit dem Eichfeld wechselwirkenden
Fermionen wiirden dann in keinem Experiment als freie Teilchen auftreten,
weil es die Zufuhr einer unendlichen Energie voraussetzt. Diese Erscheinung,
wenn es sie iiberhaupt geben sollte, nennt man im Englischen confinement.

Wir kehren zur euklidischen Formulierung der Feldtheorie zuriick. Das
Potential V(r) = (4rr) !, das fiir die QED typisch ist, kann auch aus der
Schwinger-Funktion des Photonfeldes ermittelt werden:

Vir) = /Oo ' S(x)  r=|x (349)
(Ap(z)Ag(2")) = 01eS(x — 2") + eichabhingige Terme (350)

Grund: Die Fourier-Transformierte g(p,p4) entsteht durch analytische Fort-
setzung aus —Dp(p°, p), aber nur der Wert in dem Punkt p° = p* = 0 geht
in die Rechnung ein: in diesem Punkt haben wir S(p,0) = —Dz(0, p).

Die Verhéltnisse sind deshalb so einfach in der QED, weil nach einer
statischen Niherung das Photonfeld frei ist und S(z) = (27) %z~2 gilt. Das
klassische euklidische Potential einer Stromverteilung j* ist dann durch

N !
A ) = (A0 = 1 [av 2T

 4n? (x —2')?
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gegeben. Setzen wir speziell j! = j2 = j2 = 0,5 = ¢63(x), so erhalten wir
das elektrostatische Potential einer Punktladung ¢ in unverdnderter Form.

6.5.2 Schleifenintegrale in der euklidischen QED

Experimentell wird das Potential A%'%** durch eine weitere Ladung (z.B. eine
ruhende Punktladung ¢’ im Abstand R) ausgemessen. Die Testladung defi-
niert einen weiteren Strom j’, und die relative Energie beider Strome l4t

sich als z4=T/2 zy=T/2 -k (o
/ d' / gty D) (352)
z4=—T/2 zy=—T/2 (v —a')?
angeben. Hier haben wir zunéchst die Wirkung der Stréme j und j' zwischen
den Zeiten —T7'/2 und T'/2 berechnet und dann die Wirkung pro Zeit im
Limes T — oo als Wechselwirkungsenergie interpretiert. Die Energie geht
gegen Null, wenn die beiden Ladungen separiert werden.

Die Situation zwei ruhende punktformige Teilchen mit den Ladungen e
und —e im Abstand R konnen wir durch einen geschlossenen Pfad C' im
euklidischen Raum, dem sog. Wilson loop, in Form eines Rechteckes mit den
Seiten R und T approximieren:

Zeit

T/2

Raum

~T/2 R

Mit Hilfe dieser Schleife formen wir zunéchst das Schleifenintegral

Ac:/dxk Ap(2) (353)

und dann den Erwartungswert

(AcAc) = / d:rk/ dz), S(xz — '), (354)
c c
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der fiir geniigend grofles T' die Wirkung der Ladungen e und —e aufeinander,
aber auch die Selbstwechselwirkung, ndmlich das Produkt SelbstenergiexT,
enthélt.

Das Integral (354) ist wegen der unendlichen Selbstenergie von Punkt-
ladungen singuldr. Statt den Ladungen eine gewisse Ausdehnung zu geben,
regularisieren wir das Integral, indem wir S(x) durch

21x) "2 2% > a?
s ={ 5 L2 (355)

ersetzen. Das regularisierte Integral bezeichnen wir mit (AcAc¢),. Die Inte-
gration ist nun elementar und erzeugt eine Reihe von Ausdriicken:

T T T? T T
2 _ -1
2 <ACAC>a = E — log E + IOg <1 + ﬁ) - 2E tan E
R R R\ R _, R
+ E—log;+log <1+ﬁ> —2ftan T (356)
(0 < tan~'z < 7/2). Die Vorschrift das Potential zu errechnen lautet:
) 1
V(R) = lim o (AcAc) (357)
Mit ihr erhalten wir das Ergebnis
1 1
VIR = 12 ~ IR (358)

Die Konstante (47%a)~! ist eine unbeobachtbare Grofe. Fiir a — 0 strebt sie
nach oo. Der zweite Term beschreibt das anziehende Coulomb-Potential der
beiden Teilchen mit entgegengesetzter Ladung.

Eine dquivalente Vorschrift, das Potential zweier statischer Ladungen zu
berechnen, erhélt man, wenn von der U(1)-Variablen

Uc = exp{—ieAc} = exp{—ie [, dz* Ay(x)} (359)

ausgegangen wird. Denn ihr Erwartungswert hingt mit dem eben berechne-
ten eng zusammen:

(Uc) = exp{—1e’(AcAc)} (360)

Nach einer Regularisierung und mit dem oben gewihlten Weg C' erhielten
wir die asymptotische Darstellung

(Up) = exp{—e*V(R)T} T — ¢ (361)
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6.5.3 Fliachengesetz oder Umfangsgesetz?

Das asymptotische Verhalten des Erwartungswertes (Uc) kann man in einer
Weise diskutieren, bei der Raum und Zeit symmetrisch behandelt werden.
Unterwerfen wir die Schleife C' einer Dilatation, die alle Koordinaten mit
dem gleichen Faktor multipliziert, so wiirde ein gegebenes Rechteck mit den
den Seiten R und 7T so anwachsen, dafi R und T zugleich gegen oo streben
unter Festhaltung von R/T. Aus den Formeln (356) und (360) — giiltig fiir
die QED - folgt dann die asymptotische Darstellung

(Ue) = exp{—0|C]}  |C|=2R+2T, RT — oo (362)

mit o = e?/(87%a). Da |C| der Umfang des Rechteckes ist, sprechen wir hier
von einem Umfangsgesetz. Dies Gesetz ist offenbar charakteristisch fiir eine
Situation, bei der V(R) fiir groes R konstant wird, und —o erweist sich als
die Selbstenergie der Ladungen e und —e:

62

lim le(—e)V(R) =

R—o0 2 8m2a

Nun sei Ag(z) das Eichfeld fiir eine nichtabelsche Eichgruppe und Ue das
P-Exponential des Schleifenintegrals wie im Abschnitt 5.3 definiert. A priori
wissen wir nichts {iber das asymptotische Verhalten des Erwartungswertes
(Uc). Eine Regularisierung ist aber auch hier sicher notwendig, damit der
Ausdruck iiberhaupt einen Sinn bekommt. Die Regularisierung fiihrt eine
Langenskala a ein, auf die R und T bezogen sind: (U¢) ist eine Funktion der
dimensionslosen Gréfien R/a und T'/a.

Aufeinem Gitter iibernimmt die Gitterkonstante a die Rolle dieser Lingens-
kala und eine weitere Regularisierung ist hier iiberfliissig. Es sei a = 1. Die
unitdre Matrix Ug ist ein pfadgeordnetes Produkt, ndmlich ein Produkt iiber
die Gitterkanten ¢y, ..., c,, die der Pfad C' mit der Lange n = 2R + 2T der
Reihe nach durchlduft (beginnend mit ¢;):

U c:x—>2x+¢

Ug;cl c:x+e, —>x (363)

Uc=0,, - - -U,U, U. = {

Selbst wenn der Weg C' geschlossen ist, also wenn C' = 0G gilt, besitzt er
einen Anfangspunkt x, von dem Ug abhingt. Das macht, dafl Us (im nich-
tabelschen Fall) immer noch eichabhéngig ist. Erst Spur Usg ist unabhéngig
von dem gewihlten Anfangspunkt und eichinvariant. Gleiches gilt fiir (Upg);
denn in der Wilson-Formulierung ist die Wirkung und somit auch der Gibbs-
Zustand eichinvariant.
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Zwei unterschiedliche asymptotische Verhaltensweisen stehen zur Diskus-
sion:

exp{—0o|0G|} Umfangsgesetz (kein 'confinement’)

(Usa) = { exp{—k|G|}  Flichengesetz (‘confinement’) (364)

Aber auch andere Moglichkeiten, die zwischen diesen beiden Optionen liegen,
sind theoretisch denkbar. Streng genommen 148t sich dieses Verhalten nur auf
einem unendlich groflen Gitter formulieren und auch dort nur iiberpriifen.
Die Konstanten, o oder x sind notwendig nichtnegativ (warum?). Wir haben
schon gesehen, dafl Fermionen in der statischen Naherung als freie Teilchen
auftreten, wenn das Umfangsgesetz gilt. Was folgt, wenn das Flichengesetz
in Kraft ist? Fiir ein Rechteck mit den Seiten R und 7" haben wir dann
einerseits

(Us) = exp{=V(R)T} T — o0 (365)
andererseits aber
(Usg) = exp{—kRT} R, T — oo (366)
Also
V(R) = kR R — ¢ (367)

Ergebnis: Unter den Fermionen ziehen sich Teilchen und Antiteilchen im
Abstand R (geniigend gro8) mit konstanter Kraft k an, und wir beobachten
den Effekt des ’‘confinement’. Einiges spricht dafiir, dafl diese Situation in
der QCD auftritt, wodurch erklart wird, dafl wir die Quarks nicht als freie
Teilchen in den gegenwiirtigen Experimenten sehen.
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7 Fermionen

7.1 Das Dirac-Feld mit acht Komponenten

Wir beginnen mit einem Riickblick auf die Dirac-Theorie im Minkowski-
Raum M, und setzen in allen Formeln i = 1. Genauso wie es manchmal
bequem sein kann, neben einem komplexen Skalarfeld ¢ auch das konjugierte
Feld ¢ einzufiihren und beide Felder als gleichberechtigt zu betrachten, so
wird man — wenn es angebracht erscheint — neben dem Dirac-Feld v auch
seinen ladungskongugierten Partner ¢ einfiihren, um aus beiden Feldern
einen achtkomponentigen Bispinor zu formen:

U= ( Z ) (368)

Durch die Verdopplung der Komponenten erreichen wir, daf§ die Ladungs-
konjugation durch eine [ineare Transformation beschrieben werden kann: sie
vertauscht ¢ mit ¢,

In der Dirac-Theorie fiihrt man die Ladungskonjugation durch die folgen-
de Vorschrift ein:

Ye(z) = C(x)" (369)
wobei die 4 x 4-Matrix C' durch die Eigenschaften

(yC)T=C  T=C"=C"'=-C (370)

definiert ist. Insbesondere sehen wir, dafl C unitér ist. Fiir die von uns be-
nutzte Darstellung der Dirac-Matrizen (sieche QFT I Abschnitt 1.3.1) gilt

2.0 _ —7:0'2 0 . _ 0 1
C’—z*y*y—< 0 i02> wg—<_1 0) (371)

Mit der iiblichen Zerlegung in zweikomponentige Spinoren

_ (¢ c_ [ &°
b= < X ) Ve ( X )
lautet die Vorschrift so:
{(x) = —iox’(7) (372)
X (z) = i09&*(x) (373)

Rechtshéndige Spinoren werden in linkshéndige verwandelt und umgekehrt.
Fiir die schwache Wechselwirkung (Salam-Weinberg-Theorie) kann deshalb
die Ladungskonjugation keine Symmetrie sein.
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Fiir ein freies Dirac-Feld der Masse m gilt (siehe QFT I Abschnitt 6.3.2):

(Qalb(m)lb(y)ﬂ) = S—I—(l‘_yam)
(2 9(@)e(y)'Q) = 0

Auf dem Fockraum existiert ein unitirer Operator U, der die Symmetrieope-
ration an dem Feld ausfiihrt, oder, wie man auch sagt, der die Symmetrie
implementiert:

Up(z)U™" = y(z) UQ=Q

Die Existenz von U fiihrt den Relationen

Qv ) Q) = (v (@)Y() Q) (374)

(2,9 (2)y(y)" Q) = 0 (375)

Beachten wir 1°(y)T = —1(y)C, so kénnen wir zusammenfassend schreiben:
@v0re )= _g o, e R ) =it

Hier betrachten wir Ws(x,y) als eine 8 x 8-Matrix auf mit den Elementen
Wa(z,y)a = (2, Wa(2)¥s(y))  (a,b=1,...,8)
Allgemein lassen sich die n-Punktfunktionen
Wz, Tn)ayoea, = (2, Wo, (1) - Uy (2,)Q) (376)

als Tensoren auffassen. Wegen des Fermi-Charakters des Feldes verschwinden
alle W, fiir ungerades n. Handelt es sich speziell um ein freies Feld, so gilt
die Rekursionsformel

Wn(:cl, e ,xn)al...an =

—_

(—1)i+1Wn_2(1‘1, Ce ,L%Z', e axn—l)a1~~~d,’~~~an,1WQ(xia xn)aian (377)

=1

die man in gleicher Weise ableitet, wie die entsprechende Formel fiir ein Bose-
Feld. Charakteristisch fiir das Fermi-Feld ist, dafl die einzelnen Beitrége ein
alternierendes Vorzeichen bekommen. Dieses Vorzeichen entsteht durch die
Verwendung von Antivertauschungsrelationen.
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7.2 Das euklidische Dirac-Feld

Um das Wesen des Uberganges zum euklidischen Kontinuum zu begreifen,
bleiben wir bei den Formeln fiir das freie Dirac-Feld. Es gilt

Si(x,m) = (75,0, + m)A,(z,m) (x € My) (378)

wobei wir mit 4, die gewdhnlichen Dirac-Matrizen fiir den Minkowski-Raum
bezeichnet haben. Bei einer Ersetzung iz° — 2 ist es zweckmiBig, zu eukli-
dischen y-Matrizen iiberzugehen:

V=i (k=1,2,3) 9t =14, (379)

Wir machen wieder Gebrauch von der Abkiirzung § = +*9, fiir die Ablei-
tungen nach Koordinaten x € E,. Dadurch erhélt die euklidische Zweipunkt-
funktion die Gestalt

Sl y) = ( 9w ) Sw—y.m)  (350)

(x,y € FEy, die Funktion S(z, m) wurde im Abschnitt 3.2 vorgestellt), und
die neuen y-Matrizen erfiillen die Relation

f}/kr)/e+f)/éf)/k :(Ske I{;,EZ 1,...,4 (381)

Diese Relation sagt, dafl es sich hierbei um die Erzeuger einer Clifford-
Algebra (iiber dem reell-linearen Raum F}) handelt. Fiir die von uns benutzte
Darstellung der Dirac-Matrizen gilt v%* = ~*.

Aus S(x —y,m) = S(y — x,m) und (( — m)C)T = (§ + m)C (eine
Konsequenz der Relationen C7 = —C und (y*C)" = 4#C) erhalten wir die
Antisymmetrie der euklidischen Zweipunktfunktion:

So(x,y) = =Sa(y, z)" (382)

Diese Eigenschaft ist entscheidend fiir die Konstruktion des euklidischen
Dirac-Feldes ¥(x), weil sie dazu fiihrt, daf

Ua(2)Ws(y) = =W (y) Va(z) (383)

gilt. Grund: die Rekursionsformel

Sn(xla cee axn)al---an =
n—1
(_1)2—1—15”_2(1,1’ Ce ,L%Z', e axn—l)a1~~~di~~~an,1SQ(xia xn)aian (384)
i=1
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zusammen mit der Antisymmetrie der Zweipunktfunktion fiithrt zur Antisym-
metrie der n-Punktfunktion:

Sn(T1, .. Tp)aya, = SENT Sp(Tr(1y; - - - ,xﬂ(n))aﬂ(l)...aw(n) (385)

(m = beliebige Permutation von 1,2,...,n). Die an Beispielen gewonnene
Erkenntnis dient uns zur allgemeinen Grundlage:

FEuklidische Fermi-Felder besitzen antisymmetrische, Bose-Felder
symmetrische Schwinger-Funktionen.

Wir méchten Bose- und Fermi-Felder in gleicher Weise mit den Methoden
der kommutativen Algebra behandeln. Das ist nur dann moglich, wenn durch
Integration mit geeigneten Quellfunktionen n®(z) die Fermi-Felder ¥, (z) zu
kommutierenden Groflen gemacht werden. Dies verlangt, dal sowohl die n®(x)
als auch die ¥,(z) erzeugende Elemente einer gemeinsamen Grassmann-

Algebra A sind:

n*(@)n’(y) + 0" (y)n(x) = 0 (386)

1 (2)Ws(y) + Ty (y)n(z) = 0 (387)

Vo (2)Wy(y) + Wy (y)Wa(z) = 0 (388)

(a,b = 1,...,8). In einem gewissen, noch zu erliuternden Sinne sind die

Feldvariablen dual zu den Quellfunktionen, und wir kénnten diese Tatsache
durch die Schreibweise 1} (x) = ¥,(z) unterstreichen.
Wir definieren

() = / 2 U, () (2) = — / 0 1 (2) 0 (2)

und erhalten so eine (nahezu) klassische Grofle; denn sie kommutiert mit al-
len Elementen der Grassmann-Algebra. Erwartungswerte kénnen dhnlich wie
im Fall der Bose-Felder definiert werden. Die Kenntnis des n-ten Momentes
(¥(n)") gibt uns vollstindigen Aufschluf} iiber die n-Punktfunktion des Fel-
des, und, falls es sich um ein freies Feld handelt, konnen die Momente genau
wie im Bose-Fall aus einem Gauflischen Funktional hergeleitet werden:

B} = ew(-S{n) =143 0w (389
Sy = 1 / o' / &'y Sa(a, Yoo " (@) (1) (390)
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Im Falle des freien Skalarfeldes war Sy(z,y) der Integralkern eines inversen
Differentialoperators. Ist das hier auch so? Wir setzen

;o ( o 0 C@+m) ) (301)

@+ m) 0
und finden
-1 _ 0 (a — m)C . 2\ —1
Fs —<(a_m)0 0 (—A+m?) (392)
Fiir den Integralkern von F, ' erhalten wir somit

]:(J_l(L?J) = < (@ _Om)c (@ —Om)C ) S(x —y,m) = Sa(v,y)

Wir konnen daher schreiben:
Stk =300 F"n) = § [ o) (o) (393)

Die Operatoren F, und F, ! sind antisymmetrisch in dem folgenden Sinne:
wiren u und v gewohnliche Funktionen mit Werten in C®, so wiiren (u, Fov)
und (u, Fy 'v) antisymmetrische Bilinearformen in u,v. Spiter, nimlich im
Abschnitt 6.5.4, wird gezeigt, dafl die Fourier-Laplace-Transformation fiir ein
Gauf3-Funktional des neuen Typs durchgefiihrt werden kann und dafl wir eine
Darstellung der folgenden Art besitzen®*:

_ | DY exp(¥(y) - W{T})

E{U} = eXP{_%(U:}—JIU)} - fD\If exp(—W{\If}) (394)

mit der euklidischen Wirkung W eines freien Dirac-Feldes:
WU} = W{pd} = LW, Fol) = %/d‘lx W, (2)[Fo U] (x)
= 3 /d41? {(2)"C(@ +m)yc(x) +¢(x) " C(P +m)(z)}
= [ ota) @+ myvia) (395)

Dabei haben wir den euklidischen Bispinor ¥ wieder in gewthnliche Spinoren
zerlegt:

v- (1) v =cier (396)

34Wir machen nun keinen Unterschied mehr zwischen dem Feld ¥ und den “Pfaden”
des Feldes, iiber die integriert wird.
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An dieser Stelle wird nun deutlich, dal die euklidische Version der Dirac-
Theorie sich von der Formulierung im Minkowski-Raum schon dadurch un-
terscheidet, daB auf dem Raum F, die Spinoren ¢ und v (iquivalent
und ) als unabhdngige dynamische Variable eingefiihrt werden. Neben der
sehr kompakten Formulierung (394) kann man selbstverstindlich auch zu
einer Beschreibung zuriickkehren, die das gewohnte Bild der Wirkung, aus-
gedriickt in 1 und 1) enthilt. So wiirden wir fiir das erzeugende Funktional
der n-Punktfunktionen auch schreiben kénnen:

E{n}) = B{¢.§} = 27 / DD exp{—W {1, &} + C() + 5(0)}
7 - /Iwamm{4Wh%wH

W) +3(0) = / d' {E(x)i() + D) ()

Hierbei sind ¢ und ¢ unabhingige antikommutierende Dirac-Spinoren. Die

Formeln . < g % ) ( CCC ) (“(x) = CC(z)" (397)

stellen den Zusammenhang zwischen den beiden Beschreibungen her.

Eine naheliegende Erweiterung besteht darin, daf§ wir, den Vorschriften
der Eichtheorien folgend, eine Ankopplung an ein Vektorpotential Ay (x) vor-
nehmen. Zum Beispiel geht die euklidische QED von der folgenden Wirkung
aus:

W{v, A} = /d4x{§FMFM+zE(@+m+z‘qa)w} (398)
— / d't {F¥ Fy + (0, Fa0) (399)

mit dem antisymmetrischen Operator

_ 0 C(@+m —iq4)
'ﬂ_(0@+m+mm 0 ) (400)

In jedem Fall erhalten wir eine Wirkung, die bilinear in den Dirac-Feldern
ist. Das korrespondierende Gauflische Funktionalintegral ist stets ausfiihrbar
und fithrt auf das erzeugende Funktional

exp{—L(n, Fy'n)} = exp / P l(z)(@ +m+igd)'C(x)  (401)
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1 0 —(@+m+iqd)"'C
7= gameioprio 0 )

Die nachfolgende Integration iiber das Potential A ist dann nicht mehr ele-
mentar ausfiithrbar.

In den folgenden Abschnitten befassen wir uns niher mit der Mathema-
tik, die der Einfiihrung von n und ¥ als Gréflen einer Grassmann-Algebra
zugrunde liegen. Insbesondere méchten wir die Integralformeln rechtfertigen,
von denen wir bereits Gebrauch gemacht haben.

7.3 Grassmann-Algebren

Wir wollen die klassische Konstruktion von Grassmann-Algebren vorstellen
und gehen von einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum E aus. Eine
Abbildung
S:Ex---xE —C
——

p

heifit p-linear, wenn S(uy,...,u,) in jedem Argument uj € E linear ist. Sie

heifit antisymmetrisch, wenn fiir jede Permutation 7 von {1,...,p} gilt:
S(Un(1ys - Un(py) = SENTS (Us, ..., Up) (403)

Mit AP(E) bezeichnen wir den Raum der p-linearen antisymmetrischen Funk-
tionen iiber E. Da man Elemente von AP(E) addieren und mit komplexen
Zahlen multiplizieren kann, besitzt A?(FE) die Struktur eines Vektorraumes.
Man setzt A°(F) = C und zeigt:

dim A*(E) = <Z> 0<p<n (404)

AP(E) = 0 p>n (405)

Ein Produktabbildung AP(F) x AY(E) — APTI(E) ist dadurch erkldrt, daf
wir jedem Vektor T € AP und jedem Vektor T' € A7 einen Vektor ST € AP*Y
zuordnen vermoge der Vorschrift

1
ST(ul, ey up+q) = p'—q' Z sgnm S(uﬂ(l), Cey uﬂ(p))T(uﬂ(m_l), e ,uﬂ(p_|_q))

(406)
(die Summe erstreckt sich iiber alle Permutationen von {1,...,p+¢}). Man
bezeichnet ST als das Grassmann-Produkt von S und T'. Das Assoziativgesetz
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R(ST) = (RS)T ist sicher erfiillt; anstelle des Kommutativgesetzes haben
wir jedoch nur die Regel

ST = (—1)"TS  falls S € A7, T € A“ (407)

Dies folgt, weil fiir die Permutation «, die (1,...,p,p+1,...,p+¢) in (p+
l,...,p+q,1,...,p) tiberfiihrt, sgnm = (—1)"? gilt.

Indem wir das Grassmann-Produkt erklart haben, wird die direkte Sum-
me

A(E) =P 4"(E)

von Vektorrdumen zu einer Algebra. Man nennt A(F) die Grassmann-Algebra
iber dem Vektorraum E.. Ein Element der Algebra ist demnach eine Summe
So+ Si+ -+ S, mit S € AP(E). Aus D ") = 2" folgt

dim A(E) = 24mE (408)

Man kann A immer in einen geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen:

A = A, +A
A, = A'gAg ... (gerader Anteil)
A. = AlgAg- .. (ungerader Anteil)

Aus (407) folgt dann die Regel

(409)

ST — TS Se€ A, oderTe A,
-TS SeA_undT e A_

Insbesondere gilt:
Der gerade Anteil A, ist eine kommutative Unteralgebra von A.

Dadurch ist es moglich, viele Funktionen auf A, zu erkliren (Polynome, die
Exponentialfunktion etc.), und zwar in eindeutiger Weise. Da man solche
Funktionen addieren und miteinander multiplizieren kann, spricht man von
einem Funktionenkalkil auf A, . Sogar die iiblichen Funktionalgleichungen
lassen sich iibertragen; z.B. gilt

efel =5t S Te Al (410)

In vieler Hinsicht verhalten sich die Elemente von A, wie gewohnliche Zahlen,
nur die Existenz eines inversen Elementes ist i.allg. nicht gewé&hrleistet.
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Beispiel: Es sei S € A%, Dann existieren alle Potenzen
m _ e 2m
S"=85---5§ €A

mit positiven Exponenten m, und es gilt iiberdies S™ = 0 fiir 2m > n. Jedoch
S~™ ist ein sinnloser Ausdruck: keine der Potenzen S™ ist invertierbar. Man
vereinbart S =1 € A% Fiir die Exponentialfunktion

—1)m
e—S:Z( )Sm€A+

m!
m>0

(eine endliche Reihe!) findet man hingegen ein inverses Element, néimlich e®.
Denn es gilt e %e® = 1.

Nun sei (€;);—1,.., eine Basis in dem Vektorraum E. Ein Vektor u € E
besitzt dann die Darstellung > u‘e; mit u* € C. Wir definieren spezielle
Elemente n* € A%

n'(u) = u' i=1,...,n u € E beliebig (411)

d.h. 7' ordnet jedem Vektor u € E seine i-te Komponente zu. Die folgenden
Eigenschaften sind elementar und driicken unter anderem aus, daf§ die o’ die
gesamte Grassmann-Algebra erzeugen:

1. Es gelten die Kommutatorrelationen
n'nt +nfnt =0 wk=1,...,n (412)
2. Jeder Vektor S € AP besitzt eine Darstellung der Art
1 . .
=L S wt (113)
i i
mit komplezen Koeffizienten s, .., .

Das Schema der Koeffizienten von S ist stets antisymmetrisch unter Permu-

tationen der Indizes.
Beispiel: Nach Wahl einer Basis in E liegt jedes Element S € A%(F) in
der Form

S = %ZSzknlnk Sik = —Sk; € C (414)
ik

vor. Umgekehrt ist jeder komplexen antisymmetrischen n x n-Matrix ein
Element S € A%(FE) zugeordnet. Dariiberhinaus existiert

et =" (=)™ g (415)

m!
m>0
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wobei durch

1 m 1 i " i
%S = % (%Zsikn Uk) 2m ' Z Siyiom 1] "'77 2 (416)

ik 11°+12m
ein antisymmetrisches Koeffizientensystem s;,..;, ~gegeben ist, fiir das man
mit einiger Miihe die Rekursionsformel
2m—1
Siyomigy = Z (=P8, i gy Siyiom (417)
p=1

nachweist. Formeln dieser Art sind uns bereits bei der Diskussion des eu-
klidischen Dirac-Feldes begegnet. Wir erkennen jetzt, dal der Formalismus
der Grassmann-Algebra geeignet ist, schwierige kombinatorische Sachverhal-
te auf elegante Weise zu beschreiben.

Legen wir dem Dirac-Feld das Kontinuum F; zugrunde (also kein Gitter),
so sind wir gezwungen, die Algebra A(FE) iiber einem oco-dimensionalen Vek-
torraum F zu konstruieren, ndmlich iiber einem Raum von Testfunktionen

fZE4—>(C8

(zur Erinnerung: das Feld hat acht unabhéngige Komponenten). Eine zuléssi-
ge Wahl wiire der Schwartz-Raum E = S(FE,, C*). Wir fassen die Funktions-
werte f%(z) (a = 1,...,8, © € E,) als die Koordinaten des Vektors f auf
und definieren die Erzeuger n®(z) der Grassmann-Algebra A(E) durch

' (@)(f) = f*(x) (418)

Das Paar (a,z) ist hier an die Stelle des Index i getreten. Es gelten die
Relationen

1" (@)1 (y) + 1°(y)n" (x) = 0 (419)
Im Abschnitt 6.2 haben wir dem freien Dirac-Feld die Zweipunktfunktion
So(x,y)ap zugeordnet und mit ihrer Hilfe ein Element der Algebra A, (F)

konstruiert:
=3 / d'v / d'y Sa(@,y)as 0" (2)n" (y) (420)

Genauer: S liegt in A?(E). Der entscheidende Schritt bestand darin, ein
weiteres Element der Algebra A, (E) zu definieren:




Die n-Punktfunktionen des freien Dirac-Feldes erweisen sich somit als die
Entwicklungskoeffizienten von e € A, (E) nach den Erzeugern n°(z).

7.4 Formale Ableitungen

In der Analysis benutzt man den Begriff der Ableitung im Sinne einer Dif-
ferentiation nach reellen Variablen, und in der Funktionentheorie fithrt man
Ableitungen nach komplexen Gréflen ein. Damit sind die Moglichkeiten, den
Begriff auf andere Bereiche auszudehnen, bei weitem nicht erschopft. In der
klassischen Mechanik begegnen wir der Poisson-Klammer {F, H} mit den
charakteristischen Eigenschaften

e {(FG,H}={F H}G+ F{G, H}
e {F,H}=0 (falls F =konst.

In der Quantenmechanik {ibernimmt diese Rolle der Kommutator [F, H] mit
vergleichbaren Eigenschaften. Die bisher genannten Beispiele illustrieren den
Begriff der Derivation einer Algebra.

Auch in einer Grassmann-Algebra kann man Ableitungen bilden. Wir
gehen dabei wieder von einem Vektorraum E aus und erkldren fiir beliebiges
u € F eine lineare Abbildung

d, : AP(E) — AP™Y(E)
durch die Vorschrift
(duS)(ug, ..., up) = S(u,ug, ..., up) (421)

fiir alle S € AP. Wir vereinbaren: d,S = 0 falls S € A°. Der Operator d,, wird
so zu einer linearen Abbildung A — A. Nach Wahl einer Basis in E besitzen
wir Darstellungen der Art

S(Ul, Ce ,Up) = Z Sil.“l’puill s ’U,;)p (422)
() (uz, - up) = Y S 5oy (423)

ine-ip

mit

Shyiy = > Siriptl" (424)
11
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Eine dritte Weise, die Wirkung des Operators d, zu beschreiben, erhélt man
durch Einfiihrung der Erzeuger n":

1 i i
S = o Z Siv.iph e (425)
i1y

1 o :
d,S = —— Siy.ipu'n® ' 426
(p— 1! 2 (426)

i1eip

In der Feldtheorie sind wir dem Operator d, schon einmal bei der Diskussion
des Fock-Raumes der Fermionen begegnet: dort war E der Einteilchenraum,
A(E) die Algebra der Erzeugungsoperatoren (wir schrieben a! anstelle von
n') und d, iibernahm die Rolle eines Vernichtungsoperators (wir schrieben a;
anstelle von d, ).

Gilt die Produktregel fiir Ableitungen? Wir finden eine leicht modifizierte
Regel, ndmlich

dy(ST) = (duS)T + (—1)PS(d,T) Se AP, T e A (427)

Wegen des p-abhingigen Vorzeichens heifit d,, eine Antiderivation der Algebra
A; d, héngt in linearer Weise von u ab, so daf§ wir — nach Wahl einer Basis

— schreiben konnen: 3
du = Z v on'

1

Diese Bezeichnung liegt in der Tat sehr nahe, weil man den Inhalt von (426)
nun so wiedergeben kann:

0 , ‘ ) .
o Z Sivipl T =D Z Siigiph” 17 (428)

i1-+ip in- iy

Man macht sich leicht klar, daf§ die formale Ableitung durch die folgenden
Regeln bereits vollstédndig charakterisiert ist.

Regel 1 6%1-(045 +pT) = O‘a?;is + 56%1-T (a, B € C)

Regel 2 -21=0

Regel 3 6%1-(77’“5) =6FS —nf (9?;“9
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Hierin sind S und T beliebige Elemente der Algebra. Im Gegensatz zur klas-
sischen Analysis gilt in einer Grassmann-Algebra:
0? 0?
onionk - ~ onkoni

2
insbesondere (3?71> =0 (429)

Nun sei speziell S ein gerades Element der Algebra, d.h. S € A,. In
diesem Fall ergeben unsere Regeln:

m

a m __ a _ k—1 a m—k __ m—1 a
oS = 5y (88 S)=>_5 <ani5>5 =mS™ 558

m k=1

Denn S € Ay und 3 S € A_ kommutieren. Was wir hier fiir Potenzen gefun-

den haben, laf3t s1ch auf Potenzreihen f(S) = > 4, S™ (am, € C) ausdehnen,
d.h. fiir alle S € A, gilt

P (430)

Rechts steht das Produkt zweier Elemente der Algebra, wobei das erste in A,
das zweite in A_ liegt. Dennoch ist die Reihenfolge der Faktoren gleichgiiltig.
Eine einfache Anwendung betrifft die Exponentialfunktion:
0 _g _g O

87yie = —e 87718 (SeAy) (431)

S=inFin = [ [y Sy @) (132

fiir ein Potential Ay (z) erhielten wir

S 82

€ We_ = Sa(x,y; A)ap (433)

7.5 Formale Integration
7.5.1 Integrale iiber A(E)

Wir méchten einen geeigneten Integralbegriff in die Grassmann-Algebra einfiihren,
der ebenso wie die Ableitung rein algebraisch aufzufassen ist. Wir gehen da-
bei nicht von der Vorstellung aus, die dem unbestimmten Integral zugrunde
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liegt, ndmlich, dafl das Integral eine Art Umkehrung der Differentiation sein
sollte. Vielmehr suchen wir, das Grassmann-Integral [ dn S in Analogie zum
gewohnlichen Volumenintegral zu definieren.

Es sei also dim E = n < oo und S € A(F) vorausgesetzt. Wir fordern:

1. Das Integral [dnS ist eine komplexe Zahl.
2. Die Abbildung A(E) — C, S — [dnS ist linear.

. 8 o _ o
3. Es gilt fdnaniS_Ofurz_l,...,n.
4. Normierung: [dnn'n®---n" = 1.

Das Integral ist also ein lineares Funktional auf der Algebra mit besonderen
Eigenschaften. Wir zeigen die Existenz eines solchen Funktionals dadurch,
dafl wir jedes Element S € A(F) in kanonischer Weise zerlegen:

S=S+S1+--+5, SPEAP(E) (434)

Speziell haben wir immer eine Darstellung der Art

S, = In'n* .. I eC (435)
0 0 0
] = o 4
on™ on? 87715 (436)

Denn dim A" = |Z) = 1. Sodann definieren wir

/ dnS =1 (437)

Die Bedingungen 1.-4. werden nur durch diesen Ansatz erfiillt. Wir verzichten
auf den Beweis und wenden uns rasch den Eigenschaften des Integrals zu:

1. Formel (partielle Integration):

0 0
d S| T = —1P+1/d S—T SeA, TecA 438
[an (5s) 7= 100 [ ans - (438)
Dies folgt aus [ dn a?;i (ST) = 0 und der Produktregel fiir Ableitungen.

Die nédchste Regel betrifft das Transformationsverhalten des Integrals un-
ter einer linearen Abbildung a : E — E. Durch

S (uy, ..., up) = S(auy, ..., auy)
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ist eine Wirkung von a auf AP erklirt, die man zu einer linearen Abbildung
A — A, S+ 5% ausdehnen kann. In bezug auf eine Basis schreiben wir

(aw)' = aguk  (an)' = aint (439)
k k
und erhalten

g0 — %Z o0 (an) - - (am) (440)

Es erweist sich als bequem, die Schreibweise S = S{n} zu benutzen. Dann
gilt S* = S{an}. Ein besonderer Fall tritt fiir p = n = dim E ein. Ist ndmlich
S € A", so gilt S{an} = det a S{n}, wenn wir (435) beachten. Daraus folgt
die

2. Formel: Fiir alle S € A gilt

/dnS{an} :deta/dnS{n} (441)

Beachte: in der gewohnlichen Analysis gilt

/d”x flaz) = (deta)™! /d”x f(x)
wobei wir iiberdies noch die Bedingung bendétigen, dafl a nichtsingular ist.

7.5.2 Integrale iiber A(E® F)

Nun habe der Vektorraum die Struktur einer direkten Summe E @ F (dieser
Fall wird im Zusammenhang mit dem Dirac-Feld wichtig werden). Vektoren
in diesem Raum sind Paare (u,v) mit v € F und v € F. Es sei (e;) eine Basis

in E und (f) eine Basis in F'. Wir definieren die Erzeuger der Grassmann-
Algebra A(E & F):

n'(u,v) = o (u= Zuiei) (442)
Flu,v) = o (v= Z v* ) (443)
Alle Antikommutatoren der Erzeuger verschwinden identisch. Wir verstehen
A(F) und A(F) als zwei Unteralgebren von A(E®F), erzeugt von den 1’ bzw.
¢*. Ein allgemeines Element der Algebra A(E @ F) besitzt eine Entwicklung

nach allen Erzeugern, o' und ¢*. Fiir ein solches Element schreiben wir daher
S{n, ¢} und definieren Teilintegrale

0 0 0
/dns{n,c} =5 oron
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und

0 J 0

/dCS{U,C}:ac—m"'a—@a—ClS{naC} m = dim F (445)

Im ersten Fall ergibt das Teilintegral ein Element in A(F'), im zweiten Fall ein
Element in A(E). Das vollsténdige Integral [ dn [ d( S{n,(} entsteht durch

Hintereinanderschalten der beiden Prozesse. Hierbei ist es jedoch wichtig, auf
die Integrationsreihenfolge zu achten; denn es gilt die Regel

[n [acsincy= v [ac [ ansinc) (446)

Fiir Teilintegrale gilt beziiglich einer linearen Transformation a:

3. Formel:
/dnS{an,(}:deta/dnS{n,C} (447)

Ein Sonderfall tritt ein, wenn die Rdume E und F' die gleiche Dimension
n haben und ein Element der Algebra die Form S{n+ ¢} hat, d.h. es besitzt
dann eine Entwicklung nach den Erzeugern & = n' + ("

4. Formel: (Translationsinvarianz)

/ dnS{n+ () = / dn 5{n} (448)

Beweis. Der hochste Term der Entwicklung von S{n} nach den Erzeugern hat
die Form In'n?---n" mit I = [ dnS{n}. Der hochste Term der Entwicklung
von S{n+ ¢} nach den n" ist in I(n' + ") -+ (n™ + (™) enthalten und stimmt
mit dem vorigen Ausdruck iiberein.

7.5.3 Integrale vom Exponentialtyp

Wir nehmen an, daf§ die Rdume F und F' die gleiche Dimension n haben.

Satz Fiir jede kompleze n x n-Matriz a = (a;,) gilt

/dn/dC epoaikCink = (—1)(3) deta (449)

Beweis. Wir setzen S{n,(} = exp >, ('n’ und haben
[ n [ dcstan.cy = aeta [ an [ acsin.c)
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Die kanonische Zerlegung S = Sy + - -+ + S, fiihrt auf

Sn = %(ZC’H’)R
= (Clnl)z(@n?) e (M)
— ()Gt
Damit folgt [ dn [ d¢ S{n, ¢} = (—1)().

Definition Fs sei n = 2m gerade und A = (Ay;) eine antisym-
metrische n x n-Matriz. Dann heifst die durch

1 7 " n
— (é > Aun n’“) =PfAp'n*- (450)
' ik

bestimmte komplere Zahl Pt A die Pfaflian von A.

Als Funktion der Matrixelemente ist Pf A homogen vom Grade m. Fiir nied-
rige Dimensionen (n = 2,4,...) finden wir:

PfA — A12
PtA = Aj9Az — Aj3Ags + A4 Ags

1
=2

m
m
Als direkte Folge der Definition der Pfaffian erhalten wir die Formel

/dn exp (% ZAiknink> =PfA (451)
ik

Anmerkung: Das Integral verschwindet, wenn n ungerade ist. Der néchste
Satz zeigt einen Zusammenhang zwischen den Begriffen Determinante und

Pfaffian.

Satz. Sei a eine kompleze m x m-Matriz und o’ die transponierte

Matriz. Dann st
0 a
A= < T 0 > (452)

antisymmetrisch und es gilt

m
2

PfA = (—1)(3) det a (453)
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Beweis. Man kann schreiben:

Y anCnt = §€TAE €= (C)

ik

Damit wird
/ dé exp SETAE = / dn / d¢ exp (Tan

und die Behauptung folgt unmittelbar.
Anmerkung: Es existiert ein weiterer leicht beweisbarer Zusammenhang,

nédmlich )
deta — (Pfa)® m gerade (454)
0 m ungerade

fiir jede antisymmetrische m x m-Matrix a.

7.5.4 Fourier-Laplace-Transformation

Die klassische Fourier-Transformation verwandelt Funktionen f(z), definiert
fiir Vektoren = € F (E ein n-dimensionaler reeller Vektorraum), in Funktio-
nen f(p), definiert fiir p € E* (E* der Dualraum zu E). Ahnliches leistet die
beidseitige Laplace-Transformation. Ist der Vektorraum komplex, so besteht
kein wesentlicher Unterschied mehr zwischen der Fourier- und der Laplace-
Transformation.

Auf einer Grassmann-Algebra fiihrt die FL-Transformation in &hnlicher
Weise Elemente S € A(F) iiber in Elemente S € A(E*). Sie ist eng ver-
bunden mit der in der Algebra h#ufig benutzten x-Abbildung oder Hodge-
Abbildung

*x: AP(F) — A" P(EY) (n =dim E), (455)

der wir uns zunéchst zuwenden. Es sei also (e;) eine Basis in E und (¢) die
induzierte duale Basis in E*, so daB (el,e;) = d. gilt. Jedes u € E besitzt
die Darstellung 3" u'e;, jedes v € E* die Darstellung Y v;el. Wir definieren

die Erzeuger von A(E): n'(u) = u’
die Erzeuger von A(E*): ni(v) = v;

Ein Element S € AP(E) besitzt die Gestalt

1 i i
S= 1 D s (456)

i1+ip
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Die Hodge-Abbildung (455) wird erkldrt durch die Vorschrift
1

R = Ok S U
Ip41-ln
. , 1 iy
Si:u+1"'2" = Ezsi1~~ip6“mzn (458)

i1-ip
(e ist das Levi-Civita-Symbol). Sie hat die Eigenschaft
*x S =(-1)P"Ps  Sec AP(E) (459)

Das entstehende Vorzeichen ist p-abhiingig. Dehnt man also * zu einer linea-
ren Abbildung auf ganz A(FE) aus, so erhilt man keine Involution. Das macht
die Hodge-Abbildung fiir unsere Zwecke ungeeignet.

Mit einer geringfiigigen Anderung liBt sich die Sache bereinigen. Wir
definieren

S= (-1 %S o=I"T" SecA(E) (460)
und finden .
s =(-pl")s (461)
Das Vorzeichen ist unabhéngig von p. Wir bezeichnen S als die FL-Transformierte
von S.

Die Vorschrift zur Konstruktion von S kann auch auf eine ganz andere
Weise gegeben werden. Wir betten hierzu A(E) und A(E*) in die gemeinsa-
me Algebra A(E @ E*) ein, benutzen die Schreibweise (n*,n) := >_.nin’ =
— >, n'nf und setzen

S(n} = / dn S{n} exp(n*,n) (462)

Daf} auf diese Weise die gleiche Abbildung beschrieben wird, folgt aus dem
speziellen Integral

/dnnln2 coop exp(y,m) = (1)

Wir wollen nun eine konkrete FL-Transformierte berechnen.

n—p+1)

77;+1 R/ (463)

Satz Es sei A = (Ay.) eine antisymmetrische nichtsinguldre n X
n-Matriz (n ist notwendig gerade). Dann besitzt

S{n} =exp3 > Aun'nt (464)
die FL-Transformierte
S{n} = PfA expy (A" nin; (465)
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Beweis. Wir schreiben (alle Summanden in A, (E & E*))
51" An + (n*,n) = 5(n+ Q) A +¢) + 50T ATy

mit ( = —A 'n*. Es gilt [dnS{n+(} = [dnS{n} =PfA

Durch die Entwicklung der Exponentialfunktion in (462) gewinnen wir
Formeln fiir die Momente der n°. Wenn wir auch noch die Matrix A durch
— A ersetzen, so lauten die ersten fiinf Formeln dieser Art:

/dn exp(—31'An) = Pf(-A)
/dnniexp(—%nTAn) =0
/dnninj exp(—3n'An) = Pf(-A)BY B=A"
/dnninjn’“exp(—%nTAn) = 0
/dnninjn’“n”exp(—%nTAn) = Pf(-A)(BYB* — B*B* + B"B¥)

Die zweimalige Anwendung der FL-Transformation multipliziert die “Gauf}-
Funktion” (464) mit dem Faktor Pf A Pf A~'. Daraus schliefen wir:

n+1

PFAPfA = (1)) = (=)™  (@2m=n) (466)

All unseren Anwendungen liegt die Blockstruktur zugrunde:

B 0 a 0 (0 —a'T
(he) (0 mT) e

(a eine m x m-Matrix). In diesem Fall kénnen wir von der Relation

m
2

PfA=(-1)%) deta

Gebrauch machen.

7.6 Funktionalintegrale der QED

Stellvertretend fiir die Eichtheorien mit Ankopplung an Materiefelder soll
nun die U(1)-Eichtheorie behandelt werden. Der Einfachheit halber ist in
allen Formeln i = 1 gesetzt. Wir gehen von einer Formulierung im Konti-
nuum aus, obwohl in diesem Fall der zugrunde liegende Vektorraum £ der
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Fermionen notwendig unendlich-dimensional ist und die Funktionalintegra-
le, Determinanten, Pfaffians etc. einer Regularisierung bediirfen, damit alle
Ausdriicke dieses Abschnittes definiert und endlich sind.

Zuerst schreiben wir die Wirkung fiir ein Dirac-Teilchen der Masse m
und der Ladung ¢ so um, daf} sie als Summe zweier quadratischer Formen
erscheint:

W{A, U} = /d‘%r (iF“Fkﬁzﬁ(%qué{)w)
= LW, Fa0) + 1(4,CA) (468)

(siehe die Formeln (6.30-32) und (5.16-19)). Der Bispinor ¥ enthélt die Kom-
ponenten von 1 und v¢°. Das erzeugende Funktional der n-Punktfunktionen
ist so definiert:

S{n,j} = ZI/DAD\IJ exp(‘l’(n)+A(j) —W{A,\IJ}) (469)

7z /DA DU exp(—W{A, \If})

Hier 148t sich das Integral iiber die fermionischen Freiheitsgrade ausfiihren,
weil die Wirkung bilinear in dem W-Feld ist (diese Beobachtung trifft auf alle
Eichtheorien zu):

S(n) = [ du(4) exp(AG) - L. 7)) (470)
du(A) = Z'DA det(§ +m + ig) exp(—%(A, CA)) (471)
7 = /DA det(d + m +ig4) exp (—%(A, CA)) (472)

Das Ergebnis kommt deshalb zustande, weil det(—C') = 1 und
Pf(—F,) = det (—C(a +m+ iqA)) = det({ + m + iq4) (473)
gilt. Auf diese Weise wurde eine wesentliche Vereinfachung erzielt. Die hierbei
erzeugte Fermion-Determinante begegnete uns schon friither (Vorlesung
QFT I, Kapitel 8). Dort haben wir auch Methoden angegeben, wie man
diese Grofle regularisieren kann. Dabei stellte sich u.a. heraus, dafl unter der

Ersetzung ¢ — —q die Determinante in sich iibergeht. Aus diesem Grunde
ist das Maf} du(A) symmetrisch, d.h. fiir alle Funktionen f gilt

/ dpi(A) f(—A) = / du(A) F(A) (474)

155



Es ist jetzt deutlich geworden, dafy die Fermion-Determinante nicht nur bei
Problemen mit dufleren Feldern auftritt, sondern daf sie eine zentrale Stel-
lung in der Theorie einnimmt.

Durch Entwicklung des erzeugenden Funktionals gelangen wir zu den Kor-
relationsfunktionen der U(1)-Eichtheorie. Die erste Grofie, auf die sich unser
Interesse richtet, ist der euklidische Propagator des Fermions:

W) 0)) = [ dn(a) (737) (o) (475)

Hieraus ergibt sich unmittelbar

wuww»=/m¢aw+m+mm4uw> (476)

Eine weitere Vereinfachung scheint nicht mehr moglich zu sein. Der Propa-
gator enthélt als wesentliche Information die renormierte Masse des Dirac-
Teilchens. Fiir ¢ — 0 geht der Ausdruck in den freien Propagator iiber. Die
Formel (476) dient als Ausgangspunkt fiir Ndherungen.

Der Propagator des Eichfeldes erhélt die Gestalt

(Ae(e) o)) = [ d(4) Aelo) Arly) (477)

Er enthélt Informationen iiber die Vakuum-Polarisation, d.h. iiber die virtu-
elle Paar-Produktion der Photonen. Schlief$lich ist die Vertex-Funktion

G@A)I) = [ (A P+ m+igd) Moa) dly) (479

von Interesse, in der die Information iiber die renormierte Ladung und das
anomale magnetische Moment enthalten ist.

Anmerkung: Das Mafl du(A) ist zwar normiert, aber es fehlt ein Beweis,
daf es positiv ist. Man kann relativ leicht einsehen, daf es reell ist. Dazu weist
man nach, daf die Fermion-Determinante reell ist. Alle n-Punktfunktionen
des Photonfeldes sind dann ebenfalls reell, wie wir es aus physikalischen
Griinden erwarten. In dem erzeugenden Funktional erscheint die Kopplungs-
konstante ¢ an zwei Stellen: (1) in der Fermion-Determinante und (2) in
dem Operator }'Zl. Ein Niherungsverfahren (eng. quenched approzimation)
griindet darauf, dal man ¢ = 0 (dquivalent m = oo) in der Determinante
setzt. Dann verschwindet die Determinante iiberhaupt aus dem Maf} du(A)
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und wir erhalten ein GauBlisches W-Maf dpu(A), das ohne jegliche Regula-
rierung auch im Kontinuum wohldefiniert ist:

/ djin(A) expiA(j) = exp{—1(j.C""})} (479)

Die Ersetzung von du(A) durch dug(A) bewirkt, dafl Ax(x) ein freies Feld
wird, dafl das Fermion sozusagen an ein freies Feld koppelt. Die Unter-
driickung der Fermion-Determinante bedeutet — in der Sprache der Stérungs-
theorie — den Fortfall aller Feynman-Graphen, die wenigstens eine Fermions-
chleife enthalten. Die Naherung ist gut, solange die Masse des Dirac-Teilchens
als “grof8” angesehen werden darf. Denn rein formal betrachtet geht dju(A)
im Limes m — oo in das Maf} djuq(A) iiber.

7.7 Gittereichtheorien mit Materiefeldern
7.7.1 Das SU(n)-Higgs-Modell

Fiir die reine Eichtheorie mit der Eichgruppe SU(n) kann die Wirkung auf
dem Gitter in der Form (5.70) definiert werden. Von dieser Wirkung unter-
scheidet sich

1
W(U) = Y Z R Spur Uy,
P

nur um eine Konstante. Fiir das SU(n)-Higgs-Modell auf dem Gitter gibt
man i.allg. die folgende Wirkung an:

W(U,¢) = Z|¢x+ek Uped(z |2+ZA|¢ — k)2 (480)

(A > 0,5 > 0); ¢(x) ist ein n-komponentiges komplexes Skalarfeld, also ein
Multiplett in der fundamentalen Darstellung der SU(n). Die Wirkung zerfallt
in natiirlicher Weise in drei Terme: (1) eine Summe iiber alle Plaketten, (2)
eine Summe {iber alle Gitterkanten und (3) eine Summe iiber alle Gitter-
punkte. Nach Einfiihrung einer Gitterkonstanten a geht ¢(z + ex) — Uy ()
auf Z* in den Ausdruck

a¢®(z + aey) — exp (aAZ(x)>a¢“(:1:) = a? <8k — Ag(@) ¢°(z) + O(a®)

iiber, der die kovariante Ableitung des Kontinuumsfeldes ¢° enthilt. Mit ¢°
und A® haben wir die Felder auf dem Gitter (aZ)?* bezeichnet.

Es sei dv(U) das auf 1 normierte Haarsche Maf auf der Gruppe SU(n).
Fiir die angegebene Wirkung und die Gitterperiode N lautet die Zustands-
summe

= /D¢/DU exp{—W(U,¢)} =
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D¢ = [[[] dRéa(x) dS¢ale) DU =[] dv(U)

r a=l1 zk

7.7.2 SU(n)-Eichtheorie mit Fermionen

Wir betrachten ein Multiplett von n Dirac-Feldern in der Fundamentaldar-
stellung der SU(n):

U1(z) i i i
ba)=| b@) = (hi@), o)) (481)
Die eichinvariante Wirkung hat auch hier wieder den typischen Aufbau:
W (W, 0, U) =Wy + Wy + W (482)

wobei Wy (bzw. Wy, Wy) eine Summe iiber Plaketten (bzw. Gitterkanten,
Gitterpunkte) darstellt:

Wy, = —2%]2 ; R Spur Uy, (483)
W o= 3 Z(@(@%U;W@ +ex) — Yz + 6k)7kak¢($)> (484)
wk
Wo = mY $@)o() (485)
Die Vorschrift zur Konstruktion von W; entspricht der Einfiihrung einer Git-

terversion der kovarianten Ableitung in Form einer Matrix

%U;k Y=+ e
Dy, =4 —3Up z=y+e (486)

0 sonst

Fiir U, = 1 (alle zk) geht sie iiber in den Gittergradienten

% y=x+e
0k, =9 —3 T=y+e (487)
0 sonst

Dieser Gradient entspricht, wie man sieht, der halben Summe aus dem Vorwérts-
und dem Riickwérts-Gradienten. Vereinfachend kénnen wir nun schreiben:

W= 0@ Pauy) P =xuD (188)
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Ein weitere Vereinfachung erzielen wir durch Einfiihrung von

T 7y = 0 —[C(P +m)]" (489)
(4) 7= (ew’m %)

weil dann die Wirkung in eine Bilinearform {ibergeht:

Die fermionischen Freiheitsgrade lassen sich vollstindig ausintegrieren, und
wir erhalten:

/Dw/Dzﬁ exp (\Il(n) — %(\I!,}'U\I!)> = det(}p + m) exp(—%(n,fﬁ%))

(491)

Die Fermion-Determinante hat auf einem Gitter eine etwas verdnderte Struk-

tur. Aber sie ist wohldefiniert und bedarf keiner Regularisierung. Bei N?

Gitterpunkten besitzt die Matrix ) +m die Dimension 4nN*. Selbst fiir be-

scheidene Gittergroen (z.B. N = 10) ist eine numerische Auswertung dieser

Determinante nur unter Einsatz eines Grofirechners méoglich.

Wir erhalten das folgende auf 1 normierte Maf§ auf der Eichgruppe:

- 1
dp(U) = Z DU det(I) + m) exp<2—92 Z R Spur Uap> (492)
p
Mit seiner Hilfe lassen sich alle Erwartungswerte ausdriicken, z.B.

(Use) = / du(U) Upe (193)

fiir eine Wilson-Schleife 0G.
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8 Funktionale Integration und Lokale Anoma-
lien

8.1 Einfiithrung

Symmetrien einer klassischen Feldtheorie, d.h. solche, die aus der Lagrange-
Dichte folgen, fithren unter Umsténden zu unerwarteten Effekten, wenn man
versucht, sie auf die quantisierte Fassung dieser Feldtheorie zu iibertragen.
Probleme dieser Art traten zuerst auf im Zusammenhang mit der Berech-
nung der Rate fiir den Zerfall 7° — 2 in einer chiral invarianten Theorie, in
der das Pion masselos war [1]. Die Verletzung einer globalen Symmetrie, wie
sie hier vorlag, hatte nichts gemein mit dem Phénomen der spontanen Sym-
metriebrechung; denn das Pion blieb weiterhin masselos. Vielmehr handelte
ich sich hier um topologisches Phinomen, fiir das Mathematiker wie M.F.
Atiyah schnell Erklarungen hatten. Physiker sprechen von einer “globalen
Anomalie” und in der oben zitierten Situation von der “Adler-Anomalie”.

Spéter entdeckte man auch “lokale Anomalien”. Sie treten auf in chiralen
Eichtheorien von masselosen Fermionen. Die Existenz dieser Art von Ano-
malien fiihrt zu einer Verletzung der Eichinvarianz derart, dafi das Modell
auf keine Weise mehr zu renormieren war (unter Beibehaltung der Lorentz-
Invarianz). Als Folge dieser Erkenntnis schien es notwendig, jedem Modell
eine Konsistenzbedingung aufzuerlegen, ndmlich die Forderung, dafl Anoma-
lien gar nicht erst auftreten, oder, falls sie auftreten, das Modell als unvoll-
standig zu erkldren und nach Erweiterungen zu suchen mit dem Ziel, daf§ sich
in dem erweiterten Modell die Anomalien gegenseitig aufheben. Ein Beispiel:
Das Standardmodell ohne Quarks (sozusagen ein Modell fiir die Leptonen
allein) besitzt eine lokale Anomalie und ist somit nicht konstistent formulier-
bar. Fiigt man die Quarks hinzu, heben sich die Beitrige zu der Anomalie von
Leptonen und Quarks auf. In gewisser Weise bedingen Leptonen und Quarks
einander, miissen somit als Konstituenten eines Feldes aufgefafit werden.

Es war zuerst Fujikawa [2], der den Ursprung des Problems in der Quanti-
sierung durch Pfadintegrale suchte. Er fand, dal die Anwesenheit lokaler An-
omalien nichts anderes ist als die Eigenschaft des fermionischen MaBes di)d
nicht invariant zu sein unter lokalen chiralen Eichtransformationen. Konkret:
Es ist die Jacobi-Determinante, hervorgerufen durch die Transformation, die
die Anomalie quantitativ beschreibt. Die Details der Lagrange-Dichte haben
hierauf keinen Einfluf. Um aber eine Vorstellung davon zu geben, iiber wel-
che Modelle wir reden, wollen wir annehmen, daf§ der fermionische Anteil der
Lagrange-Dichte von der iiblichen allgemeinen Form ist:

Ly =iV .
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Hier ist ¥ ein Dirac-Operator, der das Eichpotential enthélt, wihrend Mas-
senterme abwesend sind. Das Dirac-Feld ¢ kann u.U. viele Komponenten
haben, da es zu einer Darstellung der Eichgruppe gehort. Der Ausdruck YV
muf} neu interpretiert werden und heifit “verallgemeinerter Dirac-Operator”,
wenn wir die Yukawa-Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld einbeziehen [3,4].
Dies wird notwendig, sobald wir uns dem Salam-Weinberg-Modell oder gar
dem vollem Standardmodell zuwenden.

8.2 Vektorartige Modelle

Wir wollen von einer Formulierung im Minkowski-Raum ausgehen. Darin sei
Y(x) ein mehrkomponentiges (zunéichst klassisches) Dirac-Feld mit Kompo-
nenten in dem Vektorraum

W=SeV,

wobei S der iibliche Spinorraum ist, auf den die Gamma-Matrizen wirken,
wahrend V' ein hermitescher Raum ist, ein komplex-linearer n-dimensionaler
Raum mit einem Skalarprodukt. Nach Wahl einer (orthonomierten) Basis
kann V' mit C" identifiziert werden.

Es sei G eine kompakte Eichgruppe und g +— D(g) eine unitére Dar-
stellung von G auf V. Sobald V mit C" identifiziert ist, werden die Ope-
ratoren D(g) zu unitdren n x n-Matrizen. Wie iibliche, bezeichne Lie G die
Lie-Algebra von G. Wir erreichen die Matrix, die das Element a € LieG
reprisentiert, durch eine Ableitung:

d(a) = %D(@ta)t:g.
Um jedoch die Formeln zu vereinfachen, werden wir in Zukunft o an anstelle
von d(a) schreiben. In bezug auf das Tensorprodukt S ® C" schreiben wir
sogar o anstelle von 1 ® «. In &hnlicher Weise schreiben wir v* anstelle von
Yy 1.

Wir erinnern an die Konstruktion ‘adjungierter’ Spinoren und Operatoren
im Sinne der Dirac-Theorie:

e Spinoren: P = Y*y° fallsy € S C",
e Operatoren: M = OM*A° falls M € End(S ® C").
Es gilt 7% = 4% = (%)~ und somit

a=ao" = —a, V5 = Y500 (494)

Es gibt genau zwei Arten von lokalen Transformationen, die durch Symme-
trien der Lagrange-Dichte hervorgerufen werden.
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1. Nichtchirale Eichtransformationen. Sie enthalten nicht die ys5-Matrix:

2. Chirale Eichtransformationen. Sie enthalten die y;-Matrix:

Y') = (Up)(@) =@ (a)
V(@) = (U9)(a) = y(z)er@.

In beiden Situationen benutzten wir die Beziehungen (494). Wir betrachten
U als einen Integraloperator mit dem Kern

@t (z — y) resp. €@ gtz — )

und schreiben Uy = ¢U. Fiir den Fall nichtchiraler Eichtransformationen
gilt die Relation )
U=U", (495)

d.h. U ist pseudo-unitér. Fiir chirale Eichtransformationen hingegen gilt
U="U, (496)

d.h. U ist pseudo-hermitisch. Dieser Unterschied ist entscheidend fiir das
Verhalten des MafBes di)di) unter einer Eichtransformation, wie wir sehen
werden.

Fiir eine strenge Ableitung der Anomalie, ausgedriickt durch die Jacobi-
Determinante, werden wir Pfadintegrale in euklidischer Raumzeit betrachten.
Die formale Ersetzung iz® — z* wird begleitet durch

oyt s —iyh (R =1,2,3),

Entscheidend ist nun, daf die Felder ¢) und ¢ als vollkommen unabhingi-
ge Grassmann-Variablen zu verstehen sind. Gleichwohl &ndert sich an den
Eichtransformationen nichts, d.h. U ist mit U entweder durch (495) oder
(496) verkniipft. Voraussetzung fiir das Studium solcher Transformationen
ist die Annahme, daf} die euklidische Wirkung invariant ist. Die alles ent-
scheidende Frage lautet: Ist auch das MaB didi) invariant?

Es gehort zu den Besonderheiten von Grassmann-Variablen, dafl unter
Transformationen U das Mafl mit der inversen (!) Determinante multipliziert
erscheint:

dy' = (DetU) 'dap, di)' = (Det U) 'dy
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Folglich,

)T a1 - dipdp if U is non-chiral
dy'dy’ = (Det (UU)) " dydyp = { (Det U)~2dydyy  if U is chiral.
Man erkennt: Nicht-chirale Symmetrien verursachen kein Problem; denn das
Maf} ist invariant. Deshalb betrachten wir von nun an nur noch den Fall
chiraler Symmetrien. Sie geben Anlal zu Anomalien wenn nicht DetU =
+1. Um die Anomalie in expliziter Form zu erhalten, miissen wir zuvor den
Ausdruck Det U geeignet interpretieren, wozu wir die Formel

log(Det U)~% = —2 Spur log U

heranziehen. Um der Spur einen Sinn zu geben, ist es notwendig, den euklidi-
schen Raum Ej durch eine geeignete kompakte (orientierte) 4-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit M zu ersetzen. Die Struktur der Spur bein-
haltet in jedem Fall eine Integration iiber die Mannigfaltigkeit:

—2Spur logU :/ w
M
Hier ist w eine noch zu bestimmende C-wertige 4-Form (eine Differential-
form vom Grad vier und damit in jedem Punkt x € M proportional zur
Volumenform der Mannigfaltikeit M).
Es ist plausibel, dafl w von der “Kriimmung” F' des Eichzusammenhanges

abhingt, einer 2-Form, die in lokalen Koordinaten als

F =1F, (z)dz" A dz”

2

geschrieben werden kann. In bekannter Weise, 1483t sich hieraus eine 4-Form
konstruieren:

FAF =1F, (2)F,(z)d" Adz” Adz” Ada™.
Man beachte auch
dz" A dz” A dx® Adax” = "7 d'x (497)

Weiterhin ist plausibel, dafl w proportional zu F' A F' ist, gestiitzt durch die
Beobachtung, daf} dieser Ausdruck unter einer Paritétsoperation (Raumspie-
gelung) so wie 75 sein Vorzeichen wechselt. Auch mufl w proportional zu der
0-Form a(x) sein, welche die chirale Eichtransformation beschreibt. Schlief}-
lich sollte w eichinvariant konstruiert sein, d.h. unverindert bleiben unter
einer simultanen Ersetzung der Art

o ePae?, F s elFe?
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wobei f(x) irgendeine Eichfunktion darstellt so wie «(x). Es gibt nur einen
Ausdruck, der alle diese Bedingungen erfiillt:

w~try (e FAF).

Eine Technik, den Vorfaktor zu bestimmen, ist unter den Namen heat kernel
expansion bekannt:

1. Man ersetzt zuniichst den Integralkern (x|y) = §*(x —y) durch den heat
kernel

(@lexp(tV?)]y)  (t>0)

wobei Y den Dirac-Operator bezeichnet. Somit ist ¥? ein verallgenei-
nerter Laplace-Operator mit Spektrum in (—oc, 0].

2. Sodann berechnet man die sog. Superspur beziiglich der Zy-Graduierung
von W, gegeben durch die Eigenwerte von ~s:

stryy (a(:r) (x| exp(tV2)\x>> = try (75a(:1:) (x| exp(tV2)|x)>
3. Am Ende fiihrt man den Limes ¢ — 0 aus.
Das Resultat (hier ohne Rechnung) ist:
w=(2m)*try (a FAF). (498)
Mit Blick auf (497):
W= (4m) 2T try, (a(a:)Fu,,(a:)Fm (:1:)) d'z. (499)
Der Ausdruck auf der rechten Seite deutet auf einen Zusammenhang mit der

Chern-Pontryagin-Form (characteristisch fiir die Mannigfaltigkeit M und den
Eichzusammenhang):

ch (D) = (27) % try (FAF) .

Das Index-Theorem von Atiyah-Singer®® sagt aus, daf}

nd(7) =4 [ (D)

3Der Zusammenhang zwischen Anomalien und dem Index-Theorem wurde von vielen
Autoren bemerkt. Siehe hierzu [5].
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wobei ind (V') den Index des Dirac-Operators bezeichnet,
ind (V) = dimker(Y ") — dimker(Y ~),

beziiglich der Blockdarstellung

(v %)

induziert durch die Eigenwerte +1 von ~s.

Als eine physikalische Konsistenzbedingung ist zu fordern, daf} die rechte
Seite von (499) verschwindet. Hieraus folgt eine Bedingung an die Darstellung
von Lie G auf V. Sei iT, eine Basis fiir diese Darstellung der Lie-Algebra mit
T =T,. Wir nennen dann 7T, die Generatoren. Weil G’ kompakt ist, 1a8t sich
erreichen, dafl

tI"V (TaTb) = Néab (N Z 0)

erreichen. Der Spur dritter Ordnung, try (7,7,T.), gilt unsere besondere Auf-
merksamkeit. Sie kann in einen total symmetrischen und eine total antisym-
metrischen Anteil — beziiglich der Permutationen aller Indizes — zerlegt wer-
den:

2 try (TaTbTC) - dabc + iNfabc
trV (Ta{Tba Tc}) = dabc
try (Ta [Tba Tc]) = N fabe -

Man beachte, da} f,;. mit den Strukturkonstanten der Lie-Algebra iiberein-
stimmen. Am Ende zeigt die Entwicklung

Fu(z) = Fp,(2)iT,, a(x) = a®(x)iT,

zusammen mit (499), dafl die Konsistenzbedingung w = 0 auf eine algebrai-
sche Bedingung fiihrt:
try (T 4T}, T,}) = 0. (500)

Diese Bedingung gilt in einer Situation, bei der sich links- und rechtshindige
masselosen Fermi-Felder unter der gleichen (!) Darstellung der nicht-chiralen
Eichgruppe transformieren. Modelle dieser Art heiflen “vektorartig” wegen
der besonderen Struktur der Lagrange-Dichte. Die QED und die QCD mit
masselosen Fermionen besitzen diese Struktur.
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8.3 Chirale Modelle

Wir wollen nun eine allgemeinere Situation ins Auge fassen, bei der links- und
rechtshiindige Fermionfelder sich unterschiedlich unter der Eichgruppe trans-
formieren. Solche Modelle wollen wir kurz chiral nennen. Wir haben es dann
mit einer Darstellung D = D' @ D~ auf einem Z,-graduierten Vektorraum

V=VteVv .
zu tun. Hieraus folgt eine Graduierung des Tensorproduktes W = S ® V mit
dem Spinorraum:
W = WeWw-

Wt = SteVt e SV

W~ = S @Vt e SteV~.
Wir nehmen an, dafl das Dirac-Feld ) gerade Paritéit hat. Der Dirac Operator
ist in jedem Fall ungerade:

Y(x)eWT,  Yi(r) e W,
Das Feld kann in links- und rechtshindige Komponenten zerlegt werden:
Yr(r) € ST VT, Yr(r) € STRQV™.
Dies zeigt: ¢ g transformiert sich gemifi der Darstellung DT, 1);, geméif der
Darstellung D~.

Es existieren Generatoren T, = T," &7, fiir die Darstellung D = DY@ D~
und Elemente der Lie-Algebra dargestellt durch

ap =aiT), a_ =T, ai € R. (501)

a —-——a
Indem wir die frithere Rechnung der Anomalie wiederholen und an die neue
Situation anpassen, kommen wir zu dem Schluf, daB die Formel (498) fiir
die Anomalie weiterhin giiltig ist, falls wir darin die folgende Interpretation,
d.h. Ersetzung vornehmen:

20 = (+a;) ® (—a).
Die Faktoren +1 vor a4 sind gerade die Eigenwerte ~5. Die Konsistenzbedin-
gung tr (a{T,,Ty}) = 0 nimmt, when wir gemaf (501) entwickeln, nun die
folgende Form an:
str (T,{T, T.}) = try (T,H{T,, TY) —tv_ (T, {T,7, T }) =0. (502)

Hier bezeicnen str and try die sog. Superspur in V und die gewdhnliche Spur
in V*. Mit anderen Worten, die Anomalie, hervorgerufen durch die Darstel-
lung D~ auf linkshdndigen Spinoren mufl durch die Anomalie aufgehoben
werden, die von der Darstellung D+ auf den rechtshindigen Spinoren her-
vorgerufen wird [6].
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8.4 Anomalie-freie Eichtheorien
8.4.1 Das Wunder

Eine Lie-Gruppe wird sicher genannt, falls die Anomalie-Koeffizienten in al-
len (unitéren) Darstellungen dieser Gruppe verschwinden. Sichere klassische
Gruppen sind:
SU(2), SO(n) (n # 6), Sp(2n).
Sichere Ausnahmegruppen sind:
GQ) F4a Eﬁa E7a ES .

Ferner, reelle Darstellungen von nichtsicheren Gruppen sind frei von Anoma-
lien. Zum Beispiel: Die Gruppe SU(3), obwohl nichtsicher, besitzt die reelle
anomaliefreie Darstellung 3 & 3.

Keine dieser Kriterien deckt jedoch Situtionen ab, wie sie etwa im Stan-
dardmodell vorliegen. Die gegenseitige Authebung von Beitrigen zur Anoma-
lie, geliefert durch Leptonen einerseits and Quarks andererseits, erscheint wie
ein Wunder. Ein besseres Verstindnis gelingt auf folgende Weise:

Theorem. Das ‘Wunder’ geschieht in solchen reduziblen Darstellungen der
Eichgruppe G, die zwei Eigenschaften besitzen:

1. Die Eichgruppe G ist entweder U(n) (n > 4) oder eine Untergruppe
davon. Die definierende Darstellung wirkt auf dem Raum C".

2. Die linkshéindigen Fermionfelder transformieren sich gemafl der Dar-
stellung A~ von G wihrend die rechthiindigen Felder sich gem&f der
Darstellung A" transformieren. Zur Erinnerung: Die Darstellungen /\i
wirken auf den geraden bzw. ungeraden Teilraum der dufleren Algebra

AC".

Die Fille n = 2, 3 erfordern eine gesonderte Behandlung:
Die Gruppe SU(2) ist sicher, d.h. ohne weitere Bedingungen an ihre Dar-
stellung. Die Gruppe SU(3) bildet eine Ausnahme in dem Sinne, daf} die
Anomaliefreiheit, wie sie fiir SU(n) (n > 4) auf der &dufleren Algebra vor-
liegt, hier nicht gegeben ist.

Das Standardmodell wird abgedeckt durch das Theorem, wenn wir an-
nehmen:

1. G cCSU(®5).
2. LieG =su(3)@su(2)®u(l).

Genau betrachtet bendtigen wir nur die erste Bedingung, um die gewiinschte
Anomaliefreiheit zu gewéhrleisten.
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8.4.2 Die duflere Algebra und ihre Z,-Graduierung

Die defierende Darstellung der Gruppe U(n) ist gegeben durch unitéire Ma-
trizen u € U(n), interpretiert als lineare Operatoren auf dem Raum C".
Sie induziert eine reduzible Darstellung /\ der Dimension2" auf der duferen
Algebra A\ C:

cou

Lo

AC* Au AC".
Sie zerfillt in irreduzible Bestandteile A” in den Unterriumen A’C" (das
p-te duflere Produkt von C") der Dimension |Z):

A=NeNe -aN\. (503)
Eine andere Schweibweise, giiltig fiir alle u € U(n), ist:
Nu=uAuNh--Au (p factors).

Unsere fundamentale Annahme lautet:

Fiir geeignet gewdhltes n entsprechen alle fundamentalen Fermionen den
Darstellungen der Liste (503). Das Standardmodell benutzt n = 5.

In dem wir n variieren, kénnen wir alle irreduziblen Darstellungen in einer
Tabelle der folgenden Art unterbringen:
irreps of SU(n)
A’ A A
0 1 2 3
/\0/\ /\1/\ /\2/\ /\3/\ A'

A A A A’ A A
Anschaulicher ist ein Pascal-dhnliches Dreieck, indem wir die Dimensionen
wiedergeben:

Ol R W NS

n irreps of SU(n)

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1
5|1 5 10 10 5 1

Was die Gruppe SU(n) angeht, so gibt es keinen Unterschied zwischen den
Darstellungen A\’ und A": Sie sind beide eindimensional und trivial. Fiir
u €U(n) jedoch gibt es einen Unterschied: A’u =1, A"u = det u.
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Wir nutzen die Eigenschaft der dufleren Algebra Zs-graduiert zu sein.
Dies bedeutet, dafl wir eine Zerlegung

/\(Cn — /\+(Cn D A*@n
haben, wobei
AC = > AC, AC =D AC,  dimATC =271,
p=even p=odd

Die Darstellung A of U(n) respektiert die Zy-Graduierung und zerfillt somit
in die direkte Summe A" @ A~, wobei

Au = </\g“ AQﬂ), weUn) .

Die Darstellung der Lie-Algebra u(n) on AC" ist durch die Vorschrift

0(a) = %/\ exp(ta)|;=o = (0+éa) 9?@))

festgelegt. Der Operator #(a) dndert nicht die Paritéit und wird deshalb ge-
rade genannt. Hierfiir schreiben wir:

0(a) € End" \C" .
Superalgebren wie End AC" haben zwei Arten von Spuren:

e Die gewohnliche Spur, mit tr bezeichnet, verschwindet auf Kommuta-
toren.

e Die Superspur, mit str bezeichnet, verschwindet auf Superkommutato-

ren?6,

Insbesondere gelten die Formeln
trA\u = tr ATu+tr A u = det(1+ u)
str Au = tr ATu—tr A"u = det(1 — u)

die man als Sonderfille (z = £1) einer sehr viel allgemeineren Spur auffasseen
kann:

trz/\u:Zz”tr/\pu:det(l—i—zu) (2 € C).
p=0

36Der Superkommutator von zwei Elementen a und b einer graduierten Algebra A =
AT @ A~ ist deren Antikommutator, wenn beide Elemente in A~ liegen, anderenfalls der
Kommutator.
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Mit Blick auf (502) haben wir nunmehr die Aufgabe, fiir a,b,c¢ € u(n) die

Superspur
str (6(a){6(b),6(c)})

zu berechnen, in der wir die Anomalie erkennen. Dann bleibt zu entscheiden,
ob diese Superspur verschwindet.

8.4.3 Techniken zur Berechnung

Wie zuvor wird die Gruppeneinheit mit 1 bezeichnet. Hingegen soll mit A1 =
1 der Einheitsoperator in End AC" gemeint sein. Die Formel tr, Au = det(1+
zu) kann auf andere Weise geschrieben werden, nédmlich als

log tr, Au = tr log(1 + zu) wueU(n), 1+zu#0. (504)

Die erste und einfachste Rechnung — wir setzen v = 1 — fiihrt auf die Spur
nullter Ordnung:
tr,1=(142)".

Die néchsten Probleme betreffen die Berechnung von Spuren erster, zweiter
und dritter Ordnung. Im ersten Schritt ersetzen wir u durch e'®u in (504),
berechnen die Ableitung bei ¢ = 0 und erhalten

tr,(0(a)A\u) = ztr, Au tr (au(l 4 zu)™") . (505)
Wir gehen zur Einheit © = 1 um die Spur erster Ordnung zu erhalten:
tr,0(a) = z(1+2)" "tra .

In einem zweiten Schritt ersetzen wir u durch e”u in (505) und berechnen
die Ableitung an der Stelle ¢ = 0:

tr.(0(a)0(b)\u) = ztr,(0(b)Au) tr(au(l + zu) 1)
+ ztr,(Au) Z Ztr( (Adu)* m+1) (506)

wobei wir von (Adu)b = wbu~!, der adjungierten Darstellung Gebrauch
machten.Wir gehen zur Einheit v = 1 um die Spur zweiter Ordnung zu
erhalten:

tr,(0(a)0(b)) = 2(1 + 2)" *(ztratrb + tr (ab)) .

In einem weiteren dritten Schritt ersetzen wir u durch €' in (506) und nehmen
eine Umformung vor,

Zi_(_Z)mZ ((Adu m“) Zt"tr( (ad ¢)"b f,(z€ ));
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bei der die Hausdorfl-Formel

(Ade)yih =3 %t"(ad O . (ade)b =[]

benutzt und gewisse komplexen Funktionen eingefiihrt wurden:
oo m kn
o=y
m=0 k=0

Offenbar lassen sie sich als analytische Funktionen auf C\{—1} verstehen.
Sobald wir u = e'® gesetzt haben, berechnen wir die Ableitung auf beiden
Seiten von (506) bei ¢ = 0 und erhalten so eine vorldufige Formel fiir Spur
dritter Ordnung;:

tr,(0(a)0(b)0(c)) = 2(1+2) 'tr.(0(b)f(c)) tra
+2(1 4 2)2tr,0(b) tr (ac)
+fo(z) tr,0(c) tr (ab)
+2fo(2) tr, 1 tr (abe)
+f1(2) tr 1 tr (alc, b)) .

Man kann nun leicht zeigen, daf§ die folgenden Darstellungen gelten:
fo(2) = 2(1 4 2) 2 fi(z) = —22(142)?
Daraus folgt unmittelbar:

2fy()trl = 21421 - 2)
fl(Z)tI‘Z]l = —22(14_2)7173.

Fiigen wir nun alle gewonnenen Informationen zusammen, so gewinnen wir
das Endresultat

tr,(0(a)0(b)0(c)) = (1 + 2)"?(zay + 22ag + 2°az) (507)

mit den Abkiirzungen

a; = tr(abc)
ay = tratr(be) + trbtr (ac) + tretr (ab) — tr (ach)
a3 — tratrbtre.

Im Fall n > 3 ist die Spur dritter Ordnung zweifellos ein Polynom n-ter Ord-
nung in z, wie zu erwarten war. Fiir n = 2 hingegen deutet die Formel (507)
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eine scheinbare Singularitéit an der Stelle z = —1 an, obwohl das Ergebnis ein
Polynom zweiter Ordnung sein sollte. Die Losung dieser Diskrepanz besteht
darin, daf§ speziell fiir 2 x 2 Matrizen (hier a, b, ¢) eine Identitét existiert:

tr (a{b, c}) = tratr (bc) + trbtr (ac) + tretr (ab) — tratrbtrc
Deshalb gilt
zay + 22ag + ZPag = (1 + 2)(ztr (abe) + 2* tratrbtre)
und somit fiir n = 2
tr,(0(a)f(b)f(c)) = ztr (abc) + 2 tratrbtre

Dies ist ein sehr einfacherer Ausdruck. Er kann natiirlich auch auf direktem
Wege erhalten werden, indem man von Anfang an n = 2 voraussetzt.

8.4.4 Diskussion des Resultates

Um zu den fiir uns wichtigen Aussagen zu kommen, setzen wir z = —1 in
den obigen Formeln und benutzen die Abkiirzung

s =tratr(bc) + trbtr (ac) + tretr (ab) —tratrbtre .

Fiir den symmetrische Anteil der Superspur erhalten wir den Ausdruck

str (6(a){0(3), 6(c)}) = { s — tr (afbic})  ifn—3

{ tratrbtre—s/2 ifn=2
0 ifn>4
In Worten:

e Die Anomalie verschwindet falls n > 4.

e Die Anomalie verschwindet falls n = 2 und a, b, ¢ spurfrei sind.

e Die Anomalie verschwindet nicht(!) falls n = 3, selbst dann nicht, wenn
a, b, ¢ spurfrei sind.

Die Eichgruppe SU(5), Kandidat fiir einige grand unified theories (GUTs),
ist bekanntlich nichtsicher. Wenn sich jedoch auf der dufieren Algebra A\CP
operiert, ist diese Darstellung frei von Anomalien. Gleiches gilt fiir jede Un-
tergruppe G C SU(5), auch auch fiir die Eichgruppe

G ={(u,v) € U(3) x U(2) | detu - detv = 1}
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des Standardmodells mit der Lie-Algebra
Lie G = su(3) @ su(2) ® u(1).

Alle bekannten fundamentalen Fermionen (Leptonen und Quarks) lassen sich
in drei Generationen unterbringen. In jeder Generation finden wir 16 Weyl-
Felder (rechts- und linkhéndige Dirac-Felder) der Teilchen und 16 Weyl-
Felder der zugehorigen Antiteilchen. Dies ergibt die korrekte Dimension:

16+ 16 = 2° = dim AC° .

Der Unterraum /\O(C5 = C ist dem rechtshéndigen Neutrino vorbehalten v.g
(bzw. v,p und v;). Da G auf \°CS trivial wirkt, koppelt das rechthindi-
ge Neutrino nicht an die Eichfelder, besitzt also weder schwache noch elek-
tromagnetische noch starke Wechselwirkung. Jedoch die Kopplung an das
Higgs-Feld gibt den Neutrinos Masse und den Leptonen eine CKM-Matrix.
Siehe hierzu das entsprechende Kapitel iiber das Standardmodell.
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