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1 Das StandardmodellDas Standardmodell ist eine renormierbare Feldtheorie, die die elektroschwa-che Wechselwirkung (das Salam-Weinberg-Modell) und die starke Wechsel-wirkung (die QCD) in sich vereinigt. Bei dem gegenw�artigen Stand der ex-perimentellen Resultate gibt diese Theorie eine korrekte und vollst�andigeBeschreibung der Elementarteilchenphysik. Sie erreicht die beindruckende�Ubereinstimmung mit der Beobachtung durch ihr hohes Ma� an Flexibilit�at,d.h. durch Anpassung ihrer freien Parameter an die Daten.1.1 MaterieIm Standardmodell wird die sogenannte Materie (engl. matter) von den Eich-bosonen und dem Higgs-Boson unterschieden. Es handelt sich hierbei aus-schlie�lich um Fermionen, die zu Beginn ohne Masse eingef�uhrt werden undihre Masse am Ende durch den Higgs-Mechanismus erhalten. Die Fermionen(besser: die ihnen zugeordneten Felder) werden in drei Generationen getrennt,wobei jede Generation zwei Leptonen und zwei Quarks enth�alt:1. Gen. 2. Gen. 3. Gen. el. LadungLeptonen �e �� �� 0e � � �1Quarks u c t 2=3d s b �1=3Eine �ahnliche Tabelle existiert f�ur die Antiteilchen (besser: die ladungskonju-gierten Felder), wobei die jeweilige elektrische Ladung ihr Vorzeichen �andert.Wir nennen Leptonen solche fundamentalen Fermionen, die farbneutralsind, d.h. die sich gem�a� der trivialen Darstellung der Farb-SU(3) trans-formieren, w�ahrend die Quarks Farb-Tripletts bilden. Wir nennen Neutrinossolche Leptonen, die keine elektrische Ladung tragen. Aus heutiger Sicht gibtes Gr�unde anzunehmen, da� Neutrinos massive Teilchen sind, wenn auch dieMasse des Elektron-Neutrinos �e sicher sehr klein ist (< 3 eV). In dem al-ten minimalen Standard-Modell, das endg�utig der Vergangenheit angeh�ort,waren alle Neutrinos masselos und linksh�andig (die Antineutrinos folglichrechtsh�andig). Heute nehmen wir an, da� rechtsh�andige Neutrino-Felder indie Lagrange-Dichte des Standard-Modells eingehen, jedoch so, da� sie nichtan die Eichfelder koppeln.Der Begri� Generation erkl�art sich dadurch, da� die Eichtransformatio-nen des Standardmodells immer nur die Felder einer Generation unter sichtransformieren, wobei die Wirkung in jeder Generation die gleiche ist. G�abe2



es nur die Eichkopplungen, so w�urde jeder fermionische Zustand dreifach ent-artet auftreten. Es sind die Yukawa-Kopplungen (Ankopplung an das Higgs-Feld), die diese Entartung aufheben und zu verschiedenen Massen in den dreiGenerationen, aber auch zu verschiedenen Massen innerhalb jeder Generationf�uhren.Ziel der Beschreibung ist es, ein gemeinsames Dirac-Feld  (x) f�ur allefundamentalen Fermionen einzuf�uhren, das entsprechend viele Komponen-ten hat. Mathematisch formuliert hei�t dies, da�  Werte in einem Raumannimmt, der komplex-linear ist und eine Tensorprodukt-Struktur besitzt:C 3 
 V 
 S ; DimS = 4 :Hier bezeichnet S den �ublichen Spinor-Raum, in dem die 
-Matrizen und da-mit auch die Lorentz-Transformationen wirken; V ist ein geeigneter Darstel-lungsraum der Eichgruppe G mit Skalarprodukt1. Der Raum C 3 schlie�lichbeschreibt die drei Generationen und damit die Entartung vor Einf�uhrungdes Higgs-Feldes.Bei Beschr�ankung auf eine einzige Generation reicht der Raum V 
S zurBeschreibung aus. Nach Wahl einer geeigneten Basis (eI) in V k�onnen wir (x) in elementare Dirac-Felder  I(x) zerlegen, (x) =XI eI 
  I(x) ;  I(x) 2 S ;wobei jedes elementare Feld eine de�nierte Helizit�at (R oder L) besitzt, diedurch die Eigenwerte �1 von 
5 de�niert wird. Da die  I(x) durch die letzteForderung auf zwei Komponenten reduziert sind, handelt es sich o�enbar umWeyl-Felder. Es gibt dann eine Zuordnung von Indizes I zu den Leptonen undQuarks der obigen Tabelle, wobei jedes Leptonfeld zweifach (R/L) und jedesQuarkfeld sechsfach (R/L, 3 Farben) auftritt. Dies gibt dem Raum V dieMindestdimension 16. Beziehen wir die Antiteilchen mit in die Beschreibungein, so erh�oht sich die Dimension aufDimV = 25 = 32 :Potenzen von 2 spielen o�enbar eine besondere Rolle. Wir wollen dies sp�aterbei der Konstruktion von V ber�ucksichtigen.Mathematisch gesehen ist der Diracsche Spinorraum S in nat�urlicher Wei-se Z2-graduiert, S = S+ � S� ; DimS� = 21Man sagt auch, V habe eine hermitesche Struktur. Sie ist erforderlich, weil nur so dieForderung, die Darstellung von G solle unit�ar sein, einen Sinn hat.3



und  I nimmt Werte entweder in S+ oder in S� an. O�enbar legt der Index Ifest, welche Helizit�at das Feld  I(x) besitzt. Diese Tatsache gibt dem RaumV eine Z2-Graduierung, d.h. es giltV = V + � V �V � = lineare H�ulle von feI j 
5 I = � Ig:Die Konstruktion koppelt die Graduierungen von V und S in einer Weise,da� von dem Tensorprodukt V 
 S nur der positive Teilraum(V 
 S)+ = (V + 
 S+) � (V � 
 S�)f�ur den Wertebereich von  infrage kommt. Da es sich bei der EichgruppeG { wie auch immer sie aussieht { um innere Symmetrien handelt, trans-formiert sie die Felder gegebener Helizit�at unter sich. Dies bedeutet, da�die Darstellung von G auf V die Graduierung respektiert. Anders formu-liert: Die Darstellung ist reduzibel; V + und V � sind invariante Unterr�aume.Wir haben somit erkannt, da� eine irreduzible Darstellung als Grundlage desStandardmodells nicht infrage kommt.Es ist eine weithin akzeptierte Annahme, da� der fermionische Anteil derLagrange-Dichte bilinear in dem Dirac-Feld  ist und Massenterme hierbeinicht auftreten: LF = Re( iID= ) : (1)Mit ID= bezeichnen wir einen geeignet gew�ahlten verallgemeinerten Dirac-Operator. Es gilt in jedem FallID= = D= + L = D�
� + L= (@� + Eichfelder)
� +Higgs-Felderund enth�alt somit die Eich- wie auch die Yukawa-Kopplungen. Gew�ohnli-che Dirac-Operatoren haben L = 0, schlie�en also Yukawa-Kopplungen nichtein. Wir erinnern daran, da� der Operator D eine durch die Eichgruppe gege-benen Zusammenhang (auch kovariante Ableitung genannt) beschreibt. Wirwerden sp�ater darauf eingehen, da� ID = D + L den Begri� des Zusammen-hanges erweitert; ID wird Superzusammenhang genannt, und ID= ist der ihmzugeordnete Dirac-Operator.Vereinfachend schreibt man h�au�g  iID= f�ur die Lagrange-Dichte, weildie Di�erenz zum oben stehenden Ausdruck eine Divergenz ist und nicht zumWirkungsintegral beitragen kann:i Im( iID= ) = i@�( 
� ) :4



1.2 Die Struktur der EichgruppeAls Eichtheorie liegt dem Standardmodell die Lie-AlgebraLieG = su(3)� su(2)� u(1) (2)zugrunde mit den folgenden Bedeutungen:� su(3) beschreibt die Farbfreiheitsgrade.� su(2) beschreibt den schwachen Isospin.� u(1) beschreibt die schwache Hyperladung.Die u(1)Q der QED ist in der Lie-Algebrau(2) = su(2)� u(1)verborgen, wie bereits im Zusammenhang mit dem Salam-Weinberg-Modelldiskutiert.Obgleich durch (2) die Eichgruppe G lokal (in der N�ahe der Einheit) fest-gelegt ist, bleibt ihre globale Struktur unbestimmt. Es gibt immer mehrereLie-Gruppen mit der gleichen Lie-Algebra. Es ist oft daran gedacht wor-den, die Gruppe SU(5) als Eichgruppe einer Theorie der gro�en Vereinigung(grand un�ed theory: GUT) einzuf�uhren, mit wenig Erfolg allerdings, weildarin das Proton instabil w�urde. Eine schw�achere kon
iktfreie Annahme istdie folgende:� Die EichgruppeG des Standardmodells ist eine Untergruppe von SU(5).Sie besteht aus allen 5� 5-Matrizen der Form� u 00 v� ; u 2 U(3); v 2 U(2); Det u �Det v = 1 :Der Einfachheit halber werden wir die Elemente der Gruppe G als Paa-re (u; v) einf�uhren. Es ist leicht einzusehen, da� die Lie-Algebra von G diegew�unschte Struktur (2) besitzt.Die Farb-SU(3) identi�zieren wir als Untergruppe von G verm�oge derEinbettung j:SU(3)! G; u 7! (u; 1l2) :Die Gruppe U(2) der elektroschwachen Theorie hingegen ist keine Unter-gruppe. Ihre Verkn�upfung mit G erreichen wir durch den Homomorphismuss:G! U(2); (u; v) 7! v :5



Wir erhalten so eine exakte Sequenz von Gruppen:1�!SU(3) j�!G s�!U(2)�! 1 : (3)In Worten: Die SU(3) ist ein Normalteiler2 von G und die U(2) der QuotientG=SU(3).Eine Theorie, die von Leptonen allein ausgeht, hat die U(2) als Eichgrup-pe, und die Hyperladung Y ist mit dem ZentrumU(1) = fei�1l2 j 0 � � < 2�gdieser Gruppe verkn�upft, so da� Y ganzzahlig f�ur alle leptonische Zust�andeist. Das Bild �andert sich, sobald Quarks hinzugef�ugt werden. Die GruppeU(1), die die Hyperladung beschreibt, ist zwar immer noch das Zentrum vonU(2), jedoch nicht mehr als Untergruppe von G, also nicht als Symmetrie-gruppe au�assbar. An ihre Stelle tritt das Zentrum von G, eine �Uberlage-rungsgruppe ~U(1) von U(1) und Symmetriegruppe im Standardmodell. DieseTatsache ist verantwortlich f�ur das Auftreten von drittelzahligen Werten derHyperladung Y . Um dies zu demonstrieren, betrachten wir die exakte Se-quenz 1�!Z3 j�! ~U(1) s�!U(1)�! 1; (4)die aus (3) durch Beschr�ankung auf das Zentrum der jeweiligen Gruppe folgt.Hierin gilt:� Das Zentrum ~U(1) von G wird aus Elementen der Formdiag(ei�; ei�; ei�; ei�; ei�) 2 SU(5)gebildet. Sie gen�ugen der Bedingung (ei�)3(ei�)2 = 1. Man kann dieseGruppe auch als eine abgeschlossene einparametrige Untergruppe des2-Torus au�assen:~U(1) = f(ei�; ei�) j 3� + 2� = 0 mod 2�g:Sie ist damit einer U(1) isomorph.� Die zyklische Gruppe Z3 der Ordnung 3 ist durch die komplexen L�osun-gen der Gleichung z3 = 1 de�niert. Man kann sie mit dem Zentrum derGruppe SU(3), wie hier geschehen, identi�zieren. Durch j wird z auf(z; 1) 2 ~U(1) abgebildet.2weil Kern eines Homomorphismus, auch invariante Untergruppe genannt6



� Durch s wird (ei�; ei�) auf ei� 2 U(1) abgebildet, wobei wir U(1) mitder Hyperladung verkn�upfen.Die einparametrige Gruppe ~U(1) beschreibt geometrisch gesehen eine ge-schlossene Kurve auf dem 2-Torus. Wickeln wir den Torus, beschrieben durchdie Winkel � und � auf die Ebene ab, so erscheint diese Kurve als eine Gerademit der Steigung �2=3:QQQQQQQQQQQQQQQQQQ
0 2� 4� 6�0�2��4�

�!
�#Anfang und Ende des hier abgebildeten Geradenst�ucks sind zu identi�zieren.Der Winkel � durchl�auft somit das Intervall [0; 6�], bevor sich die Kurveschlie�t. Dies f�uhrt uns auf andere Weise vor Augen, da� es sich bei ~U(1)um eine dreifache �Uberlagerung der U(1)-Gruppe mit den Elementen ei�handelt. In unit�aren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe G nimmt dieHyperladung Y einen festen Wert an, nur eingeschr�ankt durch die Bedingungei6�Y = 1 oder 3Y 2 Z ;wie aus dem Verhalten des Winkels � folgt. Sobald Y keinen ganzzahligenWert hat, haben wir es streng genommen nicht mit einer Darstellung derGruppe U(1) = fei�g, sondern mit einer Darstellung der �Uberlagerungs-gruppe ~U(1) zu tun.Lokal, d.h. in der N�ahe der Einheit, k�onnen die Gruppen U(1) und ~U(1)identi�ziert werden; denn die �Uberlagungsabbildung s ist dort invertierbar:s�1(ei�) = � e�i2�=31l3 00 ei�1l2� 2 SU(5) : (5)Auf dem Darstellungsraum C 5 der Eichgruppe G ist die Hyperladung durchdie folgende spurfreie Diagonalmatrix repr�asentiert3:Y = i dd�s�1(ei�)����=0 = diag(23 ; 23 ; 23 ;�1;�1) 2 su(5) :3Das Vorzeichen ist durch Konvention festgelegt.7



Im leptonischen Sektor des Standardmodells mit U(2) als Eichgruppe bleibtnach spontaner Symmetriebrechung nur die UntergruppeU(1)Q = �� 1 00 ei� �� 2 U(2)als residuale Eichgruppe erhalten, die wir mit der elektrischen Ladung Qverkn�upfen. Da die U(1)Q f�ur den leptonischen Sektor eine Symmetriegruppedarstellt, sind dort alle Ladungen ganzzahlig.Sobald wir die Quarks in die Beschreibung einbeziehen, ist nicht die U(1)Qsondern ihre dreifache �Uberlagerung~U(1)Q = ndiag(ei�; ei�; ei�; 1; ei�) ��� 3� + � = 0 mod 2�o 2 SU(5)die eigentliche Symmetriegruppe. Sie beschreibt ebenfalls eine geschlosseneKurve auf dem 2-Torus:PPPPPPPPPPPPPPPPPP
0 2� 4� 6�0�2� �!�#

Die Folge ist, da� in unit�aren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe Gdie elektrische Ladung Q Werte annimmt, die der Bedingungei6�Q = 1 oder 3Q 2 Zunterliegen. Die �Uberlagerungsabbildung~U(1)Q s�! U(1)Qbildet diag(ei�; ei�; ei�; 1; ei�) auf diag(1; ei�) ab und kann lokal invertiertwerden, indem man � = ��=3 setzt. Auf dem Darstellungsraum C 5 derEichgruppe G ist die elektrische Ladung durch die folgende spurfreie Diago-nalmatrix repr�asentiert4:Q = i dd�s�1(diag(1; ei�))����=0 = diag(13 ; 13 ; 13 ; 0;�1) 2 su(5) :4Das Vorzeichen ist durch wiederum durch Konvention festgelegt. Die Ladung Q wirdgrunds�atzlich in Einheiten der elektrischen Elementarladung gemessen.8



Vergleichen wir Q mit Y , so sehen wir, da� Q+Y 2 Z gilt. Diese Eigenschaftist dann auch in allen unit�aren irreduziblen Darstellungen der Eichgruppe Gerf�ullt, d.h. sie gilt auch f�ur die Quarks und ihre Bindungszust�ande.Eine weitere additive Quantenzahl ist I3, die dritte Komponente desschwachen Isospins. Sie ist auf dem Raum C 5 durch die DiagonalmatrixI3 = diag(0; 0; 0; 12 ;�12) 2 su(5)vertreten, aus der man die Eigenwerte unmittelbar abliest. Nun sind Y , Qund I3 nicht unabh�angig voneinander. Es giltQ = I3 + 12Y ;wie man unmittelbar einsieht. Diese Beziehung5 �ubertr�agt sich auf alle Pro-duktdarstellungen, von denen wir jetzt einige konstruieren wollen.1.3 Die Konstruktion des Darstellungsraumes Vder Leptonen und QuarksDa die Eichgruppe G Untergruppe der SU(5) ist, agiert sie in nat�urlicherWeise auf dem Raum C 5 = C 3 � C 2mit Unterr�aumen C 3 und C 2 f�ur die de�nierenden Darstellungen der Farb-gruppe SU(3) und der SU(2)-Gruppe des schwachen Isospins. Dennoch ist C 5kein geeigneter Raum, um darin die fundamentalen Fermionen einer Genera-tion unterzubringen. Zudem tr�agt dieser Raum keine nat�urliche Z2-Graduie-rung. Eine geeignetere Wahl ist der lineare Raum, der der �au�eren Algebrazugrundeliegt: V = VC 5 ; DimV = 25:Die �au�ere Algebra �uber einem linearen Raum (hier C 5) ist ein wichtiges Kon-zept der multilinearen Algebra6. In der Physik begegnet uns dieses Konzeptin Form des Fockraumes mit Fermi-Statistik. Im vorliegenden Fall beschriebeC 5 , der Hilbertraum der Einteilchenzust�ande, gerade mal f�unf Freiheitsgrade.Man kann die �au�ere Algebra als eine direkte Summe linearer R�aumeau�assen, VC 5 = V0C 5 �V1C 5 � � � � �V5C 5 ;wobei jeder Summand ein k-faches �au�eres ProduktVkC 5 = C 5 ^ C 5 ^ � � � ^ C 5 (k Faktoren; k = 0; 1; : : : ; 5)5Mitunter wird diese Relation die Gell-Mann-Nishijima-Formel genannt.6Siehe W. Greub, Multilinear Algebra, 2nd Ed., Springer 19789



darstellt mit der Vereinbarung V0C 5 = C . Aufgrund dieser Konstruktion giltDimVkC 5 = �k5� ; Xk DimVkC 5 = 25:Die �au�ere Algebra ist in nat�urlicher Weise Z2-graduiert,VC 5 = V+C 5 �V�C 5 ;mit positiven und negativen Unterr�aumen, die durch die geraden bzw. unge-raden Potenzen gebildet werden:V+C 5 = V0C 5 �V2C 5 �V4C 5V�C 5 = V1C 5 �V3C 5 �V5C 5 :Man best�atigt leicht, da�DimV+C 5 = DimV�C 5 = 24gilt.Das �ubliche Skalarprodukt in C 5 kann zu einem Skalarprodukt in VC 5erweitert werden. Diesen Vorgang kennen wir von der Konstruktion des Fock-raumes her. Die unit�are Wirkung der Gruppe G auf C 5 kann zu einer unit�arenWirkung auf VC 5 erweitert werden. Die dadurch erhaltene Darstellung wirdmit V bezeichnet. Jedes g 2 G gibt somit Anla� zu einem kommutativenDiagramm C 5 g�! C 5??y ??yVC 5 ^g�! VC nwobei die senkrechten Pfeile die kanonischen Einbettungen beschreiben (C 5wird mit V1C 5 identi�ziert).Unter der Wirkung von G wird jede Potenz VkC 5 zu einem invariantenUnterraum der �au�eren Algebra. Die Darstellung V ist somit reduzibel undzerf�allt in Teildarstellungen Vk,V = V0 �V1 � � � � �V5;wobei Vkg = g ^ g ^ � � � ^ g (k Faktoren) gilt und dies eine Kurzschreibweisef�ur die WirkungVkg (c1 ^ c2 ^ � � � ^ ck) = gc1 ^ gc2 ^ � � � ^ gck (c1; : : : ; ck 2 C 5 ; g 2 G)darstellt. 10



Es gibt unter den Teildarstellungen Vk genau zwei eindimensionale (hiertriviale) Darstellungen: V0g = 1 und V5g = Det g = 1. Da die EichgruppeG nur eine Untergruppe von SU(5) ist, sind alle anderen Teildarstellungenreduzibel. Um sie in ihre irreduziblen Bestandteile zerlegen zu k�onnen, gehenwir von dem IsomorphismusV(C 3 � C 2) �= VC 3 
 VC 2aus. In Worten: Die �au�ere Algebra (der Funktor V) verwandelt eine direkteSumme in ein Tensorprodukt. Ausgedr�uckt in den Dimensionen: 23+2 = 23�22.Zu den irreduziblen invarianten Unterr�aumen von VkC 5 gelangen wirdurch die ZerlegungVC 3 =P3p=0VpC 3 ; VC 2 =P2q=0VqC 2 ;d.h. VkC 5 = Xp+q=kVpC 3 
VqC 2 :Wir erwarten daher, da� die Leptonen und Quarks genau den folgenden ir-reduziblen Darstellungen der Eichgruppe G entsprechen:Vp;q = Vp 
Vq ; DimVp;q = �p3��q2� :Die Darstellung Vp;q ordnet jedem Element (u; v) der Eichgruppe G denOperator Vpu
Vqv zu. Die Z2-Graduierung von VC 5 gibt jeder DarstellungVp;q die Parit�at � = (�1)k = (�1)p+q ;die der Helizit�at (R/L) des Lepton- bzw. Quarkfeldes entspricht.Um zu erkennen, welche Komponenten von  (x) Leptonen bzw. Quarksbeschreiben, m�ussen wir die Hyperladung Y jeder irreduziblen DarstellungVp;q bestimmen. Dies erfordert eine Anwendung der Gleichung (5):e�i�Y = Vp;q(s�1(ei�))= Vpe�i2�=3 
Vqei� = exp(�i2p�=3 + iq�) :Wir erhalten so die fundamentale BeziehungY = 23p� q (6)mit deren Hilfe wir leicht entscheiden k�onnen, um welchen Feldtyp es sichhandelt: Lepton-Felder : p = 0 oder 3 (Y ist ganzzahlig)Quark-Felder : p = 1 oder 2 (Y ist drittelzahlig).11



Von besonderer Bedeutung ist die folgende Beobachtung. In der von unsgew�ahlten Darstellung V der Gruppe G treten nur zwei Typen von Darstel-lungen der Isospingruppe SU(2) (Untergruppe von G) auf:� Die triviale Darstellung (q = 0 oder 2; I = I3 = 0). Teilchen oderFelder dieser Art hei�en Singletts.� Die Fundamentaldarstellung (q = 1, I = 12 ; I3 = �12). Teilchen oderFelder dieser Art hei�en Dubletts.In allen F�allen gilt der Zusammenhang Q = I3+ 12Y , auf den wir schon fr�uherhingewiesen haben.Weyl-Spinoren, die als Komponenten von  auftreten, sind charakterisiertdurch drei Parit�aten, die den Z2-Graduierungen der R�aume VC 5 , VC 3 , andVC 2 entsprechen. Ihre Interpretation ist wie folgt (beachte da� k = p+ q)):k =gerade : rechtsh�andig k =ungerade : linksh�andigp =gerade : Materie p =ungerade : Antimaterieq =gerade : Singlett q =ungerade : Dublett.Da die Ladungskonjugation auf VC 5 durch komplexe Konjugation wirkt,f�uhrt sie die Darstellung [p; q] in die Darstellung [3 � p; 2 � q] �uber. Sievertauscht also links und rechts, Materie und Antimaterie, und kehrt dieVorzeichen von Y , I3 und Q um, f�uhrt aber Singletts wieder in Singletts,Dubletts wieder in Dubletts �uber.Abschlie�end wollen wir auf einen besonderen Umstand aufmerksam ma-chen. Zun�achst f�uhren wir die Menge aller Darstellungsmatrizen ein:VG = fVg j g 2 Gg:Mit (VG)0 bezeichnen wir die Kommutante, d.h. die Algebra aller Operatorenauf dem Darstellungsraum VC 5 , die mit jedem Element der Menge VG kom-mutieren. Das Besondere der Gruppe G besteht darin, da� es sich bei (VG)0um eine kommutative Algebra der Dimension 12 handelt. Denn die 12 Dar-stellungen Vp;q (4 Werte f�ur p, 3 Werte f�ur q) sind irreduzibel und paarweisein�aquivalent. Aufgrund des Schurschen Lemmas nimmt jedes A 2 (VG)0 dortkonstante Werte an, die s�amtlich unabh�angig sind. Die Freiheiten, die wir inA haben, werden sich sp�ater als wesentlich erweisen: Sie garantieren eineausreichende Menge von freien Parametern des Standardmodells.1.4 Die Standardbasis f�ur VC 5Der Raum C 5 besitzt nicht nur ein kanonisches Skalarprodukt sondern aucheine kanonische Orthonormalbasis (ei)5i=1, so da� jeder Basisvektor ei die12



Komponenten (ei)j = �ij (j = 1; : : : ; 5) hat. Dies induziert eine Orthonor-malbasis eI in der �au�eren Algebra VC 5 . Sie ist gegeben durcheI = ei1 ^ � � � ^ eik 2 VkC 5 ; I = fi1; : : : ikg; i1 < � � � < ik; 0 � k � 5wobei I alle Teilmengen von f1; 2; 3; 4; 5g durchl�auft, die leere Menge ; ein-geschlossen. Gesetzt wir haben ein I gew�ahlt, so sind die zugeh�origen cha-rakteristischen Exponenten k; p; q leicht zu bestimmen: k ist die Anzahl allerElemente in I, p ist die Anzahl der aus f1; 2; 3g gew�ahlten Elemente in I, qist die Anzahl der aus f4; 5g gew�ahlten Elemente in I. Anstelle von k werdenwir auch jIj schreiben und das Komplement von I in f1; 2; 3; 4; 5g mit Icbezeichnen.In der folgenden Tabelle sind alle 32 Basivektoren aufgelistet zusammenmit ihren p; q-Werten. Jedoch haben wir I an Stelle von eI angegeben:I q = 0 q = 2 q = 1p = 0 ; 45 4 523 2345 234 235p = 2 13 1345 134 13512 1245 124 1251 145 14 15p = 1 2 245 24 253 345 34 35p = 3 123 12345 1234 1235
(7)

Die Basisvektoren der ersten beiden Spalten haben I3 = 0, jene der drittenSpalte I3 = 12 , der vierten Spalte I3 = �12 . Jeder Basisvektor eI ist zugleichein Eigenvektor der Hyperladung Y und der elektrischen Ladung Q, derenWerte die beiden folgenden Tabellen zeigen.
13



Y q = 0 q = 2 q = 1p = 0 0 -2 -1 -14/3 -2/3 1/3 1/3p = 2 4/3 -2/3 1/3 1/34/3 -2/3 1/3 1/32/3 -4/3 -1/3 -1/3p = 1 2/3 -4/3 -1/3 -1/32/3 -4/3 -1/3 -1/3p = 3 2 0 1 1

Q q = 0 q = 2 q = 1p = 0 0 -1 0 -12/3 -1/3 2/3 -1/3p = 2 2/3 -1/3 2/3 -1/32/3 -1/3 2/3 -1/31/3 -2/3 1/3 -2/3p = 1 1/3 -2/3 1/3 -2/31/3 -2/3 1/3 -2/3p = 3 1 0 1 0Nach dieser Zuweisung von Ladungen �nden wir auch die Zuordnung zuden entsprechenden Weyl-Spinoren der ersten Generation:1. Gen. q = 0 q = 2 q = 1p = 0 �eR eR �eL eLu1R d1R u1L d1Lp = 2 �u2R �d2R �u2L �d2Lu3R d3R u3L d3Ldc1L uc1L dc1R �uc1Rp = 1 dc2L uc2L dc2R �uc2Rdc3L uc3L dc3R �uc3Rp = 3 ecL �ceL ecR ��ceR
(8)

14



Entsprechende Zuordnungen existieren f�ur die zweite und dritte Generation:2. Gen. q = 0 q = 2 q = 1p = 0 ��R �R ��L �Lc1R s1R c1L s1Lp = 2 �c2R �s2R �c2L �s2Lc3R s3R c3L s3Lsc1L cc1L sc1R �cc1Rp = 1 sc2L cc2L sc2R �cc2Rsc3L cc3L sc3R �cc3Rp = 3 �cL �c�L �cR ��c�R

3. Gen. q = 0 q = 2 q = 1p = 0 ��R �R ��L �Lt1R b1R t1L b1Lp = 2 �t2R �b2R �t2L �b2Lt3R b3R t3L b3Lbc1L tc1L bc1R �tc1Rp = 1 bc2L tc2L bc2R �tc2Rbc3L tc3L bc3R �tc3Rp = 3 � cL �c�L � cR ��c�RHier stehen die Symbole mit ihren Vorzeichen f�ur die Komponenten  I desDirac-Feldes  , wobei I aus der Tabelle (7) abzulesen ist. Die ersten vierZeilen der Tabelle (8) sind z.B. so zu interpretieren: ; = �eR  45 = eR  4 = �eL  5 = eL 23 = u1R  2345 = d1R  234 = u1L  235 = d1L 13 = �u2R  1345 = �d2R  134 = �u2L  135 = �d2L 12 = u3R  1245 = d3R  124 = u3L  125 = d3LJede Tabelle ist symmetrisch aufgebaut. Die obere H�alfte beschreibt Materie,die untere H�alfte Antimaterie. Quarkfelder haben einen Farbindex i, z.B.uiR; uiL; diR; diL (i = 1; 2; 3):Zugleich erkennen wir eine leichte �Anderung gegen�uber der traditionellenAu�assung: Die Darstellungen 3 (mit p = 1) und �3 (mit p = 2), beide Fun-damentaldarstellungen der Farb-SU(3), haben ihre Rollen vertauscht. Dieshat jedoch keinen physikalischen E�ekt.Zu jedem Weyl-Spinor  I existiert der durch Ladungskonjugation entste-hende Weyl-Spinor  cI , der ebenfalls in der Tabelle und damit als Kompo-nente von  auftritt. Da die Ladungskonjugation die Chiralit�at �andert, istbesondere Sorgfalt bei der Bezeichnung geboten. Dies wollen wir am Beispieldes d-Quarks erl�autern:dcL := (dc)L = (dR)c; dcR := (dc)R = (dL)c :15



Einige Felder treten in den Tabellen mit einem negativen Vorzeichen auf.Der Grund hierf�ur ist rein algebraischer (nicht physikalischer) Natur. DieVorzeichen sind so gew�ahlt, da� die folgende Bedingung erf�ullt ist:�I cI =  Icwobei �I das Vorzeichen derjenigen Permutation ist, die fI; Icg in die normaleOrdnung f1; 2; 3; 4; 5g �uberf�uhrt, also etwa�13 = sgn� 1 3 2 4 51 2 3 4 5� = �1 :Gleichzeitig wird hierdurch einer bekannte Regel Rechnung getragen: Mit(�e; e)L, einem linksh�andigen SU(2)-Dublett, ist, nach Ausf�uhrung einer La-dungskonjugation, (ec;��ce)R = (eL;��eL)cein rechtsh�andiges SU(2)-Dublett.1.5 Das Higgs-Feld und die Yukawa-KopplungDer verallgemeinerte Dirac-Operator ID= = D= + L enth�alt bereits das Higgs-Feld zusammen mit vielen anderen Parametern in dem Operator L, der freivon 
-Matrizen ist und deshalb wie ein Skalar auf den Spinorraum S wirkt.Seine Wirkung beschr�ankt sich auf den Raum C 3 
 VC 5 . Wir wollen dieEinschr�ankungen untersuchen, denen der Operator L dort unterliegt.Die erste Einschr�ankung L� = �Lkommt von der Forderung, da� der Di�erentialoperator iID= (ebenso wie i@=)selbstkonjugiert ist, die zweite Einschr�ankungC 3 
V�C 5 L�! C 3 
V�C 5 (9)von der Forderung, da� (verallgemeinerte) Dirac-Operatoren immer ungeradeOperatoren sind, also die Parit�at der Vektoren, auf die sie wirken, umkehren.Im einfachsten Fall, wenn der Dirac-Operator auf dem Raum S wirkt unddie Struktur 
�@� hat, ist dies die folgende Eigenschaft der 
-Matrizen:
�
5 + 
5
� = 0 :Im vorliegenden Fall ist die Z2-Graduierung (und damit die Parit�at) nichtallein durch die 
5-Matrix gegeben, sondern von komplizierterer Struktur,16



n�amlich durch den Darstellungsraum der Eichgruppe mitbestimmt:(C 3 
VC 5 
 S)� = C 3 
 (VC 5 
 S)�(VC 5 
 S)+ = (V+C 5 
 S+)� (V�C 5 
 S�)(VC 5 
 S)� = (V�C 5 
 S+)� (V+C 5 
 S�)Da L trivial auf den Raum S wirkt und so seine Parit�at erh�alt, �andert Lzwangsl�au�g die Parit�at in VC 5 wie in (9) angegeben.Der Higgs-Sektor des Standardmodells ist durch die Form des Dirac-Operators bestimmt, sobald der Operator L festgelegt ist:LHiggs = 12 � iL :Hier haben wir nur den Teil des Higgs-Sektors aufgef�uhrt, die die Wechsel-wirkung mit den Fermionen beinhaltet. Der Grund f�ur den Faktor 12 auf derrechten Seite liegt darin, da� in unserem Formalismus � iID= den Vorfaktor12 bekommt, weil darin mit jedem Elementarfeld  I zugleich und gleichbe-rechtigt auch das ladungskonjugierte Feld  cI auftritt. Beide Felder gebenAnla� zu identischen Ausdr�ucken in dem Wirkungsintegral. Wenn wir also�Ubereinstimmung mit dem konventionellen Ansatz f�ur die Lagrange-Dichteerreichen wollen, ist der Faktor 12 unausweichlich. Dieser Faktor kann al-lerdings vermieden werden, wenn wir wir uns bei  auf Komponenten mitp = 0; 2 beschr�anken.F�ur die weitere Diskussion ist es hilfreich, eine suggestive Bezeichnungf�ur die vier Materiefelder mit den Ladungen Q = 0;�1; 23 ;�13 (jedes Feld ein
avor-Triplett) einzuf�uhren:n = (�e; ��; �� )e = (e; �; �) u = (u; c; t)d = (d; s; b) :Das Standardmodell benutzt einen speziellen Ansatz f�ur den Operator L, soda� der hierdurch gegebene Beitrag zur Lagrange-Dichte die folgende Formhat: LHiggs = �nR A�n(nL�0 � eL�+) + (�nL��0 � �eL��+)An nR+ �eR A�e (eL��0 + nL��+) + (�eL�0 + �nL�+)Ae eR+ �uR A�u(uL�0 � dL�+) + (�uL��0 � �dL��+)AuuR+ �dR A�d(dL��0 + uL��+) + (�dL�0 + �uL�+)AddR :Hierin bezeichnet (�+; �0) ein SU(2)-Dublett mit Y = 1 aus (skalaren) Higgs-Feldern. Die Bezeichnung macht deutlich, da� �+ die Ladung Q = 1 tr�agt17



und �0 neutral ist, die spontane Symmetriebrechung also ein `Kondensat'h�0i 6= 0 hervorruft. In den Ansatz f�ur L gehen dar�uberhinaus vier komplexe3� 3-Matrizen An, Ae, Au, Ad ein, die auf die 
avor-Freiheitsgrade wirken,also als Operatoren auf den Raum C 3 zu interpretieren sind. Es gibt bislangkein �uberzeugendes Argument oder Prinzip, das diese Matrizen in irgend-einer Weise einschr�anken k�onnte: Sie sind frei w�ahlbar und bestimmen dieYukawa-Kopplungen. Jedoch sind nicht alle 4 �32 = 36 komplexen Parameterphysikalisch relevant, da wir die Fermi-Felder unit�ar transformieren k�onnen.Die obige Konstruktion gew�ahrleistet lokale Eichinvarianz der Lagrange-Dichte. Sie nutzt aus, da� sich mit Hilfe des Higgs-Feldes vier verschiedeneSU(2)-Singletts konstruieren lassen:ns = AnnR + nL�0 � eL�+ (Q = 0)es = AeeR + eL��0 + nL��+ (Q = �1)us = AuuR + uL�0 � dL�+ (Q = 23)ds = AddR + dL��0 + uL��+ (Q = �13)Wir fassen sie als transformierte Dirac-Felder auf. Die Lagrange-Dichte desHiggs-Sektors kann nach Einf�uhrung dieser Felder nun k�urzer geschriebenwerden, wodurch ihre Struktur besser sichtbar wird:LHiggs = �nsns + �eses + �usus + �dsds :Insbesondere l�a�t sich die Eichinvarianz der rechten Seite sehr viel leichter�uberpr�ufen. Man macht sich die Korrektheit der neuen Schreibweise leichtam Beispiel des neutralen Dirac-Feldes klar:�nsns = �nsRnsL + �nsLnsR= AnnR (nL�0 � eL�+) + (nL�0 � eL�+)AnnR= �nR A�n(nL�0 � eL�+) + (�nL��0 � �eL��+)An nR :Der Higgs-Kibble-Mechanismus gibt eine bew�ahrte Beschreibung der spon-tanen Brechung der lokalen Eichsymmetrie. Zugleich eliminiert er drei reelleFreiheitsgrade des Higgs-Feldes und �ubertr�agt diese auf die massiven Eich-felder. Danach haben wir in allen Formeln die Ersetzung�+(x) = 0; �0(x) = (H(x) + v)=p2vorzunehmen, wobei H(x) das neutrale `physikalische' Higgs-Feld und v dasreelle Kondensat beschreibt. Spontane Symmetriebrechung f�uhrt zur Mas-senerzeugung. Hierbei treten vier komplexe Massenmatrizen der Fermionenauf:Mn = vAn=p2; Me = vAe=p2; Mu = vAu=p2; Md = vAd=p2 :18



Ihr Ein
u� zeigt sich in dem folgenden Beitrag zur Lagrange-Dichte:Massenterme = �nRM�nnL + �nLMnnR+ �eRM�e eL + �eLMe eR+ �uRM�uuL + �uLMuuR+ �dRM�ddL + �dLMddRDie Massen der beobachteten fundamentalen Fermionen ergeben sich ausdem Spektrum: spec (M�nMn) = fm2�e; m2��; m2��gspec (M�eMe) = fm2e ; m2� ; m2�gspec (M�uMu) = fm2u ; m2c ; m2tgspec (M�dMd) = fm2d ; m2s ; m2bgBeziehungen dieser Massen untereinander oder Beschr�ankungen, die ihnenauzuerlegen sind, gibt es in dieser Theorie nicht. Das ist sehr unbefriedigend,insbesondere deshalb, weil die kleinste Masse m�e und die gr�o�te Masse mtsich um mindestens 12 Gr�o�enordnungen unterscheiden. Wo liegt der Grundf�ur solche Unterschiede?1.6 Unit�are CKM-Matrizen der Leptonen und QuarksFalls die vier Massenmatrizen nicht von vornherein diagonal sind { wof�ur eskeinen Grund gibt { , gehen die im Experiment beobachtbaren Fermionendurch eine 
avor-Mischung { beschrieben durch eine unit�are Transformation{ aus den von uns gew�ahlten Basisfeldern hervor. Denn ein bekannter Satzder Algebra sagt, da� sich jede der komplexen Matrizen Mn, Me, Mu, Mddurch eine biunit�are Transformation diagonalisieren l�a�t:Mn = U�nLM 0nUnR; M 0n = diag(m�e ; m�� ; m�� )Me = U�eLM 0e UeR ; M 0e = diag(me ; m� ; m� )Mu = U�uLM 0uUuR; M 0u = diag(mu ; mc ; mt)Md = U�dLM 0dUdR; M 0d = diag(md ; ms ; mb)Dies legt nahe, alle fundamentalen Fermi-Felder unit�ar zu transformieren, soda� die neuen Felder den Masseneigenzust�anden entsprechen:n0R = UnR nRe0R = UeR eRu0R = UuR uRd0R = UdR dR n0L = UnL nLe0L = UeL eLu0L = UuL uLd0L = UdL dL19



Hierdurch werden neue (orthonormierte) Basen im 
avor-Raum C 3 eingef�uhrt,die den tats�achlich beobachteten Teilchen entsprechen.Die Transformation zu neuen Feldern vereinfacht zugleich auch die Be-schreibung die Yukawa-Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld H(x):LHiggs = LYukawa +MassentermeLYukawa = XF GF �FFHGF = mFp2=vDie Summe wird �uber alle fundamentalen Dirac-Felder F = FR+FL gef�uhrt,wobei F die Symbole �e �� ��e � �u c td s bdurchl�auft. Entscheidend ist, da� die Kopplungskonstante GF proportionalder Masse mF des Fermions ist. Die partielle Breite f�ur den Zerfall H ! F �Fist daher proportional m2F . Eine unmittelbare Kopplung des Higgs-Teilchensan die Eichbosonen existiert nicht. Der Zerfall H ! 2
 geschieht �uber einevirtuelle Produktion von F �F -Paaren. Die Masse des (bislang nicht nachge-wiesenen) Higgs-Teilchens wird im Bereich 100-200 GeV erwartet.Die Transformation zu den Masse-Eigenzust�anden hat keinen Ein
u� aufalle �ubrigen Terme der Lagrange-Dichte des Standardmodells bis auf einebemerkenswerte �Anderung der geladenen Str�ome der schwachen Wechsel-wirkung, da in ihnen Felder verschiedener Ladung verkn�upft werden. Dieurspr�ungliche Gestalt dieser Str�ome istj�+ = �nL
�eL + �uL
�dL j�� = (j�+)�und die endg�ultige Gestalt aufgrund der Transformation istj�+ = �n0L
�e00L + �u0L
�d00L j�� = (j�+)�mit den Bezeichnungene00L = V eCKM e0L ; V eCKM = UnLU�eLd00L = V dCKM d0L ; V dCKM = UuLU�dL :Zwei unit�are Matrizen mit physikalischer Relevanz treten hierbei auf. Siewerden nach ihren Entdeckern Cabbibo, Kobayashi, und Maskawa als CKM-Matrizen bezeichnet:V eCKM = CKM-Matrix der LeptonenV dCKM = CKM-Matrix der Quarks:20



Da� wir die Felder e0 und d0 zu neuen Feldern e00 und d00 transformieren, istreine Konvention. Ebenso gut k�onnten wir, die konjugierten CKM-Matrizenbenutzend, die Felder n0 und u0 zu neuen Feldern n00 und u00 transformierenund darin die geladenen Str�ome ausdr�ucken.Es besteht der Wunsch, die CKM-Matrizen zu parametrisieren und dieParameter aus dem Experiment zu bestimmen. Eine unit�are 3 � 3-Matrixenth�alt 9 reelle Parameter. F�unf davon sind Phasen, die sich durch Phasen-transformationen aller Felder eliminieren lassen7. Es bleiben vier physikalischrelevante Parameter (Winkel): �1; �2; �3; � :Die ersten drei sind den Euler-Winkeln einer Rotation R 2 SO(3) vergleich-bar, der Winkel � beschreibt die Abweichung von der reellen Gestalt derCKM-Matrix, die wir als ein Produkt von vier unit�aren Matrizen schreiben:VCKM = V2V�V1V3mit V1 = 0@ cos �1 sin �1 0� sin �1 cos �1 00 0 11A V2 = 0@ 1 0 00 cos �2 � sin �20 sin �2 cos �2 1AV3 = 0@ 1 0 00 cos �3 sin �30 � sin �3 cos �31A V� = 0@ 1 0 00 1 00 0 �ei�1ADa die Antiteilchen mit der konjugiert komplexen CKM-Matrix verkn�upftsind, wechselt unter der CP-Operation der Winkel � sein Vorzeichen. EineAbweichung von � = 0 (mod �)ist verantwortlich f�ur die CP-Verletzung in der schwachen Wechselwirkung.Eine theoretische Vorhersage f�ur die Gr�o�e von � steht noch aus.Die CKM-Matrix der Quarks schreibt man auch in der FormV dCKM = 0@Vud Vus VubVcd Vcs VcbVtd Vts Vtb 1A7Allgemein, wenn n Generationen existieren, ist die CKM-Matrix V ein Element derGruppe U(n). Dieses ist nicht eindeutig, weil V und V 0 als physikalisch �aquivalent gelten,wenn es Diagonalmatrizen D;D0 2 U(n) gibt mit DV = V 0D0. Die �Aquivalenzrelationeliminiert 2n � 1 von insgesamt n2 reellen Parametern. Somit hat die CKM-Matrix nur(n�1)2 relevante Parameter (Winkel). Von diesen sind n(n�1)=2 verallgemeinerte Euler-Winkel, d.h. Parameter der Gruppe SO(n). Es bleiben (n � 1)(n � 2)=2 Winkel, die f�urdas Verhalten �V 6= V , also f�ur die CP-Verletzung ausschlaggebend sind.21



wodurch sofort ersichtlich ist, welchem Vertex ein bestimmtes Matrixelementzuzuordnen ist. Hierzu zwei Beispiele:1. Die Gr�o�e von Vud bestimmt den Zerfall des Neutrons,n ! p e���e :Denn im Quarkbild gilt n = (ddu) und der Zerfall verl�auft �uber einvirtuelles W�-Eichboson: d! uW�.2. Die Gr�o�e von Vus bestimmt den Zerfall der geladenen K-Mesonen,z.B. K+ ! �+�� :Denn im Quarkbild gilt K+ = (�su) und der Zerfall verl�auft �uber einvirtuelles W+-Eichboson: �su! W+.Die CKM-Matrix der Leptonen schreiben wir so:V eCKM = 0@V11 V12 V13V21 V22 V23V31 V32 V331AIm Rahmen des Minimalen Standardmodells (MSM) wurde angenommen,da� alle Neutrinomassen gleich Null sind. Eine Entartung m�e = m�� = m��reicht bereits aus, um eine neue `physikalische' Basis von Neutrinofelderndurch die Transformation n0 = (V eCKM)� n einzuf�uhren mit dem Ergebnis,da� die geladenen Str�ome numehr anstelle der CKM-Matrix V eCKM die Ein-heitsmatrix 1l3 enthalten. Mit anderen Worten, im MSM gab es keine 
avor-�andernden Wechselwirkungen der Leptonen.Bestehende Experimente deuten auf eine Verletzung der angenommenenMassen-Entartung bei den Neutrinos. Eine nicht-diagonale CKM-Matrix derLeptonen zwingt uns zur Erkenntnis, da� es zwar eine Erhaltung der Lepto-nenzahl L = Le+L�+L� , aber keine separate Erhaltung von Le, L� und L�gibt. Der Zerfall des M�uons etwa verl�auft danach �uber vier Prozesse:
- ��������tV22 t���� -����V 11�� �eW��� e� - ��������tV22 t���� -����V 21�� ��W��� e�
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- ��������tV12 t���� -����V 11�e �eW��� e� - ��������tV12 t���� -����V 21�e ��W��� e�
Die vier m�oglichen Endzust�ande lassen sich auch durch Neutrino-Oszillationenerkl�aren.Sind die Massen m�e und m�� sehr nahe beieinander, so erwartet man�Uberg�ange �e � �� auf dem Wege Sonne-Erde oder beim Durchgang durchdie Erde, im wesentlichen auf der Basis der Diagramme

- ��������tV 21 t -V11e�W+�� �e - ��������tV 11 t -V21e�W+�e ��Fazit: Flavor-�andernde Prozesse im Standardmodell werden durch (und nurdurch) die Wechselwirkung mit den W -Bosonen hervorgerufen.
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2 Die Brownsche BewegungThe main advantages of a discreteapproach are pedagogical, inasmuchas one is able to circumvent va-rious conceptual di�culties inherentto the continuous approach. It is al-so not without a purely scienti�c in-terest. . .Marc KacZufallsbewegungen von mikroskopischen Teilchen in einer Fl�ussigkeit, wie siezum erstenmal von dem britischen Botaniker Brown 1827 beobachtet wurden,gaben Anla� zur Entwicklung einer mathematischen Disziplin, der Theorieder Brownschen Bewegung, mit ungeahnter Tragweite f�ur die gesamte Physik.Die heutigen Anwendungen reichen von der Astronomie bis zur Physik derElementarteilchen.2.1 Die eindimensionale ZufallsbewegungMan denke an ein Teilchen, das sich entlang der x-Achse bewegt, so da�es in der Zeiteinheit � einen Schritt nach rechts oder nach links machtmit der Schrittweite h. In unserem Modell sind also sowohl der Raum alsauch die Zeit diskret (diskontinuierlich). Dar�uberhinaus ist der Raum quasi-eindimensional, n�amlich durch eine Folge von �aquidistanten Punkten ersetzt.Wirkt kein �au�erer Ein
u�, der \rechts" vor \links" bevorzugt, so sinddie Wahrscheinlichkeiten f�ur den Rechtsschritt und den Linksschritt einandergleich, also gleich 12 , und damit ist allgemein die Wahrscheinlichkeit f�ur den�Ubergang vom Platz x = jh zum Platz x = ih w�ahrend der Zeit t = � durchdie FunktionP (ih� jh; �) = � 12 ji� jj = 10 sonst (i; j 2 Z) (10)beschrieben. Es handelt sich hier, wollen wir dem �ublichen Sprachgebrauchfolgen, um einen stochastischen Proze�, genauer, um eine Markov-Kette mitabz�ahlbar vielen Zust�anden. Der Proze� ist1. homogen: P h�angt nur von der Di�erenz i� j ab.2. isotrop: P h�angt nicht von der Richtung im Raum ab, d.h. P ist inva-riant gegen�uber der Ersetzung (i; j)! (�i;�j).24



Allgemein kann man eine Markov-Kette durch ein Paar (P; p) charakterisie-ren, wobei P = (Pij) die \�Ubergangsmatrix" und p = (pi) die Anfangsver-teilung beschreibt: pi ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit t = 0im Zustand ���u �nden. Es gilt immer 0 � pi � 1, Pi pi = 1, 0 � Pij � 1und Pi Pij = 1. In unserer Situation ist der Zustand ��mit dem Aufenthaltim Punkt x = ih gleichzusetzen, und die Matrix P hat die KomponentenPij = P (ih� jh; �) (11)Diese Matrix ist beidseitig unendlich: �1 < i; j < 1. Nach Verstreichender Zeit n� (n 2 N) errechnen wir die neuen �Ubergangswahrscheinlichkeitenals P (ih� jh; n�) = (P n)ij (12)wobei P n = P � P � � �P (n Faktoren) das n-fache Matrixprodukt bezeichnet.Ist die Position des Teilchens zur Zeit t = 0 mit Sicherheit bekannt, etwax = 0, so gilt pi = 0 f�ur i 6= 0 und p0 = 1. Nach Verstreichen der Zeitn� � 0 entsteht daraus die Verteilung P np. Mit anderen Worten, P n ist derEvolutionsoperator des Systems, und die Zeit ist grunds�atzlich nur positiverWerte f�ahig.Die OperatorenR = 0BBBBBB@ . . . 01 0. . . . . .1 00 . . . . . .
1CCCCCCA L = 0BBBBBB@ . . . . . . 00 1. . . . . .0 10 . . .

1CCCCCCAverschieben das Teilchen nach rechts bzw. nach links um die vorgegebeneSchrittweite h. Es gilt L = R�1, insbesondere also RL = LR. Die unseremModell zugrunde liegende �Ubergangsmatrix P l�a�t sich nun so darstellen:P = 12(R + L) (13)Eine unmittelbare Folge davon istP n = 12n nXk=0 �nk�RkLn�k (14)und wir erhalten somit die �Ubergangswahrscheinlichkeiten nach n Zeitschrit-ten als P (ih� jh; n�) = 12n�nk� i� j = k � (n� k) (15)25



Es ist leicht zu sehen, da� die Rekursionsformel�n+ 1k � = �nk� + � nk � 1�f�ur die Binomialkoe�zienten (Pascalsches Dreieck!) mit der Di�erenzenglei-chung P (x; t+ �) = 12P (x+ h; t) + 12P (x� h; t) (16)identisch ist, wobei wir x = (i�j)h und t = n� gesetzt haben. Die Gleichung(16) kann wie folgt umgeschrieben werden:P (x; t+ �)� P (x; t)� = h22� P (x+ h; t)� 2P (x; t) + P (x� h; t)h2 (17)Auch dies ist eine Di�erenzengleichung, die aber schon die N�ahe zu einerDi�erentialgleichung erkennen l�a�t. Entsprechend unserer Au�assung sindn�amlich sowohl h als auch � mikroskopische Gr�o�en. Eine makroskopischeBeschreibung der Zufallsbewegung erzielen wir durch den Grenz�ubergangh! 0, � ! 0, wobei die Di�usionskonstanteD = h22�konstant gehalten wird. In diesem Limes werden x und t zu kontinuierlichenVariablen: x 2 R , t 2 R+ . Die Gleichung (17) geht in die (eindimensionale)Di�usionsgleichung �uber8:@@tP (x; t) = D @2@x2P (x; t) (18)Diese Gleichung und ihre mehrdimensionalen Varianten sind die Basis derEinsteinschen Theorie der Brownschen Bewegung. Die Art des Grenz�uber-ganges l�a�t erkennen: Die instantane Geschwindigkeit, n�amlich der Quotienth=� , besitzt keinen Limes. Vielmehr strebt der Quotient �uber alle Werte.Dieses Verhalten ist daf�ur verantwortlich, da� man dem Brownschen Teil-chen keine Geschwindigkeit zuordnen kann. Mathematisch gesehen bedeutetdies, da� die Pfade der Brownschen Bewegung nichtdi�erentierbare Funktio-nen der Zeit sind. Eine bedeutende Leistung von Einstein war die Ableitungder Beziehung D = 2kBT=f (kB=Boltzmann-Konstante, T=Temperatur, f8Bei dem �Ubergang zum Kontinuum mu� die Funktion P (x; t) mit Hilfe eines zus�atz-lichen Faktors h umnormiert werden, der ber�ucksichtigt, dasPi Pij = 1 in die BedingungR dxP (x; t) = 1 �ubergeht. 26



=Reibungskonstante), die es erm�oglichte, die Di�usionskonstante D auf ma-kroskopische Gr�o�en zur�uckzuf�uhren9. F�ur unsere Zwecke ist diese Beziehungjedoch nicht von Interesse.Die Di�usionsgleichung ist formal identisch mit der W�armeleitungsglei-chung. Der Unterschied liegt lediglich in der Interpretation der FunktionP (x; t) und der KonstantenD. Ergebnisse, die bei der Diskussion der W�arme-leitung erzielt wurden, lassen sich somit �ubertragen. Zum Beispiel kennt mandie L�osung P0(x; t) = 12p�Dt exp�� x24Dt� (t > 0) (19)des Anfangswertproblems P0(x; 0) = �(x) (das Brownsche Teilchen startetim Ursprung). Das klassische Theorem von Laplace-De Moivre (Konvergenzder Binomialverteilung gegen die Gau�-Verteilung) sorgt daf�ur, da� im Kon-tinuumslimes die Gau�-Funktion P0 an die Stelle der �Ubergangswahrschein-lichkeit P tritt:lim Xx1<ih<x2jh!x0n�!t P (ih� jh; n�) = 12p�Dt Z x2x1 dx exp��(x� x0)24Dt � (20)Dies ist, historisch gesehen, der erste bekannt gewordene Fall eines Grenz-wertsatzes der Wahrscheinlichkeitstheorie. Das IntegralW (A; t) = ZA dxP0(x; t) (21)stellt die Wahrscheinlichkeit dar, da� sich das Teilchen zur Zeit t im GebietA � R aufh�alt. Die Normierung R dxP0(x; t) = 1 ist zeitunabh�angig undsorgt daf�ur, da� 0 � W (A; t) � 1 zu allen Zeiten gilt.An die Stelle der trivialen Matrixidentit�at P nPm = P n+m tritt, bei dem�Ubergang zum Kontinuum, die Chapman-Kolmogorov-GleichungZ dx0 P0(x� x0; t)P0(x0 � x00; t0) = P0(x� x00; t+ t0) (22)Sie ist Ausdruck der zeitlichen Homogenit�at des stochastischen Prozesses.9F�ur kugelf�ormige Brownsche Teilchen gilt die Stokesche Formel. Mit ihrer Hilfe kannf durch den Radius des Teilchens und die Viscosit�at der Umgebung ausgedr�uckt werden.Durch Experimente an Brownschen Teilchen kann also die Gr�o�e von kB , oder wegenkB = R=N auch die Avogadro-Zahl N bestimmt werden. F�ur die Bestimmung von N aufdiesem Wege erhielt Perrin 1926 den Nobelpreis.27



2.2 Die d-dimensionale IrrfahrtWir verallgemeinern die Betrachtungen des vorigen Abschnittes und kommennun zu der Zufallsbewegung eines Teilchens auf dem d-dimensionalen kubi-schen Gitter (Zh)d mit der Gitterkonstanten h. Eine solche Irrfahrt k�onnte{ auf einem zweidimensionalen Gitter { etwa den folgenden Verlauf nehmen:
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Betrachten wir zeitliche Entwicklungen dieser Art jedoch aus gro�er Ferneund lassen wir dem Teilchen gen�ugend Zeit, sein Irrfahrt durch den Raumfortzusetzen, so bietet sich ein Bild, das die Gitterstruktur kaum noch erken-nen l�a�t. Je feiner das Gitter, umso chaotischer die Bewegung:
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In der Zeiteinheit � hat das Teilchen die Freiheit, in eine der 2d Richtun-gen des Gitters einen Schritt der L�ange h auszuf�uhren. Die Wahrscheinlich-keit { f�ur alle Richtungen gleich { ist (2d)�1. Im eindimensionalen Fall war esbequem, die Matrixnotation f�ur den �Ubergang zu verwenden. Im mehrdimen-sionalen Fall erweist sich die Operatornotation als wesentlich g�unstiger, d.h.anstelle der �Ubergangsmatrix benutzen wir nun den durch sie induziertenlinearen Operator P :[Pf ](x) = 12d dXk=1 ff(x + hek) + f(x� hek)g (23)Die Ortsvariable x ist hier nur diskreter Werte f�ahig: x 2 (Zh)d; ek ist derEinheitsvektor in Richtung der kten Koordinatenachse, also (ek)i = �ik. Ist0 � f(x) � 1 und Px f(x) = 1, so kann f als eine Verteilungsfunktionf�ur den Aufenthalt des Brownschen Teilchen zur Zeit t gedeutet werden.In diesem Fall w�are Pf die entsprechende Funktion zur Zeit t + � . Es istjedoch nicht nur bequem, sondern aus mathematischen Gr�unden geradezuzwingend, hier einen gr�o�eren Raum von Funktionen f zuzulassen, so da�darin die Spektralzerlegung des Operators P vorgenommen werden kann,etwa den Hilbertraum H = ff j Px jf(x)j2 <1g :Auf H ist P selbstadjungiert und beschr�ankt. Die Potenzen P n haben wirbesser im Gri�, sobald die Spektralzerlegung von P bekannt ist. Eine Fourier-Transformationf(x) = ZB dp eipx ~f(p) dp = dp1 � � �dpd~f(p) = � h2��dXx e�ipxf(x) px = p1x1 + � � �+ pdxdleistet das Gew�unschte. Das Integrationsgebiet f�ur den Impuls p ist die ersteBrillouin-ZoneB = fp 2 Rd j � �=h � pi � �=h; i = 1; : : : ; dg (24)Wir erhalten so: [fPf ](p) = �(p) ~f(p) (25)�(p) = 1d dXi=1 cos(pih) (26)specP = f�(p) j p 2 Bg : (27)29



Das Spektrum des Operators P ist somit kontinuierlich. Durch[P nf ](x) =Xx0 P (x� x0; n�)f(x0) (n 2 N) (28)wird P (x�x0; n�) zur Wahrscheinlichkeit f�ur den �Ubergang x0 ! x w�ahrendeines Zeitintervalls der L�ange n� . Explizit haben wir:P (x; n�) = � h2��d ZB dp eipx�(p)n (29)Der Kontinuumslimes besteht nun darin, da� wir, wie im vorigen Ab-schnitt, sowohl die Gitterkonstante h wie auch den Zeitschritt � so gegenNull streben lassen, da� dabei die Di�usionskonstanteD = h22�d (30)konstant gehalten wird. Die Brillouin-Zone w�achst monoton, bis sie schlie�-lich ganz Rd umfa�t.Wir �nden f�ur kleine Werte von h (gro�e Werte von n = t=�):�(p)n = exp(n log 1d dXi=1 cos pih!)= exp� t� log�1� h22dkpk2 +O(h4)��= exp ��Dtkpk2 +O(h2)	 (t > 0)mit kpk2 = Pi p2i . Die Wahrscheinlichkeit pro Volumen, h�dP (x; t), strebtdaher im Kontinuumslimes gegen die DichteP0(x; t) = (2�)�d Z dp eipxe�Dtkpk2= (4�Dt)�d=2 exp��kxk24Dt � (t > 0) (31)Wie man sieht, handelt es sich hierbei um eine Gau�-Verteilung, deren Breitewie pt anw�achst. Genau betrachtet, ist P0(x; t) die Wahrscheinlichkeitsdich-te f�ur den Aufenthalt des Brownschen Teilchens, wenn bekannt ist, da� eszur Zeit t = 0 im Ursprung startete. Als mittlere quadratische Auslenkung,abh�angig von t, bezeichnet man den Erwartungswert von kxk2:hkxk2it = Z dx kxk2P0(x; t) = 2dDt (32)30



Die Proportionalit�at mit t ist charakteristisch. Bei Beobachtungen unter demMikroskop (e�ektiv: d = 2) l�a�t sich auf diese Weise leicht die Di�usionskon-stante bestimmen.Wir machen die folgende Beobachtung: Obwohl das kubische Gitter nureine eingeschr�ankte Rotationssymmetrie besitzt, stellt der Kontinuumslimesdie volle Rotationssymmetrie des Rd wieder her, indem die Dichte P0(x; t)eine Funktion von des euklidischen Abstandes kxk des Punktes x vom Ur-sprung ist. Dies ist f�ur Grenzprozesse dieser Art keineswegs selbstverst�andlichund mu� als ein Geschenk betrachtet werden. Es ist leicht, Gegenbeispielezu konstruieren. Angenommen, die Spektralfunktion auf dem Gitter s�ahe soaus: �(p) = 1� fd�1Pdi=1 j sin pihjg2Diese Funktion ist invariant unter allen Spiegelungen und Rotationen desGitters. Im Kontinuumslimes entsteht jedoch ein ungew�ohnlicher Ausdruck,lim�(p)n = expf�D0t(Pi jpij)2g(D0 = limh2=(�d2) = 2D=d), der die erwartete Rotationssymmetrie vermis-sen l�a�t.Kehren wir zum Resultat (31) zur�uck. Man �uberzeugt sich leicht, da� dieGau�-Funktion P0(x; t) die d-dimensionale Di�usionsgleichung erf�ullt:@@tP0(x; t) = D�P0(x; t) (33)Hier bezeichnet � den d-dimensionalen Laplace-Operator. Uns interessiertdaran die formale �Ahnlichkeit mit der Schr�odinger-Gleichung eines freienTeilchens: Wir gelangen von der statistischen Mechanik zur Quantenmecha-nik, rein formal betrachtet, durch die Einf�uhrung einer imagin�aren Zeit.2.3 Imagin�are ZeitDie Schr�odinger-Gleichung f�ur ein freies Teilchen der Masse m = 1 kann sogeschrieben werden, da� schon durch die blo�e Schreibweise die Einf�uhrungder Variablen it anstelle von t nahegelegt wird:12� = @@(it) (34)Indem wir bei quantenmechanischen Rechnungen konsequent die imagin�areZeitvariable it in allen Ausdr�ucken benutzen, k�onnen wir etwa die L�osungdes Anfangswertproblems in der Form (x; it) = Z d3x0K(x� x0; it) (x0; 0) (35)31



angeben10, wobeiK(x; it) = � (2�it)�3=2 exp(�(2it)�1x2) t 6= 0�3(x) t = 0 (36)der Integralkern des unit�aren Operators eit�=2 ist, der im Falle der Quanten-mechanik die zeitliche Evolution von Zust�anden beschreibt: (x; it) = [eit�=2�](x) (t 2 R) (37) (x; 0) = �(x) (38)Das Erstaunliche angesichts dieser ersten kurzen Liste von Formeln ist, da�tats�achlich an allen Pl�atzen die imagin�are Variable it in nat�urlicher Weiseauftritt, so als ob i und t f�ur immer untrennbar verbunden sind. Es ist aucheine bekannte Tatsache, da�, indem wir t variieren, die Operatoren eit�=2 eineeinparametrige unit�are Gruppe beschreiben. F�ur den Integralkern bedeutetdies die G�ultigkeit einer Gleichung, die der Chapman-Kolmogorov-Gleichungv�ollig analog ist, n�amlichZ d3x0K(x� x0; it)K(x0 � x00; it0) = K(x� x00; it+ it0) (39)Gewisse Unterschiede gilt es allerdings im Auge zu behalten:� Die Zeit t ist nicht auf die Halbachse R+ allein beschr�ankt; alle reellenWerte treten gleichberechtigt auf. Die Zeitrichtung ist umkehrbar. EineRichtung, in der die Zeit abl�auft, ist schon deshalb aus der Strukturder Quantenmechanik nicht ableitbar.� Der Integralkern K(x; it) ist nicht positiv, sondern komplex. Er hateinen oszillatorischen Charakter. Die Schr�odinger-Gleichung, im Ge-gensatz zur Di�usionsgleichung, besitzt wellenartige L�osungen.Eine bemerkenswerte Eigenschaft des Kernes K, die in der Streutheorie vonausschlaggebender Bedeutung ist, weil sie f�ur die zeitliche Konvergenz derStreuzust�ande im Wechselwirkungsbild verantwortlich ist, kommt in der fol-genden Formel zum Ausdruck:jK(x; it)j = j2�tj�3=2 (t 6= 0) (40)Die daraus resultierende Eigenschaftj (x; it)j � Z d3x0 jK(x� x0; it)jj (x0; 0)j = j2�tj�3=2 Z d3x0 j (x0; 0)j (41)10Es ist zu betonen, da�, wo fr�uher  (x; t) stand, jetzt  (x; it) geschrieben wird. Eigent-lich m�u�ten wir im Zuge der neuen Au�assung auch ein neues Funktionssymbol benutzen.32



ist unter dem Namen Zer
ie�en des Wellenpaketes bekannt. Sie setzt, wieman sieht, die Konvergenz des rechten Integrals voraus. Der Exponent -3/2ist hier charakteristisch f�ur die Dimension d = 3. Allgemein gesprochen, ineiner d-dimensionalen Quantenmechanik n�amlich, strebt j (x; it)j wie jtj�d=2gegen Null, sobald  (x; 0) absolut integrabel ist.Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Thema, der Beziehung zwi-schen der Di�usionsgleichung (in drei Dimensionen) und der Schr�odinger-Gleichung, und machen dazu folgende Feststellung:Die L�osung  (x; it) der Schr�odinger-Gleichung ist Randwert einer ana-lytischen Funktion  (x; z) , de�niert in der Halbebene <z > 0 und gegebendurch das Integral  (x; z) = Z d3x0K(x� x0; z) (x0; 0) (42)mit K(x; z) = (2�z)�3=2 exp��x22z� : (43)Die Bedingung <z > 0 ist f�ur die Konvergenz des Integrals erforderlich; f�ur<z < 0 w�urde der Integrand exponentiell anwachsen. Eine Grenzsituation,die Situation der Quantenmechanik, stellt <z = 0 dar: Hier h�angt es von derWahl von  (x; 0) ab, ob das Integral (42) konvergent ist oder nicht11. Umsicher zu gehen, sollte man in jedem Fall  (�; it) 2 L2(R3) als Randwert derzugeh�origen analytischen Funktion au�assen: (�; it) = lims#0  (�; s+ it) (44)In der rechten z-Halbebene eingebettet liegt die rechte Halbachse z = s � 0.Auf ihr verwandelt sich die Schr�odinger-Gleichung in die Di�usionsgleichungmit der Di�usionskonstanten D = 12 (indem wir die Masse m und ~ wiedereinf�uhren: D = ~2=(2m)). W�ahrend die zeitliche Evolution in der Quan-tenmechanik durch eine unit�are Gruppe eit�=2 beschrieben wird, bilden dieentsprechenden Operatoren es�=2 f�ur die Brownsche Bewegung nur eine Halb-gruppe, da sie nicht invertierbar sind und somit die Einschr�ankung s � 0nicht �uberwunden werden kann. Der Verlust der Gruppeneigenschaft bei dem�Ubergang it ! s wird jedoch wettgemacht durch zwei wichtige neue Eigen-schaften, die wir entlang der Halbachse z = s � 0 �nden:1. Der IntegralkernK(�; s) besitzt eine strikt positive Fourier-Transformierte(vgl. (1.23)). F�ur alle (komplexen) Wellenfunktionen � gilt deshalb(�; es�=2�) = (2�)�3=2 Z d3x Z d3x0 ��(x)K(x� x0; s)�(x0) � 0 (45)11Die Bedingung (2�)�3=2 R d3x j (x; 0)j <1 ist sicher hinreichend f�ur die Konvergenz.33



wobei das rechte Gleichheitszeichen nur f�ur � = 0 angenommen wird.2. Der Integralkern selbst ist strikt positiv: K(x; s) > 0. Aus �(x) � 0folgt deshalb stets [es�=2�](x) = R d3x0K(x�x0; s)�(x0) � 0. Man sagt,die Halbgruppe es�=2 erh�alt die Positivit�at.3. Der Integralkern ist normiert: (2�)�3=2 R d3xK(x; s) = 1. Dies hat zurKonsequenz, da� die konstante Funktion �(x) = 1 station�ar ist.Der hier vorgetragenen Au�assung zufolge benutzen Quantentheorie undFeldtheorie eine imagin�are Zeitvariable it, die statistische Mechanik hingegeneine reelle Zeitvariable s. Man kann genau so gut auch die umgekehrte Auf-fassung vertreten. Jedoch, angesichts der pseudo-euklidischen Struktur desMinkowski-Raumes wurde schon fr�uhzeitig eine Beschreibung der Feldtheo-rie nahegelegt, bei der ix0 = x4 gesetzt und mithin die gew�ohnliche Zeit x0zugunsten einer rein imagin�aren Zeit x4 aufgegeben wurde. Es ist in der Tatdieser zwei Generationen alte, oft geschm�ahte Standpunkt, den wir hier zuneuem Leben erwecken, die Idee der analytischen Fortsetzung benutzend.Nachdem nun klar geworden ist, da� L�osungen der Schr�odinger-Gleichungnichts anderes sind als analytische Fortsetzungen von L�osungen der Di�u-sionsgleichung und da� die Di�usionsgleichung die zeitliche Evolution f�urden statistischen Aufenthalt eines Brownschen Teilchens beschreibt, bleibtzu kl�aren, wie man die Brownschen Pfade f�ur die Zwecke der Quantenme-chanik nutzbar machen kann. Die Einf�uhrung des Pfadintegrals, die unserZiel ist, basiert auf der Konstruktion des Wiener-Ma�es, und dieses verlangtzuvor eine Diskussion des Wiener-Prozesses.2.4 Der Wiener-Proze� (d=3)2.4.1 Die Analysis zuf�alliger PfadeEin Brownsches Teilchen mit der Di�usionskonstanten D = 12 starte zur Zeits = 0 im Punkt x = 0 2 R3 . Der Ort dieses Teilchens zu einem sp�aterenZeitpunkt s > 0 ist eine bestimmte Zufallsvariable, die wir mit Xs bezeich-nen. Es ist nicht m�oglich (d.h. ohne Verwirrung zu stiften), den Ort einfachmit x oder xs zu bezeichnen, weil das Symbol x immer einen bestimmten Ortmeint, also ein festes oder auch variables Ereignis kennzeichnet12. Alle Punktex 2 R3 sind eben nur m�ogliche Werte, die die Zufallsvariable Xs annehmenkann. Ein wirkliches, also feststellbares oder me�bares Ereignis, dem eine12In der Sprache der mathematischen Stochastik ist Xs eine Funktion auf dem Raum 
der Elementarereignisse: dies ist der Raum aller Brownschen Pfade !. Jeder individuellePfad ist eine Funktion ! : R+ ! R3 ; s 7! !(s), und es gilt Xs(!) = !(s).34



endliche Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann, lautet: Xs 2 A, wobeiA irgendeine me�bare Teilmenge des R3 bezeichnet. Wenn wir den zuf�alli-gen Brownschen Pfad zeichnerisch veranschaulichen, so bedeutet ein solchesEreignis, da� der Pfad durch das Fenster A zum Zeitpunkt s hindurchgeht:
s Zeit !Raum A

Die Zufallsvariable Xs gilt als bekannt, sobald f�ur jedes A � R3 die Wahr-scheinlichkeit P (Xs 2 A) de�niert ist. Die Vorschrift, die jeder Menge A dieWahrscheinlichkeit P (Xs 2 A) zuordnet, hei�t die Verteilung von Xs. Jedesolche Verteilung wird auch ein Wahrscheinlichkeitsma�, kurz ein W-Ma�auf dem Raum R3 genannt.Im Fall der Brownschen Pfade mit D = 12 gilt, wie im Abschnitt 1.2erl�autert, P (Xs 2 A) = ZA d3xK(x; s) (46)mit der im Abschnitt 1.3 angegebenen Dichte K(x; s). Da diese Dichte ins-besondere eine Gau�-Funktion ist, sagt man, Xs sei Gau�isch verteilt undnennt Xs eine Gau�ische Zufallsvariable.Eine Abbildung s 7! Xs, die jedem s 2 R+ eine Zufallsvariable Xs zu-ordnet, nennt man einen stochastischen Proze�. Ein solcher Proze� ist dannde�niert, wenn eine Vorschrift formuliert ist, die Wahrscheinlichkeit einesallgemeinen Ereignisses zu berechnen. Ein allgemeines Ereignis hat die FormXs1 2 A1 und Xs2 2 A2 und : : :Xsn 2 Anmit 0 < s1 < s2 < � � � < sn und Ai � R3 , wobei n 2 N beliebig ist. Esmu� also eine Antwort geben auf die Frage mit welcher Wahrscheinlichkeitpassiert ein Brownsches Teilchen, das im Ursprung startete, der Reihe nachdie Fenster A1; : : : ; An zu vorgegebenen Zeiten:
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Zeit!
Raum
s1 s2 s3 snA1 A2 A3 An

Es ist �ublich, diese Wahrscheinlichkeit mit P (Xs1 2 A1; : : : ; Xsn 2 An) zubezeichnen. Es handelt sich hierbei um die gemeinsame Verteilung der nZufallsvariablen Xs1 ; : : : ; Xsn. Die Abbildung A1 � � � � � An 7! P (Xs1 2A1; : : : ; Xsn 2 An) wird dann eine n-dimensionale Verteilung des Prozessesgenannt.Der stochastische Proze� Xs hei�tWiener-Proze�13, wenn die n-dimen-sionalen Verteilungen die FormP (Xs1 2 A1; : : : ; Xsn 2 An) =ZAn d3xn � � �ZA2 d3x2 ZA1 d3x1K(xn � xn�1; sn � sn�1)� � �K(x2 � x1; s2 � s1)K(x1; s1) (47)haben und wenn f�ur die Anfangsverteilung gilt: P (X0 2 A) = 1 falls A 3 0und = 0 sonst. Die Dichte K(x; s) ist die (1.35) angegebene Funktion. Wirhaben uns hier auf die Dimension d = 3 und die Di�usionskonstante D = 12festgelegt. Inhaltlich dr�uckt die Formel (1.39) folgendes aus: die Kenntni�dar�uber, welchen Ort x1 das Teilchen zur Zeit s1 erreicht hat, reicht aus,um den weiteren Verlauf der Bewegung im Intervall [s1; s2] mit Hilfe der�Ubergangswahrscheinlichkeit zu bestimmen. Und dies ist hierbei wesentlich:der Weg, den das Teilchen bis zum Erreichen seiner Position zur Zeit s1genommen hat, ist irrelevant f�ur die weitere Bewegung (Nur der gegenw�artigeZustand, nicht seine Vergangenheit, beein
u�t die Zukunft). Man sagt auch,der Proze� habe kein Ged�achtnis, und nennt Prozesse mit dieser EigenschaftMarkov-Prozesse. Markov-Prozesse sind somit sehr einfach strukturiert. Wieauch immer K(x; s) aussehen mag, ein Markov-Proze� ist bereits vollst�andig13So benannt nach dem Mathematiker Norbert Wiener.36



durch die bedingte WahrscheinlichkeitP (Xs0 2 AjXs = x) = ZA d3x0K(x0 � x; s0 � s) (s0 > s) (48)und durch die Anfangsverteilung P (X0 2 A) festgelegt. Mit P (Xs0 2 AjXs =x) bezeichnet man allgemein die Wahrscheinlichkeit f�ur das Ereignis Xs0 2 Aunter der Voraussetzung Xs = x: das Teilchen startete zur Zeit s in x. EinMarkov-Proze� hei�t zeitlich homogen, wenn P (Xs0 2 AjXs = x) nur eineFunktion der Di�erenz s0 � s ist. Der Wiener-Proze� ist homogen.2.4.2 Gau�ische ProzesseEs ist m�oglich die Formel (1.39) sehr viel kompakter zu schreiben und durchdie neue Schreibweise ihre Struktur zu erhellen. Es sei also n fest gew�ahltund x = fx1; x2; : : : ; xngT 2 R3n der Multivektor eines Elementarereignisses.Wir schreiben auch dx = d3x1d3x2 � � �d3xn. DurchxTQx = x21s1 + (x2 � x1)2s2 � s1 + � � �+ (xn � xn�1)2sn � sn�1 (49)(0 < s1 < s2 < � � � < sn) ist eine positive quadratische Form de�niert; Qselbst ist eine 3n � 3n-Matrix. Sie ist reell, symmetrisch und positiv. Mankann sie durch eine reelle �Ahnlichkeitstransformation Q = MTDM in Dia-gonalgestalt bringen:M = 0BBB@ 1 0�1 1. . . . . .0 �1 1 1CCCA D = 0BBB@ s�11 1 0(s2 � s1)�11 . . .0 (sn � sn�1)�11
1CCCAWir haben uns hier der Blockdarstellung bedient und mit 1 die 3 � 3-Einheitsmatrix bezeichnet. Da detM = 1 ist, folgtdetQ = detD = [s1(s2 � s1) � � � (sn � sn�1)]�3 (50)Mit dem cartesischen Produkt A = A1 � A2 � � � � � An k�onnen wir nunschreiben:P (fXs1; Xs2; : : : ; Xsng 2 A) = �det� Q2���12 ZA dx expf�12xTQxg (51)Diese Formel gestattet zwei Verallgemeinerungen unseres Ansatzes:37



1. Q k�onnte irgendeine nichtsingul�are positive Matrix sein. Dann w�urdeman immer noch von einer 3n-dimensionalen Gau�ischen Verteilungsprechen. Sind alle multidimensionalen Verteilungen eines stochasti-schen Prozesses Gau�isch, so hei�t er ein Gau�-Proze�. In diesemSinne ist der Wiener-Proze� ein spezieller Gau�-Proze�.2. Die Teilmenge A � R3n k�onnte eine beliebige (me�bare) Menge sein,also eine, die sich nicht als ein cartesisches Produkt darstellen l�a�t. Indiesem Fall ist das Ereignis fXs1; Xs2; : : : ; Xsng 2 A nicht mehr miteinem Ereignis der Art Xs1 2 A1 und Xs2 2 A2 und : : : Xsn 2 An iden-tisch. Die Rechtfertigung f�ur diese Verallgemeinerung liegt darin, da�man eine beliebige Menge A immer als Vereinigung disjunkter Men-gen schreiben kann, wobei jede dieser Mengen f�ur sich genommen eincartesisches Produkt darstellt (Parkettierung).2.4.3 Unabh�angige Zuw�achseWir kommen nun zu einer einfachen Anwendung der Formel (51) f�ur n = 2.Es sei G � R3 ein beliebiges Gebiet undA = fx1; x2 j x2 � x1 2 Gg � R6 (52)Wir k�onnen uns A als einen beidseitig unendlichen Zylinder im sechsdimen-sionalen Raum vorstellen, dessen Basis die Menge G ist. Die Berechnung desWertes von P (fXs1; Xs2g 2 A) beantwortet die Frage: Mit welcher Wahr-scheinlichkeit nimmt der Zuwachs x2 � x1 entlang des Brownschen Pfadeszwischen den Zeiten s1 und s2 einen Wert in dem Gebiet G an? Die Vor-schrift (51) liefert die Antwort:P (Xs2 �Xs1 2 G) = ZG d3y K(y; s2 � s1) (53)wobei wir die Substitution y = x2�x1 (anstelle von x2) vorgenommen haben,und ausnutzten, da� R d3x1K(x1; s1) = 1 ist. Das verbleibende Integral istuns gel�au�g (siehe (1.38)), und damit gilt die BeziehungP (Xs2 �Xs1 2 G) = P (Xs2�s1 2 G) (54)sobald 0 � s1 � s2. Das Ergebnis in Worten: Die Zufallsvariablen Xs2 �Xs1und Xs2�s1 besitzen die gleiche Verteilung14. Der Versuch, die Geschwindig-keit des Brownschen Teilchens als Zufallsvariable einzuf�uhren, scheitert. Sei14Warnung: Dies sagt nicht, da� Xs2 �Xs1 = Xs2�s1 gilt.38



n�amlich Vs(�) = ��1(Xs+� � Xs) mit s > 0; � > 0. Das Ereignis Vs(�) 2 Gist mit dem Ereignis Xs+� �Xs 2 �G identisch. Wir berechnen seine Wahr-scheinlichkeit:P (Vs(�) 2 G) = (2��)�3=2 Z�G d3x e�(2�)�1x2 = � �2��3=2 ZG d3v e��v2=2Die Dichte [�=(2�)]3=2 exp(��v2=2) wird f�ur � ! 0 immer 
acher und breiter:Es existiert keine Grenzverteilung. F�ur das Brownsche Experiment bedeutetdies, da� die gen�aherte Geschwindigkeit Vs(�) beliebig gro�eWerte mit immergr�o�erer Wahrscheinlichkeit annimmt. Sei etwa c die Lichtgeschwindigkeit, sogibt es ein � derart, da� P (jVs(�)j > c) > 1� � gilt: Die Wahrscheinlichkeit,da� die Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens dem Betrage nach gr�o�erals die Lichtgeschwindigkeit ist, kommt dem Wert 1 beliebig nahe, sofernman die Zeitdi�erenz � f�ur die Messung nur beliebig klein macht. Der Wiener-Proze� stellt somit eine Idealisierung dar, die { allzu ernst genommen { sogarwichtige physikalische Prinzipien verletzt.Wir wollen das eingangs betrachtete Beispiel verallgemeinern. Es sei jetztA � R3n durch die Bedingungen xi � xi�1 2 Gi, i = 2; : : : ; n, de�niert. Ausder Grundformel (51) folgtP (fXs1; : : : ; Xsng 2 A) = nYi=2 ZGi d3y K(y; si � si�1) (55)(0 < s1 < � � � < sn), oder etwas anders geschrieben:P (Xsi �Xsi�1 2 Gi ; i = 2; : : : ; n) = nYi=2 P (Xsi �Xsi�1 2 Gi) (56)Was bringt diese Identit�at inhaltlich zum Ausdruck?De�nition Zwei Zufallsvariablen X und Y hei�en unabh�angig, wenn ihregemeinsame Verteilung das Produkt einzelner Verteilungen ist, wenn alsoP (X 2 A; Y 2 B) = P (X 2 A)P (Y 2 B)f�ur alle Mengen A;B gilt. Entsprechend de�niert man die Unabh�angigkeit vonn Zufallsvariablen. Man sagt, ein stochastischer Proze� besitze unabh�angigeZuw�achse, wenn f�ur ihn die Formel (56) gilt.Fazit: Der Wiener-Proze� ist ein homogener Gau�-Proze� mit unabh�angi-gen Zuw�achsen. 39



3 Pfadintegrale in der Quantenmechanik3.1 Das bedingte Wiener-Ma�Wir wollen nun nicht mehr einzelne zuf�allige Pfade, sondern Mengen solcherPfade betrachten und ihnen ein Ma� zuordnen, so da� einzelne Pfade dasGewicht Null bekommen, analog der Situation eines euklidischen Raumes, indem einzelne Punkte das Volumen Null besitzen.F�ur die Zwecke der Quantenmechanik erweist sich die folgende Mengen-konstruktion als n�utzlich. Es sei 
 die Menge aller stetigen Pfade ! : [s; s0]!R3 mit !(s) = x und !(s0) = x0 (0 < s < s0). In Worten: Anfangs- und End-punkt der Pfade sind fest vorgegeben:
s s0 Zeit!

Raums sx x0!
Wir setzen fest: Die Menge 
 besitzt das Ma��(
) = Z
 d�(!) = K(x0 � x; s0 � s) (57)mit K(x; s) = (2�s)�3=2 exp(�(2s)�1x2). Welche andere Wahl w�are hiernat�urlicher? Das Ergebnis ist immer eine Zahl zwischen 0 und 1. Nun ge-hen wir daran, Teilmengen von 
 zu kennzeichnen und ihnen ein Ma� zu-zuordnen. Zu diesem Zweck unterteilen wir das Zeitintervall, indem wir nZwischenzeiten w�ahlen: s < s1 < � � � < sn < s0F�ur jede dieser Zeiten si w�ahlen wir ein Fenster Ai � R3 und verlangen, da�alle Pfade diese Fenster passieren. Die so bestimmte Menge hei�e 
A, wennA = A1 � � � � � An gesetzt wird. Formal:
A = f! 2 
 j!(si) 2 Ai; i = 1; : : : ; ng (58)Jede solche Menge erh�alt kraft De�nition das Ma� �(
A) = R
A d�(!) =ZAnd3xn � � �ZA1d3x1K(x0 � xn; s0 � sn) � � �K(x1 � x; s1 � s) (59)40



Die rechte Seite zeigt eine recht enge Beziehung zur bedingten Wahrschein-lichkeit, wie sie im Wiener-Proze� auftrat. Es gilt n�amlichP (fXs1; : : : ; Xsng 2 A jXs = x; Xs0 = x0) = �(
A)�(
) (60)Variiert man A �uber alle cartesischen Produkte A1� � � ��An, so erh�alt manein erzeugendes System15 von Teilmengen 
A � 
. Das Ma� � l�a�t sichauf alle me�baren Mengen fortsetzen. Es wird das bedingte Wiener-Ma�genannt. Die Grundmenge 
 und das Ma� � h�angen von x; x0; s; s0 ab. Willman diese Abh�angigkeit betonen, so schreibt man
 = 
x0;s0x;s � = �x0;s0x;s (61)Mit Hilfe des Ma�es � de�niert man das PfadintegralI(f) = Z
 d�(!) f(!) = Z(x;s)!(x0;s0) d�(!) f(!) (62)f�ur \geeignete" Funktionen f : 
 ! R. Eine solche Funktion ist etwa diecharakteristische Funktion einer Menge 
A, wie wir sie oben betrachteten :fA(!) = � 1 ! 2 
A0 sonstIn diesem Fall ist das Pfadintegral sehr einfach zu berechnen,Z d�(!) fA(!) = �(
A) ; (63)weil wir hier nur die De�nition des Ma�es benutzten. Die Funktion fA istin der Tat sehr speziell. Man kann sie selbst wieder als ein Produkt voncharakteristischen Funktionen schreiben:fA(!) = nYi=1 �Ai(!(si)) (64)mit �B(x) = � 1 x 2 B0 sonst (B � R3)und erkennen, da� fA nur von endlichen vielen Koordinaten des Pfades !abh�angt, n�amlich den Positionen !(s1); : : : ; !(sn).15Eine beliebige me�bare Menge entsteht durch (uneingeschr�ankte) Durchschnitte undabz�ahlbare Vereinigungen solcher Basismengen.41



F�ur eine allgemeine Funktion f ist es nahezu unm�oglich, das Pfadinte-gral zu bestimmen, sei es verm�oge einer expliziten Formel oder durch einene�ektiven numerischen Algorithmus. Wenn jedoch f , wie in dem Beispiel,nur von endlichen vielen Koordinaten des Pfades abh�angt, reduziert sich dasPfadintegral immer auf ein endlichdimensionales Integral16. Diesen Vorgangwollen wir nun n�aher beschreiben. Wir �xieren die Zeitpunkte si, variierenaber die Mengen Ai in A = A1 � � � � � An. Durch endliche Superpositioneng = PA cAfA mit reellen Koe�zienten cA entstehen st�uckweise konstanteFunktionen von !(s1); : : : ; !(sn), und jede st�uckweise konstante Funktionvon 3n Variablen kann so geschrieben werden. Aus der Linearit�at des Inte-grals folgt:Z d� g =XA cA �(
A)= XA cA ZAn d3xn � � �ZA1 d3x1K(x0 � xn; s0 � sn) � � �K(x1 � x; s1 � s)= Z d3xn � � �Z d3x1XA cA nYi=1 �Ai(xi)K(x0 � xn; s0 � sn) � � �K(x1 � x; s1 � s)= Z d3xn � � �Z d3x1 g(x1; : : : ; xn)K(x0 � xn; s0 � sn) � � �K(x1 � x; s1 � s)Jede stetige Funktion f von 3n Variablen kann durch st�uckweise konstanteFunktionen approximiert werden. Durch einen Grenz�ubergang gewinnen wirdeshalb die folgende Aussage:Ist die zu integrierende Funktion f : 
 ! R so bescha�en, da� sie nurvon endlich vielen Koordinaten des Pfades ! abh�angt, und sind dies die Po-sitionen xi = !(si) 2 R3 zu den Zeiten si, so gilt R d� f =Z d3xn � � �Z d3x1f(x1; : : : ; xn)K(x0 � xn; s0 � sn) � � �K(x1 � x; s1 � s) (65)unter der Annahme s < s1 < : : : < sn < s0.Da n hier eine beliebig gro�e Zahl sein kann, ist die Sprechweise gerecht-fertigt, das Pfadintegral stelle eine Verallgemeinerung des gew�ohnlichen n-dimensionalen Integrals dar, bei der n =1 ist.16Die Dimension eines solchen Integrals kann unter Umst�anden so gro� sein (z.B. 100),da� auch hier an eine Berechnung nicht zu denken ist.
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3.2 Approximation durch �aquidistante ZeitenGenauso wie man ein gew�ohnliches Integral als Limes einer Riemann-Summevon n Termen f�ur n!1 erkl�art, gewinnt man das allgemeine Pfadintegralals Limes eines 3n-dimensionalen gew�ohnlichen Integrals f�ur n ! 1. Ge-nauso wie man sich die Berechnung der Riemann-Summe durch Wahl einer�aquidistanten Unterteilung des Integrationsintervalls erleichtert, kann mandie 3n-dimensionalen Integrale durch eine �aquidistante Wahl der zeitlichenSt�utzpunkte s1; : : : ; sn spezialisieren. Ein solches Approximationsverfahrensoll kanonisch genannt werden. Wir setzen alsosk = s+ k� ; k = 0; : : : ; n ; � = s0 � sn+ 1und garantieren so, da� der Zeitschritt � gegen Null strebt, wenn n gro�wird. Eine interessante Situation entsteht, wenn die zu integrierende Funktionselbst mittels eines Zeitintegrals de�niert ist. Etwa so:f(!) = exp(� Z s0s dt V (!(t))) (66)Hier w�are es n�amlich m�oglich, das Zeitintegral durch eine Riemann-Summezu approximieren, um so zu N�aherungsfunktionen fn zu gelangen, die nurvon endlich vielen Koordinaten des Pfades ! abh�angen:fn(!) = exp(� nXk=0 �V (!(sk))) (67)Auf diese Weise erhalten wir das Integral der Funktion f �uber alle Pfade(x; s)! (x0; s0):Z d� f = limn!1Z d� fn= limn!1Z d3xn � � �Z d3x1K(x0 � xn; �)e��V (xn)K(xn � xn�1; �)� � � e��V (x2)K(x2 � x1; �)e��V (x1)K(x1 � x; �)e��V (x)Die Interpretation dieser Formel gestaltet sich sehr einfach, wenn wir zu demOperatorkalk�ul zur�uckkehren. Es ist hierf�ur nur n�otig, sich daran zu erinnern,da� K(�; �) der Integralkern des Operators e��=2 war. Wenn wir dann nochden Multiplikationsoperator[V �](x) = V (x)�(x) (� 2 L2(R2)) (68)43



einf�uhren und also [e��V �](x) = e��V (x)�(x) gilt, so erkennen wir leicht, da�f�ur jedes n � 1 der OperatorTn = �e��=2e��V �n+1 (69)den Integralkern Tn(x0; x) = Z(x;s)!(x0;s0) d�(!) fn(!) (70)besitzt. Wenn wir jetzt noch glaubhaft machen k�onnen, da� der Operatorli-mes T = limTn existiert und dar�uberhinaus auch nochT = e�(s0�s)H H = �12�+ V (71)gilt, so w�are ein Zusammenhang mit einem quantenmechanischen Problemhergestellt, bei dem ein Teilchen sich in dem Potential V (x) bewegt. Vorsichtist geboten: nicht jedes Potential f�uhrt auf ein sinnvolles Pfadintegral. Durchgeeignete Bedingungen mu� erreicht werden, da� die Funktion exp(�V (x))nirgendwo im Raum zu stark anw�achst. Dies ist auf jeden Fall gew�ahrleistet,wenn das Potential von unten beschr�ankt ist: V (x) > �c. Notfalls mu� dasPotential regularisiert werden, bevor es in ein Pfadintegral eingesetzt wird.3.3 Die Feynman-Kac-FormelDas Problem, das sich uns stellt, kann allgemein so formuliert werde: Gegebenzwei Operatoren A und B, welchen Limes besitzt die Folge�eA=neB=n�n (72)f�ur n ! 1 ? Kommutieren die Operatoren miteinander, so ist die Folgeunabh�angig von n, n�amlich gleich eA+B, und dies w�are zugleich auch ihrLimes. Nun kann man in der Tat unter sehr allgemeinen Voraussetzungendie G�ultigkeit der Trotter-ProduktformeleA+B = limn!1 �eA=neB=n�n (73)beweisen, ohne da� [A;B] = 0 erf�ullt sein mu�.Der einfachste Beweis benutzt die Voraussetzung, da� sowohl A als auchB beschr�ankte Operatoren sind:kAk = supk�k=1 kA�k <1kBk = supk�k=1 kB�k <144



Auf diesen Beweis wollen wir n�aher eingehen. Zur Abk�urzung setzen wirC = eA=n+B=n D = eA=neB=nDann giltkCk � expf 1nkA+Bkg � expf 1n(kAk+ kBk)gkDk � keA=nk keB=nk � expf 1nkAkg expf 1nkBkg = expf 1n(kAk+ kBk)gDie Trotter-Formel ist bewiesen, wenn gezeigt ist, da� kCn �Dnk f�ur wach-sendes n gegen Null strebt. Dies beweisen wir, indem wir zun�achst schreibenCn �Dn = nXk=1 Ck�1(C �D)Dn�k (74)und dann diese Summe termweise absch�atzen:kCn �Dnk � nXk=1 kCkk�1kC �Dk kDkn�k� nkC �Dk exp�n�1n (kAk+ kBk)�� nkC �Dk exp f(kAk+ kBk))Nun besitzen C und D konvergente Entwicklungen nach 1n , so da� wir dieDarstellung besitzen:C �D = 1n2R R = 12 [B;A] +O( 1n) : (75)Da R ein beschr�ankter Operator ist, gilt kC � Dk = O(n�2) und somitkCn �Dnk = O(n�1), was den Beweis vollendet.Jetzt sei A = (s0� s)�=2 und B = �(s0 � s)V , also A+B = �(s0� s)Hunter den Bezeichnungen des letzten Abschnittes. Ebenso giltTn�1 = �eA=neB=n�n (76)f�ur den dort eingef�uhrten Operator Tn. Zwar sind A und B in diesem Fallnicht beschr�ankt, die Trotter-Formel gilt dennoch unter der VoraussetzungV (x) > �c, wie man mit etwas mehr Aufwand beweisen kann, und somiterhalten wir T = limn!1Tn = e�(s0�s)H (s0 > s) (77)Nun haben wir schon gesehen, da� der Integralkern des Operators T sich alsein Pfadintegral darstellen l�a�t, und gelangen so zu dem Schlu�:45



Theorem F�ur ein von unten beschr�anktes Potential V (x) und den Hamilton-Operator H = �12� + V besitzt der Operator e�(s0�s)H mit s0 > s den Inte-gralkerne�(s0�s)H(x0; x) = Z(x;s)!(x0;s0) d�(!) exp(� Z s0s dt V (!(t))) (78)(Feynman-Kac-Formel).Das Pfadintegral erstreckt sich �uber alle BrownschenPfade von (x; s) nach (x0; s0).Was hier als Integralkern bezeichnet wurde, nennen manche Autoren die\�Ubergangsamplitude" und schreiben hierf�ur suggestivhx0; s0jx; si := e�(s0�s)H(x0; x) (79)Gew�ohnliche eindimensionale Integrale k�onnen in vielen F�allen ausgewertetwerden, ohne da� man zu einem numerischen Verfahren greifen mu�. Davonzeugen die umfangreichen Integraltafeln. Mehrdimensionale Integrale sindnur selten in geschlossener Form angebbar; hier ist oft die numerische Integra-tion das einzige methodische Werkzeug, um zu konkreten Zahlen zu gelangen.Explizite Ausdr�ucke f�ur Pfadintegrale sind eine Rarit�at, und schlimmer noch,auch die numerischen Standardverfahren versagen. Ein geschlossen angebba-res Pfadintegral erh�alt man f�ur den Fall des harmonischen Oszillators in dDimensionen (Mehlersche Formel). Die allgemein �ubliche Herleitung machtjedoch nicht von dem Pfadintegral Gebrauch, sondern benutzt die Opera-tortechnik17. F�ur d = 3 und V (x) = 12k2x2 werden wir im Abschnitt 2.4 dieMehlersche Formel mit der Pfadintegralmethode herleiten. Dort erhalten wir,die Abk�urzung � = k(s0 � s) benutzend:Z(x;s)!(x0;s0) d�(!) exp(�12k2 Z s0s dt !(t)2)= � k2� sinh � �3=2 exp��k(x2 + x02)2 tanh � + kxx0sinh �� (80)Die Formel l�a�t erkennen, da� { wie zu erwarten war { die linke Seite alsFunktion von � eine analytische Fortsetzung in die Halbebene <� > 0 ge-stattet. Singularit�aten tre�en wir entlang der imagin�aren Achse.17Die Methode ist in Glimm/Ja�e Quantum Physics, Ch.1.5 dargestellt.46



F�ur manche Fragen ist die analytische Fortsetzung zu imagin�aren Zeitennicht erforderlich, ja sogar hinderlich. Ein Beispiel: der Hamilton-OperatorH habe einen (eindeutigen normierten) Grundzustand �0(x) mit der EnergieE0. Das �ubrige Spektrum beginne bei E1 > E0. Wir interessieren uns f�urdie Gr�o�e von E0 und die Gestalt der Wellenfunktion �0(x). Wir gewinnenbeides durch das Studium des asymptotischen Verhaltens eines Pfadintegralsf�ur gro�e reelle Zeiten:hx0; s0jx; si = �0(x0)��0(x)e�(s0�s)E0 +O(e�(s0�s)E1) s0 � s!1(81)Eine entsprechende asymptotische Darstellung existiert nicht bei Benutzungimagin�arer (d.h. physikalischer) Zeiten.Die De�nition des Pfadintegrals garantiert, da� die �Ubergangsamplitudeeine nichtnegative Gr�o�e ist. Sie ist sogar strikt positiv in den Bereichen, wodas Potential von oben beschr�ankt ist; +1 ist ja ein zul�assiger Wert f�ur dasPotential. Also gilt insbesondere�0(x0)��0(x) � 0 (82)f�ur alle x; x0. In (82) k�onnen wir das Zeichen � durch > ersetzen in solchenPunkten, in denen das Potential nicht den Wert +1 annimmt. Dies allessagt, da� nach Korrektur durch eine konstante Phase sogar �0(x) � 0 gilt,genauer: �0(x) > 0 falls V (x) < +1 (83)�0(x) = 0 falls V (x) = +1 (84)In Worten:Der Grundzustand wird durch eine reelle nichtnegative Wellen-funktion repr�asentiert. Sie kann also auch keine \Knoten" besit-zen.Die genannten Tatsachen sind leicht anhand der Mehlerschen Formel f�ur denharmonischen Oszillator �uberpr�ufbar. Aus (80) folgt f�ur � !1hx0; s0jx; si � �k�e���3=2 expf�12kx02 � 12kx2g (85)(� = k(s0 � s)), so da� erwartungsgem�a� Grundzustand und Grundenergiedie Form haben:�0(x) = (k=�)3=4e�kx2=2 E0 = 32k (86)47



Wenn es so schwer ist Pfadintegrale zu berechnen, welche Vorteile und wel-chen wissenschaftlichen Wert hat dann die Darstellung quantenmechanischerGr�o�en durch solche Integrale? Der Hauptvorteil liegt wohl darin, da� Inte-grale sich besser approximieren, umformen und absch�atzen lassen lassen alsGr�o�en, die nur durch einen Existenzbeweis und sonst nichts gegeben sind.Nicht zuletzt er�o�net die Darstellung durch Pfadintegrale die M�oglichkeit,neuartige numerische Verfahren (Monte-Carlo-Methoden) zu ihrer Auswer-tung einzusetzen. Die mathematische Analyse des Konvergenzverhaltens die-ser Methoden steckt noch in den Kinderschuhen. Auf einer Gro�rechenanlagek�onnen solche Verfahren jedoch sehr e�zient sein, und die Leistungsf�ahigkeitwird sich in naher Zukunft betr�achtlich steigern lassen, so da� es bald Bi-bliotheksprogramme f�ur quantenmechanische Rechnungen auf der Basis derBrownschen Bewegung geben wird.Wir haben die Feynman-Kac-Formel nur f�ur den Fall eines einzelnen Teil-chens in einem �au�eren Potential diskutiert. Probleme von n Teilchen mitden Massen m1; : : : ; mn unter dem Ein
u� von Relativkr�aften und �au�erenKr�aften lassen sich mit der gleichen Methode behandeln. In einem solchenFall geht man zweckm�a�ig von einem, dem Problem angepa�ten anisotropen3n-dimensionalen Wiener-Proze� aus, der zur Di�usionsgleichung@@sf(x; s) = nXk=1 12mi�if(x; s) (87)geh�ort. Hier ist es sinnvoll, den Multivektor x = fx1; : : : ; xngT 2 R3n undeine Massenmatrix M durch xTMx = nXk=1mkx2keinzuf�uhren. Dem System ist ein einziges Potential V (x) und ein �ktivesBrownschen Teilchen in 3n Raumdimensionen zugeordnet, dessen Propagatordie folgende Gau�-Funktion ist:KM(x; s) = �det� M2�s��12 exp��xTMx2s � (88)In unseren fr�uheren Betrachtungen war die Di�usionskonstanteD eine einzigeZahl; wir konnten sie zu D = 12 normieren. Angesichts eines Problems von nTeilchen erscheint D durch die Matrix 12M�1 ersetzt, und wir haben es mitn Di�usionskonstanten (2mk)�1 zu tun. An der �au�eren Form der Feynman-Kac-Formel �andert sich jedoch �uberhaupt nichts.48



3.4 Zwei AnwendungenDie N�utzlichkeit der Feynman-Kac-Formel soll an Beispielen demonstriertwerden. Zuerst zeigen wir, wie der Operatorformalismus der Quantenme-chanik in der Lage ist, bestimmte Fragen, die innerhalb der Theorie derBrownschen Bewegung selbst entstehen, de�nitiv zu beantworten. Ein zwei-tes Bespiel soll dann erl�autern, wie umgekehrt aus dem Pfadintegral eineinteressante Ungleichung f�ur die Quantenmechanik gewonnen werden kann.3.5 Die Brownsche R�ohreEin Brownsches Teilchen (Dimension d = 3, Di�usionskonstante D = 12)starte zur Zeit s im Inneren einer Kugel jxj < a. Wir m�ochten die Wahr-scheinlichkeit bestimmen, mit der es die Raumzeit-R�ohre jxj � a; s < t < s0passiert. Dies entspricht der Di�usion eines Teilchens in einem Gas, einerFl�ussigkeit oder einem Festk�orper, wenn das Teilchen von der umgebendenkugelf�ormige Wand absorbiert wird, sobald es in diese einzudringen versucht.Mit 
 bezeichnen wir wie fr�uher die Menge aller Pfade ! mit !(s) = x und!(s0) = x0 und mit � das bedingte Wiener-Ma�. Wir sind zun�achst aufgefor-dert, das Ma� �(
a) der Menge
a = f! 2 
 j j!(t)j � a; s � t � s0g (89)zu bestimmen und dann das Ergebnis �uber die m�oglichen Werte von x0 zuintegrieren. In der Menge 
a sind o�enbar unendlich viele Koordinaten desPfades ! von der Beschr�ankung � a betro�en: wir haben es deshalb in die-sem Beispiel mit der Darstellung von �(
a) durch ein Pfadintegral zu tun,das sich nicht durch ein endlichdimensionales gew�ohnliches Integral repr�asen-tieren l�a�t. Wir l�osen dieses Problem durch Analyse des zugeordneten quan-tenmechanischen Problems eines Teilchens der Masse 12 in dem PotentialV (x) = � 0 jxj � a+1 jxj > a (90)Denn mit dieser Festsetzung giltexp(� Z s0s dt V (!(t))) = � 1 ! 2 
a0 sonst (91)und wir k�onnen schreiben:�(
a) = Z(x;s)!(x0;s0) d�(!) exp(� Z s0s dt V (!(t)))= e�(s0�s)H(x0; x)49



setzen. Der Hamilton-Operator H = �12� + V besitzt ein rein diskretesSpektrum bestehend aus den Energiewerten En` = 12�2n`a�2. Die zugeh�origennormierten Eigenfunktionen sind�n`m(x) = � c�1=2n` j`(�n`r=a)Y`m(�; �) jxj < a0 jxj � a (92)cn` = Z a0 r2dr j`(�n`r=a)2 (93)(n = 1; 2; : : : ; ` = 0; 1; : : : ; m = �` � m � `; r; � und � sind die Polarko-ordinaten von x). Die sph�arischen Bessel-Funktionen j`(z) sind oszillierendeFunktionen von z > 0. Ihre Nullstellen haben wir mit �n` bezeichnet:j`(�n`) = 0 0 < �1` < �2` < � � � (94)Wir setzen t = s0 � s und gewinnen so die Darstellunge�tH(x0; x) =Xn`m �n`m(x0)��n`m(x) expf�t(2a2)�1�2n`gDie nachfolgende Integration �uber x0 projiziert den ` = 0-Anteil heraus:Z d3x0 e�tH(x0; x) = 1Xn=1 c�1n0 j0(�n0r=a)In expf�t(2a2)�1�2n0g (r < a)In = Z a0 r2dr j0(�n0r=a)Nun gilt j0(z) = sin zz �n0 = n�und somit cn0 = a2n2�2 Z a0 dr [sin(n�r=a)]2 = a32n2�2In = an� Z a0 rdr sin(n�r=a) = (�1)n+1 a3n2�2Das Resultat ist die FormelZ d3x0 e�tH(x0; x) = 1Xn=1 2(�1)n+1 sin(n�r=a)n�r=a exp��tn2�22a2 � (r < a)=: Pa(r; t) 50



Sie enth�alt eine Variante des Jacobischen Thetafunktion. Dieses Ergebnis istzu vergleichen mit der unbehinderten Irrfahrt:P1(r; t) = Z d3x0 e�tH0(x0; x) = Z d3x0K(x0 � x; t) = 1Folglich ist Pa(r; t) die Wahrscheinlichkeit, da� das Brownsche Teilchen nacheiner Zeitspanne t noch nicht absorbiert wurde. Startet das Teilchen am Rand(r = a), so hat es �uberhaupt keine �Uberlebenschance: Pa(a; t) = 0. F�ur r = 0erreicht die Wahrscheinlichkeit bei festem t ihr Maximum. In jedem Fallklingt die Wahrscheinlichkeit exponentiell mit der Zeit ab, n�amlich wie e�t=� ,wobei � = 2(a=�)2 = 1=E10 die Lebensdauer darstellt. F�ur eine allgemeineDi�usionskonstante D erhalten wir die Lebensdauer� = a2�2D (95)Die Diskussion l�a�t zugleich den allgemeinen Sachverhalt erkennen:Die Lebensdauer eines Brownschen Teilchens f�ur die Bewegung ineinem Gebiet mit absorbierenden R�andern ist die inverse Ener-gie des Grundzustandes eines zugeordneten quantenmechanischenProblems.Die L�osung eines dynamischen Problems (Lebensdauer) ergibt sich somit ausder L�osung eines statischen Problems (Energie).3.6 Die Golden-Thompson-Symanzik-SchrankeWir ben�otigen eine kurze Vorbetrachtung rein mathematischer Art �uber kon-vexe Funktionen.
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Eine reelle Funktion f(u) mit u 2 I � R hei�t konvex in einem Intervall I, wenngilt: f(�u+ (1� �)u0) � �f(u) + (1� �)f(u0)f�ur alle u; u0 2 I und 0 � � � 1. Aus dieser einfachen Eigenschaft folgt durchInduktion f(X�iui) �X�if(ui)f�ur alle ui 2 I und 0 � �i � 1, so da� P�i = 1. Indem wir von Summen zuIntegralen �ubergehen, erhalten wir die Ungleichung von Jensenf �1s Z s0 dt g(t)� � 1s Z s0 dt f(g(t))g�ultig f�ur jede integrierbare Funktion g : R+ ! I und alle s > 0.Durch eine einfache Translation aller Pfade ! : (x; 0) ! (x + a; s) um denVektor �x ist es m�oglich, die Feynman-Kac-Formel so zu schreiben, da�man darin genau �uber diejenigen Pfade integriert, die im Ursprung beginnen.Hierdurch tritt eine gewisse Vereinfachung ein:e�sH(x + a; x) = Z(0;0)!(a;s) d�(!) exp�� Z s0 dt V (x + !(t))� (96)Um die Ungleichung von Jensen anzuwenden, setzen wir f(u) = e�u undg(t) = sV (x + !(t)). Also giltexp�� Z s0 dt V (x + !(t))� � 1s Z s0 dt e�sV (x+!(t)) (97)Nun wollen wir annehmen, da� H ein rein diskretes Spektrum besitzt mit Ei-genwerten En, n = 0; 1; 2; : : :, die nach +1 streben. Eine Gr�o�e, die uns einekomplette Auskunft �uber alle Eigenwerte gibt (gewisserma�en die erzeugendeFunktion dieser Eigenwerte), ist die Spur des Operators e�sH :Spur e�sH = 1Xn=0 e�sEnZugleich gilt Spur e�sH = R d3x e�sH(x; x). Dieses Integral sch�atzen wir durchdie Jensen-Ungleichung nach oben ab und �andern die Reihenfolge der entste-henden Integrale:Spur e�sH � Z d3x Z(0;0)!(0;s) d�(!) 1s Z s0 dt e�sV (x+!(t))52



= Z(0;0)!(0;s) d�(!) 1s Z s0 dt Z d3x e�sV (x+!(t))= Z(0;0)!(0;s) d�(!) 1s Z s0 dt Z d3x e�sV (x)= K(0; s) Z d3x e�sV (x)mit dem ErgebnisSpur e�sH � (2�s)�3=2 Z d3x e�sV (x) (s > 0) (98)(Golden-Thompson-Symanzik-Ungleichung).Wir testen die G�ute dieser Schran-ke an dem Beispiel des harmonischen Oszillators H = �12� + 12k2x2. DieEigenwerte sind E(n1; n2; n3) = (n1 + n2 + n3 + 3=2)k (ni � 0), so da�Spur e�sH = ( 1Xn=0 e�(n+1=2)sk)3 = [2 sinh(sk=2)]�3Als obere Schranke erhalten wir gem�a� (98):(2�s)�3=2 Z d3x e�sk2x2=2 = (sk)�3Wie man sieht, beruht die GTS-Ungleichung in der speziellen Situation desharmonischen Oszillators auf der sehr einfachen und o�ensichtlichen Unglei-chung u � sinh u f�ur u = sk=2. Die Schranke wird umso schlechter, je gr�o�ers ist.Indem man (2�s)�3=2 = (2�)�3 R d3p expf�12sp2g schreibt und auf dieseWeise die Impulsvariable p 2 R3 einf�uhrt, kann man der GTS-Ungleichung(98) eine �uberraschende neue Form geben:Spur e�sH � (2�)�3 Z d3pd3q e�sĤ(p;q) (99)mit der klassischen Hamilton-Funktion Ĥ(p; q) = 12p2+V (q) und dem Liouville-Ma� d3pd3q. Durch Wiedereinf�uhrung von ~ und h = 2�~ entsteht dannSpur e�sH � h�3 Z d3pd3q e�sĤ(p;q) (100)(s besitzt die Dimension (Energie)�1). Das dimensionslose Ma� h�3d3pd3qmi�t das Phasenraumvolumen eines klassischen Teilchens in Einheiten vonh3. 53



Die vorstehenden Betrachtungen galten einem einzelnen Teilchen aus Gr�undender Einfachheit. Angesichts eines Hamilton-Operators H f�ur n Teilchen mitden Massenmi und dem Potential V (x) mit x = fx1; : : : ; xng 2 R3n benutzenwir die Massenmatrix M , wie auf Seite 24 eingef�uhrt, und den allgemeinenPropagator KM(x; s) f�ur ein Brownsches Teilchen in 3n Dimensionen. Iste�sH ein Spurklasse-Operator, so gilt mit dem gleichen Argument wie obenSpur e�sH � KM(0; s) Z dx e�sV (x) (101)mit dx = d3x1 � � �d3xn. In einer mehr expliziten Schreibweise:Spur e�sH � �det� M2�s��12 Z dx e�sV (x) (102)(verallgemeinerte GTS-Ungleichung) . Auch in der allgemeinen Situationk�onnen wir die Determinante durch ein Gau�-Integral ersetzen, um so diekinetische Energie in Erscheinung treten zu lassen, die sodann durch dasPotential zur klassischen Hamilton-Funktion erg�anzt wird:Spur e�sH � h�3n Z dpdq e�sĤ(p;q) (103)dpdq = nYi=1 d3pid3qiĤ(p; q) = nXi=1 p2i2mi + V (q1; : : : ; qn) (104)Vorsicht ist geboten, falls es sich hierbei um n identische Teilchen handelt.Denn die Spur bezieht sich immer auf den Hilbertraum aller Zust�ande, ohneR�ucksicht auf Einschr�ankungen, die uns der Bose- oder Fermi-Charakter derTeilchen auferlegt. Bezeichnen wir mit Spur�e�sH die Spur bez�uglich desUnterraumes aller symmetrischen (+) bzw. antisymmetrischen ({) Zust�ande,so folgt aus der Invarianz von H unter Permutationen der TeilchenvariablenSpur� e�sH � Spur e�sH (105)und somit Spur�e��H � 1h3n Z dpdq e��Ĥ(p;q) =: Ẑn(�) (106)Hier haben wir s durch die Variable � = (kBT )�1 ersetzt, um auf m�oglicheAnwendungen in der statistischen Mechanik hinzuweisen, bei denen T dieRolle der Temperatur �ubernimmt. Das W-Ma�d��n(p; q) = Ẑ�1n h�3n dpdq e��Ĥ(p;q)54



de�niert einen Zustand des klassischen Vielk�orpersystems aus n identischenTeilchen, den man das kanonische Ensemble nennt. Die Normierungskon-stante Ẑn(�) ist als die klassische Zustandssumme (engl. partition function)bekannt. Man de�niert auch quantenmechanische Zustandssummen:Zn;�(�) = Spur�e��H (107)Die Ungleichung (106) vergleicht also Zustandsummen miteinander. Bekannt-lich sind Zustandssummen ein geeignetes Hilfsmittel zur Konstruktion ther-modynamischer Funktionen (alle Konstruktionen, die auf der Zustandssum-me basieren, machen keinen Unterschied zwischen Bose-, Fermi- und klassi-schen Systemen). Wir de�nieren die freie Energie Fn und die freie Energiepro Teilchen, f , (auch Helmholtz-Energie genannt) durche��F̂n(�) = Ẑn(�)e��Fn;�(�) = Zn;�(�) f̂ = limn!1n�1F̂n(�)f� = limn!1n�1Fn;�(�)und erhalten die Ungleichung f�(�) � f̂(�) als Folge von (106). Eine ande-re fundamentale thermodynamische Funktion ist die Entropie pro Teilchens(E) in Abh�angigkeit von der Energie E. Sie ist in allen Situationen als dieLegendre-Transformierte der Funktion �f(�) de�nierbar:ŝ(E) = sup� f�E � �f̂(�)g (108)s�(E) = sup� f�E � �f�(�)g (109)Aus der Ungleichung f�ur die Helmholtz-Energien folgt schlie�lich s�(E) �ŝ(E): Sowohl f�ur ein Bose- als auch ein Fermi-Gas wird die quanten-mechanische Entropie durch die klassische Entropie bei gleicherEnergie majorisiert.�Uber die Natur der Wechselwirkung haben wir nahezu nichts annehmenm�ussen. Alle Absch�atzungen durch die klassischen Gr�o�en werden umsoschlechter, je niedriger die Temperatur T bzw. die Energie E ist. In derN�ahe des absoluten Nullpunktes spielen Quantene�ekte die gr�o�te Rolle.
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3.7 Zur statistischen Mechanik klassischer SpinsystemeUnser Ziel in diesem Abschnitt wird sein, die Beziehung der Feynman-Kac-Formel zur statistischen Mechanik aufzuzeigen. Hierbei kommen klassischeferromagnetische Spinsysteme auf einem eindimensionalen Gitter in das Blick-feld. Der \Spin" jedoch erweist sich als eine recht ungew�ohnliche Zustands-variable und tr�agt diesen Namen nur aus Gr�unden der Analogie zu entspre-chenden Modellen der Festk�orperphysik. Die hier zu diskutierenden Gittersind eindimensional, weil nur die Zeitachse in ein solches Gitter verwandeltwird.Ausgangspunkt ist eine Aufteilung des Zeitintervalls [s; s0] in n+1 gleicheTeilst�ucke der L�ange � , wie im Abschnitt 2.2.1 besprochen: s0� s = (n+1)� .Unser Modell soll ein N -Teilchensystem mit der Massenmatrix M und demPotential V sein. Wir setzen � = fx1; : : : ; xNgT 2 R3N und benutzen Pfadeeines �ktiven Brownschen Teilchens in 3N Dimensionen mit dem PropagatorKM(�; s) = �det� M2�s��12 exp���TM�2s � ; (110)so da� f�ur die �Ubergangsamplitude gilt:h�0; s0j�; si = limn!1Z d�n � � �Z d�1 nYj=0KM(�j+1 � �j; �)e��V (�j) (111)mit den Randbedingungen�0 = �; �n+1 = �0 (112)Ohne Potential erhalten wir selbstverst�andlichh�0; s0j�; si = KM(�0 � �; s0 � s) (113)Die Grundidee ist, die in (111) enthaltene Vorschrift n!1 als den thermo-dynamischen Limes (=�Ubergang zu einem unendlich gro�en Volumen) einesSpingitters aufzufassen, bestehend aus den \Gitterpunkten" i = 0; 1; 2; : : : ; n+1 und besetzt mit den \Spinvariablen" �i 2 R3N , wobei die Randspins �0 und�n+1 auf feste Werte gesetzt sind. Das 3nN -dimensionale Integral in (111)interpretieren wir als \Zustandssumme" des endlich ausgedehnten Systems.Das Konstruktionsprinzip wird klarer, wenn wir (111) anders schreiben:h�0; s0j�; si = limn!1Z e�In(�1;:::;�n) nYi=1 �det � M2�� ��1=2 d�i (114)56



mitIn(�1; : : : ; �n) = nXi=0 � �12vTi Mvi + V (�i)	 vi = �i+1 � �i� (115)Durch die Schreibweise ist bereits angedeutet, da� wir vi als eine zeitlich dis-krete Version der Geschwindigkeit des Brownschen Teilchens zum Zeitpunkts+i� au�assen, dem wir dar�uberhinaus die kinetische Energie 12vTi Mvi zuord-nen. Im Limes n!1 strebt der Zeitschritt � gegen Null. In einem formalenSinne strebt deshalb In gegen das Zeitintegral der klassischen Energie unseresAusgangssystems,I(!) = limn!1 In = Z s0s dt f12 _!(t)TM _!(t) + V (!(t))g ; (116)und I(!) lie�e sich als die klassische Wirkung entlang des Pfades ! inter-pretieren. Es ist uns jedoch verwehrt, den Limes n ! 1 an In selbst aus-zuf�uhren, weil ein typischer Pfad der Brownschen Bewegung keine Ableitung_! besitzt. Zudem besitzt das Ma�nYi=1 �det � M2�� ��1=2 d�ikeinen Limes18 f�ur n!1. Es ist also wesentlich sicherer, anstelle des Wir-kungsintegrals eineWirkungssumme En zu de�nieren, die in jedem Fall wohl-de�niert ist. Da wir dann aber gen�otigt sind, einen festen Zeitschritt (hier =1)zu w�ahlen, erweist es sich als notwendig, eine variable Kopplungskonstante� einzuf�uhren:En(�) = n+1Xi=0 �V (�i) + nXi=0 12(�i+1 � �i)TM(�i+1 � �i) ; (117)Indem wir n�amlich ��1n = �1=2n = � = s0 � sn+ 1 ; (118)setzen, erzielen wir die Identit�at �nEn(�n) = In + �V (�0). F�ur gro�e Wertevon n ist der Zusatzterm �V (�0) vernachl�assigbar.Dem Ausdruck (117) k�onnen und wollen wir jetzt eine v�ollig neue In-terpretation geben: En(�) sei die Energie eines �ktiven Spinsystems mit denSpinvariablen �i. Der erste Term ist eine Summe �uber gleichlautende Beitr�age18Es existiert keine Analogon des Lebesgue-Ma�es (d.h. kein translationsinvariantesMa�) in R�aumen unendlicher Dimension. 57



der individuellen Spins, also eine Summe �uber die Gitterpunkte. Der zweiteTerm dagegen stellt eine Summe �uber Energien dar, bei denen jeweils zweibenachbarte Spins beteiligt sind. Dieser Term kann folglich als eine Sum-me �uber die Gitterkanten aufgefa�t werden und beschreibt die \Zweik�orper-kr�afte" des Spinsystems. Wenn man von den Randpunkten 0 und n + 1 desGitter absieht, sind die Beitr�age zur Energie, die von den Gitterpunktenund Gitterkanten kommen, �uberall im Gitter gleich: das unendlich ausge-dehnte System ist translationsinvariant. Diese Tatsache spiegelt die zeitlicheHomogenit�at des quantenmechanischen Ausgangssystems wieder und w�urdeverlorengehen, wenn das N -K�orperpotential V (�) zeitabh�angig w�are.Indessen ist die Beschreibung des Spinsystems durch Angabe der Energiennicht vollst�andig. Wir ben�otigen noch die Vorgabe des a-priori-Ma�es d�(�),das uns sagt, mit welchem Gewicht die verschiedenen Werte des Spins � {unabh�angig vom Gitterpunkt { in der Zustandssumme ber�ucksichtigt werdensollen. Es liegt nahe, hierf�ur das Lebesgue-Ma� zu w�ahlen, d.h. wir setzend�(�) = d�. Die Zustandsumme unter den Randbedingungen (112) hat jetztdie Form Zn(�; �; �; �0) = Z e��En(�) nYi=1 d�i (119)Dies ist nach Einsetzen von �n und �n schon fast der Ausdruck links in(114). Er ist lediglich anders normiert. V�ollige Gleichheit entsteht, wenn wirden Quotienten zweier �Ubergangsamplituden bilden, indem wir einmal dasgew�unschte Potential V , zum anderen V = 0 einsetzen. Sodann beachten wir(113) und erhaltenh�0; s0j�; si = KM(�0 � �; s0 � s) limn!1 Zn(�n; �n; �; �0)Zn(�n; 0; �; �0) (120)Die �Ubergangsamplitude wird bei dieser Vorschrift durch einen thermodyna-mischen Limes an einem Spinsystem konstruiert, bei dem aber gleichzeitigdie Parameter � und � volumenabh�angig gew�ahlt werden m�ussen, damit derLimes das Gew�unschte leistet. Zwar wurde die Formel (120) aus einem Pfa-dintegral heraus entwickelt, der endg�ultige Ausdruck vermeidet jedoch dasPfadintegral und benutzt an seiner Stelle den thermodynamischen Formalis-mus.Halten wir uns die wichtigsten Aussagen �uber das Spinsystem, mit demwir das N -K�orperproblem verkn�upft haben, noch einemal vor Augen, so stel-len wir fest: 58



1. Das Spinmodell besitzt nur eine N�achste-Nachbar-Wechselwirkung zwi-schen den Spins, n�amlich die Energie ��Ti M�i+1. Alle anderen Anteileder Energie sind lokaler Natur, d.h. sie h�angen nur von jeweils einemGitterplatz ab.2. Das Spinmodell ist translationsinvariant und geh�ort zur Klasse der fer-romagnetischen Modelle; denn die Massenmatrix M ist grunds�atzlichpositiv. Benachbarte Spins tendieren dazu, sich parallel auszurichten.Sie m�ussen allerdings, durch die Randbedingungen gezwungen, zwi-schen dem Spin � an dem einen Ende und �0 an dem anderen Ende desGitters interpolieren.
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�0 1 2 n� 1 n n+ 1�0 = � �1 �2 �n�1 �n �n+1 = �0

Typische Kon�guration einer ferromagnetischen SpinketteEindimensionale Modelle dieser Art haben ihren kritischen Punkt bei derTemperatur Null (� =1). Deshalb gibt es in ihnen keinen Phasen�ubergangim eigentlichen Sinne. Nun gilt limn �n =1, und dies bedeutet: Bei der Kon-struktion der quantenmechanischen �Ubergangsamplitude strebt das Spinmo-dell gegen seinen kritischen Punkt. Nur dort besteht die �Aquivalenz beiderModelle. Der Grenzproze� ist �au�erst delikat. Denn dreierlei Dinge passierengleichzeitig: (1) das Gitter wird unendlich gro�, (2) � strebt nach Unendlichund (3) die Kopplung � geht gegen Null. Diese drei Grenzprozesse sind soaufeinander abgestimmt, da� sie die Quantenmechanik des N -K�orpersystemsergeben.3.8 Von den Spinsystemen zur Mehlerschen FormelUm die Tragf�ahigkeit der im vorigen Abschnitt dargestellten Ideen zu de-monstrieren, wollen wir jetzt als ein Beispiel den harmonischen Oszillatorin drei Dimensionen mit der neuen Methode behandeln und setzen alsoH = �12� + 12k2x2. Ihm entspricht ein Spinsystem, dessen Zustandssum-me f�ur ein Gitter f0; 1; : : : ; n + 1g der L�ange n + 1 ein 3n-dimensionales59



Gau�isches Integral ist:Zn(�; �; x; x0) = Z d3x1 � � �Z d3xn e��En(�) (121)En(�) = 12 nXi=0 (xi+1 � xi)2 + 12�k2 n+1Xi=0 x2i (x0 = x; xn+1 = x0)= 12xTQx� aTx + 12(1 + �k2)aTa (x; a 2 R3n) (122)mit x = fx1; : : : ; xngT und a = fx; 0; : : : ; 0; x0gT . Die hierbei auftretende3n� 3n-Matrix Q l�a�t sich auf einfache Weise durch eine �ahnlich gestalteten� n-Matrix R und die 3� 3-Einheitsmatrix 1 ausdr�ucken: Q = R
 1.Q = 0BBB@ 2c1 �1�1 2c1 . . .. . . . . . �1�1 2c1
1CCCA R = 0BBB@ 2c �1�1 2c . . .. . . . . . �1�1 2c

1CCCAHier haben wir c = cosh u = 1 + 12�k2 gesetzt und dadurch einen Parameteru eingef�uhrt, mit dessen Hilfe die folgenden Formeln sich besonders einfachgestalten.Es ist eine elementare Aufgabe, das Gau�ische Integral auszuf�uhren:Zn(�; �; x; x0) = �det �Q2� ��1=2 expf�12� aT (2c� 1�Q�1)ag (123)F�ur die darin auftretende Determinante gilt o�ensichtlichdet �Q2� = � �2��3n (detR)3Es bleibt das Problem, dn := detR zu bestimmen. Entwickeln wir die Deter-minante von R nach der letzten Zeile, so gelangen wir zu dem Rekursions-schema d0 = 1; d1 = 2 coshu; dn+1 + dn�1 = 2dn cosh u (124)Die Di�erenzengleichung wird durch dn = aenu + be�nu gel�ost und die Kon-stanten a und b werden durch die beiden Anfangsbedingungen bestimmt:a+ b = 1 aeu + be�u = 2 cosh uDies f�uhrt zu der L�osungdn = detR = sinh(n+ 1)usinhu (125)60



Weiter wird von uns verlangt, den Vektor y = Q�1a zu bestimmen. Wir l�osenzu diesem Zweck das Gleichungssystem Qy = a �aquivalent mit2yk cosh u = 8<: x+ y2 k = 1yk�1 + yk+1 k = 2; : : : ; n� 1yn�1 + x0 k = n (126)Wieder ist yk = aeku + be�ku der l�osende Ansatz, wobei die konstanten Vek-toren a und b durch die erste und die letzte Gleichung bestimmt werden:a + b = x ae(n+1)u + be�(n+1)u = x0Dies f�uhrt auf die L�osungyk = x sinh(n� k + 1)u+ x0 sinh kusinh(n+ 1)u k = 1; : : : ; n (127)und wir errechnen nun leichtaTQ�1a = xy1 + x0yn = (x2 + x02) sinhnu+ 2xx0 sinhusinh(n+ 1)uNoch eine kleine Umformung,sinhnu = sinh(n+ 1)u coshu� cosh(n + 1)u sinhu ;und wir sind am Ziel:Zn(�; �; x; x0) = [(2�=�)nw]3=2 expf�12�[(x2 + x02)v � 2xx0w]gv = sinh utanh(n + 1)u + 12�k2w = sinhusinh(n + 1)u cosh u = 1 + 12�k2 (128)F�ur � ! 0 (d.h. u ! 0) streben sowohl v als auch w gegen (n + 1)�1. Wirerhalten so Zn(�; 0; x; x0) = �(2�=�)nn+ 1 �3=2 exp���(x0 � x)22(n + 1) � (129)Folgen wir den Vorschriften des letzten Abschnittes, so m�ussen wir einenthermodynamischen Limes n ! 1 in einer Weise ausf�uhren, bei der � =61



�n := (n + 1)(s0 � s)�1 und � = �n := (n + 1)�2(s0 � s)2 gesetzt wird. Mit� = k(s0� s) kann man das Verhalten von u; v und w f�ur gro�e Werte von nbequem schreiben:(n+ 1)u! � (n+ 1)v ! �tanh � (n + 1)w! �sinh �Man erh�alt also f�ur das Verh�altnis der beiden Zustandssummen:limn!1 Zn(�n; �n; x; x0)Zn(�n; 0; x; x0) = h �sinh � i3=2 expn�k(x2+x02)2 tanh � + kxx0sinh �oexpn�k(x�x0)22� o (130)Das Ergebnis hat man nur noch mit K(x0 � x; s0 � s) zu multiplizieren, umdie �Ubergangsamplitude des harmonischen Oszillators zu erhalten:hx0; s0jx; si = � k2� sinh � �3=2 exp��k(x2 + x02)2 tanh � + kxx0sinh ��k(s0 � s) = � (131)(Mehlersche Formel). Dieses Resultat wurde von uns bereits fr�uher (siehe(2.24)) zitiert.Es ist nicht ohne Interesse zu erfahren, welche freie Energie pro Gitter-platz das Spinsystem besitzt. Die Rechnung dazu ist denkbar einfach:f(�; �) = � limn!1(�n)�1 logZn(�; �; x; x0) = 32��1�u+ log �2�� (132)(2 sinh(u=2) = �1=2k > 0). Die freie Energie ist erwartungsgem�a� unabh�angigvon den Randbedingungen (unabh�angig von x und x0). Im Grenzfall ver-schwindender Kopplung �nden wir:f(�; 0) = 32��1 log �2� (133)Die Grundzustandsenergie des quantenmechanischen Oszillators ist E0 = 32k.Wir k�onnen sie aus der freien Energie durch einen Grenzproze� gewinnen:E0 = lim�!1�!0�2�!1 f(�; �)� f(�; 0)� (134)Ein Vergleich der Formeln (2.25), (2.64) und (2.76) lehrt, da� diese Relationnicht auf den harmonischen Oszillator beschr�ankt, sondern allgemeiner Naturist. 62



4 Euklidische Feldtheorie:Die KontinuumsformulierungDie Sprache der Mathematik erweistsich als �uber alle Ma�en e�ektiv, einwunderbares Geschenk, das wir wederverstehen noch verdienen. Wir solltendaf�ur dankbar sein und ho�en, da� sieauch bei zuk�unftigen Forschungen ih-re G�ultigkeit beh�alt und da� sie sich{ in Freud und in Leid, zu unseremVergn�ugen wie vielleicht auch zu un-serer Verwirrung { auf viele Wissens-zweige ausdehnt. E.Wigner (1960)4.1 Das euklidische Feld kann kein Operatorfeld seinF�ur einen Vektor x des Minkowski-RaumesM4 schreibt man nach Wahl einesKoordinatensystems x = fx0; x1; x2; x3g = fx0;xg und erh�alt eine konkreteForm f�ur die pseudo-euklidische Struktur von M4, indem man setzt:x2 = (x0)2 � (x1)2 � (x2)2 � (x3)2 = (x0)2 � x2Seit der Entdeckung der Bedeutung dieser Struktur f�ur die Physik durchLorentz und Poincar�e und der Ausformung der Theorie durch Einstein undMinkowski haben sich die Physiker immer wieder davon faszinieren lassen,wie leicht man durch eine einfache Ersetzung ix0 ! x4 die pseudo-euklidischeStruktur in eine gew�ohnliche euklidische Struktur verwandeln kann, bei derman von Vektoren x = fx1; x2; x3; x4g = fx; x4g 2 E4 ausgeht, f�ur derenNormquadrat man nun schreibt:x2 = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2 = x2 + (x4)2Bis auf ein Vorzeichen stimmen x2 und x2 �uberein, und der unmittelbarerVorteil der euklidischen Formulierung liegt auf der Hand: Man mu� nichtmehr zwischen ko- und kontravarianten Komponenten unterscheiden, so da�x� = x� f�ur � = 1; : : : ; 4 gilt. Indessen, die Ersetzung ist rein formal und hateher den Charakter eines Spieles mit gezinkten Karten. Die R�aume M4 undE4 sind verschieden, und es gibt keine sinnvolle Weise sie zu identi�zieren.Die Angelegenheit erhielt neuen Auftrieb, als man lernte, die Zeit als einkomplexe Variable z = x4 + ix0 zu betrachten { wir haben diesen Stand-punkt bereits im Abschnitt 1.3 vertreten und mit Erfolg angewandt {, wobei63



x0 weiterhin die Rolle der anthropischen Zeit �ubernimmt: das ist die Zeit,die wir Menschen zur Beschreibung unserer Umwelt und der Vorg�ange darinbenutzen, eine Form der Anschauung also im Sinne von Kant. Hier ist ver-mieden, von der physikalischen Zeit�u sprechen, weil dieser Begri� unklarund m�oglicherweise kontextabh�angig ist. So haben wir etwa die Freiheit, ineiner physikalischen Theorie die Zeit als eine komplexe Variable einzuf�uhren.Dies ist immer dann sinnvoll, wenn es der Vereinfachung dient oder die For-mulierung einer konsistenten Theorie �uberhaupt erst erm�oglicht. Schreibenwir dann z = x4 + ix0, so ist x4 eine verborgene Variable des Raum-Zeit-Kontinuums, weil sie der unmittelbaren menschlichen Anschauung entzogenist. Sie ist aber nichtsdestoweniger eine physikalische Variable dieser Theo-rie19.Es sei nun �(x) irgendein Operatorfeld �uber dem Minkowski-Raum, z.B.ein Skalarfeld. Dann gilt�(x0;x) = eix0H�(0;x)e�ix0H (135)wobei H der Hamilton-Operator der Theorie ist. Eine naive und in die Irref�uhrende Idee ist, hierin die Ersetzung ix0 ! x4 vorzunehmen, um so zueinem euklidischen Feld �(x) zu gelangen:�(x; x4) = ex4H�(x; 0)e�x4H (136)Zwar gilt H � 0, jedoch ist H nach oben unbeschr�ankt und wir haben dasfolgende Dilemma: gilt x4 > 0, so ist der Operator ex4H nicht de�niert; giltx4 < 0, so ist der Operator e�x4H nicht de�niert20.Auch eine Fourier-Zerlegung des Operatorfeldes hilft uns nicht bei dieserAufgabe. Schreiben wir n�amlich etwa f�ur eine L�osung der Klein-Gordon-Gleichung, �(x) = (2�)�3=2 Z d3p2! �a(p)e�ipx + by(p)eipx	 ; (137)so gilt p0 = ! > 0. Da in dieser Darstellung sowohl positive wie negativeFrequenzen auftreten, ist es uns wieder verwehrt, eine Ersetzung ix0 ! x419Ich m�ochte ganz entschieden der oft ge�au�erten Au�assung entgegentreten, da� dieEinf�uhrung einer komplexen Zeit nur einen \mathematischen Trick" darstellt, dazu erson-nen, um einige Rechnungen (Pfadintegrationen etc.) ausf�uhren zu k�onnen und um Formelneinen Sinn zu geben, die sonst unde�nierbar blieben. Das hie�e, solche Rechnungen unddie ihnen zugrunde liegende Theorie h�atten nur einen formalen Charakter, und alles bliebenur ein unverbindliches mathematisches Spiel.20Gemeint ist das Folgende. Der unit�are Operator exp(ix0H) ist �uberall auf dem Hilber-traum de�niert und beschr�ankt. Diese Eigenschaft k�onnen nicht die Operatoren exp(x4H)und exp(�x4H) zugleich besitzen, wenn H unbeschr�ankt ist.64



mit reellem x4 vorzunehmen. Denn entweder wird dadurch der erste Teil desIntegrals sinnlos (f�ur x4 < 0) oder der zweite Anteil wird sinnlos (f�ur x4 > 0).Die kurze Diskussion hat gezeigt, da� man nicht ho�en kann, das euklidi-sche Feld als ein Operatorfeld in die Feldtheorie einf�uhren zu k�onnen, so da�es mit seinem Partner, dem Feld in der Minkowski-Darstellung, durch eineanalytische Fortsetzung in der Zeit verbunden ist. Nicht einmal die wohlver-trauten freien Felder lassen sich in nat�urlicher Weise zu analytischen Funk-tionen von einer komplexen Variablen z = x4+ ix0 erweitern21. Die n�achstenAbschnitte werden die Frage beantworten, wie wir das euklidische Feld nunwirklich aufzufassen haben. Dabei haben wir die Wahl zwischen zwei M�oglich-keiten:� Das euklidische Feld ist eine Zufallsvariable, oder besser, ein Zufallsfeld,also ein verallgemeinerter stochastischer Proze�. Dies soll die stochasti-sche Au�assung genannt werden.� Das euklidische Feld ist die verallgemeinerte Spinvariable eines vierdi-mensionalen ferromagnetischen Gittermodels. Damit wird es als ein Sy-stem der statistischen Mechanik am kritischen Punkt betrachtet. Dieswollen wir die statistische Au�assung nennen.In abgewandelter Form begegneten uns beide Au�assungen bereits imKapitel2 im Zusammenhang mit der Feynman-Kac-Formel. Die Pfadintegralmetho-de stand f�ur die stochastische Au�assung der Quantenmechanik. Die stati-stische Au�assung, d.h. die Beschreibung durch Spingitter entstand durcheine Diskretisierung des Pfadintegrals. Eine Verallgemeinerung des Ansatzesvon Feynman und Kac f�uhrt uns auf die Funktionalintegrale der Feldtheorie.Auch diese Integrale haben in R.Feynman ihren geistigen Vater.4.2 Die euklidische ZweipunktfunktionDie analytische Fortsetzung des Minkowski-Feldes zu einem euklidischen Feldkann nicht gelingen. Unsere Absicht ist vielmehr, Vakuumerwartungswer-te eines Produktes von Feldoperatoren { die sog. n-Punktfunktionen, oderWightman-Funktionen { analytisch fortzusetzen. Die so gewonnenen euklidi-schen n-Funktionen, die sog. Schwinger-Funktionen, haben besondere Eigen-schaften, die es erlauben, sie wieder als Erwartungswerte zu deuten. Hierbeihandelt es sich allerdings nicht um Erwartungswerte im Sinne der Operator-theorie, sondern um Mittelwerte im Sinne der (kommutativen) Wahrschein-lichkeitstheorie.21Konkret: Erwartungswerte der Form (�;�(x)�) mit � aus dem De�nitionsbereich desOperatorfeldes sind i.allg. nicht analytisch in der Zeit.65



Es sei �(x) irgendein Operatorfeld �uber dem Minkowski-Raum. Um kon-kret zu bleiben, k�onnte man hierbei an ein reelles Skalarfeld denken, obwohldas folgende Argument auf alle Felder, die Eichfelder eingeschlossen, zutri�t.Die Zweipunktfunktion W (x� y) = (
;�(x)�(y)
) (138)h�angt wegen der Translationsinvarianz des Vakuums nur von der Di�erenzx�y ab und kann als ein \Matrixelement" des Evolutionsoperators e�itH mitt = x0 � y0 aufgefa�t werden. Indem wir die Ersetzung x ! 12x, y ! �12xvornehmen, k�onnen wir vereinfachend schreiben:W (x) = (�(0; 12x)�
; e�ix0H�(0;�12x)
) (139)Hierdurch wird klar, da�W (x) eine analytische Fortsetzung in x0 (nicht aberin x1; x2; x3, warum?) besitzt. F�ur die analytische Funktion benutzt man einneues Funktionssymbol,S(x; z) = (�(0; 12x)�
; e�zH�(0;�12x)
) (140)z = x4 + ix0 x4 > 0 ; (141)und kann somit behaupten, da� die urspr�ungliche Funktion W (x) Randwerteiner analytischen Funktion ist:W (x0;x) = limx4#0S(x; x4 + ix0)Diese Randwerte existieren nur im Sinne einer Distribution, was die Ursa-che vieler Schwierigkeiten der Minkowski-Formulierung der Feldtheorie ist.Hingegen liegen die reellen Punkte z = x4 > 0 im Analytizit�atsgebiet. In die-sen Punkten gewinnen wir die nicht-singul�are euklidische ZweipunktfunktionS(x) = S(x; x4) (Schwinger-Funktion). Eine Singularit�at haben wir allenfallszu erwarten, wenn x4 gegen Null strebt. Tats�achlich begegnen wir dort einemPol, sobald x = 0 ist.Beispiel. �(x) sei ein reelles Skalarfeld der Masse m, mithin eine L�osungder Klein-Gordon-Gleichung. Die Zweipunktfunktion eines solchen Feldes istW (x) = �+(x;m) = 1(2�)3 Z d3p2! ei(px�!x0) (142)(! =pm2 + p2), und somit �nden wirS(x; m) = 1(2�)3 Z d3p2! eipx�!x4 (143)66



Allerdings gilt diese Darstellung nur f�ur x4 > 0. Wir w�unschen uns die Dar-stellung durch ein vierdimensionales Integral, das die O(4)-Invarianz der eu-klidischen Zweipunktfunktion o�enbart. Dies gelingt so. Zun�achst f�uhren wireinen euklidischen Impuls p = fp1; p2; p3; p4g = fp; p4g ein, f�ur dessen Qua-drat wir p2 =P�(p�)2 schreiben. Sodann behaupten wir:Lemma 12!e�!x4 = 12� Z 1�1 dp4 eip4x4p2 +m2 (144)Beweis. Betrachte die Funktion f(u) = (u2 � !2)�1e�ux4. Sie ist analytischin der Halbebene u = p0 � ip4, p0 > 0 mit Ausnahme der Stelle u = !,wo f(u) einen Pol besitzt. Integrieren wir nun f(u) entlang des Weges C(siehe die Abbildung) in der komplexen u-Ebene, so erhalten wir nach demResiduensatz: 12�i ZC du f(u) = Resu=!f(u) = 12!e�!x4 (145)
-�s!�����ip4 p0C

Abbildung 1: Der Integrationsweg C in der komplexen u-EbeneDie Funktion f(u) f�allt in der rechten Halbebene exponentiell ab. Wird�urfen also den Integrationsweg so deformieren, da� er parallel zur ima-gin�aren Achse im Abstand p0 verl�auft, falls 0 < p0 < ! gilt. F�ur das Integralerhalten nun die Darstellung� 12� Z 1�1 dp4 f(p0 � ip4) = 12� Z 1�1 dp4 eip4x4�p0x4p2 + (p4 + ip0)2 +m2 = 12!e�!x4Die Wahl von p0 ist uns �uberlassen. Bei dem Versuch, den Limes p0 ! 0auszuf�uhren, sehen wir, da� dies sogar unter dem Integral m�oglich ist, undgelangen so zu der Aussage des Lemmas. q.e.d.67



F�uhren wir schlie�lich das euklidische Produkt px = P� p�x� ein, sohaben wir endg�ultig: S(x; m) = 1(2�)4 Z d4p exp(ipx)p2 +m2 (146)Man kann aber auch S(x; m) durch die modi�zierte Besselfunktion K1 aus-dr�ucken:S(x; m) = � (2�)�2mjxj�1K1(mjxj) m > 0(2�)�2jxj�2 m = 0 jxj = px2 (147)Die Formel (146) zeigt eine au��allige Verwandtschaft zwischen der Schwinger-Funktion S(x; m) und der Feynman-Funktion�F (x;m) = 1(2�)4 Z d4p exp(�ipx)p2 �m2 + i0einer Minkowski-Feldtheorie. Man macht sich schnell klar, da� �p2 und p2durch eine analytische Fortsetzung in der Energie auseinander hervorgehen:die Fourier-Transformierte ~�F (p;m) ist { abgesehen von einem Vorzeichen {die analytische Fortsetzung von ~S(p; m). Insgesamt erhalten wir das folgendeBild �uber die Weise, wie Wightman-Funktionen und Feynman-Funktionenmiteinander verkn�upft sind, ohne da� dabei von der mehrdeutigen Vorschriftder Zeitordnung Gebrauch gemacht wird:Wightman-Funktion analyt. F. Schwinger-Funktionim Ortsraum  ! im Ortsraumx?yFourier-Tr.Feynman-Funktion analyt. F. Schwinger-Funktionim Impulsraum  ! im ImpulsraumWir notieren einige Eigenschaften der Schwinger-Funktion:1. Obwohl die Funktion S(x; m) nur f�ur positive Zeiten (x4 > 0) de�niertwurde, k�onnen wir sie zu einer symmetrischen Funktion auf der gesam-ten reellen Zeitachse erweitern. Hierbei wird allerdings der Ursprungdes euklidischen Raumes zu einem singul�aren Punkt. In der N�ahe die-ses Punktes verh�alt sich die Funktion wie 1=x2. Die Singularit�at istintegrabel. 68



2. Die Schwinger-Funktion ist reell und positiv. Ebenso ist die Fourier-Transformierte reell und positiv.3. Die Schwinger-Funktion ist invariant unter euklidischen Rotationen.Die Gruppe O(4) tritt an die Stelle der Lorentz-Gruppe (mit Spiege-lungen).4. S(x; m) ist die Greensche Funktion f�ur den Di�erentialoperator �� +m2, d.h. es gilt (�� +m2)S(x; m) = �4(x) (148)wobei� den vierdimensionalen Laplace-Operator bezeichnet. Die eukli-dische Formulierung hat uns hier einen elliptischen Di�erentialoperatorbeschert; der Klein-Gordon-Operator war hyperbolisch. Wir ben�otigennun keine i�-Vorschrift mehr zur Invertierung von ��+m2: der inverseOperator ist eindeutig und besitzt den Integralkern S(x� x0; m) .5. Die Schwinger-Funktion zerf�allt exponentiell f�ur gro�e Abst�ande vomUrsprung (falls m > 0):S(x; m)! m2=2(2�mjxj)3=2 expf�mjxjg jxj ! 1 (149)Insbesondere existiert das Integral R d4xS(x; m) = m�2.4.3 Das freie euklidische Skalarfeld4.3.1 Die n-PunktfunktionenIn der Minkowski-Formulierung kann ein reelles Skalarfeld �(x) durch dieGesamtheit seiner n-Punktfunktionen (Wightman-Funktionen)Wn(x1; : : : ; xn) = (
;�(x1) � � ��(xn)
) ; (150)de�niert werden. Der Operatorcharakter des Feldes und die quantenmechani-sche Natur der Theorie �au�ert sich in [�(x);�(x0)] 6= 0. Aus diesem Grundesind die Wightman-Funktionen nicht symmetrisch unter Permutationen ihrerArgumente: dies erschwert die Konstruktion eines erzeugenden Funktionals,aus dem sie gewonnen werden k�onnten.Eine andere Weise, das Feld zu de�nieren, geschieht durch die Angabealler seiner � -Funktionen (Greenschen Funktionen)�n(x1; : : : ; xn) = (
; T (�(x1) � � ��(xn))
) (151)69



Diese Funktionen sind symmetrisch und besitzen das erzeugende FunktionalF (j) = (
; T expfi�(j)g
) = 1 + 1Xn=1 inn! (
;�(j)n
) (152)mit �(j) = R d4x�(x)j(x) und j(x) reell. Handelt es sich dabei um ein freiesFeld der Masse m, so ist das erzeugende Funktional bereits vollst�andig durchdie ersten beiden � -Funktionen, �1(x) = (
;�(x)
) = c und �2(x; y) =i�F (x� y;m) , bestimmt22:logF (j) = icI(j)� 12 i�F (j � j;m) (153)I(j) = Z d4x j(x)�F (j � j;m) = Z d4x Z d4y j(x)�F (x� y;m)j(y) (154)F�ur c = 0 ist diese Charakterisierung �aquivalent einer rekursiven De�nitionder � -Funktionen in der folgenden Art:�1(x1) = 0�2(x1; x2) = i�F (x1 � x2; m)�n(x1; : : : ; xn) = n�1Xk=1 �n�2(x1; : : : ; x̂k; : : : ; xn�1)i�F (xk � xn; m) (155)(Der Hut ^ �uber einer Variablen bedeutet: diese Variable wurde eliminiert).F�ur die Wightman-Funktionen existiert ein Schema �ahnlicher Art:W1(x1) = 0W2(x1; x2) = �+(x1 � x2; m)Wn(x1; : : : ; xn) = n�1Xk=1Wn�2(x1; : : : ; x̂k; : : : ; xn�1)�+(xk � xn; m)(156)Diesen Formeln entnimmt man, da�Wn eine analytische Fortsetzung in allenZeitvariablen x01; : : : ; x0n besitzt, weil die �+-Funktion eine solche Fortset-zung gestattet. Wir k�onnen somit zu komplexen Variablen zk = x4k + ix0kder punktierten komplexen Ebene C nf0g �ubergehen. In den reellen Punktenzk = x4k erhalten wir dann die n-Punktfunktionen (Schwinger-Funktionen)des zugeh�origen euklidischen Feldes:Sn(x1; : : : ; xn) =Wn(x1; : : : ; xn)���ix0k!x4k (157)22Siehe das Kapitel 6.6 der Vorlesung QFT I.70



F�ur die euklidischen Funktionen existiert somit das RekursionsschemaS1(x1) = 0S2(x1; x2) = S(x1 � x2; m)Sn(x1; : : : ; xn) = n�1Xk=1 Sn�2(x1; : : : ; x̂k; : : : ; xn�1)S(xk � xn; m) (158)und aus S(�x; m) = S(x; m) folgt, da� Schwinger-Funktionen grunds�atzlichsymmetrisch sind gegen�uber Permutationen ihrer Argumente. Diese wichtigeTatsache gibt uns wiederum die M�oglichkeit, die Gesamtheit der FunktionenSn aus einem erzeugenden Funktional abzuleiten (wir erlauben wieder c 6= 0):logSffg = icI(f)� 12S(f � f;m) (159)I(f) = Z d4x f(x)S(f � f;m) = Z d4x Z d4y f(x)S(x� y; m)f(y)= (f; (�� +m2)�1f) (160)Sffg = 1 + 1Xn=1 inn! Z d4x1 � � �Z d4xn Sn(x1; : : : ; xn)f(x1) � � �f(xn)Auch hier soll f wieder eine reelle Funktion sein. Man nennt Sffg dasSchwinger-Funktional des euklidischen Feldes. Da S(f � f;m) � 0 gilt (und= 0 nur f�ur f = 0), ist Sffg ein Gau�isches Funktional.4.4 Die stochastische InterpretationDa die euklidischen n-Punktfunktionen symmetrisch sind, ist es m�oglich, sieals Korrelationsfunktionen im Sinne der Stochastik zu deuten. Die Idee istalso, das euklidische Feld �(x) als eine Zufallsvariable einzuf�uhren, so da�gilt:h�(x)i = c h�(x)�(y)i � h�(x)ih�(y)i = S(x� y; m) (161)Mit h�i w�are dann der Mittelwert oder �Erwartungswert��m Sinne der Wahr-scheinlichkeitstheorie gemeint. Alle h�oheren Korrelationsfunktionen h�(x1) � � ��(xn)ilie�en sich daraus rekursiv berechnen. Eine Schwierigkeit hat diese Au�as-sung jedoch: Falls in der Formel (161) x = y gesetzt wird, erhalten wir densingul�aren Ausdruck S(0; m) = 1. Wir sind, �ahnlich wie in der Operator-feldtheorie, auch hier gezwungen, ein Gl�attungsverfahren anzuwenden, umdem euklidischen Feld den singul�aren Charakter zu nehmen.71



Wir w�ahlen also einen geeigneten Raum von Testfunktionen f : E4 ! Rund betrachten nunmehr nur noch die integrierten Gr�o�en�(f) = R d4x�(x)f(x)als die eigentlichen Zufallsvariablen. Diese Au�assung zeigt keinerlei Pro-bleme, Korrelationsfunktionen der Art h�(f1) � � ��(fn)i sind wohlde�niert.Grund: die Singularit�at 1=x2 ist in vier Dimensionen integrabel. Durch Ent-wicklung der Exponentialfunktion k�onnen die Korrelationsfunktionen n-terOrdnung aus dem erzeugenden Funktionalloghexpfi�(f)gi = icI(f)� 12(f; (�� +m2)�1f) (162)gewonnen werden. Unsere Vorschriften erlauben die Berechnung von belie-bigen Korrelationen, wir kennen jedoch noch nicht die zugrunde liegendenVerteilungen (W-Ma�e). Unser n�achstes Ziel ist deshalb die Konstruktion dermit dem euklidischen Feld verkn�upften n-dimensionalen Gau�ischen Vertei-lungen. Wir setzen zur Vereinfachung c = 0. Die allgemeine Situation c 6= 0l�a�t sich immer durch eine einfache Translation des Feldes daraus herstellen.Der Fall n=1. Im erzeugenden Funktional ersetzen wir f durch tf undvariieren den reellen Parameter t. Wir erhalten so die Darstellunghexpfit�(f)gi = e�at2=2 = Z d�(�) eit� (163)mit a = (f; (�� + m2)�1f); � ist das gesuchte W-Ma�, das die Verteilungder \Me�werte" von �(f) beschreibt. Die m�oglichen Werte �, die diese Zu-fallsvariable annehmen kann, liegen auf der reellen Achse, weil wir von einemreellen Skalarfeld ausgingen. Die o�ensichtliche L�osung lautet:d�(�) = d� (2�a)�1=2e�(2a)�1�2 (164)Die Konstante a �ubernimmt hierbei die Rolle der Varianz der Verteilung.Der allgemeine Fall. Im erzeugenden Funktional ersetzen wir f durchPnk=1 tkfk mit linear unabh�angigen Testfunktionen fk und variieren die reel-len Parameter tk:hexpfiPk tk�(fk)gi = exp(�12 nXj;k=1 tjtkajk) (165)(fj; (��+m2)�1fk) = ajk (166)Es sei A die n � n-Matrix mit den Elementen ajk. Sie ist symmetrisch undstrikt positiv (0 ist kein Eigenwert); denn es gilt P tjtkajk = (f; (�� +m2)�1f) � 0, und dieser Ausdruck verschwindet nur f�ur f = 0, also f�urtk = 0, weil das System (fk) linear unabh�angig vorausgesetzt war. Mit72



�1; : : : ; �n bezeichnen wir die m�oglichen \Me�werte" von �(f1); : : : ;�(fn).Die gemeinsame Verteilung dieser Werte wird durch ein W-Ma� � beschrie-ben, das wir aus der GleichunghexpfiP tk�(fk)gi = R d�(�1; : : : ; �n) expfiP tk�kg (167)zu bestimmen haben. Eine Fourier-Transformation l�ost das Problem, und wir�nden (beachte detA > 0):d�(�1; : : : ; �n) = [det(2�A)]�1=2 exp(�12 nXj;k=1�j�k(A�1)jk) nYk=1 d�k (168)Ergebnis: alle n-dimensionalen Verteilungen sind Gau�isch.Fassen wir den Inhalt der vorstehenden mathematischen Analyse in Worteund stellen die allgemeine Situation c 6= 0 wieder her, so k�onnen wir sagen:Das freie euklidische Feld �(x) ist ein verallgemeinerter Gau�-Proze� �uber dem euklidischen Raum E4 mit dem Mittelwert h�(x)i =c (Kondensat) und der Kovarianzh�(x)�(y)i � h�(x)ih�(y)i = (�� +m2)�1(x; y) = S(x� y; m)(euklidischer Propagator).Die hierin angesprochene Verallgemeinerung geschieht auf zwei Weisen:1. Die Halbachse R+ , die normalerweise in die Formulierung eines stocha-stischen Prozesses als wesentliches Strukturelement eingeht und inhalt-lich als die SZeit��nterpretiert wird, ist in der euklidischen Feldtheorieersetzt worden durch den Raum E4.2. Die singul�are Natur des Feldes macht es notwendig, nur die mit Test-funktionen f integrierten Gr�o�en �(f) als die eigentlichen Zufallsva-riablen aufzufassen. Es ist bequem (nicht zwingend) f aus dem RaumS(E4) (Schwartz-Raum) zu w�ahlen.Allgemeiner Sprachgebrauch: Es sei �(x) ein verallgemeinerter Gau�-Proze�und f 7! �(f) die zugeh�orige lineare Abbildung von Testfunktionen in Zu-fallsvariablen. Schlie�lich existiere ein linearer Operator K, so da�h�(f)�(g)i � h�(f)ih�(g)i = (f;Kg) (169)die Kovarianz des Prozesses ist (f und g sind beliebig). Dann hei�t K derKovarianzoperator. Man erzielt somit eine sinnvolle Verallgemeinerung desBegri�s der Kovarianzmatrix einer stochastischen Variablen mit Werten imRn . Der Proze� hei�t zentriert, falls h�(f)i = 0 f�ur alle f gilt. Der Kovari-anzoperator des euklidischen Feldes ist (��+m2)�1. Das Feld ist zentriert,wenn das Kondensat verschwindet: c = 0.73



4.5 Gau�ische FunktionalintegraleDie �Uberlegungen des vorigen Abschnittes geben Anla� zu der Konstrukti-on eines Funktionalintegrals spezieller Art, mit dessen Hilfe das Schwinger-Funktional des freien euklidischen Feldes ausgedr�uckt werden kann. Wir ver-einbaren, da� die zul�assigen Testfunktionen, die wir f�ur die Gl�attung be-nutzen, dem Raum S(E4) angeh�oren. Dies ist ein reell-linearer Raum. DieElemente des Dualraumes S 0(E4) hei�en Distributionen. Jede Distribution� 2 S 0(E4) ist somit ein lineares Funktional �(f) = R d4x �(x)f(x), das je-dem f 2 S(E4) eine reelle Zahl zuordnet. Das zu konstruierende Funktional-integral ist vom Gau�ischen Typ und erstreckt sich �uber alle Distributionen�, in denen wir die Verallgemeinerung der Brownschen Pfade erkennen. Dietypische Distribution ist nicht einer glatten Funktion �aquivalent. �Ahnlichesgalt f�ur die Brownschen Pfade. Und nun zur Konstruktion selbst.Es sei F ein beliebiger n-dimensionaler Unterraum von S(E4) und F 0sein Dualraum, den wir uns als Teilraum von S 0(E4) denken. Nach Wahleiner Basis (fk)k=1;:::;n in F , so da� jedes f 2 F als Pnk=1 tkfk darstellbarist, k�onnen wir die reellen Koe�zienten tk als die Koordinaten des Vektors fau�assen. Es existiert dann immer eine duale Basis (f 0k)k=1;:::;n in F 0, so da�f 0j(fk) = �jk gilt. F�ur einen Vektor � =Pnk=1 �kf 0k 2 F 0 mit den Koordinaten�k und f 2 F mit den Koordinaten tk folgt: �(f) = P tk�k. Die Fourier-ZerlegunghexpfiX tk�(fk)gi = Z d�(�1; : : : ; �n) expfiX tk�kg ; (170)wie sie im vorigen Abschnitt vorgenommen wurde, leistet somit das folgende:sie erzeugt auf jedem Teilraum F 0 2 S 0(E4) endlicher Dimension ein W-Ma��. Dieses Ma� beschreibt die gemeinsame Verteilung aller Zufallsvariablen�(f) mit f 2 F . Es ist eine Tatsache, da� immer dann, wenn eine solcheSituation gegeben ist, ein W-Ma� � auf dem1-dimensionalen Raum S 0(E4)vorliegt.Es sei also (f;Kf) eine strikt positive quadratische Form auf S(E4).Dann ist ihr ein zentriertes Gau�isches Ma� � auf S 0(E4) zugeordnet, dessenFourier-Transformierte (das charakteristische Funktional des Ma�es) durchZ d�(�) expfi�(f)g = expf�12(f;Kf)g (171)gegeben ist. Konkret ist damit gemeint: Nach Wahl eines beliebigen Teilrau-mes F 2 S(E4) mit dimF = n <1 und einer Basis (fk) in F kann man (171)als ein n-dimensionales Gau�-Integral �uber die Koordinaten �k = �(fk) von74



� schreiben, und diese Darstellung hat G�ultigkeit f�ur alle f = P tkfk 2 F ,indem Z d�(�) expfi�(f)g = Z d�(�1; : : : ; �n) expfiX tk�kg (172)= expf�12X tjtkajkg (173)ajk = (fj; Kfk) (174)Nat�urlich ist eine Schreibweise wie (171) nur deshalb sinnvoll, weil das Er-gebnis unabh�angig von der Wahl der Basis ist.Das Schwinger-Funktional des euklidischen Feldes schreiben wir nun alsGau�isches Funktionalintegral (=Integral �uber Funktionale �) in dem vorge-nannten Sinne:hexpfi�(f)gi = Z d�(�) expfi�(f)g = expficI(f)� 12(f;Kf)g (175)mit dem Kovarianzoperator K = (�� +m2)�1. Gilt h�(x)i = 0, so ist dasMa� � zentriert. Diese Situation l�a�t sich immer durch eine Verschiebung�! �+c herstellen. Es hilft der Anschauung, wenn man sich Distributionen�(x), �uber die integriert wird, als \Pfade" des Feldes �(x) im Raum E4vorstellt. Das Integral (175) realisiert, was Feynman anstrebte und sum overhistories nannte. Setzt man darin f =P tkfk und entwickelt nach t1; : : : ; tn,so entsteht die Gleichungh�(f1) � � ��(fn)i = Z d�(�)�(f1) � � ��(fn) (176)Sobald die Testfunktionen fk �xiert sind, ist die rechte Seite einem gew�ohn-lichen n-dimensionalen Integral �aquivalent. Man schreibt auchh�(x1) � � ��(xn)i = Z d�(�)�(x1) � � ��(xn) (177)Doch dies ist nur mehr eine symbolische Darstellung der n-Punktfunktion.Die rechte Seite wird erst zu einem gew�ohnlichen Integral, wenn wir sie zu-vor mit Testfunktionen f1(x1) � � � fn(xn) integrieren, d.h. wenn wir zu derSchreibweise (176) zur�uckkehren.Andere Schreibweisen sind in Gebrauch, die in einem noch st�arkeren Ma�eformal genannt werden m�ussen. So schreibt der Physiker { in Anlehnung anbekannte Formeln f�ur die Gau�-Integration bei n� n-Matrizen {d�(�) = cD� expf�12(�; (��+m2)�)g (178)Die Konstante c sei so gew�ahlt, da� das Ma� normiert ist: R d�(�) = 1. Diese"De�nition��st streng betrachtet unsinnig. Denn die Formel (178) enth�alt dreiGr�o�en, die f�ur sich genommen einzeln nicht existieren:75



� Die Konstante c�1 = R D� expf�12(�; (�� + m2)�)g ist eine sinnlo-se Gr�o�e; c2 ist formal identisch mit der Determinante des Operators(��+m2)=(2�). Dieser Operator besitzt ein rein kontinuierliches Spek-trum, und eine Determinante kann in einer solchen Situation nicht de-�niert werden.� Das Lebesgue-Ma� D� kann auf S 0(E4) genau so wenig de�niert wer-den, wie auf jedem anderen 1-dimensionalen Vektorraum.� F�ur fast alle Distributionen ist (�; (��+m2)�) eine nicht de�nierbareGr�o�e (man mache die Probe mit �(x) = �4(x) oder �(x4)!).Dennoch kann man von der Schreibweise (178) legitimen Gebrauch machen,falls festgelegt wird, da� nur das Produkt der drei Faktoren zusammenge-nommen einen wohlde�nierten mathematischen Sinn bekommt. Wir tre�endeshalb f�ur unsere Zwecke die folgende
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Vereinbarung:Die Darstellungd�(�) = cD� expf�12(�;K�1�)g (179)des normierten Ma�es � sei gleichbedeutend mitZ d�(�) expfi�(f)g = expf�12(f;Kf)g (180)falls (f;Kf) eine strikt positive quadratische Form ist.Zur�uck zum freien Skalarfeld. Hier gilt K�1 = �� + m2, und 12(�;K�1�)ist nichts anderes als das Wirkungsintegral eines klassischen (euklidischen)reellen Feldes �(x). Eine partielle Integration bringt dieses Integral in dieStandardform:12(�;K�1�) = 12 Z d4x "X� f@��(x)g2 +m2�(x)2# (181)Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt f�ur Verallgemeinerungen. Einenaheliegende Erweiterung besteht darin, selbstwechselwirkende Skalarfelderdurch ein Wirkungsintegral der FormWf�g = Z d4x "12X� f@��(x)g2 + U(�(x))# (182)einzuf�uhren und versuchsweise die euklidischen n-Punktfunktionen dieserTheorie durch Funktionalintegrale der Formh�(x1) � � ��(xn)i = R D� e�Wf�g�(x1) � � ��(xn)R D� e�W (�) (183)auszudr�ucken. Hierbei ist U : R ! R ein \Potential", das Abweichungenvon der parabelf�ormigen Gestalt zul�a�t. Solche Abweichungen beschreibendie Art der Selbstwechselwirkung. Spezi�sche Modelle dieser Art sind:� �4-Modell U(r) = 12m2r2 + �r4 (� > 0)� Higgs-Modell U(r) = �12�2r2 + �r4 (� > 0)� Sinus-Gordon-Modell U(r) = 12m2r2 + �(cos(
r)� 1)77



Die Schwierigkeiten der Darstellung (183) liegen auf der Hand. Da die Funk-tionalintegrale nicht mehr Gau�isch sind, ist unklar, wie man sie de�nie-ren soll, und ungewi�, ob sie �uberhaupt de�nierbar sind. Der Umgang mitnicht-Gau�ischen Funktionalintegralen ist kein leichtes Gesch�aft: die ganzeProblematik der Renormierung aus der traditionellen Feldtheorie begegneteinem erneut. Eine elegante Umschi�ung dieser Klippen ist bis heute nichtgelungen. Aber es gibt einen aussichtsreichen Versuch, n�amlich: die konse-quente Benutzung der statistischen Interpretation des euklidischen Feldes.Hierbei wird das Kontinuum E4 durch ein endliches Gitter ersetzt. Zwei hin-tereinandergeschaltete Grenzprozesse (thermodynamischer Limes und Konti-nuumslimes) f�uhren zu den gew�unschten n-Punktfunktionen der Feldtheorie.Die Rechnungen auf dem endlichen Gitter lassen sich im Prinzip mechanischdurch einen Computer ausf�uhren. Vor die Aufgabe gestellt, Grenzprozesseauszuf�uhren, versagt sogar die Spitzentechnologie.
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5 Euklidische Feldtheorie:Die GitterformulierungBe wise, discretize! Marc Kac5.1 Die Gitterversion des SkalarfeldesF�ur ein reelles Skalarfeld sei die euklidische Wirkung durchW (�) = Z d4x "12X� f@��(x)g2 + U(�(x))# (184)gegeben. Eine Weise, zu wohlde�nierten Ausdr�ucken f�ur die n-Punktfunktionenzu gelangen, besteht darin, da� man den Raum E4 durch ein periodisches Git-ter (ZN)4 ersetzt. Hierbei haben wir die Gitterkonstante gleich 1 gesetzt. DieEinf�uhrung einer dimensionsbehafteten Gitterkonstanten a l�a�t sich anschlie-�end immer durch eine Skalentransformation erreichen. Mit ZN = Z=(NZ)bezeichnet man die Restklassengruppe, die entsteht, wenn man die gan-zen Zahlen modulo N betrachtet: sie enth�alt genau N Elemente, die mansich gew�ohnlich durch die Zahlen 0; 1; : : : ; N � 1 repr�asentiert denkt. DaN = 0 modN gilt, ist das Gitter periodisch mit der gleichen Periode N in al-len vier Richtungen des Raumes (wir h�atten auch vier verschiedene Periodenw�ahlen k�onnen). Ein solches Gitter l�a�t sich nicht in den E4, sondern nurin den vierdimensionalen Torus Tor4 = (Rmod 1)4 einbetten. Man sprichtdeshalb von einem toroidalen Gitter. Der Grund, warum man ein allseitigperiodisches Gitter w�ahlt, ist bekanntlich seine Symmetrie unter diskretenTranslationen. Auf diese Weise rettet man einen Teil der euklidischen Bewe-gungsgruppe des E4.Das toroidale Gitter besitzt N4 Gitterpunkte, die wir mit x; y usw. be-zeichnen. Ein Gitterpunkt x besitzt Komponenten mit xi 2 f0; 1; : : : ; N �1g(i = 1; : : : ; 4). Funktionen auf dem Gitter sind problemlos summierbar, z.B.existiert Px a4f(ax) immer und approximiert das Integral R d4x f(x) f�urgen�ugend gro�es N und hinreichend kleines a. Die Wirkung des euklidischenSkalarfeldes erh�alt auf dem Gitter die FormW (�) =Xx "12Xi f@i�(x)g2 + U(�(x))# (185)Wir haben uns nur dar�uber zu verst�andigen, was wir unter der partiellenAbleitung verstehen wollen. Unter den verschiedenen Optionen w�ahlen wirden \Vorw�arts"-Di�erenzenquotienten:[@i�](x) := �(x+ ei)� �(x) (186)79



Mit x + ei bezeichnen wir die Translation von x um eine Einheitsl�ange inRichtung der i-ten Achse.Es ist wichtig, sich vor Augen zu halten, da� alle Gr�o�en in einer solchenTheorie dimensionslos sind: das gilt u.a. f�ur den Ort x, die Masse m und dasFeld �(x). Wegen ~ = c = 1 gen�ugt die Einf�uhrung einer einzigen Gr�o�e mitder Dimension einer L�ange, um eine physikalisch interpretierbare Theorie zuerzeugen.In der stochastischen Interpretation w�are das euklidische Feld �(x) aufdem Gitter eine Zufallsvariable mit Werten in R, und �(x) ist eine Varia-ble, die f�ur die m�oglichen \Pfade" (engl. histories) des Feldes steht. Einsolcher Pfad weist also jedem der N4 Gitterpunkte eine reelle Zahl zu, d.h.der Pfadraum kann im Falle eines endlichen Gitters grunds�atzlich mit RN4identi�ziert werden. Jedes Pfadintegral wird somit einem gew�ohnlichen N4-dimensionalen Integral �aquivalent. Das ist, f�ur sich genommen, noch keinGrund zur Freude: selbst f�ur bescheidene Gitter, z.B. f�ur Gitter mit N = 5,w�are dies ein 625-dimensionales Integral. Jedoch ein Vorteil ist hervorzu-heben. Wir sind nicht mehr gen�otigt, auf dem Gitter die Felder mit Test-funktionen zu gl�atten. Denn es gibt keinen Unterschied zwischen glatten undnicht-glatten Funktionen mehr. Auch der Begri� di�erentierbar verliert sei-nen Sinn. Die Formelh�(x1) � � ��(xn)i = R D� e�W (�)�(x1) � � ��(xn)R D� e�W (�) (187)bereitet uns keine Schwierigkeiten. Denn das Lebesgue-Ma�D� =Yx d�(x) (188)ist nun wohlde�niert, weil der Pfadraum endlichdimensional ist. Ein ver-gleichsweise harmloses Problem bleibt, weil unsicher ist, ob die Integrale in(187) konvergent sind. Hinreichend f�ur die Konvergenz ist jedoch die Stabi-lit�atsbedingungDas Potential U(r) in der euklidischen Wirkung (185) besitzt eineuntere Schranke der FormU(r) > �c+ �2r2 (189)mit �2 > 0. Hierbei mu� � nicht die Masse des zu beschreibendenFeldes sein.Eine �ahnliche Bedingung ben�otigten wir f�ur die Anwendung der Feynman-Kac-Formel. Die Bedingung (189) ist jedoch sch�arfer: das Potential mu�80



oberhalb einer Parabel liegen. Die Annahme �2 > 0 ist notwendig wegender Existenz von Impuls-Null-Moden auf dem Gitter.Die Stabilit�atsbedingung macht deutlich, da� wir etwa in der �4-Theoriedas Vorzeichen der Kopplungskonstanten � nicht einfach umkehren k�onnen,ohne die Stabilit�at zu verlieren. Der St�orungstheorie, auf die allein die kon-ventionelle Feldtheorie fu�t, ist ein solches Vorzeichen v�ollig gleichg�ultig. Mandarf deshalb mit Recht behaupten, da� jede Aussage �uber ein feldtheoreti-sches Modell immer dann als nicht-trivial gelten kann, wenn in ihr das Vor-zeichen der Kopplungskonstanten eine Rolle spielt23.Wie gewinnen wir die Feldtheorie auf dem Kontinuum? Dies soll in dreiStufen geschehen:1. Thermodynamischer Limes. Wir lassen die Gitterperiode N gegen Un-endlich streben und berechnen so die n-Punktfunktionen auf demGitterZ4. Noch sind alle Gr�o�en dimensionslos.2. Skalentransformation. Wir f�uhren eine variable Gitterkonstante a einmit der Dimension einer L�ange (in der Gr�o�enordnung von 1 Fermi =10�13 cm). Das Gitter Z4 wird durch (aZ)4 ersetzt und das neue Gitterin den Raum E4 eingebettet. Alle Konstanten der Theorie (Massen,Kopplungskonstanten etc.) sowie das Feld selbst werden einer Skalen-transformation unterworfen, die diesen Gr�o�en die erforderliche Dimen-sion gibt. Das Resultat ist eine a-abh�angige Theorie.3. Kontinuumslimes. Bei geeigneter Wahl der a-Abh�angigkeit aller Gr�o�enexistieren die n-Punktfunktionen im Limes a ! 1. Dieser Vorgangersetzt das Renormierungsverfahren der konventionellen Feldtheorie.5.2 Der euklidische Propagator auf dem Gitter5.2.1 Darstellung durch Fourier-ZerlegungDie Translationssymmetrie des periodischen Gitters erlaubt die Einf�uhrungeiner Fourier-Transformation f�ur (komplexe) Funktionen f(x). Impulsvaria-blen bezeichnen wir wie �ublich mit p. Der Impulsraum ist wieder ein toro-idales Gitter, das dem Ausgangsgitter weitgehend gleicht, mit dem Unter-schied allerdings, da� die Gitterkonstante 2�N ist: p = fp1; : : : ; p4g 2 (2�N ZN)4.Schreibt man px =P4k=1 pkxk, so bilden die ebenen Wellenfp(x) = N�2eipx (190)23Diese Aussage geht auf K.Symanzik zur�uck und wurde in der Vergangenheit zu weniggew�urdigt. 81



{ wie man leicht nachweist { ein vollst�andiges Orthonormalsystem bez�uglichdes Skalarproduktes (f; g) =Px f(x)g(x). Wir erinnern an den Gittergradi-enten und f�uhren nun auch seinen adjungierten Operator ein:@kf(x) = f(x+ ek)� f(x) (191)@�kf(x) = f(x� ek)� f(x) (192)Ist � der Laplace-Operator des Gitters, so k�onnen wir �� = P4k=1 @�k@kschreiben. Beachten wir pek = pk, so ergeben sich die Eigenwertgleichungen:@kfp(x) = (eipk � 1)fp(x) (193)@�kfp(x) = (e�ipk � 1)fp(x) (194)Also ��fp(x) =P4k=1 jeipk � 1j2fp(x). Indem wirEp = 4Xk=1 2(1� cos pk) (195)setzen, k�onnen wir auch ��fp(x) = Epfp(x) schreiben. Was sagt uns diesesErgebnis?Das Spektrum von �� auf dem Gitter ist rein diskret und f�alltin das Intervall [0; 16].Da wir die Spektralzerlegung des Operators �� besitzen, k�onnen wir auchzugleich die Spektralzerlegung eines jeden Operators F (��) angeben, wennF (t) eine beliebige komplexwertige Funktion von einer reellen Variablen t istund das Intervall [0; 16] im De�nitionsbereich von F liegt:F (��)fp(x) = F (Ep)fp(x) (196)Eine erste Anwendung besteht darin, da� wir F (t) = log(t+m2) w�ahlen undzur Ortsdarstellung zur�uckkehren:log(��+m2)(x; y) = N�4Xp eip(x�y) log(Ep +m2) (197)Aus dieser Formel berechnet man leichtSpur log(��+m2) =Xx log(��+m2)(x; x) =Xp log(Ep +m2) (198)
82



und erh�alt so Zugang zu dem NormierungsintegralZ D� expf�12(�; (��+m2)�)g = �det���+m22� ���1=2= exp(�12Xp log Ep +m22� )(199)indem man von der Identit�at det = exp Spur log Gebrauch macht.Eine weitere Anwendung besteht darin, da� wir F (t) = (t+m2)�1 w�ahlenund zur Ortdarstellung zur�uckkehren. Auf diese Weise erhalten wir den eu-klidischen Propagator eines skalaren Teilchens:h�(x)�(y)iN = SN(x� y;m) = N�4Xp eip(x�y)Ep +m2 (200)Man beachte die charakteristische Abweichung von der Formel (3.12) auf-grund der Wahl eines Gitters.Diese Zweipunktfunktion in einer allgemeinen Situation, d.h. in Anwesen-heit von Wechselwirkungen, zu studieren, ist eine der wichtigsten Aufgabender Simulation auf dem Computer. Selbstverst�andlich gilt dann nicht mehrdie Darstellung (200) in voller Strenge, sondern nur noch f�ur gro�e Abst�andejx�yj, wenn m die kleinste Masse aller Zust�ande mit den Quantenzahlen desFeldes � ist. Auf einem unendlich ausgedehnten Gitter erwarten wir ein ex-ponentielles Abfallgesetz f�ur die Zweipunktfunktion. Auf einem periodischenGitter gibt es jedoch keine \gro�en" Abst�ande. Deshalb ist in allen konkretenRechnungen (bei festem Gitter) eine Extrapolation der Art jx� yj ! 1 zurBestimmung der Masse m nicht m�oglich, und die Frage tritt auf: Was trittan die Stelle des exponentiellen Abfalls?Einen Hinweis kann die Formel (200) geben, jedoch ist sie noch zu kompli-ziert. Schreibt man f�ur den Ort x = fx; x4g und f�ur den Impuls p = fp; p4g,so bewirkt eine Summation �uber x eine Projektion auf Zust�ande mit p = 0:Xx SN (x;m) = N�1Xp4 expfip4x4gm2 + 2(1� cos p4) (201)Die so bestimmte Funktion l�a�t sich in der Tat in geschlossener Form be-rechnen.Theorem 83



Ein modi�zierter Massenparameter M sei durch sinh 12M = 12meingef�uhrt. Dann gilt f�ur 0 � x4 < N :Xx1;x2;x3 SN(x;m) = CN coshfM(x4 �N=2)g (202)mit C�1N = 2 sinhM sinh(MN=2).Beweis. Wir setzen f(�) = [m2 + 2(1� cos�)]�1 und entwickeln:f(�) = 1Xn=�1 cne�in� (203)Die Koe�zienten bestimmen wir durch ein Fourier-Integral:cn = 12� Z ��� ein�f(�)d�= 12� Z �0 cosn� d�a� cos� a = 1 + 12m2 > 1= 12pa2 � 1(a�pa2 � 1)jnjDas Resultat vereinfacht sich, wenn wir a = coshM setzen. Dies ist sinh 12M =12m �aquivalent, und wir erhaltencn = e�M jnj2 sinhM (204)Damit k�onnen wir schreiben:Xx SN (x;m) = 1N Xp4 eip4x4f(p4) = 1Xn=�1 cn�N(x4 � n)mit �N (n) = 1N N�1Xk=0 ei2�kn=N = � 1 n = 0modN0 n 6= 0 modNwobei wir p4 = 2�k=N , x4 = n0 gesetzt haben. Also1Xn=�1 cn�N(n0 � n) = 1Xj=�1 cn0+jN84



Im Bereich 0 � n0 < N giltjn0 + jN j = � n0 + jN j � 0N � n0 + kN k � 0 j + k + 1 = 0und somit1Xj=�1 e�M jn0+jN j = e�Mn0 + e�M(N�n0)1� e�MN = coshfM(n0 �N=2)gsinh(MN=2)was den Beweis beendet.Im Kontinuum zerfallen Korrelationen exponentiell mit dem Abstand (sie-he (3.15)), und aus dem asymptotischen Verhalten bestimmt man die Massedes Teilchens. Auf einem toroidalen Gitter ist manches anders. Hier kannder maximale Abstand zweier Punkte auf der Zeitachse h�ochstens den WertN=2 annehmen. F�ur diesen Wert ist erwartungsgem�a� die Korrelation mini-mal, aber nicht Null. Im �ubrigen zeigt das eben bewiesene Theorem, da� andie Stelle des Exponentialgesetzes nun ein cosh-Gesetz tritt, wobei der darinauftretende Massenparameter M zwar mit dem im Propagator autretendenParameter m in einfacher Weise verbunden ist, jedoch nicht mit ihm �uberein-stimmt. Dieser Unterschied schwindet auch dann nicht, wenn wir N sehr gro�w�ahlen oder garN nach Unendlich schicken. Erst die Einf�uhrung einer Gitter-konstanten a mit nachfolgenden Limes a! 0 f�uhrt auf die gew�unschte Iden-tit�atM = m, wie man an der f�ur alle a g�ultigen Beziehung sinh(12aM) = 12amerkennt.Am Beispiel des Zerfalls von Korrelationen l�a�t sich deutlich machen,wo die Grenzen der Zuverl�assigkeit von Computersimulation auf dem Gitterliegen. F�ur den WertM = 0:1 haben wir in einem Diagrammbei Gittergr�o�enzwischen 104 und 1004 die r�aumlich gemittelte Zweipunktfunktion im Bereich0 < x4 < 10 aufgetragen und dabei so normiert, da� sie stets bei x4 = 0 den
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Wert 1 annimmt.

Der Abstand 10 zweier Punkte auf dem Gitter entspricht der Compton-wellenl�ange des Teilchens (in Einheiten der Gitterkonstanten). Um zu er-reichen, da� die Funktion f�ur gegebenes N im genannten Bereich sich nichtwesentlich von der Grenzfunktion unterscheidet, mu� in diesem Beispiel min-destens der Wert N = 100 gew�ahlt werden. Dies entspricht einer linearenAusdehnung des Gitters von mindestens 10 Comptonwellenl�angen. Hat maneine L�angenskala durch Einf�uhrung von a de�niert, so mu� aM � 1 erf�ulltsein, damit der Unterschied zwischen den Massen M und m nicht ins Ge-wicht f�allt. Dies bedeutet, da� die Gitterkonstante a auf jeden Fall kleinerals 0; 1�Comptonwellenl�ange zu w�ahlen ist.Falls die Annahme eines Kontinuums eine mathematische Fiktion warund der physikalische Raum im Kleinen eine noch unbekannte k�ornige Struk-tur besitzt (m�oglicherweise als Konsequenz der Quantengravitation), die aufdie Einf�uhrung einer kleinsten \Elementarl�ange" (die Planck-L�ange?) hin-ausl�auft, so gelangen wir solange nicht in Widerspruch zur Kontinuums-Feldtheorie, wie wir sicher sein k�onnen, da� Elementarteilchen Comptonwel-lenl�angen besitzen, die s�amtlich gro� gegen�uber der Elementarl�ange sind. Vondiesem Standpunkt aus betrachtet, erscheint es nicht gesichert, da� Rechnun-gen, die von einem Kontinuum ausgehen, die Wirklichkeit besser beschreibenverglichen mit Rechnungen, die von der Annahme einer endlichen Gitterkon-stanten a ausgehen.
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5.2.2 Darstellung durch Zufallswege auf dem GitterDas Studium des Zerfalls von Korrelationen und das Au�nden von \schar-fen" Korrelationsungleichungen geh�ort zu den wichtigsten Aufgaben der Feld-theorie wie auch der statistischen Mechanik. Aus diesem Grund wollen wirhier eine weitere Technik erproben, die Darstellung n�amlich durch Pfadeauf dem Gitter. Ausgangspunkt ist die folgende Beschreibung des Laplace-Operators: � = 4Xi=1 (Si + S�1i � 2) (205)[Sif ]x0 = fx0�ei =Xx (Si)x0xfx (206)Anschaulich: Si bedeutet Schritt in die i-te Richtung, und S�1i bezeichnetSchritt in die entgegengesetzte Richtung. Deutet man etwa f als Verteilungeines �ktiven Teilchens auf dem Gitter, so w�are Sif die verschobene Vertei-lung.Durch eine Folge �ei1 ;�ei2 ; : : : ;�ein von Verschiebungsvektoren wird ge-nau ein Weg ! der L�ange j!j = n auf dem Gitter beschrieben, der von einemvorgegebenen Anfangspunkt x zum Endpunktx0 = (� � � ((x� ei1)� ei2)� � � � � ein)f�uhrt. Da die Translationen auf dem Gitter eine kommutative Gruppe bilden,k�onnen wir nat�urlich auf die Klammern auch verzichten und die Verschie-bungsvektoren permutieren. Hierdurch entstehen neue Wege, die von x nachx0 f�uhren. Alle so erzeugten Wege bilden eine �Aquivalenzklasse, die wir mit [!]bezeichnen. Dem einzelnen Pfad ! ist die Operatorfolge S(�1)in ; � � � ; S(�1)i2 ; S(�1)i1zugeordnet, wobei wir S�1i schreiben, sobald der Verschiebungsvektor ei einnegatives Vorzeichen hat. Das Produkt S! = S(�1)in � � �S(�1)i2 S(�1)i1 hingegen isteine Klassenfunktion: Der Operator S! h�angt nur von [!] ab. Er verschiebteine gegebene Anfangsverteilung auf dem Gitter, und seine Matrixelementesind (S!))x0x = � 1 ! : x! x00 sonstWesentlich ist jetzt die folgende Beobachtung: die Zahl der Wege ! gegebenerL�ange n, die vom Punkt x zum Punkt x0 f�uhren, ist rein algebraisch durchein Matrixelement ausdr�uckbar:X!:x!x0j!j=n 1 = X!:x!x0j!j=n (S[!])x0x = (Pi(Si + S�1i ))nx0x (207)87



Jetzt entwickeln wir den Propagator, der hier als Matrix aufzufassen ist:(��+m2)�1x0x = 1Xn=0(m2 + 8)�n�1(Pi(Si + S�1i ))nx0x (208)= X!:x!x0 �j!j+1 (209)wobei � = (m2 + 8)�1 gesetzt wurde. Wir besitzen somit eine Darstellung,die die Korrelation zwischen x und x0 ausdr�uckt durch eine Summe �uberalle Pfade, die von x nach x0 f�uhren, wobei lange Pfade ein exponentiell ab-nehmendes Gewicht bekommen (auch auf einem endlichen Gitter k�onnen diePfade beliebig lang werden, wenn Gitterpunkte mehrfach besucht werden).Die Summe beginnt mit dem k�urzesten Pfad: i.allg. ist ein solcher Pfad aufdem Gitter nicht eindeutig. Wir haben zwei Fragen zu kl�aren:1. Konvergiert die Entwicklung (209)?2. Wie verh�alt sich der Propagator, wenn die Distanz24 jx0�xj = min!:x!x0 j!jgro� wird?Die Antwort auf beide Fragen �nden wir durch die einfache Feststellung, da�die Anzahl aller Pfade N(n) der L�ange n, f�ur die nur der Anfangspunkt,nicht aber der Endpunkt festgelegt wurde, die Beziehung N(n) = 8n erf�ullt(allgemein (2d)n in d Dimensionen). Deshalb �nden wir ein konvergente ma-jorisierende Reihe0 < (��+m2)�1x0x < 1Xn=jx0�xj 8n�n+1 = m�2e��jx0�xj (210)mit einem neuen Massenparameter � = log(1+m2=8), sobald die Bedingungm2 > 0 erf�ullt ist. Die gewonnene Absch�atzung ist bei weitem nicht so pr�azisewie der Inhalt des Theorems im vorigen Abschnitt. Zwar haben wir mittelsder Pfadsumme den exponentiellen Zerfall der Korrelationen nachgewiesen,jedoch der gefundene Wert f�ur � befriedigt nicht: er weicht von M (zu be-rechnen aus sinh 12M = 12m) deutlich ab, und zwar umso mehr, je gr�o�er mist. Die Ungleichung M > � ist leicht zu demonstrieren.Die Methode der Zufallswege auf dem Gitter ist verallgemeinerungsf�ahig.Im Prinzip ist es m�oglich, jede beliebige n-Punktfunktion eines selbstwechsel-wirkenden Skalarfeldes als Pfadsumme darzustellen. Diese Art der Beschrei-bung wurde 1969 von K.Symanzik in die Feldtheorie eingef�uhrt und spielteeine entscheidende Rolle in den Beweisen von M.Aizenman und J.Fr�ohlich,die Trivialit�at der �4-Theorie in Dimensionen d > 4 betre�end.24O�ensichtlich handelt es sich hierbei um die sog. Taxifahrer-Metrik.88



5.3 Das VariationsprinzipWir verfolgen im Augenblick zwei Ziele. Zu einen wollen wir den Zusam-menhang der euklidischen Formulierung der Feldtheorie mit der statistischenMechanik deutlich machen, zum anderen wollen wir die Abh�angigkeit vonder Planckschen Konstanten hervorheben, um so den klassischen Grenzfall~ = 0 besser zu erkennen. Wir erl�autern zun�achst den Begri� der Entropiein einem m�oglichst einfachen mathematischen Rahmen.5.4 Modelle mit diskretem PhasenraumAnstelle der Feldtheorie studieren wir eine statistische Theorie mit endlichvielen Zust�anden, d.h. wir ersetzen den Phasenraum 
 durch eine Menge vonn Elementen. Das Ising-Modell ist von dieser Art: ist d die Dimension undN die Gitterperiode, so gilt dort n = 2Nd. Aber auch von der Feldtheorieausgehend, lassen sich solche Modelle konstruieren, etwa dadurch, da� manden kontinuierlichen Phasenraum 
 in Zellen 
i einteilt (engl. coarse grai-ning). An die Stelle von Ma�en d�(�) treten Verteilungen p = (p1; : : : ; pn)mit 0 � pi � 1 und Pi pi = 1. Jeder Verteilung mit n Freiheitsgraden istverm�oge der Formel S(p) = � nXi=1 pi log pi (211)eine Zahl zugeordnet, die man die Entropie der Verteilung nennt. Hierbeisetzt man pi log pi = 0 f�ur pi = 0. In der Thermodynamik wird kS(p) als dieEntropie erkl�art, wobei k die Boltzmann-Konstante ist. Diesem Brauch wol-len wir hier mit Blick auf eine m�oglichst breite Anwendbarkeit nicht folgen.Es gilt S(p) � 0. Das Maximum der Entropie ist abh�angig von der Zahlder Zust�ande und wird nur von der Gleichverteilung erreicht:supp S(p) = S( 1n ; : : : ; 1n) = lognDie Verteilung p soll mit einer zweiten Verteilung � = (�1; : : : ; �n) verglichenwerden. Als Entropie von p relativ zu � bezeichnet man die ZahlS(pj�) = �Xi pi log(pi=�i) (212)wobei �1 ein erlaubter Wert ist. Im Grunde ist die De�nition (211) von S(p)nur ein Spezialfall von (212), ein Fall der eintritt, wenn � die Gleichverteilungist: S(p j 1n ; : : : ; 1n) = S(p)� logn (213)89



Bis auf den irrelevanten konstanten Term � logn stimmen hier beide Entro-piebegri�e �uberein.LemmaEs gilt stets S(pj�) � 0 und S(pj�) = 0 genau dann, wenn �i = pif�ur alle i erf�ullt ist.Beweis. F�ur alle i sei �i > 0. Die Funktion f(u) = u logu ist konvex f�uru � 0; denn f 00(u) = u�1 > 0. Deshalb:f(Xi �iui) �Xi �if(ui) (214)Hierin setzen wir ui = pi=�i, so da� Pi �iui = Pi pi = 1. Wegen f(1) = 0folgt 0 �Xi pi log(pi=�i)wie gew�unscht. Da die Funktion f(u) strikt konvex ist (f 00(u) > 0), gilt dasGleichheitszeichen in (214) genau dann, wenn alle ui gleich sind: ui = q, alsopi = q�i und damit 1 = Pi pi = qPi �i = q, d.h. �i = pi, und das Lemmaist bewiesen.Es seien w1; : : : ; wn irgendwelche reelle Zahlen. Ihnen ist immer eine Ver-teilung � zugeordnet, indem man setzt:�i = z�1e�wi z =Xi e�wi (215)In diesem Fall erh�alt man die Identit�atXi piwi � S(p) = �S(pj�)� log z (216)und wir erkennen, da� das eben bewiesene Lemma zu der folgenden Aussage�aquivalent ist:VariationsprinzipEs gilt infp (Xi piwi � S(p)) = �logz (217)wobei das In�mum f�ur nur f�ur die Verteilung p = � erreicht wird;� und z sind durch (215) gegeben.)90



In allen Anwendungen sind die Zahlen wi Me�werte einer Observablen W imZustand i (der Energie in Einheiten von kT , der Wirkung in Einheiten von~ etc.).Was geschieht, wenn in (217) die Entropie weggelassen wird und das Pro-blem Xi piwi = Minimum 0 � pi � 1 ; Xi pi = 1 (218)zu l�osen ist? O�ensichtlich gilt minPi piwi = miniwi, und existiert unterden Zahlen wi genau eine, die minimal ist, sagen wir wi0, so ist die L�osungeindeutig: pi = � 1 i = i00 sonst (219)Dies wollen wir im Auge behalten; denn (218) entspricht dem klassischenGrenzfall, dem �Ubergang n�amlich von der stochastischen zur deterministi-schen Beschreibung.5.5 Modelle mit kontinuierlichem PhasenraumAuch in der Gitterformulierung geht die Feldtheorie von einem kontinuier-lichen Phasenraum aus. Selbst bei Beschr�ankung auf einen einzigen Gitter-punkt w�are der Phasenraum eines n-komponentigen Feldes mit Rn zu iden-ti�zieren.Der Einfachheit halber betrachten wir ein einzelnes Skalarfeld, das etwader Beschreibung eines Higgs-Teilchens dienen k�onnte. Wir setzen voraus, da�die euklidische Wirkung die Form (185) hat und da� W (�) nicht ~ enth�alt.Das entspricht der fr�uher (s.Vorlesung QFT I) vertretenen Au�assung, da�die Wirkung eine rein klassische Gr�o�e ist, die durch Anwendung des Kor-respondenzprinzips in die Quantenfeldtheorie �ubernommen wird. Ebenso istder Phasenraumes 
, dem � angeh�ort, eine rein klassische Konstruktion.Die n-Punktfunktionen berechnen wir als Mittelwerte von �(x1) � � ��(xn)bez�uglich des normierten Ma�es (auf 
)d�(�) = D�Z�1 expf�~�1W (�)g (220)Z = Z D� expf�~�1W (�)g (221)Auf dem Gitter ist ~ { wie alle anderen Gr�o�en { dimensionslos. Diese Varia-ble ist sozusagen ein \Platzhalter" f�ur die Plancksche Konstante. Sie dientdazu, klassische E�ekte von Quantene�ekten verschiedener Ordnung zu un-terscheiden. 91



Folgen wir dem Sprachgebrauch der statistischen Mechanik, so ist Z ei-ne Zustandssumme und d�(�) ein Gibbs-Ma�. Man wei�, da� Gibbs-Ma�eL�osungen eines Variationsproblems sind. Die diskrete Version dieses Pro-blems haben wir im vorigen Abschnitt kennengelernt. Das allgemeine Kon-zept verlangt die Einf�uhrung der Entropie eines W-Ma�es. Die hier vorge-stellte De�nition geht auf Boltzmann, Gibbs und Shannon zur�uck.De�nition der EntropieF�ur ein W-Ma� � auf 
 mit d�(�) = D� p(�) und p(�) � 0 istdie Entropie durchS(�) = � Z D� p(�) log p(�) (222)gegeben.Wie fr�uher setzt man auch hier r log r = 0 f�ur r = 0. Es existiert keinMaximum f�ur S(�): es entspr�ache einer Gleichverteilung von �(x) auf R,die durch kein W-Ma� repr�asentiert ist. Der Wertebereich von S(�) ist diegesamte reelle Achse.Um zwei W-Ma�e � und � miteinander vergleichen zu k�onnen, f�uhren wirdie relative Entropie ein:S(�j�) = � Z d�(�) log g(�) d�(�) = d�(�) g(�) (223)Hierf�ur schreibt man auch S(�j�) = � R d� log(d�=d�). Wir setzen g(�) > 0voraus.LemmaEs gilt allgemein S(�j�) � 0 und S(�j�) = 0 nur f�ur � _=� ( �Uber-einstimmung der Ma�e bis auf eine Menge vom Ma�e Null).Beweis. Die Funktion f(u) = u logu ist konvex f�ur u � 0. Deshalb gilt dieUngleichung von Jensenf(Z d�(�) g(�)) � Z d�(�) f(g(�))f�ur jede Funktion g : 
 ! R+ . Setzen wir g = d�=d�, so folgt R d� g = 1,und wegen f(1) = 0 haben wir somit0 � Z d�(�) log g(�)92



wie gew�unscht. Da f strikt konvex ist, gilt das Gleichheitszeichen nur, fallsg(�) = q =konstant ist (fast �uberall auf 
, also abweichend von q h�ochstensauf einer Menge vom �-Ma� Null). Gilt aber d�(�) _=qd�(�), so folgt 1 =R d�(�) = q R d�(�) = q und deshalb � _=�.Nun sei d�(�) = D� p(�) undd�(�) = D�Z�1 expf�~�1W (�)g (224)Z = Z D� expf�~�1W (�)g (225)ein Gibbs-Ma�. Dann �nden wir die Identit�atZ d�(�)W (�)� ~S(�) = �~S(�j�)� ~Z (226)Die hierin auftretende Gr�o�eh�;W i = Z d�(�)W (�) (227)nennen wir die mittlere Wirkung. Das eben bewiesene Lemma ist mit derfolgenden Aussage �aquivalent.VariationsprinzipEs gilt inf� fh�;W i � ~S(�)g = �~Z (228)Das In�mum wird nur f�ur � _=� erreicht, wobei � und Z durch dieFormeln (224) und (225) gegeben sind.In der Menge der W-Ma�e ist jedes Gibbs-Ma� also dadurch ausgezeichnet,da� es ein Variationsproblem l�ost.Was geschieht im Grenzfall ~ = 0 ? Hier geht die Quantenfeldtheorie indie ihr zugeordnete klassische Feldtheorie �uber, weil das Variationsproblem(228) in das Hamiltonsches Prinzip der kleinsten Wirkung �ubergeht:h�;W i = Minimum (229)Dieses wird dadurch gel�ost wird, da� wir { genau so, wie in (219) geschehen {f�ur � ein Dirac-Ma� w�ahlen, das auf dem Minimum der Wirkung konzentriertist. Ist �0 die Stelle des Minimums, so gilt:h�;W i =W (�0) = min�2
 W (�) (230)93



Ist �0 eindeutig, und nur unter dieser Bedingung, k�onnen wir den klassischenLimes der Quantenfeldtheorie sofort angeben:lim~!0h�(x1) : : :�(xn)i = �0(x1) : : : �0(xn) (231)Das Minimum der euklidischen Wirkung �ndet man durch L�osen der sichdaraus ergebenden Euler-Lagrange-Gleichungen. Dies sind die euklidischenFeldgleichungen der Theorie25 (auf dem Gitter sind dies Di�erenzengleichun-gen). Die Existenz des Minimums wird durch die Stabilit�atsbedingung ga-rantiert: Im Phasenraum 
 existiert in jedem Fall ein Element �0, das alsder klassische Pfad des Feldes erscheint. Durch den E�ekt der spontanenSymmetriebrechung k�onnte es jedoch passieren, da� nicht nur eine, sonderngleich mehrere klassische L�osungen (eventuell ein Kontinuum von L�osungen)die Wirkung minimieren. In in einem solchen Fall ist das klassische Problemnicht eindeutig l�osbar, und der Grenzfall ~! 0 der Quantenfeldtheorie ver-langt eine sorgf�altigere Diskussion.Theoretisch ist es m�oglich, von der Situation ~ = 0 auszugehen. Wirdder Parameter ~ eingeschaltet, so beginnt das Quantenfeld um die klassischeL�osung zu 
uktuieren als Folge des Entropieterms in (228). Aus dieser Sichtist es die Entropie, die das Quantenfeld zu einer Zufallsvariablen werden l�a�t.Das Gibbs-Ma� ist in jedem Fall eindeutig, solange das Gitter endlich ist. Imthermodynamischen Limes (N ! 1) hingegen kann u.U. diese Eindeutig-keit wieder verlorengehen, n�amlich dann, wenn ein Phasen�ubergang existiertund wir uns in einer Phase mit mehreren Gleichgewichtszust�anden be�nden.Dies wird i.allg. auch durch eine spontane Symmetriebrechung begleitet sein.Quanten
uktuationen wirken dem entgegen: Je gr�o�er ~, umso geringer dieChance f�ur eine spontane Symmetriebrechung.In der statistischen Mechanik begegnet man einem Variationsprinzip,das seiner Struktur nach dem oben formulierten Prinzip v�ollig gleicht: Sein�amlich U die innere Energie eines Vielteilchensystems, S seine Entropie,beide Gr�o�en abh�angig von dem Zustand, und be�nde sich das System imKontakt mit einem W�armebad bei der Temperatur T , so wird ein Gleichge-wicht genau dann erreicht, wenn der Ausdruck U � TS seinen Minimalwertannimmt. Dieser Wert wird die freie Energie F (auch Helmholtz-Energie) desSystems bei der Temperatur T genannt. Der Gleichgewichtszustand, f�ur dendas Minimum angenommen wird, ist das kanonische Ensemble. Im Gleichge-25In der euklidischen Theorie sucht man das Minimum, in der Minkowski-Theorie hin-gegen allgemeiner die station�aren Punkte der Wirkung. Dies ist ein wichtiger Unterschiedund ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� elliptische Di�erentialgleichungen (der euklidische Fall)einem Minimum, hyperbolische Di�erentialgleichungen (der Minkowski-Fall) station�arenPunkten der Wirkung entsprechen. 94



wicht hat man also die Beziehung F = U � TS, die in der Thermodynamikder Gase und Fl�ussigkeiten eine wichtige Rolle spielt.In der Quantenfeldtheorie tritt an die Stelle der inneren Energie U diemittlere Wirkung h�;W i und an die Stelle der Temperatur die PlanckscheKonstante. Obwohl sie von Natur aus einen festen dimensionsbehaftetenWertbesitzt, kann es u.U. sinnvoll sein, sie auf dem Gitter wie eine variable di-mensionslose Gr�o�e zu behandeln. Hochtemperaturentwicklungen der stati-stischen Mechanik entsprechen im Rahmen der Feldtheorie Reihenentwick-lungen nach Potenzen von 1=~, Niedertemperaturentwicklungen entsprechenReihen in ~n (engl. loop expansion).Bei voller Anwendung thermodynamischer Prinzipien auf die Feldtheoriewerden wir u.a. auch auf die \freie Energie" eines Feldes gef�uhrt:F = inf� [h�;W i � ~S(�)] = �~ logZ (232)Aus der statistischen Mechanik ist bekannt, da� es sich hierbei um eine ex-tensive Gr�o�e handelt. Mit wachsendem Gitter { das hei�t f�ur N ! 1 {strebt N�4F , die freie Energie pro Gitterplatz, einem Limes f zu.F�ur ein freies Skalarfeld der Masse m �nden wir durch Anwendung derFormel (199) f�ur die Gitterperiode N :F = ~2Xp log Ep +m22�~ (233)Ep = 4Xk=1 2(1� cos pk) p 2 (2�N ZN)4Wir w�ahlten eine Darstellung, bei der die Impulskomponenten pk stets indas Intervall [0; 2�] fallen. Die Periodizit�at der Winkelfunktionen ausnutzen,k�onnen wir jedoch auch eine Darstellung w�ahlen, bei der die Werte von pkim Intervall [��; �] liegen. Wir kommen so zu dem Begri� der Brioullin-Zone B4 = [��; �]4. Mit wachsendem N wird die Brioullin-Zone dichter unddichter mit erlaubten Impulswerten gef�ullt, so da� man schlie�lich d4p = (2�N )4setzen kann und zu einem Integral gelangt:f = limN!1N�4F = ~=2(2�)4 ZB4 d4p log Ep +m22�~ (234)5.6 Die e�ektive WirkungJedes W-Ma� � auf dem Phasenraum 
 f�uhrt zu einem Erwartungswerth�(x)i = h�;�(x)i = Z d�(�)�(x)95



des Feldes, und Mittelwerte dieser Art sind selbst wieder Elemente von 
;wir schreiben kurz h�;�i = �0 f�ur ein solches Element. Mehr noch ist richtig,n�amlich jedes �0 2 
 ist auf diese Weise erh�altlich, etwa dadurch, da� manein Dirac-Ma� � w�ahlt, das auf �0 konzentriert ist: d�(�) = D� �(�� �0). Istspeziell � das Gibbs-Ma� in bezug auf eine Wirkung W , so ist man berech-tigt, h�;�i = � als ein klassisches Feld aufzufassen, das dem Quantenfeld� zugeordnet ist, genauso wie etwa ein klassisches Maxwell-Feld als Erwar-tungswert des Operatorfeldes der QED erscheint. Sind die Feldgleichungenlinear, so werden sie sowohl von dem Operatorfeld als auch von seinem Er-wartungswert erf�ullt. Bei wechselwirkenden Feldern ist dies nicht mehr derFall.Eine �ahnliche Situation liegt bereits in der Quantenmechanik vor, wo dieErwartungswerte von Ort und Impuls als die klassischen Gr�o�en der Theo-rie verstanden werden, und man lernt dort, da� die Erwartungswerte { denkr�aftefreien Fall ausgenommen { nicht den gleichen Bewegungsgleichungengehorchen, wie die entsprechenden Operatoren im Heisenbergbild. Zur De-monstration betrachten wir ein einfaches Beispiel, bei dem der Hamilton-Operator die Gestalt H(P;Q) = 12mP 2 + V (Q) : (235)hat. Es sei Q(t) der zeitabh�angige Ortsoperator im Heisenberg-Bild und K =�gradV die Kraft. Die Bewegungsgleichung m �Q = K(Q) f�uhrt nicht aufm�q = K(q) f�ur den Erwartungswert26 q(t) = hQ(t)i. Die Diskrepanz kommtdadurch zustande, da� i.allg.hK(Q)i 6= K(hQi) (236)gilt, konstante Kr�afte und den harmonischen Oszillator ausgenommen. Nunist es vorstellbar, da� Erwartungswerte auch einer Bewegungsgleichung gen�ugen,da� in unserem Fall etwa die Di�erentialgleichungddt �@Le�@ _q �� @Le�@q = 0 (237)erf�ullt ist f�ur eine geeignete Wahl von Le�( _q; q). Dann w�urde man Le� diee�ektive Lagrange-Funktion nennen und w�u�te: L�osungen von (237) machendie e�ektive Wirkung We� = Z dt Le�( _q(t); q(t)) (238)26Gemeint ist der Erwartungswert bez�uglich eines Zustandes im Heisenberg-Bild. BeiBenutzung dieses Bildes sind Zust�ande grunds�atzlich zeitunabh�angig.96



station�ar. F�ur den harmonischen Oszillator gilt Le�( _q; q) = L( _q; q). Im all-gemeinen mu� jedoch damit gerechnet werden, da� Le� ganz wesentlich vonL abweicht und zudem noch von dem gew�ahlten Zustand abh�angig ist. DieAbh�angigkeit von dem Zustand macht schlie�lich, da� das Konzept der ef-fektiven Wirkung in der Quantenmechanik nur von marginalem Interesse ist.Die Feldtheorie hingegen besitzt einen ausgezeichneten Zustand, das Vaku-um, oder euklidisch gesprochen, das Gibbs-Ma� zur Wirkung W .In der euklidischen Feldtheorie ist die Konstruktion einer e�ektiven Wir-kung gleichbedeutend mit der Beantwortung der Frage: Welcher Feldglei-chung gen�ugt das klassische Feld � = h�;�i, wenn � das Gibbs-Ma� einerWirkung W ist? Die Existenz einer e�ektiven Wirkung We� ist leicht zu de-monstrieren, wenn man nur beachtet, da� das Problem h�;W i � ~S(�) =Minimum in Stufen l�osbar ist:1. F�ur alle � 2 
 sucht man zun�achst das eingeschr�ankte MinimumWe�f�g = inf� fh�;W i � ~S(�) j h�;�i = �g (239)2. Anschlie�end l�ost man das Problem We�f�g = Minimum . Durch dieMinimumssuche in 
 wird die Beschr�ankung h�;�i = � in (239) wiederaufgehoben.Das Minimum von We�f�g ist die freie Energie F . In dem Augenblick, wo� die e�ektive Wirkung minimiert, l�ost � das Problem h�;W i � ~S(�) =Minimum unter der Beschr�ankung h�;�i = �.Auch in der statistischen Mechanik werden e�ektive Wirkungen und dieihnen entsprechenden Feldgleichungen eingef�uhrt. Von dieser Art sind etwadie Ginsburg-Landau-Gleichungen in der Theorie der Supraleitung. Wir wer-den die GL-Gleichungen im Abschnitt 4.6 vorstellen. Was wir nun f�ur dieeuklidische Feldtheorie skizzieren, ist gewisserma�en eine Verallgemeinerungder Ideen, die zur Ginsburg-Landau-Theorie f�uhrten.Die e�ektive Wirkung war das Resultat einer Extremalaufgabe mit Ne-benbedingung. Probleme dieser Art lassen sich mit der Methode der Lagran-geschen Multiplikatoren behandeln. F�ur jeden Gitterpunkt x f�uhren wir einenreellen Multiplikator j(x) ein und studieren anstelle der urspr�unglichen Ex-tremalaufgabe nun das Problemh�;W i � ~S(�)�Xx j(x)h�;�(x)i = Minimum (240)(j fest, � variabel). Da dieses Variationsproblem aber wieder die vertrauteGestalt (228) besitzt { lediglichWf�g ist durch Wf�g�Px j(x)�(x) ersetzt97



worden {, k�onnen wir die L�osung sofort angeben:d�j(�) = D�Zfjg�1 exp ~�1[Px j(x)�(x)�Wf�g] (241)Zfjg = Z D� exp ~�1[Px j(x)�(x)�Wf�g] (242)Minimum = �~ logZfjg (243)Es handelt sich o�enbar bei �j wieder um ein Gibbs-Ma�, abh�angig von denLagrangeschen Multiplikatoren. Dieses Ma� bestimmt eine ganze Familie vonFeldtheorien, indem es gestattet n-Punktfunktionen zu de�nieren:h�(x1) � � ��(xn)ij = Z d�j(�)�(x1) � � ��(xn) (244)Hierbei wirkt j(x) wie ein von au�en angelegtes Feld oder auch wie ein �au�e-rer Strom, und Zfjg ist ein erzeugendes Funktional f�ur die n-Punktfunktionen.Das Variationsproblem (239) mit Nebenbedingung wird gel�ost, indemman den Strom j(x) so bestimmt, da� h�(x)ij = �(x) bei gegebenem �erf�ullt ist. Wir setzen W �e�fjg = ~ logZfjg (245)und haben in W �e�fjg ein erzeugendes Funktional f�ur die Kumulanten desFeldes. Insbesondere gilt@W �e�fjg@j(x) = Zfjg�1~@Zfjg@j(x) = h�(x)ij (246)Die Bedingung h�(x)ij = �(x) ist also gleichbedeutend mit@W �e�fjg@j(x) = �(x) (247)und (247) l�ost das VariationsproblemXx j(x)�(x)�W �e�fjg = Maximum (248)(� fest, j variabel). Grund: erstens, (247) f�uhrt sicherlich zu einem Extremumder linken Seite in (248); zweitens, die Matrix der zweiten Ableitungen,Kxx0 = ~2 @2 logZfjg@j(x)@j(x0) = h�(x)�(x0)i � h�(x)ih�(x0)i ; (249)erweist sich als die Kovarianzmatrix des Feldes, ist also positiv de�nit, undsomit istW �e�fjg ein konvexes Funktional. Folglich: istPx j(x)�(x)�W �e�fjgextremal, so kann es sich nur um ein Maximum handeln. Wir kommen nunzu den entscheidenden Relationen zwischen den von uns eingef�uhrten Funk-tionalen: 98



TheoremEs sei Wf�g die Wirkung eines euklidischen Feldes, We�f�g dieihr zugeordnete e�ektive Wirkung und W �e�fjg das erzeugendeFunktional der Kumulanten. Dann gehenWe� undW �e� durch eineLegendre-Transformation auseinander hervor:We�f�g = supj (Pxj(x)�(x)�W �e�fjg) (250)W �e�fjg = sup� (Pxj(x)�(x)�We�f�g) (251)Beide Funktionale sind konvex.Beweis. Die De�nitionen benutzend k�onnen wir schreiben:Xx j(x)�(x)�W �e�fjg = Xx j(x)�(x)� ~ logZfjg= inf� "h�;W i � ~S(�)�Xx j(x)f�(x)� h�;�(x)ig#� inf� [h�;W i � ~S(�) j h�;�i = �]= We�f�gDie Ungleichung entsteht, weil das absolute Minimum immer tiefer liegt alsdas Minimum, das wir in einem Teilraum von W-Ma�en �nden, der durcheine Nebenbedingung gegeben ist. Die obere Schranke gilt f�ur jeden Wertvon j(x). Wir wissen bereits, da� es eine Funktion j gibt, f�ur die Gleichheiterreicht wird, n�amlich dann, wenn h�(x)ij = �(x) erf�ullt ist. In diesem Fallgilt We�f�g = h�j;W i � ~S(�j) : (252)Also gilt (250). Die Behauptung (251) folgt mit dem gleichen Argument. DieKonvexit�at von W �e� haben wir schon oben gezeigt. Sei � = ��1 + (1� �)�2,0 < � < 1 und j beliebig. Dann giltWe�f�ig �Xx j(x)�i(x)�W �e�fjg i = 1; 2und folglich�We�f�1g+ (1� �)We�f�2g �Xx j(x)�(x)�W �e�fjg99



Indem wir das Supremum �uber alle j bilden, erhalten wir:�We�f�1g+ (1� �)We�f�2g � We�f�gDies best�atigt die Konvexit�at von We� und das Theorem ist bewiesen.Zwischen den drei wesentlichen Funktionalen einer Feldtheorie gibt esZusammenh�ange, die wir in einem Diagramm veranschaulichen:

e�ektive WirkungWe�f�g erzeug. FunktionalW �e�fjg = ~ logZfjg

klassische WirkungWf�g
Variationsprinzip funkt. Integration

Legendre-Transf.
���� @@@@����	 @@@@R� -F�ur die Wirkung eines freien Feldes der Masse m schreiben wirWf�g = 12(�; (��+m2)�) := 12Xx "Xi f@i�(x)g2 +m2�(x)2# (253)Es ist eine leichte �Ubungsaufgabe, in dieser speziellen Situation erst W �e� unddann We� zu berechnen. Man erh�alt:W �e�fjg = 12(j; (��+m2)�1j) � F (254)We�f�g = 12(�; (��+m2)�) + F (255)F ist die in (4.41) berechnete freie Energie; sie ist eine Konstante, wederabh�angig von � noch von j. Wenn wir von dem Auftreten dieser Konstantenabsehen, so haben wir es mit bilinearen Funktionalen zu tun, die selbst-verst�andlich konvex sind, weil die Bilinearformen positiv sind. Dar�uberhin-aus gilt die Beziehung We�f�g =Wf�g+F . Sie ist charakteristisch f�ur freieFelder. 100



5.7 Das e�ektive PotentialDer Punkt ist gekommen, wo eine Warnung angebracht erscheint. Es gibt kei-ne strenge noch eine plausible Begr�undung daf�ur, da� die e�ektive Wirkungwieder die GestaltWe�f�g =Xx (12Xi (@i�(x))2 + Ue�(�(x))) (256)haben sollte. Bestenfalls kann (256) als Ansatz f�ur eine N�aherung angesehenwerden, wenn man von einer klassischen Wirkung W ausgegangen ist. Istman jedoch nur an der Modellbildung interessiert, um Erscheinungen wie diespontane Symmetriebrechung zu studieren, so kann es vorteilhaft sein, einenAnsatz wie (256) an die Spitze zu stellen. Die Vorz�uge liegen auf der Hand:� Das erzeugende Funktional W �e�fjg f�ur die Kumulanten des Feldes istdurch eine einfache Legendre-Transformation aus der e�ektiven Wir-kung zu erhalten. Umfangreiche Integrationen �uber R�aume hoher Di-mension werden so vermieden.� Auch nach Ausf�uhrung des thermodynamischen und Kontinuums-Limesbeh�alt die e�ektive Wirkung ihre Bedeutung und de�niert das Modellvollst�andig, w�ahrend die klassische Wirkung W ihre Bedeutung f�ur dieTheorie verliert, weil die (unrenormierten) Kopplungskonstanten derWechselwirkung i.allg. gegen Null streben.� In Abh�angigkeit von den verschiedenen Parametern der Theorie l�a�tsich anhand der e�ektiven Wirkung der �Ubergang von der symmetri-schen in die unsymmetrische Phase, d.h. in die Phase der spontanenBrechung einer Symmetrie, leicht studieren: die Brechung setzt dannein, wennWe� zwar symmetrisch ist, aber das ProblemWe� =Minimumeine unsymmetrische L�osung � besitzt.� Hat die e�ektive Wirkung genau die Form, wie sie durch (256) vorge-geben ist, so kann die Symmetrie gegen�uber Translationen x 7! x + anicht spontan gebrochen sein. Der Grund ist, da� das Minimum, al-so das Gleichgewicht, dann nur unter zwei Bedingungen angenommenwird:1. @i�(x) = 0, d.h. �(x) = c =konstant.2. Ue�(r) ist minimal f�ur r = c.101



Der letzte Punkt macht deutlich, da� dem e�ektiven Potential Ue�(r) ei-ne zentrale Stellung zukommt. Seine Minima entscheiden dar�uber, ob dasModell sich in seiner symmetrischen oder unsymmetrischen Phase be�ndet.Das klassische Potential U(r) gibt hier�uber nur unzureichende Auskunft. Sei-ne Minima k�onnen mitunter eine spontane Brechung f�alschlich vorhersagen,die in Wirklichkeit durch Quanten
uktuationen (Einschalten von ~) zerst�ortwird.Dies wirft die Frage auf, ob man das e�ektive Potential nicht auch un-abh�angig von der G�ultigkeit der Darstellung (256) de�nieren kann, so da�die Existenz dieser wichtigen Gr�o�e gesichert ist. Die Antwort ist denkbareinfach.De�nitionDas e�ektive Potential ist die e�ektive Wirkung pro Gitterplatzf�ur konstantes �(x):Ue�(r) = N�4We�f�g �(x) = r (257)Ist die Symmetrie unter Translationen nicht spontan gebrochen, so bedeutetdies, da� das Minimum der e�ektiven Wirkung f�ur ein konstantes � erreichtwird. Dieses Minimum deckt sich dann mit dem Minimum des durch (257)de�nierten e�ektiven Potentials. Im Falle eines einzigen reellen Skalarfeldesbleibt somit nur die M�oglichkeit, da� die Symmetrie � 7! �� spontan gebro-chen wird, d.h. es gilt Ue�(�r) = Ue�(r) und das Minimum liegt bei r = c 6= 0.Genau dies wird aus zwei Gr�unden erschwert:1. Das e�ektive Potential ist eine konvexe Funktion. Denn die e�ektiveWirkung ist ein konvexes Funktional und es gilt (257).2. Auf einem endlichen Gitter sind alle Abbildungenz 7!W �e�fzjg z 7!We�fz�ganalytische Funktionen von z 2 C . Die Eigenschaften des klassischenPotentials haben hierauf keinen Ein
u�. Aus (257) folgt, da� auchUe�(r) eine analytische Funktion von r ist.Man �uberlegt sich leicht, da� ein konvexes und analytisches Potential mitder Symmetrie Ue�(�r) = Ue�(r) genau ein Minimum besitzt, das sich ander Stelle r = 0 be�ndet. Schlu�folgerung:102



Auf einem endlichen Gitter gibt es weder einen Phasen�ubergang,noch eine spontane Symmetriebrechung, noch ein Kondensat h�(x)i 6=0.Auf einem unendlichen Gitter (bei N !1 also) geht von den Eigenschaftendes e�ektiven Potentials nur die Analytizit�at m�oglicherweise verloren. Unddies gibt uns eine Chance, die spontane Brechung der Symmetrie � 7! ��dennoch zu beobachten, wie die Skizze verdeutlicht:

Wie man sieht, wird die spontane Brechung nur dadurch erm�oglicht, da� dase�ektive Potential auf einem symmetrischen Intervall [�c; c] konstant ist.Eine solche Funktion kann nicht analytisch sein, es sei denn, sie ist �uberallkonstant. Den beiden Endpunkten des Intervalls entsprechen Gleichgewichts-zust�ande, beschrieben durch W-Ma�e �� und �+, so da� h��;�(x)i = �cgilt. Aber auch jeder andere Wert des Intervalls [�c; c] tritt als m�oglichesKondensat auf. Denn, f�ur 0 < � < 1 ist auch � = ��� + (1 � �)�+ einGleichgewichtszustand mit h�;�(x)i = �(�c) + (1� �)c. Insbesondere gibtes ein Gleichgewicht, bei dem das Kondensat verschwindet.O�ensichtlich gilt: W-Ma�e, die Gleichgewichte beschreiben, bilden einekonvexe Menge. Dies bedeutet, da� mit �1 und �2 auch die konvexe Kombi-nation � = ��1+(1��)�2 zu dieser Menge geh�ort (0 < � < 1 vorausgesetzt).Gleichgewichtszust�ande, die sich nicht als konvexe Kombination aus anderenergeben, die sich somit nicht zerlegen lassen, nennt man extremal. In unse-rem Beispiel zeichnen sich die extremalen Gleichgewichte dadurch aus, da� inihnen die Kondensate dem Betrage nach maximal m�ogliche Werte annehmen.In der statistischen Physik werden Gr�o�en wie c, r oder �(x) = h�(x)iOrdnungsparameter der Theorie genannt. Gr�o�en wie We� oder Ue� hei�endort thermodynamische Potentiale. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten in103



jedem Fall, so wie in der Feldtheorie: We�f�g =Minimum . Es entsprichtallgemeiner Praxis, eine variable Gr�o�e der Theorie immer dann einen Ord-nungsparameter zu nennen, wenn sie in der symmetrischen Phase verschwin-det, jedoch in der unsymmetrischen Phase einen Wert 6= 0 annehmen kann(aber nicht mu�, weil dies von dem Zustand abh�angt).Das klassische Beispiel eines Ordnungsparameters ist die Magnetisierung(ein Vektor) eines Permanentmagneten. Oberhalb des Curie-Punktes verh�altsich das Material paramagnetisch; es be�ndet sich in der O(3)-symmetrischenPhase. Unterhalb des Curie-Punktes verh�alt sich das Material ferromagne-tisch; es be�ndet sich dann in der unsymmetrischen Phase mit spontaner Bre-chung der Rotationssymmetrie. Lassen wir auf eine zun�achst unmagnetisierteProbe des Ferromagneten ein starkes Magnetfeld wirken, so �nden wir nachdessen Abschaltung eine remanente Magnetisierung Mr mit der Richtungdes Feldes. Das gleiche Experiment mit dem entgegengesetzten Magnetfelderzeugt eine remanente Magnetisierung �Mr. Alle Werte des symmetrischenIntervalls [�Mr;Mr] k�onnen f�ur die Magnetisierung durch ein geeignetes Ex-periment erreicht werden. In jedem Fall be�ndet sich das System in einemthermodynamischen Gleichgewicht, wenn die zeitliche Ver�anderung des �au�e-ren Feldes so langsam erfolgte (quasistatisch), da� sich zu jedem Zeitpunktein Gleichgewicht ausbilden konnte. Wir lernen aus diesen Beispiel auch, da�ein �au�eres Feld (in der Feldtheorie: j) n�otig ist, um dem Ordungsparame-ter einen von Null verschiedenen Wert zu geben. F�uhren wir mit Hilfe eineszeitabh�angigen Feldes einen Kreisproze� aus, so beobachten wir u.U. eineHysteresis-Schleife; sie ist charakteristisch f�ur die Existenz einer unsymme-trischen Phase.5.8 Die Ginsburg-Landau-GleichungenWir wenden uns einem Problem der kondensierten Materie zu, das in der Ge-schichte der Physik dieses Jahrhunderts eine wichtige Rolle spielte. Es gehtdabei um die Beschreibung des supraleitenden Zustandes eines Elektronen-gases in der N�ahe des Phasen�uberganges mit den Methoden der e�ektivenWirkung. Interessante E�ekte stellen sich ein, wenn der Supraleiter mit einem�au�eren elektromagnetischen Feld in Wechselwirkung steht. Bei Anlegung ei-nes r�aumlich wie zeitlich konstanten Magnetfeldes kann sich �uberraschender-weise kein homogener supraleitenden Zustand einstellen. Vielmehr kann derSupraleiter nur auf drei Weisen auf das Feld reagieren:1. Das Magnetfeld wird verdr�angt (Meissner-Ochsenfeld-E�ekt).2. Das Magnetfeld zerst�ort den supraleitenden Zustand.104



3. Ein inhomogener supraleitender Zustand wird gebildet.Die letzte M�oglichkeit de�niert den Supraleiter zweiter Art. Ginsburg undLandau haben 1950 das Verhalten des Supraleiters in einem �au�eren Felddurch nichtlineare Gleichungen beschrieben, die zu ihrer Zeit als Basis einerph�anomenologischen Theorie angesehen wurden. Heute wissen wir, da� essich bei diesen Gleichungen um die Gleichgewichtsbedingungen handelt. Sieleiten sich aus einem Variationsprinzip her, demzufolge die freie Energie einMinimum annehmen soll. Die freie Energie ist ein Funktional des Ordnungs-parameters � 2 C und dem im Inneren herrschenden Vektorpotential A, bei-des Funktionen von x 2 E3. Auf der Basis der mikroskopischen BCS-Theoriekennt man nun auch die N�aherungen, die n�otig sind, damit das Ginsburg-Landau-Funktional hergeleitet werden kann, d.h. man hat einen M�oglichkeitgefunden, die Konstanten der GL-Theorie aus den atomistischen Gr�o�en zuberechnen. Bei dem Bem�uhen, die GL-Gleichungen zu rechtfertigen, zeigtesich, da� ihr G�ultigkeitsbereich auf die N�ahe des kritischen Punktes einge-schr�ankt ist. Die Ginsburg-Landau-Gleichungen enthalten keine Zeitableitun-gen und lauten:� 14m(r+ 2ieA)2� = ��� 2�j�j2� (258)r� (r�A) = ie2m(��r�� �r��)� 2e2m j�j2A (259)Sie l�osen das VariationsproblemWe�f�;Ag = Minimum (260)f�ur das von unten beschr�ankte FunktionalWe� = R d3x f12(r�A)2 + 14m j(r+ 2ieA)�j2 � �j�j2 + �j�j4g (261)Die darin vorkommenden Gr�o�en bed�urfen der Erl�auterung:� 2m ist die Masse der Cooper-Paare, und �2e ist ihre Ladung.� Der Supraleiter besitzt eine endliche, wenn auch gro�e Ausdehnung.Das Vektorpotential unterliegt einer Randbedingung, die ausdr�uckt,da� dasMagnetfeld B = r�A am Rand stetig in das Au�enfeld �ubergeht.� Die komplexe Funktion � beschreibt das Kondensat der Cooper-Paare.Es handelt sich dabei um einen makroskopischen Ordnungsparameterdes Gesamtsystems und kann { bis auf eine unwesentliche �Anderung der105



Normierung { als der Erwartungswert h "(x) #(x)i in dem (variablen)Mikrozustand angesehen werden. Das nichtrelativistische  -Feld dientzur Beschreibung der Elektronen in der N�ahe der Fermi-Kugel. DiePfeile markieren die beiden Helizit�atszust�ande.� Bis auf eine additive Konstante stellt We� die freie Energie des Fermi-Gases in der N�ahe thermodynamischen Gleichgewichtes dar. Das Gleich-gewicht ist durch die Temperatur T und die BedingungWe� =Minimumcharakterisiert.� Die Parameter der Theorie sind:� = �(T ) = 6�2Tc7�(3)�F (Tc � T ) � = 9�4T 2c14�(3)mkF �F > 0(kF=Fermi-Impuls, �F=Fermi-Energie, �(s)= Riemannsche Zetafunkti-on,Tc = kritische Temperatur). � wechselt das Vorzeichen am Phasen�uber-gang.Die Struktur von We� und die Interpretation als freie Energie zeigt uns,da� wir es hier mit einer dreidimensionalen Variante der e�ektiven Wirkungzu tun haben, deren allgemeine Theorie wir f�ur vier euklidische Dimensio-nen erl�autert haben. Das GL-Funktional hat nur einen Sch�onheitsfehler: f�urT < Tc ist es nicht konvex. Dies l�a�t sich jedoch bereinigen. Man kannn�amlich jeder nach unten beschr�ankten, jedoch nichtkonvexen Funktion fdie Einh�ullende f �� zuordnen; dies ist die gr�o�te konvexe Funktion, die �uber-all kleiner oder gleich f ist. Zugleich entsteht f �� durch zweimalige Anwen-dung27 der Legendre-Transformation auf f . Im GL-Funktional �nden wir dieFunktion f(r) = ��r2 + �r4F�ur T < Tc (d.h. � > 0) k�onnen wir sie jederzeit durchf ��(r) = � ��r2 + �r4 jrj > a��a4 jrj � a a =r �2�ersetzen, ohne da� die physikalischen Aussagen dadurch ber�uhrt w�urden. F�urT � Tc, also f�ur � < 0, stimmen f und f �� �uberein.27Gem�a� der allgemeinen De�nition bedeutet dies die Berechnung vonf�(t) = supr frt� f(r)g f��(r) = supt frt� f�(t)g106



Unterhalb der kritischen Temperatur �nden wir ein von Null verschiede-nes Kondensat �(x). Obwohl die freie Energie invariant ist gegen�uber glo-balen U(1)-Eichtransformationen, �nden wir nichtinvariante Gleichgewichts-zust�ande: in der supraleitenden Phase ist die U(1)-Symmetrie spontan ge-brochen. Oberhalb der kritischen Temperatur, also in der normalleitendenPhase, gilt � = 0 im Gleichgewicht, und die Eichinvarianz ist wieder herge-stellt.F�ur T < Tc gibt es ein kritisches B-Feld, bei dem der �Ubergang in dennormalleitenden Zustand statt�ndet. In guter N�aherung ergibt sich das kri-tische Feld aus der Gleichung� 14m(r+ ieB�x)2�(x) = ��(x) (262)� beschr�ankt in E3.Es handelt sich formal um die Schr�odinger-Gleichung f�ur ein Teilchen derMasse 2m und der Ladung �2e in einem konstanten Magnetfeld B. Diesf�uhrt zu den ber�uhmten Landau-Niveaus� = eBm (n + 12) + p24m n = 0; 1; 2; : : : B = jBj (263)Hierbei ist p die Projektion des Impulses auf die Richtung von B. Diese Kom-ponente des Impulses ist beliebig w�ahlbar. Aus (263) folgt die o�ensichtlicheBedingung �(T ) � eB2m (264)Sie legt einen Bereich der T;B-Ebene fest, f�ur den ein inhomogener supra-leitender Zustand existiert. Man erkennt: ist f�ur eine Temperatur T das FeldB dem Betrage nach gr�o�er alsBc = 2(m=e)�(T ) ; (265)so l�a�t sich die Gleichung (262) nur f�ur � = 0 erf�ullen und das Systembe�ndet sich in dem normalleitenden Zustand. F�ur B in Richtung der z-Achse, p = pz = 0 und n = 0 lautet die L�osung�0(x; y) = C(x� iy) expf�12eB(x2 + y2)g C 2 C (266)Sie beschreibt einen Wirbelfaden, genauer, einen Quantenwirbel, dessen Kerndie z-Achse darstellt und dessen Durchmesserd =r ~ceB107



ist. Quantenwirbel treten auch in Supra
�ussigkeiten (Helium) auf. Die Trans-lationen �(x)! �a(x) = �(x� a) expfie(Bax)g (267)((Bax)=Spatprodukt) bilden eine Symmetriegruppe28 f�ur das Problem (262).�a0 beschreibt einen um den Vektor a verschobenen Wirbelfaden und stelltebenfalls eine Gleichgewichtsl�osung dar. Die allgemeine L�osung { ohne Ber�uck-sichtigung der nichtlinearen Terme in den GL-Gleichungen { entsteht durchSuperposition von Quantenwirbeln an verschiedenen Orten. Sei G ein gro�es(im Idealfall unendlich ausgedehntes) zweidimensionales Gitter senkrecht zuB, so k�onnen wir ihm eine Gleichgewichtsl�osung der folgenden Art zuordnen:�G(x) =Xa2G �0(x� a) expfie(Bax)g (268)Abrikosov hat 1952 gezeigt, da� bei Ber�ucksichtigung der nichtlinearen Ter-me in den GL-Gleichungen das Gleichgewicht f�ur ein Dreiecksgitter eintritt,falls nur Funktionen der Form �G zur Konkurrenz zugelassen sind. Wir be-obachten daher in einem Supraleiter zweiter Art eine periodische Anordnungvon quantisierten Wirbeln. Die Quantisierung �au�ert sich darin, da� bei demUmlauf um einen Wirbelfaden sich die Phase von � um 2� �andert. Die zwei-te GL-Gleichung sagt uns, da� sich entlang eines jeden Wirbelfadens eineFlu�r�ohre ausbildet, in der der magnetische Flu� nicht verschwindet undquantisiert ist. Die Existenz dieser Flu�r�ohren ist experimentell best�atigtworden.

28Siehe die Vorlesung Gruppentheorie und Quantenmechanik, SS 1988.108



6 Quantisierung der EichtheorienDie g�angige Vorstellung, da� Wissenschaftlerunerbittlich von einem wohlbegr�undeten Fak-tum zum n�achsten fortschreiten, ohne sich je-mals von irgendwelchen unbewiesenen Vermu-tungen beein
ussen zu lassen, ist ganz falsch.Alan Turing6.1 Die euklidische Version der Maxwell-Theorie6.1.1 Die klassische Situation (~ = 0)Wir beginnen die Diskussion der Eichtheorien mit einer Skizze der klassischenMaxwell-Theorie im euklidischen Raum. Ausgangspunkt ist das euklidischePotential Ak(x) mit reellen Komponenten. Es ist wichtig, da� wir es vondem Potential A�M(x) im Minkowski-Raum unterscheiden. Beide Potentialeh�angen formal durch eine Ersetzungsregel miteinander zusammen:iA0M(x0;x) = A4(x; x4) x4 = ix0 (269)AkM(x0;x) = Ak(x; x4) k = 1; 2; 3 (270)Diese Regel mi�achtet, da� in beiden Theorien das Potential als reell vor-ausgesetzt wird. Falls jedoch die Komponenten des Potentials analytischeFunktionen von x4 und invariant gegen�uber der Zeitumkehr sind, kann dieErsetzungsregel als eine Vorschrift zur analytischen Fortsetzung interpretiertwerden, die die Realit�at der Potentiale respektiert. Als Zeitumkehr betrach-ten wir die Abbildung[�A]k(x; x4) = � �Ak(x;�x4) k = 4Ak(x;�x4) k = 1; 2; 3 (271)und �A = A besagt, da� A4 eine ungerade Funktion, A1; A2; A3 gerade Funk-tionen von x4 sind.Die euklidische Feldst�arke Fk` = @`Ak � @kA` kann wieder nach einemelektrischen und einem magnetischen Anteil zerlegt werden (wohl zu unter-scheiden von den entsprechenden Gr�o�en der pseudo-euklidischen Maxwell-Theorie): E = fF14; F24; F34g = fF �23; F �31; F �12g (272)B = fF23; F31; F12g = fF �14; F �24; F �34g (273)109



Hier ist F � der zu F duale Tensor. Es gilt F �� = F . Bei dem �Ubergang zumdualen Tensor vertauschen die Vektoren E und B ihre Rollen. Gilt E = B,�aquivalent F � = F , so hei�t F selbstdual. GiltE = �B, �aquivalent F � = �F ,so hei�t F anti-selbstdual. Die Zerlegung in einen selbstdualen und einen an-tiselbstdualen Anteil ist hier immer im Reellen ausf�uhrbar. Im Minkowski-Raum war dies nicht m�oglich. Das euklidische Maxwell-Feld F transformiertsich gem�a� einer reduziblen Darstellung (1; 0)� (0; 1) der SO(4), der Grup-pe aller Drehungen des Raumes E4. Die Zerlegung des Feldes entspricht denbeiden irreduziblen Darstellungen (1; 0) und (0; 1) und ist darum invariant ge-gen�uber SO(4)-Transformationen29. Sie ist jedoch nicht O(4)-invariant, weiljede Spiegelung I : E4 ! E4 mit det I = �1 selbstduale und anti-selbstdualeKomponenten miteinander vertauscht.Wir schreiben die euklidische Wirkung f�ur das klassische Potential mit�au�erer Quelle alsWfAg = R d4x f14F k`(x)Fk`(x)� jk(x)Ak(x)g (274)Hierbei handelt es sich um ein konvexes Funktional, wie man an der alter-nativen Form (276) leicht erkennt. Die entscheidende Frage lautet aber: IstWfAg auch von unten beschr�ankt? Dies ist notwendig, damit ein klassischesGleichgewicht existiert. Im anderen Fall w�are die klassische Feldtheorie nichtstabil. Nun gilt F 2 = F ikFik = 2(E2 +B2) � 0und F 2 = 0 genau dann, wenn F = 0 ist, also f�ur Ak = @kf mit einerEichfunktion f . F�ur ein solches Potential haben wirWfAg = Z d4x f(x)@kjk(x) (275)nach einer partiellen Integration, und WfAg ist, wie man sieht, nicht vonunten beschr�ankt (f ist ja beliebig), es sei denn, die Quellfunktion erf�ullt die29Die Gruppe SO(4) besitzt die gleiche Lie-Algebra wie die Produktgruppe G =SU(2) 
 SU(2). Die beiden Gruppen sind, wie man sagt, lokal isomorph. Zugleich istG die universelle �Uberlagerungsgruppe der SO(4). Siehe hierzu die Kapitel 3.3 und 5.1.3der Vorlesung Gruppentheorie und Quantenmechanik, SS 88. Die Darstellungstheorie derSO(4) ben�otigt daher die Darstellungen der SU(2) als Bausteine. Die unit�are und irre-duzible Spinordarstellung (j; k) der SO(4) (Darstellung bis auf ein Vorzeichen) liegt vor,wenn die erste SU(2) durch den Spin j, die zweite durch den Spin k repr�asentiert ist. Einegew�ohnliche Darstellung der SO(4) liegt vor, wenn (�1)2j+2k = 1 ist. Bei dem Wechselvon der euklidischen zur pseudo-euklidischen Struktur geht die unit�are Spinordarstellung(j; k) der SO(4) in die nicht-unit�are SpinordarstellungDjk der Lorentz-Gruppe �uber. Siehehierzu das Kapitel 1.2 der Vorlesung QFT I.110



Bedingung @kjk(x) = 0. Dieses voraussetzend k�onnen wir schreiben:WfAg = 12(A; CA)� (A; j) C � 0 (276)= 12((A +��1j); C(A+��1j))� 12(j; (��)�1j) (277)Ck` = @k@` � �k`� (278)Der Di�erentialoperator C ist zwar positiv, jedoch nicht invertierbar. Aus-genutzt wurde C(��)�1j = j als Folge der Stromerhaltung. Das Ergebniszeigt, da� die Divergenzfreiheit des Stromes nicht nur notwendig, sondernauch hinreichend f�ur die Stabilit�at ist, und da� das VariationsproblemWfAg = Minimum (279)die allgemeine L�osung Ak = (��)�1jk+@kf besitzt, wobei die Eichfunktion fbeliebig ist. Die Mehrdeutigkeit der L�osung kommt dadurch zustande, da� derOperator C zwar positiv, jedoch nicht invertierbar ist. Je zwei L�osungen gehendurch eine Eichtransformation auseinander hervor; die Gruppe der lokalenEichtransformationen operiert in einer solchen Weise auf der L�osungsman-nigfaltigkeit, da� eine 1:1-Korrespondenz zwischen L�osungen und Eichtrans-formationen besteht. Das Minimum selbst ist eindeutig, d.h. unabh�angig vonder Wahl der Eichfunktion f :infA f12(A; CA)� (j; A)g = �12(j; (��)�1j) (280)= �12(2�)�2 Z d4x Z d4y jk(x)jk(y)jx� yj2 (281)Der Integralkern (2�)�2jx�yj�2 = S(x�y; 0) ist die Schwinger-Funktion einesmasselosen Skalarfeldes (siehe die Formeln 3.12 und 3.13). Stillschweigendwurde vorausgesetzt, da� das auftretende Doppelintegral f�ur gro�e Wertevon jxj und jyj konvergiert. Die Singularit�at bei x = y ist integrabel in dervierdimensionalen euklidischen Raumzeit. Formal betrachtet, sind Str�omeElemente des RaumesJ = fj : R4 ! R4 j (j; (��)�1j) <1gPotentiale A Elemente des Dualraumes J 0. Dar�uberhinaus erfordert die Sta-bilit�at, die Str�ome als Elemente des UnterraumesJ0 = fj 2 J j @kjk = 0ganzusehen. Die Beschr�ankung auf J0 bewirkt wiederum, da� viele Gleich-gewichtsl�osungen A 2 J 0 existieren. Die L�osung ist jedoch eindeutig, wenn111



wir sie als Element des Dualraumes J 00 au�assen. Denn in J 00 werden zweiPotentiale A und A0 aus J 0 als gleich betrachtet, falls (A; j) = (A0; j) f�ur allej 2 J0 gilt, und dies ist genau dann erf�ullt, wennA0k = Ak + @kf (282)f�ur eine Eichfunktion f gilt.Zugleich beschreibt (282) die allgemeine lokale U(1)-Eichtransformation.Bezeichnen wir mit G die hierdurch erzeugte Eichgruppe, so ist J 00 nichtanderes als der Faktorraum von J 0 bez�uglich der Wirkung dieser Eichgruppe:J 00 = J 0=G (283)Dieser Faktorraum erweist sich als der eigentliche Phasenraum des euklidi-schen Maxwell-Theorie. Der gr�o�ere Phasenraum J 0 besitzt viele �uber
�ussigeFreiheitsgrade. Er ist gefasert, wobei die Punkte einer Faser physikalisch �aqui-valent sind. Jede Faser stellt eine Kopie der Gruppe G dar. Im Faktorraumschrumpft jede Faser zu einem einzigen Punkt, der den Zustand des Systemsbereits ausreichend beschreibt.Wie immer in solchen Situationen besteht der Wunsch, auf jeder Fasereinen Repr�asentanten zu w�ahlen, um somit zu einer konkreten Beschreibungdes Faktorraumes zu gelangen: man identi�ziert den Faktorraum ganz einfachmit dem System der Repr�asentanten. Man spricht hier auch von einem Quer-schnitt (eng.cross section). In der Regel konstruiert man einen Querschnittdes Faserraumes dadurch, da� man eine Fl�ache w�ahlt, die jede Faser transver-sal in einem Punkt schneidet. Dieser Vorgang, bei dem die Repr�asentantensich stetig von Faser zu Faser ver�andern, wird Eich�xierung genannt. DieFl�ache wird durch eine Gleichung festgelegt, die man Eichbedingung nennt.Eine Eich�xierung k�onnen wir etwa durch die Lorentz-Bedingung @kAk =0 erreichen. Ansich handet es sich hierbei um ein Kontinuum von Bedin-gungen (f�ur jedes x eine). Um nur eine Bedingung zu haben, schreiben wirR d4x (@kAk(x))2 = 0. Mit der Einf�uhrung eines Langrangeschen Multiplika-tors � > 0 erhielten wir so das VariationsproblemWfA;�g := R d4x f14F k`(x)Fk`(x) + 12�(@kAk)2 � jk(x)Ak(x)g = Minimum(284)W�ahrend f�ur � = 0 die Wirkung nicht strikt konvex ist, sondern vielmehrein RegenrinnenPro�l zeigt,
112



gilt f�ur � > 0, da� WfA;�g ein strikt konvexes Funktional ist mit einemeindeutigen Minimum und einem monotonen Anstieg in alle Richtungen(H�angematten-Pro�l):
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Nun ist es nicht mehr notwendig, den Strom als divergenzfrei vorauszusetzen,um die Stabilit�at der Wirkung zu garantieren. Wir fordern lediglich j 2 Jund �nden das Minimum mit der oben dargestellten Methode:WfA;�g = 12(A; CA)� (A; j) (285)= 12((A� C�1j)C(A� C�1j))� 12(j; C�1j) (286)C = (1� �)@ 
 @ �� > 0 (287)C�1 = (1� ��1)��2@ 
 @ ���1 (288)Also infA2J 0WfA;�g = �12(j; C�1j) (289)Das In�mum wird nur an der Stelle A = C�1j angenommen. Die Eindeu-tigkeit kommt dadurch zustande, da� C f�ur � > 0 ein invertierbarer posi-tiver Operator ist. Sobald der Strom j divergenzfrei ist, lautet die L�osungA = (��)�1j und das Minimum stimmt mit dem fr�uher berechneten Aus-druck �uberein. Fazit: die Ersetzung der urspr�unglichen WirkungWfAg durchWfA;�g mit � > 0 hat die Physik in keinerlei Weise beein
u�t, die Entar-tung des Minimums der Wirkung wurde jedoch aufgehoben. Anstelle vonAk = (��)�1j + @kf (f beliebig) erhalten wir nunmehr den Repr�asentan-ten Ak = (��)�1j, der die Lorentz-Bedingung @kAk = 0 erf�ullt. Man nennt12� R d4x (@kAk)2 den eich�xierenden Term in der Wirkung.6.1.2 Die allgemeine Situation(~ > 0)Nachdem wir die klassische Theorie gut im Gri� haben, k�onnen wir durch\Einschalten" von ~ die zugeh�orige Quantenfeldtheorie erzeugen und ihre Ei-114



genschaften studieren. An die Stelle des Hamiltonschen Prinzips der kleinstenWirkung tritt nun das Variationsprinziph�;W i � ~S(�) = Minimum (290)wobei � ein W-Ma� auf J 0 darstellt, �uber das zu variieren ist. Jedem �ist eine Entropie S(�) zugeordnet (um deren De�nition wir uns hier nichtsorgen), und W ist durchWfA;�g = 12(A; CA) = Z d4x f14F k`(x)Fk`(x) + 12�(@kAk)2gC = (1� �)@ 
 @ �� (� > 0) (291)gegeben. Die Wechselwirkung mit einem �au�eren Strom haben wir nichtmit in die Wirkung aufgenommen. Durch Hinzunahme eines eich�xieren-den Terms wird erreicht, da� bei Variation �uber alle W-Ma�e � auf J 0 wirgenau ein Gibbs-Ma� �nden, f�ur das h�;W i � ~S(�) minimal ist. Wie sollman das l�osende Gibbs-Ma� beschreiben? Ein Teil der Antwort lautet: dasGibbs-Ma� ist festgelegt, wenn man seine Fourier-Transformierte kennt. Mitdem Hinweis auf die fr�uher getro�ene Vereinbarung (s.Seite 49 oben) und inv�olliger Analogie zu den Formeln f�ur ein freies Skalarfeld k�onnen wir hier diede�nierende Gleichung sofort angeben:Z d�(A) ei(j;A) = hei(j;A)i = expf�12~(j; C�1j)g (j 2 J ) (292)Sie charakterisiert � als ein Gau�-Ma� auf J 0, f�ur das wir auch formal schrei-ben: d�(A) = DA Z�1 exp(�~�1WfA;�g) (293)Z = Z DA exp(�~�1WfA;�g)Welche Auswirkung hat der eich�xierende Term auf die Integration �uber denFaserraum J 0 ? Entlang einer jeden FaserAfk = Ak + @kf @kAk = 0(A fest, f variabel) wird exp(�~�1WfAf ;�g) zu einer Gau�-Glocke mit Ma-ximum bei f = 0, so da� der Hauptbeitrag des Funktionalintegrals aus derUmgebung der Mannigfaltigkeit @kAk = 0 kommt. Je gr�o�er � gew�ahlt wird,umso mehr �ahnelt die Gau�-Funktion einer �-Funktion.115



Aus dem erzeugenden Funktional (292) erhalten wir alle n-Punktfunktionendes Potentials Ak(x). Die Kenntnis der Zweipunktfunktion ist dazu ausrei-chend:hAk(x)A`(x0)i = ~[C�1]k`(x; x0)= ~(2�)4 Z d4p �(��1 � 1)pkp`p2 + �k`� expfip(x� x0)gp2Diese Funktion h�angt von �, also von der Wahl des eich�xierenden Terms inder Wirkung ab. Diese Tatsache spiegelt nur wieder, da� auf dem klassischenNiveau das Potential eine eichabh�angige Gr�o�e ist. Der unbeobachtbare Pa-rameter � f�allt heraus, sobald wir zu den Feldst�arken �ubergehen:hFjk(x)F`m(x0)i = ~(2�)4 Z d4p cjk;`m(p) expfip(x� x0)gp2cjk;`m(p) = �k`pjpm + �jmpkp` � �j`pkpm � �kmpjp`Alle Gr�o�en, die auf klassischem Niveau eichinvariant sind, bleiben in ei-ner Quantenfeldtheorie unber�uhrt von der Einf�uhrung eich�xierender Terme.Zwei Spezialf�alle tragen einen Namen:� � = 1 Feynman-Eichung. Hier ist die euklidische Zweipunktfunktiondes Potentials proportional zu �k`. Das entspricht dem Gupta-Bleuler-Verfahren zur Quantisierung von A�M .� � =1 Landau-Eichung. Diese Wahl markiert einen singul�aren Grenz-fall, weil die Matrix P mit den Komponenten pk` = �k`�p�2pkp` einenProjektor darstellt: es existiert C�1, aber nicht C. Der Tr�ager des zu-geh�orige Gibbs-Ma�es � ist die Fl�ache @kAk = 0 (Im Limes � ! 1entartet das Gau�-Ma�: in jeder Richtung transversal zur Fl�ache wirdaus der Gau�-Glocke eine �-Funktion).6.2 Nicht-abelsche Eichtheorien6.2.1 Einige VorbetrachtungenUm m�oglichst einfache und de�nierte Verh�altnisse zu haben, betrachten wirdie SU(n)-Eichtheorie ohne Materie-Feld. Wir erinnern daran, da� die Lie-Algebra su(n) aus antihermiteschen spurfreien Matrizen besteht, die manals Elemente eines reell-linearen Raumes au�a�t, in dem eine Basis �ita(a = 1; : : : ; n2�1) existiert, so da� die ta hermitesche spurfreie n�n-Matrizensind mit 12Spur tatb = �ab :116



Das euklidische Eichfeld Ak(x) nimmt Werte in su(n) an und kann deshalbnach der Basis zerlegt werden:Ak(x) = �iXa Aak(x)ta (294)Die Komponenten Aak(x) sind gew�ohnliche reelle Vektorfelder. Der nicht-abelsche Charakter der Eichgruppe bewirkt, da� diese Vektorfelder unterein-ander in Wechselwirkung stehen und die Kopplungskonstante g nicht Nullgesetzt werden darf. Man erkennt dies daran, da� g aus den Feldgeichungeneliminiert werden kann, etwa dadurch, da� man gAk(x) als das neue Potentialeinf�uhrt. Dieser Normierungskonvention wollen wir hier folgen, weil so g ausnahezu allen Formeln verbannt wird: nur die euklidische Wirkung enth�alt dieKopplungkonstante noch in Form eines Vorfaktors g�2.Die kovariante Ableitung schreiben wir alsDk = @k�Ak. F�ur die Feldst�arkengibt es verschiedene Darstellungen:Fk` = [Dk; D`] = D`Ak �DkA` (295)= Akj` � A`jk + [Ak; A`] (296)Die euklidische Wirkung ist allein in den Feldst�arken ausdr�uckbar:WfAg = � 18g2 Z d4x SpurFk`F k` (297)Sie ist positiv, weil man nach einer Zerlegung Fk` = �iPa F ak`ta auch schrei-ben kann: WfAg = 14g2 Z d4xXak` (F ak`)2 (298)Die lokale Eichgruppe G besteht aus Elementen u, die f�ur sich genommen alsFunktionen aufzufassen sind,u : E4 ! SU(n) ; x 7! u(x) ;wobei die Eichtransformation des Potentials durchAuk := uAku�1 + ujku�1 (299)gegeben sind. Wie in QFT I bewiesen, ist ujku�1 f�ur festes x und k einElement der Lie-Algebra su(n).Das W-Ma� d�(A) = DA Z�1 exp(�~�1WfAg) (300)117



ist aus den Gr�unden, wie wir sie schon in der Maxwell-Theorie kennenlern-ten, schlecht de�niert, ja unsinnig, weil es zuviele Richtungen im Raum derPotentiale gibt, in denen die Wirkung (wegen der Eichinvarianz) konstantist. Auch hier sind wir gen�otigt, einen eich�xierenden Term in die Wirkungeinzuf�uhren:WfA;�g = � 18g2 Z d4x Spur fFk`F k` + �(Akjk)2g (� > 0) (301)Jedoch, im Gegensatz zu dem abelschen Fall k�onnen wir jetzt nicht oh-ne weiteres behaupten, da� mit der neuen Wirkung Erwartungswerte wiehFkj(x)F`m(y)i automatisch unabh�angig von dem Parameter � sind (die St�orungs-theorie zeigt, da� das nicht der Fall ist). Da physikalische Ergebnisse nichtvon einem unphysikalischen Parameter abh�angen d�urfen, m�ussen wir uns einebessere Wahl der Wirkung �uberlegen. Der Weg dorthin f�uhrt �uber mehrereStufen. Fernab von dem gesicherten Boden der Mathematik bewegen wir unsnun in einem Bereich, in dem die mathematische Fantasie vorherrschend ist.6.3 Die Faddeev-Popov-Theorie6.3.1 Erste Stufe: Eine Zerlegung der Zahl 1Jedes Element der Eichgruppe G hat die Gestalt u(x) = ea(x) mit a(x) 2su(n). Es ist zweckm�a�ig, die Funktionen a : E4 ! su(n) geeignet einzu-schr�anken. Wir f�uhren den Raum H so ein, da� er alle Funktionen a enth�alt,f�ur die die Bedingung kak2 := �12 R d4x Spur fa(x)g2 < 1 erf�ullt ist. Unterdem Skalarprodukt (a; b) = �12 Z d4x Spur a(x)b(x)besitzt H die Struktur eines reellen Hilbertraumes. In diesem Raum sei eineBasis (e�)�=1;2;::: so gew�ahlt, da� jede Funktion e�(x) beliebig oft di�eren-zierbar und exponentiell abfallend ist (man w�ahle etwa die Eigenfunktionendes harmonischen Oszillators in vier Dimensionen und multipliziere diese mit�ita). Insbesondere gilt also (e�; e�) = ���. Unter geeigneten Bedingungenan das Potential Ak(x) de�niertdka := [Dk; a] = ajk + [a; Ak] (302)einen Operator dk auf H mit den �ublichen Eigenschaften eines Di�erential-operators: er ist unbeschr�ankt, nicht �uberall de�niert und antisymmetrisch:es gilt (a; dkb) = �(dka; b) f�ur a und b im De�nitionsbereich.118



Die Bedeutung des Operators dk wird klar, sobald wir eine einparametrigeUntergruppe u(s) 2 G (s � 0) von Eichtransformationen ins Auge fassen. Wirhaben dann u(s) = esa = 1 + sa+O(s2) a 2 H (303)und, wie aus (299) folgt,Au(s)k = Ak + sdka +O(s2) (304)d.h. dka charakterisiert �Anderungen des Potentials bei in�nitesimalen Umei-chungen.Die Lorentz-Bedingung Ajkk = 0 schreiben wir auch @A = 0. Sie bleibtunter Eichtransformationen nicht erhalten, und in�nitesimale �Anderungenlassen sich mit Hilfe des OperatorsM = �@kdk angeben:@Au(s) = @A� sMa+O(s2) (305)Ma = ��a + @k[Ak; a] (a 2 H) (306)Eine Variante der Lorentz-Bedingung ist @A = C mit C 2 H. F�ur die weitereDiskussion ben�otigen wir eine wichtige Voraussetzung:Gilt @A = C f�ur ein Potential Ak und C 2 H, so besitzt @Au = Cnur die L�osung u = 1.In Worten: die Eichbedingung ist nur einmal entlang einer Faser fAu j u 2 Ggerf�ullt. Es hat sich herausgestellt, da� diese Hypothese streng genommenfalsch ist (Gribov ambiguity). F�ur C = 0 stellt sich die Situation so dar: diebeiden Gleichungen@kAk = 0 @k(uAku�1 + ujku�1) = 0 (307)f�uhren auf @kak + [ak; Auk] = 0 ak := ujku�1 2 H (308)Mit dem Ansatz ak(x) = @k�(x) und unter der Bedingung (1) � gen�ugendklein, (2) A gen�ugend gro�, gibt es neben � = 0 wenigenstens eine weitereL�osung � 6= 0 der Di�erentialgleichung. Die von Gribov entdeckte Mehr-deutigkeit tritt f�ur gewisse Potentiale A auf. Eine Umgebung von A = 0ist ist frei davon. M�oglicherweise ist der Einwand von Gribov physikalischirrelevant. Es entspricht der allgemeinen Praxis ihn zu ignorieren.Wir parametrisieren nun die gesamte Eichgruppe G und w�ahlen hierzudie Basis in H: u = exp 1X�=1 s�e� s2 := 1X�=1 s2� <1 (309)119



Die Entwicklungsformel lautet nun:@Au = @A� 1X�=1 s�Me� +O(s2) (310)Besitzt C die Entwicklung C = P1�=1 c�e� (c� 2 R) und gilt @A = C, soerh�alt man: c� � (e�; @Au(s)) = 1X�=1 s�(e�;Me�) +O(s2) (311)Wir f�uhren nun eine Deltafunktion ein, die im Funktionalintegral die Eich-bedingung @A = C aufrecht erhalten soll. Wir de�nieren (der Boden wirdnun schwankend!):�fC � @Ag := 1Y�=1 �(c� � (e�; @A)) (312)�(A;C) := ZG Du �fC � @Aug (313)detM := det(e�;Me�)�;�=1;:::;1 (314)indem wir uns vorstellen, da� G ein invariantes Ma� (Haarsches Ma�) Dubesitzt, das in einer Umgebung des neutralen Elementes u = 1 die Form hat:Du = f(s1; s2; : : :) 1Y�=1 ds� f(0; 0; : : :) = 1Beachte: Obwohl SU(n) eine kompakte Gruppe ist und deshalb ein endlichesGruppenvolumen besitzt, gilt dies nicht mehr f�ur G. Wie nichtkompakt Gwirklich ist, merkt man daran, da� jede einparametrige Untergruppe u(s) =expfsag bereits nichtkompakt (d.h. der Gruppe R isomorph) ist, wenn a(x)eine stetige, jedoch nichtkonstante Funktion auf E4 darstellt. Somit habenwir vol(G) = Z Du =1Wir formulieren zwei Behauptungen:� Aus @A = C folgt �(A;C) = j detMj�1 (315)� F�ur alle u 2 G gilt �(Au; C) = �(A;C) .120



Der \Beweis" benutzt die De�nitionen, die Mi�achtung des Einwandes vonGribov, die Entwicklungsformel (311), die Eigenschaft der Deltafunktion30unter �Anderung der Koordinaten und die Invarianz des Ma�es Du.Als Zerlegung der Zahl 1 bezeichnen wir die Formel1 = �(A;C)�1 Z Du �(C � @Au) (316)6.3.2 Zweite Stufe: Division durch das GruppenvolumenEs sei ffAg ein eichinvariantes Funktional von Ak(x), d.h. es gilt ffAug =ffAg f�ur alle u 2 G. Der Mittelwerthfi = R DA exp(�~�1WfAg)ffAgR DA exp(�~�1WfAg) = 11 (317)ist, wie wir wissen, schlecht de�niert. Wir f�ugen deshalb in Z�ahler und Nennerunter dem Integral die Darstellung der Zahl 1 aus dem vorigen Abschnitt einund erhalten so nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge:hfi = R Du R DA�(A;C)�(C � @Au)�1 exp(�~�1WfAg)ffAgR Du R DA�(A;C)�1�(C � @Au) exp(�~�1WfAg)Die Eichinvarianz des Ma�es DA benutzend �nden wir:hfi = R Du R DA�(Au�1 ; C)�1�(C � @A) exp(�~�1WfAu�1g)ffAu�1gR Du R DA�(Au�1; C)�1�(C � @A) exp(�~�1WfAu�1g)Die Funktionale �(A;C), WfAg und ffAg sind jedoch eichinvariant. Somitist der Integrand gar nicht abh�angig von u 2 G. Ergebnis:hfi = vol(G) R DA�(A;C)�1�(C � @A) exp(�~�1WfAg)ffAgvol(G) R DA�(A;C)�1�(C � @A) exp(�~�1WfAg)30Es sei U � R eine Umgebung von x = 0. F�ur eine Bijektion � : U ! U mit denEigenschaften �(0) = 0 und �(x) = mx+O(x2), m 6= 0, folgtZU dx �(�(x)) = jmj�1Aus dieser Grundformel beweist man: F�ur eine Umgebung U � Rn von x = 0 und einerBijektion � : U ! U mit den Eigenschaften �(0) = 0 und �(x) =Mx+O(x2), detM 6= 0,folgt ZU dx �(�(x)) = j detM j�1Es gibt Situationen, in denen eine Erweiterung dieser Formel auf R�aume unendlicherDimension einen Sinn hat. 121



Hier k�urzt sich das Gruppenvolumen heraus. O�ensichtlich ist die Tatsachevol(G) = 1 eine Ursache f�ur das ung�unstige Verhalten der Ausgangsde�ni-tion (317).Die Funktionalintegrale in Z�ahler und Nenner sind durch die �-Funktionauf die Mannigfaltigkeit eingeschr�ankt, die durch die Eichbedingung @A =C beschrieben wird. Somit kommt (315) zur Anwendung, und wir k�onnenschreiben: hfi Z DA j detMj �(C � @A)e�~�1WfAg =Z DA j detMj �(C � @A)e�~�1WfAgffAgBeide Seiten werden nun �uber C 2 H mit dem W-Ma�d�(C) = z�1DC exp�� �4~g2kCk2� (� > 0)kCk2 = (C;C) =X� c2� DC =Y� dc�integriert. F�ur ein eichinvariantes Funktional ffAg ist der Mittelwert hfiunabh�angig von C. Wir vertauschen wieder die Integrationsreihenfolge underhalten: hfi Z DA j detMj exp��1~WfAg � �4~g2k@Ak2� =Z DA j detMj exp��1~WfAg � �4~g2k@Ak2� ffAgEs ist uns gelungen, den eich�xierenden Term in die Wirkung einzuf�uhren.Die neue Wirkung hat die Form (301). Also:hfi = R DA j detMj expf�~�1WfA;�ggffAgR DA j detMj expf�~�1WfA;�gg (318)Etwas unerwartet und nicht vorauszusehen ist das Auftreten einer Determi-nante unter dem Integral. In einer abelschen Eichtheorie k�urzt sich detMheraus, weil dann der Operator M unabh�angig von dem Potential Ak(x)ist. Die Anwesenheit der Determinante ist also charakteristisch f�ur die nicht-abelsche Eichtheorie. Es besteht jedoch kein Zweifel: ohne irgendeine Formder Regularisierung ist diese Determinante unde�niert.122



6.3.3 Dritte Stufe: Tanz der GeisterWir erinnern daran, da� H als ein R-linearer Raum undM als ein R-linearerOperator auf diesem Raum eingef�uhrt war. Folglich sind die MatrixelementevonM bez�uglich der Basis (e�) reell. Es ist zu betonen, da� i.allg.M keinsymmetrischer Operator ist, d.h. wir haben (a;Mb) 6= (Ma; b). Vielmehrgilt:M ist genau dann symmetrisch31, wenn die Lorentz-Bedingung @A = 0erf�ullt ist. Diese Situation l�a�t sich nur im Limes �!1 (Landau-Eichung)herstellen. Selbst wenn M symmetrisch ist, h�angt es von Ak(x) ab, ob derOperator positiv ist. F�ur A = 0 gilt in der Tat M = �� � 0. Es ist nichteinmal gewi�, ob die Positivit�at noch in einer Umgebung von A = 0 erhaltenbleibt.Eine Regularisierung der Determinante von der ArtdetNM = det(e�;Me�)�;�=1;:::;N (319)liefert eine reelle Zahl. Gleichzeitig ist detNM ein Funktional A und nimmteinen positiven Wert an der Stelle A = 0 an. Wann gilt also jdetNMj =detNM im Funktionalintegral? Die Absolutzeichen d�urfen wir o�enbar genaudann weglassen, wenn die folgende Behauptung korrekt ist:F�ur jedes Eichpotential A gilt detNM� 0.Auch hier k�onnen wir die Richtigkeit nur f�ur eine Umgebung von A = 0 soforteinsehen. Den Beweis f�ur gro�e Werte des Potentials m�ussen wir schuldigbleiben.Der Faktor detM im Funktionalintegral beschreibt eine Selbstwechselwir-kung des Eichpotentials. Wollte man sie st�orungstheoretisch ber�ucksichtigen,so h�atte man von einer Zerlegung der folgenden Art auszugehen:detM = det(��)det(1 +K) (320)Ka = ���1@k[Ak; a] a 2 H (321)det(1 +K) = exp Spur log(1 +K) (322)= exp Spur (K � 12K2 + � � �) (323)Der Operator K und seine Potenzen f�uhren uns auf nichtlokale32 Wechselwir-kungen des Eichpotentials mit sich selbst. Dies ist nicht erw�unscht, und wirsuchen nach einem anderen Weg der Beschreibung. Wenn die Determinantedas Resultat einer lokalenWechselwirkung sein soll, so verlangt dies von uns,31F�ur alle a; b 2 H gilt (a;Mb)� (Ma; b) = ([a; C]; b) mit C := @A.32Der Grund hierf�ur ist die Anwesenheit des nichtlokalen Operators ��1 in der De�ni-tion von K. 123



da� wir �ktive su(n)-wertige Skalarfelder �(x) und ��(x) einf�uhren, die mitdem Eichpotential wechselwirken:det(~�1M) = Z D�D�� expf�~�1(��;M�)g (324)(��;M�) = �12 Z d4x Spur ��(x)(M�)(x) (325)= �12 Z d4x Spur f��jk(x)�kk(x)g (326)Hier tritt neben der gew�ohnlichen Ableitung ��jk auch die kovariante Ablei-tung auf: �kk(x) = [Dk; �](x) = @k�(x) + [�(x); Ak(x)] (327)Damit die Darstellung (324) mit Hilfe eines Integrals vom Gau�-Typ korrektist, m�ussen die Felder � und �� Grassmann-Variable sein (dies wird in demKapitel 7 n�aher beschrieben). Gemeint ist dies so: entwickeln wir die Feldernach der Basis �it� der su(n), so sind die dadurch de�nierten Feldkompo-nenten �� and ��� Grassmann-Variable. Da� es sich hierbei um physikalischeFelder handelt, d�urfen wir nicht einmal als Hypothese einf�uhren. Ihnen kor-respondieren daher auch keine beobachtbaren Teilchen, und wir bezeichnen� und �� als Geisterfelder (sog. Faddeev-Popov-Geister). Sie haben lediglichdie Aufgabe, die Quantisierung nicht-abelscher Eichtheorien (mit der Metho-de der Funktionalintegrale) durch Einf�uhrung einer lokalen Wechselwirkungso zu beschreiben, da� eine St�orungsreihe erzeugt wird, deren Terme durchFeynman-Graphen im herk�ommlichen Sinne ausdr�uckbar sind.Wenn man das Teilchenbild f�ur die Faddeev-Popov-Geister �uberhauptverwenden will, so entsprechen den Geisterfeldern Geister-Fermionen ohneMasse und Spin. Handelte es sich um wirkliche Teilchen, so w�are das Spin-Statistik-Theorem verletzt. Die Geister geh�oren einem Multiplett an, das deradjungierten Darstellung der Eichgruppe SU(n) mit der Dimension n2 � 1entspricht. Die Wechselwirkung behandelt � und �� nicht in symmetrischerWeise: dies ist sehr ungew�ohnlich f�ur Fermi-Felder. Nur im Grenzfall �!1(Landau-Eichung) gilt (��;M�) = (M��; �) = (�;M��).Die endg�ultige Wirkung hat die Gestalt:WfA; �; ��;�g = �12 Z d4x Spur f(2g)�2[Fk`F k` + �(Akjk)2] + ��jk�kkgDrei unterschiedliche Ausdr�ucke bestimmen diese Formel, (1) die klassischeEnergiedichte der Feldst�arke Fk`, (2) der eich�xierende Term und (3) dieWechselwirkung mit den Geisterfeldern.124



6.4 Eichtheorien auf dem GitterDie Formulierung von WilsonDie Kontinuumsformulierung der Eichtheorien charakterisiert das Eichfeldals eine Funktion mit Werten in einer Lie-Algebra g zur kompakten Eich-gruppe G. Sobald wir den Raum E4 durch das Gitter (ZN)4 ersetzen, istdiese Interpretation des Eichfeldes ungeeignet. Grund: f�ur eine Eichtrans-formation u(x) ist ujk(x)u(x)�1 kein Element der Lie-Algebra mehr, sobalddie Ableitung durch einen Di�erenz ersetzt wird: ujk(x) = u(x + ek)� u(x).F�ur das Gitter benutzt man, einem Vorschlag von Wilson folgend, eine sehrelegante neue Formulierung, die diese Schwierigkeit vermeidet.Das urspr�ungliche Eichpotential Ak(x) 2 g wird ersetzt durch ein endli-ches System von dynamischen Variablen Ukx 2 G. Das Indexpaar kx dientzur Charakterisierung einer Kante (eng. link) der Gitters. Die Kante verbin-det zwei benachbarte Punkte (Abstand 1) im Gitter und ist gerichtet: sief�uhrt von x zu x+ ek. Unter einer lokalen Eichtransformation verstehen wirdie Vorschrift Ukx ! Uukx := u(x+ ek)Ukxu(x)�1 (328)f�ur jede Wahl von u(x) 2 G. Die Gruppe aller lokalen Eichtransformatio-nen ist somit kompakt, n�amlich gleich dem direkten Produkt von kompaktenGruppen: G =Yx G (Produkt �uber alle Gitterpunkte) (329)Die Existenz des Haarschen Ma�es auf G ist gew�ahrleistet, und wir habenvol(G) =Yx vol(G) =Yx 1 = 1 (330)Der Phasenraum 
 dieser Feldtheorie ebenfalls ist kompakt. Denn er ent-spricht einem direkten Produkt von kompakten R�aumen:
 =Ykx G (Produkt �uber alle Kanten) (331)Aus diesem Grund spricht man auch von der kompakten Formulierung derEichtheorien, also etwa von der kompakten QED, der kompakten QCD usw.Wie gewinnt man die Kontinuumsformulierung zur�uck? Wir betrachtendas unendlich ausgedehnte Gitter. Durch eine Skalentransformation f�uhrenwir die Gitterkonstante a ein und schreiben in dem neuen System Ukx =expfaAk(x)g mit x 2 (aZN)4. Im Limes a ! 0 beschreibt Ak(x) das Eich-potential im Kontinuum. Wir zeigen, da� es die richtigen Transformations-eigenschaften besitzt: 125



Es sei u : E4 ! G di�erenzierbar. Dann giltu(x+ aek)eaAk(x)u(x)�1 = eaAuk (x)+O(a2)mit Auk = uAku�1 + ujku�1Der Beweis ist einfach: man entwickelt nach a und vergleicht die linearenTerme auf beiden Seiten.Gehen wir nun umgekehrt von einer Kontinuumsformulierung aus, sok�onnen wir dem Eichpotential Ak(x) Gruppenelemente der folgenden Artzuordnen33: UC = exp ZC dxk Ak(x) (332)Hier ist C irgendein gerichteter Weg in E4. F�uhrt C geradewegs vom Punktx zum Punkt x+ aek, so schreiben wir UC = Ukx und haben so die Gitterap-proximation des Eichfeldes gewonnen.F�ur die QED im Kontinuum lassen sich Wegintegrale des Potentials Amit Hilfe des Satzes von Gau� auf die Feldst�arke zur�uckf�uhren, wenn derWeg C identisch mit dem Rand eines orientierten Fl�achenst�uckes Q ist. Wirschreiben dann C = @Q undZ@Q dxk Ak(x) = Z ZQ dxk^ dx` Fk`(x) (333)In den nichtabelschen Eichtheorien �ubernimmt eine andere Gr�o�e die Rolledes Wegintegrals: UC = P exp ZC dxk Ak(x) (334)Das P-Exponential ist der Limes eines pfadgeordneten ProduktesP exp ZC dxk Ak(x) = limn!1Unn � � �Un2Un1Uni = exp ZCni dxk Ak(x)limn!1 max1�i�n jCnij = 0 C = Cnn + � � �+ Cn2 + Cn133Bei ~ = c = 1 ist die physikalische Dimension des Potentials L�ange�1. Weginte-grale des Potentials sind somit dimensionslos. F�ur ~ 6= 1 m�ussen wir schreiben: UC =expf~�1 RC dxk Ak(x)g. Die Normierung des Potentials ist so gew�ahlt (s.Abschnitt 5.2.1),da� es die Kopplungskonstante bereits als Faktor enth�alt. In einer U(1)-Eichtheorie istdiese Konvention jedoch un�ublich. Au�erdem w�ahlt man hier A und F reell. Wollte mandie allgemeinen �Uberlegungen auf die Verh�altnisse der QED �ubertragen, so h�atte man inallen Formeln dieses Abschnittes die ErsetzungA! �ieA F ! �ieF 12Spur! 1 g2 ! e2 = 4��vorzunehmen. 126



Hierbei wird der Weg C in n Teilst�ucke Cni zerlegt (beginnend mitCn1), derenL�angen jCnij gegen Null streben. Ist @Q die Berandung eines Quadrates Qmit der Seitenl�ange a, so giltlogU@Q = Z ZQ dxk^ dx` Fk`(x) +O(a3) (a! 0) (335)Diese Formel kann uns dazu verhelfen, diejenige Gr�o�e auf dem Gitter zukonstruieren, die im Limes a ! 0 die Feldst�arke F beschreibt. Als Plakettedes Gitters bezeichnen wir jedes (orientierte) Einheitsquadrat, das von vierKanten des Gitters berandet wird:
-6�?x x + ek
x + ek + e`x+ e`

Die Bezeichnung f�ur eine solche Plakette lautet p = xk` mit 1 � k < ` � 4.Beginnend im Punkt x wird der Rand @p so durchlaufen, wie es die Skizzezeigt. Dabei werden zwei der Gitterkanten entgegen ihrer nat�urlichen Orien-tierung durchlaufen. Wir ber�ucksichtigen dies durch die Ersetzung U ! U�1in dem pfadgeordneten Produkt:U@p := U�1x;`U�1x+e`;kUx+ek;`Ux;k (336)Diese Gr�o�e hat durch ihre Konstruktion ein sehr einfaches Verhalten unterlokalen Eichtransformationen (328):Uu@p = u(x)�1U@pu(x) (337)Ist also f(z) irgendein Polynom von z 2 C , so wird Spurf(U@p) zu einereichinvarianten Gr�o�e. Diese Eigenschaft wollen wir bei der Konstruktionder Wirkung ausnutzen.Nach Einf�uhrung einer Gitterkonstanten a giltU@p = expf�a2Fk`(x) +O(a3)g p = Plakette xk`mit Fk` = Akj` � A`jk + [Ak; A`] und Ux;k = expfaAk(x)g, wennAk(x) als di�erenzierbar vorausgesetzt wird.127



Auch hier f�uhrt man den Beweis, indem man beide Seiten nach a bis zuTermen der Ordnung a2 entwickelt.F�ur kleine Werte der Gitterkonstanten a erhalten wir so die Approxima-tion 1� U@p = a2Fk`(x) p = Plakette xk` (338)Die Wirkung, wie sie Wilson vorschlug, lautet:W (U) = 14g2 Xp Spur (1� U@p)�(1� U@p) (339)Hier wird �uber alle Plaketten des Gitters summiert. Dabei ist zu beachten,da� Pp mit PxPk<` zu identi�zieren ist. Wir erhalten daher in der N�ahe-rung (338) W (U) = � 18g2 Xx a4 SpurXk` (Fk`(x))2 (340)wie gew�unscht; denn Px a4(� � �) strebt gegen R d4x (� � �) im Limes a! 0:Im Kontinuumslimes strebt die Wilson-Wirkung gegen die eukli-dische Wirkung eines selbstwechselwirkenden Eichfeldes.Mit d�(u) bezeichnen wir das invariante (auf 1 normierte) Haarsche Ma� derEichgruppe G und setzenDU =Yxk d�(Uxk) (Produkt �uber alle Kanten) (341)Das normierte Gibbs-Ma�d�(U) = Z�1DU expf�W (U)g (342)legt nun endg�ultig die quantisierte Eichfeldtheorie auf dem Gitter fest, indemmit seiner Hilfe alle Erwartungswerte der dynamischen Variablen berechnetwerden k�onnen. Die von Wilson vorgeschlagene Quantisierung ben�otigt keineeich�xierenden Terme und keine Geisterfelder in der Wirkung. Das Gibbs-Ma� ist durch seine Konstruktion ohne jede Einschr�ankung invariant ge-gen�uber der Gruppe G der lokalen Eichtransformationen. Dies bedeutet, da�Erwartungswerte grunds�atzlich eichinvariant sind, und zwar auch von sol-chen dynamischen Variablen, die ein nichttriviales Transformationsverhaltenunter der Wirkung von G haben.Hier mu� man nun fragen: Wie ist es �uberhaupt m�oglich zu verstehen, da�die Wilson-Theorie in die Faddeev-Popov-Theorie �ubergeht, wenn erst derthermodynamische Limes und danach der Kontinuumslimes ausgef�uhrt wird?128



Eine naheliegende Antwort w�are: Die lokale Eichsymmetrie wird im Limesdes unendlich gro�en Gitters (N !1) spontan gebrochen; die verschiedenenGleichgewichte, die sich einstellen, lassen sich durch den Parameter �, denVorfaktor des eich�xierenden Terms in der Wirkung, charakterisieren. Mitanderen Worten: � ist in Wirklichkeit ein Ordnungsparameter.Die Antwort kann jedoch nicht richtig sein; denn ein wichtiges Resultatsagt: die Invarianz einer Gittertheorie unter lokalen Eichtransformationenist im thermodynamischen Limes niemals spontan gebrochen (Elitzurs Theo-rem). O�enbar liegt die Antwort in den Details des Kontinuumslimes (a! 0)verborgen. Wir sind aber weit davon entfernt, diese Details zu kennen.6.5 Die Kunst der Schleifen (Wilson Loops)6.5.1 Statische Approximation der Yukawa-KopplungUnser n�achstes Ziel ist die eichinvariante Charakterisierung der Kr�afte, diedurch den Austausch von Eichbosonen hervorgerufen werden. Wir erinnernan ein fr�uher (QFT I Abschnitt 7.4) diskutiertes Beispiel: die Wechselwir-kung zweier geladener Teilchen der Massen m und M , vermittelt durch denAustausch eines Photons, im Limes M !1, dem sog. statischen Limes. Eszeigte sich, da� die Wechselwirkung des leichteren Teilchens mit dem als un-endlich schwer gedachten Partner durch das Coulomb-Potential beschriebenwurde. In der statischen N�aherung b�u�t ein schweres Teilchen einen wesent-lichen Teil seiner dynamischen Freiheitsgrade ein, weil auf es keine Energie�ubertragen werden kann. Der Limes M ! 1 bewirkt, in der Sprache derSt�orungstheorie, da� alle Beitr�age zur Streuung verschwinden, bei denen dasschwere Teilchen virtuell, d.h. in Form einer inneren Linie des zugeordnetenFeynman-Graphen, auftritt. Man nennt dies die Entkopplung des geladenenTeilchens von dem Photonfeld. Die Entkopplung aller geladenen Teilchen be-wirkt, da� ein U(1)-Eichfeld ein freies Feld ist, dessen Propagator in derGupta-Bleuler-Quantisierung die Form hat:(
; TA�(x)A�(x0)
) = �g��DF (x� x0) (343)Die Anwesenheit eines schweren Teilchens ruft einen �au�eren Strom j� hervor.Die einfachste Gestalt, die ein solcher Strom haben kann, istj0 = q�3(x) ; j1 = j2 = j3 = 0 (344)Hierbei wurde angenommen, da� das Teilchen in x = 0 ruht und keine Aus-dehnung besitzt. Jeder Strom erzeugt ein klassisches Maxwell-Feld in seinerUmgebung: Aklass� (x) = (
; TA�(x)A(j)
) (345)129



Hat der Strom die spezielle Form (344), so erhalten wirAklass0 = qV (r); Aklassi = 0; i = 1; 2; 3 r = jxj (346)V (r) = � Z 1�1 dx0DF (x) = 14�r (347)Auf dieses Resultat sind wir schon fr�uher gesto�en. Es h�angt, wie wir hiersehen, von der gew�ahlten Eichung des Photonfeldes ab.�Ahnlich liegen die Dinge in einer SU(n)-Eichtheorie mit Yukawa-Kopplungder Fermionen an das Eichfeld A�(x) 2 su(n). In der statischen N�aherung,bei der Fermionen und Eichfeld entkoppeln, geht das Eichfeld nicht in einfreies Feld �uber: der nichtabelsche Charakter der Eichgruppe verhindert dies.Die Anwesenheit eines schweren Fermions erzeugt einen Strom j�(x) 2 su(n)und dieser ein klassisches Potential Aklass� (x) = (
; TA�(x)A(j)
) 2 su(n).Jedoch sind wir nicht mehr sicher, welche Form es hat.Gew�ohnlich �nden wir das Verhalten(
; TA�(x)A�(x0)
)! 0 jx� x0j ! 1 (348)Es bewirkt, da� die Kraft, die zwischen zwei schweren Fermionen wirksamist, f�ur gro�e Abst�ande gegen Null strebt. Die Fermionen erfahren also einewirkliche Streuung und sind nicht aneinander gebunden. Zweifel kommenauf, ob dies in allen Eichtheorien wirklich der Fall ist, ob nicht Feynman-Funktionen auch anwachsen k�onnen. Die mit dem Eichfeld wechselwirkendenFermionen w�urden dann in keinem Experiment als freie Teilchen auftreten,weil es die Zufuhr einer unendlichen Energie voraussetzt. Diese Erscheinung,wenn es sie �uberhaupt geben sollte, nennt man im Englischen con�nement.Wir kehren zur euklidischen Formulierung der Feldtheorie zur�uck. DasPotential V (r) = (4�r)�1, das f�ur die QED typisch ist, kann auch aus derSchwinger-Funktion des Photonfeldes ermittelt werden:V (r) = Z 1�1 dx4 S(x) r = jxj (349)hAk(x)A`(x0)i = �k`S(x� x0) + eichabh�angige Terme (350)Grund: Die Fourier-Transformierte ~S(p; p4) entsteht durch analytische Fort-setzung aus � ~DF (p0;p), aber nur der Wert in dem Punkt p0 = p4 = 0 gehtin die Rechnung ein: in diesem Punkt haben wir ~S(p; 0) = � ~DF (0;p).Die Verh�altnisse sind deshalb so einfach in der QED, weil nach einerstatischen N�aherung das Photonfeld frei ist und S(x) = (2�)�2x�2 gilt. Dasklassische euklidische Potential einer Stromverteilung jk ist dann durchAklassk (x) = hAk(x)A(j)i = 14�2 Z d4x0 jk(x0)(x� x0)2 (351)130



gegeben. Setzen wir speziell j1 = j2 = j3 = 0; j4 = q�3(x), so erhalten wirdas elektrostatische Potential einer Punktladung q in unver�anderter Form.6.5.2 Schleifenintegrale in der euklidischen QEDExperimentell wird das Potential Aklassk durch eine weitere Ladung (z.B. eineruhende Punktladung q0 im Abstand R) ausgemessen. Die Testladung de�-niert einen weiteren Strom j 0, und die relative Energie beider Str�ome l�a�tsich als E = limT!1 14�2T Z x4=T=2x4=�T=2 d4x Z x04=T=2x04=�T=2 d4x0 jk(x)j 0k(x0)(x� x0)2 (352)angeben. Hier haben wir zun�achst die Wirkung der Str�ome j und j 0 zwischenden Zeiten �T=2 und T=2 berechnet und dann die Wirkung pro Zeit imLimes T ! 1 als Wechselwirkungsenergie interpretiert. Die Energie gehtgegen Null, wenn die beiden Ladungen separiert werden.Die Situation zwei ruhende punktf�ormige Teilchen mit den Ladungen eund �e im Abstand R k�onnen wir durch einen geschlossenen Pfad C imeuklidischen Raum, dem sog. Wilson loop, in Form eines Rechteckes mit denSeiten R und T approximieren:6
?

-
��T=2

T=2
R
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Mit Hilfe dieser Schleife formen wir zun�achst das SchleifenintegralAC = ZC dxk Ak(x) (353)und dann den ErwartungswerthACACi = ZC dxk ZC dx0k S(x� x0) ; (354)131



der f�ur gen�ugend gro�es T die Wirkung der Ladungen e und �e aufeinander,aber auch die Selbstwechselwirkung, n�amlich das Produkt Selbstenergie�T ,enth�alt.Das Integral (354) ist wegen der unendlichen Selbstenergie von Punkt-ladungen singul�ar. Statt den Ladungen eine gewisse Ausdehnung zu geben,regularisieren wir das Integral, indem wir S(x) durchSa(x) = � (2�x)�2 x2 > a20 x2 < a2 (355)ersetzen. Das regularisierte Integral bezeichnen wir mit hACACia. Die Inte-gration ist nun elementar und erzeugt eine Reihe von Ausdr�ucken:2�2hACACia = Ta � log Ta + log�1 + T 2R2�� 2TR tan�1 TR+ Ra � log Ra + log�1 + R2T 2�� 2RT tan�1 RT (356)(0 � tan�1 x � �=2). Die Vorschrift das Potential zu errechnen lautet:V (R) := limT!1 12T hACACia (357)Mit ihr erhalten wir das ErgebnisV (R) = 14�2a � 14�R (358)Die Konstante (4�2a)�1 ist eine unbeobachtbare Gr�o�e. F�ur a! 0 strebt sienach 1. Der zweite Term beschreibt das anziehende Coulomb-Potential derbeiden Teilchen mit entgegengesetzter Ladung.Eine �aquivalente Vorschrift, das Potential zweier statischer Ladungen zuberechnen, erh�alt man, wenn von der U(1)-VariablenUC = expf�ieACg = expf�ie RC dxk Ak(x)g (359)ausgegangen wird. Denn ihr Erwartungswert h�angt mit dem eben berechne-ten eng zusammen: hUCi = expf�12e2hACACig (360)Nach einer Regularisierung und mit dem oben gew�ahlten Weg C erhieltenwir die asymptotische DarstellunghUCi = expf�e2V (R)Tg T !1 (361)132



6.5.3 Fl�achengesetz oder Umfangsgesetz?Das asymptotische Verhalten des Erwartungswertes hUCi kann man in einerWeise diskutieren, bei der Raum und Zeit symmetrisch behandelt werden.Unterwerfen wir die Schleife C einer Dilatation, die alle Koordinaten mitdem gleichen Faktor multipliziert, so w�urde ein gegebenes Rechteck mit denden Seiten R und T so anwachsen, da� R und T zugleich gegen 1 strebenunter Festhaltung von R=T . Aus den Formeln (356) und (360) { g�ultig f�urdie QED { folgt dann die asymptotische DarstellunghUCi = expf��jCjg jCj = 2R + 2T ; R; T !1 (362)mit � = e2=(8�2a). Da jCj der Umfang des Rechteckes ist, sprechen wir hiervon einem Umfangsgesetz. Dies Gesetz ist o�enbar charakteristisch f�ur eineSituation, bei der V (R) f�ur gro�es R konstant wird, und �� erweist sich alsdie Selbstenergie der Ladungen e und �e:limR!1 12e(�e)V (R) = � e28�2aNun sei Ak(x) das Eichfeld f�ur eine nichtabelsche Eichgruppe und UC dasP-Exponential des Schleifenintegrals wie im Abschnitt 5.3 de�niert. A prioriwissen wir nichts �uber das asymptotische Verhalten des ErwartungswerteshUCi. Eine Regularisierung ist aber auch hier sicher notwendig, damit derAusdruck �uberhaupt einen Sinn bekommt. Die Regularisierung f�uhrt eineL�angenskala a ein, auf die R und T bezogen sind: hUCi ist eine Funktion derdimensionslosen Gr�o�en R=a und T=a.Auf einem Gitter �ubernimmt die Gitterkonstante a die Rolle dieser L�angens-kala und eine weitere Regularisierung ist hier �uber
�ussig. Es sei a = 1. Dieunit�are Matrix UC ist ein pfadgeordnetes Produkt, n�amlich ein Produkt �uberdie Gitterkanten c1; : : : ; cn, die der Pfad C mit der L�ange n = 2R + 2T derReihe nach durchl�auft (beginnend mit c1):UC = Ucn � � �Uc2Uc1 Uc = � Uxk c : x! x + ekU�1xk c : x+ ek ! x (363)Selbst wenn der Weg C geschlossen ist, also wenn C = @G gilt, besitzt ereinen Anfangspunkt x, von dem UC abh�angt. Das macht, da� UC (im nich-tabelschen Fall) immer noch eichabh�angig ist. Erst SpurU@G ist unabh�angigvon dem gew�ahlten Anfangspunkt und eichinvariant. Gleiches gilt f�ur hU@Gi;denn in der Wilson-Formulierung ist die Wirkung und somit auch der Gibbs-Zustand eichinvariant. 133



Zwei unterschiedliche asymptotische Verhaltensweisen stehen zur Diskus-sion:hU@Gi = � expf��j@Gjg Umfangsgesetz (kein 'con�nement')expf��jGjg Fl�achengesetz ('con�nement') (364)Aber auch andere M�oglichkeiten, die zwischen diesen beiden Optionen liegen,sind theoretisch denkbar. Streng genommen l�a�t sich dieses Verhalten nur aufeinem unendlich gro�en Gitter formulieren und auch dort nur �uberpr�ufen.Die Konstanten, � oder � sind notwendig nichtnegativ (warum?). Wir habenschon gesehen, da� Fermionen in der statischen N�aherung als freie Teilchenauftreten, wenn das Umfangsgesetz gilt. Was folgt, wenn das Fl�achengesetzin Kraft ist? F�ur ein Rechteck mit den Seiten R und T haben wir danneinerseits hU@Gi = expf�V (R)Tg T !1 (365)andererseits aber hU@Gi = expf��RTg R; T !1 (366)Also V (R) = �R R!1 (367)Ergebnis: Unter den Fermionen ziehen sich Teilchen und Antiteilchen imAbstand R (gen�ugend gro�) mit konstanter Kraft � an, und wir beobachtenden E�ekt des 'con�nement'. Einiges spricht daf�ur, da� diese Situation inder QCD auftritt, wodurch erkl�art wird, da� wir die Quarks nicht als freieTeilchen in den gegenw�artigen Experimenten sehen.
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7 Fermionen7.1 Das Dirac-Feld mit acht KomponentenWir beginnen mit einem R�uckblick auf die Dirac-Theorie im Minkowski-Raum M4 und setzen in allen Formeln ~ = 1. Genauso wie es manchmalbequem sein kann, neben einem komplexen Skalarfeld � auch das konjugierteFeld �� einzuf�uhren und beide Felder als gleichberechtigt zu betrachten, sowird man { wenn es angebracht erscheint { neben dem Dirac-Feld  auchseinen ladungskongugierten Partner  c einf�uhren, um aus beiden Felderneinen achtkomponentigen Bispinor zu formen:	 = �   c � (368)Durch die Verdopplung der Komponenten erreichen wir, da� die Ladungs-konjugation durch eine lineare Transformation beschrieben werden kann: sievertauscht  mit  c.In der Dirac-Theorie f�uhrt man die Ladungskonjugation durch die folgen-de Vorschrift ein:  c(x) = C � (x)T (369)wobei die 4� 4-Matrix C durch die Eigenschaften(
�C)T = 
�C CT = C� = C�1 = �C (370)de�niert ist. Insbesondere sehen wir, da� C unit�ar ist. F�ur die von uns be-nutzte Darstellung der Dirac-Matrizen (siehe QFT I Abschnitt 1.3.1) giltC = i
2
0 = � �i�2 00 i�2 � i�2 = � 0 1�1 0 � (371)Mit der �ublichen Zerlegung in zweikomponentige Spinoren = � �� �  c = � �c�c �lautet die Vorschrift so: �c(x) = �i�2��(x) (372)�c(x) = i�2��(x) (373)Rechtsh�andige Spinoren werden in linksh�andige verwandelt und umgekehrt.F�ur die schwache Wechselwirkung (Salam-Weinberg-Theorie) kann deshalbdie Ladungskonjugation keine Symmetrie sein.135



F�ur ein freies Dirac-Feld der Masse m gilt (siehe QFT I Abschnitt 6.3.2):(
;  (x) � (y)
) = S+(x� y;m)(
;  (x) (y)T
) = 0Auf dem Fockraum existiert ein unit�arer Operator U , der die Symmetrieope-ration an dem Feld ausf�uhrt, oder, wie man auch sagt, der die Symmetrieimplementiert: U (x)U�1 =  c(x) U
 = 
Die Existenz von U f�uhrt den Relationen(
;  (x) c(y)T
) = (
;  c(x) (y)T
) (374)(
;  c(x) c(y)T
) = 0 (375)Beachten wir  c(y)T = � � (y)C, so k�onnen wir zusammenfassend schreiben:(
;	(x)	(y)T
) = � 0 �S+(x� y;m)C�S+(x� y;m)C 0 � := W2(x; y)Hier betrachten wir W2(x; y) als eine 8� 8-Matrix auf mit den ElementenW2(x; y)ab = (
;	a(x)	b(y)
) (a; b = 1; : : : ; 8)Allgemein lassen sich die n-PunktfunktionenWn(x1; : : : ; xn)a1���an = (
;	a1(x1) � � �	an(xn)
) (376)als Tensoren au�assen. Wegen des Fermi-Charakters des Feldes verschwindenalle Wn f�ur ungerades n. Handelt es sich speziell um ein freies Feld, so giltdie RekursionsformelWn(x1; : : : ; xn)a1���an =n�1Xi=1 (�1)i+1Wn�2(x1; : : : ; x̂i; : : : ; xn�1)a1���âi���an�1W2(xi; xn)aian (377)die man in gleicher Weise ableitet, wie die entsprechende Formel f�ur ein Bose-Feld. Charakteristisch f�ur das Fermi-Feld ist, da� die einzelnen Beitr�age einalternierendes Vorzeichen bekommen. Dieses Vorzeichen entsteht durch dieVerwendung von Antivertauschungsrelationen.
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7.2 Das euklidische Dirac-FeldUm das Wesen des �Uberganges zum euklidischen Kontinuum zu begreifen,bleiben wir bei den Formeln f�ur das freie Dirac-Feld. Es giltS+(x;m) = (i
�M@� +m)�+(x;m) (x 2M4) (378)wobei wir mit 
�M die gew�ohnlichen Dirac-Matrizen f�ur den Minkowski-Raumbezeichnet haben. Bei einer Ersetzung ix0 ! x4 ist es zweckm�a�ig, zu eukli-dischen 
-Matrizen �uberzugehen:
k = �i
kM (k = 1; 2; 3) 
4 = 
0M (379)Wir machen wieder Gebrauch von der Abk�urzung @= = 
k@k f�ur die Ablei-tungen nach Koordinaten x 2 E4. Dadurch erh�alt die euklidische Zweipunkt-funktion die GestaltS2(x; y) = � 0 (@=�m)C(@=�m)C 0 �S(x� y;m) (380)(x; y 2 E4, die Funktion S(x;m) wurde im Abschnitt 3.2 vorgestellt), unddie neuen 
-Matrizen erf�ullen die Relation
k
` + 
`
k = �k` k; ` = 1; : : : ; 4 (381)Diese Relation sagt, da� es sich hierbei um die Erzeuger einer Cli�ord-Algebra (�uber dem reell-linearen Raum E4) handelt. F�ur die von uns benutzteDarstellung der Dirac-Matrizen gilt 
k� = 
k.Aus S(x � y;m) = S(y � x;m) und ((@= � m)C)T = (@= + m)C (eineKonsequenz der Relationen CT = �C und (
�C)T = 
�C) erhalten wir dieAntisymmetrie der euklidischen Zweipunktfunktion:S2(x; y) = �S2(y; x)T (382)Diese Eigenschaft ist entscheidend f�ur die Konstruktion des euklidischenDirac-Feldes 	(x), weil sie dazu f�uhrt, da�	a(x)	b(y) = �	b(y)	a(x) (383)gilt. Grund: die RekursionsformelSn(x1; : : : ; xn)a1���an =n�1Xi=1 (�1)i+1Sn�2(x1; : : : ; x̂i; : : : ; xn�1)a1���âi���an�1S2(xi; xn)aian (384)137



zusammen mit der Antisymmetrie der Zweipunktfunktion f�uhrt zur Antisym-metrie der n-Punktfunktion:Sn(x1; : : : ; xn)a1���an = sgn� Sn(x�(1); : : : ; x�(n))a�(1)���a�(n) (385)(� = beliebige Permutation von 1; 2; : : : ; n). Die an Beispielen gewonneneErkenntnis dient uns zur allgemeinen Grundlage:Euklidische Fermi-Felder besitzen antisymmetrische, Bose-Feldersymmetrische Schwinger-Funktionen.Wir m�ochten Bose- und Fermi-Felder in gleicher Weise mit den Methodender kommutativen Algebra behandeln. Das ist nur dann m�oglich, wenn durchIntegration mit geeigneten Quellfunktionen �a(x) die Fermi-Felder 	a(x) zukommutierenden Gr�o�en gemacht werden. Dies verlangt, da� sowohl die �a(x)als auch die 	a(x) erzeugende Elemente einer gemeinsamen Grassmann-Algebra A sind: �a(x)�b(y) + �b(y)�a(x) = 0 (386)�a(x)	b(y) + 	b(y)�a(x) = 0 (387)	a(x)	b(y) + 	b(y)	a(x) = 0 (388)(a; b = 1; : : : ; 8). In einem gewissen, noch zu erl�auternden Sinne sind dieFeldvariablen dual zu den Quellfunktionen, und wir k�onnten diese Tatsachedurch die Schreibweise ��a(x) = 	a(x) unterstreichen.Wir de�nieren	(�) = Z d4x	a(x)�a(x) = � Z d4x �a(x)	a(x)und erhalten so eine (nahezu) klassische Gr�o�e; denn sie kommutiert mit al-len Elementen der Grassmann-Algebra. Erwartungswerte k�onnen �ahnlich wieim Fall der Bose-Felder de�niert werden. Die Kenntnis des n-ten Momentesh	(�)ni gibt uns vollst�andigen Aufschlu� �uber die n-Punktfunktion des Fel-des, und, falls es sich um ein freies Feld handelt, k�onnen die Momente genauwie im Bose-Fall aus einem Gau�ischen Funktional hergeleitet werden:Ef�g = exp(�Sf�g) = 1 + 1Xn=1 1n!h	(�)ni (389)Sf�g = 12 Z d4x Z d4y S2(x; y)ab �a(x)�b(y) (390)138



Im Falle des freien Skalarfeldes war S2(x; y) der Integralkern eines inversenDi�erentialoperators. Ist das hier auch so? Wir setzenF0 = � 0 C(@=+m)C(@=+m) 0 � (391)und �nden F�10 = � 0 (@=�m)C(@=�m)C 0 � (��+m2)�1 (392)F�ur den Integralkern von F�10 erhalten wir somitF�10 (x; y) = � 0 (@=�m)C(@=�m)C 0 �S(x� y;m) = S2(x; y)Wir k�onnen daher schreiben:Sf�g = 12(�;F�10 �) � 12 Z d4x �a(x)[F�10 �]a(x) (393)Die Operatoren F0 und F�10 sind antisymmetrisch in dem folgenden Sinne:w�aren u und v gew�ohnliche Funktionen mit Werten in C 8 , so w�aren (u;F0v)und (u;F�10 v) antisymmetrische Bilinearformen in u; v. Sp�ater, n�amlich imAbschnitt 6.5.4, wird gezeigt, da� die Fourier-Laplace-Transformation f�ur einGau�-Funktional des neuen Typs durchgef�uhrt werden kann und da� wir eineDarstellung der folgenden Art besitzen34:Ef�g = expf�12(�;F�10 �)g = R D	 exp(	(�)�Wf	g)R D	 exp(�Wf	g) (394)mit der euklidischen Wirkung W eines freien Dirac-Feldes:Wf	g = Wf ; � g = 12(	;F0	) � 12 Z d4x	a(x)[F0	]a(x)= 12 Z d4x f (x)TC(@=+m) c(x) +  c(x)TC(@=+m) (x)g= Z d4x � (x)(@= +m) (x) (395)Dabei haben wir den euklidischen Bispinor 	 wieder in gew�ohnliche Spinorenzerlegt: 	 = �   c �  c(x) = C � (x)T (396)34Wir machen nun keinen Unterschied mehr zwischen dem Feld 	 und den \Pfaden"des Feldes, �uber die integriert wird. 139



An dieser Stelle wird nun deutlich, da� die euklidische Version der Dirac-Theorie sich von der Formulierung im Minkowski-Raum schon dadurch un-terscheidet, da� auf dem Raum E4 die Spinoren  und � (�aquivalent  und  c) als unabh�angige dynamische Variable eingef�uhrt werden. Neben dersehr kompakten Formulierung (394) kann man selbstverst�andlich auch zueiner Beschreibung zur�uckkehren, die das gewohnte Bild der Wirkung, aus-gedr�uckt in  und � enth�alt. So w�urden wir f�ur das erzeugende Funktionalder n-Punktfunktionen auch schreiben k�onnen:Ef�g = Ef�; ��g = Z�1 Z D D � expf�Wf ; � g+ ��( ) + � (�)gZ = Z D D � expf�Wf ; � gg��( ) + � (�) = Z d4x f��(x) (x) + � (x)�(x)gHierbei sind � und �� unabh�angige antikommutierende Dirac-Spinoren. DieFormeln � = � 0 CC 0 �� ��c � �c(x) = C ��(x)T (397)stellen den Zusammenhang zwischen den beiden Beschreibungen her.Eine naheliegende Erweiterung besteht darin, da� wir, den Vorschriftender Eichtheorien folgend, eine Ankopplung an ein Vektorpotential Ak(x) vor-nehmen. Zum Beispiel geht die euklidische QED von der folgenden Wirkungaus: Wf	; Ag = Z d4x f14F k`Fk` + � (@=+m + iqA=) g (398)= Z d4x 14F k`Fk` + 12(	;FA	) (399)mit dem antisymmetrischen OperatorFA = � 0 C(@=+m� iqA=)C(@=+m + iqA=) 0 � (400)In jedem Fall erhalten wir eine Wirkung, die bilinear in den Dirac-Feldernist. Das korrespondierende Gau�ische Funktionalintegral ist stets ausf�uhrbarund f�uhrt auf das erzeugende Funktionalexpf�12(�;F�1A �)g = exp Z d4x ��(x)(@= +m+ iqA=)�1�(x) (401)140



mit F�1A = � 0 �(@= +m+ iqA=)�1C�(@= +m� iqA=)�1C 0 � (402)Die nachfolgende Integration �uber das Potential A ist dann nicht mehr ele-mentar ausf�uhrbar.In den folgenden Abschnitten befassen wir uns n�aher mit der Mathema-tik, die der Einf�uhrung von � und 	 als Gr�o�en einer Grassmann-Algebrazugrunde liegen. Insbesondere m�ochten wir die Integralformeln rechtfertigen,von denen wir bereits Gebrauch gemacht haben.7.3 Grassmann-AlgebrenWir wollen die klassische Konstruktion von Grassmann-Algebren vorstellenund gehen von einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum E aus. EineAbbildung S : E � � � � � E| {z }p �! Chei�t p-linear, wenn S(u1; : : : ; un) in jedem Argument uk 2 E linear ist. Siehei�t antisymmetrisch, wenn f�ur jede Permutation � von f1; : : : ; pg gilt:S(u�(1); : : : ; u�(p)) = sgn�S(u1; : : : ; up) (403)Mit Ap(E) bezeichnen wir den Raum der p-linearen antisymmetrischen Funk-tionen �uber E. Da man Elemente von Ap(E) addieren und mit komplexenZahlen multiplizieren kann, besitzt Ap(E) die Struktur eines Vektorraumes.Man setzt A0(E) = C und zeigt:dimAp(E) = �np� 0 � p � n (404)Ap(E) = 0 p > n (405)Ein Produktabbildung Ap(E) � Aq(E) ! Ap+q(E) ist dadurch erkl�art, da�wir jedem Vektor T 2 Ap und jedem Vektor T 2 Aq einen Vektor ST 2 Ap+qzuordnen verm�oge der VorschriftST (u1; : : : ; up+q) = 1p!q!X� sgn� S(u�(1); : : : ; u�(p))T (u�(p+1); : : : ; u�(p+q))(406)(die Summe erstreckt sich �uber alle Permutationen von f1; : : : ; p+ qg). Manbezeichnet ST als das Grassmann-Produkt von S und T . Das Assoziativgesetz141



R(ST ) = (RS)T ist sicher erf�ullt; anstelle des Kommutativgesetzes habenwir jedoch nur die RegelST = (�1)pqTS falls S 2 Ap; T 2 Aq (407)Dies folgt, weil f�ur die Permutation �, die (1; : : : ; p; p+ 1; : : : ; p+ q) in (p+1; : : : ; p+ q; 1; : : : ; p) �uberf�uhrt, sgn� = (�1)pq gilt.Indem wir das Grassmann-Produkt erkl�art haben, wird die direkte Sum-me A(E) = nMp=0 Ap(E)von Vektorr�aumen zu einer Algebra. Man nennt A(E) dieGrassmann-Algebra�uber dem Vektorraum E.. Ein Element der Algebra ist demnach eine SummeS0 + S1 + � � �+ Sn mit Sp 2 Ap(E). Aus Pp �nk� = 2n folgtdimA(E) = 2dimE (408)Man kann A immer in einen geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen:A = A+ + A�A+ = A0 � A2 � � � � (gerader Anteil)A� = A1 � A3 � � � � (ungerader Anteil)Aus (407) folgt dann die RegelST = � TS S 2 A+ oder T 2 A+�TS S 2 A� und T 2 A� (409)Insbesondere gilt:Der gerade Anteil A+ ist eine kommutative Unteralgebra von A.Dadurch ist es m�oglich, viele Funktionen auf A+ zu erkl�aren (Polynome, dieExponentialfunktion etc.), und zwar in eindeutiger Weise. Da man solcheFunktionen addieren und miteinander multiplizieren kann, spricht man voneinem Funktionenkalk�ul auf A+. Sogar die �ublichen Funktionalgleichungenlassen sich �ubertragen; z.B. gilteSeT = eS+T S; T 2 A+ (410)In vieler Hinsicht verhalten sich die Elemente von A+ wie gew�ohnliche Zahlen,nur die Existenz eines inversen Elementes ist i.allg. nicht gew�ahrleistet.142



Beispiel: Es sei S 2 A2. Dann existieren alle PotenzenSm = SS � � �S| {z }m 2 A2mmit positiven Exponenten m, und es gilt �uberdies Sm = 0 f�ur 2m > n. JedochS�m ist ein sinnloser Ausdruck: keine der Potenzen Sm ist invertierbar. Manvereinbart S0 = 1 2 A0. F�ur die Exponentialfunktione�S =Xm�0 (�1)mm! Sm 2 A+(eine endliche Reihe!) �ndet man hingegen ein inverses Element, n�amlich eS.Denn es gilt e�SeS = 1.Nun sei (ei)i=1;:::;n eine Basis in dem Vektorraum E. Ein Vektor u 2 Ebesitzt dann die Darstellung P uiei mit ui 2 C . Wir de�nieren spezielleElemente �i 2 A1:�i(u) = ui i = 1; : : : ; n u 2 E beliebig (411)d.h. �i ordnet jedem Vektor u 2 E seine i-te Komponente zu. Die folgendenEigenschaften sind elementar und dr�ucken unter anderem aus, da� die �i diegesamte Grassmann-Algebra erzeugen:1. Es gelten die Kommutatorrelationen�i�k + �k�i = 0 i; k = 1; : : : ; n (412)2. Jeder Vektor S 2 Ap besitzt eine Darstellung der ArtS = 1p! Xi1���ip si1���ip�i1 � � � �ip (413)mit komplexen Koe�zienten si1���ip .Das Schema der Koe�zienten von S ist stets antisymmetrisch unter Permu-tationen der Indizes.Beispiel: Nach Wahl einer Basis in E liegt jedes Element S 2 A2(E) inder Form S = 12Xik sik�i�k sik = �ski 2 C (414)vor. Umgekehrt ist jeder komplexen antisymmetrischen n � n-Matrix einElement S 2 A2(E) zugeordnet. Dar�uberhinaus existierte�S =Xm�0 (�1)mm! Sm (415)143



wobei durch1m!Sm = 1m!  12Xik sik�i�k!m = 1(2m)! Xi1���i2m si1���i2m�i1 � � � �i2m (416)ein antisymmetrisches Koe�zientensystem si1���i2m gegeben ist, f�ur das manmit einiger M�uhe die Rekursionsformelsi1���i2m = 2m�1Xp=1 (�1)p+1si1���̂ip���i2m�1 sipi2m (417)nachweist. Formeln dieser Art sind uns bereits bei der Diskussion des eu-klidischen Dirac-Feldes begegnet. Wir erkennen jetzt, da� der Formalismusder Grassmann-Algebra geeignet ist, schwierige kombinatorische Sachverhal-te auf elegante Weise zu beschreiben.Legen wir dem Dirac-Feld das Kontinuum E4 zugrunde (also kein Gitter),so sind wir gezwungen, die Algebra A(E) �uber einem1-dimensionalen Vek-torraum E zu konstruieren, n�amlich �uber einem Raum von Testfunktionenf : E4 ! C 8(zur Erinnerung: das Feld hat acht unabh�angige Komponenten). Eine zul�assi-ge Wahl w�are der Schwartz-Raum E = S(E4; C 8). Wir fassen die Funktions-werte fa(x) (a = 1; : : : ; 8; x 2 E4) als die Koordinaten des Vektors f aufund de�nieren die Erzeuger �a(x) der Grassmann-Algebra A(E) durch�a(x)(f) = fa(x) (418)Das Paar (a; x) ist hier an die Stelle des Index i getreten. Es gelten dieRelationen �a(x)�b(y) + �b(y)�a(x) = 0 (419)Im Abschnitt 6.2 haben wir dem freien Dirac-Feld die ZweipunktfunktionS2(x; y)ab zugeordnet und mit ihrer Hilfe ein Element der Algebra A+(E)konstruiert: S = 12 Z d4x Z d4y S2(x; y)ab �a(x)�b(y) (420)Genauer: S liegt in A2(E). Der entscheidende Schritt bestand darin, einweiteres Element der Algebra A+(E) zu de�nieren:e�S = 1 + 1Xn=1 1n!h	(�)ni =1 + 1Xm=1 (�1)m(2m)! Z d4x1 � � �Z d4x2m h	a1(x1) � � �	a2m(x2m)i �a1(x1) � � ��a2m(x2m)144



Die n-Punktfunktionen des freien Dirac-Feldes erweisen sich somit als dieEntwicklungskoe�zienten von e�S 2 A+(E) nach den Erzeugern �a(x).7.4 Formale AbleitungenIn der Analysis benutzt man den Begri� der Ableitung im Sinne einer Dif-ferentiation nach reellen Variablen, und in der Funktionentheorie f�uhrt manAbleitungen nach komplexen Gr�o�en ein. Damit sind die M�oglichkeiten, denBegri� auf andere Bereiche auszudehnen, bei weitem nicht ersch�opft. In derklassischen Mechanik begegnen wir der Poisson-Klammer fF;Hg mit dencharakteristischen Eigenschaften� fFG;Hg = fF;HgG+ FfG;Hg� fF;Hg = 0 falls F =konst.In der Quantenmechanik �ubernimmt diese Rolle der Kommutator [F;H] mitvergleichbaren Eigenschaften. Die bisher genannten Beispiele illustrieren denBegri� der Derivation einer Algebra.Auch in einer Grassmann-Algebra kann man Ableitungen bilden. Wirgehen dabei wieder von einem Vektorraum E aus und erkl�aren f�ur beliebigesu 2 E eine lineare Abbildungdu : Ap(E)! Ap�1(E)durch die Vorschrift (duS)(u2; : : : ; up) = S(u; u2; : : : ; up) (421)f�ur alle S 2 Ap. Wir vereinbaren: duS = 0 falls S 2 A0. Der Operator du wirdso zu einer linearen Abbildung A! A. Nach Wahl einer Basis in E besitzenwir Darstellungen der ArtS(u1; : : : ; up) = Xi1���ip si1:::ipui11 � � �uipp (422)(duS)(u2; : : : ; up) = Xi2���ip s0i2:::ipui22 � � �uipp (423)mit s0i2:::ip =Xi1 si1:::ipui1 (424)
145



Eine dritte Weise, die Wirkung des Operators du zu beschreiben, erh�alt mandurch Einf�uhrung der Erzeuger �i:S = 1p! Xi1���ip si1:::ip�i1 � � � �ip (425)duS = 1(p� 1)! Xi1���ip si1:::ipui1�i2 � � � �ip (426)In der Feldtheorie sind wir dem Operator du schon einmal bei der Diskussiondes Fock-Raumes der Fermionen begegnet: dort war E der Einteilchenraum,A(E) die Algebra der Erzeugungsoperatoren (wir schrieben ayi anstelle von�i) und du �ubernahm die Rolle eines Vernichtungsoperators (wir schrieben aianstelle von dei).Gilt die Produktregel f�ur Ableitungen? Wir �nden eine leicht modi�zierteRegel, n�amlichdu(ST ) = (duS)T + (�1)pS(duT ) S 2 Ap; T 2 A (427)Wegen des p-abh�angigen Vorzeichens hei�t du eine Antiderivation der AlgebraA; du h�angt in linearer Weise von u ab, so da� wir { nach Wahl einer Basis{ schreiben k�onnen: du =Xi ui @@�iDiese Bezeichnung liegt in der Tat sehr nahe, weil man den Inhalt von (426)nun so wiedergeben kann:@@�i Xi1���ip si1:::ip�i1 � � ��ip = pXi2���ip sii2:::ip�i2 � � � �ip (428)Man macht sich leicht klar, da� die formale Ableitung durch die folgendenRegeln bereits vollst�andig charakterisiert ist.Regel 1 @@�i (�S + �T ) = � @@�iS + � @@�iT (�; � 2 C )Regel 2 @@�i 1 = 0Regel 3 @@�i (�kS) = �ki S � �k @@�iS 146



Hierin sind S und T beliebige Elemente der Algebra. Im Gegensatz zur klas-sischen Analysis gilt in einer Grassmann-Algebra:@2@�i@�k = � @2@�k@�i insbesondere � @@�i�2 = 0 (429)Nun sei speziell S ein gerades Element der Algebra, d.h. S 2 A+. Indiesem Fall ergeben unsere Regeln:@@�iSm = @@�i (SS � � �S| {z }m ) = mXk=1 Sk�1� @@�iS�Sm�k = mSm�1 @@�iSDenn S 2 A+ und @@�iS 2 A� kommutieren. Was wir hier f�ur Potenzen gefun-den haben, l�a�t sich auf Potenzreihen f(S) =P amSm (am 2 C ) ausdehnen,d.h. f�ur alle S 2 A+ gilt @@�i f(S) = f 0(S) @@�iS (430)Rechts steht das Produkt zweier Elemente der Algebra, wobei das erste in A+,das zweite in A� liegt. Dennoch ist die Reihenfolge der Faktoren gleichg�ultig.Eine einfache Anwendung betri�t die Exponentialfunktion:@@�i e�S = �e�S @@�iS (S 2 A+) (431)Mit S = 12(�;F�1A �) = 12 Z d4x Z d4y S2(x; y;A)ab�a(x)�b(y) (432)f�ur ein Potential Ak(x) erhielten wireS @2@�a(x)@�b(y)e�S = S2(x; y;A)ab (433)7.5 Formale Integration7.5.1 Integrale �uber A(E)Wir m�ochten einen geeigneten Integralbegri� in die Grassmann-Algebra einf�uhren,der ebenso wie die Ableitung rein algebraisch aufzufassen ist. Wir gehen da-bei nicht von der Vorstellung aus, die dem unbestimmten Integral zugrunde147



liegt, n�amlich, da� das Integral eine Art Umkehrung der Di�erentiation seinsollte. Vielmehr suchen wir, das Grassmann-Integral R d� S in Analogie zumgew�ohnlichen Volumenintegral zu de�nieren.Es sei also dimE = n <1 und S 2 A(E) vorausgesetzt. Wir fordern:1. Das Integral R d� S ist eine komplexe Zahl.2. Die Abbildung A(E)! C ; S 7! R d� S ist linear.3. Es gilt R d� @@�iS = 0 f�ur i = 1; : : : ; n.4. Normierung: R d� �1�2 � � � �n = 1.Das Integral ist also ein lineares Funktional auf der Algebra mit besonderenEigenschaften. Wir zeigen die Existenz eines solchen Funktionals dadurch,da� wir jedes Element S 2 A(E) in kanonischer Weise zerlegen:S = S0 + S1 + � � �+ Sn Sp 2 Ap(E) (434)Speziell haben wir immer eine Darstellung der ArtSn = I�1�2 � � � �n I 2 C (435)I = @@�n � � � @@�2 @@�1S (436)Denn dimAn = �nn� = 1. Sodann de�nieren wirZ d� S = I (437)Die Bedingungen 1.-4. werden nur durch diesen Ansatz erf�ullt. Wir verzichtenauf den Beweis und wenden uns rasch den Eigenschaften des Integrals zu:1. Formel (partielle Integration):Z d� � @@�iS�T = (�1)p+1 Z d� S @@�iT S 2 Ap; T 2 A (438)Dies folgt aus R d� @@�i (ST ) = 0 und der Produktregel f�ur Ableitungen.Die n�achste Regel betri�t das Transformationsverhalten des Integrals un-ter einer linearen Abbildung a : E ! E. DurchSa(u1; : : : ; up) = S(au1; : : : ; aup)148



ist eine Wirkung von a auf Ap erkl�art, die man zu einer linearen AbbildungA! A; S 7! Sa ausdehnen kann. In bezug auf eine Basis schreiben wir(au)i =Xk aikuk (a�)i =Xk aik�k (439)und erhalten Sa = 1p!X si1���ip(a�)i1 � � � (a�)ip (440)Es erweist sich als bequem, die Schreibweise S = Sf�g zu benutzen. Danngilt Sa = Sfa�g. Ein besonderer Fall tritt f�ur p = n = dimE ein. Ist n�amlichS 2 An, so gilt Sfa�g = det a Sf�g, wenn wir (435) beachten. Daraus folgtdie2. Formel: F�ur alle S 2 A giltZ d� Sfa�g = det a Z d� Sf�g (441)Beachte: in der gew�ohnlichen Analysis giltZ dnx f(ax) = (det a)�1 Z dnx f(x)wobei wir �uberdies noch die Bedingung ben�otigen, da� a nichtsingul�ar ist.7.5.2 Integrale �uber A(E � F )Nun habe der Vektorraum die Struktur einer direkten Summe E�F (dieserFall wird im Zusammenhang mit dem Dirac-Feld wichtig werden). Vektorenin diesem Raum sind Paare (u; v) mit u 2 E und v 2 F . Es sei (ei) eine Basisin E und (fk) eine Basis in F . Wir de�nieren die Erzeuger der Grassmann-Algebra A(E � F ): �i(u; v) = ui (u =Xuiei) (442)�k(u; v) = vk (v =X vkfk) (443)Alle Antikommutatoren der Erzeuger verschwinden identisch. Wir verstehenA(E) und A(F ) als zwei Unteralgebren von A(E�F ), erzeugt von den �i bzw.�k. Ein allgemeines Element der Algebra A(E�F ) besitzt eine Entwicklungnach allen Erzeugern, �i und �k. F�ur ein solches Element schreiben wir daherSf�; �g und de�nieren TeilintegraleZ d� Sf�; �g = @@�n � � � @@�2 @@�1Sf�; �g n = dimE (444)149



und Z d� Sf�; �g = @@�m � � � @@�2 @@�1Sf�; �g m = dimF (445)Im ersten Fall ergibt das Teilintegral ein Element in A(F ), im zweiten Fall einElement in A(E). Das vollst�andige Integral R d� R d� Sf�; �g entsteht durchHintereinanderschalten der beiden Prozesse. Hierbei ist es jedoch wichtig, aufdie Integrationsreihenfolge zu achten; denn es gilt die RegelZ d� Z d� Sf�; �g = (�1)nm Z d� Z d� Sf�; �g (446)F�ur Teilintegrale gilt bez�uglich einer linearen Transformation a:3. Formel: Z d� Sfa�; �g = det a Z d� Sf�; �g (447)Ein Sonderfall tritt ein, wenn die R�aume E und F die gleiche Dimensionn haben und ein Element der Algebra die Form Sf�+ �g hat, d.h. es besitztdann eine Entwicklung nach den Erzeugern �i = �i + � i.4. Formel: (Translationsinvarianz)Z d� Sf� + �g = Z d� Sf�g (448)Beweis. Der h�ochste Term der Entwicklung von Sf�g nach den Erzeugern hatdie Form I�1�2 � � � �n mit I = R d� Sf�g. Der h�ochste Term der Entwicklungvon Sf�+ �g nach den �i ist in I(�1+ �1) � � � (�n+ �n) enthalten und stimmtmit dem vorigen Ausdruck �uberein.7.5.3 Integrale vom ExponentialtypWir nehmen an, da� die R�aume E und F die gleiche Dimension n haben.Satz F�ur jede komplexe n� n-Matrix a = (aik) giltZ d� Z d� expXik aik� i�k = (�1)(n2) det a (449)Beweis. Wir setzen Sf�; �g = expPi � i�i und habenZ d� Z d� Sfa�; �g = det a Z d� Z d� Sf�; �g150



Die kanonische Zerlegung S = S0 + � � �+ Sn f�uhrt aufSn = 1n!  Xi � i�i!n= (�1�1)(�2�2) � � � (�n�n)= (�1)(n2)(�1 � � � �n)(�1 � � � �n)Damit folgt R d� R d� Sf�; �g = (�1)(n2).De�nition Es sei n = 2m gerade und A = (Aki) eine antisym-metrische n� n-Matrix. Dann hei�t die durch1m!  12Xik Aik�i�k!m = Pf A �1�2 � � � �n (450)bestimmte komplexe Zahl Pf A die Pfa�an von A.Als Funktion der Matrixelemente ist Pf A homogen vom Grade m. F�ur nied-rige Dimensionen (n = 2; 4; : : :) �nden wir:Pf A = A12 m = 1Pf A = A12A34 � A13A24 + A14A23 m = 2Als direkte Folge der De�nition der Pfa�an erhalten wir die FormelZ d� exp 12Xik Aik�i�k! = Pf A (451)Anmerkung: Das Integral verschwindet, wenn n ungerade ist. Der n�achsteSatz zeigt einen Zusammenhang zwischen den Begri�en Determinante undPfa�an.Satz. Sei a eine komplexe m�m-Matrix und aT die transponierteMatrix. Dann ist A = � 0 a�aT 0 � (452)antisymmetrisch und es giltPfA = (�1)(m2 ) det a (453)151



Beweis. Man kann schreiben:Xik aik� i�k = 12�TA� � = ����Damit wird Z d� exp 12�TA� = Z d� Z d� exp �Ta�und die Behauptung folgt unmittelbar.Anmerkung: Es existiert ein weiterer leicht beweisbarer Zusammenhang,n�amlich det a = � (Pf a)2 m gerade0 m ungerade (454)f�ur jede antisymmetrische m�m-Matrix a.7.5.4 Fourier-Laplace-TransformationDie klassische Fourier-Transformation verwandelt Funktionen f(x), de�niertf�ur Vektoren x 2 E (E ein n-dimensionaler reeller Vektorraum), in Funktio-nen ~f(p), de�niert f�ur p 2 E� (E� der Dualraum zu E). �Ahnliches leistet diebeidseitige Laplace-Transformation. Ist der Vektorraum komplex, so bestehtkein wesentlicher Unterschied mehr zwischen der Fourier- und der Laplace-Transformation.Auf einer Grassmann-Algebra f�uhrt die FL-Transformation in �ahnlicherWeise Elemente S 2 A(E) �uber in Elemente ~S 2 A(E�). Sie ist eng ver-bunden mit der in der Algebra h�au�g benutzten ?-Abbildung oder Hodge-Abbildung ? : Ap(E)! An�p(E�) (n = dimE); (455)der wir uns zun�achst zuwenden. Es sei also (ei) eine Basis in E und (ei�) dieinduzierte duale Basis in E�, so da� hei�; eki = �ik gilt. Jedes u 2 E besitztdie DarstellungP uiei, jedes v 2 E� die DarstellungP viei�. Wir de�nierendie Erzeuger von A(E): �i(u) = uidie Erzeuger von A(E�): ��i (v) = viEin Element S 2 Ap(E) besitzt die GestaltS = 1p! Xi1���ip si1���ip�i1 � � � �ip (456)
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Die Hodge-Abbildung (455) wird erkl�art durch die Vorschrift?S = 1(n� p)! Xip+1���in sip+1���in� ��ip+1 � � � ��in (457)sip+1���in� = 1p! Xi1���ip si1���ip�i1���in (458)(� ist das Levi-Civita-Symbol). Sie hat die Eigenschaft? ? S = (�1)p(n�p)S S 2 Ap(E) (459)Das entstehende Vorzeichen ist p-abh�angig. Dehnt man also ? zu einer linea-ren Abbildung auf ganz A(E) aus, so erh�alt man keine Involution. Das machtdie Hodge-Abbildung f�ur unsere Zwecke ungeeignet.Mit einer geringf�ugigen �Anderung l�a�t sich die Sache bereinigen. Wirde�nieren ~S = (�1)� ? S � = �n�p+12 � S 2 Ap(E) (460)und �nden ~~S = (�1)(n+12 )S (461)Das Vorzeichen ist unabh�angig von p. Wir bezeichnen ~S als die FL-Transformiertevon S.Die Vorschrift zur Konstruktion von ~S kann auch auf eine ganz andereWeise gegeben werden. Wir betten hierzu A(E) und A(E�) in die gemeinsa-me Algebra A(E � E�) ein, benutzen die Schreibweise h��; �i := Pi ��i �i =�Pi �i��i und setzen ~Sf��g = Z d� Sf�g exph��; �i (462)Da� auf diese Weise die gleiche Abbildung beschrieben wird, folgt aus demspeziellen IntegralZ d� �1�2 � � � �p exph��; �i = (�1)(n�p+12 )��p+1 � � � ��n (463)Wir wollen nun eine konkrete FL-Transformierte berechnen.Satz Es sei A = (Aik) eine antisymmetrische nichtsingul�are n�n-Matrix (n ist notwendig gerade). Dann besitztSf�g = exp 12PAik�i�k (464)die FL-Transformierte~Sf��g = Pf A exp 12P(A�1)ik��i ��k (465)153



Beweis. Wir schreiben (alle Summanden in A+(E � E�))12�TA� + h��; �i = 12(� + �)TA(� + �) + 12��TA�1��mit � = �A�1��. Es gilt R d� Sf� + �g = R d� Sf�g = Pf A.Durch die Entwicklung der Exponentialfunktion in (462) gewinnen wirFormeln f�ur die Momente der �i. Wenn wir auch noch die Matrix A durch�A ersetzen, so lauten die ersten f�unf Formeln dieser Art:Z d� exp(�12�TA�) = Pf(�A)Z d� �i exp(�12�TA�) = 0Z d� �i�j exp(�12�TA�) = Pf(�A)Bij B = A�1Z d� �i�j�k exp(�12�TA�) = 0Z d� �i�j�k�` exp(�12�TA�) = Pf(�A)(BijBk` �BikBj` +Bi`Bjk)Die zweimalige Anwendung der FL-Transformationmultipliziert die \Gau�-Funktion" (464) mit dem Faktor Pf A Pf A�1. Daraus schlie�en wir:Pf A Pf A�1 = (�1)(n+12 ) = (�1)m (2m = n) (466)All unseren Anwendungen liegt die Blockstruktur zugrunde:A = � 0 a�aT 0 � A�1 = � 0 �a�1Ta�1 0 � (467)(a eine m�m-Matrix). In diesem Fall k�onnen wir von der RelationPf A = (�1)(m2 ) det aGebrauch machen.7.6 Funktionalintegrale der QEDStellvertretend f�ur die Eichtheorien mit Ankopplung an Materiefelder sollnun die U(1)-Eichtheorie behandelt werden. Der Einfachheit halber ist inallen Formeln ~ = 1 gesetzt. Wir gehen von einer Formulierung im Konti-nuum aus, obwohl in diesem Fall der zugrunde liegende Vektorraum E der154



Fermionen notwendig unendlich-dimensional ist und die Funktionalintegra-le, Determinanten, Pfa�ans etc. einer Regularisierung bed�urfen, damit alleAusdr�ucke dieses Abschnittes de�niert und endlich sind.Zuerst schreiben wir die Wirkung f�ur ein Dirac-Teilchen der Masse mund der Ladung q so um, da� sie als Summe zweier quadratischer Formenerscheint: WfA;	g = Z d4x�14F k`Fk` + � (@=+m + iqA=) �= 12(	;FA	) + 12(A; CA) (468)(siehe die Formeln (6.30-32) und (5.16-19)). Der Bispinor 	 enth�alt die Kom-ponenten von  und  c. Das erzeugende Funktional der n-Punktfunktionenist so de�niert:Sf�; jg = Z�1 Z DAD	 exp�	(�) + A(j)�WfA;	g� (469)Z = Z DAD	 exp��WfA;	g�Hier l�a�t sich das Integral �uber die fermionischen Freiheitsgrade ausf�uhren,weil die Wirkung bilinear in dem 	-Feld ist (diese Beobachtung tri�t auf alleEichtheorien zu):Sf�; jg = Z d�(A) exp�A(j)� 12(�;F�1A �)� (470)d�(A) = Z�1DA det(@=+m+ iqA=) exp��12(A; CA)� (471)Z = Z DA det(@=+m+ iqA=) exp��12(A; CA)� (472)Das Ergebnis kommt deshalb zustande, weil det(�C) = 1 undPf(�FA) = det��C(@=+m + iqA=)� = det(@=+m + iqA=) (473)gilt. Auf diese Weise wurde eine wesentliche Vereinfachung erzielt. Die hierbeierzeugte Fermion-Determinante begegnete uns schon fr�uher (VorlesungQFT I, Kapitel 8). Dort haben wir auch Methoden angegeben, wie mandiese Gr�o�e regularisieren kann. Dabei stellte sich u.a. heraus, da� unter derErsetzung q ! �q die Determinante in sich �ubergeht. Aus diesem Grundeist das Ma� d�(A) symmetrisch, d.h. f�ur alle Funktionen f giltZ d�(A) f(�A) = Z d�(A) f(A) (474)155



Es ist jetzt deutlich geworden, da� die Fermion-Determinante nicht nur beiProblemen mit �au�eren Feldern auftritt, sondern da� sie eine zentrale Stel-lung in der Theorie einnimmt.Durch Entwicklung des erzeugenden Funktionals gelangen wir zu den Kor-relationsfunktionen der U(1)-Eichtheorie. Die erste Gr�o�e, auf die sich unserInteresse richtet, ist der euklidische Propagator des Fermions:h	a(x)	b(y)i = Z d�(A)�F�1A �ab(x; y) (475)Hieraus ergibt sich unmittelbarh (x) � (y)i = Z d�(A) (@=+m + iqA=)�1(x; y) (476)Eine weitere Vereinfachung scheint nicht mehr m�oglich zu sein. Der Propa-gator enth�alt als wesentliche Information die renormierte Masse des Dirac-Teilchens. F�ur q ! 0 geht der Ausdruck in den freien Propagator �uber. DieFormel (476) dient als Ausgangspunkt f�ur N�aherungen.Der Propagator des Eichfeldes erh�alt die GestalthAk(x)A`(y)i = Z d�(A)Ak(x)A`(y) (477)Er enth�alt Informationen �uber die Vakuum-Polarisation, d.h. �uber die virtu-elle Paar-Produktion der Photonen. Schlie�lich ist die Vertex-Funktionh (x)Ak(y) � (x0)i = Z d�(A) (@=+m+ iqA=)�1(x; x0)Ak(y) (478)von Interesse, in der die Information �uber die renormierte Ladung und dasanomale magnetische Moment enthalten ist.Anmerkung: Das Ma� d�(A) ist zwar normiert, aber es fehlt ein Beweis,da� es positiv ist. Man kann relativ leicht einsehen, da� es reell ist. Dazu weistman nach, da� die Fermion-Determinante reell ist. Alle n-Punktfunktionendes Photonfeldes sind dann ebenfalls reell, wie wir es aus physikalischenGr�unden erwarten. In dem erzeugenden Funktional erscheint die Kopplungs-konstante q an zwei Stellen: (1) in der Fermion-Determinante und (2) indem Operator F�1A . Ein N�aherungsverfahren (eng. quenched approximation)gr�undet darauf, da� man q = 0 (�aquivalent m = 1) in der Determinantesetzt. Dann verschwindet die Determinante �uberhaupt aus dem Ma� d�(A)156



und wir erhalten ein Gau�isches W-Ma� d�0(A), das ohne jegliche Regula-rierung auch im Kontinuum wohlde�niert ist:Z d�0(A) exp iA(j) = expf�12(j; C�1j)g (479)Die Ersetzung von d�(A) durch d�0(A) bewirkt, da� Ak(x) ein freies Feldwird, da� das Fermion sozusagen an ein freies Feld koppelt. Die Unter-dr�uckung der Fermion-Determinante bedeutet { in der Sprache der St�orungs-theorie { den Fortfall aller Feynman-Graphen, die wenigstens eine Fermions-chleife enthalten. Die N�aherung ist gut, solange die Masse des Dirac-Teilchensals \gro�" angesehen werden darf. Denn rein formal betrachtet geht d�(A)im Limes m!1 in das Ma� d�0(A) �uber.7.7 Gittereichtheorien mit Materiefeldern7.7.1 Das SU(n)-Higgs-ModellF�ur die reine Eichtheorie mit der Eichgruppe SU(n) kann die Wirkung aufdem Gitter in der Form (5.70) de�niert werden. Von dieser Wirkung unter-scheidet sich W (U) = � 12g2 Xp < SpurU@pnur um eine Konstante. F�ur das SU(n)-Higgs-Modell auf dem Gitter gibtman i.allg. die folgende Wirkung an:W (U; �) =W (U) + 12Xxk j�(x+ ek)�Uxk�(x)j2+Xx �(j�(x)j2� �)2 (480)(� > 0; � > 0); �(x) ist ein n-komponentiges komplexes Skalarfeld, also einMultiplett in der fundamentalen Darstellung der SU(n). Die Wirkung zerf�alltin nat�urlicher Weise in drei Terme: (1) eine Summe �uber alle Plaketten, (2)eine Summe �uber alle Gitterkanten und (3) eine Summe �uber alle Gitter-punkte. Nach Einf�uhrung einer Gitterkonstanten a geht �(x+ ek)�Uxk�(x)auf Z4 in den Ausdrucka�a(x + aek)� exp�aAak(x)�a�a(x) = a2�@k � A0k(x)��0(x) +O(a3)�uber, der die kovariante Ableitung des Kontinuumsfeldes �0 enth�alt. Mit �aund Aa haben wir die Felder auf dem Gitter (aZ)4 bezeichnet.Es sei d�(U) das auf 1 normierte Haarsche Ma� auf der Gruppe SU(n).F�ur die angegebene Wirkung und die Gitterperiode N lautet die Zustands-summe Z = Z D� Z DU expf�W (U; �)g = e�F157



D� =Yx nY�=1 d<��(x) d=��(x) DU =Yxk d�(Uxk)7.7.2 SU(n)-Eichtheorie mit FermionenWir betrachten ein Multiplett von n Dirac-Feldern in der Fundamentaldar-stellung der SU(n): (x) = 0B@  1(x)... n(x) 1CA � (x) = � � 1(x); : : : ; � n(x)� (481)Die eichinvariante Wirkung hat auch hier wieder den typischen Aufbau:W ( ; � ; U) =W2 +W1 +W0 (482)wobei W2 (bzw. W1, W0) eine Summe �uber Plaketten (bzw. Gitterkanten,Gitterpunkte) darstellt:W2 = � 12g2 Xp < SpurU@p (483)W1 = 12Xxk � � (x)
kU�xk (x+ ek)� � (x+ ek)
kUxk (x)� (484)W0 = mXx � (x) (x) (485)Die Vorschrift zur Konstruktion von W1 entspricht der Einf�uhrung einer Git-terversion der kovarianten Ableitung in Form einer MatrixDkxy = 8><>: 12U�xk y = x+ ek�12Uyk x = y + ek0 sonst (486)F�ur Uxk = 1 (alle xk) geht sie �uber in den Gittergradienten@kxy = 8><>: 12 y = x+ ek�12 x = y + ek0 sonst (487)Dieser Gradient entspricht, wie man sieht, der halben Summe aus dem Vorw�arts-und dem R�uckw�arts-Gradienten. Vereinfachend k�onnen wir nun schreiben:W1 =Xxy � (x)D= xy (y) D= � 
kDk (488)158



Ein weitere Vereinfachung erzielen wir durch Einf�uhrung von	 = �   c � FU = � 0 �[C(D= +m)]TC(D= +m) 0 � (489)weil dann die Wirkung in eine Bilinearform �ubergeht:W1 +W0 = 12(	;FU	) (490)Die fermionischen Freiheitsgrade lassen sich vollst�andig ausintegrieren, undwir erhalten:Z D Z D � exp �	(�)� 12(	;FU	)� = det(D= +m) exp��12(�;F�1U �)�(491)Die Fermion-Determinante hat auf einem Gitter eine etwas ver�anderte Struk-tur. Aber sie ist wohlde�niert und bedarf keiner Regularisierung. Bei N4Gitterpunkten besitzt die Matrix D= +m die Dimension 4nN4. Selbst f�ur be-scheidene Gittergr�o�en (z.B. N = 10) ist eine numerische Auswertung dieserDeterminante nur unter Einsatz eines Gro�rechners m�oglich.Wir erhalten das folgende auf 1 normierte Ma� auf der Eichgruppe:d�(U) = Z�1DU det(D= +m) exp� 12g2 Xp < SpurU@p� (492)Mit seiner Hilfe lassen sich alle Erwartungswerte ausdr�ucken, z.B.hU@Gi = Z d�(U)U@G (493)f�ur eine Wilson-Schleife @G.
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8 Funktionale Integration und Lokale Anoma-lien8.1 Einf�uhrungSymmetrien einer klassischen Feldtheorie, d.h. solche, die aus der Lagrange-Dichte folgen, f�uhren unter Umst�anden zu unerwarteten E�ekten, wenn manversucht, sie auf die quantisierte Fassung dieser Feldtheorie zu �ubertragen.Probleme dieser Art traten zuerst auf im Zusammenhang mit der Berech-nung der Rate f�ur den Zerfall �0 ! 2
 in einer chiral invarianten Theorie, inder das Pion masselos war [1]. Die Verletzung einer globalen Symmetrie, wiesie hier vorlag, hatte nichts gemein mit dem Ph�anomen der spontanen Sym-metriebrechung; denn das Pion blieb weiterhin masselos. Vielmehr handelteich sich hier um topologisches Ph�anomen, f�ur das Mathematiker wie M.F.Atiyah schnell Erkl�arungen hatten. Physiker sprechen von einer \globalenAnomalie" und in der oben zitierten Situation von der \Adler-Anomalie".Sp�ater entdeckte man auch \lokale Anomalien". Sie treten auf in chiralenEichtheorien von masselosen Fermionen. Die Existenz dieser Art von Ano-malien f�uhrt zu einer Verletzung der Eichinvarianz derart, da� das Modellauf keine Weise mehr zu renormieren war (unter Beibehaltung der Lorentz-Invarianz). Als Folge dieser Erkenntnis schien es notwendig, jedem Modelleine Konsistenzbedingung aufzuerlegen, n�amlich die Forderung, da� Anoma-lien gar nicht erst auftreten, oder, falls sie auftreten, das Modell als unvoll-st�andig zu erkl�aren und nach Erweiterungen zu suchen mit dem Ziel, da� sichin dem erweiterten Modell die Anomalien gegenseitig aufheben. Ein Beispiel:Das Standardmodell ohne Quarks (sozusagen ein Modell f�ur die Leptonenallein) besitzt eine lokale Anomalie und ist somit nicht konstistent formulier-bar. F�ugt man die Quarks hinzu, heben sich die Beitr�age zu der Anomalie vonLeptonen und Quarks auf. In gewisser Weise bedingen Leptonen und Quarkseinander, m�ussen somit als Konstituenten eines Feldes aufgefa�t werden.Es war zuerst Fujikawa [2], der den Ursprung des Problems in der Quanti-sierung durch Pfadintegrale suchte. Er fand, da� die Anwesenheit lokaler An-omalien nichts anderes ist als die Eigenschaft des fermionischen Ma�es d d � nicht invariant zu sein unter lokalen chiralen Eichtransformationen. Konkret:Es ist die Jacobi-Determinante, hervorgerufen durch die Transformation, diedie Anomalie quantitativ beschreibt. Die Details der Lagrange-Dichte habenhierauf keinen Ein
u�. Um aber eine Vorstellung davon zu geben, �uber wel-che Modelle wir reden, wollen wir annehmen, da� der fermionische Anteil derLagrange-Dichte von der �ublichen allgemeinen Form ist:LF = � ir=  :160



Hier ist r= ein Dirac-Operator, der das Eichpotential enth�alt, w�ahrend Mas-senterme abwesend sind. Das Dirac-Feld  kann u.U. viele Komponentenhaben, da es zu einer Darstellung der Eichgruppe geh�ort. Der Ausdruck r=mu� neu interpretiert werden und hei�t \verallgemeinerter Dirac-Operator",wenn wir die Yukawa-Wechselwirkung mit dem Higgs-Feld einbeziehen [3,4].Dies wird notwendig, sobald wir uns dem Salam-Weinberg-Modell oder gardem vollem Standardmodell zuwenden.8.2 Vektorartige ModelleWir wollen von einer Formulierung im Minkowski-Raum ausgehen. Darin sei (x) ein mehrkomponentiges (zun�achst klassisches) Dirac-Feld mit Kompo-nenten in dem Vektorraum W = S 
 V ;wobei S der �ubliche Spinorraum ist, auf den die Gamma-Matrizen wirken,w�ahrend V ein hermitescher Raum ist, ein komplex-linearer n-dimensionalerRaum mit einem Skalarprodukt. Nach Wahl einer (orthonomierten) Basiskann V mit C n identi�ziert werden.Es sei G eine kompakte Eichgruppe und g 7! D(g) eine unit�are Dar-stellung von G auf V . Sobald V mit C n identi�ziert ist, werden die Ope-ratoren D(g) zu unit�aren n � n-Matrizen. Wie �ubliche, bezeichne LieG dieLie-Algebra von G. Wir erreichen die Matrix, die das Element a 2 LieGrepr�asentiert, durch eine Ableitung:d(a) = ddtD(eta)t=0 :Um jedoch die Formeln zu vereinfachen, werden wir in Zukunft � an anstellevon d(a) schreiben. In bezug auf das Tensorprodukt S 
 C n schreiben wirsogar � anstelle von 1l
 �. In �ahnlicher Weise schreiben wir 
� anstelle von
� 
 1l.Wir erinnern an die Konstruktion `adjungierter' Spinoren und Operatorenim Sinne der Dirac-Theorie:� Spinoren:  =  �
0 falls  2 S 
 C n ,� Operatoren: M = 
0M�
0 falls M 2 End(S 
 C n).Es gilt 
0 = 
0� = (
0)�1 und somit� = �� = �� ; 
5� = 
5� : (494)Es gibt genau zwei Arten von lokalen Transformationen, die durch Symme-trien der Lagrange-Dichte hervorgerufen werden.161



1. Nichtchirale Eichtransformationen. Sie enthalten nicht die 
5-Matrix: 0(x) = (U )(x) = e�(x) (x) 0(x) = (U )(x) =  (x)e��(x) :2. Chirale Eichtransformationen. Sie enthalten die 
5-Matrix: 0(x) = (U )(x) = e
5�(x) (x) 0(x) = (U )(x) =  (x)e
5�(x) :In beiden Situationen benutzten wir die Beziehungen (494). Wir betrachtenU als einen Integraloperator mit dem Kerne�(x)�4(x� y) resp. e
5�(x)�4(x� y)und schreiben U = � �U . F�ur den Fall nichtchiraler Eichtransformationengilt die Relation �U = U�1 ; (495)d.h. U ist pseudo-unit�ar. F�ur chirale Eichtransformationen hingegen gilt�U = U ; (496)d.h. U ist pseudo-hermitisch. Dieser Unterschied ist entscheidend f�ur dasVerhalten des Ma�es d d � unter einer Eichtransformation, wie wir sehenwerden.F�ur eine strenge Ableitung der Anomalie, ausgedr�uckt durch die Jacobi-Determinante, werden wir Pfadintegrale in euklidischer Raumzeit betrachten.Die formale Ersetzung ix0 ! x4 wird begleitet durch
0 ! 
4 
k ! �i
k (k = 1; 2; 3):Entscheidend ist nun, da� die Felder  und � als vollkommen unabh�angi-ge Grassmann-Variablen zu verstehen sind. Gleichwohl �andert sich an denEichtransformationen nichts, d.h. �U ist mit U entweder durch (495) oder(496) verkn�upft. Voraussetzung f�ur das Studium solcher Transformationenist die Annahme, da� die euklidische Wirkung invariant ist. Die alles ent-scheidende Frage lautet: Ist auch das Ma� d d � invariant?Es geh�ort zu den Besonderheiten von Grassmann-Variablen, da� unterTransformationen U das Ma� mit der inversen (!) Determinante multiplizierterscheint: d 0 = (DetU)�1d ; d � 0 = (Det �U)�1d � 162



Folglich,d 0d � 0 = (Det (U �U ))�1d d � = � d d � if U is non-chiral(DetU)�2d d � if U is chiral.Man erkennt: Nicht-chirale Symmetrien verursachen kein Problem; denn dasMa� ist invariant. Deshalb betrachten wir von nun an nur noch den Fallchiraler Symmetrien. Sie geben Anla� zu Anomalien wenn nicht DetU =�1. Um die Anomalie in expliziter Form zu erhalten, m�ussen wir zuvor denAusdruck DetU geeignet interpretieren, wozu wir die Formellog(DetU)�2 = �2 Spur logUheranziehen. Um der Spur einen Sinn zu geben, ist es notwendig, den euklidi-schen Raum E4 durch eine geeignete kompakte (orientierte) 4-dimensionaleRiemannsche Mannigfaltigkeit M zu ersetzen. Die Struktur der Spur bein-haltet in jedem Fall eine Integration �uber die Mannigfaltigkeit:�2 Spur logU = ZM !Hier ist ! eine noch zu bestimmende C -wertige 4-Form (eine Di�erential-form vom Grad vier und damit in jedem Punkt x 2 M proportional zurVolumenform der Mannigfaltikeit M).Es ist plausibel, da� ! von der \Kr�ummung" F des Eichzusammenhangesabh�angt, einer 2-Form, die in lokalen Koordinaten alsF = 12F��(x) dx� ^ dx�geschrieben werden kann. In bekannter Weise, l�a�t sich hieraus eine 4-Formkonstruieren: F ^ F = 14F��(x)F�� (x) dx� ^ dx� ^ dx� ^ dx� :Man beachte auch dx� ^ dx� ^ dx� ^ dx� = ����� d4x : (497)Weiterhin ist plausibel, da� ! proportional zu F ^ F ist, gest�utzt durch dieBeobachtung, da� dieser Ausdruck unter einer Parit�atsoperation (Raumspie-gelung) so wie 
5 sein Vorzeichen wechselt. Auch mu� ! proportional zu der0-Form �(x) sein, welche die chirale Eichtransformation beschreibt. Schlie�-lich sollte ! eichinvariant konstruiert sein, d.h. unver�andert bleiben untereiner simultanen Ersetzung der Art� 7! e��e��; F 7! e�Fe��163



wobei �(x) irgendeine Eichfunktion darstellt so wie �(x). Es gibt nur einenAusdruck, der alle diese Bedingungen erf�ullt:! � trV (�F ^ F ) :Eine Technik, den Vorfaktor zu bestimmen, ist unter den Namen heat kernelexpansion bekannt:1. Man ersetzt zun�achst den Integralkern hxjyi = �4(x�y) durch den heatkernel hxj exp(tr= 2)jyi (t > 0)wobei r= den Dirac-Operator bezeichnet. Somit ist r= 2 ein verallgenei-nerter Laplace-Operator mit Spektrum in (�1; 0].2. Sodann berechnet man die sog. Superspur bez�uglich der Z2-Graduierungvon W , gegeben durch die Eigenwerte von 
5:strW��(x) hxj exp(tr= 2)jxi� � trW�
5�(x) hxj exp(tr= 2)jxi�3. Am Ende f�uhrt man den Limes t! 0 aus.Das Resultat (hier ohne Rechnung) ist:! = (2�)�2 trV (�F ^ F ) : (498)Mit Blick auf (497):! = (4�)�2 ����� trV ��(x)F��(x)F�� (x)� d4x : (499)Der Ausdruck auf der rechten Seite deutet auf einen Zusammenhang mit derChern-Pontryagin-Form (characteristisch f�ur die MannigfaltigkeitM und denEichzusammenhang): ch (D) = (2�)�2 trV (F ^ F ) :Das Index-Theorem von Atiyah-Singer35 sagt aus, da�ind (r= ) = 12 ZM ch (D)35Der Zusammenhang zwischen Anomalien und dem Index-Theorem wurde von vielenAutoren bemerkt. Siehe hierzu [5]. 164



wobei ind (r= ) den Index des Dirac-Operators bezeichnet,ind (r= ) = dimker(r= +)� dimker(r= �) ;bez�uglich der Blockdarstellungr= = � 0 r= �r= + 0 � :induziert durch die Eigenwerte �1 von 
5.Als eine physikalische Konsistenzbedingung ist zu fordern, da� die rechteSeite von (499) verschwindet. Hieraus folgt eine Bedingung an die Darstellungvon LieG auf V . Sei iTa eine Basis f�ur diese Darstellung der Lie-Algebra mitT �a = Ta. Wir nennen dann Ta die Generatoren. Weil G kompakt ist, l�a�t sicherreichen, da� trV (TaTb) = N�ab (N � 0):erreichen. Der Spur dritter Ordnung, trV (TaTbTc), gilt unsere besondere Auf-merksamkeit. Sie kann in einen total symmetrischen und eine total antisym-metrischen Anteil { bez�uglich der Permutationen aller Indizes { zerlegt wer-den: 2 trV (TaTbTc) = dabc + iNfabctrV (TafTb; Tcg) = dabctrV (Ta[Tb; Tc]) = iNfabc :Man beachte, da� fabc mit den Strukturkonstanten der Lie-Algebra �uberein-stimmen. Am Ende zeigt die EntwicklungF��(x) = F a��(x)iTa; �(x) = �a(x)iTazusammen mit (499), da� die Konsistenzbedingung ! = 0 auf eine algebrai-sche Bedingung f�uhrt: trV (TafTb; Tcg) = 0 : (500)Diese Bedingung gilt in einer Situation, bei der sich links- und rechtsh�andigemasselosen Fermi-Felder unter der gleichen (!) Darstellung der nicht-chiralenEichgruppe transformieren. Modelle dieser Art hei�en \vektorartig" wegender besonderen Struktur der Lagrange-Dichte. Die QED und die QCD mitmasselosen Fermionen besitzen diese Struktur.
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8.3 Chirale ModelleWir wollen nun eine allgemeinere Situation ins Auge fassen, bei der links- undrechtsh�andige Fermionfelder sich unterschiedlich unter der Eichgruppe trans-formieren. Solche Modelle wollen wir kurz chiral nennen. Wir haben es dannmit einer Darstellung D = D+ �D� auf einem Z2-graduierten VektorraumV = V + � V � :zu tun. Hieraus folgt eine Graduierung des Tensorproduktes W = S
V mitdem Spinorraum: W = W+
W�W+ = S+
 V + � S�
 V �W� = S�
 V + � S+
 V � :Wir nehmen an, da� das Dirac-Feld  gerade Parit�at hat. Der Dirac Operatorist in jedem Fall ungerade: (x) 2 W+ ; r=  (x) 2 W� :Das Feld kann in links- und rechtsh�andige Komponenten zerlegt werden: R(x) 2 S+
 V + ;  L(x) 2 S�
 V � :Dies zeigt:  R transformiert sich gem�a� der Darstellung D+,  L gem�a� derDarstellung D�.Es existieren Generatoren Ta = T+a �T�a f�ur die DarstellungD = D+�D�und Elemente der Lie-Algebra dargestellt durch�+ = �a+T+a ; �� = �a�T�a ; �a� 2 R : (501)Indem wir die fr�uhere Rechnung der Anomalie wiederholen und an die neueSituation anpassen, kommen wir zu dem Schlu�, da� die Formel (498) f�urdie Anomalie weiterhin g�ultig ist, falls wir darin die folgende Interpretation,d.h. Ersetzung vornehmen:2� = (+�+)� (���) :Die Faktoren �1 vor �� sind gerade die Eigenwerte 
5. Die Konsistenzbedin-gung tr (�fTa; Tbg) = 0 nimmt, when wir gem�a� (501) entwickeln, nun diefolgende Form an:str (TafTb; Tcg) � tr+ (T+a fT+b ; T+c g)� tr� (T�a fT�b ; T�c g) = 0 : (502)Hier bezeicnen str and tr� die sog. Superspur in V und die gew�ohnliche Spurin V �. Mit anderen Worten, die Anomalie, hervorgerufen durch die Darstel-lung D� auf linksh�andigen Spinoren mu� durch die Anomalie aufgehobenwerden, die von der Darstellung D+ auf den rechtsh�andigen Spinoren her-vorgerufen wird [6]. 166



8.4 Anomalie-freie Eichtheorien8.4.1 Das WunderEine Lie-Gruppe wird sicher genannt, falls die Anomalie-Koe�zienten in al-len (unit�aren) Darstellungen dieser Gruppe verschwinden. Sichere klassischeGruppen sind: SU(2); SO(n) (n 6= 6); Sp(2n) :Sichere Ausnahmegruppen sind:G2; F4; E6; E7; E8 :Ferner, reelle Darstellungen von nichtsicheren Gruppen sind frei von Anoma-lien. Zum Beispiel: Die Gruppe SU(3), obwohl nichtsicher, besitzt die reelleanomaliefreie Darstellung 3� �3.Keine dieser Kriterien deckt jedoch Situtionen ab, wie sie etwa im Stan-dardmodell vorliegen. Die gegenseitige Aufhebung von Beitr�agen zur Anoma-lie, geliefert durch Leptonen einerseits and Quarks andererseits, erscheint wieein Wunder. Ein besseres Verst�andnis gelingt auf folgende Weise:Theorem. Das `Wunder' geschieht in solchen reduziblen Darstellungen derEichgruppe G, die zwei Eigenschaften besitzen:1. Die Eichgruppe G ist entweder U(n) (n � 4) oder eine Untergruppedavon. Die de�nierende Darstellung wirkt auf dem Raum C n .2. Die linksh�andigen Fermionfelder transformieren sich gem�a� der Dar-stellung V� von G w�ahrend die rechth�andigen Felder sich gem�a� derDarstellungV+ transformieren. Zur Erinnerung: Die DarstellungenV�wirken auf den geraden bzw. ungeraden Teilraum der �au�eren AlgebraVC n .Die F�alle n = 2; 3 erfordern eine gesonderte Behandlung:Die Gruppe SU(2) ist sicher, d.h. ohne weitere Bedingungen an ihre Dar-stellung. Die Gruppe SU(3) bildet eine Ausnahme in dem Sinne, da� dieAnomaliefreiheit, wie sie f�ur SU(n) (n � 4) auf der �au�eren Algebra vor-liegt, hier nicht gegeben ist.Das Standardmodell wird abgedeckt durch das Theorem, wenn wir an-nehmen:1. G � SU(5).2. LieG = su(3)� su(2)� u(1) .Genau betrachtet ben�otigen wir nur die erste Bedingung, um die gew�unschteAnomaliefreiheit zu gew�ahrleisten. 167



8.4.2 Die �au�ere Algebra und ihre Z2-GraduierungDie de�erende Darstellung der Gruppe U(n) ist gegeben durch unit�are Ma-trizen u 2 U(n), interpretiert als lineare Operatoren auf dem Raum C n .Sie induziert eine reduzible Darstellung V der Dimension2n auf der �au�erenAlgebra V C n : C n $u C n??y ??yVC n $Vu VC n :Sie zerf�allt in irreduzible Bestandteile Vp in den Unterr�aumen VpC n (dasp-te �au�ere Produkt von C n) der Dimension �np�:V = V0 �V1 � � � � �Vn : (503)Eine andere Schweibweise, g�ultig f�ur alle u 2 U(n), ist:Vpu = u ^ u ^ � � � ^ u (p factors):Unsere fundamentale Annahme lautet:F�ur geeignet gew�ahltes n entsprechen alle fundamentalen Fermionen denDarstellungen der Liste (503). Das Standardmodell benutzt n = 5.In dem wir n variieren, k�onnen wir alle irreduziblen Darstellungen in einerTabelle der folgenden Art unterbringen:n irreps of SU(n)2 V0 V1 V23 V0 V1 V2 V34 V0 V1 V2 V3 V45 V0 V1 V2 V3 V4 V5Anschaulicher ist ein Pascal-�ahnliches Dreieck, indem wir die Dimensionenwiedergeben: n irreps of SU(n)2 1 2 13 1 3 �3 14 1 4 6 �4 15 1 5 10 10 �5 1Was die Gruppe SU(n) angeht, so gibt es keinen Unterschied zwischen denDarstellungen V0 und Vn: Sie sind beide eindimensional und trivial. F�uru 2U(n) jedoch gibt es einen Unterschied: V0u = 1, Vnu = det u.168



Wir nutzen die Eigenschaft der �au�eren Algebra Z2-graduiert zu sein.Dies bedeutet, da� wir eine ZerlegungVC n = V+C n �V�C nhaben, wobeiV+C n = Xp=evenVpC n ; V�C n = Xp=oddVpC n ; dimV�C n = 2n�1 :Die Darstellung V of U(n) respektiert die Z2-Graduierung und zerf�allt somitin die direkte Summe V+ �V�, wobeiVu = �V+u 00 V�u� ; u 2 U(n) :Die Darstellung der Lie-Algebra u(n) on VC n ist durch die Vorschrift�(a) = ddtV exp(ta)jt=0 = � �+(a) 00 ��(a)�festgelegt. Der Operator �(a) �andert nicht die Parit�at und wird deshalb ge-rade genannt. Hierf�ur schreiben wir:�(a) 2 End+VC n :Superalgebren wie EndVC n haben zwei Arten von Spuren:� Die gew�ohnliche Spur, mit tr bezeichnet, verschwindet auf Kommuta-toren.� Die Superspur, mit str bezeichnet, verschwindet auf Superkommutato-ren36.Insbesondere gelten die FormelntrVu = trV+u+ trV�u = det(1 + u)strVu = trV+u� trV�u = det(1� u)die man als Sonderf�alle (z = �1) einer sehr viel allgemeineren Spur au�asseenkann: trzVu = nXp=0 zp trVpu = det(1 + zu) (z 2 C ):36Der Superkommutator von zwei Elementen a und b einer graduierten Algebra A =A+ �A� ist deren Antikommutator, wenn beide Elemente in A� liegen, anderenfalls derKommutator. 169



Mit Blick auf (502) haben wir nunmehr die Aufgabe, f�ur a; b; c 2 u(n) dieSuperspur str (�(a)f�(b); �(c)g)zu berechnen, in der wir die Anomalie erkennen. Dann bleibt zu entscheiden,ob diese Superspur verschwindet.8.4.3 Techniken zur BerechnungWie zuvor wird die Gruppeneinheit mit 1 bezeichnet. Hingegen soll mitV1 =1l der Einheitsoperator in EndVC n gemeint sein. Die Formel trzVu = det(1+zu) kann auf andere Weise geschrieben werden, n�amlich alslog trzVu = tr log(1 + zu) u 2 U(n); 1 + zu 6= 0 : (504)Die erste und einfachste Rechnung { wir setzen u = 1 { f�uhrt auf die Spurnullter Ordnung: trz1l = (1 + z)n :Die n�achsten Probleme betre�en die Berechnung von Spuren erster, zweiterund dritter Ordnung. Im ersten Schritt ersetzen wir u durch etau in (504),berechnen die Ableitung bei t = 0 und erhaltentrz(�(a)Vu) = z trzVu tr (a u(1 + zu)�1) : (505)Wir gehen zur Einheit u = 1 um die Spur erster Ordnung zu erhalten:trz�(a) = z(1 + z)n�1 tr a :In einem zweiten Schritt ersetzen wir u durch etbu in (505) und berechnendie Ableitung an der Stelle t = 0:trz(�(a)�(b)Vu) = z trz(�(b)Vu) tr (a u(1 + zu)�1)+ z trz(Vu) 1Xm=0(�z)m mXk=0 tr�a(Ad u)kb um+1�(506)wobei wir von (Adu)b = ubu�1, der adjungierten Darstellung Gebrauchmachten.Wir gehen zur Einheit u = 1 um die Spur zweiter Ordnung zuerhalten: trz(�(a)�(b)) = z(1 + z)n�2(z tr a tr b + tr (ab)) :In einem weiteren dritten Schritt ersetzen wir u durch etc in (506) und nehmeneine Umformung vor,z 1Xm=0(�z)m mXk=0 tr�a(Ad u)kb um+1� = 1Xn=0 tn tr�a(ad c)nb fn(zetc)� ;170



bei der die Hausdor�-Formel(Ad etc)kb = 1Xn=0 knn! tn(ad c)nb ; (ad c)b = [c; b]benutzt und gewisse komplexen Funktionen eingef�uhrt wurden:fn(z) = z 1Xm=0(�z)m mXk=0 knn!O�enbar lassen sie sich als analytische Funktionen auf C nf�1g verstehen.Sobald wir u = etc gesetzt haben, berechnen wir die Ableitung auf beidenSeiten von (506) bei t = 0 und erhalten so eine vorl�au�ge Formel f�ur Spurdritter Ordnung:trz(�(a)�(b)�(c)) = z(1 + z)�1trz(�(b)�(c)) tr a+z(1 + z)�2trz�(b) tr (ac)+f0(z) trz�(c) tr (ab)+zf 00(z) trz1l tr (abc)+f1(z) trz1l tr (a[c; b]) :Man kann nun leicht zeigen, da� die folgenden Darstellungen gelten:f0(z) = z(1 + z)�2 f1(z) = �z2(1 + z)�3Daraus folgt unmittelbar:zf 00(z) trz1l = z(1 + z)n�3(1� z)f1(z) trz1l = �z2(1 + z)n�3 :F�ugen wir nun alle gewonnenen Informationen zusammen, so gewinnen wirdas Endresultattrz(�(a)�(b)�(c)) = (1 + z)n�3(z�1 + z2�2 + z3�3) (507)mit den Abk�urzungen�1 = tr (abc)�2 = tr a tr (bc) + tr b tr (ac) + tr c tr (ab)� tr (acb)�3 = tr a tr b tr c :Im Fall n � 3 ist die Spur dritter Ordnung zweifellos ein Polynom n-ter Ord-nung in z, wie zu erwarten war. F�ur n = 2 hingegen deutet die Formel (507)171



eine scheinbare Singularit�at an der Stelle z = �1 an, obwohl das Ergebnis einPolynom zweiter Ordnung sein sollte. Die L�osung dieser Diskrepanz bestehtdarin, da� speziell f�ur 2� 2 Matrizen (hier a; b; c) eine Identit�at existiert:tr (afb; cg) = tr a tr (bc) + tr b tr (ac) + tr c tr (ab)� tr a tr b tr cDeshalb giltz�1 + z2�2 + z3�3 = (1 + z)(z tr (abc) + z2 tr a tr b tr c)und somit f�ur n = 2trz(�(a)�(b)�(c)) = z tr (abc) + z2 tr a tr b tr cDies ist ein sehr einfacherer Ausdruck. Er kann nat�urlich auch auf direktemWege erhalten werden, indem man von Anfang an n = 2 voraussetzt.8.4.4 Diskussion des ResultatesUm zu den f�ur uns wichtigen Aussagen zu kommen, setzen wir z = �1 inden obigen Formeln und benutzen die Abk�urzungs = tr a tr (bc) + tr b tr (ac) + tr c tr (ab)� tr a tr b tr c :F�ur den symmetrische Anteil der Superspur erhalten wir den Ausdruck12str (�(a)f�(b); �(c)g) = ( tr a tr b tr c� s=2 if n = 2s� tr (afb; cg) if n = 30 if n � 4In Worten:� Die Anomalie verschwindet falls n � 4.� Die Anomalie verschwindet falls n = 2 und a; b; c spurfrei sind.� Die Anomalie verschwindet nicht(!) falls n = 3, selbst dann nicht, wenna; b; c spurfrei sind.Die Eichgruppe SU(5), Kandidat f�ur einige grand uni�ed theories (GUTs),ist bekanntlich nichtsicher. Wenn sich jedoch auf der �au�eren Algebra VC 5operiert, ist diese Darstellung frei von Anomalien. Gleiches gilt f�ur jede Un-tergruppe G � SU(5), auch auch f�ur die EichgruppeG = f(u; v) 2 U(3)� U(2) j detu � detv = 1g172



des Standardmodells mit der Lie-AlgebraLieG �= su(3)� su(2)� u(1) :Alle bekannten fundamentalen Fermionen (Leptonen und Quarks) lassen sichin drei Generationen unterbringen. In jeder Generation �nden wir 16 Weyl-Felder (rechts- und linkh�andige Dirac-Felder) der Teilchen und 16 Weyl-Felder der zugeh�origen Antiteilchen. Dies ergibt die korrekte Dimension:16 + 16 = 25 = dimVC 5 :Der Unterraum V0C 5 �= C ist dem rechtsh�andigen Neutrino vorbehalten �eR(bzw. ��R und ��R). Da G auf V0C 5 trivial wirkt, koppelt das rechth�andi-ge Neutrino nicht an die Eichfelder, besitzt also weder schwache noch elek-tromagnetische noch starke Wechselwirkung. Jedoch die Kopplung an dasHiggs-Feld gibt den Neutrinos Masse und den Leptonen eine CKM-Matrix.Siehe hierzu das entsprechende Kapitel �uber das Standardmodell.Literatur1. S.L. Adler: Phys.Rev. 177 (1969) 2426J.S. Bell and R. Jackiw: Nouvo Cim. A 60 (1969) 47W.A. Bardeen: Phys.Rev. 184 (1969) 1848S.L. Adler: Lectures on Elementary Particles and Quantum Field Theo-ry, Ed. Deser, MIT, Cambridge, MA 1970S. Coleman and B. Grossman: Nucl.Phys. B 203 (1982) 205L. Baulieu: Nucl.Phys. B 241 (1884) 557R. Stora: Progress in Gauge Field Theory, (Cargese 1983) Plenum NewYork 19842. K. Fujikawa: Phys.Rev. D 21 (1980) 2848, Erratum: D 22 (1980) 1499K. Fujikawa: Phys.Rev. D 25 (1982) 25843. G. Roepstor�: hep-th/9907221 and 0005079G. Roepstor� and Ch. Vehns: math-ph/9908029 and hep-th/00060654. N. Berline, E. Getzler, and M. Vergne, Heat Kernels and Dirac Opera-tors, Springer Berlin Heidelberg 1992G. Roepstor� and Ch. Vehns: math-ph/99080295. L. Alvarez-Gaum�e and P. Ginsparg: Ann.Phys. 161 (1985) 423L. Alvarez-Gaum�e and P. Ginsparg: Nucl.Phys. B 243 (1984) 449173
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