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Vorwort

Dieses Skript entstand nach der Vorlesung Relativistische Quantenfeldtheorie, die Prof. Wolfgang
Hollik im Wintersemester 1995/96 und im Sommersemester 1996 an der Universitét Karlsruhe gehalten
hat.

Im Moment ist noch nicht das komplette zweite Semester enthalten, sondern nur der Priifungsstoff.
Es fehlt die Behandlung von Infrarot-Divergenzen und die Einfithrung in die Eichtheorie.

In der vorliegenden Auflage ist das Skript bereits einmal korrigiert worden. Es liegen jedoch sicherlich
immer noch schreibtechnische und sachliche Fehler vor. Es wére nett, wenn mir diese von der Leserschaft
mitgeteilt wiirden. Danke.

Das Skript wurde nicht von Prof. Hollik ,,authorisiert®, so daf} dieser nicht fiir die Folgen evtl. Fehler
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Herzlich danken mochte ich an dieser Stelle Achim Stremplat und Dominik Stéckinger, die mir bei
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Kapitel 1

Teilchen, Teilchenzustiande

1.1 Poincaré-Transformationen

Die Invarianz unter Poincaré-Transformationen ist eine grundlegende raum-zeitliche Symmetrie, welche
zusitzlich zur normalen Lorentz-Transformation noch die raum-zeitlichen Translationen und Spiegelungen
beinhaltet.

Die Poincaré-Transformationen bilden ebenso wie die Lorentz-Transformationen eine Gruppe (die
Poincaré-Gruppe).

Im Verlauf dieser Vorlesung wird ¢ = h = 1 gesetzt und die iibliche Notation fiir Tensoren im Min-
kowskiraum benutzt, d.h. ein sog. Weltpunkt hat folgende Darstellung

(t,7) = (2%, %) = (a),

wobei die z# die kontravarianten Komponenten eines Vierervektors sind.

Sofern griechische Buchstaben auftreten, nehmen diese die Werte
v Ky AL € {0,1,2,3},
wihrend normale lateinische Buchstaben nur die rdumlichen Anteile durchlaufen, d.h.
i,5,k,1,...€{1,2,3}.
Der Viererimpuls wird aus dem rdumlichen Impuls und der Energie eines Teilchens zusammengesetzt
(") = (", p) = (B, D).

Der metrische Tensor (iiblicherweise: kurz Metrik) habe folgende Gestalt

1 0 0 0

~lo -1 0 o0
(gl/«l/)_ 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Damit erhilt man aus der Kontraktion der Metrik mit den kontravarianten Komponenten eines Vektors
dessen kovariante Komponenten, welche sich allerdings nur um einen Faktor (—1) in dem rimlichen Anteil
untescheiden

3
— no— iz
Ty = Guvt" = E GuvT”.
n=0
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Das Summenzeichen 148t man iiblicherweise weg (Einsteinsche Summenkonvention).
Das Skalarprodukt zweier 4-Vektoren kann man nun so schreiben

z-y=z,y"

und das Lingenquadrat ergibt sich aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst.
Die Ableitungsoperatoren lassen sich ebenfalls als Vierervektoren schreiben

9 O s | 5
au:w; B“Za—zu:g Bu, D:aﬂau:@—A.

1.1.1 Poincaré-Transformationen
Die Poincaré-Transf. setzen sich, wie bereits erwdhnt, aus den
e raumzeitlichen Translationen

o't =t 4 2®, a* : konst. Vektor

e und den homogenen Lorentz-Transformationen zusammen
A: 2'p=A* 2",
wobei A¥ v eine 4 x 4-Matrix ist, welche durch folgende Bedingungen definiert ist
Ju A oA 5 = goq,

woraus durch Determinantenbildung sofort det A = +1 folgt und (nach kurzer Rechnung), daf§ das
vierdimensionale Volumenelemtent d*z invariant bleibt.

Die Poincaré-Transformationen haben also folgende Gestalt

2 = A* 2”4+ at, det A = +1.

1.1.2 Poincaré-Gruppe

Die Poincaré-Transformationen bilden eine zehnparametrige (3 Drehungen, 3 Boosts, 4 Translationen)
Lie-Gruppe, so daf} sich die infinitesimale Transformation wie folgt linear in den Parametern ausdriicken
148¢

w1 =00k J, —i0¢' K; — ida" P, + O(6©%, 4%, 5a°),

wobei die 6{0O, ¢,a} die infinitesimalen Parameter der Drehungen, Boosts und Translationen sind.

Die J=4-Drehungen, K;=Boosts und P,=Impuls bezeichnet man als die Generatoren der Gruppe.
Die Ji, und die K; lassen sich als 4 x 4-Matrizen darstellen unter denen folgende Vertauschungsregeln

(VR) gelten, wenn man homogene Lorentz-Transformationen (a* = 0) betrachtet

[J1,J2] = iJs zyklisch
[K1,K>] = —iJs  zyklisch
” [J1,K2] = iK3 zyklisch (1.1)
[JlaKl] =0 (l: 17273)

Diese Gleichungen (1.1) stellen die Lie-Algebra der homogenen Lorentz-Gruppe dar.
Eine kompaktere Schreibweise der Gleichungen (1.1) erhélt man mittels des Tensors

J;u/ = —J,“,,
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der wie folgt aus sechs unabhéngige Komponenten besteht

Ju=K 1=1,2,3 (1.2)
Jkl = Eklme, d.h.: J12 = J3, J23 = J1, J31 = JQ. (13)

Mittels diesem Tensor kann man nun die Gleichungen (1.1) ersetzen

[Julu Jga] = i(gua'JVQ + gl/QJVO' - g,uQJVcr - guchuQ) (14)

Man kann die Generatoren K; und J; der homogenen Lorentz-Gruppe auch mittels Differentialoperatoren
darstellen (Ubung)

=z, ¥=y, 2=z (1.5)
1
wly = = <$6% - ya%> und zyklisch, (1.6)

was ,,formal“ dem Bahndrehimpuls entspricht und

0 0 0 0 0 0
Ky =i|t— = Ky =it = Ks =it = . 1.
1 l<t6x+$6t>’ 2 z(tay—l-yat), 3 z(taz-i—zat) (1.7)
Die durch die Gleichungen (1.6) und (1.7) definierten Operatoren erfiillen ebenfalls die Algebra (1.1),

womit diese auch ohne Matrizendarstellung erfiillt wiire (ja und?)

Anmerkung: Man kann den in (1.3) definierten Tensor auch aufteilen in
Jp,u = L;w + S;w:
wobei L, Differentialoperatoren sind und Sy, eine Matrix.
Betrachtet man zusétzlich noch die Translationen, erh&lt man mit
. .0
P” = 16” = Z@

zusétzliche Vertauschungsrelationen

[P,,P,] =0, [Py, Joo] = i(gung.g,ng) . (1.8)

Nimmt man die Gleichungen (1.4) und obige (1.8) zusammen, so hat man die komplette Lie-Algebra der
Poincaré-Gruppe, welche (wie — dhem — zum Teil gesehen) unabhiingig von der gewihlten Darstellung
ist.

1.1.3 Invariante Operatoren

Unter Poincaré-Transformationen invariante Operatoren miissen mit den Generatoren J,,, und P, kom-
mutieren, daher

P> =P,P* mit [P>,P,] =0, [P? J.,] =0 (1.9)
1
Wk = 55’“’9" JvoP> Pauli-Lubanski-Operator (1.10)
~ [W?,P,] =0, (W2, J,,] =0. (1.11)

Weitere invariante Operatoren gibt es wohl nicht.
Die physikalische Bedeutung von P? ~ m? ist klar, withrend der von W2 noch nachgegenagen werden
mu$.
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1.2 Teilchenzustande

Ein freies Teilchen kann man als Eigenzustand |p> des Impulsoperators P, beschreiben

Pulp) = pulp),  P"|p) =1"|p).
Fiir Teilchen der Masse m gilt die Massenschalen-Bedingung

pup" =p*> = (p°)® - P~

Es ist nun |p) € Hilbertraum 3. Dann ist auch der poincaré-transformierte Vektor |p') € H
A,
p—=p =Ap, p¥ =N |p) =|Ap) e X

Die Transformation |p> — |Ap> kann man im Hilbertraum mittels eines unitiren Operators U(A,a)
beschreiben

(A,a) : |p> — U(A,a)|p> = |A,a>.
Der Zustandsraum entspricht also den Darstellungen der Poincaré-Gruppe .

Die Darstellungen einer Gruppe G = {g} seien definiert durch eine Abbildung der Gruppenelemente
g auf Operatoren (Matrizen) U(g) eines Vektorrraums

g = U(g), so daB die algebraische Struktur erhalten bleibt:

groge — Ulg1)U(g2)
I—1

g > U@)
Betrachtet man nun die infinitesimale Transformation (hier speziell die Poincaré-Transformation)
o = (6", +wh)x + e,

wobei sowohl das e als auch das 6-parametrige w*” = —w"# infinitesimal sind, so erhilt man als ,,infini-
tesimalen® Operator

Ulw,e) =1 — %w‘“’Jw —ie"P,,
womit nun J,, und P, Operatoren (Observablen) auf 3, dem I-Teilchen-Raum sind.

In dieser Schreibweise werden nun nochmals die unter Poincaré-Transf. invarianten Operatoren P2 und
W* betrachtet

e Invarianz des Quadrat des Impulsoperators unter P.Tr.
P?|p) = P"Pulp) = p"pu|p) = 1”|p)-
Poincaré-Transt.: U(A,a) |p> = |Ap>
P*|Ap) = (Ap)*|Ap)
~ PP, |Ap) = (Ap)*|Ap) = p*|Ap)
Man sieht, daf§ p® ein unter Poincaré-Transformationen invariante Eigenwert von P? = PP, ist.

Fiir ein Teilchen der Masse m gilt p> = m?, so dafl im 1-Teilchenraum folgende Relation fiir P2
entsteht

~~1-Teilchenraum: .
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e Der Pauli-Lubanski-Operator W# ist invariant unter Poincaré-Transformationen ins Ruhesystem:

1 uhesystem = 1.
WH = 55“”""J,,QPJ mit P, =20 (1, () WA = 55“ €7 e -m
. 1 .
WWO = 0; Wt = §m E”ko ij
—_cijk
'\/“)Wl = mJ23 = ’ITLJl; W2 = mJ31 = ’ITLJQ, W3 = mJ12 = mJ3.

Im Ruhesystem entspricht der Pauli-Lubanski-Operator also (bis auf einen Faktor m) dem Drehim-
pulsoperator. Und damit

-

«A)I/V2:—V[/v2:—1’I’L2J_2 mltﬁ:S(S‘i']-)l,S:Oa 7]-7;7"‘

DN | =

1.2.1 Irreduzible Darstellung

Wenn eine Darstellung einer Gruppe irreduzibel ist, heifit das, daf} es keinen invarianten Unterraum mehr
gibt. (Unterraum bedeutet, dafl jeder Zustand aus einem festen Referenzzustand durch Gruppenopera-
tionen erreicht werden kann).

Eine irreduzible Darstellung der Poincaré-Gruppe ist gegeben durch die irreduziblen Darstellungen
der J zu festem s und den irreduziblen Darstellungen P, zu festem m. D.h., durch m,s werden die
irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe festgelegt

m,sfest: PZ=m?-1, W?>=-m’s(s+1)-1

~alle irred. Darstellungen d. Poincaré-Gruppe.

Allgemein besagt dies das Schursche Lemma:

Fiir eine Gruppe mit Erzeugenden T, und Operatoren C;(Ty,...,T,), welche wohl Polynome in den
T; sein miissen, wobei der Kommutator

[Ci,Ta]:O, a:l,...,N

zwischen diesen Casimir-Operatoren (mit Eigenwerten )\;) und den Erzeugenden T, verschwinde, gilt
wohl

Ci=X-1
in den irreduziblen Darstellungen der Gruppe, die wiederum nun durch die Angabe der A; festgelegt sind.

Somit sind also die Operatoren P? und W? die Casimir-Operatoren der Poincaré-Gruppe (bei festem
m,s).

Zuriick zu den Teilchen: Sei m die physikalische Masse des Teilchens und s der Spin (das Teilchen
befinde sich im Ruhesystem), dann ist das Teilchen durch die Angabe von (m, s) festgelegt.

Ein Teilchen ist also gegeben durch eine irreduzible Darstellung der
Poincaré-Gruppe (inkl. Spiegelungen) zu festem (m, s)

Der Darstellungsraum ist also der 1-Teilchenzustandsraum, in welchem die Zusténde durch einen
Zustandsvektor

2s+1

|m,s,p,a>, mit o ="s,—s -:1,... s kurz |p,a>, (1.12)
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wobei o die Spinprojektion auf eine feste Achse darstellt. Wihlt man als diese feste Achse die Impuls-
richtung 7, dann bezeichnet man o als Helizitdt.

Der Zustand (1.12) ist beziiglich seiner raumzeitlichen Eigenschaften vollstindig. Es kénnen evtl. noch
weitere Quantenzahlen auftreten, z.B. Ladung, Isospin, usw., welche jedoch sog. innere Quantenzahlen
sind, also nicht mehr raumzeitliche Eigenschaften aufweisen.

Obige Zustéinde seien wie folgt normiert (Invariante , Normierung®)

(p'o’|po) =2°6%(F— F') - b, (1.13)

wobei p° = /p? + m? und die Quantenzahl p € kontinuierlichem Spektrum.
Diese Normierung ist invariant, da

/d4p5(p2 -m?)-0(p") = / d3p@(p°) (P° = +Vi2 +m?).

2p0
Die linke Seite besteht aus invarianten Produkten, d.h., die rechte ist ebenfalls invariant, was wiederum
bedeutet, dafi d3p/2p° ein invariantes Maf ist. Integriert man nun das ,Ergebnis“ der Normierung aus
(1.13) iiber dieses MaB, so erhilt man eine 1.

dp
P o5t (p— ) = 1.
op0 2P (-0

Ein eigentlich normierbarer Zustand sollte wie folgt auf 1 normierbar sein (was wohl eigentich exakter
wiire)

d3 . .
o) = [ SLotln),  wobei o) = '/ = Ap) e Shalar.

Hier wird jedoch auf die Delta-Funktion normiert, da dann ,spéter“ die Rechnungen einfacher werden
(hahal).

1.2.2 n-Teilchenzustidnde

Die Produktbasis eines Produktraumes H(™) sei gegeben durch die Produktzustiinde
|p101>|p2a2> .. |pnan> Basis von H".

Bei gleichartigen Teilchen ist dieser Produktzustand symmetrisch (s = 0,1,2,...), bei ungleichartigen
antisymmetrisch (s = %, %, S

Der 0-Teilchenraum wird aufgespannt von dem Vakuum |0) mit der Normierung (0[0) = 1.

Der Raum aller Teilchen, der also aufgespannt wird vom Vakuum und allen n-Teilchenzustéinden wird
als Fock-Raum bezeichnet

H=HO 43 5. (1.14)

Es ist zu beachten, daf§ Teilchen mit der Masse 0 gesondert betrachtet werden miissen, denn fiir
Masse m # 0 kann man eine Transformation ins Ruhesystem durchfiihren, so daf§ der 4-Vektor p = (m, 6)
invariant unter dreidimensionalen Drehungen ist.

Bei masselosen Teilchen ist dies nicht moéglich, man wihlt stattdessen den Viererimpuls k so, dafl
dessen zeitlicher Anteil dem rdumlichen in z-Richtung entspricht (,,Photon® l4uft lings der z-Achse)

k= (k,0,0,k)~k*=0.
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Dieser Viererimpuls ist invariant unter Drehungen um die z-Achse (d.h., daf in diesem Fall die klei-
ne Gruppe anstelle der dreidim. Drehgruppe kommt). Die irreduziblen Darstellungen sind (da abelsche
Gruppe) eindimensional, woraus folgt, dafl die Helizitit o (oder bei Spiegelungen auch —o) zwei Werte
annehmen kann, d.h. es gibt zwei Helizititszustinde, welche den 2 Polarisationzustinden (klass.) ent-
sprechen.
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Kapitel 2

Klassische Felder

2.1 Lagrange-Formalismus

In der Punktmechanik sind ¢;,¢;, i = 1,...,n die dynamischen Variablen eines System mit folgender
Lagrange-Funktion

L= L(q,q)
und damit folgender Wirkung

to

s={ datLig),qt) = Sl
t1
Variiert man die Wirkung wie iiblich (geméfl dem Hamiltonschem Prinzip), erhilt man die Euler-La-
grangeschen Bewegungsgleichungen
Gk = Gk +0q; 4k = Gk +0qr  mit dgil, =0
0S = S[g + dq] — S[q] =0 (Hamiltonsches Prinzip).
R oL d dL
0S=0= dt 5 = 2=
~ /t I; T { Oqr,  dt Oqy }

1

g bel. ~| o= — =2 =

k=1,...,n

In der Feldtheorie werden nun anstelle von ,punktférmigen Variablen“ die Felder als dynamische Varia-
blen betrachtet

qr — ¢(Z,t) = o(x), dr — 06 (x).

Die Lagrangefunktion L wird als Integral {iber eine Lagrange-Dichte L dargestellt, welche von nun an das
betrachtete physikalische System beschreibt.

L= /d%L(qﬁ,Buqb) — L(h).

Die Wirkung ergibt sich wie gehabt aus
S = /dtL = /d4x£,(¢, 0u,9) = S[ol.

17
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Aus einer invarianten Lagrangedichte folgt somit eine invariante Wirkung, woraus sich invariante Bewe-
gungsgleichungen ergeben. Man variiert wie oben die dynamischen Variablen, also die Felder

¢—=>¢+60,0,0 = 0y +0,0¢ mit lim d¢p =0
TH—00
und wendet das Hamiltonscher Prinzip an
5S = S[¢ + 6¢] — S[¢] = 0.
Im allgemeineren Fall der mehrkomponentigen Felder ist £ eine Funktion dieser Felder

(bla"' 7¢)n; ap(bla"' 7au¢n
L :L(¢17 7¢n78u¢17"' 78u¢n)

Fiihrt man die Variation nun aus, ergeben sich die Bewegungs- bzw. Feldgleichungen:

o5 = [ ate { stut g aontoon} ™ [ e 25¢k{ Oz ) L

oL _ ot _
“O(Oupr) Ok

S¢i bel. ~| 9

2.1.1 Kanonischer Feldimpuls
Klassisch ist der kanonische Impuls bei gegebener Lagrangefunktion L(q,¢) wie folgt gegeben

oL

k— F- -
P dqy,

In der Feldtheorie ist der kanonische Feldimpuls ITj, analog definiert (Unterschied: Statt Lagrangefunktion
wird die Lagrangedichte verwendet).

L=L(b1, 0, 0ubr, o Outn)  Wi(2) = 55y, (9o = 0/0y).

2.1.2 Hamiltonfunktion

In der Mechanik ist die Hamiltonfunktion folgendermaflen definiert
H=Y pi-ge— 1L
k
Entsprechend definiert man in der Feldtheorie ein Hamilton-Dichte H:

=K := an%—

Aus der Hamilton-Dichte erhiilt man wie bei der Lagrange-Dichte die Hamiltonfunktion via Integration

H = /d%ﬂf.

Da die Hamilton-Dichte H nicht invariant unter Poincaré-Transformationen ist, wird ihr gegeniiber jedoch
die Lagrange-Dichte in der Feldtheorie bevorzugt.
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2.2 Symmetrien, Strome, Noethertheorem

Gegeben sei eine Lagrange-Dichte L(¢1,... ,én,0ud1,- .. ,0u¢Pn). Weiterhin eine Lie-Gruppe G mit N

kontinuierlichen Parametern ay, ... ,any € R unter der sich die Felder wie folgt transformieren
1 o ¢
— D(ag,...,an) | -+ | = :
Pn NxN-Matrix On P

wobei die N x N-Matrix D die infinitesimale Transformation darstellt

N
D(ey,... ) = 1+Zi5aTa+O(€2)-

a=1

Dabei sind die Generatoren der Gruppe T, N x N-Matrizen. Die transformierten Felder nehmen somit
folgende Form an

= P +125a o)kl DL (2.1)

Sei nun L invariant unter G, d.h.

L(g) =L(¢),
dann gilt das Noethertheorem:

Sei L invariant unter einer N-parametrigen Lie-Gruppe G. Dann gilt, dal N Strome ji, (a = 1,...,N)
existieren mit der Eigenschaft, daf sie ,erhalten sind:

9j¢ =0 (a=1,...,N).

Zum Beweis betrachte man ,nach® einer infinitesimalen Transformation

= 0() - £(0) =
al oL
it = 2{ i+ g Ou0) |

Setzt man nun als d¢y die Differenz aus (2.1) ein und benutzt die Feldgleichungen, erhiilt man

oL '
5L = " o — . Ta. =0
Z ‘E , K ;Za(au¢k) kl (bl

% beliebig

~~

=—jma
oL
— i 15 - it | 9uj"* =0|. 2.2
%l: DOudn) TH ™ (22)

Aus dem Noethertheorem folgt also, dafl es N erhaltene Stréem gibt und somit NV erhaltene Ladungen
jn, (@=1m...,N), mit d,j"* =0
3 j

d
~Q% = [ 322 (#,t) mit —Q® =
Q / (Z,t) i dtQ 0
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2.3 Spezielle Felder (freie Felder)

Wenn ein freies Feld vorliegt, bedeutet das, daf3 die Feldgleichungen linear sind. Demzufolge muf} die
Lagrange-Dichte bilinear in den Feldern ¢, und deren Ableitungen 0,¢ sein.

2.3.1 Skalarfelder

Skalare Felder sind Felder, die unter einer Poincaré-Transformation in sich selbst iibergehen

d=Arta o~ [¢@)= 6@ = o) ]

Betrachtet wird nun zuerst eine neutrales (reelles) und eine komplexes (geladenes) Skalarfeld

e neutrales Skalarfeld , d.h. ¢* = ¢

2

1 u m= o
L= 5(0,6)0"6) - -0 (23)

(04 m?)g=0 (O = 5,0"). (2.4)

Die sich ergebende Feldgleichung ist also die Klein-Gordon-Gleichung, welche durch einen Ansatz
mit ebenen Wellen (und dann Uberlagern als Fourierdarstellung) gel6st wird

¢ ~ e=PT mit py = +/p? + m?2.
Jetzt: Fourierdarstellung der allgemeinen Losung

d? ) .
) = g7 [ Gop (o) -+ ()7},

wobei a(p) eine invariante Amplitudenfunktion sein soll.
e komplexes (geladenes) Skalarfeld Feld, d.h.: ¢* # ¢, ¢1 = RP, ¢2 = IS¢

L =L(o1) + L(¢2) = (0,0°)(8"¢) — m*¢" ¢ = L(¢, 9", D, 9" ¢")
~(O+m?)p=0 (O+m?)e* =0} (2.5)

Man erhilt also wieder Klein-Gordon-Gleichungen, die wie oben mit ebenen Wellen und Fourieran-
satz gelost werden

3
w9le) = ﬁ / 375 {a(p) - 7P + 0" (p) - ™"}

Die Lagrange-Dichte £ hat eine kontinuiuerliche Symmetrie beziiglich der kontinuierlichen Gruppe
U(1) mit einem Parameter « (globale Phasentransformation)

b —ep, ¢ = e ", a € R bel

GeméB dem Noethertheorem folgt daraus, daf ein erhaltener Strom j* existiert (s. (2.2)).

Betrachtet man die inifinitesimale Transformation

p— ¢ =(L+ie)g, ¢ — ¢* = (L+ic)p",
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so erhidlt man als Strom
j* = i(¢" 0" b — 90" §")
und als (erhaltene) Ladung

Q= /d3a:j0(a:), mit(%Q =0.

Betrachtet man nun wieder die Lagrange-Dichte L, stellt man fest, dafl diese invariant unter Trans-
formationen ¢ — ¢* ist, die Ladung jedoch dabei ein entgegengesetztes Vorzeichen bekommt @Q — —@Q).
Demnach sind die beiden Felder ¢ und ¢* zwei innere Freiheitsgrade, welche Teilsysteme mit entge-
gengesetzten Ladunge beschreiben.
Es stellt sich wohl heraus, daf} (bei vorhandener elektromagnetischer Wechselwirkung) der Strom j*
dem e.m. Strom entspricht
2.3.2 Vektorfelder
Ein Vektorfeld A* transformiert sich unter einer Poincaré-Transformation ' = Az + a wie folgt

AP (g') = A", AY (z).

Aus der k_gvarianten Formulierung der klassischen Elektrodynamik ist z.B. das Vektorpotential A* =
(A% = ¢, A) bekannt. Unter Verwendung des Feldstérke-Tensors

FrY = grAY — 9 A*
und der ,,{iblichen“ Lagrange-Dichte

L= —%F,“,F’“’ = L(0* AY) (2.6)
erhilt man folgende Bewegungsgleichungen (,, Maxwell-Gleichungen®)

Ou(0"A” —9"A") =0 <= (guwO-0,0,)A" =0,
welche (quantisiert) eine m = 0-Teilchen (z.B. ein Photon) beschreiben.

Fiir massive Felder kommt zur Lagrange-Dichte (2.6) noch ein Masse-Term hinzu

2
o= —%FWF’“’ + MTA,,A", M #0. (2.7)

In den Bewegungsgleichungen kommt ebenfalls ein Massterm hinzu. Man erhélt die

(9,0 (@O + M?) —8,0,))A” = 0| Proca-Gleichung. (2.8)

Als Folgerung ergibt sich (durch Kontraktion der obigen Gleichung mit 9")
~0,AM =0 fir M #0. (2.9)

D.h. die Moglichkeit der Lorentz-Eichung besteht nun nicht mehr, sie ist vielmehr von vorneherein als
Bedingung vorhanden.

Als Losung der Proca-Gleichung wird eine ebene Welle angesetzt:

AV (z) =" (k) - et k2= M? k-e=0. (2.10)



22 KAPITEL 2. KLASSISCHE FELDER

(Der allgemeine Falle ergibt sich durch Fourier-Entwicklung nach diesen ebenen Wellen). Dabei ist ¥ (k)
ein raumartiger Polarisationsvektor, dessen Transversalitit zu k sich aus der Fouriertransformation der
Bedingung (2.9) ergibt. Aus (2.10) folgt, da§ drei unabhingige Polarisationsvektoren ”(X),A = 1,2,3
existieren. Gibt man sich nun folgendes vor

e? = -1, e”(\) =(0,6N)), A = 1,2,

so ergibt sich mit diesen ,,Definitionen*

£k=0 N =1fAr=12 £&1)-82)=0, &"(3)= JF & &
) - ) ) ) M’ M |];;| -
Fiir M = 0 erhilt man aus der Proca-Gleichung wieder die optionale Lorentz-Eichung und statt (2.10)
AV (z) = A (k)e*™*®  mit k2A* (k) — k*kV A, = 0. (2.11)

(2.11) gilt, wie man durch Einsetzen in (2.8) feststellen kann. Der allgemeinste Ansatz fiir obiges A (k)
ergibt sich aus der Linearkombination vierer Vektoren (den beiden Polarisationsverktoren und zwei wei-
teren, um die Basis im Minkowski-Raum zu vervollstdndigen):

A (k) = Y e"(Nax + Br¥ + vk,
A=1,2
mit «, 3,a1,a2 € C, also Zahlen. Der Vektor r* wird wie folgt konstruiert
() = (k° k), r-k=0.
Setzt man dies in (2.11) ein, erhilt man
(r-k)k*3 = 0~ = 0~ay,y bel.

Demnach ist also A#(k) ~ k* immer eine Losung, die aber unphysikalisch ist, da durch Eichtransformation
reduzierbar:

Eichtransformation A, (z) — A, (z) + 0,¢(2)
Fourier-Transf. A, (k) — A, (k) + k,o(k)
Man kann also einen beliebigen zu k* proportionalen Term addieren (also auch vyk*).

Somit folgt letztlich, dafl nur zwei physikalische Polarisationsvektoren e#(\) A = 1,2 tibrigbleiben.

2.3.3 Dirac-Felder
Y1(z)

Gegeben sei ein 4-komponentiger Dirac-Spinor ¢ (z) = ( > , welcher die Dirac-Gleichung

a(z)
(i7" 0 —m)y(x) =0
erfiillt. Weiterhin seien die Dirac-Matrizen (bzw. y-Matrizen) v*, u = 0, 1,2, 3 gegeben mit
{27 =My A =29 (2.12)
Dabei bezeichnet {v#*,+"} den Antikommutator. Desweiteren sei eine Matrix 75 wie folgt definiert

v = iV’ YR,
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welche die Gleichung
{7u775} =0 f n= 0717273

erfiillt.In der Standard-Darstellung (Dirac-Darstellung) haben die y-Matrizen folgende Form

o (1 0\ . [0 o (01
’)/_017’)/__0_1c 07’)/5_107

wobei 1 die Einheitsmatrix-Matrix in zwei Dimensionen ist und o, die Pauli-Matrizen'. Den adjungierten
Spinor zu ¢ erhilt man aus

E = ¢+7O = (¢Iv¢§v 3, _¢Z)
1) ist so definert, daB das Produkt )¢ ein Skalar ist. Setzt man folgende Lagrange-Dichte voraus

L=9(iy" 0y —m) =D, (i(7") — mbag) s (2.13)
= L(djmama;ﬂ/)a) (2.14)
erhilt man als Feldgleichung die Dirac-Gleichung (wenn man nach 1 differenziert)
oL ;
@ =0~ (7/7”6” —m)’(/} =0l

Durch Adungieren und Multiplikation mit o unter anschlieender Benutzung von (2.12) oder einfach
durch , Ableiten* der Lagrange-Dichte nach 1, erhiilt man die adjungierte Dirac-Gleichung

E(iv"gu + m) =0}

Verhalten unter Lorentz-Transformationen

= Aas () - ¥ = A (aE),
mit der (4 x 4)-Matrix
S(A) = e (/DS inf = 1= ZwtvS,,,

wobei wy, = —w,, sechs Komponenten enthélt, die die Lorentz-Transformation definieren (d.h., die
infinitesimalen Parameter der Gruppe) und

i - = a
Sur = 7 b W] w81 =175t =57

Es gilt

STHAWMS(A) = A"y,
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(d.h., die Spinor-Matrizen v* transformieren sich wie ein 4-Vektor), woraus sich dann die Invarianz der
Lagrange-Dichte ergibt

(i8], = m)y' = P(STNin" SO, — m)y = Y(iN* "D, — m)p = ("D, — m).
Die Invarianten (Kovarianten), die man sich konstruieren kann, lauten folgendermafien

)« Skalar Wy - Vektor

hotap - Tensor 2. Stufe mit ¥’ = % [, 7"].

Weiterhin ist 1y51 eine Pseudoskalar, welcher bei (Raum)-Spiegelungen ein Minuszeichen bekommt und
hy*y51) ein Pseudovektor.

Somit hat man mit
Ayt o™ 5,7 s
16 unabhingige (4 x 4)-Matrizen.

Die Lagrange-Dichte weist wieder eine kontinuierliche Symmetrie unter globalen Phasentransforma-
tionen (Gruppe U(1)) auf

= ey, Ppoe Y, aeR

woraus sich wie gehabt gemifl dem Noethertheorem (s. (2.2)) ein erhaltener Strom ergibt (Die Erzeugen-
den der globalen U(1) sind dabei 1-Operatoren).

Ut =Py et =0.

Dabei handelt es sich um den elektromagnetischen Strom.

Losungen der Dirac-Gleichung
Man erhélt zwei unabhéngige Losungen der Dirac-Gleichung
1. ¢(z) = e~ .u(p), p° = \/p? + m?: setzt man dies in die Dirac-Gleichung ein, erhiilt man
~(p —m)u(p) = 0~2 lin. unabh. Lsg. u,(p), r =1,2

Dabei bedeutet

p=""p,, allg.: .

2. Y(z) = etP?y(p), p° = \/p? + m?: Einsetzen liefert

~(p + m)v(p) = 0~2 unabh. Lsg v,.(p), r = 1,2

Sofern die Normierung der Funktionen wu,(p) und v,(p) geeignet gewéhlt wurde, ergeben sich folgende
Eigenschaften (Ubung)

Up(p)up () = 0ppr - 2m  Tp(p)op (p) = 6ppr - 2m T =Tu=0
var =p—-m Zu,ﬂr =p+m (2.15)
T r

‘u?(p)uw (p) = v (P)vy (p) = S - 29" ‘
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Die allgemeine Losung der Dirac-Gleichung erhélt man als Fourier-Entwicklung

2

3
W(z) = W / % {cr(p)ur(p)e_im +d:(p)w(p)e+im} | (2.16)

Ladungskonjugation:

Betrachtet wird die Symmetrie der Lagrange-Dichte £, die unter der Transformation
C: ¢Y-oy©= C’ET, C = i7?~° wihlbar.

invariant bleibt. Daraus ergibt sich

~CTl =, Col =u.
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Kapitel 3

Quantisierte freie Felder

Die Quantisierung von Felder lduft darauf hinaus, dafy aus den klassischen Feldern Operatoren auf dem
Fock-Raum mit kanonischen Vertauschungsrelationen werden (bzw. im Falle des Dirac-Feldes Anti-Ver-
tauschungsregeln ).

In der ,klassischen“ Quantenmechanik gelten die Vertauschungsregeln zwischen den Orts- und Im-
pulsoperatoren, welche im Heisenberg-Bild zusiitzlich zeitabhiingig sind (Q; = Q,(t); P, = P(t)).

[Q1,Qk] = [P, Pe] =0, [Q1, Pi] = idyy.

3.1 Skalarfelder
3.1.1 relle Felder

Relle Felder bedeutet hier: ¢ = ¢T. Die Lagrange-Dichte wird aus dem klassischen iibernommen

2
&= 5(0,0)(06) - 27,

der kanonische Impuls berechnet sich nach

oL
~ 9(009)

Die Quantisierung besteht nun darin, die Felder in Operatoren zu iiberfiihren
#(x) — Operator ¢(z) = ¢(Z,t), ¢* = ¢
II(z) — Operator II(z) = II(Z,¢), TI" =1I.

= 0% = TI(x).

Man postuliert nun die kanonischen Vertauschungsregeln analog den klassischen

[¢(f)t)a¢(f,>t)] = [H(f)t))ﬂ(f,>t)] =0 [¢(f>t)>ﬂ(fl)t)] =1 6(3)(f_f,) (31)
Die Feldgleichungen (2.4) gehen iiber in Operator-Differentialgleichungen
(O+m?)¢ =0,
woraus folgt, daB ¢(z) nach ebenen Wellen e*"? entwickelbar ist mit Operatoren a,a* als Koeffizienten:
1 d3p —ipT + ipx
o0) = Gy | g o) e+t ) o), 32
() = / @(—'poa(p) ce P 4 ipat(p) - €77) (3-3)
(271-)3/2 2p0 ' :

27
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Man sieht leicht, dal ¢ = ¢T gilt.
Mit diesen ¢ bzw. II sind die kanonischen Vertauschungsregeln erfiillt, wenn folgende Bedingung an
die Koeffizienten a,a™ erfiillt ist

[a(p), a(p")] = [a*(p),a™ ()] = 0

[a(p), o™ (p")] = 2p° - 6°(F — ')

: (3.4)

welche dquivalent zu den VR von ¢ und II sind. Fiir festes § entsprechen diese Definitionen denen des
harmonischen Oszillators.

Hamilton-Operator

H:/d3x3{:/d3 0% — L) /d3 (( ) (%)2+m2¢2>

2L [ 0t +atra ) = [ S5 (ahat + 3):

2p 2p

Es folgt ein kleiner Einschub, wobei der Energie-Impuls-Tensor betrachtet wird. Gegeben sei eine La-
grange-Dichte

L(¢,0.9)
fiir eine reelles Skalarfeld. Dann erhélt man den Energie-Impuls-Tensor via
oL
™ = ———0"¢ — - L.
9(0u9)

Man erhilt (durch Differentiation und Benutzung der Feldgleichung) folgende Erhaltungseigenschaft

a7 =0)

Daraus folgt mit

dp”
V= | PrT%—— =0.
b / T

Aus der Nullkomponente erhilt man
P’ = /d%TOO = /d3asﬂ-f:H
= /d%TOk = /d%nakd): —/d%n-%.

Der Impulsoperator ist also

P= _/deHW— ‘/3 o P(a” (p)a(p) + a(p)a™(p)).
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Aquivalenz zum HO der Quantenmechanik

Die dreidimensionalen Integrale werden zu Summationen iiber Volumenelemente, die Delta-Funktionen zu
Kronecker-Deltas, man geht also iiber zu einem endlichen Volumen, woraus sich letzlich diskrete Zusténde

ergeben

o 1
/dBp—)Zp;A’Up* 53(])—]7)—)5517 AU;—;
Und somit
1 = 2
a(p)—)aﬁ-\/v_ﬁ, wg=\p*+m
VR — [aﬁa aﬁ'] = I:a;,a;] =Y, |:a177 G,;—L-,] = 57’”
1
H—>Z§(a;a5+a5aq) Wy (3.5)
P
1
= ws(afay +§) => H; (3.6)
2 P

D.h., fiir jedes feste p hat man einen harmonischen Oszillator mit der Frequenz wy

Hjlng) = (”ﬁ+ %)Wﬁ|nﬁ>, ny=0,1,2,...

a}' |n5> =/ng+ 1|n5 +1) »Erzeuger®
ap~|n5> = \/n_p~|np~ — 1> ,, Vernichter
speziell: a;)f|0> = |np~ = 1); ap~|0> =0

(a5)"710).

[y

) =

nz—,».

Der Gesamt-Hamilton ergibt sich aus der Summe der Hamiltons der einzelnen (untereinander nicht wech-
selwirkenden) Teilsysteme

H=> H;
2
Die Eigenzustédnde von H sind somit die Produktzustinde

nl—;l,nﬁl,...> = H|TL5> (37)

zu den Eigenwerten ) (nz+ %wﬁ). Der Grundzustand ist der Produktzustand bestehend aus Nullvektoren
2

0) = [9)[0}]0) ..

Analog geht man fiir den Impuls vor und erhilt

P=Y(Not3) (3.8)
2
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woraus folgt, da8 (3.7) auch Eigenzustand zu p ist und zwar zum Eigenwert
_, ., L
p|”ﬁ1a”ﬁ1: . > :pH|p> = Z(np~+ §)p|nﬁl,np~l, . >
2 2

Wire in (3.8) das 1/2 weg, so wire p* +m? = w2, die Quanten wiirden also die Massenschalenbedingung
fiir freie Teilchen der Masse m erfiillen.

Der Zustandsraum ist der Fockraum fiir spinlose Teilchen mit der Masse m. Sind die Zustinde symme-
trisch, handelt es sich bei den Teilchen um Bosonen.

Vernichter bzw. Erzeuger wirken folgendermafien

a;|0> = |ﬁ> 1-Teilchenzust. zum Impuls p, p*> = m>

az|p') = 85 |0),
d.h. @ und a* sind Vernichter und Erzeuger von Teilchen mit Impuls 7.

In den bisherigen Uberlegungen tritt ein Problem auf. Und zwar handelt es sich dabei um das 1/2 in
den Summen, wodurch diese letztlich divergieren

H|0) =|0>Ew1?'%—>00
ploy =0) Z i
p

Dadurch werden die Energie— 0|H |0> und Impuls-Vakuumserwartungswerte <0|]3 |0> unphysikalisch und
aus diesem Grund subtrahiert.

" =p" = (0[p"[0).

Formal geschieht dies durch die Normalordnung, welche eine (angeblich unschéne) Vorschrift ist, alle
Erzeuger stets links von den Vernichtern zu schreiben. Allerdings ist dabei zu beachten, dafl man dies
nicht ,irgendwann® tut, sondern dann, wenn es sinnvoll ist. Z.B. ist es nicht sinnvoll Normalordnung
in (3.6) anzuwenden, weil dort das ,,verhdngnisvolle“ 1/2 bereits vorhanden ist, sondern schon davor in
(3.5)!

Die normalgeordneten Operatoren bekommen iiblicherweise ein zweifaches Doppelpunkt-Symbol:

:9(z)p(y):, Ny, usw. (3.9)

Geht man zum Kontinuum iiber, so ist

pt = / 207" (P)alp)
p)[0) = [7). |p> = 2°6°(5 — 7)[0),
wobei der Faktor 2p° aus Normierungsgriinden steht, denn

P'p) =2p°- (7 - 7') = (0]a(p’)a™ (p)]0).

Ein andere Zugang zum Thema Quantisierung ist, dafl man vom Fockraum fiir Teilchen der Masse m
ausgeht und a, a™ als Erzeuger /Vernichter von Teilchen definiert und weiterhin kanonische Vertauschungs-
regeln fiir a,a™ fordert. Man erhilt auch

= d3p —ipx + ipx
6(@.0) = [ 53 (a) " +a* (@)e),
dabei sind wohl Kausalitéit, Lokalitéit, und kanon. VR fiir die Felder erfiillt.
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3.1.2 Komplexes Skalarfeld

Das Quantenfeld wird nun durch einen Operator ¢ 4 ausgedriickt. Die Feldgleichungen (s Gl. (2.5))
(O+m*) =0

hatten die Losung (durch Fourierentwicklung)
o(z) = ﬁ / %(a(p)e‘im LH ) azb

Und mit ¢; = R, ¢ = J¢ ergaben sich die kanonischen Impulse zu
I; = 9%;, j =1,2.

Der Hamilton-Operator ist
2
H=> Mo —L, H= /d%af.
j=1

Fordert man jetzt wieder kanonische Vertauschungsregeln, so erhilt man als VR fiir a,b
[a,a] = [b,b] = [a¥,a™] = [b¥,b7] =0 Vp,p'
[a,b] = [a,0T] =0, [a(p),a® ()] = 2p°8*(F - P)
[b(p), 5" (0)] = 2p°6° (5~ 7).
Somit ergibt sich folgender Hamilton- bzw. Impuls-Op.
i = [ S8 o) + b ) +°

—_———
=Ny (P) =N_(p)

P= [ SEHN. ) + V- (0)

Es handelt sich also um ein Quantenteilchen mit Impuls p* auf der Massenschale, d.h. p> = m?2. Es ist
zu beachten, dal man wieder Normalordnung beachtet bzw. die entsprechenden Vakuumerwartungswerte
(0|P*|0) abzieht.

L ist wieder symmetrisch bzgl. U(1), demnach gibt es nach Noether (s. (2.2)) wieder einen erhaltenen
Strom und eine erhaltene Ladung (beachte: £ mit reellen Skalarfelder ist nicht U(1)-invariant, da die
Transformationen komplex sind).

Ouj " =i(pT0"p — (0"¢")p (Normalord.)

Q= / ~ N_(p))

Die Teilchen zum Impuls p* tragen zwei verschiedene Ladungen
T)0) =|+p) b (0)]0)=|-.p)
P*|+,p) = p)  Qlx,p)=%£|£,p),

d.h., die Teilchenzustinde sind auch Ladungseigenzustinde zu den Eigenwerten () = £1. Man bezeichnet
konventionsgem&f mit

| +, p> Teilchenzustinde
| -, p> Anti-Teilchenzustinde
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Die 1-Teilchenwellenfunktionen erhilt man durch Berechnung der 1-Teilchen-Vakuum-Amplitude:

(0|¢(2)|+,p) = (2;)3/2@7@1 7777777777 SS— (3.10)
1 ipx P
(=.p|o(2)]0) = I ECh S —

Bei den Grafiken handelt es sich um die Symbole, die diese Spin-0-Teilchen im Feynmangraphen haben,
der Pfeil gibt die Richtung des Ladungsflusses an.

3.2 Dirac-Feld

Die 1-Teilchenzusténde lauten fiir Teilchen der Ladung e~ bzw. Anti-Teilchen der Ladung e*
|8_7p0->7 |8+,p0'>,

wobei o die Spinkomponenten bzgl. einer festen Richtung ist (z.B. in Richtung des Impulses §~+ Helizitét).
Diese 1-Teilchenzusténde werden wie folgt aus dem Vakuum erzeugt

le™,po) = ct(p)|0);  |et,po) = df(p)]0),

wobei
— (ot + — (at +
ce(p) = (c5 (p)) ds(p) = (dg ()

cd(p)|eiaplo'l> = oo - 2p0 : 6Bﬁ_ﬁ|0>

do(p)|e+7plgl> = 60’0’ ! 2p0 ) 6Bﬁ_ﬁ|0>
Wegen des Pauli-Prinzips gehen die Kommutatoren in Antikommutatoren iiber, so daf} gilt

{Cg(p), Cj/ (pl)} = g0 2p053 (7— ﬁ’)

{do(p), & (1)} = 80 20°0° (5 — 7). (3.11)

Die restlichen (Anti-)Kommutatoren verschwinden. Obige Gleichungen sind als Postulat zu verstehen.
Mit dem Pauli-Prinzip folgt, da8 die Mehrteilchenzustinde

¢t (p1) ... co, (pn) |0>, usw.

total antisymmetrisch sind.

Dirac-Feld
¥ (z) sei die Losung der Dirac-Gleichung (19 — m)y =0

1 d3p 2 ) )
= = —1ipT + ipT
(@) = 57z | 5o 3 (calphua e + 05 (s (™).
Den kanonischen Impulse erhiilt man durch Ableiten der Lagrange-Dichte zu
oL —
H = =3 0 =7 +‘
g 8(80¢ﬁ) “Z}on/aﬁ “/1,3

Somit kann man die ,kanonischen Anti-VR* zwischen Feld und Impuls unter Benutzung der ¢, d-Algebra
(3.11) berechnen

{0a(@,6), 157, 1)} = i6%(7 — #')0as
N——
:w,;r

(Rest Null fiir ¢t = t').
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Energie-Impuls-Tensor

30%
-3 5
Via Noethertheorem oder direkt kann man berechnen, daf§ der Energie-Impuls-Tensor erhalten ist.
0,T*" =0
~PY = / Pz T  4-Tmpuls (3.12)
W:/&Mm:/ﬁxZﬁw%Mm;/}%%:H (3.13)
P= /d% Y (=iV)ep. (3.14)

H 148t sich unter Benutzung der Dirac-Gleichung als
0
H= [ dzypti=
/ T atz/J

schreiben, womit man, wenn man die Felder einsetzt, folgendes erhélt

H= [ 3 (0] + s )"

~~

fNJr( ) =N (p)

ﬁ:/% (V) + N ()

Damit wire gemif (3.13) und (3.14) der Impulsoperator P* bestimmt, welcher auf die Teilchenzustinde
angewandt den Eigenwert p* produziert

P“|ei,pa> :p“|ei,pa>.

Es gibt wieder einen erhaltenen Strom j# = 1)y#4 und damit eine erhaltene Ladung Q

d3p _

Q= [@ei@ = [LF TN -N0)  @HI=0

Wendet man diese Ladungsoperator auf die Eigenzusténde an, so erhélt man
Q|ei7p0-> = :F|ei7p0->7

fiir e~ gibts also (konventionsgemifl) eine +1 als Eigenwert!

Drehimpuls

Die Drehimpulsoperator-Dichte ist gegegeben durch

_ 1 /
MPHY — 'L¢'Yp (33”8” —xVo* + ;Suy)ip mit S* = % [,yllf,,yl’] .

Durch ,direktes Nachrechnen (oder via Noethertheorem mit £ = ) (id —m)v) erhilt man, daf folgende
GroBe MPHY erhalten ist (Ubung)

9, M"" =0,
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woraus dann folgt, daf

W/d3mM0’“’ =: M* erhalten w(%M’“’ =0.
Und mit

T = (M23 e M12)

ist also der sp definierte Drehimpuls J erhalten,
- 1o 1= - 7
J:/d3w+<fx—.v+—.z>w, 2:(” 9).
i i 0 ¢

Somit ist [f, H] = 0. Der Helizitdts-Operator ergibt sich durch Projektion des Dehimpulses auf die
Impulsrichtung
JP

W —
|P|

a) Teilchenzustinde
Mit 7i := P/|P| ist

5 1 s [ Bk [ PE .
T-mle”s0) = s [ @' [ g [ e

Fordert man nun, da der Spinor u,(p) Eigenvektor der Helizitit % - i ist, welche die Eigenwerte

o = %1 hat
(5 - @) tg (p) = oug (p)wo = £1, (3.15)
folgt
J-P, 1 o, _ o, _
|ﬁ| |6 ,po’> = 2_]30 Zuo(p)ua(p,) 5 |6 7p)‘> = §|€ ,po’>_

A =x0-2p°

Somit ist also gezeigt, daf3 |e’, pa> Eigenzustand des Helizitits-Operators (unter obigen Bedingun-
gen) ist.

Der Helizitiits-Operator nimmt — kovariant geschrieben — folgende Form an (Ubung)

i-ii :755’1 mit (S*) = 1 |ﬁ|,p0-£ ,82=-1,S-p=0. (3.16)
| m m 7]
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Wegen der Dirac-Gleichung (p — m)u,(p) = 0 Vo folgt %u = u und damit

15581y (5) = 7555 (0,

was letztlich zu
- <z .

b: Anti-Teilchen-Zusténde
Wendet man den Helizitéts-Operator W = J-ii auf den Zustand mit ,reziproker Ladung® an, erhilt
man

W|e+,pa> = /d?’x:@/ﬂr <lifi> Y: |e+,po>

1 / /d3k CE )
27r)3/2 2k0 2k’0

vy (k) < ") vy (k') :dx(k)d;(k): |e+,pa>

|Tu

| )ua(p) = 75.8u,(p)

Ty

fithrt.

AN ~~
= 2k053,8% (R—F)|e+ k' A)
=1Xvy(p)
——
1 1o
_ + -
—2—1)02%(17) <—5E ”) )
:21:075 Af
:U|eJr po); o= 1
) ) 2

Fordert man nun wieder, daf (analog zu (3.15)) folgende Gleichung gilt
(=£ - Mg (p) =0 - v,(p), 0 ==L,
und somit
(57 2 5L 550, (p) = 43550, 0),
m m

da gilt (p+ m)vs(p) = 0 (Dirac-Gleichung). Somit

1
= v5.8v,(p)| o = £1 & Helizitit 3 f.et.

|*|v”

Die Schreibweise fiir die Spinoren der jeweiligen Helizitit bzw. des jeweiligen Spins hat sich wie
folgt ,,eingebiirgert*

U+1 = ui% = Ut-
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Projektoren

Der Operator
1

projezieren auf die Unterrdume fiir u und v der Helizitét :I:%

Piuyr = ug Prvy = vy

Fiir [p] > m (also im sog. ,Hochenergie-Limes®) ist

~8 ~ Plm

P 1(1+v5)  fiir die u-Spinoren
+ (1 ¥vs)  fiir die v-Spinoren

1-Teilchen-Wellenfunktion

ist gegeben als Amplitude zwischen Vakuum und 1-Teilchenzustand

(O (@)[e”,po) = W%(P)G_W -
(et,poly(x)|0) = an(p)e-i-ipm _

Bei den Bildchen handelt es sich wieder umd die graphischen Symbole, die in den Feynman-Graphen
auftreten, der Pfeil gibt die Richtung des Ladungsflusses an.

3.3 Vektorfelder

Die Lagrange-Dichte ist gegeben durch (2.7)

1
4

Die zugehorige Bewegungsgleichung ist die Proca-Gleichung (2.8)

2
L=~ FuF" + T4, A%,

(—g™(0+m?) +9"3") A, =0
mit 9,A” = 0 fiir m # 0.
Fir m # 0 hat A" wegen der Bedingung 0, A* = 0 nur 3 (statt 4) unabhingige Komponenten und

beschreibt ein Quantenfeld, welches ein Teilchen mit Spin 1 reprisentiert. Die 1-Teilchenzustinde erhélt
man wie gehabt aus dem Vakuum durch Anwendung der Erzeuger

p.A) = af (p)0)
ax(p) |PI/\'> =06 (F—p') - 2p°.

Dabei erfiillen die a,a™ die kanonischen Vertauschungsregeln

[ax(p), a3, (P)] = 2p°6xn 0% (5 — ),
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die iibrigen Kommutatoren sind Null.

Die Losung der Proca-Gleichung lautet via Fourier-Entwicklung

) = [ 5 (o (et e+ ad (e (") (317)
mit e(\) -p=0, e(A\)?=—1.
Die linearen Polarisationzustéinde ergeben sich zu
e(j) =(0,6); £ 5=0; (£)°=1 j=1,2

Eixé =L H1)-82) =0.

Die zirkularen Polarisationszustinde lauten per definitionem

el = %(5“(1) +ick(2))

Die zirkularen Polarisationszustinde entsprechen der Helizitit +1 (Ubung). Fehlt noch der longitudinale
Polarisationszustand

der der Helizitdt 0 entspricht.

Mit Hilfe der Polarisationszustiinde kann man nun die sog. Polarisationssumme berechnen (Ubung)

S Y v, PP

6“()\)6 (/\) :—g“ +W.
A=1,2,3
(A==£1,0)

Energie-Impuls-Tensor
oL
T = | ———= | 0"A, — g"" L.
(a7) 40 s

Unter Benutzung von II? = 8(50%4 ) erhilt man die Hamilton-Funktion und den rdumlichen Anteil des
P

Impuls-Operator wie gehabt
H= /d3:1:T00 = /d%(npaOA,, - L)
Pt = /d%:TO’c = /de(H”akAp)

und somit den Impuls-Operator P* = (H, ) nach Einsetzen von A" aus (3.17)

d3p n
APt = [ S8 e |
A
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1-Teilchen-Wellenfunktion

erhilt man auch wie bisher aus der Teilchen-Vakuum-Amplitude

1 i
|0>AU (w )pA = W - € m (A) € R AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAS

Fiir den Fall m = 0 ist die Lorentz-Eichung weiterhin optional, d.h. A* hat 4 ,freie“ Komponenten. Man
erhélt als Losung nur zwei Polarisationszustinde

ek (N)e™ P, A= +1 (bzw. A = 1,2).

Dies sind die ,,physikalischen® Polarisationsrichtungen, wihrend die iibriggebliebene longitudinale (e* ~
p*) eine ,lichtartige* Polarisation wiire, was unphysikalisch ist.

1-Teilchenzustinde

|p)\> = a+(p)|0>, mit A = +1.
Aus (3.17) folgt die Strahlungseichung.
(317) <= V- A=A"=0.

Man erhilt (wie im Falle m # 0) via Berechnung iiber den Energie-Impuls-Tensor und unter Beachtung
von B :=V x A und E¥ = -804k = I1*

Polarisationssumme

LV 4 ket

S M) = g
r-k

A==+1

(A=1,2)

(mit (r*) = (k° —F)) ist nicht kovariant, d.h., das Quantisierungsverfahren ist nur in gut gewihlten
Inertialsystemen moglich, was aber letztlich ohne grofie physikalische Sequenzen bleibt, da man mit
Lorentz- und Eichtransformationen die Kovarianz erzeugen kann. Das kann man aber umgehen, indem
man die sog. Kovariante Quantisierung wéhlt

Kovariante Quantisierung

Man addiert zu der Lagrange-Dichte einen Eichfixierungs-Term, der die Eichinvarianz, die letztlich fiir
obige Probleme verantwortlich ist, zerstort

Lp— 2—15(8,,A“)2, fcR

Die Bewegungsgleichungen lauten nun

(—g"™'O+0"9"(1—1/€))A, =0.
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Diese Gleichung hat aufler den physikalischen Lésungen noch zwei unphysikalische Lésungen. Setzt man
z.B. £ :=1, so lauten die Feldgleichungen einfach JA” = 0 und man erhilt als Losungen

6”(1) = (0717070)7 Eu(2) = (07 07170)7 6”(3) = (0707 07 ]‘)7 Eu(4) = (]‘70707 0)7

wovon £(3) und e(4) die unphysikalischen Losungen sind, weil zeitartig (4) bzw. longitudinal (was fiir den
betrachteten Fall m = 0 ebenfalls nicht moglich ist).
Quantisiert man nun kanonisch, entstehen fiir A\ = 3,4 unphysikalische Zustinde mit Norm < 0.
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Kapitel 4

2-Punkt-Funktionen (Propagatoren)

Ein Propagator ist eine Greensche Funktion der zum System gehorigen Feldgleichungen zu kausalen
Randbedingungen.

Sei D ein linearer Differential-Operator, dann ist die zugehorige Greensche Funktion G(x — y) wie folgt
definiert

DG(z —y) = —(54(37 —y)

d.h., die Greensche Funktion ist eine Art ,Inverses“ des Operators. Die Greensche Funktion ist nicht
eindeutig, da man jederzeit noch eine Losung der homogenen DGI. zu G hinzuaddieren kann und obige
Gleichung noch immer erfiillt ist.

In der Quantenfeldtheorie werden die Randbedingungen grundsétzlich so gewihlt, dafl die Ausbreitung
kausal erfolgt (d.h. immer vom fritheren zum spéteren Zeitpunkt).

4.1 Skalarfeld

Betrachtet wird ein skalares Feld ¢ # ¢*, welches i.a. nicht neutral sein muf}. Die Greensche Funktion ist
definiert durch

(O + m?) Gz —y) = —6*(z —y),

was man durch den Ansatz
R S YRR
Gla—1) = g7 [ d'ae "G
1

Stz —y) = e /d4qefi’I(zfy)

in eine algebraische Gleichung fiir G(¢) umwandeln kann

1

—m?

~(=g* +m?)G(q) = —1~G(q) =

q2

Nun erhélt man durch ,einfaches“ Integrieren die gesuchte Greensche Funktion

. 1
‘Glx—y) = /d4qef“l(zfy) 5

q*> —m?’

welche natiirlich so nicht definiert ist wegen der Polstelle bei ¢*> = m2.

41
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Die Vorschrift zur Behandlung der Pole entspricht der Vorgabe der Randbedingungen.

Um den Residuensatz anwenden zu kénnen, miissen die Polstellen ins Komplexe geschoben werden, dazu
hat man drei Moglichkeiten.

a) Ersetze ¢° — liH(l) q° + ie, wodurch beide Pole ins negativ Komplexe geschoben werden.
e—>

0 .07, 0__0
e~ (2" —y")

I .
T @ i@ —m?
—00

Die Pole liegen bei ¢° = /¢2 + m?2 — ie. Fiir 2° > y° fiihrt das via Resiuduensatz auf die sog.
retardierte Greensche Funktion G, welche fiir 2° < 3° identisch Null ist (da dabei kein Pol innerhalb
des Integrationsbereich liegt).

b) Analog verfihrt man fiir ¢° — ¢° — i, was auf die sog. avancierte Greensche Funktion G_, welche
fiir 2% > 4° identisch Null ist.

c¢) Der phys. interessanteste Fall ist g2 — m? — ¢ — m? + ie, wodurch ein Pol oberhalb und ein Pol
unterhalb der reellen Achse gelegt wird (bei ¢° = +1/¢ + m? F ie. Man erhiilt die sog. kausale
Green-Funktion D(x — y).
Zusammenhang mit der QFT, Propagatoren

Seien A(x) und B(z) Operatoren, dann ist das Zeitgeordnetes Produkt der Operatoren definiert als

TA(z)B(y) := A(z)B(y) - (2" —4°) + B(y) A(z) - ©(y" — 2°) |

Das zeitgeordnete Produkt sorgt dafiir, dafl bei mehreren Operatoren immer der ,ilteste“ am weitesten
rechts steht, also zuerst auf irgendwelche Zustinde wirkt.

Sei ¢ # ¢ ein Skalarfeld, dann ist die sog. 2-Punkt-Funktion (fiir Skalarfelder) folgendermafien definiert

o(z,y) := (0|T¢(x)d™" (y)|0). (4.1)

Es gilt folgende wichtige Identitéit, welche die Zweipunktfunktion in Beziehung setzt mit der kausalen
Green-Funktion

[m2(z,y) =iD(—y)], (4.2)

) 1 , e iE=y)
mit D(z —y) = @) d qu e (4.3)

Diese Gleichung gilt in dhnlicher Form fiir beliebige Felder. Zum Beweis setzt man die Fourier-Darstellung
fiir die ¢s ein und vergleicht dies mit dem Losungsintegral der kausalen Greenschen Funktion D(x — y).

Zusammenfassung: Aus der inhomogenen Differentialgleichung wurde durch Fourier-Transformation eine
algebraische Gleichung fiir D(q) erstellt, welche mit kausalen Randbedingungen m? — m? — ic in eine
Gleichung iibergeht, deren Losung D(xz — y) bis auf einen Faktor ¢ der Zweipunktfunktion 7»(x,y) ent-
spricht. Dieses D(z — y) bezeichnet man auch als Feynman-Propagator (nach Stiickelberg, Feynman).
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Die Zweipunktfunktion sorgt dank ihrer Konstruktion dafiir, daf§ sich Teilchen stets von ,frither“ nach
»spiter* bewegen (kausales Verhalten)

2 (2,y) = (0|Tp(z)p" (y)|0)
= 0(2° — y°)(0|p(x)p(y)|0) (Teilchen y — z)
+0(y° - zo)<0|¢+(y)¢(z) |0> (Antiteilchen z — y).

Um der ,,Kausalitéit* auf die Schliche zu kommen, betrachtet man z.B. die vorletzte Gleichung. Setzt man
dort ndmlich die Felder in ihrer Fourier-Darstellung ein, erhilt man (ausgedriickt durch Erzeuger und
Vernichter) ein Teilchen, welches am Ort y erzeugt und am Ort z vernichtet wird, sofern die Zeit von y°
nach z° fortschreitet. Bei der unteren Gleichung trifft entsprechendes auf das zugehorige Antiteilchen zu.

Aufgrund dieses kausalen Verhaltens ist es nun einsichtig, dafl man gemifl (4.2) die ,,kausale“ Green-
Funktion berechnen muf} (bzw. kann), um die Zweipunktfunktion zu erhalten.

Das graphische Symbol fiir das Skalarfeld lautet

iD(z —y) iD(q)
®---—--—-- D ° ®------- S <GREEEEEEE °
y —p— x q ——

(das linke im Orts-, das rechte im Impulsraum, der Pfeil markiert links Richtung des Ladungsflusses,
rechts die Richtung des Impulsflusses.)

4.2 Vektorfelder
Die Zweipunktfunktion ergibt sich definitionsgemifl aus

ma(z,y) = (0|TAu(x) A (y)|0) = iDyy (z — y)

3
= (271T)3 /% <ZEM(/\)5U(/\)*> (@(zo)e—iz)z + @(_ZO)eipz)
A

~ J

:*g;w+p”p2u f. m#0

m

. dpdv
— L /dSqefiq(zfy) —Yuv + # .
(2m)* g> —m? +ie
Das D, ist ein Tensor 2. Stufe. Der Beweis, dal » = ¢D,, ist, lduft entweder analog dem bei den
Skalarfeldern, oder man fouriertransformiert die Definitionsgleichung fiir die Greensche Funktion

[—g"* (O +m?) + 8"0"| D, (z —y) = —g" ,8* (z — y)
~[=g"(¢* =m*) + ¢"¢"]Dgu(q) = —g"

Ansatz: D,y (q) = g - A+ o9y - B

q> —m? +ie

WDpl/:

womit durch Fourier-Transformation die Gleichheit von 7»(z,y) und D, (z — y) gezeigt wiire. Das gra-
phische Symbol lautet
iDup(z —y) iDyp(q)

[ AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVY J [ AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV] ]
Y T q



44 KAPITEL 4. 2-PUNKT-FUNKTIONEN (PROPAGATOREN)

Im Fall m = 0 lduft die Polarisationssumme nur iiber die beiden transversalen Polarisationen
> cuNeN) = g+ I ) = (¢,—).
A=1,2
Zwei Probleme treten auf:
1. Diese Polarisationssumme ist nicht kovariant, d.h., sie gilt nur in fest gewédhlten Systemen und
2. Der Operator in der Feldgleichung entspricht nicht dem Propagator, da er nicht exisitiert, denn

(guqu _ qqu) gy = 0.
~—_———

nicht invertierbar

Daf3 obiger Operator nicht invertierbar ist, liegt daran, daf} laut obiger Gleichung g, Eigenvektor
zum Eigenwert 0 ist, was bedeutet, dafl die Determinante des Operators verschwindet und er damit
nicht invertierbar ist.

Kovariantes Verfahren

Man geht wieder so vor wie im klassischen Fall und bricht die Eichinvarianz durch Einfithrung eines
Eichfixierungs-Terms
1
L—L —Q—E(BMA“)2, ¢ € R bel.
—_———
Eichfixierung

Hieraus folgt ein invertierbarer Operator in den Feldgleichungen

(gltpq2 - (1 - f) ' ql/«ql’) Dpu(q) = —g” v

~

~~
invertierbar

Die obige Gleichung liefert unphysikalische Zustinde, die von £ abhéingen. In der ,,Praxis® treten aber
keine beobachtbaren Konsequenzen auf, da z.B. in der Quantenelektrodynamik (QED) wegen der Stro-
merhaltung gerade diese Terme wieder herausfallen.

In der Praxis setzt man { = 1 und bezeichnet dies als Feynman-FEichung. Feynman-geeicht nimmt der
Propagator folgende einfache Form an (Ubung)

—Yup
=1~D,, = .
€ > Lyp ¢+ ic

4.3 Dirac-Feld

Wenn a(z) und b(y) antikommutierende Operatoren sind, ist das zeitgeordnete Produkt mit einem Mi-
nuszeichen definiert

Ta(z)b(y) == O(z° — y”)a(x)b(y) — O(y° - 2°)b(y)a(z)

Die zur Dirac-Theorie gehorige mo-Funktion ergibt sich , definitionsgemif“ aus

[m2(z,y) =iS@—y)]

mit S(z — y) = /d4 _AEm gy

q®> —m? +ic

1
(2m)*
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S(x —y), der Dirac-Propagator ist das Inverse des Dirac-Operators. Er hat das graphische Symbol
iS(x —y) 5(q)

.%—0

Y T q—

Der Pfeil markiert wieder die Richtung des Ladungsflusses.

45
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Kapitel 5

Wechselwirkende Felder

5.1 Beispiele von Wechselwirkungen

e Skalare Selbst-WW

Gegeben sei ein neutrales Skalarfeld ¢ = ¢* und die ,freie“ Lagrange-Dichte (also die, die freie
Felder erzeugt und demnach bilinear in den Feldern ist)

2

Lo = 5(00)(@"0) — 567

Die komplette Lagrange-Dichte setzt sich nun zusammen aus obiger freier und einer, die die Wech-
selwirkung (,,Interaction“) beschreibt, z.B.

go*

L =Ly + L, mit Ly =
o ' {g4¢4+g3¢3

wobei g, g3, g4 Kopplungskonstanten sind. Zur Erkldrung: In den ww. Lagrange-Dichten miissen
die Felder in ,héheren Potenzen“ als zwei auftreten, denn aus den biliniearen Ausdriicken folgen
lediglich die freien Felder. Weiterhin ist es nicht moglich £ ~ ¢ zu wiihlen, weil daraus eine nach
unten unbeschrinkte Hamilton-Funktion folgen wiirde, welche physikalisch nicht brauchbar wire,
so daf} obige Ausdriicke die ,einfachstmdglichen® Beispiele fiir wechselwirkende Skalarfelder sind.

e Yukawa-WW

Gegeben sei ein neutrales Skalarfeld ¢ = ¢* und ein Dirac-Feld ¢. Die ,neue“ Lagrange-Dichte
ergibt sich dann als

g = gLy

L=2L%+LY + Lin mit Ling = 4
oo ’ " ) 9o

Yukawa fiihrte diese Lagrange-Dichte zur Beschreibung von Kernkriften ein.

o Elektromagnetische WW

Die klassischen Bewegungsgleichungen (Maxwell-Gleichungen)
O FH* = j¥
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ergeben sich aus der Lagrange-Dichte

1
L= —FuwF" —j A"

——
N— ——
=Lin
=L t

Fiihrt man nun die sog. minimale Substitution durch, indem man die kovariante Ableitung
einfiihrt

10, — 10, —eA,

Oy — Oy +ied, =D,
was dem klassischen § — p — eA entspricht, erhélt man aus der freien Lagrange-Dichte eine neue,

die nun auch eine Wechsekwirkung beschreibt. Das Konzept der minimalen Substitution ist wohl
ein generelles Prinzip in der QFT.

1 _ _ _
Lo — L =—<F, F" +¢iy"Dyp — mypyp = Lo —epy P A,, (5.1)
4 ————
Lint:_j“Au
mit j* = ey, e = Vira (a = %: Feinstrukturkonstante) ist die elektromagnetische Kopp-

lungskonstante. Beim Feldstérke-Tensor F),, hat das Einfiihren der kovarianten Ableitung wegen
seiner Antisymmetrie keinerlei Auswirkung.

Konventionsgeméf} schreibt man wohl die Kopplungskonstante e nicht in den Strom, sondern vor
den Stromterm in £, d.h.: j# = ¢py#¢) und Lin, = —ejt A,,.

o Wechselwirkung mit Ableitungskopplungen

Ling enthalt 9, 2.B.: Ling ~ (670, — (0,67)9) Ay

Allgemein kann man sagen, dal der WW-Term L;,¢ sich
aus Produkte von Feldoperatoren am gleichen Ort z (1),
Koeffizienten (Zahlen) oder Ableitung 0,, zusammensetzt.

Die sich ergebenden Feldgleichungen sind dann i.a. nicht mehr linear, d.h., man muf} versuchen,
diese approximativ zu l6sen oder man benétigt andere Methoden . . .

Grundproblem der QFT

Aus den Feldern, die man gemiB einer best. Theorie berechnet hat, gilt es zum einen Ubergangsam-
plituden (S-Matrix-Elemente) zu bestimmen, um aus denen wiederum physikalische Observablen (z.B.
Wirkungsquerschnitte) zu erhalten.

Die Berechnung der S — Matriz — Elemente wird iiblicherweise durch Stérungsrechnung (oder Gitter-
Approximation) getitigt und in Kap. 6 behandelt.

Das Ziel des niichsten Abschnittes ist es, zu zeigen, was zu tun ist, wenn man die Ubergangsamplituden
bereits bestimmt hat
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5.2 S-Matrix-Element, Wirkungsquerschnitt
5.2.1 S- und T-Matrix

Streuproblem werden {iblicherweise so behandelt, dafl man von freien Teilchen zu Zeiten oo ausgeht,
welche nur in einen kurzen Zeitintervall miteinander wechselwirken. Bei einem allgemeinen Streuprozefl
gehen die Teilchen a;y(p1), ... ,@m(pm) tiber in by (p),. .., bn(pl,).

Der Anfangszustand (initial state) zur Zeit t = —oo ist gegeben als

i) = |ai(p1),-- -, am(Pm))s

(wobei die anderen Quantenzahlen hier unterschlagen wurden.) Der Endzustand (final state) wird ent-
sprechend bezeichnet

[£) = [br(@)), - ba(ph))-

Die Wechselwirkung 148t sich mittels eines unitdren Operators U beschreiben
WW: |i) — U(t,—o0)|i), UUT =UTU=1.

Asymptotisch wird dies zu

(lim U(t,—o0))|iy =Sli), SST=5TS=1.

t—+o00
S ist der S-Operator. Das Ubergangs-Matrix-Element
<f|S|i> =S

bezeichnet man als S-Matrix-Element. Um die 4-Impulserhaltung zu gewé&hrleisten, mufl das S-Matrix-
Element folgenden Form annehmen

Impulserhaltung~Sy; = §7; + i(2m)*6*(P; — Py)Tyi, (5.2)
wobei die P; ¢ jeweils die Summe der Einzelimpulse darstellen. Man bezeichnet
Ty = (f|T|i)

als T-Matrix-Element. Die beiden Matrix-Elemente S¢; und T; sind lorentzinvariant.

Wirkungsquerschnitt

Bei einem StreuprozeB a1 (p1) + a2(p2) — bi(p)) + -+ bn(pl,) (a2 ist dabei das Target im Ruhesystem,
wihrend a; einlaufende Teilchen beschreibt) ist der Wirkungsquerschnitt gegeben als

Ubergangsrate
FluBdichte der einlaufenden Teilchen - Zahl der Target-Teilchen

wQ = (5.3)
Im folgenden wird wohl ein bifichen geschummelt, weil man eigentlich Wellenpakete betrachten miifite,
was aber mathematisch zu mithsam wi re. }
Die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang vom Anfangszustand |z> zu einem anderen Zu-
stand |f> (d.h. f # i ist gegeben als
2 Epy  dp,
2p°  2p),”
| ——

=:d®

dwy; = |(2m)*6* (P; — Pr) Ty
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Das Betragsquadrat gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in einen Zustand mit festem Impuls.
Integriert man iiber alle auslaufenden Impulse, erhilt man die Gesamt-Ubergangswahrscheinlichkeit.

Mit dem Quadrat der §*-Funktion hat man natiirlich ein Problem. Die , Losung“ diese Problems hat die
Form!

|27)*6* (P, — Pp)Tyi|”

=V - T@n)"| T8 (Pr — P),
so da8 man folgende Ubergangsrate erhélt
dwfi
T
Die Normierung fiir ein unendliches Volumen ist

Norm. <p|p'> =283 (p— 7).

Fiir endliche Volumina geht die §-Funktion in ein Kronecker-d iiber

= V(2m)*6* (P — P;)d®| Ty’

f. endl. Volumen (27)°8%(5— §') — Vg

Und somit erhdlt man aus

2 0
<P|p> = (2%3 Anzahl der Teilchen in V.

Die Flufldichte ist demnach %w | mit ¢ = p/p°. Daraus kann man den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt berechnen

o g @) (2m)°
o= —" . =

T V2pd |v|2p(1)

Target-Teilchen einlaufendes Teilchen
Mit p} = ma, |pi|m2 = /(p1p2)? — m3m3 ergibt sich
2 10
wdo = ) =5 |Tri| 6 (P; — P)de. (5.4)
4\/(p1p2)? — mim3

Anmerkungen:

e Die Dimension des WQ ist die einer Fliche (in natiirlichen Einheiten Energie~2). Die Umrechnung
ist 1GeV ~2 = 389385, Tnb.

e Laut Konvention ist

1 2+4n
iTyp; = <W> My; n : Anzahl der Teilchen.

Das My; folgt aus den Feynmanregeln (Kap. 6).

IMan kennt aus den Quantenmechanik-Vorlesungen

T/2 ) ,
/ dt ez(wfw )t
—-T/2

=T 2r6(w — )2

und damit analog

‘/ 48 i F=)7
%

2
NV (2m)3263 (5 — 7).
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5.2.2 Streuung am dufleren Potential

®) % b1 (ph)
alp :
.: bn (py)
Das duflere Potential wird in der QFT durch ein ,klassisches“ dufleres Potential beschrieben.
Typische Prozesse sind z.B. elastische Streuung, Bremsstrahlung (a(p) — a(p}) + v(p})) oder Paarer-

zeugung (v — et +e7).
Der differentielle WQ berechnet sich nach (vgl. (5.4))

271)3 d3p,  d®p
do = %|Tﬁ|2 27r5(PJ9 - P ptl) pg
2l T T T Gy
Energieerhaltung —dd
(2r)!

- W|Tfi|25(P;3 — P%)d®

(fiir Spin-0 oder feste Helizitéit). Man beachte dabei p0|17 | = |;5'| Uber die ,einlaufenden® Spins wird
gemittelt, tiber die auslaufenden wird summiert

1
|Tfl|2 —)Z Z 2(9—_{_1|Tf2(0'n01, ,U,I,L)|2,

T 01,---,0n

wobei s der Spin des einfallenden Teilchens a ist.

Elastische Streuung:

'’ =0, |ﬁ| = |157| Das d®p’ kann man ersetzen durch Kugelkoordinaten
& = |7 a0al|

womit der WQ folgende Form annimmt

(&), -5 53

Beispiel: Streuung eines Elektrons am Potential V (x).

Die ww. Lagrange-Dichte ist
Lint = ea’%ﬂﬁAua
wobei A* = (V(Z), 6) das duBlere Potential mit einem ,klassischen* V() ist. Damit wird

Ling = ethyoV (2)1).
2\ — 1 Ze

Nimmt man als Potential z.B. ein Coulomb-Potential an V(%) = —;-2¢, so bezeichnet man den Streu-

vorgang als Mott-Streuung. Den ww. Hamilton-Operator erhilt man via

Hing = / P Hi = — / P Lo,
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wobei im vorliegenden Fall Hiny = —XLing ist. Nun geht man ins Wechselwirkungsbild iiber, d.h., die
Operatoren ergeben sich aus dem Heisenberg-Bild und die Zustidnde haben eine Zeitentwicklung gemaf

(1)) = U(t, to) [¢(t0))

dU
mit ld—t = intUa U(t(),t()) =1.

Mit Hilfe dieses Zeitentwicklungsoperators kann man nun Zustinde zu Zeiten ,,t > —oo“ wie folgt berech-
nen

ty = —oo~|iy = |e”,po),  t>tow|i) = Ult,to)li).
U(t,to) ist Losung der Integralgleichung
t
Ult,to) =1 —i/dt’ Hine(1YU (', to)
to
In der 1. N&herung (Bornsche Niherung) erhilt man

U(t,to) =1 —i/dt’ Hine(t'). (5.6)

to

Daraus erhiilt man (bei bekanntem U) als S-Matrix-Element
Sy = tl;rélo<f|U(t, —oo)|z>

Der Endzustand |f> = |e*,p’o’> sie dabei ungleich dem Anfangszustand |z> Setzt man (5.6) ein, erhélt
man

o — / 0t Hing (8)]i)
—ic [ Al V@ (Bl @)]i) =

ie

- )3/d3wv(f)6i(ﬁ_ﬁ)f) / dt e 0", () you, (p)

(2w

-
~ v

)=V (@) ~

=278 (p°—p' ), (p')vous (p)

=V (-

=

Die untere Zeile erhélt man durch Einsetzen von 9 in der Fourier-Darstellung und ,etwas“ Rechnung.
Vergleicht man dies mit (5.2) (fiir f # 4), ergibt sich

i = s V(@ () 005 (0)

Setzt man dies in (5.5) ein, erhélt man als WQ

do _ 62 ~ 2 1 — / 2
- <<E>unpol, = 1621V @I 5 2_ [T () v0us ()]

oo’

~~
Polarisations—Summe
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Um obige Polarisationssumme zu bestimmen, betrachtet man zunéichst mal zwei Spinoren w;, w», fiir die
gilt (Ubungen)

(Wayuwi)® = Wiy, we

Elyuw2m2%w1 = ’I‘r{(wlﬁl)yu(wgﬁﬁyy} (57)

Damit wird besagte Polarisationssumme zu
S Zua P')v0ts (P)s (p) Y00 (1)

& Zﬂ{ug P)Y0to ()Ts (P) Y0 }

2.15 1
19 Tr{p+m)7o(p+m)vo}

1
= 5 (Te{#'"v0pr0} + m*Tr{rg})

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da Tr{~v ...v,} = 0 fiir ungerades n.
Um nun obige Spuren berechnen zu kénnen, bedient man sich der Formel (Ubungen)

Tr{avu by} = 4(auby + avby — (a - b)guv)

und des Skalarprodukts p'- |ﬁ| |p | cos ¥ mit ¥ = «(p,p")

~3 Z o (1) Yot (0)7Ts (0) Yot (0') = 4 (7 cos? & +m?)

5.2.3 Optisches Theorem

Bei einem allgemeinen Streuprozef ergibt sich das S-Matrix-Element aus (5.2)
Spi =64 +i(2m)*6*(Py — P)Ty;. (5.8)

Aus der Unitaritdt von S folgt die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit
2
wst =57 S |(ISI)] =19
f
Betrachtet man
S*S = 1 (i'|S*S|i) = 6 2 2/ (@'|STI)(FIS]i)
f

- Z/d(} |S| |S| Z/ sz’sz (5.9)
f
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Bei der Umformung () wurde die Formel 3, f)(f| = 32, [ d®(f)|f)(f| benutzt. Fiir i) = |i') ergibt
sich aus (5.9) unter Benutzung von (5.8)

- Zf:/d@(f) —i(Tii — T};)

- Z/d(b(f) 54 (Py — P)(2m)*| Ty
f < g _
~o(isf)
= Otot = Za(i - f).

f

Dabei wurde eine §-Funktion ,gekiirzt*“. Mit Proportionalititsfaktoren ergibt sich letztlich das Optische
Theorem zu

C¥ — 2 2002
ST = 24/ (p1p2)? — m3m3 - oo,

wobei T;; das T-Matrix-Element fiir Vorwirtsstreuung ist.

5.2.4 Vertices
Ein allgemeiner Wechselwirkungsterm in L;,; hat die Form
cn¢1 (a:) ! ¢n(x)7

wobei die ¢ Feldoperatoren oder deren Komponenten sind. ¢, ist ein Koeffizient (der aber auch z.B.
Ableitung 0, enthalten kann). Der Vertex-Faktor ist dann wie folgt definiert

‘ Vertex = ic,, S, ‘

Sn, der Symmetriefaktor ist dabei eine Zahl, die der Anzahl der Méglichkeiten entspricht, n (gleichartige)
Punkte mit einem festen Punkt (dem Vertex) zu verbinden. Falls alle Felder ¢; paarweise verschieden
sind, ist S,, =1

Beispiele:

1 2 1 1 2
g¢*, (¢ = ¢+)X g9*, (¢ = ¢+)/K gt ox?,x = XX
3 4 2 3 3 4

Bei der ¢*-WW kann man das Bildchen auf S,, = 4-3-2-1 = 4! verschiedene Arten malen, bei der
¢*-WW ist entsprechend S,, = 3!, wihrend bei der ¢t ¢x2-WW nur zwei Moglichkeiten bestehen, den
Graphen zu malen, also S, = 2 (jeweils immer bei durchnumerierten und festgehaltenen Punkten, d.h.
lediglich Vertauschung der Linien sind moglich, um zum gleichen Bild zu gelangen).

In der QED ist

Ling = 6@7“1/’14;1 = Z eVi@EM/’BAua
a,B

woraus sich folgender Vertexfaktor ergibt (als Matrix geschrieben)

QED-Vertices = ievy". Symbol :>W
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5.3 Greensche Funktionen

In diesem Kapitel wird die Verallgemeinerung des freien Propagators, welcher die Greensche Funktion
der freien Feldgleichung war, behandelt. Gegeben sei ein neutrales Skalarfeld ¢ = ¢+ anhand derer der
Formalismus gezeigt wird (fiir andere Felder alles analog).

Die n-Punkt-Funktion ist analog der Zweipunkt-Funktion definiert (vgl. (4.1))

(@1, ... @y) = (0|Td(x1) ... d(zn)|0), (5.10)

(allgemeiner: <0|Tq§1 (1) ... dn(zn) |0>), woraus beim Ubergang in den Impulsraum (durch Fourier-Trans-
formation) folgendes wird

Impulsraum /d4a:1 odiz, e*i(pl““*”'*p"“”")m(a:l, cee, T)
= (2m)** (1 + -+ pa)Fa(P1y -+ s Dn). (5.11)
Die ¢*-Funktion steht wegen der Translationsinvarianz
Translinv. ~7, (21 — Tp, ... , Tn_1 — Tn, 0),

(regelt also die Gesamtimpulserhaltung). Es ist zu beachten, daf§ die Impulse nicht auf der Massenschale
liegen.

Das graphische Symbol der n-Punkt-Funktion lautet

p1 Pn

p3 p4

Der wechselwirkende Propagator ergibt sich aus wechselwirkenden Feldern zu
T2 (171 5 CEQ) = <0|T¢($1)¢(CEQ) |0>

Beim Ubergang in den Impulsraum wird daraus

/d4331 /d4l‘2 o (1, 22)e T P E1FP222) — (9m) A58 (py + po) 7o (p1, po)
Man fiihrt nun als Schreibweise ein
7(p1 — p) =: iA(p).

Fiir ein freies Skalarfeld ist z.B.

1

froies Skalarfeld:  A(p) = 53— 5=

Das graphische Symbol fiir den , vollstindigen® (d.h. wechselwirkenden) Propagator ist

p
T () To ()
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Zusammenhingende: n-Punkt-Funktionen 7 c:connected

enthalten keine Terme der Art 7, - Ty, Tn, * Tny = Tngs--- (Ri < n,».;n; = n. Ein Beispiel fiir eine
nichtzusammenhéngende 4-Punkt-Funktion besteht z.B. aus freien Feldern
T T3
T1 T3
= + Permutationen
Lo = T4
To T4

Amputierte n-Punkt-Funktionen
im Impulsraum

TR (p o pn) = (Do) [ A i) ]

Propagatoren zu jeder dufBeren Linie

Man erhélt die amputierte n-Punkt-Funktion durch ,,Abschneiden“ der #ufleren Propagatoren.

Vertexfunktionen '), (p1,... ,pn)

sind zusammenhiingende, amputierte 1-Teilchen-irreduzible n-Punkt-Funktionen (1-Teilchen-irreduzibel
heiflt, man kann sie nicht ,aufschneiden® in mehrere Graphen wie z.B.

8,

/V

Propagator

Ia. enthalten 1-Teilchen-irred. Graphen Loops. Das Symbol fiir die Vertexfunktionen ist

5.4 Asymptotische Felder

5.4.1 Asymptotenbedingung, in/out-Zustinde

Gegeben sei ein Skalarfeld ¢(z) mit WW so, dal ¢(z) fiir ¢t — +oo in freies Feld iibergeht. Fiir t - —o0
erzeuge das Feld ¢, (z) freie Zustinde |in>, fiir t — oo erzeuge entsprechend das Feld ¢o,4(x) die Zustinde
|0ut>. Ein Basiswechsel zwischen diesen Zusténden erfolgt mittels der S-Matrix .

Grundlegende Annahmen

e Die freien |in) und |out)-Zustéinde bilden jeweils eine Basis des Fock-Raumes und zwar auch mit
Wechselwirkung.

e Die Grundzusténde entsprechen sich [0). = [0),_ ..

e Das Spektrum von P* hat die Eigenschaft P° > 0, P2 > 0 (s. Abb. 5.1). Z.B.: p*> = (p1 +p2)? > 4m?
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Pt

Lichtkegel

&l

—
Vakuum

Abbildung 5.1: m;: Schwelle zum Mehrteilchenkontinuum (MTK) (einfachster Fall my; = 2m); ,1TZ*:
1-Teilchenzustand auf Massenschale (p?> = m?)

e Schwacher Asymptotenlimes. Es ist nicht moglich im Sinne eines Operator-Limes folgendes zu for-
dern (,starker Limes*)

nicht méglich: ¢(x) 2E0 const - ¢ in ().

out

Das geht nicht, da man bei Erfiillung dieser Forderung fiir die freien und fiir die wechselwirkenden
Felder dieselben Vertauschungsrelationen (bis auf einen Faktor Z) erhalten wiirde, woraus sich im
Prinzip dieselben Felder ergeben wiirden, was aber nicht richtig ist.

Stattdessen fordert man den sog. schwachen Asymptotenlimes, der eine Bedingung an das Matrix-
Element stellt (nach Lehmann, Symanzik und Zimmermann)

LSZ-Bedingung

lim (blp(z)|a) = \/Z<b|¢0i1,}t(a:)|a> Viay,|p); ZeR,Z >0| (5.12)

t—too

Wenn man diese LSZ-Bed. streng formulieren méchte, mufl man wohl von einem , verschmierten
Feld ¢/ ausgehen

o = / &z f*(z) Fo 6 1n (),

out out

mit f, einer (normierbaren) Losung von (O + m?)f = 0. Mit normierbaren Zustéinden |a) , |b) wird
dann (5.12) zu

lim (b|¢’|a) = VZ(b|$Y, |a)-
t—too out

Die in/out-Felder sind wie folgt normiert

1 —ipx
016 im @)p) = Gryame ™
) 1 —ipx
= i O0) = V7 e
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Der phys. Bedeutung dieses Z-Faktors wird im néchsten Abschnitt nachgegeangen. Es gilt die folgende
Formel

(0|¢(z)|p) = VZ{0|¢ int(m) [p) V1-Teilchen-Zust. (5.13)

Zum Beweis betrachte man (O + m?)¢(z) = j(z) z.B. mit j = 3g¢*, was die formale Losung

av

8(a) = VZoyn (1) + [ '’ G (.00
hat und damit

(0]p(z)|p) = \/7<0|¢0i£1t(ﬂ?)|p> + /d49€' Ggevt(ﬂ?,ﬂ?')<0|j($) p) .

~

-

=0

Das Integral ist Null, da

(0j(@)|p) = 0[(@+m*)p(x)[p) = @ +m?)  (0]d(z)|p) = (@+m?)e"*(0[4(0)|p)-
:<0 ¢iPe ¢(0)e—iP= p> =0 (p on—shell
Dabei wurde benutzt
o(x) = eF*p(0)e |, dainf. 8,0 =i [P,,d]. (5.14)

5.4.2 Killen-Lehmann-Darstellung

Gegeben sei ein skalarer Propagator iA(z — y) = (0|T¢(z)é(y)|0). Unter Benutzung von (5.14) und
Beachtung von

eiipm|a> = eiip"’”|a>, spez. ehP’”|0> = 60|a> = 1|a> (5.15)
wird daraus
~iA(z) = (0|T¢(x)$(0)]0). (5.16)

Sei |a) ein System von vollstéandigen Zustéinden
d.h. Z|a><a| =1,
(07

dann wird aus (5.16) durch Einfiigen dieses Systems

iA(z) = Z{<O|q§(az)|a><a|¢(0)|0>@(az0) + <0|¢(0)|a><a|¢(az)|0>®(—az0)}
=>
= /d4q > 6(a—Pa)

~~

2
{@(H:O)G—iPaz + @(_mO)eiPax}

(0[6(0)]er)

<0|¢)(0)|a> {@(mo)e_i” + @(—xo)eiqm} (5.17)

J

=:0(0) 513
Bei der vorletzten Umformung wurden (5.14) und (5.15) benutzt.
Das in (5.17) definierte p(g) hat folgende Eigenschaften
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e 0(Aq) = Ao(q) Lorentz-Skalar, d.h. o(q) = o(q¢?).

e Nach Voraussetzung (s. 56) tragen nur Beitrige von P{ > 0 bei

e Ebenfalls nach Vor. triigt nur P2 > 0 bei

2)-0(q%), 0 > 0,reell fiir g2 > 0
wolg) = {Q(q )-0(d°), 0 q (5.18)

0 sonst,

Damit wird aus (5.17)

ia 271r)3 7d4q9 ){G(mo)e—”+@(_m0)em}

00
0/
0

q2

v

2 2

d'a3(¢* = i)0(") {Ol)e  + 0= |

\ S
~~

* 3 . .
(:) (2};)3 f %{@(JZO)C_W + @(—.’EO)CW}

= iD(l‘ /j, ) freier Propagator zur Masse p

=4/ P +p>
=i [ o

Bei der Umformung () wurde folgende Formel fiir die d-Funktion benutzt

(o]

/5(f(ﬂ?)) sz w/dqoé(q°2—q“2—u2) = 2—10

Damit ergibt sich schlieflich die Kdllen-Lehman-Darstellung (Spektraldarstellung)

~ A(z) = /d,u o(p>)D(x, 1), 0= 0] (5.19)

o(u?) bezeichnet man als Spektralfunktion

Beitrag der 1-Teilchenzustinde

2
(271r)3 Q(q2) =’ Z ’64(‘1 - p)‘<0|¢(0) |p>‘ + Z hierbei ist g2 > m?2
p

Mehrteilchen
(5.13),(3.10) [ d3p 4
= (5
/ 200 (¢—p)-Z

S 14>
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= /d4p5(p2 -m?)0p°) - (g —p)Zﬁ -

— 2 _ .2 0 1 2 _ .2 0 2 1
Mehrtei?crhenzust.

5.18) 1

19 (2ﬂ)39(q2)®(q°)

~l0(¢*) = Z8(¢> —m?) + 0(¢* —m?) - o(¢?) |.

Setzt man dies in die Kéllen-Lehman-Darstellung (5.19) ein, ergibt sich

o0
Aw) = ZDam*) + [y o)D) |
m2
1
Im Impulsraum
T 1
A(p) = dp? . 5.20
(p) = p—m2+zs+/'ug p?— 2 +ie (5.20)
mi

Dabei ist m; die ,leichteste Masse* im Mehrteilchen-Kontinuum (s. Abb. 5.1) z.B. m; = 2m.

Folgerungen

e A(p) hat Pol bei p? = m? mit dem Residuum Z. An dieser Stelle kann man auch die physikalische
Bedeutung des Z-Faktors erkennen. Er beschreibt niéimlich den Anteil der 1-Teilchen-Zustéinde,
die von dem wechselwirkenden Feld ¢(z) erzeugt werden (bzw. vom wechselwirkenden Propagator
beschrieben werden), welches ja auch Mehrteilchenzusténde erzeugt.

e A(p) hat einen Schnitt lings der positiven reellen Achse, der bei ¢ = m? beginnt:

fii 2 2
QA(p){aréo ir ¢° > mj

=0 fiir¢g><m?’

Man erhilt also (Ubungen)
1:Z+/du2a(p2)w0<Z<1.
m1

Dieses Ergebnis ergibt sich, wenn man in Gl. (5.16) statt des zeitgeordneten Produktes einen Kommutator
einsetzt, d.h. A(z) = (0|[¢(z), $(0)]|0) und davon die Spektraldarstellung berechnet. Durch Zeitableitung
erhiilt man dann unter Beachtung von (3.1) Z < 1.

Fiir einen Dirac-Propagator aus, erhilt man die Spektraldarstellung

o0
Z +/d o 01 (1) p + o2 (1?)
Pp—m+ie P — u? +ie

S(p) =

) 0-170-2207

2
ma
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bei Paritdtserhaltung. Fiir den Fall nichterhaltener Paritit wird daraus

S(p)

:p—m-l-z's p? — p? +ie

2
m3

5.5 LSZ-Theorem

(Nach Lehmann, Symanzik, Zimmermann)

Z N / a2 (12)p + T2 (1) pys + 02 (0?) + 72 (1) Vs
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Gegeben seien asymptotische freie Felder ¢, (), dout (z), welche aus dem schwachen Asymptoten-

Limes (s. (5.12)) des wechselwirkenden Feldes ¢(x) hervorgehen.

Zur Bestimmung der S-Matrix sei ein unitirer Operator S gegeben, welcher die Basis der |in)-Zusténde

in die Basis der |out)-Zusténde iiberfiihrt
in) = Slout), (out|= (in|S™".

Und somit die in-Felder in die out-Felder
bout(z) = S™' din.

Damit ergeben sich die S-Matrix-Elemente aus

Sga = <ﬁ,0ut|a,in> = (B,out|5|a,in>,

wobei a und g weitere Quantenzahlen zur Charakterisierung des jeweiligen Zustands sind. In der Stérungs-
Theorie werden die S-Matrix-Elemente approximativ berechnet, wihrend hier ein allgemeiner Zusam-
menhang zwischen S3, und den Green-Funktionen abgeleitet wird. Die Vorgehensweise besteht darin, die
Teilchen aus den in- bzw. out-Zustinden mittels Ersetzung durch die Feldoperatoren zu eliminieren.

1. Schritt: Eliminiere Teilchen mit Impuls p aus

a,in). Ab jetzt bezeichnet man mit

a,in) — |a1,in>

und mit |a1 D, in> den Zustand ohne p. Als Annahme benétigt man noch, dafl alle out-Zsutéinde von

den in-Zustdnden verschieden sind.

Sga = <,3,0ut|ap, in> = <,8,0ut|a$(p)|alin> = <,8,0ut|a$(p) —al,

Benutzt man nun die Darstellung fiir freie Felder

3

mit fp(z) = W@”pz, erhilt man die (zeitunabhingige) Grofie

ajiLn = —i/d3il?fp($) 30 ¢ in (37)’

out out
mit
>
a 80 b= aa()b + (Boa)b

Dies eingesetzt in (5.21) ergibt

Sﬁa = 'L/d3$fp(.’17) (50 |:<ﬂ,OUt|¢out(z)|a1in> - <ﬂ,0ut|¢in($)

Q, in)]

=i [ @afy(o) o [ Jim (5.0ut|ds(o)arin) = lim_(5.0ut|din(z)

(p)|arin) (5.21)

(5.22)

(5.23)

a, in>], (5.24)
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Die Limites sind dabei als schwache Asymptoten-Limites zu verstehen. Esetzt man nun die in- und
out-Felder mittels (5.12), geht es weiter mit

(5.24) = i/d3zfp(z) 30 (zggnoo %(,@,ont|¢(w)|a1in>
o %(,@,out|¢(z)|a1,in>)

= L( lim — lim >/d3a:fp(33) 30 <ﬁ,0ut|¢(a;)|a1,in>

lim
——00

\/Z 20200 20——00
= é / dz® </ d3z 9, [fp(z) 30 Sﬁ,out|¢(w)|a1,in>]>
oo ()

2 L [ ata(1,0) G - (o)t

Mit (O + m?) f,(z) = 002 f,(z) = (A —m?) f,(x) folgt aus obiger Gleichung

8o = == [ o{1,0) (BF0(@) = ((A =)y (@) a()

Fiihrt man nun eine rdumliche partielle Integration durch, d.h.

J@ne=[¥6@1-9- [¥5-F9== [T+ [ 120,

=0 =0
erhilt man schliefllich
~ Sgay = ﬁ /d4a:(fp(w)(D +m2)<ﬁ,out|¢($)|a1,in>) ) (5.25)

2. Schritt: Eliminiere Teilchen mit Impuls p’ aus |3, out). Die Bezeichnung ist |ﬂ,0ut> — |ﬂ1p, 0ut>,
wihrend | 3, out> den Zustand ohne p’ markiert. Asugehend von dem Matrix-Element in (5.25) und
Durchfiihrung der zu Schritt 1 analogen Rechnungen erhilt man

<ﬂ,out|¢(a:)|a1,in> = (ﬂlp',out|¢(a:)|a1,in>
= (B1, out|aous (p)d(z) — din(@)ain(p') |1, in) (5.26)
Mit einer zu (5.22) analogen Gleichung

out

- 3 * pug
ain (p) = —i [ &°yfy(y) 00 ¢ in (),
erhilt man

(5.26)
- i / 0By, 01t o (1)) — B(&)din ()|, 10) Byo £2()

_ é / &y lim (B, 0ut|o(y)o(a) ar,in) B, £7(0) -
Jlim (B out|6()6(@) . in) By £ ()

= — [ a'y(Brom|Tow)ote) o, i) 3, +m) 15 ) (5.27)
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~ Zuriick zu Schritt 1!2

3. Schritt: Man fithrt Schritt 142 solange durch, bis alle Impulse aus den in- und out-Zustinden
|p},...,p,,out) und |p1,...,pm,in) eliminiert sind und erhilt als Ergebnis

Sga = <p’1,__. ,p'n,out|p1,... ,pm,in>

. n+m
= (é) /d4a:1---/d4a:m/d4y1---/d4yn

S (@1) - fp @z +mP) - (Da, +m®) (O[T () - Slam)[0)

'

ET(n+m)(I1,... ,yn)
pa 2 s 2\ p*x *
(@ +m?) - @y W) 1) - £y ()
4. Schritt: Ubergang zur Impulsraum-Darstellung. Als Schreibweise fiihrt man ein

m+n::N, (xla"'7xm7y17"'7yn):(x17"'7xN)

(qla"' ,CIN) = (pla"' 7pma_plla--- 7pln)-

Desweiteren ist es geeigneter ¢° (wihrend der Rechnung) unabhingig zu wihlen (also i.a. nicht
mehr on-shell). Damit

. N

(O +m?) . (O +mA) (o, ... ,xN)}q?:mz - (W)N (5.28)

Die geschweifte Klammer in obiger Gleichung entspricht
mit 7x, welches in (5.11) eingefiihrt wurde als
T(q1,-.- ,qN)(27r)454 (Z Qi> = /d4a:1 . / d4xNTN(a:1, e ,a:N)e*i(llz“L“”LqN“”N).

Damit ist also das S-Matrix-Element aus (5.28)

1 N i —1 i —1
Sga = | ——— . —_ e | ————= T yaee
= () () (o) o)
(on-shell)

Was also gemacht wird, ist, dafl man die dufleren Beine amputiert und stattdessen die Wellenfunk-

tionen im Impulsraum hinschreibt (hier jeweils W fiir skalare Teilchen).

2beachte dabei

lim a(1)b(to) — lim b(to)a(t) = / dt%Ta(t)b(to)

t—o00
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Um das ganze auf eine verallgemeinerbare Form zu bringen, geht man von der Impulsraum-Wellen-
funktion aus

fol@) = —

Weﬂm = p(p)e " = <0|¢0i]z}t(93) )

und erhilt damit

on-shell

Fiir Vektorfelder ist ¢(p) = Ws“ (p). Das ,,Ergebnis“ des LSZ-Theorems fiir Dirac Felder wird
unten erwahnt.

Folgerungen
e “n(q1,-..,qn) hat Pole fiir g7 = m?.

e Zu Sp, tragen nur die zusammenhiingenden n-Punkt-Funktionen bei (das liegt an der Annahme
iiber paarweise verschiedene Impulse im Anfangs- und Endzustand). Das stimmt allerdings auch
nur in niedrigeren Ordnung, wie im néchsten Kapitel ersichtlich wird.

e Ersetzt man die freien Propagatoren D = {12_# durch die wechselwirkenden (s. (5.20)), welche
sich nur um einen Faktor Z von den freien unterscheiden (on-shell), erhélt man

N(q1s -+ 5an) = 1A(q1) - iA(gN) TN amp (Q1s - - - AN)

S ~ (%Z)N {D—%ql) D7 (aw)A ) . A(qN)mmp}

1\N
= <\/—Z> zN <7~'N7amp((ha S :QN)>
on-shell
= ZN/? <7~'N,amp(q17 e A]N))

on-shell

on-shell

Von jeder duBeren Wellenfunktion erhiilt man nun einen Faktor v/Z 3.

Dirac-Feld

Spa = (%) N@(pi) ... 2(py)

( %im)*._.(ﬁ)*....mqh...,qN)>

~o(p1) -+ - p(pN)

on-shell

3Dadurch, da man auBen die vollstéindigen Propagatoren (statt den freien) amputiert hat, muB man in den #uferen
Linien keine Korrekturen (hghere Ordnungen) durchfiihren. (Dieser Kommentar wird im nichsten Kapitel bzw. im zweiten
Teil des Skripts deutlich)



5.5. LSZ-THEOREM
mit den Feldern

mit p; auslaufendes Anti-Teilchen

1 u(p;) mit p; auslaufendes Teilchen
(i)
{ ) mit p; auslaufendes Teilchen
)

mit p} auslaufendes Anti-Teilchen
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Kapitel 6

Storungstheorie und
Feynman-Graphen

6.1 Storungsreihe fiir die 7-Funktionen

Gegeben sei ein wechselwirkendes Feld ¢(z) = ¢ (z), der zugehorige kanonische Impuls II(z) und das
freie in-Feld ¢in (z) und dessen kanonischer Impuls II;, ().
Grundvoraussetzungen fiir die Stérungsrechnung

Es gibt einen unitiren Operator U(t) so, daf
$in(2) =UM)(@)U (1),  Ihn(z) = UWI(2)U (). (6.1)

Im Rahmen der Quantenmechanik kann man diese Forderung wohl streng beweisen, nicht aber in der
QFT, wo sie wohl streng mathematisch sogar falsch ist .
Der Hamilton-Operator setzt sich aus einem freien und einem wechselwirkenden Teil zusammen

H = Ho + Hint

In der Quantenfeldtheorie ergibt sich der Hamilton-Operator aus der Dichte
H = [ #a3(6(2), 1) = Ho,10)

Damit ist H ein Funktional der Felder und weil es ein Polynom in den Feldern ist (s. (6.1)), gilt gemis
(6.1)

U(t)H((ba H)Uil (t) = H(¢in, Hin)-

Bewegungsgleichungen

ergeben sich aus

¢ =i[H,g] 1T =i[H,1]

bin = i [Ho(in, i), Bin] ILi, =i [Ho, Ijy] (6.2)

67
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Ausfithren der Zeitableitungen ergibt jeweils

- d e . . _— . 1
b = GUSUT) =UUT VUL + UGU™, YU +U § U
=¢in =¢in =-UU-'  =i[H,g]
o]t
€2 |:U.'U71a¢inj| + i | H(¢in, Uin) — Ho(¢in, Hin), Pin | =0

'

=Hint (¢in,Ilin)

<~ I:U"U’_1 + iHint(¢in, Hin)a (bin] - 0
Analog erhilt man fiir die kanonischen Impulse
I:UU71 + Z'-H'int ((bin; Hin)a 1_Iinj| =0.

Da die linke Seite des Kommutators sowohl mit ¢, als auch mit IT vertauscht, kann sie nur einer Zahl
entsprechen

UU™ + i Hipg (i, i) = ie(t) € C. (6.3)

Spiter wird wohl gezeigt, dal e(t) = 0 moglich ist, bzw., dal das ¢ wieder herausfillt. Setzt man dies
voraus, erhilt man als DGI. fiir die U(¢)

dU

WZE = Hint(¢in7Hin)U(t) (64)

Man fiihrt folgende Schreibweise ein
Hios (i, Tin) = [ €2 (6 (0), T (0)) =5 Hios (%) = Hine 0
Eine zu (6.4) dquivalente Gleichung mit den Anfangsbedingungen
U(to, to) = 1, Ul(t, to)U(to) = U(2)
ist
t

Ut to) =1 —i/dt’ Hin(8YU (' to). (6.5)

to
Die iterative Losung dieser Gleichung ergibt sich aus

t t

Ult,to) =1+ (—i)/dt’ Hin () + (—z')2/dt'/dt” Hine(t) Hine (#") + - -

to to

Bedenkt man

t t' t t
1
(—i)? / dt’ / dt" Hing (") Hing (") = 3 / dt’ / dt" T Hing (') Hing (t")
to to to to
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erhilt man als ,,Losung®

00 n b t
Ut ty) =1+ 21 Ch) tf dt, -- -tfdtnTHint(tl) oo Hing(tn)
n= 0 0
¢
=: T exp (—ifdt’Hint(t’)> (symbolisch)
to

(es ist zu bedenken, daf statt Hi, immer Hi, — e(t) stehen miifite.)

Eigenschaften
Ut,t) =1 U(ty,t2)U(t2,t3) = Ul(tys,t3)
Ult:) =U(t,—t)U(-t) U= t1) =U""(U(~t,t)

Bestimmung der 7-Funktion
Setzt man in die Definition der n-Punkt-Funktion (5.10) die Felder aus (6.1) ein, erhiilt man
Ta(®1,. .. @y) = <0|T¢(a:1) e ¢(xn)|0>
= (0|TU " (t1)in(z1)U (1)U~ (t2) bin (22)U (t2) - - - U~ (t) hin () U (£) |0)
Wegen (6.6) ist
U () =U (Ut t),  U)DU (t2) = Ults, ta)
U(tn) = U(tna _t)U(_t)a
so da8 man aus (6.7) folgendes erhlt
(6.7) = (O|U () {U(t, t1) hin (x1)U (t1, t2) hin (2) - - . U(tn—1, tn) in (@n) U (tn, —t) }U (—1)|0)
= (0|u=H0)T{--- }U(-1)|0)
= (0|]U" () (T[¢in(21) - .. Gin(2n) Ut t1) ... U(tn, —tl])U(—t)|0>

:U(‘tr,ft)

69

6.7)

Die Reihenfolge in der geschweiften Klammer in (6.8) ist wegen der Zeitordnung egal. Lift man nun

t — oo laufen
(69) = Jim (O[T [G1n(z1) ... Gn(ea)U (2, ~1)]]0)
und weif} (hier angegeben ohne Beweis), daf gilt
Jim U(£4)[0) = A+]0),

erhilt man

o]

Tin(z1) - - - Pin(Tn) 'eXp<—i / dt/dBw%m>

o))

)

T (T, -0, @n) = AL <0

(o

Tdin(z1) - .. din(zn) exp (—i / d4a:f}{int>

(6.10)
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o).

Fiir n =0 ist

1=(0l0) = N<0 T exp <—i/d4xf}{int>

so dafl (6.10) iibergeht in

0|7 ¢in .. Gin —i [d*zFine) |0

| @1y 1) = O[T gin(e1) .. ¢ (,”’"”)eXp( ] d'a3Gw)[0) (6.11)
<O|Texp(—zfd4xf}{int(ac)) |0>

Gibt man vor, dafl H;n, = —Ling, also in H keine Ableitungsterme vorkommen, erhiilt man durch Aus-

schreiben der e-Funktion

io: %<O|T¢in($1) e tin(zn) [dhyr - [ d*yrLing(y1) - --Lint(yk)|0>
Ta(@1,...  2) = &2 = (6.12)
1+ kgl z—k, f d4y1 . f d4yk<O|T£;1nt (yl) R T (yk) |0>

Unter Benutzung obiger Formel ist es nun moglich, die wechselwirkenden Felder in einer Storungsreihe
durch die freien Felder auszudriicken.

Anhand von (6.11) kann man erkennen, dafl das £(t) aus (6.3) unbedeutend ist, da es in Z#hler und
Nenner vorkommt und dort als Faktor e/ ¢4t auftritt, der sich herauskiirzt.

6.2 Wick-Theorem

In diesem Abschnitt geht es darum, das ,,groe“ zeitgeordnete Produkt in (6.12) durch Normalordnungen,
die beim Bilden des Vakuumerwartungswertes herausfallen und durch ,kleinere“ Zeitordnungen auszu-
driicken.

Normalordnung bedeutet, daf} alle Erzeuger links von den Vernichtern stehen (eingefiihrt auf S. 30 zu
Verhinderung von Divergenzen in den Vakuumerwartungswerten).

p(x1)p(x2): Erzeuger ,links“ von Vernichtern.

In diesem Abschnitt werden Skalarfelder betrachtet (~ Bosonen). Da nur freie Felder auftreten, wird die
verkiirzte Schreibweise benutzt

¢(z) = din(z)
Der Satz von Wick besagt

Tp(x1)...d(xn) = (1) ... P(2n):
+<O‘T¢)(a:1)¢)(a:2) 0):¢(x3) ... 4(2y,): + Permutationen
+{0|T¢(1)d(2)|0)(0] 6(5)$(w2)|0) :6(z5) - .. H(an): + Perm.

+<O|T¢)(a:1)¢)(a:2) |0> e <0|T¢(acn,1)¢)(a:n) |0> + Perm. (n gerade)
+{0|T¢(x1)p(x2)|0) ... (O|Tdp(xn—2)(@n—1)|0)d(xn) + P.  (n ungerade)

Der Beweis wird dem Leser iiberlassen (Standard-Spruch in diverser Literatur) Als Notation fithrt man
folgendes ein (praktisch beim Beweisen bzw. ,Benutzen® des Wick-Theorems).

o(x1)P(x2)d(x3) . .. := Kontraktion <O|T¢(m1)¢(m2) |0>¢(a:3) e
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Verallgemeinerung auf beliebige Felder

Hing enthilt nun Terme mit ¢ # ¢, A#, 4, ... Man erhilt analog zu (6.4)

dU
iy = Hine U (t)

bzw. die zu (6.5) entsprechende Gl. mit Anfangsbedingungen

U(t) =U(t,to)U(to) (Hing = —Lint)

t
Ul(t,tg) =T - exp <z // d4z£Jint>
to

(Beachte: H — —L, d.h., es gibt eigentlich wieder keine Ableitungskopplungen. Sollten diese doch vor-
handen sein, geht man ,,in der Praxis“ trotzdem so vor, als hétte man keine und irgendwie stimmts dann
em Ende trotzdem.)

Man setzt wieder die n-Punkt-Funktion an und erhélt ein (6.11) entsprechendes Ergebnis

Ta(®1,. .. xy) = <0|T¢1(zl) . qbn(a:n)|0>

~ (0|T¢1in(z1)---qﬁnin(zn)exp(i//d%bint)|0>

to
Die Feldkomponenten ¢; konnen dabei Skalare, Vektor- oder Spinor-Komponenten sein.

Jetzt wendet man das Wick-Theorem an und erhiilt ein enstprechendes Ergebnis mit der Ausnahme,
daf} die Fermion-Komponenten wegen des Minuszeichens im zeitgeordneten Produkt einen Faktor —1 bei
Vertauschungen bekommen.

6.3 Feynman-Regeln und -Graphen

Der Ausgansgspunkt des folgenden Beispiels ist die wechselwirkende Lagrange-Dichte der ¢3-Theorie
Lin=9-¢>, ¢"=0¢

Abkiirzenderweise benutzt man die Schreibweise aus (4.2)
<O|T¢)in(a:a)¢>in (z) |0> =iD(x, — xp) > 2

Berechnet wird nun in Ordnung ¢* die Zweipunkt-Funktion 75 (21, x2) (bzw. deren Zéhler, s. (6.11) [der
Nenner wird weiter unten behandelt])

o) = 5 [ dted'y(0[To(a)ole2)d* @) () ).

aus der sich dann durch Entwickeln der e-Funktion in (6.11) die folgenden Terme und deren zugehorige
Feynman-Graphen ergeben sich durch Anwendung des Wick-Theorems

~To(x1,T2) = %(ig?)!) /d4a:d4yiD(a: — 1) (iD(y — z))2iD(a:2 —v)

1 ig 3! ig - 3!
2z @ (] =3
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DN | =

+ =(ig3))?iD(zy — 1) /d4xd4yiD(a: —x1)iD(xz2 — )

zq 2 zo

~iD(y —z)iD(y — y) l

1
+ i(igB!)/d4d4y(iD(y—a:))3 ST @ 3o
1
+ Z(igS!)iD(zg —x1) / d*zd*yiD(x — 2)iD(y — y)iD(y — )

zq zo Oﬁo (613)

Feynman-Regeln im Ortsraum

T, Lo duflere Punkte, fest
T,y innere Punkte, {iber die integriert wird (d.h.) /d4a:d4y

oy %, iD(z, — xp)
< ig3! Vertex

Zusétzlich zum Symmetriefaktor der Vertices treten noch die Symmetriefaktoren aus dem Wick-Theorem
auf, die angeben, wie oft sich derselbe Graph ergibt. Durch die letzteren Symmetriefaktoren wird dividiert,
so dafl man als ,,Gesamt-Symmetriefaktor* den Quotienten aus dem Vertex-Symmetriefaktor dividiert
durch die Anzahl der identischen Graphen.

Die n-Punkt-Funktion in Ordnung g* ist proportional der Summe der Graphen mit n #uferen Punkten
und k Vertices (ohne die Vakuum-Diagramm [s.u.]).

Bedeutung des Nenners in 7(z1,...,z,) [GLl. (6.11)]

Der Nenner in besagter Gleichung lautet (sofern man keine Ableitungskopplungen voraussetzt, also (6.12)
benutzt)

.
Z % /d4y1 .. .d4yn<O|T£,int (y1) - - Lint (Yn) |0> = Z alle Vakuum-Diagramme
— k!

(Das zeitgeordnete Produkt beschreibt die Graphen der dufleren Punkte, also die Vakuum-Graphen) Die
Vakuum-Graphen sind am Beispiel der oben skizzierten ¢>-WW

>0+ &Po0-0 @%Ogo

Diese Vakuum-Diagramme treten aber auch bei der Entwicklung des Zihlers auf (s. Abb. 6.1), so da8
man sie letztlich ,ausklammern und herauskiirzen“ kann (dabei hat man darauf zu achten, dafl alle
denselben kombinatorischen Faktor haben). Als Rezept kann man sich also merken, dafi man die Vakuum-
Diagramme bei der graphischen Entwicklung der T-Funktion weglassen kann!

La. treten auch unzusammenhiingende Graphen (s. Abb. 6.2, recht Spalte) auf, die aber bei der
Berechnung des S-Matrix-Elementes herausfallen (in kleineren Ordnungen bzw. entsprechend wenigen
ein- und ausfallenden Teilchen), da dann die unzusammenhéngenden Graphen lediglich zum df; im S-
Matrix-Element beitragen.
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k= 0

k=2— )— + <

k:&@%&+ké%?+&£

Abbildung 6.1: Auftreten der Vakuum-Diagramme im Z#hler der n-Punkt-Funktion 7(z1,... ,z,) nach
(6.12)
zusammenhéingamkusammenhéingend
.« . O
> < — 09"
O—O—.
=G aR
O—O—.

Abbildung 6.2: Die unzusammenhéngenden Graphen (hier: z.B. 74; $>-WW, rechte Spalte) fallen bei der
Bildung des S-Matrixelementes heraus

Feynman-Regeln im Impulsraum

Durch Fourier-Transformation der Propagatoren erhilt man (vgl. Gl. (4.3))

d4q e—iq(ma—mb)
Dlza =) = / (2m)* > —m? +ie

Ab hier wird der Summand ie, der im Nenner der Propagatoren zustindig ist fiir die Kausalitéit, in der
Regel fortgelassen und mufl bei Bedarf vom Leser beachtet werden.
Betrachtet wird (ausgehend von (6.13)) das erste Diagramm bei ¢3-WW.

a2

q1 94
Ty —» a3
I T
2 (2m)* (2m)* (qf —m?) -~ (¢f —m?)

‘/d4$/d4ye—i(41—02—43)x6_i(q2+43—04)y

=(27)86%(q1—q2—q3)0%(q2+q3—q4)

4 4
:/ d*q1 / d%qq eiQ1x1+q‘w2(27T)4(54(Q1 +Q4)

@n) ) @
B i1 [ Al i
e L e v e 049

~ v

(*)

=T72(q1,94)=T2(q1,—q1)=1A(q1)

Dieses Ergebnis (x) erhélt man, wenn man (6.14) mit der ,Konvention* vergleicht

/d4x1 /d4x2T2($1,$2)€7i(p1”1+p2z2) = (27T)454(p1 +p2) - T2(p1, p2) (6.15)
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(mit 72 (p1, p2) = iA(p)). Der zugehorige Feynman-Graph im Impulsraum hat also die Form (man beachte:
Impulserhaltung an jedem Vertex)!

q2

as
Die Feynman-Regeln im Impulsraum lauten dann im vorliegenden Fall

a i .
> —m? +ie
Y ig3! Vertex mit Impulserhaltung!
Die Symmetrie-Faktoren ergeben sich genauso wie im Ortsraum.
Bei geschlossenen Schleifen wird iiber die freien Impulse der Schleifen (einer ist jeweils wihlbar)
integriert; sofern keine Schleife vorhanden ist, sind sowieso alle Impulse durch Impulserhaltung festgelegt.

n-Punkt-Funktion in Ordnung g¢*

Man verbinde n duflere Impulse, die iiblicherweise mit ¢, ... ,q, bezeichnet werden, durch k Vertices.
Dann erstelle man sich alle Feynman-Diagramme und erhiilt somit alle analytischen Ausdriicke, iiber die
noch summiert wird.

Selbstenergie und Z-Faktor

Der Gesamt-Propagator setzt sich zusammen aus dem freien Propagator und den wechselwirkenden hoher-
er Ordnung

Al = A0 y A = = e

_ 1 2(¢*)
T2 —m? 1_q2—m2 :
Dabei bezeichnet das ¥ den ,inneren Teil“ des Graphen, so daf sich der jeweilige ,, Gesamt-Graph“ aus

zwei freien Propagatoren und dem ¥ zusammensetzt (in Ordnung g?)
DX

S(¢q?) = H{}H
- e p—e = ()t

Das ,Gesamt-X“ ergibt sich aus der Summe der einzelnen, d.h. z.B. in 1. Ordnung g2, man betrachtet alle
Graphen mit zwei inneren Vertices und schneidet (s.0) die beiden dufleren Propagatoren ab und erhilt
so die ¥;. Die Summe iiber i liefert dann die Selbstenergie

—O— + ~—<§—< ¥ =% + X, Selbstenergie X(q?)
121 1222

Anmerkung:

Ibeachte ebenfalls: in (6.15) bleibt letztlich die Gesamtimpulserhaltung iibrig!
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e Y’ sei die Ableitung von ¥. Dann erhilt man fiir '¢2 = m?’

1T

g2—m? q2 — m2
A

1
= E o E o A 0 (6.16)

(+reguldre Terme)

wobei Z das Residuum des Pols ist (nach Killen-Lehmann). Somit erhélt man den Z-Faktor (der
sich im LSZ-Theorem ergibt) aus

e ¥ ist (logarithmisch) divergent, Tadpoles sind sogar quadratisch divergent (s. Abb. 6.3) Derartige

{} ~ [ L ~ [ £4 UV-Divergen

Abbildung 6.3: Divergenz-Verhalten der Selbstenergie und von Tadpoles

Divergenzen sind ein generelles Problem in der Quantenfeldtheorie, welches man z.B. Losen koénnte
durch ,,Aufweichen“ der Operatoren ¢, welche dann aber nicht mehr lokal und somit nicht mehr
handhabbar wiren.

In der Praxis fiihrt man die sog. Renormierung durch, man regularisiert die Divergenzen, d.h.
man untersucht die Struktur der Divergenzen, um sie dann anschlielend durch Einfiithrung von
Counter-Termen zu absorbieren (Renormierung). Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Regularisie-
rung durchzufiihren (dazu mehr im zweiten Teil), hier wird kurz die anschaulichste vorgestellt.

Die divergenten Integrale divergieren nur fiir grofle Impulse, so da} man ,einfach®“ die Impulse
abschneidet (Einfiihrung eines Cut-Off-Parameters), um sie konvergent zu machen. Dadurch handelt
man sich natiirlich eine Abhéngigkeit vom Cut-Off (hier A) ein.

2(¢*) = S (m?) +(¢* —m?) £'(m?) + konv. Terme
divergent ( A-abhéngig) i.a. divergent

hier konvergent

Um der Bedeutung des ¥s auf die Spur zu kommen, summiert man alle Diagramme bis zur vorge-
gebenen Ordnung (hier 2) auf (s. Abb. 6.4 oben). Bei hoheren Ordnungen entwickelt man dies in
eine geometrische Reihe (s. Abb. 6.4 unten). Man kann erkennen, dafl die Selbstenergie im Nenner

+o—H— = (12—# + q2—im2i2(m2)q2—im2
" .—%—. n % % geom _Reihe m

Abbildung 6.4: Um der Bedeutung der Selbstenergie niher zu kommen, mufl man wie in der Abbildung
unten die Diagramme jeder Ordnung aufsummieren

einen Beitrag zum Residuum des Propagators liefert und desweiteren den Pol des Propagators ver-
schieben kann (was nach Killen-Lehmann die physikalische Masse #indert und somit unphysikalisch
ist).
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Um diesen Mif}stand zu korrigieren, dndert man die gegeben Lagrange-Dichte so, daf} letzlich die
divergenten Terme herausfallen. Man fiihrt die sog. ,nackte Masse“ m% = m? + dm? ein und erhélt

somit, folgende korrigierte Lagrange-Dichte

om?

L%L_T&:%(awﬁf—M

2
R

wodurch sich ein zusétzlicher Vertex ergibt

2
«—><— (Counter-Term -2 zm = —idm?

(Der Faktor 2 tritt als Vertex-Symmetrie-Faktor auf, da das Feld neutral ist). Somit erhilt man,
wenn man den Counter-Term zum Propagtor addiert

+ —G— + <

d i(S(m?) — 6m?)

q2_m2 q2_m2

Setzt man nun dm? := ¥(m?) (=Selbstenergie auf Massenschale), erhiilt man (wenn man wieder

iiber alle Ordnungen summiert (geom. Reihe)) fiir den Propagator i/(q?> — m? + ...) wieder einen

Pol bei der physikalischen Masse m?2.

Dieses Verfahren, die Einfithrung von Counter-Termen zur Absorption von unphysikalischen Ter-
men, bezeichnet man im vorliegenden Fall als Massen-Renormierung.

Dabei ist zu beachten, dafl man nun (in héheren Ordnungen, wo die Divergenzen erst auftreten)
eben nicht mehr die physikalische Masse in L stehen hat, sondern die nackte Masse my.

Bei den Kopplungen geht man analog vor (Einfiihrung einer nackten Ladung) g; — g; + dg; = ¢7).

Sofern diese sog. ,,Parameter-Normierung“ in allen Ordnungen zu endlichen S-Matrix-Elementen
fithrt, spricht man von einer renormierbaren Theorie. Nicht renormierbar ist z.B. Ling ~ ¢%, da man
dabei beliebig viele Counter-Terme zur Absorption benétigte (spiter).

Feynman-Regeln fiir allgemeine Felder und Wechselwirkungen

s. Abb. 6.5

Feynman-Regeln fiir S-Matrix-Elemente (Amplituden)

b1

bn Sfi = (271')454 (Z)Tfi

P

Durch Anwendung des LSZ-Theorems erhilt man daraus letztlich

Sfi = (\/Z) "™ Wellenfunktionen - 727

n+m
on-shell
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i
R B = skalarer Propagator

'3 .
° @ Tt Fermion-Propagator

i( =g+ 22 .
—= i~ Vektor-Propagator (massiv)

[ VaVs=aVaV;
~m< —iey, Qs QED-Vertex

,,,,,, igl bei Liny = g§¢¢ Yukawa-Vertex
ig(iys) bel Ling = gyivspd
: (—1) - Tr{(Fermion-Loop) }

Abbildung 6.5: Bei geschlossenen Fermion-Schleifen kommt noch ein Faktor —1 hinzu (und die Spur iiber
die Loop-Matrizen)

(es ergibt sich ein v/Z-Faktor pro Feld.) Nun muff man die 7-Funktion bis zur k-ten Ordnung entwickeln.
Z ergibt sich dann als

Z=14+219"+ 29" + 238+ bis g"
z z 1
Wﬁ:1+§1g2+z294—§zfg4+---

Beim S-Matrix-Element werden die Terme mit g',1 > k weggelassen (da in nichster Ordnung).

Die Bornsche Niherung beschreibt die niedrigste Ordnung (ohne Auftreten von Schleifen, die sog.
Born-Graphen oder Tree-Graphen). Fiir Born-Ordnung gilt per def.

Bornsche Naherung: [Z =1|

Regeln
e Zeichne externe Lininen fiir gegebene Konfiguration von ein- und auslaufenden Teilchen (Impulsen).

Verbinde Linien mittels Vertices und Propagatoren (in gegebener Ordnung).

e Die analytischen Ausdriicke ergeben sich gemifl der Impulsraum-Regeln (inkl. 4-Impulserhaltung).

Multipliziere mit v/Z fiir jede &ufere Linie und entwickle bis zur Ordnung g*

>~ alle Diagramme = iT';.
e In den #uferen Linien gibt es keine Selbstenergie?

Feynman-Regeln fiir Wellenfunktionen (#uflere Linien) (s. Abb. 6.6)

2das liegt daran, dafl im 1.SZ-Theorem die vollstindigen &uBeren Propagatoren amputiert werden und durch die Wellen-
funktionen ersetzt werden.
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,,,,,,,,,,, W Skalar (ein- und auslaufend)
AN W cen(N) einlaufendes Vektor-Teilchen
W ceu(N) auslaufendes Vektor-Teilchen
b_. W -u(p) einlaufendes Dirac-Teilchen
M+. W -v(p) einlaufendes Anti-Teilchen
.M+ W -u(p) auslaufendes Teilchen
QL% W -v(p) auslaufendes Anti-Teilchen

Abbildung 6.6: Feynman-Regeln fiir Wellenfunktionen

Beispiel

Betracht wird der Prozefl eTe™ — ptu~ bei Yukawa-Potential (Graph: Abb. 6.7, bei der 1 beim Vertex
stiinde ein 0,3, wenn u, bzw. Tg Spinor-Indizes hiitte)

e~ lf_
Py P
q" \ \q’
+ +
e igl 1%

Abbildung 6.7: ete™ — uTp~ bei Yukawa-Potential

Als Regel zur Berechnung der analytischen Ausdriicke beachte man, dal man gegen die Pfeilrichtung
vorgeht (Man lduft immer entlang Fermion-Linien entgegen der Pfeilrichtung).

o i S ) 1 !
W(Z\(%)/(zg) :\(%)/) (ET e (@(p') (ig)v(q")) <7(27r)3/2>

Beim Vertauschen von Fermion-Linien hat man darauf zu achten, dafl man die Graphen subtrahiert statt
addiert (s. Abb. 6.8).

e e (p1) (p2)

e e (p2) (p1)
Abbildung 6.8: Bei Vertauschung von Fermion-Linien miissen die Graphen subtrahiert werden!

Erginzung: WW mit Ableitungskopplungen
Die WW-Lagrange-Dichte Liy,¢ enthalte Ableitungen 0, z.B.

Lint = ie(¢t 0,0 — (0,67)p) A"
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Der Zeitentwicklungs-Operator ergibt sich trotzdem als

U~ exp(i/d‘lxbint).

Dabei ist es wohl so, daf3 aus Hiny immer Liny wird, d.h. die Feynman-Graphen ergeben sich immer aus
L (was auch gut ist, da nur die Lagrange-Dichte lorentzinvariant ist).

Durch die Fourier-Transformation werden allgemein aus den Ableitungen Impulse (9, — ip,), so da3
sich folgender Vertex ergibt (Pfeile in Richtung des Ladungsflusses)

e 7 =i(ie)(—ipy — ip},) = ie(p+ '),
P
Der Vertex hat also eine Impulsabhéngigkeit.
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Kapitel 7

Quantenelektrodynamik (QED)

7.1 Lagrange-Dichte und Feynman-Regeln

Die QED im urpsriinglichen Sinne besteht aus Photonen (A*(zx)), und Elektronen/Positronen (e*/e™,

¥(x),¥(z)). Die Lagrange-Dichte lautet

1 —. —
Lqoep = _ZFWFW + Lax(Ay) +9 (zﬁ — m)¢ + ey, p AF (7.1)
s. Kap. 4.2 =Lint

Der Eichfixierungsterm lautet z.B. in der kovarianten Eichung

-1

Lﬁx:2_€

(B A")?

und dient, wie bereits beschrieben dazu, die Eichinvarianz der Lagrange-Dichte zu zerstéren, da ansonsten
der Photon-Propagator nicht existieren wiirde und die Polarisationssumme nicht kovariant wére.

Der Photon-Propagator ist

a i
wrom g (e r0-0%)
Der hintere Summand in der Klammer trigt wegen der Stromerhaltung nicht zum Matrixelement bei, so
daB man in der Praxis £ = 1 setzt (Feynman-Eichung). Die Feynman-Regeln sind ansonsten bekannt und
miissen einfach angewendet werden. Man hat zu beachten, dafl man iiber die verschiedenen Polarisations-
zusténde der Photonen (g,()\) mit A = 1,2 (£)) summieren muB. Jedoch wird die Polarisationssumme
in der Praxis relativ einfach (wieder wegen Stromerhaltung)

A=1,2 (£1)

Der Rest trigt wegen der Stromerhaltung nicht bei.

Zur weiteren Vereinfachung sollte man das Furry- Theorem beachten (s. Abb. 7.1)

Das ist wichtig bei sog. Tadpoles, welche aus einem Loop mit einer Photonlinie bestehen und eben
nach Furry nicht berechnet werden brauchen.

Die QED im weiteren Sinne behandelt die WW zwischen Photonen mit allen geladenen fundamentalen
Fermionen (Leptonen: e*, u*, 7% mit Ladung @ = +1 und den Quarks ¢, mit Ladung +2/3 fiir das

81
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Furry-Theorem

fiir ungerade Zahl von Photon-Linien

Abbildung 7.1: Das Furry-Theorem besagt, dafl Loops mit ungerader Anzahl von Photonlinien verschwin-
den.

u,c¢,t bzw. —1/3 fiir d, s,b). Die dahingehend erweiterte Lagrange-Dichte hat folgende Form

1
Le.m = _ZF,U,VFHU +£’ﬁx Z {¢f 'L,a mf)¢f - le'(,bf’Yp,'(pfA }

f=lept,q

wobei E =3- Y (wobeidie 3 die Color der Quarks ist, die erst bei der Quantenchromodynamik tiefere
U,...,t
Bedeutung erlangt; es geniigt zu wissen, daf es im Prinzip jedes Quark dreimal gibt).

7.2 QED-Prozesse in niedrigster Ordnung
7.2.1 Beispiele (2 — Teilchen) s. Abb. 7.2

o=
Mgller-Streuung
o z % z z § z

Bhabha—Streuung

;~ yj Compton-Streuung
Eswk
):z etTe~-Paarvernichtung in vy

e
>WN< f=unryq ff-Paarerzeugung
e 7

Abbildung 7.2: Beispiele zur QED in niedrigster Ordnung 2 — 2 Teilchen

_|_

\;{1

Bei Mehrteilchenprozessen wirken entsprechend mehr Teilchen mit. Bremsstrahlungsprozesse (zusétzliches
duBeres Photon) und Prozesse mit duflerem (klassischen) Feld sind in Abb. 7.3 aufgefiihrt.
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Mott-Streuung

Rontgen-Bremsstrahlung

PR

Paarerzeugung im &ufleren Feld

+

Abbildung 7.3: Prozesse mit duflerem (klassischen) Feld, Bremsstrahlung

7.2.2 Compton-Streuung

P ) P’
p L p p—k
p+
)-—%<l N, T
k7 koo K

Abbildung 7.4: Compton-Streuung

v(k) +e (p) — v(kK)+e (p))  Abb. 7.4.

Die Polarisationsvektoren der s werden wie folgt gekennzeichnet
e’(k) = e, eh(k) =™

sie sind transversal und raumartig (¢ - k = ¢’ - k' = 0).

1. Matrixelement

— . 1
iT = E (Diagramme) = (QW)GM

02 (5 () /p+k+m — (o p_k+m/
M = —ie*(u(p')e ok zu(p) +u(p )27_210_]C £'u(p))
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(dabei (p+ k)% —m? = p* +2kp+ k? —m? = 2p- k). Nun geht man ins Laborsystem (Elektron ruht
am Anfang)
@) = (m,0) (=09 ")=0:) &£=() =1
wp-e=p-e =0wpr=—gp, pe =—£p
(p—m)u(p) =0 ~pu(p) = mu(p)

Daraus ergibt sich

e’k 22K )us(p) = M(s, )

M = i€’y (p')< ok T opk

— ——
=:T

. Ubergangswahrscheinlichkeit

|J\/[|2 = 64@8’ (p')Fus(p) -Hs(p)fus/ (pl) = e4Tr{us/ (pl)ﬂS’ (p')l—‘us(p)ﬂs(p)f}

Um die komplette Ubergangswahrscheinlichkeit zu erhalten, miissen alle moglichen , Prozesse in
Betracht gezogen werden, daher wird iiber die einlaufenden Teilchen (Helizitéit s') gemittelt und
iiber die auslaufenden (ungestrichen) summiert

M2 — Z|MS s)|? = [M2.

mit

P = %e‘lTr{(p' + m)D(p+m)T} =

4

= %(Tl +T5 + 2§RT3), (72)
mit den Abkiirzungen
T, = @ lk Te{(p + m)ez'k(p+ m)kee'} (7.3)
1
T, = 2p)? 5 Tr{(p' + m)e' K (p+ m)K ee'} (7.4)
Ts = ! Te{(p' +m)ee' K (p + m)Kee'} (7.5)

(2pk)(2pk')

. Berechnung der Spuren

TI“{¢1 . ¢n} = Tr{¢nq§1 . ¢n—1}
EQZGQ’ %2:0, Z2=E'2=—1
Tr{abed} = 4((ab)(cd) + (ad)(bc) — (ac)(bd))

Benutzt man diese Formeln, erhilt man fiir (7.3)-(7.5)

Ty = 8(kp) ((k'p) + 2(ke")?) 2p}€)2
T, = S(k’p)((kp) - Q(kIE)Q) (21]2/)2
T, = <8(kp)(k'p) (2(-€")* = 1) — 8(k'p) (ke')” + 8(kp)(k’s)2> m
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Setzt man dies wiederum in (7.2) ein, ergibt sich

!
M2 = et (% + % +4(g-&)? - 2)

0
B=w k =,

Ep=mw', kp=mw

4. Wirkungsquerschnitt (im Laborsystem)
p=m0), p=@07p), k=w00w), K=,k
];;/
P 0\ kok'=wo' — k- -k =ww'(1—cosb)

Der Wirkungsquerschnitt ergibt sich gemif (5.4)

(271')10 1 A , , d3pl d3kl
do= L. MR (p+k—p' — k)
4 . k 2 12 10 10
(p-k) (27) 2p 2k

$w'dw’ a0
d4p’5(p’2 _ m2)@(p70)

_9 N\ 2
AN iRy A B v R mw
dqoy 16m? \w m + w(1l — cosb)

Setzt man nun alles ein, erhilt man letztlich

do 2

Y w’

iy =t (4) (£ 5 raEer-2)

(Klein-Nishina, 1929). Fiir w « m~w' = w wird der Wirkungsquerschnitt unabhiingig von w und
wl

do o . Lo

i~ W(s -€')?  Thomson-WQ.
und man erhilt den klassischen Thomson-WQ (e ist dabei die physikalische Ladung).

Summation iiber alle Polarisationen Wie bei den Spins muf iiber die Polarisationen gemittelt
bzw. summiert werden. Die Polarisationen seien wie folgt gegeben

€1 =(1,0,0), &) = (—cosf cosp, — cosfsin p,sin )
& = (0,1,0), &, = (sin¢p, —cosp,0)

= w(sin @ cos p, sin f sin , cos ).
Der Wirkunsgquerschnitt wird

do 1 5 do
dq 2 4 dQi,;
1,j=1,2
Mit § 3 8)° =}

(cos? @ + 1) erhilt man den Wirkungsquerschnitt fiir unpolarisierte Photonen
als

do o (W\ (W w 9
— =— = — 4+ — —sin” 26
(dQ)unPol. 2m?2 (w) <w + oo >
2
mlw a

" (2 —sin?6) Thomson.
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Der Gesamt-Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus dem differentiellen durch Winkelintegration

do
o= [ dQ <—>
/ dQ unpol.

w<m _
O Compton ? OThomson — —5~

Anmerkungen
e Der Thomson-Limes 0compton — OThomson iSt der ,klassische Limes“. Man kann sehen, dafl
die Feinstrukturkonstante klassisch bestimmbar ist.

e Der Thomson-Limes bleibt auch in hoherer Ordnung giiltig. Der experimentelle Wert von «
ist unabhéngig von der Ordnung der Stérungsrechnung! (allerdings wohl nur in der QED, die
als einzige Quantenfeldtheorie einen mefibaren klassischen Limes hat).

7.3 Anomales magnetisches Moment

Aus der Dirac-Gleichung folgt g = 2, wihrend in der QED ein gréBerer Wert berechnet wird.
Als formales Hilfsmittel wird die Gordon-Zerlegung benotigt:
Seien 11,12 Losungen der Dirac-Gleichung (id — m)y = 0, also freie Dirac-Felder, dann gilt

ot = 5 (Paidutn — (0,52)0n + 0" (Baoiin)) (7.6)

mit 0, = % [yu, 7). Fiir ¢ = u(p)e ?* und ¢y = u(p')e #'* folgt daraus die Gordon-Zerlegung im
Impulsraum

! ) = 10) (L2 4 50~ ) o) &

1. suBeres Magnetfeld A* = (0, A(#)) In der folgenden Gleichung wird die Gordon-Zerlegung ange-
wandt, was ein biichen zweifelhaft ist, da sie eigentlich nur fiir freie Felder definiert ist. Insofern
hat man es hier im Prinzip mit freien Feldern zu tun, d.h., das L;,; entspricht nicht dem {iblichen!

o Ling 2 Py p AP = gim (Fiduw — (19,)v) A" + gima" (Gop) AP

/

-

—7.A -Term, Bahn-B-WW Spin-WWwW

Durch ,partielle Integration des Spin-Terms (Integration, obwohl kein Integral vorhanden ist;
gemeint ist das Wirkungs-Integral S = [ d*zL) erhilt man

int

Spin _ __¢ = VAR _ uAV1
L szpa,wzp(a 0 )2
= ﬁ@auﬂp - FrY F nur fiir Magnetfelder

e — e —= =

= L Yo Ft = — = 95 By

4m 4m

e —= o

:_%¢5'B¢=—9{im g =2

ldas besagt das Theorem von Jauch und Rohrlich
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= [ @) 2 - v

wg:Q

In dieser Wechselwirkung erh&lt man also einen Wert g = 2 wie bei Dirac.

2. Vertex fiir Wechselwirkung mit A-Feld

LR = 5 (0" ) o + Yo (9")) A*
N——" N——

=ip'V =—ip¥

Fiir ¢ ist dabei eine ebene Welle einzusetzen (da ,freies® Feld).

P . € N1 . € ’ e ,
i —ip")oy, = —m—=0) o, =2—(@p@—p)"S,, 7.8
MNW<p i 5 (zp ip )Uu 5 (p—p") o, 5 (p—p)'S, (7.8)

=25,,

3. Der Vertexfaktor, der sich ,fiir* das magnetische Moment ergibt, hat die Form (7.8), so dal man
die Abweichungen des magnetisches Moment kann als Zusatzterm von eben dieser Form in das
bisherige Ly schreiben kann

e — v
Lint = Ling + il . %quuiﬂ’wl (7.9)
~ Vertex 5% (Ir+a)(p—p’)”0”u
-2
vl = 9T g=2(1+a) (7.10)

4. Storungstheoretische Betrachtung

/

P
Aixt N T
= U(p )Zrﬂu(p) ! Aext(p’,p)
p
bis 1-Schleifenordnung: ¢ := (p — p')?

Z=1+67(e) o ° ALy

Bis Ordnung e3: (A* weglassen)

iet(p') (1 +0Z)v, + Au)u(p)

(p+p)

Au = v, F1 (q2) + o LE, (q2) Kovarianten-Zerlegung.
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(Andere Vektoren kann man auf die beiden obigen zuriickfithren, v5-Terme sind wegen Paritétsver-
letzung nicht erlaubt). Fy, F; sind skalare Faktoren, die sog. Formfaktoren.

el (p )<(1+6Z+F1( ))w+%(P+P')uF2(Q2)>U(P)

Jetzt Gordon-Zerlegung (fiir p,p") (7.7) benutzen

— icui(p >((1+62+F1< ) 4 B(@) e -~ —p)* am(q%)u(m

2m
::Fv(q2)
. e 14
= u(p') (ze’y,,(l + 0Z + F,(0) ) — 2—(;0 -7 U,“,F2(O)>u(p) +0(¢%)
N——— m
q2:—)00 (Ward-Td.)2
e = —F0)]

5. Berechnung des 1-Schleifen-Integrals fiir F»(0) (ist hier stark gekiirzt)

o on A Dy =(p—Fk)?2—m?"="k2 - 2kp, D3=Fk>

P~k D2:(p1_k.)2_m2:k2_2k.pl
—ieA 263/ Ak yo(p — K +m)y(p— K +m)y®
’ (27()4 D1D2D3

Jetzt mufl man beachten, dal pu = mu ist und nur Terme betrachten, die zu (p + p'),, beitragen

3
ieA, = e—(—a;/d‘*kM +4(p+p')“/d4k L

(271')4 D1D2D3 D1D2D3
k
—4m / d4kD1TI;D3 + * ¢ * Terme, die nur zu v, beitragen) (711)

Einschub: Feynman-Parameter-Integral®

Es gilt

1 _ /da:/ 1
D1D,Ds (yDy + (z — )DQ+(1_Q;)D3)

dx/d wy = yp + (x —y)p’
/ J Yrs o3 —Qk:vmy) Pay =yp+ (z —y)p

= dx/d
/ ) k' pmy _p%y

3N#heres im zweiten Teil (S. 99
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(piy = 2’m? — ¢*(zy — y?)) Jetzt verschiebt man k — k + pgy ... und damit wird aus (7.11) z.B

k,+p

d*k L —2/da:/d/d4 S

/ D1D,D; Y —p2, P
1

ky +ypu + (2 —y)p'”
4
2/da:/dy/d k2”—a:2m2]3

0

Da man nur Terme proportional zu (p + p') betrachtet, wird daraus

T

1
1 4 1
=2(p+p’)§/daf/dy/d QR -
0 0

¢2:=0

4 N yp-l-(a?— 4y z
/de1D2D3 B //dy/ e (k2 — pay)? _Qm//dy/d m2]3

0 *:=0
1
/d4k7k“% =y.(...)+mp+p) /dzaz2 /dy/d4
DyD,Ds M ! $2m2]3 2:=0
0
3 i d*k
e
~ieN, = —— .4 2_3/7 12
tely 2m)1 (p+0)u m/da: (z° —z°) % = 22 (7.12)
0 _,—/

Zacm

Der Wert des k-Integrals in der letzten Zeile ergibt sich dabei wie folgt. Man betrachtet

k2 _ (k0)2 _ EQ,
was aber so nicht rotationssymmetrisch ist, so dafl man eine Wick-Drehung* durchfiihren muf}. Man
setzt k% — ik%, (E =Euklidisch). Das funktioniert, da in m = m + ic die Pole durch die Drehung
nicht ,relevant“ verschoben werden.

wk? = — (k%)% + k%) = k2.

kg ist nun ein rotationssymmetrischer euklidischer Vektor, so dal man Kugelkoordinaten einfiihren

kann r = |kg| = \/k'E

[ = e
—a:2m2 - (k% + 22m?]
1 2T ™ ™
— /.3 . .9
_ —z/r drm/dd)/smeldal/sm 8>d6,
0 0 0 0 .
-0
2
= —1—
2x2m?

4Bei einer Wick-Drehung werden aus den 4 Minkowski-Koordinaten durch Drehung der reellen Zeit-Achse auf die ima-
gindre 4 euklidische Koordinaten, so da man Polarkoordinaten einfiihren kann. Genaueres im zweiten Teil (S. 100).
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(Man muf also nur die Oberfléiche der 4-dim. Einheitskugel berechnen®)

Somit wird also aus (7.12)

/ —
ieA”:ieM.( a)

2m 2
——
:FZ(O)
wla = —Fy(0) = — =0,0011... | (7.13)
2w

Der heutige Stand liegt bei 4-Schleifenordnung (45 Schleifen teilweise), die exp. Genauigkeit ist
840- 107! wird aber in diesem Jahr auf 40 - 107! in Brookhaven gesteigert. Die exp. Genauigkeit
liegt in der Tat hoher als die theoretische, was den Theoretiker natiirlich ,,schmerzt“ ...

5Genaueres ebenfalls im zweiten Teil bei dimensionaler Regularisierung (S. 101
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QED-Wiederholung

1 — — .
Lqep = —ZF,“,F’“’ + Lax(A4) — Zlel/Jf%l/)fA“ + Zi/’f@a —mg)Ys
f f

1
mit F,, = 0,4, —0,A,,  Lpx= (0, A")?, € € R bel.

2%
Feynman-Regeln im Impulsraum (f. € — 0)
{ qudv
Photon-P NN — |~ 1-
oton-Propagator ) i ( g +(1=8) 7 >
Fermion-Propagator ¢ > o ! — =i q+2nf -
4 —myg+1€e q —mf+zs
N
q
Vertex A —ieQ) sy, + Impulserhaltung
dufere Linien:
D —
Photon AN e,(p), phys. Pol.-Vektor (2 transv.)

e2=2e-p=0

Fermionen %—0 einlaufendes u(p) Teilchen
(p) Anti-Teilchen
o—% auslaufendes {

Bei geschlossenen Fermion-Schleifen kommt ein Faktor (—1) und die Spur der Matrizen hinzu; ist die An-
zahl der Vertices in der geschlossenen Schleif ungerade, ist der Beitrag der Schleife =0 (Furry-Theorem).

<

S

(p) Teilchen
v(p) Anti-Teilchen

= 0 fiir ungerade Vertexanzahl (Furry-Theorem)

Das S-Matrixelement fiir einen Ubergang vom Zustand |z> (mit m-Teilchen) in den Zustand | f > (mit
n-Teilchen) ist

Spi= 2n)* 6" (Py — P) - M, f #i; P; : Gesamtimpulse

1 n+m

M= Z Feynman-Diagramme in geg. Ordnung - (7(2@3/2)
alle

Beispiel:

o

» i . 4
X P P —ig"r .. , 1
M M =vla)ieruulp) s wp)ienv(d) <7(27r)3/2>

o+ p+yq u
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Der Wirkungsquerschnitt beim Ubergang von zwei Teilchen a + b in n-Teilchen (exklusive Summation
bzw. Mittelung iiber die Spins/Helizitéten) ist gegeben als
d2p1 d2pn

= (2m)” MPst(py — Py

1 (pa—p)? —mz —m3 ST 7]
Die niedrigste Ordnung bezeichnet man als Bornsche N#herung, die zugehérigen Graphen als Tree-
Graphen (damit auch Tree-Graphen-Ndherung). In der 1-Schleifenordnung werden (zusitzlich) alle Dia-
gramme mit einer geschlossenen Schleife betrachtet. Dabei gibt es die Regel, dafl man {iber den freien
Impuls integriert ([ d*k/(27)* iiber freien Impuls k).

Erhilt man aus der Bornschen N#dherung einen Beitrag ungleich Null, so stellt die 1-Schleifenordnung
eine Korrektur dar. Gibt es die 0. Ordnung nicht, ist also die 1-Schleifenordnung die niedrigste Ordnung,
dann ist der Prozef unterdriickt (z.B. y7y-Streuung)

do




Kapitel 8

QED in 1-Schleifenordnung

ist wohl experimentell , exzellent* bestétigt.

8.1 Struktur von 1-Schleifenamplituden

Die Amplitude entspricht dem S-Matrix-Element, die dufleren Impulse sind on-shell p?> = m? bzw. p° =
/P? + m?. Nach dem LSZ-Theorem ergibt sich Sy; als

Sy = (\/Z )NTC -Wellenfunktion der dufleren Teilchen

amp |on—shell

(s. Abb. 8.1) Der Faktor v/Z ergibt sich dabei aus

vVZ Wi VZ Wi 1 Skalar
€ Photon
Wf=¢ "
u,u .
_ } Fermionen
v,V
VZ Wt . VZ Wt
Abbildung 8.1: S¢; nach LSZ-Theorem
e LSZ-Theorem, schwacher Asymptotenlimes
Jim_(0]0()|a) = VZ{b o () o)
e Killen-Lehman-Darstellung
7 7 (12)  fom® 2
Al?) = —— 2 qu2—CS0\W) o4
(a°) q2—m2+i5+ / 'qu—,u2+i€ q2—m2+

m?>4m2
mit Res=Z und Pol bei der physikalischen Masse (¢> = m?).

95
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Anmerkung: Die Regel, den Faktor V/Z in den Feynman-Graphen an jede sufiere Linie anzumultiplizieren
kommt daher, daf} aus der Kéllen-Lehmann-Darstellung ein Z folgt, wihrend aus dem LSZ-Theorem ein
1/ V'Z kommt. In 1-Schleifenordnung ist
22
Z=1+4¢e%31--, \/2:1+?1e2+---

Z wird bestimmt durch Berechnung des Residuums des vollstindigen Propagators (der in 1-Schleifen-
Ordnung die Selbstenergie enthilt, die in der QED wegen des Furry-Theorems nur aus einem Graphen
besteht, i.a. aber aus zweien).

Elemente von 1-Schleifengraphen (s. Abb. 8.2)

‘ b Fermion-Selbstenergie

AVAVAV, VAVAVA Photon-Selbstenergie (Vakuum!-Polarisation)

AVAVAVAVAV. Vertex-Korrektur

Abbildung 8.2: Elemente von 1-Schleifengraphen

Diese Graphen konnen aufgefafit werden als Korrekturen zum Fermion und Photon-Propagator bzw. zum
f fry-Vertex. Sie sind allesamt divergent sind. Das liegt daran, daf3 diese Elemente alle proportional zum
logarithmischen Integral [ % sind, welches fiir & — oo divergent ist (UV-Divergenz). Das wiederum
liegt daran, dafl die Theorie Probleme mit kleinsten Abstéinden hat (im Impulsraum eben mit grofien
Impulsen), die Teilchen nicht punktférmig sind.

Um diese Problem in den Griff zu bekommen, muf3 die Theorie (in der gewiinschten Ordnung, hier
O(g?)) ,renormiert* werden. Dazu sind zwei Schritte durchzufithren

e Untersuchung der Divergenzstrukturen durch ,, Regularisierung®.

e Beseitigung der Regularisierungs-Parameter in den physikalischen Grélen (,, Renormierung®)

8.2 Elektron-Selbstenergie

Im folgenden werden die im Fermion-Propagator auftretenden Divergenzen untersucht. Das wesentliche
Ziel der Regularisierung ist ndmlich, die Divergenz-Strukturen der jeweiligen Graphen offenzulegen, damit
man sie spiter wegrenormieren kann.

Die Elektron-Selbstenergie ist Bestandteil des Fermion-Porpagators in 1-Schleifen-Ordnung (s. Abb.
8.3)
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Selbstenergie des e~

Abbildung 8.3: Elektron-Selbstenergie

[ Ak i —g"
iS(p) = / @) (ievu) o m(w%)m

i dk YKy + moyy*
Sp) = ie? [ @m) (8 — m?)((p — k)2 — X2) &1

dabei ist A # 0,A — 0 die Photonregulatormasse, die eingefiihrt wird, zur Verhinderung von Infrarot-
Divergenzen. Fiir k — oo ergibt sich in obigem Ausdruck die besagte UV-Divergenz. Fiir die Regularisie-
rung gibt es drei Moglichkeiten

1. Impuls-Cut-Off |;6'| < A, A gro3 ~» nicht lorentzinvariant.
2. Pauli-Villars-Methode

1 ¢ (e=1) A% —m?

k2_m2—>k2—m2_k2—1\2 - (k2—m2)(k2—A2) A>m.

ersetze:

Oder allgemein

1 1 C;
k2 — m2 —>k2—m2_;k2—A2’

wobei die C; Konstanten sind, die so gew&hlt werden, dafl das Integral konvergiert. Evtl. mufl
man obigen Schritt mehrmals ausfiihren, da einige Integrale, die auftreten kdnnen quadratisch
divergent sind, d.h., nach einmaligem Addieren eines Terms ~ k% sind derartige Integrale noch
immer divergent. Man muf also solange solche Terme dazuaddieren, bis eine k—ls—Proportionalitiit
entsteht und die Integrale konvergieren.

Bei der Pauli-Villars-Regularisierung kommt eine neue Massenskala hinzu (wegen A), was aber nicht
so schlimm ist, da die QFT bei derart hohen Energien scheinbar nicht mehr giiltig ist.

3. Dimensionale Regularisierung (hier) 1972, t’Hooft, Bollini, Giambiagi (7). Der Vorteil dieser Me-
thode ist, daf} sie ,elegant“ ist und auch bei nichtabelschen Eichtheorien ihre Giiltigkeit behilt. Der
Nachteil ist, daf} sie sehr ,formal® ist.

Die Idee ist, dal man das 4-dim. Integral ersetzt

/—d%—>/ﬂ it D <4 (1), so daB Integrale k
(2m)* (2m)P mit D <4 (1), so daB Integrale konv.

Die Wirkung

S = /dDa:L(D)
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muf} dimensionslos sein, die Ladung e ist aber dimensionsbehaftet
da dim[S] =1, dim[z] = 1/M, d.h. dim[0] = MP  ~ dim[e] = M@D)/2,
Daher
e’ —e-pu , w: neue Massenskala
Somit wird also, wenn man alle , Anderungen® zusammenfaBt

d*k dPk
2 2 4-D
¢ /(27r)4 °H /(QW)D.

———— —_———
M4 M4

Da man von 4 zu D Dimensionen iibergegangen ist, miissen alle bisher benutzten Gréfien/Formeln in D
Dimensionen berechnet werden. Die Dirac-Algebra in D-Dimensionen lautet

7#7/4‘:0717"'7D_17 [7#771/]:29;“/'1
1 0
-1
Juv = . (Dx D), g",=D.

Und damit (Ubungen)

YWY =D-1, yay" =2-Da,... (8-2)
Der Rest verhélt sich wie bisher, z.B.

TI‘{’)/”’)/,,} =49, = T‘r{wﬁmlﬁ} = 4(a b, + a,b, —a-bg,,) usw.

Regularisierte Selbstenergie

(8:2) . 5 4_D/ d’k (2—-D)Kk+mD -1
2m)P (k2 — m2)((k —p) — /\2)

Es ergeben sich zwei Typen von Integralen

e Skalares 2-Punkt-Integral

a—p [ APk 1 i -
: /(QW)D (k2 —m?2)((k —p)2 — \2) 167r2BO(p ym, A)

Aus der Lorentzinvarianz folgt, dal das By nur von p? abhingen kann.
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e Vektor-2-Punkt-Integral®

sep [ 4Pk k. K .
g /(%)D & ) ((k—p)p —xe) 162 orPm )

(- 2
167T( pH)Bl(p 7m)A)

Jetzt sind zwei Schritte durchzufiihren
e Riickfiihrung auf skalare Integrale (algebraisch)

e Berechnung der skalaren Integrale

Am Beispiel wird Schritt 1 illustriert. Man multipliziert das Integral zuniichst mit p* und erhélt (wenn

man den Faktor pu*~ " weglifit)
/ dPk k, - pH
(2m)P (k2 = m3)((k + p)* — m3)
o by 2
- Wpﬂ : Bl(_pamlamQ)pu - 167T2p Bl(p am17m2)

_1/ APk ((k+p)? —m3) + mj — k* — p?

C2) @nP R —m)((k+p)? - m3)

_l/de 1 _l/dD’“ 1
S 2) 2mPk2-m? 2) (2P (k+p)2—m3

4

NA‘(’ml) NA‘(’mz)
n m3 —m? — p? / dPk 1
2 @) (k2 —m3)((k + p)* —m3)

~~

~Bo(p2,m1,mz2)

A(m,) ist ein 1-Punkt-Integral und beschreibt einen Tadpole (Loop mit einem Vertex). Damit erhilt
man

2 2 2
my —mj —p

2 Bo(p2am17m2) .

1 1
~ p? By (p?,ma,ma) = EA(ml) - §A(m2) +

Zum 2. Schritt (Berechnung der skalaren Integrale): Man benétigt die Feynman-Parameter-Integrale

L Allgemeines n-Punkt-Integral

P1

P2
4—D/ de kul "'kul
(2m)P (k2 —=m?)((k+p1)2—m?) ... ((k+p1+- - +pn_1)2 —m2)
.2 0
X(p) = ie @((2 — D)(—p)B1 + mDBO)
= Zy(®®) (-p+ Zs(?) Yy,s : skalare Funktionen

Vektoranteil skalarer Anteil
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(hier fiir n = 2)?

1
1

Regel: — /
a-b ) a(l —x) —l—ba:)

i
1672

Bo(p27mlam2)

1
/ / dPk 1
1 > ) 2m)P (k2 — 22p® + 2(p® + m? — m3) —m!l + is]2]2,

J

=k2—Q(z,p%,m1,m2)

d.h., der Integrand ist nur noch von k% abhiingig®.

Die Auswertung erfolgt in D-dimensionalen Polarkoordinaten, dabei wird eine Wick-Drehung durch-
gefiihrt.

Eine Wick-Drehung ist moglich, wenn bei zwei Polen einer oberhalb und einer unterhalb der reellen
Achse liegt (z.B. kY = £1/p% + m?2 Fic). Dann kann man néimlich einen Integrationsweg wie in Abb. 8.4
wihlen, der keine Pole einschliefit. Damit verschwindet das Integral iiber diesen Weg. Da die radialen An-
teile ebenfalls fiir » — oo verschwinden, entsprechen sich die Anteile lings der reellen und der imaginéren
Achse (bis aufs Vorzeichen), so dal man lings der imagindren Achse integrieren kann.

Wendet man dieses Verfahren auf die Zeitkomponente des Integrationsimpulses an, erhiilt man statt
eines Minkowski-Vektors (der keine positiv definite Norm hat) einen euklidischen Vektor und kann Po-
larkoordinaten einfiihren.

RKO

Abbildung 8.4: Wickdrehung. Das Integral lings der reellen Achse (,,von links nach rechts“) entspricht
hier dem lings der imaginiren Achse (,,von oben nach unten).

2 Allgemeines Feynman-Parameter-Integral

(n—1)!
dz /dx / dx,
/ ! > b [#n—1D1+ (Tn—2 — tp—1)D2 + -+ + (L — z1) Dy |"

(Beweis durch vollstindige Induktion (Ubung)).
3 Allgemein gilt fiir n-Punkt-Integrale

../de 5 12 -
[k _Q(xlw'-7xn71;pi’pi'pj;ml7---’mn)]

Dabei ist @ eine quadratische Funktion von x1,... ,Zp—1.
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k2= (k%) — B2 — Kk = ik%, k = kp = (kk,... , k271
wdPk = idPke, K = —(kY)? — k3 kL = (k%) + k3.
Nach der Wick-Drehung ergibt sich

_p [ d"k 1 o u_p [ dPkg (—1)"
o /(27r)D (k* = Q +ie)" =i /(27r)D (k% +@Q —ig)"

Fiihrt man nun Polarkoordinaten ein

r = k%‘, @, 91,... ,9[),2,

erhalt man daraus

/deEf(kg) = /TD_ldrf(TQ)/dQ(D), (8.3)
0
2 T ™ i
mit /dQ<D> = /d<p/sin0 de /sin20 de -/sinD*Z’a dfp_» = @mP°r (8.4)
1 1 2 2 D—-2 D—-2 F(D/2) .
0 0 0 0

[dQP) ist die Oberfliche der D-dim. Einheitskugel (Beweis von (8.4): Ubung). Somit wird also aus
(8.3)

o0

/deEf(k;g) R /dR%R%lf(R)/de).

0

Und es ist

_ dPk 1 _ upmP2Tm-%) o
B TR e s T (8:5)

(2
Diese Gleichung ist giiltig fiir n € R, n > 1 bel.

Die Gammafunktion hat folgende Eigenschaften:

I(z) = /dttzfle*t
0

ist analytisch fiir z € C bis auf z =0,—-1,-2,....
[(z + 1) = 2T (x)~, Fakultit“, r(1)=1, T(1/2)=x

F(z—)())z%—7+0(z), v=-I"(1) = 0.577...

1
wI‘(—1+z):—;+7—1+O(2).

v bezeichnet man als Fulersche Konstante

Im folgenden ist D = 4 — ¢, — 0. Das ist moglich, da die rechte Seite in (8.5) die analytische
Fortsetzung der linken Seite ist und die Gleichung daher fiir ,,beliebige* Dimension D gilt.
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Die Integrale sind also in D analytisch fortsetzbar mit Polen bei (n — D/2) =0,-1,-2,....

Fiir ganzzahlige D folgt weiter

1

D=4: (n=1,2) (1;2)-Pkt.-Integrale divergieren wie 1

~logarithmische Divergenzen
D=2: (n=1) 1-Pkt.-Integrale, quadratische Divergenzen
~ A? bei Pauli-Villars

Allgemein: Falls die Divergenz nur bei D = 4 auftritt, erhiilt man eine Proportionalitit ~ log A (bei
Pauli-Villars), d.h., eine logarithmische Divergenz. Bei quadratischen Divergenzen kann man wohl eine Art
,Feintuning“ bei der Renormierung durchfiihren, indem man die Cut-Off-Parameter an die Experimente
anpaft.

Die Art, wie die Integrale divergieren kann man in der dimensionalen Regularisierung nur ,hier“

erkennen, da sich spiter ergibt, dafl im Prinzip alle Divergenzen proportional zu % mit € — 0 sind.

Es folgt die Auswertung der divergenten n-Punkt-Integrale (Ag, Bp) in der dimensionalen Regulari-
sierung fiir ¢ — 0 (d.-h. D — 4), wo moglich (Wick-Drehung bereits durchgefiihrt).

n=1: (Q =m?)

i Pk 1 i
—A = —1 47D/’ = (-1 2) - 2\1—¢/2
672 (m) g e+ m? - (dn)pP (=1+4¢/2) - (m?)

+9 =14 0(e%)) g2llostrtlos o]
—_—

NI4+E[.]40(%)

= m2[g —7+10g47r+10gu—2 +1] + 0(e*)
€ m? '

~——
=:A

2
~| A(m) = m? [A+log oy 1} + 0% |

m?2

n=2: Q = 2*p? —z(p* + m? —md) + m} —ic

%BO :/dz i7r HE(47F)E/2%Q_;

2 Q
dz |= —~ +logdr —log = | + O(e?
a:L ~v + log 4w Og,UQ +0(e”)

$

ey

Il

.II
o _
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P el e ) s i)
2
I

1
~| Bo(p?,my,ms) = A — /dx log (
0

analytisch durch Logarithmen ausdriickbar.

Spezialfille: m; = ms =: m (Ubungen)

2 2 4
2., ~ m p p
|ﬁ|<<m : BONA_IOgF+6W+O<W>
2
5] > m”: BOzA—log@+2+iﬂ'@(p2—4m2)
W

Letzteres heifit, daf fiir p> > 4m? der Zerfall nach 2m moglich ist. Der Imaginérteil in der letzten Glei-
chung wird erklirt durch das ,,Optische Theorem®, welches besagt, dal immer ein Imaginirteil auftritt,
wenn ein Zerfall formal moglich ist.

Zuriick zur Selbstenergie: Aus (8.1) wird

2(0) = ie* 1o (2 — B (7, 0) +m (4= ) Bo(o?m. ) (8.6)

~ )
'

=g

(Beachte: Photonregulatormasse A = 0, sofern moglich.) Dabei ist

1 1 —m? —p?
PBiGEm ) = sAGm) — a0y +PITIIE pg
—_——
=0 f. A=0

und
2 1 -
Bi(p°,m,\) = - + endliche Terme

Aufgrund dieser Struktur des By ist es einsichtig, dafl man in (8.6) das € in (4 —¢) bzw. (2 — ¢) nicht
vernachlissigen darf, da durch die Multiplikation ¢ - 1/ noch endliche Terme auftreten, die letztlich zur
Physik beitragen.

S(p) = — 1= [P(2B1 + 1) + m(dBo — 2)]= —— (= m)Zv(p?) + m(Sv () + Ts(pD) . (87)
=:Zv (p?) =:2s(p?)

Fiir die Anteile £5 und ¥y und A = 0 kann man p? = m?

im gleichen Falle divergieren. Die Entwicklung der Selbstenergie ¥(p) um p = m (beachte: p> — m
(p —m)(p+ m) mit p+ m = 2m) lautet

setzen, wihrend die Ableitungen X'y g
2 _

E(p) = E(p=m) + (p—m)E'(p=m) + O(p —m)°
v,s(P?) = By,s(m?) + 2m(p — m)By, 5(m?) + O(p — m)?
=3(p) = m(Sv (m?) + Ts(m?) +(p = m) (Ty (m?) + 2m° [, (m?) + Ss(m)] ) + O(p —m)?

=:B =:A

Somit kann man die Selbstenergie in folgende Form bringen

S(p) =1-B + (p—m)- A+ endliche Terme (8.8)
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Berechnet man nun den Gesamtpropagator (Summation iiber freien Propagator und Selbstenergie-Gra-
phen), ergibt sich

p—m+p—m(iz(p))p—m :p—m-l-E(p) - (p—m)(1+A)+B+---

Das wire in Abwesenheit von B ,identisch“* mit (6.16).

Da aber das B nicht verschwindet (sogar divergent ist), liegt der Pol nicht mehr bei der der physi-
kalischen Masse m. Dementsprechend mufl das m umdefiniert werden, um das B zu kompensieren (~>
Massenrenormierung).

8.3 Photon-Selbstenergie, Vakuum-Polarisation

Vorerst wird nur der Beitrag von Elektron/Positron berechnet, spiter dann iiber alle Fermionen summiert.
Das Matrixelement lautet in Feynman-Eichung (¢ = 1)
q+k
o 1Y% . .
v I _rLgllQ (_ZE’Y ) _,Lgl/a.
N e 0r) T2
1 k

Der Index ~y bedeutet: zum Photon gehorig. Die Selbstenergie setzt sich zusammen aus zwei Termen
Ega = ggazry(‘f) + qua'E’[Y/'

Der Index L bedeutet longitudinal, was in diesem Fall bedeutet, dafl das X7, den kompletten longitudinalen
Anteil trigt. Allerdings trigt dieses ¥ wegen der Stromerhaltung® nicht zum Matrixelement bei und
wird ab jetzt nicht weiter betrachtet, d.h. ¥] — £7.

Wie im vorigen Kapitel wird nun die dimensionale Regularisierung durchgefiihrt

weglassen
—N—
ST ity 4_D/ APk mges + 2koks — goo (K + k- @) + (Kos + ko dp)
7 (2m)P (k2 —m?)(k + ¢)> — m?

Der Term k,q, + krq, wird weggelassen, da er einen Beitrag zu X liefert. Betrachtet man z.B. das
Integral mit einem der beiden Summanden, erhélt man

% | @n)D (= m2) (k1 g 2]~ PP m) = et B,

was somit zum longitudinalen Anteil beitrigt.

Neu ist das Tensor-2-Punkt-Integral

wp [ dPk koky i
lu’ - BQO’)
@0)D (% —m?)((k+q)? —m?) _ 16a°

welches man wieder in skalare Integrale aufspalten kann

Byo = goo - B22 + 445 - B21

4bis auf endliche Terme (die aber den Pol nicht verschieben wiirden, da prop. (# — m)), denn B ist divergent.
5im Tmpulsraum ist die Beziehung Opj* = Outpy*+p = 0 proportional zu upu = 0, so dafl Terme, die proportional zu ¢,
sind, bei der Berechnung des Matrixelements herausfallen.
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B tragt wohl auch zu Ez bei und wird demgemé&f nicht weiter betrachtet_._ Bss kann man auf By-
und A-Integrale durch Multiplikation mit g7, q2¢q° zuriickfiihren. Man erhélt (Ubung)

Bas(q?,m1,ms)

1 1 2 2 _ 2 2 2 2
= < [ +5A(ma2) +miBo(¢?,m1,ms) pLEM Bi(q*,m1,ms) + 22 tmy O
3\ 2 2 2 6
Setzt man alles ein und fafit zusammen, erhilt man schlieflich
2 2
2y _ @ | 2 m 2 N2 q
EV(q)_g{q (A—log?>+(q +2m )Bo(q,m,m)—g

mit B_O = BO(q27 m, m) - BO (07 m, m) = f()l dz log an Es ist also
(¢*) = ¢* - 1" (¢?)
Dieses so definierte I17 hat folgende Eigenschaften

o II"(0) = (A —log ’LL—;) = const®.

o« () =T0(0) + 55 +0 (L), |e?] < m?.

5m?2

e () =T0(0) + & (3 —log 15)) +ir0(e>), 1¢*] > m®,

Berechnet man den Photon-Propagator (der Term proportional zu g,,q, wird dabei, wie oben beschrieben,
weggelassen), erhiilt man

_igNV + _igILQ ( _izga ) _igm, — _igltl/ [1 _ H‘Y(q2)] ‘120 _iguu [1 _ H’Y(O)]
——

q q° q q q
=—igo0¢°T17(g?)
N 1/ Y
Lehm: __1; . Z‘Y
q
v « m2 !

w02, = =I1"(0) |

,Graphisch® passiert dabei folgendes

e _ e :
e weww

o WaVaval

VO NN

g

)

d.h., um den vollstéindigen Propagator (fiir ¢ — 0) zu erhalten, geniigt es den freien mit (1 — II7(0)) zu
multiplizieren.

Daraus folgt, dafl das e in der Lagrange-Dichte nicht der klassischen Ladung entspricht, da man den
Faktor Z” zu gleichen Teilen (jeweils v/Z7) den Vertices zuschliigt, so daB sich die Ladung in folgender
Weise dndert

e—eVvVZl.
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Um dies zu korrigieren, fithrt man die Ladungsrenormierung ein.
Bei der Summation iiber alle geladenen Fermionen ergibt sich
(*) = Y () mit T = QFm — my]
f=e,u,miq

Fiir den Quark-Anteil gilt

e — . 7 dS,R(eJre — ¢qq — Hadronen)

s—s

Amm?

Das R(e* ...) bedeutet, daB man dieses 177 aus den angegebenen Reaktionen in der Klammer bestimmen
muf.

8.4 Vertex-Korrektur

Abbildung 8.5: Vertexkorrektur am Beispiel der Elektronstreuung

Falls p und p’ on-shell sind, entspricht der Graph (Abb. 8.5) einer Elektron-Streuung.
Mit ieA,, wird die Vertex-Korrektur bezeichnet. Weiterhin wird fiir die Rechnung Feynman-Eichung
& = 1 angenommen. Durch Anwendung der Feynmanregeln ergibt sich

ieAy(p,p") _/ Ak ie i ie i ie —ig”
wlD,D )= (27r)4 'ng,_%_m ’Y”p—%—m 'Ycrk2_/\2
:i663/ d*k Yo . Tu s
Qr)tp —K—m p—K—m k>—N\

Somit erhilt man in der dimensionalen Regularisierung

~A(p,p') = —ie® H’/ 47k ! ! 0 1 (8.9)
b,p)= 1% (2W)D79/p,_k_m7up_k_m7 2 — 2 .

Dabei wird, sofern moglich die Photonregulatormasse A — 0 gesetzt.

A,U«(papl) = A,U«(pap) + Au(papl) - Au(papl)
N ) N ”

divergiert f. D—4 =Afin(p,p) endlich f. D—4

Die Berechnung von Afi" ist, ein ,technisches Problem* und sehr aufwendig. Die Berechnung von A(p, p)
ist ,,technisch machbar®, wirft aber ein prinzipielles Problem (Begriff der elektrischen Ladung) auf.
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8.4.1 Berechnung von A(p,p)

Benutze”

~ . ° Au(p,p)za;zuE(p) Ward-Identitdt  (8.10)

Diese Ward (-Takahashi)-Identitéit wurde hier bei einer Rechnung auf 1-Schleifen-Niveau gefunden,
gilt aber in allen Ordnungen (s. auch Kap. 8.7). Sie folgt allgemein aus der Symmetrie der Elektrodynamik
(Stromerhaltung).

87 0 2 2
Au(p,p) = a—pu(ﬁz"(p ) + mEs(p®))

Durch Ausfithrung der Ableitung und Festlegung der Impulse auf die Massenschale p — m,p? — m?2,
erhilt man Elektron-Streuung fiir Impulsiibertrag ¢> — 0. Das ist nur fiir Photonen kleiner Frequenz
moglich und beschreibt die klassische Streuung von Licht an Elektronen (Thomson-Streuung).

Fiihrt man eine Gordon-Zerlegung durch, erh&lt man

_ . p+pl i . Z
Uy, =u % + %Uuu(pl _p)u v mit Ouv = 5 [’Y,U«”YU]

Fiir p = p’ ist damit 2m~y, = 2p, und deswegen

~ A (P, p) = 7 (Sv (m?) + 2m Sy, (m?) + T (m?)])

2
Au(p,p) = vuho, Ao =Zv(m?) 4+ 2m[E} (m?) + Zs(m?)] = —Z + endliche Terme

Ao hat eine Singularitét fiir D = 4. Der Gesamt-Vertex bis 1-Loop-Ordnung ist also fiir p = p/

¢2=0, p=p’, on—shell
=ie(1+ Ao)yp,

wobei Ag der Koeffizient A in der Entwicklung (wegen der Ward-Identitéit (8.10), s.u.)

S(p)=B+A(p—-m)+0(p—m)? mitl1-A=2Z,

7Zum Beweis dieser Identitiit betrachte man zwei Matrizen A, A~1
0=RE=8AT"A= (A" NA+ AT A ~ — A = A7 9447

Setzt man fiir A = p— ¥ — m, also fiir A=l = (p — ¥ —m)~! ein (und beachtet #A = v.), folgt die Behauptung.
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Z, ist das Residuum des .

Das Matrix-Element des Gesamt-Vertex ist endlich, denn

= ... a(p)A}" (p, p)u(p)
+(p') Aovuu(p) i
iz |7 o 2o
Begriindung, dafl Ag + Z. = 1:

Das Residuum des Elektron-Propagators liegt bei Z, = 1 — A. Betrachtet man nun die Ward-Identitit
(8.10), so folgt

)
Au(p,p) = vuho(p,p) = a—wE(p) =A-y

Aho=A] Mo+ Zo= Ao+ 1407, =1

8.4.2 Vertex bei p # p/

Man betrachtet den Vertex mit p und p’ on-shell, (ete -Streuung bei ¢> = (p — p')? < 0, ete -
Erzeugung/-Vernichtung fiir ¢*> > 0). Zur Kovariantenzerlegung von A, (p,p') bendtigt zwei Propor-
tionalitdtsfaktoren, die sog. Formfaktoren (wegen der Paritiits-Invarianz treten keine 75-Terme).

(G

Au(pp') = Fi(@®)vu + Fa(q?) o

. (7.7) 1 N
aquivalent: Ay (p,p') =" (Fi(¢®) + F2(0*) v = 50w - (0 =) - Ba(e?)
—————— m N——
=Fv (¢°) Fr (%)

Die Fi, F> mufl man nun aus dieser Gleichung (mittels Kontraktion mit geschickt gewéhlten Vektoren)

ausrechnen (dabei (8.9) benutzen). Wegen (7.13) ist
a
F3(0) = (9=201+0a),  Fv(@®) = Fv(0)+ Fv(¢*) — Fv(0) (8.11)
—_— ——

Com
=Ao =:Fy (¢2)
Fiir |¢?| > m? wird der magnetische Beitrag vernachlissigbar, d.h. es man braucht nur noch den Form-
faktor Fy zu beachten.
lg*| « m?: F5(¢*) = —5= +---

2
~ a q m 3
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¢®> > 0 : anylytisch fortsetzen in ¢®> mit m? — ie, A?> — ie ~mFEy # 0, ¢> > 4m? oberhalb kinematischer
Schwelle (Schnittregeln, wenn kein Prozef erlaubt)

Zur technischen Berechnung:
~+ Dirac-Algebra zur Umformung des Zéhlers benutzen
pu(p) =mu(p),  w(p)p =ma(p’)
~> Tensor-Integrale (vom Type der 3-Pkt-Funktion; bisher wurden explizit nur 2-Pkt-Funktionen be-
stimmt)

1L ky, kuky

Co,Cu, Cpv = / (k2 — /\2)((k —p)?— mQ)((k —p)? — m2)

~ algebraische Riickfiihrung auf B-Funktionen und Cj
Cp = puCi1 + 1, Ch2
Cuv = puprCo1 +P:LPLC'22 + (pups, +PupL)C23 + 9w Co
~ Berechnung von Cy (Ubung, viel Spaf})
Anmerkungen

1. Auch nach der Kompensation der 1/e-Divergenzen durch Z.-Faktoren im Matrixelement, bleibt die
Singularitit fiir A — 0 iibrig (IR-Singularitiit, wird spiiter behandelt)

2. Fiir Fermionen der Ladung )y und Masse m; gilt

Ay = QFAf(m = my), T — Q3E(m — my)

Die Divergenzen bei der Vertexkorrektur heben sich also wie gesehen gegenseitig auf, iibrig bleiben nur
die Divergenzen der

e Photon-Selbstenergie II7(0) <> 6Z, und der
e e-Selbstenergie, B-Term: X(p) = B+ A(p+m) + - -
B = m(ES(m2) + Ev(m2))

Wie man diese Divergenzen beseitigt bzw. umgeht, beschreibt der folgende Abschnitt.

8.5 Renormierung

Der Elektron-Propagator (aufsummiert {iber die einzelnen Selbstenergien) lautet

i 1

p—m+X(p) (p—m)(1+ A+ B+0(p-—m)?

Der Pol liegt demnach nicht mehr bei p — m. Da aber diese Polstelle laut Kéllen-Lehmann bei der
physikalischen Masse liegen soll (p?> = m?), mufl man bisher einen konzeptionellen Fehler begangen
haben.

Das liegt daran, daf$ man so naiv war, den Massenbegriff aus der ,Vorschulphysik “ zu dibernehmen!

Diese Situation erfordert also ein ,,Umdenken:
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Massenrenormierung

Der Parameter in der Lagrange-Dichte Lqgp ist nicht die physikalische Masse, sondern eine formale
Grofle mit der Dimension einer Masse, die sog. nackte Masse mg. Diese Grofle ist unphysikalisch. Man
unterscheidet zwei ,,Renormierungsverfahren“

o additive Renormierung:

mo =mg + 0m, Om : Counter-Term

e multiplikative Renormierung

b
Mo = Zm -mp ~ (1+6Zy) - mn, 5zm:m_”;

(dabei bedeutet der Index R ,renormiert®.)

In der Storungsrechnung erhélt man in der Bornschen Niaherung mg = mpg, d.h., die renormierte
Masse entspricht der physikalischen. Bei Loop-Rechnungen hat man zur renormierten Masse jeweils einen
Counter-Term in Abhiingigkeit von der Loop-Ordnung zu addieren.

Da die Lagrange-Dichte verdndert wurde, ergibt sich eine neue Feynman-Regel (2-Punkt-Vertex)
Lapp = ¥(id — (mp + 0m)) ¢ + -+ = (i — mp) — Smipy)
——

neu

wT=>X > —idm

Der Propagator (aufsummiert bis 1-Loop) ist somit

\—L
— > o .%—dé;_i% T oe> % >,
— + ———(iS(p) ——— + ———(—idm)—
P—MRr P MR P—MRr P MR P—MR
i 1
= 1— (iX(p) — dm
(1= G5 - o))
Entwickelt man dies wie iiblich in eine geometrische Reihe oder verwendet gleich 1 —x = h%z (in 1-Loop-
Ordnung), erhélt man
) )

—
p—mr+S(p) —om  (p—mn)(1+A)+ B —om+O(p—m)?
Fordert man nun
on-shell Massenrenormierungs-Bedingung
so entspricht die renormierte Masse der physikalischen mgr = m, da der Pol des Propagators wieder bei
p? =m% = m? liegt.
Aus dem Dirac-Propagator kann man nun den Z-Faktor des Elektrons (nach Kéllen-Lehmann das Resi-
duum des Propagators) bestimmen
i pom

1—
(1 — A + endlich) i
p—m P —

AL % sz-a
m p—m

S =
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Die Divergenzen in Z., = —A und Ag = A heben sich bei der Berechnung des S-Matrixelements heraus
(s. Kap. 8.4.1).

Betrachtet man nun ein beliebiges Matrixelement auf 1-Loop-Niveau mit Ny, der Zahl der inneren
und N4 der Zahl der dufleren Fermionlinien (N4 gerade), dann ist die Zahl der Vertices n = N; + %
und man erhélt

von jeder dufleren Linie %6Z€ aus VZ
von jeder inneren Linie 67, ~Divergenz = 0
von jedem Vertex Ao

Beispiel: Compton-Streuung

In der Bornschen Niherung ist die Compton-Streuung durch Abb. 7.4 auf S. 83 gegeben. Die divergenten
Anteile in den in Abb. 8.6 abgebildeten Graphen heben sich gegenseitig auf. Ubrig bleibt die Divergenz

Au(p,p+E)? Au(p,p) + AR (p,p + k)
—_— ~—

=Yulho endlich

Au(p' + K, p') = Au(',p) AR + K, p')

=vuMo

>.5r:\l<+>+< 87, Born, Rest endlich

(V2. )?
—~—

=1+6Z.

duflere Linien

Abbildung 8.6: Die Divergenzen in den angefiihrten Graphen heben sich gegenseitig heraus (nach Mas-
senrenormierung).

der dufleren Photon-Linie.

>—< -6Zy = Born - [-117(0)]

Diese Divergenz wird mittels der Ladungsrenormierung absorbiert.

8.5.1 Ladungsrenormierung

Die (klassische) Ladung des Elektrons e = v/4wa mit o & 1/137, der Feinstrukturkonstante ist z.B. via
Thomson-WQ mefbar

2

e

oh ~ €’ (—)
m

(e/m mifit man auf anderem Wege, etwa durch Messungen von Kriimmungsradien im Magnetfeld).



112 KAPITEL 8. QED IN 1-SCHLEIFENORDNUNG

Der Thompson-WQ ist der Grenzfall w — 0 des Compton-WQ

w—0,
O Compton > OThomson

Betrachtet man nur die Bornsche Naherung, stellt man fest, dafl aus iey, die elektrische Ladung e folgt.
Nimmt man jedoch zusétzlich das 1-Loop-Niveau hinzu, erhilt man

=Born-(Ao+dZ.)=0

Die iibriggebliebenen Terme lauten ausgeschrieben (f. p — p’ d.h. ¢ — 0, Thomson-Limes)
. 1 o 1,
a(p)ieye {1+ 502y | ulp) = u(p)ieyu |1 - FI7(0) Julp)

dh:e%e@—%mmﬁ

Folgerungen

Der Parameter e in der Lagrange-Dichte Lqpp ist nicht die physikalische Ladung des Elektrons, sondern
eine formale (unphysikalische) Grofe, die nackte Ladung eg.

e Additive Renormierung

b : Counter-Term

e Multiplikative Renormierung

be

€0 =2 ep=(1+06Z,) ep, 6Z. = o

In der Lagrange-Dichte wird also die Ladung durch die nackte Ladung eg ersetzt, was wiederum zu einem
neuen Vertex fithrt

oy p A" = eppyp A + dep A*

ide
~sneuer Vertex T

In Bornsche Niherung ist de = 0, in den hoheren entsprechend de =3, 60 wobei 6() von der Ordnung
o ist.
Zahlt man nun zu dem ,normalen“ Vertex den Counter-Term hinzu, erhélt man fiir w — 0

— I\ L v %
whet) (1510 + )

~

~+ liefert aThNﬁ

de 1
= wenn —_— = _H’Y
1, we e 5 (0)
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p '
H’“’ Sk o)
k7
H 2. %e - Born
>—% 2-Ap - Born

6Z. - Born

— 0 fiir w — 0 (nicht trivial)

339!

Abbildung 8.7: Zum Compton-Thomson-WQ

Die Formel in dem Kéistchen ist die on-shell Ladungsrenormierungs-Bedingung. Das bedeutet hier, daf,
sofern diese Bedingung erfiillt ist, die renormierte Ladung egr der physikalischen Ladung e entspricht
(e = eg). (on-shell bedeutet in diesem Zusammenhang, daff die dufleren Impulse on-shell sind.)

Summiert man nun alle Graphen (die normalen und die renormierten) auf, erhélt man Abb. 8.7.
Daraus folgt, dafl die 1-Loop-Compton-Amplitude fiir w — 0 in die Born-Amplitude und damit der
Compton-WQ in den Thomson-WQ {ibergeht.

Es gibt ein Theorem, was eben dies besagt (von Jauch und Rohrlich):

Der Compton-WQ geht im klassischen Limes w — 0 in den Thomson-WQ iiber (und
zwar in jeder Ordnung), sofern die on-shell-Ladungsrenormierungs-Bedingung erfiillt
ist.

Daraus folgt, daf die Quantenelektrodynamik einen klassischen Limes (klassische E-Dynamik, Maxwell-
Gleichungen) hat.

Anmerkungen

1. Der Wert von e ist unabhingig von der Ordnung der Storungstheorie (Theorem von Jauch und
Rohrlich).

2. e ist universell, da de/e = 1117 (0) nur abhéingig vom Photon®.

8Wegen der Ward-Identitit

5 =) = Ao(o.p)

folgt Ao = A. Berechnet man nun wieder den Vertex mit allen Korrekturen, erhilt man, da sich die Ap und §Z.-Terme
gegenseitig wegheben, dafl % = 75627. Da das aber nur vom Photon-Propagator abhéngt, ist die Ladung ,,universell“.
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Durch die Einfithrung der Counter-Terme de, dm sind alle S-Matrix-Elemente Sy; in 1-Loop-Ordnung
endlich fiir D — 4.

Fiir die Fermion- und Vertex-Beitrige wurde oben bereits die ,,Cancellierung“ der Divergenzen gezeigt.
Fiir die Photon-Beitrige folgt nun, da jede d&ulere Photon-Linie an einem Vertex und jede innere an zwei
Vertices endet

1 5
suBere Linie: /Z, ~ (1 + 507, + —€> -Born = 1-Born
e

5
innere Linie: <1 67, + 2—€> -Born = 1 - Born
e

8.5.2 Feldrenormierung

Nach Durchfiithrung der Parameterrenormierung (m, e) sind die S-Matrix-Elemente Sy; endlich. Die Pro-
pagatoren selbst, die Vertices h6herer Ordnung und die Selbstenergien sind jedoch noch immer divergent.

¥¢(p) — 6m = A(p — m) + (endlich)
2(¢*) = ¢* (7(0) + T17(¢%)).-

A und TI7(0) beinhalten die divergenten Anteile. Die Divergenzen sind proportional zu p bzw. ¢>. Es
miissen also weitere Counter-Terme eingefiithrt werden, die die Divergenzen absorbieren

X°(p) — dm +6Z5(p —m) = (A + 6Z5)(p — m) + (endliche Terme)
und
SY(q%) + 023 = ¢ (I17(0) + 625 + 17 (¢%)).

Diese Terme folgen aus folgender Modifikation der Lagrange-Dichte

Lo L+ 6Z50(id — my + 5Z;(—3F,“,F’“’)

Die Bedeutung dieser neuen Faktoren ergibt sich aus neuen Z-Faktoren, 14625 =: Z§, 1+0Z] =: Z],
welche demnach wie folgt in der Laagrange-Dichte vorkommen

— 1 ,
Larp = Lorp = -Z5¢(id — mo)h — ZZ;F,“,F“ 4o

Das entspricht der multiplikativen Feldrenormierung
b = \/Z5, A, =\ ZJA,

Eine andere Interpretation besagt, daf die Felder in Lqgp ,,nackte Felder® (Ag, ¥?) sind mit

’(/)0:\/Z261/}R, Az_)\/Z;Au,R

(Index R bedeutet ,,renormiertes Feld“.)

Das Rezept zur Behandlung von ,allen“ Divergenzen ist die Aufstellung einer Lagrange-Dichte mit
ynackten Groflen (aus der dann auch die Massen- und Ladungsrenormierung wieder folgt) auBer im
Eichfixierungs-Term (~ £g*q"), der erst nach der Renormierung hinzugezéhlt wird °.

Lqep = Lqup (€0, mo, 1P, Aﬂ)
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—=—X—>— i(-dm+0Z5 - (p—m))

q—

ANAAONNNi(—gh g + gt g - 8Z)

) 1
ey, <§ +0Z5 + §5Z;>

=:071

Abbildung 8.8: 1-Loop-Feynman-Regeln (Counter-Terme) nach Massen-, Ladungs- und Feldrenormierung

Entwickelt man das bis zum 1-Loop-Niveau, erhilt man die ,neuen“ in Abb. 8.8 dargestellten 1-Loop-
Feynman-Regeln (Counter-Terme). Demnach ist

60Z§\/Z; = 6Z1. (812)

Der Faktor Z; ist dabei so definiert, daf} er die komplette Vertex-Renormierung (Renormierung der Felder
am Vertex und Ladungsrenormierung) enthélt.

Die renormierten Selbstenergien lauten nun

Ye(p) =X(p) —dm+6Zx(p—m) = (A+6Z§) (p—m)+--- (8.13)

Sh(e?) = ¢ (117(0) + 623 + 117 (¢%))

= " (¢%), wenn|6Z] = —I1"(0) (8.14)

Es handelt sich bei den Késtchen wieder um on-shell-Renormierungsbedingungen, d.h., die Propagatoren
verhalten sich in der Nihe der Massenschale wie freie Propagatoren

Die renormierten Vertexkorrekturen lauten somit

pl
de 1
IS VaVaV, IS VaVaV fi
N v<§ A v>< A (0 p) + (; +0Z5 + 55Z¥>
N e’ R ,
endlich ~~
P =075

Au(p,p) +7u025 =0

Mit diesem Ergebnis folgt, dal jede 1-Loop-Green-Funktion endlich ist.

Die renormierten Propagatoren sind

1 1 1
(1—ER > pom (1+p—m+---) Res=1
p—m p—m S——

—0

1 ~ 2 1
— (1 - H”(q2)> a0 —  Res=1
q ~—— q

=TIp

9wegen einer Ward-Identitit
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Damit kann man als Regel fiir die on-shell-Renormierung festhalten, daB keine \/Z-Faktoren an die
duBleren Linien in Sy; zu schreiben sind (da diese die Counter-Terme zu den inneren Linien und Vertices
annullieren).

Es folgt ein Satz:

Die Feldrenormierung &ndert die physikalischen S-Matrix-Elemente
nicht, egal, wie die Z, festgelegt sind.

Zur Begiindung betrachtet man ein 1-komponentiges Skalarfeld ¢(z)

¢°(z) = \/Zopr(x) Feldrenormierung
lim ¢%(z) =+\/Zspin (r)  schwacher Asymptotenlimes
out

t—Foo
. Zg
= IR @) =7, O @

Ta(®1,. .. ,xy) = <0|T¢0(zl) e ¢0($n)|0>
To,R(T1,. .. ,&p) = <0|T¢R(a:1) . ¢R(a:n)|0> = (Z2)_n/27'n(a:1, cee, Tn)

Fourier-Transformation liefert die renormierte n-Punkt-Funktion im Impulsraum in Abhéngigkeit von
der ,,normalen“

—n/2
Tn,R(qu- .. ;qn) = (Z2) / Tn(qla- .. 7qn) (815)

Das S-Matrix-Element ergibt sich via LSZ-Theorem zu
0 _ 2 2y (R — m? SwR) - (L
Sfi - (Tn(qla e 7qn)(q1 m ) (qn m ))onfshell (WF) (\/Z_g{))

(R) _ /é n 22N (22
Sfi - ( Z¢> (WF) (TmR(ql’-“ ,qn)(ql " ) (qn mn ))Onfshell

WS}(;) = Sj(c?) (unter Benutzung von (8.15)).

Als Konsequenz dieser Gleichheit kann man immer Z> = Z4 wihlen, d.h. im S-Matrix-Element tritt kein
\/Z-Faktor mehr auf.

Bilanz:
e Bei der Feldrenormierung bleibt die Physik unveréndert.

e Bei der Parameter-Normierung (m,e) ist die Zahl der Parameter fest, d.h., man benétigt in den
hoheren Ordnungen keine zusétzlichen Parameter, die Vorhersagekraft bleibt erhalten.

8.6 Andere Renormierungsschemata

Die Minimalforderung, die man an ein Renomrierungsschema stellen muf}, ist die Absorbierung der Diver-
genzen durch Counter-Terme und die Verfiigbarkeit iiber die endlichen Terme, aus denen die eigentliche
Physik besteht.



8.7. WARD-IDENTITATEN 117

Je nachdem, wie man renormiert, erhélt man eine andere Bedeutung der Parameter (s. Massen- bzw.
Ladungsrenormierung). Betrachtet man z.B. die renormierte Selbstenergie (s. (8.14))

[0 2 m2 ~
%@ =¢ - ("(¢%) +62]) =¢° {3_7r (E — v+ logdr —logﬁ +4Z) +H7(q2)> } ,
so gibt es zwei Moglichkeiten, die besonders hervorzuheben sind.
e Minimal Subtraction (MS-Schema)
2 1
0%3 = 3 EWEMS(‘] s )

e Modified MS (MS-Schema)

2
52%2—% (g—'y—l-logﬁlﬂ') wE’Y (q )

Die Parameter kann man willkiirlich aufteilen
mg =mpg +dmpg eo = eR + deg.

Dann sind die mg und er durch Mefvorschriften festzulegen (z.B. durch Messen zweier Observablen,
die von mp, eg abhéingen. Die gefundenen mp und eg in Abhéngigkeit von m und e auszudriicken bzw.
umgekehrt ist in jeder Ordnung méglich (Ubung).

8.7 Ward-Identitaten

Aus vorhandenen Symmetrien (Eichsymmetrien) folgen Relationen zwischen Green-Funktionen. Dies-
beziiglich kann man in der QED zwei Wege beschreiten

1. erhaltener Strom 9,J¥,, = 0~» W.L (Ausnutzung der Invarianz unter globaler U(1)-Transf. ) —
e, a = const € R)

2. BRS-Symmetrie ~ W.I. (lokale U(1): ¢ — €@y und A, — A, + 9,\) verallgemeinerbar auf
nichtabelsche Symmetrie.
8.7.1 BRS-Symmetrie

(nach Becchi, Rouet, Stora). Die QED-Lagrange-Dichte kann man aufspalten in einen Teil fiir die Eich-
fixierung und den Rest

1
Laep = (id —m + eA)p — ,“,F E(6 ), AR)?
N - PN
=~1 =Lfix

L, ist invariant unter lokalen Eichtransformationen U (1)
Y(@) = (@) - Au(2) - Au(2) + 0uale),  alz): Skalar
Die infinitesimalen Transformationen (a(z) = fw(z),0(6)? = 0) lauten

= (L+iebw(z))y = + o A, = A, +00,w(x) = A, + 64,
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In der erweiterten Lagrange-Dichte addiert man nun einen weiteren Term hinzu, der die Physik jedoch
unverindert, 148t.

1
2¢
w(z) ist ein neutrales Skalarfeld mit Masse=0. Man baut also eine weitere dynamische Variable ein,

welche ein formales Hilfsfeld darstellt. Die Bezeichung lautet Geistfeld. Dieses Geistfeld hat keine WW,
daher beschreibt L das gleiche phys. System.

L= L1 — (0,4 + 5(0,)(0% )

BRS-Transformation

Unter einer BRS-Transformation versteht man folgendes: neben der ,normalen“ Symmetrietransformation
U(1) wird noch das Geistfeld transformiert

Yo +op, Ay — A +0AL, w—ow+dw
(8.16)

0 =iefw(x), 04, = 00,w(x), dw:= —2(0,A")8

L
3

Unter dieser Transformation ist £ bzw. S = [d*z L invariant. (Beachte dabei [ 9,(0,A")(0*w) =
— [(0,A”)(Bw)

Es folgt, dal die Greenschen Funktionen <0|T T ST I Ay.oow.. |0> ebenfalls invariant sind, d.h.

5<0|T...1/J...E...Au...w...|0> =0 Ward-Identitit.

Von besonderer Bedeutung sind der Photon- und Fermion-Propagator und der Vertex

1. Photon-Propagator

0 = 6(0|T A, ()w(y)[0) *= 0(0|T w (2)w(y) |0) - %9(0|TAu(x)8,(,y)A”(y)|0>
= 0 (0|Tw(z)w(y)|0) 6 — %agw (0|A,(z)A"(z)]0) 6
=iDE;—y) =iDu‘"'(I*y)

D(xz—y) ist der freie skalare Propagator (hier fiir masseloses w-Feld), D, (z—y) der freie Propagator
fiir Vektorfelder. Man hat also

!
§

woraus durch Fouriertransformation im Impulsraum folgendes wird

~0,D(z —y) 0YDy(z —y) =0,

G 1., v 7"
—— — 710" Dyu(q) =0 ~|¢"Dy = = |,
q2 £ H ( ) H q2
das bezeichnet man als Transversalititsbedingung des Photon-Propagators (obwohl sich daraus ei-
gentlich die Transversalitéit der Photon-Selbstenergie ergibt). Mit dem Ansatz D,, = A(q)guw +
B(¢)quqv geht man in diese Gleichung ein und erhélt

14

I
DMV = <_guu + q;gy> f(q2) _qug (8'17)

=:D7, T: transversal
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Der hintere Term ergibt sich aus der Eichfixierung und ist bereits in niedrigster Ordnung vorhanden.
Der vollsténdige Propagator via Storungstheorie berechnet, lautet

qudv 1 1 qudv
Dy = (=g, + = — 8.18
g < Juw 2 >q21+H(q2) ¢ ¢ (8.18)

Die Selbstenergie ist dabei

E;w = (_g;wq2 + qqu)H(q2)a
d.h., der Counter-Term aus der Feldrenormierung
(=gut” + qua)(Z3 = 1)

wird nur benétigt, um L7 zu kompensieren, d.h. man benétigt keine Feldrenormierung in Lgy.

Der Eichfixierungsterm ist bereits in der niedrigsten Ordnung (8.17) vorhanden und in den hheren
Ordnungen kommen nur noch transversale Terme hinzu (8.18). Daher kann Lgy nicht zur Renor-
mierung beitragen (da in Born-Ordnung nicht renormiert wird).

2. Vertex und Fermion-Propagator
3(0|T ()b (y)w(2)[0) = 0
— ie(0|Tw () ()P (y)w(2)|0) — ie(0| T4 () (y)w (y)w(z)|0) - §<0|Tw(x>a<y>apz4“(z>|o>

= ie{0|Tw(z)w(z) |0)(0|(2)(y)[0) e o
— ie<O|Tw(y)w(z) |0><0|T¢(z)¥(y) |0>

- {0t )

Die einzelnen Graphen ergeben ausgerechnet
/ d*zd*yd*zD(x — 2)S(z — y) - PT=W=k2) = (21)46M) (p — ¢ + k)D(K)S(p + k)

/d4”3d4yd4zD(y —2)S(z —y)e' P =W = 2m)*5" (p— k + ) D(k)S (p)

dip’ d*q" Ak g
© _ ip'e—1"y+k'z) | 54 r_ kl wr 11 kl
735 (2,9, 2) / (2r)* (27) (27r)4e ' —d +E)m (@, q, k)

Beachte )7 — ik,,, so daB

/d4a:/d4y/d4z ei(m*q“kz)aﬁz)m(a:,y,z) = (2m)*0*(p — q + k) (—ik, )78 (p, ¢, k).

Damit wird

1
~{D(k)[S(p+ k) — S(p)] = gkﬂé‘(p,q, k)
p+k=q
Es ist
¥ (p,q, k) = iD"" (k)iS(p + k)il,iS(p) mit il, =ie(y, + A,)
kv 1
k'uTél’ ~ kuDI“/ = _gﬁ ‘V“)D(k) = k2—
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Betrachte
Sp+k)—Sp) =—-k"Sp+k) (v +A)S(p)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit S~!(p + k) und von rechts mit S~!(p), erhilt man

| ST p+ k) — ST p) = kY (v, + A) = kT, |  Ward-Identitit.

Es ist S~1(p) = p — m + X(p), so daB8 man obige Gleichung leicht ersetzen kann

w\ S(p+ k) — S(p) = kYA,

(8.19)

220 A (p,p)

=5 (vel. S. 107, GL. (8.10)). (8.20)

Bisher waren alle Felder unrenormierte Felder und damit die Ward-Identitdten unrenormierte Ward-
Identitdten. Die renormierten Ward-Identitaten ergeben sich durch die Einsetzung der nackten Groéflen
in die Lagrange-Dichte

’g[}—)y/ZQE’(ﬁ, Au—)\/Z;Au, €p, Mo

Setzt man dies alles in die Lagrange-Dichte ein, erhélt man

nicht renormieren

- Z 1 1 1
L=127; 1/}(16 —mo + e_lA)1/} - Z;_FMVFHV ——(BMA“)2 +=(0,w) (0 w)
Z3 4 2¢ 2
lokal U(l)—eic;nv. f. e—>e§—% BRS—invariant

Beachte: statt einem eg - /75 steht in obiger Gleichung wegen (8.12) der Faktor e%.
2

Damit erhilt man die ,,renormierte“ BRS-Transformation und die renormierten Ward-Identititen

o =i <e%> dwp,  6A, =00,w,  dw= —%(auAﬂ)e
2

A

~e—
e
Z2

(Sz'@+k) - Sz'®) = #'TF |

=T, Z, St (p) = p— m + Sr(p). Weiter ergibt sich

Zl = Z;WGO = e\/Z;,

Zu Begriindung betrachte man
Sp'p)=p—m+clp—m)* +---

F:
Zi(yy +Ap) =, + Aﬁ“(p +k,p)+ —20',“,]6'/
————

2m
—_——
on—shelly fto(..) =0
A(R?) + - koo
Aﬁn 2 :’Yﬂ N
I (k%) A(k?) 0

Zl 2\ 2 _ e
e-Z—S(Jé+ck)_e(Jé+JéA(k ) = ,
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d.h., die Ladungsrenormierung ist universell durch die Vakuum-Polarisation festgelegt.

Anmerkung

Die Ward-Identit4ten folgen auch aus der Stromerhaltung 9,54, = 0 (entsprichend einer globalen U(1)-
Symmetrie) und gelten auch fiir m., # 0, d.h., wenn U (1)-Symmetrie vorliegt, ist die Theorie renormierbar
auch bei massiven Vektorbosonen. Gilt aber wohl nicht mehr bei nichtabelschen Theorien.

8.8 allg. Betrachtungen z. Renormierbarkeit

Gegeben sei eine Lagrange-Dichte L = L(¢,m, g), wobei ¢ Feld(er) sein soll(en), m Masse(n) und g
Kopplung(en).

1-PI Vertex-Funktionen

(1-PI: one-particle-irreducible). Es handelt sich dabei um amputierte, zusammenhéngende Green-Funk-
tionen, die nicht zerlegbar sind durch Zerschneiden einer Linie z.B.

Die Divergenzen treten auf in den 1-PI-Diagrammen, man hat zwei Schritte (evtl. wiederholt) zu tun

1. Schritt Isolierung der Divergenzen in 1-Loop in den 1-PI-Vertexfunktionen. ~» Addition eines Satzes
von Counter-Termen, der die Divergenzen absorbiert.

L0+ AL(l) = L(l)

2. Schritt Ausgehend von L 1)~ Isolierung der Divergenzen in 1-pl auf 2-Loop Niveau. Addition eines
neuen Satzes von Counter-Termen

L(l) — L(l) + AL(Q)

iteriert

Auf die Frage, wann eine Theorie renormierbar ist, lautet die Antwort, wenn die Zahl der verschiedenen
Typen von Counter-Termen beschrankt ist.

Es gilt (nach Bogoliubov und Zimmermann)

Bei den 1-PI-n-Punkt-Funktionen in /-Loop-Ordnung, die sich aus der Lagrange-
Dichte

L(l—l) =L+ AL(l) + -+ L(l—l)

ergeben, ist der divergente Anteil ein Polynom in den dufleren Impulsen.
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Das liegt daran, dafl die in den n-Punkt-Funktionen auftretenden Zeitordnungen (~»©-Funktionen) fiir
gleiche Zeiten diivergieren ,,und daher® proportional zur Ableitung der Delta-Funktion geschrieben werden
konnen. Fouriertransformiert man diese Terme, ergeben sich Impuls-Polynome . ..

Beispiel:

LS g

agp bo ay

b
— = + - +p <5_2 + 5_;> + endlicheTerme.

Oberflachlicher Divergenzgrad d

Es gebe L Schleifen, d.h. L Integrations-Impulse Lfd4q
Ip sei die Zahl der inneren Bosonlinien Ig - qiz
Ir sei die Zahl der inneren Fermionlinien I - %

Oberfléchlicher Divergenzgrad~s|d =4-L —2-Ip — I ‘

d sagt allerdings nichts iiber das tatséchliche Divergenzverhalten aus. Es gibt jedoch ein Theorem von
Weinberg, welches besagt

Ein Diagramm ist konvergent, wenn d < 0 fiir des Gesamt-Diagramm und d < 0 fiir
jedes Unterdiagramm

(Die Unterdiagramme ergeben sich dabei aus dem urpsriinglichen durch ,,Festhalten® eines oder mehrerer
Impulse.)

Die Umkehrung besagt also, wenn nur fiir ein Unterdiagramm d > 0 gilt, so ist das gesamt Diagramm
divergent.

Primitiv divergentes Diagramm

d.h., fiir alle Unterdiagramme ist d < 0, aber fiirs gesamte Diagramm ist d > 0

Wenn also eine Theorie in (L —1)-Ordnung endlich ist (d.h, alle 1-PI-Vertexfunktionen sind endlich), dann
sind die Divergenzen in L-Ordnung primitive Divergenzen und es sind nur endlich viele Counter-Terme
notwendig, wenn die Zahl der primitiven Divergenzen beschriankt ist.

Eine Theorie, die nur endlich viele primitive Divergenzen aufweist bezeichnet man als power-counting-
renormierbar. Derartige Theorien miissen allerdings nicht unbedingt physikalisch sinnvoll sein (z.B. ¢3,
H nicht nach unten beschriinkt)

Beispiel QED
Bestimme d = 4L — 2Ig — Ir. n Vertices mit je einem Boson und zwei Fermionen, innere Linien mit je 2
Vertices

o2+ E
n=2Ig + Eg~2Ig =n — Eg und RZ%WQIFZQTL—EF
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I = Ip + Iy ist die Anzahl der inneren Linien, d.h. es gibt I interne Impulse. Davon mufl man n —
1 mal Impulserhaltung (-1 fiir globale Impulserhaltung) abziehen und erhilt somit L = I —n + 1
Integrationsimpulse. Setzt man das alles ein, erhdlt man den oberflichlichen Divergenzgrad zu

Wd:4—EB—;EF,

d.h. d ist nur abhéingig von der Zahl der dufSeren Linien und nicht von n, der Anzahl der Vertices. Aus
diesem Grund gibt es nur endlich viele divergente Diagramme, die man mit endlich vielen Counter-Termen
absorbieren kann. Wire d abhiingig von n (wie z.B. bei ¢5)!%, kann man durch Einfiigen neuer Vertices
beliebig viele zusétzliche Counter-Terme erzwingen; die Theorie ist nicht renormierbar.

Man erhilt die in Abb. 8.9 abgebildeten primitiven Divergenzen Eine Theorie mit massiven Vektor-

'v\/\/v%\/\/\/\, EBZQ,EFZO

Ep =0, Ep =2

\
% Ep=1, Ep =2

N
=
ss}
|
-
5
|
e

konvergent wegen W.I.

Abbildung 8.9: Primitive Divergenzen in der QED.

bosonen z.B. massive QED ist auch power-counting-renormierbar

Propagator f. massive Vektorbosonen =

— g + QuQU)

7 IE

(weil der massenabhiingige Term im Propagator wegen der Stromerhaltung nicht beitrigt). Bei U(1)-
Symmetrie folgt iiber die Ward-Identitéten die Renormierbarkeit.

«(())»

10Bei ¢% ist der oberlichliche Divergenzgrad

2Ip + Ep Ep

L=Ig—-(n-1) Wd¢6:4L—2IB:4+2n—EB
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