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Kapitel 1

Ein motivierendes Beispiel

Bevor wir die Theorie der Operatoralgebren studieren, wollen wir in diesem Kapitel
zunachst genauer diskutieren, warum eine algebraische Formulierung der Quanten-
theorie von Nutzen sein kann. Zu diesem Zwecke werden wir eine bestimmte Klasse
von Modellen aus der Quantenfeldtheorie untersuchen, namlich skalare Quantenfel-
der die mit klassischen Quellen wechselwirken.

Vorbild fiir dieses Kapitel war der entsprechende Abschnitt im Buch von Emch
[Emc72] welches zum Teil die Grundlage fiir die folgenden Ausfithrungen ist (Ich
habe jedoch versucht wesentlich ausfithrlicher zu sein). Weite Teile der Abschnitte
tiber freie Felder griinden sich teilweise auch auf [RS75, X.7].

Bevor wir nun beginnen, méchte ich noch darauf hinweisen, daf} es sich nicht
um eine Vorlesung iiber Quantenfeldtheorie handelt. Das heifit, obwohl in diesem
Kapitel ein relativ hoher Grad an Selbstkonsistenz angestrebt ist, kann eine Reihe
von Aspekten, die aus Sicht der Quantenfeldtheorie von grofler Wichtigkeit sind,
nicht oder nur unzureichend diskutiert werden.

1.1 Die Klein-Gordon-Gleichung

Ausgangspunkt soll das freie skalare Feld auf dem Minkowskiraum sein, das heifit
wir suchen nach Loésungen der Klein-Gordon-Gleichung

2
o2
Bevor wir operatorwertige Felder betrachten, die diese Gleichung erfiillen, ist es

niitzlich zunéchst ihre klassischen Losungen zu untersuchen. Das heifit wir wollen
fiir den Rest dieses Abschnittes annehmen, daf}

(t,x) — AP (t,x) + m*Pp(t,x) = 0. (1.1)

P e C®(RY,C), Ut -)=1ec8(R}C)VteR (1.2)

gilt, wobei §(R*,C') den Raum der komplexwertigen Schwartzfunktionen auf dem
R bezeichnet.

Da also jedes 1t nach Voraussetzung eine Schwartzfunktion ist, kénnen wir Glei-
chung (1.1) beziiglich der drei Raumkoordinaten fouriertransformieren und erhalten

aZ

3+ [K]*Pe + m*pe =0 (1.3)
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wobel 1/|\)t € 8(R?, C) fiir jedes t € R die Fouriertransformierte von 1, bezeichnet.
Wir erhalten also fiir jedes k € R® eine gewdhnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung in t welche die folgende Lésung besitzt:

Pe(k) = bk)ewt 4 ¢(k)etolkr, (1.4)
Dabei bezeichnet w(k) die Funktion
R 3 k = w(k) == +/|[k[]> + m2 € R. (1.5)
Wir wollen nun annehmen, dafB 1 die Anfangsbedingungen
P(0,x) = f(x), dab(0,x) =p(x) Vxe R (1.6)

erfiillt, wobei f,p € §(R?, C) sind. Dann gilt offenbar

flk) = b(k) + c(k) und P(k) = iw(k)(b(k) — c(k)) (1.7)
und damit
bl = 51k = ), el = 5 + Bl (1)

Fiir alle Anfangsdaten aus (1.6) kénnen wir damit die Losung der Differentialglei-
chung (1.1) konstruieren. Dabei ist zu beachten, dafi die Funktionen b und ¢ auf-
grund von Gleichung (1.8) ebenfalls Schwartzfunktionen sind. Auflerdem ist die kon-
struierte Losung eindeutig (im durch Formel (1.2) gegebenen Funktionenraum); denn
fiir eine Losung 1 mit Anfangsdaten f = 0 und p = 0 wiirde aus (1.8) b=c =0
und damit 1 = 0 folgen. Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen:

1.1.1. Satz. Die Klein-Gordon-Gleichung (1.1) besitzt fiir alle Anfangsdaten f,p €
S(R?, C) genau eine glatte Lisung \p so dafy die Funktion x — P (t,x) fir allet € R
eine Schwartzfunktion ist. Diese Lésung ist durch

1

w(t,X)ZW

J <b(k)ei((k,x)+w(k)t) T C(k)ei((k,x)fw(k)t)> dsk (19)
R3

gegeben, wobei b,c € §(R3, C) gemdp Gleichung (1.8) durch die Anfangsdaten ge-
geben sind; (-, -) bezeichnet das iibliche Skalarprodukt im R>.

1.1.2. Bemerkung. Dieser Eristenz- und Findeutigkeitssatz kann unter bedeutend
allgemeineren Bedingungen bewiesen werden. Fs ist ausreichend, wenn die Anfangs-
daten einer geeigneten Sobolevklasse angehéren. Fine ausfihrliche Diskussion die-
ser Tatsache im Rahmen unendlichdimensionaler Hamiltonscher Systeme findet sich

z.B. im Buch von Chernov und Marsden [CM7}].

Wir sind im folgenden an reellwertigen Losungen interessiert. Das heifit P (x,t) =
P (x,t) was fiir die Fouriertransformierte:

Pi(k) =V (—k) Vke R? (1.10)
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bedeutet. Mit Gleichung (1.8) erhalten wir dadurch

b(—k) = c(k) und c(—k) =b(k) Vk € R>. (1.11)
Aus (1.9) folgt nun offenbar

_ 1({kx)+w(k)t) 53
B(t,x) = P J}RS b(k)e a*k
1 .
+ W J C(k) €1(<k’x>7w(k)t)d3k, (112)
R3

und wir kénnen im ersten Integral die Substitution k — —k vornehmen. Mit (1.11)
erhalten wir somit:

P(t,x) = J <c(k)e1(<’k”‘>+‘“(k)t) + c(k)ei“k”‘)*‘“(k)t)) d3k. (1.13)
R3

(27m)3/2

Mit der Funktion

R? 5 k— a(k) = 2w(k)c(k) € C (1.14)
erhalten wir also
W(t,x) = Q;V J}RE <me—1((k,x)*w(k)t) + a(k)ei((k,x)*w(k)t)> %k(k) (1‘15)
fiir P (t,x) und
] N i
a(k) = ﬁ ( w(k)f(k) + w(k)ﬁ(k)> (1.16)
_ e i) 4K
fx) = w2 LR; (aliJe i + a(K)eitx) ot (1.17)
und
‘ 1 —i{k,x i(k,x (k)
plx) = W J}RE <a(k)e {ex) —q(k)et™ >> wsz’k (1.18)

fiir die Beziehungen zwischen a(k) und den Anfangsdaten p bzw. f. (Die Einfithrung
des Faktors w'/? ist an dieser Stelle vollig unmotiviert und auch iiberfliissig. Bei der
Behandlung der Quantenfelder werden wir jedoch sehen, daf dieser Faktor dort von
grofler Wichtigkeit ist (siehe die Bemerkungen 1.3.7 und 1.3.8). Da wir Ausdriicke
fiir die klassischen Losungen der Klein-Gordon-Gleichung erhalten wollen, die for-
mal dieselbe Gestalt wie die Quantenfelder haben die wir spéater konstruieren wollen,
miissen wir uns schon an dieser Stelle mit diesen w'/? Faktoren beschiftigen.) Zu-
sammenfassend gilt also das folgende Korollar:

1.1.3. Korollar. Sind die Anfangsdaten f,p in Satz 1.1.1 reellwertig, dann ist auch
die Losung \p(t,x) reellwertig und sie hat die Form (1.15) mit der in Gleichung
(1.16) gegebenen Funktion a € §(IR?, ).
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1.1.4. Bemerkung (hamiltonsche Formulierung). Wir wollen nun die klassi-
sche Hamiltonfunktion fir die Klein-Gordon-Gleichung betrachten (fir eine ausfihr-
liche Darstellung der hamiltonschen Formulierung linearer hyperbolischer Differen-
tialgleichungen, sei erneut auf das Buch von Chernov und Marsden [CM74] verwie-
sen). Als Phasenraum dient dabei der Raum der Anfangsdaten §(R*, R) x §(R?, R).
Die Hamiltonfunktion hat dann die Form

SR, R) x SR, R) 5 (1,p) 1 5(f,p) i= 3(p,p) + 5{(m? — AJF, 1) € R, (1.19)

wobei (-, -) das Skalarprodukt in 1?(R?,d3x) bezeichnet. Um die kanonischen Be-

wegqungsgleichungen dieser Hamiltonfunktion zu bestimmen, fihren wir die partiellen

Ableitungen

09 _d

<¥(f)p))é> L deﬁ(f—i_ €£)p)|€:O (120)
und

09 _ad

<$(f,p),é> = 0P el (1.21)

ein. Im allgemeinen miissen diese partiellen Ableitungen natiirlich nicht existieren,
in unserem Falle jedoch erhalten wir

0%

0
() = (2 = A)F wnd 22(7,p) = (122

und somit fiir die kanonischen Bewegungsgleichungen

0%

]ét ap —(fe,pe) =P (1-23)
. 0
Pt = 651? (fe,pe) = (A — mz)ft- (1-24)

Ist t — (fy,pi) eine Losung dieser Gleichungen, dann lost \(t,x) := fi(x) die Klein-
Gordon-Gleichung und l6st umgekehrt (t,x) die Klein-Gordon-Gleichung dann ist
(fe,pe) mit o = P(t, -) und py = 0 (t, - ) eine Lisung der kanonischen Bewe-
gqungsgleichungen. Dies zeigt, dafS die klassische Hamiltonfunktion $ in der Tat die
Klein-Gordon-Gleichung beschreibt.

Wir wollen nun noch untersuchen, welche Gestalt § als Funktion von a €
S(R>, C) hat. Wir benutzen hzerfur die Unitaritdt der Foumertmnsformation. Das
heifit wir berechnen (P,P) = (p,p) und W, ﬂ ((m? — A, ). Fir die Fourier-
transformierten von f und p aus (1 7) und (1.14) erhalten wir

PN 1

Dies liefert somit

((m? — A, f) = J}RE 5
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und

(p,p) = J}RE ‘”;k) <a(—k) - a(k)> <a(—k) - a(k)> k. (1.27)

Jusammen also

1 - -

H(a) = EJ w(k) <a(—k)a(—k) + a(k)a(k)> d*k (1.28)
R3

und wenn wir, dhnlich wie oben, das Integral in eine Summe von zwei Integralen

zerlegen und im ersten Integral die Substitution k — —k vornehmen, dann folgt:

pla) =5 | wi) (aWall + alkai) a'k= | wlkalkale. (129
R3 R3

2

Unser néchstes Ziel ist nun die ,,Quantisierung® dieser klassischen Feldtheorie,
das heifit wir wollen die klassischen Losungen 1 (t,x) der Klein-Gordon-Gleichung
durch ,operatorwertige Felder* @ (t,x) zu ersetzen. Genauer gesagt wir suchen einen
Hilbertraum J und eine Abbildung R* 3 (t,x) — @(t,x) die jedem Ereignis (t,x)
des Minkowskiraumes R* einen selbstadjungierten Operator ®(t,x) so zuordnet,
daB (in einem geeigneten Sinne) die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt ist. (Wir werden
sehen, dafl unter den zuséatzlichen Bedingungen die an dieses Modell zu stellen sind,
dieser Wunsch nicht ganz erfiillt werden kann. Wir werden die @(t,x) nicht als
Operatoren sondern nur als quadratische Formen definieren kénnen.)

Allein die Forderung @ (t,x) solle eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung sein
reicht allerdings bei weitem nicht aus, um die quantisierte Theorie eindeutig festzu-
legen. In Analogie zum klassischen Fall kénnte man sagen, dafl die ,,Anfangsdaten*
b(x) = ©(0,%) und 7t(x) = 9,D(0,x) durch geeignete Bedingungen festgelegt wer-
den miissen. Der wichtigste Anhaltspunkt hierfiir ist die Forderung, daf die Theorie
,kanonisch® quantisiert werden soll. Fiir eine Theorie mit endlich vielen Freiheits-
graden heifit dies, dafl die klassischen Orts- und Impulskoordinaten di,p; durch
Operatoren Qji, Pj zu ersetzen sind, so daff die kanonischen Vertauschungsrelationen
[Qi, Q;] = [Py, P;] = 0 und [Qi, P;] = 101; gelten. Ubertragen aufl eine Feldtheorie
bedeutet dies, fiir die operatorwertigen Felder ¢ (x), 7t(x):

[b(x), t(y)] = 18(x —y), [p(x),dy)] =0, [n(x),m(y)] =0, Vx,ye R> (1.30)

Ich mo6chte allerdings schon an dieser Stelle bemerken, dafl diese Forderung die
Quantisierung nicht eindeutig festlegt; selbst wenn man die Probleme aufler acht
1aBt, die von der Nichtdquivalenz der Weylschen und der Heisenbergschen Form
der Vertauschungsrelationen herriithren (siehe [RS80, VIIL5] fiir eine Diskussion der
Probleme der kanonischen Vertauschungsrelationen schon fiir Systeme mit endlich
vielen Freiheitsgraden). Wir werden im 4. Kapitel sehen, daf} es bei einer Feldtheorie
beliebig viele indquivalente Darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen
gibt und wir zusétzliche Bedingungen bendtigen, um die Quantisierung eindeutig zu
machen (Dieser Umstand ist iibrigens ein wesentlicher Grund, weshalb algebraische
Methoden bei der Behandlung von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden
besonders niitzlich sind; wir werden dies im Verlauf dieses Kapitels noch eingehen-
der diskutieren). Eine dieser Forderungen (aber ebenfalls nicht ausreichend) ist die
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nach ,,Poincaréinvarianz®, das heifit bei dem Wechsel des Inertialsystems durch eine
Poincarétransformation (A,v) (A beschreibt dabei eine Lorentztransformation und
v € R* eine Raumzeitranslation) soll sich das Feld durch eine geeignete unitire Dar-
stellung U, ,, der Poincarégruppe transformieren: U./\,VCD(t,X)U.j\’V = O (AL, x)+V).

Um dies zu erreichen, werden wir in den néchsten zwei Abschnitten ein opera-
torwertiges Feld k — A(k) (den ,Vernichtungsoperator®) suchen, so dafi ¢(x), und
7t(x) die Form

— # * ,—1(k,x) i{le,x) dsk
o (x) 232 J}RE (A(k)"e +A(k)e )720)(@ (1.31)
und

mi(x) = W J}RE (A(k) e M) — A(Kk)et ™) @&k (1.32)

(vergl. Formel (1.17) und (1.18)) haben. Die in (1.30) angegebenen kanonischen
Vertauschungsrelationen legen dabei die Moglichkeiten fiir die Wahl der Operatoren
A(K) bis zu einem gewissen Grade fest (aber nicht vollstandig, wie bereits erwahnt).
Das freie, skalare Quantenfeld @(t,x) ist dann wie in (1.15) ebenfalls durch die
Operatoren A(k) gegeben:
(e — ) d3k

J <A(k)*€ 1((k,x) w(k)t)+A(k)el((k,x) w(k)t)) ) (133)
R3 2w(k)

1
D(t,x) = 2
Der in diesem Integral auftauchende 1/(w'/?) Faktor ist dabei ein Vorgriff auf die
bereits erwdhnte Poincaréinvarianz (vergleiche Bemerkung 1.3.8 fiir eine ausfiihrli-
chere Diskussion dieses Umstandes).

Der erste Schritt um diesen zum Teil sehr heuristischen Uberlegungen einen prizi-
sen mathematischen Sinn zu geben, ist das Studium einer bestimmten Darstellung
der in Gleichung (1.30) angegebenen Vertauschungsrelationen. Bevor wir dies tun,
sei noch darauf hingewiesen, dafl bisher nichts iiber eine physikalische Interpretation
des quantisierten Systems oder der zu konstruierenden Observablen ®(t,x) gesagt
wurde. Wir werden darauf in der Bemerkung 1.3.9 zuriickkommen.

1.2 Der bosonische Fockraum

Dieser Abschnitt stellt in gewisser Weise einen Vorgriff auf das 4. Kapitel dar, da wir,
wie soeben bemerkt, eine bestimmte Darstellung der kanonischen Vertauschungsre-
lationen diskutieren wollen. Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion mathematischer und
physikalischer Hintergriinde, insbesondere fiir eine ausfithrliche physikalische Moti-
vation sei daher auf Kapitel 4 verwiesen.

Fiir den Rest dieses Abschnittes bezeichne H einen komplexen, separablen Hil-
bertraum, dann existiert fiir jedes n € N das Tensorprodukt (siehe [RS80] Kap. 11.4
fiir die Definition des Tensorproduktes)

HY=He - 2. (1.34)
————

n mal
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1.2.1. Definition. Setzen wir zusdtzlich H'® := C, dann definiert die direkte Sum-
me F(H) := P>, H™ den Fockraum diber H.

1.2.2. Bemerkung. /st U ein Element von F(H) dann wollen wir im Folgenden
die Projektion auf den n-Teilchensektor® 3™ mit p™ bezeichnen.

1.2.3. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel ein nichtrelativistisches Teilchen mit
Spin 0, dann ist H = L?(R3, d*x) und somit H™ =L?(R3x---xR3, d3x;...d%xn),

also

F(LA(R?, dx) @LZ xR A3 ... dxn). (1.35)

Das Tensorprodukt L2(R3x---xR3, d*x; ...d*xn) beschreibt ein System welches
aus N unterscheidbaren Teilchen besteht, im Falle n = 2 etwa ein Wasserstoffatom.
Wir wollen in diesem Abschnitt jedoch Systeme betrachten, die aus einer beliebi-
gen Anzahl nicht unterscheidbarer Teilchen bestehen. Da wir auflerdem an Teilchen
interessiert sind, die der Bosestatistik geniigen, benétigen wir symmetrische Tensor-
produkte.

1.2.4. Behauptung. Sei P, die Permutationsgruppe fir n Elemente und (P )ren
eine Basis von H. Dann ist fir jedes 0 € Pr, durch

0(Py, @+ @ Pi ) 1= Pryy) @000 @ Dy, (1.36)

ein beschrinkter Operator auf H™ (mit Norm 1) definiert. Daher ist durch S, =
% > _ocp, O ein orthogonaler Projektor (d.h. S5, = Sy und S2 =S.,.) gegeben.

Beweis: Der Beweis ist einfach und bleibt daher dem Leser iiberlassen. O

Wir definieren nun den symmetrischen bzw. den bosonischen Fockraum.

1.2.5. Definition. Die direkte Summe Fs(H) 1= P, SaH™ heifit der bosoni-

sche Fockraum wuber H.

1. Er ist offenbar ein abgeschlossener Teilraum von F(H). Den zugehorigen Pro-
jektionsoperator wollen wir mit S:=3 = | Sy bezeichnen.

2. Der (dichte) Teilraum
Fs(H) D For={p € Fs(H)|Ino € N Y™ =0 ¥n > no) (1.37)
heifit der Raum der endlichen Teilchenvektoren

3. und das Element Qy = (1,0,0,...) heifit das Vakuum.

1.2.6. Beispiel. Betrachten wir erneut den Hilbertraum L1%(R3?,d3x) dann ist
SpH™ = L3(R? x -++ x R3,d%...d%), also derjenige Teilraum von L*(R3 x
o x R3, A% ... d%n), der aus vollstindig symmetrischen Funktionen besteht. Da-
mat st

Fs(LH(R?, d*x) = P LE(R? x -+ x R, d¥x ... d*xn). (1.38)
n=0
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Sei nun H : D(H) — X ein selbstadjungierter Operator auf H mit Definitions-
bereich D(H), dann konnen wir einen Operator dI' (H) mit Definitionsbereich

hs

D(dr(H)) == {1 € Fo|h™ € (X) D(H) ¥n € N} (1.39)
k=1

durch

(dArHp) ™ =Hele - @l+loH® - @1+ -+
+1@--@leHWp™ (1.40)

fiir alle ¢ € D(dI"'(H)) und durch dI'(H)Qgo = 0 definieren.

1.2.7. Satz. Sei H:D(H) — H selbstadjungiert, dann ist der in (1.40) definierte
Operator dT'(H) : D(dT'(H)) — Fs(H) auf dem in Gleichung (1.39) gegebenen De-
finitionsbereich wesentlich selbstadjungiert. dT'(H) heifit die zweite Quantisierung
von H. Wir werden ihren selbstadjungierten Abschlufi auch mit dT'(H) bezeichnen
solange dies nicht zu Verwirrung fihrt.

Beweis: Da H selbstadjungiert ist, ist der Operator
Gh=H®l® - @l+10H® -1+ +1®---@1oH (1.41)

auf dem Definitionsbereich D(H) @ --- @ D(H) wesentlich selbstadjungiert [RS80,
Thm. VIIL33]. Daher ist Ran(G, % i1) dicht in K™ [RS80, Thm. VIIL.3] und
somit ist auch Ran(dl'(H) £ 11) = Ran(}_° ;Gn £ 1) dicht in Fg(H). Dies aber
impliziert, dafl dI'(H) auf seinem Definitionsbereich wesentlich selbstadjungiert ist,
was zu beweisen war. O

Betrachten wir nun die einparametrige unitare Gruppe U = exp(itH) die der
selbstadjungierte Operator H auf dem Hilbertraum I erzeugt. Sie steht mit der
durch dI'(H) erzeugten Gruppe wie folgt in Beziehung;:

1.2.8. Satz. Flir jeden unitiren Operator U auf H ist die zweite Quantisierung der
durch

ruwpy)™=ue---eaup™, Ve Fs(H) (1.42)

und T(W)Qo = Qg definierte unitire Operator T'(U) : Fs(H) — Fs(H). Ist H :
D(H) — X ein selbstadjungierter Operator, dann gilt fir die durch dTI'(H) erzeugte
einparametrige, unitire Gruppe exp(itdl'(H)) =T (Uy) mit Uy := exp(itH).

Beweis: Die Unitaritat von I'(U) ist trivial, wir wenden uns daher gleich der zweiten
Aussage zu. Sei hierfiir 17 € D(H) dann gilt aufgrund des Satzes von Stone [RS80,
Thm. VIIL.8] 9/0:U1li—o = tHW¢. Mit der Produktregel und mit {y € D(H), k =
1,...,n erhalten wir daher 0/0. U@ --- @ U1 @ - @Pn =1G Y1 @+ - @Y. Flir
alle 1 € D(dl'(H)) impliziert dies 8/0I (U )y = idl'(H). Da dI'(H) auf seinem
Definitionsbereich wesentlich selbstadjungiert ist, folgt somit die Behauptung. O
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1.2.9. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel ein nichirelativistisches, freies Teil-
chen der Masse m. Seine Dynamik wird durch den (wesentlich selbstadjungierten)
Hamiltonoperator H : A S(R?, C) — L*(R3,d*x) bzw. durch die zugehérige
unitire Gruppe Uy 1= exp(lt ! —A) beschrieben. Die Dynamik einer beliebigen An-
zahl solcher Teilchen, die mcht untereinander wechselwirken, ist daher durch die
zweiten Quantisierungen dr(;—mA) bzw. T (W) gegeben.

1.2.10. Beispiel (Teilchenzahloperator). Die zweite Quantisierung N := dI'(1)
des Finheitsoperators auf H hat fir alle \p € Fs(H) die Figenschaft (Ny)™

np™. Er heifit der Teilchenzahloperator. Insbesondere hat er die Figenschaft
NQo = 0. Das heifst Qq ist der einzige Zustand ,ohne Teilchen®, was den Namen
SVakuum® rechtfertigt. Hierbei ist zu beachten, daf$ es sich zundchst um eine rein
mathematische Definition und noch nicht um einen physikalischen Teilchenbegriff

handelt.

Wir kommen nun zu den ,,Operatoren“ A(k) und A(k)* vom Ende des vorherigen
Abschnittes zuriick und definieren zunéchst fiir alle f € H und Pq,... P € H:

b ()1 @ @ = (F,P1)h2@ - @ Y. (1.43)

(-, -) bezeichnet hier das Skalarprodukt in H. b~ (f) kann auf endliche Linearkom-
binationen der V1 @ - -+ @ Y, € F(H) fortgesetzt werden und wegen

o= (Fnll < [I[[[nl] (1.44)

zu einem beschrankten Operator auf F(H). Fiir den zu b~ (f) adjungierten Operator
b (f)* =: bt (f) gilt

2@ OXn, b (1 @...0Yn) =
=, P1)(x2 @ D Xn, V2@ -+ @)
= (f,b1)(x2,¥2) ... (Xn, W)
<f®Xz® @ X, V1 @ - @)
= (b (Fx2 @ @ xn, V1 @ - @ ).

1.45
1.46
1.47

(
(
(
(1.48

)
)
)
)

Zusammen mit dem Teilchenzahloperator N aus Beispiel 1.2.10 erhalten wir nun
den Operator

= VN +1b (f) (1.49)
dessen Definitionsbereich Fy C Fs(H) ist. Der adjungierte Operator hat die Form
(WNF 1o (f),m) = (b, ST (f)VN + 1n), (1.50)
wobei S : F(H) — Fs(H) die Projektion aus Definition 1.2.5 ist. Also
A(f)* | Fo =Sb(f)yN + 1. (1.51)

Wir definieren nun
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1.2.11. Definition. Der in Gleichung (1.49) definierte Operator A(f) : Fo —
Fs(H) heifit Vernichtungsoperator. Sein in Gleichung (1.51) gegebener Adjungier-

ter A(f)* heifst Erzeugungsoperator. Beide Operatoren sind abschliefbar und ihr
Abschlufi wird im folgenden ebenfalls mit A(f), bzw. A(f)* bezeichnet.

Die Vernichtungsoperatoren A(f) bieten eine alternative Moglichkeit, das Vaku-
um Qg zu charakterisieren. Es ist ndmlich leicht nachzupriifen, dafl Qg das einzige
Element des symmetrischen Fockraumes ist, welches von allen A(f) ,anniliert* wird,

also die Bedingung A(f)Q, = 0 erfiillt.

1.2.12. Beispiel. Wir betrachten wieder den Fall H = L2(R3,d3x), dann gilt fir
U € Fs(L*(R?, d*x)):

(AOV) ™ (%1, ..., xn) =V F 1J TV ™ (x, x1, ..., xn ) d3x (1.52)
R3
und

(A P) M (xg,.. xn) = Li fx) ™ (xg, R xn). (1.53)

Um nun wie am Ende des Abschnitts 1.1 skizziert den kanonischen Feldoperator
¢ und seinen kanonisch konjugierten Impulsoperator 7t zu definieren benétigen wir
den wie folgt definierten Segaloperator:

1.2.13. Definition. Auf dem Raum Fo C Fs(H) ist fiir jedes f € H durch

Ds(f) := (A(f) + A(f)") (1.54)

Sl

der Segaloperator definiert.

Der folgende Satz fafit die wichtigsten Figenschaften des Segaloperators zusam-

men (siehe [RS75, Thm. X.41]):

1.2.14. Satz. Der socben definierte Segaloperator ®s(f) : Fo — Fs(H) hat fiir jedes
f € H die folgenden Figenschaften:

1. Er ist wesentlich selbstadjungiert. Wir werden seinen selbstadjungierten Ab-

schluf$ ebenfalls mit ®g(f) bezeichnen.

2. Fir alle \ € Fo und fir alle f,g € H gult

[@s(f), Ps(g)p = LIm(f, g)p. (1.55)

3. Fir jeden unitdren Operator U : H — H gt T(U)D(Ds(f)) = D(Ds(US))
und fir alle P € D(Dg(Uf))

M(WOs(Ar (W) = Os(Uf)p. (1.56)
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Beweis: Zu 1. Offenbar ist @s(f)Fy C Fop fiir alle f € H. Daher gilt 1 € C®(Ds(f))
fiir alle p € H™ (mit C=(Ds(f)) := N2, D(Ps(f)™)). Wir zeigen nun im folgen-
den, daf} alle diese 1 analytische Vektoren sind, das heifit es gilt

0 k
k=0

fiir geeignete t > 0. Die Behauptung folgt dann aus Nelsons Satz iiber analytische
Vektoren [RS75, Thm. X.39].

Aus der Definition von A und A* und aus [|[b™ (f)|| = ||f|| (siehe Formel (1.44))
folgt

| A#(f) .. AF(H) V| < Vn+ 1. v+ K5, (1.58)

k mal

wobei A#(f) entweder A(f) oder A(f)* reprisentiert. Da @g(f)* die Summe von
2% Termen der Form

1
WA#(f)...A#(f)xl) (1.59)
k mal
ist, erhalten wir also
1D (F) W[ < 252/ (n + KL *[b ] (1.60)

Da die Summe 3 ;% t*2%2((n + k)!)V2||f||*/k! fiir alle t konvergiert, ist { ein
analytischer Vektor und @s(f) somit wesentlich selbstadjungiert auf Fo.

Zu 2. Der Kommutator [@g(f), ®s(g)] ist eine Summe von Kommutatoren der
Form [A#,A#], die wir im Folgenden alle berechnen werden. Dazu seien . €
H, k=1,...,n dann ist

] mn
$i=— 3 Yo @ @ bopn) € SH™ (1.61)

o€Pn

und daher mit den Gleichungen (1.43) und 1.49):

AR = Y75 (ot o - & ot (162)

" 0€Pn

Genauso folgt mit (1.48) und (1.51)

vn+1
Afyp = —— o ot 1.63
(f) Y 1)l le)m@ @ Yo (1.63)
0€Pn 11
wobei Wy 41 := f gesetzt wurde.
Betrachten wir nun A(f)A(g)U:
_Vv/nvn—1

A(f)A(g)b D {0, e)) (o) Wo@) @ @ Wom).  (1.64)

n!
o€Pn
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Hieraus folgt offenbar A(f)A(ghh = A(g)A(f)U, so daBl der entsprechende Kom-
mutator verschwindet. Da A( )* zu A(f) adjungiert ist, erhalten wir ebenso

[A*(f), A*(g)]y = 0, womit [A(f), A*(g)]p zu betrachten blelbt Es ist

1
A(f)A* (gl = o (f,Wom)Por2) @ - @Womiry, (1.65)

- 0€Pn 11
wobei, dhnlich wie eben, 1 := g gesetzt wurde. Der Term A(g)*A(f) erfordert
etwas mehr Kombmatomk Fir k,1 € {1,...,n} definieren wir zu diesem Zwecke

Prlk, ) :i={o € P.|o(k) =1}. Damit ist
}) . (1.66)

Fir 0 € Po(1,k) und k € Pn(k, k) ist nun offenbar k 0o 0 € Pn(1,k) was fiir festes
k und 1

Z Z Pi(o(2)) @ -+ @ Wio1)) @ 9 @ Wi(o(141)) @ - -+ @ Wi(o(ny)) =

0€Pn(1,k) KEP (K K)

Alg) ALY = ?Z (<f,¢k> )N {? 2 {(nl

oePn(1k)

(n—1)!

> b - QW ol1)) © 9 O Po(ir1)) @ -+ - @ Wi(ofn))

k€Pn(k,k)

LY o @ @iy ® 9 Do @+ @opny (167)

o€Pn(1,k)

impliziert. Daher erhalten wir

Alg)A(f)p =

] mn
Z (f, ) Z Wo(2) W) @9 Do) @ Doy | - (1.68)
n! k,1=1

oePn(1,k)

Vergleichen wir diese Formel mit (1.65) dann erkennen wir, dafl die einzigen Sum-
manden die in (1.65) auftauchen jedoch nicht in (1.68) die Form (f, g)Yo(1) @ -+ @
WP o(n) haben. Daraus folgt also

[A(f), A" (g)l) = {f, g} (1.69)

und mit der Definition des Segaloperators in Gleichung (1.54)

[@5(£), s ()1 = %(Am+A(f)*),%wg)+;\(g)*) v (L70)
_ % (IA(F), A(g) T + [A*(), A(g)1) (1.71)

= 5 (A(7), Alg) T — [A(g), ALF) ) (1.72)

= S (.0~ (o, )W (1.73)

5 (1) =000 w (174)
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was zU bewelsen war.

Zu3. Seip =11 @ @ P € K™, dann ist

Wb (HT(W "y =TWb (AU "pr @+ @ U "hy)
= ({, U PN WU P2 @ - @ U ")
= (Uf, Y1) @ @ Py
= b (Uf)p.

Da endliche Linearkombinationen solcher P dicht in H™ sind und da b= (f) be-
schrankt ist erhalten wir somit T'(U)b—(f)F'(U)~" = b~ (Uf). Die Operatoren N
und S vertauschen jedoch mit T'(U) (das folgt unmittelbar aus den Definitionen
von N, S und T'(U); siehe Beispiel 1.2.10, Behauptung 1.2.4 und Satz 1.2.8) so daf
unmittelbar T(WA(f)T(U)~" = A(Uf) auf dem Definitionsbereich Fy folgt. Ad-
jungieren wir diese Gleichung und schrénken dann auf Fy ein erhalten wir ebenso
I(WA(f)T(U)" = A(Uf)*. Die Definition des Segaloperators impliziert dann die
Behauptung (da @g(f) wesentlich selbstadjungiert ist, gilt die Behauptung selbst-
verstandlich auch fiir die selbstadjungierte Fortsetzung). 0

1.3 Das freie skalare Feld

Wir kénnen nun zur Diskussion von Ende des Abschnittes 1.1 zuriickkehren und
das quantisierte Klein-Gordon-Feld konstruieren. Wir werden zu diesem Zwecke im
ganzen Abschnitt den Hilbertraum 3 := L?(R3,d3x) und seinen symmetrischen
Fockraum betrachten.

Im Gegensatz zu den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren A(f), A(f)* aus
dem vorhergehenden Abschnitt, die fiir Testfunktionen f € H definiert sind, hdngen
die ,,Operatoren® A(k), A(k)* in der Gleichung (1.33) von Impulsen k € R? ab. Wir

definieren daher zunichst auf dem Definitionsbereich
Ds = {1 € Fo Y™ € §(R*™,C) ¥n € N} (1.80)
den Vernichtungsoperator A(k): Ds — Fs(L2(R?, dx)):
ARV ™ (K1, ..., k) = V+ T (K kg, k). (1.81)

Den FErzeugungsoperator A(k)* kann man nun jedoch nicht als Adjungierten zu
A(k) definieren, da eine strikte Anwendung der Definition des Adjungierten einen
Operator mit Definitionsbereich {0} (!) ergeben wiirde. Nur formal kénnen wir daher
schreiben

AR W)™ (k... kn Z Sk — k)W ™ (g, .. K, k). (1.82)
l

Um A(k)* einen exakten mathematischen Sinn zu geben miissen wir quadratische
Formen benutzen. Das heifit aul dem Definitionsbereich Dg x Dg konnen wir die
quadratische Form

Ds x Ds 5 (b,1) = A(K),m] := (1, A(k)n) € C (1.83)
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einfithren und A(k)* als die zu dieser adjungierte quadratische Form definieren:
Ds x Ds > (b,n) — A(K)"[P,n] := (A(k)b,m) € C. (1.84)

Ist zum Beispiel P = (0,¢¥",0,...) und n = (0,0,n'*,0,...) dann folgt aus (1.84)
1 - -
AK) R, = —J (NP7, 0 ) + 0T k) ) ¥k (185)
V2 Jgs
Um nun die Beziehung zwischen A(k) und A(f) bzw. zwischen A(k)* und A(f)*

herzustellen, miissen wir die quadratischen Formen A(k), A(k)* mit einer Testfunk-
tion f € §(IR?, ') ,,verschmieren“. Das heifit wir betrachten die Integrale

J A(k)f(k)d%undj A (k) f(k)d’k, (1.86)
R3

R3

welche ,,im schwachen Sinne“ zu interpretieren sind. Fiir \,n € Dg soll gelten:

(J 1A(k)f(k)d3k> W, m] :J 1A(k)[1|),n]f(k)d3k (1.87)
]Rs ]Rs
bzw.
(J A(k)*f(k)d3’k> N),n]zj A(K)* W, mlf(k)d>k. (1.88)
R3 R3

Damit erhalten wir die folgende Aussage:

1.3.1. Behauptung. Fiir jede Testfunktion f € §(R3,C) gelten die Gleichungen

A(f) :J AK)f(k)d%k (1.89)
und
A(f)" :J A(k) f(k)d*k (1.90)
B3

im schwachen Sinne. Dabet sind beide Seiten jeweils als quadratische Formem mit
Definitionsbereich Dg x Dg aufzufassen.

Beweis: Die Gleichung (1.89) folgt unmittelbar durch Vergleich der Definition von
A(k) in Gleichung (1.81) mit dem Ausdruck fiir A(f) in (1.52). Die Gleichung (1.90)
folgt durch Bildung von Adjungierten (oder durch Vergleich des formalen Ausdrucks
(1.82) mit (1.53)). O

Wir sind nun bereit die am FEnde des Abschnittes 1.1 angegebenen formalen
Ausdriicke wie folgt zu interpretieren:

1.3.2. Satz. Durch die schwachen Integrale

. . d3k
* ,—1(k,x) i{le,x)
J}RE (A(k) e + A(k)et) WD) (1.91)

1

P(x) :W
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= * 1<k»x> _ 1<k>x> 3
7t(x) ok J}RE (Alk) e Alk)eltx) 5 dk (1.92)
und
D(t,x) = #J (A(k)*efi((kx)*w(k)t) —|—A(k)ei(<k’x>’“’(k)t)) & (1.93)
’ (27)3/2 Js 2w(k)

sind fiir alle (t,x) € RxR? quadratische Formen mit dem Definitionsbereich Dgx Dy
definiert. Dabei bezeichnen A(k) und A(K)* fiir jedes k € R? die quadratischen For-
men aus (1.83) und (1.84). ©(t,x) erfillt die Klein-Gordon-Gleichung (im schwa-
chen Sinne).

Beweis: Aus den Definitionen von A(k) und A(k)* folgt, dafl fir jedes M,n €
S(R*™, C)NH™ die Funktionen R* — A(k)Ap,n] € C bzw. R? — A(k)*[W,n] € C
Schwartzfunktionen sind. Dies impliziert jedoch, dafl die Integranden der zu un-
tersuchenden Integrale schwach integrierbar sind, die Integrale also existieren. Daf}
@ (t,x)[P,n] fiir ¢,n € Dg die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt folgt unmittelbar aus
der Diskussion der klassischen Lésungen im Abschnitt 1.1. O

Mit diesem Satz haben wir den Ausdriicken vom Ende des Abschnittes 1.1 in
mathematisch zufriedenstellender Weise interpretiert. Allerdings sind ¢(x), 7t(x) und
®(t,x) keine Operatoren, sondern nur quadratische Formen. Um Operatoren zu
erhalten miissen wir die Felder mit einer Testfunktion f € §(R?, ) ,,verschmieren®
das heiflt wir miissen die schwachen Integrale

o) = | fopxIdx mlf) = | fnid’x (1.94)
3 R3
und
(D(t,f):J f(x)@(t,x)d*x (1.95)
R3

betrachten. Mit der Aussage 1.3.1 und der Definition des Segaloperators erhalten
wir

1.8.3. Satz. Die schwachen Integrale in (1.94) und (1.95) existieren und definieren
fiir eine reellwertige Testfunktion f die auf dem Definitionsbereich Dg wesentlich
selbstadjungierten Operatoren

$(f) = Os <i> , m(f) = s (Wwf) (1.96)

und

O(t,f) = D (emtf> . (1.97)
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Beweis: Wir betrachten nur ¢(f) da die anderen Aussagen vollig analog bewiesen
werden kénnen. Per Definition ist

B(f) = :RE )b (x)dEx (1.98)
= :}RE f(x)(zﬂlm J}RE (Ak) e M 4 A(k)elRn) %k(k)dz’x (1.99)

= :]RE (A(k)* {(zn]ﬁ J}RE f(x)e kX d3x} (1.100)

+A (k) {(zn]m J}RS f(x)e“k”‘)dg‘x}) J% (1.101)

= J}RE <A(k)*?(k) = A(M%) %k(k) (1.102)

beim letzten Gleichheitszeichen ist zu beachten, dafl die Testfunktion reellwertig ist.
Mit 1.3.1 folgt die Behauptung. O

Nun kénnen wir die Aussagen des Satzes 1.2.14 verwenden, um zunéchst zu zei-
gen, daB die Felder ¢ (f) und 7t(f) den kanonischen Vertauschungsrelationen gentigen.

1.3.4. Satz. Die Felder ¢(f) und t(f) erfillen die kanonischen Vertauschungsre-
lationen, das heif$t fir alle \p € Dg gilt:

[$(), dlg)lb =0, [n(f),(g)lp =0, [$(f),w(g)lp =if,g)yb.  (1.103)

Beweis: Wir betrachten nur reellwertige Testfunktionen. Die allgemeine Aussage
folgt dann durch komplex-lineares Fortsetzen (beachte, dafi die Segalquantisierung
f — ©g(f) nicht komplex-linear ist). Damit ist

D (%) O (%)] P (1.104)

=1Im ii
=1l <\/5’\/5>1I) (1.105)

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite der zweiten Gleichung ist jedoch reell:

[d(f), dlg)I =

. . ~ .
Inverses Fouriertransformieren von fw =172 liefert

1 . .
— f(x)e "X q3x el @3k =
2] Lz LR; (x) o0

L ; Yy—x,k) 13, 43
(27)%) J}Rs ,[133 fx) w(k) € d*xd’k  (1.106)

Im konjugiert komplexen Ausdruck des zweiten Terms dreht sich jedoch nur im

Exponenten von exp das Vorzeichen um. Da der Integrand in k symmetrisch ist
(w(k) = w(—k)) kann dies durch eine Substitution k — —k kompensiert werden.
Also ist, wenn F71 die inverse Fouriertransformation bezeichnet

-1 ]/C\ _ a1 i
() () o
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und damit, wie bereits gesagt, das Skalarprodukt in (1.105) rein reellwertig. Damit
folgt [d(f),d(g) P = 0 und auf genau die gleiche Weise folgt [7t(f),t(g)lp = 0.
Damit bleibt [¢p(f),7t(g):

[d(f), m(g)p =

s (%) , @s wa@] ¥ (1.108)

(e am

Das Skalarprodukt auf der rechten Seite der zweiten Gleichung ist wieder reellwertig,
da es jedoch im Argument von Im mit i multipliziert wird, folgt die Behauptung. O

Nun wollen wir uns dem ,,freien Hamiltonian“ zuwenden. Hierfiir definieren wir
zunéchst den , Einteilchenhamiltonian®:

S(R*, €) 3 f = hof := wf € L*(R?, d°k). (1.110)

Es ist unschwer zu erkennen, dafl hy auf seinem Definitionsbereich wesentlich selbst-
adjungiert ist und daf} seine selbstadjungierte Fortsetzung die einparametrige unitére
Gruppe (Ut)ier mit

L*(R?, d*k) o f — w.f:= "' € L*(R?, d°k) (1.111)
erzeugt. Daher ist der freie Hamiltonian
Ho := dl'(ho) : Ds — Fs(L*(R3, d*k)) (1.112)

auf seinem Definitionsbereich ebenfalls wesentlich selbstadjungiert und er erzeugt

die freie Dynamik Uy := T (u,). Mit Satz 1.2.14(3) folgt daher sofort die Aussage:

1.3.5. Satz. Der Operator 1.112 ist wesentlich selbstadjungiert und die durch seine
selbstadjungierte Fortsetzung erzeugte unitdre Gruppe Uy = exp(itHp) erfullt die
Gleichung:

WU = D¢, b (1.113)
fur alle 1 € Ds.

Beweis: Unmittelbare Folge von 1.2.14(3) der Gleichung (1.97) und der Tatsache,
daf Uy =T'(uy) den Definitionsbereich Dg invariant l1aft. O

Diese Aussage rechtfertigt die Interpretation von Hp als freier Hamiltonoperator,
da er die Dynamik des Feldes @(x,t) beschreibt.

Damit ist die Konstruktion des freien Feldes abgeschlossen. Wir wollen jedoch
noch ein paar Bemerkungen anschlieflen.

1.3.6. Bemerkung. Zundchst wollen wir einen alternativen Ausdruck fir den frei-
en Hamiltonian betrachten, der uns im ndchsten Abschnitt den Weg weisen wird, wie
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wir den Hamiltonoperator fir ein mit klassischen Quellen wechselwirkendes Feld
konstruieren kénnen. Wir betrachten zu diesem Zwecke \p,1 € H™ Dann ist

(m, Hot) =

J J 1 (i w(kﬂ)n(k1,...,kn)1|)(k1,...,kn)d3k1 codkn. (1114)
R IR\

Da die Funktionen \,n aber in thren Argumenten vollstindig symmetrisch sind folgt
daraus:

<naHOI-I)>:
J J nw(knk, ki, ..., ke )bk, ki, ... ko 1)d¥kd’ky .. APk 1 (1.115)
R3 R3

Wir betrachten nun den Ausdruck

M, A" (KA(K)Y) = (A(kn, Alk)b) (1.116)
:J J 1\/T_Ln(k,k1,...,kn,1) (1.117)

R Jme
Vb (k, ke, ..o ke 1) dkg L. d K . (1.118)

Dies fiihrt unmittelbar zu

(M) = | -] wmTATomIR, k)
]Rs ]Rs
(AU (K1, ..., kn1)d%ky ... APk 1d%k (1.119)
also
(M) = | wlkA (OAK)n, 1k (1.120)
]Rs

Im Sinne quadratischer Formen gilt also
Ho = J w(k)A*(K)A(k)d>k. (1.121)
R3

Dies ist jedoch genaw der Ausdruck fir die klassische Hamiltonfunktion in (1.29)
wenn die Funktion a(k) durch die quadratische Form A(K) ersetzt wird.

1.3.7. Bemerkung (Lorentzinvariante Mafle). Nun ist noch der Grund fir das
bisher recht unmotivierte Auftauchen der vielen w(k)"/? zu kldren. Den Hintergrund
hierfiir bildet das Studium Lorentzinvarianter Mafe auf der positiven ‘Massenscha-

le*:

M., :=={p € R*|g(p,p) =m?, po >0}, (1.122)



1.3. DAS FREIE SKALARE FELD 23

wobei g 1 R* x R* = R die Minkowskimetrik g(v,w) = vn® — 2{11 viw! st
Offenbar ist My, ein Orbit der eigentlichen, orthochronen Lorentzgruppe

Ll ={A:R" =5 RY|
A linear, g(Av,Aw) = g(v,w) ¥Yw,w € R, det A =1, Ag >0}, (1.123)
das heifit fir alle p € My, st Ap € My,. Dies legt den Wunsch nahe, auf My,

ein Mafl Q. zu finden, welches invariant unter Lorentztransformationen ist, also
Q. (AA) = Q. (A) fiir jede mefbare Teilmenge A C My, und fiir jedes A € LL Es
zeigt sich, daf$ jedes Maf dieser Art ein Vielfaches von

3
o]
jm(a) W(K)

ist. Dabei ist jm die durch Mm 3 (KO, k', k%, k%) — (kK',k%,k3) € R?® gegebene
Parametrisierung von My, [RS75, Thm. IX.37].

Betrachten wir nun den Hilbertraum 12(Muy, Qm). Eine unitire Transformation

von L2(Mm, Qm) auf L2(R3, d3k) ist offenbar durch

(1.124)

foj]
L(Mi, Q) 3 f 5 Jnlf) i= —2me € L(R?, &K) (1.125)

V()

gegeben. Setzen wir dies in den Ausdruck fir &(f) in Gleichung (1.96) ein erhalten
wir:

Jo

fiir reellwertige Testfunktionen f € $(R?, R). Dabei bezeichnet ®g den Segalopera-
tor im Fockraum iber 12(Mm, Qm). Das heifit wir haben sozusagen im falschen®
Hilbertraum gearbeitet und dies durch das Beriicksichtigen der w(k)V? Faktoren
kompensiert. Warum nun der Hilbertraum 12(Muy, Qwm) fiir unsere Zwecke der ge-
eignetere ist werden wir in der ndchsten Bemerkung diskutieren.

Zuvor jedoch noch ein paar Worte zum Feld @ (t,x). Wir haben es in Satz 1.3.3
rdumlich verschmiert um einen Operator zu erhalten. Fs ist jedoch auch mdéglich

d)(f) = (DS <i> = r(]m)éS(ﬂr(]m)* (1-126)

@(t,x) mit einer Funktion von x und t zu verschmieren. Um zu erkennen, was wir
dann erhalten fihren wir zundchst die Abbildung

S(R*, C) > f = Ef :=V27f | My, € L2(Mpn, Q1) (1.127)

ein, wobet T eine Variante der Fourtertransformation ist:

" 1 .
flp)i==—5 | €9"Pf(v)d*y. 1.128
(p) = o |, €AV (1.128)
Das heifit anstatt des tiblichen Skalarproduktes verwenden wir die Minkowskimetrik
im Fzxponenten. Fine Rechnung dhnlich der aus Satz 1.3.3 zeigt nun sofort dafs fiir
alle f € S(RY, R) durch

D(f) == JW D (t, x)f(t, x)dtd>x = T (J)Ds(EF)T (o) (1.129)
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ein auf dem Definitionsbereich Fo wesentlich selbstadjungierter Operator definiert
ist. Auch dies zeigl, dafi 1*(Muy, Q) offenbar der angemessenere® Hilbertraum
ist.

1.3.8. Bemerkung (Transformationsverhalten der Felder). Am FEnde dieses
Abschnittes sollen schliefllich noch ein paar Worte zur physikalischen Interpretation
fallen. Wir betrachten zu diesem Zweck das Transformationsverhalten des Feldes un-
ter Poincarétransformationen (A, a) € 9)1 (Die Poincarégruppe ist das semidirekte
Produkt aus Lorentzgruppe und Translationsgruppe; A ist also eine Lorentztransfor-
mation und a eine Translation des R*). Zu diesem Zweck betrachten wir die folgende
Darstellung der Poincarégruppe auf L2 (M, Qmn):

PL 3 (Aa) = Un(A,a), (Un(A,a)f)(p) = e¥PIf(Ap) (1.130)

fiir alle f € L*(Mu, Qn). Identifizieren wir nun durch die unitire Transformation
Jm aus Formel (1.125) den Fockraum Fs(L*(R3, d%k)) mit Fs(L2(Mm, Qw)) dann
kann gezeigt werden dafs

I (Un) @ (t, %) (Up) = @ (A(t, x) + a) (1.131)

gilt [RS75, Thm X.42]. An dieser Stelle sehen wir, warum der Hilbertraum
L2(Mm, Qm) so wichtig ist und warum also in vielen Formeln die scheinbar un-
motivierten w(k)"/? Faktoren auftreten. Ohne diese Faktoren hétte das Feld @ (t,x)
nicht dieses Transformationsverhalten, welches fir die physikalische Interpretation
des Modells wesentlich ist. Bevor wir darauf ndher eingehen sei noch bemerkt, dafs
das Studium des Transformationsverhaltens der Felder fir die Quantenfeldtheorie
von entscheidender Bedeutung ist. Wir wollen dies hier nicht vertiefen, werden je-
doch betm Studium der kanonischen Vertauschungsrelationen im Kapitel 4 auf diesen
Punkt zurickkommen.

1.3.9. Bemerkung (Physikalische Interpretation). Nach einem Postulat von
Wigner werden relativistische, freie Teilchen gerade durch eine irreduzible, stark ste-
tige, unitire Darstellung der universellen Uberlagerungsgruppe der Poincarégruppe
beschrieben (Wigner motivierte dieses Postulat durch die Annahme, dafl Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten bei dem Wechsel des Inertialsystems invariant bleiben sollten).
Fine Analyse dieser irreduziblen unitiren Darstellungen zeigt daf$ sie durch zwei
Parameter, Masse und Spin, charakterisiert werden kénnen (Eine ausfihrliche Dar-
stellung dieses Sachverhalts findet sich im Buch von Barut und Raczka [BR77]). Die
Darstellung U, tst nun, wie sich zeigen lf§t irreduzibel und gehort zur Masse m und
Spin 0. Fin normiertesp € Fg(L2(R3, C)) mit N = kann daher als der Zustand
eines skalaren Teilchens der Masse m interpretiert werden. Entsprechend beschreibt
dann N = n den Zustand eines n-Teilchensystemes und Qo den Zustand ganz
ohne Teilchen, welcher zugleich der Zustand niedrigster Fnergie also HoQo = 0 st.

Diese Bemerkung klirt die physikalische Interpretation des Modells: es beschreibt
also eine beliebige Anzahl wechselwirkungsfreier skalarer Teilchen der Masse m (etwa
7° Mesonen). Offen ist jedoch noch die Interpretation einiger der von uns konstru-
ierten Observablen. Finfach ist dies bei den Operatoren N und Hop, sie beschreiben
Teilchenanzahl und Gesamtenergie. Solch direkte Aussagen sind fir ¢(x) und 7t(x)
problematisch. Jedoch kénnen dbund 7, genauso wie in der Quantenmechanik Orts-
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und Impulsoperator, benutzt werden, um neue Observablen zu konstruieren. Das ein-
fachste Beispiel hierfiir, welches wir kurz skizzieren wollen, ist der freie Hamiltonian
Ho. Wir kénnen in der klassischen Hamiltonfunktion $(f,p) (1.19) die Anfangsda-
ten f und p durch die quantentheoretischen Analoga & und 10 ersetzen. Wir erhalten
dann den formalen Ausdruck

% J}RE mt(x)m(x)d*x + % J}RE &jg—i(x)g—i(x)&x + %mz J}RE b)bx)dx. (1.132)

Umformungen dhnlich wie in Bemerkung 1.1.4 fihren dann zum ebenfalls formalen

Ausdruck:

%J w(k) (A(KAK)* + A(k)*A(k)) d>k. (1.133)
R3

Der in diesem Ausdruck auftauchende Term A(k)A(K)* ist jedoch nicht definiert,
auch nicht als quadratische Form, da (P, A(KJA(k)™) = (A(k)*P,A(k)n) und
A(K)* nicht als Operator definiert ist. Aufgrund physikalischer Uberlegungen (fiir
die ich auf die Lehrbuchliteratur iber Quantenfeldtheorie verweisen will, zB. [BD67])
kann (1.133) jedoch als Summe bestehend aus dem freien Hamiltonian Ho und ei-
nem divergenten Term, der ,unendlichen Selbstenergie des Vakuums® (etwa analog
zur Nullpunktenergie des harmonischen Oszillators) aufgefafst werden. Da nur Ener-
giedifferenzen nicht jedoch absolute Betrige gemessen werden kénnen, ist es legitim
den Energienullpunkt neufestzulegen, also die Energie zu ,renormieren®. Das Auf-
tauchen der divergenten Nullpunktsenergie kénnen wir also grob gesagt als schlechte
Wahl des Energienullpunktes interpretieren und den entsprechenden Term subtra-
hieren. Wir gelangen dann zum renormierten Hamiltonian® Ho, den wir gleich von
Anfang an als den richtigen“ Hamiltonoperator interpretiert haben.

Um (1.133) zu renormieren, haben wir also den undefinierten Ausdruck
A(K)A(K)* durch die quadratische Form A(K)*A(k) zu ersetzen. Diese Idee fihrt zur
Einfihrung der Wickordnung, die wie folgt definiert werden kann. Gegeben sei ein
Polynom P(A(k),A(k)*) in Erzeugungs und Vernichtungsoperatoren (z.B. ein Po-
tenz von ¢(x)), dann ist das normalgeordnete Polynom : P(A(k), A(k)*) : definiert
als diejenige quadratische Form die entsteht, wenn jedes Monom von P(A(k), A(k)*)
so umgeordnet wird, daf$ alle Erzeuger A(k)* links von allen Vernichtern stehen. Mit
diesem Begriff kénnen wir nun den freien Hamiltonian auch durch

Hy = lJ <7T(X)7T(X) + 6ija—¢.(x)a—¢.(x)dsx + mzcb(x)dD(x)) d3x : (1.134)

2 g3 oxt T ox
angeben. Diese Methode lif§t sich nun auf andere Observablen ibertragen. Zum Bei-
spiel auf den Gesamtimpuls oder den Energie-Impuls- Tensor.

1.4 Wechselwirkung mit klassischen Quellen

Wir wollen nun einen Schritt weiter gehen und Quantenfelder betrachten die mit
klassischen Quelltermen ,wechselwirken“. Das heifit wir suchen nach Lésungen der
Feldgleichung

2

SV (6X) = A (t,x) +mAP(t,x) + p(x) =0, (1.135)
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wobei p eine geeignete, moglicher Weise singuldre Inhomogenitét ist. Physikalisch
beschreibt ein solches Modell Mesonen deren Wechselwirkung durch den klassischen
Quellterm p approximiert wird. Besonders interessiert uns der singulére Quellterm
p = d. Dieser Fall kann als (sehr einfaches) Modell der starken Wechselwirkung
aufgefafit werden: Es beschreibt den Einfluf der Nukleonen (die hier nur durch die
Quellverteilung p = & eingehen) auf das Mesonenfeld. Der erste Schritt zur Kon-
struktion einer solchen Theorie ist die Approximation von & durch glatte Quellterme.
Fiir den Rest dieses Abschnittes wollen wir daher p € $§(IR*,R) betrachten, um dann
im néchsten Abschnitt den Grenziibergang p — & durchzufithren. Bevor wir mit der
mathematischen Analyse dieses Problems beginnen sei noch bemerkt, daf§ bei diesen
Modellen eigentlich nicht von ,, Wechselwirkung®“ geredet werden kann, da der Quell-
term p zwar Auswirkungen auf die Quantenfelder hat, umgekehrt die Quantenfelder
jedoch nicht auf die Quelle zuriickwirken.

Um nun ein solches Modell zu konstruieren suchen wir als erstes nach einen An-
satz flir den Wechselwirkungshamiltonian H. Es sollte sich dabei um einen selbstad-
jungierten Operator auf dem Fockraum Fs(L?(IR3, d®x)) handeln. Die ,,wechselwir-
kenden® Felder erhalten wir dann durch

et (x)e ™ = @(t, x) (1.136)

wobei ¢(x) eine quadratische Form dhnlich der aus (1.91) ist. Um einen Ansatz fiir
H zu erhalten orientieren wir uns an der Form (1.121) des freien Hamiltonian. Diese
entsprach in ihrer Gestalt der klassischen Hamiltonfunktion $)(a) (siehe (1.29). Der
Diskussion aus 1.1.4 folgend erhalten wir als Hamiltonfunktion fiir die Feldgleichung

(1.135) den Ausdruck
$(R*,R) x 8(R*,R) > (f,p) — $H(f,p) + (f,p) (1.137)
wobei $(f,p) die Hamiltonfunktion des freien Feldes aus (1.19) ist. Ersetzen wir die
Anfangsdaten f,p durch die Funktion a(k) dann erhalten wir
Hwla) := J w(k)a(k)a(k)d’k +
R3

1
(2m)32

d*k

———d’x. (1.138)
2w(k)

| ot | (ale e 4 ageen)
R3 R3
Wenn wir in diesem Ausdruck formal a(k) durch A(k) und a(k) durch A(k)* ersetzen

erhalten wir den Operator (siehe hierzu auch die Diskussion der Wickordnung in

Bemerkung 1.3.9)
H:=Ho + d(p) : Ds — Fs(L*(R?, d*x)) (1.139)

der auf seinem Definitionsbereich symmetrisch ist. Eine ausfiihrliche Analyse von
Operatoren dieser Gestalt wurde von Cook 1961 durchgefithrt [Coo61]. Wir wollen
fiir alle Beweise in diesem Abschnitt auf diese Arbeit verweisen (siehe auch den
entsprechenden Abschnitt im Buch von Emch [Emc72]). Als erstes gilt

1.4.1. Satz. Der Operator H aus Gleichung (1.139) ist auf dem Definitionsbereich
D(Ho) selbstadjungiert. Aufferdem ist H wesentlich selbstadjungiert auf jedem Core
von Hp.
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Beweis: Der Beweis einer verallgemeinerten Version dieser Aussage findet sich in
[Coo61, Lemma 2]. Wir wollen fiir den Beweis das folgende Theorem von Kato und
Rellich verwenden [RS75, Thm. X.12]:

A und B seien dicht definierte Operatoren auf einem Hilbertraum H so daf}
1. D(A) C D(B) ist, 2. mit R 5 a < 1 und b € R die Ungleichung ||BY| <
al| Ay + bl fir alle p € D(A) erfiillt ist (d.h. B ist A-beschrinkt mit relativer
Schranke a) und 3. A selbstadjungiert und B symmetrisch ist, dann ist A + B auf
D(A) selbstadjungiert. Aulerdem ist A + B wesentlich selbstadjungiert auf jedem
Core von A.

Wir wollen dieses Theorem auf A = Hy und B = ¢(p) anwenden. Dafiir miissen
wir als erstes zeigen, dafl ¢(p) auf dem Definitionsbereich von Hy als symmetrischer
Operator definiert ist. Hierbei ist zu bedenken, dafl Hy hier als selbstadjungierte
Fortsetzung des auf Dg definierten Operators dI'(hg) aufzufasssen ist. Das heift
D(Ho) D Ds. Der Operator ¢(p) dagegen ist die selbstadjungierte Fortsetzung des
Segaloperators @s(p/w'/?), dessen Definitionsbereich Fy ist.

Aufgrund der Definition des Segaloperators reicht es zu zeigen, dafi A(p) und
A(p)* (mit p := p/w'/?) auf D(Hy) definiert sind. Betrachten wir zunichst A(p).
Mit (1.49) folgt fiir v € D(A(pP)):

[A@IW[> =((N + )b~ (p)w, b (pl) = (1.140)
=> nd (p™, b (p™) < (1.141)
n=0
<[IplI* Y np™, i), (1.142)
n=0

Das heifit wir miissen zeigen, daf fiir allep € D(Hy) die Summe > 27 (n+1)[p™||?
endlich ist. Hierfiir stellen wir zunéchst fest, dafl der Einteilchenhamiltonian hy von
unten durch m beschrinkt ist. Das heift fiir n € L2(R3, d%k) gilt

(hon,m) = (@n,m) = inf, w(k)|n||* = m|n]|*. (1.143)

Fir ¥ € D(Hp) ist daher
How||* = Z [(How)™|? > mzzn R (1.144)

Wir haben an dieser Stelle die Definition von Hp in (1.112) und die Definition der
zweiten Quantisierung selbstadjungierter Operatoren in (1.40) eingesetzt. Aus dieser
Ungleichung folgt nun

S A DM < Y ™+ < S ™)+ o) < oo, (1.145)
n=0

n=0 n=0

Damit ist A(p)p definiert. Ahnliche Argumente zeigen, daf

IAGY W < IIH((N + Db, ) = ||p||ZZ A+ D™ (1.146)



28 KAPITEL 1. EIN MOTIVIERENDES BEISPIEL

was beweist, dafl auch A(p)*\ definiert ist. Daher folgt D(Ho) C D(d(p)).
Wir betrachten erneut || (p)U|*. Offenbar ist

(I = JIAGD + AG) I < AGWI+ G (1147

Setzen wir hier (1.142) und (1.146) ein folgt

b (I < (1817 D_ 2 + Dp™]* < oo. (1.148)
n=0

Dies kénnen wir benutzen um zu zeigen, dafl

b (p)p]|* < a®|[How|* + b2l |2 (1.149)

mit geeigneten Konstanten a,b € R, a < 1 gilt. Aufgrund des oben zitierten Theo-
rems folgt dann die Behauptung.
Aufgrund von (1.148) folgt nun die Ungleichung (1.4) offenbar aus

a?m? Y p™P 47 Y nt—|p)? ) 2n+ ™) (1.150)
n=0 n=0 n=0

was fur alle n € Ny
a’m?n? — 2||p|*n + (b* —||p||*) > 0 (1.151)

impliziert. Diese Ungleichung wird aber durch alle

~[12 ~[12
azm, b>||()||2(7\+1)mit7\>M (1.152)
Am m
erfiillt, was den Satz beweist. O

Der néchste Schritt besteht in der Spektralanalyse des Hamiltonians H. Genauer
gesagt, wir werden untersuchen wie das Spektrum des freien Hamiltonians Hy und
das Spektrum von H miteinander zusammenhéngen. Zu diesem Zwecke fiithren wir
mittels der Ortsdarstellung des Einteilchenhamiltonians hof = (hoﬂv den unitiren
Operator

. ~—2
Vi=e o ¢l (1.153)
ein, welcher folgendem Satz geniigt.

1.4.2. Satz. Fir alle p € D(Ho) = D(H) gilt
— — 1, ~1
VHV " = Holp + W mit W := 5lIho o||%. (1.154)

Das heifit H ist bis auf die additive Konstante W unitdr dquivalent zum freien Ha-
miltonian.
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Beweis: Der Beweis einer Verallgemeinerung dieser Aussage findet sich wieder im
Artikel von Cook [Coo61, Thm. 1]. Wir wollen hier einen kiirzeren Beweis angeben.
Der erste Schritt ist die Suche nach einem gemeinsamen Core fiir die Operatoren Hy

und H. Gemaéaf Satz 1.4.1 reicht es hierfiir einen Core von Hp zu finden. Wir fithren
daher fiir jedes f € L?(IR?, d°k) die Ezponentialvektoren

> n n b f fur n > O
e(f):= Y 9" mit f® = e 1.155
(7 TLZO " {1 fiir 1= 0 (1.155)

ein [Par92, Kapitel 19]. Die unitdren Operatoren U; = exp(itHy) wirken nun auf
diese Exponentialvektoren durch [Par92, Kapitel 20]

Ue(f) = e(e'Mof) = e(e''?f) (1.156)
Daher wird der lineare Teilraum
s := spanfe(f)|f € §(R?, C)} (1.157)

von Fs(L?(R3,d3k)) durch Uy auf sich abgebildet. &g ist jedoch zugleich ein dich-
ter Teilraum [Par92, Kor. 19.5] von JFs(L?(R?, d*k)). Daher folgt aus [RSS0, Thm.
VIIL.11], daf €s ein Core fiir Ho ist und somit ist, wie bereits gesagt, H auf &g
ebenfalls wesentlich selbstadjungiert. Dies impliziert, dafl wir Gleichung (1.154) nur
fiir alle € €g beweisen miissen.

_Die Strategie des Beweises ist es, V und V~! durch Potenzreihen zu ersetzen. Da
nt(hop) jedoch ein unbeschrinkter Operator ist, sind V und V= nur formal durch
solche Potenzreihen definiert. (Formale Rechnungen dieser Art sind sehr gefédhrlich!
Vergleiche hierzu die Gegenbeispiele von Nelson [RS80, VIIL.5].) Wir betrachten
daher die Abbildung

CxCxR>3(z1,22,8) —
Y(z1,22,8) 1= V(—z1)e" ™V (z5)e(f) € Fs(L*(R?, d°k)), (1.158)

2
wobei V(z) = exp(—im(zhy p))YP ist. Mit [Par92, Kap. 20] und wegen Hy =
drl'(ho) folgt nun

. — 2 — 2
Y(z1,22,5) = Cs,z1,z2)e(e"™(f + z1ho "p) —z2ho p) € &s, (1.159)
mit
C(s,z1,22) =

1 —2 1 —~2 ~2 : ~=2
exp (=llashs "ol = gllzths *pl + (R “pu e + 21 o) =) (1,160

Fiir jedes P € Fs(L?(R3, d*k)) ist daher die Abbildung

CxCxR>3(z1,22,8) = (Y(z1,22,8),) € C (1.161)
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stetig differenzierbar in s und analytisch in z7,z, [Par92, Prop. 20.2, 20.3]. Aus der
Definition analytischer Abbildungen folgt nun jedoch, daff auch

CxC>3(z1,22) — %(Y(zhzz,s),twlso = —UV(—z1)HoV (z2)e(f),P) (1.162)

fiir alle 1 € Fs(L?(IR?, d%k)) analytisch ist. Dies bedeutet jedoch per Definition die
schwache Analytizitat von

CxC>3(z1,22) = X(z1,22) := V(—z1)Ho V(z2)e(f) (1.163)

und wegen [RS80, VI.4] auch die starke Analytizitdt. Daher [HP57, Thm 3.11.4,
Thm 3.15.1] existiert die Taylorentwicklung

— 1 X
R e (1.164)
n%o nill 9z70z}

als absolut konvergente (in der Normtopologie) Potenzreihe. Wir miissen also ledig-
lich die Ableitungen der Funktion X bestimmen. Aus dem Satz von Stone [RS80,

Thm. VIILS] folgt:

an+lX on al 0
—(0,0) = ——=—Y Sz —zy— 1.165
62?625( ) ) aZ? 825 s (Z1a22as)|k 1=22=0 ( )
o™ 9 ot
= T~ <~ s=z1=2y= L1
—~—2 —~—2
= (i(ho p))"Ho(—imt(ho p))'e(f). (1.167)

Hierbei haben wir die Tatsache beriicksichtigt, daB (z7,2z2,s) — Y(z1,22,s) in allen
Argumenten stetig differenzierbar ist, und daher die Reihenfolge der partiellen Ab-
leitungen vertauscht werden darf (dies gilt nicht nur im R™ sondern fiir alle stetig
differenzierbaren Abbildungen zwischen Banachraumen [Die75, 8.12.3]).

Daher erhalten wir mit { € Fs(L?(R?, d*k)) fiir die Taylorreihe aus (1.164):

[o0)

1 — .
VIHV = Y (il o)) (il o) (1.168)
n=0,1=0
“Hot Y - finlho o), linlfo p),... iR p),Hol...Ib. (1.169)
n=1 e

n mal

Das zweite Gleichheitszeichen folgt mit vollsténdiger Induktion (Ubungsaufgabe!).
Wir berechnen nun die in der letzten Gleichung auftretenden Kommutatoren. Fiir
P € Fy galt aufgrund des Satzes 1.3.5 exp(itHo)d(f)exp(—itHo)p = @ (t, ).
Leiten wir beide Seiten nach t an der Stelle t = 0 ab, erhalten wir daher:

i[Ho, d ()W = (). Nun ist jedoch 7t(f) = d)(l]tLvof) (siehe Satz 1.3.3) daher also

iHo, (o o)W = ilHo, d(ihe oW =7(iho  pJb = —db(pyp  (1.170)



1.4. WECHSELWIRKUNG MIT KLASSISCHEN QUELLEN 31

und aufgrund der kanonischen Vertauschungsrelationen (siehe Satz 1.3.4)

im(ho ), Il ), Hollh = —ilre(Ra ), b(p)b =
= <hNoizp, PP = ||a71p||21|). (1.171)

Fiir n > 2 gilt offenbar:

—2 —~2 —~—2
[in(ho p),[imt(ho  p),...[At(ho p),Hol...]p =0. (1.172)
n mal
Setzen wir dies in (1.169) ein, dann folgt offenbar die Behauptung. O

Dieser Satz zeigt, dafl aufgrund der Wechselwirkung mit dem Quellterm p die
Gesamtenergie des Systems gegeniiber dem wechselwirkungsfreien System um eine
endliche Konstante W verschoben ist. Man kann sich obendrein iiberlegen, daf} dieser
Betrag gerade durch Selbstwechselwirkungen der Quellen durch Yukawapotentiale
zustande kommt (siehe [Emc72, 1.d] und die Zitate darin). Das heifit aber, daf
die niedrigst mogliche Energie des Systems gerade durch die Konstante W gegeben
ist. Da aber nur Energiedifferenzen und keine absoluten Betrdge gemessen werden
kénnen und da die Subtraktion der Konstanten W keine Auswirkungen auf die
Zeitentwicklung von Erwartungswerten hat:

<eit(HfW]1).q),Aeit(HfW]1)w> — <efitWeitH.q), efitWAeitH.q)> (1173)
= (e, Ae'tp) (1.174)

kénnen wir den Wechselwirkungshamiltonian H durch den renormierten Hamiltoni-
an

H, =H—-WI1:D(H) = Fs(L*(R?, d°k)) (1.175)

ersetzen, der unitér dquivalent zum freien Hamiltonian ist.
Um nun das wechselwirkende Feld zu definieren, benétigen wir eine Darstellung

der kanonischen Vertauschungsrelationen, d.h. Felder ¢,(x),7,(x), die mit einer
Testfunktion f € $(R?, C) verschmiert

bolf) = | 00,00, i) = J}Rg fgmdx  (1176)

R3

abschliefbare Operatoren definieren, die dieselben Kommutatorrelationen wie ¢ (f)
und 7t(f) in Satz 1.3.4 erfiillen. Die Felder ¢(x) und 7t(x) aus (1.92) bzw (1.93)
sind nicht geeignet, da das ,nackte Vakuum® Qg zwar bzgl. des Teilchenzahlopera-
tors N der einzige Zustand ohne Teilchen ist, jedoch nicht der Zustand niedrigster
Energie von H, ist. Obendrein ist Qp nicht invariant unter der durch H, gegebenen

Zeitentwicklung, d.h. exp(itH,)Qo # Qq. Eine bessere Wahl ist daher
dp(x) = Vo(x)V*, n(x), = Vr(x)V* (1.177)

denn fiir die so gewédhlten ¢,(x),m,(x) spielt das ,physikalische Vakuum® Q, :=
VQ,, welches offenbar der Eigenzustand von H, zur niedrigsten Energie ist, dieselbe
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Rolle wie Qg fiir die ¢(x),7t(x). Um diese Aussage etwas zu prézisieren betrachten
wir die Operatoren (f reellwertig)

_ 1
V2

welche sich zu ¢, (x), 7, (x) genauso verhalten wie die Vernichtungsoperatoren A(f)
zu ¢(x), (x) (vergleiche die Ausdriicke fiir ¢(f) und 7t(f) in Satz 1.3.3 und die Defi-
nition des Segaloperators in Satz 1.2.14) Die A,(f) annilieren nun das physikalische
Vakuum d.h. A,(f)Q, = 0 fiir alle f. Wir definieren daher das wechselwirkende Feld

A, (f) (q)((@ﬂv) +m((%wﬂv)> , o Ap(if) = —1A(f) (1.178)

D, (t,x) := e, (x)e = VD (x, 1)V (1.179)

welches offenbar unitar d&quivalent zum freien Feld ist. Dieser Umstand deutet schon
an, dafl das somit konstruierte Modell aus physikalischer Sicht noch nicht besonders
interessant ist. Deutlicher, wird dies wenn wir die zum Feld @, gehérende Streu-
theorie untersuchen.

Zuvor wollen wir jedoch eine niitzliche Beziehung der Felder @ ,(x) zu den freien
@ untersuchen. Wir betrachten zu diesem Zweck die verschmierten Felder

D,(t,f) = J D, (t,x)f(x)d*x = VO (t,f)V* Vfe §(R* C) (1.180)

R3

und erhalten:

1.4.3. Behauptung. Fiir jede Testfunktion f € §(R3, C) gilt die Beziehung
O, (t,f) = O(t, ) + (hy2p, et ). (1.181)

Beweis: Dies wird auf die gleiche Weise bewiesen, wie Satz 1.4.2. Es lediglich Hg
durch @(t,f) zu ersetzen (natiirlich miissen am Ende andere Vertauschungsrelatio-
nen benutzt werden) und zu beriicksichtigen, dafl @(t,f) = c])((exp(iwt)ﬂv) ist. [

Wir kénnen also die Dynamik der wechselwirkenden Felder @ ,(t,x) direkt durch
die Dynamik der freien Felder ausdriicken, ohne explizit den Hamiltonian H, zu
benutzen. Dies wird im néchsten Abschnitt sehr niitzlich sein. Zuvor jedoch ein
paar Worte zur Streutheorie.

1.4.4. Bemerkung (physikalische Interpretation/Streutheorie). Die grund-
legende Idee der Streutheorie' kann wie folgl skizziert werden: Wir betrachten Teil-
chen, deren Dynamik bei Anwesenheit eines ,Streuzentrums® durch den Wechselwir-
kungshamiltonian H und bei Abwesenheit des Streuzentrums durch den freien Hamil-
tontan Hy beschrieben wird. In grofier Entfernung vom Streuzentrum soll dabei die
Wechselwirkung vernachlissigbar sein, d.h. dort kann die wechselwirkende Dynamik
durch die freie Dynamik approximiert werden. Das heifst der Experimentator prdpa-
riert in der fernen Vergangenheit freie Teilchen im Zustand Vi und er registriert in

Tch habe mich mit dieser Bemerkung sehr eng an die entsprechenden Ausfiihrungen in [Emc72]
gehalten, die ein ausfiihrlicheres Studium der Streutheorie nicht ersetzen kénnen. Dies ist jedoch
keine Vorlesung iiber Streutheorie. Eine mathematisch ausfiihrliche Darstellung stellt der dritte

Band des Buches von Reed und Simon [RS79] dar.
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der fernen Zukunft ebenfalls freie Teilchen im Zustand Doy Die wesentlichen phy-
sikalischen Gréfien die dabei gemessen werden, sind Ubergangswahrscheinlichkeiten
Vin — WYout. Um diese zu ermitteln nimmt man nun an, daff ein ntermedidrer”
Zustand \p existiert, dessen Zeitentwicklung durch die wechselwirkende Dynamik ge-
geben ist und der fir t — +oo den ,In-“ bzw. ,Out-“Zustand approximiert. Das
heifit, dafl fiir jeden Inzustand Vi und jeden Outzustand oy ein b existiert, so

dafs

Jim ("o, Aet™ o) — (e, Aet™ )| = 0 (1.182)
und
lim ("o o, At o) — (e, Aetp)| = 0 (1.183)

fir alle Observablen A erfillt ist. Wir kénnen somit den Zustand \ durch

Jim_ e tHettHoqy (1.184)
bzw. durch
lim e tHeltHo i (1.185)

definieren. Dieser Limes definiert also die beiden Molleroperatoren

Oy =s— lim e tHeitHo (1.186)
(Genauer gesagt:
Oy =s— lim e tHel™Mop  (Hy), (1.187)

wobei Poc(Ho) die Projektion auf den absolut stetigen Teilraum von Ho bezeichnet;
siche [RS79, X1.3]). Wir kénnen sie verwenden um die eingangs erwihnten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten zu bestimmen. Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, daf
am Ende des Frperiments der Zustand Moyt gemessen wird wenn das System zu
Beginn im Zustand iy prdpariert war:

|<ﬂ,1|)>|2 = |<Q+noutaQ7win>|z = |<noutaQiQ7win>|z = |<ﬂout,51|)m>|2- (1188)

Der Operator S dessen Matrizelemente also die gesuchten Ubergangswahrschein-
lichkeiten beschreitben heifit Streuoperator oder S-Matrix. Thn zu bestimmen ist das
wichtigste Ziel einer wechselwirkenden Quantenfeldtheorie.

Kommen wir nun auf die zuvor konstruierte Quantenfeldtheorie zurick. Im Falle
einer Feldtheorie wandeln wir die asymptotischen Bedingungen (1.182) und (1.183)
in Bedingungen an die Felder um, die fir das von uns untersuchte Modell

lim (1, @ (t, f) — @, (t, F)P) = 0 (1.189)

t—co

und

Tim (4, @oue(t, ) — @ (¢, Fib) =0 (1.190)
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lauten. Die asymptotisch freien Felder @i (t,f) und @ oy (t, ) stimmen in unserem
Falle mit dem freien Feld ®(t,f) diberein. Wir erkennen dies unter Verwendung von

Behauptung 1.4.3, denn (1.189) und (1.190) sind offenbar dquivalent zu

lim (ho “p, (€"F)V) =0, (1.191)

t—+too

wobet ]’AL.?f = (hoﬂv den Finteilchenhamiltonian in Ortsdarstellung bezeichnet (vergl.
Satz 1.4.2). Im Impulsraum wird dieser Ausdruck zu

J}RE (EZ( (13) eltw () @3k, (1.192)

lim
t—too

Fihren wir nun zusdtzlich die neuen Koordinaten

$? x (m?,00) 3 (a,3) = k(a, 8) := Vs — m2x € R? (1.193)

ein, fihrt dies zum Integral

J J“ DU &) e, )/ — mldsaV (), (1.194)
2 Jm2

wobei dV () das Oberflichenelement der S? bezeichnet. Nun betrachten wir die
Funktion

LKS(Q"’S)?(K(oc,s))s s2—m2 s>m?

S2x R > (a,s) — h(a,s) = {O (1.195)

s < m2.

Offenbar ist s — h(e,s) fiir alle « € S? integrierbar, denn p und f sind Schwartz-
funktionen, der Rest Polynomial beschrinkt. Daher existiert die inverse Fourier-
transformation

. 1 .

ha(t) = —J h(e, s)e™ds 1.196

(t) Tl («,s) (1.196)

fiir alle « € S* und ist aufgrund des Riemann-Lebesque Lemmas [RS75, Thm. 1X.7]
eine stetige Funktion die tm Unendlichen verschwindet. Da auflerdem die Funktion
S22 x R 2 (a,t) = holt) beschrinkt ist (also die Funktionenschar o — he(t) mit

t als Scharparameter) gleichmdfig beschrinkt) folgt mit dem Satz iber dominierte
Konvergenz [RS80, Thm. 1.11] daf

lim Jz_nj Ha(t)dV(oc):\/Z_ﬂJ lim Fro(£)dV (o) = 0 (1.197)
t—too s2 s2 t—too
also (1.190) erfillt ist.

Dies impliziert, daff die mit dem Quantenfeld @, verbundene Streutheorie trivial
ist: Das asymptotisch freie In-Feld @i stimmt mit dem asymptotisch freien Qut-Feld
@y tiberein. Daher ist die S-Matriz die Identitit. Dies bestdtigt, was wir bereits
weiter oben angedeutet haben: Die bisher konstruierte Theorie ist noch nicht sehr
interessant, da die Streutheorie von einer Wechselwirkung nichts spiirt. Dies wird
sich im ndchsten Abschnitt jedoch dndern.
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1.5 Das van Hove Modell

Zu Beginn des letzten Abschnittes haben wir bereits erwéhnt, dafl unser eigentliches
Ziel der Fall p = & ist. Physikalisch ist dieser Fall als primitives Modell der starken
Wechselwirkung zu betrachten. Die Nukleonen treten hier nur sehr rudimentar durch
den Quellterm p auf. Beschrieben wird daher nur der Einflufl der Nukleonen auf die
Mesonen.

Die Vorgehensweise aus dem letzten Abschnitt ist nun nicht mehr anwendbar, da
Ho + ¢ (8) keine wohldefinierter Operator ist. Dieser Umstand deutet bereits an, daf}
der Wechselwirkungshamiltonian H, im Falle p = 6 auf dem Fockraum des freien
Feldes nicht als selbstadjungierter Operator existieren kann. Wir werden dies noch
genauer untersuchen, zuvor jedoch zeigen, wie die wechselwirkenden Felder @ trotz
dieser Schwierigkeiten konstruiert werden kénnen.

Zu diesem Zweck wollen wir die Dynamik des freien Feldes @ und eines Feldes
®,, zunichst mit p € §(R*, R), in einem neuen Kontext formulieren. Wir betrachten

daher die Algebra

2 := span ({H o (f)|fi € $(R?,C), ne NJU {I[}) (1.198)

i=1

die von den Feldoperatoren ¢ (f) erzeugt wird. 2 ist eine ,,*~Algebra®: Das heifit A ist
ein Vektorraum, auf dem ein bilineares, assoziatives Produkt 2 x (> (A,B) — A -
B € 20 und eine *-Operation A 5 A — A* € 2 definiert ist. Offenbar sind alle @ (t, f)
und alle @, (t,f) Elemente dieser Algebra. Wir kénnen daher die Abbildungen

A>3 A od(A) = etHoAe o ¢ 9 (1.199)
und

AS A ol (A) =etr At c (1.200)
definieren. o und «f sind Automorphismen der Algebra 2: Sie sind linear und mul-
tiplikativ o (AB) = of (A)!(B) und vertauschen mit der *-Operation: of(A)* =
ol (A*). Fiir uns sind sie deshalb interessant, weil sie die Dynamik der Felder @ und
@, wiederspiegeln: Es gilt: @ (t,f) = «2(P(f)) und @, (t,f) = ol (P, (f)).

Damit bleibt die Frage, was wir mit dieser Konstruktion eigentlich gewonnen
haben. Hierfiir benutzen wir die Behauptung 1.4.3 und die Abkiirzungen

c(f,p) := (Hy?p, f) und f := (e™F)" (1.201)

und erhalten

ot (b)) +clf, p)L = o ((f) + c(f, p) 1) = o (o (f)) =
= o ((f)) +c(fe, p)T,  (1.202)

woraus

afl (d(f) = o (f)) + c(fe —f,p)1 (1.203)
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folgt. Da die Algebra 2 von den Feldern ¢(f) erzeugt wird, ist durch die letzte
Gleichung «f eindeutig bestimmt, ohne den Wechselwirkungshamiltonian explizit
zu benutzen. Schreiben wir ¢(fy, p) in Impulsdarstellung auf

N\, A

. oy (0 = e 2

erkennen wir dafl der Grenziibergang p — 1 (also im Ortsraum p — ) problemlos
durchzufithren ist

¢(3,fe) := lim J}Rg fz(](% (e (k) — (k) Sk (1.205)
[ etelE) —f(k)
= J}RE () d’k. (1.206)

Da f eine Schwartzfunktion ist, ist das letzte Integral und damit auch c(d, fy — f)
wohldefiniert. Wir haben damit das wechselwirkende Feld ®;(t,f) und die dazu-
gehorigen of definiert:

Os(t,f) := oS (d(f)) = aO((f)) + (5, fr — f)1. (1.207)

Aus Sicht der Quantenfeldtheorie reprisentieren die Felder @, mit p € $(R?, R)
einen ., Impulsraum-Cutoft*. Das heifit, um die bei groflen Frequenzen auftretenden
Divergenzen (etwa bei dem Versuch den Wechselwirkungshamiltonian fiir p =
zu definieren) zu beseitigen, werden diese Frequenzen durch die ,,Cutoff-Funktion®
p € 8(R?, ) abgeschnitten. Die Theorie ist dann wie wir gesehen haben endlich.
Nun haben wir algebraische Methoden benutzt, um den Cutoff zu entfernen und das
wechselwirkenden Feld zu definieren. Dies zeigt, wie niitzlich algebraische Methoden
in der Quantenfeldtheorie sein kénnen und motiviert ein intensiveres Studium von
Operatoralgebren, welches wir im néachsten Kapitel beginnen wollen.

Zuvor jedoch wollen wir ein paar Argumente untersuchen, die aufzeigen, dafl die
Dynamik des Feldes @5 auf dem Fockraum des freien Feldes tatsachlich nicht unitéar
implementierbar ist. Das heif}t auf diesem Hilbertraum gibt es keinen selbstadjun-
gierten Operator Hs so dall @s(t,f) = exp(itHs)ds(f) exp(—itHs) ist. Damit eng
verkniipft ist die Tatsache, daf} es keinen Vektor im Fockraum des freien Feldes gibt,
der die Rolle des physikalischen Vakuums iibernehmen kann.

Wir definieren zu diesem Zwecke, wie in (1.178), die zum Feld @s(t, f) gehoren-
den Vernichtungsoperatoren As(f). Unter Beriicksichtigung von (1.207) erhalten wir
wegen T, (f) = 0:D,(t, f)lt—o den Ausdruck (fiir reellwertiges f):

As(f) = A(f) + d(f,8)1, d(f,5) = % LR; ws%(k)d% (1.208)

A, (f) ist offenbar ein wohldefinierter (abschliefbarer) Operator auf dem Fockraum
Fs(L2(IR3, d%k)) und wir sehen, daB er fiir jedes f € L?(R?, d*k) definiert ist (bei
antilinearer Fortsetzung: As(if) := 1As(f)) denn das Integral d(f,d) konvergiert
offenbar fiir jedes solche f. Das physikalische Vakuum ist nun durch die Bedingung
As(f)Qs = 0 gegeben. Wir werden im folgenden zeigen, daf} ein solches Qs nicht
existiert:
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1.5.1. Satz. Das einzige Element Qs in Fo C Fs(L2(R3, d3k)), so dafl As(f)Qs =0
fiir alle £ € L*(R3, d3k) gilt, ist die Null.

Beweis: Sei also

0=As(f)Qs =Y As(HQ” =3 AHQ + ) d(f,5)Qf, (1.209)
n=0 n=0

n=0

dann folgt wegen A(f)Q(én) € SuH™ und wegen H™ LH™H daB fiir alle n die
Gleichung A(f)Q(énH) = —d(f, 6)()2) gilt. Mit der Definition von A(f) (siehe (1.49))
folgt daher

ld(f, )08 = AN QN < v+ T (1.210)

fiir alle n € IN. Diese Ungleichung ist jedoch nur dann erfiillbar, wenn Qs = 0
ist oder wenn eine Konstante K mit [|d(f,d)|| < K||f|| existiert. Letzteres wiirde
bedeuten, dafl f — d(f,d) ein stetiges lineares Funktional auf dem Hilbertraum
[2(R3, d3k) ist. Aufgrund des Darstellungssatzes von Riesz [RSS80, I1.4] miifite dann
jedoch einm € L?(R?, d3k) existieren, so daB d(f,8) = (1, f) fiir alle f € L?(R3, d*k).
Die konkrete Form von d(f,8) impliziert daher, daB 1/w3/? quadratintegrabel sein
muB. Dies ist jedoch nicht der Fall. Wir integrieren hierfiir 1/w? (also (1/w'%/2))?)
in Kugelkoordinaten iiber eine Kugel K(R) C R?® vom Radius R:

R T.2

R T‘Z
Jsz JO dedV(OC) = 47'[4[() de (1211)
Das Integral iiber r verhélt sich fiir grofle v wie 1/ und divergiert daher fiir R — oo
(kann man auch zu Fufl ausrechnen). Dies beweist die Aussage. O

Wir kénnen dieses Ergebnis sofort benutzen, um zu zeigen, dafl die durch
f = o(f),f — 7t(f) und f — Ps(f),f — 75(f) gegebenen Darstellungen der ka-
nonischen Vertauschungsrelationen unitar indquivalent sind (dafl die Felder f —
bs (), f — 715(f) die Vertauschungsrelationen wirklich erfiillen folgt aus der Defini-
tion von @s(t, f) und damit auch von ¢s(f),7s(f) in Gleichung (1.207) und aus der
Tatsache, dafl f +— d(f), f — 7t(f) eine Darstellung der Vertauschungsrelationen ist;
siehe Satz 1.3.4). Waren sie namlich unitar aquivalent, wiirde ein unitarer Operator
existieren, so dafl U (f)U* = ds(f) und Urn(f)U* = 715(f) ist. Dies impliziert aber
eine entsprechende Relation fiir die Vernichtungsoperatoren: UA (f)U* = As(f) und
diese wiederum wiirde 0 = UA(f)Qq = As(f)UQ, zur Folge haben, wenn Qg das
nakte Vakuum ist. Also ware 0 # UQ, das physikalische Vakuum, welches jedoch,
wie soeben gesehen, nicht existiert. Von dhnlicher Art ist die folgende Aussage:

1.5.2. Satz. Es existiert kein unitdrer Operator Uy : Fs(L2(R3,d%k)) —
Fs(L2(IR3, d%k)) so daf Ud(f)Ur = ob(Pp(f)) ist.

Beweis: Angenommen es gabe ein solches Uy, dann wiirden ¢s¢(f) = Ds(t,f) und
T+ (f) = 0:Ds(t + s,f)s—0 eine zu G(f), (f) unitér dquivalente Darstellung der
Vertauschungsrelationen bilden und wie soeben gesehen ein Vakuum Qs besitzen.
Dies kann nun, unter Verwendung von Formel (1.207) genauso wie im letzten Beweis
zum Widerspruch gefithrt werden. O
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Mit anderen Worten die Dynamik des wechselwirkenden Feldes ist auf dem Hil-
bertraum des freien Feldes nicht unitdr implementierbar! Das heifit insbesondere,
daf kein Wechselwirkungshamiltonian existiert (jedenfalls nicht auf dem selben Hil-
bertraum auf dem der freie Hamiltonian definiert ist). Daher kann eine Streutheorie
wie in Bemerkung 1.4.4 skizziert gar nicht formuliert werden. Ein Ausweg aus die-
sem Dilemma bildet die Stérungstheorie. Man versucht die S-Matrix durch eine
Storungsreihe zu approximieren. Diese Storungsreihe ist auch als formale Potenzrei-
he (Term fiir Term) mathematisch wohldefiniert, sie konvergiert jedoch nicht gegen
einen unitdren Operator. In diesem einfachen Beispiel ist der Grund dafiir klar: Die
S-Matrix kann gar nicht als unitarer Operator auf demselben Hilbertraum wie das
freie Feld existieren (oder besser gesagt in der selben Darstellung) wenn nichteinmal
der Wechselwiekungshamiltonian wohldefiniert ist. Die algebraische Formulierung
der Quantentheorie um die wir uns nun kiimmern wollen zeigt uns hier ganz deut-
lich, daf der iibliche Fockraumformalismus der Quantenfeldtheorie zu eng fiir nicht-
triviale Theorien ist. Fairer Weise muf} ich allerdings an dieser Stelle hinzufiigen, daf3
trotz eines besseren Verstédndnisses der Problematik auch die algebraische Theorie
bisher keine Losung fiir die Konvergenzprobleme der Stérungsreihe bei wirklich in-
teressanten Theorien (wie etwa der Quantenelektrodynamik oder bei polynomialen
Selbstwechselwirkungen) gefunden hat.



Kapitel 2

C*-Algebren

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, dafi die Einfithrung von Operatoralgebren
von grofem Nutzen bei der Untersuchung von Quantenfeldtheorien oder allgemei-
ner ausgedriickt von Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden sein kénnen.
Die grundlegende Idee dabei ist die Observablen der Quantentheorie durch selbst-
adjungierte Elemente einer Operatoralgebra und die Zustande durch Erwartungs-
wertfunktionale (A — (P, AY)) darzustellen. Um diesen Ansatz konkret auszufor-
mulieren, benétigen wir einige mathematische Grundlagen tiber Operatoralgebren
die in diesem und im néachsten Abschnitt bereitgestellt werden sollen. Dabei werden
wir uns (fast) ausschlieflich mit Algebren auseinandersetzen, deren Elemente be-
schrinkte Operatoren sind (im Gegensatz zur Algebra 2 aus Formel (1.198)). Dies
ist aus physikalischer Sicht jedoch keine Einschriankung, da jeder unbeschrankten
Observablen (zum Beispiel Impuls oder Energie) Observablen mit ,endlicher Skala“
zugeordnet werden konnen (z.B.: ,Die Energie ist im Interval (a,b)*). Im Prinzip
ist es physikalisch sogar natiirlicher nur beschréankte Observablen zu betrachten, da
ein reales Mefigerat nur iiber eine beschréankte Skala verfiigen kann.

Wie bereits angedeutet, dient dieses Kapitel der Bereitstellung einiger mathe-
matischer Grundlagen die wir fiir die spéatere Analyse physiklaischer Modelle und
Methoden benétigen. Es ist jedoch keine erschopfende Darstellung der Theorie der
Operatoralgebren. Fiir diese Zwecke mochte ich auf die umfangreiche zu diesem
Thema vorhandene Literatur verweisen. Insbesondere auf den ersten Band der Mo-
nographie von Bratelli und Robinson [BR79] dem ich im vorliegenden Kapitel wei-
testgehend folgen werde.

2.1 Grundlegende Begriffe und Definitionen

Das Standardbeispiel fiir die Operatoralgebren die wir in diesem Kapitel betrachten
wollen ist die Algebra B(H) der beschrankten Operatoren auf einem (komplexen)
Hilbertraum H. Wir wollen daher die wesentlichen mathematischen Eigenschaften
dieses Objektes untersuchen. Zunéchst ist B(H)) eine assoziative Algebra.

2.1.1. Definition. Fin komplexer Vektorraum A heifst Algebra, wenn auf A eine
bilineare Abbildung Ax A > (A,B) — AB € A, die Multiplikation ausgezeichnet ist.
A heifit assoziative Algebra, wenn das Produkt assoziativ ist: (AB)C = A(BC) =:
ABC fiir alle A,B,C € A.

39
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Die Multiplikation in B(H) ist offenbar das Operatorprodukt. Eine weitere Ei-
genschaft von B(H) betrifft die Adjungierten. Zu jedem A € B(H) ist auch der
Adjungierte A* in B(H). Das heiit B(H) ist eine *-Algebra.

2.1.2. Definition. Kine assoziative Algebra heifst *-Algebra, wenn eine
antilineare! Abbildung A 3 A — A* € A mit den Eigenschaften

1. A** = A fiir alle A € A und
2. (AB)* = B*A* fiir alle A;B € A
ausgezeichnet ist. (Fine Abbildung mit diesen Eigenschaften heifit Involution).

Auf der *-Algebra B(H) ist eine Norm, die Operatornorm [|A|| := sup, 7 [|AX]|
gegeben. Es ist leicht zu zeigen, dai B(H) mit dieser Norm eine Banach*-Algebra
ist.

2.1.3. Definition. FEine assoziative Algebra A heifit normierte Algebra wenn auf A
eine Norm || - || mit der Figenschaft |AB|| < [|A]|||B]| fir alle A,B € A ausgezeichnet
ist. Ist A eine *-Algebra und gilt zusdtzlich |A|| = ||A*|| fir alle A € A, dann
heifst A normierte *-Algebra. Ist schliefilich A vollstindig in dieser Norm heifst A
Banach*-Algebra.

Damit bleibt eine Eigenschaft von B(H), genauer gesagt eine Eigenschaft der
Operatornorm, die von besonderer Bedeutung ist. Wir kénnen namlich zeigen daf}
fiir alle A € B(H) gilt: [|AA*]| = ||A||*. Dies folgt nicht aus den Eigenschaften einer
Banach*-Algebra. Dort gilt im allgemeinen nur [|[AA*|| < ||A|]*, weshalb es sich
um eine echte Zusatzeigenschaft handelt, die Banach*-Algebren von C*-Algebren
unterscheidet.

2.1.4. Definition. Fine Banach*-Algebra A heifit C*-Algebra, wenn die zusdtzliche
Bedingung ||AA*|| = ||A||* fiir alle A € A erfiillt ist.

Mit Algebren dieses Typs wollen wir uns im Folgenden beschéftigen und beginnen
mit ein paar Beispielen.

2.1.5. Beispiel. Zundchst die Algebra B(H) aller beschrinkten, linearen Operato-
ren auf einem Hilbertraum J. Wir haben bereits bemerkt, dafs B(H) mit dem Opera-
torprodukt als Multiplikation, der Hilbertraumadjungierten als *-Operation und der
Operatornorm eine C*-Algebra ist.

2.1.6. Beispiel. Ist insbesondere H = C™ erhalten wir mit dem Raum M(n, C)
aller komplexen n x n-Matrizen einen Spezialfall dieses Beispiels.

2.1.7. Beispiel. Die komplexen Zahlen bilden mit dem Betrag als Norm eine abel-
sche C-*-Algebra.

2.1.8. Beispiel. Ist A eine C*Algebra, dann ist auch jede normabgeschlossene,
selbstadjungierte (d.h. abgeschlossen unter der *-Operation) Unteralgebra B von A
eine C*-Algebra.

IDas heift (AA + B)* = AA* + B*.
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2.1.9. Beispiel. Ist also insbesondere A = B(H) und B = LC(H), die Algebra der

kompakten Operatoren, erhalten einen Spezialfall dieses Beispiels.

2.1.10. Beispiel. Die Algebra A aus dem Abschnitt 1.5 (siehe Gleichung (1.198))
ist mit Operatorprodukt und Adjungiertem eine *-Algebra. Fs ist keine Norm gege-
ben, da die Flemente von A unbeschrinkte Operatoren sind.

2.1.11. Beispiel. Sei X ein lokal kompakter, topologischer Raum und Co(X) der
Raum der stetigen, komplezwertigen Funktionen, die im Unendlichen verschwinden,
das heifst fir jedes f € Co(X) und fir jedes € € R" ewistiert ein Kompaktum K C
X so daf [f(x)| < € fir alle x € X\ K. Wir definieren das Produkt punktweise:
(fg)(x) := f(x)g(x), die *Operation durch komplexe Konjugation f* = f und die
Norm durch ||f]| = supyex [f(x)].

Betrachten wir nun ein Maf w auf X und den Hilbertraum L*(X, n) dann kénnen
wir Co(X) als Algebra der Multiplikationsoperatoren auf diesem Hilbertraum auf-
fassen. Daher ist dieses Beispiel ebenfalls ein Spezialfall von 2.1.8.

2.1.12. Beispiel. Zum Schluf schlieflich noch eine Kombination des letzen Bei-
spiels mit 2.1.5. Wir betrachten den Raum Co(X, B(H)) von stetigen Abbildung auf
X mit Werten in der Algebra B(H) die genauso wie zuvor im Unendlichen ver-
schwinden. Dies liefert wie in 2.1.11 eine C*-Algebra, die jedoch nicht kommutativ
ist.

Eine wichtige Rolle bei der Untersuchung von C*-Algebren bilden Algebren mit
Identitat, das heifit:

2.1.13. Definition. Fin FElement 1 einer C*-Algebra A heifit Identitat (und A
dann C*-Algebra mit Identitit), wenn fir alle Elemente A € A die Gleichung 1A =
Al = A gilt.

Wenn eine Algebra eine Identitdt besitzt so ist diese eindeutig, denn wenn es
zwei Identidten 1,1’ € A gibt dann folgt 1 = 11" = 1’ also 1 = 1’. Es kann
allerdings passieren, dafl eine Algebra keine Identitét besitzt. In diesem Falle ist
es flir viele Zwecke nétig eine solche hinzuzufiigen. Wie dies geschieht erklért die
folgende Aussage.

2.1.14. Behauptung. Sei A eine C*Algebra ohne FEins und CI1 + A der Pro-
duktraum C x A mit der Multiplikation (x,A)(B,B) = (xp,aB + PA + AB), der
*_Operation (x,A)* = (&, A*) und der Norm

[[(et, A)|| := sup{[| B +AB[[|B € A, |[B]| = T. (2.1)

C1+4+A ist eine C*-Algebra mit Eins. A kann mit der Unteralgebra {(0,A) € C1+.A}
von C1 + A identifiziert werden.

Beweis: Der Beweis ist ein einfaches Uberpriifen der Definitionen und bleibt dem

Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen (siehe auch [BR79, Prop. 2.1.5]). O
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2.1.15. Beispiel. Wir Betrachten erneut das Beispiel 2.1.11. X := XU{oo} bezeich-
ne die Finpunktkompaktifizierung von X. Dann ist C1 + Co(X) isomorph zur Algebra
CO(X) aller stetigen, komplezwertigen Funktionen auf X. Multiplikation, *-Operation
und Norm in C°(X) sind dabei wie in Co(X) definiert, und der Isomorphismus ist
durch C1+Co(X) 3 (&, f) = a+f € CO(X) mit der eindeutigen, stetigen Fortsetzung
f von f € Co(X) auf X gegeben.

Weitere wichtige Grundbegriffe der Algebrentheorie sind Ideale und die durch
diese gegebenen Quotientenalgebren.

2.1.16. Definition. Sei A eine assoziative Algebra und B ein Vektorteilraum von

A.

1. Dann heifit B ein linksseitiges Ideal von A, wenn AB € B aus A € A und
B € B folgt. Entsprechend heifit B rechtsseitiges Ideal wenn BA € B ist und
zweiseitiges Ideal wenn beide Aussagen erfillt sind.

2. Wenn A eine *-Algebra ist, dann heifit B selbstadjungiert (siehe Beispiel
2.1.8) falls fir jedes B € B auch B* Element von B ist. Fin (linksseiti-
ges/rechtsseitiges) Ideal B von A heifit dann *-1deal wenn es zugleich selbst-
adjungiert ist.

2.1.17. Bemerkung. Jedes Ideal B ist automatisch eine Unteralgebra von A, denn
wenn By,By € B dann ist By € A und somit BiB, € B.

2.1.18. Bemerkung. Jedes *-Ideal B ist ein zweiseitiges Ideal von A. Sei B zum
Beispiel ein linksseitiges Ideal, dann ist AB € B fir alle B € B und A € A. Wegen
der Selbstadjungiertheit von B ist B* ebenfalls ein Element von B. Daher ist A*B* €
B fir alle A € A und erneut wegen der Selbstadjungiertheit BA = (A*B*)* € B.

Betrachten wir nun eine Banach*-Algebra A und ein abgeschlossenes *-Ideal
J. Dann ist deﬂr Quotientenraum A/J erneut ein Banachraum mit der Norm ([A]
bezeichne die Aquivalenzklasse von A)

[IA]]| = inf{]A + 1] T € 3} (2.2)

Wir kénnen jedoch aus A/J sogar eine Banach*-Algebra machen. Wir fithren hierzu
die Multiplikation

A/T x A/T > [A]l[B] — [AB] € A/J (2.3)
und die *-Operation
A/T> Al — [A e A/T (2.4)

ein. Diese Operationen sind unabhingig vom Reprisentanten der Aquivalenzklasse,
denn mit A +I; € [A] und B+ I € [B] (I1, [z € J) ist offenbar (A 4+ 1;)(B + I2) =
AB+ AL+ LB+ L1 und ALb+ L1 B+ L1 =13 €J, was A+B+15 € [A + B]
impliziert. Ebenso ist (A 4 [;)* = A* 4+ 15 € [A*] wegen [ € J. Wir haben damit die

folgende Aussage bewiesen:
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2.1.19. Behauptung. Sei A eine Banach*-Algebra und J ein *-Ideal, dann ist A/J
zusammen mit der Multiplikation aus (2.3), der *-Operation aus (2.4) und der Norm
aus (2.2) eine Banach*-Algebra, welche die Quotientenalgebra genannt wird.

2.1.20. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel die Algebra B(H) der beschrinkten
Operatoren auf dem Hilbertraum 3 (siehe 2.1.5) und einen Vektor Q € H. Dann
ist Jo :=={A € B(H)|AQ = 0} ein linksseitiges Ideal.

2.1.21. Beispiel. Die Algebra der kompakten Operatoren aus Beispiel 2.1.9 ist ein
*Ideal der Algebra B(H), denn das Produkt eines beschrinkten Operators mit einem
kompakten Operator ist ein kompakter Operator.

2.1.22. Beispiel. Betrachten wir schliefilich noch die Algebra Co(X) aus Beispiel
2.1.11. Ist F C X eine abgeschlossene Menge, dann ist J = {f € Co(X)|f(x) =
0,Vx € F} ein abgeschlossenes *-Ideal. Die Quotientenalgebra kann mit der Algebra
Co(F) identifiziert werden.

2.2 Resolvente und Spektrum

Einer der wichtigsten Begriffe aus der Operatortheorie ist der des Spektrums ei-
nes Operators. Fiir die Definition des Spektrums sind jedoch nur rein algebraische
Methoden notwendig, die auf jeder assoziativen Algebra zur Verfiigung stehen.

2.2.1. Definition. Sei A eine assoziative Algebra mit Identitit 1,

1. dann heifit eine Element A € A invertierbar, wenn zu A ein inverses Flement
A" existiert. Das heifit es gilt AA™" = ATTA = 1 (Das Inverse ist offenbar
eindeutig).

2. Fir jedes Flement A € A ist die Resolventenmenge durch
TA(A) ={A € C|AL — A ist invertierbar} C C (2.5)

definiert. Das zu Al — A inverse Element (Al — A)™" heifit die Resolvente A
in A.

3. Das Komplement o4(A) der Resolventenmenge 1 4(A) heifit das Spektrum von
A.

Ist A eine assoziative Algebra ohne Identitdl, dann benuizen wir die Algebra
Cl + A = A zur Definition der Resolventenmenge und des Spektrums. Mit an-
deren Worten wir definieren in diesem Fall: 4(A) =71 4(A) und c4(A) =0 4(A).

2.2.2. Beispiel. Fir die Algebra B(H) und einen beschrinkten Operator A € B(H)
stimmen die Begriffe Resolvente, Resolventenmenge und Spektrum offenbar mit den
aus der Funktionalanalysis bekannten Begriffen tiberein.

2.2.3. Beispiel. Fin Spezialfall ist die Algebra M(n, C) der komplexwertigen nxn
Matrizen. A € C ist genau dann ein Element des Spektrums der Matriz A € M(n, C)
wenn A Figenwert von A ist. Der Fundamentalsatz der Algebra impliziert offenbar,
daf$ das Spektrum c4(A) nicht leer ist.
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2.2.4. Beispiel. Betrachten wir C als C*-Algebra. Das Spekirum einer komplexen
Zahl z ist offenbar o¢:(z) ={z}. Die Resolvente von z in A # z ist also 1/(A — z).

2.2.5. Beispiel. Schlieflich betrachten wir noch die abelsche Algebra C°(X) aus
2.1.15). Das Spektrum einer Funktion f € CO(X) ist durch ocoxy(f) ={f(x)[x € X}
gegeben.

Die Analyse des Spektrums eines Elements einer assoziativen Algebra kann sehr
kompliziert sein. Im Falle von Banach™- und C*-Algebren stehen jedoch zahlreiche
Techniken zur Verfiigung, die zu starken Aussagen fithren. Viele Aussagen dieses
und des néchsten Abschnittes lassen sich mit Hilfe von Reihenentwicklungen und
analytische Fortsetzungen beweisen. Wir wollen die Grundidee hier kurz skizzieren
und ansonsten auf die entsprechenden Stellen in [BR79] verweisen.

Sei A also eine Banach*-Algebra, A € A und A € € und A > ||A|| dann ist die

Folge der Partialsummen der Reihe

A ni) (%)n (2.6)

offenbar eine Cauchyfolge in der Normtopologie von A und konvergiert wegen der
Vollstandigkeit von A gegen ein Element aus A. Betrachten wir nun

e S SO LR e

n=0 n=0

=1. (2.8)
Daher folgt also

}Nio( ) AL—A)"! (2.9)

und A € 14(A). Mit anderen Worten das Spektrum ist durch A € 04(A) = [A| < ||A]|
beschrankt. Auf dhnliche Weise zeigt man, dafl fiir Ay € T4(A) und A — Ao| <
Aol — A)7 || die Neumannsche Reihe

> A=A (Al —A) ™ (2.10)
n=0

gegen ein Element von A konvergiert, welches das Inverse von Al — A ist, also A €
T4(A). Dies zeigt insbesondere, dafl 4 (A) C C offen und 64(A) damit abgeschlossen
ist. AuBerdem ist A — (AL — A)~" stetig auf 14(A).

Mit dhnlichen Methoden 1aft sich nun zeigen, dafl das Spektrum o4(A) nicht
leer ist.

2.2.6. Behauptung. Sei A eine Banach*-Algebra mit Identitit 1 und A € A,
dann ist durch p(A) = supyeq,(a) Al der Spektralradius definiert. Er erfillt die
Ungleichung

p(A) = Tim ™™ = inf A" < |A]| (2.11)

Dieser Grenzwert existiert fir alle A, was impliziert, dafi ca(A) nicht leer ist.
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Beweis: Siehe [BRT79, Prop. 2.2.2]. O

Als néchstes wollen wir nun die Spektren bestimmter Klassen von Elementen
einer C*-Algebra charakterisieren. Wir definieren hierzu:

2.2.7. Definition. Sei A eine *-Algebra, dann heifst ein Element A € A
1. normal wenn AA* = A*A gilt und
2. selbstadjungiert wenn A = A* ist.
3. Hat A eine ldentitdt 1 dann heifst A eine Isometrie wenn A*A =1 ist und
4. unitar wenn A*A = AA* =

2.2.8. Bemerkung. Jedes Element A einer *-Algebra A hat eine eindeutige Zer-
legung in die Summe A = Ay +1A, wobei Ay, A, € A selbstadjungiert sind. Sie sind
offenbar durch A1 = (A + A*)/2 und Ay = (A — A*)/2 gegeben.

2.2.9. Satz. Sei A eine C*-Algebra mit Identitit 1, dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

1. Fiir normales oder selbstadjungiertes A € A ist der Spektralradius p(A) durch
p(A) = ||A]| gegeben.

2. Wenn A isometrisch oder unitir ist, dann gilt p(A) =1 und
3. fir unitires A ist c4(A) C{A e C|[|Al] =1}

4. Das Spektrum ca(A) eines selbstadjungierten Flementes A ist im Intervall
[—||All,||All] enthalten und fiir das Quadrat A* gilt: o.4(A?) C [0, ||A|*].

5. Fir ein beliebiges A € A und jedes Polynom P ist opa)(A) =P(oa(A)).

Beweis: Siehe [BR79, Thm. 2.2.5]. Wir wollen hier nur 1. beweisen, weil dort be-
sonders deutlich die C*-Eigenschaft eingeht. Aus Beh. 2.2.6 wissen wir daf} die
Folge (|[A™|"™)nen gegen p(A) konvergiert. Daher konvergiert auch die Teilfolge
(JJA2"||"2" ) nen gegen p(A). Betrachten wir also ||A%" ||2. Wegen der C*-Eigenschaft
und wegen der Normalitdt von A gilt:

IAZ7]12 = (A AT = [[(A"AY. (2.12)

Nun ist jedoch (AA*)2""" selbstadjungiert und daher gilt unter Verwendung der
C*-Eigenschaft

[AAP | = [[ATAP T ATAR | = [[(AA) 1% (2.13)
Wenden wir diese Prozedur induktiv an, erhalten wir
n % n n+1
IAZH]2 = [AA™* = A1 (2.14)

Nun ist wie eingangs bemerkt

n —n n —(n+1)
p(A) = Tim A% = lim (JAZ|)" " (2.15)

n—oo
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und mit (2.14) daher

A) = Tim (1A = dim (A1) A 2.16
o(A) = lim (JA2)* " = tim (A —jAl (216)
was zu beweisen war. O

Wir sehen an dieser Aussage, dafl bei C*-Algebren die Topologie sehr eng mit
der algebraischen Struktur verkniipft ist, denn die Norm definiert die Topologie von
A und ist aufgrund des soeben bewiesenen Satzes direkt mit dem Spektralradius
verkniipft, der ein rein algebraisches Konzept ist. Es gilt daher die folgende Aussage:

2.2.10. Korollar. Sei A eine *-Algebra, auf der eine Norm gegeben ist, die die
C*-Figenschaft erfillt. Ist A vollstindig in dieser Norm, dann ist sie eindeutiy.

Beweis: Offenbar muf fiir selbstadjungierte A € A die Gleichung p(A) = ||A]|
gelten und fiir beliebiges A die Gleichung ||A| = [[AA*||'? = p(AA*)"/2. Da der
Spektralradius aber, wie soeben bemerkt, ein rein algebraisches Konzept ist, ist die
Aussage bewiesen. O

Der Begriff des Spektrums ist von der Algebra abhéngig, in der er definiert ist.
Ist also B eine Teilalgebra einer assoziativen Algebra A, dann gilt fiir A € B zwar
oa(A) C og(A) jedoch sind beide Mengen im allgemeinen nicht identisch. Eine
Ausnahme bilden hier C*-Algebren.

2.2.11. Satz. Sei B eine C*Teilalgebra einer C*-Algebra A, dann gilt fiir alle A €
B die Gleichung os(A) = a4(A).

Beweis: Die Idee des Beweises ist es die C*-Algebra € zu betrachten, die von A, A*
und 1 erzeugt wird (das heifit die kleinste Teilalgebra von A die alle drei Elemente
enthélt). Offenbar ist dann € C B und die Behauptung folgt wenn oe(A) = o4(A)
bewiesen wurde. Um dies durchzufiihren, ist die Spektralradiusformel (Punkt 1 in
Satz 2.2.9) notwendig. Auf diese Weise geht die C*-Eigenschaft in den Beweis ein.
Details sind bitte [BR79, Prop. 2.2.7] zu entnehmen. O

2.2.12. Bemerkung. Da also das Spektrum von A € A nicht von der Algebra
abhdngt, werden wir im Folgenden die Algebra A nicht mehr im Index fiihren. Das
heifit wir schreiben o(A) statt o4(A).

2.3 Positive Elemente

Die wohl niitzlichste Teilmenge einer C*-Algebra ist die Menge der positiven Ele-
mente. Durch sie ist es moglich eine partielle Ordnung auf der Algebra einzufithren
und quantitative Abschatzungen durchzufithren. Wir werden auch in diesem Ab-
schnitt auf die meisten Beweise verzichten und stattdessen auf den entsprechenden

Abschnitt in [BR79] verweisen.

2.3.1. Definition. Fin FElement A einer C*Algebra A heifst positiv, wenn es
selbstadjungiert ist und wenn das Spektrum o(A) Teilmenge der positiven Halbachse
ist. Die Menge aller positiven Elemente von A wird mit A, bezeichnet.
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2.3.2. Beispiel. Betrachten wir die komplexen Zahlen, dann ist C; = R{ + 10,
also die positiven rein reellwertigen Zahlen.

2.3.3. Beispiel. In der Algebra Co(X) ist ein Element f genau dann positiv, wenn
f(x) € RY fiir alle x € X ist.

2.3.4. Beispiel. In der Algebra M(n, C) aller komplexen n x n Matrizen ist ein
Element positiv, wenn alle Eigenwerte reell und positiv sind.

2.3.5. Beispiel. Ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator A auf dem Hilber-
traum H, also ein Element der C*-Algebra B(H) ist positiv, wenn (\p, Alp) > 0 fir
alle \p € H gilt.

Aus einem positiven Element f € Co(X) laBt sich offenbar die Wurzel /f ziehen.
Der folgende Satz zeigt dafl es sich dabei um ein allgemeines Konzept handelt,
welches auf beliebigen C*-Algebren definiert ist.

2.3.6. Satz. Sei A eine C*Algebra und A ein selbstadjungiertes Klement. A ist
genau dann positiv, wenn ein selbstadjungiertes Element B € A existiert, so daf
B2 = A ist. B ist eindeutiqg und liegt in der von A erzeugten abelschen Unteralgebra
von A. Wir nennen dieses eindeutige B die Wurzel von A und schreiben B = VA
oder B =A2,

Beweis: Siehe [BR79, Thm. 2.2.10]. O

Mit der Definition der Wurzel kénnen wir nun den Betrag eines selbstadjungier-
ten Elementes A € A definieren:

2.3.7. Definition. Sei A ein C*Algebra und A € A ein selbstadjungiertes Ele-
ment, dann ist durch |A| = A? der Betrag von A definiert.

Als néchstes untersuchen wir die Eigenschaften der Menge A und die Zerlegung
von selbstadjungierten Elementen in positive und negative Anteile.

2.3.8. Satz. Die Menge A, der positiven Elemente der C*-Algebra A ein norm-
abgeschlossener, konvexer Kegel mit der Eigenschaft Ay N —A,; ={0}. Ist A € A
selbstadjungiert und definieren wir Ay = (|JAl £ A)/2 dann gilt:

1. Ai E.A+,
2. A=A, —A_ und
3. A+A7 :O

Ay sind die einzigen Elemente mit diesen Figenschaften. Die Zerlequng von A in
AL heifit orthogonale Zerlegung von A.

Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.2.11]. O

2.3.9. Beispiel. Betrachten wir einen selbstadjungierten beschrinkten Operator auf
dem Hilbertraum H, also ein Element der Algebra B(IH). Bezeichne nun By =
E(0,00) bzw. E_ = E(—00,0) die zur positiven, bzw. negativen Halbachse gehorenden
Spektralprojektoren von A. Dann gilt AL = +ELAEL.



48 KAPITEL 2. C*ALGEBREN

2.3.10. Beispiel. Fir ein selbstadjungiertes Element f der Algebra Co(X) gilt:
fi(x) = 0(f(x)) und f_(x) = 0(—f(x)), wobei O durch 6(x) = 0 fiir x < 0 und
O(x) = x fiir x > 0 definiert ist.

2.3.11. Beispiel. FEine reelle Zahl 0 # z = x +10 € C ist entweder positiv oder
negativ. Alsozy =z, z. =0 oderz;, =0, z_ = —z.

Die Existenz der orthogonalen Zerlegung ist unter anderem niitzlich bei dem
Beweis des folgenden Satzes, welcher die wichtigste Charakterisierung positiver Ele-
mente darstellt:

2.3.12. Satz. Sei A eine C*-Algebra und A € A, dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. A st positiv;
2. A =BB~* fiir ein B € A.

Beweis: Die Implikation 1. = 2. ist bereits im Satz 2.3.6 enthalten. Die Beweisidee
fiir die andere Richtung ist die orthogonale Zerlegung BB* = C — D zu untersuchen.
Offenbar ist zu zeigen, daf D = 0 ist. Details finden sich in [BR79, Thm. 2.2.12]. O

Die Struktur der Menge A (konvexer Kegel) erlaubt es aulerdem auf der Menge
aller selbstadjungierten Elemente von A eine Ordnungsrelation zu definieren.

2.3.13. Behauptung. Auf der Menge aller selbstadjungierten Elemente einer C*-
Algebra A ist durch A > B &< A —B € A, eine Partialordnung definiert, welche
die folgenden FEigenschaften hat:

1. Aus A > B >0 folgt ||A|| > ||B]|-
2. Aus A >0 folgt A||A|| > AZ.
3. Aus A > B >0 folgt C*AC > C*BC > 0 fiir alle C € A.

4. Besitzt A eine Identitit, dann folgt aus A > B > 0 und A > 0 dafi (B4+A1)"" >
(A +AL)7" st

Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.2.13]. O

Am Ende dieses Abschnittes wollen wir noch zwei niitzliche Zerlegungen belie-
biger Elemente einer C*-Algebra angeben.

2.3.14. Behauptung. In einer C*-Algebra A mit Identitit hat jedes Element A €
A eine Zerlequng der Form A = a;Uy + axUy 4+ azUsz + aqsUy mit den unitdren
FElementen Ui, i=1,...,4 und a; € C mit |ai] < ||A||/2.

Beweis: Es reicht offenbar den Fall ||[A]| = 1 zu betrachten. Dann ist A = A; + A,
mit den selbstadjungierten Elementen A = (A+A*)/2 und Ay = (A—A*)/2 (siehe
Bem. 2.2.8). Offenbar ist [|Aq]| < 1 und [|Az]| < 1. Jedes selbstadjungierte Element
B von A mit ||B|| < 1 148t sich jedoch als Summe von zwei unitdren Elementen

schreiben; Mit Uy =B £1v1 —B2gilt B = (U, — U _)/2. O
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Die zweite Zerlegung ist die aus der Funktionalanalysis bekannte Polarenzerle-
gung.

2.3.15. Behauptung. In einer C*-Algebra A mit Identitit hat jedes invertierbare
Element A € A eine Zerlegung der Form A = U|A|, wobei |A] = VAA* und U

unttdr ist.

Beweis: Ubungsaufgabe! Zeige |A] ist invertierbar und definiere U = AJA|7. O

2.4 Darstellungen von C*-Algebren

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir Teile der abstrakten Algebrentheo-
rie betrachtet und Teilalgebren der Algebra B(H) als Beispiele benutzt. In diesem
Abschnitt wollen wir die Darstellungstheorie und damit die Verkniipfung zwischen
abstrakten C*-Algebren und Operatoralgebren aufzeigen. Wir beginnen mit der De-
finition von *-Automorphismen.

2.4.1. Definition. Fine Abbildung 7 : A — B zwischen zwei C*-Algebren heifit
*Morphismus von A in B wenn 7 die folgenden Axiome erfillt:

1. 7t ist linear: M(&xA+PBB) = art(A)+R7t(B) fir alle A,B € A und alle x,p € C.
2. 1 ist multiplikativ: T(AB) = (A)(B) fir alle A,B € A.
3. 1 vertauscht mit der *-Operation: T(A*) = (A)* fir alle A € A.

FEin *~Morphismus heifst *-Isomorphismus wenn er bijektiv ist. Die Umkehrab-
bildung ist dann ebenfalls ein *-Isomorphismus. Ein *-Isomorphismus heiffit *-
Automorphismus wenn A = B ist.

Wir haben bereits in Zusammenhang mit dem Spektralradius bemerkt, daf to-
pologische und algebraische Eigenschaften einer C*-Algebra eng beieinander liegen.
Dieser Umstand wird auch bei *~Morphismen deutlich, denn sie sind automatisch
stetig:

2.4.2. Behauptung. Ein *-Morphismus 7 : A — B von der C*-Algebra A in die
C*-Algebra B

1. ist stetig, das heifit |t(A)]| < ||A|| fir alle A € A.
2. Auferdem ist 7 positiv, das heifst fir alle A >0 folgt T(A) > 0.

Beweis: Zu 2. Wenn A 5 A > 0 ist, dann existiert wegen Satz 2.3.12 ein B € A mit
A =BB*. Also ist m(A) = (BB*) =n(B)nt(B)* > 0.

Zu 1. Aus Behauptung 2.3.13(2) folgt 0 < (A*A)? < A*A||A*A]|. Die 2. Aussage
dieser Behauptung impliziert also 0 < 7t(A*A)? < w(A*A)||A*Al| und mit 2.3.13(1)
folgt dann [|7t(A)||* = ||(A * A)||? < [|=(A*A)||[|A*A] = ||t(A)|]?||A|*. dies ist

aber dquivalent zu [|7T(A)]| < ||A|| was zu beweisen war. O
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2.4.3. Bemerkung. Als unmittelbare Konsequenz der letzten Aussage ist das Bild
jedes *-Morphismus 1: A — B eine C*-Teilalgebra von B. Denn 1(A) ist offenbar
ein linearer Tetlraum, abgeschlossen unter der Multiplikation in B und selbstadjun-
giert. Wegen der Stetigkeit von 7 ist W(A) auch abgeschlossen in der Normtopologie.

Der *~Morphismus 7t ist also ein *-Isomorphismus von A auf das Bild T(A) wenn
70 injektiv ist. Mit anderen Worten, wenn der Kern ker(m) := {A € A|m(A) = 0}
von T gleich {0} ist.

FEs ist leicht zu zeigen, daf$ ker(mt) ein *-Ideal von A ist. Wir konnen daher die
Quotientenalgebra A, = A/ ker(m) bilden (siche Beh. 2.1.19). Der Morphismus Tt

induziert dann einen *-Isomorphismus ft von A, auf (A).

Wir haben nun alle Begriffe eingefithrt, die notwendig sind um Darstellungen
von C*-Algebren zu definieren.

2.4.4. Definition. Fine Darstellung der C*-Algebra A ist ein Paar (H, ) beste-
hend aus dem (komplexen) Hilbertraum H und dem *-Morphismus 1 von A in
die C*-Algebra B(H) aller beschrinkter, linearer Operatoren auf H (siehe Beispiel
2.1.5). Die Darstellung (H,m) heifit treu wenn 7 ein *-Isomorphismus auf sein Bild
1(A) ist, dafS heifst wenn ker(m) = {0} ist.

2.4.5. Bemerkung. Im Zusammenhang mit Darstellungen hat sich im Laufe der
Zeit die folgende zusdtzliche Terminologie eingebiirgert: Der Hilbertraum H heifit
der Darstellungs(hilbert)raum, das Flement m(A) heifit der Darsteller (von A) und
der *-Morphismus 10 wird meist mit der Darstellung identifiziert. Wir sagen also 7
ist eine Darstellung von A.

2.4.6. Beispiel. Betrachten wir die Algebra B(H), dann ist (H, 1) selbstverstind-
lich eine Darstellung von B(H).

2.4.7. Beispiel. Eine andere Darstellung von B(H) ist (H & H,m) mit m(A) =
ADA.

2.4.8. Beispiel. Fine Darstellung der abelschen C*-Algebra Co(X) (siehe 2.1.11)
ist mit einem Map w auf X durch (L2(X,u), ) und (m(fp)(x) = f(x1p(x) fir alle
P e L2(X, 1) und alle x € X gegeben.

2.4.9. Beispiel. Betrachten wir erneut die Algebra Co(X) und ein x € X. Dann ist
(C, ) mit o (f) = f(x) eine Darstellung von Co(X).

2.4.10. Beispiel. Sei A eine beliebige C*-Algebra und H ein beliebiger Hilbertraum,
dann ist(H, ) mit T(A) =0 fiir alle A € A eine Darstellung. Sie heifst die triviale
Darstellung iiber dem Darstellungsraum JH.

2.4.11. Beispiel. Sei (H,m) eine Darstellung der C*-Algebra A und U : H —
H ein unitdrer Operator, dann ist (H,m) mit mp(A) = Um(A)U* ebenfalls eine
Darstellung von A. Die Darstellungen (H, 1) und (H, ;) heiffen unitiar Aquivalent,
oder in Symbolen T ~ 105.

Die wichtigsten Darstellungen sind treue Darstellungen, denn jede Darstellung
definiert eine treue Darstellung der Quotientenalgebra A,. Die folgende Behauptung
liefert Kriterien fiir diese Eigenschaft.
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2.4.12. Behauptung. Sei (H,m) eine Darstellung der C*-Algebra A, dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. 7t ist treu, das heifit ker(mt) = {0}.
2. |I(A)|| = ||A]| fir alle A € A.
3. (A) >0 fir alle A € A mit A > 0.

Beweis: 1. = 2. Da ker(m) = 0 ist, kénnen wir 7t " als *-Morphismus von 7t(A)

nach A durch 7t '(mt(A)) = A definieren. Aus Beh. 2.4.2 folgt daher: ||A| =
7 (RAD] < (A < [A] und somit [(A)]| = |A]|

2. = 3. A > 0 impliziert ||A]| > 0 und daher t(A) # 0. Andererseits folgt wegen
2.4.2 aus A > 0 die Ungleichung t(A) > 0. Zusammen ergibt dies t(A) > 0.

3. = 1. Angenommen 1. ist nicht erfiillt, dann existiert ein B € ker(7t) mit
B # 0. Also ist m(B*B) = n(B*)nt(B) = 0. Andererseits ist B*B > 0 und wegen
IB*B|| = ||B||? ist B*B # 0. Dies wiederspricht jedoch 7t(B*B) = 0. O

Wir wollen nun die Struktur von Darstellungen ndher untersuchen. Hierfiir ist es
notwendig Teildarstellungen und direkte Summen von Darstellungen einzufiihren.

2.4.13. Behauptung. Sei (Hy, Tta)aer eine Familie (abzihlbar oder iberabzihlbar)
von Darstellungen der C*-Algebra A. Dann ist (H, ) mit

H:= @}C(x, = @na (2.17)

€l ael
eine Darstellung von A, die die direkte Summe der (Hq, ) genannt wird.
Beweis: Trivial. O

2.4.14. Bemerkung. Die direkte Summe @ o He ist fiir eine diberabzihlbare In-
dexmenge 1 wie folgt definiert: (1) bezeichne die gerichtete Menge der endlichen
Teilmengen von 1. Dann ist

N ; 1
D Ha = {Wdacr| lim ; [ el < oo} (2.18)

xel

und das Skalarprodukt ist durch

<(¢o¢)cx€1, (Cl)cx)cxel> = lim Z<1|)cx,¢cx> (2.19)

Fe3(1) o

gegeben. @cxelﬂ“ hat dann die Form @Cxelﬂcx((wcx)cxel) = (na(woc))cxel'
2.4.15. Beispiel. Betrachten wir erneut Beispiel 2.4.7. Offenbar ist m= 1@ 1.

2.4.16. Beispiel. Von dhnlicher Struktur ist die Darstellung (33, 71) mit m(A) =
APADOLsistmt=13130.

2.4.17. Beispiel. Fine Darstellung der abelschen Algebra Co(X) erhdlt man durch
Dyex ™ (siche 2.4.9). Diese Darstellung stimmt jedoch nicht mit 2.4.8 iberein.
Dies erkennt man daran, daff der Darstellungsraum in 2.4.8 separabel ist, die direkte

Summe @ . C jedoch nicht.

xeX
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2.4.18. Behauptung. Sei A eine C*Algebra und (H,m) eine Darstellung. Fin
abgeschlossener Teilraum F C H heifit invarianter Teilraum von (H,7), wenn alle

Darsteller & auf sich abbilden.

1. Ist F ein varianter Tedraum und bezeichnet Py den Projektionsoperator auf
F, dann kommutiert Pg mit allen Darstellern, das heifst T(A)Ps = Pgmr(A)
fiir alle A € A.

2. Fir jeden invarianten Teilraum ist (F, 7t [ F) mit w [ F(A) :=(A) [ F eine
Darstellung, welche Teildarstellung von (H,7) genannt wird.

3. Ist F ein invarianter Teilraum, dann ist auch das Orthokomplement T+ inva-
riant und die Darstellung (H,m) ist die direkte Summe der Teidarstellungen
(F, ] F) und (T, | FL).

Beweis: Trivial. O

2.4.19. Beispiel. Betrachten wir die C*-Algebra B(H) und die Darstellung (H, 1)
die einzigen invarianten Teilrdume sind H und {0}.

2.4.20. Beispiel. Betrachten wir erneut Beispiel 2./.7. Diese Darstellung hat vier
invariante Teilriume HBH, {0}, HEB{0}, {0} H. Daher existieren zwei nichttriviale
Teildarstellungen: ™ (A) = A & 0 auf dem Darstellungsraum H & {0} und m(A) =
0& A auf dem Darstellungsraum {0} & H.

2.4.21. Beispiel. Jeder Hilbertraum 3y = {(z(x)]z(x) =0 Vx #y} C P, C ist
ein invarianter Teilraum der Darstellung @, cx T von Co(X) (siehe 2.4.17).

2.4.22. Beispiel. Betrachten wir die Darstellung (L*(X, w),7t) von Co(X) aus Bei-
spiel 2.4.8. Fiir jedes mefbare F C X mit w(F) # 0 ist Hp = € L*(X, uw) [P (x) =

0 f.ii. in X\ F} ein invarianter Teilraum.

Das Studium von Darstellungen 148t sich mit den bereits eingefiihrten Begriffen
auf das Studium nicht degenerierter Darstellungen zurtickfithren.

2.4.23. Definition. Fine Darstellung (H,7) einer C*-Algebra A heifst degeneriert,
wenn ein invarianter Teilraum {0} # F C H eaistiert, so dafi die zugehorige Teil-
darstellung trivial ist.

2.4.24. Beispiel. Die Darstellung aus 2.4.16 ist eine degenerierte Darstellung von
B(H).

Eine degenerierte Darstellung 148t sich offenbar als direkte Summe einer nicht
degenerierten und einer trivialen Darstellung schreiben. Das heifit es ist ausreichend
nicht degenerierte Darstellungen zu untersuchen.

Die wichtigste Klasse nichtdegenerierter Darstellungen sind zyklische Darstellun-
gen:

2.4.25. Definition. Sei A eine C*Algebra. Ein Tripel (H, 7, Q) heifit zyklische
Darstellung von A, wenn (H, ) eine Darstellung ist und wenn Q € H zyklisch fir
70 ist, das heifit {M(A)Q|A € A} C H ist dicht.
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2.4.26. Beispiel. Die Darstellung (H, 1) von B(H) ist zyklisch fiir jedes Q € H.

2.4.27. Beispiel. Jedes 1 € L2(X,u) (siche 2.4.8) welches fast diberall ungleich
Null ist, ist zyklischer Vektor der Darstellung (L*(X, 1), 7) von Co(X) aus 2.4.8.

Zyklische Darstellungen erlauben nun die Struktur nicht degenerierter Darstel-
lungen naher zu analysieren.

2.4.28. Behauptung. Jede nicht degenerierte Darstellung (H, ) einer C*-Algebra
A ist die direkte Summe zyklischer Darstellungen.

Beweis: Sei {Qy € H[Qy # 0, a € I} C H eine Familie von Vektoren aus H
die fiir alle Paare o« # 3 und alle A,B € A die Eigenschaft (m(A)Q4,n(B)Qp) =
0 hat. Setzen wir die Giiltigkeit des Zornschen Lemmas voraus, kénnen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafl diese Familie maximal ist. Wir
definieren dann Hy als den Normabschlufl von {t(A)Q4 | A € A}. Die Teilraume Hy
sind paarweise orthogonal und wegen der Maximalitdt der Familie der Q ist die
direkte Summe der H, damit gleich H. Mit der Definition 71, = 7 | Hy folgt die
Behauptung. O

Diese Aussage reduziert also das Studium von Darstellungen auf zyklische Dar-
stellungen, da sich alle anderen als direkte Summe von solchen (plus evt. ein trivialer
Summand) ergeben.

Die letzte Klasse von Darstellungen die wir einfithren wollen, sind irreduzible
Darstellungen. Sie sind dadurch charakterisiert, daf sie sich nicht als direkte Summe
von Teildarstellungen schreiben lassen.

2.4.29. Definition. Fine Darstellung (3 ,7) heifit irreduzibel, wenn die einzigen
invarianten, abgeschlossenen Teilrdume {0} und H sind.

2.4.30. Beispiel. Die Darstellung von B(H) aus 2.4.6 und die Darstellungen
(C, ) von Co(X) aus 2.4.9 sind irreduzibel. Alle anderen Beispiele sind reduzibel.
Insbesondere die Darstellung 2.4.8 ist ein Beuspiel fiir eine zyklische und reduzible
Darstellung.

2.4.31. Bemerkung. Die Begriff invartanter Teilraum, irreduzibel und zyklisch las-
sen auf natirliche Art auf beliebige Mengen M C B(H) von beschrinkten Operatoren
ibertragen. Wir werden diese Begriffe in der folgenden Behauptung zusammen mit
der Kommutante

M':={A € B(H)|IA,B]=0VBe M} (2.20)
benutzen, um zwei der wichtigsten Kriterien fir Irreduzibilitit anzugeben.

2.4.32. Behauptung. Sei M C B(H) eine selbstadjungierte Menge, beschrdnkter
Operatoren auf dem Hilbertraum H, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. M ist irreduzibel.
2. M= (C1.
3. Jedes Element 0 # Q € H ist zyklisch fir M.
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Beweis: 1. = 3. Angenommen es existiert ein 0 % Q € H welches nicht zyklisch
ist, dann ist das Orthokomplement von {AQ|A € M} ein abgeschlossener Teilraum
von H der weder mit {0} noch mit H iibereinstimmt. Da er jedoch zugleich ein
invarianter Teilraum von M ist, ist dies ein Widerspruch zu 1.

3. = 2. Sei A € M, dann ist AB —BA =0 fiir alle B € M und somit B*A* —
A*B* =0 fiir alle B € M'. Da M nach Voraussetzung selbstadjungiert ist folgt A* €
M. AuBerdem sind offenbar A+ A* und (A+A*)/1 Elemente von M'. Das heifit wenn
M’" # C1 ist, dann muf} ein selbstadjungierter Operator C # Al in M’ existieren.
Da C mit allen B € M vertauscht, trifft dies auch auf alle Spektralprojektoren zu.
Sei daher E ein solcher Projektor (E # 1 und E # 0) und 0 # Q € H mit EQ = Q.
Dieses O kann jedoch kein zyklischer Vektor sein was 3. widerspricht.

2. = 1. Angenommen M ist nicht irreduzibel, dann gibt es ein nichttrivialen
Projektor E der mit allen Elementen aus M vertauscht. Dieser Projektor wéire dann
aber ein Element der Kommutante was ein Widerspruch zu 2. ist. O

2.5 Zustande

Die Grundidee der algebraischen Quantentheorie ist es, wie wir zu Beginn dieses
Kapitels bereits bemerkt haben, die Observablen eines Quantensystems durchs die
selbstadjungierten Elemente einer C*-Algebra A darzustellen. Um diesen Ansatz zu
vervollstdandigen, miissen wir allerdings noch einen Weg finden, die Zustande des
Systems zu beschreiben. Eine Moglichkeit ware es hierfiir eine Darstellung (3, 7)
heranzuziehen und Zustande wie {iblich durch Spurklasseoperatoren p auf H zu be-
schreiben. Wiirden wir dafiir eine bestimmte Darstellung auszeichnen wiirde uns
das zuriick zum {iblichen Hilbertraumformalismus der Quantentheorie fithren. Ist
die Darstellung dagegen beliebig, dann erhalten wir keinen verniinftigen Zustands-
begriff: In zwei verschiedenen Darstellungen (H,71), (H,72) kann einerseits ein
Dichteoperator p zwei verschiedene Zustiande beschreiben, andererseits zwei Dich-
teoperatoren ein und denselben Zustand. Eine Mdoglichkeit dieses Problem zu 16sen
ist es Erwartungswerte in diesen Zustdnden zu vergleichen. Das heifit die Dichte-
operatoren p1, P2 in den Darstellungen (Hy,7t1), (Hz,712) beschreiben genau dann
den selben Zustand wenn die Funktionale A 3 A — wi(A) :=tr(p11(A)) € € und
ADA = wy(A) :=tr(pam(A)) € C iibereinstimmen. Dieser Ansatz jedoch macht
die Darstellungen und die Dichteoperatoren voéllig iiberfliissig: Ein Zustand ist dann
eindeutig durch sein Erwartungswertfunktional w = w1 = w; festgelegt.

Wir betrachten zu diesem Zweck den toplogischen Dualraum einer C*-Algebra
A, das heifit den Raum aller stetigen, linearen Funktionale w : A — € auf A mit
der Norm [[w| = supja_1 [W(A)l. Geeignete Kandidaten fiir Zustdnde sind nun
die positiven, normierten Elemente von A*. Bevor wir diese Definition jedoch néher
betrachten, ist es sinnvoll die folgende Beziehung zwischen Positivitdt und Stetigkeit
zu betrachten:

2.5.1. Satz. Sei A eine C*-Algebra mit Identitit und w : A — C ein (nicht notwen-
diger Weise stetiges) lineares Funktional, dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

1. w ist positiv, das heifst W(AA*) >0 fir alle A € A.
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2. we A" und [|w|| = w(1).
Beweis: Siehe [BR79, Prop. 2.3.11]. O

2.5.2. Bemerkung. Fine dhnliche Aussage gilt auch fir C*-Algebren ohne Iden-
titdt. Anstelle der 1 muf$ dann eine approximative Identitit verwendet werden. Ins-
besondere folgt Steitgkeit auch ohne Fristenz der Identitit aus Positivitdt.

Wir haben hier ein weiteres Beispiel fiir den Umstand, dafl algebraische Eigen-
schaften, Ordnungseigenschaften und topologische Eigenschaften bei C*-Algebren
eng miteinander verzahnt sind. Wir kénnen daher definieren:

2.5.3. Definition. Fin positives, lineares Funktional w : A — C auf der C*
Algebra A heifit Zustand, wenn ||w|| = 1 gilt. Die Menge aller Zustinde wird mit
E4 bezeichnet.

Betrachten wir nun eine C*-Algebra A ohne Identitidt und die Algebra A=
C1 4+ A die wir durch hinzufiigen einer solchen erhalten. Dann kénnen wir jedes
w € A* durch (A1 + A) = A||w|| + w(A) zu einem Element @ von A* fortsetzen.
@ heifit die kanonische Fortsetung von w. Es gilt die folgende Aussage [BR79, Cor.
2.3.13]:

2.5.4. Behauptung. Sei A eine C*Algebra ohne Identitit und A:=Cl+A die
Algebra wir durch hinzufigen einer solchen erhalten. Die kanonische Forsetzung @
eines positiven Funktionals w € A* ist positiv und es gilt ||w|| = ||®||.

2.5.5. Beispiel. Betrachten wir zum Beispiel die C*-Algebra B(H) der beschrdink-
ten Operatoren auf dem Hilbertraum H. Dann deifiniert jeder Spurklasseoperator p
ein positives Funktional B(H) 3 A — w,(A) = tr(pA) € C mit ||wy| = trp.
Daher ist w, ein Zustand wenn p auf Fins normiert, also eine Dichtematriz ist.

2.5.6. Beispiel. Sei X wie in Bsp. 2.1.11 ein lokalkompakter Raum und Co(X) die
in 2.1.11 definierte abelsche C*-Algebra. Dann definiert jedes endliche Mafl w durch
Co(X) 5 f = wy(f) := fxf(x)du(x) € C ein positives lineares Funktional mit
w(X) = [Jwy||. Also ist w, genau dann ein Zustand, wenn w ein Wahrscheinlich-
keitsmaf ist.

Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.5.1 ist, dafl jede konvexe Linearkom-
bination Ajwi + Azwa, A1,A2 € RY, Ay + A2 = 1 zweier Zustiande wieder ein
Zustand ist, denn Ajwq + Ayw; ist offenbar positiv und daher ||[Ajwi + Azw;|| =
A (1) + Azwz(1) = 1. Dies beweist offenbar die folgende Behauptung (fiir den
Fall, dafl A eine Identitdt besitzt; ansonsten kann in dhnlicher Weise mit einer ap-
proximativen Identitat argumentiert werden; siehe [BR79, Cor. 2.3.12]).

2.5.7. Behauptung. Die Menge Ey4 aller Zustinde der C*-Algebra A ist eine kon-
vere Teilmenge von A*.

Auf der Menge der positiven Funktionale kénnen wir nun, dhnlich wie auf der
Menge der positiven Elemente von A durch: w; > w; 1 & w; — w; ist positiv,
eine Ordnungrelation einfithren. Wenn wj > w; gilt, dann sagen wir wy majoristert
w;y. Ein explizites Bespiel hierfiir ist die konvexe Linearkombination Ajwi + Ayw;
die offenbar sowohl Ajwq als auch Ayw; majorisiert. Diese Tatsache kénnen wir
benutzen um reine Zustande zu definieren; denn diese sollen sich gerade nicht als
nichttriviale konvexe Linearkombination darstellen lassen.
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2.5.8. Definition. Fin Zustand w auf der C*-Algebra A heifit reiner Zustand,
wenn die einzigen positiven, linearen Funktionale die von w majorisiert werden die
Form Aw mit 0 < A < 1 haben. Die Menge aller reinen Zustinde auf A wird mat
P4 bezeichnet.

2.5.9. Beispiel. Reine Zustinde auf B(H) sind durch A — wy(A) = (P, A)
und auf Co(X) durch Diracmafe f — wy(f) = f(x) gegeben.

Eine wichtige Frage ist, ob auf jeder C*-Algebra Zustande existieren. Eine posi-
tive Antwort liefert das Hahn-Banach-Theorem.

2.5.10. Satz. Zu jedem FElement A € A einer C*-Algebra existiert ein reiner Zu-
stand w mit W(AA*) = ||A||*.

Beweis: Wir wollen den Beweis kurz skizzieren (siehe auch [BR79, Lemma 2.3.23]).
Wir nehmen hierfiir an, dafl A eine Identitat besitzt (ansonsten fiigen wir eine hinzu)
und den Teilraum B := {al + BAA* |, 3 € C} definieren. Auf B ist dann durch
Ol +BAA*) := o+ B||A|]* ein steitges lineares Funktional auf B gegeben. Es a8t
sich nun zeigen, daB ||¢|| = ¢(1) = 1 ist. Aufgrunds des Hahn-Banach-Theorems
existiert nun eine stetige Fortsetzung w von ¢ auf ganz A so daff ||w(1)|| = ||w]|| =
||b|| =1 ist. Mit Satz 2.5.1 folgt daf w positiv und somit ein Zustand ist. Bleibt zu
zeigen daf} w rein ist, wofiir ich auf den Beweis in [BR79, Lemma 2.3.23] verweisen
mochte. O

Eine Aussage, die mit dhnlichen Methoden bewiesen werden kann, ist die folgen-

de:

2.5.11. Behauptung. Sei B eine C*Teilalgebra der C*-Algebra A und w ein Zu-
stand auf B. Dann kann w zu einem Zustand @ auf A fortgesetzt werden. Ist w
rein, dann kann auch © rein gewdhlt werden.

Beweis: [BR79, Prop. 2.3.24] O

Zum Ende dieses Abschnittes soll noch eine Aussage iiber die Struktur der Men-
gen E4 und P4 gemacht werden. Hierfiir ist zu bemerken, dafl neben der Normto-
pologie auf A* auch die schwach*-Topologie existiert. Sie ist durch die folgenden
Umgebungsbasen definiert:

Ulw; A,y .. Anse) i={w € A" [Jw(A) —w'(A)| < e i=1,...,n}. (2.21)

2.5.12. Satz. Sei A eine C*-Algebra und By C A* die Menge der positiven, linea-
ren Funktionale deren Norm kleiner oder gleich Fins ist.

1. By ist eine konvexe, schwach*-kompakte Teilmenge von A* deren extremale
Punkte die Null und die reinen Zustinde sind.

2. Die Menge B4 der Zustinde ist ebenfalls konvex (wie bereits in Prop. 2.5.7
gesehen) jedoch nur dann schwach*-kompakt wenn A eine Identitit enthdlt.

3. In diesem Falle sind die reinen Zustinde die Extremalpunkte von B4 und Ex
ist der schwach*-Abschluf$ der konvexen Hiille von P,.

Beweis: [BR79, Thm. 2.3.15] O
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2.6 Die GNS-Konstruktion

Wir haben zu Beginn des letzten Abschnittes die Moglichkeit erwéhnt, Zustdnde
auf einer C*-Algebra A durch normierte Vektoren Q € H in einer Darstellung
(H, ) zu definieren. Das entsprechende positive, lineare Funktional ist dann durch
wa(A) =(Q,n(A)Q) definiert. Es stellt sich nun die Frage, ob jeder Zustand diese
Form hat. Thre Beantwortung fithrt zur GNS-Konstruktion die wir nun betrachten
wollen.

2.6.1. Lemma. [ir jedes positive lineare Funktional w auf einer C*-Algebra A gilt

1. w(A *B) = w(B*A) fir alle A,B € A.

2. |w(A*B)]?
Ungleichung

< w(A*A)w(B*B) fir ale A,B € A (,Cauchy-Schwartz-
KK)

3. |w(A*BA)| < w(A*A)||B|| fir alle A,B € A

Beweis: Sei A, B € A dann ist wegen der Positivitdat von w durch € 3 A — w((AA+
B)*(AA + B)) € C eine positive quadratische Form gegeben. Das heifit es muf}

d(A) :== APw(A*A) + Aw(A*B) + Aw(B*A) + w(B*B) > 0 (2.22)

fir alle A € C gelten. Insbesondere mufl q(A) € R sein, das heiffit der Ima-
gindrteil von Aw(A*B) + Aw(B*A) € R muB verschwinden. Dies bedeutet je-
doch A(w(A*B) — w(B*A)) + A(w(B*A) — w(A*B)) = 0. Da A beliebig ist folgt
1. Die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung folgt nun fir w(A*A) # 0 indem wir
A = —w(A*B)/w(A*A) setzen. Im Falle w(A*A) = 0,w(B*B) # 0 folgt die
Aussage, indem wir die Rollen von A und B vertauschen. Gilt w(A*A) = 0 und
w(B*B) = 0 dann liefert A = —w(A*B) die Bezichung —2|w(A*B)|* > 0 was
w(A*B) = 0 impliziert.

Damit bleibt die Aussage 3 zu beweisen. Aus 2. folgt |w(A*BA)? <
w(A*A)w(A*B*BA). Daher folgt 3. aus der Ungleichung A*B*BA < ||B||?A*A wel-
che wiederum aus Behauptung 2.3.13(3) folgt, da ||B||*1 —B*B > 0 ist (||[B*B]| =
IB||?, das Spektrum von B*B ist in [0,||B||?] enthalten also o(||B||*1 — B*B) C
{IBI? = AIA € [0, |[BI1} = [0, [|B]*]). O

2.6.2. Satz. Sei A eine C*Algebra und w € Egu, dann existiert eine bis

auf Unitdrdquivalenz eindeutige zyklische Darstellung (Hy, T, Qw), die GNS-
Darstellung bzgl. w, so daff W(A) = (Qu,T(A)Qy) fir alle A € A gilt.

Beweis: Wir betrachten zunachst die Menge
Jo ={A e A|lw(A*A) =0} (2.23)
Jo ist offenbar ein linearer Teilraum von A und wegen w((BA)*(BA)) =

W(A*B*BA) < ||B|*w(A*A) (siehe 2.6.1(3)) ist ., sogar ein linksseitiges Ideal. Wir
betrachten daher auf den Quotientenraum A/J,, den Ausdruck ([A], [B]) := w(A*B),
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der von den Reprasentanten A, B der Aquivalenzklassen [Al, [B] € A/J,, unabhingig
ist. Dies folgt mit Iy, [, € I, durch:

W((A+L)(B+1)) =w(AB) + w(B*1) + w(A™L:) + w([j) =
— w(A*B). (2.24)

Denn die Cauchy-Schwartzsche Ungleichung impliziert z.B. |w(B*[;)] <
w(B*B)w(I3l;) = 0 da Iy € J,. Die Funktion (-, -) definiert daher ein Skalarpro-
dukt welches A/J, zum Prahilbertraum macht. Seine Vervollstdndigung bezeichnen
wir mit H,.

Jedes A € A definiert nun auf A/J,, die lineare Abbildung 7t,,(A)[B] = [AB]. Da
Jw ein linksseitiges Ideal ist, ist 71, (A) wohldefiniert. Auerdem gilt

|70 (A)[B]||* = (JAB],[AB]) = w(B*A*AB) < ||A|*w(B*B) = ||A||?||[BI||>. (2.25)

Daher ist 7, (A) beschrankt und kann zu einem beschriankten Operator auf ganz
H ausgedehnt werden. Die Darstellungseigenschaften der Abbildung 7, folgen
unmittelbar aus der Definition; z.B. 7, (A)m, (B)[C] = [ABC] = 7, (AB)[C].

Damit haben wir eine Darstellung (H,,, 71y, ) von A definiert und es fehlt nur noch
der zyklische Vektor. Wir wollen hierfiir annehmen, dafl A eine Identitdt enthélt.
Dann konnen wir Qg := [1] betrachten. Offenbar hat jedes [A] € A/J, die Form
[A] = 1, (A)Q, weshalb Q, zyklisch ist. Falls A keine Identitat besitzt, konnen wir
eine hinzufligen und die soeben vorgestellte Konstruktion fiir A + C1 durchfithren.
In diesem Falle wird allerdings ein zusétzliches Argument fiir die Zyklizitéat benotigt,
welches bitte [BR79, Thm. 2.3.16] zu entnehmen ist (dort wird eine approximative
Identitat verwendet, die wir in dieser Vorlesung nicht betrachtet haben).

Damit verbleibt die Eindeutigkeit bis auf Unitérdquivalenz. Sei daher
(F.,, !, QL)) eine weitere zyklische Darstellung von A, die die Eigenschaft w(A) =

w? w?

Q! (A)Q],) besitzt, dann definieren wir U, (A)Q,, := 7, (A)Q/,. Offenbar ist
(Ur (A)Qu, Ut (B) Q) = (1, (A)Q,, 7, (B)QL) (2.26)
=(Q/,, 7, (A"B)Q,) (2.27)

= w(A™B) = (Qu, T, (A"B)Qyw) (2.28)

= (7w (A) A, T (B) Q). (2.29)

Entsprechendes gilt fiir die Umkehrabbildung U~'nt! (A)Q/, = 7o, (A)Q. Daher

ist U zu einem unitédren Operator von H/, nach H,, fortsetzbar, fiir den gilt:

Ut (A)U* = 7o (A) und UQ, = Q.. (2.30)
Mit anderen Worten: die Darstellungen (H/,,7t/,, Q/,) und (H, 7w, Q) sind unitar
aquivalent. O

2.6.3. Beispiel. Sei A =M(2,C) und w(A) = %tr A. Dann gilt

a b . [ ac
cr { la®+]cl* ab+cd
AA_(bcH—dc bR+ lap ) 330
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Daher ist W(A*A) = %(|a|2 + |bl? + [c|? + |d]?) und somit W(A*A) =0 & A =0
mit anderen Worten: J, = {0} und H, = A = M(2,C). Identifizieren wir nun
M(2,C) vermébge der unitiren Abbildung

s (x',x%,x3,xY) — ( XX ) c M(2,0C) (2.32)
3 3 3 XZ X4 3 .

mit dem Hilbertraum?® (C*, 3(-, -)), dann ergibt sich fir C* > x:= (x!,x?,x>,x*):

1
2

1 .3
ﬂw(A)X:<2 3)(22 z4>

= (ax' + bx?, ex! + dx?, ax® +bx*, o + dx?). (2.33)

Mit anderen Worten 1, (A) = A @ A. Der zyklische Vektor schliefSlich ist Q. =
(1,0,0,1), denn offenbar ist mit ey = (1,0) und e; = (0, 1)

1 1 1 1
§<Qw,A D AQw> = §<€1,A€1> + §<€2,A€2> = ztI’A = U)(A) (234)
Wir méchten an dieser Stelle bemerken, dafi w in der Darstellung 1, natirlich ein
Vektorzustand ist (so ist My ja gerade gemacht) jedoch kein reiner Zustand. Aus
diesem Grunde werdoppelt® sich der urspriingliche Hilbertraum C? zum C*,

Eine unmittelbare Folge des letzten Satzes ist das folgende Korollar:

2.6.4. Korollar. Sei w ein Zustand auf der C*-Algebra A und «x : A — A ein
Automorphismus der w invariant laft, d.h. w(x(A)) = w(A) fir alle A € A.
Dann existiert ein eindeutiger unitdrer Operator auf dem Hilbertraum H,, so dafs

Ury, (A)U* = 7 (x(A)) und UQ, = Qy gilt (d.h. « ist unitar implementierbar ).

Beweis: Offenbar ist m(A) = m(x(A)) eine Darstellung fiir die w(A) =
(Qu,m(A)Q) gilt. Daher folgt die Aussage aus der Eindeutigkeit der GNS-
Darstellung. O

Ein wichtige Aussage ist schlieilich die nun folgende Beziehung zwischen reinen
Zustinden und irreduziblen Darstellungen.

2.6.5. Satz. Lin Zustand w auf der C*-Algebra A ist genau dann ein reiner Zu-
stand, wenn seine GNS-Darstellung trreduzibel ist.

Beweis: Siehe [BR79, 2.3.19]. O

Eine wichtige Konsequenz der GNS-Konstruktion ist die Existenz von Darstel-
lungen, denn wir haben in Satz 2.5.10 gesehen, daf} auf jeder C*-Algebra Zustande
existieren. Wir konnen sogar weiter gehen und die folgende zentrale Strukturaussage
beweisen:

2.6.6. Satz. Jede C*-Algebra ist *-isomorph zu einer normabgeschlossenen, selbst-
adjungierten Algebra beschrinkter Operatoren auf einem Hilbertraum .

2(., ) bezeichnet dabei daB iibliche Skalarprodukt auf dem C*; der Faktor 17 st notwendig
wegen (A, A) = w(A*A) = %(\a\z +b/% + |2+ |d])
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Beweis: Wir betrachten fiir jeden Zustand w auf A die GNS-Darstellung
(Ho, T, Q) und bilden deren direkte Summe

H=P Ho, 7= P mo. (2.35)

(,UEEA (,UEEA

Aus Satz 2.5.10 folgt fiir jedes A € A die Existenz eines w mit w(A*A) = ||A||.
Daher ist

IAJI* = w(A"A) = |1 (A)Qu||* < I (A)[|* < (A (2.36)

also |7t (A)||* = ||A]|%. Daher gilt ||A|| > [|7(A)]] > ||A| und damit ist 7t eine treue
Darstellung (siehe Behauptung 2.4.12). O

2.7 Abelsche C*-Algebren

Am Schlufl dieses Kapitels wollen wir schlie§lich noch die Struktur abelscher C*-
Algebren betrachten. Die zentrale Aussage dieses Abschnittes ist daf} alle abelschen
C*-Algebren die Form Co(X) mit einem lokalkompakten Raum X besitzen (siehe
Bsp. 2.1.11). Der erste Schritt ist die Definition des Spektrums einer abelschen C*-
Algebra.

2.7.1. Definition. Sei A eine abelsche C*-Algebra. Ein Charakter w von A ist eine
nichtverschwindende lineare Abbildung A > A — w(A) € C die die Figenschaft
Ww(AB) = w(A)w(B) fir alle A,B € A besitzt. Die Menge aller Charaktere von A
heif§t das Spektrum o(A) von A.

2.7.2. Behauptung. Die Charaktere einer abelschen C*-Algebra A stimmen mit
deren reinen Zustinden iiberein.

Beweis: Wir wollen fiir den Beweis annehmen, dafi A eine Identitdt enthalt (siehe
[BRT79, Prop. 2.3.27] fiir den allgemeinen Fall). Sei w € o(A). Dann ist w(A) =
w(Al) = w(A)w(1). Da mindestens ein A mit w(A) # 0 existiert folgt w(l) =
1. Sei nun A € o(A). Dann existiert ein B € A mit (Al — A)B = 1. Daher ist
WAL —A)w(B) =1 also (A—w(A))w(B) =1 und daher A # w(A). Das zeigt, daB
w(A) € o(A) ist und daher |w(A)] < p(A) = ||A]| gilt (also ist w stetig). Ebenso
folgt w(A*A) > 0 da das Spektrum von A*A positiv ist. Also ist w ein Zustand.

Bleibt zu zeigen, dal w ein reiner Zustand ist. Wir betrachten zu diesem Zweck
die GNS-Darstellung von w. Es muf} offenbar

<7Tw (A*)Qw y Tw (B)Qw> = <Qw y Tw (A)Qw><Qw y Tw (B)Qw> (237)

gelten. Angenommen die Dimension von H, ist groBer als Eins, dann gibt es ein
P € Hy so daB (P, (B)Qy) = 0 ist. Daher existiert fiir jedes € > 0 ein A € A
so daf ||t (AL)Qw — || > €/]|B]| gilt. Dies impliziert jedoch

|<7T(AZ)Qw,7Tw (B)Qw>| = |<1|),7Tw (B)Qw> - <(1|) - H(AZJQw),ﬂw (B)Qw>| =
— (W — (A Q) 0 (B)QW) < [ — ma (AD][B] = €. (2.38)



2.7. ABELSCHE C*-ALGEBREN 61

Daher existiert ist (Qg, 7w (Ac)Quw){Quw, 7w (B)Qw) < €. Mit w(B) # 0 folgt dar-
aus, dafl w(A.) gegen Null konvergieren mufi. Dies jedoch heifit dal w(A.CB) =
(Tt (AL) T, (CF)Qw, T (B)Qy) fiir alle B,C € A gegen Null konvergiert. Da Q,,
zyklischer Vektor ist folgt daraus 7, (A¢) gegen Null fiir € — 0. Dies wiederspricht
jedoch der Annahme daf 7, (AZ)Q,, fiir € — 0 gegen P # 0 konvergiert. Also ist
dim ¥, = 1 und 7y, damit irreduzibel. Mit Satz 2.6.5 folgt daher dal w ein reiner
Zustand ist.

Sel w nun ein reiner Zustand, dann ist wie soeben bemerkt 7, irreduzibel und
wegen Beh. 2.4.32 gilt fir die Kommutante 7, (A)" = C1. Da A jedoch abelsch ist
folgt 1y (A) C 1w (A) = C dies ist jedoch nur moglich wenn H,, eindimensional
ist. Dann aber faktorisiert w. O

Da das Spektrum von A eine Teilmenge des Dualraumes A* ist, kénnen wir auf
o(A) die Spurtopologie bzgl. der Schwach*-Topologie betrachten. Es gilt dann der
folgende Satz:

2.7.3. Satz. Sei A eine abelsche C*Algebra und X die Menge aller Charaktere
zusammen mit der Spurtopologie bzgl. der Schwach*-Topologie auf A*,

1. dann st X ein lokalkompakter, hausdorffscher, topologischer Raum.
2. X ist genau dann kompakt, wenn A eine Identitit besitzt.

3. Durch A 5 A — A € Co(X) mit A(w) = w(A) ist ein *_Isomorphismus
gegeben (vergl. Bsp. 2.1.11), der Gelfandtransformation genannt wird.

Beweis: Zu 1. Sei wo € X, dann existiert ein A € A, mit wy(A) > 0. O.B.d.A.
konnen wir annehmen, dal w(A) > 1 ist. Daher ist die Menge K = {w|w €
X, w(A) > 1} eine offene Umgebung von wg. Der Abschlufl von K ist in {w|w €
X,w(A) < 1} enthalten, denn fiir jedes Netz (wj)ier von Elementen aus K gilt
offenbar (limic; wi)(AB) = limjeq w;i (A) limie; wi(B) und limie; wi(A) > 1. Da alle
Charaktere Zustinde sind ist also K C B4 der Einheitskugel in A*, die wegen Satz
2.5.12 kompakt ist. Also ist K eine kompakte Umgebung von wo.

Zu 3. Durch A ist auf X eine komplexwertige Funktion gegeben, die aufgrund
der Definition der Schwach*-Topologie offenbar steitg ist. AuBerdem folgt ebenso
wie im vorstehenden Absatz, dafl die Menge {w € X|w(A) > €} kompakt ist. Daher
ist A e Co(X).

Die Abbildung A 3 A = A € Co(X) die somit gegeben ist, ist offenbar ein
Morphismus. Wegen des Satzes 2.5.10 ist sogar

JAI? = sup [A (@) = [AA(w)] = [|A] (2.39)
we

und daher ist mit Behauptung 2.4.12 die Abbildung A — A ein Isomorphismus auf
ihr Bild.

Damit bleibt zu zeigen, dafl das Bild dieser Abbildung ganz Cy(X) ist. Die Funk-
tionen A mit A € A separieren die Elemente von X: Wenn w; # w; dann gibt es
ein A € A mit wi(A) # wz(A) also Alwr) + Alws). Aufgrund des Approximati-
onssatzes von Stone und Weierstraf ist {A|A € A} dicht in Co(X). Und da A — A
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wie soeben gesehen ein Isomorphismsus ist, ist {;‘\\|A € A} abgeschlossen, stimmt
also mit Cy(X) iiberein.

Zu 2. Wenn X kompakt ist, dann ist die Funktion X 3 w +— 1 € C ein Element
von Co(X). Wegen Behauptung 3 ist daher eine Identitét in A. Sei nun andersherum
angenommen, dafl A eine Identitat enthélt, dann gilt fiir alle w € X die Ungleichung
w(21) > 1. Daher zeigt eine dhnliche Argumentation wie fiir Behauptung 1 daff X
kompakt ist. O



Kapitel 3

Von Neumannalgebren

Wir haben im letzten Kapitel gesehen, daf jede C*-Algebra als Algebra beschrink-
ter Operatoren auf einem Hilbertraum dargestellt werden kann. Diese Algebra ist
dabei abgeschlossen in der Normtopologie. In vielen Situation jedoch ist sinnvoll, die
Operatoralgebra in einer anderen Topologie abzuschliefen. Dies fithrt zum Begriff
der von Neumann Algebra.

3.1 Topologien auf B(H)

Wir beginnen mit einer Ubersicht iiber alle Topologien die wir fiir diesen Zweck
betrachten wollen. Es handelt sich dabei um lokalkonvexe Topologien die von Fami-
lien von Halbnormen erzeugt werden. Wir erinnern daher zunichst an die Definition
eines lokalkonvexen Raumes.

3.1.1. Definition. SeiV ein komplexer (reeller) Vektorraum, dann heif§t ein Funk-
tional p: V — R eine Halbnorm, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. p(x) >0 fiir alle x € V.
2. p(Ax) = Alp(x) fir alle A e C (A€ R) und x € V.
3. plx+y) <px)+ply) fir ale x,y € V.

3.1.2. Definition. FEin komplexer (reeller) Vektorraum V zusammen mit einer Fa-
milie (pi)ier von Halbnormen heifit lokalkonvexer Raum. Die lokalkonvexe Topologie

von V ist dabei durch die Umgebungsbasen (€1,...,€q >0)
U(x;p1,..o,Prs€ry .. €n) =y € VIipilx —y) < er,...,pnlx —y) < en} (3.1)
gegeben.

Ein lokalkonvexer Raum ist ein topologischer Vektorraum, das heifit die durch die
Halbnormen definierte Topologie ist mit der Vektorraumstruktur vertraglich. Aufler-
dem ist ein lokalkonvexer Raum uniformisierbar, mit anderen Worten der Begriff der
Vollstandigkeit ist definiert. Schliefllich ist noch zu bemerken, dafi ein lokalkonvexer
Raum genau dann hausdorffsch ist wenn pi(x) =0, Vx € V dquivalent zu x = 0 ist.

Wir wenden uns nun lokalkonvexen Topologien auf B(H) zu. Zunachst die starke
und die o-starke Topologie.

63
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3.1.3. Definition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra der
beschrinkten Operatoren auf IH.

1. Die starke Topologie auf B(H) ist durch die Familie py,(A) = [|[AY]], b € H

von Halbnormen definiert.

2. Der Definition der o—starken Topologie dienen die durch py, nen(A) =
(32, [[AY||?)V/? definierten Halbnormen, wobei (Yn)nen eine Folge von
Elementen aus K ist, fiir die Y >, |[bnl* < oo ist.

Wie bereits bemerkt ist B(H) in dieser Topologie ein topologischer Vektorraum.
Die Multiplikation ist nicht stetig. Es gilt nur noch die folgende Aussage.

3.1.4. Behauptung. Betrachte einen komplexen Hilbertraum H und auf der Alge-
bra B(H) die starke bzw. o-starke Topologie, dann gilt:

1. Die o-starke Topologie ist feiner als die starke Topologie.
2. Beide Topologien stimmen auf der Einheitskugel B1(H) diberein.

3. By(H) ist in der durch diese Topologien definierten uniformen Struktur
vollstindig.

4. Die Abbildung B1(H) x B(H) > (a,b) — AB € B(H) ist stetig in beiden
Topologien.

5. Die Multiplikation ist jedoch nur dann auf ganz B(H) x B(H) stetig, wenn H
endlich dimensional ist.

6. Die Abbildung A — A~ ist nicht stetig.
Beweis: [BR79, Prop. 2.4.1]. O
Als néchstes wenden wir uns der schwachen bzw. o-schwachen Topologie zu:

3.1.5. Definition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra der
beschrinkten Operatoren auf IH.

1. Die schwache Topologie wird durch die Familie py (A) == [(\,Ad)], <, €
H

2. und die o-schwache durch py, ¢pnmen(A) = 2 >0 [(bn, Abn)l, Yn,dn € H
mit 3 2 |[Unl|? < 0o und 2, ||dnl|? < oo definiert.

Ahnlich wie fiir die starke und die o-starke Topologie erhalten wir die Aussage:

3.1.6. Behauptung. Betrachte einen komplexen Hilbertraum H und auf der Alge-
bra B(H) die schwache bzw. a-schwache Topologie, dann gilt:

1. Die o-schwache Topologie ist feiner als die schwache Topologie.
2. Beide Topologien stimmen auf B1(H) dberein.

3. By(H) ist kompakt in beiden Topologien.
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4. Die Abbildungen A — AB, A — BA und A — A* sind stetig.

5. Die Multiplikation ist als Abbildung auf B(H) x B(H) nur dann stetig wenn

H endlich dimensional ist.
Beweis: [BR79, Prop. 2.4.2] O
Schlieflich gibt es noch die stark™ und o-stark® Topologien.

3.1.7. Definition. Sei H ein komplexer Hilbertraum und B(H) die Algebra der
beschrinkten Operatoren auf H.

1. Die stark® Topologic auf B(H) wird durch die Familie pj,(A) = [|Ab|| +
[A ][, b € KH

2. und die o-stark™ Topologie durch die Familie pj,, on(A) = (37, | AW |[*+
S % IAYL]A)Y2, b € H mit 3 2° [ B> < oo von Halbnormen definiert.

Der wesentliche Unterschied zwischen starker Topologie und stark* Topologie
ist die Stetigkeit von A +— A* in letzterer. Ansonsten gelten alle Aussagen aus
Behauptung 3.1.4.

Fassen wir nun nocheinmal alle behandelten Topologien im Uberblick zusammen.

Norm f— Norm f— Norm

T T T

o-stark* «—— o-stark «—— o-schwach

T T T

stark* «—— stark «—— schwach

Dabei bedeutet der Pfeil « “ist feiner als”.

3.2 Von Neumannalgebren, elementare Eigen-
schaften

Sei M C B(H) eine Menge von Operatoren auf dem Hilbertraum JH, dann ist die
Kommutante von M durch

M=

=

A€ B(H)|A,Bl=0VB e M} (3.2)

definiert (siehe (2.20)). M’ ist offenbar eine Banachalgebra und wenn M selbstad-
jungiert ist, sogar eine C*-Algebra. Doppeltes Anwenden der Kommutante liefert

offenbar M C M” und dreifaches M’ = M. Wir definieren nun:

3.2.1. Definition. Fine von Neumannalgebra auf dem Hilbertraum 3 ist eine *-

Unteralgebra M von H fiir die M =M" gilt. Das Zentrum einer von Neumannalge-
bra ist durch Z(M) = M N M’ gegeben. Eine von Neumannalgebra mit Z(M) = C1
heifst Faktor.
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Eine von Neumannalgebra enthéalt zahlreiche Projektionsoperatoren. Um dies zu
sehen, betrachten wir einen selbstadjungierten Operator A € M. Wenn A mit einen
Operator B kommutiert, dann kommutiert B auch mit allen Spektralprojektionen
von A. Also sind alle diese Projektoren Elemente von M. Jeder selbstadjungierte
Operator kann in der Normtopologie durch eine Linearkombination von Spektral-
projektoren approximiert werden und jedes Element einer C*-Algebra ist die Line-
arkombination zweier selbstadjungierter Operatoren. Daher bilden die Projektoren
eine totale Teilmenge von M.

3.2.2. Beispiel. Die C*-Algebra B(H) ist eine von Neumannalgebra und sogar ein
Faktor. Die Algebra LC(H) der kompakten Operatoren (siehe Bsp. 2.1.9) ist keine
von Neumannalgebra, da LC(H)" = B(H) ist.

Wir kommen nun zum ,,Bikommutantentheorem® von Neumanns, welches die
wichtigste Aussage iiber von Neumannalgebren darstellt. Zuvor noch eine technische
Definition:

3.2.3. Definition. Sei H ein Hilbertraum, M C B(H) und X C H, dann ist

MK] = spanlAG A €M, b e X)) . (3.3)
M heifit nicht degeneriert, wenn [MH] = H ist.

3.2.4. Satz. Sei M eine nicht degenerierte *-Algebra beschrinkter Operatoren auf
dem Hilbertraum H, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. M ist eine von Neumannalgebra, also M = M".
2. M st schwach abgeschlossen.

3. M ist stark abgeschlossen.

4. M ist o-schwach abgeschlossen.

5. M ist o-stark abgeschlossen.

6. M ist stark™ abgeschlossen.

7. M ist o-stark™ abgeschlossen.

Beweis: [BR79, Thm. 2.4.11] O

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist die folgende Dichtheitsaussage:

3.2.5. Korollar. Sei M eine nicht degenerierte *-Algebra beschrinkter Operato-
ren auf dem Hilbertraum H, dann ist M dicht in M" beziiglich der schwachen, o-
schwachen, starken und o-starken Topologie und bzgl. der stark™ und der o-stark*
Topologie.
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3.3 Normale Zustinde und das Pradual

Eine weitere Moglichkeit von Neumannalgebren zu charakterisieren bietet die Tat-
sache, daf} jede von Neumannalgebra der Dualraum eines Banachraumes ist.

3.3.1. Definition. Das Pradual einer von Neumannalgebra M ist der Raum aller
o-schwach stetigen linearen Funktionale auf M und wird mit M, bezeichnet.

3.3.2. Satz. Das Prddual M, der von Neumannalgebra M ist ein Banachraum in
der Norm von M* und M ist das Dual von M, bzgl. der Dualitdit MxM, > (A, w) —
w(A).

Beweis: [BRT79, Prop. 2.4.18]. O

3.3.3. Beispiel. Das Pridual B(H), der von Neumannalgebra B(H) ist isomorph
zum Raum T(H) := {p € B(H)| trp < oo} der Spurklasseoperatoren auf H zu-
sammen mit der Spurnorm ||p|l1 = trlpl. Der Isomorphismus ist gegeben durch

T(H) 3 pr— wa € B(H). mit wy(A) =tr(pA).

Nun wollen wir die Zustdnde untersuchen, die im Préadual einer von Neumannal-
gebra liegen. Wir definieren:

3.3.4. Definition. Fin Zustand w auf der von Neumannalgebra heiffit normal,
wenn er g-schwach stetig ist.

3.3.5. Bemerkung. Im allgemeinen definiert man normale Zustinde durch die Be-
dingung daf$ w(sup; Ai) = sup; w(Ay) fir alle aufsteigenden Netze (Ai)ier ist. Die
zuvor angegebene Definition ist jedoch dquivalent und vermeidet den Begriff des Net-
zes.

3.3.6. Satz. Fin Zustand w auf der von Neumannalgebra M ist genau dann norm-
nal, wenn ein Dichteoperator p, das heifit p € T(H) mit p > 0 und trp = 1 existiert,
so daff W(A) = tr(pA) ist.

Beweis: [BR79, Thm. 2.4.21]. O

Eng verkniipft mit normalen Zustdnden ist der Begriff der ,,Quasidquivalenz von
Darstellungen® der wie folgt definiert ist:

3.3.7. Definition. Sei A eine C*-Algebra

1. und 7 eine Darstellung, dann heifit ein Zustand w m-normal wenn ein nor-
maler Zustand p auf 1(A)" mit W(A) = p(7t(A)) existiert.

2. Zwei Darstellungen 1,7 von A heiffen quasidquivalent 11 &~ 15 wenn alle
T -normalen Zustinde avch 1 -normal sind.

Betrachten wir einen Zustand w und seine GNS-Darstellung (Hy, 7w, Q ), dann
ist w offenbar 7y-normal. Betrachten wir zwei Zustdnde wq, w,, kénnen wir de-
finieren: wj; und w; sind quasidquivalent w; ~ w; wenn ihre GNS-Darstellungen
quasidquivalent sind. Mit anderen Worten zwei Zustdnde sind genau dann quasidqui-
valent, wenn sie in derselben Darstellung als Dichteoperatoren darstellbar sind.

Der néchste Satz zeigt unter anderem wie Quasidquivalenz mit Unitédraquivalenz
zusammenhangt.
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3.3.8. Satz. Sei A eine C*Algebra und (Hq,m), (H2,72) nicht degenerierte Dar-
stellungen von A. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. My und Ty sind quasidquivalent.

2. Es existiert ein *-Isomorphismus & : (A)" — m(A)", so daff a(m(A)) =
1 (A) fir alle A € A gilt.

3. Es existiert einmn € N so daff @y, ™ unitirdquivalent zu @y_, 1 ist.

Beweis: [BR79, Thm. 2.4.26] O



Kapitel 4

Die CCR-Algebra

Wir wollen in diesem Kapitel eine bestimmte Klasse von Algebren betrachten, die
besonders geeignet ist Vielteichensysteme mit Bosestatistik zu beschreiben.

Um unsere Vorgehensweise zu motivieren, betrachten wir zunédchst die Quantisie-
rung eines einfachen Hamiltonschen Systems. Sei daher V = R?" der Phasenraum,
auf dem die symplektische Form V x V > (q1,p1;d2,P2) — o(d1,p1;d2,p2) ==
{q1,72) — {d1,p1) gegeben ist. Die Dynamik sei durch eine quadratische, positive

miw?2

Hamiltonfunktion V 3 (q,p) — h(f,g) := > I = (p")? + TL(qi)2 gegeben. Die

Bewegungsgleichungen ergeben sich also als Intlegzrgllkurven des Hamiltonschen Vek-
torfeldes Xy, : V — V., welches durch dh = ¢(Xy, - ) definiert ist. Fiir zwei beliebige
Funktionen f, g ist durch die Hamiltonschen Vektorfelder X¢, Xy, auch die Poisson-
klammer {f, h} := o(X;, X.) definiert. Die Koordinatenfunktionen V 3 (q,p) — g*
und V 3 (q,p) — p1, welche wir mit ihren Funktionswerten gy, p; identifizieren
wollen erfiillen nun die wohlbekannten kanonischen Poissonrelationen

(g% =01, {d%d7="p'l=0. (4.1)

Die ,kanonische Quantisierung® dieses Systems basiert nun auf dem Wunsch
einen Hilbertraum JH und eine lineare Abbildung f +— At zu finden, so dafl Phasen-
raumfunktionen f auf Operatoren As in H so abbildet werden, dal Ay g = 1[Af, Ay
gilt. Dieser Wunsch allerdings 1afit sich nicht erfiillen [Got80]. Eine schwéchere For-
derung, die mehr Aussicht auf Erfolg hat, ist die Suche nach einem Hilbertraum I,
einem dichten Teilraum D C H und 2n Operatoren Q¥,P! die auf D wesentlich
selbstadjungiert sind, D invariant lassen und die kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen

[Q%, P =18, [Q%, Q' = [P*, P =0 (1.2)

erfiillen. Formal sind diese Vertauschungsrelationen aquivalent zu den Weylrelatio-
nen

V(s)U(t) = U®)V(s)e ™9 V(s+1t)=V(s)V(t), U(s+1t)=U(s)U(t) (4.3)
wobei fiir s,t € R™

V(s) = T s QY (t) i= eliZia P (4.4)

69
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ist. Diese Relationen folgen jedoch im strengen mathematische Sinne nicht aus den
kanonischen Vertauschungsrelationen (siehe hierzu [RS80, VIIL.5]). Umgekehrt je-
doch ist (4.2) eine Konsequenz von (4.4).

Mit den Operatoren Q¥,P' kénnen wir nun Polynome f:V — R

(d,P) = (4, P) = Aoy ooty (@D o (@) (PP L (p™) P +
-4 Qo (45)

auf Operatoren
At = Qoo by Q)X (QM)X (PP (PMPR 4o 4 ag (4.6)

abbilden. Insbesondere erhalten wir den Hamiltonoperator H := A;, des Systems. H
ist auf D symmetrisch und positiv und besitzt daher eine selbstadjungierte Fortset-
zung H, so daB wir die Dynamik des quantisierten Systems durch die einparametrige
unitare Gruppe exp(tH) beschreiben konnen.

Die soeben konstruierte Abbildung f — A erfiillt jedoch im allgemeinen nicht die
oben gestellte Forderung A g = 1[Af, Agl. Eine Beschiftigung mit dieser Proble-
matik hat in den 70" und 80’ Jahren unter dem Titel ,,geometrische Quantisierung*
intensiv stattgefunden, leider ohne wirklich durchschlagenden Erfolg. Naheres zu
diesem Thema kann dem Buch von Woodhouse [Woo80] entnommen werden.

Wir wollen nun die Weylrelationen etwas umschreiben um eine Form zu erhalten
die sich fiir eine Verallgemeinerung eignet. Wir fithren zu diesem Zweck die Weylope-
ratoren W (s, t) = exp(1/2(s,t))V(s)U(t) ein und erhalten die folgende dquivalente
Form der Weylrelationen:

W (s, t)W(s',t/) = e 2008 VIW (s 4/ t + ). (4.7)

Sie hat den Vorteil, daf sie auf beliebige reelle symplektische Vektorraume verallge-
meinert werden kann. Dies motiviert die Definition der CCR-Algebren, die wir im
nachsten Abschnitt vornehmen wollen.

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Wir wollen nun jedem reellen symplektischen Vektorraum eine (bis auf Isomorphie
eindeutige) C*-Algebra zuordnen. Dafiir erinnern wir zunéachst an die Definition
eines reellen symplektischen Raumes.

4.1.1. Definition. Ein Paar (V,0) bestehend aus einem reellen Vektorraum und
einer reellwertigen, antisymmetrischen und (schwach) nicht degenerierten' Biline-
arform auf V (der symplektischen Form heifit (reeller) symplektischer Vektorraum.

Unserer einfithrenden Argumentation folgend suchen wir nun nach einer C*-
Algebra, die von unitiaren Elementen W (x), x € V erzeugt wird, die die Weylrelatio-
nen (4.7) erfiillen. Hierfiir betrachten wir einen unendlichdimensionalen Hilbertraum

'Dh. o(x,y)=0Vy =0 & x=0.
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L und die direkte Summe H := P
Auf H sind nun durch (F € H)

cev Lx, Lx = L,V¥x € V (siche Bemerkung 2.4.14).

(W()F)(x) := e2o(x, f)F(x + f) (4.8)

unitédre Operatoren definiert die, wie sich leicht nachpriifen 1a8t, die Weylrelationen
erfiillen. Die *-Unteralgebra Ay die von den so definierten W (f) algebraisch erzeugt
wird kann nun in der Operatornorm abgeschlossen werden und wir erhalten eine
C*-Algebra mit den gewiinschten Eigenschaften. Wir haben daher den folgenden
Satz bewiesen:

4.1.2. Satz. Zu jedem reellen, symplektischen Vektorraum (V, o) exvistiert eine C*-
Algebra A die von Elementen W(f), f € V erzeugt wird (sogn. Weylelementen) fiir
die gilt:

1. W(f)* = W(—A) fiir alle f € V und
2. W(f)W(g) = e 2°009W (f + g) fiir alle f,g € V.

Sei nun (V, o) der Phasenraum eines klassischen Hamiltonschen Systems. Die
Idee ist, die selbstadjungierten Elemente von A als Observablen des quantisierten
Systems aufzufassen. Hierfiir ist es jedoch wesentlich zu wissen, ob die von den
W (f) erzeugte Algebra bis auf Isomorphie eindeutig ist, da sonst die Physik von der
richtigen Wahl der Algebra A abhingig ist.

4.1.3. Satz. Seien Ay, Ay C*Algebren die von Elementen W1 (f) bzw. W(f) er-
zeugt werden, die die Bedingungen aus Satz 4.1.2 erfillen, dann gibt es einen ein-
deutigen *-Isomorphismus x : Ay — Ay mit der Figenschaft a(W;(f)) = W,(f).
FEs gibt daher zu jedem reellen symplektischen Vektorraum (V,a) eine algebraisch

eindeutige C*-Algebra die von den Weylelementen W (f) erzeugt wird. Wir werden
sie die CCR-Algebra CCR(V, o) von (V, o) nennen.

Beweis: [BR81, Seite 20]. O

Die folgende Behauptung fafit ein paar simple Eigenschaften der CCR-Algebren

zusaminern.

4.1.4. Behauptung. Sei (V,0) ein reeller, symplektischer Vektorraum und
CCRI(V, o) die dazugehorige CCR-Algebra, dann gelten die folgenden Aussagen:

1. W) =1

2. W(f) ist unitér fir alle f € V.

3. CCR(V, o) ist nicht separabel fir dimV 0.
4. W)= 1|| =2 fir f £ 0.

5. Sei F C V ein linearer Teilraum und A(F) C CCR(V, o) die C*-Teilalgebra die
von den Weylelementen W (f) mit f € F erzeugt wird, dann folgt aus A(F) =
CCR(V,0) daf$ auch F =V 1ist.
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6. CCR(V,0) hat keine nichttrivialen, || - ||-abgeschlossenen *-Ideale (d.h.
CCR(V, o) ist einfach.

Beweis: Die Aussagen sind zum Teil trivial. Fiir den Rest sei wieder auf [BRSI,
Seite 20] verwiesen. O

Betrachten wir nun einen symplektischen Isomorphismus T : V — V| das heifit
o(Tf, Tg) = o(f, g) fiir alle f,g € V. Dann hat die Familie (W+(f))ey mit W+(f) =
W (T(f)) offenbar die gleichen Eigenschaften wie die originale (W (f))scy. Satz 4.1.3
impliziert daher die Existenz genau eines *-Automorphismus & von CCR(V, ¢) mit

a (W (f)) = W(T(f)). Das heiBt es gilt die folgenden Behauptung:

4.1.5. Behauptung. Zu jedem symplektischen Isomorphismus T des symplekti-
schen Vektorraumes (V, @) existiert genau ein Automorphismus ot der CCR-Algebra
CCR(V, o) der der Gleichung

a (W(f)) =W(Tf), VfeV (4.9)

gentigt. Automorphismen dieser Form heiffen Bogolubovtransformationen.

4.2 Regulire und quasifreie Zustinde

Wir wollen nun einen Zustand w auf einer CCR-Algebren CCR(V, ) betrachten.
Er ist offenbar durch seine Werte auf den Weylelementen eindeutig festgelegt. Es ist
daher niitzlich sein erzeugendes Funktional

V3 fis dulf) = w(W(f)) € T (4.10)

zu betrachten. Mit seiner Hilfe konnen wir eine ausgezeichnete Klasse von Zustédnden
definieren.

4.2.1. Definition. Fin Zustand w auf der CCR-Algebra CCR/(V, ) heifit regulér
wenn fir jedes f € V die Funktion R 3 t — b (tf) € C stetig ist.

Regulédre Zustande sind deshalb besonders interessant, weil ihnen Quantenfelder
zugeordnet werden kénnen. Um dies zu sehen, betrachten wir einen reguléren Zu-
stand w und seine GNS-Darstellung (Hy, 7w, Qw ). Regularitat impliziert nun daf
t = (Qu, W(tf)Q,,) fiir alle f € V stetig ist. Da Q, zyklisch ist und da die Weyl-
operatoren die CCR-Algebra erzeugen, folgt daraus, dafl die einparametrige Gruppe
t = W(tf) schwach stetig ist. Es existiert daher ein selbstadjungierter Erzeuger
@, (f) mit

W(f) = exp(i®y (). (4.11)

Mit anderen Worten die GNS-Darstellung eines regularen Zustandes ist reguldr,
wenn wir regulére Darstellungen wie folgt definieren:

4.2.2. Definition. FEine Darstellung (H,m) einer CCR-Algebra CCR(V, o) heifit
regular, wenn fir alle f € V die einparametrige, unitire Gruppe t — (W (tf))
stark stetig ist.
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Es ist moglich an komplexwertige Funktionen auf V Bedingungen zu stellen, so
daf sie erzeugende Funktionale von Zustdnden ergeben:

4.2.3. Behauptung. Das komplezwertige Funktional & auf V ist das erzeugende
Funktional eines requliren Zustandes w, wenn es die folgeden Bedingungen erfillt:

1. ¢(0) =1
2. A= G(Af) ist fir alle f €V stetig.

3. Fir alle Folgen Ay € C, ;€ V,j=1,...n gilt

Z 7\1?\je*%°(fj ’ﬁ)CI)(fj — fl) Z 0. (412)

j=1

Beweis: [Emc72, Seite 307]. Die Idee hinter dieser Aussage beruht auf der Tatsache,
daf die Weylelemente W(f) in CCR(V, ¢) linear unabhéngig sind. (Das ist leicht zu
sehen; Ubungsaufgabe!) Daher kann fiir alle diese Linearkombinationen das lineare
Funktional w(ZJT; AMW(T)) = ZJT; Aid(f;) definiert werden. Die erste Bedingung
bedeutet also w(1) =1, die dritte wW(A*A) > 0, also die Positivitit und die zweite
die Regularitdt von w. Es ist also nur noch zu zeigen, daf} w stetig in der Normto-

pologie ist, denn dann kann w auf ganz CCR(V, o) als regularer Zustand fortgesetzt
werden. Hiefiir ist Satz 2.5.1 niitzlich. O

Die in (4.11) eingefiithrten Felder haben jedoch nicht die Struktur der Quan-
tenfelder aus Kapitel 1. Fiir diesen Zweck ist eine weitergehende Einschriankung
erforderlich.

4.2.4. Behauptung. Sei s(-, , cdot) ein reelles Skalarprodukt auf V. Dann ist
V3 fio dolf) =e oM e (4.13)

genau dann das erzeugende Funktional eines requldren Zustandes w wenn

o(f, 9)l < /s(f,f)V/(s(g, ) (4.14)

fur alle f,9 € V erfillt ist. Der Zustand w heifit dann quasifrei.

Beweis: [BW92, Lemma 8.2.8]. O

Das besondere an quasifreien Zustédnden ist ihre enge Verkniipfung zu Fockraum-
darstellungen der kanonischen Vertauschungsrelationen. Der Schliissel hierfiir ist die
folgende Aussage:

4.2.5. Behauptung. Sei (V,0) ein symplektischer Vektorraum und s ein reelles
Skalarprodukt, so daff (4.14) gilt, dann gibt es einen komplexen Hilbertraum 3, und
eine Abbildung K :V — H, so daf$ die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. K st R-linear.

2. K(V)+1iK(V) C K ist dicht.
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3. K ist symplektisch o(Kf,Kg) = Im(f, g).
4o KPP = s(f, ).

Beweis: Offenbar ist (V, s) ein reeller Prahilbertraum und kann somit vervollstandigt
werden. (V,5) bezeichne diese Vervollstindigung. Wegen (4.14) ist o nun eine stetige
Bilinearform auf (V, s) und kann stetig auf (V,s) fortgesetzt werden. Wir bezeichnen
diese Fortsetzung mit 6. Nun betrachten wir den komplexen Vektorraum H = Vaiv
und das komplexe Skalarprodukt, welches man durch komplex lineares/antilineares
Fortsetzen von (f +10, g +10) := s(f, g) + io(f, g) erhdlt. Die Abbildung V 5 f —
K(f) :=f 410 € H erfiillt offenbar alle erwiinschten Bedingungen. O

Unmittelbare Folgerung dieser Aussage ist nun der folgende Satz:

4.2.6. Satz. Sei w quasifreier Zustand auf CCR(V, o) mit erzeugendem Funktional
bo(f) = exp(—)—‘s(f, ). Zusdtzlich set H ein komplexer Hilbertraum und K : V — H
die Abbildung aus Beh. 4.2.5, dann ist auf dem symmetrischen Fockraum Fs(H)
(siehe Def. 1.2.5) durch (@s(K(f) bezeichnet den Segaloperator von K(f); siehe Gl.

1.54))
MW (£)) = W (f) 1= (KD yf ey (4.15)

eine zyklische Darstellung definiert (mit dem Fockraumvakuum Qo € Fg(H) (siche
Def. 1.2.5) als zyklischem Vektor), die unitir dquivalent zur GNS-Darstellung von

w 1st.
Beweis: Die unitaren Operatoren exp(i®@s(¢d)) € Fs(H) erfiillen die Relation

el@s(d+0) — o—3 Im(d.)) pi®s(d) oi®s (W) (4.16)

Das folgt formal aus den Kommutatorrelationen in Satz 1.2.14(2). Ein exakter Be-
weis findet sich in [RS75, Thm X.41]. Setzen wir nun K(f) und K(g) ein, dann
folgt mit Beh. 4.2.5 daf} die Operatoren W, (f), W(g) die selben Weylrelationen
erfiillen wie die Weylelemente W (f) und W(g). Damit definiert (4.15) offenbar eine
Darstellung von CCR(V, o).

Fiir die Zyklizitat von Qg ist zu zeigen, dal} die Menge {W(f)Qq|f € V] total
in H ist (d.h. der Abschluf} der linearen Hiille ist ganz H). Hierfiir benutzen wir die
Tatsache, daf}

e — o HIVIE ety (4.17)
V2

ist, wobei e(1{) den Exponentialvektor von 1 bezeichnet,

e() ==Y H°" mit p°" = {‘3’51 b e >0 (4.18)

1 firn=20

n=0

dem wir bereits im Beweis von Satz 1.4.2 begegnet sind. (Ein Beweis fiir Gleichung
(4.17) findet sich in [Par92, Kapitel 20]; dabei ist zu beachten, dafi die dortige

Definition des Segaloperators sich von der unsrigen um ein Faktor v/2 unterscheidet).
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Da K(V) 4+ iK(V) dicht in H ist, folgt aus [Par92, Kor. 19.5] daf} {e(K(f))|f € V}
total in H ist, was zu beweisen war (die Tatsache, daf K(V)+1K(V) dicht in H ist
und nicht K(V) ist hier unerheblich, da der Beweis von Korollar 19.5 in [Par92] sehr
leicht auf unsere Situation iibertragen werden kann).

Damit bleibt zu zeigen, dafl die somit konstruierte zyklische Darstellung von
CCR(V, ¢) unitar dquivalent zur GNS-Darstellung von w ist. Das heifit es ist zu
zeigen, daf}

(Q, (W (£))Q) = (Q, ePsKMNQ) = (W (f)) = Py (f) = e 357 (4.19)
ist. Hierfiir benutzen wir erneut (4.17) und die Gleichung

(O Wal5F 4 5910) = (Wl 3110, Wel21)0) =

e BIKMIP gt t

2\/§K(m’ 2V2
mit (e(P), e(d)) =exp((P, d)) [Par92, Gl 19.2] und Beh. 4.2.5 folgt daher

e(K(f))) (4.20)

(Q, (W (£))Q) = e #lKOI? = g-3s(fif) (4.21)
was Zu beweisen war. O

Eine besondere Rolle spielen nun diejenigen quasifreien Zustande, die zugleich
reine Zustdnde sind. Es handelt sich dabei gerade um die sogn. Fockzustinde:

4.2.7. Definition. Fin quasifreier Zustand w auf der CCR-Algebra CCR(V, o) mit
erzeugendem Funktional exp(—)—‘s(-, -)) heifit Fockzustand wenn eine lineare Ab-
bildung J: V — V existiert, so daf

1. ]2 =—1,
2. o(f,Jg) = —a(Jf, g) fiir alle f,g € V und
3. olf,Jf) = s(f,f) fir alle f€e V

gilt. ] heifit Komplexifizierung von V.

Fir Fockzusténde 1ait sich die Abbildung K : V. — JH aus Beh. 4.2.5 et-
was modifizieren. Wir konnen namlich aus V durch (a + ib)f := af + bJf mit
a,b € R und f € V einen komplexen Vektorraum machen. Mit dem Skalarprodukt
(f,g) :==s(f,g) + 1o(f,g) ist V dann ein komplexer Prahilbertraum. Das heifit fiir
Fockzustande existiert eine Abbildung K : V. — H wie in Beh. 4.2.5 fiir die so-
gar K(V) dicht in H ist (und nicht nur K(V) 4+ iK(V)). Insbesondere heifit dies wir
kénnen fiir Fockzusténde ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf} ein
komplexer Prahilbertraum (V,(-, -)) gegeben ist. so daBl der symplektische Raum
durch (V,Im(-, -)) und das erzeugende Funktional durch exp(—JT|| - |[?) gegeben ist.
Wir nennen den zugehérigen Fockzustand wo den ausgezeichneten Fockzustand und
seine GNS-Darstellung die ausgezeichnete Fockdarstellung.

Wir kommen nun zu zwei wichtigen Eigenschaften von Fockzustdnden. Die erste
haben wir bereits angekiindigt. Jeder Fockzustand ist ein reiner Zustand.
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4.2.8. Satz. Sei w quasifreier Zustand auf der CCR-Algebra CCR(V, ). Dann ist
w genau dann ein Fockzustand wenn seine GNS-Darstellung irreduzibel ist. Daher
gilt auch, dafi w genau dann ein reiner Zustand ist wenn er Fockzustand ist (siehe

Satz 2.6.5).
Beweis: [BW92, Lemma 8.2.11]. O

4.2.9. Satz. Zu zwet beliebigen Fockzustinden wi,w; auf der CCR-Algebra
CCR(V, 0) existiert eine Bogolubovtransformation x : CCR(V,0) — CCR(V, 0) so
dafi w1 = wyox ist. Mit anderen Worten die Gruppe der Bogolubovtransformationen
operiert transitiv auf der Menge der Fockzustinde.

Beweis: [BW92, Lemma 8.2.12]. O

4.3 Bogolubovtransformationen

Betrachten wir nun einen komplexen Préhilbertraum (V,(-,-)), die zugehorige
CCR-Algebra CCR(V,0) (mit ¢ = Im(-, -)) und den ausgezeichneten Fockzu-
stand wp (mit erzeugendem Funktional exp(—)—‘H - ]|?)). Dann existiert, wie so-
eben bemerkt, zu jedem weiteren Fockzustand w eine Bogolubovtransformation
x: CCR(V,0) — CCR(V, o) mit w = wp o . Fiir die GNS-Darstellungen bedeutet
dies, daBl (Qw, 7w (A)Qu) = (Quy, Tw, (K(A))Qq, ) ist. Die Eindeutigkeit der GNS-
Darstellung impliziert daher die Existenz eines unitédren Operators Uy : Hy, — Ha,
mit Uy, (A)US = 71, ((A)) Dies bedeutet jedoch nicht, dafl 7, und 7, unitér
aquivalent sind, denn dafiir miifite zusatzlich ein unitérer Operator Uy : Hy, — Hay,
mit Uy, (A)US = 7y, (A) existieren. Mit anderen Worten der unitére Operator
UWUs = U : He, = Hey, implementiert & in der GNS-Darstellung von wy, das
heifit es gilt Uy, (A)U* =7y, (x(A)). Um also zu entscheiden, ob der Fockzustand
(bzw. seine GNS-Darstellung) unitar d&quivalent zur ausgezeichneten Fockdarstellung
ist, miissen wir untersuchen, ob die zugehorige Bogolubovtransformation unitér im-
plementierbar ist.

Um diese Frage zu beantworten folgen wir der Darstellung in [Par92, Kap. 22].
Eine allgemeinere Aussage, die dafiir technisch aufwendiger ist, findet sich in [Ara71]
(siehe auch [BW92, 8.2.6]). Wir nehmen hierfiir an, dal V sogar ein komplexer
(separabler) Hilbertraum ist und betrachten einen R-linearen Teilraum Vo C V fiir
den Vo +1Vy = V gilt. Ein reell linearer Operator T : V — V| kann dann mit f € V,
in Tf = Ty1f + 1To1f bzw. T(if) = Tiof + iToof zerlegt werden. Dies definiert vier
R-lineare Operatoren Ty, 1,j = 1,2. Diese wiederum definieren einen R-linearen
Operator Ty durch

Vo@® Vo3 (f,9) = Tolf, 9) = (Taf + Tr29, Tarf + Tag) € Vo @& Vo (4.22)
Mit diesen Begriffen kénnen wie nun das angekiindigte Theorem formulieren:

4.3.1. Satz. Sei V ein komplexer, separabler Hilbertraum CCR(V,0) mit ¢ =
Im(-, -) die dazugehorige CCR-Algebra, wo der ausgezeichnete Fockzustand, Vo C
V ein R-linearer Teilraum mit Vo+iVo =V und T:V — V eine R-lineare, bijektive
Abbildung mit den folgenden Eigenschaften
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1. T und T~ sind stetig.
2. T ist symplektisch: Im(Tf, Tg) = Im(f, g) fir alle f,g € V.

Die durch ot (W (f)) = W(Tf) gegebenen Bogoluboviransformation ist dann und nur
dann in der GNS-Darstellung y,, unitir implementierbar wenn S{So—1 ein Hilbert-

Schmidt-Operator® in Vo & Vo ist.
Beweis: [Par92, Thm. 22.11]. O

4.3.2. Beispiel. Sei zum Beispiel V = 1%(R, dx), Vo = L (R, dx) und T(f+1ig) :=
p~'f4+ipg mit p € RT. Der Operator T ist offenbar symplektisch, stetig, invertierbar
und T~ ist ebenfalls stetig. Fr erfilll also die Voraussetzungen des Salzes. Der
Operator Ty : Vo @ Vo — Vo @ Vo hat die Form To(f,g) = (p~'f, pg) und ist daher
selbstadjungiert. Also ist (T3To— 1)(f,g) = (p~2 — f, (p? — 1)g). Fiir p* # 1 ist
dies jedoch nie Hilbert-Schmidt, so daf$ die durch x(W(f)) = «(W(Tf)) gegebene

Bogolubovtransformation nicht unitdr implementierbar ist.

Bezeichnet nun wy wieder den ausgezeichneten Fockzustand auf CCR(V, o) dann
ist also w = woo ein weiterer Fockzustand, dessen GNS-Darstellung unitdr indqui-
valent zur ausgezeichneten Fockdarstellung ist. Dies zeigt, daf$ es im allgemeinen
mehrere unitdr indquivalente, requldre, irreduzible Darstellungen einer CCR-Algebra
gibt. Fine Ausnahme bilden CCR-Algebren die tiber endlichdiemensionalen symplek-
tischen Rdumen konstruiert sind.

Bevor wir hierzu kommen, wollen wir jedoch noch die Quasi(in)iquivalenz der
Darstellungen 1y, und Ty, untersuchen. Angenommen T, und Ty, sind quasidqui-
valent, dann existiert ein Dichteoperator A auf Hey so daff w(A) = tr(me, (A)A) ist.
Da w aber ein Fockzustand ist, ist W auch reiner Zustand und kann nicht in eine ech-
te konveze Linearkombination zerlegt werden. Das heifit w ist ein Vektorzustand mit
anderen Worten es existiert ein Vektor Qq, € Ha, so daff w(A) = <f)w,ﬂwo(A)f)w>
gilt. Zugleich ist Qq zyklischer Vektor bezgl. der ausgezeichneten Fockdarstellung,
denn diese ist irreduzibel und daher jedes \p € Hyy mit P # O zyklisch. Dies aber
bedeutet, dafs (}Cwo,ﬂwo,flw) unitdr dquivalent zur GNS-Darstellung von w ist,
im Widerspruch zur unitiren Indquivalenz der Darstellungen. Also sind Wy und w
quastindquivalent!

Zum Abschlufl diese Abschnittes wollen wir nun noch das bereits ankekiindigte
Theorem von Stone und von Neumann angeben, welches aussagt, dafl die soeben
untersuchten ,Patologien® bei Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden nicht
auftreten kénnen.

4.3.3. Satz. Alle irreduziblen, reguliren  Darstellungen der CCR-Algebra
CCR(R?™, 0) sind unitir dquivalent zur ausgezeichneten Fockdarstellung.

Beweis: [BW92, 8.2.5] 0

2Ein Operator A : H — H auf einem separablen Hilbertraum H (reell oder komplex) heifit
Hilbert-Schmidt-Operator wenn die Reihe ) ||Adn]||? fiir eine (und damit fiir alle) Orthonor-
malbais (G Jnen konviergiert.
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4.4 Beispiel: Der harmonische Oszillator

Wir wollen nun die bis jetzt bereitgestellten Strukturen auf einige konkrete Beispiele
anwenden, zundchst auf den wohlbekannten harmonischen Oszillator. Wir betrach-
ten zu diesem Zwecke den reellen, symplektischen Vektorraum (V4,0) mit V; = C
und 0(z1,2z2) = Im(z7z2). Die klassischen Bewegungsgleichungen sind durch die Ha-
miltonfunktion

1 1
h: Vi3 (q+ip) = hi(g +ip) == zpz + zwzq2 eR (4.23)

bzw. durch die entsprechenden Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
G(t) =p(t),p(t) = —w?q(t) (4.24)

gegeben. Zu den Anfangsdaten q(0) + ip(0) = qo + ipo gehoren die Losungen

q(t) =Re((go + i%)efi“’t), p(t) = Im((wdo +ipo)e ) (4.25)

welche durch

V13 zo = (do +1po) = Tilzo) = z(t) = q(t) +ip(t) € V; (4.26)

eine einparametrige Gruppe (Ti)ier symplektischer Transformationen definieren.
Betrachten wir nun die CCR-Algebra CCR(V7,0). Die T, definieren auf ihr die
Bogolubovtransformationen o (W (zg)) = W (z(t)) welche wir als Quantendynamik
im Heisenbergbild interpretieren kénnen. Um diese Dynamik nun auf die bekannte
Art durch unitdre Operatoren ausdriicken zu kénnen, fithren wir die Abbildung

V1az:q+ipn—>K1(z)::\/aq+ﬁDE@ (4.27)

ein. Sie ist bijektiv, reell-linear und symplektisch (ist also ein Beispiel fiir die Abbil-
dung aus Behauptung 4.2.5) und sie verkniipft die Ty mit den unitaren Transforma-
tionen

Cozmw - -z:=e “2zeC, (4.28)

denn es ist
TdX; "' (20)) = —= Re(zoe ") +iv/w Im(zoe ") (4.29)

und daher
Ki (Te(Ky ' (20)) =t - 2. (4.30)

Betrachten wir also auf CCR(V7, ¢) den Fockzustand wgy mit erzeugendem Funktio-
nal

Py (2) = Wo(W(2)) = e 3K, (4.31)
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dann ist

Wola (W(2))) = wo(W(Ty(2))) = e #Ki1(T=D? — o—gluekilz)
efi\Kﬂz)\z = wo(W(z2)). (4‘32)

Mit anderen Worten wy ist unter der Zeitentwicklung o; invariant und wird daher in
der GNS-Darstellung 7, von wp unitér implementiert. Das heifit es existiert genau
eine einparametrige (stark stetige) unitdre Gruppe U; auf dem GNS-Hilbertraum

Hy,, die das GNS-Vakuum invariant laft (U.Qy, = Q) und fir die gilt:
Tlw, (e (A)) = Uyrry, (AU (4.33)

AufBlerdem kénnen wir die selbstadjungierten Operatoren

Y(z) = %nwo(W(tz))lto (4.34)

definieren, da die GNS-Darstellung 7, regulér ist. Mit

QU ::‘1’(%) und Py =Y([iwhp (4.35)
erhalten wir daher zwei selbstadjungierte Operatoren, die aufgrund der Weylrela-
tionen die kanonischen Vertauschungsrelationen [Q,PlY = 1 erfiillen. (Q und P
besitzen einen gemeinsamen dichten Definitionsbereich Fo C H,, den sie auf sich
abbilden. Das folgt aus der Struktur quasifreier Zustande; siehe Satz 4.2.6).

Wir haben also durch die Konstruktion der CCR-Algebra CCR(V7, o) und durch
die Wahl des Zustandes wy, das zu Beginn dieses Kapitels erwahnte Quantisierungs-
programm durchgefiithrt. Dabei ist die Wahl des Zustandes nicht entscheidend, denn
aufgrund des Eindeutigkeitssatzes von Stone und von Neumann 4.3.3 erfiillt jeder
reguldre, reine Zustand genau den selben Zweck. Insbesondere also diirfte sich das
soeben konstruierte Modell nicht von dem {iblichen harmonischen Oszillator unter-
scheiden. Um dies zu sehen, verwenden wir die Konstruktion aus Satz 4.2.6. Der
GNS-Hilbertraum kann also mit dem symmetrischen Fockraum JFg(C) identifiziert
werden. Da aber C @ --- @ € = C ist, ist in diesem Falle F5(C) = 12(Np). Das
in diesem Hilbertraum kanonisch gegebene Orthonormalsystem bezeichnen wir mit
(Xn)nen, (also xn =(0,...,0,1,0,...) mit der Eins an n-ter Stelle). Die Darsteller
der Weyloperatoren sind durch 7., (W (z)) = exp(iDs(K(z))) gegeben, wobei Og(z)
wieder die Segaloperatoren sind, also @s(z) = —=(A(z) + A(z)*). Erzeugungs und

V2
Vernichtungsoperator haben in diesem speziellen Falle die wohlbekannte Form

A(2)Xn = ZAXn mit AXn = VNXn 1 (4.36)
und

1
ﬁXnﬂ

und sind natiirlich auf dem Teilraum Fo = {(z1,...,21,0,...,0,...) € 1?(No)}
definiert (siehe Def. 1.2.5). Die Segaloperatoren hangen offenbar mit den in (4.34)

A" (2)Xn = zZATXn mit A%y, = (4.37)
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definierten Operatoren W(z) durch ¥(z) = @s(K;(z)) zusammen. Aus (4.35) folgt
daher fiir die Operatoren Q,P

1 1 .
QP = @s( b = —— (A + AY) (4.38)

B

und

P := D (ivw) = —'\/g(mp — A™). (4.39)

Dies sind aber die wohlbekannten Operatoren fiir Ort und Impuls in der ,Teil-
chenzahldarstellung®. Um zur Ortsdarstellung zu gelangen miissen diejenige unitare
Transformation L : 12(No) — L?(R, dx) beniitzen, die xn € 1*(Ng) auf die normier-
ten Bigenfunktionen U, € L?(R, dx) des selbstadjungierten Operators —%(f—tzz—l— “’TZXZ
abbilden, also

N ~ 1 2 d™ 2
Pr(x) = P (V/x), mit o (£) = q/gzn—m(—n“ei Sef ()

Diese Prozedur ist aus der Quantenmechanik wohlbekannt, weshalb wir hier nicht
naher darauf eingehen wollen. Es ergeben sich fiir Q, P die wohlbekannten Ausdriicke

QL)) = x(x), LPLY =1 Sy, (4.41)

Damit bleibt die Struktur der Dynamik, also der Uy, zu betrachten. Wegen (4.33)
ist

U, el @s(Kil)x — gi®s(Ki(Te)) _ pl®s(ueky(z)), (4.42)

Fiir das letzte Gleichheitszeichen wurde (4.30) verwendet. Mit Satz 1.2.14(3) folgt
daher daff Uy = T'(w) ist (siehe Satz 1.2.8). Daher folgt fiir den Hamiltonoperator
—iHy = %U—tll)h:o wegen Satz 1.2.8 die Gleichung H{ = dI'(w)y also Hxn =
nwyxn und somit auch LHL*Y,, = nwp;,. Nun ist jedoch aus der Quantenmechanik
des harmonischen Oszillators wohlbekannt, daf

1 d? 2 1
—3 ) + X (x) = W+ 3 )n(x) (4.43)
ist. Daher ergibt sich fiir H:
1 d? 2 1
(LHL) (x) = —525n (%) + X Pn (x) = 0n(x). (4.44)

Wir haben also den harmonischen Oszillator ohne Nullpunktsenergie quantisiert!
Wiéhrend uns dies hier stort, ist dieser Effekt bei der Quantisierung des Skalarfeldes,
die wir im nachsten Abschnitt betrachten wollen.
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4.5 Beispiel: Das freie Skalarfeld

Wir kehren nun also in das 1. Kapitel zuriick und betrachten erneut das freie Ska-
larfeld. Aus der Bemerkung 1.1.4 entnehmen wir den symplektischen Vektorraum

(V,0) mit V, = §(R3 R) x $(R? R) und

o(f1,p1;f2,p2) = (f1,p2) — {f2,P1), (4.45)

wobei (-, -} das Skalarprodukt in L (R, dx) bezeichnet. Die Dynamik des Modells
hatten wir bereits in 1.1 untersucht. Fiir die Anfangsdaten (f,p) € V ergibt sich
gemafB (1.15) und (1.16)

i) = #J (alije (0xml99) 1 g i)eiltha-wlirn)) A ()
2797 e 20lk)
und
Pex) = W J}RE <@w(k)e4(<kx>7w(k)t) _
—a(k)w(k)ellx el _ &k (4.47)
2w(k)

] AN i
alk) = — (x/w(k)f(k) + w(k)ﬁ(k)> . (4.48)

Ahnlich wie im vorangehenden Kapitel erhalten wir die einparametrige Gruppe
(To)ter von symplektischen Transformationen durch Ti(f,p) = (fi,pe). (Symplekti-
zitat ist bitte selbst nachzurechnen! Hinweis: Verwende den Erzeuger dieser Gruppe
= Hamiltonsches Vektorfeld; vergl. auch die Ausfithrungen im néachsten Abschnitt).

Zur Quantisierung verwenden wir wieder die CCR-Algebra CCR/(V3, 0). Die sym-
plektischen Transformationen erzeugen wie beim harmonischen Oszillator die einpa-
rametrige Gruppe von Bogolubovtransformationen o (W (f,p)) = W(f,p.). Bleibt
schlieilich die Wahl eines Zustandes und damit einer Darstellung. Wir betrachten
zu diesem Zweck die Abbildung

V, 3 (f,p) = Kao(f,p) := (@fﬁr ﬁﬁ) € L?(R?, d*k). (4.49)

Sie ist was leicht nachzurechnen ist, reell-linear, symplektisch und ihr Bild ist dicht
in L?(R?,d3k). AuBerdem gilt eine dhnliche Relation wie in (4.30). Um dies zu
erkennen, betrachten wir den Erzeuger der einparametrigen Gruppe (Ti)ier (siehe
Bem. 1.1.4):

d .
a(ftaptﬂto = (pa (A - mZ)f) = X(fap) mit fO = f) Po =7P. (450)

Fouriertransformieren bildet diesen Operator auf

(£,9) = (p,—w™) (4.51)
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ab. Daher ist

Ka(X(£,p)) = Kz (p, (A —m?)f) = Vaop — w3 (4.52)

und
—1wK,(f,p) = —iwif + Vw0 (4.53)
weshalb Ky (X(f,p)) = —iwKs(f,p) gilt. Anders ausgedriickt, die Abbildung K

sintertwined“ die symplektische Gruppe (Ti)ier und die unitire Gruppe (Wi)ier
mit uap = exp(—iwhp.

Wir konnen einen reguliaren Fockzustand wg auf CCR(V2, ¢) durch das erzeu-
gende Funktional

Gu, (F,P) = Wo(W(F,p))e slkatipIP? (4.54)

definieren. Betrachten wir nun die GNS-Darstellung 7,,, dann erhalten wir auf
Hey, die selbstadjungierten Operatoren W(f,p) mit my,, (W(f,p)) = exp(i¥(f,p)).
Ahnlich wie im letzten Abschnitt definieren wir dann das Feld ¢(f) = W((—A +
m?2)~"2f 0) und den kanonisch konjugierten Impuls 7t(p) = ¥(0, (—A + m?)"/?p).
Wie bei dem harmonischen Oszillator ist wieder wo(o (W (f,p)) = wo(W(f,p))
(siche (4.32)). Daher ist die Zeitentwicklung unitar implementiert: 7y (x((A)) =
U, (A)UF und wir kénnen das Quantenfeld durch

O(t,f) = U (HUr = W(T((—A +m?) V2£,0) (4.55)
oder durch

D(f) = J}R d(t, f(t, -))dt (4.56)

definieren. Ahnlich kénnen wir auch fiir den Impuls
M(t,g) = Wr(g)U; = ¥(T(0, (—A + m?)"?g)) (4.57)

definieren, jedoch enthalt das Feld TT(t, g) keine andere Information als @ (t, f) denn
wir kénnen beide durch

Lo, =w( L1 (m? - a)2,0) =

dt dt
=W(T,(0, (A —m?)(m? — A) V2)) =TI(t, —f) (4.58)

ineinander umrechnen.

Den Ubergang zu den Konstruktionen aus Abschnitt 1.3 erhalten wir nun mit
Satz 4.2.6, denn wir kénnen H,,, mit dem symmetrischen Fockraum Js(L?(RR?, d*k))
und die Darsteller 7, (W (f,p)) mit exp(iQs(K,(f,p))) identifizieren, wenn @g()
die Segaloperatoren aus (1.54) bezeichnen. Das heifit das weiter oben eingefiihrte
Feld Y(f,p) stimmt mit @s(K,(f,p)) iiberein und wir erhalten

BIF) = Ds(Kaf(~A + m?) 11,0 = @5 YN —0s(—) (459)

o
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und
s iwp .
n(p) = @s(K2(0, (—A + m)p)) = Os(—=) = Os(iv/wp) (4.60)
Jo
die Ausdriicke aus Satz 1.3.3. Die Zeitentwicklung ist dhnlich wie im letzten Ab-
schnitt durch die zweite Quantisierung der unitdren Operatoren . gegeben, denn

es 1st

Utﬂwo(W(f,D))UI — ﬂwo(W(Tt(f,D)) — ptPs(Ka(Telfip))) — pi®s(ueKalfip)) —
=T (u)e®sF 2P (). (4.61)

Dabei wurde erneut Satz 1.2.14(3) benutzt. Wir erkennen, daf§ w; die einparametrige
Gruppe ist, die vom , FEinteilchenhamiltonian® hy erzeugt wird, dafl heifit es gilt
U, = exp(—1ithg) (siehe® (1.110)) erzeugt wird. Die Zeitentwicklung U, = T'(U,)
wird daher vom ,freien Hamiltonian“ Ho = dI'(ho) erzeugt: U, = exp(—itHy) in
Ubereinstimmung?* mit (1.112). Wir haben also mit algebraischen Mitteln das Modell
aus Abschnitt 1.3 rekonstruiert.

Im Gegensatz jedoch zum harmonischen Oszillator ist in diesem Falle die Wahl
des Zustandes keineswegs egal, denn wie wir im Beispiel 4.3.2 gesehen haben, gibt
es Fockzustiande deren GNS-Darstellungen unitar indquivalent sind und somit zu
physikalisch anderen Modellen fiihren. Wir wollen daher noch ein paar Anmerkungen
machen, die aufzeigen wodurch der von uns gewéhlte Zustand ausgezeichnet ist.

7 diesem Zweck betrachten wir den Hilbertraum L?(My,, Q) aus Bemerkung
1.3.7 und den unitiren Operator Jon : L?(Mm,Qm) — L?(R3, d%k) aus Formel
(1.125). Auf (M, Q) war die stark stetige, unitére, irreduzible Darstellung
Pl 5 (A,a) = Un(A, a) durch (Un(A,a)f)(p) = e9PIfATP) gegeben (sie-
he Bem.1.3.8). Kombinieren wir nun die Abbildung K, mit dem unitdren Opera-
tor J., dann folgt mit kurzer Rechnung (Ubungsaufgabe!), daBl eine Darstellung
TIF 5 (Aya) — Taq der Poincarégruppe durch symplektische Transformationen
Taa von (Vo) existiert, so dafl U(A, a)]m (Kz2(f,p)) = Jm(K2(Talf,p))) ist.

Um die physikalische Bedeutung der Darstellung Ta o zu erkléren, wiederholen
wir zundchst etwas Geometrie des Minkowskiraumes. Wir betrachten den Minkow-
skiraum koordinatenfrei, das heifit ohne Bezug auf ein bestimmtes Inertialsystem. Er
wird dann durch einen vierdimensionalen affinen Raum M beschrieben (ohne aus-
gezeichnetes affines Koordinatensystem!), auf dessen unterliegendem Vektorraum V
eine symmetrische, nicht degenerierte Bilinearform g der Signatur (+,—,—,—) ge-
geben ist®>. Ein Inertialsystem Z ist nun durch eine Lorentzbasis (ei)i—o.. 3, daB
heifit es gilt glei,e;) = €dy mit € = 1 und ¢ = —1 fir i = 1,2,3 und
einen Koordinantenursprung o € M gegeben. Wir erhalten dadurch die Koordi-
natenabbildung R* 3 (t,x) — Z(t,x) := o + tey + 2{11 x'e; € M. Entspre-
chend erhalten wir fiir ein zweites Inertialsystem L’ eine Koordinatenabbildung
R* > (t/,x/) — Z'(t',x') := 0" + t'ef + 2{11 x/e{ € M, welche mit der alten durch
eine Poincarétransformation (A, a) verkniipft ist, das heifit (t’,x’) = A - (t,x) + a.

3Im Gegensatz zum Abschnitt 1.3 ist hier jedoch u, = exp(—ithy), das heifit die Zeit lduft in
die andere Richtung. Leider ist das Skript an diesem Punkt nicht ganz konsistent.

4Siehe Fufinote 3.

Ein affiner Raum ist eine Menge M auf der ein reeller Vektorraum V transitiv durch M x V 3
(p,v) = p+v EM operiert.
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Auf M sei nun eine Funktion 1 : M — R gegeben, die im Inertialsystem X die
Klein-Gordon-Gleichung 16st, genauer gesagt die Funktion R* 3 (t,x) — U (t,x) =
P o Z(t,x) € R erfiillt diese Gleichung. Entsprechend ist auch R* 3 (t/,x’) —
P'(t',x") =P oXZ'(t',x’) € R eine Losung der Klein-Gordon-Gleichung, welche
mit der ersteren durch 1/(t,x) = W(A7((t,x) — a)) verkniipft ist. Beide Lésungen
sind durch Anfangsdaten (f,p) € V, bzw. (f’,p’) € V eindeutig bestimmt und die
Verkniipfung dieser Anfangsdaten ist gerade durch die symplektische Transformati-
on Taq gegeben, daB heifit: Th o(f,p) = (f',p’). Eine Uberpriifung dieser Aussage
iiberlasse ich wieder dem Leser®.

Die symplektischen Transformationen Tp o und die entsprechenden Bogolubov-
transformationen op o (W(f,p)) = W(TAo(f,p)) reprasentieren also den Wechsel
des Inertialsystems und es ist eine physikalisch verniinftige Annahme, dafl das Va-
kuum wyp in allen Inertialsystemen identisch ist, dal heifit wg o anq = wo. Es ist
leicht zu sehen, dafl wq diese Eigenschaft wirklich besitzt:

ol a(W(F,9))) = ol W (Talf,p))) = e HKTaalrIF =
— e il Un(A@)TmKe(fpII> — oFHIK2(FP)IP — W(W(f,p)). (4.62)

Daher sind die Bogolubovtransformation xa o in der Darstellung 7, unitér imple-
mentiert. Das heifit es existiert eine stark, stetige unitare Darstellung U(A, a) mit
W(A, a)mte, (A)U(A, a)* = Ty, (an,a(A)). Diese Darstellung kann mit der zweiten
Quantisierung T (U (A, a)) von U (A, a) identifiziert werden.

Zum Schluf} schlielich betrachten wir die durch a — U(1, a) gegebenen Raum-
zeittranslationen. Es handelt sich um eine stark stetige, unitédre Darstellung der
abelschen Gruppe R* und fiir jedes Element e; € R*, j = 1,...,4 der kanonischen
Basis existiert daher ein selbstadjungierter Operator P; so daff exp(itP;) = U(te;).
Fiir j # 0 sind die P; Komponenten des Gesamtimpulses, wahrend Py mit dem freien
Hamiltonian tibereinstimmt. Es kann nun gezeigt werden (siehe hierzu die Diskus-
sion der Wightmanaxiome in [RS75, X.42]), daf} das gemeinsame Spektrum dieser
vier Operatoren im abgeschlossenen Vorwirtslichtkegel {x € R*|g(x,x) > 0,%0 > 0}
enthalten ist. Mit anderen Worten der Zustand wy erfiillt die “Spektralbedingung”.
Poincaréinvarianz und Spektralbedingung sind die wichtigsten Kriterien zur Aus-
wahl eines Vakuumzustandes. Insbesondere in der Wightmantheorie dient die Trans-
lationsinvarianz des Vakuums dazu, dieses eindeutig festzulegen (siehe z.B. [RS75,
[X.8] fiir eine Diskussion der Wightmanaxiome).

4.6 Beispiel: Das Skalarfeld im dufleren Potential

Im néchsten Beispiel wollen wir die Behandlung des freien Feldes etwas verallgemei-
nern und dufere Potentiale hinzufiigen. Das heifit wir betrachten Feldgleichungen
der Form

2
ot2

SHinweis: Betrachte die Fouriertransformation \{ = (27) 2 LR4 P(x)exp(ig(x,p))d*x. Sie bil-
det Losungen der Klein-Gordon-Gleichung auf Elemente in L2(Mm, Q) ab. Mann kann dann
ausrechnen dafl U, (A, a)p das Bild der Poincarétransformierten Losung ist.

W (t,x) — AP (t,x) + (S(x) + m?)p(t,x) =0, (4.63)
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wobei S : R® — R ein hinreichend regulires, positives Potential ist. Die klassi-
schen Losungen dieser Gleichungen lassen sich auch bei bekanntem Potential im
allgemeinen nicht in geschlossener Form angeben. Es handelt sich jedoch um strikt
hyperbolischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die intensiv studiert wur-
den. Es existieren zahlreiche Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Lésun-
gen (siehe [P.R64, Kap.6] fiir eine recht elementare Einfithrung in hyperbolischer
Differentialgleichung mehrerer Verdnderliche. Auch die Ausfithrungen in [Fri75] las-
sen sich unmittelbar auf den flachen Fall tibertragen). Wir wollen im folgenden
davon ausgehen, dafi S die folgende Bedingung erfiillt™: Fiir alle Anfangsdaten
(f,p) € C(R? R) x CF(R3, R) =: V3 existiert genau eine Lésung von (4.63).

Wir kénnen nun &hnlich wie bei der Klein-Gordon-Gleichung die Feldgleichung
(4.63) in ein System erster Ordnung umwandeln:

d d

—f, = —
d_t t P, d_t

e = (A —m? —S)f,. (4.64)
Der Operator —A +m? + S : CP(R3,C) — L?(R3, d*x) ist symmetrisch, daher ist
die Abbildung V3 3 (f,p) = (p, (A —m? — S)f) € V3 antisymmetrisch bzgl. der
symplektischen Form o aus (4.45):

o(f1,p1;p2, (A —m? —S)f2) = (f1, (A —m? — S)f2) — (p1,p2) =
= <(A — mz — S)f1,fz> — <p1 ,p2> = —O'(D1 , (A — mz — S)f1;fz,pz). (465)

Daher ist die einparametrige Gruppe (Ti)ier mit Ti(f,p) = (fi,pt) und fo = f und
Po =P (das heifit t — Ti(f,p) ist die Losung von (4.64) zu den Anfangsdaten (f,p))
eine einparametrige symplektische Gruppe und wir kénnen auf der CCR-Algebra
CCR(V3, 0) (die etwas kleiner ist als die aus 4.5, da C3(R?, R) in §(R, R) nur dicht
liegt) die einparametrige Gruppe von Bogolubovtransformationen o (W (f,p)) =
W (T(f,p)) definieren. Diese Gruppe beschreibt die Dynamik des skalaren Feldes
unter dem Finflul des dufleren Potentials S.

Damit bleibt die Wahl eines Zustandes und einer Darstellung zu diskutieren. Wir
stellen zu diesem Zweck fest, daB der Operator —A +m? + S nicht nur symmetrisch
sondern auch positiv ist. Er besitzt daher auf jeden Fall eine positive selbstadjun-
gierte Fortsetzung (die Friedrichsfortsetzung siehe [RS75, Thm X.23]). Wir wollen
diese Fortsetzung im folgenden auch mit —A +m? + S bezeichnen. AuBerdem bleibt
noch festzuhalten, dafl wegen der Positivitat des Potentials S das Spektrum dieses
Operators nach unten durch m? > 0 beschriankt ist. Wir kénnen also mittels des
Spektraltheorems die Funktion (-)i]f auf den Operator anwenden. Dies fiithrt zur

folgenden Abbildung

V3 (f,p) = K3(f,p) i= (A +m? + S)*f L i(—A +m? +S)*1Tp c
€ LA(R?,d*). (4.66)

"Der Operator (f,p) — (p, (A —m? — $)f) den wir sogleich betrachten werden bildet Anfangs-
daten mit kompakten Trager auf Anfangsdaten mit kompakten Trager ab. Eine dhnliche Aussage
gilt nicht fiir Schwartzfunktionen, wenn S im Unendlichen zu schnell divergiert. Daher haben wir
in diesem Abschnitt einen gegeniiber 4.5 etwas kleineren Phasenraum gewiahlt
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Da sowohl (—A +m? + S)% als auch (—A +m? + 5)7% dicht definierte Operatoren
auf L?(R3, d*x) sind, ist das Bild von Kz offenbar dicht in L?(IR?, d*x). AuBerdem

ist Kz symplektisch, denn
(K (f1,p1), K(f2,p2)) = (A +m2 +$)5f;, (A +m? + ) Tpy) —
—((~A+m2+S) Tpy, (—A+ M+ S)if2) = (f1,p2) — (f2,p1). (4.67)

NN

Damit ist durch
wo (W(f,p)) = e #lks(fml? (4.68)

ein Fockzustand definiert. Um zu sehen, dafl er invariant unter der Dynamik o ist
betrachten wir die einparametrige unitdre Gruppe

U = efit\/ —A+m2+S8 . (469)

Offenbar ist:

— 1V —A+m? + SK;(f,p) =

= —i(—A+mE+S)Tf+ (—A+m?+S)ip =Ks(p, (A —m? —S)f). (4.70)

Nun ist jedoch (f,p) — (p, (A —m? — S)f) der Erzeuger der einparametrigen sym-
plektischen Gruppe (Ti)ier, woraus w Kz (f,p) = K3(T(f,p)) folgt. Daher ist

1

wo (o (W (f,p))) = e*%llK;(Tt(fm))llz — o wllueKs(Fp)lI> — wo(W(f,p)). (4.71)

Die Bogolubovtransformationen & sind daher unitar implementierbar, weshalb wir
eine einparametrige unitire Gruppe U; mit Erzeuger H, dem Hamiltonian des
Systems erhalten. Wie fiir das freie Feld kénnen wir aulerdem den Feldoperator
o(f) = Y((—A +m? + $)72£,0) und 7w(p) = W(0,(—A + m? + S)/?p) defi-
nieren, wobei W(f,p) durch e™"P) = 75(W(f,p)) definiert ist. Identifizieren wir
den GNS-Hilbertraum wieder geméaf Satz 4.2.6 mit dem Fockraum JFs(H), dann
wird Uy zu T(uy), H zu dF(vV—A +m2 +8), ¢(f) = Os((—A + m? + 5)7%1‘) und
n(p) = @s(i(—A + m* + S)ip).

Setzen wir S = 0, dann wird die Feldgleichung (4.63) zur Klein-Gordon-Gleichung
und wir erhalten eine alternative Quantisierung des freien Feldes, die jedoch im
Wesentlichen mit der in Abschnitt 4.5 vorgestellten Version iibereinstimmt. Der
einzige Unterschied betrifft die CCR-Algebra, denn es gilt, wie bereits erwadhnt
CCR(V3,0) & CCR(V,,0). Dieser Unterschied ist jedoch nicht wesentlich, da so-
wohl die Bogolubovtransformationen o als auch der Fockzustand wy aus diesem
Abschnitt fiir den Fall S = 0 Einschréankungen der entsprechenden Gréfien aus Ab-
schnitt 4.5 sind. Fiir die Bogolubovtransformationen ist dies ganz offensichtlich, da
die symplektischen Transformationen vollig identisch definiert sind. Um die Fock-
zustiande zu vergleichen betrachten wir die Abbildungen K3 : V3 — L?(R?, d3x) und
die entsprechende Abbildung K, aus (4.49). Fouriertransformieren wir nun Ks(f,p)
fiir (f,p) € V3 dann ergibt sich sofort (K3(f,p))" = Kz (f,p). Da die Fouriertransfor-
mation unitar ist, folgt sofort dafl der in diesem Abschnitt konstruierte Fockzustand
und der aus Abschnitt 4.5 {ibereinstimmen. Dafl nun bei der , Einschréankung® von
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CCR(V3,0) auf CCR(V3,0) keine wesentliche Information verloren geht, folgt aus
der Tatsache, dal 7y, (CCR(V2,0))" = 7o, (CCR(V3,0))" = B(Hy,) ist (es sind
also noch ,genug® Elemente in CCR(V3, o) enthalten).

Der letzte Punkt dieses Abschnittes betrifft die Frage durch welche Kriterien
der konstruierte Zustand wy physikalisch ausgezeichnet ist. Hierfiir mochte ich auf
eine Arbeit von Kay [Kay79] verweisen. Aus ihr folgt unmittelbar, dal wq bis auf
Unitaraquivalenz der einzige Fockzustand auf CCR(V3,0) ist, der invariant unter
der Zeitentwicklung o ist.

4.7 Beispiel: Das van Hove Modell

Im letzten Beispiel zu CCR-Algebren wollen wir auf das van Hove Modell zuriick-
kommen welches wir bereits im Abschnitt 1.5 untersucht hatten. Wir betrachten fiir
diesen Zweck die CCR-~Algebra CCR(V3,0) und die Bogolubovtransformationen o
und den Fockzustand wy aus Abschnitt 4.5. Die Quantisierung der Feldgleichung

2
o2
mit der Schwartzfunktion p € §(IR*, R) (siehe (1.135)) fiihrte in Abschnitt 1.4 zu

einer unitar dquivalenten Theorie, deren Vakuum durch

Y (t,x) — AU (t,x) + m*P(t,x) + p(x) =0, (4.72)

Wy (A) = (VQu,, Tw, (A VQ4y,) (4.73)
und deren Dynamik® «f durch
o (& (A)) = Up eTlwo (AU, mit Uy, = VUV (4.74)

gegeben ist. Dabei ist Uy = exp(—itHo) durch den freien Hamiltonian Ho (siehe
Abschnitt 4.5) und V durch (7t ist der kanonisch konjugierte Impuls aus Abschnitt
4.5)

V = e 7o *0) it hof = (0f)Y = vm2 — Af (4.75)
wegen (4.57) also durch
V = M, (W(0, —hy ¥ %p)) (4.76)

gegeben.
Wir wollen nun angeben, welche Gestalt af unabhéngig von der Darstellung 7,
hat. Unter Verwendung der Weylrelationen erhalten wir
VT (W) = i, (W0, R )W (F,p)W (0, —hy p) ) =
= e Pl (W(f,p)) (4.77)

80bwohl wir hier dieselbe Bezeichnung gewihlt haben, stimmt af nicht mit den Automorphis-
men aus Abschnitt 1.5 {iberein. Die Algebra 21 die wir dort betrachtet haben, ist eine *-Algebra,
jedoch keine C*-Algebra (und damit auch keine CCR-Algebra), da sie unbeschrinkte Operatoren
enthilt.
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w
Daher ist

Tlwo (o (W (f,1))) = VUV 70, (W (f, ) VU V™ =
:utﬂwouzei(C(p;Tt(fm))fC(p;fm)) (4‘79)

also
(W (£,p)) = oxs (W (f,p) el eI <) (480)

In &hnlicher Weise kénnen wir bei der Berechnung des erzeugenden Funktionals
des Zustandes w, vorgehen. Mit (4.77) folgt:

W, (W(f,p)) = (VQo, Ttw, (W(f,p))VQo) = (Qo, V'Tiw, (W(f,p))VQo) =
— wo(W(f,p))e P — ¢ — K2 (f,p)||>—ic(pif,p) (4.81)

Aus der Definition von «f und w, folgt unmittelbar, daB w, invariant unter der
Dynamik o ist; jedoch kann dies auch unter Verwendung der soeben errechneten
Formeln tiberpriift werden.

Dies ist besonders wichtig, wenn wir nun den ,Grenziibergang® p — 1
durchfiithren (also den Ultraviolett-Cutoff entfernen), denn der Ausdruck

c(d;f,p) = <%,1€> . (4.82)
ist offenbar fiir jede Schwarzfunktion f wohldefiniert. Wir kénnen daher
WS (W (£, p)) = o (W (F,p)) i1l (1.59)
und
do, (f,) == o lIKa(f,p)lI> —ic(5f,p) (4.84)

definieren. Damit sich aus diesen Definitionen eine verniinftige QQuantentheorie er-
gibt, miissen wir iiberpriifen, ob sich & zu einem Automorphismus von CCR(V>, o)
fortsetzen laft, und ob ¢y, das erzeugende Funktional eines reguldren Zustandes
ist.

Wir untersuchen zunichst «®. Da alle Weyloperatoren linear unabhéngig sind
(ist leicht nachzurechnen; Ubungsaufgabe!) kann of auf den Raum aller endlichen
Linearkombinationen von Weyloperatoren fortgesetzt werden. Dieser Raum ist ei-
ne dichte *-Unteralgebra von CCR(V,,0), und wir kénnen zeigen, dafi o ein *-

Automorphismus dieser Unteralgebra ist. Z.B. gilt:
o (W (f1,p1)W (f2,p2)) = e 20T Prifapa) 6(W(f1 +P2,P1 +7P2))
= e*%"(fl P1if2,p2) o (W (f1 + f2, 1 ‘1‘132)) c(&Tu(f14+f2,p14+p2))—c(dif1 +f2,p14+p2))
— o (W (F1, 1)) (W (£2, 12 ) ) el(ClBTH P18 1)) QHe(SiTe(F2,p2)) (852 p2)
= o (W (f1,p1))axl (W (f2,p2)). (4.85)



4.7. BEISPIEL: DAS VAN HOVE MODELL 89

Daher gilt fiir alle A € CCR(V2, o) die endliche Linearkombinationen von Weylele-
menten sind [[o®(A)|| < ||A]| (das folgt aus Behauptung 2.4.2). Mit anderen Worten
o ist auf seinem Definitionsbereich stetig und kann daher als Automorphismus auf
ganz CCR(V3, o) fortgesetzt werden.

Um zu beweisen, dafl ¢, ein erzeugendes Funktional ist benutzen wir Behaup-
tung 4.2.3. Die einzige nichttriviale Bedingung ist offenbar die Positivitdt. Hierfiir
betrachten wir fiir jede temperierte Distribution® T, das Funktional

Pr(f, p) 1= e HKalflP (i) (1.86)

c(T;f,p):= <g,?> . (4.87)

Fiir feste Ay € €, (f;,p;) € V2, = 1,...,n ist auf dem Raum §'(R?,R) durch

SI(RS,R) 3 T — Zj\lAjef%ff(fjfpj;ﬁ»r’l)cb_r(fj _ fl,pj —pl) (= (D (488)

j=1

ein in der schwachen Topologie stetiges Funktional gegeben. Dies folgt aus der Stetig-
keit der Funktionale T — ¢(T;f,p). Diese Funktionale sind fiir alle p € $(R*, R) C
8'(R? R) positiv, da ¢, in diesem Falle ja mit dem erzeugendem Funktional des
reguliiren Zustandes w, iibereinstimmt. Da aber §(IR?, R) ein dichter Teilraum von
8'(IR?, R) ist, miissen die Funktionale (4.88) fiir alle T positiv sein. Daher ist insbe-
sondere ¢, das erzeugende Funktional eines regularen Zustandes ws.

Damit haben wir die Quantisierung der Feldgleichung (4.72) vervollstandigt.
Es ist leicht nachzupriifen, daBl ws invariant unter den o« ist. Daher existieren
unitdre Operatoren Us mit Us 7ty (A)U.g’tﬂwé (a®(A)). Die Us ¢ bilden offenbar ei-
ne unitare Gruppe. Wenn diese stark stetig ist (was nachzupriifen wére) kénnen wir
den Hamiltonian des Modells durch Us; = exp(—itHs) definieren. Ebenso kénnen
wir in Analogie zu Abschnitt 4.5 die Felder ¢5(f) und 7t5(p) angeben.

Wie haben damit im Gegensatz zu Abschnitt 1.5 fiir das van Hove Modell ein
physikalisches Vakuum und einen Wechselwirkungshamiltonian gefunden. Jedoch
kann &dhnlich wie in Beispiel 4.3.2 gezeigt werden, daf} die Zustinde ws und wp
quasiindquivalent sind. Daher ist in der Darstellung ws das nackte Vakuum wg nicht
als Vektorzustand darstellbar, dhnlich umgekehrt ws in der Vakuumdarstellung des
freien Feldes nicht als Vektorzustand darstellbar war (siehe Satz 1.5.1). Ahnliches
gilt fiir den freien Hamiltonian und den Wechselwirkungshamiltonian Hs.

9Eigentlich wollte ich den Begriff der Distribution in diesem Skript vermeiden, um die mathema-
tischen Voraussetzungen nicht noch umfangreicher werden zu lassen. Leider ist mir aber an dieser
Stelle kein anderes einfaches Argument eingefallen. Alle notwendigen Aussagen iiber temperierte
Distributionen finden sich jedoch in [RS80].
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